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INTRODUCTION

Un "asservissement quadratique" est un systéme différentiel de

la forme

n-1
ax_ n ___ _ n-1
ac- X(x) + I b.,u,.xelR ,u—(ul,...,un_l)éun_l— [-1,+1]

i=1

ou X est un champ de vecteurs polynomial sur R" de degré 2 et

les bi' ie i1,2,...,n-1}, sont des champs de vecteurs constants

n
sur IR .

On appelle commande (ou contrdole) admissible toute fonction u
constante par morceaux, définie sur un intervalle [o,T] et a va-

leurs dans [-1,+1]n_1.

On dira qu'une commande admissible est "bang-bang" (respectivement
"presque bang-bang") si elle prend ses valeurs aux sommets (res-

pectivement & la frontiére) du cube unité [—1,+1]n'1.

A toute commande admissible u et 3 toute condition initiale x°,

on associe une réponse x(xo,tl,u) qui est par définition la valeur

a 1l'instant t1 de l'unique solution du probléme de Cauchy

n

-1
%f(xo,t,u(t)) = X(x(x°,t,u(t))) + =

biui(t)

i=1

x(x%,0,ul0)) = x°.
La recherche de la meilleure commande admissible selon tel ou tel
critére s'appelle 1'étude du probléme de contrdle optimal tandis
que l'étude de 1l'ensemble des points xO-accessibles, c'est a dire
1'ensemble des points x1 tels qu'ii existe une commande admissible
assurant le transfert du systéme de 1'état initial x° & la réponse
xl, s'appelle 1'étude de la contrdlabilité.



L'objet de ce travail est de répondre & la question suivante :
étant donnés un asservissement quadratique et le critére
J(x) = X: o ig {1,2,...,n-1}, sous quellesconditions toute commande

optimale est-elle bang-bang ou presque bang-bang ?

L'étude des asservissements quadratiques n'est pas sans intérét

en regard des applications éventuelles. L'exemple que nous allons
étudier dans cette introduction est destiné a montrer qu'il existe
dans la nature des processus quirsont régis par des asservisse-
ments quadratiques et & préciser 1'importance du probléme posé
dans ce travail. ' |

Considérons le systéme d'équations différentielles suivant

r.dxl 5
EE~ = A - Bx1 + Cx1 + Du
<
dx2
EE_ = E - Fx1 + Gu + Hxlu
.
ou A =0.05; B=1.065; C = 0.065; D= 0.95; E = 0.306;

F = 0.06; G = 0.714; H

0.014.

Ce systéme décrit le processus d'évolution de la pollution et de
laqualité de la vie [1] ou :

. X, = xl(t) est le coefficient de pollution

. X, = xz(t) est la qualité de la vie

e
il

u(t) est le capital d'investissement par unité d'habitant.

En négligeant le coefficient H qui est trés petit (par rapport
aux autres coefficients), on se pose la question de savoir com-
ment choisir le capital 4'investissement u pour que la qualité
de la vie, supposée nulle & l'instant initial, soit maximale dans
un avenir préalablemént fixé T> 0. Si d'une part pendant la pé-

riode [o0,T] les possibilités d'investissements par unité d'habi-

tant sont limitées a u, = (Cz—4AD)/(4BD) et que d'autre part,

pendant cette méme période, l'on désire que le taux de pollution
ne dépasse pas 8.15 alors, en effectuant le changement de variable

u = (uM/Z)(v-+1)



on obtient le probléme de contrdle optimal suivant : étant donné

l'asservissement quadratique

ax 2
gt = X(x) +bv, x R, ve [-1,+1]
A+ (Du,/2) - Bx, + sz : D
- M 1 1
ou X(x) = : et b = (uM/z) ,
E +'(GuM/2) - Fx, G

maximiser xé(T) sous les contraintes

v te [0.T] : o< x(t)< 8.15

et, avec comme conditions initiales
— L° -
x (0) = x]¢€ lo, 8.15] , x,(0) = o.

En posanta = (GB-FD)/(2GC), la solution de ce probléme est donnée

par la figure ci-dessous ou :

- vy = Duy,/2) [Ba - ca® - a - (Du,/2) ]

- ¢ est un point de commutation de v = -1 a v = +1 et de

v = : = +1.
vI av 1

i}
|
—
[\
<

]
+
-

- e=» -== est la courbe de commutation de v
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La politique optimale & adopter dépend donc du taux de pollution

a l'instant initial :

. .0 ‘s e . .
- si x, est dans la région I on fait un investissement

maximum u
M

. L0 L . . .
- si x; est dans la region II on fait un investissement nul

suivi d'un investissement maximum uM

- si xg est dans la région III on fait d'abord un investisse-

ment nul, puis un investissement intermédiaire

u, = (uM/2)(VI+1) et on termine par un investissement maxi-

mum u
M

. (o] 4 . . s . ‘
- si xy est dans la région IV on fait un investissement inter-

médiaire up = (uM/Z)(vI+l) suivi d'un investissement maximum

Uy

- si xi est dans la région V on fait d'abord un investissement

maximum u puis un investissement intermédiaire

Ml
u, = (uM/Z)(vI+1) et on termine par un investissement maxi-

mum u..
M

Cet exemple prouve qu'il existe dans la nature des processus qui
sont régis par des asservissements quadratiques. D'autre part, il
montre aussi 1l'existence de politiques optimales qui ne sont pas
bang-bang. Or, il est clair que de telles politiques ne sont pas

commodes.
Ce travail repose essentiellement sur 1'idée directrice suivante :
. . éme . . .
Si X est la i coordonnée de x et si une commande est opti-
male pour le critére J(x) = X, la réponse a cette commande ap-

partient a la frontiére de l'ensemble des états accessibles. D'ou,
si on sait dans QUelle'mesﬁre toute répbnse 3 une commande non
presque bang-bang est intérieure a 1l'ensemble des états accessi-
bles , on aura des informations sur les conditions qui doivent



étre satisfaites pour que toute commande optimale soit bang-bang

ou presgue bang-bang.

J'ai donc organise les différentes parties du travail de la ma-

niére suivante :

Dans le chapitre O, j'expose briévement les notations et les résul-

tats essentiels sur les familles de champs'de vecteurs quadratiques

sur IR? et les moments des champs de vecteurs sur r" que j'uti-

liserai par la suite.

Le premier chapitre est consacré & 1'étude du probléme de la con-
trolabilité le long des trajectoires du systéme libre (x' = X(x))

d'une famille

8= {X+ I bu,;u= (u,...,u

1 ii 1 ) e Un—l‘

n-1
de champs de vecteurs quadratiques sur RrR2. 11 s'agit la de savoir
dans quelle mesure la réponse a la commande nulle appartient a
l'intérieur ou & la frontiére de l'ensemble des états accessibles
au moyen des champs de vecteurs de la famille 8 . J'obtiens deux

résultats différents selon que ¥ est une famille de champs de vec-
teurs quadratiques sur 322 (théoréme 1.1.1.) ou une famille de

champs de vecteurs gquadratiques sur IRP, n = 3 (théoréme 1.2.1.).

Le deuxiéme chapitre exploite les résultats du premier pour étu-

dier la controlabilité le long des trajectoires d'une famille de

champs de vecteurs quadratiques sur IRD., J'y établis ainsi des
conditions (corollaires 2.1.3., 2.2.5. et 2.2.8.) pour que, si

8= {X + i b.u,; u = (ul,...,u ) € U

n-1 -1!

est une famille de champs de vecteurs quadratiques sur IRn, toute
réponse a une commande non bang-bang et non presque bang-bang ap-
partient & l'intérieur de l'ensemble des éetats accessibles au

moyen des champs de vecteurs de la famille 8 .

Le chapitre III présente les diverses conséquences des chapitres

I et II en théorie de la commande optimale. Plus précisément, je



montre comment ces résultats s'interprétent pour les asservisse-
ments quadratiques. J'énonce d'abord des critéres qui répondent
au probléme posé dans l'introduction. De ces critéres, il apparait

gue si pour un asservissement quadratique

= = X(x) + 7 biu., u = (ul,...,un_l)e Un_1
l'ensemble A des points x de R” ol les familles de vecteurs

{[X,bi](x), bl,bz,...,bn_ll; i€ {1,...,n-1}, sont de rang n-1

est vide, alors, si X désigne la jéme coordonnée de x, toute
commande optimale pour le critére J(x) = X3 est soit bang-bang,
soit presque bang-bang. De ce fait, je cherche, dans le second

paragraphe de ce chapitre, a construire un algorithme permettant,

pour un champ de vecteurs quadratique X sur IR” donné, de déter-

1,b2,...,bn__1 tels que A

soit vide. Je donne ensuite une représentation canonique des

miner les champs de vecteurs constants b

hY

asservissements gquadratiques a ensemble A vide. Quelques exemples

d'application cloturent ce chapitre.

Dans la conclusion enfin, j'indique dans quelles directions il

serait souhaitable d'étendre les résultats obtenus.



Cette partie est consacrée a la présentation de 1l'outil mathéma-

tique qui sera utilisé tout au long de ce travail.

0.1. Familles de champs de vecteurs quadratiques sur r"

Tout au long de ce travail je désignerai par famille de champs

de vecteurs (en abrégé F.C.V.) quadratiques sur IRD 1a famille

suivante
n-1
z . =
{er._ b, u;; u (ul, ceeruy )€ Un—l*
i=1
ou - X est un champ de vecteurs quadratique (c'est a dire

polynomial de degré 2) sur IRD,

- bl’ .o bn-l sont des champs de vecteurs constants
sur IRD. '
- Un—l est 1l'ensemble des fonctions constantes par mor-

ceaux définies sur un intervalle de temps compact et a

valeurs dans le cube unité [-1, +l]n-1.

- les fonctions u = (ul, ceos un_l)e Un—l sont appelees

commandes (ou controles) admissibles.

0.1.1. Notation

Etant donnée une F.C.V. gquadratique § sur Bin, on notera par
Ag(x,t) l'ensemble des points de IR? accessibles & partir du
point x & l'instant t au moyen des champs de vecteurs de la fa-
mille 8.

0.1.2. Définition

i ' = y eeey -
On dira gu'une commande u (u1 un_l)e Un-l est bang-bang

si elle prend ses valeurs aux sommets du cube unité [-1, +1]n_1.

-8 -



0.1.3. Définition

On dira qu'une commande u = (ul""'un—l)e Un—l est presque
bang-bang si elle prend ses valeurs sur la frontiére du cube
unité [-1, +1]°7L.

0.1.4. Définition
Soit (¢,[o,T]) une trajectoire d'une F.C.V. quadratique § sur Hi

On dira que cette trajectoire est localement controlable si, pour

tout t de Jo,T], il existe ¢ dans ]Jo,t[ tel que le point ¢(¢)

A

appartient a l'intérieur de As(w(o),G).

0.1.5. Définition
Soit (¢z[o,T]) une trajectoire d'une F.C.V. quadratique 8 sur r".

Oon dira que cette trajectoire est extrémale (sur[b,to]) s'il
existe to dans ]o,T] tel que pour tout t de [o,to] le point ¢ (t)

appartient & la frontiére de AD(¢(0),t).

0.1.6. Propriété
Soit (¢,[o,T]) une trajectoire d'une F.C.V. quadratique 8sur r".

S'il existe t_ dans Jo.T[ tel que le point o (t_) appartient a
1l'intérieur de Aﬂ(w(o),to) alors, pour tout t de ]to,T] le point

o(t) appartient & l'intérieur de Aj (¢(0),t).

0.1.7. Proprieté
Soit (¢,[0,T]) une trajectoire d'une F.C.V. quadratique 8 sur Rr".

S'il existe to dans ]o,T] tel que le point ¢(to) appartient a la
frontiére de As(qﬂo),to) alors, pour tout t de [o,to [le point

olt) appartient a la frontiére de A8(¢(o),t).

La propriété 0.1.7. s'obtient & partir de la propriété 0.1.6. par
contraposition. La propriété 0.1.6. résulte du théoréme de la de-
pendance continue des solutions d'une équation différentielle par

rapport aux conditions initiales.

-9 -



0.1.8. Définition

¥* ¥* ¥*
Une commande constante sur [o,T] u = (ul,...,un_l)e Un—l sera

dite extrémale sur [o0,T] s'il existe une trajectoire (¢,[o,T])

n-1
¥* -
du champ de vecteurs X + 1 bi u, qui soit extrémale sur [o,T].
i=1

0.1.9. Définition
Une trajectoire (¢ ,[o0,T]) d'une F.C.V. quadratique § sur Rr"
sera dite optimale sur [o,T] pour le critére J(x) si, pour toute

trajectoire (¢.[0,T]) de8, on a :

Vte [o,T] = J(o™(£)) =T (e(t))

0.1.10. Definition

¥*

. ¥* ¥*
Une commande constante sur [o,T] u = (uy,...,u 4

)€ Un—l sera

dite optimale sur [o,T] pour le critére J(x) s'il existe une

n-1

* ¥*
trajectoire (¢>,[0,T]) du champ de vecteurs X + L bi ug qui
i=1

soit optimale sur [o,T] pour J(x).
0.1.11. Propriéte
Soit X4 la iéme coordonnée de x et soit le critére J(x) = X, -
si de u = (u * Yeu t optimal [o,T

i une commande u = (u; ..., 4 €U _, est optima e sur [0, T]
pour J, alors elle est extrémale sur [o.T].
0.1.12. Remarque

. Cys _ * * *

Soit le critére J(x) = X, . Une commande u = (ul,...,un_l)E'Un_1

qui est extrémale sur [0.T] n'est pas nécessairement optimale

sur [o,T]‘pour J.

0.2. Définition et propriétés des moments des champs de vecteurs

sur ]Rn_ [=;] [20].

soit R%(x) x (R™®) * (n) le fibré tangent de R™(x) et s? 1a

section nulle de R%(x) x (R™* (n).

- 10 -



0.2.1. Définition

Si V est un champ de vecteurs sur IRn(x), on appelle moment de V

la fonction sur RZ(x)x(IR™* (n) & valeurs dans IR qui est définie
par la formule

mv(x,n) = nv(x).

0.2.2. Définition

n
3
Si v= I Vi Py est un champ de vecteurs sur IRn(x), on appelle
’ i=1 i

relevé hamiltonien de V le champ de vecteurs V sur

R (x) x(R™)* () qui est défini par la formule

Vi) 8
R Bxi an.

- n 3
vV = z V. ~—
i 9X. .
=1 i i

o~
TR
3

1

0.2.3. Propriété
Pour tout champ de vecteurs V sur Hln(x) on a

A
V.'mv=o

§.7nv.étant la dérivée de lie de7nv par rapport a V.

0.2.4. Propriété
Si V et W sont deux champs de vecteurs sur Hln(x), on a

G.mw = -w.m, =m[V’W]

ou [V,W] est le crochet de Lie de V et W

0.2.5. Propriété
si (@, [o,T]) est une trajectoire de v, la f<:~nction'n7.V o est

constante sur [o,T ].

0.2.6. Propriété

Si (6,[0,T]) est une trajectoire de V et si m est la projection

(x,m) » x alors, (mo ¢, [0,T]) est une trajectoire de V.

0.2.7. Définition
soit (p,[o,T]) une trajectoire du champ de vecteurs v sur R™(x).




On dira que (®,[o,T]) est un relévement hamiltonien de (p,[o,T])

si:o(fo,T])c R2(x)x(IR?) *(n) - s et

~

T oQ=0Q.

0.2.8. Propriété
Soient V et W deux champs de vecteurs sur le(x). S'il existe

un point X = (x,n) de le(x)x(ﬂlz)*(n) - 82 tel que

le(i) =7nwﬂij = o0 alors, les vecteurs V(x) et W(x) sont paral-

léles.

0.2.9. Propriété

Soient V et W deux champs de vecteurs sur 322

(x). S'il existe un
point x de 322 tel que les vecteurs V(x) et W(x) soient paralléles

alors, il existe un point x = (x,n) dans Bzz(x)X(Biz)*(n) tel que

m . (x ='mw<;<> = o.

0.2.10. Propriété
Soient Vl""’Vn n champs de vecteurs sur R%(x), n>2. S'il

existe un point X = (x,n) de RY(x)x(R™*(n) - s® tel que

M. (x) = ... ='mv (x) = o
1

\7
n
alors, les vecteurs Vl(x),...,Vn(x) sont dans un méme hyperplan
de R"(x).
0.2.11. Propriété
Soient Vl""'vn n champs de vecteurs sur R™(x), n>2. s'il
existe un point x de R™(x) tel que les vecteurs Vl(x),...,Vn(x)

sont dans un méme hyperplan de R™(x) alors, il existe x = (x,n)
dans R™ (x)x (IR™)* (n) - s tel que

'mv (X) = ... ='mv (x) = o.
1 n

- 12 -



0.2.12. Définition

soit F = {Vi} une famille de champs de vecteurs sur IRn(x).
1€1X

On dira que la trajectoire (wi*,[o,T]) de V. x, i* €¢I, est de

moment maximal par rapport 4 F s'il existe un relévement hamil-

tonien (éf&,[o,T]) tel que

vtelo,T], vV, € F M (3 (£ My @ (6))
1 1 ’

0.2.13. Propriéte
Soit le critére J(x) = X; - L'ensemble des trajectoires optimales
pour J est inclus dans celui des trajectoires extrémales qui est

inclus dans celui des trajectoires de moment maximal.

0.2.14. Définition-rappel

Soit V un champ de vecteurs sur ®r™. on dira qu'une partie

A de R™® est un invariant de V si toute trajectoire de V issue

de A est contenue dans A.



I. Controlabilité le long des trajectoires

Ce chapitre est consacré & 1'étude du probléme de la contrdlabi-
1ité le long des trajectoires de X (systéme libre) d'une famille
de champs de vecteurs (F.C.V.) quadratiques

n-1
$={X+ & b, u;u= (u
i=1 *+ *

n
s eee, U JE Un—lt sur IR . Il est

1 n-1

divisé en deux parties :

Le premier paragraphe traite du cas ou 8 est une F.C.V.
quadratiques sur IR2.
Le cas ou ® est une F.C.V. gquadratiques sur R, n =3, est

étudié dans le second paragraphe.

Dans chaque paragraphe enfin, on donnera des exemples d'applica-

tions des principaux résultats qui y seront établis.

1.1. Etude du cas ou ® est une F.C.V. quadratiques sur R2.

Le principal résultat de ce paragraphe est le théoréme suivant :

1.1.1. Théoréme
Soient ® = {X + bu; u(;Ul} une F.C.V. gquadratiques sur RZ et A

l'ensemble des points x de Hiz ol le vecteur [X,b](x) est paral-
léle a b.
Alors, toutes les trajectoires de X sont localement contrdlables

LY

4 1'exception de celles contenues dans A qui, elles, sont extré-

males.

1.1.2. Principe de la démonstration du théoréme 1.1.1.

La démonstration du théoréme 1.1.1. se fait en trois étapes.



Premiére étape

On montre que toute trajectoire de X issue de ﬂ(z— A (non vide)

est localement controlable.

Deuxiéme étape
Oon montre que sill n'est pas un invariant de X, toute trajectoire

de X issue del est localement controlable.
A 1'issue de la seconde étape on sait donc que toute trajectoire

de X qui n'est pas contenue dansA est localement controlable.

Troisiéme étape
On montre gque toute trajectoire de X contenue dansA est extré-

male.

1.1.3. Démonstration du théoréme 1.1.1.

Premiére étape
Lemme 1.1.1.1.

Toute trajectoire de X issue de HIZ—A non vide est localement

controlable.

Démonstration du lemme 1.1.1.1.

En effet, soit (p,[0,T]) une trajectoire de X issue de R2-A
et supposons qu'il existe t_ dans Jo.T] tel que le point¢>(to)
appartient & la frontiére de As(w(o),to). Alors, d'aprés la pro-

priété 0.1.7., pour tout t de [o,to] le point ¢(t) appartient a

la frontiére de Aﬁ&p(o),t) et par conséquent, en vertu du prin-

cipe de pPontryagin [£24] la trajectoire (¢,[b,to]) est de moment

maximal par rapport a 8. Il en résulte qu'il existe un relévement

hamiltonien (6,[p,to]) de la trajectoire (¢,[o,to]) tel que pour
tout t de [o,t ] 1'on ait

M, 0p) (t) = o.
Ce qui, compte tenu de la formule

AM_o5)(0) = XM Ge)) =My 1@,

entraine que pour tout t de [o,to], on a
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M, Gy =My G

1
o)

En particulier, en t=o, onh a

Mo =My 1 (@lo))

|
o)

Autrement dit le vecteur [X,b](¢(0)) est paralléle a b d'apres
la propriété 0.2.8.; ou encore le point ¢ (o) appartient a A .
Cette contradiction montre que la trajectoire w,[o,T] est loca-
lement controdlable, termine la démonstration du lemme 1.1.1.1.

et clot la premiére étape.

Deuxiéme étape
Lemme 1.1.1.2.

Soit (w,[o,T]) une trajectoire de X. Pour tout couple de réels

(t ,t2) tel que o<t,<t_ <T, si le point w(w(tl),tz—tl) appar-

1 1 27

tient a l'intérieur de AQ(¢(t1),t2—t1) alors le point @(qﬂo),tz)
appartient & 1l'intérieur de Aﬁ(¢ﬂo),t2).

(o(x,t) est la solution de x' = X telle que ¢ (o,t) = x).

Démonstration du lemme 1.1.1.2.

En effet, si x! est un point de A£(¢Xt1),t2—tl) et si ul est la
commande correspondante qui assure le transfert du point ¢(t1)
au point xl, le point x! est aussi dans AD(¢K0),t2) puisqu'il est

accessible & partir du point ¢(o) a 1l'instant t, au moyen de la

commande u définie de la maniére suivante :

o sur [o,t1]

ul  sur [ty.t,]-
Il en résulte que Aﬂ(wttl),tz—tl) est inclus dans As(¢kﬂ,t2)

et par conséquent, l'intérieur de AQ(¢(t1),t2—t1) est inclus dans

l'intérieur de As(¢xo),t2). Ce qui termine la démonstration du

lemme 1.1.1.2. car

- 16 -



Lemme 1.1.1.3.

Si A n'est pas un invariant de X, toute trajectoire de X issue

de A est localement contrdlable.

Démonstration du lemme 1.1.1.3.

En effet, soit (¢,[o0,T]) une trajectoire de X issue de A et sup-
posons qu'il existe t, dans ]o,T] tel que le point ¢(¢(0):t2)

appartient & la frontiére de Aéﬁw(o),t2).
Comme A n'est pas un invariant de X, on sait gue c'est une droite

car X est de degré 2 en x. Donc, toujours parce que A n'est pas

un invariant de X, il existe t1 dans ]o,tz[ tel que le point

¢(t1) soit dans IR %- A ; et par conséquent, en vertu du lemme
1.1.1.1., pour tout t>o le point ¢(¢(tl),t) appartient a 1'inté-
rieur de Agﬁ¢(t1)'t)' En particulier, le point ¢(¢(t1),t2—t1)
appartient a 1'intérieur de As(¢(tl),t2—t1). Moyennant l'assertion
du lemme 1.1.1.2., il s'ensuit que ie point ¢(¢(o),t2) appartient
a l'intérieur de As(¢XO),t2). Cette contradiction montre que 1la

trajectoire (¢,[o0,T]) est localement contrdlable, termine la dé-

monstration du lemme 1.1.1.3. et cldt la deuxiéme étape.

Troisiéme étape
Le but de la troisiéme étape est comme on 1l'a déja annoncé, de
montrer que toute trajectoire de X contenue dans A est extrémale.
Pour ce faire, commencons par démontrer le

Lemme 1.1.1.4.
Toute trajectoire de X contenue dans A est de moment maximal par

rapport a 8.

Démonstration du lemme 1.1.1.4.
En effet, soit (¢, [0,T]) une trajectoire de X contenue dans A .

Commengons par montrer que le long de (¢,[Q,T]) la famille de
vecteurs {(adkx,b)(x);'ke IN}| est de rang 1. Pour cela, nous al-

lons montrer par récurrence sur k que le vecteur (adkx,b)(x) est
paralléle & b le long de la trajectoire (¢,[0,T]). En effet, le

- 17 -



vecteur (adX,b) (x) est paralléle a b le long de la trajectoire

(w,[o,T]) puisqu'il lui est paralléle en tout point de A .

Supposons maintenant que le vecteur (ade,b)(x) soit parallele

Ly

3 b le long de la trajectoire (@,[o,T]). Soit alors v un vecteur

orthogonal & b; pour tout t de [0.T] on a 1'égalité
tv.(adkx,b)(<p(t)) = o0

ou tv est le transposé de v.

I1 en résulte par dérivation (par rapport 3 t) que pour tout t
de [0, T] on a 1'égalité

t, 9

v. 5= (ad¥x, b) (o(t)) .X(@(t)) = o.

] . N
Autrement dit le vecteur g (ade,b)(x).X(x) est paralléle a b

le long de la trajectoire (¢,[0,T]). Par ailleurs, comme le long

: X
de la trajectoire (g, [o0,T]) le vecteur (adX, b) (x) ==%§ (x)b est
paralléle a b, on sait d'aprés 1'hypothése de récurrence que le
9 ‘ R . .
vecteur gﬁ(x)(adkx,b)(x) est paralléle a b le long de la trajec-

toire (¢, [0,T]). Moyennant le fait que

(aa¥t1x, 1) (x) = aix (ad®x, b) (x) .X(x) - g—i(X) (ad®x, b) (x)

il s'ensuit que le vecteur (adk+1X,b)(x) est paralléle a b le long
de la trajectoire (¢,[0,T]). Ce qui termine la récurrence.

On sait donc & présent que le long de la trajectoire (¢,[0,T]) la
famille de vecteurs {(adkx,b)(x); ke IN} est de rang 1. En parti-

culier la famille de vecteurs {(adkx,b)(¢kﬂ); k€N est de rang 1.

En conséquence, il existe un relévement hamiltonien (@,[o0,T]) de
la trajectoire (¢,[o,T]) tel que pour tout k dans N l'on ait

(ad™X, b) (plo)) = o.

ce qui termine la démonstration du lemme 1.1.1.4. car la formule
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k . . .
vien : & @M op) () = M Gy =M 4 (o))
dt ‘ (ad"X, b)

~

et l'analycité de 1la fonctionqnboa entrainent que pour tout
t de [0,T] on a 1'égalité
(M o® (£) = o:

autrement dit, que la trajectoire (¢,[0,T]) est de moment maxi-

mal par rapport a 8.

Lemme 1.1.1.5.

Si A n'est pas paralléle a b, toute trajectoire de X contenue

dans M est extrémale.

Démonstration du lemme 1.1.1.5.

La démonstration n'est pas la méme suivant que A est une droite

ou le plan HQZ.

Premier cas : Aest une droite

Dans ce cas, la démonstration s'appuie sur un résultat de[24%4].

En effet, soit (¢,[0,T]) une trajectoire de X contenue dans A

En vertu du lemme 1.1.1.4. la trajectoire (p, [0,T]) est de moment
maximal par rapport & 8 et par conséquent, il existe un relevement
hamiltonien (@, [o,T]) de la trajectoire (oo, T]) tel que pour
tout t de [0, T] 1'on ait 1l'égalité

(M, 0d) (£) = o.

Ce qui, par dérivation de la fonction mbo?b, entraine que pour

tout t de [o,T] on a

(8. M ,00) () = (M od (x) = o.

”~

Considérons maintenant la fonction b?7nxoa et supposons la nulle

sur 1'intervalle [o,T]. Alors, pour tout t de [o,T] on aurait :
ke W* : (55 Mo (8) = Mod (t) = o

car'n'l-X est de degré 2 en x.



En particulier, en t=o on aurait
ke v : B (ol0)) =M (Blo)) = o.

A -
Autrement dit, la fonction7nvf>w ou (¥, [0, T]) est le relévement

hamiltonien de la trajectoire (¥, [o,T]) de b tel que

¥ (o) = @(o) aurait toutes ses dérivées nulles en o. Mais alors,
comme c'est une fonction analytique, elle serait constante sur
[0.T]; et par suite, sa dérivée serait nulle sur [o,T] et 1'on

aurait

b.'mx( ¥ (t)) =m[b,X]( y(t)) = o

pour tout t de [o,T]-
Moyennant le fait que mbo Y est nulle sur [o,T] puisque c'est

une fonction constante et nulle en o, il s'ensuivrait que pour

tout t de [o,T] on aurait

Mg o T =M T = o

Ce qui, d'aprés la propriété 0.2.8., signifierait que le vecteur
[X,b](x) est paralléle & b le long de la trajectoire ( T,[O,T]);
ou encore que A serait une droite paralléle & b. Cette contradic-
tion montre que 62.7nxo a n'est pas nulle sur [o,T]. En consé-

qguence, p=2 est le plus petit entier tel que la suite

- P ~
{fp = b .mXO(‘D}p6 m*

soit d'ordre fini et par suite, en vertu de [24] , la trajectoire
(o, [0.T]) est extrémale. Ce qui termine la démonstration du lemme

1.1.1.5. dans le cas ou A est une droite non paralléle a b.

Soit W la famille de champs de vecteurs

{ (ad®x,b) ; k€ M} .

A étant le plan 1R 2, toutes les trajectoires de X sont contenues

dans A et par conséquent, d'aprés le lemme 1.1.1.4., la famille

de vecteurs W = {(adkx,b)(x); k€ Dﬂ est de rang 1 le long de
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toutes les trajectoires de X: c'est a dire en tout point du plan
R 2. Il s'ensuit que pour tout point x du plan IR 2, 1l'ensemble
Aw(x) des points accessibles a partir de x au moyen des champs
de vecteurs de la famille W est une droite parallele 3 b. D'ou,
d'apres [22], 1'algébre de Lieaz (W) engendrée par W est de di-

mension 1 en tout point x de 1R2. Mais, d'aprés[ 5 Jon sait que

& () =2o(m,

jﬁo(s) &tant la famille de champs de vecteurs

. — [
i? A Y+ B zixi—o, Y. €D . zed' (8)}

ou £ (8) est l'algébre de lie dérivée de l'algébre de lie engen-
drée par ® .
I1 en résulte que<$o(ﬁ)(x) est de dimension 1 en tout point X

de TR2. Ce qui termine la démonstration du lemme 1.1.1.5. car
d'aprés[zzj, pour tout point x de R 2 et pour tout t=>o0, l'en-

semble Aiﬁx,t) est d'intérieur vide siﬁgo(s)(x) est de dimension

inférieure a 2 strictement.

Lemme 1.1.1.6.

si A est paralléle a b, toute trajectoire de X contenue dans A

est extremale.

Démonstration du lemme 1.1.1.6.

En effet X étant de degré 2 en x, on sait que si A est paralléle
3 b, c'est une droite; plus précisément Aest une droite paralléle
4 b. Donc si (p,[0,T]) est une trajectoire de X contenue dans A ,
toutes les trajectoires de § issues du point ¢ (o) sont aussi con-
tenues dans A puisque pour toute commande u € U1 le vecteur

X(x) + bu est paralléle a b sur A . Il en résulte gue pour tout
t de [o,T] 1'ensemble As(w(o),t) est une droite et par conséquent,
est d'intérieur vide. Ce qui prouve que la trajectoire (0.0, T])
est extrémale, termine la démonstration du lemme 1.1.1.6., clot

la troisiéme étape et achéve la démonstration du théoréme 1.1.1.
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1.1.4. Applications

Nous allons, dans ce paragraphe, donner des exemples d'illustra-

tion du théoréme 1.1.1.

Exemple 1
Prenons la F.C.V. quadratiques @8 ={X + bIJ;IJGIH} ou :
%2 o
X = et b = .
x1 x2+1 1

1 . . .
On a [X,b](x) =(x ))d'ou A est vide. Par conséquent, toutes les
1

trajectoires de X sont localement contrdlables d'aprés le théo-

réme 1.1.1.

Exemple 2
Prenons la F.C.V. quadratiques 8 ={X + bu; uerll ou :

*2 1
X = et b = .
X4 x2+1 o
o
on a [X,b](x) = (x ) ; d'ou A est la droite X, = o. Comme cette
2

droite n'est pas un invariant de X, toutes les trajectoires de X

sont localement contrdlables d'aprés le théoréme 1.1.1.

Exemple 3
Prenons la F.C.V. quadratiques § ={X + bu;: u eUl} ou :
X1 1
X = et b =
Xl X2 (o]
1 \ . . ) .
On a [X,b](x) = X ; d'ou A est la droite x,=0 qui est un inva-

riant de X.

En conséquence, d'aprés le théoréme 1.1.1., toutes les trajec-
toires de X sont localement controlables a l'exception de celles

contenues dans la droite X, = 0 qui, elles, sont extrémales.

Exemple 4
Prenons la F.C.V. quadratiques §={X + bu; u GUll ol :



1 1
X = 2 et b =

2 (0]
On a [ X,b](x) =(i)id'oﬁ A est le plan IR2. En conséquence, toutes

les trajectoires de X sont extrémales d'apres le théoréme 1.1.1.

1.1.5. Remargques
I1 est maintenant intéressant de se poser la question de savoir

si le théoréme 1.1.1. s'applique aussi & des familles de champs

de vecteurs {X + bu; ue UI} ou X est un champ de vecteurs poly-

nomial sur R? de degré strictement supérieur a 2 et ,b est un

2 .
champ de vecteurs constant sur IR”. Les deux exemples ci-dessous

montrent clairement que non.

1.1.5.1. Exemple ou A contient une trajectoire de X qui est

localement controlable.

Prenons la famille de champs de vecteurs
8={X + bu; uEUll

o 1

ou X = 3 et b = .
1+xl o

Soit (¢,[0,T]) une trajectoire de X issue de l'origine des coor-
données et, pour tout m de IN¥*, désignons par W$ la famille de
vecteurs '

(b, (ad™, X) (x), (adX, (ad™b, X)) (x), (ad?x, (ad™b, X)) (x) , ... | .
Avec ces notations, on vérifie facilement que m =3 est le plus

petit entier tel que la famille de vecteurs Wz(o) soit de rang 2.

En conséquence, la trajectoire (¢, [0, T]) est localement contrdla-

ble d'aprés [ & ] .
o

D'autre part, comme (adX,b) (x) est égal a (3x2)’ A est la droite
1

x1=o gui est un invariant de X et contient la trajectoire

(o, [0,T]).
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1.1.5.2. Exemple ou toutes les trajectoires de X

contenues dans A sont extrémales.

Prenons la famille de champs de vecteurs

8 ={X+bu; uc¢ UI}
o) o

ou X = 5 et b = .
1+x1x2 1

Oon a
o
(adX,b) (x) = .
2x1x2

D'ou A est 1l'hyperbole dégénérée en les deux axes de coordonnées

dont 1'un seul, l'axe des ordonnées, est un invariant de X.

D'autre part, on peut facilement se convaincre (puisqu'en tout

point X de A les vecteurs X(x) + bu, lIGLHj sont paralléles a

l'axe des ordonnées) que pour tout point x de l'axe des ordonnées

et pour tout t >o, 1l'ensemble Aﬁ(x,t) est inclus dans l'axe des
ordonnées et par conséquent, est d'intérieur vide.

Moyennant le fait que les trajectoires de X contenues dans A
sont celles qui sont contenues dans l'axe des ordonnées (puis-
que seul 1l'axe des ordonnées est un invariant de X), il s'ensuit

que toutes les trajectoires de X contenues dans A sont extrémales.

Ces deux exemples montrent que le théoréme 1.1.1. cesse d'éetre
vrai lorsque X est un champ de vecteurs polynomial de degré stric-
tement supérieur a 2. Cependant, dans certains cas particuliers,
par exemple lorsque A est un ivariant de X paralléle a b ou lors-

que A est le plan IR?Z tout entier, le théoréme 1.1.1. s'applique.

1.1.6. Conclusion

Je vais a présent cloturer ce paragraphe en montrant qu'il existe

de trés nombreuses familles de champs de vecteurs quadratiques

sur 322 pour lesquelles toutes les trajectoires du systéme libre

sont localement controdolables.
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A cet effet, désignons par

- € 1'ensemble de toutes les F.C.V. quadratiques sur HQZ :

iX4—bu;u€U”

avec

2 i i P. i .

X(x) = 2 r i3 1-3.1] xt=3 x 3

i=o j=o 1 a. . 1 2

1~3.1]
ou les p. , , sont des constantes et
Pi g5 Yi-j3,3
i-j _ il
€17 T Goyge

- 81 le sous ensemble de E formé par les F.C.V. quadratiques

sur IRZ ayant la propriété suivante : 1'ensemble des points x

de H(z

invariant de X.

ou le vecteur [X,b](x) est paralléle a b n'est pas un

- 82 le sous ensemble de % formé par les F.C.V. quadratiques
sur IR2 qui sont telles que toutes les trajectoires de X

soient localement controlables.

Avec ces notations, on a le théoréme suivant :

Théoréme
8:2est un ouvert dense dans 8 pour la topologie associée a la
distance
2 i p1 - p2
a= 3 3 3|7 Ty lbl_bzl
. . i
i=o j=o '
J UGi-j3,5 7 Fi-3:j
Démonstration

En vertu du théoréme 1.1.1., on a
6, =8,
Il suffit donc de montrer que 81 est un ouvert dense dans 8 pour

la topologie associée & la distance d. Montrons cela.
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Soit en effet g = {X + bu; u¢ Ul} une F.C.V. quadratiques
sur EQZ avec X et b s'écrivant
2 i . o Py . s . b

x = 3§ ¢ crIfTi73d) 1) J et b= ]
i=o j=o d.

L'ensemble A des points x de IR2 ot le vecteur [X,b](x) est

paralléle a b est donné par l'équation :

A A A =
2 1o Xy + 2 o1 X, + o o 0.
ou
2 2
A = - -
Lo =y Py + (ag 1= Pyl Py Py~ Pry P,
2 2
A = - -
o1 =91 BT+ (45,7 Py g) Py Py~ Poo P
2 2
A = - -
Do =9 o P @7 Ppg) Py Py TPy P2
Pour tout x de 322 posons
251
S (xl,xz) = det (X (x), )
lo
ou x = (xl,xz) et ou det désigne le déterminant de deux vecteurs
du plan.
S (xl,xz) s'éecrit explicitement :
N -1
S = I T - A + A -
(xy.x) = 2 I ¢ g Pyg3%% 1953, %1 7 %2
i=o j=o \

a) Commengons par montrer que l'ensembha%i.des F.C.V. gquadra-

tiques sur IR2 pour lesquelles A vérifie les deux propriétés

suivantes :

- A
lo # ©°

_ A n'est pas un invariant de X,
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est un ouvert dense dans é pour la topologie associée a la dis-
tande d.

En effet si Al o # o, de l'équation de A on tire

X, = (—AO 1/2>\1 O) X

1 +(=h, /2

).

2 lo

En conséquence, dans ce cas, dire que A est un invariant de X

équivaut a dire que pour tout x. dans IR, le déterminant

2
S, 1720y ) %y + (A /20 ), x,)

est nul. Mais
SR 1720 ) %y + (=X (/20 ) x,)

est un polynome du second degré en X, qui s'écrit sous la forme

ou les AO, Al et A2 sont des polyndmes en les variables

P, . . d. . ., b1 et b2.

Les”polynémes AO,Al et A, étant non identiquement nuls, puisque

leurs coefficients sont des entiers non nuls, 1'ensemble de leurs

zéros communs est nulle part dense. Ce qui prouve que 8 1 est un

ouvert dense dans 8 pour la topologie associéde a 1la dlstance d.

b) En procédant de la méme maniére que dans a), on peut montrer

que 1l'ensemble 2.2 des F.C.V. quadratiques sur 322 pour les-

1
quelles A vérifie les deux propriétés suivantes :

- A
ol # o

-~ A n'est pas un invariant de X,

est un ouvert dense dans 8rpour la topologie associée & la dis-
tance d.
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c) Remarquons pour terminer que»klo,k ol et_)\OO sont des polyno-

q b. et b.,. Comme ils sont non

mes en les variables p, i-j, i’ 1 2

1_j ’ jbl
identiquement nuls, puisque leurs coefficients sont des entiers

non nuls, l'ensemble de leurs zéros communs est nulle part dense.

En conséquence, l'ensemble des F.C.V. quadratiques sur IRZ pour

lesquelles les égalites

Mo T o1 T A = o
sont vérifides, est un fermé nulle part dense. Son complémentaire
2;? est donc un ouvert dense dans ¢ pour la topologie associée a
la distance d.
Ceci achéve la démonstration du théoréme puisque %IV étant 1la

réunion des ouverts denses 8 i,%}i et.83, est un ouvert dense dans

& pour la topologie associée a la distance d.

Dans ce paragraphe, afin de faciliter la présentation des résul -

tats qui y seront démontrés, on se limitera au cas ou 8 est une
F.C.V. quadratiques sur R 3; la généralisation @ R, n >3, étant

aisée. On a alors le théoréme suivant :

1.2.1. Théoréme

Soient ® = {x + bu, + bu,; u = (ul’uz) € U2} une F.C.V. quadra-

tiques sur IR3, 7° le plan engendré par b1 et b2,A 1'ensemble des

points de IR3 ol les vecteurs [X,blj(x) et [X,bZ](x) sont parallé-
les & 71°. Soit de plus X un point de R3IXm3 - s3 tel gue

M, x =M _(x) =o
b1 b2

Dans ces conditions

(i) si
B, .b..M G > (B2.M () (B2.M (X))
1°P2- " x ¥ 17 2°x

alors, toutes les trajectoires de X sont localement contro-
lables.
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(ii) si
B b M_(R)° < (BEML_(%)) (B2.M_ (%))
1° 72X S R ¢ 2° X

alors, toutes les trajectoires de X sont localement contro-

1lables a 1l'exception de’celles‘contehues dans A qui, elles,

sont extremales.

(iii) si
- - . 2 - - _ .
(b, .5, M ()" = (bi.mxm) (bg.mx(x))

et si A est un invariant de b1 et b2 alors, toutes les tra-

jectoires de X sont localement controlables a 1l'exception

de celles contenues dans A gqui, elles, sont extrémales.

(iv) si

- A ... 2 - - -
(5,5, M ()" = (B2.M, () (B My (x))

et si A n'est pas un invariant de b1 et b2 on a les deux

propriétés suivantes :

(ivl) : toutes les trajectoires de X gui ne sont pas

contenues dans A sont localement contrdlables.

(iv2) - toutes les trajectoires de X qui sont contenues

dans A et qui ne sont pas paralléles a 1© sont

extrémales.

La démonstration de ce théoréme nécessite quelques propositions

et lemmes intermédiaires que nous allons commencer par exposer.

1.2.2. Lemme

Toute trajectoire de X issue de 323-A (non vide) est localement

controlable.

Démonstration

La démonstration est de principe identique a celle du lemme 1.1.1.1.

On montre & l'aide du principe du maximum de Pontryagin [21] que

3

si (¢,[0,T]) est une trajectoire de X issue de R™-A (non vide),
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elle est localement contrdlable sinon il existerait to dans

Jlo, T] tel que la trajectoire (m,fo,to]) soit de moment maximal

par rapport a 9 et le point (o) serait alors dans A.

1.2.3. Lemme
Soit (@,[O,T]) unhe trajectoire de X. Pour tout couple de réels

< < . . B
(tl't2) tel que o<t1 t2 < T, si le point ¢ (¢Kt1),t tl)

appartient a 1l'intérieur de Aﬁ(@(tl)'t

2

2—t1) alors le point

@(¢(0),t2) appartient & 1'intérieur de AQ(¢(°)'t2)-

Démonstration

On reprend presque mot pour mot la démonstration du lemme 1.1.1.2.

1
1

LY

a ceci prés que l'on mettra, (u ,u;) a la place de ul.

1.2.4. Lemme
Soit A° la réunion des trajectoires de X contenues dans A. Alors,

toute trajectoire de X issue de A-7° (non vide) est localement

controlable.

Démonstration

On remarque d'abord que An'est pas un invariant de X et que par
conséguent, il est soit une droite, soit un plan. On reprend en-

suite mot pour mot la démonstration du lemme 1.1.1.3.

1.2.5. Proposition

Toute trajectoire de X non contenue dans A est localement contro-
lable.

Démonstration

La proposition est une conséquence triviale des lemmes 1.2.2. et
1.2.4.

1.2.6. Lemme

Toute trajectoire de X contenue dans A est de moment maximal par

rapport a g .

Démonstration

Par une méthode identique a celle utilisée dans la démonstration

du lemme 1.1.1.4., on montre d'abord que le long de toute trajec-
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toire de X contenue dans A la famille de vecteurs
k k
{(ad X,bl)(x)p(ad X,bz)(X); ke I}

est de rang 2.

En utilisant ensuite des arguments analogues & ceux développés
dans la démonstration du lemme 1.1.1.4., on montre que cette pro-
priété entraine que toute trajectoire de X contenue dans A est de

moment maximal par rapport a 8.

1.2.7. Proposition

3 3

Soit x dans IR3><]R - 87 tel que

m, x =M (x) = o
2

1 b

Soit (¢,[o,T]) une trajectoire de X contenue dans A.
On suppose les deux propriétés suivantes vérifiées :

(i) le vecteur X(p(o)) n'est pas paralléle a m°

oy R2 -~ oooc - 2 -
(ii) : bl.ﬂnx(x), bl.b2.7nx(x), b2.7nx(x) sont non tous nuls.

Dans ces conditions, la trajectoire (¢,[0,T]) est localement con-

trdlable si, et seulement si, 1l'inégalité
(B. .5, M _(:))° > (2.7 (x)) (B2.M (%))
1°727 X 1" X 2° X
est vérifiée.

La démonstration de cette proposition s'appuie sur le théoréme

suivant

1.2.8. Théoréme (Hermes [5])

Soit la famille de champs de vecteurs
n
F - f X + Y.u; -1s< u, < +1}
i=2 *

ou X, Y ,...,Yn sont des champs de vecteurs analytiques sur une

2
variété analytique M de dimension n.
On suppose Y2,...,Yn involutifs et en tout point x de M ou les

vecteurs X(x),Yz(x),...,Yn(x) sont linéairement indépendants, on
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. o _ n-—
considére la m-forme @mj(s), s = (s2,...,sn) € IR

1, définie

de la maniére suivante :

v v
2
® . (s) == (1/v1)(-s,) ... (-s )" .a(v,])
mj v|=m 2 n
ou :
v o= (v2,...,vn) les vy étant des entiers non négatifs
2
vl = = v,
i=2
= 1
vl vz. ees ) vnl

, v
' _ ""_] 2 ~'n -
a(v,j) =X .Y2 .Yn .mx(x)

. x est un point de IRDx IRD tel que

. o
Si X

sont

(1)

(ii)

M (%) =1 et’mY2(§<) = ... =’J72Yn(§<) = 0

est un point de M ou les vecteurs X(xo),Yz(xo),...,Yn(xo)

linédairement indépendants alors :

une condition nécessaire et suffisante pour que pour tout
t >0 l'ensemble A%F(xo,t) soit d'intérieur non vide est gu'il

existe au moins une m-forme @m.(s) non nulle

si m* est le plus petit m tel que Qmj(s) soit non nulle et

si j* est le plus petit j correspondant :

(iil) une condition suffisante pour que tout point ¢(t) de
la trajectoire (¢ [0,T]) de X issue du point x° appar-

tient & l'intérieur de Agr(w(o),t) est que @mfj*(s)
prend des valeurs positives et négatives dans tout

voisinage de l'origine de Hin_l.

(ii2) une condition suffisante pour qu'il existe tO dans
Jo,T] tel que le point ¢(t ) de la trajectoire

O appartient & 1la

(p.[0,T]) de X issue du point x
frontiére de AEF(¢(O)'tO) est que ®n#j*(s) soit
positive ou négative.
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1.2.9. Démonstration de la proposition 1.2.7.

En vertu du lemme 1.2.6. la trajectoire (¢,[o,T]) est de moment

maximal par rapport 3 §. En conségquence, puisque le vecteur

X(p(o)) n'est pas parallele 3 7°, il existe un relévement hamil-
tonien (a,[o,T]) de la trajectoire (¢,[0,T]) tel que pour tout
t de [o,T] 1l'on ait les égalités
ML (ple)) =1
et

M e =M, G =o.
1 2
Par ailleurs, sur R3 les champs de vecteurs quadratiques étant
analytiques, le théoréme 1.2.8. s'applique 4 la famille de champs
de vecteurs quadratiques ®; et l'on a pour tout j dans IN :
~, VY

1 V2
a(v,j) = xJ.lo1 b, .mx(ib(o))-

Mais, du fait que les fonctions"fnb (p(t)) et mb (p(t)) sont
1 2

nulles sur [o,T], pour tout t de [0,T] on a les égalités

j ~ - -
Jew: S M op) (&) = MM (pe)) =M, (B =0
at? 1 1 (ad’X, b,)
et
i A . X
jemw:I=M_ op (£) = X .M (B(£)) =m (3(8)) = o
at’ 2 2 (ad’x, b,)
En particulier, pour tout j dans IN on a :
ij.mb (Plo)) = 3 .mb (plo)) = o.
2

1

Ce qui entraine gue, pour tout j dans IN, la 1-forme du théoréme
1.2.8.

8, (8) = (b ML (Bo)))s, - (&3 b, My (Blo))) s,
est nulle.

Considérons maintenant la 2-forme @20(5). C'est une forme quadra-

tique en s, et s, qui s'écrit
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-2 - 2 - -
0, (s) = (BT.M (§(0))/2)s2 + (B2.M (5(0))/2)s]

+ (BI'BZ'mX("B(O) ))s 8,7

et, qui est donc non nulle d'aprés 1l'hypothése (ii) de la propo-
sition 1.2.7. En conségquence, moyennant les assertions (iil) et
(ii,) du théoréme 1.2.8., la trajectoire (p, [0, T]) est locale-

ment controlable si, et seulement si,
.- R 2 =3 - -2 R
(by.b, WM ($(0))) " > (b]. 9 (p(0))) (B (p(0)));
ou encore, si, et seulement si,
(b,.b.,. M (i))2> (B2.M_ (%)) (B2. 97 (x))
1727 X 1" X 2° X

puisqu'en tout point x = (x,n) de Hi3x:ﬂk3 - S3 tel que

mb (x) =M (x) = o, on a 1'égalité
BB M (R)° - (B2 (%)) (B2.MM (%)) =
( < (X)) —(l- XX))(Z. XX))—

2 .. . 2 . . . .
(Inl/In 17 [y B, M (p(0))) "= (BZ. M (3(0))) (B2 (5(0))) ]

avec n_ tel que plo) = (w(o),no),no # o

1.2.10. Lemme

Soit X un point de ]R3><3R3 _ 83 tel que

e b1<>‘<) =mb2<i) —

Soit de plus (w,fo,T]) une trajectoire de X contenue dans A

On suppose
- - 2 -9 _ ~9 -
(bl.bz.mx(x)) # (b]. M (%)) (bz.mx(x)).

Dans ces conditions le vecteur X(p(o)) n'est pas parallele a

mo
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Démonstration

En effet, supposons que le vecteur X(¢(o)) soit paralléle a un

vecteur ¢ de m°. Soit alors v un vecteur orthogonal & 7°; et dési-
gnons par tv le transposé de v. La trajectoire (¢, [0,T])étant

contenue dans A, pour tout t de [o,T] on a les égalités

Bv. %, b ] (p(t)) = Sv.[x,b,] (p(t)) = o

puisque les vecteurs [x,blj(x) et [X,sz(x) sont paralléles & n°

en tout point de A .

I1 en résulte par dérivation que pour tout t de [o,T] on a les

égalités

tv.a—a; [x,bl]((p(t)).X(QD(t))=tV-BiX [X,b,](0(t)) .X(e(t)) = o
En particulier, en t = o on a :

tv.sd X0, 1(p(0)) X (p(0))= V5% [X,b,] (9l0)) .X(p(0)) = o

Ce qui, compte tenu de ce que X(¢p(o)) est parallele a c, entraine

que

t

to.sL [x.b,](el0)) .c = Fvaze [X,b,](000)) . = o

Autrement dit, les vecteurs [[X,bl],c](w(o)) et [[X,b2],c](¢Xo))

(o

sont paralléles & w°. Moyennant le fait que X est de degré 2 en x,

il en résulte que [[X,b, ,c]et [fx,sz,c] sont des champs de

1
vecteurs constants et paralléles & 7°. En conséquence, d'aprés

la propriété 0.2.11., on a les égalités
- (R) -m (x) =m (%) -m (X) = o
[[X,blj,cj [X,b,].c] b, b,
Ce qui, compte tenu de la propriété 0.2.4. entraine que
c.b1.7nx(x) = c.bzfnlx(x) = 0
Exprimons & présent c comme combinaison linéaire de bl et b2 :

c = Ab, + ) b,: Ale:mq A€ IR,

11 227 2
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Des égalités
c.bl.mnx(x) = c.bz.mnx(x) =0
on tire facilement les deux égalités
-2 - _ -~ - _
Al(bl.mx(x)) = A, (b .b,. M (%))

et

‘.2 - . - -
}\2(b2.'m.x(x)) A, (b b, W ()
gqui permettent de vérifier que

-~ ~ - 2 -2 - -2 -
(bl.bz.mx(x)) = (bl.mx(x))(bz.mx(x)).

Ce qui contredit 1'hypothése du lemme 1.2.10. et prouve donc que

le vecteur X(¢(o)) n'est pas parallele a n°.

1.2.11. Proposition

Soit X un point de B{3X 313 - S3 tel que

M. (%) =M_ (%) =o
by b,

Dans ces conditions
(i) si
(b,.b., .M (:‘c))2> (B2 (%)) (B2.M_ (%))
1° 72 X 17X 27 X
alors toutes les trajectoires de X contenues dans A sont
localement contrdlables.
(ii) si
(B, ..M (2))° < (B2, () B2.M (%)
1°72°7°X 1" X 277X
alors toutes les trajectoires de X contenues dans A sont

extrémales.

Démonstration

C'est une conséquence immédiate de la proposition 1.2.7. et du
lemme 1.2.10.

1.2.12. Lemme

Si A est non vide, il existe X dans H23 XIR3 - S3 tel que

. (x) =M _ (%) = o
by b,
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et
~2 “~ _ = -y _ 72 ~y
bl.mx(x) = bl.b2.mx(x) = bz.mx(x) =0

si, et seulement si, A est un invariant de b1 et b2.

Démonstration

En effet,’nlX étant de degré 2 en x, pour tout couple (i,j) de

{1,211 x{1,2}, Ei.E..7nX(i) et indépendant de x. En conséquence,

J
moyennant le fait que A est non vide, il existe X dans
IR3><]R3—S3 tel que
mb (%) =mb (X) = o
1 2
et
52 M (%) = b..5,.M (%) = BE.M_(%) =
b - X(x) = bl'b2' X(x) = bz.xnx(x) = 0
si, et seulement si, il existe X© dans A xIR3 ~ 83 tel que
M (x0y =T (30) = o
Dy Py

et
Bi.’mx(io) = b, .b,. M (%°) = Bg.mx(;{o) - o;

ou encore, en désignant par @1 et @2 les trajectoires respectives

de ]51 et b, issues du point X© et compte tenu de ce que mx est

2
de degré 2 en x, si, et seulement si, pour tout i de {1,2} on a
les égalités

~k -~ -~ ~ L -~
br.b, M (¥, (o)) =mb1wi(o)> =mb2(wi(o))

I
(0]

et

Il
o]

ok oz - _ - _ ”
BX.B, M (¥, (o)) =T (¥, (o)) ‘mbz‘“’i(°”

1

pour tout k dans IN; ou encore, du fait de l'analycité des fonc-
tions bl.mnx o Wi et bz.ﬂﬂx o wi, si, et seulement si, pour tout

i de {1,2} il existe un intervalle I sur lequel on a les égalités



I
o]

by M (F (e)) =M (F (e)) =M

(¥, (t))
1 2 1

b

et

il
o

by My By (e)) =T, (G (0)) = ’mbl (F, (£))

puisque les fonctions b1.7nx o] Wi, bz.mnx o Wi,

7nt> o @i etyn_b o @i sont constantes et nulles en o. Autrement
1 2

dit, d'aprés la propriété 0.2.10., si, et seulement si, il existe
un intervalle I tel gue pour tout t de I les vecteurs
(X, 0 (¥ (£)), [ X, b, 0(¥, (), [X,by](¥,(t)) et [X,b,](¥,(t))

soient paralléles & 719; ou encore si, et seulement si, pour tout
t de I les points Wl(t) et Tz(t) appartiennent a A. C'est-a-dire

si, et seulement si, A est un invariant de b1 et b2. Ce qui est

1'assertion du lemme 1.2.12.

1.2.13. Proposition

Soit X un point de nz3x 323 - S3 tel que

m, =mb2(>‘<) = o.

On suppose que
~2 -~y _ o 1t =y . _ 1.2 Ay _
bl.WnX(x) = bl.b2.7nx(x) = bz.qﬂx(x) = o.

Dans ces conditions, toutes les trajectoires de X contenues

dans A sont extrémales.

Démonstration

En vertu du lemme 1.2.12.,A est un invariant de b1 et b2: et par

3

conséquent, est soit l'espace IR~ tout entier, soit un plan pa-

ralléle 3 7°. On a donc deux cas a envisager :

Premier cas : A est l'espace IR~ tout entier

La démonstration est de principe identique & celle effectuée dans

le lemme 1.1.1.5. Nous allons seulement en indiquer les grandes
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lignes : on introduit d‘'abord la famille de champs de vecteurs

3 = i(adkx,bl), (adkx,bz); k ¢ IN}.
D'aprés le lemme 1.2.6., la famille de vecteurs
S, = (ed®xp) (x), (ad"x,b,) (07 ke W}

est de rang 2 le long de toute trajectoire de X et par conséquent,

en tout point de l'espace 313. A partir de 1la, on reprend presque
mot pour mot (a ceci prés, que l'on remplacera la famille de
champs de vecteurs W du lemme 1.1.1.5. par la famille de champs

de vecteurs:f) pour montrer que l'ensemble Aﬁ(x,t) est d'intérieur

vide pour tout point x de H23 et pour tout t>o. Ce qui terminera

la démonstration de la proposition 1.2.13. dans le cas ou A est

1'espace 1R 3 tout entier.

Deuxiéme cas : A est un plan paralléle a 7°

Soit (¢.[o0,T]) une trajectoire de X contenue dans A. Toutes les
trajectoires de § issues du point ¢(o) sont aussi contenues dans A

puisque pour toute commande u = (ul,uz)e U2, le vecteur

X(x) + blu1 + b2u2 est paralléle & 7° sur A. Il en résulte que

1'ensemble A (¢(o) t) est inclus dans A et par conséquent, est

d'intérieur v1de. Ce qui prouve que la trajectoire (¢,[o,T]) est

extrémale, termine la démonstration dans le cas ou A est un plan

paralléle & m™ et achéve celle de la proposition 1.2.13.

1.2.14. Proposition

Soit X un point de nz3x 1R3 - S3 tel que

mo, ® =Mz =o.
1 2
On suppose les deux propriétés suivantes vérifiées :

(i) A n'est pas un invariant de b, et b2

22 T ™ oy 2 - 7
(1) (by.B MM (2N = BIM, (%)) (B2.M ()
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Dans ces conditions, toute trajectoire de X contenue dans j et

gui n'est pas paralléle a 71° est extrémale.

Démonstration

En effet, soit (¢, [o,T]) une trajectoire de X contenue dans A et

qui n'est pas paralléle & 7°

b1 et b2,

. Puisque A n'est pas un invariant de

on sait d'aprés le lemme 1.2.12. que

~2 -~ =2 - ~ = - .
bl.mx(x), bz.mx(x) et bl'bZ'mX(x) sont non tous nuls. Par ail-

leurs, on sait aussi (voir remarque 1.2.15.) que le vecteur

X(p(o)) n'est pas paralléle & T°. En conséquence, la trajectoire
(w,[o,T]) est extrémale d'aprés la proposition 1.2.7. et 1'hypo-
thése (ii) de la proposition 1.2.14. Ce qui termine la démonstra-

tion de la proposition 1.2.14.

1.2.15. Remarque

J'ai dit que le vecteur X(®(o)) n'était pas paralléle & 7°. On va
préciser cela en montrant que si tel n'était pas le cas, la tra-
jectoire (p,[o0,T]) serait paralléle & 7°. En effet, supposons que

le vecteur X(¥(o)) soit paralléle a 7°. La trajectoire (p, [o,T])
etant contenue dans A, on sait d'aprés le lemme 1.2.6. qu'elle

est de moment maximal par rapport &3 § . D'ou il existe un reléve-
ment hamiltonien (@, [0,T]) de la trajectoire (¢,[0,T]) tel que pour
tout t de [o,T] 1'on ait

mx(  (t)) =mb1(<7>(t)) =M (3(t)) = o
: 2

puisque la fonction7n3<c>¢ est constante et nulle en o. Il en ré-

sulte que pour tout t de [o,T] le vecteur X(p(t)) est paralléle a

7© et, par conséquent, la trajectoire (¢, [o,T]) est paralléle &

m°.

1.2.16. Démonstration du théoréme 1.2.1.

Le théoréme 1.2.1. est une conséquence immédiate des propositions
1.2.5., 1.2.11., 1.2.13. et 1.2.14.



Nous allons & présent donner des exemples d'illustration du-

héoréme 1.2.1.

1.2.17. Applications

Exemple 1
Prenons la F.C.V.

S ={Xx+ X +biu +byu s u = (uj,u,) € U2} ou
X 1 o
x=[ =x, , b= o et b, = |
Xy x2+1 o o
En posant %© = (0,0,0,0,0,1), on vérifie facilement que
mb (iO) =mb (iO) = 0

1 2
et

-~ - 2 - - ~2 1 =
(BB, M (z0)) " - (B2.M (%0)) (B3. My (x2)) = 1.

En conséquence, toutes les trajectoires de X sont localement

contrdlables d'aprés l'assertion (i) du théoréme 1.2.1.

Exemple 2
Prenons la F.C.V.

8= e 11 =
{ X +b1u1+b2u2, u (ul,uz) € U2\ ot
X 1
x2 + 1 b = 1
X = ) , y bl =10 et 5 = .
o) o
X3 + X,

on vérifie facilement que A est la droite x1=x2=o qui n'est
pas un invariant de X. Par ailleurs, si on pose

%° = (0,0,0,0,0,1), un calcul simple montre que
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M (o M (x0) = o
1 2
et

2 - -
(by b, My (x0))" - (bW, (20)) (B2M (%0)) = -a.

D'olu, toutes les trajectoires de X sont localement contro-

lables d'aprés 1l'assertion (ii) du théoréme 1.2.1.

Exemple 3
Prenons la F.C.V.
= {x +b1u1+b2u2; u = (ul,u2) € U2} ol
X 1 o
X
X = 2 b, = o et b, = 1 .
) 1 2
x2+x2+1 o o
1 72

On vérifie facilement que A est la droite x1=x2=o qui est

un invariant de X. Par ailleurs, si 1l'on pose

%° = (0,0,0,0,0,1), un calcul simple montre que
M | =) =B (x0) = o
1 2
et
s = —oy 2 -2 =0y (o2 -
(o] - o o = -
(b, .b,. M (x0)) (b3. M, (x°) (b7.M, (%)) 4.

D'ol, en vertu de 1'assertion (ii) du théoréme 1.2.1., tou-

LY

tes les trajectoires de X sont localement controlables a

l'exception de celles contenues dans la droite x,=x

1=X,=0 qui,

elles, sont extrémales.

Exemple 4
Prenons la F.C.V.

8 =1{xX +b,u,+b_u_; u = (ul,uz) €U ol

171 7272 2}
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b

1 o
X = ) b, = o et b, = | 1 .
/ 1 2
x% o o

Un calcul simple montre que A est l'espace IR 3 tout entier

et que si ¥© = (0,0,0,0,0,1) alors

mbl(iO) =mb2(i°) = o

et

- - aony 2 “2 M - ~2 " _
(bl.bz.mx(xo)) - (bl.mx(xo))(bz.mx(x°)) = o

D'ou, toutes les trajectoires de X sont extrémales d'apreés

l'assertion (iii) du théoréme 1.2.1.

Exemple 5
Prenons la F.C.V.

= {x +biu +bou,; u = (u;,u,) € UZ! ou

173 o o
Un calcul élémentaire montre que A est le plan X4=0 et que
si X° = (0,0,0,0,0,1) alors

M, ) =M, (x) =o
1 2
et

.- L2 - ) . .
(b,.B,. M, (x0)) " - (B2. M, (%0)) (B3.M, (20)) = o
En conséquence, d'aprés l'assertion (iii) du théoréme 1.2.1.

toutes les trajectoires de X sont localement contrdlables &

l'exception de celles contenues dans le plan X4=0 gui, elles,

sont extrémales.
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Exemple 6
Prenons la F.C.V.

D= {X +b.u.,+b

it Sl Ll

I
o
=
o
N
m
c
%]
o}
[

P
o

X = X, )bl = o et b2 = 1 .
% + XXy + ] °© o
On vérifie facilement que A est la droite X, = X3 =0 gui
n'est ni un invariant de X, ni un invariant de b1 et b2.

Par ailleurs, un calcul simple montre que si
X¥° = (0,0,0,0,0,1) alors, on a
N . (x0) =mb (%9) = o

b, 2

et
-~ - 2 - -
(by.b,. Ml (20" - (B2.M, (20)) (B2. M (%0)) = o

En conséquence, toutes les trajectoires de X sont localement

contrdlables d'aprés l'assertion (iv) du théoréme 1.2.1.

Exemple 7
Prenons la F.C.V.

s = . - <
{x +b1u1+b2u2, u (ul,uz) € Ué} ol

2 | o] (o]
x1+1 ’
On vérifie facilement que A est le plan x1=o qui ne contient
aucune trajectoire de X paralléle au plan x,=o engendré par

b

3

1 et b2. Par ailleurs, un calcul simple montre que si

%¥© = (0,0,0,0,0,1) alors, on a

m (x°) =mb (iO) = 0

by 2



et

- 2 - ) -~
(B, M (500 - (B2.My (%0)) (BT, (%°)) = o

(b
En conséquence, d'aprés l'assertion (iv) du théoréme 1.2.1.,
toutes les trajectoires de X sont localement contrdlables a
1'exception de celles contenues dans A plan X, =0 qui, elles,

sont extrémales.

Cette derniére famille de champs de vecteurs termine la série
d'exemples consacrée & 1l'illustration du théoréme 1.2.1. On va
maintenant cldturer ce paragraphe par gquelques remarques.

1.2.18. Remarques

Remarque 1
Cette premiére remarque concerne 1'ensemble A des points

x de IR3 ot les vecteurs [x,bi](x) et [X,bz](x) sont paralléles

au plan 7° engendré par b1 et b2. Plus précisément, on va montrer

gque A contient la réunion des trajectoires de X de moment maximal

par rapport a 8.
En effet, si (¢,[p,T]) est une trajectoire de X de moment maximal

par rapport a ® , il existe un relévement hamiltonien (¢.[0.T])
de (¢, [0,T]) tel que pour tout t de [o,T] 1l'on ait

My (Be)) =M (3(t)) = o.
1 b2
Ce qui, par dérivation, entraine que pour tout t de [o0,T] on a

XM (@(e))

-m Gy =M (ae)) =M (d()) =
1 X.b] B(t)) bl(cp( )) b, o

et

XM, (Ble) =My p, ] @) =mb1(¢’(t)) =mb2(<p(t)) =0

Autrement dit, le long de la trajectoire (¢,[o,Tﬂ) les vecteurs
[x,b, J(x) et [X,b,](x) sont patalléles au plan 7° d'aprés la

propriété 0.2.10. Ce qui prouve que la trajectoire (¢, [0,T]) est
contenue dans A .
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On sait donc a présent que toute trajectoire de X de moment maxi-
mal par rapport a B est contenue dans A. Moyennant le fait qu'en
vertu du lemme 1.2.6. toute trajectoire de X contenue dans A est
de moment maximal par rapport a § , il s'ensuit que A contient la
réunion des trajectoires de X de moment maximal par rapport a § .

Remargque 2
Lorsque A n'est pas un invariant de b

et b le théoréme 1.2.1.

1 2’
ne dit rien sur la contrdlabilité le long des trajectoires de X

contenues dans A et paralléles au plan engendré pas b1 et b2' La

présence de ce cas douteux n'est pas trés surprenant du fait que
A contient la réunion des trajectoires de X de moment maximal
par rapport a f et que l'on sait [20] qu'il existe des trajectoi-
res de moment maximal qui ne sont pas extrémales.

Remargue 3

Soit E 1l'ensemble des F.C.V. quadratiques sur IR3
{X +bju +buy; u = (uj,u,) € U, |
s 4 Pi_j-k.3.k
avec X = I pX C?+k q. X 1.k xi-J—k xg xg;
i=o j+k=o * i-3-k. 3,
Fi-j-k, 3.k

et soit E' le sous-ensemble de E formé par les F.C.V. quadrati-

ques sur nz3 qui sont telles que toutes les trajectoires de X
soient localement contrdlables. Comme dans 1.1.5., on pourrait
spérer que E' soit un ouvert dense dans E pour la topologie asso-

cide & la distance

1 2
Py jx.,3.k Pi-j-k,j.k
3 ; | ; citk [q! q?
= 3 S . “Hi-4-k,3,k
oo Jeke i i-j-k,j,k “9i-3-x, 3
rl -r2
i-j-k, 3,k “Fi-j-k,j.k
1 2 1 2
+ b1 - b1 + b2 - b2
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i le sous ensemble de E formé par les

F.C.V. quadratiques sur r3 qui sont telles gque si %X© est un point

Cependant, désignons pas E

de ]R:';x]R3 - S3 vérifiantmb (x°) =mb (x°) = o 1'on ait
1 2
(B..B..M_(%0))° - (B2.M(%0)) (B2.M (%0)) > o:
1°72°°X ' 1" X 20 X !
' le sous ensemble de E formé par les F.C.V. quadratiques

2
sur I3 qui possédent les deux propriétés suivantes :

et par E

- si X© est point de r3 323 - S3 tel que

’m,bl(io) =mb2(i°) = o

alors
- -~ - 2 ha - = -
(B, .5, M (on) * - (B.M, (9)) (b5 M, (%)) < o

- toutes les trajectoires de X sont localement controlables.

i et Eé étant non vides, ils forment une par-

tition de E' d'aprés le théoréme 1.2.1. et, les relations les ca-

Les sous ensembles E

ractérisant aménent & penser que leur réunion E' n'est pas un ou-

vert dense dans E pour la topologie associée a la distance d.

Avec cette derniére remarque s'achéve la premiére partie de ce
travail consacrée & 1'étude du probléme de la contrdlabilité le

long des trajectoires du systéme libre d'une famille de champs

de vecteurs quadratiques sur r-.
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I1I. Contrdlabilité le long des trajectoires

n-1
=')g== {x ¥ 151 bl ui; 5T (ull-..'un_l) eUn =—======

Cette partie du travail exploite les résultats du chapitre I
pour étudier le probléme de la contrélabilité le long des tra-
jectoires d'une famille

n-1
= X H = oo .
8= {x+ L b, u,s u= (u,....u )€U

l

n-1

de champs de vecteurs quadratiques sur m=.

Pour les mémes raisons que celles évoquées précédemment, on se

limitera au cas ol § est une F.C.V. sur IR2 et & celui ou § est

une F.C.V. sur 323.

2.1. Etude du cas ou § est une F.C.V. quadratiques sur ﬂlz.

Commencons par démontrer le lemme suivant :

2.1.1. Lemme
Soient 8= {X + bu; -0 <u<+B8, a>o, B >0} wune F.C.V. quadra-

2 s
ou le vecteur

tigues sur sz et A l'ensemble des points x de IR
[x,b](x) est paralléle a b.

Alors, toutes les trajectoires de X sont localement controlables
4 1'exception de celles contenues dans A qui, elles, sont extre-

males.

Démonstration

La démonstration se fait en deux etapes.

._____.,._.______.._.—___.-__.___.__.__.__._-_.___-»-_.__—_

([ = w.
\ were



En effet, soit (w,[o,T]) une trajectoire de X qui n'est pas con-

tenue dans A; et considérons la famille de champs de vecteurs

sl={x+k1bu,- ueUI}

ou kl désigne le plus petit des deux réels o et B. Comme A est
2

aussi 1l'ensemble des points x de IR“ ol le vecteur [X,klb](x)

est paralléle a klb' on sait d'aprés le théoréme 1.1.1. gue pour
tout t de [o,t] le point ¢ (t) appartient & 1'intérieur de
Ay (o), t).
1
Compte tenu de l'inclusion.

A£&(x,t)<: Aglx, t)

pour tout point x de 322 et pour tout t>o0, il en résulte que pour
tout t de [o,t] le point ¢ (t) appartient & 1l'intérieur de
As(w(o),t). Ce qui prouve que la trajectoire (w,[o,t]) est loca-
lement contrdlable et termine donc la démonstration de la premiére

étape.

Deuxiéme étape : toutes les trajectoires de X qui sont

La démonstration est de principe analogue a celle de la premiére

étape.

Si (¢, [0,T]) est une trajectoire de X contenue dans A, on consi-

dére la famille de champs de vecteurs

s2={x+k2bu;uc ull
ou k2 désigne le plus grand des deux réels a et B. Comme A est
2

aussi 1l'ensemble des points x de IR“ ol le vecteur [X,kzb](x) est

paralléle & k.,b, on sait d'aprés le théoréme 1.1.1. qu'il existe

2
t_ dans Jo.T] tel que pour tout t de [o,to] le point ¢ (t) appar-

tient & la frontiére de Ay (elo),t).
2
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Compte tenu de l'inclusion

Aﬂ(x,t)c: A‘)g (x,t)

2

pour tout point x de le et pour tout t>o, il en résulte que
pour tout t de [o,t0] le point ¢ (t) appartient a la frontiére
de Ag(p(o),t). Ce qui prouve que la trajectoire (w,fo,T]) est
extrémale, termine la démonstration de la seconde étape et

achéve celle du lemme.

Ce lemme permet de démontrer le théoréme suivant :

2.1.2. Théoréme
Soient 8= {X + bu; ue Ulf une F.C.V. quadratiques sur R2 et A
1'ensemble des points x de IRZ2 ou le vecteur [X,b](x) est paral-

léle & b. Soit de plus W une commande non bang-bang de Ul’

Alors, toutes les trajectoires du champ de vecteurs X + b u”

sont localement contrdlable & 1l'exception de celles contenues
dans A qui, elles, sont extrémales.

Démonstration

En effet, par le changement de variable u = u + U la famille 8§

devient :

3={X+bu +bu; -(1+u¥)< G< 1 -u*}

Comme d'une part 1+u* et 1-uv* sont strictement positifs (puisque

u est non bang—bang et par conséquent, est dans ]-1, +1[) et que

2 ou le

d'autre part A est aussi 1'ensemble des points x de IR
vecteur [X + b u*, b](x) est paralléle & b, l'application du lem-

me 2.1.1. & la famille de champs de vecteurs 8 donne le résultat

annoncé dans le théoréme 2.1.2.

De ce théoréme on déduit le résultat suivant :

2.1.3. Corollaire

Soient 8= {X + bu; ue€ Ull une F.C.V. quadratiques sur IR2 et A

1'ensemble des points x de 312

léle & b.

ou le vecteur [X,b](x) est paral-



Alors, toute commande extremale est bang-bang si, et seulement

si, il n'existe dans U1 aucune commande u non bang-bang telle

que A soit un invariant du champ de vecteurs X + b u*.

2.2. Etude du cas ol g est une F.C.V. quadratiques sur ﬂ%n, n =3,

Comme on l'avait déja annoncé, on se limitera au cas ou § est
une F.C.V. quadratiques sur IR 3; 1a généralisation a ﬂ!n, n>3
étant aisée.

Commengons par énoncer quelques résultats qui nous serons utiles
dans la suite :

2.2.1. Lemme

Soit X un champ de vecteurs sur IR

de vecteurs constants sur nz3 et 1m° le plan engendré par b1 et b2.

Soient de plus M une matrice constante réguliére d'ordre 2 et x

un point de IR3.

3, (bl,b2) un couple de champs

On pose

Dans ces conditions les vecteurs [ X,c; ](x) et [X,c,](x) sont pa-

ralléles & m° si, et seulement si, les vecteurs [X, b }x) et

[x,bz](x) sont paralléles a m°.

Démonstration
Si on désigne par det le déterminant de trois vecteurs de nz3,

on vérifie facilement 1'égalité

det ([X,c,] (x),b,,b,) . det ([X, b, ](x),b,,b,)

"
=2

det ([X,c,](x),b,,b,) S\ det ([X,b,](x),b;,b,)

Il en résulte que les vecteurs [X,clj(x) et [x,cz](x) sonht paral-

léles & ™ si, et seulement si,

_ R1



det ([X,b ] (x),b;,b,)

det ([X,b,](x),b,.,b,)

ou encore, puisque M est une matrice réguliére, si, et seulement
si, det([X,b ] (x),b ., b)) et det ([X,b,](x),b;,b,) sont nuls. Au-

trement dit, si, et seulement si, les vecteurs [X,bl](x) et

[X,bz](x) sont paralléles & 7° . Ce qui est l'assertion du lemme.

2.2.2. Lemme
Soient X un champ de vecteurs sur IR3,(b1,b2) un couple de champs

de vecteurs constants sur HIB.

Soit de plus M une matrice constante réguliére d'ordre 2.

On pose
(cl,c2) = (bl'bz) M.
Dans ces conditions si X est un point de ]R3>< ]R3 - 83 tel que

M, & =mb2(>‘<) = o

alors, on a les deux propriétés suivantes :

1) :M_ =M
1

c2(i) = 0

(1) ¢ (8.8, M a2 - @M ) @) My R =

(det M)z((fal.sz.’mx(i))2_(Bi.mx(x)) <5§.mx<i)>)

Démonstration
Propriété (i) : elle vient de ce quem,c (x) et:'mc (X) sont
"""""""" 1 2

des combinaisons linéaires de’nb (x) et,nb (X) puisque ¢y et c,
1 2

sont des combinaisons linéaires de b1 et b2'

Propriété (ii) : si on pose



X 1°72 X
B =
- - R 2 _
b .b,. M (%) 5. M (%)
et
ai m, (% & .8,.M (%)
C =
&,-8,. M () ég.’mx(i)

on vérifie facilement que
CcC = M.B.M
et par conséquent,

det C (det M)2.det B

Autrement dit,
()-8, M (&) 2 - (] M ) @2 M) =
(get M2 ((B,.B,. M (2017 - (B].M, (%) (BZ. M, ()))

ce qui prouve la proprieté (ii) et termine la démonstration du

lemme.

2.2.3. Lemme

Soient §= {X + bu, + b,u,; —~a<u,<+a, o >0} une F.C.V.
171 272 i
quadratiques sur ]R3, T le plan engendré par b1 et b2, A 1l'en-
3

semble des points x de IR~ ol les vecteurs [X,b ](x) et [x, b, J(x)
sont parallé&les am’,

Soit de plus X un point de IR3x ]R‘3 - S3 tel que

m < =M (%) =o.
b b
1 2

Dans ces conditions, les trajectoires de X possédent des proprié-

tés mot & mot identiques & celles énoncées dans le théoréme 1.2.1.



Démonstration
En effet, soitJZ-le sous ensemble de IR

2 §éfini par

{-a < u;, S+ a; i=1,2}

et désignons par M la matrice de l'application linéaire inversi-

ble
[—1, +1]2 —_— ,.SL

Par le changement de variables

] 9

(=1

2 2

la famille 8§ se transforme en la F.C.V. quadratiques

8 ={X + c,u,4cu, ; u = (ul,u2)€ U2}

ol les champs de vecteurs =N et <, sont donnés par

(cl,cz) = (bl,bz) M.

Fn vertu du lemme 2.2.1 on sait que A est l'ensemble des points x

de IR3 ou les vecteurs [X,cl](x) et [X,cz](x) sont paralléles au
o]

plan ™ , qui est aussi le plan engendré par ¢y et Cye Par ail-

leurs, d'aprés le lemme 2.2.2., on a aussi

et
(&,.8,. M (%))? - (@2. M, (%)) (@2 M (R)) =
= (det M)2 (Bl.Bz.mx(i))z - (af.mx(imsg.mx(in )

En conséquence, l'application du théoréme 1.2.1. a la famille de

champs de vecteurs ¥ démontre l'affirmation du lemme 2.2.3.

Nous en venons maintenant aux principaux résultats de ce para-

graphe.
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2.2.4. Théoréme

Soient 8§ = {X + bju, + b2u2: u= (u,u)e U, | une famille de
champs de vecteurs quadratiques sur IR3 et X un point de
]R3><]'R3 - S3 tel que

7n,b1(x) =7nb2(x) = o.

Soit de plus u = (u:,u;) une commande de U2 qui n'est ni bang-

bang, ni presque bang-bang.

On suppose l'inégalité
(b,.b,.M_(x))%> (62.M_ (%)) (B2.M, (%))
1°72° 77X 1° 77X 2° X
vérifiée.

Dans ces conditions, toutes les trajectoires du champ de vecteurs

X + blu: + bzuz sont localement controlables.
Démonstration

En effet, par le changement de variables

_ = £
ul = u1+u1
- 11 I
u2 = u2+u2

la famille ® se transforme en la famille de champs de vecteurs

- 2 2
o= {x + I b.u:.: + I bi; -(1+u*;)s 3.31-6’;
ij=1 1 i=1 1 1
Posons
A = mi * * g % =
min (1+u1, 1+u2, 1 ul, 1 u2)

et considérons la famille de champs de vecteurs

B={Y+b§ + b.U.; -0 < u g+a}

171 272 i
ol Y est le champ de vecteurs X + bluj + bzu;.
Comme d'une part o est strictement positif (puisque u = (u;,u;)

est une commande de U2 qui n'est ni bang-bang, ni presque bang-
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bang) et que d'autre part on a 1'inégalité
= = ey 2 o (22 oy y (52
(BB, My ()12 > (B3. M (2)) (B My (x))
puisque

-~ - _—n2 -2 " -2 - _

(b, .b,. M, (&) - (b]. My () (b3.My(R)) =

(B .B,. M, (%)% - (B2.M (%)) (B2.M (%))
1°72° "X 1°X 2° X '

il résulte du lemme 2.2.3. que si (p,[o,T]) est une trajectoire

du champ de vecteurs X + blu; + b2u; alors, pour tout t de [o,T]

le point P (t) appartient a 1l'intérieur de A = (p(o),t) . Moyennant
b
les relations

A- (x,t) € A _(x,t) = A_(x,t)
8 ) 8

pour tout point x de IR3 et pour tout t>o, il s'ensuit que si
(w,[o,T]) est une trajectoire du champ de vecteurs

X + b1u§ + b2u; alors, pour tout t de [o,T], le point ¢ (t) ap-

partient & l'intérieur de As(¢(o),t). Ce qui est la conclusion
du théoréme.

De ce théoréme on déduit le résultat suivant :

2.2.5. Corollaire

Soient 8 =1{X + biu, + bu,: u = (ul,uz)e Uz} une F.C.V. quadra-
tiques sur ]R3 et X un point de IR3>< :[R3 - S3 tel que

m. & =M (x) =o.
by b,
On suppose 1l'inégalité
- - o 2 02 oy o2 -
(B b, M (%)) (0. My (%)) (057U (R))

vérifiéde.
Dans ces conditions toute commande extrémale de U2 est soit

bang-bang, soit presque bang-bang.
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2.2.6. Théoréme

Soient § = {X + bju, + byuy; u= (u,u)e Uz} une F.C.V. quadra-
3

tiques sur IR~, 7° le plan engendré par b
3

1 et b2, A 1l'ensemble

ol les vecteurs [x,bl](x) et [X,bz](x) sont

paralléles 3 7°. Soient de plusvi un point de IR3><323 - S3 tel que

des points x de IR

M, & =0_ ) =o
b1 b2

et u* = (ui,u;) une commande de v, qui n'est ni bang-bang, ni
presque bang-bang.

Oon suppose l'inégalité
- = ayy 2 =2 = ~2 =
(B -B,. M (%)) “ < (B]. My (%)) (B5.My (%))
- vérifiée.

Dans ces conditions, toutes les trajectoires du champ de vecteurs

X + bluf + bzug sont localement contrdlables a 1l'exception de

celles contenues dans A qui, elles, sont extrémales.

Démonstration
La démonstration se fait en deux étapes.

Premiére étape : toutes les trajectoires du champ de vec-

3¢ *
teurs X + b,u? + b,uj qui ne sont pas

Oon reprend mot pour mot la démonstraton du théoréme 2.2.4. a ceci

prés, que l'on remplacera 1'inégalité
(b,.b, .M, ()2 > (B2.M (%) (B2.M, (%))
1°72°77X 1°7°X 2° X
par 1l'inégalité

~ = a“yy 2 ~2 - ~2 ;
(bl.bz.'mx(X)) < (bl.mx(x)) (bz.mx(X)) .
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Deuxiéme étape : toute trajectoire de champ de vecteurs

o —————— ——— ————— ————— — ———— Y ———— " S (o —— — —

#*
+ b * A
X 14; * byu, contenue dans 1 est

extrémale.

En effet, par le changement de variables

u, = U,+u*

1 171
=0 *
u2 u2+u2

la famille ®se transforme en la famille de champs de vecteurs

- 2 2
p={x+ =bpu, + = b, ; (4w )< G, <+ 1 - u, }
=g 14 i—q & i i i
Posons
- * ™ - —u¥*
B max (1+u1, 1+u2, 1 ut, 1 u2)

et considérons la famille de champs de vecteurs

- = =
] ={_Y + b,u, + b.u

ou Y est le champ de vecteurs X + blui + b2u;°
Comme d'une part B est strictement positif (puisque g = (u;,u;)

est une commande de U2 qui n'est ni bang-bang, ni presque bang-

bang) et que d'autre part on a l'inégalité
(b, B, M, (%)) %< (B3. My (%)) (BS. M ()
(puisque
s vy 2 -2 = n2 =
(b, b, M, (%)) “ - (7. M, (%)) (B. M, (%))

= T sy 2 ~2 s -2 -
(b, .b,.M (%)) “ - (b].M (%)) (6. M (),

il résulte du lemme 2.2.3. que si (p,[0,T]) est une trajectoire

du champ de vecteurs Y = X + bluﬁ + bzuz qui est contenue dans A

alors, il existe t° dans'Jo,TJ tel que, pour tout t de ]o,to],
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le point @(t) appartient a la frontiére de AB (?(o),t). Moyen-

nant les relations
A _(x,t) = A (x,t)C A=(x,t)
8 b 8
pour tout point x de IR3 et pour tout t>o, il s'ensuit que si

(¢.[0,T]) est une trajectoire du champ de vecteurs

X + blu; + bzu; qui est contenue dans A, alors il existe to dans

Jo,T] tel que pour tout t de [o,to] le point ©(t) appartient a
la frontiére de As(¢ﬂo),t). Ce qui prouve que toute trajectoire

du champ de vecteurs X + blur + bzu; contenue dans A est extré-

male, termine la démonstration de la seconde étape et achéve celle

du théoréme.

2.2.7. Théoréme
Avec les mémes notations que celles du théoréme 2.2.6., on suppose
que 1'égalité

= = vy 2 _ ~2 - ~2 =

(by .o, M, (x))° = (b]. M, (%)) (b7. M (%))

est vérifiée.

Dans ces conditions, on a les propriétés suivantes :

(i) : si A est un invariant de bl et b2 alors, toutes les tra-

jectoires du champ de vecteurs X + blu; + qu; sont loca-

lement controlables a l'exception de celles contenues

dans A qui, elles, sont extrémales.

(ii) : si A n'est pas un invariant de b1 et b2 alors,

(iil) : toutes les trajectoires du champ de vecteurs

X + blui + bzu; qui ne sont pas contenues dans A

sont localement controdlables.

(iiz) : toutes les trajectoires du champ de vecteurs

X + bluﬁ + b2u; qui sont contenues dans A et qui

ne sont pas paralléles & ©° sont extrémales.
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Démonstration
On reprend mot pour mot la démonstration du théoréme 2.2.6. a

ceci prés, que l'on mettra 1l'égalite

-~ =~y 2 ~2 - =2 =
(b b, M (%)% = (6].M (%)) (b5.M (%))

hY

4 la place de l'inégalité

(b bz.’m

- ®)2 < (B2.M(2)) (B5.M, (%)

Y

Une conséquence directe des théorémes 2.2.6. et 2.2.7. est le

résultat suivant qui termine cette troisiéme partie du travail.

2.2.8. Corollaire

Soient 8 = {X + blu1 + b2u2; u =(u1,u2)e U2] une F.C.V. quadra-
3

tiques sur IR>, 7° le plan engendré par b, et b,, A 1'ensemble

des points x de R 3 ot les vecteurs [X,b,](x) et [x.b,](x) sont

paralléles a n°.

- 3
Soit de plus X un point de R3x m3 - 8° tel que

Dans ces conditions, on a les propriétés suivantes
(i) : si
(b, .5, M, 22 < (B2.M (%)) B2.M, (%)
1°72° X 1°X 2° X
alors, une condition nécessaire et suffisante pour que

toute commande extrémale de U2 soit bang-bang ou presque

bang-bang est que A ne contient aucune trajectoire du

champ de vecteurs X + blu1 + b2u2

la propriété de n'étre ni bang-bang, ni presque bang-

ou u =(u1,u2) posséde

bang.

(i)

si
=5 vy 2 r2 = 2 M o(3
(b, ..M, (%)% = (b].M () (bW (%))

et si A est un invariant de b1 et b2’ on a la méme con-
clusion que dans (i).
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(iii) : si

- - , 2 . _ -
(b,.b,. M (2))" = (bi.mx(i))_(bg.mx(i))_

et si A n'est pas un invariant de b1 et b2, la condition

exprimée dans (i) est suffisante pour que toute commande

extrémale de U2 soit bang-bang ou presque bang-bang.
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III. Applications a la théorie

Dans cette derniére partie du travail, je vais énoncer quelques
conséquences des résultats précédents dans le cadre de la théorie

des systémes asservis de la forme

ax

at )€U

n-1

= X{(x) + i biu.; u = (ul,...,un_1

ol : . X est un champ de vecteurs gquadratiques sur r"

. bl""’bn—l sont des champs de vecteurs constants sur r".

Définition
Dans la suite nous appellerons "asservissements quadratiques

n b . ’ . » o
sur R® ", les systémes asservis définis ci-dessus.

. i . . n
Si pour un asservissement quadratique sur IR, on se donne un

critére J(x) = X 1'étude de la contrdolabilité le long des tra-

jectoires de la famille de champs de vecteurs

e U_ |

8={x+ I bu;u=(u,...,u
_ n-1

1 i3 1 n-1
sur IRY permet d'énoncer des critéres pour que toute commande

optimale de Un-l soit bang-bang ou presque bang-bang.

Le premier paragraphe de ce chapitre sera consacré a l'énoncé de

tels critéres.

Le second paragraphe donne une réponse au probléme suivant :

étant donné un champ de vecteurs quadratiques sur le et le cri-

tére J(x) = X i€ {1,2], existe-t-il un champ de vecteurs cons-

tant b (sur R2) tel gue toute commande optimale de l'asservisse-

ment quadratiqgue



= = X(x) + bu; uEU1

soit bang-bang.
Le troisiéme paragraphe cherche une représentation canonique des

asservissements gquadratiques sur R 2 ayant la propriété suivante :

2

1'ensemble A des points x de IR“ ou le vecteur [X.b](x) est pa-

ralléle a b est vide.

Dans le quatriéme paragraphe enfin, nous donnons des applications

des critéres établis dans le premier paragraphe.

3.1. Critéres bang-bang

Comme précédemment, afin de faciliter la présentation des cri-

téres, on se limitera au cas ou X est un champ de vecteurs qua-
. 2 A . \ 0
dratique sur IR“ et a celui ou il est un champ de vecteurs qua-

dratique sur 323; la généralisation au cas ou X est quadratique

n ’ v r
sur IR, n>3, etant aisee.

3.1.1. Critére 1

Soient l'asservissement quadratique sur ﬂlz
ax _ .
dt—-X(x) + bu; uEUl

et le critére J(x) = x,, ie {1,2}.

2

On désigne par A 1'ensemble des points de IR ou le vecteur

[X,b](x) est paralléle a b.
Dans ces conditions, une condition suffisante pour que toute com-
mande optimale soit bang-bang est qu'il n'existe dans U1 aucune

commande u* non bang-bang telle que A soit un invariant du champ

3*
de vecteurs X + bu .

3.1.2. Critére 2

Soient 1'asservissement gquadratique sur IR

ax _ ] -
at = X(x) + blu1 + b2u2, u —(ul,u2)€ U2
et le critére J(x) = X4 i€ {1,2,3}.
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3 3

Soit de plus X un point de IR~ X IR 3

- S¥ tel que

(x) = o

On désigne par m° le plan engendré par bl et b2; et par A l'en-

semble des points x de R 3 ol les vecteurs [X,blj(x) et [X,b2](x)

sont paralléles & w°.

Dans ces conditions,
(i) : si
(B, .5, .M _ (%)% > (B2M (%)) (B2.M (%))
1°72° 7X 1 X 277X !
toute commande optimale est bang-bang ou presque bang-
bang.
(ii) : si
(b,.b,. M ()% = BZ.M (%) (B2.M (%))
1°72° 77X - 177X 27X !
une condition suffisante pour que toute commande optimale

soit bang-bang ou presque bang-bang est qu'il n'existe

dans U2 aucune commande u* =(u;

presque bang-bang telle que A soit un invariant du champ

,u;) non bang-bang et non

+ * X.
de vecteurs X blu1 + b2u2

En vertu de la propriété 0.1.11., ces deux critéres sont des con-

séquences directes des corollaires 2.1.3., 2.2.5. et 2.2.8.

Nous allons & présent montrer sur un exemple que les conditions
exprimées dans les critéres 1 et 2 ne sont pas nécessaires pour

que toute commande optimale soit bang-bang ou presque bang-bang.

Cela n'est d'ailleurs pas surprenant puisque d'une part, on sait
(voir corollaires 2.1.3., 2.2.5 et 2.2.8.) qu'elles expriment

que toute commande extrémale est bang-bang ou presque bang-bang:;
et que d'autre part, l'ensemble des commandes optimales est in-
clus dans 1'ensemble des commandes extrémales d'aprés la proprié-
té 0.1.11.

- 64 -



Exemple
Prenons l'asservissement quadratique

(ﬂ;) :%::—{=X(x) + bu; uéU1

On demande de maximiser x2(T), T> o; les conditions initiales
étant

xl(o) = x2(o) = o.

L'hamiltonien de 0£ } s'écrit

H(x,u,n) = n(x1+u) + xi + x4+ 1 +u
ou n vérifie 1'équation adjointe
an _
3t - n - 2x1 - 1.
Posons ¥(t) = n(t)+1. Du principe du maximum de Pontryagin, il

résulte que si u est une commande optimale, 1'équation adjointe
admet une solution 1 (t) non triviale telle que :

-¥t€ [0,T] tel que ¥Y(t) >0 : u*(t) = +1
-¥te [0,T] tel que ¥(t) <o : u (t) = -1.

Sur les intervalles de temps A ol la fonction ¥(t) s'annule le

principe du maximum ne permet pas de déterminer la commande op-

timale u*(t). Cependant, sur de tels intervalles, on a :

a¥

act = °

c'est a dire : ¥ytehA : == = o



Ce qui, compte tenu de l'équation adjointe, entraine que pour
tout t de A on a
xl(t) = o.

Moyennant la continuiteé de xl(t), il s'ensuit que pour tout

tde A, on a

dx1

dt

équation de l'asservissement (J%), on obtient

En reportant ces valeurs de xl(t) et (t) dans la premiére

Yt e A u(t) = o.

En conséquence, sur les intervalles de temps A4 ou la fonction
¥Y(t) s'annule on a u(t) = o et xl(t) = o. La question qui se

pose a présent est de savoir si la solution (x1=o, u=0) est op-

timale. Pour répondre a cette question on va faire appel au

théoréme de Green-Rieman.

En effet, tirons de la premiére équation de (Jt)

u dt = dx1 - x1 dat.

En reportant cette quantité dans la seconde équation différen-
tielle de (Jk), on obtient le long de toute courbe fermée vy
du plan (xl,t) :
_ 2
J —‘/{ ((x7 + 1) dt+dx.)
Y Y 1 1

ce. qui, en utilisant la formule de Green-Rieman, donne
JY =2//S xldxldt
Y

ou SY est la surface délimitée par vy.

Grace a cette expression, on veérifie facilement que sur les in-
tervalles de temps A ou la fonction ¥ (t) s'annule, les trajec-
toires optimales sont celles qui correspondent a

u(t) = +1 et u(t) = -1. En conséquence, toute commande optimale

maximisant x2(T) est bang-bang. Cependant, un calcul simple
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montre que l'ensemble A des points x de HQZ ou le vecteur
[X,b (x)]est paralléle & b, est la droite X,=0 qui est un inva-
riant de X.

Avec cet exemple d'asservissement quadratique ol 1l'ensemble A
est un invariant de X et ol toute commande optimale est bang-
bang, s'achéve le premier paragraphe de cette quatriéme partie

du travail.

3.2. Couples (X,b), X champ de vecteurs quadratigue sur R
St D Shamp de vecteurs constant sur R°, tels que
A= | xe R? ot le vecteur [X,b](x) est paralléle & b}
Soit vide-

Dans ce paragraphe, nous nous posons le probléme suivant : étant

donné un champ de vecteurs quadratique sur IRZ, existe t-il un

2

champ de vecteurs constant b sur IR“ tel que l'ensemble A des

points x de I]RZ ol le vecteur [X,b] (x) est paralléle & b soit
vide. L'étude de ce probléme n'est pas sans intérét car, si b
est un tel champ de vecteurs, le couple de champsde vecteurs

(X,b) vérifie le critére bang-bang 3.1.1.

Le plan de ce paragraphe sera le suivant : aprés avoir établi
un algorithme de détermination des champs de vecteurs constants
b, nous nous poserons la question de savoir si les résultats

obtenus se généralisent aux champs de vecteurs polynomiaux sur

2 ’ » I 4 3 A v
IR~ de degre strictement supérieur a 2. Enfin, nous donnerons

des exemples d'illustration de l'algorithme.

Algorithme de détermination des champs de vecteurs

constants b.

Ecrivons les champs de vecteurs quadratiques X sur le sous: la

forme

X = + Bx + ¢
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ou : .Al et A2 sont deux matrices symétriques d'ordre 2

.B est une matrice d'ordre 2
. c est un vecteur du plan.
Désignons & présent par det, le déterminant de deux vecteurs du

plan. Avec ces notations, pour tout champ de vecteurs constant

v

v=| 1 sur R 2, det (v,[ X,v J{x) est une fonction linéaire de X
v
2
qui s'écrit
t
x.(v1 A, -V, Al) v + det(v,BvV).

2 si, et seulement si,

I1 est donc non nul en tout point x de IR
v n'est pas vecteur propre de la matrice B et, est sur 1'inter-

section des coniques dégénérées définies par les équations

(e) : (x1 A2 - %, Al) X = o.

I1 en résulte que pour tout champ de vecteurs quadratique X sur

ﬂlz, il existe trois possibilités :

_ ou bien il n'existe aucun champ de vecteurs constant b tel

que A soit vide

— ou bien tous les champs de vecteurs constants b tels que A

soit vide ont méme support

- ou bien il existe deux droites concourantes qui sont les sup-
ports de tous les champs de vecteurs constants b tels que A

soit vide.

Ces champs de vecteurs constants b peuvent étre déterminés expli-
citement & 1'aide du tableau ci-aprés ou I désigne l'intersec-

tion des coniques dégénérées, définies par les équations (e).



I

matrice B

Conclusions

I est 1l'ori-

la matrice B

I1 n'existe pas de champ

gine des est quelconqgque de vecteurs constant b
coordonnées tel que A soit vide
d est droite Il n'existe pas de champ
I est propre de la de vecteurs constant b
une matrice B tel que A soit vide
droite d n'est pas d est le support des
d droite propre champs de vecteurs cons-
de la matrice B tants b tels que A soit
vide
dl et d2 sont Il n'existe pas de champ
droites pro- de vecteurs constant b
pres de la tel que A soit vide
I est matrice B

formée de
deux
droites
concou-
rantes

d1 et d2

une seule des

droites dl et

d2 est droite

propre de la

matrice B

dl(resp.dz) est le sup-

port des champs de vec-
teurs constants b tels
gue A soit vide si

d2(resp.dl) est droite

propre de la matrice B

aucune des

droites dl et

d2 n'est

droite propre

de la matrice B

dl et d2

des champs de vecteurs

sont les supports

constants b tels que A

soit vide
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Nous allons a présent donner guelques exemples d'illustration,

avec des choix particuliers du champ de vecteurs quadratique X.

Exemple 1 :
2
x1 + x2
Prenons X = ‘
2
x2+x1

Les équations (e) définissent dans le plan deux hyperboles dégé-

’ Id ’
nérées en les deux axes de coordonnees. Comme ces axes ne sont

1
~), ils sont les sup-

o}
pas des droites propres de la matrice (1
o

ports des champs de vecteurs constants b tels que A soit vide.

Exemple 2 :

Prenons X =

2 2
x1 + 2x1x2 + x2

L'axe des ordonnées est l'intersection de la parabole et de 1'hy-

perbole dégénérées définies par les équations (e). Comme cet axe
‘o 1

n'est pas droite propre de ia matrice ( ), il est le support

oo
des champs de vecteurs constants b tels que A soit vide

Exemple 3 :

Prenons X =

2
x1 + 2x1x2

L'axe des ordonnédes est l'intersection des deux hyperboles dégé-

nérées définies par les équations (e). Comme cet axe est droite

1o

propre de la matrice (_ ) , 11 n'existe pas de champ de vecteurs

o o
constant b tel que A soit vide
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L'origine des coordonnées étant l'intersection de l'ellipse et
de 1l'hyperbole dégénérées définies par les équations (e). En
conséquence, il n'existe pas de champ de vecteurs constant b

tel que A soit vide.

On voit donc que pour un champ de vecteurs quadratique sur le,

il existe au plus deux droites concourantes qui sont les supports
des champs de vecteurs constants b tels que A soit vide. On peut
alors se demander si les champs de vecteurs polynomiaux de degré
strictement supérieur a 2 sur 1R 2 possédent cette méme propriété.

L'exemple ci-dessous montre clairement que non.

Exemple
)
Prenons X = -x2n+1—x
1 1

b
1
Pour tout champ de vecteurs constant b =(b ), det (b, [X,b](x)) a
2

pour expression

2
+1) b1 - b2.

_ ((zn+1)xfn

2

Il est donc négatif pour tout x de IR“. En conséquence, pour tout

champ de vecteurs constant b sur 322, l'ensemble A des points x de
2

IR “ ol le vecteur [X,b](x) est paralléle & b est vide.

Cet exemple montre plus précisément que, contrairement aux champs
de vecteurs quadratidques sur 322, on peut trouver des champs de
vecteurs polynomiaux sur R2 de degré strictement supérieur a 2
pour lesquels il existe une infinité de droites concourantes qui
sont les supports des champs de vecteurs constants b tels que A

soit vide.



Pour les champs de vecteurs quadratiques sur 323

on peut avoir

des situations & peu prés analogues. Prenons par exemple le champ

de vecteurs

[

2
| 2+,

Pour tout couple de champs de vecteurs constants (b

1,b2) tel que

P11 Po1
b, = b12 et b, = b22 on a
1 b 2 b
13 23
det ([X,bi](x),bl,bz) = (b ,b,,-b, b ;) (2b, ,x, +b, )

pour tout i de {1,2}.

Il en résulte que pour tout couple de champs de

et b

(bl,b2) tel que les vecteurs b1 5

ne soient

méme plan orthogonal au plan x3=o, 1'ensemble A
R 3 ol les vecteurs [X,blj(x) et [X,b, ](x) sont
engendré par b1 et b2, est vide. D'ou il existe

plans sécants tels que si 1l'on choisit b1 et b2

vecteurs constants

pas dans un méme
des points x de

paralleles au plan
une infinité de

engendrant un plan

paralléle a 1l'un d'eux, l'ensemble A est vide. Ceci fait apparai-

tre une différence entre les champs de vecteurs quadratiques sur
R 3 et ceux qguadratiques sur TR2 ol 1l'on avait vu gqu'il existait
au plus deux droites concourantes, supports des champs de vecteurs
constants b tels gque A soit vide. Remarquons enfin, pour terminer,
gu'en ce qui concerne les champs de vecteurs quadratiques sur ﬂ23,
1'élaboration d'un algorithme de détermination des couples de

champs de vecteurs constants (bl’bz) tels que A soit vide n'est
pas aisée. En effet, si on écrit les champs de vecteurs quadrati-

gues sur 323 sous la forme
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X + Bx + cC

- Al’ A2 et A3 sont des matrices symétriques d'ordre 3

- B est une matrice d'ordre 3

c est un vecteur dans 323:

alors, pour tout couple de champs de vecteurs (b ,b2) tel que

1
byq )1
b, = by et b, = bya
1 b 2 b
13 23
on a
det ([X,bi](x),bl,bz) = 2 x[]blz 237P13Py) A, +
(byy0y1-P110,3)A, + (by b,y -b b, )AL b, +
det (Bb_,b ,b,)
quel que soit i dans{1,2}.
Il en résulte, en posant
- b
M = (b),byg=by3boo)A) + (bygbyy-by by3)2a, + (b byy-by b, )4,

que A est vide si, et seulement si,

MblA Mb2 = 0

et les vecteurs Bbl,Bb2 ne sont pas tous deux paralléles au plan

engendré par b1 et b2.
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Ceci fait apparaitre la difficulté a dresser un algorithme pour
déterminer explicitement les couples de champs de vecteurs cons-

tants tels que A soit vide car, pour cela, on devrait chercher

des couples (bl’bz) de vecteurs de ]R3 qui sont tels que le vec-

teur (El) de TR® soit paralléle a l'intersection de trois hyper-
2

surfaces de RS ge degré 6.

Nous allons & présent, dans le paragraphe qui suit, chercher une
représentation canonique des asservissements guadratiques a en-

semble A wvide.

Il est bien connu [17] que tout asservissement linéaire sur ﬂlz

dx
at

= Ax + bu, x € IR2, u € U1

3 ensemble A vide peut, & l'aide d'un changement de coordonnées
x

= Py, s'écrire sous la forme

dyl

at ~ Y2

izz = (- det A tr A) y + u
dt

oti det A et tr A désignent respectivement le déterminant et la

trace de la matrice A.

On peut donc espérer avoir une représentation canonique du méme

type pour les asservissements guadratiques sur IR2. En fait, on

a le théoréme suivant

Théoréme 1
Si

i
((ﬁ-’v):gé=x(x) +bu,xg]R2,u€U

dt 1

est un asservissement gquadratique sur R 2 3 ensemble )\ vide, il
existe un changement de coordonnées x = Py qui transforme Gk) en

1l'asservissement quadratique
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dy
1.2
) ac "oY; Ty, 6B
dy2
ET fly) + u
.

- a et Bsont des réels

- f(y) est un polynome du second degré en y.

Démonstration du théoréme 1

Ecrivons X(x) sous la forme

tx Alx
X(x) = & + Bx + c
X A2x

- Ay et A, sont des matrices symétriques d'ordre 2.

— B est une matrice d'ordre 2

- ¢ est un vecteur du plan.

Avec ces notations, on sait (voir 3.2.1.) que puisque A est vide,

b n'est pas vecteur propre de la matrice B et vérifie 1'égalité

b1 et b2 étant les composantes de b.

Considérons alors la matrice réguliére
P, = (Bb,Db)

Oon a

et par conséquent,

Par ailleurs, en utilisant le fait que B est solution de son équa-

tions caractéristique, on vérifie aisément que

Bp tr B 1
= P R
1 1 -det B o
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et par suite

P_l BD _ tr B 1
1 1 -det B o©
Il en résulte que par le changement de coordonnées x = P1 X,
(dt) se transforme en l'asservissement quadratique
‘;ﬁ ax -1 t(Plfc) Ay (Pl}_() tr B 1 o 1
/ ) : 7= = P, + ' x + utP ~ c.

T dt 1 - X
“e,x) P2 (PyX)]  \det B o 1
Mais, du fait que

(b1 A2 - b2 Al)b = o,

on obtient par un calcul simple

le. t(Pl;c) A, (pl:‘c) - o >‘<12
Y, %) A, (A% 2 0%

ou :
o = 1/ {aet p, [*(Bb) (b, B, - b, A)) (BD) ]}

et Q est une matrice symétrique.

En conséquence, par le changement de coordonnées x = Pli, l'asser-

vissement (Jt) se transforme en l'asservissement quadratique

- 2
- _ o X4y tr B 1 o
dx X -1
(dt): ax _ + X+ P ¢+ u
dat ts ox -det B o 1

Choisissons maintenant pour matrice P, la matrice réguliére

1 o

P =
2 -tr B 1

Un calcul simple permet de vérifier que pour le changement de coor-

données x = P2y, l'asservissement h%) se transforme en l'asservis-

sement quadratique
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1 _ 2
& ac ay; ty, * 8
(Jb) :J
dy.
—2 = -
3t tY Ky (det B)y1 + (tr B)y2 +vy+ u

- K est une matrice symétrique d'ordre 2

- o et vy sont deux réels tels que

-1 B
(Pl P2) c = <Y>

En conclusion, par le changement de coordonnées x = P1 P2 Y,

-
1l'asservissement (J%) se transforme en l'asservissement quadra-

tique
1 _ 2
y ak - Y ty, +8
(tﬂ;) .
dy
2t
eyl y Ky + (-det B tr B) vy +Y + u

ce qui est la conclusion du théoréme.

Pour les asservissements quadratiques sur IR

dx _ X(x) + b,u, + b,u,, u = (ul,uz) U

at 171 272 2

a ensemble A vide, la présence des champs de vecteurs constants
b1 et b2 empéche d'avoir une représentation canonique simple.
Cependant on peut énoncer le résultat suivant :

Théoréme 2
S

i
(#t): %% = X(x) + bu, + b,u,, u = (ul,uz) U

171 272 2

est un asservissement quadratique sur 1R3 3 ensemble A vide alors,
il existe un changement de coordonnées X = Py qui transforme (d5)

en l'asservissement quadratique
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dy, 2
o = oYy *Ag¥Yy tA¥, T Ag¥y T8
Y dY2
(J%) . <a__—‘= f(y)+u1
dy3
& = 9 T

- A, et Ay sont des réels non tous nuls
- ar Ay et g sont des réels
- £(y) et gly) sont des polyndmes du second degré en y.

Démonstration du théoreme 2

Ecrivons X(x) sous la forme

tx Alx

t
X(x) = X A2x + Bx + ¢

tx A3x

ou :
- Al,A2 et A, sont des matrices symétriques d'ordre 3
_ B est une matrice d'ordre 3
3

- ¢ est un vecteur dans IR

(jt) étant un asservissement quadratique sur 313 a ensemble A

vide, on sait (voir 3.2.) qu'il existe deux réels oy et a, tels

que la matrice (B(alb1 + u2b2), bl'b2) soit réguliere et

+ (b b..b..,) A

L(b) by = by3Pyy) A 13%21 ~ P23P11

13722 1 2

+ (by Pyy = Pyobyy) A;) (oyby + ayb)) = o,

les bij’ (i,3) € {1,2!X[1,2}, étant les composantes des champs de

vecteurs constants b1 et b2.

Posons alors

P = (B(alb1 + a2b2), bllbz)-
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En utilisant 1'égalité ci-dessus, on vérifie aisément que par le
changement de coordonnées x = Py, l'asservissement.(jt) se trans-

forme en l'asservissement gquadratique

2
aYl
o
dy _ t -1 -1
at - Yy QY + P BPy + P c +| 1 uy +{ o u,
o 1
t
Yy sz
ou :
- Q1 et Q2 sont des matrices d'ordre 3
—a= (1/det p){t(a |Bb, +a,Bb )[(b12 53-P13P,,) Ay
+(byyb,y -byaby ) Ay +(by b, b12b21) A ] (o, Bb, +a,Bb, W .
Ce qui termine la démonstration du théoréeme car
1 o o
P "BP.| 1 et p-lpp.{ o ne sont pas tous les deux para-
o) 1
o
léles au plan engendré par les vecteurs 1 et ol .
o) 1

3.4. Applications des critéres bang-bang

Dans ce paragraphe nous allons, pour cloturer cette derniére par-
tie du travail, donner des exemples d'applications des critéres
3.1.1. et 3.1.2.

Exemple 1
Prenons le systéme bilinéaire

%% = (A + Alu1 + A2 2)x + blu1 + b2u2, X = (xl,xz) € IR2
ou :
- A, A1 et A2 sont des matrices constantes d'ordre 2
- b1 et b2 sont des vecteurs du plan
- les commandes Uy et u, sont telles que
ulelR et —lguzg +1.



on demande de choisir les vecteurs bl'b2 et un réel k tel que

sous l'effet du feedback

u1 = kx2,

tout retour a zéro en temps minimal soit bang-bang.

Pour certaines valeurs de A, A1 et A2, le critére 3.1.1. permet
de répondre & cette question. Par exemple, si A n'admet pas le
vecteur (é) pour vecteur propre et si A2 est nulle, on a la so-

lution suivante :

(é) est vecteur On choisit :
h3 LY 1
propre de A1 - b2 parallele a (0)
- bl et k quelconques
(é) n'est pas On choisit :
. « (1

vecteur propre - by parallele a (o)

de A1 - b1 et k tels que le vecteur

(k aA1+A)(2)+ kb, ne soit pas

1

paralléle a (i) avec o vérifiant

1'égalité
1\ _
(o 1)(kdrA1+A)(o) = 0

En effet, sous l'effet du feedbéck u1 = kx2 on obtient l'asser-

vissement gquadratique

dx _ X(x) + b

at u., u, € U

272 2 1

avec X(x) = kx2 Alx + Ax + kxzbl.

On peut alors facilement se convaindre que pour le premier choix

A est vide:; tandis que pour le second choix A est une droite
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paralléle a la droite x2=o et qu'il n'existe pas de commande

u u, € U telle que A soit un invariant de X.

2" 2 1’

Exemple 2
Revenons & l'exemple de Forester qui a été présenté dans l'intro-

duction. En y effectuant le changement de variable

u = (v+1) (C°-4AD)/(8BD)

on obtient 1l'asservissement quadratique

dx _ X(x) + bv, v € U

dat 1

A+ [(c2-4AD)/(8D)] - Cxy + Dxi
ou X(x) =

E + K [(02-4AD)/(8D)] - Fx;
B
et b = [(02-4AD)/(BBD)]( ) .
K

Un calcul élémentaire montre alors que A est la droite

x, = (KC-FB) /(2KD) . Par ailleurs, si l'on pose a= (KC-FB) / (2KD) ,

on vérifie facilement que
B = [ca- Do’ - A - (c2-4AD)/(8D)][(8D)/(c2—4AD)]

est dans [-1,+1] et que A est un invariant du champ de vecteurs
X + Bb.

I1 n'est donc pas surprenant que la commande
a = ( g+ 1)[(c?-4aD)/(8BD)]

soit optimale dans l'exemple de Forester car on sait maintenant
qu'elle est extrémale puisque la commande v = B est extrémale

d'aprés le corollaire 2.1.3.

Exemple 3
Prenons le systéme linéaire d'ordre 2

dx 2 (u 1\)
== = Ax + Bu, x = (xl,x2)€ R™, u= u,) - -l<u, =< +1
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et considérons le critére quadratique : maximiser
T

‘/.(tx Oox)dt, Q étant une matrice réguliére.
o

t xl
En posant B = (b,,b,), x,(t) = '(tx Ox)dt et y = X, on
12 3 5 X3

obtient 1l'asservissement gquadratique

dy _ Y(y) + c,u, + c.u

at 1% Qupr w = (uu)e U

2

' Ax b, b,
Y(y) = tX ox] cp =1\ 4 et ¢, = o/ -

Un calcul élémentaire montre alors gque l'ensemble A des points
vy de R3 ot les vecteurs [Y,cl](y) et [Y,c2](y) sont paralléles

au plan engendré par les vecteurs ¢y et <, est la droite

Xy = X, =0 qgqui est 1l'ensemble des points singuliers du champ de

vecteurs Y. En conséquence, toute commande optimale maximisant

T
x3(T) i//' (tx Ox)dt est soit bang-bang, soit presque bang-bang
°
d'aprés le critére 3.1.2.

Exemple 4
Faisons dans [17] (exercice 1, page 418) u3(t)E o. Nous obtenons

ltasservissement gquadratique

¥ - y(w) + b

At u, + bu,., u = (ul’u2) € U

1M1 T Pt 2
[(15713) /1] wg vy )

ou X(w) = [(I3~Il)/12] wy v, |, by = (1/1)) |0
o

[(1y-1)/15] wy vy
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et b2 = (1/I2) é .

Cet asservissement décrit le mouvement (contrdlé) d'un solide en

3

du solide et w = (wl, Py w3) est sa vitesse angulaire.

rotation autour d'un axe. Il’ I2’ I, sont les moments d'inertie

Un calcul élémentaire montre que A est la droite w; = w, =0

qui est un ensemble de points singuliers du champ de vecteurs X.
Comme cette droite est orthogonale au plan engendré par les vec-

teurs b1 et b2, toute commande optimale maximisant (ou minimisant)

une des composantes de la vitesse angulaire est soit bang-bang,

soit presque bang-bang d'aprés le critére 3.1.2.

Ces exemples d'applications des criteres 3.1.1. et 3.1.2. achévent

cette derniére partie du travail.-
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CONCLUSION

e o

Ce travail, loin d'étre exhaustif, ne constitue qu'un petit pas

dans 1'étude des systémes asservis non linéaires

Yi(x) ui(t)

{
>
)
+
e =

i=1

(appelés encore systémes bilindaires) dont on sait peu de choses.

L'importance de ces systémes est pourtant considérable car ils
décrivent de nombreux processus naturels. A partir de ce travail,
on peut se poser plusieurs gquestions dont les réponses permet-
trons un progrés dans 1'étude de la théorie des systémes biliné-
aires. La premiére question qui, & mon avis, se pose de maniére

naturelle est la suivante : si une famille

8 =1{x + E b.u,; u = (ul,...,un_l) € Un—l}

de champs de vecteurs quadratiques a toutes ses trajectoires cor-
respondantes a des commandes non presque bang-bang localement
contrdlables, existe-t-il un vecteur ¢ appartenant 4 1‘'espace

vectoriel engendré par bl’b ) eeesD tel que toute trajectoire

2 n-1

de la famille de champs de vecteurs {X + cu; ue€ Ull, correspon-

dante A une commande non bang-bang, soit localement contrdlable.

~

Enfin 1'étude plus générale des champs de vecteurs bi non cons-

tants reste encore ouverte et présente certainement plus de dif-

ficultés. -
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