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Un ,,asservissement guadratique' l  est un système différentiel de

la forme

-n - l  . . t t - l
*T= x(x)  +  E-  o* r * ,x€  rRD,u=(ur , . . . ,un- l )  €  ur r - l=  [  - t ,+1]  "
alt, i=l a I

où X est un champ de vecteurs polynomial sur lRn de degré 2 et'

l e s  b . ,  L€  | . t , 2 , . . . , n -11 ,  son t  des  champs  de  vec teu rs  cons tan t s
t

su r  Rn .

On appelle commande (ou contrôte) admissible toute fonction u

constante par morceaux, définie sur un intervalfe [o,T] et à va-

leu rs  dans  [ - t ,+ t ] t t - 1

On dira gurune commande admissible est "bang-bang" (respectivement

,,presque bang-bang") si eIIe prend ses valeurs aqx sommets (res-

pect ivement  à la  f ront ière)  du cube uni té  [ - r ,+r ]n-1 '

À toute commande admissible u et à toute condition initiale xo,

on associe une réponse *(*o, t r ,u)  qu i  est  par  déf in i t ion Ia  va leur

à I ' instant t,  de I 'unique solution du problème de Cauchy

dxr*o  t ,u ( t ) )  =  x (x(xo, t ,u ( t ) ) )  *  
t i t  

b .u* ( t )
d t \ ^  

, e r s \ e r ,  -  . . \ - r . .  t v ' '  
i = l  

I  1 '

.  x (xo ,o ,u (o ) )  =  xo .

La recherche de la mellleure commande admissible selon tel ou tel

critère s,appelle I,étude du problème de contrôle optirnal tandis

que l 'étude de I ,ensemble des points xo-aecessibles,  c 'est  à dire

l,ensemble des points xl tels qu'i l  existe une commande admissible

assurant le transfert du systèmè dè I'étàt initial xo à la rétrrcnse

x1, s 'appel le l 'étude de la contrôlabl t i té.

INTRODUCTION
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Considérons Ie

f a*.
I  r _
la.:=o
1
l12=,
Lu'

où A  =  o .o5 ;

F  =  0 .06 ;

L'objet  de ce t ravai l  est  de répondre à la  quest ion su ivante 3

étant donnés un asservissement quadratique et Ie cri tère

, r ( x )  =  x . ,  i €  | L ,2 , . . . , n -11  ,  sous  que l l escond i t i ons  t ou te  commande
L

optimale est-elle bang-bang ou presque bang-bang ?

L 'étude des asserv issements quadrat iques n 'est  pas sans in térêt

en regard des apptications éventuelles. L'exemple que nous al lons

étudier dans cette introduction est destiné à montrer qu' j . l  existe

dans la nature des processus qui sont régis par des asservisse-

ments quadratiques et à préciser J- ' importance du problème posé

dans ce t ravai l

sys tème d 'équat ions  d i f fé ren t ie l les  su ivant

)
B*1+Cx j+Du

t * l +Gu+Hx lu

! ,  =  1 .065 , 'C  =  0 .065 l  D  =  O .95 ;  E  =  0 .306 ;

G=O.7L4 r  H=O.O14 .

Ce système décrit  1e processus d'évolution de la pollut ion et de

laqual i té  de la  v ie  t l ]  où :

' x r= x,  ( t )  est  le  coef f ic ient  de pol lu t ion

xr( t )  est  la  qual i té  de Ia  v ie

u( t )  est  le  capi ta l  d ' invest issement  par  un i té  d 'habi tant .

En négligeant le coeff icient H qui est très petit  (par rapport

aux autres coeff icients), oD se pose Ia question de savoir com-

ment choisi.r Ie capital d' investissement u pour que la quali té

de la  v ie ,  supposée nul le  à I ' ins tant  in i t ia l ,  so i t  maximale dans

un aveni r  préalablement  f ixé T>o.  Si  d 'une par t  pendant  ta  pé-

r iode Io , f ]  les poss ib i l i tés d ' invest issements par  un i té  d 'habi -

tant  sont  l lmi tées à t "  =  (C2-aaO) / (aeO) et  que d 'aut re par t ,

pendant cette même période, I 'on désire que Ie taux de pollut ion

ne dépasse pas 8.15 a lo is ,  êr r  e f fectuant  le 'changement  de var iab le

u = fu*/21 (v + 1)

*2=

. l l =

-2 -



on obtient Ie problème de contrôIe optimal suivant : étant donné

l '  asserv issement  quadrat ique

3Ë=x(x) *bv,  x : r -2,  v€ [ - r ,+r]

maximiser x, (T) sous les contraintes

f  te  [o , t ]  :  o<  xn( t )<  8 .15

et, avec comme condit ions init iales

xr(o)  -  
" i€  [o ,  8.1s]  ,  xr (o l  = o.

En posantcx, = (GB-FD) /(Zec\, la solution de ce problème est donnée

par Ia f igure ci-dessous où :

rr  = ou*/2) [so - cs2 - A - (ou*/2)]

- E est un point de commutation de v = -1 à v = +1 et de

t= t f àv=*1 -

- - est la courbe de commutation de v = -1 à v = +1.

3-
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La poli t ique optimale à adopter dépend donc du taux de pollut ion

à  I ' i n s tan t  i n i t i a l  :

. osi xj est dans la région f on fait un investissement

maximum u"

.osi xf est dans la région If on fait un investissement nul

suivi d'un investissement maximum u,

s i  x !  est  dans la  rég ion I f I  on fa i t  d ,abord un invest isse-
I

ment nuI, pui-s un investissement intermédiaire
t ï  =  (ur /2)  (vr+ l )  e t  on termine par  un invest issement  maxi -

mum uM

si  x f  est  dans la  rég ion IV on fa i t  un invest issement  in ter -
I

média j - re  r I  =  fu* /2)  (vr+ l )  su iv i  d 'un invest issement  maximum

tM

.o
si  x j  est  dans Ia  rég ion V on fa i t  d 'abord un invest issement

maximum u*, puis un investissement intermédiaire

tI = fu*/21 (v-+1) et on termine par un investissement maxi-

mum uM.

Cet exemple prouve qu' ' i l  existe dans Ia nature des processus qui

sont régis par des asservissements quadratiques. D'autre part, i l

montre aussi l 'existence de poli t iques optimales qui ne sont pas

bang-bang. OF, i l  est clair que de tel les poli t iques ne sont pas

commodes.

Ce travaj-I repose essentiel lement sur l ' idée directr ice suivante :

si xr est la ième coordonnée de x et si une commande est opti-
t

male pour Ie critère .f (x) = *i, la réponse à cette commande ap-

par t ient  à  Ia  f ront ière de I 'ensemble des états  accessib les.  D 'où,

si on sait dans quelle mesure toute réponse à une eommande non

presque bang-bang est intérieure à I 'ensemble des états accessi-

bles , on aura des informations sur les condit ions qui doivent

5



être sat is fa i tes pour  que toute commande opt imale so i t  bang-bang

ou presgue bang-bang.

J 'a i  donc organisé les d i f férentes par t ies du t ravai l  de Ia  ma-

nière su ivante :

Dans le  chapi t re  O,  j 'expose br ièvement  les notat ions et  les résul -

tats essentiels sur les famj.I les de champs de vecteurs quadratiques

sur IRn et les moments des champs de vecteurs sur IR'n que j 'ut i-

l i se ra i  pa r  I a  su i te .

Le premier  chapi t re  est  eonsacré à 1 'é tude du problème

tro lab i l i té  le  long des t ra jecto i res du système l ibre

d ' une  f am i l l e

n -1
$-  lx+  I  b .u . ;u=(ur , . . . ,un_ l )e  ur r_1 I

i = l  
L a

de champs de vecteurs quadrat iques sur  IR 'n.  I1  s 'ag i t  1à de savoi r

dans quelle mesure la réponse à la commande nulle appart ient à

I ' in tér ieur  ou à la  f ront ière de 1 'ensemble des états  accessib les

au moyen des champs de vecteurs de Ia famil le $ . J'obtiens deux

résultats différents selon que S est une famil le de champs de vec-

teu rs  quadra t i ques  su r  8 .2  ( t héo rème 1 .1 .1 . )  ou  une  fam i l l e  de

champs  de  vec teu rs  quadra t i ques  su r  IRh ,  n  >  3  ( t héo rème 1 .2 .1 . ) .

Le deuxième chapitre exploite les résultats du premier pour étu-

d ier  la  contro lab i , I i té  Ie  long des t ra jecto i res d 'une fami l le  de

champs de vecteurs quadrat iques sur  B 'n.  J 'y  é tabl is  a ins i  des

cond i t i ons  ( co ro l l a i res  2  .L  .3  .  ,  2  . 2  .5  .  e t  2  .2  .g  . l  pou r  Çuê ,  s i

n -1
g = lx  *  

i l r  
b iu i i  u  = (ur ,  .  -  - ,ur r - l )  €  ur , - r l

est une famil le de champs de vecteurs quadratiques sur Rh, toute

réponse à une commande non bang-bang et non presque bang-bang ap-

par t ient  à  I ' in tér ieur  de I 'ensemble des états  accessib les au

moyen des champs de vecteurs de Ia famil le $ .

Le chapitre II I  présente les diverses conséquences des chapitres

I et rr en théorie de la commande optimale. PIus précisément, Je

de

( x '

Ia  con-

=  X (x ) )

6



montre comment  ces résul ta ts  s ' in terprètent  pour  les asserv isse-

men ts  quadra t i gues .  J ' énonce  d 'abo rd  des  c r i t è res  qu i  réponden t

au problème posé dans I ' in t roduct ion.  De ces cr i tères,  i I  appara i t

que si pour un asservissement quadratique

dx -  . , r r .  
n - l

dt  
-  ^ rx )  +  . x -  b i t i ,  l r  =  (u r , . . . ,u r r_ r )€  un_L

i = l  
4

I 'ensemble I des points x de IR.n où les famil les de vecteurs

l [ x , u r J  { x )  ,  b ! , b2 ,  . . . ,  b r r_ t l  r  i €  { 1  ,  . . . , n -11  ,  son t  de  rang  n - l

est  v ide,  a lors ,  s i  * j  dés igne Ia  Jè*"  
"oordonnée 

de x,  toute

commande optimale pour le cri tère J (x) = *J est soit bang-bang,

soit presque bang-bang. De ee fait,  je cherche, dans Ie second

paragraphe de ce chapitre, à construire un algorithme permettant,

pour un champ de vecteurs quadratique X sur Rn donné, de déter-

m ine r  l es  champs  de  vec teu rs  cons tan t "  b l , b2 , . . . , bn_ l  t e l s  queÂ

soit vide. Je donne ensuite une représentation canonique des

asservissements quadratiques à ensemble Â vide. Quelques exemples

d 'appl icat ion c lô turent  ce chapi t re

Dans Ia  conclus ion enf in ,  j  ' ind ique dans quel les d i rect ions i I

sera i t  souhai tab le d 'é tendre les résul ta ts  obtenus.

-7
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Cette par t ie  est  eonsacrée à la  présentat ion de l 'out i l  mathéma-

tique qui sera uti l isé tout au long de ce travaj.I .

o' 1' ::ïl:::=::=::::::=::=::::::::=3:::::::::::=:::=1:
Tout au long de ce travail  je désignerai par famil le de champs

de vecteurs (en abrégé F. .C.V:)  quadrat iques sur  Xtn Ia  fami l le

suivante :

n -1
l x+  I  b .  u , i  u  =  (ur ,  . . . ,  u r r_ l )€  ur r_r l

i = l  r l

or )  :  -  X est  un champ de vecteurs quadrat ique (c 'est  à  d i re

polynomia l  de degré 2 l  sur  IRn.

b1 ,  . . . ,  bn_ l  son t  des  champs  de  vec teu rs  cons tan ts

sur  n.  n .

Un_l  est  I 'ensemble des fonct ions constantes par  mor-

ceaux définies sur un intervalle de temps compact et à

va leu rs  dans  Ie  cube  un i té  [ - t ,  *1 ] t -1 .

l es  fonc t i ons  u  =  ( t1 ,  . . . ,  un_ l )  €  u r r_ t  son t  appe lées

commandes (ou contrôles) admissibles.

O .1 .1 .  No ta t i on

Etant  donnée une F.C.V.  quadrat ique Ssur  RD, on notera par

A6(x , t )  I ' ensemb le  des  po in t s  de  IRn  access ib les  à  pa r t i r  du

point x à I ' instant t au moyen des champs de vecteurs de Ia fa-

m i l l e  S  .

o .L .2 .  pé f i n i t i on

on  d i ra  qu 'une  commande  u  =  (u1 ,  . . . ,  t n - l ) €  Un- l  es t  banq-banq

si el le prend ses valeurs aux somnret,s du eube unité [-1, *1]t-1.

I



o .1 .3 .  Dé f i n i t i on

on  d i ra  qu 'une  commande  l l  =  (u l ,  . . , un_ t )  €  Ur r_ ,  es t  p resc lue

bagq-banq si el le prend ses valeurs sur la frontière du cube

un i t é  [ - t ,  * 1 ] t - 1 .

o .1 .4 .  Dé f i n i t i on

So i t  ( g , I o ,T ] )  une  t r a j ec to i r e  d ' une  F . c .V .  quad ra t i que$su r  IRn .

On d i ra que cet te  t ra jecto i re  est  localement  contrôIable s i ,  pour

t ou t  t  de  ] o , r ] ,  i l  e x i s t e  €  dans  ] o , t [  t e f  que  I e  po in t  r p (€ )

appa r t i en t  à  f  i n t é r i eu r  de  AU(g (o ) ,<  ) .

o .1 .5 .  Oé f i n i t i on

So i t  (g ,  [ o , f  ] )  une  t ra jec to i re  d 'une  F .C .V .  quadra t i que  S  su r  Bn .

on  d i ra  que  ce t te  t ra jec to i re  es t  ex t rêma le  ( su r [o , to l )  s ' i l

e x i s t e  t ^  dans  ] o ,T ]  t e f  que  pou r  t ou t  t  de  [ o , t ^ ]  l e  po in tg ( t )
o  J  '  

O -

appar t j - en t  à  l a  f ron t i è re  de  A$(g (o ) , t )  .

o . 1 .6 .  P rop r i é té

So i t  ( g , I o ,T ] )  une  t r a j ec to i r e  d ' une  F .C .V .  quad ra t i que  $su r  n .n .

S ' i l  ex i s te  to  dans  ]o , r [  t e l  que  l e  po j -n t  p ( to )  appar t i en t  à

I ' i n t é r i eu r  de  aU(g (o ) , t o )  a l o r s ,  pou r  t ou t  t  de  ] ao , t ]  l e  po in t

g ( t )  appa r t i en t  à  I ' i n t é r i eu r  de  AU  (g (o ) , t ) .

o .  1 .7 .  P rop r i é té

So i t  (p ,  [ o , t ] )  une  t ra jec to j - re  d 'une  F .C .V .  quadra t i que  $  su r  Rn .

s ' i l  ex i s te  to  dans  ]o ,T ]  t e l  que  l e  po in t  9 ( to )  appar t i en t  à  Ia

f ron t i è re  de  A$(g (o ) , t o )  a lo rs ,  pou r  t ou t  t  de  [o , to  I  t e  po in t

( d t )  appa r t i en t  à  I a  f r on t i è re  de  ÀS(ç (o ) , t ) .

La  p rop r ié té  O .1 .7 .  s ' ob t i en t  à  pa r t i r  de  Ia  p rop r ié té  0 .1 .6 .  pa r

contraposi t ion.  La propr ié té O.1.6.  résul te  du théorème de Ia  dé-

pendance cont inue des so lut ions d 'une équat ion d i f férent ie l le  par

rappor t  aux condi t ions in i t ia les.
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O . 1 . 8 .  D é f i n i t i o n

une  commande  cons tan te  su r  [ o ,T ]  t o  =  ( " I , . . . , " f , - r )  e

d i te  ex t rêma le  su r  [ o ,T ]  = ' i l  ex i s te  une  t ra jec to i re

n- l  . *
du champ de vecteurs x + t b= rlr qui soit extrêmale

i= l  
L  l -

o .1 .9 .  Dé f i n i t i on

une  t ra jec to i re  (  g " ,  [ o ,  r ] )  d ' une  F -c -v -  quadra t i que  $

sera d i te  opt imale sur  [o ,T]  pour  Ie  cr i tère ' r (x)  s i ,

t r a j ec to i r e  ( g , I o , r ] )  de  $  ,  on  a  :

V te  [o , r ]  :  . r (p* ( t ) )  >J(p( t ) )

o .1 .10 .  Dé f i n i t i on

Une commande constante

d i te  op t ima le  su r  I o ,T ]

t ra jec to i re  (  <po ,  [ o , r ] )

so i t  op t ima le  su r  I o ,T ]

.tt

"  ur r - t )  €  un- l  sera

s ' i l  ex i s t e  une

n -1
T

x+  t r  b *  u .  qua
L I

L = I

U .  seran - r

1g, Io, r ] )

sur  [o , r ] .

sur  Bn

pour toute

, "l_r) € ur,_l

optimale

O . I . 12 .  Remarsue

Soi- t  Ie  cr i tère J(x)  =

qui est extrêmale sur

su r  [ o ,T ]  pou r  . r .

sur  [o , r ]  to  =  ( t l ,  . .

pour le cri tère .r (x)

du champ de vecteurs

pour ,,r (x) .

x . .  une  commande ,o  =  ( r r I , . . .
l _ I

I o , t ]  n ' es t  pas  nécessa i remen t

o .  1 .  11 .  P rop r i é té

Soi t  x ,  Ia  ième coordonnée de x et  so i t  le  cr i tère J  (x)  = * i .

s i  une  com*ande  r ï  =  ( { . , . . . , "1 -1 )  €  un - l  es t  op t ima le  su r  [ o , r ]

pou r  J ,  a lo rs  e l l e  es t  ex t rêma1e  su r  [ o ,T ] .

O.2. Définit ion et propriétés des moments des champs de vecteurs

sur a1n lzl lZo1.

so i t  n .n (x )  x  (nn)  o  (n )  re  f ib ré  tangent  de  rRt ( * )  e t  sn  ra

sec t ion  nu1 le  de  nn(x )  x  (nn) *  (n ) .
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O.2 .L .  Dé f i n i t i on

S i  V  es t  un  champ de  vec teu rs  su r  n t ( * ) ,  oD  appe l l e  momen t  de  V

la  f onc t i on  su r  Bn (x ) x (B t ) "  ( n )  à  va leu rs  dans  rR  qu i  es t  dé f i n i e

par 
' Ia 

formule

f ru(x,n)  = nv(x) .

o .2 .2 .  Pé f i n i t i on

nâ
Si  g = U,  t ï  

est  un champ de vecteurs sur  n 'n(x) ,  oD appel le
I = I  f

relevé hamil tonj-en de V le champ de vecteurs V sur

n n ( x )  x ( n n ) "  ( q )  q u i  e s t  d é f i n i  p a r  I a  f o r m u r e

-  D  x  n  n  â V i -  A
t  =  t  V .  = 3 -  I  -  J i

i= l  r  n*,  i l r  
t r l r .  n i  

\ ' \

o -2 .3 .  P rop r i é té

Pour  tout  champ de vecteurs V sur  nn(x)  on a

û-f lu=o

v.?l?u étant Ia dérivée de l ie de?llu par rapport à v-

o -2 -4 .  P rop r i é té

Si  V et  W sont  deux champs de vecteurs sur  fRn(x) ,  on a

û.m"= -w.mv=n;v,w1

où [v ,w]  est  Ie  crochet  de L ie de V et  W

o .2 .5 .  P rop r i é té

Si  ( f i , [o , f ] )  es t  une t ra jec to i re  de  û ,  Ia  fonc t j -on f f i ,  
"  ô  es t

constante sur  [o , t  ] .

O .2 .6 .  P rop r i é té

S i  ( f r , [ o , r ] )  es t  une  t ra jec to i re  de  û  e t  s i  n  es t  I a  p ro jec t i on

(x ,q )  +  x  a l o r s ,  ( n  o  i p ,  [ o ,T ] )  es t  une  t r a j ec to i r e  de  V .

O .2 .7 .  Dé f i n i t i on

So i t  (<p ,  [ o ,T ] )  une  t ra jec to i re  du  champ de  vec teu rs  V  su r  a1n (x ) .
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on  d i ra  que  (@,  [o ,T ] )  es t  un  re lèvemen t  hami l t on ien  de  ( rp ,  [ o , r ] )

s i ,  ô  ( | o , r ] ) c  r n2 ( * ) x ( rR2 ) " (n )  -  s2  e t

n  o6 -  a .

O .2 .8 .  P rop r i é té

so ien t  v  e t  w  deux  champs  de  vec teu rs  su r  n2 (x ) .  s , i l  ex i s te

un  po in r  i  =  ( x , n )  de  n2 (x ) x (n2 )o  (n l  -  s2  t e I  que

tnv ( ; )  =y lL r t i l  =  o  a lo rs ,  I es  vec teu rs  V (x )  e t  W(x )  son t  pa ra l -

I è tes .

o .2 .9 .  P rop r i é té

Soient  V et  W deux champs de vecteurs sur  n 2 (x)  .  S, i l  ex is te un

po in t  x  de  8 .2  te l  que  l es  vec teu rs  v (x )  e t  W(x )  so ien t  pa ra l l è les

a lo rs ,  i I  ex i s te  un  po in t  i  =  ( x ,  n )  dans  a1  2  ( x )  x (n1  2 )  o  (n )  t e l  que

f i  r r t i l  =71[" t i )  = o.

o .2 .Lo .  P rop r i é té

So ien t  V1 , . . . ,V '  n  champs  de  vec teu rs  su r  nn (x )  ,  n )  2 .  S ' i l

e x i s t e  un  po in t  i  =  ( x , n )  de  nn (x ) x (nn )o  (n )  Sn  t e l  que

Î l t  r , .  t i )  = =fr,  t" l  = o' 1  
n

a lo rs ,  l es  vec teu rs  V r (x )  , . . . ,V r r ( x )  son t  dans  un  même hyperp lan

de  rRn (x ) .

o .2 .LL .  P rop r i é té

So ien t  V l . . . . ,Vn  n  champs  de  vec teu rs  su r  fRn (x )  ,  a  t 2 .  S , i l

ex i s t e  un  po in t  x  de  f nn (x )  t e l  que  1es  vec teu rs  v r ( x )  , . . . ,V r r ( x )

sont  dans un même hyperp lan de nn(x)  a lors ,  i l  ex is te i  =  (x ,n)

dans  rnn (x ) x (n t )o  ( n )  -  sn  t e l  que

fu,, t i l  = =fuu t i l  = o.u l  
n

L2



o.2 .L2-  Dé-Ënr t i -gn
so i t  5=  { t i  I  une  fami l le  de  champs de  vec teurs  sur  nn(x )  -

i€ r

on  d i ra  que Ia  t ra jec to i re  (9 io ,  [o ,T ] )  de  v io ,  i *  €  t ,  es t  de

moment maximaf par rapport à 5 s'iI existe un relèvement hamil-
- ^

ton ien (<Prx ,  [o ,T] )  te l  que

v r  € [o, r ] ,  v  v i  €  3,  , f luro t f f ro  t t )  |  > tnv i (ô ix  ( t )  )

o .2 .13 .  P rop r i éLé

Soi t  l_e cr i tère . f  (x)  = * i .  L 'ensemble des t ra jecto i res opt imales

pour  J  est  inc lus dans ce lu i  des t ra jecto i res ext rêmales qui  est

inc lus dans ce lu i  des t ra jecto i res de moment  maximal .

O .  2 .  L4 .  oé f i n i t i on - raPPe1

Soi t  V un champ de vecteurs sur  Rn.  On d i ra qu 'une par t ie

A de Rn est  un invar iant  de V s i  toute t ra jecto i re  de V issue

de A est  contenue dans A.
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C o n t r ô l a b i l i t é  l e  l o n g  d e s  t r a j e c t o i r e s

du sys tème l ib re  d 'une fami l le  de  champs

de vec teurs  quadra t iques

n - L  r  1 1
$ -  

I  X  *  E  b .  u . ,  i  u  =  ( t '  t r  ' l  c  U -  l sur  IR- "
r  I  " * n - 1 ' '  

- n - 1  ' - - : - - - - -
! - r

Ce chapi t re  est  consacré à 1 'é tude du problème de la  contrô lab i -

1 i té  le  long des t ra jecto i res de X (système l ibre)  d 'une famj- I le

de champs de vecteurs (F.c .v . )  quadrat iques

n -L
ùs = lx  *  . t .  o ,  r i ,  u  =  ( r1 , . . . ,u r r - r )€  un-1 f  sur  Bn.  r l  es t

l_= I

div isé en deux par t ies :

I .

Le premier paragraphe traite du cas or) S est une

quadrat iques sur  a12.

Le cas où $ est  une F.c .V.  quadrat igues sur  IRh,

étuaié dans Ie second paragraphe.

Dans chaque paragraphe enf in ,  oD donnera des exemples d 'appl ica-

t ions des pr inc ipaux résul ta ts  qui  y  seront  é tabl is .

)
1 .1 .  E tude  du  cas  o i r  s  es t  une  F .c . v .  quadra t i ques  su r  fRo .

Le principal résultat de ce paragraphe est le théorème suivant :

F .  C . V .

n  à 3 ,  e s t

1.1 .  1 .  Théorème

So ien t  g=  lX  +  bu ;  u6ur l
I

une  F .c . v .  quadra t i ques  su r  IR2  e t  Â

I ' ensemb le  des  po in t s  x  de  rR2  où  l e  vec teu r  [ x ,b ] ( x )  es t  pa ra l -

l è I e  à  b .

Alors  toutes les t ra iecto i res de X sont  localement  contrô lab les

à  I ' excep t i on  de  ce l l eq  con tenues  dans  Âqu i '  e l l es '  son t  ex t rê -

ma les .

1 .1

La démonstrat ion du théorème 1.1.1.  se fa i t  en t ro is  étapes.
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Première étaPe

on montre que toute t ra jecto i re  de X issue de n2-  ^  (non v ide)

est  localement  contrô laUle '

Deuxième étaPe

On montre que s iÂn 'est  pas un invar iant  de X,  toute t ra jecto i re

de X issue deÀ est  localement  contrôIable '

A l , issue de la  seconde étape on sa i t  donc que toute t ra jecto i re

de X qui  n ,est  pas contenue dansÂ est  localement  contrô lab le '

lroisième étaPe

On montre que toute trajectoire de X contenue dansÂ est extrê-

ma le .

1 .1 - .3 .  Démons t ra t i on  du  théo rème 1 '1 '1 '

Première étaPe

Lemme 1 .  1 .  l -  -  1 -

Toute t ra jecto i re  de X issue de R2-Â non v ide est  localement

contrôIable.

Démonstrat ion du lemme 1 '  l -  '  1 '  1 '  )

En  e f fe t ,  so i t  ( 9 ,  [ o , r ]  )  une  t ra jec to i re  de  X  i ssue  de  R- - ^

e t  supposons  qu ' i I  ex i s te  to  dans  ]o 'T ]  t e l  que  l e  po in tp  ( t o )

appar t i en t  à  l a  f ron t i è re  de  A$(9 (o ) , *o ) .  A lo rs ,  d ' ap rès  Ia  p ro -

p r i é té  O .L .1 . ,  pou r  t ou t  t  de  [o , to ]  f "  po in t  <p ( t )  appar t i en t  à

Ia  f ron t i è re  de  A r (g (o ) , t )  e t  pa r  conséquen t ,  en  ve r tu  du  p r i n -

c ipe de Pontryagin lgt ]  ta  t ra jecto i re  (ç '  [o ' to ] )  est  de moment

maximal par rapport à S. I1 en résulte qu' i l  existe un relèvement

hami l ton ien (ô,  [o ,  to  ] )  de la  t ra jecto i re  (9,  Io ,  to ]  )  te l  que pour

tou t  t  de  [ o , t o ]  I ' on  a i t

(Ma"ô l t t l  =o.  ù

ce qui, eomPte tenu de Ia formule

#.rWo o A ) (r) = i . fro(ô tt t  ,  =fr1*,ol (A (t) ) ,

entraine que pour tout  t  de [o, toJ,  on a
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E n  p a r t i c u l i e r ,  € t  t = o ,  o n  a

ITL b(  ô(o)  )  =ftr
x,b ] (0(o) )  

=  o '

AutremenÈ d i t  Ie  vecteur  Ix ,U]  (g(o)  )  est  para l lè Ie à b d 'après

Ia  p rop r ié té  o .2 .8 . t  ou  enco re  l e  po in t  I  ( o )  appar t i en t  à  Â

Cet te contradic t ion montre que la  t raJecto i re  g, [o ,T]  est  loca-

Iement  contrôIable,  termine la  démonstrat ion du lemme 1.1.1.1.

et  c lô t  Ia  première étape.

oeuxième étape

Lemme 1 .  1 .  1 .2 .

So i t  ( ç , [ o , f ] )  une  t raJec to i re  de  X .  Pour  tou t  coup le  de  rée l s

( t l , t 2 )  t e l  que  o ( t L< tZ<T ,  s i  l e  po in t  ( p (<P( t l ) , t - 2 - t L )  appa r -

t i en t  à  f  i n t é r i eu r  de  A$ (9 ( t 1 ) , t 2 - t 1 )  a l o r s  l e  po in t  ,P  ( ç  o l  , t Z )

appar t i en t  à  l ' i n té r i eu r  de  A r (ç (o )  , t z l  .

( <p (x , t )  es t  l a  so lu t i on  de  x '  =  X  t e l l e  que  t p (o , t )  -  x )  -

Démons t , ra t i on  du  l emme 1 .  1 .1 .2 .

En  e f fe t ,  
" i  

x l  es t  un  po in t  de  As (d t l ) , t z -LL ' )  e t  s i  r r l  es t  I a

commande correspondante qui assure le transfert du point 9(t1)

au  po in t  x l ,  l e  po i -n t  x l  es t  auss i  dans  Au  (O(o ) , t r )  pu i squ ' i I  es t

accessib le  à par t i r  du point  g(o)  à  I ' ins tant  t ,  au moyen de Ia

commande u définie de la mani-ère suivante :

f  o  sur  ;o , t1J
Iu =1

L ul  sur I  t r , .z]  .

r I  en  résu l t e  que  Ag (e ( t r ) , t 2 - t 1 )  es t  i nc l us  dans  AS(<P(o ) , t 2 )

e t  pa r  conséquen t ,  f  i n té r i eu r  de  a r (e ( t r ) , t 2 - t1 )  es t  j - nc lus  dans

I ' in tér ieur  de aO(g(o)  , r21 .  Ce qui  termine la  démonstrat ion du

Iemme I . L .L .2 .  ca r

g (ç ( t r )  ,  t2 - t1 )  =  p (ç (o )  , t .2 l  .

mb(ô(r)  1 =t l l [x ,u]( f f ( t l )  = o.
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Lemme 1 .  l _ . 1 .  3  -

s i  ^  n 'es t  pas  un  i nva r ian t  de  x ,  t ou te  t ra jec to i re  de  x  i ssue
de Â est  local -ement  contrô lab le.

Démonstrat içrn du lemme 1.  L .  1 .  3 .
En  e f fe t ,  so i t  ( cp , [o , r ] )  une  t ra jec to i re  de  x  i ssue  de  ^  e t  sup -
posons  qu ' i I  ex i s te  t ,  dans  ]o , f ]  t e l  que  Ie  po in t  e (e {p l  ,E r )

appa r t i en t  à  l a  f r on t i è re  de  OS(p (o ) , tZ ) .

Comme Â n 'est  pas un invar iant  de X,  on sa i t  que c 'est  une dro i te
car  X est  de degré 2 en x .  Donc,  tou jours parce que ^  n 'est  pas
un invar iant  de x ,  i I  ex is te t ,  dans fo , t2 [  ter  que le  point

p( t f )  so i t  dans lR2-  À,  e t  par  conséquent ,  en ver tu du 1emme

1-  1 -  1 -  1 . ,  pou r  t ou t  t  >  o  l e  po in t  g (p ( t l )  ,  t )  appa r t i en t  à  I ' i . n t é -

r i eu r  de  As (p ( t r ) , t )  .  En  pa r t i cu l i e r ,  l e  po in t  OkOf t l  , t 2_ t1 )

appar t i en t  à  f  i nÈér ieu r  de  os (p (a l ) , t 2 - t1 ) .  Moyennan t  I ' asse r t i on

du  remme L . r . L .2 . ,  i l  s ' ensu i t  que  re  po in t  e ( t p { r c )  , t r )  appa r t i en t

à f intérieur de A*( p(o) , tz\ .  cette contradict ion montre que Ia

t ra jecto i re  1rp,  Io ,  t ] )  est  l -ocalement  contrôrable,  termine la  dé-
mons t ra t i on  du  l emme 1 .1 .1 .3 .  e t  c IôÈ  ra  deux ième é tape .

Troisième étape

Le but de Ia troisième étape est conrme on I 'a déJà annoncé, de
montrer que toute trajectoire de X contenue dans Â est extrêmale.
Pour ce faire, commençons par démontrer le

Lemme 1 .  1 .  1 .4 .

Toute trajectoire de X contenue dans A est de moment maximal par

rappor t  à  S .

Démons t ra t i on  du  l emme 1 .1 .1 .4 .
En ef fe t ,  so i t  ( rp ,  [o , f  ] )  une t raJecto i re  de X contenue dans Â

commençons par montrer que le long de (g, [o,t]) ra famirle de
. l

vecteurs |  (adKx,b)  (x) ;  k  €  rN I  est  de rang l .  pour  ce la,  nous ar-

Ions montrer par récurrence sur k que le vecteur (adkx,b) (x) est
pa ra l l è le  à  b  Ie  l ong  de  l a  t ra jec to j - re  (p , [o ,T ] ) .  En  e f fe t ,  I e
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vec teu r  (adx ,  b )  ( x )  es t  pa ra l l è Ie  à  b  Ie  l ong  de  ta  t ra jec to i re

(9 , [ o , r ] )  pu i squ , i l  l u i  es t  pa ra l l è I e  en  t ou t  po in t  de  Â .

supposons maintenant  que 1e vecteur  (adkx,  b)  (x)  so i t  para l rèIe

à  b  I e  l ong  de  I a  t r a j ec to i r e  ( 9 , [ o ,T ] ) .  so i t  a l o r s  v  un  vec teu r

o r thogona l  à  b ;  pou r  t ou t  t  de  [o ,T ]  on  a  I ' éga l i t é

t v .  ( adkx ,b )  ( p ( t )  )  =  o

or f  tv  est  le  t ransPosé de v '

I l  en résulte par dérivation (par rapport à t) que pour tout t

de  [ o ,T ]  on  a  l ' éga l i t é

t  
n  L  

r s \ \  v / , ^ l + \ l  =t .  *  
( ad^x ,b ) (p ( t ) ) - x ( ç ( t ) )  =  o '

Au t remen t  d i t  r e  vec te r r r  *  
(aakx ,b )  ( x ) . x (x )  es t  pa ra l l è le  à  b

l e  l ong  de  l a  t r a j ec to i r e  ( 9 , [ o ,T ] ) 'Pa r  a i l l eu r s '  comme l e  l ong

de  I a  t r a j ec to j - r e  ( g ,  [ o , t ] )  I e  vec teu r  ( adX ,b )  ( x )  =  
H  

( x )b  es t

para l lè le  à b,  on sa i t  d 'après l ' ,hypothèse de récurrence que Ie

l v  L  - - 1 -  t

vec reu r  f f i t * l  
( adkx ,b )  ( x )  es t  pa ra l l è le  à  b  l e  l ong  de  l a  t ra jec -

to i re  (g,  [o ,T] )  -  Moyennant  Ie  fa i t  que

(adk+ lx ,  u )  ( x )  =  
*  

(adkx ,  b )  ( x )  - x (x )  -  
3+ (x )  

(aakx '  b )  ( x )  '

i I  s ,ensu i t  que  Ie  vec teu r  (adk+ t * ,b )  ( * )  es t  pa ra l l è Ie  à  b  l e  l ong

de  Ia  t ra jec to i re  ( ç ,  [ o ,T ] ) .  ce  qu i  t e rm ine  l a  récu r rence '

on sa i t  donc à présent  que le  long de ra t ra jecto i re  (p,  [o ,T] )  la

fam i l l e  de  vec teu rs  { ( . akX ,b )  ( x ) ;  k€  IN  I  es t  de  rang  1 '  En  pa r t i -

cu l i e r  I a  f am i l l e  de  vec teu rs  l ( " akX ,b ) ( ç (o ) ) ;  k€N  es t  de  rang  1 '

En conséquence,  i I  ex is te un re lèvement  hami l ton ien ( f i ' [o ' t ] )  de

Ia  t ra jec to i re  (9 , [o ,T ] )  t e l  que  pou r  tou t  k  dans  N  1 'on  a i t

t -  ' â ( o ) )  =  o .
( a d o x ' b ) \ v r v r t  

-  v '

cequ i t e rm ine ladémons t ra t i ondu lemme l . l . l . 4 . ca r l a fo rmu le
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vk€N,"$ t î toof i t t t t  = fk-mb(ôtol  ,  =%ruukx,b)(ôlol l

et  l ,analyc i té  de la  fonct ionf lO"?p entraÎnent  que pour  tout

t  de  [ o ,T ]  on  a  l ' éga l i t é

tîî4ooffl (tl = oi

autrement  d i t ,  Ç[uê Ia  t ra jecto i re  19,  [o , t ] )  est  de moment  maxi -

maI par rapport à S.

Lemme 1 .  l - .  1 . 5  -

S i  Â  n 'es t  pas  pa ra l l è le  à  b ,  t ou te  t ra jec to i re  de  X  con tenue

dans  Â  es t  ex t rêma le -

Démons t ra t i on  du  l emme 1 .  l - . l - . 5  '

La démonstrat ion n 'est  pas la  même suivant  que Â est  une dro i te

ou le plan n. 2 -

tr9T19r -se : - : -{9e! -gle-grel!9
Dans ce cas,  Ia  démonstrat ion s 'appuie sur  un résul ta t  ae[2n] '

En  e f fe t ,  so i t  ( 9 ,  [ o , r ] )  une  t ra jec to i re  de  X  con tenue  dans  Â  '

En ver tu du lemme 1 .  1-  .  1  .4 .  Ia  t ra j  ecto i re  (9,  [o ,  T]  )  est  de moment

maximal par rapport à $ et par conséquent, i l  existe un relèvement

ham i l t on ien  1 f i , [ o ,T ] )  de  I a  t r a j ec to i r e  19 [o , t ] )  t e l  que  pou r

tou t  t  de  [ o ,T ]  I ' on  a i t  I ' éga l i t é

(lTlooS) k) = o.

Ce qui, pêr dérivation de Ia fonction UfLroîp, entraine que pour

tou t  t  de  [o , r ]  on  a

$.Ill*&l ttl = Ûilr"îol ttl = o -

considérons maintenant la fonction i?1fn*"6 
"t 

supposons la nulle

sur  l , in te rva l le  [o , t ] .  A lo rs ,  pour  tou t  t  de  [o , t ]  on  aura i t  :

k€ r{* , (ûk .ffixo4l tx, = t?Zooô ttl

"^ t I fL*  
es t  de  degré  2  en  x -
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E n  p a r t i c u l i e r ,  ê D  t = o  o n  a u r a i t

k € ^*  ,  Êk .mx(9(o)  )  =f lv(ô(o))  = o.

Autrement  d i t ,  Ia  fonct ion I IL*o î  o , i  t  ? ,  [o , t ] )  est  Ie  re lèvement

hami l t on ien  de  Ia  t ra jec to i re  (  V ,  [ o , r ] )  de  b  te l  que

ç  (o )  =  ô (o )  au ra i t  t ou tes  ses  dé r i vées  nu l l es  en  o '  Ma is  a lo rs '

comme c,est  une fonct ion analy t ique,  e l le  sera i t  constante sur

[ o ,T ] ;  e t  pa r  su i t e ,  sê  dé r i vée  se ra i t  nu l l e  su r  [ o ,T ]  e t  l ' on

aura i t

8.f l {  Çrt l  ,  =ff i lo,x1(Çtt l t  -o

pour tout t de [o, t ]  -

Moyennan t  l e  f a i t  l u " ' l [ L ' o i  es t  nu l l e  su r  [ o ,T ]  nu i sque  c 'es t

une  fonc t i on  cons tan te  e t  nu l l e  en  o ,  i l  s ' ensu iv ra i t  que  pou r

tou t  t  de  [o ,T l  on  au ra i t

my**1( û t t t l  =mot Q tt l )  = o'

ce  qu i ,  d ' ap rès  l a  p rop r i é té  o .2 .8 . ,  s i gn i f i e ra i t  que  l e  vec teu r

[X ,U ] ( x )  es t  pa ra l l è t e  à  b  I e  l ong  de  I a  t r a j ec to i r e  (  V ,1 -o ,T ] ) ;

ou encore que A sera i t  une dro i te  para l lè Ie à b.  cet te  contradic-

t i - on  mon t re  q t "  62  - f l * "  ô  n 'es t  pas  nu l l e  su r  [ o 'T ] '  En  consé -

quence,  p=2 est  Ie  p lus pet i t  ent ier  te l  que Ia  su i te

l fp = Î .P.mx"ôlp€ nr*

soi t  d ,ordre f in i  e t  par  su i te ,  êD ver tu de [ t t ]  ,  Iê  t ra jecto i re

(9, [o , f ] )  est  ext rêmale.  Ce qui  termine Ia  démonstrat ion du lemme

1 .1 .1 .5 .  dans  I e  cas  o r )  Â  es t  une  d ro i t e  non  pa ra l t è Ie  à  b '

9çgrtèpe - ee e - :-1 -eet-!e -elel- ts3'
Soit l , l  la famil le de champs de vecteurs

l ( "akx,u) ,  k  € nt l  -

^ étant  le  p lan g12,  toutes les t ra jecto i res de X sont  contenues

dans  A  e t  pa r  conséquen t ,  d ' ap rès  I e  l emme 1 .1 .1 .4 . ,  I a  f am i l l e

de vecteurs V,I-- = | ("akx, b) (x) ;  k € Nl est de rang 1 Ie long de
x
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t ou tes les t ra j ec to i r esdeX ;c ,es tàd i r een tou tpo in tdup lan

R2 .  11  s ' ensu i t  que  pou r  t ou t  po in t  x  du  p l an  82 '  I ' ensemb le

a " ( x )despo in t saccess ib l esàpa r t i r dexaumoyendeschamps

de vecteurs de Ia  fami l le  V ' l  est  une dro i te  para l lè Ie à b '  D 'Ot t '

d ' ap rès  122 ) , I ' a l gèb re  
de  t ' i eX  (w )  engend rée  pa r  w  es t  de  d i -

mens ion  1  en  tou t  po in t  x  de  82 '  Ma is '  d ' ap rès  [  5  ] o t  sa i t  que

S tvr)  =$o(s),

/o t * t étant

l r  À i
I

l a

Y .
l-

famil-Ie de chamPs de vecteurs

+ z i  I  À i  =  o ,  Y i€  S ,  z€* ' ts )  l
a

ou  J  t s l  es t  l , a lgèb re  de  l i e  dé r i vée  de  I ' a l gèb re  de  l i e  engen-

drée par S -

r l  en résul te  o""  9o (S)  (x)  est  de d imension 1 en tout  po int  x

den r2 .Cequ i t e rm ine ladémons t ra t i ondu lemme] . . 1 .1 .5 . ca r

d ,ap rès  122 ) ,  pou r  t ou t  po in t  x  de  tR2  e t  pou r  t ou t  t )o '  I ' en -

semb le  A  , ( x ,  
t )  es t  d '  i n té r i eu r  v ide  s i ! ' o  ($  )  ( x )  es t  de  d imens  j -on

in fé r i eu re  à  2  s t r i c temen t '

Lemme 1.  l -  '  1 '  6  '

S i ^es tpa ra l l è I eàb , t ou te t ra j ec to j - r edeXcon tenuedans^

est  ext rêmale '

y E l l | l r e  e !  \

En ef fe t  X étant  de degré 2 en x '  on sa i t  que s i  À est  para l lè le

à  b ,  c ,es t  une  d ro i t e ;  p lus  p réc i sémen t  Àes t  une  d ro i t e  pa ra l l è le
r - ç a  ^

,  ; :  ; " ; " " " ] " - , r , [ o , r ] )  es r  une  r ra jec ro i re  de  X  con tenue  dans  ^  '

toutes les t ra jecto i res de s  issues du point  ç  (o)  sont  auss i  con-

tenues dans Â puisque pour toute commande u e Ut le vecteur

x(x)  + bu est  para l lè Ie à b sur  ^  '  r I  en résul te  que pour  tout

t  de  [o ,T ]  I ' ensemb le  A$(9 (o )  ' t )  es t  une  d ro i t e  e t  pa r  conséquen t '

es t  d , i n té r i eu r  v ide .  Ce  qu i  p rouve  que  l a  t raJec to i re  (9 ,  [ o ,T ]  )

es tex t rêma le , t e rm ine ladémons t ra t i ondu lemme1 .1 . l . 6 . , c l ô t

Ia  t ro is ième étape et  achève la  démonstrat ion du théorème 1 '1 '1 '

2L



L . ] - - 4 .  A p p l i c a t i o n s

Nous a l lons ,  dans  ce  paragraphe,  donner

t i o n  d u  t h é o r è m e  1 .  1 .  1 .

Exemple 1

P r e n o n s  I a  F . C . V .  q u a d r a t i g u e s  6  = l X  +

x -  
( . ,  

; . , )

dra t iques  S

e t b

d ' o ù  Â  e s t

des  exemp les  d ' i l l u s t r a -

bu ;  uFU- l  où-  r '

/  
" \et  u=l  I

\ t /

on  a  I x , u  ] ( x )  = ( i ) ; d ' où  Â  es t  v i de .  Pa r  conséquen t ,  t ou tes  l es

t ra jecto i res de X sont  localement  contrô lab les d 'après l -e  t t réo-

rème  L .  L .  L .

Exemple 2

s=lx + bu;  u€ur l  où :
l \

l l lb- t ,-
\ " /

est la droj- te x2 = o. Comme

d e  X ,  t o u t e s  L e s  t r a j e c t o i r e
' a p r è s  I e  t h é o r è m e  1 .  1 . 1 .

, \
on a  fx ,u ] (x )  =  ( -o  I  r  d ,où ^

\*z I
dro i te  n 'es t  pas  un  i nva r ian t

sont  localement  contrô lab les d

=lx  +  b  u

/  ' \
=ll

\ " /

Ia  dro i te

P r e n o n s  l a  F . C - V .  q u a

r= ( ""1
\* ,  "r)

on a [x,  u ]  (x) =(- l)  i

P r e n o n s  l a  F . C . V .  q u a d r a t i q u e s

X - et

cet te

s d e X

Exemple 3

;  u  €Ur l  où :

xr=o eui  est  un inva-

r i an t  de  X .

En  conséquence ,  d ' ap rès  I e  t héo rème  1 .1 .1 . ,  t ou tes  l es  t r a j ec -

to i res de X sont  l -ocalement  contrôIables à I 'except ion de ce l les

contenues dans Ia  dro i te  x . ,  =  o qui ,  e l Ies,  sont  ext rêmales.

Exemple 4

P r e n o n s  l a  F . C . V .  q u a d r a t i q u e s  S  = { X  +  b  u ;  u  € U r l  o ù  :
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/ ' \
er  b -  |  |

\ " /

es t  I e  p lan  n r2 .  En

extrêmales d 'après

\
, /

d ' o r i  ^

l*1
x-  (

\ *2

a Ix,b](x)  =( l ) ,

t r a jec to i res  de

conséguence,  toutes

Ie  t héo rème  1 .  1 .  1 .X sont

On

les

Prenons Ia famitle de champs de vecteurs

S={x+bu ;  u€Ur }

lo  \  / ' \
où x=[_ 31.. b=l f-

\ t * " i /  \o /

So i t  (g ,  [ o , t ]  )  une  t ra jec to i re  de  X  i ssue  de  I ' o r i g ine  des  coo r -

données et, pour tout m de INit,  désignon" p"t 
{ 

la famil le de

vecteurs

lU ,  ( . d *U ,X )  ( x ) ,  ( adx ,  ( admb ,X )  )  ( x ) ,  ( ad2x ,  ( admb ,X )  )  ( x ) , . . .  I

Avec ces notat ions,  oD vér i f ie  fac i lement  que m = 3 est  ]e  p lus

pet i t  ent ier  te l  que Ia  fami l le  de vectet t "  
Sto)  

so i t  de rang 2 '

En  conséquence ,  l a  t ra jec to i re  19 , [o , t ] )  es t  l oca lemen t  con t rô Ia -

ble d 'après t+ ] .
lo  \

D'aut re  par t ,  conme (adX,b)  (x )  es t  éga l  à  
\ r * r ' l ,  

n  es t  Ia  d ro i te

xr=o gui est un invariant de X et contient Ia trajectoire

(g , [o ,1 ] ) .

l - .  1 . 5 .  Remarques

I l  est  maintenant  in téressant  de se poser  la  quest ion de savoi r

s j -  l e  t héo rème 1 .1 .L .  s ' app l i que  auss i  à  des  fam i l l es  de  champs

de  vec teu rs  {X  +  bu ;  u€U l }  
" ù  

X  es t  un  champ  de  vec teu rs  po l y -

nomia l  sur  B.2 de degré s t r ic tement  supér ieur  à 2 eLrb est  un

champ de vecteurs constant  sur  n.2.  Les deux exemples c i -dessous

montrent  c la i rement  que non-

1 .1_ -5 .L .  f xemp le  où  À  con t i en  c to i r e  de  X  su i  es t

local-ement contrôIab1e -

23



7 .L .5 .2 . Exemple o i r  toutes les t ra iecto i res de X

contenues dans  I t sont  ext rêma1es.

Prenons la famil l -e de champs

s -  {x  +  bu;

oùx= b -

O n a

(adx ,  b )  ( x )  =

D'où Â est  I 'hyperbole dégénérée en les deux axes de coordonnées

don t  f  ' un  seu l ,  I ' axe  des  o rc lonnées ,  es t  un  i nva r ian t  de  X .

D'autre par t .  or ]  peut  fac i lement  se convalncre (puisqu 'en tout

po in t  x  de  ^  I es  vec teu rs  X (x )  +  bu ,  u€U '  son t  pa ra l l è l es  à

1 'axe des ordonnées)  que pour  tout  po int  x  de 1 'axe des ordonnées

e t  pou r  t ou t  t  ) o ,  I ' ensemb le  A* ( x , t )  es t  i nc l us  dans  I ' axe  des

orConnées et  par  conséquent ,  est  d ' in tér ieur  v ide.

Moyennant  le  fa i t  que les t ra jecto i res de X contenues dans Â

sont  ce l les qui  sont  contenues dans 1 'axe des ordonnées (puis-

ç lue  seu l  l ' axe  des  o rdonnées  es t  un  i nva r ian t  de  X ) ,  i I  s ' ensu i t

que toutes les t ra jecto i res de X contenues dans À sont  ext rêmaIes.

Ces  deux  exemp les  mon t ren t  que  Ie  théo rème 1 .1 .1 .  cesse  d 'ê t re

vrai lorsque X est un champ de vecteurs polynomial de degré str ic-

tement  supér ieur  à 2.  Cependant ,  dans cer ta ins cas par t icu l iers ,

par exemple lorsque ^ est un ivariant de X paral lèIe à b ou lors-

que  Â  es t  l e  p lan  lR2  tou t  en t i e r ,  I e  t héo rème 1 .1 .1 .  s ' app l i que .

1 .1 .6 .  Conc lus i on

Je va is  à présent  c lô turer  ce paragraphe en montrant  qu ' i1  ex is te

de très nombreuses famil les de champs de vecteurs quadratiques
.'

sur  IR '  pour  lesquel les toutes 1es t ra jecto i res du système l ibre

sont  localement  contrôIab1es.

lo \
{. ' .-r-t/ 

et

de vecteurs

u€ U,  I

/ " \

\ ' /
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A ce t  e f fe t ,  dés ignons  pa r  :

t  t ' ensemb le  de  tou tes  l es  F .c .V .  quadra t i ques  su r  IR '2  :

{x  *  bu;  u€Ur}

avec

2 i
X(x )  =  I  I  c l - J

i=o j =o l-

où  l -es  p .  c t  ,* a - J , J '  - a - J , J

/  
n ' - ' ' '  

)
\  nt- : , : /

sont des co

i - i  ix .  -  x ^ -
l _ 2

nstantes et

^ i - j
" i  ( i - j  )  r j  r

-EL  Ie  sous  ensemb le  ae  6  fo rmé  pa r  l es  F .c .V .  quadra t i ques

su r  G .2  ayan t  l a  p rop r ié té  su i van te  :  l ' ensemb le  des  po in t s  x

de  a .2  où  l e  vec teu r  [ x ,  n ' l  ( x )  es t  pa ra l l è le  à  b  n 'es t  pas  un

invar iant  de X.

- t2 le  sous  ensemb le  ae  6  fo rmé  pa r  l es  F .c .V .  quadra t i ques

sur  IR '2 qui  sont  te l Ies que toutes les t ra jecto i res de X

soi -ent  localement  contrô lab les.

Avec ces notat ions,  on a le  théorème suivant  :

théorème
9-e
G, est  un ouver t  dense dans G pour  la  topologie associée à ta

d is tance

2 i
f l=  I  x  c } - j

i=o j =o l-

Ip .- r - J ' J

1c t .- r - J  '  J

2p .- a - J , J

2
c t .- r - J  r J

* | ot-o'l

En

Démonstration

ve r tu  du  t héo rème  1 .1 .1 . ,  on  a
9  _9G 1  

=  G2 '
3 . - 9

suff i t  donc de montrer que 6, est un ouvert dense dans G pour

topologie associée à la  d is tance d.  Montrons ce la.

T1

1a
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Soi t  en

su r  B2

X-

e f f e t  $  
-

avec  X e t

2 i
J ' t

i = o  j = o

et

{ x  +  b  u ;  u6  u1 }  une

b  s ' éc r i van t  :

l n  \

" î - j  
(  

o"- ' '  j  
I  * i - j  * r i

-  
\  q i - j ,  

i l

poj -nts  x  de B '2 où le

donné  pa r  I ' équa t i on

o  
*1  *  2 \oL *2 *  ^oo

(l;)
I  x ,  te ]  (x)

b

/ -^" r \
, \ lt

\  rr  
" /

1e déterminant

F . C . V .  q u a d r a t i q u e s

es t
L 'ensemb le  A  des

para l l è Ie  à  b  es t

2 \ t

vecteur

:

=  o .

ou

^ro =e2onl+ (qr t -Pzo)  
o tbz-P l  ,o ' ,

Ào1={1 , r i+  
( ror-Prr )  oroz-Po

oo 
=el  o a l+ (nor-pto)  bt  bz-Po ro7

,'3

Pour tout  x  de n2 Posons

ô  ( x r ,  x r )  =  de t  ( x  ( x )

x  =  ( x r , x r )  e t  où  de t  dés igne

p1an .

(x .  ,  x ^ )  s ' éc r i t  exP I  j - c i t emen t  :
' I Z

2 i . : . i
(x 'x r )  =  t  t  c1-J  ( r '  n  + t r

L  ê  i=o  j l o  
- i  ' . ' t  o  - i - j  '  j  o

Commençons par montrer que I 'ensembrt t  
1,

t iques sur B' 
2 po,,t lesquelles À vérif  ie

su ivantes :

de deux vecteurs
où

du

ô

ô

a )

.  i - i  i
r  q t - j  ,  j )  * i  '  x2-

d e s  F . C . V .  q u a d r a -

les  deux  ProPr ié tés

-À  I  o
1o

-  ^  n 'es t  pas  un  i nva r ian t  de  X '
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est  un  ouver t  dense dans  t  por ,  ra  topo log ie  assoc iée  à  la  d is_
t a n d e  d .

E n  e f f e t  s i  ^ ,  
o  /  o ,  d e  I ' é q u a t i o n  d e  ^  o n  t i r e

*1  =  ( -Ào  
1 /2 \ I  o )  *2  *  ( -Ào  

o  /2x I  o ) .

En conséquence'  dans ce cas, di - re que Â est  un invar iant  de X
équivaut à dire que pour tout  *2 dans fR, Ie déterminant

o  (  ( -Ào  
t /2 \ t  o )  *2  *  ( -Ào  

o  /2 \L  o )  ,  *z )

e s t  n u l - .  M a i s

o( ( -Ào  
r /2 \ t  o )  *2  *  ( - ^o  

o  /2 \L  o ) ,  *z )

est  un porynôme du second. degré en x.  qul  s 'écr i t  sous l -a forme

2

k=o
Ak *2

où Ies Ao,  AL et  A,  sont  des polynômes en l_es var iab les

P i - j ,  j '  Q i - j ,  j ,  b t  e t  b2 -

Les polynômes Ao,A1 et  A,  é tant  non ident iquement  nurs,  pu isque

l -eurs coef f ic ients  sont  des ent iers  non nuls ,  I ,ensemble de leurs
zéros communs est  nu l re par t  dense.  ce qui  prouve que t i  est  un

ouver t  dense dans t  porr r  1a topologie associée à ra d is tance d.

b) En procédant de la même manière que dans a), on

que I '  ensemble t î  des F. c. V. quadrat j_ques sur

quel les Â vér i f ie  res deux propr ié tés su ivantes

peut montrer
)

IR '  pou r  l es -

:
1 r' ^ oL7o

-  ^  n 'es t  pas  un  i nva r ian t  de  X ,

est un ouvert dense dans t po.r. ra toporogie assôciée à ra dis-
tance d.
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c)  Remarquons pour  terminer  que Àlot  À oL " t  
loo sont  des polynô-

mes  en  l es  va r i ab les  P i - j ,  j ,  Q i - j .  j '  b ,  e t  b2 '  comme i l s  son t  non

ident iquement  nuls ,  pu isque leurs coef f ic ients  sont  des ent iers

non nuls ,  I ,ensemble de leurs zétos conrmuns est  nu l le  par t  dense '

En  conséquence ,  I , ensemb le  des  F .c . v .  quadra t i gues  su r  a12  pou r

lesque l l es  l es  éga l i t és

^1o  -

son t  vé r i f i ées ,  es t  un

, ^ ?

Z'l est donc un ouvert

l a  d i s tance  d -

ceci achève ra démonstration du théorème puisque t y étant ra

réun ion  des  ouve r t s  d 'enses  8 ] - , ' t l  
" t t l '  

es t  un  ouve r t  dense  dans

É pour  Ia  topologie associée à la  d is tance d '

t' 2' :::==::=:::=::=i=:::=::3=1=!=L=3:i=*13:::=:Ï=l]:=l-il
Danscepa rag raphe ,a f j - nde fac i l i t e r l ap résen ta t i ondes résu l -

t a t squ i yse ron tdémon t rés ,onse l im i t e raaucasoù$es tune

F .C .V .  quadra t i ques  su r  n .3 ;  I a  généra l i sa t i on  à  nn ,  n  >3 ,  é tan t

a isée.  on a a lors  Ie  théorème suivant  :

I . 2 . 1 .  Théo rème

ÀoL=Àoo=o

fermé nul le  Par t

dense aans É Pour

denqe. Son comPlémentaire

la  topo log ie  assoc iée  à

Soien t  $  =  {x  +  b l t l  *  b2u2 i  u  =  (u t ,u r )  €  u r }  une  F 'c ' v '  suadra -

t iques sur  n3,  no le  p lan enqendré par  bt

3_ s3 te l

Dans ces condi t ions

( i )  s i

(Ë1 . Ë2 .Tn x (i) ) 
2 t tÊ'l '?Tl'* t"t I i:o22'mx (i) )

alors,  toutes les t ra iecto i res de x  Sont  localement  contrô_

Iab Ies  -
28

eL br ,

;  x ,  b21

^  1 'ensemb le  des

(x)  sont  Para l lè-

?Itbl( i )  =mort i )  = o



( i i )  s i

(61.Ê2 : [ tLx( i )  )  
2  

.  6" .w* ( i )  ) G,3.Tnxiy

a lo rs ,  t o les  t ra iec to X sont  1o nt contrô-

l a b l e s  à  1 ' t ion de

( i v r )  :  t l es  t ra

À e t  qu i

ntenues

sdeX

s

e I I es

sont  ext rêmales.

( i i i )  s i

, ?  
)

(b l -Ê2-" [ lLx( i ) ) -  = 6?.wLxG)) i l"3.wx@)

et  s i  Â est  un invar iant  de b '  e t  b"  a lors ,  toutes les t ra-
z -

eXson t l t rô1 1 ' e x c e p t i

de  ce l l es  con tenues  dans  À  gu i ,  e l l es ,  son t  ex t rêma les .

( i v )  s i

( Ë1 . Ê2 .In xel) )2 = G,|.r 'n xG) 
') tî,2r-Tft*ti l  I

e t  s i  Â  n 'es t  pas  un  i nva r ian t  de  b f  4  b ,  on  a  l es  deux

oronri-étés suivantes :

( i v . )  :  t ou tes  l es  t ra iec to j - res  de  X  gu i  ne  son t  pas-  r '
contenues dans Â sont localement contrô

conten

à ro

La démonstration de ce théorème nécessite quelques proposit ions

et lemmes intermédiaires que nous al lons conrmencer par exposer-

L .2 .2 .  Lemme

Toute t ra jecto i re  de x  issue de rn 3- l  (non v ide)  est  rocalement

contrôIable.

Démonstration

La  démons t ra t i on  es t  de  p r i nê ipe  i den t i que  à  ce l te  du  l emme 1 -1 -1 -1 .

On montre à I 'aide du principe du maximum de Pontryagin [Zt] que

s i  (g , Io ,T ] )  es t  une  t ra jec to i re  de  X  i ssue  de  :n3 - l  ( non  v ide ) ,

ext rêmaIes.
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e l l e  es t  l oca lemen t  con t rô Iab le  s inon  i 1  ex i s te ra i t  t o  dans

]o , r ]  t e l  que  ta  t ra jec to i re  (p ,  [ o , t o ] )  so i t  de  momen t  max ima l

par  rappor t  à  $ et  Ie  point  ç l (o)  sera i t  a lors  dans Â "

L -2 .3 .  Lemme

so i t  f<p {o , r ] )  une  t ra jec to i re  de  x .  Pour  tou t  coup le  de  rée1s
( t 1 , t 2 )  t e l  eue  o ( t ,  .  12  S  T ,  s i  l e  po in t  A  (e ( t r ) , t 2 - t 1 )

appa r t i en t  à  l - ' i n t é r i eu r  de  A ,  ( e ( t r ) , t 2 - t 1 )  a l o r s  I e  po in t

<p (<p (o )  ,  t . )  appa r t i en t  à  l ' i n t é r i eu r  de  A^ (@(o )  ,  t ^1  .z  ' -  x9 ' '  2 -

Démonstrat ion

On reprend presque mot  pour  mot  Ia  démonstrat ion du lemme L. I .L .2-

à  cec i  p rès  que  I ' on  me t t r a ,  t " 1 , " ] l  à  I a  p l ace  de  , r 1 .

1 ,  -  2 .4 .  Lemme

So i t  Âo  l a  réun ion  des  t ra jec to i res  de  X  con tenues  dans  Â .  A lo rs ,

toute t ra jecto i re  de X issue de Â-Âo (non v ide)  est  localement

contrô l -ab le.

Démonstrati-on

On remarque  d 'abo rd  queÂn 'es t  pas  un  i nva r ian t  de  X  e t  que  pa r

conséquent ,  i l  est  so j - t  une dro i te ,  so i t  un p lan.  On reprend en-

su i te  mo t  pou r  mo t  I a  démons t ra t i on  du  l emme 1 .1 .1 .3 .

L -2 .5 .  P ropos i t i on

Toute trajectoire de X non contenue dans À est localement contrô-

I ab le .

Démonstration

La proposj - t ion est  une conséquence t r iv ia le  des lemmes L.2.2.  e t

r .2 .4 .

I . 2 . 6 .  Lemme

Toute trajectoire de X contenue dans Â est de moment maxj-ma1 par

rapport à S

Démonstration

Par une méthode ident ique à ce l le  ut i l isée dans Ia  démonstrat ion

du  l emme L . I . ! .  . ,  on  mon t re  d ' abo rd  que  l e  l ong  de  t ou te  t r a j ec -
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to i re  de  X contenue dans  Â La  fami l le  de  vec teurs

{  { "akx,  br )  (x)  ,  (adkx,  br )  (x)  ;  k  e  nr  I

es t  de  rang  2 .

En ut i l isant  ensui te  des arguments analogues à ceux développés

dans  Ia  démons t ra t i on  du  l emme L .L .L .A . ,  on  mon t re  que  ce t te  p ro -

pr ié té ent raîne que toute t ra jecto i re  de X contenue dans Â est  de

moment maximal par rapport à $.

1 , . 2 .7 .  P ropos i t i on

so i t  i  dans  n3xn .3

trtL n (i)
" L

So i t  (<p ,  [ o , r ] )  une  t ra jec to j - re  , Je  X  con tenue  dans  Â -

on suppose 1es deux propr ié tés su ivantes vér i f iées :

( i )  l e  vec teu r  X (<p (o )  )  n ' es t  pas  pa ra l l è Ie  à  , r ro

( i i )  ,  î ,1-m*G),  i r .Êr. ' tnx( i ) ,  i l .m*Gl sonr non tous nuls.

Dans  ces  cond i t i ons ,  I a  t ra jec to i re  ( ç , I o , t ] )  es t  l oca lemen t  con -

t rô lab te  s i ,  e t  seu lemen t  s i ,  t ' i néga1 i té

(Ë1.Ë2.mx(i))2 t  tËl.m*Lx)) tËl l l rL*Gl1

es t  vé r i f i ée .

La démonstration de cette proposit ion s'appuie sur le théorème

suivant

L .2 .9 .  r héo rème  (He rmes  f 5 ] )

Soit la famil le de champs de vecteurs

-  s3 ter  que

=Tn^ (i) = o
"2

n

i32  " i t i ;  
- l s  t i '  +1  I

où  X ,  Y2 , . . . ,Yn  son t  des  champs  de  vec teu rs  ana ly t i ques  su r  une

var ié té analy t ique M de d imension n-

On  suppose  Y2 , . . . ,Yn  i nvo lu t i f s  e t  en  tou t  po in t  x  de  M où  l es

vec teu rs  x (x ) , v r  ( x ) ,  .  .  . , v r r  ( x )  son t  t i néa i remen t  i ndépendan ts ,  oD

f  = lx *
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cons idè re  I a  m- fo rme  0 * -  ( s ) ,  s  =  ( s r , . . . , = r r )  F  lR t - l ,  dé f i n i e

de la  manière su ivante :

0-*  (s )  =  =-  Â/v t )  ( -s  
r l ' . . .  t - r r r Ï " .a (v , j )mJ 

lu  l=*

o ù :

.  v  =  ( u  
r ,  

-  .  ,  u r )  l e s  u i  é t a n t  d e s  e n t i e r s  n o n  n é g a t i f s

)
'  lu l  = + v '

i=2 
l -

.  v !  =  \ 2 !  . . .  !  v r r !

.  a(v, j) = lr. ;1,.. . . . i :"  JnxG)

.  i  es t  un  po j -n t  de  IRnx  a .n  te l  que

?71-  x  ( i )  =  I  e t  rn  y^  ( i )  =  = f f i "  t i l  =  Q
"2  - n

s i  * o  es t  un  po in t  de  M  o r f  l es  vec teu rs  x ( xo ) rY r ( xo ) , . . . ,Y r r ( xo )

sont  l inéai rement  indépendants a lors  :

( i )  une condi t ion nécessaj - re et  suf f isante pour  que pour  tout

t ào  I ' ensemb le  AU- ( xo , t )  so i t  d ' i n t é r i eu r  non  v i de  es t  qu ' i I

ex is te au moins une m-forme 0* j  ( " )  non nu1le

( i i )  s i  m*  es t  l e  p lus  pe t i t  m  te l  que  0m5 (s )  so i t  non  nu l Ie  e t

s i  jo  est  Ie  p lus pet i t  j  correspondant  :

( i i l )  une condi t ion suf f isante pour  que tout  po int  rp( t )  de

Ia t ra jecto i re  (<p,  [o ,T] )  de x  issue du poj -nt  xo appar-

t i en t  à  f  i n t é r i eu r  de  An (<p (o ) , t )  es t  que  0 *x r x  ( s )

prend des valeurs posj-t ives et négatives dans tout

vo i s inage  de  1 'o r i g ine  de  IR t - l .

( i i 2 )  une  cond i t i on  su f f i san te  pou r  qu ' i l  ex i s te  to  dans

]o ,T ]  t e f  que  Ie  po in t  9 ( to )  de  Ia  t ra jec to i re

(p ,  [ o ,T ] )  de  x  i ssue  du  po in t  xo  appar t i en t  à  Ia

f ron t i -è re  de  oF(g (o )  , t o )  es t  que  0 * r *5x  ( s )  so i t

pos i t ive ou négat ive.
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t . 2 . g .  Démons t ra t i on  de  l a  p ropos i t i on  L ' 2 ' 7 '

En  ve r tu  du  Iemme L .2 .6 .  l a  t ra jec to i re  (<p ,  [ o , f ]  )  es t  de  momen t

maximal  par  rappor t  à  r$.  En conséquence,  pu isque Ie vecteur

x (g (o ) )  n ' es t  pas  pa ra l l è le  à  T IQ ,  i I  ex i s te  un  re lèvemen t  hami l -

ton ien ( f r ,  [o ,  t ]  )  de la  t ra jecto i re  (<p,  [o ,  T] )  ter  que pour  tout

t  de  [ o ,  T ]  1 ' on  a i t  l e s  éga1 i t és

W*(ô( t ) )  =  1

mortôtt l  ,  -TïLnztfr t t l )  = o-

par  a i l leurs,  sur  a13 les champs de vecteurs quadrat iques étant

ana ly t i ques ,  I e  t héo rème I .2 .8 .  s ' app l i que  à  ta  fam i l l e  de  champs

de vecteurs quadrat iques $;  e t  I 'on a pour  tout  j  dans ]N :

a(v, j )  = i j .Ë; t  . i " '  f f i * ( f r (o))  .

Mais ,  du  fa i r  que  les  fonc t ion" f f i ^  (p ( t l )  e t  f f i o  (ô ( t ) )  son t
t 1  " 2

nu l l es  su r  [ o ,T ] ,  pou r  t ou t  t  de  [o ,T ]  on  a  l es  éga l i t és

i

j  €r{,+ (n- of i )  { t)  = i j  .TrLu tôtt l  1 =w . ( fr t t l l  = o
dtJ  

b r " ' '  ' - '  '  b1  '  - '  
(adJ  x ,  u r )

et

j  e rN,* rra:oroîù t t )  = i i  . *or tôt t l  ,  =*r^ujx,ur)  (A(t)  )  = o

En part icul ier, pour tout J dans IN on a :

* i  .Tf t^  tô to)  )  = î j  .mt  (ôto l  )  = o.
o1  "2

Ce qui entraÎne que, pour tout j  dans IN, la l-forme du théorème

L .2 .8 .

or,  (s) = -  ( i j  .or - f r*  t  ôtol  )  )  s,  -  ( i j  - ' r ' f f i * tôtol  )  )  sz

es t  nu I l e .

Cons idé rons  ma in tenan t  l a  2 - fo rme  0 ro (s ) .  C 'es t  une  fo rme  quadra -

t i que  en  
"2  

e t  s ,  Qu i  s ' éc r i t

e t
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oro (s) = 6l.m* rôtot ) /D sl + G'l .m* (fr ro) ) /à s!

+ (Ë1 .62 .TrLxl  f r to l  )  )  srsr ;

ê t ,  qu i  es t  donc  non  nu l l e  d 'ap rès  1 'hypo thèse  ( i i 1  de  1a  p ropo -

s i t i on  L .2 .7 .  En  conséquence ,  moyennan t  l - es  asse r t i ons  ( i i 1 )  e t

( i i 2 )  du  t héo rème  L .2 -8 . ,  l a  t r a j ec to i r e  (<p ,  [ o , r ] )  es t  l oca le -

ment  contrô lab l -e s i ,  e t  seulement  s i ,

(Ë1.  Ë2 .m{ ôro l  )  l  
2

ou  enco re ,  s i ,  e t  seu l -emen t  s i ,

(Ê1 .  Ê2 .r îLx( i)  )  
2 

= G,l .m*el I  6?r.m x( i)  )

pu i squ 'en  t ou t  po in t  i  =  ( x , n )  de  n3 r  n3  -  53  t e l  que

' [TL 
bl i l  =mor l ;1 = o,  on a I 'ésar i té

(Ê1 . Ë2 .Tn x(i) ) 
2 

6?.Tnxw I G,?r.ru xG\ ) =

( lnl /  lnol) '  f rË, .Èr. f f i*( f i (o) ))2-G,l .n*(ô(o) ))  G,}.mxtôton)l

avec  no  te r  que  f f (o )  =  (<p(o ) ,no) , \o  I  o

L .2 .Lo .  Lemme

so i t  i  un  po in t  de  n3x lR3  s3  te r  que

ITL , - t* l  
=TI lo^G\ = o

"r  "2

So i t  de  p lus  1g , fo ,T ] )  une  t ra jec to i re  de  X  con tenue  dans  Â

On suppose

(Ë1 -Ê2 -TrLx( i)  )  
2 

t  G,\-" Inx( i)  )  (Ê; -mx(i)  )  .

Dans  ces  cond i t i ons  Ie  vec teu r  X ( tp (o ) )  n ' es t  pas  pa ra l l è Ie  à

1 I o
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Démonstration

En  e f fe t ,  supposons  que  l -e  vec teu r  X (9 (o ) )  so i t  pa ra l l è le  à  un

vec teu r  c  de  no .  So i t  a lo rs  v  un  vec teu r  o r thogona l  à  no , ' e t  dés i -

gnons  pa r  t v  l - e  t ransposé  de  v .  La  t ra jec to i re  ( ç ,  [ o , r ] )é tan t

con tenue  dans  Â ,  pou r  t ou t  t  de  [o , r ]  on  a  l es  éga1 i tés

t r r .  
f  x ,  b l ]  (  <p( t )  )  =  t r .  

[x ,  bz ]  (<p ( t )  )  - -  o

pu i sque  l es  vec teu rs  [ x , u r ]  ( x )  e t  [ x , u r ]  ( x )  son t  pa ra l l è l es  à  r , o

en tout  po int  de Â

11 en résul te  par  dér ivat ion que pour  tout  t  de [o , f ]  on a les

éga l i t és

+ â + A' " . *  
[ x ,b r ] (<p( t )  )  . x ( tp ( t )  ) - " r . *  l x ,bz ] ( rp ( t )  )  - x (ç ( t )  )  =  o

En par t i cu l ie r ,  €D t  =  o  on  a  :

t t . *  
[ x ,b r ] (<p(o ) )  . x (<p(o )  )= t r r .5 I  ; x ,b r l  (e (o )  )  - x (ç (o )  )  =  o

Ce qu i ,  compte  tenu de  ce  que x (g(o) )  es t  para l lè le  à  c ,  en t ra Îne

que

+ A { - À -

" .5 !  
[x ,br ] ( rp(o) ) .c  =  " r .b î  Lx ,b2J(p(o) )  -c  =  o

Au t remen t  d i t ,  1es  vec teu rs  [ [ x , b r ]  ,  
"  ] ( ç  ( o )  )  e t  [ [ x ,  bz ] ,  .  ] (  9 (o )  )

sont  para l lè les à no.  Moyennant  Ie  fa i t  que X est  de degré 2 er t  x ,

i t  en  résu r t e  que  [ [ x , b r  , c ]  e t  f f x , u r J , c ]  son t  des  champs  de

vecteurs constants  et  para l lè Ies à no.  En conséquence,  d 'après

Ia  p rop r i é té  o .2 .LL . ,  on  a  l es  éga1 i t és

W..- , .  - . ,  i  ( î )  =mrFv x r  ^r  ( i )  =TIL '  ( i )  =mv,  ( î )  = o
;  1x ,  b r J ,  cJ  ' - - '  

I  lX ,  b2s  ,  - J  J l  '  02 '

Ce qui ,  compte tenu de Ia  propr ié té O.2.4.  ent raÏne que

ê.Ê, .Tl l* tx l  -  ê.Èr.TIL*txl  = o

Exprimons à présent c comme combinaison l inéaire de bt et b, :

"  
=  11b1  +  \ZbZ r  À1  €  lR ,  12  €  IR  .
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D e s  é g a l i t é s

ô.Ê, . ITLl*t = ô.Êr"?/ât*t*t  = o

on t i re  fac i lement  l -es  deux  éqa l i tés

À 1 (Ë1.TlL* t*l ) = -r 2 (61 .È2.trTLx'*) )

et

x 263-ITL* r*) ) - -r r (Ër . Ër.îr[* t*) I

qui permettent de vérj-f ier que

(bl.Ë2 .mx(i) ) 
2 = G,?.xnx(î) ) (û3 .mx(î) ) .

Ce qui  contredi t  I 'hypothèse du lemme L.2. IO.  et  prouve donc que

le  vec teu r  X (p (o )  )  n ' es t  pas  pa ra l t è1e  à  no .

L  -2 .1 ,L .  P ropos i t i on

so i t  *  un  po in t  de  n3x  n3  s3  t e t  que

fun ( î)  =f trL^ (*)  = o
"r- "2

Dans ces condi t ions :

( i )  s i

(Ër.Êz .trnx(i) ) 
2 > G,l.m*(i) ) (î ,3.mx (i) )

alors toutes les t ra jecto i res de X contenues dans À sont

localement  contrô lab les .

( i i )  s i

(Ê1 .  Ê2 . l lL* l * )  )
z 

. tËzt.fiLx@) *3.lll*r*n

alors toutes les t ra jecto i res de X contenues dans Â sont

ext rêmaIes.

Démonstration

C 'es t  une  conséquence  imméd ia te  de  l a  p ropos i t i on  L .2 .7 .  e t  du

lemme L .2 .LO .

I . 2 .L2 .  Lemme

s i  ^  es t  non  v ide ,  i I  ex i s te  i  dans  tR3  x IR3  -  s3  te1  que

Wn ( i )  - r rLn ( î )  = o- t  "2
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e t

;l"f,TL*o,l = Ër "6, .IIL"I*) = Ëtr-?flt* t*) = o

s i ,  e t  seu lemen t  s i ,  Â  es t  un  i nva r ian t  de  b ,  e t  b r -

Démonstrat ion

En  e f fe t , f f i *  é tan t  de  deg ré  2  e r t  x ,  pou r  t ou t  coup le  ( i ,  j )  de

I t , z l  x l t , z1  ,  Ê r .Ê : . 7TLx ( i )  e t  i ndépendan t  de  x .  En  conséquence ,

moyennant  Ie  fa i t  que À est  non v ide,  i l  ex is te *  dans

n 
3 

x  n.3 s3 te t -  que

Mn  ( î )  = f f i n  ( i )  =  o
"1  *2

et

t l.mlxt = Êr. -Èr.rft;*) = Èt.rnxz) = o

s i ,  e t  seu lement  s i ,  i t  ex is te  io  dans  ^  x rR3 -  s3  te t  que

W u ( îo )  = f fLn  ( io )  =  o
or-  '2

et

i r l . l ' tL* txol  = û,  -Èr- Int* lxo)  = ; | .c t \L* l*o\  = o!

ou encore,  en désignant  par  Û1 et  q2 les t ra jecto i res respect ives

ae Ë, et b2 issues du point io et compte tenu de ce quelfL* est

de  deg ré  2  en  x ,  s i ,  e t  seu lemen t  s i ,  pou r  t ou t  i  de  l t ,Z l  on  a

les  éga l i t és

Ê1.Ë, .Tn{ Q, ro) 1 =ff1u, (û, to) )  =ff iortû, to) )  = o

et

Ë1.Ë, .rnxLQ, ro) 1 =lTLu, (Ç, to) )  =ff i rr tû, tol  )  = o

pour  tou t  k  dans  IN ;  ou  enco re ,  du  fa i t  de  I ' ana l yc i t é  des  fonc -

t i ons  | r , . f t *  o  Q ,  e t  Ë r .mx  o  û r ,  s i ,  e t  seu remen t  s i ,  pou r  t ou t

i  de  I t ,Z l  i I  ex i s te  un  i n te rva l l e  I  su r  l eque l  on  a  l es  éga1 i tés
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e t

i r . f f i *  tÇ. { t )  )

àr. f f ix  (Qi  ( t )  )

=*or tû, t t l l  =^or tû. r t l )  = o

=*or(q, i ( t ) \  - rTLbr(Qi( r ) )  = o

pu i -sque les  fonc t ion"  Ê ,  .mx o  Î i  ,  Èr .mx o  Çr ,

tel que

o .

M^  o  ç . ,  e t ITLx  o  ç *  son t  cons tan tes  e t  nu l l es  en  o .  Au t remen t
" r r v2 '

d j . t ,  d ' ap rès  l a  p rop r i é té  o .2 .LO . ,  s i ,  e t  seu lemen t  s i ,  i I  ex i s t e

un intervalle I te1 que pour tout t de I les vecteurs

Ix ,br ]  (Yr  ( t )  )  ,  ;  x ,  b2l  (v1( t )  )  ,  ;x ,  b1l  (Y2 ( t )  )  e t  Ix ,  brJ (v2 ( t )  )

soient  para l lè les à noi  ou encore s i ,  e t  seulement  s i ,  pour  tout

t  de  I  l es  po in t s  V l ( t )  e t  V r ( t )  appar t i ennen t  à  ^ .  c ' es t -à -d i re

s i ,  e t  seulement  s i ,  ^  est  un invar iant  de b,  e t  br .  Ce qui  est

1 ' asse r t i on  du  l emme I . 2 .12 .

L .2 .L3 .  P ropos i t i on

so i t  î  un  po in t  de  n ,3x  n .3

IIL u (Î) =fiLn
" l  -2

On suppose que

t l .TIL*Ol = 61 .Èr.ct\L*t*t

Dans ces condi t ions,  toutes les

dans Â sont extrêmales.

= È3.'trl*l*l = o.

traJectoires de X contenues

Démonstration

En  ve r tu  du  l emme L .2 .L2 . ,L  es t  un  i nva r ian t  de  b ,  e t  b r ;  e t  pa r

conséquent ,  est  so i t  l 'espace IR3 tout  ent ier ,  so i t  un p lan pa-

ral lèle à no. on a donc deux cas à envS-sager :

?
Premier  cas :  À est  I 'espace IR"  tout  ent ier

La démonstration est de principe identique à cel le effectuée dans

Ie  l emme 1 .1 .1 .5 .  Nous  a l l ons  seu lemen t  en  i nd ique r  l es  g randes
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I i g n e s  :  o n  i n t r o d u i t  d ' a b o r d  l a  f a m i l l e  d e  c h a m p s  d e  v e c t e u r s

t p v k
J  =  l t adKx .b r ) ,  ( ad^x ,b r ) ;  k  c  t l l l -

D 'ap rès  l e  l emme L .2 -6 -  ,  l a  f am i l l e  de  vec teu rs

L0 (, L v . - rrrr I
u*  =  l r adKx ,b r ) ( x ) ,  ( ad^x ,b r ) ( x ) ;  ke  w l

est  de rang 2 Le long de toute t ra jecto i re  de X et  par  conséquent '

en tout  po int  de l ,espace a13.  A par t i r  de là ,  on reprend presque

mot pour  mot  (à cec i  près,  euê I 'on remplacera Ia  fami l le  de

champs  de  vec teu rs  W du  l emme 1 .1 .L .5 .  pa r  I a  fam i l l e  de  champs

de vecter t "  J  )  pour  montrer  gue I  'ensemble A* (x '  t )  est  d ' in tér j -eur

v ide pour  tout  po int  x  de R3 et  pour  tout  t>o.  Ce qui  terminera

la démonstrat ion de la  proposi t ion t -2 .L3.  dans le  cas où Â est

1 'espace  n r3  tou t  en t i e r .

Pssrr ète - I e : - : - 4 - e :! -sl -P l3l -Eele ! r-È 19 - è - f
So i t  (g , [o , t ] )  une  t ra jec to i re  de  X  con tenue  dans  ^ .  Tou tes  l es

t ra jecto i res de s  issues du point  p(o)  sont  auss i  contenues dans Â

puisque pour  toute commande u = (ur ,ur )€ u2 '  Ie  vecteur

x(x)  *  b l t l  +  bru,  est  para l lè le  à no sur  ^ '  I1  en résul te  que

l ,ensemb le  ÀU(ç (o ) , t )  es t  i nc lus  dans  À  e t  pa r  conséquen t '  es t

d , i n té r i eu r  v ide .  Ce  qu i  p rouve  que  Ia  t raJec to i re  1p ' I o ' t ] )  es t

extrêmale, termine Ia démonstration dans le cas où Â est un plan

para l lè le  à ro et  achève ce l le  de Ia  proposi t ion 1.2 '13 '

1 .2 .L4 .  P roPos i t i on

soi t  î  un point  de n3x n3 s3 te l  que

l l l- ,^ (Î) =ltrLh (Î) = o'
"1  "2

On suppose les deux propriétés suivantes vérif iées 3

( i )  / \  n 'est  pas un invar iant  de bt  e t  bZ

( i i) (Ër . Ë2 JrL x(*) ) 2 = G,?.W x(*) ) (Ë3 .mx (i) )
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Dans  ces  cond i t i ons ,  t ou te  t ra jec to i re  de  X  con tenue  dans  Â  e t

gu i  n ' es t  pas  pa ra l l è Ie  à  no  es t  ex t rêma le .

Démonstrat ion

En  e f fe t ,  so i t  (<p ,  f o ,T ] )  une  t ra jec to i re  de  X  eon tenue  dans  A  e t

qu i  n ' es t  pas  pa ra l l è Ie  à  no .  Pu isque  À  n 'es t  pas  un  i nva r ian t  de

b t  e t  b2 ,  on  sa i t  d ' ap rès  l e  l emme L .2 . t 2 .  que

È|.mx(*) ,  i '2 r - f 'TL*e l  er  Êr .Êr . 'û t * t * )  sonr  non rous nu ls .  par  a i l -

l eu rs ,  o r r  sa i t  auss i  ( vo i r  remarque  1 .2 .15 . )  que  l e  vec teu r  
l

x (g (o ) )  n ' es t  pas  pa ra l l è le  à  no .  En  conséquence ,  t a  t ra jec to i re

( rp ,  I  o ,  t ]  )  es t  ex t rêma le  d 'ap rès  l a  p ropos i t i on  L .2 .7 .  e t  I  ' hypo -  f i

thèse ( i i )  de la  proposi t ion 1.2.L4.  Ce qui  termine Ia  démonstra-  ;

t i on  de  l a  p ropos i t i on  L .2 . t 4 .  I
.']

L  .2  .  L5 .  Remarque j l

J ' a i  d i t  que  l e  vec teu r  x (9 (o ) )  n ' é ta i t  pas  pa ra l l è I e  à  no .  on  va  .
préc iser  ce la en montrant  que s i  te l  n 'é ta i t  pas le  cas,  Ia  t ra-  : i

j ec to i re  (g , [o , r ] )  se ra i t  pa ra l l è le  à  no .  En  e f fe t ,  supposons  que  
I

l e  vec teu r  x (9 (o ) )  so i t  pa ra l l è l e  à  no .  La  t r a j ec to i r e  ( g , [ o ,T ] )  I
é tan t  con tenue  dans  Â ,  on  sa i t  d ' ap rès  l e  l emme L .2 .6 .  qu 'e l l e

est de moment maximal par rapport à S . D'où i l  existe un relève-

men t  hami l t on ien  (ô ,  [ o , t ] 1  de  Ia  t ra jec to i re  (e , [o , r ] )  t e l  que  pou r

tou t  t  de  [ o ,T ]  1 ' on  a i t

fu 
*t  ô t t t ,  : f f lat(O(r) ,  - î i lLaz(ô(t t  )  = o

puisque la  fonct ionÏ lL*oQ est  constante et  nu l le  en o.  f l  en ré-

su l te  que  pou r  tou t  t  de  [o ,T ]  I e  vee teu r  X (<p ( t ) )  es t  pa ra l l è te  à

no  e t ,  pa r  conséquen t ,  l a  t raJec to i re  (O , [o , r ] )  es t  pa ra l l è Ie  à

no .

L .2 -16 .  Démons t ra t i on  du  t héo rème  L .2 .L .

Le théorème L.2.L.  est  une conséquence immédiate des proposi t ions

t . 2 .5 . ,  L .2 .LL . ,  L .2 .L3 .  e t  L .2 .L4 .
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Nous  a l l ons  à  P résen t  donner

héo rème  L .2 .L .

L -2 .L7 .  App l i ca t i ons

Exemple- I

P renons  l a  F .C .V .

$ = lx+ x  +b1uL+b2u2i  u  =  (ur ,ur )  €  ur l

Exemple 2

Prenons  l a  F .C .V .

8= lx  +b lu l+b.u2 i  û  =  (ur ,ur )  €  uZ l

On

pas

îo

des exemples d ' i l l u s t r a t i on  du -

ou

que

/ " \= lr l
\ " /

faci lement

I *, \ /r\

[-r-ir.J 
t bL = 

l:/
î o  =  ( o ,  o ,  o ,o ,  o ,  1 )  ,  on

Ilt o, t*o) --TfLu, (io) = o

[ = e t  b ,

En posant vér i f ie

e t

En conséquence,  toutes les t ra jecto i res

con t rô Iab les  d 'ap rès  I ' asse r t i on  ( i )  du

(Ë1.;2.mx(îo))2 - G,?.Tnx(io)) (o'r .m"( io)) = 1-

de X sont localement

théo rème  L .2 . t .

n 'es t

ou

[..i',\ ll\ /"\
x- l --2 

")  
tbt=t" |  " t  

b2= lr l

\"?**;/ \ol 
' 

\"/
vérif ie faci lement que A est Ia droite xL=xz=o qui

un invariant de X. Par ai l leurs, si on pose

=  (o ,o ,o ,o ,o ,1 ) ,  uD  ca l cu l  s imp le  mon t re  que
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b1  
( i o ) ( * o )  =  o=TtrL

h
z.

e t

(Ê1 .  Ê2. f i l *  t *o)

D'où ,  t ou tes  l es

Iab les  d ' ap rès  I

)' ) '  -  (È ' r .TILx(*o))  G'22.Wx( io))  = -4-

t ra jecto i res de X sont  localement  contrô_
' asse r t i on  ( i i )  du  t héo rème  I . 2 . I .

Exemple 3

P r e n o n s  I a  F . C . V .

= fx+Urna*b2u2r  u= (urur )  e  uZ l  où

( * ,  
\x- I ", l.

\*l**l*rl 
'

vér i f ie  fac i lement

invar iant  de X.  par

=  ( o r o r o r o r o , L ) ,  u n

/ '  \  
/  - \

. | ' /"1o1= 
f t l  

etbr= 
l  

t /

\ " /  \  " /

qUe ^  est  la  dro i te  x1=x2=o

a i l l eu r s ,  s i  I ' on  pose

calcul simple montre que

On

un

*o

et

qui  est

TIL o;*o) =Iïlort*o) = o

D'où ,  en  ve r t u  de  l , asse r t i on  ( i i )  du  t héo rème  L .2 .L . ,  t ou_
tes les trajectoires de X sont localement contrôlables à
I 'except ion de ce l les contenues dans la  dro i tê  xr=x.=o qui ,
e l les,  sont  ext rêmales.  

L  z

Exemple 4

P renons  l a  F .C .V .

= f  x  +Urur*b2u2l r  u  = (u 'ur )  6  ur l

42

ou



ent ier

l'\ /"\
[:/ 

et b' = 
t:,l

est  I 'espace IR 3  tou t

alors

io )  =o

/ - t \= [*, I
\ -3l

simple mon

îo  -  ( o ,o ,

m o, too

Un cal -cu l

et que si

e t

/  o t=

tre que À

o ,  o ,  o ,  1 )

1 =îTL* (
-2

t raJectoires de X sont extrêmales d 'après

du  théorème L .2 .L .

€ uzl où

\

I etu,
I
que À est

(îo) = o

*3=o et queIe plan

Prenons  l a  F .C .V .

s= lx+urr . r r+brur i  u= (ur ,ur)

/-'\ ltr=\-ii,J ' bl =\:

Un calcul éIémentaire montre

s l  îo  =  (o ,  o ,  o ,  o ,  o ,  1 )  a lo rs

TfL u, (P) =Wr,

En conséquence,  d 'après  I 'asser t ion  (11 f )  du  théorème L .2 .L .

toutes les traJectoires de X eont localement contrôIables à

J-'exception de celles contenues dans le plan *3=o Çul, elles,

eont extrêmales.

D'où ,  t ou tes  l es

I ' asse r t i on  ( i i i )

Exemple 5
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ou

Iæmpre--é
P r e n o n s  l a  F . C . V .

$ -  lx  +urn,  *b2u2, '  u  = (ur ,  ur)  € u,  I

|  
* ,  

\  / ' \  / " \I ' l l lx=f *2 
l ,or= ["]  

etbr= l t f
l -
Ff **2*3*V \" /  

'  
\ " /

On vér i f ie  fac i lement  que A est  la  dro i te  *1 = *3 =

n 'est  n i  un invar iant  de X,  n i  un invar iant  de b,  e t

Par ai l leurs, uD calcul simple montre que si

î o  =  (o ,o ,o ,o ,o ,1 )  a l o r s ,  on  a

ITL n (*o) -TTL. (îo) = o
"1  "2

/ " \

I'l
t /
\  " /

qui ne contient

=o engendré par

tre que si

/ " ' \  / ' \x=f ";l , b1 =l"l
\"i.') \"/

on vérif ie faci lement que Â est le

aucune trajectoire de X paral- lèIe

bt  e t  b2.  Par  a i l leurs,  un ca lcu l

î o  -  ( o ,o ,o ,o ,o ,1 )  a l o r s ,  on  a

o qur

b ^ .
z

et
(Ê1.Ë2.Inx(îo))2 - Gr?.mx(*o)) G|.m*(*o)) = o

En conséquenee, toutes les trajectoires de X sont localement

con t rô l ab les  d ' ap rès  I ' a sse r t i on  ( i v )  du  t héo rème  1 .2 .L .

Exemple 7

P renons  l a  F .C .V .

= lx  +urur*bzu2i  u = (u 'ur)  € ur l

etbr=

plan *1=o

au p lan xa

slmple mon

ou

TTL u, (îo) =TfLr;*ot = o
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et

(;r,Ê2 Jn-x(îo)) - û,!-m*(io)) G,?rn*(io)) = o

En conséquence, d 'après I 'assert ion ( iv)  du théorème L'2 'L"

toutes les traJectoires de X sont localement contrôlables à

I,exception de cefles contenues dans 1 plan *1=o qui, elles'

sont extrêmales-

Cette dernière famille de champs de vecteurs termine la série

d,exemples consacrée à I ' i l lustrat ion du théorème t 'z ' t '  On va

maintenant clôturer ce paragraphe par quelques remarques'

1 .2 .18 .  Remarques

Remarque 1

cette première remarque concerne I'ensemble Â des points

x de n3 où tes vecreurs [x,ur]  tx)  er  [x,b2](x)  sont paral lè les

au plan no engendré par b, et br. Plus précisément, on va montrer

que Â contient la réunion des traJectoires de X de moment maximal

par rapport à f).

En effet, si (ç, [o,,1,]) est une traJectoire de X de moment maximal

par rapport à O , iI existe un relèvement hamiltonien (fi '  [o'f] )

de (g,  [o,r ] )  te l  que pour tout  t  de [o 'T]  l 'on ai t

fu ortôtt l  ,  - fLaz(O(r)) = o.

Ce qui, pêf dérivation, entraÎne que pour tout t de [o,t] on a

i .111* tôt t l t  =fr . - - .  "  
(ô( t )Y =I lLo. t6{t ) l  =fuo^(O(t))  = o

-1  ' '  
1x ,b !  o1  -2

et

^.Tnortôtt l )  =f l [* ,ur1 (ô(t l l  =fuor.t0tt l  ,  -^f lLvz(ç(t))  = o

Autrement dlt, lê long de Ia traJectoire (e'[o'r]) les vecteurs

[x,U, ] (x)  et  [x,Ur]  (x)  sont patat lèIes au plan no d'après Ia

propriété O.2.LO. Ce qui prouvè gue la traJectoLre (9' [o'f]) est

contenue dans Â
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On salt donc à présent que toute traJectoire de X de moment maxi,

mal par rapport à S est contenue dans Â. Moyennant le fait gu'en

vertu du lemme L.2.6.  toute t raJectoire de X contenue dans Â est
de moment maximal par rapport à S , il s,ensuit que /l contient la
réunlon des trajectolres de X de moment maxlmal par rapport à S

Remarque 2

Lorsque Â n'est  pas un Lnvar iant  de b,  et  br ,  le théorème L.z.L.

ne dit rien sur la contrôlabil ité le long des traJectoires de X
contenues dans À et parallèles au plan engendré pas bl et br. La

présence de ce cas douteux n'est pas très surprenant du fait que
^ contient la réunion des traJectoires de X de moment maximal

par rapport  à S et  que I 'on sai t  [ZO] qu' l l  existe des traJectoi-
res de moment maximal qui ne sont pas extrêmales.

Remaraue 3

Solt  E l 'ensemble des F.C.V. quadrat iques sur IR3

f  x  +urur*b2uzi  u = (ur ,ur)  € uZl

2 i
avee  [=  E  I

1=o J*k=o

et soi t  E'  Ie sous-ensemble de E formé par les F.C.V. quadrat l -

ques sur lR 3 qui sont telles que toutes les traJectoires de X

soient localement contrôIables.  Corune dans 1.1.5. ,  on pourrai t

spérer que E' soit un ouvert dense dans E pour la topologie asso-

ciée à Ia distance

/  n t - : -k ,J ,k  \

"i** [ 
nr-,-k,J,k 

I 
-i-'-k *l *!'

\ t t - : -k 'J  'k  f

2, i
d= E E 

"J*ki=o 1+1=o 
I

nl-: -k, J , r. 
-Pi2-: -k, J , k

ql-r-k,  J,  r  -qî-J-k,  
J,k

tl-: -k, J , r. 
-tÎ-J -k, J , k

b3+l"l-"î1.a\
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Cependant, désignons pas 
"1 

Ie sous ensemble de E formé par les

F.C.V. quadratiques sur fR.3 qui sont tef les que si Îo est un point

de rn3xn3 -  s3  vér i f ian1-m ^  ( io )  =m^ ( io )  =  o  l 'on  a i t
"1  -2

et par e) te sous ensemble de E formé par

sur :n 3 qui possèdent les deux propriétés

si *o est point de IR 3 B 3 - s3 tel que

T(Ln (îo) - fu^ (îo) = o
"1  -2

alors

les  F.C.V.  quadrat iques

suivantes :

(Ë1.Ê2.TILx(io))2 - 6?.mx(*o)) G'|-mx(io)) < o

- toutes les traJectoires de X sont localement contrôIables.

Les sous ensemble" 
" i  

et n, étant non vides, iLs forment une par-

t i t i on  de  E '  d ,ap rès  l e  t héo rème t . z .L .  ê t ,  l es  re la t i ons  l es  ca -

ractérisant amènent à penser que leur réunion E' n'est pas un ou-

vert dense dans E pour la topologie associée à la distance d'

Avec cette dernière remarque s'achève Ia première part ie de ce

travail  consacrée à t,étude du problème de Ia contrôlabil i té le

long des trajectoires du système l ibre d'une famil le de champs

de vecteurs quadratlques sur Rn.
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I I .  Contrô lab i l i té  le  long d-es t ra jecto j ' res
= == == = = = === == = = == = = = = = == = = = = = = = = = == =-- ==

d ,une fam i l l edechampsdevec teu rsquad ra t i ques
======================--=======================--=

n -1
$ -  l x  *  b i  t i i  u  =

==  i= l
(u l ,  . . ,un- l )  €un-11 

: : := i :

cette part ie du travail  exploite les résultats du chapitre I

pour étudier le problème de Ia contrôtabil i té 1e long des tra-

j ec to i res  d 'une  fam l l l e

n - l  ,
g  =  l x  *  b i  t i i  u  =  ( u r , . . . , u r r - l ) €  u r r - t l

l_= r

de champs de vecteurs quadratiques sur IRn'

pour les mêmes raisons que celles évoquées précédemment, on se

l im i te ra  au  cas  où  $  es t  une  F ' c ' v '  su r  82  e t  à  ce lu i  où  S  es t

une  F . c . v .  su r  ]R3 .

2' L' :::1:=::=:::=:l=l=:::=::3=I=!=L=g::gi:iÏ::=:-ï=1==
Commençons par démontrer Ie lemme suivant :

2 . I . L .  Lemme

So ien t  $=  lX  *  b  u ;  - 0 ,  <  u<*8 ,  c l

t iques sur  IR '2 et  Â I 'ensemble des

I x ,b ]  ( x )  es t  Pa ra l l è I e  à  b '

A lors ,  toutes les t ra jecto i res de

à  I ' excep t i on  de  ce l l es  con tenues

ma les .

Démonstration

La démonstration se

Première étaPe

une  F .C .V .  quad ra -

de n.2 où Ie  vecteur

)o ,  B>ol

points  x

X sont  localement  contrôIables

dans  À  qu i ,  e l l es ,  son t  ex t rê -

fa i t  en deux étaPes

, !99!9 : - !g : -!rel99!9 rl9 s- -99 -I -slla- -19 - 991!
p39 -99!!els9 E -99!9 -4- 901! -eI!rÊ1919 : :
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En ef  f  e t ,  so i t  (g ,  I  o ,  T]  )  une t ra j  ecto i re  de X qui  n  ,  est  pa.s  con-

tenue dans A;  e t  considérons la  fami l le  de champs de vecteurs

$t=lx*k1 bt ;  Ue u,  I

où k,  dés igne Ie  p lus pet j - t  des deux réels  cr  e t  B .  Comme Â est

auss i  1 ' ensemb le  des  po in t s  x  de  n .2  où  l e  vec teu r  [ x , }< rU ] t x )

es t  pa ra l l è le  à  k lb ,  on  sa i t  d ' ap rès  l e  t héo rème 1 .1 . i . .  que  pou r

tou t  t  de  [o , t ]  l e  po in t  rp  ( t )  appar t i en t  à  I ' i n té r i eu r  de

Aû  (P (o ) , t ) .
- 1

Compte tenu de I ' inc lus ion

An  ( x , t )  c  AU(x , t )^i

pour  tout  po int  x  de JR2 et  pour  tout  t>o,  i I  en résul te  que pour

tout  t  de [o , t ]  le  po int  g  ( t )  appar t ient  à  I ' in tér ieur  de

au(<p (o ) , t )  .  ce  qu j -  p rouve  que  Ia  t ra jec to i re  (g , [o , t ] )  es t  l oca -

lement contrôlab1e et termine donc la démonstration de 1a première

étape.

Deuxième étape : toutes 1es trajectoires de X qui sont

ôrl;rG : -GË -{ :irlliËëgcG. 
- - - -

La démonstration est de principe analogue à celle de la première

étape.

S i  (p , [o , r ] )  es t  une  t ra jec to i re  de  x  con tenue  dans  Â ,  on  cons i -

dère la famil le de champs de vecteurs

s2=lx+t<ruE;Eeu, I

où k, désigne le plus grand des deux réels cr et B. Comme Â est

auss i  1 ' ensemb le  des  po in t s  x  de  fn2  où  Ie  vec teu r  [ x , f rU ]  ( x )  es t

pa ra l I è l e  à  k2b ,  on  sa i t  d ' ap rès  l e  t héo rème  1 .1 .1 .  qu ' i l  ex i s t e

to dans ]o ,T]  te l  que pour  tout  t  de [o , to  ]  le  po int  g( t )  appar-

t i en t  à  l a  f r on t i è re  de  o ' r , p (o ) , t )  .
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Compte  tenu  de  I ' i nc lus ion

A*  ( x ,  t )  c  a * ,  ( x ,  t )

pou r  t ou t  po in t  x  de  n2  e t  pou r  t ou t  t>o ,  i l  en  résu l te  que

pour  tout  t  de [o ,  toJ le  po int  g  ( t )  appar t ient  à  la  f ront ière

de  A6 (g (o ) , t ) .  ce  qu i  p rouve  que  I a  t r a j ec to i r e  19 , I o , r ] )  es t

extrêmale, termine Ia démonstration de la seconde étape et

achève ce l le  du lemme.

Ce lemme permet de démontrer Ie théorème suivant :

2 .L .2 .  Théo rème

So ien t  5  =  { x  +  b  u , .  u€  U l l  une  F .c .V .  quadra t i ques  su r  tR2  e t  Â

I ' ensemb le  des  po in t s  x  de  rR2  o t r  I e  vec teu r  [ x ,U ] ( x )  es t  pa ra l -

lèle à b. Soit de plus tfr une commande non bang-bang de Ul.

Alors, toutes les trajectoires du champ de vecteurs X + b uo

sont  localement  contrôIable à 1 'except ion de ce l les contenues

dans  ^  qu i ,  e I l es ,  son t  ex t rêma les .

Démonstration

En effet, par Ie changement de variable u = ù + u* Ia famil le S

devient :
- s  

=  l x  *  b  uo+  b  i i ;  - ( l +u * ) s  t <  t  - uo  l

Comme d'une part 1+u* et L-u* sont str ictement posit i fs (puisque

u* est  non bang-bang et  par  conséquent ,  est  dans ] - t ,  + f [ )  e t  que

d 'au t re  pa r t  Â  es t  auss i  l ' ensemb le  des  po in t s  x  de  lR2  où  l e

vec teu r  [ x  *  bu* ,  b ] ( x )  es t  pa ra l l è Ie  à  b ,  I ' app l i ca t i on  du  l em-

me 2. I .L .  à  la  fami l le  de champs de vecteurs 
-$ 

donne le  résul ta t

annoncé  dans  Ie  théo rème 2 .L .2 .

De ce théorème on déduit le résultat suivant :

2 .L .3 .  Co ro l l a i r e

So ien t  6=  l x  +  b  u ;  ue  U r l  une  F . c . v .  quad ra t i ques  su r  n2  e t  i t

I ' ensemb le  des  po in t s  x  de  n ,2  où  l e  vec teu r  [ x . ru ] t x )  es t  pa ra l -

l è l e  à  b .
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Alors,  toute commande ext rêmale est  bang-bang s i ,  e t  seulement

s i ,  i t  n 'ex is te dans u l  aucune commande u non bang-bang te l le

que Â soit un lnvariant du ehamp de vecteurs X + b u* .

2 .2 .  E tude  du  cas  o r i g t  es t  une  F .e .v .  quadrâ t i ques  au r  IR t ,  n  à3 .
==================================È=

comme on l 'aval t  déJà annoncé, oD se l iml tera àu cas oir  s eet
une F .c .v .  quadra t iques  sur  n  3 l  la  généra l l sa t ton  à  rRn,  n  >  3
é tan t  a isée .

Commençone par énoncer quelquëB résultate qul nous éerons utl les
dane la sui te :

2 .2 .L .  Lemme

Solt X un champ de vecteure sur IR3, (b1,b2) un couple de champs

de vecteurs constanto sur lR 3 et no le plan engendré par bl et b2.

Soient de plus [ 't une matrice constante régulIère d'ordre 2 et x

un polnt de IR'3.

On pose

(c r ,  c r )  =  (b l ,  ba )  M.

Dans ces  cond l t lone  les  vec têurg  Ix , "11(x )  e t  [ x ,c r ] (x )  Éont  pa-

ral lè les à no 81, et  seUlément ê1, lee vecteur6 [X,Ur](x)  et

[ x ,u r ] (x )  Eon t  para l lè les  à  ro .

Démonstratlon
51 on déaigne par det le détermlnant de trole vectertre de IR3,
on vér l f le facl lement 1 'égal t té

t_ \
I  

aet  t  [x ,  cr l  (x)  ,  b '  or) \
I  r=tM.
l f

\de t  
(  [ x ,  c ,  ]  (x )  ,  byor l /

I1 en résulte que les vectêurs

lè lee  à  no  6 i ,  e t  eeu lement  61 ,

I u". ( [x, u, ] (*) , bl, b2)\
tl
\aet 

(  [x,  u,  ]  (x) ,  ot ,or l  
/

Ix,  cr ]  (x)  et  I  x,  cn ] (x)
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/  a " t ( [ x ,  n r ]  ( x ) ,  b l ,  b2 )  
\

tn. t I =o,
\  a" t  t I  x,  ur l  (x)  ,  b,  'oz\  /

ou  enco re ,  pu i sque  M es t  une  ma t r i ce  régu l i è re ,  s i ,  e t  se

s i ,  det  ( [  x ,  b rJ  (x )  ,  b r ,  b r )  e t  det  t  Ix ,  u rJ  (x )  ,  b r ,  b r )  sont  nu l

t r emen t  d i t ,  s i ,  e t  seu lemen t  S i ,  l es  vec teu rs  [X ,Ur ]  t x )

[X ,n r ] ( x )  son t  pa ra1 lè Ies  à  r o .  Ce  qu i  es t  l ' a sse r t i on  du

2 .2 .2 .  Lemme

Soient  X un champ de vecteurs sur  tR3,  {br ,br )  un couple

de vecteurs constants  sur  lR3-

Soit de plus M une matrice constante régulière d'ordre 2.

On pose

( c r ,  c r )  =  (b l ,  b2 )  M-

Dans ces 
"""u;ï:"îo, 

r=îrl"îoï"=nolnr de n 3 x rR 3 - s3 rer que

"L  "2

alors, on a les deux propriétés sulvantes 3

(1) , ' l lL^ (*)  =ITL| l* l  = o
-1  ' 2

ulement

s .  Au -

e t

lemme.

de champs

(der M) 2 ( (Ê1.Ê2 .nx(*) ) 2- G'?.mxtx) ) rËl -mx(*) ) )

des combtnalsone l lnéalres aelZor(Î)  et l lort*) puisque c, et 
"2

eont des comblnalsona llnéalres de b, et bt'

!rge:1É!É-1!1)- : si on Pose

Démonstrat,lon

tl9p5lÉtÉ-llL : elle vlent de ce q,r"?11.. t*) etllC.,tl) sont
' 1  - 2
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B _

e t

on  vé r i f i e

et  par  conséquent ,

( î )  ô,  .  ô,  . ' | i l * l *

crvl*r*l a|.t' l l*t*,1

nt que

c  =  tM .B .M

de t  Ç  =  (de t  M)  2 .d " t  

"

Ë, .6r.?n* r,. l)

î,2r.rfl;*l /

(nî.*x (*)

\t,.Èr:t l t*r*t

Iu|'n"
\u,'u,'
f ac i l eme

Autrement  d i t ,

G L.ô 2.l lL x(*) ) 2 Gl.mx(î) ) ( a|.In*t*,t  t  =

ce qui  prouve Ia  propr ié té ( i i )  e t  termine Ia  démonstrat ion du

lemme.

2 .2 .3 .  Lemme

So ien t  S -  l x  *  bL r l  +  b2u1  -  c t  s r i s  *  o ,  c  >o  )  une  F . c . v .

quadra t i ques  su r  IR3 ,  r ro  l e  p lan  engendré  pa r  b ,  e t  b r ,  Â  l ' en -

semb le  des  po in t s  x  de  rR3  où  l es  vec teu rs  [ x ,U r ]  ( x )  e t  [ x ,U r ] ( x )

son t  pa ra I l è l es  àno .

Soit de plus i  un point de n 3 
,.  rR 3 - s3 te] que

m n ( i )  -nn ( î )  = o.
"1  "2

Dans ces condi t ions,  Ies t ra jecto j - res de X possèdent  des propr ié-

tés  mo t  à  mo t  i den t i ques  à  ce l l es  énoncées  dans  l e  théo rème L .2 .L .
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Démonstration

En ef fe t ,  so j . t  JLrc sous ensemble de rn2 aéf in i  par

{ - c l  S  r i  <  +  0  r  L  =  L ,2 }

et  dés ignons par  M la  matr ice de 1 'appl icat ion l inéai re j -nvers i -

bre 

[ - r '  *L)2-- -*  JL

Par Ie changement de var j-ables

/u,\ fûr\I  r l
t  |  = l v t  l -  |
\ " r /  \ "2 /

la  fami l le  $ se t ransforme en la  F.C.V.  quadrat iques

S = I  x + c l t t*"2ùz ;  û = ( t r , t r )e ur l

où 1es champs de vecteurs cl et 
"2 

sont donnés par

( c r ,  c r )  =  ( b l ,  b2 )  M .

En  ve r tu  du  l emme 2 .2 .L  on  sa i t  que  A  es t  l ' ensemb le  des  po in t s  x

de  n3  où  t es  vec teu rs  [ x , " r ] ( * )  e t  I x , c r ] ( x )  son t  pa ra l l è l es  au

p lan  no ,  qu i  es t  auss i  I e  p lan  engendré  pa r  c ,  e t  c r '  Pa r  a i l -

l eu r s ,  d ' ap rès  I e  l emme 2 -2 -2 - ,  on  a  auss i

ml, ̂ (*)
- 1

=IfL ( î)  = o
"2

et

râr.a z.f lx( i )  )  2 G?.nx7:t ,  G22.I i l* t ; r l t  =

= (der M) 2 (Êr.Ë, .mx(î)  )  2 6?-nx(Î)  )  6?2-mxal l

En conséquence ,  I ' app l i ca t i on  du  théo rème 1 .2 .1 .  à  Ia  fam i l l e  de

champs de vecteurs 
-$ 

démontre 1 'a f f i rmat ion du lemme 2 '2 '3 '

NouS en venons maintenant aux principaux résultats de ce para-

graphe.
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2.2 .4 .  Théorème

Soien t  S  =  lx  +  b1r l  *  b .u . i  u  =  (u r ,u r )  ç  UZI  une fami l le  de

champs de vecteurs qua<lratiques sur IR 3 et Î un polnt de

n3xn3  s3  te r  que
' llL 

u tit =lflx tîl = o.
"1  -2

soit de plus .ro = t*i., ult une commande de u, gui n'eet ni bang-

bang, Di presque bang-bang.

On suppose f inégalité

(Ër.Ê2 .mx(î) ) 2t (o1 .mx(î) ) (Ë1.1'4*t*t I

vér i f iée .

Dans cesr conditions, toutes les traJectoires du champ de vecteurs
- * l t

x + Urul + bZ"i sont localement contrôIables.

Émonstration

En effet, pêE le changement de variables

I
I tt = ûr+ul
{

l t, = tr+ut
L

la famille S se transforme en la famille de champs de vecteurs

.2 . .2
5= lx + i  r .n l  + ;  b*t i ;  - ( t*" i )= t i< l - t i )

i . =1  L t  i = l  a

Posons

cr = min (1+u!,  l+uj ,  t - " i ,  r -u l )

et considérons Ia famil le de champs de vecteurs

;= ty  + b1;1 + or i r ;  -o  < ûr= + o]

où y est le champ de vecteurs x * Ur.tl + Ur"l-

Comme d,une part  c est  str ictement posi t i f  (puisque u = (u! ,u i )

est une commande de U, gui n'est nl bang-bang, nl presque bang-
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bang)  et  que d 'aut re par t  on a I ' inégal i té

tÊr.e, .m,t(î) ) 2 t (oi .my(î) ) (b3-f["t*) )

puisque

(Ë1 . Ê2 .n"Gtlz G,?.my(*) ) (Ë3 . t'tt" t*t t =

i l  résu l te  du  lemme 2 .2 .3 .  que s i  (9 ,  [o , f  ] )  es t  une t raJec to i re

du champ de vecteurs X + Urul + bZ"I alors' pour tout t de [o,T]

le  po in t  P( t )  appar t ien t  à  f  in té r ieur  de  A= ( tp (o) , t ) '  Moyennant

les relat ions

A= (x , t )  .  o  -U  (x , t )  =  A$(x , t )

pour tout  poi-nt  *  U" n3 et  pour tout  t )o,  i l  s 'ensui t  que si

(g, [o, t ] )  est  une traJectoire du champ de vecteurs

x + Uru!  + brul  a lorsr  pour tout  t  de [o,T] ,  le point  tP ( t )  ap-

par t ien t  à  I ' i n té r ieur  de  aO(O(o) , t ) .  Ce qu i  es t  la  conc lus ion

du théorème.

De ce théorème on déduit Ie résultat suivant 3

2 .2 .5 .  Coro l la i re

So ien t  O =  l x  +  b lu l  +  b ru r i  u  =  (u r ,u r )e  UZI  une  F 'c ' v '  quadra -

t lques  sur  n3  e t  *  un  po in t  de  rn3xn3 -  s3  te l  que

m ^ (*) =TIlr (î) = o-
"1 -z

on suppose I ' lnéga1i té

(Ê1.Ë2 .nx(*) ) 2 61-nx(*) ) (Ê3 -|r i l*t*ttt

vér i f iée .

Dans ces conditlons toute commande extrêmale de U, est soit

bang-bang, solt presque bang-bang'
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2 .2 .6 .  Théo rème

So ien t s= {x+

3t iques sur  IR '  ,

des points x de

para l l è Ies  à  no .

blr l  *  bzuy u = (ur ,ur)  e uz)

fio le plan engendré par b, et

rn 3 où les vecteurs [x, u, ] tx)

Soient de plus Î un point de

une F.C.V.  quadra-

b2 ,  ^  I ' ensemb le

et [x, ur]  tx) sont

n3xn3 s3 ter  que

et u* = (u!,uf) une commande de U2 qui n'est ni bang-bang, ni '

presque bang-bang.

on suppose t ' inégal l té

(Ê1.Ê2 -rILx(*) ) 2. (Ê1 -mx(î) ) (Ë;-Î1*t*t I

vé r i f i ée .

Dans ces condit ions, toutes les trajectoires du champ de vecteurs

X + b"uf  + b^uï  sont  localement  contrô lab les à I 'except ion de
I I Z Z

cel les contenues dans Â qui ,  e l les,  sont extrêmales'

Démonstration

La démonstration se fait en deux étapes.

Première étape, !99!9:-1e"--!fCl:S!glf::-99-SlC99-99-Y99:

!ggf: x + blut + brut ggi_19_:93!_pg:

se!!93e9 : -9el "- - 4- eel! - l9s1 lgTel! - Se3!r9 :
lclr-el:

i

On reprend mot pour mot Ia démonstraton du théorème 2'2'4' à ceci

p rès r  Çuê  I ' on  remp lace ra  I ' i néga l i t é

(Ë1.Ë2 .mx(î) ) 2 t  (bf .mx(i) )  (b3 -I t l*t ;r t t

par  I ' i néga l i t é

(Ê1. Ê2 .mx(i)  )  2 .  (b|  .nx6l) ' )  6?2-l / I* t* l  t

M M

" "  
- m  

( * )  = or rLb  ( x )  = r r l b  
-- 1  - 2
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Deuxième étape' !99!9_!:Cleg!glfe_9e_Sbgge-9e_yg9!egfg
x + b",r] * b^u| contenue dans Â est

I I  1 , 2

g$rÊscr-g:
En effetr pêF le changement de variables

1-

I "t 
= tit+ut

| "z 
= ùr+ut

L
Ia famil le Sse transforme en la famil le de champs de vecteurs

t 2 a 2[  ={ x + 
f_or{ 

* 
Érororr 

- tr+r i)< ù.< + t  -  
" i  }

Posons

B = max ( 1+u!, l*,tï , 1-rT, 1-ut)

et consldérons la famil le de champs de vecteurs

;  =tv * urî ,  + ur ir i  -Bsri=* B]

oir Y est Ie champ de vecteurs x + Uru! * b2"1,.

Comme d'une part B est strictement positlf (puisque rf = t"i,.{ l

est une commande de U, qui n'est ni bang-bang, ni presque bang-

bang) et  que d'autre part  on a I ' inégal i té

(Ë1.62 .my(*) ) 2 - (Ë1 .my(î) ) (Ë3 .t4"t* ' t t

(Ër.Ê2 .ny(*) ) 2< 6?.my(*) ) (b3.f i t"t*l t

(puisque

(Ë1.  Ë2 .Wx(î )  )  2

=

- (o1 .mx(î) ) (b3 .mx(î) ) ) ,

i l  résu l te  du  lemme 2 .2 .3 .  que s i  (p , [  o , t ] )  es t  une t raJec to i re

du champ de vecteurs Y = X + bluI + brut qui est contenue dans Â

a lors ,  i I  ex is te  to  dans  J" , rJ  te l  que,  pour  tou t  t  de  ]o , toJ ,
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l e  po in t  p ( t )  appar t i en t  à  ta  f ron t i è re  de  A=  (V (o ) , t ) .  Moyen-

nant  les re la t ions 
s  I

AU(x , t )  =  AS(x , t )  C ,  A=  ( x , t )

pour  tout  po int  x  de IR '3 et  pour  tout  t )o ,  i I  s ,ensul t  que s i

(g , [o , r ] )  es t  une  t raJec to i re  du  champ de  vec teu rs
- . * t T

X + bf t i  +  bru,  eu i  est  contenue dans Â,  a lors  i l  ex l .s te  to  dans

]o, T ] tef que pour tout t de [o, to ] Ie point g(t) appart ient à

la  f ron t i è re  de  AO(p (o ) , t ) .  Ce  qu i  p rouve  que  tou te  t raJec to i re

du champ de vecteurs X + Uruf + Aru) contenue dans Â est extrê-

male, termine la démonstration de la seconde étape et achève celle

du théorème.

2 .2 .7 .  Théo rème

Avee les mêmes notat ions que ce l les du théorème 2.2.6. ,  on suppose

que  l ' éga1 i t é

(Ê1.;2 .mx(*) ) 2 = G,?.rQx(*) ) (Ë; .tt t*t;, t  t

es t  vé r i f i ée .

Dans ces condit ions, on a les propriétés suivantes :

( i )  :  s i  Â est  un invar iant  de b,  e t  b ,  a lors ,  toutes les t ra-

Jectoires du champ de vecteurs X + Uruf + Vrul sont loca-

lement  contrô labIes à I 'except ion de ce l les contenues

dans Â qui ,  e l les,  sont  ext rêmales.

( i i )  :  s i  Â  n 'es t  pas  un  i nva r ianÈ  de  b ,  e t  b ,  a lo rs ,

(1 i1)  :  toutes les t ra jecto i res du champ de vecteurs

x + Uru! + bruf qui ne sont pas contenues dans Â

sont localement contrôlables.

( i i2)  :  toutes les t raJectoires du champ de vecteurs

x + bluI + brul Cui sont contenues dans À et qui

ne sont pas paral lè les à To sont extrêmales.

59



Démonstration

On reprend mot pour mot la démonstration du théorème 2'2'6' à

cec l  p rès ,  que  1 'on  me t t ra  1 'éga l i t é

(Ë1.Ë2 .n y(*) )  2 = b?-ny ( i )  )  tÊ,2r-t i l " t* , t l

à  Ia  p lace  de  I ' i néga1 i té

(Ê1.Ë2.Wy(*))2 . (Ê1 -my(î)) (Ê3 -my(î)) -

Une conséquence  d i rec te  des  théo rèmes  2 .2 .6 .  e t  2 .2 '7  '  es t  I e

résultat suivant qui termine cette troisième part ie du travail .

2 . 2 .8 .  Co ro l l a i r e

so ient  S =  lx  +  bru ,  +  brur i  u  =(ur ,ur )  e  vZ]  une F.c-v .  quadra-

t iques sur rR3, ?ïo le plan engendré Par b,  et  br ,  A I 'ensemble

des  po in ts  x  de  n3  où  les  vec teurs  [x ,Ur ] (x )  e t  [ x ,Ur ] (x )  son t

para l lè Ies  à  îo .

soi t  de plus i  un point  de n '3x n '3 s3 te l  que

l lt ,. (î) =TI[^ (*) = o-
"1  -2

condi t ions,  on a Ies propr ié tés su ivantesDans ces

( i ) : s 1

(Ë1 . Ê2 .?Itx (î) ) 2 < (b| .ttx (i) ) (Ë3 - Ît* t*l t

a lo r s ,unecond i t i onnécessa i ree t su f f i san tepou rque

toute commande extrêmale de U2 soit bang-bang ou presque

bang-bang est que Â ne contient aucune tra1ectoire du

champ de vecteurs X + bru,  + bru,  où u =(ur 'ur )  possède

la propriété de n,être ni bang-bang, Di presque bang-

bang.

( i i )  :  s i

(Ë1.Ê2 .nx(*) ) 2 = 6?-mx(î) ) (Ë3 -|t l*t*tt

et si Â est un invariant de b, et br, on a la même con-

c lus ion  que dans  ( i ) .
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( i i i )  :  s i

(Ê1 . Ê2 .mx(*) ) 2 =: û,1.n*(î) ) (Ë3.Tnx (î) )

et  s i  Â n 'est  pas un invar iant  de b,  e t  b '  la  condi t ion

exprimée dans (i) est suff isante pour que toute commande

extrêmale de U, soit bang-bang ou presque bang-bang.
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f I I .  A p p l i c a t i o n s  à  l a  t h é o r i e

de Ia commande

Dans cet te  dern ière par t ie  du t ravai l ,  je  va is  énoncer  quelques

conséquences des résul ta ts  précédents dans Ie  cadre de Ia  théor ie

des systèmes asserv is  de Ia  forme

-  n - l

ËT 
= x(x)  +  

i l r  
b i r i i  u  =  (u1,  - . ,un- l )  €  ur , - l

ori :  .  X est un champ de vecteurs quadratiques

.  b l ,  . .  . ,  b r - ,  son t  des  champs  de  vec teu rs

Déf in i t ion

Dans ]a  su i te  nous appel lerons "asserv issements quadrat iques

su r  B .h  "  ,  I es  sys tèmes  asse rv i s  dé f i n i s  c i -dessus '

Si  pour  un asserv issement  quadrat ique sur  Bn,  on se donne un

c r i t è reJ ( x )= * i , I ' é t udede lacon t rô l ab i l i t é l e l ongdes t ra -

jecto i res de Ia  fami l le  de champs de vecteurs

n -1
S- l x+  I  b .u . ; l J= (u r , - - - , un - r ) e  u r r - ,  I

i = l  
1 1

sur  rRn permet  d 'énoncer  des cr i tères pour

opt imale de Un_l  so i t  bang-bang ou presque

Le premier paragraphe de ce chapitre sera

te l s  c r i t è res .

Le second paragraphe donne une réponse_ au problème suivant :

étant donné un champ de vecteurs quadratiques sur IR. 2 et Ie cri-

t è re  J (x )  =  x i ,  i €  l t ,Z l ,  ex i s te - t - i l  un  champ de  vec teu rs  cons -

tant  b  (sur  R2)  te l  que toute commande opt imale de l 'asserv isse-

ment quadratique

su r  Bn

constants sur IR 
n

que toute commande

bang-bang.

consacré à I 'énoncé de
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D

= x (x )  +  bu , 'u€u ,

soi t  bang-bang.

Le troisième paragraphe cherche une représentation canonique des

asservissements quadratj-ques sur x1 2 ayant 1a propriété suivante :

l , ensemb le  À  des  po in t s  x  de  n l2  où  Ie  vec teu r  [X ,U ] (x )  es t  pa -

ra l l è l eàbes t v i de .

Dans Ie quatrième paragraphe enfj-n, nous donnons des applications

des cr i tères établ is  dans Ie  premier  paragraphe'

3' I ' ::l:::::=3113=1113
Comme précédemment ,  a f in  de fac i l i ter  la  présentat ion des cr i -

tères, on se l imitera au eas or\ X est un champ de vecteurs qua-

dratique sur R 2 et à celui or) i l  est un champ de vecteurs qua-

drat ique sur  lR 3;  1a généra l isat ion au cas où X est  quadrat ique

su r  Rn ,  n )3 ,  é tan t  a i - sée -

dx
dr

3 .  L .1 .  C r i t è re  1

So ien t  1 '  asse rv i ssemen t

d * =
dr

3. t .2 .  Cr i tè re  2

So ien t  I '  asserv issement

3ï  
= x(x)  *  b l r l  +

e t  l e  c r i t è re  , r ( x )  =  * i ,

quadratique

x (x )  +  bu ;  u

sur  B2

€ut

e t  l e  c r i t è re  J  ( x )  =  * i ,  i  €  l t  '  Z l  -

On désigne par  À l ,ensemble des points  de n2 où le  vecteur

I x , u ] ( x )  es t  pa ra l t è Ie  à  b -

Dans ces condi t ions,  une condi t ion suf f isante pour  que toute com-

mande opt imale so i t  bang-bang est  qu ' i1  n 'ex is te dans U,  aucune

commande u* non bang-bang tel le que À soit un invariant du champ

de  vec teu rs  X  +  bu * -

quadratlque sur lR 3

b2u2 i  u  = (u 'u r )  <  u2

i  €  11 ,2 ,3 ] l .
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Soit de plus i i  un

?yt ,_  ( i )
o 1

on dés igne par  rTo

semble  des  po in ts

sont  para l lè les  à

point de IR

=rfL ,  r (* l

F, 3 - s3 tel que3
X

=o

1e  p lan

de IR

engendré  pa r  b t  e t  b r ;  e t  pa r  ^  I ' en -

3  où  l es  vec teu rs  [ x , u r ]  ( x )  e t  [ x , u r ] ( x )x

l l

Dans ces  cond i t ions ,

( i ) :  s i

. :(ur.ur.wx(Î)  ) '  > (mîItLx(Î)  )  bi . I rLx(Î)  ) ,

toute commande optimale est bang-bang ou presque bang-

bang.

( i i )  :  s i

rÊr.u, .wx(i) ) 2 . 6'?.T rLx(*) ) ( È3.rft*(î) ),

une condit ion suff isante pour que toute commande optimale

so i t  bang-bang  ou  p resque  bang-bang  es t  qu ' i l  n ' ex i s te

dans u,  aucune commande u*  =(uf ,u ] )  non bang-bang et  non

presque bang-5ang telIe que ^ soit un invariant du champ

de vecteurs X + bluT + bzul.

En  ve r tu  de  Ia  p rop r ié té  O .1 .1 -1 . ,  ces  deux  c r i t è res  son t  des  con -

séquences  d i r ec tes  des  co ro l l a i r es  2 . I . 3 - ,  2 -2 -5  -  e t  2 -2 -8 -

Nous a] Ions à présent  montrer  sur  un exemple que les condi t ions

expr imées dans les cr i tères 1 et  2  ne sont  pas nécessai res pour

que toute commande optimale soit bang-bang ou presque bang-bang.

Ce Ia  n 'es t  d ' a i l l eu rs  pas  su rp renan t  pu i sque  d 'une  pa r t ,  on  sa i t

( vo i r  co ro l l a i r es  2 . t . 3 .  ,  2 . 2 .5  e t  2 .2 .8  . )  qu ' e l l es  exp r imen t

que toute commande extrêma1e est bang-bang ou presque bang-bang;

et  que d 'aut re par t ,  1 'ensemble des commandes opt imales est  in-

c lus dans I 'ensemble des commandes ext rêmales d 'après la  propr ié-

ré  o .1 .11.
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Exemple

Prenons 1 '  asserv issement  quad.rat ique

t , f t t '  SË = x(x) + bu,.  uÉu1

ou :
*  = ( " t )

*21

-1"- f

\"1
t \
1. 1

max

x (x )

, )* *1  +

I
Iu=l
\

On demande de

étan t

x ,  ( o )  =  x ,  ( o )  =  o .

L ' ham i l t on ien  de  & l  s , éc r i t

H(x,u ,n)  =  n(xr+u)  *  
"1*  

*1  +  1*  u

où  n  vé r i f i e  1 'équa t i on  ad jo in te

3t=-n 2*r r..
Posons  Y ( t )  =  n ( t )+1 .  Du  p r i nc ipe  du  max imum de  pon t r yag in ,  i l

résul te  que s i  u  est  une commande opt imale,  r 'équat ion adjo in te
admet  une so lut ion 4 ( t )  non t r iv ia le  te l le  que :

-V t€  [ o , r ]  t e f  que  Y ( t )  >o  ,  uo ( t )  =  *1

-V te  [ o , r ]  t e l  que  Y ( t )  <o  :  u  ( t )  =  - 1 .

Su r  l es  i n te rva l l es  de  temps  A  où  Ia  fonc t i on  V ( t )  s ' annu le  l e
principe du maximum ne permet pas de déterminer ra commande op-

t imale u*  ( t ) .  Cependant ,  sur  de te ls  in terva l les,  on a :

im j - se r  x r (T ) ,  T )  s ;  1es  cond i t i ons  i n i t i a l es

+t€ A : dn
dt=o

c ' es t  à  d i r e  :

aY
ar=o
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Ce qui ,  compte tenu de 1 'équat ion adjo in te,  ent raÎne que pour

tou t t de^ona

x ,  ( t )  =  o .

Moyennan t  1a  con t i nu i té  de  x r ( t ) ,  i l  s ' ensu i t  que  pou r  tou t

t deA ,ona
d* l

d t  
=  o '

d x n
En repo r tan t  ces  va leu rs  de  x r ( t )  e t  # (a )  dans  l a  p remiè re

équa t ion  de  1 'asse rv i ssemen t  ( f t  )  ,  on  ob t i en t

f t e ^ :u ( t )=o .

En conséquence,  sur  les in terva l les de temps A où la  fonct ion

V( t )  s ' annu le  on  a  u ( t )  =  o  e t  x r ( t )  =  o .  La  ques t i on  qu i  se

pose à présent  est  de savoi r  s i  la  so lut ion (*1=o,  u=o)  est  op-

t imale. Pour répondre à cette questi-on on va faire appet au

théorème de Green-Rieman.

En ef fe t ,  t i rons de la  première équat ion de t f t l

ud t  =d * l - x rd t .

En reportant cette quantité dans l-a seconde équation différen-
n

tieI le de (dt ) ,  on obtient le long de toute courbe fermée y

du  p lan  ( x r ,  t )  :
r

Jy = )-.  t  (xr2 + 1) dt+dxl)
' Y

ce qui, êh uti l isant Ia formule de Green-Rieman, donne

r^. = ,  J/ xl  d* '  dty . . r , r r

où S. ,  est  1a sur face dél imi tée par  y .
T

Grâce à cet te  express ion,  on vér j - f ie  fac i lement  que sur  les in-

te rva l l es  de  temps  A  o i r  l a  f onc t i on  V ( t )  s ' annu le ,  l es  t ra jec -

to i res opt imales sont  ce l les qui  correspondent  à

u( t )  =  *1 et  u( t )  =  -1.  En conséquence,  toute eommande opt imale

maximisant  xr (T)  est  bang-bang.  Cependant ,  un ca lcu l  s imple
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montre que I 'ensemble Â des points  x  de n l2 où Ie  vecteur

[ x , u  ( x ) ] es t  pa ra l l è I e  à  b ,  es t  l a  d ro i t e  x r=o  eu i  es t  un  i nva -

r i an t  de  X -

Avec cet  exemple d 'asserv issement  quadrat ique où 1 'ensembre Â

est un j-nvariant de x et or\ toute comrnande optj-male est bang--
bang,  s 'achève Ie premier  paragraphe de cet te  quatr ième par t ie

du  t rava i l .

3' 2' ::::=:=i13L=I=:::l:=::=I:::::::==n::::::13::=:::=I:
2

::=:=:::_ï=::=::::::::=::::::*=3ll=1=:=::==g::
^  =  l *e  n2  où  Ie  vec teur  [ x ,u ] (x )  es t  pa ra l lè Ie  à  b l

13ll=1133=
Dans ce paragraphe,  nous nous posons Ie  problème suivant  :  é tant

donné un champ de vecteurs quadrat ique sur  R2,  ex is te t - i l  un

champ de veeteurs constant  b  sur  R2 te l  que l ,ensemble ^  des

points  x  de n.  2  or i  Ie  vecteur  [x ,  n ]  tx)  est  para l lè te à b so i t

v i de .  L 'é tude  de  ce  p rob lème n 'es t  pas  sans  i n té rê t  ca r ,  s i  b

est  un te l  champ de veeteurs,  le  coupre de champs de vecteurs
( x ,b )  vé r i f i e  l e  c r i t è re  bang -bang  3 .1 .1 .

Le p lan de ce paragraphe sera Ie  su ivant  :  après avoi r  é tabt i

un a lgor i thme de déterminat ion des champs de vecteurs constants
b,  nous nous poserons ra quest ion de savoj - r  s i  les résul ta ts

obtenus se généra l isent  aux champs de vecteurs polynomiaux sur
)

rR 'de  deg ré  s t r i c temen t  supér ieu r  à  2 .  En f i n ,  nous  donnerons

des  exemp les  d ' i I l - us t ra t i on  de  I ' a l go r i t hme .

Aloorithme de détermination des champs de vecteurs

cons tan ts  b .

Ecr ivons ]es champs de vecteurs quadrat iques x  sur  8.2 sous, la

forme

t* ol-

tA^xz :)
+Bx*cX -
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où ,  .  A1 et  A,  sont  deux matr ices s l tmétr iques d 'ordre 2

.  B  es t  une  ma t r i ce  d 'o r< l re  2

.  c  est  un vecteur  du Plan.

Désignons à présent par det, Ie détermj-nant de deux vecteurs du

plan.  Avec ces notat ions,  pour  tout  champ de vecteurs constant

/ v . , \  )  -
. ,  =  

{  
t  

l  su r  g<z ,  de t  ( v , [  X ,v  ] I x )  es t  une  fonc t i on  l i néa i re  de  x

\  tz l

qu i  s ' éc r i t

t * . ( t .  A^  -  v .  A . )  v  +  de t ( v ,Bv ) -
L Z 4 L

I I  est  donc non nu1 en tout  po int  x  de B '2 s i ,  e t  seulement  s i ,

v  n 'es t  pas  vec teu r  p rop re  de  Ia  ma t r i ce  B  e t ,  es t  su r  I ' i n te r -

sect j -on des coniques dégénérées déf in ies par  les équat ions

(e )  :  ( x ,A ,  * z  A f )  x=o -

I l  en résulte que pour tout champ de vecteurs quadratique X sur

lF -2 ,  i l  ex i s te  t ro j - s  Poss ib i l i t és  :

-  ou b ien i I  n 'ex is te aucun champ de vecteurs constant  b  te l

que Â so i t  v ide

-  ou b ien tous les champs de vecteurs constants  b te ls  que ^

soit vide ont même suPPort

-  ou b ien i l  ex is te deux dro i tes concourantes qui  sont  les sup-

por ts  de tous les champs de vecteurs constants  b te ls  que Â

so i t  v i -de .

Ces champs de vecteurs constants b peuvent être déterminés expli-

c i tement  à 1 'a ide du tab leau c i -après or)  I  dés igne f  in tersec-

t ion des coniques dégénérées,  déf in ies par  les équat ions (e)  '
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r matr ice B Conclus ions

I  es t  I ' o r i -

g ine  des

coordonnées

matr ice B

quelconque

1a

es t

11  n 'ex i s te  pas  de  champ

de vecteurs constant  b

te1 que À so i t  v ide

I  es t

une

dro i te

d

d est  dro i te

propre de la

matri-ce B

11  n 'ex i s te  pas  de  champ

de vecteurs constant  b

tel que 1\ soit vide

d  n ' es t  pas

dro i te  propre

de la  matr ice

d est  Ie  suppor t  des

champs de vecteurs cons-

tants  b te ls  que Â so i t

v ide

I  es t

formée de

deux

dro i tes

concou-

rantes

d .  e t  d ^
L Z

d t  e t  dZ  son t

dro i tes pro-

pres de la

matr ice B

11  n 'ex i s te  pas  de  champ

de vecteurs constant  b

te l  que Â so i t  v ide

une seule des

d ro i tes  d ,  e t

d ,  es t  d ro i t e

propre de la

matr lce B

d ,  ( r esn .d r )  es t  I e  sup -

port des champs de vec-

teurs constants  b te ls

que Â so i t  v ide s i

d ,  ( r esn .d r )  es t  d ro i t e

propre de la matrice B

aucune des

d ro i tes  d t  e t

dZ  n ' es t

dro i te  propre

de l -a  matr ice B

dt  et  d ,  sont  les suppor ts

des champs de vecteurs

constants  b te ls  que A

soi t  v ide
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Nous a l lons à présent  donner  quelques

avec des choix  par t icu l iers  du champ

exemp les  d '  i l l us t ra t i on ,

de vecteurs quadrat ique X.

Exemple l- z

Exemple 3 :

l-"
I

Prenons )( = |
\z
\*r

L 'axe  des  o rdonnée

nérées  dé f i n ies  pa

propre de Ia matri

constant  b  te l  que

/2  \
|  

* t * *2  
\

P renonsx -  [  I
t o l

\"5*"t/
L e s  é q u a t i o n s  ( e )  d é f i n i s s e n t  d a n s  l e  p l a n  d e

nérées  en  1es  deux  axes  de  coordonnées.  Comme

p a s  d e s  d r o i t e s  p r o p r e s  d e  l a  m a t r i c e  ( :  
1 \

\  l -  o ) '

por ts  des  champs de  vec teurs  cons tan ts  b  te ls

\**r- 
\
l,*r*,  

/

es t  I ' i n te rsec t i on  des  deux

les  équa t ions  (e ) .  comme ce t

I t  o \

| . u  
" l  

'  i l  n ' ex i s t e  Pas  de

soi t  v ide

ux hy

ces

i l s

que

s dégé-

sont

s sup-

v i de .

perbole

axes ne

sont  Ie

^  so i t

Exemple 2

Prenons X -

L 'axe  des  o rdonnées  es t  I ' i n te rsec t i on  de  1a  pa rabo le  e t  de  1 'hy -

perbole dégénérées déf in ies par  les équat ions (e) .  Comme cet  axe

n 'es t  pas  d ro i t e  p rop re  de  i a  ma t r i . "  [  "  
t ] ,  

i r  es t  l e  suppor t
\ o  o /

des champs de vecteurs constants  b te ls  que Â so i t  v ide

(-?**2 \

\  " î  
+  2*L*2+ 4)

2
l_

+

S

r

ce

^

hyperboles dégé-

axe est  dro i te

champ de vecteurs

7c ' -



Exemple 4

Prenons X -

Pour tout champ de

pour  express ion

\

I
- "  

t /

vecteurs constant de t  ( b ,  [ x , b  ]  
( x )  )  a

:

/ 2
/  

-*r
I
t ^

\ ' * t * ,

2*2

* *1 .  -r)

L 'o r i g ine  des  coo rdonnées  é tan t  l - ' i n te rsec t i on  de  1 'e l l i pse  e t

de  I ' hype rbo le  dégénérées  dé f i n ies  pa r  l es  équa t i ons  (e )  .  En

conséquence,  i I  n 'ex is te pas de champ de vecteurs constant  b

te l  que ^  so i t  v j -de.

on voit donc que pour un champ de vecteurs quadratique sur 8.2,

i l  ex is te au p lus deux dro i tes concourantes qui  sont  les suppor ts

des champs de vecteurs constants  b te ls  que ^  so i t  v ide.  On peut

alors se demander si les champs de vecteurs polynomiaux de degré

st r ic tement  supér ieur  à 2 sur  IR '2 possèdent  cet te  même propr ié té.

L 'exemple c i -dessous montre c la j - rement  que non.

Exemple

l"z
Prenons x =l 2n+L

\  -*r

.{il)
) n t )(  (zn+ l )x i "  +1)  b i  -  b ; .

f l  est  donc négat i f  pour  tout  x  de R2.  En conséquence,  pour  tout

champ de vecteurs constant  b  sur  R2 ,  1  'ensemble Â des points  x  de

n2  où  l e  vec teu r  [ x ,U l ( * )  es t  pa ra l l è l e  à  b  es t  v i de .

Cet exemple montre plus précisément que, contrairement aux champs

de vecteurs quadratiques sur JG.2, on peut trouver des champs de

vecteurs polynomiaux sur IR' 2 de degré str ictement supérieur à 2

pour  lesquels  i l  ex is te une in f in i té  de dro j - tes concourantes qui

sont les supports des champs de vecteurs constants b tels que ^

so i t  v i de .
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Pour les champs

des  s i t ua t i ons  à

de vecteurs

de vecteurs quadratiques sur

peu près analogues.  Prenons

R3  on  peu t

par exemple

avoi r

le champ

(  - ," .  - ,  
)

(l:t[tii)

x-

Pour tout couple de champs de vecteurs constants (b1 ,  b2 )  t e l  que

b t= e t  bZ  =

det  t  [x ,brJ  (x )  ,b r ,br )  =  (bnbzz-b t rbzr )  (zu .  
t * t *b iz )

pou r  t ou t  i  de  I t , Z l .

11 en résulte que pour tout couple de champs de vecteurs constants

(b1,b2)  te1 que 1es vecteurs bt  e t  b ,  ne so ient  pas dans un même

même plan or thogonal  au p lan *3=o,  I 'ensemble Â des points  x  de

n  3  o i r  res  vec teu rs  I x , r r ]  ( x )  e t  f  x ,u r ] ( x )  son t  pa ra l l è les  au  p lan

engendré  pa r  b ,  e t  b r ,  es t  v j -de .  D 'où  i I  ex i s te  une  i n f i n i t é  de

p lans  sécan ts  te l s  que  s i  1 ' on  cho is i t  b ,  eLb ,  engendran t  un  p lan

para l l è le  à  1 'un  d 'eux ,  1 'ensemb le  Â  es t  v ide .  Cec i  f a i t  appa ra Î -

tre une différence entre les champs de vecteurs quadratiques sur

n l3  e t  ceux  quad ra t i ques  su r : n2  où  I ' on  ava i t  vu  qu ' i l  ex i s t a i t

au plus deux droites concourantes, supports des champs de vecteurs

constants  b te ls  que ^  so i t  v ide.  Remarquons enf inr  pour  terminer ,

qu,en ce qui  concerne les champs de vecteurs quadrat iques sur  n.3,

l 'é laborat ion d 'un a lgor i thme de déterminat ion des couples de

champs de vecteurs constants  (b1,b2)  te l -s  que Â so i t  v ide n 'est

pas a isée.  En ef fe t ,  s i  on écr i t  les champs de vecteurs quadrat i -
?

ques sur IR " sous l-a forme
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ou :

a lo rs ,  po

b t

o n a :

+Bx+c

des matr ices

d 'o rd re  3

dans  m  3 ;

champs de vec

/  
or ' \

bz = 
[ :;:l

x-

x  A1x

x Arx

x  Arx
( :

teurs

4 . ,  A^  e t  A^  son t
L Z 5

B est  une matr ice

c est  un vecteur

ur tout couple de

t .  \

/  "rr \
l x  I= l"r2l  " rl h I
\  " t3 /
\ /

symétr iques d 'ordre 3

(bL ,b )  t e t  que

der  ( [  x ,  u .  ]  ( * )  ,  br ,  br )  =  z tx  [ {u ,  zbzE-btzbzz)  o t

(b 
rzb zr 

-b 
r tb zl Az + (b ttb zz-b tzb zl ar] bt +

de t  (Bb i ,  b1 ,  b2 )

que l  que  so i t  i  dans  l t , Z l .

I l  en  résu1 te ,  en  posan t

M - (btzbzg-bt 
zbzzl At + (btsbzt-bt 

tbzgl Az + (bnbzz-btzbzl) A3,

que  Â  es t  v ide  s l ,  e t  seu lemen t  s i ,

Mb, zr MbZ = o

et  les vecteurs Bbr ,Bb,  ne sont  pas tous deux para l lè les au p lan

engendré par  b,  e t  br .
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Ceci  fa i t  appara i t re  Ia  d i f f icu l té  à dresser  un a lgor i thme pour

déterminer explicitement les couples de champs de vecteurs cons-

tants  te ls  que Â so i t  v ide car ,  pour  ce là,  on devra i t  chercher

des couples (b1,  br )  de vecteurs de lR 3 qui  sont  te ls  que Ie  vec-
r -  t  t  z

t eu r  I  P f l  de  a1  6  so i t  pa ra l l è Ie  à  I ' i n te rsec t i on  de  t ro i s  hype r -

\oz l
a -

sur faces de IR."  de degré 6-

Nous a l lons à présent ,  dans Ie  paragraphe qui  su i t ,  chercher  une

représentat ion canonique des asserv issements quadrat iques à en-

semble Â v ide.

3' 3' i::::::i:1:::i=:3::::3::=1::=::::::l::::::::=Ï:3:=:T:::
:=:i:::3::i==::

ï1  est  b ien connu [ fZ]  que tout  asserv issement  l inéai re sur  R2

d*  =  Ax  *  bu ,  x  €  E .2 ,  u  (  u t
dt

à ensemble Â v ide peut ,  à  I 'a ide d 'un changement  de coordonnées

x  =  Py ,  s ' éc r i re  sous  l a  f o rme

t'

I  dYr

I a. = Y2
I  dy^
|  

- z  -  ( -  de t  A  t r  A )  y  +  u
la t
L

ori det A et tr A désignent respectivement Ie déterminant et la

t race de Ia  matr ice A-

on peut donc espérer avoir une représentation canonique du même

type pour  1es asserv issements quadrat iques sur  R2.  En fa i t ,  oD

a le théorème suivant

Théorème 1

S i

@\'  Ëî  
=  x (x)  +  bu,  x  F  8 .2 ,  u  €

est un asservissement quadratique sur

existe un changement de coordonnées x

I '  asserv issement  quadrat ique

ut

B2 à  ensemb le  Â  v ide ,  i I

= py qui transforme Ptl en

74



(ft'). ""?+yz*g

r (y )  +  u

ou :

o  e t  B  son t  des  rée l s

f  (y)  est  un polynôme du seeond degré en y .

Démonstrati-on du théorème 1

Ecr ivons X(x)  sous la  forme

x(x)  = * B x * c

ou :

-  A1 et  A,  sont  des matr ices symétr iques d 'ordre 2.

B  es t  une  ma t r i ce  d 'o rd re  2

c est  un vecteur  du p lan.

Avec  ces  no ta t i ons ,  o r  sa i t  ( vo i r  3 .2 .1 . )  que  pu i sque  Â  es t  v ide ,

b  n 'es t  pas  vec teu r  p rop re  de  l a  ma t r i ce  B  e t  vé r i f i e  1 'éga l i t é

(b t  AZ  -  bZ  A r )b  =  o

b. ,  e t  b .  é tant  1es composantes de b.
L Z

Consi -dérons a lors  la  matr ice régul ière

P t  =  ( B b ,  b )

" ' -  
( : )  

-  b

[u", -

t;
(  . :  ^ ; : )

O n a

et  par  conséquent ,

_ 1
Pt * ' b

Par  a i l l eu rs ,  €h  u t i l i san t

t i ons  ca rac té r i s t i que ,  oû

f "\=  
\ t / '

le  fa i t  que B est  so lut ion

vér i f ie  a isément  que

( ::-"- 1 )
\ - de t  B  o l
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/  t rs  1\. "P1 = 
t  I
, - de tB  

o /

par le changement de coordonnées x = P, 1,

/ . '  "

\-det

D-L- 1

que

frtl,$î = n;r.[t ' \

et par suite

I I  en résul te

ût I se transforme en I 'asservissement quadratique

B l-.(iu+P-lc'
A1 (P lx ) )  

+
Az @ rxl1

t  ter i l
t  ter i )

que

Z  
-  bZ  A1 )b  =  o ,

un calcul simple

l r .  - . \  |  , \
( 

'(prr) A1 (erx1 
) = I 

. or' 
I

\ t (P lx )  
Az  (P l i )  

/  \ t "  o  ; /

on obtien

Ma is ,  du fa i t

(br  A

t par

n; t

t  de  coo rdonnées  x  =  P r Ï ,  I ' asse r -

I '  asserv issement  quadrat ique

\
1 l  - 1  / " \

|  " *P- 'c* [ - lu
" /  

\ 1 /

ice P2,  la  matr ice régu1ière

ier que pour le changement de coor-

t  & l  se  t rans fo rme  en  I ' asse rv i s -

ou :

0 = r,z { aet e, [ t  ("u) (bt oz

et Q est une matrice symétrique.

En conséquence, par le changemen

vissement tf t l  se transforme en

/  o t ,2 \  |  , ' "
(rt),ËË=t.-: I .t_^
\  /  rrt- 

\ ' i  Ox / \-aet 
B

Choisissons maj-ntenant pour matr
l \
I  t  o \

P. ,= l  I-2 
l t 'u t /

Un calcul simple permet de vérif

données  I  =  P2y ,  I ' asse rv i ssemen

senient quadratique

bz or)  (Bb) I  l
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r(t:
ovl * v,  + B

K (det
vv

e)v t  +  ( t r  e )Yz *  y+ u

où :

K est  une matr ice

cr et y sont deux

-  -  - 1
( P ,  P ^ )

L Z

En conclus ion,  par  Ie  cha
;

1 ,asserv j_ssement  (  J6 )  se

tique

l-av., .)
â/ l#= oYî*Yz+B

rJËl ,  {
ldYz r
Læ== 

'vKy*  ( -detBt rB)  v+Y+u

ce qui -  est  Ia  conclus ion du théorème.

Pour  les asserv issements quadrat iques sur  R 3

À v

Ët  
=  * ( * )  *  b l t l  *  b2u2 ,  u  =  (u r , u r )  UZ

à ensemble Â vide, la présence des champs de vecteurs constants

bt  e t  b ,  empèche d 'avoj - r  une représentat ion canonique s imple.

Cependant on peut énoncer le résultat suivant :

Théorème 2

S i

t k t .  dx  -
\  

- / .  
d t  

-  X ( x )  +  b1 t l  +  b2u2 ,  L l  =  ( u r , u r )  U2

est  un asserv issement  quadrat ique sur  X13 à ensemble Â v ide a lors ,

i l  existe un changement de coordonnées x = Py qui transforme trfr l

en I '  asserv issement  quadrat ique

[u",

Jdr
ls
Ldt

symétrique

rée ls  te l s

/  e\
c=  |  ,

\Y /

ngement de

transforme

d 'o rd re  2

que

coordonnées x = Pl  P2 y,

en I 'asserv issement  quadra-
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d|/t :

ayl
dr

Y2
dt

a",
dr

)
av i  +  ÀtYt  +  ^2Yz + À3Yg *  g

t ( y )  *  11

g (Y )  +  u2

ou :

À^  e t  À ,  son t  des  rée l s  non  tous  nu l s
" 2  - ' 5

-  d r  À 1  e t  I  s o n t  d e s  r é e l s

t ( v ) e t g ( y ) s o n t d e s p o l y n ô m e s d u s e c o n d d e g r é e n y .

Démonstration du théorème 2

Ecr ivons  x (x )  sous  la  fo rme

xx)= ( ' :  ; :  
)

\t" "t*I

+Bx*c

orf :

-  AL,AZ et  A,  sont  des matr ices s l tmétr iques d 'ordre 3

-  B est  une matr ice d 'ordre 3

- c est un vecteur dans R 3

tft l  étant un asservissement quadratique sur rR3 à 
"rr""mble 

A

v ide ,  oD  sa i t  ( vo i r  l -Z - )  qu ' i l  ex i s te  deux  rée l s  o ,  e t  a ,  t e l s

que  Ia  ma t r i ce  (n (o rb ,  +  a rb r ) ,  b ! , b2 )  so i t  r égu1 iè re  e t

[  (u rzbzg brgbzz)  o1 +  (brgbzt  -  bzgor r )  A2

+ (bt tbzz btzbzt )  oa]  (o tb t  +  urbr )  =  o,

les  b . r ,  ( i ,J )  €  l t ,z l r lL ,Z l ,  é tant  les  composantes des champs de

vecteurs constants  bt  e t  br '

Posons a lors

P -  (B(o lb l  +  a rb r l  ,  bL ,bz l
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En u t i l i san t  1 'éga l i t é  c i -dessus .  on  vé r i f i e  a i sémen t  que

changement  de coordonnées x = Py,  1 'asserv issement  t f r l  se

forme en I '  asserv issement  quadrat ique

/  o ,2  
\

|  
"  

\  / " \  / " \

St = I 
tt nr" I * p-l ney + e-l " *l tl ", *l "l ",

I

\'" ,;"/ \ "l \'/

l e s

( ; )

ces  d ' o rd re  3

eur)  [  (b ' ,br{brgbz

ttbzz-btzbzt) arJ t

n du théorème car

ne sont pas tous

/ " \
vecteurs  l1 l  e t

\  " /

par  le

t rans-

où :

-  Ql  e t  QZ sont  des matr i

-  0  =  ( L /de t  p )  { t  ( a rBb r+o ,

a {brgbzr -bzgbr r )  A2 + (b

Ce qui termine la démonstratio
r  \  

/ " \
p- lep { i \  e t  p - lsp . lo l

\ "  /  \  1 /

lè les au p lan engendré par  les

)A1

orBbr+cref  r ) l

deux para-

3 ' 4 ' 
i:::i:*i:::=:::=::i:::::=:::g=:1-ig

Dans ce paragraphe nous al lonsr pour cl-ôturer cette dernière par-

t ie  du t ravai l ,  donner  des exemples d 'appl icat j -ons des cr j - tères

3 .1 .1 .  e t  3 . t . 2 .

Exemple L

Prenons le  système b i l inéai re

Â v ?
9 f  -  ( a  +  A .u .  +  A^u^ )x  *  bnu ,  +  b .u . , ,  X  =  ( x r , x . , )  €  IR -
d t  r r  22 '  r r  22 '  r ' 2

où :
-  A,  A1 et  A,  sont  des matr ices constantes d 'ordre 2

bt  e t  b ,  sont  des vecteurs du p lan

les commandes t l_ et u, sont tel les que

u r€ IR  e t  - 1<u2<  +1 .
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on demande de chois i r  les vecteurs oL,o,  e t  un réel  k  te l  que

sous I 'e f fe t  du feedback

tl = kxr'

tout retour à zéro en temps minimal soit bang-bang.

pou r  ce r ta ines  va leu rs  de  A ,  A t  eL  A r ,  I ê  c r i t è re  3 .1 .1 .  pe rme t

de répondre à cet te  quest ion.  Par  exemple,  s i  A n 'admet  pas Ie

/ r \
vecteur  {  j  I  pour  vecteur  propre et  s i  A,  est  nu l le ,  on a la  so-

\  " /
lut ion suivante :

(  t )  est  vecteur
\ o /

propre de A,

bt et k quelconques

On chois i t  :

b ,  pa ra l rè le  à  ( : )

/ . \
I t l  n ' es t  pas
to ,
l a

vecteur Propre

de A.
I

Oncho i s i t i , \

b ,  Pa ra l l è te  .  ( : )

b t  e t  k  te ls  que Ie  vecteur

(k  oar+a)  ( ! l+  r<U,  ne so i t  Pas

parar lè le  à ( : )  avec cr  vér i f iant

I  ' éga1 i té

(o 1)  (k"  or*o l ( l )  = o

En e f fe t ,  sous  l ' e f f e t  du  feedback  u ,  =  k *2  on  ob t i en t  f ' asse r -

vissement quadratique

Ëï  
=  * , " ,  +  brur ,  u2e u l

avec x (x) = k*2 Arx + Ax + k*2bl

on peut alors faci lement se convaindre que pour Ie premier choix

^ est vide; tandis que pour le second choix À est une droite
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para l l è le  à  Ia  d ro i t e  *2=o  e t  qu ' i l  n ' ex i s te  pas

!2,  t2  € Ul ,  te l le  que Â so i t  un invar iant  de x '

de commande

e t

Exemple 2

Revenons à I 'exemple de Forester  qu i  a  été présenté dans I ' in t ro-

duction. En y effectuant Ie changement de variable

u = (v+1)  (c2-aao) , /  (8eo)

ou

Un calcu]  é ]émenta i re montre a lors  que ^  est  la  dro i te

x .  =  (Kc -FB)  / (Zxa ) .  Pa r  a i l l eu rs ,  s i  1 ' on  pose  o t=  (Kc -FB)  / (Zxo )
I

on vérj- f ie facj- Iement que

B = [c  o-  ou2 -  A -  1c2-aao)  /  rn1]  [ (8D)  / (c2-4AD)]

est  dans [ -1 ,+t ]  e t  que A est  un invar iant  du champ de vecteurs

x +  Bb.

I I  n 'est  donc pas surprenant  que la  commande

u = (  B+ r )  [ tc2-aAD) / (aeo) ]

soi t  opt imale dans 1 'exemple de Forester  car  on sa i t  maintenant

qu,eI Ie  est  ext rêmale puisque Ia commande v = $ est  ext rêmale

d 'ap rès  l e  co ro l l a j - r e  2  - L .3 .

obt ient  I '  asserv issement  quadrat ique

Ëi=x(x)+bv,v€u l

lo* [ {c2-aao)/(8D)]  -cxr+"-1 \x(x)  = |  
-  -  

|

\ t  
*  *  [ (c2-aao) / rcù]  -  F*r  

/

b -  [ (c2-aao)  , /  (  8BD)  ,  ( : )

Exemple 3

Prenons le sYstème

Â v

#=Ax+Bu,  x=
ctt

I i n é a i r e  d ' o r d r e

)
( x . , x^ )€  rR- ,  u

L Z

2

= ( ï ] ) ,

8l_

-1<u .  <  +1
l_



et  cons idérons  le  c r i tè re  quadra t ique :  max imiser

T
[ -

/  ( ' *  Q x ) d t ,  Q  é t a n t  u n e  m a t r i c e  r é g u l i è r e .
/o

l-/ -  { -
En posan t  B  =  (b | ,b2 r ,  x r ( t )  =  I  ( "x  Ox)d t  e t  y  -

/o

ob t ien t  l '  asserv issement  quadra t ique

dY -  , r f . r '
dt  - . ,  )  *  

"1 t1  
+  

"2u2 ,  
r r  =  (u r ,u r )  €  u2

.  / ,o* \  -  l ror \  ^ !  / " r )v(v)= l t  I ,  c1  = \J /  e t "2= 
\ " /\  

* ux /  r

Un calcu l  é lémenta i re montre a lors  que l rensemble Â des points

y  de  n .3  où  1es  vec teu rs  [ v , c r J ( r )  e t  [ v , c r ]  ( v )  son t  pa ra l r è l es

au p lan engendré par  les vecteurs .1  et  
"2  

est  Ia  dro i te

*1 = *2 = o qui  est  1 'ensemble des points  s ingul iers  du champ de

vecteurs Y. En conséquence, toute commande optimale maximisant

, T l
xr(T)  = 

)  
(Ex Qx)dt  est  so i t  bang-bang,  so i t  presque bang-bang

6
d 'ap rès  l e  c r i t è re  3 .L .2 .

Exemple 4

Fa isons  dans  I tZ ]  (exe rc i ce  L ,  page  418 )  u r ( t )=  o .  Nous  ob tenons

1'  asserv issement  quadrat ique

Si = x(.u) + blrr. * u= (ur ,ur)  € uZ

( ii) -n

bz

(r)
! 2 '

'l)( lur-tr) /tr1 ^2

x(ur) = 
[  

[ t rr-r  r l  / rr ]  , ,

\  t t-  r tzt /rr) w,

ou

82
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et  bz = n/Tz)

Cet asserv isseme

rotation autour

du solide et o) =

/ ; )
\  " /

nt dé

d  ' un
cr i t  le  mouvement  (contrôté)  d 'un so l ide en

axe .  11 ,  12 ,  f 3  son t  l es  momen ts  d ' i ne r t i e

62 ,  rg )  es t  sa  v i t esse  angu la j - re .( o ,  ,

Un calcu l  é lémenta i re montre que Â est  la  dro i t "  11 = ^2 = o

qui est un ensemble de poj-nts singuliers du champ de vecteurs X.

Comme cette droite est orthogonale au plan engendré par les vec-

teurs bt et br, toute commande optimale maximisant (ou minimisant)

une des composantes de la vitesse angulaire est soit bang-bang,

so i t  p resque  bang -bang  d ' ap rès  l e  c r i t è re  3 .L .2 .

Ces  exemp les  d ' app l i ca t i ons  des  c r i t è res  3 .1 .L .  e t  3 .L .2 .  achèven t

cet te  dern ière par t ie  du t ravai l . -
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CONCLUSION

ce  t rava i r ,  r o in  d ,ê t re  exhaus t i f ,  ne  cons t i t ue  qu 'un  pe t i t  pas

dans 1,étude des systèmes asserv is  non l inéai res

m
x (x )  +  v ,  ( x )  u t  ( t )

l-= r

(appelés encore systèmes b i l inéai res)  dont  on sa i t  peu de choses '

L, impor tance de ces systèmes est  pour tant  considérable car  i ls

décr ivent  de nombreux processus nature ls .  A par t i r  de ce t ravai l '

on peut se poser plusieurs questions dont les réponses permet-

t rons un progrès dans 1 'é tude de la  théor ie  des systèmes b i l iné-

a i res.  La première quest j -on qui ,  à  mon av is ,  sê pose de manière

nature l le  est  la  su ivante :  s i  une fami l le

n-1
g  =  l x  +  

- - f -  
b i t i i  u  =  (u1 ,  - . ,u r r - l )  €  Ur r - f  l

l-= r

de champs de vecteurs quadrat iques a toutes Ses t ra jecto i res cor-

respondantes à des commandes non presque bang-bang localement

contrô lab les,  ex is te- t - i l  un vecteur  c  appar tenant  à 1 'espace

vec to r i e l  engendré  pa r  bL ,b2 , . . .  ' bn - l  t e l  que  tou te  t ra jec to i re

de  Ia  fam i l l e  de  champs  de  vec teu rs  lX  +  c  u ;  u€  U1 l  ,  co r respon-

dante à une commande non bang-bang, soit localement contrôIable'

Enf in  1 'é tude p lus généra le des champs de vecteurs b.  non cons-

tants reste encore ouverte et présente certainement plus de dif-

f i cu l t és .  -

dx -
dt
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