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INTRODUCTÏON :

On appeLLe système assezoi à. tentps diseret, une équntion itératioe de

La fortne *t = ft(*a-r,rt- l) ,  où t représente Le,temps ft€N*), , t-t  L'état

du proeessus (xr-rÇ,tRt) et ,ra_, La eomncnde qui Lui est appLiquée (ua_, € o,

sous-ensemble d.e IRP : 1<p5n), à Ltinstant t-I ;  Lt ind,ice t de fr(x.,u.)

signifiant que L'on eonsidère des fonetïons diffénentes (ou non) dtun instant

à L'autre lz].

Le mow)ement uLtérieur du système se définit uniooquement, si Ltétat

initiaL x^ est donné et si Lton a ehoisi un contrôLe a&nissibLe, etest à
o

dire, une suite f inie de eorwnandes uot lu1t... ,  ut_l d'éLëments d.e n.

L'étuàe du domaine de eontrôLabiLité au point x, etest à dire de L'en-

sembLe des points xo, teLs qu'iL ertste une eontnarlde adtnissible assurant Le

transfent du proeessus de La position ùnitiaLe xo à Ltétat x, s'appelle

Ltêtude de La eontnôLabilité.

Cette definition est égaLement oaLabLe pour Les systènes gruùdnbLes à

tetrtpe eontinu, Ltobjet eonsidéré eette fois-ei, étant déerit pa" une équation

diffénentielLe de La forrne $f 
= r(x,u), où t reprësente Le tenrps (t>0/, x(.)

son état et u(.) La eormwnde qui Lui est appliquée.

Ltétuâ.e théonïqte d.es sgstèmes néeurrents (pnoeessus Libres assoeiës

auæ systèmes assen)ïs itératifs) a préeédé de Longtentps eelle de La eontrô-

LabiLitë. Ce sont de Moiore (tens 1730) et Laplaee (uers 18L0) qui antoneèyent

LtentpLoi d.e eelLes-ei, en utiLisant Les pnemiers Le eoncept de fonetions

génénatriees, appelëes Z-transfonmêes llAl, qu'iLs ont appLiquës à Ltétude

des oariabLes aléatoires diserètes. L'étuàe systénatiEte débuta pLus tard,

deuæ éLëments essentieLs dans Le déoeloppement de eette théorie étætt foumis

par Les traitës de BooLe (7860, ls]l et de MiLne-Ihomson lsOJ.
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L| inténâtdeeeeeystèmes,auseibienenlhthêttvt iqueCp]enAutonattque

pvoûient d.e Lew utilisation darts ditsersee qpLieatione' l'el infomwtieiene

sten sen)ent en ihtteLoppant dee algonitlntea il,wtdrt La eoqutdon nunêrùque

d.,équatione diffêrentielles ou a1tû tlérittëee parbiellee [la] , t*'ai' que ilee

phénomènesphys iqu .es ,d .éer i t s tou tà fa i tna tupeL lemententerqneedeta tpe

dieeret lrn), ee préeentent au.æ ingéniett't,' De pLus' eettaina P?oeeovue

physiqlee, i lontLaetm,rctureinterneeet ineonnue,peuuentâtrcapprochêa

par des modèLes d.téquatione téeurrentes, L)êuoluti'on enttëe-eottie étutt

pantiellenent ihternrùnée pan ilee meeulee etpéninenta\ee' C?eet pantquoit lee

proeessue aw difféTenêes finiee ttowsent Lettt utdLisatùon dwte il'ee ilofiaùnes

ausei diùers que LtAutonatiqu,e, Ltkeonomùe, La stati.eti4te, rtîLeetrùei'tât

. .oQot t tdeeeæenrp les ,oo inGo ldbeng t l4 l 'En f in 'L ' In f ,o tmatdqueapemtùe

Lt ét âe d,e nonibretn noilèLee et tme Li,ttératwe obond'cnte en a têeuLtê FgJ '

La for,rnl,Lation et La eæactérteation d'e La propriê,tê de ooûrt\ahili,tê

a été intyod,iterbearcotq plue réoenmont,pat 1b1'nat4 (7gilg' IZO)-lZl)l et

cee i ,paÆunefan i l lepar t ieu l î 'è red 'eeyetèneegu idabT"eaàter tpeddearc t '

d.e La fortne (I) xt= c*r-l + Dur-1roù c et o eont dBu's natrieee têeïLeet

eonstanteS, nxn et mxqt queleonquee'

ELLe ee fornnûai't ained : souo quallea eondi,tlone peut-on tnartefëwn

tout état initiaL en L',état d.êeiré, en un tenpe fini' eoua L)action dp

eomnanâ,ee non borméee ?

De nonibreun ouû?dgee et artt)elea ont euiÛi : l'alnwn [gg], Gobaeal t'gl-

ItOl, Weiee IAA) et Boltiartekd lZJ, Aaia Lea reeherchee ae eont nqldenent

ortentéee tsere Lea ptoeessu| di'fférentùeLe aeeefiie dp La f,otme (D)

9f = Ax(t) + su(r) , ù A et B eont d.etn natrtcee vëel1'ec, contættea' nxn at

u^t-n, 
*'rT,eonqtea , *r^*, lzzl-Ve), tteiee leoJ-lall, Lee at lldtkue Vzl'

KaLnan lzn)-lzs), Weisa La\" Popoo laa), wotrmn lle) (eette ïl'ate ntaet

éuidennent Pae eæhauetioe) '
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Cornne en pnatiEte Les eonmqtd.es appLiryëes sont solilrtses à cles eontyain-

tes (elles sont tot4jours botnées), La propriété de eontp\LabiLité srest

modifiée ainsi : 8o1/ts quelLes conditions peut-on tnansféren tout é.tat initial

en Ltétat désiné, en un tenrps fini, sous L,aetion de eomwùps bontées ?

Corwne ptéeéderwnent et pLue encone, Les antïeles ntont traité pnatique-

ment que Le eas dee processus différentiels : Lee et l,lankus lzz7, sqerstone

et rorke lsof " 
anænnen lsf , saperstone lazf " 

Konobosots et Marinieh lzef ,
ararmen 16l; Les systèmes discpets, à ma eonnaissanee, ne faisætt Lrobjet

que du traoaiL réeent dt&sarrs et Muzphg lil.

L'objet de ee traniL est triple :

7- d'abord et essentieLLement" de d.énontren d,es eritères d,e eontnïLabilitë

des systèmes guidabLes de La forne (f) x, = C*t_l * Drt-l, dans Le cas où

Le donaine des eorwnotdes est bomê, aucun résultat nrétant, à ma connaùsanee,

eonnu' La pubLieation dtÛoans et latrphy lal "e 
eonsidénant qte des eontrôLes

seaLa ipessemi -bo r i l és ;enpa f t i euL ie rLe théo lèmesu i l sæt t (3 -16 'p .6s )

tt le processus (n est localement 0-contrôlable à I'origine si et seulement

s i :

( i)  lro;Érateur l inéalre Cn["ro] est de rang n et

(ii) I'orthogonal dans lRt d" toute directlon propre tv, 
"""o.iée 

à un

érénent l>o du spectre de tc, 
srir en exlste, coupe re donaine Do. !l

La démonstnation d.e ee rësuLtat prêsente eertainee diffieultés prouenott du

faùt Ete L'on ttatsailLe aoee d.ee eontnôLes, dite tmidireetionneLs, etest à

dine prenqtt Leuts uaLeuvs dqts un donaine d,es eonnundee fu qui ne contient

pas O en son intên'ieur, dnts lRP.

2- Eneuite" d'étudier La fonne géonétniEte du domaine 
'de 

eonttôLabilité de

eee mêmes proeeseus. T'e péeultat euioætt" dit théopène de déeompoeitiol

géonët?iqu.e (2-14, p.BZ), est démontré :



ùt

,, si le système (f) est localement O-contrôIable à lrorigine' alors son

domaine de contrôIabi l i té à I 'or lgine srécr l t  :

E13 'R-=  ( .9 - - " t )  tS :
- 

JCM

ou rl est un ouvert, borné, convexe u" 
,:** 

Lrr avec :

rq-  = {  J€M, te l  quê o<l r r lc r  }  e t  u+ = t  JeM'  te l  que l r ' l t t  } '  ' '

Lesdeun théo rèmes ,c i t ëse i .deseus ,e tLeunecoroL la inespermet ten t

de déduireraieément, dee eritèree d'e gLobale (tout poi'nt initi'al peut âtte

transfér,é à L,origine) et de canpLète contr\Labi'Lité ftout podnt l)niti,al

peut âtre tran'sféné en tout point) '

3 -E ten f i n ' eaoo i reoueq l l e l l eeeond i t i oneLepaseageen tempsd iec le t

consen)e Les propniétée d'e stûiLitë et d'e contrtlabiLité'

Ene f fe t ,LeeprobLèmeemathémat iques ,dansLesque leappara i ssen tdee

proeessus i ténab i fe ,Son tsouùen td 'es1 )a r ian teed ' i senè tee ,doneengênêruL

s in rpL i f i ées ,dep robLèmeedéer i t epa tdeesye tèmeedù f fé rcn t i e le '

Paneæer r rp le ,Lep robLèmeeùr rp l i f i édumowlemen tenaes ie t ted ,uneng in

duranteaphaeepropule i t :e , repréeentéc i4ee8o1]8,0r lc lés i redétemdnerun

agstème de stabiLisation iliseret, ilêLitsrant Les ord'ree un hsite*ee de braquqe

d.e La tuyère) à partir de La me,u*e écîantùLlonnée' à La périoile T' de Ltae-

s i e t t esdeL ,eng ine tdeLapoe i t i onBdeLaù4ène .Cep rob lèmeea tdêe r i t

dmts f lal, tome 7, IV-5-2) et eet réeoLu dane ( [al' tome 2' pp'290-297)'

posé en teîTps oontinu, iL est renplaeé par un problëme à tenrpa diecrct' qui

Lui se rëaout pa" un p?ografiile Linéaive'

æE!ê-t!9r
perturlsatlon

I
I
I

6

k 'v lp

*./p2-^2

$l
5
o
+t
dÊ{
u()
.{
(It
o



Pour ee faire' iL faut mettre en reLation p?oeessus différentiels et
itératifs par une méthod.e d.e d,iserétisation. ce sera eelLe d,e Neustadi bl ,
disez,étisation de La eonrrnnde et d,e L,état.

rL est natuteL, aLors, d'e satsoin quels sont Les systèmes réeynnents qui
pt'ouiennent, pan' cette disenétisation, de proeessus d.iffénentieLs, d.e nonbreu"æ
phénomènes physiquea se posant d,ireetement en teymes d,e ternps diseret; etest
Le pnoblème de La neeherehe' de façon génénale, du Logar-ithrne rëeL dtttte
matz*iee réeLLe, earrée et eonstante (L_L0, p.16)

" sol-t X un olÉrateur rinéaire défini sur lRn et

existe un op,érateur linéaire y défini sur lRn et
Ye = X si et seulement si :

valeurs dans lRn. Alors, il

valeurs dans lRn, tel que

a

a

( i )  l ropérateur  l inéai re X est  b i ject i f  e t

( i r )  les d iv iseurs érémentai res de x,  associés à un érénent  À<o du

spectre de X,  sr i l  en ex is te,  apparaissent 'n  nornbre pai r  de fo is .  r ,

ce résultat ne me senrble pq,s eonnu d,qns La Litténatuze, sous eette forne,
Pout toute matr'iee réelLe, earrée et eorzstqnte, sera eaLeuLé eæpLieitenent
un Logaritltne rëel.

La Lïaison diseret-eontinu étant bien étabLie" iL est aLors possibLe de
eompare? Les donaines de eontz'ïLabiLité d,es proeessus mis en nelation pa?
eette disev'étisation" gnâee à tue ëtude réalisëe par F.H. Hsu llzJ. Et aussi
de eontpater Les enitèz'es d,e eontrôLabilité des d,euæ fanilles de sgstèmes
eonsidérées" grâee en partïeuLier à une publieation d,e arowner ls).

Les résuLtats de La théorie d.e La eontrïLabilité d.es objets,dée?its pat
des équations diffénentieLLes' permettent d,ténoneer, parfois par cnaLogie,
des théonènes t'nesseniblants,," pow, Les objets déerits par des sgstèmes
réeurrents (Ihlnan 

lzsl, rroeh lss]1. ce ne se?a pas Le eas ùei, bien qu,une

fois dénontrés, on puisse troutser d,es qnalogies, La d,iserétisation aidmt.
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SOMMATRE :

Chapttre 0 : ne
de sgstèmes guïdabLes

tz,ont tout azt Long de

fait que dëfinir antee pnëeision Les d,ern foniLles
utilisés et inttoduire des notations qui réappapat_
ce tnauaiL.

chapttre 7 : dans Le prewier patagz,apthe, est déueLoppée La néthod,e
de disenétisation, utiLisée pouz, Le passage d,tun pnoeesau.s différentiel à
un egstème itératif. Dans Le seeond," est précisé L,ensenble d.es p?oeessus
réeurtents p?o\enartt' Pæ eette d,isenétisation, d,,wt système différentiel,
en dëmontrant une eond'ition néeessai?e et suffisante d,reæistenee dtwt Loga-
ritltne réel ( eaLeuLé eæplïeitement ) dtune matyiee eatrée, néeLLe, eonstotte.

chapttne z : dans La pnenrière paztùe, sont d.onnêes d,es propriétés
topoLogiques et algébriques d.es ensembLes de points reeaLabLes et du dD-
maine de contrôLabiLité, d,,wt système ans différenees finies. Dwts La
detæième pattie' est démontné un théorène de déeontpoeition géomëtr-ique
du domaine de contrôLabiLité, d.ont d.es eonollaires nous ae?ont très utiles
pour Le ehapttre suixætt. Enfin, d.cns La dewtière pattie, sont eonrptatës,
d'wt point de oue géométrùque, Les d.omaines d,e eorftnilLabilitë d.es proeessus
mie en reLation pat La dïscrétisation.

chaptt"e 3 : Le domaine d.es eornnqnd,es étant bonté, sont dëmontrés
deu'æ ePitères de Loeale eontrôLabiLité; L'un assez sirnpLe, du* La pnemière
pattie' Le domaine des eontrôLes eontenant o en son intér-ieup (eonmod.es
rruLtidineetïowtelles), Ltqutre beaueoup plus eornpleæe, dans La deuriène
partie' Le domaine des eontrïLes ne eontenant plus 0 en son intéz4euy(eomnand'es unidireetionnelLes). ces deu.æ résuLtats et La déeonposition
géométr'ique petTnettent d.e déduire d,es eritères d.e gLobale et contpLète eont!6-
LabiLité' dsns ehaeLm d.es d,eua patagraphes. Enfin, L,étud.e eomparatioe des
sgstèmes mis en telation pat La diserétisation est eompLëtée, dæts La dermiène
partie, pat La eornpataison direete d.ee eritères d,e eontrilLabilité dee deu.æ
fantïLles de processus gwidables eonsidérës.



CHAPITRE O

PRELI|TINAIRES



0 -  I DEFINITIONS :

Nous considérons êeux famirres de svstèmes guidabres, notées 1D1n1 rtJy
et {J{n) rU.) respect ivement,  dont les éIéments sont des processus réels,
l inéaires, autonomes, drordre n, respect ivement :

- différentielg ( ou à temps continu ), de la forme :

Ql  r  H=Ax( r )+eu( r )  , r>o

-  i térat i fs  (  ou à temps d iscret  ) ,  de Ia forme :

Q )  r  * t  =  C  * t _ l  *  D  r t _ 1  ,  t G N f

- où A et C ( respectivement B et D ) sont deux

constantes, quelconques, rrXrr ( respectivemenÈ nxp :

matr ices réel les,

l:<p(n ) ,

-  u ( . )  es t  u r  é Iémen t  de

définies sur un intervalle de

sous-ensenble,  noté f2,  de lR P,

U, ensemble des fonctions mesurables,

temps rée1 , compact et à valeurs dans r:n

- u. est un érément de ur, ensembre des fonctions en escalier de
pas T, f ixé eÈ >0, déf inies sur un intervarre de temps discret,  réer,
fini et à valeurs dans le même sous-ensenble O.

(D(n) ru),  de même pour (r(n) rur) ,  e"t  part i t ionnée par une farni l le
de crasses d'équivalence de systèmes senlcrables, autrement dit si re
processus ,  

Ëi  
= A x + B u, est un représentant drune des crasses dl

équivalence, alors pour tout élérnent , 
:i 

= Â * + E u, de cette même
classe, i l  existe un changement de base, notô p, tel le que :

À = P A p - l  e t Ë = p B .
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D a n s t o u t c e q u i S u i t , n o u s a l l o n s t r a v a i l l e r s u r l e s r e p r é s e n t a n t s

de (D(n)  ,U)  et  de ( Ï (n)  'U-)  '  Et  dans les par t ies calculato i res de ce

t r a v a i l s e r o n t c o n s i d é r é e s l e u r s f o r m e s r é e l l e s o u n o r m a l e s d e J o r d a n .

Par abus de langage' un représentant sera appelé élénent' système ou

processus

o-2 NCIATIONS :

C | e s t p o u r g u o i , n o u s s o l l l m e s a m e n é s à i n t r o d u i r e u n c e r È a i n n o r u b r e

de notations relatives aux formes de Jordan'

( i )  une matr ice réel le '  constante X'  de d imension nxn'  est  d i te

sEs@onaie, si x = diag ( xr '  x2t 
1n 

' '  où x' est un: matrice

réelle constante, de dimension irt"r '  appelée' aussi bloc matriciel '  et

q
Z  n .  =  n  .
j = l  )

- o u J
n .

J

( r j )

corresPondant

non forcémenÈ

ltrrce

iagona

, . )  =
l

à u n é

d i f fé rI

à

d

-d

( i i )  une

matrice quasi

réel le J de Jordan (t35] '  vol ' r  p '39) est une

Le, à blocs matridels de Ia forme :

F,' ^ I
I ^r.t '- o I
I  

"  .1. ' . r .r  
l  

,  u. dimension t j* t j '

I . ".-' 
I

I 
^''t^., ,I

L '^,J
fe*.r,t réel À. du spectre de J dans G ' Et )" est

ent de tr* eour jlk'

Iol

l.-. . I- ' .lr-.."^ I) ' l
I'jj

- o u K
n ,

l

(or,  or) =

S .  E ^
f z

S .  E ^- t z
J \  \

\
\

0

,  de dimension 2n'x2nr '



correspondant à un élément non réel I = ô + iA a -l ^
comprexe conjusué, noré r-., 

"" ;::.1: ;t'", "lt"; "ll T"ï.1r""=""

:Ï::::t":'::î 
2 er s. 

:=..1i 
marrice associée à ra simir*ude prane,

Jl;i-:,;ï ;"î;'i'î1,'lll,,;1":'i'l;,'::";.'. ilil l" ""1,';"i.1,o.BJ .n  ,  re l  que t .  =  l ^ ; l  " *p (  
,gJ  )  ,  

,  ,

(v) si X est une matrice quasi-dlagonale,
de dimension nrxn,, alors lrexponentielle de X,
égalenent une natrlce quasi_dlagonale., à blocs
dimension rJ*rJ (  El l  ,  vot . r  p.154).

.Et ÀJ n'est pas forcénent différent de
À* eour Jlk.

à  b locs  mat r ic ie ls  X . ,

no tée  e ïp (x )  oo .x r ' " " t

na t rLc ie ls  exp(X. ) ,  de

tril;;l
( i i i )  (  F i l  ,  vor . r  p .2o t )  esr  une

matrl-ce quasi-diagonale, à blocs natricLels de Ia forme J_ (À_), de

iîi:". ï":'.: ",, îïi::i:,:" ï, ï:ïî1, ^J 
" 1"":::ï:" j: l;" :."::.

"r,. 
(li), conjugué du précédent, 

"orr."fjnalt a 
-

it-,] : 
-: *: o'=":.ellt, corresPônclant à 1". et repéré par te nême

rnd:-ce. Et ÀJ n,est pas forcénent différent de fi eour Jlk.

(tv) nous noterons les matrices carrées réelles, de dimension m, nGilla
respect,ivenent :

- nulles par 0rr
- identltés prar Err

par Hm ( nilpotente )



o-3 DEFINTIIONS :

Pour

( f  (n)  ,Ur l  ,

ment EQ(f)

tout représentant (D) de (D(n) 'U) (

l 'ensemble des Points d'équi l ibre'

) ,  dé f in i  Par  :

respectivement (r) de

noté EQ(D) ( resPectlve-

respectivement,

A  e t  (C-En) .

Cres t  en  fa i t

associés à @) et

O - 4  N C I T A T I O N S :

Les deux fanilles de

géonétrique suivante :

le PoJ-nt o de lR n est

(Do(n)  ,U)  e t  ( fo (n)  ,U* l '

où Ker(A) et Ker(c-En) sont les noyaux des opérateurs

lrensenble des points d'équtlibre des gystèmes llbres

à  ( I ) ,  c r e s t  à  d l r e  d e  :

$f  
=ax( t )  e r  x .=cxr_ l

systèmes guldables vérlfiant la proprlété

Ia seule position d'Fquilibre' sont notées

En conséquence, ces deux

d a n s  ( D ( n ) , U )  e t  ( I ( n ) , U r )  e t

familles sont

Ies oPérateurs

incluses resPectivement

A et (c-En) sont régruliers'

0 -5 NOTATIONS :

(r) si I/ est un sous-ensemble de IR n et x un opérateur linéal-re

lR n a valeurs dans lR t. Alot= :

xY={ x€fRn, tel  qu' i l  existe yÊ'V pour lequel x = xy}

de



( i i )

alors :

l / =

est noté

( i r i )

lR 
t ,  

t<J<q.

"=É;j

soit 7. un

rt si l  lRn

x€Rn ,  te r

) est noté

-ensenble,

t  "J '  
a lo rs

\

contenanÈ O de

unique x.€7.,
J J

so

de sous-ensenble de Rn,

q
pour lesquels x= L Vrl

J = l  J

L.,  sous-espace de

1(j(q,  pour lesguels

éIénents

O - 6 I I E F I N I I I O N S :

Soit X un opérateur lLnéaLre de Rn aarrs Rr. Si tous 1es
du spectre de x vérifient :

o-7 NCITATIONS GENERAI.ES :

SoLent À

lR 
m, n€û{*

Alors tA

conJugrués de I

ginaires de V;

un opérateur lLnéalre, I un élénent deG, V

f

et -V 
sont les transposés de A et V; f- et V

et V; ReV et JhaV représentent les partLes
o

enfin 7 est lrintérLeur de I, sous-ensenble

un vecteur de

sont les complexes

réelles et Lma-

de RIn.

Tous res résultats dénontrés dans ce travail sont, Lntrinsèques, crest
à dlre ne dépendent pas de la base dans laquelle sont exprlmés les systènes.

crest pourquolr par abus de langage, nous parrerons touJours dl
opérateurs linéaires et non pas de natrLces.

s i  t r r , ,  VZ,  . . . ,  Vq est  une su i te  f in ie

,  
"1" ,  

re t  qu ' i t  ex isre , j€Vj ,  t {J{q,
,  F v..

Fr l

us
çIe

j =

qu;{I exiÈte r.rn

@ v. .
J = l  J

( i )  l r l c r ,  a to rs  x  es r  .
(i1) lr lrt, arors x est une diratat,ion au sens strr.cte.
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CHAPITRE 1

PROCESSUS DE DISCRETISATION



PROBLEME :

DéfLnir r:ne

Ia famil le ( f(n) ,Uy) ,

1 . A  P R O C E S S U S D EqI€cRETrSATro[r :

applicaÈlon, notée qr, Uà ta fanitle (D(n),(Jl dans
telle que :

(Dl de (D(n) t l l  esr

base gue (D, et

l'r.mage par rrappricatlon 
$ de tout représentant

un représentant (r) de G1*l ,url , exprimé dans ra rnêne
satisfalsant aux deux conditions suivantes _

est un élénent de (D(n),Ur) et  ( t rx(t , )1
alors la traJectoire (lTrxr) de lrimage
véri f ie t  *r  = x( lT),  pour tout l€N;

issue

issue

si (D)

(0 r xo ) ,

( 0 r xo ) ,

( i )

de

de

(i i )  s i  (D) est un élénent de (D(nr, t | r  et  ( t ,x(t))  sa courbe intégrale
lssue de (o'xo), a10rs ra traJectoire (lTrxr) de lrr-mage de (D) par 

s,issue de ('rxo), est obtenue par applrcation drun contrôre u. de ur, telque pour tout 16N, u1 = u(rT),  où u(.)  est la comande appl iqrrée à (Dr.

De plus cette
qurelle associe à toute
classe dréguivalence de

applicatiott 4I doit être
classe d.équivalence de
(J(h) ,url .

sa courbe Lntégrale

de (D) par 
t,

eonstruLte de telle façon
(D(nl ,Ul une et une seule

Alnsi nous procédons à
de lrobJet et du contrôIe quL lul

une discrétLsation

est appllqué ".

tr Lntrlnsèque de l'état



1 - 1  D E F I N I T I O N :

T est aplnlé 
( T>O ) et eat fLxé'

t - 2 CONSTRUCTION DE IÀ DISCRETISAÎION :

Sol-t (D) rlr représentant de (D(n) 'U) ' H 
- A x(t)

Tôute solutlon vectorlelle de (D) ' lsEue de (Orxo) I

t :

1 - 3  D E F I N I T I O { :

x(r) = eAt , *" * 
/: "-4" " 

u(s) ds )

o5Érons Ia dlscrétlsatton de Ia con'r'ande et ôe lrétatn

U à ï lT et en posant *1 = *(1T) '  Alnst u(s) = o1-1 Fut

*1 = 
"oL, 

, *" . 
â [ ' ,r '_rrr"-À' 

B u1-1 ds )

conme ft' .(rr-s)A d" = l-' "o" 
ds' nous obtenone

/ (J -1 t  lo

*r = 
"A' 

*r-1 *, 
I :  

.* d" ) B ur-l

+ s u(t)

srécr l t  à l r lnetant

ên restrelgrnant

(1-1)T(s<l!r '  1€ i f  et

Le processus de (.1(n) rUn), donné Par :

est appelé le T-dtscréttsé de (D) '



-
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T - 4  P R O P O S I T T O N :

LraePlication-% 
), gui a toug.

représenrant (D) de (D (n) ,U) (D de(f(n),Ur) 4onné par 81, répond au problème posç

gE!g[9I3âI-rgI '
Par construction de El, elle vérifie les

problène posé. D'autre part (r) défin,l par El
base que (D).

Et si tDl est un autre érément de la nême classe que (D), son imagepar q, est un élément (7), apparÈenant à la mêne classe que (J) : en effet
Pour tout changement de base p, exp( p a pll ) = p e:ç( a ) p_l

conditions (i) et (ii) du
est exprlmé dans la même

1 - 5
,

Le passage au discret ne présente un intérêt, gue

essentiel de la structule géonétrique des systèmes.

PROPRIETES :-

sf il laisse l_nvariant

(o-3),  éténent

soient (D, 'n processus de (D(n),Ul et  (D son T_discrétLsé :( i )  EQ(D)gEQ(r )

( i i ) @ s i e ! s e u l e m e n t s l . p o u r t o u t é 1 é n e n t ! . d u s p e c t r e

d e A d a n s G :  
v { 2 Y ^ n L  r p o u r k ; v :p . 

T-- , fr<)ur Ke lL.

NOTATTONS :- -

fD ne possédant que desreprésentants vérifiant E2.
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REMARQUE 3

Pour tout élénent (D) de

peut être choisi, tel que @)

( D ( n ) , U ) ,  l e  P a s  T  d e  I a

vérifie la relation E2'

discrétisatlon

DEtlOt{SfRATfON Oe m PROPRIETE 1-5 t

Draprès Ia relation El et par définition'
. A T - .

EQ(D)  =  Ker (A)  e t  EQ(D =  Ker (e"^ -nn) '

(i) si x€Ker(A), alors Ax=. .J'at*=o pour tout m€'ilt, crest à dire

t"AT-err) x = o ou xêKer {tAT-nn) '

(it)si x€KerttAtr-en) ' 
"lot" 

ttAT-nn)x=O et deu< cas se présentent :

-  soi t  ("AT-e-) est bi ject i f ,  alors x=O et Ax=O' ctest à dtrè x€rer(A);

.-at -t. na l rocf rras, alor= aA**=* et x est vecteur Propre associé
- soi t  te^ '-Err)  ne l rest Pas, a '

à ra vareur propre I de eAT. Droù il existe u valeur ProPre de A' terre

no. "ut=t. 
co*" par hypotnese ul$ pour k€Ll p=9 est la seule valeur

propre de A, teffe que , .UT=l'. Et x esÈ vecteur propre associé à 'a valeur

propre U=0 de A, crest à dire Ax=0x=0 ou Ker(A) contient x'

Inversement supposons que tcer(A) = Ker(eAT-n-) et qurll existe

,,=?Ei oour r€{ valeur nronr"'l-.*. or"r= .ot 
"tnour 

valeur ProPre tuT=l
' T 5- 

,-^--- .c..r:ié à I .e .o* ,rrappartient pas à Ker(A), ce qui
et le vecteur Propre associé à

contredit 1 rhYPothèse'

T - 6 CAS PARIICTJLIER :

Nous restreigrnons les familles

(f (n) ,lJ^l , corresPondant au cas où
o l

PROPOSTTION :

(0-3),  nous avons :

( D ( n ) , U )  e t  ( I ( n ) , U r )  à  ( D o ( n )  ' U )  e t

O est seul point d'équilibre (0-4) '

x ( t ) + g u ( t )  i a l o r s s o n
Soit (D) un élément de

T-dtscrét lsé srécr i t  :

(Do(n)  ,U)  : S=a
dt



t ,

Le T-discrétl_sé, défl_ni par 83, est un élément de (Io(n)rUr) sl et
seulenent si tout élénent p du spectre de A dans G vérlfr.e :

,  * '#  r  pour  k€z ' .

DEMONSTRATION :- -'|'
Lropérateur A étant blJectt f  (  

1r-  .4" a" ' )  = A-1 {"AT_nr),  nous avons
E3 qui se dédutt  de El.  

/O

La condltion sur p e:çrr.æ que o est re seur polnt dréquillbre pour
'e T discrét isé (O-4),  crest,  à dLre que :  {"AT_err)  est biJect l f .

T - 7  E ) G M P L E S :

Les deux exeryles qui vont suivre mettent en évldence rrLmportance
de la condltlon E2.

Exenple 1 : mouvement du pendule sinple
Lréquation du mouvenent du pendule slnpre est équlvarente, au vo1si,-

nage de la posltlon dréquLll_bre, à :
)

(Dl,  
= + ke = u (k>o),  où 0 détermine le déplacement
dxz 

--*'s 'E \

angrulaire du pendule par rapport à la vertlcale et dans rrn voisLnage de cet-
te dernière.Sous forme matricLelle :

D,, f'l:f" :l f:J . fJ u,u(,,er_,,rL'J l-*
Son T-dl_scrétisé (T>O) est donné par 83, le système (Dl appartenant à
( D o ( n ) , U )

1_1 *:f:i] 
",

a,rec to2=k , or_t€Et,*il , rgill
Donnons à T troLs valeurs partlculières :

tr=l*,rz=fi . trr-3I

a ,[J,=[,;; *:"x] []
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-  pouï  t  =  t l  ,  ( I ) '  s 'éc r i t  :

(r,, , fl = f o ilf:l .:f: l", ,LrJ, t' 'lLtJ '-' '" L'J
-  pour ,  = 12 '  ( Ï )  srécr i t  :

G2,,[1 =|.^']f:l .ifl"',
L-J, |3 

-tJ[oJ r-r ," LoJ
-  pour T = t3 ,  U\ srécr i t  :,ï:, ,fi,= [: ;]l:l ,., * ifi=,

on constate que @) et (r,) sont de tlpe oscillatoire, alors que J2)

et ( f3) ne le sont Pas'

Q ) e t ( r , ) P e u v e n t ê t r e c o n s i d é r é s c o m m e d e m a u v a i s e s a P p r o x i m a t i o n s

d e  ( D ) .

Mais seul (T3) ne possède Pas les mêmes

et ne vér i f ie Pas E2.

positions d'équilibre que (D)

Exemple 2 :  réseau électr ique R'L'C'

Considérons Ie circuit suivant ;

, où les comPosants passifs seront les résistances ( Ro..Rl ), les capacités

et les inductancesr ' Ies composants act i fs la source s de tension E (E>o) et

Irinternrpteur r, suPPosé idéal' 2

A l o r s l | é t a t d u r é s e a u p o u r r a ê t r e r e p r é s e n t é p a f u n v e c t e u r x ( t ) d e

qui donnera Ia valeur à lrlnstant t de la clifférence de potentlel- xl aux

bornes de 1a capaclté C et de I'intensilê x, du courant parcoUrant ltlnduc-

tance Ir.
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Ce vecteur  x  ( t ) donné par  I réquat ion d i f férent ie l le  :

où u représente Ia position de f interrupÈeur r'en fonction du temps
( ici u prend se 

- r- -i
s vareurs dans LO,"J ).

supposons nt._1" rése1u^vSrif ie Rl.2 (rr-1 )t/2 ,u1ors te T_discrétisé s |  écr i t  ,avec ûr=(4 (Lc) -1- 
{*r"-1 )2)r /2 

" t  

'  
, **exp(- l )  .  ta"-* i " l : i  ,

2L

Q )  , * I =

(D) .fil "
f ;::lil '
H+1 .dx

aï

sinfr . ]  

" ' - '
2rsinf

. f''
Comme l rexemple 1r  pour  cer ta ines valeurs de T,
mauvaise approximation de (D).

Pour T = 2(t!2kn) 
, (r) et (D) ont re même

Iibre, bien que dans ce cas (D soitune mauvaise
pour T - 4kr 'T\

F r lt) ne possède pas le même
dréquil ibre et est une mauvaise approximation de

le T-d iscrét isé est  une

ensenble de points dréqui-

approximation de (D).

ensenble de points

@ ) .

. ttl
t t -

fl-*,



I : )

1 - E PROCESSUS INVERSE :

Comme le montre l rexemple qui  su i t ,  tous
ne sont  pas les T_discrét i -sés de processus de

les systèmes de e f t )  ,U.)
l a  f a m i l l e  ( D ( n )  , u )  .

1 - 8 EXEMPLE, :

Soi t  le  systéme i térat i f  (1)

euels sont justement les
T-discrét isat ion, de processus

1 - 9 PROBLEME INVERSE :

DEFINTTTON :-

fl existe rr" enÈre ce processus et Èout
système di f férent ier (2) ,  

ST 
= A x, où A est une matr ice inversibre.

En effet  :

' .' = f-: -l].,-,
-  pour un processus du type (2) ,  La posit ion d'équir ibre o posséde

de stabil ité ou drinstabil ité, donc indépendante du choix de la condition
i n i t ia le .

-  au  cont ra i rê r  pour  le  sys tème (1) ,

,
s i  xo= (a r ' ) ,  la  so lu t ion  de  (1 ) ,  i ssue de  x^  au  temps 0 ,  osc i r le  au tour
de l to r ig ine  :  au  temos 2 lT-  *  

o

p o u r t € $ . | ; . . , . : ; : . * t ( 2 I + 1 ) T , * 2 1 + 1 = - * o ,

s i  xo= (a ra)  r la  so lu t ion  de  (1 ) ,  i ssue U.  *o  au  Èemps 0 ,  s ré lo igne de
l 'o r ig ine  :  au  temps 2LTt  x r r=  (  (1 -2 la )  ra  )  e t  à  l r ins tan t  (21+1)T,
* 2 L + l  =  ( 2 I a , - a ) ,  p o u r  f  € N ;  . a  ( a l O ) .

pour quels processus (.r)  de ( f  (n) rUr),
de (D, (n) ,U) , i 'eL que Ie T-discrétisé de ce

systèmes itératifs provenant, par la
différentiels ?

exlste-t-iJ_ un systène (D)

dernier soit confondu avec

Un tel représentant de (D(n)  ,U)  s 'appe l le  un T_-réciproque.

( r )?
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CONSEQUENCE :

G) et tous ses T-réciProques '

de points d'équi l ibre (  voir  E2 ) '

s t i l  e n  e x i s t e r  o n t le même ensemble

t  - 1 0  T H E o R E M E  ( C . N . S . )  :

pour  tou t  é lément  ( / )  de  ( r (n ) ,u r )  ,  * r  =  
"  

* l_1  *  o  r l_1  ,  i l  ex is te

au moigs un T-réciproqu-e (D) de (D(n) 'U) si et seulement si :

( i )  I 'otrÉrateur l inéaire C est bi ject i f  et

( i i ) t . " d i * r i = . o t " é l é * " " t " i t " = d t C ' t " = o " i é = à t t é I é * t t t ' 0 d t

spectre de c dans c, s, i l  en existe, apparaissent un nornbre Pair  de foi-s '

Le théorème 1-10 est  un coro l la i re

semblent Pas connus dans la l ittérature

démontrés dans ce travail '

des deux lemmes t et 2, qui ne me

sous cette forme et sont donc

LEMME 1 (C. .N.S. )  :

soit x un opérateur linéaire défini sur [i\n et à valeurs aa,," lP-n

Alors il existe au moins un opérateur linéaire Y défini sur iR'n et a

valeurs dans iRn, tel que ' 
"Y 

= X, si et seulement si !

( i )  I 'opérateur l inéaire X est bi ject i f  et

( i i )  t . "  d i t  i " . r r t= é lé*"" t " i t "= dt  X '  t="ot ié"  à t t  é Iét t t t  '0  dt

spectre de_X oans c , sril en existe, aPpa-raissent un nombre Pair de fois'

LEMME 2  (C . .N .S . )  :

Soit Y un opérateur l inéaire défini

Alors I 'opérateur  l inéai re déf in i  par  :

seulement  s i  :

sur lR 
n 

eÈ à valeurs dans F'n '

/T 
eYs ds est ui ject i r  s i  et

REMARQUES :

( i )  so i t  X

alors i I  ex is te

C 
t ,  

t . l  qo.  
" "

tout éIémenÈ U du spectre de Y vérif ie :
. 2kni

E2:u la - pour x €ZT

un opérateur l inéaire, déf ini  sur C 
n 

et à valeurs da"s C t ;

un opérateur linéaire Y, défini 
"ttt 

C 
n 

et à valeurs dans

=  x ,  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  :  x  e s t  b i j e c t i f  t [ f f l ' v o l ' r  P ' 2 4 o )
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( i i )  un T-réciproque, sr i l  en existe, est de Ia fome suLvante

où r'ogc est en fait une solution réelle y de I'bquation eY=c et lropérateur-s /T  -sc =exp(;LogC).

(ilt) le leme I nous donne une condltLon nécessaire et sufflsante
drexistence drtrn logarithne réel drune matrice et re renme 2, une condltLon
nécessaire et' suffl-sante drexl-stence de rrLnverse drune intégrale ftnle de
lrexponentielle drune rnatrlce carrée rêelre, dépendant lLnéalrement du tenpsi

,IEs,H=t$rcec) c " /T  d "  ) -1  o  ox+
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DEMO}JSTRATTON DU LEMME 1 :

Plan de la qgmonstration :

9:N: :  supposons qu' i r  existe y réel,  tel  gue eY=x et soi t  J sa
forme réelle de Jordan; alors eJ vérifie 1es conditions (i) et (ii) du lemme.

9:9: : supposons que X satisfait aux èonditions (i) et (ii) et
soit J sa forme réelre de Jordan; J se transforme en sa for-rne normare deu
Jordan J, par un changement de base comprexe p, Çlue rron explicite. Dans
cette nouvelre base est déterminé un logarithme comprexe, noté Log ï, a" î.
Enfin par application du changement de base inverse p-1, Log J, défini par
L o g J = P ( r . o g T l P - 1 , e s t u n l o g a r i t h m e r é e 1 d e J , @ .

Condi t ion nécessai re :

Supposons qu' i l  existe y réel,  tel  que ey=X.

1 ère étape :

A lo rs  x  esr  b i jec r iE  (  [ t1 ]  ,  vo l . r  p .239_2411 .

Lemme 1-1 :  res éléments <o du specÈre de y, sr i r  en existe, sont
de rnultiplicité paire et
p  t  i  (  n  +  2kn  ) ,  pour  ke7 l ,  du  spec t re  de  y .

9Éggl:lrgligl : conme y est supposé réer, son spectre ne contient que
des éléments ur qui sont :soit réers, soit comprexes et comprexes conjugués
de même murtiplicité. Alors res éréments I du spectre de eY sont de la
f o r m e  e !  t [ r r ] ,  v o t . r  p . 1 5 4 ) ,  c r e s t  à  d i r e  :
s i  1.r  = p + 2kni ,  ke1L, l ,  = eU est réel ;
s i  p = p + iO, ' lkr ,  et  i l  ae même mult ipl ic i té,  I  = e! et  À- = 

" i l  "orr tcomplexes, conjugués et de même multiplicité;
si  u -  p +_1 ( n + 2kn ),  pour keL, et f  ae même mult ipl ic i té,  alors
I  = eU = eU est réel ,  <O et de mult ipl ic i té paire .

2 ème étape :-
solr  J (o_2,,  ta

blocs matr ic iel= *r , .  (

l

forme réelle

I r t  n + 2 k r  ) ,

de Jordan de y.

pour k€2, ae

Ne considérons que les

J, conséquence du lenrne 1_1.
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Lemme 1-2 : Ia forme réelle de Jordan des maÈrices données Par :

de dimension 2nr, g! fo rméed@

-exn (or) 
"rr* 

* n

e x p (  K .  ( 9 - r n + 2 k t t ) )  '
" i  J

identiques, 'éqaux 11

ÊÉgglglfglfgl 
: comme le nombre de blocs de toute forme de Jordan

est un invariant,  carculons le nombre N, de blocs de dimenslon n' '  de la

forme réelle de Jordan de Ia matrice ' ',

^  t . - 1  H i r , .

exp(Kn , (o r ,n+2kn) )  =  - " " j  i  #  t [ r r ] '  vo r ' r  p '154)
- j

n .  n . + 1  t a - l  r _  - . r  .  -  _  t t r t r  - a l  a f  l o n  5 O ) ,  â V ê C

* ,  =  ,4 ,  -  
4 ' - '  

-  
" "J  

( [ r t ] ,  vor ' r  p '155 '  rerat ion 50)  I  a

p t  n t  - - n i * l

M .  = d i n K e r (  e x p ( * r r .  + e ' " r r r *  )  ) '  o r n o u s a v o n = " J ' - M J  
= 2 n )

j " j )

n . - 1
. t  ru . j  =  2 (n- , -1 )  '  A ins i  * j=2 '  c res t  à  d i re  que la  fo rme réer le  de

J  J  '  Ê^^ '  ; r i c ie ls
Jordan des blocs t*nt rnj(or 'n+2kn) )  est formêe de 2 blocs mal

.  p ,

ident iques et égaux à t  (  - t  j  E + H ) '  de dimension n' '
-nJ  tJ

3 èné étape :  
-^#çi^o nrrasr-diaqonare, à

C o m m e e e s t u n e m a t r i c e q u a s i - d i a g o n a l e , È

e x p (  J -  ( À r )  )  e t  e x p (  * r , . ( o r ' 0 r )  )  ( 0 - 2 )  e t  P a r
-  n .  J  " J  J  -

et 2 ème étapes, eJ vérlf ie les deux conditlons

du lemme technique 1, ainsi x=ey également.

blocs de la forme

appl icatton des 1 ère.

lntr insèques ( i )  et  ( i i )

Condition sufflsante :

4 ème étaPe :

Sol t

X sat isfal t aux 2 conQiliore ( i )  et  ( i1)- .

d e  X  ( 0 - 2 ) ;  c r e s t une matrlcç

vue les hYPothèses
guas i -d iagona le , . fo rmée de b locs  mat r ic le ls  de  3  tyPes '

( r )  e t  ( i i )  :
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( 1 )

s i  À . > O  r  
" r , .  

( À i )

) -

s i  l . < 0  :  d i a g ,  
" r r r ( À j ) ,  

J n . ( À j )  )

s i  À . = p j * O j  ,  0 j l }  ,  * r .  ( p  .  , 0 .  )

drap rès  I a  cond i t i on  ( i i )  .

)  de  d imens ion  2n ,x2n . ,  avec  :

I j*._etup"- t

""ia , transformant J en sa forme
normale de Jordan,  no!ée J (O-2)  ,  i  =  p- lJ  = P 

-  
J  P;  p est  une matr ice guasi -

diagonale, formée de blocs de 2 tlpes :
- s i  l . € R ,  

" r r ,)
-s i  À. f f1 ,  e2n. =

l

0

0

0

0

0

0

(

I

i

R , R
n .  n .

l l

0 0 0

0 0 0

1 0 0

i 0 0

1 0

i 0

T

i
0

d imens ion  2n .xn .  e t  R ,
l l t j

complexe conjugruée (Qzrr. est déterminée par récurrence sur n. ) .j J
æ

Et J est 
"" blocs de 3 types

s i À

s i À

j t o  t  
" r , . ( l j )

j ' o  :  d i ag ,  
" , r r ( ^ j ) ,  

Jn . ( r j )  )

s i  À .  { | R , ,  a i a g ,  
" r , _  

( l j )  ,  J n .  ( I j )  )

R =
n .

l
0 l  d e

( 2 )
,  d rap rès  I a  cond i t i on  ( i i ) .
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6 ème é.tape :

Déterminons un logarithme comPlexe ae i ,  que lron notera Log  J .

e x p (  L o 9  J .  ( À r )  )  -
. . j J

n . - 1
I

orexp(  L  ( -1 ) r -1
l = 1

E t  e x p (  
" . , .  

r , o g ( À . )  ) =

l

e x p (  L o g  J n .  ( À - i )  )  =

) -

I r e m m e l - 4 : s i À ' < O r l a m a t r i c e s u i v a n t e e s t u n l o g a r i t h m e r é e l
J

(À i )  =  E . r .  r , o9 ( I r )
' )

es t  un  l oga r i t hme  rée l  de  J -  (À . )  =  À i  En  *  H r r . '
n - i ) J " i " i

I J J

E  r , o q ( À . )  e t
n ,  -  

)
)

n . - 1
I

t' l - 1

I
H

' |  - 1  n i

( - 1 ) '  
'  

i '  
D r a u t r e  P a r t

r ^ .
l

e x p (  E  r , o g ( À . )  )  e x P (-  n .  J

démonstration : les deux matrices suivantes commutent :

I
H

n .
I t
1 '

I I :
l

ce dernier  résul tat  est  vra i

À .  E  .  A i n s i -
1  n ,- )

t r .  E  +  H  =
i  n .  n .' 7 1

nous avons :

1
n . - 1  H -

I  t  r  l l :

f  ( -1) ' - '  j  I
l = 1  r n j

.  - 1  - -  d , a p r è s  t  [ : z l  ,  p . 1 i )  i
" r r .  

*  n j  t . *  '
) J

pour toute matr ice ni lPotent" 
" .r '

le résultat recherché est obtenu :

J  ( À . ) .
n .  l

l

la  matr ice d iag (

[ , :

[ :

( - 1 )  
1 - l
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o ù  J  ( À . )  =  À .  E  +  Ht j ) J t j t j

gÉugl: l rel ig l  , l  , t  ( r . )  1 r

| 
"i ' 

,' I 
er 

| , 

'37 
commurenr, d,où

L o ':,'^,J L-'i, 'J
l ,: (À ) ,?, I |.*n,,' (À.) ) , I l- o ,r^-l

.,.nf'j ' "j 
l=| 

'j ' j" 
1,.*nl 

" -"rf

l-r: ,:,^.,f I r "*p(zl ,^.,J 
^=^"1 

-rl I
| -"i '",'",-1 

L ,'^,'ll L 
-'", 'J

or  exp t  r i . t l r l  I  =  -^ j  
" r j  

,  
" , r ,  

*  ^ j t  
" r , j  

)  -  - ,  ^ ,  
" r ,  

*  
" . ,  

)

(même raisonnement que dans re remme 1-3, d 'après [rr ] ,  p.77) .

f  I  [ 'o"n sinr I
I o ,: | | "'. ".. ID'aut re  par t  exp 
|  

" r l  =  
l_ - . , - - . 'o "n  l=  

- " r r , .

l-,:'l l-='*1.. 
'î 

| 
-j

L 'j J L -1i.,,, ".=C
(  ce résultat  est obtenu par le calcul  expl ic i te de I 'exponent ierre, en
remarquant que - , , 'r, )* = ,r* ,rr, no,r, tout m €.hll .

Ainsi le résultat recherché est obtenu :

|-  ,r  (r.) ,2 I
.*nl 

' j  I  ' j  
II

l - '^ ,r (À.) l  
=ut"nt""(À') '  Jn'(Àj) ) '

L" j  
t j 'J
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*0, la matr ice :
Lemme 1-5 i

est un logari thme comprexe de Jrr.  (Àj)  = l j  Err.  + Hrr. '  ot :  lÀr l  est re

module de tr .  et  ArV(Àr) I runique nonbre

Àj = l r r l  " "n(  
ia ,  ) '

gÉeel:lreligt : ( Loslr, | + i ers(lr) )

o j ,  te l  gue o<arcn  e t

n . - 1

E  e r  ï  ( - t )  
r - 1

" j  r=1

HIn .
J

il
l

commutent. Dtoù :

exp(  Lo9 J, . ,  ( f  . )  )
" j

exp(  r ,og Jn.  ( r j )  )  =  l^ i l  exp(  io '  '  
" r ,  

*  t  
" t ,' - j

( même raisonnement que dans le lemme 1-3' d'après

Ainsi Ie résultat recherché est obtenu : exp(fog 'f

On remarque çlue la matrice complexe conjuguée de r'og

logarithme complexe de Jrr. (1i) ' EIIe est notée par : Log

) -

I
t j - t  . ,  - . ,  " t .

= l^ : l  exp(  ic r '  ,  
" r ,  

x  exP(  f :  ( -1) -  '4 '  
" "

r  ( r . )
t j J

r  ( I . ) .
t j l

kQ7l,  ne

r :1 H,. .  )

[ r r ]  ,  p.77t .

. r  t ^ r "  -  ;n j  ( r j )  '

est un

Dr autre

change

(5)  :  Log

ï t
( r j )  =  tLoe l r r l  + iars( r . ) ' " . , *Lro

t
H

(-1)1-1 +
1À:

l

part  Ie fai t  de remplacer are(Àr) par Arg( l ' )  + 
-2kr 'Pour

rien au resuftat au fenne t{'

Conclusion t 
-

La matrice quasl-dlagonale' notée !9gJ' et défilrie Par des blocs

rnatriciels de 3 tlPes repris ci-aPrès' est un logarithme comPlexe de T:
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(s)

donné par  (3)

I
I 

reer, donné

I
exe, donné par

2
n ,

l

J
n .

l

l .  >0  :  Los
) -

t-
t'^j 'o '  
I

l"
^ :ÉR:  Los

S 1

S]-

S I

J  ( À , )  r é e l ,
n f- - j  J

par  (4 )

,1.,^r,, 2
n .

l

, '  ( À .
t j l

(À .  )  comp l
l -

( 6 )

démonstration 2 I I application

(construct j -on de f i ,  a"" Iemmes 1-3, I -4,

d raprès  la  p ropr ié té  (O-2-v ) .

successive de la 5èrne étape

1-5 montre que exp( r,og T ) = i,

7 èrne étape :

Ef fectuons le changement de base inverse p-1 .  La matr ice,

thme réel de

notée Log J

J .et  déf in ie J = P

matr ice quasi-diagonale, à

ù
et  de  Log J  (6 ) ,  Log J  =  p

formée de blocs réels de 3

Ë) P- l  est  un 1

- ' l  N
blocs E_ et e^_- . Vue la construction de j e)n .  - 2 n

j  - - - j

, v  - 1
Log(. f)  P 

-  
est une matr ice guasi-diagonale,

types :

démonstration :  draprès la  5ème étape,  Ia  matr ice p- l  est  une

( 4 )

donné par (3)-l
I 

tu.r., donné par

)l
J
f  . ,  r ,oS Kr r r (Or ,Or)

s i  l .  > 0
l " r , .  

( À i )  r é e l ,
l -

Log

+

s i  t r . <0  :
l

s i  À .  =  g ,

( À . )  2 2
I t j

z l  (À .
t j l

1
n .

l

2
n .

l

donné par :t t j ,  o . l o ,  e r

, ^ rd iag (  r , og  
" r ,  

(À j ) ,
-  - 1(À.)  ,  nr i " iIoq J-  n .'l

où Log 
" r , r , ^ r )  

es t  dé f in l  pdr  (5 ) .



;ll-"o= tro.

e, ,î =#L=*,,,,

11 reste à calculet 
"on 

Knj

[':

I,
I

"on 
rnj(o' 'o ')  = 

I
I
I

ï

^ f*nl^:l 
oj 

Iour!= I I

L 
-c, *nl^rlJ

pour  l ( t (n .  e t  c r .=er9( l r )

De Plus cette matrice Lo9_J

exp( Log J )  = eXP( P Log(J)  P 
-

d 'après Ia 6ème étaPe'

Par récurrence sur

n . -2
r . l

l
n . - 3

r . l
l

ll' T l
l

. 0- . r .
l

est un logarithrne de J, Puisque :
4 - 1 4 - 1

)  = P  e x p (  L o g i )  P  
*  = P  J P  = J r

{o.  ,  or )

.1 .3
'3 '1.
ot9

J

f I  . r
)

n . - 1
r . l

l

\

\ \
\ \

\  
t . .

\\ \
\ \

\ 1
\

\
\

\
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En conclusion, le tableau qui

Mj\T.RICF REELLE pE JORpAN (O-2_ii) ,

suit donne uN LOGARITHME REEL DI T'NE

vérif iant les conditions ( i )  e t  ( i i )
du lemme 1, conditions dTEXISTENCE DII,'N I,OGARITHME REEL.

SPEqfRE DE J

À . > 0
l

À.<o
l

Àr=or+ i0.

et

Î r=or- io .

de même

mult ip l ic i té

avec

e . l 0
l

|  ̂ j l= ol*eltr/2
cr, =Arg ( À, )

LOGARTTHME REEL DE J

J _  ( À . 1 = 1  . t  + H
n i  J  J  n +  n .

J J J

r-
f " r , .  ( r i )  o
l l

0 r  ( r . )
i  ' - l

avec

J  ( À . 1 = 1 . "  + Ht j  :  l n j  t j

t  
n . - l

logJn 
. 
(À, ) =Er, 

. r,oer . +,| f -r I
J  

-  
f  ' L = I

H I
1 - 1 :

IÀ1
l

avec

D * - 1  H l

(À, ) =Er, 
. Los (-Àj ) *,L (-1) *1-1+

l

= (n+2kn) Err. r pour k e 7L
l

"on\, 
(0, ,0, ) =

avec

,o- lLs lr, | *"i1,*il
' j - [ -c r -2 tn 

*s l r : .1J '  no" t  kGTL

I  {t<nj - I

Kn .  (P - i ' o r )
J -

Ë j  
" ,
o j .  t .

\ \
\ \\ \

t a '

o\
\

avec

F; :;l
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Si I'otrÉrateur y est bijectif, toute valeur propre U de
tT

/  . " t  ds = y- l  ("w-e-) a pour vareur propre u- l( .uT-l) .
/g  D,T

Ainsi  I 'o lÉrateur /  ."= d. est bi ject i f  s i  et  seurement

pour ke7Éî 
'/o

DEMONSTRATION DU LEMME 2 :

Supposons quril existe un

(D) :

Alors son T-discrétisé, donné

Par application du lenme 1, C

de (f  (n) ,U-) ,  * t  = C xl_l  + D

Y est l0 et

. ,2kri-sr Uf-î-r

Si  l 'o;Érateur y nrest pas bi ject i f ,  à Ia valeur propre u=O

correspond Ia valeur propre T (T>o) de lrotrÉrateur f ."" u".
,T /g

Ainsi I'otrÉrateur / .Y" d= est bijectif si et seulement si/s
élément; . t  du spectre de y, la relat ion suivante est vér i f iée :u I

pour xeTi

d e Y

pour tout

Zkni
ï i - ,

Nous allons à présenÈ démontrer le théorème 1-10, corollaire des lenmes

Èechniques I et 2.

DEMONSTRATION DU THEOREME I-10 :

Soit (-r) un processus

Condition nécessaire :

t r - 1 '

(r)

T-réciproque, que lron note
dx
= : = A x + B U .
ctE

par 81, est confondu avec (r) :

A T J n*t = 
" 

*t-1 * t  /- "4" 
a" I B ot_l

/o
= 

"ot 
vérif ie la condition E4 du théorème.

Condition sufflsante :

Supposons que C vérifie 84. Alors iI exLste I oprérateur linéaire, non
forcément unique, tel qrr" .ot = C, par application du lenme l.

Drautre part A peut être choisi, tel que tout élément U de son spectre

vérifle z v * +I1, pour ked conairion E2;

en effet si I = 
"uT 

= 1 est élément du specÈre de c, A peut être touJours
construit, tel que U = Or cê qui correspond dans le tableau donnant urr
logarithne réel drun op,érateur réel au cas I = 1 ( lère ligrne du tableau ),
élénent du spectre de c et p = r.og À = o élément du spectre de A = 

i *n,ar.



1 .11 CAS PARfTCULIER :

coRoLLATRE (C.N.S. ) :

Pour tout systèrne (I) de (Io (n) 
l,,4rllrl, il existe au moins ,nv l

REI{AROUES :-

(i) ra condition E2 est toujours vérifiée, puisque o est re seur
point dréquilibre.

( i i)  trappticarion dr: (Dr(n),U)__) (J(n) 
1rn,Ur) 

esr surjecrive,
mais non LnJectLve.

2 8

Ainsi par application du lemme 2, f "o" 
d" est bijectif et it existe un T

J6
-réclprogue à (f) donné par :

(D) ,  3Ë 
= A x + t / t  

"o" 
d= )-1 p u

ts
car (D) est un érénent de (Dr(n) ru), purequ'i l 'vérif ie 82.
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CHAPITRE

GEOl' ' lETRIE DU DO14AINE DE CONTROLABILITE
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LrobJet essentiel du deuxiène chapltre concerne Ia géornétrie du
domaine de contrôlabiltté (SB). Mais la connaissance de cette décompositLon
géonétrique nécessite Irintroduction drun certaln nonbre de définltions
et la démonstration de propriétés algébriques et topologiques du domaine
de contrôrabilité (SA), propriétés intéressantes en elres-mêmes.

Lrintérêt de cette déconposition est doubl,e :
-drune part elle nous Perfllettra de comparer directement Ie domaine de
contrôlabilité d'un système différentiel et de son T-discrétisé et celui
drun processus itératif et de ses T-réciproques (Sc), grâce à une étude
sini laire réat isée par F.H. Hsu ( [ t t ] ,  t9741 t
-drautre part elle nous permettra de déduire très simplement des crltères
de globale et conprète contrôlabirtté, à partlr de celui de rocare
contrôlabilité ( chapitre 3 ).

2 - A pROpRIETES TOpOr,OGIgttES ET ALGEBRIQUES :

Considérons le système (f) de (f(n),Ur) suivant 3

( f )  r * l = C * l _ 1 * o r l _ l

2 - I PROPRIBTE - DEFTNITIOiI :

La solution du processus (f), issue à lrinstant 0 du point. xor srécrit
au temps IT,T pas de Ia discrétisatlon :

E6 ,  *1  =  
" t  

* o  -  
à  

c r - J  o  r 1_ t

NOTATIO{ :

cr[c,uJ = [o co ... 
"t-to] 

esr une natrice nxrp
un vecteur colonne de nl, pour I€N:

et  i ,  = t [ to t_t  . . .  t ro l
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DEFINITION :

u-  est  o lE
I

contrôIe adnissible pour le sYstème (Ï)

du processus (Ï) ,

2 DEFII.TITION :

S' i l  existe l€Ni ùr un contrôle admissible '

s'écrive : x = 
"t 

*o + Cr[crol îr, alors le point

au-Point x à Ir instant IT'

tel que Ie vecteur x de lt)..n

x a" [Àt est dit recS.lable
o

CoNSEQUEIiICE :

La solution

I ' instant 1T :

issue au temPs 0
\

de  xo r  s ' éc r i t  à

2 '

NOIATION :

L r e n s e m b l e d e s p o i n t s r e c a l a b l e s a u p o i n t x à I ' i n s t a n t l T e s t ' n o t é

R.  ( x ) .
I

DEFINITION :

Le système (f)

si F. (x) contient un
I

sera dit localement- Q-contrôIable au temPs IT en xr

voisinage ouvert de x dans lÈn'

BETARQT'E :

Le chapltre 3 développera des critères Pennettant de reconnattre les

processus contrôIables.

2 - 3  H Y P Û T H E S E :

Nous allons supPoser

reste du $a.

REIIARPUES :

(i) cette hYPothèse

représentant de (D(n) rU)

( i i )  Ies Processus

que lropérjrteur linéaire C est bijectif pour le

nrest pas absurde, puisque tout discrétisé d'un

possède cette ProPriété ( voir el );

non inversibles feront lroJeÈ du SB-2'
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DEFINTTTON :

Tout processus (I) de (I(n) ,Ut) t *I = 
" 

*I-1 * o tl-l est dit

inv.egsibler- si lropÊrateur linéaire. C est bijectlf .

2 - 4  P R O P R I E T E S :

Pour tout l€N; Pour tout xGtPl, acRP :

(i) si O e-st c-onpact, alors Fn(xJ est conPa.ct;

(ii) si fl est convexe, alors R, (x) est convexe;

et seulement si P, (x) est convexê.(fli) DO est convexe si

( ces 3 propriétés

çIue C est biJectif

découlent de la llnéarlté des contrôles dans

p o u r  ( i )  ) .

2 . 5  P R O P R I E T E S :

Supposons que KerDtlO # 0 et ne considérons gue les ensenbles de points

recalables aux points d'équilibre x de .(Ï) (0-3) :

(i) pour tout l€N: x-&,1:<)-;

( i l )  s i  k< l  (k  e t  f  €N i ,  a lo rs  R* (x ) .  es t  inc lus  dans  f i * (x ) ;
I

( i i i )  s l .  DO nrest pas réduit  à {0},  s l  O est comPact et s i  k<l  (k et 1€'N),

alors R (x) est strictement inclus dans F, (x).
^ -

DEMONSTRATIO{ :

(i) x est point dtéquilibre et iI exlste u€n, tel que Du=O; alnsi par

app lLca t ion  de  e t ,  x€{ (x ) .

E6 et du fait

d e  E l ,

1T,

{0 },

t0 ).

(i1) x étant point dréquillbre et, C biJectif, pçr application

tout polnt xo appartenant à 
{{x) 

srécrit *o = * - 
E 

c-l p o,-t.

Appliquons un coltrôle u, tel que Du=O de lrl-nstant' 
- 

kT au tenps

a lns l  *o  =  *  -  
L  

c 'D  oJ_ ' ,  c res t  à  d i re  xo  appar tenant  à  Rr (x )

(iii) 0 J-' étant compact et DO non rédul,t au seul élénent

{tx) 
et c 

(k+1)D0 
sont deux compacts' non réduLts au seul élénent

etnsl-&*t(*)  = 
[(x) 

-  c-(k+l)DQ étant Ie translaté de 
{tx) 

par

c-( l r+r)DQ, qui cont l-ent {0},  cont ient str ictement , ! tx).
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2 - 6

(i i) Rr_*t (*) =

Rr (x )  =  Ç

(ii i) pour tout

_ 1 - - - +
E g  : x  = C - ' x -  )  C ' D u ,

o  + r -  
- - j - 1

t
Tc-rx
j = 1

-1 
1 *-on )

q € l N * e t  p o u r  t o u t  l € N - 1 9 , 1 1  :

c-j Rr -

( iv)

Ains i

c  t e s t

E lO  :R r ( x )=c - l x+Rr (o )

DEMONSTRiAIION :

a) Eg se déduit de 86, sachant que C est blJectif;

b) (i i) se déduit de e8;

x est Snint dréqui l ibre;

q - 1

R- (x) -  f  c-*t  * ,  alors
l --  k=l

c-kl *

i1

=  c -e l  -  -  
Ë  È  " - ( k r+31  

o  o i - t  e r  k r<k t+ j< (k+1 )1 ,  1< j<1 .

k=0 j=l

xo = c-qr -  -  

Ëc- j  

p oj- l ,  avec ur = ur+k'

à dire xo appartient à frnr(x).

pour O<t<I-1 et O(k(q-1

en inversant les cal-

q-l

- fc -Krx
k=1

PROPRIETES :

Pour tout re Nl Pour tout *€Rt :

(i) tout vecteur xo 6e Ft(x) est de la forme

I
,
j=6

c) E10 est issue de EBi en remarquant que

d) E9 se démontre en 2 étaPes t 
El _kl

- soit x un vecteur de : ) C
4 '  t  

o  i i = o
existe îr€n-,  tel  que (voir  E8) :

q - l . I = q : l
*^ = F c-kr( c-t x - t c-j o u.-' | - L^o 

fu 
- 

J=l l-r f i=1

- inversement, soit xo aPPartenant à RqI(x) t

culs précédent on obtient , 
o_l

draprès EB , *o appartiena a 
E 

c-Kr 'Rr{x)
k=0
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Lrensemble noté B-(x)  et  déf in i  par R-(x) = 
#n_"r,*,domaine de contrôlabil ité en x de R".

2 _ 7  D E F I N T T I O N :

PROPRTETES :

Supposons gue KerD0CI I 0 et ne considérons

bi l i té  aux points d,équi l ibre x de ( I )  (0-3)  !

( i )  s i  f2  est  convexe,  a lors R_(x)  est  convexe;

est  d i t

que les domai4es de contrôla-

( i i )  x  appar t ien t  à  B- (x ) ;

(  i i i ) 8 1 1  :  R _ ( x )  = x + R - ( o )

( iv)  s i  f l  est  compact ,  s i  Df l  est  non rédui t  à  {O},  a lors :

fl-contrôl4ple si et seulement si R_(x) est un ouvert dans

(J) est localement

tt\ ".

DEMONSTRATION :

( i )R-(x) s 'écr i t  comme rrne réunion de convexes enboités, draprès (2-4- j- i l

e t  (2 -5- i i i ) ,  es t  donc  convexe i

( i i )  x appart ient à Rr(x) pour tout l€N*, d 'après (2-5- i) ,  donc R_(x)
contient x par définition;

( i i i )  et  El l  se déduit  de Elo, sachant que x est point d,équit ibre;
(iv) soit xo un point de R-{x) , arors ir existe l. e N: ter que xo soit

contenu dans R, (x),  par déf ini t ion de B-(x).

9.r. ? par hypothèse il existe r, r ter gue Rr (x) contienne un
vo is inage ouver t  de  x  dans  R l  e -2) .  

-1

Alors, la sui te des.Rr(x) étant str ictement croissante, avec I  croissant
(2-5- i i i ) ,  pour tout l>sup(lo,  I r) ,  xo appart ient à Rr(x) ,  ! t rui  cont ient

un voisinage ouvert  de x dans [R t ,  qu" l ron note Z(x).

Lropérateur C étant bi jecÈif ,  C-I Iz(x) est encore un voisinage ouvert  de x
dans lRn, x étant posi t ion dréqui l ibre et x^-x+c-12(x) est un voislnageo
ouvert  de xo inclus dans F_(x) :  en effet  Rrr(x) = Fr(.x) + C-l  Rr(x) -  x,
par application de E9 et en remarquant que x est une position d'équJ-Iibre;

- l
ainsi  xo-x-c -7(x) 

est inclus dans Rrr(x),  puisque xo est un point de Rr(x)
et 7(x) esÈ inclus dans .R, (x) .
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l

I ,
9:9. : F-(x) est ôuvert dans Rn et srécrit conne une réunLon

dénornbrable de ferrnés : R, (x) . R 
t 

étant un espace de Balre, il exlste

tel <rue R, (x) contienne x en son intérieur; ce qut veut dlre que le
- I

système (D est localement Q-contrôlab1e en x au temps 1T'

2 - 8  R E I I A R Q U E S :

(i) Irensenble noté 'Ar(xo) et déftnl par : .r e ,.,
.4,  (x-)  = {  xeRt,  t" I  qu' i l  existeir€ nt '  pour lequel 1=c-xo+Cr[c;DJut

I O

est dlt ensemble des états accesgiblee en xo' @

( i l)  re processus tr ' l1 de (f (n) ,U*) déftnt par :

t r - l1  :  x t  =  ç-  
1  (  * t - l -D ot - t  )

est dlt systène ltL.teg€e-g=-g);

_i 
(rrr) Rr(xo) = o;',*:lrl. 

1r,*o,-- 
F; ,*ol 

_* 
tout xo de f\n' où

nlltxo) (respectLrr...rrt alrtxo) ) est 1'ensenble des polnts recalables

(respectlvement états accessLbles) I en (respectLvement â partlr de) xo'

temps lT pour Ie processus lnverse (f-1) '

1tv) Rr(xo) et All txo) ont donc les nênes ProprLétés algébrLques'

toôoloqicrues et qéonétriçleq.

2 -9

(f) contralrement

(f (n) ,Url ,  nous al lons

convexe'. Ce nrest Pas

( f f )  s l  nous

inverse pour les

( [ 2 d ,  P . 8 4 )  !  e n
à-

( D l ' Ë Ë = A x +

aux représentants de (D(n) iU), PoE les systènes de

devoir travalller avec un domalne dee conmandes

le cas pour les Processus différentlels tlZl), P'84) '

voulons déflnlr lréqulvalent de la notl-on de système

processus de (D(n) rU), nous défLntssons le systène opposé

effet si xo est recalable en x au temps t>0 Pour

B u, alors xo est accessl-ble à parttr de x au têmBs t pour

(-D) , ËË 
=--o x -B u'le systêne opPosé
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2 - B DECOMPOSITTON GEOI{ETRIOUE :Æ

Ce paragraphe est structuré en deux partt-es

- Ia prernlère (2-B-1) concerne la décomposition géonétrique du domaine

de contrôIabilité à lrorigine des processus inrlersibles de 11'1n) rUr);
- Ia seconde (2-B-2), de tout systène de (f (n) rUr).

2 -to RE!{ARQTTES :

(i) la décotnposition géonétrique est réalisée à l'orLgine, car en

tout polnt dréErl l ibre x ae lRn, draprès n11, R-(x) = x + R-(o).

( i i )  R-(o) et i?r(o) sont notés R- et Fr.

2 - B - T DE SYSTEMES IN\TER.SIBIJES :

2 -II HYPOTEESES :

(1) soit un processus inversible (.r) de (f (n) 1Ur) :

( Ï )  , * l = " * I _ 1 * o t l _ l

cfest à dire ayant l ropérateur C bt ject i f  (2-3l t

(if) le donaine des comnandes Q, Lnclus dans lRP, est supposé :

compact, convexe et Dfl non réduit à {0}.

2 -T2 PROPOSITIOÛ :

St le donal-ne de contr6labtlité à lrorlgine du système (ï) est un

ouvert,, convexe de Rn et stll exlste un sous-espace vectorl-el L- de Rn,

inclus dans .R-, alors iI existe r:n sous-ensenble noté Rl, lnclus dans L+,

sous-espace vectoriel supplémentaire de L dans R 
t, 

t"l qo. 3

DEMOII9IRATION :

Cêtte proposl-tLon a été dénontréepâr F.H. Bsu ([tZ], p.2AD.

- +
R  = !  O ^ R '

o o



:

un diviseur élémentaire de

de polynôme minimal (À-À.)
l

\

1.U""" 
O et soit ,9,

J , l. est un é-lément du

2 -T3 NCITATIONS . PROPRIETES

n .
( i )  s o i t  ( l - f . )  l

l

Ie sous-espace cycligue

spectre de C dans C.

2 -I4 THEoREIIIE DE DECOMPOSITION :

S 1

domaine

est un ouvert, borné, convexe

(i i )  l ro;Érateur l inéaire c étant réel ,  à tout 1l-r . r) t j ,  r i lR, corres-
n .  J  l

pond (^-À-*) l, où f . est le conjugué de lu; ces deux porynômes minimaux,- l J ' t

ainsi que leurs sous-espaces cycliques S. et 3. respectivement, sont repérés
l l

pâr le ioer" ifiaice J. Notons rq = {J, tet que (f-l-)tj 
""a 

diviseur élénen-'l

ta ire de C]

( i i t )  s i  l - r€ lR,  a lo rs  on  pose L .  =  S . ,  qu i  es t  rée l  e t

si f .y'6 , âlors on pose L ^ comme étant le réel J f

(iv) avec ces notations, fR 
tt = 

9-- 
L. et L-, est invariant par c.

J € M J I

(v) soit P* la projectl-on canonique de R. 
n 

sur Lu, J€M, alors pour tout
-'l I

) l |k,  J et k appartenant à M, Fj .no = 0 et 
Ln, 

est confondu avec lrappl i -

cation idendité de lR 
n. J€M J

(vt) soit R-1 le domal-ne de contrôlabilité à I'orlgine du système

-5 de ( r (n) ,Ur)  déf in i  par  :

(tJ) ,  * l

pour JtM,

=cxr - r+
" i  

o  o l - l

1e

de

système (-r) est localement Q-contrôIable à lrorLglne, alors

contrôlabi l t té à l ror lgine srécr i t  :

813 ,  Æ-=,9. ._" , , rn:

d e  ( E *  L . ,  a v e c  :
j € M '  J

+
où P'æ

r ' r -  =  {  J€M,  te r  que o< l r . l ( r  }  e t  M+ =  {  J€M,  re r  que l r r l t r  } .



COROI,LAIRE 1 :

F - =  R t  s i

( i )  1r oçÉrateur

(ii) le sYstème

COROI,LAIRE 2 :

et seulement si :

Iinéalre C est une contraction au sens large (0-6)

(Ï) est localenent fù-contrôIabl-e à I'oricrine'

3 r l

alors Ie

l 'espace

Par aPPll-

en remarguênt

( i )

( i 1 )

F est un ouvertrborné' convexe de lRn si et seulenent si :

ffi' an sttt= sttict" (0-6)
r

le système (Ï) est localement O-contrôlable à lroriqine:

COROLLAIRE 3 :

o  â r  - L r l : & Â  ;  I  r ^ r i d 1  n ê  s - l l L : I l L

s i o € o , a l o r s l e d o m a i n e d e c o n t r ô l a b i l i t é à t | o r i g i n e s ' é c r i t .

+
oO Rl est un ouvert, borné, convexe de  (E+

j€M

en,rendré par fD co .. . cn-lp] et Sj = 
"j 

(S) ' pour j€M'

COROLLAIRE 4 :

si D0 = o Pj (Do) et si

J€M

à I 'origine, alors le domaine

le systène (f) est localenent O-contr6lable

de contrôlabl l i té à l ror iginé srécr i t  :

où R , est un ouvert, borné, convexe de L.,' pour jeM+'

RE!îAR9UES :

(1) s i  M+ = g'  E!3 donne le corol laire 1;

( i i )  s i  M = Q, E!3 donne le corol laire 2" 
o

(lif) dans le chapitre 3-A-1 il sera dénontré que si oêCI'

s y s t è m e ( D e s t l o c a l e m e n t f l - c o n t r ô l a b l e e n o s i e t s e u l e m e n t s i

vector iel  S engendré par [o co " ' " t - to]  est confondu avec lRn'

cation de E13 nous obtenons E14 en posant S, = P, (S) = r'rflS, et

qoe (E P. (g) = $.

J€M



( i v )  s i  DO = S P. (DCI ) ,  a lo rs  R-  =  O p{ (n - ) .  Draprès  le  lenrne  I
j € t ' l J ' J € r ' l J

de la démonstration du théorème 2-I4, pj (B_) = F_J pour J€M. Ainsi

R- = @ fi-r et par application des propositions 2 et 3 de la démonstratlon
j€u  J

du théorème 2-14, nous obtenons Ie corollaLre 4\ et E15.
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et

et

DEMONSTRiATION DU THEOREME 2-14 :

êsç articulée sur un leme,et trol=s

prolnsitions :

(i) R-.i = P. (R-) pour tout J€t't (teme 1) ; 
t

(ii) si Ie processus (Ï) est localement O-contrôlablê à lroriqine

sf lfrl>t, r?-.' est un ouvert, bornér convexe dans L, (proposition 2);

(tii) si le processus (fl est localpment 0-contr6lable à lroriql.ne

si  l f . . l<t ,  Lr est inclus dans ,?- (  proposlt ion 3) i  ,'  ' l '  ' l  @

( iv)  et  la proposit ion 2-12.

Par hlpothèse le systène (.I) est localenent O-contrôlable en O

et O est compact, convexe et DO non réduit à {0}.

Alnsl- B- est un ouvert de fRn, Çul contlent lrespace vectoriel

(E_ Lr,  draprès ( i i i ) .  Alors par appl icat ion de2-12, 11 exlste un sous-
JeM e isenute  a j  ae  @* o . ,  te t  que :  R-  =  (  (E-  r .  )  oR+ .  ce  sous-

ensembre R* esr conr::Ï" "1"",1. ,.,,,"1,, *ltîn,rl. ,""l,oprrérés
J € M '  

J

demandées, draprès ( i1).

Le seul polnt déllcat est la démonstratlon de (fft) :

comme le systène (f) est supposé localement 0-contr6lable en o, en un temps

lollr on peut choLsLr une base E, de lrespace Lrr telle quê tout vecteur x

de E, vérLfie tx€r?r_. Alors 11 Éxiste 1>Ior fg-Ul tef que ttx appartlenne à

Rr. Âhsf pour toutovecteur x de la base Er, la droite vectorielle engendrée

par x est lncluse dans R_, R_ étant convexe et contenant Rr. Et lrespace

vectorLel L. de base E. est inclus dans R-, toulours par convexlté de R .
l l . o ' @

DémonstratLon :

supposons (-f) localement 0-contr6lable en O.à lrLnstant 1oT,

conlnct, convexe et D0 non réduit à {O}ral.nsl qne C btjecttf (2-11).

Àlnsi o appartlent à lrLntérleur de 8., 1.R., est une suite de compacts,
I I

convexes enboltés (2-4-t-11) et R 
o 

est un convexe ouvert dans lRn

PIan de la démonstration :

La démonstration du théorème

dfaprès  (2 -7-L-Lv l .
o

o
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Lemme 1 :

pour_ tout j € M, rl-, = Pr_(R-) .

Démonstratisrn :

soit v€p, (x) , alors il existe x€R_, tel qqe Y=P. (x) . Comne x€R-, iI

1

ex is te  l€Ntsg  to ,  o1 ,  . . . r  t l - l  appar tenant  à  0 ,  te ls  que 1= -F^-K^"--t=; 
"-k-1

l_
d iaprès  Eg.  par  l inéar l - ré  c te  p r ,  y  =  -  

à  " r ,

invariant par C, PJ et c commutent et P, (x) = -

est un vecteur de fr-j. Donc P. (R-) est inclus

c-k P \-f ).  Puisque L, est

1

L t - "PJ (Do t - t ) 'Ç Iu i

dans R-r1 Pour  JgM.

Inversement soit y un vecteur de R-r, alors il existe l€N*.t oo, o1,

I
" "  û1- l  appar tenant  à  f2 ,  te ls  que y  =  -  

E" -n  PJ(  D o t - t  ) .  En  inversant
Ëî

Ies calculs précédents, on montre qu'il existe x polnt d.e fr-r tel que Y=P, (x)

.a R-J est inclus dans PJ(F-) pour J€M.

Notatlons - ProprLétés :

solr,  (u|)ru**r,r@ associée au diviseur élémentaire

1,
pour i€ u. vi est un vecteur

li r - r1 i t j  u .  c  dans  C t [ r r ] ,  vo l . r  p .165) ,

Tout vecteot vf = RêvT + iJl?tvl , Pour l-<k<n, et j€M. Alors lrensenble

{ Revl, ïnvT , l<r<n, } est une base ae r,, pour j € u et :

('.: )
(a ) c-l vf = À ; I

l
( - t )  r ^j' uT-'

(par récurrence sur I , .-t-luT = ^jt-tu3 - (l+l)^jt- 'ul et par récurrence
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"-tuî 
="^;t ,H t-u'^j 'uî- ' ,  ) .

Proposition 2 :

s i  l f r l t t ,  a l o r s  B - . .  es t  un -ouve r t r  conve*e  e t  bo rné  de  L . .

Démonstration :

Par hypothèse R- est un ouvert de R 
t. 

co**" F-j = e, (R-) (lemme 1) ,

R_i  est  un ouver t  de L. ,  l fappl icat ion P.  étant  ouver te.

Par hypothèse R- est  convexe,  conme I rappl icat ion P.  est  l inéai re,

R est  convexe.-l

11 reste à montrer  que s i  l f r l t t ,  a lors P- i  est  borné.  Par  hypothèse

Q es t  compac t  e t  l i r l t f .  Mon t rons  ç [u ' i l  ex i s te  u j t o ,  t e l  que  l l " l l . u : .

Soi t  x  un vecteur  de R- . ,  a lors  i l  ex is te t€0J* . t  oor  r l ,  . . . ,  u l -1  appar-

I
tenant à n, tels çlue :  x = -  F 

"-^ 
P. D u*_n, draprès Eg. Considérons- 

â=t J m-r

une chaîne de Jordan ,ulrr*Oarr,  associée au diviseur éIémentaire ( l -1.) t j
l

de c dans t f .  or suppose l l " l l l<1, pour 1çk(n3 (on réduit  la longueur si

nécessaire).  Alors i I  existe ("**)  
r**arr.  *"  sul te f in le dréléments de Q ,

i, 'rers que" j (o 'o,-r t  = t ,  "LuT. +{ l ,  puisque t  tv!+V!1,  i tu!-uf l ,

pour 1çk.1n, )  est une base de 1,. .  Et en ut i l isant la relat ion (a),  x appar-

t e n a n t à B  s ' é c r l t :
.  - t .
I  i  k - l  , .  k - l  i

x = - 
à â,+^;',â r-u'('*'-1) r;'vf-'r +âili;'t!'r-u'('.:-1t;'vf-'r r

Comrne Q est compact, f.= 
"fo 

sont bornés en module par un certain ô>0, fint.

r ni t<-l
Ainsr l l * l l .zo 

F_ 
"Ë 

5( ' . :  )  l ro l - ' - ' ,  ou l^ol= nr"{  l^) l  /  l r . l '1}  et
r l

l l " l l .z " l  6  LF. l l - )  l ro l - ' ,  " , r " "  l ro l -1 . r .  La sér ie  sr r ic remenr  t rnst iveJ frf r rri , v
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lm+n . - t\

de  te rme généra l . r_  =(  I  l ^ - t -m es t  convergente ,  pu isqu ' i l  ex is te  m
" *  

- t  
' j  /  r " o r  - - '  

: : - '  

-  o

v m + l  
-  l r  l - 1  

t * t j  
< N < 1 ,  l r  l - 1  e t a n t  . 1

e t  N<1,  te ls  que pour  tou t  m)mo,  
i l  

=  l ^o l  m ro '

m+n.  u  '

et la 
"oia. 

"""j 
strictement décroissante. soit -* r" somme de cette

m 2n7
, l

sér ie .  A lo rs  l l " l l .u : ,  Ç lu i  es t  f in i  e t  cec i  pour  tou t  x  de  .R- . .  Donc r? - .

e s t  b o r n é  p o u r  t o u t  j e M ,  t e l  q u e  l r r l t t '

Proposit ion.3 :

s i  l f . l < 1 ,  a l o r s  R -  c o n t i e n t  L .
' ' i r  - @  

J

DémonstraÈion :

1èr" ét"p_. ,

par hypothèse Ie processus (r) est localement fl-contrôlable en o à loT

et donc toute chaîne de Jordan (ul) 
,*nar,., 

associée au diviseur élérnentaire
- -  - - - - i , - -

( f - I . )  i ,  .é t i f ie  :  pour  tou t  1> , Io ,  t  pour  l<k<n '  r  tRev '  e l  
,

l
.pp"tti"rrnent à R, (on réduit Ia longueur si nécessaire) '

k

si  les esPaces vector iels L( ReVj :  l<k<n,Lemme 1-1 : ) e t

dans R
@L( InvI : l<k<n ) sont inclus dans R-, alors L. est inclus

démonstration : conure L. a pour base { nnv\, r'w\: l<ksn' }' pour
j j

t o u t x d e L . , i l e x i s t e y a p p a r t e n a n t a r , t r r e v j : 1 < k ( n ,; ; \ ' "

u E l l l v l l D  u !  q  u l v r r

a  r . (  I r nv f  , ' r * *a r r .  ) ,  t e l s  que  x  =  y  +  z '  Ma is  a to rs  po i r  Oe- lo ' t [ '

1 ' t i . , t - \ ^ - - ^ - + i ^ ^ + À P m r l c r n r t { l s r é c r i t c o n

;;f ,'
x = ôt 

iV f  + t f --Ol (  
* t  )  aPpart ient à R-,  Puls{u t tn"récr i t  t " Ï ." : '

k
combinaison convexe linéaire de deux vecteurs 6s L( ReVi : l(k<n ' ) et de

r, t InnvÏ
)

Ainsi L .
l

l<k(n= ), gul sont par hypothèse inclus dans R-r 9ui est convexe'

J

est inclus dans R-.

rt reste à montrer que Lt nevT : l<k<n. ) et L( ' ; . tvI :  l<k<n. ) sont
r  

- - - - - - j  
)  l

inclus dans E-. Raisonnons par récurrence sur k : l<k<nr '
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2 ème étape :

t 1

Lemme 1-2 : r,( Revl ) et r'( Invl ) sont inclus dans F-'

démonstration : (1) par application de la relation (a) t fois et par

sommation des t égalités, pour tout teDû

(b)  ,  (  f  c- r= )  v l  = tË^; t= '  " l  
'  pour  tout  r€Nf

t - f T  
J  s = 0  J

posons Ft( l )  =t  c- ls;  Ft(1) appart ient '  à l rensemble des matr ices carrées
- s=0

réelles pour rout t€.lNfet leN1 De plus pour tout 1)lor tFt(l) ReV\ ee

-  |  r  r  D - . . . r  aærra ^rr  r r r rn.r  
1 

rw- l  sont
l ra( t )Jrz l .  appart iennent  a Rra,  puisque par  hypothèse ! '?evi  et  t - " ' j  - - -  -

deux éléments de Rt et par application de E9'

(2)  sot  r - -  ( r )  =  
t f  

^ . '=  = I  l ^ .1- t "  " i lB i=,  
où

t j ' - '  s6 
j  Ë;6 l '

l r . I  =  t  o ]  *  e? l t /2  e t  -8 .  =  are( r r )  .
' " J '  ' - j  

J . , - _ , ,  1  J  
È : l

Ains i  Ret . r (L)  =  
Ë 

l^ r l - t  
,cos( lÊ.s)  

e t  rmr . r ( r )  =  
5  

l ^ r l - t  s in ( lÊrs)

'r te' N{et r€Ni 1}1o, ters que :
Comne pour tout tCN, il existe

2kn<:I | .<2fcn+ft  ("densité sur le cercle"),  pour tout s=0 à t '  nous avons :

2kns( lsg . .Zr .n=*Ë i .Z t<n+f ,  e t  cos( lBrs ) ,  a ins i  que s in ( IBrs )  son t  pos i t i f s  e t

l

non nuls tous les deux. p6ns Refa.(1) et Intar(I)  sont de même signe posit i f

non nuls tous les deux. De plus, puisque lr- l<t ,  l - r iné'al i té suivante est

(  Reft .  (r)  12 * t  ïnra.,  (r)  l '  - r '  ^- .r  même oour tout 
' (

vérifiée , t: ' * même pour tout t€fN' tl

exl-ste k€lNYet 1€,N: l ) Io,  tels que 2kn-$;<IBr<2kn' Ainsl  Reft ' ( l )>0 et

ïnf f)( I ) .<O et ne sont paa auls en'nêrne temps' Et puJ'sque l f . l<t ' l t ! -néEal l té

suivante est vérifiée : t5'
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(3) comme tFr(I)Bevl et  t ra111Imv1 appart iennent à

R1s, pour tout l )1o ,  !Re( f t j  ( r)v1 )  et  t Im( ,aj  ( I )v l  )  également '  draprès

l ,égal i té (b).  Et Âra étant convexe, pour tout t€h' l i t  to, ' t  lehl*,  l )1or

ainsi  que pour rour n€[o,r ]  ,  T. tRê(fr j ( l )v l )  + Ct-n) ïm(frr( l )v l )  est  un

érément de Rr.; ce qui s'écrit en dév6loppant , nl. i( l,nlRevl * n3: (l 'n)Irnvl

vecteur de Fra, pour tout tgN*et 1>lo, avec :

i , f, tr,nl = n (Fef., (1) - Irnf.. (1) ) + Imr.rr(L) et

r , f  .  t r ,n l  = -n ( Imf. .  ( l )  + Fef. ,  (1)  )  + Ref , '  
(L)

D'après  (2 ) ,  pour  tou t  t€NT i r  ex is te  l le lNr ,  l1o lo ,  te l  que

. ,= f f iappar t ienneà[o, , ]e th l . ( l , ,n , )=O,ains lque

i , f  .  trr,nr)t l .  Et de même pour tout t€'N1 i l  exl-ste 12€Ni L2'Lo, tel que

n,=ff iappart ienneà[o,r ]eth3j(L, ,n,)=0,ainsique

nl ,  t r r 'nr) '  ! '

(4) Al-nsi  pour tout tgn' iÉ, i l  existe 11(t)  et  l r ( t )

ent iers naturels >lor tels gue :

r r f r t r r ,nr l  Rev l  
"pp. r t ienne 

^r r r t ,  avec n l i ( t r ,nr ) ' \  e t

nl ,  trr ,nr l  rrrr l  
"ee.rt ienne 

a 
"rr. '  

avec rt l ,  t r1,r l1) t  :  '

comme R- est convexe et que pour tout tgNi pour tout fgNi Rta est inclus

dans R-, 
"1 

nn \ ) et L( t*\ I sont incrus dans F-'

Nous allons raisonner par récurrence dans lrétape suivante.
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3 ème étape :

Lemme 1-3 :

dans .R .æ

démonstration : raisonnons par récurrenc" Lt 
"opposons 

que les espaces

vector iel"  11nevf :  t<t<<rn- l)  et  L ( IrrN\:  1(k(m-1) sont inclus dans B-,  avec
j l

l S m { n .  . (1) Par application de (a) t fois et par sormation

des t éqalités, Pour tout t €fit

(c) ,  ( f  c-1=)"î = Ë ^-t" Ë {(-1) '( t . :-1 rJ'vl- ' }  po" reNT'fr*_, I Ë=o' I Ëô t

posons Ft( l )  = 

â " - t=;  
Fa(1)  appart ient  à l rensernble des matr ices carrées

{ r t r

réelles, pour tout t€lN et tout 1€N'. O" plus pour tout t€N, pour tout l)1o

tFt(l)ReVT et trt(1)l,nvf .pp"rtiennent à Ett, puisque par hlpothèse tBeVT

et tIt??Vî sont deux vecteurs de B, et par application de E9'

t - 1
(2) sot r; i (1) - t 

(-1) r (t. 'r-t) ^- 
(ls+r) pour

1(r(rn-1 er sor-r rlrtrl =t r-'s = 
H 

i^l'-t= .ttu' , où l^:l= rcl*eltt/2

et  -Br=AËg( r j )  

L  , t  t - l

Ar-nsr- ne r[ ,  tD = 
Ë 

|  ̂ ,  l - t= cos ( lBrs) et Îm e!,  tu = 
Ë 

l^,  l - t  s in (rÊ '  s)

(3) Conrme trr(1) ^"Ë et tFr(1)Itnvi appartiennent à

m- l
Rr .  pour  tou t  l )1o ,  +Rê,Ë  r f . t r r { - ' ,  e t  t Ï tn ,Ë*  r l r tu ' { - ' l  son t  deux

vecteurs de Era, d,après (c). Com. Fla est convexe, pour tout t€ll'û tout

leflit, t)lo et pour tout n € [0, r] :

Et r n-r 
m-'

.Ë ael {rr(U$-r I + tr-n) !; mt rrrr(r)vT-r ) appartient',à Rr., ce qul

s'écrLr en déveroppant ,  nl ,11,n)Fevl * hi :(r ,n){ + x.r(1,n) élément de

Rra, pour tout tgnl*.t tout 1>lo' avec :



4 7

i , l r  t t ,n l  = n lRer! .  t r )  -  rnr ! .  t r l l  + rnrr ! .  t r l  ,

r , l .  t r ,n l  = -n1rnr! .  t r )  + ner! .  t r l l  + Rze! .  t r l  et
t - l  m-1

xr . (1, n) = n 
f 

nn tt lru]-' l  + ( 1-n) 
F- 

*tr[rv]- ' l

En appliquant Ia même méthode de raisonnement {ue dans (3) du leume 1-2,

on peuÈ montrer que :

(4) Pour tout agni, i l  existe 11 (t) et 1r(t) deux

ent iers nature ls  )1or  te ls  gue :

nf, tr ,  ,n;Rett * *. j  (Lr,nr\  appart ien. a 
"rr. ,  

avec nl.  tr ,  , \21> 5 ".

n i i  ( t ,  ,n l lnnt | '  *  
" . j  

( l r ,nr )  appar t ient  à  , r r r , . r rec r , l .  (1r ,nr ) t  :  .  Dê p lus

n1 e t  n2  sont  contenus  dans  [O, t ] .

Par hypothèse de récurrence, pour tout t€N1 tout 1>1o, tout n€[o,t ] ,

txt .  ( l rn) est un vecteur de F-,  R- étant convexe.

Ainst pour tout e efo,rf,, tor,l, (11,n ,rl et tônl, (tr,nrlRevT appartlennent

à  R- ;  en e f fe t  on l . t r r ,n l )=ô{h : j (1r ,nr ) I r ruT+xt j ( r r , r r r ) }  +  t r -o l f rx t1  ( r1 ,nr )

est r:rre combinaison linéaire convexe de deux vecteurs de fr-, ptiisque pour

tout t€Nret tout r€NT Rra est inclus dans F-; (de même eour ônl. Qr,n)).

Comme R- est convexe, a1 nev!,: l-(k-(m ) et r,( frtvÏ : l-(k-<m ) sont inclus- l l

dans R-. Et par application du lenne I-2, L1 neV| : l(k(n. ) et aussi

11 Invf : l.<k(n- ) sont contenus dans le domaine de contrôIabilité F-.
j  - -  j  -  æ

Conclusion :

Lrapplication successive du lemre 1-3 et du lemme 1-1 démontre la

proposltion 3.
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Conclusion de Ia dé,oott"ttttiott dt th@ '

Ains i  pour  tout  j€M ,  L.  est  inc lus dans f i -  (proposi t ion 3) '  Le

domaine de contrô labi l i té  R- étant  convexe Q-T-L) ,  e -  L.  est  inc lus

'  
j€u- r

dans E-. D'autre part le système (I) étant localement fl-contrôIable à

l 'or ig ine,  Ë-  est  un ouver t  de tÈn'

D'où par  appl icat ion de la  proposiÈion 2 ' t2 t  i l  ex is te un sous-

enseroble noté R- de l 'espace vectoriel 
9.,* "i '  

supprémentaire ut 
9..- "i

j €M-  )  j eM

d.rrs fR-t, ter que , B- = t 9.,- " i  
) o R:'

J € M  
J

comme Ia projection de lRt 
"'-tt 

8i est égale à ' 
E.* 

P' ) ' I 'ensenble
j € M

R: = (  L+ P. )  (Ê-) et  est ouvert '  convexe dans @.* 
" j '  

t 'appricat ion

j € M  J " @ '  j ( t ' l

proJection t [* e., I étant ouverte et linéal-re'

j€ t"t

Enfin ( f * Pr ) (F-) est inclus dans 
9.,* ": 

tt-l ' qui est borné

5-€". 
J " j€M'

draprès la ProPosit ion 2'
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2 - B - 2 pE SYSTEMES QUET,CONQIIES :

2 -I4 HYPdTIIESES :

( i )  soi t  ( I )  un processus de (f  (n),Ut) :

( f )  :  x.  = C ) i ,  ,  + D ur-, '
r  ' r - r  r - 1

(ii) le donalne des commandes Sl, inclus dans R-n, est supposé :

connpact, convexe et DO est non réduit à t0).

2 - I5 TITEOREME (C.N.S.)  :

Si le système (I) est localement O-contrôIable à lrorigine, alors

son domaine de contrôlabilité à I'origine srécrit :

E16, R-=, 
Pno "r ,  

enie (  e. t j  )

t
où F- est un ouvert, convexe, borné a e  @  +  L . ,  a v e c  :

j€u J

r { -  =  {  J€u ,  te t  que 0< l r . l . . t  } ,  u+  =  {  J€u ,  te l  que l r , I t t  }  e t- 
__l____

Mo = { J€,u, tet que l.=o }.
. l

COROLI,AIRts :

+

o
Si O€ Ô, a lors le  domaine de contrôIabi l i té  à I 'or ig ine srécÈi t  :

Et l ,  F-  =,  
P"-  

t r ,  e  n l  e , ,@*o 
" : ,

oUF] est un ouvert, convexe, borné de @*S., S est l tespace vectoriel
æ 

J€u- J

I  n - l r
engendré  par  b  co . . .  C ' - 'o l  e t  S-  =  P{ (S) r  Pour  j€M.

REMARQUES :

( i )  toutes les notat ions 2-13 sont réut i l isées;

(t i )  les corol lal-res 1,-2 restent inchangés.
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CONSEQU.ENCES :

(i) nous ne donnerons

invers ib les.

( i i )  Ie  Processus ( f )

est un ouverL ae ftn'

que des critères de contrôIabilit'é de sYstèmes

est localement fl-contrôlable si et seulement sl

DEMONSTRATION DU TH.EOREME 2-15 t *

(a) Montrons gu, i l  existe l l€N, tel  que pour tout J€Uo, L. esÈ inclus

dans Rr . soit x un vecteur de L' et considéro"s clx pour l€0{l co*n" L, est

- 1  1
r l

invar iant par C et que p.(x) = x pour x de L' '  c 'Prx = PJC'x'  Et puisque

p.(c) est ni lpotente pour JeMo, de coeff ic ient de ni lpotence nJ. Alnsi

J
n .

pr (  c  
j  

)  =  o .  so i t  l ,  =  suP {  n ,  rour  j€uo } '  e lo rs  pour  tou t  j€ t ' lo '  on  a
. J

p.( C 
1 

)  = 0. pour que x de L. soi t  recalable à l ror igine àu temps 11T' i l

l

su f f i t  qu ' i l  ex is te  uor  t l ,  . . - ,  
î r r -1  

appar tenant  à  f t '  te l  que (d 'après  E6)

,  I ,

o =c 1  **Ëc 
' r - i " ; - ,  

=#" t ' -n  oo*- r ,  pu issue" l l *=p ' (c  
l )x=o

k=l K=r

En prenant pour contrôIes la suite finie : uor tllr "" ul1 t 
telle Çue :

ooo =  Do l  =  " '3  * r r - ,  =  o '  r régar i té  se  vér i f ie '  Donc  L ,  es t  Lnc lus

dans Fr pour tout j€uo. Et pour gue ce résultat soLt vérifiéi iI nous
- 1

a suffi de supposer que D0 contienne {0}'

(b) Ainsi L. est inclus dans 'R- pour tout j€pto et par convexité de

F-, e ^ L. est inclus dans R-' Et par application du théorème 2-14 et de

J€M- 
J

l a p r o p o s i t i o n 2 - ! 2 ' q u i e s t i n d é p e n d a n t e d u f a i t q u e l e s y s t è m e ( f l s o i t

inversible ou non, on obtient Ie théorème 2-15 pat le même ralsonnement

q u e d a n s } a c o n c l u s l o n d e l a d é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e 2 - L 4 .

( c ) L e c o r o l l a i r e s e c l é d u i t d u c o r o l l a i r e 3 d e 2 - | 4 ' e n r ë m a r q u a n t q u e

L, est inclus u.t"  
"r ,  

pour tout j€Mo' puisqu' i l  suff i t  que DCI cont lenne 0'



t
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2 - c DECOMpOSITION GEOI4ETRIQUE COMpARE_E :

Cette comparaison des domaines de contrôlabil ité des systèmes itératifs

et  d i f férent ie ls  est  possib le grâce à une étude réal isée par  F.H.  Hsu Et ]

concernant justement la décomposition géométriqLe du domaine de contrôIabi-

l i té  des processus à temps cont inu du type de ceux de (D(nl  ,U) .

2 -16 HYPOTHESES :

( i )  soi t  (D) lur système de (D(n),U) :

(D)  ,  9 I  =  a  x( r )  +  e  u( r )
oE,

( i i )  soi t  ( . f )  un processus de (f  (n),9r)  :

( I )  , * t = C * l _ 1  * o t l _ l

(i i i) le domalne des commandes f, l, inclus dans RP, est supposé :

compact, convexe, Bf,) et DCI non réduits a {O}.

2 -I7 THEOREME :

(i) si Ie processus (D) de (D(n) rU) et son T-discrétisé sont lo_calement

0-contrôlabre à lrorigine et si tout éIément r du spectre de A vérifie :

E18  z  fm t t  I  F ,  pou r  rouÈ  keZ+

Alors les donaines de contrôlabil ité de (D), noté C_, et de son T-discrétLsé

noté F-r sont donnés par 820;

( i i )  s i  Ie  système ( f )  est  localement  O-contrô lable à l ror ig l -ne et  s i

tout éléruent À du spectre de C vérif ie :

E19 :  À n'appart ient pas à lR

Alors 11 existe au moins r:n T-réciproque de (f) , tel'que les domalnes de

c.ontrôlabirité de (-I) , noté R_, et de ce (ou ces) T-réciprogue (s) r noté C_

sont donnés par E2O.
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o,i nj et C+ sont

dans C+.

- L +

o ù  R '  e t  C '

pour j€l'l et

- pour

- pour

deux ouver ts , çs ,  L.
j€ l't- 

J
et Rj est inclus

COROLLAIRE :

s i  O  €  â .  A lo rs  :

( i ) s i A v é r i f i e E l S , I e s d o m a i n e s d e c o n t r ô l a b i l i t é d e ( D ) , n o t é

C ,  et  de son T-d- iscrét isé,  noté E- 'sont  donnés par  E21;
@' 

* ,  = i  c  vér i f ie  E19,  l l  ex is te au moins un T-réc iproque de ( / )  '

te l  que les domaines de contrô labi l i té  de ( r ) ,  noté R-,  et  de ce(s)  T_

réc ip roque (s ) ,  no té (s )  C - ,  son t  donnés  pa r  821 '

c -  (  e s. .  I  ecl

u" 
fr"* 

s. , avec Pj (s) = sj
sont deux ouverts, bornés, convexes

S I 'esPace vector ie l  engendré :

" ,  
r"r  [ "  o" .  . .  o"-19],

( i i )  p " t  fo  cD . . .  
" t - lo l '

REI4ARQUES :

( i )  nous conservons les notat ions 2-13;

( i i ) s i l e s y s t è m e ( D e s t l o c a l e m e n t f } - c o n t r ô l a b l e e n o , a l o r s t o u s

s e s T - r é c i p r o q u e s s o n t é g a l e m e n t l o c a l e m e n t f l - c o n t r ô I a b l e s e n o ' p u i s q u e

R - e s t i n c l u s d a n s C - , p a r c o n s t r u c t i o n ( p r o c e s s u s d e T - d i s c r é t i s a t l o n ) ;

( i i i ) E l s e t E l g s o n t r e s p e c t i v e m e n t p l u s f o r t e s q u e l e s c o n d i t i o n s

Ï J 2 ( p r o p r i é t é 1 - 5 ) e t E 4 ( t h é o r è m e 1 - 1 0 ) . A i n s i l e s r é s u l t a t s d u c h a p Î t r e

1 sont  encore vér i f iés.

La démonstraÈion du corollaire nécessite la connaissance de deux lemmes

techniques.
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Soient x et y deux opérateurs linéaires réelé nxn et nxp {{<p(n) '

Alors l ,opérateur l lnéalre C^[X,V] 
"st  

sur ject i f  s i  et  seulement 9. ' i l  n 'el '<is-

Èe pjrs de directions propres 
-V, vecteur colonne de R-n, lO, de 

tX, tei que

V Y = 0

T,F:MME 1 :

DEt{oNsrRArroN : [r:] p.lzo.

LEMT'IE 2 :

soient x et Y deux o1Érateurs ll-néaires réels nxn et nxp. (l(p(n) '

Alors l'op,érateur linéal-re Cn[*r"] est de rang k, l<k<n, el et seulenent

s'11 existe un changenent de base réelle R, telle que !
- 1

( i )  X  =  R x  R '  e t  Y  =  RY sont  dans  la  fo rme :

x t t de dl-rnensLon kxk et Yl kxPt

est de rang k.

DEMONSTRATION : se déduit  de [gg] n.320, en raisonnant par I 'absurde.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2-17 , r=

(t) soiÈ un dLvlseur éIérnental-re de A dans G : (u-ur) '' on iléflnit

N corne M dans 2-L3. soient r.t-=tjêt ' t ,  tel eue Reur(O] et u+={j€H, tel que

Bevl>O]. Considérons KJ le rééliflé du sous-espace cycllque de pol1môme mi-

t {

nimal (u-ur) J, poor J€H (faen à L, dans 2-t3). Alors le domaine de contr6-

labIl i té C- de (D) s'écrit ,  draprès F.H. Hsu t l t l  :

C-= ( (E - K.r ) a C: , oo Cf est un ouvert, bornél convexe de 
9--* 

*t'

J€N 
J -  j€t l -  J

Draprès le théorère 2-L4, Le domalne de contrôIabtllté du T-dl-scréttsé (El)

de (Ï) r en utillsant }es notatlone 2-13 ,

R_ - (  O _ 
"a 

)  e R+, où Rj est un ouvert ,  borné, convexe de 
9.* " t '@ J € M J - J € l r J

[*,, ,.,r'l f"'lx =lo 
"r)etY=Ltl 

avec

(tf) Iropérateur l inéaire Cn[*rt,"r]



D a

Comme A véri f ie E18, si  (u-ur) '  est un diviseur éIémentaire pour A,

u . T  n .
(À-e' j  I  

j  
est un diviseur élémentaire po,-, t .o* .  Ainsi  

to 
"a 

t"AT 
orrt  1.

même ensemble de sous-espaces cycliques. Drautre part si Uj est r:ne valeur

u.T
propre de multipticité k, alors e J est une valeur propre de même nulti-

p l ic i té  k ,moyennant  ta condi t ion E18.

Ainsi l l l=Nr M =N- et M*=N*. Et par construction L..=K* pour tout j€M. oe
J J

- + +
plus R- est inclus dans C-, ear constructl-on du T-discrétisé.

( i i )  Le T- discrét isé du T-réciproque de ( l )  est Justement ( I) .  Ainsi

nous obtenons le résultat inverse, cat moyennant la condition E19, il

existe au moins un T-réciproque, donné par 85, vérifiant E18. En effet

on peut toujours choisir 
$r,ogc, 

tel que si tr>O est un

1 1
C, I = 

frtogÀ est un élénent du spectre de frf,ogC 
(lère

donnant un logarithme réel d'une matrice réelle).

élénent du spectre de

ligne du tableau

DEMOTiTSTRATION DU COROLLAIRE :

Vu le corollaire 3 du théorème 2-14 et de I'homologue pour les systèmes

de (D(n) ,U) [ tZ],  i I  nous suff i t ,  connaissant Ie théorème 2-I7, de comparer

lrespace vectoriel engendré par Crr[or"] et celui engendré par :

T

{ ["ot ,{r [ -  "o" 
as] al  ,  vu, la forme du T-discrét isé (D),  donné par 81.

I r -  t o

supposons que le rang de Crr[arnJ = k, alors d'après Ie lemme 2, iI existe

un changement de base réelle R, telle que A = R-l A R et g = R-l B sont de

la rorme : A = Pt' 
o"l 

.. 
" 

=f ltl , "o A' esr a" ainension kxk er
f o orr) L'J- 

'- '
B, kxp. De plus nous avons 

-Ie 
r"ng dè Ci lerf ,Bt]  = k.  Mais alors,  d 'après

le lemme 1, i l  n 'existe pas de direct ions propres tu d" tol l ,  
te l le que VBr=0.
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i -o ' , t  I

D'aurre p.tr 
"Ar 

= 
lt^tt ^îrr.f 

, ". 
.o"t est de dimension kxk et x

Lo ""  r
une  ma t r i ce  rée l l e ,  gu€  l t on  ne  p réc i se ra  pas ,  de  d imens ion  kx (n -k ) .

comme A vérif ie 818, 
te 

.t 
t"AT 

ont le même ensenble de directions propres,

ca r rdans  1 'hypo thèse  où  (u -u - ) t j  . " t  d i v i seu r  é lémen ta i re  de  A ,  ( r - "u j t ) t j

tor  
r t  

J

I ' es t  auss i  pour  e  
r r  

e t  inversement .  A ins i ,  i l  en  es t  de  *ê te  pout  
tA '

*  A , , T  A  T

et  "e "  .  Et  donc,  i l  n 'ex is te pas de d i rect ion propt"* 'v  d"  
t "  11- ,  

aarr .

que vBr=0.  Arors par  appl icat ion du lemme 1,  re rang de dnf .ot t t ,B1l  = k

et par application du lemme 2, Ie rang de Crr["ATra] = 1.

Donc moyennant la condition El7, Ies espaces vectoriels engendrés par

[" * . . .  ot- l"]  et par /.o""u" eArfreAsBds ...  
"attn-r)f"A"ea=-l 

sont-T too

confondus.

2 -tA EXEMPLES :

Les exemples

Ex-emple -1 :

qui suivent i l lustrent le théorème 2-I7.

différentierle , & -
dt2

f  ut t)  f  -<1, b>O , k2r}.  Cette équat ion est équivalente

Considérons l '  écruation
^ .  d x  . 2z D â E + K x = u r a v e c

au sytème :

l-a*
l - =Y(Dt I "'
l+=-k2x+2by+u
Ldr

Le système l ibre associé à (D) nrest pas stable à l ror igJ-ne, mais est

loca lement  [ - f ,+ f ] -  con t rô lab le  en  o  e t  norna l .  so len t  (D- )  e t  (D+1, les

processus extrêmaux associés à (D),  crest à dire obtenuspar appl icat ion

respectivement des commandes u=-1 et u=+1.



a) SuPPosons q':e b2 - k2 ' O '

Chaque solut ion de (D-)  sp i ra le vers l 'extér ieur  à par t i r  de o-  ,  t - f ,Ol

et  chaque solut ion de (D+7 spi ra le vers l 'extér ieur  à par t i r  de 
k '

1
O+ ,  ( - r0) ,  pour  t  cro issant .  Le domaine de contrô labt l i té  C- est  une

régionK ouverte,  convexe,  bornée par  la  solut ion de @-)  qui  passe pe (x- ,0)

à (x+,0)  dans le  l /2  espace fermé y2O et  par  1â solut ion de (D+),  qui  passe

de (x+rO) à (x-,0) dans Ie l/2 espace fermé y60. De plus C_ est slmétrique

par rapport à lrorigine. Les abscisses x* et x- sont connuesexactement :

X * =
1 + exp (-bn/rrr)
I - exp (-bnlrrr)

x k-2 et x- = -x+, avec û) = ( l r2-a2)L/2

Nous allons à présent regarder Ia forme du domaine de contrôlabil ité du

T-discrét isé de (D).  I l  est  donné par  le  système suivant  :  ( .J)

11  rb
l* | nr lï"rlrr + costrr f"ir'tt I l"l
l . . l  

=e 
l i " r r , r ,  ! " i ,  l l  |  +

[o] t  L,  -  û)- . ] .ur+cosu'rJfvJr-r

i'""*l ,r-1
Suivant les valeurs de T, le système (f) est localement contrôlab1e en O ou

non  ( cond i t i on  E1B) .

Pou r  T  =  (n  +  qn ) t - l ,  q€7L ,  I e  p rocessus  ( f )  n res t  pas  l oca lemen t  [ - f , + f ] -

contrôlable en O et le domaine de contr6labil ité R- est un intervalle

ouvert, slrmétrique par rapport à O : R- =[O-,0*]. On remarquera que pour

tout q€7L, R- est invariant.
. t t  - 1  -  F  r

Pour T = ( i  + qr)w ' ,  
qQ.7L,  le  système est  localement  l_-1,+ l -contrô lablez -

en O et le donaine de contrôtabil ité R_ est une région ouverte du plan,

s1métrique par rapport à O, de points drl-ntersection sur I 'axe des abscisses

O- et O+. On remarquera à nouveau que pour tout qï7l, F- a pour intersection

sur  l taxe des abscisses O- et  O+.

[l . 
"br 

(*"inor -
+ 
ft' l.o'"J,,#

t
,
lo -
I

t
t
\

t
t

,
t

a t t '

t "  
'  - - - - ] -  

- -

- - -  - ^ ' -
-  - -  j ' {  - - -

- o o t ê 4  - '

- ' " '

\ \
t . \

\
I

o+r
t t

t ,
- t t

- t t
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b) supposons que b2 -  o2t  o.

Le domaine de contrôlabil ité C_ de (D) est une région ouverte du plan,

bornée par  la  solut ion de (D+),  issue de GF et  passant  par  O- dans y<0

et  par  la  solut ion de (D-) ,  issue de O- et  passant  par  O+ dans y>0.

Le T-discrétisé de @) a pour système (r) :

f  l  r  -1
|  * l  b r l -b ,  

-shu . r r  +  chor  u r - l sh t t r '  I  [ " . |
( - r )  : l  l =  e  |  - ,  I

L ,J, L 
-k'w-rshor bt'r-lshurt * "n'îl L".|r-r.

f n-' + k-2.bT(bur-lshrT - "tu,ti l
I  or  -1 |  " r - r
L e--ut  

-shoT 
J

Son domaine de contrôlabil ité R- est une région ouverte, convexe, slrmétrique

par rapport  à O du p lan et  d ' in tersect ion avec I 'axe des abscisses Of  et  O-.

R
@

\ \
\ 1

\ r
\l

Exemple 2 , 
-2

Considérons l 'équat ion d i f férent ie l le  Ç *  2bx -  k?x = ur  avec

f  u  ( t )  l -<1,  b>o 
" t  

r2 to.  
dL"

Cette équation est équivalente au système :

v

k 2 * - 2 b y + u

Le système l ibre associé nrest  pas stable à l 'or ig ine,  mais est  localement
Ê - l

L-t ,* l .J- conÈrôlable en o. Le domaine de contrôlabi l i té C- de (Dl est

l rouvert ,  convexe, symétr ique par rapport  à o, compris 'entre les droi tes

d'équat ion y = (-b-r, l )  (x-tc-2) et y = (-b-o) (x+t<-2),  gui  sont les droi tes

aslrmptotes respectivement à la solution de (D+), passant par O et se trou+

vant dans Ie 4ème quadrant et à la solution de @-l passant par O et se

trouvant dans le 2ème quadrant, où (D+1 et (D-) sont les systèmes extrèmaux

(D) {* 

=

LËT =



5 B

de (D) ,  ayant  pour  points cr i t iques o-  et  o+ avec o= (y2 + O2)I / ' .

Le  T -d i sc ré t i sé  s réc r i t  :

[".J *- l-.n* + bo-lshot ur-lshur 
'l 

f "l(/) ' l  l=.-o' l  -1 l l  |  +
I  o lr I  k2t- l"h't  chtrrT - bur-lsh
L J' L ,.*J L"J'-'

l-k-2e-bT(chtrrr + bur-lshr,rT) - n-'l
t  

. . , , -  l " t - t
L '-l"-bT=hu"t 

J
Son domaine de contrôlabil ité est une région ouverte, convexe et symétrique

par rapport  à O,  du p lan,  l imi téepar les deux dro i tes dréquat ion :

y  = ( -b- t l )  (v-a;  et  y  = ( -n-ur1 (x*a)  ,  avec ^ .  Lr .

I l serait évidemment très intéressant de donn5r une idée plus précise de a,

en fonct ion du pas T de Ia d iscrét isat ion.

REMAFQUES :

Comme nous I 'avons remargué sur  ces exemples,  i l  est  t rès d i f f ic i le

de cerner  avec précis ion Ie domaine de contrô labi l i té  du d iscrét isé;  en ef fet ,

sa forme nous est  connue ( théorème 2- I4)  a lors que sa. f ront ière nrest  pas

déterminée avec précision par ce même théorème.

Ains i  l ' in f luence du pas de d iscrét isat ion sur  les t imi tes du donaine

de contrô labi l i té  est  mal  déf in ie.

Intuit ivement, on peut penser que la frontière du domaine de contrô-

labil ité du T-discrétisé se rapproche de celle du systèure différentiel dont

\

\ \
\ \

2 - r9



5 9

i l  es t  i s su ,  P Ius  I e  Pas  T

ne soit pas évident, comme

de Ia d iscrét isat ion est  pet i t '  Encore que ceca

nous l tavons fa i t  remarquer dans I texemple 1-a '

Ains i  connaissant  les cr i tères de contrô labi l i té  des systèmes d l f fé-

rent ie ls ,  processus de (D(n)  ru) ,  i l  est  poSsib le de reconnaÎ t re des é léments

de ( - r (n) ,ur)  qui  sont  contôtables,  mais pas tous;  seulement  ceux qui  sont

de la forme :

( D  ,  
" l = C * I - l * o t l - l

où c est un opérateur l inéaire dont Ie spectre ne conÈient aucun élément

de lft (conséquence de El et de 818) '

c 'est  pourguoi ,  i l  est  nécessal - re drétabl i r  des cr i tères de contrô la-

b i l i t é  pou r  l es  sys tèmes  de  l a  f am i l l e  ( I ( n ) ,U f ) .  C 'es t  l ' ob je t  du  chap Î t re

suivant.
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CHAPITRE 3

CRITERTS DE CONTROLABILITE
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Lrétude de la contrôlabil ité, dans le cas où le domaine des commandes

est  un espace vector ie l  (0 = P. .P) ,  
"  

é té t rès étudié aussi  b ien pour les

sysrèmes dirrérent ie ls qu' i térat i fs.  t ls l ,  [ to] ,  l r r l - l rn7,  [nt l ,  [+: ] - iaa] l
t 'ouvrage fondamental de !ùohnam [na], qui se place dans cette hlpothèse,

pour lespùlocessus à temps continu, est en grande partie directement transpo-

sable aux systèmes à temps discret, le domaine'de contrôlabil ité B- étant

un espace affine confondu avec Rr, conutre dans le cas continu. Crest dtail-

leurs de cette dernière propriété de R_ que l 'on tire le critère de Kalman

[z:] .

Le chapîÈre 3 se place dans Ie prolongement du précédent et ne consi-

dère donc que des processus auxquels sont aSrpliguées des commandes à valeurs

dans qn domaine des contrôles f, l conpact. L'objet de ce chapÎtre est d'établir

des critères de locale f,2-contrôlabil ité, hypothèse pratiquement touJours

vér i f iée dans le  chapî t re 2,  et  d 'en dÔduire des cr i tères de g lobale et

complète f, l-contrôlabil ité, en uti l isanÈ les théorèmes de décomposition

géonétrique du domaine de contrôlabilité, théorèmes démontrés précédemment

( 2 - 1 4 ,  2 - 7 7 )  .

Ce chapître comprend 3 parties, à savoir :

- la contr$labilité des processus itératifs, auxquelé sont appliquées

des connandes "multidlrectionnelles", crest à dire à valeurs dans

un sous-ensernble fl, inclus dans [RP, vériflant la proprlété

o est à I ' intér ieur de CI aans RP;

- Ia contrôlabitité des systèmes récurrents, auxquels sont appliqués

des contr:ôIes "unidl-rectlonnels", crest à dire à valeurs dans un

sous-ensemble Q, inclus dans Rp, nais ne vérifiant plus la pro-

pr iété o est à l t intér ieur de f l  dans IRP;

- Ia contrôlabilité conparée des processus à temps discret et à

temps continu, qui complète les résultats de 2-C.

Pourquoi distinguer le cas des commandes "multidirectionnelles" et

celui des contrôles "unidirectlonnels"? Comrne le montre Irexemple qui suit,

Ies critères ne seront pas les mêmes
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3 - 1  E X E M P L E :

Considérons Ie

(r)

processus abstrait suivant :

. ["] -f"J |--l lol +'  
["J, 

= 
lo t l  Ir lr-, 

. 
Lt,. |ur-r '  

pour l€N;

-  s i  u r_ ,  appar t ien t  à  [ - f  ,+ f  ] ,  a lo rs  R-  =  Rt ,

-  s i  u r - ,  appar t ien t  à  fO,* f ] ,  a lo rs  ( f )  n res t  pas  loca lement  [0 ,+ f ]
contrôlable à lrorigine et R_ est représenté par la partie hachurée.

3 . 2 HYPC'THESES GENERÀI,ES :

(i) consldérons un rep:césentant inversible de ( f  (n) ,U,r )

( r )  , * I =C* t_ l *o r l _ l

c res t  à  d i re  avec  C  b i j ec t i f ;

( i l) le donaine des connandes O, inclus dans

compact ,  . rerD0f l  I  0  et  qur i l  ex is te q€N| l<qcpçrr ,

non vide dans IÀj.

[ tP, est

tel que

supposé :

fl soit dr intérieur

RE$ARQUES :

( i )  l - l  n ' e s t

des systèmes non

pas nécessaire de donner des critères de contrôlabtl-tté

l-nversibles, draprès le théorèrne 2-15.
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( i i )  F, (respect ivement ,4r)  représente l rensernble des points recalables

à I 'or igine (respect ivement des étals accessibles à part i r  de I 'or igine) au

temps lT. R- est Ie domaine de contrôlabit i té à I 'or igine.

(ii i) Tous les critères démonÈrés dans ce chapitre sont valables en

tou te  pos i t ion  d 'équ i l ib re  x  de  ( f ) ,  d 'après  811.

( i v )  Nous comparerons  les  p rocessus  de  ( I (n ) ,Ur )  e t  ceux  de  (D(n) ,U) ,

dans 3-C, grâce à r:n article de Brarnmer t5] et à un autre de Saperstone [:Z]

dans Ie cas des cornmandes "unidirectionnelles".
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3 - A  C A S DES SYSTEMES A COIIIRO@ ,

Nous considérerons successivement

l 'or ig ine,  puis  Ia g lobale et  compléte

du cas local Par le théorème 2-t4'

la locale O-contrôlabil ité à

Q-contrôlabil ité, qui sont déduites

3 - A - 1 LOCALE Q-CONTROIÀBIIITE.:

3 - 3  H Y P q T H E S E S :

Le

ct

domaine des cornmandes f,l , inclus

e t O r t ient à I ' intér ieur de

aans l'ÈP

Q dans

,  es t
pP.

supposé :

3 - 4  D E F I N I T I O N :

3 -5 T H E O R E M E  ( C . N . S . ) :

Le système (f)

sl et seulement sl

est localement A-te!!rôl#

I f  opérateur l inéai te Cr[" ,o]

Le processus (D est dit localenent Q-contrôlable à I'origilrg-au temPs

E, si  l rensenble des points recalables à l 'or igine au temps IT'  c 'est à

dire Rr,  cont ient un voisinage de I 'or igine dans IRP'

est de r€rng n.

REMARQIIES :

( i )  1 €  L  =  t i l g  N l  t e l  q u e  r r p l n  e t  r ' < n ) ;

( i i ) l a m a t r i c " C t [ c , o l e s t d i t e l - n a t r i c e d e c o n t r 6 l a b l l i t é ;

( i i i ) s i l e p r o c e s s u s ( r ) n | e s t p a s l o c a l e m e n t O . c o n t r ô l a b l e a u t e m p s

nT, i I  ne le sera jamals.

DEMONSTRATION :

condition nécessaire : raisonnons Par I'absurde' supposons que pour

. o o . @ , a 1 o r s i I e x i s t e v v e c t e u r 1 i g n e d e R n , l 0 , t e I q u e

vCr[c,ol  = o. i 'auÈre Part  suPposons qu' i l  existe 10€L' ter gue R'
-o
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contienne un voisinage dans

à Bf et n vecteur ligne de

soito x un élément de Rto,

i l  existe V vecteur de Rt,

puisque vlO et C bi ject i f .

Rt d. I'originei alors pour tout x appartenant

[Rt,  t" I  que si  r1x = o alors r l  = o'

a lo rs  0  =  c lo  x  +  cL  [ " ,o ]  t l  ,  d 'après  E7;  e t

o O
1

vcrox = Q, ce qui est J-mPossible'

\
#0, tel  que

Condition suffisante : i l  exisÈe çl! inclus dans f,ù, tel que O' soit

dans [RP, Puisque o est 'à  l r in tér ieur
convexe, symétrique par rapport à O,

de fù dans R.P.

supposons qu' i I  existe leL, tel  que teCr[c,D] = n et soi t  f r i  t 'ensenble des

points recalables en o au temps IT, à I'aide de commandes à valeurs dans sl"

Alors dim Bl = n: en effet, supposons gue din Fi < n' alors i} existe v#0'

vecteur ligne de Rt, t.l gue VClx = 0r C étant bijecttf' pour tout x€fr1

et ainsi  v0r[cro] = D, d'après E'1-,  ce qui est impossible'

corune dim R! = n, il existe y appartenant à Ri' tet s"" Ri contienne un

voisinage de y. Le domaine flr étant slzméËrique par rapport à O de IRP et

convexe, El est syurétrique Par rapPort à o de Rn et convexe' Donc' il

existe un voisinage de O dans Rn contenu dans Rl, Iui-même inclus dans Br'
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3 - A - 2 GLOBALE çI-CONTROLABILITE :

3 - 6  H Y P O T H E S E S :

r-e domaine des contrôles fl, inclus aar,t RP) est supposé :

compact, convexe et o aPPartient à I' intérieur de Oilans [ÀP.

3 - 7  D E F I N I T I O N :

Le système (f) esÈ dit globalemenl0-contrôlable à I 'origine, sl son

domaine de contrôIabi l i té  à l ror ig ine,  c 'est  à d i re R-r  est  confondu avec

tout  l 'espace vector ie l  Rt .

3  -  8  THEOREME (C .N .S . )  :

Le processus (r) est globalement n-contrôlable à lrorigine si et

seulement si :

( i )  l 'opérateur l inéaire C-[" ,o]  est de rang n et

(ii) lropérateur linéalre C est une contraction au sens large.

RE!,IARQUES :

(i) contrairement au cas de la locale O-contrôlabtlité, LI est ici

nécessaire de supposer Q convexe, draprès le théorère 2-l4i

( i i1 ce nrest pas une restr ict ion, vu que dans FtP, n est d ' intér leur

non vide, et donc quril existe touJours 0r, inclus dans O, Qr Convexei

(iii) tout lnint x de ftn est recalable en O en un temps fint.

DEMONSIRATIOT.I :

Iæ théorème 3-8 est une conséguence directe du théorène 3-5 et du

corollalre I du théorène 2-14.
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3 - A - 3 COMPLETE CI-CO}ITROLABILITE :

3 - 9  H Y P O T H E S E S :

Le domaine des contrôles Q, inclus dans h),.P, est supposé

compact, conve.xe et o appartient à I ' intérieur de O dans -RP'

3 -10 DEFINITION :

Le système

paire d-e poin-ts

(r)
( x

o

est dit comPlètement- 0-contr6lable, si

, x . )  de  St t t  R t ,  *  es t  reca lab le  en  x"
t -

pour toute

@.

3  - 1 1  T H E O R E M E  ( C . N . S . )  :

L€ processus (f) est complètelnent .fl-contr61ab19 si et seulement si 2

( i )  I ropérateur l inéalt .  Ç[cre] "" t  
t l .  t . t tg t  

" t
(if) tout élénent À du spectre de C dans G vértfte : ll l = 1'

DEMONSIRATION :

Aller de xo à x, en un temps fini est équivalent draller de xo à o

en un temps finL et de O à xl cn un temps fini.

" vu les conditions (t) et (ti), et Par applicatl-on du théorèrne 3-8'

R- = hln, c,est à dire que tout lnint x de lRn est recalable en O en un

temps f ini .  
_l

M a l - s d ' a p r è s l e s r e m a r q u e s 2 - 8 ' A - = R - " d o m a J - n e d e c o n t r 6 l a b i l t t é

en o pour le processus Lnvérse de (Ï)  ,  t r-  
l f  

* I  = c- l (* t- l  -  ^t- t )  '

Vu les conditions (i) et (tt), et par applicat'ion du théorène 3-8,

n]t = lR.n, et donc A-= [tt, crest à dire que tout polnt x de fPtn est

accessible à partlr de l'origine en un temps flni, car les éléments du

spectre de c-l sont définis par r-l et vériflent |  ̂ -t l = I r êvêc tr éléments

du spectre de c, et  car rg cn[",o]  = rg Cn["- l , -"- tDJ = , , .
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3 - B CAS DES SYSTEI,TES A CONTROLES I'NIDIRECTIONNELS :

Nous considérerons successivement la locale fl-contrôlabil ité à

lrorigine, puis la globale et complète fl-contrôIabil ité, qui sont déduites

du cas local  par  Ie théorème 2- I4.

3 . B - 1 LOCALE Q-CONTROI,ABTLITE :

3 .15 HYP0THESES :

Le domaine des conmandes fJ, inclus dans lRP, est supposé :

conpact, convexe et Df,l non réduit à {o} dans lRn.

3 -16 TITEOREME (C.N.S.)  :

Le processus (f) est localement fl-contrôlable à I'origine si et

seulement si :

( f )  I roSÉrateur l lnéair"  Cn[",o]  est de rang n et

(ii) I 'orthogonal dans lRn de toute direction propre réelletv, associée

à un élénelrt ]>0 du spectre de 
tc, 

sril en existe, coupe Ie domaine DO.

REMAR9UES :

(i) I 'orthogonal dans lRn de toute dl-rection propre réelletv est égal à

{ x de lRn, tel  çIue v.x = o } ;

(ii) la condition (ii) du théorène est équivalente à :

il n'existe pas de valeur propre l>0 de C et de vecteur propre réel 
tV,

vecteur colonne de tRn, assoclé à i>O de 
tc, 

tel que pour tout u appartenant,

Q ,  v . D u  s  0 ;

(ii i) la condition (ii) du théorème est intrinsèque : en effet, par

tout changement de base P, le systène (I) srécrit , *I = eCn-lxr-i + PDul-l

et si 
tv 

est vecteur propre réel de 
t", t(w-l) 

est vecteur propre réel de
{ - - î - t-(pCp -). 

etnsi VDU = (VP ')(PD)u garde son sJ-gne pour tout changement de

base réel le.
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coRoLLATRE (C.N. ji. ) :

Le système (-I) est

seulement si :

(i) le déterminant

r - . l

Iocalement lOrl l -contrôlable à 1- '" t ig i*  s i  et

de Cr, [", o] e s t l 0 e t

( i i )  l e de C ne contient

REMARQTJES :

(i) le temps minimum mis pour contrôler le processus (/) n'est pas

précisé. Le théorène 3-24 en donnera une idée;

(ii) le seul résultaÈ connu actuel!-ement de la contrôlabilité des

systèmes de (I(n),Ur) est celui  drEvans et Murphy [e],  qui  nous di t  que :

le système (J) est complètenent [Or+-[-contrô1able si et seulement si :

les conditions (i) et (ii) du corollaire précédent sont vérifiées pour le

système considéré. Aucun résultat n'est connu dans le cas où le domaine des

contrôIes est borné et ne contient pas o en son intérieur.

REMARQT'ES :

(i) considérons Ie processus à tenps continu (D) ,  3Ë 
=  A x ( r )  +  g  u ( t )

Brammer t5] démontre le théorème suivant :

(D) est localement fl-contrôlable en O si et seulement si :

-I'opérateur rinéaire drr[o,"] est de rang n et

- i I  n,existe pas de vecteurs propres réels 
tU d". to.rét i f iant V.Bu(O,

pour tout u de 0

En remarqu€rnt que (D) est localement Q-contrôIable en O si et seulement srl-l

nf existe pas de vecteur W de lP.n, *O, tel que pour tout u de 0 et tout t>0,

vl.eAtBu.. O. Ainsi Brar1mer est amené à étudier Ie signe de weAtBu, dans la

démonstration de ]a condition suffisante, ÇSri présente des difficultés. II

résout cette difficulté en donnant une évaluation aslnnptotique de ce produit

intérieur, ce qui lui permet de faire apparaltre des terres domlnants' de

même signe que vù"AtB,, pour t tendant vers +@. Alors il dénontre gu'il n'ex-

iste pas de vecteur lf de R^, 10, tel que ces termes dominants gardent un

signe constant, pour tout u de O et tout t>0, moyennar-rt les condltions de

son théorème.
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( i i )  Considérons le processus  ( / )  de  é(2) ,Ur ,  su

l;1,[:;Jl;],,.[:]t/ l

ivant :

or- 1

où  0  I  0 ,  I  r ée l  e t  0  (  u r_ ,  (  1 .

Le système l ibre associé à ( / )  est  osc i l la to i re,  de valeurs

conjuguées :  l  =  P + i0  = o 
" iB 

et  I ,  où c est  le  module de

gument de À,  c 'est  à d i re le  seul  nombre O<B<r,  te l  que I  =

Ce processus est  localement  [Ort ] - . " " t rô lable à 1 'or ig ine,

conditions du corollaire du théorène 3-16

Avec les notat ions précédentes ( f )  srécr i t  aussi  !

propres complexes

I  e t  B  e s t  l r a r -
i Bc e

véri f iant les 2

(r f "l = "f 
cos. sinol 

f"l
L "1, | 

-=i"o "o=eJ l"Jr-,
. [:l ",-,

Construisons géométriquement Ie domaine de contrôlabilité, dans Ie cas

parti-culier, par exempler où cl = 1 et B = 
l. 

Nous allons successlvement

représenté Rr,  R2r. . . l r .R, et  constater gue B, cont ient o en son lntér ieur.

En effet, Ie vecteur A 
-r?, 

est un vecteur tournant dans le champ complexe,

pour 1 augmentant, puisque le passage de o-tt, a a-(r*l)R., le fait tourner

de rrangre -8, avec o<B<T. comme Fl = Rl- l  *  
'o-t f i ,  

tz-e- i .U, i r  existe
t

1€0.1 , tel que.R, contienne un voisinage de l'origine. On peut remarquer

que dans  l rexemple  par t i cu l ie r  R,  =  {  GZt /2u ,  -u ) ,  O.<u51 } .
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( i i i )  Si  DSJ = 0 e- {OO) (notat ions 2-13) ,  le domaine de contrôlabi l i té

jerq l

est donné par E15 (corollaire 4 du théorème 2-t4) :

F - = (

La démonstration du théorème

simpl i f iée,  Puisgu'  i l  suf f i t

espaces vector ie ls  r , .  de Rl .
l

Et, par exemple, ce cas de figure ne peut

Bien que O soit contenu à I ' intérieur des

L.  et  L^,  O r l 'appart ient  pas à f  in tér ièur
L Z

(E_ L .  )  o  (  O*  F- .  )
j€M -' j€M,

3-!6, dans ce cas, se trouve très sensiblement

de regarder ce qui se passe dans chacun des sous

t
se produire, où lR- = Lt A L2'

projections de R- sur les droites

d e R .
@



DEMONSTRATIONDU THEOREME 3-16 :

PIal de Ia démonstration :

9 : I : , ( r a i s o n n e m e n t p a r l ' a b s u r d e ) I e p r o c e s s u s ( f ) e s t s u p p o s é

Iocalement  f l -contrô lable à I 'or ig ine et  I rune,  puis  I 'autre,  des deux condi-

t i o n s ( i ) e t ( i i ) d u t h é o r è m e n o n v é r i f i é e . C e < | u i p e r m e t d | a b o u t i r t o u t

naturellement à une contradiction, dans les deux cas'

9:9: , conme pour les systèroes différentiels [U]' la condition

suf f isante présenÈe cer ta ines d i f f icu l tés.  Les condi t ions ( i )  e t  ( i i )  du

théorème sont supPosées vérif iées. I1 est démontré alorsr 9u€ Ie processus

(/) est localement fl-contrôlable à 1'origine. Le déroulement est le suivant:

le système (r) est localement o-contrôlable à I 'origine si et seulement

si : pour tout vecteur vÙ, ,,o,, :Tl, 
de lRn' tlrî*t"te fretN" 12€ff ' u et v

appartenant à Q, tels que : slC 
'DotO et wc 

'Dv<O (lemme 2) '

Ainsi l 'étude du sigme du produit scalaire vIC-lDu srimpose' Pour l€fN*'

u parcourant fl et !{ l 'ensemble des vecteurs non nuls de'[Rn' Cette étude de

signe est assez complexe et nécessite un long développement algébrique'

pour touÈ lù vecteur non nur ae fRn et tout u appartenant à o, re carcur

algébrique du scalaire WC-IDu permet de faire apparaltre, moyennant 1a condi-

tion (i) du théorème (lerrnne 1), un terme dominant, Iorsque l€lN tend vers

f  in f in i  (coro l la l re  7 ) .

Moyennant la condition (ii) du théorème, Pour tout w vecteur non nul de

lRt, po,-,t tout f5lNr, le rée1 WC-1Ou ne conserve Pas Ie nêne signe' pour I€lNr'

I)1or u parcourant Q; en effet, dans Ie développement a1gébrique de WC-lDu'

pour tout Vû non nul de lRt, porrt tout Io€Nt , 1. terme dominant ' 9ui apparalt

quand I tend vers l' infini, ne gardeJrùe mêrne signe, quand u parcourt o et

*
leNt, I)lo (tenne 8). Cette dernl-ère étape présente également certaines diffi-

c u l t é s , p r o v e n a n t d u f a i t q u e l | o n t r a v a i l l e e n t e m p s d i s c r e t .

Nous retrouvons une certaine siruilitude avec le cas des processus diffé-

rentiels, mais les raisonnenents sont totalement différent= [5].
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Condi t ion nécessai re :

le svstème f) soit localement fl-contrôIable-Sn-9.

(2-7-Lv) .Alors F- est un ouvert, contenant

-  S i  ( i )  n ' es t  Pas  vé r i f i ée ,

o

l a

3 - 5 .  
\

-  S i  ( i i )  n res t  pas  vér i f iée ,  c res t  à  d i re  s ' i l  ex is te  t r>O e t  
tV  

vec teur

propre associé à l>O d. 
tC, 

tel que pour tout u de f,;, VDu :< 0; V vecteur

l igne ae tRn, #O eE VC = VI .  Alors, draprès E6, pour tout l )n,  pour tout x

de  Rr ,  i l  ex is te  uor  u r r  . . . ,  u l -1  appar tenant  à  Q,  te ls  que :

'l

0 = V0 = ),Ivx . 
E 

ll-mvD,.,r-r r puisgue vc9 = l9v, pour tout s€ lN. comme
m=r 

r
À>O et que VDu.< 0, pour tout u de f,J, V* = - 

L. l-\Our-, ) O. Ainsi, pour
m=r

tout t)n, pour tout x de Rr 2 Yx )2 O, ce qui contredit lrhypothèse que Ie

système (f) est localement O-contrôIab1e à lrorigJ-ne'

Condition suEfisa.nte :

supposons sue les conditions (i) et (ii) sqient vérifiées'

1 ère étape :

Soit J Ia forme réelle de Jordan de C (O-2) ' 11 existe un changement

de base réel le,  tel le que (D srécr ive :  ( I  * l  = J * l - l  *  Ë tr-- t

Notations : Ia matrice J est quasi-diagonale, à blocs matriclels

démonsÈration est identique au théorème

tlrl correspondant à une valeur propre réelle tr, et

(g*r0*) correspondant aux valeurs proPres complexes l .  = 9. + i0
J  J  

l c r d l l L  € l l l ^  v d l E u t D  l J r v ! ' r ç è  v v u ! ' - ç ^ - -  " j  t  j  
- -  

j

de

et

2 tlpes

- J
n .

l

- K
n .

l

r . .
J

On peut touJours suPPoser que J

dimenslon n_xn_, t+tt+ et noxllor

( i )  les spectres de J- ,  J*

tivement;

=  d i a g (  J _ ,  J + ,  J o  ) ,  o ù  J , r

respectivement et :

J+ et Jo sont de

et J sont inclus dans'd-,  R'* et  0{,  resPec-



7 6

( i i )  les vareurs propres À. de J_ sont groupées par paquets, tel les que :
À  . .  =  )  ^  3  . . .  =  À -  ,  À -  . ,  

=  |  =  - - -  = , \ -  ,  l _  , 4  
=  . . .  =  À9o*1 9o*2 

'91'  
q1+1 qf2 q2, . .  '  ,  "9r_r-.  

%
et  l r  I  t  l l  I  t  . . .  t  l l  l .  De même pour  J*  e t  Jo ,  en  remarguant  tou te-q l  q ' 2 '  '  

% '

fo is  que ; rour  Jor  ^ j  =  l r . le *p( iB j ) ,  où  B,  es t  L r ra rgunent  de  t r .  e t  es t  cho is i

ter que O<B'<n et I .  sa comprexe conjuguée, retrÉrée par le même indice j  et

que les inégalités sur les modules des valeurs propres ne sont plus sÈrictes.

Aux matrices J- , J+, Jo correspondent, poor î, o_, o* et Dor maÈrices de

dimension D_"p, n+xp et noxpr respect ivement.  Et au bloc matr ic iel  
"rrr ,^r ,

de  d imens ion  n .X- - j . r j ,  cor respond Ie  b loc  mat r ic ie l  [o rJ l .<ksn . ,  mat r i ce  n rxp ,

dont Ia kème l igne est un vecteur ae fRP. De même, t  *rr(orr0r) de dinension

2n.x2n.,  correspond re bloc matr ic iel  [or*J1.<ks2n.,  matr ice 2nrxp, dont ra

kèrne ligne est un vecteur ae tR!.

Lenne 1 : (avec les notations précédentes)

( i )  s i  le rang de Crr[" ,b]  est n,  alors le rang u. Cr,  [ . r_,o_1, a.

"rr* f"*'o*, tt c'o Fo,ool

- complexes : Ia matrice

est respectivement r_, r* et no;

(ii) le rang d. cr, [J,8] est n si et seurement si : pour chaque paquet

(éventuellement réduit à un seur érément) de vareurs propres égales

À *  
-  

À .  E  . . .  =  | ,  :J r  J 2  j n

-  r é e l r e s  :  l a  m a t r i c e  d é f i n i e  B a r  [ 4 o . .  ,  
a o j  

2 n i ^ , . . . ,  

a o i o r r .  
J' t " j t  - z  

J 2  _  _ q
est de rang maximum;

forrr r r .  
, '_ t r r r rn i2 

" '  
tot r r r rn]  

o
-oinrr,.n-rJ 

est de rang maximun'ltoi 
rrrrr r-r' 

oi 
rrnrr-rr " "
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démonstration :  ce lemme se dédui t  d 'un théorème de popov t  [ : : ]  ,p .321) ,

qui exprime le même résultat, mais dans le champ complexe. II est obtenu en

effectuant le changement de base complexe,définie dans la 5ème éÈape de la

démonstration du lemme technique 1 du théorème 1-10, au résultat de popov.

Lernrne 2 :

Le système (-f) est localement fl-contrôlable à Irorigine si et seulement

si : po.ur tout vecteur ligne, non nul , w de lRn, il existe rrelNt, r2dlrl ',

u et v deux contrôles appart.enant à f2, tels gue les produits scalaires

w J  
1 o u  

e t w J  
2 D v  

s o i e n t d e s i q n e s o p p o s é s .

Ê€gglglfgligl t supposons que le système (/) ne soit pas locatement

Q-contrôlable à Iror igine, alors O n'appart ient pas à I ' intér ieur du convexe

R- (2-7-iv) et iI existe un hyperplan d'appui I/ en o à R-, ainsi q'une normale

extérieure 1, vecteur ligne, non nul de Rt, t"l que qx(O, pour tout x apparte-

nant à .R-. Alors, draprès E8, pour tout lcd, tout u de o, le produit scalaire

wJ-lDu garde le même sigme.

Inversement, si Ie processus (/) esÈ localement O-contrôlable en O, O

appartient à lrintérieur de R-. Ainsi, tout hyperplan vectoriel Ë coupe R_

en deux convexes d'intérieur non vide dans lRn, v, et vr. oonc, pour Èout

vecteur ligne, non nul, !{ de Rn, (W appartient à Hl, iI existe x de 7' et y

de Vr, tels que I{x<O et tù12>0. Et d,après EB, iI existe ll€lN', I2clN , ,] et ,r,

appartenant à 0, tels que:

" " - t 1  
D u  <  o  e t  * " - 1 2  D v  >  o .

Remarque :

Ce lernme est évidernnent vérif ié, que le domaine des

borné ou non, les seules conditions sur 0 étant convexe

En particuller, dans Ie cas de contrôles scalaires

est localement O-contrôlable à lrorigine si et seulement

vecteur l igrne, non nul,  de Rn, i I  exisÈe t l€Ntet l re[ , | r ,

comandes O soit

et KerDflQl0.

1p=1) r le systéne

sl : pour tout ûf,

tels que :
- 1

I d J  1 D < o
- l ^

e t  ! { J ' D t O

(r)
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2 èrne étape :

SuPPosons

et de mêge si.gme ( ,l est soit confondu avec J-, soit avec J* ) '

o ù  h ( I ' u )  e s t

Soit !{ un vecteur l igne, non nul , de lRnr der comPosantes !{i1, Pour

15k.<n. et q^+1"<j6q_ (notation de Ia 1ère étape) et considérons un contrôIe
- 

I 
-o -.In

adniss ib le u de Q,  te l  que D.-  o # 0,  Pour tout  q + l .< isg ( i l  en ex is te,  car
-. .:- jri 

^r, - 
- ln

il existe un sous-espace de - lRt, dans lequel DO est drintérieur non

v i d e ) .

Pr.ogcsition 3 :

Si Ie rang de C-[.f;É'] est n, alors iI existe une valeur proPre À d.e J,
- n

f - - *Ev un vecteur ProPre non nul de "J, associé à tr, et @

I

sÊlfN, tels que :

w  J - t  l  ,  =  ( - 1 ) s  ^ - ( r+s f " , l  ( v i u+h ( r ru ) )

une fonction tendant vers 0 en module'

pour s€lN et l  eN- {o ,1 }  z  r s,r 
= f"- lrr * f"r-11 '  avqc

I  tend vers l r  in f in i  e t

l = f " 1 =  1

Corollaire 4 :

Si te rang de C'

pour tout l>.1or

["-,o-l
- l  ^ ,

! { J - D

est  n_ ,

u e t

alors il existe Io€ tN: tel que :

!ù J-(1+1) i  u sont de signes opposés.

Corollaire 5 :

si Ie ranq de d f.r-  - t * t -

direction proPre de

est  n.  et  s i  l ror thogonal d"rr= lRt+ de toute

rte NI u et v deux

_ v < 0, pour tout l>,1r.

+

D

't

+ ' D + J

t
J +

gue

coupe

- t
wJ*

+0, 
alors

D  u > 0
+

i l  ex is te

et w .l-r Pcontrôles de 0, tels

39s3rsl9: :
( i )  le  coro l la i re 4

( i i )  le  coro l la i re 5

nrexis te pas de vecteur

se déduit de Ia ProPosition 3,

se déduit de Ia ProPosition 3,
{ - l .

propre 
-V 

de 
-J*, 

tel 9ue V D*

en remarquant qué'À<0;

en remarquant guril

u  <  O,  pour  tou t  u€0.
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démonstration de la Pr9P99rli9l-1 ' soit W un vecteur non nul de lRn et

u un contrôle de fl,

(1)  Algébr iquement ,

paquets de valeurs ProPres égales :

te l  que D. -  u  f  O,  Pour  9o+1.< j (ç-  - l n .
' )

- l  ^ .
le réel W J 

- 
D u est donné Par 2

f " , ,  =  f= - l r r  *  f= r l - l  . t  ,o , ,  =  f  = , ! ,  
pour  tou t  t€ lN*e t  s€ lN(ce  résu l ta t  es t

obtenu par récurrence sur I et nr) '

(2) soi t  Era(t)  = 
f  

t -Àj)  f=,r  wik '  pour l ( t (n ' '  l ' (k*(n '  et  o{s(nr-k;
^ t è

nra (t) est un reelf+s=t 
n.

A lo r s  h I J - l î o=  ,P  ^ - t t , *E { { - ( 1 )  D . i *  u  ) ,  e t  pa r  so rma t i on  pa r

3{.o*r Et

w r - t î ' =  Ë  ^ : t  È
g=t =g j=go_1*1

n .
J

'  
à  

E j t ( l )  oJ .  o  ) , 'avec ^nn * ^nn

pour g I h, l(g(m et l{h{n.

(3) Par hlpothèse, la matric" CrrFrôJ est de rang maximun n' Aùnsi' Pêr

apptication du lenme I de 1a 1ère étape, iI existe to€NI tel que :

9o

mo = sup { g, tel que l.<g(m 
"t t ^, "jrr* 

(t) D,- u ne soit pas identi-

F%-r*t  
l "  j  I t  j

quement nul , sauf peut-être lorrt o1 nornbre fini drindices 1€nï], Ie vecteur

W nrétant pas nul.  Alors :

wJ- r i t=
%

f
i=go+

, . } _^;' { 
à 

'r*
n . - k

t
s=0

t -À j )  f " , l  D3k+=  u  )  i

m

à^;l
cI-ct

E
j=9o-  

1*1

n .
.J(  EEjr (r)  Dr. u ) )

propres vér i f ient  1^nr l  t  1^nr l  1^nr l

, et les valeurs



(4 )  A lo rs  I e  sca la i re  w  J - l  l l  . "  décompose  conme su i t  :

h .  ( l r u )  t end  ve rs  0  en  modu le  quand  I  t end  ve rs \ f  i n f i n i

u,
pa r  :  h r ( I , u )  =  

1e ;
9=r 

-g

o  .  , o  =  À o  .  ̂ o t  .  1 ,  p o u r  l 5 g 1 m o - l .
-g ln 's

' o

9o

L
i=en_1*1

i l  suff i t  de vér i f ier que pour tout ô>0, i l  existe Io€ N; tel  que

l )1or  l f t r t f ,u )  l .ô .  Ce résu l ta t  se  démont re  en  3  é tapes  :

ex is te  f1€N:  te l  querpour  tou t  L>Lt ,  ta  su i te  e1 f -  . ' ,  es t  s t r i c -
J  r i , t

B O

h

--J-
(  2_  E . r  ( r )  D- ,  r  )

+ - l  J  -

r o U

tt

lE lN,et est donné

et avec,

En e f fe t ,

pour tout

- i t

tement  décro issante pour go_1+1r. j (go et  l .<gfmo-1;  en ef fet ,  pâr  construct ion

ut t  t r r r r r r  to t=  avons  les  p ropr ié tés  su ivantes  ,  t r r r l  =  f r - l r r j * r ,  e t  pour

r > n r r  t r . r ,  >  f r , n j ,  e n f i n ' p o u r  r < n r r  t r . r ,  <  f l r n j ;  
e t  d o n c  r a  s u i t e  e n t i è r e

, t r r , I  -  f l ,n . )  es t  s t r i c tement  c ro issante  avec  l ,  pour  l>nr ;  a ins i  i l  ex is te

l r ,  t e l  q u e  p o u r  t o u t  1 ) l r r  , r . , r  t . j ( l - e . ) - t  , r r . j  d o n c ,  l a  q u a n t i t é

t l * t  t r , r , r+1  t l  t r r : , r ,  qu i  es t  éga le  -  ' 1 t  (e ' -1 )  ' r . , ,  *  t j  f r , r j  ) ,  es t

str ic tement  négat ive,  pour  1)"1r ;

-  par  construct ion des Ej t ( I ) ,  combinaison l inéai re de f " r I ,  pour  tout

ô>0, i l  existe L2r.Lf tel que pour tout l>y'r, . l  
"ratt l  

est en modure prus

pet i t  que ô,  pour  lSt<n.

cons t ruc t i on  de  h r (1 ,u ) ,  co rnb ina i son  l i néa i re  de  E j t ( I ) ,

ex is te lorr l2 ,  te l  que l t t ,  t f  ru)  l<ô,  poun tout  I )1o.

-  enf inr  pêr

pour tout  ôt0,  i l

- l  ^ ,  - 1
V ' f J - D u = À -

d

ln

q*
t l l^

2_
j=ç  _ r+r

o

Ir
n ,

l
( fE . r ( l )  D i r  o  )  ]  +  h r (1 ,u )  I

t = 1
o
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(s)

par

D 'au t re  pa r t ,  pa r  cons t ruc t i on  de  m ,  i I  ex i s te  au  mo ins  un  k . , déf in i

k .  =  in f  {  l .<k (n , ,  te t  8 r "  * i k  #  o  } ,  pour  
1o  _ t * ls j (% .  Notons  tes ,

n t r '  o t . r . '  " ' '  o i r r  Pou r  %o- r *1  ' <  j 1  <  j 2  <  

,

1 t 4

V û J - D u = . - r
q-Tn

n .z J u

Z_ ( IE.  r ( r )
c = 1  t = l  J 0 -

o roa t )  +h r (1 ' u )

o

(6 )  Nous pouvons tou jours  supposer  que:  k .  =  k ,  = . . .  =  k .  e t  k .  <  k --  l t  ) 2  ) y  1 1  l 0

pour y+l.<a(z (si  y est plus pet i t  que z).  Alors :

_ L N
! { J  D u = ^* "  t  t - ^ \ '  

j 1  
r " r r , r  t tà ( " jon jo  o ro ' ro  o '+  h r ( r ' u ) )

où s.  = D.  -  k .  e t  h^( I ru)  tend vers 0 en module,  quand lElNf , tend vers
l 0 l o l d 2

I '  i n f i n i .

En effetr  pâr construct ion des 
"roa,tr ,  

dans hr(1ru) n 'apparaissent que des

termes en f=1],  pos11 0.<s(si .r- l ,  en dehors des termes de h, ( l ru).  Comme le

rapport  de f"r1 p.r  f=.  
, I  

. " t  str ictement décroissant,  pour I  croissant,
l 1

par  cons t ruc t ion  U.=  t " r ,  (  OSsSs. ,  ) r  roo= avons  hr ( I ru ) ,  sorme de hr ( t ru )

et drune combinaison l inéaire de termes 
"r  

f=,r . t ; l  
, l  ,  qui  est décroissant

l 1

strictement en module pour I suffisanment grand.

o

(7) Comme J est la forme réelle

on vér i f ie  a isément  qu ' i I  ex is te

propre À de J,  égale à À,  -  l .-  l t  J z

* Y
vDu=E" jo*Joo jo r jo

i - < q . A l o r s :- z - ' m

de Jordan de C, définie dans la tère étape,

tv 
vecteur propre de 

tJ, 
associé à Ia valeur

. . .  =  À .  =  |
l v
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En ef fet ,  i l  ex is te 
tv .  

vecteur  propre de 
tJ ,  

associé à la  valeur  propre

À- (qui  est  égale à À; ,  vér i f iant  l 'égat i té  V. ,  Ë u = o.  -  u  et  donc
'0 'ct I ot' i

* Y + ! - ( ltu = Î- w* ,- 
tu* 

, vecteur propre de 
tJ, 

associé à ra valeur propre tr,
a= l  ,o^ jc l  Jc r

vér i f ianÈ I réga l i té  deurandée.  \

(8) Soient u un

qo+l.<j.<qn et w

il existe 1.<mS
o

) . ,  À  =  À
1 o  - l * t

o

contrôle appartenant à fl, vérifiant o.i 
,r. 

u I 0, pour
_o 

Jcr

un vecteur non nul de lP. si le rang de Crr[",6] est n, alors

m et 
tv 

un vecteur propre de 
tJ, 

associé à Ia valerrt ntont.

=  . . .  =  À _  ,  t e l s  q u e  :
%

o

w J - r  Ë  r  =  l - 1  { - l ) - " i t  , .  . ,  {  u 'Ë  , ,  *  h r ( r , u )  }
" j r ' t

,  o ù  h ^ ( I r u )  t e n d

vers 0 en module, pour 1€lN+tendant vers I ' inf in i .

3 ème étape :

Suptrrosons que J ne possède que des valeurs propres complexes, non réelles

( J est confondu avec Jo ).

Soit W un vecteur ligrne, non

1.<k-<2n. et qo+l.<jSq (notation de

admissible u de-O, tel  que D.._ u
l ^ 1

( i I  en existe, car i l  existe J

dr in té r ieur  non v ide) .

nul , de lRn, de conposantes !{i1r pour

la lère étape) et considérons un contrôle

I 0 et Di2rr.-1r l  0,  pour touÈ qo+l<j<e,o

,rr, 
"orr"-é"pl". 

de lRn, dans lequel io est

Proposition 6 :

Si Ie rang de C- [J,6] est n, alors iI existe une suite finie de valeurs' n

propres de J, (1i , . )  
l (k(q,

n

de même nodule lll et d'argruments vérifiant

0 < 8 .  < 8 .  < . . . < 8 .  ( 1 1 r  u n e
J t  J 2  l q

suite finie de couples non nuls de vecteurs

*
une constante entière s, s€ lN,d" lRn, norés par: tu:lr., u3o) t.tçn , "a
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tels que :

w,r- Idu = ( -1)s l  ; r l - ( r+s l r " , ,  {  
É,u]* " "=rur*  

+ v?osr , , tur - , *  t  t ( r 'u)  }

ou

et

h ( 1 u) est une fonction tendant vers 0 r€ lN

'  f " r l  =  f s - l r r  *  f s r l - l '

*' tend 
vers 1r inf ini

Pour sê lN*et  r€ lN-{0,  t  } a v e c  f o r r = f = r r = 1 '

dérnonstration de-13-Pl9P9:i!19g-q: les étapes de cette démonstration sont

Ldentlques à celle du cas réel et les raisonnements étant les mêmes que

utilisés dans Ia proposition 3, ne seront pas réexposés Lci'

soit !{ un vecteur non nur de fP et u un contrôle de n, tel ÇIue D12n--1u
- J

"t 
Dj2rj I  o, Pow 9o+1s1<*'

(1) Argébrlquement, le réel w J-I i u eét donné pâr ;

- 1  !

Y i J - D u =

cr
ln

f lr. l- '
J=g"+1

[+]  "o" i lo i)  
-  ùT srnirstÛ

n .  n . - k

r l  = 
Ë_ â 

(-1)s rs,r  l^: l  (  w1zr-r  , l ]  *  n1zr.

nO na-k

r3 = 
àâ 

(-1)s rs,r l^: l  (  t3zr-r ul -  wizr.

t l l  = w1z (k+s) - l  cos (sBr) + w1z tr .*") cos (sBr)

Ul  =  -wiz(k+s)-1 s ln(sBr)  +  w3zt r+")  cos(sBr)

#o

, où

4
û1

3uJ

) u

)u

(ce résultat est obtenu par récurrence sur I et nr) '

(2) Moyennant les notatlons sulvantes :

= L (-r)s rs,1 l^ t l -  (  w1zr- t  cos(sBr)  - ,n1r*  s in(sBr)  )
k r s
k+s=t

nl.tu
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pour l \<tsn. ,  l .<k.<n. ,

Ainsi, pâr solûnation

1 )
e t  O -<s5n . - k ;  E ]_  (1 )  e t  E : -  ( l )  son t  deux  rée l s .

J  J E  ] T

par paquets de valeurs propres égales :

#,=L ( -1)s t r -  r - S

" , t lÀ ,  
I  (  * i z t  - t  s i n ( sÊ ' )  +  w j rn  cos (sB r )  ) ,

k r s
k+s=t

r"-13',, = L lr^ l- l {"o=ro^
æT 

qs' eg

q

v''l + "i"runn ,=#*, 
,lt

9g

tr_
n .

l=.2.
t = 1

t  e11.tr l  oizr-r * 
" l .ru 

ojrr r u

n .
l=E

t = 1
t  -" j . tD ojrr- , ,  *  rr t . tU ojr.  )

l (g(m et  1.<h5m.

(3) Par hypothèse, Ia matric. c-[J,ô] est de rang maximum n. Ainsi, pâr

application du lemme 1 de la lère étape, il existe *o€Nl ter que :

mo = sutr) { g, tel que 1,<g5m et au moins I'un des deux réels définis ci-

dessous ne soit pas identiquement nul, sauf peut-être pour un nombre fini

.t
dr ind ices  r€ lN)  :

9g

z_
i=cn_1+1

9g

L-
l=9n_1*1

mo existe, car Ie vecteur !{ est différent du vecteur nul, corrme dans la pro-

pos i t i on  3 .

-"? o)
I t j

Alors, moyennant les notations ù? et
l

I^t  J- l  i l  u s,écr i t  :

' izn.- t  *  
"Srrr t t '  

o j r r j  )  I  o ou

o iz r , . - t  *  e r l r r .  t r l  o j r . j  )  *  o

t  uj" '  tu

ù ' j , déf inies ci-dessus, Ie vecteur
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, e t

l l ^  |  ' -  l l ^  l ' r  - ' .
Y1 '1'2

2 l ro I-rn
o

(4)  Soi t  m,  = in f  {  g ,  te l  que

"r-r3r, 
se décompose comme suit

e t  l l - l  =  l l -  |  ] ,  
" t o t s  

I e  s c a l a i r e
o ' g ' q r o

(4 )  de  l a  p ropos i t i on  3 ) .

l.<k.<n* et tel qutau moins lrun
J

i

s i n s B ,  *  
" j r *  

c o s s B . )  f  O ,

1.<9(m

où h.  (1,u)  tend vers 0 en module-
+

uand I 1 r  in f  in i ,  f  €NT

(ce résultat se démontre de Ia même façon que

(5) Drautre part ,  soi t  kn. = inf{  k,  tel  que

des deux scalaires suivants ne soit pas nul)

( * i z t  - t  c o s s B ,  -  t j r n  s i n s B . )  I  0  o u  ( * i z r - t

au  moins  u  J ,

Soit  n,  = inf{

tel gue

g ,  t e l

m
o

f l^
9=L

I  
-1  

{ .os rBqs'  qs j

q- S q .

f i l ï
_ z - , r  

Y i t,*l]

w.r-11' = ,^\'-t ,r-e,lcosr'qs 
,1_r.f1

Ê..r1,  + hn(r ,u) l

pour s=n.-k,  gn-1*1'<j(9n, mr(9(mo (par construct lon de mor *ro, 
"*t=te'  

pour

!6  *1+1(J*%o'

que rnr(g(mo et tel qur iI existe au moins u n  k  . '
çtl

et pour
9g-1+1.<j .<nn ] .  NoÈons 1.= kg, 

I  
ng'2, " ' ,  kgir ,  Pour mr(9Smo

9g-1+1.< j ,  (v )  <J2  (g )  < '  " tJ r (9 ) '<9n '  A lo rs  :

(6) Nous pouvons toujours suppo=.t *t k9j 
1

pour  y19)+164.<z(s )  (s i  y (g )  es t  p lus  pe t i t

= kg ]  
,=  

"  '=  *n r "  t t  kg ] r '  *n ]o

çIue z (s) ) , pour nr(9(mo. Alors :

_ m

l-' t .t-
o 9^2

z (q)
(coslB^ L:g c'=1

z (El

L
c=1

*5o,n , )  +  h4(1 'u'To,n, +
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l- 'rÉr-t^
o 

g=m2
1, , - t j 1 (v ) ,  tù  ( r ,u )

o ' '  
= i r {n )  g n !  t r , " l  ]  +  ha  (1 ,u )  ]

ori rr? (r
l -

u) tend module
*

1€  lN t end  ve rs  I t i n f i n i r  avec  :

{n  ( t ,u )

,1,7 (,r) =
s

= 'll t"l ,1,8 (o)
s

s i n l Ê  ,
9g

,r,jo tsl
zJsl o

L { rr[tv)
c[= r

z  (q )

f {-,r,10 (sl
n

CI= I

o i  
2 r , .  - 1  *

_ ct lct

o i  2 r r .  - 1
-c t  

l c t

= jo  = , t r o  -  * r o '

D .  ^  j  u- l  z n ,- c r  1-(x
)

,lr8 (o) =' s

q

ûn ts) =

,r,lo tel

t i o 2 n . o - 1  t o = ( " j o B n g )  -  
" i o r n . o

o i  2 n .  ]  u
- o  I- c

s in  ( s i  Bo  )  e t
-d  -q

=  
" i o rn .o - ,  

s i n t " j ounn '  -  t Jo rn .o  to= ( " j oBqn)  i

* û3 tsl

(ce résultat se démontre de la même façon que (6) de Ia proposition 3) '

,  te ls

ul tol

oo" vlil,,- ç t

et v2 (u)

= ,1,7 (rr) et' s

nres t  pas  nu l

suPposer que

tel que mr.<9Smo

pouvons toujours

= l r { r r )  
"  

= j r (mr+ l )  -<  
"  

= i r { , no )  '  E t  so i t  n '  =  i n f  {  9 '

et  te l  eue s i r (s )  =  = j r {mo)  }  -  A lo rs  i  en  posant  s t  =  = j r t lno)  :

où  h -  (1
o -

u) tend vers 0 module

s i  -  ( 1 + s , )  
t o  

I
( - r )  

" '^*o ' -  

\ r r - l '  
,  
Ærtu|*  

cost 'qs *  u l i l "  s in l 'U) + rr . (1 'u)  )

t € lN*t"na vers I I lnf ini, (même

raisonnement que dans (7) de Ia proposit ion 3).
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4 ème étape :

P laçons -nous  dans  Ie  cas  géné ra l ,  J  =  d iag (  
" - :  " * ,  

Jo  ) ,  c res t  à  d i re

que J possède des valeurs propres complexes et  réel les non nul les.

Soit W un vecteur l igne, non nul , de lRn et consj-dérons une commande

admissible u- de fl . vérifjl-a!-t , 
'

-pour les valeurs propres réelles 3 D.- u I 0 et
l ' j

-pour  les valeurs propres complexes ,  o i2rr ._ l  u  I  0  et  r1,zn,  u I  0 ,
' j - J

(un tel contrôIe existe, puisque Df,l est d'intérieur non vide dans un certain

sous-espace vector ie l  de lRn).

La juxtaposition des propositions 3 et G nous donne Ie corollaire suivant:

Corgllaire 7 :

Si  Ie  rang de C_[ . f ,ô ]  est  n,  a lors au moins I 'une des 3 propr iétés

suivantes est  vér i f iée :

(i) i l  -e-xiste-une-valeur propre À. '0 de J-, un vecteur propre,
l 1

non nul ,  
tu* 

de 
tJ-,  

associé à À. ,et  une constante ent ière sr€lN';'  
J l  J l  -  r

(ii) i l existe une valeur propre l. t0 de J , un vecteur Drpp$r- J 2 + -

t t .
non nul,  

tuj ,  
u.  ""*,  associé a ^rr ,  et  une constante enÈière =2€lN*,

( i i i )  i l  ex- iste une suit-e f in ie de valeurs propres À. ,  À* '  . . .  '
1 3  J 4

À .  c o m p l e x e s ,  d - e  m ê m e  m o d u l e  l l .  l ,  d ' a r q u m e n t g  O < Ê t  < . - . . t B i  < r ,  E
l q  

' J 3  
. ' 3  

' q
" a 1 )

suite finie de co-upls:s, non nuls, de vecteur-s de lR " : (Va ,v] ) fSfSq' rp  Jk

et une constante entière s. i

tels que :

( a )  ,wJ - I  î u=w . l - rPu  +  w* , r l l o *u  + w i-to ,,
o o  o , o ù
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1-  s i  ( i )_  esr  vér i f ié  :

h l (1 ,u )  tendant  vers  O,  quand le l l i  tend  veFs l , in f in i ,  ou

w-J-lo-u est identiquement nul, pour tout f€ NI

2-  s i  ( i i )  es t  vé r i f i é  :

hr( l ,u) tendant vers O, quand l€ lN*tend vers I ' inf in i ,  ou

-  s i  ( i i )  n res t  pag  vé r i f i é  i

w*;llo*u est identiquement nul, pour tout I€ NI

3- si  ( i i i )  est vér i f ié :

*
avec hr (1rr)  

r  o, ,

-  s i  ( i i i )  n res t  pas  vér i f ié  :

- l
WoJ 

'Dou 
est identiquement nul, pour tout l€Nl

, avec

, avec

Bsserggs :
ç - c' s r l  -  ' s - 1 r I *  f " , r - l ,  pour  sE lNfe t  r€ tn1{o , r }

pour  s€tN et  r€ fN:s r !  
=  I '

( b )
- ' l

b l J - D u =  ( - r )  
t t -  ( l+s , ,  )

À. '  r .
l 1  

" 1 ' r
'  u r ,  D -u  +  h ,  ( l ' u )  )

( c )
- l

l r l J - D u
+ +  +

= (- r )  " '
-  ( 1 + s r )

^ t ,  '  f " r ,L '  ' r ,  D+u  +  h ,  ( r ' u )  )

( d )
- ' l

l r l J - D u
o o  o

s^  -  ( t+s r )
( -1) '  l r : r l

2urn =t t  ( lBru) )  Dou +

q
f = r , l  {  Æ

h ,  ( l , u )  )

(vr ln cos,tUrn

f o , r  =  f
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5 ème étapsr :

II nous reste à montrer, d'après Ie lemme 2 de la lère étape, çlue :

p.our tout vecteur ligne, non nul Wde lRn, le scal3ire-fgel W.l-lfru ne garde

pas le même signe, pour tou_t u de f) et tout l€lNi WJ 
-Du est donné par Ie

coro l la i re  7 .

Lemme I :

Pour tout lo

non nuls de réels :

*  ^ - - *
€JNl pour tout co€lNl pour toute suite fil ie de couPles

(O j ) r e j *no ,  a .  çn re  o ' ô1 '  ô2 '  ' '  Ono  
"  "  

'  l a  quan t i t é

ct-o

{  a .  c o s  ( 1 ô  .  )  +  b J  s i n  ( l ô j )  }

j = I J r

tout I  t ,  1o, I€N:

démonstration : supposons que 0 = fOr*-f (cas scalaire) '

(a) Alors les 4 conditions suivantes sont équivalentes :

(1) re système (.r) est complètement f0,+-f-contrôIable;

(2) pour tout vecteur w de lRn, non nur, ir existe rr€lN*et r2€NT

- 1 1  - 1

r e r s q u e  w i r  
- S  > o e t w J  

2 6 ' 0 ,

(3) pour tout to€lNlet pour tout vecteur w de Rn, non nu', iI existe

*  - - ' t  + ê l c d r r ê t L { J  1 6 t o e t w ' l  2 d ' o '
r l € f N ,  1 1  )  1 o  e t  1 r €  l N ,  l z ' .  L o ,  t e r s  q u e  :  w  J

(4) dét Crr[C,Dl I 0 et le spectre de C ne contient pas dré1éments de lR+'

En effet, le théorème drEvans et Murphy [e] nous dit que (a-1) et (a-4)

sont équivalentes. Drautre part ,  d 'après le leme 2 de Ia lère étape'  appl i -

qué au cas où n = [0,+-f, (a-1) et (a-2) sonÈ équivalentes. Enfin' pulsque

*
pour tout lo€lN et tout vecteur non nul ae lRn, il exlste Vtr, non nul' de lRn

(ar,br) 
L.<j..<go 

et pour toute suite finie de réels

ne- garde Pas Ie même signe, PS
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te l  que ht  = !ùr"  
lo ,  

J  étant  régul ière ,  (a-2)  et  (a-3)  sont  équivalentes.

Ains i  (a-3)  et  (a-4)  Ie  sont  éqalement .

(b)  Moyennant  la  condi t ion (a-4)  et  par  appl icat ion du coro l la i re 7,

pour tout 10€ NT pour tout vecteur !ù, non nul , 'de lRt, i l  existe fl€ fN,*

*
1 ,  > ,  l o r  129N,  L ,  > '  ! o ,  une  su i t e  f i n i e  de  coup les  (a . rb , ) t< j<qo ,  non  nu l s ,

d e  r é e l s ,  u n e  s u i t e  f i n i e  d e  s c a l a i r e s  ( O j ) r * j * o ,  t e l s  g u e  : 0 < ô . < . . . < ô  r c r
l o r q

et  une fonct ion h(1)  tendant  vers 0,  quand t€, fNr tena vers l r in f in i ,  te ls  que

- 1 .  - 1 ^

( 1 ) r ^ r J  t d toe tw . r  2 t . o ;

(2)  pour  tout  r€ lNi  rd  r -1  f i  e t  
Ë 

, " ,  cosr6,  + b.  s in tô. )  +  h(r )
j = l  J

ont le même signe;

(3) lorsque !{  décr i t  fRn-{O}, chaque couple ( . j ,Oj)  décr i t  tR*.R',  pour

1.< j.<go.

En  e f f e t ,  ( b -1 )

couples (a,  ,b ,  )

- s l  0 < ô . < n
l

réels ,  non nuls

et donnés par :

est  en fa i t  (a-3)  et  (b-2)  se dédui t  du coro l la i re 7.  Les

sont donnés par :

f" ,  
= tJ t j rnj- l  *  

"J: - l

Lo, 
= 

" j  " jzt<.-t  
-  Fi

tous les deux, car dét C

F .  =  c o s  ( = j O j )  o i z r r . _ t  *

G ,  =  _ s t n ( = j 6 j )  o i Z r , . _ t

wJ zk.
'  ,  avec (Fj ,GJ) un couple de

wj 2kj

er  ( "J rn ._1 'w iz t  
. )  I  (o ,o )  ,  pa r

- ) - J

(dtaprès (6)  de la  démonstrat ion

, ,  [c,o]  I  o ( Iemmel,  lère étape)

s i n ( s . ô . )  D . ^  e t
I  I  J rn f

+  c o s ( = j o j )  D j 2 r J

cons t ruc t ion  de  kJ  =  
l j  

-  = j ,  avec  O.<s . ( . j - t

de la proposit ion 6);
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f r .  =  ( - t l  j  
o .

- s i  ô .  =  r ,  , l  
I  l t j

'  
I  b. querconque
L '

lère étape) et par construction de

Ainsi ,  Iorsque !ù parcour t  Rn-{O},

v ' I . .  #  o
l K +'  )  ,  car dét cn[",o]  I  o ( lemme 1,

k i '  w i l .  I  o '  

*  *
( " i z r . . - r ,w j2 \ j )  déc r i t  t { rR  e t  w rn . ,R r ;

donc (a. ,b,  )  parcourt  lRx lR
J J

(c)  Dônc,  pour  une sui te f in ie et  donnée de scala i res (ô j )  
r< j (no:

0 < ô . < ô ^ < . . . < ô  \ < r r ,  n o u s  a v o n s  :
L z q -o

pour tout ro€fNtet pour tout couple non nul de réels ( . j roj)r . . , . .no, i l  existe

11 t ,  1o eE L, ) .  Lot tels que :

qo

f  t . r . o= I t ô j  +  b , s i n116 . )  >  O  e t
j = l  J - J

9o

f  ' ^ t " " " t ru j  +  b rs in l rô ' )  <  o

(d) En considérant tous les systèmes inversibles possibles, de tout ordre,

vérif iant la condition (a-4), nous parcourons toutes les suites finies

(ô j )  
l . . i . .no 

et  a ins i  obtenons le lernme B'

Conclusion de la démonstration du théorème 3-15 :

Nous supposons que les conditions (l-) et (ii) du théorèrne 3-16 sont

véri f iées :

(i) le rang de C- [.r,o'l est n et
n r -  

-  J  
f

(ii) I 'orthogonal dans lRt a. toute directl-on propre 
tV, 

""=o.iée 
à un

f

éIément l>O du spectre de 
-C, sril en existe, coupe le domaine DO.

3 cas sont à considérer :

(a)  (  l r .
" 4

(b)  (  lÀ.
J 4

(c)  (  lÀ. ,
J 4

avec | À.
r 4

s .  > s .  )
J 4  l 3

s .  < s .  )
) 4  l 3

l ' l l r r l )  ou l l r ia '= lÀj r

l . l r r r l )  ou l l r ia '= l r j :

|  = l  t r ,  I  e t  s .4==j3)

|  = 
" , 'p t  l^Jr l ,  l^ iz l  )

et

et
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(a )  pou r  t €N f  en  d i v i san t  pa r  l l .  , - ( l +sn ) f  . , 9u i  es t  s t r i c temen t  pos i t i f ," j n '  ' sn ' l

l 'égat i té (a) du corol laLre 7 '  nous obtenons :

+  ( 1 + s , )  
"  

(  1 + s 4 )  
- - 1  1  s n * l  .  . -  ( 1 + s ,  )l r .  l ' . -  

-a . r_t  
.w,r_tTr  = l r .  l .' " j 4 '  ' s n , l " -  ' " j 4 '  t " n , l t { - 1 )  t  

l ^ : r l  
'  t = r , r u j r o - o  *

s ^  -  ( 1 + s ^ )
( -1 )  " l ^ j z l  "  f " r , r v j ro * t  *  hn ( r 'u ) )  '

où  hn (1 ,u )  t end  ve rs  O ,  quand  t€ lN* tena  ve rs  I ' i n f i n i .

Comme i l  ex is te un sous-espace delRn,  dans lequel  DQ est  dr in tér ieur  non

vide et  d 'après I 'hypothèse ( i i )  du théorème, i l  ex is te u et  v  appartenant

à  f l ,  t e l s  q u e  t  U r r D * t  >  0  e t  V j r D * t . 0 ,  ( c o r o l l a i r e  5 ) .

Et donc, ir existe rr€ fNfi"t tre nli tels que , vûJ 
llfio 

t o et wJ 
26u . o.

(b )  pour  r€Nî  
" r ,  

d iv isan t  par  l ^ . ,  l - t t *= t ' r .  , r ,  qu i  es t  s t r i c tement  pos i t i f ,
J 3  - 3

1 'égal i té  (a)  du coro l la i re 7 '  nous obtenons :

( 1 + s - )  .  t ' l + s , )  , ,  s "  I  1
l r  1  

' -  - : '  
r -1  _w, r - l i ,  =  lL .  |  

' - ' '3 ' r -1  
,  {  t_ r l  

-3  
i  tu l  D-u  s inrB.  +' " j 3 '  - s r , l " "  '  j 3 '  - s r , I - '  - '  

f - '  i *  o  j k

u ?  o  , ,  c o s l B .  )  +  h _  ( t , u )  ]  ,
I t o * ' n )

où  h ' ( l ru )  tend vers  O,  quand t€ lN tend vers  I ' i n f in i -

Cornme iI existe un sous-espace de lRn, dans lequel Dft est d'intérieur non

vide, i l  existe u appartenant à f l ,  te l  que !  ,ul* ,u]n, *  (0,0),  pour 3skSq-

Alorsr pâr application du lemme 8, pour tout lo€NI

q 1

i (v-r o^u coslg. * u? o^,, sinlg. ) ne garde pas le même signe, pour tout
f u  i 1ço  l k  l ko  ' k

. P
I  >.  1o, r  €lN.

Ainsl- ,  J- l  existe l r€lN*"t  12ç,N1 tels que ,  wJ 
l l io 

t  0 et [ùJ 
2io. 

o.
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(c )  Pou r  l €N ]  . .  d i v i san t  t ' éga l i t é  (â )  du  co ro l l a i r e  7 ,  pa r  :

-  ( l + s . )  -  ( t + s , )

l i .  l '  f  .  =  l l , .  |  "  r - , ,  q u i  e s t  s t r i c t e m e n t p o s i t i f ,  n o u s'  
1 3 '  = 3 r t  ) 4 '  

f = n r I '  q u i  e s t  s

obtenons :

l l .  ' + ( r+s r ) f -1  ,w . r - r iu  =  l r .  l * t t *= r ' r : t  , {  ( -1 ' ) " r * t l ^ -  , - ( l+s t )'  l 3 '  " 3 , .  1 3  = 3 r t  J L '  
f = r , I v i r o - t  *

( - r ) "211 .  l - t t *= ' ' r ^  r v .  D-u  +  ( - t )=3 l r r  l - ( t * " ' ' *'  J2 '  s2 , '  ) 2  *  13

f  ,><  -F ,u l  D  u  cos rÊ  .  *  u?  D^u  s in lB .  )  +  h . ( l , u )  )
s r , r f u  i t o  l k  l ko  l k  o

Corune i l  ex is te un sous-espace defRn,  dans lequel  Df l  est  d ' in tér ieur  non

vide,  i l  ex is te u et  v  appartenant  à f l ,  te ls  que t  urro* t  > 0 et  u j ro* t '  0 '

d ' ap rès  l e  co ro l l a i r e  5 .

Alorsr par application du lemme 8, iI existe rr€ fN*.t rr€fnt, tels que :

-L  
rn  

-L " -

!,lJ 
-Du > 0 et ûIJ 

-Dv < 0.
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3 - B - 2 GLOBALE CI-CO}TTROIÀBILITE :

3 - I7 HYPOTHESES :

Le domaine des contrôles fl, inclus dans lRp, est supposé :

compact, convexe et Dfl non réduit à {o} dans lRn.

3  -18  THEOREIv IE  (C .N .S . )  .

Le processus (/) est globalement f,l-contrôIable à Irorigine si et

seulement si :

( i )  l 'opérateur l inéait .  Crr[c,oJ est de rang n et

( i i )  I 'opérateur l inéaire c est une contract ion au sens large et

( i i i )  t ' ar dans lRn de toute direction
f

réel le-V,  associée
t

à un éIénent tr>O du spectre de "C, s'il en existe, coupe Ie domaine Df,l'

coRotr,ArRE (c.I.s. ) :

Le système

seulement si :

(i) le déterminant de Crr[",o] est I 0 et

( f i )  I ropérateur l tnéaire C est une contrast io et

( i i i )  Ie spectre de. C ne cont ient pas d'élénents I  de lR+'

DEMONSTR,ATION :

Le théorème 3-18 est une conséquence directe du théorème 3-16 et du

corol laire 1 du théorème 2-I4.

( .r)  est globalement [0,1]-contrôlable à I 'or igine si  et

a dénontré un iésultat sinllaire'Pour les systènes

famil le (Dlnl  ,U) .

RE!,IAR9LE :

Saperstone

di f férent ie ls  de

[rr]
Ia
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3 - B - 3 COMPLETE CI-CONTROLABILITE'

3 -19 HYPCITHESES :

3 -20 TTIEOREME (C.N.S.)  :

Le domaine des contrôles f,1, inclus dans fRF, est supposé '

compact, convexe et ff l non réduit à {O} dans lRn'

Le processus (f) est complètement f,l-contrôIable si et seulement si :

( i )  1 'opérateur l inéair"  Cn[",o]est de rang n et

(i i) tout élément du e de C dans 0 vérifre--lÀl = 1 et

réelretv,  associée(i i i )  l 'or thogonal dans P de toute direction

à  l r é l é n e " t  I  =  -  a "  s P " " t t "  a ,  s r i l existe, couPe le domaine D0'

sl- et seuleùent si

I vérl-fiant :

c o R o L l Â r R E  ( C . N . S . ) :

Le système (I) est complètenent f0rl]-contrôlable
- r -  

t e s t l 0 e t( i )  le déterminant de crrLC,l

(ii) le spectre de C ne possède que des élénents

et À n'appartient Pas à lR+.

DEMONSTRATION :

Elle est identlque à celle du théorène 3-1 1 ' èn
i

3-18 et en remarquant que si-V est directLon Propre

à À = 1, alors vDu 6 O, pour tout u de O, équivaut

pour tout u de 0.

Nous allons

lier rxr résultat

domalnef,lnr étant

utilisant le théorème

réel le de 
tc,  associée

à vc- lou  =  l , - l x -VDu -<  or

tl-rer guelques conséquences du théorène 3-16 et en p'artlctt-

concernant la conplète-contrôlabtltté du systèrne G), le

plus borné, nais ne possédant pas O en son intérieur'
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3 -2T HYPCITHESE

forme

Le domaine des commandes Q, inclus dans lRP, est supposé à présent de

CI : -b,*-P.

3 -22 THEOREME (C.  N.  S.  )  :

REMAR9UES :

( i )  le  cas par t icu l ier

résolu par Evans et Murphy

(il) la démonstration

lemme suivant :

LEMME (C .N .S .  )  :

du contr6le scalaire f,l = f0r*-f a été récemment

[a], p"t une méthode directe;

du théorème 3-22 nécessite Ia connaissance du

Le système (f) est complètement f0r+-LP-contrôIablg si et seulement si

( i )  I ' opéra teur  l inéa i re  C- [ " ,o ]  es t  de  rang n  e t
n -  -

(ii) I 'orthogonal dans lRn de toute direction propre réelle 
LV, 

asgociée

à un élément À>0 du spectrgde 
-C
c, sril en existe, coupe le donaine o-for1-g,+-LPun élément À

t

tt
11 existe to€ [Nl ]o>n, tel que Rr. = lRn si et seulement si !

( i )  I 'opérateur l l -néalre Cn[",o]  est de rang n et

(ri) ,'oranonorr", u.rr" Rtffiont. tu, té"11", .==*ru.

du spectre de 
tc,  

s '11 en existe, coupe le donaine of0r+-P.

DEMONSTRATICIiI DU LEMME :

Condl-tion nécessaire : elle est identique au théorème 3-16i

99191!lg!_ggggl**g : I'ensemble des points recalables au temps lT,

par apptication de conmandes à valeurs dans [O,+-LP, ""t 
noté Rr([Or+-LP).

Draprès 3-16, ( i) et ( i i )  étant supposées vérif iées, i I  existe fe${4, tel

nue Plot[Or+-f l  contienne un vol-sinage de I 'origine. t,  draprès Ia l inéa-

r i té  des contrô les dans E5,  Fr^( [o , r ]P l  = k81^t [o , f ] l f .  A lors  nous avons

,Rr_( [0,+- [p)  = \J_. .M,  t [o , r ] f l  = lRt ,  pu isque.R. ,  ( [o , t ]p l  cont tent  r :n
'g 

.- -.ke.N: 
'o ro

vor_srnage oe I .orr -g lne.
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DEMONSTRATTON DU THEOREME 3-22 :

EIIe se déduit du lemme précédent,

t rat ion que cel le  du théorème 3-11.

par application de la même démons-

Dans le cas des contrôles multidirecÈionnels, le théorème 3-5 donne

expl ic i tement  le  temps mis pour  contrô ler  Ie  processus.  Ce nrest  pas le  cas

pour les commandes r:nidirectionnelles. Mais nous pouvons déduire assez

facilement un résultaÈ dans le cas drr:n contrôIe scalaire.

3 -23 HYP(ITHESE :

Le domaine des conmandes

3  _24  THEOREME (C .N .S . )

Le système (f)  est localement lO,f ]-contrôlable à l ror igine au temps

(n+l ) f  s i  e t  seulement  s i  :

le polynôme caractéristique de C ne possède que des coefficients >0.

RE!{ARQUES :

( i )  ce résul tat  reste vra i  pour  tout  système de ( f (n) ,UT),  d 'après le

théorème 2- t5 i

(i i) i l  est une conséquence du théorème 3-16 et de deux autres résultats,

Ie ler est le critère d'Evans et Murphy [el, qui dit que :

le processus (f) est complètement fOr*-f-contrôlable au temps (n+1)'1'

si et seulement si Ie pol-lmôme caractéristique de C ne possède que des coef-

f i c i en t s  >0 ;

le 2ème est Ia proposition qui suit.

PROPOSITION :

Soient

e t l  = i n f
@

AIors

l ,  =  i n f  {  I e N ,  t e l  q u e  o

t r€ N: ret que n, t [0,+- fP)
l -  =  1 r '

appartienne à lrintérieur

soit confondu 'avec lRt ].

de R,  t  [0 ,  r ]P l  t
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pEMOI{STRATTON :

Vu que nr t [0 , * - [p )  =  
*H l .kBt ( [o , r ]p ) ,  

r -  .<  l r .  supposons ç lue  l t  >  ] - ,

alors o est un élément de la front ière du compact '  convex. Rl- f [O,f ]pl-

Ainsi  i l  existe un hyperplan d'appui I /  à Rl_t[O,f ]pl  en O et une normale

extér ieure n à Rr_([O,t lPl  ,  vecteur l igrne a" É) I  0,  tel le que xrr r<0, pour

tou t  x  d"  Rr - t [o , r ]P l  .  so i t  xo  un  po in t  de  Rr - ( [o , t ]e l  ,  k€N;  a lo rs  i l  ex is te

x , ,po in t  d .  R l - t [O, f lp l  ,  te l  gue xo  =  kx .  Ma is  a lo rs ,  conne 
" r - ( [0 ,+- [P)  

es t

égal à LJ-m., t [o;r ]Pl  '  pour tout xo appartenant à Fr*(1,-0,*- [p),  ot t  a 1x ç o,
kGIN* 

ro

ce gui conÈredit re fait que Fr_([or+-[p) est confondu avec iRn.

REM4B9[E. :

soit 1- = inf{ r€[ ' l l  ter
ct

pour q€ NT alors r- = lq.

que o appart ienne à I ' intér ieur de Frt [O,slpl  ]

DETiIONSTR,ATION DU THEOREMF 3-23 :

Le système (D est localement [Ortl-contrôIable si et seulement si (-n

est cornplètement [0,+-f-cont i61able, draprès les théorènes 3-16 et 3-22.

Drautre part  les temps mis pour contrôIer LOrt]- localement à l ror igine et

lbr+-f-complètement, Ie systène (D, sont identiques (proposition précédenÈe).

Ainsir pâr apptication du théorène dénontré par Evans et Murphy [8], raenefe

ci-dessus, nous obtenons le résultaE 3'24.

Nous allons à présent comparer les critères de contrôlabitité des pro-

cessus mis en relation dans Ie chapltre 1, grâce aux études réalisées Par

Bramrer [S] "t 
par saperstone [:Z]r pour les systèmes de (D(n),0 et complé-

ter Ia géométrie comparée des domaines de contrôlabilité (2-C).
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Maintenant gue sont démontrés les critères de contrôlabilité des systè-

mes de Ia fanille (/(n) 'Url ' nous Pouvons compléter les résultats concernant

la décomposition géométrique comparée des domaiàes de contrôlabilité des sys-

tèmes mis en relation dans Ie chapitre I (2-C) '

3 -25 HYPOTHESES :

- C CONTROLABILITE COMPAREE :

( i )  soi t  (D) un processus de (D(n) 'U) :

(ii) le domaine des corunandes fl' inclus

conpact, convexe et DO non réduit à {0}'

3 -26 THEOREME :

dx
dr

=  A  x ( t )  +  S  u ( t )

dans RP, est suPPosé :

SupPosons que touÈ éIénent U du sPectre de A vérifie :

Si le sYstème est localement Iobalenent vement lètement

O-contrôIable, son T-diEsrétisg est localement lobalenent tivement

lètement O-contrôIable.

Et si Ie domaine de contrôlabilité de (D) srécrit :

'exe de t+' sous-esPace suPPlénentaire de L

dans lRn,

alors Ie donalne de contrôIabilité de son T-discrétisé srécrit :

où Rl est un ouvert, borné, convexe de L* et nl est

Q-= f  e  QI

- +
R - = L  O B -

l-riclus aans Cl.
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RET4AR9UES :

(i) 1l est possible de comparer du point de vue de Ia contrôlabilité,

les processus de (D(n),U) et de ( f  (n) rUr),  9râce à une étude de Branmet tS. l  ,

qui démontre que : le sysÈème (D) est localement Q-contrôIable à I'origine

si  et  seulement si  :  l ropérateur Crr[or"]  est de rang n et i I  n 'existe pas

de vecteur propre réel 
tv 

de 
tÀ, 

t"f que pour ttut u de e, VBu.< 0;

( i i )  contrairement aux processus de (D(nl  , I l )  [eJ, i f  nrexiste pas de

systèmes de (f(n) rUr) localement Q-contrôlable à 1'origine en un temps égal

à T., si Ie domaine des contrôles O ne contient pas O en son intérieur dans fRn.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3-26 z

Dfaprès Ie théorème 2-17 et, son corollaire, iI suffit de remarquer que

s'il nrexiste pas de direction propre réelle 
tv 

d" 
to, 

t.11" que pour tout

u de 0, VBu.< 0, alors i l  n 'existe pas de val,eurrpropre l>0 et de direct ion

propre tu,  
"==o. iée 

à À>o de 
t"ot,  

tel te que vtf  
"o" 

db)eu.< 0, pour tout,o
u de  O:  

JF

en effet  vt /-  
"A" 

a=) Bu = l -1 ("1T - l )vBu et l -1 (eÀT - 1)>0, puisque
to 

"t 
taAT 

orrt 
-o 

]-" même ensenble de directions propres, moyennant la

condit ion 818.

Et drautre part ,  s l  u est r :n éIément du spectre de A1 À = 
"UT."t

élément du spectr" de eAT.

REI{ARQTTES :

Nous avons établi un certain nombre de critères de contrôlabilité des

Brocessus de la fani l le ( f  (n) rUf).

Le domaine des comrandesfl, incluÈ dans lRP, a toujours vérifié les 3

hlpothèses :

(i) 0 est convexe et KerD0O I g

(ii) iI existe q€tNI l-<qspsn, tel çn:e lrintérieur de 0 est différent

du vide dans p9.

II nrest pas possible de trouver un critère de locale O-contrôlabitité

dans le cas où O ne vérifle que XerD0O. I 0.

CeIa est par contre possible pour les systèmes de (D(n) rU), corme I'ont

montré Korobov et Marinlch [Ze].
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CONCLUSION :

Le passager pt La disez,étisation, des processus de La forTne H=o**"u,

aun systèmes de La forrne *t=C*t_1*Drt-1, eonserùe La propriêté de eontrîLa-

biLité. un ehoiæ adéqtnt du pas de La diserétisation est tot4iours possibLe.

Mais" iL esiste des équations réeurventes qui ne peutsent pas être des

dùsenétisées (quelque soit La méthode d'échcrÛïLLonnage utïLisée).

QueLs sont Les atswttages et ineontsénients que présente Le passage en

tetrps diseret ?

- ansantages : L'état eet déerit pæ une suite récq,tnente, faeilement pnograrr

nabLe et Les eormwndes prennent des oaLeurs eonstottes sur un intertsalLe de

tentps égal à La përiode d'échqttillonnage;

- ineontsénient : iL n'est pas à prion'i possibLe de oérifier La propriëté de

eontnôLabilité, Lorsque Les eontrwniLes ne p?ennent que des oaleups entières.

C,est pourquoi, La note d'Anzai ll] est inténessarûe. fL introduit La

notion de presqtte complète l-eontnîLabiLité (Le donaine d.e eontrôLabilité

est dense dans Rn ), qtti est à rqproehey atsee La proprtêt'é de contrîLabilitë

stnrcturelle (llZ), lZt, lZù, ISA)I . Ainei, se pose Le pnoblème suioant,

de eontrîLahùLité à eonmætd.es entières :

poun tout système itézvtif (f), esiste-t-il un proeessus récunrent (f)

teL qu'il soit presc[ue eonplètenent l-eontrtLable, ausei ptoehe que L'on

teuiLle et de màne stmtettnte rye (Io) ?

CeLa pernettrait, suts doute, de résoudre eertaines questions de presque-

optimalitë bæg-battg 14.

Cette étudp est égalenent prolongeable au.æ eyetèmes à oariables ttalti-

pLes { *t = C*t_l + Dot-l et yt = A:<a + eua }.
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un autre pnobLème, qui reste pour L',instant ouùent, est eeLui de La

eontrôLabïLité des ptoeessus pentut'bés *t = c*t-l + ht-l * tt-' ' IL se

pLaee dmts Le prolongement du probLème de La eontrîLabilïté des systèmes

soumïs à des eonmandes unidireetionnelLes'

ïL serait aæsi souhaïtable de ee?ne? aoee pLus de pzéeision La fron'

tiène du donaine de eontrïLabiLïté des systèmes aw diffë?enees finies, en

fonetion du pas ile La èliscrëtisation. c'est un pnobLème de eorfiergenee'

Enfin, étendre L'ensembLe des résultats démontrés dans ee tnaoail au'æ

systèmes de La fortne *t = Ct*t-l + Dttt -l me senibLe présenter dténorqnes

diffieultés. Le seul rësuLtat démontré, à nw eonnaiesoæe, est eeLui de

Weiss VS1, qui donne un eritène d.e eompLète eontr7LabiLité" Le dornaine des

eomrwnd.es étant eonfondu anee un espaee oeetoriel'
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