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INTRODUCTION :

On appelle systéme asservi d temps discret, une équation itérative de

), ol t représente le temps (tEN*), X4 l'état

la commande qui lui est appliquée (ut_1€ Q,

la forme X, = ft(xt—l'ut—l

du processus (xt_lem“) et u__,
sous—ensemble de R® : 1¢psn), 4 Ll'instant t-1; 1l'indice t de ft(x.,u.)
signifiant que l'on considére des fonctions différentes (ou non) d'un instant
a L'autre [2].

Le mouvement ultérieur du systéme se défimit univoquement, si L'état
inttial x_ est donné et si l'on a choisi un contrdle admissible, c'est d
dire, une suite finie de commandes Uy Uyy eees ut_l.d’éléments de Q.

L'étude du domaine de contrdlabilité au point x, c'est 4 dire de l'en-
semble des points X, tels qu'il existe une commande admissible assurant le
transfert du processus de la position initiale x_ d l'état x, s'appelle
l'étude de la contrdlabilité.

Cette définition est également valable pour les systémes guidables 4
temps continu, l'objet considéré cette fois-ci, étant déerit par une équation
différentielle de la forme g% = f(x,u), ou t représente le temps (t>0), x(.)

son état et ul(.) la commande qui lui est appliquée.

L'étude théorique des systémes récurrents (processus libres associés
aux systémes asservis itératifs) a précédé de longtemps celle de la contrd-
labilité. Ce sont de Moivre (vers 1730) et Laplace (vers 1810) qui amorcérent
l'emploi de celles-ct, en utilisant les premiers le concept de fonetions
génératrices, appelées Z-transformées [18], qu'ils ont appliqués a l'étude
des variables aléatoires discrétes. L'étude systématique débuta plus tard,
deux éléments essentiels dans le développement de cette théorie étant fournis

par les traités de Boole (1860, [3]) et de Milne-Thomson [30].



L'intérét de ces systémes, aussti bien en Mathématique bqu'en Autpmatique
provient de leur utilisation dans diverses applications. Les informaticiens
s'en servent en développant des algorithmes donnant la solution numémque
d'équations différentielles ou aux dérivées partielles [16] tandzs que des
phénomdnes physiques, déerits tout A fait naturellement en termes de temps
discret [34], se présentent aux ingénieurs. De plus, certaing processus
physiques, dont la structure interne est inconnue, peuvent €tre approchés
par des modéles d'équations récurrentes, 1'évolution entrée-sortie étant
partiellement déterminée par des mesures expérimentales. C'est pourquot, les
processus au différences finies trowvent leur utilisation dane des domaines
ausai divers que l'Automatique, 1'Economie, la Statistique, 1'Electricité,
... (pour des exemples, voir Goldberg [13]). Enfin, l'Informatique a permis
11étude de nombreux moddles et une littérature abondante en a réeulté [29].

La formulation et la caractérisation de la propriété de eontrdlabilité
a été introduite,beaucoup plus péoemment ,par Kalman (1969, [20] [21]) et
ceci, pour une famille particuliére de eyetémes guidables a temps disoret,
de la forme (I) x_=Cx 4 *+ pu__,,08 C et D sont deux matrices réelles,
constantes, nxn et nxp, queleonques.

Elle se fornulait ainsi : 80u8 quelles conditions peut-on traneférer
tout Stat initial en l'état désiré, en un temps fini, eous 1'action de
commandes non bornéee ?

De nombreux ouvrages et articles ont auivi ¢ Kalman [23] , Gabasov [9]-
[20], Weiss [43) et Boltianski (2). Maie les recherches e eont rapidement

orientées vers lee processus différentiels asservis de la forme (D)

dx
dt

nxp, queleonques : Kalman [22]~ (28], Weiss [40]-[41] , Lee et Markue (27,

= Ax(t) + Bu(t), ol A et B gont deux matpices réelles, contantes, nxn et

Kalman [24)-[26), Weiss [42], Popov (23], Wohnam [44] (cette liste n'est

évidemment pas exhaustive).



117

Comme en pratique les commandes appliquées sont soumises & des contrain-
tes (elles sont toujours borndes), la propriété de contrdlabilité s'est
modifiée ainsi : sous quelles conditions peut-on transférer tout état initial
en l'état désiré, en un temps fini, sous l'action de commandes bornées ?

Comme précédemment et plus encore, les articles n'ont traité pratique-
ment que le cas des processus différenticls : Lee et Markus [27], Saperstone
et Yorke [36], Brammer [5], Saperstone [37], Korobosov et Marinich [26],
Brammer [6]; les systémes discrets, & ma connaissance, ne faisant l'objet

que du travail récent d'Evans et Murphy [8].

L'objet de ce travail est triple :
1- d'abord et essentiellement, de démontrer des eritéres de contrdlabilitéd
des systémes guidables de la forme (I) X, =Cx__, +Du_,, dang le cas ou
le domaine des commandes est borné, aucun résultat n'étant, a ma connatsance,
connu, la publication d'Evans et Murphy (8] ne considérant que des contrdles
scalaires semi-bornés; en particulier le théoréme suivant (3-16, p.68) :
" le processus (I) est localement Q-contrélable & l'origine si et seulement
si :

(i) 1l'opérateur linsaire Cn [C,D] est de rang n et

(ii) 1'orthogonal dans an de toute direction propre tV, associée a un
€lément A>0 AQu spectre de tC, s'il en existe, coupe le domaine DQ. "
La démonstration de ce résultat présente certaines difficultés provenant du
fait que 1l'on travaille avec des contrdles, dits unidirectionnels, cfest a
dire prenant leurs valeurs dans un domaine des commandes Qs qui ne contient
pas O en son intérieur, dans [RP.
2- Ensuite, d'étudier la forme géométrique du domaine de contrdlabilité de
ces mémes processus. Le résultat sutvant, dit théoréme de décomposition

géométrique (2-14, p.37), est démontré -



" gi le systéme (I) est localement Q-contr8lable a 1'origine, alors son
domaine de contrdlabilité a 1l'origine s'écrit :

E13 :Rm=(0_Lj)0R:
jem

+
ol Rm est un ouvert, borné, convexe de @ + L,, avec :
jeM

M = { jeM, tel que o<l>\j\<1 } et MT = { jeM, tel que \xj\>1 3"

Leg deux théorémes, eités ci-dessus; et leurs corollaires permettent
de déduire,aisément, des critéres de globale (tout point initial peut étre
transféré a 1'origine) et de ecompléte contrdlabilité (tout point initial
peut étre transféré en tout point).

3- Et enfin, savoir 8ous quelles eonditions le passage en temps discret
conserve les propriétés de stabilité et de contrdlabilité.

En effet, les problémes mathématiques, dans lesquels apparatssent des
processus itératifs, eont souvent des variantes discrétes, done en général
simplifiées, de problémes décrite par des systémes différentiels.

Par exemple, le probléme gimplifié du mouvement en asgiette d'un engin
durant sa phase propulsive, représenté ai-dessous. On désire déterminer un
systéme de stabilisation discret, délivrant les ordres u_ (vitesse de braquage
de la tuyére) 4 partir de la mesure éohantillonnée, 4 la période T, de l'as-
giette s de l'engin et de la position B de la tuyére. Ce probléme est déerit
dans ( [4], tome 1, IV-5-2) et est résolu dane ( [4], tome 2, pp.290-297).
Posé en temps contini, i1 est remplacé par un probléme a temps discret, qui

1ui se résout par un programme linéaire.

calculateur

de

k'v/p
braquage tuyére asgiette
aébit da'hulle .. ST perturbation A
débit 4 hulie_. - \ b \
\‘ \\\ . \\
u .
2 .2 \
?}M,—-—vbloqueur __"u__, c/p k/p -a s
S
nl B vérin
p Mﬁ —— engin
-
s
3
43
[1)]

D — ——




Pour ce faire, il faut mettre en relation processus différentiels et
itératifs par une méthode de discrétisation. Ce sera celle de Neustadt I?ﬂ R
discrétisation de la commande et de L'état. |

Il est naturel, alors, de savoir quels sont les systémes récurrents qui
proviennent, par cette discrétisation, de processus différentiels, de nombreux
phénoménes physiques se posant directement en termes de temps discret; c'est
le probléme de la recherche, de fagon générale, du logarithme réel d'une
matrice réelle, carrée et constante (1-10, p.16) :

" soit X un opérateur linéaire défini sur R et & valeurs dans Rn. Alors, il
existe un opérateur lindaire Y défini sur m? et & valeurs dans Rn, tel que
eY = X si et seulement si :

(i) l'opérateur linéaire X est bijectif et

(ii) les diviseurs €lémentaires de X, associés & un &lément A<0 du
spectre de X, s'il en existe, apparaissent un nombre pair de fois. "

Ce résultat ne me semble pas connu dans la littérature, sous cette forme,
Pour toute matrice réelle, carrée et constante, sera calculé explicitement
un logarithme réel.

La liaison discret-continu étant bien établie, i1 est alors possible de
comparer les domaines de contrdlabilité des processus mis en relation par
cette discrétisation, grdce d une étude réalisée par F.H. Hsu [17]. Et ausst
de comparer les critéres de contrdlabilité des deux familles de systémes
considérées, grdce en particulier & une publication de Brammar [5].

Les résultats de la théorie de lqg contrdlabilité des obgjets,décrits par
des équations différentielles, permettent d'énoncer, parfois par analogie,
des théorémes "regssemblants"”, pour les objets décrits par des systémes

récurrents (Kalman [23], Troch [39]). Ce ne sera pas le cas ici, bien qu'une

fotls démontrés, on puisse trowver des analogies, la discrétisation aidant.
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SOMMAIRE :

Chapitre 0 : ne fait que définir avec précision les deux familles
de systémes guidables utilisés et introduire des notations qui réapparat-
tront tout au long de ce travail. \

Chapitre 1 : dans le premier paragraphe, est développée la méthode
de discrétisation, utilisée pour le passage d'un processus différentiel &
un systéme itératif. Dans le second, est précisé 1'ensemble des processus
récurrents provenant, par cette discrétisation, d'un systéme différentiel,
en démontrant une condition nécessaire et suffisante d'existence d'un loga-
rithme réel ( calculéd explicitement ) d'une matrice carrée, réelle, constante.

Chapfire 2 : dans la premiére partie, sont domndes des propriétés
topologiques et algébriques des ensembles de points recalables et du do-
maine de contrélabilité, d'un systéme aux différences finies. Dans lg
deuxiéme partie, est démontrd un théoréme de décomposition géométrique
du domaine de contrdlabilité, dont des corollaires nous seront trds utiles
pour le chapitre suivant. Enfin, dans la derniére partie, sont comparés,
d'un point de vue géométrique, les domaines de contrdlabilité des processus

mig en relation par la discrétisation.

Chapttre 3 : le domaine des commandes étant borné, sont démontrés
deux critéres de locale contrdlabilité; 1'un qssez stmple, dans la premiére
partie, le domaine des contrdles contenant 0 en son intérieur (commandes
multidirectionnelles), 1'autre beaucoup plus complexe, dans la deuxiéme
partie, le domaine des contréles ne contenant plus 0 en son intérieur
(commandes unidivectionnelles). Ces deux résultats et la décomposition
géométrique permettent de déduive des eritéres de globale et compléte contyd-
labilité, dans chacun des deus paragraphes. Enfin, 1'dtude eomparative des
systémes mis en relation par la discrétisation est complétée, dans la derniére
partie, par la comparaison directe des eritéres de contrdlabilité des deuz

familles de processus guidables considérés.




CHAPITRE 0

PRELIMINAIRES - NOTATIONS



DEFINITIONS :

Nous considérons deux familles de systémes guidables, notées (D(n),l)

et (I(n),QT) respectivement, dont les éléments sont des processus réels,

linéaires, autonomes, d'ordre n, respectivement :

- différentiels ( ou & temps continu ), de la forme :

Dy . g_:: = A x(t) + B u(t) , t20

- itératifs ( ou & temps discret ), de la forme

(I : x =cC x + D u ,tGlN*

- ol A et C ( respectivement B et D ) sont deux matrices réelles,

constantes, quelconques, n*n ( respectivement nXp : 1<p¢n ),

- u(.) est un élément de U, ensemble des fonctions mesurables,

définies sur un intervalle de temps réel, compact et & valeurs dans un

sous-ensemble, noté 2, de R P,

- u. est un élément de QT' ensemble des fonctions en escalier de

pas T, fixé et >0, définies sur un intervalle de temps discret, réel,

fini et & valeurs dans le méme sous-ensemble Q.

(D(n) ,U), de méme pour (I(n),UE), est partitionnée par une famille
de classes d'équivalence de systémes semblables, autrement dit si le
processus : g% =A X+ Bu, est un représentant d'une des classes 4d'
équivalence, alors pour tout &€lément : gg =Ax+B u, de cette méme
classe, il existe un changement de base, noté P, telle que :

A=papl et B=P B .




pans tout ce qui suit,

nous allons travailler sur les représentants

de (D(n),U) et de (I(n),UT). Et dans les parties calculatoires de ce

travail seront considérées leurs formes réelles ou normales de Jordan.

par abus de langage, un représentant sera appelé é

processus.

NOTAT IONS :

C'est pourquoi, nous
de notations relatives aux formes de Jordan.
(i) une matrice réelle,

quasi-diagonale, si

X = diag( Xl' X2, cent
réelle constante, de dimension n_ Xii.,
q J 3
< n, =n.
j=1 3

(ii) une matrice réelle J de Jordan ([3@ '

lément, systéme ou

sommes amenés a introduire un certain nombre

constante X, de dimension nXn, est dite
Xq ), ot Xj est une matrice

appelée aussi bloc matriciel, et

vol.I p.39) est une

matrice quasi—diagonale, 3 blocs matridels de la forme

-

_oan.()\j) = < -\‘ ’

L J)

de dimension njxnj,

correspondant a un élément réel kj du spectre de J dans € . Et Xj est

non forcément différent de Xk pour j#k.

[ E
sj 2 1
S, E 0
5 IR
~ ~
- ou Kn.(pj'ej) = \\\\\ ,
J o S
0 557Ey
S
L 3]

de dimension 2anan,



correspondant 3 un élément non réel Aj = pJ + 19 ’ ej # 0, et 34 son
complexe conjugué, noté A + du spectre de J, oﬁ E2 est la matrice
identité d'ordre 2 et S, est la matrice associée 3 la similitude plane,
centrée en o, de rapport IA | et d'angle B ¢, avec IA | le module de Aj
lA | = (p + 6 1/2
0<Bj<ﬂ . tel que Aj = IAjI exp ( iBj )

et B, l'argument de A, c 'est & d1re le seul nombre

\

S .Et Aj n'est pas forcément différent de
Ak pour j#k.

(1ii) une matrice normale de Jordan ([iﬂ ¢+ VOol.I p.201) est une

matrice quasi-diagonale, & blocs matriciels de la forme J (A.), de

3

dimension annj, correspondant & un é&lément Aj du spectre ae J. Bt si
Aj n'est pas réel, au bloc matriciel J (Aj) est associé le bloc, noté
Jn (A ), conjugué du précédent, correspandant a A et repéré par le méme

iAdlce. Et Aj n'est pas forcément différent de Ak pour j#k.

(1v) nous noterons les matrices carrées réelles, de dimension m, m EN*
respectivement :

- nulles par Om’

- identités par Em’

~ ne possédant que des 1 sur la super-diagonale, par Hm ( nilpotente )

(v) si X est une matrice quasi-diagonale, & blocs matriciels Xx
de dimension njxnj, alors l'exponentielle de X, notée exp(X) ou ex, est
également une matrice quasi-diagonale, & blocs matriciels exp(x ), de

dimension njxn ([] ¢ Vol.I p.154).




0 - 3 DEFINITIONS :

Pour tout représentant (D) de (D(n) ,U) ( respectivement (I de
(I(n),UT), 1'ensemble des points d'équilibre, noté EQ(D) ( respective-
ment EQ(I) ), défini par :

\

EQ(D) = Ker(A) et EQ(I) = Ker(C-En)

respectivement, ol Ker (A) et Ker(C-En) sont les noyaux des opérateurs

A - .
et (C En)

C'est en fait 1l'ensemble des points d'équilibre des systémes libres

associés a (D) et a (I), c'est 3 dire de :

dax
T A x(t) et xt = C xt_1

0 - 4 NOTATIONS :

Les deux familles de systémes guidables vérifiant la propriété

géométrique suivante :

le point O de R ™ est la seule position d'équilibre, sont notées
(Do(n)'U) et (Io(n),UT).
En conséquence, ces deux familles sont incluses respectivement

dans (D(n),U) et (I(n),UT) et les opérateurs A et (C-En) sont réguliers.

0 - 5 NOTATIONS :

(1) si V est un sous-ensemble de R® et X un opérateur linéaire de
R™ a valeurs dans R . Alors :

XV={ x€R"®, tel qu'il existe y€V pour lequel x = Xy} .



(ii) si Vl' V2, ceey Vq est une suite finie de sous-ensemble de Rn,

alors :

q
= { xElR » tel qu'il existe y CV » 1<j<q, pour lesquels x= 2 yj}
est noté : Z V _j=1

Y
(iii) soit Vj un soucsl-ensemble, contenant Q de Lj' sous-espace de
an, 1<j<q. Et si R® = @ L., alors :

=1 J
V = { x€R" , tel qu'il existe un unique x, EVj, 1<j<q, pour lesquels
i }est noté @ Vj.
j=1 j=1
DEFINITIONS :

Soit X un opérateur linéaire de R dans R, Si tous les éléments
du spectre de X vérifient :

(1) |)\|<1, alors X est une contraction au sens large.

(ii) |A|>1, alors X est une dilatation au sens stricte.

NOTATIONS GENERALES :

Soient A un opérateur linéaire, A un élément de®, V un vecteur de
R™ n€EMN* v

Alors tA et tV sont les transposés de A et V; X et V sont les complexes
conjugués de A et V; ReV et IMV représentent les parties réelles et ima-

ginaires de V; enfin V est l'intérieur de V, sous-ensemble de R,

Tous les résultats démontrés dans ce travail sont intrinséques, c'est
d dire ne dépendent pas de la base dans laquelle sont exprimés les systémes.

C'est pourquoi, par abus de langage, nous parlerons toujours 4'
opérateurs linéaires et non pas de matrices.



CHAPITRE 1

PROCESSUS DE DISCRETISATION



1 - A PROCESSUS DE DISCRETISATION :

PROBLEME :
\
Définir une application, notée qT, de la famille (D(n) ,U) dans
la famille (I(n) Up) s telle que : '

1'image par 1'application qT de tout représentant (D) de (D(n),U) est
un représentant (I) de (I(n),U&) ¢+ exprimé dans la méme base que (D) et

satisfaisant aux deux conditions suivantes -

(i) si (D) est un €lément de (D(n),U&) et (t,x(t)) sa courbe intégrale
issue de (O,xo), alors la trajectoire (lT,xl) de l'image de (D) par dT,
issue de (0,xo), vérifie : X, = x(IT), pour tout 1€ N;

(ii) si (D) est un élément de (D(ﬁ),U) et (t,x(t)) sa courbe intégrale
issue de (O,xo), alors la trajectoire (lT,xl) de l1l'image de (D) par dT,
i tel
que pour tout 1€N, 4, = u(lT), ol u(.) est la commande appliquée & (D).

issue de (O,xo), est obtenue par application d'un contrSle u. de U

De plus cette application dT doit &tre construite de telle fagon
qu'elle associe A toute classe d'équivalence de (D(n) ,U) une et une seule

classe d'équivalence de (I(h),U&).

Ainsi nous procédons i une discrétisation * intrins@que de 1'état

de l'objet et du contrdle qui lui est appliqué ",




1 - 1 DEFINITION :

T est appelé le pas de la discrétisation ( T>0 ) et est fixé.

1 - 2 CONSTRUCTION DE LA DISCRETISATION :

soit (D) un représentant de (D(n),D) : %—L‘ - A x(t) + Bult) .

Toute solution vectorielle de (D), issue de (O,xo) , s'écrit & 1'instant
e At T -As
x(t) = e (xo+j e B u(s) ds )
0 -

Opérons la discrétisation de 1a commande et de l'état, en restreignant
U a Uy et en posant x; = x(1T). Ainsi u(s) = u,_, pour (1-1)Tés<lT, 1€N°et

JT _
x1=eAlT(xo+Zlf eAsBuj_lds)
= (3-1T

T
Comme (1T-s)A ds = / eAs ds, nous obtenons :
(j-1)T 0 :
T
AT AS
xl—e x1_1+(joe ds)Bul_1

DEFINITION :

Le processus de (I {n) ,U,r) , donné par :

AT
E1l xl = e xl

T as
_1+(f0|e ds)Bul_1

est appelé le T-discrétisé de (D).
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‘1 -~ 4 PROPOSITION :
—

L application d, définie de (D(n),U) dans (I(n) V), qui a_tout
représentant (D) de (D(n) ,U) associe pour image le représentant (I) de

(I(n) ,UT) donné par E1, répond au probléme posé.

A

DEMONSTRATION :

Par construction de El, elle vérifie les conditions (i) et (ii) du
probléme posé. D'autre part (I) défini par El est exprimé dans la méme
base que (D). '

"Bt si (D) est un autre élément de la méme classe qué (D), son image
par d'I‘ est un élément (]), appartenant & la méme classe que (I) : en effet

pour tout changement de base P, exp(P A PTI ) =Pexp(a) P_-1 .

1 - 5 INVARIANCE DE L'ENSEMBLE DES POINTS DMLIBRE' :

Le passage au discret ne présente un intérét, que s'il laisse invariant

l'ensemble des points d'équilibre du processus initial (0-3) » €lément

essentiel de la structure géométrique des systémes.
PROPRIETES :
SRS IS

‘Soient (D) un processus de (D(n) ,U) et (I) son T-discrétiseé :
(i) EQ(D)Z EQ(I)
(ii)[ E2 :_EQ(D) = Eg(I)l_si et seulement si pour tout élément 1 du spectre
de A dans ([/ u # Zkri . pour ke xn*

T
—_——

NOTATIONS -

LD (n) ,U) est la sous-famille de (D(n),U) ne possédant que des

représentants vérifiant E2.
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REMARQUE :

Pour tout élément (D) de (D(n) ,U), le pas T de la discrétisation

peut étre choisi, tel que (D) vérifie la relation E2.

DEMONSTRATION DE LA PROPRIETE 1-5 :

D'aprés la relation E1 et par définition. (0-3), nous avons

£Q(D) = Ker(a) et EQ(D) = Ker(e" —E ). |

(i) si x€Ker(a), alors Ax=0 et Alx=0 pour tout me€ N‘, c'est a dire
(e*-E ) x = 0 ou xexer e M.

(11)51 xEKer(e —E ), alors (e —E )x—O et deux cas se présentent :
- soit (e T-E ) est bl]ectlf, alors x—O et Ax=0, c'est & dire x€EKer (A);
- soit (e T—E ) ne l'est pas, alors eAT =x et x est vecteur propre associé
a la valeur propre 1 de eNT. D'ol il existe uw valeur propre de A, telle
que e —1. Comme par hypothese u#———— pour]<€l. u=0 est la seule valeur
propre de A, telle -que : —1. Et x est vecteur propre associé & la valeur
propre u=0 de A, c'est i dire Ax=0x=0 ou Ker (A) contient x.

Inversement supposons que Ker (B) = Ker(eyr-En) et qu'il existe

2kmi

W==z pour k€1L valeur propre de:A. Alors eAIT a pour valeur propre euT=1

et le vecteur propre associé a1 de eAlT n appartient pas & Ker(A), ce qui

contredit 1'hypothése.

CAS PARTICULIER :

Nous restreignons les familles (D(n),U) et (I(n),UT) a (Do(n),U) et

(Io(n),UT), correspondant au cas ot 0 est seul point d'équilibre (0-4).

PROPOSITION :
Soit (D) un élément de (Do(n),U) : g% = A x(t) + B u(t) ; alors son
T-discrétisé s'écrit :
‘ AT -1 AT .
E3 x1 = e xl_1 + A (e - En) B ul.__1




Le T-discrétis&, défini par E3, est un élément de (I (n), U ) si et

seulement si tout élément y du spectre de A dans C vérifie :

# sz"i , pour kEZ,

DEMONSTRATION :
T as -1 ar '
L'opérateur A étant bijectif ( }( e ds) =2a (e -En), nous avons
E3 qui se déduit de E1. 0

La condition sur p exprime que O est le seul point d'équilibre pour
le T discrétise (0-4), c'est a dire que : (e""-E ) est bijectif.

EXEMPLES :

Les deux exemples qui vont suivre mettent en évidence 1'importance
de la condition E2.

Exemple 1 : mouvement du pendule simple '
L'équation du mouvement du pendule simple est équivalente, au voisi-

nage de la position d'équilibre, & :
D) : == +k8 =u (k>0) , od 8 détermine 1le déplacement

angulaire du pendule par rapport 4 la verticale et dans un voisinage de cet-~

te dernidre.Sous forme matricielle :
[

0 o 1 0 0
D) - + u, ww€f,]
[ ] -k 0 ¢ 1

Son T-discrétisé (T>0) est donné par E3, le systéme (D) appartenant 3
(DO (n),)

% coswT 1singn'r 0 1-cosuwT
w R 1
(1) = + = Uy
¢ 1 -wsinwT coswT ¢ 1-1 w sineT
2 - ¥ '
avec w =k , u € :1,+g , 1EN,
Donnons & T trois valeurs particuliéres :
in n 2n

Ty =g Tp=getTy=2
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- pour T =T, , (I) s'écrit :

1 _ e o
6] o ilfe . 1]
Iy - v + =1 |w
1 A o olls 2,1t
A E S B | R Rt L

o] :1. olfe] 2]

b~
1
+

) 0 -1li¢ 0
A LR N | A |
- pour T = T3 , (I s'écrit :
'ew "1 olfe] . (0]
(I3) H = + —i u]-_1
lﬁ-l LO 1_L¢- 1-1 N ;0-

On constate que (D) et (Ii) sont de type oscillatoire, alors que (I2)
et (I3) ne le sont pas. »

(IZ) et (I3) peuvent é&tre considérés comme de mauvaises approximations
de (D).

Mais seul (I3) ne posséde pas les mémes positions d'équilibre que (D)

et ne vérifie pas E2.

Exemple 2 : réseau électrique R.L.C.

Considérons le circuit suivant :

)
R, v

—+

A
N\

_
\

, ol les composants passifs seront les résistances ( Ro<<R1 ), les capacités
et les inductances, les composants actifs la source S de tension E (E>0) et
1'intewupteur I, supposé idéal.

Alors l'état du réseau pourra étre représenté pat un vecteur x(t) de
qui donnera la valeur 3 1'instant t de la différence de potentiel X, aux
bornes de la capacité C et de 1'intensité X, du courant parcourant 1'induc-

tance L.




14

'-x (t)
Ce vecteur x(t) = est donné par 1'équation différentielle
x (t)
1°
—~ 0
dx C
(D) : d—t = 1o -R1 X + 1 u
| L L L

ol u représente la position de 1'interrupteur I en fonction du temps
( ici u prend ses valeurs dans E) EZ' ).

Supposons que 1e reseau vérifie R, <2 (LC 1)1/2,alors le T-discrétisé s'écrit,

avec w=(4(LC) -(R1L )1/2 et F=CIwexp (- lT).(4L—RfC)—1
F 2L
Tw . wT -1 . wT
F(Lwcos§—+R151n§—) 2FLC 51n§—
(I) X, = x
1 1-1
. T wT ., wT
L —2F51n§- F(meosi——RlslnE—)
wT . T
—F(meosi——R151n§—)+1
+ u
1-1
2Fsin%-).lE

Comme 1'exemple 1, pour certaines valeurs de T, 1le T-discrétisé est une

mauvaise approximation de (D).

Pour T = giﬂigkil + (I) et (D) ont le méme ensemble de points d'équi-
libre, bien que dans ce cas (I) soitune mauvaise approximation de (D).
Pour T = 42" + (I) ne posséde pas le méme ensemble de points

d'équilibre et est une mauvaise approximation de (D).
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1 - B PROCESSUS INVERSE

Comme le montre 1! exemple qui suit, tous les systémes de Im),U )

ne sont pas les T-discrétisés de brocessus de la famille (D(n),Uy.
\

EXEMPLE-.: -

Soit le systéme itératif (1) : X, = b4

Il existe une incompatibilité de structure entre ce processus et tout

systéme différentiel (2) : g% = A X, oli A est une matrice inversible.

En effet
= pour un processus du type (2), la position d'équilibre O posséde

une structure bien définie; toutes les trajectoires ont une méme propriété

de stabilité ou d'instabilité, donc indépendante du choix de 1la condition

initiale.

T au contraire, pour le systéme (1), la propriété de stabilité ou

d'instabilité des trajectoires dépend de 1a condition initiale :

si x = (a,0), la solution de (1), issue de x0 au temps 0, oscille autour

de l origine : aun temps 21T, x21—x et 34 1l'instant (21 +1)T, x

pour l€94 et la trajectoire est stable (a#0);

21+1° %o’

si xo= (a,a),la solution de (1), issue de xo au temps 0, s'éleigne de
l'origine : au temps 21T, X5 = ( (1-21a),a ) et 3 1'instant (21+1)T,

Xo1e1 = (21a,-a), pour 1€EN; et 1a trajectoire est instable (a#0) .

Quels sont justement les systémes itératifs brovenant, par la

T-discrétisation, de brocessus différentiels ?

PROBLEME INVERSE

Pour quels processus (I) de (I(n),U ), existe-t-il un systéme (D)

de (D (n),U), tel que le T- —discrétisé de ce dernier soit confondu avec (I) ?

DEFINITION :

Un tel repré&sentant de (D(n),U) s'appelle un T-réciproque.
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CONSEQUENCE :
(I) et tous ses T-réciproques, s'il en existe, ont le méme ensemble

de points d'équilibre ( voir E2 ).

THEOREME (C.N.S.) :

Pour tout é&lément (I) de (I(n),UT) I S C Xy _q + D Uy_q v il existe

au moins un T-réciproque (D) de (D(n) ,U) si et seulement si :

(i) l'opérateur linéaire C est bijectif et

(ii) les diviseurs &lémentaires de C, associés & un élément <0 du

spectre de C dans €, s'il en existe, apparaissent un nombre pair de fois.

Le théoréme 1-10 est un corollaire des deux lemmes 1 et 2, qui ne me
semblent pas connus dans la littérature sous cette forme et sont donc

démontrés dans ce travail.

1EMME 1 (C.N.S.) :

< e - . n n
Soit X un opérateur linéaire défini sur R et a valeurs dans e,

. . . < PR f e n
Alors il existe au moins un opérateur lindaire Y défini sur R et a

- N Y . .
valeurs dans R, tel que : e =X, sl et seulement si :

(i) l'opérateur linéaire X est bijectif et

(ii) les diviseurs élémentaires de X, associés & un élément <0 du

spectre de X dans C, s'il en existe, apparaissent un nombre pair de fois.

LEMME 2 (C.N.S.) :

. - . s P n = n
Soit Y un opérateur linéaire défini sur R et a valeurs dans P .

< PR P T s . . . .
Blors 1l'opérateur linéaire défini par : /{ eY ds est bijectif si et
0

seulement si :

2kmi
T

*
tout élément p du spectre de Y vérifie :[E2 : u # , pour k €.

REMARQUES :

-

. . - . e s P - n - n
(i) soit X un opérateur linédaire, défini sur C et & valeurs dans ¢ ;

. . - P i n
alors il existe un opérateur linéaire Y, défini sur C et a valeurs dans

C n’ tel que eY = X, si et seulement si : X est bijectif ([El], vol.I p.240);
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(ii) un T-réciproque, s'il en existe, est de la forme suivante :

T
E5:—=(%Logc)x+(/ CS/Tds)-lDu
0

oll LogC est en fait une solution réelle Yy de l'équation eY=C et l'opérateur

CS/T=exp($LogC).

(iii) le lemme 1 nous donne une condition nécessaire et suffisante
d'existence d'un logarithme réel d'une matrice et le lemme 2, une condition
nécessaire et suffisante d'existence de 1l'inverse d'une intégrale finie de

1'exponentielle d'une matrice carrée réelle, dépendant linéairement du temps.
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DEMONSTRATION DU LEMME 1

Plan de la démonstration

C.N. : supposons qu'il existe Y réel, tel que eY=X et soit J sa
forme réelle de Jordan; alors eJ vérifie les conditions (1) et (ii) du lemme.
C.S. : supposons que X satisfait aux &onditions (i) et (ii) et
soit J sa forme réelle de Jordan; J se transforme en sa forme normale de
Jordan 5, Par un changement de base complexe P, que l'on explicite. Dans
cette nouvelle base est déterminé un logarithme complexe, noté Log 3: de 3:
Enfin par application du changement de base inverse P_l, Log J, défini par

~ -
log J=P (LogJ) P 1, est un logarithme réel de J, donné explicitement.

Condition nécessaire

Supposons qu'il existe v réel, tel que eY=X.

1 ére étape

Alors X est bijectif ([11], vol.I p.239-241).

Lemme 1-1 : les éléments <0 du spectre de Y, s'il en existe, sont

de multiplicité paire et proviennent des éléments de la forme

p*i (m+ 2kw ), pour k€7, du spectre de v.

ggggggggggigg : comme Y est supposé réel, son spectre ne contient que
des éléments y, qui sont :soit réels, soit complexes et complexes conjugués
de méme multiplicité. Alors les €léments A du spectre de eY sont de la

" ([11], vol.r p.154), c'est a dire

si u=op + 2kmi, k€%, ) = " est réel;

forme e

sip p + 16, O#km, et u de méme multiplicité, A = e et X = " sont
complexes, conjugués et de méme multiplicité;
siw=p + 1 (7 + 2km ), pour k€Z, et U de méme multiplicité, alors

A =et = eM est réel, <0 et de multiplicité paire .

2 éme étaEe :

Soit J (0-2) la forme réelle de Jordan de Y. Ne considérons que les

blocs matriciels Kn ( pj, m+2km ), pour k€Z, de J, conséquence du lemme 1-1.
b]
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Lemme 1-2 : la forme réelle de Jordan des matrices données par :

exp ( Kn (pj,n+2kn)), de dimension 2nj, est formée de 2 blocs matriciels
j .

jdentiques, égaux & : —exp(pj) En + H

.j n

\

démonstration : comme 1le nombre de blocs de toute forme de Jordan

est un invariant, calculons le nombre Nj de blocs de dimension nj, de la

forme réelle de Jordan de la matrice :

n -1 Hl
pj b 2n,
exp(K_ (p,,m42km) = e ~© —3  ([11), vol.1 p.154)
n, 3J 1!
3 1=0
nj n.+1 nj—l ’
Nj = 2Mj - ij - Mj ([11], vol.I p-155, relation 50), avec
Dj n nj+1
M. = dim Ker( exp( K+ e E ) ). Or nous avons M, =M = 2n
j n, 2n, -] 3 J
3 J
n,-1
et ij = 2(nj-1). Ainsi Nj=2’ c'est a dire que la forme réelle de
Jordan des blocs exp ( Kn (pj,ﬂ+2kﬂ) ) est formée de 2 blocs matriciels
3
: : Dj . :
identiques et égaux a : (-e E °+H ), de dimension n..
ny ™ 3

m——————————

3-éme étape :
Comme eJ est une matrice quasi—diagonale, 3 blocs de la forme

exp ( Jnj(kj) ) et expl Knj

et 2 éme étapes, eJ vérifie les deux conditions intrinséques (1) et (ii)

(pj,ej) )y (0-2) et par application des 1 ére.

du lemme technique 1, ainsi x=eY également.

e ————————

Condition suffisante :

supposons _que X satisfait aux 2 conditions (i) et (ii).

4 éme étape :
soit J la forme réelle de Jordan de X (0-2); c'est une matrice

quasi-diagonale, formée de blocs matriciels de 3 types, vue les hypothéses
(1) et (ii)




si A,>0 : 3 (X))
3 n. J
J
(1) | si Aj<0 : diag( Jn (Aj), Jn (Aj) ) d'aprés la condition (ii) -
3 .
si A,= .+9, 6, O : K ( -Ie.)
37P3%05r 7 ng °5r%;

5 éme étape

Soit le changement de base complexe P, transformant J en sa forme

~ ~ -1
normale de Jordan, notée J (0-2) : J = p J P; P est une matrice quasi-

diagonale, formée de blocs de 2 types
-si L ER, E
j n

j
-si A,EﬁR, 0 = (R , R ) de dimension 2n.,x2n,, avec :
3j 2n, n, n, J J
J J J
ﬁ 0 00 ... 0
i 00 0 ... 0
1 0 0 .. 0O
i 0 0 ... 0
1 0 .. O
i 0 ... O
R = 1 0| de dimension 2n.xn. et R sa
n, j o3 n,
J i 0 J
0 :i
6
1]
_ i

complexe conjuguée (Q2n est déterminée par récurrence sur nj).

Et J est une matrice quasi-diagonale, formée de blocs de 3 types

si A,>0 : J (X))
J nj J

(2) | si Aj<0 : diag( Jn (Aj), I (Xj) ) » d'aprés la condition (ii).
J J

si Aj¢|R: diag( Jnj(kj), Jnj()\j) )

20



6 éme étape

~/
Déterminons un logarithme complexe de J, que

Lemme 1-3

si Xj>0 alors

~

1'on notera Log J.

: Log J_ (A,) = E
n, J n

Log(A.) +
g J)

est un logarithme réel de Jn (Xj) = A, E + H

J

n, n,’
J J J

géggggggégigg les deux matrices suivantes commutent
1
n,.-1 Hn
E Log(XA,) et g (—1)]'_1 —3J . p'autre part nous avons
n, 3 1
3 1=1 lkj ‘ 1
n.-1 H
1-1 %y
exp( Log J_ (A,) ) = exp( E_ Log(},) ) exp( (-1) —3 )
n. 3 n, 3 f= lkl
J J = j
n.-1 Hl
1-1 74 -1
or exp( (-1 ——% Yy =E + A, H , d'aprés ([32], p-77);
i=1 1] ny j

ce dernier résultat est vrai pour toute matrice nilpotente Hn .

Et E L A =X, E .
exp ( n og ( j)) 5 Bn

exp (

J

Ainsi le résultat recherché est obtenu
j j
Log 3 (A\,) ) =X, E +H =1J
n, J ] . . .
] ] J )
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Lemme 1-4 : si Aj<0, la matrice suivante est un logarithme réel
de la matrice diag( J_ (A)), J_ (A .) )
n, J n., J
J J
o - ~ n,-l HI]'_I
1 2 . _ .
z- (A,) 2Z z! (0) = E_ Log(-X,) + -t t 3
n 3 n . ) J =1 1>\l
(4) ] ] oul ] j
2 2
-2 Z~ (X)) Z = (7w + 2kw ) E_ , pour k€ Z
n. n, 3 n, n,
L J 3 ] 3 3




n, n,
j J J
démonstration :| 1, 0 Zi
J et J commutent, d'old
0 zl () ¥2 9
| n,.
J j
[ 2 ] 1 ] [ 2
Z (A)) 2 exp(Z~ ().)) 0 0] Z
J n, n, J n,.
] J j J
exp = Xexp
2
-7 Zz- (X)) 0 exp(Z1 (2.)) ~-Z 0
. n, j n, 3j n,
J J j j
L. - - - J
1 -1
Or exp( 2_ (A,) ) = -7, E (E +X,”"H )=-(A.E +H )
n, j i n,. n, J n, J n. n,
] J ] J J J

(méme raisonnement que dans le lemme 1-3, d'aprés [32], p.77) .

- - [~ - —
cosm sinm
N N
2 . .
0 Yo t.
' n, S N,
D'autre part exp il = cosTm sinm| = —E2n
—sigﬂ cosm 3
N
-z 0 \\\ hN
3 -sinmw cbszj

( ce résultat est obtenu par le calcul explicite de l'exponentielle, en

2 m m

remarquant que » pour tout m& M),

3

(z ) =T E
n n

3

Ainsi le résultat recherché est obtenu :

2o
i
=dis A 1] A . .
exp ag ( Jnj( j) Jn.( J) )
5 3
-Zn (r.)

22



Lemme 1-5 : si Xj =p, + iej, 9j¢0, la matrice :

n.-1 H
n,
(5) : Log J_ () = Log|A.| + i Arg(r)) ) E +2:J: (-t —311
j ) ] "y 1=1 13

est un logarithme complexe de J (A\.,) =X, E +H , ol |X.| est le
i R I 7 "3 J

module de Aj et Arg(kj) 1'unique nombre aj, tel que 0<aj<n et

A, = |AL] ex ia. ).
3 | Jl p( ia, )
n.,-1 Hi
. . 1-1 _ 3
démonstration : ( Log|k,| + i Arg(xy) ) E_ et (-1 -_
————————————— J ] n, 1
3j 1=1 1A,
J
commutent. D'ol :
n,-1 H1
j 1-1 n,
exp( Log Jn'(kj) ) = |kj| exp ( 1aj ) En. x exp( { (-1) -—% ) ou
J j 1=1 1A,
]
-1
exp( Log J_ (X)) = |A.| exp( ia, ) E x ( E + A, H )
P g n, 3 ) | Jl P 3 n, n, 3 oy

{ méme raisonnement que dans le lemme 1-3, d'aprés [?2], p-77) .

Ainsi le résultat recherché est obtenu : exp(Log Jn (Aj)) = Jn (kj).
J ]

On remarque que la matrice complexe conjuguée de Log Jn {(A,) est un

3

logarithme complexe de Jn (ij). Elle est notée par : Log Jn (Xj). D'autre
j :
part le fait de remplacer Arg(Aj) par Arg(kj) + 2kw,pourl<€ZL ne change

rien au résultat du lemme 1-5.

Conclusion :

-~
La matrice quasi-diagonale, notée Log J, et définie par des blocs

”~

matriciels de 3 types repris ci-aprés, est un logarithme complexe de J :
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si Aj>0 : Log Jn (Aj) réel, donné par (3)

J

— -
Z~ (A)) Z2
. ] n,
J J

(6) | si Xj<0 : réel, donné par (4)
—Z2 Z1 (1)) \
ny ny
_ i

si Ajfﬁlz Log I (Aj) complexe, donné par (5)
J

démonstration : 1l'application successive de la Séme étape

(construction de 33, des lemmes 1-3, 1-4, 1-5 montre que exp( Log 3') =J,

d'aprés la propriété (0-2-v).

7 éme étape
-1 .
Effectuons le changement de base inverse P . La matrice, notée Log J

et définie par Log J = P Log(J) P_1 est un logarithme réel de J.

N . - , -1
démonstration : d'aprés la 5&me é&tape, la matrice P est une

matrice quasi-diagonale, & blocs En et Q;i . Vue la construction de J (2)
j J
“~» ~ -1
et de Log J (6), Log J = P Log(J) P est une matrice quasi-diagonale,

formée de blocs réels de 3 types

si Aj>0 : Log Jn (Aj) réel, donné par (3)

3
z' o, z2
n, j n,
si Aj<0 : J ] réel, donné par (4)
-z 2l ()
n, n, j
J J _J

si A\, =p, + i0,, 6.#0, et ., Log X .,0.) donné par
3 pJ 5 J# ' 3 9 X (pj. 3 p

3

, CoT -1
Q2nj diag( Log Jnj(kj), Log Jnj(Kj) ) anj

ol Log Jnj(A

j) est défini par (5).




I1 reste & calculer Log Kn (Dj,

Log K ., 0. =
g n_(p], J)

- A
oy Log | jl

B

ur 1<1¢<n. et o,.=Arg(A.)
po 3 3 Iy

De plus cette matrice Log J es

exp( Log J ) =

d'aprés la 6éme étape.

-

et

exp( P Log(ss P—1 )

ej). Par récurrence sur nj,
5 n.-l_
AT e T )
J J
n,-2
U T,
3, 3
0 . \ ny-3
T, N eeseseccesssesens T,
J . J
. > .
\ ‘.\ .
\ N :
\ N .
\ (N .
N N N
\ N .
0 \ . :
\ -
\ -
\\ \\ -
N LY \
N ‘T?
N J
\\TO.
J
cos(la, -sin(lo.,)
J) ]
1-1
_ (-1)
3 l
1{A,
]
sin(la, cos(la.)
]) J

~ -1 ~ -1
Pexp(lLogJd)P =PJP =

t un logarithme de J, puisque :

Jy
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En conclusion,

le tableau qui suit donne UN LOGARITHME REEL D'UNE

MATRICE REELLE DE JORDAN (0-2-ii), vérifiant les conditions (i) et (ii)

du lemme 1, conditions d'EXISTENCE D'UN LOGARITHME REEL.

SPECTRE DE J

LOGARITHME REEL DE J

' n, -1 Hi
A.>0 J (AJ.)=AJ.En +Hn Loan ()\J.)=En LogAj+ (-l)l-l—i
’ ] i 3 3 i= 1,
- - 1T
5 o) I (A 0 zl ) 22
n, j n, n,
J J J J
Log =
2 1
0 J (X)) 0 J (A |-z Z_ (X))
n., Jj n J n, n., J
j j ] j J
Aj<0 avec avec
n, -1 Hi
7, Op=aE | [ 0pee og(-d s 3Tt
3 j 3 n, nj n, j nj 35 1Aj
2
zn =(1T+2k1r)En r POUr k€ 72
T b
[~ "
n,.-1
K (p.,0,) = Pl g2 g3
n. 3'°3 3 j J
J \ \
N N .
- - . N\
\
Sj E2 \\ \\ .
A.=p,+i8, D LogkK ,0.)= 0 .
37P37Y 55 0 9K, (P304 NN
\\ \\ B \\ \
et \\ \\ \ \Ti.'
\ N J
0 \\ \\ \
- . E: \‘;0
A.=p.-if, g
B j 5 J
jJ - =
de méme -
avec avec
multiplicité | |
p, © Log| A, +o  +2kn
avec Sj_ -ej pj Tg= a _2i“ Logll 1K pour k€ Z
ej#o b B 3 J.
_,.2,.2.1/2 i -
Ile-(pj+ej) 1 (_1)1-1 cos(laj) -sin(la,)
a,.=Arg(},) Tj= 1 |sin(la,) cos(la. )| * lglgnj-l
s DA 12,1 j j
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DEMONSTRATION DU LEMME 2 :

Si l'opérateur Y est bijectif, toute valeur propre 4 de Y est #0 et

uT

T
// eYS ds = Y_1 (eYT—En) a pour valeur propre u_l(e -1).
0

2kmi
T ’

T
Ainsi l'opérateuﬁ// eYS ds est bijectif si et seulement si u#
4]

A

pour ke 7t

Si 1'opérateur Y n'est pas bijectif, & la valeur propre u=0 de Y
correspond la valeur propre T (T>0) de l'opérateur/T eYS ds.
0

T
Ainsi l'opérateur)/ eYS ds est bijectif si et seulement si pour tout
0

2kmi
T ’

€lément y du spectre de Y, la relation suivante est vérifiée tu #

pour ke?Z:

Nous allons & présent démontrer le théoréme 1-10, corollaire des lemmes

techniques 1 et 2,

DEMONSTRATION DU THEOREME 1-10

Soit (I) un processus de (I(n),U&) : X, = C x + Du
Condition nécessaire :

Supposons qu'il existe un T-réciproque, que 1l'on note :

0y s dx

== = A + .
3t b4 B u

Alors son T-discrétisé, donné par El, est confondu avec (I)

_ AT As
(I xl = e X4 + (jém e ds ) B ul_1

AT
Par application du lemme 1, C = e vérifie la condition E4 du théoréme.

Condition suffisante :

Supposons que C vérifie E4. Alors il existe K opérateur linéaire, non
forcément unique, tel que eAT = C, par application du lemme 1.
D'autre part A peut &tre choisi, tel que tout élément u de son spectre

2kwi
T

¥
vérifie : p # ; pour keZ, condition E2;

en effet si A = euT = 1 est élément du spectre de C, A peut &tre toujours

construit, tel que p = 0, ce qui correspond dans le tableau donnant un
logarithme réel d'un opérateur réel au cas A\ = 1 ( lére ligne du tableau ),

€lément du spectre de C et u = Log A = 0 &lément du spectre de A = % Log{(C).
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T
Ainsi par application du lemme 2,/ eAs ds est bijectif et il existe un T
0

-réciproque & (I) donné par :

T
(D) :g’-‘=Ax+(/ eASds)_lDu
t 0

car (D) est un élément de (DT (n) ,U), puisqu'il ‘vérifie E2.

CAS PARTICULIER :

COROLLAIRE (C.N.S.) :

Pour tout systéme (I) de (Io (n) |E4'UT) » il existe au moins un

T-réciproque de (Do(n) .

REMARQUES :

(1) la condition E2 est toujours vérifiée, puisque O est le seul
point d'équilibre.
(ii) 1'application dT: (DT(n),U)——) (I (n) |E4’UT) est surjective,

mais non injective.
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CHAPITRE 2

GEOMETRIE DU DOMAINE DE CONTROLABILITE
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L'objet essentiel du deuxiéme chapitre concerne la géométrie du
domaine de contrdlabilité (§B). Mais la connaissance de cette décomposition
géométrique nécessite l'introduction d'un certain nombre de définitions
et la démonstration de propriétés algébriques et topologiques du domaine
de contrélabilité (§A), propriétés intéressantes en elles-mémes.

L'intérét de cette décomposition est double :

-d'une part elle nous permettra de comparer directement le domaine de
contrdlabilité d'un syst@me différentiel et de son T-discrétisé et celui
d'un processus itératif et de ses T-réciproques (§C), gr&ce i une étude
similaire réalisée par F.H. Hsu ([17], 1974) ;

-d'autre part elle nous permettra de déduiré trés simplement des critéres
de globale et compléte contr8labilité, a partir de celui de locale
contr8labilité ( chapitre 3 ).

2 - A PROPRIETES TOPOLOGIQUES ET ALGEBRIQUES :

Considérons le systéme (I) de (I(n),UT) suivant :

(I :x, =Cx + Du

1 1-1 1-1

PROPRIETE - DEFINITION :

La solution du processus (I), issue & 1'instant 0 du point X0 s'écrit

au temps 1T,T pas de la discrétisation :

NOTATION :
¢y [C,D] = [D CD ... Cl-lD] est une matrice nxlp et ?1'1 =t[tul_1 tuo]

<]
un vecteur colonne de Ql, pour 1€ MN.
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DEFINITION :

;1 est dit contrdle admissible pour le systéme (D).

CONSEQUENCE :
La solution du processus (I, issue au temps O de X 1 s'écrit a

l'instant 1T : '

1

E7 :x, =C x_+ ¢, [e,o] u,

DEFINITION :

& o~
S'il existe 1€|N, uy un contrdle admissible, tel que le vecteur X de Rk
s'écrive : x = Cl x, + CIEC,D] Ei, alors le point X, de R™ est dit recalable

au point x & l'instant 1T.

NOTATION :
L'ensemble des points recalables au point x & l'instant 1T est noté

Rl(x).

DEFINITION :

Le systéme (I) sera dit localement Q-contrdlable au temps 1T en X,

n
si Rl(x) contient un voisinage ouvert de x dans R ™.

REMABQUE :

Le chapitre 3 développera des critéres permettant de reconnaitre les

processus contrélables.

HYPOTHESE :

Nous allons supposer que l'opérateur linéaire C est bijectif pour le

reste du §A.

REMARQUES :
(i) cette hypothése n'est pas absurde, puisque tout discrétisé d'un

représentant de (D(n),U) posséde cette propriété ( voir El1 );

(ii) les processus non inversibles feront l'ojet du §B-2.




2

4

DEFINITION :

Tout processus (I) de (I(n) ,UT) : xl =C xl—l + D ul_1 est dit

inversible, si l'opérateur linéaire C est bijectif.

PROPRIETES :

k3
Pour tout 1EMN, pour tout xGW‘\n, QCRP .

(i) si Q est compact, alors _Iil(x) est compact;

(ii) si Q est convexe, alors El (x) est convexe;

(iii) D est convexe si et seulement si _lll(x) est convexe.

32

( ces 3 propriétés découlent de la linéarité des contrbles dans E6 et du fait

que C est bijectif pour (i) ).

PROPRIETES :

Supposons que KerDN2 # @ et ne considérons que les ensembles de points

recalables aux points d'équilibre x de (I) (0-3) :
(i) pour tout 1€NS x Ry (x);

(ii) si k<l (k et 1€NY), alors R, (x) est inclus dans R. (x);
== —x% 1.

(iii) si DR n'est pas réduit & {0}, si Q2 est compact et si k<1l (k et 1EM) '

alors Ek(x) est strictement inclus dans R, (x).

DEMONSTRATION :

(i) x est point d'équilibre et il existe u€Q, tel que Du=0; ainsi par

application de E1, xERl(x) .
(ii) x étant point d'équilibre et C bijectif, Ppr application de E1,
(- = - -3
tout point X appartenant a Rk(x) s'écrit X, =X Z C”"Du

3= >

Appliquons un c?rble u, tel que Du=0 de l'instant 1 kT au temps 1T,

ainsi X, =X - C-j Du -1’ c'est & dire X, appartenant & Rl(x).

- 3
(iii) @ J=1 étant compact et DQ non réduit au seul é&lément {0},
Iﬂ((x) et C (k+1)DQ sont deux compacts, non réduits au seul élément {0}.
-(k+1)
Ainsi Rk+1(x) = Rk(x) -C DQ étant le translaté de Rk(x) par

c (k+1)DQ, qui contient {0}, contient strictement Rk(x)-
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2 - 6 PROPRIETES :

%
pour tout 1€ IN, pour tout 7

(i) tout vecteur X de Rl(x) est de la forme :

E8 : x

-1 1 _j \
,=C x-j;c Duy

Q
[}
.
"

1 .
. _ -3 _
(ii) Rl+1(x) =3 c R1
j=0
R -1
1(x) =C ( x-D )

»
(iii) pour tout g €N et pour tout 1€EN-{0,1} :

q-1 _ q-1 _
B : R 0=)_ ¢ R -5 s
a4 k=0 k=1

(iv) E10 : Rl(x) C x + Rl(o)

DEMONSTRATION :

a) E8 se déduit de E6, sachant que C ést bijectif;
b) (ii) se déduit de E8;
c) E10 est issue de E8; en remarquant que X est point d'équilibre;

d) E9 se démontre en 2 étapes :

q-1 -1
- soit X, un vecteur de : z C k1 Rl(x) - g C k1 x, alors il

existelzlgﬂl, tel que (voir E8) : k=1

q-1 1 . -1
x1, -1 _ _ -3 ) i— k1
o E (o (C X Z C D uj_1 ) C X

X =
k=0 j=1 k=1
g-1 1 .
- - (k1+3) . ; .
—c®x-3 Y Dopouy et Kicklegsler) 1, 1e3<l.
k=0 j=1
-ql et -J
Ainsi X, = Cc X - jal cC-D u _1’ avec u_ = LY pour O<tgl-1 et Ogkgg-l

L} : s
c'est & dire X appartient & qu(x).

- inversement, soit X appartenant & Ral(x); en inversant les cal-
culs précédent on obtient :

. =l 1
d'aprés E8 : x_ appartient & E c R, (x) - Cc b4
° k=0 1 k=1
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2 - 7 DEFINITION :

L'ensemble noté R_(x) et défini par : Rm(x) = U ‘R
1EN

1(x) est dit

domaine de contrélabilité en x de §\n.

PROPRIETES :

Supposons que KerDN? # @ et ne considérons que les domaines de contréla-

bilité aux points d'équilibre x de (I) (0-3) :

(i) si Q est convexe, alors Rm(x) est convexe;

(ii) x appartient & Rw(x);

(iii) [ E11 : R_(x) = x + R_(0)

(iv) si @ est compact, si DR est non réduit & {0}, alors : (I) est localement

fi-contrdlable si et seulement si Rm(x) est un ouvert dans ﬁ\n.

DEMONSTRATION :

(i)Rw(x) s'écrit comme une réunion de convexes emboités, d'aprés (2-4-ii)
et (2-5-iii), est donc convexe;

(ii) x appartient a Rl(x) pour tout IENt d'aprés (2-5-i), donc R_(x)
contient x par définition;

(iii) et Ell1 se déduit de E10, sachant que x est point d'équilibre;

(iv) soit X, un point de Rmﬁx), alors il existe 16€JNT tel que X, soit
contenu dans Rl (x) , par définition de R _(x).

C.N. ? par hypothése il existe 11, tel que Rl (x) contienne un

voisinage ouvert de x dans R (2-2). 1
Alors, la suite des Rl(x) étant strictement croissante, avec 1 croissant
(2-5-1iii), pour tout lzsup(lo, 11), xO appartient a Rl(x) r qui contient
un voisinage ouvert de x dans R n’ que l'on note V(x).
L'opérateur C étant bijectif, C_lV(x) est encore un voisinage ouvert de x
dans ﬁ\n, x étant position d'équilibre et xo—x+C-lV(x) est un voisinage
ouvert de xo inclus dans Rw(x) : en effet R21(x) = ngx) + C_l Rl(x) - X,
par application de E9 et en remarquant que x est une position d'équilibre;
ainsi xo—x-C_lV(x) est inclus dans R21(x), puisque X est un point de Rl(x)

et V(x) est inclus dans Rl(x).
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C.S. : Rm(x) est ouvert dans F\Il et s'écrit comme une réunion
dénombrable de fermés : Rl(x) . F\n &tant un espace de Baire, il existe 1,
tel que Rl(x) contienne x en son intérieur; ce qui veut dire que le

systéme (I) est localement Q-contrdlable en x au temps 1T.

REMARQUES :

(1) 1l'ensemble noté Al(xo) et défini par :
Al(xo) = { xeRn, tel qu'il existe 'ﬁle 91, pour lequel x=Clx°+Cl [Caf)]ul ’

est dit ensemble des états accessibles en X r au temps 1T;

(ii) le processus (IPI) de (I(n),UT) défini par :
-1 -1
(I’ =:x =¢ (%, 47Dy )

est dit systéme inverse de (I);

-1 _p1 n
3 (111) R (x ) = 4; (xo)_ let A (x )-= B~ (x) pour tout x_ ae A7, on
R1 (xo) (respectivement Al (xo) ) est l'ensemble des points recalables
(respectivement états accessibles), en (respectivement & partir de) X au

temps 1T pour le processus inverse (I_l).

(iv) Rl(xo) et Azl(xo) ont donc les mémes propriétés algébriques,
topologiques et géométriques.

REMARQUES COMPARATIVES ENTRE (D(n),U) ET (I(n)UE) :

(1) contrairement aux représentants de (D(n) ,;U), pour les systémes de
(I(n),UT), nous allons devoir travailler avec un domaine des commandes

convexe. Ce n'est pas le cas pour les processus différentiels ([?7], p.84) .

(i1) si nous voulons définir 1'équivalent de la notion de systdme
inverse pour les processus de (D(n) ,U) , nous définissons le systéme opposé

([27], p.84) : en effet si Xg est recalable en x au temps t>0 pour

D) : g% = A x + Bu, alors X est accessible & partir de x au temps t pour
dx '

le systéme opposé (-D) : i -A x -B u.
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2 - B DECOMPOSITION GEOMETRIQUE :

Ce paragraphe est structuré en deux parties :
- la premiére (2-B-1) concerne la décomposition géométrigue du domaine
de contrbdlabilité 4 l'origine des processus inversibles de (I(n),U&);

- la seconde (2-B-2), de tout systéme de (I(n),U&).
RE UES :
(i) la décomposition géométrique est réalisée & 1'origine, car en

tout point d'équilibre x de R™, d'aprés E11, R_(x) = x + R_(0).
(ii) Rw(o) et Rl(o) sont notés R°° et Rl.

2 -B-1 DE SYSTEMES INVERSIBLES :

HYPOTHESES :

(i) soit un processus inversible (I) de (I(n),UT) :
(Iy : X = C X1 + D Uy
c'est & dire ayant l'opérateur C bijectif (2-3);
(ii) le domaine des commandes {, inclus dans ﬁ(p, est suppesé :

compact, convexe et DQ non réduit a {0}.

PROPOSITION :

Si le domaine de contrélabilité A& l'origine du systéme (I) est un

n - n
ouvert, convexe de R et s'il existe un sous-espace vectoriel L de R,

inclus dans Rw, alors il existe un sous-ensemble noté R:, inclus dans L+,

sous-espace vectoriel supplémentaire de L~ dans Fln, tel que :

R =1 @R
[ ] ..

DEMONSTRATION :
Cette proposition a &été démontréepar F.H. Hsu ([17], p.202).
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NOTATIONS - PROPRIETES :

n,
(i) soit (X—lj) J un diviseur élémentaire de C dans € et soit S

3
le sous-espace cyclique de polynSme minimal ()\—)\j)nj; Aj est un élément du
spectre de C dans €. .
(ii) 1l'opérateur linéaire C é&tant réel, a tout (A—Aj)nj, Ajtm, corres-
pond ()\—Xj)nj, ol Xj est le conjugué de )\j; ces deux polynSmes minimaux,

ainsi que leurs sous-espaces cycliques Sj et 35, respectivement, sont repérés

n
par le méme ifdice j. Notons M = {j, tel que (A—)\j) 3 est diviseur élémen-

taire de C} .

(iii1) si A,€R, alors on pose E‘L = S5,, qui est réel et

i T, b
si A (R, alors on pose L_] comme étant le réelifié de Sj ® S-’j'
(iv) avec ces notations, R . @ L, et Lj est invariant par C.
jEM
(v) soit 1:1 la projection canonique de R" sur Li' J€M, alors pour tout
J#k, j et k appartenant a M, ?j'Pk =0 et Z Pj est confondu avec 1l'appli-

n JEM
cation idendité de R .

(vi) soit Rooﬂ le domaine de contrélabilité & l'origine du systéme

_(Ei) de (I(n),UT) défini par : pour jé&M,

(I,) :x, =Cx

3 1 +PjDu

1-1 1-1

THEOREME DE DECOMPOSITION :

Si le systéme (I) est localement Q-contrdlable a l'origine, alors son
domaine de contrflabilité & l'origine s'écrit :

E13 : R= (D 1. )er

® yeMm”

+
ol Ré est un ouvert, borné, convexe de @ L,, avec :

jem*t 3

M = { JEM, tel que 0<|Aj|sl } et Mt = { J€M, tel que |)\j|>1 }.




COROLLAIRE 1 :

n
1‘?0° = R’ si et seulement si :

(i) l'opérateur linéaire C est une contraction au sens large (0-6) et

(ii) le systéme (I) est localement Q-contrélable & l'origine.
\

COROLLAIRE 2 :

R est un ouvert,borné, convexe de “\ si et seulement si :

(i) l'opérateur linéaire C est une dilatation au sens stricte (0-6) et

(ii) le systéme (I) est localement Q-contrélable & 1' origine:

COROLLAIRE 3 :

o .
si 0€ f, alors le domaine de contr8labilité & l'origine s'écrit :

E14 :Rm=(e_sj)$R:
JEM

+

oa R est un ouvert, borné, convexe de EB.+ Sj' S est 1'espace vectoriel
; jeM

engendré par [pcp... Cn_¥gl_et Sj = Pj(S), pour J€EM.

COROLLAIRE 4 :

si DR = @ p.(DN) et si le systéme (I) est localement fi-contrSlable
JEM

a l'origine, alors le domaine de contrdlabilité a l'erigine s'écrit :

E15 : R = (& _ j)e(@ Ry )
JEM jem"
ou ij est un ouvert, borné, convexe de pj:‘pour jEM+.
REMARQUES :

(1) si M+ = ¢, E13 donne le corollaire 1;

(ii) si M = ¢, E13 donne le corollaire 2;

(iii) dans le chapitre 3-a-1 il sera démontré que si OéJL alors le
systéme (I) est localement §Q-contr8lable en O si et seulement si 1'espace
vectoriel S engendré par [p Ch ... Cn‘1DJ est confondu avec ﬁ{n. Par appli-
cation de E13 nous obtenons El4 en posant Sj = Pj(S) = LJ\Sj et en remarguant

que P p.(5) =S.
jem O



(1v) si b2 = @ p_(DR), alors R_= ® Py
jem jem

de la démonstration du théoréme 2-14, Pj(R;) = ij

(R). D'aprés le lemme 1

pour jEM. Ainsi

R°° = @D R;j et par application des propositions 2 et 3 de la démonstration
JEM

du théoréme 2-14, nous obtenons le corollaire 4 et E15.

[Cel
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DEMONSTRATION DU THEQREME 2-14 :

Plan de la démonstration :°

La démonstration du théoréme est articulée sur un lemme et trois
propositions :
\
(i) Rmﬁ = Pi}Rw) pour tout j€EM (lemme 1);

(ii) si le processus (I) est localement Q-contrSlable & l'origine

et si Ikﬁ|>1, Rwﬁ est un ouvert, borné, convexe dans L

1 (proposition 2);

(iii) si le processus (I) est localement Q-contrSlable 3 l'origine
et si |A1|<1, L

1 est inclus dans R_ ( propositién 3); .

(iv) et la proposition 2-12,

Par hypothése le systéme (I) est localement R-contrélable en O
et Q est compact, convexe et D non réduit a {0}.

Ainsi R_ est un ouvert de ﬁkn, qui contient 1l'espace vectoriel
& Lj' d'aprés (iii). Alors par application de 2-12, 11 existe un sous-

Jen ensemble R: de P + Lj’ tel que : R°° = (D _L.) e R: . Ce sous-
jEM JeM

ensemble R: est confondu avec(‘z:+ Pj)(Rm)' qui vérifie les propriétés
jeM

demandées, d'aprés (ii).

Le seul point délicat est la démonstration de (iii) :
comme le systéme (I) est supposé localement Q-contr6lable en O, en un temps
loT' on peut choigir une base E'j de l'espace Lj' telle que tout vecteur x
de E'j vérifie ixGRl . Alors 11 existe 1>1°, 1€M) tel que tgx appartienne a
Rl' Ainsi pour toutovecteur x de la base Ej' la droite vectorielle engendrée

par x est incluse dans Rm, R°° étant convexe et contenant Rl. Et 1'espace

vectoriel Lj de base Ej est inclus dans Rm, toujours par convexité de Rw.

Démonstration :

Supposons (I) localement f-contr8lable en O a 1'instant l;g,_g_
compact, convexe et DQ non réduit a4 {0},ainsi que C bijectif (2-11).
Ainsi O appartient & l'intérieur de R1 ' Rl est une suite de compacts,

convexes emboités (2-4-i-1i) et R°° ° est un convexe ouvert dans W{n,
d'aprés (2-7-i-iv).
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Lemme 1 :
Pour tout jE M, ij = Pj (R .

Démonstration :

Soit y€P,(x), alors il existe x€R_, tel que y=Pj (x) . Comme x€R_, i1

3

1
* . -k
existe 1€EMN et u_ . ul, cees ul_1 appartenant & £, tels que x = _kZ:(f Duk_1
1 =
d'aprés E8. Par linéarité de Pj' y = - 2 Pj( C“k D oy ) . Puisque Lj est

k= 1

-k
et . C commutent et P, (x) = - C P
y 2

invariant par C, P 3
k=1

est un vecteur de ij. Donc Pj (Rm) est inclus dans Rm j' pour j € M.
%
Inversement soit y un vecteur de ij, alors il existe 1EN et LI

1
1-1 appartenant a& , tels que y = - Z C-k Pj( D L
k=1

eeer U ). En inversant

les calculs précédents, on montre qu'il existe x point de Rm, tel que y=Pj (x)

et ij est inclus dans Pj (R) pour JEM.

Notations - Propriétés :

Soit (Vk)

3 1¢ken une chafne de Jordan , associée au diviseur é&lémentaire

3

R
(A-19) 3 de C dans C ([11] , vol.I p.165), pour F& M. V]; est un vecteur

colonne de Cn, défini pour 1gkgn

5 par :
0 si k=1
(C - ALE) Vk =
jn 3 k=1
v si 1<kgn
3 3
k k k ) , )
Tout vecteur Vj = Revj + iImV:l , pour lsksnj et jE€M. Alors 1l'ensemble
k k . .
{ Rev,, ImV, : 1gsk<n. } est une base de L, pour €M et :
M 3 3 ,
k-1
-1 _k -1 r [{l+x-1 -r _k-r
a) :CTV, =12 -1 - AV
(a) RS rg (-1) ( i IRV

(par récurrence sur 1 : C—l_ivg = X;lﬂlvi - (1+1)A;l-2V1‘ et par récurrence

j .



k-1
-1k -1 -r k -r
v, =" 1
J ] (rz%( )" J J ) ).

Proposition 2

Si |Aj|>1, alors ij est un ouvert, convexe et borné de Lj'

Démonstration :

Par hypothése R; est un ouvert de R™. comme ij = Pj(Rm) (lemme 1),
ij est un ouvert de Lj' 1'application Pj étant ouverte.
Par hypothése Roo est convexe, comme l'application Pj est linéaire,
ij est convexe.
Il reste & montrer gque si IAj|>1, alors ij est borné. Par hypothése

{8 est compact et IAj!>1. Montrons qu'il existe uj>0, tel que |lx||<uj.

*
Soit x un vecteur de ij, alors il existe 1EMN et usu

g7 e ul_1 appar-
1
. -m R
tenant & ), tels que : x = - ,Y' C Pj D g d'aprés E8. Considérons
m=1 n

) k
une chaine de Jordan (Vj)lsk<~n

associée au diviseur élémentaire (A-Aj) J

3
de C dans €. on suppose ||V§||<1, pour 1sksnj {(on réduit la longueur si

nécessaire). Alors il existe (aj ) une suite finie 4'éléments de Q ,
n mk 1sk$nj
j .k 7 k =k . k =k
tels que P, (Du_ ,) = (a’, VvV, + a o) uisque { (V,4+V)), i(V,-V))
Rt Rt ' kz_j mk " J j v PEEE s s A T

pour 1gk<n., } est une base de Lj' Et en utilisant la relation (a), x appar-

3

R
B T
x=-2 g mkj(g(n r)xjv ) +a x(Z(l) VA

J
mk

n
k-1
Ainsi ||x||<2s 2: ﬁ ) m+r 1 IA |7, on |2 = min{lx | ./ lx |>1} et
k=1 r= 0

tenant a s'écrit :

Comme  est compact, les a sont bornés en module par un certain §>0, fini

||x||<2n26 2{; m+n ]) |Ao| ™, avec llol <1. La série strictement positive
m=

42
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m+n -1

de terme général Vo =( nJ )lkol—m est convergente, puisqu'il existe m
Vimnt1 -1 ™y -1
et N<1, tels que pour tout mzm_, = |X | I <N«<1, |A l étant <1
o' v o m o

m+n, [$38
et la suite —E—l strictement décroissante. Soit —L la somme de cette

Zn?

]
\
série. Alors ||x|l<uj, qui est fini et ceci pour tout x de ij. Donc ij

est borné pour tout jEM, tel que |Aj|>1.

pProposition 3

Si IA,lsl, alors R contient L.
J i J

Démonstration :

1 ére étape :
Par hypothése le processus (I) est localement Q-contrSlable en O a loT

k < - < .
et dong toute chaine de Jordan (Vj)1<k<n , associée au diviseur élémentaire

(A—Aj) J, vérifie : pour tout l;lo, J pour lsksnj, iReV? et tImv§

appartiennent & Rl (on réduit la longueur si nécessaire) .

k
Lemme 1-1 : si les espaces vectoriels L( Rer : lsksnj ) et

k
L( ImV, : 1<k<n, ) sont inclus dans Rw, alors Lj est inclus dans Rm.

3 J

démonstration : comme Lj a pour base { ReV?, I'mVk : lskSnj }, pour

tout x de L., il existe y appartenant & L( Revg : 1<kg¢n, ) et =z appartenant
a L( IMV? : lskSnj ), tels que x = y + z. Mais alors pour é E]O,l[)

x = §( %y Yy + (1-6) | Iégz ) appartient & R_, puisqu'il s'écrit comme une

combinaison convexe linéaire de deux vecteurs de L( Rev? : lsksnj } et de
L( Imv? : 1sk$nj ), qui sont par hypothése inclus dans R_, qui est convexe.

Ainsi Lj est inclus dans Rw.

Il reste a montrer que L( ReV? : lsksnj ) et L( Im ? : lsksnj ) sont
j°

inclus dans R_. Raisonnons par récurrence sur k : l<ks<n
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2 éme étape :

Lemme 1-2 : L{( Revjl_ ) et L( ImV§ ) sont inclus dans Rm.

démonstration : (1) par application de 1a\\ relation (a) t fois et par

X
sommation des t égalités, pour tout teN:

t-1

- - L *
by = ( z C ls ) V1 = ( Z l.ls ) Vl. , pour tout 1EN.
s=0 J = ] 3
t-1
Posons Ft(l) = Z C—ls; Ft(l) appartient a 1'ensemble des matrices carrées
s=0

* »*
réelles pour tout t €N et 1EN. De plus pour tout 131, iFt(l)ReV§ et
' 1 . N . N 1 1
iFt(l)ImVj appartiennent a th, puisque par hypothese 4.:Revj et tImVj sont

deux éléments de Rl et par application de E9.

tﬁ “1s t-1 | -1s ilBjs

(2) soit £, _.(1) = A, = A, e , ol

tJ s0 ° s=0 37

1/2
A | = ] t = Arg(A,).
|j| (p+j) et -8, g(iy)
t-1 1 t=1 .

Ainsi Ref (1) z:: IA |7*® cos(18,s) et Img (1) = IA.I S sin(1B,s)

t3 o j

Comme pour tout te.N, il existe kCN et lEN 131 o tels que :

2kw51Bj<2kﬂ+gE ("densité sur le cercle"), pour tout s=0 &4 t, nous avons :

2kTTsSlsBj <2kTTs+"-BI§_<2k‘rr+174r et cos(lBjs) , ainsi que sin(lBjs) sont positifs et

non nuls tous les deux. Donc Reftj (1) et Imftj (1) sont de méme signe positif

non nuls tous les deux. De plus, puisgue |)\ |<1 1*inégalité suivante est
(Ref (l) ) + (Imf (l) )

»
t .
Reftj(l) r Imftj(l) >3- De méme pour tout tEM, il

vérifige :

» o m
existe kEN et 1EN, l»lo, tels que 2kﬂ-§E<18szkw. Ainsi Reftj(l) 30 et

j(1) <0 et ne sont pas nuls en meme temps. Et puisque |)\ |<1 1'inégalité

(Reftj(l) ) + ( Ref j(l) )

suivante est vérifiée : >=.
Reftj(l) - Imftj(l) 3
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(3) Comme iFt(l)ReVJI. et iFt(l)ImV§ appartiennent a

1t

R. , pour tout lzlo, +Re ( ftj(l)le, ) et £Im( ftj(l)V; ) également, d'aprés

w “
1'égalité (b). Et R _ étant convexe, pour tout tEMNet tout 1EMN, l>lo,

1t

ainsi que pour tout n € [0,1] , nhke (ftj (l)VJl.)

\ 1
+ (1—n)1?n(ft.(L)Vj

élément de th; ce qui s'écrit en dévéloppant : (l,n)ReVJ +

»
vecteur de R ¢r pour tout tEMet lzlo, avec :

1

(1,mn) n(Ref

1
by g t ()

(1) - IMftj(l)) + Imftj

2
htj(l,n) —n(IMftj(l) + Ref (1)) + Reftj(

t3

¥ ¥
D'aprés (2), pour tout t€MN, il existe liﬁﬁl,

. —IMftj(ll)
1 Reftj(ll)—IMftj(l

1)

»
hij(ll'n1)> %. Et de méme pour tout t€MN, il existe 12€I‘, 1

) Reftj(lz)
2 Beftj(12)+IMftj(1

5)

\1 t
htj(12:n2)> 5.

appartienne a [0,1] et h (ll,n )

appartienne & [b,1]~et h (1 /N )

et

L .

ll>lo, tel que :

2

t)

) est un

h (1 n)ImV__J

= 0, ainsi que

>lo, tel que :

= 0, ainsi que

: - :
(4) Ainsi pour tout t€MN, il existe 11(t) etilz(t)

entiers naturels >10, tels que :

(l M, ) Rev, appartienne a,Rl , avec h

tj ,t

[ T My

- 2
tj(ll'n ) Imvj appartienne a'Rllt' avec ht

W
Comme Rw est convexe et que pour tout tEN,

dans R_, L( Rév; ) et L( Imv;

) sont inclus

j(111n1)>

(12,n )> et

Wwict  Wwier

%
pour tout 1EN, th

dans R .
o0

est inclus

Nous allons raisonner par récurrence dans l'étape suivante.
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3 éme étape :

Lemme 1-3 : L( ReV? : lsksnj ) et L{( Imv? : 1sksnj ) sont inclus

dans £ .
o0

\
§§@9§§§£§§}9§ . raisonnons par récurrence et supposons que les espaces
\ k k .
vectoriels L(ReVj s 1<k<m-1) et L(Imvj . 1<k<m-1) sont inclus dans Rw, avec

1Sm$nj. (1) Par application de (a) t fois et par sommation

des t égalités, pour tout t GN*

gl -1s,.m el -ls m-! r{l+r-1} ,-r _m~r *
(g) : (Z;; c )Vj = é;: Aj g;% {(-1) ( . )Xj Vj } pour 1EMN.

t-1
-1 <
Posons Ft(l) = Z C s; Ft(l) appartient & l'ensemble des matrices carreées
S=

~ » *
réelles, pour tout tEMN et tout 1EM. De plus pour tout t€N, pour tout 131
iFt(l)ReV? et iFt(l)IMV? appartiennent a th, puisque par hypothése iReV?

et +Inv" sont deux vecteurs de Rl et par application de E9.

]
| r £l r [1+r-1) .- (Ls+r)
(2) Soit ftj(l) = (-1) (. r )Aj r pour
t-1 t-1 57 i1B.s
-1s -1s j 2 .2.1/2
1<r¢m-1 et soit £o, (1) = 278 = A, , ot |A, |=(p5+05
rén-1 et soit £0,(1) = A SZ= 17 e od |2 ]=py+3)
t -B.=Arg(A,).
e Bj gl J)
o £l -1s o et -1s
Ainsi Re£), (1) = L l.A.J". cos(18,5) et Im £, = | lle sin(18,s)
m

(3) Comme tFt(l)'ReV? et tFt(l)IMV appartiennent a

e

r

m-1
R pour tout l>lo, *Re ( Z__ ft

t-1
-r - . .
1t 7=0 j(l)v? ) et *Im( Z:: £ (I)V? ) sont deux

r=0 tJ

2
vecteurs de th, d'aprés (c). Comme th est convexe, pour tout tEMN, tout

»
1€MN, 131 et pour tout ne€ [o,1] :

m-1 m-1
n Z Re ( fzj(l)V?_r Yy + (1-n) Im( fij(l)V?_r ) appartient & th, ce qui
r=0 r=0

s'écrit en développant : htj(l,n)R?V? + hij(l,n)lm 3 + th(lyn) Elément de

»
th, pour tout tEN et tout 131 , avec :
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1 o o) o)
t (L,n) = n(Reftj(l) - Imftj(l)) + Imftj(l) ’
i (L,n) = -n(IMfzj(l) + E@fo.(l)) + Refo_(l) et
t-1
r m-x Y m-xr
th (1,m) =n rz=1 Re(f v ) + (1-n) Z Im(ftjvj ).

En appliquant la méme méthode de raisonnement dque dans (3) du lemme 1-2,
on peut montrer que
x
(4) Pour tout tEN, il existe ll(t) et 12(t) deux

entiers naturels 210, tels que

R, , avec h (1 N, )> t et

Qi

Re i
(12,ﬂ ) V:| + X .(12,n2) appartient

tj 12t 3
2 m t
I i a R .
htj(ll,nl) mVj + th(ll,nl) appartient a llt' avec h (11,n ) > 3 De plus
ny et n, sont contenus dans [b,l].
*

Par hypothése de récurrence, pour tout teMN, tout l>lo, tout n€ B),l]:
ixtj(l,n) est un vecteur de Rm, Rm étant convexe.

- Ainsi pour tout GEELIIZ iGh (11,n )ImV et +6ht 2)Rev? appartiennent

3

N 2 _r[2 m -6
4 R_; en effet Ghtj(ll,nl)—é{htj(11,n1)ImVj+th(ll,n1)} + (=8 X, 5 (1)

est une combinaison linéaire convexe de deux vecteurs de Rm, puisque pour
» 2

tout t EMN et tout 1lEN, th est inclus dans R_; (de méme pour 6h (1 My)) e

Comme R_ est convexe, L( Rev? : 1gsk€m ) et L( Imv? : 1€k<m ) sont inclus

dans Rw. Et par application du lemme 1-2, L{ Revk : 1$k€nj ) et aussi

3

L( ImV? : 1€k<nj ) sont contenus dans le domaine de contrélabilité Rw.

Conclusion :
L'application successive du lemme 1-3 et du lemme 1-1 démontre la

proposition 3.



Conclusion de la démonstration du théoréme 2-14 :

Ainsi pour tout jE.M—, Lj est inclus dans R°° (proposition 3). Le

domaine de contrdlabilité ROo &tant convexe (2-7-1i), @ _ L est inclus
JEM

\
dans R_. D'autre part le systéme (I) étant localement Q-contrélable &

l'origine, R_ est un ouvert de R,
D'ol par application de la proposition 2-12, il existe un sous-

ensemble noté R: de 1'espace vectoriel 37 L., supplémentaire de @ L
JEM . e 3
]
dans R, tel que : B_= (D _1.) @K, .
_ JEM
' . . . n + - -
Comme la projection de R" sur R est égale a (‘2: N Pj ), l'ensemble

JEM
+
Rm = | ‘£:+ P, )(Rm) et est ouvert, convexe dans GB + L., l'application
Sem” €M

projection ( t[:+ pP. ) étant ouverte et linéaire.

jemr
Engin ( J_, P, ) (R est inclus dans ® p. (R), qui est borné

feut 3 jemt 37

d'aprés la proposition 2.

48
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2 - B - 2 DE SYSTEMES QUELCONQUES :

2 -14 HYPOTHESES :

2 -15

(i) soit (I) un processus de (I(n),U&)
(Iy : x

\
e T B Y |

(ii) le domaine des commandes !, inclus dans "{11, est supposé

compact, convexe et DQ est non réduit a {0}.

THEOREME (C.N.S.) :

si le systéme (I) est localement §-contrélable 4 l'origine, alors

son domaine de contrSlabilité & l'origine s'écrit :

Et6 R, = (@ _1r, ) ek e (& 1)
jem_ J j€M

ol R: est un ouvert, convexe, borné de 23] +
jeM
{ j€M, tel que 0<|Aj|$1 }, M = { €M, tel que |Aj|>1 } et

L,, avec :

=
]

=
[l

{ 4€M, tel que Aj=0 1.

COROLLAIRE :

(]
si 0€ Q, alors le domaine de contrélabilité & l'origine s'écrit :

El7 :R_=(® _B,)0F © (® L)
jem~ jem® I

.\ .
od R_ est un ouvert, convexe, borné de & + Sj' S est 1'espace vectoriel
jeM

engendré par [p CD ... Cn-lqlfet Sj = Pj(S), pour jJEM.

REEEEQUES :

(i) toutes les notations 2-13 sont réutilisées;

(1i) les corollaires 1, -2 restent inchangés.
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CONSEQUENCES :

(i) nous ne donnerons que des critéres de contrdlabilité de systémes
inversibles. '
(ii) le processus (I) est localement f-contrdlable si et seulement si

est un ouvert de R.n.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2-15 :

»
(a) Montrons qu'il existe 11€N, tel que pour tout jEMo, Lj est inclus

1 %
dans Rl . Soit x un vecteur de Lj et considérons C x pour 1€ N, Comme Lj est
1 .

invariant par C et que Pj (x) = x pour x de Lj’ Clex = chlx. Et puisque

Pj (C) est nilpotente pour jEMo, de coefficient de nilpotence vnj. Ainsi

n,
Pj( c ) = 0. Soit 11 = sup { nj pour j€M° }. Alors pour tout jE.Mo, on-a
l1 .
Pj( C ) = 0. Pour que x de Lj soit recalable & l'origine au temps llT’ il
suffit qu'il existe u LIRARERY Uy appartenant & @, tel que (d'aprés E6)
1 1{ 1,k Ntk 1, 1, |
0=¢C X + (o] Duk_1=z C Duk—l’ pulsquec.x=Pj(C yx =0
k=1 k=1
En prenant pour contrdles la suite finie : ur Ugr oo LI telle que :
1
Du =Du, = ... = Du =0, 1'égalité se vérifie. Donc L, est inclus
o 1 11-1 3

dans Rl pour tout jeMo. Et pour que ce résultat soit vérifié; il nous
1

a suffi de supposer que DQ contienne {o}.
(b) Ainsi Lj est inclus dans R_ pour tout j € M° et par convexité de
R_, & o L, est inclus dans R_. Et par application du théorédme 2-14 et de
JEM
la proposition 2-12, qui est indépendante du fait que le systéme (I) soit
inversible ou non, on obtient le théoréme 2-15 par le méme raisonnement

que dans la conclusion de la démonstration du théoréme 2-14.

(c) Le corollaire se déduit du corollaire 3 de 2-14, en remarquant que

Lj est inclus dans Rl pour tout j€& Mo, puisqu'il suffit que DQ contienne 0.
1
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2 - C DECOMPOSITION GEOMETRIQUE COMPAREE :

Cette comparaison des domaines de contrSlabilité des systémes itératifs
et différentiels est possible grdce & une étude réalisée par F.H. Hsu ﬁ?]
\
concernant justement la décomposition géométrique du domaine de contr&labi-

1lité des processus & temps continu du type de ceux de (D(n),U).
HYPOTHESES :

(i) soit (D) un systéme de (D(n),U) :

dx _
Dy : 3¢ = A x(t) + B u(t)

(ii) soit (I) un processus de In),U) -

(I) - X, = C X 4 + D ul_1

(iii) le domaine des commandes £, inclus dans T{P, est supposé

compact, convexe, B2 et D& non réduits a {0}.

THEOREME :

(i) si le processus (D) de (D(n),U) et son T-discrétisé sont localement

{i-contrSlable & l'origine et si tout &lément M du spectre de A vérifie :

E18 : Imp # ,];—“ , pour tout kEZ*

Alors les domaines de contrélabilité de (D), noté Cw, et de son T-discrétisé

noté R_, sont donnés par E20;

(ii) si le systéme (I) est localement Q-contrSlable & 1'origine et si

tout élément A du spectre de C vérifie :

E19 : A n'appartient pas a IR~

Alors il existe au moins un T-réciproque de (I) , tel que les domaines de

contrblabilité de (I), noté Rm, et de ce (ou ces) T-réciproque(s), noté C°°

sont donnés par E20.
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- (@ _1,) 0C,
E20 : jeM
ROO:(@_L.)GBR:
jem~

I + . + ;
ou Roo et C°° sont deux ouverts, bornés, convexes de & + L, et Rm est inclus

dans C:. \ jeM

COROLLAIRE

[
si 0€ Q. Alors

(i) si A vérifie E18, les domaines de contrdlabilité de (D), noté

C.» et de son T-discrétisé, noté E_,sont donnés par E21;

(ii) si ¢ vérifie E19, {1 existe au moins un T-réciproque de (I),

tel que les domaines de contrélabilité de (I), noté R _, et de ce(s) T-

réciproque (s), noté (s) Cm, sont donnés par E21.

c-(@_5)ecC,
E21 jem
R = @_5) ®R.
JEM
ot R: et C: sont deux ouverts, bornés, convexes de @ + S., avec Pj(S)‘= Sj
jeM

pour jEM et S 1'espace vectoriel engendré :

- pour (i) par [B AB ... An_1BJ;
- pour (ii) par [D CD ... ™ 1p).

REMARQUES

(i) nous conservons les notations 2-13;

(ii) si le systéme (I) est localement Q-contrdlable en O, alors tous
ses T-réciproques sont €galement localement N-contrdlables en O, puisque
R_ est inclus dans Cw, par construction (processus de T-discrétisation) ;

(iii) E18 et E19 sont respectivement plus fortes que les conditions
E2 (propriété 1-5) et E4 (théoréme 1-10). Ainsi les résultats du chapitre

1 sont encore vérifiés.

La démonstration du corollaire nécessite la connaissance de deux lemmes

techniques.
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LEMME 1 :

Soient X et Y deux opérateurs linéaires réelé n*n et nxp {4<p<n).

Alors l'opérateur linéaire c [X Y] est surjectif si et seulement s'il n exis—

t.
te pas de directions propres tV, vecteur colonne de R. #£0, de X, tel que
VY = 0. '

DEMONSTRATION : [33] p.320.

LEMME 2 :

Soient X et Y deux opérateurs linéaires réels n*n et nxp _{lgpsgn).
Alors l'opérateur linéaire Cn[x,Y] est de rang k, lgk<n, si et seulement

s'il existe un changement de base réelle R, telle que ¢

(i) X =R X R“1 et Y = R Y sont dans la forme :

X1 %2 ¥y

et Y = avec X,. de dimension kxk et Y, kXp;
11 - 17
0 x22 0

(1i) l'opérateur linéaire Ck[xli'Yl] est de rang k.

4
]

DEMONSTRATION : se déduit de [33] p.320, en raisonnant par 1'absurde.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2-17 : n
(i) soit un diviseur élémentaire de A dans € : (u—uj) j. On définit

N comme M dans 2-13. Soient N ={j€ N, tel que Reuj$0} et N+={j€ N, tel que

Reu-
M4

nimal (u—uj) j, pour JEN (idem & Lj dans 2-13). Alors le domaine de contrd-

>0}. Considérons ‘Kj le réélifié du sous-espace cyclique de polynSme mi-

labilité C_ de (D) s'écrit, d'aprds F.H. Hsu [17]

c,= (6 j ) ® C , ol C est un ouvert, borné,.convexe de $+ I(j
j€N JEN

D'aprés le théoréme 2-14, le domaine de contrélabilité' du T-discrétisé (E1)

de (I), en utilisant les notations 2-13,

R, = (@ _ Lj ) 0R , ol R est un ouvert, borné, convexe de @+ y°
jeM . JEM
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n,
Comme A vérifie E18, si (u—uj) J est un diviseur &élémentaire pour A,

u.T n
j - . AT . . . t t AT
(A-e ] ) J est un diviseur élémentaire pour e . Ainsi A et e ont le

méme ensemble de sous-espaces cycliques. D'autre part si uj est une valeur

u,T

) est une valeur propfe de méme multi-

propre de multiplicité k;,élors e
plicité k,moyennant la condition E18.
- - +. + .
Ainsi M=N, M =N et M =N ., Et par construction Lj=Kj pour tout j€ M. De
+ . + . P
plus Rw est inclus dans Cm, par construction du T-discrétisé.
(ii) Le T- discrétisé du T-réciproque de (I) est justement (I). Ainsi
nous cbtenons le résultat inverse, car moyennant la condition E19, il
existe au moins un T-réciproque, donné par E5, vérifiant E18. En effet
. N | . L1
on peut toujours choisir iLogC, tel que si A>0 est un élément du spectre de

C, u-= %Logk est un élément du spectre de %Logc (1ére ligne du tableau

donnant un logarithme réel d'une matrice réelle).

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE :

Vu le corollaire 3 du théoréme 2~14 et de l'homologue pour les systémes
de (D(n),U) [17], il nous suffit, connaissant le théoréme 2-17, de comparer
l'espace vectoriel engendré par CnEA,BJ et celui engendré par

AT T As '
Cn[e ,ﬁ; e  ds} B], vu la forme du T-discrétisé (D), donné par El.
0

Supposons que le rang de CnEA,B] = k, alors d'aprés le lemme 2, il existe

un changement de base réelle R, telle que A = R_1 A Ret B = R-1 B sont de
i1 P By -
la forme : A= et B = , ol A11 est de dimension kxk et
(0] A22 ) 0]

B1 kxp. De plus nous avons le rang de CkEAll'BIJ = k. Mais alors, d'aprés

le lemme 1, il n'existe pas de directions propres tV de tAll' telle que VBl=O.
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e X A11T

AT .
D'autre part e = A 7| ol e est de dimension kxk et X
22
0 e
une matrice réelle, que l'on ne précisera pas, de dimension kx(n-k).

t AT

Comme A vérifie E18, tA et e ont le méme ensemble de directions propres,

n, u.T n,

car,dans 1' hypothese ou (u- u ) J est diviseur élémentaire de A, (A-e J ) J
‘AT t

l'est aussi pour e et inversement. Ainsi, il en est de méme pour A11

£ 21T : t P17
et e . Et donc, il n'existe pas de direction propre V de e , telle

que VB,=0. Alors par appliéation du lemme 1, le rang de C [é ,B ]

1

et par application du lemme 2, le rang de Cn[eAT,B] =

Donc moyennant la condition E17, les espaces vectoriels engendrés par

T T T
LB AB ... An—lBJ et par [g eAsBds eAT[ eASBds “ee eAT(n_I%/ eAsBds] sont
0 0

confondus.

EXEMPLES :

Les exemples qui suivent illustrent le théoréme 2-17,

Exemple 1 : 2
Considérons l'équation différentielle : 2—5 - 2b§§ + k2x = u, avec
dt

|u(t)|<1, b>0, k2>0. Cette équation est équivalente au sytéme

dx _
ac Y

dy
dt

(D)
2
-k"x + 2by + u

Le systéme libre associé & (D) n'est pas stable & 1l'origine, mais est
localement [—1,+1]- contrélable en O et normal. Soient (D-) et (D+), les

processus extrémaux associés a (D), c'est & dire obtenuspar application

respectivement des commandes u=-1 et u=+1.
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a) Supposons que b2 - k< 0.

Chaque solution de (D-) spirale vers 1l'extérieur & partir de O- : (——5,0)
k

et chaque solution de (D+) spirale vers l'extérieur a partir de

o+ (15,0), pour t croissant. Le domaine de contrdlabilité C°° est une

région ouverte, convexe, bornée par la solution de (D-) qui passe de (x-,0)

a4 (x+,0) dans le 1/2 espace fermé y30 et par la solution de (p+), qui passe

~

de (x+,0) & (x-,0) dans le 1/2 espace fermé yg0. De plus Cm est symétrique

par rapport & l'origine. Les abscisses x+ et x— sont connues exactement

_ 1 + exp(-bn/w) -2 _ _ o2 2172
X+ = T = exp (b /w) x k et X~ = -x+, avec w = (k" ~b")

Nous allons & présent regarder la forme du domaine de contrdlabilité du

T-discrétisé de (D). Il est donné par le systéme suivant : (1)

X EEsian + coswT lsian X
bT | w W
= e L2 b +
y 1 i —2751an 551an + cosuwT y 1-1
rl— + ebT(-E-sian - l—cosz)
iy = K2 u
1b -
ae Tsinu!T 1-1

Suivant les valeurs de T, le systéme (I) est localement contrélable en O ou
non (condition E18).

Pour T = (7 + gm) w-l, q€7, le processus (I) n'est pas localement [—1,+1]—
contrSlable en O et le domaine de contrSlabilité Rm est un intervalle
ouvert, symétrique par rapport & O : Rm =[b—,0+]. On remarquera gque pour
tout q€ 7, Rm est invariant.

Pour T = (g + qn)m_l, g€ 7, le systéme est localement E71,+1]—contr61able
en O et le domaine de contrélabilité R_ est une région ouverte du plan,

=~

symétrique par rapport & O, de points d'intersection sur 1l'axe des abscisses

O- et O+. On remarquera a nouveau que pour tout g€7Z, Rm a pour intersection

sur l'axe des abscisses O- et O+.

- . -
- -~
”’ - - C \\
P - e > >
7’ - - ~
Vg e ~ ~
~
/ 4 ~ A Y
/ ’ N \
’ e h \
\

/ / R \
/ / ® \ \
(x-,0)!  lo- 0 O+\ (x+,0)

L )1‘ % 14 :r =
(] [}
Vo '

'4
\ \ , ]
\ \\ / ’
\ P 4
N ~ , 7
~ ~ L P4
- i -
\\ e _,a" PR
~e R Y s
N~§- "f
--ﬂ’-—‘
1
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2
b) Supposons que b - k2> 0.

Le domaine de contrdlabilité Cc‘° de (D) est une région ouverte du plan,
bornée par la solution de (D+), issue de O+ et passant par O- dans y<0
et par la solution de (D-), issue de O~ et passant par O+ dans y30.

Le T-discrétisé de (D) a pour systéme (I)

x —bm_lsth + chuT w_lsth ! X
bT
(I) : = e 9 -1 -1 +
AN -k w “shwT bw “shwT + chwT| | v 1-1
—k"2 + k—zebT(bw-lshmT - chwT)
u
N ebTm—lsth 1-1

Son domaine de contrélabilité R°° est une région ouverte, convexe, symétrique

par rapport & O du plan et d'intersection avec l'axe des abscisses O+ et O-.

- -
f" ~
e - -~ 'eo\\
7’ - SN
4 PR Y
7, ~ N\
;;r R N
4 o \‘\
i \
o- o) o+
f {- >
[\} 7!
\\ V4
\\ /Il’
\\\\ ”’ /
A Y \ss _.—" /,
\\ -1 Prd
\\‘- _",4
Exemple 2 : 5
‘94 < : . : a x 2
Considérons 1l'équation différentielle - + 2bx - k' x = u, avec
dt

lutt) |1, b>0 et k250.

Cette équation est équivalente au systéme

dx _ Y
dt
(D)
ay _ k2% - :
Eri k'x 2by ¥+ u

Le systéme libre associé n'est pas stable & l'origine, mais est localement
[—1,+1]- contrdlable en 0. Le domaine de contrdlabilité C°° de (D) est
1'ouvert, convexe, symétrique par rapport & O, compris entre les droites
d'équation y = (-b-w) (x-k %) et y = (-b-w) (x+k ), qui sont les droites
asymptotes respectivement 3 la solution de (D+), passant par O et se trous

vant dans le 4éme quadrant et & la solution de (D-) passant par O et se

trouvant dans le 2&me quadrant, ou (D+) et (D-) sont les systémes extré&maux
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2 2.1/2
de (D), ayant pour points critiques O- et O+ avec w= (k° + b") / .

Le T-discrétisé s'écrit

b ¢ Fcth + bw_lsth ®  shwT X
-bT
(I = e 2 _1 -1 +
Y k'w “shwT chwT - bw “shuT Yi-1
e \ !
k% PT (chur + b sher) - k2
u

-1 - -1

" 1e stth 1

Son domaine de contrdlabilité est une région ouverte, convexe et symétrique
par rapport & O, du plan, limitéepar les deux droites d'équation :

y = (~b-w) (x-a) et y = (-b-w) (x+a), avec ac< 15.

Il serait évidemment trés intéressant de donngr une idée plus précise de a,

en fonction du pas T de la discrétisation.

\ \ N\ \
\ \ \ L
N\
\ N\
\ A \ \
s \ \ \
AY \ Roo \ \
. Y N \
> »
N \ \ Cm >
A Y N A \
N\ . N A
N \ \ \
A Y \ Y \
Y N \
O- \L 0 N o+ >
» \ \ N
A} N \ \
\\ \ \ \
N A A
\ N \ A
N \ A
AN \ \
A Y \ N
S N \ \
\ Y
\ \ \ \
AN AN
\ “
\ A \ A
\ \ \
AN \
\ AN
N\ AN
\
. A \\ >
REMARQUES :

Comme nous l'avons remarqué sur ces exemples, il est trés difficile
de cerner avec précision le domaine de contrdlabilité du discrétisé; en effet,
sa forme nous est connue (théoréme 2-14) alors que sa frontiére n'est pas
déterminée avec précision par ce méme théoréme.

Ainsi 1'influence du pas de discrétisation sur les limites du domaine
de contrélabilité est mal définie.

Intuitivement, on peut penser que la frontiére du domaine de contrd-

labilité du T-discrétisé se rapproche de celle du systéme différentiel dont
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il est issu, plus le pas T de la discrétisation est petit. Encore que ceci

ne soit pas évident, comme nous 1'avons fait remarquer dans l'exemple 1-a.

\

Ainsi connaissant les critéres de contrélabilité des systémes diffé-
rentiels, processus de (D(n) ,U), il est possible de reconnaitre des é&léments
de (I(n),UT) qui sont contdlables, mais pas tous; seulement ceux qui sont
de la forme :

(Iy Xy =C xl_1 + D ul_1

ot C est un opérateur linéaire dont le spectre ne contient aucun élément
de R~ (conséquence de El1 et de E18).

C'est pourquoi, il est nécessaire d'établir des critdres de contrdla-
bilité pour les systémes de la'famille (I(n),UT). C'est l'objet du chapitre

suivant.




CHAPITRE 3

CRITERES DE CONTROLABILITE
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L'étude de la contrdlabilité, dans le cas ol le domaine des commandes
est un espace vectoriel (Q = WKP), a été trés étudié aussi bien pour les
systémes différentiels qu'itératifs. ([9], [10], [22]-[24], [a1], [43]-[4a4D

L'ouvrage fondamental de Wohnam [44], qui se place dans cette hypothése,
pour lesprocessus & temps continu, est en grande partie directement transpo-
sable aux systémes & temps discret, le domaine ‘de contrélabilité Rm étant
un espace affine confondu avec Hh, comme dans le cas continu. C'est d'ail-

leurs de cette derniére propriété de R_que l'on tire le critére de Kalman

[23].

Le chapitre 3 se place dans le prolongement du précédent et ne consi-
dére donc que des processus auxquels sont appliquées des commandes & valeurs
dans un domaine des contrdles Q compact. L'objet de ce chapitre est d'établir
des critéres de locale §i-contrdlabilité, hypothése pratiquement toujours
vérifiée dans le chapitre 2, et d'en déduire des critéres de globale et
compléte Q-contrSlabilité, en utilisant les théoré@mes de décomposition
géométrique du domaine de contrélabilité, théorémes démontrés précédemment

(2-14, 2-17).

Ce chapitre comprend 3 parties, & savoir :

- la contr8labilité des processus itératifs, auxquel$ sont appliquées
des commandes "multidirectionnelles", c'est a dire & valeurs dans
un sous-ensemble @, inclus dans “{P, vérifiant la propriété
O est & 1l'intérieur de Q dans ﬁkp;

- la contrélabilité des systémes récurrents, auxquels sont appliqués
des contr8les "unidirectionnels", c'est a dire a valeurs dans un
sous-ensemble 2, inclus dans ﬁ\p, mais ne vérifiant plus la pro-
priété O est & l'intérieur de Q dans E{P;

- la contr8labilité comparée des processus a temps discret et &

temps continu, qui compléte les résultats de 2-C.

Pourquoi distinguer le cas des commandes "multidirectionnelles" et
celui des contr6les "unidirectionnels"? Comme le montre 1l'exemple qui suit,

les critéres ne seront pas les mémes.
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EXEMPLE :

Considérons le processus abstrait suivant

b4 1 1 X 0 +
(I : = + u , pour 1E€MN;
0 1 1 1-1
Yh Y]1-1 \
- si Uy appartient a [—1,+1], alors R°° = ‘{n;
- si Uy appartient a [O,+1], alors (I) n'est pas localement [0,+1]

contrdlable & 1l'origine et Ro° est représen¥é par la partie hachurée.

Ay

3 - 2 HYPOTHESES GENERALES :

(i) considérons un représentant inversible de (I(n),U&) :

(n : X, = C X1 _4 + D Uy

c'est & dire avec C bijectif;

(ii) le domaine des commandes §, inclus dans ﬂip, est supposé :

compact, KerDAf2 # § et qu'il existe qENf 1¢<q¢pg<n, tel que @ soit 4'intérieur

non vide dans RY.

REMARQUES :

(i) il n'est pas nécessaire de donner des critéres de contrdlabilité

des systémes non inversibles, d'aprés le théoréme 2-15.
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(ii) Rl (respectivement Al) représente l'ensemble des points’recalables
4 l'origine (respectivement des états accessibles & partir de l'origine) au
temps 1T. R_ est le domaine de contrdlabilité & l'origine. ‘

(iii) Tous les critéres démontrés dans ce chapitre sont valables en
toute position d'équilibre x de (I), d'aprés E11.

(iv) Nous comparerons les processus de (IXB),UT) et ceux de (D(n),U),
dans 3-C, grdce & un article de Brammer [5] et 34 un autre de Saperstone [37]

dans le cas des commandes "unidirectionnelles”™.
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3 - A CAS DES SYSTEMES A CONTROLES MULTIDIRECTIONNELS :

Nous considérerons successivement la locale Q—contrélabilitéla
1l'origine, puis la globale et compléte Q-contrdlabilité, qui sont déduites

du cas local par le théoréme 2-14. '

3 -a-1 LOCALE -CONTROLABILITE :

HYPOTHESES

Le domaine des commandes {, inclus dans ﬁ{p, est supposé :

compact et O appartient a 1'intérieur de Q dans RP,

DEFINITION :

=

Le processus (I) est dit localement §-contrélable & l'origine au temps

1T, si 1'ensemble des points recalables a4 l'origine au temps 1T, cl'est a

dire Rl, contient un voisinage de l'origine dans RP,

THEOREME (C.N.S.) :

=

Le systéme (I) est localement Q-contrélable a l'origine au temps 1T

si et seulement si l'opérateur linéaire ClEC,D] est de rang n.

REMARQUES :
(1) 1e€L = {l'EIN: tel que 1l'p>n et 1'<n};

(ii) la matrice Cl[p,D] est dite l-matrice de contrSlabilité;

(iii) si le processus (I) n'est pas localement Qi-contrdlable au temps

nT, il ne le sera jamais.

DEMONSTRATION :

Condition nécessaire : raisonnons par 1'absurde. Supposons dque pour

tout IEIN: rgCl[C,D] <n, alors il existe V vecteur ligne de Rn, #0, tel que

VCl[C,D] = 0. D'autre part supposons qu'il existe 1OE'L, tel que Rl
o



contienne un voisinage dans R de l'origine; alors pour tout X appartenant

a Rl et n vecteur ligne de W\n, tel que si nx = 0 alors n = O.

Soito x un élément de Rl , alors 0 = C10 x + Cl B:Jﬂ u1 , d'aprés E7; et
o o o

il existe V vecteur de Iln, #0, tel que VC1°x = 0, ce qui est impéssible;

puisque V#0 et C bijectif. \

Condition suffisante : il existe Q' inclus dans , tel que Q' soit

convexe, symétrique par rapport a O, dans "&p, uisque O est'a l'intérieur

de  dans RP.
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Supposons qu'il existe 1€ L, tel que rgCiEC,ﬁ] = n et soit Ri l'ensemble des

points recalables en O au temps 1T, 4 1'aide de commandes & valeurs dans Q'
Alors dim Ri = n: en effet, supposons que dim Ri < n, alors il existe V#0,
vecteur ligne de ﬁln, tel que VClx = 0, C étant bijectif, pour tout xGRi
et ainsi VCl[C,D} = n, d'aprés E7, ce qui est impossible. '
Comme dim Ri = n, il existe y appartenant a Ri, tel que Ri contienne un
voisinage de y. Le domaine Q' étant symétrique par rapport ao de'RP et
convexe, Ri est symétrique par rapport a O de i\n et convexe. Donc, il

. P n . ~ .
existe un voisinage de 0O dans R" contenu dans Ri, lui-méme inclus dans Rl.




3 - A - 2 GLOBALE {)-CONTROLABILITE :

HYPOTHESES :

Le domaine des contrdles Q, inclus dans i{p) est supposé

compact, convexe et O appartient & l'intérieur de Q dans RP,

DEFINITION :

Le systéme (I) est dit globalement f-contrSlable & l'origine, si son

=

domaine de contrélabilité & l'origine, c'est & dire R_, est confondu avec

——

tout l'espace vectoriel R".

THEOREME (C.N.S.)

Le processus (I) est globalement fl-contrSlable & l'origine si et

seulement si

(i) l'opérateuf linéaire Cn[C,D] est de rang n et

(ii) 1'opérateur linéaire C est une contraction au sens large.

REMARQUES :

(i) contrairement au cas de la locale Q-contrélabilité, il est ici
nécessaire de supposer 9 convexe, d'aprés le théoréme 2-14;

(ii) ce n'est pas une restriction, vu que dans W\P, R est d'intérieur
non vide, et donc qu'il existe toujours Q', inclus dans , Q* convexe;

(iii) tout point x de A" est recalable en O en un temps fini.

DEMONSTRATION :

Le théoréme 3-8 est une conséquence directe du théoréme 3-5 et du
corollaire 1 du théoréme 2-14.
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3 -A- 3 COMPLETE {i-CONTROLABILITE :

HYPOTHESES :

Le domaine des contréles 9, inclus dans Hlp, est supposé

compact, convexe et O appartient & l'intérieur de § dans RP.

DEFINITION :

Le systéme (I) est dit complétement Q-contrélable, si pour toute

paire de points (xo,xl) de Rf%<Rn, xo est recalable en X, en un temps fini.

THEOREME (C.N.S.) :

Le processus (I) est complétement Q-contrdlable si et seulement si :

(i) 1l'opérateur linéaire gr[C,D] est de rang n et

(11) tout élément A du spectre de C dans € vérifie : |A| = 1.

DEMONSTRATION :

Aller de X, a X, en un temps fini est équivalent d'aller de X ao

en un temps fini et de 0 & x, en un temps fini.
" Vu les conditions (i) et (ii), et par application du théoréme 3-8,
R°° = “\n, c'est 3 dire que tout point x de R™ est recalable en O en un

temps fini.

Mais d'aprés les remarques 2-8, Am= R;l , domaine de contrdlabilité
en O pour le processus invérse de kI) : (I—l) X, = C-l(xl_1 - Dul-l)'
Vu les conditions (i) et (ii), et par application du théoréme 3-8,

H-.1 = ﬁ{n, et donc A4_= R™; c'est a dire que tout point x de R" est

accessible & partir de l'origine en un temps fini, car les éléments du
spectre de C-1 sont définis par k_l et vérifient |A-ll = 1, avec A éléments

du spectre de C, et car rg Cn[p,D] = rg Cn[C-l,-C-lD] = n.
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3 - B CAS DES SYSTEMES A CONTROLES UNIDIRECTIONNELS :

Nous considérerons successivement la locale {-contrélabilité a

l'origine, puis la globale et compléte Q-contrélabilité, qui sont déduites

du cas local par le théoréme 2-14. '

3 -B -1 LOCALE {~CONTROLABILITE :
HYPOTHESES :

Le domaine des commandes 2, inclus dans Rp, est supposé :

compact, convexe et DQ non réduit a {0} dans R”".

THEOREME (C.N.S.) :

Le processus (I) est localement Q-contrblable & l'origine si et

seulement si :

(i) l'opérateur linéaire Cn[b,D] est de rang n et

t
(ii) 1l'orthogonal dans R™ de toute direction propre réelle V, associée

t
4 un élément A>0 Au spectre de C, s'il en existe, coupe le domaine DR.

REMARQUES :

(i) 1'orthogonal dans R" de toute direction propre réelletv est égal &
{ x de R®, tel que V.x =0 };

(ii) la condition (ii) du théoréme est &quivalente & :
il n'existe pas de valeur propre A>0 de C et de vecteur propre réel tV,
vecteur colonne de an, associé & A>0 de tC, tel que pour tout u appartenant
2, V.Du < 0;

(iii) la condition (ii) du théoréme est intrinséque : enleffet, par

tout changement de base P, le systéme (I) s'écrit : X, = PCP %14 + PDul_1

et si tV est vecteur propre réel de tC, t(VP-l) est vecteur propre réel de
t(PCP-I). Ainsi VDu = (VP_I)(PD)u garde son signe pour tout changement de

base réelle,.
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COROLLAIRE (C.N.S.)

Le systéme (I) est localement E),l]-contrélable 4 l'origine si et

seulement si

(i) le déterminant de Cn[C,D] est # 0 et

A

' +
(ii) le spectre de C ne contient pas d'éléments A de R,

REMARQUES :

(i) le temps minimum mis pour contrdler le processus (I) n'est pas
précisé. Le théoréme 3-24 en donnera une idée;

(ii) le seul résultat connu actueliement de la contrSlabilité des
systémes de (I(n),UT) est celui d'Evans et Murphy [8], qui nous dit que
le systéme (I) est complétement ED,+m[-contr61ab1e si et seulement si :
les conditions (i) et (ii) du corollaire précédent sont vérifiées pour le
systéme considéré. Aucun résultat n'est connu dans le cas ol le domaine des

contrdles est borné et ne contient pas O en son intérieur.

REMARQUES :
(i) considérons le processus & temps continu (D) : g% = A x(t) + B u(t)
Brammerx [5] démontre le théoréme suivant : .
(D) est localement f-contr8lable en O si et seulement si :

-1'opérateur linéaire CnEA,B] est de rang n et

-il n'existe pas de vecteurs propres réels tV de-tA vérifiant V.BugO,
pour tout u de Q »
En remarquant que (D) est localement Q-contrSlable en O si et seulement s'il
n'existe pas de vecteur W de ﬁln, #0, tel que pour tout u de 9 et tout t>0,
W.eAtBu & 0. Ainsi Brammer est amené & étudier le signe de WeAtBu, dans la
démonstration de la condition suffisante, qui présente des difficultés. Il
résout cette difficulté en donnant une évaluation asymptotique de ce produit
intérieur, ce qui lui permet de faire apparaitre des termes dominants, de
méme signe que WeAtBu pour t tendant vers +=. Alors il démontre qu'il n'ex-
iste pas-de vecteur W de tkn, #0, tel que ces termes dominants gardent un
signe constant, pour tout u de £ et tout t>0, moyennant les conditions de

son théoréme.
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(ii) Considérons le processus (I) de (I(2),U ) suivant :

X p 6 X 2
(Iy = + u
Y{i [7® P} Y11 0

od O #0, préel et 0 &€ w4 < 1.

Le systéme libre associé & (I) est oscillatoire, de valeurs propres complexes
i8 et X, ol & est le module de A et B est 1l'ar-
gument de A, c'est & dire le seul nombre 0<B<m, tel que A = o elB.

conjuguées : A =p + i6 = a e

=

Ce processus est localement BLI]—contrélable 4 l'origine, vérifiant les 2
conditions du corollaire du théoréme 3-16.
Avec les notations précédentes (I) s'écrit aussi :

X cosB sinB x 2
Y|y -sinB cosB| |y 1-1

Construisons géométriquement le domaine de contrdlabilité, dans le cas

i
particulier, par exemple, ol ¢ = 1 et B = 2 Nous allons successivement

T URERY R8 et constater que'R8 contient O en son intérieur.

En effet, le vecteur A Rl est un vecteur tournant dans le champ complexe,

représenté Rl' R

pour 1 augmentant, puisque le passage de A_]'R1 a A-(1+1)R1 le fait tourner

de 1l'angle -B, avec 0<B8<%, Comme Rl =R + A-lR1 (2-6-ii), il existe

1-1
*
1€EN, tel que Rl contienne un voisinage de l'origine. On peut remarquer

que dans l'exemple particulier R1 = { (-31/2u, -u) , Osusl }.

by | »
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(iii) si D@ = e P.(DR) (notations 2-13), le domaine de contrdlabilité
jeM

est donné par E15 (corollaire 4 du théoréme 2-14) :

R, =( @ _r)e (B R
jeM jeM
La démonstration du théoréme 3-16, dans ce cas, se trouve trés sensiblement
simplifiée, puisqu'il suffit de regarder ce qui se passe dans chacun des sous
espaces vectoriels Lj de R".
Et, par exemple, ce cas de figure ne peut se produire, oﬁlR2 = L1 ® L2.
Bien que O soit contenu a 1'intérieur des projections de Rw sur les droites

L, et L,, O n'appartient pas a l'intérieur de R_.

1
F-




74

DEMONSTRATION DU THEOREME 3-16

Plan de la démonstration

C.N. : (raisonnement par 1'absurde) le processus (I) est supposé
localement §i-contrélable & 1l'origine et 1'une, puis l'autre, des deux condi-
tions (i) et (ii) du théoréme non vérifiée. Ce éui permet d'aboutir tout
naturellement & une contradiction, dans les deux cas.

C.S. : comme pour les systemes différentiels [5] la condition
suffisante présente certaines difficultés. Les conditions (1)vet (ii) du
théoréme sont supposées vérifiées. Il est démontré alors, gque le processus
(I) est localement Q-contrdlable a l'origine. Le déroulement est le suivant:

le systéme (I) est localement Q-contrélable & l'origine si et séulement
si : pour tout vecteur W, non nul de R 111ex1ste 1 em ijmf, uetv
appartenant a {, tels que : WC 1Du>0 et WC 2Dv<0 (lemme 2).

Ainsi 1'étude du signe du produit scalaire wC lDu s'impose, pour 1Em
u parcourant { et W 1'ensemble des vecteurs non nuls de-R . Cette étude de
signé est assez complexe et nécessite un long développement algébrique.

Pour tout W vecteur non nul de Rn et tout u appartenant & @, le calcul
algébrique du scalaire WC 1Du permet de faire apparaitre, moyennant la condi—
tion (i) du théoréme (lemme 1}, un terme dominant, lorsque lE'N tend vers
1'infini (corollaire 7).

Moyennant la condition (ii) du théoréme, pour tout W vecteur non nul de
R", pour tout,l.eﬁl le réel WC “15u ne conserve pas le méme signe, pour lem
131 , u parcourant Q; en effet, dans le developpement algébrique de WC lDu,
pour tout W non nul de R , pour tout 1 eN le terme dominant, qui apparait
quand 1 tend vers 1l'infini, ne gardepde méme signe, quand u parcourt Q et
leN*, 1;10 (lemme 8). Cette derniére étape présente également certaines diffi-
cultés, provenant du fait que 1'on travaille en temps discret.

Nous retrouvons une certaine similitude avec le cas des processus diffé-

rentiels, mais les raisonnements sont totalement différents [5].
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Condition nécessaire

Supposons que le systéme (I) soit localement fi-contrb6lable en O.

Alors R_ est un ouvert, contenant O (2-7-iv).

- Si (i) n'est pas vérifiée, la démonstration est identique au théoréme
3-5.

- 8i (ii) n'est pas vérifiée, c'est & dife s'il existe A>0 et tV vecteur
propre associé a A>0 de tC, tel que pour tout u de {, VDu < 0; V vecteur

ligne de Rn, #0 et VC = VA. Alors, d'aprés E6, pour tout 1l3n, pour tout x

de Rl, il existe ur ul, ceer Uy appartenant a @, tels que
1 L 1-m
0=V0=XVx + Z A vDu_ .. puisque vcT = 2%, pour tout g€ N. Comme
m=1
l -
A>0 et que VDu & 0, pour tout u de £, Vx = - Z A mVDum_1 » 0. Ainsi, pour
=1

tout 12n, pour tout x de Rl, Vx » 0, ce qui contredit 1'hypothése que le

systéme (I) est localement Q-contrSlable & l'origine.

Condition suffisante :

Supposons que les conditions (i) et (ii) soient vérifiées.

1 ére étape :
Soit J la forme réelle de Jordan de C (0-2). Il existe un changement

de base réelle, telle que (I) s'écrive : (I) X = J X1 1 +D Uy -

Notations : la matrice J est quasi-diagonale, & blocs matriciels

de 2 types :

~

- Jn (A.) correspondant & une valeur propre réelle Aj et

j 3

- Kn (pj,ej) correspondant aux valeurs propres complexes Aj = pj + iej
3

et X..
3

Oon peut toujours supposer que J = diag( J_, J+, Jo ), oa J_, J+ et Jo sont de

dimension n_xn_, n+Xn et nOXno, respectivement et :

* * .+

(1) les spectres de J_, J_et J_ sont inclus dansR , R = et (R, respec-

tivement;
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(ii) les valeurs propres Aj de J_ sont groupées par paquets, telles que :

A =2 = ...= A, A = A = tee = A, e, A = ... =
qo+1 qo+2 q1 q1+1 q1+2 q, qm_1+1 9,
et IX | > IA | > el 2 IX |. De méme pour J, et J , en remarquant toute-

1 q2 + o :
fois que pour Jo' Aj = ijlexp(isj), ot Bj est lL'argument de Aj et est choisi

tel que 0<Bj<ﬂ et Xj sa complexe conjuguée, repérée par le méme indice j et
que les inégalités sur les modules des valeurs propres ne sont plus strictes.
-~

Aux matrices J_, J+, J0 correspondent, pour D, b, D+ et Do’ matrices de

dimension n_xp, n, xp et noxp, respectivement. Et au bloc matriciel Jn (Aj)
J
de dimension annj, correspond le bloc matriciel [ij]lsksn.' matrice njxp,
dont la kéme ligne est un vecteur de IRP. De méme, a Kn (pj,ej) de dimension
3

2anan, correspond le bloc matriciel [bjk]lskKan’ matrice 2nij, dont la

kéme ligne est un vecteur de RF.

Lemme 1 : (avec les notations précédentes)

(i) si le rang de Cn [J,B] est n, alors le rang de Cn [J_,D_], de

c c i .
n+ [J+,D+] it_ no [Jo,Do] est respectivement n_, n+ et no,

(ii) le rang de C;[h,ﬁ] est n si et seulement si : pour chaque paquet

(éventuellement réduit & un seul élément) de valeurs propres égales

A, = A, = ... =2,

- réelles : la matrice définie par [tDj r D t essy D,

est de rang maximum;

. t t
- complexes : la matrice [ Dj on. " tp on tcees Dj 2n. ] ou

1 3 i J, q Jq

t t t
[ «eey D est de rang maximum.

D D
j,2n, -1’ j.2n, -1’ j 2n
71 34 J2 3, Ig™3 -1
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§§99§§E£§Eigg : ce lemme se déduit d’'un théoréme de Popov ( [33],9.321),
qui exprime le méme résultat, mais dans le champ complexe. Il est obtenu en
effectuant le changement de base complexe,définie dans la 5&me étape de la

démonstration du lemme technique 1 du théoréme 1-10, au résultat de Popov.

Lemme 2 :

Le systéme (I) est localement Q-contrdlable & l'origine si et seulement

»
si : pour tout vecteur ligne, non nul, W de R", il existe lldN ’ lsz’,

u et v deux contrdles appartenant d @, tels que les produits scalaires

-1 -1
1
W J Du et WwWJ 2 D v soient de signes opposés.

démonstration : supposons que le systéme (I) ne soit pas localement

=

{l-contrélable & l'origine, alors O n'appartient pas & 1'intérieur du convexe
Rw (2-7-iv) et il existe un hyperplan d'appui H en O & R_, ainsi q'une normale
extérieure n, vecteur ligne, non nul de Rn, tel que nxSO, pour tout x apparte-
nant a Rm. Alors, d'aprés E8, pour tout 1§mf, tout u de Q, le produit scalaire
'WJ_lDu garde le m&me signe.

Inversement, si le processus (I) est localement Q-contr&lable en O, O
appartient & l'intérieur de R_. Ainsi, tout hyperplan vectoriel H coupe R°°
en deux convexes d'intérieur non vide dans m?, V1 et VZ' Donc, pour tout
vecteur ligne, non nul, W de Rn, (W appartient & H), il existe x de V1 et y
de V2’ tels que Wx<0 et Wy>0. Et d'aprés E8, il existe lIEIN.., 12€'N" uetv

appartenant 4 Q, tels que: —11 : —l2
wWJ Du<0 et wWJ Dv >0.

Remarque :

Ce lemme est évidemment vérifié, que le domaine des commandes 9 soit
borné ou non, les seules conditions sur Q étant convexe et KerDNQ#@.

En particulier, dans le cas de contréSles scalairés (p=1), le systéme (I)
est localement Q-contrdlable & l'origine si et seulement si : pour tout W,
vecteur ligne, non nul, de Rn, il existe llefN* et 12€|N*, tels que :

-1 -1,
wWJaJ D <O et wWJ D>0
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2 éme étape :

Supposons que J ne possé&de que des valeurs propres réelles, non nulles

et de méme signe ( J est soit confondu avec J_, soit avec J+ ).

. . n
Soit W un vecteur ligne, non nul, de R, de composantes ij, pour

\
1sksnj et qo+1$j§qm (notation de la lére étape) et considérons un contrdle

admissible u de Q, tel que Djn u # 0, pour tout qo+lsj$qm (il en existe, car
il existe un sous—espace de ) mp, dans lequel DQ est 4'intérieur non

vide) .

Proposition 3 :

Si le rang de CnEd;ﬁJ est n, alors il existe une valeur propre A de J,

t t P . =
V un vecteur propre non nul de J, associe a A, et une contante entiere

¥
s€M, tels que

WalB = (-1ns A 1s) £, vBu+h(l,0) ) |, ot h(l,u) est
[

une fonction tendant vers 0 emr module, quand 1 tend vers 1'infini et

pour SEMN et 1E€MN-{0,1} : £ = f

6,1 fsq1 v f

s,1-1 ' Ve £, 1 = fs,1 =1

Corollaire 4 :

3
Si le rang de Cn EJ_,D_] est n_, alors il existe lo€ N, tel que :

- v
(1+1) D u sont de signes opposés.

~y
pour tout lzlo, WJ_~Du et WJ

Corollaire 5

n
+
Si le rang de Cn [J+,D+] est n, et si l'orthogonal dans R = de toute
+

t *
direction propre de 'J, _ coupe D &, alors il existe 11€|N, u et v deux

contrbles de §, tels que W J;l D+ u>0etw J:l b_v <0, pour tout 1»11.

(i) le corollaire 4 se déduit de la proposition 3, en remarquant que& A<0;
(ii) le corollaire 5 se déduit de la proposition 3, en remarquant qu'il

t t
n'existe pas de vecteur propre V de I, » tel que VD _ u < 0, pour tout u€ Q.
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- n
démonstration de la proposition 3 : soit W un vecteur non nul de R et

u un contrdle de 2, tel que Djn,u # 0, pour qo+1$j<qm .

J
- o)
(1) algébriquement, le réel W J 1 D u est donné par :
I 5 nyk ;
-1 -1 -s
WJ3 pu=J Ao W, ( Z (-x,) - £_ ., D, u)}l |, ou
+
jeq +1 = == J s, 3kis
*
= = ' N Ssultat est
fs,l fs-l,l + fs,l—l et fo,l fs,l’ pour tout LEMN et stiN(ce résultat es

obtenu par récurrence sur 1 et nj).

E -s
i = -2 st<n., lgkgn. et 0gsgn.-k;
(2) soit Ejt(l) y ( j) fs,l wjk’ pour 1st n], £ ‘nj e <s~nJ
r

Ejt(l) est un réellf+s=t

n,
Alors W J_l'; = éfm A-l( Z E. (1) D,. u), et par sommation par
r u = - jt it v P p

— J
3 qo+1
paquets de valeurs propres égales :
q n,
- ~ m o
W J 1 Du-= 2 A 1 g { ?J-E.t(l) Djt u) , avec A # Aq
=1 % j=qg_1+1 t=1 9y h

pour g # h, 1<g<m et 1ghgm.
(3) Par hypothése, la matrice CnEJ,Bj est de rang maximum n. Ainsi, par

]
application du lemme 1 de la lére étape, il existe mOEIN, tel que :
q

m = sup { g, tel que lggsm et 2 E. (1) D, u ne soit pas identi-
(o} : mn, n,
J=q 4t 7 3

*
quement nul, sauf peut-é&tre pour un nombre fini d4'indices 1€N’}, le vecteur

W n'étant pas nul. Alors :

m n
L~ o _, q .
WJ Dus= Z A q ( E. (1) D,, u)} , et les valeurs
— 'q ~ — it it
g=1l g9 j=q__,+1 t=1
g-1
propres vérifient IA | > IA I > IA | > e > |A |.
9 93 a3 Iy

o
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-1 ; .
(4) Alors le scalaire W J B u se décompose comme suit :

T
WJ_13u=>\—l[{ Zo (Z ¢ (1) D, u)}+h1(l.u)] , ou
) j=q_ Jt
o 0—1

*
hl(l,u) tend vers 0 en module quand 1 tend vers'l'infini, 1€EMN,et est donné

m -1
par : hl(l,u) Z 2 + ( E (l) DJ u ) et avec,
0 < Eq = A .X—l < 1, pour 1sg§mo—1.
g g

*
En effet, il suffit de vérifier que pour tout >0, il existe lOGIN, tel que
pour tout l)lo, |h1(l,u)|<6. Ce résultat se démontre en 3 é&tapes :

- il existe 11€|N, tel que,pour tout 1»1,, la suite Ejfn , est stric-

]

tement décroissante pour qg_1+1$j$qg et 1Sg$mo—1; en effet, par construction

des fn,,l' nous avons les propriétés suivantes : fnj'1 = fl—l,nj+1' et pour

> > i < < '
1 nj' fnj,l fl,nj' enfin,pour 1 nj’ fnj,l fl,nj; et donc la suite entiére

(fn - £ n ) est strictement croissante avec 1, pour l>nj; ainsi il existe

-1 .
11, tel que pour tout 1%11, fn.,l > ej(l—ej) fl,n. et donc, la quantité
J 3
1+1

1 . < s o1
Ej fnj,l+1 - Ej fn_,l’ qui est égale & ej( (ej 1) fnj,l + ej fl,nj ), est

strictement négative, pour 1311;

- par construction des Ejt(l), combinaison linéaire de fs 1’ pour tout
14

6>0, il existe 1 211, tel que pour tout 131

1 .
5 Ej Ejt(l) est en module plus

2'
petit que §, pour 1stsnj.

- enfin, par construction de h {(1,u), combinaison linéaire de E (l),

pour tout 6>0, il existe 10312, tel que lhl(l,u)|<6, pour tout 1>lo
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(5) D'autre part, par construction de m_s il existe au moins un kj' défini

= j <k< +1<5¢ .
par kj inf { l\k\nj, tel que ij #0 }, pour qmo_1 .]\qmo Notons les,

k., , k. 4, «..y kj , bour qm +1 < j1 < j2 < ... < jz < qm . Alors

Jl J2 Z o-1 (o]
\
n,
watDu=21 Zz ('Zju (1) ) + h, (1u)
J u = E, D, u + su
qmo a=1 t=1 Jat Jat 1

i
o
I
I
o
o
t
~
A
o

(6} Nous pouvons toujours supposer que: k. . . .
31 35 Jy 34 Ja

pour y+1gogz (si y est plus petit que z). Alors

-S. Y
-1~ _ 4,1 J1 )
WJ Du—)\qm { (Aqm) £, 1 }{Z(wj K. Dj n. u)+h2(1,u)}
" o 3 o=1 o Ja o Ja
o
ol sj = nj - kj et h2(1,u) tend vers 0 en module, quand 1&€MN tend vers
o o o

1'infini.

En effet, par construction des Ej t(l), dans h2(l,u)nfapparaissent que des
o

termes en fs 1’ pour 0$s$éj -1, en dehors des termes de hl(l,u). Comme le
1
1

rapport de fs,l par fsj 1
1

par construction des fS

est strictement décroissant, pour 1 croissant,

( OSSSSj ) , nous avons hz(l,u), somme de hl(l,u)

Il 1

et d'une combinaison linéaire de termes en fS l.f;l 1’ qui est décroissant
r 14
3
1

strictement en module pour 1 suffisamment grand.

(7) Comme J est la forme réelle de Jordan de C, définie dans la lé&ére étape,

P . s . \ t t fs o
on vérifie aisément qu'il existe 'V vecteur propre de J, associé a la valeur

propre A de J, égale & A, = A, = ... =X, =1} , tel que :
Jl 32 Jy qmo
~ Yy
VDu=.Zij Djn. u
o=1 aj aj
o a
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t t s o s
En effet, il existe Vj vecteur propre de J, associé a la valeur propre

A. (qui est égale a A), vérifiant 1'égalité Vv DPu= D, u et donc
Ja ja Jan'
J
Y o
t t t P
v =J; W, Kk V. , vecteur propre de J, associé & la valeur propre X,
a=1 Ja ja a

vérifiant 1'égalité demandée.

(8) Soient u un contrdle appartenant a Q, vérifiant Dj n u # 0, pour
aj

qo+1$j5qm et W un vecteur non nul de mP. Si le rang de CnEJfB] est n, alors

. . t t L s
il existe 1smg m et V un vecteur propre de J, associé & la valeur propre

A, A = A = ... = A , tels que :
qm _1+1
o (o)
-1 ~ -1 =S, ~
WJ Du=2r" (- 1 £, {vBu+n,a,uwl , oft h,(1,u) tend
j r
1

&
vers 0 en module, pour 1€ N tendant vers l'infini.

3 éme étage :

Supposons que J ne posséde que des valeurs propres complexes, non réelles

( J est confondu avec Jo ).

Soit W un vecteur ligne, non nul, dean, de composantes ij, pour
lsk$2nj et qo+1$jsqm {(notation de la 1ére &tape) et considérons un contrdle

admissible u de Q, tel que Dj2n

ju # 0 et Dj2n.—1u # 0, pour tout q°+lsjsqm

~
(il en existe, car il existe un sous-esp3ce dean, dans lequel DQ est

d'intérieur non vide).

Proposition 6 :

Si le rang de Ch[ﬁyfﬂ est n, alors il existe une suite finie de valeurs

propres de J, (A, ) , de méme module !AI etbd'arguments vérifiant

Jy gks
0<B. <B, <...<B., <m, une suite finie de couples non nuls de vecteurs
J1 3; a
n 1 2 x M
de R, notés par: (v, , V., ) , et une constante entiére s, s€WN,
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tels que :

_ _ q
Wi lBa = 0S| T e g Z(v% coslp. + V> sinlg, )Du + h(l,u)}
s,1 " £ 3y s N Iy

. .
oi h(l,u) est une fonction tendant vers 0, gquand 1€ N tend vers 1'infini,
A

¥
et pour s€IN et 1€MN-{0,1} : fs,l = fs—l,l + fs,l—l' avec fO,l—fs,1_1°

identiques & celle du cas réel et les raisonnements étant les mémes que ceux
utilisés dans la proposition 3, ne seront pas réexposés ici.

Soit W un vecteur non nul delRn et u un contrdle de fl, tel que Dj2n _iu #0
J

<
et Dj2nj # 0, pour qo+1\j$qm.

(1) Algébriquement, le réel W J_l D u est donné par :

Wil Bu= 5 Iyl (6] costagp + 4g sinpp) | o0

j=qo+1
n -k ,

1 ‘Ef- -s : 3 4
vy = 2 § -1° P IS PR PRI
¢2= i (-1)5 I ]™% (w ow. vy u

j ‘s £s1 1Ay j2k-1 Y3 7 W52k ¥y
W= (s8,) + )

3 = W42 (kes) -1 COS(8By) + Wi gy cOS(SBy
W4 = -W in(sB,) + (sB.)

3 32 (k+s) -1 sin(s 3 Wj2(k+s) cos sBj

(ce résultat est obtenu par récurrence sur 1l et nj).

(2) Moyennant les notations suivantes :

1 _ _q\S -s _
Ejt-(i) = Zk's (-1° £, 5 |xj| € Wyox-1 cos(sBy) = Wy s:ln(sBj) )

k+s=t




2 S y -s .
Ejél)—kés (-1) fslllle ( PP s:.n(sBj) W cos(sBj) ),
- 14

k+s=t

pour 1gtgn., 1gkgn,, et Ogsgn,-k; E% (1) et E? (1) sont deux réels.
J J J jt jt

Ainsi, par sommation par paquets de valeurs propres égales :

m " 99 g
w3 1Du = Z [ l_l {cos1B L lJ)? + sinlB Z ‘J)?]’ , ol
g=1 g g 3=q _+1 % 3=q, 11 7
n,
5 2 1 2
fj_= é ( Ejt(l) Dine-q * Ejt(l) Dot ) u|et
n,
w6.= J(—Ez (1) D +E% (1) D ) ul et A #£ X , pour g#h,
| J t§ jt jat-1 jt j2t 9 9

(3) Par hypothése, la matrice CnEJ,D] est de rang maximum n. Ainsi, par
-

application du lemme 1 de la lére &tape, il existe mOGJN, tel que :

m, = sup { g, tel que 1gggm et au moins 1l'un des deux réels définis ci-

dessous ne soit pas identiquement nul, sauf peut-&tre pour un nombre fini

»*
d'indices 1EMN} :

q

ig ( E1 (1) D + 15:2 (1) D ) # 0 ou
— 1 jn, j2n_ -1 jn i2n, v
J—qg_1+ J b J J

q

29__ ( —E2 (1) D + E1 (1) D Yu #0
& +1 jn, j2n -1 jn, j2n, -
J qg_l J J J J
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mo existe, car le vecteur W est différent du vecteur nul, comme dans la pro-

position 3.

. 6 P .
Alors, moyennant les notations w? et wj, définies ci-dessus, le vecteur

-~ - ]
WJ D u s'écrit :
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m q q
- o - g g
Wy bu = JE:IA | L {cos1g > w? + sinlp 2:; w?} N
=T g 9 3=q__+1 7 g j=q__+1 r @
g-1 g-1
A > [ A .o A .
g > g 1> > g |
o
\
(4) Soit m, = inf { g, tel que 1$gsmo et lkgl = IA | }, alors le scalaire
o

-1lw - .
WJ Du se décompose comme suit :

m q
WJ "Du = |A Z (cosl z . + sinlB i ") + h,(1,u)
5 g=m, g 3 qg—1+ g ] qg-1+

N
ou h4(l,u) tend vers O en module, quand 1 tend vers 1'infini, 1€M,

(ce résultat se démontre de la méme fagon que (4) de la proposition 3).

(5) D'autre part, soit kgj = inf{ k, tel que léksnj et tel qu'au moins 1l'un
des deux scalaires suivants ne soit pas nul} ;

( cossBj - Wj2k 51nsBj) # 0 ou (Wj2k-1 51nsBj + wj2k cossBj) #£ 0,

Wiok-1

pour s=nj-k, qg_1+1$jsqg, mlsgsmo (par construction de m_. kmoj existe, pour

au moins un j, tel que qa, ;1+1$j$qm ).
o o

Soit m, = inf{ g, tel que m1$g$mo et tel qu'il existe au moins un kgj’ pour

qg_1+lsj$qg }. Notons les kgj1' kgjz' ey kgjz' pour mzégSmo et pour

2y *1€3; (@) <3, (@) <. <, (@) <q . Alors

m z(g) z (§)
-1~ -1 5 6
WJ Du = (A { (coslB . + sinl X + h,(1,u)
l In | g ! 'é:; wja(g) Bq a=1 lpj (g)) 4 )
fe) g 2 g g - a
(6) Nous pouvons toujours supposer ek .=k = ...= k et k < k
P ) PP T g3, T3, 9, g3, 93,

pour y(g)+lgagz(g) (si y(g) est plus petit que z(g)), pour mzsgsmo. Alors :
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m -S .
wr D= A TR0 D Jl(g)fs {p_(L,w) + 01,0} +h, 1w}
qmo g=m2 qmo j1 (9) ?

&
ou hg(l,u) tend vers 0 en module quand 1€EMN tend vers 1'infini, avec :

7 8
Y (1,u) = ¢ (u) coslB + ¢ (u) sinlp_, s, =n, - k.,
g g Iy g g 3y Jg 3,
z {g)
7 _ 9 10
byt = Z R Dy on. -1 * by (@) Dy oy }u
a= o, a3,
z(qg)
8 10 9
bl = 2 =0 (@) Dy 5 g g9 By o }u
a=1 o 3 a 3
a a
Wig) =W cos(s. B ) - W sin(s. B_) et
® Ja2kja-1 Ja 9 Ja2kja o 99
010 = w in(s, 8_) - W (s. B.) 3
o g = j 2k_ -1 S1in\{(s. q j 2k, cos (s, q H
a3, o g a Joz a g

(ce résultat se démontre de la méme fagon que (6) de la proposition 3).

~
(7) Comme il existe deux vecteurs lignes de fRn, tels que V;Du = d);(u) et

VéDu = wg(u) (au moins 1'un des deux vecteurs V;(u) et Vs(u) n'est pas nul

par construction des kgj) . D'autre part, nous pouvons toujours supposer que

. Et soit m, = inf { g, tel que m,$gsm

s, < s, € cuanen < s.
Jl(mz) Jl(m2+1) Jl(mo)

et tel que s, = s, .. } . Alors ; en posant s, = s,
3y (9 g m) 17 73 m)
m
A s -(1+s,) "0 ~
w3 bu = (-1 A | Ty 2 iDu cos1g  + vDu sinlg_ ) + h_(1,u)}
aQ, — 9 q g q 6
o 9=, g g

&
ol h (1,u) tend vers 0 en module, quand 1EMN tend vers 1'infini, (méme

raisonnement que dans (7) de la proposition 3).



4 éme étape :
Plagons-nous dans le cas général, J = diag( J_, J+, JO ), c'est a dire

que J posséde des valeurs propres complexes et réelles non nulles.

. . n 1z '
Soit W un vecteur ligne, non nul, de R et considérons une commande

admissible u de § vérifiant : '

-pour les valeurs propres réelles : Djn u#0 et
3
~pour les valeurs propres complexes : Dj2nj—1 u# 0 et Dj2n. u # 0,

(un tel contrbdle existe, puisque D est d'intérieur non vide dans un certain

. n
sous-espace vectoriel de R").

La juxtaposition des propositions 3 et nous donne le corollaire suivant:

Corollaire 7 :

Si le rang de CnEJ,ﬁ] est n, alors au moins l'une des 3 propriétés

suivantes est vérifiée :

(i) il existe une valeur propre Xj <0 de J_, un_vecteur propre,
1

t t . *
non nul, Vj de J . associé a Aj ,et une constante entiére SIGN ;
1 1

(ii) il existe une valeur propre Aj >0 de J+, un vecteur propre,
2

t *
non nul, Vj de tJ+, associé a Aj , et une constante entiére s§ﬂ1:
2 2 :

(iii) il existe une suite finie de valeurs propres A. , Aj
3 4

Xj complexes, de méme module ij |, d'arguments 0<B <....<Bj <7, une

3
a 3 L3 a

suite finie de couples, non nuls, de vecteurs de R °. (V; ,Vi]
k "k

g e eey

et une constante entiére 53 H

tels que :

o ad -1 -1 =1
(a) :WJ Du=WJ Du + WJ Du + WJ Du , ol
- - = + + + oo o
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1- si (i) est vérifie

-1 s1 —(l+s1)
(b) : WJ Du-= (-1) AL f {Vv, Du+nh, (1w} , avec
- 1 sprt 3y - !

*
hl(l,u) tendant vers 0, quand 1€EMN tend vers 1'infini, ou

- si (i) n'est pas vérifié :

-1 ~ ¥
W_J_ D u est identiquement nul, pour tout 1€ IN;

2- si (ii) est vérifie

-1
(c) : w.J, D.u = (-1) Ajz f52,l { Vj2 D,u + h2(l,u)} , avec

-
h2(l,u) tendant vers 0, quand 1€ N tend vers 1'infini, ou

- si (ii) n'est pas vérifié

-1 ¥*
W, J, D u est identiquement nul, pour tout 1€ IN;

3- si (iii) est vérifié

(d) : W I Du= (-1) lxj | fs3,1 U2 (v cost1g, ) +

3 k=3 k Ix

2
V., sin(18. ))Du + h_(1,u)}
Jk jk fo) 3

. .
avec h3(l,u) tendant vers 0, quand 1€IN tend vers 1'infini, ou

- si (iii) n'est pas vérifié :

-1 I
W J, D u est identiquement nul, pour tout 1€MW,

Remarque
________ s R
fs,l = fs—l,l + fs,l—l' pour sEMN et 1€MN-{0,1}
¥
£ = f = 1, pour s€MN et 1€N.

0,1 s,1
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5 éme étape :

I1 nous reste & montrer, d'aprés le lemme 2 de la 1ére étape, que :

-1»
pour tout vecteur ligne, non nul wWde ‘R le scalaire réel WJ ~Du ne garde

-lv
pas le méme signe, pour tout u de Q et tout l€fN WJ “Du est donné par le

corollaire 7.

Lemme 8 :

* . I
Pour tout loefN, pour tout qOGI'N, pour toute suite finie de couples

non nuls de réels : (aj,bj) q et pour toute suite finie de réels
-

1s3< o
(6j)16j$q , tels que 0 < 61 < 62 < hennss < Gq £ ® , la quantiteé
o o
%
{ a, cos(16,) + bj sin(18,)} ne garde pas le méme signe, pour
j=1 J ] J
»

tout 1 > 1, 1€MN.

démonstration : supposons que { = EJ,+°°[ (cas scalaire).

(a) Alors les 4 conditions suivantes sont équivalentes
(1) le systéme (I) est complétement [0,+°°[—contr61able;

¥ *
(2) pour tout vecteur W de |Rn, non nul, il existe 11€|'N et 12€|'N,

1y o 1w
tels que W J D >0 etWwWJd D < 0;

»
(3) pour tout lOEI'N et pour tout vecteur W de an, non nul, il existe
—l1 -1

* L ~ 2 ~
11€|'N, 11>,l°et12€IN, 12>,1°,telsque:WJ D>0etwd D < 0;

(4) daet Cn[C,’D] # 0 et le spectre de C ne contient pas d'éléments de |R+.
En effet, le théoréme d'Evans et Murphy [8] nous dit que (a-1) et (a-4)
sont équivalentes. D'autre part, d'aprés le lemme 2 de la lére étape, appli-
qué au cas ou § = [0,+°°[, (a-1) et (a-2) sont équivalentes. Enfin, puisque

+
pour tout 10€m et tout vecteur non nul de an, il existe W', non nul, de IRn
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_]_O
tel que W = W'J » J étant réguliére, (a-2) et (a-3) sont équivalentes.
Ainsi (a-3) et (a-4) le sont également.
(b) Moyennant la condition (a-4) et par application du corollaire 7,
* . n *
pour tout lOEIN, pour tout vecteur W, non nul, 'de R, il existe 11€|N,

¥
1, > lo' 12€'N, 1 , non nuls,

1 5 > 10, une suite finie de couples (aj'bj)léquo
de réels, une suite finie de scalaires (6j)lsjsqo' tels que : 0<61<...<6q$n

%
et une fonction h(l) tendant vers 0, quand 1€MN tend vers 1'infini, tels que

—ll ~ _lZ'V
(1) wa D>0etWwWdJ D < 0;

» -1 . i 1o)
(2) pour tout 1EMN, w J 1 et 2 (a, coslé, + bj sinl6j) + h(l)

ont le méme signe;

£ 4
(3) lorsque W décrit R"-{0}, chaque couple (aj,bj) décrit RxR , pour

En effet, (b-1) est en fait (a-3) et (b-2) se déduit du corollaire 7. Les

couples (aj,bj) sont donnés par :

ay = Fy Wj2kj—1 + 6y wj2kj

-si 0<6j<ﬂ , avec (Fj,G ) un couple de

= - 3
by = G szkj—1 F3 szkj

réels, non nuls tous les deux, car dét Cn[?,D] # 0 (lemmel, 1ére étape)

et donnés par : F, = cos(s.§.) D, + sin(s.§.) D, et
P ] 33" "i2n,-1 33 J2n,
J 3
G, = -sin(s.8.) D, + cos(s.8.) D,
J 3 J) j2n_ -1 ( J J) j2n
J J
et (ijkj-i’Wjij) # (0,0), par construction de kj = ?j - sj, avec OsSjsnj-l

(d'aprés (6) de la démonstration de la proposition 6);
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S,

J
a, = (-1) D, W, 0
3 ngy ka #
-si 6j = T , car dét CnEC,D] # 0 (lemme 1,

bj guelconque

# 0.

lére étape) et par construction de kj' W,
3

jk

%

* %
Ainsi, lorsque W parcourt R"-{0}, (Wj W, ) décrit RxR et w, R ;
\J

2%k -1 X.
57 %5

* %
donc (aj,bj) parcourt RxR .

(c) Dénc, pour une suite finie et donnée de scalaires (6.). _. :
SRRESEC
0<61<62<...<6 &T, nous avons :
o)

¥ . . .
pour tout loCIN et pour tout couple non nul de réels (aj’bj)lsjsq , 11 existe

O

2 2 :
1 lO et 12 lo’ tels que

1
9, 9%
(a,cosl,8, + b,sinl, 6.) > 0 et (a.cosl.§. + b,sinl,_ §.) <0 .
Zj=13 185 + Pysindyoy) jélj23j2:|

(d) En considérant tous les syst@mes inversibles possibles, de tout ordre,
vérifiant la condition (a-4), nous parcourons toutes les suites finies

(6.), . et ainsi obtenons le lemme 8.
3718389,

Conclusion de la démonstration du théoréme 3-16

Nous supposons que les conditions (i) et (ii) du théoréme 3-16 sont

vérifiées :
(i) le rang de Cn[J,D] est n et
(ii) l'orthogonal dans Rn de toute direction propre tV, associée & un

élément A>0 du spectre de tC, s'il en existe, coupe le domaine DQ.

3 cas sont & considérer :

@ (a, |>]a; D ou (|a; |=|r, | et s, >s, )
I 5 J4I | 3 Jg 35

(b) (|Aj4|<|kj3|) ou (IAj4|=|Aj3| et sj4<sj3)
(c) (|xj4|=|xj3| et sj4=sj3)

avec Ilj4| = sup( llel’ ij2| )
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-(1l+s,)
¥

(a) Pour 1€EMN, en divisant par ij | 4 £ 1’ qui est strictement positif,

’

4 S4

1'égalité (a) du corollaire 7, nous obtenons :

+(l+s4) (1+s4)

-1 -1 -1 s,+1 -(1+s.)
Ix. £ w3 Du = |2, | £ { 1 1
34 5411 J4 5411 ("1) I)\Jli f51’1Vj1D_u +
Y
52 _(l+52)
(-1) IAj2| fsz’leZD_'_u +h, LW},

ol h4(1,u) tend vers 0, quand IEIN*tend vers 1l'infini.

Comme il existe un sous-espace de Rn, dans lequel D§! est d'intérieur non
vide et d'aprés l'hypothése (ii) du théoréme, il existe u et v appartenant
a Q, tels que : Vj D+u >0 et V, D+v < 0, (corollaire 5).

j
’ ¥ 2* 1w “Low
Et donc, il existe 1lElN et 1,€MN, tels que : WJ Du > 0 et W3 “Dv < 0.

, -(1l+s.)
¥
(b) Pour 1€/N, en divisant par lkj | 3 fs .1, qui est strictement positif,
3 3

1'égalité (a) du corollaire 7, nous obtenons :

(l+s.) ~ (1+s.)
I, | 3 £ w3 pu = |2, 3

-1 533 1
£ {(-1) Z (V. D u sinlB, +
I3 37 ! k=3 Jx ° J

I3 S3r "

v2 D u coslB, ) + h_(1,w} ,
Jk o jk 5

”
ol hS(l,u) tend vers 0, quand 1€EMN tend vers l'infini.
Comme il existe un sous-espace dean, dans lequel DR est 4'intérieur non

vide, il existe u appartenant a 2, tel que : (V% ,V? ) # (0,0), pour 35k&q.
.
3
Alors, par application du lemme 8, pour tout IOETN,
1 2
(V. DucoslB, + V, D u sinlB, ) ne garde pas le méme signe, pour tout
= 3, © J J, © J
k= k k k k
¥
131, 1EN.
o
-1 -1

1~

w * -~
Ainsi, 11 existe 11€[N et 12€]N, tels que : WI Du > 0 et WJ 2Du < 0.
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L 3
(c) Pour 1€MN, en divisant 1'égalité (a) du corollaire 7, par :

—(l+s3) —(l+s4)
IA, | f = |k, | £ , qui est strictement positif, nous
3 s,,1 j s ,1
3 3 4 4
obtenons
+(1+s.) - +(1l+s,) _ s,+1 -(1+s,)
A, | 3 fs1 W B0 = A, | 3 fsl 1{(-1\) P 1 £ V. Du+
13 3’ I3 3’ I 1" 1
s -(1+s,) s -(1+s.)
(-1) 2|A. | 2 ¢ V.Du+ (~1) 3|x, | 3y
32 Sprlidp ¥ 13

2 .
D _u coslBj + V. D_u sinlB. ) + h6(l,u)}

i 1

f X (v
l .
Syt k=3 J k Ik Ik

3 k

Comme il existe un sous-espace de Rn, dans lequel D@ est d'intérieur non
vide, il existe u et v appartenant a £, tels que : Vj b.u > 0 et Vj D+v <0,
2 2

d'aprés le corollaire 5.

¥ .
Alors, par application du lemme 8, il existe 11€ N et lztIN, tels que

-1 -1

11\1 -~4

wJ Du > 0 et WJ 2DV < 0.
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3 - B - 2 GLOBALE Q-CONTROLABILITE :

HYPOTHESES :

Le domaine des contrdles £, inclus dans'Rp, est supposé

s n
compact, convexe et DR non réduit & {0} dans R™.

THEOREME (C.N.S.)

Le processus (I) est globalement {-contrdlable & l'origine si et

seulement si :

(i) l'opérateur linéaire Ch[b,D] est de rang n et

(ii) 1l'opérateur linéaire C est une contraction au sens large et

t
(iii) l'orthogonal dans R™ de toute direction propre réelle V, associée

. P t . . ,
3 un élément 2>0 du spectre de C, s'il en existe, coupe le domaine DA.

COROLLAIRE (C.N.S.) :

Le systéme (J) est globalement [b,l]—contrélable 4 l'origine si et

seulement si :

(i) le déterminant de C_[c,D] est # 0 et

(ii) l'opérateur linéaire C est une contraction au sens large et

+
(iii) le spectre de C ne contient pas d'éléments A de R,

DEMONSTRATION

Le théoréme 3-18 est une conséquence directe du théoréme 3-16 et du

corollaire 1 du théoréme 2-14.

REMARQUE :
Saperstone [37] a démontré un résultat similaire pour les systémes

différentiels de la famille (D{n),U).
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3 - B - 3 COMPLETE Q-CONTROLABILITE :

HYPOTHESES : -

Le domaine des contrdles £, inclus dans mB, est supposé

e n
compact, convexe et DR non réduit a {o} dans R".

THEOREME (C.N.S.)

Le processus (I) est complétement Q-contrélable si et seulement si :

(1) 1'opérateur linéaire CnEC,ﬁ]est de rang n et

(ii) tout élément du spectre de C dans € vérifie IAI =1 et

t
{iii) 1l'orthogonal dans R" de toute direction propre réelle V, associée

3 1'élément A = 1 Au spectre de tC, s'il existe, coupe le domaine DQ.

COROLLAIRE (C.N.S.)

Le systéme (I) est complétement [b,l]-contrélable si et seuledent si

(i) le déterminant de Cn[b,D] est # 0 et

(ii) le spectre de C ne posséde que des &léments A vérifiant : [a]= 1
et A n'appartient pas a R,

DEMONSTRATION :

Elle est identique & celle du théoréme 3-11, en utilisant le théoréme
t
3-18 et en remarquant que si V est direction propre réelle de tC, associée
a =1, alors “VDu & 0, pour tout u de Q, équivaut & Vc-lDu = k-lx'VDu £ 0,

pour tout u de Q.

Nous allons tirer quelques conséquences du théoréme 3-16 et en particu-
lier un résultat concernant la compléte-contrélabilité du systéme (I), le

domainefn'étant plus borné, mais ne possédant pas O en son intérieur.
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HYPOTHESE :

Le domaine des commandes {I, inclus dans IRP, est supposé & présent de

forme : O = |0,+°°|f.

THEOREME (C.N.S.)

Le systéme (I) est complétement [0,+°°[P-contr61able si et seulement si :

(i) 1'opérateur linéaire Cn [C,D] est de rang n et

t -
(ii) 1l'orthogonal dans R" de toute direction propre réelle 'V, associée

t .
a un élément A>0 du spectre de C, s'il en existe, coupe le domaine D[O,+°°Lp.

REMARQUES :

(i) le cas particulier du contrSle scalaire Q = [0,+°°[ a été récemment
résolu par Evans et Murphy [8], par une méthode directe;
(ii) la démonstration du théoréme 3-22 nécessite la connaissance du

lemme suivant :

LEMME (C.N.S.)

¥
Il existe lo€ N, 103n, tel que Rl = an si et seulement si :
o

(i) 1'opérateur linéaire Cn [C,D] est de rang n et

(1ii) 1l'orthogonal dans R" de toute direction propre tV, réelle, associée

4 un élément A>0 du spectre de tC, s'il en existe, coupe le domaine D[0,+°°E.

DEMONSTRATION DU LEMME :

Condition nécessaire : elle est identique au théoréme 3-16;

Condition suffisante : l'ensemble des points recalables au temps 1T,

=

par application de commandes & valeurs dans [0 +°°[ , est noté R ([0 +oo[ ).
D'aprés 3-16, (i) et (ii) étant supposées vérifiées, il existe loGN , tel
que R ([O +°°[p) contienne un voisinage de 1'origine. Or, d'aprés la linéa-
rité des contréles dans E6, R ([O k]p) k R ([0 1] . Alors nous avons
R ([O,+°°[P U kR ([0 1]P) = n’ puisque R ([O l]p) contient un

1,
voisinage de 1'orlglne.
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DEMONSTRATION DU THEOREME 3-22 :

Elle se déduit du lemme précédent, par application de la méme démons-

‘tration que celle du théoréme 3-11.

\
Dans le cas des contrbles multidirectionnels, le théoréme 3-5 donne

explicitement le temps mis pour contr8ler le processus. Ce n'est pas le cas
pour les commandes unidirectionnelles. Mais nous pouvons déduire assez

facilement un résultat dans le cas d'un contrdle scalaire.

3 -23 HYPOTHESE :

Le domaine des commandes { = |0,1|.

3 -24 THEOREME (C.N.S.) : . ‘

Le systéme (I) est localement B),l]—contrélable 4 l'origine au temps

(n+1)T si et seulement si :

le polyndme caractéristique de C ne posséde que des coefficients >0.

REMARQUES :

(i) ce résultat reste vrai pour tout systéme de (I(n),UT), d'aprés le
théoréme 2-15;

(ii) il est une conséquence du théoréme 3-16 et de deux autres résultats,
le ler est le critére d4’Evans et Murphy Bﬂ, qui dit que :

le processus (I) est complétement B);HvEcontrélable au temps (n+1)T

si et seulement si le polynfme caractéristique de C ne posséde que des coef-

ficients >0;

le 2&me est la proposition qui suit.
PROPOSITION :

»
Soient 11 = inf { 18N, tel que O appartienne & 1'intérieur de Rl([O,l]p)}

et 1_ = inf { 1€ I'N‘, tel que Rl([0,+°°[p) soit confondu ‘avec R" }.

Alors 1 =1,.
o 1
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DEMONSTRATION :

oy - U p
Vu que Rl([0,+ ® = ngqul([O,ll ) 1 § 1. Supposons que 1, > 1,

alors O est un élément de la frontiére du compact, convexe Rl ([0,1]
e o]

P,
Ainsi il existe un hyperplan d'appui H & Rl ([O,IJP) en O et une normale
o0
s = P : fRn\
extérieure n a Rl ([0,1] ), vecteur ligne de , # 0, telle que xn &0, pour
tout x de R ([O IJP) Soit x un point de R ([0 k]p) kGlN‘ alors il existe
lOD ' ° (o) loo ’ ’ ’
p - P
X,, point de le([o,1] ), tel que X = kx. Mais alors, comme Rl ([0,+oo[ ) est
[ -]

égal a U kR ([0;1]9) , pour tout x appartenant a R (|—0,+w[p) ,onanxg2Oo0,

kGN" lm (o] lm - -

ce qui contredit le fait que Rl ([O,+eo[P) est confondu avec |'Rn.
[+

REMARQUE :
*
Soit 1q = inf{ 1€MN, tel que O appartienne 3 l'intérieur de Rl([O,q]p)}
pour qGINf alors 1_ = lq.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3-24 :

Le systéme (I) est localement [0,1]—contr61able si et seulement si (I)
est complétement [0,+w[—contr61ab1e, d'aprés les théorémes 3-16 et 3-22.
D'autre part les temps mis pour contrdler [0,1]-1ocalement a l'origine et
|:0,+oo[—complétement, le systéme (I), sont identiques (proposition précédente).
Ainsi, par application du théoréme démontré par Evans et Murphy [8] . rappelé

ci-dessus, nous obtenons le résultat 3-24.

Nous allons & présent comparer les critéres de contrdlabilité des pro-
cessus mis en relation dans le chapitre 1, grice aux études réalisées par
Brammeyx [5] et par Saperstone [37] ; pour les systémes de (D(n),lU) et complé-

ter la géométrie comparée des domaines de contrSlabilité (2-C).
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3 - C CONTROLABILITE COMPAREE :

Maintenant que sont démontrés les critéres de contrdlabilité des systé-
mes de la famille (I(n),UT), nous pouvons compléter les résultats concernant
la décomposition géométrique comparée des domaines de contrSlabilité des sys-

témes mis en relation dans le chapitre 1 (2-C).
HYPOTHESES :

(i) soit (D) un processus de (Dn),U) : g% = A x(t) + B u(t)

(ii) le domaine des commandes £, inclus dans Rp, est supposé :

compact, convexe et D non réduit a {0}.

THEOREME :

Supposons que tout é&lément M du spectre de A vérifie :

E18 : Imu # -l,;lpour tout k€ r

Si le systéme (D) est localement, globalement, respectivement complétement

Q-contrdlable, son T-discrétisé est localement, globalement, respectivement

complétement Q-contrdlable.

Et si le domaine de contrdlabilité de (D) s'écrit :

c =1 oL

+ + -
ol C°° est un ouvert, borné, convexe de L , sous-espace supplémentaire de L
n
dans R,

alors le domaine de contrS8labilité de son T-discrétisé s'écrit :

R =1L @R
o0 o

+ + + +
od R est un ouvert, borné, convexe de L et R°° est .iriclus dans Cm.
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REMARQUES :

(i) il est possible de comparer du point de vue de la contrélabilité,
les processus de (D{n),U) et de (I(n),U&), gridce a une étude de Brammer [5],
qui démontre que : le systéme (D) est localement Q-contrSlable & l'origine
si et seulement si : liopérateur CnEA,B] est de rang n et il n'existe pas
de vecteur propre réel tV de tA, tel que pour tgut u de R, VBu g 0;

(ii) contrairement aux processus de (D(n),U) [6], il n'existe pas de

systémes de (I(n),UT) localement Q-contrSlable & l'origine en un temps égal

n
4 T, si le domaine des contrSles 2 ne contient pas O en son intérieur dans R .

DEMONSTRATION DU THEOREME 3-26 :

D'aprés le théoréme 2-17 et son corollaire, il suffit de remarquer que
s'il n'existe pas de direction propre réelle tV de tA, telle que pour tout
propre tV, associée a4 A>0 de teAT, telle que V( eAs ds)Bu & 0, pour tout
u de §: T 0
- A - A
en effet VS/ eAs ds) Bu = A 1(e T_ 1)VBu et A 1(e T._ 1) >0, puisque

tA et teAT ont 0 le méme ensemble de directions propres, moyennant la

u de 2, VBu £ 0, alors il n'existe pas de valei;&propre A>0 et de direction

condition E18.

T
Et d'autre part, si v est un élément du spectre de A, A = eu ast

élément du spectre de eAT.

REMARQUES :
Nous avons établi un certain nombre de critéres de contr6labilité des
processus de la famille (I(n),U&).
Le domaine des commandes{l, inclus dans|Rp, a toujours vérifié les 3
hypothéses :
(i) Q est convexe et KerDNQ # @
(ii) il existe qEINt 1gqgpg¢n, tel que 1l'intérieur de § est différent
du vide dans R
Il n'est pas possible de trouver un critére de locale Q-contrdlabilité
dans le cas ol f ne vérifie que KerDAQ. # @.
Cela est par contre possible pour les systémes de (D{(n),U), comme l'ont

montré Korobov et Marinich [26].
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CONCLUSION :

, . - . dx
Le passage, par la discrétisation, des processus de la forme Sp=Rx+Bu,

aux systémes de la forme x_=Cx , conserve la propriété de contrdla-

£ = %11

bilité. Un choix adéquat du pas de la discréti;ation est toujours possible.

Mais, il existe des équations récurrentes qui ne peuvent pas étre des
diserétisées (quelque soit la méthode d'échantillonnage utilisée).

Quels sont les avantages et inconvénients que présente le passage en
temps discret ?
- qvantages : l'état est déerit par une suite récurrente, facilement program—
mable et les commandes premment des valeurs constantes sur un intervalle de
temps égal d la période d'échantillonnage;
- inconvénient : il n'est pas d priori possible de vérifier la propriété de

contrdlabilité, lorsque les commondes ne prennent que des valeurs entiéres.

C'est pourquot, la note d'Anzai [1] est intéressante. Il introduit la
notion de presque compléte T-contrdlabilité (le domaine de contrdlabilité
est dense dans R"), qui est d rapprocher avec la propriété de contrélabilité
structurelle ([12], [26], [29], [38]). Ainsi, se pose le probléme suivant,
de contrblabilité 4@ commandes entidres :

pour tout systéme itératif (I ), existe—t-il un processus récurrent (I)
tel qu'il soit presque complétement I-contrblable, aussi proche que l'on
veuille et de méme structure que (Io) ?

Cela permettrait, sans doute, de résoudre certaines questions de presque-
optimalité bang-bang [2].
Cette étude est également prolongeable aux systémes d variables multi-

ples { x, = Cx +Du _, ety =Ax

-1 o + Bug }.

t
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Un autre probléme, qui reste pour 1'instant ouvert, est celui de la
contrdlabilité des processus perturbés X, = Cx g +Du + Vg - Il se
place dans le prolongement du probléme de la contrblabilité des systémes

soumis & des commandes unidirectionnelles.

T1 serait aussi souhaitable de cermer avec plus de précision la fron-
tiére du domaine de contrblabilité des systémes aux différences finies, en

fonetion du pas de la diserétisation. C'est un probléme de convergence.

Enfin, étendre l'ensemble des résultats démontrés dans ce travail aux

+ D u me semble présenter d'énormes

systémes de la forme x_ = C.x _, + D.u,

difficultés. Le seul résultat démontré, A ma connaissance, est celut de
Weiss [43], qui donne un critére de compléte contrdlabilité, le domaine des

commandes étant confondu avec un espace vectoriel.
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