
HAL Id: tel-01775593
https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01775593

Submitted on 24 Apr 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Contrôlabilité sur le groupe symplectique et couples de
champs de vecteurs hamiltoniens contrôlables sur

espaces euclidien R2n
Bernard Bonnard

To cite this version:
Bernard Bonnard. Contrôlabilité sur le groupe symplectique et couples de champs de vecteurs hamil-
toniens contrôlables sur espaces euclidien R2n. Mathématiques générales [math.GM]. Université Paul
Verlaine - Metz, 1978. Français. �NNT : 1978METZ006S�. �tel-01775593�

https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01775593
https://hal.archives-ouvertes.fr


 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

AVERTISSEMENT 
 
 

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de 
soutenance et mis à disposition de l'ensemble de la 
communauté universitaire élargie. 
 
Il est soumis à la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci 
implique une obligation de citation et de référencement lors de 
l’utilisation de ce document. 
 
D'autre part, toute contrefaçon, plagiat, reproduction  illicite 
encourt une poursuite pénale. 
 
Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr 
 
 
 
 
 

LIENS 
 
 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10 
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg_droi.php 
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm 



UNIVERSITÉ DE METZ

FACULTÉ DES SCIENCES

THËSE
DE

DE
TROISIÈME CYCLE

MENTION MATHEVNTIQUES

CONTROLABII.ITÉ SUR LE GROUPE SVMPLEGTIOUE

ET COUPLES DE CHAMPS DE VECTEURS HAMILTONIENS

CONTROLABLES SUR L'ESPACE EUGLIDIEN R 2"

SPECIALITÉ

par

Bernard BONNARD

Président :  M- 'A. SEC

Membres : M. l. KUPKA

M. C. LOBRY

M. B. SCHMITT

, M. G. SALLET

978olks

s/rY3 $16

RruruÉe UNIVERSITAIRE 19;11-78



Introduct ion

0.  Pré l im ina i res

Chap i t re  I  C lass i f i ca t ion

lab les  su r  le

TABLE DES MATIERES
Page

1

3

des couples de champs invariants à droite contrô- 9

groupe sy{nplectique d'ordre un

I .1  Pré ]  im ina i res

I .? Classi f icat ion des couples de champs l inéaires hamil toniens contrôla-

bles sur  Rz- lo l
I .3  Cond i t ions  nécessa i res  e t  su f f i san tes  de  cont rô lab i l i té  sur  Sp(1 'R)

I .4  La  cont rô lab i l i té  n 'es t  pas  génér ique

Chap i t re  I I  Rêsu l ta ts  a lgébr iques

II .1 Construct ion de couples engendrant une algèbre de Lie semi-s imple

I I .2  Que lques  résu l ta ts  sur  l ' a lgèbre  de  L ie  du  groupe spéc ia l  un i ta i re

I I .3 Quetques rêsul tats sur l 'a lgèbre de Lie du groupe sy{nplect ique

I I .4  Que lques  résu l ta ts  sur  cer ta ines  sous-a lgèbres  de  L ie  de  l 'a lgèbre

de Lie du groupe spplect ique af f ine

Appl icat ions aux systèmes asservis régul iers hamil toniens

Chapitre I I I  Couples de champs de vecteurs invar iants à droi te contrôlables

sur le groupe symplect ique et  couples de champs af f ines hamil-

toniens contrôlables sur R2n- l0 l  et  sur R2n

10
11

T4
23

24

25
27
34
42

49

I I I . l  Réduct ion d 'un champ hami l ton ien l inéai re

I I I .2  Tro is  cr i tères de cont rô lab i l i té

II I .3 Résul tats de contrôlabi l  i té sur le groupe swplect iqueet sur Rzn- lo l

50
53
59
69I I I .4 Couples de champs af f ines hamil toniens contrôlables sur R2n

Concl usion

Bibl iographie 83



I NTRODUCTION

Un système asservi  est ,  d 'un point  de vue géométr ique, la donnêe

d,une fami l le  D de  champs de  vec teurs  sur  une var ié té  M,  I 'espace des  é ta ts '

Parmi  les  ques t ions  que l 'on  peut  se  posbr  dans  l 'ê tude d 'un  te l

sys tème I ' une  d 'e l le  es t  l a  su ivan te :  à  par t i r  d 'un  é ta t  i n i t i a l ,  que ls  son t

les  é ta ts  access ib les  en  empruntan t  les  t ra iec to i res  du  sys tème,  c 'es t  à  d i re

en parcourant al ternat ivement,  dans le sens des temps posi t i fs ,  les t ra iectoires

des champs de vecteurs de D ? En part icul ier  un système sera di t  contrôlable

s i  tous  les  é ta ts  sont  a ins i  access ib les  à  par t i r  de  n ' impor te  que l  é ta t  du

système.
L ,é tude de  la  cont rô lab i l i té  des  sys tèmes,  c 'es t  à  d i re  la  descr ip t ion

de l ,ensemble  des  é ta ts  access ib les  à  par t i r  d 'un  é ta t  donné,  a  jus t i f ié  de

nombreuses  pub l ica t ions  récentes ,  c i tons  en  par t i cu l ie r ,  Brocket t  ( l -2 ] ) '

Lobry (  f20l  ,  [12]  ) ,  Sussmann (  [15]  à f18l  ) .

Cependant les résul tats obtenus sont soi t  locaux soi t  concernent les

sys tèmes asserv is  du  type  lX  +  u  Y  ;  u€  n l ;  en  par t i cu l ie r  les  p rob lèmes re la -

t i fs à des fami l les de deux champs de vecteurs ont été peu abordés'

0n appel lera problème de mariage (algébr ique) un problème de contrô-

lab i l i té  a ins i  posé :  é tan t  donné une c lu t t .€de champs de  vec teurs  sur  une

var iété M, et  un champ X.,  appartenant à9, peut on lu i  associer un partenaire

X. appartenant aQ, æ't  que le système lx '  x ,  I  ( lxr ,  \2,  -  Xl '  -  xz l )  soi t

contrôl abl e ?

Un tel  prob' lème a été posé et  résolu pour la première fo is par Sal let

dans  [ tS ]  avec  la  c lasse  des  champs de  K i l l i ng  sur  Rn,  Sr  ou  SL(z ,  R) /SO(2) '

L,objet  de ce t ravai l  est  de résoudre le problème de mariage avec la

classe de champ aff ine hamil tonien de Rzn possédant au moins une singular i té.

La dj f f icul té du problème réside dans le nombre de comportements

physiques couverts par cet te c lasse.

Le partenaire sera construi t  expl ic i tement ;  i l  sera à t ra iectoires

bornées.
par  a i l leurs ,  ce  t rava i l  con t ien t  des  résu l ta ts  de  cont rô lab i l i tê

avec la c lasse des champs invar iants à droi te sur le groupe sy{nplect ique.

En ef fet ,  la résolut ion du problème de mariage nécessi te l ' introduc-

t ion de l ,a lgèbre de Lie des champs invar iants â droi te sur le groupe sym-

pl  ect i  que .
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D'aut re  par t ,  i1  es t  impor tan t ,  d 'un  po in t  de  vue heur is t ique '

d ,ob ten i r  des  résu l ta ts  de  cont rô lab i l i té  dans  le  domaine  des  fami l les  de

champs de  vec teurs  invar ian ts  à  d ro i te  sur  un  groupe de  L ie .

S igna lons  donc  t ro is  résu l ta ts  annexes  ob tenus  dans  ce t te  d i rec t ion  :

-  la  c lass i f i ca t ion  des  coup les  de  charnps  invar ian ts  à  d ro i te  con-

t rô lab les  su r  SP(1 'R)
-  une réponse complè te  au  prob lème de mar iage a1gébr ique avec  1a

classe des champs invar iants à droi te sur le groupe symplect ique

e t  su r  1e  g roupe  symp lec t ique  a f f i ne ;1e  par tena i re  é tan t  tou -

iours à t ra iectoire bornée.
-  une réponse par t ie l le  au  prob ' lème de nar iage avec  la  c lasse  des

champs invar ian ts  à  d ro i te  sur  le  g rouPe symplec t ique.

Ce t rava i l  es t  s t ruc tu ré  en  t ro is  chap i t res '

Le  chap i t re  I  c lass i f ie  les  coup les  de  champs invar ian ts  à  d ro i te

con t rô lab les  su r  SP(1 'R) .

Le  chap i t re  I I  es t  purement  a lgébr ique ;  y  sont  réso lus  cer ta ins

prob lèmes de  généra teurs  sur  des  sous-a1gèbres  de  L ie  de  I 'a1gèbre  de  L ie

des  champs invar ian ts  à  d ro i te  sur  le  g roupe Symplec t ique a f f ine '

Le  chap i t re  I I I  con t ien t  tous  les  résu l ta ts  de  cont rô lab i l i té  sur

le groupe symplect ique et  f inalement le théorème de mariage-
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O .  PRELIMINAIRES

Après  avo i r  fourn i  dans  0 ,1  que ' lques  dé f in i t ions  e t  dans  le  bu t  de

donner  au  lec teur  une  cer ta ine  l i be r té  v i s  à  v i s  de  la  b ib l iog raph ie  ie  va is

énoncer ,  dans  0 ,2  les  résu l ta ts  généraux  de  cont rô lab i l i tê ,  e t  dans  0 ,3  que l -

ques  résu l ta ts  par t i cu l ie rs  u t i l es  pour  1a  su i te . ,En f in  i ' i n t rodu is  dans  0 ,4
'l 
e groupe sympl ecti que .

0n  dés igne par  M une var ié té  (ana ly t ique,  séparée,  séparab le  e t

connexe)  e t  par  D =  [X ]  une fami l le  de  champs de  vec teurs  (ana ly t iques) .

S i  X  appar t ien t  à  D,  on  no te  Xa le  g roupe à  un  paramèt re  qu ' i l  engendre  ;

rappe lons  que s i  xo  es t  un  ê ta t  de  M,  X t .xo  es t  par  dé f i t l l l ? l , , lu  uu leur  à

t , i ns tan t  t  de  l ' un ique  so lu t ion  au  p rob lème de  Cauchy  'Eà+ ! l -L  =  X(x ( t ) ) ,

x (o )  =  xo  ;  on  supposera  les  champs x  comple ts ,  i . . . ,  x t  dé f in i  sur  M pour

tou t  rée l  t .

9.1-9É!!n!!!sl :

0.1 .1  So i t  x ,  y  M.0n  d i ra  que  y  es t  access ib le  à  par t i r  de  x  s ' i l
1 , k

Jr t .  x l ,  . . . ,  xk € D et  t r ,  . - . ,  tk)  0 de sor te lue x l r0 " '  6  x [u 'x  = Y '

Si  de  p lus  t ,  ,  . . . , . , t k  )  0  e t  l e  rang  en  ( t r ,  ' : '  '  t k )  de  ̂  1 'ap -

p l i ca t ion  (s r ,  . . . ,  ro i * ,  *1 ,  o  *50  x  es t  éga1  à  la  d imens ion  de  M

on d i ra  que y  es t  normalement  access ib le  à  par t i r  de  x '

Enf in  on  d i ra  y  es t  (normalement )  reca lab le  en  x  s i  x  es t  (normale-

ment )  access ib le  à  Par t i r  de  Y.

So i t  x  €  M,  no tons  :

A+1x,  t )  l ' ensemble  des  é ta ts  access ib les  à  par t i r  de  x  en  un

temps t ,  n*(*,  t )  = {* l .o . .oxt,  x ;  k € N, xi  ê D,
' u l " k . .

tL ,  . . . ,  tk)  o,  t ,  +  . . .  +  t r  = t  ' l  '

R*(* )  I 'ensemble  des  é ta ts  access ib les  à  par t i r  de  x ,

A- (x )  l ' ensemble  des  é ta ts  reca lab les  en  x '

0n  appe l le  o rb i te  de  x ,  no tée  A(x ) ,  I ' ensemble  des  é ta ts  access ib les

à  par t i r  de  x  du  sys tème symét r i sé  de  D :  
[ * '  

-  X  ] ,  X .€  D '

Soi t  p une part ie de M. 0n dira que 
' le 

système est  (normalement)

cont rô lab le  sur  P  s i  tou t  é ta t  x  de  P es t  (normalement )  reca lab le  sur  tou t

état  y de p.  0n dira que 1e système est  (normalement)  contrôlable s i  le
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système est  (normalement)  contrôlable sur M'

0 .L .2  Notons  [X ,  YJ  le  c rochet  de  L ie  YX -  XY de deux  champs de  vec teurs

ana ly t iques  X ,  Y .

0n  dés igne  par  , t (O)  I ' a1gèbre  de  L ie  engendrêe  par  D ,  i ' e '  n  lâ

p ' lus  pe t i te  sous-a lgèbre  de  L ie^de l 'a1gèt re  de  L ie  des  champs de  vec teurs

ana ' ty t iques  de  M contenant  D, l t  tg l , t (p i l  
' l  ' a lgèbre  de  L ie -dér ' i vée  de  D '

i .e . ,  l ,espace vecror ie t  .ng.ndrà  pu.  t [ i ,  Y l  ;  X ,  V g t to l ]  e t  par to to)

1 'a1sèbre de L ' i . {È  \  x i  +  v  ;  ?  €  N 'À ie  R,  Éf  t  
=  0 '  X '€  D '

lfrt I ' i=1
t€ [* (D), t(D)] :I.

0ndi raque lesystèmealapropr ié téd 'access ib i l i té (access ib i .

l i té  For te)  s i  la  d imens ion de t to l  tn  *  Ë 'o tD)  en x)  es t  éga le  à  la

d imension de M,  Pour  tout  x  de M'

9,. ?-BÊ:s L!e!: -9ÉlÊresl

0.2 . I  0n  peu t  mun i r  I ' o rb i te 'A (x )  d 'une

1es  app l  j ca t ions  ( t '  , .  .  .  , t k ) f+  * i fo '  "o  * iO

La d imens ion  de  ce t te  var iê té  es t

en x 1[ r r ]  I I -3-2) .

structure de var iêté te l le que

.x  so ien t  ana lY t iques .

éga le  à  la  d imens ion  ae  f ,  1u1

0.2 .2  Les

( i  )
( i i )

cond i t ions  su ivantes  sont  équ iva len tes  :

1e sys tème a la  propr ié té  d 'access ib i l i té '

pour tout x de M, A*(*) est contenu dans l 'adhêrence de son

i ntéri  eur.
pour tout x de M, A-(x) est contenu dans l 'adhérence de son

i ntéri  eur.
pour  tout  x  de M,  R*(* )  est  d ' in tér ieur  non v ide '

r  '  x ]  est  cont rô lab le 'le système sYmétr isé de D 
t* '  

'  "J --

[ ro] a-t1.

( i i i )

( i v )
(v )
(c  .F .

0 .2 .3 Les cond i t ions  su ivantes  sont  équ iva len tes  :

( i )  le  sys tème a  la  p ropr iê té  d 'access ib i l i té  to r te '

( i i )  pour  tou t  x  de  M e t  tou t  t>0 ,  A+(x ' t )  es t  con t€nu dans

l 'adhérence de  son in tê r ieur

(c .F.  [ to ]  a-21.
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0.2 .4  0n  dédu i t  imméd ia tement  de  0 .2 .2  ( i i i )  qu 'un  sys tème ayan t  1a

propr ié té  d 'access ib i l i té  es t  con t rô lab le  s i  e t  seu lement  s i  pour  tou t  x

de  M A+(x)  es t  dense dans  M.

0n peut donc par des méthodes calculatr ices obtenir  des renseigne-

ments  locaux  sur  les  ensembles  d 'é ta ts  access ib les .  Dans le  cas  gênéra ]

1 'a1gèbre  de  L i .  l (D)  es t  de  d imens ion  in f in ie  eù  i t  n 'es t  pas  a isé  de

déterminer  s ' i  un  sys tème à  la  p ropr ié tê  d 'access ib i l i té  ce  qu i  nous  condu i t

à  aborder  cer ta ins  aspec ts  par t i cu l ie rs .

9.1-QseIgsee-reesL!e!:-per!igsLiers

Soi t  G un  groupe de  L ie  d 'é lément  neut re  I .  L 'a lgèbre  de  L ie  des

champs invar ian ts  à  d ro i te  sur  G s ' iden t i f ie  à  I 'a lgèbre  de  L ie  G des  vec-

teurs tangents en I  à G.

S i  O =  [X ]  es t  un  sys tème de champs invar ian ts  à  d ro i te  de  G, t tO l

es t  une sous-a lgèbre  de  I 'a1gèbre  de  L ie  de  d imens ion  F in ie  des  champs inva-

r ian ts  à  d ro i te .

Notons  exp  1 'app l i ca t ion  exponent ie l le  de  G dans  G ;  so j t  x  un

champ invar ian t  à  d ro i te ;  le  g roupe à  un  paramèt re  qu ' i l  engendre  es t  le

groupe des  t rans la t ions  à  gauche Lexptx  ,  i .e . ,  S i  g  É  G,  X t 'g  =  (exp tX)g '

A(I )  = f (exnt ,  Xr )  (expt ,  x2) . . {exp tk  Xk)  ;  k€  N,  X i€  D '

t i €  R . ) .

L 'o rb i te  A( I )  es t  1e  sous-groupe in tégra l  de  G assoc ié  à  la  sous-

a lgèbre  de  L ie  t (D) ,  i . ê . ,  I ' un ique  sous-g roupe  de  L ie  don t ' l ' a lgèbre  de

Lie est  t  to l  t  [z ]  rhéorème 1).

n*( t )  = [ (exnt ,  xr )  (expt ,  xz) . . . (exp tk  xk)  ;  k€ N,  x ie D'

r i  )  o . Ï .

n*( t )  es t  un  semi -groupe,  i .e . ,  le  p rodu i t  de  deux  é léments  de

n* ( t )  es t  un  é lément  ae  R+1I1  (  t9 ]  4 -5 ) .

0 .3 .?  Le  sys tème es t  con t rô lab le  s i  e t  seu lement  s i  A+1I )  con t ien t  un

vo is inage  de  I ' i den t i té  (  [9J  6 -3 ) .

0 .3 .3  So i t  M une  var ié té .  0n  d i ra  que  G opère  su r  M s ' i l  ex is te  une

app l ica t ion  ana ly t ique de  G x  M dans  M (g ,  m) là  g .m vér i f ian t  les  cond i t ions

su ivantes  :

0 .3 .1
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( i )  s1.(sz 'm) = (s1sr) 'm

( i i )  I .m=m ;  9 t ,92€ G,m€M'

0nd i raqueGopèret rans i t ivements ipour toutmrmrdeM

i l  existe un êlément g de G tel  que 9' f f i1 = f f iZ '

0.3.4 Si  G opère sur M, tout  champ de vecteu"s '  x invar iant  à droi te de

G détermine un groupe à un paramètre sur M déf in i  en m de M par (exptx) 'm'

Notons  X+ le  champ de vec teurs  de  M assoc iê ,  i .e . ,  x * ( t )  es t  le

vec teur  tangent  en  m à  la  courbe tF)  (exp tX) 'm '

0nsa j tdoncassoc ie rà tou tchampXinvar ian tàdro i tedeGun

champ de vecteur X+ de M.

So i t  D  =  Ix Ï  une fami l le  de  champs de  vec teurs  invar ian ts  à  d ro i te

de G e t  O*  = t * * I  fu  iu r i l l e  de  champs de  vec teurs  de  M assoc iée ,  a lo rs  i

( i )  Ao+ (x) = AD (I) .x ;  nf,+ (x) = nfr t l l 'x '

( i i )  le  sys tème D+ a  la  p ropr ié té  d 'access ib i l i té  s i  e t  seu lement

s i  Ap( I )  es t  un  sous-groupe de  G opérant  t rans i t i vement  sur  M '

0 .3 .5  Notons  GL(n , f )  1e  groupe de  L ie  rée l  des  mat r ices  complexes  inver -

s ib les  d 'o rd re  n  ;  1 'a1gèbre  de  L ie  gL(n ,O de  GL(n ,Ç)  es t  i somorphe  à

1 'a lgèbre  de  L ie  des  mat r ices  complexes  d 'o rdre  n  avec  la  lo i  de  c rochet  de

l ie  [n,  BJ = AB -  BA.

Si  A  appar t ien t  à  gL(n ,û) ,  expA co inc ide  avec  I 'exponent ie l le  de

matr ice ordinaire .A = É An
n)o nI

Dés ignons par  GL(n ,R)  le  sous-groupe de  L ie  de  GL(n 'ç )  des  mat r ices

rée l les  invers ib les ,  d 'o rd re  n  ;  l ' a1gèbre  de  L ie  9L(n 'R)  de  GL(n 'R)  es t

l 'ensemble  des  mat r ices  rée l les  d 'o rdre  n '

Notons Rn 1e produit  cartésien réel '

sur  nn- fo)  avec son act ion l inéai re  c lass ique '

i .e . ,  un  chamP l inéa i re .

GL(n,R)  oPère  t rans i t i vement

S i  X€  GL(n ,R)  a lo rs  X*  =  X .x ,

soi t  G un sous-groupe Fermé de GL(n,R).  0n appel lenG-groupe af f ine

le sous-groupe Fermé de GL(n+1,R) ensemble des matr ices ( |  ! l  oo vG Rn et

S €  G ;  l ,a lgèbre  de  L ie  no tée  (G,  Rn)  de  cengroupe s ' iden t i f ie  à  l ' ensemble

des  mat r ices  d 'o rdre  (n  +  1 )  de  îa  fo rme t3  Ï t  où  a€Rn e t  A€9 a lgèbre  de

L ie  de  G.
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Iden t i f ions  Rn avec  l 'ensemble  de  vec teurs  de  Rn* l  ( l ) ,  x€  Rn

Alors  1e  G-groupe a f f ine  opère  t rans i t i vement  sur  Rn avec  la  lo i  indu i te

par  1 'ac t ion  l i néa i re  de  GL(n+ l ,R)  su r  *n+1 .

0n  sa i t  donc  assoc ie r  à  tou t  champ X =  (A ,  a )  de  (9 ,  nn)  un

champ X+ de Rn ;  on  vér i f ie  que x* ( * )  es t  le  champ A.x  +  a '

0n  appe l le  champ a f f ine  de  Rn un  champ À.*  *  a  où  A€ GL (n ,R)

et  système asservi  régul ier  de Rn un système de champs af f ine de Rn.

9,'1-grsgpe- svuplge!igse

Notons I r r , . . . ,un ,^y1 , . , . ,uJ  1a  base  canon ique  du  p rodu i t  ca r té -

s ien  rée l  R2n e t  in r i t t ton t "O 'n-3 . r :a  s i ruc tu re  euc l id ienne canon ique.

0n  no te  J  l ' é lément  t -_ - l l  de  GL(2n ,R)  où  In  es t  l a  mat r i ce  iden t i -

té  d 'o rd re  n .  
- InO

0n dé f in i t  :

1e  g roupe  symp lec t ique  Sp(n ,R)  {s  aGL(2n ,R) ,  
ISJS =  J } ,

le  g roupe  un i ta i re  U(n )  {U€  GL(n , t ) ,  tÛU =  tn }  ,

1e  g roupe  spéc ia l  un i ta i re  SU(n)  = {SU€U(n) ,  dé t '  SU =  1 } '

sp (n ,R)  es t  un  sous-g roupe  Êermé de  GL(n ,R) ,  u (n )  e t  su (n )  son t

des  sous-groupes compacts  de  GL ln 'û ) .

0n  peut  iden t i f ie r  su(n)  e t  u (n)  à  des  sous-groupes de  Sp(n 'R)

que l 'on  no tera  de  la  même façon,  I ' i somorph isme de groupe é tan t  dé f in i

par O: (Ê + iB)F>t-â l l .
Les a loèbre5 de  L ie  respec t ives  se  ca lcu len t  a isément  :

gpln,nr =t [ : t  T' l ,  xr. , ,  x,  X:€ GL(n, R), x2 et x '  1
r l  =t 

lxs d., l t  
x l ,  x2, X3€ GL(n, R), x2 et xr svmétr ieues. j .

L l J

U(n)  = f  Hee l ln ,G) ,  
tF  *  H  =  0 ]  ,  i . e . ,  I ' ensemble  des  mat r i ces

an t ihe rmi t iennes  d 'o rd re  n .

SU(n)  = { taU(n) ,  t race  H =  0 } .

0n trouvera ces résul tats élémentaires dans Cheval feV [g]  chap. I .

U(n)  e t  SU(n)  opèrent  t rans i t i vement  sur  la  sphère  t2n-1  de  l 'es -

pace euc l id ien  RZn e t  Sp(n ,R)  opère  t rans i t i vement  sur  I 'espace po in té

RZn-[o]  ( [ r ]  s3).
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0n appe l le  champ l inéa i re  hami l ton ien  de  RZn un champ l inéa i re  de

Rzn,  A .x ,  où  A appar t ien t  à  !p (n ,R) ,  champ a f f ine  hami l ton ien  de  R2n un

champ a f f ine  de  R2n,  A .x  +  a ,  où  A appar t ien t  à  !P(n ,R)  e t  sys tème asserv i

régu l je r  hami l ton ien  de  R2n un  sys tème de champs a f f ines  hami l ton iens  de  RZn
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CHAPITRE I

CLASSIFICATION DES COUPLES DE CHAMPS INVARIANTS A DROITE CONTROLABLES

SUR LE GROUPE SYMPLECTIQUE D'ORDRE UN

I ntroduct i  on

Le groupe symplec t ' ique  d 'o rdre  l ln  sp( l ,R)  es t  un  groupe de  L ie  de

d imens ion  3  e t  une var iê tê  p longée dans  R4 ;  de  fa i t  les  p rob lèmes de  cont rô -

lab i l i té  même avec  des  champs invar ian ts  y  p rêsenten t  une cer ta ine  d i f f i cu l té '

Ces  prob lèmes de  cont rô lab j l i té  on t  é té  abordCs dans  [ te ]  I I -3 .0n

y  t rouve  le  résu l ta ts  su ivan t :  "Tou t  champ X,  non  nu l  i nvar ian t  de  Sp(1 'R)

admet  un  par tena i re  X ,  te1  que le  sys tème{Xt '  X t }  so i t  con t rô lab le  sur

Sp(1 ,R) " .  J 'a i  emprun té  à  ce  t rava i l  I ' i n te rméd ia i re  techn ique  qu 'es t  1e

dem' i -p1an de  Po i  ncaré .

Le  pr inc ipa l  résu l ta t  que i 'ob t iens  es t  que poser  un  prob lème de

cont rô lab i l . i tê  en  te rmes de  coup le  de  champs invar ian ts  sur  Sp(1 'R)  es t  êqu i -

va len t  à  poser  un  prob lème de cont rô lab i l i té  en  te rmes de  coup le  de  champs

l inéa i res  su r  R t -  {0 }  ;  c 'es t  l e  théorème I .3 .2 .

I l  es t  êv ident  que ce  résu l ta t  n 'es t  pas  s ign ' i f i ca t i f  pour  aborder

1es  p rob lèmes  à  l ' o rd re  n ;  pa r  con t re  on  re t iendra  pour  1a  su i te  la  poss ib i -

l i té  d 'engendrer  une a lgèbre  de  L ie  s imp le  non compacte  avec  des  champs

cho is is  dans  des  a lgèbres  de  L ie  de  sous-groupes compacts  de  Sp(1 'R) '

0n  t rouvera  dans  I .1  les  p ré l im ina i res '

I .Z  c lass i f ie  les  coup les  de  champs l inéa i res  hami l ton iens  cont rô -
t .

l ab le tsu r  R ' -  t0 )  .

Dans I .3  j ' ob t iens  des  cond i t ions  nécessa i res  e t  su f f i san tes  de

con t rô lab i l i t é  su r  Sp(1 ,R)  pour  les  coup les  de  champs invar ian ts ,  ce  qu i '

j o in t  à  1 .2  réa l i se  la  c lass i f i ca t ion  annoncée '

Enf in  I .4  p réc ise  sur  Sp( l ,R)  les  résu l ta ts  de  Sussmann t [ teJ l

quan t  à  la  s tab i l i t é  de  la  con t rô lab i l i t é  ;  on  y  ve r ra  que  l ' access ib i l i t é

mais  non la  cont rô lab i l i té  es t  une propr ié té  génér ique. '
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I .1  Pré l im ina i res

I .1 .1  Le  g roupe  symp lec t ique  d 'o rd re  un  Sp(1 ,R)  s ' i den t i f i e  au  g roupe

spéc ia l  l inéa i re  SL(2 ,R)  g roupe des  mat r ices  car rées  d 'o rdre  deux  de  dé-

te rminant  un .  L 'a lgèbre  de  L ie  lP(1 ,R)  des  champs,  invar ian ts  à  d ro i te  es t

l ,ensemble  des  mat r ices  car rées  d 'o rdre  deux  de  t race  nu l le '

I l  opère t ransi t ivement sur deux var iétés :

su r  R2-  [O ]  avec  I ' opéra t ion  l i néa i re  (S ,  x ) r>S 'x  ;

s  eSp( l ,R)  e t  x  e  R2-  [0 ]  ,

sur  le  demi -P lan  de  Po incaré

P = [  r€C,  Im.z )  0 ]  avec  1a

S.z  =  (az  +  b )  1cz  +  d ) -1  ;

So i t  A  un  champ invar ian t  sur  Sp(1 ,R) ,  on  no tera  respec t ivement

Ao et  Ao 1es champs associés sur R2- [0]  et  sur P de la façon déf in ie en

0 .  3  .4 .

Comme les deux opérat ions sont t ransi t ives s i  un système D de champs

invar ian ts  es t  con t rô lab le  sur  Sp(1 ,R)  a lo rs  1es  sys tèmes assoc iés  D*  e t  Dt

le  son t  éga lement  su r  leu rs  va r ié tés  respec t i ves  (0 '3 '4  ( i ) ) '

I  .  1 .2 Déf i  n ' i t i  on

So i tAunchampinvar ian tàdro i tesurSp( l ,R)nonnu l .

0n  d i ra  que :

A  es t  e l l ip t ique  s i  les  va leurs  p ropres  de  A sont  imag ina i res  pures '

A  es t  parabo l ique s i  0  es t  va leur  p ropre '

Aes thyperbo l iques i lesva leurspropresdeAson t rêe l lesnon

nu l  I  es .

P défi  ni  par :

lo i  (S ,z)  F> S,z  1

s€sp(1,R) t =[: l l , '.q.

I .1 .3  Dé f in i t i on

0n dira que deux

s ' i l  ex is te  S€SP(1 'R)  te l

I  .  1 .4  Propos i  t ion

champs invar iants A et  A'

que  s - l  AS =  A ' .

son t  équ iva len ts ,  Ae l  A '  ,

D'après [+ ]  tneorème 5-1 ( iv ) .
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A es t  e l l i p t ique  s i  e t  seu lement  s i  A^ r (  
0

'-o{

A es t  parabo l ique s i  e t  seu lement  s i  A .v10
0

A est  hyperbol ique si  et  seulement s i  A, . r ( I
' Q

0n notera que sauf dans le cas hyperbol ique
déterminent  pas  la  c lasse  d ,équ iva lence.

I .1 .5  Dé f in i t i on

oa,
) ,  qeR.

0
Ç -

) ,  t  =  *  1 .
0 -

o),À) o.
-T

les valeurs propres ne

So i t  D  = [A ,  g ] ,  o '  =  
[A , ,  B , ]  deux  coup les  de  champs invar ian ts

de  Sp(1 ,R) .0n  d i ra  que  les  deux  sys tèmes  son t  équ iva ren ts  s ' i l  ex is te
a ,  b  €  R ,  ab)O e t  S  €  Sp( l ,R)  te l rque  aA =  S-1  A ,  S  e t  bB  =  S-1  B ,  S .

I  .  1 .6 Proposi  t i  on

I l  es t  êv ident  que ce t te  re la t ion  d 'équ iva ' lence conserve  la  cont rô -
labi l i té respect ive des systèmes D, D* et  D, puisque 1es deux systèmes sont
di f féomorphes sur leurs var iétés respect ives à un changement de paramètrage
des courbes intégrales des deux champs respectant la contrôlabi l i té près.

I.?-9lessifisc!!el-de:-gesples-de-gbeppe-1i!ee!re:-heulI!sl!ens-sellreleDles
2 .

e!!-Bl:-lQl-,.

r .2. t ntat ion des courbes int ra les  du  c l inéa i re  hami l ton ien
A.x  de

S i  A  es t  e l l i p t ique  c 'es t  une  fami l l e  d 'e l l i pses  :



Si  A  es t  parabo l ique c 'es t  une fami l le

la direct ion propre de A qui  est  un ensemble de

de dro i tes  Para l lè les  â

s ingu la r i tés  :

S i  A  es t  hyperbo l ique c 'es t  une fami l le  d 'hyperbo les  admet tan t

les directions propres de A corme asymptotes :

L

= [A, e] un système de

des courbes intégrales

les résultats suivants :

champs invar ian ts  sur  SP(1 'R) '

des deux chamPs du sYstèmes

0n

vér i f ie  à

o* = 
{A.x,

Soi t  D

I  ' a ide

s.")

- t2 -



I  .2 .2  Propos i  t i on

Le sys tème DO a  la  p ropr ié té  d 'access ib i l i té  sur

seulement s i  1es champs A et  B sont non proport ionnels et

propres de A sont toutes dist inctes des direct ions propres

(0n  u t i l i se ra  0 .2 .2  (v ) ) .

R2
les
de

- lol  si  et
di rect ions

B.

I  .2 .3  Propos i  t i on

0n suppose que A es t  e l l ip t ique .  A lo rs  D*  es t  con t rô lab le  s i  e t

seulement s i  A et  B sont non proport ionnels.

I  .2 .4  Propos i  t ion

0n suppose que A et  B sont parabol iques non proport ionnels.  Alors

un e t  un  seu l  des  deux  sys tèmes{n . * ,  e . * }  ,  fA .x ,  
-g . * }  es t  con t rô lab te '

D* est contrôlable si et seulement si n-l lo r l  '  f  o ' l Ï*Uo 
oJ 

'[-1 oJJ
I .2 .5  Propos i t i on

0n suppose que A est  parabol ique et  B hyperbol ique'

S i  DR a  la  p ropr ié té  d 'access ib i l i té  a lo rs  un  e t  un  seu l  des  deux

sys tèmes [R. " , '8 . * ] ,  [R . " ,  
-9 . " ]  es t  con t rô lab le .

D* est contrôlable si et seulement ,i o.[: ; l  'LT ;] ]

I  .  2 .6  Propos i  t i  on

0n suppose que A et  B sont hyperbol iques'

Notons a) 0 et  -  a les valeurs propres de A'

b )0  e t  -  b  les  va leurs  Propres  de  B.

Désignons par M, une intersect ion avec le cercle uni té de R2 de la

direct ion propre associée à a,  puis par M2, M3 et  MO les premières intersec-

t ions respect ives avec le cercle uni té des direct ions propres associées à

- a,  b et  -  b,  le cercle uni té étant parcouru dans son sens tr igonométr ique

pos i t i f  o rd ina i re  à  par t i r  du  po in t  Mt .

Associons au système ayant la propr iété d 'accessibi l i té de conf i -

surat ion 
*?^ 

le quaterne ( l4r,  t r ,  t rr ,  t rr ,  ;

i l , i z , i3G f l f  3 l . ; \_ r /

Alors r.Ttr i 'a 'r t  contrôlables les systèmes de quaternes

(M1,  l4z,  M3,  MO) ou (M1,  M4'  M3'  M2) .
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0n note que, s i  dans la sui te les points M. i  des deux champs al ter-

nent  a lo rs  n i  le  sys tème {n .x ,  B .x }  n i  le  sys tèm.  {n .X ,  
-  B . " }  t t t  con t rô la -

b le ,  s inon un  e t  un  seu l  des  deux  sys tèmes I 'es t '

Lg_gend!!iels-leceeesitee-e!-sgIIigs!lee-ge-ee!lreleUil.i!e-:sr-!P(1'B).

L'objet  de ce paragraphe est  de montrer qu'un système D = 
{O'  U}

de champs invar ian ts  à  d ro i te  de  Sp(1 ,R)  es t  con t rô lab le  s i  e t  seu lement  s i

le  sys tème D*  assoc ié  sur  R2-  [0 ]  es t  con t rô lab le .  La  c lass i f i ca t ion  réa l i sêe

en I .2  sur  Râ-  [0 ]  s râce  aux  propos i t ions  . '2 .3 -4-5-6  sera  a lo rs  la  c lass i f i -

ca t ion  recherchée sur  SP(1 'R) .

I .3 .  L  Propos i t i on

So i t  D  un  sYstème d 'un

dro i  te  sur  SP(  1  'R)  .

A lo rsDa laProPr ié té

propr ié tê  d 'access ib i l i t é  su r  R '

nombre quelconque de champs invar iants à

d'accessi  b i  I  i  té s i  et  seul  ement s i  D* a 
' la

- [o].

Démonstrati on

App l iquons0 .3 .4 ( i i ) :D*a lapropr ié téd ,access ib i l i t ésur

R2-  [0J  s i  e t  seu lement  s i  I ' a lgèbrâ  de  L ie  engendrêe par  D es t , l ' a lgèbre

de L ie  d 'un  sous-groupe de  Sp(1 ,R)  opérant  t rans i t i vement  sur  n2-  [O] '

0r  i l  suf f i t  de consul ter  dans [ [  la l is te des groupes opérant

t rans i t i vement  sur  Rn-  [O]  pout  s 'assurer  que Sp(1 ,R)  es t  le  seu l  sous-

groupe de Sp(1,R) ayant cet te propr iété '

I .3 .2  Théorème

Soit  D = 
[A,  n]  un couple de champs de vecteurs invar iants à droi te

de  Sp(1 'R) .

Alors les condi t ions suivantes sont équivalentes

( i )  D  es t  con t rô lab le  su r  SP( l 'R ) '

( i i )  DO es t  con t rô lab le  sur  P .

( i i i )  Do  es t  con t rô lab le  su r  * ' - [o ]  '
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Démonstrat i  on

La démonst ra t ion  n 'u t i l i se  pas  des  techn iques  t rès .  soph is t iquées

e l le  es t  cependan t  lo in  d 'ê t re  év iden te .

0n  sa i t  d 'ap rès  0 .3 .4  ( i )  que  la  cond i t i on  ( i )  imp l ique  ( i i )  e t

( i i i ) .  0n  va  mont rer  en  ê tud ian t  tous  les  cas  de  f igure  (à  une équ iva lence
près )  que  ( i i )  imp l ique  ( i ) ,  l e  lec teur  vé r i f i e ra  en  chemin  g râce  à  I .2  que

( i i )  e t  ( i i i )  son t  équ iva len tes .

0n va d 'abord établ i r  dans le lemme 1 une propr iété fondamentale

de P :  i l  y  a  ident i té  en t re  I 'ensemble  des  é léments  de  Sp( l ,R)  la issant

f ixes un point  de P et  sous-groupe compact maximal.  Ensui te on démontrera

dans le  lemme 2  une cond i t ion  nêcessa i re  e t  su f f i san te  de  cont rô lab i l i té

sur  Sp(1 ,R)  lo rsque  l ' un  des  champs es t  e l l i p t ique .  En f in  on  é tab l i ra  le

lemme 3 qui  jo int  au lemme L est  à interpréter comme le bon lemme pour ré-

soudre les cas de f igure restants.

Lemme 1

K est un sous-groupe compact maximal de
s i  i l  ex is te  zo€ P te l  que K =t ta  Sp( l ,R) ,  S .Zo

Preuve

1e groupe des rotat ions de déterminant 1 :

Sp(1 ,R)
= tol

t e [0, ,ITI].

e S0( 4 =LS € sp( l ,R),  S. i  = i  l .

Notons  S0(2)

fexpt 1 o t )  ;
È -1  0

0n vér i f ie  qu

si et seul ement

s0(2)  =

Soi t  K
jugué  à  S0(2 ) ,  i

donc I  'ensembl e

Lemme 2

un
.e . ,
des

sous-groupe compact maximal de Sp(1,R) alors K

i l  ex is te  S€  Sp( l ,R)  te l  que  K  =  S  S0(2 )  S-1

é léments  de  Sp(1 ,R)  la i ssan t  f i xe  le  po in t  S . i

est con-
.  Kest
de P.

0n suppose  que  A  es t  e l l i p t ique .

A lo rs  le  sys tème D es t  con t rô lab le  sur  Sp(1 ,R)  s i  e t  seu lement  s i

A et  B sont non proport ionnels (comparer avec [sJ 6-7).

Preuve

S i  B  es t  e l l i p t ique  on  u t i l i se  I .3 .1 ,

D est  un système de champs Poisson-stables qui
r .z.z et [ t t l  rr .4.4 :

a la  p ropr ié té  d 'access ib i l i t é ,
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i l  es t  donc  cont rô lab le .

Si  B est  parabol iquei  ou hyperbol ique le système est  éqqivalent

à un système D'  = 
i ; ' i r t ; ) 'oo 

o '  est  e l l ipt iqu" . t  ,  e '  =[  3 ô]r i  a . t t
parabol ique,  B '  =  

Lô - iJ  s i  0  est  hyperbol ique.

0n peut tracer les courbes intégrales des champs de vecteurs de

Di  en u t i l i sant  0 .3 .4 .

Le champ Ai  admet  une s ingular i té  notée zo. ,Les courbes in tégra les

de Ai  sont  pér iod iques et  symétr iques par  rappor t  à  z lzeP,  Re.z  = Re. to . ) t

In.

I
I
I

I
l7o

l

Re.  Zo
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Les courbes  in tégra les  de  B i  on t  I 'aspec t  su ivant  :

e,  - [o  1 l
00J

B' = [â _îJ :

T,m.z

-17 -
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Soi t  S  €  Sp( l ,R) ,  a lo rs  S 'zo  appar t ien t  à  P  e t

4*(ro) = r+(I) .zo (0.3.4 ( i ) )  p l l i : ' :  
?Ë : ' : . : :nt"ôrabre

te  A+( I )  te l  qu""S . ro  =  I . ,o ;  T- rS la isse f ixe  zo- : ' t t :

K  d ,après le  lemme 1 e t  donà ae R+1t1 '  Pu isque A- ( I )  es t

(c . f .  0 .3 .1) ,  S  appar t ien t  donc à  n* ( t ) '

0n vér i f ie  que l 'ensemble  A+(zo)  des  po in ts  access ib les  à  par t i r

de  zo  e t  que l ,ensemble  des  po in ts  reca lab les  en  zo  es t  P '  Le  sys tème Dj  es t

donc  cont rô lab le .

Mont rons  la  cont rô lab i l i té  de  D ' .  Noton t  A* ( I )  
' l ' ensemble  des  é ta ts

access ib les  du  sys tèmes D,  à  par t i r  de  l ' i den t i té  $e  sp( l 'R)  e t  K  le  sous-

groupe compact  max imal  la issant  'o , f i xe  (c ' f '  l emme 1) '  A lo rs

ç  =  [exp t  A '  ;  t> -  O]  e t  donc  K C A- ( I ) '

donc à

;  i l  ex is te  donc

donc un élément de

un semi-grouPe

Al ors

I ' i den t i té  Pour

0n  en  dédu i t  que  n* ( l )  =  sp (L 'R)  e t  l e  sys tème D 'es t  con t rô lab le

d 'après  0 .3 .2 ,

Lemme 3

soi t  K un sous-groupe compact maximal de sp( l ,R) et  u un ouvert  de K'

So i t l esys tèmeD={A,B}oùAetBson tde typeparabo l iqueou

hyperbol i que .

s i  tous les éléments de U sont accessibles à part i r  de

le  sys tème D i l  es t  con t rô lab le  sur  Sp(1 'R) '

Preuve

Si  l ,ensemble des états  açcess ib les à par t i r  de l ' ident i té  du

système D cont ient  U,  pu isque c 'est  un semi-groupe (0 '3 '1)  i l  cont ient  K qu i

, . i^. id. avec Un pour un entier n ;  i l  contient donc l 'ensemble des états

access ib les  à  par t i r  de  I ' ident i té  du sys tème[1"  l '  B} '  oO 
1 '  

es t  e l l ip t i -

que et  te l  que K = lexpt  A '  ;  t>0] ,  qu i  est  Sp( t ,n)  d 'après le  lenme 2 le

système D est donc contrôlable d'après 0'3'2"

Examinons maintenant les cas restants'

si  A et B sont parabol iques non proport ionnels'  Alors le système D

esr équivalent au sysrème D' = [A' ,  B' ]  avec A'  = 
[3 â1, t '  

= 
[-T 3]e 

= f  t '

Les courbes intégrales de Bi sont symétr iques par rapport à l 'axe

imagina i re  Pur .
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Le système Di  a  l 'a l lure su ivante :

Tm"Z

/- -ot> ,

Le système Di est contrôlable sur P si  et seulement si  Ê ) O.
Montrons que dans ce cas le système D' est contrôlable sur Sp(1,R).

Soi t  [ r )0  a lors  d 'après ]a  f igure i l  ex is te  t t  )  0  un ique de

sor te  que l 'é lément  A( t l ) ,  de l 'ensemble des êtats  access ib les à par t i r  de

I ' ident i té  du sys tème D' ,  déf in i  par  A( t r )  =  (expt l  A ' ) (expt ,  B ' ) (expt t  A ' )

l a isse  f i xe  le  po in t  i .  A( t l )  es t  donc  un  é lément  de  S0(2)  (c . f .  le rme 1) .

L 'app l i ca t ion  t l i ->A( t r )  es t  une fonc t ion  cont inue en  t l ,  d 'après

le théorème de cont inui té des solut ions d 'une équat ion di f férent ie l le par

rappor t  aux  cond i t ions  in i t ia les ,  e t  A(0)  =  I  iden t i té  de  Sp(1 ,R)  ;  d 'au t re

part  pour des raisons de symétr ie i l  existe o()  O tet  que A(or)  I  I .

D 'après  le  théorème des  va leurs  in te rméd ia i res ,  I 'ensemble

[A( t f  ) ,  t l€  f  O,  o r . l  
]  con t ien t  un  vo is inage de  S0(2) .

Le  sys tème D 'es t  donc  cont rô lab le  sur  Sp( l ,R)  d 'après  le  le rme 3 .
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Notons que 1'on peut déterminer aisément A(t1) :

t ,  = 2t ,  (1 + t1)-1 ;

ftr 
- t l l  (1 + t i)- l  nL (1 + t1)-1 

I
A(t l )= l  

2  I

L-r., (1 + r1)-1 (1 - t|) (1 + .11-tJ

Soi t  en  Posant  t l  =  tg  a ,  a  €  [0 ,  n /Z  [  :

A(r1) =[::: :: :] ::l
[ -s in  2a  cos  2aJ

Examinons  le  cas  où  A es t  parabo l ique e t  B  hyperbo l ique-  S i  D n 'a

pas  la  p ropr ié té  d 'access ib i l i té  i l  es t  équ iva len t  au  sys tème

D,=[[3 Ël f f i  ?l ]€=+t ;  Dialapropriétéd'accessibi l i témais

n 'es t  pas  con t rô lab le .

S i  D a  la  p ropr ié té  d 'access ib i l i té  i l  es t  équ iva len t  au  sys tème

D,=[R,,e] avecA'=LB â1 ,B'=[ii l t=*1.
Le système Di  a  I 'a l lure su ivante :

ï r .  z

, / L '
-  _"1 > 

t

t\
L

( z-.



I l  es t  con t rô lab le  sur  P  s i  e t  seu lement  s i  Ë ,  =  -  1 .  Dans ce  cas

on mont re  que D 'es t  con t rô lab le  sur  Sp( l ,R)  d 'une façon ident ique au  cas
précédent.

Enf in examinons le cas où A et  B

es t  a lo rs  équ iva len t  à  un  sys tème D '=  { ,0 ' ,' l i que .

sont hyperb_oliques ; le système D

a'| avec o' 
[ Û -Î] , B' hyperbo-

I l  conv ien t  de  d is t inguer  deux  poss ib i l i tés  :

l " )  D '  n 'a  pas  la  p ropr ié té  d 'access ib i l i té  ou  les  po in ts  M. '  des  champs A ' ,

B '  a l  te rnen t  (c  .  f  .  1  .2  .6 )  .

Le  sys tème Di  a  a lo rs  l ' a l lu re  su ivante  :

Tm.z

I
I
I

Ni le système Di ni  le systèm. [AË, 
-  BË] est  contrQlable.

2" )  Les  po in ts  M. ,  des  champs A '  e t  B '  n 'a l te rnent  pas .

Notons  dans  ie  p lan  Rt  =  { (u ,  v ) }  pu .  v  =  au  e t  v  =  bu  les  d i rec t ions

propres associées respect ivement à la valeur propre posi t ive et  néga-

t i ve  de  B '  ;  on  peu t  supposer  que  + .o>  a '  b  >0 .

I
I

Re.z
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Le système Di  a  l 'a l lure su ivante :

Di  es t  con t rô lab le

es t  con t rô lab le  su r  SP(1 'R) -

Notons zo un Point

des courbes intégrales de Bi .

Tn'-Z

1lo ahula+.t/b) .{lb Re-z

si  et  seulement s i  a )  b.  Montrons alors que D'

de  l 'axe  de  symét r i .  t ,  e  P ,  Rez  =  ! /2  16-1  +  U-11

so i t  t r )  0 ,  a lo rs  d 'après  la  f igure  i l  ex is te  t1  t3 )  0  un iques  de

sor te  que  A( t1 )  =  1exp t ,  A ' ) (exp t ,  B ' ) (exp t ,  A ' )  l a i sse  f i xe  le  po in t  zo .

L,appl icat ion rPOtt l )  est  une fonct ion cont inue en t t  e t  i l  suf f i t '

comme dans le cas de mariàge de champs parabol iques, de montrer qu'el le est

non constante pour démontrer la contrôlabi l i té de D' sur sp(1'R)

Chois issons un to)  0  ;  i l  es t  êv ident  (c . f .  f igure)  que,  pu isque

t, dépend contintment de t, et que tt augmente lorsque t, croit' que pour

r l  r t r . t  vo is i  n  de UbrA( t ; )  . r t  f  A( to) .21 pour  tout  t i  vo is in  de to '

L,appl icat ion t tF)A(t l)  est donc non constante et D' est contrô-

lab le  sur  Sp(1,R) .

t -*o,.t{--
_:;+4- É
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I .3 .3  Remarque

0n  a  mont ré  l ' équ iva lence  de  la  con t rô lab i l i t é  de  D sur  !n (1 'R)

e t  de  la  cont rô lab i l i té  des  sys tèmes assoc iés  Do sur  P  e t  D*  sur  n2- [O]

pour un système D de deux champs de vecteurs. ce résul tat est faux pour un

système d'un nombre quelconque de champs

considérons en erret ' le svstèm. o =[[3 Jl ' [â -?1 ] 'o* et D n'ont

pas 1a  propr ié té  d 'access ib i l i té  par  cont re  DO a  ce t te  p ropr ié té '

Le système D' =il3 âl , [3 
-31 ' [â -?l ' fâ !l]sv'ct'isê de D

est  donc non cont rô lab le  sur  Spi t ,n i ,  par  cont re le  système Di  est  cont rô la-

b le  sur  P (0 .? .2  (v ) )  !

L.t-Le -ss!lreIc !!1 i!É-nlcs!-Pee -sÊ!er!ese,

I .4 .1  Dé f in i t i on

Sur un espace topologique une propr iété sera di te génér ique si

l ,ensemble  des  é ' léments  qu i  la  vér i f ien t  es t  une in te rsec t ion  dénombrab le

d 'ouver ts  denses .

Sur  un  espace de  Ba i re ,  qu i  es t  p réc isément  dé f in i  par  le  fa i t

qu 'une te l le  in te rsec t ion  es t  dense,  c 'es t  un  ensemble  dense '

I .4 .2  Propos i t i on

L,ensemble des systèmes D = 
{-A, A} Oe champs invar iants à droi te

cont rô lab les  sur  Sp(1 . ,R)  es t  un  ouver t  non dense lo rsque l 'on  mun i t  I ' a lgèbre

de L ie  de  sp( l ,R)  X  Sp( l ,R)  de  sa  topo log ie  canon ique d 'espace vec tor ie l '

Preuve

Sur un groupe de Lie pour qu'un système de champs invar iants soi t

con t rô lab le  i l  es t  nécessa i re  e t  su f f i san t  qu ' i l  l e  so i t  dans  un  vo is inage

de l ,é lément  neut re  (0 .3 .2 ) .  0n  dédu i t  a lo rs  ae  [ fa l  4 .3  e t  3 .2  l ' ouver tu re '

Ce résu l ta t  peut  d 'a i l leurs  ê t re  ob tenu d i rec tement  :  d 'après  I .3 .2  i l  su f f i t

de  le  mont re r  sur  R2- [o ]  ce  qu i  es t  in rnéd ia t  à  I 'a ide  de  I .2 .

La non densi té se démontre en remarquant que dans un vois inage suf-

f isamment pet i t  d 'un système de champs hyperbol iques non contrôlable tous

les systèmes sont non contrôlables.

La contrôlabi l i té est  donc non génér ique b' ien que la propr iété

d ,access ib i l i té  le  so i t  pu isque man i fes tement  l ' ensemble  des  sys tèmes ayant

ce t te  p ropr ié té  es t  un  ouver t  dense  (app l iquer  I .3 .1  pu is  I .2 .2 ) '
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CHAPITRE I I

RESULTATS ALGEBRTQUES

Ir!redus!isl

0n a  vu  en  0 .3 .5  que 1es  sys tèr . ,  u r r . i v is  régu l ie rs  de  Rn se  dé-
f in i ssen t  à  par t i r  de  l ' ac t ion  su r  Rn  d 'un  g roupe  a f f i ne .  En  par t i cu l ie r  l e
problème de trouver des systèmes de champs de vecteurs invar iants engendrant
cer ta ines  sous-a ' lgèbres  de  I 'a lgèbre  de  L ie  du  groupe symplec t ique a f f ine
es t  assoc ié  à  tou t  p rob lème de cont rô lab i l i té  avec  des  sys tèmes asserv is
régu l  ie rs  hami l ton iens .

Le résul tat  le plus important de ce chapi t re est  le thêorème
I I ' 3 .9  ;  son  con tenu  es t  l e  su ivan t :  tou t  champ de  vec teurs ,  non  nu l ,  de
I 'a ' lgèbre  de  L ie  Sp(n ,R)  admet  un  par tena i re  compact ,  i .e . ,  un  champ de vec_
teurs  appar tenant  à  I 'a lgèbre  de  L ie  d ,un  sous-groupe compact  de  sp(n ,R) ,  de
sor te  que l 'a1gèbre  de  L ie  engendrée par  1e  coup le  de  champs de  vec teurs  so i t
1 'a1gèbre  de  L ie  !p (n ,R) .

Dans I I . l ' ,  après  avo i r  rappe lé  que lques  généra l i tés  sur  les  a lgèbres
de L ie ,  nous  exp l i c i tons  [1 ]  n .  306 :  nous  dé f in issons ,  sur  une a lgèbre  de  L ie
semi -s imp le ,  la  no t ion  d 'é lément  fo r tement  régu l ie r  e t  d 'é lément  en  pos i t ion
gén i t r i ce  ;  les  coup les  de  champs de  vec teurs  dont  I 'un  des  é léments  es t  fo r te -
ment  régu l ie r  e t  l ' au t re  en  pos i t ion  gên i t r i ce  engendrent  I 'a lgèbre  de  L ie .

Dans  I I .2  nous  p réc isons  sur  l ' a lgèbre  de  L ie  SU(n)  les  ca rac té r i s -
t iques des éléments for tement régul iers et  cel les des éléments en posi t ion
géni t r ice.  Cela nous permet d 'exhiber des coup' les de champs de vecteurs engen-
drant SU(n).  Nous terminons ce paragraphe en résolvant Ie problème de mariage
a1gébr ique,  e t  donc  de  mar iage,  avec  la  c lasse  des  champs de  vec teurs ,  inva-
r ian ts  à  d ro i te ,  non  nu1s ,  du  g roupe  spéc ia l  un i ta i re  SU(n) .

Dans I I .3  nous  carac tér isons  les  é léments  fo r tement  régu l ie rs  de
Sp(n 'R) ,  de  type  compact ,  e t  les  champs de  vec teurs  invar ian ts  en  pos i t ion
gén i t r i ce .  Le  fa i t  de  d is t inguer  "une"  pos i t ion  gén i t r i ce  par t i cu l iè re  per -
met  a lo rs ,  v ia  les  résu l ta ts  de  l r . z ,  de  démont rer  le  théorème I I .3 .9 .

Enf in  dans  I I .4  nous  é tud ions  le  p rob ' lème de t rouver  des  coup les
de champs de  vec teurs  invar ian ts  engendrant  1 'a lgèbre  de  L ie  du  groupe a f f ine
produi t  d i rect  de groupes symplect iques af f ines.  Un tel  groupe est  en ef fet
physiquement adaptê au problème de mariage avec 1a classe des champs af f ines
hami 1 toni  ens .
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II.l-gql:lrss!iel-de-cesple: -srgerdrel!-gle-cl.gÈ!re-9e-Lie-:eui:girple.

Soi t  g  une  a lgèbre  de  L ie  rée l le  de  d imens ion  f in ie .0n  no te

[X,  V l  ]e  c rochet  de  L ie  de  deux  é léments  X ,  Y  de  g .

I  I  .  1 .  1  Déf i  n i  t ions

So i t  X  un  é lément  de  g  ;  on  dé f in i t  I ' endomorph isme adX de g  par

adX.y = fx ,  v ] .

B(X,  y )  =  Trace (adX 0  adY)  dé f in i t  une fo rme b i l inéa i re  symét r i -

que  sur  g  X  g  appe l lée  fo rme de  K i11 ing .0n  d i ra  que  g  es t  semi -s ' imp le  s i  l a

fo rme de K i l l i ng  es t  non dégénérée;  s i  de  p lus  g  es t  non rédu i te  à  0  e t

s i  l es  seu ls  idéaux  de  g  son t  g  e t {0 }  on  d i ra  que  g  es t  s imp ' le .

S i  l ' a lgèbre  de  L ie  [g ,  g ]  dê r i vée  de  g ,  i . e . ,  l ' espace  vec to r ie l

engendré  par i [X ,  V l  i  X ,  Yg  g ] ,  es t  semi -s imp le  e t  s i  g  s 'éc r i t  c  (Dg ,  9  '

c  é tan t  le  cen t re  de  g ,  i . e . ,  c  = lX  €g  ;  [X ,  YJ  =  0 ,  V  Y  g  s ] ,  on  d i ra  que

g es t  réduc t ive .

I  I  .  1 .2  Exempl  es

t ' i fgeUre de L ie  d 'un groupe de L ie  compactest  réduc t ive  ;  A ins i

l ,a lgèbre  de  L ' ie  U(n)  du  groupe un i ta i re  es t  réduc t ive  ;  son  cent re  es t  de

d imens ion  un ;  son  a lgèbre  de  L ie  dér i vêe  es t  1 'a ' l gèbre  SU(n) ,  e l l e  es t  s imp le .

L 'a lgèbre  de  L ie  GL(n ,R)  du  groupe l inéa i re  rée l  es t  réduc t ive '

son  cent re  es t  de  d imens ion  un ,  son  a lgèbre  dér ivée  es t  s imp le  :  c 'es t  l ' a l -

gèbre  de  L ie  SL(n ,R)  des  mat r ices  rée l les  de  t race  nu l le .  !p . (n ,R)  es t  une

a1gèbre  de  L ie  s imp le .

De façon génêrale les algèbre de Lie des groupes classiques sont

réduct ives ce qui  expl ique pourquoi  l 'étude de la structure des algèbres de

L ie  semi -s imp les  a  é tê  poussée t rès  lo in  e t  a  même condu i t  à  une c lass i f i ca-

t ion  complè te .

I I .1 .3  Propos i t i on  (FJ ,  chap .  I I .6 .3 )

Si  g est  semi-s imple alors g est  isomorphe au produi t  d i rect  de

tous  ses  idéaux  s imPles .
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I I .1 .4  Dê f in i t i on

une sous-a1gèbre de cartan de g est  une sous-algèbre a de g vé-

r i f ian t  les  cond i t ions  su ivantes  :

( i )  a  es t  une  a lgèbre  abé l ienne  max ima le  de  g '

( i ' i )  Pour  tou t  é lément  A  de  a ,  adA ês t ru r  endomorph isme semi -s im-

p1e ,  i .e . ,  d iagona l i sab le  su r  1e  complex i f i é  de  g '

I I .1 .5  Dé f in i t i on

So i t  g  une a lgèbre  de  L ie  semi -s imp le '

0nappe l ledécompos i t i oncanon iquedegunesommed i rec te '

g=a( lboù  i

( i )  a  es t  une sous-a ' lgèbre  de  Car tan  de  g '

( i i )  b  es t  un  sous  espace vec tor ie l  de  g  s tab le  re la t i vement  à

tout endomorphisme adA, A appartenant à a '  et  te l  que 1'algè-

bre  de  L ie  engendrée par  b ,  i .e . ,  la  p lus  pe t i te  sous-a lgèbre

de L ie  contenar t  g ,  so i t  g .

I I .1 .6  Dé f in i t ' i on

Soit  a une sous-algèbre de cartan de g et  g = a o b une décomposi-

t ion  canon ique de  g .

0n dira qu'un élément A de a est  for tement régul ier  s i  :

( i )La res t r i c t iondeadAàbes tun isomorph isme.

( i i )  La  res t r i c t ion  de  adA à  b  es t  cyc l ique  sur  b ,  i ' € . '  l e  po ly -

nôme minimal de adA sur b coTncide avec son polynôme caractér is-

t i  que .

I I .1 .7  Dé f in i t i on

Soit  A un élément de a,  for tement régul ier '

0n  d i ra  que l 'é lément  B  de  g  es t  en  pos i t ion  gên i t r i ce  (en  abrêgé

p.g . )  re la t i vement  à  A  s i  l ' a lgèbre  de  L ie  engendrée par  le  sous-espace vec-

to r ie l  cyc l ique de  b  de  base I  adA 'B,  ad2A '8"  " ]  es t  9 '  '

I I . 1 .B  Propos i t i on  (c . f .  t l l  $  5 ,  théorème Kuran ish i ) '

Soi t  A un élément for tement régul ier  et  B un élément en posi t ion
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gén'i tr ice rel ati vement à A '

A lo rs  1 'a lgèbre  de  L ie  engendrée par  le  coup ' le  [n 'e ]  es t  I 'a lgè-

b re  de  L ie  g .

Lapreuvees tév iden te .0nsa i tdonc 'su r tou tea lgèbredeL ie

semi -s imp le ,  cons t ru i re  des  coup les  engendrant  I 'a lgèbre  de  L ie  dans  la  me-

sure  où  l ,on  a  exh ibé  un  é lément  régu l ie r  e t  un  é lément  en  pos i t ion  gén i t r i ce

relat ivement à cet  é lêment '

I I .1 .9  Propos i t i on  (c . f ' [ t J  p '  305) '

So i tgunea lgèbredeL ie réduc t i vedon t lecen t reces tded i -

mens ion  un  ;9  s 'éc r i t  c ( } [g 'gJ '

considérons deux éléments x l ,  x2 de g de composantes respect ives

CL,  CZ sur  c  e t  D '  D ,  sur  [g '  g ] '

Les deux assert ions suivantes sont équivalentes :

( i )  L 'a lgèbre  de  L ie  engendrée par  {X '  XZ}  es t  g '

( i i )  L 'a lgèbre  de  L ie  engendrée  par  {o '  DÀ es t  [ s '  gJ  e t  l ' un

des élêments C!,  CZ est  non nul  '

rI.?_gger.esee-re:sr.!e!:-:sr-r.rer.gÈDre-de -Lie-gs-grgspe-spesieL-u!i!sire:

I  I  .2 .0  No ta t ions

vec tor ie l  de  U(n)  dont  une base es t

de la forme :

déf in i  par

et  c le sous-esPace vector ie l  de a

Désignons Par a le sous esPace

consti tuée par les matr ices AO, k e F'n]

[u.^. , Ik---1 -oio.. 
Ilo \

L -'-J
Notons a'  le sous-esPace de a

t Ér(r Ao ;c/*€ R ; oËtto = o

ensendré par 
Uâ Af
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Considérons les matr ices En.,  ' Fkr 1Jk< l - (n ,  a ins i  dé f in ies  :

Et t Ft't

0.1

d.  U(n)  de  base

{

1
I

:
1 -k { '' I'-

k lr l
I
-1k

I

Dêsignons par q le sous-espace vector ie l

[E . ,F r . t  
;  1 !k< t !n ] .

Préc isons  main tenant  sur  I 'a lgèbre  de  L ie

du i tes  en  I I  .1 .4 -5 -6 '7 .

I  I  .2 .  1  Propos i  t ion

( i )  U(n )  =  g (BSU(n) .

SU(n)  les  no t ions  in t ro -

sont respect ivement des sous-algèbres de Cartan de

de  SU(n) .

( i i )  a  e t

u(n)
a '

et

( i i i )

( i v )

SU(n)  =  a '  (D  b  es t  une décompos i t ion  canon ique de  SU(n) '
nn

So i t  A  un  é lément  de  a '  s 'êc r i van t  pE td t  A t ,  F  14k  
=  0 .

A est  un élément for tement régul ier  s i  et  seulement s i  les

nombres de l 'ensemble (di  -  d j ) ,  -  (04 -dl  ;  lJ i ( i ln sont

deux  à  deux  d is t inc ts .

L 'ensemble des éléments for tement régul iers de a '  est  un ouvert

dense de  l 'espace vec tor ie l  a ' .

So i t  B  un  é lément  de  SU(n) ,  A ' ,  sa  composan te  su r  a 'e t  B '  sa

composante sur b,  B '  s 'écr ivant  r f t j j l^  ( . i j  E i i  l  t r i  F i j ) .

Notons  À l 'ensemble  des  coup les  ( i '  j )  te1  que

(e i j ,  F i j )  I  (0 ,  o ) .

A lo rs  s i  B  es t  en  pos i t ion  gén ' i t r i ce  re la t i vement  à  un  ê lément

fortement régul ier  de a '  i l  I 'est  re lat ivement à tout  é lément

fo r tement  régu l ie r  de  a ' .

B  es t  en  pos i t ion  gén i t r i ce  s i  e t  seu lement  s i  l ' a lgèbre  de

L ie  engendrée par  l ' espace vec tor ie l

t t9i t$t i j  @Rr.1r) est su(n) '

( v )
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Preuve

I l  est  c la i r  que a et  a '  sont respect ivement des algèbres abé-

l i ennes  max ima les  de  U(n)  e t  de  SU(n) .

L ,a lgèbre  de  L ie  engendrée par  1 'espace vec tor ie l  b .  es t  SU(n)  car

[ t rn ,  F in l  = z  (Ai  -  An) ,  ie  [ t ,n- lJ .

Un calcul  é lémentaire de crochets de Lie montre que adA la isse sta-

b le  b  e t  la  res t r i c t ion  de  adA à  !  es t  un  endomorph isme semi -s imp le  dont  les

va leurs  p ropres  sont  imag ina i res  pures ;  p lus  p réc isément  tous  leS espaces

B. Ei j  O' t f '  sont la issés invar iants par adA et  restr ict ion de adA à chacun

de ées  espàces  es t  dans  la  base l t r i ,  
t r i ]  ta  mat r ice  d 'o rdre  deux

f  o ,  (6t-  -c( . ) l
|  

' l  J ' l

La'-1 o J
I l  est  a lors inmédiat  que adA restreint  à b est  un isomorphisme

cyc l ique,  i .e . ,  A  fo r tement  rêgu l ie r ,  s i  e t  seu lement  s i  les  va leurs  p ropres

de adA sur b sont toutes dist inctes deux à deux ;  comme ces valeurs propres

sont  les  nombres  complexes  i  (6u  -d i ,  -  i ( {  { ) '  f  k ( l jn  on  a  b ien  la

cond i t ion  de  ( i v ) .  L 'ensemble  des  ê léments  fo r tement  régu l ie rs  es t  l ' espace

vec tor ie l  a 'auque l  on  a  re t i ré  un  nombre  f in i  d 'hyperp ' lans .

Mont rons  1e  po in t  (v ) .  So i t  A  un  é lément  fo r tement  régu l ie r .  A lo rs

B,  es t  un  vec teur  cyc l ique du  sous-espace de  b ,  
t r9 iU$t i j  

@Rtr j ) ,  re la t i -

vement  à  I 'endomorph isme adA ( f131 I .2 .3 ) .

B  es t  en  pos i t ion  gén i t r i ce  re la t i vement  à  A ,  par  dé f in i t ion ,  s i

l ,a ' lgèbre  de  L ie  engendrée par  ce t  espace vec tor ie l  es t  SU(n) ,  d 'où  (v ) .

I I .2 .2  Propos i t i on

Soit  A,  un élément for tement rêgul ier  de a"

Cons idérons  un  é lément  B  de  SU(n)  ;  de  composante  A '  sur  a 'e t  B '

su r  b ,  B '  s 'éc r i vanr  -= -  ( . i j  E i i@f t j  F i j ) '
lJi ( i!n

S i  l , ensemble  àês  coup les  ( i ,  i ) ,  l { i f i (n ,  te l  que  (e r j '  F f j )  I  (0 '0 )

cont ien t  l ' un  des  sous-ensembles  de  I 'ensembl .  {  t i  '  i )  ;  l5 i ( i Jn}  su ivant  :

+  1 ) )

L ,2 i  +  2 ) ,  ( i ,  i  +

; i+ i=n{1ou

; i+ i=n  ou

a)

b )

c )

d )

I t i ,  i

I tzi  +

[  ( i ,  i )

[ ( i ,  i )

z)I
i + i=n+

i+ i=n+

2I

+
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Preuve

Alors  B  es t  en  pos i t ion  gén i t r i ce  re la t i vement  à  A .

L 'a lgèbre  de  L ie  engendrée  par {  n ,  B }  es t  SU(n) .

Pour  mont re r  que B es t  en  p .g .  on  app l i ,que I I .2 .1  (v )  e t  le  résu l -

ta t  su ivan t  t [E i j ,  Ek l l  =  *  tuu ,  fE i i ,  F t i l  =  1  Fuu  s i  un  seu l  é1ément  p  du

coup le  ( i ,  j )  co lnc ide  avec  un  seu l  é lément  q  du  coup le  (k ,  l )  i  (u ,  v )  é tan t

a lo rs  dé f in i  comme l ' un ique  coup le  de  I ' ensembl .  { i ,  i ,  k ,  l J  auCue l  on  a

re t i ré  [0 ,  o ]  e t  te l  que  1  !u1v  1n .

Pu isque  B  es t  en  p .g . re la t i vement  à  A ,  l ' a1gèbre  de  L ie  engendrée

par  
{4 ,  B }  es t  SU(n)  d 'ap rès  I I .1 .B .

I I  .2 .3  Lernme

Soi t  X ,  un  é lêment  de  U(n)  n 'appar tenant  pas  au  cent re  c

A lors  i1  ex is te  un  au tomorph isme in té r ieur  &de U(n)  te l

n
Û (x r )  =  

, i . d .  A ,  +  L  ( " i j  E i j  * f t j  F i j )' r '  
k -1K *  t ! . i c j {n

où I  es  coup l  es  (e i  j  ,  t i  j  )  ,  l J id in ,  son t  tous  non nu l  s .

Preuve

de  U(n) .

que :

nes ,  i .e . ,

0n  rappe l le  que U(n)  es t  l ' ensemble  des  mat r ices  an t i -an t ihermi t ien-

[ [ iol  I  
' l

I | - \Bii I r diê n, pij 
"ç1.

L[-P'j id I
a est  le sous-ensemble des matr ices diagonales et  le centre c est

I. ['( ol I
1 l,\.:l 

; A',éRl
\ t  iql

Le problème est  donc de montrer que tout tout  X, € U(n),  Xf  É c,

une mat r ice  U de  U(n)  te l  que
+- f r 1

u Xr "u =l 
\ f t i  I  ,hj  É o pour l( i ( i !n.

l-\ l
t-)njrl

I ' ensemble

i l  ex is te
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x ,  appar t ien t  à  a  e t  n 'appar t ien t  pas  au  cent re  c  de  u(n)  ;  X1

s 'écr i t ,  à  un  au tomorph isme in té r ieur  d .  g (n)  p rès '

lui oT
f t : -  

- ) .  
|  ,  d€ '  i * ,  E est  une matr ice d iagonale de U(n- l )  n 'appar tenant

f; *tJ
pas au  cent re  d .  g (n- l ) .  

È
App l iquons  l 'hypothèse de  récur rence :  i ]  ex is te  P  ê  u (n- l )  te1

que (t1'È x, tF = | ituttl, Êij I 0, t(i( j( n-1.

l 
-Btitn 

I
L JTr: ol

Notons P l 'élément 
Li  T 

de u(n).

J ,a f f i rme que pour  tou t  vec teur  x  deÇn-1 , \ ,1  
tx ï  (  L ,  on  peut  cons-

t ru j re  une  mat r j ce  P(x ) ,  appar tenan t  à  u (n ) ,  s 'éc r i van t

Ptlf  -  j ( I l ]  , t r(")  € R, ty(*)e 
çn-t , l (*)€ g(n-rS), et tel  que :

L _l îr_)l

0n peut supposer que X, appart ient  à I  puisque'  pour tout  é lément

X de  U(n) ,  i l  ex is te  un  au tomorph isme in té r ieur -C lde  U(n)  te l  quefL lx l  so i t

un  é lément  de  a  ( [S ]  p .  277 théorème 4 ' ) .

La démonstrat ion se fa i t  par récurrence sur n '

pour  n  =  ?  \e  résu l ta t  es t  év ident  ;  svpposons le  résu l ta t  v ra i

jusqu 'A  l ' o rd re  n -1 .

-  I ' app l i ca t ion  x  F IP(x )  es t  con t inue  en  x  =  0 '

-  P (0 )  =  P '

En ef fet ,  notons (x,  y)  le produi t  hermit ien complexe 
tx 

!  de deux

vec teurs  x ,  y  de{ .k .

Dés ignons  par  11 , . . . ,Fn ,  t rn r$1 ,  les  co lonnes  de  P '  So i t  S ,  un

vec teur  a .Çn appar tenant  5  ta  sphère  Szn- r '

0n  dé f in i t  S '  i € [2 ,  n l  de  ]a  façon  su ivan te  :

-  Si  € K, K intersect ion de l 'or thogonat au4-espace vector ie l

engendré  oar I  s r , . . . ,S i - r ]avec  la  sphère  3n- r '

-  La distance de S. i  à r ,  est  la distance de r . i  au compact K.
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Notons  Pr .  l a  mat r i ce  un i ta i re  (S l ' . . .  'Sn)  __- -

soit xe f,n-r, \16'5< , , ooron, I i- l =Vil t*i ;

La mat r i ce  P(x )  dé f in ie  par  P(x )  =  P1Xt r l \ vé r i f i e  les  cond i t i ons

\x  I

Considêrons maintenant la matr ice ant iLr 'ermit ienne

x ,  tF lx1  
;ô / (0 )  =  P  * r  tF ;  e l l e  es t  con t inue  en  x  =  0 .

lËi-xglg'r * rtt î, 5-lt : 
f,i--7;tt-) rJFi-[l

Pqr  cont inu i té ,  i l  ex is teÊr ,  0 tÊt (  1 ,  te l  que s i  \ (x ,x1  1 t . "
tF  . r t  invers ib le  e t  la  matr ice an i ihermi t ienne

*) î t  tÊ(") d'ordre (n-1) a tous ses coeff ic ients, sauf peut être

d iagonale ,  non nu ls .

lv lont rons mqintenant  qu ' i l  ex is te  t , \ , )  1" ,  x )<Êr ,  de sor te  la  l igne
æ+E

. y(x)  Ï1  "F so i t  sans zêro,  ce qui  achèvera la  démonstrat ion du

I x

: r

ce

P

la

X

+P(

l a

s

t

x

d

'(

I

tr
X

de

(x)  o /
emme.

x )

le

m

o(

rUX

ma
, t
x

, )c

eu

(x

(

I

l a

X

ce

T
I

Puisque P(x) est uni taire '  pour { fr f .  e,

y(x)  = -h1r1t Ï ' i - t (*)

La I  igne À(x)x t Ï - *  v(* l  î ,  
'F  s 'écr i t  a lors  auss i  ,

\(r)tT HIn-r - 6ttr l  î ,  t f ; t* l)  = \(*) t i  r1*1,

désignant  la  matr ice ident i té  d 'ordre n-1.

Notons t r (x ) , . . . , tn - r (x )  1es co lonnes de T(x)  '

0nremarquequeÀ(*) t l .T(x)=À(*)1(@l ' . . . ' t - f f i l l .

Les co lonnes  de  T(0)  sont  non nu l les  ;  en  e f fe t  d 'après

T(o) = 
[*\-utr l  ,  Ê,j  I  o, 1! i( iJn.

lFiN I
L *l

Chois iSsons un vecteur  v  deCn-1 n 'appar tenant  pas,  pour  i€  L l ,n- i l ,

hyperpl an orthogonal aeÇt.,  (o) .

A lors  (u ,  t i (o ) )  I  o  Pour  i€  [1 ,n-11

annoncées.

(l P(x )

ecr l

l C e

t

In -1

(1 ) ,
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Par  con t inu i té ,  i l  ex is te  t ,  0<E(É l  te l  que  s i

a lo rs  (v ,  t i ( x ) )  l 0  pour  tou t  i e I t ,n - t ] .

rée l  I to  e t  tout  i€ [1 ,n-1J .

Soi t f,o I 0 de sorte que

Notons ,o = f,o u

Ators tffil * o
est  une l igne  sans  zéro .

posons  U =  p (xo) .

pour i  €  U,n-11 et  | (xo)

par  t inéar i té ,  s i  t f f i . t  a lors 6 'u,  t i (x) )  l0  pour  tout

t io r{*o)

Arors u x1 ï  =f 
\  f i i Ï  ,k ir  o, l { idgn.' l

L 
-J'ii \* I

C'es t  b ien  ce  qu ' i l  f a l l a i t  mont re r .

0n est  en mesure de donner maintenant une réponse au problème de

mar iage a lgébr ique avec  la  c lasse  des  champs invar ian ts  à  d ro i te ,  non nu ls ,

sur  le  g roupe spéc ia1  un i ta i re .

I I .2 .4  Propos i t i on

pour tout  champ de vecteurs X'  non nul ,  appartenant à l 'a lgèbre

de L ie  SU(n) ,  i l  ex is te  un  champ de vec teurs  X ,  é lément  de  SU(n)  te l  que
' le 

coup1. txf  ,  Xz]  engendre SU(n) .

Preuve

Tout automorphisme intérieur de U(n) est un automorphisme de

I  ' a l  gèbre  de  L ie  SU(n) .

App l iquons  donc  I1 .2 .3  e t  I I .2 .2 :  i l  ex is te  un  au tomorph isme Ù

de I 'a lgèbre  SU(n)  te l  q r "91Xr )  so i t  en  p .g .  re la t i vement  à  tou t  é lément

fo r tement  régu l ie r  A  de  a '  le  coup l . [4 ,û (X lÛ engendre  SU(n) ,  ma is ,  pu is -

que 9est un automorphisme d'algèbre de Lie,  Cela êquivaut à dire que

[e-t(A),  
X. l  

]enSendre 
Sg(n) ;  ce qui  achève la démonstrat ion.
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I I  .? .5  Coro l  I  a i  re

So i t  X ,  un  é lément  d .  g (n) ,  X ,  n 'appar tenant  pas  au  cent re  c  de

u(n).

coupl  e

Preuve

Alors i l  existe un champ de vecteurs

[ * r ,  * r ]  ensendre ! (n) .

x2é lément  d .  g (n)  te l  que le

0n  app l ique  I I .1 .9  pu is  I1 .2 .4 .

I L3-Qseleses-reeul!e!:-:sr-1lc1gÈ9re-de-Lie-ds,grsgpe-eyuplee!iese

I I .3 .0  Pré l im ina i res

La rest r ic t ion de I 'appf  icat ionf fde cL(n, f1  dans Ë(Zn,  R)  déf in ie
parÙ:  (A + iB) ,+[ -â  i ]  ,  es t  un isomorprr isme ae sroupe de L ie  de GL(n, f )
sur  son image.

L ' i somorph isme d 'a ' lgèbre  de  L ie  dér ivé  co înc ide  uu" r f

0n  peut  donc  à  l 'a ide  de  ident i f ie r  U(n)  à  un  sous-groupe compact ,
qu i  es t  max ima l ,  de  Sp(n ,  R)  e t  U(n )  à  une  sous-a lgèbre  de  L ie  d .  gg (n ,R) .

0n  conserve  les  no ta t ions  in t rodu i tes  en  I I .2 .0  pour  dês igner  les

é léments  e t  par t ies  de  U(n)  a ins i  iden t i f iés  à  des  é lêments  e t  par t ies  de

Sp(n ,R) .

!P(n '  R) '
Dêsignons par h 

' l 'espace 
vector ie l  des matr ices symétr iques de

o =[[T ill i M, N e qtr,R), M et N svmé*iqu.+

Déf in issons  les  é léments  de  h  su ivants :

H =i Fi" I ^ i[g{)1"1 :"i 
[o ,],d 

Gi = 
[",.{; ] 

; iefl,nl

Hij ='Ërt;:J Gij ='k;{ ; ,(iljrn
[o ! >;J L.\ii o I

Hi ,  G i ,  H i j ,  G i j  son t  les  é léments  de  la  base  canon ique  de  h .
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0nrappe l lequeu(n )=a@b(c ' f ' I I ' 2 '0 ) 'e tno tonsen f ind

I a somme di recte ! @ !..

sp (n ,R)  es t  un  g roupe  de  L ie  non  compac t .  L 'a lgèbre  de  L ie  Sp(n 'R)

es t  une a lgèbre  de  L ie  s ' imp1e ;  e l le  a  la  par t i cu la r i té  de  posséder  une sous-

a lgèbre  de  car tan  g  qu i  es t  auss i  une sous-a lgèbrq  de  car tan  de  l 'a1gèbre  de

L ie  U(n)  du  sous-groupe compact  max imal  U(n) '

D 'au t re  par t  i l  es t  nécessa i re  de  savo i r  engendrer  l ' a1gèbre  de

L ie  Sp(n ,R)  à  l ' a ide  de  coup les  de  champs de  vec teurs  dont  l ' un  des  champs

appar t ien t  à  I ' a lgèbre  de  L ie  d 'un  sous-g roupe  compac t  de  sp(n 'R) '

0nvadoncpréc ise rsursp(n ,R) lesno t ions in t rodu i tesen

I I .1 .4 -5-6-7 ,  avec  une décompos i t ion  canon ique adaptée '

I I .3 .1  ProPos i t i on

( i )Sp(n ,R)=hoU(n) (décompos i t i ondeCar tan) .

( i i )  a  es t  une  sous-a lgèbre  de  Car tan  de  Sp(n 'R) '

!g (n , * )  =  a  od  es t  une  décompos i t i on  canon ique  de  sp(n 'R) '
n

( i i i )  So i t  A  un  é lêment  de  a  s 'éc r i van t  OZt  
4  

f  A t '

Aes tuné lément fo r tement rêgu l ie rs ie tseu lements i les

nombres  de  I ' ensembl . [24  ,  .  24

i€t l,n1)u [r* '  -*ù C -nrj,(4 *oi),- dt*dl;

15i  < iJn ]  sont  deux à  deux d is t inc ts '

L,ensemble des éléments fortement régul iers de a est un

ouver t  dense de I 'espace vector ie l  a '

( iv )  So i t  B  un é témenr  de Sp(n,R)  s 'écr ivant  A '  -  
FUr ,n iH i  

+  g ic i )

ç7
* , fu6 (hi  jHi j  + si ic i i )  *  f f ig ( . i  j t i i  *  r i iFr i) '

A'  appar tenant  à  a .

Notons  ,  À ,  t 'ensemble  des  ' ind ices  i  te l  que (h . i  ' 9 i )  f  (0 '0 ) '

te l  que  (h r j ,  9 i j )

A lo rs  s i  B  es t  en  Pos i t ion

for tement  régu l ie r  de  a ,  i l

À ,, À, respecti vement I 'ensemb.l e des coupl es ( i '  i  )

É  (0 ,0 ) ,  (e i  j ,  f f  
3 )  I  

(0 '0 ) .

gêni t r ice relat ivement à un élément

l 'es t  re la t i vement  à  tou t  é lément
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for tement régu' l ier  de a. .

B  es t  en  pos i t ion  gén i t r i ce  s i  e t  seu lement  s i  I ' a lgèbre  de

L ie  engendrée par  1 'espace vec tor ie l

t , .% RHi @[Rc,) + (t ,9irc$R Hij  olRci j)

*  ( t iO;kÀ,  R Ei j  O'R F. i r )  est  sp(n,R) .

Preuve

Un calcul  de crochets de Lie montre que la base d.  !p(n,R) cano-

n iquement  assoc iée  à  landécompos i t ion  de  Car tan  de  Sp(n ,R)  es t  la  base où

les éléments adA, A = 
Ëdf Af ,  sont représentés sous forme de matr ice

di  agona' l  e par bl  ocs d 'ordre deux :

La si tuat ion est  donc formel lement analogue à cel le rencontrée en

11 .2 .1 ,  d 'où  l ' i den t i té  des  d i f fé ren ts  po in ts  de  11 .2 .1  e t  ceux  de  I I .3 .1 .

I  I  .3.2 Lenrne

So i t  B  un  champs de  vec teurs  de  1 'a1gèbre  de  L ie  Sp(n ,R)  n 'appar te -

nan t  pas  à  U(n ) .

A lo rs  1 'a lgèbre  de  L ie  engendrée par  la  fami l le  de  champs de  vec-

teurs  
{ t ,  _Utn ) }  es t  1  ' a1gèbre  de  L ie  Sp(n ,R) .

La  preuve s 'appu ie  sur  des  cons idéra t ions  géomét r iques  e t  sur  la

c lass i f i ca t ion  réa l i sée  par  Boothby  Oans [1 ]  des  sous-groupes de  L ie  du  grou-

pe l inéa i re  opérant  l inéa i rement  e t  t rans i t i vement  sur  l ' espace po in té  On- [O] .

0n peut concevoir  au moins deux autres méthodes, l 'une fondée sur

des  ca lcu ls  de  c rochets  de  L iê ,  I 'au t re  sur  la  décompos i t ion  po la i re  de

l,ornr 

tlJ 
dans ra base ["' n'] '

[-,. i .*, 

'" ' ;* ' ]  dans ra basel", '  ci iJ'

I -; ",; 

',*'; TJ dans I a base { 
" 

' ' ri i}'
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Sp(n,R) qui  Permet
système de chamPs

non nu l .

Preuve

Notons G le sous.espace intégral de Sp(n,R) dont l .algèbre de

Lie G est  l 'a lgèbre de L ie  engendrée par  lg ,  U(n) I '

G est l ,orbite de l ' identi té du système de champs invariants à

g(^))  de sp(n,R) (0.3.1) .

Le système associé sur Rzn -lo] a la propriété d'accessibi l i té'

En e f fe t ,  d 'après  0 .2 .2  ( i v ) ,  i l  su f f i t  de  mont rer  que l 'o rb i te

A(x) d,un état x de R2n-{o} ouerconque est d' intér ieur non vide.

Cette condit ion est sat isfai te car A(x) = G.x, G contient U(n)

par construct ion et U(n) opère transit ivement sur la sphère t2n-l  ;  A(x)

contient donc la sphère passant par x ; d'autre part G contient

IexptB i  te  R] ,  or  B n 'appar t ient  à  U(n) ,  i l  ex is te  donc y  appar tenant  à

la sphère de sorte que (àxptB).y, t  appartenant a un interval le non vide

[O,gJ,  so i t  une var ié té  t ransverse à la  sphère '

A(x)  est  donc d ' in tér ieur  non v ide '

G est bien un sous-groupe de Lie de Sp(n'R) opérant transit ivement

sur nzn-lo|.

U(n) est un sous-groupe compact maximal de G'

En effet u(n) est un sous-groupe intégral de G, il est compact

d,apres [ f l  p. 120 5.4 ;  i l  est maximal car G est inmergê dans Sp(n'R)'  or

U(n) est un sous-groupe compact maximal de Sp(n'R)'

tvlontrons que l 'algèbre de Lie G est simple'

G opère transit ivement sur R2n-101, G est donc réductive 1[f ] l . t t  ; !

le centre de G est inclus dans le centralisateur de u(n) dans !g(n'R) qui

n,est autre que te centre c de u(n) (car i largèbre abérienne maximale de u(n)

est abêl ienne maximale dans !g(n'R)) ;  te centre de U(n) est 'BJ ;  un calcul

inmédiat de crochet montre qu'un êlément de !g(n, R) corynutant avec J est

dans u(n) ; corme B e G, g d 9(n), ! = { 'o}.

Corme de Plus G contient U(n) ' 9 est sîrnple.

du grouPe linéaire, opérant tran-G est donc un sous-grouPe de Lie

une démonstrat ion construct ive de la contrôlabi l i té du

invar ian ts  à  d ro i te  de  Sp(n ,R) {H,  g (n ) } ,  H  svmét r ique

droi te 
fB,
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sit ivement sur Rzn- IO1, e admet U(n) conrne sous-groupe compact maximal et
t  J '

G es t  s imp le .

G es t  donc  isomorphe à  Sp(n ,R)  1 [ t ]  1 .41 .

Comme G es t  con tenu dans  Sp(n ,R) ,  G =  Sp(n ,R) .

I  I  .3.3 Lenme

Soi t  H  un  é lément  d .  h .

Alors i l  existe P appartenant à U(n) te l  que
r l l

P-rHP= È Xir . ,  ;h1)o, i€ [ r ,n ] .
i= l

La démonstration se fait par récurrence sur n et est de principe

identique à cel le de [e,f  p. 12 proposit ion 2.

I I .3 .4  Propos i t i on

So i t  B  un  champ de  vec teurs  de  l ' a lgèbre  de  L ie  Sp(n ,R) ,  n )2 ,

n'appar tenant  pas à 9(n) .

Alors l 'algèbre de Lie engendrée par la famil le de champs de vec-
teurs  {4 ,  sUln) }  

" r t  
l 'a lgèbre de L ie  !p(n ,R) .

Preuve

0n mont re  à  l ' a ide  de  I I .3 .3  qu 'e l le  es t  i sonorphe à  une a lgèbre

de L ie  contenant  U(n)  e t  on  conc lu t  en  app l iquant  I I .3 .2 .

Notons DR.t .  l 'a lgèbre de Lie engendrée par un système D de champs

de vecteurs invar iants à droi te.

B  s 'éc r i t  H  +  C  +  SU,  H€  h ,  H  non  nu l  ,  C€  g ,  SU€ SU(n) .

L'a lgèbre de L ie In,  Su1n1]  o. r .  est  donc égal .  à  {H + C,  Su(n)}n. r .

Appl iquons  a lo rs  I I .3 .3  :  i l  ex is te  P  €  U(n)  te l  que

p-l  H p = H,,  H, = r*r \ i  , r , \ r> o.

Puisque P €  U(n) ,  l ' a lgèbre  d_e L ie {  t  *  C ,  SU(n) }A.1 .  es t  i somorphe

à r 'arsèbre de L ie {H'  + c ,  SU(n[^ . r .  {H '  + c ,  su(n}o. r . -âài i i .n t  {H ' ,  u(n)} .

En effet ,  [0,  -  A3, [0,  
-  A2, H'  *  cJl  = -  4trr  Hr€{H'  + c,  su(nÙn.r .

donc G, --  -  L lz [0,  
-  nr  Hr le[H'+ c,  su(nÛA.r. ,

et donc l i l r ,  nJ = 2 Ale tt '+ c, !U(nÛn.r-..
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cornne u(n)  = su(n) OIRA'  on en dédui t  I 'assert ion '

Appl iquons a lors I I .3 .Z:  [H '+ C,  SU(n) ]n. r .  cont ient{H' ,  U(nD

H'$ u1n) ,  donc { t '  *  c ,  su(n[A.1.  = Sp(n,R).

or  f  H + c,  su(n) ]n. r .  est  isomorphe a { t '  
+  c ,  su(n[0. t . '

aonc{H + c,  SU(n)}  o. r .  
= sp(n,R).  \

conrne{  r  *  c ,  su(nû0.r .  ={e,  su(n}A.1. ,  a lors { t ,  gqtrÛA.1.  = Sp(n,R),

ce qui  achève la démonstrat ion

I I .3 .5  Remarque

La propos i t ion  I I .3 .4  es t  inexac te  pour  n  =  1  e t  î  =  2 '

Pour n = l car su1z1 =p.
pour n = Zt  otr  remarque que l 'a lgèbre de Lie engendrée na. [H, su(z)] ,

H = Hl + H2, est isomorphe à !!.(2,û) ulgèbre de Lie du groupe des matrices

complexes d'ordre 2 
"t 

d"jry.

0n a maintenant mis en place le matér ie l  technique nécessaire à

d is t inguer  une pos i t ion  gén i t r i ce  par t i cu l iè re .  E l le  es t  fondamenta le .

I I .3 .6  Coro l la i re

Soit A un élément de a fortement rêgulier et B un élément de

Sp(n,R)  s 'écr ivant  H + A '  *  B ' ,  H,  A '  e t  B '  appar tenant  respect ivement  â

h,  ô  e t  SU(n) .

0n supPose que :

a)  H est  non nul .

b) B, est posit ion génitr ice sur SU(n) (relat ivement à la décom-

posi t ion canonique a '  O b) .

Alors B est en posit ion génitr ice relat ivement à A. L'algèbre de

Lie engendrée par  {O,  t l , ,es t  l 'a lgèbre de L ie  !g(n 'R) .

Preuve

engendrée par d'

Cette

est  !g(n,R) .

algèbre de Lie

Notonsd . l .espaceyec to r ie l cyc l iqueengendrépar

[aOA.e ,  ad24 .8 , . . . ,1 .  B  es t  en  pos i t i on  gén i t r i ce  s i  l ' a lgèbre  de  L ie  9n . f .

cont ient  { t ,  
gq(n) }  d 'aPrcs  I I .3 .1  ( iv )  e t  b) '
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Pour  n )  2 ,  on  app l ique

9 'R . t .  =  Sg(n 'R) '

=  S ! . (n 'R)  e t  doncI I .3 .4 t {H,  su(n)}n. r .

Pour t ra i ter  les deux cas restants i l  est  nécessaire de raf f iner.

Pour  n  =  1 ,  d 'n  '  con t ien t ,  d 'ap rès  a )  e t  I I .3 .1  ( i v ) ,

R t ,  @R c '  o.  fH'  Gl ]  l ' i 'n '  donc g 'R.r .  cont , ien.{ t '  u(1)}  . t  on conclut

en app l iquan t  I I .3 .2 .

Pour  n  =  2 ,  d 'A .L .  con t ien t ,  d 'ap rès  I I .3 .1  ( i v )  e t  a ) ,  l ' un  au

moins des t ro is espaces vecior ie l t  RI ,  OTe* R t ,  @Ter, 'RHtz @'Rer,  ;
o" [ irr, .r l  = z A!, [t '  nrl = 2 Az,[Èr. nriJ = ziAr + A2).

L'a lgèbre de L ie  engendrée par  d '  cont ient  doncfH,  ! (z) ]  , . ' . t t
donc !g(2 ,R)  ,  d 'après I l  .3 .2 .

{o' r}

I I .3 .7

B es t  b ien  en  pos i t ion  gén i t r i ce .  L 'a lgèbre  de  L ie  engendrêe par

es t  Sp(n ,R)  d 'ap rès  I I .1 .8 .

Lemme

Soit  X,  un champ de vecteurs,  non nul ,  appartenant à l 'a lgèbre de

Lie  !g(n ,R) .

Alors i l  existe un automorphisme intérieur tde Sp(n,R) tel  que

l (Xt )  so i t  en pos i t ion géni t r ice sur  Sp(n,R)  ( re la t ivement  à  la  décomposi t ion

canonique g@ g) .

0n a  mont ré  en  I I .3 .6  que s i  X lÉ  g(n)  e t  s i  la  p ro jec t ion  canon i -

que  de  X ,  su r  SU(n)  es t  en  p .g .  su r  SU(n)  a lo rs  X ,  es t  en  p .9 .  su r  Sp(n 'R) .

D 'au t re  par t ,  on  sa i t ,  depu is  I I .2 .3 ,  que tou t  é lément ,  non nu l ,

de  SU(n)  peut  ê t re  mis ,  à  l ' a ide  d 'un  au tomorph isme,  en  p .g .  sur  SU(n) .

D 'où  la  s imp l ic i tê  de  la  démonst ra t ion  qu i  va  su iv re-

Preuve

x l  t 'écr i t  H +  u '  H€ h ,  u€! . (n) .

0n dist ingue 4 cas, les trois derniers se ramenant au cas I  par

automorphisme i ntérieur.

V(  
" ,  

c  cen t re  de  U(n) .

le rme I I .2 .3  :  i l  ex is te  P € U(n)  te l  que

t*  t fugn ( . i j  E i j  +  f i j  F i j ) ,  A 'ê  a ,  (e i j '  t t i )  I  (0 '0 ) .
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p€ u(n) ,  donc p- l  H P €h,  p- l  H P es t  donc un é lément  non nu l  de h '

É{x ,  R es t  en p .g .  sur  !g (n ,R)  d 'après I I '3 '6 '

Cas 2  :  H I  0 ,  Ue c '  U I  0 .

App l iquons  le  lemme I I .3 .3 :  i l  ex is te  P t€  U(n )  te l  que
. n \ l

oit, ,r= ,*, h.' t.,,trr)o.
posons P,  = (expHf lexpÏ l lz  n l  (exp -  Hr)  et  P = (P2P1) '

Alors  o - t  * ,  P  es t  dans  le  cas  l ' .

Cas3 :H l0 ,U=0.

App l iquons  comme précédenrnent  le  lemme I I .3 -3 :  i l  ex is te  P t€U(n)  te l  que

.n
oit r or, = Ër \t  t i ,  tr l> o.

Posons P,  =  exP (Gt  *  A t )  e t  P  =  Pt  Pr '

A lo rs  o - t  , ,  P  es t  dans  le  cas  l ' .

Cas  4  :  X ,  €  U(n ) .
I _

Alors ,  d 'après [s ]  p .  277-4 ' ,  i l  ex is te  R €U(n)  te l  que

*-t*rR=rË(rAr,4r*0.

Posons S, = exPt Ht et Pa = RSr.

Alors ,  pout  t  I  0 ,  t  assez pet i t ,  o ; t  Xt  Pt  est  dans le  cas 1 '

I I .3 .8  Dêf in i t ion

Soit  G un sous-groupe fermé de GL(n'R) '

0n dira qu'un champ de vecteurs A appartenant à l 'a lgèbre de Lie

G de G est  compact s i  I 'ensemble fexptA ;  
t  € R| est  une part ie bornée de

GL(n ,R) .

D,un  po in t  de  vue a lgébr ique ce la  s ign i f ie  que I 'endomorph isme A

est semi-s imple et  que ses valeurs propres sont toutes imaginaires pures'

I I .3 .9  Théorème

pour tout  champ de vecteurs X'  non nul ,  appartenant à l 'a lgèbre

de Lie !g(n,R),  i l  existe un champ de-vecteurs X, de !g(n,R),  compact '  te l  que

l ,a lgèbre  de  L ie  engendrée pa t  {X f  XZ} ,  i .e . ,  la  p lus  pe t i te  sous-a lgèbre

de L ie  de  !g (n ,R)  contenant  [x t '  
XZ] ,  so i t  !P(n 'R) '
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Preuve

App l iquons  le  lenme r r .3 .7  :  i1  ex is te  un  au tomorph isme in té r ieur
I  a"  Sp(n,R)  de sor te  qu.  f i1x . , )  so i t  en  p .g .  sur  Sp(n,R) .

Soit  A un élément de a for tement régul ier .

Le coupl .  
tA,  VUt) ]  enSenare t 'a lgèbre de L ie  Sp(n,R)  d 'après

I  I .1 .8 .

Puis frest un automorphisme cela équivaut â di.. ouefa-t (o), t ,  
]engendre !p(n,R).

L'ë lément  XZ =9-1(A)  est  b ien compact ,  d ,où le  résu l  ta t .

ILl-Qseleses-rs:sl!e!:-sgr-eerlci!e!-:ese:s1gÈlre:-de--Lie-9e-llelgÈ!re-de-t!e
ds- grsspe-eyrplee!!g ue _eII! le .
ôpplI ge!ie!e_qsr-:y:lepee-s::eryi: -regsLier:-!cu!!!el!el: .

Si I 'on veut résoudre,  en construisant ef fect ivement le partenaire,  le pro-
b lème de mar iage avec  la  c lasse  des  champs a f f ines  hami l ton iens ,  on  es t  con-
frontê au problème algébr ique prél iminaire de savoir  déterminer quand cer-
ta ins  sys tèmes asserv is  régu l ie rs  hami l ton iens  on t  la  p ropr ié té  d 'access i -
b i l i t ê .

C 'es t  l ' ob je t  de  ce  paragraphe.

I  I  .4 .0  Pré ]  im i  na i  res

0n  rappe l le  que  I ' on  no te  { r r ,  . . . ,  un ,  v l ,  . . . ,  un }  la  base

canon ique de  Rzn.

So i t  k r ,  . . . ,  k "  des  en t ie rs ,  pos i t i f s  non  nu ls ,  te l  que
k l  *  . . .  +  k "  =  n .

base :

[ ' 0 ,  *

uo, '  *  " '

Dés ignons pu"  R2k i ,  ie I t , . ] ,  le  sous-espace vec tor ie l  de  R2n de
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Cons i r1érons  le  sous-groupe G de Sp(n ,R) ,  ensemble  des  é léments  de

Sp(n ,R)  la i ssan t  s tab le  les  r  espaces  vec to r ie l s  R2k1 '  .  - . ,  RZk" .

G es t  i somorphe  au  g roupe  de  L ie  Sp(k l ,R)  X  - . .  x  Sp(k . 'R)

f , i somorph isme é tan t  dé f in i  comme é tan t  l ' app l i ca t ion  qu i  fa i t  cor respondre

à  l ,é lément  S  de  Sp(n ,R)  l ' é lément  (S1 ,  . . . ,  S r ) , ' où  S i  dés igne  la  mat r i ce

représentant la restr ict ion r le S à Rzki  dans la base ci-dessus ment ionnée.

L 'a lgèbre  de  L ie  9  s ' i den t i f i e  à  l ' a ide  de  l ' i somorph isme d 'a l -

gèbre  de  L ie  dér ivé ,  no têJa ,  â  I 'a1gèbre  de  L ie  semi -s imp le

!p (k 'R)X . . .X  ! I ( k r ,R) .

Avec  les  no ta t ions  de  I I .3 .0  e t  l a  p ropos i t i on  I I .3 .L  on  a  donc

le  résu l ta t  su ivant  :

I I .4 .1  Propos i t i on

( i )  a  es t  une sous-a lgèbre  de  Car tan  de  I

( i i )  G =  a  @ (gng)  es t  une dêcompos i t ion  canon ique de  9 .

( i i i )  So i t  A  un  é lément  de  a  s 'éc r i van t

n

Êrn 
t  Ar.

A est un élément for tement rêgu' l ier  s i  et  seulement s i  les nombres

de  l ' ensemble

lrnr, - zq; ie [r, ' ' l  ] u [ta., * dr),
-  (di  + o\),  (di  -  dj) ,  -  1d.,  -  o/r);  i  ( i ;

i ,  i€ [1,  r r )u[ t r  *  1,  k1 + t r ]U

U [kr*  k"-1+1'nJ. ]

sont  deux  à  deux  d is t inc ts .

( i v )  So i t  B  un  é lément  de  G.

A lors  s i  B  es t  en  pos i t ion  gén i t r i ce

régu l ie r  de  a  i l  1 'es t  re la t i vement

de  a .

B est  en posi t ion géni t r ice s i  et  seulement

la  res t r i c t ion  de  B  a  n2k i  ( c . f .  I I .4 .0 )  es t

su r  Sp(k r  R) .
I t

relative à un êlêment fortement

à tout élément fortement régulier

s i ,  pour  tout  i  €  [1 , "J  ,

en pos i t ion géni t r ice

7 '  , \
I t
t  . . r '  I
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0n a  dê f in i  1es  g roupes  a f f j nes  en  0 .3 .5 .  I l s  son t  assoc iés ,  de

façon na ture l le ,  à  tou t  p rob lème d 'access ib i l i té  re la t i f  aux  sys tèmes as-

servi s régu'l i  ers .

En Par t i cu l  ie r  :

I I .4 .2  Propos i t i on

Soit  A un élément de G, B un champ de vecteurs appartenant à G

et b un vecteur de R2n.

0n suppose que les  cond i t ions  su ivantes  sont  vér i f iées  :

( i )  A est  un élément for tement rêgul ier  de g sur 9 '

( i i )  L ' j n te rsec t ion  du  spec t re  de  la  res t r i c t ion  de  adnA à  gnd  avec

le spectre de l 'endomorphisme A de Rzn est  v ide'  
-

( i i i )  B  es t  en  pos i t i on  gén i t r i ce  su r  I  re la t i vement  à  A .

( i v )  La  pro iec t ion  canon ique de  b  sur  Rzk i  es t  non nu l le ,  pour  tou t

i  € h,r]
Alors 1,a ' lgèbre de Lie engendrée par le couple de champs de vecteurs

{ tn ,o ) ,  
(B ,b) }  de  I 'a lgèbre  de  L ie  du  groupe symplec t ique a f f ine  es t

l ' a lgèbre  de  L ie  a f f i ne  (G,  Rzn) .

Le  sys tème asserv i  rêgu l i . "  r ,u* i l ton ien  
{n .X ,  

B .x  +  b }  a"  n2n

a  la  p ropr ié té  d 'access ib i l i t ê -

Preuve

I l  convient de commencer par al1êger les notat ions sur G par rapport

à  ce l  I  es  i  ndu i  tes  Par  I  I  .3  .0 .

So i t  A  un  é lêment  de  q  s 'écr ivan t  .  *  -A t  A t '
k=1 .

D,après  I I .3 .1  e t  I I .4 .1 ,  l a  res t r i c t ion  de  adnA à  qnd  es t  un  endo-

morphisme semi-simple dont les valeurs propres sont imaginaires pures;  notons-

les  i  d (A) ,  -  i  d (n ) ,  d  décr ivan t  un  ensemble  À .

Les  nombresd( (A) ,  d (décr ivan t  À ,  fo rment ,  d 'après  I I  ' 4 '1 ,  1 'ensemble

des :
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2d: ;  jé [ r ,n l  -

1or i  + o(r) ,  (d:  -cvr) ;  j  ( i ;  j , iê [ t ,  kJ u

U[ t r *  *k r - l+1 'n ] '

Dês' ignons par lut( ,  I t l . '  cv e À '  la base de G O d ainsi  dêf in ie :

S i  d (A)  -  2d : ,  a lo rs  l r ' l oa  =  H j ,  l {o (  =  G i '

S i  d (A)  =  d  i  
-  O ,  a lo rs  Mo,  =  F i j ,  to , *  =  E i i '

S i  o (  (A )  =  N  
i  

*  N j ,  a lo rs  M 
, /=  

H i  j ,  *o /  =  G i i '

adnA la isse  s tab le  tous  les  espaces  IR i4  +  IRN e t  dans  la  base 
{ tno '  

* . . }

la restr ict ion de ad, A est  reprêsentée par la matr ice d 'ordre deux :

r o o((nl
|  |  (1 )

fotnl  oJ (c.r .  I I '3 '1) '

Les no ta t . ions  é tan t  a ins i  s imp l i f jées ,  mont rons  que I 'a1gèbre  de  L ie

{ tn ,o )  
,  (B ,bÙ A .L .  

ensendrée  par  
{ (A ,0 )  ,  

(B ,b ) }  con t ien t  (G '  0 )  '

L 'endomorph isme A de  Rzn es t  un  opéra teur  semi -s imp le ;  ses  va leurs

propres  sont  les  nombres  complexes  idO,  -  io [ '  k€  [ t 'n ] '

un calcul  faci le de déterminant montre alors que le polynôme

carac tér is t ique  de  A s 'êcr i t  :
n

PAù) = 
oT, 

(\' *art) G)'

Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs de 1 'a lgèbre de Lie

a f f ine  (G,  RZn)  es t  le  c rochet  indu i t  par  ! t (Zn  +  1 '  R)  :

[tx,rr), (y*)] = ( tx,v1 / x*,-Yn) '
0n en dêdui t  donc que :

Po(ad(G,R2n)  (o 'o) ) ' (B 'b)  =  (Po(adn A) 'B '  PA(A) 'b)

0r  d 'après  cay ley-Hami l ton  PA(A)  =  0 ;  i l  s 'ensu i t  donc  que :
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Po(ad  
,n  ^z r .  

(A ,0 ) ) . (B ,b )  =  (Pn(ad ,  A) .  8 ,0 ) .
( b ' K  )  -

PO(adn  A) .  B  es t  en  pos i t i on  gén i t r i ce  re la t i vement  â  A .  En  e f fe t ,

d 'ap rès  (1 )  adn  A  res t re in t  à  IR*o ,@ * *O es t  dans  la  base  
{ tn * ,  

tO}

la  mat r i ce  d 'o rd re  deux  :

t : 'r(A)l
[-{nr o J

Ce qu i ,  io in t  â  (2) ,  mont re  que PO(ad,  A)  res t re in t  à

IRfq,"@ IRFI,( est dans la base 
t tr ! ,  N 

J 
renrcsentée par la matr ice d'ordre

deux :

(-T r@û-&otl)f; I 
(3)

B s 'écr i t  A '  +  L  (m- . t r { - ,  +  n  .N- ) ,  A '€g,

norons À' r,ensembre des 5:.t , i  ;. ,:*i * to,ol.

I l  résu l te  donc  de  (3 )  que  PO(adn  A) .8  s 'éc r i t  :

f n

d'*t [ ï - ' "  "  ' \ (*  r ,r  + n "
ftÀt!|" i 

- x- (A)), ('o. I 'L + no N*)' A € e'

Puisque,  d 'après ( i i ) ,  les  nombres Pq -  ÉtOl )  sont  tous non nu ls ,

û  &On ( to , ,  nd)  I  (o ,o)  s i  e t  seulement  s i  ore À/ -

0n en  dédu i t  donc ,  en  u t i l i san t  la  ca rac tê r i sa t ion  de  la  p .g .  de

I I .4 .1  e t  de  I I .3 .L ,  que

PO(ada  A) .  B  es t  en  p .g .  su r  G s i  e t  seu lement  s i  B  es t  en  p .g .  su r  G.

Cet te  cond i t i on  es t  l a  cond i t i on  ( i ' i i )  e t  donc

PO(ada  A) .  B  es t  b ien  en  pos i t i on  gên i t r i ce .
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1
L 'a1gèbre  de  L ie  engendrée  par {  tn ,o l ,  (Po(ad ,  A) .  8 ,0 ) }  es t

donc ,  d 'ap rès  I I .1 "8 ,  I ' a lgèbre  de  L ie  semi -s imp le  (q ,0 ) .

En  fa isan t  ag i r  (q ,0 ) ,  à  I ' a ide  du  c roche t ,  su r  l ' é lément  (0 'b ) '

h  vé r i f i an t  ( i v ) ,  on  ob t ien t  que  I  ' a lgèbre  de  L i l  I  tn ,o l ,  ( t ,o i )  
o . r .

con t ien t  auss i  (0 ,R2n) .

En  conc lus ion ,  I ' a lgèbre  de  L ie  engendrée  par  
I  tn ,o l , (B ,b t  es t

1  'a1gèbre  de  L ie  (9 . ,Rzn) .

(q ,ozn)  es t  1 'a1gèbre  de  L ie  du  G-groupe  a f f i ne .

Le G-groupe af f ine opère t ransi t ivement sur R2n, le systèrne

1n . " ,  B .x  +  b ]  a  
' l a  p ropr iê té  d 'access ib i l i t é  su r  R2n  d 'après  0 .3 .4  ( i i ) .

t J

I1 .4 .3  Coro l  l a i re

So i t  X ,  =  (X ,v )  un  champ de  vec teurs ,  non  nu l '  de  I ' a1gèbre  de  L ie

(9p(n ,R) ,  R2n)  du  g roupe  symp lec t ique  a f f i ne .

A lo rs  i l  ex is te  un  champ de vec teurs  X ,  =  (Y ,w) ,  compact  (c 'es t -à -

d i re  que  
{  

exn t  Xr ;  t€  * }  es t  une  par t ie  bornêe  de  GL(2n+1,R) )  te1  que  :

a )  s i  X  es t  non  nu l ,  a lo rs  1 'a1gèbre  de  L ie  engendrée  par  
{ * r ' * r J  

so i t

(Sp(n ,R) ,  R2n)

b)  Le  sys tème asserv i  régu l ie r  hami l ton ien  de  * 'n  
{  

X .x  +  v ,  Y . *  *  t  }
a  1a  p ropr ié tê  d 'access ib i l i t é .

Preuve

Démont rons  le  po in t  a ) .

0n  mont re  que s i  X ,  =  (X ,v )  es t  te l  que X es t  non nu l  a lo rs  i l

ex is te  un automorph isme t  a"  1 'a1gèbre de L ie  (Sp(n,R) ,  R2^)  te l  q r . f r {x r )

vér i f i e  ( i i i )  e t  ( i v )  de  11 .4 .2 .

D is t inguons deux  types  d 'au tomorph ismes de  (Sp(n ,R) ,  Rzn)  :
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-  so i t  h  €  R2n,  no tons  Tn I 'au tomorph isme :

(C ,c ) l+  (C ,  c+C.h) .

-  so i t  P€  Sp(n ,R) ,  dê f in j ssons  l ' au tomorPh isme SO

(c ,c )  F>  (P- l  c  P ,  P- l  . c )  .

non  nu l ;

e f fe t ,  s i  v  I  0  on  Prend h  =  0 ;

I

V

en

I l  ex is te  r r€  n2n  te l  Que  Tn(X ,v )  s 'éc r i ve  (X ' , v ' ) ,  x '  non  nu l  e t

s i  v  =  0  on  cho is i t  h  {  fe r  x .

I l  ex is te  P  6  Sp(n ,R)  te l  que  So(X ' ,u ' )

p .g .  su r  Sp(n ,R)  re la t i vement  à  q  Od,  V"  non  nu l .

En e f fe t  i l  su f f i t  d 'app l iquer  le  lemme

Posons fr= to 0 Tr,.

Atorst(x,u) = (x

Soit  A un champ de vecteurs de Sp(n ,R)  appar tenant  à  a  e t  vér i -

a lo rs ,  d 'ap rès  I I .4 .2  l ' a lgèbre  de

X es t  en  p .g .

v "  es t  non  nu l .

f i an t  ( ' i )  e t  ( i i )  de  I I .4 .2  su r  Sp(n ,R)

Lie ensendrée par  
I  tn ,o l ,  P (x ,u) ]  est

Comme lest un automorPhisme

d i re  que 1 'a lgèbre  de  L ie  engendrée par

I  I  
- t (A,o),  (x,u)]  est

" ,u " )  es t  te l  que  :

sur  Sp(n ,R)  re la t i vement  à  a  @4,

l l  l l  l l

s 'éc r i ve  (x  , v  ) ,  X  en

I I .3 .7 .

) n

( !p (n ,R) ,  R ' " )  .

d 'a lgèbre de L ie ,  ce la  équ ivaut  à

2n
( !g (nnR) ,  R ' " )

O,  
-1 (A,0)  

es t  b ien  un  champ compact  e t  on  a  c lonc  mont ré  1e  po in t  a ) .

S i  X  es t  nu l ,  â lo rs  X t

Y de  Sp(n ,R) ,  compact  te1  que Y

un vec teur  cyc l ique de  Y.  A lo rs

cess ib i l  i t é  su"  R2n .

S i  X  es t  non nu l ,  le  po in t  b )  es t  une conséquence immédia te  de

a)  e t  de  0 .3 .4  ( i i ) .

=  (0 ,v ) .  0n  cho is i t  un  champ de vec teurs

soi t  un endomorphisme cyc' l ique de R2n et  v

1e  coup l .  l v . * ,  b }  a ' l a  p ropr iê té  d 'ac -
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Chap i t re  I I I

Couples de champs de vecteurs invar iants

â droi te contrôlables sur le groupe sym-

plect ique et  couplês de champs af f ines

hami l ton iens  cont rô lab les  ru .  q2à -  |  0  |
e t  sur  RZn.

Introduct i  on

Ce chap i t re  es t  consacré  à  la  rêso lu t ion  du  prob lème de mar iage avec  la  c lasse

des champs a f f ines  hami l ton iens  sur  R2n avec  s ingu la r i té .

Dans I I I .1 .  son t  dé f in is  les  champs s imp les  e t  leurs  fo rmes normales .  Pu is  nous

énonçons le  théorème de réduc t ion  de  C iampi  ( [4 ] ) ,  Qu i  n 'es t  r ien  d 'au t re

qu 'une " jo rdan isa t ion"  adaptée  à  la  géomét r ie  symplec t ique de  R2n.

I I l .2  ne  cont ien t  que des  c r i tè res  de  cont rô lab i l i tê  é lémenta i res .

Les prob' lèmes de contrôlabi l i té,  sur un groupe de Lie s imple non compact,  avec

une farni l le de champs de vecteurs invar iants à droi te,  sont des problèmes

heur ist iquernent intéressants et  donc très étudiés.  Nous obtenons à cet  égard

dans  I I I .3  une  sér ie  de  p ropos i t i ons  o r ig ina les .

Mais ce paragraphe est ,  dans le cadre str ict  du problème de mariage, avant

tou t  un  louvo iement .  En e f fe t ,  de  façon généra le ,  i l  nous  semble  d i f f i c i le

d'aborder de front un problème de contrôlabi l i té avec une classe de champs

af f ines ,  guê  ce  so i t  d 'a i l l eu rs  d 'un  po in t  de  vue  loca l ,  c 'es t  b ien  le  sens

que  l ' on  peu t  donner  à  I I .4 ,  que  d 'un  po in t  de  vue  g loba l .  D 'où  l ' i dée  de

rêsoudre dans une première étape le problème avec la c lasse des champs l i -

néaires,  le système af f ine pouvant en ef fet  s ' interprèter grossièrement

comme un système linéaire perturbé.

Toutes les condi t ions object ives pour la démonstrat ion du thêorème de mariage

son t  a lo rs  rêun is .  Ce la  se ra  réa l i sé  exp l i c i tement  dans  I I I .4 .
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I I I .1 .  Réduc t ion  d 'un  champ hami l ton ien  l i nêa i re

0n commence par déf in ' i r  intr insèquement les champs simples;  ces champs simples

sont précisément tous les champs i r réduct ib les de type non compact.  Puis on

donne leur  fo rme normale .  Enf in  on  ênonce le  théorème de réduc t ion  en  I I I .1 .6 .

I I I .1 . l . .  Dé f in i t i ons

so i t  X  un  champ de vec teurs  appar tenant  à  I 'a lgèbre  de  L ie  s ! (n ,R) '

0n dira que X est  un champ hyperbol ique rêel  non dégênéré s i  les div iseurs

é lémenta i res  de  X fo rment  un  coup le  du  type  { ( f -g1n, ( t r+o)n} ,  o t  0 .

0n  d i ra  que X es t  un  champ hyperbo l ique complexe s j ,  î=2P,  e t  s i  les  d iv iseurs

élémentaires de X forment un couple du type

l ( (À-a )  (À-d ) )P ,  ( (À+a)  (À+&) )p l ,  d ,  =  e  +  i0  ,  g ,  e  >  o '

0n d ' i ra que X est  un champ hyperbol ique rée1 dégénéré d 'ordre impair  s i '

n=2p+1,  p>1 ,  e t  s i  ^2P+1 es t  d i v i seur  é lémenta i re  de  X  avec  une  mu l t ip l i c i té

doub l  e .

0n  d i ra  que X es t  un  champ parabo l ique s i ) ,2n  es t  le  d iv iseur  é lémenta i re  de  X.

0n  d i ra  que  X  es t  un  champ e l ' l i p t ique  s i ,  r l )1 ,  e t  s i  l e  seu l  d i v i seur  é lé -

menta i re  de  X es t  de  type  ( r2  *  o2)n ,  c r>O.

si  x est  un champ d,un des types précédemment décr j ts on dira que X est  un

champ s imPle .

0n rappel le d 'autre part  qu'un champ compact X de Sp(n,R) est  un opérateur

semi-simple dont toutes les valeurs propres sont imaginaires pures;  cela

s ign i f ie  donc  que tous  les  d iv iseurs  é lêmenta i res  de  X sont  du  type  lou

^2  +o2 ,  a>  o .

I I I .1 .2 .  Dé f in i t i on

0n d i ra  que deux  champs de  vec teurs  X  e t  X '  de  I 'a lgèbre  de  L ie  Sp(n 'R)

son t  équ iva len ts ,  XdX ' ,  S ' i l  ex is te  P  appar tenan t  à  Sp(n 'R)  te l  que

p- l  x  P  =  X ' .

I I I  .1 .3 .  Formes normales

So i t  X  un  champ de vec teurs  appar tenant  à  l ' a lgèbre  de  L ie  Sp(n ,R) '
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a)  X  es t  un  champ hyperbo ' l ique  rée l  non 'dégênérê  de  d iv iseurs  é lémenta i res

t (À  -o  )  
n ,  (À  +o)n l ,  c r>0 ,  s i  e t  seu lement  s i

f,v[ti,-l B.=f"\'l
[ol-"ol " 

L'\)'J
b)  X  es t  un  champ hyperbo l iqùe complexe de  d iv iseurs  é lémenta i res

l ( ( l  -o ) ( r -d ) )p ,  ( ( r+c  ) ( r+a) )p l  r  o=p+ io  r  p ,0 )0  s i  e t

seu lement  s i

f', i o I li,.', 'l [' el fr ol
x- l-"- l- -l,ro =l \,,1,0, = | | , rz= | |

L' i-"J 
' 
l ' \;iJ t' eJ L' 'J

c) X est  un champ hyperbol ique rée1 dégénéré d 'ordre impair  s i  et  seulement

si 
|-u" lol fo, ^l

x^, [-t- i-": 
I, 

Bo d'ordre impair, Bo = 
l:\ i  I

L' | -".1 Lo .. ôJ
d)  X  es t  un  champ parabo l ique s i  e t  seu lement  s i  X  es t  équ iva len t  à  l ' un

des deux champs

fo ?rt+ 
ro)'t'-^-[
LTol oJ

Les deux champs X et  -X ne sont pas équivalents.

e )  X  es t  un  champ e l l i p t ique  de  d iv i seur  é lémenta i re  ( r2  *o21n ,  o  >0 ,  s i

e t  seu lement  s i  X  es t  équ iva len t  â  l ' un  des  deux  champs.

f a O.1.o(f

+ | o 'e/"1

l%,,;l
Les deux champs X et  -X ne sont pas êquivalents.
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f )  X est  un chamP

k€ [ t ,n ]  ;  Bk  >

compact de valeurs Propres

O ls i  e t  seu le rnent  s i  X  es t

I  iÊk ,  - i  B  k ;

équ iva lent  à  l 'un  des chamPs

l 
d&.

0n appe l le ra  ces

Preuve

forr,resnormal es .

Tous ces résul tats et  formes sont conformes à ceux de [a]  théorème 5.1

( i i i ) ,  ( i v ) ,  excep té  la  fo rme du  champ e l l i p t ique ;  ma is  dans  ce  cas  app l i -

quons  la  par t ie  ( i i i )  de  ce  théorème :  i l  fau t  e t  i l  su f f i t  pour  que l 'équ i -

va lence so i t  v ra ie  que les  d iv iseurs  ê ' lêmenta i res  de  I 'endomorph isme B '

= i Pr
o
$ù

o

ol,|t i
I
fe
t-
I
I

l es

toi
F;i
formes I

2  ? .n
se  l im i t en t  à  l ' é l émen t  (À '  { û - ) " ;

rappe lons  que  l ,on  no te  I  u l , . . . ,Un ,V1 , . . . ,Vn  l l a  base  canon ique  de  R2n;  on

observe alors que 1a matr ice représentant l 'endomorphisme B dans la base

I  (u1 ,un ,vn-1 )  ,  ?uZ , -u3 , -vn - r ; vn -3 ) ,  (uO,uU,vn-4 ,vn -5 ) '  ( -u6 ' -u7 ' -vn -6 ' -un-7 ) ,

. . .  ]  n ,es t  au t re  que la  fo rme normale  de  Jordan assoc iée  au  d iv iseur  é lé -

mentaire (xZ uz)n

I I I .1 .4 .  Remarques
i t s iXes tunchamphyperbo l ique , lesd iv i seursê ]émenta i resdeXdéte r -

minent la forme normale de façon univoque; en part icul ier  les champs x et  -x

sont  équ iva len ts .  Par  cont re ,  s i  x  es t  parabo l ique ou  e l l ip t ique ,  à  chaque

d iv iseur  é lémenta i re  es t  assoc ié  deux  c lasses  d 'équ iva lence;  X  e t  -X  dé f i -

n issent  ces  deux  c lasses ,  c 'es t -à -d i re  qu ' i l s  appar t iennent  à  des  c lasses

dist inctes.  Dans le cas compact,  la s i tuat ion est  encore plus complexe; en

e f fe t ,  à  un  ensemble  l i g l ,  -  i 3L ;  ke [1 ,n ] ,  B t=0 ]de  va leurs  p ropres ,  s i  p

dés igne le  nombre  d 'é léments  non nu ls  d is t inc ts  de  la  su i te  f in ie  (BO)  e t  eO

leur  mu] t ip l i c i tê  respec t ive  on  peut  recenser  P(oo+t1  c lasses  d 'équ iva lence

(c f .  f4  l ,  s . t ,  ( i i i ) ) .

t i,{):
(B)=l,i"
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Tout  opéra teur  l inéa i re  L  s 'écr i t  d 'une façon un ique S+t ' l  où  S dés igne

un opéra teur  semi -s imp1e,  N un  opéra teur  n i lpo ten t ,  e t  te l  que SN =  NS.

S i  L  appar t ien t  à  $ . (n ,R) ,  la  composante  semi -s imp le  e t  la  composante  n i l -

po ten te  appar t iennen t  auss j  à  I ' a lgèbre  de  L ie  !g (n ,R) ,  c 'es t  d 'a i l l eu rs  une

propr ié tê  des  sous-a lgèbres  de  L ie  semi -s imp les  de  GL(n 'R) .

Le lecteur vér i f iera que la forme normale des éléments font  apparaî t re c la i -

rement  la  par t ie  semi -s ' imp1e e t  la  par t ie  n i lpo ten te-

I I I .1 .5 .  Dé f in i t i on

Pour des raisons de commodité,  on dira qu'un champ de vecteur X appar-

tenant  à  l ' a lgèbre  de  L ie  Sp(n ,R)  es t  un  champ hyperbo l ique rée l  dégénéré

d 'o rd re  pa i r  s i ,  I l  =  2p ,  p  >  1  e t  s i  X  es t  équ iva len t  au  champ B (que  1 'on

appe l le ra  fo rme normale) ,

Bo d 'o rdre  2p ,  Bo =

0n peut maintenant énoncer le théorème de réduct ion,  gui '  sous cette forme,

es t  dû  à  C iamPi  ( f+11  5 .1 ) .

I  I  I  .2.  Troi  s cr i  tères de contrôl  abi  I  i té

Déf i  n i  t i  on

L:\, lg L:l ,;1

I I I .1 .6 .  P roPos i t i on

Soit  X un champ de vecteurs appartenant à I 'a lgèbre de Lie !p.(n,R).

A lo rs  i l  ex is te  des  en t ie rs  k l , . . . , k r ,  pos i t i f s  non  nu ls ,  te l s  que '

k1* . . . *k ,  =  n ,  e t  un  é lément  P  de  Sp(n ,R)  de  sor te  que  P- l  X  P ,  iden t i f i ê

à  l ,a ide  de  I 'au tomorph isme d 'a ' lgèbre  de  L ie (L  de f in i  en  I I .4 .0 .  à  un  ê lément

de  l ' a lgèbre  de  L ie  !g (k l ,R)  X  . . .  X  !p . (k r ,R)  s 'éc r i ve  (81 , " ' ,B l ' ) ,  B i  dés i -

gnant  un  champ sous  fo rme normale ,  s imp le  pour  ie  [ t , r -1 ]  e t  compact  s inon.

Preuve

0n  app l ique  [4 ]  théorème 5 .1 . ( i i )  pu is  I I I .1 .3 .

I  I  r  .2 .1 .
So i t  A  un é1ément  de  a  (c f .  I I .3 .0 . )  s 'éc r i van t
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n
t  a ,  A r '

k : l ^ N

0n d i ra  que A es t  un  par tena i re  p r iv i lég ié  s i  les  nombres  rée ls  O(O sont

ra t ionne l lement  indépendants ,  i .e . ,  s i  nk  sont  des  en t ie rs  re la t i f s  te ls  que '

n
t  l l r .  ok  =  0n  a lo rs  nk  =  0  pour  k€  [  l ' n  ]  '

k = l  
K

I I1 .2 .2 .  Remarques

Notons Tn le tore de dimension n déf in i  par

n
Tn = I  exp rn An;  to€ [o,zr ]  |  .

k=1

x Le système de champs invar iants à droi te

I  A r ;  k€  [1 ,n ]  I  de  Tn  es t  con t rô lab le  su r  Tn '

x0n rappe l le  d 'au t re  par t  que A es t  un  par tena i re  p r iv i lég ié  s i  e t  seu-

lement  s i  l ' ensemble  I  exp  tA ;  t>0  les t  dense  dans  Tn '

I I I .2 .3 .  Remarque

Sj  A  es t  un  par tena i re  p r iv i lég iê  a lo rs  A  es t  un  é lément  fo r tement  ré -

gul  ier  de !g(n,R) relat ivement à la décomposi t ion canonique g e q '

En ef fet ,  A s,écr ivant l -  ok Ak et  les nombres an étant rat ionnel lement
k=l r(

'  i ndépendants ,  l a  cond i t i on  ( i i i )  de  I I .3 . l ' .  es t  b ien  vé r i f i ée '

I  I  I  .  2 .4 .  Cr i  tè re  1

Soit  A un partenaire pr iv i légié et  B un champ de vecteurs appartenant à

l ,a lgèbre de Lie !g(n,R).  Notons respect ivement D1, DZ les systèmes de champs

invar ian ts  à  d ro i te lR ,g l  e t  l lA t ;  k€ [1 ,n ] l  ,  B lsu r  Sp(n 'R)  e t

n l  t f ) ,  A l  ( I )  les  ensembles  d 'é ta ts  access ib les  à  par t i r  de  I ' i den t i té  des
"1  -2

systèmes resPect i fs.

Alors :

( i )  n l  t r )  est  dense aans nf i^( I ) .- u l " 2
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( i i )  S i  le  sys tème D. ,  a

1e système D, est

contrôl  abl  e.

1a  p ropr ié tê  d 'access ib i l i t é  e t  s i

con t rô lab le  a lo rs  le  sys tème D,  es t

Preuve

Mont rons  1e  po in t  ( i ) .

App ' l i quons  0 .3 .1 .  :

r p
An ( I )  =  I  Tr  (exp t tA)  (exp
" I  i=1 '

r P
An1I1 =  l r r  Pr (exps*B) ;

" 2 i = l r l

r iB) ;  p€ N,  t ' s . ,  à  0  l

p€  N,  P i€  Tn,  s -  > '0  I

Puisque  I ' ensemble  I  exp  tA ;  t>0  fes t  dense  dans  Tn  e t  pu isque  le  p rodu i t

d 'un  nombre  f in i  d 'é léments  es t  une opéra t ion  cont inue sur  un  groupe de  L ie ,

on vér i f ie alors de façon immédiate que pour tout  é lément I  ae nf i  1f1 i l
"2

ex is te  une su i te  d 'é léments  de  Af i  ( I )  convergeant  vers  P .  Le  po in t  ( i )  es t-1

donc  vér i f ié .

L 'asser t ion  ( i i )  dêcou1e  a lo rs  de  ( i )  e t  de  0 .2 .4 .

Le problème de déterminer s i  un système est  contrôlable est  un problème di f -

f ic i le;  en ef fet ,  exceptê le résul tat  de Lobry sur les systèmes de champs

Po isson-s tab les  (c f . [11 ]  I I .4 .4 . ) ,  on  ne  d ispose  pas  de  cond i t i ons  gu f f i -

santes de contrôlabi l i té ef f icaces; on ret iendra donc le cr i tère prat ique

qu i  va  su iv re ;  on  ver ra  en  e f fe t  qu ' i l  es t  à  la  c le f  de  tous  les  résu l ta ts

de cont rô lab i l i té  du  paragraphe I I I .3 .

I  I  I  .2 .  5 .  Cr i  tè re  2

So i t  D  =  {X i ;  i  €F ,p ]  lune  fami l le  de  champs de  vec teurs  sur  une var ié té  M.

0n rappel le que xl  acsigne le groupe à un paramètre engendré par Xi ,  et  A+1x)
l 'ense.r ,b l"  d"s "  d Folr  occeei ,b l" : i  à pon[,"  de î  .
A lo rs  1e  sys tème D es t  con t rô lab le  s i  e t  seu lement  s i  :

( i )  l e  sys tème D a  la  p ropr ié té  d 'access ib i l i t é

( i i )  Pour  tou t  x  de  M,  tou t  i  e t  tou t  t )0 ,  X i t  ( * )  appar t ien t  à  I 'adhêrence

de  l ' ensemble  R+1x1 .
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Preuve

La  cond i t i on  ( i )  es t  nécessa i re  d 'ap rès  0 .2 .2 . ;  l a  cond i t i on  ( i i )  es t

nécessa i re  par  dé f in i t ion  même d 'un  sys tème cont rô lab le .

Ces deux  cond i t ions  sont  su f f i san tes  :  i l  su f f i t  p resque de  recop ier  la  dé-

mons t ra t ion  de  t l1 ]  I I .4 .4 .

Sur  un  groupe de  L ie  avec  un  sys tème de champs invar ian ts  à  d ro i te ,  d 'après

0 .3 . ,  l e  c r i tè re  dev ien t  :

11 I .2 .6 .  Cr i tè re  2 '

So i t  D  =  {  X i ;  i e  [ l , p ] ]  une  fami l l e  de  champs invar ian ts  à  d ro i te  su r

un  groupe de  L ie  G.

A lors ' le  sys tème D es t  con t rô lab le  s i  e t  seu lement  s i  :

( i )  l ,a ' lgèbre  de  L ie  engendrée par  la  fami l le  de  champs de  vec teurs  D es t

1 'a1gèbre  de  L ie  des  champs invar ian ts  à  d ro i te  de  G.

( i i )  Pour  tou t  i  e t  tou t  t  >0 ,  exp- tX '  appar t ien t  à  I 'adhérence de  I 'ensem-

nt e R+1 t  )  (  I  désignant I  'é l  ément neutre de G) .

Sur  une var ié té  p rodu i t ,  une fami l le  de  champs de  vec teurs ,  dont  tous  les

éléments déf in issent sur chaque var iété composante un champ de vecteurs,  dé-

termine sur chaque var iété composante un système asservi ;  le cr i tère 3 va

mont rer  que,  dans  ce  cas  e t  sous  cer ta ines  cond i t ions ,  s i  chacun des  sys tè-

mes projetés est  contrôlable,  a lors 1e système est  contrôlable.

111 .2 .7 .  Cr i tè re  3

Notons  par  M =  (M1, . . . ,11r )  une var ié té  p rodu i t  de  var ié tés  Ml .

Désignons pa"fr la c lasse des champs de vecteurs de M ayant la propr iêté

suivante :  s i  Z appart ient  àf t  ,  a lors Z engendre sur chaque Mi un groupe à

, i
un paramètre Zi tel que le groupe à un paramètre Z, de Z soit défini par

zr.(ml, . . . ,mF) = (21.ml, .  . . ,71.mr).

Soi t  X  un  champ de vec teurs  appar tenant  a* ,  X  s 'écr i t  donc  (X l , . . . ,X t ) ,  X i

désignant un charnp de vecteurs sur Mi;  notons Y une fami l le de champs de vec-

teurs  appar tenan t  a&,  Y  = {  V j ;  i ç  [ l , k i ] ,  i e [ t , r ] l .  0n  suppose  que  les

cond i t ions  su ivantes  sont  vér i f iêes  :
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( i )  i l  ex is te  01 , . . . ,0 " -1 ,0 i  appar tenan t  â  t ' l i ,

t e ' l s  que  X i (O i )  =  0  pour  i  e  [1 , r -11  .

( i i )  1e  charnp  de  vec teurs  v ]  s 'éc r i t (0 , . . . ,0 , Ï i ( i ème pos i t i on ) ,0 , . . . ,0 ) ,
J  .  J '

Yl acrignant un champ de vecteurs sur l ' l i .
J -

Alors  la  fami l le  de  champs de  vec teurs  [X ,v l  es t  con t rô lab le  s i  e t  seu lement

s i  chaque sys tème lx i  ,  Ï .1 ,  j .  [ , k . ]  |  es t  con t rô lab le  sur  Î î i  .
J -  

L  -  
I J '

Preuve

La cond i t ion  es t  év idemment  nécessa i re ,

i l  n 'es t  pas  res t r i c t i f  de  supposer  r=2 ,  le

rence sur r  de façon analogue.
1 0

Soi t  F  =  (F ' ,F ' )  un  é ta t  de  l l ;  mont rons  que

i l  existe une trajectoire du système asservi

I  en  F .  D is t inguons 3  é tapes  :

Etape 1

mt

mont rons  qu 'e1 le  es t  su f f i san te ;

cas général  se fa isant par récur-

pour  tou t  po in t  I  =  ( t1 , t2 )  de  l l ,

t e l l e  que  I ' on  pu isse  reca le r

Le systèm. lx l , Ï11j '

et une trajectoire

reca le r  (01 ,12)  en

contrôl abl e

sous-système

,F2) .

donc un point L2 o. l tz

te l le  que l 'on  pu isse

est

du

(F1

sur  Ml ;

I x,vll
i l

de

exi  ste

lx,yl

tof
Ï->=-* r,
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Etape 2

Le systèm" lx1, i l t

et une traiectoire

reca le r  ( I1 , I21  .n

Etape 3

es t  con t rô lab le  sur  Ml

du sous-système 1x, vl I

(01 , , :2 )  .

l'lt

;  i l  existe donc un Point  J2 de

de  {X ,Y}  te l l e  que  1 'on  Pu isse

vP

-58 -



Le système

d 'équ i  I  i  b re

trajectoi  re

1o1,J2y en

Conc l  us ion

A I ' i ssue des  3  é tapes  on  a  b ien  mont ré  que l 'on  pouva i t  reca le r  I  en  F '

I I I .3 .  Résu l ta ts  de  cont rô lab i l i té  sur  le  g roupe symplec t ique

et sur Rzn- I  o l  .

Ce paragraphe a  deux  ius t i f i ca t ions  d is t inc tes .

Son premier object i f  est  d 'apporter,  au problème de mariage, une réponse par-

t ie l le  avec  la  c lasse  des  champs invar ian ts  à  d ro i te  sur  Sp(n ,R)  e t  une ré -

ponse totale avec la sous-classe des champs compacts;  un te l  problème a un

in té rê t  en  so i .

Sa seconde just i f icat ion est  d 'ordre technique; en ef fet ,  pour démontrer de

façon construct ive le théorème de mariage avec la c lasse des champs af f ines

hamil toniens de RZn, on est  confronté au problème de déterminer s i  certains

coup les  de  champs a f f ines  hami l ton iens  lA .x ,  B .x  +  b |  son t  con t rô lab les ;  o r

on ne dispose pas de cr i tère ef f icace pour s 'assurer directement d 'un te l

résul tat ;  par contre on dispose d'un tel  cr i tère pour montrer la contrôla-

b i l i t é  du  sys tème {A .x ,  B .x }  su r  R2n-  {o  }  ;  d 'où  l ' i dée  de  démont re r ,  dans

un premier temps, ce résul tat  ce qui  nous permettra en I I I .4.  de passer au

cas  a f f ine ;  ê11 e f fe t ,  d 'un  moin t  de  vue de  cont rô lab i l i té  loca le '  pour  b

assez pet i t ,  on verra que le système I  A.x,  B.x + bl  a un comportement ana-

logue  au  sys tème l l . x ,  B .x  I

$2

de

.  T?f  es t  cont rô lab le  sur  M2;  d 'aut re  par t  01 es t  pos i t ion-  
J '

tous les champs de la  fami l le  lx , t r t  
l r r  

t ,  ex is te  donc une

sous 'système I  x ,v j  I  oe I  x ,Y I  te l le  que l 'on pu isse recaler

,L2) .

du

(01

I I I .3 .1 .  Dé f in i t i on

Soi t  D = lx ,Yl  ,  D '  = |
dro i te  su r  Sp(n ,R) .  0n  d i ra

P appar tenant  à  SP(n ,R)  te1

X' ,Y' I  deux systèmes
que les systèmes sont

queP- lXP=X'e tP

de champs invar iants à

équ iva len ts  s ' i l  ex is te
- 1  |'YP=Y
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I I I .3 .2 .  Rem.arque

Cet te  re la t ion  d 'équ iva lence conserve  la

sur  Sp(n ,R)  e t  des  sys tèmes assoc iés  sur  RZn-

prob lème de mar iage,  i l  su f f i t  de  résoudre  le

de la  c lasse  d 'équ iva lence du  champ donné.

contrôlabi l i té des sYstèmes

I  o  l .  En par t icu l ier ,  Pour  un
problème pour un rePrésentant

I I I .3 .3 .  P ropos i t i on

So i t  X ,  un  champ de vec teurs  invar ian t  à  d ro i te  sur  Sp(n ,R) ,  hyperbo l ique

réel  dégénéré ou non. Alors i l  existe un champ de vecteurs X1 invar iant  à

dro i te  sur  Sp(n ,R) ,  compact ,  te l  que la  fami l le  de  champs de  vec teurs  I  XyX2 l

so i t  con t rô lab le  su r  SP(n ,R) .

Preuve

D'après r .3.2.  re syst* . ' [ .  :^ ] ,  
r )0,  

[ ,  I  
]est  contrôrable

sur  Sp(1 ,R) ;  on  peut  donc  supposer  n )  1 .

Notons B le champ hyperbo'l ique réel non dégénéré sous forme normale,

D- |:r i 'l f^\'1,,, o,g= 
h-ir"l ' Bo= 

| Nr ILt ; -B"J 
L ^J

N le champ hyperbolique réel dégénéré sous forme normale

r, - Ft i 'l ., = ftirr'lf r l  = l -- i r1 ,  No= |  \ . t1
L'::'J 

O 
L'\J

N est la composante ni lpotente de B; désignons pas S la composante semi-

s imp le  de  B,

l^N^lso=
ft, i oJ

= l - - l - , - ' l  ,I r l

t' ! -t,.|

doncS+NetSN
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Soit  A un partenaire pr iv i ' légié;  on va montrer que 1es systèmes de champs
invar ian ts  à  d ro i te  {A ,N }  e t  lA ,B f  son t  con t rô lab les  su r  Sp(n ,R) .

vér i f ions  que ces  deux  sys tèmes on t  la  p ropr ié té  d 'access ib i l i té :

A  es t  é lément  fo r tement  régu l ie r  d ,après  I I I .2 .3 . ;

Ns'écr i . : ; l  L lz Hi , i *1 - : ! :  t /z ' r . , , . ,* ,  et  B
i = l  

, r I r  
i = l

s 'éc r i t  N  +  i  À  H i ;  app l iquon  s  I I .Z .Z .a )  :
i=1

n-1
t  l /2  E i , i *1 .  es t  en  pos i t i on  gén i t r i ce  su r  SU(n) ;

i=1

l ' l  e t  B  sont  donc  en  pos i t ion  gên i t r i ce  sur  Sp(n ,R)  e t  les  sys tèmes

{A ,N l  ,  lA ,B f  on t ' l a  p ropr ié té  d 'access ib i l i t é  su r  Sp(n ,R) ,  d ,après
I I .3 .5 .

Pour  p rouver  la  cont rô lab i l i té  de  sys tèmes lA ,N l ,  {A ,B l  i l  su f f i t ,
d 'après  I I I .2 .4 .  de  mont rer ,  respec t ivement ,  QU€ les  sys tèmes
Dt  =  { lA t ;  ke  [1 ,n ]  I ,  t ' l  ]  e t  Dz  =  l {A t ;  ke  [1 ,n ]1 ,  B  I  son t  con t rô lab les .

Les  ensembles  d 'é ta ts  access ib les  à  par t i r  de  l ' i den t i të  sont ,
d 'après 0.3 .  1 .  ,  l  es semi -groupes :

AË. ( I )  =  l - f ,  P r (exp  r . i  N ) ;  p€N,  p i€Tn ,  S ià :  o l ,
" L  i = l  I

nf i^{ t )  = l . { ,  P i (exp s i  B) ;  p€N, p i€Tr ,  s i= o l .-Z  i=L  '

App ' l i quons  I I I .2 .6 .  :  D . ,  a  la  p ropr ié té  d 'access ib i l i t é  i l  es t  con-
trôlable s i  et  seulement s i  pour tout  champ X de D.,  et  tout  tào,

'  exp-tx appart ient  à 4- f t )pr  le système lAt ;  ke i l ,n] lest  contrô-
i '

l ab le  su r  Tn ;  l e  c r i t è re  2 '  app l i qué  à  D . ,  dev ien t  donc  :

a)  D,  cont rô lab le  s i  e t  seulement  s i  exp- tN€ Ai l l ( I )

pour  tout  tào.

b)  D,  cont rô lab le  s i  e t  seulement  s i  exp- tB€ {2( I )
pour tout t  ào.
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Mont ronscesdeuxpo in ts ;cons idérons l .é ]émentPdé f in i su r la

base canonique de R2n

I  u l , . . . run rv l r ' . ' r vn l  Par  : '

Pu i  = -u ,  s i  i  es t  Pa i r '  Pu t  =  u t

Pu, i  =  -v . i  s i  i  es t  Pa i r '  Pv t  =  v t

0n vér i f ie alors que P- l t t tP = - l l ;

pour  tou t  t  >  0 ;  o r  P- l (exPtN)P

mont ré  le  Po in t  a ) .

s i  i  eq t  imPai r '

s i  i  es t  imPai r .

exp- tN s 'écr i t  donc

appart ient  à Af,  ( I )
- t

P-1 (exptN) P '

et on a donc

So i t  t  à  o ,  mont ronS Que exp- tBe AOr( I )  :

*  on observe que p-1gp = S-N, .*pt ls-N) appart ient  donc

r+ pui  sque SN=l.15, expt(S+N) = (exptS) (exptN) ;  I  'é l  ément

exptS =  (exp t /2 (S+N)) (exp t /2 (S-N) )  appar t ien t  donc  au

semi-groune nfr( I ) ;

n ,  = [o-  
j : " ]  appart ient  au tore Tn; on en dédui t  que

L-Ini o J
. *o- i ,  =  J- l (expts)J  appar t ient  à  n f r t t ) ;

n exp-t l , l  = (exp-tS)(expt(S-N)) appart ient à 42(I)

En conc lus ion,  exp- tB = (exp- tN)(exp- ts)  appar t ient  à  4Z( I ) '

Le point b) est donc montré et la démonstration achevée'

I I I .3 .4 .  P"oPos i t i on

Soit  X,  un champ de vecteurs invar iant  à droi te sur Sp(n'R) '  hyperbol ique

complexe. Alors i l  existe un champ de vecteurs xr  invar iant  à droi te sur

Sp(n ,R) ,compac t , te lque la fami l l edechampsdevec teu l t lX f 'X r l so i t con-

t rô lab le  sur  SP(n 'R)  '

àAT,2(r);
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Preuve

K le  champ

Notons B le champ hyperbol ique comp

g=L':Lll, R-["<'?]$ = 
I, it;J' 

oo=L J:i;l '

Ël;J ..
[ËJ

I exe

n -v 2 '

sous forme normale,

|-: ,]J'o,e>0, "=[:

F\i,l ,,r:
îl

:l
S le champ s.= 

[rr, 1
B s 'éc r i t  donc  S+K e t  [S ,K ]  =  Q.

So i t  A  un  par tena i re  p r iv i lég ié ;  mont rons  que le  sys tème de champs inva-

r ian ts  â  d ro i te  {A ,B }  es t  con t rô lab le  sur  Sp(n ,R) ;  la  démonst ra t ion  se  cons-

t ru i t  su r  un  schéma ana logue  â  ce l le  I I I .3 .3 .  e t  se ra  donc  écour tée , ' l e  champ

K jouant  le  rô le  du  champ l l ;  le  lec teur  pouma d 'a i l leurs  vér i f ie r  en  chemin

que  1e  sys tème lA ,K  I  es t  con t rô lab le  su r  Sp(n 'R)  pour  n>2 .

Le  sys tème {A,Bf  a  la  p ropr ié tê  d 'access ib i l i té ;  en  e f fe t '

B s'écri ,  . , ! ,  oHi * . , ! ;  t /2 Hi, i*2

+ 
^. ; :  

t lz  Ei . i * ,  + 
(n/3)- t  

0  E2i*1 ,z i+z i
i = l  

' t ' - t + é  
i = O

l a  composante  an t isymét r ique de  B es t ,  d 'après  I I .2 .2 .  b ) ,  un  champ de

vec teurs  de  SU(n)  en  pos i t ion  gén i t r i ce  sur  SU(n) ,  la  composante  symé-

t r ique  de  B  es t  non  nu l le ;  aPP l iquons  I I .3 .6 .  : ' l e  coup ' le  lA ,B l  a  la

p ropr ié té  d 'access ib i l  i t é  su r  Sp(n 'R) .

Pour  p rouver  la  cont rô lab i l i té  du  sys tème lA 'B l  i l  su f f i t  d 'après

1I1 .2 .4 .  de  mont rer  la  cont rô lab i l i té  du  sys tème

o = l l  A*;  k e [ t ,n]1,  a]

Notons nf i t f l  l 'ensemble des états  access ib les à par t i r  de I ' iden-

t i té du système D.
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Par  app l i ca t ion  de  I I I .2 .6 . ,  D  es t  con t rô lab le  s i  e t  seu lement  s i

exp- tB  appar t ien t  à  4 ( I )  
pour  tou t  tLo .

Ce résultat se démontre comme suit :

cons idérons  les  deux  é léments  PL,PZde Tn dé f in is  par  :
\

r+  Pr=I ,  sur  lu r r * r ,vz i * l l  ;  P1= -  I ,  sur  lu2 i ,v2 . ;  l ;

rÊ  pZ= -  I ,  sur  {u1, r ,  l , l  v l ,v2 l  ,  {uU,uU 1,  lv5 ,v6 l  , . . . ,

Pz = rz sur I  ur ,u4l  , [  v 'vo]  ,  lu 'ur ]  ,  lv 'vr ]  , . . .  i

notons  P t 'é lément  (P1P2)  de  Tn;  on  vér i f ie  que p- lgp  =  S-K.

La  dêmonst ra t ion  s 'achève a lo rs  par  la  même séquence qu 'en  I I I .3 .3 .

f o',":â
l:rli '

I I I .3 .5 .  P ropos i t i on

So i t  X ,  un  champ de vec teurs  appar tenant  à  l ' a lgèbre  de  L ie  Sp(n 'R) '

parabo l ique.  A lo rs  i l  ex is te  un  champ de vec teurs  X ,  d .gg(n ,R) ,  compact ,

te l  que le  sys tème de champs l inéa i res  hami l ton iens  lXr .x ,Xr .x l  so i t  con t rô -

lab le  sur  n2n-  1  o  l .

Preuve

So i t  A  un  par tena i re  p r iv i lég jé ,  B  le  champ de vec teurs

Comme le  champ l inéa i re  A .x  es t  Po isson-s tab le  le  sys tème lA .x ,B .x f  es t  con t rô -

lab le  s i  e t  seu lement  s i  le  sys tème lA .x , -B .x l  es t  con t rô lab le ,  pu isque Xt  es t

équ iva len t  +  B  l ' asser t ion  I I I .3 .5 .  es t  p rouvée  s i  l ' on  mont re  que  lA .x 'B .x f

est  contrôlable sur Rzn- lo l .  Notons respect ivement DI,DZ les systèmes de

champs invar ian ts  â  d ro i te  1n ,A l  ,  l l  n * ;  ke  [1 ,n ]1 ,  B l  e t  O i ,O ,  les  sys tèmes

l inéaires respectivement associés dans R2n- lol ;  on va montrer que Oi est con-

trôlable si  et seulement si  Oi est contrôlable puis que D, est contrôlable.
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Vér i f ions Que D,  a  1a propr ié té  d 'access ib i l i té  sur  R2n- lo l ;

Bs 'écr i t  r  L /2G, ,+  r  1 /2G. .
i + j=P11  

' l J  
i + j=Pa2  rJ

+ I .  -L /2F i i  +  ^ ,L /2Fr r ;
i  +j =n11 ' rr i +j =1a2

1e système de champs invar iants à droi te D, a donc la propr iété

d 'access ib i l i t ê  su r  Sp(n ,R)  par  app l i ca t ion  success ive  de  I I .2 .2 .  c )

e t  de  I I .3 .6 .

Comme Sp(n,R) opère t ransi t ivement sur n2n- lo l  le système Di a donc

1a propr ié té  d 'access ib i l i té  sur  ce t te  var ié té .

Comme d 'après  111.2 .4 .  ( i i )  A*  ( I )  es t  dense dans  Af i  ( I )  e t  pu isque
"L  "2

Sp(n ,R)  opère  con t inûment  su r  R2n- lo l ,  l ' ensemble  4 i l , ( v )  =  
4 - ( I ) . y  es t

"L  "T

dense  dans  l ' ensembl .A f i , ( y )  =  n l  t r ) .  y ,  pour  tou t  é ta t  y  de  Rzn- lo l ;
"2  "2

D,  aVant  d 'au t re  par t  1a  p ropr ié té  d 'access ib i l i t é  su r  R2n- {o l ,  on  dêdu i t

donc de 0.2.4.  que D,  est  cont rô lab le  s i  e t  seulement  s i  D,  est  cont rô la-

b le ;  montrons que Ci  est  cont rô lab le .

Fa isons 1a remarque su ivante  :  so i t  y0  =  (0T, . . . ,p ; ,qT, . . . ,41)  un

étar  de R2n- lo  l ;
l a  t ra iec to i re  y ( t )  =  (n r ( t )  , .  .  . ,pn ( t ) ,  q1 ( t )  , .  .  .  ,qn ( t )  )  i ssue  en

t=o  de  yo ,  i .e . ,  (exp t  B) .yo  se  ca lcu le  a isément  par  in tégra t ion

en cascade i  P i ( t ) ,  9 i ( t )  son t  des  po lynômes;  p lus  p rêc isément  on

observe  que pour  p i ( t ) les  monômes de degré  pa i r  on t  des  coef f i -

cients de type nfl et les monômes de degré impair du type efl et in-

versement  pour  q r ( t ) .

So i t  t20 ;  mont rons  a lo rs  que pour  tou t  yo  de  R2n- lo l ,  (exp- tB) .yo

appar t ien t  à  A ; ' (yo) ;  so i t  (p ,q )  un  vec teur  de  R2n =  Rn X Rn;
(.

(p , -q )  appar t ien t  à  I ' o rb i te  f l (p ,q )  d .  (p ,q ) ;  l e  sys tème

lnO;  te  f l ,n ] f  es t  con t rô lab le  sur  Tn ;  i l  ex is te  donc  un  é lément  de

Tn no té  T (p ,q )  ( i l  dépend  de  (p ,q ) )  reca lan t  (p ,9 )  en  (p , -q ) ;

a lo rs  :
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o y l  =  r (yo ) .yo  uppu . t ien t  a  n i : ( yo ) ;
"2

o  ,2  - -  (exp tB) .y l  uppu. t ien t  a  A i : (vo) ;-2

o  r (yz ) .y2  uppu" t ien t  a  n i l ( yo ) .
"2 \

0n  vér j f ie  a lo rs  à  I 'a ide  de  la  remarque pré l im ina i re  que

r (v2)  .yZ  =  (exp- tB) .y0 ;  l ' asser t ion  es t  donc  mont rée '

Le  sys tème D,  es t  donc  cont rô lab le  par  app ' l i ca t ion  de  I I I -2 .5 .

I  I  I .3 .6 .  P roPos i t i on

so i t  X ,  un  champ de vec teurs  appar tenant  à  Sp(n ,R) ,  e l l ip t ique .  A lo rs

i l  ex is te  un  champ de vec teurs  X ,  d"  !P(n ,R) ,  compact ,  te l  que :

S i  n  es t  pa i r ,  1e  sys tème de champs l inêa i res  hami l ton iens

lX t  . r  ,Xz . * |  so i  t  con t rô l  ab l  e  sur  n2n-  lo  I  .

s i  n  es t  impa i r ,  1e  sys tème de champs invar ian ts  à  d ro i te

lX t ,XZ I  so i t  con t rô lab le  su r  Sp(n 'R)  '

Preuve
é et  B le champ de vecteurs

t  d> o

B,

So i t  A

Notons S I a

un par tena i re  Pr iv i lég ' i

f oV:1
l;;t, -: 1LTai' o J

composante semi -s imPle

,=L ? ",5ïl%i ôl
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Bs 'éc r i t l - l+U+L 1 /2F i i *  -dF i ; *  ^ t /2F i j ,
i+ j=n  rJ  i+ j=n11 

t \ '  i+ j=n12

H non nul  appartenant à ! ,  U appartenant à a;

1e  coup le  lA ,B I  a  donc  la  p ropr ié té  d 'access ib i l i t é  su r  Sp(n 'R)  d 'ap rès

I I  .2 .2 .  c )  e t  I  I  .3  .6 .  \

t ' lotons D, le système de champs invar iants à droi te l l  Af  ;  k €F,n] l  ,Bl  et  Oi

le  sys tème de champs l inéa i res  harn i l ton iens  assoc ié  dans  R2n- {o l .

pour  p rouver  les  deux  asser t ions  de  I ï1 .2 .6 . ,  i l  su f f i t  donc  de  mont rer  que

D,  es t  con t rô lab le  s i  n  es t  pa i r  e t  Que D,  es t  con t rô lab le  s i  n  es t  impa i r .

Montrons que 1e système o, est contrôlable sur Rzn-lof si  n = 2p.

I r lo tons D,  le  système l lAf  ;  k€ [1 ,n ]1,  N I  e t  D,  1e système assoc ié sur

Rzn- lo  l .

La démonstrat ion se décompose en deux étapes; dans une première étape on

montre que nf i  ( I)  contient Af i  ( I) ;  puis dans une seconde étape on véri f ie
u!  "2

que D l  es t  con t rô lab le  sur  un  sous-ensemble  dense de  Rzn- lo l ;  en f in  on'z
conc lu t  en  u t i l i san t  la  p ropr ié té  d 'access ib i l i t é '

-  Dés ignons par  P  l 'é lément  de  Tn a ins i  dé f in i  :

Pr i  =  u i ,  Pv-  =  v . ,  s i  i  es t  impa i r ;

Pu '  = -u '  Pv i  =  -v i  s i  i  es t  Pa i r .

0n  vér i f ie  a lo rs  que p- lgp  =  -S+N;  exp tN =  (exp t l l (S+N)) (exp t /2 ( -S+N))  appar -

t i en t  donc  à  n f . , t r )  pour  tou t  rée l  t>0 .  I l  résu l te  a lo rs  de  0 .3 .1 .que

nl t r )  cont ient  Al  ( I ) .
'1  "2

- l r lotons E et F les sous-espaces vectoriels de dimension n de R2n de

bases respect ives  1r1 , r3 , .  - . ,u2p-1,v1,V3, . . . ,u2p-11

et  lu r ,uO, . . . ,u*p ,v  Z ,v  4r . .  . ,u2p l .

N laisse invar iant  ces deux espaces; notons respect ivement Nt et  N,

la  res t r i c t ion  de  N à  E e t  à  F ;  on  vér i f ie  que :
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Nr. =
- { ro,/^i o

-1  Y llat
r r l
to

;

' ,o)o

,L'oll2 = ?

Nre t t l r son tdeuxchampsparabo l iquesd 'o rd rep ; i l su f f i t a lo rsde

recop ier  la  démonst ra t ion  de  I I I .3 .5 .  pour  s 'assurer  que Chacun des

deux systèmes de champs l inéaires associé à

l lA r , ,_ ;  k  impa i r |  ,  N l l ,  l {A r , - ;  k  pa i r l ,  Nz l
KrE  '  ^ lF

es t  con t rô lab le  sur  respec t ivement  r  - lo l  e t  F  - {o } '

D ,au t re  par t  l e  champ l inéa i re  Nr .x l  admet  une  s ingu la r i té  su r  E  - {o l '

Le système D, est  donc contrôtable sur la var iété produi t

E  - lo l  x  F  - lo l  d 'aPrès  l l l -2 .7 .

En résumé,  A f , ,  (y )  con t ien t  A f i , (V)  pour  tou t  é ta t  y  de  Rzn- {o l ,  le  sys-

tème Dr.r ,  l ln . .ô lable sur , "?rol  x  F -{o}  qui  est  dense dans Rzn-1of  ,

1e système o,  a la propr iété d 'accessib i l i tê sur R2n-1ol ;  i l  résul te

alors  de 0.2.2.  Oue O,  est  cont rô lab le  sur  n2n-{o l  '

Montrons que le système D, est contrôlable sur Sp(n,R) si  n=2p+1'

Soi t  t>0,  on va montrer  que exp- tB appar t ient  à  n f i - t t l .
" l

Désignons corilne précédenment par P l 'êlément de Tn défini par

Pui  = u '  Pv. i  = v i  Si  i  est  impair ;

P ' i  =  -u '  Pv . ,  =  -V i  s i  i  es t  Pa i r '

nirtrl.

exp(ân

exp-tS

^il,

x on observe alors que P-lgP = S- N i
exptS =  (exp( t /2 (S+N)) ) (exp( t /2 (S-N) ) )  appar t ien t  donc  à

n/ c-t)S = exp-tS pour tout entier m;

appartient donc a nfi tr l .- l

= (expt(S-N))(exp-tS) appart ient  donc à* exp-tN
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En conc lus ion ,  exp- tB  =  (exp- tN) (exp- ts )  appar t ien t  b ien  à
J

A;  ( I )
"2

D,  es t  con t rô lab le  par  app l i ca t ion  de  I I1 .2 .6 .

I I I .3 .7 .  P rop .os i t i on  
\

Pour  tou t  champ de vec teurs  X '  non nu l  ,  invar ian t  à  d ro i te  sur  Sp(n ,R) ,

compact ,  i l  ex is te  un  champ de vec teurs  X ' invar ian t  à  d ro i te  sur  Sp(n ,R) ,

compact ,  te l  que 1a  fami l le  de  champs de  vec teurs  IX 'X2 l  so i t  con t rô lab le

sur  Sp(n ,R)  .

Preuve

0n  u t i l i se  I I .3 .9 . ;  on  sa i t  assoc ie r  à  X ,  un  champ de  vec teurs  X ,  de

Sp(n ,R) ,  compact ,  de  sor te  que 1 'a ' lgèbre  de  L ie  engendrée par  lX 'Xr l  so i t

Sp(n ,R) .

Le  sys tèm.  lX t ,Xr l  es t  a lo rs  un  sys tème de champs Po isson-s tab les  qu i  a  1a

propr ié té  d 'access ib i l i t é ;  i l  es t  donc  con t rô lab le  d 'ap rès  [11 ]  I I .4 .4 .

I  I  I  .3 .  B.  Synthèse part i  e l  I  e

So i t  A  un  par tena i re  p r iv i lég ié  e t  B  un  champ s imp le  de  Sp(n ,R)  sous

forme normale.

A lo rs  :

( i )  B  es t  en  pos i t ion  gén i t r i ce  sur  Sp(n ,R)  re la t i vement

à  la  décompos i t ion  canon ique a  @ d .

( i i )  Le  coup ' le  lA .x ,B .x l  es t  con t rô lab le  su r  n2n- lo l .

I I I .4 .  Coup les  de  champs a f f ines  hami l ton iens  cont rô lab les

sur R2n

I I I .4 .0 .  Rappe ls  (c f .  I I .4 .0 . )

So i t  k r , . . . , k "  des  en t ie rs ,  pos i t i f s  non  nu ls ,  te l s  que

notons  respec t ivement  R2k1, . . . ,R2k t  les  r  sous-espaces  vec tor ie ls  o .  *2n  de

base  l  11 , . . . ,uk l , v l , . . . , vk l  1  , . . . ,  {  r k r * . . .+k ._ r+1r . . .  run r

uOr* . . .+k "_ r+ I , . . . , vn  I  .  Le  sous-g roupe  G de  Sp(n ,R) ,  ensemble  des  é léments

k l * . . .+k ,  =  n .  {u ' , . . . ,un ,v l ,  . . , vn f  dés ignan t  la  base  canon ique  de  Rzn ,

-69-



de Sp(n ,R)  la i ssan t  invar ian ts  les  r  espaces  vec to r ie l s  R2k1 , . . . ,R2k t ,

s ' i den t i f i e  de  façon  na tu re l le  à  Sp(k l ,R)  X . . .X  SP(k r ,R) ;  l ' a lgèbre  de  L ie

G de  G es t  donc  iden t i f i ée  à  I ' a ide  d 'un  i somorph isme,  no té  C I ,  à  l ' a lgèbre

de  L ie  !g (k t ,R)  X . . .X  SP(k" ,R)  .

Un par tena i re  p r iv i lég ié  appar t ien t  à  9 .

I I I .4 .1 .  Cr i tè re  de  con t rô lab i l i t é

So i t  A  un  par tena i re  p r iv i ' l ég ié ,  B  un  chanp de  vec teurs  de  G,  n (B)  s 'éc r i t

donc  (81 , . . . ,8 r ) ,  B i  , l és ignan t  un  champ de  vec teurs  de  !g (k ioR) ,  e t  b  un  vec-

teur de R2n dont on note bi  la proiect ion canonique ,u.  R2ki .

0n suppose que :

( i )  B i  es t  un  champ d"  !P . (k i ,R) ,  s imp le '  sous  fo rme normale ,

pour ie  [ t , r - tJ  ;

Br  es t  un  champ compact  de  !g (k . ,R)  en  pos i t ion  gén i t r i ce .

( i i )  b i  es t  un  vec teur  non  nu l  6u  B2k i  pour  ie  [1 , r ] '
b  appar t ien t  à  f  image de  la  mat r ice  B.

A lo rs  
' le  

sys tème de champs a f f ines  hami l ton iens  IA .x ,B .x+b l  es t  con t rô lab le

sur  R2n.

Preuve

A -  Réduct ion du Problème

Notons respect ivement Dl ,D2 les systèmes de champs invar iants à droi te

l (A ,0 ) , (B ,b )  l ,  l l (4 r ,0 ) ;  kc  [1 ,n ] ] ,  (B ,b )  I  su r  le  g roupe  svmp lec t ique  a f f i ne

1 l

et O'D; les systèmes de champs af f ines respect ivement associês à Dl 'D2

sur  R2n ,  i .e . ,  D i  =  {A .x ,Bx+b l ,  D2  =  l lA t . x ;  k€  [1 ,n ]1 ,  Bx+b l  .

x  Vér i f ions  que le  sys tème O,  a  la  p ropr ié té  d 'access ib i l i té  sur  R2n.

0n montre que les hypothèses de 11.4.2.  sont sat isfai tes;  le champ A

est  un  par tena i re  p r iv i lég ié ;  i l  es t  fo r tement  régu l ie r  sur  Sp(n 'R)

e t  à  fo r t io r i  sur  la  sous-a lgèbre  de  L ie  9 ;  A  vér i f ie  d 'au t re  par t

1a  cond i t i on  ( i i )  de  I I .4 .2 . ;  B i  es t  en  pos i t i on  $én i t r i ce  su r

!g (k i ,R)  pour  ie [1 , r -1 ]  d 'ap rès  I I I .3 .B .  ( i ) ,  B r  es t  en  pos i t i on

gên i t r i ce  sur  Sp(k r ,R)  par  hypothèse,  B  es t  donc  en  pos i t ion  gén i t r i ce
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sur  G d ,après  I I .4 .1 .  ( i v ) ;  en f in  b  sa t i s fa i t  l a  cond i t i on  ( i v )  de

| | .4 .2 .  par  hypothèse.  Le  sys tème D,  a  donc  la  p ropr ié té  d ,access i -

b i l i té  sur  G e t  le  sys tème assoc ie  C,  a  la  p ropr ié tê  d 'access ib i l i té

sur  R2n  ,  d 'ap rès  l I  .4 .2 .
\

Prouvons que le système O, est contrôlable si et seulement si le

système D, est  contrôlable.

L 'ensemble I  exptA; t>01 est  dense dans Tn; par un raisonnement ana-

' l ogue  à  ce lu i  u t i l i sé  en  I I I .2 .4 .  on  vé r i f i e  a lo rs  Aue  n f - ( I )  es t  dense
"T

dans A{ ( I ) ;  te G-groupe af f ine opère cont inûment sur R2n; on en dédui t
'z

donc que pour rout état y de Rzn, Ai l :(y) est dense aans Af '(V); le' r  "2
I

système D,  avant  d 'aut re  par t  la  propr iê té  d 'access ib i l i té  sur  Rzn,

i ' f  résulte de 0.2.4. que le système Oi est contrôlable si  et seulement

si le système Df est contrôlable'

R2n est  la  var iê té  produi t  Rzk l  x . . .x  nzkr

en un système asservi sur chacun des R2ki '

les  cond i t ions de I I I -2 .7-
puisque b appart ient  à f  image de la matr ice B, chacun des champs

Bi . * i+b i  admet  au  moins  une s ingu la r i tê  ru"  R2k i ;  d 'au t re  par t  le  sys-

tème lAo .x ;  k€  [1 ,n ] l  vé r i f i e  la  cond i t i on  ( i i )  de  I I I .2 .7 .  D 'après

I

111.2.7. ,  D'2 est  donc contrôlable s i  et  seulement s i  pour tout

i€  | l , r ]  le  système pro ieté t In l . r t ;  ke Ik l * " '+kr- r+1 'k1*" '+k iJ l '

B i .* i+bi  I  ,  n i  OCsignant la restr ic t ion de RO a n2ki '  est  contrô lable

s r "  R2k i .

Concl  usi  on

Pour  que 1 'asser t ion  de  I I I .4 .1 .  so i t  exac te  i l  su f f i t  donc

que l .  ,1116r "  l lnn .x ;  k€1 l ,n ]1 ,  g .x+b)  es t  con t rô lab lé  sur  R2n

est un champ appartenant à !g(n,R),  s imple sous forme nonnale ou

positlon génitrice, et b un vecteur non nul de Rzn appartenant à

l 'endomorphisme B.

et 1 e système D, se Proiette
_ l

Vêri f ions que D, sat isfai t

de montrer

lorsque B

compact en

I ' image de
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B -  E tude cas  Pqe cas

0n va résoudre par une sér ie de lenrmes ]e problème ainsi

cornpact qui  est  évident sera résolu en premier;  ensui te

lemmes, notamment un lemme de contrôlabi l i tê locale,  QUi

la  réso lu t ion  des  cas  res tan ts .

Lemme 1

So i t  B  un  champ compact  de  Sp(n ,R) ,  en  pos i t ion  gén i t r i ce .  A lo rs  le  sys tème

de champs invar ian ts  à  d ro i t "  l l (A f . ,0 ) ;  k6  [ t ,n ] ] ,  (B ,b ) l  su r  le  g roupe  sym-

plect ique af f ine est  contrôlable pour tout  vecteur b non nul  appartenant à

f  image de  B.  Le  sys tèm.  l l  A f . .x ;  k€  F ,n ]1 ,  g .x+b]  es t  con t rô lab le  sur

R2n.

Preuve

Le  sys tème I  I  (4 f ,0 ) ;  k  c  [1 ,n  1 ] ,  (B ,b )  |  a  la  p ropr ié té  d 'access ib i l  i t é

sur  le  g roupe symplec t ique a f f ine ;  pu isque b  appar t ien t  à  l ' image de  B c 'es t

un système de champs Poisson-stables;  i l  est  donc contrôlable d 'après l t t ]

I I .4 .4 . ;  le  sys tème assoc ié  sur  R2n es t  à  fo r t io r i  con t rô lab le .

Lenrme 2

Le sys tème l lnn .x ;  k€  [1 ,n ]1 ,  B .x+b]  es t  con t rô lab le  s i  e t  seu lement  s i  i l

ex is te  un  rée l  À>0  te l  que  le  sys tème { lnn .x ;  kc  h ,n ] l ,  B .x  +  r  b l  so i t

contrôl able .

Preuve

la remarque suivante : soit K un compact de R2n;

topo log ie  dé f in ie  sur  l ' espace des  app l ica t ions

rédu i t .  Le  cas

on établ i ra deux

faci l  i teront beaucoup

sont diffêomorphes; le difféomorphisme

homothêt ie de R2n.

on rappel le que

f, d€ R2n dans

0n vérif ie que ces deux sYstèmes

étant le di f féomorphisme dér ivé d 'une

Lernme 3

So i t  A  un  par tena i re  p r iv i lég ié  e t  B  un  champ appar tenant  à  Sp(n ,R) ,  s imp le '

sous  fo rme normale .  A lo rs  i l  ex is te  e>0 te l  que le  sys tème lA .x ,B .x+bï  so i t

contrôlable sur la boule unité fermée de R2n' pour tout vecteur b de R2n,

0<  l l b l l<e .

Preuve
Fai sons

v l (K)  es t  la

R2n,  Cl ,  PâFla "norme" l l f  l l  =  Sup (  l l  f  (x )  l l  + l l  f  (x )  l l  ) ;  a lors  pour  tout
x€ K
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compact  K  de  R2n e t  tou t  vo is inage V du  champ B.x ,  B .x+b appar t ien t  à  V ,

pourvu  que b  so i t  assez  pe t i t .

D 'après  I I I .3 .8 .  1e  sys tème lA .x ,B .x l  es t  con t rô lab le  su r  p2n ;  i l  es t  donc

normalement  cont rô lab le  sur  n2n- lo  I  d 'après [18]  4 .3 . ;  pu isque nzn-1o1 est

une sous-var ié té  ouver te  de  R2n ' i l  es t  en  par t i cJ t t . .  normalement  cont rô -

lab le  su r  la  sphère  t2n -1  de  Rzn ;  app l iquons  [18 ]  3 .7 .  pu is  3 .2 .  e t  l a  re -

marque prê ' l im ina i re  :  i l  ex is te  e  >  0  te l  que le  sys tème lA .x 'B .x+bI  so i t

normalement  cont rô lab le  sur  t2n-1 ,  dès  que l lb l l< . .

Notons  F  l 'ensemble  des  po in ts  de  la  bou le  un i té  fe rmêe de R2n te ls  que la

demi - t ra jec to i re  pos i t i ve  e t  négat ive  du  champ B.x+b issues  d 'un  po in t  de  F

so ien t  tou tes  deux  non  bornées ;  pour l l b l l  <e ,  i l  es t  êv iden t  que  I ' on  peu t

recqler tout  point  de F sur tout  autre point  de F.

Puisque B est  non compact,  F est  dense dans la boule uni té fermée; d 'autre

par t  pour  b  non nu l  le  sys tème {  R.x ,B .x+b l  a  la  p ropr iê té  d 'access ib i l i té ;

on  dédu i t  donc  de  0 .2 .2 .  qu ' i l  es t  con t rô lab le  sur  la  bou le  un i té  fe rmée de

R2n dès que o < l l  u  l l<  e .

Lernme 4

Soit B un champ de vecteurs appartenant à

néré ou hyperbolique complexe, sous forme

l lA f . t ;  k [1 ,n ]1 ,  B.x+b]  es t  cont rô lab le

Preuve

B est donc de I 'un des deux tYPes :

!p.(n,R),  hyperbol ique réel  non dégé-

normale.  Alors le système

sur R2n pour tout  vecteur b non nul .

lîlrl

Notons respectivement E+ et E- les sous-espaces vectoriels de R2n de base

1ul , . . . ,un  | ,  1v l , . . . ,vn  l ;  n2n s 'écr i t  donc E+x E-"  Dés ignons par  ( r ,s )  le

point singul ier de B.x+b. Notons respectivement I  et S les sous-espaces

,. = 
N; ]'^', 

ou Bo = 
['q, 

Dz =f-, 
: ]',,0,0
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af f ines  de  RZ 'n ,  (E* ,s )  e t  ( r ,E- ) ;  I  e t  S  sont  des  invar ian ts  pour  les  t ra iec-

to i res  du  champ B.x+b;  d 'au t re  par* ,  tou te  demi - t ra iec to i re  pos i t i ve  i ssue d 'un

po in t  de  S converge vers  ( r ,s )  e t  tou te  demi - t ra iec to i re  négat ive  issue d 'un

po in t  de  I  converge vers  ( r ,s ) .  So j t  n>  o ,  te l  que ( r ,s )  appar t ienne à  la

bou le  un i té  ouver te  de  RZn,  pour  tou t  b ,  l l  b l l<n .

Mont rons  que pour  tou t  sys tème,  te l  que l l  b l l<n ,  tou t  po in t  (po ,qo)  de  R2n

est  reca lab le  en  un  po in t  de  la  bou le  un i té  ouver te  de  RZn.

x  So i t  R  >  0 ;  l ' ensemble  des  po in ts  (p ,q )  de  R2n te ls  que la  t ra iec to i re

(p ( t ) ,q ( t ) )  ' i ssue  de  (p ,q )  es t  te l l e  qu ' i l  ex is te  T>0  de  sor te  que

lOr ( f  )  l>R,  pour  tou t  ie  [1 ,n ]  es t  dense dans  R2n;  le  svs tème ayant

d 'au t re  par t  l a  p ropr ié té  d 'access ib i l i t é ,  (po ,qo1  es t  donc  reca lab le

en  un  po in t  (p l ,q l )  vé r i f i an t  l o l t  t  Max . (1 "11 , - . .  l "n l ) ( t= ( r1 . , . . . , rn ) ) ,

pour  tou t  i6  [ f ,n ] .

x  L 'o rb i te  Tn(p l ,q1 )  rencon t re  donc  S ;  le  sys tème lAo ;  ke  [1 ,n ] ]  es t

cont rô lab le  sur  Tn ;  on  peut  donc  reca le ,  (p1 ,q1)  
"n  

un  po in t  de  S no té

( " ,q2 ) .

r+  La  demi - t ra iec to i re  pos i t i ve  du  champ B.x+b issue de  ( r ,q21.onu. rg .

vers  ( r ,s ) ;  comme ( r ,s )  appar t ien t  à  la  bou le  un i té  ouver te ,  ( . ,q2)

es t  donc  reca lab le  en  un  po in t  ( r ,q3)  d .  ce t te  bou le .

A  l ' i ssue des  t ro is  é tapes  on  a  b ien  mont rê  l 'asser t ion .

Le  même ra isonnement  app l iqué au  sys tème l lA f . * ;  ke  [ l ,n ]1 ,  - (B .x+b[  mont re

que tou t  po in t  es t  access ib le  à  l ' a ide  d 'une t ra iec to i re  du  sys tème

l lA t . * ;  ke  h ,n ]1 ,  B .x+b l  à  par t i r  d 'un  po in t  de  la  bou le  un i té  ouver te  dès

que  l l  b  l l<  n .

App l iquons  a lo rs  le  lemme 3 ;  i l  ex is te  e  >o  de  sor te  que ' le  sys tème

l lnn .x ;  kc  [1 ,n ]1 ,  B .x+b ]  so i t  con t rô lab le  su r  la  bou le  un i té  dès  que

o <  l lb l l  <e ;  pour  o< l lb l l  <  Min . (n , r )  1e  sys tème es t  donc  cont rô lab le .  Le  résu l -

tat  est  d 'autre part  vrai  pour tout  b non nul  d 'après le lemme 2.
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Lemme 5

So i t  B

l lAo.x;

non nul

un champ parabo' l ique sous forme normale.  Alors le système

ke  [1 ,n ] ] ,  B .x+b I  es t  con t rô lab le  su r  p2n ,  pour  tou t  vec teur

appar tenant  à  l ' image de  la  mat r ice  B.  
\

Preuve

0n peut supposer

B-
I

posons B =

I ' l o tons  D 1e  sys tcme l lRo .x ;  k€  [1 ,n ]1 ,  B .x+b l ,

D '  1e  sys tème |  [Ro .x ;  ke  [ t ,n ]1 ,  g ]x+b ' ] .

Le champ B'  est  un champ parabo' l ique et  i ' l  suf f i t  de recopier 1a démonstrat ion

de  I I I .3 .5 .  pour  s 'assure r  que  D 'es t  con t rô lab le  su r  Rzn- lo l  s i  b 'es t  nu l ;

de même le lemme 3 se transpose immédiatement et le système D' est donc contrô-

lab le  sur  la  bou le  un j té  fe rmée dès  que b '  es t  assez  pe t i t  non nu l .

Montrons par rêcurrence sur n que le système D (resp. D')  est  contrôlable sur

Rzn pour  tou t  vec teur  b  ( resp .  b ' ) ,  non nu l  ,  appar tenant  à  I ' image de  B

( resp .  B ' ) .

pour  n= l ,  la  vér i f i ca t ion  es t  immédia te ;  supposons le  résu l ta t  v ra i  jusqu 'à

1 'o rd re  n - l  e t  mont rons  qu ' i l  es t  v ra i  à  I ' o rd re  n .

Mont rons  le  d 'abord  pour  le  sys tème D;  b  appar t ien t  à  l ' image de  B e t  s 'êc r i t

donc  (0 ,b2 , . . . ,bn ,  C l , . . . ,Cn) .  Fa isons  la  remarque  su ivan te ;  on  rappe l le  que

l 'on  no te  1u ' , . . . ,Un ,V1 , . . . ,Vn |  la  base  canon ique  de  R2n;  dés ignons  par  I  l e

sous-ensemble  des  vec teurs  de  R2n =  R11 
"  

*2n-1  qu i  s 'éc r iven t  ( -cn ,x ) ;

notons respect ivement E et  F les espaces vector ie ls engendrés par {ul ,v l l  et

{u .u r , . . .Un ,vz ,V3 , . . . ,Vn1 ;  on  observe  a lo rs  que  I  es t  un  invar ian t  pour  1es

t ra jec to i res  des  champs B.x+b e t  AO.X,  k>2;  d 'au t re  par t  la  t ra iec to i re  du

V,A
;t'

I

o

%4

que

I

I
r O

î r -
I

) :
I l*t,4
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champ B.x+b

*2( t )  su r  F

issue d 'un  po ' in t  de  I  es t  te l le  que sa  pro jec t ion  canon ique

vér i f i e  l ' équa t ion  d i f fé ren t ie l l e  :

a 2  N l  2  
r u l-x '1 t ;=g.x ' ( t )+b,

i '  dés ignant  le  champ de $(n- l ,R)  p rêcédemment  ddcr i t ,  i ' e ' '  B  à  I 'o rd re  n - l

t u )  r - - - - - ^ r  =  
^ '

et i '  =  (b2 , . . . ,bn ,cz , . . . , cn - l ,o )  appar tenan t  à  I ' image  de  B

Cette remarque étant fa i te i l  est  a lors élémentaire de montrer que, s i

l l b l l  <  t l 2  n ,  a lo rs  tou t  po in t  (po ,qo)  de  RZn es t  reca lab le  dans  la  bou le

uni té ouverte de Rzn :

0n peut supposer au. p!2*q!2t cfr; re système

l lA f . ;  ke  [1 ,n ] l  es t  con t rô lab le  su r  Tn ;  on  peu t  donc  reca le r

(po ,qo)  en  un  po in t  (p l ,q l )  de  I .

Le  sys tèm.  { lA t ,  : x2 ;  k>2}  ,  i ] * zJÈ ' l  es t  con t rô lab le  su r  F - lo } ;
" l  F

on peut  donc  reca le r  (p l ,q1)  
"n  

un  po in t  (p2 ,q2) ,  dont  la  p ro jec-

t ion  canon ique sur  F  es t  indépendante  d .  (po ,qo)  e t  s 'éc r i t

( - cn - l  , . . . , - c? ,d , -bn , . . . , -b2 )  d  vé r i f i an t ,  o  (  l d  |  <1 /2  n '

d+c ,  I  o ,  e t  1a  pro jec t ion  canon ique sur  E  s 'écr i t  ( -cn ,q | ) .

x Le système IAO; ke [1 'n ] f  est  cont rô lab le

supposer  que qf la+. l ) .o ;  la  t ra iecto i re

issue d .  (p2,qz)  es t  te l le  gue,  P i ( t ) ,  i€

sont constantes et ql( t)  = 1a+cr) t*q| ;

te l  que qt (T)  = 0.

Le po in t  (p (T) ,q (T) )  appar t ien t  b ien  à  la  bou le  un i té  ouver te

de Rzn.

Le ra isonnement  p rêcédent  n 'es t  pas  a l té ré  s i  l ' on  chan$e B.x+b en  - (B 'x+b) '

Pour  l lb l l<1 /2n  tou t  po in t  es t  donc  reca lab le  en  un  po in t  de  la  bou le  un i té

e t  access ib le  à  par t i r  d 'un  po in t  de  la  bou le  un i té '  Le  sys tème D es t  donc

cont rô lab le ,  pour  tou t  vec teur  b  non nu l  de  I ' image de  B '  par  app l i ca t ion

sur Tn on Peut donc

(p( t ) )  du  champ B.x+b

I r ,n ] ,  q i ( t ) ,  i r [2 'n ]

i l  ex is te  a lo rs  T>  0

-76-



success l  ve

1e système

Lemme 6

rêsul  tat  se démontre pour

Soj t  B un champ hyperbol ique rêe1 dégénéré sous

tème l l  A t . * ;  ke  [1 ,n ]1 ,  B .x+b l  es t  con t rô lab le

non nu l  appar tenant  à  l ' image de  la  mat r ice  B.

Preuve

La démonstrat ion se fa i t  par récurrence sur n selon un pr incipe analogue

â la démonstrat ion précédente.

Lemme 7

So i t  B  un  champ e l l i p t ique

l f  At . * ;  ke [1,n]  I ,  B.x+bl

Preuve

La démonst ra t ion ,  b ien  que p lus  complexe,  es t  de  pr inc ipe  ana logue au  cas

parabo l ique;  i l  s 'ag i t  de  met t re  en  év idence un  invar ian t  pour  app l iquer  un

raisonnement par récurrence.

0n peut supposer que

du
I

D

lemme 3 puis du lemme 2. Le même

de façon ident ique.

forme normale.  Alors le sys-

sur R2n, pour tout  vecteur b

sous forme normale.  Alors le système

est  cont rô lab le  sur  R2n,  pour  tou t  vec teur  b  non nu l .

B=
i,?:

----dr--

=71:i o
,4 )o  j  No tonsN=

o i,;/:1

,v!";]
l l  es t  donc  la  composan te  semi -s imp le  de  B ;  b  s 'éc r j t  (b t , . . . ,bn ,c ' , . . . , cn ) .

Faisons trois remarques prél iminaires :

Remarque 1

Notons  xo  la  s ingu ' la r i té  du  champ B.x+b;  i l

cons idérons  le  champ de vec teurs  N. (x -xo) ;

b '  =  (b l , . . . ,bn -2 ,bn /c r ,o ,o ,  c l  /o ,c r , . . . ,a ; ) .

s 'éc r i t  donc  auss i  e .  ( x -xo )  ;

i  I  s  'écr i  t  1,1.  x+b ,
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Puisque  exp(2  r  /a )B  =  êXpQr  /  o )N ,  on  vér i f i e  que ,  s i  x t , y t  dés ignen t  res -

pec t ivement  1es  groupes à  un  paramèt re  engendrés  par  1es  champs B.x+b,  l l . x+b '
al ors x?n 

1" 
= Y zn /o' ,

No tons  D le  sys tème l lRn .x ;  kc  [ t ,n ]1 ,  B .x+b f ;  on  d i ra  qu 'un  po in t  x  es t

d - reca lab le  en  un  po in t  y  s i  x  es t  reca lab le  en  y  avec  un  chemin  du  sys tème D
dans lequel  1e groupe â un paramètre X, ne f igure que sous la forme discrète
XZXnlo ,  k  en t ie r  pos i t i f ;  on  dé f in i t  d 'une façon ana logue la  d -access ib i l i té

e t  l a  d -con t rô lab i l  i t é .

Remarque 2
l t lotons I  le sous-ensenble des vecteurs de R2n dont les project ions canoniques
sur IRun et  IRv, sont respect ivement cr lcr  et-bn/cr.  Désignons respect ivement

par  E  e t  F  les  sous-espaces  vec to r ie l s  de  R2n engendrés  par  lu1 ,un ,v ' vn l  e t

Iu r ru r , . . . ,Un-1  ,V?rV3r . . .  rVn"1  l ;  n2n  =  EX F .

I  es t  un  invar ian t  pour  les  t ra jec to i res  des  champs B.x+b e t  A , . .x ,  k6 [2 ,n -1 ] ;

d 'au t re  par t ' l a  t ra jec to i re  du  champ B.x+b  i ssue  d 'un  po in t  de  I  es t  te l l e

que  sa  p ro jec t ion  canon iq r .  *21 t ;  su r  F  vé r i f i e ' l ' équa t ion  d i f fé ren t ie l l e  :

1 2  æ  )  -
x* ( t )=B.x ' ( t )  +b ,

B dés ignant  le  champ e l l ip t ique  de  Sp(n-2 ,R)  p rêcédenunent  décr i t ,  i .e . ,  B  à

I 'o rd re  n -2 ,  e t  b  un  vec teur  de  F .

Remarque 3

Notons  K  I ' espace  vec to r ie l  engendré  par  IuyuO, . . . ,un rV1 ,v2 , . . . , vn_ ,  le t

désignons par J l 'ensemble des vecteurs de R2n dont la project ion canonique

sur  K  s 'éc r i t  ( cn -1 , rn -2 , . . . , c r la , -bn /c r , ,  -On-2 , . . . , -O ; ) .

J  es t  un  invar ian t  pour  les  t ra iec to i res  du  champ N.x+b ' ;  p lus  p réc isêment  on
vér i f ie  que,  s i  (p ( t ) ,q ( t ) )  dés igne une t ra jec to i re  du  champ l l . x+b '  i ssue d 'un
po in t  de  J ,  a lo rs  p i ( t ) ,  ie  [  2 ,n f  ,  c . ; ( t ) ,  ie  [ ,n -1 ]  son t  des  cons tan tes  e t

p l ( t ) ' qn ( t )  vé r i f i en t  l es  équa t ions  d i f fé ren t ie l l es  :
O  , . .  .  I  t  . - .  rpl( t )  = Qn-t ( t )  + u '  in{ t )  = -pz( t )  *  .n .
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Montrons alors par récurrence sur n sur le système D est  contrôlable s i  b

es t  non  nu l .

po in t  de  R2n es t

uni té ouverte de R2n

un i té  ouver te .  Le  sys-

nu1 ,  par  app l  i ca t ion

e t  mont rons  qu ' i1  es t

Pour  n=2,3  on  vér i f ie  que,  pour  b  assez  pe t i t ,  tou t

d- reca lab le  (c f .  remarque 1)  en  un  po in t  de  la  bou le

e t  es t  d -access ib le  à  par t i r  d 'un  po in t  de  la  bou le

tème D est  donc contrôlable,  pour tout  vecteur b non

successive du lemme 3 et  du lemme 2.

Supposons  a lo rs  le  résu l ta t  v ra i  j usqu 'à  I ' o rd re  n -1

v ra i  à  I ' o rd re  n .

Posons n  =  Mi  n . ( t /Zn ,  a . /8n  n  ) ;  mont rons  que pour  l ;b l l  <? /3  tou t  po in t  (po ,qo)

de R2n es t  reca lab le  dans  la  bou le  un i té  ouver te  de  RZn.

ron peut  supposer  ,1 ' *o ï '>  ( -bn/* )  2  e t

2 ?
pl'-*ql' > @r/a)z.

Le systèm. lAt ;  k€ [1 ,n ] l  est  cont rô lab le  sur  Tn;  on peut  donc recaler

(po,qo)  en un po in t  (p l ,q1)  de I .

x  Le système { lAr , *2;  ke [2 ,n ]1,  î ' . *2 iË]  (c f  .  remarque 2)  est  cont rô la-
^ lF

b]e  sur  r - lo l ;  on  peut  donc reca ler  (p1,q1)  en un po in t  (p2,q2) ,  âP-

partenant à J, dont la project ion canonique sur F est indépendante de

(po,qo)  e t  s 'écr i t  (d , .n- t , . . . , . i , -on- r ,  . . . , -bz ,e) ,  d ,e  é tant  te ls

que o< le l .n /S,  e+Ui  = m>o,  -d+c '  =  s1,  e t  dont  la  pro ject ion cano-

nique sur E s 'écr i t  (pf  ,cr/a,  -Un/cr,cfr) .

x  D 'après  la  remarque 3 ,  la  t ra iec to i re  (p ( t ) ,q ( t ) )  du  champ N.x+b '

i ssue  d .  (p2 ,q2)  es t  te l l e  gue ,  p i ( t ) ,  i €  [2 ,n ] ,  q i ( t ) ,  i c [ { , t r - f l ; son t

constantes et  pr( t )  = mt + pf ,  qn(t )  = mt + cfr .  re lecteur pouma alors

vér i f ie r ,  avec  moins  de  pe ine  qu ' i ' l  en  fau t  pour  ' l  ' exp l iquer ,  9uê

(p2,q2)  es t  d - reca lab le  en  un  po in t  (p3 ,q3)  dont  tou tes  1es  composantes
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coînc ident  avec  ce l les  d .  (p2  ,q2) ,  excepté

que lnl l , la l t .4nn/a.

Le po in t  (p3 ,q3)  appar t ien t  b ien  à  la

Le raisonnement précêdent est  encore valable

- (B .x+b) .

I l  découle alors du lemme 3 puis du lemme 2 que le système D est  contrôlable

sur RZn pour tout  vecteur b non nul  '

I  I  I  . 4 . 2 .  Dé f i  n i  t i  on  ^  eat t ' l  ^ a | l

Déf in issons  la  c lasseV de champs de  vec teurs  de  R ' "  de  la  façon su i -

vante :

s i  X ,  appar t ien t  àY  ,  r ,  s 'éc r i t  X 'x+v  où  :

X est  un champ de vecteurs appartenant à Sp(n'R) '

S iÀes td iv i seuré ]émenta i redeXa lo rsXadmet

élémentaire du type (r2 *  a2; ,  a réel  non nul  '

v  est  un vecteur de R2n appartenant à I ' image de

I  I  r  .4 .3 . Théorème

.fr*p a. vecteurs X, deV ,

qui sont te l  I  es

boule uni té ouverte de R2n.

s i  I ' on  change  B .x+b  en

auss i  un d iv iseur

i l  existe un chamP de vecteurs

bornées dans R2n, te l  que le

nl "t 
q3

X.

Pour tout

x,  de 9,  dont

couple I  x l ,Xz l

Preuve
0n montre que'  pour tout  X, = X'x*v,  i l  existe '  des

non  nu ls  k r , . . . , k " ' kL* . . .+k .=n ,  e t  un  d i f féomorph isme 0

e(X1)  vé r i f i e  ( i )  e t  ( i i )  de  I I I ' 4 '1 '

toutes les t ra iectoires sont

so i t  con t rô lab le  sur  R2n.

en t ie rs  pos i t i f s

ae€  ,  te l  que ,
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En effet ,  déf jn issons deux types de dj f féomorphisme de s :

-  soi t  h e R2n; notons Tn le di f féomorphisme :

C .x+c*C.x+(c+C.h)  r

-  so j t  Q e  Sp(n ,R) ;  no tons  SO le  d i f fêomorph isme :

c .x  +  c  - )  (  Q- l  cQ) .x  +  Q-1 . .

L 'asser t ion  décou le  a lo rs  imméd ia tement  de  I I I .1 .6 .  e t  de  I I .3 .7 '

So i t  A  un  par tena i re  p r i v i l ég ié ;  a lo rs  le  sys tème lO(X1) ,  A .x I  es t  con t rô -

1  ab l  e  su r  R2n  d 'après  I  I  I  .4 .  1 .

Le  coup l .  lX t ,e -11R.x1 |  es t  donc  con t rô lab le  su r  R2n '
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CONCLUSION

I l  sera i t  in té ressant ,  même en pe t i te  d imens ion ,  d 'appor te r  une

réponse au problème de mariage avec la c lasse des champs de vecteurs inva-

r ian ts  à  d ro i te  sur  le  g roupe symplec t ique;  le  par tena i re  sera i t  cho is i

compact.

Une approche prél iminaire au problème pourrai t  b ien être la dê-

monstrat ion de la conjecture suivante :  "Pour tout  champ de vecteurs B de

gg (n ,R)  n 'appar tenant  pas  a  ! (n ) ,  la  fami l le  de  champs de  vec teurs  invar ian ts

à  d ro i te {8 ,  U(n ) }  es t  con t rô lab le  su r  Sp(n 'R) " .
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