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INTRODUCTION

Un systéme asservi est, d'un point de vue géométrique, la donnée
d'une famille D de champs de vecteurs sur une variété M, 1'espace des états.

Parmi les questions que 1'on peut se poser dans 1'étude d'un tel
systéme 1'une d'elle est la suivante : a partir d'un état initial, quels sont
les états accessibles en empruntant les trajectoires du systéme, c'est a dire
en parcourant alternativement, dans le sens des temps positifs, les trajectoires
des champs de vecteurs de D ? En particulier un systéme sera dit contrdlable
si tous les états sont ainsi accessibles & partir de n'importe quel état du
systéme.

L'aétude de la contrdlabilité des systémes, c'est & dire la description
de 1'ensemble des états accessibles & partir d'un état donné, a justifié de
nombreuses publications récentes, citons en particulier, Brockett (127)»

Lobry ([20],[12]), Sussmann ([15] & fsl).

Cependant les résultats obtenus sont soit locaux soit concernent les
systémes asservis du type {X +uY;ue R}; en particulier les problémes rela-
tifs 3 des familles de deux champs de vecteurs ont été peu abordés.

On appellera probléme de mariage (algébrique) un probléme de contré-
labilité ainsi posé : étant donné une c]assqu de champs de vecteurs sur une
variété M, et un champ X1 appartenant é“a, peut on lui associer un partenaire
X, appartenant i@, tel que le systéme in, le (in, Xps = Xq» = Xz}) soit
contrélable ?

Un tel probléme a &été posé et résolu pour la premiére fois par Sallet
dans [13] avec 1a classe des champs de Killing sur rR", s" ou SL(2, R)/SO(2).

L'objet de ce travail est de résoudre le probléme de mariage avec la
classe de champ affine hamiltonien de R2n possédant au moins une singulariteé.

La difficulté du probléme réside dans le nombre de comportements
physiques couverts par cette classe.

Le partenaire sera construit explicitement ; il sera a trajectoires
bornées.

Par ailleurs, ce travail contient des résultats de controlabilité
avec la classe des champs invariants & droite sur le groupe symplectique.

En effet, la résolution du probléme de mariage nécessite 1'introduc-
tion de 1'algébre de Lie des champs jnvariants & droite sur le groupe sym-
plectique.



D'autre part, il est important, d'un point de vue heuristique,
d'obtenir des résultats de contr8labilité dans le domaine des familles de
champs de vecteurs invariants a droite sur un groupe de Lie.

Signalons donc trois résultats annexes obtenus dans cette direction :

- 1a classification des couples de champs invariants a droite con-
trdlables sur Sp(1,R)

- une réponse compléte au probléme de mariage algébrique avec la
classe des champs invariants & droite sur le groupe symplectique
et sur le groupe symplectique affine ; le partenaire étant tou-
jours a trajectoire bornée.

- une réponse partielle au probiéme de mariage avec la classe des
champs invariants a droite sur le groupe symplectique.

Ce travail est structuré en trois chapitres.

Le chapitre I classifie les couples de champs invariants & droite

contrdlables sur Sp(1,R).

Le chapitre II est purement algébrique ; y sont résolus certains
problémes de générateurs sur des sous-algébres de Lie de 1'algébre de Lie
des champs invariants a droite sur le groupe symplectique affine.

Le chapitre III contient tous les résultats de contrdlabilité sur
le groupe symplectique et finalement le théoréme de mariage.



0 - PRELIMINAIRES

Aprés avoir fourni dans 0,1 quelques définitions et dans le but de
donner au lecteur une certaine liberté vis & vis de la bibliographie je vais
énoncer, dans 0,2 les résultats généraux de contrdlabilité, et dans 0,3 quel-
ques résultats particuliers utiles pour la suite. Enfin j'introduis dans 0,4
le groupe symplectique.

On désigne par M une variété (analytique, séparée, séparable et
connexe) et par D = {_X} une famille de champs de vecteurs (analytiques).
Si X appartient 3@ D, on note X le groupe & un paramétre qu'il engendre ;
rappelons que si X5 est un etat de M, Xt X, est par définition la valeur a

1'instant t de 1'unique solution au probléme de Cauchy : 9&%%211 X(x(t))»
x(0) = X, > On supposera les champs X complets, i.e., Xt défini sur M pour

tout réel t.

0.1 Définitions

0.1.1 Soit x, y M. On dira que y est accessible & partir de x s'il
existe X1 cees XX €D et tys oees tk>_~_0de sorte que X11:0 .. OXk =y.
Si de plus tl, cen I<> 0 et le rang en (tl, e

1 ) de k 1'ap-

plication (S;5 ...s S );-9 X1 0...0 Xk . x est égal a 1a d1mens1on de M
L 51 S
partir de x.

on dira que y est normalement accessible a

Enfin on dira y est (normalement) recalable en x si x est (normale-
ment) accessible a partir de y.

Soit x € M, notons :

A+(x, t) 1'ensemble des états access1b1es a part1r de x en un
tempst,A(x, t) = {X 0...0 . X 3 k€ N, X'€& D,

t >0,t+...+t-t}

12 " tk 2 1
A+(x) 1'ensemble des &tats accessibles & partir de X,

A" (x) 1'ensemble des états recalables en x.

On appelle orbite de x, notée A(x), 1'ensemble des états accessibles
4 partir de x du systéme symétrisé de D : {X, - X} , X€ D.

Soit P une partie de M. On dira que le systéme est (normalement)
contrdlable sur P si tout état x de P est (normalement) recalable sur tout
gtat y de P. On dira que le systéme est (normalement) contrélable si le



systéme est (normalement) contrdlable sur M.

0.1.2 Notons | X, Y.]]e crochet de Lie YX - XY de deux champs de vecteurs
analytiques X, Y. |

On désigne par :1L(D) 1'algébre de Lie engendrée par D, i.e., la
plus petite sous-algébre de Lie de 1'algébre de Lie des champs de vecteurs
analytiques de M contenant D,Yf (D),:E(D)} 1'a1gébre de Lie dérivée de D,
i.e., 1'espace vectoriel engendré par {{X, Y] 3 X, Y e‘f,(D)} et par‘fo(D)

1'algebre de Lie{%)\i X'+ Y5 p €NAER, Ey.-0,xe€n,
1zl i=1

Ve [‘&(D),f(o)] 3}

On dira que le systéme a la propriété d'accessibilité (accessibi-
1ité Forte) si la dimension de '£(D) en X (f.O(D) en x) est égale a la
dimension de M, pour tout x de M.

0.2.1 On peut munir 1'orbite A(x) d'une structure de variété telle que

les applications (t,,...,t )k)-Xl 0...0 Xk .x soient analytiques.
1 k t1 tk

La dimension de cette variété est égale a la dimension de i(D)
en x ([11] 11-3-2).

0.2.2 Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) le systéme a la propriété d'accessibilité.

(ii) pour tout x de M, A+(x) est contenu dans 1'adhérence de son
intérieur.

(iii) pour tout x de M, A™(x) est contenu dans 1'adhérence de son
intérieur.

(iv) pour tout x de M, A+(x) est d'intérieur non vide.

(v) le systéme symétrisé de D .{X, - X} est contrdlable.

(c.F. [16] 3-1).

0.2.3 Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) e systéme a la propriété d'accessibilité Forte.

(ii) pour tout x de M et tout t>0, A+(x,t) est contenu dans
1'adhérence de son intérieur. '

(c.F. [16] 3-2).



0.2.4 On déduit immédiatement de 0.2.2 (iii) qu'un systéme ayant la
propriété d'accessibilité est contrdlable si et seulement si pour‘tout X
de M A+(x) est dense dans M.

On peut donc par des méthodes calculatrices obtenir des renseigne-
ments Tocaux sur les ensembles d'états accessibles. Dans le cas général
1'algébre de Lie i(D) est de dimension infinie et i1 n'est pas aisé de
déterminer si un systéme 3 la propriété d'accessibilité ce qui nous conduit

=

3 aborder certains aspects particuliers.

Soit G un groupe de Lie d'élément neutre I. L'algébre de Lie des
champs invariants & droite sur G s'identifie & 1'algébre de Lie G des vec-
teurs tangents en I a G.

Si D ={X} est un systéme de champs invariants a droite de G,‘f(D)
est une sous-algébre de 1'algébre de Lie de dimension Finie des champs inva-
riants & droite.

Notons exp 1'application exponentielle de G dans G ; Soit X un

champ invariant & droite ; le groupe a un paramétre qu'il engendre est le
groupe des translations a gauche Lexpr , i.e., si g€ G, Xt.g = (exptX)g.

0.3.1 A(1) ={ (expty X;) (expt, X,).- fexp ty X ) 5 K€ N, X;€ D,
t.€ R.}.
L'orbite A(I) est le sous-groupe intégral de G associé a la sous-

algébre de Lie i(D), i.e., 1'unique sous-groupe de Lie dont 1'algébre de
Lie est £ (D) ( [2] Theoreme 1).

AY(1) = |(expty X;) (expt, X,)...(exp t, X,) 5 K€ N, X; €D,
t; 3 0.}.

A+(I) est un semi-groupe, i.e., le produit de deux &léments de
A*(I) est un élément de AT (1) ( [9] 4-5).

0.3.2 Le systeme est contrdlable si et seulement si A+(I) contient un
voisinage de 1'identite ( [9] 6-3). ‘

0.3.3 Soit M une variété. On dira que G opére sur M s'il existe une
application analytique de G x M dans M (g, m)&>» g.m vérifiant les conditions
suivantes :




(i) 91'(92°m) = (9192)-m
(ii) I.m = m ; 915 9o € G, meg M.
On dira que G opére transitivement si pour tout Mys My de M

i1 existe un élément g de G tel que g.my = m,.

0.3.4 Si G opére sur M, tout champ de vecteurs X invariant a droite de

G détermine un groupe d un paramétre sur M défini en m de M par (exptX).m.

Notons X* e champ de vecteurs de M associé, i.e., X+(m) est le
vecteur tangent en m & la courbe t > (exptX).m.

On sait donc associer & tout champ X invariant a droite de G un
+
champ de vecteur X' de M.

Soit D = {X} une famille de champs de vecteurs invariants & droite
de G et D* = {X+}-1a famille de champs de vecteurs de M associée, alors :

. + +
(1) AD+ (x) = AD (I).x 3 AD+ (x) = Ap (I).x.
(i1) le systeme D" a 1a propriété d'accessibilité si et seulement
si AD(I) est un sous-groupe de G opérant transitivement sur M.

0.3.5 Notons GL(n,f) le groupe de Lie réel des matrices complexes inver-
sibles d'ordre n ; 1'algébre de Lie GL(n,4) de GL(n .§) est isomorphe a
1'algébre de Lie des matrices complexes d'ordre n avec la loi de crochet de
Lie [A, B} = AB - BA.

Si A appartient a QL(n,¢), expA coincide avec 1'exponentielile de

matrice ordinaire eA -2 AN
mo nl

Désignons par GL{n,R) le sous-groupe de Lie de GL(n.§) des matrices
réelles inversibles, d'ordre n ; 1'algébre de Lie GL(n,R) de GL(n,R) est
1'ensemble des matrices réelles d'ordre n.

Notons R" le produit cartésien réel. GL(n,R) opere transitivement
sur R" {Q} avec son action linéaire classique. Si X€GL(n,R) alors X' = X.x,
j.e., un champ linéaire.

Soit G un sous-groupe Fermé de GL(n,R). On appelle G-groupe affine
le sous-groupe Fermé de GL(n+1,R) ensemb]e des matrices ( S) oo vER" et
S€ G ; 1'algébre de Lie notée (G, R ) de ce groupe s 1dent1f1e 1'ensemble
des matrices d'ordre (n + 1) de 1a forme (0 OA) oo a€R" et A€ G algébre de
Lie de G.



Identifions R" avec 1'ensemble de vecteurs de Rn+1 (i), xe R" .
Alors le G-groupe affine opére transitivement sur R" avec la loi induite

par 1'action linéaire de GL(n+1,R) sur Rn+1.

On sait donc associer & tout champ X = (A, a) de (G, Rn) un
champ x* de R" ; on vérifie que X+(x) est le champ A.x + a.

On appelle champ affine de R" un champ A.x + a ot A€ GL (n,R)
et systéme asservi régulier de R" un systéme de champs affine de R".

Notons{;ul,...,u s VisenesV } la base canonique du produit carté-
.. .2n : n 2n n s .
sien réel R¢" et munissons R“" de sa structure euclidienne canonique.
01
On note J 1'élément ( n) de GL(2n,R) ou In est la matrice identi-
té d'ordre n. 1,0
On définit :
1 i = tsos =
e groupe symplectique Sp(n,R) {S €GL(2n,R), "SJS = J},
le groupe unitaire U(n) ={U€GL(n&), tlu = In} ,
le groupe spécial unitaire SU(n) ={'SU€er0, dét. SU = 1}.

Sp(n,R) est un sous-groupe Fermé de GL(n,R), U(n) et SU(n) sont
des sous-groupes compacts de GL(n ).

On peut identifier SU(n) et U(n) a des sous-groupes de Sp(n,R)
que 1'on notera de 1a méme facon, 1'isomorphisme de groupe étant défini
par @ : (A + B)>( 5 p)-

Les algebres de Lie respectives se calculent aisément :

X1 %
sp(n.R) =L [} (2 |5 %p» X X3€BL(N, R), X, et Xg synétriques.} .
3 X : T
1
U(n) ={H€§L(n,¢), tﬁ +H= 0} , i.e., 1'ensemble des matrices

antihermitiennes d'ordre n.
SU(n) ={H€g(n), trace H = 0} .

On trouvera ces résultats élémentaires dans Chevalley [3] chap. I.

2n-1

U(n) et SU(n) opérent transitivement sur la sphére S de 1'es-

pace euclidien R2n et Sp(n,R) opére transitivement sur 1'espace pointé

R%" - {0} ( [1] & 3.



On appelle champ Tinéaire hamiltonien de R2n un champ linéaire de

Rzn, A.x, ol A appartient a Sp(n,R), champ affine hamiltonien de R2n un

champ affine de Rzn, A.x + a, ol A appartient & Sp(n,R) et systéme asservi

2n un systéme de champs affines hamiltoniens de R2n.

régulier hamiltonien de R



CHAPITRE 1

CLASSIFICATION DES COUPLES DE CHAMPS INVARIANTS A DROITE CONTR6LABLES

SUR LE GROUPE SYMPLECTIQUE D'ORDRE UN

Introduction

Le groupe symplectique d'ordre un Sp(1,R) est un groupe de Lie de
dimension 3 et une variété plongée dans R4 : de fait les problémes de contrd-
labilité méme avec des champs invariants y présentent une certaine difficulteé.

Ces problémes de contrdlabilité ont &té abordés dans [13} II-3. On
y trouve le résultats suivant : "Tout champ X1 non nul invariant de Sp(1,R)
admet un partenaire X2 tel que le systéme {Xl, Xz} soit contrdlable sur
Sp(1,R)". J'ai emprunté & ce travail 1'intermédiaire technique qu'est le
demi-plan de Poincaré.

Le Principa1 résultat que j'obtiens est que poser un probléme de
controlabilité en termes de couple de champs invariants sur Sp(1,R) est équi-
valent a poser un probléme de contrdlabilité en termes de couple de champs
linéaires sur RZ- {0} s c'est le théoréme I1.3.2.

I1 est évident que ce résultat n'est pas significatif pour aborder
les problémes & 1'ordre n ; par contre on retiendra pour la suite la possibi-
1ité d'engendrer une algébre de Lie simple non compacte avec des champs
choisis dans des algébres de Lie de sous-groupes compacts de Sp(1,R).

On trouvera dans I.1 les préliminaires.

1.2 classifie les couples de champs linéaires hamiltoniens contro-
lablessur R°- {0} .

Dans 1.3 j'obtiens des conditions nécessaires et suffisantes de
contrdlabilité sur Sp(1,R) pour les couples de champs invariants, ce qui,
joint a 1.2 réalise la classification annoncée.

Enfin 1.4 précise sur Sp(1,R) les résultats de Sussmann ([}8])
quant a la stabilité de la contrdlabilité ; on y verra que 1'accessibilité
mais non la contrélabilité est une propriété générique.



1.1 Préliminaires

[.1.1 Le groupe symplectique d'ordre un Sp(1,R) s'identifie au groupe
spécial linéaire SL(2,R) groupe des matrices carrées d'ordre deux de dé-
terminant un. L'algébre de Lie Sp(1,R) des champs invariants a droite est

1'ensemble des matrices carrées d'ordre deux de trace nulle.
I1 opére transitivement sur deux variétés :
sur R2- {0} avec 1'opération linéaire (S, Xx)PS.x 3
sesp(1.R) et x € R%- {0} ,
sur le demi-plan de Poincaré P défini par :
p —{z€¢ Im. z)O}avec la loi (S,z) = S. 7_6
S.z= (az+b) (cz+d)"l 5 SESp(LR) S =[c ] ze(.

Soit A un champ invariant sur Sp(1,R), on notera respectivement

AR et AP les champs associés sur R2- [0} et sur P de la facon définie en
0.3.4.

comme les deux opérations sont transitives si un systéme D de champs
invariants est contrélable sur Sp(1,R) alors les systemes associés DR et DP

le sont également sur leurs variétés respectives (0.3.4 (i)).

I.1.2 Définition

Soit A un champ invariant a droite sur Sp(1,R) non nul.

On dira que :

A est elliptique si les valeurs propres de A sont imaginaires pures,
A est parabolique si O est valeur propre,

A est hyperbolique si les valeurs propres de A sont réelles non

nulles.

1.1.3 Définition

On dira que deux champs invariants A et A' sont équivalents, AwA',
s'il existe S€ Sp(1,R) tel que sl as = A, '

I.1.4 Proposition

D'aprés [4] théoreme S-1 (iv).

- 10 -



«
A est elliptique si et seulement si An( 2{ ), of €R.

A est parabolique si et seulement si AJV(O € ),E =+ 1.
0 x

A est hyperbolique si et seulement si A~(x (;),)\) 0.
v 0 -

On notera que sauf dans Te cas hyperbolique les valeurs propres ne
déterminent pas la classe d'équivalence.

I1.1.5 Définition

Soit D = {A, B} s D' = {A', B'} deux couples de champs invariants
de Sp(1,R). On dira que Tes deux systémes sont équivalents s'il existe
a, b€ R, ab>0 et S € Sp(1,R) telsque aA = S"L A' S et bB = 5™} B .

I1.1.6 Proposition

IT est évident que cette relation d'équivalence conserve la contré-
labilité respective des systémes D, DR et DP puisque les deux systémes sont

diffeomorphes sur leurs variétés respectives & un changement de paramétrage
des courbes intégrales des deux champs respectant la contrdélabilité prés.

[.2.1 Représentation des courbes intégrales du champ linéaire hamiltonien

A.x de RC.

Si A est elliptique c'est une famille d'ellipses :

AV

s
o

- 11 -
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Si A est parabolique c'est une famille de droites paralléles a
la direction propre de A qui est un ensemble de singularités :

NV

v

Si A est hyperbolique c'est une famille d'hyperboles admettant

les directions propres de A comme asymptotes :

V

—
r g

N

Soit D = {A, B} un systéme de champs invariants sur Sp(1,R). On
vérifie a 1'aide des courbes intégrales des deux champs du systémes
DR ={A.x, B.x} les résultats suivants :

- 12 -



[.2.2 Proposition

Le systéme DR a la propriété d'accessibilité sur R2- {0} si et
seulement si les champs A et B sont non proportionnels et les directions
propres de A sont toutes distinctes des directions propres de B.

(On utilisera 0.2.2 (v)).

1.2.3 Proposition

On suppose que A est elliptique. Alors DR est contrdlable si et
seulement si A et B sont non proportionnels.

1.2.4 Proposition

On suppose que A et B sont paraboliques non proportionnels. Alors
un et un seul des deux systémes'{A.x, B.x} s {A.xu -B.x} est contrélable.

5 o

On suppose que A est parabolique et B hyperbolique.

DR est contrélable si et seulement si Dw 0 1 s
00

1.2.5 Proposition

Si DR a la propriété d'accessibilité alors un et un seul des deux
systemes [A.x, B.x}, {A.x, -B.x} est contrdlable.

0 1 0 -1
Dp est contrdlable si et seulement si Dnﬁo 0] ,[_1 0]}

1.2.6 Proposition

On suppose que A et B sont hyperboliques.

Notons a%0 et - a les valeurs propres de A,
b0 et - b les valeurs propres de B.

Désignons par M1 une intersection avec le cercle unité de R2 de la

direction propre associée & a, puis par MZ’ M3 et M4 les premiéres intersec-
tions respectives avec le cercle unité des directions propres associées a
- a, b et - b, le cercle unité étant parcouru dans son sens trigonométrique

-

positif ordinaire & partir du point Ml’

Associons au systéme ayant la propriété d'accessibilité de confi-

guration ™ le quaterne (M,, M. ; M. , M. ) 3
™. 1 i 12 i,

4
. s 4
i1215,14€ [1,3]. ,
Alors seuls';3ht contrdlables les systémes de quaternes

(Ml’ M2’ M3, M4) ou (Ml’ M4, M3, M2).
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On note que, si dans la suite les points Mi des deux champs alter-
nent alors ni le systéme.[A.x, B.x} ni le systéme {A.x, - B.x} est contrdla-
ble, sinon un et un seul des deux systémes 1'est.

L'objet de ce paragraphe est de montrer qu'un systéme D = {A, B}
de champs invariants & droite de Sp(1,R) est contrdlable si et seulement si
le systéme Dp associé sur R%- {0} est contrdlable. La classification réalisée
en 1.2 sur R2- {()} grace aux propositions 1.2.3-4-5-6 sera alors la classifi-
cation recherchée sur Sp(1,R).

I.3.1 Proposition

Soit D un systéme d'un nombre quelconque de champs invariants a
droite sur Sp(1,R).

Alors D a la propriété d'accessibilité si et seulement si DR a la
propriété d'accessibilité sur Rz- {0} .

Démonstration

Appliquons 0.3.4 (ii) : DR a la propriété d'accessibilité sur
R2- [00 si et seulement si 1'algébre de Lie engendrée par D est 1'algébre

de Lie d'un sous-groupe de Sp(1,R) opérant transitivement sur R2- {0}.

Or il suffit de consulter dans [1] la liste des groupes opérant
transitivement sur R"- {0} pour s'assurer que Sp(1,R) est le seul sous-
groupe de Sp(1,R) ayant cette propriété.

1.3.2 Théoréme

Soit D = {A, B}.un couple de champs de vecteurs invariants a droite
de Sp(1,R).

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) D est contrdlable sur Sp(1,R).
(i1) Dp est contrdlable sur P.
‘s 2
(ii) Dp est contrflable sur R-{O} .

- 14 -



Démonstration

La démonstration n'utilise pas des techniques trés. sophistiquées ;
elle est cependant loin d'étre évidente.

On sait d'aprés 0.3.4 (i) que la condition (i) implique (ii) et
(iii). On va montrer en étudiant tous les cas de figure (@ une équivalence
prés) que (ii) implique (i), le lecteur vérifiera en chemin grice a 1.2 que
(ii) et (iii) sont équivalentes.

On va d'abord établir dans 1e lemme 1 une propriété fondamentale
de P : il y a identité entre 1'ensemble des éléments de Sp(1,R) laissant
fixes un point de P et sous-groupe compact maximal. Ensuite on démontrera
dans le Temme 2 une condition nécessaire et suffisante de contrélabilité
sur Sp(1,R) lorsque 1'un des champs est elliptique. Enfin on établira le
lemme 3 qui joint au lemme 1 est & interpréter comme le bon lemme pour ré-
soudre les cas de figure restants.

Lemme 1

K est un sous-groupe compact maximal de Sp(1,R) si et seulement
si il existe zo€ P tel que K ={S€ Sp(1,R), S.z, = Zo'} .

Preuve

Notons S0(2) le groupe des rotations de déterminant 1 :
50(2) ={expt (% Y, telo, 211]}.
-1 0

On vérifie que S0(2) ={S € Sp(1.R), S.i

i}.

Soit K un sous-groupe compact maximal de Sp(1,R) alors K est con-
jugué a s0(2), i.e., il existe S € Sp(1,R) tel que K =S S0(2) S'l. K est
donc 1'ensemble des éléments de Sp(1,R) laissant fixe le point S.i de P.
Lemme 2

On suppose que A est elliptique.

Alors le systéme D est contrdélable sur Sp(1l,R) si et seulement si

A et B sont non proportionnels (comparer avec [9] 6-7).

Preuve

Si B est elliptique on utilise 1.3.1, [.2.2 et [11] 11.4.4 :
D est un systéme de champs Poisson-stables qui a Ta propriété d'accessibiliteé,
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i1 est donc contrdlable.

Si B est parabolique ou hyperbolique le systéme est équivalent
a un systéme D' = [,A', B'} ol A' est elliptique et : B' = 8 é]si B est
parabolique, B' = é -?] si B est hyperbolique.

On peut tracer les courbes intégrales des champs de vecteurs de
Dé en utilisant 0.3.4.

Le champ Aﬁ admet une singularité notée Z,- Les courbes intégrales
de Aﬁ sont périodiques et symétriques par rapport a :{ Z€EP, Re.z = Re.zo.} :

Re.Z Rz
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Les courbes intégrales de Bﬁ ont 1'aspect suivant :

v _ [0 11 .
s =[5 o] :

N Tm.2

\\4

Y

‘,p\/

¢ Tm.2




on vérifie que 1'ensemble A+(zo) des points accessibles a partir
de z, et que 1'ensemble des points recalables en z est P. Le systéeme Dﬁ est
donc contrdlable.

Montrons la contrdlabilité de D'. Notons A+(I) 1'ensemble des états
accessibles du systémes D' & partir de 1'identité de Sp(1,R) et K le sous-
groupe compact maximal laissant z fixe (c.f. lemme 1). Alors
K = [expt A' ; t2 0} et donc K € At (1),

Soit S € Sp(1,R), alors S.zo appartient & P et donc a
A+(zo) = A+(I).zo (0.3.4 (i)) puisque Dﬁ est controlable ; il existe donc
T€A*(I) tel que 5.z = T.z 3 T °S laisse fixe z, c'est donc un élément de
K d'aprés le lemme 1 et donc de A+(I). Puisque A+(I) est un semi-groupe
(c.f. 0.3.1), S appartient donc a At (1).

On en déduit que A+(I) = Sp(1,R) et le systéme D' est contrdlable
d'aprés 0.3.2.

Lemme 3
Soit K un sous-groupe compact maximal de Sp(1,R) et U un ouvert de K.

Soit le systéme D =.[A, B} ol A et B sont de type parabolique ou
hyperbolique.

Alors si tous les éléments de U sont accessibles a partir de
1'identité pour le systéme D i1 est contrdlable sur Sp(1l,R).

Preuve

$i 1'ensemble des états accessibles a partir de 1'identité du
systéme D contient U, puisque c'est un semi-groupe (0.3.1) il contient K qui
coincide avec " pour un entier n 3 i1 contient donc 1'ensemble des états
accessibles a partir de 1'identité du systéme {A', A, B}, ot A' est ellipti-
que et tel que K ={expt A' 3 t20}, qui est Sp(1,R) d'aprés le lemme 2 le
systéme D est donc contrdlable d'aprés 0.3.2.

Examinons maintenant les cas restants.

Si A et B sont paraboliques non proportionnels. Alors le systéme D
est équivalent au systéme D' = [A's B'} avec A' = [g (1)1, B! = _% 81£= + 1.

Les courbes intégrales de BP sont symétriques par rapport & 1'axe
imaginaire pur.
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Le systéme Dﬁ a 1'allure suivante :

A Tm.z

A4

K

N

Re.;

Le systéme Dﬁ est contrdlable sur P si et seulement si € ) 0.
Montrons que dans ce cas le systéme D' est contrflable sur Sp(1,R).

Soit t12;0 alors d'aprés la figure i1 existe t, > 0 unique de
sorte que 1'élément A(tl), de 1'ensemble des états accessibles a partir de
1'identité du systéme D', défini par A(tl) = (expt1 A')(expt2 B')(expt1 A')
laisse fixe le point i. A(tl) est donc un élément de SO(2) (c.f. lemme 1).

L'application tl‘->A(tl) est une fonction continue en tl, d'aprés
le théoréme de continuité des solutions d'une équation différentielle par
rapport aux conditions initiales, et A(0) = I identité de Sp(1,R) ; d'autre
part pour des raisons de symétrie i1 existe &« > 0 tel que A(ex) # I.

D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, 1'ensemble
{A(tl), t€ [O,NJ}contient un voisinage de SO(2).

Le systéme D' est donc contrdlable sur Sp(1,R) d'aprés le lemme 3.
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Notons que 1'on peut déterminer aisément A(tl) :

_ 2,-1,
t, = 2t1 (1 + tl) H
- a+th 2t, (1+t)7
At,) = - \
2. -1 2 2.-1
-2ty (1 + t]) (1-t]) (1+t])

Soit en posant t; = tga, a€ fo, T7/2[:

cos 2a sin 2a
A(tl) =[

Examinons le cas ol A est parabolique et B hyperbolique. Si D n'a

-sin 2a cos 2a

-----

pas la propriété d'accessibilité i1 est équivalent au systéme

»_ffo 1 0 } _ Lo Crs gt o vies s
D -[ o ol ° {E —E] € - +1 3 DP a la propriété d'accessibilité mais

n'est pas contrdlable.

.....

Si D a la propriété d'accessibilité il est équivalent au systéme

] [} ] 1 ] E
D=[A,B} avecA=8g‘) , B=[(; 0|£=il.
Le systéme Dﬁ a 1'allure suivante :

A Im.z

h 4

AI

B (e--4)

v

Re.z




IT est contr6lable sur P si et seulement si & = - 1. Dans ce cas
on montre que D' est contrdlable sur Sp(1,R) d'une fagon identique au cas
précédent.

Enfin examinons le cas oi A et B sont hyperboliques ; le systéme D
est alors équivalent & un systéme D's {A', B'}avec A' é _Cl)'] » B' hyperbo-
lique.

I1 convient de distinguer deux possibilités :

1°) D' n'a pas la propriété d'accessibilité ou les points Mi des champs A',
B' alternent (c.f. 1.2.6).
Le systéme Dﬁ a alors 1'allure suivante :

I
:

v

Re.z

Ni le systéme Dy ni le systeme {A', - Bﬁ} est contrblable.

2°) Les points Mi des chagps A' et B' n'alternent pas.
Notons dans le plan R~ = {(u, v)} par v = au et v = bu les directions
propres associées respectivement & la valeur propre positive et néga-
tive de B' ; on peut supposer que +eed a, b > 0.
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Le systéme Dﬁ a 1'allure suivante :

J

r -

Tm.z

.

Ala e(4asdl) Ab  Rez

Db est contrblable si et éeu]ement si a>b. Montrons alors que D'
est contrdlable sur Sp(1,R).

Notons z_ un point de 1'axe de symétrie‘[z € P, Rez = 1/2 (a'1 + b'l)
P

Soit t1)~0, alors d'aprés la figure il existe t2, t32 0 uniques de
sorte que A(t;) = (expt, A')(expt, B')(expt, A') laisse fixe le point z,.

des courbes intégrales de B

L'application tféA(tl) est une fonction continue en t1 et i1 suffit,
comme dans le cas de mariage de champs paraboliques, de montrer qu'elle est
non constante pour démontrer la contrflabilité de D' sur Sp(1,R)

Choisissons un t0> 0 i1 est évident (c.f. figure) que, puisque
t2 dépend continlment de t1 et que t3 augmente lorsque t1 croit, que pour
z, assez voisin de 1/blA(t(')).z1 # A(to).z1 pour tout té voisin de ty-

L'application t1l€>A(t1) est donc non constante et D' est contrd-
lable sur Sp(1,R).
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[.3.3 Remarque

On a montré 1'équivalence de la contrdlabilité de D sur Sp(1,R)
et de la contrélabilité des systémes associés D, sur P et Dp sur RZ-{_O}
pour un systéme D de deux champs de vecteurs. Ce résultat est faux pour un
systéme d'un nombre quelconque de champs.

0 0
pas la propriété d'accessibilité par contre DP a cette propriété.

Considérons en effet le systéme D ={[O I] R é _?l'}. Dp et D n‘ont

. . - 1 - ) sz
Le systéme D ={18 é s 8 é R ‘0 _? s [é ? }symetr1se de D

est donc non contrdlable sur Sp(1,R), par contre le systéme Dﬁ est contrdla-
ble sur P (0.2.2 (v)) !

I.4.1 Définition

Sur un espace topologique une propriété sera dite générique si
1'ensemble des &léments qui la vérifient est une intersection dénombrable
d'ouverts denses.

Sur un espace de Baire, qui est précisément défini par le fait
qu'une telle intersection est dense, c'est un ensemble dense.

1.4.2 Proposition

L'ensemble des systémes D = {A, B} de champs invariants a droite
contrélables sur Sp(1,R) est un ouvert non dense lorsque 1'on munit 1'algébre
de Lie de Sp(1,R) X Sp(1,R) de sa topologie canonique d'espace vectoriel.

Preuve

Sur un groupe de Lie pour qu'un systéme de champs invariants soit
contrdlable i1 est nécessaire et suffisant qu'il le soit dans un voisinage
de 1'élément neutre (0.3.2). On déduit alors de [18] 4.3 et 3.2 1'ouverture.
Ce résultat peut d'ailleurs &tre obtenu directement : d'aprés I1.3.2 i1 suffit
de le montrer sur R%- J0} ce qui est imediat & 1'aide de I.2.

La non densité se démontre en remarquant que dans un voisinage suf-
fisamment petit d'un systéme de champs hyperboliques non contrdlable tous
les systémes sont non contrdlables.

La contrélabilité est donc non générique bien que la propriété
d'accessibilité le soit puisque manifestement 1'ensemble des systémes ayant
cette propriété est un ouvert dense (appliquer 1.3.1 puis 1.2.2).
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CHAPITRE II

RESULTATS ALGEBRIQUES

Introduction

On a vu en 0.3.5 que les systémes asse}vis réguliers de R" se de-
finissent & partir de 1'action sur R" d'un groupe affine. En particulier le
probléme de trouver des systémes de champs de vecteurs invariants engendrant
certaines sous-algébres de 1'algébre de Lie du groupe symplectique affine
est associé a tout probléme de contrélabilité avec des systémes asservis
réguliers hamiltoniens.

Le résultat Te plus important de ce chapitre est le théoréme
I1.3.9 ; son contenu est le suivant : tout champ de vecteurs, non nul, de
1'algébre de Lie Sp(n,R) admet un partenaire compact, i.e., un champ de vec-
teurs appartenant & 1'algébre de Lie d'un sous-groupe compact de Sp(n,R), de
sorte que 1'algébre de Lie engendrée par le couple de champs de vecteurs soit
1'algébre de Lie Sp(n,R).

Dans II.1, aprés avoir rappelé quelques généralités sur les algébres
de Lie, nous explicitons [1] P. 306 : nous définissons, sur une algébre de Lie
semi-simple, la notion d'élément fortement régulier et d'élément en position
génitrice ; les couples de champs de vecteurs dont 1'un des é&léments est forte-
ment régulier et 1'autre en position génitrice engendrent 1'algébre de Lie.

Dans 1I.2 nous précisons sur 1'algébre de Lie SU(n) Tes caractéris-
tiques des éléments fortement réguliers et celles des &léments en position
génitrice. Cela nous permet d'exhiber des couples de champs de vecteurs engen-
drant SUW(n). Nous terminons ce paragraphe en résolvant le probléme de mariage
algébrique, et donc de mariage, avec la classe des champs de vecteurs, inva-
riants & droite, non nuls, du groupe spécial unitaire SU(n).

Dans II.3 nous caractérisons les &léments fortement réguliers de
Sp(n,R), de type compact, et les champs de vecteurs invariants en position
génitrice. Le fait de distinguer "une" position génitrice particuliére per-
met alors, via les résultats de II.2, de démontrer le théoréme I11.3.9.

Enfin dans I11.4 nous étudions le probléme de trouver des couples
de champs de vecteurs invariants engendrant 1'algébre de Lie du groupe affine
produit direct de groupes symplectiques affines. Un tel groupe est en effet
physiquement adapté au probléme de mariage avec la classe des champs affines
hamiltoniens.
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Soit g une algébre de Lie réelle de dimension finie. On note
[X, Y] le crochet de Lie de deux éléments X, Y de g.

I1.1.1 Définitions

Soit X un élément de g ; on définit 1'endomorphisme adX de g par
adx.Y =[x, v].

B(X, Y) = Trace (adX O adY) définit une forme bilinéaire symétri-
que sur g X g appellée forme de Killing. On dira que g est semi-simple si la
forme de Killing est non dégénérée ; si de plus g est non réduite & 0 et
si les seuls idéaux de g sont g et {0} on dira que g est simple.

Si 1'algébre de Lie [g, g] dérivée de g, i.e., 1'espace vectoriel
engendré par;[x, Y] ; X, YE g} , est semi-simple et si g s'écrite®g, g
¢ étant le centre de g, i.e., ¢ ={X €gqg; [X, Y] =0, VY€ g}, on dira que
g est réductive.

I1.1.2 Exemples

L'gTaébre de Lie d'un groupe de Lie compact est réductive ; Ainsi
1'algébre de Lie U(n) du groupe unitaire est réductive ; son centre est de
dimension un ; son algébre de Lie dérivée est 1'algébre SU(n), elle est simple.

L'algébre de Lie GL(n,R) du groupe linéaire réel est réductive,
son centre est de dimension un, son algébre dérivée est simple : c'est 1'al-
gébre de Lie SL(n,R) des matrices réelles de trace nulle. Sp(n,R) est une
algébre de Lie simple.

De facon générale les algébre de Lie des groupes classiques sont
réductives ce qui explique pourquoi 1'étude de la structure des algébres de
Lie semi-simples a été poussée trés loin et a méme conduit a une classifica-
tion compléte.

11.1.3 Proposition (([7}, chap. 11.6.3)

Si g est semi-simple alors g est isomorphe au produit direct de
tous ses idéaux simples. '
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11.1.4 Définition

Une sous-algébre de Cartan de g est une sous-algébre a de g vé-
rifiant les conditions suivantes :

(i) a est une algébre abélienne maximale de g.

(ii) Pour tout élément A de a, adA est .un endomorphisme semi-sim-
ple, i.e., diagonalisable sur le complexifié de g.

I11.1.5 Définition

Soit g une algébre de Lie semi-simple.

On appelle décomposition canonique de g une somme directe,
g=a@®bou:
(i) a est une sous-algébre de Cartan de g.
(ii) b est un sous espace vectoriel de g stable relativement a
tout endomorphisme adA, A appartenant a a, et tel que 1'algé-

bre de Lie engendrée par b, i.e., la plus petite sous-algébre
de Lie contenant g, soit g.

11.1.6 Définition

Soit a une sous-algébre de Cartan de g et g = 2 ® b une décomposi-
tion canonique de g.

On dira qu'un élément A de a est fortement régulier si :
(i) La restriction de adA a b est un isomorphisme.

~

(ii) La restriction de adA a b est cyclique sur b, i.e., le poly-
néme minimal de adA sur b coTncide avec son polyndme caractéris-
tique.

11.1.7 Définition

Soit A un élément de a, fortement régulier.

On dira que 1'élément B de g est en position génitrice (en abrégé
p.g.) relativement 3 A si 1'algébre de Lie engendrée par le sous-espace vec-
toriel cyclique de b de base {adA.B, adzA.B,...} est g. .

I1.1.8 Proposition (c.f. [1] § 5, théoréme Kuranishi).

Soit A un élément fortement régulier et B un gélément en position
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génitrice relativement a A.

Alors 1'algébre de Lie engendrée par le couple {A,B} est 1'alge-
bre de Lie g.

La preuve est évidente. on sait donc, sur toute algebre de Lie
semi-simple, construire des couples engendrant 1'§1gébre de Lie dans la me-
sure ou 1'on a exhibé un élément régulier et un élément en position génitrice
relativement a cet élément.

11.1.9 Proposition (c.f. {1} p. 305).

Soit g une algébre de Lie réductive dont le centre c est de di-
mension un 3 g s'écrit ¢ ® (g, gl

Considérons deux éléments Xl’ X2 de g de composantes respectives

Cys Cy sur c et Dy, D, sur B g].

1’
Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) L'algébre de Lie engendrée par {Xl, Xé} est g.

(ii) L'algebre de Lie engendrée par {Dl, Dé} est [g, g] et 1'un
des éléments C,, C, est non nul. ~

11.2.0 Notations

Désignons par a le sous espace vectoriel de U(n) dont une base est
constituée par les matrices A, kc[l,n] de 1a forme :

Notons a' le sous-espace de a défini par

= L o -
{ &1 %« A ;e{kif R EE:'l k=0 et c Te sous-espace vectoriel de a

ngendré pa
enge par th; F‘it
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Considérons les matrices Ek]’ Fk]’ 1<k {1<n, ainsi définies :

| |
! L
1 1

Désignons par b le sous-espace vectoriel de U(n) de base
{Ek], Fip 5 15k<15n}.

Précisons maintenant sur 1'algébre de Lie SU(n) Tes notions intro-
duites en 11.1.4-5-6-7.

I1.2.1 Proposition

(1)
(11)

U(n) = ¢ ® SY(n).

a et a' sont respectivement des sous-algébres de Cartan de
U(n) et de SU(n).

(ii1) SU(n) = a' @ b est une décomposition canonique de SU(n).

(iv)

(v)

n

A est un élément fortement régulier si et seulement si les
nombres de 1'ensemble (& - OG), - (o -0<j) ; 1¢i¢j4n sont
deux a deux distincts.

n
Soit A un élément de a' s'écrivant ki;-lo(k As

L'ensemble des &éléments fortement réguliers de a' est un ouvert
dense de 1'espace vectoriel a'.

Soit B un élément de SU(n), A' sa composante sur a' et B' sa
composante sur b, B' s'écrivant fégiﬁln (eij Eij + fij Fij)'
Notons A 1'ensemble des couples (i, j) tel que

(e55 Fi5) # (0, 0).

Alors si B est en position génitrice relativement & un élément
fortement régulier de a' i1 1'est relativement & tout élément
fortement régulier de a'.

B est en position génitrice si et seulement si 1'algébre de
Lie engendrée par 1'espace vectoriel

@
(i,j)gLEEij @RFU.) est SU(n).
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Preuve

I1 est clair que a et a' sont respectivement des algébres abé-
Tiennes maximales de U(n) et de SU(n).

L'algébre de Lie engendrée par 1'espace vectoriel b.est SU(n) car
[E.» Fiol = 2 (A - A, i€lLn-1].

Un calcul élémentaire de crochets de Lie montre que adA Taisse sta-
ble b et 1a restriction de adA a b est un endomorphisme semi-simple dont les
valeurs propres sont imaginaires pures ; plus précisément tous les espaces

R Eij e'iKFiJ. sont laissés invariants par adA et restriction de adA & chacun
de ces espaces est dans la base {Eij’ Fij} 1a matrice d'ordre deux

0 - (& -K.)
[o(.-o( "o J] '
1]

I1 est alors immédiat que adA restreint & b est un isomorphisme
cyclique, i.e., A fortement régulier, si et seulement si les valeurs propres
de adA sur b sont toutes distinctes deux & deux ; comme ces valeurs propres
sont les nombres complexes i(&, - &), - 1(0i - &), ¥k{4n on a bien la
condition de (iv). L'ensemble des €léments fortement réguliers est 1'espace
vectoriel a' auquel on a retiré un nombre fini d'hyperplans.

Montrons le point (v). Soit A un élément fortement régulier. Alors
B' est un vecteur cyclique du sous-espace de b, (i(Ja.j)gg‘Eij @RFij)’ relati-
vement & 1'endomorphisme adA ([13] I1.2.3).

B est en position génitrice relativement a A, par définition, si
1'algébre de Lie engendrée par cet espace vectoriel est SU(n), d'od (v).

11.2.2 Proposition

Soit A, un élément fortement régulier de a'.

Considérons un élément B de SU(n) ; de composante A' sur a' et B’
sur b, B' s'écrivant ey (e1J E1J GB'f1J F1J)

Si 1'ensemble des couples (i, j), 14i{j¢n, tel que (e, Fij) # (0,0)
contient 1'un des sous-ensembles de 1'ensemb1e{:(i, J) s lfi(jgn} suivant :

a) {(i, i+ 1)}
b) 1(21’ + 1,21 +2), (i, 1+ 2)}

c) (i, si+f=n+louin j

d) {(193);1"'3

"
3
+
N

g

1l

=

+
—-—

n ou i+ J
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Alors B est en position génitrice relativement a A.

L'algébre de Lie engendrée par{.A, B} est SU(n).

Preuve

Pour montrer que B est en p.g. on applique I1I.2.1 (v) et le résul-
tat suivant : [Eﬁj, Ekl] =+ Euv’ [Eij’ Fk{] = i-Fuv si un seul élément p du
couple (i, j) coincide avec un seul élément q du couple (k, 1) ; (u, v) étant
alors défini comme 1'unique couple de 1'ensemb1e.{i, Js ks 1} auquel on a
retiré{p, q} et tel que 14udlv{n.

Puisque B est en p.g. relativement & A, 1'algébre de Lie engendrée'
par {A, B} est SU(n) d'aprés II.1.8.

I11.2.3 Lemme

Soit X1 un &lément de U(n) n'appartenant pas au centre c de U(n).

Alors il existe un automorphisme intérieur & de U(n) tel que :

Xy) = > L E.. .. Fi
b 1) Z “k k¥ 141 ¢5¢n (‘IJ 1J+f1.] F1J)
o les couples (eij’ fij)’ 14i¢jén, sont tous non nuls.
Preuve
On rappelle que U(n) est 1'ensemble des matrices anti-antihermitien-
iK
1
nes, i.e.,{ | \B'” ; X, € R, pwgq:.
Biy e
a est le sous-ensemble des matrices diagonales et le centre ¢ est
i
1'ensemble \ 0 ; &ER
0

i
Le probléme est donc de montrer que tout tout X1 € U(n), X1 ¢ C,
il existe une matrice U de U(n) tel que

\\\z:13 );J #0 pour 1<1(Jln
Yii %
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On peut supposer que X1 appartient & a puisque, pour tout élément
X de U(n), il existe un automorphisme intérieur £ de U(n) tel que L1 (X) soit
un élément de a ({5] p. 277 théoréme 4').

La démonstration se fait par récurrence sur n.

Pour n = 2 le résultat est évident ; supposons le résultat vrai
jusqu'a 1'ordre n-1.

X1 appartient a a et n'appartient pas au centre c de U(n) 3 X1
s'écrit, 3 un automorphisme intérieur de U(n) pres,
o, 0

1 ~ , (€ iR, ’)71 est une matrice diagonale de U(n-1) n'appartenant
0: Xl

pas au cen-ire de U(n-1).

Appliquons 1'hypothése de récurrence : il existe ‘I; € U(n-1) tel

s 5 | * .. .
que (1) P X; P = ‘\1\)4 ,ﬂij#0,1§1435n-1.
'Bij
o y D

Notons P 1'élément [’0: ?),1 de U(n).

J'affirme que pour tout vecteur x de¢n'1,\1€§ {1, on peut cons-
truire une matrice P(x), appartenant a U(n), s'écrivant

--l=="=1 A(x) €R, t.y(x)€¢,n-1,ﬂlg(x)€ GL(n-1.4), et tel que :

- 1'application x »P(x) est continue en x = 0.
- P(0) = P.

En effet, notons (x, y) le produit hermitien complexe 1:x ; de deux
vecteurs X, y de('.k.

Désignons par LSEERRRL r1.€¢n, les colonnes de P. Soit S1 un

n 2n-1

vecteur de¢'rl appartenant & la sphére S
On définit S,, iel2, n] de 1a fagon suivante :

- S1.€ K, K intersection de 1'orthogonal au¢ espace vectoriel
engendré par{ SHP ,Si_l}avec la sphére %n-l.

- La distance de Si a r; est la distance de r; au compact K.
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Notons PS la matrice unitaire (Sl""’sn)'
] ' |
soit xe n-1 (x, x) £ 1 ; posons A\ (x) =m;

La matrice P(x) définie par P(x) = P(Mx))vérifi'e les conditions

annonceées. X

Considérons maintenant la matrice antihermitienne

(X (x) = P(x) X tF(x) ;6 (0) = t5 . elle est continue en x = 0.

:1&: ) (X)o'(ti + y(x) 'x‘l vy
Elle s'écrit : VU T~ et
X xo% +P(x) X P(x)

Par continuité, i1 existeEl, 0<€1<1, tel que si m<$1,
la matrice 5 est inversible et 1a matrice antihermitienne
X O(ti + Fkx)'fl tﬁkx) d'ordre (n-1) a tous ses coefficients, sauf peut étre

ceux de la diagonale, non nuls.

Montrons ma1ntenant qu'il existe x,\)’(’xj——)zel, de sorte la ligne

P\(x)o( t)‘(’ + y(x) X P soit sans zé&ro, ce qui achévera la démonstration du
lemme.

Puisque P(x) est _Lﬂn'taire, pour \| (x, x)< E’l

y(x) = - M) B0

La 11gnek(x)o( x + y(x) X t§ s'écrit alors aussi,

A0 a1 - B0 X, ®Fx)) = A K 1),
11 désignant 1a matrice identité d'ordre n-1.

Notons tl(x),...,tn_l(x) les colonnes de T(x).
On remarque que }\(x)tf T(x) =K(x) ((x, tl(x)),...,(x,tn_l(x))).

Les colonnes de T(0) sont non nulles ; en effet d'aprés

(1), T(0) = \“13 ;eo 1€iLj4n.
B

Cho1s1ssons un vecteur v de¢ -1 n appartenant pas, pour i€ [1 n- 1]

& 1'hyperplan orthogona] de¢t (0).
Alors (v, ti(O)) # 0 pour i€ [l,n-l].
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Par continuité, i1 existe ¢, 0<E<El tel que si m < €
alors (v, ti(x)) # 0 pour tout ie[i,n—l].

Par linéarité, si m<& alors (§v, t:(x)) # O pour tout
reel & # 0 et tout i€ [ 1.n-1].

Soit So # 0 de sorte que (Jov, jov) <t
Notons Xy = J; v

———— ] : t-
Alors (X, t; (x,)) #0 pour i€ Li.n-1]et }‘(xo) Xy T(x,)
est une ligne sans zéro.

Posons U = P(xo).
tn * . .
Alors U X; U = _‘-\hj s ¥y # 05 1Kikién.
Yii .

C'est bien ce qu'il fallait montrer.

On est en mesure de donner maintenant une réponse au probléme de
mariage algébrique avec la classe des champs invariants a droite, non nuls,
sur le groupe spécial unitaire.

11.2.4 Proposition

Pour tout champ de vecteurs Xl’ non nul, appartenant & 1'algébre
de Lie SU(n), i1 existe un champ de vecteurs X2 élément de SU(n) tel que
le couple {Xl, Xz} engendre SU(n).

Preuve

v Tout automorphisme intérieur de U(n) est un automorphisme de
1'algebre de Lie SU(n).

Appliquons donc 11.2.3 et II.2.2 : il existe un automorphisme C9V
de 1'algébre SU(n) tel que67(X ) soit en p.g. relativement d tout &lément
fortement régulier A de a' le couple‘_A C?(XIX} engendre SU(n), mais, puis-
que Cest un automorphisme d'algébre de Lie, cela équivaut a dire que
lC% (R), X4‘}engendre SU(n) ; ce qui achéve la démonstration.
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11.2.5 Corollaire

Soit X1 un élément de U(n), X1 n‘appartenant pas au centre c de
U(n).

Alors il existe un champ de vecteurs X2 élément de U(n) tel que le
couple {Xl, XZ} engendre U(n). '

Preuve

On applique II.1.9 puis II.2.4.

I1.3.0 Préliminaires

La restriction de 1'app11cation(}ae gkjn,t) dans GL(2n, R) définie
par@': (A + 18)1-5[_/[;\ 2 , est un isomorphisme de groupe de Lie de GL(n,§)
sur son image.

L'isomorphisme d'algébre de Lie dérivé coincide avec 07

On peut donc a 1'aide de identifier U(n) & un sous-groupe compact,
qui est maximal, de Sp(n, R) et U(n) & une sous-algébre de Lie de Sp(n,R).

On conserve les notations introduites en I1.2.0 pour désigner les
€léments et parties de U(n) ainsi identifiés & des éléments et parties de

Sp(n,R).
Désignons par h 1'espace vectoriel des matrices symétriques de
Sp(n, R),
M N
h=1ly-ul s Ms Ne GL(n,R), Met N symétrique;} .

Définissons les éléments de h suivants:

) I . \. O
i- \q(ol O 1-..0-*.0400 .
H. = _o... —_— - G. = ——o—-k ; 'G[l ]
Cofored ST R eb
.() Pl 04a, C)‘J
1{0\4' O il g o4
_ilLve _J P4
Heo = IO — - G L s 14iLj4n
i Ny K il
L Ol ::fcﬂ ;\39‘ O

- 34 -



On rappelle que U(n) = a @b (c.f. 11.2.0), et notons enfin d
la somme directe h @b.

Sp(n,R) est un groupe de Lie non compact. L'algébre de Lie Sp(n,R)
est une algébre de Lie simple ; elle a la particularité de posséder une sous-
algébre de Cartan a qui est aussi une sous-algébre de Cartan de 1'algébre de
Lie U(n) du sous-groupe compact maximal U(n).

D'autre part il est nécessaire de savoir engendrer 1'algébre de
Lie Sp(n,R) & T'aide de couples de champs de vecteurs dont 1'un des champs
appartient a 1'algébre de Lie d'un sous-groupe compact de Sp(n, R).

On va donc préciser sur Sp(n,R) Tes notions introduites en
11.1.4-5-6-7, avec une décomposition canonique adapteée.

I1.3.1 Proposition

(i)  Sp(n,R) = h @U(n) (décomposition de Cartan).

(ii) a est une sous-algébre de Cartan de Sp(n,R).
Sp(n,R) = a @ d est une decompos1t1on canonique de Sp(n,R).

(iii) Soit A un élément de a s 'écrivant ZEL X K k

A est un élément fortement régulier si et seulement si les
nombres de 1'ensemble { 2o, - 20( :

ie Wanl}u {® - o). -o< o() CETABENCANL AN
157 <jfn} sont deux a deux distincts.

L'ensemble des éléments fortement réguliers de a est un
ouvert dense de 1'espace vectoriel a.

(iv) Soit B un &lément de Sp(n,R) s'écrivant A' + }E:

1€i4n
:E::; + f..F..)»

* 1<iLj4n (hiniJ 913 13) * 14i¢j4n (e1J ij ij 13

(hoHy + 9;65)

i

A' appartenant a a.

Notons :151 1'ensemble des indices i tel que (h.,g.) # (0,0),

AZ,A respectivement 1'ensemble des couples (i, J)
ij? ) # (0,0), (e1J f ) # (0,0).

Alors si B est en pos1t1on génitrice re1at1vement un élément

tel que (h

fortement régulier de a, i1 1'est relativement a tout élément
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fortement régulier de a.

B est en position génitrice si et seulement si 1'algébre de
Lie engendrée par 1'espace vectoriel

(134 RH; ORE;) + (B, €A21RH  ORG )

((1,.])553“2 E; @'RFU.) est Sp(n,R).

Preuve

Un calcul de crochets de Lie montre que la base de Sp(n,R) cano-
niquement associée a 1andécomposition de Cartan de Sp(n,R) est la base ol
les éléments adA, A = EE&-O(k Ak » sont représentés sous forme de matrice
diagonale par blocs d'ordre deux :

0 2oq.'
dans la base JH., G.{ ,
[_2“1 0 J { 1 1}

0 (e +0¢)
dans la base {}{.., G..},
|- o i O
0 - (&, - o)
‘ T4 dans 1la base{E..,F..}.
CRET tas

-~

La situation est donc formellement analogue & celle rencontrée en
11.2.1, d'ol 1'identité des différents points de I1.2.1 et ceux de II.3.1.

11.3.2 Lemme

Soit B un champs de vecteurs de 1'algébre de Lie Sp(n,R) n'apparte-
nant pas a U(n).

Alors 1'algébre de Lie engendrée par la famille de champs de vec-
teurs {B, g(n)} est 1'algébre de Lie Sp(n,R).

La preuve s'appuie sur des considérations géométriques et sur la
classification réalisée par Boothby dans [1] des sous-groupes de Lie du grou-
pe linéaire opérant linéairement et transitivement sur 1'espace pointé Rn-{O}.

On peut concevoir au moins deux autres méthodes, 1'une fondée sur
des calculs de crochets de Lie, 1'autre sur la décomposition polaire de
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Sp(n,R) qui permet une démonstration constructive de 1a contrdlabilité du
systeme de champs invariants a droite de Sp(n,R){rh g(n)} » H symétrique
non nul.

Preuve

Notons G le sous-espace intégral de Sp(n,R) dont 1'algébre de
Lie G est 1'algébre de Lie engendrée par {B, g(n)}.

G est 1'orbite de 1'identité du systéme de champs invariants a
droite {B, g(n)} de Sp(n,R) (0.3.1).

Le systéme associé sur R2n -{0} a la propriété d'accessibilité.

En effet, d'aprés 0.2.2 (iv), i1 suffit de montrer que 1'orbite
A(x) d'un état x de RZ"-{O} quelconque est d'intérieur non vide.

Cette condition est satisfaite car A(x) = G.x, G contient U(n)
par construction et U(n) opére transitivement sur la sphére 52"'1 3 A(x)
contient donc la sphére passant par x ; d'autre part G contient
{exptB s t€ R]., or B n'appartient & U(n), i1 existe donc y appartenant a
la sphére de sorte que (exptB).y, t appartenant a un intervalle non vide
[0,&], soit une variété transverse a la spheére.

A(x) est donc d'intérieur non vide.

G est bien un sous-groupe de Lie de Sp(n,R) opérant transitivement
sur Rz“-{o}.

U(n) est un sous-groupe compact maximal de G.

En effet U(n) est un sous-groupe intégral de G, il est compact
d'aprées [7] p. 120 5.4 ; i1 est maximal car G est immergé dans Sp(n,R), or
U(n) est un sous-groupe compact maximal de Sp(n,R).

Montrons que 1'algébre de Lie G est simple.

G opére transitivement sur RZ"-{O}, G est donc réductive ([1]3.1) ;':c'_
le centre de G est inclus dans le centralisateur de U(n) dans Sp(n.R) qui
n‘est autre que le centre ¢ de U(n) (car 1'algébre abélienne maximale de U(n)
est abélienne maximale dans Sp(n,R)) ; le centre de U(n) est’RJ ; un calcul
jmmédiat de crochet montre qu'un &lément de Sp(n, R) commutant avec J est
dans U(n) ; comme B € G, B ¢ U(n), < ={o}. |

Comme de plus G contient U(n), G est simple.

G est donc un sous-groupe de Lie du groupe linéaire, opérant tran-
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2n_

sitivement sur R {0}, G admet U(n) comme sous-groupe compact maximal et

G est simple.
G est donc isomorphe & Sp(n,R) ([1] 3.8).

Comme G est contenu dans Sp(n,R), G = Sp(n,R).

\

I1.3.3 Lemme

Soit H un élément de h.

Alors i1 existe P appartenant & U(n) tel que

_ n
PlHP= X N, H, M. >0, ielt.n]
Pt i
La démonstration se fait par récurrence sur n et est de principe
identique & celle de [3] p. 12 proposition 2.

I1.3.4 Proposition

Soit B un champ de vecteurs de 1'algébre de Lie Sp(n,R), n> 2,
n'appartenant pas a U(n).
Alors 1'algébre de Lie engendrée par la famille de champs de vec-

teurs {B, §g(n)} est 1'algébre de Lie Sp(n,R).

Preuve

-~

On montre & 1'aide de 11.3.3 qu'elle est isomorphe d une algébre
de Lie contenant U(n) et on conclut en appliquant II.3.2.

Notons DA L 1'algébre de Lie engendrée par un systéme D de champs
de vecteurs invariants a droite.

B s'érit H+ C + SU, HE h, H non nul, C € c, SU€ SU(n).
L'algébre de Lie [B, su(m} p.L, est donc &gale & {H +C, gj_(n)}A.L.
Appliquons alors II.3.3 : il existe P € U(n) tel que
"1 - 1 [ n
Plup=n,u = = NHLA D .
Puisque P € U(n), 1'algébre de Lie{_H +C, §g(n)}A L. est isomorphe
a 1'algébre de Lie {H' +C, _S_g(n)}A L {H' +C, ﬂ(n)}A L. contient {H', U(n)}.
En effet, [A; - Ag [Ap - Ay B+ CJ] = - aA HE]H 4, sUM), |
donc G, = - 172 [A; - A,, Hl]e{H' +C, §g(n)}A.L.,
et donc [H), 6] = 2 A€ {H' + €y SUm), | -
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Comme U(n) = SU(n) C)WKAI, on en déduit 1'assertion.

Appliquons alors 11.3.2 : {H' +C, §g(n)}A L cont1ent{li','g(nﬂ,
H'¢ U(n), donc {H' +C, §_l1(n)}A | = Sp(n,R).

Or {H +C, §g(n)}A __ est isomorphe a,{H' +C, SU(n?}A L
donc{H + C, _sg(n);A L= Sp(n.R). \

Comme § H + C, SU(NJ}p | -{8, _S_U(n)}A | » alors {B, ﬂ(n)}A L= Sp(n.R),
ce qui achéve la démonstration.

I11.3.5 Remarque

La proposition 1I1.3.4 est inexacte pour n =1etn = 2.

1 car SU(2) = ¢

2, on remarque que 1'algébre de Lie engendrée par {H SU(Z)}

H = H1 + H2, est isomorphe a §L(2,¢) algébre de Lie du groupe des matrices
complexes d'ordre 2 et de déterminant 1.

Pour n

Pour n

On a maintenant mis en place le matériel technique nécessaire a
distinguer une position génitrice particuliére. Eile est fondamentale.

11.3.6 Corollaire

Soit A un &élément de a fortement régulier et B un élément de
Sp(n,R) s'écrivant H + A' + B', H, A' et B’ appartenant respectivement a

h, a et SU(n).
On suppose que :
a) H est non nul.

b) B' est position génitrice sur SU(n) (relativement a la décom-
position canonique a' @ b).

Alors B est en position génitrice relativement a A. L'algébre de
Lie engendrée par {A, B}est 1'algébre de Lie Sp(n,R).

Preuve

Notons d' 1'espace vectoriel cyclique engendré par

{adA.B, adzA.B } B est en position génitrice si 1'algébre de Lie QA L.

engendrée par d' est Sp(n,R).
Cette algébre de Lie contient {H, §g(n)} d'aprés 11.3.1 (iv) et b).
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Pour n> 2, on applique I1.3.4 : {H, §g(n)}A L. = Sp(n,R) et donc
d'p.L. = SBIMR).

Pour traiter les deux cas restants il est nécessaire de raffiner.

Pour n = 1, Q'A L contient, d'aprés a) et II.3.1 (iv),
R Hy R Gy, or [Hl’ Gl-l =2 Ay, doncd'y | contjent{Hl, g(l)} et on conclut
en appliquant II.3.2.

Pour n = 2, g}A L contient, d'aprés II1.3.1 (iv) et a), 1'un au
moins des trois espaces vector'ielsTl?H1 o Re ’RHZ @"RGZ,'RHIZQTRGIZ H
or [Hy, 6] =2 A, [H,s 6,) = 2 A, [Hype Glz] = 2(A; + A,).

L'algébre de Lie engendrée par d' contient donc{H,_g(Z)} , C'est
donc Sp(2,R), d'apres II.3.2.

B est bien en position génitrice. L'algébre de Lie engendrée par
{A, B} est Sp(n,R) d'aprés II.1.8.

11.3.7 Lemme

Soit X1 un champ de vecteurs, non nul, appartenant & 1'algébre de
Lie Sp(n,R).

Alors il existe un automorphisme intérieur'E}He Sp(n,R) tel que
E?’(xl) soit en position génitrice sur Sp(n,R) (relativement & la décomposition
canonique a @ d).

On a montré en I1.3.6 que si X1¢ U(n) et si la projection canoni-
que de X1 sur SU(n) est en p.g. sur SU(n) alors X1 est en p.g. sur Sp(n,R).

D'autre part, on sait, depuis I1I1.2.3, que tout é&lément, non nuil,
de SU(n) peut étre mis, & 1'aide d'un automorphisme, en p.g. sur SU(n).

D'od la simplicité de la démonstration qui va éuivre.

Preuve

X s'écrit H+ U, HE h, U € U(n).

On distingue 4 cas, les trois derniers se ramenant au cas 1 par
automorphisme intérieur.

Cas 1 : H#0, U¢_c_, c centre de U(n).

Appliquons le lemme II.2.3 : i1 existe P € U(n) tel que

-1 _ A? Z_ '
PR UP = A+ 1 &Gan (815 Big * Tig Fig)s A€ 25 (8450 Fy5) £ (0,0).
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P€ U(n), donc Pluepen, Pl 1 P est donc un &lément non nul de h.

-4 .
P X1 P est en p.g. sur Sp(n,R) d'apres 11.3.6.

Cas 2 : H# 0, U€ c, U#D0.

Appliquons le lemme II.3.3 : il existe Plti U(n) tel que
"'1 _ n h \
Posons P, = (epofKexpTT/Z A;) (exp - Hy) et P = (P,P).

Alors p1 X, P est dans le cas 1.

Cas 3 : H#0,U=0.

Appliquons comme précédemment le lemme II.3.3 : il existe Ple[g(n) tel que

ol up = 2 N, HLADO
1 1 i=1 149177
Posons P2 = exp (G1 + Al) et P = P1 P2'

Alors p~l X, P est dans le cas 1.

Cas 4 : X; € U(n).
Alors, d'apres [5) p. 277-4', il existe R €U(n) tel que

-1 o _

R Xy R= ==y & ALK #0.

Posons St = expt H1 et Pt = RSt.

Alors, pout t # 0, t assez petit, P;l X1 Pt est dans le cas 1.

11.3.8 Définition

Soit G un sous-groupe fermé de GL(n,R).

On dira qu'un champ de vecteurs A appartenant & 1'algébre de Lie
G de G est compact si 1'ensemb1e.[exptA s t € R}.est une partie bornée de
GL(n,R).

D'un point de vue algébrique cela signifie que 1'endomorphisme A
est semi-simple et que ses valeurs propres sont toutes imaginaires pures.

11.3.9 Théoréme

Pour tout champ de vecteurs Xl’ non nul, appértenant a 1'algebre
de Lie Sp(n,R), i1 existe un champ de vecteurs X2 de Sp(n,R), compact, tel que
1'algeébre de Lie engendrée par {Xl X2 , i.e., la plus petite sous-algébre
de Lie de Sp(n,R) contenant {Xl, Xz}, soit Sp(n,R).
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Preuve

Appliquons Te lemme II.3.7 : il existe un automorphisme intérieur
C}'de.§g(n,R) de sorte que CfYXI) soit en p.g. sur Sp(n,R).

Soit A un élément de a fortement régulier.

Le couple {A, G}YXI)} engendre 1'algébre de Lie Sp(n,R) d'aprés
I1.1.8.

Puis elest un automorphisme cela équivaut a dire que{e:l (A), Xl}
engendre Sp(n,R).

L'é1ément X, =E}'1(A) est bien compact, d'ol le résultat.

Si T'on veut résoudre, en construisant effectivement le partenaire, le pro-
bléme de mariage avec la classe des champs affines hamiltoniens, on est con-
fronté au probléme algébrique préliminaire de savoir déterminer quand cer-
tains systémes asservis réguliers hamiltoniens ont la propriété d'accessi-
bilite.

C'est 1'objet de ce paragraphe.

I1.4.0 Préliminaires

On rappelle que 1'on note { Ups <ees Ups Vs oens Vn} la base
canonique de R2n.
Soit kl’ s kr des entiers, positifs non nuls, tel que
' k1 + ... + kr = n.
Désignons par R2ki, i €.[1,ﬁ], le sous-espace vectoriel de R2n de
base :
u s +e.s U s V s eees
{ ky + s vk ¥ 1 kg + oo v ke Tk bt k1._1 +1

v .
k1 + ...+ ki }
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Considérons le sous-groupe G de Sp(n,R), ensemble des &léments de

2kq 2Ky,

Sp(n,R) laissant stable les r espaces vectoriels R ...s R

G est isomorphe au groupe de Lie Sp(kl,R) X ... X Sp(kr,R)
1'isomorphisme &tant défini comme étant 1'application qui fait correspondre

i 1'élément S de Sp(n,R) 1'élément (Sl, ..., S"), oi s! désigne la matrice

2k

représentant la restriction de S a R i dans la base ci-dessus mentionnée.

L'algébre de Lie G s'identifie 3 1'aide de 1'isomorphisme d'al-
gébre de Lie dérivé, noté L., a 1'algébre de Lie semi-simple
§E(k1,R) X ... X §E(kr,R).

Avec les notations de II1.3.0 et la proposition II.3.1 on a donc
le résultat suivant :

I1.4.1 Proposition

(i) a est une sous-algébre de Cartan de G
(ii) 6 =a @ (G MNd) est une décomposition canonique de G.
(iii) Soit A un élément de a s'écrivant

n
2 Ky A
k=1

A est un &lément fortement régulier si et seulement si les nombres
de 1'ensemble

o, - 20t ; ieltn] J U Lo + o).

- (o(-i +0(j)’ (011 -0(j), - (0(1 'O(j); idj;
i, je [1, kI]U[k1+1, ky + k] U

U [kp* kgt 1 n) }

sont deux a deux distincts.

(iv) Soit B un &lément de G.
Alors si B est en position génitrice relative & un élément fortement
régulier de a i1 1'est relativement a tout élément fortement régulier
de a. '
B est en position génitrice si et seulement si, pour tout i€ [l,r] s
la restriction de B a r2Ki (c.f. 11.4.0) est en position génitrice
sur §B(ki,R)'

- [N



On a défini les groupes affines en 0.3.5. Ils sont associés, de
facon naturelle, & tout probléme d'accessibilité relatif aux systémes as-
servis réguliers.

En particulier :

11.4.2 Proposition .

Soit A un élément de G, B un champ de vecteurs appartenant 3 G

et b un vecteur de RZn.

On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) A est un &lément fortement régulier de a sur G.
(ii) L'intersection du spectre de la restriction de adGA dGNd avec

2n -

le spectre de 1'endomorphisme A de R™ est vide.

(iii) B est en position génitrice sur G relativement & A.

(iv) La projection canonique de b sur RZki est non nulle, pour tout
i€ |1,r] .
Alors 1'algébre de Lie engendrée par le couple de champs de vecteurs
{(A,O), (B,b)} de 1'algébre de Lie du groupe symplectique affine est
1'algabre de Lie affine (G, R°").

Le systéme asservi régulier hamiltonien {A.x, B.x + b } de R2n

a la propriété d'accessibilité.

Preuve
I1 convient de commencer par alléger les notations sur G par rapport

3 celles induites par I1.3.0.

n
Soit A un &lément de a s'écrivant S~ of, A,.
k=1

D'aprés 11.3.1 et I1.4.1, la restriction de ad;A & G Nd est un endo-
morphisme semi-simple dont les valeurs propres sont imaginaires pures; notons-
les io((A), - i{(A), & décrivant un ensemble A .

Les nombres X (A), &décrivant N, forment, d'aprés I1.4.1, 1'ensemble
des :
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20 ie [1.n] -
@ + 0). (X - &)s i ¢ds 1hie (1, v ..

U [kl + ...t kr-l + 1,!1].

Désignons par M, N, &€ A, 1a base de G Nd ainsi définie :

Sioot(A) = 204, alors M= Hys Ny 6,
si of(A) =&, - X, alorsM =F.., N =
1 J « 1J o 1J
i -, + - .
Si o (A) AT alors Mo( Hij’ No( Gij'

adGA laisse stable tous les espaces RM + RN et dans la base{?i » N }
& @«

la restriction de adG A est représentée par la matrice d'ordre deux :

0 o (A)
2 o
-o{A) O (c.f. 11.3.1).

Les notations &tant ainsi simplifiges, montrons que 1'algébre de Lie
{(A,O), (B,b)}A L engendrée par {(A,O), (B,b)} contient (G, 0).

L'endomorphisme A de R2n est un opérateur semi-simple; ses valeurs

propres sont les nombres complexes 1«&, - io&, kcf[ 1,n].

Un calcul facile de déterminant montre alors que le polyndme

caractéristique de A s'écrit :

n
PA) = T W2 +ed)  (2).

Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs de 1'algébre de Lie
affine (G, R2n) est le crochet induit par GL(2n + 1, R) :

[oxv), (v wl] = (TxYD, Xw-Yo) -

On en déduit donc que :

PA(ad

R (A,0)).(B,b) = (Py(adg A).B, Pp(A)b)

2n)

Or d'aprés Cayley-Hamilton PA(A) = 0; i1 s'ensuit donc que :
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(A,O)).(B,b) = (P,(ad

(Py(ad, A). B,0).

PA(aqg

A). B est en position génitrice relativement a A. En effet,
' 3 A * 5 1
d'aprés (1) adg restreint a IRM“@ IRNR est dans la base {Mo( R NN}
la matrice d'ordre deux :

0 o(A)
-p) 0

Ce qui, joint & (2), montre que PA(adG A) restreint a

RM @& RN est dans la base { M, N } représentée par la matrice d'ordre
deu;x' & &«

n 2 2 1 0
# e ] o

Bs'ecritA'+ »  (m M +n N ), A'€a;

= €A &« o o
notons [5 1'ensemble des o¢ tel que (md{, no() # (0,0).
I1 résulte donc de (3) que P adG A).B s'écrit :

Al

2 _ .2 ’ ]
A +3‘é£$ (a<k ,x(A))) (M + n M) A€a

Puisque, d'aprés (ii), les nombres CXE - ag(A)) sont tous non nuls,
/
("‘2 o((A) (m o’ ny) # (050) si et seulement si « €N,

On en déduit donc, en utilisant la caractérisation de la p.g. de
I1.4.1 et de 11.3.1, que

PA(adG A). B est en p.g. sur G si et seulement si B est en p.g. sur G.

Cette condition est la condition (iii) et donc

PA(adG A). B est bien en position génitrice.
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L'algébre de Lie engendrée par{'(A,O), (PA(adG A). B,Ox} est
donc, d'aprés 11.1.8, 1'algébre de Lie semi-simple (G,0).

En faisant agir (G,0), & 1'aide du crochet, sur 1'€lément (0,b),
b vérifiant (iv), on obtient que 1'algébre de Lie )(A,O), (803} 5 |
2n) \

En conclusion, 1'algébre de Lie engendrée par {(A,O),(B,bﬂ est
2n
).

contient aussi (O,R

1'algébre de Lie (G.R

(G,RZn

) est 1'algébre de Lie du G-groupe affine.
Le G-groupe affine opére transitivement sur RZ”, le systéme

JA.x, B.x + b a la proprists d'accessibilite sur RZD d'apres 0.3.4 (i1).

I11.4.3 Corollaire

Soit X1 = (X,v) un champ de vecteurs, non nul, de 1'algébre de Lie
(Sp(n,R), R2M) du groupe symplectique affine.
Alors il existe un champ de vecteurs X2 = (Y,w), compact (c'est-a-

dire que { expt X2 ;) tE R’} est une partie bornée de GL(2n+1,R)) tel que :

a) si X est non nul, alors 1'algébre de Lie engendrée par {.Xl, ijs soit
(sp(n.R), R%")

b) Le systéme asservi régulier hamiltonien de R2n { X.x +v, Y.x +w }
a la propriété d'accessibilité.

Preuve

Démontrons le point a).
On montre que si X1 = (X,v) est tel que X est non nul alors il

existe un automorphisme C}'de 1'algébre de Lie (Sp(n.R), R2n) tel queC9’(x1)
vérifie (iii) et (iv) de I1.4.2.

Distinguons deux types d'automorphismes de (EESn,R), R2n) :
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- soit h € Rzn, notons Th 1'automorphisme :
(C,c)> (C, c+C.h).
- soit P € Sp(n,R), définissons 1'automorphisme SP :

.o ter, Pl

I1 existe kIE'Rzn tel que Th(X,v) s'écrive (X',v'), X non nul et

v non nul;

en effet, si v # 0 on prend h = 0;
si v = 0 on choisit h ¢ Ker X.

I1 existe P € Sp(n,R) tel que SP(X ,v ) s'écrive (x ,v ), X en
p.g. sur Sp(n,R) relativement & a ®d, v" non nul.

En effet i1 suffit d'appliquer le lemme II.3.7.
Posons 0’= SP 0 Th'
Alors & (X,v) = (X",v") est tel que :

X est en p.g. sur Sp(n,R) relativement aa@®d,
v" est non nul.

Soit A un champ de vecteurs de Sp(n,R) appartenant a a et véri-
fiant (i) et (ii) de II1.4.2 sur Sp(n,R) alors, d'aprés II.4.2 1'algébre de

Lie engendrée par-i(A,O),f}’(X,v)} est (Sp(n,R), Rzn).

Commef?'est un automorphisme d'algébre de Lie, cela équivaut a
dire que 1'algébre de Lie engendrée par

{9 “1n,0), (X,v)} est (Sp(n.R), RZM)
(o4 _l(A,O) est bien un champ compact et on a donc montré le point a).

Si X est non nul, le point b) est une conséquence immédiate de
a) et de 0.3.4 (ii).

Si X est nul, alors X1 = (0,v). On choisit un champ de vecteurs

2n et v

Y de Sp(n,R), compact tel que Y soit un endomorphisme cyclique de R
un vecteur cyclique de Y. Alors le couple {Y.x, b} a la propriété d'ac-

cessibilité sur R2n-

- 48 -



Chapitre III

Couples de champs de vecteurs invariants
d droite contrdlables sur le groupe sym-
plectique et couples de champs affines

hamiltoniens contrdlables sur RN -{ 0 }
et sur R2N,

Introduction

Ce chapitre est consacré a la résolution du probléme de mariage avec la classe
des champs affines hamiltoniens sur Rzn_avec singulariteé.

Dans III.1 sont définis les champs simples et leurs formes normales. Puis nous
énongons le théoréme de réduction de Ciampi ([4]), qui n'est rien d'autre
qu'une "jordanisation" adaptée a 1a géométrie symplectique de R2N,

—————

Les problémes de contrdlabilité, sur un groupe de Lie simple non compact, avec
une famille de champs de vecteurs invariants & droite, sont des problémes
heuristiquement intéressants et donc trés &tudiés. Nous obtenons & cet égard
dans III.3 une série de propositions originales.

Mais ce paragraphe est, dans le cadre strict du probléme de mariage, avant
tout un louvoiement. En effet, de facon générale, il nous semble difficile
d'aborder de front un probléme de contrdlabilité avec une classe de champs
affines, que ce soit d'ailleurs d'un point de vue local, c'est bien le sens
que 1'on peut donner a I1.4, que d'un point de vue global. D'ol 1'idée de
résoudre dans une premiére étape le probléme avec la classe des champs 1i-
néaires, le systéme affine pouvant en effet s'interpréter grossiérement
comme un systéme linéaire perturbé.

Toutes les conditions objectives pour la démonstration du théoréme de mariage
sont alors réunis. Cela sera réalisé explicitement dans III.4.
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III.1. Réduction d'un champ hamiltonien lin&aire

On commence par définir intrinséquement les champs simples; ces champs simples
sont précisément tous les champs jrréductibles de type non compact. Puis on
donne leur forme normale. Enfin on &nonce le théoréme de réduction en III.1.6.

I1I1.1.1. Définitions
Soit X un champ de vecteurs appartenant a 1'algébre de Lie Sp(n,R).
On dira que X est un champ hyperbolique réel non dégénéré si les diviseurs

glémentaires de X forment un couple du type {(A-a)n,(x+a)n},a:>0.

On dira que X est un champ hyperbolique complexe si, n=2p, et si les diviseurs
élémentaires de X forment un couple du type
[(-a) (-3)P, (A+a) A+&))Pl, 2 =p+ib, p, 8>0.

On dira que X est un champ hyperbolique réel dégénéré d'ordre impair si,

n=2p+l, p>1, et si A2p+1 est diviseur élémentaire de X avec une multiplicité
double.

Z2n

On dira que X est un champ parabolique siA est le diviseur &lémentaire de X.

On dira que X est un champ elliptique si, n>1, et si le seul diviseur &lé-
2 Z)n

mentaire de X est de type (\® + a”)", a>0.

Si X est un champ d'un des types précédemment cécrits on dira que X est un
champ simple.

On rappelle d'autre part qu'un champ compact X de §B(n,R) est un opérateur
semi-simple dont toutes les valeurs propres sont imaginaires pures; cela
signifie donc que tous les diviseurs élémentaires de X sont du type Aou
A% +a?, a>0.

I11.1.2. Définition

On dira que deux champs de vecteurs X et X' de 1'algébre de Lie.§g(n,R)
sont équivalents, XV X', s'il1 existe P appartenant & Sp(n,R) tel que

-1

PrXP=YX.

111.1.3. Formes normales ‘
Soit X un champ de vecteurs appartenant a 1'algébre de Lie_§g(n,R).
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a) X est un champ hyperbolique réel non dégénéré de diviseurs élémentaires

f(r-a)", (A+a)"}, a>0, si et seulement si
|
0

|

B0 ' ol 0

- 0
i o a

b) X est un champ hyperbolique complexe de diviseurs élémentaires

(O -0) (23 ))P, ((A+a )(A+3))P} s a=p+i,p >0 siet
seulement si :

1
BO : 0 D2 IZ\ 0 p 6 1 0
X~ ~ .'_-t—- . Bo = 12 . D2 = . 12 =
0 !- BO .0 02 8 op 0 1

c) X est un champ hyperbolique réel dégénéré d'ordre impair si et seulement
si
B 0 01

|
o ! 0
X~ - 4--1 B, d'ordre impair, B = \Q§§?
|t ° fo N§
i
1

0 - Bo

d) X est un champ parabolique si et seulement si X est &quivalent a 1'un
des deux champs

= 0 4|
/0,0

Les deux champs X et -X ne sont pas équivalents.

2 +a2)", a >0, si

e) X est un champ elliptique de diviseur élémentaire (A
et seulement si X est équivalent a 1'un des deux champs.
B i O 4]
0 47
A/ 0O

e . e — —— - -

|+
Y

Les deux champs X et -X ne sont pas équivalents.
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f) X est un champ compact de valeurs propres B, -i Bk;

ke [1,n] Bk >0}si et seulement si X est équivalent a 1'un des champs

- Ioi b()-
|
_9_'_0."&' RSN
o] O. \
NI O
| - %l J

On appellera ces formes les formes normales.

Preuve

Tous ces résultats et formes sont conformes & ceux de [4] théoréme 5.1
(iii), (iv), excepté la forme du champ elliptique; mais dans ce cas appli-
quons la partie (iii) de ce théoréme : il faut et i1 suffit pour que 1'équi-

valence soit vraie que les diviseurs &lémentaires de 1'endomorphisme B,

3 I 4]
y /
o © 2 2
(B) = [~ —_73(." - - se limitent 3 1'élément (A~ + )n;
//' 1
_:O(—{ !
rappelons que 1'on note { ujs... U sVqyse.osVy } 1a base canonique de R?"; on

observe alors que la matrice représentant 1'endomorphisme B dans la base
’(ul’vn’vn-l)’ (—u2,-u3,—vn_2:vn_3), (u4,u5,vn_4,vn_5), (-u6"u7’_vn-6’-vn-7)
e } n'est autre que la forme normale de Jordan associée au diviseur élé-

mentaire (Az «12)".

I11.1.4. Remarques

% Si X est un champ hyperbolique, les diviseurs élémentaires de X déter-
minent la forme normale de fagon univoque; en particulier les champs X et -X
sont équivalents. Par contre, si X est parabolique ou elliptique, a chaque
diviseur élementaire est associé deux classes d'équivalence; X et -X défi-
nissent ces deux classes, c'est-a-dire qu'ils appartiennent & des classes
distinctes. Dans le cas compact, la situation est encore plus complexe; en
effet, & un ensemble {isk, - in; ke [1,n], BkE:O)'de valeurs propres, si p

désigne le nombre d'@léments non nuls distincts de 1a suite finie (Bk) et qp
Teur multiplicité respective on peut recenser p(qp+1) classes d'équivalence

(cf. 47, 5.1, (iii)).
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Tout opérateur linéaire L s'é&crit d'une facon unique S+N ol S désigne
un opérateur semi-simple, N un opérateur nilpotent, et tel que SN = NS.
Si L appartient & Sp(n,R), la composante semi-simple et 1a composante nil-
potente appartiennent aussi & 1'algébre de Lie Sp(n,R), c'est d'ailleurs une
propriété des sous-algébres de Lie semi-simples dq GL(n,R).
Le lecteur vérifiera que la forme normale des éléments font apparaitre clai-
rement la partie semi-simple et la partie nilpotente.

I11.1.5. Définition

Pour des raisons de commodité, on dira qu'un champ de vecteur X appar-
tenant a 1'algébre de Lie Sp(n,R) est un champ hyperbolique réel dégénéré
d'ordre pair si, n = 2p, p =1 et si X est équivalent au champ B (que 1'on
appellera forme normale),

0 0.1

|
o ! 0
- —4- -1, B d'ordre 2p, B_= \\\
0 0
it 1
i

co
n
<o

On peut maintenant é&noncer le théoréme de réduction, qui, sous cette forme,
est di a Ciampi ([4]) 5.1).

II1.1.6. Proposition
Soit X un champ de vecteurs appartenant a 1'algébre de Lie Sp(n,R).

Alors i1 existe des entiers kl""’kr’ positifs non nuls, tels que,

kyt...+k = n, et un &lément P de Sp(n,R) de sorte que Pl X P, identifie

1
i 1'aide de 1'automorphisme d'algébre de Lief\ défini en 11.4.0. & un &lément

de 1'algébre de Lie §E(k1,R) X ... X §Eﬁkr,R) s'écrive (Bl,...,Br), B! dési-

gnant un champ sous forme normale, simple pour i€ [1,r-1] et compact sinon.

Preuve
On applique [4] théoréme 5.1.(ii) puis III.1.3.

111.2. Trois critéres de contrélabilité

I11.2.1. Définition
Soit A un élément de a (cf. I1.3.0.) s'écrivant
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T o A .
K21 k "k

On dira que A est un partenaire privilégié si les nombres réels O‘k sont

rationnellement indépendants, i.e., si n sont des entiers relatifs tels que,

n
T e ak = 0, alors n

=0 pour k€ [1,n].
k=1

k

111.2.2. Remarques

Notons T le tore de dimension n défini par
n n
=1 T exp t, A b€ [0,27]1}.
k=1

* Le systéme de champs invariants a droite

f A ke [1,n] | de 1 est contrélable sur T".

* On rappelle d'autre part que A est un partenaire privilégié si et seu-
lement si 1'ensemble {exp tA; t=0 }est dense dans TP.

II1.2.3. Remarque
Si A est un partenaire privilégié alors A est un élément fortement ré-

gulier de Sp(n,R) relativement a la décomposition canonique a & d.

n
En effet, A s'écrivant I
k=1

- indépendants, 1a condition (iii) de II.3.1. est bien vérifiée.

oy Ak et les nombres oy étant rationnellement

I11.2.4. Critére 1
Soit A un partenaire privilégié et B un champ de vecteurs appartenant a
1'algébre de Lie Sp(n,R). Notons respectivement Dl’ 02 les systémes de champs

invariants a droite{ A,B} et A ke [1,n]} , B} sur Sp(n,R) et

AB (1), AB (I) les ensembles d'états accessibles a partir de 1'identité des
1 2

systémes respectifs.
Alors :

(i) AEI(I) est dense dans ABZ(I).
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(ii) Si le systéme D, a la propriété d'accessibilité et si
le systéme D2 est contrdlable alors le systéme D1 est

contrdlable.

Preuve
Montrons le point (i).
Appliquons 0.3.1. :

p
A3 (1) = {77 (exp t;A) (exp s.B); peN, t,s.2 0]
1 i=1 1 1 174
+ P n
AD (I) = { YT P.(exp s.B); peN, P,.eT', s. =0 |
2 i=1 1 1v 1 1

Puisque 1'ensemble | exp tA; t=0 }est dense dans T" et puisque le produit
d'un nombre fini d'éléments est une opération continue sur un groupe de Lie,
on vérifie alors de facon immédiate que pour tout &lément P de AS (I) i1

2

existe une suite d'éléments de AS (I) convergeant vers P. Le point (i) est
1

donc vérifie.

L'assertion (ii1) découle alors de (i) et de 0.2.4.

Le probléme de déterminer si un systéme est contrélable est un probléme dif-
ficile; en effet, excepté le résultat de Lobry sur les systémes de champs
Poisson-stables (cf. [11] II.4.4.), on ne dispose pas de conditions suffi-
santes de contrdélabilité efficaces; on retiendra donc le critére pratique
qui va suivre; on verra en effet qu'il est & 1a clef de tous les résultats
de contrdlabilité du paragraphe III.3.

I11.2.5. Critére 2

Soit D = {X1; i€fl,p] june famille de champs de vecteurs sur une variété M.

-~

On rappelle que Xl désigne le groupe & un paramétre engendré par X1, et A+(x)
'ensemble des ¢ tals accessibles a parhe de .
Alors le systéme D est contr6lable si et seulement si :

(i) le systéme D a la propriété d'accessibilité.
(ii) Pour tout x de M, tout i et tout t>0, Xit (x) appartient a 1'adhérence

de 1'ensemble A+(x).
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Preuve

La condition (i) est nécessaire d'aprés 0.2.2.; la condition (ii) est
nécessaire par définition méme d'un systéeme contrdlable.
Ces deux conditions sont suffisantes : i1 suffit presque de recopier la dé-
monstration de [11] II.4.4.

Sur un groupe de Lie avec un systéme de champs invariants a droite, d'aprés
0.3., le critére devient :

111.2.6. Critére 2'

Soit D = {Xi

un groupe de Lie G.

; i€ [1,p]} une famille de champs invariants a droite sur

Alors le systéme D est contrdlable si et seulement si :
(i) 1'algébre de Lie engendrée par la famille de champs de vecteurs D est
1'algebre de Lie des champs invariants a droite de G.
(ii) Pour tout i et tout t >0, exp—tXi appartient & 1'adhérence de 1'ensem-

ble A+(I) (1 désignant 1'&lément neutre de G).

Sur une variété produit, une famille de champs de vecteurs, dont tous les
gléments définissent sur chaque vari&té composante un champ de vecteurs, dé-
termine sur chaque variété composante un systéme asservi; le critére 3 va
montrer que, dans ce cas et sous certaines conditions, si chacun des systé-
mes projetés est contrdlable, alors le systéme est controlable.

I11.2.7. Critére 3

Notons par M = (Ml,...,Mr) une variété produit de variétés M.
Désignons parfﬁla classe des champs de vecteurs de M ayant la propriété

suivante : si Z appartient ast , alors Z engendre sur chaque M' un groupe a
l tel que le groupe @ un paramétre Zt de Z soit défini par

1 11
Z,.(m beeeam) = (ZyM0, T

un paramétre Z

r r
£m ).

Soit X un champ de vecteurs appartenant 53%, X s'écrit donc (Xl,...,Xr), X!

désignant un champ de vecteurs sur M1; notons Y une famille de champs de vec-
teurs appartenant afy s Y = Y}; Jje [l,ki], i€ [l,r]}.IOn suppose que les

conditions suivantes sont vérifiées :
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(i) i1 existe 0l,...,0""L, o' appartenant a ',

tels que Xi(01) = 0 pour iefl,r-17].

(i) le champ de vecteurs Y} s'écrit(O,...,O,V}(iéme position),0,...,0),

7} désignant un champ de vecteurs sur M.

Alors 1a famille de champs de vecteurs {X,Y} est contrélable si et seulement
si chaque systéme (X', V}, je [l,ki]} est contrdlable sur M.

Preuve

La condition est évidemment nécessaire, montrons qu'elle est suffisante;
il n'est pas restrictif de supposer r=2, le cas général se faisant par récur-

rence sur r de facon analogue.

Soit F = (Fl,FZ) un état de M; montrons que pour tout point I = (11,12) de M,

il existe une trajectoire du systéme asservi telle que 1'on puisse recaler
I en F. Distinguons 3 étapes :

Etape 1

1 2

Le systéme {XI,V;} est contrdlable sur M"; i1 existe donc un point L2 de M
et une trajectoire du sous-systéme !X,Y;l de {X,Y} telle que 1'on puisse

recaler (01,L2) en (Fl,Fz).
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Etape 2

Le systéme )Xl, V%} est contrdlable sur Ml; i1 existe donc un point J2 de M2

et une trajectoire du sous-systéme {X, Y§ | de {X,Y} telle que 1'on puisse

recaler (11,12) en (01,J2).

Etape 3
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- 2]
Le systéme {Xz, Y?} est contrdlable sur M“; d'autre part 01 est position
d'équilibre de tous les champs de la famille iX,Y?% 5 il existe donc une
M

trajectoire du sous-systéme {X,Y?} de { X,Y| telle que 1'on puisse recaler

1,2

(01,32 en (01,L%).

Conclusion
A 1'issue des 3 étapes on a bien montré que 1'on pouvait recaler I en F.

II1.3. Résultats de contrdlabilité sur le groupe symplectique

et sur R2". {o}.

Ce paragraphe a deux justifications distinctes.

Son premier objectif est d'apporter, au probléme de mariage, une réponse par-
tielle avec la classe des champs invariants a droite sur Sp(n,R) et une ré-
ponse totale avec la sous-classe des champs compacts; un tel probléme a un
intérét en soi.

Sa seconde justification est d'ordre technique; en effet, pour démontrer de
facon constructive le théoréme de mariage avec 1a classe des champs affines

hamiltoniens de R2n, on est confronté au probléme de déterminer si certains
couples de champs affines hamiltoniens {A.x, B.x + bl sont contrdlables; or
on ne dispose pas de critére efficace pour s'assurer directement d'un tel
résultat; par contre on dispose d'un tel critére pour montrer 1a contrdla-
bilité du systéme {A.x, B.x} sur RZn- {0} ; d'od 1'idée de démontrer, dans
un premier temps, ce résultat ce qui nous permettra en II1.4. de passer au
cas affine; en effet, d'un moint de vue de contrdlabilité locale, pour b
assez petit, on verra que le systéme {A.x, B.x + b} a un comportement ana-
logue au systéme {A.x, B.x} .

I111.3.1. Définition
Soit D = {X,¥} , D' ={X',Y'] deux systémes de champs invariants &
droite sur Sp(n,R). On dira que les systémes sont équivq]ents s'il existe

P appartenant 3 Sp(n.R) tel que P L X P =X et Py P =Y
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I11.3.2. Remarque
Cette relation d'équivalence conserve la contrdlabilité des systémes

sur Sp(n,R) et des systémes associés sur R2n_ {o}. En particulier, pour un
probléme de mariage, il suffit de résoudre le probléme pour un représentant
de la classe d'équivalence du champ donné.

\

I11.3.3. Proposition

Soit X. un champ de vecteurs invariant & droite sur Sp(n,R), hyperbolique

1
réel dégénéré ou non. Alors il existe un champ de vecteurs X2, invariant &

droite sur Sp(n,R), compact, tel que la famille de champs de vecteurs in,XZ}

soit contrdlable sur Sp(n,R).
Preuve

Ao o 1
D'aprés 1.3.2. le systéme{[ ], A>o0, [ ] } est contrdlable
0 =X -1 o

sur Sp(1,R); on peut donc supposer n>1.
Notons B le champ hyperbolique réel non dégénéré sous forme normale,

|
BO' 0 Al 0
B = —-—:-:E s BO= \\ , A > 0,
0 _B 0 ‘1
[ o} A
N le champ hyperbolique réel dégénéré sous forme normale
]
No _l 0 0 1‘\\3
N = —'E— . N0= \1
0 | -N 0

N est 1a composante nilpotente de B; désignons pas S la composante semi-
simple de B,

'

Sy | O 0
S = ek Sp = .

0, -S, A

B s'écrit donc S + N et SN = NS.

- 60 -



Soit A un partenaire privilégié; on va montrer que les systémes de champs
invariants a droite {A,N}et {A,B} sont contrdlables sur Sp(n,R).

Vérifions que ces deux systémes ont 1a propriété d'accessibiliteé :

A est élément fortement régulier d'aprés 111.2.3.;

~n-1 n-1 '
N s'écrit -E 1/2 H1.’1.+1 + X 1/2 Ei,i+1 et B
i=1 i=1
n
s'écrit N+ & A Hi; appliquons I11.2.2. a) :
i=1
n-1
r 1/2 E; . 1 esten position génitrice sur SU(n);
1 i,i+ —

N et B sont donc en position génitrice sur Sp(n,R) et les systémes
{AN} . {A,B} ont la propriété d'accessibilité sur Sp(n,R), d'aprés
I1.3.6.

Pour prouver la contrdlabilité de systemes {A,N}, {A,B} il suffit,
d'aprés IIl.2.4. de montrer, respectivement, que les systémes
D, = {{As ke [L,n]}, N}et D, = {{Ak; ke [1,n]}, B} sont contrdlables.

Les ensembles d'états accessibles a partir de 1'identité sont,
d'aprés 0.3.1., les semi-groupes :

p
{nm P,(exp s; N); peN, P.eT", s.= o},
21 1 i i i

At (1
5, (D)

[

+
Ay (I)
DZ i=1

. n -
P#em:siB),peN,PieT, %_.OL

Appliquons III.2.6. : Di a la propriété d'accessibilité i1 est con-
trolable si et seulement si pour tout champ X de Di et tout t=o,

exp-tX appartient & AB;(Ikor le systéme {Ak; ke [1,n]} est contrd-
i

lable sur T"; le critére 2' appliqué & Di devient donc :

a) D1 controlable si et seulement si exp-tNe¢ AB (I)
o 1

pour tout t=o.

b) D, contrdlable si et seulement si exp-tB€ ABZ(I)

2
pour tout t=o.
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Montrons ces deux points; considérons 1'élément P défini sur la
base canonique de R2N

iul,...,un,vl,...,vn} par ;

Pus =-u; si i est pair, Pu, = u; si 1 est impair,

Pvi =V, si i est pair, Pvi Vs si i est impair.

1

On vérifie alors que P_lNP = -N; exp-iN s'écrit donc P " (exptN)P,

pour tout t = 03 or P-1(exptN)P appartient a AB (1) et on a donc
1

montré le point a).

Soit t = o, montrons que exp-tBe ADZ(I) :

¥ on observe que P'lBP = S-N; expt(S-N) appartient donc 3 ABZ(I);
% puisque SN=NS, expt(S+N) = (exptS) (exptN); 1'élément

exptS = (expt/2(S+N))(expt/2(S-N)) appartient donc au

semi-groupe AE (I);
2
NERE

* J = _‘J_n_ appartient au tore . on en déduit que

-11'0
n

exp-tS = J'l(exptS)J appartient a AE (1)
2

* exp-th = (exp-tS)(expt(S-N)) appartient a AB (1)
2

En conclusion, exp-tB = (exp-tN) (exp-tS) appartient a AEZ(I).

Le point b) est donc montré et la démonstration achevée.

111.3.4. Erpposition
Soit X1 un champ de vecteurs invariant 3 droite sur Sp(n,R), hyperbolique

complexe. Alors il existe un champ de vecteurs XZ’ invariant a droite sur
Sp(n,R), compact, tel que 1a famille de champs de vecteurs {Xl,le soit con-

trolable sur Sp(n,R).
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Preuve
Notons B le champ hyperbolique complexe sous forme normale,

- 1 I
B IO -
0| D2 2\0 p 6 1 o
B = -+ ~-4, B = \12 s D, = ,p,9>0,l = ’
't 0 0 D 2 -6 o 2 o 1
0 !-Bo 2 L
. | g
v o of 12 o 0
s | 5 ~ D' _ 0
K le champ L - -k K = \\\\\ 10 5 ol
0 0 D!
i "0 2]
- "
So 10 e
Slechamp p=-~=-~1 5, S_=
' 0o L% o
| ” o P

B s'écrit donc S+K et [S,K] = 0.

Soit A un partenaire privilégié; montrons que le systéme de champs inva-
riants & droite {A,B |} est contrdlable sur Sp(n,R); la démonstration se cons-
truit sur un schéma analogue & celle III.3.3. et sera donc écourtée, le champ
K jouant le rdle du champ N; le lecteur pourra d'ailleurs vérifier en chemin
que le systéme {A,K}| est contrdlable sur Sp(n,R) pour n>2.

Le systéme {A,B} a la propriété d'accessibilité; en effet,

- . n n-z
B s'écrit izl pH; + 121 1/2 Hi,i+2
n-2 (n/2)-1
AL T A S

1a composante antisymétrique de B est, d'aprés II.2.2. b), un champ de
vecteurs de SU(n) en position génitrice sur SU(n), Ta composante symé-
trique de B est non nulle; appliquons II.3.6. : le couple {A,B} a la
propriété d'accessibilité sur Sp(n,R).

Pour prouver la contrdlabilité du systéme {A,B} i1 suffit d'aprés
I11.2.4. de montrer la contrdlabilité du systéme
D ={{As k €L,n]}, 8]

Notons AB(I) 1'ensemble des états accessibles & partir de 1'iden-

tité du systéme D.
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~ Par application de III.2.6., D est contrdlable si et seulement si
exp-t8 appartient & AS(I) pour tout t2o.

Ce résultat se démontre comme suit :
considérons les deux éléments PI’PZ de T" définis par :

\

x P=ly sur fuye oVoiglh 5 Py= o Ty sur fupguvy ks
* P -1, sur {ul,uzt,{vl,vz},{us,us},}vs,VG},...,

P, = I, sur !u3,u4},[v3,v4},{u7,u8},iv7,v8},...;

1

notons P 1'&lément (P,P,) de T"; on vérifie que P "BP = S-K.

La démonstration s'achéve alors par 1a méme séquence qu'en III.3.3.

I11.3.5. Proposition

Soit X1 un champ de vecteurs appartenant & 1'algébre de Lie Sp(n,R),

parabolique. Alors i1 existe un champ de vecteurs X2 de Sp(n,R), compact,
tel que le systéme de champs Tinéaires hamiltoniens {Xl.x,Xz.xl soit contrd-

lable sur Rzn—i ol

Preuve
Soit A un partenaire privilégié, B le champ de vecteurs

- | o

Comme le champ linéaire A.x est Poisson-stable le systéme {A.x,B.x} est contrd-
lable si et seulement si le systéme {A.x,-B.x}| est contrélable, puisque X1 est

équivalent + B 1'assertion 111.3.5. est prouvée si 1'on montre que {A.x,B.x}

est contrdlable sur RZ- {o}. Notons respectivement D;.D, Tes systémes de
champs invariants & droite {A,B} , {{ A ; ke [L,n]}, Bl et Di,Dé les systémes

‘ ]
Tinéaires respectivement associés dans RZ"- fol; on va montrer que D1 est con-

' est contrdlable.

trolable si et seulement si Dé est contrdlable puis que 02
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Vérifions que D; a la propriété d'accessibilité sur R2n-{o};

B s'écrit I 1/2 G.. + I 1/2 G..
i+j=n+l i+j=n+2 W
+ T “1/2 F.. + % 1/2F.
i+j=n+1 I j4j=n+2 1J

le systéme de champs invariants a droite D1 a donc la propriété
d'accessibilité sur Sp(n,R) par application successive de 1I1.2.2. c)
et de II.3.6.

Comme Sp(n,R) opére transitivement sur R2M-{o} le systéme D

1 a donc

la propriété d'accessibilité sur cette variéte.

Comme d'aprés III.2.4. (ii) A; (I) est dense dans AB (I) et puisque
1 2

Sp(n,R) opére continiment sur Rzn-{o}, 1'ensemble AB-(y) = AB (I).y est
1
dense dans 1'ensemble Agl(y) = AE (I). y, pour tout état y de Rzn-io!;

2 2
Di ayant d'autre part la propriété d'accessibilité sur Rzn-{o}, on déduit
donc de 0.2.4. que Di est contrélable si et seulement si Dé est contrdla-

' est contrdlable.

ble; montrons que D2

Faisons la remarque suivante :soit y° = (p?,_._,pﬁ,q?,_..,qg) un

état de Rzn-{o};

la trajectoire y(t) = (pl(t),...,pn(t), ql(t),...,qn(t)) issue en
t=0 de yo, i.e., (expt B). y° se calcule aisément par intégration
en cascade; pi(t), qi(t) sont des polyndmes; plus précisément on
observe que pour pi(t) les mondmes de degré pair ont des coeffi-
cients de type pﬁ et les monOmes de degré impair du type qﬁ et in-
versement pour qi(t).

Soit t=0; montrons alors que pour tout y° de Rzn-io}, (exp-tB).y0
appartient a Asé(yo); soit (p,q) un vecteur de RZ" - R" X R";

(p,-q) appartient & 1'orbite Tq(p,q) de (p;q); le systéme
{A_; k€ [1,n]} est contrélable sur T i1 existe donc un élément de
k 5

™ noté T(p,q) (i1 dépend de (p,q)) recalant (p,q) en (p,-q);
alors :
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% yl = T(yo).yo appartient a AB-(yO);
2
x y2 = (exptB).y' appartient & AT+ (y%);

2

* T(yz).yz appartient a AE-(yO).
2 \

On vérifie alors a 1'aide de la remarque préliminaire que
T(yz).y2 = (exp-tB).yo; 1'assertion est donc montrée.

Le systéme Dé est donc contrdlable par application de III.2.5.

I11.3.6. Proposition

Soit X1 un champ de vecteurs appartenant a Sp(n,R), elliptique. Alors

i1 existe un champ de vecteurs X2 de Sp(n,R), compact, tel que :

Si n est pair, le systéme de champs linéaires hamiltoniens
{Xl.x,Xz.x} soit contrdlable sur R2n-{o}.

Si n est impair, le systéme de champs invariants a droite
in,XZ} soit contrdlable sur Sp(n,R).

Preuve
Soit A un partenaire privilégié et B le champ de vecteurs

X > 0.

Notons S la composante semi-simple et N la composante nilpotente de B,

- | Ca//a( B iccéﬁcf
O ! O L47
S=____|_o_(__o__a N=__..!4°_O._
-0 0
o, 0 /-1
0| O //;a>| 0
- ¢ | o-4 | 4
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B s'écrit H+U+ X 1/2 F,.. + L X F..+ I 1/2 FiJ

i+j=n o j4j=n+l W i+j=n+2
H non nul appartenant & h, U appartenant a a;
le couple {A,B} a donc la propriété d'accessibilité sur Sp(n,R) d'aprés
11.2.2. c) et 11.3.6. '

Notons D. le systéme de champs invariants & droite {f Ays kefl,n]},Bl et Di

1
le systéme de champs linéaires hamiltoniens associé dans Rzn—{o!.

Pour prouver les deux assertions de III.2.6., il suffit donc de montrer que

D! est contrélable si n est pair et que D, est contrdlable si n est impair.

1 1

Montrons que le systéme Di est contrdlable sur RZ"-{o} sin=2p.

Motons D, le systame {{Ak; ke [1,n]}, Niet Dé le systéme associé sur

2n
RE"-{o}.
La démonstration se décompose en deux étapes; dans une premiére étape on

montre que AB (I) contient AB (1); puis dans une seconde é&tape on vérifie
1 2

é est contrdlable sur un sous-ensemble dense de Rzn—{o}; enfin on

conclut en utilisant la propriété d'accessibilité.

que D

- Désignons par P 1'é@lément de T ainsi défini :

Pui = Uss Pvi =V, si i est impair;

Pui =-ui, Pv.

i 7Y si i est pair.

On vérifie alors que P'lBP = -S+N; exptN = (expt/2(S+N))(expt/2(-S+N)) appar-
tient donc a AE (1) pour tout réel t=0. I1 résulte alors de 0.3.1. que
1

+ . +
Ay (I) contient ADZ(I).

1
- Notons E et F les sous-espaces vectoriels de dimension n de R2n de

bases respectives {ul’u3""’u2p—1’vl’v3"’"V2p-1}
et iu2’u4""’u2p’V2’V4""’V2p}'

N laisse invariant ces deux espaces; notons respectivement N1 et N2

la restriction de Na Eet a F; on vérifie que :
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i ) 1] B I p 40]

(o) (o)

| 7/,

0 1 7% 0 LW
N S . — =] N =,_....__O_.-

" e, 9 “ o/

0 )
_O-{/o!‘ N [4 o\' N

N1 et N2 sont deux champs paraboliques d'ordre p; il suffit alors de

recopier la démonstration de 111.3.5. pour s'assurer que chacun des
deux systémes de champs linéaires associé a
{{Ak\E; k impair} , Nl}, {{Ak\F; k pair}, NZ}

est contrélable sur respectivement E -{o} et F -{o}.
D'autre part le champ Tinéaire Nl.x1 admet une singularité sur E -{o}.

Le systéme Dé est donc contrdlable sur la variété produit
E -{o} XF -{o} d'aprés III.2.7.
En résumé, ADi (y) contient A+ (y) pour tout état y de RZ"-{o} le sys-
téme D2 est contrdlable sur E -{o} X F -{o} qui est dense dans R? -{o}
Te systéme D1 a la propriété d'accessibilité sur R -{o}; il résulte
alors de 0.2.2. que Di est contrdlable sur Rzn-{o}.

Montrons que le systéme D1 est contrdlable sur Sp(n,R) si n=2p+l.
Soit t=>0, on va montrer que exp-tB appartient a AE (1).
1

Désignons comme précédemment par P 1'&lément de T dé&fini par :
. = U, ., =V, sii impair;
Pu1 ujs Pv1 vy sii est impair;
. = -u,, Pv. = -v, sii ir.
Pu1 uss Py v sii est pai

* On observe alors que P~ lgp - S-N =
exptS = (exp(t/2(S+N)))(exp(t/2(S- N))) appartient donc a A (I)

* exp(2m 7/ o-t)S = exp-tS pour tout entier m;
exp-tS appartient donc a AB (1).
1

* exp-tN = (expt(S-N))(exp-tS) appartient donc & AE (I).
1
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En conclusion, exp-tB = (exp-tN)(exp-tS) appartient bien &

AY (1)
02(

D1 est contrdlable par application de III.2.6.

\

ITI.3.7. Proposition
Pour tout champ de vecteurs X;, non nul, invariant & droite sur Sp(n,R),

compact, il existe un champ de vecteurs X2,invariant a droite sur Sp(n,R),
compact, tel que la famille de champs de vecteurs {Xl,XZ} soit contrélable
sur Sp(n,R).

Preuve
On utilise I1.3.9.; on sait associer a X1 un champ de vecteurs X2 de

Sp(n,R), compact, de sorte que 1'algébre de Lie engendrée par {Xl,Xzf soit
Sp(n,R).

Le systéme in,XZ} est alors un systéme de champs Poisson-stables qui a la

propriété d'accessibilité; i1 est donc contrdlable d'aprés [11] II.4.4.

II11.3.8. Synthése partielle
Soit A un partenaire privilégié et B un champ simple de Sp(n,R) sous

forme normale.
Alors :
(i) B est en position génitrice sur Sp(n,R) relativement
d la décomposition canonique a & d.

(ii) Le couple {A.x,B.x} est contrdlable sur Rzn-{o}.

II1.4. Couples de champs affines hamiltoniens contrdlables
sur R2n

I11.4.0. Rappels (cf. 1I1.4.0.)

Soit kl""’kr des entiers, positifs non nuls, tels que

k1+"'+kr = n. {ul,...,un,vl,...,vn] désignant la base canonique de R

notons respectivement R2k1,...,R2k* les r sous-espaces vectoriels de R

2n

2n de

base {ul,...,ukl,vl,...,vkll seees {up P RPN R

1 r-1

Vk1+...+kr_1+1""’vn} . Le sous-groupe G de Sp(n,R), ensemble des é&léments
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de Sp(n,R) laissant invariants les r espaces vectoriels R2k1,...,R2kr,
s'identifie de facon naturelle a Sp(kl,R) X...X Sp(kr,R); 1'algébre de Lie
G de G est donc identifiée & 1'aide d'un isomorphisme, noté Q, & 1'algébre
de Lie §R(k1,R) X...X §B(kr’R)-
Un partenaire privilégié appartient a G.
II1.4.1. Critére de contrdlabilité
Soit A un partenaire privilégié, B un champ de vecteurs de G, Q(B) s'écrit

donc (Bl,...,Br), B’ désignant un champ de vecteurs de §B(k1,R), et b un vec-
teur de R2n dont on note b' 1a projection canonique sur RZki.

On suppose que :
(1) Bi est un champ de §B(k1’R)s simple, sous forme normale,
pour i€ [l,r-l] 5
B" est un champ compact de §E(kr,R) en position génitrice.
(ii) bi est un vecteur non nul de RZKi pour ie[l,r].

b appartient & 1'image de la matrice B.

Alors le systéme de champs affines hamiltoniens {A.x,B.x+b} est contrdlable

sur R2n.

Preuve
A - Réduction du probléme

Notons respectivement Dl’DZ les systémes de champs invariants & droite

{(A,0),(B,b) }, {{(A+0); ke [Lin]}, (B,b)} sur le groupe symplectique affine

et Dll,D2 les systémes de champs affines respectivement associés a DI’DZ

2n

sur R?", i.e., Dy = { A.x,Bxsbl, D, = {{A x; ke [1,n]}, Bxsbl.

» Vérifions que le systéme Di a la propriété d'accessibilité sur R2n_
On montre que les hypothéses de I1.4.2. sont satisfaites; le champ A
est un partenaire privilégié; il est fortement régulier sur Sp(n,R)
et a fortiori sur 1a sous-algébre de Lie G; A vérifie d'autre part
la condition (ii) de 11.4.2.; Bi est en position génitrice sur

Sp(k;sR) pour ief1,r-1] d'aprés III.3.8. (i), B" est en position

génitrice sur §g(kr,R) par hypothése, B est donc en position génitrice
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sur G d'aprés II.4.1. (iv); enfin b satisfait la condition (iv) de
11.4.2. par hypothése. Le systéme D1 a donc la propriété d'accessi-

bilité sur G et le systéme associé Di a la propriété d'accessibilité

sur Rzn, d'aprés 1I.4.2.

1 est contrdolable si et seulement si le

systéme Da est contrdlable.

L'ensemble {exptA; t=0} est dense dans T"; par un raisonnement ana-

Prouvons que le systéme D

-

logue 3 celui utilisé en III.2.4. on vérifie alors que AB (I) est dense
dans AB (1); le G-groupe affine opére continiment sur RZ". on en déduit
2 .
donc que pour tout état y de RZn’ AE-(y) est dense dans AE-(y); le
1 2

systéme D1 ayant d'autre part la propriété d'accessibilité sur R2n,

est contrdlable si et seulement

i1 résulte de 0.2.4. que le systéme D1

si le systéme Dé est contrblable.

2
en un systéme asservi sur chacun des RZki. Vérifions que Dé satisfait

les conditions de III.2.7.
Puisque b appartient & 1'image de la matrice B, chacun des champs

R2n est la variété produit R2k1 X...X RZkr et le systéme D, se projette

B' .x'+b' admet au moins une singularité sur R2ki; d'autre part le sys-
téme !Ak.x; ke [1,n]} vérifie 1a condition (ii) de II1I1.2.7. D'aprés

]
2 est donc contrdlable si et seulement si pour tout

je[1,r ] 1e systéme projeté {{Al.x1; ke [k1+...+ki_1+1,k1+...+ki]},

111.2.7., D

Bl.x'+b' 1}, AL désignant la restriction de A, a RZKi, est contrélable
sur RZki.
Conclusion
Pour que 1'assertion de III.4.1. soit exacte i1 suffit donc de montrer

que le systéeme iiAk.x; ke[;l,n]}, B.x+b} est contrélablé sur R2N lorsque B

est un champ appartenant & Sp(n,R), simple sous forme normale ou compact en

position génitrice, et b un vecteur non nul de R2n appartenant a 1'image de

1'endomorphisme B.
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B - Etude cas paf cas

On va résoudre par une série de lemmes le probléme ainsi réduit. Le cas
compact qui est évident sera résolu en premier; ensuite on établira deux
lemmes, notamment un lemme de contrdlabilité locale, qui faciliteront beaucoup
la résolution des cas restants.

Lemme 1
Soit B un champ compact de Sp(n,R), en position génitrice. Alors le systéme
de champs invariants a droite{{(Ak,O); ke [1,n]}, (B,b)} sur e groupe sym-

plectique affine est contrdlable pour tout vecteur b non nul appartenant a

1'image de B. Le systéme ff A -X3 ke [1,n]}, B.x+b} est contrdlable sur
2n
R™.

Preuve
Le systéme i{(AP,O); ke [1,n]}, (B,b)} a la propriéteé d'accessibilité

sur le groupe symplectique affine; puisque b appartient a 1'image de B c'est
un systéme de champs Poisson-stables; i1 est donc contrdlable d'aprés [11]

11.4.4.; le systéme associé sur R2n est & fortiori contrdlable.

Lemme 2
Le systéme liAk.x; ke [1,n]1, B.x+bl est controlable si et seulement si il
existe un réel A>0 tel que le systéme {iAk.x; ke [1,n]}, B.x + A b} soit
contrdlable.

Preuve

On vérifie que ces deux systémes sont difféomorphes; le difféomorphisme
&tant le difféomorphisme dérivé d'une homothétie de R2N,

Lemme 3
Soit A un partenaire privilégié et B un champ appartenant & Sp(n,R), simple,
sous forme normale. Alors il existe €>0 tel que le systéme {A.x,B.x+b} soit

contrdlable sur la boule unité fermée de R2N | pour tout vecteur b de RZ",
0< ||bli<e.
Preuve .
Faisons la remarque suivante : soit K un compact de RZn; on rappelle que

VI(K) est 1a topologie définie sur 1'espace des applications f, de Rzn dans

R2N, Cl, par la "norme" || f|l = Sup (||f(x)||+||f'(x)||); alors pour tout
x€ K
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compact K de R2n et tout voisinage V du champ B.x, B.x+b appartient a V,

pourvu que b soit assez petit.
D'aprés III.3.8. le systéme {A x,B.x} est contré]ab]e sur R2n; 11 est donc

normalement contrdlable sur R%" -fo} d'aprés [18] 4.3.; puisque R2" -{o} est

une sous-variété ouverte de R2n,

2n-1

il est en part1cu11er normalement contrd-

lable sur la sphére S de Rzn; appliquons [18] 3.7. puis 3.2. et la re-
marque préliminaire : i1 existe ¢ >0 tel que le systéme { A.x,B.x+b} soit

Zn-1

normalement contrdlable sur S , dés que ||b|i<e.

2n tels que la

Notons F 1'ensemble des points de la boule unité fermée de R
demi-trajectoire positive et négative du champ B.x+b issues d'un point de F
soient toutes deux non bornées; pour ||b]l < e, i1 est évident que 1'on peut

recaler tout point de F sur tout autre point de F.

Puisque B est non compact, F est dense dans la boule unité fermée; d'autre
part pour b non nul le systéme { A.x,B.x+b} a 1a propriété d'accessibilité;

on déduit donc de 0.2.2. qu'il est contrdlable sur 1a boule unité fermée de
RZ" das que 0< libli<e.

Lemme 4

Soit B un champ de vecteurs appartenant & Sp(n,R), hyperbolique réel non dégé-
néré ou hyperbolique compliexe, sous forme normale. Alors le systeme

{{AL %3 ke [1,n]}, B.x+b} est contrdlable sur R2" pour tout vecteur b non nul.

Preuve
B, ()
B est donc de 1'un des deux types : | - _: -+ P
0, =B,
|
Al D, I, P 0
B = \\ A>0 ouB_ = \\ , D, = ,0,8>0.
] 4 0 T 2
0 ™ 0 1 -0 p

2n

Notons respectivement EY et E7 les sous-espaces vectoriels de R™" de base

Y4 | B -
{ul’---sun ! ’ {Vls---svn E ; R n s'écrit donc E+Y E™. Désignons par (I",S) le

point singulier de B.x+b. Notons respectivement I et S les sous-espaces
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affines de RZ", (E+,s) et (r,E7); I et S sont des invariants pour les trajec-
toires du champ B.x+b; d'autre part toute demi-trajectoire positive issue d'un
point de S converge vers (r,s) et toute demi-trajectoire négative issue d'un
point de I converge vers (r,s). Soit n> o, tel que (r,s) appartienne & la

boule unité ouverte de R2N, pour tout b, |Ib|l<n.

Montrons que pour tout systéme, tel que||b|l<n, tout point (po,qo) de R2n

est recalable en un point de la boule unité ouverte de R2n.

2n

% Soit R > 0; 1'ensemble des points (p,q) de R®" tels que la trajectoire

(p(t),q(t)) issue de (p,q) est telle qu'il existe T>0 de sorte que
Ipi(T)|>vR, pour tout ie [1,n] est dense dans R2N; 1e systéme ayant

d'autre part la propriété d'accessibilité, (p°,q°) est donc recalable
en un point (pl,ql) vérifiant |p%|:> Max.(|r1|,...lrnl)(r=(r1,...,rn)),

pour tout ie [1,n].

* L'orbite Tn(pl,ql) rencontre donc S; le systéme iAk; ke [L.n]} est
contrdlable sur T"; on peut donc recaler (pl,ql) en un point de S noté
(r.a%).

% La demi-trajectoire positive du champ B.x+b issue de (r,q2) converge
vers (r,s); comme (r,s) appartient & la boule unité ouverte, (r,qz)

est donc recalable en un point (r,q3) de cette boule.

A 1'issue des trois étapes on a bien montré 1'assertion.

Le méme raisonnement appliqué au systéme {{Ak.x; ke [1,n]}, -(B.x+b)} montre

que tout point est accessible & 1'aide d'une trajectoire du systéme
{{Ak.x; ke [1,n]}, B.x+b} & partir d'un point de 1a boule unité ouverte dés

quellblj< n.

Appliquons alors le lemme 3; il existe € > o de sorte que le systéme
iiAk.x; ke [1,n]}, B.x+b} soit contrdlable sur la boule unité dés que

0 < |bll <e; pour o<|ibj| < Min.(n,e) le systéme est donc contrdlable. Le résul-
tat est d'autre part vrai pour tout b non nul d'aprés le lemme 2.
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Lemme 5
Soit B un champ parabolique sous forme normale. Alors le systeme
i{Ak.x; ke [1,n]}, B.x+b} est contrélable sur R2n, pour tout vecteur b

non nul appartenant a 1'image de la matrice B.

Preuve
On peut supposer que : .
[ 10,9 i o A
C) | O !
IO‘l//O ' |4 0
B= --5-—~| ; posonsB = =35 T T
o | / 0O
4/03 © 470! 7 |

Notons D le systéme iiAk.x; ke [1,n]}, B.x+b},
D le systéme {{Ak.x; ke [1,n]}, B.x+b }.

Le champ B est un champ parabolique et il suffit de recopier la démonstration

de TII.3.5. pour s'assurer que D' est contrélable sur Rzn-{o} si b est nul;
de méme le lemme 3 se transpose immédiatement et le systéme D' est donc contrd-

lable sur la boule unité fermée dés que bI est assez petit non nul.

Montrons par récurrence sur n que le systéme D (resp. D') est contrélable sur
R2N pour tout vecteur b (resp. b'), non nul, appartenant 3 1'image de B
(resp. B').

Pour n=1, la vérification est immédiate; supposons le résultat vrai jusqu'a
1'ordre n-1 et montrons qu'il est vrai & 1'ordre n.

Montrons le d'abord pour le systéme D; b appartient d& 1'image de B et s'écrit
donc (0,b2,...,bn, cl,...,cn). Faisons la remarque suivante; on rappelle que

1'on note {ul,...,un,vl,...,vn} 1a base canonique de R2n; désignons par I le

2n _ Ruy X r2n-1 qui s'écrivent (-c .X);

sous-ensemble des vecteurs de R
notons respectivement E et F les espaces vectoriels engendrés par {ul,vl} et
iu2,u3,...un,v2,v3,...,vn} . on observe alors que I est un invariant pour les

trajectoires des champs B.x+b et Ak.x, k=2; d'autre part la trajectoire du

- 75 -



champ B.x+b issue d'un point de I est telle que sa projection canonique

xz(t) sur F vérifie 1'équation différentielle :

%2(t) =B .x%(t) + b ,

B désignant le champ de §B(n-1,R) précédemment décrit, i.e., B' a 1'ordre n-1

ot ~1

et b = (b2""’bn’CZ""’cn—l’o) appartenant & 1'image de B .

Cette remarque é&tant faite il est alors élémentaire de montrer que, si

I'bll <1/2 n, alors tout point (p°,q°) de R2n est recalable dans la boule

unité ouverte de R2n

2
# On peut supposer que pg +q2 > cﬁ; le systéme

{{Ak; ke [l,n]} est contrdlable sur T". on peut donc recaler

(p°®,q°) en un point (pl,ql) de I.
* Le systéme {iAk . x2; k>2} ,'E:x 43'! est contrdlable sur F-{o};
F

on peut donc recaler (p ,ql) en un point (p2,q2), dont la projec-

tion canonique sur F est indépendante de (p°,q°) et s'écrit
(-c_p2-- - c2,d ~b s ) d vérifiant, o < |d|<1/2 n,

d+c # o, et la projection canonique sur E s 'écrit (-c ,ql)

* Le systéme {Ak; ke [1,n7]} est contrdélable sur T" on peut donc
supposer que q%(d+c1)<:o; la trajectoire (p(t)) du champ B.x+b
issue de (pz,qz) est telle que, pi(t), ie [1,n], qi(t), ief2,n]
sont constantes et ql(t) = (d+c1) t+q% : i1 existe alors T>0
tel que ql(T) = 0.

Le point (p(T),q(T)) appartient bien & 1a boule unité ouverte
de R2n.

Le raisonnement précédent n'est pas altéré si 1'on change B.x+b en -(B.x+b).
Pour |Ibll<l/2n tout point est donc recalable en un point de 1a boule unité
et accessible & partir d'un point de la boule unité. Le systéme D est donc
contrdlable, pour tout vecteur b non nul de 1'image de B, par application
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successive du lemme 3 puis du lemme 2. Le méme résultat se démontre pour

le systéme D de fagon identique.

Lemme 6

Soit B un champ hyperbolique réel dégénéré sous forme normale. Alors le sys-

2n

téme {f A .x; ke [1,n]}, B.x+b} est contrdlable sur R™", pour tout vecteur b

non nul appartenant & 1'image de la matrice B.

Preuve
La démonstration se fait par récurrence sur n selon un principe analogue
a Ta démonstration précédente.

Lemme 7
Soit B un champ elliptique sous forme normale. Alors le systéme
fi A x5 ke [1,n]}, B.x+b} est contrélable sur R2N, pour tout vecteur b non nul.

Preuve

La démonstration, bien que plus complexe, est de principe analogue au cas
parabolique; i1 s'agit de mettre en évidence un invariant pour appliquer un
raisonnement par récurrence.
On peut supposer que

B Vo AX] [ 4 0]
o Q
o o L7
B = lg( O , &> 0 ; Notons N = ___lo__o~
o o
o NG
7y Z
L1 O] ] o-4"%1 |
M est donc la composante semi-simple de B; b s'écrit (bl""’bn’cl""’cn)'

Faisons trois remarques préliminaires :

Remarque 1
Notons X la singularité du champ B.x+b; i1 s'écrit donc aussi B.(x-xo);

considérons le champ de vecteurs N.(x-xo); il s'écrit N.x+b ,

b = (bl,...,bn_z,bnﬁx,o,o, cl/a,c3,...,cn).
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Puisque exp(2m /a)B = exp(2 m/a )N, on vérifie que, si Xt’Yt désignent res-

“pectivement les groupes & un paramétre engendrés par les champs B.x+b, N.x+b',

alors XZ"Ia = YZﬁ/a' .

Notons D Te systéme J{Ak.x; ke [1,n]}, B.x+b}; on dira qu'un point x est

d-recalable en un point y si x est recalable en y avec un chemin du systéme D

-

dans lequel le groupe & un paramétre Xt ne figure que sous la forme discréte
sz“’d’ k entier positif; on définit d'une fagon analogue 1a d-accessibilité

et la d-contrélabilité.

Remarque 2
Notons I le sous-ensemble des vecteurs de RZ" dont Tes projections canoniques
sur HQun et IRv1 sont respectivement cl/a et-bn/a. Désignons respectivement

2n

par £ et F les sous-espaces vectoriels de R“" engendrés par iul,un,vl,vn} et

. pen _
{UZ’U3""’un-l’VZ’VB""’Vn=1" R = EXF.

I est un invariant pour les trajectoires des champs B.x+b et Ak.x, ke[2,n-1]3

d'autre part la trajectoire du champ B.x+b issue d'un point de I est telle

que sa projection canonique x2(t) sur F vérifie 1'équation différentielle :

02 2

X°(t) = B.x2(t) + b,

-~

E désignant le champ elliptique de Sp(n-2,R) précédemment décrit, i.e., B

1'ordre n-2, et'B un vecteur de F.

Remarque 3
Notons K 1'espace vectoriel engendré par §u3,u4,...,un,vl,vz,...,vn_z} et

désignons par J 1'ensemble des vecteurs de R2n dont 1a projection canonique
sur K S.écrit (Cn_lscn_za-o-3C1/a9-bn/u’_bn_2’---a-bz)-

J est un invariant pour les trajectoires du champ N.x+b'; plus précisément on
vérifie que, si (p(t),q(t)) désigne une trajectoire du champ M.x+b' issue d'un
point de J, alors pi(t), ie[2,n], qi(t), i¢ [1,n-1] sont des constantes et

P(t),q (t) vérifient les équations différentielles :

Py(t) = q,_q(t) + b], g (t) = -p,(t) + c.
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Montrons alors par récurrence sur n sur le systéme D est contrdlable si b
est non nul.

Pour n=2,3 on vérifie que, pour b assez petit, tout point de R2n est
d-recalable (cf. remarque 1) en un point de la boule unité ouverte de RZN
et est d-accessible a partir d'un point de la boule unité ouverte. Le sys-
teme D est donc contrdlable, pour tout vecteur b non nul, par application
successive du lemme 3 et du lemme 2.

Supposons alors le résultat vrai jusqu'a 1'ordre n-1 et montrons qu'il est
vrai a 1'ordre n.

Posons n = Min.(1/2n, o./87 n); montrons que pour |b]| <W3 tout point (po,qo)

de R2n est recalable dans 1a boule unité ouverte de R2n.

o2 o2 2
¥0n peut supposer p; +q; >~(-bn/u) et

0 o2 2
Py *9, > (cl/a) .

Le systéme iAk; ke [1,n]} est contrdlable sur T"; on peut donc recaler

0 1

(p ,q°) en un point (pl,q ) de I.

* Le systéme {{Aking ke [2,n]},l§.x2¥gi (cf. remarque 2) est contrdla-
F

ble sur F-{o}; on peut donc recaler (pl,ql) en un point (p2,q2), ap-

partenant & J, dont la projection canonique sur F est indépendante de
0 0 Vx s ' ._. R _

(p~»q°) et s'écrit (d,cn_l,...,c3, bn—2""’ bz,e), d,e étant tels

que o< |el<n/3, e+bi = m>>o,»-d+c; = m, et dont la projection cano-

nique sur E s'écrit (p%,cl/a, -bn/u,qﬁ).

» D'aprés la remarque 3, la trajectoire (p(t),q(t)) du champ N.x+b

issue de (pz,qz) est telle que, p,(t), i€ [2,n], a;(t), ic[i,n-l],sont

constantes et pl(t) =mt + pi, qn(t) =mt + qﬁ. Le lecteur pourra alors

vérifier, avec moins de peine qu'il en faut pour 1'expliquer, que

(p2,q2) est d-recalable en un point (p3,q3) dont toutes les composantes
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2 2

coincident avec celles de (p©.q ), excepté p? et qﬁ qui sont telles

3
que lpi|,|qn|<:4'nm/u.

Le point (p3,q3) appartient bien & la boule unité ouverte de R%N,

Le raisonnement précédent est encore valable si 1'on change B.x+b en
-(B.x+b).

11 découle alors du lemme 3 puis du lemme 2 que le systéme D est contrdlable

2n

sur R pour tout vecteur b non nul.

111.4.2. Définition
Daéfinissons la c]asse‘@ de champs de vecteurs de R2n de la facon sui-
vante :

si X1 appartient éHg R X1 s'éerit X.x+v oU :

X est un champ de vecteurs appartenant a Sp(n,R).

Si A est diviseur élémentaire de X alors X admet aussi un diviseur

2

élémentaire du type (A~ + az), a réel non nul.

2n

v est un vecteur de R°" appartenant & 1'image de X.

111.4.3. Théoréme
Pour tout champ de vecteurs X1 de\@ , i1 existe un champ de vecteurs

2n

X2 de ‘6 , dont toutes les trajectoires sont bornées dans R™", tel que le

couple in,le soit contrdlable sur R2",

Preuve
On montre que, pour tout X1 = X.x+v, il existe, des entiers positifs

non nuls kl""’kr’kl+"'+kr=n’ et un difféomorphisme 6 de ¢ , tel que,

e(xl) vérifie (i) et (ii) de III.4.1.
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En effet, définissons deux types de difféomorphisme de‘@ :

- soit h¢ Rzn; notons Th le difféomorphisme :
C.x+c~>C.x + (c +C.h) .

- soit Q € Sp(n,R); notons SQ le difféomorphisme :
-1 -1
Cx+c~>(Q°CQ)x+ Q “.c.
L'assertion découle alors immédiatement de III.1.6. et de II.3.7.
Soit A un partenaire privilégié; alors le systéme {e(Xl), A.x } est contro-
n 4, 5
lable sur R d'aprés III.4.1.

Le couple {XI,G'I(A.X)} est donc contrdlable sur RZ",
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CONCLUSION

I1 serait intéressant, méme en petite dimension, d'apporter une
réponse au probléme de mariage avec la classe des champs de vecteurs inva-
riants & droite sur le groupe symplectique ; le partenaire serait choisi
compact.

Une approche préliminaire au probléme pourrait bien étre la dé-
monstration de la conjecture suivante : "Pour tout champ de vecteurs B de
Sp (n,R) n'appartenant pas a U(n), la famille de champs de vecteurs invariants
i droite{B, U(n)} est contrdlable sur Sp(n,R)".
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