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INTRODUCTION

Ce travail se situe dans le domaine de 1'Analyse des Données, et plus
précisément dans le cadre suivant : décrire, réduire, classer des observations
multidimensionnelles dans le but de définir, préciser, expliquer ou reconnaltre

une structure sur un ensemble d'objets.

On se place successivement dans le cadre de la classification automatique

(chapitre I), discrimination (chapitre II), modélisation (chapitre III) :

La classification automatique permet de définir une structure (partition,
hiérarchie, classes empiétantes ...) sur une population si on dispose d'une
description multidimensionnelle des objets, et si on a fait le choix d'unme
mesure de ressemblance qui exprime la similitude entre objets. Dans le cas
de la recherche d'une partition, on désire optimiser la ressemblance entre
objets d'une méme classe, et (ou) les distinctions entre objets de classes
différentes [ 8 ]. On définit dans ce but un critére qui exprime 1"homogénéi-
té des classes, et (ou) 1'écart entre classes. Le probléme est ainsi posé en

termes d'optimisation d'un critére [9].

En discrimination et reconnaissance des formes, la structure, une parti-
tion en K familles,@],...,‘eK, est admise a priori. On &tudie une population
échantillon pour laquelle, outre une description multidimensionnelle, le grou-

pe d'appartenance des objets est connu. On distingue :

- L'analyse discriminante d but descriptif. Il s'agit de décrire le
pouvolr séparateur des paramétres vis 34 vis des familles définies

a priori



- 1'analyse discriminante i but décisionnel : il s'agit de définir une
régle de classement dans 1'une des familles °€; (1 £ 4 £ K) de tout
individu dont on connait la description. La validité de la régle de

décision doit ensuite &@tre étudiée.

Si on définit une variable qualitative Y, en associant 3 chaque famille
‘G& une modalité Y, (2=1,...,K), 1'analyse discriminante est 1'étude de 1'exis-
tence et de la forme de la dépendance entre Y (la variable & expliquef), et les
paramétres descriptifs des individus (les variables explicatives). Cette ap-
proche conduit 3 considérer 1'analyse discriminante linéaire comme un cas par-

ticulier de l'analyse canonique (q > 1 variables 3 expliquer) [4 ]

-La modélisation de la dépendance entre d variables de sorties et q,

paramétres d'actions d'un processus se décompose en deux étapes :

- Choix d'une famille H de modéles

- Recherche du modéle h de H le mieux adapté d la population échantil-

lon dont on dispose, au sens d'un indice d'homogénéité.

. . o L ol
Si le processus dépend également de paramétres d'entrée X ,...,Xp, on
doit restreindre la modélisation a4 un nombre &levé de sous populations
(si on définit t modalités pour chaque variable X', on obtient tP configu-

rations).

L'Analyse Discriminante Typologique a &té introduite par E. DIDAY dans [101.
J'ai développé 1'étude de cette méthode, qui est présentde au chapitre iI. J'ai

d'autre part proposé et mis en oeuvre deux extensions de 1'Analyse discriminante

typologique :

- La classification sur sous espace adaptatif (Chapitre I)

- L'analyse discriminante typologique sous contrainte de modélisation
locale (Chapitre III).



La structure & définir (préciser ou expliquer) est une partition de la

population échantillon E. On procéde par optimisation d'un critére W.

A toute partition P = (Pl""’PK) de E est associ@e une représentation L ;
L est unique pour l'ensemble des classes P]""’PK' (Une autre approche consiste

a définir une représentation sous la forme d'un K-uple Ll""’L Li est

K H
associée 3 la classe Pi)

Inversement & toute représentation L est associée une partition P de E.
Un critére WR mesure l'adéquation entre une partition et une représentation

(WR généralise W).

Un algorithme itératif converge en un nombre fini d'itérations vers une

e * . . . s
partition P qui réalise un optimum local du critére W.

- . * PR, .
La représentation L associée & P est une image de la structure
construite. (On obtient en particulier la visualisation de la partition P

sur quelques axes factoriels).

Les trois méthodes différent par le type de représentation, le mode
d'initialisation de 1'algorithme, et 1'interprétation des résultats qui

sont 1iés au contexte d'application.

Afin de permettre une lecture indépendante des trois parties, chaque
méthode est présentée intégralement dans un chapitre. Des définitions et
propriétés concernant l'inertie d'un nuage de points sont résumées en avant

propos (une présentation détaillée et les démonstrations des résultats sont

données aux annexes 1, 2, 3, et 4). Le chapitre I est intitulé

Classification sur sous espace adaptatif

On sait que quelques axes factoriels suffisent 3 expliquer une tré&s large
part de l'inertie d'un nuage de points [ 4 , 16 ], La distinction entre
"variables classifiantes" et "variables de bruit' suggére la recherche d'une

partition dont les classes soient séparées en projection sur un sous espace



de 1'espace des individus. Cette approche est différente de celle de 1'ana-
lyse factorielle typologique [ 22 71 dont le critére a optimiser exprime

la somme des inerties des classes expliquées par leur sous espace princi-
pal. Ici le sous espace est unique et défini par 1l'ensemble des classes.

Au chapitre II est présenté
L'analyse discriminante typologique

Située dans le contexte de la discrimination, l'analyse discriminante
typologique permet de remédier 3 une définition subjective, arbitraire ou impré-
cise des types a priori. La partition définie a priori sur la population
échantillon est remise en cause par optimisation d'un critére qui ne tient
compte que de la projection des individus sur les premiers axes de 1'ana-
lyse factorielle discriminante [ 25, 29]. Les classes a priori sont ainsi
privilégiées dans la classification ce qui apparailt souhéitable; 0r, en
général, lorsque la partition a priori est contestée, on effectue une ana-
lyse inductive (analyse en composantes principales [ 2 ], ou des corres-
pondances [ 1 1, ou classification) qui tient compte au méme titre des
paramétres discriminants (ou partiellement discriminants) et des variables
de bruit. En particulier, 1'approche de l'analyse discriminante typologique
est différente de la suivante : Construire une partition, puis réaliser une

analyse discriminante relative 3 celle-ci .

La méthode est non seulement descriptive, mais aussi constructive :
En général, la partition induite par 1l'analyse discriminante typologique fait
apparaitre des regroupements de classes a priori ou (et) 1'éclatement de certaines
en groupes plus homogénes, ou (et) la remise en cause de frontiéres qui les
séparent. On en déduit la définition de nouvelles familles interprétables par
le spécialiste, constituant une partition de la population, et bien reconnues
par quelques facteurs discriminants (une régle de décision numérique complétée

par une visualisation est construite).

Les regroupements éventuels de familles a priori peuvent €tre acceptables
du point de vue du spécialiste (cf. le traitement d'une banque de données
industrielles); Sinon on réalise localement un second niveau de discrimina-
tion. La régle de décision globale se présente alors sous la forme d'un

arbre.
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En reconnaissance des formes [28] 1'analyse discriminante typologique permet
1'ajustement éventuel de leur définition, et (ou) leur regroupement, dans le but

de rendre simple et fiable leur recomnaissance.

Le traitement d'une banque de données industrielles (contrdle automatique de
production en fabrication mécanique) est présenté dans ce chapitre. Cet exemple
illustre les aspects descriptif, inductif, et décisionnel de la méthode. Enfin le

chapitre III concerne

L'analyse discriminante typologique sous contrainte de modélisation locale

Cette méthode se situe dans le contexte d'une approche locale du-pro-
bléme de la modélisation , De plus dans le cas d'une grande dispersion
des données relatives 3 la modélisation [ 19. ], la recherche simultanée de
facteurs discriminants dans un ensemble de paramétres explicatifs permet
d'assurer la signification physique de la structure construite. (Dans "Sélec-—
tion typologique de paramétres" [ 10 ] il est tenu compte de variables ex-
plicatives de chaque classe, et non de la partition). De plus, si la modéli-
sation locale doit &tre suivie d'une analyse discriminante, il est préfé-
rable que la partition soit construite par optimisation d'un critére qui

tienne compte simultanément de la modélisation et de la discrimination.
On étudie plus particulidrement :

- le cas du modéle linéaire : les q, variables d'actions zl,...,zq ,
. 1

et les q, variables de sorties z sont liées par une relation du

q +1""’Zq +q
type 1 1 12

0yt oz + ...tz =0 (q=q1+q2)

On présente une application en modélisation des efforts de.coupe en

usinage.

- Le cas du modéle de 1'inertie [ 10 1 : On dispose uniquement de q va-

riables de sorties zl,...,zq. Le modéle est de la forme :

ol a],...,aq sont q constantes réelles.
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NOTATIONS ET RAPPELS

Dans cette partie :

~ On fixe certaines notations (les définitions précises sont rappelées aux

annexes 1, 2, 3 et 4.).

- On résume quelques propriétés mathématiques de 1'inertie d'un nuage de
points, (inertie, inertie expliquée, inertie intra ou inter classe), qui sont
utilisées aux chapitres I, II et III. Ces propriétés sont démontrées aux annexes

1, 2, 3 et 4, ou, par exemple, dans [4].

- Enfin, on analyse un probléme d'optimisation qui se présente, sous des formes

différentes, aux chapitres I, II, IITI.On propose une solution précise & ce probléme.

1) L'espace vectoriel )P (Annexe 1)

I1 est muni du produit scalaire défini par une matrice Q, symétrique et
définie positive, et de la distance d associée. (Dans la suite, toute inertie

est définie relativement a4 cette métrique).

On note
F} ‘ 1'ensemble des sous espaces vectoriels de dimension r de ]P.
Ur l'ensemble des familles U = (ul,...,ur) Q orthonormées de

r vecteurs de RP.

1]
-—

\
u u s = l,00.,T
s Q s ’ bl

= 1,000yt = l,...,T s £t

[}
o
1]

I

1
u u
S Q t

2) Inertie au point a d'un nuage de points (Annexe 1)

Soit

N un nuage de points dans ®P

\Y la matrice d'inertie du nuage N

a un point de &P



On note :

I (a,N) l'inertie au point a du nuage N.

L'inertie I (a,N) est minimale au centre de gravité g du nuage N

(Théoréme de Huyghens) ; I (g,N) est appelée plus simplement 1'inertie du nuage N :
On 1la note I (N)

On a la relation :

I (N) = Tr (VQ)

3) Inertie expliquée par un sous espace (Annexe 2)

Soit, de plus,
U un sous espace vectoriel de Rp.

On note

I (a,N,U) 1'inertie au point a du nuage N, expliquée par le sous espace U.

Pour tout sous espace U, l'inertie I (a,N,U) est minimale au centre de gravité
g du nuage N. I (g,N,U) est appelée plus simplement 1'inertie du nuage N, expliquée

par le sous espace U ; On la note I (N,U).

Pour tout point a, tout sous espace U dans Fr’ et toute décomposition de U

en somme directe de droites vectorielles Q orthogonales, Dl""’ Dr’ on a :

r
I (4,N,0) = I I (a,N,D ) _ (0-1)
s=1
En particulier :
r
I (N,U) = X I (N,DS) (0-2)

L'inertie du nuage N, expliquée par une droite vectorielle D engendrée par

le vecteur Q-normé u, s'écrit :

I (N,D) =u'"QVQu (0-3)
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4) Inertie intra classe et inter classe d'une partition (Annexe 3)

On note :

Pk, l'ensemble des partitions du nuage N en K classes

Soit
Bpreeesdys K points de RP
P = (Pj""’Pk) dans PK'
On note :
I ((al,...,ak), P), l'inertie aux points a],..];,ak de la partition
P = (P]""’Pk)' (Par définition, I ((a],...,ak), P) = gil I (al, PZ))'

L'inertie I ((a],...,ak), P) est minimale pour la famille (gl,...,gk) des

centres de gravité des classes P]""’Pk de la partition P ; I ((gl,...,gk), P)

est appelée l'inertie intra classe de la partition P : On la note Iintra (P)

Soit

P une partition du nuage N

B (P) la matrice d'inertie inter classe de la partition P
On note

inter (P), 1l'inertie inter classe de la partition P

On a les relations :

(P) = Tr (B(P) Q) ‘ : (0-4)

I.
inter

(P) + (P) =1 (N) (0-5)

. I,
intra inter

(L'inertie du nuage N se décompose en inerties intra classe et inter classe)

5) Inertie intra classe et inter classe expliquée par un sous espace (Annexe 4)

Soit

P = (Pl""’Pk) dans Pk
al,...,ak, k points de RP

U un sous espace vectoriel de )P



On note :

I ((al,...,ak), P, U), 1l'inertie aux points 3 seeerd de la partition

P = (Pl""’Pk)’ expliquée par le sous espace U. (on a : I ((al,...,ak), P, U) =

I (32’ Pl’ U)).

[ I o

2=1

Pour tout sous espace U, l'inertie I ((a],...,ak), P, U) est minimale pour la

famille (g],...,gk) des centres de gravité des classes P]""’Pk de la partition P ;

I ((gl,...,gk), P,U) est appelée l'inertie intra classe de 1la partition P expliquée

par le sous espace U : on la note Iintra (P,U)

On note d'autre part :

inter (P,U) l'inertie inter classe de la partition P expliquée par U.

On a la relation :

(P,U0) + I (P,0) = I (N,U) (0-6)

intra inter

(L'inertie du nuage N, expliquée par U, se décompose en inerties intra classe

et inter classe, expliquées par U).

6) Expressions mathématiques de 1'inertie inter classe et de 1'inertie aux points

Ayseensd s d'une partition, expliquées par un sous espace

Soit

P = (P]""’Pk) une partition du nuage N

Bpovee o8y les centres de gravité des classes P . P

177777k

définis par :

p],...,pk, les poids des classes P]""’P

k

Nombre d'éléments de PZ
P, = L=1,...,K
Nombre d'éléments de N
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La matrice d'inertie inter classe de la partition P, B(P), est par

définition, (A3. 3.2), la matrice d'inertie du nuage G = [(g],...,gk),(p],...,pk)]

des centres de gravités des classes munis des poids PyssessPpe On montre (A3.1)

que les nuages N et G sont le méme centre de gravité g, Ainsi :

B (P) =

[ e B

(gg - go) (g2 - go)'

=1

Proposition 1

Pour tout U dans Fr’ et toute base Q orthonormée U = (u],...,ur) de U 1'inertie

inter classe la partition P, expliquée par le sous espace U, s'écrit
r ‘
I. (,0) = I u' QB(P) Qu (0-7)

Démonstration

On utilise :

- La décomposition de 1'inertie du nuage G expliquée par U en inerties
mp pliq P

du nuage G expliquées par les droites vectorielles engendrées par EIEEEREY

(cf. 0-2).

r

- Puis, pour s = 1,...,r, la relation (0-3) appliquée au nuage G

(de matrice d'inertie B (P))

Définition I

Soit U un sous espace vectoriel de RrP.
Pour tout couple (x,y) de points de Rp, on note X, et Yy les projections

Q orthogonales de x et y sur U.

On pose

dU (x,y) =d (xu’yu) =V (xu~yu)' Q (xu—yu)
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Proposition 2

a - du est un écart sur Rp, c'est-a-dire

a, ¢ du (x,vy) du (y,x) pour tout couple (x,y) dans & x ®P

a, du (x,X) = 0 pour tout x dans RF
ay du (x,z) < du (x,y) + du (y,2z) pour tout triplet (x,y,z) dans
R’RP x ®P x RP (Inégalité triangulaire)
b - du (%) =0 <=> x~y est Q orthogonal au sous espace U.
Démons tration

d est une distance. On en déduit :

a:] : dl.l (X,}’) d (Xu,}’u) d.(']u,Xu) = du (y’x)

]
o

a,. : du (x,%x)

5 d (xu,xu)

a H
3 du (X,Z) d (Xuazu) <d (Xu,}’u) +d (Yu,Zu)

du (x,2) < du (x,y) + du (y,2)

b : = =
d, (5,¥y) =0 <=> d (x,y) =0

du (x,y)

i
o
A
"
\
]
]
]
A
i
A\
—~
ke
i
<
~
[=
1]
o

Proposition 3

Pour toute base Q orthonormée U= (u],...,ur) de U, et tout couple (x,y) de

points de RP, on a :

T
@ y) =Gy Q[ T uwou')qQ (xy) (0-8)
U =
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Démonstration

Comme U est une base de U, et que u,,...,u_ sont Q normés, on a :
- 1 r

T
X, = I ' Q us) ug
s=1
T
= '
Yy Z (y'Q uS) u,

s=1

On en déduit :

2 r ' r
dy (x,¥) =[ L ((x=y'Q us) ug Q I ((xy)'Q “s) “s]

s=1 s=1
Comme les vecteurs u,,...,u_ sont Q orthogonaux, on a :
1 T

2 r '
dp Goy) = I (G Qu) v’ Qo) Q) ug

/
(x-y) Q u, est un scalaire égal 3 uS' Q (x~y). On en déduit :

T
2 - Y ' ' -
dy (x,y) = S%l ((x=y)' Qu) u ' Qu (u ' Q (x v))
= 1 —
Pour s = l,...,r, On a uS Q ug 1.
On en déduit :
2 ' r
- — 1 ' —_
dy (x,y) = SE] (x-y)' Qu  u ' Q (x y)

1 u, ug ')" Q (x~y)

| B a

2 ) _ Nt
dU(XJ) = (x-y) Q<S



Proposition &

a) Pour toute famille (a],...,ak) de points de Rp, et pour tout U dans Fr’

l'inertie aux points apseee sy de la partition P expliquée par le sous espace U
s'écrit :
1 K 2
I ((al,...,ak), P,U) = = X b} dU (x,al)
, =1 xeP

2
ot dU est 1'écart sur R’ associé au sous espace U (définition 1)
b) Soit i(x) 1'indice de la classe de la partition P qui contient x. On note

as le point de la famille (a],...,ak) d'indice i(x).

On a :
T (( a), P, 0) = + 5 4% (x,a) (0-9)
al)“"k’ ’ n U !x
xeE
¢) Pour toute base Q orthonormée de U, U = (ul,. .,ur)
On a :
;K r
- 4 - 1 1 -
I ((al,...,ak), P, U) = = z z (x al) Q (% u U ) Q (x az)
=1 XePQ s=1
(0-10)
Démonstration
On déduit a) des définitions de l'inertie I ((al,...,ak,P,U)'et de 1'écart dU

On déduit b) de a) par transformation de la sommation.

On déduit c) de a) et de la proposition 3.

Au paragraphe 7 on analyse et on donne: la solution d'un probléme d'optimisation

qui sera posé aux chapitres I,IT et ITIL.



_]9_

7.1. Le probléme
Soit

N un nuage de points de Rp, K et r deux entiers (r £ K-1).

Il s'agit de définir une fonction g qui associe i toute partition

P = (P]""’Pk) du nuage N,

- K points a],...,ak de RP
- une famille Q orthonormée de r vecteurs de RP, (ul,...,ur)
tels que
| a],...,ak et le sous espace vectoriel U engendré par ul,...,ur,
vérifient :

I (N,U) = T ((a;5...,8.),P,U) = Max [I(N,F) -1 ((bl,...,bk)P,F)]

(bl’°"’bk) e R® x...x R®
F € F
r

7.2. Cas particulier

L . . - s -1
On se place dans 1'hypothése ol la matrice Q est égale 3 l'inverse V

de la matrice de variance-covariance empirique V (cf. chapitres II et III).

Pour toute droite vectorielle D, l'inertie du nuage N expliquée par D est
8gale 4 1. En effet, soit u un vecteur directeur V_] normé de D, on a, (0-3)
; . -1 y o ,
I (N,D) =u'V vyv u=u Vv u =1
On en déduit, (0-2), que l'inertie expliquée par un sous espace vectoriel F

de Rp, est égale 4 sa dimension.

Dans le probléme d'optimisation énoncé ci-dessus, pour tout F dans Fr’
1'inertie I (N,F) est constante, égale 4 r, et, les points B seee @y et le sous

espace U engendré par u A vérifient simultanément :

1"

I (U -1 ((a,--.5a), P,U) = Max [I(N,F) =T ((bs-nesb), P,Fﬂ

(b ,...,bk) e RP x...x ®P

I

F € F
r
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égalité qui se raméne 3

r-1 ((al,...,ak), P,U) = Max [r -1 ((bl""’bk)’ P,FS]
(bysensb) € RP x...x®P
F e F
r
et
1 ((al’f"’ak)’ P,U) = Min [I ((bl""’bk)’ P,F)]
(bl""’bk) ¢ RP x «RP
F € F
r

7.3, Analyse du probléme

Une partition P = (P],...,Pk) du nuage N est donnée
Soit B (P) la matrice d'inertie inter classe de P.

Pour tout sous espace F de Rp, 1l'inertie aux points bl""’bk de la partition P
expliquée par F est minimale pour la famille (gl,...,gk) des centres de gravité

des classes Pl""’Pk de P.

1 ((gl,...,gk), P,F) = Min [I ((b],...,bk), P,F)]

(bysee5b) € BP XX RP

I (gl,...,gk,P,F) est l'inertie intra classe de la partition P, expliquée

par F.

On en dé&duit, d'une part
(@p,eeesa) = (8)500058)

et d'autre part,

Max I (NF) = T ((b,+v5b), P,F)] = Max [I(N,F) - I((g],...,gk),P,F)]
(bysevesb) € RP x...x RP FeF_
F € F
r
- Maxl}I(N,F) - Iintra(P,F)ﬂ

FeF
T
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Enfin, d'aprés (0-6)

Max [I(N,F) -1 (bl,...,br),P,F)] =  Max [Iinter (P,F)] (0-11)

FeF

(b ..,bk)elRpX...x RP r

1%
FeF

r
L'inertie inter classe de la partition P, expliquée par le sous espace F est

l'inertie du nuage G des centres de gravité des classes P ..,Pk de P.

1’

La matrice d'inertie inter classe de la partition P, B(P), est la matrice

d'inertie du nuage G.

On est donc ramené d& la recherche du maximum pour F dans Fr’ de l'inertie

du nuage G, expliquée par F.

L'analyse de ce probléme est présentée en annexe 4. On en déduit une famille

Q orthonormée de r vecteurs de Rp, u cesl, telle que :

17

le sous espace U engendré par u L vérifie-

1’

Iinter (P,0) = Max Iinter (P,F)

FeF
r

Upseeesty sont vecteurs propres, associés aux r plus grandes valeurs propres

de la matrice B(P) Q.

La définition précise des vecteurs u «+ou_ est donnée au paragraphe suivant.

1°°

7.4. La solution du probléme : la fonction g

Soit P = (P .,Pk) une partition de N en k classes

o
On définit g(P) par :

g (P) f (gl,...,gk, u],...,ur)

gl,...,gk sont les centres de gravité des classes P],...,Pk;

u...,u sont définis de maniére précise 3 la fin de ce paragraphe.

1
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B arecafys ot le sous espace U engendré par (u],...,ur) vérifient :

L (N,0) = T ((8)5e058),8,0) = Max [T (,F) = I ((by,...,b), 2,F)
(b sevesb e RP x.. . xRP
F ¢ Fr

La valeur de ce maximum est &gal 3 l'inertie inter classe de la partition P
expliquée par le sous espace U

I (0 = T ((8),-+-,80, P, U) =1 ®,0) (0-12)

inter

L'inertie Iinter (P,U) se décompose en inerties inter classe expliquées par
les droites vectorielles engendrées par Upseeest e Ces inerties sont respectivement

égales aux r plus grandes valeurs propres, Al Z.he 2.Af 2 0 de 1la matrice-B(P) Q.
(B(P) est la matrice d'inertie inter classe de la partition P).

Ainsi

(0-13)

[ e ]
>

I (N,U) -1 ((g]a---’gk)’ P, U) =

s=1

Définition précise des vecteurs Ujsessslth,

Soit B(P) la matrice d'inertie inter classe de la partition P

Soit X] 2 AZ Z...2 Ar = 0 les r plus grandes valeurs propres de la matrice

B(P)Q. Une valeur propre multiple A de multiplicité m > 1 apparait comme
A=A
s

c4] oot Aj’ j = Min (s+m1,r).

. 8i As est valeur propre simple

u, est défini par

B(P) Q u, = XS ug
' =
ug Q ug 1
1
u Q e, >0
[

N P . éme . - s .
ol e, désigne le i vecteur de la base canonique de RP et o 1, est le plus petit

indice i tel que e, me soit pas Q orthogonal au sous espace propre ES associé a As'
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. Si A est valeur propre multiple, de multiplicité.m>],

A= ks = ... = Aj ol j = Min (s+m1,r), uS,...,uj sont définis par :
+ Soit iS le plus petit indice i tel que e. ne soit pas Q orthogonal

au sous espace propre E, associé a ).
P A

Soit vy la projection Q orthogonale de e, sur le sous espace EX'
s
u  est défini par :

v
s

s Vv' Q v
s s

+ Pour t = s+l,...,]
Soit Mt le sous espace vectoriel engendré par UgseeesUy

Soit EA S} M.t le supplémentaire Q orthogonal de Mt dans EX

Soit it le plus petit indice i tel que e, ne soit pas Q orthogonal

Soit v, la projection Q orthogonale deei sur le sous espace EA O Mt
t

u est défini par :

Cas particulier

- . . s o1 '
Dans le cas ol Q est choisie &gale a V , e esBy et le sous espace vecto-

riel U engendré par u sl vérifient également :

1"

I ((g],---,gk), P,U) = Min I ((b],-.-,bk),P,F) (0-14)
(bl""’bk) e RP x...x ®P.
F € F

r
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La wvaleur de ce minimum est l'inertie intra classe de la partition P

expliquée par le sous espace U.

I ((gl,"°’gk)’ P,U) = Iintra (P’U)

Des égalités suivantes

intra (P,U) + Iinter (?,0) =1 (N,U)
"1 (N,U) = r
r
Iinter (®,0) = szl As

On déduit 1la relation

r
I ((g]s---agk)’ P’U) =r - SEI AS

(0-15)

(0-;6)
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CHAPITRE I

CLASSIFICATION SUR SOUS ESPACE ADAPTATIF

1 - INTRODUCTION

1.1 - La méthode

I1 s'agit d'une méthode de classification non hidrarchique qui fournit une
partition en K classes d'une population finie d'objets et un sous espace vectoriel
de l'espace des descriptions des objets. Elle procéde par optimisation d'un

critére qui exprime l'inertie inter classe expliquée par le sous espace.

Les paramétres descriptifs des objets sont pondérés dans 1'analyse par le

choix d'une métrique et d'un sous espace de classification. La métrique est

fixée ; par contre le sous espace est adaptatif.

On définit la notion de représentation associée 3 une partition. On propose
un algorithme itératif du type "nuées dynamiques'", [8], et on montre qu'il fait

décroitre le critére et converge en un nombre fini d'itérations vers une partition

réalisant un optimum local de ce critére.

1.2 - Les données

On dispose d'une population finie E de n individus ou objets, x],.;.,xn,

décrits par p paramétres quantitatifs x ,...,xp. Les individus sont munis de

. . 1,
poids egaux,pi ==, 1= l,...,n.

Les données peuvent @tre rangées dans une matrice X' comportant n lignes

et p colonnes

,éme _ . . . « e e .
La i ligne contient les valeurs prises par les p paramétres sur 1l'individu

.éme . . .€me -
La colonne contient les valeurs prises par le aramétre sur les
J P

n individus.
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On note xi la valeur prise par le paramétre xJ sur 1'individu X:s
1 j P
Xl Xl X]
i ' ‘
| ]
X' ={ x, x3 xP
1 1 1
1 1 [
] i \
i h| P
X X X
n n n

On identifie un individu X;, au vecteur de RP des valeurs prises par les

p variables sur cet individu. On note :

1 P
' -
x} (xi,...,xi)

On suppose donnée une matrice Q, symétrique, définie positive, de dimension

p. L'espace des individus, RP, est muni du produit scalaire défini par :
(x, ) > x' Qy
A ce produit‘scalaire_est associé une distance sur Rp, notée é, définie par :
x, y) = (x=-9)'Q (x-y)
Le probléme du choix de cette métrique est abordé en [4]

On suppose donnés deux entiers, K et r, (r < K-1)

- K est le nombre maximum de classes de la partition recherchée

- r est la dimension du sous espace de classification.
1.3 - Notations

On note :
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EK, 1'ensemble des partitions de E en K classes (disjointes).

Une partition P de EK est notée également (Pl""’PK)

E=Pl UswoU PK

P, nP, =¢ i=l,...,K; j=l,...,K ; i#j

Fr’ l'ensemble des sous espaces vectoriels de RP de dimension r.

Ur’ 1'ensemble des familles Q orthonormées de r vecteurs de[RP.
Un élément de Ur est noté U = (u],...,ur).

Les conditions d'orthogonalité et de normalisation s'écrivent

El

u Qu =1 s =1,...,r

u Qu =0 s =l,ss.r 3 t=1,...r ; s # ¢t

On sait [ 3] que :

Toute famille U = (u],...,ur) de Ur engendre un sous espace vectoriel U de
RP de dimension r.

Ainsi a tout élément U de Ur on peut associer, de maniére unique, un &lément
U de F_.
T

Réciproquement tout élément U de Fr on peut associer, de mani&re non

a
unique, un &lément U dans U, L31.

Remarque : Dans la suite de ce travail certaines quantités numériques (inerties,
critéres...) dont 1l'expression mathématique fait apparaltre un élément U de Ur

ne dépendent que du sous espace U engendré par U.
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2 - LE CRITERE DE CLASSIFICATION

2.1 - Définition
Soit P une partition de E.

Pour tout sous espace U de Rp, on note Ii (P, U) 1l'inertie inter classe

nter
de la partition P expliquée par U.

On définit un critére W sur l'ensemble des partitions de E par :

W(P) = Max [I.

(P, 0]
UeFr ter

W(P) mesure l'&cartement moyen entre les classes de la partition P, en

projection sur un sous espace de dimension r.
\

2.2 - L'optimisation du critére

I * ¢ e 4. .
On recherche une partition de E en K classes PK qui réalise le maximum

du critére W pour P dans PK.

W(P;) = Max W(P)
PEPK

Remarque : La recherche du maximum du critére dans 1l'ensemble P des partitions
de E, conduit & la partition triviale PE constitué de n classes réduites 3 un
individu.

W(PE) = Max W(P)
PelP

De plus, ce maximum est 1l'inertie du nuage des objets E, expliquée par son
p ’ g

sous espace principal de dimension r. (Analyse en composantes principales [21)



En effet, pour tout sous espace U, et toute partition P, on a (0-6) :

(P, U) + 1 (P, U) = I(E,U)

I. .
inter intra

D'autre part pour tout sous espace U, on a :

Iintra (PE’ U) =0
On en déduit :
Iinter (PE’ U) = I(E,0)

d'oi

W(PE) = Max IL(E,U)
UeFr

On est ramené 3 un probléme d'analyse en composantes principales (pour la

métrique Q) du nuage des objets E.

2.3 - Expression mathématique du critére

Pour toute partition P de E, de matrice d'inertie inter classe B(P),
our tout U dans F_, et toute base orthonormée U = (u,,...,u_) du sous espace
P P
T 1 r

U, 1'inertie inter classe de la partition P expliquée par U s'écrit, (0-7)

(P, U) =
s

MR

1
Iinter 1 Ys Q B(P) Q Ys
u; Q B(P) Q,uS est 1'inertie inter classe de la partition P expliquée par

la droite vectorielle engendrée par le vecteur u.

On en déduit :

r
W(P) = Max [ I ul QB(P) Q us]
s=

UeF 1
r

oi (u,,...,u_) est une base orthonormée quelconque de U.
1 r q q



3 - LA REPRESENTATION

Dans ce paragraphe on donne la définition d'une représentation puis d'un
critére WR, qui est une généralisation du critére W nécessaire au déroulement

de l'algorithme.

3.1 - Définition

On appelle représentation tout ensemble L constitué de K points (ou centres)

de RP, Blseeesdp, et d'une famille (ul,...,ur) dans Ur’

L= (a],...,aK, u],...,ur)

u; Q u, = 1 s =1, , T

ué Q u, = 0 s=1l,...,r 3 t=1,...,t ;3 s #t
On note :

A= (a],...,aK)

U= (u],...,ur)

U le sous espace de rP engendré par (u],...,ur)

L = (A, U)

L'ensemble des représentations définies ci-dessus est noté LK .
b

3.2 - Le critére WR

3.2.1 - Définition

On définit un critére W, sur 1'ensemble produit P X Ly de la maniére
- b

suivante :



Soit :

P = (Pl""’PK) dans EK
L= (al,...,aK, ul,...,ur) = (A, U) dans mK’r

U le sous espace engendré par les vecteurs u,,...,u
1? *“r

I(E, U), l'inertie du nuage E expliquée par U

I(A, P, U), 1'inertie aux points alseesay de la partition P expliquée par U.:
Qn pose :

WR(P, L) = WR(P,(é, H))’= I(E, U) - I(A, P, V) | ‘ (3-1)

Remarque : Le critére WR(P, L) et l'inertiebl(é, P, U) dépendent de la partition
P, de la famille de points A = (al,...,aK), et du sous espace U. (Ils ne dépendent

pas de la base Q orthonormée U de U).

L'inertie I(E, U) ne dépend que du sous espace U.

Soit G = (g],...,gK) la famille des centres de gravité des classes P]""’PK'

L'inertie I(G, P, U) est 1'inertie intra classe de 1a'partition P expliquée

par le sous espace U :

I(G, P, U) = I (», U) .

intra

D'autre part, d'aprés la relation (0-6), on a :

I(E, U) - Iintra &, 0) = Iinter ®, 0)
On en déduit :
S1 L = (E’ H), WR(P) L) = Iinter (P’ U) . . (3—2)
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Pour toute partition P dans PK

Max Wy (P, L) = W(P)

ety

Démonstration

D'aprés la relation 0-11) le probléme d'optimisation posé se raméne i la
recherche du maximum pour U dans Fr de 1'inertie Iinter(P’ U). Or par définition,
(2.1), W(P) est la valeur de ce maximum.

4 - L'ALGORITHME

4.1 - Introduction

o e * . e ae .
On recherche une partition PK de E en K classes qui réalise le maximum pour

P dans PK du critére W :

W(PY) = Max  W(P)
K PelP
K
Soit, d'aprés la proposition 3.2.3 :
W(P*) = Max ( Max w_ (P, L))
K PelP Lell. R
K K, r

*

K
propose un algorithme convergent vers un maximum local du critére W, [ 87,

Faute de pouvoir exhiber une partition P, réalisant cet optimum global, on

I1 utilise alternativement deux fonctions, définies en (4.2) et (4.3) :

- g, appelée fonction de représentation, associe a toute partition P de TK,

une représentation g(P) dans mK r telle que :

WR(P, g(P)) = Max WR(P, L) (4-1)

Ly
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- f, appelée fonction d'affectation, associe & toute représentation L de mK "

b

une partition f(L) dans P, telle que :

K

W (£(L), L) = Max W (P, L) (4-5)
PEPK )

On montre, (4.4), que pour toute partition P dans PK
W(f o g (P)) 2 W(P) (4-8)

L'algorithme est initialisé par une partition P 0 dans PK. Pour tout n 2 O,
on définit :

Pn+1 —fog (Pn)

. . e n .
D'aprés (4-8), la suite de terme général W(P') est croissante. On montre,

(4.6), qu'elle est constante & partir d'un certain rang, et que la suite de
.. - I * ., .

partitions (Pn) est alors également constante. La partition P ainsi obtenue,

. . . n o 4 . .
comme limite de la suite (P'), réalise un maximum local du critére W.

4,2 - La fonction de représeﬁ¥étion

I1 s'agit de définir une fonction g qui associe 3 toute partition P

dans EK une représentation L = g(P) dans EK £ telle que :
b

Wo (P, g(P)) = Max W (P, L) ' : - (4-1)

LemK,r

Soit :

P = (Pl""’PK) dans @K

[
|

= (bl""’bK’ v],...,vr) = (B, V) dans LK,r

F le sous espace vectoriel engendré par les vecteurs ViseeesVy

g(P) = (al,...,aK, ul,...,ur)=(é} U)

U le sous espace vectoriel engendré par les vecteurs Upsenesty
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On a, (3-1) :
WR(P’ L) = I(E, F) - I(E’ P, F)
WR(P’ g(P)) = I(E, U) - I(A, P, U)

On est ramené au probléme d'optimisation &tudié au paragraphe 7 de 1'avant

propos :
Définir une fonction g qui associe 3 toute partition P = (Pl""’PK) de E,
- K points, Y de RP
- Une famille Q orthonormée de r vecteurs de Rp, U= (u,;,00.,u.)
- 1 r
tels que
apseesay et le sous espace vectoriel U engendré par UpseeerU, vérifient :

I(E: U) - I((a]:---,aK)s P, U) =

Max [I(E, F) - I((b],...,bK), P, F)]
.. ,bK)e(RpX. .. <RP
FeF
T

(®,>-

On sait, (§ 7.4 de 1'avant propos), que la fonction g, définie ci-dessous,

convient :

g(P) = (gly"'nga u]’-'-yur)

oi - Bysr a8y sont les centres de gravité des classes P]""’PK de la partition P

T UpseessUy sont les vecteurs propres Q normés, associés aux r plus grandes
valeurs propres Xl R Ar > 0 de la matrice B(P) Q (ol B(P) est la
matrice d'inertie inter classe de la partition P).

La définition précise de Uys.es,u est donnée au paragraphe 7.4 de 1l'avant

propos.
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Par définition de la fonction g, et d'aprés (3.2.3) on a :
W (P, g(P)) = W(P) (4-2)

D'aprés la relation (3-2), WR(P, g(P)) est égal 3 1l'inertie inter classe

de 1 tition P iqué .
e la partition P-expliquée par U, Iinter(P’ U)
On en déduit d'aprés (4-2), la relation :

we) = 1. . . (P, 1) (4-3)
D'aprés la relation (0-13), WR(P, g(P)) est égal 3 la somme des r plus

grandes valeurs propres A] 2 ... 02 Ar > 0 de la matrice B(P) Q ;

A
1 s

™~

g (Bs 8() =

On en déduit d'apfés (4-2), la relation :

W(P) =

N o~e

A L (4-4)

4.3 - La fonction d'affectation

4,3.1 - Définition

- - - -

I1 s'agit de définir une fonction f qui associe & toute représentation

L dans mK o> une partition P = f(L) dans EK, telle que :
b

Wo(E(L), L) = Max W (P, L) - ' (4=5)
PeEK

Soit :
L= (al,...,aK, ul,...,ur) = (A,l) dans mk,r
U le sous espace vectoriel engendré par les vecteurs U seeerl

P = (Pl""’PK) dans TK
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Par définition du critére WR, (3.2.1), on a :
WR(P’ L) = I(Es U) - I(A: P, U) (4-6)
On en déduit :

Max WR(P, L) = I(E, U)-Min I(A, P, U)
PePK PdPK

D'aprés (0-9), pour toute partition P = (P ..,PK) dans PK’

1°°

Ia, P, U) == I d (x, a) (4=7)
n xeE X
9 r
ol dU(x, y) = (x-y)' Q( Sil ug u; ) Qix - v)

et a_ le centre de la famille (al,...,aK) d'indice i(x), ot i(x) est 1l'indice de

la classe de la partition P = (P1’°"’PK) qui contient x.

On en déduit :

BSi{—

Min I(A, P, U) = z Min dz(x, ai)

PEPK xeE 1<i<K

On pose par conséquent :

f£(L) = (Pl""’PK)

- 2 2 . 1= .9 = X
PQ—{x|dU(x, a) < dy(x,a) 5 i 1,...,K} ;2 =1,...K.

Pour compléter la régle d'affectation d'un individu x, dans 1'&ventualité ol
. P . . 2
plusieurs a, réalisent le minimum de dU(x, ai), on se place dans le contexte de

1'algorithme.
Soit :

Une partition Q dans EK’

La représentation L = g(Q).
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On recherche P = £(L) :

Soit x un individu, classé dans Qj’ tel que plusieurs centres a; réalisent

. 2
Min dU(x, al).

1<2<K

On distingue deux éventualités :

Eventualité 1 d. (x, aj) = Min d.(x, al)

X est affecté a Pj

Eventualité 2 Sinon x est affecté i Pm, ol m est le plus petit indice i tel que
dg(x, ai) = Min dg(x, al)
1<4<K

Dans ce cas d'indétermination, la partition P dépend non seulement de la

représentation L, mais aussi de la partition Q.
f apparait ainsi comme une foncttion de deux variables :

-~ une représentation

- une partition utilisée simplement comme contrainte en cas d'indétermination

pour 1'affectation. (La classe d'appartenance dans la partition Q est prioritaire).

Le rdle de cette seconde variable est secondaire. De plus, dans 1l'algorithme,
(4.5), la partition Q est définie par la représentation L. Aussi, pour simplifier
les notations, on &crit f comme une fonction de la seule variable représentation,
et on retient la proposition 4.3.2. (On vérifie dans la présentation de 1'algo-
rithme, et la démonstration de sa convergence que 1'emp10i.de cette notation

n'entraine aucune inexactitude).

Si les partitions Q et P = f o g (Q) vérifient

WR(Q’ g(Q) = WR(P’ g(Q)) elles sont identiques.



_38—

Démonstration
Soit :
Q= (Q),---Q)
L=2g(Q = (a seresdps ul,...,ur) = (A, )

1

U le sous espace engendré par Upseeerly

2
]

fog(Q = (Pl""’PK)

Soit un objet x dans E. On suppose que X appartient a la classe Qj (1 £31<K

de la partition Q, et & la classe Pi (1 < i £ K) de la partition P.

On a, par définition de P = f(L)

2 . 2 2
dyCx, a;) = Min _[dU(x, al)]s dy(x, a0

2=1,...,K

D'aprés (4-7) :

2 2
(dy(x, a;) < dy(x, aj))#(l(é, P, U) < I(A, Q, U))

et d'aprés (4-6)

(d5(x, a) < dy(x, a) D W (B, £(Q) > W (Q, 8(Q)

comme la derniére inégalité est contraire a 1'hypothése on en déduit :

dz(x, a,) = dz(x, a)
1 j

L'affectation de 1'objet x 3 1'une des classes de la partition P s'est donc

effectuée selon la régle définie dans 1'éventualité 1 du cas d'indétermination.
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On en déduit i = j.

Cette démonstration &tant valable pour tout x dans E, on en déduit que les

partitions P et Q sont identiques.

4.4 - La fonetion composée f 0 g

Proposition

Pour toute partition Q dans PK.

La partition f o g (Q) = £fLg(Q)] vérifie la relation :

W(f o g (@) 2 W(Q) | | (4-8)

De plus

W(fog (Q) =WQ=>fog (Q =Q | (4-9)
Démonstration

D'aprés (4-2) et la définition de la partition f[g(Q)l, on a :
W(Q) = WR(Q, g(Q) < WR(f[g(Q)] » g(Q) ‘ (4-10)

D'aprés la définition de la représentation gl f o g(Q)J, et (4-2) appliqué

a la partition f o g(Q), on a :
W (£ o g(Q); g(Q) < W.(f o g(Q), glf ; g(Q 1) =W(f o g(Qﬁ | (4-11)
Des relations (4-10) et (4-11) on déduit :
W(Q) < 'W(f o g(Q)

De plus, si W(Q) = W(f o g(Q)), on a 1'égalité dans la relation (4-10)
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We(Q, g(Q) = W (£lg(@ ], g(Q)

D'aprés la proposition 4.3.2,, les partitions Q et £ o g(Q) sont é&gales.

4.5 - L'algorithme
L'algorithme est initialisé par une partition P'0 donnée ou tirée au hasard.

On pose, pour tout n 2 O

" = g™

™ _r® = £ o g2M

fps s .. . n .. . n
On définit ainsi une suite (P ) de partitions dams EK’ et une suite (L)

de représentations dans EK r
3

Soit :

n n n
P = (P],...,PK)

g?,...,gE, les centres de gravité des classes P?,...,PE.
On sait, (4.2), que Lt = g(Pn) est de la forme :

n

n n n
L =(g]s°"ng’E)

~ 01 - . - N o.n
oli U, est une famille Q orthonormée de r vecteurs de RP. On note U" le sous espace

engendré par HP.
D'aprés (4-2)

W @, 1 = W (BT, g(B) = WY (4-12)
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Lecture, ou tirage au
hasard, de la partition

initiale PO.

Détermination de la

partition

Pn+l - f(Ln)

Détermination de la
représentation

n n
L" = g(?)

Calcul de la valeur du

critére W(Pn)

N

NON

: L'organigramme de 1'algorithme

Test de

convergence

Sortie des résultats

FIN
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D'aprés, (4-3) :

we™ =1 ", ™ (4-13)

inter

4.6 - La convergence de 1'algorithme
Théoréme

La suite de terme général r = W(Pn) est croissante, et constante & partir
d'un certain rang N.

De plus, la suite (Pn, Ln) est constante & partir du rang N.

Démonstration

a) Pour tout n 2 0, on a d'aprés (4.4) :

n+1

= WP )

T W(f o g(Pn)) > W(Pn) =T

n+l

La suite (rn) est donc croissante.
b) La suite (rn) prend ses valeurs dans 1'ensemble fini'{W(P)/PeEK}

En effet, comme E est un ensemble fini, 1'ensemble PK, des partitions de E

en K classes, est fini.

c) D'aprés a) et b) il existe un rang N tel que :

”"

r = Iy pour tout n > N.

d) Pour tout n, n 2N, on a, d'aprés c)

r =
n+l n
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Soit d'aprés a) :

W(fo g® ™ )=wEe™)

On en déduit d'aprés (4-9) :
fog(P“);p“

e) On déduit de d) :

P o 1 pour tout n 2 N
d'ol
P" =p N pour tout n 2 N
f) On déduit de 1'égalité P'n+1‘ =P ™ démontrée en e) :
L atl g(P‘n+] ) = g(P n ) =L n pour tout n > N
d'oil

" = LN pour tout n = N

Remarque : Dans l'algorithme, la fonction f est utilisée exclusivement
dans le contexte suivant :

~ . . . s +
Détermination de la partition p" !

"

= f(Ln), ot L" = g(Pn), n =20

La partition Q de contrainte qui apparait dans la définition de
la fonction f (4.3.1); est donc parfaitement définie, et f peut &tre
notée comme une fonction d'une variable. La prise en compte de la
partition p" pour définir la partition Pn+l, apparait dans la démons-
tration de la convergence de 1l'algorithme par l'utilisation en d) de

la relation (4-9), déduite de la proposition 4.3.2.
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5 - LE PROGRAMME INFORMATIQUE SESADA

5.1 - Les entrées

OQutre le tableau des données (1.2), les entrées du programme

SESADA sont les suivantes :

- La matrice Q symé&trique définie positive. Le choix de cette
matrice, et donc du produit scalaire et de la distance dans RP qui

lui sont associés, dépend de la nature des données.
- Le nombre maximum de classes désiré : K.

- La dimension du sous espace de classification : r. r doit &tre

choisi inférieur ou &gal & K-1.

. . . e 0 . . .
- En option, la partition initiale P . Sinon, elle est tirée

au hasard.

. . 0 . <
Les choix de K, r et éventuellement P  sont faits d'aprés la
connaissance des données, par exemple les résultats d'une analyse
en composantes principales pour la métrique Q. Dans une premiére

analyse on prendra en général r = K-1.

Remarque : Dans le programme SESADA, il est possible d'initialiser

1'algorithme par une représentation LO0

ﬁ?,...,ug sont des vecteurs de la base canonique de R?. On définit

la partition initiale par PO = f(Loo}; ol f est la fonction d'affec-

simple, ol par exemple

tation utilisée dans l'algorithme.

5.2 - Le critére

Dans le programme SESADA, on utilise le critére WR sous la

forme suivante :
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Soit P = (Py,...,Bp)
L = (a],...,aK, ul,...,ur)
bS = QuS s = 1,...,T
p K r 2
= — r - '
WR(P, L) - b} b I [(x az) bS]
=1 xePz s=1

5.3 - La fonction de représentation [i461]

a) On sait que Upseeest sont vecteurs propres associés aux r
plus grandes valeurs propres de la matrice B(P) Q, ol B(P) est la

matrice d'inertie inter classe de la partiton P :

B(P) Q u = As u_ s = l,...,r

b) La matrice Q est définie positive, donc elle est réguliére.

On déduit de 1l'annexe 5 que

- d'une part, Al""’xr sont les r plus grandes valeurs propres
de la matrice Q B(P),

- d'autre part, b]""’br sont vecteurs propres de la matrice

Q B(P) associés aux valeurs propres kl""’xr'

Aussi on recherche directement les vecteurs bl""’b .

r
c) Soit
gls-- 28y les centres de gravité des classes Pl""’PK
CardPl
Pys---sPg les poids des classes P]""’PK’ (pz = — 2=1,...,K)

8o le centre de gravité de E
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C= Vo (g, - 8- Vg (B = 80))

La matrice d'inertie inter classe de la partition P s'écrit :
B(P) =C C'

On d&duit de 1'annexe 6 que :

- d'une part, A .,Xr sont les r plus grandes valeurs propres de la

e
matrice C' Q C

- d'autre part, si a -+,a_ sont vecteurs propres associés aux valeurs

1*°
propres A],...,kr de la matrice C' Q C, les vecteurs Q C a],...,Q C a_
sont vecteurs propres associés aux valeurs propres~>\],,..,)\r de la matrice

Q B(P).
d) Conclusion

Finalement, on recherche les r plus grandes valeurs propres Xl . Ar de

la matrice C' Q C, et r vecteurs propres associés apseeesd . Puis on pose :

u =Q b ou u =-Q b
pour respecter la convention donnée dans 1'avant propos (§ 7.4).

Si ks est valeur propre multiple de multiplicité m, Xs = As+l =,..= Xs+m—1’

u_ est choisi dans Es’ sous espace propre de la matrice B Q associé a XS, selon
la procédure décrite dans 1'avant propos (§ 7.4). Es est engendré par les
-1 -1
ve r ces .
cteurs Q bs’ ,Q bs+m—1
Ainsi on effectue 3 chaque itération la recherche des r plus grandes valeurs

propres et des vecteurs propres associés d'une matrice symétrique de dimension K,

et non de la matrice Q B(P) qui n'est pas symétrique et de dimension p.(p est

en général nettement supérieur 3 K).
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=~

5.4 - Les sorties a chaque itération

Aprés chaque itération on a les sorties suivantes :
- La valeur du critére W

WY = W (P, g(@™)

n

- Les valeurs propres, K?,...,Ar

n

- Les centres de gravité des classes Pr]l,...,PK

- La classe d'appartenance dans la partition P" de chaque individu,

Remarque : Si au cours de l'algorithme la classe de numéro % devient vide, elle
- . * * .

n'est pas reconstituée, et dans la partition P°, la classe PQ est vide. (K est

donc le nombre maximum de classes désiré).

5.5 - Les sorties a la convergence

Aprés convergence de 1'algorithme on a les sorties suivantes

C. * * *
- La partition de convergence P = (Pl""’PK)'
. . * * * *
- Les coordonnées des points Byser a8y et vecteurs UpseeesU de la
* * * * *
représentation g(P ), ainsi que celles des facteurs bl = Qul""’br = Qur.

- La valeur du critére W

W) = WR(P » 8(P))

*

*
- Les valeurs propres Xl,...,kr.
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- Les représentations graphiques des projections Q orthogonales des
centres de grav1te P],...,PK; et des individus sur les plans engendrés
par u1 et u;, ug et uz,... (si r est impair, la derniére représentation
est faite avec u_ comme vecteur unitaire sur les 2 axes ; les points
représentés sont situés sur la diagonale). On utilise le programme de

représentation 'NUAGE" (ISUP).

6 - EXEMPLES D'APPLICATION

6.1 - Exemple 1

6.1.1 - Les données

On dispose d'une population E de 50 individus décrits par deux paramétres

x et x2 (Tableau 1 et figure 2).

2 . . . P . .
L'espace R® est muni du produit scalaire défini par la matrice Q suilvante :

1
o(x))

0

1

0
G(Xz)

o 1 . 2 ~ - 1 2
ot 0(x ) et 0(x”) sont les écarts types des paramétres x et X .

On demande une partition de E en 3 classes et un sous espace de classification

de dimension 1.

On effectue plusieurs tirages initialisés par des partitions tirées au

hasard.

6.1.2 - Les résultats

On retient le tirage dont la partition de convergence correspond & la plus
. s .. * * * * ..
grande valeur du critére W. Cette partition P = (Pl’ Py, P3), ainsi que la
. . * . . - . * .
droite vectorielle U dé&finie par la représentation g(P ), apparaissant sur la

figure 3.
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On constate que la reconnaissance des classes PT,P;,P; est liée 3 la recomnais-
sance du sous espace vectoriel U*. De plus le sous espace (U*)l'est, relativement
d la partition P*, un sous espace de bruit (figure 3). Cette derniére propriété
permet (cf. 7.2) de valider globalement (dans RZ) la partition P*, que la

. . . * . S
projection sur U a fait apparaitre.

6.2 - Exemple 2

6.2.1 - Les données

On dispose d'une population E de 30 individus décrits par 3 paramétres

xl, x2, x3. (Tableau 2 et figure 4).

3 . . . PO : . .
L'espace R™ est muni du produit scalaire défini par la matrice inverse

. . . s - 1 2 3
de la matrice de covariance empirique des parametres x , X , X .

On demande une partition de E en 3 classes et un sous espace de classification

de dimension 2.

On effectue plusieurs tirages initialisés par des partitions tirées au

hasard.

6.2.2 - Les_résultats
On retient le tirage dont la partition de convergence correspond & la plus
* . .
grande valeur du critére W. Cette partition p* = (PT, P;, P3) apparait dans le

tableau 3, et sur la figure 5.
On remarque :

. . )
- d'une part (tableau 4), que le sous espace U engendré par les vecteurs

* *
u, et u

. PP . 1 2
: 9 de la représentation g(P*) privilégie nettement les variables x et x .

- d'autre part (figure 4), que la variable x3 est, relativement & la

. . * * * * . .
partition P = (P], P2, P3), une variable de bruit.
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"CLASS NO 1 CARD. 10
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_CLASS NO 2 CARD. 1€

@p10 BB 9 BB 8 88 7

"CLASS NO 3 CARD. 10

e
20.
15.

18,

20.

Se
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55«
L
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&85,
8S.
Q.
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L

1C.
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15.
20Q.
55
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LETS
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R

cCid ¢€c¢c 8 ccC 8 cCc 1 [ of cc s CC » ccC cC
u’; = - 12.4 x] + 15.2 x2 + 3.5 x3
up = 12,5 x' + 9.7 %% + 1.0 x°
b? = - 0.031 x! + 0.038 x2 + 0.010 x>
by = 0.049 x! +0.039 x% + 0.003 x°

Tableau 2 :

‘8B 4 8B 3 88 2 8B 1

Les données

Tableau 3:

La partition P

Tableau 4 : Les vecteurs u?, u¥ de 1la représentation g(P*), et

les facteurs bT =V

-1

*

ugs

-1

=V

*

b/

¥
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Figure 4 :
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7 - L'INTERPRETATION DES RESULTATS

7.1 - Optimum Tlocal, optimum global du critére W

La partition P* de convergence de 1'algorithme dépend de la partition

initiale P°. Elle vérifie, ( 4.6 ) :
w(e? < weE)
W(P*) est un optimum local du critére W ; .
En général W(P*) est différent de 1'optimum du critére W pour P dans PK.

W(P™) # Max [W(P)]
PGPK

Cet optimum global n'est d'ailleurs pas connu.

Si on réalise m analyses (ou tirages) initialis@es respectivement par les

01 POZ

., *m
partitions P

Om . P *1
s+-+sP , on obtient m partitions de convergences P ,...,P

qui réalisent m optima locaux du critére W.

La méthode des formes fortes [ 8 ] permet d'isoler des groupements d'individus
. .. * * .
classés ensemble dans les m partitions P ],...,P ™. De plus, 1'arbre des connexités

descendantes précise les proximités entre ces groupements stables [81].

. . . . oy *1 *m e a4
On peut aussi choisir parmi les partitions P ,...,P celle qui réalise la
meilleure valeur du critdre W ; Cette procédure est justifiée pour toute méthode
de classification qui procéde par optimisation d'un critére. Dans la suite la

. . . s o . PR
partition chosie de cette maniére aprés m tirages est encore notée P .

7.2 - La validité de la partition de convergence

Soit

* . .
P 1la partition de convergence
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* ; . * ok
U 1le sous espace vectoriel engendré par les vecteurs Upseeesty de 1la

. ] * *
représentation L = g(P )
(U*)‘L le supplémentaire Q orthogonal de U* dans RP

*
I1 faut s'assurer que la projection du nuage E sur:le sous espace (U Yt ne

dédie pas les regroupements d'individus PT,...,P c'est~a-dire que :

*

K’
. *. 1 . o .. * .

~ soit (U )~ est, relativement & la partition P , un sous espace de bruit

(cf. exemples : 6.1, 6.2),

. e el . . * .
- soit les proximités entre projections sur (U )J~ des individus confirment
* *

les regroupements Pl""’PK'

Dans ces conditions, la partition P (qui réalise avec le sous espace u*
un maximum local de 1l'inertie inter classe expliquée par un sous espace de
dimension r) est validée relativement 3 1'ensemble des p paramétres initiaux
xl,...,xp. De plus, le sous espace U* est validé comme sous espace classifiant
relativement a P*, dans le sens ot il induit (par projection) une partition

. _ . *
non remise en cause par son supplémentaire (U )L,

cas s oo * a .
La stabilité de la partition P peut, par exemple, &tre testé&e -par
visualisation de la projection du nuage E sur des plans vectoriels inclus dans
*
W)L
. . . * ..
Si la dimension r de U vérifie :

r < K-1

. » » - . - . . *
On peut aussi réaliser une seconde analyse initialisée.-par la partition P ,

avec pour dimension du sous espace de classification r+l.
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7.3 - Le choix de la dimension r du sous espace de classification

. * .. v g g
Soit P une partition validée selon 7.2.

3 * * - - . 3
La suite des valeurs propres A ,...,Xr et surtout (5.5), la visualisation
3 L3 » . 3 o - * *
des projections des individus sur les plans vectoriels engendrés par (ul, u2),

etc... permettent d'apprécier "le pouvoir classifiant' des droites vectorielles
*

r-qrece €t donc associés aux plus faibles valeurs

. *
engendrées par les vecteurs u,u
*

*
propres Ar’ Xr—l"

- - - . . » - *
Eventuellement, on réalise une analyse initialisée par P , avec pour

dimension du sous espace de classification r-1 ou r-2,...

. s PR * ) P
On peut de cette maniére tester la stabilité de P, ou, plus généralement,

. . . o, ) * *
faire apparaitre une suite de partitions de E, Pr’ Pr—l""’ en Kr’ K

r-1°°
classes, obtenues respectivement avec des sous espaces de classification de

dimensions r, r-1,... et liées par la relation de finesse entre partitions, [ 4 J.

* .. . * ..
Par exemple : Pr partition de E evar classes est plus fine que Pr-l partition

de E en Kr— classes (Kr— < Kr) H P: est obtenue comme partition de convergence d'une

1 1
analyse initialisée par P:_], la dimension supplémentaite du sous espace de classifi-

cation ayant permis 1'éclatement de s classes (1 < s < Kr-l) en s + (Kr - Kr—l)

classes.

8 - METHODE SEQUENTIELLE RELATIVEMENT AU NOMBRE DE CLASSES DE LA PARTITON

Dans ce paragraphe la dimension r du sous espace de classification, est

choisie &gale & K-1.

8.1 - Pas 1

Pour tout entier K, K 2 2, la méthode de classification sur sous espace

adaptatif associe 3 toute partition P0 dans EK’ une partition P* dans EK qui
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réalise un . local du critére W défini en 2.1 (avec r = K-1).

En résumé :

CQK PK.____9 PK

0 * 0
Cly PP 3 P = CRe(R)

8.2 -~ Pas 2

Soit un critére C d'homogénéité ou de séparation des classes d'une partition
(C peut prendre en compte le nuage des individus dans Rp, ou sa projection sur

un sous espace vectoriel donné).

Soit un ensemble TK de transformations T sur les partitions de E en K classes,

(K > 2), qui associent 3 toute partition Q = (Ql""’QK) dans PK une partition

T(Q) dans PK+]' Par exemple :

TK peut &tre réduit 3 1'ensemble des transformations &lementaires du type

"Scinder une classe Qi en deux sous classes'.

TK peut étre 1'ensemble des transformations définies par :

1) Scinder chaque classe en deux sous classes (le découpage trivial

Qi > (Qi’ @) étant permis K-1 fois au plus)

2) Réunir (par une procédure hiérarchique par exemple) les ensembles d'indi-

vidus ainsi dé&finis, de maniére 3 comstituer K+l classes.’
Soit
Une partition Q dans EK'

' — 4 -
L'ensemble TK(Q) = {T(Q)IT € TK} inclu dans EK+1'
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Une partition Q, dans TK(Q) qui réalise 1l'optimum du critére C sur TK(Q).

On note Cry la procédure qui associe ainsi 3 toute partition Q dans PK
une partition Q+ dans PK+!'
. * . .
Remarque : Pour toute partition Q = CRK(QO) on dispose (5.5) des graphiques
. . * e s ~ .
des projections des individus sur le sous espace U défini par la représentation
* . . . o, . *
L = g(Q*L L'examen de cette visualisation des classes de la partition Q est

. . oy e P *
une autre procédure de définition d'une partition en K+l classes déduite de Q .

8.3 - L'algorithme

. . e (0]
On suppose donnée ou tirée au hasard une partition P2 de E en 2 classes.

Pour tout K =z 2, on pose

PK CRK(PK) (Pas 1)
0 _ *
PK+1 = CrK‘PK) o (Pas 2)

Le test d'arrét de 1'algorithme est constitué par la donnée d'un nombre

maximum de classes, ou (et) est inclu dans la procédure de découpage des classes.
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9 - CONCLUSION

La classification sur sous espace adaptatif permet la réduction de la dimen-

sion de 1l'espace des descriptions des objets dans 1l'optique de la classification.

La visualisation de la partition de convergence sur quelques axes factoriels
donne une image de la structure multidimensionnelle du nuage. Il apparalt des grou-—
pements d'individus homogénes en projection sur le sous espace ; une procédure
d'interaction "homme-machine" (avec augmentation simultanée du nombre K de classes
de la partition, et de la dimension r du sous espace de représentation) permet
alors la construction séquentielle d'une partition en K classes expliquéé par

. B *
un sous espace de dimension r .

Le sous espace de représentation pourrait €tre défini selon un critére dif-

férent de l'inertie inter classe expliquée [30].

Si on impose au sous espace de classification d'étre engendré par r varia-

bles initiales, on fait de la sélection de paramdtres (&ventuellement pas i pas).
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CHAPITRE 11

ANALYSE DISCRIMINANTE TYPOLOGIQUE

1 - INTROBUCTION

1.1 - Le probléme de 1a discrimination

Un ensemble fg d'individus ou objets est réparti en K parties (appelées famil-
les) ‘81 seen ,QK définies a priori. On dispose d'autre part d'une description
multidimensionnelle des objets. (On suppose dans ce travail que les para-
métres sont quantitatifs. Dans le cas de données qualitatives on peut avoir

recours a un codage préalable [ 26 ]).

I1 s'agit de décrire le pouvoir séparateur des paramétres descriptifs
des objets vis & vis des familles a priori (Analyse discriminante descrip-
tive); Puis, éventuellement, de construire une régle d'identification de la

famille d'appartenance d'un objet (Analyse discriminante décisionnelle).

On dispose d'une population &chantillon finie E de a?, pour laquelle
le groupe d'appartenance des objets est connu. L'ensemble des objets de E
qui sont issus de la famille °ﬁi constitue un sous ensemble de E noté TR :
Tl""’TK sont les classes d'une partition de E, dite partition a priori.

1.2 - L'analyse factorielle discriminante : Une analyse descriptive
linéaire [25,29]

On dispose du nuage d'objets E dans RP (p est le nombre de paramétres)
répartis en K classes. RP est muni de la métrique définie par'V‘]; inverse de

la matrice de variance covariance empirique des paramétres.

On recherche 1'axe (puis le plan,...) dans RP qui sépare le mieux les
K classes en projection, au sens du maximum de 1'inertie inter classe

expliquée.

La visualisation des projections des classes Tl""’TK sur le sous
espace dlscrlmlnanta1n31 défini permet d' apprec1er le pouvoir séparateur

de 1'ensemble des p paramétres.



Avec 1'analyse factorielle. discriminante, on tient compte des liens

linéaires entre variables initiales pour séparer les K classes a priori.

1.3 - L'analyse discriminante décisionnelle 1inéaire [ 25,291

I1 s'agit de la régle d'affectation au centre le plus proche pour une
distance quadratique. Elle consiste 3 définir par des séparations hyperplanes
K zones dans Rp, chaque région étant associée d une classe (Dans le cas de deux
classes on a par exemple 1l'hyperplan de FISHER [13. 1). Le choix de la métri-
que de Mahalanohis (définie par 1'inverse de la matrice de variance covariance
intra classe de la partition a priori) se justifie par des considérations géo-
métriques et probabilistes [ 29 1; Par contre la métrique V-] est 1liée a4 1'ana-
lyse factorielle discriminante et présente 1'avantage d'@tre indépendante de
la partition a priori. (Pour ces deux raisons, dans 1'analyse discriminante

typologique on a choisi la métrique V_l).

1.4 - La remise en cause des classes a priori

La définition d'une partition a priori de la population échantillon E
constitue une hypothése de structure. Il est souhaitable de pouvoir s'en af-
franchir localement, afin de prendre en compte les groupements homogénes
d'objets distincts des classes a priori. Cette remise en cause de la parti-
tion a priori se justifie d'ailleurs dans de nombreux cas, et ce pour diffe-

rentes raisons :

a) Le probléme posé peut étre &tudié selon différentes approches. Par

exemple :

En contrbdle de production, les types a priori peuvent &tre définis par

des défauts de fonctionnement ou par des défauts de fabrication.

En sciences de la nature une &tude peut &tre abordée de différents points

de vue : Physique, chimie, Biologie ...

En médecine, il faut distinguer le symptOme et la cause.

Les types a priori doivent induire une partition de la population Z?
(en classes disjointes), et leur définition implique en général le choix

d'une seule approche. Sinon on multiplie le nombre de classes.



Ce choix, parfois subjectif, doit pouvoir &tre remis en cause. En effet,
il est possible qu'un groupement d'individus C, homogéne et (ou) isolé dans
la population échantillon E, et distinct de toute classe a priori, soit in-
terprétable selon une approché différente. Par exemple, dans le cas de la
banque de données industrielles dont 1'étude est présentée dans ce chapitre,
le spécialiste définit la partition a priori selon les types de défauts de
fonctionnement; L'analyse discriminante typologique met en &vidence un grou-
pement d'individus qui s'interpréte facilement selon 1'approche "défaut de

fabrication". : -

b) Les frontiéres entre les classes a priori peuvent &tre arbitraires
(déterminées par des seuils) ou imprécises. Par exemple dans le cas de 2 classes

" "absence" il n'existe pas, en général, de fronti&re objec-

du type ''présence
tive et nette. La définition des classes a priori est alors soumise au choix -
d'un seuil numérique, si le phénoméne &tudié est mesurable; sinon, le classe-
ment des individus, (ceux de la population &chantillon en particulier) résulte
d'une interprétation humaine. Cette derniére n'est pas toujours indéperdante
de 1'expérimentateur, ni de 1'ordre d'apparition des individus. Par exemple,
pour la détection de défauts de fonctionnement de pidces mécaniques par &coute
du bruit émis (cf. § 6)il n'existe pas de références précises pour 1l'affecta-
tion a une classe. Elle dépend en partie de comparaisons entre individus, (Un

bruit trés léger sera mal percgu aprés 1'écoute d'un bruit marqué); En particu-

lier les premiers objets étudiés prennent 1'importance de références.

Pour ces raisons, les frontiéres entre classes doivent parfois &tre
remises en cause. Plus généralement il peut apparaitre que la partition a
priori est trop fine, ou au contraire trop grossiére, dans le sens ol aux
zones frontiéres entre classes a priori il est souhaitable de faire corres-

pondre de nouvelles classes (portant &ventuellement 1'étiquette "indécision").

1.5 - La prise en compte des classes a priori

La donnée de la partition a priori apporte cependant une information
dont il est souhaitable de tenir compte pour apprécier la séparabilité des

K familles dans RP.
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On sait par exemple, que 1'analyse factorielle discriminante (1,2)
induit une meilleure séparatipn des classes a priori que des méthodes in-
ductives (1'analyse en composantes principales, [ 2 1, ou l'analyse des
correspondances [ 1 1). Comme le montrent les figures 1 et 2 dans le cas
de la séparation de deux classes, (les individus dont décrits par deux va-
riables x] et x2), les sous espaces discriminants et principaux peuvent
étre totalement différents. On sait, [ 29 ], que 1'analyse factorielle dis-—
criminante est équivalente 3 1l'analyse en composantes principales du nuage
G des centres de gravité des classes munis des poids des classes, pour la
métrique définie par 1'inverse de la matrice de vovariance empirique des
paramétres. Les axes factoriels d'inertie minimum du nuage G, qui apportent
peu d'information pour la discrimination, peuvent &€tre des axes de forte
dispersion du nuage E : Dans le cas ils nuisent 3 la reconnaissances des

classes a priori

2 L2
X X

Figure 1 Figure 2
D : le premier axe de 1l'ana- P : le premier axe de 1'analyse
lyse factorielle discriminante en composantes principales du
relative 3 la partition (C],Cz) nuage E réunion des classes CJ
du nuage E. et C,.

2
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1.6 - L'analyse discriminante typologique (A.D.T.)

L'analyse discriminante typologique propose une démarche médiane entre
discrimination et classification, alors que ces deux domaines sont généralement
opposés. lLa partition a priori est remise en cause localement, afin de tenir
compte de la structure réelle du nuage des individus dans RP. Le but recherché
est la construction d'une partition déduite de celle des types a priori dont
les classes soient plus homogénes ou mieux séparées, dans l'optique de la dis-—
crimination ; En.effet, en général certaines classes a priori sont homogénes
et (ou) isolées, et leur reconnaissance est ais@e, d'autres sont trés dispersées
ou méme non séparables par la méthode utilisée [21] : par exemple, en reconnais—-
sance des caractéres A et B sont bien séparés, ce qui n'est pas le cas pour U et V.

Ces derniéres classes nuisent 3 une reconnaissance fiable des premiéres.

L'espacelRP des objets est muni pour toute l'analyse de la métrique V_J.

Par conséquent 1'A.D.T. se distingue des méthodes qui utilisent

une métrique fixée mais qui dépend d'une partition de E (la métrique

de Mahalanobis par exemple).

~ une métrique adaptative [12 ]

des métriques locales fixées [27 ]

des métriques locales adaptatives [14 ]

L'A.D.T procéde 3 une transformation linéaire adaptative des variables,
afin de séparer information utilé et nuisible & la discrimination [ 7 1.

L'A.D.T se distingue ainsi :

- d'une part des méthodes ayant recours & la sélection de paramétres
[7, 10, 20]
~ d'autre part des méthodes autorisant la transformation non linéaire des

variables [ 15 1.

Du point de vue de 1'analyse discriminante décisionnelle, 1'A.D.T. procéde

par affectation au centre le plus proche (pour la métrique V—]) en projection

sur le sous espace induit par la transformation des variables (seule 1l'infor-

mation utile est prise en compte). Il ne s'agit pas de la régle de décision
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classique de l'analyse discriminante linéaire (1.3), dont l'interprétation
comme un cas particulier de la régle Bayesienne [21 ,29 ] fait apparaltre

les insuffisances du point de vue probabiliste.

L'A.D.T. procéde par optimisation d'un critére. Elle met en oeuvre al-

ternativement une technique de ‘Discrimination et une technique de Classification.

Elle induit une partition P*. Une classe de cette nouvelle partition
distincte de toute classe a priori, peut cepéndant €tre interprétable par
le spécialiste comme on 1'a vu ci-dessus. En particulier il peut s'agir
d'une sous classe homogéne d'une classe a priori dispersée, ou constituée
de plusieurs ilots. Dans le cas ol la méthode induit des réunions de classes
a priori, on procéde é&ventuellement & un deuxiéme niveau de discrimination
(Si toutefois le pouvoir discriminant des paramétres n'est pas en cause);
En effet, dans certains cas une perte de finesse relativement 3 la partition

a priori est acceptable pour le spécialiste (cf. § 6).
De plus, on obtient

- une régle de décision simple, relative & la partition construite,

issue directement de la méthode.

- une représentation sur quelques axes factoriels discriminants de la
population échantillon, qui illustre 1'éclatement ou la réunion de
classes a priori (§ 6.6).Cette représentation permet aussi le classe-
ment de nouveaux individus par visualisation sur le méme sous espace
Dans ces conditions, pour le classement d'un individu dont la projec-
tion se situe dans une zone frontiére entre classes on peut tenir comp- .
te a posteriori d'un colit de mauvaibe affectation. Il péut aussi &tre
créé€ une zone de non décision, afin d'assurer la fiabilité du classe-

ment.
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1.7 - Les données

Les individus de E sont munis de poids égaux :
i=l,...,n

Ils sont décrits par un ensemble d de p paramétres quantitatifs

X, eu., P,

On note xi la valeur prise par le paramdtre xJ sur 1'individu X, . On

note y, le numéro de la classe de la partition a priori qui contient 1'in-
dividu X,

Les données peuvent &8tre rangées dans une matrice X' comportant n lignes

et (p+1) colonnes

! ] P
K cecnvrnees X eeieiinnil X ¥
X' = x! cereeienee KT eivvieese. XD y.
i i i
x] ceeeeereee XD iiieee.. %P y
n n n n

On identifie un individu X;, au vecteur de RP des valeurs prises par les

p paramétres sur cet individu. On note :
1 P
X, = (xi, 7..,xi)

L'espace RP est muni du produit scalaire défini par la matrice symétrique

définie positive V_l, inverse de la matrice d'inertie du nuage (xl,...,xn) de
RP

=N L
il
bl



1 -1 P -p
xl X -..o---o‘co xl - X
X = . .
< -x L kP -FP
n n

=1 = o
en notant x ,...,x  les moyennes sur E des paramétres x],...,xp.

V est aussi la matrice de covariance empirique des paramétres

1
X ,...,xp.

(Si V n'est pas réguliére, X n'est pas de rang p, et on se restreint 3 un

sous ensemble de 1l'ensemble des paramétres J).

On suppose choisi la dimension r (r<K-1) du sous espace discriminént (cf. § 5.1
1.8 - Notations

On note :

?K‘l'ensemble des partitions de E en K classes (disjointes)
Une partition P de PK est notée également (PJ""’PK)

E=P, u...U PK

P.nP. =% i=1,...,K; j=1,...,k; 1#]

Fr 1'ensemble des sous espaces vectoriels de RP de dimension r

8

Ur 1'ensemble des familles V—1 orthonorméeé de r vecteurs de Rp.
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2 - LE CRITERE
2.1.- Définition
Soit P une partition de E,

Pour tout sous espace U de Rp, soit Ii ra(P,U) 1l'inertie intra

nt
classe de la partition P, expliquée par U.

On définit un critére W sur l'ensemble des partitions de E par :

W(P) = Min Iintra(P’U) ’ (2-1)
UeFr

W mesure 1'homogénéité moyenne des classes de la partition, en projection

sur un sous espace de dimension r.

2.2 - L'optimisation du critére

L. * PR . .
On recherche une partition de E en K classes, PK qui réalise le mini-

mum du critére W pour P dans PK :

W(P;) = Min W(P) . (2-2)
PePK

Remarque : La recherche du minimim du critére dans 1l'ensemble PP des parti-
tions de E, conduit & la partition triviale en n classes réduites & un indi-
vidu, PE' En effet, pour tout sous espace U de Rp, 1l'inertie intra classe

de la partition E, expliquée par U est nulle.

W(PE) = Min W(P) =0
PeP

2.3 - Le critére et 1'inertie inter classe expliquée

Pour toute partition P de E, et pour tout sous espace U de Rp, la somme
des inerties intra classe et inter classe de P, expliquées par U, est égale

d l'inertie du nuage E, expliquée par U, (0-6).
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Iintra(P’U) * Iinter(P’U) = 1(E,0)

-~ l . .
Pour toute base V orthonormée, (u],...,u ), du sous espace U, on
r

a, d'aprés (0-2) et (0-3)

I(E,U)

1]

[ e e
c
<
<l
<l
[=

0
—

| - -
. (2-3)

|

[ ae Mot
c
<
c
1
[a]

I(E,U) =

@0
—

On en déduit

Iintra(P’U) =r- Iinter(P’U) (2-4)
et d'aprés (2-1),
W(P) = r - Max (Iinter(P’U)) (2-5)

UeF
r

L'optimisation relativement & P des critéres W et Max (I, (r,0)),

UeF inter
le critére retenu au chapitre I, sont donc équivalentes. T

Cette propriété est lide au choix du produit scalaire défini par la

. -1 . . .. e
matrice V . Dans les chapitres II et III on retient le critére du minimum
de 1l'inertie intra classe expliquée. On utilise cependant ce critére sous

les deux formes équivalentes

W(P) = ﬁz; (Iintra(P’U))
r
W(P) =r - g:; (Iinter(P’U))
r

2-4 - Expression mathématique du critére

Soit P = (Pl""’PK) une partition dans PK’ Bpove By les centres de gravité

des classes P]""’PK’ U un sous espace vectoriel de RP.
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On a, d'aprés le paragraphe 6 (Proposition 4) de l'avant propos :

k 9
I X dU(x,gZ) : (2-6)

=1 XEPQ

1
intra(P’U) T n

ol dU est 1'écart sur RP défini par :

dy(x,y) = /QXU-YU)’ v (x5myy)

- . . -1 .
ol X et Yy sont les projections V = orthogonales de x et y sur le sous .

espace U.

On montre au paragraphe 6 (Proposition 3) de l'avant propos que pour

toute base V_] orthonormée, (ul,...,ur), du sous espace U, on a :
2 -1, = -1
dyx,y) = (x=y)' V(2 u u) Vo (x-y) ~ (2-7)

s=1

On en déduit :

Tk T :
-1 - v oyl ' -1 - -
Iintra(P’U) == b} z (g EQ) v (X u uS) v (x gg) (2-8)
2=1 xeP s=1
2
pour toute base V—] orthonormée (ul,...,ur) du sous espace U, soit
1 K ro -1 -1 |
= - - ] ] — -
: Iintra(P’U) S z z I (x gl) v u ug \Y (x gz) (2-9)
=1 xePl s=1

Les sommations étant finies,elles peuvent &tre permutées. De plus, -

comme (x—gl)' V_1 ug et ué V--1 (x—gz) sont des scalaires,

_ [ =1 ' -1 _ - 1 -1 _ _ -
(x gl) v u ul Y (x gg) = u_ \ (x gg)(x gz) Y u
On en déduit :

K . .
r z u'v (x—gl)(x—gg)' V u
s=]1 f=1 xeP

| MR

1 (P,U) =

intra s

'
S

=N L

2
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ou encore

‘ K
u! viiers x (x-g,) (x-g,) ") v u_ (2+10)

1 2=1 xePz

1
intra(P’U) " n s

t e

Des relations (2-8), (2-9) et (2-10), on d&duit les expressions suivantes

du critére W :

Pour toute partition P = (PI""’PK) dans P (On note ByseeesBy les

K)
centres de gravité des classes Pl""’PK’ et, pour tout sous espace U de

IRp, (ul,...,ur) une base V-] orthonormée quelconque de U). On a :

p K -1, F -1
W(P) = Min (- I X (x-g,)' V (L u u") v (x-g,) )
n o,_ L s s L
UeF 2=1 xeP s=1
T ')
.. ¢ K - -
W(P) = Min (- X z z u' v (x~g ) (x-g,)'V  u)
n __ s L L s
UeF s=1 =1 xeP
r L
1 -1 K -1
W(P) =Min (- Z u'V (X I (x-g,)(x-g,))V  u)
n s '3 L s
UEFr s=1 2=1 xePl

2.5 - Le critére et les facteurs discriminants

2.5.1 - Facteur associé a un vecteur delRp

. - - ——— - Sy = - = - - -

. -1 -
On sait (Ann.2.5 que pour tout vecteur u,V = normé,de Rp, on peut
. ‘s -1 . P . . s ‘
identifier le wecteur b=V 'u a la forme linéaire qui associe a tout vec—
. . -1 . ~
teur y de RP sa projection V orthogonale sur la droite engendrée par u,

égale 3 y' v u.

Si on note

b'

(byseevsb)

y' = (yyseeesy )
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b: RP > R

P
b:y »y'"'b= 3% vy. b,

Pour tout individu x; de E, i=l,...,n,

X, = (x;,...,xg) = (xl(xi),...,xp(xi))

Sy
x! b=0b"x, = I b. x'(x.)
i i . j i
i=1
On peut identifier b & la combinaison 11nealre des paramétres xJ

g b. x . b est appe un facteur.

J—l
2.5.2 - Propriétés_d'une_famille_de_facteurs_associée i_une
fewzlle-!-f_grzbgngr@§9_9§_2§§§§9r§-
Pour toute famille V-1 orthonormée de vecteurs de Rp, (ui,...,ur), on
pose :
..]- _ _
bS =V ug 8=l,...,T , . N ; o (2-11)
et
' - —1
by (bs’],...,bs’p) s=1,...,T

bS est le facteur défini par :

t=1,...,r;. s#t

<
o]
]
Q
2]
]
4



- 72 -

On déduit :

<l
g
e
(]

b! Vb =
s 8

t
[
w

S=l,.4.,T

<
=
o
i
o

'
bS \) bt =

|
[
w

s=l,...,r 3

t=1,...,r ; s#t
La famille (bl""’br) est V orthonormée.

On montre, [ 25 ], que b; Vb est la variance empirique du facteur bs’

et bé v bt la covariance empirique des facteurs bs et bt'

Les facteurs bl""’br sont de variance unité et de covariance nulle.

2.5.3 - Bijection entre_1'ensemble_des familles V! orthonormaes

- e - - - on w0 o e e e - = e L L P

D'aprés le paragraphe 2.5.2, la transformation(u +>b = V'-1 u)fait cor-

respondre 3 toute famille V~-1 orthonormée (u .,ur), une famille V. .ortho-

17"
normée, (b]""’br)'

Réciproquement, la transformation{b +'u = V b |fait correspondre 3 toute

famille V orthonormée (b],...,br), une famille V_l orthonormée, (u],...,ur).

En effet, des relations

b; A bS = 1 8=1,,..,T
[}
bs v bt =0 s=l,...,r 3 t=1,...,r ; s#t
On déduit :
@ vle =prvvlive =1 o P
s s s s '
-1 -1
u; v u, = b; Vv Vv bt =0 . §=l,...,T 3 t=1,...,F ; s#t
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2.5.4 - Le critére W et la variance 1ntra classe des facteurs

S S e - — = o Y e o N W e g =

D'aprés (2-6) et (2-7), pour toute partition P, on a :
k 2
z r d.(x,g,)
: U 2
=1 XGPR

ol d%(x,y) s'écrit, pour toute base V_1 orthonormée, (u],...,ur), du sous

(p,U) =

=R

1ntra

espace U :

r

2 -
do(x,y) = my)' V(L wa! ) v (xey)

g=] 88
2 z -1 -1
dU(x;Y) = L (xy'V u u V' (x-y)

s 8
s=1

Soit (bl""’br)’ la famille de facteurs associée 3 la base (ul,...,u )

du sous espace U par :

bs =V ug S=l,.04,T
On a :
9 T
dtoy) = I Gy’ b bl (oY)
dﬁ(x,y) = g [(x-y)" b 2

n
—

On en déduit une expression de 1'inertie I, (P,U)
intra

Pk r 2
= & - '
1ntra( 0) = n 22 L L L(x gl) bs ]
=1 xePl s=1
r 1 k 2
- _ '
Iintra(P’U) = i z b r [ 82) bS]

1 2=1 =xeP

s 2

1 . 2 . ’

a L [(x—gl) bS] est la variance du facteur bS dans la classe P'Q
xeP .

'3

La somme de ces variances pour 4=1,...,K,

K 2
I I [(x-gz)' b ]

s
=1 xeP2

=

est la variance intra classe du facteur bS [ 257 : On la note Varintra(P’bs)'
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On a ainsi, pour toute partition P, tout sous espace U, et toute base

v 1 orthonormée (ul,...,ur) de U :

Liera(Bs0) = I Var, (P,b) S (2e12)

ol bS est le facteur défini par bS = V_1 ug, CES IS

En particulier pour tout vecteur u de RP; 1'inertie intra classe
expliquée par la droite vectorielle U engendrée par u est &gale a la varian-—

ce intra classe du facteur b = V_ln

Iintra(P’U) = Varintra(P’b)

Soit F;, 1'ensemble des familles V orthonormées de r facteurs sur RP
" D'aprés 2.5.3, l'application u—»b = V_lu est une bijection de’Fr'Sur F:.

On en déduit :

W(P) = Min

% Var (P,b )) (2~13)
(bl,,..,br)eFr s

1ntra

no~Me

D'aprés (2-5), pour toute partition P, on a :

W(P) =~ Max (I (P,U))
UeFr inter

Soit B(P), la matrice d'inertie inter classe de la partition P; Pour
toute base V-1 orthonormée (u],...,ur) du sous espace U on a d'aprés (0-7) :

. o=l -1
ug v B(P) V u

1

M

Iinter(P’U) = s

Soit (bl""’br)’ la famille de facteurs associée a4 la base (u],.}.,ur)

du sous espace U, par

b =V ﬁ S=l,.00,T



_75_

On a :
r
= '
Iinter(P’U) sEl bs B(P) bs

b; B(P) bS est la variance inter classe du facteur b, [25 1; On la note

Var (P,bs).

inter
On a ainsi

r
(P,U) = Szl Varinter(P,bs) ‘ (2-14)

I.

inter

En particulier pour tout vecteur u de RP 1'inertie inter classe expli-
quée par la deoite vectorielle U engendrée par u est égale:3d la variance

inter classe du facteur b = V—Iu

1. =
1nter(P’U) Varinter(P’b)

Du paragraphe 2.5,3 et de la relation (2=14) on déduit :

r
W(P) = r ~ Max L Var

(P,b ) ' (2-15)
(bl,..,br)eF: s=1 s

inter

D'aprés (10-3), pour tout vecteur u de RP, 1'inertie du nuage E expli-

quée par la droite vectorielle engendrée par u s'écrit :

1 -1

I(E,U) =u'"V VV u (= u' V!

u)
Soit le facteur b = V_1 u. On a
I(E,U) =b' VDb

b' Vb est la variance du facteur b sur E, ou variance totale du facteur b.

On la note Var(b).

De la décomposition de 1l'inertie expliquée par une droite vectorielle

en inerties intra classe et inter classe expliquées
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I(E,U) = I,

1ntra(P’U) * 1

inter(P’U)
et des relations

I(E,U) = Var b

(P,U)

Va (P,b)

. r.
intra intra

(P,U)

Var (P,b)

inter inter

On déduit la décomposition de la variance d'un facteur en variance

intra classe et inter classe :

rintra(P’b) +“Varinter(P5b) = Var (b)) | v' (2-16)

On a, [25]
Var (b) = b' V b.

Si le facteur b est V normé, (b' Vb = 1), on déduit de (2-16) la

relation suivante :

Varintra(P,b) + Varinter(P,b) = 1 (2~17%

Plus généralement, .si Var (b) # O, on déduit. de (2.16) la relation

suivante :

Varintra(P’b) + Varinter(P’b) - 1 . © (2-18)

Var (b)l Var (b)

Ces deux rapports sont indépendants de la norme du facteur b, puisque

les fonctions
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b -+ Varintra(P’b)

b » Varinter(P’b)

b =+ Var (b)

sont homogénes de degré 2 [ 25 ]

Des relations (2-17) et (2~18), on d&duit que pour toute.partition P

de E, les problémes a), b), c), et d) sont équivalents :
a) Rechercher un facteur V normé qui minimise Varintra(P’b)
b) Rechercher un facteur V normé qui maximise Varinter(P,b)

c) Rechercher un facteur non constant qui minimise le rapport,

Varintra(P’b)

Var(b)

d) Rechercher un facteur non constant qui maximise le rapport

Var (P,b)

inter

Var (b)

Plus précisément :
Les problémes a) et b) ont les mémes solutions

Les problémes c¢) et d) ont les mémes solutions

Toute solution de a) et b) est solution de c) et d). De toute solution

de c) et d), on peut déduire par V normalisation une solution de a) et b).
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Définition : Tout facteur V normé, b], solution de a), b), c) et d) est

appelé premier facteur discriminant de la partition P.

On définit les facteurs discriminants d'ordre supérieur par récur-

rence, en imposant une contrainte de V orthogonalité :

Si les facteurs discriminants bl""’bs—l’ d'ordre 1,...,s-1, sont

définis, tout facteur V normé bS, qui réalise les conditions é&quivalentes

Cl g et C2 g st appelé facteur discriminant d'ordre s de la partition P.
L] Hd
C : - . .« e ¢ . - ‘e ) . r. Pb
1,s bs réalise le minimum de la variance intra classe, Va 1ntra( b)),
sous contrainte de V orthogonalité avec bl""’bs—l
C : b réalise le maximum de la variance inter classe, Var, (P,b),
2,s s inter

sous contrainte de V orthogonalité'avéd'bl,.;;,Es;l.

Le facteur bs'vérifie'aussivles conditions équivalentes'C3 et C

,S 4,s’
Varintra(P’b) |
C : b réalise le minimum du rapport , sous contrain-
3,s s T
Var(b)
te de V orthogonalité avec bl""’bs—l'
Varinter(P’b)
c : b réalise le maximum du rapport , sous contrain-
4,s s
Var(b)
te de V orthogonalité avec bl""’bs—l'

o o - — S = . R T G G5 G S WS S e

' . : C e ol
De la relation (2-12) et du fait que 1l'application u > b =V 'u est
une bijection de F,. sur F;, on déduit que pour toute partition P, et tout

r, I £r < K-l
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r .
Min I, (P,) = Min L §] var, . (B,b.)) (2-19)
UeF (by,...,b )eF 8=

éfini . 1'avant propos
et que, aux vecteurs u;,...,u. définis au paragraphe 7.4 de propos,

1'application V—] fait correspondre les r facteurs discriminants 1g partition
~1 |
P, by =V upeees b=V U

De (2 ~1) et (2~19 ) on déduit que W (P) est égal &4 la somme des variances
intra classe des r premiers facteurs discriminants de la partition P (ou r diminué

de la somme des variances inter classe de ces facteurs).

3 - LA REPRESENTATION

Dans ce paragraphe on donne la définition d'une représentation puis du
" critére WR qui est une généralisation du critére W nécessaire au déroulement

de 1l'algorithme.

3.1 - Définition

Elle est analogue a celle du I.3.1., On appelle représentation, tout

ensemble L constitué de K points (ou centres) de Rp, CIPRERIL NG et d'uqe famille
(ul,...,ur) de Ur
L = (a],..,aK, Upseonsll )
u'v oy =1 s=l,...,r

u' V5 ou =0 s=l,...,15 t=l,...,r 5 s#t
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On note

|
[

= (al,...,aK)

=
]

(ul,...,ur)

U le sous espace de RP engendré par (u],...,ur)

L= (4,0

L'ensemble des représentations définies ci-dessus est notée LK -
s

3.2 - Le critére WR .

Soit P (P ,P_) dans PK

EARR

L = (al,...,a .,ur) = (A,U) dans L

S L K,r

U le sous espace engendré par les vecteurs u,,...,u
1 >r

I(A,P,U) 1l'inertie aux points apyeeesdy de la partition P,
expliquée par U.

3.2.1 - Définition

On définit un critére W_ sur l'ensemble produit PK x L par :

R K,r

WR(P,L) = I(A,P,U) (3-1)

Remarque : WR(P’(étH)) ne dépend pas de la famille V_l—orthongrmée U,

mais seulement de 1'espace vectoriel U engendré par cette famille.

Soit G = (g],...,gK) la famille des centres de gravité des classes

P.,...,P

1 K’
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L'inertie I(G,P,U) est l'inertie intra classe de la partition P

expliquée par le sous espace U :

I(G,P,U) = I, (P,U)

ntra

On en déduit :

Si L = (_q,_q)? WR(P,L) =1 (P’U) N (3‘2)

intra

Pour toute partition P dans PK

Min W, (P,L) = W(P)

LELK,r

Démonstration : On sait, (A3.2.2), que pour tout sous espace U, l'inertie:

I(A, P,U) est minimale pour la famille G des centres de gravité des classes :

Min I(A,P,U) = I(G,P,U)
A .
s Iintra(P’U)
On en déduit :

Min WR(P,L) = Min [1(A,P,U)]
;eLK’r (é,U)eLK’r

= Min 1. (P,U)

UeF intra
T
= W(P)

4 - L'ALGORITHME

4.1 - Igﬁroduction

L'algorithme utilise alternativement deux fonctions définies en (4.2)
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et (4.3) :

~ g appelée fonction de. repré@sentation, associe @ toute partition P

de PK, une représentation g(P) dans LK r telle que :
H

W (P,g(P)) =Min W (P,L)
R R
LeL
K,r

- f appelée fonction d'affectation, associe & toute représentation L

de LK une partition f(L) dans P, telle que ::
. o K X

W, (£(L),L) = Min W, (P,L)
R PePK R

On montre, (4.4), que pour toute partitionP dans PK, on a la relation :
W(f o g (P)) < W(P) (4=7)

L'algorithme est initialisé par une partition p° connue, la partition
a priori par exemple.

Pour tout n 2 0, on définit

Pl s fo g ™

D'aprés (4-7) la suite de terme général W(Pn) est décroissante. On montre,
(4.6), qu'elle est constante a partir d'un certain rang, et que la suite de

. n . . s LI
partitions (P) est alors également constante. La partition P limite de 1la

suite (P"), est meilleure au sens du critdre W que la partition initiale P° :

W) < weE)

4.2 - La fonction de représentation

Le probléme est de définir une fonction g qui associe 3 toute partition

P dans PK une représentation L = g(P) dans LK " telle QUe‘:
’

W,(P,g(P)) = Min w,(P,L)
R R
LeL
K,r
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Soit

P = (Pl""’PK) dans PK

=
|

= (bl’°"’bK’Vl""’Vr) = (B,V) dans LK,r

F le sous espace vectoriel engendré par les vecteurs v],;,.,vr.

g(P) = (al,...,aK,ul,...,ur) =‘_(_1_&_,E)
U le sous espace vectoriel engendré par les vecteurs u,,...,u_.
. . ] Tr

On a par définition, (3.1)

Wp(P,L) = I(B,P,F)

W (P,g(P)) = I(A,P,U)

On est ramené au probléme d'optimisation &tudié au paragraphe 7 de . -
1'avant propos, dans le cas particulier ol Q = V_l, présenté au paragraphe

7.2 ¢

Définir une fonction g qui associe 3 toute partition P = (Pl""’Pk)

de E,
- K points al,...,aK de RP

. -1 ~
- une familleV orthonormée de r vecteurs de Rp,_g = (ul,...,ur)

tels que :

Bysenesdy, et le sous espace vectoriel U engendré pér UpseersU véri-
fient :

I((a],...,aK), P,U) = Min [I(fb],...,bK);P,F)]

P
(b],..,bK)elR x. . 4RP
FeF
r
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D'aprés le paragraphe 7.4 de 1'avant propos, on pose, pour toute par—

8

tition P = (P],...,P ) de E,

g(P) = (g],---,gK,u,,---,ur)

i -TERRRS - sont les centres de gravité des classes‘P],.I.,PK.'

= Up,...,u  sont vecteurs propres Q normés associés aux'r plus’
grandes valeurs propres XI 2 ... 02 Ar > 0 de la matrice
B(P) V—l'(oﬁ B(P) est la mattrice d'inertie inter classe de la
partition P). La définition précise de Upseoesl est donnée au

parggraphe 7.4.de 1'avant propos.
Par définition de la fonction g, et d'aprés 3.2.3
W (P,g(P)) = W(P) | U
D'aprés (0-15)

W (P8 (R) = I, (P,U) (4-2)

intra

On déduit de (4-1) et (4.2)
W(P) = Ilntra(P’U) ‘ N (4"3)
D'aprés (0-6)

}\ i

I S

(P,U) = r -
s

[ e B ]

intra .

On en déduit d'aprés (4-~3)

W(P) = r ~ (4=4)

[ e B ]
>
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4.3 - La fonction d'affectation

4.3.1 - Définition

I1 s'agit de définir une fonction f qui associe & toute représen-

tation L dans LK , une partition f(L) dans PK , telle que :

’

Wa(E(L),1) = Min Wy (P,L) ‘ | | (4-5)
PEPK '

Soit

L= (al,...,aK,u],...,ur) = (A,U) dans LK,r

U le sous espace vectoriel engendré@ par les vecteurs Upseee,tt

P = (Pl""’PK) dans PK

On a par définition, (3.2.1.):
Wp(P,L) = I(A,P,U)

D'aprés (0-9) pour toute partition P = (Pl""’PK) dans PK’

IAR0) =1 3 d(x,a,) (4-6)
xekE

-1

o]
«r

T -1
(z u u;) v (x-y)

2
dU(x,y) = (x-y)' V
s=1

et a_ le centre de la famille (al,.,.,aK) d'indice i(x), ol i(x). est 1'indice

de la classe de la partition P = (Pl”"’PK) qui- contient x.
On en déduit :

Min I(A,P,U) =L I Min df](x,ai)
PePK xeE 1<i<K

Bl—
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On pose par conséquent :

E(L) = (B,..0Bp)

< 2 2 .
ot Py = {x|dU(x,at) < dU(x,ai) H ,,1=1"'f’K} 2=1,...,K

Pour compléter la régle d'affectation d'un individu x dans 1'éventualité
- . PR .. 2
ol plusieurs centres a. réalisent le minimum de d_(x,a.) on se place dans le
1 U 1

contexte de 1l'algorithme :

Une partition Q est donnée dans PK‘ On recherche la partition P = £(L)
ol L = g(Q).

Soit un 1nd1v1du X qui appartlent a Q et tel que plusieurs centres as

réalisent Min d (x,a

).
1<2<K 2

On distingue deux é&ventualités :

2

Eventualité 1 : Si dé(x,a.) = Min d (x,a
J 1<2<K

X est affecté 3 Pj

Eventualité 2 : Sinon x est affecté 3 P oli m est le plus petit indice i tel

que

2
dU(X’ai) = Min d (x a

)
1<f<K 2

Dans ce cas d'indétermination, la partition P dépend non seulement de la

représentation L, mais aussi de la partitien Q.

f apparait ainsi comme une fonction de deux variables :
- une représentation

~ une partition utilisée simplement comme contrainte en cas d'indétermina-
tion pour l'affectation. (La classe d'appartenance dans la partition Q est prio-

ritaire).



..87..

Le rGle de cette seconde variable est secondaire. De plus, dans 1'algo-
rithme, (4-5), la partition Q est définie par la représentation L. Aussi,
pour simplifier les notations, on &crit f comme une fonction de la seule
variable représentation, et.on retient la proposition 4.3.2. (On vérifie
dans la présentation de 1'algorithme, et la démonstration de sa convergence

que l'emploi de cette notation n'entrafne aucune inexactitude).

Si les partitions Q et P = £ © g (Q) vérifient

W (Q,8(Q)) = Wp(P,8(Q)) elles sont identiques.

Démonstration

Soit :

Q = (Qli""QK)

=
]

g(Q) = (als-"saKs ul’f'_,'.’ur) = (é, E)

U le sous espace engendré par Upsenesly

d
L]

£0g (Q = (Bj,...,B)

K

-~

Soit un objet x dans E. On suppose que x appartient 3 la classe Qj (1 =3 =K

de la partition Q, et d la classe Pi (1 <1 < K) de la partitioh P.
On a par définition de P = f(L)

2 . 2 2
dU(x,ai) = £¥Tn dU(x,al) < dU(x,aj)
=1,..,K

D'aprés (4-6)
(d5xa;) < dx,a:)) = (1(A,P,D) < 1(4,Q,0))
Comme WR(P,g(Q)) = 1(A,P,U) , on en déduit

(d50x,a;) < d0x,a00) = U (g (@) < W (Q,8(Q)
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Comme la derniére inégalité est contraire & l'hypothé@se, on en déduit :

2 2
d (x,ai) =d (x,aj)
L'affectation de 1'objet x & 1'une des classes de la partition P s'est
donc effectuée selon la régle définie dans 1'éventualité 1 du cas d'indéter-
mination.

On en déduit i=j.

- Cette démonstration &tant valable pour tout x dans E, on en déduit que

les partitions P et Q sont identiques.

4.4 - La fonction composée f o g

Proposition.

Four toute partition Q dans PK’ la partition £ 0 g (Q) = £flg(Q)]

vérifie :

W(E o g (@) < W( (47
de plus,

W(E o g (Q) =WQ <=>fog (Q =Q (4-8)
Démonstration

D'aprés (4-1) et la définition de la partition f[g(Q)J, on a :

W(Q) = W (Q,8(Q) = W (Flg(@], g(Q) (4-9)

D'aprés la définition de la représentation g[f © g(Q)] et (4r1) appliqué

a la partition f 0 g(Q), on a :

Wp (£ 0 8(Q), g(Q) 2 W (f o g(Q),glf o g(@®) = W(f 0 g(Q))  (4-10)
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Des relations (4~9) et (4-10), on déduit :
W(Q) = W(f o g(Q))
De plus, si W(Q) = W(f o g(Q)), on a 1'égalité dans la relation (4 9)
W (Q,8(Q)) = W (£lg(Q) 1,8(Q))
D'aprés la proposition 4.3.2, les partitions Q et £ O g(Q) sont identiques.

4.5 - L'algorithme

L'algorithme est initialisé par une partition P° connue, 1la partition

a priori par exemple.
Pour tout n =2 O, on pose :

L = g(@")

+
PP F ) = £ o g (B
On définit ainsi une suite (Pn) de partitions dans PK, et une suite (Ln)

de représentations dans L . (cf. fig. 1 : L'organigramme de 1'algorithme).

K,
Soit
P = (P],. .. BR)
et
g?,...,gE les centres de gravité des classes P],...,PK.

On sait, (4.2), que Ln = g(Pn) est de la forme :
n n .n
L =(g]""’gK’E)

- . ~1 .
ol y? est une famille V orthonormée de r vecteurs de ®rP :

n n n
U = (u ,...,ur).



V

Lecture, ou tirage au
hasard, de la partition

initiale PO.

n=n+1

Détermination de la

L'organigramme de l'algorithme

Détermination de la

partition représentation
+1 o ' :
1 S Te A 1" = g™
Y
Calcul de la valeur du
critére‘w(Pé)
“Test de
pd
" N convergence
NON: : )
Figure 1

Sortie des résultats

FIN
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On note U" le sous espace vectoriel de RP engendré par HP.
D'aprés (4~1), on a :

n n n
W (B, 1M = w 2", (®™) = W™ (4=11)

D'aprés (4=3), on a :

weEeh = Iintra(Pn,Un) (4=12)
D'aprés (2-4)
W™ = r - Iinter(Pn,Un) |  (4=13)

Soit (b?,...,bg) la famille de facteurs associée 4 la famille

n n n
U = (ul""’ur) par :
n -1 n
bS =V u s=l,...,r 3 n 20

n

. n . , . ..
D'aprés 2,5.8 bl""’br sont les r premiers facteurs discriminants de

la partition P".

4.6 - La convergence de 1'algorithme

Théoréme

. o - n ~ . : N
La suite de terme général r = W(P ') est décroissante, et constante a

partir d'un certain rang N,
De plus, la suite (Pn,Ln) est constaitte 3 partir du rang N.

Démonstration

a) Pour tout n = O, on a d'aprés (4—4)

‘ _ n+1l
ra S We )

W(f o g(PM)) < wee™ = r
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La suite (rn) est donc décroissante.
b) La suite (rn) prend ses valeurs dans l'ensemble fini {W(P)|P ¢ PK}

En effet comme E est un ensemble fini, 1'ensemble PK des partitions

de E en K classes est fini.
c) D'apreés a) et b) il existe un rang N, tel que :
r = ry pour tout n = N,

d) Pour tout n, n 2 N, on a d'aprés c)

Soit d'aprés a)

W(f o g(®P™)) = W™
On en déduit d'aprés (4.4)
n

£fogkPY =P

.e) On déduit de d) 1'égalité

P =P pour tout n, n =z N
d'od
P" = PN pour tout n, n = N
' < ... 0+l n . - g
f) De 1'égalité P = P (n 2 N) démontrée en e), on déduit que :
+ +
™! - g(P" ]) = g™ = 1" pour tout n, n = N.
d'oi
Lt = LN pour tout n 2 N
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Remargue :

Dans l'algorithme la fonction f est utilisée exclusivement dans le
contexte suivant

1

P . . o, +
Détermination dans la partition S f(Ln)

ot LM = g(®"), =n 2 0.

La partition Q de contrainte qui apparailt dans la définition de la
fonction f, (4.3.1) est donc parfaitement définie, et f peut étre notée
comme une fonction d'une variable. La prise en compte de la partition p"
pour définir la partition Pn+1, apparalt dans la démonstration de la conver-
gence de l'algorithme par l'utilisation en d) de la relation (4=9), déduite

de la proposition 4.3.2.

5 - LE PROGRAMME INFORMATIQUE DISCRI

5.1 - Les entrées

Outre le tableau des données (1.7) , les entrées du prbgramme DISCRI

sont les suivantes

e e o
— la partition initiale : P
. s . . o . P
Dans une premiére analyse, on choisit pour P  1la partition définie a

. . ~ . 0 . . ,
priori. Pour des analyses complémentaires P~ est choisi en fonction des

résultats obtenus précédemment (cf. 6.5, 6,56).

(Le nombre maximum de classes demandé. K est &gal au nombre de classes

. o
de la partition P7).

-~ la dimension du sous espace discriminant : r.

r doit @tre choisi inférieur ou égal i K-1. Dans une premi&re analyse r

est en général (si K < 5) choisi &gal & K-1. Pour des analyses complémentaires

il est choisi en fonction des résultats obtenus précédemment. (cf. § 6 et 7).
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5.2 - Le critére

Dans le programme DISCRI on utilise le critére WR sous la forme suivante :

Soit

P o= (P,..e5Pp)
L= (al,...,aK,u],...,ur)
b = V_lu =1 r

S s’ s=1,...,

;K L 2
WR(P,L) == X z L [(x—ag)'bsj
=1 xeP s=1

L

5.3 - La fonction de représentation [16 ]

a) On sait que les vecteurs U;5...,U  SONt vecteurs propres assoclés aux

1

r plus grandes valeurs propres de la matrice B(P) v , oi B(P) est la matrice

d'inertie inter classe de la partition P

B(P) vie = A u §=1,...,r

b) On déduit de 1'annexe 5 que :

-deeputAlv.”A

sont les r plus grandes valeurs propres de la
matrice V_1 B(P) '

r

. -1
- d'autre part, b,,.,.,b_ sont vecteurs propres de la matrice V = B(P)
P 1 r

associés aux valeurs propres Kl,..:,Ar.

c¢) Soit

ByseeesBy les centres de gravité des classes Pl""’PK

Card Py
n

Pys--esPy les poids des classes Pl""’PK’ (pl =‘ = £ = 17...,K)

g, le centre de gravité de E
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€= (/p (8,78 -+ "Pr (g8 ))

La matrice d'inertie ipter classe de la partition P s'éerit :
B(P) =Cc '

On déduit de 1'annexe 6 que

- d'une part, A

la matrice C' V_] C

]""’Ar sont les r plus grandes valeurs propres de

- d'autre part, si a,,...,a_ sont vecteurs propres associés aux valeurs
1? >“r
1

propres A],...,Ar de la matrice C' V_1 C, les vecteurs V-l C a .,V Ca

170"
sont vecteurs propres associés aux valeurs propres Al,...,Ar de la matrice

v sy,

r

d) Conclusion

Finalement, on recherche les r plus grandes valeurs propres A] 2 ...02 Ar
. -1 . - .
de la matrice C' V C, et r vecteurs propres associés @yyeeerde Puis on pose
T o]
bS =V C ag s=l,...,r

Si As est valeur propre simple, on pose

u =Vb oi u =-Vb
s s s s

pour respecter la convention donnée dans 1'avant propos au § 7.4

Si AS est valeur propre multiple de multiplicité m, XS = XS+1 = .,, = A

bS est choisi dans Es’ sous espace propre de la matrice B V = associé a As’

s+m-1’

selpn la procédure décrite dans 1'avant propos au § 7.4.~ES est engendré par les

v v .

vecteurs bS, Y bs+m-l
Ainsi on effectue & chaque itération la recherche des r plus grandes

valeurs propres et des vecteurs propres associés d'une matrice symétrique de

dimension K, et non de la matrice Q B(P) qui n'est pas symétrique et de dimen-
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sion p. (p est en général nettement supérieur i K).

5.4 - Les sorties & chaque itération

Aprés chaque itération on a les sorties suivantes
- la valeur du critére W

W) = W (B", g (™)

n
r

B LA

- les valeurs propres, A]

n

- les centres de gravité des classes P?,...,PK

- la classe d'appartenance dans la partition P" de chaque individu.

Remarque :

Si au cours de l'algorithme la classe de numéro ¥ est vide, elle
. .. * * .
n'est pas reconstitude et dans la partition P , la classe PQ est vide

(K est donc le nombre maximum de classes désiré).

5.5 - Les sorties & la convergence

Aprés convergence de l'algorithme on a les sorties suivantes

. . * * *
- la partition de convergence P = (Pl""’PK)
- . * * * *
- les coordonnées des points 81>+ -»Bg €L Vecteurs u;,...,u de 1la
. * . . * -1 * *
représentation g(P ), ainsi que celles des facteurs b] =V ul""’bf =

- la valeur du critére W

W(RT) = W (PY,g(P"))

* *
- les valeurs propres X],...,Ar

\Y

-1

*

u_.

r
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. . . . -1
- les représentations graphiques des projections V orthogonales des
*

1
* * * * . - . L~ - -
u, et Uy, Ug et Ups oo (si r est impair, la derniére représentation est

.. * PR .
centres de gravité P ""’PK’ et des individus sur les plans engendrés par

faite avec u, comme vecteur unitaire sur les 2 axes; les points représentés

sont situ€s sur la diagonale). On utilise le programme de représentation

"NUAGE" (ISUP).

Au paragraphe 6 on présente le traitement d'une banque de données indus-

trielles qui illustre les points suivants :
- Interprétation des résultats d'une analyse discriminante typologique

- Mode d'initialisation d'analyses discriminantes typologiques complé-

mentaires.
- Fonction de décision issue de la méthode

Au paragraphe 7, ces points sont abordés dans un contexte général.

& - LE TRAITEMENT D'UNE BANQUE DE DONNEES *

6.1 - Le probléme

L'étude a pour but la mise en place d'un contrdle automatique de la
qualité de production de machines tournantes en bout de chaine de fabrication.
I1 s'agit de construire une régle de décision pour une reconnaissance fiable
des machines défectueuses, et alors du type de défaut présent en vue de loca-

liser la (ou les) piéce (s) incriminées.

* Cette application a été réalisée en collaboration avec G. CELEUX
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6.2 - Les types définis a priori

5

Etant donné la complexité des machines tournantes étudiées, le contrdle

de production est fait par détection de défauts de fonctionnement.

Une machine peut présenter 1'un des deux types de défauts D1 et D2
(D] et D2 s'excluent). Ce défaut peut &tre sensible lors du fonctionnement

dans un seul sens de rotations (R+ ou bien R_) ou dans les deux (R+ et R).

Le spécialiste définit ainsi 7 catégories disjointes et exhaustives de

machines :

Défaut en fonct. Défaut en fonct.
Catégorie
dans le sens R, dans le sens R_
@o Néant Néant

D1 Néant

+

+
N

Y ololo|®

90, ®1+’ 91_, @l’ $2+,_ 92_, et92 constituent les types définis a

pPriori sur la population des machines.

Le contrdle de qualité d'une machine se déroule de la manidre suivante :
Un spécialiste décelle par simple &coute 1'existence &ventuelle d'un défaut
lors de deux simulations de fonctionnement (une dans chaque sens de rotation).
Ce contrdle est subjectif car les premidres machines contr8lées dans une série
jouent un rdle d'étalons, et une lente détérioration de la fabrication est

difficilement perceptible.
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D'autre part, un défaut doit €tre jugé présent ou absent, alors qu'il
peut apparaitre avec différents degrés de gravité. En particulier, en ﬁoyen-
ne, les défauts Dl et D2 sont faiblement perceptibles dans la configuration
R,, et il n'est pas possible au spécialiste de déceler de maniére fiable un
défaut léger de ce type. Aussi les frontiéres entre les catégories g?+ et

&)o’ 931__ et @, %_’_ et 22, $2_ et % sont subjectives.

6.3 ~ La population échantillon - La partition définie a priori-

La population échantillon E est constituée de 113 machines tournantes.
Aux 7 catégories définies a priori par le spécialiste il correspond 7 classes

d'objets de E, Tl""’T7’ qui constituent une partition T de E.

Catégories Classes de E Effectifs

D, T, 32

12

+
! H

N
o

|
w

P . \
$2¥ Ts 12
9, T, 12
&, T, 12

Les effectifs des classes de la population échantillon E respectent les
proportions de machines de chaque catégorie dans EE (sauf évidemment en ce

qui concerne la classe T, &chantillon de la famille gq)des machines sans

|
défauts).
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Le fonctionnement des machines est décrit par 24 paramétres quantitatifs

extraits d un spectre de fréquence [5]

6.4 - L'analyse discrfminante typologique relative d la partition a priori

L'analyse est initialisée par la partition en 7 classes, T = (T ,...,T7)
définie a priori. On choisit r=5.
1] . ¢, - . . . * * *
L'algorithme converge en 5 itérations vers la partition T = (T],...,T7).
On précise dans le tableau 1 la composition des classes de la partition T

relativement aux classes de la partition initiale T. On remarque en particu-

lier :
* * * * * * * *
T T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7
T
T] 25 2 3 2
T2 11 . 1
T3 1 10 1
T4 2 1 3 14 1
T5 1 9 1 1
T6 8 4
T7 2 10

.. . e . . *
Tableau 1 : La partition initiale T et la partition de convergence T
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La classe T*, incluse dans la classe T4, et la dispersion des ohjetsg

du complémentaire dans T4 de Tz.

" * e ‘s .
De meme, la classe T], constituée en presque totalité d'objets de 1la

. *
non classés dans T,.

classe T,, et la dispersion des objets de T, 1

Les classes T6 et T7,inc1uses en totalité dans la réunion des classes

* *
T6 et T7,

prétable vis a vis des types a priori.

D'autre part, chacune de ces derniéres classes n'est pas inter-

L'étude des projections des centres de gravité des classes de la par-

. * . P P
tition T (figures 1 et 2) permet de préciser ces résuttats :

* * . .
On observe que les classes Té et T7 sont proches en projection sur

. . .. e *
les 3 premiers axes discriminants de la partition T .

. ~ . * ’
On peut faire la méme remarque a propos des classes T, Tz et T*.

w

Interprétation. des résultats :

*

~ . * . <
D'aprés le tableau 1, la réunion des classes T6 et T7 s'interpréte comme

6 et T7.‘Or ces deux derniéres classes

respectivement définies par la présence du défaut D2 dans la configuration R,

la réunion des classes a priori T

seulement, et dans les deux configurations. La rdunion des classes T6 et‘T7
s'interpréte simplement comme 1'ensemble des objets de E présentant le défaut

D2 dans la configuration R_ au moins.

. o - x .
Le spécialiste reconnait en la classe T4(1nc1use dans T4) 1l'ensemble des
machines de E présentant un défaut caractéristique de fabrication (les types
a priori sont définis selon 1'approche de fonctionnement).

La stabilité médiocre de la classe T, (machines sans défaut) est le reflet

1
du probléme &voqué plus haut de la notion floue de machine sans défaut.

Ces résultat et interprétations suggdrent la définition de la partition

suivante de E en 5 classes :
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Figure 1 : Les projections des centres de gravité CGl,...,CG7 des

=g (T

* *
sur les axes u, et u

. - . *
; o issus de la représentation L

classes T;,...,T

*

7

/‘ltL
r\ Mgy,
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Fy
AXE NOKILUNTALL 3)eeAXt VERTICAL &) i : -
LARGEURE — ,0000U WAUTEURE 2,494 E POINTSE 7 e
toorrenEpRScaay=an --o--.---------- bPoven=

e e P meeemmT ER e m e meememe mm e e e—e— seme-emss-& foss S sos e e =S =S ——— - - = = e =y

*
Figure 2 : Les projections des centres de gravité CGl,...,CG7 des classes T;,...,T7

* * _ . * *
sur les axes u3 et u, issus de la représentation L =g (T ).
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(@]
|

= (€15C9:C35C45€5)

37 73
c =T

4~ T4
C5 = T6 U T7

La définition de la classe C3 est justifide par celles des classes a

priori T3 et T4h:

T; ¢ Défaut D, dans la configuration R_ seulement

T4 : Défaut D] dans les configurations R, et R_

La définition de la classe C2 tient compte de la moindre gravité (du

point de vue du spécialiste) de la présence des défauts D, ou D, dans la con-

1
figuration R, seulement, auxquelles sont associ&es respectivement les classes

T2 et T.. Les machines considérées a priori comme sans défaut, mais non clas-

- * . . - - - . -
sées dans TI’ sont naturellement  adjointes & ces machines présentant un défaut

léger.

6.5 - La seconde analyse

L'analyse discriminante typologique est initialisée par la partition

C = (Cl,...,CS)'définie ci-dessus. On choisit r=é4.

. . . .. * *
L'algorithme converge en 2 itérations vers une partition C = (C],...

analogue a la partition C au point de vue de 1'interprétation des classes

*
Cl est incluse dans la classe a priori T]

* . 3
C4 est incluse dans la classe a priori T4

*
,C

5)
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* . - *
C2 , s'interpréte comme (T]-Cl) uT, uT

2 5

1 - __*
C3 s'interpréte comme T3 U (T4 Ca)

C5 s'interpréte comme T, u T

6 7

Cette analyse confirme les résultats de la premiére : la définition

des sous classes des classes a priori T, et T4 est affinée.

1

6.6 - La troisiéme analyse

L'analyse discriminante typologique est initialisée par la partition

.. *
F = (Fl""’FS) suivante déduite de la partition C obtenue en 6.5.

F. =¢C"
17
F, =C,
4 74
F2 = (T]—F]) U T2 U T5
F3 =T, U (T4 F4)
F5 = T6 U T7

On choisit r=4.

. o - . . * ce
L'algorithme converge dés la lére itération (on note F 1la partition de

convergence).

Le tableau 2 permet d'apprécier la stabilité de la partition F. Dans
le tableau 3 on précise pour les objets des classes initiales FZ,F3,F5 1'af-
fectation aux classes de la partition F selon 1'appartenance aux types a

priori.
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* * * * '*
F| F, Fs Fy Fg
F,o| 20
F, 30 1 5
F, 4 16
F, 13
Fe 1 23
21 34 17 13 28
Tableau 2
* bl * * *
Fl Ly Fy i Fg
P | »
o
%o 9 3
Dy 10 1| 1
U, 1 ]
9. T
B T
Ei?+_ 13
H_ 12
D, 1 11
21 34 17 13 28

Tableau 3

20

36

20

13

24

20

12

12

12
12

13

12

12



- 106 -

Les représentations des projections sur les 4 premiers axes discrimi-
.. * ‘ .. . '

nants de la partition F , des centres de gravité des classes (figures 3 et
4), et des objets de E (figures 5 et 6) illustrent et complétent les ré&-

sultats précédents :

. . . . - *
- le premier axe discriminant sépare la classe F4 de 1'ensemble des

4 autres (figure 3)

~ les classes F; et F; sont opposées sur le second (figure 3)

la classe F; se distingue sur le troisime (figure 4)
- la classe F: apparait sur le quatriéme (figure 4)

- sur les figures 5 et 6 il apparailt des groupements homogénes d'in-

dividus et des zones frontiéres entre classes.

6.7 - L'échantillon test

6.7.1 - Introduction

I1 n'a pas été possible d'obtenir 1'&chantillon test dont la constitu-
tion était initialement prévue. Aussi on a réparti par tirage au hasard (en
respectant les proportions d'objets de chaque famille a priori) les 113 ma-
chines de E en :

- une population de base E, de 85 objets

b

- une population test Et-de 28 objets

_______________________ b

On a repris la démarche effectuée aux paragraphes 6.4, 6.5 et 6.6 sur
la population de base Eb. On obtient des résultats analogues 3 ceux obtenus

sur la population E, 3 savoir
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Figure 3 :

* v
sur les axes v, et u

*

2

Les projections des centres de gravité CGl,...,CG5 des classes FT,...,F

de la représentation L* =g (F*).

*

5

SO S
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Figure 4 : Les prOJectlons des centres de grav1te CGl ..,CG5 des classes Fl""’FS

sur les axes u3 et u4 de la représentation L. =g (F )

Figure 5 : Les projections des machines des classes ¥, F,, F_, et F_ sur les axes

u, et u; de la représentation L* = g (F*). La classe , €8t nettement séparée sur u;

(cf. figure 3) ; ses éléments ne sont pas projetés ici.

Les identificateurs des individus sont B, ST, SP, STP, CT, CP, CTP. Ils correspondent
dans 1l'ordre aux classes a priori T ,..., T.)-

Séparation des classes F, et F5 (cf. figure'6) ; Zone A <> classe F

3 Zone B <> classe F3

. . .
. T i YD t@ B s TE e S @ T B Y M SO e A @ T (W M am M e B L N B I @ TE 1@ P DO 4@ A 1l HE B YD 1B YT 1B M @ D @ W 1@ ‘W B ‘R B YD 1B YR I WD IR W e "W B YW
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Figure 6 : Les projections des machines des classes FI’FZ’FB et F5 sur les axes

* * . . * *
ug et u, de la représentation L = g (F )
Zone | <=> classe Fl
Zone | Zone 2 <=> classe F2
Zone 3 <=> classe F3 ou classe F5 (cf. figure 5)
Zone 2

Zone 3
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Soit Tb = (Tbl""’Tb7) la partition a priori de la population Eb.-

Catégories Classes de Eb Effectifs
S:k) Tb] . 24
SH : Tb2 9
8 Th3 ’
9, Tos | té
§i%+ Tos ?
§E§_ The 2
) N E

I1 apparait que les 7 classes de la partition Tb sont mal séparées par
les paramétres descriptifs des objets: En particulier les classes sz et
Tb5 d'une part, Tb6 et Tb7 d'autre part sont mal séparées en projection

sur .les premiers axes discriminants de la partition T

b
On définit par comséquent la partition Fb = (Fbl""’FbS) de Eb en 5
classes :
Fo1 = To
F,=T1T uT

b2 = b2 b5

Fo3 = To3
Foo = Toa
F =T uT

b5 b6 b7
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Remargue :

ne permettent plus la

Les effectifs des classes de la partition Tb

définition de sous classes.

L'analyse discriminante typologique initialisée par la partition Fb de

. - - . . o *
Eb’ (r=4), et qui converge dé&s la lére itération vers la partition Fb (Tableau

4), confirme les résultats de 1'analyse précédente.

Fy ) Fp2 Fig FLy Fis
Ry, 18 2 4 24
F,, 16 2 18
F, I 8 9
F, I I I 13 16
F, . I 17 8
19 20 9 14 23

Tableau 4
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typologigue

D'aprés les résultats de 6.7.2 on est amené a considérer non plus les 7
familles a priori (So, £)1+’ 31_, 53 . $2+, @2_ et &2), mais les 5 famil-

les suivantes :

F -

1 o

2+

SRR R

Soit

L = g(Fb) = (gl,...,gs,ul,...,u4) la représentation associée 3 la parti-

2=1,...,5)

b

tion F. de Eb.(gg est le centre de gravité de la classe Fbl’

-1
bl"' A (bi =V u.,

i=1,...,4)

.,b4 les facteurs assocl@s aux vecteurs Upsee

D_ la matrice de décision définie par :

La régle de décision consiste & affecter tout nouvel objet x & la famille

2(15 £ < 5) si

(x—gg)‘ De (x—gz) < (x—gi)' De (x—gi)_ pour i=l,..., 5.
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| ¥ ¥

¥ | F| T . 5
F| 4 3 1 8
{ ¥, 2 4 6
F, 1 2 3
{ 7, 2 ] 2 5
F, 1 5 6

i
6 10 4 2 6
" Tableau 5

En ligne, la famille d'origine

En colonne, la famille de classement

On déduit de 6.7.2 (l'algorithme converge & la l&re itération) que le
nombre d'objets bien classés dans’ la population de base Eb par cette régle,
est égal au nombre d'objets figurant sur la diagonale du tableau 4 : En-effet,
il s'agit du tableau croisé des cardinaux des classes des partitions Fb
(associé aux types :};,..., :r;) et £ O g(Fb) = f(L). On a par conséquent 72

objets bien classés.

6.7.5 - L'affectation des objets de 1'échantillon test

La régle de décision énoncée en 6.7.4 est appliquée aux 28 objets de la

population test Et' Les résultats sont portés dans le tableau 5. Cette régle
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est satisfaisante, compte tenu des résultats obtenus en 6.6 concernant
1'homogénéité des familles éE% et éi% (qui apparaissent également dans
1'étude de la population de base E ) dont il n'a pas été tenu compte dans la

définition des types f] yooey :rs.
6.8 - Conclusion

D'aprés (6;4), (6.5) et (6.6) il apparait du point de l'analysé des-

criptive des données que :

a) les 7 familles définies a priori, &0, a_,_, a_, @], $2+, @_,.
éf)z, ne sont pas séparables par 1'analyse discriminante linéaire. (G. CELEUX'
[ 5 ] a réalisé sur cette population E des analyses factorielles des corres—
pondances et des analyses discriminantes pas a pas dont les résultats confir-

ment ceux du §. 6.4).

b) la famille éf% n'est pas globablement homogéne. Certains objets

classés dans $o sont difficilement séparables des familles $]+ ou 32_'_

- qui par ailleurs sont proches entre elles.

c¢) La famille @l n'est pas homogéne. Elle est constituée :

- d'une part, d'une sous famille D_ interprétable par le spécialiste

F
selon 1'approche défaut de fabrication du contrdle de production

- d'autre part, d'objets proches de la famille D,_

d) Les familles $2_

5 autres familles par 1'analyse discriminante linéaire.

et éE% sont proches. Leur réunion est séparée des

Du point de vue de 1'analyse discriminante décisionnelle, les résultats
des paragraphes 6.6 et 6.7 montrent que 4 facteurs discriminants permettent
de reconnaitre les familles encadrées suivantes (présentées dans un tableau

afin de souligner leur interprétation par le spécialiste) :
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R+ seulement R seulement R et R

, :
DEFAUT D, DANS LA | |Dg
CONFIGURATIDN R_ (cf.c))

AU MOINS, SWUF Dy
]
DEFAUT D, Dst LA

CONFIGURATIbN R_ AU

Défaut D]

Défaut D2

I
HG}I"HL‘UU

I

I

L MOINS :

sans défaut SANS DEFAUT

o mQm e

-7 - L'INTERPRETATION DES RESULTATS

7.1.- La définition de nouvelles familles

L'analyse discriminante typologique initialisée par la partition a
. . . . .y * :
priori P° induit une partition P, dont les K classes sont reconnues par
. . . . * *
r facteurs discriminants. (En effet, on a : £(L") = P ). On recherche
*

l'interprétation (vis 3 vis des types a priori) de chaque classe Pl . En

particulier, on peut avoir

* = = : . .
- P2 est égale a une classe a priori

* - 3 .
- PQ est incluse dans une classe a priori

* - - . ..
- PQ est égale a4 la réunion de deux classes a priori.

On en déduit (cf. 6.5.) une partition de E en K

différent de K), C = (C,,...,C

1 classes (K] peut étre

K )

: 1
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Pour 2=1,...,K,, la classe C est :

1? L
- 8égale 3 une classe»Pg de la partition P°

. o ., . o
= ou incluse dans une classe Pi de la partition P

-~ ou enfin, égale & la réunion de plusieurs classes ou sous classes

de la partition p°,

L'analyse discriminante typologique initialisée par la partition

C = (Cl,...,CK ) induit une partition C* en K. classes.

1 1

- Les classes de la partition C qui sont restées stables dans 1'algo-
rithme, sont conservées. Les autres sont refondues en classes plus homo-

génes. Eventuellement le nombre d'axes discriminants r est ajusté.

Finalement, on dé&duit de la partition a priori T en K classes, une
* . .
partition F de E en K classes, (cf. 6.6), F = (Fl""’FK*) et la dimension

r’ telles que :

* . . _ .
-~ les classes Fz (1 £ & £ K') soient interprétables par le specia-
liste (Eventuellement certaines classes pourront faire l'objet d'un second

niveau de discrimination, cf. 7.3).

- la stabilité de la partition F par 1'analyse discriminante typologique
soit satisfaisante. En particulier, la représentation g(F) induit une parti-
tion f O g(F) peu différente de F; c'est & dire, la représentation g(F) per-

met la reconnaissance de la partition F par la fonction d'affectation f.

A la partition F = (Fl""’FK*) de E il correspond une partition
S}fl,...:ﬁ;* de !?, en K* catégories ou formes déduites des familles a priori
et dont les échantillons Fl""’FK* sont séparés par la régle de décision S;L

définie au paragraphe suivant .
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7.2 - La régle de décision f;t

7.2.1 - Définition

Soit
L = g(F) =<(g1,...,gK*, ul,...,ur*)

b, = vV ! u. i=1,...,r"

D b:
i

[]
[ el o ]
o'

L'objet x est affecté a la famille :}; si :

(x-gz)' De (x—gz) < (x—gi)' De (x—gi) i=1,...,K*
On a :
1 r* 1
— 1 — = - = t - _
(x gi) De (x gi) (x gi) \ (z usus) v (x gi)

s=1

On en déduit d'aprés (O-S)A-due la réglef;l consiste en 1'affectation
i la famille dont le centre est le plus proche en projection (V-l—orthogonale)

. - e =]
sur le sous ‘espace vectoriel U engendré par, Upsesesl i, poOUr la métrique V .

La régle g peut €tre complétée par la visualisation de la projection
de 1'objet x & classer sur le sous espace U engendré par Upseesp e En effet,
la projection des objets de E sur U permet de définir des zones frontiéres
..,F

entre les classes F .et donc entre les familles E!’,...,ST' (figures

1" K 1 K
5 et 6). Pour un objet x dont la projectign sur U appartient &.une zone fron-
tiére, la régle de décision Sl est peu fiable. Le spécialiste peut dans ce

cas décider de 1'affectation de x en tenant compte a postériori d'un codt de

mauvais classement.

Il peut aussi étre défini une zone de non affectation si le spécialiste
considére qu'il est préférable dans la phase opérationnelle de créer une

famille de "non classés' plutdt que d'augmenter fortement le risque de mau-
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vais classements. Cette démarche est adaptée en particulier aux applications
médicales, pour lesquelles une erreur de classement, peut &tre infiniment
grave de conséquences, sans que son colit puisse &tre chiffré et infléchir

en conséquence une régle de décision.

La régle de décision SR-doit étre validée sur un échantillon test, c'est
a dire un ensemble d'objets qui n'ont pas participé i 1'ellaboration de 15L,
et dont on connait la famille d'appartenance.

I et e R e e T T T T T o) A Sl plhed

7.2.2 - Comparaison_avec_la_régle_de décision bayesienne [29 1]

Soit Gl""’GK les K groupes définis a priori. La mise en oeuvre de

cette régle suppose connues ou estimées les quantités suivantes :
- fl(x),...,fK(x), densités de probabilités dans RP pour chaque groupe
ik PERRERL: P probabilités a priori d'appartenance & un groupe

- C(j/i), colit de classement d'un objet appartenant au groupe G,
dans le groupe Gj (on a : C(j)/j) = O pour j=1,...,K; En général C(j/i) #
C(i/3)).

L'objet x est affecté par la régle de décision bayesienne au groupe G

£

™=
™ o

C(Q,j)qj fj(x) < .

C(i,j)q.f.(x) i=1,...,K
1 ] 13

j 1

Or démontre, [ 29 1, que cette régle minimisd le cofit moyen a posteriori

de 1'affectation de 1'objet x 4 1'un des groupes G, (1 £ & <K) qui s'écrit :

[ e B
™
I MR

C (£,31) q. £. (®
I xeP 1]

On démontre, [ 29 1, que sous les 4 hypothéses suivantes

HI — Multinormalité des distributions dans chaque groupe

H2 - Egalité des matrices de variance covariance dans les groupes
H3 - Equiprobabilité a priori des K groupes
H4 - Egalité des colits : c(i/j) = 1, i#]
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la régle de Bayes est &quivalente 3 l'affectation au groupe Gr dont le centre
de gravité est le proche dans RP au sens de la métrique définie par V-] in~
verse de la matrice de variance - covariance totale. La régle de Bayes dans
ce cas particulier est différente de la régle QI (7.2.1) qui procéde a
1'affectation au groupe dont le centre de gravité est le plus proche en pro-

. . P -1
jection sur le sous espace U pour la métrique V .

-

La régle de Bayes est rarement applicable dans sa généralité :

— Les distributions dans les groupes ne sont en général pas connues, et
une bonne estimation est souvent difficile, surtout si le nombre de variables

est éleveé.
- il est difficile de chiffrer les colits de mauvais classement.

Dans le cas oii on fait 1'hypothése de normalité des classes, la prise en
compte de matrices de variance covariance différentes selon les groupes est un
atout si leur estimation est fiable, ce qui suppose l'accés d de larges échan—

tillons de chaque famille a priori.

Dans l'analyse discriminante typologique seule la matrice de variance-
covariance totale V est estimée sur 1l'échantillon E (dont le cardinal est
K fois supérieur au cardinal moyen des échantillons des K familles a priori).
D'autre part, on a remarqué, (7.2.1), que la régle &pouvait étre modulée

par la prise en compte a posteriori de coflits de mauvais classements.

(De méme, on peut considérer les probabilités d'appartenance aux différentes
familles). Par contre la réglea ne permet pas de tenir compte de la non
égalité éventuelle des matrices de variance-covariance dans les familles a

prioti.

L'utilisation de la régie SRvest justifiée sur la partition des catégo-—
ries induites par 1'analyse discriminante Eypologique; parce qﬂ'elle est issue
de cette méthode. De plus, elle est simple, non paramétrique et présente
1'avantage de ne pas tenir compte des paramétres de bruit. Cependant on peut
considérer 1'analyse discriminante typologique comme une méthode d'analyse
discriminante descriptive et conmstructive d'une nouvelle partition, et utili-

ser dans la phase décisionnelle, la régle de Bayes.
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7.3 - Le second niveau de discrimination

S1 la partition 3,=_(5'],...,.?;<*) de g est jugée trop grossiére par
le spécialiste, on réalise un second niveau de discrimination. Pour toute

- . * . -
catégorie :}; (I £ 2 <K") qui apparalt comme une réunion de familles

8,120 SF;,K qui doivent &tre séparées, on réalise une analyse discri-

minante pour laquelle :
- la population étudiée est :&:

~ les familles définies a priori sont 9“ 3;

g,170 0 K

Globalement la régle de décision se présente sous la forme d'un arbre.

7.4.- Exemples

Soit P la partition en 3 classes du nuage E représenté sur la figure“7.

(Les objets sont décrits par deux paramétres).

L'Analyse Discriminante Typologique initialisée par la partition a priori P
1 P * * * *
(on choisit r = 1) converge vers une partition P = (P],PZ,P3). Le sous espace

Co. . . . * .
de représentation associé est la droite D (cf. figure 8). On remarque que :
*
- Les classes P3 et P3 sont égales

* * . - .
- Chacune des classes P] et P2 est constitué en proportions comparables

d'éléments des classes a priori P] et P2

*
- En projection sur D*,.la classe P3 est séparée de l'ensemble des deux
* * :
classes Pl et PZ' .

On en déduit la partition en deux classes T = (TI’TZ) suivante :

T] = Pl v P2

T2 = P3

T traduit la structure du nuage E, relativement aux classes définies a

priori (cf. figure 9).
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e ®
®
o e A
o + + Q ¢ [} *
- + o o . *
o o + ° .
o* * ® [ ]
®
+° X L J [ . Py
Q * °
o © O 2 . *
oX o . -
o X X °
o X »
o P1
Figure 7 : Le nuage E X P2
La partition a priori P en 3 classes P
3
*
P2

R
R
RIS
e w X &
T o
[or° ¥
W
o @ 4
Figure 8 : Labpartition P* N T2
. La droite discrimiante D - —
T~ AN
7 70 N\ ’.°'.\
/o*o*od\\ ......\
/OXOxo**‘ — . S . '\
/‘J;o 0**/ :~,'-7
\ o *) N7
o &
p 4
N2 7

Figure 9 : La partition T = (T

1’ TZ)'
Les classes Tl et T2 sont séparées par une droite discriminante.
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7.4.2 - Exemple 2
Soit Q la partition en 2 classes du nuage N représenté sur la figure 10
(les objets sont décrits par deux paramdtres).
L'Analyse Discriminante Typologique initialisée par la partition a priori Q
(on choisit r = 1) converge vers une partition Q* = (Q;, Q;) dont les classes ne

sont pas interprétables relativement aux classes définies a priori Q]'et QZ'

(cf. figure 11).-

- .. . - - - * -
La projection des objets snur la droite de représentation U suggére

1'éclatement de la classe Q2 en deux sous classes, Q21 et Q 29°

On en dé&duit la partition en 3 classes C = (C],CZ,C3) suivante :

(¢}
]

a
]

qui traduit la structure du nuage E relativement aux classes définies a priori

- (cf. figure 12)

Une droite discriminante sépare les classes Cl’ 02 et C3, et par conséquent

les familles a priori Q1 et Q2‘
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oOf
*x e o ...
L ]
xx x .. ® [ )
X
° . x X X X . . e e o
Y ° ® xx . ...
® .. L4 xx xx °
* ° ‘X
P ¢ ¥ x
. e
®
® o o
Eiggzg_lg : Le nﬁage N X Q]
La partition a priori Q en 2 classes 3 Q
t 2

Figure 11 : La partition Q* = (QT, Q;)
’ La droite discriminante U*

C €3

w——

/__‘2_ ~ /*“'* *‘r *\\ ('.0..: o!:_l-———-
[/ . .'.'\ (‘Y:;’" — .\".'.../
(.'- ) *¢***' . T/
« o ° 4 —_
\ ) : e \*\*//
~ —Q’/

Figure 12 = La partition C = (Cl’ C2, C3).

Les classes C], 9 3

C. et C, sont séparées par une droite discriminante
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8 - CONCLUSION

Avec l'analyse discriminante typologique on aborde le probléme de la
reconnaissance de formes imprécises par une &étude descriptive et inductive dans
le cadre de la transformation linéaire des variables. La méthode permet de
valider la structure définie a priori, ou d'en déduire des formes plus per-

tinentes du point de vue de la classification et de la discrimination.

L'analyse discriminante typologique fournit une régle de dé&cision pour
la reconnaissance des formes qu'elle induit; On en déduit en particulier une
reconnaissance fiable de certaines familles a priori. Pour les autres on
réalise éventuellement un 2&me niveau local de discrimination. On peut aussi
déduire des nouvelles formes une initialisation privilégiée de 1'analyse dis-

criminante locale [ 11 7.

Par ailleurs la visualisation sur quelques axes factoriels du probléme
de classement d'un nouvel objet permet de prendre en compte des colits de mauvais
classement et des probabilités a priori d'appartenance aux classes, dans le

cas oli 1'affectation géométrique au centre le plus proche semble peu fiable.

Selon des exigences liées au probléme réel posé et selon les données
dont on dispose, on peut réaliser sur la partition induite par 1'analyse
discriminante typologique une analyse discriminante pas & pas [2Q ,'25] ou

bayesienune [21, 297,

Dans 1'Analyse Discriminante Typologique on pourrait envisager de substituer
34 l'inertie intra classe expliquée, d'autres critéres liés 3 l'analyse discrimi-
nante ; le sous espace de représentation d'une partition pourrait, par exemple,

privilégier une zone frontiére entre classes [23].
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CHAPITRE III

L 'ANALYSE DISCRIMINANTE TYPOLOGIQUE

SQUS CONTRAINTE DE MODELTSATION LOCALE

1 - INTRODUCTION

1.1 - Le probléme
On étudie un processus décrit par :

- p paramétres d'entrée x],...,xp

- q variables d'actions z],...,qu

. . . q1+1 q
- q, variables de sortie z seeesZ’ 5 q=q g,

1
On note : I, = {x,...,x"} J, = {z],...,zq}
On suppose que pour toute réalisation du processus dans une configuration
fixée dans J1 (dont la définition est équivalente i la donnée des valeurs des

o 1 .
paramétres . X ,..., x°) les variables de J2 sont liées par un modéle h issu
d'une famille H.

I1 s'agit de déterminer K familles de configurations, @? ,...,Q? , et

K
K modéles de H, h],...,h tels que, pour %=1,...,K, on ait :

K’
Pour toute configuration c dans Eg; et toute réalisation du processus

dans la configuration c, les variables de J, soient liées par le modéle hz.

2

Dans la phase opérationnelle (aprés construction de la modélisation
locale) avant chaque nouvelle réalisation du processus, on connait la confi-
guration décrite par Jl; la connaissance du modéle associé permet d'opti-

miser le choix des paramétres d'actions au sens d'un critére de cofit [ 19 1.
P

Le découpage de chaque paramétre xJ (j=1,...,p) en ny modalités, et la
définition des familles de configurations par tri croisé sur les modalités
présente 1'inconvénient de multiplier le nombre des familles qui s'é&léve &

n1 X n2 X ,40 X np.
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On suppose ici que les paramétres xj (j=1,...,p) sont quantitatifs;
les K familles de configurations peuvent &tre définies par K centres dans
Rp, et 1l'affectation de toute configuration au centre le plus proche pour
une métrique donnée. L'analyse factorielle discriminante permet de définir
un sous espace U dans RP optimal pour la séparation des K familles (au sens
du maximum du rapport des inerties inter classe et totale expliquées).

Les K familles peuvent alors &tre définies par K centres et affectation de

toute configuration au centre le plus proche aprés projection sur U.

(La métrique est défini par 1'inverse de la matrice de variance covariance
des paramétres x],...,xp), (cf. Ch. II). Cette approche permet d'isoler

dans J] 1'information utile 3 la reconnaissance des classes.

1.2 - Les données

On dispose d'un ensemble E de n réalisations du processus KiseeesXps

n
pour lesquelles on connait les valeurs prises par :

- les p paramétres d'entrée x],...,xp
, . . ] 9]
- les q, variables d'action x',...,X
, . _q1*l q
- les q, variables de sortie x yeeesX q=q]+q2

Les données peuvent €tre rangées dans une matrice & n lignes et p+q

colonnes
1 P 1 q
xl cereeeeees Xy Z] eeneneann z
x! ceseesenee %P z! cesereecas zg
i 1 1 , 1
x1 Cereeneee. XP z1 ceceeenens 24
n
J J
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On suppose que les n réalisations du processus ont des poids

égaux : p; = i, i=1,...,n.

Pour i=1,...,n, on note ¢

"
1]

1
(xi,...,xg)

N
i

1
= (zi,...,zg)

On suppose la donnée par le spécialiste :

- d'une famille H de mod&les admissibles

-

~ d'une application § qui 3 toute partie A de E et tout modé&le h de H

associe une mesure de 1'homogénéité de A relativement 3 h :
§ Q(E)XH-*R_'_
§ (A,h) » &8(A,h)

On suppose que pour tout couple (A],Az) de parties de E, et tout modéle

h dans H, on a :
8(A; U A,,h) = 8(A;,h) + 8(a,,h)
En particulier, pour toute partie A de E, et tout modéle h de H, on a :

§(A,h) = I §8(x,h) (1-1)
XeA :

v

-~ d'une fonction notée y qui a toute partie A non vide de E fait corres-
L

pondre un modéle noté gM(A) dans H vérifiant :

S(h,gy(0) = Min SN o)
eH -
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1.3 - Exemples de modélisation

1.3.1 - Le modéle 1inéaire

q
oi & , O,y..., O sont réels et I a. = 1.
o 1 q j=1 1

L'indice § est défini par :

‘§(A) = I (ao +

z](x) + ...+ 0 zq(X))2
XcA q

1

Pour toute partie A de E, le modéle gM(A) est défini par une régression
orthogonale sur A [16 J. (En cas d'indétermination dans la détermination des
coefficients de cette régression des conventions assurent i Bm la qualité de

fonction).

1.3.2 - Le modéle de 1'inertije

Une métrique M est donnée dans R, H est 1a famille des modéle I(a, )

inertie au point a de R (Annexe 1).

L'indice § est défini par :
5(4) = I(a,A)

Pour toute partie A de E, le modéle gM(A) est le modéle I(g, ) ol g est

le centre de grévité de A. (Annexe 1).
1.4 - La méthode

L'espace des configurations est identifié 3 1'espace vectoriel RP., Il
est muni du produit scalaire défini par la matrice V_], inverse de la matrice

. .. o 1
de covariance empirique des paramétres x ,...,xp
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V=-X'"X
n
ol
1 =l : P -p
X, X cieeeenees X X
X =
x - L kPP
n n

=1 = L 1
en notant X ,...,X° les moyennes sur E des paramétres X ,...,xp.

V est aussi la matrice d'inertie du nuage dans Rp, des individus XpseeerX

n
P o 1
caractérisés par les paramétres X ;...,xp.

Si V n'est pas réguliére, X n'est pas de rang p, et on se restreint 3

ensemble de paramétres sous ensemble de J].

On recherche :
- une partition P de E en K classes : P = (Pl""’PK)
- une famille H de K modéles de H : H = (h],...,h

%

- un sous espace U de dimension r de 1'espace des configurations iden-

tifié a RP.

tels que le triplet (P,H,U) minimise un critére W qui rende compte simul-

tanément

- de 1'homogénéité des classes PQ de la partition P vis & vis du modéle

h'Q qui leur est associé (2=1,...,K)

- et de la séparation des classes de la partition P en projection sur

le sous espace U des paramétres explicatifs.



- 131 -

L'approche est différente de celle des méthodes multi critére [ 18 1],
et bien siir de celle qui consiste 3 effectuer une modélisation locale

[6] puis une analyse discriminante.

. . - . P . *
Finalement, de la population &chantillon E, on dé&duit une famille H

- * . .
de K modéles, K centres et un sous espace U dans RP qui constituent une

structure construite dans le cadre

— de la modélisation locale sur J2

— et de la reconnaissance des classes par les paramétres explicatifs
de Iy (une régle de décision géométrique simple permet l'affectation d'un

modéle 3 une nouvélle réalisation du processus).

1.5. Notations

On note :
lPK 1'ensemble des partitions de E en K classes (disjointes)
Uné partition P de PK est notée également (PJ,...,PK)
E = P] Ueuowl PK
P, n P, = 8 i=1,...,Kk; j=1,...,Kk 3 i#]
Fr 1l'ensemble des sous espaces vectoriels de RP de dimension r
Ur 1'ensemble des familles V_] orthonormées de r vecteurs de'Rp
F: l'ensemble des familles V orthonormées de r formes linéaires ou facteurs

sur Rp
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2 - LE CRITERE

2.1 - Le critére wl

Soit P une partition de E,

Pour tout sous espace U de Rp, soit Ii ra(P, U) 1'inertie intra classe de

nt
la partition P, expliquée par U.

On définit un critére Wl sur 1'ensemble des partitions de E par :

WI(P) = Min I
UeF
T

(P, U) (2-1)

intra

Le critére Wl mesure 1'homogénéité moyenne des classes de la partition, en
projection sur un sous espace de dimension r de 1'espace des paramétres explica~-

tifs Jl.

Le critére Wl est identique au critére W du chapitre IT.

On déduit de la relation (2-5) du paragraphe II.2.3, l'expression suivante

du critére W]

=r -M . -
W,(P) = r -Max [T, (P, U)] (2-2)
UeF
r .
ol Iinter(P’ U) est 1'inertie inter classe de la partition P expliquée par le sous
espace U. »

On déduit dés relations (2-13) et (2-15) des paragraphes II.2.5.4 et
I1.2.5.5 les expressions suivantes du critére W], en termes de variances intra
classe ou inter classe de facteurs discriminants ;

r
wl(P) = Min [ £ Var (P, b1 (2-3)

*
(bl""’br)€Fr s
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T
P) = - Ma rz .
Wl( ) r X - Var1nter

_ (P, b )1 (2-4)
(bl,...,br)eF: s=1 s v

* .
(Fr est 1l'ensemble des familles V orthonormées de r facteurs sur Rp).

2.2 - Le critére w2

Soit P = (Pl""’PK) une partition dans PK.

Pour toute classe PZ’ 2=1,...,K, et tout modéle h dans H, on connait 1'indice

d'homogénéité de la classe Pl relativement au modéle h, 6(P2, h).

On définit un critére W2 sur l'ensemble PK des partitions de E en K classes par :

K
W, (P) = Min (I 8(p, hy)) (2-5)
(hysenosh)eBX, . XH =]

Le critére W, s'écrit plus simplement :

2

n (2-6)

K
W, (P) = E Min § (P,

2=1 heH

Le critére w2 exprime 1'homogénéité moyenne des classes de la partition P

relativement au modéle optimal associé& 3 chacune d'elle.

2.3 - Le critére W

On définit un critére W sur l'ensemble PK des partitions de E en K classes

en posant :

N

H(R) = W, (P) + B W,(P) | (2-7)
oli B est une constante positive donnée (B est choisie de maniére 3 équilibrer les

poids des critéres W] et W2 (cf. § 6.2, 6.3).
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Le critére W donne une mesure pondérée de 1'homogénéité des classes de la

-

partition vis 3 vis des paramétres explicatifs et de la modélisation.

2.4 - L'optimisation du critére W

. ., e * . . g + o
On recherche une partition de E en K classes, PK qui réalise le minimum du

critére W pour P dans EK :

W) = Min  W(P)
K
PePK

2.5 - Expression mathématique du critére w1

On montre comme au paragraphe 2.4 du chapitre II, les propriétés et relations

suivantes :
Soit
P = (Pl""’PK) une partition”dans PK
SR - les centres de gravité des classes Pl""’PK
U un sous espace vectoriel de RP.
Pour tout x dans Rp, Xy la projection V—1 orthogonale de x sur U.

d_ 1'écart sur RP défini par

U

B _1 "

—_ - A -
d;(x, y) = \ka 'V oGy vy
On a :
p K 2
Iintra(P’ 0 Y ZEI L dU(x, gl)
= xePz

_] .
Pour toute base V  orthonormée, (u,,...,u_), du sous espace U, on a :
1 T
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1 K 1, F o
I1ntra(P’ v = n z L (x - 82) vV (L u, uS)V (x - gl)
Q=1 XGPQ' s=]
L evl o 1 ) G- gyyu!
" n - - u
T og=p S P=1 xeP, % % s

On en déduit les expressions suivantes du critére W1 (qui ne dépendent pas

de la base V_1 orthonormée (ul,...,ur) du sous espace U) :

K r
W) = Ma & I F (x- gz)'V_] (5 u u")v lx - gy)) (2-8)
UeF 2=1 xeP s=1 S S
T 2
1 r -1 K 1 .
W) =Mn (= I u'V (I I (x-g)x=g,)" u) (2-9)
! UEFr o g=1 8 =1 xeP % g s

‘Par la transformation ;
u->b=V u

qui associe 3 toute une famille Vfl‘orthonormée (u],...,ur) de r vecteurs delRp,
une famille V orthonormée (b] = V_Iu],...,br =y!

on déduit de (2-8) et (2-9) les relations suivantes :

ur) de r facteurs sur Rp, (1I1.2.5),

. K r
- . 1 - ' ' - -
WI(P) = Min . [n I I (x gz) (Z bsbs)(x gz)] (2-10)
(b,y...,b )eF =1 xeP s=]
1 T r L
1 r K :
= Min [= Z b' (y z (x-g)(x-¢g,)")b 1] (2-11)
(b],...,br)eF: Bog=1 -8 o= xeP2 . . s

(F: est l'ensemble des familles V orthonormées de r facteurs sur RP)

K
b' (I T (x—gz) (x—gz)') b est égal 3 la variance intra classe du facteur bs.
s =1 xer 8

Dans la définition du critére W., l'optimisation sur le sous espace U dans

l’
Fr est équivalente & l'optimisation sur la famille de facteurs V orthogonaux

*
(bl""’br) dans Fr'
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2.6 - Expression mathématique du critére w2

Par définition du critére Wy, et d'aprés la relation (1-1), pour toute
partition P dans PK’ on a
K

W,(P) = I Min (I 6(x, h)) (2-12)
2=1 heH xePl

3 - LA REPRESENTATION

3.1 - Définition

On appelle représentation tout ensemble L constitué de :
- K points (ou centres) de RP, al,...,ak

- une famille (ul,...,ur) de Ur

- K modéles de la famille H, hl""’hK

L= (al;...,aK, ul,...,ur; hl’f"’hK)

u; v u = 1 s = 1,...,r
_1
u; v u, = 0 s=1,...,r 3 t=1,...,r 3 8 #%t.
On note :
A= (a],...,aK)
E:

(u],...,ur)

U le sous espace de rP engendré par Upseeesly

=
"
~~~
=
L
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L'ensemble des représentations définies ci-dessus est notée LK .
- ’

3.2 - Le critére WR

WR est une généralisation du critére W qui est utilisée dans 1'algorithme .

3.2.1. Définition

Soit :

P = (Pl""’PK) dans PK

i
1

= (a],...,aK, Upseeesls hl""’hK) = (A, U, H) dans LK,r

U le sous espace engendré par les vecteurs Upsese,ll
r

vIQé, P, U) 1'inertie aux points al,...;aK de la partition P, expliquée par

le sous espace U,
On pose :
Wy(P, A, U) = I(4, P, V) (3-1)

(Wb(P, A, U) ne dépend pas de la famille V_1 orthonormée U, mais seulement

de 1'espace U engendré par cette famille).

[ e B

W2, B =

8 (Pl, hl) - (3-2)
1 _ :

2

Wp(P, 1) = Wy (P, A, U, H)) = W (P, A, 1) +B W, (P, H) | (3-3)

ol B est la constante positive introduite pour la définition du critére W (2-7).

Le critére WD ne dépend ni de la famille H de modéles, ni des paramétres
z],...,zq de J2. WD concerne ladiscrimination des classes de la partition par les
paramétres explicatifs x ,...,xP de Jl' l

Le critére WM ne dépend ni des familles A de centres et U de vecteurs dans
Rp, ni des paramétres explicatifs xl,..{,xP de J]. WM concerne la modélisation

locale relative aux paramétres de J2.
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3.2.2 - Cas_particulier

Soit G = (gl,...,gK) la famille des centres de gravité des classes P],... ,PK.

L'inertie I(G, P, U) est 1'inertie intra classe de la partition P expliquée

par le sous espace U :

16, p, ) =1, . (P, 1)
On en déduit :
Si L=(G, U, H)
K ,
W (P, 1) = L oera(Br U + 8 251 §(hy, Py) | (3-4)

Pour toute partition P dans IPK

Min WR(P, L) = ”W(P)

LeLK,r

Démonstration

La minimisation selon le triplet (A, U, H) du critére WR se -raméne 3 la
minimisation selon le couple (A, U) du critére WD et & la minimisation en H du

critére W,. En effet :

M
Min WR(P, L) = Min (WD(P, A, U) + BWM(P, 0n) .
LeLK’ L=(A, U, E)ELK,r
Min W(P, L) = Min W (P, A, U) + BMin W,(P, H) (3-5)
LeLy _ 4, U) H : _
3

On sait, (A3.2.2), que pour tout sous espace U, l'inertie I(A, P, U) est

minimale pour la famille G des centres de gravité des classes
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Min I(A, P, U) = I(G, P, U) = Iintra (p, U)

On en déduit que :

Min W_ (P, A, U) = Min I(A, P, U) = Min I, _ (P, U) (3-6)
(f‘:’ H) D > é’ U UeFr intra

De (2-1) et (3.6), on déduit :

Min W (P, A, U) = W, (P) (3-7)

4,

D'autre part, par définition du critére W,, (2-5), on a :
2

M;n Wy (P, H) = W,(P) | a (3-8)

De (3-5), (3-7) et (3-8), on déduit le résultat :

Min WR(P, L) = W](P) + BWZ(P) = W(P)

LeLK,r

4 - L'ALGORITHME

4.1 - Introduction

L'algorithme utilise alternativement deux fonctions définies en (4.2) et
(4.3) ’

- g appelée fonction de représentation, associe 3 toute partition P dans PK’

une représentation g(P) dans LK . tefle que :
b

W, (P, g(P)) = Min W (P’ L)
R R
LeL
K,r

- f appelée fonction d'affectation, associe 3@ toute représentation L de L
120 P K,r

une partition f(L) dans PK telle que :

W_(f(L), L) = Min W_(P, L)
R PGPK R



- 140 -

On montre, (4.4), que pour toute partition P dans PK’ on a la relation :
W(f o g(P)) < W(P) (4=15)
L'algorithme est initialisé par une partition Po.

Pour tout n =2 0, on définit :

Pn+] = f o g(Pn)

D'apré&s (4-15) la sguite de terme général W(Pn) est décroissante. On montre,
(4:6), qu'elle est constante 3 partir d'un certain rang, et que la suite de

- n - o . . .
partitions (P) est alors &également constante. La partition P* limite de la suite

P est meilleure au sens du critdre W que la partition initiale PO :

wee®y < wee

4.2 - La fonction de représentation

I1 s'agit de définir une fonction g qui associe 3 toute partition P dans PK

une représentation L = g(P) dans L telle que :

K,r

W (P, g(P)) = Min W (P, L) (4-1)

LELK,r

Soit

P = (Pl""fPK) dans PK

L= (bl""’bK’ ViseessVps ml,...,mK) =(B,V, M

r

F le sous espace engendré par les vecteurs ViseeesV,

g(P) = (a],...,aK, Upseeesl, hl,...,hK) = (A, U, H)

U le sous espace engendré par les vecteurs Upseessty
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La relation (4~1) s'écrit :

W (P’ é, H)+B W (P’ l{_) = Min (w (P’ E’ X) +BW, (P, y_)]
D M (E’ z’ M)ELK i D M

On en dé&duit :

W (P, A, U) = Min WD(P, B, V) (4-2)
(B, ‘ ,
W, (P, B) = Mﬁn W, (P, M) (4-3)

a) Optimisation du critére W

Par définition du critére Wb, (3-1), 1la relation (4-2) s'écrit :

I(a, P, U) = Min I(B, P, F)

(38, F)

I1 s'agit du probléme d'optimisation étudié au paragraphe 7 de 1l'avant propos,

le cas particulier oi Q = V“1 (§ 7.2)

Définir une fonction gp qui associe 3 toute partition P = (Pl""’PK) de E,

. = K'points CIPPRR de RP

une famille Q orthonormée de r vecteurs de RP.

U= (ul,...,ur)

tels que : - -

apseerays et le sous espace vectoriel U engendré par u L. vérifient :

1’

I((a,,...5a,), P, U) = Min CI((b,s...5b), P, F)]
l ¢ (b]’°"’bK)€RPX-..>QRp I K

FeF
r
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D'aprés le paragraphe 7.4 de l'avant propos, pour toute partition

P = (Pl""’PK) de E, on bose :

Ey(®) = (B)se-s8ys Upsere,u)

- gl,...,gK sont les centres de gravité des classes Pl""’PK

= u;,...,u sont vecteurs propres Q normés associ&s aux r plus grandes valeurs
. . -1 - .
propres X] 2...2 Ar 2 0 de la matrice B(P) V (ol B(P) est la matrice
~ d'inertie inter classe de la partition P. La définition précise des vecteurs

Upseenst est donnée au paragraphe 7.4 de 1'avant propos.
La fonction g, est identique 3 la fonction g du Chapitre II.

b) Optimisation du critére Wy

Par définition du critére WM,(B—Q), . la relation (4-3) s'écrit :
K

§ (P,, h,) = . Min L2 6@@,, m)]
1 2. . (ml,...,mK)eHX...XH =1 2L

n o~

2

On en déduit que pour tout &, %=1,...,K, on a :

§(p,, h,) = Min [§(P,, h)]
L’ hell 2

Or, on a supposé au paragraphe 1.2 la donnée d'une fonction gy qui 3 toute

partie A de A associe un modéle gM(A) dans H tel que :

(A) =Min S (A, h)
gM heH

Ainsi, pour 2=1,...,K, on pose

hy = gy(Py)



et

- 143 -

c) Optimisation du critére wR

D'aprés a) et b) pour toute partition P = (Pl""’PK)’ on pose

g(P) = (gl,...,gK, Uyseeeslp, hl""’hK)
(g]""’gK, u]”"’ur) = gD(P)
(h]""’hK) = (gM(Pl)""’gM(PK))
D'aprés (0-15) et (0-16) :

r
WD(P, gD(P)) = T. (p, U) =1 - E As

intra
s=1

(4-4)

(ot Al,...,Ar sont les r plus grandes valeurs propres de la matrice B(P)V-I).

dans

Par définition de la fonction g, et d'aprés 3.2.3 :
W (2, g(P)) = W(P)

Des relations (4-4) et (4-5) on déduit :

. K
W) =Ty, (B, 0+ BT 8(2g, gy (Py)
‘ -1
T K
WP) =1 - I AS + B I G(PQ, gM(PQ))
s=1 2=1

4.3 - La fonction d'affectation

4.3,1 - Définition

(4-5)

(4-6)

(4-7)

I1 s'agit de définir une fonction f qui associe a toute représentation L

Ly , une partition f(L) dans Py telle que :

W_(£(L), L) = Min W_(P, L)
R PéPK R

(4-8)
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Soit

=
|

= (al,...,aK, UpseeesU, hl""’hK) = (A, U, H) dans LK

T T

U 1le sous espace vectoriel engendré par les vecteurs UpseeesU

P = (Pl""’PK) dans PK

Par définition des critéres WR (3-3), Wb (3-1) et WM (3-2), on a :

K
WR(P, L) = I(A, P, U) + BQ,E-I 8 (Pys hy) (4-9)
D'aprés (0-9), on a :
I(A, P, U) -1 3 4 ( ) | (4-10)
Lis ’ - n U X, ax
xeE
2 -1 & -1 '
oii dU(x, y) = (x-y)'V " (Z u_u")V (x-y) (4-11)
, S=] S S

et a_ le centre de la famille (al):,.,aK) d'indice i(x), ol i(x) est 1'indice

de la classe de la partition P = (Pl""’PK) qui contient x.

D'autre part, d'aprés (1-1), on a :

§ (PQ’ hg) = I 6(x, hl) (4-12)
xePz

Si on note hx le modéle de la famille (hl""’hK) d'indice i(x), on a
d'aprés (4-12)

S(Pz’ hz) = L O(x, hx) (4-13)
1 xeE

[ a7

2

D'aprés les relations (4-9), (4-10) et (4-13) on a :

_ 1,2
Wa(Py L) = I (- dy

(x, a_) +8 &6(x, h)) (4-14)
xeE X X
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On en déduit :

. . 1 .2
Min WR(P, LY = I [ Min (= dU

(x, a.) +B 8§ (x, h.))]
PEPK x€E 1<i<K 1 1

On pose par conséquent :
f(L) = (Pl""’PK) oli, pour 2=1,...,K

P, = {x|2 dfl (x, a,) +8 8(x, hy) < &> (x, a)) +8 8 (x, h) 5 ds=1,...,K)

Bi—

Cette définition est analogue a celle du Chapitre II (II.4.3) ; d

1,2
= dy (x, a)
. 1,2 n

est remplacé par — dU (x, a) +B 8 (x, h).
Pour compléter la ré&gle d'affectation d'un individu x dans 1'éventualité ou
plusieurs couples (ai, hi) réalisent le minimum de % dé (x, ai) +B 8 (x, hi)’ on

se place dans le cadre de 1'algorithme.

Une partition Q est donnée dans EK. On recherche la partition P = £(L) ol

L = g(Q).

Soit un individu x qui appartient a Qj et tel que plusieurs couples (ai, hi)

réalisent
Minv El d2 (x, az) +B &8 (x, hl)]
1sgsk 0 U

On distingue deux &ventualités :

Eventualité 1 : N

si dlzJ (x, a) +8 6(x, h,) = Min rl 42

1<8<K 2 U (X, al) +B 5‘(1{, hz)]

1
n

X est affecté i Pj'
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Eventualité 2 :

Sinon x est affecté 3 Pm’ oli m est le plus petit indice i tel que :

%‘dz (%, ai)_+ B S (x, hi) = Min [%-d2 (x, al) + B 8 (x, hl)]

v 1sgsk ® U
Dans ce cas d'indétermination, la partition P dépend non seulement de la
représentation L, mais aussi de la partition Q.

f apparait ainsi comme une fonction de deux variables :

- une représentation

- une partition utilisée simplement comme contrainte en cas d'ind&termination

pour l'affectation. (La classe d'appartenance dans la partition Q est prioritaire).

Le rdle de cette seconde variable est secondaire. De ﬁlus, dans 1'algorithme,
'(4.5), la partition Q est définie par la représentation L. Aussi, pour simplifier
les notations, on écrit f comme une‘fonction de la seule variable représentation,
et on retient la proposition 4.3;2. (On vérifie dans la présentation de 1'algorithme,
et la démonstration de sa convergence que l'emploi de cette notation n'entraine

aucune inexactitude).

Si les partitions Q et P = f o g (Q) vérifient

WR(Q’ g(Q)) = WR(P’ g(Q)) elles sont identiques

Démonstration

Soit :

Q= (Ql,"'sQK)
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L = g(Q) = (al’...,a;K, ul’...’ur’ h-lano K = A

U 1le sous espace engendré par Upseen,l
P=fo g (Q) = (P],...,PK)

Soit un objet x dans E. On suppose que x appartient & la classe Qj (1 £j<K

de la partition Q, et & la classe P. (12i < K) de la partition P.

On a par définition de P = f(L)

12 . 1
7 dy (x,a.) +B 6 (x,h,) = £=]M1n . & dg (x,3)) + 88 (x,h,) )
1 2
= o dU (x:aj) + B84 (x’hj)

et d'aprés (4-14)

1 2 1 2

oGy G2 +B S Guhy) <o 4y (e + B8 Guh) . 2 W (PE(@)<W, Q@)
Comme la derniére inégalité est contraire i 1'hypoth&se on en déduit :

1 .2 - 1 .2

';1" dU (x’ai) + 8 6 (xshi) = E dU (x’aj) + B (S (xshj)

L'affectation de 1'objet x & 1'une des,classes de la partition P s'est donc

effectuée selon la régle définie dans 1'éventualité 1 du cas d'indé&termination.
On en déduit i = j.

Cette démonstration &tant valable pour tout x dans E, on en déduit que les

partitions P et Q sont identiques.
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4.4 - La fonction composée f 0 g

ProBosition

Pour toute partition Q dans PK.
La partition f o g (Q) = £f[g(Q)] vérifie la relatiom :
W(f o g (Q) 2 W) (445)

De plus

(W(f o g (Q) =wW@Q)<=>(fo g (Q =Q (4-16)

Démonstration

D'aprés (4-5) et la définition de la partition f[g(Q)j, on a :

W(Q) = Wy(Q, g(Q)) 2 W (£lg(@? , (@) (4-17)

D'aprés la définition de la représentation glf o g (Q)], et (4-5) appliqué

4 la partition f o g(Q), on a :
Wo (£ 0 g(Q), g(Q) > W (f o g(Q), glf o g () = W(E o g(Q)) (4-18)
Des relations (4-17) et (4-18) on déduit : |
W(Q) >W(f o g (Q)) | .

De plus, si W(Q) = W(f o g(Q)), on a 1'égalité dans la relation (4-17) :
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WR(Qs g(Q)) = WR(f o 8(Q) sg(Q) )

D'aprés la proposition 4.3.2 les partitions Q et £ o g (Q) sont &gales.

4.5 - L'algorithme

. _ e e e 1e .o 0 ~ .
L'algorithme est initialisé par une partition P~ donnée ou tirée au hasard.

Pour tout n > O, on pose :

On définit ainsi une suite (Pn) de partitions dans PK’ et une suite (Ln)

de représentations dans LK "
H

n n

o n
Soit P" = (P],...,Pp)

n

et g?,...,g; les centres de gravité des classes Pl,...,Pn

<"
On sait, (4.2y, que L™ = g(P™) est de la forme :

n n n n n
L = (g]s--+»8gs U5 HD

-~ . -1 - Yy
ou EP est une famille V = orthonormée de r vecteurs de Rp, EP = (u?,...,u:),

(On note " le sous espace vectoriel de RrP engendré par Un).; EP

de modéles (hn,...,hﬁ) = (gM(P?),...,gM(PE)).

est la famille

D'aprés (4-5), on a :

n .n n nyy _ n
W (BT, L7) = W (P, g(P)) = W(P)



Lecture, ou tirage au
hasard, de la partition

initiale Po.

Y

n=n-+1

Détermination de 1la

partition

Pn-l-l - f(Ln)

Détermination de la
représentation

n n

L™ = g(P)

Calcul de la valeur du

critére W(Pn)

NON

L'organigramme de 1'algorithme

A

Test de

convergence

Sortie des résultats

FIN
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D'aprés (4-6), on a :

K
weeD) = Iintra(Pn’ ™ + B 2z 8(p2, gM(p;))
=]

4.6 - La convergence de 1'algorithme

Théoréme

La suite de terme général r = W(Pn) est décroissante, et constante i

partir d'un certain rang N.
De plus, la suite (Pn, Ln) est constante 3 partir du rang N,

Démonstration

a) Pour tout n = 0, on a d'aprés (4.4) :

r o =WET) = W(fos M) < weh = T

La suite (rn) est donc décroissante.
b) La suite (rn) prend ses valeurs dans l'ensemble fini {W(P)[P € EK}

En effet comme E est un ensemble fini, 1'ensemble PK des partitions de E

en K classes est fini.
c) D'aprés a) et b) il existe un rang N, tel que ;

Y =

ur ut n 2 N
n rN po tout

d) Pour tout n, n 2 N, on a d'aprés c)

Soit d'aprés a)

W(f o g (™)) =weh
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On en déduit d'aprés (4.4)
n

fog (Pn) =P

e) On déduit de d) 1'égalité

+
p" ! = p" pour tout n, n 2 N
d'oi
P" = PN pour tout n, n =2 N
(P o, - n+1 n - - - .
f) De 1'égalité P = P° (n 2 N) démontrée en e), on déduit que :
+ +
L" . g(Pn ]) = g(e") =" pour tout n, n =2 N
d'oi v
Lt = LN pour tout n 2 N

Remarque : Dans 1'algorithme la fonction f est utilisée exclusivement dans le
contexte suivant :

P . . ’ L n+l
Détermination dans la partition P

=f@™ oa L" = g®") , nx 0
La partition Q de contrainte qui apparaft dans la définition de la fonction
f, (4.3.1) est donc parfaitement définie, et f peut &tre notée comme une fonction
d'une variable. La prise en compte de la partition p" pour définir la partition
+1 -~ - . .
p" , apparait dans la démonstration de la convergence de l'algorithme par

1'utilisation en d) de la relation (4-16) déduite de la proposition 4.3.2.

5 - LE PROGRAMME A INFORMATIQUE DISCRIML .

5.1 - Les sous programmes relatifs a la modélisation

Le programme DISCRIML appelle deux sous programmes propres au type de

modélisation retenu :

- Le sous programme DELTA : Il calcule pour tout modéle h dans la famille

-

H de modéles et toute partie A de E, 1'indice d'homogénéité de A relativement

au modéle h, 6(A, h).
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- Le sous programme MODELE : il dé&termine pour toute partie A de E, un

modéle h*(A) de H qui vérifie

8(A, h*(A)) = Min 6(A, h)
heH

5.2 -~ Les entrées

Outre le tableau des données (1.2), les entrées du programme DISCRIML sont

les suivantes :

— la pondération B
- le nombre maximum de classes désirées : K
= la dimension du sous espace ddiscriminant : r (r < K-1)

- la partition initigle P0 lue, tirée au hasard ou détermineé& selon la

procédure proposée ci-dessous.

5.3 - Construction d'une partition

On dispose :

- du sous programme MODELE qui & toute partie A de E associe un mod&le h* (A)

qui minimise 1'indice 8(A, h) pour h dans H,

- de la fonction f qul associe 3 toute famille H = (hl,...,hK) de modéles

une partition de E en K classes P = (P,,...,p,) = E(H) définie par :
1 Py =

Pg = {x ¢ E/8(x, hl) < 8(x, hi) i=1,...,K} 2=1,...,K

(En cas d'égalité x est affecté 3 la classe de plus petit indice).
g . P :

La fonction f est déduite de la fonction d'affectation f de 1'algorithme:;
(on pose B=0)

Soit :

- un entier K', 0 <K' < K

~ K' modéles dans H, hl""’hK'
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- Et, si K' # K, (K - K') sous populations disjointes EK'+1""’EK de E

(mais ne constitutant pas une partition de E).
Si K' # K, on pose pour & = K'+1,...,K

*
h, =h (EQ)

2

On connait ainsi, quelque soit K', une famille H= (hl""’hK) de K modéles
de H.

On en déduit une partition PP dans EK en posant :

PO = F(H)

Cette procédure permet d'initialiser lialgorithme par une famille de K'

- modéles et de K — K' sous populations homogénes, choisis par le spécialiste pour

leur qualité de référence ou d'aprés les résultats d'analyses antérieures (cf. 6.2).
5.4 - Le critére

Dans le programme DISCRIML on utilise le critére WR sous la forme suivante :

Soit P = (Py,...,Pp)

L= (al,...,aK, Upseeost, hl”"’hK)

b =V u s | R 3
2 K
[(x—az)'bS].-+ B Z. I 8(x, hy)

1 =1 xeP2

W, (P, L) = L

1 xePi s

o |-

nN~MA o
[ e s

5.5 ~ La fonction de représentation [1g]

Pour la détermination des vecteurs Upseees de la représentation L = g(P)
d'une partition P, on se raméne (cf. II.5.3) 3 la diagonalisation d'une matrice

symétrique de dimension K.
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5.6 - Les sorties d chaque itération

Aprés chaque itération on dispose des sorties suivantes :

- les valeurs des critéres W(Pn), Wl(Pn) et Wz(Pn)

~ les valeurs propres l],...,lz

n
K

la famille des centres de gravité des classes g?,...,g

la famille des modéles h?,...,h;

- la classe d'appartenance dans la partition P" de chaque individu de E.

[81]

.7 - Les sorties & la convergence de 1'algorithme

- Les valeurs des critéres W(P*), W](P*), WZ(P*)

*
r

les valeurs propres Al,...,X

la famille des centres de gravité des classes g?,.,.,g;

*

*
,...,hK

1

la classe (' appartenance de chaque individu dans la partltlon P » et pour

la famille des modéles h

chaque classe PR (1 £ 2 < K) la liste des individus qu'elle contient

- les représentations graphiques des projections sur les r premiers axes
discriminants de la partitjon. P* (qui sont engendrés par les vecteurs -
u’;,...,ur de la représentation ¥ = g(P*)) des centres de gravité des
classes et des individus. On utilise le programme de représentativon

"NUAGE" (ISUP).

6 - L'INTERPRETATION DES RESULTATS

6.1 - Le choix de 1a meilleure analyse aprés plusieurs tirages

I
Dans le cas ol 1'analyse est initialisée par une partition tirée au hasard,

-~

ou si la connaissance & priori des données suggére plusieurs configurations
initiales, on effecture successivement t analysqs ou tirages. Chaque tirage induit
d la convergence de 1' algorlthme une partition p* qui réalise un optimum local

du critére W. Les partitions P 1, i=1,...,t, peuvent &tre ordonnées par valeur

de critére W(P ) croissante.
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*il *i2
Si W(p ) < W(P ) <...< W(P

*1
t
)

*1i ' *iz

P est la meilleure partition au sens du critére W, P la seconde...

. . . * . .
La validation des partitions P 1, i=l,...,t, (cf. 6.2), est entreprise

dans 1'ordre il, iz,.;.,i - On pourra retenir finalement la (ou les) premiére(s)

t
partition(s) ainsi validée(s).

6.2 - La validation de la partition de convergence

La partition P~ (Pl"'°’P ) et sa représentation L (gl,...,gK, ul,..

* L x
sl s h]""’hK) doivent pour &tre validées vérifier les 3 conditions sulvantes

énoncées en 6,1.1, 6.1.2 et 6.1,3,

6.2.1 - La condition 1

Condition 1 : Les centres g],...,gK et les facteurs discriminants bl V_1 uT,..
;,b: = an ur permettent la reconnaissance des classes Pl""’PK’ par la

régle de dec131on£R_su1vante :
T
SoitD = I b b
e =
L'individu x est affecté i la classe P si :
(x-g;)' D (x-g,) < (x-g:) D (x-g.) i=1,...,K
L e 2 i’ “e i ’ ’

Cette régle se déduit de la fonction d'affectation £ de 1'algorithme en
remplacant B par 0. La fonction f tient compte de la discrimination par les
paramétres explicatifs de J, et de la modélisation sur J2, la régle de décision

1
RNde la discrimination seulement.

On détermine le pourcentage d'individus de E affectés par la régle(i i leur

* . e . . ~ ;
classe d'appartenance dans P . (Ces individus sont dits bien classés par(R-).

Si la régle de décisionca ne permet pas une bonne reconnaissance de la

. . * . - 3 - » - -
partition P , il est nécessaire de réaliser une analyse complémentaire (cf. 6.3).
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6.2.2 - La condition 2

Condition 2 : La régleCSAest validée sur un échantillon test Et’ dans le-sens

suivant :

Soit Et un ensemble d'individus n'appartenant pas & E pour lesquels on connait'

les valeurs prises par les paramétres de J1 et J2'
Soit ll(x) et Qz(x) les indices qui minimisent respectivement les quantités

_ *yy _ *
(x=go)' D, (x-g,)
et '
1 * * *
E (X 82) De (X g,Q,) + B G(XQ hz)
et qui correspondent respectivement 3 l'affectation par la régle(Si et par la
fonction f.

Card {ertlll(x) = lz(x)}
Soit p =

Card Et

p s'interpréte comme un pourcentage de bien classés sur la population test Et'
* P * 5 . [ . .
(En effet, comme f(L.) = P 1l'affectation par la fonction f d'un nouvel individu

est référence).

Si le pourcentage de bien classés p n'est pas satisfaisant, il convient

comme en 6.1.1 de réaliser une analyse complémentaite (cf. 6.3).-

6.2.3 - La condition 3 “

*

. - *
2 est homogéne relativement au modéle hg'

Condition 3 : Pour %=1,...,K, la classe P

Le spécialiste juge, selon la qualité requise de la modélisation, acceptable
. * * *,
ou non, l'attribution du modéle hz d chaque élément de la classe Pl’ (G(PQ, hg)

est un indice d'homogénéité moyenne).
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Si au moins une classe ne vérifie pas la condition 3, la partition P* "doit

8tre remise en cause dans une analyse complémentaire (cf. 6.3).

6.3 - Une procédure conversationnelle pour la recherche du compromis
"Discrimination - Modélisation"

. * . .. . s .
La partition P est construite par optimisation du critére W = W1 +f3W2 ou-

W] (resp. Wz) est une mesure de la qualité globale ou moyenne de la discrimination

de ses K classes par les r premiers facteurs discriminants dans J, (resp. de la

1
modélisation locale).

Les conditions de validation de la partition P (6.2) sont locales ; elles
sont relatives 3 chaque classe de la partition P*. Elles peuvent &tre vérifiées
pour certaines classes sans 1'&tre pour toutes. Dans ce cas la partition P* n'est
pas validée, mais pour 1l'initialisation d'une analyse ultérieure il convient de

- . .

P L PR y o s -
privilégier toute classe P2 vérifiant les conditions d'homogénéité vis-3-vis
- * = . < PP g .
du modéle hQ et de séparation par la régle de dec151onqst. I1 a été introduit dans ce

sens en 5.3 une procédure générale de définition d'une partition initiale.

Ep général, il sera nécessaire de réaliser une suite de quelques analyses
pour construire une partition validée au sens de 6.2. L'initialisation de chaque
nouvelle analyse peut s'accompagner de l'une ou de plusieurs des modifications

suivantes :

- correction de la pondération B : son accroissement peut remédier 3 une

médiocre modélisation, et sa diminution & une médiocre discrimination,

- changement du nombre de classes maximum désiré : en effet, 3 la définition
de la partition initiale, il peut apparaitre judicieux d'effectuer la réunion
* . . . ' .
de classes de P ou au contraire de scinder certaines en sous classes, afin
de remédier par exemple & une médiocre discrimination dans le premier cas, 3 une

médiocre modélisation dans le second.

~ Ajustement de la dimension r du sous espace discriminant : son accroissement
peut améliorer la puissance de la régle de décision. Par contre, si les facteurs
discriminants d'ordre r, r-1,... ne sont pas significatifs, leur suppression est

souhaitable.
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Cette démarche conversationnelle permet 1'intervention du spécialiste.
Selon ses objectifs il peut privilégier la discrimination ou la modélisation
locale. Sa connaissance du phénoméne &tudié est un complément précieux au

calcul de critéres mathématiques pour la validation d'une partition, ou plus

encore 1l'initialisation d'une analyse nouvelle.

6.4 - La régle de décision

Si la partition de convergence de 1'ana1yse,Eﬁ;est validée (dans le sens
ol elle vérifie les conditions 1, 2 et 3 de 6.2), on déduit de la représentation

* * 3
L = g(P ) la régle de décision suivante , notée &M (L*)

. * * * * * * *
Soit L = (g],...,gK, Upseeesl, h],...,hK)
* -1 *
b =V u
s s
r * %!
D = Z b b
e - s s

Si 1'individu x vérifie la relation
*x ' * x ! * .
(x-gy) D, (x-gg) < (x—gi) D, (x—gi) i=1,...,K
on lui affecte le modéle h*.

2

6.5 - Le renforcement de la représentation

. * - P * .
La représentation L et la régle de décision ‘ZPAIJ) dont elle est issue

sont construits par &tude de la population €chantillon E. .

Dans la phase opérationnelle, on peut envisager une procédure séquentielle
de validation et de renforcement de la représentation ; En effet toute nouvelle

réalisation du processus peut étre adjointe & la population &chantillon.
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Soit

L la représentation issue de la population échantillon E

E. une population complémentaire

E=EUE

= +

g: la partition de E image par la fonction d'affectation f de la

R *
représentation L

L la représentation obtenue a la convergence de la méthode appliquée a E

et initialisée par P°

- . - p x % .
On substitue la représentation L a8 L comme image de la structure de

1'ensemble ¥ des réalisations potentielles du processus.

« 7 - APPLICATIONS

7.1 = Un exemple

7.1.1 - Les données

Soit un ensemble E de 24 réalisations (Tableau 1) d'un processus décrits par

~ un ensemble Jl de 5 paramétres d'entrée, X],...,X5
- un ensemble J2 de 2 paramétres d'actions, Zl’ 22

- une variable de sortie notée Z3.
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Pour une configuration d'entrée Xl,...,X5 donnée, les paramétres Z], 22 et

Z_, sont liés par un modéle linéaire.

3

(@) 2) + 0y 2y + 05 23+ 0, =0)

On recherche :

- une partition de E en 3 classes, P = (Pl’ PZ’ P3),

- deux facteurs dans RS, bl’ b2,

- trois modéles hl’ h2, h3 dans la famille H des modéles lindaires,
tel que :

1) les deux facteurs b] et b2 soient discriminants de la partition P.

2) la classe Pl soit homogéne vis-a-vis du modéle hz, =1, 2, 3.

L'analyse discriminante typologique sous contrainte de modélisation locale
(K=3, r=2, B=1) initialisée par une partition tirée au hasard. On effectue plusieurs
tirages et on retient (6.1) celui dont la partition de convergence réalise le

minimum du critére.

7.1.3 - Les_résultats
RS
La partition P obtenue est :
Classe 1 : Bl, B2, B3, B4, B5, B6, B7, B8

Classe 2 : Al, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8

Classe 3 : Cl, C2, C3, C4, C5, C6, C7, C8
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On a :

W, (") = 2.06 1072

W, (P") = 1.25 1072

Les facteurs discriminants bT et b; sont 3 une constante multiplicative prés :
bT(x],...,xs) = X, + 1.31 X, + 0.96 X, + 0.02 X, + 0.07 X,

b;(x],...,x5) = X, - 5.11 X, + 3.49 xé = 0.05 X, - 0.06 X,

(Le poids des paramétres X4 et X5 est négligeable).

Les modéles hT, h;, h; s'écrivent :
*

h] Z3 = 4.0
*

h2 23 = 2.0
*

h3 Z3 = 6.0

On remarque (figure 1) que 15 des 24 points de R3 (Zl’ 22’ 23) sont situés
sur les faces d'un parallélipipéde. Plusieurs partitions et triplets de modéles
apparaissant ainsi sur J,. La prise en compte simultanée de la discrimination par

J1 léve l'indétermination. .

7.2 - Application & la reconnaissance des lois d'effort de coupe*

"

La réalisation d'une pi&ce mécanique par tournage longitudinal est une

opération industrielle pour laquelle on distingue :

- les paramétres d'entrée (explicatifs) qui permettent la description

* Cette application a été réalisée en collaboration avec B. MUTEL.
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- de la piéce 3 usiner,
- de la machine outil utilisée,

- du montage de la piéce sur la machine outil.
- les paramétres de commande

- vitesse de coupe,
- vitesse d'avance,

- profondeur de passe.
- les paramétres de sorties
- force(s) de coupe.

Le spécialiste fait habituellement 1'hypothése suivante : Pour une“configu-
ration d'entrée donnée (description de l'usinage & réaliser, des caractéristiques
de la machine outil disponible, et du montage effectué), les paramétres de

commande Zl’ Zz, Z3 et la variable de sortie Z4 sont 1iés par un modé&le linéaire

+ =
o Z1 +a, Z2 + 0 23 +a, Z4 %y 0
(La connaissance de ce modéle permet d'optimiser le choix des paramétres

de commande).

Le spécialiste dispose d'un catalogue de mod&les définis selon un tri
déterministe des usinages a réaliser, auquel il souhaiterait substituer une
classification des usinages P = (Pl""’PK) telle que :

- quelques facteurs discriminants (issus de 1'ensemble des variables d'entrée)
permettent la reconnaissance des classes Pl""’PK’

- chaque classe P2 (1 £ 2 < K) soit homogéne relativement @ un modéle
linéaire hz.

7.2.2 - Les_données
I1 a été effectué dans notre laboratoire, LPMC (Metz) (par

M. BURNER R.) une série d'environ 500 mesures d'effort de coupe en tournage



- 164 -

longitudinal pour différents types de matériau de la piéce et géométrie de

1'outil.

Pour cette application toutes les données sont relatives & 1l'usinage de

pidces de méme matériau (35 CD 4).
On retient les paramétres d'entrée suivant (cf. Tableau 2bis)

Y, Z’ ¢9 Vb

lLa modélisation concerne les variables suivantes (cf. Tableau 2 bis)
Z, = Log V, 22 = Log A, Z3 = Log S, Z4 = Log FZ
On écrit un modéle sous la forme :

Z4 = ao + al Z1 + az 22 + a3 23

Une procédure conversationnelle (6.3) conduit & choisir : K=6, r=2, B=100.

On réalise plusieurs analyses initialisées par des partitions différentes.
Tes résultats sont sensiblement identiques, ce qui prouve la stabilité de la

solution.

. .. .. * * * . .
On obtient ainsi la partition P = (Pl”"”P6) et la représentation

¥ = (gT,...,gZ; uT, u;; hT,...,hg) présentée dans le tableau 3.
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ESSAT
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B : base porte-outil mm
H Hauteur porte-outil mm
! ! . !
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Y 7 ? Vb

gT - 4.9 134 72.9 2.0
g; 1.8 150 74.9 2.3
g; 3.1 105 48.9 9.1
gz 1.1 122 74.7 2.0
g; 10.4 127 60.8 6.6
gz - 5.6 129 60.6 6.6
W = - 144y +0.1Z%2.20%+657,
u; = -0.3Yy+0.12Z- 5.1 0+ 18 A

% % % %3
hT 5.7 - 0.08 1.41 .69
h; 10.7 - 1.23 0.92 .79
h; 22.3 - 0.03 0.59 .gs
hy, 5.9 0.05 0.83 .77
h; 7.7 - 0.05 0.95 .74
hz 18.6 - 0.18 1.40 .34

Tableau 3

~ . * *
: La représentation L. = g(P )
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On a :
wl(P*) = 0.40
*
3] WZ(P ) = 0.28

A, = 0.83

>
[

0.78

Le plan engendré par uT et u; explique 96 7 de 1'inertie du nuage dans

1'espace des paramétres d'entrée J].

L'affectation par la régle de décisixulgb(6.2.l)utilisant les centres

* -1 * * -1
1= v u, et b2 =V

1
sur E 86 7 de bien classés. (Elle est de plus validée sur un échantillon test).

*

* . . . * .
Bpse--28g €t les facteurs discriminants b u, induit

Plus précisement le pourcentage de bien classés est selon la classe d'appartenance
*

P, &=1,...,6.

3 ' 1 2 3 4 5 6

0 92 90 71 92 95 88

.. * . . * * . )
La partition P et la représentation L = g(P ) répondent aux exigences du

spécialiste.

La fonction de décision (6.4) :

Pour réaliser 1l'usinage d'une pidce x en acier 35 CD 4, de diamétre 100 mm,
avec Z = 250 mm, en utilisant un outil d'angle d'attaque Y = 11° et d'usure en
dépouille Vb = 0.1 mm, on retient h5 ; en effet, le centre g vérifie :

*x. ! * * ! * .
- - < (x-g. -2, =l,...,6

(x gs) De (x gS) (x gl) De (x gl) i=1, s

ot De est la matrice de dimension 4 définie par :

_ -1 =* -1 *x.! -1 * -1 %!
De = (V ul)(V u]) + (V u2)(V u2)
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Pour cette application les paramétres explicatifs sont (cf. Tableau 2 bis)

R, R, 0, Z, #, V.

La modélisation concerne les variables suivantes (cf. Tableau 2 bis)

Z =Llog V, 2

1 = Log A, Z

= Log S, Z4 = Log FZ

2 3

Un modéle est é&crit sous la forme suivante :

= Q o o o
i IR TR TR I B W

Une procédure conversationnelle (6.3) c¢onduit & choisir K=3, r=2, 8=100.

On obtient la partition p* = (PT, P;, P;) et la représentation

*

LY = (gT, g;, g;, uT, u;, h?, h2’ h;) (cf. Tableaux 4, 5 et 6). Cette solution

est obtenue pour des partitions initiales différentes.

% % | %2 3
h) 23.8 - 0.07 0.64 0.70
h; 8.3 - 0.09 0.84 0.84
h; 21 - 0.17 0.98 0.61

Tableau 4 : Les coefficients des modéles h?, h;, h;
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c
]

0.17 R + 2.67 Re +1.90

[=
1]

19.2 R - 5.9 Re +3.20

Les coordonnées de u selon Z, @ et V

et u
b

sont négligeables.

1 2

*

Tableau 5 : Les vecteurs uT, u,

* * *
8] g, g5
b} = v o) 3.88 1.64 1.88
* -1 *
by =V oy 12.3 11.4 13.8

Tableau 6 : La séparation des centres de gravité des

classes par les facteurs discriminants.
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8 - CONCLUSION

Cette méthode se situe dans le cadre d'une approche locale de la modélisation,
et de la recherche, dans une optique prévisionnelle, de facteurs explicatifs de

la structure qui est définie.

De nombreux types de modélisation peuvent &tre envisagés (il suffit au
spécialiste de fournir les programmes MODELE et DELTA relatifs & la famille de
modéles retenue ). En particulier, J2 peut &tre un espace de courbes ou de formes,

ou traduire 1'é&volution dans le temps.

Le développement d'une procé&dure compléte d'apprentissage devrait permettre

en outre :

- un choix optimal du nombre de classes K

- 1la sélection d'un sous ensemble de paramétres de Jl’ qui suffise a 1la
reconnaissance des classes dans le cadre de 1'analyse discriminante linéaire.
(Cette sélection permettrait de limiter la prise de données dans la phase

opérationnelle).

La pondération B serait rendue adaptative, dans le but d'assurer que la
structure construite par optimisation d'un critére unique, soit stable du point

de vue de la modélisation sur J2 et de la reconnaissance par des facteurs de Jl'
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

Cette étude illustre 1'intérét de la notion de représentation globale
d'une partition du point de vue de l'analyse descriptive des données et du
point de vue de la reconnaissance des classes. La transformation linéaire
des variables présente les avantages d'une mise en oeuvre simple, sans esti-

mations de paramétres, et de la stabilité des résultats [171].

La visualisation des résultats est un apport précieux dans le cadre

d'un dialogue Homme—Machine.

Les trois méthodes présentées sont adaptées au traitement de grands

tableaux de données aux niveaux de la taille mémoire nécessaire et du temps

de calcul.

Ouire 1l'étude de nouveaux types de modélisation, il apparait les directions
yp

de recherche suivantes :

- le développement d'une procédure d'apprentissage pour un choix adaptatif

de paramétres de structure, en particulier

- le nombre de classes de la partition

- la dimension du sous espace de représentation

- le traitement de variables qualitatives ou mixtes (qualitatives et
quantitatives) par codage des variables qualitatives dans 1'optique de l'analyse

discriminante.
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ANNEXE 1

INERTIE D'UN NUAGE DE POINTS

On se place dans 1l'espace vectorial RP. On note de la méme ma-

niére un point, ou vecteur de Rp, X, et le vecteur colonne de ses p

coordonnées dans la base canonique de RP,

Soit Q une matrice carrée de dimension p symétrique, définie

positive;

a) L'application définie par
RP x RP » R
(x,y) = x'Qy

est un produit scalaire.

b) L'application définie par

RP x RP > R

(x,y) =+ d(x,y) = Y(x-y)' Q(x-y)

est une distance.

1. Définition.

Soit N un ensemble, ou nuage, de n points de Rp, X

l’

«e.,X_, munis
n

n
respectivement des masses Pys+sesP s u(pi> 0, i=l,...,n y % pi=1).

Soit a un point de Rp,

i=1

On appelle inertie au point a du nuage N, et on note I(a,N), le

réel positif

2 o L _
| p; d7(x;,a) = izl p;(x;-a)' Q (x;-a)

o3

i
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2. Théoréme de Huyghens

L'inertie d'un nuage de points N = [(x],...,xn),(pl,...,pn)]
est minimale au point g, appelé centre de gravité de N, et défini

par :

I(g,N) = Min I(a,N) s'appelle l'inertie du nuage N, et se note I(N).
a

Démonstration :

Soit a un point de RP, et g le centre de gravité de N,

, 0 ‘
I(a,N) = Z pi(xi-g+g-a)' Q (xi-g+g-a)
i=1
n n
= I pi(xi—g)' Q (xi-g) + 2 z Pi(xi_g)' Q (g_a)
i=1 1=1
+ (g~a)' Q (g-a)
On a :
n n
Z py(x;-8)' Q (g-a) = (Z p;x;-8)"'Q(g-a) =0

i=1 1=1

On en déduit que pour tout point a dans Rp,

I(a,N) = I(g,N) + d’(g,a)

ce qui prouve le résultat.

3. Matrice d'inertie.

On appelle matrice d'inertie au point a du nuage N[(xl,...,xn),

(p],...,pAB, et on note V(a,N), la matrice carrée de dimension P,
n
= -— - 1]
V(a,N) iil p; (x;-a) (x;-a)

Si g est le centre de gravité du nuage N, V(g,N) est appelé matrice

d'inertie du nuage N.
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4. Proposition.

Pour toutes matrices A et B de dimensions respectives (nl,nz)
et (n2,nl) on démontre que les matrices produit AB et BA ont méme

trace.

En particulier, pour tout couple (x,y) de points de Rp, le

réel (x~y)'.Q (x~y) s'écrit :
(x=y)' Q (x-y) = Trl(x-y)' Q (x-y)] = Trl(x-y) (x-y)' Q]
On en déduit une nouvelle expression de 1l'inertie I(a,N),

I(a,N) P; Tr[(xi—a)(xi-a)'Q]

1

L]
nmMmg

i

n
Tr[( X pi(xi-a)(xi-a)')Q]
i=1

I(a,N)

I(a,N) = Tr[V(a,N) Q]
en particulier, l'inertie du nuage N s'écrit

I(N) = Tr[V(g;N) Ql . (1)
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ANNEXE 2

INERTIE EXPLIQUEE PAR UN SOUS ESPACE

1. Sous espaces vectoriels Q orthogonaux [ 3 1

On dit que deux vecteurs x et y de RP sont Q orthogonaux si

x' Qy=0.

Soit U un sous espace vectoriel de RP. L'ensemble des vecteurs
de RP Q-orthogonaux & tous les vecteurs de U est un sous espace vecto-

riel de Rp, noté Ul.

Soit x un vecteur de Rp, et

§ = Min (x~y)' Q (x-y)
yeU

On démontre qu'il existe un vecteur z de U, et un seul, tel que
§ = (x-2z)' Q (x-2)
z cst appelé projection Q-orthogonale de x sur U.

De plus on montre que z est le seul vecteur y de U tel que

(x-y) soit Q-orthogonal 3 U.

Tout vecteur x de RP s'derit donc, de maniére unique :

€ Ul.

X =x, + Xy x. € U, X,

1 1

x](resp.xz) est la projection Q-orthogonale de x sur U (resp.Ul).

On dit que RP est somme directe des sous espaces Q-orthogonaux U

1
et U”. On note :

RP = U & Ut
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2. Définition.

Soit N = [(xl,...,xn),(p],...,pn)], un nuage de points de RrP
' a, un point de RP

U, un sous espace vectoriel de RP |

a, les projections Q-orthogonales sur U

On note x],l""’xn,l’ 1

des points X seeesX 520

On appelle inertie au point a du nuage N, expliquée par le

sous espace U, et on note I(a,N,U), l'inertie au point a, du nuage

1
N] = [(Xl,l’“"xn,l)’(Pl’“"pn)]'

3. Théoréme de Huyghens (pour les inerties expliquées)

Soit N un nuage de points de RP

U un sous espace vectoriel de RP.

L'inertie au point a du nuage N, expliquée par le sous espace U,

atteint son minimum pour le .centre de gravité g du nuage N.
I(g,N,U) = Min I(a,N,U)
a

s'appelle 1'inertie du nuage N, expliquée par le sous espace U.

On note I(N,U) cette inertie.

Démonstration :
n
= - ' -—
I(a’N,U) iil pi(xi,]g.a]) Q (xi,l a])
ou xi l""’xi n,a] sont les prjections Q-orthogonales sur U de
? . L]
x],...,xn,a.

I(a,N,U) est l'inertie au point a

D'aprés (Al.2), elle sera minimale pour g;» centre de gravité du nuage

du nuage N1 = (xl,l""’xn,l)'
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g, est la projection Q-orhtogonale sur U du centre de gravité g du

nuage N.

L'inertie I(a,N,U) sera donc minimale pour tout a de la forme

a = g *a, avec a, dans Ul; en particulier g = g,*8, convient.

2

4. Théoréme de Pythagore - Applications

Soit N wun nuage de points de rP
a un point de rP

U un sous espace vectoriel de RP

L'inertie au point a du nuage N est égale & la somme des iner-

. . . 1
ties au point a du nuage N expliquées par les sous espaces U et U .

I(a,N) = I(a,N,U) + I(a,N,U")
Démonstration :
n
= -3)"! -
I(a,N) = .Z pi(xi a)' qQ (xi a)
i=1
Soit X. = X +x et a = a +a X e U, a, € U, x € Ul« a Ul
i,1 71,2 17820 %41 > & » %52 » 8y €
i=l,...,n
n
= C((x, - . oma,)) . oman) (X, -
I(a,N) iil pl((xl’] a)) + (xl,2 a,)' Q ((xl’1 a) (xl,2 a,))
N n
I(a,N) = I(a,N,U) + I(a,N,U") +2 I p.(x, ,-a )' Q (x, ,-a,)
j=1 1 i, 71 i, 2 72
Pour tout i, i=l,...,n, x, ,—-a, appartient au sous espace U, X, ,-a
i,1 71 i, 2 "2
appartient au sous espace U : Ainsi,

(x; j7ap’ Q (%) ,7ap) =0

d'ou le résultat.
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Pour toute décomposition d'un sous espace vectoriel U de RP en

somme directe des sous espaces Q-orthogonaux U1 et U2, U = U1 ® U2, on
a la décomposition de l'inertie expliquée

I1(a,N,U) = I(a,N,U)) + I(a,N,U,)

Démonstration :

I1 suffit d'appliquer le théoréme de Pythagore i la projection

du nuage N sur U,

Pour toute décomposition d'un sous espace vectoriel U de RP en
somme directe de droites vectorielles Q-orthogonales Dl,.;.,Dr,

U= D] ®...9D, ona la décomposition de 1'inertie expliquée,

r
I(a,N,U) = I I(a,N,DS)
s=1
En particulier :

r
I(N,U) = T 1I(N,D)
s=1 s

Démonstration :

Elle s'effectue par récurrence en utilisant 4.2.

Soit FS 1'ensemble des sous espaces vectoriels de dimension s de

Rp, (s=1,...,p);

Tout sous espace Uo de dimension s, (s = 2),tel que
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I(a,N,U ) = Max I(a,N,DU)
o
UEFS

contient un sous espace Vo de dimension (s-1) tel que

I(a,N,V ) = Max I(a,N,V)
o
VeFS_1

Démonstration

Soit U0 dans FS vérifiant I(N,Uo) = Max I(N,U) et V

dans Fs
UeFS

1 -1

vérifiant I(N,V]) = Max I(N,V)
Ver_l

dim U, + dim VT = s + (p—(s-1)) = p+l

. . L PY
L'intersection des sous espaces,UO et V] est par conséquent de

dimension supérieure 3 1.

Soit D une droite vectorielle incluse dans Ué n V?

Soit VO le supplémentaire Q-orthogonal de D dans Uo
U =DeV V e€F
o o
Soit U] la somme directe
U1 =D @& V] U1 € FS

On a, d'aprés le théoréme de Pythagore pour les inerties expliquées :

L(N,U) = I(N,D) + I(N,V ) (1)

I(N,U,) = I(N,D) + I(N3V,) T (2)

On a d'autre part :

I(N,U,) € I(N,U ) = Max I(N,U)
1 o
UeFS

On déduit alors de (1) et (2)

Max I(N,V) = I(N,Vl) < I(N,V )
o
VGFS_l
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ce qui prouve que V0 sous espace vectoriel de Uo‘réalise le maximum

pour V dans FS_ de I(N,V).

1

5. Inertie expliquée par une droite vectorielle.

Soit D une droite vectorielle, et u un vecteur unitaire de D

(pour la métrique Q), c'est 3 dire :

Tout vecteur x de RP se décompose, de maniére unique, sous la
forme, (A2.1),

1

X = lutx, , AeR, x, €D

2

On en déduit :

(Qu)'x = u' @ (Au + x2) =)

Qu s'interpréte comme la forme linéaire qui associe & tout vecteur de

RP sa coordonnée suivant u.

L'inertie au point a d'un nuage N [(xl,...,xn),(pl,...,pn)]

expliquée par D s'écrit :

I(a,N,D) = p;L(x;~a)" Qul u' QL(x;-a)' Qulu

nm~Ms

i=1
(xi—a)' Q u est un scalaire, &gal 3 u' Q (xi-a).

On en déduit :

n
I(a,N,D) = I p; u' Qh(xi-a) u' Q u(xi-a)i Qu

i1=1
Comme u est Q normé (u' Q u=1), on a :
n
— 1 - — 1
I(a’N:D) = i{] pi u Q (Xi a)(xi a) Q u

I(a,N,D) u' Q V(a,N) Q u
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=]

oi V(a,N) = I pi(xi—a)(xi-a)' est la matrice d'inertie au point a

du nuage N, '=' (Al.3).

Remarque :

Si le vecteur u n'est pas supposé unitaire, on a :

u' Q V(a,N) Qu

u' Qu

I(a,N,D) =

6. Recherche du maximum de 1'inertie d'un nuage expliquée par un sous
espace de dimension donnée.

6.1. Introduction

Soi't'Ur dans Fr’ (2 £r < p—l); tel que

I(N,U) = Max I(N,U)

UeFr
D'aprés (4.4), appliqué avec s=r,...,2, il existe des sous
espaces de Rp, Ur—]""’Ul’ de dimensions respectives r-1,...,1, tels
que :

a) Ur > Ur—] > ... D U2 > U]

b) I(N,U ) = Max I(N,U) 55 S |
s
UeFS

U1 est une droite vectorielle. On la note Dl'

Soit DS le supplémentatire Q-orthogonal de Us—l dans US

(s=2,...,r). DS est une droite vectorjielle

S=T,ee.,l

La droite vectorielle D, vérifie, d'aprés b) ci dessus,

I(N,D,) = Max I(N,D)

DeFl
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Les droites vectorielles D2""’Dr vérifient :

I(N,D . ) = Max N I(N,D) 8=1,...,1~1

s+l DeF (D @...8D )

ol F(Dle...eDSf' désigne 1'ensemble des droites vectorielles de RP,
Q-orthogonaies a chacune des droites Dl""’Ds’ et donc 4 leur somme

directe Us'

Démonstration :

On suppose, pour un entier s, 1 < s < r-|

I(N,D .. ) < Max ~ I(N,D) 1 <8< r-l

s+l DeF(D]e...eDS)l

Soit Do dans F(DIG...eDS)l tel que
I(N,D_,,) < I(N,D )

Soit U0=US ® Do' Uo appartient 3 F , et d'aprés (4.2)

s+1
I(N,Uo) = I(N,US) + I(N,Do)
On en déduit :
I(N,U) > I(N,U) + I(N,D_, ) = I(N,U__,)
Soit
I(N,U_) > Max I1(N,U)

UGFS"'] e

ce qui est absurde.

6.3. Résumé

Si le sous espace Ur de dimension r vérifie

I(N,U ) = Max I(N,U)
, > r
T UeFr
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I1 existe r droites vectorielles Q-orthogonales Dl""’Dr

telles que :

-U =D, ® ... ®D
r 1 r

- Dl""’Dr réalisent les maxima successifs, sous
contrainte de Q orthogonalité, de l'inertie du

nuage N, expliquée par une droite vectorielle.

- De plus, (4.3),
r
I(N,Ur) = Zl I(N,Ds)
S=

Soit N un nuage de points dans RP, de matrice d'inertie V,
Soit D une droite vectorielle de vecteur directeur u et D0 la droite

vectorielle engendrée par le vecteur v = VQu.
On a la relation :

I(N,D) < I(N,D.)
De plus :

(I(N,D) = I(N,Do)) <=> (u est vecteur propre ae la
matrice VQ. VQu = Au)

et dans ces conditions,

I(N,D) = A

( la démonstration est donnée en [4 1)«

a) La matrice VQ est diagonalisable
b) Ses valeurs propres sont positives ou nulles

c¢) Les sous espaces propres associés d deux valeurs propres

distinctes sont Q-orthogonaux.

(la démonstration est donnée en [ 41)
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les r plus grandes valeurs propres de la matrice VQ, (une valeur propre
A de multiplicité m > 1 apparalt comme As = As+1 = ,,. = Aj’
j = Min(s+m-1,1).).

Es Epy «ony E_

les sous espaces propres associés aux valeurs propres Al’ 12,...,Xr
(si A est valeur propre multiple, de multiplicité m > 1, le sous espace
propre associé EA’ de dimension m, apparalt comme ES = Es+l = ..., = Ej’
j = Min(s+m—-1,r)).

Soient les droites vectorielles D]”"’Dr définis en 6.3. Avec

les notations introduites en 5.6, on a :

Pour tout s, s=1,...,r, la droite vectorielle DS est incluse
dans le. sous espace propre ES, (si XS est valeur propre simple, D_ et

Es sont égaux), et

I(N,D) = A

Démonstration

On note v un vecteur directeur, de Ds’ 5=l,...,T,
s

Pour s=1,...,r, DS réalise le maximum de 1l'inertie I(N,D) expli-
quée par une droite vectorielle, sous contrainte (pour s=2,...,r) de Q

orthogonalité avec les droites Dl""’Ds—l' Cette derniére condition
implique pour les vecteurs directeurs v ,...,v_, la relation :
1 s’

Q v, = o s=l,...,r 3 t=1,...,5-1 (3)
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. * . . ~ *
Soit DS la droite vectorielle engendrée par le vecteur vy = vQ Vs

(s=1,...,1).
D'aprés (6.4), on a, pour s=l,...,r :
I(N,D_) < I(N,D) (4)
s s
Montrons par récurrence la propriété PS :

(PS) : la droite vectorielle Ds est incluse dans Es

(conséquences, VQ v, = As A

I(N,D) = A )

a) Cas s=l1 On déduit de (4)

I(N,D,) = Max I(N,D) = I(N,DT)

DeFl

On en déduit, (6.4), que v, est vecteur propre de la matrice VQ,

vQ v, = kvl (5)

et que de plus
I(N,D)) =X . : (6)
Comme toute droite vectorielle D incluse dans E] vérifie, (6.4)

I(N,D) = A, 2 A,

on a

(7

Conclusions. vQ v, = X] v, (5) et (7)

Le sous espace propre El contient le vecteur v,s et donc la droite

vectorielle D]. De plus

I(N,Dl) = Al (6) et (7)
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b) Cas 1 < s<r

D'aprés 1'hypothése de récurrence, on a :
vQ v, = At A t=1,...,8-1 (8)

D'aprés (4)

I(N,D_) = Max | I(N,D) < I(N,D:) 9)
DeF(D,®...8D__ )

On déduit de (8) et de (3) , pour t=1,...,s=1 :

v Q v, =V, QVQ \A AtVSQvt 0

Ainsi, la droite Ds est orthogonale aux droites Dl""’Ds-l'
On en déduit alors de (9),
I(N,D_) = I(N,D")
’S- »Vgl e
D'aprés (6.4), v, est valeur propre de la matrice VQ
vV Q vy = A A | (10)
et
q8))

I(N,D)) =X .
Comme toute droite vectorielle D incluse dans ES vérifie
I(N,D) = XS

et comme toute droite D' incluse dans un sous espace propre associé 3

une valeur propre Ai > As ne vérifie pas les conditions de Q orthogona-

lité avec Dl""’Ds-l’ on a :

A=A ' (12)

Conclusions vQ v, = Ag vy (10) et (12)

Le sous espace propre ES contient le vecteur v, et donc la droite

vectorielle Ds' De plus

I(N,DS) = As (11) et (12)
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1. La famille (u],...,ur) définie ci—dessous est Q - orthonormée.

2. Le sous espace vectoriel ﬂir engendré par cette famille réalise

le maximum pour U dans Fr de l'inertie expliquée I (N,U).

Définition précise de la famille (u],...,ur)

Les vecteurs Upseee,t sont vecteurs propres, associés aux r plus
grandes valeurs propres de la matrice V Q.

Plus précisément (on utilise les notations introduites en 6.6) :

a) Si A est valeur propre simple, ug est défini par :

vV Q u, = A u

- L. .éme " .
ou e, désigne le i vecteur de la base canonique de RrP

et od is est le plus petit indice i tel que e, ne soit pas Q orthogonal

o
=

b) Si A est valeur propre multiple, de multiplicité m»1, X = As = ... Aj oll

j = Min (s+m1,r), us,...,uj sont définis de la maniére suivante :

a) Soit is le plus petit indice i tel que e, ne soit pas Q orthogonal au

sous espace'propre EA
Soit v la projection Q orthogonale de e,  sur EA ug est défini par

v
S

|
v v
S Q s
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b) Pour t = s+l,...,] :

Soit Mt le sous espace de RrP engendré par les vecteurs us',...,ut_]

Soit EA G Mt le supplémentaire Q orthogonal de Mt dans EX
Soit it le plus petit indice i tel que e, ne soit pas Q orthogonal
a.EA 0 Mt

Soit v, la projection Q orthogonale de e, sur le sous espace EX 6 Mt
t . .

u_ est défini par

v
t

Démonstration

1. Les vecteurs ug (1 < s < r) associés i des vecteurs propres

différentes sont Q orthogonaux (6.5). Dans le cas d'une valeur multiple

As = ... = Aj’ les vecteurs u ,...,uj sont choisis Q orthogonaux.
s

Chaque vecteur ug, 8 = 1,...,r, est normé.

La famille (ul,...,ur)‘egt donc Q-orthonormée
2. D'aprés (6.3) et (6.7) on a

Max I (N,U) = A] +...+}\r
UeF
r

Ur est somme directe des droites vectorielles Q orthogonales engendrées

Par U ,...,u, vecteurs propres de la matrice VQ.

D'aprés (4.3.) et (6.4) on a :

A, oo A
i r

I (N’Ur)

On en déduit

Max I (N,U)

I (N,Ur)
UeF
r
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Remarque

Le sous espace Ur est inclu dans la somme directe des sous espaces

propres E. 6... 6 Er'

1

Ur et E1 p...o Er sont égaux (et donc Ur ne dépend pas de la famille

(ul,...,ur)) sauf dans le cas suivant :

AS est la valeur multiple (s<r), de multiplicite m, m>r-s+l.
Dans ce cas Ur ne dépand pas de Upseeest 1o mais dépand du choix de

U 5eesyu_dans E_ = .., = E_ de dimension m.
s T s r
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ANNEXE 3

INERTIES INTRA CLASSE ET INTER CLASSE D'UNE PARTITION

1. Introduction

On suppose que les points X ,...,% du nuage N=[(x],..,xn),(pl;..,pn)]

sont répartis en K groupes, Pl""’P A chaque classe Pz de la partition

K.
(P],...,PK) du nuage N est associé un nuage de points, noté &galement
PR,'

Pour £=1,...,K, on note Ez le poids de la classe P%,

P, = z P (on a
xePl ' 2=1

[ o ]

By =1)

Proposition :

Les nuages N et G = [(gl,...,ng,(pl,...,pK)] ont méme centre

de gravité.

Démonstration :

Soit g, le centre de gravité du nuage G

K K . 1
g = X p, 8 = X p, » = Z p. X
= =L 2’ = _'Q’ 22 X.€

On en déduit que g, est centre de gravité du nuage N
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2. Inertie aux points j@l,...,av) d'une partition P = (Pl,...,PV)

2.1. Définition :

On appelle inertie aux points apsesesray, de la partition
P = (Pl""’PK)’ et on note I((al,...,aK),P) la somme, pour
£ =1,...,K, des inerties I(az,Pl), ol I(az,PQ) est l'inertie au

point ay de la classe Pl'

K
I((a)s..05ap),P) = 221 I(ay,Py)
Si (gl,...,gK) sont les centres de gravité des classes
Pl”"’PK’ l'inertie I((g],...,gK),P) s'appelle l'inertie intra
®).

classe de la partition P, et se note I,
intra

2.2. Proposition :

Pour toute partition P = (Pl”"’PK) du nuage N,

Iintra(P) - I((gl’.“’gK)’P) = Min I((a]s--.’aK),P).
I
Démonstration .
On déduit de la définition (2.1) de l'inertie I((a],...,aK?,P) que :
K
Min I ((al,...,aK),P) = ng Min T (a,Pl)
ap. . ag

D'autre part, d'aprés le théoréme de Huyghens le minimum de 1'inertie

I (a,PQ ) est atteint pour le centre de gravité de la classe Pz.

On en déduit :

K
Min I ((a],. «sa,),P) = z . I (gzst) =T ((g]a:-"gK?9P)
aj""’ﬁii &=1"

3. Inertie inter classe d'une partition

3.1. Définition :

On appelle inertie inter classe de la partition P = (P],.r.,PK),

' .
et on note Iinter(Pl""’PK) ou Iinter(P)’ 1l'inertie du nuage

G = [(g]""’gK)’(Pl"""Ek )] des centres de gravité des classes

P]""’PK’ munis des poids de ces classes.
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3.2. Définition :

On appelle matrice d'inertie inter classe de la partition
P = (Pl""’PK)’ et on note B(P],...,PK) ou B(P), la matrice
d'inertie (Al1.3) du nuage G = (gl,...,gK, P »e-tsPy ) des centres

de gravité des classes Pl""’PK'

3.3. Proposition :

Pour toute partition P, on a :

(P) = Tr (B(P) Q)

I.
inter

Démonstration :

On applique la relation (1) du §.4 de l'annexe 1 au

nuage G.

4. Inerties intra classe, inter classe et totale

Proposition :

Pour toute partition P du nuage N, La somme des inerties
intra classe et inter classe de la partition P est égale 3 1'iner-

tie du nuage N.

Démonstration :

Soit G

[(gl,...,gK),(E] seesPy )] le nuage des centres

de gravité des classes Pl""’PK’ d'une partition P.

N

K
— - L] -
Lintra® = I L py(x;-gp)" Q (x;-gg)
2=1 x. € P
i 2
K
= - Al -
Linter® = 251 p, (8g78))" Q (gp-g )

ol g, est le centre de gravité des nuages G et N (3.1)
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L'inertie I(go,N) du nuage N se décompose de la maniére

suivante :

n
I(go,N) = I P; (xi-go)' Q (xi—go)
i=1
, K
I(g,,M) = I T py(x-gptgpg )" Q (x;-8,%g,-8 )
2=1 x. ¢ P
1 2
K
= _ 1 -
I(go,N) = Iiatra(P) + Iinter(P) + 2 Z "Z Pi(xi gz) Q (gz gO)
] 2=1 xiz Pl

Enfin, le dernier terme, qui s'@crit,

K ,
) ¢ 2z Pi Xi - EQ, gg)' Q (gg-go)

est nul par définition de 8y 2=1,...,K.
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ANNEXE 4

INERTIE INTRA CLASSE ET INTER CLASSE

EXPLIQUEES PAR UN SOUS ESPACE

Soit P = (Pl""’PK) une partition d'un nuage
No= [0y ,eeesX)),(Pysene,p)] de RP,

Soit U un sous espace vectoriel de ®P.

Soit N, = [(y],...,yn),(pl,...,pn)] le nuage des projections

Q-orthogonales sur U, VyseeesVys des points XyseresX o

1. Définition :

On appelle inertie aux points apseesay de la partition P du
nuage N, expliquée par le sous espace U, et on note I((al,..,aK),P,U),

l'inertie de la partition P du nuage N, aux points b]""’bK’ projec-—

1

tions Q-orhtogonales sur U des points apseeesay.

Si ByseeesBy sont les centres de gravité des classes_Pl,...,PK,
1'inertie I((gl,...,gK),P,U) s'appelle 1l'inertie intra classe de 1la

partition P expliquée par le sous espace U, et se note Iintra(P’U)'

2. Définition :

On appelle inertie inter classe de la partition P du nuage N,

expliquée par le sous espace U, et on note I,

lnter(P,U), 1l'inertie

inter classe du nuage Nl'

3. Proposition

Pour toute partition P = (P]""’PK) du nuage N, et tout sous
espace U,

LneraBsl) = 1((gy5-.58¢)5P,U0) =  Min  I((a;,..,ag),P,U)

ay5ee8y
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Démonstration

On a par définition

L g (B0 = T ((8)5n+es8) ,21)

En appliquant la proposition 2.2. de 1'annexe 3 au nuage N] on.

déduit la relation

I ((g],...,gK),P,U) = Min I ((ai,...,aK},P,U)
i al,..,aK

4. Proposition : ’

Pour toute partition P du nuage N, et tout sous espace U,
la somme des inerties intra classe et inter classe de la partition

P, expliquées par U est égale 4 1'inertie du nuage N, expliquée par U.

Iintra(P’U) * Iinter(P’U) = I(N,0)

Démonstration :

On applique la proposition du § 4 de 1'annexe 3 au nuage N].



ANNEXE 5

Soit B et Q deux matrices carrées. On suppose que Q est

. .o -1 .
réguliére (on note Q son inverse).

Les matrices BQ et QB ont mémes valeurs propres. Pour toute
valeur propre des matrices BQ et BQ, on a les relations suivantes

entre vecteurs propres :

si u est vecteur propre de la matrice BQ, b = Qu est vecteur

propre de la matrice QB.

, . -1
si b est vecteur propre de la matrice QB, u = Q 'b est vecteur

L]

propre de la matrice BQ.

(La vérification est immédiate)
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ANNEXE 6

Soit ‘B et Q deux matrices carrées de dimension p. On suppose
que Q est réguliére, et que la matrice B se décompose sous la

forme
B=cCC'

oi C est une matrice 3 p lignes et K colonnes.

~ Les matrices QB et C'QC ont les mémes valeurs propres non
nulles. (QB est de dimension p, C'QC est de dimension K. De plus_‘
C'QC est une matrice symétrique). Pour toute valeur propre A non
nulle des matrices QB et CQC, on a les relations suivantes entre

vecteurs propres :

si b est vecteur propre de la matrice QB, a = C'b est vecteur

propre de la matrice C'NC.

s§i a est vecteur propre de la matrice C'QC, b = QCa est vec-—

teur propre de la matrice 0B.

(La vérification est immédiate).
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