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INTRODUCTI ON

Ce t rava i l  se  s i tue  dans  le  dorna ine  de  l tAna lyse  des  Données,  e t .  p lus

préc isément  dans  le  cadre  su ivant  :  décr i re ,  rédu i re ,  c lasser  des  observa t ions

mulEidimensionnel les dans le but,  de déf inir ,  préciser,  expl iquer ou reconnaître

une s t ruc tu re  sur  un  ensemble  drob je ts .

On se  p lace  success ivement  dans  le  cadre  de  la  c iass i f i ca t ion  au tcmat ique
(chap i t re  r ) ,  d iser im ina t ion  (chap i r re  r r ) ,  modé l isa t ion  (chap i t re  r r r )  :

La  c lass i f i ca t ion  au tomaËique permet  de  dé f in i r  une s t ruc tu re  (par t i t ion ,

h ié rarch ie ,  c lasses  empié tan tes  . . . )  sur  une popu la t ion  s i  on  d ispose d fune

descr ip t ion  mul t id imens ionne l le  des  ob je ts ,  eÈ s i  on  a  fa i t  le  cho ix  d rune

mesure de ressemblance qui exprime la sini l i tude enËre objets.  Dans le cas

de la  recherche drune par t i t ion ,  on  dés i re  op t iu r iser  la  ressemblance en t re

ob je ts  d rune même c lasse,  e t  (ou)  l -es  d isË inc t ions  en t re  ob je ts  de  c lasses

d i f fé ren tes  t  8  l .  On dé f in i t  dans  ce  bu t  un  c r i rè re  qu i  expr ime l 'honogéné i -

t é  d e s  c l a s s e s ,  e t  ( o u )  1 r é c a r t  e n t r e  c l a s s e s .  L e  p r o b l è m e  e s t  a i n s i  p o s é  e n

t e r m e s  d r o p t i m i s a t i o n  d t u n  c r i t è r e  t g l .

En discr iminat ion et reconnaissance des for:nes, la structure, une part i -

Ë i o n  e n  K  f a m i l l e " r € , r . . . , € * ,  e s t  a d m i s e  a  p r i o r i .  0 n  é t u d i e  u n e  p o p u l a t i o n

échant i l lon  pour  laque11e,  ou t re  une descr ip t ion  mul t id imens ionne l le ,  le  g rou-

pe d tappar tenance des  ob je ts  es t  connu.  On d is t ingue :

-  L r a n a l y s e  d i s c r i m i n a n t e  à  b u t  d e s c r i p t i f .  1 1  s r a g i t  d e  d é c r i r e  l e

pouvo i r  sépara teur  des  paramèt res  v is  à  v is  des  fami l - les  dé f in ies

a  p r i o r i
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-  1 'ana lyse  d isc r im inante  à  bu t  déc is ionne l  :  i l  s 'ag i t  de  dê f in i r  une

règle de classement dans lrune des famil les €O Cl < [  < K) de tout

individu dont on connait  l -a desci ipt ion. La val idiÈé de la règle de

déc is ion  do i t  ensu i te  ê t re  é tud iée .

S i  on  dé f in i t  une var iab le  qua l i ta t i ve  Y ,  en  assoc ian t  à  chaque fami l le

€ U . r r r .  m o d a l i t é  Y ,  ( 9 " = 1 r . . . r K ) ,  l t a n a l y s e  d i s c r i m i n a n t e  e s Ë  1 ' é t u d e  d e  1 ' e x i s -

Ëence et de la forme de la dépendance entre Y ( la var iable à expl iquer),  et  les

paramèt res  descr ip t i f s  des  ind iv idus  (1es  var iab les  exp l i ca t i ves) .  Cet te  ap-

proche conduiË à considérer l ranalyse discr iminante l inéaire connne un cas par-

t i cu l ie r  de  1 'ana lyse  canon ique (C >  I  var iab les  à  exp l iquer )  t4  l

La modél isat ion de la dépendance entre g, varTables de s 'ort ies eE ql

paramèÈres  d f  ac t i r :ns  d tun  processus  se  décompose en  deur  ê tapes  :

-  Cho ix  d 'une fami l le  H de  modè les

- Recherche du modèle h de H le.mieux adapté à 1a populat ion échant i l -

lon  donÈ on d ispose,  au  sens  drun  ind ice  d 'homogéné i té .

S i  l e  p r o c e s s u s  d é p e n d  é g a l e m e n t  d e  p a r a m è t r e s  d f e n t r é e  X l r . . . r X P ,  o n

doit  restreindre la modél isat ion à un nombre élevé de sous populat ions

(si  on r iéf ini t  t  modal i tés pour chaque variable XI,  on obt ient ÈP conf igu-

r a t i o n s ) .

LrAnalyse Discr ininanÈe Typologique a êtê introduite par E. DIDAY dans [10 ] .

Jtai  développé 1rétude de cette méthode, qui est présentée au chapitre I I .  Jtai

drautre part  proposé et.  mis en oeuvre deux extensions de l tAnalyse discr iminante

typologique :

-  La classi f icat ion sur sous espace adaptat i f  (Chapitre t)
-  L 'analyse discr iminante typologique sous contrainÈe de modél isat ion

loca le  (Chap i t re  I I I ) .
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La structure à déf inir  (préciser ou expl iquer) est une part i t ion de la

popu la t ion  échant i l lon  E.  On procède par  op t in isa t ion  d tun  c r iÈère  T , I .

A  tou te  par t iË ion  t  -  (P l  r . . .  rPK)  de  E es t  assoc iée  une représenta t ion  L  ;

L  es t  un ique pour  l rensembl -e  des  c lasses  Pr r . . . rPK.  (Une au t re  approche cons is te

à  dé f in i r  une représenta t ion  sous  la  fo rme drun  K-up le  L r r . . . rLK ;  L .  es t

assoc iée  à  la  c lasse  P i  )

Inversement à toute représental ion L est associée une part i t ion P de E.

Un cr i tère I , I*  mesure I tadéquat ion entre une part i t ion et une représentat. ion

(lJ* Sénéralise I,I) .

Un algori thme i térat i f  converge en un nombre f in i  dt i térat ions vers une

part i t ion P* qui réal ise un opt imum loca1 du cr i tère I , { .

La représentat ion L* associée à P* est une image de l-a strucËure

cons t ru i te .  (On ob t ien t  en  par t i cu l ie r  la  v isua l i sa t ion  de  la  par t i t ion  P*

sur  que lques  axes  fac to r ie ls ) .

Les trois rnéthodes di f fêrent par le type de représentat ion, 1e mode

d r i n i t i a l i s a t i o n  d e  1 ' a l g o r i t h m e ,  e t  l r i n t e r p r é t a t i o n  d e s  r é s u l t a t s  q u i

sont  1 iés  au  contex te  d rapp l icaÈ ion .

Af in de permettre une lecture indépendante des trois part ies, chaque

méthode est présentée intégralement dans un chapitre.  Des ̂ déf ini t ions et

propriétés concernant l t inerËie dtun nuage de points sont résumées en avant

propos  (une présenta t ion  dé ta i1 lée  e t  les  démonst raÈ ions  des  résu l ta ts  sont

données aux  annexes  l ,  21  3 ,  eË 4) .  Le  chap i t re  I  es t  in t i tu lé

Class i f j ca t ion  sur  sous  espace adapta t i f

0n sa iÈ  que que lques  axes  fac to r ie ls  su f f i sen t  à  exp l iquer  une t rès  la rge

p a r t  d e  f  i n e r t i e  d ' u n  n u a g e  d e  p o i n t s  [  4  , 1 6  ] .  l , a  d i s t i n c t i o n  e n t r e

"var iab les  c lass i f ian tes"  e t  "var iab les  de  bru id ' ,  suggère  la  recherche d iune

Par t i t ion  dont  les  c lasses  so ien t  séparées  en  pro jec t ion  sur  un  sous  espace
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de  1 'espace des  ind iv idus .  Cet te  approche es t  d i f fé ren te  de  ce l le  de  l rana-

lyse  fac to r ie l le  typo log ique |  22  I  dont  le  c r i tè re  à  op t im iser  expr ime

1a some des  iner t ies  des  c lasses  exp l iquées  par  leur  sous  espace pr inc i -

pa l .  I c i  le  sous  espace es t  un ique e t  dé f in i  par  l tensemble  des  c lasses .

Au chap i t re  I I  es t  p résenté

L '  ana lyse  d isc r im inante  typo log ique

Si tuée dans  le  contex te  de  la  d isc r i rn inaËion ,  l tana lyse  d isc r im inante

typologique permet de remédier à une déf ini t ion subject ive, arbi traire ou impré-

c ise  des  types  a  p r io r i .  La  par t i t ion  dé f in ie  a  p r io r i  sur  la  popu la t ion

échant i l lon  es t  remise  en  cause par  op t im isa t ion  d tun  c r i tè re  qu i  ne  r ien t

compte  que de  la  p ro jec t ion  des  ind iv idus  sur  les  p remiers  axes  de  1 'ana-

l y s e  f a c t o r i e l l e  d i s c r i m i n a n t e  1 2 5 ,  2 9 1 .  L e s  c l a s s e s  a  p r i o r i  s o n t  a i n s i

p r iv i lég iées  dans  la  c lass i f i ca t ion  ce  qu i  appara î t  souha i tab le ;  Or ,  en

généra l ,  lo rsque la  par t i t ion  a  p r io r i  es t  con tes tée ,  on  e f fec tue  une ana-

lyse  inducËive  (ana lyse  en  composantes  pr inc ipa les  [  2  f ,  ou  des  cor res-

pondances  I  J  ] ,  ou  c lass i f i ca t ion)  qu i  t ien t  compte  au  même t i t re  des

paramèt res  d isc r im inants  (ou  par t ie l lement  d isc r im inants )  e t  des  var iab les

de bru i : .  En  par t i cu l ie r ,  l tapproche de  l tana lyse  d isc r im inante  typo log ique

est  d i f fé ren t .e  de  la  su ivante :  Const ru i re  une par t i t ion ,  pu is  réa l i ser  une

ana lyse  d isc r im inante  re laÈ ive  à  ce l le -c i

La néthode est non seulement descr ipËive, mais aussi  construct ive :

En général ,  1-a part i t ion induite par 1'analyse discr iminante typologique fai t

apparaître des regroupements de classes a pr ior i  ou (et)  1 'éclatement de certaines

en grouPes plus hotogènes, ou (et)  la remise en cause de front ières qui les

séparent.  0n en déduit  l -a déf ini t ion de nouvel les famil les interprétables par

le  spéc ia l i sÈe,  cons t i tuanÈ une par t i t ion  de  la  popu la t ion ,  e t  b ien  reconnues

par queLques facteurs discr iminants (une règle de décision numérique complétée

par  une v isua l i sa t ion  es t  cons t ru i te ) .

Les  regroupemenÈs éventue ls  de  fami l les  a  p r io r i  peuvent  ê t re  acceptab les

du po in t  de  vue du  spéc ia l i s te  (c f .  le  t ra i tement  d 'une banque de  données

indus t r ie l les ) ;  S inon on  réa l i se  loca lement  un  secor rd  n iveau de  d isc r im ina-

t ion .  La  règ le  de  déc is ion  g loba le  se  présente  a lo rs  sous  la  fo rme d ' r rn

arbre .
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En reconnaissance des fornes tZgl l ranaLyse discr ininante typologique pemet

lrajusËement éventuel de leur déf ini t ion, et  (ou) leur regroupement,  dans le but
de rendre sinple et fiable leur reconnaissance.

Le traitement dfune banque de données industriell-es (contrôLe automatique de
production en fabrication mécanique) est présenté dans ce chapitre. cet exempLe
i l lustre les aspects descr ipt i f ,  induet i f ,  et  décisionnel de la méthode. Enf in le
chapitre III concerne

L'analYse discr iminahte typci logiQriê Scius contrainte de modél isat ion locale

Cette méthode se si tue dans le contexte dtune approche locale du pro-
b1ène de  la  rnodé l isa t ion  .  De p lus  dans  le  cas  drune grande d ispers ion ,
des  données re la t i ves  à  la  modé l isa t ion  t  l9  l ,  la  recherche s imu l tanée de
facteurs discr iminants dans un ensemble de pararnètres expl icat i fs permet
d tassurer  la  s ign i f i ca t ion  phys ique de  la  s t ruc tu re  cons t ru i te .  (Dans , ,Sé lec-

t ion typologique de paramètres" [  ]0 I  i l  est tenu compËe de variables ex-
p l i ca t i ves  de  chaque c lasse ,  e t  non de  la  par t i t ion) .  De p lus ,  s i  la  modé l i -
sa t ion  loca le  do i t  ê t re  su iv ie  d 'une ana lyse  d isc r im inante ,  i1  esË prê fê-
rab le  que la  par t i t ion  so i t  cons t ru i te  par  op t im isa t ion  drun  c r i tè re  qu i
t ienne compte simultanément de La modél isat ion eÈ de La discr iminat ion.

On é tud ie  p lus  par t i cu l iè rement  :

-  1 e  c a s  d u  m o d è l e  l i n é a i r e  :  r e s  q ,  v a r i a b l e s  d r a c t i o n s  , r r . . . . , " r . , ,
e t  l e s  g ,  v a r i â b l e s  d e  s o r t i e s  z  ,  1 , .  .  .  , z  .  s o n t  1 i é e s  p a r  u n e  r e l a Ë i o n  d u
r y p e  

9 l * l '  
'  

9 t + 9 2  " - ^ ' -

* o  *  o l  
" l  

+  . . .  *  o O  
" O  

=  O  ( g = q , + t r )

On présente  une app l ica t ion  en  rnodé l isa t ion  des  e f fo r ts  de .coupe en
us inage .

-  Le  cas  du  urodè le  de  I ' i ner t ie  I  lO  ]  :  on  d ispose un iquement  de  q  va-
r i a b l e s  d e  s o r t i e "  r l , . . . , z q .  L e  m o d è 1 e  e s t  d e  l a  f o r m e  i

( z l  =  r l  ;  . . .  ;  z q =  a q )

o ù  a ' , . . . r a -  s o n t  q  c o n s t a n t e s  r é e l l e s .
r \ l



-  t l  -

I{OTATIONS ET RAPPELS

Dans ce t te  par t ie  :

-  On f i xe  cerÈa ines  no taË ions  (1es  dé f in iÈ ions  préc ises  sont  rappe lées  aux

a n n e x e s  l ,  2 ,  3  e t  4 . ) .

-  On résume quelques propriétés mathématiques de f  inert ie dtun nuage de

p o i n Ë s ,  ( i n e r t i e ,  i n e r t i e  e x p l i q u é e ,  i n e r t i e  i n t r a  o u  i n t e r  c l a s s e ) ,  q u i  s o n t

u t i l i sées  arur  chap iÈres  I ,  I I  e t  I I I .  Ces  propr ié tés  sont  démont rées  aux  annexes

l ,  2 ,  3  e t  4 r  o u r  p a r  e x e m p l e ,  d a n s  t 4 ] .

-  En f in ,  on  ana lyse  un  prob lème d top t im isa t ion  qu i  se  présente ,  sous  des  fo rmes

d i f fé ren tes ,  aux  chap i t res  I ,  I I ,  I I I .On propose une so lu t ion  préc ise  à  ce  prob lème.

l )  L respace  vec to r i e l  IRP  (Annexe  l )

11  es t  mun i  du  p rodu i t  sca la i re  dé f i n i  pa r  une  ma t r i ce  Q ,  symé t r i que  e t

dé f i n i e  pos i t i ve ,  e t  de  l a  d i s tance  d  assoc iée .  (Dans  l a  su i t e ,  ÈouÈe  i ne r t i e

es t  dé f i n i e  re la t i vemen t  à  ce t t e  mé t r i que ) .

On note

1 'ensemble  des  sous  espaces  vec tor ie ls  de  d imens ion  r  de  RP.

l ' e n s e m b l e  d e s  f a m i l l e s  U  =  ( u l , . . . r u r )  Q  o r t h o n o r m é e s  d e

r vecteurs de RP

t " t Q * " = l s = l r . . . r r

t " t  Q  t t  =  0  s  =  l r . . . r r  t  =  l r . . . r r  s  #  t

2)  Iner t ie  au  po in t  a  d 'un  nuage de  po in ts  (Annexe l )

F
r

N

V

d

un nuage de points dans (RP

la  rna t r i ce  d r iner t . ie  du  nuage N

un ooint. de IRP

Soi  t
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On note :

I  (a rN)  f  iner t ie  au  po in t  a  du  nuage N.

L ' iner t ie  r  (a rN)  es t  min ima le  au  cent re  de  grav i té  g  du  nuage N
(Théorème de Huyghens) ;  I  (grN) est appelée plus simpleurenÈ l t inert ie du nuage N :
On Ia note I  (N)

On a  la  re la t ion  :

I  (N) = Tr (VQ)

3) Inert ie expl iquée par un sous espace (Annexe 2)

S o i t ,  d e  p l u s ,

U un sous espace vector iel  de tRP.

On note

I  ( a rN rU)  l r i ne r t . i e  au  po in t  a  du  nuage  N ,  exp l i quée  pa r  l e  sous  espace  U .

Pou r  t ou t  sous  espace  U ,  l r i ne r t i e  I  ( a rN rU)  es t  m in i rna le  au  cen t re  de  g rav i t é

g  du  nuage  N .  I  ( g 'N ,U)  es t  appe lée  p lus  s imp lemen t  l r i ne r t i e  du  nuage  N ,  exp l i quée

pa r  l e  sous  espace  U  ;  On  l a  no te  I  (N ,U) .

Pour  tou t  po in t  a ,  tou t  sous  espace U dans  Fr ,  eE tou te  décompos i t ion  de  U

e n  s o f l r m e  d i r e c t e  d e  d r o i t e s  v e c t o r i e l l e s  Q  o r t h o g o n a l e s ,  D l r . . . ,  D ,  o n  a :

r
I ( â ,N ,U )=  I ( a ,N ,D r )

s = l

En par t i cu l ie r  :

( 0 - l )

(0 -2 )
r

I  ( N , U )  =  I  I  ( N , D s )
s = l

L t iner t ie  du  nuage N,  exp l iquée par  une dro i te  vec tor ie l le  D engendrée par

le  vec teur  Q-normé u ,  s 'éc r i t  :

I ( N , D ) = u r Q V Q u (o-3)



a l  , .  .  .  , f u ,  K  P o i n È s  d e  R P

t  =  ( P t , . . . , P k )  d a n s  P * .

On note :

I  ( ( a l ' . . . ' 1 ) ,  P ) ,  l r i n e r t i e  a u x  p o i n È s  
" 1 , . . t , f o  

d e  l a  p a r t i t i o n

p  =  ( P 1 , . . . , P k ) .  ( P a r  d é f i n i È i o n ,  I  ( ( a t , . . . , a u ) ,  t ,  =  
U l ,  

1  ( a ! , ,  P [ ) ) . '

L r i n e r t i e  1  ( ( a t , . . . , a U ) ,  P )  e s t  m i n i m a l e  p o u r  l a  f a m i l l e  ( g r , . . . , e U )  d e s

c e n t r e s  d e  g r a v i t é  d e s  c l a s s e s  P l , . . . , P U  d e  l a  p a r t i t i o n  P  ;  I  ( ( e r r . . . , g k ) ,  P )

es t  appe lée  l r iner t ie  in t ra  c lasse  de  la  par t i t ion  P :  On la  ro t "  I i r r t r .  ( t )
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4)  Iner t ie  in t ra  c lasse et  in ter  c lasse drune par t i t ion (Annexe 3)

On note :

Pk ,  I tensemble  des  par t iÈ ions  du  nuage N en K c lasses

S o i  t

S o i t

P une part i t . ion du nuage l l

B  (P)  la  mat r ice  dr inerÈ ie  in te r  c lasse  de  1a  par t i t ion  P

On note :

I -  -  ( P ) ,  l r i n e r t i e  i n t , e r  c l a s s e  d e  l a  p a r t i t i o n  P
] .nter

On a les re lat ions :

t i r r . . ,  ( t )  =  T r  ( B ( P )  Q )

t i r r . . ,  ( t )  *  r i r r . " ,  (P)  =  f  (N)

(0 -4 )

(o-s)

(L r i ne r t i e  du  nuage  N  se  décompose  en  i ne rË ies  i n t ra  c l asse  e t  i n te r  c l asse )

5 )  I ne r t i e  i n t ra  c l asse  e t  i n te r  c l asse  exp l i quée  pa r  un  sous  espace  (Annexe  4 )

P  =  ( P 1 , . . . r P u )  d a n s  I P U

a 1 , . . . , a , ,  k  P o i n t s  d e  R ' P

U un sous  espace vec tor ie l  de  RP

Soi  t
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On note :

t  { ( a t , . . . , a ) ,  P ,  U ) ,  l f  i n e r E i e  a u r  p o i n t s  â l  , . . .  r f u  d e  l a  p a r t i t i o n

P  =  ( P l ' . . . r P 1 ) ,  e x p l i q u é e  p a r  l e  s o u s  e s p a c e  U .  ( o n  a :  I  ( ( a l r . . . 1 1 ) ,  p ,  U )  =

k
U  I  ( a n , P n ,  U ) ) .

9-=l 
)1' x'

P o u r  t o u t  s o u s  e s p a c e  U ,  l r i n e r t i e  1  ( ( a t  , . . .  , % ) ,  P ,  U )  e s t  m i n i m a l e  p o u r  1 a

f a m i l l e  ( 9 ,  ' . . .  ' % )  d e s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é  d e s  c l a s s e s  P r  r . . . , p k  d e  l a  p a r t i t i o n  p  ;

I  ( ( g l  ' . . . , % ) ,  P , U )  e s t  a p p e l é e  l t i n e r t i e  i n t r a  c l a s s e  d e  l a  p a r t i t i o n  p  e x p l i q u é e

par  le  sous  espace U :  on  la  ro t "  I i r r t ra  (p ru)

On note df  aut , re par t  :

t i r r r " , '  ( P ' U )  l r i n e r t i e  i n t e r  c l a s s e  d e  l a  p a r t i t i o n  P  e x p l i q u é e  p a r . U .

On a  la  re la t ion  :

I i r ra r "  (P 'U)  *  I i r ra " ,  (P ,U;  =  1  (N,U) (o-6)

(1 , ' iner t ie  du  nuage N,  exp l iquée par  U,  se  décorupose en  iner t ies  in t ra  c lasse

e t  i n t e r  c l a s s e ,  e x p l i q u é e s  p a r  U ) .

6 )  ExpreFs ions  mathémat iques  de  l r iner t ie  in te r  c lasse  e t  de  l r iner t ie  aux  po in ts

a r ' . . . r \ , ,  d r u n e  P a r t i t i o n ,  e x p l i q u é e s  p a r  u n  s o u s  e s p a c e
t 5

S o i  t

P  =  ( P 1 , . . .  , P n )  u n e  p a r t i t i o n  d u  n u a g e  N

Bl  r .  .  .  ,BU les  cent res  de  grav i té  des  c lasses  P l  , .  .  .  ,Pk

p l , . . . r p k ,  l e s  p o i d s  d e s  c l a s s e s  l t r . . . r P k  d é f i n i s  p a 1  :

Nombre dtéléments de pU

P o  =  9 '  =  l r . . . r K- 
Nombre dféléments de N
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La  mat , r i ce  d r iner t ie  inÈer  c lasse  de  la  parË i t ion  p ,  B(p) ,  es t  par

d é f i n i t i o n ,  ( A 3 .  3 . 2 ) , l a  m a r r i c e  d r i n e r t i e  d u  n u a g e  G  =  [ ( g r , . . . , % ) , ( p 1 , . . . , p 1 ) J

d e s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é s  d e s  c l a s s e s  m u n i s  d e s  p o i d s  p l r . . . r p k .  o n  m o n t r e  ( A 3 . 1 )

que les nuages N et G sont le nôme centre de gravi té Bo. Ainsi  :

k
B (P)  = (eu -  eo)  (eu -  so) '

)a= I

Propos i t ion  I

Pour  tou t  U dans  Fr r  e t  touÈe base Q or thonormé"  I  =  ( r r ,  . . , . r )  de  U l r iner t ie

in te r  c lasse  la  par t i t ion  P,  exp l iquée par  le  sous  espace u ,  s técr i t  : ,

r
r i r r . . ,  (P ,u )  =  r .  r " '  Q  B (P)  Q  r "  (o -7 )

s = l

Démonsttation

On u t i l i se  3

- La décomposit ion de f  inert , ie du nuage G expl iquée par U en inert ies

d u  n u a g e  G  e x p l i q u é e s  p a r  l e s  d r o i t e s  v e c t o r i e l l e s  e n g e n d r é e s  p a r  u l , . . . , u r

(c f .  0 '2 ) .

-  P u i s ,  p o u r  s  =  - 1 , . . . , r ,  l a  r e l a t i o n  ( 0 - 3 )  a p p l i q u é e  a u  n u a g e  G

( d e  m a t r i c e  d r i n e r t i e  B  ( P ) )

Définition i

So i t  U  un  sous  espace vec tor ie l  de  nP.

Pour  tou t  coup le  (x ,y )  de  po in ts  de  RP,  on  no te  xu  e t  y , ,  les  p ro jec t ions

Q or thogona les  de  x  e t  y  sur  U.

On pose

du(x rv )  =d  (x r r r } , r )  =  
m
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Propos i t ign  2

d . - -  es t  un  écar t  sur  RP,  c tes t -à -d i reu

" l  
:  du  (x ry )  =  d , ,  (y rx )  Pour  tou t  coup le  (x ry )  dans  R.P x  RP

^Z , d,, (x,x) = O pour tout x dans tRP

"3  
t  d , ,  (x ,  z )

r R P  x R P  x

b - d, . ,  (xry)

< d

Rp

, ,  
(x ry )  +  d , ,  (v rz )  pour  touÈ t r ip le t  (x ,y ,z )  dans

( Inéga l i té  t r iangu la i re )

(=).  )-y est Q orthogonal au sous espace U.=0

Démonstration

d  es t  une  d i s tance .  On  en dédu i t  :

=  d . ( y , r r x , r )  =  d , ,  ( y r x )^ l  ,  d , ,  ( x ,Y )  =  d  ( x , r r y r r )

"2 
t  d , ,  (xrx)  = d (x , r rx , r )  = Q

t3 t  d. ,  (xrz) = d (x,r ,z.r)  < d (x.r ,y.r)  + d (y.r ,zrr)

d  ( x , Y )  =  Qu

Proposi t ion__3

Pour Eoute base Q orEhonormée
, - Dpo ] -nEs  oe  K - ,  on  a  :

d (x,r 'Y.r) = o

*r, = y,, (=) (*-y) 
,, 

= 0

d

b :  d

, ,  
( x ' z )  <  d

. ,  
(x ry )  =  Q

, ,  
( x ' Y )

(=)

(=)

+  d * ,  ( y ,  z )

U =  ( u l  , .  .  .  , . r )  d e  U ,  e t E o u t  c o u p l e  ( x r y )  d e

" ' )
, ("i,d2

U
u u

S
( x ' y )  = ( x - y ) ' Q (x-y) (0 -8 )
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Démonstration

C o m n e  U  e s t  u n e  b a s e  d e  U ,  e t  q u e  r l r . . . r u r  s o n t  Q  n o r m é s ,  o n  a  :

r
x  =  t  ( x 'Qu )u
u  -  s -  s

s = l

r
Y . ,  =  (Y '  Q t " )  t "

s = l

On en déduit  :

C o s m e  l e s  v e c t e u r s  u l r . . . r u r  s o n t  Q  o r t h o g o n a u x ,  o n  a :

) r
df r  ( x ,v )  =  l .  ( ( x -y ) 'Q .s )  r " 'Q  ( (x -y ) 'Q  u" )  u "

s = l

( * - y ) ' Q  u "  e s t  u n  s c a l a i r e  é g a l  à  t " ' Q  ( x - y ) .  0 n  e n  d é d u i r  :

7 t
df r  ( x ,v )  =  I .  ( ( x -y ) l  Q  " " )  

u " 'Q  u ,  ( r " 'Q  (x -y ) )
s - l

P o u r  s  =  l r . . . e r e  o n  a  u s t  Q  r "  =  I

On en dédui t  :

. ) r
d ;  ( x , y )  =  I .  ( x - y ) 'Q  us  r " 'Q  ( x - y )

s= l

ui <*,r,  =[ 
"! ,  

((x-y1, Q us) ""]  

'  
o [  

" i ,  
((x-y), Q ,") ", ]

afl (*,v) = (x-y), o("!, ," '" ') '  Q (x-y)



Propos i t ion  4

a )  P o u r  t o u t e  f a m i l l e  ( a 1 , . . . , " k )  d e  p o i n t s  d e  t R . P '  e t  p o u r  t o u t  U  d a n s  F

l t i n e r t i e  a u x  p o i n t s  r l , . . . , a k  d e  l a  p a r t i t i o n  P  e x p l i q u é e  p a r  l e  s o u s  e s p a c e

s ' é c r i t  :

1 8  -

orthonormée

k
I I

l= l  xePU

sous esPace

afr tx,au)

U  ( d é f i n i t i o n  l )

r t

U

r  ( (a t , . . . ,L ) ,  P ,U)  =

o ù  d U  e s t  1 t é c a r t  s u r  R P  a s s o c i é

f
n

b)  So i t  i ( x )  f  i nd i ce  de  l a  c l asse  de  l a  pa r t ï t i on  P  qu i  con t i en t  x .  On  noÈe

â x ,  l e  p o i n t  d e  l a  f a m i l l e  ( a l , . . . , " k )  d r i n d i c e  i ( x ) .

O n a :

c )

On

I  ( ( a r , . . . , â ,  ) ,
I K

Pour  Èoute  base Q

a i

1  ( (a t , . . . , an ) ,

( x  r a * )

U ,  . 9  =  ( u l  , .  .  .  , t r )

I  ( x - a n ) ' a  ( ;
*tP.Q, ' 

s= I

d'zuI
xeE

de

P,u)= *

, k
p,  u)  =  *  r

"  l ,= I
u "  u r t )  Q

(0-e)

(x -aU)

( 0 -  I  0 )

Dëmonstration

On dédu i t

On dédu i t

On déduit

Au paragraphe

qui sera posé aux

7 on analyse

c h a p i t r e s  I , I I

a )

b )

c )

d e s  d é f i n i t i o n s  d e  f  i n e r t i e  I  ( ( a l , . . . , a k , P , U )  e t  d e  1 ' é c a r t  d U

de a)  par  t ransformat ion de 1a sonrnat ion.

d e  a )  e t  d e  l a  p r o p o s i t i o n  3 .

e t  on  donne^  l a  so lu t i on  d tun  p rob lème  d 'op t im isa t i on

E t  I . I I .
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7.  l .  Le  prob lène

So i  t

N  un  nuage de  po in ts  de  RP,  K  e t  r  deux  en t ie rs  ( r  s  K- l ) .

I 1  s ' a g i t  d e  d é f i n i r  u n e  f o n c t i o n  g  q u i  a s s o c i e  à  t o u t e  p a r t i t i o n

P =  (P  
I  , .  

.  .  ,Pn)  du  nuage N,

-  K  p o i n t "  
" l r . . . r a k  

d e  R P

-  u n e  f a m i l l e  Q  o r t h o n o r m é e  d e  r  v e c t e u r s  d e  R P ,  ( r l , . . . r u r )

te ls  que

1 r . . . , L .  " t  
l e  s o u s  e s p a c e  v e c t o r i e l  U  e n g e n d r ê  p a r  u l r . . . r u r ,

vér i f ien t  :

7 . 2 .  C a s  p a r t i c u l i e r

0n  se  p lace  dans  1 'hypothèse où  la  mat r ice  Q es t  éga le  à  f  inver " .  V- l

de  la  mat r ice  de  var iance-covar iance empi r ique V (c f .  chap i t res  I I  e t  I I I ) .

Pour  tou te  d ro i te  vec tor ie l le  D,  f  iner t ie  du  nuage N exp l iquée par  D es t

éga1e à  l .  En  e f fe t ,  so i t  u  un  vec teur  d i rec teur  V  
I  

, to t *é  de  D,  on  a '  (0 -3)  :

I  ( N , D )  = . r '  V - l  V V - l  u =  u '  V  
I  

u =  l

On en  dédu i t ,  (O-2) ,  euê f  iner t ie  exp l iquée par  un  sous  espace vec tor ie l  F

de RP,  esE éga le  à  sa  d imens ion .

Dans le  p rob lème d top t im isa t ion  énoncé c i -dessus ,  pour  touÈ F  dans  Fr ,

l - t i n e r t i e  I  ( N r F )  e s t  c o n s t a n t e ,  é g a l e  à  r ,  e t ,  l e s  p o i n t s  ^ 1 , . . .  ' a k  e t  l e  s o u s

e s p a c e  U  e n g e n d r é  p a r  u l r . . . r u r ,  v é r i f i e n t  s i m u l t a n é m e n t  :

r  (N ,u )  -  r  ( ( a r , . . . , r k ) ,P ,u )  =  Mex  
[ r , * , r ,  

- ,  ( ( b r , . . . , bk )P ,F ) ]

( b1 , . . . , 0k )  e  RP  x . . . x  fRP

F e F

r  (N ,u )  -  r  ( (a ' , . . . , . k ) ,  P ,u )  =  Max  
[ tC* , r l  

- ,  ( (b r , . . . ,bk ) ,  r , r ) - l
I

( b  
t  , . .  .  , b k )  e  R P  x . .  . x  t R P

F e F
t
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êgaLltê qui se ramène à

r  -  r  ( (a r , . . . , r k ) ,  P ,U)  =  Max  
[ :  

-  t  ( (b r , . . . ,bk ) ,  , , r r ]
( b , , . . . , b k )  <  I R P  t . . . ' G ' P

F e F

1 ( (81 , . . . , sk ) ,  p ,F )  =  M in  
[ t  l , o l , . . . ,bu ) ,  

P ,F ) - l

( b t , . . . , b k )  e l R P  x . . . * , n n ^  
J

t  ( g t , . . . , 4 , P r F )  e s t  l r i n e r t i e  i n t r a  c l a s s e  d e  l a  p a r t i t i o n  P ,  e x p l i q u é e

par  F

On en dédu i t ,  d rune par t

(a1, . . . , fu )  =  (81, . . . ,%)

e t  d r a u Ë r e  p a r t ,

f rr
Max l r  (N ,F)  -  r  ( (b r , . . . ,b r ) ,  t , t ) - J  =  Max  

[ rc l l , r l  
-  r ( (g r ' . . . , ck ) ,P ,F ) ]

L ^
( b 1 , . . . , 0 u ) ' e  t R P  , . . . t  R ' P  F e F

F e F r

e t

r  ( (a l , : . . ,au ) ,  P ,u )  =  M in  
[ t  

( (b t , . . . ,bk ) ,  r , r )1
( b t , . . . , b t )  e  R ' P  "  " R ' P

F e t ,

7 .3 ,  Ana lyse  du  prob lène

U n e  p a r t i t i o n  P  =  ( P l r . . . , P k )  d u  n u a g e  N  e s t  d o n n é e

S o i t  n  ( P )  l a  m a t r i c e  d r i n e r È i e  i n t e r  c l a s s e  d e  P .

P o u r  t o u t  s o u s  e s p a c e  F  d e  R p ,  l f i n e r t i e  a r : x  p o i n t s  b r , . . . , b k  d e  l a  p a r t i t i o n  P

exp l iquée par  F  es t  min ima le  pour  la  f  a ro i l l .  (B t , . . . , fu )  des  cent res  de  grav i té

d e s  c l a s s e s  P ,  , .  .  .  , P k  d e  P .

= Max[ t t t * ,F )  -  r r r , . r r ( r , r ) ) ]

FeFr



Enf in ,  d raprès  (0 -6)
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1 ( b t , . . . , b r )

. . "  t R P

Max

( b t i .

FeF

[ rc*,r> 
-

.  ,b t )e  tRPr .
Ittr,."r {r 'r l], '  r  t ) ] Max

F e F
r

( 0 - l  l  )

L t i n e r t i e  i n t e r  c l a s s e  d e  l a  p a r t i t i o n  p ,  e x p l i q u é e

l t iner t ie  du  nuage G des  cenÈres  de  grav i té  des  c lasses

L a  m a t r i c e  d t i n e r t i e  i n t e r  c l a s s e  d e  l a  p a r t i t i o n  P ,

dr iner t ie  du  nuage G.

On est donc ramené à la recherche du maximum pour F

du nuage G, expl iquée par F.

L 'ana lyse  de  ce  prob lème es t  p résentée  en  annexe 4 .

Q  o r t h o n o r m é e  d e  r  v e c t e u r s  d e  R P ,  u . l r . . . r u r ,  E e l l e  q u e  :

l e  s o u s  e s p a c e  U  e n g e n d r ê  p a r  u l  , . . .  , u ,  v é r i f i e

t i r r a " r  (P 'u )  = r i n a " t  ( P  ' F )Max

F é Fr

r l  , .  .  .  , u r  son t  vec teu rs  p rop res ,  assoc iés

de la  mat r ice  B(P)  Q.

L a  d é f i n i t i o n  p r é c i s e  d e s  v e c t e u r s  r l , . . .

par  le  sous  espace F  es t

P l  , . .  .  , P u  d e  P .

B ( P ) ,  e s t  l a  m a t r i c e

d a n s  F r ,  d e  I ' i n e r t i e

On en déduit  une famil le

aux r plus grandes valeurs propres

,ur est donnée au paragraphe suivant.

k  c lasses

7.4 .  L -a  so lu t ion  du  prob lème :  la  fonc t ion  g

S o i c  P  =  ( P I , . . . , P k )  u n e  p a r t i t i o n  d e  N  e n

On déf in i t  e (P)  par  :

g  ( P )  =  ( g l  , . .  .  , % . ,  r t  , . .  .  , r r )

où

B l ' . .  .  ' g É  s o n t  l e s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é  d e s

u I . . . , u r  s o n t  d é f i n i s  d e  m a n i è r e  p r é c i s e

c l a s  s e s

à  l a  f i n

' Pk  i

paragraphe

P l " "

de  ce
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B l , . . . r% ,  e t  l e  sous  espace  U  engend ré  pa r  ( u l  ,  . . r r r )  vé r i f i en t  :

La va leur  de  ce  max imum es t  éga l  à  l r iner t ie  in te r  c lasse  de  la  par t i t ion  P

exp l iquée par  le  sous  espace U :

I  (N ,U )  -  I  ( (S , , . . . ,%) ,  P ,  U )  =  I i r r . " .  ( p ,U ) ( 0 - l  2 )

L f iner t ie  l i r ra " ,  (P ,U)  se  décorupose en  iner t ies  in te r  c lasse  exp l iquées  par

les  d ro i tes  vec tor ie l les  engendrées  par  u l r . . . ru r .  Ces  iner t ies  sont  respec t ivement

éga les  aux  r  p lus  g randes va leurs  p ropres ,  À l  > . . .  >  À  >  0  de  la  mat r ice  B(P)  Q.

( B ( P )  e s t  l a  m a t r i c e  d ' i n e r t i e  i n t e r  c l a s s e  d e  l a  p a r t i t i o n  P ) .

A ins i  :
t

I  ( N , U )  -  I  ( ( e ,  , .  .  .  , 8 p )  ,  P ,  U )  =  X .  À "  ( 0 - 1 3 )
s = l

Définit ion W,éeise des ueetews u1r... , t t '

S o i t  n ( P )  l a  m a t r i c e  d r i n e r t i e  i n t e r  c l a s s e  d e  l a  p a r t i t i o n  P

S o i t  À t  -  \ 2 r . . . =  À ,  >  0  l e s  r  p l u s  g r a n d e s  v a l e u r s  p r o p r e s  d e  l a  m a t r i c e

B(P)Q.  Une va leur  p ropre  mul t ip le  À  de  mul t ip l i c i té  m >  I  appara i t ' co lTnne

À " =  L " * l  = . . . =  À j ,  j  =  M i n  ( s + u r l , r ) .

.  Si  À_ est valeur propre sirnple

u_ es t  dé f in i  par
s

B ( P ) O u  = } '  u' s s s

u t o u = l
s ' s

u  t  Q  e .  >  0
s - l

S

où e- ,  dés igne le  ième vec teur  de  la  base canon ique de  RP e t  où  i -  es t  le  p lus  pe t i t
1 " ' s

ind ice  i  te1  que e .  ne  so i t  pas  Q or thogona l  au  sous  espace propre  E,  assoc ié  à  Às .

r  (N ,u )  -  r  ( (e r , . . . ,81 ) ,p ,u )  =  Max  [ t  , r ,F )  -  r  ( (b1 , . . . ,bn ) ,  r , t ) ]
( b r , r " , b k ) e  R ' P  t " ' * R P

F  e F r
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.  S i  À  es t  va leur  p ropre  mul t , ip le ,  de  mul t ip l i c i té  m>I ,

^  -  À s  È  . . .  =  À ,  o ù  j  =  M i n  ( s + n r l , r ) ,  u s r . . . , u j  s o n t  d é f i n i s  p a r  :

+  So i t  i "  le  p lus  pe t i t  ind ice  i  te l  que e .  ne  so i t  pas  Q or thogona l
au  sous  espace propre  E,  assoc ié  à  À .

so i t  v^  la  p ro jec t ion  Q or thogona le  de  e-  sur  le  sous  espace 8" .s  .  - - - - o - - -  - 1  
As

u  es t  dé f i n i  pa r  :s ^

u = s- tF67
s ' s

+  P o u r  t  =  s + l  , . . .  , i

S o i t  M a  l e  s o u s  e s p a c e  v e c t o r i ' e l  e n g e n d r é  p a r  u s r . . .  r u t

Soit  n^ O Ma le supplémenraire Q orthogonal de Ma dans E^

So i t  ia  le  p lus  pe t i t  ind ice  i  te1  que e .  ne  so iÈ  pas  Q or thogona l

à E À o M _ .

So i t  va  la  p ro jec t ion  Q or thogona le  de  e .  sur  le  sous  espace E.  O M-t t ' ^ t

u r  e s È  d é f i n i  p a r  :

u =c wIÏ-Ç

C a s  p a r t i c u l i e r

D a n s  l e  c a s  o ù  Q  e s r  c l r o i s i e  6 g a l e  à  V - l r  8 1 r . . . , B k  e t  l e  s o u s  e s p a c e  v e c t o -

r i e l  U  e n g e n d r é  p a r  u I , . . . , u . ,  v é r i f i e n t  é g a l e m e n t :

1  ( ( 8 1 , . . . , % ) ,  P , U )  =  M i n  I  ( ( b 1 , . . . , b k ) , p , F )  ( O - 1 4 )

( b t , . . .  , b t  )  e  R P  * . . . x  R P '

F . F ,
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L4  va leqr r  de  ce  min imum es t  I t iner t ie  in t ra  c lasse  de  la  par t i t ion  P

exp l iquée par  le  sous  espace U.

1  (  ( 8 t  , .  .  .  , g k )  '  P , U )  =  I i r r . r ,  ( P  ' U )

Des éga1 i tés  su ivantes

r i r r . r ,  (P ,  u )  *  r i r r . " ,  (P ,  u )  =  f  (N ,u)

I  ( N , U )  =  r

I .  ( P , U )  =  X  À
rn ter  

s=  I  
s

On dédu i t  1a  re laÈ ion

r
1  ( ( 8 1  , . . . , C k ) ,  P , U )  =  r  -  I  À ,  ( 0 - 1 6 )

s = l  s

(0 -  I  s )
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CHAPITRE I

CLASSIFICATION SUR SOUS ESPACE ADAPTATIF

1 - INTRODUCTION

1.1  -  La  méthode

I l  s tag i t  d rune méthode de  c lass i f i ca t ion  non h ié rarch ique qu i  fourn i t  une

parç i t ion  en  K c lasses  d tune popu i la t ion  f in ie  d tob je ts  e t  un  sous  espace vec tor ie l

de  l respace des  descr ip t ions  des  ob je ts .  E l le  p rocède par  op t im isaËion  drun

cr i tè re  qu i  expr ime l r iner t ie  in te r  c lasse  exp l iquée par  le  sous  espace.

Les  paramèt res  descr ip t i f s  des  ob je ts  sonÈ pondérés  dans  1 'ana lyse  par  1 -e

cho ix  d rune mét r ique e t  d run  sous  espace de  c lass i f i ca t ion .  La  mét r ique esÈ

f ixée  ;  par  cont re  le  sous  qspace es t  adapta t i f .

0n  dé f in i t  la  no t ion  de  représr rn ta t ion  assoc iée  à  une par t i t ion .  On propose

un a lgor i thme i té ra t i f  du  type  "nuées dynamiques" ,  [8 ] ,  e t  on  montÉe qu ' i l  fa i t

décro i tçe  le  c r i tè re  e t  converge en  un  nombre  f in i  d r i té ra t ions  vers  une par t i t ion

réa l i san l  un  op t imum loca l  de  ce  c r i tè re .

L.2  -  Les  données

O n  d i s p o s e  d ' u n e  p o p u l a t i o n  f i n i e  E  d e  n  i n d i v i d u s  o u  o b j e t s ,  * 1 r . . . , X n ,

décr i t s  par  p  paramèt res  quant i ta t i f s  *1 , . . . ,XP.  Les  ind iv idus  sont  mun is  de

po ids  éeaux.  o .  =  I
. - L  f r r  

1 =  l e . . . l f l .

Les données peuvent être rangées dans une matr ice Xr comportant n l ignes

et p colonnes :

-  . è m e  " .La i -" ' -  l igne cont ient les valeurs pr ises par les p paramètres sur f  individu

x . .
1

! \

L" j"* t  colonpe cont ient Les valeurs pr ises par le 3êt" p"rr*èÈre sur les

n individus.
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xi ,  au vecteur

On note :

le paramètre xJ sur  I ' i nd iv idu  x*

de IRP des valeurs pr ises par les0n ident i f ie un individu

variables sur cet individu.

l p
xl  = (x i , . . . , * i )

p .

On suppose donnée une matrice

Lrespace des  ind iv idus ,  tRP,  es t

Q, symétr ique, déf inie posit ive, de dimension

muni du produit  scalaire déf ini  par :

( x , y ) * * t Q y

A ce  produ i t  sca la i re  es t  assoc ié  une d is tance sur  Rp,  noÈée d ,  dé f in ie  par  :

d 2 ( * ,  y )  =  ( x  -  y ) '  Q  ( x  -  y 1

Le problème du choix de cette métr ique

On suppose dennés deux ent iers,  K et r '

- K est le nombre maximum de

- r  est la dimension du sotrs

1.3  -  No ta t ions

esË abordé en  t4 l

( r  <  K - l )

c lasses de la '  part i t ion recherchée

espace de  c lass i f i ca t ion .

On note :
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FK,  1 'ensemble  des  par t i t ions  de  E en  K c lasses  (d is jo in tes) .

Une par t i t ion  P de  tP*  es t  no tée  éga lement  (p l  r . . .  ,p t r )

E  =  P l  u . , . ,  P K

P .  n  P .  =  0  i = l r . . . r K ;  j = l  , . . . r K  ;  i + J1 J

Fr,  l tensemble des sous espaces vector iels de IRP de dimension r.

ur,  l tensemble des farni l les Q orthonormées de r vecteurs deRP.

U n  é l é m e n t  d e  U ,  e s t  n o t é  U  =  ( u l r . . . , u r ) .

Les condit ions dforthogonal- i té et de normal- isat ion stécr ivent :

u t  Q  r "  =  I  s  =  l r . . . r r

u ]  Q u - = O  s =  l ; ; i . r  ;  t =  l r . . . r  ;  s t ts t

o n  q a i t  [ 3 ]  q u e  :

T o u Ë e  f a m i l l e  U  =  ( u l r . . . r u r )  d e  U ,  e n g e n d r e  u n  s o u s  e s p a c e  v e c t o r i e l  U  d e

RP de dimension r.

Ainsi  à tout élément U de U, on peut associer,  de rnanière unique, un élément

U d e F r

Réciproquement à tout élément U de F, on peut associer,  de manière non

unique, un élément U dans U, t  3 l .

Renarque :  Dans la sui te de ce travai l  cerËaines quant i tés numériques ( inert ies,

c r i tè res . . . )  dont  l rexpress ion  rna théuat ique fa i t  appara Î t re  un  é lément  U de  U,

ne dépendent que du sous espace U engendré par U.
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2 -  LE CRITERE DE CLASSIFICATION

2.1  -  Dê f in i t i on

Soi t  P  une par t i t ion  de  E.

Pour  tou t  sous  espace U de Rp,  on  no te  l i r ra " ,  (P ,  U)  l r iner t ie  in te r  c lasse

de la  par t i t ion  P exp l iquée par  U.

On définit  un critère tr{ sur lrensemble des part i t ions de E par :

l l (P) = Max Itrrrr.,  (P, U)]
UeFr

I ' I(P) mesure 1'écartement moyen entre les classes de La part i t ion P, en

projection sur un sous espace de dimension r.
\

2.2  -  L 'op t im isa t ion  du  c r i tè re

On recherche une part i t ion de E en K classe -*
t PK qui réalise le maximum

du cr i tèrs l I  pour P dans IP*.

w(P:) = Max I^I(P)
P€IPK

Sernarque :  La recherche du maximum du cr i tère dans lrensemble F des part i t ions

de E,  condu i t  à  la  par t i t ion  t r i v ia le  Po cons t i tué  de  n  c lasses  rédu i tes  à  un

individu.

W(P-)  = Max I { (P)
I'r 

PeF

De plus, ce maximum est l t inert ie d,r  r , ,ug" des objets E, expl iquée par son

sous espace pr incipal de dimension r.  (Analyse en composanËes pr incipales [2])
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En e f fe t ,  pour  tou t  sous  espace U,  e t  tou te  par t i t ion  P,  on  a  (0 -6)  :

I i r ra " ,  (P '  U)  *  I i r ra . "  (P '  U)  =  I (E ,U)

Dtaut re  par t  pour  Ëout  sous  espace U,  on  a  :

r i r rarr  (PE' u) = o

On en déduit  :

I i r r a " ,  ( P E '  U )  =  I ( E , U )

d r o ù

I I I (P' ' )  = Max I(E'U)
UeF,

0n est ramené à un problème dtanalyse en composantes pr incipales (pour la

mêtr ique Q) du nuage des objets E.

2.3  -  Express ion  mathémat ique du  c r i tè re

P o u r  È o u t e  p a r t i t i o n  P  d e  E ,  d e  m a t r i c e  d f i n e r Ë i e  i n t e r  c l a s s e  B ( P ) ,

pour  tou t  U dans  Fr r  eÈ tou te  base Q or thonormée U =  (u l  r . . . , t r )  du  sous  espace

U,  f  iner t ie  in te r  c lasse  de  la  parÈ i t ion  P exp l iquée par  U s 'écr i t ,  (O-7)  :

I , - - ^ -  (P ,  u )  =  ;  u l  Q  B (P )  Q  u ,
l n E e f  

S = l  
u

u l  Q  B ( P )  Q  u _  e s t  l r i n e r t i e  i n t e r  c l a s s e  d e  l a  p a r t i t i o n  P  e x p l i q u é e  p a r
s ' s

la  d ro i te  vec tor ie l le  engendrée par  le  vec teur  u . .

Q B (

Q o

IP) a "r l

r thonormée quelconque de U.

0n en déduit :

rr
I I I ( P ) = M a x  I  t  u '

UeF L  s= lr

o ù  ( u , , . . . , u r )  e s t  u n e  b a s e
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3 .  LA REPRESENTATION

Dans ce paragraphe on donne la déf ini t ion d'une représentat ion puis d'un

cr i tère l {* ,  gui  est une général isat ion du cr i tère tr l  néces'saire au déroulement

d e  l r a l g o r i t h m e .

3.1  -  Dé f in i t i on

On appe l le  représenta t ion  tou t  ensemble  L  cons t i tué  de  K po in ts  (ou  cent res)

d e  f R P ,  
" l  r . . .  r â K ,  e Ë  d r u n e  f a m i l l e  ( u l , . . .  r r r )  d a n s  U r .

t  =  ( a l  , . . .  r 1< ,  r l  , . . . , r r )

u t  Q  u "  =  I  s  =  l r . . . r r

u t  Q u a = O  s  =  l r . . . r r  ;  t  =  l r . . . r r  ;  s  #  t

0n noLe :

A  =  ( a 1 r . . . r a ç )

U  =  ( u l r . . . r r r )

U  1 e  s o u s  e s p a c e  d e  R P  e n g e n d r é  p a r  ( u r , . . .  r r r )

L = ( A r U )

L 'ensemble  des  reprêsenta t ions  dé f in ies  c i -dessus  es t  no té  O* , r .

.3 .2  -  Le  c r i tè re  WO

3.2 . I  -  Dé f in i t i on

On déf  in i t  un  c r i tè re  I ^ i *  sur  I 'ensemble  produ i t  rP*

suivante :

x ;L, ,  .  de 1a manière
K r  f -
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S o i t  :

t  =  (P l  , .  .  .  ,PK)  dans  F*

t  =  ( a l  , . .  . , " x ,  r l , .  .  .  , r r )  =  ( 4 ,  ! . )  dans  q r ,

U Ie  sous  espace engendré  par  les  vec teurs  u1  r . .  .  ru ,

I (E ,  U) ,  l r iner t ie  du  nuage E expL iquée par  U

I ( A ,  P ,  U ) ,  l t i n e r t i e  a u x  p o i n t s  ê 1 r . . . , k  d e  I a  p a r t i t i o n  P  e x p l i q u é e  p a r  U .

On pose :

I^ IR(P,  t )  =  I^ I * (P, (4,  g) )  = I (E,  U)  -  I (A,  P,  U)

Remarque :  Le cr i tère tr I*(P, L) et  Lr inert ie I(A, P, U) dépendent de la part i t ion

P ,  d e  l a  f a m i l l e  d e  p o i n t s  A  =  ( a 1 , . . . , k ) ,  e t  d u  s o u s  e s p a c e  U .  ( I l s  n e  d é p e n d e n t

pas de La base Q orthonormée U de U)

L ' iner t ie  I (E ,  U)  ne  dépend que du  sous  espace U.

3.2.2 - 9e:-Pcr! isg1!sr

Soi t  G =  (B l  r . .  .  ,Bg)  la  faur i l le  des  cent res  de  grav i té  des  c lasses  P l  , .  .  .  ,PK.

Lr iner t ie  I (G,  P ,  U)  es t  f  iner t ie  inÈra  c l -asse  de  l -a  par t i t ion  P exp l iquée

par le sous espace U :

r (c,  P,  u)  = t i r , r ra (P, u)

D r a u t r e  p a r t ,  d t a p r è s  l a  r e l a t i o n  ( 0 - 6 ) ,  o n  a  :

r (E, u) -  r i r rar"  (P,  u) = r i r r t " ,  (P,  u)

0n en déduit :

S i  L  =  (9 ,  q ) ,  wR(P,  L )  =  I i r ra " ,  (P ,  U)

(3 - t  I

(3-21
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3.2.3 - ?repe:i l ien

Pour toute part i t ion P dans lP*

Max Wo (P, L) = I.I(P)
Lrh<.,,

Démonstv,ation

D'après  la  re la t ionO- l l )  le  p rob lène d fop t im isa t ion  posé se  ramène à  La

recherche du rnaximum pour U dans F, de l r inert ie l i r ,a"r(P, U).  Or par déf ini t ion,

(2 .1 ) ,  Iù (P)  es t  la  va leur  de  ce  max imum.

4 .  L 'ALGORITHME

4.1  -  In t roduc t ion

On recherche une part i t ion f i  ae E en K classes qui réal ise le maximum pour

P dans IP* du critère I^l :

w(P:) = Max I^l(P)
r\ 

P.FK

S o i t ,  d r a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  3 . 2 . 3  :

I^I(P;)  = Max ( Max I^ le(P, L))
t \  

PeF* t .o*, ,  
^

Faute de pouvoir  exhiber une part i t ion ef,  réal isant cet opÈimum global,  on

propose un algori thme convergent vers un maximum local du cr i tèrè W, [  8] .

11  u t i l i se  a l te rna t ivement  deux  fonc t ions ,  dé f in ies  en  (4 .2 )  e t  (4 .3 )  :

-  B, appelée fonct ion de représentat ion, associe à Èoute part i t ion P de lP*,

une représenta t ion  g(P)  dans  E* , ,  a " t te  que :

r,trR(P, s(P)) = 
,H;,, 

wn(P, r-) ( 4 - l  )
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-  f ,  appe lée  foncËion  dra f fec ta t ion ,  assoc ie  à  tou te  représenta t ion  t  U"  n" , r ,

une part i t ion f(L) dans lP* tel le que :

I ^ lR( f  (L ) ,  L )  =  Max wR(P,  L )  (4 -5)
PelP*

0n mont re ,  (4 .4 ) ,  que pour  tou te  par t iÈ ion  P dans  F*

1 , 1 ( f o g ( P ) ) > ! l ( P ) (4-8)

L'algor i thme esË ini t ia l isé par une part i t ion P 
O 

dans 1P,, .  Pour tout n à O
t(

on déf ini t  :

p n + l = f o g ( p n )

Draprès (4-8),  la sui te de terme général  I ,ù(Pn) est croissante. On monÈre,

(4 .6 ) r  gu 'e l le  es t  cons tan te  à  par t i r  d run  cer ta in  rang,  e t  que l -a  su i te  de

part i t ions (pn) est alors également constanÈe. La part i t ion P* ainsi  obtenue,

comme l i rni te de la suiÈe (Pn),  réal ise un maximum local du cr i tère tr{ .

4.2  -  La  fonc t ion  de  représenta t ion

I1  s rag i t  de  dé f in i r  une fonc t ion  g  qu i  assoc ie  à  tou te  par t i t ion  P

( 4 - l  )

dans lP* une représentat ion r .  = g(P) U"r" n*rr ,  tel- le que :

I , {R(P, s(P))  = 
#; ; , ,  

t {R(P, L)

S o i t :

P  =  ( P 1 r . . .  , P * )  d a n s  f P *

L  =  ( b ' , . . . , b K ,  r l r . . . r v r )  =  ( B r ' ù )  d . r "  
k , ,

F le sous espace vector iel  engendré par les vecÈeurs vl  , .  .  .  rvr

g ( P )  =  ( a l , . . . , a K ,  t l  r . . .  r u r ) = ( A ,  g )

U le  sous  espace vec tor ie l  engendré  par  les  vec teurs  u1  r .  .  .  ru l
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O n  a ,  ( 3 - t 1  :

I ,TR(P,  L )  =  I (T ,  F)  -  I (B ,  P ,  F)

h I R ( P ,  g ( P ) )  =  I ( E ,  U )  -  I ( A ,  P ,  U )

On est ramené au problème d'opt imisat ion étudié au paragraphe 7 de i 'avant

propos :

Déf in i r  une fonc t ion  g  qu i  assoc ie  à  tou te  par t i t ion  P =  (P l  , . .  .  , t * )  de  E,

-  K  p o i n t s ,  â l , . . . , a *  d e  R P

-  Une fami l le  Q or thonormée de r  vec teurs  de  RP,  9  =  ( t l ,  . . , t r )

te ls  que

. 1 , .  .  .  , a K  e t  l e  s o u s  e s p a c e  v e c t o r i e l  U  e n g e n d r é  p a r  t l  r . . .  , u r ,  v é r i f i e n t  :

I ( E ,  U )  -  f  ( ( a t , . . . , a * ) ,  P ,  U )  =

Max  [ r (E ,  F )  -  r ( ( b t , . . . , b t< ) ,  P ,  F ) ]

(b ' , .  .  . , b r< )eRPx .  .  . xRP

F e Fr

O n  s a i È ,  ( $  7 . 4  d e  l t a v a n t  p r o p o s ) ,  g u e  l a  f o n c Ë i o n  B ,  d é f i n i e  c i - d ê s s o u s ,

convient :

g ( P )  =  ( g l  , . . .  , B K ,  r l  , . .  .  , u r )

o ù  -  g i , . . . r g K  s o n t  l e s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é  d e s  c l a s s e s  P l r . . . r P *  d e  l a  p a r t i t i o n  P .

-  t l r . . . r u r  s o n t  l e s  v e c t e u r s  p r o P r e s  Q  n o r m é s ,  a s s o c i é s  a u x  r  p 1 - u s  g r a n d e s

valeurs propres tr ,

m a È r i c e  d ' i n e r t i e  i n t e r  c l a s s e  d e  l a  p a r t i t i o n  P ) .

L a  d é f i n i t i o n  p r é c i s e  d e  r l r . . . , u r  e s t  d o n n é e  a u  p a r a g r a p h e  7 . 4  d e  l r a v a n t

propos .
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Par  dé f in i t ion  de  La  fonc t ion  g ,  e t  d raprès  (3 .2 .3 )  on  a  :

I ^ IR(P,  e ( r ;1  =  t { (P) (4-2)

Draprès  la  re la t ion  (3 -2) ,  I ^ IR(P,  g (P) )  es t  éga l  à  l r iner t ie  in te r  c lasse

de la  par t i t ion  P exp l iquée par  U,  I i r r r " r (P ,  U) .

On en dêduit  draprès (4-2),  la relar ion :

w(P)  =  I in re r (P ,  U)  (4 -3)

D 'après  la  re l -a t ion  (0 -13) ,  wR(P,  g (P) )  es t  éga l  à  l -a  somne des  r  p lus

grandes valeurs propres À,

r
I ^ IR(P,  g (P) )  =  À"

s = l

On en déduit  draprès (4-2),  l -a relat ion :

r
W(P)  =  X  À"

s= l

4 .3  -  La  fonc t i on  d 'a f fec ta t i on

(4-4)

(4-s)

4.3 .1  -  Dé f in i t i on

11 s 'ag i t  de  dé f in i r  une foncËion  f  qu i  assoc ie  à  tou te  représenta t ion

L dans LK,r,  une part i t ion P = f(L) dans [P*,  tel le que :

wD( f  (L ) ,  L )  =  Max  I , I o (P ,  L )
peP* r\

S o i t  :

t  =  ( a l , . . . , t K ,  r l  r . . .  r u r )  =  ( A r g )  d " r *  
k , .

U  le  sous  espace vec tor ie l  engendré  par  les  vec teurs  u1  r . .  .  ru ,

t  =  ( P l  , . . . , P * )  d a n s  l P *
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P a r  d é f i n i t i o n  d u  c r i t è r "  W R ,  Q . 2 . 1 ) ,  o n  a  :

I . IR(P,  L )  =  I (E ,  U)  -  I (A ,  P ,  U)

On en déduit :

M a x  W R ( P ,  L )  =  I ( E ,  U ) - M i n  I ( A ,  P ,  U )
PeP* Pd'.

D r a p r è s  ( O - 9 ) ,  p o u r  t o u t e  p a r t i t i o n  t  =  ( P t , . . . , P K )  d a n s  F * ,

t 
r ar2, (x, a-)I ( A ,  P ,  U )  =  

;  x e E

(4-6)

(4-7)

? t
où dfr(x, y) = (x - y) '  Q ( rr  t l  )  Q(x - y)

s = l

e t  a _ _  l e  c e n t r e  d e  l a  f a m i L l e  ( a l ,  . . , " K )  d r i n d i c e  i ( x ) ,  o ù  i ( x )  e s t  l - ' i n d i c e  d e
x

la  c lasse  de  la  par t i t ion  t  =  (P l  , . . .  rPK)  qu i  con t ien t  x .

On en déduit :

Mir i  r (4,  P,  u)  = + x Min ar2r(* ,  ar)
PeF*  

'  xeE I< i<K u  r

On pose par conséquent :

f  ( t )  =  ( P l  , .  .  .  , P K )  o ù

Pu = {x I  afrc",  ^9.) t  afr{*,  t r)  ;  i  = 1,. . . ,K};0 = 1,. . . ' 'K.

Pour  complé ter  la  règ le  d ra f fec ta t ion  drun  ind iv idu  x ,  dans  1réventua l i té  où

plusieurs a. réal isent 1e minimum ae afr(x,  r i ) ,  on se place dans le contexte de

1 '  aLgor i thme.

So i t  :

Une partition Q dans lP*,

La  représenta t ion  t  =  e (Q) .
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On recherche P = f(L) :

Soit  x un individu, c lassé dans Q;,  tel  que plusieurs centres a" réal isent
' ) ' J 1

Min d i (x ,  ae  )  .
I <.q,<K

0n dist ingue deux êventual i tés :

EoentuaLité 7 alr{*,  r ; )  = Min ar2r(x,  ao)
u J t<c<K u ' !

x  e s t  a f f e c t é  à  P .
J

hsentuaLitë 2 Sinon x est af fecté à P_, où m est le p1-us pet i t  indice i  te1 que
m '

, ,
d i (x ,  a . , )  =  Min  d i (x ,  an)

u r l < [ < K u k

Dans ce cas d' indéterminat ion, la part i t ion P dépend non seulement de la

représentat ion L, mais aussi  de la parÈit ion Q.

f apparaît ainsi comne une fonêtion de deux variables :

-  une représenËation

- une part i t ion ut i l isée simplement courne contrainte en cas di i rrdét"t* inat ion

pour  L ta f fec taÈ ion .  (La  c lasse  d 'appar tenance dans  la  par t i t ion  Q es t  p r io r i ta i re ) .

Le rôle de cette seconde variable est secondaire. De p1-us, dans lralgor i thme,

(4 .5 ) ,  la  par t i t ion  Q es t  dé f in ie  par  la  reprêsenta t ion  L .  Auss i ,  pour  s imp l i f ie r

les notat ions, on écr i t  f  cormne une fonct ion de la seule var iabl .e représentaËion,

e t  on  re t ien t  la  p ropos i t ion  4 .3 .2 .  (0n  vér i f ie  dans  la  p résentaÈ ion  de  1 'a lgo-

r i thme, et la démonstrat ion de sa convergence que l temploi  de cette notaËion

nt entraîne aucune inexact,iÈude) .

4.3.2 - lrspegi!!sn

Si les part i t ions Q et P = f  o g (Q) vêr i f ient

I {R(Q,  g (Q) )  =  I ' I * (P '  g (Q) )  e l les  sont  iden t iques .
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Démonstration

Soi t  :

Q  =  ( Q , , . . . Q K )

l ,  =  g ( Q )  -  ( a t  r . . .  r â ç r  r l  r . . .  , r r )  =  ( ê '  g )

U le  sous  espace engendré  par  u l  , . . .  ,u r

P  =  f  o  g  ( Q )  =  ( P ' , . . . , P K )

Soit  un objet x dans E. On suppose que x appart ient à la classe Q. ( t  < j  < K)

de la  par t i t ion  Q,  e t  à  l -a  c lasse  P.  ( l  <  i  <  K)  de  1-a  par t i t ion  P.

On a, par déf ini t ion de P = f(L)

u3(*, "i) = n_,"i' _-" fafrt", '!,t = afrt*, ar)
v  !  

. c = l  , . . . r K "  
v  N

D ' a p r è s  ( 4 - 7 )

t t(d i (x ,  a r )  <  d i (x ,  a r ) )à( r (A,  P,  u)  <  r (A,  Q,  u) )

e t  d r a p r è s  ( 4 - 6 )  :

taf (x, ar) . afrt*, ar)à I,trR(P, s(Q)) > I,I*(Q, s(Q))

coûrme la dernière inégal i té est contraire â l rhypothèse on en déduit  :

, ,
d - ( x ,  a r )  =  d - ( x ,  a . )

1 ' j

L fa f fec taÈ ion  de  L tob je t  x  à  l - rune des  c l -asses  de  la  par t i t ion  P s res t  donc

effectuée selon la règle déf inie dans l- têventual i té I  du cas d' indéterminat ion.
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On en déduit  i  = j .

Cette démonstrat ion étant valable pour tout x dans E, on en déduit  que les

part i t ions P et Q sont ident iques.

4.4 -  La fonct ion composée f  o g

Proposit ion

Pour toute part i t ion Q dans p*.

La  par t i t ion  f  o  g  (Q)  =  f tg (Q)  I  vér i f ie  La  re la r ion  :

l { ( f o s ( Q ) ) > } I ( Q )

De p lus

t i ( f  o  s  (Q) )  =  I ^ ] (Q)=?f  o  g  (Q)  =  Q

Démonstration

(4-8)

(4-e)

D r a p r è s  ( 4 - 2 )  e t  l a  d é f i n i t i o n  d e  l a  p a r r i r i o n  f t g ( Q ) 1 ,  o n  a  ;

w(Q)  =  I , lR(Q,  c (a) )  <  w* ( f te (Q) l  ,  s (Q) ) (4- r  o)

Draprès  la  dé f in i t ion  de  La  représenrar ion  g [ f  o  g (Q) ] ,  e r  (4 -2)  app l iqué

à  l a  p a r t i t i o n  f  o  g ( Q ) ,  o n  a  :

w*( f  o  s (Q) ,  s (a ) )  <  I ^ IR ( f  o  g (Q) ,  s [ f  o  s (q ) ] )  =  ! I ( f  o  s (Q) (4 - r  l )

Des re l -a t ions (4- lO)  et  (4- l  l )  on dédui t  :

! r (Q )< ! I ( f os (Q) )

De  p lus ,  s i  w (Q)  =  w( f  o  g (Q) ) ,  on  a  l ' éga l - i t ê  dans  l a  reLa t i on  (4 - l o )  :
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wR(Q,  e (Q)  =  wR( f ts (Q)1 ,  e (Q) )

Draprès  la  p ropos i t ion  4 .3 .2 , ,  les  par t i t ions  Q e t  f  o  g (Q)  sont  éga les .

4.5  -  L 'a lgo r i thme

L'algor i thme est in i t ia l isê par une part i t ion P 
0 

donnée ou t i rée au hasard.

On pose, pour tout n 2 O

lrn = g(pn)

, n + l = f ( l , n ) = f o g ( P n )

on déf ini t  ainsi  une suite (pn) ae part i t ions dans [P*,  et  une suite (Ln)

de représentaËions d.t t  L*rr .

So i t  :

pn = (pT,. . .  , r l )

n ng l  , .  . .  r B g ,  l e s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é  d e s  c l a s s e s  r f r . . .  , P l .

On sa i t  ,  (4 .2 ) ,  que L t  =  g (Pt )  es t  de  la  fo rme :

l t  = (eT,.. . ,eft,  u")

où !n, est une famille Q orthonormée de r vâcteurs de RP. On notl Un le sous espace

engendré par gn.

D 'après  (4 '2 )  :

I^IR(Pn, Lt)  = wR(Pn, g(Pn)) = w(Pn) (4-r2)
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Lecture, ou t i rage au

hasard, de La part i t ion

in i t ia le  Po.

n = n * l

Déterninat ion de la

reprêsentat ion

Ln = g(pn)

Calcul- de la valeur du

cr i tère I^I(Pn)

Tes t  de

convergence

Sor t ie  des  résu l ta ts

Déterminat ion de la

par t i t ion

Po*l  = f( l ,n)

1- 'algor i thmeFigure I : L'organigrarmne
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Drap rès ,  (4 -3 )  :

w(pn) = r irra"r(pt, uo)

4 .6  -  La  conve rgence  de  l ' a l go r i t hme

thêorème

(4 - t  3 )

La quite de tenne général  rn = W(Pn) est croissante, et  constante à part i r

drun certain rang N.

De plus, la sui te (Pn, Ln) est constarrte à part i r  du rang N.

Démonstration

a)  Pour  tout  n  )  Or  on a dtaprès (4.1+)  :

r - . ,  =  W(p t+ l )  =  W( f  o  g (pn ) )  >  w{ tn1  =  r '
n + l

La suite (rrr)  est donc croissante.

b) La srr i te (rrr)  prend ses valeurs dans l- 'ensemble f in i  { I^I(P) leee*}

En effet ,  coqtrne E est un ensembLe f ini ,  l fensemble F*,  des part i t ions de E

e n  K  c l a s s e s ,  e s t  f i n i .

c) Dtaprès a) et b) iL existe un rang N tel  que :

tr, = tN pour tout n > N.

d)  Pour  tou t  n ,  n  2  N,  on  a ,  d 'après  c )  :

rn+I = tn
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Soi t  d 'après  a)  :

I d ( f  o  g ( P  n  
) ) =  w ( P  

n  
)

On en déduit  draprès (4-9) :

f o e ( P t ) = P t

e) On déduit  de d) :

n + l  n
P  

'  = P - -  p o u r t o u t n 2 N

d r o ù

P n  = P N  p o u r t o u t n 2 N

f) on déduit de 1'êgaLilê r 'n+l = P 
D 

dérnontrée en e) :

L  n+ l  =  g (P t+ l  
)  =  g (P n  

)  =  L  
o  pour  touÈ n  2  N

d r o ù

- n  - NL-' = L-' pour tout n 2 N

R e m a r q u e  :  D a n s  1 ' a l g o r i t h m e ,  L a  f o n c t i o n  f  e s t  u t i l i s é e  e x c l u s i v e m e n Ë

d a n s  1 e  c o n t e x t e  s u i v a n t :

D é t e r n i n a t i o n  d e  L a  p a r t i t i o n  r n + l  =  f ( L n ) ,  o ù  L n  =  g ( P n ) ,  r  2  o

L a  p a r t i t i o n  a  d e  c o n t r a i n t e  q u i  a p p a r a î t  d a n s  l a  d é f i n i t i o n  d e

1 a  f o n c t i o n  f  ( 4 . 3 . 1 ) i  e s t  d o n c  p a r f a i t e m e n t  d é f i n i e ,  e t  f  p e u t  ê t r e

n o t é e  c o m m e  u n e  f o n c t i o n  d r u n e  v a r i a b l e .  L a  p r i s e  e n  c o m p t e  d e  l - a

p a r t i t i o n  P n  p o u r  d ê f i n i r  l - a  p a r t i t i o n  P t * 1 ,  a p p a r a î t  d a n s  L a  d é m o n s -

t r a t i o n  d e  l a  c o n v e r g e n c e  d e  l r a l g o r i t h r n e  p a r  l - t u t i l i s a t i o n  e n  d )  d e

1 a  r e l a t i o n  ( 4 - 9 ) ,  d é d u i r e  d e  1 a  p r o p o s i t i o n  4 . 3  . 2 .
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5 -  LE  PROGRAMME INFORMATIQUE SESADA

5.1  -  Les  en t rées

O u t r e  l - e  t a b l e a u  d e s  d o n n é e s  ( 1 . 2 ) ,  l e s  e n t r é e s  d u  p r o g r a m m e

S E S A D A  s o n t  l e s  s u i v a n t e s :

L a  m a t r i c e  a  s y m é t r i q u e  d é f i n i e  p o s i t i v e .  L e  c h o i x  d e  c e t t e

n a t r i c e ,  e t  d o n c  d u  p r o d u i t  s c a l a i r e  e t  d e  1 a  d i s t a n c e  d a n s  I R P  q u i

1 u i  s o n t  a s s o c i é s ,  d é p e n d  d e  1 a  n a t u r e  d e s  d o n n é e s .

L e  n o m b r e  m a x i m u m  d e  c l a s s e s  d é s i } é  : .  K -

L a  d i m e n s i o n  d u  s o u s  e s p a c e  d e  c l - a s s i f i c a t i o n  :  r .  r  d o i t  ê t r e

c h o i s i  i n f é r i e u r  o u  ê g a L  à  K - 1 .

E n  o p t i o n ,  1 a  p a r t i t i o n  i n i t i a l e  P o .  S i n o n ,  e 1 1 e  e s t  t i r é e

a u  h a s a r d .

L e s  c h o i x  d e  K ,  r  e t  é v e n t u e L l - e m e n t  P O  s o n t  f  a i t s  d ' a p r è s  l a

c o n n a i s s a n c e  d e s  d o n n é e s ,  p a r  e x e m p l e  l e s  r é s u 1 Ë a t s  d r u n e  a n a l y s e

e n  c o m p o s a n t e s  p r i n c i p a L e s  p o u r  l a  m é t r i q u e  a .  D a n s  u n e  p r e m i è r e

a n a l y s e  o n  p r e n d r a  e n  g é n é r a l  r  =  K - ! .

R e m a r q u e  :  D a n s  1 e  p r o g r a m m e  S E S A D A ,  i 1  e s t ,  p o s s i b l - e  d t i n i t i a l i s e r

1 ' a l g o r i Ë h m e  p a r  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  L O o  s i m p l e ,  o ù  p a r  e x e m p l e

" ! , . . . r " !  
s o n t  d e s  v e c t e u r s  d e  l a  b a s e  c a n o n i q u e  d e  R p .  o n  d é f i n i t

L a  p a r t i t i o n  i n i t i a l - e  p a r  P o  =  f  ( l o o ) . ,  o ù  f  e s t  1 a  f o i r c t i o n  d r a f f e c -

t a t i o n  u t i l i s é e  d a n s  l r a l g o r i t h m e .

5 .2  -  Le  c r i  tè re

D a n s  1 e  p r o g r a m m e  S E S A D A ,  o o  u t i l i s e  L e  c r i t è r e  W n  s o u s  l a

f o r m e  s u i v a n t e :
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So i t  P  =  (P t , . . . ,P t< )

L  =  ( a 1 r . . .  r a 1 ç r  t l  r . . .  r t . )

b  =  Q u ,  t  =  1 r . . . r T
S

rK r
I {R(P '  L)  =  

*  u l r  * l r^  
" : ,  

t  (x -a* ) 'b rJ2

)L

5.3  -  La  fonc t ion  de  représen ta t ion  t , t6 . l

a )  O n  s a i t  q u e  . 1  r . . . , u  s o n t  v e c t e u r s  p r o p r e s  a s s o c i é s  a u x  {

p l u s  g r a n d e s  v a l e u r s  p r o p r e s  d e  1 a  m a t r i c e  B ( P )  Q ,  o ù  B ( P )  e s t  l - a

m a t r i c e  d r i n e r t i e  i n t e r  c l a s s e  d e  1 a  p a r t i t o n  P  :

B ( P )  O  u  =  À  u' s s s

À .t r

s  =  l  r . . .  r r

b )  L a  m a t r i c e  a  e s Ë  d é f i r i i e  p o s i Ë i v e ,  d o n c  e 1 l - e  e . s t  r é g u l i è r e .

O n  d é d u i t  d e  1 ' a n n e x e  5  q u e  :

-  d t u n e  p a r t ,  t r l r . . . r l , r  s o n t  l e s  r  p l u s  g r a n d e s  v a l - e u r s  P r o P r e s

d e  1 a  m a t r i c e  a  B ( P ) ,

-  d t a u t r e  p a r t ,  b l r . . . r b a  s o n t  v e c t e u r s  p r o p r e s  d e  1 a  m a t r i c e

a  B ( P )  a s s o c i é s  a u x  v a l e u r s  p r o p r e s  t r r , . . .  r À r .

A u s s i  o n  r e c h e r c h e  d i r e c t e m e n t  i " "  v e c t e u r s  b 1 , . . - .  r b r .

c )  so i r

g l  r . . . , B K  1 e s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é  d e s  c l a s s e s  P l ' . . .  ' P K

C a r d P o
p l  r . . .  r p K  l e s  p o i d s  d e s  c l a s s e s  P 1 r . . . , P K ,  ( l g  =  

, r i  
' 0 = 1 ,  " ' r K )

g O  l e  c e n t r e  d e  g r a v i t é  d e  E
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.  = (q(r, - 86),.. . , f i f ,{e* - eo))

La mat r ice  dr iner t ie  in te r  c lasse  de  la  par t i t ion  P s rêcr i t  :

B ( P )  =  g  ç t

0n déduit  de I 'annexe 6 que :

-  d rune par t ,  Àr , . . .  rÀ ,  son t  les  r  p lus  g randes va leurs  p ropres  de  la

mat r ice  Ct  Q c

-  d t a u t r e  p a r t ,  s i  a r  r . . . r a t  s o n t  v e c t e u r s  p r o p r e s  a s s o c i é s  a u x  v a L e u r s

p r o p r e s  À l  r . . .  r À ,  d e  l a  m a t r i c e  C t  Q  C ,  l e s  v e c t e u r s  Q  C  a . . . . . . 0  C  a
l -  r

sonË vec teurs  p ropres  assoc iés  aux  va leurs  DroDres  À. . . . . rÀ ,  de  la  mat . r i ce

Q  B ( P ) .

d)  Conc lus ion

Finalement,  on recherche les r  plus grandes valeurs propres À, À, de

l a  m a t r i c e  C t  Q  C ,  e t  r  v e c t e u r s  p r o p r e s  a s s o c i é s  a ,  ' . . .  ' a r .  P u i s  o n  P o s e  :

b "  =  Q  C  a ,  s  =  l r . . . r r

Si  À^ est valeur propre simpLe, on Pose :
s

- l  -  - l  -
u "  =  Q  

'  
b "  o u  . " = - Q  b "

pour respecter 1a convenÈion donnée dans lravant propos (S 7.4). .

S i  À ^  e s t  v a l e u r  p r o p r e  m u l t i p l e  d e  m u l t i p l i c i t é  m ,  À "  =  l r * l  = . . . =  l s + m - I ,
s -

us  es t  cho is i  dans  E" ,  sous  espace propre  de  la  mat r ice  B Q assoc ié  à  Às ,  se lon

la  p rocédure  décr i te  dans  l tavant  p roPos ($  z '4 ) 'Es  esË engendré  par  les
- r  -  - l  -

v e c t e u r s  Q  b " , . . . , Q  b s + m _ I .

Ainsi  on effectue à chaque i térat ion la recherche des r p1-us grandes valeurs

propres et des vecteurs propres associés dtune natr ice symétr ique de dimension K,

e t  non de  la  mat r ice  Q B(P)  qu i  n tes t  pas  symét r ique e t  de  d imens ion  p . (p  es t

en général  nettqment supérieur à K).
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5.4  -  Les  sor t ies  à  chaque i té ra t ion

Après chaque i térat ion on a les sort ies suivantes :

-  La valeur du cr i tère LI

w(po)  = w*(Pn,  c(Pn))

-  Les va leurs propres,  ) . .Tr . .  .  ,ÀT

-  Les  cen t . res  de  g rav i té  des  c lasses  n l , . . . , t l

-  La classe dtappartenance dans la part i t ion Pn de chaque individu.

Remarque : Si au cours de lralgorithrne la classe de numéro.0 devient vide, el1-e

ntest  pas reconst i tuée,  e t  dans la  par t i t ion Pt ,  la  c lasse r l  est  v ide.  (K esË

donc le nombre maximum de classes désiré).

5.5  -  Les  sor t ies  â  la  convergence

Après convergence de ltalgorithme on a les sort ies suivanËes :

-  La  pa r t i t i on  de  conve rgence  p *  =  (PT , . . . , t i ) .

-  Les  coo rdonnées  des  po inÈs  g i , . . . , e f ,  
" t  

vec teu rs  
" f , . . . , , r *  

d "  l - .

r ep résen ta t i on  c (P* ) ,  a ins i  que  ce l l es  des  fac teu rs  b i  =  au i , . . . , b :  =  Q" ; .

- La valeur du critère I,{

w (P" )  =  W* (P* ,  g (P* ) )

-  Les  va leu rs  p rop res  À i r . . .  rÀ : .
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-  Les représentat ions graphiques des project ions Q orthogonales des

centres de gravi té t i r . . . ,P;r  et  des individus sur les plans engendrés
*  *  *  

t *

par  uf  e t  u j ,  
" ; .e t  

u i , . . .  (s i  r  est  impai r ,  la  dern ière représenËat ion

est faite 
".,r"" 

,rf corme vecËeur unitaire sur les 2 axes ; les points

représenÈés sont situés sur la diagonale). On uti ' l ise le prograune de

représentat,ion "NUAGE' (-tsllP) .

6  -  EXEMPLES D 'APPL ICATION

6.1  -  Exemple  1

5 .1 .1  -  Les  donnêes

0n dispose drune popuLat ion E de 5O individus décri ts par deux paramètres

e t  *2  (Tab leau I  e t  f igure  2) .

muni du produit  scalaire déf ini  par la matr ice Q suivante

o

I

o ( x - )

o ù  o ( * l )  e t  o ( x 2 )  s o n t  l e s  é c a r t s types des paramètres
t 2x  e t x .

On demande une part i t ion de E en 3 classes et un sous esPace de cLassif icatron

de d imens ion  l .

0n effectue plusieurs t i rages ini t ia l isés par des part i t ions t i rées au

hasard .

.  
L ' e s p a c e  R 2  e s t

/ r

Q  =  (  o ( * l )

\
\o

6 .1 .2  -  Les résu l ta ts

On ret ient l -e t i rage dont la part i t ion de convergence correspond à La plus

grande valeur du cr i tère l , t r .  cette part iËion p* = (PT ,  P;,  ef)  ,  ainsi  que 1-a

dro i te  vec tor ie l le  U*  dé f in ie  par  la  représenta t ion  g(P* ) ,  appara issant  sur  la

f igure  3 .
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on cons ta te  que la  reconna issance des  c lasses  r l , t l , t i  es t  l iée  à  la  reconna is -

sance du sous espace vector iel  U*. De plus le 
"o,r"  ""p"."  

iu*)r  est,  retat ivement

à la part i t ion P*, un sous espace de brui t  ( f igure 3) .  Cette dernière propriété

permeÈ (c f .  7 .2 )  de  va l ider  g loba lement  laansR2)  La  par t i t ion  P* ,  que la

project ion sur U* a fai t  apparai tre.

6 .2 -  Exempl e 2

6 .2 .L  -  Les  données

On dispose d'une populat ion E de 30 individus décri ts par 3 paramètres
t ) ?

x ' ,  x - ,  x " .  ( T a b l e a u  2  e t  f i g u r e  4 )

I
Ltespace R- esË muni du produit  scal-aire déf ini  par la matr ice inverse

de la matr ice de covariance empir ique des paramètres *1, *2, *3,

On demande une part i t ion de E en 3 classes et un sous espace de classi f icat ion

de dimerrsion 2.

On e f fec tue  p1-us ieurs  t i rages  in i t ia l i sés  par  des  parÈ i t ions  t i rées  au

hasard .

6.2 .2  -  Les rêsu l ta ts

On ret ient Le t i rage dont 1a part i t ion de convergence correspond à la plus

grande va leur  du  c r i tè re  W.  Cet te  par t i t ion  P*  =  ( t i ,  P ; ,  r l )  ann" ra i t  dans  le

tab leau 3 ,  e t  sur  la  f igure  5 .

On remarque :

-  d 'une part  ( tableau 4),  que le sous espace U* engendré par les vecteurs
*  *  z - x r  .  . I .  '  - L  1 - -  - - ^ - : - l - 1 ^ ^  - . t  ^ +  . . '

r l  e t  uZ de  ra  représenta t ion  g(P* )  p r iv i lég ie  ne t te rûent  les  var iab les  x l  
" t  

*2 .

-  d 'au t re  parE ( f igure  4) ,  que la  var iab l "  *3  es t ,  re la t i vement  à  I 'a

part i t ion e* = (r f ,  r i ,  r l ) ,  une var iable de brui t .
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7 - L'INTERPRTTATION DES RESULTATS

7. I  -  0p t imum loca l ,  op t imum g loba l  du  c r i tè re  } l

La part i t ion P* de convergence de I talgor i thure

i n i t i a l e  P o .  r L l e  v é r i f i e ,  (  4 . 6  )  z

Inr(po) < I^I(p*)

S i  on  réa l i se  m ana lyses  (ou  t i rages)  in i t ia l i sées

p a r t i t i o n "  p o l  ,  P o 2 r . . . , p f u ,  o n  o b t i e n t  m  p a r t i t i o n s  d e

qui réal isent m opt ima locaux dq cr i tère W.

W(P*) est un opt imum local du cr i tère w ;

En général  I , l (P*) est di f férent de 1-topt imum du critère I,{ pour P dans F*.

I^I(P") # l tax tw(P)l
PeF*

Cet  op t imum g loba l  n res t  d ra i l leurs  pas  connu.

dépend de l-a part i r ion

respect ivement par
_ * l

convergences P ,

l -es

. .  r P * *

La méthode des formes fortes [  8 1 permet d' isoler des groupements d' individus

c l a s s é s  e n s e m b l e  d a n s  l e s  m  p a r t i t i o n s  P * t , . . . , P * * .  D e  p l u s ,  1 - t a r b r e  d e s  c o n n e x i t é s

descendantes précise les proximitês entre ces groupements stables t8l .

o n  p e u t  a u s s i  c h o i s i r  p a r m i  l e s  p a r t i t i o n s  P * 1 r . . . , P * *  c e l l e  q u i  r é a l i s e  l a

mei l leure val-eur du cr i tère W ; Cette procédure est just i f iée pour toute méthode

de c lass i f i ca t ion  qu i  p rocède par  op t im isa t i ,on  drun  c r i tè re .  Dans la  su i te  la

par t i t ion  chos ie  de  ce t te  man ière  après  m t i rages  es t  encore  no tée  P* .

7.2  -  La  va l id i té  de  la  par t i t ion  de  convergence

S o i t

P* la part i t ion de convergence
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U*  1"  sou6 espace vec tor ie l  engendrê  par  les  vec te , r t t  , r f  , . . . , , r *  de  La

représentaÈion L* = g(P*)

(U*)r le supplémentaire Q orthogonal de U* dans RP

11 fau t  s fassùrer  que la  p ro jec t ion  du  nuage E sur . le  sous  espace (u* )Lne

d é d i e  p a s  l e s  r e g r o u p e m e n t s  d t i n d i v i d u s  P i , . . . , P ; ,  c ' e s t - à - d i r e  q u e :

- soi t  (U*)J est,  relat ivenent à la part i t ion P*, un sous espace de brui t

( c f .  e x e m p l e s  :  6 . 1  ,  6 . 2 ) ,

-  soi t  les prôxirni tés entre project ions sur (u*) l  des individus conf ir :nent '

l e s  r e g r o u p e m e n t s  P i r . . .  r P ; .

Dans ces Çondit ions, la part i t ion P* (qui réal ise avec le sous espace U*

un maximum loca1 de l t inert ie inter c lasse expl iquée par un sous espace de

dimension r)  est val idée relat ivemenË à l rensembl-e des p paramètres iniÈiaux

* l , . . . r l i P .  D e  p l u s ,  l e  s o u s  e s p a c e  U *  e s t  v a l i d é  c o m n e  s o u s  e s p a c e  c l a s s i f i a n t

relat ivement à P*, dans le sens qù . i l  induit  (par project ion) une part i t ion

non remise en cause par son supplémenÈaire (U*)r.

La  s tab i l i té  de  la  par t i r ion  P*  peut ,  par  exemple ,  ê t re  tes tée  par

visual isaÈion de la project ion du nuage E sur des plans vector iels inclus dans

(u*)a.

Si la dimension r de U* vér i f ie :

r '  <  K- l

On peut  auss i  réa l i ser  une seconde ana lyse  in i t ia l i sée  par  la  par t i t ion  P* ,

avec  pour  d imens ion  du  sous  espace de  c lass i f i ca t ion  r+1 .
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7.3  '  Le  cho ix  de  la  d imens ion  r  du  sous  espace de  c lass i f i ca t ion

Soi t  P*  une par t i t ion  va l - idée se lon  7 .2 .

L a  s u i t e  d e s  v a l e u r s  p r o p r e "  À i , . . . , 1 ;  e r  s u r t o u r  ( 5 . 5 ) ,  l a  v i s u â l i é a r i o n

des project ions des individus sur les plans vector iels engendrés par t" i ,  
" i ) ,

e tc . . .  permet ten t  d tappréc ie r  t t le  pouvo i r  c lass i f ian t "  des  dro i tes  vec tor ie l les

engendrées par leg vecterrt .  , r* ,  . l - l  ,  .  .  .  et  donc associés aux plus faibles valeurs
a *  a *

P r o p r e s  ^ r ,  Â r _ 1  r . .  .

Eventuel lement,  on réal ise une analyse ini t ia l isée par P*, avec pour

d imens ion  du  sous  espace de  c lass i f i ca t ion  r - l  ou  r -2 r . . .

On peut d.e cette manière tester la stabi l i té de P*, ou, plus généralement,

fa i re  appara i t re  une su i te  de  par t i t ions  de  t ,  t : ,  t l_ r , .  . .  r  êo  Kr ,  Kr_ l  , .  . .

c lasses, obtenues respecÈivement avec des sous espaces de classi f icat ion de

d imens ions  r ,  r -1 , . . .  e t  l iées  par  la  re la t ion  de  f inesse en t re  par t i t ions ,  |  4  l ;

Par exemple :  f ]  part i t ion de E en K- classes est plus f ine que P] ,  part i t ion
r  -  ' f  r - r

de E en Kr_, c lasses (Kr_t .  *r)  ;  P* est obtenue comme part iËion de convergence dfune

ana lyse  in i t ia l i sée  par  t l - r ,  la  d i rnens ion  supp lémenta iÉe du  sous  espace de  c lass i f i -

ca t ion  ayant  permis  l réc la tement  de  s  c lasses  ( l  <  s  (  Kr_ l )  en  s  t  (Kr  -  Kr_ t )

c l a s s e s .

B - METHODE SEQUENTIELLE RELATIVEMENT AU NOMBRE DE CLASSES DE LA PARTITON

Dans ce paragraphe la dinension r du sous espace de classi f icaËion, est

choisie égaLe à K-l

8.1  -  Pas  1

Pour tout ent ier K, K > 2, la méthode de cLassif icat ion sur sous espace

adaptat i f  associe à toute part i t ion Po dans lP*,  une part i t ion p* dans Ip* eui
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réal ise un local  du cr i tère t l  déf in i  en 2.1 (avec r  = K- l ) .

En résumé :

CC* pr ----) Px

n +
clr to --; p* = c[*(po)

8 .2  -  Pas  2

Soit  un cr i tère C drhomogénéité ou de séparat ion des cl-asses d'une part i t ion

(C peut prendre en compte le nuage des individus dans lRp, ou sa projection sur'

un sous espace vector iel  donné).

So i t  un  ensemble  T*  de  t tans formaËionsTsur  les  par t i t ions  de  E en  K c lasses ,

(K  >  2) ,  gu i  assoc ien t  à  tou te  par t i t ion  Q =  (Qr , .  . . ,Qç)  dans  P*  une '  par t i t ion

T(Q) dans Ftr* ' .  Par exemple :

T* peut être réduit  à l -rensenble des transfornat ions élementaires du type

t tSc inder  une c lasse  Q.  en  deux  sous  cLasses t t

T* peut être l - fensemble des transformations déf inies par :

I  )  Scinder chaque classe en deux sous classes (Le découpage tr iv ial

Q, * (Qr,  0) étant permis K-l  fois au plus)

2) Réunir  (par une procédure hiérarchique par exempl-e) les ensembles d' indi-

v idus  a ins i  dé f in is ,  de  man ière  à  co i l s t i tuer  K+ l  c lasses . '

So i r

Une part i t ion Q dans lP*.

Lrensemble T*(Q) = { r (Q)  l r  e  t * }  incLu dans lPç+I .
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Une part i t ion Q* dans T*(Q) qr i  réaLise l ropÈimum du cr i tère C sur TK(Q).

0n note Cr* la procédure qui associe ainsi  à toute part i t ion Q dans lP*

une par t i t ion  Q*  dans  F** r .

Remarque :  Pour Ëoute part i t ion Q* = C[*(QO) on dispose (5.5) des graphiques

des projecÈions des individus sur l -e sous espace U* déf ini  par La représentat ion

t *=  g(Qt ) .  L fçxamen de ce t te  v isua l i sa t ion  des  c lasses  de  la  par t i t ion  Q*  es t

une autre procédure de déf inl t ion dtune part i t ion en K+l c lasses déduite d" e*.

8.3  -  L . 'a lgor i thn le

On suppose donnée ou t i rée au hasard une part i t ion r !  de E en 2 classes.

Pour Ëout K > 2, on pose

ri = ct*<rfll

rl*, = cr*(el)

(Pas  I  )

( P a s  2 )

Le  tes t  d 'a r rê t  de  l ra lgor i th rne  es t  cor rs t i tué  par  la  donnée drun  nombre

max imum de c lasses ,  ou  (eÈ)  es t  inc lu  dans  la  p rocédure  de  découpage des  c lasses .
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9 -  CONCLUSION

La classi f icat ion sur sous espace adaptat i f  pelmet la réduct ion de la dimen-

s ion  de  1 'espace des  descr ip t ions  des  ob je ts  dans  l rop t ique de  la  c lass i f i ca t ion .

La visual isat ion de la part i t ion de eonvergence sur quelques axes factor iels

donne une image de la structure mult idinensionnel le du nuage. f l  apparaÎt  des grou-

pements dr individus homogènes en project ion sur le sous espace ;  une procédure

df inÈeract ion "hormnç-machinet '  (avec augmentat ion sirnul tanée du nombre K de classes

de la part i t ion, et  de la dimension r du sous espace de représentat ion) Pet:meÈ

alors  la  cons t ruc t ion  séquent ie l le  d tune par t i t ion  en ,K*  c lasses  exp l iquée par

un sous espace de dimension r*.

férent

Le

de

sous espace de  reprêsenta t ion  pour ra i t  êc re  dé f in i  se lon  un  c r i tè re  d i f -

l r iner t , ie  inËer  c lasse  exp l iquée t3o l

S i  on  impose au  sous  espace de  c lass i f i ca t ion  d tê t re  engendré  Par  r  var ia -

b les  in i t ia les ,  on  fa i t  de  la  sé lec t ion  de  paramèt res  (éventue l lement  pas  â  Pas) .
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CHAPITRE I  I

ANALYSE DISCRII,IINANTE TYPOLOGIQUE

1 - INTRODUCTION

1.1  -  Le  prob lème de la  d isc r im ina t ion

Un ensemble f ,  a ' individus ou objets est répart i .  en Kpart ies (appelées faur i l -
r e s )  € l  ' . . . ,  G *  a a t i n i e s  a  p r i o r i .  o n  d i s p o s e  d r a u t r e  p a r t  d r u n e  d e s c r i p r i o n
nult id imensionnel le des gbjets.  (On suppose dans ce travai l  que Les para-
mètres sont quant i tat i fs.  Dans le cas de données qual i taËives on peut avoir
recours à u4 codage préalab1e I  26 l )  .

11 sragit  de décrire le pouvoir  séparateur des paranètres descr ipt i fs
des objets vis à vis des fani l les a pr ior i  (Analyse discr iminante desci ip-
t i ve) ;  P t r i s ,  éventue l lement ,  de  cons t ru i re  une règ le  d f ident i f i ca t ion  de  la
fami l le  d tappar tenance d tun  ob je t  (Ana lyse  d isc r im inante  déc is ionne l le ) .

On d ispose d 'une popu la t ion  éehant i l lon  f in ie  E  de  8 ,  pour  laque l le
le  g roupe d tappar tenance des  ob je ts  es t  connu.  L rensemble  des  ob je ts  de  E
qui sont issus de la famil le VU 

"orr"ai tue 
un sous ensenble de E noté Tl ,3

T l r . . . r T *  s o n t  l e s  c l a s s e s  d ' u n e  p a r t i t i o n  d e  E ,  d i t e  p a r t i t i o n  a  p r i o r i .

I .2  -  L 'ana lYse  fac to r ie l l e  d isc r im inan te  :  Une  ana lyse  desçr ip t i ve
I  inéa i re  [21 ,29 ]

on dispose du nuage d'objets E dans IRP (p est le nombre de paramètres)

répart is en K classes. 6.P est muni de la métr ique déf inie p".  v* l  ,  inver.se de

la matr ice de var iance covariance empir ique des paramètres.

on  recherche l 'axe  (pu is  le  p lanr . . . )  dans  RF qu i  sépare  le  mieux  les
K c lasses  en  pro jec t ion ,  au  sens  du  max imum de l r iner t ie  in te r  c lasse

exp l iquée.

La  v isua l i sa t ion  des  pro jec t ions

espace disgr ininant ainsi  déf in i  per:rner

de  l tensemble  des  p  paramèt res .

d e s  c l a s s e s  T ,  r . . .  r T K  s u r  l - e  s o u s

d'apprécier le pouvoir  séparateur
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Avec l tanalyse factor iel le,  discr iminante, on t ient compte des l iens

1 inéa i res  en t re  var iab les  in i t ia les  pour  séparer  les  K  c lasses  a  p r io r i .

1.3  -  L 'ana lyse  d i  sc r im inante  déc i  s ionne l  I  e  I  inéa i re  [  25 '  29 ]

11 s rag i t  de  la  règ le  d ta f fec ta t ion  au  cent re  le  pLus  proche pour  une

d is tance quadra t ique.  E l le  cons is te  à  dé f in i r  par  des  sépara t ions  hyperp lanes

K zones dans RP, chaque région étant associée à une cLasse (Dans 1e cas de deux

c lasses  on  a  par  exemple  I 'hyperp lan  de  ! ' ISHEB t1 :  l ) .  Le  cho ix  de  la  mét r i -

que de _Mahalanobf.s (déf inie par f  inverse de la maËrice de var iance covariance

in t ra  c lasse  de  la  par t i t ion  a  p r io r i )  se  jus t i f , ie  par  des  cons idéra t ions  géo-

méËr iques  e t  p robab i l i s tes  IZE l ;  Par  cont re  Ia  mét r ique V 
I  

e "Ë 1 iée  à  1 . tana-

lyse  fac to r ie l le  d isc r im inante  eE présenÈe l favantage drê t re  indépendanEe de

1a par t i t ion  a  p r io r i .  (Pour  ces  deux  ra isons ,  dans  L tana lyse  d isc r im inante

typo log ique on  a  cho is i  la  mét r iq , re  V- l ) .

1.4  -  La  remise  en  çause des  c lasses  ,a  p r io r i

La.  dé f in i t ion  drune par t i t ion  a  p r io r i  de  la  popu la t ion  échant i l lon  E

const i tue  une hypothèse de  s t ruc tuqe.  I1  es t  souha i tab le  de  pouvo i r  s 'en  a f -

franchir  localement,  af in de prendre en compte les groupements homogènes

d t o b j e t s  d i s g t n c t s  d ê s  c l a s s e s  a  p r i o r i .  C e t t e  r e m i s e  e n  c a u s e  d e  l a  p a r t i -

t ion  a  p r io r i  se  jus t i f ie  d 'a i l leurs  dans  de  nombreux  cas '  e t  ce  p .our  d i f fé -

ren tes  ra isons  :

a)

exemple

prob lème posé peut  ê t re  é tud ié  se lon  d i f fé ren tes  approches .  ParLe

En cont rô1e

des dé fau ts

de

de

produc t ion ,  les  types

fonct ionnement ou par

a  pr io r i  peuvent  ê t re .  dé f in is  Par

des  dé fau ts  de  fabr ica t ion .

sc iences  de  1a  na ture  une é tude peut  ê t re  abordée 'de  d i f fé ren ts  po in ts

v u e  :  P h y s i q u e ,  c h i n i e ,  B i o l o g i e  . . .

En médecine, i l  faut dist inguer 1e sy-urpÈôme et la cause.

Les types a pr ior i  doivent induire une part i t ion de 1a populat ion t

(en  c lasses  d is jo in tes) ,  e t  leur  dé f in i t ion  imp l ique en  généra l  le  cho ix

d 'une seu le  approche.  S inon on  mul t ip l ie  le  nombre  de  c lasses .

En

de
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Ce cho ix ,  par fo is  sub jec t i f ,  do iÈ  pouvo i r  ê t re  remis  en  cause.  En e f fe t ,

i l  est possible qu'un groupement dr individus C, homogène et (ou) isolé dans

la  popu la t ion  échant i l lon  E,  e t  d is t inc t  de  tou te  c lasse  a  p r io r i ,  so i t  in -

terpréÈable selon une approche di f férente. Par exemple, d.ans le cas de la

banque de données industr iel les donË 1'éÈude est présenÈée dans ce chapitre,

le  spéc ia l i s te  dé f in i t  la  par t i t ion  a  p r io r i  se lon  les  types  de  dé fau ts  de
fonct ionnement;  Lranalyse discr iminante typologique met en évidence un grou-

Pement dr individus qui sr interprête faci lement selon l tapproche "défaut de

fabr ica t ion" .

b )  Les  f ronÈières  en t re  les  c lasses  a  p r io r i  peuvent  ê t re  a rb i t ra i res
(dé teno inées  par  des  seu i l s )  ou  impréc ises .  Par  exemple  dans  le  cas  de  2  c lasses

du type "p résenee"  "absence"  i l  n 'ex is te  pas ,  en  généra l ,  de  f ron t iè re  ob jec-

t i ve  e t  ne tËe.  La  dé f in i t ion  des  c lasses  a  p r io r i  es t  â lo rs  ss r rmisg  au  cho ix .

d tun  seu i l  numér ique,  s i  le  phénomène é tud ié  es t  mesurab le ;  s inon,  le  c lasse-

ment  des  ind iv idus ,  (ceux  de  la  popu la t ion  échant i l lon  en  par t i cu l ie r )  résu l te

drune interprétat ion hr:maine. Cette dernière nrest pas toujours indépendanÈe

de l - texpér imenta teur ,  n i  de  l to rdre  d tappar i t ion  des  ind iv idus .  Par  exernp le ,

pour la détect ion de défauts de fonct ionnement de pièces mécaniques par écoute

d u  b r u r t  é m i s  ( c f .  $ -  6 ) i l  n r e x i s t e  p a s  d e  r é f é r e n c e s  p r é c i s e s  p o u r  l r a f f e c t a -

t ion  à  une c lasse .  E1 le  dépend en .par t ie  de  compara isons  en t re  ind iv idus ,  (Un

bru i t  t rès  1éger  sera  mal  perçu  après  1 'écoute  d tun  bru i t  marqué) ;  En par t i cu-

l ie r  les  p remiers  ob je ts  é tud iés  prennent  f  impor tance de  ré fé rences .

Pour  ces  ra isons ,  les  f ron t iè res  en t re  c lasses  do ivent  par fo is  ê t re

remises  en  cause.  P lus  généra lement  i l  peu t  appara î t re  que la  par t i t ion  a

pr io r i  es t  t rop  f ine ,  ou  au  cont ra i re  t rop  gross iè re ,  dans  le  sens  où  aux

zones f ron t iè res  en t re  c lasses  a  p r io r i  i l  es t  souha i tab le  de  fa i re  cor res-

pondre  de  nouve l les  c lasseF (por tan t  éventue l lement  1 té t iquet te  " indéc is ion" ) .

1.5  -  La  pr ise  en .  compte  des  c lasses  a  p r io r i

La donnée de la part i t ion a pr ior i  apporte cependant une information

dont  i l  es t  souha i tab le  de  ten i r  compte  pour  appréc ie r  la  séparab i l i té  des

K fami l les  dans  RP.
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0n sait  par exemple, que lranalyse factor iel- le discr iuinante ( ,1 ,2)

induit  une mei l leure séparat ion des cLasses a pr ior i '  que des Eéthodes in-

duc t ives  ( l tana lyse  en  composantes  pr inc ipa les ,  [  2  f ,  ou  l tana lyse  des

correspondances [  . l  ] ) .  Come 1e montrent les f igures I  et  2 dans le cas

de la séparat ion de deux classes, ( les individus dont décr i ts par deux ya-

r iab les  x l  
"a  

*21 ,  les  sous  espaces  d isc r im inants  e t  p r iôc ipaux  peuvent

ê t r e  t o t a l e m e n t  d i f f é r e n t s .  0 n  s a i t , 1 2 9  J ,  q u e  I ' a n a L y s e  f a c t o r i e l l e  d i s -

cr iminante est équivalente à I tanalyse en composantes pr incipales du nuage

G des  cent res  de  grav i té  des  c lasses  mun is  des  po ids  des  c lasses ,  pour  la

métr ique déf inie par l  t  inverse de la matr ice de covariance empir ique des

paremètres. Les axes factor iels dr inert ie minimr.rm du nuage G, qui apportent

peu dt information pour la discr iminat ion, peuvent être des axes de forte

d ispers ion  du  nuage E :  Dans le  cas  i l s  nu isenË à  la  reconna issances  des

c l a s s e s  a  p r i o r i

l "
\ , ._ a

, D

o o

a

l o  
t

\  r  . .

\ ' .
a

t

a C : .
l r- a  

a

\ t  
.

a

a a
' ) ( .

a a
t a l

( l -  -
\ .  .  . \ l:t

r  r . l

: /

Figure I

D :  le  p remier  axe  de  l tana-

lyse  fac to r ie l le  d isc r im inante

re la t i ve  à  la  par t i t ion  (C l ,CZ)

du nuage E.

Figure 2

P :  le.  premier axe de- l  t  analyse

en composantes pr incipales du

nuage E réunion. des classes C,

e t  C r .
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1.6  -  L 'ana lyse  d isc r im inan te  t ypo log ique  (A .D.T . )

Ltanalyse discr irninante typologique propose une dérnarche médiane entre

discr iminat lon et c lassi f icat ion, alors que ces deux donaines sont généralement

opposés. La parci t ion a pr ior i  est remise en cause localement,  af in de tenir

compte de Ia structure réelLe du nuage des indÎvidus dans BP. te but recherché

esÈ la  cons t ruc t ion  d tune par t i t ion  dédu i te  de  ce l le  des  types  a  p r io r i  dont

les classes soient plus homogènes ou mieux séparées, dans lropt ique de la dis-

cr iminat ion ;  En effet ,  en général  cerÈaines classes a pr ior i  sont hmogènes

eÈ (ou)  i so lées ,  e t  leur  reconna issance es t  a isée ,  d fau t res  sonÈ t rès  d ispersées

ou même non séparables par la méthode utilisée lZlJ z paï exemPle, en reconnails-

sance des  carac tères  A e t  B  sont  b ien  sêparés ,  ce  qu i  n res t  pas  le  cas  pour  U e t  Y .

Ces dernières classes nuisent à une reconnaissiance f iable des premières.

L fespace IRP d"s  ob je ts  es t  mun i  pour  tou te  l fana lyse  de  la  né t r iq r re  V- l .

Par  conséquent  I tA .D.T .  se  d is t ingue des  méthodes qu i  u t i l i sen t

- une nétr ique f ixée mais qui dépend d'une part i t ion de E ( la métr ique

de Mahalanobis par exemple).

-  une mét r ique adapta t ive  I tz  ]

-  des  mét r iques  loca les  f i xées  127 I

-  des  rné t r iques  loca les  adapta t ives  I t4  ]

L tA .D.T  procède à  une Ërans format ion  l inéa i re  adapta t ive  des  var iab les ,

a f in  de  séparer  in fo rmat ion  u t i lé  e t  nu is ib le  à  la  d isc r i rn ina t ion  [  7  ] .

L r A . D . T  s e  d i s t i n g u e  a i n s i :

drune par t  des méÈhodes ayant  recours

17,  lo ,  zo7
draut re  par t  des  méthodes au tor isanÈ

v a r i a b l e s  t l 5  l .

Du point de vue de lranalyse discr iminante

par affectat ion au centre le pLus proche (pour

sur le sous espace induit  par la transformation

t r a t i o n  u t i l e  e s t  p r i s e  e n  c o m p t e ) .  1 1  n e  s ' a g i t

la  sé lec t ion  de  paramèt res

transformation non l inéaire des

d é c i s i o n n e l l e ,  1  ' A .  D . 1 .  p r o e è d e

la  mét r iq , r "  V- l )  en  pro jec t ion

des  var iab les  (seuLe f  in fo r -

pas  de  la  règ le  de  déc is ion

1 a
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c lass ique de  1 'ana lyse  d isc r im inante  l - inéa i re  ( t "3 ) ,  dont  L r in te rpré ta t ion

col ' rme un cas part icul ier de la règle Bayesienne IZ] ,29-f  fai t  apparaître

les  insu f f i sances  du  po in t  de  vue probab i l i s te .

L rA.D.T .  p rocède par  op t im isa t ion  d 'un  c r i tè re .  E l - le  met  en  oeuvre  a l -

ternat ivement une technique de 'Discr iminat ion et une technique de Classi f fcat ion.

E l le  indu i t  une par t i t ion  P* .  Une c lasse  de  ce t te  nouve l le  par t i t ion

d is t inc te  de  tou te  c lasse  a  p r io r i ,  peuÈ cepéndant  ê t re  in te rpré tab le  par

le  spéc ia l i s te  co  e  on  l ta  vu  c i -dessus .  En par t i cu l ie r  iL  peut  s tag i r

d tune sous  c lasse  homogène d tune c lasse  a  p r io r i  d ispersée,  ou  cons t i tuée '

de  p lus ieurs  i lo ts .  Dans le  cas  où  la  méthode indu i t  des  réun ions  de  c lasses

a pr ior i ,  on prqcède éventuel lement à un deuxiène niveau de discr iminat ion

(S i  tou te fo is  le  pouvo i r  d isc r im inant  des  paramèt res  nres t  pas  en  cause) .

En effet ,  dans certains cas une perte de f inesse relat ivernent à 1a part i t fon

a  pr io r i  es t  acceptab le  pour  le  spéc ia l - i s te  (c f .  $  6 ) .

Dq p lus ,  on  ob t ien t

-  une règ le  de  déc is ion  s inp le ,  re la t i ve  à  la  par t i t ion  cons t ru i te ,

i ssue d i rec temenÈ de la  méthode.

- une représenÈation sur quelques axes factor iels discr iminants de 1a

popu la t ion  échant i1 lon ,  qu i  i l l us t re  1 réc laËement  ou  la  réun ion  de

c lasses  a  p r io r i  ($  6 .6 ) .CetËe représenta t ion  permet  auss i  le  c lasse-

ment de nouveaux individus par visual isat ion sur le même sous espace

Dans ceË cond i t ions ,  pour  le  c lassement  d tun  ind iv idu  dont  la  p ro jec-

t ion se si tue dans une zone fuont ière entre classes on peut tenir  comp-

te  a  pos ter io r i  d run  coûÈ de mauva i ' se  a f fec ta t ion .  11  péut  auss i  ê t re

créé  una zone de  non déc is ion ,  a f in  d tassurer  la  f iab i l i té  du  c lasse-

ment .
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L.7  -  Les  donnêes

Les individus de E sonË nunis de poids égaux :

I
P i  =  

, ,  i = l  r . . .  r n

I ls sont décr i ts par un ensemble i I  de p paramèËres quant i tat i fs 2

l p
x  ,  . . . ,  x ^ .

on note xi  la valeur pr ise par le p"tarètre * j  sur l , individu x. .  On' - - -  - - i -  - -

note yi  le numéro de la classe de la part i t ion a pr ior i  qui  cont ient 1 t  in-

d i v i d u  x . .
1

Les données peuvent être rangées dans une natrice Xt comportant, n lignes

et  (p+ l )  co lonnes

On ident i f ie un individu xir  êu vecteur de RP des valeurs pr ises par les

p paramètres sur cet individu. On noÈe :

x! = (xl ,  : . . ,* l )

Ltespace RP est muni du produit  scalaire déf ini  par 
. la 

matr ice synétr ique

d é f i n i e  p o s i t i v e  V - ! ,  i n v e r s e  d e  l a  m a t r i c e  d ' i n e r t i e  d . u  n u a g e  ( x l r . . . r * r )  d e

RP

I  -  _ l
V = : X X

n
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ou

(

- l  - D  -  I  o
e n  n o t a n t  i ' r . . .  r l p  1 " "  m o y e n n e s  s u r  E  d e s  p a r a m e È r e s  x  , . . . , x '  .

V est aussi  la natr ice de covariance empir ique des para.nètres
l ox  ,  .  .  . , x '  .

(S i  V  nres t  pas  régu l iè re ,  X  nres t  pas  de  rang p ,  e t  on  se  res t re in t  à  un

sous ensemble de l tensemble des paramètres J).

On suppose cho is i  la  d imens ion  r  ( r jK : l )  du  sous  espace d isc r im inant  (c f .  S  5 .1 )

1.8  -  Nota t ions

On note :

tP"  1 'ensenb le  des  par t i t ions  de  E en  K c lasses  (d is jo in tes)

i lne  parc i t ion  P de  P*  es t  no tée  éga lement  (P l ,  - .  .  ,P* )

E  =  P l  u . . . u  P *

P . f l P , = @  i = l ' . . . r K ;  i =  l r . . . r K i  i f  i
1 J

F lrensenirble des sous espaces vector iels de IRP de dimension r

U l 'ensemble des famil les V-l  orÈhonormées de r vecteurs de lRP.
r



2 .  LE CRITERE

Remarque : La recherche du ninimfim

t ions  de  E,  condu i t  à  la  par t i t ion

v idu ,  Po.  En e f fe t ,  pour  tou t  sous. E

de la  parÈ i t ion  E,  exp l iquée par  U
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par :

(2 - t )

p ro j  ec t ion

qu i  réa l i se  le  min i -

(2 -2 )

du c r i tè re  dans  l rensemble  F  des  par t i -

Èr iv ia le  en  n  c lasses  rédu i tes  à  un  ind i -

e s p a c e  U  d e  R P ,  1 ! i n e r È i e  i n t r a  c l a s s e

est nul l ,e

2.1" -  Dé f in i t i on

Soi t  P  une par t i t ion  de  E,

Pour  tou t  sous  espace u  de  RP,  so i t  r . r ra ïa (pru)  f  iner t ie  in t ra

c lasse de  la  par t i t ion  P,  exp l iquée par  U.

0n déf ini t  un cr i tère I{  sur l rensembLe des part i t ions de E

W(P)  =  Min
UeF

r in t ra  (P '  u)

T

hl mesure l thomogénéité moyenne des classes de la part i t ion, en

sur un sous espace de diqrpnsion r.

2.2  -  L 'opt imisat ion du cr i tè re

0n recherche une parÈ i t ion  de . .E  en  K c lasses ,

mum du critère trI pour P dans lp,- :- K

Px

r^r(P;) = Min l4r(p)
PeF*

W(PF) = Min I , I (P)  = 6-  
PeF

2.3  -  Le  c . r i tè re  e t  l ' i ne r t ie  in te r  c lasse  exp l iquée

Pour toute part i t ion P de E, eË pour tout sous espace U de lRp, la sonrme

des iner t ies  in t ra  c lasse  e t  in te r  c lasse  de  p ,  exp l iquées  par  u ,  es t  éga le

à  f  iner t ie  du  nuage E,  exp l iquée par  U,  (0 -6) .
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r in r ra (P,u)  *  r i r ,a " r (P ,u)  =  r (E ,u)

Pour  touËe base V- l  o r thônormée,  (u l ,  . .  r r r ) ,  du  sous  espace U,  on

â,  d 'après  (O-2)  e t  (O-3)  :

r  - l  - r
I ( E , U ) =  I  u l V  V V  u

s = l  s  s

ï  _ ,
I ( E , U ) =  I  u : V  u - = r

s = l  
s  s

On en déduit  z

I , . _ - - - - ( P , U )  =  r  -  I - , - - _ _ ( P , U )
r n t r a '  '  r n t e r  -

e t  d r a p r è s  ( 2 - l ) ,

(2-3)

(2 -4 )

(2-s)W(P)  =  r  -  Max  ( t i r r r " r (P ,U) )
UeFr

Lropt im isa t ion  re la t i vement  à  P  des  c r i tè res  t r ' I  e t  Max ( t i r ra " r (P ,U) ) ,

le  c r i tè re  re tenu au  chap i t re  I ,  son t  donc  équ iva len tesY€! r

Cet te  p ropr ié té  es t  l iée  au  cho ix  du  produ iE sca la i re  dé f in i  par  1a

nat r i ce  V- I .  Dr r r "  les  chap i t res  I I  e t  I I I  on  re t ien t  le  c r i tè re  du  min imum

de l r iner t ie  in t ra  c lasse  exp l iquée.  On u t i l i se  cependant  ce  c r i tè re  sous

les deux formes équivalentes a

I^ I (P)  =  Min  ( I in r ra (P,U)  )
UeF

t

l I ( P )  =  r  -  M a x  ( r .  -  - ( P , U ) )
U e F t  l n t e r '  '

2-4 -  Expression mathématique du cr i tère

S o i t  P  =  ( P t  r . . .  r P K )  u n e  p a r t i t i o n  d a n s  F * ,  g l , . . .  r 8 ç  l e s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é

d e s  c l a s s e s  P r r . . . r P K ,  U  u n  s o u s  e s p a c e  v e c t o r i e l  d e  l R P .



- 6 9 -

On a,  draprès 1e paragraphe 6 (Proposi t ion4)  de 1 'avant  propos :

r k )
r i n r ra (P ,u )  =  t  

^ I  a i ( x ,eu )  Q-6 )
k = l  x e r  

L

où du  es t  l ' écar t  sur  RP déf in i  par  :

du(x,l)= m

où xU e t  yU sonÈ les  p ro jec t ions  V 
I  

o r thogona les  de  x  e t  y  sur  le  sous

e s p a c e  U .

On montre au paragraphe 6 (Proposit ion 3) de l tavant propos que pour

t o u t e  b a s e  V  
I  

o r t h o n o r m é e ,  ( u l r . . . r r r ) ,  d u  s o u s  e s p a c e  U ,  o n  a :

)  - t  f  - r
d i ( x , y )  =  ( x - y ) ' v ' (  I .  u "  u ' )  v  ( x - y )  ( 2 -7 )

s = l

On en déduit  z

r in r ra (P ,u )  =  1  
^ ;  

( * -g0) ' v - l  t  I . . "  u ' )  v - '  ( * - r t )  (2 -8 )
) L = l  x € y n  s = l

L

p o u r  t o , r t e  b a s e  V - l  o r t h o n o r m é e  ( u l  r . . .  r r r )  d u  s o u s  e s p a c e  U ,  s o i t

r inrra(P,u) = 
*  ^1.  ;  (x-gg) '  v- l  , r ,  . r '  v- l  (x-gt)  e-9)
"  0 = l  x e p u  s = l  

!  ù

Les  souunat ions  é tan t  f in ies ,e l les  peuvent  ê t re  permutées .  De p lus ,

co-me (x -gg) '  v - l  us  e t  , r ;  v - t  ( * - r l )  son t  des  scâ la i res  ,  
'

.  - l  - l  - l  - l
( x - g l ) r  V  

'  
u "  u '  V  ( x - e g )  = , t :  V  ( x - g g ) ( * - g t ) r  V  

'  
r "

On en déduit  :

r in r ra (P,u)  =  
*  ;  i  x  u '  v - l  (x -e t )  (x -g t ) '  v - l  ' "

s= I  g,=1 xe pU s
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ou .encore

r  r  - r  K  - r
r i . r . r r (P ,u )  =  

;  " ;  
v  '  ( ^ I .  ( x -g t )  ( x -g l ) ' )  v  t "  (2 ; l o )

s = l  J C = l  ) ( € Y L

Des re la t ions  (2 -8)  ,  (2 -9)  e t  (2 - lO) ,  on  dédu i t  les  express ions  su ivantes

du c r i tè re  W :

P o u r  t o u t e  p a r t i t i o n  P  =  ( P I , . . . , t * )  d a n s  l P * ,  ( O n  n o t e  g l  r . . .  r g *  l e s

cent res  de  grav i té  des  c lasses  P l  r .  .  .  rPK,  e t ,  pour  tou t  sous  espace U de

R P ,  ( u l r . . . r r r )  u n e  b a s e  V - l  o r È h o n o u m é e  q u e l c o n q u e  d e  U ) .  o n  a :

t K - l f - r
h I ( P )  =  y i t t  ( ;  

" I  
( x - g t )  I  V  

I  
(  X .  u "  u ' )  V  ( * - g g )  )

Ue F, "  l ,=l  xe P0 - 
s=l

w(r) = vi,,  (* ; i  x ui v-l (x-er) (x-et) '  v-l  u")
UeF,  

n  
s= l  9 ,= l  xePU 

s

w(e)  = v i , ,  ( *  I  . r '  v - l  (  i  r  (x-Bo)(x-Bo) ' )  v - l  u" )
ueF,  D 

s= l  "  
' .0= l  

xePu 
"Y ' '  -x ' '

2.5  -  Le  c r i tè re  e t  l es  fac teurs  d isc r im inan ts

? .5 .L  -  Fac teur  assoc iê  à  un  vec teur  de  IRP

O n  s a i t  ( A n n . 2 . )  q u e  p o u r  t o u t  v e c t e u r , r , V - l  n o r m é , d e  R P ,  o n  p e u t

ident i f ie r  le  uec teur  b=V 
lu  

à  la  fo rme l inéa i re  qu i  assoc ie  à  tou t  vec-

Ëeur  y  de  tRP sa  pro jec t ion  V- l  o r thogona le  sur  Ia  d ro i te  engendrée par  u ,
- l

e g a r e a y ' v  u .

Si  on  no te

b ' =  ( b l , . . . r b p )

Y t  =  ( Y l r . . . r Y o )
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O n a :

b :  RP+ lR

b :  y  * y ' u=  |  y ; b ;
j = l  J  J

P o u r  t o u t  i n d i v i d u  x .  d e  E ,  i = l r . . . r n ,

, l  n  I
* .  =  ( * i , . . . , * Ï )  =  ( x ' ( x1 ) , . . . , xP (x r ) )

i

o n a : :

x !  b=brx .=  lo . * j , * . ,
1  1  

j = l  J  1 '

0n peut  iden t i f ie r  b  à  la  combinê ison l inéa i re  des  paramèt r " "  * j ,

E  b . * j .  b  es t  appe lé  un  facÈeur .
j l r  J

2.5.2 - lrqpr!É!É:-diqne-Icu!l le-9e-feslesrs-seseslÉe-è-sne
- 1

fami l le V '  or thonormée de vecteurs.

Pour  tou te  fami l le  V- l  o r thonormée de vec teurs  de  lRp,  (u l  r . . .  ru r ) ,  on

p o s e  :

- l
b  - V ' u

s s s = l  r . . .  r r ( 2 - t  1 )

e t

b i  =  (bu ,1 , . . . ,0 " ,n )  s= l , . . . , r

b-  es t  le  fac teur  dé f ia i  par  :
S

P i
!  =  I  b  . x "

S  , - ,  s r J
J = t

Des re laÈions

. r ;  V  
t  

r "  =  I  s = l r . . . r r

, r ;  u - t  u a  =  O  s = l r . . . r r i  Ë = l r . . . t r i  s # t



- 72 -

On déduit :

b l  v  b -  =  , r l  V - lw - l  o -  -  I  s= l  r . . .  r r' s  s  s  s

b ;  v  bÈ  =  r l  v - lw - t  o .  =  o  s=1 , . . . , t  i

t = l r . . . t t  i  s # t

L a  f a m i l l "  ( b 1 , . . . , b r )  e s t  V  o r t h o n o r m é e .

On mont re ,125 J ,  que b :  V  bs  es t  la  var iance empi r ique du  facÈeur  b r ,

et b:  V b, la covariance empir ique des facteurs b, et  ba.

Les  fac teurs  b l r . . . rb ,  son t  de  var iance un i tê  eÈ de covar iance nu l le .

2.5 .3  -  B i jec t ion  en t re  l ' ensemble  des  fami l tes  V-1  or thonormées
F - ç - - -  - - -

dens -8!,-e!- llen:euD 1e-des-Icsil le: -l -er!henerree- gs!:
B!

Draprès  le  paragraphe 2 .5 .2 ,  Ia  t rans for :n ra t ion(u  +  b  =  V- l  , r ) t t ia  
"o t -

çespondre  à  tou te  fan i l le  V- l  o r thonormée (u l r . . . , r r ) ,  une fa rn i l le  V  or tho-

n o r m é e ,  ( b t  r . . .  r b r ) .

Rêciproquement,  1a transformatiorr [ t  *  u = V U)fai t  correspondre à toute

f a : n i l l e  V  o r t h o n o r - m é e  ( b t , . . . r b r ) ,  u n e  f a m i l l e  V - l  o r È h o n o r m é e ,  ( u l r . . . , t r ) .

En  e f fe t ,  des  re la t ions

b l  V  b _  =  I  s = l r , . . r r
s s

U 1  v U - = o  s = l r . . . r r . i  t = l r . . . r t i  s # t
S E

On déduit  :

, r t  V- l  . ,  =  b,  V V- l  V U = tssss

, r : v t t a=b ' vv - t  uba=o

s = l  r .  . .  r r

s = l r . . . r t  i . t = l r . . . r F  ;  s # t
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2 .5 .4  -  Le  c r i tè re  W e t  la  var iance in t ra  c lasse  des  fac teurs

D r a p r è s  ( 2 . 6 )  e t  ( 2 - 7 ) ,  p o u r  t o u t e  p a r t i t i o n  P ,  o n  a  :

l k )r i r r . r . ( t ,u )  = ;  
"X.  

d i (x ,eo)
tL= | x€Y L

o f  a f r ( x , r )  s téc r i t ,  pou r  t ou te  base  v - l  o r thonormée ,  (u I , . . . , r r ) ,  du  sous

espace U :

aftx,r) = (x-y) '  v- l  (  ;  uru'  )  v- l  (x-y)
s = l

afr{x,r) = 
"i, 

(x-y)' v-l .r" , 'r ' v-l (x-y)

S o i t  ( b t , . . . n b r ) ,  l a  f a m i l l e  d e  f a c t e u r s  a s s o c i é e  à  l a  b a s e  ( r , ,  . . , . . )

du sous espace U par :

- l
b _  =  V  '  

u ^  s = l ; . . . 1 rs g

O n a , :

0n  en  dédu i t  une express ion  de  l r iner t ie  l ioar . (Pru)  :

l k t tt i r , . rr(P,u) = i  nlr  * lp^ " l , t  
t "- tu) '  b" l

x,

r r k2
r i n . r . (P ,u )  =  

_X  
I  I  I  f ( x -e [ ) ' b " ]

s= l  o  g.= l  xepu

l -_ )
; _1" 

t (x-gl) '  b"l- est la variance i lu f acteur b_ dans 1-a elasse pU
" xePU s

L. ,a  sonrme de ces var iances pour  &=l1, . .  rKe

rK ):  I  I  t ( x -g t ) ' b " l 'p  0=l  xepu

est  la  var iance in t ra c lapse du facteur  b,  [  25 J  :  0n la  note Var .  n t ra(Prbr) .
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On a  a ins i ,  poun tou te  par t i t ion  P,  tou t  sous  espace U,  eË tou te  base
- l

V 
' orËhonqroée (rl ,. . . ,rr) de .U :

r i r rs r " (P 'u )  =  
r l ,  

V t t i r rËr " (P ,bs)  (2 t12)

o ù  b "  e s t  l e  f a c t e u r  d é f i n i  p a r  b ,  =  V - l  u s ,  s = l r . , . r r .

En  par t i cu l ie r  pour  Èout  vec teur  u  de  RP,  l t iner t ie  in t ra  c lasse

expl iquée par la droi te vector ieLle U engendrée par u est égale à la var ian-

ce  in t ra  c lasse  du  façÈeur  b  =  V- lu

r in t ra (P,u)  =  v . t i r ra ra(P 'b )

Soit  f i ,  1 'ensemble des fani l les V orÈhonormées de r facteurs sur IRF

D r a p r è s  2 . 5 . 3 ,  l r a p p L i c a t l o n  u - - > b  =  V - l u  e s t  u n e  b i j e c t i o n  d e ' F ,  s u r  F * .

0n en déduit  :

I ^ r (P )  =  M in  I  Va r .n r ra (P ,bs ) )  (2 -13 )
(b1 , , . . , b r )eF f  s= l

2.5 .5  -  Le  c r i tè re  l , l  e t  la .var iance in te r  c lasse  de  fac teurs
-  t - - - F - - F

D f a p r è s  ( 2 - 5 ) , - p o u r  t o u t e  p a r t i t i o n  P ,  o n  a  :

! Ù ( P )  =  r  -  M a x  ( I .  - , ( P ' U ) )  :  i  .

U e F ,  
'  l n t e r '  '

S o i t  B ( P ) ,  l a  m a t r i c e  d r i n e r t i e  i n t e r  c l a s s e  d e  l a  p a r t i t i o n  P ;  P o u r

Ë o u t e  b a s e  V - l  o r t h o n o r m é e  ( u l  r . . . , t r )  d u  s o u s  e s p a c e  U  o n  a  d t a p r è s  ( 0 - 7 )  :

r  - l  - l
r in rer (P,u)  =  

"1 ,  
" :  v  B(P)  u '  r "

S o i t  ( b t r . . . r b r ) ,  1 a  f a m i l l e  d e  f a c t e u r s  a s s o c i é e  à  1 a  b a s e  ( u ' , . . . , t r )

du  sous  espace U,  pêr

b -  =  v - l  u -  s = l  r . . .  r r
S S
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O n a :

r
I . , _ - _ _ ( P , U )  =  I  b :  B ( P )  b ^

l n E e r '  
'  

o  D
s = l

b:  B(P)  b"  esË 1a var iance in te r  c lasse  du  facreu t  b" ,  t25  l ;  on  la  no te

u u r i o a " r ( P , b s ) .

On a ainsi  :

r
r i r r . " r (P'u) = 

"1,  

v" t i r r r"o(P,bs) (  2 '  14)

En parE icu l ie r  Pour  tou t  vec teur  u  de  RP l t iner t ie  in te r  c lasse  exp l i -
quée par  la  deo i te  vec tor ie l le  p  engendrée par  u  ep t  éga1e,  à  la  ver iance
in te r  c lasse  du  fac teur  b  =  V- ! , ,

t l o a " r ( t , , u )  =  v a r . n t e r ( P , b )

Du paragraphe 2 .5 ,3  eË de la r re tâE ion  (2 -14)  on  dédu i t  I

l f  (P)  =  r  -  Max X Vr r i r , .e r (p ,bs)  (2 -  15)
( b t ' . .  r b r ) e F *  s = t

2.5.6 -  Vqr iqnces ! ! ! rg_glg: :e:- i l !er_glg: :g_e!- !9!c le-gjg l
i;;il-r- trqprietÉ-: -9p!iui rcti gr

Dtaprès  ( t0 - ,g ) ,  pour  tou t  vec teur  u  de  RP,  l r iner t ie  du  nuage E exp l i -

quée par  la  d ro iËe vec tor ie l le  engendrée par  u  s técr i t  z

I ( E , U )  =  u '  V - l  V  V - l  , ,  ( =  u '  V - l  , r )

So i t  le  fac teur  b  =  V  
I  

, r .  o r  a

I ( E , U )  = b r  V b

bt  V  b  es t  la  var iance du  facËeur  b  sur  E ,  ou  var ia4ce to ta le  du  fac teur  b .

O n  l a  n o t e  V a r ( b ) .

De la  décompos i t ion  de  f  iner t ie  exp l iquée par  une dro i te  vec tor ie l le

en  iner t ies  in t ra  c lasse  e t  in te r  c lasse  exp l iquées
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r (E?u)  =  r i r , c "u (PrU)  +  r . r ra . r (P ,u)

et  des  re la t io4s

I (E ,U)  =  Va r  b

r inar" (Pru)  = varr r rar" (Prb)

rirrr"r (P, u) = vutirro",. (P, b)

Qn déduit la décomposit ion de la variance d.run facteur en variance

int rp c lasse et  in ter  c lasse :

varr r rar" (P,b)  *  v" r i r ra"r (P,b)  = var  (b)  (z- tO)

On  a ,  t 25 l  :

V a r  ( b )  =  b t  V  b .

S i  le  fac teur  b  es t  V  normé,  . ( .b t  V  b  =  l ) ,  on  dédu i t  de  (2 -16)  la

re la t ion  su ivanÈe :

v a r t r r a r r ( P , b ) * V t t i r r a " r ( P r b ) = l  ( . 2 - 1 7 ,

P lus  généra lemenÈ,  s i  var  (b )  #  o ,  on  dédu i t  de  (2 .16)  la  re la r ion

suivanÈe i

'  ( 2 - 1 8 )
Var (b) Var (b)

Ces deux rapports sonE indépendant.s de la nonne du facteur b, puisque

les  fonc t ions
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b  +  v a r ' " g ' " ( P ' u ;

b  +  v a r ' r r t e r ( P ' b )

b -+ Var (b)

sont homogènes de degré 2 l -25 l

2.5.7 - Les_fqcteuru_disEririnanle_dls[9-perli l ign

Des re la t ions  (2 -17)  e t  (2 -18) ,  on  dêdu i t  que pour  tou te  par t i t ion  P

d e  E ,  l e s  p r o b l è m e s  a ) ,  b ) ,  c ) ,  e t  d )  s o n t  é q u i v a l e n t s :  , .  
,

a) Rechercher un facteur V norné qui minimise Var.otre(P,b)

b) Rechercher un facteur V normé qui maximise Var.rrrer(Prb)

c) Rechercher un facteur non constant qui minimise le rapport

u"t i rra. .  ( t  ro)

Var (b)

d) Rechercher un facteur non constant qui  naximise 1. ' rrppo.t

ut" i rra. ,  (P 'b)

Var  (b )

Plus précisément :

Les problèmes a) et b) ont les mêmes solut ions

Les problèmes c) et d) ont 1es mêmes solut ions

c)  e t  d ) .  De tou te  so lu t ion

de c) et  d),  on peut déduire par V norral isat ion une soluÈion de a) et b).
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D é f i n i t i o n :  T o u t  f a c t e u r  V  n o r m é ,  b l ,  s o l u t i o n  d e  a ) ,  b ) ,  c )  e t  d )  e s t

appelé prenier facteur discr iminant de la part i t ion P.

On déf in i t  les  fac teurs  d isc r im inants  d rordre  supér ieur  par  récur -

rçnce, en imposant une contrainte de V orthogonal i té :

S i  l e s  f a Ç t e u r s  d i s c r i m i n a n t s  b l , . . . , b s _ 1 ,  d t o r d r e  l , . . . r s - 1 ,  s o n t

dé f in is ,  tou t  fac teur  V  normé bo,  {u i  réa f ise  les  cond i t ions  équ iva len tes

C,  ^  e t  C , ,  ̂  es t  appe lé  fac teur  d isc r im inant  d to rdre  s  de  la  parË i t ion  P.
| , s  L r $

a l r "  :  b .  r é a l i s e  l e  m i n i m u m  d e  l a  v a r i a n c e  i n t r a  c l a s s e ,  V . t i o t r " ( P ; b ) '

s o u s  c o n t r a i n È e  d e  V  o r t h o g o n a l i t é  a v e c  b l r . . . r b s _ l

a r r "  :  b "  réa l i se  le  max imum de la  var iance in te r  c lasse ,  Var inËer (Prb) ,

s o u s  c o n t r a i n t e  d e  V  o r t h o g o n a l i E é  
' a v ê c ' b 1 , .  

. ' . , b s - l

Le  fac teur  b"  vér i f ie  auss i  les  cpnd l t ions  équ iva len tes  Ca, "  
" t  

aO, " .

a3," : b" réalise le minim'm rtu rapporr 
u"tit"t i i l t to' 

, sous contrain-
Var(b)

t e  d e  V  o r t h o g o n a l i t é  a v e c  b l , . . .  r b s _ I .

. 4 , " : b " r é a 1 i s e 1 e m a x i m u m d u r a p p o r ' H ' s o u s c o n t r a i n -
Var (b)

t e  d e  V  o r t h o g o n a l i t ê  a v e c  b l , . . . , b s _ I .

2.5 .8  -  Recherche des  fac teurs  d isc r im i lq ! ! !

D e  l - a  r e l a t i o n  ( 2 - 1 2 )  e t  d u  f a i t  q u e  l ' a p p t i c a t i o n  u  - |  b  =  v - l u  e s t

une b i jec t ion  de  F ,  sur  F i ,  on  dédu i t  que pour  tou te  Par t i t ion  P,  e t  tou t

r , l < r < K - l
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i Ï- 
r i"t"(t 'u) = 

,o,,.Tilorr.,r

e t  q u e ,  a u x  v e c È e u r s  t l r . . . r u ,  d é f i n i s

1 'app l i ca t ion  V- l  fa i t  cor respondre  les
- r  - l

P ,  b l  =  V  
' t I r . . . ,  b ,  =  \ , 7  -  

u r .

r
t " l ,  u t t o , , t " " ( t ' bs )  ) (2-te)*

r

au

r

paragraphe 7 .4  de  1 'avant  Propos '

fac teurs  d isc r im inants  l -a  par t i t ion

De (Z  -  t )  e r  (2 - f9  )  on  dédu i t  que l , r r  (p )  esr  éga l
intra classe des r premiers facteurs discr iminants de la

de la  somme des  var iances  in te r  c lasse  de  ces  fac teurs ) .

3 -  LA REPRESENTATION

Dans ce paragraphe on donne 1a déf ini t ion

cr iËère IJ* gui est une général isaEi 'on du cr i tère

de l ra lgor i thme.

drune représenta t ion  pu is  du

W néces,saire au déroulement

à la sorune des

p a r t i t i o n  P  ( o u

var iances

r diminué

3.1  -  Dé f in i t ' i on

E l l e  e s t  a n a l o g u e  à  c e l 1 e  d u  I . 3 . l .  O n  a p p e l l e

ensemb le  L  cons t i t ué  de  K  po in t s  (ou  cen t res )  de  RP

( u l  r . . .  r t r )  d e  u ,

rep résen ta t i on ,  t ou t

,  ê l  r . . .  r â K ,  e t  d t u n e  f a m i l l e

t =

u t
ù

- l

u t V ' u = O
S E

( a l r . . r ê K r  t l r . . . r r r )

v - l u  = l
s s = l  r . . .  r r

s = l  r . . .  r i ;  t = l  r . . .  r f  i  s # t
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Qn note :

O  =  ( a l  r .  . .  r " K )

u  =  ( u l  r . . .  r r r )

U  l e  s o u s  e s p a c e  d e  R P  e n g e n d r é  p a r  ( u , , .  .  . , r r )

t r  = (A,U)

Lrensemble  des  représenta t ions  dé f in ies  c i -dessus  es t  no t6e  t " , " .

3.2 -  Le cr i  tère [ . lo

S o i t  P  =  ( P I , . . . , P K )  d a n s  F *

L  =  ( a l  r . . .  r â ç r t l  r . . .  r t r )  =  ( A r u )  o . t t  t * r ,

U  l e  s o u s  e s p a c e  e n g e n d r : é  p a r  l e s  v e c t e u r s  u l , . . . r u r

I ( A , P , U )  f  i n e r t i e  a u x  p o i n t "  . l  r . . . , â K  d e  l a  p a r t i t i o n  P ,

exp l iquée par  U.

3 .2 . I  -  Dé f  i  n i  t i  on

On déf in i t  un  c r i tè re  W* sur  1 'ensemble  produ i t  n*  *  t * , r  par  :

I , I IR(P,L)  =  r (A ,P,u) ( 3 - l  )

Rernarque :  Wo(P,  (A ,U) )  ne  dépend pas  de  la  fami l le  V- l -o r thongrmée U,

mais  seu lement  de  l tespace vec tor ie l  U  engendré  par  ce t te  fami l le .

3.2 .2  -  Cas par t icu l ig f

S o i t  G  =  ( 9 1 , . . . , 9 6 )  l a  f a m i l l e  d e s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é  d e s  c l a s s e s

p p- l r . . . r - K
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L r i n e r t i e  I ( 9 r P r U )  e s Ë  l r i n e r Ê i e  i n t r a  c l a s s e  d e  l a  p a r t i t i o n  p

expl iquée par le $ous espace U :

I ( G , P , U )  =  I i n t r a ( P , U )

On en déduit  i

(3-2)S i  L  =  ( g , U ) ?  W R ( P , L )  =  I i n Ë r a ( P , U )

s.2,3 -  l fgpegi l iet

Pour toute part i t ion P dans lP*

M i n  W R ( P , L )  =  W ( P )
t . t * , ,

D é n o n s t q a t i o n  :  O n  s a i t ,  ( A 3 . 2 . 2 ) ,  g u €  p o u r  t o u t  ç o u s  e s p a c e  U ,  l r i n e r t i e '

I (A ,  PrU)  es t  min ima l -e  pour  la  fami l - l -e  g  des  cent res  de  grav i té  des .c lasses  :

M i n  I ( A , P , U )  =  I ( G , P , U )

4
=  r i n t r a ( P ' u )

On en déduit  i

Y i l  
I4 IR(P,L)  =  Min  [ I (A ,P,U)  ]

t . t * , r  ( A , U ) . t * , ,

=  M i n  I ,  -  - _ ^  ( P , U )
ueF lnEra

r

=  ! i (P )

4 . L'ALGORITHI4E

4.1 - trntroduction

Ltalgori thrne ut i l ise aLternat ivement deux fonct lons déf inies en (4.2)
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e t  ( 4 .3 )  :

r ^ r ( f og (P ) )< t { (P ) (4-7 )

Lra lgor i thme es t  in i t ia l i sé  par  une parË i t ion  Po connue,  la  parË i t ion

a  pr io r i  par  exemple .

Pour  tou t  n  >  O,  on  dé f in i t

p t * l = f o g ( p n )

Draprès  (4 -7)  la  su iÈe de  te r :ne  généra l  W(Pn)  es t  décro issante .  On Dont re ,

( 4 . 6 )  r  g u ' e l l e  e s t  c o n p t a n t e  à  p a r t i r  d r u n  c e r t a i n  r a n g ,  e r  q u e . l a  s u i t e  d e

par t i t iqns  (Pn)  eg t  a lo rs  éga lement  cons tan te .  La  par t i t ion  P*  l im i te  de  la

pu i te  (Pn) ,  es t  me i l leure  au  sens  du  c r i tè re  t r l  que  la  par t i t ion  in i t ia le  Po :

t , l (P*)  < w(Po)

4 .2  -  La  fo f rc t io l  de  reprêsenta t ion

Lp prob lème es t  de  dé f in i r  une fonc t ion  g  qu i  assoc ie  à  tou te  parÈ i t ion

P dans  F*  une représenta t ion  L  =  g(P)  U" r .  t * , r ,  te l le  que :

-  g  appe lée  fonc t ion  de .  représenta t ion ,  assgc ie  à  tou te  par t i t ion  P

de P* ,  une représenta t ion  g(P)  dans  tOr ,  a " t te  que ;

I ^ IR(P,c (P) )  =  
5 l  

wR(P,L)
-= -K,

-  f  appe lée  fonc t ion  d ta f fec ta t ion ,  as6oc ie  à  tou te  représenta t ion  I .

O"  t * , r  une par t i t ion  f (L )  dans  F*  te lLe  que i

I^IR(f  (L) ,L) = 
T:;  

hIR(P,L)
' - * K

On mont re ,  (4 .4 ) ,  que pour  tou te  parË i t ionP dans  lP* ,  on  a  la  re la t ion  :

I^ l * (P,s(P))  = 
Yi l  I^ IR(P,L)
t t ta ,  t
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Soi  t

P  =  ( P l , . . . , P * )  d a n s  F *

L  =  ( b l , . . .  r b K , t l , . . .  r t r )  =  ( x r v )  U " o "  t * , ,

F  le  sous  espace vec tor ie l  engendré  par  les  vecÈeurs  t l  r .  : .  , v r .

g ( P )  =  ( a l r . . . r â K , u l  , . . . r r r )  =  ( 4 r g )

U le  sous  espace vec ter ie l  engendfé  par  les  vec teurs  r l  r . . .  ru r .

Q n  a  p a r  d é f i n i t i o n ,  ( 3 . 1 )  :

w R ( P , L )  -  I ( B , P , F )

I { R ( P , g ( P ) )  =  I ( A , P , U )

Orr est ramené au problème droç, ' t imisat ion étudié au paragraphe 7 de

l 'avant  p ropoq,  dans  l -e  ca$ par t i cu l ie r  où  Q =  V- I ,  p résenté  au  paragraphe

7 . 2 :

D é f i n i r  u n e  f o n c t i o n  g  q u i  a s s o c i e  à  t o u t e  p a r t i t i o n  P ;  ( P l r . . . r P k )

d e  E ,

-  K  po in t "  
" l  , . . . , 1  de  RP

-  une  fan i l l eV - t r t honormée  de  r  vec teu rs  de  RP,  U  =  (u l r . . . r u r )

Eels  que :

" l  r . . .  r ê K ,  e t  l e  s o u s  e s p a c e  v e c t o r i e l  U  e n g e n d r é  p a r  u l  r . . .  r u r  v é r i -

f ient :

I ( ( a 1 , . . . , a * ) ,  P , U )  =  M i n  , ,  t r ( ( b 1 , . . . , b K ) , P , F ) l
( b t , . . , b N ) e R H x . . > G . P  '

F e F .
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Dtaprès  le  paragraphe 7 .4  de  l tavant  p ropos ,  on  pose,  pour  tou te  par -

t i t i g n  P  =  ( P t , . . . , P x )  d e  E ,

g ( P )  =  ( 9 ,  , .  .  .  r g ç , u 1  , .  .  . , r r )

où

-  8 l r . . . , B K  s o n t  l e s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é  d e s  c l - a s s e s  P r r . ' j . , P K .

-  t l  r . . . ,u r  son t  vec teurs  p ropres  Q normés assoc iés  au :K r  p lus

grandes valeurs propres I ,  > r  l ,  t  0 de la matr ice

B(P)  v - l  (où  B(P)  es t  la  mat r ice  d ' iner t ie  in te r  c laÈse:  de  l -a

p a r t i t i o n  P ) .  L a  d é f i n i t i o n  p r é c i s e  d e  u ,  , .  . . , u r  e s t  d o n n é e  a u

paragraphe 7 .4  de  l favant  p ropos

P a r  d é f i n i t i o n  d e  l a  f o n c t i o n  g ,  e t  d ' a p r è s  3 . 2 . 3

I , I * (P,e(P))  = Lr(P)

D I  après  (O: '15)

I ^ I R ( P , g ( P )  =  I i n È r a ( P , U )

O n  d é d u i t  d e  ( 4 - l )  e E  ( 4 . 2 )

I { (P)  =  r i r ra r r (p ,u )

D ' a p r è s  ( 0 { 6 )

(4 - t )

(4 '21

(4-3)

r
I . ' - - - ^ (P 'U )  =  r  -  f ,  À "

I n E f a  -  -  
S = l

0 n  e n  d é d u i t  d r a p r è s  ( 4 - 3 )

r
I 4 I ( P ) = r -  X  À "  ( 4 - 4 )

s = l
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4.3  -  La  fongt ion  d 'a f fec ta t ion

4 .3 .1  -  Dé f in i t i on

I1  s 'ag i t  de  dé f in i r  une fonc t ion  f  qu i  assoc ie  à  Loute  représen-

Èat ion L dans L*r,  rr"  part i t ion f(L) dans FU ,  tel le que :

I , IR(f (L),t,  = 
l :Ë* 

hIR(P,L) (4-s)

S o i t

"  
=  ( a l , . . . r " K , r l  . r )  =  ( A r u )  O " r "  t * , ,

U  l e  s o u s  e s p a c e  v e c t o r i e l  e n g e n d r é  p a r  l e s  v e Ç t e u r s  u l , . . . , u r

P  =  ( P l , . . . , P * )  d a n s  l P "

O n  a  p a r  d é f i n i t i o n ,  ( 3 . 2 .  l . )  :

I ^ I R ( P , L )  =  I ( A , P , U )

D r a p r è s  ( O - 9 )  p o u r  t o u t e  p a r t i t i o n  p  =  ( p 1 , . . . , p t < )  d a n s  l p * ,

r(A,P,u) = * _lu 
afr(x,a*) (4-6>

? - r r roù d f , (x , r )  =  (x -y) 'v - r  , "1 ,  u ,  u ' )  v - l  (x -y )

e t  a x  l e  c e n t r e  d e  l a  f a n i l l e  ( a l r . : . , a K )  d r i n d i c e  i ( x ) ,  o ù  i ( x ) .  e s t  l t i n d i c e
de la  c lasse  de  la  par t i t ion  n  =  (p r  r .  .  .  ,pK)  qu i  con t ien t  x .

On en déduit  :

Min r(A,p,u) = *  I  Min a,2,{* , r ,  )
PeF*  "  xeE I< i<K u  r
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On pose par conséquent i

f  ( L )  =  ( p l  , .  . . , p X )  ,

où Pu = {xlafrC*,.t) = afr{*,rr) ;  i=I,. . . ,K} [=t,. . . ,K

Pour compléter  la  règ le d 'a f fectat ion d 'un ind iv idu x  dans 1 'éventual i té

où plusieurs centres a. réalisent 1e minimr,m ae afr(x,ar) on se place dans Le

cantexte de l ra lgor i thme :

Une part i t ion Q est donnée daps lP*.  On recherche La part i t ion P = f(L)

o ù  L  =  C ( Q ) .

Soit  un indi 's idu x qui appart ient à Qj,  et  tel  que plusieurs centres êi

réal isenÈ Min afr{x,a') .  
J

I  sg<K

On dist ingue deux éventuali tés i

4ventual i té  I  :  s i  ar2r(x ,ar)  = Min ar2r{x ,ao)
v J 

l<.Q,<K 
v x!

x  e s t  a f f e c t é  à  P .
J

Iveptua l i té  2  :  S inon x  es t  a f fec té  à  P ,  où  m esr  le  p lus  pe t i t  ind ice  i  te l

que

afr{x,ar) = 
,ïil* 

afr{x,au)

Dans ce cas d' indéterminat ion, 1-a p4rt i t ion P dépend non seulement de la

représenta t ion  L ,  ma is  auss i  de  la  par t i t ion  Q.

f  apparaît  ainsi  coûme une fonct ion de deux var iables i

-  une représentat ion

- une parÈiÈion ut i l isée simplement corme contrainte en cas dt indéternina-

t , ion  pour  I 'a f fec ta t ion .  (La  c lasse  d 'appar tenance dans  la  par t i t ion  Q es t  p r io -

r i t a i r e )  .
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Le  rô le  de  ce t te  seconde var iab le  es t  seconda i re .  De p lus ,  dans  1 ta lgo-

r i thpe,  (4 -5) ,  la  par t i t ion  Q es t  dé f in ie  par  ]a  représentar ion  L .  Auss i ,

pour siupl i f ier les notat ions, on écr i t  f  conrme une fonct ion de la seule

var iab le  représenta t ion ,  e t  on  re t ien t  la  p ropos i t ion  4 .3 .2 .  (On vér i f ie

dans la présentat ion de lralgor i thne, et la démonstrat ion de sa convergence

que l renp lo i  de  ce t te  no ta t ion  n ten t ra îne  aucune inexac t i tude) .

4.3.2 - !reps:! ! iel

Si  les  par t i t ions  Q er  p  =  f  o  e  (Q)  vér i f ien t

h IR(Q'g(Q) )  =  [ . I * (P ,g(Q) )  e l les  sonr  idenr iques-

Dëmonstration

S o i t  :

Q  =  ( Q ,  , . . . , Q ç )

t  =  g ( Q )  =  ( a l , . . . , k ,  r l , : : : . , r r )  =  ( ê ,  u )

U  l e  s o u s  e s p a c e  e n g e n d r é  p a r  u l , . , . , u r

P  =  f  o  C  ( Q )  =  ( p l , . . . r p K )

so i t  un  ob je t  x  dans  E.  on  suppose que x  appar t ien t  à  1a  c lasse

d e  l a  p a r t i t i o n  Q ,  e r  à  l a  c r a s s e  p .  ( r  <  i  <  K )  d e  l a .  p a r r i r i o n o i . t t  

<  j  <  K )

On a  par  dé f in i t ion  de  P =  f (L )

? tafi{*,ar) = ̂ I"tin __ a,2,f*,.t,) = afrt*,"r)
[ = l r . . r K  

u  , , !

D ' a p r è s  ( 4 - 6 )  :

Cafr(x,"i) .  afrt*,a5 )) => (r(A,p,u) < r(A,Q,u))

Corune I , \ rR(P,g(Q) )  =  I (A ,prU)  ,  on  en  dédu i t

Cafrt*," i )  .  u3<*,r j ))  =,  r{R(p,s(Q)) < r ,r*(Q,e(Q))
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Comme la dernière inégal i té est contrai te à l rhypothèse, on en déduit  :

) )
d - ( x r r i )  =  d - ( x , a 5 )

L r a f f e c t a t i o n  d e  1 ' o b j e t  x  à  1 ' u n e  d e s  c l a s s e s  d e  l a  p a r t i t i o n  P  s ' e s t

donc  e f fec t ,uée se lon  la  règ le  dé f in ie  dans  1réventua l i té  I  du  cas  dr indéter -

minaÈion .

on  en  dédu i t  i= j .

Cette démonstrat ion étant valable pour tout x dans E, on en déduit  que

les  par t i t ions  P e t  Q sonË ident iques .

4.4 -  La fonct ion composée f  o g

Propos i t ion .

Four  tou te  par t i t ion  Q dans  F* r  la  par t i t ion  f  o  g  (Q)  =  f te (Q) l

v é r i f i e .

v J ( f  o  c  ( Q ) )  <  n ( Q )

{ e  p l u s ,

l l ( f  o  e  (Q) )  =  l I (Q)  (= )  f  o  g  (Q)  =  Q

Démonstration

(4 -7 )

(4-8)

(4-e)

D r a p r è s  ( 4 - l )  e t  l a  d é f i n i t i o n  d e  l a  p a r t i Ë i o n  f t e ( Q ) J ,  o n  a  :

I , I ( Q )  =  t r I R ( Q , g ( a ) )  >  I { * ( f [ e ( Q ) ] ,  g ( Q ) )

D 'après  la  dé f in i t ion  de  la  représenta t ion  g [ f  o  g (Q) ]  e t  (4 r l )  app l iqué

à  l a  p a r t i t i o n  f  o  g ( Q ) ,  o n  a  :

r J * ( f  o  s ( Q ) ,  s ( Q ) )  >  I ^ I R ( f  o  s ( Q ) , s [ f  o  s ( Q ) ] )  =  r l ( f  o  s ( Q ) )  ( 4 - l o )
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Des  re la t i ons  (4 -9 )  e t  (4 - lO) ,  on  dédu i t  :

I { (Q )> I { ( f oc (a ) )

De  p lus ,  s i  w (Q)  =  l t r ( f  o  g (Q) ) ,  on  a  l ' éga l i t é  dans  l a  re la t i on  (4  9 )  :

I ^ IR (Q,s (a ) )  =  I ^ I * ( f IB (Q)  ] , s (Q) )

D 'ap rès  l a  p ropos i t i on  4 .3 .2 ,  l es  pa r t iË ions  Q  e t  f  o  g (Q)  son t  i den t i ques .

4. 5 -  L ' l l  gor. j  thme

Lta lgor i thme es t  in i t ia l - i s -e  par  une par t i t ion  Po connue,  la  par t i t ion

4  pr io r i  par  exernp le .

Pour  t ou t  n  2  O ,  on  pose  :

l n  =  g (Pn )

P n + l - f ( L n ) = f o g ( P n )

On  dé f i n i t  a i ns i  une  su i t e  (Pn )  de  pa r t i t i ons  dans  lP * ,  e t  une  su i t e  (Ln )

de  rep résen ta t i ons  dans  L * , ,  ( c f .  f i g .  I  :  L to rgan ig ran rne  de  l r a l go r i t hme) .

S o i  t

pt = (pT,. . . , t1)
e t

n n -g i , . . . , e [  l e s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é  d e s  c l a s s e s  P l ' . . . r P K .

on sa i t  ,  (4 .2 ) ,  que l . t  =  g (p t )  es t  de  la  fo rme :

l t  =  ( g 1 , . . . , g } , u t )
I  r \ -

où gt est une farnille v-l orthonormée de r vecteurs de IRP :

_.n , n fI,
U  =  ( U r r . . . r u _ , r .

t +
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on note Ut 1. sous espace vector iel  de RP engendré par Un.

D ' a p r è s  ( 4 - l ) ,  o n  a  :

w* {enr ln )  =  r . I * (Pn,c (Pn) )  =  w(pn)

D ' a p r è s  ( 4 r 3 ) ,  o n  a  :

I , l (Pn)  =  r in r r . (g t ,u t )

D r a p r è s  ( 2 - 4 )

(4- r  r  )

(4-12)

I n I (P t )  =  r  -  I i r r a " . (P t ,U t ) ( 4 - l  3 )

S o i t  ( b T , . .  .  , o : )  l a  f a u r i l l e  d e  f a c t e u r s  a s s o c i é e  à  l a  f a m i l l e

go = ("T, . . . , "1)  par :

b l  =  v - l  , r l  s = 1 , . . . , r  i  n  >  Qs s

D ' a p r è s  2 , 5 . 8  b T , . . .  r b f  s o n t  l e s  r  p r e m i e r s  f a c t e u r s  d i s c r i m i n a n t s  d e

l a  p a r t i t i o n  P n .

4.5  -  La  convergence  de  l ' a lgo r i thme

Théorème

La su i te  de  te rme généra1 rn  =  t r l (Pn)  es t  décro issante ,  e t  cons tan te  à

par t i r  d run  cer ta in  rang N.

De p lus ,  la  su i te  (Pn,Ln)  es t  cons tar r te  à  par t i r  du  rang N.

Démonstnation

a)  Pour  tou t  n  2  O,  on  a  d taprès  (4 -4)

- - ,  n + 1 .
rn+ l  =  I ^ I (p"  

' )  =  t r { ( f  o  g (pn) )  <  w{Pn1 =  t '
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La su i te  ( ro)  est  donc décro issante.  . l

b)  La su i te  ( r r r )  prend ses va leurs dans l 'ensemble f in i  {w(Pl l r  e  e*}

En effet co,rrme E est un ensemble f ini,  1'ensemble lP* des part i t ions

de  E  en  K  c lasses  es t  f i n i .

c)  D 'après  a)  e t  b )  i l  ex is te  un  rang N,  te l  que :

tr, = tN pour tout n 2 N.

d)  Pour  tou t  n ,  n  2  N,  on  a  d raprès  c )

r . = r
n + l  n

IS o i t  d r a p r è s  a )

l l ( f  o  g ( P n ) ) =  w ( p n )

O n  ç n  d é d u i t  d r a p r è s  ( 4 . 4 )

r o g ( e n ) = P o

.  e )  On dédu i t  de  d)  l ' éga l i té

Pt+l  = Pt pour EouË n, n > N

d r o ù

Pn = PN pour eout n, n > N

f )  De l 'éga l i té  tn+ l  =  Pn (n  >  N)  démont rée  en  e) ,  on  dédu i t  que i

L t * l  =  g (Pn+ l )  =  g (p t )  =  L t r  pou r  t ou t  n ,  n  2  N

d r o ù

Ln = LN pour cout n ) N
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Remarque :

Dans l-ralgor i thme la fonct ion f  est ut i l isée excl-usivement dans le

contexte suivant :

Déterminat ion dans la part i t ion Pn+l = f  ( l ,n)

o ù  L n  =  g ( p n ) ,  n  2  o .

La part iqion Q de contrainte qui apparaît  dans La déf ini t ion de la

fonc t ion  f ,  (4 ,3 .1 )  es t  donc  par fa i tement  dé f in ie ,  e t  f  peut  ê t re  no tée

conrme une fonct ion dtune variable. La pr ise en compte de la part i t ion Pn

pour déf inir  la part i t ion Pt*1, apparaîE dans la démonstrat ion de la conver-

gence de  1 'a lgor i thme par  l ru t i l - i sa t ion  en  d)  de  l -a  re la t ion  (4 -9) ,  dédu i te

d e  l a  p r o p o s i t i o n  4 . 3 . 2 .

5 - LE PR0GRAMT4E TNFoRMATTQUE DTSCRI

5.1  -  Les  en t rées

Outre le tableau des données ( l  .7) ,  les entrées du programre DISCRI

sont les suivantes z

-  la  par t i t ion  in i t ia le  :  Po

Dans une première analyse, on choisi t  pour Po la part i t ion déf inie a

pr io r i .  Pour  des  ana lyses  complémenta i res  Po es t  cho is i  en  fonc t ion  des

r é s u l t a t s  o b E e n u s  p r é c é d e m n e n t  ( c f .  6 . 5 ,  6 " 6 ) .

(Le nombre maximum de classes demandé. K est égal au nombre de classes

d e  l a  p a r t i t i o n  P o ) .

-  La dimension du sous espace discr iminant :  r .

r  doi t  être choisi  infér ieur ou égal à K-I .  Dans une première analyse r

es t  en  généra l  (s i  K  <  5)  eho is i  éga1 à  K- I .  Pour  des  ana lyses  complémenta i res

i l  es t  cho is i  en  fonc t ion  des  résu l ta ts  obÈenus précédegment .  (c f .  $  6  e t  7 ) .
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5 .2  -  Le  c r i tè re

Dans le progrânne DISCRI on ut i l ise le cr i tère W* sous la forme suivante :

S o i t

P  =  ( P 1 r . . . , P ç )

t  =  ( a l  ê K r r l  r .  . .  r u r )

b ^  =  V - l u -  ,  s = l r . . . r rs s

r K t ?w*(P'L) = i  ul ,  * lru ,1, 
[  (x-au)'b"]-

5.3  -  La  fonc t ion  de  reprêsenta t ion  t16  l

a )  O n  s a i t  q u e  l e s  v e c È e u r s  u l  r . . . ; u ,  s o n t  v e c t e u r s  p r o p r e s  a s s o c i é s  a u x

r  p lus  g randes Vaô.eurs  p rop fes  de  la  mat r ice  B(P)  V- I ,  où  B(P)  es t  1a  mat r ice

d t i n e r t i e  i n t e r  c l a s s e  d e  l a  p a r t i t i o n  P

- l
B ( P ) V  u  - À  us s s

À .t r

s = l  r . . .  r r

b)  On dédu i t  de  l 'annexe 5  que .

-  d r u n e  p a r t  À l r . . . r À ,  s o n t  l e s  r  p l u s  g r a n d e s  v a l e u r s  p r o p r e s  d e  l a

oar r ice  v - l  s (p )

-  d r a u t r e  p a r t ,  b 1 r . , . r b ,  s o n t  v e c t e u r s  p r o p r e s  d e  l a  m a t r i c e  V - l  B ( P )

a s s o c i é s  a u x  v a l e u r s  p r o p r e s  À 1 , . . i ' r À r .

c )  S o i t

8 1  r .  .  .  r g ç  l e s  c e n t r e s  d e  g r a v i t ê  d e s  c l a s s e s  P ,  r . .  .  , P K

p 1 r .  . .  , p g  l e s  p o i d s  d . e s  c l a s s e s  P , , .  .  . , P K ,  ( p [  =  q g  =  9 '  =  l ,  . .  .  , K )

go le centre de gravi té de E
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e = (61 (e , -eo) , .  .  . , -n fe*-so))

La mat r ice  dr iner t ie  in te r  c lasse  de  1a  par t i t ion  p  s récr i t  3

B ( P )  =  ç  ç t

On déduit de 1 | annexe 6 que :

-  d tune par t ,  t r r  r . . .  rÀ_  sont  les  r  p lus  g randes va leurs  p ropres  de

l a  m a t r i c e  C '  V - l  C  
'  !

-  d fau t re  par t ,  s i  a ,  a r  son t  vec teurs  p ropres  assoc iés  aux  va leurs

p r o p r e s  À l r . . . r À ' '  d e  l a  m a t r i c e  c t  V - l  c ,  l e s  v e c t e u r s  V - l  C  . 1 r . . . ,  v  
t a  

" ,
s o n t  v e c t e u r s  p r o p r e s  a s s o c i é s  a u x  v a l e u r s  p r o p r e s  À l r . . . r À .  d e  l a  m a t r i c e

v - l  B ( P ) .

d )  Conc lus ion

F ina lement ,  on  recherche les  r  p lus  g randes va leurs  p ropre"  À l  =  . . .  =  À ,

d e  | a  m a t r i c e  c t  v - l  c ,  e t  r î  v e c t e u r s  p r o p r e s  a s s o c i é s  
" 1 r . .  

. r a r .  p u i s  o n  p o s e  :

-  - l
b "  =  V  C  

" "  
s = l  r . . .  r r

S i  À  es t  va leur  p ropre  s inp le ,  on  poses

u  = V b  o ù  u  = - V b
S S S S

pour  respec ter  la  convent ion  donnée dans  l ravant  p ropos  au  $  7 .4

S i  À^  es t  va leur  p ropre  mul t ip le  de  unr l t ip l i c i té  m,  À_ =  I_  =  -  -  =  l
s  

_ _  ! _ _ ! _  
, , . S * l  

. . .  
s + m _ I ,

b"  es t  cho is i  dans  E" ,  sous  espace propre  de  1a  mat r ice  B V- r  assoc ié  à  1" ,

s e l p n  l a  p r o c ê d u r e  d é c r i t e  d a n s  l t a v a n t  p r o p o s  a u  $  7 . 4 . . U "  e s t  e n g e n d r é  p a r  l e s

v e q t e u r s  V b  , . . . , V bs s+m- I

A ins i  on  e f fec tue  à  chaque i té ra t ion  la  recherche des  r  p lus  g randes

va leurs  p ropres  e t  des  vec teurs  p ropres  assoc iés  drune mat r ice  symét r ique de

d imens ion  K,  e t  non de  la  mat r ice  Q B(P)  qu i  n 'es t  pas  synét r ique e t  de  d imen-
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s ion  p .  (p  es t  en  généra l  ne t tement  supér ieur  à  K) .

5.4  -  Les  sor t ies  à  chaque i té ra t ion

Après chaque i térat ion on a les sort ies suivantes z

- la valeur du cr i tère I , I

w(pn)  =  l r * (pn ,  c (pn) )

-  l e s  v a l e u r s  p r o p r e s ,  À T , . . . , À T

-  l e s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é  d e s  c l a s s e s  t T , . .  .  r t l

-  la  c lasse  drappar tenance dans  la  par t i t ion  Pn de  chaque ind iv idu .

Remarque :

S i  a u  c o u r s  d e  l t a l g o r i t h m e  l a  c l a s s e  d e  n u m é r o . 0  e s E  v i d e ,  e l l e

n r e s t  p a s  r e c o n s t i t u é e  e t .  d a n s  1 a  p a r t i t i o n  P * ,  l a  c l a s s e  e f  e s t  v i d e

(K es t  donc  1e  nombre  max imum de c lasses  dés i ré )  .  
*

5.5  -  Les  so r t ies  à  la  convergence

Après convergence de 1 'a lgor i thme on a les sor t ies su ivantes :

-  l a  pa r t i t i on  de  conve rgence  p *  =  (P i , . . . , t 1 . )

-  l es  coo rdonnées  des  po in t s  c i , . . . , e f ,  " t  
vec teu rs  

" i : . . . , . r *  
d "  1 "

rep résen ta t i on  c (P* ) ,  a i ns i  que  ce l l es  des  f ac teu rs  o i  =  u - ' rT , . . . , b ;  =  v - ' n l .

-  la  va leur  du  c r i tè re  W

I ^ t ( P * )  =  I { * ( P * , g ( P * ) )

-  les  va leurs  p ropres  ^ i ,  .  .  .  ,  ̂ l
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-  les représentat ions graphiques des project ioo" V-l  ortbogonales des

cent res  de  grav i té  t i , . . . , t i ,  e t  des  ind iv idus  sur  les  pLans engendrés  par
* * * *

u ,  e t  t 2 ,  . 3  e t  u 4 ,  . . .  ( s i  r  e s t  i m p a i r ,  l a  d e r n i è r e  r e p r é s e n t a t i o n  e s t
t

fa i te avec u r  corme vecteur unitaire sur les 2 axes; les points représentés

sont  s i tués  sur  la  d iagona le) .  On u t i l i se  le  p rogra l t rne  de  représenta t ion

"NUAGE" ( rsuP) .

Au paragraphe 6 on présente le traiËement dtune banque de données indus-

t r ie l les  qu i  i l l us t re  les  po in ts  su ivants  :

-  In tç rpré ta t ion  des  résu l ta ts  d 'une ana l -yse  d isc r im inante  typo log ique

-  Mode d ' in i t ia l i sa t ion  drana lysqs  d isc r in inanËes typo log iques  eomplé-

menta i res .

-  Fonc t ion  de  déc is ion  issue de  la  né thode

Au paragraphe 7, ces points sont abol:dés dans un contexte général .

E - LE TRAIJEMENT D1UNE BANQUE DE DONNEES*

6 .1  -  Le  p rob lème

L 'é tude a  pour  bu t  La  mise  en  p lace  drun  cont rô le  au tomat ique de  la

qual i té de product ion de machines tournantes en bout de chaine de fabr icat ion.

I l  s rag i t  de  cons t ru i re  une règ1e de  déc is ion  pour  une reconna issance f iab le

des machines défectueuses, eÈ alors du type de défaut présent en vue de loca-

l i s e r  l a  ( o u  l e s )  p i è c e  ( s )  i n c f i m i n é e s .

*  Ce tËe  app l i ca t i on  a  ê té  réa l i sée  en  co l l abo ra t i on  avec  G .  CELEUX



- 9 7 -

6.2  -  Les  types  dé f in is  a  p r io r i

Etant donné la complexi té des machines tournantes étudiées, re contrôle
de produc t ion  es t  fa i t  par  àé tec t ion  de  dé fau ts  de  fonc t ionnemenË.

Une mach ine  peut  p résenter  l run
( D t  e t  D 2  s r e x c l u e n t ) .  C e  d é f a u t  p e u t

dans un seul sens de rotat ions (R* ou

des deux  types  de  dé fau ts  D,  e t  D2

êÈre sensible lors du fonct ionnement

bien R_) ou dans les deux (R* et R_)

Le spéc ia l i s te  dé f in i t  a ins i  7  ca têgor ies  d is jq in tes  er  exhausr ives  de
machines :

Catégor ie
Défaut  en fonct .

dans le  sens R*

Défaut  en  fonc t .

dans le sens R_

o" Néant Néant

0,* Dr Néant

0,_ Néant Dt

o Dr Dt

or. Dz Néant

9r_ Néant Dz

s, Dz Dz

9",q*,  Q-,  q,  Sr* ,  9r- ,  " tq consr i ruenr res rypes déf in is
pr iop i  sur  la  popu la t ion  des  mach ines .

Le  cont rô le  de  qua l i té  d 'une mach ine  se  dérou le
un spéc ia l i s te  déce1 le  par  s imp le  écoute  l rex is tence

lors de deux simulat ions de fonct ionnement (une dans
Ce cont rô le  es t  sub jec t i f  car  les  p remières  mach ines
jouent  un  rô19 dré ta lons ,  e t  une len te  dé tér io ra t ion

d i f f  i c i lemenr  percept ib le .

de la manière suivante i

éventue l le  d tun  dé fau t

c Ï1aque sens  de  ro ta t ion) .

contrôlées dans une série

de la  fabr ica t ion  es t
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Draut re  pa t t ,  un  dé fau t  do i t  ê t re  jugé présent  ou  absent ,  a lo rs  qu t i l

peut appafaître avec di f férents degrés de gravi té.  En part icul ier,  en moyen-

Dê,  les  dé fau ts  D,  e t  D2 sont  fa ib lement  percept ib les  dans  la  conf igura t ion

R+,  e t  i l  n res t  pas  poss ib le  au  spéc ia l i s te  de  déce le r  de  man ière  f iab le  un

défau t  léger  de  ce  type .  Auss i  les  f ron t iè res  en t re  les  ca tégor ies  Q*  "a
D., D,- ..  q, Q* "t Q, 4- eÈ Q ,or,. subjectives.

6.3  -  La  popu la l ion  échan t i l l on  -  La  par t i t i on  dé f in ie  a  p r io r i

La popu la t ion  échant i l lon  E es t  cons t i tuée de  l l3  nach ines  Èournantes .

Aux  7  ca tégor ies  dé f in ies  a  p r io r i  par  le  spéc ia l - i s te  i l  cor respond 7  c lasses

d r o b j e t s  d e  E ,  T 1 , . . . r 1 7 ,  g u i  c o n s t i t u e n t  u n e  p a r t i t f o n  T  d e  E .

Catégor ies C l a s s e s  d e  E E f f e c t i f s

0"

s,
t -

o,*

9,

I,

9,
s,

L e s  e f f e c t i f s  d e s  c l a s s e s  d e

proport ions de machines de chaque

qu i  concerne 1a  c lasse  T ,  échant i

dé fau ts )  .

la  popu l 'a t ion  échant i l lon  E respec ten t  les
\o

catégorie dans @ (sauf évidenmrent err ce

l lon de la fani l l "  9" des machines sans



- 9 9 -

Le fonct ionnement des machines est décr i t  par 24 paranètres quant i tat i fs
extrai ts d ' , rr ,  ,p""tre de fréquence [5J

6.4  -  L 'unu lys "  d i rc . i r i nun t .  t ypo log iqu .  re lu t i v .  à  lu  pur t i t i on  a  p r io . t

L ' a n a l y s e  e s t  i n i t i a l i s é e  p a r  l a  p a r t i t i o n  e n  7  c l a s s e s ,  T  =  ( T l  r , . . r T 7 )
déf in ie  a  p r io r i .  On cho is i t  r=5 .

Ltalgor i thme converge

On précise dans le tableau

relat ivement aux classes de

l i e r  :

en  5  i t é ra t i ons  ve rs  l a  pa r t i t i on  T*  =  (T i  , . .  . , r ; )
I  la  composi t ion des c lasses de la  par t i t ion T*
la  par t i t ion in i t ia le  T.  On remarque en par t icu-

T*

T

*
T t *Tz *

T:
*

T ,
.+

*
T .) T; Tt

T t 25 2
J 2

Tz l l I

T3 I l o I

T ,
t+ 2 3 14 I

Ts I 9 I I

T6 8 4

Tt 2 lo

Tab leau I  :  La  par t i t ion  in i t ia le  T  e t  la  par t i t ion  de  convergence T*
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ta  c lasse  T f , ,  inc luse  dans  La  c lasse  TO,  e t  la  d ispers ion  des  oh je ts i

du compléientaire dans TO ae t i .

De mêt re ,  la  c lasse  T f ,  cons t i tuée en  presque to ta l i té  d 'ob je ts ,  de  la

c lasse  T '  e t  t ra  d ispers ion  de3 ob je ts  de  T ,  non c lassés  dans  T l .

Les  c lasses  T t  e t  T '  inc luses  en  to ta l i té  dans  la  réun ion  des  c lasses

r l  e t  r i ;  l rau t re  par t ,  chacune de  ces  dern iè res  cLasses  n fes t  pas  in te r -b  t '

pré tab le  v is  à  v is  des  types  a  p r io r i .

L ré tude des  pro jec t ions  des  cent res  de  grav i té  des  cLasses  de  la  par -

t i t ion  T*  ( f igures  I  e t  2 )  permet  de  préc iser  ces  résu t ta ts  :

on  observe  que les  c lasses  r i  e t  T ;  son t  p roches  en  pro jec t ion  sur

les  3premiers  axes  d isc r im inants  de  la  par t i t ion  T* .  .

on peut faire la même remarque a prôpos des classes r l ,  r !  et  r ! .

In te rpré ta t ion  des  résu l ta ts  z

Draprès  le  tab leau l ,  la  réun ion  des  c lasses  f i  e t  tT  
" ' in te rprè te  

coûme

la  réun ion  des  c lasses  a  p r io r i  T ,  e t  T r .  o r  ces  deux  dern iè res  c lasses

respect ivement déf inies par la présence du défaut D, dans la conf igurat ion R"

seulement,  et  dans les deux conf igurat ions. La réunion des classed TU et T,

s r in te rprè te  s imp lement  comme l rensemble  des  ob je ts  de  E présentan t  le  dé fau t

D, dans 1a conf igurat ion R_ au moins.

Le  spéc ia l i s te  reconnaî t  en  la  c lasse  f f ( inc fuse  dans  TO)  1 'ensemble  des

machines de E présentant un défaut caractér ist ique de fabrôêat ion ( les types

a pr io r i  son t  dé f in is  se lon  1 'approche de  fônc t ionnement ) .

La  s tab i l i té  m6d iocre  de  la  c lasse  T ,  (mach ines  sans  dé fau t )  es t  le  re f le t

du problème évoqué plus hauÈ de la not ion f loue de machine sans défaut

Ces résu l taË e t  in te rpré ta t ions  suggèrent  la  dé f in i t ion  de  la  par t i t ion

su ivante  de  E en  5  c lasses  :
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F i g u r e  I  :  L e s  p r o j e c t i o n s  d e s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é  C G l , , . . , C G 7  d e s  c l a s s e s  t i , . . . r t i

sur les t*"s ,r l  . t  
" i  

issus de la représentat ion L*= g (T*)
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Figure 2 :  Les project ions des centres de gravi té
* *

sur  les  axes  u .  e t  u ,  i ssus  de  la  représenta t ion
5 4

C G I  , .  .  .  , C G 7  d e s

L* = g Cr*) .

* r (
c l a s s e s  T ,  , . .  . , 7t '  7
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C  =  ( C  
l r C z , c 3 r c 4 r C 5 )

Cl  =  r l  n  T i

C ^ = ( T , - C , ) u T ^ u T .
z t l z . f

c3=13 u<ro-r i )

'+='i

C - = T .  u T5 b 7

L a  d é f i n i t i o n  d e  l a  c l a s s e  C "  e s t  j u s t i f i é e  p a r  c e l l e s  d e s  c l a s s e s  a

p r i o r i  T ^  e t  T ,  :' J 4

T: :  Défaut D, dans la conf igurat ion R_ seulement

T4 :  Défau t  D,  dans  les  conf igura t ions  R*  e t  R_

l ,a  dé f in i t ion  de  la  c lasse  C,  t ien t  compte  de  1a  moindre  grav i té  (du

po in t  de  vue du  spéc ia l i s te )  de  la  p résence des  dé fau ts  D,  ou  D,  dans  la  con-

f igura t ion  R*  seu lement ,  auxque l les  sont  t rssoc iées  respecÈivement  les  c lasses

T, et T_r.  Les machines considérées a pr ior i  cortrne sans défaut,  mais non clas-
_*sées  dans  T , ,  son t  na ture l lement  ad jo in tes  à  ces  mach ines  présentan t  un  dé fau t

1 é g e r .

6.5  -  La  seconde  ana lyse

L 'ana lyse  d isc r im inante  typo log ique es t  in i t ia l i sée  par  1a  par t i t ion

Ç  =  ( C 1 , . . . , a 5 )  d é f i n i e  c i - d e s s u s .  O n  c h o i ê i t  r = 4

L ' a l g o r i t h m e  c o n v e r g e  e n  2  i t é r a : i o n s  v e r s  u n e  p d r t i t i o n  C *  =  ( C i , . . . , a ; )

ana logue à  la  par t i t ion  C au  po in t  de  vue de  f  in te rpré ta t ion  des  c lasses  :

C ,  e s t  i n c l u s e  d a n s  1 a  c l a s s e  a  p r i o r i  T ,

*
C O  e s t  i n c l u s e  d a n s  l a  c l a s s e  a  p r i o r i  T O
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^ *  - t .
C 2  ,  s ' i n t e r p r è t e  c o t m e  ( T t - C l )  u  T ,  u  T ,

^ *  r .  - * .
Cl  s ' in te rprè te  coune T ,  u  (TO-CO)

^ *
CS s ' in te rprè te  comte  TU ,  T7

Cet te  ana lyse  conf i rme-  Ies  r :ésr r l . ta ts  de  1 .a  p remi .è re  :  Ia  dé f in i t ion

d e s  s o u s  c l a s s e s  d e s  c l a s s e s  a  p r i o r i  T ,  e t  T 4  e s t  a f f i n é e .

6 . 5  -  L a  t r o i s . i è m e  a n a l y s e

L ' a n a l y s e  d i s c r i m i n a n t e  t y p o l o g i q u e  e s t  i n i t i a l i s é e  p a r  1 a  p a r t i t i o n

t , =  ( F I , . . . r r 5 )  s u i v a n t e  d é d u i t e  d e  l a  p a r t i t i o n  c *  o b E e n u e  e n  6 . 5 .

Fr = ci

F,  =  C l
+ 4

FZ=  G t -F t )  UTZ  uT5

F^  =  T .  u  (T , -F , )
J J L + T +

F - = T . u T -
) o l

O n  c h o i s i t  r = 4 .

L ' a lgo r i t hme  conve rge  dès  1a  l è re  i t é ra t i on  (on  noÈe  F*  l a  pa r t i t i on  de

convergence) .

L e  t a b l e a u  2  p e r m e t  d ' a p p r é c i e r  l a  s t a b i l i t é  d e  1 a  p a r t i t i o n  F .  D a n s

l e  t a b l e a u  3  o n  p r é c i s e  p o u r  l e s  o b j e t s  d e s  c l a s s e s  i n i t i a l e s  F ' F 3 , F 5  1 ' a f -

f ec taE ion  aux  c lasses  de  l a  pa r t i t i on  F  se lon  l r appa r tenance  aux  t ypes  a

p r i o r i .
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Les représentat ions des project ions sur les 4 preuiers axes discr ini-

nants  de  la  par t i t ion  F* ,  des  cent res  de  grav i té  des  c lasses  ( f igures  3  e t

4 ) ,  e t  des  ob je ts  de  E ( f igures  5  e t  6 )  i l l us t ren t  e t  complè ten t  les  ré -

su l ta ts  p récédenÈs :

-  1e  premier  axe  d isc r in inant  sépare  la  c lasse  f )  de  1 'ensemble  des

4 au t res  ( f igure  3)

-  les  c lasses  f f  e t  r l  son t  opposées sur  le  second ( f igure  3)
J )

-  la  c lasse  f l  se  d is t ingue sur  le  t ro is ième ( f igure  4)

-  la  c lasse  f i  appara î t  sur  le  quar r ième ( f igure  4)

-  sur  les  f igures  5  e t  6  i l  appara î t  des  groupements  honogènes dr in -

d iv idus  e t  des  zones  f ron t iè res  en t re  c lasses .

6.7  -  L 'échan t i l l on  tes t

6 .7  .1  -  In t roduc t ion

1 1  n ' a  p a s  é t é  p o s s i b l e  d ' o b t e n i r  1 r é c h a n t i l l o n  t e s t  d o n t . l a  c o n s t i t u -

t ion  é ta i t  in i t ia lement ,  p révue.  Auss i  on  a  répar t i  par  t i rage au  hasard  (en

r e s p e c Ë a n E  l e s  p r o p o r t i o n s  d ' o b j e t s  d e  c h a q u e  f a n i l l e  a  p r i o r i )  l e s  l l 3  n a -

ch ines  de  E en  :

-  une popu la t ion  de  base EO de 85  ob je ts

-  une popu la t ion  tes t  Ea de  28  ob je ts

6.7  .2  -  L 'é tude  de  la  Dopu la t ion  E ,
- - - L - L ! - - - - - - -  

D

On a  repr is  la  démarche e f fec tuée aux  paragraphes 6 .4 ,  6 .5  e t  6 .6  sur

la  popu la t ion  de  base EO.  On obt ien t  des  résu l ta ts  ana logues à  ceux  ob tenus

s u r  l a  p o p u l a t i o n  E ,  à  s a v o i r  :
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x

sur les axes ul  et .  u,  de

project ions des centres de gravi té

*
l a r e p r é s e n t a t i o n L  = g

* *
C G I , . . . , C G 5  d e s  c l a s s e s  F , , . . . , F

. r 5

( F ' ) .
*
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Figure 4 :  Les*pro jegt ions des centres $e 
gr lv i té  

99t1 "  ' ,CG5 des

"ff iaxes 
ul et ui de la représentation L = g (F )

- . . * n *

c l a s s e s  ! r r . . . r r 5

E j g " . " _ 5  :  L e s  p r o j e c t i o n s  d e s  m a c h i n e s  d e s  c t a s s e s  F , ,  F ? ,  F "  e t  F .  s u r  l e s  a x e s

" l - *  
e t  uâ  de  la  représentaÈ ion  L*  =  g  (F* ) .  La  c lasse  ÉO e6t  nËt temet t  séparée sur  u i

( c f .  f i g u r e  3 )  ;  s e s  é l é m e n t s  n e  s o n t  p a s  p r o j e t é s  i c i .
Les  ident i f i ca teurs  des  ind iv idus  sont  B ,  ST,  SP,  STP,  CT,  CP,  CTP.  I l s  cor respondent
d a n s  l t o r d r e  a u x  c l a s s e s  a  p r i o r i  T ,  r . . . ,  T r ) '
Sépara t ion  des  c lasses  F ,  e t  F ,  (c f i  f igure '6 )  ;  Zone A <->  c lasse

Zone B <-) c lasse
F'
- )
" 3
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Zone 2 (=) classe
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t t

,z
Fr ou c lasse F -  ( c f .  f i g u r e  5 )
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S o i t  T O  =  ( T b l , . . . r T b 7 )  l a  p a r t i t i o n  a  p r i o r i  d e  l a  p o p u L a t i o r  E b .

-r-1 apparai t  que les 7 classes de la part i t ion TU sont mal séparées par

les  paramèt res  descr ip t i f s  des  ob je ts :  En par t i cu l ie r  l -es  c lasses  To,  e t

t t 5  d r u n e  p a r t ,  T b 6 . a  T b 7  d r a u t r e  p a r t  s o n t  m a l  s é p a r é e s  e n  p r o j e c t i o n

sur 1es premiers axes discr iminants de la part i t ion Tb.

O n  d é f i n i t  p a r  c o n s é q u e n t  l a  p a r È i t r i o n  F O  =  ( F O l , . . . , F b 5 )  d e  E O  e n  5

c l a s s e s  :

Fbr  =  Tbr

Fb2=Tb2uTus

Fb3 = Tb3

Fb4 = Tb4

F b 5  =  T b 6  ' T b 7

Catégor ies

D,

s,.
I,

l -

9,
q.
D
D,

Classes  de  EO E f f e c t i f s
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Remarque :

Les effect i fs des cl-asses de la part i t ion TO ne permettent plus la

déf in i t ion  de  sous  c lasses .

L fana lyse  d isc r in inante  typo log ique in i t ia l i sée  par  la  par t i t ion  FO de

Eb,  ( r=4) ,  e t  qu i  converge dès  1a  lè re  i té ra t ion  vers  la  par t i t ion  F f  (Tab leau

4) ,  con f i rme les  résu lEats  de  l tana lyse  précédenÈe.

1 9 2 0 9 1 4 2 3

Tableau 4

24

r8

t 6

l 8

'i, 'i, 'i, tf+ tït

Fu t l 8 2 4

'az t 6 2

I!

D J
I

tu+ I I r3

Fus I 1 7



-  l l 3  -

6.7 .3 - Ler-fauilles-in4sile:-pgr-llerel.yse-disgrisiren!e
iil;il;iil;-------

D'après  1es  résu lÈats  de  6 .7 .2  on  es t  amené à  cons idérer  non p lus  les  7

fan i l les  a pr ior i  (4 ,  Q*,  &t - ,  D, ,  D* ,  4-  " .  Ql ,  mais  les 5 fan i l -
les suivantes 3

I,

D,

e
q=
y=

5

6.7 .4 - Le-regl.e-de-9Êsi: isr

S o i  t

L  =  g ( F O )  =  ( g 1 , . . . , 8 5 r . 1 r . . . , 1 4 )  l a  r e p r é s e n t a t i o n  a s s o c i é e  à  1 a  p a r t i -

t i o n  F O  d e  E O . ( g n  e s t  L e  c e n t r e  d e  g r a v i È é  d e  l a  c l a s s e  F b [ ,  [ = 1 r . . . , 5 )

b l r . . . r b .  l e s  f a c t e u r s  a s s o c i é s ,  a u x  v e c t e u r s  u l  , . . . r 1 J 4  ( b i  =  U - l r r i ,

i = I r . , . 1 4 )

D. la  matr ice de décis ion déf in ie  par  z

4
D  =  I  b ^  b :

e " . L *
k = l

La règ le  de  déc is ion  cons is te  à  a f fec te r  tou t  nouve l  ob jeÈ x  à  la  fami l le
R/,

J n  ( l  <  . c <  5 )  s i :
x,

Tl

gi,
2

%

-9
o

= 9,* u 9r.

( x -g l ) r  De  ( x -gu )  <  ( x -e i ) 'D "  ( x -g i )  pou r  i = I , . . . , 5 .



y, gr' s, v
4

j
5

F t 4 3 I

r2 2 4

F3 I 2

F ,
+

2 I 2

F -
)

I 5

-  i l 4 -

6 r0  4 26

Tableau 5

En l igne ,  la  fami l le  d 'o r ig ine

En colonne, 1a famil le de classement

On dédu i t  de  6 .7 .2  ( l ra lgor i thme converge à  la  lè re  i té ra t ion)  que le

nombre  drob je ts  b ien  c lassés  dans l la  popu la t ion  de  base EO par  ce t te  règ le ,

es t  éga l  au  nombre  drob je ts  f iguran t  sur  la  d iagona le  du  tab leau 4  :  En 'e f fe t ,

i l  s tag i t  du  tab leau ero isé  des  card inaux  des  c lasses  des  par t i t ions  FO

( a s s o c i é  a u x  t y p e s  9 , , . . . ,  ! r )  e r  f  o  e ( F U )  =  f ( L ) .  o n  a  p a r  c . o n s é q u e n t  7 2

o b j e t s  b i e n  c l a s s é s .

6,7 .5  -  L 'a f fec ta t ion  des  ob je ts  de  l ' échan t i l l on  tes t

La règ le  de  déc is ion  énoncée en  6 .7 .4  es t  app l iquée aux  28  ob je ts  de  la

popu la t ion  tes t  Ea.  Les  résu l ta ts  sont  por tés  dans  le  Ëab leau 5 .  CeËËe règ le
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es t  sa t is fa isan te ,  compte  tenu des  résu l ta ts  ob tenus  en  6 .6  concernant
1'honogénéité des famil les D, 

" .  
q (qui apparaissenÈ égaLemenr dans

l 'é tude de  la  popu la t ion  de  base Ea)  dont  i l  n ra  pas  é té  tenu compte  dans  la
d é f  i n i t i o n  d e s  r y p e s  ! 1 ,  . .  .  ,  %  .

6.8  -  Conc lus ion

D r a p r è s  ( 6 . 4 ) ,  ( 6 . 5 )  e r  ( 6 . 6 )  i l  a p p a r a î t  d u  p o i n r  d e  1 ' a n a r y s e  d e s -
cr ipt ive des données que :

ç \  
a )  les  7  fami l tes  dé f in ies  a  p r io r i ,  Bo ,  9* ,  q_ ,  9 , ,9 r * ,  Pr_ ,

{2 ,  ne  sont  pas  séparab les  par  l rana lyse  d isc r im inante  1 inéa i re .  (G.  CELEUX'
t  5  I  a  réa l i sé  sur  ce t te  popu la t ion  E des  ana lyses  fac to r ie l les  des  cor res-
pondances et des analyses discr iminantes pas à pas dont les résultats conf ir l
m e n t  c e u x  d u  $ .  6 . 4 ) .

b )  la  fa rn i l l "  D"  n res t  pas  g lobab lement  homogène.  Cer ta ins  ob je ts
c lassés  a"ns  9o  sont  d i f f i c i lement  séparab les  des  fan i l l -es  9 , * . "  

4*
qu i  par  a i l leurs  sont  p roches  en t re  e l1es .

c )  L a  f a m i l l e  q  
" r e s r  

p a s  h o m o g è n e .  E r r e  e s r  c o n s t i t u é e :

-  d tune par t '  d 'une sous  fami l le  D,  inÈerpré tab le  par  le  spéc ia l i s te

se lon  1 'approche dé fauË de fabr ica t ion  du  cont rô le  de  produc t ion

-  d r a u t r e  p a r Ë ,  d t o b j e t s  p r o c h e s  d e  l a  f a m i l l e  D r _

d)  Les  fami l les  
Q- .a  Q "or ,a  

p roches .  Leur  réun ion  esr  sêparée des

5 au t res  fami l les  par  l fana lyse  d isc r im inante  1 inéa i re .

Du po in t  de  vue de  l rana lyse  d isc r im inante  déc is ionne l le ,  1es  résu l ta ts

des  paragraphes 6 .6  e t  6 .7  mont ren t  que 4  fac teurs  d isc r im inants  permetËent

de reconnaÎtre les famil les encadrées suivantes (présentées dans un tableau

af in  de  sou l igner  leur  in te rpré ta t ion  par  le  spéc ia l i s te )  i
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7 .  L ' INTERPRETATION DES RESULTATS

7 . I . -  La  dé f in i t i on  de  nouve l ' l es  fami  l l es

Lrana lyse  d isc r im inante  typo log ique

pr io r i  Po  indu i t  une par t i t ion  p* ,  dont

r  f a c t e u r s  d i s c r i m i n a n t s . ' ( E n  e f f e t ,  o n

f  in te rpré ta t ion  (v is  à  v is  des  types  a

par t ieu l ie r ,  on  peut  avo i r

i n i t i a l i s é e  p a r  1 a  p a r t i t i o n  a

les K classes sont reconnues par

a  z  f (L* )  =  P* ) .  On recherche

pr io r i )  de  chaque c lasse  P |  En

*p- 9 "

P- 9 "

*
P "

x,

es t  éga le  à  une c l a s s e  a  p r i o r i

es t  inc luse  dans  une c lasse  a  p r io r i

e s t  é g a l e  à  l a réun ion  de  deux  c lasses  a  p r io r i .

( c f . 6 . 5 . )  u n e  p a r t i t i o n  d e  E  e n  K ,  c l a s s e s  ( K t  p e u t  ê t r e

=  ( C l  r . . . r a * , r .

On en déduit

d i f f é r e n t  d e  K ) ,  C

seulement seulement R  e t R+ -

Défaut  D,

D

E

F

ft

T T

T

L

E
G
E
R

DEFAUT DI MNS LA

coNFrGUMrrPN R_

AU MOINS. SAUF D

Défaut D,

SANS DEFAUT

I
DEFAUT D? DêNS LA

CONFIGUR;TTbN N AU
I

MOINS I

sans défaut
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P o u r  l = 1  r . . .  , K l ,  l a  c l a s s e  C [  e s t  :

-  éga le  à  une c lasse  p9  ae  la  par t i t ion  po

- ou incluse dans une classe p? ae la part i t ion Po
1 '

-  ou  en f in ,  éga le  à  1a  réun ion  de  p lus ieurs  c lasses  ou  sous  c lasses

de la  par t i t ion  Po.

Lrana lyse  d isc r im inante  typo log ique in i t ia l i sée  par  la  par t i t ion

C  =  ( C t r . . . r C *  )  i n d u i t  u n e  p a r t i t i o n  C *  e n  K ,  c l a s s e s .
r ^ l - l

Les c lasses  de  la  par t i t ion  C qu i  son t  res tées  s tab les  dans  1 ta lgo-

r i thme, sont conservées. Les autres sont refondues en classes plus homo-

gènes. Eventuel lement 1e nombre draxes discr iminants r  est ajusté.

F ina lement ,  on  dédu i t  de  la  par t i t ion  a  p r io r i  T  en  K c lasses ,  une

p a r t i t i o n  F  d e  E  e n  K *  c l a s s e s ,  ( c f .  6 . 6 ) ,  F  =  ( F t r . . . r F K * )  e t  l a  d i m e n s i o n

r*  Ëe l les  que :

les  c lasses  FU ( l  <  l ,  < '  r . . * )  so ien t  in te rpré tab les  par  le  spec ia -

l i s te  (Eventue l lement  cer ta ines  c lasses  pour ron t  fa i re  l tob je t  d run  second

n i v e a u  d e  d i s c r i m i n a t i o n ,  c f .  7 . 3 ) .

-  la  s tab i l i té  de  la  par t i t ion  F  par  l rana lyse  d isc r im inante  typo log ique

so i t  saÈ is fa isante .  En par t i cu l ie r ,  la  représenta t ion  g(F)  indu i t  une par t i -

t ion  f  o  g (F)  peu d i f fé ren te  de  F ;  c res t  à  d i re ,  la  représenta t ion  g(F) .  per -

met  la  reconna issance de  la  parÈ i t ion  F  par  la  fonc t ion  d ta f fec taÈ ion  f .

A 1a par t i t ion F = (F l , . .  . ,Fç*)  de E i l  correspond une parÈi t ion
g,r . . . rq*  a"  t ,  en K* catégor ies ou formes dédui tes des fami l les a pr ior i

e t  don t  l es  échan t i l l ons  F l r . . . rFK*  son t  sépa rés  pa r  l a  règ le  de  déc i s ion  A

déf inie au paragraphe suivant



7.2  -  La rès le  de déc is ion I

7.2.1 - Qefini l ien

S o i t :

L = g ( F ) =

- i l 8 -

( 8 ,  r . . . , 9 ç * ,  u l  r . . . , u r * )

i = l r . . . r r *! .  =
1

D =
e

- l

V u .
]-

*
r
r  b .

1
1 = l

b :
1

L lob je t  x  esÈ a f fec té  à  la  fan i l le  q ,  s i  :

(x-gl)  '  De (x-90) < (x-gi)  t  De (x-gi)

O n a :

( * - g i ) ' D .  ( x - g i )  =  ( x - g . )  V - l

On en  dédu i t  d 'après  (o -41  que la

à la faur i l le dont le centre est 1e plus

sur  le  sous 'espace vec tor ie l  U  engendré

La règ1e I0" . r ,  ê t re  complé tée  par  la  v i .sua l i . sa t i 'on  de  la  p ro jec t ion

d e  l t o b j e t  x  à  c l a s s e r  s u r  l e  s o u s  e s p a c e  U  e n g e n d r ê  p a r  r l r . . ; r u r .  E n  e f f e t ,

la  p ro jec t ion  des  ob je ts  de  E sur  U permet  de  dé f in i r  des  zones  f ron t iè res

e n t r e  l e s  c l a s s e s  F , , . . . r F K  e t  d o n c  e n t r e  l e s  f a m i l f e s  { , . . . , q a  
( f i g u r e s

5 e t  6 ) .  Pour  un  ob je t  x  dont  La  pro jecÈ iqn  sur  U appar t ien t  à .une zone f ron-

t iè re ,  la  règ le  de  déc i " io r  . !R  es t  peu f iab le .  Le  spéc ia l i s te  peuÈ dans  ce

cas  déc ider  de  l ra f fec ta t ion  de  x  en  tenant  compte  a  pos tér io r i  d tun  coût  de

mauvais classement.

I1  peut  auss i  ê t re  dé f in i  une zone de  non a f fec ta t ion  s i  le  spéc ia l i s te

cons idère  qu ' i1  es t  p ré fê rab le  dans  la  phase opéra t ionne l le  de  c réer  une

fami l le  de  t 'non  c lassés t tp lu tô t  que draugnenter  fo r tement  le  r i sque de  mau-

r*
(r
s= l

i = l r . . . r i ( *

- l

u"u ' )  V (* -g i )

règle I corrsiste en

ptoche en projection

Pa r ,  u l , . . . ,U r * ,  Pou f

1 ' a f f e c t a t i o n

(V-l  -orthogonale)

la urétriqrre V-l .
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va is  c lassements .  CeÈte  démarche es t  adaptée  en  par t i cu l ie r  auK 4pp l ica t ions

médicales'  pour lesquel les une erreur de classement,  peut être inf iainent
grave de conséquences, sans que son coût puisse être chi f f ré et lnfLéchir

en conséquence une règle de décision.

La  règLe de  déc is io r ]  Sdo i t  ê t re  va l idée sur  un  échant i l - lon  tes t ,  c 'es t
à  d i re  un  ensemble  d 'ob je ts  qu i  n 'on t  pas  par t i c ipé  à  L 'e l lahora t ion  a"  .$ , ,
et  dont on connaît  la famil le drappartenance.

7 -2.2 - 9supcrgi:sn-cyes_l.e_rÈgle_de_dÊgi:ien_!sye:ieue rzs t

S o i t  G l r . . . r G K  l e s  K  g r o u p e s  d é f i n i s  a  p r i o r i .  L a  m i s e  e n  o e u v r e  d e

cette règle suppose connues ou est imées les quant i tés suivantes :

-  f t ( x ) ' . . . ' f K ( x ) ,  d e n s i t é s  d e  p r o b a b i l i t é s  d a n s  R P  p o u r  c h a q u e  g r o u p e

-  g l  r . . . r g ç r  p r o b a b i l i t é s  a  p r i o r i  d r a p p a r t e n a n c e  à  u n  g r o u p e

-  c ( j / i ) ,  coû t  de  c lassement  d 'un  ob je t  appar tenanÈ au groupe G.
d a n s  l e  g r o u p e  G .  ( o n  a  :  C ( j ) / j )  =  0  p o u r  j = t , . . . , K ;  i n  g é n é r a l  C ( j  l L )  +
c ( i / j ) )  .

L lob je t  x  es t  a f fec té  par  la  règ le  de  déc is ion  bayes ienne au  groupe GU

K K
I  c ( 1 , ,  j ) q .  f  . '  ( x )  <  I  C ( i ,  j ) a r f ,  ( x )  i = I , . . . , K

j = l  J  J  j = l

or:  démontre, t  29 l r  guê cette règle minimisê le coût moyen a poster ior i
d e  l r a f f e c t a t i o n  d e  l t o b j e r  x  à  l ' u n  d e s  g r o u p e s  G U  ( l  <  &  <  K )  q u i  s , é e r i t :

KK
I  I  x  c  ( [ , j )  q j  t j  ( x )

l ,= l  xePU j= l

On démontre, |  29 l ,  guê sous les 4 hypothèses suivantes

Hl -  Mult inor:mal i té des distr ibut ions dans chaque groupe

H2 - Egal i té des matr ices de var iance covariance dans les groupes

H3 -  Equ iprobab i l i ré  a  p r io r i  des  K groupes

H 4  -  E g a l i t é  d e s  c o û r s  z  c ( L /  j )  =  I  ,  i + j
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la règle de Bayes est équivalente à l faf fectat ion au groupe G, dont le centre

de gravi té est le proche dans RP au sens de la métr ique déf inie par V-l  in-

verse de la matrice de variance - covariance totale. La règle de Bayes dans

ce cas  par t i cu l ie r  es t  d i f fé ren te  de  la  règ le  I  , t .2 .1 )  qu i  p rocède â

l faf fectat ion au groupe dont le centre de gravi té est le plus proche en pro-

jec t ion  sur  1e  sous  espace U pour  la  né t r ique V- I .

La règle de Bayes esE rarement appl icable dans sa général i té :

- Iæs di.qtri-hutipnq dans les groupes ne sonÈ en général pas connues, et

une bonne est imation est souvent di f f ic i le,  surtout s i  le nombre de var iaEles

es t  é1evé.

- i l  est di f f ic i le de chi f f rer les coûts de mauvais classement.

Dans le cas où on fai t  l thypothèse de normal iÈé des"classes, la pr ise en

compte de matr ices de var iance covariance di f férenÈes selon les groupes est un

atou t  s i  leur  es t imat ion  es t  f iah le ,  ce  qu i  suppose l taccès 'àde la rges  échan-

t i l lons de chg_que famil le a pr ior i .

Dans l fanalyse discr irninante typologique seule la matr ice de var iance-

covariance totale V est est imée sur 1réchant i l lon E (dont le cardinal est

K fois supérieur au cardinal moyen des échant i l lons des K farni l les a pr ior i ) .

D fau t re  par t ,  on  a  remarqué,  (7 .2 .1 ) ,  que la  règ le  9po. r r r . i t  ê t re  modu lée

par la pr ise en compte a poster ior i  de coûËs de mauvais classements.

(De même, on peut considérer les probabi l i tés drappartenance aux di f férentes

famil les).  Par contre la règle S r"  perret pas de tenir  compte de la non

égal i té éventuel le des matr i ,ces de var iance-covariance dans les fani l les a

p r i o t i .

L ru t i l i sa t ion  de  la  règ le  I  . ra  jus t i f iée  sur  la  par t i t ion  des  ca tégo-

r ies  indu i tes  par  l rana lyse  d isc r im inante  typo log ique"  parce  qr r t .11"  es t  i ssue

de ce t te  méthode.  De p lus ,  e l le  es t  s imp le ,  non paramét r ique e t  p résenEe

lravantage de ne pas tenir  compte des paramètres de brui t .  Cependant on peut

considérer l ranalyse discr iminante typologique corme une méthode dranalyse

d iscr im inante  descr ip t i ve  e t  cons t ruc t ive  drune nouve l le  par t i t ion ,  e t  u t i l i -

ser  dans  la  phase déc is ionne l le ,  la  règ le  de  Bayes .
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7.3  -  Le  second n iveau de  d isc r im ina t ion

s i  la  par t i t ion  g i '=  (q , . . . , { * )  a"  I
l e  spéc ia l i s te ,  on  réa l i se  un  second n iveau de
catégorie Srn ( l  < 0 < K*) qr l i  apparaît  co,nme

f r , t  tu , *  qu i  do ivent  ê t re  séparées ,  on
minante pour laquel le :

es t  jugée t rop  gross iè re  par

discr iminat ion. pour toute

une réunion de familles

réaLise une analyse discr i-

-  la  popu la t ion  é tud iée  es t v,
-  l es  f am i l l es  dé f i n i es  a  p r i o r i  son t  1 , , r . . . ,% . , *

Globa lenent  la  règ le  de  déc is ion  se  présente  sous  Ia  fo rme drun  arbre .

7 .4 . -  Exempl  es_

7.4.1 -  Eleupl.e_l

Soi t  P  la  par t i t ion  en  3  c lasses  du  nuage E représenté  sur  la  f igure '7 .

(Les  ob je ts  sont  décr i t s  par  deux  paramèt res) .

LtAnalyse Discr iminante Typologique ini t ia l is êe par la part i t ion a pr ior i

(on  cho is i t  r  =  l )  converge vers  une par t i t ion  P*  =  (P i , t l , t i> .  Le  sous  espace

de représentâ t ion  assoc ié  es t  la  d ro i te  O*  1c f .  f igure  8) .  On remarque que :

-  Les  c lasses  P,  e t  P f  son t  éga les

- Chacune des classes f i  et  P; esË const i tuê en proport ions comparables

dré léments  des  c lasses  a  p r io r i  P ,  e t  P2

-  En pro jec t ion  sur  D* , . la  c lasse  e f  es t  séparée de  1 'ensemble  des  deux

c lasses r i  
" t  

r i .  , .  .

On en dêdu i t  la  par t i t ion  en  deux  c lasses  T  =  (Tr ,Tr )  su ivante  :

T l  =  P  
I  

u  P 2

T 2 = P 3

T traduit  la st .ructure du nuage E, relaËivement aux classes déf inies a

p r i o r i  ( c f .  f i g u r e  9 ) .
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Les c lasses  T ,  e t  T ,  son t  séparées  par  une dro iÈe d isc r i rn inante .
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7.4.2 - EleppLg_?

Soit  Q la part i t ion en 2 classes du nuage N reprêsenté sur la f igure l0

( les objets sont décr i ts par deur paramètres).

LrAnalyse Discr ininante lypologique ini t ia l isée par la part i t ion a pr ior i  Q
(on ctroisi t  r  = l )  converge vers une parr i t ion Q* = (ai ,  A;)  dont Les classes ne

sont pas interprétables relat ivenent aux classes défr 'n ies a pr ior i  Q, et qr.

( c f .  f i g u r e  l l ) .

La project ion des objets sour la droi te de représentat ion U* suggère

lréclaÈement de la classe Q, en deux sous classes, Q2l 
"a 

Q ZZ.

On en déduit  la part i t ion en 3 classes a = (Ct rC2,Ca) suivante :

c t  =Qt

cz=Q2 l  c  Q2

Cj=Qzz  c  Qz

qui t raduit  la structure du nuage E relat ivement aux classes déf inies a pr ior i

(c f .  f igure  72)

Une droi te discr ininante sépare les classes C, > C, eE Cr, et  par conséquent

les  fan i l les  a  p r io r i  Q,  e t  q r .
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8 -  CONCLUSION

Avec lranalyse discr iminante typologique on aborde le probLèrne de la

reconnaissance de fornes irnprécises par une étude descript ive eL inducEi.ve dans

le cadre de la transformation l inéaire des var iables. La néthode permet de

val ider la structure déf inie a pr ior i ,  ou d'en déduire des formes plus per-

t inenÈes du point de vue de la êlassi f icat ion et de la discr iminat ion.

Lranalyse discr iminante typologique fourni t  une règle de décision pour

la reconnaissance des formes qurel le induit ;  On en déduit  en parËicul ier une

reconnaissance f iable de certaines fani l les a pr ior i .  Pour les autres on

réal ise éventuel lement un 2ème niveau local de discr iminat ion. On peut aussi

déduire des nouvel les formes une ini t ia l isat ion pr iv i légiée de 1rana1-yse dis-

cr iminante locale I  l ]  l .

Par ai l leurs la visual isat ion sur quelques axes factor iels du problène

de classement drun nouveL objet permet de prendre en compte des coûts de mauvais

c lassement  e t  des  probab i l i tés  a  p r io r i  d rappar tenance aux  c lass€s ,  dans  le

cas  où  l ra f fec ta t ion  géomét r ique au  cent re  le  p lus  p roche semble  peu f iab le .

Selon des exigences l iées au problème réel posé et selon l -es données

dont  on  d ispose,  on  peut  réa l i ser  sur  la  par t i t ion  indu i te  par  l tana lyse

discr ininante typologique une analyse discr iminante pas à pas [2O , ,251 ou

b a y e s i e n n e  1 2 1 ,  2 9 1 .

Dans l tAna1yse Discr iminante Typologique on pourrai t  envisager de subst i tuer

à  l r iner t ie  inÈra  c lasse  exp l iquée,  d rau t res  c r i tè res  l iés  à  l rana lyse  d isc r im i -

nante ;  le  sous  espace de  représenta t ion  drune par t i t ion  pour ra i t ,  pâr  exemple ,

pr iv i légier une zone front ière enÈre classes 1231.
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CHAPITRE I I I

L.ANALYSE DISCRIMINANTE TYPOLOGIqUE

lgus C9NTRATNJE, pE rropErlsATr0N L0CALE

1 -  INTRODUCTION

1.1  -  Le  prob lème

On étudie un processus décri t  par :

-  p  paramèt res  dren t rée

-  g1  varÉ.ab les  drac t ions

- g, var iuables de sort ie

l o
x  , . . . r x '

I  q l
z  , . . . r 2

9 1 + l  oz '  , . . . r 2 -  i  g = 1 1 + 1 2

o n  n o t e  :  J l  =  { x l  r . . .  r x P }  J z  =  { r l  , . , .  r z i }

0n suppose que pour toute réal isaËion du processus dans une conf igurat ion
f ixée dans J, (dont la déf ini t ion est équivalente à la donnée des valeurs des
paramei t res  x ' r . . . ,  xP)  les  var iab les  de  J ,  son t  l iées  par  un  modè le  h  i ssu
d 'une fami l le  H.

11 sragit  de déterminer K famil les de conf igurat ions ,  g,

K  n o d è l e s  d e  H ,  h l r . . . r h K ,  Ë e l s  q u e ,  p o u r  g " = l r . . . r K ,  o n  a i t  ' .

Pour toute conf igurat ion c dans €U 
"t  

toute réal isat ion

dans la  conf igura t ion  c ,  les  var iab les  de  J ,  so ienÈ l iées  par

, . .  .  ' € * ,  
" ,

du

1 e

Processus

modè le  hU.

Dans 1a phase opéraÈionnel le (après construct ion de la rnodél isat ion

locale) avant o.haque nouvel le réal isat ion ds processus, on connaît  la conf i-

gura t ion  décr i te  par  J r i  la  conna issance du  modè le  assoc ié '  penet  d rop t i -

m iser  Le  cho ix  des  paramèt res  drac t ions  au  sens  drun  c r i tè re  de  coût  I  l9  ] .

Le  découpage de  chaque paramèt re  xJ  ( j= l r . . . rp )  en  n j  noda l i tés ,  e t  la

dé f in i t ion  des  fami l les  de  conf igura t ions  par  t r i  c ro isé  sur  les  moda l i tés

présente f  inconvénient de mult ipl ier le nombre des fani l les qui s 'élève à

r l  ,  1 2  x  . . .  *  t n .
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o n  s u p p o s e  i c i  q u e  l e s  p a r r - è t r e s  x J  ( j = l r . . . r p )  s o n t  q u a n t i t a t i f s ;

les K famil les de conf igurat ions peuvent être déf inies par K centres dans

Rp, et l taf fectat ion de toute conf igurat ion au centre le plus proche pour

une métr ique donnée. Lranalyse factor iel le discr iminante permet de déf inir

un sous espace U dans RP opt imal pour La sêparat ion des K famil les (au sens

du max imun du rappor t  des  iner t ies  in te r  c lasse  e t  to ta le  exp l iquées) .

Les K famil les peuvenË alors être déf inies par K centres et af fectat ion de

Èoute conf igurat ion au centre Ie plus proche après project ion sur U.

(La méti ique est déf ini  par I ' inverse de la matr ice de var iance covariânce

d e s  p a r a m è t r e s  * 1 , . . . , x P ) ,  ( c f .  c h .  I I ) .  C e È t e  a p p r o c h e  p e r m e t  d r i s o l e r

dans  J ,  l r in fo rmat ion  u t i le  à  la  reconna issance des  c lasses .
l

I .2  -  Les  données

o n  d i s p o s e  d ' u n  e n s e m b l e  E  d e  n  r é a L i s a t i o n s  d u  p r o c e s s u s  * l r . . . r x n r

pour  lesque lLes  on  conna i t  les  va leurs  p r ises  par  :

-  l es  p  pa ramè t res  d t  en t rée  * l  r  .  .  .  r *P

-  l e s  g ,  v a r i a b l e s  d r a c t i o n  * l  r . . .  r * Q l

-  les  g ,  var iab les '  9 l + t
oe  so r t re  x , . , .  r x Q  g = g 1 + g 2

Les données peuvent être rangées dans une matr ice à n l ignes et p+q

colonnes

CI

" i

"11
I

z ,
1

*9
1

I- - l

Ix .
I

' l  
Dx  . . . . .  x ^

n n

I

" l

, l  z q
n n

JzJ t
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On suppose que les n réal isat ions du processus ont des poids
- lé g a u x  :  p i  =  

i ,  
i = I  r .  .  .  , n .

P o u r  i = I  1 . . .  ' n '  o n  n o t e  :

- - r  ,  I  p .
X :  =  ( X i r . . .  , * i )

- r  -  ,  I  Q 'z :  =  \ z i r . . .  r z i )

t

-  d 'une fami l le  H de urodèles adrniss ib les

-  d rune  app l i ca t i on  6  qu i  à  t ou te  pa r t , i e  A  de  E  e t  t ou t  modè le  h  de  H

associe une mesure de l rhomogénéi té de A re lat ivement  à h :

o 9cn)xH+R+

ô  ( A , h )  *  ô ( A , h )

On suppose que pour  tou t  coup le  (A l ,A2)  de  par t ies  de  E,  e t  tou t  modè le

h d a n s H r o n a :

O ( A t  u A I h )  =  ô ( A t , h )  +  ô ( A 2 , h )

En par t ieu l ie r ,  pour  tou te  par t ie  A  de  E,  e t  tou t  u rodè le  h  de  H,  on  a  :

-  drune fonct ion notée %u 
qui a toute part ie A non vide de E fai t  corres-

pondre un modèle noté gr(A) dans I I  vér i f iant :

ô ( A , h )  =  I  ô ( x , h )
xeA

(  l -  I  )

( r :2 )
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1.3  -  Exemples  de  modé l isa t ion

1 .3 .1  -  Le  modè le  l i néa i re

H es t  l a  f am i l l e  des  modè les

I
0 ,  +  C t , .  z  +  . . .  +  C l  z9  =  Oo l q

i 7
o ù  c o ,  o t r . . . r  o q  s o n t  r é e l s  e t  

. X .  
o i  =  l .

l = l

L ' ind ice  ô  es t  dé f in i  par  :

ô ( A )  =  I  ( c l o  +  o ,  , l  ( * )  +  . . .  +  a q  , q ( * ) ) 2
xEA

Pour toute part ie A de E, le modèle gr(A) est déf ini  par une régression

orthogonale sur A tJ6 l .  (En cas dt indéterminat ion dans la déter:minat ion des

coeff ic ients de cette régression des convent ions assurent à g* la qual i té de

fonc t ion) .

I .3 .2  -  Le  modè le  de  I ' i ne r t ie- - ' - : : ' - - - - - - - -

Une nétr ique M esÈ donnée dans R9. t t  est la fani l le des modèle I(a,  )
inert ie au point a de RQ (Annexe I  ) .

L r ind ice  ô  esÈ déf in i  par  :

ô ( A )  =  r ( a , A )

Pour  tou te  par t ie  A  de  E,  le  modè le  gM(A)  es t  le  modè le  r (g ,  )  où  g  es t

le centre de gravi té de A. (Annexe I  )  .

1.4  -  La  méthode

Lrespace des  conf iguraË ions  es t  iden t i f ié  à  l tespace vec tor ie l  RP.  11

est muni du produit  scalaire déf ini  par la matr ice V-l ,  inverse de la matr ice

de covar iance empi r ique des  paramèt res  *1  r . . . , *P
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v=Ix 'x
n

ou

e n  n o t a n t  I l r . . . r i P  1 " "  m o y e n n e s  s u r  E  d " "  p t t ' " t è t r e s  * l r . . . r x P .

V  e s t  a u s s i  l a  m a t r i c e  d t i n e r t i e  d u  n u a g e  d a n s  R P ,  d e s  i n d i u i d u s  x 1 r . . . r x n

c a r a c t é r i s é s  p a r  l e s  p a r a m è t r e s  * l ; . . . r x P .

S i  V  nres t  pas  régu l iè re ,  X  n tes t  pas  de  rang Pr  e t  on  se  res t re in t  à

ensemble de pararnètres sous ensemble de Jt.

On recherche :

-  u n e  p a r t i t i o n  P  d e  E  e n  K  c l , . a s s e s  :  P  =  ( P t , . . .  r P x )

-  u n e  f a m i l l e  H  d e  K  n o d è l e s  d e  H  :  t  =  ( h 1 , .  . . , h K )

r  f  t ^ -  - ^ - E . : ^ - . - - .-  un sous espace U de dimension r de l - tespace des conf igurat ions iden-

r i f i é  à  R p .

tels que le tr ip let  (P'H,U) minimise un cr i tère lJ qui  rende comPte -: . i t " l -

tanément

-  de  l rhomogéné i ré  des  c tasses  PU de la  par t i t ion  P v is  à  v is  du  modè le

h U  C u i  l e u r  e s t  a s s o c i é  ( [ = l  , . . .  r K )

-  e t  de  la  sépara t ion  des  c lasses  de  la  Par t i t ion  P en  pro jec t ion  sur

le  sous  espace U des  para l tè t res  exp l i ca t i f s .

(:

- l
x

- l
x

)

"T-;n

*P - iPn
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Lrapproche est di f férente de cel le des méthodes rnult i  cr i tère I  18 ] ,

et  bien sûr de cel le qui consisÈe à effectuer une modél isat ion locale

t6l  puis une analyse discr iminante.

Finalement,  de la populat ion échant i l lon E, on déduit  une fani lLe H*

de K modèles, K centres et un sous espace U* dans tRP qui consÈituent une

structure construi te dans le cadre

-  de  la  modé l isa t ion  loca le  sur  J ,

-  et  de la reconnaissance des classes par les paramètres expl icat i fs

de  J ,  (une règ le  de  déc is ion  géomét r ique s iu rp le  permet  l ra f fec ta t ion  drun

nodè le  à  une nouvè1 le  réa l i sa t ion  du  processus) .

1.5 .  No ta t ions

On note :

lP , ,  l rensemble  des  par t , i t ions  de  E en  K c lasses  (d is jo in tes)
I(

Und par t iÈ ion  P de  F*  es t  no tée  éga lement  (P l  ' . . . r t * )

E  =  P l  u . . . u  P *

P .  n  P .  = Q  i  =  l r . . . r K  ;  i  =  l r . . . r K .  t  i t  i1 J

F l 'ensemble des sous espaces vector iels de BP de dirnension r
T -

U l 'ensernble des famil les y- l  orthonormées de, r  vecteurs de RP
T

F)t I tensemble des famil les Vorthonorméesde r formes l inéaires ou facteurs
t

sur RP
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2 -  LE CRITERE

2.1 -  Le cr i tère I^ | ,

Soit  P une part i t ion de E,

Pour  tou t  sous  espace U de RP,  so i t  l . r ra ra(P,  U)  l f iner t ie  in t ra  cLasse de

1-a part i t ion P, expl iquée par U.

on déf ini t  un cr i tère W, sur l 'ensemble des part i t ions de E par :

I{r (P) = 
#.ti 

rinËra(P' u)
t

(2 - l  )

Le cr i tère !J,  mesure l 'homogênêitê moyenne des classes de la part i t ion, en

project ion sur un sous espace de dimension r de l tespace des paramètres expl ica-

t i f s  J , .

Le  c r i tè re  I { ,  es t  iden t ique au .c r i tè re  l {  du  chap i t re  I I .

On déduit  de la relat ion (2-5) du paragraphe I I .2.3, l rexpression suivante

du cr i tère tr{ ,

I^Il (P) = r - 
T1; 

[tir,."r(t, u) l Q-2)
r

où  l i r ra " r (p ,  U)  es t  l r iner t ie  in te r  c lasse  de  la  par t i t ion  P exp l iquée par  le  sous

espace U.

On dédu i t  des  re la t ions  (2 -13)  e t .  (2 -15)  des  paragraphes I1 .2 .5 .4  e t

IT.2.5.5 les expressions suivanËes du cr i tère I ' l r ,  en termes de var iances intra

classe ou inter classe de facteurs discr iminants i

onr (P) = 
(b r , .Tiîor>.r; 

' 
,1, 

u"'rnrra (P ' bs) l (  2-3)
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w l ( P )  = r -  M a x  f ;  v . t i - r o - ( p , b s ) l
( b l r . . . r b r ) e F *  s = l ' - - i n t e r ' - '

( f f  est l tensemble des faur i lLes V orthono:mées de r facteurs sur Rp;.

2.2  -  Le  c r i tè re  W,

(2-4)

S o i t  P  =  ( P ' , . . . , P K )  u n e  p a r t i t i o n  d a n s  t P * .

Pour  tou te  c lasse  Pr ,  9 -=1  , . . . ,K ,  e t  tou t  rnodè le  h  dans  H,  on  connaî t  L r ind ice

dfhomogénéité de la cl-asse PO relat ivement au modèLe h, ô (P[,  h).

On déf ini t  un cr i tère tr{ ,  sur I 'ensembLe P* des part i t ions de E en K classes par :

K

Le cr i tère tr i l ,  s 'écr i t  plus simplement :

K
w r ( P )  =  x  M i n  ô ( P [ ,  h )'  

L = l  h e H

Le cr i tère tJ,  exprime lrhomogénéité moyenne des classes de 1a part i t ion P

relat iver irent au modèle opt imal associé à chacune d'el le.

2.3 -  Le cr i tère T,r l

On déf in i t  un  c r i tè re  I ' I  sur  1 'ensemble  F*  des  par t i t ions 'de  E en  K c lasses

en Posant : ,

I ^ I ( P )  = I ^ l l ( P )  + B  l J r ( P ) (2 -7 )

où B est une constante posit ive donnée ( 3 est choisie de nanière à équi l ibrer Les

p o i d s  d e s  c r i t è r e s  [ , I ,  e t  l ù ,  ( c f  .  S  6 . 2 ,  6 . 3 ) .

(2 -6 )
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Le critère lJ donne une mesure pondérée de lthomogénéité des classes de la

part i t ion vis à vis des paramètres expl icat i fs et de l -a nodél isat ion.

2.4  -  L 'op t im isa t ion  du  c r i tè re  W

On recherche une part i t ion de E en K cLasses, f l  Aui réal ise l -e minimr:m du

critère trl pour P dans lP* :

*
w(Pf) = Min I,\I(P)

PeF*

?.5 -  Expression mathématique du cr i tère W. '

On nontre contrne au paragraphe 2.4 du chapitre II, les propriétés. et rel-aÈions

suivantes :

So i t

P  =  ( P l , . . . , P * )  u n e  p a r t i t i o n  d a n s  F *

g l r . . . , B *  l e s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é  d e s  c . l - a s s e s  P l ' . . . ' P K

U un sous espace vector iel  de RP.

Pour tout x dans Rp, xu la projecËion V-l  orthogonale de x sur U.

uu l t  écart  .sur RP déf ini  par

du(x, rr =

O n a :

rir,. '.(P, u) = * ul, *lru 
d2(*' er)

Pour  tou te  base V- l  o r thonormée,  (u l ,  . .  r t r ) ,  du  sous  esPace U,  on  a  :
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r io.rr(P, ul  = * i  x (x -  s,) 'u- ' (  i . , , r  ' i )v-t  (*  -  rr)n 
l ,=l  xeP[ 

-L'  
s=l

-  t  ;  , r '  v- l  ( - i  x_ (x -  es)  (x -  es) , )v- l  , "D 
s=l t  - ,0,=l  

xepu

On en déduit  les expressions suivantes du cr i tère tr I ,  (qui  ne dépendent pas

de La  base V t  
o r thonormée (u ,  r . . .  ru r )  du  sous  espace U)  :

I{l (P) = 
,yr: 

(*
'  

UeF, L=l nePU " s=l

I ^ I I (P)  = .y r :  ( *  ;  
" i  

v -11^ f .  (x  -  g r ) (x  -  e r ) ' )v - lu r )  ( / -s )'  
ueF- n 

s=l s ! ,=l  x€pl
t ) L

Par la transformation ;

u * b = v - 1 , ,

q u i  a s s o c i e  à  t o u t e  u n e  f a m i l l e  V l l " o r t h o n o r m é e  ( u t , . . . , r - )  d e  r  v e c t e u r s  d e l R P ,

u n e  f a m i L l - e  V  o r t h o n o r m ê e  ( b ,  =  V - l r l  , . . .  , b ,  =  V - l , r r )  a e  I  t a c t e u r s  s u r  l R P ,  ( I I . 2 . 5 ) ,

on déduit  de (2-8) et (2-9) l -es relat ions suivantes :

w,(P)= Min  * t+  i  x  (x -sq. ) ' ( ;  bsb: ) (x -es) l  (2 - lo )
'  ( t I , . . . , b . ) e F ]  n  o = l  x e P [  

- x ' .  
s = l  

. '  u

= Min .  t *  ;  b :  (^ f  (x  -  es) (x  -  s l ) , )b" t  (2- l t )
(b t  , .  .  .  ,br )e F*  n s=l  s  .Q.-= l  xePl

(r l  est 1'ensemble des famil les V orthonormées de r facteurs sur Rp)

K
b ' |  (^x .

-  g,=l  xe pU

Dans la déf ini t ion du cr i tère l . l r ,  l 'opt imisat ion sur le sous espace U dans

F, est équivalente à l topt imisat ion sur l -a famiLLe de facteurs V orthogonaux

( b I , .  . .  , b r )  d a n s  F * .
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2.6 - Expression mathématique du critère t,{,

par  déf in i t ion du cr i tèreW2, et  draprès la  re la t ion ( l - l ) ,  pour  toute

partition P dans P*, on a :

K
wr (P )=  x  M in  ( x  ô ( x ,h ) )

- !,=l heH xeP*

3 - LA REPRESENTATION

3.1  -  Dé f in i t i on

0n appeLle représentat ion tout ensemble L const i tué de :

-  K  p o i n t s  ( o u  c e n t r e s )  d e  R P ,  a ,  r . . .  r f t 1

-  une fan i l le  (u l  , .  .  .  , t r )  de  U,

-  K  modè les  de  la  faur i l - le  H,  h r , .  .  .  , k

t  =  ( a l r . . . r t < ,  r l  , . . . r u r i  h l r . . . ' t k )

, r t  v - l  u -  =  I  s  =  l r . . . r r
s s

I
u :  V  u -  =  O  s  =  l s . . . , t  ;  t  =  l r . . . r r  i  s  * t .

S E

On note :

O  =  ( a l  , .  . .  r " K )

U  =  ( u l  , . .  .  , t r )

U  l -e  sous  es iace  de  RP engendré  par  u l , . .  .  ,u r

"  
=  (h t , . . . ,1k )

L=(ArUrE)

(2-t2)
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Lrensenble des représentat ions déf inies ci-dessus est notée

3.2 -  Le cr i tère l , l *

k,r '

W* est r :ne général isat ion du cr i tère I^I  qui  est ut i l isée. dans l tâl .gor iÈhme.

3.2 .L  Dê f in i t i on

S o i t  :

P  =  ( P ' , . . . , P * )  d a n s  F *

le sous espace engendré par 1es vecteurs u1 r.  . .  ru,

r ( A ,  P ,  u )  l r i n e r t i e  a u x  p o i n t s  â 1 r . . . r a K  d e  1 a  p a r t i t i o n  p ,  e x p l i q u é e  p a r

le sous espace U.

On pose :

A, g) = r(4,  P,  U)

A, .g )  ne  dépend pas  de  la  fami l le  V- l

U engendré par cette famil le).

K
I^IM(P, g) = 

ult 
ô (Po, ht)

I^IR(P, L) = W*(P, A, 9, E)) = I^ID(P, A,

où B est la constante posit ive introduite

Le cr i tère 
\  

ne dépend ni  de La famil l -e H de modèles,
l q

z - , . . . r2=  de  JZ.  WO concerne 1-aod iscr iu r ina t iondes  c lasges  de

paramèËres  expL ica t i f s  x '  , . .  .  , x '  de  J ,  .

Le cr i tère tr . I '  ne dépend ni  des-famil les A de centres et U de vecteurs dans

Rp,  n i  des  paramèt res  expL ica t i f s  * l r . . . r *P  d"  J t .  W'  concerne la  rnodé l isa t ion

locale reLat ive aux parÉrmètres de Jr.

wD(P '

(wD (P,

l  t  espâce

( 3 - l  )

orthonormée U, mais seulement
de

1 a

il .
pour

I^tM(P, H)

déf ini t ion du

(3-z)

(3_3)

c r i t è re  W (2 -7 ) .

des paranètres

part i t ion par Les

ni

1a
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3'2'2 - 9g:-Perl iggl ler

Soi t  G =  (81 , . . .  ,gg)  la  fa rn i l le  des  cent res  de  grav i té  des  c lasses  Pt  , . . .  ,PK.

L ' iner t ie  I (G,  P ,  U)  es t  L t iner t ie  in t ra  c lasse  de  la  par t i t ion  P exp l iquée

par le sous espace U :

I (G,  P ,  U)  =  t i r ra ra(P,  U)

On en déduit :

S iL= (g ,U ,H )

K
I^rR(p, t) = t irr.ra(p, u) + B -t ô (hq, p[) (3-4)

9,=l  
N

3.2.3 - Brepg:!! !en

Pour toute part i t ion P dans lP*

Min I^IR(P, L) = w(P)
t t t* ,  r

Démonstrâtion

La minimisation selon le tripLet (A, U, g) du critère 1^l* se ramène à la

ninimisation selon Le couple (4, g) du critère tr{o et à la minimisation eri H du

cr i tè re  \ .  En  e f fe t  :

Min r^rR(p, L) = 
- Yir .  

(wo(P, A, g) + BIIM(P, g))
t . t * , ,  r \  L=(4,  u ,  g) . t * r ,

_M_in til*(P, L) = Min IdD(P' A' q) + B M_in l,[M(P, g) (3-5)
t.t*,, (4, g) g

O n  s a i t ,  ( 4 3 . 2 . 2 ) ,  q u e  p o u r  t o u t  s o u s  e s p a c e  U ,  l t i n e r t i e  I ( 4 ,  P ,  U )  e s t

minimal-e pour 1-a famil le G des centres de gravi té des classes
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Min I (A,  P,  U)  = I (9 ,  P,  U)  = I ior r "  (P,  U)

A
On en déduit que :

,Tlï, 
I{D (P: a' g) = 

oTti 
r(A' P' u) = 

u:i: 
rinrra(Pn u) (3-6)

I

De (2 - l )  e t  (3  6 ) ,  on  dédu i t  :

Min I^I^(P, A, q) = W, (P) (3-7)
(A, U) t)

Draut re  par t ,  par  dé f in i t ion  du  c r i tè re  I l2 ,  Q-5) ,  on  a  :

(3 -8)M_in I^IM(P, H) = lJr(P)
H

De (3-5)  ,  (3 -7)  e t  (3 -8) ,  on  dédu i t  Le  résu l ta t  i

_*1"  
I ^ IR(P,  t )  =  Wt (P)  +  B !ù2(P)  =  W(P)

tt t* ,  
r

4 -  L 'ALGORITHI ' IE

4 .1  -  In t roduc t ion

Lralgori thme ut i l ise al- ternat ivement deux fonct ions déf inies en (4.2) et

( 4 . 3 )  :

-  g appelée fonct ion de représentat ion, associe à toute part i t ion P dans lPn,,

une représenËation g(P) dans L- -  teTle que :
K r ï

I^ IR(P,  e(P))  = Min wR(P,  L)
t t t * r .

-  f  appelée fonct ion dtaffectat ion, associe à toute représentat ion t  U. 
"*r ,

une part i t ion f(L) dans P* tel le que :

I{e (f (t) , L) = Min l,lp (P ' L)
peP*



P n + l = f o g ( P n )

Draprès (4-15) la sui te de terme général  W(P1 est décroissante. 0n montre,

(416) ,  gu te l le  es t  cons tan te  à  par t i r  d run  cer ta in  rang,  e t  que la  su i te  de

part i t ions (pn) est alors égaleroent constante. La part i t ion P* l imite de la sui te

Pn est mei l leure au sens du cr i tère tr I  que la part i t ion ini t ia le P0 :

I^t(p*) < I^I(Po)

4.2 -  La fonct ion de représentat ion

11 s'agi t  de déf inir  une fonct ion g qui associe à toute part i t ion P dans lP-

une représentat ion L = g(P) dans L*, ,  tel le que :

-  140  -

on montre, (4.4),  que pour toute part i t ion p dane F*, on a la rel-at ion :

t . I ( f o s ( P ) ) < w ( P )

L'algor i thme est in i t ia l isé par une part i t ion pO.

Pour touÈ n à O, on déf ini t  :

! ùR(P ,  s (P ) )  =
#i;,, 

wn(P ' r')

S o i t

t  = (Pl , .  .  .  ,PK) dans lP*

t  =  ( b l r . . . r b K r  r l r . . . r v r r  r l  , . . . r r r k )  =  ( 8 ,  v r  M )

F le  sous  espace engendré  par  1 -es  vec teurs  v l  , . . .  , v r

g ( P )  =  ( a I , . . . , â K ,  r l  , . . . , u r ,  h l  , . . . , l k )  =  ( 4 ,  u ,  H )

U le  sous  espace engendré  par  les  vec teurs  u l  ' . . .  ' u r

(4:1 5)

(4 - l  )
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L a  r e l a t i o n  ( 4 - l )  s ' é c r i t  :

(4-2)

(4-3)

r^rD(p, A, u)+B r.r'(p, o, = 
,u, i:"rr.\.,, 

tr,rD(p, B, v) + BwM(p, M)l

0n en déduit  
. :

I . I ' (P, A, 9) = Min I . I . (P, B, V)-  (B ,  V)

IdM(P, E) = 
I 

I^IM(P, g)

a) Opt imisat ion du cr i tère l . IO

Par  dé f in i t ion  du  c r i tè re  l {p ,  (3 - t ) ,  la  re la t ion  (4 -2)  e 'écr i t  :

I ( A ,  P ,  U )  =  M i n  I ( 8 ,  P ,  F )
(x,  r)

. I1 sragit  du problème dropt imisat ion étudié au paragraphe 7 de I 'avant propos,

dans  le  cas  par t i cu l ie r  où  Q =  v - l  (S  Z .z1  :

Déf in i r  une fonc t ion  go  qu i  assoc ie  à  tou te  par t i t ion  P =  (P t , . . .  ,P t<)  de  E,

-  K - p o i n t s  . 1 r . .  .  , a *  d e  R P

- une famil-Ie Q orthonormée de r vecteurs de tRP.

u  =  ( u l  , . . .  r r . )

tels que :

. l r . . . r k ,  e t  l e  s o u s  e s p a c e  v e c t o r i e l  U  e n g e n d r ê  p a r  u l r . . . r u r  v é r i f i e n t  :

FeF
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Draprès Le paragraphe 7.4 de lravant propos, pour toute part i t ion

t  =  ( P l  r . . .  , P K )  d e  E ,  o n  p o e e  :

g D ( P )  =  ( B l , . . . , g r ,  t l  , . . .  r u r )

où

-  g l  r . . .  rBK sont  l -es  cent res  de  grav i té  des  c lasses  p l  , . .  .  ,pK

- t l  r . . .  'ur sont vecteurs propres Q normés associée aux r plus grandes val-eurs

propres  Àt  = . . .=  À ,  >  o  de  la  na t r i ce  B(p)  v - l  (où  B(p)  ee t  la  mar r ice

d t iner t ie  in te r  c lasse  de  La  par t i t ion  P.  La  dé f in i t ion  préc ise  des .  vec teurs

t l r . . . r u r  e s t  d o n n é e  a u  p a r a g r a p h e  7 . 4  d e  l r a v a n Ë  p r o p o s .

La fonct ior gD est ident ique à la fonct ion g du Chapitre I I .

b) 0pt imisat ion du cr i tère W,

Par déf in i t ion du cr i tèr"  
"y . , .11* t l ,  

la  rê la t ion (4-3)  srécr i r ,  :

KK

^X .  ô  (Pg ,  h [ )  =  M in  .  [  ,X  ô (pU,  nU)J
. [ = l  ( m l  r . . . , k ) e H x . . . X H  g , = l  N  N

On en dédu i t  que pour  tou t  &  ,  L= l r . . .  rK ,  on  a  :

ô '(Po, h.c) = Min [ô (P[,  h)]
heH

0r, on a supposé au paragraphe 1.2 La donnêe dtune fonct ion 
h, l  

qui  à toute

part ie A de A associe un modèle q"(A) dans E tel  que :  -

4(e) 
= Min ô (A, h)

heH

A i n s i ,  p o u r  0 = l  r . . .  r K ,  o n  p o s e

hU = q*(Pg)
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c) 0pt imisat ion du cr i tère |r{*

Dfaprès  a )  e t  b )  pou r  t ou te  pa r t i t i on  P  =  (P l r . . . ,PK) '  on  Pose  :

g (P )  =  (e r  r . . .  r g1ç ,  r l  , . . .  r u r ,  h l  , . . . , t k )

où  (8 ,  r . . .  r gç ,  r l  , . . .  , r r )  =  gD(P )

et (ht , .  .  , tk) = (e"(P, )  , .  .  .  ' ry(P*) )

D'ap rès  (o -15 )  e t  (0 -16 )

r
(4-4)

(où  L r r . . . ,À r  son t  l es  r  p lus  g randes  va leu rs  p rop res  de  La  ma t r i ce  B (P)V- I ) .

Par  dé f in i t ion  de  la  fonc t ion  g ,  e t  d raprès  3 .2 .3  z

I^ IR(P,  g (P) )  =  W(P) (4-s)

Des relat ions (4-4) et (4-5) on déduit  :

K
w(Pi = rir,.r" (P, u) + Uol, U (Pu, s"(eu)) (4-6)

rK
I ^ t (P )= r -  X  À^+  B t  ô (P0 , r y ( r ' ) )  G -7 )

s = l  
t  0 = l  L

4.3  -  La  fonc t ion  d 'a f fec ta t ion

4 .3 .1  -  Dé f in i t i on

11 sfagit  de déf inir  une fonct ion f  qui  associe à toute représentat ion L

dans L*,r  une part i t ion f  (L) dans lP* tel le que :

r{R(r(L), 
") 

= 
l:Ë* 

I^IR(P, L) (4-8)
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Soi t

t  =  ( â l  ,  . .  r aK ,  r l  , . . .  r u r ,  h l  r . . . , l k )  =  (A ,  u ,  E )  u . t "  t * r ,

U Ie sous espace vecËoriel  engendré par les vecteurs u'  r .  .  .  ,u,

t  =  ( P t  , . . .  , P K )  d a n s  F *

Par  dé f in i t ion  des  c r i tè res  t r I *  (3 -g) ,  I ^ ID (3 - l )  e t  I ^ I "  (3 -2) ,  on  a :

K
r{R(p, L) = r(A, p, u) + u*1, u (p0, ht) (4-9)

D r a p r è s  ( o - 9 ) ,  o n  a

r(A, P, u) = * afr {*, a*) (4-lo)
x€ts

)  - r  ï  - r
où a i (x ,  y)  =  (x-y) 'v - '  (  I .  r "  u ' )  v - ' (x -y)  (4- l  l )

s = l

e t  a  l e  c e n t r e  d e  l a  f a m i l l - e  ( a l . r . . q . , a ç )  d r i n d i c e  i ( x ) ,  o ù  i ( x )  e s t  f  i n d i c e
x

de la  cLasse de  la  par t i t ion  t  =  (P l , .  .  .  ,PK)  qu i  con t ien t  x .

D t a t i t r e  p a r t ,  d t a p r è s  ( l - l ) ,  o n  a  :

ô (P[,  h.C) = ô (x,  hg) G-tz)
x€.Y L

S i  o n  n o t e  h *  l e  m o d è l e  d e  L a  f a m i l l e  ( h ' , . . . , t k )  d ' i n d i c e  i ( x ) ,  o n  a

d ' a p r è s  ( 4 - 1 2 )  :

K
t  ô ( P o ,  h o )  =  X  ô ( x ,  h - - )

9 , = l k k x e E À

D r a p r è s  l e s  r e l a t i o n s  ( 4 - 9 ) ,  ( 4 - 1 0 )  e t  ( 4 - 1 3 )  o n  a  :

1 )

\ (P ,  
L )  =  ( *  

{  
(x ,  a* )  +  B  ô  (x ,  h* ) )  (4 - t4 )

x€È

(4 -1  3 )
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On en déduit

_M3 w*(P,  L)  =  X t  Min , * .3  (x ,  a . )  +  B ô (x ,  hr ) )J
PeF* xeE l<i<K

On pose par conséquent :

f  ( L )  =  ( P I , . . .  , t * )  o ù ,  p o u r  [ = l  , . . .  , K

Pu = {x f*a i  (x ,  au)  +B ô(x,  hr)  =!a i  ( * , ' i )  *g ô(x,  hr)  ;  i= l  , . . . ,K}

Cerre déf in i t ion esr  analogue à ce lLe du Chapi r re I I  ( I r .4 .3)  t  *  
Ui  (x ,  a)

est remplacé par I Ui <", a) + B ô (x, h)

Pour compLéter la règle draffectaEion drun individu x dans 1féventual i té où

pJ-us ieurs  coup les  (a . ,  h r )  réa l i sen t  le  min imum u.  
*  

u i  (x ,  a r )  +  B  ô  (x ,  hO) ,  on

se place dans le cadre de lralgor i thme

Une part i t ion Q est donnée dans lP*.  on recherche La part i t ion P = f(L) où

r .  =  g ( Q ) .

Soit  un individu x qui appart ieng à Q: et tel  que plusieurs couples (a'  hr).J

réa l i senq

Min I* ui (x, ag) + B ô (x, hu) 1
I<,Q,<K 

N U ' L' L'

On d is t ingue deux éventual iËés :

EuentuaLité 1-

1 )si -Lafr t* ,  " j )  *3 ô(x, nj)  =,ï i :*  t*ui  (x,  as) +B ô(x, hu)l

x  e s t  a f f e c t é  U  t j .
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EoenttnLité 2 :

Sinon x est af fecté à Pr,  où m est le plus pet i t  indice i  tel  que :

r t l )l a i  ( * ,  a , )  +Bô(x ,  h i )  =  M i " -_  t *d ;  ( x ,  ag )  +Bô(x ,  hu ) l
n u - 1 1 1 < 0 < K n u

Dans ce cas d' indéterminat ion, la part i t ion P dépend non seulement de la

représentat ion L, mais aussi  de la part i t ion Q.

f apparaît ainsi comme une fonction de deux variabLes :

-  une représentat ion

- une part i t ion ut iLisée simplement comle contrainte en cas dt indétenninat ion

pour  l ra f fec ta t ion .  (La  c lasse  d fappar tenance dans  la  par t i t ion  Q es t  p r io r i ta i re ) .

Le rôle de cette seconde variable esË secondaire. De plus, dans 1talgori thme,

(4 .5 ) ,  l -a  par t i t ion  Q es t  dé f in ie  par  la  représenta t ion  L .  Auss i ,  Pour  s iu rp l - i f ie r

les notat ions, on écr i t  f  corrne une.fonct ion de la seule var iabLe représenËation,

e t  on  re t ien t  la  p ropos i t ion  4 .3 .2 .  (On vér i f ie  dans  la  p résenta t ion  de  l ra lgor i thme,

et la démonstraEion de sa convergence que lremploi  de cette notat ion nrentraîne

aucune inexact i tude).

4.3.2 -  ! rgpe:! ! ig l

Si  les  par t i t ions  Q e t  P  =  f  o  g  (Q)  vér i f ien t

! [ * (Q,  g (a) )  =  I , t r * (P ,  g (Q) )  e l les  son!  iden t iques

Démonstration

S o i t  :

Q  =  ( Q , , . . . , Q ç )
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t  =  g ( Q )  =  ( a l ' . . . ' . K r  t l r . . . r u r ,  h l , . . . , h K )  =  ( A ,  U ,  g )

U 1e  sous  espace engendré  par  u t  , .  . . ,u r

P  =  f  o  g  ( Q )  =  ( p ' , . . . , p K )

soit  un objet x dans E. 0n suppose que x appart ient à la classe Q. ( l  < j  < K)
de la  par t i t ion  Q,  e t  à  la  c lasse  p .  ( r  <  i  <  K)  de  la  par t i t ion  p .

0n a par déf ini t ion de P = f(L)

t ,
;  af i (x,ar)+sô(x,h '1 = 

s=r l : . ,K 
,*  af l {* ,"*)+gô(x,hs))

e t  d f a p r è ç  ( 4 - t 4 )

*  a2uc* ,a . )+3ô(x ,hr )  . *  u i  cx ,a j )+0ô(x ,h . ) =r t.IR. (P,e(Q) )<r^rR(Q, g(a) )

coume la dernière inégal i té est contraire à l r t rypothèse on en déduit  :

*  .3  (x ,ar )  +  I  ô  (x ,h- )  =  
*  d i  (x ,a j )  +  B ô (x ,h- )

Lf  a f fec ta t ion  de  1- 'ob je t  x  à  l - rune des , .c lasses  de  la  par t i t ion  P s res t  donc

effectuée sel-on l -a règle déf inie dans 1réventual i té I  du cas dt indéterminat ion.

On en dédu i t  i  =  j .

Cette démonstrat ion étant vàlable pour tout x dans E, on en déduit  que les

par t i t ions  P eÈ Q sont  iden t iques .
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4.4 -  La fonct ion cqmposée f  o g

Propos i t ion

Pour toute part i t ion Q dans lP*.

La part i t ion f  o g (Q) = f tg(Q) I  vér i f ie l -a relat ion :

l , I ( f  os (a ) ) :  ! r (Q)

De plus

( l { ( f  o  I  ( Q ) )  =  ! ù ( Q ) ) < = > ( f  o  s  ( Q )  =  Q )

Démonstration

D r a p r è s  ( 4 - 5 )  e t  l a  d é f i n i t i o n  d e  l a  p a r t i t i o n  f t g ( Q ) J ,  o n  a :

! r (Q) = I^IR(Q, s(a))  > w*(f te(Q)-r  '  s(Q))

(4{ s)

(4 - l6 )

(4- 17 )

Draprès  la  dé f in i t ion  de  la  représentd t ion  g [ f  o  g  (Q) ] ,  e t  (4 -5)  appL iqué

à la  par t . i . t ion  f  o  g (Q) ,  on  a  :

I ^ l * ( f  o  s ( Q ) ,  s ( Q ) )  > I ^ l R ( f  o  s ( Q ) ,  E l f  o  s  ( Q ) l )  = W ( f  o  s ( Q ) )  ( 4 - 1 8 )

Des relat ions (4- l  7) et  (4- l  8) on déduit  :

I ^ r (Q)  >w( f  ss(a) )

De p1-us ,  s i  I ^ l (Q)  =  I , I ( f  o  g (Q) ) ,  on  a  l 'éga l i té  dans  l .a  re la t ion  (4 -17)  :
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w* (Q ,  s (Q) )  =  wR( f  o  g (Q) ,g (Q)  )

Dfaprès  la  p ropos i t ion  4 .3 .2  les  par t i t ions  Q eË f  o  g  (Q)  sont  éga les .

4.5  -  L 'a lgo r i thme

L'algor i thme est in i t ia l isê par une part i t ion P0 donnée ou t i rée au hasard.

Pour tout n )  O, on pose :

Ln = g(pn)

P t * l = f ( L n ) = f o g ( P n )

on déf ini t  ainsi  une suite (pt)  a" part i t ions dans lP*,  et  une suite (Ln)

de représentat ions U"rr t*rr .

Soi t  pn =  (pT, . . . , t1 )

eË gT, . . . ,Sf ,  les  cent res de .grav i té  des c l -asses PT, . . . ,P1.

On sa i t  ,  (4  2 ) ,  euê L t  =  g (Pt )  es t  de  la  fo rme :

r ,n  =  (g1 , . . . ,g3 ,  u t ,  H t )
t \

où g t  es t  une fami l le  V- l  o r thonormée de r  vec teurs  de  RP,  Ut  =  ( , rT , . . . r * rT) ,

(On note Un le sous espace vector iel  de Rp engendré par Ut). ;  Hn est l -a famil le

de urodèles (hf , . . . ,n1)  = (e"( r f ) , . . . , fo(p i ) ) .

D r a p r è s  ( 4 - 5 ) ,  o n  a  :

I {R(Pn, Lt)  = InIR(Pn, g(Pn)) = w(pn)
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Draprès  (4 -6) ,  on  e  :

I^I(Pn) = rirrar"(Pn, un; + g û(PT,to(Pil)
K
T

9.=l

4.6  -  La  convergence de  I 'a lgor i thme

Théorème

La suite de terme généraL rn = W(Pn) est décroissante, et  constante à

par t i r  d run  cer ta in  rang N.

De plus, La sui te (Pt,  Ln) est constante à part i r  du rang N.

Démonstration

a)  Pour  tou t  n  )  0 ,  on  a  d 'après  (4 .4 )  :

rn+l = tr{(Pn+l)  = [ I ( f  o g (Pn)) < w{t t1 = t '

La sui te (rrr)  est donc décroissante.

b) La sui te (r .r)  prend ses vaLeurs dans l 'ensemble f in i  { I ' I (P) [r  e n*]

En effeË conrtre E est un ensemble f in i ,  l tensemble F* des part i t ions de E

e n  K  c l a s s e s  e s t  f i n i .

c) D'après a) et b) i l  ex. iste un rang N, tel  que t

tr, = tN pour tout n > N

d)  Pour  tou t  n ,  n  )  N ,  on  a  d faprès  c )

rn+ 
I 

= trt

S o i t  d ' a p r è s  a )

lù ( f  o  g  (Pn) )=  w(Pn)
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On en dédu i t  d raprès  (4 .4 )

f o g ( P t ) = P o

e)  On dédu i t  de  d)  l ' éga l i té

Pn+l = Pn pour tout n,  n 2 N

dr  où

Pn = PN pour tout n, n 2 N

f) De l 'égal i té pn+l = Pn (n > N) dénontrée en e),  on déduit  que :

Lt*t  = g(pn+l)  = g(po) = LD pour tout n,  n 2 N

d r o ù

Ln = LN pour tout n 2 N

Ierarq"e.:  Dans 1'algor i thme La fonct ion f  est ut i l isée exclusivement dans le

contexÈe suivant :

Déterminat ion dans la part i t '  
-  

,n+l  = f( l ,n) où Ln = g(Pn) ,  û) o

La part i t ion Q de contrainte qui apparaît  dans la déf ini t ion de la fonct ion

f,  (4.3.1) est donc parfaiÈement déf inie,  et  f  peut être notée cortr tre une fonct ion

dtune variabl-e. La pr ise en conpte de la part i t ion Pn pour t léf inir  la part i t ion
-n+lP" ' ' ,  apparaît  dans la démonstrat ion de l-a convergence de 1'algot i thme par

l r u t i L i s a t i o n  e n  d )  d e  l a  r e l a t i o n  ( 4 - 1 6 )  d é d u i t e  d e  l a  p r o p o s i t i o n  4 . 3 . 2 .

5 - LE PRoGRAMME, INFoRMATIQUE DISCRIML ,. .

5.1 - Les sous programmes rel3t i . fs à la modél isat ' ion

Le prograrrme DISCRIML appelle deux sous prograrmes propres au type de

modél- isat ion reÈenu :

Le sous prograrmle DELTA : .IL caLcule pour tout modèle h dans la farnille

H de modèles et toute part ie A de E, f  indice drhomogénéïté de A relat ivement

au modè le  h ,  ô (A,  h ) .
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- Le sous progrlrme MODELE : il- détermine pour toute partie A de E, un

modèle tr* (a) de H qui vérif ie

ô(4 ,  h* (A) )  =  Min  ô(A,  h )
heH

5.2 -  Les ent rêes

Outre le tableau des données ( t. Z1 , les entrées du progranme DISCRIML sont

les suivantes :

-  la pondérat ion 3
- le nombre maximum de classes désirêes : K

- l -a dimension du sous espace ddscriminant :  r  (r  < K-l)

-  la part i t ion ini t ia l-e P0 l-ue, Ëirée au hasard ou détermineé seLon la

procédure proposêe ci-dessous.

5.3  -  Const ruc t ion  d 'une par t i t ion

On t l ispose :

- du sous progranme MODELE qiri à toute partie A de E associe un modèle h* (A)

qui minimise l - ' indice ô(A, h) pour h dans I I , ,

-  de  la  fonc t ion  I  qu i  assoc ie  à  tou te  fami l le  
"  

=  (h1 , .  .  .  ,1k )  de  modè les

une par t i t ion  de  E en  K c lasses  P =  (P l ,  . .  .  rpç )  =  f (H)  dé f in ie  par  :

P U  =  { x  e  E / ô ( x ,  h 4 )  <  ô ( x ,  h r )  i = l , . . . , K }  l , = 1 , . . . , K

(En cas  d 'éga l i té  x  es t  a f fec té  à  la  c lasse  de  p lus  pe t i t  ind ice) .

La fonct ion f  est dêduite de la fonct ion draffectat ion f  de l ralgor i thinei

(on  pose 6=0)

So i t  :

-  un  en t ie r  K t ,  O <  Kt  <  K

-  K t  m o d è l e s  d a n s  H ,  h l  r . . .  r h K ,
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-  E t ,  s i  K r  *  K ,  ( K  -  t < t )  s o u s  p o p u L a t i o n s  d i s j o i n t e s  E * r + I , . . . , E *  d e  E
(nais ne const i tutant p.â ,rrr"  part i t ion de E).

S i  K t  #  K ,  o n  p o s e  p o u r  C  =  K r + t  , .  .  .  , K

hn = h*(eo)

on conna i t  a ins i ,  que lque so i t  K ' ,  une fan i lLe  
"  

=  (h l  , . . . r l k )  de  K modè l_es
de H.

On en déduit une partition p0 dans F* en posant :

po = i(H)

Cette procédure permet dt ini t ia l iser l faLgori thme par une farni l -Le de Kr

modèles et de K - Kf sous populat ions homogènes, choisis par le spécial iste poui

leur  qua l - i té  de  ré fé rence ou  d taprès  les  résu l ta ts  d rana lyses  an tér ieures  (c f .  6 .2 ) .

5.4  -  Le  c r i tè re

Dans le programme DISCRIML on utilise 
'le 

critère trt* sous l-a forme suivante :

S o i t  t  =  ( p I , . . . , p K )

t  -  ( a t r . . . r . K ,  t l  , . . . r u r r  h l r . . . r h x . )

b -  =  V - l  u -  s  =  l r . . . r r
s s

! r*(p,L)= + i  x ;  [ (x-an),o"]1.*B^f,  x_ô(x,hn)
t  [= l  xePu s= l  

L -  s  ' '  .Q,= l  xePu 
L '

5.5 -  La fonct ion de représentat ion 1161

Pour La déterur inat ion des vecteurs r l  r . .  .  ,u,  de l -a représentat ion f .  = g(P)

d'une part i t ion P, on se ramène (cf .  I I .5.3) à I-a diagonal isat ion d'une matr iee

symétrique de dimension K.
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5 .6  -

Après chaque i térat ion on dispose des sort ies suivantes :

les valeurs des critères tl(pn) , I^rl (pn) et w, (pn)

les  va leu rs  p rop re r  À1 , . . . ,À :

la  fami lLe des centres de grav i té  des c lasses ,T, . . . , r l

la  fan i l le  des modèles nT, . . .  rn l

La classe d'appartenance dans la part i t ion pn de chaque individu de E.

5.7  -

Les va leurs  des  c r i tè res  w(p* ) ,  I ^ I l (p* ) ,  I {2 (p* )

1 e s  v a l e u r s  p r o p r e r  ^ T , . . .  r À ;

la  fami lLe  des  cent res  de  grav i té  des  c l_asses  , i , . . . r * i

l a  f a m i l l e  d e s  r n o d è l e s  n i , . . . , n i

la classe drappartenance de chaque individu dans La part i t ion p*,  et  poui
*

chaque classe P; ( l  < 0 < r)  La r- iste des individus qu'el le cont ienr

les représentat ions graphiques des project ions sur Les r  premiers axes
discr iminanÈs de La part i t ipn.p* (qui sont engendrés par les vecteurs - .

* *
u i r . . . , u -  d e  l a  r e p r é s e n t a t i o n  L *  =  g ( p * ) )  d e s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é  d e s
classes et des individus. 0n ut i . l ise le prograûDe de. représentat ibn

"NUAGE" (rsup)

6 -  L ' INTERPRETATION DES RESULTATS

6.1  -  Le  cho ix  de  la  me i l leure  ana l .yse  a rèr plusteurs ttr

Dans le cas où lranalyse est in i t ia l isée par une part i t ion t i rée au hasard,

ou si  la connaissance à pr ior i  des données suggère pLusieurs cor i f igurat ions

ini t ia les, on effecture successivement t  analysq,9, ou t i rages. Chaque t i rage induit

à la convergence de lraLgori thme une part i t ion r* i  qr i  rêal ise un opt imr:m Local

du  c r i tè re  t r I .  Les  par t i t ionsP* l ,  i= l r . . . r t ,  peuvent  ê t re  o rdonnées par  va leur
r . i

de c r i tè re  w(P^ ' )  c ro issante .
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* i  * i ,
s i t ^ l ( p  t ) = " ( , ' )

* i -
P  I  

es t  la  me i l leure  par t i t ion

La val- idat ion des part i t ions p

d a n s  L t o r d r e  i r ,  i 2 r . . . r i t .  o n  p o u r r a

par t i t ion(s )  a ins i  va l i c lée(s ) .

* i n
- )

au sens du critère

* i
,  i = l r . . . r L ,  ( c f .

retenir finalement

* L ,
W ,  P  -  

l a  s e c o n d e . . .

6 . 2 ) ,  e s t  e n t r e p r i s e

la (ou Les) première(s)

6.2  -  La  va l ida t ion  de  la  par t i t ion  de  convergence

La part i t ion p* = (t i  r i)  et sa représenËarion
*  i  *  .  * .

. , r r ,  h i ,  .  .  .  , \ )  do ivent ,  pour  ê t re  va l idées  vér i f  ie r  les

é n o n c é e s  e n  6 .  I  .  t ,  6 . 1 . 2  e t  6 .  I  . 3 .

6 .2 .1  -  La  cond i t i on  1

Condi t ion I  . '  Les cenrres c | , . . . ,e f ,  e t  les
. * . f *
.,b = V - 

u pet:mettent la reconnaissance' î  
T '

règle de décisionYt suivante :

facteurs discriminants bT = V-l ,rf , . .

des  c l asses  r i , . . . , t i ,  pa r  l a

*
L

3

, *  *  *=  ( 8 1 t . . .  r 8 g r  u 1 r . .

condit ions suivantes

r
So i t n  =  Iê  

s= l

Lr individu x

b *  b * tss

est  a f fecté à ] -a  c lasse P* s i  :

de décisiool ,r" permet pas une bonne reconnaissance de I-a

est nécessaire de réal iser une anaLyse compl-émentaire (cf .  6.3).

("-eil ' De (x-s') < ("-si) r" (x-ei) i = l r . . . r K

Cet te  règ le  se  dédu i t  de  la  fonc t ion  d fa f fec ta t ion  f  de  1 'a lgor i thme en

remplaçant B par O. La fonct ion f  t ient compte de la discr iminat ion par les

paramètres expLicat i fs de J,  et  de La modél isat ion sur Jr,  la règle de décision

1,a" la discr iminat ion seulement.

On dêterrnine le pourcentage dt individus de E affectés par la règl-e9 a t"rr t

c lasse drapparÈenance dans P*. (Ces individus sont di ts bien classes parl) .

.  S i  l a  r è g L e

par t i t ion  P* ,  i l
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6.2 .2  -  La  cond i t i on  2

e t

Condi t ion 2. '  La règ1e9"st  vaLidée sur  un échant i l - lon test  Ea,  dans te-sens

suivant :

Soit  Ea un ensemble df individus ntappartenant pas à E pour Lesquels on connaît

les valeurs pr ises par les paramètres de J, et  Jr.

Soit  .Cr(x) et  l , r (x) les indices qui minini 'qent.respect iVement les quant i ' tÉs

("-eil ' o" {x-el)

* c"-ril '  D. (x-Bil * o otx, rrl)

et qui correspondent respect ivement à l -raf fectat ion par la règleQ 
"a 

par la

fonct ion f .

So i t  p  -
ca rd  { xeE . l l , { " )  =  [ r ( x ) ]

Card Ea

p sr interprète comme un pourcentage de bien classês sur la populaËion test Ea.

(En effet ,  conme f(L*1 = p* l raf fectat ion par la fonct ion f  dfun nouvel individu

es t  ré fé rence) .

Si le pourcentage de bien cLassés p nrest pas sat isfaisant,  i1- convient

comme en 6 .1 .1  de  réa l i ser  une ana lyse  complémenta i te  (c f .  6 .3 ) .

6.2 .3  -  La  cond i t i on  3  , .

Con&ition 3 .' Pour .Q,=l ,. . . ,K, la classe Pf, est homogène relativement au modèle hf,.

Le  spéc ia l i s te  j .g . ,  se lon  la  qua l i té  requ ise  de  La  nodé l - i sa t ion ,  aceeptab le

ou non,  L ta t t r ibu t ion  du  modèLe ' *  tn[  a cnaque erement de ] .a elasse rf , .  (ô(P;,  h;)

est un indice drhomogénéité moyenne).
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Si au moins une cl-asse ne vér i f ie pas la condit ion 3, la part i t ion pË'aoit

être remise en cause dans une analyse compl-émentaire (cf .  6.3).

6.3 - une procédure conversationne_'l le pour l_a recherche d,u complgmis
"D iscr im ina t ion  -  Modê l  i sa t ion"

La part i t ion P* est construi te par opt imisat ion du cr i tère W = Wl + B W, où

I^Ir  (resp. I^I^) est une mesure de la qual- i té globale ou moyenne de la discr iminat ion
| 'i'

de ses K clâsses par l -es r  premiers facteurs discr iur inants dans J, (resp. de la

modé l isa t ion  loca le ) .

Les  cond i t ions  de  va l ida t ion  de  La  par t i t ion  P*  (6 .2 )  son t  locaLes  ;  e l l -es

sont relat ives à chaque classe de la part i t ion P*. El les peuvent être vér i f iées

pour  cer ta ines  c lasses  sans  1 tê t re  pour  tou tes .  Dans ce  cas  la  par t i t ion  P*  n tes t

pas vaLidée, mais pour l r in i t ia l isat ion drune analyse ul tér ieure i l  convient de

priv iLégier toute classe P[ vér i f iant les condit ions drhomogénéîté vis-à-vis

du modè!-e rr i  et  de séparat ion par la règle de décisior, î , .  11 a éÈé introduit  dans

sens  en  5 .3  une procédure  généra le  de  dé f in i t ion  drune par t i t ion  in i t ia le .

En général ,  i l  sera nécessaire de réal iser une suite de quelques analyses

pour construire une part i t ion val- idêe au sens de 6.2. Lr ini t ia l isat ion de chaque

nouvel le analyse peut s 'accompagner de l tune ou de plusieurs des modif icat ions

suivantes :

-  correct ion de la pondérat ion B :  son accroissement peut remédier à une

médiocre rnodél isat ion, eË sa diminut ion à une médiocre discr iminat ion,

-  changement du nombre de classe" r"* i rorm désiré :  en effet ,  a f"

de  la  par t i t ion  in i t ia le ,  i1 -  peut  appara î t re  jud ic ieux  d 'e f fec tuer  la

de cLasses  de  P*  on  au  cont ra i re  de  sc inder  cer ta ines  en  sous  c lasses ,

de reurédier par exemple à une médiocre discrimination dans le premier

médiocre modél isat ion dans le second.

déf ini t ion

réunion

af in

cas ,  à  une

- Ajustement de la dimension r du sous espace discr iminant :  son accroissement

peur amél iorer la puissance de la règle de décision. Par contre, s i  les facteurs

d isc r im inants  d rordre  r ,  r -1 r . . .  ne  sont  pas  s ign i f i ca t i f s ,  leur  suppress ion  es t

souha i tabLe.
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CeÈte démarche conversat ionnel le permet 1r intervent ion du spécial iste.

Selon ses object i fs i l  peut pr iv i légier La discr iur inat ion ou la modél isat ion

locale. Sa connaissance du phênomène étudié esË un eomplément précieux au

calcul  de cr i tères mathématiques pour la vaLidat ion drune part i t ion, ou pl-us

encore  f  in i t ia l i sa t ion  drune ana lvse  nouve l1e .

6.4  -  La  règ le  de  déc is ion

Si la part i t ion de convergence de 1rana1-yse, P*,esË val idée (dans l-e sens

où e l le  vér i f ie  les  cond i t ions  l ,  2  e t  3  de  6 .2 ) ,  on  dédu i t  de  la  représenta t ion
* - * . Æ \ *

L  =  g(P )  la  règ le  de  déc is ion  su ivanre  ,  norée  iJbM (L . ' )

soi t  L* = (r i , . . . , r i ,  
" i , . . . , r r : ,  hT,. . . , r { l

*  - - l  *
b  = !  uss

r .
D  =  r  b *  b * 'e . ss

s = l

Si  1  |  ind iv idu  x  vér i f ie  la  re la t ion

-  * .  1  *  J r  I  .  * -( " -e t )  o"  (x -s i )  .  ( * -e i )  l "  (x -g i )  i= l , . . . ,K

on lu i  a f fec te  le  modè le  h l .

6.5 -  Le renforcement de la représentat ion

La représenta t ion  L*  e t  la  règ le  de  déc is ion  fU lL* )  dont  e l le  es t  i ssue

sont  cons t ru i ts  par  é tude de  la  popu la t ion 'échant i l lon  E

Dans la phase opérat ionne1le, on peut envisager une procédure séquent iel le

de val idat ion et de renforcement,  de la représentat ion ;  En effet  toute nouvel le

réa l i sa t ion  du  processus  peut  ê t re  ad jo in te  à  la  popu la t ion  échant i1 lon .
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S o i t

L* la représentat ion issue de la populat ion échant i l lon E

E* une populat ion courplémentaire

E = E u E +

P'  la  par t i t ion  de  E inage par  la  fonc t ion  dra f fec ta t ion  f  de  la

représenta t ion  L-

*
!  Ia représentat ion obtenue à la convergence de la méthode appl iquée à E

e t  i n i t i a l i s é e  p a r  P o

On subst i tue la représentat ion 
"* 

à t*  conme image de la structure de

l fensemble  $  aes  réa l i sa t ions  po ten t ie l les  du  processus ;

,  7 .  APPLICATIONS

7.1  -  Un  exemple

V. I . I  -  Les  données

Soi t  un  ensemble  E d ,e  24  réa l i sa t ions  (Tab leau l )  d run  processus  décr i t s  par  :

-  u n  e n s e m b l e  J ,  d e  5  p a r a m è t r e s  d r e n t r é e ,  X l r . . . , X 5

-  un  ensemble  J ,  de  2  paramèËres  drac t ions ,  Z l ,  Zz

-  une var iab le  de  sor t ie  no tée  23 .
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e
5
5
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8
t
2
3
t
5
6
7
a
I
2
?

t
5
5
7
s

a

r . t  2 . c
2 . S  . 0

. (  r . G
? . 0  1 . t )
I  . C  2 . e
1 . 0  . 0

. c  2 . 4
2 . 4  . 0

1 2 . !  ? 1 . 0
I  J .0  2 t ) . , 1
r l . 6  ? 2 . G
1  2 . 0  2 1 . 0
1 [ . C  2 t . C
1 2 . C  2 ; t . û
t 3  . G  ? 2 . A
: 1" i l  21 .: ' t
2 2 . 8  t 2 . O
2 1 . i I  1 ù . 0
2 3 . !  l l . c
? 0 . ù  1 1 . 0
2 2 . 6  t 2 . g
2 1  .  Û  i . i . 0
2 t . C  1 r . 0
22 .J  t 2 .O

l . t  r  ( . t
2 . 0  2 t . 0

. 0  2 s . (
I  . 0  3 2 . 0
I  . f l  1  r .  t

. 0  1 2 . 0
2 . 0  3 3 . I
1 . 0  2 s . 0

r G . E  1 9 . 6
r  2 . 0  q . 0
r 1 . E  l 3 . f
I  2 .  U  3 2 . 0
r c . 0  2 q . !
1 i J . 0  2 9 . 0
1 1 . 0  1 2 . !
L 2."J  2 l  . .J
2 2  . q  Z E . t
2 1 . 0  3 7 . 0
2 2 . C  9 . I
t 0 . 0  3 . 0
2 l . C  1 9 . I
2 1 . 0  3 6 . 0
î a . 8 ,  i 2 . l
2 0 . t l  2 7 . 0

1 6 0  -

xr xz x3 x, z t  z z  2 3

l . C  l . (  2 . C
1 . n  9 . 1  2 . 9
9 . C  g . C  2 . G
5 . n  5 . n  2 . ! l
3 . (  1 . C  2 . 9

1 i | . 0  5 . 0  2 . 1
l ? . (  t l . C  1 . 8
1 l . i l  I  t . n  2 . 1

l . (  l . c  q . 0
1 . l l  9 . 9  r { . ' l
9 . c  9 . t  c , c
5.rl .5 . t'l la . 0
9 . (  i . c  r r . c
2 . O  7 2 . 7  , . . 2
q . t  1 2 . t  3 . 8
6 . 1  5 . t  { . 3
l . c  r . (  6 , c
1 . 0  9 . c  6 . 5
3 . (  9 . 8  6 . C
5 . 0  5 . 3  6 . 9
g . i  l . c  6 . G

1 2 . . : l  3 . , J  5 . 3
1 l . c  q . G  6 . 1
1 1 . D  .  { . û  5 . 9

X-)

2 e . c ,
3 r . c
l ? . c
2 3 . 0

7 . I
I 3 . J J
l G . c
2 3 . o
1 2 . c
1  6 . 9
? s . c
J l .  g

l 5 . c
t  f t

3 6 .  c
2 q . 9
2 c . . c
r  ô . 9
z ? . c
J 2 . 0
l z . c
3 . 9

l s . t
1 6 .  O

Tableau I  : Les données

z.

F i g u r e l : L e s d o n n é e s
---.+-_-
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Pour  une conf igura t ion  d fenËrée x l r . . . rx ,  donnée,  1 -es  paramèt res  z r ,  z ,  e t

Z ,  son t  l iés  par  un  modè le  l inéa i re .

( 0 t  Z l  *  o 2 2 2  *  o 3 Z ,  +  o O  =  O )

On recherche :

-  u n e  p a r t i t i o n  d e  E  e n  3  c l a s s e s ,  p  =  ( p t ,  p 2 ,  p 3 ) ,

-  deux  fac teurs  dans  R5 ,  b1 ,  b2 ,

-  t ro is  modè les  h l ,  h2 ,  h ,  dans  la  fami l le  H des  rnodè les  l inéa i res ,

Èel que :

l )  les  deux  fac teurs  b ,  e t  bZ so ien t  d isc r im inants  de  la  par t i t ion  P.

2 )  l - a  c l a s s e  P U  s o i t  h o m o g è n e  v i . s - à - v i s  d u  r n o d è l e  h n ,  9 . = 1 , 2 , 3 .

7.t.2 -  Le:_emly:e:

Ltanalyse discr iminante Ëypologique sous contrainte de modél isat ion locaLe

(K=3,  r=2 ,  B- - l )  in i t ia l i sée  par  une par t i t ion  t i rée  au  hasard .  On e f fec tue  p lus ieurs

t i rages  e t  on  re t ienË (6 .1 )  ce lu i  dont  la  par t i t ion  de  convergence réa l i se  le

minimum du cr i tère.

7. I .3  -  Les  résu l ta ts

La part i t ion P* obtenue est :

C L a s s e  L  :  B l ,  8 2 , 8 3 , 8 4 , 8 5 , 8 6 , 8 7 ,  8 8

CLasse 2  :  A l ,  A2 ,  A3,  A4,  45 ,  46 ,  A7,  A8

Classe 3  . '  C  I  ,  C2,  C3,  C4,  C5 ,  C6,  C7 ,  CB
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O n a :

I{t (P*) = 2.06 ' rc-z

I^r2 (P*) = | .25 rc-z

Les facteurs discriminants Uf et t l sont à une constante multiplicative près :

u i r x , , . . . , x5 )  =  x l  *  l . 3 l  x2  +  0 .96  x3  +  o .o2  x4  +  o .o7  x5

u i rx , , . . . , x r )  =  X ,  -  5 . l l  x ,  +  3 .49  x3  -  o .o5  x4  -  0 .06  x5

(Le poids des paramètres XO et X, est négl igeable).

Les modèles t t i  ,  h; ,  nl  
" 'écr ivent 

:

*
h i  z ,  =  4 .Q

h;  z ,  =  2 .o

*
h ;  z ,  =  6 . 0

on remarque ( f igure  l )  que 15  des  24  po in ts  de  n3  (Z l ,  ZZ,  23 \  son t  s i tués

sur  les  faces  d 'un  para l lé l ip ipède.  P lus ieurs  par t i t ions  e t  t r ip le ts  de  modè les

apparaissant ainsi  sur Jr.  La pr ise en compte simultanée de la discr iminat ion par

Jl  lève f  indéterminat ion.

7.?  -  App l ica t ion  à  la  reconna issance des  lo is  d 'e f fo r t  de  coupe*

7.2.1 - Le-Prsl lÈue

La réal isat ion d'une pièce mécanique par tournage Longitudinal est une

opéra t ion  indus t r ie l le  pour  Laque1 le  on  d is t ingue;

- les paramètres drentrée (expl icat i fs) qui  permettent la descr ipt ion

*  C" t te  app l i ca t ion  a  é té  réa l i sée  en  co l labora t ion  avec  B.  MUTEL.
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-  de la pièce à usiner,

-  de 1a machine out i l  ut i l isée,

- du montage de la pièce sur la machine out i l .

- les paramèÈres de commande

-  v i tesse  de  coupe,

-  v i tesse  d tavance,

- profondeur de passe.

- les paramètres de sort ies

-  fo rce(s )  de  coupe.

Le spécial iste fai t  habituel lemenÈ 1'hypoËhèse suivante :  Pour une' :conf igu-

rat ion d'entrée donnée (descr ipt ion de 1'usinage à réal- iser,  des caracËérist iques

de la machine out i l  d isponible, et  du montage effectuê),  les paramètres de

cormnande t l ,  rZ, Z, eE la var iable de sorËie ZO sont l iés par un modèl-e l inéaire :

o l  Z l  *  o 2 Z Z  *  o 3  2 3  *  o 4  Z O  +  u O =  O

(La connaissance de ce modèle permet dtopt imiser le choix des paramèt.res

de cqurnande).

Le spécial iste dispose drun catalogue de modèles déf inis sel-on un tr i

déterministe des usinages à réal iser,  auquel i l  souhaiterai t  subst i tuer une

c l a s s i f i c a t i o n  d e s  u s i n a g e s  P  =  ( P I , . . . , P K )  t e l - l e  q u e  3

- quelques facteurs discr iminants ( issus de LrensembLe des var iables d'entrée)

permetLent  la  reconna issance des  c lasses  P l ' . . .  rPK,

- chaque classe PU (l < ,Q, < K) soit homogène relativement à un modè]-e

l- inéaire hU.

7 .2 .2  -  Les données

11 a étê effectué dans notre laboratoire, LPMC (Metz) (Par

M. B1IRNER R.) une série drenviron 500 mesures dreffort  de coupe en Lournage
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Longitudinal- pour différents types de matériau de la pièce et géométiie de

1 I  out i l

7 .2.3 - Ugdsl!se!!en-lsgel.e-en-!e!e!ie!-de-l.c-gÊsuÊ!rie-de-lles!!I
q!-de-Lc-piÈse

Pour cette appl icat ion Ëoutes l -es données sont relat ives à l -rusinage de

pièees de même matér iau (35 CD 4).

0n ret ient les paramètres drentrée suivant (cf .  Tabl.eau 2bis) :

\ ,  Z ,  6 ,  Y b

La modél- isaËion concerne les var iables suivantes (cf .  Tabl-eau 2 bis)

z t  =  L o g  v ,  z z  =  L o g  A ,  2 3  =  L o g  s ,  2 4  =  L o g F ,

On écr i t  un modèle sous la fome :

Z 4 = a O + a l Z t * o 2 Z Z * o 3 2 3

Une procédure conversat ionnel le (6.3) conduit  à choisir  :  K=6, r=2'  B=l-90.

On réal ise plusieurs analyses ini t ia l- isées par des part i t ions di f férentes.

Les résultats sonË sensibLement ident iques, ce qui prouve la stabi l i té de la

so lu t ion .

On obr ien t  a ins i  la  par t i t ion  P*  =  (PT, , . .  . , t ; )  e t  la  représenta t ion
*  .  *  *  *  *  . *  , * ,  - 4  L . -  a ,

t *  =  ( g i , . . . , gâ ,  
" i ,  

u ) ,  h ï , . . . , h ; )  p résen tée  dans  l e  t ab leau  3 '
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r .8
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r  0 . 4
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150

r05
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r27

r29
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7  4 .9

48 .9

74 .7

60 .8
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2 .O

2 .3

9 .1

2 .O

6 .6

6 .6

" f  
= -  14 .4Y +o . l  z+2 .26+  6 .5vb

u i= -0 .3y+o . l  Z -5 .1  0+  18vb

oo o l o2 *3

*
Lt t l

*
L, t2

*
h

Ĵ

*
h ,

4

*
h .

)

*
"6

5 .7

lo .7

22 .3

5 .9

7 .7

r  8 .6

-  o .o8

-  1 .23

-  o .o3

0 .05

-  0 . 0 5

-  o . 1 8

l . 4 l

o .92

0 .5  9

0 .83

o .  95

I  . 40

o .69

o .79

0 .  68

o .77

o .74

o .  34

Tableau 3 :  La représentat ion L* = g(P*)
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Ona :

I { l (P * )  =  o .4o

B I I I2(P*)  = 0.28

^i = o't '

^ i  = o't t

Le plan engendré par uf et

L 'espace des  paramèt res  dren t rée

La par t iË ion  P

s p é c i a l i s t e .

uf explique 96 7. de L' inert ie du nuage dans

J l .

et la représentat ion L* = g(P*) répondent aux exigences du

L r a f  f e c t a t i o n  p a r  I a . r è g l e  d e  d é c i s i o r r 0 ,  $ . 2 , 1 )  u t i L i s a n t  l e s  c e n t r e s
*  *  

c ^ ^ L ^ - - - -  a : - - - :  *  - l  *  - *  - l  *  .8 l ' . . . , 8 6  e t  l e s  f a c t e u r s  d i s c r i r n i n a n t s  b T  =  V  
'  

u l  e t  O â  =  U - '  u i  i n a u i t

sur  E  86  7 .  de  b ien  c lassés .  (E l - le  es t  de  p l -us  va l idée sur  un  échant i l lon  tes t ) .

Plus précisement 1-e pourcent.age de bien classés est selon la classe dtappartenance

P * ,  . Q , = l , , .  . .  1 6 .

La  fonc t ion  de  déc is ion  (6 .4 )  :

Pour  réa l i ser  l rus inage d fune p ièce  x  en  ac ie r  35  CD 4 ,  de  d iamèt re  IOO rmn,

avec  Z  =  250 nm,  en  u t i l i san t  un  ou t i l  d fang le  d ra t taque Y =  l lo  e t  d tusure  en

dépou i1 le  Vb =  O. l  n rn ,  on  re t ien t  h5  ;  en  e f fe t ,  le  cent re  g5  vér i f ie  :

. * l * . * . * -(*-ei) D. ("-es) < ("-ei) o" (x-sj) i=I,. .  .  ,6

où D_ es t  la  mat r ice  de  d imens ion  4  dé f in ie  par  :e

D" = (v-l ,r i){v-l ,r i) '  + (v-l ,r i l<v-l , ' i>'
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7.2.4 - Uqdéltsatiqn_lqcqle_en_fq1çtion du matériau-de_Ie_piÈge

Pour cette appl icat ion'  les paramètres expLicat i fs sont (cf .  Tableau 2 bis)

* ,  R . ,  6 ,  Z ,  6 ,  V O .

La modél isat ion concerne les var iables suivantes (cf .  Tableau 2 bis)

Z ,  =  LoE V,  Z2  =  Log A,  23  =  Log S,  24  =  Log F ,

Un rnodèle esÈ écr i t  sous la forne suivante :

Z 4 = o O * o l Z l * o Z Z Z * o 3 2 3

Une procédure  conversa t ionne lLe  (6 .3 )  condu i t  à  cho is i r  K=3,  r=2 ,  B= lOO.

on ob t ien t  la  par t i t ion  *  =  (PT,  pT,  r i )  e t  la  représenta t ion

r , *  =  (eT,  s ; ,  r l ,  "T ,  " ; ,  
h i ,  h ; ,  h ; )  (c f .  rab leaux  4 ,  5  e t  6 ) .  ce t te  so lu t ion

est  ob tenue pour  des  par t i t ions  in i t ia les  d i f fé ren tes .

oo or "2 o3

h t

*
hz

h;

23.8

8 .3

2 l

-  0 .07

-  o .o9

-  o .  17

o ,64

0 .84

0 .98

0 .  7 0

o:84

0 .61

Tableau 4 : Les coeff icients des modèles ft i ,  f t i ,  t t i
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u l  =  0 .17  R  +  2 .67  R  +  1 .9  o
l e

, r 1  =19 .2R-5 .9R  +3 ,26
ze

Les coordonnées de u,  e t  u ,  se lon Z,  0  et  V*  sont  négl igeables.

* *
Tab leau 5  :  Les  vecÈeurs  u t ,  u ,

I L

Tableau 6 :  La séparat ion des centres de gravi té des

c lasses  par  les  fac teurs  d isc r im inants .

ci g2 s3

*  - l  *
b r=V  u , 3 . 8 8 t . 64 r .88

*
bz .,- I= v

";
l z .3 r  r .4 r  3 .8
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8 .  CONCLUSION

Cette méthode se si tue dans le cadre drune approche locale de la nodél- isat ion,

et de la recherche, dans une opt ique prévisionnel le,  de facteurs expl icat i fs de

la  s t ruc tu re  qu i  es t  dé f in ie .

De nombreux types de modél- isat ion peuvent être envisagés ( i l  suff i t  au

spécia1-iste de fournir  les prograrunes MODELE et DELTA relat i fs à la famil l -e de

modèles retenue ).En part icul ier,  J,  peut être un espace de courbes ou de formesn

ou traduire 1révolut ion dans Le temps.

Le développement dtune procédure complète dtapprent issage devraiË permettre

en outre :

- un choix optimal du nombre de cLasses K

- la sél-ecËion d'un sous ensemble de paramètres de Jr,  Çui suff ise à la

reconnaissance des classes dans 1e cadre de Ltanalyse discr iminante l inêaire'

(Cette sélect ion permettrai t  de l imiter la pr ise de données dans la phase

opérat ionnel 1e)

La pondéraÈion Ê serai t  rendue adaptat ive, dans le but drassurer que la

structure consEruite par opt imisat ion dtun cr i tère unique, soi t  stable du point

de vue de la modél isaËion sur J? eË de la reconnaissance par des facteurs de Jt '
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

Cet te  é tude i l lus t re  l r in té rê t  de  la  no t ion  de  représenta t ion  g loba le

d tune par t i t ion  du  po in t  de  v t re  de  l tana lyse  descr ip t i ve  des  données e t  du

point de vue de la reeonnaissance des classes. La transfornat ion l inéaire

des var iables présente les avanÈages dtune mise en oeuvre simple, sans est i -

m a t i o n s  d e  p a r a m è t r e s ,  e t  d e  l a  s t a b i l i t é  d e s  r é s u l t a t s  t t Z l .

La  v isua l i sa t ion  des  résu l ta ts  es t  un  appor t  p rée ieux  dans  le  cadre

d I un dialogue Houme-Machine.

Les trois méthodes présentées sont adaptées au trai tement de grands

tableaux de données aux niveaux de la tai l le mémoire nécessaire et du temps

d e  c a l c u l .

Outre 1rétude de nouveaux types de modél isat ion, i l  apparai t  les direct ions

de recherche suivantes :

-  le  déve loppement  d rune procédure  d 'apprenÈissage pour  un  cho ix  adapta t i f

de  pararnè t res  de  s t ruc tu re ,  en  par t i cu l ie r  :

-  1e  nombre  de  c lasses  de  la  par t i t ion

- 1a dimension du sous espace de représentat ion

-  le  t ra i tement  de  var iab les  qua l i ta t i ves  ou  mix tes  (qua l i ta t i ves  e t

quanÈiËat ives)  par  codage des  var iab les  qua l i ta t i ves  dans  l rop t ique de  l rana lyse

discr irninante.
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ANNEXE 1

INERTIE D 'UN NUAGE DE POINTS

On se  p lace  dans  l tespace vec tor ia l

n iè re  un  po in t ,  ou  vec teur  de  RP,  * ,  e t  le

coordonnées dans 1a base canonique de RP.

n
Rr. 0n note de la même ma-

vecteur  colonne de ses p

Soi t  Q une mat r ice  car rée  de  d imens ion  p  symét r ique,  dé f in ie

p o s i t i v e ;

a )  L ' a p p l i c a t i o n  d é f i n i e  p a r

R P x R P * R

( x , y )  - >  x '  Q  y

es t  un  produ i t  sca la i re .

b )  L ' a p p l i c a t i o n  d é f i n i e  p a r

R P x R P * R

(x,y) -> d(x,y) = '@l-ET

esL  une  d i s tance .

1.  Dé f in i t i on .

S o i t  N  u n  e n s e m b l e ,  o u  n u a g e ,  d e  n  p o i n t s  d e  R P ,  x l  r . .  l  r x n ,  m u n i s
, n

r e s p e c t i v e m e n t  d e s  m a s s e "  p l r . . .  r p r r ,  , . ( O i ,  O ,  i = l  r . . .  r r r  ;  . I .  n r = l ) .

S o i t  a  u n  p o i n t  d e  R P ,  
t = t

0n  appe l l e  i ne r t i e  au  po in t  a  du  nuage  N ,  e t  on  no te  I ( a ,N ) ,  l e

r é e l  p o s i t i f

n ,
I  p r  d - ( x ; , â )  =

! I

l = l

n
)

i = l
P i ( x i - a ) '  Q  ( * i - a )
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2. Théorème de Huyghens

L r i n e r t i e  d ' u n  n u a g e  d e  p o i n E s  N  =  [ ( x , r . . . r * r ) r ( p 1 r . . . r p r r ) J

es t  min ima le  au  po in t  g ,  appe lé  cent re  de  grav i té  de  N,  e t  dé f in i

par  :

n
g  =  P i * i

1 = l

I ( g r N )  =  M i n  I ( a r N )  s ' a p p e l l e  l r i n e r t i e  d u  n u a g e  N ,  e t  s e  n o t e  I ( N ) .
a

Démonst ra t ion  :

Soi t  a  un  po in t  de  RP,  e t  g  le  cent re  de  grav i té  de  N,

n
I ( a , N )  p i ( x i - C + g - a ) '  Q  ( x . - g + g - a )

1 = l

= 
i l ,nr (x i -e) '  

Q (x i -s)  +  2 
i l ,n i (xr -B) '  

Q (e-a)

+  ( g - a ) '  Q  ( g - a )

O n a :

I  p i ( x r - B ) '  Q  ( g - a )  =  (  I  p ; x ;  -  g ) '  Q  ( g - a )  =  o
i = l  i = l

0n en déduit  que pour tout point a dans Rp,

I ( a ' N )  =  I ( g ' N )  +  a 2  ( g , ^ )

ce  qu i  p rouve le  résu l ta t .

3. t t ' latr i  ce d '  i  nert i  e.

0 n  a p p e l l e  m a t r i c e  d r i n e r t i e  a u  p o i n t  a  d u  n u a g e  N [ ( x t r . . . r x r r ) ,

( 1 1 r . . . , p J l ,  e t  o n  n o t e  V ( a r N ) ,  l - a  m a t r i c e  c a r r é e  d e  d i m e n s i o n  p ,

v (a ,N)  =  
. i .  n i ( x r -a ) (x i - r ) '
i = l

S i  g  es t  le  cent re  de  grav i té  du  nuage N,  V(grN)  es t  appe lé  maËr ice

dt iner t ie  du  nuage N.
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4.  Propos i t i on .

Pour toutes matr ices A et B de dinensions respect ives (n, rnr)

et (n 'n,)  on dérnontre que les matr ices produit  AB et BA ont même

t r a c e .

En par t i cu l ie r ,  pour  tou t  coup le  (x ry )  de  po in ts  de  Rp,  le

r é e l  ( x - y ) '  Q  ( * - y )  s ' é c r i t  3

(x-y) '  
Q (x-y) = Tr[  (x-y) '  Q (x-y) ]  = Tr[  (*-y) (x-y) '  Q]

On en dédu i t  une nouve l le  express ion  de  l r iner t ie  I (a rN) ,

n
I (a ,N)  =  e i  T r [  ( * i - . )  ( * i - . ) 'Q ]

1 = l

n
I ( a , N )  =  T r [  ( . I , o i ( * i - " )  ( x . - a )  ' ) Q ]

1 = l

I  ( a ' N )  =  T r [ V ( a ' N )  Q ]

e ' . r  par t i cu l ie r ,  I ' i ner t ie  du  nuage N s técr i t

I ( N )  =  T r [ V ( B , N )  Q ] ( l )
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ANNEXE 2

INERTIE EXPLIQUEE PAR UN SOUS ESPACE

1. Sous espaces vector i ,e ls Q orthogonaux t  3 l

On dit  que deux vecteurs x et y de RP sont Q orthogonaux si

x t Q Y = 0 .

So i t  U  un  sous  espace vec tor ie l  de  RP.  L rensemble  des  vec teurs

de RP Q-orthogonaux à tous les vecteurs de u est un sous espace vecto-

r ie l  de  RP,  no té  Ur .

So i t  x  un  vec teur  de  RP,  e t

ô = Min (x-y) '  Q (*-y)
y€u

On dérnontre qut i l  existe un vecÈeur z de U, et un seul,  tel  que

5  =  ( x - z ) '  Q  ( x - " )

z  cs t  appe lé  p ro jec t ion  Q-or thogona le  de  x  sur  U.

De plus on montre que z est le seul vecteur y de U tel  que

(x -y )  so i t  Q-or thogona l  à  U.

Tout vecteur x de RP stécr i t  donc, de manière unique z

x = x r * x 2 r  * l € U , ,  x r e l J L

x , ( r e s p . x . )  e s t  l a  p r o j e e t i o n  Q - o r t h o g o n a l e  d e  x  s u r  U  ( r e s p . U r ) .
t - z

On dit  que Rp est sonne directe des sous espaces Q-orthogonaux U
I

e t  U - .  On  no te  :

R P = U e U l
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2.  Dé f in i t i on .

s o i t  N  =  [ ( x l r . . . r * r ) r ( P 1 r . . . r P r r ) J ,  u n  n u a g e  d e  p o i n t s  d e  R P

a, un point de RP

U, un sous espace vector iel  de RP

O n  n o t e  * l  
, 1  

r . . .  r x n ,  l ,  
a l  l e s  p r o j e c t i o n s  Q - o r t h o g o n a l e s  s u r  U

d e s  p o i n t "  * 1  r . . . , x n r a .

On appel le inert ie au point a du nuage N, expl iquée par le

sous  espace U,  e t  on  no t .e  I (a rNrU) ,  l f iner t ie  au  po in t  a ,  du  nuage

N r  =  [ ( * ,  
r ,  "  "  r x n r r ) ' ( 1 r  

"  " ' P r r ) 1 '

3.  Théorème de Huyghens (pour  les  iner t ies  exp l iquées)

Soit  N un nuage de points de RP

U un sous espace vector iel  de RP.

Lr iner t ie  au  po inË a  du  nuage N,  exp l iquée par  1e  sous  esPace U,

atteint  son minimum pour le ,centre de gravi té g du nuage N.

I ( g , N , U )  =  M i n  I ( a r N r I T )
a

s fappe l l e  l r i ne r t i e  du  nuage  N ,  exp l i quée  pa r  l e  sous  espace  U .

On note  I (N,U)  ce t te  iner t ie .

Démonstrat ion :

r ( a ,N ,u )  =  
i l ,  

P i ( * i , l . " l ) '  Q  ( x i , l - t l )

où  x .  
, l r . . . r * i r r r r t l  

son t  l es  p r j ec t i ons  Q-o rËhogona les  su r  U  de

* l  r .  .  .  r x n t a .

I ( a r N r U )  e s t  l t i n e r t i e  a u  p o i n t  a ,  d u  n u a g e  N ,  =  ( x r r l r . . . r * r r r l ) i

D 'après  (A1.2) ,  e l le  sera  min ima le  pour  91r  cent re  de  grav i té  du  nuage
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n

8 r  =  P i  * i . t
1 = l

gl est 1a project ion Q-orhtogonale sur U du centre de gravi té g du

nuage N.

L t iner t ie  I (a rNrU)  sera  donc  min ima le  pour  tou t  a  de  la  fo rme
I

a =  g l+a2 avec  a ,  dans  U ' ;  en  par t i cu l ie r  g  =  g f rz  conv ienË '

4. Théorème de Pythagore :  Appl icat ions

1,. l'' -IbÉerÈne-Ée-Bv!hssere

Soit  N un nuage de points de RP

a un point de RP

U un sous espace vector iel  de RP

Lrinert ie au point a du nuage N est égaIe à la some des iner-

t ies au point a du nuage N expl iquées par les sous espaces U et Ul,

I ( a , N )  =  I ( a , N r U )  +  I ( a , N , U - )

Dêmonstrat i  on

I ( a ' N )  =  ;  n i ( x r - a ) ' Q  ( * i - t )
i = l

S o i t  * i = * i r l * * i 1 2 " ,  
" = . 1  

* ^ Z r * i r l  €  U ,  a ,  e  U r  * i r ' €  U a ,  a r e U L

i = I r . . .  r r .

.  r (a ,N)  = , ! ,  n i ( ( x r , l -a l )  +  Lx r , r -a r ) ) 'Q  ( ( * i , , -a , )  +  ( * t , r - ^ r ) )
i= l

I ( a , N )  =  I ( a , N , U )  +  I ( a , N , U a )  +  2 . Ï . n r ( * i . , - . 1 ) '  Q  ( x i  
, 2 - a Z )i = l

P o u r  t o u t  i ,  i = I  r . . .  ' n r  * i ,  
l - t l  

a p p a r t i e n t  a u  s o u s  e s p a c e  U '  x i  
, Z - ^ 2

appart ient au sous espace U :  Ainsi ,

( x ;  , - t r ) 'Q  ( x ;  
z ' ^ z )  

=  Q
I l  I  t  L ,

d r o ù  l e  r é s u l t a t .
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!,.?'-P-t9P99!!i9!

Pour toute décomposit ion dfun sous espace vector ier u de RP en

sorme directe des sous espaces Q-orthogonaux U 
|  . t  U2, U = U, e Urr on

a la  décompos i t ion  de  l r iner t ie  exp l iquée

I ( a r N , U )  =  I ( a , N , U , )  +  t ( a , N , U r )

Démonstrat ion :

r l  suff i t  d 'appl iquer le théorème de pythagore à la project, ion

du nuage N sur U.

1,.3,-!rqp9s!!i9!

Pour touËe décomposit ion dtun sous espace vector iel  u de RP en

sonme d i rec te  de  dro i tes  vec tor ie l les  Q-or thogona les  Dr  r .  ; .  rDr ,

U  =  D l  e  . . .  *  D r r  o D  a  l a  d é c o m p o s i t i o n  d e  l r i n e r t i e  e x p l i q u é e ,

r (a ,N ,u )  =  i .  t (a ,N ,D" )

En par t i cu l ie r  :

r
r (N ,u )  -  I  r (N ,Ds)

s = l

Démonstrat ion :

E l l e  s f e f f e c t u e  p a r  r é c u r r e r i c e  e n  u t i l i s a n t  4 . 2 .

1.1'.-8rspe:i!iqn

Soi t  f -  l rensemble  des  sous  espaces  vec tor ie ls  de  d inens ion  s  des
R P ,  ( s = l  r . . .  r p ) ;

Tout  sous  espace U^  de  d imens ion  s ,  (s  >  2 ) ,  te l  que



cont ient un

I ( a r N r U o )  =

sous espace Vo

I ( a r N r V o )  =
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M a x  I ( a , N r U )
UeF

s

de  d imens ion  ( s - l )  t e l  que

M a x  I ( a r N r V )
VeF

s - l

Démon s trati on

Soit  U dans
o

v é r i f i a n t  I ( N , V , )  =
l

S o i t  U ,

F vér i f iant
s

Max I (N,V)
VeF

s - l

=  D  o  V  " "
o

soûtrne directe

par conséquent de

U,  n
o

D dans

inert ies expl- iquées :

I (N,uo) = 
i : i  

I (N,u) et  v l  dans

s

Fs-  
I

dirn Uo + din UT = 
"

( p - ( s - l ) )  =  p + l

L r in te rsec t ion  des  sous  espaces  Uo

d imens ion  supér ieure  à  l .

et vt est

Soit  I  une droi te vector iel le incluse dans

Soit  Vo le supplémentaire Q-orthogonal de

'i
U

U
o

1 a

V  € F
o  s - I

u t tF "U l = D o V ,

On a ,  d raprès  le  théorème de Pythagore pour les

I ( N , D )  +  I ( N , V o )

I  (N,D)  +  I  (N , ;V ,  )

= Max I  (N, U)
UeFs

r (N,uo)  =

r (N ,u l )  =

On a  drau t re  par t  :

r (N ,u l )  <  r (N ,uo)

O n  d é d u i t  a l o r s  d e  ( l )  e t  ( 2 )

Max I (N,V)
VeF

s - l

( l )

( 2 )

r (N ,v l )  <  r (N ,vo)
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ce qui prouve que Vo sous espace vecËoriel  de Uo réal ise le maximum

p o u r  V  d a n s  F _  ,  d e  I ( N , V ) .-  s - l

5.  Iner t ie  exp l iquée par  une dro i te  vec tor ie l le .

Soi t  D  une dro i te  vec tor ie l le ,  e t  u  un  vec teur  un i ta i re  de  D

( p o u r  l a  m é t r i q u e  Q ) ,  c r e s t  à  d i r e  :

u r  Q  u  =  l .

Tout vect.eur x de RP se décompose, de manière unique, sous la

f o r m e ,  ( A 2 . 1 ) ,

x = À u + x 2 ,  À e R r x r e D r

On en dédui t  :

( Q u ) ' x  =  u '  Q  ( À u  *  * t )  -  À

Qu st interprète cormle la forme l inéaire qui associe à tout vecteur de

RP sa coordonnée suivant u.

L r i n e r t i e  a u  p o i n t  a  d i r r n  n u a g e  N  =  [ ( x l r . . . r * r ) r ( p 1 , . . . r p r r ) l

e x p l i q u é e  p a r  D  s ' é c r i E  z

I ( a , N , D )  =  ;  l 1 t ( x . - a ) '  Q  u l  u '  Q  [ ( * i - r ) '  Q  u l  u
i = l

( * i - " ) '  Q , ,  es t  un  sca la i re ,  êgaL à  u '  Q ( * i - " )

On en déduit  :

n
I ( a , N , D )  =  p i  r t  Q , .  ( * i - " )  u '  Q  u ( x . - a ) ' .  Q  u

Connne u  es t  Q normé (u t  Q u  =  l ) ,  on  a  :

n
I ( a , N , D )  =  p i  t '  Q  ( * i - " ) ( * i - . ) '  Q  u

a = l

I ( a , N , D )  = u r  Q V ( a r N )  Q u
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n
où V(a ,N)  -  X  n i (x r -a )  ( * i - . )  I  es t  la  mat r ice  d t iner t ie  au  po in t  a

d u  n u a g e  N ,  i = l  ( 4 1 . 3 ) .

Remarque :

S i  le  vec teur  u  n resL pas  supPosé un i ta i re t  on  a  :

I(a,N,D) = L9-}l.(3.rI)-9J
u ' Q u

6.  Recherche du  max imum de I ' iner t ie  d 'un  nuage exp l iquée par  un  sous

espace de  d imens ion  donnée.

9,'1''-I!lre9gs!!gl

S o i t  U ,  d a n s  F r r  ( 2  <  r  <  p - l ) ,  t e l  q u e

I ( N , U r )  =  M a x  I ( N , U )_ u.F,

D ' a p r è s  ( 4 . 4 ) ,  a p p l i q u é  a v e c  s = r r . , . 1 2 ,  i l  e x i s t e  d e s  s o u s

e s p a c e s  d e  R P ,  u r - l  , . . .  r u '  d e  d i m e n s i o n s  r e s p e c t i v e s  r - l  r . . .  '  l ,  È e l s

que :

" )  
U r ' U r _ l  t  . . .  =  U 2  t  U l

b)  I (N,us)  =  
i : i  

I (N 'u)  s=r , . . . ,1
s

U ,  e s t  u n e  d r o i t e  v e c t o r i e l l e .  O n  l a  n o t e  D r .

Soit  D" le supplémentat i re Q-orÈhogonal de U"-,  dans U"

( s = 2 , . . . , r ) .  D "  e s t  u n e  d r o i t e  v e c E o r i e l l e

u" - leD"=u"

Avec ces  noEat ions ,

U "  =  D "  e  . . .  o  D l  s = r r .  . . ,  I

L a  d r o i t e  v e c t o r i e l l e  D ,  v é r i f i e ,  d f a p r è s  b )  c i  d e s s u s ,

I ( N , D , )  = M a x  I ( N , D )
'  

D e F ,
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9'.?.-Brgp99!!!9!

L e s  d r o i t e s  v e c t o r i e L l e s  D 2 r . . . r D ,  v é r i É i e n t  :

I ( N ' D . * ,  )  =  I ' l a x  ,  I ( N ' D )  s = l  r . . .  r r - l
D e F ( D , e . . . e D " ) -

où  F(D,e . . .en" t '  dés igne 1 'ensemble  des  dro i tes  vec tor ie l les  de  RP,

Q-or thogona les  à  chacune des  dro i tes  D, r . . .1D" ,  e t  donc  à  leur  Eoume

di rec te  U

Démons t ra t ion :

On suppose, pour un ent ier s,  I  < s < r- l

I ( N r D o + r )  <  M a x  ' I ( N , D )  I  <  s  <  r - l
D e F ( D , e . . . e o r ) t

S o i t  D o  d a n s  F ( D t o . . . e o " ) r  r e l  q u e

r ( N , D " a l )  .  r ( N r D o )

S o i t  U o = U "  .  D o .  U o  a p p a r t i e n t  à  F " * 1 ,  e t  d f a p r è s  ( 4 . 2 )

I ( N r U o )  =  I ( N , U " )  +  I ( N r D o )

On en déduit  :

S o i t

ce  qu i  es t  absurde.

9.9"-Be:suÉ

r ( N , u o )  >  I ( N , u s )  a  [ ( N , D s a l )  =  I ( N r u s + 1 )

I ( N , U ^ )  >  M a x  I ( N , U )
"  U € F " + l

Si le sous espace U, de dimension r vér i f ie

I (NrUr )  =  Max I (N,U)
UeF

t
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11 ex is te  r  d ro iËes  vec tor ie l les  Q-or thogona les  D l  ' . . .  'Dr

te l les  que i

u  =  D .  o  . . .  e  D
r I t

D . , . . . , D , -  r é a l i s e n t  l e s  m a x i m a  s u c c e s s i f s ,  s o u s
l '  '  t

conÈrainte de Q orthogonal i té,  de f  inert ie du

nuage N, expl iquée par une droi te vector iel le.

D e  p 1 u s ,  ( 4 . 3 ) ,
t

I ( N . U ) =  I  I ( N . D )
1 -  S '-  

s = l

9''1,'-lrsP99i!19!

Soit  N un nuage de points dans RP, de matr ice dr inert ie V,

Sqit  O une droi te vector iel le de vecteur directeur u et Do la droi te

vector iel le engendrée par le vecteur v = VQu.

0n a la relat ion :

r (N ,D)  <  r (N , .D ; )

De p lus  z

( I (N 'D)  =  I (NpDo) )  <=> (u  es t  vec teur  p ropre  de  la

matr ice VQ. VQu = Àu )

e t  dans  ces  cond i t ions ,

I ( N , D )  =  À

( la démonstrat ion est donnée en [4 ]  )  ' '

9.5'-frsp99i!19!

a) La matr ice VQ esË diagonal- isable

b) Ses valeurs propres sont posi t ives ou nul les

c) Les sous espaces propres associés à deux valeurs propreg

dist inctes sonÈ Q-orthogonaux.

( la démonstrat ion est donnée en [  4 ])
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6 .6 .  No ta t ions

S o i t  ( 6 . 5 )

t r t  =  À Z  >  i . .  t  À r  t  O ,

les r  plus grandes valeurs propres de la matr ice vQ, (une valeur propre

À de mul t ip . l i c i té  n  >  I  appara î t  conrme l "  =  À"* l  =  . . .  =  À j ,

j  =  M i n ( s + m - l  , r ) .  ) .

E l  t  E 2 r  " ' r  E r

l e s  s o u s  e s p a c e s  p r o p r e s  a s s o c i é s  a u x  v a l e u r s  p r o p r e s  À 1 ,  \ 2 r . . . r ^ r

(s i  À  es t  va leur  p ropre  rnu l t ip le ,  de  mul t ip l i c i té  m >  l ,  le  sous  espace

propre  assoc ié  E t r ,  de  d imens ion  m,  appara î t  conune E"  =  E"* l  =  . . .  =  t j ,

j  =  M i n ( s + m - l r r ) ) .

9"2,.-lrgpe:!!iqn

S o i e n t  1 e s  d r o i t e s  v e c t o r i e L L e s  D l r . . . r D ,  d é f i n i s  e n  6 . 3 .  A v e c

les  no ta t ions  in t rodu i tes  en  5 .6 ,  on  a  :

P o u r  t o u t  s ,  s = l r . . . r t ,  I a  d r o i t e  v e c t o r i e l l e  D "  e s t  i n c l u s e

dans le .  sous  espace propre  E" r  (s i  À"  es t  va leur  p ropre  s imp le ,  D"  e t

E"  sont  égaux) ,  e t

I  ( N r D s )  =  À ,

Démons t ra t ion :

O n  n o È e  v s u n  v e c t e u r  d i r e c t e u r , . d e  D " ,  s = l  r . . . r : . .

P o u r  s = l , . . . r r ,  D s  r é a l i s e  1 e  m a x i m u m  d e  l t i n e r t i e  I ( N r D )  e x p l i -

quée par  une dro i te  vec tor ie l le ,  sous  cont ra in te  (pour  s=2r . . . r r )  de  Q

o r t h o g o n a l i t é  a v e c  l e s  d r o i t e s  D , , . . .  r D s _ 1 .  C e t t e  d e r n i è r e  c o n d i t i o n

imp l ique pour  les  vecÈeurs  d i rec teurs  v1  r . . . , vs  ,  La  reLat ion  :

v :QvË=o s = l  r .  . .  t T  i  t = l  r . . .  r s - l  ( 3 )



-  t 85  -

Soit l l  la droite vectorielLe engendrée par le vecteur t l  = VQ v"r

( s = l r . . . r r ) .

D r a p r è s  ( 6 . 4 ) ,  o n  a ,  p o u r  s = l  r . . . r t  z

r (N,Ds)  <  r (N,D: )  (4>

Montrons par récurrence la propriété Ps :

(P") :  la droi te vector iel le D" est incluse dans E"

(conséquences, VQ vs = À" t"

I ( N ' D " )  =  À "  )

a) Cas s=l On déduit  d,e (  4\

I (N ,D1 )  =  Max  I (N ,D )  =  I (N ,DT)
D e F ,

On  en  dédu i t ,  ( 6 .4 ) ,  que  v ,  es t  vec teu r  p rop re  de  l a  ma t r i ce  VQ,

VQ v t  =  I r l (s)

et  que de  p lus

I ( N , D t )  =  À ( 6 )

Conrme tou te  d ro i te  vec tor ie l le  D inc luse  dans  E,  vér i f ie ,  (6 .4 )

I (N ,D )= l l t t r ,

À = Àr (7>

ry.  
vQ r t  = t r l  r l  (5)  et  (7)

Le sous espace propre E, cont ienË le vecteur v1 r  et  donc la droi te

v e c t o r i e l l e  D r .  D e  p l u s

I ( N , D t )  =  À t ( 6 )  e t  ( 7 )
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b ) C a s l < s < r

Draprès l thypothèse de récurrence, on a :

V Q  v t  =  À t  r t  t  =  l  r . . .  r s - l (8 )

D r a p r è s  ( 4 )

r ( N , D s )  =  M a x  r ( N , D )  <  r ( N , D : )  ( 9 )
D e  F ( D , e .  .  . . D " _ t  )

O n  d é d u i t  d e  ( B )  e t  d e  ( 3 )  ,  p o u r  t = t  r . . .  r s - l  :

" : 'A  
r t  =  t l  QV Q v t  =  À .v lQv.  =  o

A i n s i ,  l a  d r o i t e  D s  e s t  o r t h o g o n a l e  a u x  d r o i t e s  D r r . . . r D e _ ' .

On en  dédu i t  a lo rs  de  (9 ) ,

I ( N r D s )  =  I ( N r D : ) .

D rap rès  (6 .4 ) ,  vs  es t  va leu r  p rop re  de  l a  ma t r i ce  VQ

V 0  v  = À v' s s (  l 0 )

e t

( l  l )

Come toute droi te vector iel le D incluse dans E, vér i f ie

I  ( N , D )  =  À "

eË cotrme toute droi te Dt incluse dans un sous espace propre associé à

une valeur propre Ài ,  À" ne vér i f ie pas les condit ions de Q orthogona-

l i t é  a v e c  D .  . . .  .  . D  .  .  o n  a  :
t '  -  s - t '

À = À ( t 2 )

Conc lus ions  VQ vs  =  À"  t "  (  lO)  e t  (12)

Le sous espace propre E" cont ient le vecteur vs et donc la droi te

vec tor ie l le  D_.  De p1-us
s

I ( N , D " )  =  À "  ( t t ;  e t  ( 1 2 )
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6.8. lrsps:i l ien

l ; .  L a  f a m i l l .  ( u l r . . . r u r )  d é f i n i e  c i - d e s s o u s  e s t  Q  -  o r t h o n o r m é e .

2. Le sous espace vector iel  ' . .$ 
-  engendré par cette famil le réal ise
1 -

le naximum pour U dans F, de f  inert ie e:çl iquée I  (N'U).

D é f i n i t i o n  p r é c i s e  d e  l a  f a n i l l e  ( u ,  , . . .  , u - )

L e s  v e c t e u r s  u l r . . . r u r  s o n t  v e c t e u r s  p r o p r e s ,  a s s o c i é s  a u x  r  p l u s

grandes valeurs propres de la natr ice V Q.

P lus  préc isémenÈ (on  u t i l i se  les  no ta t ions  in t rodu i tes  en  6 .6 )  :

a )  S i  l ,  e s t  v a l e u r  p r o p r e  s i m p l e ,  u s  e s t  d é f i n i  P a r :

V O u  - À  u' s s s

o u  e .
]-

e t  où

t " t  Q

t " t  Q

dés igne

i  e s t
S

u = l
s

e .  >  0
1 S

-  . è m e '  "
le  i - " ' -  vecteur  de la

l e  p lus  pe t i t  i nd i ce  i

base canonique

t .e l  que e.  ne

de RP

soiÈ pas Q or thogonaL

a r . .
s

b)  S i  À  es t  va leur  p roPre  mul t ip le ,  de  mul t ip l i c i té  ml l ,  À  =  À"  =

. i  =  M i n  ( s + r r l , r ) ,  u ^ r . . . r u .  s o n t  d é f i n i s  d e  l a  m a n i è r e  s u i v a n È e  :
ù J

a)  So i t  i "  le  p lus  pe t iÈ  ind ice  i  te l

sous  espace propre  E^

So i t  v "  l a  p ro jec t i on  Q  o r thogona le  de

que e. ne soi t  Pes Q orthogonal au

ê. "  sur  E t r  . "  es t  dé f in i  Par

u=s
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b )  P o u r  t  =  s + I  r . . .  , j  :

S o i t  M a  l e  s o u s  e s p a c e  d e  R P  e n g e n d r é  p a r  l e s  v e c t e u r s . " t ? . . . r u t - l

Soit E^ 0 ta le supplémentaire Q orthogonal de Ma dans E^

So i t  ia  le  p lus  pe t i t  ind ice  i  te l  que e .  ne  so i t  pas  Q or thogona l

è E À  0  M r

Soit  va Ia project ion Q orÈhogonale de e. sur le sous esPaee E^ 0 Ma

u es t  dé f in i  par
f '

t  
t r t  Q  v t

Démons t ra t ion :

l .  Les vecÈeurs us (  I  :  s < r)  associés à des vecteurs ProPres

d i f fé ren tes  sont  Q or thogonaux (6 .5 ) .  Dans le  cas  d 'une va leur  mu l t ip le

À -  =  . . .  =  À r ,  l e s  v e c t e u r s  u  r . . . r l l .  s o n t ,  c h o i s i s  Q  o r t h o g o n a u n .
s J s J

C h a q u e  v e c t e u r  u s ,  s  =  l  r . . .  e Ë l  e s t  n o r r n é .

La famil le (ul ,  . .  , r r)  e- i t  donc Q-orthonotmée

2 . . D r a p r è s  ( 6 . 3 )  e t  ( 6 . 7 )  o n  a

M a x  I  ( N , U )  =  À ,  * . . . * l r

Ue l'
t

U est sotr tr t re directe des r i l roi tes vector iel les Q orthogonales engendrées
r

par  u l  e .  .  .  ru r r  vecËeurs  Propres  de  la  mat r ice  VQ.

D r  a p r è s  ( 4 . 3 .  )  e t  ( 6 . 4 )  o n  a  :  
' '  '

I  ( N , U r )  =  l l  * . . . * 1 ,

On en déduit

I  (N ,U, )  =  Max I  (N ,U)
- UeF

r
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Remarque

Le sous espace U, est inclu dans la soîme directe des sous espaces

p r o p r e s  E ,  e . . .  0  t r .

U, et t t  6. . .0 E, sont égaux (et donc U. ne dépend pas de l-a fani l le

( u l r . . .  r t r ) )  s a u f  d a n s  l e  c a s  s u i v a n t  :

À_  es t  la  va leur  mu l t ip i l -e  (s<r ) ,  de  mul t ip l i c i te  t t r ,  E  )  r -s+ I .
s -

Dans ce cas U, ne dépand pas de ul ,. . . ,us-l , mais dépand du choix de

u s r . . . l u ,  d a n s  E "  =  =  E ,  d e  d i m e n s i o n  m .
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ANNEXE 3

INERTIES INTRA CLASSE ET INTER CLASSE D'UNE PARTITION

1.  In t roduc t ion

0 n  s u p p o s e  q u e  l e s  p o i n t s  x 1 r . . . r x n  d u  n u a g e  N = [ ( x l r . . r x n ) r ( e 1 ; . . r p n ) l

son t  répar t i s  en  K groupes,  P l r . . . rPK.  A  chaque c lasse  PU de la  par t i t ion

(P l r . . . rPr )  du  nuage N es t  assoc ié  un  nuage de  po in ts ,  no té  éga lement

P L .

P o u r  L = 1 , . . . ; K 1  o n  n o t e  p &  l e  p o i d s  d e  l a  e l a e s e  P * ,

po =  x  p i  (ona  i  po  = l )
'x' 

*i . P.C 
I 9.=l 

-*

et gg 1é centre de gravi té de La classe PU,

e'= =]-  x; t "=Ç 
x.  l r  

Pi* i
' a * '

Propos i t ion  z

L e s  n u a g e s  N  e t  G  =  [ ( B r , . . . , g K t , ( p l r . . . , p g ) ]  o n t  m ê r h e  c e n t r e

de grav i té .

Démonstrat ion :

Soit  go le centre de gravi té du nuage G

K K , ' . .
B^=;  poBo= x  po.+  t  P ;x .-o  

l=1  
z l -  - *  

g ,= l  =L  Pt  x .é  p^  
-  I  1

r ) c

n
8 o =  P i * i

r = l

On en déduit que go est centre de gravité du nuage N
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2.  Ine r t ie  aux  po in ts  (a1 , .  .  .  ,aK)  d 'une  par t i t i on  P  =  (P f , .  .  .  , ! . f )

2 .L .  Dé f in i t i on :

On appe l le  iner t ie  aux  po in ts  a1  r . . .  raK,  de  la  par t i t ion

P  =  ( P l r . . . r P 6 ) ,  e t  o n  n o t e  l ( ( a t r . . . r a K ) r P )  l - a  s o r n m e ,  p o u r

I  =  1 , . . . , K ,  d e s  i n e r t i e s  I ( a U r P g ) ,  o ù  I ( a * P X )  e s t  l - ' i n e r t i e  a u

po in t  aU de la  c lasse  PU.

K
r ( (ar, .  . . ,k) , r )  = 

ul ,  
r (au,pu)

S i  ( 8 r , . .  .  r B ç )  s o n t  l e s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é  d e s  c l a s s e s

P 1 , . . . , P K ,  l r i n e r t i e  r ( ( g t , . . . , g K ) , P )  s r a p p e l l e  f  i n e r t i e  i n t r a

c l a s s e  d e  l a  p a r t i t i o n  P ,  e t  s e  n o t e  I i o a r " ( P ) .

2.2 .  P ropos i t i on  :

Pour  tou te  par t i t ion  P =  (P l  r .  .  rP t<)  du  nuage N,

t i r , a r " ( t )  =  r ( ( g l , . . . , 8 ç ) , P )  = .  M i n  
-  

r ( ( a t , . . . , a * ) , P ) .

t " " ' k

Démonstrat ion

O n  d é d u i r  d e  l a  d é f  i n . i t i o n  ( 2 . 1 )  d e  l r i n e r t i e  f ( ( a t , . . . , a K ) , P )  q u e  :
K

M i n  1  ( ( a t , . . . , a , . ) , P )  =  
" 1 t  

I  ( - a ' P g )

" t . . . k  

I  r r  9 ' = 1  a  "

Drautre part, draprès le théorè,me de Huygh-ens le nùrinun de f inertie

I  (a rPU )  esL  aËte in t  pour  le  cent re  de  grav i té  de  1a  c lasse  PU.

On en déduit :

K
M i n  1 ( ( 4 t , . . . ' k ) , t )  =  f ,  1 ( E a , P t ) = I C G r ' . " " e a ) ' P )

a l r . . . r k  
I  r \  

& = l ' '  
4  4

3.  Ine r t ie  in te r  c lasse  d 'une  par t i t i on

3 .1 .  Dé f in i t i on :

O n  a p p e l l e  i n e r t i e  i n t e r  c l a s s e  d e  l a  p a r t i t i o n  P  =  ( P l ' . . . r P g ) ,

e t  o n  r o Ë .  I i r r t " r ( P l r . . . r P K )  o u  I . r r a " r ( P ) ,  f  i n e r t i e  d u  n u a g e

G  =  [ ( g 1 ' . . . ' g 1 ) r ( 1 l t . , . . . , &  ) ]  d e s  c e n È r e s  d e  g r a v i t é  d e s  c l a s s e s

P l  r . . .  r P K ,  m u n i s  d e s  p o i d s  d e  c e s  c L a s s e s .
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3.2 .  Dé f in i t i on :

On appel le matr ice d' inert ie inter c lasse de la part i t ion

P  =  ( P l , .  .  . , P g ) ,  e t  o n  n o t e  B ( P l  r . . .  r p t r )  o u  B ( p ) ,  l a  m a t r i c e

d ' i n e r t i e  ( A 1 . 3 )  d u  n u a g e  G  =  ( g l , . . . r g 1 r  ! 1  , . . . , p K  )  d e s  c e n t r e s

d e  g r a v i t é  d e s  c l a s s e s  p l  , . .  .  r p K .

3.3 .  P ropos i t i on  :

Pour  tou te  par t i t ion  P,  on  a  :

I i r r . . r (P)  =  Tr  (B(P)  Q)

DémonstraËion :

On app l ique la  re laÈ ion  ( l )  du  $ .4  de  l tannexe I  au

nuage G.

4.  Iner t ies  in t ra  c lasse ,  in te r  c lasse  e t  to ta le

P r o p o s i t i o n :

Pour toute part i t ion P du nuage N, La sonme des inert ies

in t ra  c , lasse  e t  in te r  c lasse  de  la  par t i t ion  p  esÈ éga le  â  f  iner -

t ie  du  nuage N.

Démonstrat ion :

so i t  c  =  [ ( g l " " , s * ) , (P ,  , . . . ,P ,K  ) ]  r e  nuage  des  cen t res
de  g rav i té  des  c lasses  P l  r . . .  r pK ,  d rune  pa r t i t i on  p .

ri.,. ' .( ') = 
ul, *. L^ 

nr(xt-es) r q (xr-Bg)
' i '  ' . Q ,

r r - * - - (p)  =  i  ?g  (en-eo) ,Q (eu-eo)
r n f e r '  g , = l  :

o -  Bo es t  le  cent re  de  grav i té  des  nuages G e t  N (3 . t )
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8 ^ =  X  P ^  8 0 =  E  P r x ,o  [ = l  
' - L  - *  

i = l  
' L  1

L' inert ie I(go,N) du nuage N se décomPose de La nanière

suivante :

r ( so ,N)  =  ;  n r (x r -eo) 'q  (x r -Bo)
i t

1 = l

r (so,N) = 
- l  x-  p i (x i -sg+s[-so) '  Q (x i -s.q,+B&-Bo)

"  l ,= l x re  p

K
r(go,N) = r i*""(p) * r i r ,r"r( t)  * ,  

u!,  *rx= ru 
nr(xr-eu) '  Q (eu-so)

'  En f in ,  le  dern ie r  te l re ,  gu i  s 'éc r i t ,

K

r l r  
t* .  

l ,  
Pi  * i  -  P-r,  so) '  Q (es-e.)

L 9 "

e s t  n u l  p a r  d é f i n i t i o n  d e  g [ ,  9 . = 1 r . . .  ' K .
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ANNEXE 4

INERTIE INTRA CLASSE ET INTER CLASSE

EXPLIQUEES PAR UN SOUS ESPACE

Soi t  P  =  (P l  , . .  .  ,PK)  une par t i t ion  d tun  nuage

N  =  [  ( x l  , . . . , * r )  r  ( p 1  , .  . .  , p ç )  ]  a e  n P .

Soit  U un sous espace vector iel  de lRP.

S o i t  N ,  -  7 ( y 1 , . . .  , V o ) ,  ( l l  , .  .  .  , p o )  J  l e  n u a g e  d e s  p r o j e c t i o n s

Q - o r t h o g o n a l e s  s u r  U ,  y l  r .  . .  r y r r r  d e s  p o i n t s  x 1  r . .  .  , x n .

1.  Dé f in i t i on  :

On appe l le  iner t ie  aux  po in ts  â1  r . . ,âK de  la  par t i t ion  P du

n u a g e  N ,  e x p l i q u é e  p a r  l e  s o u s  e s p a c e  U ,  e t  o n  n o t e  l ( ( a l r . . r " K ) r P r U ) ,

l t i n e r t i e  d e  l a  p a r t i t i o n  P  d u  n u a g e  N ,  a u x  p o i n t s  b 1 r . . . , b K ,  p r o j e c -

t i o n s  Q - o r h t o g o n a l e s  s u r  U  d e s  p o i n t s  ê 1 r . . . r a K .

S '  g l r . . . r B *  s o n t  l e s  c e n t r e s  d e  g r a v i t é  d e s  c l a s s e s  P , , . . . r P K ,

l r i n e r t i e .  f ( ( g t r . . . r g g ) r P r U )  s ' a p p e l l e  l r i n e r t i e  i n t r a  c l a s s e  d e  l a

par t i t ion  P exp l iquée par  le  sous  espace U,  e t  se  no te  l in t ra (Pru) .

2.  Dé f in i t i on  :

On appel le inert ie inter c lasse de la part i t ion P du nuage N,

exp l iquée par  le  sous  espace U,  e t  on  ro t "  I i r r te r (PrU) ,  l r iner t ie

in te r  c lasse  du  nuage Nr .

3.  Propos i t i on  :

Pour  tou te  par t i t ion  P =  (P t  r . .  .  , t t< )  du  nuage N,  e t  Èout  sous

espace U,

r in r ra(P,u)  =  r ( (B l , . . ,sK) ,P,u)  =  

" ,T i : , " * t , , .1 , . . ,a* ) ,P,u)
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Démonstrat ion

on a par déf ini t ion

r i r r . r .  (P ,u)  =  f  ( (e ,  , .  . . , fo )  ,P ,u)

En app l iquant  la  p ropos i t ion  2 .2 .  de  l rannere  3  au  nuage N,  on

dédu i t  la  re la t ion

r  ( (C t , . . . ,g * ) ,P ,U)  =  M in  I  ( ( " i ' . . . ' t J ,P ,U)
â t r " r a g  

.

4.  Propos i t ion  :

Pour  tou te  par t i t ion  P du  nuage N,  e t  tou t  sous  espace U,

la  sorme des  iner t ies  in t ra  c lasse  e t  in te r  c lasse  de  la  par t i t lon

P,  exp l iquées  par  U es t  égaLe à  I t iner t ie  du  nuage N,  exp l iquée par  U.

r ioar r ( t ,u )  +  r i r r . . r (P ,u)  =  r (N,u)

Dêmonst ra t . ion :

On app l ique la  p ropos i t ion  du  $  4  de  l 'annexe 3  au  nuag"  N l .



ANNEXE 5

Soi t  B  e t  Q deux  mat r ices  car rées .  On suppose que Q es t
régu l ièæ (on  no te  q - l  son  inverse) .

Les matr ices BQ et QB ont mêmes valeurs propres. pour toute
valeur propre des matr ices BQ et BQ, on a les relat ions suivantes
entre vecteurs propres I

s i  u  es t  vec teur  p ropre  de  la  mat r ice  BQ,  b  =  Qu es t  vec teur
propre de l_a natr ice QB.

s i  b  es t  vec teur  p ropre  de  la  mat r ice  QB,  u  =  Q- lb  es t  vec teur
propre de la rnatr ice BQ.

(La vér i f icat ion est imrnédiate)
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ANNEXE 6

; l

Soit  B et Q deux matr ices carrées de dimension p. On suppoge

que Q es t  régu l iè re ,  e t  que 1a  mat r ice  B se  décompose sous  la

fotme

B  =  C  C r

,

où  Ç es t  une na t r i ce  à  p  l ignes  e t  K  co lonnes .

Les matr ices QB et CIQC ont les mêmes valeurs propres non

nul les. (QB est de dimension p, CIQC est de dimengion K. D" pl . l . r"  
i

CrQC est une maÈrice symétr ique).  Pour toute valeur propre À non

nul le des maÈrices QB et CQC, on a les relat ions suivanËes entre

veeteurs propres

s i  b  es t  vec teur  p rapr .e  de  la  mat r ice  QB,  a  =  Crb  es t  vec teur

p r o p r e  d e  1 a  m a t r i c e  C ' Q C .

s i  a  es t  vec teur  p ropre  de  la  mat r ice  C 'QC,  6  =  QCa es t  vec-

teur  p ropre  de  la  maËr ice  QB.

(La vérifitation es-t iimrédiate) .
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