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INTRODUCTION

——— - ————— n - ———

La théorie du contrdle optimal pour des systémes guidables a re-
tards a été 1l'objet de nombreuses recherches durant les quinze
derniéres années et plusieurs ouvrages et articles récapitulatifs
ont été publiés. Signalons principalement l'article de Manitius
[1976] et 1'ouvrage de Gabasov et Kirillova [1971].

Ces systémes guidables sont régis par des équations différentielles

A retards, c'est-a-dire dont 1'évolution dépend du passé :

x(t) = £(t,x(t),x(t-1),...,x(t-m))

On peut trouver les principaux résultats de la théorie générale de
ces équations dans les livres de Bellman et Cooke [1963], Halanay
[1966] et Hale [1971].

L'intérét qu'ont suscité les systémes & retardsest lie a leur uti-
lisation fréquente dans certaines disciplines scientifiques comme
1'économie, la technologie et surtout la biologie ou les applica-
tions sont nombreuses (Voir par exemple Manitius [1976], Yorke
[1971]).

Contrairement aux systémes ordinaires, les systémes différentiels
linéaires & retards, de dimension n possédent la propriété suivante:
1'ensemble des points de IR accessibles & un instant t par les so-
lutions de tels systémes peut ne pas étre 1'espace P tout entier.
Ce phénoméne appelé dégénérescence, mis en évidence par Weiss [1967]
et étendu au cas autonome par Popov [1972] et Zverkin [1973], a été
largement étudié et a suscité l'utilisation de techniques intéres-
santes, notamment 1'introduction d'un systéme différentiel ordinai-
re associé de facon biunivoque moyennant une condition de continuité

(voir Popov [1972], Charrier et Haugazeau [1975]) .



Ce travail est consacré a 1'étude des systemes différentiels
guidables & retards, qui sont linéaires et autonomes.

* Une des idées directrices dans cette étude vient de la constata-
tion suivante : pour les systémes guidables linéaires ordinai-
res, un certain nombre de résultats intéressants (décomposition
canonique des systémes incontrélables, entre autres) reposent
Sur la caractérisation algébrique du domaine de controlabilité.
Or, dans le cas des systémes guidables & retards considérés, les
Propriétés d'accessibilité dans 1'espace euclidien IR®, dont on
dispose actuellement,sont formellement beu maniables et permet-
tent difficilement 1'obtention d'autres résultats, par exemple
pour 1'étude de 1la structure des systémes non an—contrélables.

Dans ce but, de fagon analogue au cas des systémes différentiels
linéaires 3 retards, on associe aux systémes guidables & retards,
un systéme ordinaire guidable. Dans un premier temps on caracté-
rise 1l'ensemble des états accessibles par les solutions de ce
systéme associé et qui vérifient la condition de continuité -
(Proposition I.2.3.). Sur cette formulation quoique trés simple,
un certain nombre de résultats peuvent étre lus aisément, qui
permettent notamment 1a caractérisation algébrique du domaine ge
nzn—contrélabilifé (Théoréme 1.2.9.). on en tire dans une secon-
de étape plusieurs résultats : en particulier un critére de IRD-
contrdlabilité, dans une forme algébrique simple qui rend ainsi
Son utilisation aisée (Thdoréme II.1.3.). Une décomposition ca-
nonique des systémes guidables 3 retards considérés, qui sont
IRn—incontrélables (question qui ne semble pas avoir été abordde
jusqu'ici dans 1a littérature) est également rendue possible
grace aux propriétés d'accessibilité ainsji misesen évidence -
(Théoréme 11.1.17.).

* Pour les systémes guidables linéaires ordinaires, les problémes
d'observabilité et de réalisation sont complétement résolus; ce
qui n'est pas le cas pour les systémes guidables i retards con-
sidérés. Il est donc intéressant d'étudier la IR™M-observabilité
de ces derniers systémes, et ceci particuliérement par une ap-
proche analogue i celle utilisée jusqu'a présent dans ce travail.



En effet, on obtient aisément un ¢ritére de IRP_observabilité
(Théoréme III.1.6.) qui permet la détermination algébrique d'un
ensemble d'états'IRn-inobservablés. Afin de rendre possible
1'extension des résultats obtenus pour la IRP_.contrdlabilité

a 1'étude de la IRM-observabilité (III.2.8.), on &tudie un Sys-
téme dual en lui associant un systéme ordinaire, de telle fagon
que la_dualité se retrouve également au niveau des deux sys-
témes ordinaires ainsi introduits.

Par ailleurs, les résultats ainsi obtenus pour la R ™ _observa-
bilité et la IR™-contrélabilité permettent d'aborder le probléme
de la réalisation, et en particulier 1la question de la minima-
lité d'une réalisation. Une condition nécessaire de minimalité
est donnée (Théoréme IV.2.6.). Comme il semble difficile de ré-
pondre complétement & cette question, on considére une classe
particuliére de réalisations, les réalisations scalaires, pour
lesquelles on obtient un critére complet de minimalité. Dans le
cas des réalisations non scalaires, un probléme (parmi d'autres)
reste donc ouvert : 1l'obtention d'une condition nécessaire et

suffisante de minimalité.

Le plan de ce travail est le suivant :

Dans le chapitre O est présenté le systéme guidable & retards consi-

déreé ainsi que le systéme ordinaire qui lui est associé.

Au chapitre I on caractérise algébriquement les ensembles d'acces-

sibilité dans IRD.

Les résultats précédents sont exploités dans le chapitre II pour
1'étude de la IR™-contrdlabilité, et notamment de la structure des
systémes guidables a retards considérés, qui sont IRP-incontrdla-
bles. On effectue un rapprochement avec une forme de contrdlabilité
purement algébrique, introduite par Morse ﬁ976]. Une controlabi-
lité particuliére est également étudide : la nulle IRP®-contrdlabi-
lité. Le souci de simplifier 1l'exposé de ce travail m'a incité a

ne pas faire apparaitre de retards dans le contrdle. Cette restric-



tion n'est pas fondamentale : les remarques I.2.12.(2) et II.2.7.
(4) rendent possible 1'extension des résultats précédents a des

systémes avec contrdles retardés.

Le chapitre III est consacré 3 1'dtude de la TR ™-observabilité.
Des critéres de IR"™-observabilité sont donnés;: on obtient d'autres
propriétés (III.3.8.), par dualité, en étudiant un systéme diffé-

rentiel dual.

Dans le chapitre IV on aborde le probléme de la réalisation et en

particulier la question de la minimalité d'une réalisation.-
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CHAPITRE O - Préliminaires

Dans cette partie, nous introduirons le type d'équation différen-
tielle qui sera considérée dans cette étude ainsi que les diffé-

rentes hypothéses que nous y ajouterons.

Dans un premier temps sera donnée une représentation des solutions
de 1l'équation différentielle i retards étudiée. Si nous ne rappe-
lons pas l'existence et l'unicité de telles solutions, nous pou-
vons toutefois indiquer au lecteur que c'est un probléme qui a été
longuement abordé, dans de nombreux ouvrages ou articles consacrés
aux équations différentielles & retards (Banks [1968], Charrier

(1972], par exemple).

Le second paragraphe sera consacré a 1l'introduction d'un systéme
particulier, di4 a l'origine & Popov [1972], et mis en forme de fa-
¢on intéressante par Charrier et Haugazeau [1975]; nous nommerons
ce systéme, systéme ordinaire associé. Comme son nom 1'indique, il
aura pour but essentiel de simplifier le probléme; nous donnerons
en particulier une expfession de la solution fondamentale qui, a

l'origine, était d'une manipulation peu aisée.

0.1. Le systéme différentiel guidable avec retards. Notations

0.1.1. Le systéme qui fera 1l'objet de notre étude sera un systéme

régi par une équation différentielle linéaire autonome & plusieurs

retards
m
(1) x(t) = Z B,x(t-1) + Cu(t) pour tg lo.T]
i=o
x(o) = X
(3)
x(t) = @(t) pour t €[-m,of

Nous y ajouterons la relation de sortie suivante :

m
(4) y(t) = % H.x(t-1i)
i=o 1



Nous noterons (2) le systéme différentiel (1) avec un contrdle

u nul. Un systeme de ce type sera dit systéme libre.

Dans ce qui précéde :

- x(t), y(t), u(t) sont respectivement des vecteurs de IR,
RP et RT

- Bi(i=o,...,m), Hi(i=o,...,m) et C sont des matrices réelles
constantes respectivement d'ordre n, de type (p x n) et (n x r).

- u(.) est un élément de 1'espace des fonctions de carré intégrable
1.2 sur un intervalle fini & valeurs dans IRY. Une telle fonction

sera dite controle admissible.

- X est dans R" et P appartient & 1'espace Ll((—m,o); RT) des
fonctions intégrables sur (-m,0) & valeurs dans IRT. Le couple

(xo,w) représente la condition initiale du systéme.

0.1.2. Notations

(i) Si V est un sous-espace de IR et A un opérateur linéaire

de IR® & valeurs dans IRP, alors :

{YGmn/HXGW y=Ax}
n

AV

(ii) si v,V ...Vp est une suite finie de sous-espaces de IRD,

1’2’
alors
n o]
V={xe]R/3x.eV.(lsiSp),x= I x.}
i i . i
i=1
P
est noté g V.
. i
i=1

(iii) Soient deux opérateurs lindaires A et B de IR"™ & valeurs

respectivement dans IRP® et IRT, 1'espace vectoriel

B+aB + ...+ a3 ot B= 1mB
sera noté (a|J73)

0.1.3. Théoréme

Avec les hypothéses données en 0.1.1., et pour tout contrdle admis-
sible u(t), tg¢ [ o,T], il existe une solution unique du systéme
(1), (3),o0ou la solution est intégrable sur (-m,o0) et absolument

continue sur l'intervalle [O,T].



D'autre part, la solution & 1l'instant T est donnée par :

T
(5) x(T,xo,w.u) = x(T,xo,¢) +///- X(T-s)Cu(s) ds
(o}

(6) X(T,xo,¢’) = X(T)xo + x(T-s)Bi<P(s—i) ds

[ I~ |

i=1 o

et ol X(t) est une solution matricielle unique de dimension nx n,

définie sur 1l'intervalle [-m,T] par la relation :

. m
X(t) = § B, X(t-i) pour te [0,T]
i=o
(7)
X(o) =1 (matrice identité 4'ordre n)
X(t) =0 pour te [-m,o)

La démonstration de 1'existence de la solution du systéme (1), (3)
peut se trouver dans de nombreux articles, entre autres Charrier
[1972]. Quant & la forme de cette solution, le lecteur pourra se
rapporter a l'article de Banks [1969], qui a introduit notamment
le systéme aux variations (7).

La fonction matricielle X(t), solution de ce systéme est appelée

matrice fondamentale de l'équation différentielle (1).

Note. Si nous notons la solution du systéme différentiel (1), (3),
x(t,xo,¢,u) nous utiliserons parfois pour simplifier certains cal-

culs, lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité la notation abrégée x(t).

Donnons a présent quelques propriétés particulidres aux équations

différentielles a retards.

0.1.4. Propriétés

1) La matrice fondamentale, définie ci-dessus, joue un rdole impor-
tant dans 1'étude des équations différentielles & retards, et a,
contrairement au cas des équations différentielles ordinaires, la
propriété de ne pas toujours étre inversible, propriété étroite-
ment liée avec le phénoméne de dégénérescence que nous aborderons
plus loin. Notons que, sur l'intervalle [o,l], cette matrice est

donnée par

- 13 -



x(t) = &2t

et est donc non singuliére sur cet intervalle.
2) La matrice fondamentale X(t) est analytique par morceaux.

3) L'éqguation caractéristique d'une équation différentielle de la

forme (2) est donnée par

(8) det A(X) =0

ou A()) = AI-B —e_AB —...—e_mAB
o 1 m

Notons que la matrice caractéristique A()) peut étre obtenue en
prenant 1l'inverse de la transformée de Laplace de la solution fon-
damentale, ce qui s'écrit :

Ay = [xyt

ol X(A)’=)/r e_)‘t X(t) 4t
o

Rappelons, en outre, que l'équation caractéristique (8) admet une
infinité dénombrable de solutions; tous les résultats pour les
équations différentielles ordinaires linéaires et autonomes, fai-
sant intervenir des propriétés sur les valeurs propres ne sont donc

pas directement applicables au cas d'équations du type (2).

0.1.5. Remarques

1) Si nous avons défini 1l'état du systéme (1), (3) comme étant un
élément de IR™, remarquons qu'un certain nombre d'auteurs ont consi-
déré un espace fonctionnel, par exemple, 1l'espace AC([—m,o];Hzn)des
fonctions absolument continues sur[—m,o] 4 valeurs dans IR™. Notons,
en effet, que, pour que la solution x(t,xo,w,u) soit identiquement
nulle ¥£2 T, il ne suffit pas qu'elle s'annule a l'instant T, mais
il faut qu'elle le reste sur 1l'intervalle [T,T+m]. Aussi est-il na-

turel d'introduire, comme 1'a fait Hale [1971], un état défini par
X, (8) = X(t +8) @€ [-m,o0]
et, a partir de cette donnée, de se placer dans un cadre fonction-

nel. Notre travail se limitera cependant & une étude qu'on pourrait

nommer ponctuelle ou instantanée dans 1'espace euclidien IRD,



2) Par ailleurs, bien que l'aspect de la solution du systéme (1), (3)
soit relativement proche d'une solution d'un systéme différentiel
ordinaire, des difficultés naissent de la complexité de la matrice
fondamentale X(t). La manipulation des solutions étant peu aisée,

il est souvent difficile de pouvoir en tirer des critéres algébri-
ques simples. C'est dans cet esprit que Popov [1972], et d'autres
aprés lui, en particulier Charrier et Haugazeau [1975], gqui en ont
donné une mise en forme trés efficace, ont introduit un systéme
différentiel ordinaire associé au systéme différentiel & retards,

que nous allons présenter dans le paragraphe suivant.

0.2. Le systéme différentiel ordinaire associé

0.2.1. L'utilisation par ces auteurs de ce type de systéme associé
s'est limité jusqu'ici 3 1'étude des systémes non guidables; nous
présenterons ici une extension des transformations précédentes, au

cas d'un systéme de la forme (1), (3).
Transformons donc le systéme initial de la facon suivante
Soit un entier k 2 m, et x(.) une solution du systéme (1), (3)
Définissons le changement de fonction

(9a) yi(t) = x(t+i-1) pour te¢ [o,l] i=1,2,...,k

et notons Yk(t) le vecteur de ank :

Yk(t) = )
yk(t)

Lo -

En outre, si nous introduisons les vecteurs ¢(t) et V(t) suivants,

appartenant respectivement & IRP™ et WREK ., -

P (t-1) u(t)
] .
(9b) o (t) = . (9¢) v(t) = .
o (t-m) u(t+k-1)
- - " J

ol deLi((o,1); BR™) et ve 1?((o,1); BRTY)



il est immédiat que Yk(t) vérifie 1'équation différentielle sui-
vante :

(10) Yk(t) = Ak Yk(t) + CkQ(t) + Dk v(t)

ol les matrices Ak(nkx nk) , Ck(nk)(nm) et Dk(nkx'rk),

écrites par blocs de dimension n, sont définies par

Bo ?1. v e .Bm
Bl . O : d ) . °
Ak = Bm . . Ck = Bm ¢ L]
» L]
. . * 1}
L-()" v O BIT'I' Bl BO—J O . . L} 'OJ

o,

En outre, étant donnée la continuité des solutions d'une équation

différentielle & retards, nous avons encore :

yi(o) = Yi—l(l) i=2,3,...%

Cette condition peut encore s'exprimer en fonction du systéme (10)

par la relation suivante :
- -l

x
o
O
(11) Yy (e) -J, v, (1) =

O

. -

ou Jk est la matrice carrée d'ordre nk

- 16 -



k . .
O . -O I O
! i
v, (&)
Réciproguement, soit Yk(t) = ) une solution du systéme
. différentiel (10)
v, (t)
L A

satisfaisant la condition (11). Les fonctions ®(t) et V(t) appar-
tiennent respectivement & L1l((o,1): R ot L2((o,1); Iirk) et

seront notées :

- _ -
<P1(t) ul(t)

o(t) = - V(t) = .
Eﬂn(t) uk(t)

Introduisons les fonctions @(t) et u(t) suivantes, appartenant res-
pectivement a Ll((-m,o); B{n) et L2((o,k); rY)

(;l(t+l) pour t€ [-1;0l

¢2(t+2) pour t€ [-2,-1[
(12b) p(t) =4 . *

ﬂn(t+m) pour t€ [-m,-m+1[

L _

- 17 -



(ul(t) pour t€ [o,1]
u, (t-1) pour t€ [1,2]
(12¢) u(t) =< \ .
Lu;(t—k+1) pohr t€ [k-1,k]

Alors, si nous définissons x(t) telle que

(Y1(t) pour t€ [o,1]
Y2(t—1) pour t€ [1,2][
(12a) x(t) = { . .
¥y (t-k+1) pour te [k-1,k]
~

il vient que la fonction x(t) est solution du systéme différentiel
a retards (1), (3), ol la fonction initiale ©(t) et le contréle ad.--
missible u(t) sont respectivement définis par les relations (12b)
et (12c).

A partir de ces quelques constatations, il est possible de formuler

la proposition suivante :

0.2.2. Proposition : Soit k un entier non nul.

(i) A toute solution x(t), t€ [o,k], du systéme différen-

tiel défini par (1), (3) correspond une solution

ryl(t)

Y, (£) = ) te [o,1]

Yk(t)

J

du systéme (10), telle que Y vérifie les relations (9a), Vi=1,...,k

.

et les fonctions ¢ (t) et V(t) soient données respectivement par
(9b) et (9c). En outre, la fonction Yk(t) vérifie la condition aux

frontiéres (11).



(ii) Réciprogquement, étant donnédes deux fonctions & (t) et

A

V(t) appartenant respectivement & Ll((o0,1); R™) et
L2((o,1); lek), soit une solution

p—

yl(t)
Yk(t) = .
yk(t)

=N o’

du systéme différentiel (10), satisfaisant la condition (11). La
fonction x(t), t € [o,k], définie & partir de la relation (12a),
est alors solution du systéme différentiel & retards (1), (3) ou la
fonction initiale ¢(t) et le contrdle admissible u(t) sont respec-

tivement donnés par les relations (12b) et (12c).

0.2.3. Remarques :

1) Si k <m, le systéme ordinaire associé est encore défini : la
matrice Ak' par exemple, ne comportera plus que des matrices Bi'
pour i = o,....Kk.

2) Dans le cas de systémes non guidables (u=o), nous retrouvons le
systéme ordinaire associé, mis en forme par Charrier et Haugazeau

(13) {zk(t) =AY (t) +C

k Yk x 2

L'introduction de ce systéme nous permet de voir que la fonction
initiale interviendra comme un contrdle ou une perturbation dans

le systéme initial , suivant que 1l'on peut agir sur elle ou non.

Il conviendra donc d'étudier le systéme (13) comme un systéme dif-
férentiel guidable de contrdle &(t), afin de caractériser, par pro-
jection sur une des composantes de Yk(t), 1'ensemble des états ac-
cessibles a partir de X du systéme (2), (3).

0.2.4. Expression des solutions du systéme différentiel 3 retards.

Un systéme différentiel, dont la forme est donnée par (10), étant

bien connu, ses solutions auront pour expression, pour t¢ [o,l]
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t
At
(14) v () =e ® v (0)+ e (87902 1o 4(s) 4D, v(s)] s

(o]

a quoi il faudra ajouter la condition (11), pour pouvoir établir,

d'aprés la proposition 0.2.2., une correspondance avec le systéme

différentiel a retards.

Par projection sur la kiéme composante, nous en déduisons immédia-
tement une caractérisation différente de la solution x(T) du sys-

téme (1), (3) pour T€ [k-1,k].
Si nous notons Ek la matrice de dimension n y nk suivante

Ek==[0...OI] avec I la matrice identité (n X n) il vient que

(15) x(T,x_,p,u) = E, Y, (T-k+1) pour T ¢ [k-1,k]
ou Yk(t) vérifie la relation (14) et la condition aux frontidres

(11).

Bien que limitée a un intervalle fini, cette expression va nous
permettre, outre la simplification dans un certain nombre de cal-
culs, de donner, dans la proposition qui suit, une caractérisation
personnelle simple de la matrice fondamentale X(t), sur un inter-

valle fini du méme type.

0.2.5. Une expression de la matrice fondamentale.

e e o e S A T ——— . —— . e ————— — ——— —— T — A e — i —— - 2

Proposition : La solution fondamentale X(t) de 1'équation diffé-

rentielle (1) a pour expression sur 1l'intervalle [k—l,k]

Ak(t—k+1)

(16) X(t) = Ek e Gk Fk

ou Gk’ Ik et Fk sont les matrices respectivement de dimension

(nk x nk), (nk X nk) et (nk X n) :
_ - - -
I I
A -1 ' 0 0
G = [ ,-J,e 7] I, = ) - F =
* o
~ I R




Démonstration

Notons que les deux conditions initiales xo et ¢, et le controle u
sont des termes indépendants entre eux. Comme, par ailleurs, la
solution fondamentale X(t) ne dépend pas de ces quantités, il est

possible de supposer la fonction initiale ¢ et le contrdle u nuls.

Pour un systéme (1) possédant une fonction initiale et un contrdle
nuls, nous avons deux expressions de la solution, pour Te¢ [k-1,k]:
d'une part :
n
’ ’ = X 7 - ’
x(T,x_,0,0) (T) x x_ € IR T € [k-1,k]
d'autre part,en utilisant la relation (15) et la condition (11),
elle devra vérifier :

Ak(T—k+1)

x(T,xO,O,O) = Ek e Yk(o)

Yk(O) - Jk Yk(l) = Fk X
Comme la fonction initiale ¢ est nulle, nous avons :
A

Y, (1) =e k Y, (0)

et la condition (11) pourra donc s'exprimer :

By
[Ik - Jp e ] Y, (0) = Fye Xg
Ay
La matrice e étant une matrice triangulaire inférieure, il est
Py
possible de voir que la matrice [Ik—Jk e ] est triangulaire in-

férieure avec k matrices identités d'ordre n sur la diagonale.

Cette matrice est donc inversible et nous noterons G, son inverse.

k
On en déduit immédiatement, en égalant les deux formes obtenues

pour x(T,xo,0,0) que :

Ak(T-k+1)

X(T)x_ = E, e Gy Fp %, Te [k-1,k]

et ceci quel que soit x, € R". D'ob le résultat.



0.2.6. Propriétés relatives a la matrice G

Il apparait dans cette expression de la solution fondamentale la

-1

A
e k] , dont il convient, étant donnée sa

matrice Gk = [Ik - Jk
rencontre fréquente dans notre travail, de donner ici quelques
propriétés. Afin de faciliter la lecture de la suite de notre tra-
vail, nous mettrons également en évidence quelques particularités

de la matrice Ak'

1) Dans un premier temps, remarquons que la matrice Ak s'exprime

encore de deux fagons différentes :

™ 7 T |
Bo O v o « o « 0O ' 0
—°y . o
1 X
L% l I Il
o | .
I
- | - - — — 0 _
i O I | S‘- OBm LR 1 [BO

2) Considérons (k-1) matrices carrées d'ordre n, que 1l'on notera

Ti’ i=1, ... k-1. La premiére propriété ci-dessus nous permet

d'établir les relations suivantes

(17a) [Tl...Tk_l o] A, = [(Tl...Tk_l) A 4 OJ

ol O représente la matrice carrée nulle d'ordre n.

32

(18a) A = A

H 2
=K

k-1 k-1




Des deux relations précédentes, on déduit que :

A
~ o~ X _r~ Ax-1
(17b) [Ty.- Ty ;0] e ®=1[(r...0, ) e o]
_.O - —~ o 7
~ [~ o~ -T
T T
A A
(13b) e K| - = |e ¥? -

14
2

3
-

k-1 _ k-1

A

Une premiére conséquence est que Jk et e ¥ commutent.

3) Cuant & la matrice Gk’ outre le fait que c'est une matrice
triaagulaire inversible, d'ordre nk, signalons qu'elle commute

A

avec Ak et donc avec e ", En effet, comme Ak commute avec e k et
avec Jk' la relation suivante peut étre établie :
A A
k _ k
(Ik ~ Jk e M) Ak = Ak(Ik - Jk e )
et par suite, la commutativité des matrices Gk et Ak'
4) La matrice E, G, est une matrice [Sl...Sk] o s,, i=1,...k

sont des blocs carrés d'ordre n, telle que

Ay 1

[(sy--.8, ;1= L(s,...8) e

]

(19)
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Démonstration : L'écriture

1
E, [Ik -3, e ] = [sl...sk]
est équivalente a :

A

lo...0 1] [s,...50] - [5;---5,13, e k

or
[sy---5¢] Iy = [5,...5, 0]

En utilisant cette derniére égalité, la relation (17b) nous permet
d'écrire :

A

[0...0 1] =[s;...5 [(5,...5.)e k-1 0]

x

Pour identification des deux membres, nous obtenons directement
les relations (19).
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CHAPITRE I - Ensembles d'états accessibles

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons 3 1l'accessibilité des
systémes différentiels & retards libreset contrdlésdans 1'espace
euclidien IR". Nous serons donc amends & présenter briévement dans

un premier paragraphe le phénoméne de dégénérescence.

Puis dans un second paragraphe, nous donnerons une caractérisation
personnelle de 1l'ensemble des états accessibles pour le systéme
ordinaire associé (10), muni de la condition aux frontiéres (11)
(Proposition I1.2.3.) Cette formulation, bien que simple, n'est ce-
pendant pas négligeable, puisque la lecture d'un certain nombre de
résultats y est aisément possible. C'est ainsi que nous en déduisons
une formulation nouvelle de certains ensembles d'accessibilité
(Théoréme I.2.9.) pour le systéme différentiel A retards (1), (3),
qui nous permettra par la suite d'aborder différemment quelques
questions relatives a ces systémes. Nous donnerons en outre une
traduction algébrique d'un résultat intéressant de Charrier et
Haugazeau [1975, Proposition 2].

I.1. Dégénérescence

L'ensemble des points de H!n, accessibles au temps t par les solu-
tions d'une équation différentielle lindaire ordinaire est 1'espace
tout entier. Aprés avoir montré que cette propriété n'était plus
valable pour tous les systémes différentiels non autonomes i re-
tards, L. Weiss [1967] conjecture qu'elle reste cependant vraie
pour les systémes autonomes. V.M. Popov ﬁ972] et A.M. Zverkin
[197ﬂ en présentant indépendamment des contre-exemples, ont donc
apporté une réponse négative & l'affirmation de I.. Weiss. Rappelons
ici 1'exemple donné par Popov :

x(t) = 2y(t)
v(t) = —z(t) + x(t-1)
2(t) = 2y(t-1)
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On peut vérifier aisément que pour t > 2, toutes les solutions de

ce systéme sont contenues dans un plan de 323.

Ainsi nous pouvons définir la notion de systémes différentiels

autonomes dégénérés.

I.1.1. Définition

Etant donné un vecteur g non nul de IRn,l'équation différentielle
3 retards (2) est dégénérée au temps tl, pour le vecteur q si et
seulement si, pour toute condition initiale (3), la solution cor-

respondante x(t,xogp) vérifie :

t -
q x(t1,X°,<P) = 0

ouand nous parlerons de facon générale de systéme dégénére sans
spécifier le vecteur g ou le temps tl' nous induirons par la 1'-

existence d'un tel vecteur ou d'un tel temps.

I.1.2. Rappelons quelques-unes des propriétés obtenues sur les

systémes dégénérés :

1) Si le systéme différentiel considéré est dégénéré pour le vec-

teur g, & l'instant t=t,, il est dégénéré a tout instant t=t,

2) Si le systéme différentiel (2) est dégénéré é't=t1 pour le
vecteur q, la matrice fondamentale X(t) est orthogonale a g,

quel que soit t E:tl, et est donc singuliére.

3) Si le systéme différentiel (2) est dégénéré, le premier instant
de dégénérescence est un entier k appartenant a m', =) , ou m'

est le plus petit entier tel que B, # 0.

Cette liste de propriétés n'est évidemment pas exhaustive: pour
les résultats cités ci-dessus, nous renvoyons plus particuliére-
ment le lecteur & 1l'article de Charrier et Haugazeau [1975], ainsi
qu'au travail de Charrier [1972]. Rappelons qu'il existe de nom-
breuses conditions nécessaires et suffisantes de dégénérescence;
mis 4 part les articles déja cités ci-dessus nous pouvons encore
indiquer les articles de F. Kappel [1976, 1977].



Donnons encore un résultat intéressant de Charrier et Haugazeau
[1975], que nous exprimerons algébriquement plus loin,

I.1.3. Proposition

Le systéme (2) est dégénéré pour le vecteur q au temps t=k si et
seulement si toute solution correspondant & la condition initiale
(xo,o) satisfait :

te x(t) = o te [k,k+m]

I.2. Ensembles d'accessibilité du systéme différentiel & retards

I.2.1. Nous étudierons dans ce paragraphe 1l'accessibilité d'un
systéme différentiel guidable & retards (1), (3). Toutefois, d'a-
prés ce qui a été vu précédemment sur la dégénérescence, nous pou-
vons définir des ensembles d'états accessibles pour des systémes
non guidables.

Introduisons donc, en agissant indépendamment sur certaines "en-
trées" possibles du systéme, trois types d'ensembles A'accessibi-
lité du systéme différentiel & retards & un instant T :

() = & Yy €R"/y = x(T,x,,0,0) , x_ er" }
S’(T) = {ye Ry = x(T,x_.,#.,0), X er”, (PGLl((-m.o): IRn)}
JL(T) = {ye ®r"/y = x(1,0,0,u), ue L2((0,7);: ¥ )

Nous noterons 3 (T) 1'ensemble J (T) ol nous supposons X, nul.

Nous considérons encore 1l'ensemble Eﬁ(i) = \ J 3(.(t), ou i

i<t <i+l

est un entier.
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I.2.2. Propriétés

1) Il1 est clair que les ensembles 3€(T), 6)0T) et 6\3(T) sont des

n
sous-espaces vectoriels de IR .

2) Pour T2 > T1 nous avons l'inclusion suivante
fp (T2) c {P(Tl)

En effet, si x(t) est une solution du systéme différentiel (2),
(3), définie sur [—m,T2], la fonction z(t) = x(t+T,-T,) définie
sur 1l'intervalle [—m,T1], avec T, < T,, sera solution de cette
méme équation différentielle.
3) En utilisant un résultat de Banks, Jacobs et Langenhop [1975,
Corollaire 5.1], nous voyons gue l'ensemble d'accessibilité
ﬂ{b(f) croit avec t et reste constant pour t = n, ou n est la

dimension du systéme (1).

Notre but est de donner une expression algébrique des ensembles
que nous avons introduits; pour cela, dans un premier temps, consi-
dérons le systéme différentiel ordinaire associé (10) muni de 1la

condition aux frontiéres (11).

Notons J&k(l,o,¢,v) l'ensemble d'accessibilité de ce systéme, a
t=1, & partir de X, = o, et ol ® et V décrivent respectivement les

rk

espaces Ll((o,l): IRnI“) et L2((o,1); IR ) . Donnons une formula-

tion explicite personnelle de cet ensemble.

I.2.3. Proposition

(i) L'ensemblethk(l,o,¢,o) des états accessibles du systéme dif-
férentiel (10), (11), a t=1, & partir de X = o, et ol nous

supposons le controle V nul, est donné par :

J('»k(l,oﬂb,o) = G, ( Akl },‘;)

(ii) L'ensembletfkk(l,o,o,V) des états accessibles du systéme dif-
férentiel (10), (11), & t=1, & partir de X, = o et ® = o, est

déterminé par



Démonstration

Nous nous contenterons de donner la démonstration de l'une de ces
relations, par exemple (i), la seconde s'effectuant de facon iden-
tigque. Une solution du systéme différentiel ordinaire (13) vérifie
(cf. Wonham [1974]) :

Akt

(20) Y, (t) = e Y, (o) + 2z, (t)
ot 7z (t) appartient & 1'espace vectoriel<1Ak|Z¥>=

k-1

Par ailleurs, comme x = o0, la condition aux frontiéres (11) s'é-
crit : X

Yk(o) = Jk Yk(l)

La solution (20), vérifiant la condition aux frontiéres ci-dessus,
s'exprimera donc pour t=1 :

A

k
(1, -~ e " 0] v (1) =2 (1)

et donc
Yk(l) = Gk Zk(l)
Comme Zk(l) décrit 1l'espace vectoriel < Akl %2>', il est clair que

ka(l,o,o,o) =G < Akl 6 >

I.2.4. Remarque

Cette caractérisation algébrique, obtenue de facgon simple, n'en est
pas moins trés intéressante. Un certain nombre de résultats peuvent
y étre lus aisément. N'oublions pas, en effet, que les ensembles
QPo(k) et qtb(k) sont donnés par :

P

S ()

R, 0

Eksfhk(l,o,¢,o)

Ep J-(ak(l,o,o,V)
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En outre, si nous notons L, la matrice réelle (nXn k), qui corres-
pondant a la projection sur 1la jéme composante :

Ly = [0...0I...0] = [Ej 0...0] 1<3j <k

nous avons également les relations :

aQ
8o

N )

La proposition I.2.3., ci-dessus, nous permet d'expliciter directe-

LJJ('»k(l,o,@,o)

LJJT,k(l,o,o,v)

ment tous ces résultats, dans les lemmes suivants :

I.2.5. Lemme : Soit k un entier non nul. Nous avons les assertions
suivantes : '

0
So(k)

(11) Ry o

(i)

E G <A | &>

E, Gy <Ak|ﬂ4>

I.2.6. Lemme : Soit k un entier non nul et j un entier tel que
1< j <k. Les relations suivantes sont vérifides :

@ P
(i) N ()

Ly G <A/l &>

Ly Gy < Aklﬂ,p

Note : Si nous essayons de vérifier directement les résultats du
lemme I.2.6., algébriquement étonnants, nous constatons, en fait,
qu'ils sont dus aux particularités des matrices Gk et Ak; en effet
il est possible de voir, par exemple, que :

i _ i
[0...0 1 0] Gk Ak Dk = UEk_l Gk-l Ak_l Dk—l) o]

I.2.7. Lemme : Soit k un entier non nul.
L'ensemble{?(k) est caractérisé par :

A
{P(k) = E G e k:f: + E G <Al] G >



Démonstration

Il est clair d'aprés la forme (6) des solutions, qu'un vecteur x

de RM appartient & {?(T) si et seulement si x - X(T)x_ appartient
NG ©
a ‘So(T)'

Par ailleurs, pour T=k, nous voyons que 1'ensemble
n n Aky"
{zem/z=x(k)xo, x € R = E G e 3

Ces remarques ajoutées au lemme I.2.5.(i) nous donnent donc 1'ex-

pression de 5 (k) annoncée.

La proposition I.2.3., que nous avons établie plus haut, nous per-
met également d'aborder un probléme soulevé par Charrier [1972]
Soit k un entier quelcongque donné et soient xj, J=0,1,...k, (k+1)
vecteurs de IR". Existe-t-il une solution x(.) du systéme (1) sur

o, +=), qui vérifie les conditions :

x(j) = Xj j=o0,1,...,k
Charrier et Haugazeau D975] ont répondu & cette question en don-
nant une condition nécessaire et suffisante d'existence, pour des
systémes de la forme (2). En nous restreignant au cas ol X, = o,

nous nous proposons de déterminer 1'ensemble des vecteurs

pour lesquels le probléme admet toujours une solution. Comme dans
notre étude nous considérons deux types d'ensembles d'accessibi-
lité .S(T) et S{O(T), nous distinguerons également, pour ce pro-
bléme, deux formes de solutions. Le cas général, que nous nous

étions proposé d'examiner, s'en déduit immédiatement.

I.2.8. Lemme
(i) Le systéme (1), (3) admet au moins une solution, issue

de (x°,¢) = (o0,0) vérifiant :

(21) x(j) = x ij=1,...%

b
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pour une famille de k vecteurs xj donnés si et seulement si le

vecteur de R" k

X1

XK
appartient & 1'ensemble G < Akl oa( >

(ii) Le systéme (2), (3) admet au moins une solution, issue

de X, =0 vérifiant les relations (21), pour une famille

de k vecteurs x:j donnés si et seulement si le vecteur de IRn k

®

1

X" .

k

appartient 3 1l'ensemble Gy < Akl 8% >

Démonstration

Nous ne prouverons qu'un de ces résultats, par exemple (ii), le
premier étant obtenu de facon identique.

D'aprés la relation biunivoque donnée en 0.2.2., une solution du
systéme (2), (3) issue de X = o, verifie les relations (21) si et
seulement s'il existe une solution Yk(t) du systéme ordinaire (13)
telle que :

_ - -~
O x1
X .
(22) Yk(O) = . Yk(l) =1 s
L xk—l ka

Or l'existence d'une solution Yk(t) du systéme (13), vérifiant la

double condition (22) implique que le vecteur
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A

appartient a Qngk(l,o,Q,o) autrement dit, d'aprés I.2.3.(i), &
1'ensemble Gk < Akl g‘ >

Réciproquement si un vecteur

. de ®R™ k

*k
appartient a Gk < Ak|8&3>, la proposition I.2.3.(i) nous dit que
c'est un élément de l'ensemble d'accessibilité‘fkk(l,o d,0) du sys-

teme (13), (11). Il existe donc une solution Yk(t) du systéme, défi-
~nie pour t € [o,1], vérifiant

x1 (o]
X1
Y, (1) = . Y, (0) = 7Y, (1) .
Xk k-1

et par conséquent une solution du systéme (2), (3), telle que x, =0
et X(j)=xj j=1,...k .

Jusqu'a présent, nous n'avons étudié les ensembles d'états accessi-
bles qu'a des instants t entiers. Explicitons maintenant les deux

gpsembles ﬁj(T) et ﬁlb(T), ou T est réel, ainsi que 1'ensemble

X (k) .

I.2.9. Théoréme

~
1) Soit k un entier non nul. L'ensemble 3€(k-1) est déterminé par

la relation :

'f,(k-—l) = Ek Gk <Ak|£ >

2) Soit k un entier quelconque. Pour TE€ [k,k+1), nous avons la

caractérisation suivante :

A
P = E, Gy e kj?; +E G <A | &>
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3) Soit k un entier non nul. Pour T € (k-1,k], 1l'ensemble d'accessi-
bilité ﬁ{b(T) est donné par :

(\R,O(T) = E, G < Akl o@g>

Démonstration

1) Pour prouver la premiére égalité, nous montrerons que :

[i(k—l)]l = [E, G <Ak|?§ >1*

~ 1
Soit g un élément de U{(k—l)] . Pour tout élément x(T) de X (T),
on a :

ty x(T) = o vTe [k-1,k)

D'aprés la forme (16) de la solution fondamentale X(T), cette éga-
lité se traduit encore par :

Ak (T-k+1)

t _ n
a E G e F X, =0 Vx €R" et VT € [k-1,k)

Cette fonction étant analytique sur 1'intervalle [k—l,k) et identi-
quement nulle sur cet intervalle, il s'ensuit que ses dérivées s'an-

nulent pour T = k-1. Nous obtenons donc :

t i-1 = =
a Ek Gk Ak Fk = o i=1,2,...,nk.

? Iy A ‘I'
Par consequent, q appartient a Ek Gk < Akljg >]

? . » ’ ’ "'
Reciproquement, soit un élément g de [Ek Gk < Ak|?;:>]. Nous aurons

i-1

t _ .
q Ek Gk Ak Fk = o i=1,2,...,nk.

Le théoréme de Cayley-Hamilton nous permet de conclure que :
(T-k+1)
ty E, Gy eAk R =o vre [ k-1,%)

et donc g appartient a [:}:(k—l)]L
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2) De méme, pour la seconde relation, nous démontrerons que :

[Py = [Pt
Le lemme I.2.7. nous permettra de conclure.

Moyennant la seconde propriété I.2.2., comme T¢ [k,k+1), il est

clair que :
[(j)(k)]L c [‘? (m ]t

Par ailleurs, nous avons vu dans I.1.2. (propriété 3) que le pre-
mier instant de dégénérescence est un entier. Par conséquent, pour
une solution x(t,xo,w) du systéme (2), (3), tout vecteur orthogonal

a x(T,xo,w), pour T€ [k,k+1), 1l'est également a x(k,xo,w). I1 en

ressort 1'inclusion :

)
(Pmt e (Pt
et finalement 1'égalité des deux ensembles.

3) Cette troisiéme partie s'effectue de facon identique : nous mon-

trerons que :
: 1
['RO(T)] = [Bce <A Dp >1"

D'aprés la troisiéme propriété I.2.2., pour T € (k-1,k], nous avons

l'inclusion :
R 07* e (R o7t

Comme d'aprés le lemme I.2.5.(ii),€R.o(k) = Ek Gk< Akl o‘Dg >, il

nous reste & établir 1'inclusion réciproque.
14 2 L -
Soit donc un élément g non nul de [fﬂb(T)] . Pour tout contrdle

admissible u(.), nous avons

T

tq X(T-s) Cu(s)ds = o
o]

t t
Cette relation est en particulier vérifiée pour u(s) = C X(T-s)qg

En substituant ce contrdle dans l'égalité ci-dessus, nous obtenons

T . , |
| "qa X(T-s) C| 4as = o
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et par conseéquent, tq X(T-s) C = o pour s € [o,T]

ce qui peut encore s'écrire :
t
q X(k-8) C = o pour s € [k-T,k]

Cette égalité est vraie, en particulier pour s € [k—T,l] . D'ou,
d'aprés 1l'expression (16) de la solution fondamentale X(k-s), pour
s € [o,1], nous avons :

£ Ak(l—s)

F, C

_ t
q X(k-s) c= q E, Gk e k

qui est une fonction analytique sur [b,l].

Nous en déduisons que :

Y9 X(k-s) c=o vse [ok].
Et par suite,
k

ta X(k-s) C u(s) ds = o v ue L?((o.k); ®RY)

o
r 4 . LY l
et par conséquent, g appartient a ER%(R)]
Ce qui achéve la démonstration de notre théoréme.

Ce théoréme nous permet d'obtenir aisément un certain nombre de

résultats, par exemple sur la dégénérescence. Nous avons vu gu'un
systéme différentiel (2), (3) est dégénéré a t=T si et seulement si
GB(T) # IRP. En utilisant 1'expression de T)(T) obtenue, nous re-

trouvons le critére de Charrier et Haugazeau [1975] :

I.2.10. Proposition :

Le systéme différentiel (2) est dégénéré au temps T=k si et seule-

ment si :
Ak n
E, G, e :}Zk+Eka<Ak|&>;£IR

Il nous est également possible de traduire algébriquement le résul-
tat de Charrier et Haugazeau [1975], que nous avons rappelé dans la
proposition I.1.3., obtenant ainsi une nouvelle condition nécessaire

et suffisante de dégénérescence.



I.2.11. Corollaire

Le systéme différentiel (2) est dégénéré & T = k-1 pour le vecteur
non nul gq de IR"™ si et seulement si :

k+m-1

ty l l EiGi<Ai|?;>=O

i=k-1

Démonstration

La proposition I.1.3. s'exprime encore en termes d'ensembles : le
systéme (2) est dégénéré pour le vecteur q au temps T = k-1 si et
seulement si

tq ‘ , ix; (t) | = 0

k-1< t <k+m
~

-

ou encore, en considérant 1'ensemble 3&(1)

k+m-1 -~
t l I ’}; (1) =0
a

i=k-1

La premiére partie du théoréme I.2.9. nous donne immédiatement le
résultat.

I.2.12. Remarques

1) Si nous essayons de comparer ce dernier critére 3 celui obtenu

A

en I.2.10., nous voyons gu'il évite le calcul de e k, qui peut

s'avérer long; par contre, quand m devient grand, il est moins
maniable pratiquement.

2) Comme nous l'avons noté dans l'introduction de notre travail,
le fait que nous n'avons pas considéré de retards dans le con-
trole h'est pas fondamental. Une extension de nos résultats est
relativement facile a obtenir. En effet, si nous considérons un

controle de la forme

[ ]

Cy u(t-i),

i=1
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1'introduction d'un contréle initial défini sur [-m,o0] est néces-
saire. Pour de tels systémes, l'ensemble d'accessibilité a partir
de’(xo,w) = (o0,0), est donné par

L ed L '\,2
(_RO(T) = E G <a| .@g‘> + Ep G < A ﬂq>

ol Di et Di sont les deux matrices de dimensions respectives

(hkxmr) et (nk xrk) suivantes :

" _ _ _
C o (] - C C
A1 m o
. -, 0 €1 . O
Sl = Cm . D2 = é ) .
k 0 . k m
. O * )
[} . : .. ' . .
| O. +« +0 i _.o...o C . c1 CoJ

3) Il est étonnant que l'on ait rarement cherché a expliciter les
ensembles d'états accessibles de facon & les rendre maniables;
c'est une approche pourtant qui heuristiquement peut s'avérer
fructueuse. Ainsi, la mise en forme nouvelle que nous avons doh-
née decnﬁk(l,o,o,v) et 310(T) nous permettra d'ajouter quelques
résultats sur la IR"-contrélabilité des systémes différentiels

a retards, comme nous le verrons dans le chapitre suivant.

- 38 -_



CHAPITRE II - IR -contrdlabilité

Ce chapitre sera consacré au probléme de la contrdlabilité du sys-
téme (1), (3) dans l'espace euclidien IR". Dans 1'étude de la con-
trdlabilité des systémes ordinaires, la cible généralement consi-
dérée est un point ou un ensemble de points de IR®. Dans le cas de
processus a retards, comme nous l'avons remarqué dans 0.1.5., on
peut considérer comme cible une fonction continue sur un intervalle
de longueur m. Un certain nombre d'auteurs ont donc envisagé le
probléme dans un espace fonctionnel; signalons, entre autres, a
titre documentaire les articles de Delfour et Mitter [1972], de
Manitius et Triggiani [1978] et le survey de Manitius (1976], ainsi
que les bibliographies jointes. Mais parallélement se sont dévelop-
pés des travaux sur une contrdlabilité, ou la cible considérée est
un point de WP, Remarquons que ces travaux sont justifiés par le
fait que cette IRM-contrélabilité est une condition nécessaire de
controlabilité fonctionnelle. Un certain nombre de critéres de IR"-
contrGlabilité ont ainsi été obtenus, entre autres par Kirillova et
Churakova [1967], Weiss [1967], Manitius et Olbrot [1972] et 2Zmood
[1974].

Nous allons exploiter les résultats du chapitre précédent, et en
particulier 1'expression algébrique que nous avons obtenue pour
l'ensemble d'accessibilité ﬁqb(T). Nous donnerons quelques critéres
nouveaux de compléte IR"_contrdlabilité (notamment I1X.1.8.), et
étudierons la structure des systémes (1), (3) non complétement IR"-
contrdlables, probléme qui n'a pas encore été abordé jusqu'a pré-
sent dans la littérature. Nous établirons ainsi un théoréme de dé-
composition pour de tels systémes (Théoréme II.1.17.). Nous effec-
tuerons un rapprochement avec une forme de contrdélabilité purement

algébrique, introduite par Morse [1976].

Puis, dans une seconde partie, nous étudierons une contrdlabilité
particuliére : la nulle IRR™-contrdlabilité.
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II.1. Compléte IR™-contrdlabilité
Enongons pour commencer la définition de la compléte contrdlabilité

en un point de R".

II.1.1. Définition

Le systéme guidable & retards (1), (3) est complétement IR™-contrd-
lable au temps T > o si et seulement si, pour toute condition ini-
tiale (xo,w) appartenant & IR" X Ll((—m,o); 1R™) et pour tout point
x1 de Hln, il existe un contrdole admissible u(t), te [o,T] tel que

x(T,xO,¢,u) = X

A l'aide de la caractérisation algébrique de 1'ensemble iib(t) des
états accessibles du systéme (1), (3) & partir de la double condi-
tion initiale nulle, nous nous proposons de donner une condition
nécessaire et suffisante simple de compléte IRP-contrdlabilité.
Avant de formuler ce théoréme, énoncons une proposition connue

(Manitius et Olbrot [1972]) nécessaire & sa démonstration.

IT.1.2. Proposition

Le systéme guidable 3 retards (1), (3) est complétement IR -contré-

lable au temps T > o si et seulement si
_ n
Ao =r

Démonstration. 1) Supposons le systéme (1), (3) complétement IR™-

LY

contrdlable a t=T et considérons x, appartenant 4 IR"

1
Pour toute condition initiale (xo,¢) appartenant & R x L
((-m,0), ™) il existe un contrdle admissible u tel que :

1

T
Xy - x(T,xo,¢) = X(T-s) Cu(s) ds

(o]

et ceci, en particulier pour X, =o et la fonction initiale ¢ iden-

tiquement nulle. Il vient donc que :

X, € ﬁO(T)



2) Supposons réciproguement que j{b(T) = mr".

Remarquons que, pour tout vecteur x, de nzn, et toute condition

1
initiale (xo,w) appartenant & R" x L}((—m,b); R™), on a :

n
X, - X (T,xo,w) € IR,

Moyennant notre hypothése, on peut affirmer qu'il existe un con-

trole admissible u tel que :

T
X; - X (T,xo,<p) =[ X(T-s) C u(s) ds
o

et donc le systéme (1), (3) est complétement IR™-contrdlable.

Comme nous avons déterminé 1'ensemble SQO(T) dans le théoréme I1.2.9.
la proposition que nous venons d'établir peut se traduire algébri-
quement :

II.1.3. Théoréme

Le systéme guidable & retards (1), (3) est complétement IR™-contré-
lable 4 T€ (k-1,k] si et seulement si :

_ n
Eka<Ak|o([2g>—IR

Comme pour T € (k—l,k], i{b(T) = (Rb(k), nous avons le corollaire

suivant :

IT.1.4. Corollaire

Le systéme (1), (3) est complétement IR“-contrdlable & Te (k-1,k]

si et seulement il 1l'est & T=k.

IT.1.5. Remarques

1) Comme nous l'avons noté précédemment (Propriété I.2.2.(3)),
1l'ensemble ij(t) croit avec t. Par conséquent, 1'ensemble

< ; < .
Ee Gy Ak| &D4 > contient les ensembles E; G Ai| il, >

i=1,...,k-1. Ceci peut d'ailleurs étre vu facilement en utilisant

les propriétés particuliéres de A et G données dans 0.2.6. Il
contient donc E1 G1< A1| @ > =< B°| 8 >, ensemble qui nous est

familier puisqu'il représente l'ensemble d'accessibilité d'un
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systéme différentiel ordinaire (Bo’C)° Ceci nous indique, d'une
part que 1la R™_contrélabilité dau systéme (1), (3) est équivalente
pour t < 1, a la contrdlabilité du systéme ordinaire (Bo&:), d'au-
tre part que la IR™-contrdlabilité d'un systéme & retards est plus
facilement réalisée que pour ce systéme ordinaire.

2) Comme par ailleurs l jj}o(t) = iﬂ%(n), les notions de compléte
t>o0 :

IR"-contrdlabilité 3 T > n et T = n sont équivalentes.

3) La compléte IR™-contrdlabilité des systémes & retards dépend de
l'instant T considéré; donc, contrairement au cas des systémes dif-
férentiels ordinaires, on ne peut atteindre un point de IR"” en un
temps arbitrairement court. Cependant, sur les intervalles de nom-
bres entiers consécutifs, de la forme (k-1,k], 1l'ensemble d'acces-
sibilité be(T) étant le méme, le systéme a retards se comporte
comme un systéme ordinaire, et donc un élément de J (k) =

B Gp < Ap | oZ% > peut étre atteint & un instant T arbitraire-
ment proche de t = k-1.

4) Rappelons qu'il existe déja des critéres algébriques de m--
contrdlabilité : celui de Kirillova et Churakova [1967], dont la
nécessité a en fait été démontrée par Manitius et Olbrot [1972],

et celui de Zmood [1974]. En développant notre ensemble 3Rb(k) nous
retrouvons la matrice'an(T), introduite par Kirillova et Churakova.
Voyons plus précisément le lien existant entre le résultat de
Zmood et notre critére II.1.3. En utilisant nos notations, la con-

dition de 2Zmood s'écrit :

n- nk-1 _

rang [E;2,C...EA] %lc...EkaC,...EkAk 2,C] =n
I
ou Z, = | ..... pour i = 1,2,...k.
1
A,
e 171
1)

A l'aide des propriétés données dans 0.2.6., il est possible de

voir que :

E.C.AJF, ¢ = E.alz.C i=1,...%
1 1 1 1 1 1 1
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et que

E.G,AJ 1 5. ¢ i=2,...%
i7ii i-1

© = EBia%iaPia

O 0 H O

Nous en déduisons que :

C... E AjZIC]

ip = j J
E;G,A{D, [EiAiZiC E, .A; 121

i i-1 1—1Zi—1
Par conséquent, la matrice de Zmood est la matrice obtenue en dé-
veloppant notre ensemble Ep Gk < Ak | JZQ > . D'ou l'équivalence
des deux résultats. Remarquons cependant que Zmood arrive a la
construction des matrices Ak sans pour cela introduire le systéme
ordinaire associé. Ce dernier nous a permis d'obtenir de facon
aisée, un critére formellement plus simple et plus "parlant", ce
qui n'est pas sans conséquence, puisque nous pourrons ainsi établir

quelques résultats nouveaux sur la IR '-contrdlabilité.

IT.1.6. Exemple :

Considérons le systéme suivant :

il(t) -1 offx, )] lo of [x,(e-1) 1

. = + + u(t)
xz(t) o -1 x2(t) 1 o xz(t—l) o

Supposons T appartenant a l'intervalle (0,1]; calculons

E, G, < A| ODi >

< =
E, 6, < Al O> E, 6,5 + E 6 a D,

1 -1

I
H
3
+
H
3

o o

Il est clair que E1 G1 < A1|<2% = # IRZ; et donc le systéme consi-

déré n'est pas complétement IR®-contrélable pour T ¢ (o,1].
Supposons a présent T ¢ (1,2] et déterminons 1'ensemble
<
E, G, < A, D >
Un rapide calcul nous permet 4'établir que :
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-1 - ~ -
e o o o 1 o o} o
o el o o o 1 o o
Ay
e = _1 G2 - -1
o o e o e o 1 o
-1 -1 -1
e o o e e
A J -_o o 1 |

Rappelons que :

9. - _ 2 3
E, G, < A,|d,>= E2G2$€+ E,G,A,d), + E,G,A5 Dy + E,G, A5 D

Nous avons :

el 1
E2G2o(()£= Im
o o
B -
|
E,G,A, 0, = Im
L. 1 ° -

I1 apparait donc au regard de ces deux premiers termes que
E, G, < A,| “D-Z >= R?2 et le systéme que nous avons considéré

est complétement IRP”-contrdlable pour T ¢ (1, 2].

I1.1.7. Nous avons noté, dans la remarque I.2.4., que, pour
T € (k-1,%k]
R, = £ I6, (10,0,

Or, l'ensemble(;bk(l,o,o,v) = G < Akl J% >, déterminé dans la

proposition I.2.3., est Ak—invariant. Introduisons donc 1l'espace

quotient i&nk = ?ifgi;(l,o,o,v) et la projection Qk : IRnk > i&nk
Il existe donc une matrice uniquetxk, induite par Ak dans ﬁﬁnk,
telle que le diagramme suivant soit commutatif :

R nk Ak ST nk

l % %

ﬁRnk Xk ‘>~vnk




c'est-a-dire telle que :
Qr Ay = By Q-

Ces remarques nous permettent d'énoncer un critére nouveau de com-

pléte R™_contrélabilité.

IT.1.8. Proposition

Le systéme différentiel (1), (3) est complétement R "-contrélable

LY

aTé€ (k-1,k], ol k€ IN*, si et seulement si une des conditions

suivantes est réalisée :
(1) Q = o
(ii) Pour tout vecteur non nul q de Hln, on a :

Ker O ¢ Ker(tq Ek)

Démonstration

1) Condition nécessaire

Supposons que la projection Qk soit non nulle et qu'il existe un

vecteur non nul g de IR” tel que : Ker Q, c Ker(tq Ek)
Or, Ker Q =‘ij(1,o,o,V)

Pour le vecteur g donné, nous avons donc

t -
q E G < A | g >=o0

D'aprés le théoréme II.1.3., le systéme (1), (3) n'est donc pas com-
plétement IR"-contrdlable & 1'instant T € (k-1,k].

2) Condition suffisante

+ Supposons la condition (i) vérifiée. L'ensemble Ker Qk =
Jﬂk(l,o,o,v) est R™X tout entier. Et par conséquent :Rb(k)=IRn,
d'ou la compléte IRM-contrdlabilité & T ¢ (k-1,k]

+ Supposons a présent la condition (ii) vérifide. Pour tout vec-
teur q non nul de IRn, on a donc la relation
tq E, Jb,(1,0,0,V) # o
k k ’ ’ ’
Par conséquent, d'aprés la remarque I.2.4., :Rb(k) = R"”. Et
par suite, le systéme (1), (3) est complétement IR "-contrélable
aTe (k-1,k].
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Utilisons une fois de plus l'expression de Slb(T) gque nous avons

établie, pour prouver que la compléte IR™-contrdlabilité est con-

servée par des automorphismes de R? et de mT.

II.1.9. Proposition

Supposons que le systéme (1) (3) est complétement IR"-contrélable

A

4 T € (k-1,k]. Alors 1'équation donnée par :

2 m N - n —
(23) x(t) = I B, x(t-i) + C ul(t)
i=o
Y -1 s -1
avec B, = T B, T, C=T C S
1 i )

est également complétement IR"-contrélable & T € (k-1,k].

Démonstration

D'aprés le théoréme II.l1l.3., pour montrer la compléte R _contré-

labilité du systéme (23), il faut et il suffit qu'on prouve que :

~ ~ =~ n
E, 6, <A | dp >=

AL ~s
ou Ay et Dk sont les matrices du systéme ordinaire associé a 1'é-

uation (23) et E = [I - J eAk]—l
d k kT 'k
Or, 1'ensemble E, Gy < Akl QDA> s'écrit encore :

Y <X 1Dk T A T o1 1 i-1 1
E. G <Ak| g>=i=Zl Ek[Ik—Jk e ] ('I'k Aka) Im(T]—< DkSk)
ol nous avons noté T, et S les matrices respectivement d'ordre

nk et rk suivantes :
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Aprés simplification, 1l'expression devient :

~ nk
~ ~ -1 i-1 -1 Ak -1
< =
Ep G <Al Dk > L BT A M-y 30T e ] Im(D,S, )
Par ailleurs, il est aisé de vérifier que :

o1 T‘l E

By Tx k°

-1 _
et Tk Jk Tk = Jk

En s'appuyant sur ces remarques et sur le fait que Im(Dk Sk) =
Im Dk’ nous pouvons conclure; en effet :

W
~v ~o _ _1
By Gy < Ay @g >=T © B G < A] g >

=7 RmR? = P,

Récemment, Manitius et Triggiani [1978] ont établi un certain nombre
de résultats algébriques intéressants, portant sur 1'équation ca-
ractéristique (8) du systéme. Ces rédsultats dérivent d'études plus
générales sur les systémes lindaires abstraits contrdlés, régis par
des équations différentielles dans un espace de Banach. Présentons
un de leurs critéres de IR™-contrélabilité, qui nous intéresse plus
particuliérement. Notons B(u) la matrice :

m
= + + ...+
B(u) By, *u B, L : 1

II.1.10. Théoréme : (Manitius et Triggiani [1978]).

Le systéme différentiel (1) est complétement IRP-contrdlable si et
seulement si, pour tout vecteur q de IR" (indépendant de \), la re-
lation ‘

& n-1
alc B c... Bw) c] =o vued

implique q = o.

I1.1.11. Remarque

Assez récemment, la contrélabilité des systémes & retards a été
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l'objet d'études utilisant des méthodes purement algébriques
(Kamen [1975], Morse [1976], Sontag [1976]) . En effet, en consi-

dérant y comme un opérateur de retard, et en définissant

3

B(u) =

. 1
1

Il ™

B, ul, comme une matrice sur 1l'anneau Elﬁqdes polyno-
o)

mes en u a coefficients dans IR, le systéme (1) peut encore étre

représenté par :
(24) x(t) = B(u) x(t) + Cu(t)

Ce systéme sera appelé "faiblement contrdlable" si :

(25) rang [c B C ... B?E;C] =n

c'est a dire qu'il existe uOG € tel que la matrice numérique :

n-1
[C Blu,) € ... B(u,) C]

soit de rang n.

Nous voyons que si le systéme (1), (3) n'est pas complétement IR"-
controlable il n'est pas faiblement controlable. Cependant, les deux
notions ne sont pas équivalentes, puisque la faible controlabilité
n'est pas réalisée si et seulement s'il existe un vecteur polyno-

niial non nul d(u) tel que :

taw MG = o Vwec

n-1
ol nous avons noté M(u) la matrice [C B(y) C ... B(u) c].

Donnons un exemple dl & Morse [1976] de systéme complétement IR"-

controlable, mais faiblement incontrodlable :

x,(t) xl(t) + x3(t—l)

1
iz(t) = xz(t) + x3(t)
>'<3(t) = u(t)

Pour ce systéme, la matrice B(n) est :

1 0 u
B(pu) =0 1 1
0] 0] (0]
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Calculons la matrice M(p) :

O u wu
My = o 1 1
1 0 o
4
Considérons un vecteur a=14q, de 323; nous voyons que
93
[@y 95 93] MG = [a; a;wa, quq,] =0 AT

entraine que le vecteur est nul. D'aprés le théoréme II.1.10., 1le
systéme donné est donc complétement IRP-contrdlable. D'autre part,

il est aisé de vérifier que :
(1 wo) M(w =0 vie €

Et ce systéme est par conséquent faiblement incontrélable.

IT.1.12. Probléme

Il existe une décomposition canonique des systémes différentiels
ordinaires incontrdlables die i Kalman [1963]. Est-il possible
d'établir un tel résultat pour les systémes a retards non complé-
tement IRP-contrélables ? Le théoréme IT1.1.17. donné dans la suite
répond complétement & cette question, qui n'avait jamais été abor-

dée, et précise la structure de tels systémes.

Dans une premiére approche, on peut penser & utiliser le théoréme
IT.1.10. et la remarque II.1.11. pour essayer d'aborder ce probléme.
En effet, nous y avons noté que, si le systéme (1) n'est pas com-
plétement IRM™-contrélable, alors rangC:M(u) # n. Une premiére diffi-
culté apparait cependant : le fait d'avoir & notre disposition des
matrices polynomiales nous améne & raisonner sur des modules. Or,
contrairement a la théorie des espaces vectoriels, pour un module
donné Y de R"[u] (i.e. R[p] x... x R [u]), il n'est pas possible de

trouver un autre module Z tel que Hln[u] =Y & 2.
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Par ailleurs, si, en utilisant cette méthode, nous obtenons, pour
une classe de systémes différentiels (1), une décomposition, celle-
ci ne sera pas spécifique des systémes non complétement IRP_contrd-

lables, mais des systémes faiblement incontrdlables.

Cependant donnons ici un résultat personnel sur la décomposition
des systémes différentiels (1) scalaires (r = 1), qui sont faible-
ment incontrolables. Ce résultat, outre la présentation d'une mé-
thode d'investigation différente de celle utilisée jusqu'a présent
dans notre travail, comporte un autre intérét : il nous permettra
d'aborder dans le chapitre IV le probléme de la minimalité 4'une

réalisation scalaire.

Pour établir ce résultat, nous rappelons ici deux lemmes algébri-
ques que l'on peut trouver dans Lang [1965], dans des notations
dies & Kappel [1977] . Nous noterons nlkﬂ.[u], le IR [p]-module des
matrices kxf dont les éléments appartiennent & IR[p]. Le sous-
module de Hln[u] engendré par des vecteurs a;,...a, donnés, sera

représenté par : < Qysee-ay >

I1I1.1.13. Lemme

Tout sous-module de H!n[u] est un module libre (i.e. ce sous-module

posséde une base).

IT.1.14. Lemme

n,n[u]' Soit x,,...,x, des vecteurs de

n%n[u] tels que Axl,...Axk forment une base de Im A. Alors

Soit A appartenant a IR

k
]Rn[u]=KerA & (@ (x,2)
— J
j=1
IT.1.15. Proposition
Considérons un systéme (1) scalaire (r = 1) faiblement incontrdlable.

Il existe alors une matrice S ¢ R n[u] , vérifiant det S # O,

telle que



- . .
By, (W B, (W c, )
B(w) = S™' B(u)s = | € =stwe -
o B,, (1) o

ou Bll(u), B12(u) et Bzz(u)'sont des matrices polynomiales respec-
tivement de dimensions r x r, r x (n-r), (n-r)x(n-r). La matrice

Cl(u) appartient a nlr'l[u].

Démonstration

Si le systéme scalaire n'est pas faiblement contrdlable, nous avons :
Im M(M) # R"[u]

et par conséqguent,

Ker tM(u) # {0

R " [u]
Ker tM(u) étant un sous-module de IRn[u], il est libre d'aprés le

~ t
lemme II.1.13. Il existe donc une base 31,...,er de Ker M(u) avec
o< r <n.

~y ~
Considérons (n-r) vecteurs er+1,...,en tel que les vecteurs

tM(u)3}+1,...,tM(u)gn forment une base de Im tM(u).

D'aprés le lemme II.1.14., nous avons la décomposition suivante :

R[] = > ) t
u] = ® (ej ® Ker "M(up)

J=r+l

Soit g la matrice de passage, appartenant a nzn n[u], de la base

canonique €1ree-s€ a la base gl"“:;n’ Puisque Ker tM(u) est
tB(u)—invariant, la matrice tB(u) s'écrit dans la nouvelle base :
R o
*B(w =
Bt By, |

~J

ou les matrices Bll(u), By, (w etfszz(u) appartiennent respective-

ment & mr,r [u) m (n-r),r [u] et R (n-r), (n-r) [u]
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De méme que dans le cas ordinaire, comme Ker tM(p) C Ker tC, dans

la nouvelle base le vecteur tC(u) est :
[, o]

ol C,(u) appartient & ]Rl,r[u] .

tN

Finalement, en posant Bll(u) = Bll(u)
By, (u) = t'1312(11)
By, (M) = t'522(11)
c, ) = T )
nous obtenons pour la matrice de passage S = tg, la décomposition

annoncée.

+Cette méthode ne nous permettant de répondre qu'incomplétement &
notre probléme II.1l.12., on peut essayer d'exploiter la caractéri-
sation algébrique que nous avons obtenue du domaine de compléte
IRP_contrélabilité RO(T). Pour cela, il nous a fallu établir, comme
dans le cas des systémes différentiels ordinaires, une propriété
d'invariance :

IT1.1.16. Proposition

Soit k ¢ m¥.
L'inclusion suivante est vérifide :

B Ro(k) + B

o Ro(k-l) + ... + B

Ro(k—j) c Ro(k).

1 J

ol ] = inf(k-1,m).

9?@9955522199 : Afin de faciliter la lecture de la démonstration,

nous supposerons k > m, le cas k< m s'effectuant de fagon identique.

Soit (m+1) vecteurs de IRD Xyeom' **%Xx appartenant respectivement
a ﬁb(k—m), oo, Nb(k). Ajoutons-y (k-m-1) vecteurs XpveeosXe oy
appartenant respectivement & no(l),..., Wo(k—m-l), et introduisons

le vecteur Yk de Hlnk suivant :

- 52



D'aprés le lemme I.2.6., nous voyons que :

X € R =1 6 <ald >

x,€ R (2) =1, G, <a |, >
e < 28 % 2 %k < Bl

x € R (k) =L G <Ak|o@k>

Par conséquent, Yk appartient a 1'ensemble Gk-< Ak|i7k3>

N} I 4 A 2 + + ...+ '.
Considerons a présent le vecteur Bo xk B1 xk_1 Bm xk—m

il s'écrit encore :

A, Y

[o...OBm...Bo] Y = E ALY

k

A

Yk appartenant a Gk~< AliDk:>' qui est Ak-lnvarlant, nous en dedui-
sons que :

A Yk € G

K <ald >

k

Et donc finalement, Bo xk + B1 xk_1 + ... + Bm xk—m = Ek Ak Yk

appartient a Ek G, < Ak|&7k>-, qui, d'aprés le lemme I.2.5., est

1'ensemble Rb(k). L'inclusion annoncée plus haut est donc vérifiéde.

Nous sommes a présent en mesure de répondre dans le théoréme sui-
vant au probléme II.1.12., en précisant effectivement la structure
des systémes différentiels (1), qui ne sont pas complétement IRDN-
controlables.

IT1.1.17. Théoréme

L'espace IR"” des états d'un systéme différentiel & retards du type
(1), qui est non complétement IRD-contrdlable, peut étre décomposé
en somme directe :



en induisant une décomposition du systéme différentiel sous la

forme suivante :

) 11 12 - 11 _12|[- '

xl(t) Bo Bo xl(t) Bm Bm xl(t»m) c1

. = +...+ + u(t)

s 22 - : 221 |-

xz(t) o} Bo xz(t) o) Bm xz(t»nd- o}
Démonstration :

1) Considérons 1l'ensemble des états accessibles & partir de

(xo,¢) = (0,0), que nous noterons :
X, = L____J R_(t)
1 t =2o0 °
D'aprés la propriété I1.2.2.(3), nous avons X1-= Ro(n), ol n est la

dimension du systéme. X, est donc un sous-espace vectoriel de m™.

1
Comme le systéme n'est pas complétement IRP-contrélable, sa dimen-

sion n1 est strictement inférieure a n.

I1 est clair que 1l'espace IR peut étre scindé en '"partie atteigna-

ble" et en "partie non atteignable". Soit P1 et P? les projections
i

respectivement sur X, et X, = Xl, et introduisons le changement de

1 2
variables :

A partir de ces nouvelles variables, nous obtenons le systéme sui-

vant :
% () 11 12 | = 11 J12)[s o
1 B," B, xl(t) B B xl(t m) ¢,
+...+ + u(t)
> 21 22| | = 21 _22||=
xz(t{_ B," B x2(t) B~ B xz(t—m) c,

Remarquons que dans la nouvelle base, si X appartient & Xl, x est

de la forme :

=i

wi
I
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Nous savons, d'aprés le lemme I.2.8., que pour Kk vecteurs donnés
de RD, i1 exiétevune solution de (1) issue de la condition ini-
tiale (xo,w) = (0,0), si et seulement si le vecteur de IRnk, formé

a partir de ces k vecteurs appartient a Gk< A | 0 k) Moyennant

le lemme I.2.6. (11),;nous en deduisons que nous. pouvons considérer
x(t),.;u,x(t m) décrivant respectlvement R (m+m),..., Ro(n). La

propriété d'invariance II.1.16. nous permet d'affirmer alors que :

m B11 B12

i i El (t-m)
R_(n+m) = X
2l p22 0 ° 1
1 1

i=o
La composante suivant X2 de cette quantité est donc nulle, d'ou la
relation :

(m)
\J X, € Ro(n)

.
. L4

1 _(0)..21 _(1) 21 _m)_ \WxPe R (ntm-1)
o xl +B1. xl +...+Bm Xl =0 1 o]

(o)
\4 ;7 € R, (n+m)

En posant xi=o i#3 successivement pour j = o,1,...,m
J
xl#o
nous obtenons :
1 _(3) (1) ;
= ) +m- =
ix 0 Vxl € ﬁo(nmJ) Xy
Il en ressort que :
B§1=O j=0,1,...,m

2) Pour terminer la démonstration de ce théoréme, il reste & mon-
trer que C2 = 0. Dans ce but, précisons dans un premier temps 1la
quantité E, G 0(0

Rappelons (0.2.6. Propriété 4) que Ek Gk est une matrice [S ,...Sk]
ol S » 1=1,...k sont des blocs carrés d'ordre n, vérifiant :
(53,8 1] = [(S,...5, ) P
17+ Sk_q 2-++5¢_q) e
(19)
Sk =1
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La matrice Ek Gk Dk a donc pour expression

E, G, D, = [slc $,C...8 ,C c]

Nous constatons gque ImC est inclus dans Im(Ek G Dk);comme par

B k
ailleurs il est clair que :

im(E, G, D)< E G < Ak|53 K > =R _(k

nous en déduisons que

i c
imC X1

Clu(t)

Par conséquent, le vecteur Cl u(t) appartient a

C2 C2u(t)

1'ensemble Xl, quel que soit u(t). Finalement, nous avons également

C,=0. Ce qui achéve la démonstration du théoréme.

IT.1.18. Remarques

1) Dans les deux décompositions établies dans II.1.15. et II.1.17.,
nous voyons réapparaitre les différences spécifiques entre les deux
formes de controlabilité envisagées, puisque dans la premiére, la
matrice de passage appartient & Dln'n[u], alors que la seconde dé-
composition est obtenue par une simple transformation linédaire.
Signalons également qu'une matrice de passage polynomiale

S(u) = So + usS, + ... + u28£ induit une transformation du type

1

x(t) = Sox(t) + Slx(t—l) + v.. + slx(t-z)

2) Dans l'étude de la contrdlabilité fonctionnelle des processus a
retards, il a déja été obtenu une décomposition du systéme (1) com-
me condition nécessaire et suffisante pour que 1'ensemble d'accessi-
bilité dans 1l'espace fonctionnel de Sobolev soit fermé (Kurcyusz et
Olbrot [1977]). Certaines conditions supplémentaires, particuliéres
a la contrdlabilité fonctionnelle, y étaient cependant nécessaires.
Aucun rapprochement avec notre résultat ne semble apparemment pos-

sible.
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II.2. La nulle IR '—contrdlabilité

Jusqu'a l'apparition du phénoméne de dégénérescence, les principa-
les études sur la contrdlabilité dans 1'espace euclidien RD por-
taient en fait sur la nulle IR™-contrdlabilité. Un certain nombre
de résultats (et en particulier ceux de Kirillova et Churakova
[1967]) supposaient implicitement que le systéme différentiel &
retards étudié était en fait non dégénéré. Comme la dégénérescence
d'un tel systéme implique que la nulle IRP®_contrdlabilité n'entrai-
ne pas la compléte IRP-contr6labilité, il a fallu distinguer ces

deux notions.

I1.2.1. Définition

Le systéme guidable (1), (3) est dit nul IRP-contrdlable au temps

T > o si et seulement si, pour toute condition initiale (xO,P)
appartenant a R x Ll((—m,o)r RP), il existe un contrdle admissi-
ble u(t), te [O,T] tel que x(T,xo,¢,u) = 0.

IT.2.2. Remarques

1) La forme (5) des solutions du systéme implique que la nulle IRD-

controlabilité de ce systéme & un instant T > o, s'exprime par :

T
—x(T,xo,¢) = X(T-s) Cu(s) ds.
o

2) Il est immédiat, d'aprés les définitions respectives, qu'un sys-
téme complétement IR™-contrélable est également nul IR ™-contrélable.
La réciprogue, comme nous 1l'avons signalé plus haut, n'est pas véri-
fiée. Dans le cas des équations différentielles ordinaires linéai-
res et autonomes, la véracité de cette réciproque est diie essentiel-
lement au fait qu'un tel systéme est symétrique; autrement dit, si

n
1de R,

ce dernier peut étre atteint par le systéme & partir du vecteur nul.

le vecteur nul de IRP est accessible a partir d'un vecteur x

Cela n'est plus le cas des équations différentielles du type (1), (3),
car, lorsqu'il y a dégénérescence la matrice fondamentale est singu-

liére.



La premiére de ces remarque nous donne immédiatement un critére
connu de nulle n%n—contrélabilité, gqu'on peut trouver entre autres
dans zmood [ 1974).

IT1.2.3. Lemme

Le systéme différentiel (1), (3) est nul IR™_contrélable au temps
T > o, si et seulement si on a l'inclusion :

P e e (m

Notre caractérisation des ensembles:?(T) et Rb(T) (Théoréme I.2.9.)
nous donne donc une traduction algébrique du lemme précédent. Nous
obtenons ainsi un résultat équivalent a celui de Zmood [1974], mais
dans une forme légérement moins complexe et plus précise.

I1.2.4. Proposition

Soit k un entier non nul.
1) Le systéme différentiel (1), (3) est nul IR™-contrdlable au temps
T€ Jk, k+1[ si et seulement si

A
kf'\t
By O e Fr + B G <AL >cE,, G, <Al °@k+1>

2) Le systéme différentiel (1), (3) est nul IR"-contrdlable au temps
T = k si et seulement si :
Ay ~
<
E, G e J, + E G Ak|gk>cEk G < Aklo@K>
La démonstration est une déduction immédiate du lemme II.2.3. et
du théoréme 1.2.9.
A partir de ce premier résultat, nous pouvons faire gquelques remar-

ques.

II.2.5. Remarques

1) I1 est immédiat, d'aprés le lemme II.2.3., que si le systéme (1)
n'est ni dégénéré, ni IR"-controlable, il ne peut étre nul IRD-

contrdlable.

2) De cette premiére remarque peuvent étre déduits un certain nombre

de critéres de nulle IRP-incontrdlabilité. En particulier, si le
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systéme n'est pas complétement R™_contrélable, il ne peut étre nul
IR”_controlable & T < m'+1l, ol m' est le plus petit entier tel que
B # o (3e propriété 1.1.2.).

3) Si 1'étude de la dégénérescence et de la compléte IR™-contréla-
bilité peut se limiter & des instants T entiers, il est clair, d'a-
prés la proposition II.2.4., que ce n'est pas le cas pour la nulle

IRP_controlabilité.

4) Supposons le systéme (1) nul IRP-contrdlable 3 un instant Tl' il

le sera également pour T2 = T En effet, nous avons les inclusions

.-
P c P (T)) c a_(T) c R (T)).

En utilisant ce qui a été vu sur la compléte IRP_contrdlabilité et

la dégénérescence, nous pouvons établir une série de conditions nou-
velles de nulle IRP-contrdlabilité, qui n'apparaissent pas jusqu'ici
dans la littérature. Nous n'en donnerons que quelques unes; le lec-
teur comprendra les combinaisons possibles pour l'obtention des au-

tres.

II.2.6. Théoréme

Les propositions suivantes sont équivalentes

(1) Le systéme (1), (3) est nul R™_contrélable

o

1 RomI < |_J [Pt
t

> 0

(iii) Tout vecteur g de R" vérifiant
tq [c B(w)C ... Bn‘l(u)c] =o Yued
est un vecteur de dégénérescence pour le systéme

(iv) Pour tout vecteur g de IR, 1la relation :

tq A_l(A)C =0 ¥ A€ €, tel que det A()) # o

implique que tq A_l(x)c est une fonction entiére.

Démonstration

La condition (i) signifie qu'il existe T1 tel que :

P(r) c R, () vt =T,



Ce qui s'écrit encore :

4 D +
[/, ()] < [ @w) Vezr

Pour qu'il y ait nulle D{n—contrélabilité, il faut et il suffit
donc que les vecteurs orthogonaux au domaine de contrdlabilité
”o(n) appartiennent & l'ensemble des vecteurs de dégénérescence.

Pour établir la suite annoncée d'équivalences, il suffit de noter,

A

eén se reportant a l'article de Manitius et Triggiani [1978], que
les assertions :

" L []]
a € [R(n)]

" tq[C B(pu)C ... Bn'l(u)C] =0 Vuel

-t a7 tic =0 Vie€  tel que det A(A) # O »

sont équivalentes.
De méme, les assertions :

- " gq est un vecteur de dégénérescence "

-vaqe L_J [Pt

t>o

- tq A—l(A) est une fonction entidre "

sont équivalentes (voir l'article de Kappel [1976] pour la derniére

assertion.)

La théoréme se déduit immédiatement de ces remarques.

II.2.7. Remarques

1) Notons au passage que, si le systéme (1) est complétement IR -
contrdlable, 1'ensemble [R'o(n)]l se réduit a 1'élément nul, et donc
les propositions (ii), (iii), (iv) du théoréme II.2.6. sont toujours

vérifiédes.

2) Il n'existe pas dans la littérature d'exemple illustrant la nulle
IR"_-contrdlabilité. Pour cela, il faudrait construire un systéme &
retards (1) dégénéré, non complétement IRP_contrdlable et tel que
l'ensemble des vecteurs orthogonaux & R'o(n) solt inclus dans l'en-
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semble des vecteurs de dégénérescence. Le nombre de contraintes
explique la difficulté d'obtenir un tel exemple. Mais une question
vient alors a l'esprit : existe-t-il des systémes non complétement

IR®_contrdélables et nul IR™-contrdlables ?

3) Si nous connaissons la fonction initiale ¢(t) pour tE’[—m;o[,
nous pouvons lui faire jouer le rdle d'un contrdle. Aussi est-il
possible d'envisager 1'étude de la IR™-contrdlabilité d'un systéme
a retards libre du type (2), (3), étude qui n'était pas envisagea-
ble dans le cas ordinaire. Notons que cette question a déja été
soulevée par quelques auteurs(\Manitius [1976]), mais a notre con-
naissance il n'existe pas de critéres algébriques simples. Pour
cela, il suffit, en utilisant 1l'expression algébrique que nous avons
obtenue de :Po(k), de procéder comme nous l'avons fait dans ce cha-
pitre pour la IR"-contrdlabilité du systéme (1), (3). Il est ainsi
possible d'obtenir plusieurs conditions nécessaires et suffisantes
(que nous ne rapporterons pas ici) de IR™-contrélabilité pour le

systéme (2),(3).

4) En utilisant la remarque I.2.12.(2), il est possible de voir que
la condition de compléte TR”-contrdlabilité pour des systémes dif-

férentiels possédant également des retards dans le contrdle, s'ex-

prime :

2
_ n
B G < A Da >=mw

ou Di est la matrice (nk x rk) définie en I.2.12.(2).

Moyennant ce résultat, toute 1'étude qui vient d'étre effectuéde
dans ce chapitre sur la IR"-contrdlabilité s'étend aisément 3 des

systémes possédant des retards dans le contrédle.



CHAPITRE III - IR"-observabilité

Parallélement a 1'étude sur la contrdlabilité, pour aborder le
probléme de l'observabilité des systémes & retards (1), (4), il
convient de distinguer deux formes d'observabilité : d'une part,
une observabilité "fonctionnelle" qui consiste 3 observer la solu-
tion x(t) sur un certain intervalle, en ne connaissant que la sor-
tie y(t) et le controle u(t) sur ce méme intervalle; d'autre part,
une IR"_observabilité ol on cherche & déterminer le vecteur initial
X de IR™ en connaissant la sortie y(t) et le contrdle u(t) sur un

certain intervalle ainsi que la fonction initiale ¥.

Signalons que ces deux problémes ont été abordés entre autres par
Delfour et Mitter [1972], Kopeikina et Mulyarchik [1974], oOlbrot
[1975] et Manitius [1976,a]. Nous nous intéresserons dans ce cha-
pitre a 1'étude de la IR"-observabilité; en utilisant le systéme
ordinaire associé, nous établirons dans un premier paragraphe un
critére de IRM™-observabilité (Théoréme III.l1.6.) qui nous permettra

de définir un ensemble d'états IRI-inobservables.

Le second paragraphe sera consacre & l'étude 4'un systéme diffé-
rentiel dual introduit par Delfour et Mitter [1972], afin de pré-
ciser algébriquement les propriétés de dualité obtenues par ces
derniers. Dans ce but, nous lui associerons un systéme différentiel
ordinaire de telle fagon que la dualité se retrouve également au

niveau des deux systémes ordinaires associés.

Nous considérerons dans le premier paragraphe une sortie compre-
nant plusieurs retards (choix qui nous permettra dans le prochain
chapitre une construction plus facile d'une réalisation). Comme par
souci de simplifier 1'exposé de notre travail nous n'avions pas in-
troduit de retards dans le contrdole, nous sommes amenés pour 1l'étude
de la dualité dans le second paragraphe & considérer une sortie sans
retards. Il faut cependant noter que moyennant la remarque II.2.7.
(4) les résultats présentés dans ce paragraphe s'étendent aisément

au cas général avec retards dans le contrdle et la sortie.
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Nous noterons y(t,xo,w,u) et y(t,xo,w) les sorties (4) relatives
respectivement aux solutions x(t,xo,¢,u) du systéme (1), (3) et
x(t,xogp) du systéme (2), (3).

ITTI.1.1. Définitions

Considérons le systéme guidable (1), (4) défini en 0.1.1.

(i) On dit que deux états X, et x2 sont indiscernables sur 1l'in-

tervalle [o,T] si, pour toute fonction initiale donnée
P € Ll((—m,o): r™Y) et pour tout controle admissible u,

y(t,xl,¢,u) = y(t,x2,¢,u) t € [o,T]

(ii) Le systéme guidable considéré sera dit IRP-observable sur
[o,T] si et seulement si il n'existe pas de paire de points

indiscernables sur [o,T]

ITI.1.2. Remarques

1) Comme la fonction initiale ¢ peut agir sur 1'évolution du sys-
téme comme un controle, il est possible de définir 1'indiscernabi-
lité et la IR"-observabilité du systéme libre (2), (3), (4) : pour
cela, il suffit de reprendre les définitions précédentes pour un

contrdle u identiquement nul.

2) Le fait d'avoir introduit le méme nombre de retards dans 1'é-
quation de sortie (4) que dans l'équation (1), peut paraitre parti-
culariser notre étude. En fait, si nous considérons une équation

de sortie, contenant p retards, avec p < m, il suffira dans notre
étude de supposer H; =0, i = ptl,...,m. De méme, si p > m, en ap-
pliquant nos résultats pour un systéme différentiel possédant éga-

lement p retards, il suffira de poser Bi =0, i =m+l,...,p.

3) Si, dans cette étude, nous considémons la fonction initiale

dans 1'espace C([—m,o];/nin), le probléme de la IR™-observabilité
n'aurait plus de signification physique : en effet, comme il y au-
rait continuité en o, la connaissance de la fonction ¥ impliquerait

immédiatement celle de X -
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ITI.1.3. Propriétés

1) Nous pouvons remarquer que l'indiscernabilité définie ci-dessus
est une relation d'égquivalence qui ne dépend que des matrices B, et
Hy ot i = 0,...,m. En effet, cette propriété découle de 1'égalité :

neg

Y(t,xl,¢,u) -y(t,x2,¢,u) Hy x(t'i)(xl'xz)

i (o)

et du fait que la matrice fondamentale X(t) ne dépend que des ma-
trices B,,i = o,...,m (cf. proposition 0.2.5.).

2) Par conséquent, comme la notion d'indiscernabilité ne dépend pas
du contrdle u, il devient immédiat que les notions de IRP-observa-
bilité pour le systéme guidable (1), (4) et le systéme libre (2), (4)
sont équivalentes. Donc, contrairement & ce qu'on pouvait peut-étre
croire, l'étude de la IRM-observabilité d'un systéme d retards ne
se scinde pas en deux problémes distincts selon qu'il apparait un

contrdle ou non.

III.1.4. Note

Exploitons cette derniére propriété dans le but de simplifier les
notations : afin de ne pas faire réapparaitre sans cesse un controle
u qui n'influe pas sur les résultats donnés, nous nous limiterons
dans ce chapitre & 1'étude de la IRP-observabilité du systéme libre

(2), (4).

Comme dans les chapitres précédents, utilisons le systéme différen-
tiel ordinaire associé au systéme différentiel (2), (3) :

(13) Yk(t) = A, Yk(t) + Cy o(t)
(10) Yk(o) - Jk Yk(l) = Fk x°
L'équation de sortie (4) se traduit par

(27) 7, (£) = B ¥, (£) + C o (t)

k
Le vecteur Zk(t) de RY est donné par :
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Zk(t) = J ou zi(t),= y(t+i-1) pour teg [o,l]

eti=11210"lk

zk(t)

L _

Les matrices ﬁk et ék' respectivement de dimensions (pk X nk) et
(pk X mn) sont pour k > m :

p— —‘ - o

H . e .

o] () ?1 Hm
i ' & :

Hm . C Hm o]

° - 0 ~

] o---o Ho [ - Ho~ 6 . . O
L

Pour kX < m, les matrices Hk et Ck sont encore définies : on ne con-

sidérera que les pk premiéres lignes des matrices données ci-dessus.

Notons Yk(t,xo,Q) la solution du systéme ordinaire associé (13),
(11) , dont la premiére composante de Yy (0) est X, - Moyennant ce
dernier systéme, formulons le probléme différemment, en donnant
dans le lemme suivant, une suite d'équivalences, qui sont en fait
autant de nouvelles définitions de IRP_observabilité.

IIT1.1.5. Lemme

Pour Te¢ (k—l,k], les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour toute fonction initiale ¢ € Ll((—m,o): R™, on a :

y(t,xoﬁp) = y(t,xo,<P) pour t¢€ [o,T] > X, = X

(ii) Pour toute fonction ¢ € Ll((o,l); nlnm), on a
H Yk(t',xo,¢)£ Hy Yk(t',x°,¢) pour t'e [o,T—k+1]=:xo = X
(iii) Pour une fonction ¢ nulle, on a :

B ! = ! - = =
Hy Yk(t ,xo,o) O pour t' € [o,T k+1 ] X (o}

D'aprés la propriété III.1.3.(2), il est clair que la proposition
(i) est équivalente & la définition de la IRP_observabilité. La dé-
monstration de 1l'équivalence (i) ® (ii) est immédiate et 1'équiva-~
lence (ii) & (iii) est une conséquence directe de la linéarité du

systéme.
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Utilisons ce lemme pour établir un critére nouveau de IRP-obser-
vabilité.

I11.1.6. Théoréme

Le systéme différentiel (2), (4) est IRP-observable sur 1'intervalle
[0.T] ot T€ (k-1,k]et k € IN", si et seulement si :

nk

(28) m Ker(ﬁk A]i(‘1 G F) =0

i=1

Démonstration :

1) Condition suffisante

Supposons le systéme non IR™-observable sur [o,T], ou Te (k-1,k]
et k ¢ nﬁ .
D'aprés le lemme III.1.5.(iii), il existe un vecteur X, de R"™ non

nul tel que :

-

H Yk(t,xo,o) = 0 pour t€ [o,T-k+1]

Or, nous avons établi dans la démonstration de 0.2.5., que la solu-
tion Yk(t,xo,o)‘du systéme ordinaire (13), (11) a pour expression :

Akt
Yk(t’xo’O) = e G x

x Fx %o
Il ressort de ces deux constatations qu'il existe x0 non nul tel
Akt

H e G, Fy X,= O pour t€ [0, T-k+1]

que :

En différentiant successivement et en donnant & t la valeur o, nous

obtenons que la relation (28) n'est pas vérifiéde.

2) Condition nécessaire

Supposons la relation (28) non vérifide. Il existe donc un vecteur
x_ non nul de IRD tel que :

-~ i-1 _ L
Hk Ak Gk Fk xo =0 i=1,...,nk

et donc, d'aprés le théoréme de Cayley-Hamilton :

- At
H_ e G F_x =0 pour t€ [o,T-k+1]
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En utilisant 1l'expression de Yk(t,xo,o),rappelée ci-dessus, nous
voyons que la proposition (iii) du lemme III.1.5. n'est pas véri-
fide. Le systéme n'est par conséquent pas IRP_observable sur

[o,T].

I1T.1.7. Corollaire

Le systéme (2),(4) est IRP-observable sur 1l'intervalle [o,T],
ou T€ (k—l,k] avec k € IN*, si et seulement si il 1'est sur
[0.Xk].

ITTI.1.8. Exemple

—— e

Donnons un exemple de systéme R "-observable sur [o,Tj ou

T€ (1,2]. Considérons le systéme suivant :
xl(t) 1 o xl(t) 1 o xl(t-l)

iz(t) o 1 x2(t) o o xz(t—l)

v (t) =[1 1] x, (€)
x2(t)

Supposons T € (o,1] et calculons :
2

F.) = Ker([1 1])N Ker([1 17).

- i-1
1Ker(H1 A1 G1 1

1 =

2 o
Il est clair que { ) Ker(H1 Ai_l G, Fl) # O; et donc le systéme
i=1

considéré n'est pas nldéobservable sur [0,1].

. 4 .
Supposons & présent T€ (1,2] et déterminons ] Ker(H2 A;-l G, F )
i=1
nous pouvons etablir que :
e o o o l1 o o o
A2 O e o0 o c. =|©° 1 o o
e = . 2
e o e’ o e o 1 o
O e o0 e o e o 1
i - L -
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Nous en déduisons que :

1 1

Ker(ﬁ2 G = Ker

2 F))
e e

1 e

Ker (H, A. G. F.) = Ker
272 7272 l+e e

Ces deux termes suffisent pour voir que :
4 - i1
! j ) Ker(H2 A, G, F2) =0
i=1 :
et donc le systéme est IRR™-observable sur [o,T], avec Te¢ (1,2].

I11.1.9. Propriétés

1) Le théoréme III.1.6. nous permet de définir le sous-espace Ok

de IR? des états RP-.inobservables du systéme (2), (4) pour
T € (k-1,k ]:

nk - i-1

O = (._\ Ker(Hk Ay TG F).

i=1

2) Soit k € IN*. Nous avons 1l'inclusion suivante
Ox+1C O

En effet, s'il existe un élément nén nul X de Ori1 d'aprés le

lemme IXI.1.5.(iii), on a :
Hiyq Yeq(t/%X,,0) = 0 pour te [o,1].

En particulier, 1l'égalité ﬁk Yo (,t,xo,o) = O pour t€ [0,1] sera

vérifiée et donc x appartient également a 0y -

3) La R"-observabilité est conservée par des automorphismes de
IRD et IRP. En effet, dans un raisonnement identique & celui uti-
lisé dans la démonstration de II.1.9., il est possible d'établir
que l1l'ensemble d'états inobservables Sk obtenu par les automor-
phismes T et S respectivement de IR® et IRP, est donné par :
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nk

~ ("\ (E i-1
0k = Vo) Ker(Hk Gk Ak Fk T)

ce qui nous permet de conclure.

Comme nous l'avons signalé & plusieurs reprises,au lieu d'utiliser
le systéme ordinaire associé, nous pouvons obtenir d'autres résul-
tats portant sur 1l'équation caractéristique (8) du systéme, en nous
plagant dans 1l'espace des transformées de Laplace. C'est ainsi que
nous présenterons en particulier un second critére intéressant de
IRN-observabilité. (Théoréme III.1.13.).

ITI.1.10.
La définition de la IR"-observabilité nous améne & ne considérer
que des sorties y(t,xo,o), c'est a dire ou la fonction initiale est
nulle :

m

y(t,x_ ,0) = T Hy X(t-i)x

i=o0

La transformée de Laplace d'une telle sortie est la matrice polyno-

miale suivante :

-2

-1
H(e ") A ~ (X)) xo

ot A(A) est la matrice caractéristique du systéme et H(e"x) la ma-

trice polynomiale suivante :

H(e_k) —H +e MM + ... +e™ gy
o 1 m

Notons A(XA,u) et H(u) les deux matrices polynomiales :

A(A,u) = AI - B(n) ou B(p) = Bo + uBl +...
- m m I_
H(u) = Hy + u Hl + ... +y H_ et U B et uoun élé

ment quelconque de Q.

Considérons la matrice :

H(u) adj A(A, u)
det A(A,n)

H(n) A™1(a,n)
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m(n-1) j
Comme adj A(X,p) = ) Q,(\)p”, od Q, (1) appartient &

T=o0 J J
R n[A]de degré au plus égal & n-1, la quantité H(y) Adj A(A,y)
s'éerit :
m m(n-1)
Hu) adj a0 =3 _ 2 H 000 yi*
i=o j=o
En introduisant la matrice de nzp n[A]suivante :
P,[A] = }-: H, Q,() 2=0,1,...,mn
o] 1+ = & 1
o<ism

o< j<m(n-1)

la quantité H(y) adj A(X,p) s'exprime encore :

m n

H(w) adf a0 = 3—  p, (1) *
=0

Définissons & présent les matrices polynomiales P(A) et v(u) res-
pectivement de dimension ( px{(mn + 1)n) et ((mn + 1)n Xp) sui-

vantes :
ES 1]
Iu U
P(A) =[P (M) .e.P (M) viy) = = ® 1
“Iuan I um n‘J

ou I est la matrice identité d'ordre n.
La matrice H(y) A_l(k,u) aura finalement pour expression :

P()) v(u)

-1
(29)  H(y) oy =
WA T et atn, )

Cette expression étant obtenue, nous nous proposons d'établir,
parallélement aux résultats de Manitius et Triggiani [1978] sur

la compléte IRM.contrdlabilité, des critéres de IRD_observabilité.
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IIT.1.11. Proposition

Chacune des conditiong suivantes est équivalente a la IRn—observa—
bilité du systéme (2), (4) :

(i) Pour un vecteur q de Bln, la relation :

H(e-}\) A'l(x) q

o) Vie€ tel que det A(A) # O
implique q = O

(ii) Pour un vecteur q de R"™, la relation

P(A) vie™!) gz o ViecC
implique q = 0
(iii) Pour un vecteur g de IR™, la relation :
P(A) v(p) g=o0 YV 2. u€ C
implique q = O
(iv) Pour un vecteur q de R"™, la relation :

H(p) A—l(k,u) a0 Vauedl tels que det A(A,u) # o

implique @ = 0O

(v) Pour un vecteur q de n!n, la relation :
Pl()\)qio Ve C, 2 =o0,...,mn

implique q = 0

Preuve

Notons, dans un premier temps, que la IR™-observabilité du sys-—
téme (2),(4) n'est pas vérifide si et seulement si il existe un

vecteur X, non nul de IR? tel que :
y(t,xo,o) = o Yt =2o0
ou encore d'aprés III.1.10., tel que :

-A

H(e ) A‘l(x)xo = o V A€ € tel que det A(A) # O.

La condition (i) est donc équivalente & la IR™-observabilité du

systéme, reste a prouver 1l'équivalence des conditions.
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L'ensemble des racines de 1l'équation caractéristique (8), ainsi que

l'ensemble des couples (A,u)Ettz tels que det A()A,u) = o, sont tous
deux dénombrables. Moyennant 1l'expression (29), nous en déduisons
les équivalences (i) e (ii) et (iii) e« (iv).

L'équivalence (ii) «(iii) vient de la remarque suivante, due & Ma-
nitius et Triggiani [1978, remarque 4.1.]tpour un polyndme quelcon-
que p(A,u), la relation

p(k,e_x) = 0 pour A tel que j{e A2a (avec a arbitraire)
implique que
p(A,u) = o Viuec

L'implication (iii)= (v) étant immédiate, la démonstration de
(v) » (1ii) achévera également la démonstration de notre proposition.
Supposons la condition (iii) non vérifide. Si nous considérons en

particulier ( mn+ 1) valeurs distinctes Mgt Hyreeer M alors,

mn'’
pour un vecteur non nul de RDY, l'expression suivante sera nulle :

Fl |

Hm n
PON[viugla...vlugdal=[P (M q...p (A)q] | : ® I

) ]
mn mn
uo A & 0 uan

Comme la matrice de Vandermonde est réguliére par Mgrese My 0 dis-
tincts et que le produit de Kronecker de deux matrices réguliéres
est une matrice réguliére, nous voyons que :

[po(x)q -« P Ma]z o Vaied

et donc la condition (v) n'est pas vérifide.

La proposition précédente nous permet d'obtenir un autre critére
intéressant de IR™-observabilité. Mais établissons d'abord dans le
lemme suivant une décomposition de la matrice polynomiale

A'I(A,u) qui nous sera nécessaire pour sa démonstration.
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ITI.1.12. Lemme

La matrice polynomiale A_l(k,u) peut s'écrire :

X,
A'l(A,u)==§::: B (w)

k=0 A k+1
Démonstration
Pour )#o, posons i= %. Nous aurons dans ce cas A—l(x,u) =
A fI—iB(u)Tf Notons A, n) = [T - iB(u)] . Quel que soit Uy, on a

det A(o,ul) # o. Fixons y; pour Sle A suffisamment grand, nous

aurons :
oo
-1, _E e ElLw
=o * \g) i=o
calculons -= Z_l(i,u) = —(E—l(i,u)x géélLElx A‘l(A,u))
dA X:o d)\ i:o
or, 3(,pu) = I = AB -ApB,...-1u"B
! ! (o} 1 m
Ce qui nous permet d'obtenir
stGow| =1, A o s
J=o d A

=_ Z- (Alu) = B(u)

A=0

En raisonnant de méme, par induction, on peut établir que :

~

a2 tdw - %1 B% ()

ax®
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Donc,

ago
A = Z A BR (1)
k=0

~

Finalement en tenant compte du fait que A_l(A,u) = AA~ (i,u), nous
obtenons la décomposition annoncée.

ITI.1.13. Théoréme

Le systéme (2), (4) est IR ™ _observable si et seulement si, pour tout

vecteur q de IR", la relation :

Hw BY(w) gz 0 Vued , k=o,....,n-1
implique q = o.

Démonstration

Supposons le systéme (2), (4) non R "-observable. Il existe donc un
vecteur q non nul de IRP® tel que la condition (iv) de III.1.1l1.
n'est pas vérifiée, et donc moyennant le lemme III.1l.12., tel que :

H(u) BX(u) q= 0 Vue€ k=o,1,...

La condition de notre théoréme n'est par conséquent pas vérifiée.

Réciproquement, supposons l'existence d'un vecteur g non nul de r"

tel que
H(y) B gz o0 Ve cC

Le théoréme de Cayley-Hamilton et le lemme III.l.12. nous permet-
tent d'affirmer que la condition (iv) de III.1.1l1. n'est pas véri-
fide, et par conséquent que le systéme (2),(4) n'est pas IR™-obser-
vable.

III.1.14. Exemple

Vérifions 4 l'aide de ce théoréme que le systéme donné en III.1.8.
est IRP-observable. Nous aurons :

B(u) = H(M)

[1 1]
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9,

Soit un vecteur q = de R vérifiant :
q;
"H(p) g =0
Ve @
H(p) B(u) g = 0

Ce qui s'exprime encore :

q, +49, =0
2
1 Vued

q1+uq1+q2 o

Il est clair que le vecteur q doit étre nul, et donc le systéme
considéré est IR™-observable.

ITII.1.15. Remarques

1) Au lieu de développer adj A()A,u) par rapport a la variable u,
comme nous l'avons fait dans III.1.10., on peut obtenir un dévelop-
pement par rapport & A et ainsi établir d'autres critéres de R~
observabilité que nous ne donnerons pas ici.

2) Parallélement & 1'étude sur la contrdlabilité, il est possible
d'introduire la notion purement algébrique de "faible observabilité":
le systéme (2), (4) est "faiblement observable" si :

rangc tN(u) =n

t t

. t t n-1 ¢
oti N(u) est la matrice polynomiale [ H(u) “B(u) H(u) ... B(n) "H(u)]

IIT.2. Le systéme différentiel dual et les relations de dualité
ITI.2.1.

Pour des raisons de commodités que nous avons déja signalées dans
1'introduction de ce chapitre, nous considérerons dans ce paragra-
phe une sortie ne comprenant pas de retards (i.e. Hi =0
i=1,...,m.)

Pour leurs études sur la dualité, Delfour et Mitter [1972] ont
considéré des équations différentielles héréditaires. Moyennant
quelques substitutions appropriées dans leurs formules, nous pré-
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senterons ici le systéme dual "contrdlé et observé” qu'ils ont in-
troduit. Ce systéme différentiel gue nous nommerons dual, est dé-
fini sur un certain intervalle [o,k], ol nous supposerons, pour
simplifier 1'exposé de ce paragraphe, k entier, et ceci sans que
cela ne restreigne les résultats obtenus. Ce systéme est donné

par les relations suivantes

3

(30) z'(t) = - ) tBi z(t+i) + tHo d(t) pour t€ [o,k]
i=o tel que t+i < k

(31) 3(t) = tc z(t)
avec
z(t+i) = 0 pour t € [0,k] tel que t+i > k
(32
k) =
z (k) zk

Dans ce qui précéde, z(t), u(t) et ;(t) gont respectivement des

vecteurs de IR?, IRP et IRY. Les matrices Bi(i=o,...,m), H et C

ont été définies dans le chapitre O. La fonction u(.) est dite
controle admissible, si elle appartient a 1l'espace des fonctions
de carré intégrable L2 sur un intervalle fini a valeurs dans IRP.

Pour tout contrdle admissible u(t), te [T,k], le systéme différen-
tiel (30), (32) a une solution unique absolument continue sur [T, k].
La solution z(T,k,zk,ﬁ) de ce systéme & un instant T, pour la con-
dition initiale (32) et le contrdle admissible u, est donnée par

k

(33) z(T,k,zk,G) = Z(k-T)zk+ z(s-T)tHo u(s) ds
T

ol la matrice fondamentale Z(t) = tx(t).

111.2.2. Note

Le systéme dual est régi par une équation différentielle linédaire &
arguments avancés. Si nous avions considéré une sortie comportant
des retards, il apparaitrait dans 1'équation duale (30) des contrd-
les & arguments avancés. Signalons que les résultats que nous al-
lons établir, s'étendent aisément & de tels systémes, et que c'est

- 76 =



pour ne pas trop en alourdir la présentation que nous avons fait

la restriction signalée plus haut.

I1T.2.3.

Comme pour les solutions du systéme (1), nous nous retrouvons de-
vant un probléme de manipulation des solutions (33). Nous procéde-
rons donc comme dans le chapitre O et introduirons un systéme dif-
férentiel ordinaire associé a ce systéme dual. Mais nous le choisi-
rons de telle facon que la dualité se retrouve également au niveau

des systémes ordinaires associés.

Pour une solution z(t) du systéme (30), (32) et un controle admissi-

ble u(t), introduisons les transformations suivantes

(34) 2z, (t) = z(t-i+1)
) ) pour te[k-l,k] i=1,....k
(35) ui(t) = u(t-i+1)
Notons Ek(t) et Q(t) les vecteurs respectivement de H!nk et Blpk
™~ 7 .
zk(t) uk(t)
z, (t) = . v(it) = .

_Zl(t)‘ Lul(t)J

Pour te[k-—l,k], Ek(t) vérifie le systéme :

~ t o~ t/\ ~
) L&) _ Az ) + YEVe)
dt
ou les matrices Ak et ﬁk sont celles données dans les chapitres
précédents, avec pourtant H, = o, i=1,...,m.

Par ailleurs, la continuité des solutions (33) nous donne :

~

Zi+1(k) = zi(k—l) i=1,...,k-1

Cette condition peut s'exprimer en fonction dqu systéme (36) par

_ o ~
~ t ~ _ )
(37) zk(k) - Iy Zk(k—l) = .
o)
b4
k
L
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ITII.2.4. Remarques

1) On peut vérifier aisément qu'il y a uné correspondance biuni-
voque entre les solutions du systéme (30), (32) et celles du sys-

2) Grace aux changements de fonctions (34) et (35) un peu parti-
culiers, nous avons obtenu comme systéme ordinaire associé au sys-
téme dual (30), le systéme dual du systéme ordinaire associé au
systéme de départ (1), (3), ol nous supposons la fonction initiale
¥ nulle.

Un certain nombre de questions, par exemple la IR™_contrélabilité
et la IRM-observabilité du systéme dual (30), (31), peuvent étre
étudides facilement 4 l'aide du systéme associé (36), (37) que nous
avons introduit. Nous présenterons rapidement dans la suite quel-
ques résultats concernant ces questions, sans toutefois en donner
les démonstrations; les raisonnements utilisés ici sont en effet
én tout point identiques & ceux employés précédemment dans 1'étude
du systéme a retards (1), (4). '

III.2.5. Ensemble d'accessibilité du systéme différentiel dual

1) Les solutions du systéme (36) sont pour t¢€ [k—l,k] :

t

- tAk(k—t)~ tAk(S—t) - ~
Zk(t) = e Zk(k) + e Hy V(s) ds

k

Nous en déduisons une expression de la solution z(T,k,zk,a), par

J éme

projection sur la composante :

~

z(T,k,z ,G) =1 (T+k-j) pour t¢ [j—l,J] avec o <« j < k

K j %k
ou Ek(t) doit vérifier la condition aux frontiéres (37).

2) La matrice fondamentale Z(t) a pour expression, pour t e[j—l,j]
ol o< j <k :

t
Ak(t—j+1)

e tG tE

2(8) = Ly _y41 k

k
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On peut vérifier directement avec 1l'expression de X(t) obtenue
dans 0.2.5., que
z(t) = “x(t)

3) Introduisons l'ensemble d'états accessibles :

:RO(T) = {ze IRn/z = 2(T,k,0,u), 4 € L2((T,X); ;RP) }

Dans une démarche similaire 3 celle du paragraphe I.2., nous pou-
vons obtenir une caractérisation algébrique de cet ensemble : pour

hY

7€ [j-1,j), ol j est un entier appartenant a ]o,k], on a :

(40) 326('1') =1L, %6, < %A, | ¥

k x| #x>

III.2.6. Compléte R"-contrdlabilité du systéme dual

Pour un systéme a arguments avancés de la forme (30), on peut éga-
lement distinguer la contrdlabilité fonctionnelle et la IR"-contré-
labilité. On voit de facon immédiate que le systémg'(30) est complé-
tement IRDM-contrdlable &4 t = T si et seulement si SKQ(T) = RD.
Moyennant 1l'expression (40), la compléte IRP-contrdlabilité a

l'instant T ¢ [j-1,j) ot o < j< k, est équivalente & 1l'égalité :

Soit T ¢ R—j, k-j+1) avec j un entier tel que o < j < k. Pour 1'é-
tude de la IRM-observabilité sur 1'intervalle [T,k], considérons
le systéme

az,(t)
3 " _ t = tn _
. Ay Zy(e) + THy V() te [k-1,k]
-~ t > _ t z
zJ_ (k) - JJ. zj (k-1) = Ej k
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Nous y ajouterons 1l'équation de sortie suivante :

~ t ~

Y.(t) = D, Z,(t

J ) J J )
P‘~ 1

(t
YJ )
ou Yj(t) est le vecteur de IRr:i .

§l(t)

avec §i(t) = y(t-i+l),

pour te [k-1,k] et i =1,...,]

En raisonnant comme nous l'avons fait dans le paragraphe III.1.,
il est possible d'établir que le systéme différentiel (30), (31)
est IRM-observable sur 1l'intervalle [T,k], ol Te [k-j, k-j+1)

avec j entier tel que o < j < k, si et seulement si :

nj
() Ker(tD. Bal-l ts tp ) -0
i M i I

i=1

IITI.2.8. Conséquences

1) On retrouve la dualité établie par Delfour et Mitter [1972], a
savoir : le systéme (1), (4) est IR"_contrdlable & l'instant T
(respectivement IRD-observable sur [o,T]) si et seulement si le
systéme (30), (31) est IRP-observable sur [o,T] (respectivement
IRP_contrdlable & T=0). En effet, cette propriété se déduit des

constatations suivantes :

-l nk
_ t. ti-1 t, t
* [Ek G, <A, | Dy >J_ Ker( D A Gy Ek)
i=1
nk n
e t, t £, 1t
* Iker(m a7 6 F) | = R To < Tal Hy>

i=1
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2) Notons que, en utilisant les résultats de III.2.6., on peut
obtenir de fagon identique au théoréme II.1.17., une décomposition
canonique pour les systémes de la forme (30) non complétement
IRP-contrdlables.

Par conséquent, en raison de la dualité signalée ci-dessus, nous

en déduisons que les systémes & retards (1), (4), non IR™-observa-

bles sont également décomposables en une "composante IR-observa-

ble" et une "composante non R "-observable".

3) Par dualité, on peut de méme établir une décomposition des sys-
témes scalaires & retards (1), (4) faiblement inobservables, dont
la définition a été donnée en III.1.15.(2).
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CHAPITRE IV - Réalisation

- e - —

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons au probléme de la réali-
sation d'une relation "entrée-sortie" : cela consiste a trouver, a
partir du comportement 4d'un systéme physique connu par ses 'causes"
et ses "effets" et par le fait qu'il est régi par des équations a
retards (1), (4), un systéme 4'équations (1), (4) de dimension mini-
male se comportant de facon identique du point de vue des entrées

et des sorties que ce systéme physique.

Nous avons vu au chapitre II qu'en introduisant un opérateur de
retard, le systéme différentiel a retards (1), (4) se comporte comme
un systéme défini sur 1l'anneau IR [p]des polyndmes en u a coeffi-
cients dans IR. Un certain nombre d'auteurs ont ainsi étudié récem-
ment le probléme de la réalisation pour une classe plus large de
systémes différentiels définis sur un anneau commutatif (par exem-
ple sur 1l'anneau des polynomes & plusieurs indéterminées), incluant
entre autres les systémes différentiels & retards. Citons particu-
liérement les travaux de Kamen [1975], Morse [1976] et Sontag
({19767, [1977], [1978]).

Dans notre étude nous utiliserons une approche plus directe du pro-
bléme de la réalisation; c'est ainsi que dans un premier paragraphe
nous examinerons quelques questions spécifiques des systémes a re-
tards, non encore abordées jusqu'i présent :.nous déterminerons en
particulier la matrice impulsionnelle de tels systémes (Proposi-
tion IV.1.2.).

Dans le second paragraphe, nous nous intéresserons & la construc-
tion d'une réalisation et au probléme de la minimalité. Cliff et
Burns [1978] dans un papier récent ayant obtenu une construction
analogue & la ndotre, nous nous contenterons de présenter rapide-
ment cette construction. Nous donnerons ensuite une condition né-
cessaire de minimalité (Théoréme IV.2.6.) ainsi qu'un critére de
minimalité pour la classe des réalisations scalaires (i.e. p=r=1)

(Théoréme IV.2.11.).



IV.1. Matrice impulsionnelle et matrice de transfert

La probléme de la réalisation, que nous définissons dans le para-
graphe suivant, nécessite la donnéé'd'uné relation "entrée-sortie".
Parallélement au cas des équations différentielles ordinaires, nous
considérerons la commande u comme variable d'entrée et la fonction
d'observation y comme variable de sortie. Pour une double condition
initiale (onp) nulle, la sortie y(t) du systéme a retards (1), (4)

défini en 0.1.1., est donnée par :

t-1i

(41) y(t) = Hi X(t-i-s) Cu(s)ds.

3

O

IV.1.1. Définitions

1) Considérons la commande suivante :

o<t< ¢

o =
0]

hy
\ .eme
ou ej est le j vecteur

ub(t) = ]
] de base de IRT

o)

e<t

Nous appellerons jeme impulsion unitaire a l'origine la limite

u?(t) de u§(t) quand ¢ tend vers o.

2) Nous nommerons matrice impulsionnelle 1l'application W(t) de IR

dans & (IRY, RP) déterminée expérimentalement en appliquant succes-
sivement les r impulsions unitaires a l'origine et en observant

les sorties (41) correspondantes.

Utilisons cette "définition" pour établir explicitement la matrice

impulsionnelle :

IV.1.2. Proposition

La matrice impulsionnelle W(.) est l'application de IR dans
58 (IRY, RP) définie, pour Te€ [k-1,k) ol kG_]N*, par
j (k)

W(T) = %

_ H, X(T-i) C
1=0

ou j(k) = inf(k,m).
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Preuve
Nous examinerons le cas ou k) m; le cas ou k ¢m s'effectuera de

facon identique. Considérons les r commandes ut (.) (i=1,...,r) aé-

3

L]
finies ci-dessus. Comme nous faisons tendre £ vers O, nous pouvons
supposer que :
O<e < T-k+1

La sortie y§(T) relative a la commande uf(T) aura pour expression

i

€

o =

€ .
T = H. X -1 C .
yJ( ) i (T~i-s) ey ds

[N =

i=o
o]

Notons que T-s¢ [T—e,T]. Comme par ailleurs nous avons supposé

€ < T-k+1, il est clair que : T-s¢ [k~1,k). En utilisant 1'expres-
sion (16) de la matrice fondamentale (cf. 0.2.5.), la sortie y?(T)
s'écrit encore :

Ak_i(T—l—s—k+1)

H, E e F Ce

m
. i Bxoi Ckog x-i € %3

M|

yE(T) =
J 1=0
o]

La sortie yJ(T) correspondant a 1l'impulsion unitaire est donc :

v, (T) = lim yS(T)
3 ero

m A (T-i-k+1) -s A,
e K-1 lim%- e K-ip Cej

- i

i=o E+O

Finalement la sortie yj(T) s'exprime :

A, (T-i-k+l)

e Fk—-icej

ne—d

vy = L Hy By Gy
1=0

C'est-a-dire, en utilisant la formule (16) une seconde fois :

3

yJ.(T) = Hi X(T-1) Cej

i=o

La sortie yj(T) nous donne la Jeme colonne de W(T); en appliquant
ainsi les r impulsions de base, nous obtenons bien 1l'expression

donnée dans la proposition.
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IV.1.3. Remarque

La matrice W(t) détermine totalement la relation 4' "entrée-sortie"
considérée dqu systéme, pour une condition initiale (xo,w) nulle.
Pour une commande donnée u(t), en utilisant le fait que X(t) = o

pour t <o, la sortie y(t) donnée par (41) s'écrit

t
y(t) = W(t-s) Cu(s) ds

Etant donné le produit de convolution rencontré dans la remarque
précédente,on est amené a travailler dans l'espace des transformées

de Laplace. Nous noterons :

[e o)

L) = e %e(r) at

IV.1.4. Proposition

La relation d' "entrée-sortie" (41) s'écrit dans l'espace des

transformées de Laplace :
Ly] 0 =Lmionx Lujn

Démonstration

La transformée de Laplace de la sortie (41) s'écrit

© m t-i
‘5€ [Y] (A) = e Mt ( H, X(t-i-s) Cu(s)ds) dt
i=o
o o
Comme X{t-i-s) = o pour t-i< s, elle s'exprime encore
ii[y](x) = I < e ( H, X(t-i-s) Cu(s)ds) dt
i=o
o o
En utilisant une nouvelle fois le fait que X(t-i-s) = o pour t< s+i

mais cette fois-ci dans la premiére intégrale, il vient que :

( e—At< Hy X(t-i-s) Cu(s)ds)dt)

s+i o

LIyI0 =

-
N~ s
0
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‘Effectuons a présent le changement de variable suivant : T =t-i-s.
Nous obtenons :
[>2] [+ <]
e"“( e M H, X(T)CdT) x e u(s)ds
o

o] o

[ =

Lyl = '

e

. m
D'aprés IV.1.2., nous avons (f[w] ) =3 oM Hiée[x] (\).c
i=o

Par conséquent, l'égalité ci-dessus devient :

L ly]jon = Lwlonx LLuln.

La nouvelle relation "entrée-sortie" obtenue dans cette proposition
posséde un avantage d'ordre pratique par rapport a la relation (41)
en effet, si on considére une commande u(t) définie sur R, la
transformée de Laplace de l'observation correspondante est obtenue
aisément par la multiplication de la transformée de Laplace de la
commande par la transformée de Laplace de W(t). Parallélement a la
terminologie des systémes ordinaires, la transformée de Laplace de
la matrice impulsionnelle est appelée fonction de transfert. Nous

venons de voir que :

e m BxIM)x ¢

LWy =

I o3

i=0

Or, nous avons vu dans 0O.l1.4. que :

Lrx1m =2t .
La fonction de transfert que nous noterons G(A), a donc pour expres-
sion :

(42) ch) = m(e™) [r1-Be™] ! e

IV.1.5. Remargques

1) L'expression (42) de la fonction de transfert semble proche for-
mellement de la fonction de transfert obtenue dans 1l'étude de la

réalisation des systémes ordinaires. Mais en utilisant la propriété
algébrique signalée par Manitius et Triggiani [1978], que nous avons
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rappelée dans la démonstration III.1.11. nous voyons en fait que
notre matrice de transfert G()) se comporte pratiquement comme la

matrice polynomiale en deux indéterminédes G()\,u) suivante :

(43) G(A,u) = v [r1-B(w] ! ¢

ol les variables ) et y sont indépendantes, et B(y) = Bo+uB1+...

...+um Bm. L'approche de telles matrices est relativement peu aisée :
il n'est que de noter, par exemple, que les résultats d'équivalence
pour de telles matrices ne semblent pas pouvoir étre obtenus a l'ai-
de de la théorie des diviseurs élémentaires comme dans le cas de
matrices a une indéterminée. Cependant, la théorie des modules, mal-
gré le probléme de l'existence des bases, permet une approche inté-

ressante.

2) Notons qu'une transformation linéaire de r" de la forme x = Tx

laisse la matrice de transfert G()) invariante.

IV.2. Existence et probléme de la minimalité d'une réalisation

Considérons un systéme physique & r grandeurs d'entrée et p gran-
deurs de sortie, régi par un systéme a retards (1), (4) défini en
0.1.1. Comme nous l'avons vu précédemment, nous pouvons obtenir

sur lui un certain nombre de renseignements en nous livrant a 1'ex-
périence suivante : si nous appliquons successivement les r comman-

des définies par :

ei t >o
ui(t) = i=1,...,r

o t<o
la matrice impulsionnelle W(t) pourra étre déterminée. Il est éga-
lement possible en se placant dans l'espace des transformées de

Laplace d'établir directement la matrice de transfert G()\).

Une relation "entrée-sortie" étant ainsi donnée, le probléme de la
réalisation consiste & construire un systéme a retards de la forme
(1), (4) qui la réalise de telle facon que 1l'espace d'état RP soit

de dimension minimale.

L'utilisation de la matrice impulsionnelle comme relation "entrée-
sortie"” semblant moins facile, nous lui préférerons la matrice de

transfert dans la suite de notre travail.
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Intéressons-nous au probléme de 1l'existence d'une réalisation :
pour 1'étude de cette question, nous avons construit explicitement
une réalisation. Une publication trés récente de Cliff et Burns
[1978], parue lors de la rédaction de notre travail donne une cons-
truction analogue 4 celle que nous avons obtenue; nous ne dévelop-
perons par conséquent pas longuement cette question et nous nous

contenterons de présenter rapidement cette construction.

Nous considérerons une matrice de transfert de la forme :

3
—

a3l ™

n-1 N . ) o-iA
=i 3 _ ()

n Q(A)
o ( j=1 13 )

[
(o]

(44) G(\) =

i

ou T sont des matrices réelles de dimension px r,

ij
i3

Cette matrice de transfert est celle d'un systéme différentiel ne

et b sont des scalaires réels avec boo = 1

comportant pas de retard ni dans le controle, ni dans la sortie, et
un seul retard dans la variable d'état. (i.e. B, =0 i=2,...m et
Hi=0, i=1,...m,). Elle peut étre obtenue au moyen d'une généralisa-
tion de l'algorithme de Fadeev (voir Gantmacher [1957]).

Formulons & présent le probléme de l'existence d'une réalisation,

que nous considérons.

IV.2.1. Probléme

Etant donné une matrice de transfert G(\) de la forme (44), trouver
des matrices (p x n) Hi(i=o,...,m), des matrices (n xn) Bi(i=o,...m)
et une matrice (nxr) C telles que la matrice de transfert du sys-

téme correspondant (1), (4) soit la matrice G()).

Examinons dans un premier temps le cas ol la matrice de transfert
est scalaire (i.e. p=r=1): nous étendrons ensuite les résultats ob-
tenus au cas général ol p et r sont des entiers quelconques;

Soit une matrice de transfert G(A) scalaire : les matrices T

ij
seront réduites & des scalaires que nous noterons pour l'occasion
4"} n n
tij' Définissons les matrices Bi' Hi et C suivantes :
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v
Les matrices B, de dimension ( n x n) sont données par :

[~ 3 ~ -\
(o] 1 (o] 4 (o) o e O o o)
L4
. . = . . . ‘ R
n . A"}
B = ’ * B = ¢ .
o ' . = O i ,
(o] . . v o1 fo) fo) .
—b ‘_b "'—b - Y - - P )
on ~on-1 olj i bin bjj 0 °
.

pour i =1,2,...,n

N
Les matrices Hi(i=o,1,...,n~1) de dimension (1 x n) sont :

Y]
H, = . , I .o
i [tln—l t1n—2 t11 °© o]
4
et la matrice colonne C de dimension (nx 1) est définie par

O

ol
Il

o
Ll

IV.2.2. Proposition (Cliff et Burns [1978]).

Pour une matrice de transfert scalaire G()) de la forme (44) et

our les matrices (E % B¢ ﬁ H H ) défini i-dessus
P atri o'Byre--B CH L H oo HY éfinies ci- s

le systéme différentiel de la forme (1), (4), obtenu & partir de ces

’\J r 4 ] 3
matrices, en supposant m=n et Hn=0, est une réalisation de G(}).

IV.2.3. Remarqgques

1) La réalisation scalaire que nous avons présentée est de dimension
n, ou n est le degré du dénominateur Q(\) de la matrice de transfert.
Rappelons i ce propos que pour un polynome de la forme

n .
T(A.z) = £ T;Q) et?
i=o
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le degré de T(),z) est défini par :

deg T(A,z) = max {i + deg T}
2) Cette réalisation est complétement R™_contrdlable pour tout
T positif (voir par exemple Manitius [1976]).

3) La méthode de construction d'une réalisation, exposée ci-dessus
peut étre étendue a une classe plus large de matrices de transfert
de la forme :

n-1 n-1
I . tij An—j-l) e-iA
S = iz J=o
n o
) z bij \P-d )e_ix
i=o j=o0
avec les mémes hypothéses sur tiJ et biJ que précédemment.

Il est également possible de construire des réalisations présentant
des retards dans le controle et pas dans la sortie (voir Lee
[1976]). D'autres problémes de réalisation ont été considérés, par
Kamen [1975] et Sontag D976] par exemple, qui ont employé des mé-
thodes purement algébriques basées sur la théorie des modules pour
leur résolution.

4) Cliff et Burns [1978] ont également établi une réalisation ne
comportant pas de retards dans le controle et la sortie, et un

seul retard dans la variable d'état. C'est donc une construction
intéressante bien que complexe et moins "économique" puisque sa

dimension est Hl%ill

IV.2.4. Généralisation

Considérons & présent une matrice de transfert G(A) définie par
(44) avec p et r entiers quelconques. Une réalisation sera donnée
par les matrices suivantes :
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.0 Q++*0"*0 Q O--

O--

i
$
Ol.no

. ‘0
0 Clr

O+ ++ 0
. ‘0
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ou les matrices B?z(i=o,.;.,n), H?l(i=o,.;.,n-1),et Ckz sont celles

gue nous avons obtenues comme réalisation scalaire de 1l'élément
gkl(x)’de la matrice G(A).

Dans le premier paragraphe nous avons associé a tout systéme

[Hi' B, c] (i=o,...,m), du type (1), (4) une matrice de transfert
G(A). Nous venons de présenter la construction d'une réalisation

de la forme (1), (4) a partir d'une matrice de transfert G(A) donnée
par (44). Examinons & présent le probléme de la minimalité 4'une
réalisation.

IV.2.5. Définitions

1) Considérons la réalisation [Hi' B,, C](i=o,...,m) de la matrice

il
de transfert G(A). La dimension de la réalisation est la dimension
des matrices carrées Bi'

Une réalisation est minimale si elle est de dimension minimum.

2) Une réalisation est n%n-canonique si elle est complétement yi
contrdlable et IRP-observable.

Une réalisation est faiblement canonique si elle est faiblement
controlable et faiblement observable (cf. II.l.1l.et III.1l.15.)

Les décompositions des systémes différentiels R™-incontrélables
et IR"-inobservables que nous avons établies dans les chapitres
précédents, nous donnent une condition nécessaire de minimalité.

IV.2.6. Théoréme

Si une réalisation est minimale, elle est IRn—canonique.
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Démonstration

Considérons une réalisation [Hi,Bi,C](i=o,...,m);d'une matrice de

transfert (42). Supposons qu'elle ne soit pas IR"-canonique. Suppo-
sons la par exemple n%n—incontrélable: le cas ou elle n'est pas

R"_observable se traite de facon analogue.

D'aprés le théoréme II.1.17., il existe une matrice inversible P

telle que pour i=o,...,m
~ 7 r—~
Bil gl? L]
. o
= _ -1 _ =~ B
Bi—PBiP = | C=PpPC =
o) p22 o
L * -
et H, =H Pl = [Hl 32]
i i i
. 511 12 22 . . . .
ou Bi , Bi ' Bi sont des matrices de dimensions respectives
(n, x nl), (n1 x(n—nl), ((n—nl)x (n—nl)).
Les matrices Cl, Hi, Hi sont respectivement de dimensions (nlx rj,
(p an) et (p x(n—nl)). En outre, nous aurons : n1< n, ou n est

la dimension de la réalisation. D'aprés la remarque IV.1.5., la

matrice de transfert G()) est égale & la matrice G(}).

or, G(1\) = Hl(e_x)[AI-Bll(e—Aﬂ -1l

ol les matrices Hl(e—x) et Bll(e_x) sont définies par :
Hl(e_k) - ul 4 e_le +...+ e Mt gl
o 1 m

plle=dy = pll 4 oA gll 4 4 o~MA pll

o) 1 m

Par conséquent, le systéme [Hi, Bil

conde réalisation de la matrice de transfert G()), et est de di-

, Cl] (i=o0,...,m) est une se-
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mension inférieure a la réalisation [Hi' B, . C] que nous avions
considérée.Cette derniére n'est donc pas minimale, ce qui achéve
la démonstration du théoréme.

IV.2.7. Propriétés - Rappels

1) La réciproque du théoréme précédent n'est pas vraie : donnons
en effet un exemple (emprunté & Cliff et Burns [1973]) de réali-
sation canonique et pourtant non minimale. Considérons la matrice
de transfert
-A
G() = lLre

A2+ 1+ 2e”

At e'2A

Nous savons d'aprés le théoréme IV.2.2. construire une réalisation
de dimension 2. Par ailleurs, le systéme [Ho' B, By, c] suivant
constitue également une réalisation de la matrice G(}A) ci-dessus.

(o] 1 o o o (o) o
Bo = -1 o o B1 = -2 o =1 C = 1
lo} o (o) o 1 (o) o)

En utilisant les deux théorémes II.1.10. et III.1l.13., on vérifie
aisément que ce systéme est complétement IRP-contrdlable et IRP-
observable. La réalisation est cependant de dimension 3 et donc

non minimale.

2) Remarquons également qu'une réalisation non minimale n'est pas
unique.

3) L'approche purement algébrique basée sur la théorie des modules,
employée par certains auteurs (Kamen [1975], Morse [1976], Sontag
[1976] par exemple) a incité ces auteurs & introduire une contro-
labilité et une observabilité algébriques : Un systéme (1), (4) est

contrdlable si <B(u)| > = mP[u] et observable si
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!E} Ker (H(yp) Bi_l(ﬂ)) = 0; rappelons que nous avons noté H!n[u]
le module libre des IR [y]-matrices de dimension (nx 1) . Une réali-
sation contrdlable et observable est dite canonique. Morse [1976]

a établi que les réalisations canoniques d'une méme matrice de
transfert G(A) sont isomorphes dans R™[,] (i.e. par un isomorphis-
me de R™[u]), et que ce n'est pas le cas des réalisations mini-
males. En outre, les réalisations canoniques sont minimales, mais

la minimalité n'entraine pas que la réalisation soit canonique.

Dans son article, Morse a également introduit une notion de contrd-
labilité plus faible que celle donnée ci-dessus : la "faible con-
trolabilité" que nous avons définie en II.1.11., et dont la termi-
nologie se trouve ainsi justifiée. Il a mis en évidence une autre
condition suffisahte de minimalité : une réalisation est minimale

si elle est observable et "faiblement controlable".

IV.2.8. Remarque

Nous avons vu en II.1.11; que la "faible contrdlabilité” (respec-
tivement la "faible observabilité") implique la IR™-contrdlabilité
(respectivement la IRP_observabilité). Par contre il faut noter
qu'aucun lien n'a été jusqu'd présent mis en évidence entre les
notions algébriques présentées précédemment et les concepts de
contrdlabilité fonctionnelle ou de L?_contrdlabilité (voir Mani-

tius et Triggiani ([1978]).

Nous avons rappelé une condition suffisante de minimalité (Proprié-
tés IV.2.9.(3)) obtenue par Morse [1976]; le théoréme IV.2.6. que
nous avons établi fournit une condition nécessaire de minimalité.
Devant la difficulté d'obtenir un critére complet de minimalité,
intéressons-nous & une classe particuliére de réalisations : les
réalisations scalaires (i.e. p = r = 1), pour lesquelles nous
établirons une condition nécessaire et suffisante de minimalité.

Présentons dans un premier temps deux résultats utiles a sa démons-

tration.



IVv.2.9. Lemme

Soient deux systémes différentiels (1), (4) donnés par [Hi' Bi' C]
(i=o0,...,m) et [ﬁi’ E;,‘E:](i=o,...,ﬁ) tels que leur matrice de
transfert vérifie

G(A) = G(})

alors on a :
G(A,u) = G(A,n)

ou  G(A,u) H(u) [AI - B(u)]_1 C

avec U indépendant de A

gouw = B i - Bt @

Ce lemme se déduit immédiatement de la remarque IV.1.5.(1). Il est,
ainsi que le résultat qui suit, valable pour des systémes ou p et r
sont des entiers quelconques.

IV.2.10. Proposition

Soient deux réalisations[:Hi, Bi' C](i=o,...,m) et [Ei’ Ei' E]

(i=o, ...Mm) de dimensions respectives n et n d'une méme matrice de
transfert (i.e. G(A) = G())). Si ces réalisations sont toutes deux

"faiblement canoniques", alors on a :

n = n.

Démonstration

Considérons les deux réalisations données dans 1'hypothése. Le
lemme IV.2.9. nous dit que : G(A, ) = a(k,u). Par conséquent, les
décompositions de G(A, u) et de E(X,u) obtenues dans le lemme
IIT.1.12. sont égales; cela se traduit par

(45) H(n) Bk(u) C = fi(u) ﬁliu) ¢ vueC, vk = o,1, ...

Rappelons que nous avons introduit dans les chapitres précédents

les matrices :
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[c. B(w €, ... 8% (w c]

M(u)

t

et N(w = Fa(w, TBmwtam, ...,

B 1w Taw]

n, n, \
Notons M(u) et N(u) ces matrices obtenues a partir de ﬁ(u), g(u)
N
et C.

Formons également les matrices :

N (w) M)

S (n)

et g(u)

N (W) M(n)

N
Remarquons que les matrices S(u) et S(u) sont des matrices de
Hankel; par exemple, la matrice S(u) de dimension (n px nr) est

donnée par :

H(u C H(W BOW ¢ . . . HO B
H(u) B(n) C H(u) B2(w) C ‘

S(u) = ) '
H(w B 1w ¢ H(w B ¢ . . . H(» B () ¢

Les deux réalisations considérées étant "faiblement contrdlables"
(respectivement "faiblement observables"), nous avons :

A"
rangi_M(u),= n et rangaLM(p) = n (respectivement rangC'tN(u) = n

et rang<Et§(u) = g ). Par ailleurs, l'égaliFé range M(4) = n, par
exemple, entraine que le rang de la matrice numérique M(u) est égal
4 n pour tout u € € , excepté un nombre fini de points (voir Mani-
tius et Triggiani [1978]).

On peut donc appliquer 1'inégalité de Sylvester :

rangi_M(u) + rang ¢ tN(u) - n< rangc_S(n) < min (rang( M(y),
rang . “N(W)),
et par conséquent,

rang o S(y) =n
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- n
On montre de méme que rang . S(y) = H.

4"
Supposons n) n. On peut considérer les deux matrices suivantes :

n,
Mot o= (M, 8% %, ..., 31w ¢

-1

~ n ~ ~ n ~
Nw* = [N, By Hww, ..., CBay T ]

n, n 4"
Notons S(u)+ = tN(u)+ M(U)+

n "
I1 est clair que rang - S(u)+ = n. Par ailleurs, d'aprés les égalités

n,
(45),les matrices de Hankel S(u) et S(u)+ sont formées des mémes
y
éléments. Par conséquent, l'hypothése n > n est impossible; de méme
on peut montrer que R > n est impossible. Nous avons donc finalement

1'égalité :

"
n=n

Nous sommes a présent en mesure d'établir, pour la classe des réa-
lisations scalaires, le critére de minimalité suivant :

IV.2.11. Théoréme

Une réalisation scalaire (i.e. p = r = 1) est minimale si et seule-
ment si elle est faiblement canonique.

Démonstration

- — s s G i 2 s e

1) Condition nécessaire
Considérons une réalisation scalaire non faiblement canonique; par

exemple supposons la faiblement incontrélable (le cas faiblement
inobservable se traite de fag¢on analogue). La proposition II.1.15.
que nous avons établie, nous donne une décomposition des systémes
scalaires faiblement incontrdlables. En raisonnant comme pour le
théoréme IV.2.6., nous en déduisons qu'il existe un systéme de di-
mension inférieure ayant la méme matrice de transfert. La réalisa-
tion que nous avons considérée, n'est donc pas minimale.
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2) Condition suffisante

Considérons une réalisation [Hi, Bi’ C] (i = o,...,m) de dimension

n, faiblement canonique. Supposons la non minimale.

. s s , N Y . o,
Il existe donc une autre réalisation [Hi, Bi, C] (i =o0,...,m),

minimale de dimension N < n, de la méme matrice de transfert.

La condition nécessaire que nous venons d'établir affirme que la

’ . . Y Yy . . .
réalisation [ﬁi, Bi' C] est faiblement canonique. Donc, en utili-

o Y .
sant la proposition IV.2.10., nous voyons que n = n. Nous aboutis-
sons a une contradiction, et par conséquent la réalisation initiale

2, B, C ] est minimale.

Ce qui achéve la démonstration de notre théoréme.-
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