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INTRODUCTION

La théorie du contrôIe optimal pour des systèmes guidables à re-

tards a été I 'obJet  de nombreuses recherches durant  les quinze

dern ières années et  p lus ieurs ouvrages et  ar t ic les récapi tu la t i fs

ont  é té publ iés.  S ignalons pr inc ipa lement  I 'ar t ic le  de Manl- t ius

I tg l ; ]  
" t  

I 'ouvrage de Gabasov et  K i r i l lova [ fSZf ]  .

Ces systèmes guidables sont  rég is  par  des équat ions d i f férent ie l les

à retards,  c ,est -à-d i re  dont  1 'évolut ion dépend du passé :

r ? ( t )  =  f  ( t , x ( t ) , x ( t - 1 ) ,  .  -  - , x ( t -m)  )

On peut trouver les principaux résultats de la théorie générale de

ces équat ions dans les l lv res de Bel lman et  Cooke [ fgef ] '  Halanay

I rgoo]  " t  
Hare f rszr ] -

L , in té rê t  qu 'on t  susc i té  l es  sys tèmes  à  re ta rdses t  l i é  à  l eu r  u t i -

l isat ion f réquènte dans cer ta ines d isc ip l ines sc ient i f iques comme

l ,économie,  Ia  technologie et  sur tout  la  b io log ie où les appl ica-

t ions sont nombreuses (voir par exemple Manit ius [fSZ0] '  Yorke

f  rszrl).

Contra i rement  aux systèmes ord ina i res,  les systèmes d i f férent ie ls

l inéai res à retards,  de d lmension n possèdent  la  propr ié té su ivante 3

I ,ensemble des polnts  de IRn accesslb les à un instant  t  par  les so-

lu t ions de te ls  systèmes peut  ne pas êt re I 'espace IRn tout  ent ier '

ce phénomène appelé dégénéreseenee, mis en évidence par welss f1967]

et étendu au eas autonome par Popov lt} lZ) et Zverkin [fSZf] '  a été

largement  étudié et  a  susc l té  I 'u t i l isat ion de technlques in téres-

santes,  notamment  1 ' l -n t roduct ion d 'un système d i f férent ie l  ord ina i -

re associé de façon biunivoque moyennant une condit lon de contlnulté

(voir Popov ftslzl, charrier et Haugazeau frszs] ) '

- 7 -



Ce travail  est consacré
quidables à retards,  qu i

à l 'é tude des systèmes d i f férent ie ls
sont l inéaires et autonomes.

'* une des idées directr ices dans cette étude vient de ra eonstata-t ion su ivante :  pour  les systèmes guidables l inéai res ord ina i -res, un certain nombre de résultats intéressants (décomposit ion
canonique des systèmes incontrôlables, entre autres) reposentsur  la  caractér isat ion a lgébr ique du domaine de contrô lab l r i té-or ,  dans le  cas des systèmes guldabres à retards considérés,  lesp rop r ié tés  d 'access ib i l i t é  dans  r ,espace  euc r id ien  Rh ,  don t  ondispose actuerlement, sont formellement peu maniables et permet_tent  d i f f ic i tement  r ,obtent ion d,autres résur tats ,  par  exemprepour  r 'é tude de la  s t ructure des systèmes non rRn-contrô lab les.

Dans ce but'  de façon analogue au cas des systèmes différentielsl inéai res à retards,  on assoeie aux systèmes quidables à retards,un système ordinaire guidabre. Dans un premier temps on caracté_r ise I 'ensemble des états  accessibres par  les sorut ions de cesystème associé et  qu i  vér i f ient  J .a condi t ion de cont inu i té(Proposi t ion r .2-3. ) .  sur  cet te  formurat ion quoi .que t rès s imple,un certaln nombre de résultats peuvent être rus aisément, guipermettent notarnment la caractérisation algébrique du domaine deIRn-con t rô lab i l i t é  ( f héo rème I .2 .9 . ) .  On  en  t i r e  dans  une  seeon_de étape prus ieurs résur tats  s  en par t icur ler  un cr l tère de Rn_contrôrabir i té, dans une forme argébrique simple qui rend ainslson  u t i l i sa t i on  a l sée  ( fhéo rème f f . 1 .3 . ) .  Une  décompos i t i on  ca_nonique des systèmes guldabres à retards considérésr gui sontlR n-incontrôlables 
(question qui ne sembr.e pas avoJ.r été abordéeJusqu, ic i  dans la  l i t térature)  est  également  rendue poss ib legrâce aux propr ié tés d,accessib i l i té  a ins i  misesen év ldence( rhéo rème  r r . 1  . L7 . ,  .

*  Pour  les systèmes guidables l inéai res ord ina i res,  les problèmesd'observabi l i té  et  de réal isat ion sont  complètement  résorus i  eequi  n 'est  pas re cas pour  res systèmes guidabres à retards eon_sidérés '  r t  est  donc in téressant  d,étudi_er  la  rRn_observabi r i té
de ces derniers systèmes, êt ceci part lcul ièrement par une ap_proche anal0gue à cer le  ut i l isée Jusqu,à présent  dans ce t ravai r .
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En effet, orr obtlent aisément un'cri tère de lRn-observabil t té
( rhéorème I r r .1 .6. )  qu i  permet  la  déterminat ion a lgébr ique d 'un
ensemble d 'é tats  IRn- lnobservsbles.  Àf ln  de rendre poss lb le i
I 'extenelon des résuLtate obtenus pour  la  IRn-contrô lab i l t té
à  l ' é t ude  de  l a  rRn -obse rvab i l i t é  ( r r Ï . 2 . g . ) ,  oD  é tud ie  un  sys_
tème dual  en lu i  associant  un système ord inal re,  de te l le  façon
que la duarité se retrouve égarement au niveau des deux sys-
tèmes ord ina i res a ins i  in t rodui ts .

Par  a i l leurs,  les résul ta ts  a ins i  obtenus pour  la  rRn-observa-
b i l i té  et  la  IRn*contrô lab i l i té  permet tent  d 'aborder  le  problème
de la  réa l lsat ion,  e t  en par t icu l ier  la  quest ion de la  min ima_
l i t é  d 'une  réa l i sa t i on .  Une  cond i t i on  nécessa i re  de  m in ima l i t é
es t  donnée  (Théorème IV .2 .6 . ) .  eo rnme i l  semb le  d i f f i c i l e  de  ré_
pondre complètement à cette question, on considère une classe
par t icu l lère de réal isatLons,  1es réal isat ions seala i res,  pour
lesquel les on obt ient  un cr i tère complet  de min imal i té .  Dans le
cas des réal isat ions non scala i res,  un problème (parmi  d 'aut res)
reste donc ouver t  :  I 'obtent ion d. ,une condi t ion nécessai re et
suf f isante de min imal i té .

Le p lan de ce t ravai l  est  Ie  su ivant  :

Dans le  chapi t re  o est  présenté le  système guidable à retards consi -
déré a ins i  que Ie  système ord inai re qui  lu i  est  associé.

Au chapi t re  I  on caractér ise a lgébr j -quement  les ensembles d 'aeces-
s ib i l i t é  dans  tR 'n .

Les résul - ta ts  précédents sont  explo i tés dans Ie  chapi t re  I I  pour
1 'é tude de Ia  lRn-contrôIabi1 i té ,  e t  notamment  de la  s t ructure des
systèmes guidables à retards considérés,  qu i  sont  n tn- incontrôIa-
bles. on effectue un rapprochement avec une forme de contrôIabil i té
purement  a lgébr ique,  in t rodui te  par  Morse [ feZO].  Une contrô lab i -
f i té  par t icu l ière est  également  étuaiée :  la  nu l le  IRn-contrô lab i -
l i t é :  Le  souc i  de  s imp l i f i e r  l ' exposé  de  ce  t rava i l  m 'a  tnc i t é  à
ne pas fa i re  apparaÎ t re  de retards dans le  contrô le .  Cet te rest r ic -
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t i on  n res t  pas  f ondamen ta le :1es  remarques  r . 2 . r 2 . ( 21  e t  r r . 2 -7 .
(4 )  renden t  poss ib le  I ' ex tens ion  des ' résu l ta t s  p récéden ts  à  des
systèmes avec contrôIes retardés.

Le chapi t re  r I I  est  eonsacré à 1 'é tude de la  n]n-observabi l i té .
Des cr i tères de rRn-observabi l i té  sont  donnés;  on obt ient  d ,aut res
p rop r ié tés  ( r r r . 3 .8 . ) ,  pê r  dua l i t é ,  êD  é tud ian t  un  sys tème d i f f é -
ren t i e l  dua l .

Dans le chapitre rv on aborde le problème de la réalisation et en
par t i cu r i e r  l a  ques t i on  de  l a  m j_n imar i t é  d 'une  réa r i sa t j . on . -

10 -



CHAPITRE O -  Pré I im ina i res

Dans cet te  par t ie ,  nous in t rodui rons le  type d 'équat ion d i f féren-
t i e l l e  qu i  se ra  cons idé rée  dans  ce t te  é tude  a j -ns i  que  l es  d i f f é -
rentes hypothèses que nous y  a jouterons.

Dans un premier  temps sera donnée une représentat ion des so lut ions
de  1 'équa t i on  d i f f é ren t i e l l e  à  re ta rds  é tud iée .  S i  nous  ne  rappe-
rons  pas  I ' ex i s t enee  e t  1 ' un i c i t é  de  t e r l es  so lu t i ons ,  nous  pou -

vons toutefo is  ind iquer  au lecteur  que c 'est  un problème qui  a  été
longuement  abordé,  dans de nombreux ouvrages ou ar t ic les consacrés
aux  équa t ions  d i f f é ren t i e l l es  à  re tà rds  (Banks  I f eOA l ,  cha r r i e r

I t s l z f ,  pê r  exemp le ) .

Le second paragraphe sera consacré à l ' in t roduct ion d 'un système
part icur ier ,  dû à I 'or ig ine à popov l ts lz l ,  e t  mj-s  en forme de fa-

çon in téressante par  Charr ier  e t  Haugazeau f tSZS]  , .  nous nonrmerons
ce système,  système ord j -na i re associé.  comme son nom I , ind ique,  i l

aura pour  but  essent ie l  de s impl i f ier  le  problème;  nous donnerons
en par t icu l ier  une express ion de Ia  so lut ion fondamenta le qui ,  à
I ' o r i g ine ,  é ta i t  d . rune  man ipu la t i on  peu  a i sée .

o .1 .  Le  sys tème d i f f é ren t i e l  gu idab le  avec  re ta rds .  No ta t i ons

O.  1 .1 .  Le  sys tème  qu i

régi  par  une équat ion

retards

fe ra  I ' ob j e t  de

d i f f é ren t i e l l e

notre étude sera

I inéai re autonome

un système

à  p lus ieu rs

(1 )  x ( t ) B i *  ( t - i )  +  cu  ( t )  pou r  t  ç  [  o ,T ]
m

=E
i=o

(3 )
fxto)

l*,.,
=x

o

=  9 ( t )  pou r t  €  [ -m ,o [

Nous y a jouterons la  re la t ion de sor t ie  su ivante :

H i *  ( t - i )
m

=E
i =o

(4 )  y ( t )

11



Nous noterons (2)  le  système d i f férent ie l  (1)  avec un contrô le
u nul .  Un système de ce type sera d i t  système l ibre.

Dans ce qui précède :

x ( t ) ,  y ( t ) ,  u ( t )  son t  r espec t i vemen t  des  vec teu rs  de  IRn ,
tRP e t  n . r

B .  ( i =o , . . . ,m ) ,  11 .  ( i =o ,  . . . ,m )  e t  C  son t  des  ma t r i ees  rée l l es
cons tan tes  respec t i vemen t  d 'o rd . re  n ,  de  t ype  (p  x  n )  e t  (n  *  r ) .
u ( . )  es t  un  é Iémen t  de  I ' espace  des  fonc t i ons  de  ca r ré  i n tég rab le
L2 sur  un in terva l le  f in i  à  va leurs dans Rr .  Une te l le  fonct ion
se ra  d i t e  con t rô le  admiss ib le .

xo  es t  dans  IRn  e t  p  appar t i en t  à  I ' espace  L l  (  ( -m ,o ) ,  n ' n )  des
fonct ions in tégrables sur  ( -m,o)  à va leurs dans B.n.  Le couple
(xo,9)  représente Ia  condi t ion in i t ia le  du système-

O . I . 2 .  No ta t i ons

( i )  s i  v  est  un sous-espaee de nn et  A un opérateur  l inéai re

de IR 'n à va leurs dans IRn,  a lors  :

AV =t"a nn/fx€v, y = o*J
,lt = fmÀ = AIR n

( i i )  S i  Y I ,Y2 , . . .Vp  es t  une  su i t e  f i n i e  de  sous -espaces  de  IRD ,

a lo rs

( i i i )  Soient  deux opérateurs l inéai res A et  B de IR.n à va leurs

respec t i vemen t  dans  a1n  e t  R r ,  I ' espaee  vec to r i e l

f  n . -  P  Iu = t* € u-n/ 3xr€ v. (1. iS p),  x = 
,1, 

*r  
i

p
es t  no té  X  V .

i = l  
l -

J3+efr  + +An-14 où8=rmB
sera noré  (a l3)

O.1 .3 .  Théo rème

Avec  l es  hypo thèses  données  en  o .1 .1 . ,  ê t  pou r  t ou t  con t rô le  admis -
s i b l e  u ( t ) ,  t €  [ o , r ] ,  i l  e x i s t e  une  so lu t i on  un ique  du  sys tème
(1 ) ,  ( g ) , où  l a  so lu t i on  es t  i n t ég rab le  su r  ( -m ,o )  e t  abso lumen t
con t i nue  su r  I ' i n t e r va l l e  [ o ,  t ] .
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D'au t re  pa r t ,  I a  so lu t i on  à

(  5 )  x  (T ,  xo , (p ,  u )  =  x  (T ,  xo ,g )  +

I ' i n s t ant T

(r
/"

m(t
+  

i l r  / "  
x  ( r -s )  B ie (s - i )  ds

est donnée par :

x  (T - s )  Cu  ( s )  ds

ou

(  6 )  x  (T ,  xo ,9 )  =  X  ( t )  xo

et  où X ( t )  est  une so lut ion matr ic i -e l le  un ique de d imension n x  n,
dé f i n ie  su r  I ' i n te rva l l e  [ - * ,  T  ]  pu r  I a  re la t i on  :

m

,t  B i  x ( t - i )  pour  t  6  [o , r ]
L=o

I  (ma t r i ce  i den t i t é  d 'o rd re  n )

o  pou r  t g  [ -m ,o )

La  démons t ra t i on  de  I ' ex i s tence  de  ra  so lu t i on  du  sys tème (1 )  ,  ( 3 )
peut se trouver dans de nombreux art icles, entre autres Charrler

I ts tz l .  Quant '  à  la  forme de cet te  so lut ion,  le  lecteur  pourra se
rappor ter  à  1 'ar t ic le  de Banks [ fSeS] ,  qu i  a  in t rodui t  notamment
Ie  sys tème aux  va r ia t i ons  (Z ) .

La  fonc t i on  ma t r i c i e l l e  X ( t ) ,  so lu t i on  de  ce  sys tème es t  appe lée
mat r i ce  fondamen ta lg  de  1 'équa t i on  d i f f é ren t i e l l e  (1 ) .

No te .  s i  nous  no tons  l a  so lu t i on  du  sys tème d i f f é ren t i e r  (1 ) ,  (3 ) ,

x ( t , x ^ ,9 ru )  nous  u t i l i se rons  pa r fo i s  pou r  s imp l i f i e r  ce r ta ins  ca l -o
cu ls ,  l o rsqu ' i l  n ' y  au ra  pas  d 'amb igu î té  l a  no ta t l on  ab régée  x ( t )  .

Donnons à présent  quelques propr ié tés par t icu l ières aux équat ions
d i f f é ren t i e l l es  à  re ta rds .

o .1 .4 .  p rop r i é tés

1)  La matr ice fondamenta le,  déf in ie  c i -dessus,  Joue un rôre impor-
tan t  dans  1 'é tude  des  équa t ions  d i f f é ren t i e l res  à  re ta rds ,  e t  a ,
contra i rement  au cas des équat ions d i f férent ie l les ord ina i res,  la
propriété de ne pas touJours être inversible, propriété étroite-
ment l iée avec le phénomène de dégénérescence que nous aborderons
p lus  l o in .  No tons  guê ,  su r  l , i n te rva l l e  [ o ,1 ] ,  ce t te  ma t r i ce  es t
donnée par

[* r.r''' 
1î ::l
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x ( t )  =  eA t

et  est  donc non s ingul ière sur  cet  in terva l le .

2 l  La matr ice fondamenta le X( t )  est  analy t ique par  morceaux.

3 )  L 'équa t i on  ca rac té r i s t i que  d 'une  équa t ion  d i f f é ren t i e l l e  de  Ia

forme (21 est donnée par

(8 )  de t  A (À )  =  Q

où  A  (À )  =  À r -B  - " - 1 ,  -mÀ-
o  

o1 - . . . - "  o .

Notons que la  matr ice caractér is t ique ^  ( f )  peut  ê t re obtenue en

prenant  f  inverse de Ia  t ransformée de Laplace de Ia  so lut ion fon-

damen ta le ,  ce  qu i  s ' éc r i t  :

^(À) = i Ï t r l1-1
( *  - l + .

où x(À)=/  ê- " "x ( r )d t
Jo

Rappelons,  en outre,  que 1 'équat ion caractér is t ique (8)  admet  une

inf in i té  dénombrable de so lut ions, .  tous les résul ta ts  pour  les

équat ions d i f férent ie l les ord ina i res l inéai res et  autonomes,  fa i -

sant intervenir des propriétés sur les valeurs propres ne sont donc

pas d i rectement  appl icables au cas d 'équat ions du type (21.

O .1 .5 .  Remarques

L )  s i  nous  avons  dé f i n i  l ' é ta t  du  sys tème (1 ) ,  (3 )  con rme  é tan t  un

éIément  de B.n,  remarquons qu 'un cer ta in  nombre d 'auteurs ont  consi -

dé ré  un  espace  f onc t i onne l ,  pa r  exemp le ,  1 ' espace  Ac ( [ -m ,o ] ; nn )aes

fonct ions absolument  cont inues sur [ -m,o]  à  va leurs dans lRn.  Notons,

en ef  f  e t  r  euê,  pour  que la  so lut ion x  ( t  ,  xo, (p ,  u)  so i t  ident lquement

nu l l e  V t>  T ,  i l  ne  su f f i t  pas  qu ' e l l e  s ' annu le  à  I ' i n s tan t  T ,  ma i s

i t  f au t  qu 'e l l e  l e  res te  su r  f  i n te rva l l e  [ r , f+m] .  Auss i  es t - i l  na -

tu re l  d ' i n t rodu i re ,  comme I ' a  f a i t  Ha le  f1971 ] ,  un  é ta t  dé f i n i  pa r

xr(e)  = x( t  +e) o € [ - * ,  o ]

êt ,  à  par t i r  de cet te  donnée,  de se p lacer  dans un cadre fonct ion-

nel .  Notre t ravai l  se l imi tera cependant  à une étude qu 'on pourra i t

nonrmer ponctuel le  ou instantanée dans I 'espace eucl id ien IRn.
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2 )  Pa r  a i l l eu r s ,  b i en  que  1 ' aspec t  de  l a  so lu t i on  du  sys tème  (1 ) ,  ( 3 )

so i t  r e la t i vemen t  p roche  d 'une  so lu t i on  d 'un  sys tème d i f f é ren t i e l

ord ina i re,  des d i f f icu l tés nalssent  de la  complex i té  de la  matr ice

fondamenta le X( t ) .  La manipulat ion des so lut ions étant  peu a isée,

i l  est  souvent  d i f f ic i le  de pouvoi r  en t i rer  des cr i tères a lgébr i -
ques  s imp les .  C 'es t  dans  ce t  esp r i t  que  popov  l t } lZ ) ,  € t  d ' au t res

après 1ui ,  en par t lcu l ier  charr ier  e t  Haugazeau I1SZS],  qu i  en ont

donné une mise en forme t rès ef f icace,  ont  in t rodui t  un système

di f férent ie l  ord lna i re associé au système d i f férent ie l  à  retards,

que nous al lons présenter dans le paragraphe suivant.

O .2 .  Le  sys tème d l f f é ren t i e l  o rd ina i re  assoc ié

O.2 - I .  L ' u t i l i sa t i on  pa r  ces  au teu rs  de  ce  t ype  de  sys tème assoc ié

s 'es t  l im i té  Jusqu ' i c i  à  1 'é tude  des  sys tèmes  non  gu idab les i  nous

présenterons ic i  une extension des t ransformat ions précédentes,  êu

cas  d ' un  sys tème  de  l a  f o rme  (1 ) ,  ( 3 ) .

Transformons donc le  système in i t ia l  de Ia  façon su ivante :

So i t  un  en t i e r  kà  m ,  e t  x ( . )  une  so lu t i on  du  sys tème  (1 ) , ( 3 )

Déf in issons le  changement  de fonct ion :

( 9a )  y i ( t )  =  x ( t+ i - l )  pou r  t 6 [o , f ]  i  -  L , 2 , . . . , k

et  notons Yk( t )  Ie  vecteur  de n ' tk  :

Yk  ( t )  =

(r)
J L

:

vk  ( t )

En outre,  s i  nous in t roduisons

appartenant respectivement à IR

(gu )  0  ( t )  =

I  ( r -1)
I

t

a

I  ( t -m)

Ies vecteurs
nm et  lRrk :

(  ec) v( t )  =

et  v€  r ,2 ( (o ,1 ) . ;  n rk )

15

o ( t )  e t  v  ( t )  su ivants ,

u  ( t )

u  ( t+k -1 )

où  ô  €  r ,1 (  (o ,  1 )  ; B. 
nm)



où les matr ices A* (nkx nk)  ,  Ck (nk x  nm)

écr i tes par  b locs de d imension n,  sont

Ak= v k -

. E t' " 1

i l  est  immédiat  que y*( t )

vante :

( 10 )  Yk ( t )  =  ok  Yk ( t )

Dk=

c

En outre,  é tant  donnée 1a cont i_nui té

d i f férent ie l le  à retards,  nous avons

r ,  (o )  =  y i_ t  (1 )

vé r i f i e  l ' équa t i on  d i f f é ren t i e l l e  su i -

+ cko( r )  *  Dk v( r )

et  D* (nk x  rk)

dé f i n ies  pa r

B

B " '
. I  o

r '

B
m

: .

Q .  r  r  O

B- 1

Bm

o

Q .

B.m

.o

I

r . O
B. .m B

o

C

0

0

des  so lu t i ons  d ,unê  équa t ion

encore :

i  -  2 , 3 , . . . k

cet te  condi t ion peut  encore s 'expr imer en fonct ion du système (1o)
par  Ia  re la t ion su ivante :

(11 )  vn (o )  -  Jk  Y1(1 )  =

xo
o

o

où  Jn  es t  I a  ma t r i ce  ca r rée  d 'o rd re nk :
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o.
r

Réciproquement ,  so i t  yk  ( t )  =

p.  ( t )
I

I

I

ei ttl

une solut ion du système

d i f f é ren t i e l  (  1o )

,r .  ( t i
I

r r  l t l- k  ' - '

y.  ( r )
l_

:

rn t t l

sa t i s f a i san t  I a  cond i t i on  ( f f ) .  Les  f onc t i ons  0 ( t )  e t  V ( t )  appa r -
t i ennen t  r espec t i vemen t  à  r , 1  ( ( o , t ) ;  nnm)  e t  t 2 ( (o ,1 ) ;  n r k )  e t
seront notées :

0( t )  =

In t roduisons les fonct ions p( t )  e t  u( t )  su ivantes,  appar tenant  res-
pec t i vemen t  à  l 1  (  ( -m ,o )  ;  r nn )  e t  r , 2  (  (o , k )  ,  n ' r )

pour  t€  [ - r ;o [

nï '  . .  l -2,  - t l

I

pour t€ [-m, -m+t[

v( t )  =

[;:.:,1
(  12b)  p ( r )  =  

]  
:

[.e* 
(t**t

L7



A lo rs ,  s i nous  dé f i n i ssons  x  ( t )  t e l l e  que  :

(  12c ) u( t )  =

u ,  ( t )

u^  ( t -1 )
I

:

u *  ( t - k+1 )

y1  ( t )

y2  ( t - 1 )

yk  ( t - k+1 )

pour

pour
a

a

I

pour

pour t€

pour t€

a

porr te

t €  [ o ,1 ]

t €  [ o ,1 [

r€ l t ,z l

r€ [ r - r , t ]

(  12a ) x ,  

{

[ o ,1 [

I t ,  z l

I r-r ,  t  ]

i l  v ient  que la  fonct ion x( t )  est  so lut ion du système d i f férent ie l
à  r e ta rds  (1 ) ,  ( 3 ) ,  où  l a  f onc t i on  i n i t i a l e  9 ( t )  e t  l e  con t rô l e  ad -
miss ibre u ( t )  sont  respect j -vement  déf in is  par  res re la t ions (  12b)
e t  ( L2c ) .

À par t i r  de ees quelques constatat ions,  i l  est  poss ib le  de formuler
la  proposi t ion su ivante :

O .2 .2 .  P ropos i t i on  :  So i t  k  un  en t i e r  non  nu l .

( i )  A  t ou te  so lu t i on  x ( t ) ,  t  €  Lo , k ] ,  du  sys tème  d i f f é ren -

t i e l  dé f i n i  pa r  (1 ) ,  (3 )  co r respond  une  so lu t i on

v .  ( t )- I

r*  t t l

Yk  ( t )  =

du  sys tème  (1o1 ,  t e l l e  que  y i  vé r i f i e  l es  r e l a t i ons  (9a ) ,  V i= l , . . . , k
et  les fonct ions 0 ( t )  e t  V( t )  so ient  données respect ivement  par
(9b )  e t  (9c ) .  En  ou t re ,  l a  f onc t i on  yk ( t )  vé r i f i e  l a  cond i t i on  aux
f ron t i è res  (11 ) .
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( i i )  Réciproquement ,

v( t )  appar tenant

r ,2  (  (o ,  t )  ;  IR tk)  
,

é tant  données deux

respectivement à

soi t  une so lut ion

fonc t i ons  0  ( t )  e t

r , 1  ( ( o , r l ;  IRnm)  e t

dé f i n i  :  I a

ma t r i ces  B i ,

Yk  ( t )  =

v.  ( t )
- l

:

\ r  / + ' l
t k ' " '

du  sys tème  d i f f é ren t i e l  ( t o1 ,  sa t i s f a j - san t  t a  cond i t i on  (11 ) .  La

fonc t i on  x ( t ) ,  t  €  [ o , k ] ,  dé f i n i e  à  pa r t i r  de  l a  r e l a t i on  (L2a ) ,

es t  a l o r s  so lu t i on  du  sys tème  d i f f é ren t i e l  à  r e ta rds  (1 ) , ( 3 )  où  I a

fonc t i on  i n i t i a l e  g ( t )  e t  I e  con t rô le  admiss ib le  u  ( t )  son t  respec -

t j - vemen t  donnés  pa r  l es  re la t i ons  (12b )  e t  (L2c ) .

O .2 .3 .  Remarques :

1)  S i  k  (m,  le  système ord inai re associé est  encore

matrice A*, par exemple, nê comportera plus que des
pou r  i  =  o , . . . , k .

2)  Dans le  cas de systèmes non guidables (u=o) ,  nous ret rouvons le

système ord inai re assocj -é,  mis en forme par  Charr ier  e t  Haugazeau :

(  13 ) Yk ( t )  =  Ak  Yk  ( t )  +  c t  o  ( t )

L' in t roduct ion de ce système nous permet  de vo i r  que la  fonct ion

in i t ia le  in terv iendra comme un contrô le  ou une per turbat ion dans

le  sys tème in i t i a l  ,  su i van t  que  1 'on  peu t  ag i r  su r  e l l e  ou  non .

I1  conviendra donc d 'é tudier  1e système (13)  comme un système d i f -

férent ie l  gu idable de contrô le  O ( t )  ,  a f in  de caractér iser ,  pêr  pro-

Jec t i on  su r  une  des  composan tes  de  Yk ( t ) ,  l r ensemb le  des  é ta t s  ae -
cess ib les  à  pa r t i r  de  xo  du  sys tème (2 ) ,  (3 )  .

O .2 .4 .  Exp ress ion  des  so lu t i ons  du  sys tème d i f f é ren t i e l  à  re ta rds .

Un système

bien connu,

d i f f é ren t i e l ,  don t  l a

ses so lut ions auront

forme est donnée

pour  express ion,

par  ( to1 ,  é tan t
pour  t6  [o , f ]
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(  14 ) yk  ( r )  =  
"Ak t  

v*  (o )  .  

, [ t  
" ( t -s )  

A :<  
lcxo1s)  +n*v(s ) ]  ds

à  quo i  i I  f aud ra  a jou te r  I a  cond i t i on  ( t t ) ,  pou r  pouvo l r  é tab l i r ,
d ' ap rès  l a  p ropos i t i on  o .2 .2 . ,  une  co r respondance  avec  l e  sys tème
d i f f é ren t i e l  à  re ta rds -

Par  pro ject ion sur  t "  * ième composante,  nous en déduisons immédia-
tement  une caractér isat ion d i f férente de la  so lut ion x(T)  du sys-
t ème  (1 ) ,  ( 3 )  pou r  T ,€  [ t - f  , t ] .

s i  nous notons E* Ia  matr ice de d imension n x  nk su ivante

n*  =  Lo . . . o I ]  avec  I  l a  ma t r i ce  i den t i t é  (n  x  n )  i I  v i en t  que

(15 )  x  (T ,  xo ,g ,  u )  =  E t  Y : .  ( r - r+ r1  pou r  T  6  [  k -1 ,  k  ]

où  v * ( t )  vé r i f i e  l a  re la t i on  (14 )  e t  l a  cond i t i on  aux  f ron t i è res
( r r1 .

Bien que l imi tée à un in terva l le  f in i ,  cet te  express ion va nous
permet t re,  out re la  s impl i f icat ion dans un cer ta in  nombre de ca l -
cu ls ,  de donner ,  dans la  proposi t ion qui  su i t ,  une caractér isat ion
personne l l e  s imp le  de  Ia  ma t r i ce  fondamen ta le  X ( t ) ,  su r  un  i n te r_
val le  f in i  du même type.

O .2 .5 .  Une  exp ress ion  de  l a  ma t r i ce  fondamen ta le .

lrgeggrlrgl :
r en t i e l l e  ( 1 )

(  16 )

La solution fondamentale

a pour expression sur I '
x ( t )  de  1 ' équa t i on  d i f f é -

i n te r va l l e  I f - f , f 1

I

o

o

0

. I

matr ices

(nkxn ) :

[ ' .=l

lo

A,_  ( t_k+1)
x( t )  =  Ek e r !  Gr  Ft

où c* ,  I *  e t  Fk sont  les

(nk  x  nk )  ,  ( nk  x  nk )  e t

respect ivement  de dimension

A ,  _1
Gk = F1-J*" "] rr

2U. -

Fk=



Démonstrat ion

Notons que les deux condi t ions in i t ia les xo et  9 ,  e t  le  contrô le  u

sont  des termes indépendants ent re eux.  comme, pâr  a i l leurs,  ra
so ru t i on  fond .amen ta te  x ( t )  ne  dépend  pas  de  ces  quan t i t és ,  i l  es t
poss ib le  de supposer  Ia  fonct ion in i t ia le  <p et  le  contrô le  u nuls .

Pour  un système (1)  possédant  une fonct ion in i t ia le  et  un contrôIe

nu ls ,  nous  avons  deux  exp ress ions  de  l a  so lu t i on ,  pou r  T€  [ k - l , k ] :
d ' une  pa r t  :

x (T , xo ,o ,o )  =  x ( r ) xo  *o€  IRn ,  T€ [ k -1 , k ]

d rau t re  pa r t , en  u t i l i san t  r a  r e l a t i on  (15 )  e t  l a  cond i t i on  ( t t ) ,

e l l e  dev ra  vé r i f i e r  :

r  .  Ak  (T -k+ l )

I  x ( t ,xo ,o ,o)  =  Ek .  ^  vn(o)
{

[ v * (o )  
-  J k  Yk ( l )  =  Fk  *o

Comme la fonct ion in i t ia le  <t  est  nu l le ,  nous avons :

Yk (1 )  =  
"ok  

Yk (o )

e t  l a  cond i t i on  (11 )  pou r ra  donc  s 'exp r imer  :

A.

[ r t  -  J k  e  " ]  y k ( o )  =  F k  * o

A1
La  ma t r i ce  e  K  é tan t  une  ma t r i ce  t r i angu la i re  i n fé r i eu re ,  i I  es t

poss ib le  de vo i r  que la  matr ice [ rx-J : .  "o* ]  
est  t r iangura i re in-

fé r i eu re  avec  k  ma t r i ces  i den t i t és  d 'o rd re  n  su r  l a  d iagona le .

Cet te matr ice est  donc invers ib le  et  nous noterons GX son inverse.
on en dédui t  i runédiatement ,  €n égalant  les deux formes obtenues
pour  x  (T ,  xo ,  o ,  o )  que  :

A L  ( T - k + 1 )
x (T)xo  =  Ek  

"  
^  Gr  Fk  *o  T€  [ r - r , x ]

e t  cec i  que l  que  so i t  *o  €  R  n .  D 'o r \  l e  résu l ta t .
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O-2 .6 .  P rop r ié tés  re la t i ves  à  Ia  ma t r i ce  G*

I I  apparaÎ t  dans cet te  express ion de la  so lut ion fondamenta le la

A. -1_
matr ice Gk = l r t  Jk  

"  
* ]  

,  dont  i I  convient ,  é tant  donnée sa

rencontre f réquente dans notre t ravai l ,  de donner  ic i  quelques

p rop r ié tés .  A f i n  de  fac i l i t e r  l a  l ec tu re  de  l a  su i te  de  no t re  t ra -
va i l ,  nous met t rons également  en év idence quelques par t icu lar i tés

de  Ia  ma t r i ce  A* .

1 )  D a n s

encore

un

de

premier  temps,  remarquons que la  matr ice An s 'expr ime

deux façons d i f férentes :

B  l o  r  .  .  . ,  - o

Irr
: l

BI
m

ol
I
I

ôl .o

^ k -

Considér

i =1 ,

t ab l i r  1

(  17a )

o représ

A t  - 1 Ax- t

I
lo
I

t ,
t "
l '
t .

t '
I '

- - l  P-
B . B

r losT

ons  ( k -1 )  ma t r i ces  ca r rées  d

.  k -1 .  La  p remiè re  p rop r ié té

es  re la t i ons  su i van tes  :

r -  N I  I - -  N '
lTr . . . rk_ . ,  o lAk =  l ( t . , . . . r
L r J L

ente la  matr ice carrée nul le

2 )

T . ,
l_

d ' é

' o rd re  n ,  que  I ' on  no te ra

c i -dessus nous permet

ou

k-r )  Ar- r  
" ]

d 'o rd re  n .

oo
Tr 1

I

rTt' k -  1

Ax- t

.F

I

'F- k -  1

( 1 8 a )  A k

- 22



Des deux re la t ions précédentes,  oD dédui t  que :

(17b) i î r . . . i r ._rol  "o*-  t tËr. . .Ë*_r l  " \ -1 ol

o

A.
( 1 3 b )  e  K

o
rF
- 1

I

rF- k -1

.o*-t

T' 1

a

.F- k -1

A,
Une première conséquence est gue J* et e K commutent.

3)  Çuant  à la  matr ice G*,  out re 1e fa i t  que c,est  une matr ice
t r i a - :gu ra i re  i nve rs ib le ,  d ' o rd re  nk ,  s igna lons  qu 'e r l e  commute

Ar- A.
avee À* et donc avec e En effet, comme A* commute avee e-'k et
avee J* ,  la  re la t ion su ivante peut  ê t re établ ie  :

A'- A.
( t t  -  Jk  

"  
* )  

Ak  =  Ak ( rk  -  Jk  e  * )

et  par  su i te ,  la  commutat iv i té  des matr ices G* et  A* .

4 )  La  ma t r i ce  E*  G*  es t  une  ma t r i ee  [S f . . .Sk ]  où  S i ,  i =1 , . . . k

sont  des b locs carrés d 'ordre t l ,  te l le  que :

Isr . . .sk- l  ]  = [ tsr . . .sr)  " \ - t  ]

sk=r
(  1e)
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Démonstrat ion :  L 'écr i ture

n* [ r*  -  rk " \ ]  

- t  
= [sr . . .sn]

est équivalente à :

[o. . .o r ]  = ["r . . . "* ]  -  [sr . . .sk]  "*  "  
*

[sr . . .sr ]  rk = lsz. . .sr .  o]

En ut i l isant  cet te  dern ière égal i té ,  la  re la t ion (17b)  nous permet

d ' éc r i r e  :

[o. . .o r ]  = [sr . . .sr ]  -  [ (sz. . .sr . )"o*- t  o]

Pour identif icatlon des deux membres, nous obtenons directement

les  re la t i ons  (  19 )  .
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EHÀPITRE I Ensemblg.s d' états ac,cessibleg

dans I 'esDace eucl j-dign IR n

Dans ce chapl t re ,  nous nous ln téresserons à 1 'access lb i l t té  des
systèmes d i f férent ie ls  à retards l lbreset  contrô lésdans I 'espace
eucl id ien nn.  Nous serons donc amenés à présenter  br ièvement  dans
un premier paragraphe le phénomène de déqénérescence.

Puls dans un second paragraphe, nous donnerons une caraetérlsatlon
personnel le  de I 'ensemble des états  accesslb les pour  le  système
ord ina i re  assoc ié  (1o1 ,  mun i  de  l a  cond l t l on  aux  f ron t i è res  (11 )
(P ropos i t i on  I . 2 .3 . )  Ce t te  fo rmu la t i on ,  b ien  que  s imp te ,  n 'es t  ee -

pendant  pas négl igeable,  pu isque la  lecture d 'un cer ta in  nombre de
résu l ta t s  y  es t  a i sémen t  poss ib le .  C 'es t  a ins i  que  nous  en  dédu isons
une formulat ion nouvel le  de cer ta ins ensembles d,aceessib i t i té
( rhéo rème  r . 2 .9 .1  pou r  l e  sys tème  d i f f é ren t i e l  à  r e ta rds  (1 ) ,  ( 3 ) ,

qu i  nous permet t ra par  la  su i te  d 'aborder  d i f féremment  quelques
quest ions re la t lves à ces systèmes.  Nous donnerons en outre une
traduct ion a lgébr lque d 'un résul ta t  in téressant  de Charr ier  e t
Haugazeau  [ fSZS,  p ropos i t i on  2 ) .

r .  1 .  Dégénérescenee

L 'ensemb le  des  po ln t s  de  Rn ,  access ib les  au  temps  t  pa r  res  so ru -
t i ons  d 'une  équa t ion  d i f f é ren t i e l l e  l l néa i re  o rd lna l re  es t  1 ' espaee
tout  ent ler .  Après avoi r  montré que cet te  propr ié té n 'é ta i t  p lus
valable pour  tous les systèmes d i f férent ie ls  non autonomes à re-
tards,  L .  t {e iss [ rsez]  conJecture qu 'e l le  reste cependant  vra ie
pour  les systèmes autonomes.  v .M.  popov 

!en)  et  A.M.  zverk ln

F973] en présentant indépendamment des contre-exemples, ont donc
appor té une réponse négat ive à I 'a f f i rmat ion de L.  l {e lss.  Rappelons
ic i  I 'exemple donné par  popov :

x ( t )  =  2y  ( t )

y  ( t )  =  -z  ( r )  +  x  ( r -1)

,  t t l  =  2y  ( t -1)
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on peut  vér i f ier  a isément  que pour  t  >  2,  toutes les so lut lons de

ce système sont  contenues dans un p lan de B 3-

Ains i  nous pouvons déf in i r  la  not ion de systèmes d i f férent le ls

autonomes dégénérés.

r . 1 .1 .  Dé f i n i t i on

Etant  donné un vecteur  q non nul  de IP.n,1 'équat ion d i f férent ie l le

à retards (2)  est  dégénérée au temps t l ,  pour  Ie  vecteur  q s i  e t

seu lemen t  s i ,  pou r  t ou te  cond i t i on  i n i t i a l e  (3 ) ,  I a  so lu t i on  co r -

respondante x  ( t ,  xo,9 )  vér i f  ie  :

t n  * ( t r , xo ,9 )  =  o

Quand nous par lerons de façon généra le

spéci f ier  le  vecteur  q ou Ie  temps t l ,

ex i s tence  d 'un  te l  vee teu r  ou  d 'un  te l

de système dégénéré sans

nous indui rons par  1à I  '  -

temps.

T. .1 .2.  Rappelons quelques-unes des propr ié tés obtenues sur  les

systèmes dégénérés :

1)  S i  Ie  système d i f férent ie l  considéré est  i légénéré pour  le  vec-

t eu r  q ,  à  I ' i n s tan t  t = t l ,  i l  e s t  dégéné ré  à  t ou t  i ns tan t  t à t t

2)  S i  Ie  système d i f férent ie l  Q)  est  dégénéré à t=t1 Pour  le

vecteur  q,  la  matr ice fondamenta le X( t )  est  or thogonale à q,

que l  que  so i t  t  =  a l ,  ê t  es t  donc  s ingu l i è re .

3)  S i  Ie  système d i f férent ie l  (2)  est  dégénéré,  le  premier  instant

de dégénérescenee est  un ent ier  k  appar tenant  à ]m' ,  - )  ,  où m'

es t  l e  p lus  pe t i t  en t i e r  t e l  que  En ,  /  o .

Cet te l is te  de propr ié tés n 'est  év idemment  pas exhaust ive;  pour

les résul ta ts  c i tés c i -dessus,  nous renvoyons p lus par t icu l ière-

men t  l e  l ec teu r  à  1 'a r t i c l e  de  Char r i e r  e t  Haugazeau  [1SZS] ,  a ins i

qu 'au t ravai l  de Charr ier  l t9 lZ l .  Rappelons qu ' i I  ex is te de nom-

breuses condi t ions nécessai res et  suf f isantes de dégénérescencei

mis à par t  les ar t ic les c lé jà  c i tés c i -dessus nous pouvons encore

ind ique r  l es  a r t i c l es  de  F .  Kappe l  [ fSZe ,  t 977 ) .
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Donnons encore un résultat intéressant de charrler et Haugazeau

[fszS],  que nous exprLmerons algébr iquement plus lo lnr

f .  1 .  3 .  P ropos i t i on

Le système (2') est dégénéré pour 1ê vecteur q au temps t=k sl et
seulement si toute solutlon eorreepondant â la condltLon lnlt lale
(xo ,  o )  sa t is fa l t  3

tq  x ( t )  =  o ts  [ r , t+m]

1 .2 .  Ensemb les  d 'access lb t l l t é  du  sys tème d l f f é ren t l e l  à  re ta rds

1.2 . t .  Nous  é tud ie rons  dans  ce  paragraphe 1 'access lb i l t té  d ,un
sys tème d l f fé ren t le l  gu ldab le  à  re ta rds  (1 ) ,  (3 ) .  Toute fo ls ,  d ,a -
près ce qui a été vu précédenunent sur 1a dégénérescenee, nous pou-
vone déf ln l r  dee ensembles d 'états accegslblee poui  dcs systèmes
non guldables.

IntrodulEons donc, êD aglesant lndépendamment sur certalnes "en-
trées" possl .b lee du eyetème, t ro l"s types d 'ensembles d 'accesglbl-
l l té du système dt f férent le l  à retards à un l -nstant T :

T('I =

xo  € IRn ,  g€L l  ( ( -m,o ) ;  rnn )

[ "a  
nn/y = x(r ,xo,o,o)

l "a 
nn/y = x(T,xo,Q,ol  ,

,  *o  € t * "  
]

$trt =

. f
Jlotr l  = 

t"ann/y 
=x(T,o,o,u),  u€r,2((o,r)r  rFF)

/1
Nous noterons To tr l  I  'ensembl.e J ' ( r l  où

Nous consldérons encore I 'ensemble Î . , r ,

eEt  un  en t le r .

nous supposons x- nul.
l l o

= L-J Ï. t.r, où I
1<t<1+1
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1 .2 .2 .  P rop r i é tés

1 )  11  es t  c la i r  que  l es  ensemb les  Ï , ( f ) ,
sous-espaees veetor ie ls  de lRn.

(r) .t fi6 ttl sont des

2) Pour T, t Tl nous ôvons f inclusLon sulvante
/^ (^
) ' ( r r )  c J ' ( r r )

En e f fe t ,  s i  x ( t )  es t  une  so lu t i on  du  sys tème d i f f é ren t i e l  (2 ) ,
( 3 ) ,  dé f i n i e  su r  [  -m ,T2 ) ,  l a  f onc t i on  z ( t )  =  x ( t+T2 -T1 )  dé f i n i e
su r  f  i n te rva r le  [ -m ,T1J ,  avec  TL  a  T2 ,  se ra  so lu t l on  de  ce t te
même équat ion d i f férent ie l le .

3)  En ut i l isant  un résul ta t  de Banks,  Jacobs et  Langenhop l ts ls ,
co ro l l a i re  5 .1 ] ,  nous  voyons  que  I ' ensemb le  d 'access ib i l i t é

Jtot t )  cro i t  avec t  e t  reste constant  pour  t  2  n,  où n est  la
d imens ion  du  sys tème (1 ) .

Notre but est de donner une expression algébrique des ensembles
que nous avons in t rodui ts ;  pour  ce la,  dans un premier  temps,  consi -
dérons le  système d i f férent ie l  ord ina i re associé (10)  muni  de la
cond i t i on  aux  f ron t i è res  (11 ) .

H
Notons  d \ (1 ,o ,0 , v )  I ' ensemb le  d ' access ib i l i t é  de  ce  sys tème ,  à
t=1,  à  par t i r  de xo = o,  e t  où 0 et  V décr ivent  respect ivement  les

espaees  r , 1  ( ( o , t ) i  IRnm)  e t  r , 2 ( (o , t ) ;  n t k ) .  Donnons  une  f o rmura -
t ion expl ic i te  personnel le  de cet  ensemble.

I . 2 .3 .  P ropos i t i on

états  accessib les du système d i f -

à  par t i r  de xo = o et  0  = o,  est

JUk( l ,o ,o,v)  = Gk (  o*  @n>

( i )  L 'ensembreJL* (1 ,o ,0 ,o )  des  é ta ts  access ib res  du  sys tème d i f -
fé ren t ie l  (1o ) ,  ( t t1 ,  à  t=1 ,  à  par t i r  de  *o  =  o ,  e t  où  nous
supposons le contrôIe V nul ,  est  donné par :

JLk( l ,o ,0,o)  = Gk (  \  l8^>

( f  i )  L ' ensemb le  ùok  (  1 ,  o ,  o ,  V )  des

fé ren t i e l  ( 1o1 ,  ( 11 ) ,  à  t = l ,

déterminé par
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Démonstration

Nous nous contenterons de donner Ia démonstration de I 'une de ces

re lat ions,  par  exemple ( i ) ,  Ia  seeonde s,ef fectuant  de façon iden-

t ique.  Une solut ion du système d i f férent ie l  ord ina i re (13)  vér i f le
(cf .  r{onham [rsza] )  :

(2o l  Yk  ( t )  =  
" \ t  

v *  (o )  +  zk  ( t )

où  zk( t )  appar t ien t  à  1 'espace vec tor ie l .ok l8p=

8a+ a*\e + entk-l E4

Par  a i l l eu rs ,  comme *o  =  o ,  1a  cond i t i on  aux  f ron t i è res  ( f f )  s ' é -

c r i t  :

v * (o )  
'  

" *  
Yk (1 )

La so lut ion (Zo7,  vér i f iant  la  condi t ion aux f ront ières c i -dessus,

s 'expr imera donc pour  t=L :

A.
[ r r  -  e  *  o* ]  v* (1)  =  zk( l )

et donc

Yk (1 )  =  Gk  zk (1 )

Comme Zk ( l )  déc r i t  I ' e space  vec to r i e l  .  
\ l  Va r ,  i l  e s t  c l a i r  que

J l rk (1 ,o ,0 ,o)  =  Gk .  Ak l  VA,

f . 2 . 4 .  Remarque

Cet te caractér lsat ion a lgébr ique,  obtenue de façon s imple,  n 'en est

pas moins très intéressante. Un certain nombre de résultats peuvent

y  ê t re  l us  a i sémen t .  N 'oub l i ons  pês ,  en  e f fe t ,  que  l es  ensemb les
'J'o {k) et ï loo (k) sont donnés par :

9ot* l  = 
"*&*(1,o,0,o)

\ t * r  
= 

"*&*(1,o,o,v)
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En out re ,  s i  nous  no tons  L{  la  mat r ice  rée l re  (nxn  k ) ,  qu l  cor res-

trnndant à la proJection 
"ri 

la Jè*" 
"o*posante 

:

"J  
=  [o . . .o r . . .o ]  =  [E :  o . . .o ]  1s  J  <  k

nous avons également les relations :

Sor:)  = 
"J{ t1,o,o 

o)

3'o t :  )  = r ,rJLk (  r ,o,  o,  v)

( i )

( i i  )

1r*l = Er cr. 
"o* T * Er Gr . or I 8e,

La  p ropos i t i on  T .2 .3 . ,  e i -dessus ,  nous  pe rme t  d 'exp l l c i t e r  d i rec te -
ment  tous ces résul ta ts ,  dans les lemmes suivants :

I -2 .5.  Le l rune :  Sol t  k  un ent ier  non nul .  Nous avons les asser t ions
suivantes :

9"t*r = Er Gr <e*l 8a>

ft" ttl = tr or . o*l 0n,

1-2.6.  Le lgme :  so i t  k  un ent ier  non nul  e t  j  un ent ier  ter  que

L < J  < k .  Les re la t ions su ivantes sont  vér i f iées :

( i )  lo t l )  =  LJ  Gk .  Ak |  € r ,

( i i )  f ro(J)  = 
"J 

Gk .  \ lJ* t

Note :  S i  nous essayons de vér i f ier  d i rectement  les résul ta ts  du
lemme 1 .2 .6 . ,  a lgéb r iquemen t  é tonnan ts ,  nous  cons ta tons ,  en  fa i t ,
qu ' i ls  sont  dûs aux par t icu lar i tés des matr ices G* et  A* ;  en ef fe t
i l  est  poss ib le  de vo i r ,  pêr  exempler  eu€ :

[o. . .o r  o]  
"*  

o* Dk = [ (Er_r cr_r Ai_r ok_r)  o]

1.2 .7 .  Lemme :  So i t  k  un  en t ie r  non nu l .
r^

L 'ensembleT ' (k )  es t  carac tér isé  par  :
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Démonstration

I l  es t  c la i r  d 'après  Ia  fo rme
de nn appar t ien t  à  $ t t l  s i  e r
à I t t l -

(6 )  des  so lu t i ons ,  qu 'un  vee teu r  x

seulement  s i  x  -  X(T)xo appar t ient

Par  a i l leurs,  pour  T=k,  nous voyons que L 'ensemble

[ ,  
.  nn /  z  =  x (k)xo,  xo€ ]Rn]  =  Er  Gk 

"o*  f

Ces  remarques_  a jou tées  au  l emme I .2 .5 .  ( i )  nous  donnen t  donc  1 ,ex -(o
press ion  de  ) ' ( k )  annoneée .

La  p ropos i t i on  r .2 .3 . ,  que  nous  avons  é tab l i e  p lus  hau t ,  nous  pe r -
met également d'aborder un problème soulevé par charrier l tSlZJ ,
so i t  k  un  en t i e r  que l conque  donné  e t  so ien t  x r ,  J=o ,1 , . . . k .  ( k+1 )
vec teu rs  de  rRn .  Ex i s te - t - i l  une  so lu t i on  x ( . )  du  sys tème (1 )  su r

[o ,  +  -  )  ,  qu i  vé r l f i e  l es  cond i t i ons  :

x ( j )  =  * j  j  =  o ,1 , . . . , k

charr ier  e t  Haugazeau [ fgZS]  ont  répondu à cet te  quest ion en don-
nant  une condi t ion nécessai re et  suf f isante d 'ex is tence,  pour  des
systèmes de la  forme (21.  En nous rest re ignant  au cas où xo = o,
nous nous proposons de déterminer  1 'ensemble des veeteurs

[*tl
l - - l
l:ll"*lL ' - I

pour lesquels 1e problème admet toujours une solution. comme dans
notre étude,  nous considérons deux types d 'ensembles d 'access ib i -

. (^ ci)
l i t é  T " ( r )  e t  J to (T ) ,  nous  d i s t i ngue rons  éga lemen t ,  pou r  ce  p ro -
brème,  deux formes de so lut ions.  Le cas généra l r  Çu€ nous nous
ét ions proposé d 'examiner ,  s 'en dédui t  immédiatement .

T .2 .8 .  Lemme

( i )  Le  sys tème (1 ) ,  (3 )  admet  au  mo i -ns  une  so lu t i on ,  i ssue
de  (xo ,9 )  =  (o ,  o )  vé r i f  i an t  2

x (J )  =  *J  j  -  1 , . . . k(2L l
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l.'l
L',. J

appar t i en t  à  I ' ensemb le  G*<  an l { ) *>

pour une famil le

vecteur de lR t k

Q2)  v*  (o )  =

Or  I ' ex i s t ence  d rune

double condi t ion (22\

d e k vecteurs x .  donnés s i  e t
J

seulement si le

o
*1

*k -1

v*(1)  =

une  so lu t i on ,  i ssue

(2 t1 ,  pou r  une  fam i l l e

vecteur de n.t k

Démonstrati-on

Nous ne prouverons qu 'un de ces résul ta ts ,  pêr  exemple ( i t1 ,  le
premier étant obtenu de façon identique.

D 'ap rès  l a  re la t i on  b lun i voque  donnée  en  O .2 .2 . ,  une  so lu t i on  du

sys tème (2 ) ,  (3 )  i ssue  de  xo  =  o ,  vé r i f i e  l es  re la t i ons  (2L l  s i  e t

seu lemen t  s ' i l  ex i s te  une  so lu t i on  yk ( t )  du  sys tème o rd lna i re  (13 )

te l l e  que  :

( i i 1  Le  sys tème  (2 ) ,  ( 3 )  adme t  au  mo ins

de *o = o vér i f iant  les re la t ions

de k vecteurs *J  donnés s i  e t  seulement  s i  le

[- "' I|  . -  |

l:l
L"n J

appart ient  à I 'ensembte ck < Àkl  8f

"1

a

*k

so lu t i on

impl ique

[ "'l
l:l
Lt,. l

v * ( t )  du  sys tème  (13 ) ,

que le vecteur

vér i f iant  la

32



appar t ien t  à  JLn(1 ,o ,0 ,o )  au t rement  d i t ,  d 'ap rès  1 .2 .3 .  ( i ) ,  à

I ' ensemb le  G"  <  A
K

Réciproquement si

appart ient a 
"* 

.

c ' es t  un  é Iémen t

tème  (1 :1 ,  ( 11 )  .  I

n i e  pou r  t  €  [ o ,1

v * (o )  =  Jk  Y * (1 )  =

o
*1

I

a

*k-

va,
n vecteur

[:'1
l:l
L*nJ

yl  9t> '  ra
1 'ensemb le

exis te donc

vér i f iant

pl

u

A

de

I

l ,

i'

;*

v*  (1)  =

et

et

de IRn k

p ropos i t i on  I . 2 .3 .  ( i )  nous  d i t  que

d 'access ib i t i t é  & *  (  1 ,  o  0 ,  o )  du  sys -

une  so lu t i on  vn ( t )  du  sys tème,  dé f i -

par  conséquent  une so lut ion du système (21,  (3)  ,  te l te  que xo = o

x ( j ) =x *  j  =  1 , . . . k
J

Jusqu 'à  p résen t ,  nous  n 'avons  é tua ié  l es  ensemb les  d 'é ta t s  access i -

b les  qu 'à  des  i ns tan ts  t  en t i e rs .  Exp l i c i t ons  ma in tenan t  l es  deux
/à

ensembles T '  ( r )  e t  )1o^ ( f  )  ,  où f  est  rée l ,  a ins i  que I 'ensemble

i rnt 
o

r . 2 .9 .  t héo rème

1)  So i t  k  un  en t i e r  non  nu l .  L ' ensemb le

la  re la t i on  !  -

r (k-1)  est  déterminé par

T, tt-rl = E:* Gr. . Ak t6 ,

2)  So i t  k  un  en t i e r  que lconque .  Pour  T€  [ k , k+11 ,  nous  avons  l a

caractér isat ion su ivante .

I t*l = Ek c* 
"AkZn 

* Er. Gr. . Ak | €a ,
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3)  so i t  k  un  en t i e r  non  nu l .  pou r  T  €  ( k -1 ,k ' . l ,  l ' ensembre  d raeeess i -
b i l i té  f , i " t t l  est  donné par  :

frttr = Ek Gk. o*l f lg,

Démonstration

1) Pour prouver la première égal i té,  nous montrerons que :

-

[ I t r-r l  ] t  = ler ck .  o*| fr  t ]  t

so i t  q  un  é lémen t  de  t Î , t * - l )  ] r .  pou r  rou r  é témenr  x (T )  de  I  ( r ) ,

ona :

t qx (T )=o  
vT€ [ t - f , f )

D 'ap rès  l a  f o rme  (16 )  de  Ia  so lu t i on  fondamen ta le  X (T ) ,  ce t te  éga -

l i té  se t radui t  encore par  3

f  Ar .  ( r - t+ t1
' q  Ek  Gk  

"  
K  F *  xo  =  O  O*o€ IRn  e t  VT  €  [ f - f , : < )

Ce t te  fonc t i on  é tan t  ana ly t i que  su r  I ' i n te rva l l e  I t - f , t )  e t  i den t i -
quement  nul le  sur  cet  in terva l le ,  i l  s 'ensui t  que ses dér ivées s 'an-
nulent pour T = k-1. Nous obtenons donc 3

tq  Et  o*  4- t  , *  =  o  I  =  L ,z , . . . ,n  k .

par conséquent, q appart ienr à ["* 
"* 

.  
\  l f r  , ] t

Réc iproquement ,  so i t  un étément  q  de [ " t  c r .  \ lT i r ] \  Nous aurons

tq  Ek 
" *  

o i - t  
" *  

=  o  i  =  L ,2 , . . . ,n  k .

Le théorème de Cayley-Hamilton nous permet de conclure gue :

È \  ( r - k+ l )
"q  Ek  Gk  

"  
^  Fk  =  o  vT€  [ l c - f , t )

e t  donc  q  appar t ien t  à  t i  t * -1 ) ] t
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2l De même, pour la seconde relation, nous démontrerons que :

;?rr l1'  = û(k)lr
Le lemme T.2.7.  nous permet t ra de eonclure.

Moyennan t  I a  seeonde  p rop r ié té  I . 2 .2 . ,  comme T€  [ k , k+ l ; ,  i l  es t
c la i r  que :

t9txll' c [? trr] '
Par  a i l l eu rs ,  nous  avons  vu  dans  r .1 .2 .  (p rop r ié té  3 )  que  l e  p re -
mier  instant  de dégénérescence est  un ent ier .  Par  conséquent ,  pour
une  so lu t i on  x ( t , xo ,g )  du  sys tème (Z ) , (31 ,  t ou t  vec teu r  o r thogona l
à  x ( t , xo ,g ) ,  pou r  T€  [ k , k+11  ,  I ' e s t  éga lemen t  à  x ( k , xo ,e ) .  I l  en
ressor t  f  inc lus lon :

;?tr l1r c i l rr l  1'
et  f ina lement  1 'égal l té  des deux ensembles.

3)  Cet te t ro is ième par t ie  s 'e f fectue de façon ident ique :  nous mon-
trerons que :

tit" (r) lr = [ercr . orl fla ,]'

D'ap rès  l a  t ro i s ième p rop r ié té  r . 2 .2 . ,  pou r  T  ç  ( t -1 , k ' l  ,  nous  avons
f  inc lus ion :

tÎf" (k)lr c [1{" 1r)lt

Comme d 'après  le  lemme T .2 .5 .  ( i i l  , f i , o t t t  =  Ek  Gk .  o* l
nous  res te  à  é taUl i r  I ' i nc lus ion  réc ip roque.

De), i l

soit donc un élément q non nur de tffottf lt . pour tout contrôle
admiss ib le  u ( . ) ,  nous  avons

fr
t - l  x (T-s)  C"(s)ds  =  oq. t

,/o

t t
Cet te  re la t ion  es t  en  par t i cu l ie r  vér i f iée  pour  u (s )  =  C x (T-s )q

En subst i tuant ce contrôIe dans 1'égal i té c i -dessus, nous obtenons

+ 2
l "qx(r -s)Cl  ds=o
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et  par  conséquent ,  tn  x(T-s)  c  = o pour  s  e [o ,T]

ce qui  peut  encore s 'écr i re  :

t q  x (k -s )  c  -  o  pou r  s  €  [ t< - t , r ]

Ce t te  éga l i t é  es t  v ra ie ,  en  pa r t i cu l i e r  pou r  s  €  [ f - t ,  f ]  .  D 'où ,

d 'ap rès  I ' exp ress ion  (16 )  de  l a  so lu t i on  fondamen ta le  x (k -s ) ,  pou r

s  €  [ o ,1 ] ,  nous  avons  3

tq  x (k -s )  e  =  tq  E t  
" *  

.o* ( l -s )  F t  c

qu i  es t  une  fonc t i on  ana ly t i que  su r  [ o ,1 ] .

Nous en déduisons que 3

tq  x ( k - s )  C=  o  vs€  [ o , k ] .

E t  pa r  su i te ,

fx
I

tn  
I  x (k -s)c i t " lds=o v îe  l2 ( (o ,k ) ;n t )

/o

et par conséquent, q appartient à l frtrf Jt

Ce qui achève Ia démonstration de notre théorème.

ce théorème nous permet d'obtenir aisément un certain nombre de

résul ta ts ,  par  exemple sur  la  dégénérescence.  Nous avons vu qu 'un

sys tème d i f f é ren t i e l  (2 ) ,  (3 )  es t  dégénéré  à  t=T  s i  e t  seu lemen t  s i

I  t t l  /  Bn .  En  u t i l i san t  1 'exp ress ion  ae  ?  ( r )  ob tenue ,  nous  re -

t rouvons le  cr i tère de Charr ier  e t  Haugazeau [1SZS] ,

I . 2 .  10 .  P ropos i t i on  :

Le système d i f férent ie l  (2 ' )  est  dégénéré au temps T=k s i  e t  seule-

ment  s i  :

Er Gr 
" \T** "k 

Gk. or l  8a

f I  nous est  également  poss ib le  de t radui re a lgébr iquement  le  résul -

ta t  de charr ier  e t  Haugazeau f fszs] ,  Çuê nous avons rappelé dans la

p ropos i t i on  f . 1 .3 . ,  ob tenan t  a ins i  une  nouve l l e  cond i t l on  nécessâ l - re

et  suf f isante de dégénérescence.
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1f

: :

rent l

s i e

k+m-1

i=k-  1

11:1
i f f é

R N

I
::::

ème d

qde

ï . 2 -LL -

Le syst

non nu1

e l  (2 )  es t  dégénéré  à  T  =

t  seulement  s i  :

Démonstrat ion

La proposi t ion

sys tème (2 )  es t

E.  c .  <  A . l
r  l_ r_ '

-o

I .  1 .  3 .  s  ' exp r ime  enco re  en

dégénéré pour le vecteur q

=o

ï ,  t i l

seulement si

f r try I.n I L-J r- (,) |
lr-r< t .r.** I

ou encore,  en considérant  l tensemble

I r.**-t ̂ - I'n lt-J T. (i) | ="
l_ i=k-t J

La première par t ie  du théorème r .2 .9.  nous donne immédiatement  Ie

résu l ta t .

r.2.12. 
i : i : :_-:: :

1)  Si  nous essayons de comparer  ce dern ier  cr i tère à ce lu i  obtenu
A

en  1 .2 . ! o . ,  nous  voyons  qu , i l  év i t e  l e  ca l cu l  de  
" ' k ,  

qu i  peu t

s 'avérer  longt  par  eontre,  quand m devient  grand,  i I  est  molns

maniable pratlquement .

2 l  Comme nous I 'avons noté dans I ' in t roduct ion de notre t raval l ,

le  fa i t  que nous n 'avons pas constdéré de retards dans le  con-

t rô le  n 'est  pas fondamenta l .  Une extension de nos résul ta ts  est

re la t lvement  fac i le  à obteni r .  En ef fe t ,  s i  nous consldérons un

contrôIe de la forme
m
r  c i  u( r - i ) ,

1=1

k- l  pour  le veeteur

te rmes  d 'ensemb les  :  l e

au temps T = k- l  s i  e t
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f  in t roduct ion d 'un contrô le

sa i re .  Pour  de  te l s  sys tèmes ,

de (x^,  rp)  = (o,  o)  ,  est  donnéo

in i t ia l  déf in i  sur  [ - * ,  o ]  est  néces-
1 'ensemb le  d ,access ib i l i t é  à  pa r t i r

par :

1r"(r)  = Ek Gr..  okl  Dt,  * Ek Gr. Akl n;,

ou
(n

;i
kx

"t ofl
mr)

sont  les deux matr ices

et  (n  k  x  f  k)  su ivantes :

de d imensions respêct ives

-

fri=

C - .
: 1

: .
c

m
o

a

à .

c
o

:1
:
cm
O.

I
a

o.

.C
m
o

a

; î =
a

.o
a a

. .o  c  . . .c-
M I

3)  r I  est  é tonnant  que I 'on a i t  rarement  cherché à expl ic i ter  les
ensemb les  d 'é ta t s  access ib les  de  façon  à  1es  rend re  man iab les , .
c 'est  une approche pour tant  qu i  heur is t iquement  peut  s 'avérer
f ructueuse.  A ins i ,  la  mise en forme nouvel le  que nous avons don-

, - V l ànée de . /L rk (1 ,o ,o ,v )  
" t  

JLo( t )  nous  permet t ra  d 'aJou te r  querques

résul tats sur la IRn-contrôlabi l i té des systèmes di f férent ie ls
à retards,  comme nous re verrons dans le chapi t re suivant.
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CHÀPITRE rf - contrôlabil i té

ce chapltre sera consacré au problème de la contrôlabil i té du sys-
tème (1 ) ,  (3 )  dans  I ' espaee  euc t i d ien  gn .  Dans  l , é tude  de  l a  con -
t rô lab i l i té  des systèmes ord ina l reo,  la  ètb le  généra lement  consi -
dérée est un point ou un ensembre de polnts de nn. Dans le cae de
processus à retards,  comme nous l tàvong remarqué dans o.1.5. ,  on
peut consj-dérer eomme cible une fonctlon contlnue sur un intervalle
de longueur m. Un certain nombré d'auteurs ont donc envisagé le
probtème dans un espace fonct ionnel ;  s lgnarons,  ent re aut res,  à
t i t re  documenta i re res ar t ic les de Der four  et  Mi t ter  l ts lz f ,  de
Mani t ius et  Tr igg iani  [ fSZa]  et  le  survey de Manl t ius [1SZO],  a ins i
que les b ib l iographies jo in tes.  Mais  para l lè lement  se sont  dévelop-
pés des t ravaux sur  une contrô lab i l i té ,  où la  c ib le  considérée est
un point  de nn.  Remarquons que ces t ravaux sont  Just i f iés par  Ie
fa i t  que cet te  IRn-contrôtabi l i té  est  une condi t ion nécessai re de
contrô lab i l i té  fonct ionnel le .  Un cer ta in  nombre de cr i tères de n ln-
contrô lab l l i té  ont  a ins i  é té obtenus,  ent re aut res par  Ki r i l lova et
churakova [rsez] , r{eiss frsoz] , Manirius er orbrot ltstz] "t 

zmood
[ rszl ] .

Nous a l rons explo i ter  res résul ta ts  du chapi t re  précédent ,  ê t  en
par t icu l ier  1 'express ion a lgébr ique que nous avons obtenue pour
l ' ensemb le  d 'access ib i t i t é  î " " t t f  .  Nous  donnerons  que lques  c r i t è res
nouveaux  de  comp lè te  rRn-con t rô lab i l i t é  (no tamment  r r . 1 .g . ) ,  e t
étudierons la  s t ructure des systèmes (1) ,  (3)  non complètement  IRn-
contrôrables,  problème qui  n 'a  pas encore été abordé Jusqu,à pré-
sent dans Ia l i t térature. NouB établirons alnsi un théorème de dé-
compos i t i on  pou r  de  te l s  sys tèmes  ( théo rème I I . 1 .17 . ) .  Nous  e f fec -
tuerons un rapprochement avee une forme de contrôlabil i té purcment

a lgébr ique,  in t rodui te  par  Morse [1SZO].

Puis, dans une seconde part i-e, nous étudierons une contrôIabil l té
par t icu l ière :  Ia  nu l le  IRn-contrôIabi t i té .
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I I .  1 .  Comp lè te  n  n -con t rô lab i l i t é

Enonçons pour eonrmeneer la définit ion de la complète contrôlabil i té
en  un  po in t  de  Rn .

r r .  1 .  1 .  oé f in i t i on

Le système guidable à retards ( l ) ,  (3)  est  complètement  IRn-contrô-
lab le au temps T > o s i  e t  seulement  s i ,  pour  toute condi t ion in i -
t ia le  (xo,g)  appar tenant  à RD x L l  (  ( -m,o)  r  IRn)  et  pour  tout  po int
* l _  de  RD,  i l  ex i s t e  un  con t rô l e  adm iss ib l e  u ( t ) ,  t 6  [ o , t ]  t e l  que
x  (T ,  xo ,p ,  u )  =  *1

A I ,  a ide de ra caractér isat ion argébr ique de 1 'ensembre î . ,o  t t l  des
é ta ts  access ib les  du  sys tème (1 ) ,  (3 )  à  pa r t i r  de  l a  doub le  cond i -
t ion in i t ia le  nul le ,  nous nous proposons de donner  une condi t ion
nécessai re et  suf f isante s lmple de complète IRn-contrô lab l l i té .

Avant de formuler ce théorème, énonçons une proposit i-on connue
(Mani t ius et  orbrot  l ts tz l l  nécessai re à sa démonstràt ion.

I I .  1 . 2 .  P ropos i t i on

Le système guidable à retards (1) ,  (3)  est  complètement  IRn-contrô-

lab le au temps T > o s i  e t  seulement  s i

51" ttl = IR n

Démonstrat ion.  1)  Supposons le  système (1) ,  (3)  complètement  IR 'n-
contrô lab le à t=T et  considérons *1 appar tenant  à n n

Pour  tou te  cond l t i on  i n i t i a l e  ( xo ,g )

(  ( -m ,o ) ,  Rn )  i I  ex i s t e  un  con t rô l e

appar tenant  à IRnx L l

admiss ib le  u te l  que :

*1  x  (T ,  xo ,  g ) x (T-s )  cu (s )  ds

et  cec i ,  ên par t icu l ier  pour  *o = o et  la  fonct ion in i t ia le  g iden-
t j -quement  nuI le .  11 v ient  donc que :

*1 6 3,o t r l

40



2) supposons réciproquement que f l"tr l  = rRn.

Remarquons que, pour tout vecteur x, g" Rt, et toute condit ion

in i t i a re  ( xo ,g )  appa r tenan t  à  nn  x  L r ( ( -m ,o ) ,  Rn ) .  on  a  :

*1  -  x  (T ' xo ' 9 )  €  R 'n '

Moyennant  not re hypothèse,  on peut  a f f i rmer  qu, i r  ex is te un eon-
t rôIe admiss ib le  u te l  que :

*1  -  x  (T , xo ,p )  =  ( '  * (T - s )  c  u ( s )  ds
' / o

et  donc Ie  système (1) ,  (3)  est  complètement  rRn-contrôrable.

comme nous  avons  dé te rm iné  1 'ensemb le  Ro t t l  dans  l e  t héo rème I .2 .g .
la  proposi t ion que nous venons d 'é tabl i r  peut  se t radui re a lgébr i -
quement 3

I r . 1 .3 .  Théo rème

Le système guidable à retards (1) ,  (3)  est  complètement  n.n-contrô-
l ab le  à  t  e  ( k - l , k ]  s i  e t  seu lemen t  s i  :

Ek Gk . o*l 9Ê

comme pour  T (  (k- l ,k ] ,  f i , " t t l  =  
\ t * l  ,  nous avons le  coro l la i re

suivant  :

I f . 1 . 4 .  Co ro l l a i r e

Le  sys tème (1 ) ,  (3 )  es t  comp lè temen t  nn -con t rô Iab le  à  re  ( k - l , k ]

s i  e t  seu lemen t  i l  l , es t  à  T=k .

f I .  1 .5 .  Remarques

1)  comme nous r ravons  no té  p récédemment  (p ropr ié té  T .2 .2 . (3 ) ) ,
I 'ensemble 3l" t t l  croî t  avec t .  par conséquent,  I ,ensemble
Ek  Gk .  \ |  &e

i= l , . . . , k -1 .  Cec i  peu t  d 'a i l l eu rs  ê t re  vu  fac i lement  en  u t i l i san t
les propr iétés part icul ières de A* et  G* données dans o.2.6.  r l
con t ien t  donc  E,  G l (  o r l  3 r ,  =<  Bo l  8  r ,  ensembte  qu i  nous  es t
fami l ie r  pu isqu ' i l  représente  I 'ensemble  d 'access ib i l i té  d 'un
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système d i f férent ie l  ord ina j . re  (Bo,C) .  Ceci  nous j -nd ic1ue,  d 'une

par t  que  Ia  B .n -con t rô lab i l i t é  du  sys tème (1 ) ,  (3 )  es t  équ iva len te

pour  t  <  L ,  à  l a  con t rô lab i l i t é  du  sys tème o rd ina i re  (uo ,C) ,  d ' au -

t re  par t  que Ia  lRn-contrô lab i l i té  d 'un système à retards est  p lus

fac i lement  réa l isée que pour  ce système ord inai re.
t  t â l  a ^

2) comme par ailleurs LJ Jt^ f al = JL t"l , res norions de complère
t >o  

- - o  o

IRn-contrôIabi l i té  à t  >  n et  T = n sont  équiva lentes.

3)  La complète IRn-contrôtaUi t i té  des systèmes à retards dépend de

f  instant  I  considéré, '  donc,  contra i rement  au cas des systèmes d i f -

férent iers  ord ina i res,  on ne peut  a t te indre un point  de n n en un

temps arb i t ra i rement  cour t .  Cependant ,  sur  les in terva l les de nom-

b res  en t i e rs  consécu t i f s ,  de  l a  f o rme  (k -1 ,k ] ,  I ' ensemb le  d 'acces -
/?\

s ib i l i té  J to (T)  é tant  Ie  même, le  système à retards se comporte

comme un système ordinaire, et donc un éIément de 
Q(kf 

=

E.,- Gr- ( Ar- | a4K K K '

ment proche de t  =  k-1.

4 )  Rappe lons  qu ' i I  ex i s te  dé jà  des  c r i t è res  a lgéb r iques  de  m.n -

contrô lab i l i té  :  ce lu i  de Ki r i l lova et  Churakova I  fSeZ1,  dont  la

nécessi té  a en fa i t  é té démontrée par  Mani t ius et  o lbrot  l t? lZ l ,
e t  ce lu i  de zmood [ fsZa] .  En développant  not re ensembte f t " t r l  nous

ret rouvons la  matr i . "  i r r ( t ) ,  in t rodui te  par  Ki r i l lova et  Churakova.

Voyons p lus préc isément  le  l ien ex is tant  ent re le  résul ta t  de

Zmood  e t  no t re  c r i t è re  I f . 1 .3 .  En  u t i l i san t  nos  no ta t i ons ,  l a  con -

d i t i on  de  Zmood  s 'éc r i t  :

aik-â*c I = .,

où z .  =
l-

pou r  i  -  L , 2 , . . . k .
A.  _1z i

A 1 ' a i de  des

voir que :

propriétés données dans

i i
E . G . A l F .  C  =  E . A 1 Z . C

l - l _ 1 1 _  l _ l _ l _

O.2 .6 . ,  i t  es t  poss ib l e  de
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et que

[".l
troro'r l  t  

l  " 
= Ei-rGi-roL-r"i-r"

l"lL"J
Nous en déduisons que :

ercraio. = [ erajrzrc 
"r_ro]._ tzt, c. . .

Par conséquent, Ia matrice de Zmood est la

veloppant notre ensemble Ek Gk . 
\ | Oa

nrajrz rc I

matrice obtenue en dé-

i  =  2 ,  . . . k

des deux résultats. Remarquons cependant que zmood arrive à la
eonstruction des matrices 

\ 
sans pour cela introduire re système

ordinai re associé.  ce dern ier  nous a permis d 'obtenj_r  de façon
aisée,  un cr i tère formel lement  prus s impre et  p lus "par lant ' , ,  ce
qui  n 'est  pas sans conséquence,  pu isque nous pourrons a ins i  é tabl i r
quelques résul ta ts  nouveaux sur  la  Rn-contrôrabi r i té .

f f . 1 . 6 .  Exemp le  :

Considérons le système suivant :

[,.; :.]l [ ;] [:; ::]].I l[; ,..,1.
Supposons T ap_par tenant  à I ' in terva l le  (o ,  1 ]  ;
EtGt.or l  n, ) :

Er o1 .  or l  4-  = El  
"r9,  

+ 
"1 "r  

or  0,

I l  es t  c l a i r  que  E l  G t

déré n 'est  pas complètement

Supposons à présent T e ( I ,z

Ez G2. orl ûc
Un rapide calcul nous permet d ' é tab l i r  que  :

f ''l
|  |  u ( t )

L"J
calcu lons

[-' I
+rm |  |

L "J
A = /  n2 t  e t  donc re système

Rn-con t rô lab te  pou r  T  ç  (o , f ] .

]  e t  déterminons I 'ensemble

:l=rm 
I

eons]--
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[  
" - '

eAz= | 
"

1",
Rappelons que

-1

o

e

o

o

o

o

-1
e

o

o

o

o

-1
e

e 2 -

I

o

-1
e

o

o

1

o

-1
e

o

o

1

o

o

o

o

1

Ez G2t e)Aa, = EzGzQ* EzGzAzS.* nreralD, * ercre)Ax

Nous avons :

EzGzDz= rm

1
I
I
J
-1

I
I

J
s deux premiers termes

ystème que nous avons

pou r  T  €  (1 ,2 ] .

r emarque  I . 2 .4 . ,  que ,

l- e-l 1
I
Lo o

[ -  
- " -1 - r

I
Ll o

regard de ce

n '2  e t  l e  s
-contrô1able

Il  apparaît donc

Ez cz. Azl  e,
est complètement

I I . 1 . 7 .  Nous  avons  no té ,  dans  I a

T € ( t - r , r ]

E2GzAzO, = rm

au

) =

l R n

que

considéré

pour

3""t- f  = 
"*&* 

( t ,o,o,v)

or ,  I ' ensemble  J t * ( l ,o ,o ,v )  =  Gk  .  ok l  &A r ,  dé te rminé  dans  la
propos i t i on  r .2 -3 . ,  es t  A* - i nva r ian t .  rn t rodu isons  donc  I , espace

quot:-enr fr"k - n"Y= 
%q( 1,  o ,  o ,  v)  

e t  la  Pro j  ect ion Q* '  a1 '  nk

11 existe donc une matrice unique Ï,*, induite par A* dans

tel le que le diagramme suivant soit commutatif  :

* f i tk

ft ttk,

B. nk

j"'
IR

TR

nk A.
K \

Qk

nk i-
K
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c 'es t -à -d i re  te l l e  que  :

ot At = Ak Qk'

ces remarques nous permettent d'énoncer un critère nouveau de eom-
ptète n n-contrô lab i l i té .

I I . 1 . 8 .  P ropos i t i on

Le système d i f férent ie l  (1) ,  (3)  est  complètement  IRn-contrôIable
à  T  €  ( k - l , k ] ,  où  k  €  Î i ' r ,  s i  e t  seu lemen t  s i  une  des  cond i t i ons
suivantes est  réa l isée :

( i )  Qk=o

( i i )  Pour  tout  vecteur  non nul  q  de RD, on a :

rer o1 É xer( tq 
" t )

Démonstration

1)  Condi t ion nécessai re

supposons que ra proJect ion en so i t  non nul re et  qu, i r  ex is te un

vecteur  non nul  q  de IRn te1 que :  Ker  ek.  x . t ( tq  
" t )1T

o r ,  Ke r  Q*  - t bk (1 ,o ,o ,V )

Pour le vecteur q donné, nous avons donc :

tq Ek Gk . or.l &a ) = o

D'ap rès  l e  t héo rème  r r . 1 .3 . ,  l e  sys tème  (1 ) , ( 3 )  n ' es t  donc  pas  com-
p lè temen t  IRn -con t rô lab le  à  I '  i ns tan t  T  €  ( k -1 ,k ] .

2)  Condi t ion suf f isante

+ Supposons Ia  condi t ion ( i )  vér i f iée.  L 'ensemble Ker  ek =

&* (1 ,o ,o , v )  es t  nnk  t ou t  en t i e r .  E t  pa r  conséquen t  
\ t r . l  

= rRD,

d 'où  Ia  comp lè te  lRn -con t rô Iab i l i t é  à  T  €  ( t - f  , t ]

+  Supposons à présent  la  condi t ion ( i i )  vér i f iée.  pour  tout  vec-
teur q non nul de R n, on a donc la relation :

t q  Ek&* (1 ,o ,o , v )  /  o

Par  conséquen t ,  d ' ap rès  l a  remarque  I . 2 .4 . ,  36 t * f  =  IR 'n .  E t
par  su i te ,  Ie  système (1) ,  (3)  est  complètement  IRn-contrôIable

à r  e  (k - t ,k ] .
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ut i l j -sons une fo is  de p lus l rexpress ion de [L" t t l  que nous avons

établ ie ,  pour  prouver  que la  complète lRn-contrôtaui l i té  est  eon-

servée par des automorphismes de B.n et de IRr.

deux automorphismes quelconques :

I  :  nn  - )  rRn

s  :  n ' r  +  IRr

Supposons que Ie système (1) (3) est  complètement lRn-contrôIable
à  r  e  (k - l , k ] .  A lo rs  l ' équat ion  donnée par  3

r r .1 .9 .

Soient

(231

Proposi t ion

. l û

x(r )= x Ë- i ( t - i )+3" t t t
i=o

avec i i  =  T-1 Bi  r )  3  = T-1 c  s

est  également  complètement  IRn-contrô lab le à f  e  (k-1,k ] .

Démonstration

D 'ap rès  l e  t héo rème r r .1 .3 . ,  pou r  mon t re r  l a  comp lè te  rRn-con t rô -

lab i r i té  du système (23) ,  i I  faut  e t  i r  suf f i t  qu 'on prouve que :
N È 7

"*  
ë* .  Ànl  f lg  > = Rn

où an et  D* sont les matr ices du système ordlnaire associé à 1 'é-

quar ion  (23)  
" .  

Ë*  =  
[ t *  

-  
] r  "o* ] - t

o r ,  I ' ensemble  t *  Ë*  .  i * l  A* ,  s ,écr i t  encore  :

N  r u  :  n k  a  
- t

,*  Ë* ' i*  lgar=Ë "*[r*-r* " t*-  
o* tT - t  

t r l 'onr*) i - l r*(rplo*s*)

où nous avons noté Tk et  St  les matr ices respect ivement  d 'ordre
nk et rk

sk=

[ : : ]

suivantes :

[' o I
lo 'J

mr k -

46



Après s impl i f icat ion,  I 'express ion devient  :

,* ô*. Â-r.l Ôrr=,ï ,r.rr t 
[r*-r* 

"rrr.1 "\]-t Im (D*s*)

Par  a i l l eu rs ,  i l  es t  a i sé  de  vé r i f i e r  que  :

F  t - l  -  - - 1
"k 

lk = r' | Ek.

e t  
- 1

Tk Jk Tk- = Jk

En s 'appuyant sur ces remarques et  sur re fa i t  que rm(D* s*)  =
fm D*,  nous pouvons conclure;  en ef fet  :

È È - *
tn ô* . À*l 9A >= r-1 Er. Gr . orl Da-

=  T -1  rRD =  IRn .

Récemment ,  Mani t ius et  Tr igg iani  [ rsza]  ont  é tabt i  un cer ta in  nombre
de résul ta ts  a lgébr iques in téressants,  por tant  sur  I 'équat ion ca-
ractér is t ique (8)  du système.  Ces résul ta ts  dér ivent  d 'é tudes p lus
généra les sur  les systèmes l inéai res abst ra i ts  contrô lés,  rég ls  par
des équat ions d i f férent ie l les dans un espace de Banach.  présentons

un de leurs cr i tères de IRn-contrô lab i l i té ,  qu i  nous in téresse p lus
par t icu l ièrement .  Notons S(u)  Ia  matr ice :

g (u )  =  Bo  *  u  81  +  +  um B*

r r . 1 -10 -  Théo rème  :  (Man i t i us  e t  r r i gg ian i  I r s ze ]  ) .

Le système d i f férent ie l  (1)  est  complètement  IRn_contrô lab le s i  e t
seulement  s i ,  pour  tout  veeteur  q de Rn ( indépendant  de; t ) ,  ra  re_
lat ion

tn[c s(u)c 
"?;i  

c] =o vu€c

impl ique e = o.

ï I . 1 . 11 .  Remarque

Assez récemment, ra contrôrabirité des systèmes à retards a été
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I 'objet  d 'études ut i l isant des méthodes purement argébr iques
(Kamen f  rszs ] ,  Morse  [ rszo ] ,  son tag  [1926]  )  .  En  e f fe t ,  €n  eons j - -

dérant U comme un opérateur de retard, et en définissant
m

g(u)  = E B. ,  Ia ,  comme une matr ice sur  l ,anneau
i=o

à  coe f f i c i en ts  dans  IR ,  l e  sys tème (1 )

par :

i t t t  =  e(u)  x( r )  + cu( t )

sera appelé " fa ib lement  contrôIable"  s i  :

(251 ransc [c  s(u)  c  
" Îu i " ]  

=r ,

c 'es t  à  d i re  qu ' i r  ex i s te  uo€  G  te r  que  l a  ma t r i ce  numér ique

l- 'r
IR lU ldes polynô-

LJ

peut encore êtremes en u
représenté

(241

Ce systbme

[c  n(po)  c  eîu] l  c l

soi t  de rang n.

Nous  voyons  que  s i  l e  sys tème (1 ) ,  (3 )  n 'es t  pas  comp lè temen t  nn -

contrô lab le i l  n 'est  pas fa ib lement  contrô lab1e.  Cependant ,  les deux

not ions ne sont  pas équiva lentes,  pu isque Ia fa ib le  contrô lab i l i té

n 'es t  pas  réa l i sée  s i  e t  seu lemen t  s ' i I  ex i s te  un  vec teu r  po l yno -

n i ia l  non nul  d  (U)  te l  que :

ta(u) r"r(u) = o Yue C

où nous  avons  no té  u (u)  la  mat r ice  fc  n (u)  c  
" Î ; i  

c ] .

Donnons un exemple dû à Morse [fSZe] de système complètement R'n-
contrôlable,  mais fa ib lement incontrôlable :

( -  * ,  t t l  =  x ,  ( t )  *  *3  ( t -1 )

I  *z ( t)  = x, ( t)  + x, ( t)
I
\ .  i .  t t l  =  u  ( t )

Pour ce système,  la  matr ice e( l r )  est  :

[ '  o ul
s(u)=l o 1 1l

LoooJ
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Calculons la  matr ice M(U) :

[" u 'l
t l (u )  =  

|  
o  1  1  

|

L' O "J

considérons un vecreur , = 
l;; l  de

L n'J
* 3, nous voyons que :

[n ,  ez  ag1 u(u)  =  [n ,  q lu+q2 q lu+q2 ]  =  o

entraîne que Ie  vecteur  est  nur .  D 'après le  théorème
système donné est donc complètement rRn-conÈrôrable.
i t  est  a isé de vér i f ier  que :

vu 6 c

r r .  1 .  10 .  ,  l e
D 'au t re  par t ,

( r  u o) u(u) -  o vu€ A.
Et ce système est par conséquent faiblement incontrôlabre.

I r . L .L2 .  p rob lème

11 ex is te une décomposi t ion canonique des systèmes d i f férent j -e1s
o rd ina i res  i ncon t rô rab res  dûe  à  Ka rman  [ r sos ] .  Es t - i r  poss ib re
d 'établ i r  un te l  résul ta t  pour  les systèmes à retards non eomplè-
temen t  lRn -con t rô lab les  ?  Le  théo rème r r . l . 12 .  donné  dans  l a  su i te
répond complètement  à cet te  quest ion,  qu i  n ,avai t  jamais été abor-
dée,  e t  préc ise Ia  s t ructure de te ls  systèmes.

Dans une première approche, on peut penser à uti l iser le théorème
Ï r ' 1 ' 10 .  e t  l a  r emarque  r r . 1 .11 .  pou r  essaye r  d ' abo rde r  ee  p rob rème .
En ef fe t ,  nous y  avons noté gu€,  s i  le  système (1)  n 'est  pas eom_
plètement  rRn-contrôrabre,  arors rangc M(u)  I  n .  une première d i f f i -
cu l té  apparaÎ t  cependant :  le  fa i t  d 'avoi r  à  not re d isposi t l -on des
matrices polynomiales nous amène à raisonner sur des modules. or,
contrairement à Ia théorie des espaces vectoriels, pour un module
donné  Y  de  nn [u ]  ( i . e .  n [u ]  r . . .  

"  
n  [ u ] ) ,  i l  n ' es r  pas  poss ib te  de

t rouver  un autre module Z te1 que nt [U]  = y  @ Z.
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Par a i r reurs,  s i ,  €n ut i r isant  cet te  méthode,  nous obtenons,  pour

une  c lasse  de  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  (1 ) ,  une  décompos i t l on .  ce l l e -
ci ne sera pas spécif ique des systèmes non complètement IRn-contrô-
l -ab les,  mais  des systèmes fa ib lement  incontrô lab les.

Cependant donnons ici un résultat personnel sur la décomposj-t ion

des  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  (1 )  sca la i res  ( r  =  1 ) .  qu i  son t  f a ib le -
ment  incontrô lab les.  Ce résul ta t ,  out re Ia  présentat ion d 'une mé-
thode  d ' i nves t i ga t i on  d i f f é ren te  de  ce l l e  u t i l i sée  j usqu 'à  p résen t

dans notre travail ,  comporte un autre intérêt :  i l  nous permettra

d 'aborder  dans le  chapi t re  rV le  problème de la  min imal i té  d 'une
réa l i sa t i on  sca la i re .

Pour étabtir ce résultat, nous rappelons ici deux lemmes algébri-
ques que I 'on peut  t rouver  dans Lang l reos] ,  dans des notat ions

dûes à Kappet  l ts l l ) .  Nous noterons Rk, l  [u ] ,  re  n[u] -modute des

matr ices kxÎ ,  dont  les éIéments appar t iennent  à n[U] .  Le sous-
modu le  de  * t  [ u ]  engendré  pa r  des  vec teu rs  a l , . . . ak  donnés ,  se ra

rep résen té  pa r  t  (  a l  ,  . .  .  , . t  )

I f . 1 . 13 .  Lemme

Tout  sous-module de 3t  [uJ est  un module l ibre ( i .e .  ee sous-module
possède  une  base ) .

I I . 1 . 14 .  Lemme

so i t  A  appar tenant  à  n r r , r r luJ .  So i t  x r ,
n "  [u ]  te l s  que  Axr , . . .Axk  fo rment  une

. . . , x k  des  vec teu rs

base de Im A.  Alors

de

nt [u ]=KerA o  ( (  * j  ) )

1)  fa ib lement  incontrôIable.

,  vér i f iant  det  S I  O,

k
O)

J=1

f I . 1 .  15 .  P ropos i t i on

Consi-dérons un

I1  ex i s te  a lo rs

te l le  que

sys tème (1 )

une matrlce

sca la i re  ( r  =

s 6 rnrr ,n[uJ
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Iarr(u)l f"r,r,-l
,.1 ôtut=s-l(u)c=l I

"zz(rt L o J
des matrices polynomiales respec-

x (n- r )  ,  (n- r )  x  (n- r )  .  La matr iee

" t ,  
(  u)

oIËtul  = s- l  B(u)s

où art (1,) , Btz (u) er Bzzfu) sonr

t ivement de dimensions r 1 rr r
c,  (u)  appar t ien t  à  nr ,1 [u  J .

Démonstration

s i  Ie  système scala i re  n 'est  pas fa ib lement  contrô lau le,  nous avons

rm M(u)  /  tR" [u ]

et par conséquent,

xerru(u) / {o }
t  n"[u]J

xer  tu (u)  é tan t  un  sous-modure  de  n t [u ] ,  i l  es t  r ib re  d 'après  le
lemme r r . l . 13 .  r r  ex is te  donc  une  base  Ë1 , . . . ,Ë , .  de  Ker  

t l , t (u )  
avee

O (  r  (  n .

Considérons (n-r )  vecteurs Ë.* f  ,  . . . .Ër ,  t . l  q . r "  les vecteurs
t " , u rË r * t  

, . . . . t t ' l ( u )Ë r ,  f o rmen t  une  base  de  rm  tu (u )  
.

D 'ap rès  l e  l emme I r . 1 .L4 . ,  nous  avons  l a  décompos i t i on  su i van te  :

n"[u]  =(  à 1"r>)  e rer  t t t (u)
\  J= r+ r  J  /

Soi t  3 f"  matr ice de passage, appartenant à nrr , r r luJ,  de Ia base

canon i .qu"  
"1  

, . . . , " r ,  à  la  base  Ë1 ,  . . . ,Ë r r .  pu isque  Ker  tM(u)  es t
tg (u) - invar ian t ,  

la  mat r i . ce  tg (u)  s ,écr i t  dans  Ia  nouve l le  base :

[-Ë'.,rur o II  * '  I
tg (u)  =  

|  |
l r u r u l

L 
Brz(ul 422(u)J

où les matrj.ces Ër, { u) , Ër, t ut et îr, (u) appartiennent respective

ment  à  * r , r [u ] ,  n  
1n- r ) , ,  [uJ  e t  R  

1n- r ) ,  ( r r - r )  [u ]
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De même que dans le cas ordinalre,  comme xer tu(u) c Ker tc,  dans

la nouvel le base le vecteur tc(u) est  :

[ôr(u) o ]

où c, (u ) appart lent à R 1,,  [uJ .

Finalement, en posant ar,  (u ) = tËr, 
tu )

"rz 
(u )  = tËr,  (u )

sr, (u ) = tËr, tu )

cr(u) = tdr(u)

nous obtenons pour la matrlce de passage s = t3, la décomposltlon
annoncée.

rCette méthode ne nous permettant de répondre qu'lncomplètement à
not re  p rob lème I I . l .L2 . ,  on  peut  essayer  d ,exp lo i te r  la  carac tér i -
satlon algébrlque que nous avons obtenue du domaine de complète
IRn-cont rô lab l l i té  f lo (T) .  pour  ce la ,  i l  nous  a  fa l lu  é tab l t r ,  eomme
dane le cae des systèmes di f férent le ls ordinaires,  une propr iété

d ' lnvar lance !

f I .  1 .  16 .  P ropos l t l on

So l t  k  €  l l l * .

1 , ' lnc lue lon  su ivante  es t  vér l f lée  :

Bo  Ao(k )  *  81  R ,o (k - l )  +  +  
"J  

Êo(k -J )  c  no(k ) .

où  J  =  in f  ( k - l ,m)  .

Démonstrat lon :  Af ln de facl l i ter  la lecture de Ia démonstrat lon,
nous  supposerons  k  )m,  le  cas  k<  m s 'e f fec tuant  de  façon tdent lque.
so l t  (m+1)  vec teurs  de  pn  *k_* , . . . , xk  appar tenant  respec t lvement

à  f t ,o (k -m) ,  . . . ,  uùo(k ) .  ÀJou tons-y  (k -m- l )  vec teurs  *1 , . . . , xk_m_l

appar tenan t  respec t i vement  à  no(1 ) r . . . ,  do (k -m- l ) ,  e t  i n t rodu lsons

le vecteur Y* de ntk sulvant !
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Y,=
K

D'ap rès  l e  l emme I . 2 .6 . ,  no voyons que :

*1  €  no( l )  =  
"1  

Gt  .  Ak l0r  t

Q6 l
*2€  Ro(2)  =  L2  Gk  .  ok lO, .  t

*k€  eo(k )  =  Lk  Gk  .  Àk  l0 * ,

Par conséquent ,  yk appar t ient  à  I 'ensemble G* < AklOk>

Considérons à présent le vecteur Bo *k * 81 *k_l + * B* *k-*,
i I  s ' éc r i t  enco re  :

[ o  oB*  t o ]  Yk=EkAry r

Yk  appar tenan t  à  
" k .  \ l 0k ) ,  qu i  es t  À* - i nva r ian t ,  nous  en  dédu i -

sons que :

Ar. Yr. € ok .  Akl& k>

Et donc f inarement' Bo *k * 
"1 

*k-1 + + B* *k-* = Et* Ak yt

appa r t i en t  à  
" *  

Gk .  Ak l?k ) ,  qu i ,  d , ap rès  l e  l emme I . 2 .5 . ,  es t
l r ensembre  n^ (k ) -  L ' i nc lus ion  annoncée  p lus  hau t  es t  donc  vé r i f i ée .o

Nous sonmes à présent en mesure de répondre dans le théorème sui-
van t  au  p rob lème f I . l . ! 2 . ,  en  p réc i san t  e f fec t i vemen t  La  s t ruc tu re
des systèmes d i f férent ie ls  (1) ,  qu i  ne sont  pas complètement  a1n_
contrôIables.

I I . 1 . 17 .  Théo rème

Lrespace  nn  des  é ta t s  d 'un  sys tème d i f f é ren t i e l  à  re ta rds  du  t ype
(1), qui est non complètement rRn-contrôlabte, peut être décomposé
en somme directe :

lR t=X l  e  *2

- -1

a

a

x
k

U S
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en induisant  une

forme suivante :

f - e  
' ' l  

| -

I irtu I I ":'l . l= l
l1^t t l l  lo
L" )  L

Démonstration :

décomposi t ion du système d i f férent ie l  sous la

+. . .+ L"i'*l [;,ï:ll + [:]
'i'-l[ ;, t.r-l
"'"' )l ;, t'rJ

u ( t )

f )  Cons idé rons  I ' ensemb le  des  é ta t s  access ib les  à  pa r t i r  de
(xo r9 )  =  (o ,o ) ,  Çuê  nous  no te rons  :

t l
xr = t-J fl^ (t)t  

t l o  
( , ,

D'ap rès  l a  p rop r i é té  I . 2 .2 .  ( 3 ) ,  nous  avons  X l  =  Ro (n ) ,  où  n  es t  I a

d j -mension du sYstème.  X,  est  donc un sous-espace vector ie l  de IRt .

Comme le système n 'est  pas complètement  IR 'n-contrô lab le,  sâ d lmen-

s ion n,  est  s t r j .c tement  in fér ieure à n.

11  es t  c la i r  que  1 'espace  IRn  peu t  ê t re  sc indé  en  "pa r t i e  a t te igna -

b re "  e t  en  "pa r t i e  non  a t te ignab le " .  so i t  p l  e t  p2  res  p roJec t l ons
I

respect ivement  sur  Xt  e t  *2 = Xl ,  e t  in t roduisons Ie  changement  de

var iab les :

de ces nouvel les var lab les,  nous obtenons le  système sui -

u ( t )

Remarquons que dans la  nouvel le  base,  s i  ï  appar t lent  à  x- ,  i  est
I

de Ia forme :

- [ ]

. [ : , ] x= [ : : ]

[::, :il [.: :.1 + + [ll :ll[,,. :1 + [:: ]

A par t i r

vant :

I i, r.r-l
l" l
L 

ot ttt-1
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Nous  savons , . -  d ' ap rès  l e  l - emme r .2 .9 . ,  que  pou r  k  vec teu rs  donnés
de  nn ,  i t  ex i ' s te  une  so lu t i on  de  (1 )  i ssue  de  Ia  cond i t i on  i n i_
t i a le  ( xo ,9 )  =  (o ,o ) ,  s i  e t  seu remen t  s i  l e  vec teu r  de  IRnk ,  f o rmé
à part ir de ces k vecteurs appart ient à 

"*( 
Akl 0 

k> . Moyennant

le  l emme r .2 .6 -  ( i i ) ,  nous  en  dédu igons  que  nous  pouvons  cons idé re r
1 ( t ) , . . . , 1 (È -m)  déc r i van t  r espec t i vemen t  Ro (m+m)  , . . . ,  Ro (n ) .  La
p rop r ié té  d ' i nva r iance  r r . 1 .16 .  nous  pe rme t  d 'a f f i rmer  a lo rs  que  :

m ["11 B12l  [ -  I
f  I  r -  r  I f ï . , { t - tn ) |

l_1"?t "?rlf 
-o 

I 
t*o(n+m)=xr

_I=; L '  'JL J

La composante su ivant  x ,  de cet te  quant i té  est  donc nul re,  d ,où la
re lat ion :

R,  (n)
o '

a

R (n+m-1 )
o

Ro (n+m1

En posant i  I  J  success i vemen t  pou r  J  =  o ,1 , . . . ,m

nous

îl^' '
-lt '.
* { " )  .

f i
|  *1=o

f "1*"
ons 3obten

{

o2L  * ( J )  ^
"J 

À,1- = u

I I  en ressor t  que :

"?1=o JJ

Y*(J)  q Ro(n+m-5)  = *r

2l  Pour  terminer  Ia  démonstrat ion de ce théorème,  i l  reste à mon-
t rer  que c,  = o.  Dans ee but ,  préc isons dans un premier  temps la
quantité 

"i  "* 
0 k.

Rappe lons  (O .2 .6 .  p rop r ié té  4 )
où  s . ,  1=1 , . . . k  son t  des  b l ocs

[ t", , . . . ,sr.-r]( 1e)1
Lsr = r

"3 
t 

"f ") *af t *{1) * . . .*"3t *l*) =

=  o r 1 r . . . r m

que  E*  G*  es t  une  ma t r i ce  [S t ,  . . . t f . ]
ca r rés  d 'o rd re  n ,  vé r i f i an t  :

= [ ts r .  .  .  s t_ t )  
"Ak ]
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Nous constatons que rmc est  incrus dans rm(u* c* or) ;comme par
a i l leurs  i l  es t  c la i r  que :

im(E*  G*  q . )  .  Ek  Gr  .  ok l& *  
)  =  f lo (k)

nous en déduisons que

La matrice Et Gt Dk . donc pour expression :

Et  Gt  Dk =  ls rc  s2" . . .sk_tc  c  ]

Par conséquent ,  le

I ' ensemb le  X1 ,  que l

C2=O. Ce qui achève

f I . 1 .18 .  Remarques

imC c  X l

vecreur ["t] u(r) = ftr",t,l
L", ) lcru (t)J

que  so i t  u ( t ) .  F ina lemen t ,  nou

la démonstration du théorème.

appart ient à

s avons également

1 )  Dans  l es  deux  décompos i t i ons  é tab l i es  dans  I I . 1 . 15 .  e t  I I . 1 . L7 . ,
nous voyons réapparaÎ t re  les d i f férences spéci f iques entre les deux
formes de controrabi t i té  env isagées,  pu i -sque dans ra première,  la
matr ice de passage appar t ient  à  * r r , r r [u ] ,  a lors  que La seconde dé-
composi t ion est  obtenue par  une s imple t ransformat ion l inéai re.
s ignalons également  qu 'une matr ice de passage polynomia le

S (u)  = So *  uSl  + + U[Sg indui t  une t ransformat ion du type :

i  ( t )  =  so*  ( t )  +  s lx  ( r -1)  +  +  scx  ( t - t  )

2l  Dans 1 'é tude de la  contrô lab i l i té  fonct ionnel le  des processus à
retards,  i l  a  dé jà été obtenu une décomposi t ion du système (1)  com-
me cond i t i on  nécessa j - re  e t  su f f i san te  pou r  que  I ' ensemb le  d 'aceess i -
b i l i té  dans l 'espace fonct ionnel  de Sobolev so i t  fermé (Kurcyusz et
o lbrot  I  fSZZ]  ) .  cer ta ines condi t ions supplémenta i res,  par t icu l ières

à la  contrô lab i l i té  fonct ionnel le ,  y  éta ient  cependant  nécessai res.

Aucun rapprochement avec notre résultat ne semble apparemment pos-

s i b l e .
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TI .2 .  La  nu1 le  IRn-con t rô lab i l i t é

Jusqu'à 1 'appar i t ion du phénomène de dégénérescence,  Ies pr inc ipa-
les  é tudes  su r  l a  con t rô lab i l i t é  dans  1 'espace  euc l i d ien  IRn  po r -
ta ient  en fa i t  sur  la  nu l le  IRn-contrôIabi l i té .  Un cer ta in  nombre
de résul ta ts  (et  en par t icu l ier  ceux de Ki r i1 lova et  Churakova

I  fgOZ]  )  supposaient  impl ic i tement  que le  système d i f férent ie l  à
retards étudié éta i t  en fa i t  non dégénéré.  comme la dégénérescence
d 'un  te I  sys tème imp l i que  que  l a  nu l l e  IRn -con t rô lab i l i t é  n 'en t ra î -
ne pas la  complète IRn-contrô lab i l i té ,  i l  a  fa l lu  d is t lnguer  ces
deux  no t i ons .

I I . 2 . L .  Dé f i n i t i on

Le système guidable (1) ,  (3)  est  d i t  nu l -  rRn-contrô lab le au temps
T )  o  s i  e t  seulement  s i ,  pour  toute condi t ion in i t ia le  (xo,P)

appar tenan t  à  B 'n  x  L l  (  ( -m ,o )  r  Rn )  ,  i l  ex i s te  un  con t rô le  admiss i -
b l e  u ( t ) ,  t €  [ o , r ]  t e r  gue  x (T , xo ,g ,u )  =  o .

11 .2 .2 .  Remarques

1)  La forme (5)  des so lut ions du système impl ique que ra nur le  Rn-
con t rô lab i r i t é  de  ce  sys tème à  un  i ns tan t  r  )o ,  s ,exp r ime  pa r  :

( r
- x  (T ,  x^ ,Q)  =  I  x  (T -s )  cu  (s )  as .

v  
/ o

2)  r I  es t  imméd ia t ,  d ' ap rès  l es  dé f i n i t i ons  respec t i ves ,  eu ,un  sys -
tème complètement  IRn-contrô lab le est  également  nul  IRn-contrôIable.
La réc iproque,  comme nous 1 'avons s ignaré prus haut ,  n 'est  pas vér i -
f i ée .  Dans  l e  cas  des  équa t ions  d i f f é ren t i e l l es  o rd ina i res  t i néa i -
res et  autonomes,  la  vérac i té  de cet te  réc iproque est  dûe essent ie l -
lement  au fa i t  qu 'un te l  système est  symétr ique;  aut rement  d i t ,  s i
l e  vec teu r  nu l  de  Rn  es t  access ib le  à  pa r t i r  d ' un  vec teu r  x rde  IRD,
ce dern j -er  peut  ê t re at te in t  par  le  système à par t i r  du vecteur  nu l .
ce l a  n ' es t  p l us  l e  cas  des  équa t i ons  d i f f é ren t i e l l es  du  t ype  (1 ) , ( 3 ) ,

car ,  lorsqu ' i1  y  a dégénérescence Ia matr ice fondamenta le est  s ingu-
l i è re .
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La première de ces remarque nous donne immédlatement un critère

connu de nul le  IRn-contrô lab l l i té ,  qu 'on peut  t rouver  ent re aut res
F 1

dans Zmood LL974) .

1 I . 2 .3 .  Lemme

Le  sys tème d i f f é ren t i e l  ( f ) ,  ( 3 )  es t  nu l  IRn -con t rô lab le  au  temps

T  7  o ,  s i  e t  seu lemen t  s i  on  a  I ' l nc lue ion  :

I  t r l  .  ao (r)

Not re  ca rac té r l sa t l on  des  ensemb les  l t r )  e t  eo (T )  ( rhéo rème T .2 .g . )
nous donne donc une traductj-on algébrique du lemme précédent. Nous

obtenons a ins l  un résul ta t  équiva lent  à  ce lu i  de Zmood l_ t9 l11,  mais
dans une forme légèrement moins complexe et plus préclse.

IT .2 .4 .  P ropos l t i on

Soi t  k  un ent ier  non nul .

1 )  Le  sys tème d i f f é ren t i e l  (1 ) ,  (3 )  es t  nu l  IRn -con t rô lab te  au  temps

T€  ] k ,  k+ l f  
" i  

e t  seu lemen t  s i

Ek Gr .o* F* * Ek Gk . A*l  E*> c Ex*l  Gk*l .  Ak*l |  0 n*rt

2)  Le  sys tème d i f f é ren t i e l  (1 ) ,  (3 )  es t  nu l  lRn -con t rô Iab le  au  temps

T = k  s l  e t  seulement  s i  !

Er Gr .o\, i* * Er Gr . \  l8r r. Ek Gk

La démonstrat ion est  une déduct ion immédlate du lemme I I .2 .3.  e t

du  t héo rème  I . 2 .9 .

A par t i r  de ce premier  résul ta t ,  nous pouvons fa l re  quelques rêmar-

ques .

I I . 2 .5 .  Remarques

1 )  f  l  es t  imméd ia t ,  d ' ap rès  I e  l emme IT .2 .3 . ,  que  s i  l e  sys tème  (1 )

n 'es t  n l  dégénéré ,  D i  lRn -con t rô Iab le ,  i I  ne  peu t  ê t re  nu l  IR 'n -

con t rô1ab le .

2) De cette première remarque peuvent être déduits un certaln nombre

de er i tères de nul le  IRn- incontrôIabi l i té .  En par t icu l ier ,  s i  le
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système n 'est  pas complètement  lRn-contrô lab le,  i I  ne peut  ê t re nul

IRn -con t rô lab le  à  t  <  m '+1 ,  où  m '  es t  l e  p lus  pe t i t  en t i e r  t e l  que

Bm,  /  o  ( 3e  p rop r i é té  I . 1 .2 . ) .

3)  s i  1 'é tude de la  dégénérescence et  de la  complète lRn-contrô la-

b i t i t é  peu t  se  l im i te r  à  des  i ns tan ts  Ten t i e rs ,  i l  es t  c l a j - r ,  d ' a -

p rès  Ia  p ropos i t i on  TT .2 .4 . ,  que  ce  n 'es t  pas  l e  cas  pou r  l a  nu l l e

IR n-contrôIabi l i té .

4)  supposons le  système (1)

le  sera également  pour  ,Z=

l  t rr)  .  1 ( tr)  .

nul  IRn-contrô lab le à un instant  Tr ,  i l

T1 .  En  e f fe t ,  nous  avons  l es  i nc lus ions

eo (T1)  c  f lo  ( r '  )  .

En ut i l isant  ce qui  a  été vu sur  la  complète n,n-contrô lab i l i té  et

la  dégénérescence,  nous pouvons établ i r  une sér ie  de condi t ions nou-

ve l l es  de  nu l l e  fRn -con t rô tab i l i t é ,  qu i  n ' appara i ssen t  pas  j usqu ' i c i

dans la  l i t térature.  Nous n 'en donnerons que quelques unes;  le  lec-

teur  comprendra les combinaisons poss ib les pour  I 'obtent j -on des au-

t r es .

IT . .2 .6 .  Théorème

Les proposi t ions su ivantes sont  équiva lentes

( i )  Le  sys tème (1 ) ,  (3 )  es t  nu l  lRn -con t rô tab le

( l i  )  [no {r , )1t  .  l - .J
t>  o

[,?rtl1r

( l i i1  Tout  vecteur  q de R.n vér i f j -ant

t q [cs(u)c  Bn- l (u)c ]  =o vp€d,

est un vecteur de dégénérescence pour Ie système

( iv)  Pour  tout  vecteur  q de IRh,  Ia  re la t ion :

t- q  
A - ^111c  =  o  v  À6C ,  t e l  que  de t  A (À )  /  o

+  - 1
imp l i que  que 'q  À - ^ (À )c  es t  une  f onc t i on  en t i è re .

Démonstration

La  cond i t i on  ( i )  s i gn i f i e  qu ' i l  ex i s te  T ,  t e l  Çue

1( t ) .  ao( r )  v r  à11
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Ce qu i  s ' éc r i t  enco re  :

lno (r)]r c [P ru ] ' Vt à Tr

Pour  qu ' i l  y  a i t  nu l re  rRn-cont rô lab l l i té ,  1 l  fau t  e t  i r  su f f l t
donc que les vecteurs orthogonaux au domalne de contrôtauttrté

to(t)  appart lennent à I rensemble des veeteurs de dégénérescence.

Pour établ i r  la sui te annoncée d'équivalences, i l  suf f l t  de noter,
en  se  repor tan t  à  1 'a r t i c le  de  Man l t ius  e t  Tr lgg ian i  f rsza ] ,  Çu€
fes  asser t ions  :

"  q  €  1no(n) ] l  ' | ,

"  tq lc  g(u)c  Bn- l (u)c ]  =  o  vuÉC,  , ,

"  tq  a- l (À)c  =  o  Vr  e  C,  te t  que der  ^ (À)  y '  o , ,

sont  équiva lentes.

De même, les asser t ions !

" q est un vecteur de dégénérescence ,,

l l

"  q € L-J l Î t t t1t  , ,
t ) o

"  
t q  A -1 ( f )  es t  une  fonc t i on  en t i è re  r ,

sont  équlva lentes (vo i r  l ,ar t lc le  de Kappel  I fgZe]  pou,  la  dern ière
asse r t l on . )

La théorème se déduit immédtatement de

T I . 2 .7 .  Remarques

ces remarques.

1)  Notons au passage que,  s i  le  système (1)  est  complètement  nn_
con t rô Iab le ,  1 ' ensembre  ;Fo (n [ r  se  rédu i t  à  l ' é l émen t  nu l ,  € t  donc
les  p ropos i t i ons  ( i i 1 ,  ( i i i ) ,  ( i v )  du  t héo rème  f I .Z .6 .  son t  t ouJou rs
vé r i f 1ées .

2 )  r l  n ' ex i s te  pas  dans  l a  l i t t é ra tu re  d 'exemp le  i l l us t ran t  l a  nu l l e
IRn-contrô lab i l i té .  Pour  ce la,  i l  faudra i t  const ru i re  un sygtème à
retards (1)  dégénéré,  non complètement  rRn-contrô lab le et  te l  que
l rensemble des vecteurs or thogonaux à *o(r )  so i t  inc lus dane I 'en-
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semble des vecteurs de dégénérescenee.  Le nombre de contra in tes

exp l i que  l a  d i f f i cu l t é  d 'ob ten i r  un  te l  exemp le .  Ma is  une  ques t i on

v ient  a lors  à I 'espr i t  :  ex j -s te- t - i l  des systèmes non complètement
IRn-contrô lab les et  nu l  IRn-contrôIables ?

3 )  S i  nous  conna issons  l a  fonc t i on  i n i t i a l e  p ( t )  pou r  t  (  [ -m ;o [ ,
nous  pouvons  l u i  f a i re  Jouer  l e  rô le  d 'un  con t rô Ie .  Auss i  es t - i l
poss ib l e  d ' env i sage r  1 ' é tude  de  I a  IRn -con t rô l ab i I i t é  d ' un  sys tème
à  re ta rds  l i b re  du  t ype  (2 )  ,  ( 3 )  ,  é tude  qu i  n ' é ta i t  pas  env i sagea-
b le  dans  l e  cas  o rd ina i re .  No tons  que  ce t te  ques t i on  a  déJà  é té
sourevée par  quelques Euteurs (  uani t ius l tno l )  ,  mais  à not re con-
na issance  i 1  n 'ex i s te  pas  de  c r i t è res  a lgéb r iques  s imp les .  pou r

ce la ,  i I  su f f i t ,  ê r t  u t l t i san t  I ' exp ress ion  a lgéb r ique  que  nous  avons
ob tenue  de  3 " t f l ,  de  p rocéder  comme nous  I ' avons  fa i t  dans  ce  cha -
p i t re  pou r  l a  IRn -con t rô lab t l i t é  du  sys tème (1 ) ,  (3 )  .  I I  es t  a ins i
poss ib le  d 'ob ten i r  p lus ieu rs  cond i t i ons  nécessa i res  e t  su f f i san tes
(que nous ne rappor terons pas ic i )  de IRn-contrô lab i l i té  pour  Ie
sys tème  (2 ) ,  ( 3 ) .

4 )  En  u t i l i san t  I a  r emarque  I . 2 .12 . (2 ) ,  i l  e s t  poss ib l e  de  vo i r  que

la condi t ion de complète IRn-contrô lab i l i té  pour  des systèmes d i f -
f é ren t i e l s  possédan t  éga lemen t  des  re ta rds  dans  Ie  con t rô le ,  s ' ex -
prime :

Et  Gk '  o r . | A"^ )  = otn

o r i  o f ;  es t  l a  ma t r i ce  (nk  x  r k )  dé f i n i e  en  ï . 2 .L2 . (2 ) .

Moyennan t  ce  résu l ta t ,  t ou te  1 'é tude  qu i  v ien t  d 'ê t re  e f fec tuée

dans ce chapl t re  sur  la  rRn-contrô lab i l i té  s 'é tend a isément  à des
systèmes possédant  des retards dans Ie  contrô le .
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rt
CHAPITRE f I I  IR" -observab i l i té

Paral lèrement  à l 'é tude sur  la  contrôrabi t i té ,  pour  aborder  le
p rob lème de  I ' obse rvab i l i t é  des  sys tèmes  à  re ta rds  (1 ) ,  (4 ) ,  i I

convient  de d is t inguer  deux formes d 'observabi l i té  :  d 'une par t ,

une observabi l i té  " fonct ionnel le"  qu i  consis te à observer  la  so lu-
t ion x( t )  sur  un cer ta in  in terva l le ,  en ne connaissant  que la  sor-
t i e  y ( t )  e t  I e  con t rô te  u ( t )  su r  ce  même in te rva l l e ;  d ' au t re  pa r t ,

une IRn-observabi l i té  où on cherche à détermi-ner  Ie  vecteur  in i t ia l

x^  de IR 'n en connaissant  la  sor t i ,e  y( t )  e t  le  contrôte u( t )  sur  uno
cer ta in  in terva l le  a ins i  que Ia  fonct ion in i t ia le  

' l t .

Signalons que ces deux problèmes ont été abordés entre autres par

Del four  et  Mi t ter  l ts lz) ,  Kopeik ina et  Mutyarchik  I rsza] ,  orbrot

[ r szs1  e t  Man i t i us  [ r szo .a ] .  Nous  nous  i n té resse rons  dans  ce  cha -
p i t re  à  1 'é tude  de  l a  lRn -obse rvab i l i t é ;  en  u t i l i san t  I e  sys tème

ordinai re associé,  nous établ i rons dans un premier  paragraphe un

c r i t è re  de  lRn -obse rvab i l i t é  ( f héo rème I I I . 1 .6 . )  qu i  nous  pe rme t t ra

de déf in i r  un ensemble d 'é tats  IRn- inobservables.

Le second paragraphe sera consacré à l 'é tude d 'un système d i f fé-

rent ie l  dual  in t rodui t  par  Del four  et  Mi t ter  l t } lZ l ,  a f in  de pré-

c iser  a lgébr iquement  les propr ié tés de dual i té  obtenues par  ces

dern iers .  Dans ce but ,  nous lu i  associerons un système d l f férent ie l

ord ina i re de te lLe façon que la  dual i té  se ret rouve également  au

niveau des deux systèmes ord ina i res associés.

Nous considérerons dans Ie premier paragraphe une sort ie compre-

nant  p lus ieurs retards (choix  qui  nous permet t ra dans le  prochain

chapi t re  une construct ion p lus fac i le  d 'une réal isat ion) .  comme par

souc i  de  s imp l i f i e r  I ' exposé  de  no t re  t rava i l  nous  n 'av ions  pas  i n -

t rodui t  de retards dans Ie  contrôIe,  nous sommes amenés pour  1 'é tude

de la  dual i té  dans Ie  second paragraphe à considérer  une sor t ie  sans

retards.  I l  faut  cependant  noter  que moyennant  Ia  remarque T1.2.7.
(4)  Ies résul ta ts  présentés dans ce paragraphe s 'é tendent  a isément

au cas généraI  avec retards dans le  contrô le  et  la  sor t ie .
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f I f . 1 .  IRn -obse rvab i l i t é  :  cond i t i ons  nécessa l res  e t  su f f i san tes

Nous  no te rons  y  ( t ,  xo ,? ,  u )  e t

respect ivement  aux so lut ions

x  ( t ,  xo ,g  )  du  sys tème (2 )  ,  ( 3 )  .

I ï I . 1 . 1 .  Dé f i n i t i ons

y ( t , * o ,9 )  Les  so r t i es  ( 4 )  r e l a t i ves

x  ( t ,  xo ,9 ,  u )  du  sys tème (  1 )  ,  (  3 )  e t

Cons idé rons  I e  sys tème  gu idab le  ( 1 ) ,  ( 4 )  dé f i n i  en  O .1 .1 .

( i )  on  d i t  que  deux  é ta t s  *1  e t  x ,  son t  i nd i sce rnab les  su r  I ' i n -

te rva l l e  [ o , r ]  
" i ,  

pou r  t ou te  fonc t i on  i n i t i a l e  donnée

p  €  L l (  ( - * , o ) ;  nn )  e t  pou r  t ou t  con t rô l e  adm iss ib l e  u ,

Y( t ,x r ,g ,u )  =  y ( t , x r ,9 ,u ) t  €  [ o ,T ]

( i i )  Le système guidable considéré sera d i t  IRn-observable sur

[o ,  r ]  s i  e t  seu lemen t  s i  i l  n ' ex i s te  pas  de  pa i re  de  po in t s

ind i sce rnab les  su r  f o ,  f l

I I I . 1 . 2 .  Remarques

1)  Comme la fonct ion in i t ia le  <p peut  ag i r  sur  1 'évolut ion du sys-

tème con rme  un  con t rô le ,  i l  es t  poss ib le  de  dé f i n i r  I ' i nd i sce rnab i -

l i t é  e t  l a  lRn -obse rvab i l i t é  du  sys tème t i b re  (2 ,  ,  ( 3 ) ,  (4 )  :  pou r

cela,  i I  suf f i t  de reprendre les déf in i t ions précédentes pour  un

contrôIe u ident iquement  nul .

2 )  Le  fa i t  d ' avo i r  i n t rodu i t  l e  même nombre  de  re ta rds  dans  l ' é -

qua t i on  de  so r t i e  (4 )  que  dans  1 'équa t i on  (1 ) ,  peu t  pa ra î t re  pa r t i -

cu lar iser  not re étude.  En fa i t ,  s i  nous considérons une équat ion

de sor t ie ,  contenant  p retards,  avee p (  f t ,  i I  suf f i ra  dans notre

é tude  de  suppose r  H i  =  o ,  i  =  p *1 , . . .  rm .  De  même,  S i  p  )  m ,  en  ap -

p l iquant  nos résul ta ts  pour  un système d i f férent ie l  possédant  éga-

l emen t  p  r e ta rds ,  i l  su f f i r a  de  pose r  B i  =  O ,  i  =  m*1 , . . . , p .

3)  S i ,  dans cet te  étude,  nous considérbns Ia  fonct ion in i t ia le

dans  I ' espace  c (  [ -m ,  o ) t '  IR ' n ) ,  t e  p rob lème  de  l a  IRn -obse rvab i l i t é

n 'au ra i t  p lus  de  s ign i f i ca t i on  phys ique  :  en  e f fe t ,  comme i l  y  au -

ra i t  cont inu i té  en o,  Ia  connaissance de Ia  fonct ion I  impl iquera i t

immédiatement  ce l le  de xo.
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I I f .  1 .  3 .  P rop r i é tés

1)  Nous pouvons remarquer  que I ' ind iEcernabi l l té  déf fn ie  c l -dessus

est  une re la t ion d 'équlva lence qul  ne dépend que des matr ices Bi  e t

H i  où  i .  =  o r . . . ,m .  En  e f f e t ,  ce t t e  p rop r l é té  décou te  de  l ' éga t l t é  3

m
y ( t ,  x r ,9 ,  u)  -y  ( t  ,x r ,ç ,u l  =  t  H.  x  ( t - i )  (x r -x r )

t =o  1

et  du fa i t  que la  matr lce fondamenta le X( t )  ne dépend que des ma-

t r l ces  B i , i  =  o , . . . ,m  ( c f .  p ropos i t i on  O .2 .5 . ) .

2)  Par  conséquent ,  comme la not lon d ' lnd iscernabi l i té  ne dépend pas

du contrôle u, 1l devient immédiat que les notions de lRn-observa-

b t l l t é  pou r  l e  sys tème gu idab le  (1 ) ,  (4 )  e t  l e  sys tème l i b re  (2 ' t  ,  ( 41

sont  équiva lentes.  Donc,  contraLrement  à ce qu 'on pouvai t  peut-êt re

c ro l re ,  1 ' é tude  de  Ia  lRn -obse rvab l l i t é  d 'un  sys tème à  re ta rds  ne

se sc lnde pas en deux problèmes d is t incts  se lon qu '11 appara l t  un

contrôIe ou non.

r r r .1 .4.  
: : : :

Exploltons cette dernLère propriété dans le but de simpllf ier les

notat lons :  afLn de ne pas faire réapparaÎ t re sans cesse un contrôle

u qui  n ' lnf lue pas sur les résul tats donnés, nous nous l imi terons

dans ce chapl t re à I 'étude de la lRn-observabi l l té du système l ibre

Qr,(4) .

Comme dans lee

t le l  ord lna i re

(  13 )

(  10 )

L 'équa t l on  de

127)

Le vec teur  zk ( t )

chapi t res précédents,  u t l l lsons le  système d i f féren-

assoc ié  au  sys tème d l f f é ren t te l  (2 ) ,  (3 )  3

Yk  ( t )  =  Ak  Yk  ( t )  +  ck  0  ( t )

v * (o )  -  J k  Yk (1 )  =  Fk  *o

sor t le  (4)  se t radul t  par  ' "

zk ( r )  =  Hk Yk ( r )  +  ck 0 ( r )

de tR Pk est donné par !
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zk (r )  = où z i  ( t )

| ,, r.l-l

l:l
L ,- ,.,1

o
H
, o

H
m i

o'
:
O . . . O  H .

m

=  y ( t+ i - l )  pou r  t ç  [ o ,  t ]

e t  i  =  I , 2 , . . . , k

Les matr ices Hk et  ck,  respect ivement  de d imensions (pkx nk)  et
( pkxpn l  son tpou rk )m :

ôr=

- - 1

.

H
m

o

o

H
m

I
H k = o

I

.o

équiva lentes :

Rn ) ,  on  a  :

=fr
oo

a

. . H

Pour k ( m, les matrices H,- et ôr- sont encore définies : on ne con-K K
s idérera que les pk premières l ignes des matr ices données c i -dessus.

No tons  Yk ( t , xo ,0 )  I a  so ru t i on  du  sys tème o rd ina i re  assoc ié  (13 ) ,
(11) ,  dont  la  première composante de yç(o)  est  xo.  Moyennant  ce
dernier système, formulons le problème différemment, ên donnant
dans le  lemme suivant ,  une su i te  d 'équivarences,  qu i  sont  en fa i t
autant  de nouvel les déf in i t ions de rRn-observabi l i té-

f f f . 1 . 5 .  Lemme

Pour  T6  ( k -1 ,k ] ,  l es  p ropos i t i ons  su i van tes  son t

( i )  Pou r  tou te  fonc t i on  i n i t i a te  g  €  1 ,1  (  ( -m ,o ) ;

y ( t , xo ,9 )  =  y ( t , l o , 9 )  pou r  t ç  [ o ,T ]  +  x

( i i )  Pou r  t ou te  f onc t i on  0  €  r , 1  (  ( o ,1 ) ;  n ' n * ) ,  oD

i

Êt  
" t  

( t ' , xo ,o )=  Ê*  
" * ( t ' , I o , o )  

pou r  t ' €  [ o ,T - k+ l ]  +xo  =  l o

( i i i )  Pour  une fonct ion 0 nul le ,  on a :

Ê *  
" * ( t ' , xo ,o )  

=  o  pou r  t '  €  [ o ,T - k+ l ]  +  *o  =  O

D 'ap rès  i a  p rop r i é té  r r r . L .3 . ( 2 r ,  i l  e s t  c l a i r  que  l a  p ropos i t i on
( i )  est  équiva lente à la  déf in i t ion de Ia  IRn-observabi l i té .  La dé-

mons t ra t i on  de  1 ,équ iva lence  ( i )  €  ( i i )  es t  imméd ia te  e t  l ' équ i va -
Ienee ( i i )  c .  ( i i i )  est  une eonséquence d i recte de 1a l inéar i té  du
système.
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Util isons ce lemme pour établir un crltère nouveau de IRn-obser-

vab i l i t é .

I I I .  1 . 6 .  Théo rème

Le  sys tème d i f f é ren t i e l  (21 , (41  es t  IRn -obse rvab le  su r  I ' i n te rva l l e

[ o ,T ]  où  t €  ( k - l , k ]  e t  k  €  n l * ,  s i  e t  seu lemen t  s i  :

(2e l xer (Ê* 4-1 cr Fr) - o
nkn

i =1

Démonstration :

1)  Condi t ion suf f isante

supposons  l e  sys tème non  rRn-obse rvab re  su r  [ o ,T ] ,  où  T€  ( k -1 ,k ]

e t k€D{o .

D 'ap rès  l e  l emme I I f  . 1 . 5 .  ( i i i ) ,  i l  e x i s t e  un  vec teu r  xo  de  Rn  non
nul  te l  que :

Hk  Yk ( t , xo ,o )  =  o  pou r  t ç  [ o ,T - k+ l ]

o r ,  nous  avons  é tab t i  dans  l a  démons t ra t i on  de  O .2 .5 . ,  que  l a  so lu -
t i on  Yk ( t , xo ,o ) . du  sys tème  o rd ina i r e  ( 13 ) ,  ( 11 )  a  pou r  exp ress lon  :

Yk (t ,  xo, o) = 
"\t  

Gk Fk *o

11 ressor t  de ces deux constatat j -ons qu ' i l  ex is te xo non nul  te l
que :

;k  
" \ t  

Gt  Fx *o = o pour  t  €  [o ,  T-k+l ]

En d i f férent iant  successivement  et  en donnant  à t  La va leur  o,  nous
ob tenons  que  l a  re la t i on  (2B l  n 'es t  pas  vé r i f i ée .

2 l  Condi t ion nécessai re

Supposons la  re la t ion (281 non vér i f iée.  I l  ex i -s te donc un vecteur
xo non nul de n.n tel que :

Ê* 
" i - t  "n  

Fk *o  =  o  i  =  1 , . . . ,nk

et  donc,  d 'après le  théorème de Cayley-Hami l ton :

Ê* 
"Attt 

cr Fr *o = o pour t € [o, r-k+l]
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En u t i l i san t  I ' exp ress ion  de  Y* ( t , xo ,o )  rappe léè  c i -dessus ,  nous

voyons  que  l a  p ropos i t i on  ( i i i )  du  l emme I I I . 1 .5 .  n ' es t  pas  vé r i -

f iée. Le système n'est par conséquent pas lRn-observable sur

I  o,r ]  .

rrr.  t .7. 
: : : :11:ï:

Le  sys tème (21  ,  (4 ,  es t  lRn -obse rvab le  su r  I ' i n te rva l l e  [ o ,T ] ,
où  t€  ( t - f  , f ]  avec  k  ç  nv * ,  s i  e t  seu lemen t  s i  i I  l , es t  su r

[ o , k ]  -

I f I . 1 . 8 .  Exemp le

Donnons un exemple de système Rn-observable sur [o,r] où

T € ( t ,Zf .  Considérons le  système suivant  :

| *, t.rl I ' "l [", rul f r "-1 [*, r.-rrl
l^l=lll'l+lll
fo, t.r_J 

= 
L" lJ L*, t.r_1 L" " J 1_-, r.-uJ

y  ( t )

Supposons T

2

l l
l =1

= [ 1 1l f -, r.llJl ^ 
I

[x, roJ

€ (o,  1 ]  e t  ca lcu lons

rer (û,  
" i - t  

Gt tr)  =

:

Ker( f r  1 l )n rer( [1 t ] ) .

rr  est crair que ^ x"r(Êr oi- t  
" ,  "r)  

/  or et donc le système
i =1

considéré n 'est  pas lRd-observable sur  fo ,1]  .

4
déterminons - xer (Ê, oï-t or tz)

a=r
Supposons  à  p résen t  T€  ( t ,Z l  e t

nous pouvons établir que :

| - "  
o  o 

" l

"or=f " e "-"1
L:::I

\ J 2 -

l ooo

o loo

eo lo

oeo l
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Nous en déduisons gue :

Ir rl
rer (Ê- G2 rz) = Ker |  |-  z  z  z '  

Le  eJ

I r "lxer(Ê, Az Gz rzl = Ker l - 
- 

l
[_ l+e eJ

Ces deux termes suff isent pour voir que :

4

l -  xer(Ê, ol- t  o,  Fzt -  o
i = L t z

et  donc  Ie  sys tème es t  nn-observab le  sur  [o , f ] ,  avec  T€ ( t ,Z l .

I I I .  1 .9 .  P ropr ié tés

l-)  Le théorème rrr .1.6.  nous permet de déf in i r  le sous-espace o*
de IRn des  é ta ts  nn- inobservab les  du  sys tème (2) , (41  pour
T  €  (k - t , k ] '

nk
ok = ô Ker (fr* oi-t ck rk) .

1=1

2l  Soi t  k  €  [ r l * .  Nous avons l , inc lus lon su ivante

or*t C ok

En e f fe t ,  s ' i l  ex i s te  un  é Iémen t  nbn  nu l  xo  de  Ok* l ,  d ' ap rès  Ie

Iemme I I I .  1 .  5 .  ( i l i )  ,  on  a  :

Ê** ,  Yt  *1 
( t ,  xo,  o)  -  o  pour  t  €  [o ,  t  ]  .

En  pa r t i cu l i e r ,  l ' éga l i t é  Hk  yk ( t , xo ,o )  =  o  pou r  te  [o , l ]  se ra

vérif iée et donc xo appart j-ent également à Of .

3) La IRn-observabil i té est conservée par des automorphlsmes de
IRn et  nP.  En ef fe t ,  dans un ra isonnement  ident ique à ce lu i  u t i -

l i sé  dans  l a  démons t ra t i on  de  r r . 1 .9 . ,  i l  es t  poss ib le  d 'é tab l i r
que l rensemble d 'é tats  inobservables ô*  obtenu par  les automor-
phismes T et S respectivement de IRn et IR'p, est donné par :
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N A6r. = | I xer (fr* 
"* 

oï-t r* r)
i  =1  |

ce qui. nous permet de conclure.

f  a(r,u) = Àr -  s(u)
1
[ -H(u )=Ho*uH1 + . . .+um

Comme nous  l ravons  s igna lé  à  p lus ieu rs  rep r l ses rau  l i eu  d 'u t i l i se r
Ie  système ord inai re associé,  nous pouvons obteni r  drautres résul -
ta ts  por tant  sur  1 'équat ion caractér is t ique (g)  du système,  en nous
plaçant  dans l 'espace des t ransformées de Laplace.  C 'est  a ins i  que
nous présenterons en part icul ier un second critère intéressant de
IRn-obse rvab i t i t é .  ( rhéo rème f f f . 1 .  13 .  )  .

r r I .  1 .  10 .

La définit ion de la IRn-observabil i té nous amène à ne considérer
que  des  so r t i es  y ( t , xo ,o ) ,  c ' es t  à  d i re  où  l a  f onc t i on  i n i t i a l e  es t
nul le  :

m
y( t ,xo ,o)  =  

F-  H i  x ( t - i )xo
i=o

La transformée de Laplace d'une tel le sort ie est la matrj-ce polyno-
mi-ale suivante :

H(e-À)  a-1( r )  x
o

où  ^ (À )  es t  I a  ma t r i ee  ca rac té r i s t i que  du  sys tèmee t  H (e -À)  Ia  ma-
tr ice polynomiale suivante :

H ( " -À )  =  Ho  *  
" -À " ,  

+  *  
" - *À  

H*

No tons  Â (À ,U)  e t  H (U)  Ies  deux  ma t r i ces  po l ynomia les  :

H
m

où B(u )  =  Bo  +  uBt  + . . .

. . .+  um B*  e t  u  un  é té -

ment quelconque de C.

Considérons la matrice :

n(u)  A-1( l ,u )  -  H(u)  ad j  Â(À '  u)
det  A (À,  u)
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m (n -1 )  .
comme adJ ô(1,p)  = 

E Qr( t )uJ,  où or( r )  appart lenr  à
J = O  

J  J

* . , r [ r ]ae  degré au prus  éga l  à  n-1 ,  la  quant t té  H(u)  ÀdJ a( t r ,u )

s t é c r l t  !

n(u) ad1 a(t ,u) = È Ht '  "* 
oJ (r)  ul+J

l=o  J=o 
À

En ln t rodu lsant  la  mat r lce  de  *n ,n [À ]su lvante  !

er[r ] = 
-trl Hl oJ (À) !. = otr, ...1*.
os lsm
osJ sm(n-1)

Ia  quant l té  H(u)  ad j  Â( l ,p)  e 'expr lme encore !

n(u) ad1 Â(À,p) = tr po (tr) ul
C=o 

x

Déf ln lseons  à  p résent  leE mat r leeE po lynomla les  p( f )  e t  v (u )  res-
pec t lvement  de  d lmene lon  (  p  x (m n  +  1)n)  e t  ( (m n  +  l )n  xp)  su i -
vantee i

[ '

IU

1

u
P(À)  =  [Po( t ) . . .Pm n(À) ]  v (u )  Ë Or

-  l n r lru mnu
où I  eEt  la  mât r lce  ldent l té  d 'o rdre  n .

La  mEt r lce  H(U)  A-1(À,U)  aura  f lna lement  pour  exprees lon  :

(2sl  H(u) a- l ( l ,u)  = P-(À) vt | l
det  A (1 ,  u)

Cette expresalon étant obtenue, noué nouE proposone d,établ lr ,
pararlèlement aux résultate de Manlt lue et rr lgglanl Ireza1 Bur
Ia complète IRn-contrôlabt l l té, dee cr l tères de IRn-obeervabl l l té.

7c -



I f f .  1 .  11 .  P ropos i t i on

chacune des condit ions suivantes est équivalente à la IRn-observa-
b i l i té  du système (Z l  ,  (41 :

( i )  Pour  un vecteur  q de Rn,  la  re la t ion :

1

H(e-^)a- l ( r )q=o VreC te1 queder^(À)  /o

imPlique q = O

( i i )  Pour  un veeteur  q de IRD, 1a re la t ion :

P (À )  v (e -À )  q=  o  VÀe  C .

imPlique g = O

( i i i )  Pour  un veeteur  q de IRn,  la  re la t ion :

P(À)v(u)q=o VÀ,u€G
lmplique q = O

( iv)  Pour  un vecteur  q de IR 'n,  la  re la t ion :

H (u )  a - l ( l , u )  q  =  o  V  À ,u€  C  t e l s  que  de t  À (À ,u l  /  o
imPlique q = O

(v) Pour un vecteur q de IR'n, la relation :
p^(À)q=o VrCC,  |  -  o , . . . ,mn

'L

implique g = O

Preuve

Notons, dans un premier temps, que la lRn-observabil i té du sys-
tème (21 ' (41  n 'es t  pas  vé r i f i ée  s i  e t  seu lemen t  s i  i l  ex i s te  un
vecteur xo non nul de IR'n tel que :

y ( t , xo ,o )  E  e  V t  >  o

ou  enco re  d rap rès  I I I . 1 . lO . ,  t e l  que  :

H(e-À)  a- l (À)xo =  o  Y re  C te t  que der  ^ (À)  /  o .

La condit ion ( i) est donc équivalente à Ia rRn-observabil i té au
systèmej  reste à prouver  l 'équiva lence des condi . t ions.
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L 'ensemble  des  rac ines  de  l 'équat ion  carac tér is t lque  (g ) ,  a lns i  que
1 'ensemble  des  coup les  (À ,p )  ç  &2  te ls  que  de t  A  ( l ,U)  =  o ,  son t  tous
deux dénombrables.  Moyennant I 'expression (2g1, nous en déduisons
Ies  équ lva lences  ( i )  e  ( i i )  e t  ( l i t )  r .  ( i v )  .

L 'équivalence ( i i )  €(111) v lent  de la remarque sulvante,  dûe à pa-
n i t lus  e t  r r igg lan l  I rsze ,  remarque 4 .1 . ] :pour  un  po lynôme que lcon-
que  p (À ,p ) ,  l a  re la t ton

,
a

a

r t

uTn

I

mn
!mn

@

p(À,e-À)  =  o  pour  À  te l  que . Îe  rào(avec  o  a rb i t ra l re )
lmpllque que

p (À ,u )  =  o v l ,u € c

L' lmpl lcat ion ( I i i )+ (v)  étant immédiate,  la démonetrat lon de
(v) + (i i i) achèvera également la démonstratlon de notre proposltion.
Supposons la condl t lon ( i l l )  non vér l f tée.  Si  nous consldérons en
par t l cu l le r  (  mn+ 1 )  va leurs  d lE t lnc tês  Un ,  U1 , . . . ,  Xmn,  a lo rs ,
pour  un  vec teur  non nu l  de  rRh,  l ' expressLon su ivante  sera  nu l le :

P(r )  [v  (uo)  e .  .  .v  (u* r )  q ]=  [po ( r )q .  .  .pmn ( r )  q ]

mn
U O  r r

comme la matr lce de vandermonde est  régul ière par | ro ,  . . . ,um n dls-
tincts et que le prodult de Kronecker de deux matrLceE régulièree
eet une matrlce régullère, nous voyons que 3

[eo(À)e . . .  Pmn(À)q]  = o Vre G

et  donc  la  cond l t lon  (v )  n 'es t  pas  vér l f lée .

La proposltlon précédente nouE permet d'obtenlr un autre crltère
Intéressant de rRn-observabl l l té.  Mals établ lsEonE d'abord danE le
lemme suLvant une décomposltlon de ra matrlce polynomlare

t

^- ' (À ,u)  qu l  noug sera  nécessar re  pour  sa  démonst ra t lon .
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I I I .  1 .  12 .  Lemme

La  ma t r i ce  po l ynom ia le  l - 1 (À ,u )  peu t  s ' éc r i r e  :

+k
^-1(t,u) =z e"_(ul

k=o Àk+l

Démonstration

pour  ) . / o ,  posons  i=  * .  
Nous  au rons  dans  ce  cas  l - l ( l , u )  =

- {
À  f r - lB (u ) ] .  No tons  A ( l , p )  =  [ r  f s (u ) ]  Que l  que  so i t  u l ,  on  a

de t  À {o ,p r )  /  o .  F i xons  u ;  pou r  3 "  À  su f f i samment  g rand ,  nous

aurons :

Â-1ri,u) =L. *(e|, À-lri,url
t=J k!  \  dik I i=o )

carculons + i - l ( i ,u)
d À

|  -  - r -  \

= -(  i - l ( i ,u1x daJÀ'u)x Â- t1 i ,u)  J
r \dÀ /^=o

or,  i ( i ,u)  = I  -  ÀBo- iuBr. . . - iu*"*

Ce qui  nous permet  d 'obteni r  :

t -
;- t t i ,u)l  =r dÂ(À'u)--[B(u)]'" l i=o '  ai

et  par  conséquent ,  i I  en résul te  guê,  pour  u f ixé :

i=o

- 1

ê_ ;  
- ( r ,p )

d À

À=o

En raisonnant de même, pâr induction, on peut établir que :

ak i -1 ( i , ! . )

d  Î k

= i t  
"*(u)

= B(u )

.i=o
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Donc,
èo

À-1 t i ,  u) = f  iksk (u)
k=o

F ina lemen t  en  t enan t  comp te  du  f a i t  que  A -1 ( l , u )  =  i l - l ( i , u ) ,  nous

obtenons la décomposit ion annoncée.

I r I . 1 . 13 .  Théo rème

Le système (21 ,  (4)  est  lRn-observable s i  e t  seulement  s i ,  pour  tout

vecteur  q de IRD, La re la t ion :

H(u)  gk(u)  q  =  o  Yue d  ,  k=o, . . . ,n -1

impl ique g = o.

Démonstration

Supposons le système (21 ,  (41 non lRn-observable.  r I  existe donc un

vec teur  q  non nu l  de  Bn te l  que la  cond i t ion  ( i v )  de  I I r .1 .11 .

n 'es t  pas  vé r l f i ée ,  € t  donc  moyennant  Ie  lemme I I I . t .L2 . ,  te l  que :

H(u)  gk (u )  q=  o Yu€C k  =  o ,1 ,

La condition de notre théorème nrest par conséquent

Réciproquement,  supposons I 'exlstence d'un vecteur

tel que

n(u)sk(u)q=o V u€ G

Le théorème de Cayley-Hami l ton et  le  lemme I I I .1 .12.  nous permet-

t en t  d ' a f f i rme r  que  l a  cond i t i on  (1v )  de  I I I . 1 . 11 .  n ' es t  pas  vé r i -

f I ée ,  ê t  pa r  conséquen t  que  l e  sys tème (2 ) ,  (4 )  n 'es t  pas  lRn -obse r -

vab le .

I I I .  1.14. 
: : : i l l :

Vér l f l ons  à  1 ' a l de

est  IRn-obèervable.

; " "  vé r i f i ée .

q non nul de IR n

théo rème que  l e  sys tème donné  en  I I I . 1 .8 .

aurons :

H( l r )  =  [ r  1 ]L"
de ce

Nous

"lI'Jg(u)  =
+u
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Soit un vecteut q = de n,n vér i f iant  :

[ : : ]

fH(u)q=o
{ Vue
1_H(u1 a(u)  q = o

Ce qui  s 'expr ime encore :

fnt  *  Q2 = o
{

Lqr + uer *  Ç2

I l  est  c la i r  que le vecteur q

considéré est  IRn-observable.

=o

doi t

V ue G

être nul ,  et  donc Ie système

f I I . 1 . 15 .  Remarques

1) Au l ieu de développer adj  A(À,U) par rapport  à Ia var iable u

comme nouÉt  I 'avons  fa t t  dans  I I I .1 .1O. ,  on  peut  ob ten l r  un  déve lop-

pement par rapport  à À et  a lnsl  établ t r  drautres cr i tères de 1pn-

observabl l i té que nous ne donnerons pas ic l .

2 l  para l lè Iement  à  I 'é tude sur  Ia  cont rô taUt t t té ,  i l  es t  poss lb te

d' lntrodulre la not ion purement algébr ique de " fa lb le obeervabl l l té" :

le système (2) '  (41 eEt " fa lb lement obeervable" Bl  3
+

rangC -N(u)  =  n

otr  N (u)  est  ta matr lce porynomlare 1tn (u)  ts  (u)  tn (u)  .  .  . t "?ui  tn (u)  ]

I lT .2.  Le système d i f férent le l  dual  e t  lee re la t ione de dual t té

r r r .2  .  1 .
pour des raleons de commodltés que noua avons déJà signalées dans

It lntroduct lon de ce chapl t re,  nouÉr consldérerons dans ce paragra-

phe une sort le ne comprenant pae de retards (1.e.  Hl  = o

|  =  1 r . . . r l | l  . )

Pour leure étudee aur Ia duallté, Delfour et Mltter ltglz] ont

conEldéré des équat lone dl f férent le l les hérédl ta l reE. Moyennant

quelques substltutlone approprlées danE leure formuleE, nous pré-
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{ 
rcor

|  , , , ,

senterons lc l  le système dual  "contrôlé et  observé" qu' l le ont ln-

trodult. Ce système dlfférenttel que nous nommerons dual, est dé-

f lnt  Ëur un certaln lnterval le [o,k] ,  où nous Bupposerons, pour

slmpl l f ier  l 'exposé de ce paragraphe, k ent ler ,  êt  cecL sane que

cela ne restreLgne les résul tats obtenuE. Ce syetème eEt donné

par les relat lons sulvantes !

pour  t€  [o ,x ]
tel que t+l < k

î t t l  Ë  tc  z ( t )

= Q

z
k

Dans ce  qu l  p récède,  z ( t l  ,  u ( t l  e t  i ( t )  Àont  respec t ivement  des

vec teurs  de  IRn ,  IRP e t  n r .  Lee  mat rLces  Br ( t=o , : . . , * ) ,  Ho  e t  c

ont été déf in ies dans le chapi t re o.  La fonct lon u(.)  est  d i te

contrôIe admissible,  s i  eI Ie appart ient  à I 'espaee des fonct ions

de carré intégrabLe L2 sur un interval le f in i  à valeurs dans a1P.

pour  tou t  con t rô le  admtee lb fe  ù ( t ) ,  t€  [T ,k ] ,  lê  Ëyetème d l f fé ren-

t ie l  (3o) , (32)  ê  une eo lu t lon  un lque abeo lument  cont lnue cur  [ r , t  ] .
La solut lon z l Î ,k,z*, t )  de ce eystème à un lngtant T,  pour la con-

dt t ton tn l t iEle (32) et  le contrôIe admleelble ù,  est  donnée par l

m
z ' ( r )  = -  Ë 

t " r .  z( r+t )  + tno d( t )
1=o

êvec

(32 {  
z  t t+r)

[_z 
(le ) =

pour  t  €  [o ,k ]  te l  que t+ l  >  k

(  33 )  d  (T ,k ,  z * ,  u )  = z (e -1 ) tno  û { t )  de

où la  mat r lce  fo r rdamenta l "e  z ( t )  Ë  tx ( t ) .

r l r .2 .2 ,  No te

Le eyetème dual  eat régl  për unê équat lon dt f férent le l le l lnéaLre à

ârgumente svancée. Si nouË avlone coneldéré une Bortlê comportant

des retarde, t l  apparal t rEl t  dane l réquat lon duale (3O) ôes contrô-

les à argumente avancés" Slgnalons quë lee réeul tatc que noue aI-

lons  é tEb l1r ,  s 'é tendent  a icément  à  de  te le  sys tèmee,  ê t  que ê 'ee t

l'k
z (k-r) 

"**/ 
*
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pour ne pas trop en alourdir la présentation que nous avons fait

la  rest r ic t ion s ignalée p lus haut .

r r r  .  2 .  3 .
Comme pour  les so lut ions du système (1) ,  nous nous ret rouvons de-

vant  un problème de manipulat ion des so lut ions (33) .  Nous procéde-

rons donc conrme dans Ie chapitre O et introduirons un système dif-

férent j -e l  ord ina i re associé à ce système dual .  Mais  nous le  chois i -

rons de tel le façon que la duali té se retrouve également au niveau

des systèmes ord ina i res associés.

Pour  une  so lu t i on  z ( t )  du  sys tème (3O) , (32 )  e t  un  con t rô le  admiss i -

b le  u( t ) ,  in t roduisons l -es t ransformat ions su ivantes z

Notons i. tO et
K

z  ( t - i+1 )

i r  ( t - i+ r )

l *  t t l

l .  t t l
I

(  34 )

(  3s)

Z,  t t )

i ,  t t l
pour  t  e  [ r - r ,  r . ]  L=L,  . .  .  ,  k

i t t t  =

" : ' ' '

: - -  , ! \
u l \ L '

vér i f ie  Ie  système :

v (r) Ies vecteurs respectivement de IRnk et R.pk

zk  ( t )  =

Pour  .  a  [k -1 ,  
k ]  ,  Z*  t t )

(36) u 
3tl', =

où les matr ices Ak et  Êk sont  ce l les données dans les chapi t res

p récéden ts ,  avec  pou r tan t  H i  =  O ,  i  =  1 ,  . . . ,m .

Par  a i l leurs,  la  cont inu i té  des so lut ions (33)  nous donne :

l r * r t r )  = Zrtr-r)  i  = 1, . . . ,k-1

Cette condi t ion peut  srexpr imer en

(  37) Z* tr l  -  t "*  Z* tr . -r)  =

ct ion

o
a

o
z

:
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I IT .2 .4 .  Remarques

1) on peut vérif ier aisément qu'1' l  y a une correspondance biunl--

voque entre t res so lut lons du système (3o) ,  (32)  et  ce l les du sys-

t ème  (36 ) ,  ( 37 )  .

2)  Grâce aux changements de fonct ions (34)  et  (35)  un peu par t i -

cul lers, nous avona obtenu conùne système ordlnalre assocl.é au sys-

tème dual  (1o1,  Ie  système dual  du système ord inal re assoclé au

système de dépar t  (1) ,  (3) ,  où nous supposons la  fonct lon in l t la le

p  nu l l e .

Un cer ta ln  nombre de quest ions,  par  exemple la  lRn-contrô lab i l i té

et  la  IRn-observabl l t té  du système dual  (3O),  (31) ,  peuvent  êt re

é tud iées  fac i l emen t  à  l ' a i de  du  sys tème assoc lé  (36 ) ,  (37 )  que  nous

avons introdult.  Nous présenterons rapidement dans la suite quel-

ques résultats concernant ces questJ.ons, sans toutefois en donner

les démonstrat ions;  les ra isonnements ut l l isés ic i  sont  en ef fe t

en tout point identiques à ceux employés précédemment dans 1'ét,ude

du  sys tème  à  re ta rds  (1 ) ,  ( 4 ) .

T I I . 2 .5 .  Ensemb le  d 'access ib i l i t é  du  sys tème d i f f é ren t i e l  dua l

1 )  Les  so lu t i ons  du  sys tème (36 )  son t  pou r  t (  [ t - f , f ]  :

i *  t t )  =
"  

to* (k- t )  
à*. .1

tar.  (s- t1 +^
e  ^  'H*  v (s )

Nous en  dédu isons  une express ion  de  la  so lu t ion  z (T ,k , "k ,ù ) ,  pâF

projection sur Ia jème composante :

z (T ,k ,z , - ,u l  =  L ,  Z , - (T+k-J )  pour  t€  [ : - f , J ]  êvee  o  <  J  ç  k'  l ( '  J  K -

otr  â.  ( t l  doi t  vér l f , ier  la condl t ion aux front lères (gz).
K

2 l  ta  mat r ice  fondamenta le  z ( t l  a  pour  express ion ,  pour  tg  [ : -1 ,J ]
où  ocJ  <k :

z( r )  =  Lk-1*1 e  

ta* { t -J* t ' to*  
t r *
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on peut vér i f ier  d i rectement avec I 'expression de X(t)  obtenue

da i rs  o .2 .5 .  ,  que

z f t l  =  t x ( t )

3 )  In t rodu isons  l 'ensemble  d té ta ts  access ib les  :

f t tr l  = 
l"a n"/,  = z(r,k,o, i),  ûç r,2((r,r<); rnp) ]

Dans une démarche s imi la i re  à ce l le  du paragraphe I .2 . ,  nous pou-

vons obtenir une caractérisation algébrique de cet ensemble : pour

T  €  [ J - f , J ) ,  où  J  es t  un  en t i e r  appa r tenan t  à  ] o , k ] ,  on  a  :

(4o) Qer ="j  t"*. to*lAt

I r r . 2 .6 .  Comp lè te  IRn-con t rô Iab i l i t é  du  sys tème dua l

Pour un système à arguments avancés de la forme (3o1, on peut éga-

lement  d is t inguer  la  contrô lab i l i té  fonct ionneLle et  la  IRn-contrô-

lab i t i té .  On voi t  de façon immédiate que Ie  système (3O) est  complè-

tement  rRn-contrô lab le à t  =  l  s i  e t  seulement  s i  l l " t r f  =  Rn.

Moyennant  I rexpress ion (aO),  la  complète IRn-contrôIabi l i té  à

I ' i n s tan t  T€  [ j - f , j )  où  o  <J<  k ,  es t  équ i va len te  à  I ' éga l i t é  :

I I I . 2 .7 .  IRn -obse rvab i l i t é  du  sys tème dua l

So i t  T€  [ f - j ,  k - j+ l )  avec  J  un  en t i e r  t e l  que  o  <  j  <  k .  Pour  l ' é -

tude de Ia  Rn-observabi l i té  sur  I ' in terva l le  [ r , l<  ] ,  considérons

le système

u 
Sitt '  

= - to, â. t t l  * tâ, i t t l  r€ [r-r,r]

à.w -  t . l  
,  ; ,  (k - r )  -  t " ,  =k

JJJJ
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Nous y a jouterons I 'équat ion de sor t ie  su ivante :

i . t t t  =  tD.  à . t t l
J J J

v .- J

t

I

(r)

où  y .  ( t )
J

y1 ( t )

avec  i -  ( t )  =  i ( r - i+ l ) ,- I

pou r  t 6  [ k - l , k ]  e t  i  =  1 ,  . . . ,  j

En ra isonnant  conrme nous I 'avons fa i t  dans le  paragraphe l f f .1 . ,

i t  es t  poss ib le  d 'é tab t i r  que  l e  sys tème d i f f é ren t i e l  (30 ) ,  (31 )

es t  IRn -obse rvab le  su r  f  i n te rva l l e  [ t , l < ] ,  où  T6  [ t - J ,  k - j+ l )

avec j  ent ier  te l  que o < j  <  k ,  s i  e t  seulement  s i  :

nJ
n x".  (  to.  to i - l  tc .  t " .  )  = eI  I  " - - \  - i  " j  - j  - j ,  -

i =1

I I I . 2 . 8 .  Conséquences

1)  on ret rouve Ia  dual i té  étabt ie  par  Del four  et  Mi t ter  l tS lZ l ,
savo i r  :  l e  sys tème (1 ) ,  (4 )  es t  lRn -con t rô lab le  à  I ' i ns tan t  T

(respect ivement  lRn-observable sur  Io ,T] )  s i  e t  seulement  s i  Ie

système (30) ,  (31)  est  rRn-observable sur  [o ,T]  ( respect ivement

IRn-contrô lab le à r=o) .  En ef fe t ,  cet te  propr ié té se dédui t  des

constatat ions su ivantes 3

L"* 
o*. \ | ,* 'J'= 

Ô 
r"' ( to* toi ' t"* t"* 

)
nk

t0 xer(È* oi-' ck Fk)l'= tr* tc*. to*lt fr^,

est  Ie  vecteur  de nr j
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2)  No tons  Çu€ ,  en  u t i l i san t  l es  résu l ta t s  de  f I I . 2 .6 . ,  on  peu t

obteni r  de façon ident ique au théorème f I .1 .L ' l . ,  une décomposi t ion

canonique pour les systèmes de ra forme (3o) non comprètement

IR n-contrô1ables.

Par  eonséquent ,  êr l  ra ison de la  dual i té  s ignalée c i -d ,essus,  nous

en  dédu isons  que  l es  sys tèmes  à  re ta rds  (1 ) ,  (4 ) ,  non  lRn -obse rva -

b1"" 
"ort 

ég"1"*"

b le"  e t  une "composante non IR,n-observable" .

3)  Par  dual i té ,  on peut  de même établ i r  une décomposi t ion des sys-

tèmes scala i res à retards (1) ,  (4)  fa ib lement  inobservables,  dont

t a  dé f i n i t i on  a  é té  donnée  en  r r r . 1 .15 . (21 .
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CHAPTTRE IV  -  Réa l isAT iON

Dans ee chapi t re ,  nous nous in téresserons au problème de la  réa l i -

sa t i on  d 'une  re la t i on  "en t rée*so r t i e "  :  ce la  cons i s te  à  t rouve r ,  à

par t i r  du eomportement  d 'un système physique eonRu par  ses "causes"

e t  ses  "e f fe t s "  e t  pa r  l e  f a i t  qu ' i l  es t  rég i  pa r  des  équa t ions  à

re ta rds  (1 ) ,  ( 4 ) ,  un  sys tème  d ' équa t l ons  (1 ) ,  ( 4 )  de  d imens lon  m in i -

male se comportant  de façon ident ique du point  de vue des entrées

e t  des  so r t i es  que  ce  sys tème phys lque .

Nous avons vu au chapi t re  I f  qu 'en ln t roduisant  un opérateur  de

re ta rd ,  l e  sys tème d i f f é ren t i e l  à  re ta rds  (1 ) ,  (4 )  se  compor te  eomme

un  sys tème aé t i n i  su r  1 'anneau  IR  fu ]des  po l ynômes  en  u  à  coe f f i -

c ients  dans IR .  Un cer ta in  nombre d 'auteurs ont  a ins i  é tuaié récem-

ment  te  problème de la  réa l isat ion pour  une c lasse p lus large de

systèmes d i f férent ie ls  déf in is  sur  un anneau commutat i f  (par  exem-

p1e  su r  I ' anneau  des  po l ynômes  à  p lus ieu rs  l ndé te rm lnées ) ,  i nc luan t

en t re  au t res  l es  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  à  re ta rds .  C l tons  pa r t l cu -

l i è remen t  l es  t ravaux  de  Kamen  [1SZS] ,  Morse  [ t gZe ]  . t  son tag

t  [ rsze],  [ rezz] ,  [ rerB])  .

Dans notre étude nous ut i l iserons une approche p lus d i recte du pro-

b lème de  l a  réa l i sa t l on ;  c ' es t  a ins i  que  dans  un  p remie r  pa rag raphe

nous examinerons quelques quest lons spéel f lques des systèmes à re-

ta rds ,  noR enco re  abo rdées  Jusqu 'à  p résen t  : . nous  dé te rm lne rons  en

par t icu l ier  la  matr lce lmpuls ionnel le  de te ls  systèmes (Proposl -

t i on  I v . 1  . 2 . )  .

Dans te  second paragraphe,  nous nous in téreseerone à Ia  construc-

t i on  d 'une  réa l i sa t i on  e t  au  p rob lème de  l a  m ln lma l l t é .  c l i f f  e t

Burns I fSZS ]  dans un papler  récent  ayant  obtenu une cohstruct ion

analogue à la  nôt re,  nous nous contenterôns de présenter  rap lde-

ment  cet te  eonstruct ion.  Nous donnerons ensui te  unê condl t ion né-

cessa i re  de  m tn ima l i t é  ( t héo rème  r v .2 .6 . )  a i ne l  qu ' un  c r l t è re  de

m in ima l l t é  pou r  l a  c l asse  des  réa l i sa t t ons  sca la l r es  ( i . e .  p= r=1 i

( t héo rème  r v .2 .11 .  )  .
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IV.1.  Matr ice impuls ionnel le  et  matr ice de t ransfer t

La problème de la  réa l isat ion,  que nous déf in issons dans le  para-

g raphe  su i van t ,  nécess i te  l a  donnée  d 'une  re la t i on  "en t rée -so r t i e " .
Para l lè lement  au cas des équat ions d i f férent ie l les ord ina i res,  nous

considérerons Ia  commande u comme var iab le d 'ent rée et  la  fonct ion

d 'observat ion y  eomme var j -ab le de sor t ie .  Pour  une double condi t ion

in i t i a l e  ( x ^ ,9 )  nu l l e ,  l a  so r t i e  y ( t )  du  sys tème  à  re ta rds  (1 ) ,  ( 4 )
o

dé f i n i  en  o .1 .1 . ,  es t  donnée  pa r  :

f  t _ iml
(41)  y ( r )  =  r  I  H.  x ( r_ i_s)  cu(s)ds .

i=o It o

IV .  1 .  1 .  Dé f i n i t i ons

1) Considérons la commande suivante :

( t

, r f  t t l  =  JË  " ,  
o< t<  e  où  e '  es t  re  ' ème vec teur

J -J I
[ o  e  ( t  de  base  de  a1 r

Nous appel lerons jème impuls ion uni ta i re  à I 'or ig ine Ia  l imi te

ut( t )  ae u l  ( t )  quand e tend vers  o.

2)  Nous nommerons matr ice impuls j -onnel le  I 'appl icat ion W(t )  de IR

dans  {  t n r ,B .P1  dé  emen t  en  app t i quan t  succes -

s ivement  les r  impuls ions uni ta i res à I 'or ig ine et  en observant

Ies sor t ies (41)  correspondantes.

Ut i l isons cet te  "déf in i t ion"  pour  établ i r  expl ic i tement  Ia  matr ice

impuls ionnel le  :

IV .  1 .2 .  P ropos i t i on

La  ma t r i ce  impu ls ionne l l e  W( . )  es t  I ' app l i ca t i on  de  IR  dans

{  t r n r , rRP)  dé f i n i e ,  pou r  T€  [ r - r , t )  où  k€n lo ,  pê r

j  ( k )
w(T)  =  t  

" ,  
x (T- i )  c

i=o

où  J  ( k )  =  i n f  ( k ,m)  .

83



Pgegve

Nous  examine rons  l e  cas  où  k2m;  l e  cas  o i r  k (m s 'e f fec tue ra  de

façon  i den t i que .  Cons idé rons  l es  r  commandes  
"1 t . ) ( i =1 , . . . , r )  

dé -
J

f ih ies c i -dessus.  Comme nous fa isons tendre e vers o,  nous pouvons

supposer que :

osÊ < T-k+ l

La sort ie Vlt f l  relat ive à la commande ut(T) aura pour expression. J  
J

mfe
yÎ ( r )  =  ;  +  |  , ,  x ( r - i -s )  c " i  ds

J  i = o  
- ) "  r  J

Notons que T-s€ [ t -e , r ] .  cornme par  a i l leurs nous avons supposé

e  ST -k * l ,  i l  e s t  c l a i r  que  :  T - s€  [ t - f , t ) .  En  u t i l i san t  l ' e xp res -

s i on  (16 )  de  l a  ma t r l ce  f ondamen ta le  ( c f .  o . 2 .5 . ) ,  l a  so r t i e  y? (T )
J

s 'éc r i t  enco re  :

A L  .  ( t - i - s - k + 1 )
H .  E .  G .  e  

^ - r  
F .  c e .  d s

r  K- r  K-J"  K- r .  J

La sor t j -e  yJ(T)  correspondant  à l ' impuls ion uni ta i re  est  donc :

yJ (r) = 
]:i rj trl

"  e + o

m
y| (1) = E +'  i=o

m ÀL . .  (T - i -k+L)
=  f  H .  E ,_  ,  Gk_ i  e  ^ - r  l im

r j o  L  K - l  K - r  e + o

sor t ie  yJ (T)  s 'expr ime :

o t - i  
F t - t  

" "J  
ds

Finalement la

m
v . (T )  =  [- 1

"  1=o

C'  es t -à -d i r e ,

La sor t ie  y ,

a l ns i  l es  r

donnée dans

Hi  Er - i  ck - i  
"o* - ' (T - i -k+ l )

en  u t i l i san t  l a  f o rmu le  (16 )

m
yi (T )  =  

, I  H i  x (T - i )  ceJ
J  i=o

(T)  nous donne la  ,ème colonne de

impulsj-ons de base, nous obtenons

la proposi t ion

Fr- t  
" "J

une seconde fois 3

V{ (T ) ;  en  app l l quan t

b ien  l ' exp ress ion
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Etant  donné Ie  p rodu i t  de  eonvo lu t ion  rencont ré  dans  la  remarque

p r é c é d e n t e , o n  e s t  a m e n é  à  t r a v a i l l e r  d a n s  1 ' e s p a c e  d e s  t r a n s f o r m é e s

de Lap lace .  Nous no terons  :

/-
. ^  -  -  I  - z . l

f  l r l  tz)  = I  e  - ' f  ( t )  d t
/"

IV .1 .4 .  P ropos i t i on

La  re l a t i on  d '  " en t rée -so r t i e "  ( 411  s ' éc r i t  dans  I ' espace  des

t ransformées de Laplace :

f  tvl  (À) ={[*](À)x >U;-"1ti l

I V . 1 .  3 .  R e m a r q u e

L a  m a t r i e e  l { ( t )  d é t e r m i n e  t o t a l e m e n t  l a  r e l a t i o n  d '

e o n s i d é r é e  d u  s y s t è m e ,  p o u r  u n e  e o n d i t i o n  i n i t i a l e

Pour  une eommande donnée u  ( t )  ,  €D u t i l i san t  le  fa i t

p o u r  t  < o ,  l a  s o r t i e  y ( t )  d o n n é e  p a r  ( 4 1 )  s ' é c r i t  :

( t
y ( t )  =  |  w( t -s1  cu (s )  ds

/.

Démonstra! ion

La  t rans fo rmée  de  Lap lace  de  l a  so r t i e  (41 )  s ' éc r i t  :

{ ,  [ " ]  r^ l  =  ( -  
" -^ t  

(  î  (  
t - ' ^ rx ( r - i -s )  

cu(s)ds

) "  

-  
\ i i o  

l o  

'  v '  ' - - /

Comme X ( t - i - s )  =  o  pou r  t - i (  s ,  e I I e  s ' exp r ime  enco re  :

X,;"1 t^t  = î  l -  "-Àt ((-  , rx(t- i -s) cu(s)a" )at
t =o  t / o  t / o  ^  /

En  u t i l i san t  une  nouve l l e  f o i s  I e  fa i t  que  X ( t - i - s1  =  o

ma is  ce t te  fo i s -c i  dans  Ia  p remiè re  i n tég ra le ,  i l  v l en t

Y["]t^r = 
rï"(f 

- 

"-Àt(f- ", 
x(t-i-s) cutslas)

1=o  
/ s+ i  ) "

t ' en t rée -so r t i e  "
( xo ,9  )  nu l l e .

que  x ( t )  =  o

dr

)
I

pour

.que  
:

d r )
/
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'E f fec tuons  à

Nous obtenons

t-
Étrltr l  =l

L'

présent  Ie  changement  de var lab le su ivant  :  T =t - i -s .

T" "-^'(["- '-^'", *'''"u')] 'f "-À"
D'après rv .1.2. ,  nous avons f  çw1 t l t  =  Ë " -À1 " rS[x]  

t r l .c
l =o

Par conséquent ,  I 'égat i té  c i -dessus devient  :

S [y]rr l  = {,Iw](r)* SIu](r).

La nouvel le  re la t ion "ent rée-sor t ie"  obtenue dans cet te  proposi t lon

possède un avantage drordre prat ique par  rappor t  à  la  re la t ion (41)

en ef fe t ,  s l  on considère une commande u( t )  déf in ie  sur  R+,  la

t ransformée de Laplace de 1 'observat ion correspondante est  obtenue

aisément par la mult ipl lcation de la transformée de Laplace de la

commande par  la  t ransformée de Laplace de v{ ( t ) .  Para l lè lement  à la

terminologie des systèmes ord ina i res,  la  t ransformée de Laplace de

la matr ice lmpuls ionnel le  est  appelée fonct ion de t rangfer t .  Nous

venons de voir que :

m

{ twln) = ;  "-À1 "rS[x]tr l"  
c

i=o

Ot ,  nous  avons  vu  dans  O.1 .4 .  que  :

f  fx l  { r )  =t-1( l )  .

La fonct ion de transfert  que nous noterons G(À),  a donc pour expres-

sion :

(42)  c (À)  =  H(e - l1  [ r r -a ( " -À) ] -1  c

IV .1 .5 .  Remarques

" ( " ) d " ]

1)  L , 'express l .on  (42)  de

mel lement de la fonct ion

réal isat lon des systèmee

algébr ique signalée par

Ia fonction de transfert semble proche for-

de transfert  obtenue dans 1'étude de la

ordlnalres.  Mais en ut l l lsant la proprfété

Manit lus et  Tr lgglanf [ feZe],  9uê nous avons
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rappe lée  dans  Ia  démons t ra t i on  I I I . 1 .11 .  nous  voyons  en  fa i t  que

notre matrice de transfert G(À) se eomporte pratiquement eonrme la

matr ice polynomia le en deux indéterminées G(t r ,u)  su ivante :

(43)  c (À,u)  =  H(u)  [  r r -n(u) ]  -1  
c

où  l es  va r i ab les  Àe tpson t  i ndépendan tes ,  ê t  e (U )  =  
"o *UB l * . . .m

. . . *U" '  B * .  L ' app roche  de  te l l es  ma t r i ces  es t  re la t i vemen t  peu  a i sée  :

i I  n res t  que  de  no te r ,  pê r  exemp le ,  guê  l es  résu l ta t s  d 'équ iva lence

pour  de te l les matr ices ne semblent  pas pouvoi r  ê t re obtenus à I 'a i -

de de la  théor ie  des d iv iseurs éIémenta i res eomme dans le  cas de

matr ices à une indéterminée.  Cependant ,  la  théor ie  des modules,  mal-

gré Ie  problème de I 'ex is tence des bases,  permet  une approche in té-

ressan te .

2)  Notons gu 'une t ransformat ion l inéai re de IRn de Ia  forme i  =  Tx

la i sse  l a  ma t r i ce  de  t rans fe r t  G(À)  i nva r ian te .

IV .2 .  Ex i s tence  e t  p rob lème de  l a  m in ima t i t é  d 'une  réa l i sa t i on

Considérons un système physique à r  grandeurs d 'ent rée et  p  gran-

deu rs  de  so r t i e ,  rég i  pa r  un  sys tème à  re ta rds  (1 ) ,  (4 )  dé f i n i  en

o.1.1.  Comme nous I 'avons vu précédemment ,  nous pouvons obteni r

sur  lu j -  un eer ta in  nombre de renseignements en nous l iv rant  à  I 'ex-

périence suivante : si nous appliquons successivement les r conman-

des déf in ies par  :

C"'
=J r-

Io
onnel

sep

di rec

Ia matr ice impuls i

lement  poss ib le  en

Lap lace  d 'é tab t i r

u,  ( t )
t ) o

t<o
i  -  1 , . . . , r

Ie  w( t )  pourra êt re déterminée.  11 est  éga-

laçant  dans I 'espace des t ransformées de

temen t  l a  ma t r i ce  de  t rans fe r t  c (À ) .

Une re lat ion "ent rée-sor t ie"  é tant  a ins i  donnée,  le  problème de la

réal isat ion consis te à constru i re  un système à retards de la  forme

(1 ) ,  ( 4 )  qu i  l a  r éa l i se  de  t e l l e  f açon  que  I ' espace  d ' é ta t  Rn  so i t

de d imension min imale.

L 'u t i l isat ion de Ia  matr ice impuls j -onnel le  conrme re lat ion "ent rée-

sor t ie"  semblant  moins fac i le ,  nous lu i  préférerons la  matr ice de

transfer t  dans Ia  su i te  de notre t raval l .
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f n té ressons -nous  au  p rob lème de  1 'ex i s tence  d 'une  réa l l sa t i on  :

pour  1 'é tude de cet te  quest ion,  nous avons constru i t  expl lc i tement

une réal ieat ion.  Une publ lcat ion t rès récente de Cl l f f  e t  Burns

f fSfe] ,  parue lors  de Ia  rédact ion de notre t raval l  donne une cons-

i ruct ion analogue à ce l le  que nous avons obtenuei  nous ne dévelop-

perons tr)ar conséquent pas longuement cette questlon et nous nous

contenterons de présenter  rap idement  cet te  construct lon

Nous considérerons une matr ice de t ransfer t  de la  forme :

r (À)
o(À)

où f .  ,  sont  des matr lces réel les de d imension P x E,
1 J

et  b. .  r  sont  des ecala l res réels  avec boo = 1
r J

Cet te  ma t r i ce  de  t rans fe r t  es t  ce l l e  d 'un  sys tème d i f f é ren t l e l  ne

comportant  pas de retard n i  dans le  contrô le ,  n i  dans Ia  sor t le ,  ê t

un  seu l  r e ta rd  dans  l a  va r i ab le  d ' é ta t .  ( 1 .e .  B i=o  L=2 , "  'm  e t

H i=O,  L=1 , . . . f l , ) .  E l l e  peu t  ê t r e  ob tenue  au  moyen  d ' une  géné ra l l sa -

t l on  de  I ' a l go r l t hme  de  Fadeev  ( vo l r  Gan tmacher  [ f eSZ ] ) .

à  p résen t  l e  p rob lème de  I t ex i s tence  d 'une  réa l i sa t l on ,

cons ldé rons .

Formulons

que nouEt

IV .2 .  1 .  P rob lème

Etant  donné une matr ice de t ransfer t  G ( l  )  de la  forme (441 ,  t rouver

des  ma t r i ces  (p  x  n )  H ,  ( i =o ,  . . . ,m ) ,  des  ma t r l ces  (n  x  n )  B r (1=o ,  " 'm )

et  une matr ice (n x  r )  C te l les que la  matr lce de t ransfer t  du sys-

tème co r respondan t  (1 ) ,  (4 )  so l t  l a  ma t r l ce  G( ) r )  -

Examinons dans un premier  temps le  cas où la  matr ice de t ransfer t

es t  sca la l re  ( i . e .  p= r= l ) ;  nous  é tend rons  ensu i te  l es  résu l ta t s  ob -

tenus au cas généra l  où p et  r  sont  des ent iers  queLconques.

So l t  une  ma t r l ce  de  t rans fe r t  G(À)  sca la i re  :  l es  ma t r l ees  r r ,

se ron t  rédu i tes  à  des  sca la l res  que  nous  no te rons  pou r  l r oecas ion

t . ,  .  .  Dé f  i n i ssons  l es  ma t r l ces  g r ,  f r i  e t  ë  su i van tes  :
aJ
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Les matr ices B ,  d e
l-

dimension (  n x  n)  sont  données par  :

B =
o

oLo
r a ' l

l 1

o
-}a -l-r .- "on  -on - l

" o

:

r O

o1
- . - b

O I

tu
B ,  =

l_

I o re "..."-l
l,.l
l::l
L"i, -";," "J

pou r  i  -  L , 2 , . . . , t l

mens ion  (1  x  n )  son t  :

" ]

(n  x  1 )  es t  dé f i n ie  pa r

Les

et

matr ices

fr = [t.r_ Lrn
la  matr ic

H ,  ( i = o ,  1 ,  .  .  . ,  D - 1 )  d e d i

t-
-  L .  ^- I  L n - z

tu
e eolonne C de

t . .  o
L L

dimension

o

I

o
1

rv .2 .2 .  P ropos i t i on  ( c I i f f  e t  Bu rns  [ 1978 ] )

Pour  une matr ice de t ransfer t  sca la i re  G(À)  de Ia  forme (44)  et

pou r  r es  ma t r i ces  ( l o , l 1 ,  . . . l r r , t ,Ho ,H1  ,  . . . ,H r r - r )  dé f  i n i es  c i - dessus

Ie  sys tème d i f f é ren t i e l  de  ra  fo rme  (1 ) ,  (4 ) ,  ob tenu  à  pa r t i r  de  ces

matr j -ces,  êr l  supposant  m=n et  f t r r=O,  est  une réal isat ion ae G(À)  .

TV .2 .3 .  Remarques

1)  La réat isat ion scala i re  que nous avons présentée est  de d imension

n,  où n est  Ie  degré du dénominateur  Q() , )  de la  matr ice de t ransfer t -

Rappelons à ce propos que pour un polynôme de la forme

n
T(À,2 )  =  I  r r ( f )  

" i ,i=o
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l e  deg ré  de  T ( ^ ,2 )  es t  dé f i n i  pa r  :

deg  T (À ,2 )  =  max ' t i  +  deg  T1 )

2)  Cet te réa l isat ion est  complètement  nn-contrô labLe pour  tout

T posi t i f  (vo i r  par  exemple Manl t ius [ tSZe]  )  .

3)  La méthode de construct ion d 'une réal lsat ion,  exposée c l -dessus

peut  êt re étendue à une c lasse p lus large de matr ices de t ransfer t

de la forme :

. rJ  Àn-J- t  
)  

e- i r
c(À)  = ;!:(

n-1.
E

J=o
n

i lo 
(

n
E

J=o
or,  Àn-J 

)  "-u

avec les mêmes hypothèses sur t '  et OrJ que précédemment.

11 est  également possible de construire des réal lsat ions présentant

des retards dans le contrôle et  pas dans Ia sort ie (volr  Lee

I rsze ] ) .  D 'au t res  prob lèmes de  réa l l sa t lon  on t  é té  cons idérés ,  par

Kamen l rezs]  et  sontag l rgze] p.r  exemple,  qui  ont  employé des mé-

thodes purement algébrlques basées sur la théorie des modules pour

Ieur  réso lu t ion .

4) c l i f f  et  Burns [ fSZe] ont également établ l  une réal lsat lon ne

comportant pas de retards dans Ie contrôle et la sortle, et un

seu l  re ta rd  dans  la  var iab le  d 'é ta t .  C 'es t  donc  une cons t ruc t lon

lntéressante blen que complexe et  moins "économlque" pulsque sa

dimension est ryU

I v .2  "  4 .  Généra l l sa t l on

Considérons à présent une matr ice de
(441 avec  p  e t  r  en t ie rs  que lconques.

par les matr ices sulvantes 3

t rans fer t  c (À)  dé f  fn ie  par

Une réal lsat lon sera donnée
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B .  =
l_

811
]-

" a1.

ePt

"11 
. .  Hl '

l _ a

Q , r , O

. a

' t 1
c- -  o"  o

t t . :

9. , .ô
: 1 r
ooc

c2L  o  re

'o

:
ô ' . 'oc2 '
: :
t  n 1
c r ' - o . t o

,'\
Y. .  'o

i
O r Q C '

i  =  o r 1 2 , . . 1 f l

O . . . O  . .  O . . . O

, ,2L  , ,2 r
t : l .  I l .

l_ l-

O . " O

t t

i  :  O ,1 , . . . , n - lr a

o. . .o
H ,  =

l_

Q =
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où les  mat r i ces  
" l t  

( i=o r  .  .  .  ,  n )  ,  
" l *  

( l=o ,  . .  . ,n -1 )  e t  ck l  son t  ce l les

que nous avons obtenues eornme réal lsat ion scalaire de l 'éIément
g t r , ( I )  de  la  mat r i ce  G(À) .

Dans le premier paragraphe nous avons associé à tout système

IH i ,  B i ,  c ]  ( i =o , . . . ,m ) ,  du  t ype  (1 ) , ( 4 )  une  ma t r i ce  de  t r ans fe r t

G(À) .  Nous  venons  de  p résen te r  l a  cons t ruc t i on  d 'une  réa l l sa t l on

de  l a  fo rme  (1 ) ,  (4 )  à  pa r t i r  d ' une  ma t r l ce  de  t rans fe r t  G(À)  donnée

par  (441.  Examinons à présent  le  problème de Ia  min lmal l té  d 'une

réa l i sa t i on .

I v . 2 .5 .  Oé f i n i t l ons

1 )  Cons idé rons  I a  r éa l l sa t l on  IH t ,  B l ,  c ] ( 1=o , . . . , r 1 )  de  l a  ma t r i ce

de  t rans fe r t  G(À) .  t a  d imens ion  de  Ia  réa t i sa t i on  es t  l a  d imens ion

des matr ices carrées Bi .

Une réal isat ion est  min imale s i  e l le  est  de d imenston min imum.

2l  Une réal lsat ion est  IR,n-canonlque s i  e l le  est  complètement  IRn-

contrô lab le et  IRn-observable.

Une réal lsat ion est  fa ib lement  canonlque s l  e l le  est  fa ib lement

con t rô l ab le  e t  f a i b l emen t  obse rvab le  ( c f .  I I . 1 . 11 .  e t  I f I . 1 . 15 . )

Les décomposi t lons des systèmes d i f férent l ,e ls  IR 'n- lncontrô lab les

et  IRn- inobservables que nous avons étaUl les dans les chapl t res

précédents,  nous donnent  une condl t lon nécessaLre de mintmal f té .

IV .2 .6 .  Théorème

S i  une  réa l i sa t l on  es t  m ln lma le ,  e l l e  es t  IR 'n -canon ique .
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Démonstration

cons idé rons  une  réa l i sa t i on  [ " r , " i , c ] ( i =o , . . . ,m )  d ' une  ma t r i ce  de

t rans fe r t  (421 .  Supposons  qu 'e l I e  ne  so i t  pas  IRn-canon ique .  Suppo-

sons la  par  exemple Rn- incontrôIable;  le  cas où e l le  n 'est  pas

B.n-observable se t ra i te  de façon analogue.

D 'ap rès  l e  t héo rème  I I . 1 . L7 . ,  i l  e x i s t e  une  ma t r i ce  i nve rs i b l e  P

te l l e  que  pou r  i =o ,  . . . ,m

-  
- 11  ^L2
E ,  b ,

1 l _

o

I
Lo

c1
- 1

B .  =  P  B .  P  -  =
1 I

B?2
L

- 1
= fl . P 

- =
l-

o, i  e l l ,  
" l ' ,  "? '  

sont  des matr ices de d imensions respect ives

(n t  x  n r ) ,  ( n ,  x (n -n r ) ,  ( ( n -n r ) x  ( n -n r ) ) .

Les  ma t r i ces  c l ,  H l ,  H?  son t  respec t i vemen t  de  d imens ions  (n rx  r ) ,

( p  t r t )  e t  1p  x  ( n -n r ) ) .  En  ou t re ,  nous  au rons  :  n r (  n ,  où  n  es t

l a  d imens ion  de  Ia  réa l i sa t i on .  D 'ap rès  l a  remarque  IV .1 .5 . ,  l a

ma t r i ce  de  t r ans fe r t  ë t f l  es t  éga le  à  I a  ma t r i ce  G(À ) .

or ,  c t r l  =  H l  ( " -À) [ r r -u l l ( " -^ l ]  -1  

"1

où  les  ma t r i ces  H l  (e -À )  e t  g11  ( " - t r )  son t  dé f i n ies  pa r  :

C = P C

"îl["1
Lr-

e t  H .
I

H1 (e -À )  =

g11  (e -  À )  =

"l * "-^"1
811  *  

" -Ào

m

" - *À  
811

m

+. . . *  . -m ) '  
" 1

" l t  
+.. .+

Par  conséquen t ,  Ie  sys tème [ " ] ,  
" l t ,  

c l ]  ( i=o , . . . ,m)  es t  une  se-

conde réa l i sa t ion  de  la  mat r ice  de  t rans fer t  G(À) ,  e t  es t  de  d i -
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mension infér ieure à la réal lsat ion [Ht,  Bl_,  c]  que nous avlons

consldérée.Cette dernière n 'est  donc pas minimale,  ce qul  achève

la démonstrat ion du théorème.

IV .2 .7 .  Propr ié tés  -  Rappe ls

1) La réciproque du théorème

en effet un exemple (emprunté

sation canonique et pourtant

de transfert  !

c(r) =

précédent n'est pas vrale :  donnons
à c l l f f  e t  Burns l rsza1 )  de réa l i -

non minlmale. ConsldéronE la matrtce

réa l l sa t ion

c]  sulvant

c1-dessus .

[ " - |

Irl
L"J

ol

:J

Nous savons d 'après

de d lmension 2.  Par

conetltue également

f o L o
I
I

Bo= l -1  o  o
I
l ooo
L

le théorème IV.2.2.  construLre une

a l l leurs ,  Ie  sys tème IHo,  Bo,  81 ,

une réa l l sa t ion  de  la  mat r ice  G(À)

f " o
Br= 

l-, 
o

Io 1

Ho=[ t ' ]

En  u t l l l san t  l ee  deux  t héo rèmes  I I . 1 . lO .  e t  I I I . 1 . 13 . ,  on  vé r i f i e

a isément  que ce système est  complètement  IRn-contrô lab le et  Rn-

observable.  l ,a  réa l lsat lon est  cependant  de d lmensLon 3 et  donc

non mln lmale.

2) Remarquons également qurune réal lsat lon non mlnlmale n 'est  pas

unlque.

3) L 'approche purement algébr{que basée sur la théor le deE modules,

employée par certalns auteurs (Kamen f tezs]  ,  Morse [ tsZe],  Sontag

lrclA] p"r exemple) a lnclté ces auteurs à lntrodulre une contrô-

lab I l l té  e t  une observab i l i té  a lgébr iques  :  Un sys tème (1) ,  (4 )  es t

conr rô tab te  s l  <B(U)18  >  *  nn [u ]  e t  obeervab le  e l

^2+ l+2e- l+ " -2À
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nn
1=1

Ker  (u (p)  g i - l tu l  t  =  o i  rappe lons  que nous  avons  no té  n" [u ]

le  module l ibre des n [u ]  -matr ices de d imension (n x  1)  .  Une réal i -

sat ion contrô lab le et  observable est  d i te  canonique.  Morse l rc lA l

a établ i  que les réa l isat ions canoniques d 'une même matr ice de

t rans fe r t  c ( I )  son t  i somorphes  dans  nn  [u ]  ( i . " .  pa r  un  i somorph is -

me  de  n t  [ u ] ) ,  e t  que  ce  n res t  pas  l e  cas  des  réa l i sa t i ons  m in i -

males.  En outre,  les réa l isat j .ons canoniques sont  min imales,  mais

Ia min imal i té  n 'ent raÎne pas que la  réa l isat ion so i t  canonique.

Dans son art icle, Morse a également introduit une notion de contrô-

lab i l i té  p lus fa ib le  que ce l le  donnée c i -dessus :  la  " fa ib le  con-

t rô Iab i l i t é "  que  nous  avons  dé f i n ie  en  r I . 1 .11 . ,  e t  don t  l a  t e rm i -

nologie se t rouve a ins i  just i f iée.  11 a mis en év idence une autre

condi t ion suf f isante de min imal i té  :  une réal isat ion est  min imale

s i  e l le  est  observable et  " fa ib lement  contrôIable" .

IV .2 .8 .  Remarque

Nous  avons  vu  en  I f . 1 .11 .  gue  l a  " fa ib le  con t rô lab i t i t é "  ( respec -

t ivement  la  " fa ib le  observabi l i té" )  impl ique Ia  IRn-contrô lab i l i té

( respect ivement  la  IRn-observabi l i té) .  Par  contre i l  faut  noter

qu 'aucun  l i en  n 'a  é té  j usqu 'à  p résen t  m is  en  év idence  en t re  l es

notions a1gébriques présentées précédemment et les concepts de

contrôIabi l i té  fonct ionnel le  ou de L2-contrô lab i l i té  (vo i r  Mani -

t i us  e t  T r i gg ian i  [ r sZe ]  )  .

Nous avons rappelé une condi t j -on suf f isante de min imal i té  (Propr ié-

tés  I v .2 .9 .  (3 )  )  ob tenue  pa r  Morse  l t } lO l ;  l e  t héo rème I v .2 .6 .  que

nous avons étaUt i  fourn i t  une condi t ion nécessai re de min imal i té .

Devant  la  d i f f icu l té  d 'obteni r  un cr i tère complet  de min imal i té ,

in téressons-nous à une c lasse par t icu l ière de réal isat ions :  les

réa l i sa t i ons  sca la i res  ( i . e .  p  -  r  =  1 ) ,  pou r  l esque l l es  nous

établ i rons une condi - t ion nécessai re et  suf f isante de min imal i té .

Présentons dans un premier temps deux résultats uti les à sa démons-

t ra t i on .
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So ien t  deux  sys tèmes  d i f f , é ren t i e l s  (1 ) ,  (4 )  donnés  pa r  
f  1

L"t' 
Bi '  

" J
( i=o,  . . . ,m)  

"a  f f i r ,  
Ê- i ,  6 ]  , i=o , . . . , f t )  re rs  que leur  mat r ice  de

t ransfer t  vér i f ie

c(À) = ë(À)

a lo rs  on  a  :

c(À,u)  = ë( f  ,u)

où G(À,u)  = Htu l  [Àr  -  e tu l l - l  c
L J avec u indépendant de I

ë(r,u) = Ëtu) [ r  
-  Ëtur]-1 ô

Ce lemme se  dédu i t  lmméd ia temen t  de  l a  remarque  IV .1 .5 . (1 ) .  I l  es t ,

a ins i  que Ie  résul ta t  qu i  su i t ,  va lab le pour  des systèmes o i r  p  et  r

sont  des ent iers  quelconques.

IV .2 .10 .  P ropos i t i on

.  r  1  f -  -  - l
So len t  deux  réa l i sa t ionsL" r ,  B i ,  cJ ( i=o , . . . ,m)  e t  

lH , ,  
B j . ,  c l

(1=o, . . .Ë)  de  d imens i .ons  respec t ives  n  e t  f r  d 'une même mat r ice  de

t rans fe r t  ( i . e .  G(À)  =  ë ( f ) ) .  S i  ces  réa l l sa t ions  son t  tou tes  deux

"faj .b lement canoniques",  a lors on a :

IV .2 .9  .  Lemme

1 1  =  n .

Démonstration

Considérons les deux réal isat ions données dans I 'hypothèse.  Le

lemme Tv .2 .g .  nous  d l t  que  :  c (À ,  U )  =  ô (À ,u ) .  Pa r  conséquen t ,  l es

décompos i t i ons  de  G(À ,  u )  e t  de  6 ( f ,  u )  ob tenues  dans  l e  l emme

I I I . L .L2 .  son t  éga les ;  ce la  se  t r adu l t  pa r

(4s)  H(u)  ek(u)  c  -  f i tu l  Ê\u l  d  vu € C,  vk = or  1,  . . .

Rappelons que nous avons introduit dans les chapitres précédents

Ies matr lces :
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M(u)

et  N (u)

[c ,  n  (u)  e ,  e t - l (u )  c  ]

f tH(u) ,  
t r (u) tH(u) ,  . . . , tg t - l (u )  

tn (u) ]

notons f t (u)  e t  f t (u)  ces matr ices obtenues à par t i r  ae f t (u) ,  Ètu l

e t  C .

Formons également les matr ices :

s(u) = tn(u)

er Stul = t f t (u)

Remarquons que les matr ices s(u)

Hankelr  par exemple,  la matr ice

donnée par :

u(u)

frrul
1,

et  S(u )  son t  des

S(u)  de  d imens ion

matr ices de

(npx  n r )  es t

c

u)

c

B

réa

(u)

,u,.

a

(u)

(u)

H(u)  B(u)  c

H(u)  g2(u)  c

S(u)  =

s t - l  ( c n(u)  g t (u)  c  .  .

1

t t (u )  B" - ' (u )  c

a

I

a

,  -2n-2 ,  ,H(u )  B- "  - (u )  c

Les deux réal isat ions considérées étant  " fa ib lement  contrôIab1es"

( respect lvement  " fa ib lement  observables") ,  nous avons :

rang '  M(u) .  =  , ,  e t  rangn f t tH l  =  f t  ( respect ivement  rang.  tx (u)  = r r
t'\' tu

e t  rang  n  
" t i {U )  =  n  )  .  Pa r  a i l l eu rs ,  I ' éga l i t é  rang .  M(U)  3  Dr  pa r

exemple, entraine que le rang de Ia matrice numérique ttt(U) est égal

à n pour tout U € (t ,  excepté un nombre f ini de points (voir Mani-

t i us  e t  T r i sg i an i  [ tSZa ] ) .

On peut  donc appl iquer  I ' inégal i té  de Sylvester  :

+
rang .  r r l ( u )  +  r angn  

' t t (U )  -  n  <  rang '  S (U )  S  m in  ( r ane '  U (U ) ,

+
rangc  -N (u )  

)  ,

et par conséquent,

rang.  s (u)  =  n
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on montre de même que rang'  Sfut  = f .
tu

Supposons n)  n .  On peut  cons ldérer  les  deux  mat r ices  su ivantes

f u t 1 "
rut(u) '  = 1r ' i tut ,  Bt(u) t ,  . . . .  Ht- l (u)  Ël

f t (u)* = ; f t tut ,  ( tË(u))t t  t f r(u),

t u .  +  t t u .  . +  t .  . +Notons  s (u ) '  =  - t t (u ) '  t ' l (u )

r l  es t  c la i r  que  rangd  3 (u ) *  =  l .  pa r  a i l l eu rs ,

( l s1  , l es  mat r i ces  de  Hanke f  s ( r r )  e t  3 tu ) *  son t

é léments .  Par  conséquent ,  I ' hypothèse n  >  I  es t

on peut montrer que fr ) n est lmposslble. Nous
1 'éga1 l té  :

t= l

Nous sornmes à présent en mesure

l l sa t l ons  sca laL res ,  l e  c r i t è re

IV.  2 .  1  1.  Théorème

d 'ap rès  l es  éga l i t és

formées des mêmes

lmpossib le ;  de même

avons donc f lnalement

d 'é tab l { r ,  pour  la  c lasse  des  réa-

de mLnlmalt té suivant :

sca la l re  (1 .e .  P  =  r  =  1 )  ee t  mln lma le  s l  e t  seu le -

falblement canonique.

Une réal lsat lon

men t  s l  e l l e  es t

Démonstratlon

1) Condl t lon nécesealre

Consldérons une réal lsat lon scalalre non falblement canonJ"quei  par

exemple supposons la fa ib lement lncontrôIable ( le eas falblement

lnobservab le  se  t ra l te  de  façon ana logue) .  La  propos l t lon  I I .1 .15 .
que nous avons établle, nous donne une décomposltlon des systèmes

scalalres fa lb lement incontrôlablee. En ralsonnant comme pour le

théorème Iv .2 .6 . ,  nous  en  dédu isons  qu ' i l  ex ls te  un  sys tème de d l -

menslon lnfér leure ayant la même matr ice de transfert .  La réal isa-
t lon  que nous  avons  cons ldérée,  n 'ês t  donc  pas  mln lma le .
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2l Condit ion suff isante

cons idé rons  une  réa l i sa t i on  [ " r ,  B i ,  c ]  ( i  =  o ,  .  -  - ,m)  de  d imens ion

r f ,  fa ib lement  canonique.  Supposons Ia  non min imale-

ï1  ex i s te  donc  une  au t re  réa l i sa t i on  l f i r ,  i i ,  31  ( i  =  o r  . .  " , f t )  ,

min imale de d imension f i  <  n,  de Ia  même matr ice de t ransfer t .

La condi t ion nécessai re que nous venons d 'é tabt i r  a f f i rme que Ia
- - ^ . t t u -

réa l isat ion [Hi ,  Èr ,  i ]  est  fa ib lement  canonique.  Donc,  €r r  u t i l i -

sant  la  proposi t ion IV.2.1O.,  nous voyons qn"  f r  =  n.  Nous about is-

sons à une contradic t ion,  € t  par  conséquent  la  réa l isat ion in i t ia le

fH . ,  8 . ,  c l  es t  m in ima le .' -  1 '

Ce qui  achève Ia démonstrat ion de notre théorème--

99



BIBLTOGRAPHIE

des ar t i c les  e t  ouvrages  c i tés .

H.T .  BANKS

[tSOe]  "Necessary condi t ions for  contro l  problems wi th  var iab le

t ime  lags "  -  S IAM J .  Con t ro l  6 ,  p .  9 -47

[ tSOS] "Representat ions for  so lut ions of  l inear  funct ional  d i f fe-

rent ia l  equat ions"  -  J .  Di f ferent ia l  Equat ions 5,

p .  399 -409

H.T .  BANKS,  M.Q.  JACOBS Ct  C .E .  LANGENHOP

[ fSZS]  , ,Charac te r i za t i on  o f  t he  con t ro l l ed  s ta tes  i . r ,  w r (1 )  o f

I inear  heredi tary  systems" -  SIAM J-  Contro l  13,

p .  6 I I - 649

R. BELL}IAN Et K.L. COOKE

[ fSeA]  "D i f f e ren t i a l  d i f f e rence  equa t ions " ,  Academic  P ress  N .Y .

P. CHARRTER

Itg lZJ "Equat ions d i f férent ie l les avec retard :  appl icat ions de

Ia dégénérescence à la théorie de la commande" - Thèse de

3me cyc le,  Univers i té  de Bordeaux I

P. CHARRIER Ct Y. HAUGAZEAU

[fSZS]  "on the degeneracy of  l inear  t ime- invar iant  de lay d l f fe-

ren t i a l  sys tems"  -  J .  Ma th -  Anna l .  App l  -  52 ,  p .  42 -55

8 . I , 4 .  CL IPF  E t  J .A .  BURNS

[tSZA]  
, 'Euel idean contro l lab le rea l izat ions of  l inear  heredi tary

sys tems"  -  Ma th .  Sys tems  Theory  12 ,  p -  133 -149

M.C.  DELFOUR Ct  S .K .  MTTTER

ItelZ) "Controltabit i ty, observabil i ty and optimal feedback con-

t ro l  o f  a f f ine heredi tary  d i f ferent ia l  systems" -  SIAM J.

Contro l  !Q,  P.  298-328

@e100 -



R. GABASOV et M- KIRILLOVA

[fSZf  ]  "Qual i ta t ive theory of  opt imal  processes"  -  Nauka,  Moscou

Traduct ion angla ise :  Dekker  N,Y.  L976

E.R. GANTMÀCHER

[ fgSZ  ]  "Theory  o f  ma t r i ces "  -  Vo I .  1 ,  Che lsea ,  N .Y .

A. HALANAY

[ fSeO ]  "o i f f e ren t i a l  equa t i ons ,  s tab i l i t y ,  osc i l l a t i ons  t ime- lag "

Academic  P ress ,  N .Y .

J .K .  HALE

It9 l t )  "Funct ional  d i f ferent ia l  equat ions"  -  Spr inger-Ver lag,  N.Y.

R.E.  KALMAN

[tSeS]  "Mathemat ica l  descr ip t ion of  l inear  dynamical  systems"

S IAM J .  Con t ro l  1 ,  p .  L52 -192

E.W. KAMEN

[tgZS]  "on an a lgebra ic  theory of  systems def ined by convolut ion

operators"  -  Math.  Systems Theory 9,  p .  57-74

F. KAPPEL

[ fgZe]  "on degeneracy of  funct ional -d i f ferent ia l  equat j -ons"

J .  D i f f e ren t i a l  Equa t ions  22 ,  p .  25C-267

I t } l l )  "Degenerate d i f ference-d i f ferent ia l  equat ions :  A lgebra ic

theo ry "  -  J .  D i f f e ren t i a l  Equa t ions  24 ,  p .  99 -126

F.I4. KIRILLOVA et S. CHURAKOVA

[tSeZ]  "The problem of  contro l lab i l i ty  o f  l inear  systems wi th  an

a f te r -e f fec t "  -  D i f f e rens ia l ' nye  Uravnen iya  3 ,  p .  436 -445

T.B.  KOPEIKINA et  V.V.  MULYARCHIK

[ tSZa1 "observabi l i ty  and ident i f iab i l i ty  o f  systems wi th  delay"

D i f f e rens ia l ' nye  Uravnen iya  10 ,  8 ,  p .  933 -936

101



S. KURCYUSZ Et A.T{.  OLBROT

I t} l l l  "on the closure in wf of the attainable subspace of l inear

t ime  lag  sys tems"  -  J .  D i f f e ren t i a l  Equa t ions  24 ,

p .  29 -50

S. LANG

ItsoS]  "Algebra, '  Addison-vfes ley

E .B .  LEE

I tgZOl  "L inear  heredi tary  contro l  systems" in  Calcu lus of  Var ia-

t ions and Contro l  Theory,  Russel ,  Àcademic-Press,

p .47 -72

A.  MANITIUS

[ fSZO] 
' ,Opt imal  eontro l  o f  heredi tary  systems",  Contro l  Theory

and Topics in  Funct ional  Analys is ,  Vol .  f I I ,  In ternat ional

Atomic Energy Agency,  V ienna,  p.  43-178

[ fSZe  a ]  ' ,Con t ro l l ab i l i t y ,  obse rvab i l i t y  and  s tab i l i zab i l i t y  o f

retarded systems" -  Proc.  1976 fEEE Conferenee on Decis ion

and  Con t ro l ,  p .  752 -758

A.  MANITIUS Ct  A.W. OLBROT

ItOlZ l  "Contro l lab i l i ty  condi t ions for  l inear  systems wi th  delayed

state and contro l "  -  Arch.  Automat .  i  le lemech-  L7,

p .119 -131

A.  MANITIUS Ct  R.  TRIGGIANI

[ tSZe]  "Funct ion space contro l lab i l i ty  o f  l inear  re tarded systems :

A derivation from abstract operator condlt ions" SIAI'1 J.

Con t ro l  1 .6 ,  p .  599 -645

A .S .  MORSE

[tSZe]  "Ring models  for  de lay-d i f ferent ia l  systems" -  Automat ica 12

p .529 -531 -

A.W. OLBROT

[fszS]  "observabi l i ty  tests  for  constant  t i 'me- Iag systems" -

Con t ro l  and  Cyberne t i cs  4 ,  P .  7L -84

-  IO2



v.M.  POPOV

Ite lz)  "Point  wise degenerac l r  o f  l inear ,  t ime- invar iant  deray-

d i f ferent la l  equat ions"  -  J .  Di f ferent iar  equat ions 11,
p .541 -561

E.D.  SONTAG

I1SZS] "Linear systems over commutative r ings : a surwey"

R ice rche  d i  Au tomat i ca  7 ,  p .  1 -34

lL977l  "The tat t ice of  min imal  rea l izat ions of  response maps over

r ings"  -  Math.  Systems Theory 11,  p .  I69-L7S

[1SZS1 "on sp l i t  rea l izat ions of  response maps over  r lngs"  -

In format ion and Contro l  3J,  p .  23-33

L .  WEISS

[1967]  "on the contror lab i l i ty  o f  de lay-d i f ferent ia l  systems' ,  -

SIÀM J.  Contro l  5 ,  p .  575-587

w.M. woNHAIu

I t97a]  "L inear  mulÈivar iab le contro l  :  A geometr ic  approach"  -

Lecture Notes in  Economics and Math.  Systems no 1O1,

J .A .  YORKE
l - r

11971J  "Se lec ted  top i cs  i n  d i f f e ren t i a l -de lay  equa t ions "  Lec tu re

No tes  i n  Ma themat i cs ,  no  243 ,  p .  L6 -ZB ,  Sp r inge r -Ver lag  N .y .

R .B .  ZMOOD

Itg ln]  "The eucl idean space contro l lab i l i ty  o f  contro l  systems wi th

delay"  SIAM J.  Contro l  12,  p .  609-623

A.M.  ZVERKIN

[rszr  ]  "o t t  the point  wise compreteness of  systems wi th  delay"  -

D i f f e rens ia l ' nye  Uravnen iya  9 ,  p .  43O-436

103




