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INTRODUCTION

Lorsqu'un processus a pour modèle mathématique un systènn diffé-
rentiel de la fornn :

f ( t , x ) ,

où le second membre de l 'équation est une fonction p-périodique du temps, on
peut se poser les problèmes de l 'existence de solut ions p-pér iodiques (harmo-
niques) ou kp-pér iodiques (sous-harmoniques d'ordre k) ,  de la stabi l i té et  du
nombre de ces solut ions pér iodiques.

Ce type de système différentiel périodique rêgit l 'évolution de
bon nombre de processus intervenant en sciences physiques, en sciences de la
v ie  . . . ,  ê t  pour  lesque ls  i l  peu t  ê t re  p r imord ia l ,  so i t  d 'amener ,  so i t  d 'em-
pêcher l 'évolution du processus vers un phénomène périodique.

0n aborde généralement ces problèmes en uti l isant la méthode de
Poincaré ou des méthodes de l 'analyse fonctionnelle l l). Notre approche sera
différente dans la mesure où nous supposons d'emblée que le système différen-
t ie l  est  avec "symétr ies" :  c 'est-à-dire que, dans le plan des phases, le champ
de vecteurs induit présente, à des instants donnés, certaines propriétés de sy-
métr ies.  Cette hypothèse n'est  pas restr ict ive mais englobe une très large clas-
se de systèmes différentiels, car les propriétés de symétries d'un systène diffé-
rent ie l  sont directement t iées aux synÉtr ies internes du pr.ocessus qu' i l  décr i t .
Nous retrouvons ces symêtries au niveau de certains ensembles de solutions, et
ainsi ,  une simple condi t ion de transversal i té de \a l l } -appl icat ion de Poincaré
(fonct ion qui  à x" associe la valeur,  au temps p/2,  de la solut ion qui  à t  = 0
vaut  x " )  nous  assure  l 'ex is tence d 'une so lu t ion  p-pér iod ique dont  la  loca l i sa-
tion est alors très aisée i cette nÉthode de recherche de solutions périodiques
avec symétrie (s) a été développée dans tE et exposée en détait dans t10].

PREMIERE PARTIE

C'est la,part ie théorique de ce travai l  ;  nous montrons (S3.1.)
comment les propriêtés de synrétries d'un slstème différentiel non linéaire pêrio-
dique et d'une solut ion périodique avec symétr ie(s),  de ce systèrne, se trans-

dx
dt=
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met ten t  au  sys tème d 'équat ions  aux  var ia t ions  assoc ié  à  ce t te  so lu t ion .  Depu is
Poincaré on connaît  f  importance de ce dernier système. En ef fet  '  so ' i t  (^ f )

une fami l le  cont inue en  r  de  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  p -pér iod iques  e t  so i tn?
une so lu t ion  p-pér iod ique de  (n f )  ;  s i  1e  sys tème d 'équat ions  aux  var ia t ions

assoc ié  à  npn 'es t  pas  excep t ionne l  pour  la  pér iode  p  ( i .e .  n 'admet  pas  de .so-

lu t ions  p-pér iod iques  non t r i v ia les) ,  a lo rs ,  pout  tou t  r  su f f i samment  p roche de

r r r  i l  ex is te  une so lu t ion  p-pér iod ique e t  une seu le ,  no tée  Àp,  t . l l e  que Àp

tende vers  nppour  À  tendant  vêFS n  [3 ] ;  de  p lus ,  s i  nous  supposons que 1a  fa -

mi l l e  1Àf ;  e t  l a  so lu t ion  npson t  avec  symét r ies ,  a lo rs  les  so lu t ions  p -pér ' i o -

diques, obtenues par perturbat ion de \9,  ont  les mêmes symétr ies que np; avec

cet te  dern iè re  hypothèse,  s i  le  sys tème d 'équat ions  aux  var ia t ions  assoc ié  à
ngest  except ionne l  pour  la  pér iode 2p ,  dans  le  cas  où  npes t  une so lu t ion  avec

symét r ie  1  ou  2  ( i .e .  dans  le  p lan  des  phases  (0x , ,  OxZ) ,  l ' o rb i te  de  n faes t

symét r ique par  rappor t  aux  deux  axes) ,  ou  p ,  dans  le  cas  où  nPest  une so lu t ion

avec  symét r ie  0  ( i .e .  l ' o rb i te  de  npes t  symét r ique par  rappor t  aux  deux  axes) ,

a lo rs  des  b i fu rca t ions  peuvent  ex ' i s te r  dans  cer ta ines  fami l les  de  so lu t ions  pé-

r iod iques  (harmon iques  ou  sous-harmon iques)  avec  symét r ie  (s )  ;1a  na ture  de  ces
b i fu rca t ions  es t  fonc t ion  des  coe f f i c ien ts  de  la  mat r i ce  assoc iée  à  n?(53 .3 . ) .

La  mat r ice  assoc iée  à  une so lu t ion  pér iod ique avec  symét r ie  (s )  es t  ob tenue à
par t i r  de  la  so lu t ion  mat r ic ie l le  fondamenta le  du  sys tème d 'équat ions  aux  var ia -
t i ons  assoc iê  don t  e l le  fac i l i t e  le  ca lcu l  de  I ' i nd ice  de  Po incaré  y  (pour  la
doub le  pér iode)  ;  en  par t i cu l ie r ,  s i  y  -  -  1 , la  so lu t ion  in i t i a le  es t  i ns tab le ,
e t  s i  y  =  +  l ,e l l e  es t  s tab le  au  sens  in f in i tés ima l  [2 ] ;  Oe  p1us ,  s i  l a  so lu t ion
es t  s tab le  ( resp .  ins tab le )  pour  t ;  * - r  i l  en  es t  de  même pour  t  *  -  ($  3 .2 . ) .

Après  le  $  1 ,  consacré  aux  dé f in i t ions  e t  aux  prem' iè res  propr ié -

tés  qu i  en  décou len t ,  nous  consacrons  le  $  2  à  l ' é tude Ae 8 . (p ) ,  ensemble  des
systèmes di f férent ie ls l inéaires p-pér iodiques avec symétr ies au temps t  = 0 ;
nous  mont rons  que s i  ( ' l )  es t  un  te l  sys tème,  a lo rs  ( l )  e t  ses  so lu t ions  fonda-
menta les  sont  en t iè rement  dé f in is  par  leurs  va leurs  sur  [O,p7Z]  (5  2 .2 . ) .  Nous
notons l ( * . (p )c9(p)  I 'ensemble  de  ces  sys tèmes n 'admet tan t  pas  d 'au t re  so lu -
t ' i on  p -pér iod ique  ou  p -an t ipé r iod ique  que  la  so lu t ion  nu l le .  Au  5  2 .4 .  nous
prouvons  que  s i  ( l )  appar t ien t  àJ8* (p ) ,  l ' i nd ice  de  Po incarê  y  de  (1 )  pour  1a
pér iode 2p  es t  éga1 à  -sgn (abcd)  où  â ,  b ,  c  e t  d  sont  les  va leurs ,  au  temps
p/2 ,  des  coef f i c ien ts  de  la  so lu t ion  mat r ic ie l le  fondamenta le  de  (1 )  ;  s i  y  =  +  1
( resp .  -  1 ) , l e  sys tème (1 )  es t  s tab le  au  sens  de  Lyapounov  ( resp .  ins tab le ) .

D 'au t re  par t ,  on  no tera  qu 'un  sys tème appar tenant  a8 . (p ) ,  tou t
comme un sys tème hami l ton ien ,  s ' i l  es t  s tab le ,  ne  peut  pas  ê t re  asympto t iquement
s tab le  (5  2 .3 .  ) .
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Aux $ 2.5. et 2.6. nous étudions la structure de Aip) et nous
montrons qu.S"ip) est composé d'une inf ini té de composantes connexes qui sont
des ouverts de$*(p) et qui respectent la stabi l i té 3 d'autre part,  les zones
frontières de ces composantes connexes sont des fermés connexes aeSt(p) i
l 'appartenance d'un élément aelSt(p),  à une de ces composantes connexes, est
entièrement déterminée par son "nombre d'osci l lat ion" qui est l ié aux valeurs
sur p,p/4 de la solut ion matr iciel le fondarnentale de ce système.

Nous exhibons ainsi une structure a.58ip) qui paraît  très sem-
blable à cel le des systèmes hamil toniens [ tS] ;  en fa i t ,  conme nous le montrons
au $  2 .7 . ,  ces  deux  s t ruc tu res  sont  iden t iques .

Enf in ,  le  5  4  es t  tournê  vers  I 'exp lo i ta t ion  que l 'on  peut  fa i re
de cette structure au niveau de la stabi l i té et  des bi furcat ions d 'une solut ion
pér iodique. Nous détai l lons deux méthodes numériques, dont I 'une est  basée sur
l ' intégrat ion du système aux var iat ions,  Qui automat isent le calcul  des coeff i -
c ients de la matr ice associée à une solut ion pér iodique d'un système di f féren-
tiel avec symétries dépendant de paramètres, parallèlement à la méthode des symé-
tr ies,  et  permettent alors de préciser la stabi l i té et  de local iser avec préci-

s ion les bi furcat ions pouvant exister sur les fami l les cont inues de solut ions
pér iodiques avec symétr ie (s)  ;  en ef fet ,  s i  un ou deux des coeff ic ients chan-
gent de signe, le système aux var iat ions change de composante connexe, et  les
bi furcat ions éventuel les peuvent être local isées de manière automat ique et  pré-

c i  se .

La première part ie se termine par une appl icat ion à l 'équat ion de
Duf f ing  sans  d iss ipa t ion .

DEUXIEME PARTIE

Cette parti e est consacrée à une étude théorique et numérique du
pendule forcé dont l 'équation est donnée par :

d t *  *  ( .
d t2

et  qu i  sera notée,  sous

aucune étude de ce genre

-  2qcos  2 t )  s in  x  =  0  (1 )

sa forme canoniquer pâF P(a,q).  A notre connaissance
n'a encore été entrepr ise pour P(a,q) ; ,  on peut toute-
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fo is  c i te r  une  é tude  numêr ique  sur  P( l ,q )  due  à  J .B .  Mc laugh l in  t6 ] .  0n  t ra i te

généralement cet te équat ion du pendule,  par3exemple [S] ,  en supposant x pet i t ;

on fa i t  a lors l 'approximat ion s in x g x -  
f r  ,  après quoi  on recherche, pour les

pet i tes  osc i l la t ions ,  des  approx imat ions  de  so lu t ions  pér iod iques  ;  le  p rob lème

de la  s tab i l i t é  es t  ensu i te  réso lu  par  le  b ia is  de ' l ' équa t ion  de  Math ieu  don t  on

connaît  le diagramme de stabi l i té t l ] .  D'autre part ,  on fa i t  souvent référence

à l 'équat ion  (1 )  pour  lu i  subs t i tuer  sa  première  approx imat ion  (équat ion  aux

var ia t ions  assoc iêe  à  la  so lu t ion  nu ' l le )  qu i  es t  l ' équat ion  de  Math ieu  JZ)  t4 ] .

Après  l 'exposé du  modè le  mêcan ique ($  1 )  qu i  sous- tend ce t te  équa-

t ion  d i f fê ren t ie l1e ,  nous  en tamons avec  le  $  2 ,  dans  le  cadre  symét r ies -pér iod ic j -

té ,  une é tude pré l im ina i re  de  P(a ,q)  en  présentan t  les  d i f fé ren ts  ensembles  de

so lu t ions  pêr iod iques  de  type  osc i l la t ion  e t  ro ta t ion ,  leurs  modes de  représen-

ta t ion  a ins i  que leurs  p ropr iê tés .

Le $ 3 est  consacré aux solut ions harmoniques obtenues par un

c ' lass ique ca lcu l  de  per tu rba t ions  ;  de  longs  ca ' l cu ls  sont  nécessa i res  pour  avo i r

une approximat ion analyt ique des solut ions pér iodiques obtenues par perturbat ion

d 'une so lu t ion  pér iod ique connue exp l i c i tement .

Le  $  4  s ' insp i re  t rès  la rgement  de  la  p remière  par t ie ,  e t  p r in -

c ipa lement  du  théorème 3 ,  pour  jus t i f ie r ,  en  théor iê ,  I 'ex is tence e t  la  na ture
des  per tu rba t ions  du  cas  au tonome e t  de  la  so lu t ion  nu l le .

Enf in ,  le  5  5  es t  consacré  à  une é tude numér ique de  P( l ,q )  ;  des
fami l les  de  so lu t ions  pér iod iques ,  harmon iques  e t  sous-harmon iques ,  son t  repré-
sentées  sous  fo rme de car tes  où  appara î t  une des  cond i t ions  in i t ia les  ( l ' au t re

é tan t  cons tan te) ,  a ins i  que la  s tab i l i té ,  en  fonc t ion  du  paramèt re  q .  De p1us ,
pour  chaque cas ,  nous  donnons les  t racés  de  p lus ieurs  o rb i tes  de  so lu t ions  pér io -

diques correspondantes .

Pour chaque carte,  nous commençons par représenter certaines
fami l les de solut ions pér iodiques avec symétr ie(s)  obtenues par perturbat ions
du cas  au tonome ;  1 'ex is tence de  ces  per tu rba t ions  es t  garan t ie ,  pour  q  pe t i t ,
par  la  théor ie  du  $  4 .  Les  sépara t r i ces  a ins i  ob tenues sont  tou tes  d is jo in tes .
Pour  cer ta ines  d 'en t re  e l les ,  nous  i l l us t rons  1e  phénomène de b i fu rca t ion  dans
d 'au t res  fami l l es  qu i  a  l i eu  lo rs  d 'un  changement  de  s tab i l i t é  ou  à  I ' i n té r ieu r
d 'un  arc  s tab le .  Lors  de  ces  b i fu rca t ions ,  on  peut  cons ta te r ,  pour  la  nouve l le
fami l le  ob tenue,  un  doub lement  de  pér iode ou  1a  per te  d 'une symét r ie .  Ces  phê-

nomènes ont déià étê observés lors de l 'étude de l 'équat ion de Duff ing [ tO] ;
pour  ce t te  équat ion  tou tes  les  fami l les  de  so lu t ions  pêr iod iques  avec  symét r ie  (s )
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ont pu être obtenues par perturbat ions du cas autonome ;  ce qui  n 'est  pas le

cas pour le pendule forcé où aucune fami l le obtenue par bi furcat ion ne peut être
directement une perturbation du cas autonome.

L 'ê tude numér ique de  P(1 ,9) ,  en t repr ise  au  g  5 ,  es t ,  b ien  sûr ,
incomp' lète et  nécessi terai t ,  pour avoir  un af f inage des cartes donnant 1a struc-
turat ion des di f férents ensembles de solut ions pér iodiques symêtr iques, une inves-
t i  gat ion supplémentai  re.

A cette occasion, i l  serai t  intéressant de répondre aux quest ions

su ivantes .  Ex is te - t - i l  des  zones  où  les  a rcs  s tab les  ( resp .  ins tab les)  sont
partout denses ? Si  de te l les zones existent,  peut-on y t rouver des sous-ensem-
bles où les arcs instables (resp. stables) seraient partout denses ? Si  non,
et  s i  des condi t ions in i t ia les et  des paramètres appart iennent à une "zone
s tab le"  ( resp .  ins tab le ) ,  la  so lu t ion  cor respondante ,  dans  le  cas  où  e l le  n 'es t
pas  pér iod ique avec  symêt r ie (s ) ,  es t -e l le  s tab le  ( resp .  ins tab le )  ?

D 'au t re  par t ,  i1  res te ra i t  à  é tud ie r  l ' évo lu t ion  des  d i f fê ren tes
car tes  lo rsque l 'on  fa i t  var ie r  a  à  par t i r  de  la  va leur  l .

Enf in,  la quest ion suivante reste posée :  un systène di f férent ie l
non l inéa i re  pér iod ique avec  symêt r ies ,  e t  en  par t i cu l ie r  P(a ,q) ,  adnre t - i l  des
solut ions pér iodiques non symétr iques ? Pour un systène di f férent ie l  l inéaire
avec symétr ies,  n 'admettant que des solut ions pér iodiques, la réponse est
négat i  ve.



PREMIERE PARTIE

SYSTEMES DIFFERENTIELS PERIODIQUES AVEC SYMETRIES :

STABILITE ET BIFURCATIONS

S 1 . -  Déf in i t ions  e t  p ropr ié tés  des  sys tèmes d i f fé ren t ie ' l s  pér iod iques  avec
-===========================================================

symétries

1 .1 . -  Dé f in i t i on

0n aPPel le sYstème

temps q,  un sYstème di f férent ie l

d i f férent ie l  avec symétr je i  ( i  = 1 ou 2) au

de dimension deux :

# = f(t 'x)

r = (;l)' .
te l l e  que  :

( ï ) . . ,

rceaux en t ,

t

x R2 *  lR2,

( f )

analy t ique en x  et  cont inueoùx=

par mo

et où

est

f5 (a  -  t , x1 ,X2)  =  ( -11 i+ j - t  f5 (a  +  t , ( -1 ) i *111 , ( -1 ) i ^2 ) ,  ( i  =  1 ,2 ) ,

( t , x l , x r )  e  [R3 .

0n notera I 'ensemble des systèmes di f férent ie ls avec symétr ie

i  au temps a.

1 . 1 . 1 . - In!erprÊ!e!!en-gêeuglrlgge

Le sys tème d i f fé ren t ie l  ( f )  dé f in i t  dans  1e  p landes  phases

(0xr,0x2),  à chaque instant t  e lR, un champ de vecteurs V* te l  que pour tout

x  e lR2,  V t (x )  so i t  le  vec teur  f ( t , x )  admet tan t  x  pour  o r ig ine  ;  ( f )  es t  un

système di f férent ie l  avec symétr ie i  au temps c s i  et  seulement s i

vo+ t (s r (x ) )  =  s i1 -  Vo-a (x ) )  ,  ( t , x )  e  lR  x  [R2

où s . ,  es t  la  symét r ie  d 'axe  Ox i .

æ! s'
' r i



f*
L*=

que l''l( a ,q )

t.1.2. - Qselsges-gleppleg

a.-  Equat ion de Mathieu

xz

(2qcos 2t  -  a)x t

appartient a S'ron Fr"/',

=xz

3- - çx l -2^ l

d 'un système

ainsi or', frrnl '"gro

b. -  Equat ion  de  Duf f ing  sans  d iss ipa t ion

M(  a  'q )

0n  vér i f ie

I o',

J,,
I d*z

L"
l ' exemp le
n /2

d(  c  'E )

+ Ecos t

di f férent ie l  non l inéaire appartenant à0n a  ic i

F1o n Tz

( o^,
lT=*t
ld
1 o^,
l_=  _

Ldt
où r^ est une fonction

uppulrient à fion fro.

c.-  Equat ion du problènn restreint  des t ro is corps

(E)

x1(xf  + r ! (  t71-t / '

pér iodique du temps et  paire ;  on constate alors que (E)

1.2. -  l fgpr ié tés des sotut iom

Notons 9$) I 'ensemble des solut ions de (f)  ;  s i  p=

appart ient a P(f),  désignons par t( | ' t  C lR son ensemble de

dêf in i t ion maximal .

(,)



I

teuue-l

Soi t  ( r )eÇi"  e t  so i t  Ve&t t l  ;  s i  (P3- .  (o)  =  0,  a lors  pour  tout  t  te l  que
a - t  appart ienne â l( tp),  on a :

i '

?5 (o -  t )  = ( - l r t * lP j  (o + t ) ,  ( i  =  1,2) .

L 'o rb i te  de  ? ,  dans  le  p lan  des  phases  (Oxr ,Oxr ) ,  es t  donc  symé-
t r ique par  rappor t  à  1 'axe  Oxr .

QÉserslre!!en

Posons  u ( t )  =  F to  -  t ) ,  a lo rs  u  es t  so lu t ion  de  :

0n  a  a lo rs  :

$T=-r(c-r,x)

Posons de même v = ( ; l ) ,  avec :

vr ( t )  = ( - l ) i * i  P i  (c  + t ) ,  ( i  =  L,z) .

(1 )

out 
, t)  = (-r) i* i  

1E 
1" *t1

dr dr

= ( - l ) i * i  t j  (a  +  t  ,P1{o  +  t ) ,  ? r@ + t ) )

=  ( - t ) i * i  r j  (a  +  r  ,  ( -1) i *101( r ) , ( - r ) iuz( r ) ) ,  ( j  =  1 ,2) .

Comme (f)  appart ient  ̂ 4" ,  on a :

ju*- . , r ( t )  =  - f  '  (o  -  t '  v t ( t )  '  v2 ( t ) ) '  ( j  =  1 ,2 ) .
dt r'

0n a  a ins i  mont ré  que v  es t  auss i  so lu t ion  de  (1 )  ;  de  p lus ,  s i

?y i (o )  =  0 ,  a lo rs  u (0)  =  v (0)  e t  donc  u( t )  =  v ( t )  pour  tou t  t  te l  que
a -  t  €I( f l  ;  on peut remarquer que l ( ta)  est  un interval le centré en cr.



1.3 . -  Lemme 2

a. -  So i t  ( f )e  Fr "n ,?u t i  =  1  ou 2) ,  avec B > c  ;  s i  ?est  une so lu t ion  de ( f )
te l le  que ?S_;  b)  =?g_i  (e) ,  a lors  pest  pér iod ique,  de pér iode 2(e-"1 ;  son
orbite est symétr ique par rapport à I 'axe Oxr.

b . -  Soi t  ( f )e '  Fr%F29,  uu" ,  B > a i  s i  ?est  une so lu t ion de ( f )  te l le  que

?2b)  =Y{B)  = 0,  a lors  P est  une so lu t ion 2(e-a)-ant ipér iod ique ( i .e .

YG(B-a)  + t )  =  -  ?( t ) ,  t  € .R)  ;  son orb i te  est  symétr ique par  rappor t  aux
deux axes,  donc auss i  par  rappor t  à  l 'o r ig ine dans ' le  p lan des phases.

Démons tration

Dans les deux cas l ( tp)  est  égal  à lR ;  en ef fet ,  s i  ( f )  appart ient

^q" et  s i  ?,  appartenant eAff ' ) ,  est  te l le que Fg- i (o)  = 0,  nous avons déjà

remarqué qu 'a lo rs  I (p )  es t  cen t ré  en  o ;  a ins i ,  dans  les  deux  cas ,  I ( rp )  es t  un
in te rva l le  cent ré  ê r  a  ê t  en  B,  avec  B I  c ,  donc  I (P)  =R.

Pour  (a ) ,  d 'après  le  lennne 1 . ,  on  a  :

P3(t )  = ( - l ) i * iPs(-  t  + 2c)

=?j f t  +  2(g- . , ) ) ,  ( i  =  1 ,2) ,  t  € . lR,

ce qu i  prouve 1a pêr iod ic i té  de9.

Pour  (b ) ,  tou jours  d 'ap rès  le  lemme L ,  on  a :

= -? j  ( t  +  2(O-"1) ,  ( j  =  ! ,2 ) ,  t  € ,  fR,

ce qui achève la dêmonstrat ion.

1.4.- Systèmes dif férentiels périodiques avec sylétr ies

Soi t f ro  @)cFi"  l 'ensemble des systèmes d i f férent ie ls  ( f )  avec
symétr ie  i  ( i  =  L  ou 2)  au tempS c êt  de pér iodê p,  c 'est -à-d i re  te ls  que:

f ( t  +  p ,  x )  =  f ( t , x ) ,  ( t , x )e  lR  x  lR2 .

tsr( t)  = (-1) i*1 ?i(-  t  + 2c)
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I l  ne sera pas supposé, sauf ment ion expl ic i te,  que p est  la

pér iode min ima le  de  ( f ) .  Notons  P( f )  l ' ensemble  des  pér iodes  de  ( f ) '

Lenme 3

a. -  So i t  ( f )€ f i " (p)  ( i  =  I  ou 2)  ;  a lors ,  pour  tout  p 'e  P( f ) ,  ( f )  appar t ien t

à Fi"  *  P ' /2(P') '

b . -  Soi t  ( f )€Ed(n)n f rB(n)  ( i  =  1 ou 2)  ;  a lors i l  ex is te p '  6  P( f )  te l  que :

B3amod (P ' /21 .

c. -  So i t  ( f )€$ ' r " tn )n  F2stV l ;  a lors  i l  ex is te  p 'e  P( f )  te l  que :

B 3  c r  mod  (  P '  / 4 ) .

Démonstrati on

Pour  (a) ,  ( f )  appar tenant  a&"r" (p) ,  on a :

f r (c r+p '  /2 - t ,x1 ,x2)  =  ( -1) i * i -1 t i  (o -p '  /2+t , ( - t ) i *1 ' t '1 - t ) ix2)

= ( -1r i+ j -1 ,  (o+p '  /2+t , ( - t ) i *1* t , ( -1) '  * r ) ,

( i  =  1 '2) '
( t ,x1 ,x2)  € .  lR3,

la  dern ière égal i té  est  due au fa i t  que p 'e  P( f ) ,  ce qu i  achève la  démonstrat ion.

Pour  (b ) ,  on  a  :

f3( t ,xr , *z)  = 1-11i+ j - t f5(2 ' - t , ( -1) t* t * r ,1-r1 ix2)

= f j (2 (p -c )+ t , x1 ,x2 ) ,  ( j  =  L ,2 ) ,  ( t ' x l ' x2 )e  lR3 '

a ins i  2 (e-o)  es t  une pér iode de  ( f ) .
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Pour (c)  '  on a :

f r ( t ,x ,  , *z)  = ( - r ) i f i  (Za. t ,  x1, -x2)

-  -  f i (2 (e -q )+  t , - xL ' - *2 )

=  ( -1 ) i * l t j  (4a-2a- t , -x1 ,x2)

f j (4 (g -a )+ t ' x1 ,X2) ,  ( j  =  1 ,2 ) ,  ( t , x l ' x2 )  e  R3 '

ce qui  achève la démonstrat ion.

1.5.-  Solut ions p-pér iodiques d'un systène di f férent ie l  p-pér iodique avec

sYmétr le (s)

portons maintenant notre at tent ion sur les solut ions p-pér iodiques

d,un système di f férent ie l  ( f )  p-pér iodique avec symétr ies ;  les t ro is lenmes

précédents nous permettent d'énoncer :

Théorème 1

a.-  Soi t  ( f )e f r " (n)  ( i  =  l  ou 2)  ;  notonscf" t f 'n )  1 'ensemble des so lu t ions

,=(Yir) o. (r) qui vérir ient :

Pr-1(")  =?t- ;@ + P/2) = o ;

s i  vappar t ient  à  y i " ( f  ,p) ,  a lors  pest  p-pér iod ique,  d 'orb i te  symétr ique par

rapport à Oxt.

b . -  Soi  t  ( f , )e f t " (p)n Fr"*V/+rO,  ;  notons 90"( f ,p)  l 'ensemble des so lu t ions

,p=ff) o. (r) qui véririent :

P2k)=P1G+P/41 =oi

si p appart ient aJPO"tf  ,n),  al  ors p est p/2-antipériodique, d'orbite symétr ique

par rapport aux deux axes.

Notons Fo"tvl l 'ensembl 
"f i"{vlnnd+p/4ft) 

;  nous dirons dans



L2

la sui te qu'un êlément ( f )€F;(p) est  un système di f férent ie l  p-pér iodique

avec la symétrie 0 au temps c.

5 2.-  Systèmes di f férent ie ls l inéaires pér iodiques avec symétr ies

( l  )

2.L . -  So i t  8p)  I 'ensemble  des  sys tènres  d i f fé ren t ie ls  l inêa i res  de

dimension deux :

$f = r (r)x,
/ x t  \  - -

avec x =(4 
).O'et 

où i  :  R -r/ î6(2,R) est continue par morceaux et p-pêriodique,

p n'étant pas forcément la pér iode minimale.

Définissons aans E(p) les ensembles suivants :

9r"tù = f i"(p)n8tp), ( i  = o, 1 er 2).

$f = r(r)x,

0n peut alors véri f ier que si  un système ( l)  appart ient àJf lo(p),
c 'est -à-d i re  s ' i l  possède la  symétr ie  1  au temps cr ,  i l  appar t ient  auss i  à

8r"tp),  et possède donc aussi la symétr ie 2 au temps o; on a donc pour tout
aé lR :

8r"{ù =S"tù ;

nous ident i f ierons ces deux ensembles dans une seule not ion t$o(p)

D'aut re par t ,  s i  0)e80"(p) ,  a lors  ( l  )  appar t ient  auss i  à

8r"* ' 'o(r);  d'après le lenme 3, on peui alors en déduire que ( ' l )  est un système
différentiel  l inéaire pl?-pêriodique ; on a donc :

8o"tp\ =8(P/21 .

Le but de ce paragraphe est de mettre en évidence une structure
ae$"(p) ;  nous supposons,  sans rest r ic t ion de la  généra l i té ,  que cr  =  0;  en
effet,  soit  :

( l  )
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un système dif férentiel  l inéaire appartenant ad?"(p) ;  posons r = t  -  o €t
y( r )  =  x( t )  ;  on vér i f ie  a lors  que y( r )  est  so lu t ion de :

# = L(')Y, (L )

avec L( r )  =  1( r  +  c ) ,  e t  que (L)  appar t ien t  a80O).

Nous noterons$lp)  l 'ensemUle#(p)  .

2 .2 . -  Prôpos! t ion  1

Un système ( l)  appartenant al f(p) est aansA4*(p) si  et seulement
s i ,  en  no tan t  l ( t )  =  ( l i j ( t ) ) ,  ( i , i  =  t ,2 ) ,  on  a  :

a .  l i i - ,  R  * lR  ( i  =  1 ,2 )  es t  une  fonc t ion  impa i re .

b -  l i t  :  lR  * lR  ( i , i  =  I ,2 ,  i  *  j )  es t  une  fonc t ion  pa i re .
r J

La dêmonstrat ion est  éIérnentaire en ut i l isant les formules de la
dé f in i t i on  1 .1 .

La proposi t ion prëcédente donne une caractér isat ion matr ic ie l le
d'un système ( l )  appartenant a9. G) ;  nous al lons mettre en évidence une autre
carac têr isa t ion ,  .p lus  man iab le ,  par  les  so lu t ions  mat r ic ie l les  fondamenta les .

Notons X. '  :  lR + et+ 12, j1 la solut ion matr ic ie l le fondamentale
en  t  =  0  de  ( l ) .  D 'après  le  théorème de  L iouv i l l e ,  on  a :

det X.,  (P) = 
"^P 

(P trace I  ( t )dt  ;,  JO

d'après la proposi t ion 1. ,  t race l ( t )  est  une fonct ion impaire du temps, on en
dédu i t  donc  que s i  ( l )  appar t ien t  à  8 .b ) ,  a lo rs  :

det  Xt (p)  =  +  I  ;

ainsi le produit  des valeurs propres de X., (n),  Qui sont aussi les valeurs carac-
tér ist iques de ( l)  pour la période p, est égal à 1.,  ce qui prouve la proposit ion
suivante :
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lrepg:i!!er-?

L'appl icat ion de Poincaré X.,(p),  d 'un système di f férent ie l

l inéaire ( l )  appartenant à $"tpl ,  est  conservat ive (c 'est-à-dire qu'el le con-

serve les aires).  En part icul ier ,  un système di f férent ie l  l inéaire appartenant

à&*(p) ne peut pas être asymptotiquement stable.

2.3 . -  0n sa i t  que s i  ( l )  appar t ien t  à8(p)  a lors  :

x l  ( r )  e  GL+ (2,R) ,  t  e  lR,  e t

l*.|(o)=r
{

L 
*. '  ( t  + p) = x l  ( t ) .xt  (n) ,  t  e lR

Ces trois propriétés servent parfo

(2)

i s  de  dé f in i t ion  pour  des

systèmes dif férentiels l inéaires p-périodiques t8] .

Brepesi!!er-3

seulerent s i  :

Démonstration

Soit x., = (r: Tl) ;  d'après le lenrme t, ?L 
"1 tzsont des

fonct ions paires,  tandis que P2et û1 sont des fonct ions impaires,  ce qui  peut

se  t radu i re  par  (3 ) .

Çerelleire

Si  ( l )  appar t ient  à  8 .O) ,  on dédui t  de (2)  e t  (3)  que :

x1(r + p/?) = rr  xr Glz -  t)  x i l  wz\ rr  xr $/2),  r  e fR (4)

D'après la proposit ion 1, un système ( l)  appartenant à9.(p) est

Un système ( l)  appartenant a 8(p) est danslf*1p) si  et

xr(- t )  = I r  xr( t ) I '  t€R, t r  =(  
: )  

(3)
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entièrement déf ini  par ses valeurs sur [O,p/2) ' , ' la formule (4) permet, en part i-

cu l ie r ,  d 'exp l ic i te r  X l ( t )  pour  tout  t  e lV lz ,VJ connaissant  X1( t )  Rour
t elo,p/?).

2.4 . -  S tab i  l  i t é

QÉ!1ri!ien

Un système ( l )  e$G) est  d i t  except ionnel  pour la pér iode p s i

e t  seu lement  s i  de t  t1 (n)  -  t ]  =  Q ;  s i  ( l )  n 'es t  pas  except ionne l ,  on  appe l le

ind ice  de  Po incaré  de  ( l )  pour  la  pér iode P,  le  nombre  v ' ( l )  appar tenant  à

{  -1 ,+1}  te l  que  :

vo ( l  )  = ssn (det  [x t  (p)- t ]  )

!reps:i!!sl-1

Soi t  ( r )eJB (p)  et  so i t  x . , (nZzl  =(u 
:  )

a. -  S i  abdc  =  0  ( resp  bc  =  0)  a lo rs  ( l )  es t  except ionne l  pour  la  pér iode

2p ( resp .  p )  e t  ( l )  admet  a lo rs  au  moins  une so lu t ion  p-an t ipér iod ique ou

p-pér iod ique ( resp .  p -pér iod ique)  non t r i v ia le .

Toutes les solut ions sont p-ant ipér iodiques (resp. p-pér iodiques),

et  a lors ( l  )  est  stable au sens de Liapounov, s i  et  seulement s i  a = d = 0

( resp . !=c=0) .

b . -  S i  abcd #  0  ( resp .  bc  I  0 ) ,  a lo rs  ( l )  n 'es t  pas  except ionne l  pour  la

pér iode 2p  ( resp .  p )  e t  on  a  :

y2p( l )  =  -  sgn(abcd)  ( resp .  vo ( l )  =  -  sgn  (bc ) )  ;

(1 )  est  donc stable au sens de Liapounov si  abcd < 0 et  instable s i  abcd > 0.

QÉusn:!re!!qn

D'après  (4 ) ,  on  a  :

x,(n) = Ir  x i l  (vtzl  I r  xr @/2), (5 )
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ce qui  donne, s i

xl

on note par a>0 le déterminant de X., (VtZ1 :

(p)=!  1t+2bc 
Zcd 

)
a \ 2ab n+lbc /

(6 )

et donc :

der fx,(p) -  r l  = -  1b..
^

so i t  x1(p)  =( :  
: )  ;  comme aet  x1(p)  =  *  t ,  les  ca lcuts.  \B  D I

précédents, effectués pour la période Z p, donnent :

det [x,tzn) - i ]  = - 4BC = - t9 abcd.
Ê

Le reste de la démonstrat ion est  a lors évident.

2.5. -  Munissons 8.0)  d ,une topolog ie,  en posant  :

I I (r) ldt, I €. $*ft) ,i l1i l  = ( ' ' '
JO

où | I (t) l= Vrx-fit1-jl .
i ' i

Notons Sip l  l 'ensemble des appl icat ions :

X: lR*GL+(2JR) ,

qui sont continues et continûnrent dérivables par morceaux et qui véri f ient les
propr ié tés (2)  e t  (3) .  0n peut  muni"  æip)  d ,une d is tance,  en posant :

d(x1"x2) = sup lxr(t) - xz(t) t * 
Io'' l l ,,1 -ff t.l l dt, x, er xre$.(p).

lo,p/z)

s i  ( l )  appar t ient*àâ8ip) ,  arors  x . ,  appar t ient  à  æ*(p) ,  e t . réc i -
proquement, Si x appart ient à 8.(p),  alors i l  existe ( l  )  appart.n.nt ' i  58.tol
tel  que X',  = X i  de plus, conne cas part icul ier d'un théorème p' lus générat [ ta],
ona:
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lrspqsi!iqn-9

L 'app l i ca t ion  i  ,8 * f t )  - )  æ* (p ) ,  qu i  à  ( l )  assoc ie  X . , ,

est  un homêomorphisme.

,r. JC 
*

Cette proposi t ion va nous perr , let t re d ' introduire une structure

(p )  par  I ' i n te rmêd ia i re  ae  S*  1p1 .

Soi t  X appartenant à S*(p) et  soient :

posons :

u i  ( x )  =  Y ' (p /Z )e i  ,  ( i  =  1 '2 )  (7 )

So i t  a lo r r  ô r tX )  ( i  =  1 ,2 )  la  va r ia t ion  angu la i re  du  vec teur

X( t )e '  pour  t  var ian t  de  0  à  p /2  ;  pu isque pour  tou t  t  €  lR ,  de t  X( t )  I  0 '

ta  n resure  de  
' l  ' ang le  (u l (X) ,  u r (X) )  es t  s t r i c te rnent  compr ise  en t re  0  e t  n .

" = ( : )  

'  
" ' = ( : )  

'
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Déf in i t ion

Soi t  Xe Btp)  ;  on appel le  nombre d 'osc i l la t ion assoc ié à X
pour  la  pér iode p ,  le  nombre e(X)  =  (or (X) ,  eZ(X)) ,  avec :

) -
et  (X)  =  :  e ;  (X) ,  ( i  =  1 ,2) .

Dans le plan (el,ez), notons B* la bande ouverte formée par
l 'ensemble  des coup les  (e l ,oZ)  te ls  que le t -eZ l  .  1

Puisque pour X appartenant a !C*(p), la mesure de l 'angle
(u1(x) ,  u2(x) )  es t  ésa le  à  ôz(x)  -  ô r tx )  *  r ,  on  en dédu i t  :'2

lrepe:i!!en-9

Si  X appar t ient  aAip) ,  a lors  e(X)  appar t ient  à  B* .

Défi ni t i on

0n dira de deux systèmes appartenant à æ.(p) qu' i ls sont
semblables si  et seulement si  leurs nombres d'osci l lat ion sont égaux.

0n ident i f ie ra  l ' ensemble  des  c lasses  d 'équ iva lence avec  B* .

Brepssi!!en-Z

Si deux éléments XO et X, appartenant a ffi.(p) sont semblables,
a lors  :

a.- leurs matr ices de Poincaré XO(n) et Xr(p) sont semblables.

b. -  i l  ex is te  dans F*1p)  un chemin cont inu X^,  r€  [0 ,1 ] ,  jo ignant  XO à X '  te l
que pour  tout  Àe[0,1] ,  X^ so i t  semblable â Xg.
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Densr:!rc!ign

a. -  posons x i (  e /z )  =  (a l  : t )  ( i  =  0 ,1)  ;  pu isque e(xo)  =  e(xr ) ,  i1  ex is te
\  b i  d ; /

u  >  0e t v  >  0  t e l s  que  :

â1  =  uôg ,  b ,  =  ubg ,  c l  =  vc ' ,  d ,  =  vdg  ;  d ' ap rès  6 ,  on  a  :

x,(n) = 
\q+E,q (".;.,olt" .,of']o;,., ) , 

(i =0,r).

I l  es t  ma in tenant  a isé  de  mont rer  que :

xr(n)  = s- lxo(p)S,  avec t  =( ;  
: )

b. -  La  démonst ra t ion  se  fa i t  en  t ro is  é tapes  ;  g râce  à  (4 ) ,  les  dé format ions  dans

3e. (p ) ,  gu i  t rans forment  X ,  en  X '  seron t  dé f in ies  sur  l ' i n te rva l le  lO,p tZ)
uniquement :

1 . -  Le 'chemin  con t inu  H^  =  ÀXr (p /2 )  +  ( l - r )X ' (n /z ) ,  À  €  [O , t ] ,  dans  GL+(2 ,R)

io int  xob/z) à xr  @/z).

2. -  Dêf in issons le  chemin i^e  S ip) ,  À  € .  fo , t ] ,par

iÀ (r) = Hz^tlp . *;t (p/2 )xs(r) , r e lo,ptzi .

Puisque X,  es t  semblab le  à  XO:  i l  es t  c la i r  que,  pour  tou t
r  e  [0 ,1 ] ,  i ^  es t  sembluut .  a  xo ;  de p1rs , - i r (o tz1 es t  êga l  a  X1(p/z l -

3 . -  So i t  Doe æip)  déf in i  par  :

Do(t) = ir t t )xi t(r) ,  r  €. tR ;

on a  DO(01  =  DO(p /Z)  =  I ;  de  p lus  e (Dg)  =  (0 ,0 ) ,  en  e f fe to  un  résu l ta t ,  énoncé
dans [13] ,  nous permet d 'af f i  rmer que :

er{ i r )  = ei(Do) + er(x1),  ( i  = r ,2) ,
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or  o( i l )  =  o(Xt ) ,  d 'où le  résu l ta t ;  i l  ex is te  donc un chemin cont inu D^eS' (p) ,
I  e [O,l ] ,  joignant DO à I  et tel  que, pour tout r  € [0,1],  ?^(pl?) 

= I  ;  ainsi
DÀXl, l  e [0,1]rsera un chemin continu dans B*1p1 5oignant ira X, et tel  que,
pour tout r  e [O,t] ,  DrXl soit  semblable â X0. Ce qui achève la dénnnstrat ion.

2.6.- Structure de f f*(p)

Nous mettons en évidence une structure sur les classes
valence ae 8. (p) .

Dans B*, dêf inissons les ensembles suivants :

t l  =  t  (e 'e r )  € ,  g*  |  01  =  k  ou e ,  =  k ] ,  k€z- ,

B**=B*- uri,

d 'équ i  -

* *
B n r ,  =

keL

{ (o l ,oz)  € B* '  I  r r  e ]n,n+l [et  ere ]m,rnr l [ ,  (n ,nr)  €12,
l r r l  <  I  .

l 'ensemble des X appartenant
t i l  (resp. %,r1.

a.- Deux éléments.XO et X, appartenant a ff.(p) sont dans la même composante
connexe de S**(p) si  et seulement si  leurs nombres d'osci l lat ion e(XO) et
e(X1) sont dans la même composante connexe de B**.

b.- Les composantes connex.tqfitnl sont des ouverts ; elles respectent la
s tab i l i té  ;  i l  y  a  s tab i l i té  s i  e t  seulement  s i  n  = m.

Pour tout f e Z,Si(p) est un fermé connexe ; X appartenant à
Bt ip l  est  s tab le  s i  e t  seulement  s i  e(X)  = (k ,k) ,  e t  s i  k  est  pa i r  ( resp.

impair) toutes les solut ions sont p-périodiques (resp. ant ipériodiques) i
s inon X est instable et si  k est pair (resp. impair) I 'espace vectoriel
des solut ions p-périodiques (resp. ant ipériodiques) est de dimension l .

Associons à chacun de ces ensembles son correspondant dansS'1p) ;
uilt i ,  soit ts.Tp) (resp.æff nl) (respfr"ftnl l
aff lp) tels que o(X) appari ienne à B** ï iËtp.

Théorème 2
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c. -  S i  X appar t ient  à  S i tn l ,  toute so lu t ion 2p-pér iod ' ique a un nombre de
rotat ion éga1 à k  pour  la  pér iode 2p.

Bsugrgse

Par  nombre  de  ro ta t ion  d 'une so lu t ion  p-pér iod ique non t r i v ia le

Y,  on  en tend la  var ia t ion  angu la i re ,  d iv isée  par  ? r ,  du  vec teur  ? ( t )  pour  t
a l l an tde0àp .

Selqns!re!!sl

a. -  S i  e (Xg)  e t  o (Xr )  appar t iennent  à  la  même composante  connexe de  f * ,
mont rons  qu ' i1  ex is te  un  chemin  con t inu  dansæ-" (p )  jo ignan t  X0  à  X1 .
So'i t :

HÀ = xxr(v /?)  *  (1-À)X0(p/2) ,  re[o, t ]  ;

c 'es t  un  chemin  dans  GL+(z ,  R)  jo ignant  X ' f t / z )  à  X t  GtZ l  e t  te l  9uê,
pour  tou t  À€ [0 ,1 ] ,  H^e ,  ( resp .Hr .z )  res te  s t r i c tement  dans  le  cadran  de
xo(n/2)e,  ( resp.  xo(p1z)e) .
La su j te  de  la  démonst ra t ion  es t  ca lquée sur  les  é tapes  2  e t  3  de  ce l le  de
1a  p ropos i t i on  7 .

b . -  S i  X  appar t ien t  à  f  , î l r (p )  ,  X  n 'es t  pas  except ionne l  pour  1a  pér iode 2p ,
e t  donc  t 'p (X)  es t  b ien  dé f in i  ;  on  vér i f ie  que t ,p (X)  =+1 s i  e t  seu lement
s i  n  =  m

c . -  Du  fa i t  que  o r (X)  =  k  ou  oZ(X)  =  k ,  l a  vé r i f i ca t ion  es t  imméd ia te .

Cet te  s t ruc tu re  appara î t  t rès  semblab le  à  la  s t ruc tu re  de  l 'ensem-
b le  des  sys tèmes l inéa i res  pêr iod iOues^ ; r ;n i l ton iens  f tg ]  ,  avec  la  d i f fé rence im-
por tan te  su ' i van te  :  é tan t  donné  (1 )e& (p ) ,  l a  ca rac té r i sa t ion  de  la  compo-
san te  connexe  e t  de  la  s tab i l ' i t é  de  ( l )  Aun t  S* ip )  es t  é lémenta i re  par  l ' i n te r -
med ia i re  de  la  demi -app l i ca t ion  de  Po incaré  (é ta t  de  la  so lu t ion  matn ic ie l l e
fondamenta le  après  une demi -pér iq4e) .  I l  es t  en tendu (c f .  p ropos i t ion  5)  que
; rous déf jnissons 9- i ,pl  1r.sp.â4n . tol t  (resp .goip)) par i -1(f f i . f lp)) .
( resp. i  

-1t f f .  
* to l  I  ( resp. i  

-1t  
lô" i tnt  I  .  

^

Puisque les  deux  s t ruc tu res  sont  ana logues,  i1  sera i t  in té ressant
de  met t re  en  év idence le  l ien .
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2.7 . - tèmes di f férent ie ls l inéaires r iodiques avec symétr ies et

soit  78(p) l 'ensemble des systèmes dif férentiels l inéaires
p-pér iodiques, de dimension deux, de la forme :

h ( t )x ,

Munissons l l r tpl  d'une norme, en posant :

rp
l lh l l  = I  lh(r) ldr ,J0

D'au t re  par t ,  so i t  I  (p )  I ' ensemble

X:  lR*GL+(z , lR)

qui  sont cont inues et  cont inûment dér ivables par morceaux et  qui  vér i f ient

X( t ) .X (p ) ,  t  e  lR .

f f i (p )  d 'une d is tance,  en  posant  :

rPl  dx,  dx^ |xr(t)l + I l+(.) - +(.;1a,, x, er xre ff(n).- J0 l dr dr I

Enf in ,  pour  tout  x€Ftp l ,  l ( r )  = gr( t )  x- l ( r )  ,  t  €  fR,  déf in i t
l a  mat r i ce  d 'un  é lément  ( l )  appar tenan t  à80) .  d t

Srspq:i!ien_9

Soi t  X  e  t * (p ) ,  a lo rs  i l  ex is te  un  sys tème d i f fé ren t ie l  l i néa i re
hami l ton ien  dans  sa  c lasse  d ,équ iva lence

(  h )
dx- =
dt

oùx€ fR2etoùh :

de  p1us ,  t race  h ( t )
p ) .

1P *e//6(2, tR) est continu
= 0 (sauf peut-être en un

par morceaux et  p-pér iodique, et
nombre  f in i  d ' ins tan ts  en t re  0  e t

(h) e l l ' tp l .

des app l ica t ions  i

X (0 )  =  1

X( t+P)  =

0n mun i t

d (X l ,XZ)  =  sup  lX l ( t )  -

Io,pl

systèmes dif férentiéls l inéâi ies p-périodiquês hâmil tôniêns
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QÉugnt!re!ien

Soi t  ( l )e i f , \p )  te l  que X so i t  la  mat r ice  fondamenta le  en  t  =  0

assoc iée  à  ( l )  ;  d 'ap rès  la  p ropos i t i on  1 '

l r  0\
l ( - t )  =11 .1 ( t ) . I ' t e lR ,  I t= \O 

-L )  
i

soi  t  (^ t )e$ fp)  ,  r  e lo , t tz) ,  déf  i  n i  par :

^ l r . r ,  =  (1 -  À)1r ,  -  r l r ,  ,

^ tzz = (1 -  À) lz2 -  À l l t  ,

^1rz = lLz ,  ^ l  
zr = lzr;

so i t  X^e  S* (p)  la  mat r ice  fondamenta le  en  t  =  0  assoc ié  à  (À l )  ;  a lo rs r  pour

toutÀ €p, t tz) ,ona:

r t
xÀ(r)  ={exp (  -  r  

Jo 
( l r r  (s)  + l22G))  ds)  I  } .x( t ) ,  t€ lR '

0n peut maintenant remarquer que (/21) est un système linéaire

p-périodique hami I  tonien.

Ains i ,  le  chemin cont inu X^,  À € lo , t tz ) ,  io in t  dansF*(p)  X à X172,

où X172 est la matr ice fondamentale en t  = 0 d'un système dif férentiel  l inéaire

p-periodique hamil tonien ;  de plus'  pour tout À elO,t lZ),  X^ étant semblable à

X,  le  chemin respecte la  c lasse d 'équiva lence de x  (vo i r  2 .5 . ) .

Inversément, peut-on passer continûment dans 76(p) d'un système

hamiltonien quelconque à un système hamil tonien avec symétr ies ?

C'es t  ce  que nous  d i t  la  p ropos i t ion  su ivante .

lrspss!!isn-9

Soi t  (ny e l l r (p) ,  a lors  i l  ex is te  un chemin cont inu (h^) ,  r  e  [O,Z] ,
aans ï t (p)  jo ignanr  (h)  à  (h2) ,  où (hz)  e  S ip)  ;  ce chemin respecte la  s tab i l i té
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a ins i  que 1e  "nombre"  de  so lu t ions  p-pér iod iques  ou  p-an t ipér iod ' iques ,  les  ma-

tr ices de Poincaré restant semblables au cours de la déformat ion.

Démons trat i  on

So i t  (h )  e 'J$(p)  e t  so i t  Xn  sa  rna t r i ce  fondamenta le  en  t  =  0
dé f jn j ssons  fO =  

i  
t -n  GXf , (p ) ] ,  où  e  =  +1  es t  cho ' i s i  pour  que  Kr ,  so i t  rée l le

Xh(p )  =  e  exp  (pKo) ,  d 'où  de t  Xn(p )  =  exp{p  t race  KO} ,  donc  t race  K0  =  0 ,
de tXn lO;=+1

l=euug

;  a i ns i ,

ca r

Si  KO es t  une mat r jce  car rée
i l  ex is te  une mat r ice  SO te l le  gue de t  SO =

mat r ice  car rée  rée l le  dont  la  d iagona le  es t

?rcuys

rée l l e  cons tan te  de
- t

+ L  e t  K0 =  S0 'K1S0,

nu11e .

t race  nu l le ,  a lo rs

où K, est  une

En ef fet ,  KO est de la fo.r .  ( ,
- X

- z

'l') ;
s i  I  es t  une va leur  p ropre  de  KO,  a lo rs  ^2  =  x2  +  y2  -  rz  ;

posons :

* ,  = ( T.')
on remarque que KO et

rée l le  SO te l le  que  :

K ,  son t  semblab les  ;  i1 existe donc une matr ice carrée

lmLz

- ' lKo = so' Kt s'

0n peut toujours supposer que det S0 = I  1 ;  s i  det  SO - -  1,
posons  S0 =  I ,  SO,  où

( :
: ) ;

I r  =
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on a alors :

- - 1
KO=SO'KlSO,

avec 1,1 = I1K' I ,  qu i  est  de t race nu l le  e t  det  i6  = + 1.

Revenons maintenant à notre démonstration qui se fera en 3 points :

l . -  So i t  f l ' .n t .mb le  des  mat r ices  car rées  cons tan tes  de  de t  =  +  1  ;  c 'es t  un
ensemble  connexe ;  a ins i ,  i l  ex is te  un  chemin  cont inu  S^  dans  8 ,
À é .  f0 ,1 ] ,  jo ignant  SO à  I .

2.-  Poson,  KÀ = s l l r rs^,À€[o, t ]  ;  so i tX^:  tR*GL+ (2, |R) , \€ [o, r ] ,dêf in i
par :

xÀ( t )  =  xh( t )  . - tKg . tKr  ,  t  e ,  R ;

on vêr i f ie  fac i lement  que X^,  À ê [O, t ] ,  appar t ient  à  f f  (p) .

I l  es t  a isé a lors  de vêr i f ier  que (hr ) ,  r  e  [O, t ] ,  déf in i  par  :

hÀ(r) = 1!,r,  .  *;1 (r),  t€ R,^dr

appartient a 78(p), en effet :

det  X^ ( t )  =  I ,

det X^(t )  = 
"*p Jo 

t race h^(s)ds,  t  e lR,

donc

r t
/  t race h,  (s)ds = 0,  t  e  lR.

J O  A

Ains i ,  (h r ) ,  À  €  [O , t ] .es t  un  chemin  con t inu  Aans  J$(p )  jo ignan t  h  à  h l .

3 . -  Posons  D1( t )  =  x l ( t )e - tK l ,  t€ lR  ; ,D l  €  o (p )  ensemble  des  chemins  dans
GL'(Z,  fR) cont inus et  cont inûment dér ivables par morceaux tels que :

or
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D1(0)  =  I '

D1( t  +  P)  =  tD l ( t ) '  t  € '  lR '

de t  D t ( t )  =  l .
:

0n sa i t  a lo rs  qu ' i l  ex is te  n  eZ  e t  un  chemin  D^  e .  n (p ) ,  I  a  [ t ,2 ] ,  qu i  i o in t

D l  à  D2,  avec  :

Soi t  a lors  x^  eæ(p) ,  r  e  [ t ,z ] ,  dé f in i  par  :

x i ( t )  =  Dr( t1  e tK l ,  te  R.

0n vér i f ie  que (hr ) ,  I  e  [ t ,2 ] ,  de f in i  par  :

h l ( t )  =  5  ( t )  x ; l ( t ) ,  teR,
^d t

appar t ient  b ien a f3(P) .

Ains i  (h r ) ,  I  e  [0 ,2 ]  ,  es t  un  chemin  cont inu  dans  ]8 (p)  jo ignant

(h)  à  (hz)  ;  or  (h2)  e  8*(P)  ,  en ef fe t  :

X2(t )  = eXP (# r l  
" tK l ,  

te ' lR '

d 'où

X2( - t )  =  11  X2  ( t )  I t ,  t  €  lR ,

a

comme on peut le vér i f ier .

I t  est  à noter qu'au cours de la dêformat ion les matr ices de

po incaré  X^(n) ,  À  €  [0 ,2 ] ,  son t  semblab les  à  X(p) ,  mat r i ce  de  Po incaré  assoc iée

à (h ) .  Ce qu i  achève la  démonst ra t ion .

L 'exemple qui  sui t  montre qu'on pêut t rouver des chemins menant

d 'un  é lément  deTS(p)  dans  une c lasse  d ,équ iva lence deé8*(p) ,  tou t  en  la issant

les matr ices de Poincaré semblables entre el les au cours de la déformat ion,  mais

Dz(t )  =exp($t)  , t . . lR,  t=( :  
: )
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que ce t te  c lassed 'équ iva lence n 'es t  pas un ique.

(h)  e  V$(p)  te l  que :

/ -L  0  \= l l-  
\o  L/ '

Soi t

h ( r )

0na:

d  'où
Xh( t )  =  exp  ( th ) ,  t  e  lR ,

Ko=h;

0r

Ko=S-lKlso, -,=(-: 
:) 

,so=h( 
, l).

D'après  les  po in ts  1 .  e t  2 .  de  Ia  démonst ra t ion  précédente ,  on
peut  dêdu i re  qu ' i l  ex is te  un  chemin  cont inu  dans  f&Gl  menant  de  (h )  à  (h1)

*
e8 (P) ,  avec :

/  0  -1  \
h l ( r )= \ - ,  

o )  
;

et on montre que :

u  /  ch(P/z)  -sh(nZz1 1xnr(n/2) = 
\-rr,  f t tz1 cn$tz) ) '

l l a i s  on  a  auss i  :

li ' = sjlxrt,

cfonc i l  ex is te  un chemin cont inu dans tStp l  menant  de (h)  a  (hZl  e  8-@),  avec :

hz( t )  =( :  
' ' 'o ' ) '

et on nrontre que '  
/  ch(p/21 -t/zsh(n/z) 

) .xnrft /z) = 
\  -rrn (vtz1 ch(p/z) /

Ces deux chemins la issent les matr ices de Po' incaré semblables

'  Kz=(- :  
- ' 'o ' )  

'  s l  = ( ' ' , , '  
- t ' r ' )  

;
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entre el les au cours des déformat ' ions,  pourtant on peut constater que (ht)  et

(hZ)  ne  sont  pas  semblab les ,  leurs  nombres  d 'osc i l la t ion  n 'é tan t  pas  égaux.

E 3.-  Systèmes di f férent ie ls pér iodiques avec symétr ies

3. 1 . - EqUglio_D aux vari ati ons

So i t  ( f )  un  sys tème d i f fé ren t ie l  p -pér iod ique avec  symét r ies ,

c 'es t -à -d i re  qu ' i l  ex is te  o  e -  lR  e t  i  e {  0 ,1 ,2 }  te l s  que  :

f e tr ' i tol.

l rspqsi! le!-19

Soi t  cp  une  so lu t ion  de  ( f  )  e t  so i t  ( lF )  l ' équa t ion  aux  var ia t ions

assoc iéeàp ;ona :

a . -  s i  f  appar t ien t  à  ,Y \ { f  ,ù  ( i  =  1 ,2 ) ,  a ]o rs  ( lF )  appar t ien t  a  8 " (p ) .

h s i  f  appar t ien t  à  Y i ( f  ,p ) ,  a lors  ( lp )  aRnar t ien t  à  8" (p /?) .

geuql l ! rc! !ql

Prenonsa=0 lona :

1y(t)  = # (r ,  ?( t ) ) ,  te IR

a - -  I l  es t  c l a i r  que  
' l ges t  

p -pé r i od ique .  Posons  1 .P  =  ( ( l  ? ) r j ) ,  ( k ,  i  =  ! " 2 )  ;

ona :

âfr,
( tP), . , ( - r )  = # (- t 'Pr(- t ) 'Y2?t)).  ' , r J .  , ^ j

= * 
, ( - t ,  ( - r1 i+t  ?r l t ) ,  ( -1) t  ? r l r ) )

J
b t i  

l f

= (-1)**r*1 ^; l  (r,  Pr(r),  Prft))
o ^ j  !  L

= (-11k+j+t  0 y)r5 ( t ) .  t  e  rR.
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La propos i t ion  l  nous  permet  a lo rs  de  conc lu re  que (1? ' )

= (1 Y)r<5( t1,  tê lR.

3.2 . -  S tab i l i t é

3 .2 . I . -  Dé f in i t i on

S i  t /es t  une so lu t ion  p-pér iod ique de  ( f ) ,  on  appe l le  ind ice  de
Po ' incaré  d"  ?pour  la  pér iode p ,  ê t  on  le  no te  v ' (p ) ,  l ' i nd ice  de  Po incaré  de
(1Y)pour . |apér iodep , lo rsquece lu i -c ies toc i in i

No tons  ?  ( . , " , x0 )  :  fR  +  R2 ,  la  so lu t ion  de  ( f  )  te11e  que  :

? (o ,o ,xo )  =  x "  e lR2

appar t ien t  a  I  f t ) .

b. -  En fa i t ,  g râce  à  (a ) ,  i l  su f f i t  de  mont rer  que ' lges t  
de  pér i  ode p /2 .  0n  a  :

( l  f  ) r . i  f t+p/Z) = 
*  $,+p/2,  Yt( t+p/Z),  ?2(t+p/2)). . u " . . j

= * f t+plz,  -?1(t) ,  -  ?2f t ) ) ,  tétR.
"^j

0 r  on  peu t  mon tne r  que ,  dans  ce  cas ,  on  a  :

f  ( t+p /Z ,  -X l  ,  - xZ)  =  - f ( t , x l , x2 ) ,  ( t , x l , x2 )  e  lR3 .

0n en dédui  t  que :

à f v
(t p)rci g+p/z) = ,,.] ft, ?tft), ?2ft))" " j

si  ?( . ,o ,xo)  apparr ienr  uYi  ( f ,p)  ( i  =  1,2)  ( resp.Yi ( f ,p) ) ,
a lors ,  d 'après  le  théorème 1  e t  en  no tan t

/-i \
t ' = \ ' â /

ona:

*â - f  =  0  ( resp .  xâ  =  0 ) .
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3.2.2.- BrsPgs!!!en-U

( z )(  *=  iez  +  s in  (qot )z iq

{  
z  =  x+ iy ,  e=!avec p  I  o  e tq> o

Ir,=-t

Si ?appart ient  à f r$,p)  ( i  =  I ,2)  ( resp. f i t f ,p) ) '  posons

p '  =  p  ( resp .  p '  =  p /2 )  ;  assoc ions  à  f la  na t r i ce  su ivante  :

A lo rs  :

v ' , ( l  ? l  =  -sgn  (bc ) ,  s i  bc  *  0  ;

t2 r ' (? )  =  -sgn (abcd)  '  s i  abcd I  o '

Démo nstrati on

I l  su f f i t  de  cons ta te r  que Mi (n )  es t  Ia  va leur ,  au  temps a  +  p ' /2 ,

de  la  so lu t ion  mat r ic ie l le  fondamenta le  en  t  =  c r  de  l 'équat ion  aux  var ia t ions

assoc iée  à  ? ,  e t  d ' invoquer  ensu i te  la  p ropos i t ion  10  e t  1a  propos i t ion  4 .

Ce résul tat  est  important en prat ique :  on verra plus lo in que la

déterminat ion  numér ique de  l ' i nd ice  de  Po incaré  d 'une so lu t ion  pér iod ique avec

symétr ie (s)  est  a insi  faci l i tée ;  i l  faut  cependant remarquer que' la détermina-

t ion  de  r r , ,  (? )  ne  permet  pas  tou iours  de  préc iser  la  s tab i l i té  de  ? ;  en  e f fe t ,

s i  y2p , (P)  =  -  1 ,  a lo rs  pes t  ins tab l .  [2 ]  ;  pa r  con t re ,  t i  y2p , {? )  =  *  1 ,  i l  y

a  s tab i l i té  in f in i tés ima le  (par  dé f in i t ion)  [2 ] ,  ma is  pas  nécessa i rement  s tab i '

f i tê pour p(pour des systèmes hamil toniens, on t rouvera des contrexemples dans

[rrl I

Dans le  cadre  des  sys tèmes avec  symét r ies ,1a  même d i f f i cu l té  sub-

s is te  ;  en  e f fe t ,  so i t  :

Posons :  f ( t  ,  z ,  7 ;  =  joz  +  s in  (qet )  z  79

= f ,  ( t ,  x ,  y )  +  i f  , ( t ,  x ,  Y)  ;



33

( f  )

le système (z)  indui t  le sysf .ème di f fé

(a

J 
;Ë = 11(t 'X'v)

)

L€i 
= r'(t'x'Y) '

0n peut montrer le résu' l tat  suivant :

0

ren t ie l  su ivant  :

#=-uu

* ï=  eu ;

$)€#t  <=> f ( - t ,  , ,  i )  =  - f ( t ,7 ,  z) ,  ze J.

0
Cette propr iétê nous permet de montrer que ( f )  ,&,  (2r)  .

0n  remarque que P= 0  es t  so lu t ion  de  ( f )  ;  1 'équat ion  aux  var ia -
t ions  assoc iêe  à  p  es t  la  su ivante  :

(tv)

( l  9 )  es t  un  sys tème d i f fé ren t ie l  l i néa i re  s tab le  que l le  que  so i t  l a  va leur  de  o ;
de  p1us ,  ( l  g )  e8*  (2n)  e t  on  peu t  mont re r  que  :

y4 r , ( l tp )  =  sgn  (cos20n .S in2en)  =  *  1  ,  s i0 l r , k  eV- .

soi r  r r ( r ,  0 , ( i : ) )  la  so lur ion de ( r )  re 'e  que û(0,0, ( ;o)  ,=( ; : )  ,
t r 0 /

/û r \
û  =  (  . , '  I  es t  une fonc t ion  ana ly t ique de  (xO,V6)  pour  t  e .  [O ,2ù ,  a ins i  :

\vz /

r r1 ( t )  =  xocoso t  -  Yos ino t  +  " '

{ ,2 ( t )  =  x 'coset  +  Y 'cosot  +  . . .

Posons z0  =  x0  *  iV . ,

z ( t )  = , t l ( t )  +  i r l r r ( t ) ,  te lR

inaa lo rs  I  z ( t )  =o i t t r ' *AZ( t )  ,  t€ lR ,  (S)

où  At ( t )  es t  une sér ie  de  te rmes en  (zg ,  Zg)  de  degré  supér ieur  ou  éga l  à  2 -
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D'au t re  par t ,  on  a  :

z1  =  z (2 r )

En combinant(8)  e t  (e) ,

= 
i?lê

1=e

où Aq*z est  une sér ie en

éga làq+2 .

0na

z !=

=  ' i 2no  

[ , ' .
J r" ' 'es 

sin( eqs)z (s)z(s )q, r ]

I
;f l as * Aq*z l,

J
supérieur ou

(e)

on obt ient  :
f  rzn
I  ro *  , |  . - tos s in(eqs)
L Jc

(zO, ig)  commençant par des

. tu t  ,0  . - i oqs

termes de degré

avec  i

Ains i  :

d 'où  :

Déf i  n i  ssons

' = Jo'.

donc :

"izro 
lro * czoifl * Aq*zl

s in  (eqs) . - iegs o ,

=  -  l T .

, r  =  
" i?ne 

zo (1  - I ' i f l l  + .. . ,

'!='fltr

=r [ -

1 'app l ica t ion

S : 0  - >

-  iq 'Z [ )  +

iqn(zo2o)q +

suivante :

0

zO *  z (2 r  ,0 ,2g)  ,

où  z ( . ,0 ,2g)  es t  l a  so lu t ion  de  (z )  qu i àt=0 vaut  zO.
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0n peut montrer que la solut ion nul le de (z) est stable au
sens de Liapounov pour t + * o Ei et seulement si :

y  e  >  0 ,3  n '0  |  y  zoe-0,  v  nehf  ,  l zg l  .n  =z lsn(zg) l  . " .

Nous verrons plus loin (proposit ion 12) que, dans le cadre des
systèmes différentiels périodiques avec symétries, on peut remplacer "Y nÉ [,]* ",
par  "V n  eZ*  " .

Posons maintenant :

zn = Snzg,

t l=Xn+iYn=7n,

Rn = lznl  = l .n lo ,  ne-2.

0n a alors :

Zn+l  =  Zn -  iq r lZn l ,  +  . . .  ,

Yn+l  =  Yn -  Qnlzn l '  +  . . . ,  n  e .2. .

I l .ex is te  donc 0  <  ô l  <  1 ,  te l  que,  s i  Rn.ô1,  a lors  :

Yn*r ( Y" - llr n1.
f r r  , ,  

2  
t l

Supposons maintenant qu' i l  existe zO e t  tel  que :

Y neZ ,  lsnto l  .  ô t  ,

alors  :

Yn+'-. t^-T*fr s Yn , n€?,,

La suite { Yn}n.g étant décroissante et bornée, converge pour
l l++s;  ce la  ent ra îne que Rn*0 pour  n+t  - ,  donc Yn+ 0  pour  n+t  -  3
a ins i :

Yn=Rn=0 ,  n€V i
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d 'où  :

Zo=o i

ce  qu i  p rouve que la  so lu t ion  nu l le  de  (z )  es t  ins tab le .

L 'analogie des systèmes di f férent ie ls avec symétr ies avec les
sys tèmes hami l ton iens  subs is te  dans  la  p ropos i t ion  su ivante .

3.2.3.-  Srgpqsi l lqn_U

Si  f  appar tenant  à f r ( f ,p)  est  s tabte ( resp.  ins tab le)  pour
t -+ * - ,  alors f  est stable (resp. instable) pour f , ,  -+ - - ,  €t réciproquement.

Démonstrat i  on

Prenons  q  =  0  e t  supposons  que  (P=  
? ( , ,0 ,  Xo)  appar t ienne

a Yltr,p).

Soi t  T  :  lR2  * lR2  dé f in i  pa r  T (x )  =  ? (p ,0 ,  x ) .

0n  sa i t  que  ? ( . ,  0 ,  Xo) ,  so lu t ion  p -pér iod ique ,  es t  s tab le  au
sens de Liapounov si  et  seulement s i  :

V  e  >  0 ,  J  n '01  V  x€R2,  V  ne  lN*  ,  l l x -x ' l l .  r r  = )  l l f n (x ) - * ' l l .  E3

où  l l . l l  es t  une  norme sur lR2 .

Notons  a lo rs  s (x )  le  symét r ique de  x  par  rappor t  à  l ' axe  0x ,  ;
on  mont re  a lo rs  que :

s (Tn(x ) )  = t -n ( r (x ) ) ,  x  € fRz ,  ne . lN* ;

/9 '  ( t )  \
en e f fe t ,  s i  VG,0 ,  x )  =  

\ f ,  @ )  
es t  so lu t ion  de  ( f ) ,  a lo rs

u(t) =(!àlï.:l)es t  auss i  so lu t ion  de  ( f ) ,  d loù  le  résu l ta t .  0n  a  donc  :

rn (g (Xo ,  r ) )cB(Xo ,  Ê) ,  neN,
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d 'où r -n(g(xo,  n) )  cs1Tn1e1x ' ,  n ) ) )c  B(Xo,  e1,  n  e- lN*

Ce qui  prouve la stabi l i té de ? pour t  + -  - .

La réciproque est inrnédiate.

3.3.-  Systèmes-! . i f férent ie ls pér iodiques dépendant de paramètres

Munissons  l 'ensemble  des  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  p -pér iod iques  de
d ' imens ion  2  (en  tan t  qu 'ensemble  d 'app l i ca t ion  f  :  R3 *  lR2)  de  la  topo log ie  de
la  convergence compacte ,  ce  qu i  fa i t  des  ensembles  f r i (n ) ,  ie {  0  ,  L ,  2 } ,  a  é  lR ,
des espaces topo' logiques

De même, munissons I  'ensembl 
"  

I  tp)  des fonct ions ?,  JR * lR2,

cont inues  e t  p -pér iod iques ,  de  ce t te  même topo log ie .

Soient m 6 lN et  ^ un domaine de lRm, et  soi t  :

F :  n * f r i tp) ,  ( i  = 0,  1 o, t  Z),

une app l ica t ion  cont inue,  d i te  fami l le  cont inue de  sys tèmes d i f fé ren t ie ls
p-pér iodiques avec symétr ie i  et  paramétrée par À e.  ^ ;  on note F(r)  par

(À t ) ,  pa r  ÀV une  so lu t ion  ae  1Àr ;  ,  e t  pa r  Y( . ,  to ,  Xo)  la  so lu t ion  oe  1Àr1)
t e l l e  q u e  p ( t o ,  t o ,  X " )  =  x o .

3. 3. 1 . - Pqil!:-ereep!!etlels-e!-pg!!!9_erdinc!res

0n sa i t  depu is  Po incaré  [3 ]  que,  é tan t  donné n  e .^  e t  ng  une

so lu t ion  p -pér iod ique  ae  (n f )  ,  a lo rs  s i  1 'êqua t ion  aux  var ia t ' i ons ,  ( l n? ) ,  assoc iée

à  n9 ,  n 'es t  pas  excep t ionne l le  pour  la  pér iode  p ,  i l  ex is te ,  pour  À  e  ^  vo is in
de  n ,  une  so lu t ion  p -pér iod ique  e t  une  seu le ,  Àg  e  (À f ) ,  Qu i  so i t  une  pe t i te
per tu rba t ion  de  nY.

QÉlini! is!

Etant  donné F :  n  *F i (p)  ( i  =  0 ,  l  ou  2) ,  so i t  nge$ i (n f ,p) ;  on d i t  que
ngest  un po int  ou é lément  except ionnel  aans f , i (n f ,p1 s i  ( ln?)  est  except ion
nel le  pour  la  pér iode 2p '  (p '  =  p  s i  i  =  1  ou 2 et  p '  =  p /2 s i  i  =  0)  ;  dans le
cas cont ra i re ,  ngest  d i t  po in t  ord ina i re  dansgf {n f ,n) .
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Si  ngest  un po in t  ord ina i re  dansJ2 i tnr ,n) ,  i l  es t  a isê  de vo i r
que I 'un ique so lu t ion p-pér iod ique,  ÀF,  obtenue par  per turbat ion de np,  est
encore une so lu t ion admet tant  la  symétr ie  i  ( i .e .  ^?r ry(^r ,p) ) .

3. 3. 2. - Beis!-i-srgineire,-pei!!-de_!:!ifureqlle!

Déf i  n i  t ion

r ranr donné F :  Â _Fi tp l  ( i  = 0,  t  ou 2),  soi tn?egi tnr ,n) ;
on d i t  que ng est  un po int  i -ord ina i re  oans $p i (n f ,p ; ,  s i  i l  ex is te  ?TcA,
vo is inage de n,  te l  que pour  tout . r  e , tT,  i l  ex is te  une so lu t ion  ̂F. f l i ( l r ,p)

et  une seule,  te l le  que  ̂ ?  '  ne s i  À *  n  i  un po int  n?r f i tn f ,p) ,  Qui  n ,est
pas i -ord ina i re ,  est  d i t  po in t  de i -b i furcat ion dans $\ t r f  ,ù .

lrgpesi!!e!-13

MT(p) =
( resp .  I!î

^rsoient  
F :  n  * f i (p)  ( i  =  0,  1 ou ?)  etn?r , f i , tn f ,p)  ;  so i t

i )  t .  mat r i ce  assoc iée  à  n  
?  par  la  p ropos i t ion  11  ;  s i  i  =  0

e t  s i  a  I  0  ( resp .  (b  #  0 ,  c  I  0 ) ,  a lo rs  n<p es t  un  po in t  0 -ord ina i re
( resp.  1 . ,2  -ord ina i re)  dansPi{nr ,n) .

Démonstrati on

0 r rona :

/x î \Prouvons la  propos i t ion  pour  i  =  1  ;  so i ,  ^?  =  ^?( . ,  o ,  xo) ,
avec xo =[  

^ t  J  ,  un.  so lu t ion ae 1Àr ;  ;  
Àpest  a lors  aansf i (Àf ,p)  s i  e t  seule-

ment  s i  ,  
t  o '  -  t '

H(xi ,  r )  = À?|c+ p/2,
" ,  ( ï ) )=0 .

H(nn(o),n)=0,

**  
( '? t (a) ,  n )  =  b .

o ^ l

Le thêorème des fonct ions impl ic i tes nous assure alors,  s i  b I  0,
que  l ' équa t ion  H(x i ,  r )  =  0  admet  une  un ique  so lu t ion  x i ( l )  pour  À  vo is in  de  n .
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1.3r3. -  so ient  YJ(s  = 0,  1)  deux so lu t ions p-pér iod iques appar te-
nant  à  8 i  t ( l i ) r ,p)  ( i  =  0 ,  1  ou ?) .  so i t  c  un chemin cont inu de la  formei,(
( r (u)  ,  , .à f t ) ) , .u  € [0,1] ,  jo isnanr  ( rn,  F0)(  ̂ (u )  ,  Y ' '  '  ) . , .u  €  LU, IJ  ,  Jorgnant -  l \0 ,  1o- )
u e [o,r] , ?(') apparti lnne à Jaitr(uË,p) ;
t l  n ( ! ) \  . ^ ^ ' - * i a n #  ;  - ( 2 c l r ^ , r  t ^ .  -  ^  - . :  i  -

1
a (Àt ,Y ' ) ,  te l  que pour  tout
a lors ,  pour  tout  u  €  [0 ,1 ] ,
I  ou  2  e t  p '  =  p /2  s i  i  =  0) .  Le(1  p tu / )  appar t ïent  a  o$" (p ' )  (p '  =  p  s i  i  =

2. -  s i
0,

Seuqn:!rc!!sn

chemin  C indu i t  un  chemin  C*  dans  B*  ; .poy r  tou t  uOe [O, t ] ,  te l  que  (1  p (uO)1

appart ienne à c* n (  B* -  B** ) ,  ( r  g(r 'o))  est  except ionnel le pour la pér iode
2p '  ,  e t  donc  ta (uO/  es t  un  po in t  except ionne l .

0n  peut  a lo rs  se  poser  la  ques t ion  su ivante :  ce  po in t  except ionne l ,
é lément  d 'une fami l le  de  so lu t ions  p-pér iod iques  avec  la  symét r ie  i ,  peu t - i l  ê t re
un point  de 0,  I  ou 2 -  b i furcat ion pour la pér iode p (bi furcat ion avec des
harmoniques) ou pour la pér iode np (n > 1) (bi furcat ion avec des sous-harrnoniques
d 'o rdre  n)  ?  C 'es t  l ' ob je t  du  théorème su ivant .

appar t ienne à
ruj(n) = (Ë

1. -  s i  i  =  1  ( resp.  z ) ,  n  e tN i  ^F. : t  un  po in t  i -o rd ina i re ,  dans i fJ ( r r ,  znp;
s i  ab^ f  0  ( resp .  cd  t  0 ) ,  dans 9 \ t^ t ,  (2n+1)p)  s i  b  I  O ( resp .  c  t  0 ) ,  e t  dans

Vi*0 t21Àr ,2np)  s i  bd I  0  ( resp.  ac  I  0 ) .

i  e {0 ,1 ,2} ,  e t  supposons que pour  tout  r  é^ ,  (Àf )
;  so i t  ÀPun point  except ionnel  aans jP i (^ f  ,p)  e t  so i t
matr ice assoc iée par  la  proposi t ion 11 ;  on a a lors  :

Rappelons que t i  ÀF e?\ t r f ,p) ,  on note par .  u i (o)  la  matr ice asso-
par  1a  propos i t ion  11 ,  c 'es t -à -d i re  la  va leur  au  temps a  +  p , /?
i  =  1  ou  2  e t  p '  =  p /2  s i  i  =  0 )  de  la  soru t ion  mat r ic ie l le  fondamen-
a  de  l 'équat ion  aux  var ia t ions  assoc iee  a  Àp.

Soi  t

if ':l

af

dans

i  =  0,  n€lN*,  À? 
" : t  

un point ,  O-ord inai re aans Jaf i (Àr , (zn+11p1 s i
1-ordinaire aansrt r f lÀf ,np) ef f i+P/21Àt,znp) s i  ab 10,  et  2-ordinaire

i r ' /o(Àf ,np)  et f i *  lp la(Àr ,  znpl  s i  ac 10.

c l e e

(p '

ta le

1

à ̂ 9
= p  s i

en t=

Prenons  q  =  0 .

r.- on u ruftp) = f 
u

\u , )  
er d 'après  (6 )  :
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,9rrol-  1 1/ad+bc 
zcd 

)'  ad-bc \  2ab ad+bc /

En ut i l isant les propr iêtés des matr ices fondamentales,  on mott t re

que les matrices associées à ̂  
?, en tant qu'élénent a.f l tÀf ,2np1,

gl(t,(2n+l )p) etrYllzl^t,znp), sont les suivantes :

u! tznn) = 1u!{n))n,

r'r! ttzn + t)p) = t?tp1 uftznn),

nl/zlznvl = n?f(2n + t)p)(M|(p))-1, n > r.

I l  suf f i t  ensui te de calculer ces di f férentes matrnices pour les

cas  a  =  0 ,  b  =  0 ,  c  =  0  e t  d  =  0 ,  e t  d 'u t i l i se r  la  p ropos i t i on  13 .

2 . -  Dans  le  cas  i  =  0 ,  on  a  :

r,rR tpl = (^ ' 
)u \u  d /

et  on calcule pour les di f fêyents cas a = 0,  b = 0,  c = 0 et  d = 0,  les matr ices

su ivan tes :

mgrpl-  1 1ad+bc 
Zcd \

l ,'  ad-bc \ 2ab ad+bc /

uf tnnl = (M|(p))n,

uf ttzn+r)p) = r-l$tn) u!tnn),

n9r/a lnvl  = t3t (2n+l)p)(M3(p))-1,

nl/?lzno\ = u|(znp) ,

n)Plaçng =rl /4(znp), n > 1.

Comme précédemment,  i l  suf f i t  ensui te d ' invoquer la proposi t ion 13.
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$ 4 . - l4éthodes et appl i cati ons
= == == ==== = = ==== ====== = ==

4.1 . - Mêthodes de déterminat ion de l ' indice de Poincaré et  de la matr ice

assoc iée  à  une so lu t iôn  pér iod ique

Une méthode de local isat ion de solut ions pér iodiques avec symétr ies,

de  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  non l inéa i res ,  de  d imens ion  2 ,  avec  symét r ies ,  a  é té

exposée en détail dans [tO] ; cette méthode peut être complétée en vue de la

déterminat ion  de  la  mat r ice  assoc iée  à  ce t te  so lu t ion ,  e t  donc  auss i  de  son ind ice

de Po incaré  ;  so i !  par  exemple  ( f )e  g | tp ) ,  e t  supposons que V= ?  ( . ,  0 ,  X" )

appartenant à Sft f ,O) ai t  été dêterminée par la méthode des symêtr ies ;  la ma-

t r i ce  assoc iée  à  p  es t  la  su ivante  :

'$rnr = (

c 'es t  auss i  la  va leur ,  au  temps p /4 ,  de  la  so lu t ion  mat r ic ie l le  fondamenta le

t  =  0  de  l 'équat ion  aux  var ia t ions  assoc iëe  e  ?  .

lsre-pÉ!bqde

,  : )  
= # 0/q,0,  xo+w)' , ,  

= ( : )  
,

La matri. .  r 'r f l tn) est tel le que les vecteurs u

ts aux deux courbes analyt iques

, =  ( : )

sont  les  vec teurs

Yft /q,  0,  x"  +

tangen

(i)
or1 en

) ,  w l  €rR ,  e r  ?GtL o ,  Xo - ( :  )  ) ,  w2€ lR,  au
I wzl

po in t  w,  =  w,  =  0 .

Si  u et  v appart iennent à deux quadrants adiacents parmi les

quatre quadrants dêterminês par les paral lè les aux axes issues du point

POtq ,0 ,  xo ) ,  1e  p rodu i t  abcd  es t  néga t i f ,  e t  donc  l ' i nd ice  de  Po incaré  de?

pour ' l a  pér iode  p  es t  éga l  à  +  1 ,  s inon  i l  es t  êga l  à  -  1  ou  i l  es t  non  dé f in i .

La dêtermination numérique de u et v peut être effectuée en com-

p1ément de la méthode des symétr ies,  par la même technique d' intégrat ion numérique

( la méthode de Runge-Kutta par exemple) et  au pr ix de très peu de calculs supplé-

mentaires :  i l  suf f i t  de discrét iser wl  é lR+ et  wre lR+ au vois inage de 0,  de

déterminer  les  so lu t ions  issues  des  que lques  po in ts  cor respondants  sur  l ' i n te r -
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val le [O,pl+] ,  en ne retenant que les points extrémités des arcs de solut ions

obtenus ,  au  temps p lq ;  les  deux  pe t i t s  a rcs  de  courbe (d isc ré t i sé)  a ins i  ob tenus ,

i ssus  de  V f i /4 ,0 ,  Xo) ,  pêuvên t  ê t re  ass im i lés  à  u  e t  v .

2ème méthode

Soit  une methode numêrique d' intégrat ion,  te l le la nÉthode

Runge-Kutta d 'ordre 4 par exemple ;  pour pouvoir  i4tégrer numériquement une solu-

t jon  de  l 'équat ion  d i f fé ren t ie l le  :

+ = s (t, ,, 5l) (s)
dt2

sur  un  in te rva l le  de ,  la  fonne [O, t f  ,  avec  un  pas  h  =  
+ .  où  n€  N* ,  i l  su f f i t  de

savo ' i r  ca lcu le r  S(k  !  ,  X l ,  x2) ,  où  x ,  e t  x ,  son t  que lconques e t  k  =  0 ,  1 ,  2n .

Cette remarque, apparerment t r iv ia ler  nous donnera un autre moyen de calculer la

matr ice associée à une solut ion pér iodique :  en intégrant tout  s implerent l 'équat ion

aux  var ia t ions  assoc iée  à  ce t te  so lu t ion .

d i  f f é ren t i e l  1e  i

Reprenons I 'exemple  d 'avant ,  ma is  p laçons  nous  dans  le  cas  où

P( , ,0 ,Xo)=( Ï \  e toù  
"  

=  P  ( . ,0 ,  ( * î , c ) )  es t laso lu t ion 'de l ' équa t ion\#)

#= 
F(t,x'$fl , X€ fR '

qui  à  t=0vautx i  e tdont ladér ivée,  $ f  
=  F ' ,  à t=0vaut0 .

Son équat ion aux var iat ions est  donnée par :

+ = iL (t , F (r), P'(t)) v * âF ft, p (r), !a'(r)) $Ë, (c)
dt2 â* l  à*z

= G(t, ,, *T) ,

ou $-  ,  { i  =  ! ,2 ) ,  es t  la  dér ivée par t ie l le  de F( t ,  x1  ,  ^Z)  par  rappor t  à  x r .' ^ i

Soi t  RK (*10, x2g, t " ,  h,  XL.- ,  xZ!,  S) un algor i thme permettant

de calculer numériquement :

(F )
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et

x l1  =  x ( to  +  h ,  to ,  ( r10 ,  x2g) )

xZI  =  x ' ( to  *  h ,  to ,  (x10,  x2g) ) ,  1x ,  =  
$ f )  )

où x( t ,  to ,  ( *10,  x2g))  est  la  so lu t ion de (S)  qu i  est  te l le  que :  :

x ( to ,  to ,  (x10,  x20) )  =  x10 e t  x ' ( to ,  to ,  ( *10,  x2g) )  =  x20

0n peut prendre pour RK une méthode Runge-Kutta d'ordre 4, soit
l 'a lgor i thme su ivant  :

11 =  (h2 /2)  S  ( to ,  x lg r  x2g)

t= to+h /Z

x t  =  x t '  +  (L /2 )  h  xZO + (1 /4 )  11

xZ = x?O + (1/h) 11

r2 .=  (h2 /2)  S  ( t ,  x l  ,  ,Z )

xZ = xZO + Q/h) 12

r t  =  (h2 /2)  S  ( t ,  X l  ,  ,Z )

1= lo+h

x l=x l '+hx r '+ r ,

xZ = xZO + $/hl 2r,

rO =  (h2 /2)  S  ( t ,  x l  ,  ,Z l

x l t  =  x10 *  (1 /h )  xZO*  (1 /3 ) ( r l  *  12  +  13)

x2l  = xZO * (1/3h) (r1 *  Ol?l(r ,  *  13) + r4).
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de pouvoir intégrer les deux solutions suivantes de

(G)  :

sur [o,p/4) ;

y( t ,  0 ,  (1 ,0) )  e t  y  ( t '  0 '  (0 ,1) ) ,

on aura alors z

t (p /4 ,0 ,  (1 ,0 ) ) y(p/4 '  o ,  (o '1))

v \pt+,0,  (0,1))f (p /4 ,0 ,  (1"0) )

D'après notre remarque du début, et vu la fonne de G, cela ne

sera numériquement possibie que si  i 'on connaît  P et / '  pour les di f férents temps
h  . ,  D

de la formek i ,  k=0, . . . ,2 î ,  (h=*  )  i  d 'où lanécess i téd ' in tégrer

F, sur [O,pl+J, avec un pas égal à I  ,  ."  qui nous perrnettra alors d' intégrer

les so lu t ions fondamenta les en t  =  0 'de 1G1,  sur  [o ,p l+] ,  avec un pas égal  à  h .

0n peut procéder de la façon suivante :

i n i t i a l i sa t ion  ,  x10  =  * ï ,  xZ ' ' -  0 ,  to  =  0

â10 = 1 ,  b lg  =  0 ,  c10 = 0 ,  drg  =  1 .

pour  i  a l lan t  de I  à  n ,  fa i re  :

mef t re  en mémoir .  p  ( ( i  -  1)h) ,  Y '  ( ( i  -  1)h)

RK (x t6 ,  x20,  to ,  h /2 ,  x1 l '  x r t '  F)

met t re  en mémoi" . i  11 i  -  l /z )h)  =  x t l ,F ' ( ( i -1 l2)h)  =  xz l

in i t ia l iser  :  x l .  =  *11,  x20 = xZ! ;  t1  = ( i  -  l lz lh

RK (xr ' ,  xZO,  tL ,  h /2 ,  x l l ,  x21,  F)

mettre en mémoi re'P ( ih) = *r '  P'( ih) = x21

( .10 ,  b1g ,  to ,  h ,  ô11 '  b11 '  G)

( .10 '  d16 ,  t " ,  h ,  c l l '  d11 ,  G)

llf,tn) =

RK

RK
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in i t i a l i se r ,  u10

*10

= ô11 ,  b10  =  b11 ,  c lO  = .11 ,  d10  =  d l l

=  t l l ,  xZO - -  *Z l ,  t o  =  i h

Une  f o j s  l ' a l go r i t hme  te rm iné ,  on  a  :

*fror = (
, : ,  , : .  )

Cet te  deux ième méthode a  l 'avantage d 'ê t re  p lus  p réc ise  e t  p lus
rap ide  que 1a  première  méthode ;  e l le  s ' impose donc  dès  que l 'on  a  une fo rme
exp l i c i te  pour  G.

L 'au tomat i sa t ion  du  ca lcu l  des  coe f f i c ien ts  ô ,  b ,  c  e t  d ,  pa ra l -
' lè lenrent 

à la méthode des symétr ies,  pour des systèmes d' i f férent ie ls avec symé-
t r ies  dépendant  de  paramèt res ,  permet  a lo rs  de  loca l i ser  avec  préc is ion  les
b i fu rca t ions  pouvan t  ex is te r  su r  les  fami l l es  con t inues  de  so lu t jons  pér iod iques

avec symétr ies ;  en ef fet ,  à un changement de quadrant des vecteurs u et  v
correspond un changement de composante connexe dans B** de (1p),  équat ion aux
van ia t jons  assoc iée  à  ? ,  e t  l es  b i fu rca t ions  éven tue l les  peuven t  ê t re  loca l i sêes
de man ière  au tomat ique e t  p réc ise .

4.2.- &plicet_ign _q__.!, g.q-qq!fqf_-de Duff ing sans dis-s_lpatiell

L 'équa t ion  de  Duf f ing  sans  d iss ipa t ion  (D) ,  qu 'on  peu t  éc r i re

[ tO] sous la forme sujvante :

y "+6y+2y3= [cos t D(c ,q )

admet ,  pour  e  t  0  donné e t  q  =  0  (e t  l ' équat ion  es t  a lo rs  au tonome) ,  une in f in i té
c l i sc rè te  de  so lu t ions  de  pér iode 2n  issues  au  temps t  =  0  d 'un  po in t  de  1 'axe  0y
avec  une  v i tesse  nu l le  ;  a ins i ,  pôF  exemple ,  s i  q  =  0 ,  i l  ex is te ,  su r  le  demi -
axe  des  y  >  0 ,  une  su i te  de  po in ts  d 'absc isses  rk  (k  e  t l ' l ) ,  avec  rn  =  k r r ,  te l l e
q#*  la  so lu t ion  Yy ,  i ssue  de  rn  avec  une  v i tesse  nu l le  au  temps  t  =  0 ,  so i t

I ' r h

d0  pé r i ode  m in ima le  ?n / k ,  donc ,  pou r  t ou t  k€N ,  de  pé r i ode  2n .

0r .  en  posant  V  =  y1 ,  V '  =  !? ,  D(e ,6)  peut  ê t re  cons ÎOérC comme un
sys tème d i f fê ren t ie l  de  d imens ion  2 ,  no té  d (c , r ) ,  à  coe f f i c ien ts  2n-pêr iod iques ,
e tona :
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t-=(.;,1)

d(c,E) e frf;tz,l .

Les solut ions U- =( ; i )  (avec ? 'k= *  ?* l  sont  te l les que

,P,^e&'!  toto,o),2n), k62N - 1.

Conme d(0,0) est autonome, les équations aux variat ions (t tpf)

(k e ZlN -  1)  sont except ionnel les dans J4*(n) et  admettent

comtne solut ions 2n-pér iodiques non tr iv ia les 3 or ces solut ions

périodiques prêsentent des symêtries, et sont en fait dans 82t1pf' 2t:) ; leur

nombre d'osci l lat ion e(l  Fl)  pour la période n, est donc tel  qr-.  ral lPf) est un

ent ier  m eZ;  or  on sa i t  détenniner  cet  ent ier  :  é tant  donné F1ef , [1a(0,0)  ,Zn l

et  té  lR,  les  so lu t ions Fk, .  d .  d(0,0)  obtenues par  déphasage des so lu t ions

Fp (en posant t1 = t  * t  )  sont encore périodiques puisqu. d(9,0) est autonome ;

l iécar t  ent re  les  deux so lu t ions à  I ' ins tant  t ,  so i tFk( t )  'Fk , r ( t ) ,  es t  a lors

un vecteur delR2 dont le nombre de rotation pendant une pêriode de temps, autour

de l 'o r ig ine,  est  -k ,  car  la  so lu t ion P* t t l ,  dont  la  pér iode min imale 
: t '  ? ,

en lace l ,or ig ine (dans le  p lan des phasâs)  -k  fo is  lorsque t  parcour t  [O,ZIJ ;

on en dédui t ,  pôF un passage à la  l imi te  ( t  *  0) ,  que m -  -k ,  e t  donc

e2( l  F1)  =  -k '  k  é  2 fN -  1 .

Un ra isonnement  s imi la i re ,  s 'appuyant  sur  la  décro issance de  la

pér iode  de  la  so lu t ion  Y( , ,0 , (  xo ,  0 )  de  D(0 ,0 )  en  fonc t ion  de  xo ,  Permet  de

montrer que

-k  -1  '  01 (1h)  <  -  k  '  k  €2  [ ' l  -  1 '

A toute fami l le cont inue de solut ions P^e ,Y l toto,E(r)  ,  2n),

^  ê F,E jo ignant par exemple Ft  à P3,  où E est  cont inu_en r  et  E(1) = 6(3)  = 0 '

on associe un chemin cont inu el  dais g* 
-  

io ignant eI  = e( lpf)  à 03 = e( lpf) .  0r ,

tout  chemin cont inu jo ignant ces deux points admet nêcessairement au moins t ro is

points except ionnels,  deux de ces points pouvant être confondus (en cas de

"coex is tence" ,  c 'es t -à -d i re  s i  tou tes  les  so lu t ions  d 'une équat ion  aux  var ia t ions

de  la  fami l l e  son t  2n-pér iod iques)  :  l e  po in !  , ^1  te l  e l t=  -  2 , \e  po in t  o I2  
l

(éventuel leruent confoncu avec el l )  te l  qut  e l2 = '  l ,  e l  enf in le point  e^3

tel  oue efs= -  3.  D'après le théorème 3, le point  P1.,  Peut être un point  de

2-b i fu rca t ion  dans  Y î ' ' (d (O,E1 l r ) ) ,2n ) ,  l e  po in t  F^ ,  o " r ,  ê t re  un  po in t  de



47

l -b i furcat ion dans 
f l?. r . : r : ,e. ( t7D, 

2n) et  le poinr  F^,  o.r ,  êrre un poinr  de
o-bi furcat ion dans . f r ta tO,g(rS)  ) ,  Zr)  

'  " r

0r l 'étude numêrique de d(c,E) fa i te dans [ fo]  a permis de montrer
qu ' i1  ex is te  e f fec t i vement  de  te i les  fami l l es  con t inues  jo ignan t  

\à  F l ;  en
par t i cu l ie r .une  te l le  fami l l e  ex is te  s i  on  garde  E  =  0  f i xé ;  l e  nombre  de  po in ts
except ionnels sur cet te fami l le est  a lors ef fect ivement égal  à 3,  et  ce sont
ef fect ivement des points de i -b- i furcat ions (ceux énoncés plus haut)  pour la
pér iode 2n .

+ r
X J J
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DEUXIEME PARTIE

APPLICATION A L'ETUDI DU PENDULE FORCE

d ' l  +  (a  -  2q  cos  2 t )  s in  x  =  o  (1 )
dt2

es t  ce lu i  du  pendu ' le  s imp le  avec  po in t  d 'a t tache mob i te  (pendu le  fo rcê) .

$  1 . -  Le  prob lème mécan ique
=== == ==== ============

0n suppose

est  cons tan te ,  e t

-)

o Q = q c o s

Un exemple de mouvement dont l 'équat ion obéi t  à :

que la  masse du  f i l  QP es t  nég l igeab le ,  que sa  longueur

que  le  mouvement  du  po in t  d 'a t tache  Q es t  dê f in i  pa r :

+

2t  i .

Le  mouvement  a  l ieu  dans  le  p lan  ver t i ca l  XOY ;  Q es t  1e  po in t

d 'a t tache  du  pendu le ,  1a  paro t i cu le  P  es t  l a  len t i l l e  du  pendu le .

-ù
I

a

Les  fo rces  ag issan t  su r  la  len t i l ' l e  son t :  son  po ids  (mg i )  e t  l a

QP= l
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vaut

t1€ |
conservat

(it )
î;'ll

.  S i  d iv  f ( t ,X)  = 0,  a lors ,  pour  tout  tO

conserve les a i res ;  on d i t  a lors  que ( f )

e lR et pour tout

est un système

5.  -  I t

du

es t

0n constatera qu'avec cette déf in i t ion P(a,q) est un système
conserva t i  f .

es t  in té ressant  de  remarquer  que s i  I ' on  é tud ie  les  pe t i tes  osc i l la t ions
pendu le ,  au  sens  x  vo is in  de  zéro ,  a lo rs  la  p remière  approx imat ion  de  (1 )

l ' équa t ion  de  Math ieu .

Sur le cyl indre des phases, nous avons les symétr ies suivantes 2

1.-  P(a,q)e F l r ) ,  nous d i rons que le  système possède la  symétr ie  d 'axe 0x,  au
tempst=0noal " /z ) ;

2. -  P(a ,q)€ ,Ç- | f r ) ,  nous  d i rons  que le  sys tème possède la  symét r ie  d 'axe  0x ,  au

temps t=Omod[ " /2_ l ;

3.-  grâce à cet te terminologie,  on peut remarquer maintenant que, sur le cyl indre

des phases, l 'axe Xl  = n et  aussi  un axe de symétr ie au temps t  = 0 btZl .

2.2. -  Di f fêrents  types de so lu t ions pér iod iques

Une so lut ion Pae e1a,q)  sera d i te  pér iod ique s i  e t  seulement  s i
e l le  est  pér iod ique sur  le  cy l indre des phases.

Nous nous intéresserons par la sui te aux solut ions hannoniques,

ce l les  dont  la  pér iode min ima le  es t  n  (pér iode de  P(a ,q) )  e t  aux  so lu t ions  sous-
harmon iques  d 'o rdre  n  (n  é tan t  un  en t ie r  supér ieur  ou  êga l  à  2 ) ,  ce l les  dont  la
pér iode min ima le  es t  nn .

s 2 - :::::=3ïllili:l::=*=l!:::)

2.7 . -  Le  sys tème P(a ,q)  es t  un  sys tère  d i f fé ren t ie l  d 'o rdre  2 ,  n -pér iod ique

par rapport  au temps et  2n-pér iodique en xl  ;  i l  est  donc naturel  d ' ident i f ier
1e  p lan  des  phases  (0x1 ,0x2)  à  S 'xR,  que  nous  appe l le rons  le  cy l ind re  des
phases  .
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1. -  1 'o rb i te  es t  un  po in t  s ingu l ie r  :

/0 \
P= (  )  ou

\o/
r= (;)

Notons par?  ( . ,  to ,  Xo,  a ,  q) ,  * .  =( : i )a* r ,  1a so]u t ion
c le  P (a ,q )  qu i  à  t  =  to  vau t  xo  

\  2 /

Tro is  types  de  so lu t ions  pér iod iques  sont  env isageab les  se lon  la
nature  de  I 'o rb i te  sur  le  cy l indre  des  phases  :

? . -  1  'o rb i te  tourne  au tour  du  cy l indre  ;  le  mouvement  pér iod ique du  pendu le

cor respond à  une ro ta t ion  du  pendu ' le  au tour  de  son po in t  d 'a t tache;

3 . -  I 'o rb i te  ne  tourne  pas  au tour  du  cy l indre ;  le  mouvement  pér iod ique du  pendu le

cor respond à  une osc i l l : t i ^n  4u  penc lu le ,

2.3. - Irop1iqqls_@ :ot utions pcrioaiq

Dans toute la  su i te  a  est  êgal  à  0  ou à r /2 .

Dans I 'espace (q,  * i ,  a)  notons par  l i tn) ,  n  € .  l l ' ,1*  ,  l ,ensemble
des (q ,  * ï ,  a )  te ls  que :

?(. ' " , ( ; t ) ,a ,q)e yîP(a,q) ,  nn)  ,

et  s i  n  es t  pa i r ,  no tons nar  r f f ,1 (n)  I 'ensemble  des (c t ,  x î ,  a )  te ls  que :

/  xît
? ( , ,  o , (^ ' ) ,  a ,  ùef f i (P(a ,q) ,  nn) .

\0  /

De même,  dans 1 'espace (q ,  xâ ,  a)  notons par  l i tn ) ,  n€. lN*  ,
I 'ensemble  des (q ,  *â ,  a)  te ls  que :

et  s i  n  es t  pa ' i r ,  no tons  nar  1 f f ,2 (n )  I ' ensemble  des  (q ,  râ ,  a )  te l s  que  :

l o  \  hn

P(.,  " , (  "J,  
u,  q)eyi-4 (P(a,q),  nn).

\  x i t
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Ces ensembles sont te ls que :

rË, t (n)  c  r i tn  ,  too, i (n)  c

avec  i  =  1  ou  2  e t  ( k ,n )  e  lN*  x lN*  .

rô, i ( tn) ,  r f (n1 6 r f (kn),

Si  F ( t ,o .Xo ,â ,ùe  $ \ (P(a ,q ) ,  r r ) ,  n  e lN*  ,  ( i  =  1  ou  2 ) ,

a lo r s :

et

1 . -

l _ -

" . ( ; )  

'

,1 , ( t )  =  ? ( t ,  o ,  ( -1 ) i x "  * ( / ' )  ,  -a ,  -Q) .
\0 /

L 'o rb i te  de  rp ,  dans  le  p lan  des  phases ,  s 'ob t ien t

cas j  = 1 par. la symérr ie de cenrre( ' '6 ' )  ,  dans

de vecreu ' (A 
)

Ce qui  nous amène à fa i re les remarques suivantes

-  ? ( t ,  o ,  Xo ,  â ,  q )  =  ? ( t ,  o r  -Xo ,  â ,  g )  € f \ lP (a ,q ) ,  r n )  ,

?( t  *  n f  ? ,a ,Xo ,ô ,q )  =  f  ( t ,u -n /2 ,xo ,a , -q )é  g i - " t z (P(a ,q )  ,  nn ) .

A ins i ,  pouF i  =  1  ou  2 ,  ne f l ' l * ,  on  a  :

: ; l {n)  et  l f i , i (n)  admettent  le p lan (q,a)  conrne plan

t l tn l  ( resp.  t3 , i (n))  est  le  symétr ique de , i /z tn l
au p lan (x i ,  a) .

Soi t  ma in tenan t  ? ( t ,  o ,  Xo ,  ô ,  Q leg i (P(a ,q ) ,  rn ) ,  ne  l t f  ,  ( i  =  1  ou  2 )  ;

Posons i

, t , ( t )  =  ( -1 ) i  ?$ ,  c ,  xo ,  a , te  lR ,  ( i  =  1ou  2 )  ;

on  a  a lo rs  :

d "  ? ,  dans  le

la  t rans la t ion

1. -  Dans l 'espace (q ,  x i ,a ) ,  les  ensembles obtenus à  par t i r  de  l l tn )

de symétr ie.

( resp.  t5/ f tn l  par rapport

à par t i r  de  ce l le

lecas i=2Par

et r f i , t (n)
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grâce â la symétr ie centrale par rapport  au point  (0,  n/?,  0) ,  déterminent encore
des  so lu t ions  pér iod iques  ;  deux  po in ts  symét r iques  par  rappor t  à  (0 ,  n /2 ,0 )
dé terminent  deux  so lu t ions  pér iod iques  te l les  que leurs  o rb i tes  so ien t  symét r i -
ques dans ' le plan des phases par rapport  au point  (" /^2\ .

\  0  / '

2 ' -  Dans  I ' espace  (q ,  xâ ,  â ) ,  l es  ensembles  ob tenus  à  par t i r  oe  r f (n )  e t  l f i , z (n l ,
g ràce  à  1a  symét r ie  d 'axe  x ! .  e t  en  prenant  r î  =  n ,  dé terminent  eux-auss i  dés
so lu t ions  pér iod iques  ;  les  o rb i tes  de  ces  dern iè res  é tan t  ob tenues à  par t i r  des
premières  grâce à  la  t rans la t ion  

/ -  \
de  vec teu .  (ô /  dans  le  p lan  des  phases .

2 .4. - lf.gqletq!- de:.:qlgti.r.r périodiqt

Dans l 'espaue 1q,  x2 ,  a)  notons par  a f f (n) ,  n€rN*  ,  l ,ensembre
des (q ,  xâ ,  a)  te ls  que :

?("

cy l i nd re  des  phases

n r -pé r i od ique  e t  son

à  
' l  ' axe  *1  =  0 .

?("

cy f  i nd re  des  phases

nn -pé r i od ique  e t  son

à  1 ' axe  x ,  =  r .

*8,
2

/0  \
o '  

\  _ "  ) '  
u '  ù  so i t  un  po in t  de  l ' axe  x l  =  0  du\ xr/

propr ié tés  de  symét r ies ,  1a  so lu t ion  es t  a lo rs
sur le cyl indre des phases est  symétr ique par rapport

/ T t  \
o,  (  . .o  ) ,  

u ,  q )  so i t  un  po in t  de  I ' axe  x l\xr/
propr ié tés  de  symét r ies ,  1a  so lu t ion  es t

sur  le  cy l indre  des  phases  es t  symét r ique

'r)
; l

I  ' a x

-  
ï '  " ' (

Nous déf in issons de même nl tn) ,  r  € lNl  comme étant I  'ensemble

des  (q ,  * i . ,  u )  te l s  que  :

;  vu  les

orbi  te

;  vu  les

orbi  te

Iln

2

*1

et

+ ! I ,
2

= n d U

al ors
par rapport

En f in ,  on  dé f in i ra  par  nô ,n (n )  ( resp .  n l ,o (n ) ) ,  n  e  f r \ "  ,  I ' ensembre
des  (q ,  *â ,  u )  te l s  que  :

?(" +

so i t  un  po in t  de  l ' a xe

es t  a l o r s  nn -pé r i od ique

e t  x ,  =  n .

,  ô ,  9 )  ( resp.  ?( "

x l  =  0 )  du  cy l i nd re

e est  symétr ique par

/0  \
,  o r (  )'*i. '
= î  (  resp .

son orb i  t
des  phases

rapport  à

,  a ,  q ) )

a  so lu t ion

êXr=0
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0n a  les  inc lus ions  su ivan tes  :

CIfi , , , ,(n; 6 nff(2n), nl,o(n) s n"(zny.

Tous ces ensembles admettent le plan (q,  a)  comme plan de
Pour  chacun de  ces  types  d 'ensembles .  les  ensembles  ob tenus  en  fa ' i san t  s
e t , r  =  r /2  son t  symét r iques  par  rappor t  au  p ran  (x ! ,  a ) .  D 'au t re  par t ,
' l i ( . )  ( resp-  n f f " , , (n ) )  es t  ob renu  à  par t i r  oe  s l ] (n )  ( resp .  n " ,o (n ) )  pa r  1a
d 'axe  x i .

symét r ie .
= Q

symétri e

. \  3 . -  so lu t ions  harmon iques  ob tenues par  des  techn iques  c lass iques
-  =  ============================ == == ======== ===== === =

Revenons  à  l ' équa t ion  du  pendu le  (1 )  :

t i  +  (a  -  2q  cos  2 t )  s i r  X  =  0 .

So i t  x  ( t ,  t " ,  ( r0 ,  i 0 ) ,  a ,  g )  l a  so lu t ion  de  (1 )  i ssue  au
[ernps  in i t ia l  t "  de  x0  avec  une dér ivée  éga le  à  tn .

3 .1 . - Au  vo is inage  du  po in t  (0 ,0 ,4n2) dans  l ' e space  (q , I i '  a)  (x ; -xo )

Posons  a  =  4n2  *  e ,1e  sys tème (1 )  s 'éc r i t  a lo rs  :

+  (4n2 *  e  -  2q  cos  2 t )  s in  x  =  0 (r):

i l rqpqs!!!ql

Si  n  I  0 ,  i l  ex is te  loca lement ,  dans  1 'espace  (q ,  * ï ,  a ) ,  une
sur face  ana ly t ique  inc luse  dans  t l t f l  e t  passan t  par  1e  po in t  (0 ,0 ,4n2)  ;  s . i
( , r ,  * ï ' u )  es t  un  po in t  de  ce t te  su r face ,  a lo rs  la  so lu t ion  de :

ï+ (a -2qcos2 t )s inx=0 ,

i ssue  au  temps  in i t i a l  0  de  xO =  x i  avec  une  dér i vée  nu l le ,  es t  n -pér iod ique ;
ce t te  so lu t ion  en lace ,  dans  le  p lan  des  phases ,  n  fo i s  I ' o r ig ine  duran t  une
pé r i  ode.

Denronstrat i  on

Met tons  1 'équat ion  sous  fo rme canon ique :
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Io'
{

L*,
Xr=x1et
su ivant  :

=xz

= -  (4n2 *  e  -  2q  cos  2 t )  s in  x ,  ;

X,  = xr /?n ;  le système précêdent est  a lors équivalent auposons

système

posons main tenant

su i  van t  :

= 2nX2

=-  1- (4nz+. -
Zn

X1 = ocos e et  Xz

xt

x2 2q cos 2t )  s in  X,  i

=  ps in  0 i  le  système en p et  e  est  a lors l e

(

I  o  =  np  s in  2e  -  (2n  +  e  -  I  cos  2 t )  s in  e  s in  (pcose)

I
I  e  =  -?n  s in2o  -  (2n  +  Ê  -  I  cos  2 t )  cos2e  s in  (pcoso)

\  2n  I  ocoso

ce sys tème es t  lu i  auss i  ana ly t ique"

Pour  e  =  q  =  0 ,  e  =  0  e t  e ( t )  =  -  ?n tes t  une  so lu t ion  de
tème,  e l le  co r respond  â  la  so lu t ion  nu l le  de  (1 ) .

t

ce sys-

La  fami l le  de  so lu t ions  n-pêr iod iques  que nous  recherchons es t
déterminêe par :

e (n /2 ,

la  cond i t i on  in i t i a le

' ,  (  
: ' )

ât=0

, 4 n 2  + e , Q )  = - l l r  '  ( 5 )

pour  le  système en (o,e)  é tant  chois ie  comme sui t :

Po=xo

eo =o;

dans l 'express ion(5 )  ees t  une  fonc t ion  ana ly t ique  de  xO,  e  e t  q ,  cec i  g râce  au
thêorème d 'expans ion  de  Po incaré  [ f ] ,  de  p tus  :

e(r /z ,  o ,  (o) ,  onr ,  o)  = -  nn i
\0 /
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si nous montrons que :

ae ^  /o \
i  htz,  o, [  -  ) ,  4n' ,  o)  I  o ;  (6).  \0 , /

nous aurons, grâce au théorème des fonct ions impl ic i tes,  démontré le théorème ;
ca r  3 lo rs ,  i l  ex is te  loca lement  une  sur face  ana ly t ique ,  d 'êqua t ion
a  =  4  n  * , :  =  f ( x î ,  Q) ,  où  f  es t  ana ly t ique  en  (0 ,0 ) ,  i nc luse  oans  l ! ( l )  e t  passan t
par  (0 ,0 ,4n2) .

I l  nous  res te  à  démont rer  (6 )  ;  pour  ce la ,  cons idérons  le  sys tème
er )  (p ,o )  augmenté  de  é  =  0  e t  q  =  g "

,0 \
Le  sys tème d 'équa t ions  aux  var ia t ions  assoc ié  à  1a  so lu t ion ( - t i l ' ) ,

to /

de  ce  sys tème augmenté ,  es t  le  su ivant  :

,0  0  0  0
ay= l  (  0  0 -cos2?n tZcos2}n tcosZt \  'Y I  \

#=; \ 3 3 
-'"È êr'L 4LU)-' i j" '" '"" 

) v 't=(iî 
)e 

tn' '
r4

,o t
La  so lu t ion  de  ce  sys tème,  9u i  à  t  =  0  vau t  (  Î  ) ,  es t  :

\0 /

Yl( t )  =o,Yz( t )  =-  t  - : - t ! - -q4
4n (4n)2 '  

v3 ( t )  =  I '  Y4( t )  =  o  ;

I l  su f f j t  ma jn tenant  de  remarquer  que :

ae  -  / *n \
*  { r tz ,  o ,  

\  ;  ) ,4n2,  o)  = t21r /z)  = -  a
Bn

Pour  n  =  1 ,  un  ca lcu l  c lass ique de  per tu rba t ions  mont rera i t  que :

J = 5 
Q2 + 1 x,2., + ! qxÂ + termes de degré 2 4 ;rz z u 6 'u

les  so lu t ions n-pér iod iques s 'expr iment  a lors  de façon ana ly t ique en (xO,C)  :

x ( t ,  0 ,  ( *0 ,0) ,  4  *  l ,q )  =

cos2t.x '  *(  + 
-  

5rr  Zt -  - ! -cos 4t)qxo
"46 12

*  ( -  !  *  ?9 cos 2t  *  _ ]_  .0 ,  4 t  +  1-  cos 6t )ozx^
24 rr52 72 384 u

- 
:  (cos 2t -  cos 6t)xfr,  + termes de degré 7 4.
192
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Si  n  I  1 ,

I  =  1  g2  +n2  *A  -  -  n '  -qxÂ +  te rmes  de  degré  74 ,
Z$nz- t )  2  "  2 (4n2-1 )  "

e t

x ( t ,0 ,  ( x0 ,0 ) ,4n2  *  e r  Q)  =  cos  2n t .x '  +

( -  I  -  cos  2n t  cos  2 (n -1 ) t  -  1  cos  2 (n+ l ) t )qx , ,
2 (4n2- l )  a (2n-1)  4 (2n+1)

+ termes de degré > 3.

0n  peut  B i lL i i ,  "  Jù ; , , re r  une éva lua t ion  des  va leurs  cArac tér is t iques
,Jans  le  cas  n  =  1  ( le  cas  n  >  1  demandant  t rop  de  ca lcu ls ,  eo  ne  l ' a  pas  en t repr i s )  ;
' ; i  . r ,  e t  ÀZ sont  les  va leurs  carac tér is t iques  assoc iées  à  la  so lu t ion  n-pér iod ique

x( t ,0 ,  X0 ,0 ,4  + . ,  g ) ,  on  a  :

À1 ' \z=

À1+Àz =z+!(^6* ;r c 3 2

r : c .  qu i  p rouve  I ' i ns tab i l i t é  de  ces  so lu t ions  pour  q  e t  xO pe t i t s  s i  q  I  0  e t  s i
,r,o I 0

3 .2 . -  Au  vo is inage  du  po in t  (0 ,  0 ,  4n2)  dans  l ' espace  (q ,_ -x ; r_  i )
n i

1x2 = x6)

Cons idérons  1 'équa t ion  (1 )n ,  on  .  t

l l rgpq: i ! isl

Si  n  I  0 ,  i l  ex is te  loca lement ,  dans  1 'espace  (q ,  *â ,  a ) ,  une
: ;u r face  ana ly t ique  inc luse  dans  r ! t f l  e t  passan t  par  1e  po in t  (0 ,  ô ,4nr )  ;  s i
(q ,  *à ,  u )  es t  un  po in t  de  ce t te  su r face ,  a lo rs  la  so lu t ion  de  :

X  +  (a  -  2qcos  2 t )  s in  x  =  0 ,

' i ss t re  au  temps  in i t i a l  0  de  0  avec  une  dér i vée  lO  éga le  à  x i ,  es t  r -pé r iod ique  ;
ce t te  so lu t ion  en lace ,  dans  1e  p lan  des  phàses ,  n  fo i s  l ' o r jg ine  duran t  une
nér i  ode.



59

La démons.trat ion est  calquée sur cel le de la proposi t ion précédente.

Pour n = 1,  on peut montrer que la surface a pour équat ion :

â = 4 *  I  = 4 -+q'  *  *  *ô -+qxô * termes de desré 74 ;
n B" 24

les  so lu t ions n-pér iod iques s 'expr i rent  de façon analy t ique en (X0,  q)  :

x ( t .  0 ,  (0 , t0) ,  4+1,  q)  =  - l  s in  2 t  .  ro  *  *  (2  s i  n  Z t  -  s in  4 t )  xo9
2"24

-  * ( ' *  r t  n  2 t  -  !  s in  4 t  +  1  s in  6 t )  toe ,
4848 3  16

-  *  ,1 s in 6t  -  s in 2t)  r8 *  . . .
5t2 3

S i  r t  e t  r ,  son t  les  va leurs  carac tér is t iques  assoc iées  à  ce t te  so lu t ion ,  on  a :

À1 \z = r

À 1  *  À 2  =  2  -  " 2  X 2 O l 2 +L ( ' 1 i . B

Ces so lu t ions  sont  donc  s tab les  au  sens  in f in i tés ima l  pour  q  e t  iO pe t i t s  s i
q l0e ts i r0 l0 .

Pour  n  I  1 ,  on  a  :

â = 4n2 * I  = 4n2 +-+ _ q, * 1 iô * : l*  q*6 * . . ,
2(4nz-L)  8  '  814n2-11

et :

x ( t ,  0 ,  (0 , i<6 )  ,  4n2  *  l ,q )  =  !  , i n  2n t . i0  *

( -+*  s in Znt  + I  s in  2(n-1) t  -  
^  = s in 2(n+l ) t ) too +. .

4n(4nz-1 )  8n(2n-1 )  8n(2n+1)

0n  n 'a  pas  en t repr i s  l ' é tude  de  la  s tab i l i t é  de  ces  so lu t ions .

3 .3 . -  Au  vo is inage  du  po in t  (0 ,

Cons idérons  ' l  ' équat ion  (1 ) : ,  on  a  :

xg, Ql, xo lixe, aanl te ptan (q ïr_g)
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Brepeg!!ign

Soit xr" = xO
lement une courbe analyt ique,
et contenue dans le plan xf =
point de cette courbe, alors

f i xe  appar tenant  à  ]0 , l ï [ ;  i1
n

inc luse  dans  r j (1 ) ,  passan t

xf  oe I 'espace (q,  * i ,  a)  ;
l a  so lu t ion  de  :

exis te  a lors
par  le  po in t

si {a, i i ,a1

loca-

(0,; i ,
est un

0)

T +  (a  -  ?q  cos  2 t )  s in  x  =  0 ,

i ssue au  temps in i t ia l  O de  f . ,  avec  une dér ivée  nu l le ,  es t  r -pér iod ique;  ce t te
l -

so lu t ion  n 'en lace  pas  I ' o r ig ine  dans  le  p lan  des  phases .

L 'équat ion  de  la  courbe dans  le  p lan

;  =  ;  = -  1  .0,  io  .  q2 + l  s in2io .
2 v 4

xi

q3

=x^est :
U

+. . .  ;

la  so lu t ion  n-pér iod ique s 'expr ime a lo rs  ana ly t iquement  en  q  :

x( t ,  0 ,  ( r0 ,0) ,  ;  ,  q )  =  i0 *1
2

Les va leurs  caractér is t iques assoc iêes à cet te  so lu t ion sont  te l les  que:

Àl  . ^Z=L

À1*ÀZ =2++
-2

qui prouve que porr io f i* .

s in  x , . ,  .  (1  -  cos  2 t ) .q  +  . . .
U

s  i  n2 i^ .  o2  .
U

et q suf f isanment pet i t  ces solut ions son-t  instables.

a) une surface analyt ique
(q,  r i ,  a)  est  un point

Ce

3.4.- {u yoi: inagg,.c!.e, (0, ?.r1, 0) dans l 'espace (q, xi ,  al ,  so_lut iôns du type
rotati on

Cons idérons  l 'équat ion  (1 )  e t  so i t  ne  l1 ' l *  ,  on  a  :

Erepesi!!er

I ' l  ex is te  loca lement  dans  I 'espace (q ,
n

inc luse  dans  o [ (1 )  e t  passan t  par  le  po in t  (0 ,2n ,0 \

de  ce t te  sur face ,  a lo rs  la  so lu t ion  de  :

o*2 ,

;  s i

i i  +  (a  -  2q cos 2t )  s in  x  = 0,
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issue au temps in i t ia l  0 de 0 avec une dér ivée tO égale à *2,  est  n-pér iodique ;
cet te solut ion enlace n fo is le cyl indre des phases durant une pér iode.

Si  n = 1,  cet te surface a pour équat ion :

a = 2(to -  Znl  *  I  q + . . .  ;
2

quant aux solut ions n-pér iodiques correspondantes,  e l les s 'expr iment analyt ique-
ment  en  (XO -  2 )  e t  q  :

x( t ,  0 ,  (0,x0) ,  i ,  q)  = ?t  + !  srn x$o-z,  -  
* ,s in  

2t  -  
|  

s in  4t )q +

Si  n  I  1 ,  on  a  :

;= tq+2n( tg  -2n)+. . .  ,

x ( t ,  0 ,  (0 , *0) ,  i ,  q )  =  ln t  *  I  s in  2nt ( tg  -  2n)  +
2n

(  -+-  s in  2nt  -  1  s in  Z(n+t ) t  -  I  s in  2(n-1) t )q  +  . . .
Z(nz- t )  4 (n+1)z  4(n- t1z

Dans le cas n = 1, les valeurs caractêrist iques associées aux solut ions
n-périodiques sont tel les que :

I  r  - 1
1  n 2 - '

Àl* \Z  2+qrz  + . . .  i

ce qui  prouve que pour q pet i t ,  ces solut ions sont instables s i  q > 0,  et  stables
au sens  in f in i tés ima l  s i  q  <  0 .

S 4.-  Perturbat ions du cas autonome et de la solut ion nul le

et

4.1.-  Le cas autonome

Considérons le système autonome P(a, 0) :
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l . = X ^
L L

i ( o= -  as i nx l ;z t

on peut  lu i  assoc ie r  l ' i n tégra le  p remière  su ivante  :

P (a ,0 )

,x ,  te lR;

e l le  es t  cons tan te  
' l e  

long  d 'une  so lu t ion ,  don t  e ' l l e  représen te  d 'a i l l eu rs  l ' é -
nerg ie .  Les  courbes  de  n iveaux  d 'énerg ie  é tan t  les  suppor ts  des  orb i tes  dans  le
p1 an  des  phases .

S i  a  =  0 ,  l ' " xe  0x ,  es t  fo rmé de po in ts  s ingu l ie rs  e t  les  so lu t ions
de P(0 ,0)  sont  données par  :

x1( t )=x i  t+x i

et  x2( t )  =  * , ,  te  lR .

Du cas a < 0,  on peut se ramener au cas a > 0,  en fa isant le changement de var iables
y1 =  x l  +  r ,  yZ  =  xZ;  i l  su f f i t  donc  d 'env isager  un iquement  le  cas  a  >  0 .  Les
courbes  de  n iveaux ,  sur  le  cy l indre  des  phases ,  on t  a lo rs  l ' a l lu re  ind iquée par  la
f igure  1  (cas  a  =  1)  ;  les  o rb i tes  des  so lu t ions  de  type  osc i l la t ion  sont  symê-
tr iques par rapport  aux deux axes du plan des phases, tandis que les orbi tes des
solut ions de type rotat ion sont symétr iques par rapport  aux axes xl  = 0 et
x l  =  r  sur  1e  cy l indre  des  phases .  L 'o r ig ine  es t  un  po in t  s ingu: l ie r  s tab ls  (cent re )

/ n \tand is  que  (  ô l  es t  un  po in t  s ingu l ie r  i ns tab le  (co1) .

S i  1 'énerg ie  es t  supér ieure  à  -  a  e t  s t r i c tement  in fé r ieure  à  a ,  la
solut jon correspondante est  pêr iodique de type osci l lat ion,  sa pér iode peur être
expr imée en  fonc t ion  de  

" ï ,  
le  max imum de x1( t )  ;

en ef fe t ,  .on a :

x l  -  acos Xl  =  -ô  cos x f ,

' t . ( i ) t  = 
) . l r-  

a cos xl =(l).,*,

H=!
2

( * ) '

d 'où  :

= 2a  (cos  x l  -  cos  x ï ) ,



63

COUREEs DI N IVEffU(

I ,  =I-
t c

) ( -=-5lN(J(, ,
E I

FIGURE 1



65

ce qui nous donne comme pêriode :

èi d*l
T=+ l '_  ( inrésra leel l ipr ique) .  (7)

/?a' Jo l cq-Tos xf 
(intésrale el'

'  0n montre faci lement que T(xi) est une fonction str ictement crois-
sante et  que :

l imT(, . i )  =+ , l j .T(x i )  =*o
0+ {î 'n

S i  l ' ênerg ie  vaut  a ,  la  so lu t ion  cor respondante  n 'es t  pas  pér iod ique.

Si  l 'énergie est  str ictennnt supér ieure à a,  la solut ion correspon-
dante est périodique de type rotation, sa période peut être exprimée en fonction
de xi  ,  2â,  le maximum de x2(t)  ;

ona :

H = 1 x4 -  a cos xr  = !  1*;12 -  a,
2 - - 2 L

d 'où  :

/ dx , \ 2
(i) = gi)2' 4a si n'+ '

d 'où  :

e t  que :

(n  d* l
T=2  |  -  ( i n tégra lee l l i p t ique) .  (B )

)o@
2

0n montre que T(xi) est une fonction strictement décroissante

l im.T(x i )  =  +- ,  l imT(xâ)  =  0*  .
2tÂ* * æ

4.2.  Séparatr ices dans le plah (xîr j )

Soient m et k deux entiers ;  le réel *ï  elo,nf tel  que



oo

?(.) = ?(.,

su ivante  :

MTT
t

k
' ,  ( , '  

) ,

ldx

_ llln
t

4k

dxJ,-,

a,  0 ) so i t  de  pér iode min ima le vêr i f i e  l ' équa t ion

ce qu i  es t équ iva len t  à  :

(? [J.'
a es t

. =(*) 
'

0n constate donc que une fonct ion str ictementc ro issante  de
x i  e t  que :

I  im a(x i )

Ces séparatr i  ces peuvent être obtenues
in tégra les  e l l i p t iques  ;  en  e f fe t ,  i l

et  de suivre ces séparatr ices grâce à

l im a (x î )  =  +
'  

l '  

@

T -

numériquement sans faire appel

su f f i t  de  par t i r  de  * i  =  0  e t  a

la mêthode des symétr ies.

=(i) ' ,
aux

{i)'
L 'a l lu re  des  sépara t r i ces  es t  i l l us t rée  par  la  f igure  2  ;  on  peut

cons ta te r  que I 'ensemble  de  ces  sépara t r i ces  es t  par tou t  dense dans  la  rég ion
a  >  0 .

Les ent iers k et  m sont bien sûr supposés premiers entre eux.

sotut ion f  sera . ,  f  
- Î  

)  au temps I  +  m'n ;\o/ z
;  nous  a l lons  êva luer  la  mat r i ce  assoc iée  à  la

a . -  s i  k  es t  pa i r  e t  m =  2m'+1 ,  la

ainsi ,  (0,  , i ,  u(x i ) )  e l f tmt
so lu t ion  pér iod ique

Puisque nous sommes dans le cas autonome, û =

du sys tème d 'équat ions  aux  var ia t ions  assoc ié  à  ? ;  nous
mont rerons  qu ' i l  ne  peut  y  avo i r  coex is tence pour  1e  sys tème
var i  a t ' ions  "

9 f  . r1  so lu t ion
dt

d 'équa t ions  aux
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FIGURE 2  - A l lu re -des  sépara t r i ces  dans  le  p lan  ( * ï ,g )  ;  s i  l e  po in t  ( x i ,a )  appar -
t ien t  à^1a sépara t r i ce  de  ce  p1en,  passânt  par

t l '  Z
(0 , (#)  ) ,avec k  e t  m premiers  ent re  eux,  a lors  la  so lu t ion de
x +  a  s in  x  =  0 ,  issue de x i  avec une dér ivée nure ,  es t  

f  ne . rod ique.
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Déf in issons la  fonct ionnel le  su ivante z

/ t \
F(T,6)  =  ?2 l t tZ ,  g , (^  

) ,  a (x i ) ,  0 ) .
\ 0 /  

!

Si  T  =  rn  ê t  g  =  * ï ,  a lo rs  F (T , t )  =  0  ;  d 'au t re  par t ,  i 1  es t  c la i r  que  F(T ,E)  es t
une fonc t ion  ana ly t ique au  po in t  (mr , ,x i )  ;  a ins i  :

F(T,E)  ={(mn,x i ) (T-mn) *  s f l rn ,x i ) (e-x i )  + ,
aT.aE

or :

{  t r . . * î )  = -  !  u(x i )  s in  * ï
aT '2

et

a t r  aY"  /E \
I  

(mn, * î )  =  -3  f i n /Z ,0 , (  ) ,  a ( r ï ) ,0 )  =  o
a6  '  

aE  \o /

Par  app l i ca t ion  du  théorème des  fonc t ions  imp l ic i tes  F(T ,E)  =  0  admet  une so lu t ion
T(g )  ana ly t ique  en  E  au  po in t  x i .

Dér i vons  F(T(E) ,q )  =  0  par  rappor t  à  E  au  po in t  x i ,  on  ob t ien t

I  a(xï )  s in  * i  g I  (x i )  + a = o;
z  ,  .  dE r_

or ,  on peut  montrer  que ! I  1*1)  ,  0  s i  x i  é  ]0 , r [  (c f . (7))  ;
d E r r

a ins i ,  S i  *T  e  ]0 ,n f ,  o  es t  s t r i c tement  pos i t i f .

I l  es t  ma in tenant  a isé  de  vo i r  que la  mat r ice  assoc iée  â  no t re
so l  u t ion  mn-pér iod ique pes t  l  a  su ivante  :

( r  0 
\

\ o  t /  , o > 0 .

A' insi ,  grâce au théorème 3, nous pouvons af f i rmer que F est  un point  L-ordinaire
oansJPf lP(a(xi) ,  o) ,  mr) ;
d 'au t re  par t ,  vu  les  coef f i c ien ts  de  la  mat r ice ,  on  peut  même d i re  qu ' i l  n 'y  a  pas
d 'au t res  per tu rba t ions  poss ib les  dans  les  symét r ies"
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b. -  s i  k  es t

a ins i  (0 ,  * ï ,

impa i r  e t  m =  2n ' ,  l a
n

a(x i ) )  €  xô,r (m,n) .
solut isn psera sur I 'axe 0x, au tenrps ^'i ,

s ik=4k ' r1 ,

s i k=4k '+3 ,  o>0 ,  B t0 .

p est un point O-ordinaire dans
d'autres possibi I  i tés de perturbations

De même que dans a. r on peut rnontrer qu'il n'y a pas coexistence
pour ]e système d'équation aux variat ions associê à ?, car la matr ice associée
est de la forme :

( ;

( ; 

-' 'ou 

)

( :

''ou 

)

0n peut donc affirmer que
t nfl

ù-o(P(a(x i ) ,  0 ) ,  rnr ) ,  e t  qu ' i l  n 'y  a  pas
dans les symétr ies.

c . -  s i  k  es t  impa i r  e t  s i
r f7  +  n ' r  ;  a ins i  (0 ,  *T ,

2n

) )

)

m=

a (x ï

'+1 ,  la  so lu t ion  F  sera  en  ( - t ï )  au

e l!(m") ; la matrice .rro.ià.0 d.n,
terps

ce cas étant

0

-1
r  û<0

Ains i ,  tou jours  d 'après le  théorème 3,  pest  un po int  l -ord ina i re

Oansf !1P(a(x ! ) ,0 ) ,mn) ;  e t  vu  les  coef f ic ients  de la  mat r ice ,  i l  n 'y  a  pas

d'autres perturbations possibles dans les symétr ies.

4.3 .  - ra t r i ces  dans  le  p lan  (x3 ,  a ) , osc i l l a t ion

- cos

(i)

En reprenant les notations de 4.2., soit xi € l0,z/If i f t f
déf in i  par  :

Q2)' = za(xi)(t

x i  es t  le  max imum de ?2( . ,  O,

' Ï )  ;

,  a(x i ) ,0)  ;  a ins i

/0 \
,o(., o,(.- ),.,xi),0) = ?l,l = ?(.- f it.' , x2/
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Aux sêparatr ices du plan (x i ,  a)  correspond un ensemble de sépara-
t r i ces  dans  le  p lan  ( *â ,  a ) ,  don t  l ' a l l u re  es t  i l l us t rée  par  la  f i gu re  3 ;
I 'ensemble de ces séparatr ices est  partout dense dans la région x!  .< 2/â ' ,  la
courbe *2 = Z,â est  une enveloppe de ces séparatr ices.

a. -  s i  kes tpa i re tm=2ry '+1,  la  so lu t ion  P r . ru .n  (  
o  

)ur r . ro ,
e t  donc (0 ,  x i ,  a (xâ) )  e  l ! t r )  ;  la  mat r ice  assoc iée \x i  /

étant :

I  +  m ' r ,
2

( : i) ,  0 l  >  0

= 2m' ,  l a

tf,r{ ');
éga le  à  :

l /e  r

" )

so lu t ion  Y sera  sur  I 'axe  0x ,  au  temps
la matr ice associée étant,  conformément

s i  k  =  4k '  4  1 ,

s ik=4k '+1

m t r
- t

2

( :

( : : : ' )

( ;
: ; )

,  c '  >  0

Ains i ,  Y2 es t  un po in t  2-ord ina i re  aunséP!(p(a(x i ) ,  0 ) ,  mn)  e t
c 'es t  la  seu le  per tu rba t ion  poss ib le  dans  les  symét r ies .

b. -  s i  k  es t  impai r  e t  m
et  donc (0 ,  x i ,  a (x i ) )  é
aux nota t ions de 4 .2 .b . ,

Donc p est  un poinr  o-ord inai re aans 6f  T 'o ,p(a(x! ) ,  0) ,  mn) ;  er  c ,est  ra
seule per turbat ion poss ib le  dans les 0 symétr ies.

c . -  s i  k  es t  impai r  e t  s i  m = 2m'+1,  la  so lu t ion  P r " ru  
"n(  

o  
) .u  temps

I  +  m'n  ;  a ins i  (0 ,  x i ,  a ( "â1)  e  r ! (m)  ;  la  mat r ice  assoc iée \ -x i  /
2' -  étant :

Donc P est  un po in t  Z-ord ina i re  oans. i2 !  (P(a(*â) ,0) ,  mn)  ;  e t  i c i  encore
c 'est  la  seule per turbat ion loss ib le  dans tes 'symétr ies.
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Allure des séparatr ices dans le plan (x3,a)
point ( I i ,a) appart ient à la séparatr icÉ de

t b  z -
(0 , ( ; : )  )  ,  a lors  la  so lu t ion de i i  +  a  s in
dérivée égale â xi ,  est I [  périodique.-k

( type  osc i l la t ion)  ;  s i  le
ce plan, passant par

x = 0,  issue de 0 avec une

FIGURE 3 -
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4.4 . -  Sépara t r i ce  dans  ie  p lan  (xâ ,a) ,  t ype  ro ta t ion

Soient m et.k d-eux entiers premiers entre eux ;  le réel *2r 0

te l  que Y()  =  lo( . ,  0 ,  f  3 \  ,  a ,  0)  so i t  une so lu t ion pér iod ique de type

rotat ion de P(a,  0) ,  de \^2/pêr iode min imal"  E ,  vér i f ie  l 'équat ion su ivante
k

1," dx =  f i n  
,  x î>  z r î  s i a>0 .

2kW 2

Si a = 0, *i = 
ff t ces séparatrices peuvent être obtenues grâce

à la méthode des symétr ies,  en partant des valeurs précédentes :  l 'a l lure des

séparatr ices est  i l lustrée par la f igure 4 ;  on peut constater que I 'ensemble

de ces séparatr ices est  partout dense dans la région a-< I  (* ; ) t .
4 -

a . -  s i  k  es t  pa i r  e t  m =-2m'  +  1 ,  l a  so lu t ion  f  se ra  
" t  

( l î )  . ,  temps  n f2  +  m 'n

a ins i  (0 ,  *â ,  a (xâ11 5  n f l t )  ;  ta  mat r ice  assoc iée  dans  ce ' l cas  é tan t  :

( :
; )

,  c r >  0 .

b. -  s i  k  es t  impa i r  e t  m =  2m' ,  l a  so lu t ion

du cyl indre des phases au temps m'n ;  a insi

matr ice associêe sera de la forme :

Psera  en  un  po in tnde I 'axe  X l  =  n

(0 ,  xâ ,  a (x i ) )  €  nô ,n  (m)  ;  l a

Une extension du théorème

que 1a seule perturbat ion

3 aux sol  ut ions du type

ex is tan te  es t  ce l le  dans

rotat ion nous permet d 'af f i rmer

n$t'1.

oans n! ,n(m).

en un  po in t  de  l 'axe

(0,  xâ,  a(x i ) )  e n! ,n(r)

( ;  J") 'cr>0'B'0'

La seule perturbat ion existante est  cel le

c. -  s i  k  es t  impai r  e t  m = 2m'+ 1 ,  la  so lu t ion  psera

Xl  = n du cy l indre des phases au temps r /2  + m'n ;  a ins i

la matr ice associée étant de la forme :

( ;  
, : " )  

' a>o '  B>o '

t
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-  Al lure des séparatr ices dans le plan (xi ,a) ( type rotôt ion) ;  si  le

point (xi ,a) appart ient à la séparatr ice de ce plan' passant par
? t

(#, O), où k et m sont premiers entre eux, alors la solut ion de

T + a sin x = 0, issùe de 0 avec une dérivée égale â xi ,  est Lpêriodique.
-k

FIGIJRE 4
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La seule perturbation existante sera dans nl - tr t .v  r l T '

Les sur faces  ana ly t iques  a ins i  ob tenues.  dans  l 'espace (q ,  xâ ,  a )

cor respondent  à  des  so lu t ions  pér iod iques  qu i  à  to  =  0  sont  sur  I 'axe  x ,  =  g

du cyl indre des phases ;  le cas to = r /2 s 'obt ient  par 1a symétr ie par rapport
au  p lan  (x i ,a )  ;  la  symét r ie  d 'axe  x i  dans  I 'espace (q ,  xâ ,  ô ) ,  nous  penre t

d 'ob ten i r  des  so lu t ions  avec  symét r ie (s )  qu i  à  l ' i ns tan t  in i t ia l  to  Sont  sur
I 'axe  X l  =  n  du  cy l indre  des  phases .

4.5.- lefn"a!rug1-lqns__le plan (q, a) ;  perturbations de la solut ion
nu l  le

Pour  le  sys tème (P(a ,q) ,  i l  ne  pour ra  y  avo i r  b i fu rca t ion ,  à
par t i r  de  la  so lu t ion  nu l le ,  que  s i  l e  sys tème d 'équa t ions  aux  var ia t ions  assoc ié ,

c 'es t -à -d i re  :

14(  a ,q )

n  >  I  ;  so i t  o  (a ,q ) ( . )  ( resp .  , r (a ,q ) ( . ) )  l a  so lu t ion  de  M(a ,q )  te l l e  que

q  (a ,q ) (o )  = (â )  ( resp .  , t , (a ,q ) (0 )  = ( Î )1 .

qu i  n 'es t  au t re  que la  fo rme canon ique de  l iéquat ion  de  Math ieu ,  es t  except ionne l .

0 r ,  on  sa i t  que  M(a ,q )  es t  excep t ionne l le  pour  1a  pér iode  2n  s i

e t  seu lement  s i  (q ,a )  appar t ien t  à  une sépara t r i ce  du  d iagramme de s tab i l i té  de

Math ieu  ;  ces  sépara t r i ces  dé l ' im i ten t  des  rêg ions ,  dont  ce l les  qu i  coupent  I 'axe

g =  0  sont  des  zones  de  s tab i l i té ,  les  au t res  é tan t  des  zones  d ' ins tab i l i té  t l ] .

Soi t  q donné quelconque ;  le système M(a,q)€ Y'Qt ' )  pour tout

Posons :

/ 0 \
u(a,q) =(;)  o (a,q) ( i )  ,

/ Y  \
v(a,q) =(;)= û (a,q) ( i ,  .

D'après  1a  p ropos i t i on  4 ,  M(a ,q )  admet  une  so lu t ion  mn-pér iod ique
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ou mn-ôît ipér iodique si  et
l ' un  au  moins  des  vec teurs

Posons :

x(a,q)(  . )

M(a,q )  ( .  )

I l  es t  a lo rs  a isé

(a 'q )  =  X

seu lement  s i  a6yô =  0 ,  c 'es t -à -d i re  s i
u (a ,q )  e t  v (a ,q )  es t  por tê  par  un  ôxe .

o  (a ,q )  ( .  ) ,  , t ,
0

Zqcos2( .  ) -a

et seulemnts i

d 'osc i l l a t ion  assoc ié  à
et 2) est strictement décrpis-

= (

= (

o

;

â

aa

au
aa

{ tu,c)  (s)ds

nn/?

Âe-e-?g =[
aa âa  )O

&-oÀr = [aa aa Jg
et

de montrer que :

1nr/2
(a,q)  (E)  |  x

,Jo

lntr/2
(a,q) (E) I  x

2 Jo

-1 (a ,q )  
(s ) 14(a,q) (s )  o  (a ,q) (s )  ds

-1(a ,q) (s )
M(a,q) (s )  u  (a ,q) (s )  ds  i

(a ,q ) ( . ) ) ,

, )

âtql l  appart ienne à la séparatr ice passant

m.c (q )  \
\
)  ,  c (q ) '0 ;

t '

de l à ,  on  en  dëdu i t que :
nr/2

,r, l ta,o) (s)ds.

Et  donc  s i  e (X(a ,q) )  es t  le  nombre
X(a ,q )  pour  la  pér iode  mî ,  a lo rs  e r (X(a ,q ) )  ( i  =  1
san t .

{  ( . ,q)  - -  x
âa

si  â(q)  esr  re l
par  (0 ,0 ) ,  a lo rs  :

x(i tq),q) (E) =
2

9ue (Q '

( ,

ertx lâ(q),q) )  = o e, (x(a(e) ,a) )  € I  - t  ,o[ ,

d 'où
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car  dans  ce  cas ,  les  so lu t ions  fondamenta les  n 'en tourent  pas  I 'o r ig ine  dans  le

p lan  des  phases"

Fa isons  c ro î t re  a  à  par t i r  de  la  va l .u r  i1q)  ;  pour  m =  1 ,

e l (X(a ,q) )  e t  o r (X(a ,q) )  von t  décro î t re  e t  décr i re  - l l f  ,  i l s  ne  prendront

simultanément la même valeur ent ière que si  g = 0 (coexistence) ;  lorsque l 'un

de ces nombres vaut -  2k (resp. -  2k -  l ) ,  on intercepte l 'une des séparatr ices
du diagramme de stabi l i té de l 'équat ion de Mathieu issues du point  (0,  (2k ' )2 ' )

( resp .  (0 , (2k+1)2)  du  p lan  (q ,a )  i  pour  chaque po in t  de  ce t te  sépara t r i ce ,
' l 'équat ion 

de Mathieu correspondante admet au moins une solut ion n-pêr iodique
( resp .  2 r -  pér iod ique)  non t r i v ia le  en laçant  k  ( resp .  2k  +  t )  fo is  I 'o r ig ine

dans le plan des phases pendant le temps n (resp .  2n ) .

Le  cas  m =  2  n 'es t  pas  à  env isager ,  i l  es t  inc lus  dans  le  cas  m =  l .

Pour  m >3 ,  e l (X(a ,q ) )  e t  e r (X(a ,q ) )  von t  décro î t re  e t  déc r i re  - lN*

pour a croissant à part i r  de a(q) ;  i l  faut  aussi  remarquer qu'en trai tant  le

cas m, on récupère aussi  le cas 2m ;  on peut montrer qu' i l  suf f i t  d 'êtudier les

cas  où  m€ ' Î , | ,  avec :

D l= {me lN |  3  ne fN,  m =2n*  l  oum=8n+ 12  ou  m=22(n+1) } ;

on  vér i f ie  que :

1"1 U 2ll'l = ô et nf =f iU 2t l ' | .

Soi t  donc  m e  lM (m I  l )  ;  lo rsque l 'un  des  nombres  or (X(a ,o) )
( i  = L ou 2) vaut -  2k (k et  nr  premiers entre eux) (resp. -  2k -  l )  (2k + 1 et
2  m premiers  en t re  eux)  l ' au t re  a  la  mênre  va leur ;  en  e f fe t ,  s i  À l  e t  l2  sont
les valeurs propres de X(a,q)(n),  e l les sont complexes conjuguées di f férentes de
t  1 ,  e t  donc  (q ,a )  appar t ien t  à  une zone de  s tab i l i té ,  d 'où  la  coex is tence;
l 'équat ion de Mathieu correspondante admet une basede solut ions mn-pêr iodiques
( resp .  2mn-pêr iod iques)  en laçant  k  ( resp .  2k  +  1)  fo is  l ' o r ig ine  dans  le  p lan

des phases pendant le temps mr (resp. 2nn).

Pour  m e t  k  f i xes ,  e t  q  var ian t ,  on  génère  a ins i ,  dans  le  p lan
(q,a) ,  une séparatr ice passant  par  le  point  (0,  (#) ' )  ( resp.  (0,  t 'T , l t l t ) ,  e l le
est symétr ique par rapport  à l 'axe q = 9.

0n peut obtenir numériquement toutes ces séparatrices, grâcr: à la
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FIGURE 5  -  A l lu re  des  sépara t r i ces  dans  le  p lan  (q ,a )  ;  s i  le^po in t  (q ,a )  appar t ien t
t b 2

à une séparatr ice de ce plan, passant par (0,  (+) ) ,0ù k et  m sont premiers
ent re  eux ,  a lo rs  l ' équat ion  de  Math ieu  i i  +  (a  - " '2q  cos  2 t )x  =  0 ,  es t
except ionne l le  pour  la  pér iode mr  ( i .e .  e l le  admet  une so lu t ion
mn-pér iod ique non t r i v ia le ) .

(q 'a )
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méthode des symétr ies :  à part i r  d 'un point  de la forme (0,  n2),  i l  suf f i t  de

perturber les deux solut ions fondamentales de l 'équat ion de Mathieu correspon-

dante pour obtenir  les deux séparatr ices issues de ce point  ;  pour les autres

po in ts  de  l 'axe  q  =  0 ,  i l  su f f i t  de  per tu rber  l ' une  ou  I 'au t re  des  so lu t ions

fondamenta les  pour  su iv re  la  sépara t r i ce  i ssuede chacun de  ces  po in ts .  L 'a l lu re

de ces  sépara t r i ces  es t  i l l us t rée  par  la  f igure  5 .

Etudions maintenant,  dans le cadre des solut ions avec symétr ie(s)

les  b i fu rca t ions  à  par t i r  de  la  so lu t ion  nu l le  de  P(a ,o) ,  où  (q ,a )  appar t ien t

à  une sépara t r i ce  du  p lan  (q ,a ) .

So i t  mef l ' l  ;  cons idérons  les  demi -app l ica t ions  de  Po incaré  su ivan-

tes :

0n a les propr iétés suivantes :

P l (a ,q )  r  [o , ' ]  +  1R2

xi >> ?(

P2 (a,q)  :  lR+ + R2

xi f->

,  ô ,  9 ) ,

,  a ,  9 ) .

(0 )  =  v (a ,q )  .

c ro î t  à  par t i r  de  a(q)

qu i ,  pour  a  c ro issant ,

ï,0,(T)

?(v,0, (rl

: )

aPr(a ,9)

Pl(a,q)(o)  = Pr(a,o)(o)

aP. '  (a ,q )
(0 )  =  u (a ,q )  ,

â* ï

Examinons l 'évo lu t ion de la  courbe Pl (a ,q)  lorsque a
la  tangente en ( i )  est  donnée par  u(a,q) ,  vecteur

r v l

tourne dans le sens indirect .

= (

a*i

t

I I

au

es t  in té ressant  pour  la  su i te  de  connaî t re  l ' a l lu re  de  la

vo is inage  de  I ' o r ig ine .courbe P l (a ,q )

D'après le théorème d'expansion de Poincaré,  on sai t  que pour



tout t e F,r"J er xi
de ces deux var iables

?(t ,

/1 \avec  n1(0 )  = \o /  e t

D 'au t re

ona :

et n3 est

D'où on  en  dédu i t  que :

zt  -  a)  (xr  -  n Î t )  
,-5

( t )=0 ,  i€2N.

Plus,  n1 est  so lu t ion de

n du système différentiel

=xz

= (2q cos
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pet i t ,  ?( t ,  o ,  ( : i ) ,  . ,  q)  esr  une fonct ion analyr ique
:  \o/

/xî r
0,  (  J/ ,  

ô,  Q) = r in l ( t )  + (x i )2n2(r)  + (x i )3(r)ns(r)  + . . .

/0  \
ni(o)  =\o/  ,  i , -2 .

par t ,  pu isque ?( t ,  o , ( - : Ï  ) ,  a ,  q)  = -  ?(r ,  o / t i )  ,  . ,  e) ,\  0  /  \o / -

M(a,  q)  e t  nr l 'E ;  =  u(a,Q)  ;

su ivant :

n i

De

sol ut i  o

Ir'
| . * ,

ôVec n1 = ( ; ; )

,r(î) = x(a,q)(E) 
Io^"'r- ' ' (a,s)(r)(._ro.*rr]r, ,r,oltr l  ) 

ds ;

et si  e est un vecteur normé qui or iente le plan des phases, on a :
rnn/2

nrts) n nrt$) = | |  t .  - zq cos 2s) ,f r.) ds . e-  2  "  2  U )o

fir/2
=-: / urr ' lr lrr)ar.e

6 Jo 
r

1nn /2
=* I r ir tr) 01(s))2.ê,z Jo

s i  u(a 'q)  est  por té  par  I 'un des axes ;  la  courbe Fr(a,q)  a  a lors  l ,une des
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a l lu res  su ivan tes  au  vo is inage  de  l ' o r ig ine  :

Lorsque e t (X(a ,q) )  =  -  2k  (k  e t  m premiers  en t re  eux)  ( resp .  -  2k  - l

(2k  +  1  e t  2m premiers  en t re  eux) ) ,  pour  a  c ro issant ,  vu  I 'a l lu re  de  la  courbe
Pr (a ,q ) ,  une  b i fu rca t ion  non  t r i v ia le  de  la  so lu t ion  nu l le  aura  l i eu  dans

,y?(P(a,q) ,  mn) ( resp.  l f l | tP(a,q)  ,  znn)) .

Une d iscuss ion  ident ique peut  se  fa i re  pour  PZ(a ,q)  e t  on  mont re
a ins i  que s i  o r (X(a ,q) )  =  -2k  (k  e t  m premiers  en t re  eux)  ( resp" -2k- l  (2k  +  1
e t  2m premiers  en t re  eux) ) ,  a lo rs  pour  a  c ro issant ,  i l  ex is te  une b i fu rca t ion
non t r i v ia le  de  la  so lu t ion  nu l le  aunsrY l (P(a ,q) ,  mn)  ( resp  .81 . /o tp (a ,q ) ,  2nrn) .

s 5. - :::::=:::::13::

Nous al lons dans ce dernier paragraphe faire une étude numérique de
P(1 ,q) .  Concernant  ce t te  équat ion ,  nous  avons  t rouvé un  ar t i c le  de  J .B .  l ' l c laugh l in

t6 ]  ;  son  é tude numér ique,  basée sur  les  i té ra t ions  de ' l ' app l i ca t ion  de  Po incarê ,
a  é té  fa i te  pour  i l l us t re r  la  des t ruc t ion  de  zones  s tab les  par  les  b i fu rca t ions
avec  doub lement  de  pér iode.  L 'ex is tence de  ce t te  é tude de  P(ô ,Q) ,  avec  a  =  1 ,  a
mot ivé notre choix.

D'autre part ,  notre étude sera fa i te avec lq l  -< 3 ;  cet te restr ict ion
est due au fai t  que la major i té des séparatr ices sont for tement instables pour q
cro issant  en  va leur  abso lue .

Nous dé terminerons ,  dans  les  p ' lans  (x i ,  O)  ( i  =  1  e t  2 ) ,  des  sépara-
tr ices représentant des solut ions pér iodiques, harmoniques ou sous-harmoniques,
obtenues par perturbat ion du cas autonome, I 'existence de ces sêparatr ices étant
garant ie par la théor ie (S 4) pour q pet i t  i  pour certaines de ces séparatr ices,
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nous il lustrerons le phénomène de bifurcation se produisant lors d'un changement
de stabi l i tê ou à l ' intér ieur d 'un arc stable.  De plus. ,  pour toutes ces sépara-
tr ices'  nous donnons la stabi t i té au sens inf in i tésimal des solut ions pér iodiques
correspondantes (grâce à la Zème méthode exposée au g 4.1. de la prenrière partie):
les arcs instables êtant ceux compris entre les points de deux flèches consêcutives
et ceux n 'ayant pas de f lèches, les autres étant stables.

Introduisons quelques notat ions supplémentaires ;  aux di f férents
ensembles x et  o nous accolerons I ' indice a en haut à gauche lorsque cette
valeur est  f ixée ;  de plus,  outre I ' indice nr nous aurons besoin d,un deuxiène
ind ice ,  no té  l ,  spéc i f ian t  que la  so lu t ion  nr -pér iod ique en lace  l ,o r ig ine  ou  le
cylindre des phases I fois pendant le temps nn.

A ins i  ( x i ,9 )  €  
l l j  

t n , l )  équ ivau t  à  :

(q,  * i '  1)  e r j (n)  et  ?( . ,  o ,  (  l i  )  ,  t ,  9)  entace t 'or ig ine I  fo is  pendant  le
\0 /

temps mn.

Toutes les séparatrices que nous représentons ont un temps
in i t ia l  to  =  0e  on  pour ra  u t i l i se r  le  52 .3 .  ou  le  $  2 .4 .  pour  ob ten i r  d ,au t res
sépara t r i ces ,  en  par t i cu l ie r ,  ce l les  â  temps in i t ia l  to  =  n /2 .

Enf in,  notons que deux séparatr ices,  ayant le nrême temps in i t ia l ,
ne peuvent se couper que si  le rapport  n l l  est  ident ique ;  en part icul ier ,
les séparatrices obtenues par perturbation des cas autonomes sont disjointes deux
à deux, n/ \  est  a lors sous forme i r réduct ib le.  

r .

5 .1 . -  Separa t r i ces  dans  le  p lan  (x i4 )

Cons idérons  la  sépara t r i ce  du  p lan  (x i ,a )  (c f .  f igure  Z)  i ssue
dupo in t  (0 '  ( l )  )  (  2k<  m)  i  noussu ivonsce t tesêpara t r i ce jusqu 'à la
va leur  ô  =  I  pour  avo i r  une va ieur  approx imat ive  de  la  cond i t ion  in i t ia le ,  pu is
nous appliquons la méthode des symétries.

voici résumés dans un tableau les cas que nous avons traitês :
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xÏ=

1.5186

I .7980

2 .0100

2.3L56

2 .6071

2.7882

3.0696

3.t266

t13, ,  (2,1 )

sépara t r i ce  inc luse  dans no  sur  f i g .

1r! ts,z)

0n peut fa i re les commentaires suivants :

1.-  Les séparatr ices qui  possèdent uniquement la symétr ie I  (2-3-5-6)

sont partout instables ; ceux de symêtrie 0 (1-4-7-8-9) possèdent un arc

s tab le ,  so i t  pour  g<  0 ,  so i t  pour  q  >  0  ;  sur  la  f igure  6 ,  les  a rcs  s tab les

des séparatr ices 8 et  9 n 'ont  pu être reprêsentés car i ls  sont d 'une très

fa ib le  longueur .

2.-  Lorsque lq l  c roî t ,  des groupes de séparat r ices f in issent  par

s'att i rer plus ou moins rapidement ;  les solut ions correspondantes sont alors
fortement instables.

3. -  L 'ensemble  des  cond i t ions  in i t ia les  x i  €  [0 ,n ] ,  comespondant  à

une solut ion mr -pêr iodique (m et  k premiers entre eux) de P( l ,0) ,  est  partout

dense dans  n  
[0 , r1 .  S i  c i  (  i  =  1 ,2 r3)  sont  t ro is  de  ces  cond i t ions

in i t i a les  avec  c ! .  cZ  <  c ,  e t  s i  S . '  (  i  =  L ,2 ,  3 )  son t  les  sépara t r i ces
correspondantes, alors S, deneure strictement entre S, et Sr.
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-  Séparatr ices dans le ptan (xi ,e) ;  si  le point(xi ,q) appart ient à une
de ces séparatr ices,  a lors la

issue au temps in i t ia l  0 de xi

so lu t iondeX+(1
avec une dérivée

- Zqcos 2t) sin x,
nu l le ,  est  pér iod ique.

FIGURE 6
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4. -  Pour  l ' o rb i te  de  cer ta ines  so lu t ions  on  se  repor te ra  aux  f igures

7 et  B ;  le numéro entre parenthèses étant celui  de la séparatr ice correspon-

dante.

Séparatr ices obtenues par bi furcat ion :

1 . -  La  sépara t r i ce  10  cor respondant  à  une b i fu rca t ion  aunr  1 r ! {4 ,2 ) ,  la  b i fu rca t ion

a l ieu  à  l ' i n té r ieur  de  I 'a rc  s tab le  de  la  sêpara t r i ce  L  ;  ce t te  b i fu rca t ion  a

entr"aîné la perte de la symêtr ie 2 et  un doublement de pér iode. Au point

d ' in te rsec t ion  des  sépara t r i ces  1  e t  10 ,  les  va leurs  carac tér is t iques

À1 et  l ,  associées â l 'équat ion aux var iat ions sont te l les que :  x2,  = l , f i  = L ;
l 'arc stable de la séparatr ice 1 cont ient  un ensemble partout dense de points

où une puissance ent ière n des valeurs caractér ist iques associées à

l 'équat ion  aux  var ia t ions  va len t  I 'un i tê ,  ce t te  cond i t ion  es t  nécessa i re  pour

qu ' i l  y  a i t  b i fu rca t ion  avec  des  sous-harmon iques  d 'o rdre  n  de  la  pér iode

2r

2 . -  Pour  q  -  -  0 .61 ,  la  s tab i l i té  change sur  la  sépara t r i ce  L ,  le  coef f i c ien t  b  de

la matr ice associée s 'annule en changeant de signe ;  d 'après le théorème 3

deux types de bi furcat ion sont possibles ;  nous avons trouvé une bi furcat ion
1 n

dans ' : i (2 ,1 )  :  ce  qu i  cor respond à  la  sépara t r i ce  11  ;  à  no ter  que la  b i fu r -
I '

cat ion a s implement entraîné une perte de la symétr ie 2.

3 . -  Pour  q  =  -  0 .651,  la  s tab i l i té  change sur  la  sépara t r i ce  11 ,  le  coef f i c ien t

a de la matr ice associée s 'annule en changeant de signe ;  en accord avec le

théorème 3, nous avons trouvé une bi furcat ion dans l r f t+,2) :  ce qui

cor respond à  la  sépara t r i ce  12 ;  i c i ,  la  b i fu rca t ion  a  cons is té  en  un  doub le-

ment de pér iode.

5.2.-  Séparatr ices dans le plan (xîrgl

Consi dérons

du point (0, t  f f  ) ' l  Gk
sépara t r i ce  du  p lan  ( râ ,u )  (c f .  f igure  3)  i ssue

m) ;  on procède ensui te corune au 5.1.

la

\<

Voici résumés les cas que nous avons trai tés :
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sépara t r i ce  inc luse  dans no  sur  la  f i g .  9

t,3,, G '7)

1 .3768

1 .5654

1.6883

1 .8318

7.9290

1.9688

7.9987

1.  9999

4 . -  Pour  I ' o rb i te  de  cer ta ines  so lu t ions ,

La  sépara t r i ce  10  i l l us t re
pondant à un doublenent de pér iode, el le a

1,f,r{ a,e )

1r$,rto,r)

1. -

Fa isons  les  remarques  su ivan tes :

Pour  q  =  0 ,  nous  re t rouvons ,  à  un  déphasage près ,  les  mêmes so lu t ions

oér iod iques  que  dans  le  $  5 .1 .

? . -  0n  cons ta te ra  que ce t te  fo is -c i ,  les  sépara t r i ces  2-3-5-6  possèdent  chacune

un  a rc  s tab le .

3 . -  Les  sépara t r i ces  1-4-7-B-9  n 'on t  nécess i té  aucun ca lcu l  supp lémenta i re ,  e l les

sont obtenues lors du calcul  des séparatr ices de même numéro dans le 5 5.1.

on se reportera aux f igures 10 et  11.

une bi furcat ion en zone stable corres-

l i eupourg=0 .44 .
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Sêpara t r i ces  dans  le  p lan  (x i ,O)  ( type  osc i l la t ion)  ;
(x i ,g )  appar t ien t  à  une de  ces .sépara t r i ces ,  a lo rs  la
i i  +  (L  -  ?q  cos  2 t )  s in  x  =  0 ,  i ssue au  temps in i t ia l
une dér ivée égale à x i  est  pêr iodique.

s i  le  po in t

solut ion de
0 de 0 avec

FIGURE 9 -
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5 .3. -  fep..atf  i . .s A" Wperotat ion dans  le  p lan  (x i ,q )  avec  x i  =  0

Cons idérons  la  sépara t r i ce  du  p lan  (x i ,a )  (c f .  f igure  4)  i ssue du
) v

po in t  (  1 I  ,0 )  I  à  nouveau ,  i l  su f f i t  de  su iv re  la  sépara t r i ce  iusqu 'à ' l a

va . leu r  â  =  I  pour  avo i r  une  va leur  approx imat i ve  de  la  cond i t i on  in i t i a le ,

pu is  nous  app l iquons  la  méthode des  symét r ies .

Tab leau des  cas  t ra i tés  :

m

4

3

4

i

4

3

2

*i= sépara t r i ce  inc luse  dans f i g .  l ' 2

2.0012

3.0287

2 . I277

2.2060

2.5229

2 .9133

3 .0529

3 .34 ls

tn3,n(4,1)

1nfl,.,,{+'r)

1nf,n{z,s)

1n!,n{a, t )

1n!{s,z )

,3

1n!,n{t , t )

lnf{r,+)

Toutes ces séparatr ices possèdent au moins un arc stable.

Pour  q  =  0 .63 ,  la  s tab i l i t é  change  sur  la  sépara t r i ce  6  ;  i l  y  a

une bi furcat ion dans 'nî ' f?r ,Z),1a séparatr ice correspondante est  la symétr ique par

rappor t  à  I ' axe  x !  de  la  sépara t r i ce  11  (c f . f i gu re  15) .  La  s tab i l i t é  change  à

nouveau  pour  q  =  -  1 .54  ;  i I  ex is te  a lo rs  une  b i fu rca t jon  dans  ln f l tZ ,2 ) ,  ce  qu i

cor respond à  la  sépara t r i ce  13 .

13  e t  14 .

Pour  I 'o rb i te  de  cer ta ines  so lu t ions ,  on  se  repor te ra  aux  f igures



102

FIGURE 12 - Séparatrices de type rotation dans
si le point (xi ,e) appart ient à
solut ion de i i  + (1 - 2q cos 2t)
0 de 0 avec une dérivée égale à

le  p lan (x i ,q)  avec x ï  =  0 ;
de ces sêparatrices, alors la
x = 0, issue au temps ini t ial
est périodique.

une
s in
xi,
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5.4.- feparatrices ae tvpe xi,g) avec xi : '

Tableau des cas trai tés :

xi= séparatroice incluse dans n"  su r  la  f i g .  15

lnf 
,o{+,r )

lno,o{3,1 )

1no,o{2,1)

0.0153

0 .0718

0.3404

0.7260

0.9309

t .5379

2 .1183

2 .3065

2.6768

1n0,6(4 ,3  
)

1nf 
,o{ r ,t )

1no,ot4,5)

lno,o{2,3 
)

Toutes les séparatr ices possèdent un arc stable à l 'except ion des

sépara t r i ces  n 'ayant  qu 'une seu le  symét r ie  (4  -  8 ) '

Pour  q  '  0 .22 ,  i l  y  a  une b i fu rca t ion  dans  ln f tz ,2 ) ,  ce  qu i

cor respond à  la  sépara t r i ce  10 ;  la  sépara t r i ce  lL  cor respond,  e l le  auss i '  à  une

b i fu rca t ion  dans  tn !  (z ,z ) ,  e l le  a  l ieu  pour  Q =  0 .63 .  La  sépara t r i ce  12  cor res-

pond à une bi furcat ion dans 1cr0 (4,4).

pour I 'orbi te de certaines solut ions pér iodiques, on se reportera

aux f igures 1.6 et  17.



109

Séparatri ces

po in t  ( x i ,Q)

de i i  + (1 -

une dêrivée

de type rotat ion dans le plan (xi ,9) avec xt =

appart ient à une de ces séparatr ices, alors la
2q cos 2t )  s in  x  = 0,  issue au temps in i t ia l  0

égale à *â,  est  pêr iod ique.

n  ;  S i  l e

sol uti on
de n avec

FIGURE 15 .
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