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INTRODUCTION

Lorsqu'un processus a pour modéle mathématique un systéme diffé-
rentiel de 1a forme :

,g% = f(t,x),

ol le second membre de 1'équation est une fonction p-périodique du temps, on
peut se poser les problémes de 1'existence de solutions p-périodiques (harmo-
niques) ou kp-périodiques (sous-harmoniques d'ordre k), de la stabilité et du
nombre de ces solutions périodiques.

Ce type de systéme différentiel périodique régit 1'évolution de
bon nombre de processus intervenant en sciences physiques, en sciences de la
vie ..., et pour lesquels il peut étre primordial, soit d'amener, soit d'em-
pé€cher 1'évolution du processus vers un phénoméne périodique.

On aborde généralement ces problémes en utilisant la méthode de
Poincaré ou des méthodes de 1'analyse fonctionnelle [7]. Notre approche sera
différente dans la mesure ol nous supposons d'emblée que le systéme différen-
tiel est avec "symétries" : c'est-a-dire que, dans le plan des phases, le champ
de vecteurs induit présenté, 3 des instants donnés, certaines propriétés de sy-
métries. Cette hypothése n'est pas restrictive mais éng]obe une trés large clas-
se de systémes différentiels, car les propriétés de symétriés d'un systéme diffé-
rentiel sont directement liées aux symétriés internes du processus qu'il décrit.
Nous retrouvons ces symétriés au niveau de certains ensembles de solutions, et
ainsi, une simple condition de transversalité de la 1/2-application de Poincaré
(fonction qui & x° associe la valéur, au temps p/2, de la solutionqui a3t =0
vaut x°) nous assure 1'existence d'une solution p-périodique dont la localisa-
tion est alors trés aisée ; cette méthode de recherche de solutions périodiques

avec symétrie (s) a &té développée dans [9] et exposée en détail dans [10] .

PREMIERE PARTIE

C'est 1a partie théorique de ce travail ; nous montrons (§3.1.)
comment les propriétés de symétries d'un systéme différentiel non lingaire pério-
dique et d'une solution périodique avec symétrie(s), de ce systéme, se trans-



mettent au systéme d'@quations aux variations associé a cette solution. Depuis
Poincaré on connait 1'importance de ce dernier systéme. En effet , soit (Af)
une famille continue en A de systémes différentiels p-périodiques et soit "¢
une solution p-périodique de ("f) ; si le systéme d'équations aux variations
associé a "@n'est pas exceptionnel pour la période p (i.e. n'admet pas de so-
lutions p-périodiques non triviales), alors, pout tout A suffisamment proche de
‘o
tende vers "pour A tendant vers n [3]; de plus, si nous supposons que la fa-

n, il existe une solution p-périodique et une seule, notée A%& telle que

mille (xf) et la solution " sont avec symétries, alors les solutions p-pério-
diques, obtenues par perturbation de ", ont les mémes symétries que "{; avec
cette derniére hypothése, si le systéme d'équations aux variations associé a
Tpest exceptionnel pour la période 2p, dans le cas ol n99est une solution avec
symétrie 1 ou 2 (i.e. dans le plan des phases (Oxl, Ox2), T'orbite de "pest
symétrique par rapport aux deux axes), ou p, dans le cas ol "®est une solution
avec symétrie 0 (i.e. 1'orbite de "pest symétrique par rapport aux deux axes),
alors des bifurcations peuvent exister dans certaines familles de solutions pé-
riodiques (harmoniques ou sous-harmoniques) avec symétrie (s) ; la nature de ces
bifurcations est fonction des coefficients de la matrice associée a "®(§3.3.).
La matrice associée a une solution périodique avec symétrie (s) est obtenue a
partir de la solution matricielle fondamentale du systéme d'équations aux varia-
tions associé dont elle facilite le calcul de 1'indice de Poincaré y (pour la
double période) ; en particulier, si y = - 1, 1a solution initiale est instable ,
et si y = + 1,elle est stable au sens infinitésimal [2]; de plus, si Ta solution

est stable (resp. instable) pour t -~ +~, il en est de méme pour t »~ = (§ 3.2.).

Aprés le § 1, consacré aux définitions et aux premiéres proprié-
tés qui en découlent, nous consacrons le § 2 & 1'étude deée*U)), ensemble des
systemes différentiels linéaires p-périodiques avec symétries au temps t = 0 ;
nous montrons que si (1) est un tel systéme, alors (1) et ses solutions fonda-
mentales sont entiérement définis par leurs valeurs sur [0,p/2] (§ 2.2.). Nous
notonség**(p)cégf(p) 1'ensemble de ces systémes n'admettant pas d'autre solu-
tion p-périodique ou p-antipériodique que la solution nulle. Au § 2.4. nous
prouvons que si (1) appartient é.&g*(p), 1'indice de Poincaré vy de (1) pour la
période 2p est &gal a -sgn (abcd) ou a, b, c et d sont les valeurs, au temps
p/2, des coefficients de 1a solution matricielle fondamentale de (1) ; si y =+ 1
(resp. - 1),1e systéme (1) est stable au sens de Lyapounov (resp. instable).

J
D'autre part, on notera qu'un systéme appartenant a & (p), tout
comme un systéme hamiltonien, s'il est stable, ne peut pas étre asymptotiquement
stable (§ 2.3.). S
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Aux § 2.5. et 2.6. nous étudions la structure de ég?p) et nous
montrons qmaég*Yp) est composé d'une infinité de composantes connexes qui sont
des ouverts deé@'(p) et qui respectent la stabilité ; d'autre part, les zones
frontiéres de ces composantes connexes sont des fermés connexes deé@‘(p) :
1'appartenance d'un élément decﬁ?ip), d une de ces composantes connexes, est
entiérement déterminée par son "nombre d'oscillation" qui est 1ié aux valeurs
sur [0,p/2] de 1a solution matricielle fondamentale de ce systéme.

¥
Nous exhibons ainsi une structure deé@(p) qui parait trés sem-
blable & celle des systémes hamiltoniens [13]; en fait, comme nous le montrons
au § 2.7., ces deux structures sont identiques.

Enfin, le § 4 est tourné vers 1'exploitation que 1'on peut faire
de cette structure au niveau de la stabilité et des bifurcations d'une solution
périodique. Nous détaillons deux méthodes numériques, dont 1'une est basée sur
1'intégration du systéme aux variations, qui automatisent le calcul des coeffi-
cients de la matrice associée & une solution périodique d'un systéme différen-
tiel avec symétries dépendant de paramétres, parallélement & la méthode des symé-
tries, et permettent alors de préciser la stabilité et de localiser avec préci-
sion les bifurcations pouvant exister sur les familles continues de solutions
périodiques avec symétrie (s) ; en effet, si un ou deux des coefficients chan-
gent de signe, le systéme aux variations change de composante connexe, et les
bifurcations &ventuelles peuvent étre localisées de maniére automatique et pré-
cise.

La premiére partie se termine par une application a 1'équation de
Duffing sans dissipation.

DEUXIEME PARTIE

-

Cette partie est consacrée & une &tude théorique et numérique du
pendule forcé dont 1'équation est donnée par :

d2x . -
—= + (a - 2qcos 2t) sin x = 0 (1)

dt?

et qui sera notée, sous sa forme canonique, par P(a,q). A notre connaissance
aucune étude de ce genre n'a encore été entreprise pour P(a,q) ; on peut toute-
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fois citer une étude numérique sur P(1,q) due & J.B. MclLaughlin [6]. On traite
généralement cette équation du pendule, par exemple [5], en supposant x petit ;
on fait alors 1'approximation sin x = x - %é, aprés quoi on recherche, pour les
petites oscillations, des approximations de solutions périodiques ; le probléme
de la stabilité est ensuite résolu par le biais de 1'équation de Mathieu dont on
connait le diagramme de stabilité [1]. D'autre part, on fait souvent référence

a 1'équation (1) pour lui substituer sa premiére approximation (&quation aux
variations associée a& la solution nulle) qui est 1'équation de Mathieu [12] [4].

Aprés 1'exposé du modéle mécanique (§ 1) qui sous-tend cette équa-
tion différentielle, nous entamons avec le § 2, dans le cadre symétries-périodici-
té, une étude préliminaire de P(a,q) en présentant les différents ensembles de
solutions périodiques de type oscillation et rotation, lTeurs modes de représen-
tation ainsi que leurs propriétes.

Le § 3 est consacré aux solutions harmoniques obtenues par un
classique calcul de perturbations ; de longs calculs sont nécessaires pour avoir
une approximation analytique des solutions périodiques obtenues par perturbation
~d'une solution périodique connue explicitement.

Le § 4 s'inspire trés largement de la premiére partie, et prin-
cipalement du théoréme 3, pour justifier, en théorie, 1'existence et la nature
des perturbations du cas autonome et de 1a solution nulle.

Enfin, le § 5 est consacré & une étude numérique de P(1l,q) ; des
familles de solutions périodiques, harmoniques et sous-harmoniques, sont repré-
sentées sous forme de cartes ol apparait une des conditions initiales (1'autre
étant constante), ainsi que la stabilité, en fonction du paramétre q. De plus,
pour chaque cas, nous donnons les tracés de plusieurs orbites de solutions pério-
diques correspondantes.

Pour chaque carte, nous commencons par représenter certaines
familles de solutions périodiques avec symétrie(s) obtenues par perturbations
du cas autonome ; 1'existence de ces perturbations est garantie, pour g petit,
par la théorie du § 4. Les séparatrices ainsi obtenues sont toutes disjointes.
Pour certaines d'entre elles, nous illustrons le phénoméne de bifurcation dans
d'autres familles qui a Tieu lors d'un changement de stabilité ou & 1'intérieur
d'un arc stable. Lors de ces bifurcations, on peut constater, pour la nouvelle
famille obtenue, un doublement de période ou la perte d'une symétrie. Ces phé-
noménes ont déja &té observés lors de 1'étude de 1'équation de Duffing [10] ;
pour cette équation toutes les familles de solutions périodiques avec symétrie (s)



ont pu étre obtenues par perturbations du cas autonome ; ce qui n'est pas le
cas pour le pendule forcé ol aucune famille obtenue par bifurcation ne peut étre
directement une perturbation du cas autonome.

L'&tude numérique de P(1,q), entreprise au § 5, est, bien sir,
incompléte et nécessiterait, pour avoir un affinage des cartes donnant la struc-
turation des différents ensembles de solutions périodiques symétriques, une inves-
tigation supplémentaire.

A cette occasion, il serait intéressant de répondre aux questions
suivantes. Existe-t-il des zones oii les arcs stables (resp. instables) sont
partout denses ? Si de telles zones existent, peut-on y trouver des sous-ensem-
bles ol les arcs instables (resp. stables) seraient partout denses ? Si non,
et si des conditions initiales et des paramétres appartiennent a.une "zone
stable" (resp. instable), la solution correspondante, dans le cas ou elle n'est
pas périodique avec symétrie(s), est-elle stable (resp. instable) ?

D'autre part, il resterait d étudier 1'évolution des différentes

-

cartes lorsque 1'on fait varier a & partir de la valeur 1.

Enfin, la question suivante reste posée : un systéme différentiel
non linéaire périodique avec symétries, et en particulier P(a,q), admet-il des
solutions périodiques non symétriques ? Pour un systéme différentiel lindaire
avec symétries, n'admettant que des solutions périodiques, 1a réponse est
négative. '



PREMIERE PARTIE
SYSTEMES DIFFERENTIELS PERIODIQUES AVEC SYMETRIES :
STABILITE ET BIFURCATIONS

1.1.- Définition

On appelle systeme différentiel avec symétrie i (i =1ou?2)au
temps a, un systéme différentiel de dimension deux :

& = f(tx), | ()

X f
oll X = <X1)€R2 et ou f = <f1) R x R2 > R2, analytique en x et continue
2 2 .

par morceaux en t, est telle que :
' i+j-1 i+1 i .
fila = tixp,x)) = (-1)*"d filo + t,(-1)" xl,(-l)‘xz), (j = 1,2),
(t,xl,xz) e IR3.

On notera ﬁﬁ“ 1'ensemble des systémes différentiels avec symétrie
i au temps oa.

Le systéme différentiel (f) définit dans le plandes phases
(0x1,0x2), 3 chaque instant t € R, un champ de vecteurs Vt’ tel que pour tout
x € R2, Vt(x) soit le vecteur f(t,x) admettant x pour origine ; (f) est un
systéme différentiel avec symétrie i au temps o si et seulement si

Vort(55(x)) = s5(= Vo () (t,x) € R x R?

ou S5 est la symétrie d'axe Oxj.



1.1.2.- Quelgues_exemples
a.- Equation de Mathieu
( dx1
dt
S M(a,q)
dx2
—— = (2qcos 2t - a)x1
L dt _

On vérifie que M(a,q) appartient é%on ?2"/2, ainsi qu'a ?’1“/%%0 .

b.- Equation de Duffing sans dissipation

’
o

X
dt 2 :
" d(z,&)
dx2 v

3
- cxl - 2x1 + gcos t

_ dt
On a ici 1'exemple d'un systéme différentiel non linéaire appartenant a

2
€F10[7 %:é“/ .

c.- Equation du probléme restreint des trois corps

/
™
it 2

E
9 (E)

dx
2 -3
—2 o (8 + (1)) 2

g dt

ol ro est une fonction périodique du temps et paire ; on constate alors que (E)
appartient a ?ion ?’20.

1.2.- Propriétés des solutions

. (7
Notons SP(f) 1'ensemble des solutions de (f) ; si{p= @
appartient a P(f), désignons par I() C R son ensemble de 2
définition maximal.



Lemme 1

Soit (f)eF:* et soit we P(f) ; si ®;_; (a) = 0, alors pour tout t tel que
a - t appartienne & I(¥), on a :

P (o= t) = (1)@ (a4 1), (5= 1,2).

L'orbite de ¥, dans le plan des phases (0x1,0x2), est donc symé-
trique par rapport a 1'axe Oxi.

Démonstration

Posons u(t) ={¥{a - t), alors u est solution de :

dx
dt

- f(a - t,x) (1)

v
(v1>’ avec :
2

vi(t) = (™M@ (a4 ), (5= 1,2).

]

Posons de méme v

On a alors :

dv. .. dP
=L (1) = (1)
dt dt

(D™ @t Pla+t), Byla + 1)

= (-1)1+ filavt, -1 (1), (1) (), (G = 1,2).

Comme (f) appartient a f;?“ s ON a :

dv.
~—L(t) = -f; (@ =ty v (t), Vo(t)), (§ = 1,2).
J 1 2
dt
On a ainsi montré que v est aussi solution de (1) ; de plus, si
903_i(a) = 0, alors u(0) = v(0) et donc u(t) = v(t) pour tout t tel que
a -t €I(P) ; on peut remarquer que I(¥) est un intervalle centré en a.



1.3.- Lemme 2

a.- Soit (f)eﬁ’i“nﬁ?{s (i =1o0u?2), avec 8 > a 3 si {Pest une solution de (f)
telle que @5 ; (a) ==¥g_i (B), alors Pest périodique, de période 2(g-a) ; son
orbite est symétrique par rapport a 1'axe Oxi.

b.- Soit (f)e?i“n%B, avec B > a 3 si Pest une solution de (f) telle que
Py(a) =¥ (8) =0, alors P est une solution 2(g-a)-antipériodique (i.e.
P2(g-a) + t) = -P(t), t€R) ; son orbite est symétrique par rapport aux
deux axes, donc aussi par rapport d 1'origine dans le plan des phases.

Démonstration

Dans les deux cas I(¥) est égal & R ; en effet, si (f) appartient
éfﬁa et si (p, appartenant aP(f), est telle que (,03_1.(a) = 0, nous avons déja
remarqué qu'alors I({) est centré en o ; ainsi, dans les deux cas, I(¥) est un
intervalle centré en o et en 8, avec 8 # a, donc I({) =R.

Pour (a), d'aprés le lemme 1, on a :

Yﬁ(t) = (-1)1+39?j(- t + 2a)

= F(t + 2(e-a)), (5 = 1.2), tER,

ce qui prouve la bériodicité de .

Pour (b), toujours d'aprés le lemme 1, on a :

P(t) = (-1 P (- 4 20)

- (t+ 2(8-a)), (3 = 1,2), tER,
ce qui achéve la démonstration.

1.4.- Systémes différentiels périodiques avec symétries

SoitEF?“ (p)C;SFQ“ 1'ensemble des systémes différentiels (f) avec
symétrie i (i = 1 ou 2) au temps o et de période p, c'est-d-dire tels que :

£(t + p, x) = F(£4x), (tix)e R xR2.



10

I1 ne sera pas supposé, sauf mention exp]icite, que p est la
période minimale de (f). Notons P(f) 1'ensemble des périodes de (f).

a.- Soit (f)ggﬁga(p) (i =1 ou2) ; alors, pour tout p' € P(f), (f) appartient
3 5¢;a + p'/z(p).
b.- Soit (f)eF(p)N ?;B(pj (i =1 ou2) ; alors i1 existe p' € P(f) tel que :
6=a mod (p'/2).
c.- Soit (f)€EFia(P)r)EFéB(P) ; alors il existe p' € P(f) tel que :
g=a mod (p'/4).

Démonstration

Pour (a), (f) appartenant aﬂ?}“(p), on a :

5ok’ /2% 1)) (-1)i+j'1fj(a-p'/2+t,(-1)‘+1x1,(-1)ixz)
_ (-1)1+j'1fj(a+p-/2+t,(-1)?+1x1,(-1)‘x2),

(j = 192)’
(t’xl’XZ) € 'R39

la derniére égalité est due au fait que p' e P(f), ce qui achéve la démonstration.

Pour (b), on a :

ity rg) = (1) 2ant, () g, (1) )

fj(Z(B-a)+t,x1,x2), (3 = 1,2), (t,x,%p) € R3,

ainsi 2(g-a) est une période de (f).
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Pour (c), on a :

fj(t,xl,xz) = (-1)ij(2a-t, xl,—xz)

- fj(Z(B-a)+ t,-xl,-xz)

j+l oot
(-1) fj(4a 28-t, xl,xz)

fj(4(3'°‘)+tsxl’x2)’ (3 = 1,2), (t,xlaxz)é R3,
ce qui achéve la démonstration.

1.5.- Solutions p-périodiques d'un systéme différentiel p-périodique avec
symétrie (s)

Portons maintenant notre attention sur les solutions p-périodiques
d'un systeme différentiel (f) p-périodique avec symétries ; les trois lemmes
précédents nous permettent d'énoncer :

Théoréme 1

a.- Soit (F)eF*(p) (i =1ou2) ; notons A% (f,p) 1'ensembie des solutions
i i

©
S0=( 1) de (f) qui vérifient :
P, -

@) = Bsla+ pr2) =05

si Pappartient a é%%“(f,p), alors yDest p-périodique, d'orbite symétrique par
rapport a 0x1.

b.- Soit (f)eéﬁ{a(P)(W g:éa+p/4(p) ; hotons é/%“(f,p) 1'ensemble des solutions
(‘pl - o
p-= (PZ) de (f) qui vérifient :
Ppla) =F(a +p/4) =03

si {0 appartient 5é¥5“(f,p), alors ¥ est p/2-antipériodique, d'orbite symétrique
par rapport aux deux axes.

Notons ézaa(p) 1'ensemblegzzu(p)r)5?5“+p/4(p) ; nous dirons dans
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Ta suite qu'un &lément (f)e;ﬁﬁ;’(p) est un systéme différentiel p-périodique
avec la symétrie 0 au temps a.

§ 2.- Systemes différentiels linéaires périodiques avec symétries

2.1.- Soit ééip) 1'ensemble des systémes différentiels linéaires de
dimension deux :

&=, (1)

X
avec X =<X1)6IR2 etou i :R ~+JG(2,R) est continue par morceaux et p-périodique,
2

p n'étant pas forcément la période minimale.

Définissons dans &5(p) les ensembles suivants :
£(p) = Fp)nlp)s (i =0, 1et 2).

On peut alors vérifier que si un systéme (1) appartient & &%ﬁ“(p),
c'est-da-dire s'il posséde la symétrie 1 au temps a, i1 appartient aussi a
éé;“(p), et posséde donc aussi la symétrie 2 au temps o ; on a donc pour tout
aE R :

B,°(p) =5 (p)
nous identifierons ces deux ensembles dans une seule notion :é@“(p)

D'autre part, si (1)e<§56“(p), alors (1) appartient aussi a
ééi“+p/4(p) ; d'aprés le lemme 3, on peut alors en déduire que (1) est un systéme
différentiel 1inéaire p/2-périodique ; on a donc :

&y (p) =F"(p/2),

Le but de ce paragraphe est de mettre en évidence une structure
de 8*(p) ; nous supposons, sans restriction de la généralité, que a =0 ; en
effet, soit :

&= 1w, M
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un systéme différentiel linéaire appartenant é<§3a(p) ; posons T =t - a et
y(t) = x(t) ; on vérifie alors que y(t) est solution de :

¥ = L(x)y,s (L)
avec L(t) = 1(t + o), et que (L) appartient a<§8°(p).

Nous noterons B p) 1'ensemb1eé€0(p).

2.2.- Proposition 1

Un systéme (1) appartenant a & (p) est dansé&??p) si et seulement
si, en notant 1(t) = (lij(t)), (i,d=1,2), on a :

a. ]ii TR+R (i=1,2) est une fonction impaire.

b. ]ij :R->R (i,j = 1,2, 1 # j) est une fonction paire.

La démonstration est &lémentaire en utilisant les formules de la
définition 1.1.

La proposition précédente donne une caractérisation matricielle
d'un systéme (1) appartenant a‘§§*(p) ; nous allons mettre en évidence une autre
caractérisation, plus maniable, par les solutions matricielles fondamentales.

Notons Xy * R > 6Lt (2,R) 1a solution matricielle fondamentale
ent =0de (1). D'aprés le théoréme de Liouville, on a :

p
det X](p) = eprr trace 1(t)dt ;
0

d'aprés la proposition 1, trace 1(t) est une fonction impaire du temps, on en
déduit donc que si (1) appartient é<§?*(p), alors :

det X](p) =+ 13
ainsi le produit des valeurs propres de X](p), qui ‘sont aussi les valeurs carac-

téristiques de (1) pour la période p, est &gal & 1, ce qui prouve la proposition
suivante :
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L'application de Poincaré X](p), d'un systéme différentiel
linéaire (1) appartenant éééf(p), est conservative (c'est-da-dire qu'elle con-
serve les aires). En particulier, un systéme différentiel linéaire appartenant
éég*(p) ne peut pas étre asymptotiquement stable.

2.3.- On sait que si (1) appartient 5$¥?(p) alors :
X;(t) €6LT(2,R), t R, et

X; (0) = I
(2)

X; (t+p) = X (t).X{(p), t R

Ces trois propriétés servent parfois de définition pour des
systémes différentiels linéaires p-périodiques [8].

Un systéme (1) appartenant 3 Z(p) est dans & (p) si et
seulement si :

1 0
Xj(-t) = I; X;(t)I; , teR, I =(o _1) (3)

Démonstration

@ ]
Soit X] = (‘P; w;) ; d'aprésvle Temme 1, Pl et ¥y sont des

fonctions paires, tandis que Y% et ¥q sont des fonctions impaires,'ce qui peut
se traduire par (3).

Corollaire

Si (1) appartient & & *(p), on daéduit de (2) et (3) que :
Xi(t + p/2) = I, X (p/2 - ) X7% (p/2) 1, ¥; (p/2), tE R (4)

D'aprés la proposition 1, un systéme (1) appartenant aég*(p) est
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entigrement défini par ses valeurs sur [0,p/2]; la formule (4) permet, en parti-
culier, d'expliciter X](t) pour tout t e:[p/Z,pﬂ connaissant X](t) pour
t e[0,p/2].

2.4.- Stabilité

Définition

Un systeme (1)e &(p) est dit exceptionnel pour la période p si
et seulement si det [}](p) - I] =0 ; si (1) n'est pas exceptionnel, on appelle
indice de Poincaré de (1) pour la période p, le nombre yp(l) appartenant a
{-1,+41} tel que :

v, (1) = sgn (det [ (p)-1])

* a C
Soit (1)ecb (p) et soit X](p/2) =( ) .
b d
a.- Si abdc = 0 (resp bc = 0) alors (1) est exceptionnel pour la période
2p (resp. p) et (1) admet alors au moins une solution p-antipériodique ou
p-périodique (resp. p-périodique) non triviale.
Tohtes les solutions sont p-antipériodiques (resp. p-périodiques),
et alors (1) est stable au sens de Liapounov, si et seulement sia=d =20

(resp. b = ¢ = 0).

b.- Si abcd # 0 (resp. bc # 0), alors (1) n'est pas exceptionnel pour 1a
période 2p (resp. p) et on a :

yzp(l) = - sgn(abcd)  (resp. yp(l) = - sgn (bc))
(1) est donc stable au sens de Liapounov si abcd < 0 et instable si abcd > 0.

Démonstration

D'aprés (4), on a :

X,(p) = 1, X7 (p/2)1; Xy (p/2), (5)
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ce qui donne, si on note par A>0 le déterminant de X](p/2) :

1 A+2bc 2cd
X;(p) = = ( (6)
A 2ab A+2bc
et donc :
det D(](p) -] =-2 3 be.
A

A C
Soit X](p) =( ) ; comme det X](p) =+ 1, les calculs
B D

précédents, effectués pour la période 2 p, donnent :

det [X,(2p) - IJ = - 4BC = - lAg- abed.

Le reste de la démonstration est alors évident.

2.5.- Munissons‘ﬁgip) d'une topologie, en posant

p/2 x
= [T neie e B,
o [1(t)|= VI IZ,(E).

15J

Notons E(p) 1'ensemble des applications :
X :R > 6L (2R),

qui sont continues et continiment dérivables par morceaux et qui vérifient les
*
propriétés (2) et (3). On peut munir :%?(p) d'une distance, en posant :

p/2 dX dX2
d(X;:Xp) = sup [X;(t) = X,(t)] +f0 —( ) - =2 (x)

[0.p/2]

dr, X et X,eX(p)

Si (1) appartient aé@(p), alors X] appartient a :E (p), et réci-
proquement, si X appartient a{}) (p), alors i1 existe (1) appartenant é.&? (p)
tel que X] = X ; de plus, comme cas particulier d'un théoréme plus général [13],
on a :
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*

L'application i : & (p) > 06 (p), qui & (1) associe Xqs

est un homéomorphisme.

Cette proposition va nous permettre d'introduire une structure

sur é@*(p) par 1'intermédiaire de x* (p).

*
Soit X appartenant & 6 (p) et soient :
() = ())
e, = s By =
1 \o 2 \1 ’

posons :

w0 = X(e/2)ey . (=12 . (1)

Soit alors 51(X) (i = 1,2) 1a variation angulaire du vecteur
X(t)e; pour t variant de 0 & p/2 ; puisque pour tout t € R, det X(t) # O,

la mesure de 1'angle (ul(X), uz(X)) est strictément comprise entre 0 et .
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Définition

Soit Xe Ss?p) ; on appelle nombre d'oscillation associé a X
pour 1a période p, le nombre o(X) = (8;(X), 6,(X)), avec :

0.(X) = Z6.(x), (3 = 1,2).

Dans 1e plan (61,62), notons B Tla bande ouverte formée par
1'ensemble des couples (61,62) tels que |61—62| < 1. ’

Puisque pour X appartenant a SC*(p), la mesure de 1'angle
(u1(X), uy(X)) est égale & 6,(X) - 85(X) + gﬁ on en déduit :

L] *
Si X appartient a %6 (p), alors o(X) appartient a B .
Définition

. *
On dira de deux systémes appartenant a 9C (p) qu'ils sont
semblables si et seulement si Teurs nombres d'oscillation sont égaux.

On identifiera 1'ensemble des classes d'équivalence avec B*.

*
Si deux éléments X0 et X1 appartenant @ 6 (p) sont semblables,
alors :

a.- leurs matrices de Poincaré Xo(p) et Xl(p) sont semblables.

%*
b.- i1 existe dans 3C (p) un chemin continu X\» A€ [0,1] » joignant Xp & Xq, tel
que pour tout A€ [0,1], X, soit semblable & Xg.
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Démonstration

c.

a. '
a.- Posons xi(p/z) = < 1 1) (i = 0,1) ; puisque e(XO) = e(Xl), il existe
b d,

i i
u > Oetv > 0 tels que :

a; = uay b1 = “bO » €] = vCq » d1 = vdo ; d'aprés 6, on ; :

.d. + b.c. 2c.d.

1 2 .

Xi(p) = 5rq= .c.(” oo ),(1=0,1>.
1 171 i

IT est maintenant aisé de montrer que :

-1 u 0
X;(p) = S “X5(p)S, avec S =
1 0 0 v

~ b.- La démonstration se fait en trois étapes ; grdce a (4), les déformations dans

36*(p), qui transforment XG en Xl’ seront définies sur 1'intervalle [0,p/2]
_uniquement :

" 1.- Le chemin continu H, = AXl(p/Z) + (l-A)XO(p/Z), re [0,1], dans GL+(2,R)
joint X,(p/2) a ’xl(p/2). '

2.- Définissons le chemin ixe:}aip), r» € [0,1],par

K (8) = Hypy o Xg' (p/2)%4(t) s t e [0.p/2]).

Puisque X; est semblable a XO,‘il est clair que, pour tout
e [0,1], X, est semblable & X, ; de plus, X;(p/2) est &gal & X;(p/2).

*
3.- Soit Dye & (p) défini par :

Dp(t) = Ry (t1TH(t), teR 5

on\a-Dd(O)v= Do(p/2) = I ; de plus 6(Dy) = (0,0), en effet, un résultat, énoncé
dans [13], nous permet d'affirmer que :

0;(X;) = ei(DO) + ei(xl)’ (i = 1,2),
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or e()~(1) 6(X;), d'od le résultat ; i1 existe donc un chemin continu D,e 36 r)»
» e [0,1], Jo1gnant Dy & I et tel que, pour tout A € (0,1], D A(p/2) = 1 3 ainsi
D,Xys A E [0,1],sera un chemin continu dans N o (p) joignant Xlé Xy et tel que,
pour tout x € [0,1], D,X; soit semblable 3 Xp: Ce qui achéve la démonstration.

2.6.- Structure de CE*(p)

Nous mettons en évidence une structure sur les classes d' équ1-
valence de $ (p).

*
Dans B , définissons les ensembles suivants :

* *
B =1(8;.6,) €8 | 6, = kous, =k}, kel,
B =8 - Usg,
keZ
*
Bo.m ={(81,8,) € B"* | 0, €]n,n+1[ et eze]m,ml[}, (n,m)e Z2,
In-m] <1.

Associons & chacun de ces ensembles son correspondant dans ZB*(p) ;
ainsi, soit 36 (p) (resp. f%]k(p)) (respx (p)) 1'ensemble des X appartenant
a%(p) tels que o(X) appartienne a " (resp Bk) (resp. B )

Théoréme 2

a.- Deux éléments XO et X1 appartenant a m*(p) sont dans la méme composante
connexe de 6" (p) si et seulement si leurs nombres d'oscillation e(Xo) et -
e(x ) sont dans la méme composante connexe de B

b.- Les composantes connexesx (p) sont des ouverts ; elles respectent la
stabilité ; il y a stab1hté si et seulement si n = m.

Pour tout ke Z, B (p) est un fermé connexe ; X appartenant a
&;k(p) est stable si et seu]ement si 6(X) = (k,k), et si k est pair (resp.
impair) toutes les solutions sont p-périodiques (resp. antipériodiques) ;
sinon X est instable et si k est pair (résp. impair) 1'espace vectoriel
des solutions p-périodiques (résp. antipériodiques) est de dimension 1.
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*
c.- Si X appartient a 9€k(p), toute solution 2p-périodique a un nombre de
rotation égal a k pour la période 2p.

Par nombre de rotation d'une solution p-périodique non triviale
¥, on entend la variation angulaire, divisée par 2w, du vecteur P(t) pour t
allant de 0 a p.

Démonstration

a.-'Si 8(X;) et o(X;) appartiennent & la méme composante connexe de B™ ,
montrons qu'il existe un chemin continu dans %**(p) joignant XO a Xl'
Soit :

Hy = AX (p/2) + (1-2)Xg(p/2), 1€ [0,1] ;

c'est un chemin dans GL+(2, R) joignant Xo(p/2) a Xl(p/2)vet tel que,

pour tout Ae_[O 1] (resp. erz) reste strictement dans le cadran de
Xo(p/2)e; (resp. X <p/2)e2) |

La suite de la démonstration est ca]quee sur les étapes 2 et 3 de ce]le de

la proposition 7.

b.- Si X appartient EI%I:ﬁn(p), X n'est pas exceptionnel pour la période 2p,
et donc sz(X) est bien défini ; on vérifie que yép(X) =+1 si et seulement
sin=m.

c.- Du fait que 0,(X) = k ou 8,(X) = k, 1a vérification est immédiate.

Cette structure apparait trés semblable & Ta structure de 1'ensem-
ble des systémes linéaires périodiques hamiltoniens [13] , avec la différence im-
~portante suivante : étant donné (1)e<§€'?3), la caractérisation de la compo- .
sante connexe et de la stabilité de (1) dans é@*?p) est élémentaire par 1'inter-
mediaire de la demi-application de Poincaré (état de la solution matricielle
fondamentale aprés une demi- per1ode) I1 est ehtendu (cf. proposition 5) que -
n0Us def1n1ssons % (resp. % (p)) ( resp. o%? ) par i'l(%*(p))

(resp. i (% (resp. i'l(i}lk(p))

Puisque les deux structures sont analogues, il serait intéressant
de mettre en évidence le lien.
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2.7.- Systéemes différeptigls_1inéaireskp-périodiques avec symétries et

Soit d(p) 1'ensemble des systémes différentiels linéaires
p-périodiques, de dimension deux, de 1a forme :

o hit)x, (h)

dt

ol x € R2 et od h : R +006(2,IR) est continu par morceaux et p-périodique, et
de plus, trace h(t) = 0 (sauf peut-&tre en un nombre fini d'instants entre 0 et
p)-

Munissons }@(p) d'une norme, en posant :

p ,
Ih]| ]0 h(t)]dt  (he ).

D'autre part, soit & (p) 1'ensemble des applications :
+
X: R->G6L (2, R)
qui sont continues et continiment dérivables par morceaux et qui vérifient :

X(0) = I

X(t+p) = X(t).X(p), te R.

On munit 36 (p) d'une distance, en posant :

dX dX
—Lry - =2

dr, X, et X, & 3 (p).
dt dt

P
d(X{.X,5) = suq_le(t) - Xz(t)l + _};
[0,p]

Enfin, pour tout Xe X (p), 1(t) = ¥(t) x'L(t), t € R, definit
Ta matrice d'un &lément (1) appartenant a ég(p). dt

, _
Soit Xe & (p), alors i1 existe un systéme différentiel linéaire
hamiltonien dans sa classe d'équivalence.
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Démonstration

Soit (1)5_&g7p)7te1 que X soit la matrice fondamentale en t = 0
associée a (1) ; d'aprés la proposition 1,

| 1 0
1(-t) = I.1(t).1,t e R, I =<o _1) ;

soit (*)edB (p), » € [0,1/2], d&fini par :

M

11 = (1= M1y = My

M

2o = (1= A)1pp = Al

A A _ .
2 = 1=l s

*
soit XAe.ag(p) la matrice fondamentale en t = 0 associé a (kl) ; alors, pour

tout » € [0,1/2], on a :

t
X)‘(t) ={exp ( - A j(; (111 (s) + 122(5)) ds) I 1. X(t), teR.

On peut maintenant remarquer que (1/21) est un systéme linéaire
p-périodique hamiltonien.

*
Ainsi, le chemin continu X,, X € [0,1/2), joint dansX (p) X & X1/22
ol X1/2 est 1a matrice fondamentale en t = 0 d'un systéme différentiel Tinéaire

p-périodique hamiltonien ; de plus, pour tout A € [0,1/2], XA &étant semblable a
X, le chemin respecte la classe d'équivalence de X (voir 2.5.).

Inversément, peut-on passer contindment dans ?@(p) d'un systéme
hamiltonien quelconque a un systéme hamiltonien avec symétries ?

C'est ce que nous dit la proposition suivante.

Soit (h) € FB(p), alors il existe un chemin continu (h,), A e [0,2],
dans #6(p) joignant (h) & (h,), ol (hz)E.HEip) ; ce chemin respecte la stabilité
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ainsi que le "nombre" de solutions p-périodiques ou p-antipériodiques, les ma-
trices de Poincaré restant semblables au cours de 1a déformation. -

Démonstration

Soit (h) € J6(p) et soit Xh sa matrice fondamentale en t = 0 ; _
définissons K0 = % Ln [eXh(p)], oll ¢ = +1 est choisi pour que K, soit réeJ1e ; ainsi,
xh(p) = ¢ exp (pKO), d'od det Xh(p) = exp{p . trace KO}, donc trace KO = 0, car
det Xh(p) =+ 1

Si KO est une matrice carrée réelle constante de trace nulle, alors

il existe une matrice SO telle que det S0 =+ 1 et KO = SalKISO, ou K1 est une

matrice carrée réelle dont la diagonale est nulle.

Preuve

-X y+z
En effet, K0 est de la forme :
y -z X

si A est une valeur propre de K;, alors A2 = x2 + y2 - 72

posons :

K, = -
1 )
VA2+22-2 0
on remarque que K0 et K1 sont semblables ; il existe donc une matrice carrée

réelle S0 telle que :

_ -1
K0 = 5p K1 S.

On peut toujours supposer que det Sp =+ 1; sidet Sy=-1,

(o )
I, = 3
1 0 -1

posons S0 = I1 SO, oll
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on a alors :

-1 = =
SO K1 S

%o

-~

avec K1

0 ]

IlKIII qui est de trace nulle et det §0 =+ 1.

Revenons maintenant & notre démonstration qui se fera en 3 points :

1.- Soit c? 1'ensemble des matrices carrées constantes de det = + 1 ; c'est un
ensemble connexe ; ainsi, il existe un chemin continu SA dans &,
» € [0,1], joignant S, & I.

-1 . + PP
2.- Posons K, =S “K;S., » e[0,1] ;5 soit X,: R~>6L" (2,R), » € [0,1],défini

par :
X (t) = X (t) e 0 etfh | ter;
on vérifie facilement que X,, A € [0,1], appartient & ) (p).
I1 est aisé alors de vérifier que (h,), A € [0,1], défini par :
dx

h,(t) = d—t*-(t) L), tewr,

appartient 3 '¥8(p), en effet :

det XA(t) 1,

or

t
det XA(t) exp] trace h)‘(s)ds, t eR,
0

donc

t []
j trace h, (s)ds = 0, teR.
0

Ainsi, (h,), » € [0,1],est un chemin continu dans Jb(p) joignant h & hy-

3.- Posons Dl(t) 1(t)e tKl teR ; D € o(p) ensemble des chemins dans
oL* (2, R) continus et continiment demvables par morceaux tels que :
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Dl(O) =1,
Dl(t +p) = i-Dl(t), teR,
det Dl(t) = 1.

On sait alors qu'il existe n €Z et un chemin D, € a(p), 2 & [1,2), qui joint.
D; a Dy, avec :

nmd 0 -1 v
D(t)-exp(— t) , teR , J = .
2 1 0

Soit alors X)‘e X (p), » € [1,2], défini par :
X (t) = 0,(t) e, ter.
On vérifie que (h,), e [1,2), defini par :
dX
h(t) = — (t) X' (t), teR,
dt

appartient bien a 46 (p).

Ainsi (h,), A € [0,2], est un chemin continu dans H(p) Jo1gnant‘
(h) a (hy) 5 or (hy) € gg (p), en effet : o

Xo(t) = exp (Eﬂ t) e 1 te R,

comme on peut le vérifier.

I1 est a noter qu'au cours de la déformation les matrices de
Poincaré X, (p), A e [0,2], sont semblables & X(p), matrice de Poincaré associée
3 (h). Ce qui achéve la démonstration. '

L'exemple qui suit montre qu'on peut trouver des chem1ns menant
d'un élément de 3B(p) dans une classe d'équivalence de<§3 (p), tout en 1a1ssant
les matrices de Poincaré semblables entre elles au cours de la déformation, mais
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que cette classe d'équivalence n'est pas unigue.

Soit (h)e #B(p) tel que :

-1 0
h(t) = ( ) .
0 1

On a

Xp(t) = exp (th), t & R,
d'ol

KO = h ;
Or

7~
I

1 < 0 -1 ) 1 ( 1 -1 )
= STNKSy » Ky = , Sy = — ]
0 1°0 1°\.; o 0" >\

D'aprés les points 1. et 2. de la démonstration précédente, on
peut déduire qu'il existe un chemin continu dans F&(p) menant de (h) a (hl)

€ géf(p), avec :

%)
h,(t) = H
1(%) 1 0

et on montre'que :

Xh (p/2) =

( ch(p/2) -sh(p/2)>
. .

~sh(p/2) ch(p/2)
Mais on a aussi :

1

) ( 0 _1/2> . . ( 1/2 -1/2) ‘
Khn = S17KoS; s Ky = ? 1 ?
0~ 1721 27\ ., 0 1 1

donc il existe un chemin continu dans #8(p) menant de (h) & (hy) e 56*(p), avec :

" <' 0 -1/2 )
h € = >
2 -2 0

et on niontre que : ch(p/2) -1/2sh(p/2)
Xh (p/2) = ( ) '
2 -2sh(p/2) ch(p/2)

Ces deux chemins laissent les matrices de Poincaré semblables
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entre elles au cours des déformations, pourtant on peut.constater que (hl) et
(h2) ne sont pas semblables, leurs nombres d'oscillation n'étant pas égaux.

§ 3.- Systeémes différentiels périodiques avec symétries

3.1.- Equations aux variations

Soit (f) un systéme différentiel p-périodique avec symétries,
c'est-a-dire qu'il existe a e R et i €{0,1,2} tels que :

fe Fn).

Soit P une solution de (f) et soit (1¢) 1'équatidn aux variations
associée 3 P ; on a :

FUF.p) (i = 1,2), alors (1p) appartient a B%(p)..

T oo

a.- si P appartient

Qr .

h.- si ¢ appartient -Jpg(f,p), alors (1) appartient a:&?é(p/Z);

Démonstration

Prenons o« = 0 ; on a :

) = 2 (e, p(r), teRr

a;»'Il est.clair qué 1y7estp—pérﬁodique. POsons 1 = ((1cp)kj), (k,.j - 1,2)-;v :
on a : : _ B '
: of
(1f§kj(—t) = 5}3 (-t,ﬁol(-t),ﬁpz(-t))
- z—%'f-(-t,- (-1)*! <P1<t)-, (-1) P (1))

kei+l 2Tk

- = (-1) A (t,.wl(t)’ Soz(t))
J

= ()T ) (1), teR
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La proposition 1 nous permet alors de conclure que (1)
appartient a o<g (p).

'b.- En fait, grace é'(a), il suffit de montref'que 1Y7est de périodé p/2. On a :

of
() (4p/2) = 5—)(—:':— (64012, P, (£49/2) . £y(£49/2)
of, ,
"Ry (v/2, 901 t), - Fp(t)), teR.

Or on peut montker que, dans ce cas, on a :
f(E+p/2, x5 =Xp) = -F(tixps%0), (t xl,xz) e R3,

On én déduit que :
afk
(1Pl (t+p/2) = 55~ (t, P1(t), Po(t))

- (19)5(t),  teR.
3.2.- Stabilita

3.2.1.- Def1n1t1on

Si (pest une solution p-périodique de (f), on appelle indice de
Poincaré de Ppour la période p, et on Te note Yp (¥, 1 1nd1ce de Poincaré de
(130) pour la per1ode p, lorsque celui-ci est def1n1

Notons P {.,a,x’) : R+ R2Z, Ta solution de (f) telle que :
P (a,a,x°) = x° €R2. '

Si @ (-,a,x°) appart1ent a<9’ (f.p) (i = 1,2) (resp.bog(f,p)),

alors, d' aprés le theoreme 1 et en notant

<x1>
x° =\ o
X2

on a-:
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Si ¢pappartient éf?(f,p) (i = 1,2) (resp.bpg(f,p)), posons
p' = p (resp. p' = p/2) ; associons & ¥ la matrice suivante :

a Cc 9
Mi(p) = ( )==_f?( o+ p/2, a, X° + ")|w = ( 0_)
b d w _ 0

Alors :
yp.(lgo) = -sgn (bc), si bc #vO‘;
yzp.(yﬁ = —sgn‘(abcd), si abcd # 0.

Démonstration

I1 suffit de constater que M?(p) est la valeur, au temps o« + p'/2,
de 1a solution matricielle fondamentale en t = o de 1'équation aux variations
associée @ ¥, et d'invoquer ensuite la proposition 10 et 1la proposition 4.

Ce résultat est important en pratique : on verra plus loin que la
détermination numérique de 1'indice de Poincaré d'une solution périodique avec
symétrie (s) est ainsi facilitée ; il faut cepéndant remarquer que la détermina-
tion de T2p' (%) ne pérmét pas toujours de préciserbla stabilité de ¥ ; en effet,
- si yzp.(yn = - 1, alors Pest instable Eﬂ ; par contre, si yzp.(go) =+1, il y
a stabilité infinitésimale (par définition) [2], mais pas nécessairement stabi-
lité pour (2 (pour des systémes hamiltoniens, on trouvera des contrexemples dans

[11)).

Dans le cadre des systémes avec symétries, la méme difficulté sub-
siste ; en effet, soit :

o

= joz + sin (got)zz% (2)
. ’ _ . P N
{ z =x+Jy, 6= 3 avec p#0etq> 0

2= -1

\

Posons : f(t, z, z) = joz + sin (qot)z Eq'_

£ (t X0 )+ ify(t X, 9)
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le systéme (z) induit le systéme différentiel suivant :

&= ftxy) | ()

W
3% = fz(t,x,y)_.

On peut montrer le résultat suivant :
e{Ff > f(-t, z, z) = -f(t, z, z), z € .
, - 0
Cette propriété nous permet de montrer que (f)eE%; (2n) .
_ o - - 1

On remarque que Y= 0 est solution de (f) ; 1'équation aux varia-
tions associée a P est la suivante :

/
< (1)
“dv
= ou M
L%

(1) est un systeme différentiel 11nea1re stable quelle que so1t la valeur de 0;
de plus, (1) e&; 2r) et on peut montrer que : ’

y4 (1(?) = sgn (cosZen.sin?em) =+ 1 , sio# %-,_k e L.

%0\ ' X0 X0
Soit y(t, O, ) 1a solution de (f) telle que (0,0, )=
Yo/ " Yo Yo

p =( 1) est une fonction analytique de (x,,yn) pour t € [0,2r], ainsi :
Yo 0°70 _

wl(t) = Xgcosot - yosinet + ...
wz(t) = X)COs6t + ygcoset + ...
Posons : Zg = Xg t iyo,

z(t) = ¥y(t) + iup(t), teR.

Jn a alors : Z(t_)v“: e1etzo + Az(t) R t‘E.IR,‘ o | (8)

QJI
N

0 Ay(t) est une série de termes en (z, zy) de degré supérieur ou égal
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D'autre part, on a :

27
2y = z(2n) = o 1210 2y + w}’ e %% sin(eqs)z(s)z(s)9 ds (9)
0

En combinant (8) et (9), on obtient :
' 2w
: ) -jes . ies -16Qs =zq »
z, = ei2mo | z5 + v}f e sin(eqs) e ™ zj e zg ds + Aq+2 s
0

ol Aq+2 est une série en (zo, 20) commencant par des termes de degré supérieur ou
égal a q + 2.

On a donc :

. =q
- oi2m8 [20 + Czgzg + AQ+é] .

|
avec :
27 » .
C =\J[ sin (eqs) e 199S g5
0 v
= - i
Ainsi :
2, = 1210 , (1 - inzd) .
1 0 7(0 ceey
d'ou
2] = 23 (1 - dquz) + ...

28 - iqn(zoio)q + ...

Definissons 1'application suivante :

zy v z(2n,0;zo),

ol z(.,O,zO) est la solution de (z) qui a t = 0 vaut Zg-
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On peut montrer que la solution nulle de (z) est stable au
sens de Liapounov pour t -~ + » si et seulement si :

Ve>0,3n>0]¥zyel, ¥nelN , |z <n =[S"(zg)] <e.

Nous verrons plus loin (proposition 12) que, dans le cadre des

* 0

systémes différentiels périodiques avec symétries, on peut remplacer "¥ ne N
par 'Y ne Z* ".

Posons maintenant :

29 =% +iy =12

n n n n’
R = (2] =29, neZ.
n n n'
On a alors :
Zn+1 = Zn - 'iCI‘ITIanz + e e ’
Yoer = Yy - anlZ |2 + ... nel.

Il existe donc 0 < 81 < 1, tel que, si Rn<61, alors :

- 9m p2
Y Y Rn.

1€ 'p 9

Supposons maintenant qu'il existe zg € € tel que :
n
¥nelZZ, [S'zp|< 8,
alors :

Y Y -91Rr2l s Y , nel.

3
nfl no o, n
La suite { Yn}n el étant décroissante et bornée, converge pour
n~++e~ ; cela entraine que Rn+0 pour n + + = , donc Yn+ Opour n » + =
ainsi :

-<
n
X
n

0, neZ;
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ce qui prouve que la solution nulle de (z) est instable.

L'analogie des systémes différentiels avec symétries avec les
systémes hamiltoniens subsiste dans Ta proposition suivante.:

, Si ¢ appartenant aéf“(f p) est stable (resp. instable) pour
t o>+ w, a]ors ' est stable (resp 1nstable)vpour t » - », et réciproquement.

Démonstration

Prenons o = 0 et supposons que ¥ = ¥ (., 0, x°) appartienne

Soit T : R2 > R2Z défini par T(x) = (p, 0, x).

On sait que 50(., 0, x°), solution p- per1od1que est stable au
sens de L1apounov si et seu]ement si :

¥e> 0, In>0] ¥xeR2, ¥nelN*, ||x=x°|] < n => ||TN(x)x°]] < e,
ot ||«|| est une norme sur R2.

Notons alors s(x) le symetr1que de x par rapport a 1'axe Ox1 H
on montre alors que :

s(‘Tn(x)) =T "s(x)), x € R2, nelN;

.y _( A1) .
en effet, si @ (t, 0, x) = sz(t) est solution de (f), alors

Sol(np - t) . . L ) ‘
u(t) = - (np - 1)/ est aussi solutior de (f), d'od le résultat. On a donc :

T(B(x°, n)) C B(x°, €), r{em‘,
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d'oli T'n(B(x°, n)) c;s(Tn(B(x°; n))) C. B(x°, €), ne N .
Ce qui prouve la stabilité de ¢ pour t » - =,
La réciproque est immédiate.

3.3.- Systémes différentiels périodiques dépendant de paramétres

Munissons 1'ensemble des systémes différentiels p-périodiques de
dimension 2 (en tant qu'ensemble d'application f : R3 +R2) de la topologie de
la convergence compacte, ce qui fait des ensemb1es 37?(p), ie{0, 1, 2}, a€R,
des espaces topologiques. ’

De méme, munissons 1'ensemble ﬁ(p) des fonctions ¥: R ~R?2,
continues et p-périodiques, de cette méme topologie. |

Soient m € N et A un domaine delRm, et soit :
Fea-%F%p) ., (i=0,10u2),

une application continue, dite famille continue de systémes différentiels
p-périodiques avec symétrie. i et paramétrée:par'x € A ; on note F(X) par
(Af), par A%’une solution de (Af), et par A'P(.,'_to, x°) la solution de (Af)
telle que X‘,D(to, to, X°) = x°.

On sait depuis Poincaré [3] que, &tant donné n e n et "¢ une
solution p-périodique de (”f), alors si 1'équation aux variations, (1”(9), associée
'_ a ”(P, n'‘est pas exceptionnelle pour la période p, il existe, pour A € A voisin
de n, une solution p-périodique et une seule, ALP e.(xf), qui soit une petite
perturbation de "¢ .

Définition-

Etant donné F : A—+§5?(p) (i =0,10u?2), soit "pefT("F,p); on dit que
"pest un point ou &lément exceptionnel dans ??(”f,p) si (1"@) est exception- :
nelle pour la période 2p' (p' =p si i =10u 2 etp'=p/2sii=0);dans le

cas contraire, “pest dit point ordinaire danSEP?("f,p).
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Si "¢ est un point ordinaire dans'épg(”f,p), il est aisé de voir
que 1'unique solution p-périodique, ASD, obtenue par perturbation de ”90, est
encore une solution admettant la symétrie i (i.e. >‘56'e¢SP(%‘()‘1’,p)).

3.3.2.- Point_i_ordinaire, point_de i-bifurcation

Definition

Etant donne F : & > F5(p) (i = 0, 1 ou 2), soit "pe LI("f,p) ;
on dit que "¢ est un point i-ordinaire dans éo?(”f,p),'si il existe Uca,
voisinage de n, tel que pour tout 2e UV, il existe une solution >‘5P¢sé4(13‘()\f,p)
et une seule, telle que A99 ~ M si x>y ; un point ”ykéf?(“f,p), qui n'est
pas i-ordinaire, est dit point de i-bifurcation dansCSQ?(”f,p).

Soient F : A% 3(p) (i=0,10u2)et "c,oef‘;‘(“f,p) ; soit
M?(p) = <2g g) la matrice associée & "¢ par la proposition 11 ; si i = 0
(resp. 1,2) et si a # 0 (resp. (b # 0, ¢c #0), alors “99 est un point O-ordinaire

(resp. 1,2 -ordinaire) dans<99?(“f,p).

Démonstration

X© Prouvons Ta proposition pour i = 1 ; soit AQD = A50(., a, X°),
avec x° = 1) , une solution de (f) 3 Ay9est alors dansépg(xf,p) si et seule-
ment si 0 '

. \ | L xi
H(x],’ >‘) = sz(a+p/2, Q, 0 )=0‘
Or, on a :

H("Py(a), n) = 0,

H ("Pi(a), n) = b.

evi-2

3
3X1

Le théoréme des fonctions implicites nous assure alors, si b # 0,
gue 1'équation H(xi, A) = 0 admet une unique so]ution'xi(x) pour X voisin de n.
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3.3.3.- Soient 993(3 0, 1) deux solutions'p-périodiques apparte-
nant a éP (AJ)f sp) (i =0, 1 ou 2). Soit C un chem1n continu de 1a forme
(A(u), (,0(“)) u £ [0 1], joignant (AO ‘f’ ) a (Al K,O ), tel que pour tout

ne [0 1] <P u) appartienne aéoa )‘(“)f,p) ; alors, pour tout u € [0,1],

(1 u) ) appartient & &Qa(p ) (p' = p sii=1lou2etp' =p/2sii=0). Le
chemin C induit un chemin C* dans B ; pour tout g € [0,1], tel que (1 gﬁuo))
appartienne 3 C* n ( B* - B*), (1‘P(“0)) est exceptionnelle pour la période
2p', et donc P{¥0) est un point exceptionnel.

On peut alors se poser la question suivante : ce point exceptionnel,
élément d'une famille de solutions p-périodiques avec la symétrie i, peut-i].étre
un point de 0, 1 ou 2 - bifurcation pour la période p (bifurcation avec des '
harmoniques) ou pour la période np (n > 1) (bifurcation avec des sous-harmoniques
d'ordre n) ? C'est 1'objet du théoréme suivant. |

Théoréme 3

Soit 1 €10, 1 2}, et supposons que pour tout A e.A,'(Af) _
appart1enne a 37u (p) ; soit *Pun point exceptionnel dans<§°“ f,p) et soit
(b sa matrice associée par la proposition 11 ; on a alors :

1. 41Si i=1 (resp. 2), ne N} 99est un point i- -ordinaire, danséP“( f, 2np)
si ab # 0 (resp. cd # 0), dans‘ﬁoa f, (2n+1)p) si b#0 (resp c # 0), et dans
' éP“+p/2(Af 2np) si bd # 0 (resp. ac # 0).

2.-Sii=0,nelN, (,Dest un point, O-ordinaire dans éoa( f.(2n+l)p) si
a # 0, l-ordinaire dana&o?( f,np) etép(’“tp/2 Af,2np) si ab # 0, et 2-ordinaire
dans P54 (¢ ,np) etsPg * 3p/4("f 2np) si ac # 0.

Démonstration

Rappelons que si 506.«50“( f,p), on note par M$ (p) la. matr1ce asso-
ciée a 99 par la proposition 11, c'est-a-dire la valeur au temps o+ p'/2
(p' =psii=1ou2etp'=p/2siiz=D0) de la solution matricielle fondamen-
tale en t = o de 1'équation aux variations associée a AQD.

Prenons o = 0,

1.- On a Mi(p) = ( ) et d'aprés (6) :
_ b d
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ad+bc 2cd
MO(2p) = — (
© ad-bc 2ab ad+bc

En utilisant 1es propriétés des matrices fondamentales, on montre
que les matrices associées a 9” en tant qu'élément deépo( f,2np),
JP?(Af,(2n+1)p) etcy9p/2(*f 2np), sont les suivantes :
0
M (2np) = (4 (P))",
0 0
My ((2n + 1)p) = M((p) M((2np),

MB/2(2np) = MY((2n + RYM (PN 5 1.

_ I suffit ensuite de calculer ces différentes matrices pour les
cas a=0,b=0,c=0etd=0, et d'utiliser 1a proposition 13.

2.- Dans le cas i = 0, on a :
0 a ¢
M(p)=( )
0 b d

et on calcule pour les différents cas a =0, b=0, c = 0 et d = 0, les matrices

suivantes :
' . d+bc 2cd
0 a
Ml(p) = — ( ). ,
ad-bc 2ab ad+bc

M (np) = (3",
Mo((2n+1)p) = Mg(p) My(np),
M/ np) = MY((zm1yp) M3(o0) T,
M/2(2np) = M) (2np)

w3/ % (2np) = WY (2mp),  mp 1,

Comme précédemment, il suffit ensuite d'invoquer la proposition 13.



41

§ 4.- Méthodes et app11cat1ons

4.1.- Méthqdes de détermination’de»1'jndi¢e de Poincaré et de 1a matrice
associée & une solution périodique '

Une méthode de localisation de solutions périodiques avec symétries,
de systémes différentiels non linéaires, de dimension 2, avec symétries, a été
exposée en détail dans [10] ; cette méthode peut &tre complétée en vue de la
détermination de la matrice associée a cette solution, et donc aussi de son indicé
de Poincareé ; so1t par exemple (f)e?o(p), et supposons que Y= ¥ (., 0, x°)
appartenant a éf’ f,p) ait été déterminée par la méthode des symétries ; la ma-
trice associée a ?9 est la suivante :

v 0 a c 3’ . B '
My(P) =<b d,) = %W (p/4, 0, x+w)|W= (0) ,

0

c'est aussi la valeur, au temps p/4, de la solution matricielle fondamentale en
= 0 de 1'équation aux variations associée & ¥ .

lére méthode

‘ a /c
La matrice Mg(p) est telle que les vecteurs u==<_ >et vV = ( )

b
sont les vecteurs tangents aux deux courbes analytiques orientées

W

1) )W €R L et P(p/d, 0, x° +( 0

P(p/4, 0, x° + <
v \ o v,

) )s W, € R, au

point Wy = Wy = 0.

Si u et v appartiennent a deux quadrants adjacents parmi les
quatre quadrants déterminés par les paralléles aux axes issues du point
® (p/4, 0, x°), le produit abcd est négatif, et donc 1'indice de Poincaré de ¢
pour la période p est égal a + 1, sinon i1 est égal & - 1 ou i1 est non défini.

La détermination numérique de u et v peut étre effectuée en com-
plément de 1a méthode des symétries, par 1a‘méme'technique d'intégration numérique
(1a méthode de Runge-Kutta par exemple) et au prix de trés peu de calculs supplé-
mentaires : i1 suffit de discrétiser W, € Rt et W, € R au voisinage de 0, de
déterminer les solutions issues des quelques points correspondants sur 1'inter-
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valle [O,p/4], en ne retenant que les points extrémités des arcs de solutions
obtenus, au temps p/4 ; les deux petits arcs de courbe (discrétisé) ainsi obtenus,
issus de ¥ (p/4, 0, x°), peuvent &tre assimilés a u et v.

2éme méthode

Soit une méthode numérique d'intégration, telle 1la méthode
Runge-Kutta d'ordre 4 par exemple ; pour pouvoir intégrer numériquement une solu-
tion de 1'équation différentielle : '

d?x dx
—= = S (t, x, ) (S)
dt2 LU
t
sur un intervalle de la forme [0,t;], avec un pas h = 7}, ot ne N, i1 suffit de
savoir calculer S(k g s X x2), ol X4 et x, sont quelconques et k = 0, 1, ... 2n.

Cette remarque, apparemment triviale, nous donnera un autre moyen de calculer la

=~

matrice associée & une solution périodique : en intégrant tout simplement 1'équation

-~

aux variations associée d cette solution.

Reprenons 1’'exemple d'avant, mais placons nous dans le cas ol

P(., 0, x°) =( ‘P) et ol ¢ = 95 (., O, (xi,C)) est la solution,de 1'équation
dp _
dat

différentielle :

— = F(t, x, Erq xe R » (F)
s s . o L s o de _ u s 4 L
qui @ t = 0 vaut x] et dont la dérivée, § = ", at =0 vaut 0.

Son équation aux variations est donnée par :

d2y

§Y = (4, P (1), P(t) y + 2= (t, P (1), P (t)) (G)
dt?2  3x ax
1 2
= G(ta Y, g%)’
ol E%;' s (1 =1,2), est 1a dérivée partielle de F(t, xl,.xz) par rapport a X+

Soit RK (XIO’ X500 to, h, STORAL S) un algorithme permettant
de calculer numériquement : |
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"‘ X(to + hs to, (Xlo.’ XZO))

>x
—
—
L

et

Xp1 = X'(to + b, tay (X10s Xpg))s  (x' = &),
ou x(t, to, (x10’ Xa0)) est 1a solution de (S) qui est telle que :
X(to, to, (X1qe Xog)) = X10 et x'(to,s to, (le’ XZO)) = X0+

On peut prendre pour RK une méthode Runge-Kutta d'ordre 4, soit |
1'algorithme suivant : o

ry = (h2/2) S (to, x4s Xog)

t =1t +h/2 |

Xp = X9 + (1/2) h xpq + (1/4) vy
Xg = Xoq * (1/h) r B

r2‘= (h2/2) S (t, xqs Xo)

X5 = Xpq *+ (1/h) 1y

ry = (h2/2) S (t, X1s Xp)
t=t,+h

X1= X109 * h Xo0 * T3

Xy = Xoq *+ (1/h) 2ry

r4 = (h2/2) S (t, Xl, XZ)

Xy = X1 *+ (1/h) X0 * (1/3)(ry + ry + rs)

Xp1 = Xpg *+ (1/30) (ry + (1/2)(ry + rg) + r,).
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Notre but est de pouvoir intégrer les deux solutions suivantes de

(G) :
y(t, 0, (1,0)) et y (t, 0, (0,1)),

sur [0,p/4] ; on aura alors :

y(p/4, 0, (1,0)) y(p/4, 0, (0,1))
o(P) ( )
¥(p/4, 0, (1,0)) y(p/4, 0, (0,1))

D'aprés notre remarque du début, et vu 1a forme de G, cela ne
sera numériquement possibie que si 1'on conna1t‘f’et9°' pour les différents temps
de 1a forme kvh k=0, ..., 2n, (h = -—-) s d'ol 1a nécessité d'intégrer
Y’ sur [O,p/fj, avec un pas égal a h » ce qui nous permettra alors d'intégrer
les solutions fondamentales en t = 0 de (G), sur U),p/4], avec un pas égal @ h.
On peut procéder de 1a fagon suivante :

initialisation : X109 = xi, Xoq = 0, to =0
alo = 1 'Y blo = 0, clo = 0, dlo = 1.

pour i allant de 1 @ n , faire :

1)h), P' ((i - 1)h)

mettre en mémoire fﬂ ((3
RK (xlo, XZO’ tO, h/2, Xll, X21, F)

mettre en mémoire‘? ((i - 1/2)h) = xll,‘P'((i-I/Z)h) = X1

initia]iser . Xlo = Xll, XZO = X21; tl = (i - 1/2)h
RK (xlo, Xzo, tl, h/2, Xll, X21, F)
mettre en mémoire {’ (ih) = Xq1» ‘P'(ih) = X9y

RK (alo, blO’ to, h, a11, bll’ G)

RK (clo, dlo’ to, h’c11’ dll, G)
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initialiser : 319 = 317> b10 = bll’ ¢10 = Cy1° le = d11

X10 = ¥11° %20 = X1 to = ib

Une fois 1'algorithme terminé, on a :

0 30 %10
Mo(p) =
0
bijo 910

Cette deuxiéme méthode a 1'avantage d'étre plus précise et plus
rapide que la premiére méthode ; elle s'impose donc dés que 1'on a une forme
explicite pour G. ’

L'automatisation du calcul des coefficients a, b, ¢ et d, paral-
lélement 3 la méthode des symétries, pour des systémes différentiels avec symé-
tries dépendant de paramétres, permet alors de localiser avec précision les
bifurcations pouvant exister sur les familles continues de solutions périodiques
avec symétries ; en effet, a un changement de quadrant des vecteurs u et v
correspond un changement de composante connexe dans B"* de (1), équation aux
variations associée a P, et les bifurcations éventuelles peuvent &tre localiseées
de maniére automatique et précise.

4.2.- Application a 1'équation de Duffing sans dissipation

} L'équation de Duffing sans‘dissipation (D), qu'on peut écrire
[10] sous la forme suivante :

y" + ¢y +2y3 = £ cos t D(z,¢)

admet, pour ¢ > 0 donné et £ = 0 (et 1'équation est alors autonome), une infinite
discréte de solutions de période 2 issues au temps t = 0 d'un point de 1'axe by
avec une vitesse nulle ; ainsi, par exemple, si ¢ = 0, il existe, sur le demi-
axe des y > 0, une suite de points d;abscisses Fie (k € N), avec Yo = krl, telle
qge la solution ﬁok, issue de r, avec une vitesse nulle au temps t 0, soit

d9 période minimale 2n/k, donc, pour tout k € N, de période 2.

Or, en posant y = K y' = Yoo D(z.£) peut &tre considéré comme un
systéme différentiel de dimension 2, noté d(c,z), a coefficients 2n-périodiques,
et on a : '
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d(z.c) e Fg(2n).
. - (% d
Les solutions Pr =((f'k (avec ¥ Kk = S"k) sont telles que
@, €FJ (d(0,0), 2n), ke 2N - 1.

Comme d(0,0) est autonome, les équations aux variations (1¢k)
(k € 2IN - 1) sont exceptionnelles danscé?*(n) et admettent

P, = Vik ~ comme solutions 2n-périodiques non triviales ; or ces solutions
k\'x

périodiques présentent des symétries, et sont en fait danséjoo(lqa, 2n) 3 leur
nombre d'oscillation o(1 f&) pour la période =, est donc tel que ez(lyi) est un
entier m e Z ; or on sait déterminer cet entier : étant donné ‘Pkeboo(d(o 0), 2n)
et e R, les solutions fm de d(0,0) obtenues par déphasage des solutions

F? (en posant t1 = t + 1t ) sont encore périodiques pu1sque d(0,0) est autonome ;
1'écart entre les deux solutions a 1'instant t, soit f&(t) - gm_ (t), est alors
un vecteur de lR2 dont le nombre de rotation pendant une période de temps, autour
de 1'origine, est -k, car la solution yD(t), dont 1a période minimale est %?,
enlace 1'origine (dans le plan des phases) -k fois lorsque t parcourt [0,27];

on en déduit, par un passage & la limite (v » 0), que m = -k, et donc

0,(19,) = -k, ke 2N - L.

Un raisonnement similaire, s'appuyant sur la décroissance de la
période de la solution (., 0 (x , 0)) de D(0,0) en fonction de x , permet de
montrer que

k-1 < 6 (1) < -k,kez N-1.

A toute famille continue de solutions B & (P g(d(0,£(2), 21),
» € [1,3] joignant par exemple 501 a (,03, ol £ est contmu en et £(1) = &(3) =
on associe un chemin continu o* dans B* joignant e = e(1¥ﬁ) = e(l?h) or,
tout chemin continu joignant ces deux points admet nécessairement au moins trois
points except1onnels, deux de ces points pouvant &tre confondus (en cas de
"coexistence", c'est- -a-dire si toutes les solutions d'une é&quation aux variations
de 1a famille sont 2n-périodiques) : le point o'l tel e;1= - 2, le point 6'2
(éventuel lement confoncu avec o'1) tel que e;z = - 2, et enfin le point 63
tel que 6?3' - 3. D'aprés le théoréme 3, le point yal peut étre un point de

w/2
2-bifurcation dans<§0 (d(0,6(x4)), 2m), le point Y’Az peut &tre un point de
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1-bifurcation dans <§0?(d(0,g(xz)), 27) et le point ?33 peut &tre un point de
0-bifurcation dans éP?(d(O,g(A3)), 21).

Or 1'@tude numérique de d(c,g) faite dans [10] a permis de montrer
qu'il existe effectivement de telles familles continues joignantya1 a ?% 3 en
particulier.une telle famille existe si on garde ¢ = 0 fixé ; le nombre de points
exceptionnels sur cette famille est alors effectivehent>éga1 a3, et ce sont
effectivement des points de i-bifurcatibns (ceux éhoncés plus haut) pour 1la

période 2n.
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DEUXIEME PARTIE

APPLICATION A L'ETUDE DU PENDULE FORCE

§ 1.- Le probléme mécanique

e A N

Un exemple de mouvement dont 1'équation obéit & :

d?x . _ ' .
—= + (a - 2qcos 2t) sinx =0 (1)
dt? : : :

est celui du pendule simple avec point d'attache mobiTe’(pendule forcé).

Le mouvement a lieu dans le plan vertical X0Y ; Q est le point
d'attache du pendule, la particule P est la lentille du pendule.

N

&

On suppose que la masse du fil QP est négligeable, que sa longueur
QP.= 1 est constante, et que le mouvement du point d'attache Q est défini par :

> >

Q = o cos 2tvi.

__).
Les forces agissant sur la lentille sont : son poids (mgi) et la
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XO
vaut ()ﬁ) . Si div f(t,X) = 0, alors, pour tout to € R et pour tout

2
tl : '
tle:lR, Pt conserve les aires ; on dit alors que (f) est un systéme
conservatif. 0
On constatera qu'avec cette définition P(a,q) est un systéme
conservatif. '

5.- 11 est intéressant de remarquer que si 1'on &tudie les petites oscillations
du pendule, au sens x voisin de zéro, alors la premiére approximation de (1)
est 1'équation de Mathieu. '

§ 2.- Etude préliminaire de P(a,q)

2.1.- Le systéme P(a,q) est un systéme différentiel d'ordre 2, n-périodique |
par rapport au temps et 2n-périodique en X; s il est donc naturel d'identifier
le plan des phases (Oxl, 0x2) a S1 x R, que nous appellerons le cylindre des
phases. ’ ' '

Sur le cylindre des phases, nous avons les symétries suivantes :

1.- P(a,q)eggrg(n), nous dirons que le systéme posséde la symétrie d'axe Oxi au
temps t = 0 mod [n/2] ;

2.- P(a.q)éigfg(n), nous dirons que le systéme posséde la symétrie d'axe'Ox2 au
temps t = 0 mod [v/2] ; '

3.- grdce & cette terminologie, on peut remarquer maintenant que, sur le cylindre
des phases, 1'axe x; = m et aussi un axe de symétrie au temps t = 0 [n/2].

2.2.- Différents types de solutions périodiques

Une solution Pde P(a,q) sera dite périodique si et seulement si
elle est périodique sur le cylindre des phases.

Nous nous intéresserons par la suite aux solutions harmoniques,
celles dont 1a période minimale est = (période de P(a,q)) et aux solutions sous-
harmoniques d'ordre n (n &tant un entier supérieur ou égal a 2), celles dont la
période minimale est nw.
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Trois types de solutions périodiques sont envisageables selon la
nature de 1'orbite sur le cylindre des phases :

1.- 1'orbite est un point singulier :
| 0\ | .
Y = ( ou ' <: > '
0 0

2.- T'orbite tourne autour du cylindre ; le mouvement périodique du pendule
correspond @ une rotation du pendule autour de son point d‘attache ;

3.- 1'orbite ne tourne pas autour du cylindre ; le mouvement périodique du pendule
correspond a une oscillatinn 4y pendule.

2.3.- Propriétés des solutions périodiques du type oscillation ; notations

XO
Notons par (s, t., x°, @, q), Xx° =<x%>€lR2, la solution

de P(a,q) qui a t = t, vaut x°. 2
Dans toute la suite a est égal a 0 ou a n/2.

v Dans 1'espace (q, Xl’ a) notons par zl(n), neN , 1'ensemble
des (q, Xl’ a) te]s que :

xi |
$0(.,0L,( >, a, 6(90 (a,q), nm),

et si n est pair, notons parvig 1(n) 1'ensemble des (9, xi, a) tels que :

X
(P(" Oh(o)’a q650a ,nﬂ

De méme, dans. 1'espace (q, X5, a) notons par Zg(n), ne IN* ,
1'ensemble des (g, x3, a) tels que :

0 ‘
(lo(ts OL,( o> s @, Q)Eépg(P(a’Q), n‘") 2
X _
2
et si n est pair, notons par Zg 2(n) 1'ensemble des (q, xg, a) tels que :

§> , a, eé%’o (P(a,q), nr).

X2

oo
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Ces ensembles sont tels que :
28,1'(") c z3(n), ZaO,i(n) - zg’i(kn), £3(n) c z5(kn),
avec i= 1 ou 2 et (k,n) e IN* xIN® .
Si P(t.a.x*,a,0)e FP(P(a), nr), nel , (i=1ou2),

alors :

- P(t, o, x°, a, q) = P(t, o, =x°, a, 9)P(P(a,q), nn) ,

et

Pt + 71/2,0,x%,3,q) = ﬁo(t,a-n/Z,x°,a,-q)6<99?'“/2(P(a,q), nn).
Ainsi, pour i =1 ou 2, nelN, on a :

1.- x?(n) et 28 1.(n) admettent le plan (q,a) comme plan de symétrie.

w/e
i

/2

2.- z?(n) (resp. Zg 1.(n)) est le symétrique de 1.’ (n) (resp. 0 1.(n) par rapport

au plan (x?, a).
Soit maintenant @ (t, o, x°, a, q)QCSO?(P(a,q), nn),nell‘ie s, (i=10o0u?2);

Posons :

it

b(t) (-l)j (P(t, a, X°, a, q) +<2> , telR, (J =1ou?) ;

on a alors :

v(t) = P(t, a, ("1)‘jX° +(") » =a8, =q).

0

L'orbite de v, dans le plan des phases, s'obtient & partir de celle
de ¥, dans le cas j =1 par la symétrie de centre “62) , dans le cas j = 2 par

la transiation de vecteur ( 3 ) .
Ce qui nous améne 3 faire les remarques suivantes :

1.- Dans 1'espace (q, xi,a), les ensembles obtenus & partir de z?(n) et 28 1(n)
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grace @ la symétrie centrale par rapport au point (0, #/2, 0), déterminent encore
des solutions périodiques ; deux points symétriques par rapport a (0, =/2, 0)
déterminent deux solutions périodiques telles que leurs orbites soient symétri-

ques dans le plan des phases par rapport au point ("62 .

2.- Dans 1'espace (q, x5, a), les ensembles obtenus & partir de zg(n) et 28 »(n),
grace a la symétrie d'axe XE’ et en prenant xi = nm, déterminent eux-aussi des
solutions périodiques ; les orbites de ces derniéres étant obtenues i partir des

premiéres grdce a la translation de vecteur (8‘) dans le plan des phases.

2.4.- Propriétés des solutions périodiques du type rotation ; notations

Dans 1'espace (q, xé, a) notons par Qg(n), ne N’ » 1'ensemble
des (q. xg, a) tels que :

0

[o]

%2
cylindre des phases ; vu les propriétés de symétries, la solution est alors

Pla+ 2, o, ( ) a, q) soit un point de 1'axe x; = 0 du

2

nn-périodique et son orbite sur le cylindre des phases est symétrique par rapport
a 1'axe Xq = 0.

Nous définissons de méme ©(n), n e IN, comme &tant 1'ensemble
des (q, xg, a) tels que :

so(a+-ﬂl saa(ﬂ

), a, q) soit un point de 1'axe Xp =7 du
2

*2
cylindre des phases ; vu les propriétés de symétries, 1a solution est alors
nr-périodique et son orbite sur le cylindre des phases est symétrique par rapport
a 1'axe X = ™

Enfin, on définira par Qg Tr(n) (resp. Q: 0(n)), nelN , 1'ensemble

des (q, xg, a) tels que :

0 m
SO(OL + M s (1,( )s a, q) (resp' ()O(G' + ﬂ ) (1,( )’ a, q))
2 ' xg 2 xg

soit un point de 1'axe Xp = (resp. Xy = 0) du cylindre des phases ; la solution
est alors nw-périodique et son orbite est symétrique par rapport 3 1'axe Xy = 0

et X1=Tr.
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On a Tes inclusions suivantes :

% _,(n) C 9g(2n), Q:’O(n) C @) (2n).

Tous ces ensembles admettent le plan (q, a) comme plan de symétrie.
Pour chacun de ces types d'ensembles, les ensembles obtenus en faisant a = 0
et o = n/2 sont symétriques par rapport au plan (xg, a). D'autre part,
wg(n) (resp. Qggﬂ(n)) est obtenu a partir de Q:(n) (resp. Qz’o(n)) par la symétrie
d'axe xg.

% 3.- Solutions harmoniques obtenues par des techniques classiques

Revenons & 1'équation du pendule (1) :
X + (a - 29 cos 2t) sin x = 0.

Soit x (t, to, (xO, XO), a, q) la solution de (1) issue au
temps initial t. de Xo avec une dérivée égale a X,.

3.1.- Au voisinage du point (0, 0, 4n2) dans 1'espace (q, xi, a) (xi 3_x0)

Posons a = 4n2 + ¢, le systéme (1) s'écrit alors :

X + (84n? + ¢ - 2q cos 2t) sin x = 0 (1)2

Sin# 0, il existe localement, dans 1'espace (q, xi, a), une

?(1) et passant par le point (0, 0, 4n2) ; sj

(4, xi, a) est un point de cette surface, alors la solution de :

surface analytique incluse dans &

X+ (a - 2q cos 2t) sin x = 0,

issue au temps initial O de Xg = xi avec une dérivée nulle, est n-périodique ;
cette solution enlace, dans le plan des phases, n fois 1'origine durant une
période.

Démonstration

Mettons 1'équation sous forme canonique :
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X1 = X
%o = = (4n% + ¢ - 2q cos 2t) sin X] 3

posons X1 ='x1 et X2 = x2/2n ; le systéme précédent est alors équivalent au
systéme suivant :

X1 = 2nX2
X, = -~ L (4n2 + ¢ - 2q cos 2t) sin X,
2 on : !

posons maintenant X1 = pcos 0 et X2 = psin 6 ; le systéme en p et 6 est alors le
suivant :

np sin 26 - (2n + & - 3 cos 2t) sin 8 sin (pcoss)

é:
o 2n n
6 = -2n sin2e - (2n + £ - 9 cos 2t) cos?e . sin (pcos6)
2n n pCOSH
ce systéme est lui aussi analytique.
Pour ¢ = q =0, p = 0 et 6(t) = - 2nt est une solution de ce sys-

téme, elle correspond & 1a solution nulle de (1).

- La famille de solutions n-périodiques que nous recherchons est
déterminée par :
*0

),4n2+e,q)=-mr , (5)
0

o(n/2, o,(

la condition initiale & t = 0 pour le systéme en (p,0) &tant choisie comme suit :

dans 1'expression(5) e est une fonction analytique de Xgs € et g, ceci grdce au
~ théoréme d'expansion de Poincaré [3], de plus :

0
e(n/2, 0, ( ), 4n2, 0) = - nn ;
0 _
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$i nous montrons que :

0
E (“/Za Os( )s 4n29 0) # 0 N (6)
e 0

nous aurons, grace au théoréme des fonctions implicites, démontré le théoréme ;
car alors, il existe localement une surface analytique, d'équation

a=4n+¢ = f(xi » q), ou f est analytique en (0,0), incluse dans zg(l) et passant
par (0,0,4n2),

I1 nous reste a démontrer (6) ; pour cela, considérons Te systéme
en (p,0) augmenté de ¢ = 0 et ¢ = 0.
0

Le systéme d'équations aux variations associé & la so]ution<-%yt>,

0
de ce systéme augmenté, est le suivant :

) 0 y
=L( ;
2n

-cos2 2
0 -cos42nt 2cos?2nt.cos?t y ., y= Y5 € IRY.
0 0 0 Y3
0 0 0 Ya
0
La solution de ce systéme, qui 3 t = 0 vaut ( ? > , est :
0

mﬁo.
cH<
OCOOO

- - .t _sinint - =0 ;
yi(t) = 0, y,(t) = w y3(t) = 1, ya(t) =03

IT suffit maintenant de remarquer que :

X
5 (1/2, 0=<0°), W 0) = yyln/2) = - X

Pour n = 1, un calcul classique de perturbations montrerait que :

; -9 q2 +<l x% + 1 qx6 + termes de degré > 4 ;
12 2 6

les solutions n-périodiques s'expriment alors de facon analytique en (xo,q) :

X(ts 0, (XO’O)’ 4 + ;aQ) =

cosZt.x0 +(l - lcos 2t - ~1~-cos 4t)qxO
4 6 12
+ (- 1,29 cos 2t + L cos 4t + _L. cos 6t)q2x0
24 1152 72 384

+ ~1—»(cos 2t - cos 6t)x8 + termes de degré 3 4.
192
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Sin#l,

~ 2 2
n n
e = 1 q2 + x2 - e

2(4n2-1) 2 0 2(4n2-1)

qxé + termes de degré > 4,
et

X(t, 0, (x9,0), 4n2 + ¢, q) = cos 2nt.xy +

1__ cos 2nt + 1 cos 2(n-1)t - - 1 cos 2(h+1)t)qxu

2(4n2-1) - 4(2n-1) 4(2n+1)
+ termes de degré > 3.
On peut encu: < donser une évaluation des valeurs caractéristiques.
dans le cas n =1 (le cas n > 1 demandant trop de calculs, on ne 1'a pas entrepris) ;

5 et sont les valeurs caractéristiques associées d la solution n-périodique
x(t, 0, 55 0, 4 +e,q), ona: ' ' '

A

2
2 + 1 g2 Xj o+ ...

+ A
L 2 . 32

ce qui prouve T'instabilité de ces solutions pour q et'x0 petits si q # 0 et si
X0 £ 0. ’

3.2.- Au voisinage du point (0, 0, 4n2) dans 1'espace (4, x5, a)

o

Considérons 1'équation (1)?, on a :

Si n# 0, il existe localement, dans 1'espace (q, x;, a), une
surface analytique incluse dans zg(l) et passant par le point (0, 0, 4n?) ; si.

(q, xé,'a) est un point de cette surface, alors la solution de :
X + (a - 2qcos 2t) sin x =0,
issue au temps initial 0 de O avec une dérivée XO égale a xg, est n-périodique ;

cette solution enlace, dans le plan des phases, n fois 1'origine durant une
période.
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La démonstration est calquée sur celle de la proposition précédente.

Pour n = 1, on peut montrer que 1a surface a pour équation :

a=8+c=4-1 q% + 1—&6 + ~:!—-'qf((z) + termes de degré > 4 ;

12 8 24

les solutions w-périodiques s'expriment de fagon analytique en (RO, q) :

X(t, 0, (0,%)), &+, Q) = = sin 2t . Xy + = (2 sin 2t - sin 4¢) %40
2 |

: 24

+ -1{‘§§ sin 2t - L sin 4t + L sin 6t) %,9°
48 48 3 16

+ —l;-(l» sin 6t - sin 2t) %3 + ...
512 3

Si A et A, sont les valeurs caractéristiques associées a cette solution, on a :
Ay + A, = 2 - L X2 q2+
1 2 128 0

Ces solutions sont donc stables au sens infinitésimal pour q et XO petits si
q # 0 et si % # 0.

Pour n # 1, on a :

a=64n2+c=4n2+ 1 g1 %3 + —L_ kg + .o
2(4n2-1) 8 8(4n2-1)

et :

X(t, 09 (Os).(o)s 4n2 + ;sQ) = L sin 2nt.)'(0 +

2n
1 sin 2nt + 1 sin 2(n-1)t - —t sin 2(n+1)t)xoq +..
4n(4n2-1) 8n(2n-1) 8n(2n+1)

On n'a pas entrepris 1'étude de la stabilité de ces solutions.

3.3.- Au voisinage du point (O,QO, 0), ;0 fixe, dans le plan (q, X7, a)

Considérons 1'équation (l)g, on a :
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Soit ;f = x0 fixe appartenang a ]0 n[., il existe alors 1oca-
lement une courbe analytique, 1nc1use dans 21(1) passant par le po1nt (0, xl, 0)
et contenue dans le plan x1 = x1 de 1'espace (q, xl, a) 3 si (a, 1,a) est un
point de cette courbe, alors la solution de :

X+ (a - 2q cos 2t) sin'x = 0,

issue au temps initial 0 de xa avec une dérivée nulle, est - per1od1que ; cette
solution n'enlace pas 1'origine dans te plan des phases

L'équation de la courbe dans le plan xf = ;0 est :
o 1 - 2 1 ™ 3 .
a=e===20C0S X, . 0%+ =sin%x,.q3+ ...
0 ‘ 0
2 . 4 .
la solution n-périodique s'exprime alors analytiquement en q :
X(t, 0, (xg:0)» € » Q) = Xp + £ sin x; . (1 - cos 2t).q + ...
‘ ' 2 o
Les valeurs caractéristiques‘assoCiées a cette solution sont telles que :

Al .Az ‘=1

)\1+)\2

, y
2 + %; sin2xy.q2. ...

Ce qui prouve que pour Xq fixe et q suffisamment petit ces solutions sontlinstables.

3.4.- Au voisinage de (0, 2n, 0) dans 1'espace (q, x,, a), solut1ons du type
rotation

Considérons 1'équation (1) et soit n€ IN* , ona :

I1 existe localement dans 1'espace (q, x;, a) une surface analytique -
incluse dans 98(1) et passant par le point (0, 2n, 0) 5 si (q, x%, a) est un point
. de cette surface, alors la solution de :

X+ (a-2qcos 2t) sin x = 0,
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issue au temps initial O de 0 avec une dérivée RO égale a xg, est n-périodique ;
cette solution enlace n fois le cylindre des phases durant une période.

Sin=1, cette surface a pour équation :
ol 1 ,
ar-= 2()(0 - 2n) + = q + ... s

quant aux solutions n-périodiqués corréspondantes, elles s'expriment analytique-
ment en (%X, - 2) et q :

X(ts 0, (0,%), a, q) = 2t + L sin 2t(x,-2) + L(sin 2t - L sin at)q + ..
o 2 07" g 2

Sin#1, ona:

2n2
n2-1

a =

q + 2n(%, -2n) + ...,
et

x(t, 0, (O,XO), 5, q) = 2nt 4‘41;-sin 2nt(>‘<0 - Zn) +
2n

———l———-sin 2nt - 1 sin 2(n+l)t - 1
2(n2-1) 4(n+1)2 4(n-1)2

sin 2(n-1)t)q + ...

Dans le cas n = 1, les valeurs caractéristiques associées aux solutions
n-périodiques sont telles que :

)\1.)\2=

A+ Ay =2+ qnZ + ... 3

ce qui prouve que pour q petit, ces solutions sont instables si q > 0, et stables
au sens infinitésimal si q < 0.

§ 4.- Perturbations du cas autonome et de la solution nulle

" 4.1.- Le cas autonome

Considérons le systéme autonome P(a, 0) :
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X = X, P(a,0)

X - sin x,
%o a 13

on peut lui associer 1'intégrale premiére suivante :
X X
H(t,(xl)) -1 x% - a cos xq s X =<x1>€lR2, telR ;
2 2 2
elle est constante le Tong d'une solution, dont elle représente d'ailleurs 1'é-

nergie. Les courbes de niveaux d'énergie étant les supports des orbites dans le
plan des phases.

| Si a =0, 1'axe Ox; est formé de points singuliers et les solutions
de P(0,0) sont données par : |

xl(t) .t + X7

1l

x
N o
ot

et x,(t) = x5 L, teR.
Du cas a < 0, on peut se ramener au cas a > 0, en faisant le changement de variables
CYp =Xt T, ¥, = Xy 3 11 suffit donc d'envisager uniquement le cas a> 0. Les
courbes de niveaux, sur le cylindre des phases, ont alors 1'allure indiquée par la
figure 1 (cas a = 1) ; les orbites des solutions de type oscillation sont symé-
triques par rapport aux deux axes du plan des phases, tandis que les orbites des
-solutions de type rotation sont symétriques par rapport aux axes X, = 0 et
Xy = m sur le cylindre des phases. L'origine est un point singulier stable (centre)
tandis que (E;) est un point singulier instable (col).

Si 1'énergie est supérieure 3 - a et strictement inférieure 3 a, 1a
solution correspondante est périodique de type oscillation, sa période peut étre
exprimée en fonction de xi,vle maximum de xl(t) :

en effet, on a :

1 5 - °
H= E«xz acos x1 = -3 CcoS Xl’

2
(————> = 2a (cos X] - cos x7),
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ce qui nous donne comme période :

o x° dx
4 1 1.

(intégrale elliptique). (7)
V2a o 7 cos x; - cos xi'

T =

On montre facilement que T(xi) est une fonction strictement crois-
sante et que :

. 2 .
Tim T(x3) = — s 1im T(x3) = + = -
ot 1 /a v 1

Si 1'énergie vaut a, 1a solution correspondante n'est pas périodique.
Si 1'énergie est strictement supériéure d a, la solution correspon-
dante est périodique de type rotation, sa période peut &tre exprimée en fonction
de x5 > 2/, le maximum de X5(t) 3

on a :
H=1 x5 - a cos X1 -1 (x%)2 - a,
2 2
d'ol
dx; 2 X
—= ] = (xg)2 - 4a sinZ —
dt
d'ol
m Xm
T=2 ' (intégrale elliptique). (8)
Jf; /'(xg)2 - 4a sin2 X'
2
On montre que T(xE) est une fonction strictement décroissante
et que :
lim T(x3) = + = , Tim T(x3) = 0" .
2J5+ + o .

4.2. Séparatrices dans le plan (xi;'a)

Soient m et k deux entiers ; le réel xj € Jo,n[ tel que
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X3 , .
w(.) =¥, 0,( 01>, a, 0) soit de période minimale Ekl , vérifie 1'équation

suivante :

X7 :
U/, 1 dx - M
g 7 2a (cos x - cos xi)' 4k

ce qui est équivalent 3 :

[l el
N

dx

X
e |
m m A / cos x - cos xi'

On constate donc que a est une fonction strictement croissante de

(8]

X] et que :

. o 2k 2. . ) .
lim a(x7) ={ — s lima(xy) =+ =
1 1
0 m =
Ces séparatrices peuvent &tre obtenues numériquement sans faire appel aux

2
intégrales elliptiques ; en effet, i1 suffit de partir de xi =0 et a =<EE>
m/

et de suivre ces séparatrices grace d la méthode des symétries.

L'allure des séparatrices est illustrée par la figure 2 ; on peut
constater que 1'ensemble de ces séparatrices est partout dense dans la région
a > 0.

Les entiers k et m sont bien sir supposés premiers entre eux.

XO
a.-si k est pair et m = 2m'+1, la solution ¥Psera en( 1) au temps = + m'n ;
0 2
ainsi, (0, xi, a(xi)) g_z?(m) ; nous allons évaluer la matrice associée a la
solution périodique '

d¥

Puisque nous sommes dans le cas autonome, y = — est solution
< < . . s s d

du systéme d'équations aux variations associé a $¥; nous _ t
montrerons qu'il ne peut y avoir coexistence pour le systéme d'équations aux

variations.
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FIGURE 2 - Allure des séparatrices dans le plan (x$,a) ; si le point (x

tient a la séparatrice de ce plen, passant par
(0,(%%) ),avec k et m premiers entre eux, alors la solution de

1,a) appar-

X + a sin x = 0, issue de X] avec une dérivée nulle, est %} périodique.
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Définissons la fonctionnelle suivante :

£
F(T.e) = (772, 0,(0>. a(x]), 0).

SiT=mnetct= xi, alors F(T,£) = 0 ; d'autre part, il est clair que F(T,£) est
une fonction analytique au point (mm,x3) ; ainsi :

F(T,e) = 2 (mr,x3) (T-mn) + 2F (mx3)(E-X3) + oo
aT g
or :
aF 1. . :
— (mm,x7) = - = a(x37) sin x§
5T 1 2 1 1
et
' 3 |
or (m ,xl) = —— (mn/2, O, R a(xi), 0) =a-
]2 BE 0 |

Par application du théoréme des fonctions 1mp11c1tes F(T,g) - 0 admet une so]qtion
T(¢) analytique en ¢ au point xl

Derivons F(T(g),£) = O par rapport & £ au point xi, on obtient :

1 oy o3 dT

- = a(xl) sin xi ——-(xi) +a=0;
2 .

or, on peut montrer que I (x x}) > 0six] e ]J0,n[ (cf. (7)) 3
dg
ainsi, si xj € JO,n[, o est strictement positif.

I1 est maintenant aisé de voir que 1a matrice associée & notre
solution mr-périodique Y9est la suivante :

()
a 17 s, a>0.

Ainsi, grdce au théoréme 3, nous pouvons affirmer que ¥ est un po1nt l1-ordinaire
dans PI(P(a(x3), 0), mn) ;

d'autre part, vu les coefficients de 1a matrice, on peut méme dire qu'il n'y a pas
d'autres perturbations possib]és dans les symétries.
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b.- si k est impair et m = 2m', la solution Psera sur 1'axe 0x2 au temps m'I ;
ainsi (0, xi, a(xi)) € 28 l(m,n), 2

De méme que dans a., on peut montrer qu'il n'y a pas coexistence
pour le systéme d'équation aux variations associé & ¥?, car la matrice associée
est de la forme :

. o 1/8
( ) si k
-B 0
-a -1/8
( > si k
B 0

. On peut donc affirmer que P est un point O-ordinaire dans
cyoo(P(a(xi), 0), mn), et qu'il n'y a pas d'autres possibilités de perturbations
dans les symétries.

k' + 1,

4k' + 3, a>0, B>0.

a - - » -xo
c.- si k est impair et si m = 2m'+1, 1a solution ¥ sera en 1 au temps

n/2 + m'n ; ainsi (O, xf, a(xi)) e;zg(mn) ; la matrice associée0 dans ce cas étant :
( -1 0 ) » a<0
o -1
Ainsi, toujours d'aprés le théoréme 3, ¥ est un_pbint l1-ordinaire
danscyDQ(P(a(xi),O),mn); et vu les coefficients de 1a matrice, il n'y a pas

d'autres perturbations possibles dans les symétries.

4.3.- Séparatrices dans le p]an4£§§, a), type oscillation

En reprenant les notations de 4.2., soit x3 € ]0,2/a(xj)[
défini par :

(x3)% = 2a(x])(1 - cos x7) 3
X] ' '
x5 est Te maximum de ¥,(., 0, ( ) s a(x]), 0) ; ainsi
0

0

x§> a(x3), 0) = L) = Pl -8

go(.,o,(
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Aux séparatrices du plan (xi, a) correspond un ensemble de sépara-
trices dans le plan (xE, a), dont 1'allure est illustrée par la figure 3 ;
1'ensemble de ces separatr1ces est partout dense dans Ta région x2 < 2/a, la
courbe x2 2/3 est une enve]oppe de ces séparatrices.

“ 0
a.- si k est pair et m = 2m +1, la solution 70 sera en ) au temps T + m'n ;
et donc (O, xg, a(x3)) € zz(m) la matrice associée X2

étant :

Ainsi, %9 est un point 2-ordinaire danséf’ a(xz), 0), mn) et
c'est la seule perturbat1on possible dans les symétries.

m'n

b.- si k est impair et m = 2m', la solution 95 sera sur 1'axe Ox1 au temps 5
et donc (O, XZ’ a(x3)) 6:28 o(m) 5 Ta matrice associée étant, conformement
aux notations de 4.2.b., ega]e a:
0 1/8
( si k =4k' + 1,
_B o
0 -1/8
( ) si k =4k' +1
B -a
- mr/4
Donc P est un point O-ordinaire dans éf’ (P(a(x2) 0), mr) ; et c'est la
~ seule perturbation possible dans les symétries.
. 0
c.- si k est impair et si m = 2m’ +1 la solution ¥ sera en( ) au temps
T+ m'n ; ainsi (O X2’ a(xz))e:z (m) ; la matrice associée ‘- X2 ‘
2

étant :

(-1 a') ’a|>0 .

0 -1

Donc §5 est un point 2-ordinaire dansé%’g a(P(a(xg), 0), mn) ; et ici encore
c'est 1a seule perturbation possible dans les symétries.



72

x
N

FIGURE 3 - Allure des séparatrices dans le plan (x »a) (type oscillation) ; si le
po1nt (gz,a) appartient 3 la séparatr1ce de ce plan, passant par

(0, (——) ) , alors la so]ut1on de X + a sin x = 0, issue de 0 avec une
der1vee égale a x2, est M0 périodique.



74

4.4.- Séparatrice dans le plan jx%,a), type rotation:

Soient m et k deux entiers premiers entre eux ; le réel x§ >0

tel que ¥(.) = ¥Y(., 0, ;1 , a, 0) soit une solution périodique de type
rotation de P(a, 0), de 2 période minimale Mr  vérifie 1'équation suivante :
k
™
] dx = o s X3 > 2/@ sia>0.
0 /' (x5)2 - 4a sin2X’ 2k :
2
Sia=0, x§ =-%F ; ces séparatrices peuvent étre obtenues grace

d la méthode des symétries, en partant des va]eurs‘précédentes : 1'allure des
séparatrices est illustrée par la figure 4 ; on peut constater que 1'ensemble
de ces séparatrices est partout dense dans la région ag l-(x§)2;

1)

a.- si k est pair et m = 2m' + 1, la solution ¥Psera en( iﬁ) au temps /2 + m'n ;
ainsi (0, x%, a(x3)) ejng(m) ; Ta matrice associée dans ce

1 a :
( ) ,a>0.
0 1

Une extension du théoréme 3 aux solutions du type rotation nous permet d'affirmer

cas étant :

que la seule perturbation existante est celle dans Qg(m).
b.- si k est impair et m = 2m', la solution ¥ sera en un point de 1'axe Xp =

du cylindre des phases au temps m'w ; ainsi (O, x§, a(xg)) € 98 i (m) ; la
matrice associée sera de la forme :

(“ B>.a>0',3>0.
0 1/a
0

La seule perturbation existante est celle dans 24 ﬂ(m).
c.- si k est impair et m = 2m' + 1, la solution ¢ sera en un point de 1'axe

Xp = du cylindre des phases au temps /2 + m'n ; ainsi (O, x%, a(xg)) € Qg TT(m) H
la matrice associée étant de Ta forme :

a B |
( > ,a>0, Bg>0.
0 1/a
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FIGURE 4 - Allure des séparatrices dans le plan (x3,a) (type rotation) ; si le
point (xz,a) appartient a la séparatrice de ce plan, passant par
(—E 0), ol k et m sont premiers entre eux, alors la solution de
%X + a sin x = 0, issue de 0 avec une dérivée égale a xz, est ]:-pér1od1que.
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o

La seule perturbation existante sera dans Qg (m).

Les surfaces analytiques ainsi obtenues, dans 1'espace (q, XE, a)
correspondent a des solutions périodiques qui a to = 0 sont sur 1'axerx1 =0
du cylindre des phases ; le cas to = #/2 s'obtient par la symétrie par rapport
au plan (xg,a) : la symétrie d'axe x% dans 1'espace (9, x§, a), nous permet -
d'obtenir des solutions avec symétrie(s) qui a 1'instant initial t. sont sur
1'axe x; = = du cylindre des phases.

4.5.- Séparatrices dans le plan (q, a) ; perturbations de la solution
nulle '

Pour le systéme (P(a,q), il ne pourra y avoir bifurcation, &
partir de la solution nulle, que si le systéme d'équations aux variations associé,.
c'est-a-dire :

y1 =Y

M(a,q)

' ¥, = (29 cos 2t‘— a)y; »

qui n'est autre que la forme canonique de 1'équation de Mathieu, est exceptionne].
~ Or, on sait que M(a,q) est exceptionnelTe‘poUr la période 2m si
et seulement si (q,a) appartient & une séparatrice du diagramme de stabilité de

Mathieu ; ces séparatrices délimitent des régions, dont celles qui coupent 1'axe
g = 0 sont des zones de stabilité, les autres étant des zones d'instabilite [1].

Soit q'dOnné quelconque ; le systéme M(a,q)ejéﬂﬂnm) pour tout
mx1; soit ¢ (a,q)(.) (resp. y(a,q)(.)) la solution de M(a,q) telle que
Y 1 ' 0 . _
t (3,9)(0) =(.o) (resp. ¥(a,q)(0) =( 1) ). |

Posons :
u(a,q) =(a>= ¢ (a,q) (M))
o B S 2

' Y ' o
v(a,q) =< >=._ v (a,q) ().
- \s/ 2

._D'aprés la proposition 4, M(a,q) admet une solution mn-périodique
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ou mm-antipériodique si et seulement si agys = 0, c'est-a-dire si et seulement si
T'un au moins des vecteurs u(a,q) et v(a,q) est porté par un axe.

Posons :

X(2,9)(-) = (¢ (2,0)(.)» ¥ (2.9)(-))s

0 1
M(a.q)(.) =< )

2qcos2(.)-a 0
IT est alors aisé de montrer que :

3
N (a,q)
da

fl

mn/2
X (a,q) (%) f X" (a,q) () 2 M(a,q)(s) @ (a,q)(s) ds
2" Uy 3a

mw/?2 ‘
2 (2,9) = X (a,q) (™) f x"H(a,0)(s) 2 M(2,q)(s) v (2,a)(s) ds
Qa 2 0 aa

de 1a, on en déduit que :

mn/2
w8 gam [ £(a,q)(s)ds
9a oa /0

mm/2
et v 2o . - ¥3(2,0) (s)ds.
od da 0

Et donc si e(X(a,q)) est le nombre d'oscillation associé i
X(a,q) pour la période mr, alors ei(X(a,q)) (i =1 et 2) est strictement décrois-
sant.

Si é(q) est tel que (q, 5(q)) appartienne & la séparatrice passant

par (0,0), alors :
1 m.c(q) _
( ) s C(q)> 0

0 1

X(a(q),q) (M
2

9)(X(a(a),a)) =0 . o,(X(a(q),q)) € J-1,0[ ,



79

car dans ce cas, les solutions fondamentales n'entourent pas 1'origine dans le
plan des phases.

Faisons croitre a a partir de la valeur a(q) ; pour m=1,
el(X(a,q)) et eZ(X(a,q)) vont décroitre et décrire -IN' , ils ne prendront
simultanément la méme valeur entiére que si q = 0 (coexistence) ; lorsque 1'un
de ces nombres vaut - 2k (résp. - 2k - 1), on intercepte 1'une des séparatrices
du diagramme de stabilité de 1'équation de Mathieu issues du point (0, (2k)?)
(resp. (0,(2k+1)2) du plan (q,a) ; pour chaque point de cette séparatrice,
1'équation de Mathieu corréspondanté admet au moins une solution n-périodique
(resp. 2n- périodique) non triviale én]agant k (resp. 2k + 1) fois 1'origine
dans le plan des phases pendant le temps = (resp. 2n ).

Le cas m = 2 n'est pas a envisager, il est inclus dans le cas m = 1.

Pour m > 3, 6;(X(a.q)) et 8,(X(a,q)) vont décroitre et décrire - IN*
pour a croissant a partir de a(q) ; i1l faut aussi remarquer qu'en traitant le
cas m, on récupére aussi le cas 2m ; on peut montrer qu'il suffit d'étudier les
cas ot me M, avec :

M={meiN| IJnelN,m=2n+1oum=28n+ 12 oum = 22(n+1)} H
on vérifie que :
MU2mM= ¢ et N =mMU2m.

Soit donc m €M (m # 1) ; Torsque 1'un des nombres ei(X(a,q))
(i =1 ou?2) vaut - 2k (k et m premiers entre eux) (resp. - 2k - 1) (2k + 1 et
2 m premiers entre eux) 1'autre a la méme valeur ; en effet, si Ay et sont
les valeurs propres de X(a,q)(w), elles sont complexes conjuguées différentes de
+ 1, et donc (q,a) appartient & une zone de stabilité, d'oli 1a coexistence ;
1'équation de Mathieu correspondante admet une base de solutions mm-périodiques
(resp. 2mm-périodiques) enlacant k (resp. 2k + 1) fois 1'origine dans le plan
des phases pendant le temps mm (resp. 2mm).

Pour m et k fixes, et q variant, on ggnére ainsi, dans 1e2p1an
(q.a), une séparatrice passant par le point (0, (%?) ) (resp. (O, (2k+1

»—ir—) ), elle
est symétrique par rapport & 1'axe q = 0.

On peut obtenir numériquement toutes ces séparatrices, gracz & la
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X5

—

/4

FIGURE 5 - Allure des séparatrices dans le plan (q,a) ; si lezpoint (q,a) appartient

d une séparatrice de ce plan, passant par (O, (25) )sol k et m sont premiers

entre eux, alors 1'équation de Mathieu X + (a -™2q cos 2t)x = 0, est
exceptionnelle pour la période mr (i.e. elle admet une solution
mn-périodique non triviale).
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méthode des symétries : & partir d'un point de 1a forme (0, n2), il suffit de
perturber les deux solutions fondamentales de 1'équation de Mathieu correspon-
dante pour obtenir les deux séparatricés issues de ce point ; pour les autres
points de 1'axe q = 0, il suffit de pérturber 1'une ou 1'autre des solutions
fondamentales pour suivre la séparatrice issuede chacun de ces points. L'allure
de ces séparatrices est illustrée par 1a figure 5.

Etudions maintenant, dans le cadre des solutions avec symétrie(s)
les bifurcations a partir de la solution nulle de P(a,a), ol (q,a) appartient
a une séparatrice du plan (q,a).

Soit me M ; considérons les demi-applications de Poincaré suivan-
tes :

Pi(a,q) : [0,m] - R2
. X

° o, (
X1 w( .

Py(a,q) : R + IR2

On a les propriétés suivantes :
0
P,(2,q)(0) = P,(a,q)(0) = ,
0

aPl(a,q) apz(a3Q)
——— (0) =u(a,q) , —=—— (0) = v(a,q).
3x] axg

Examinons 1'évolution de 1a courbe P (a,q) lorsque a croit & partir de a(q) :

la tangente en (()) est donnée par u(a,q), vecteur qui, pour a croissant,
tourne dans le sens indirect.

I1 est intéressant pour la suite de connaitre 1'allure de la
courbe Pl(a,q) au voisinage de 1'origine.

D'aprés le théoréme d'expansion de Poincaré, on sait que pour
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xO .
tout t € [0,m] et x petit, ¥(t, 0.( 1), a, q) est une fonction analytique
de ces deux variables : 0/

X3 . : |
P(t, 0, (01). 2, 0) = xqny(t) + (x3)2np(t) + (x3)3(t)ng(t) + ...

1 _ 0
avec "1(0) =(0> et "1'(0) =(0) s 12 2.

_ . - X7 : X3
D'autre part, puisque ¥(t, '0,( 1), a, q) = - P(t, 0.( 1) s 2, Q)
' ‘ N0 _ 0

on a :

n(t) =0 , i€2N.

De plus, n, est solution de M(a, q) etvnl(ml)'= u(a,q) ;
' 2
et ng est solution du systéme différentiel suivant’f
xl = X,
ni) 1
22 = (29 cos 2t - a) (x1 -—), avec ny =( ).
6 "2

D'ol on en déduit que :

ng(T) = X(a,q) (2T j
2 2"

mun/2 0

X'l(a,q)(s)( ) ds ;
202, 63 (a,0)(5)

et si e est un vecteur normé qui oriente le plan des phases, on a :

)

mn
) A naf
3%

mn/2
ny (= 1 (a - 2q cos 2s) Qg (s)ds . e
2 6 0

mn/2
=-% / 51(s) o3 (s) ds . e
0

| mn/2 ]
j ((oy(s) o;(s))2 . e,
0

si u(a,q) est porté par 1'un des axes ; la courbe Pl(a,q) a alors 1'une des

N e
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allures suivantes au voisinage de 1'origine :

R

w

Lorsque el(X(a,q)) = - 2k (k et m premiers entre eux) (resp. - 2k -1
(2k + 1 et 2m premiers entre eux)), pour a croissant, vu 1'allure de la courbe
Pl(a,q), une bifurcation non triviale de la solution nulle aura lieu dans

c?’?(P(a,q), m ) (réSP.cY’g(P(a,q), 2mn)).

Une discussion identique peut se faire pour Pz(a,q) et on montre
ainsi que si ez(X(a,q)) = -2k (k et m premiers entre eux) (resp.-2k-1 (2k + 1
et 2m premiers entre eux)), alors pour a croissant, il existe une bifurcation
non triviale de 1a solution nulle danscyog(P(a,q), mm ) (resp.éf’g"/4(P(a,q), 2mr).

§ 5.- Etude numérique

Nous allons dans ce dernier paragraphe faire une &tude numérique de
P(1,q). Concernant cette &quation, nous avons trouvé un article de J.B. MclLaughlin
(6] ; son étude numérique, basée sur les itérations de 1'application de Poincaré,
a été faite pour illustrer la destruction de zones stables par les bifurcations
avec doublement de période. L'existence de cette étude de P(a,q), avec a = 1, a
motivé notre choix.

D'autre part, notre &tude sera faite avec |q| ¢ 3 ; cette restriction
est due au fait que la majorité des séparatrices sont fortement instables pour q
croissant en valeur absolue.

Nous déterminerons, dans les plans (x?, q) (i =1 et 2), des sépara-
trices représentant des solutions périodiques, harmoniques ou sous-harmoniques,
obtenues par perturbation du cas autonome, 1'existence de ces séparatrices étant
garantie par la théorie (§ 4) pour q petit ; pour certaines de ces séparatrices,



85

nous illustrerons le phénoméne de bifurcation se produisant lors . d'un changement
de stabilité ou & 1'intérieur d'un arc stable. De plus, pour toutes ces sépara-
trices, nous donnons la stabilité au sens infinitésima] des solutions périodiques
correspondantes (grdce a Ta 2éme méthode éxposéé au § 4.1. de la premiére partie):
les arcs instables &tant ceux compris entre les points de deux fléches consécutives
et ceux n'ayant pas de flaches, les autres &tant stables.

Introduisons quelques notations supplémentaires ; aux différents
ensembles © et @ nous acco]érons 1'indice a en haut & gauche lorsque cette
valeur est fixée ; de plus, outre 1"indice n, nous aurons besoin d'un deuxiéme
indice, noté 1, spécifiant qué Ta solution nn-périodique enlace 1'origine ou le
cylindre des phases 1 fois pendant le témps nm.

Ainsi (x7.q) € z? (n,1) équivaut a :

XO

(q, xi, 1) e'zg(n) et P, a, ( ]'> s 1, q) enlace 1'origine 1 fois pendant le
0

temps mn.

Toutes les séparatrices que nous représentons ont un temps
initial to = 0, on pourra utiliser le §2.3. ou le § 2.4. pour obtenir d'autres
séparatrices, en particulier, celles & temps initial to = n/2.

Enfin, notons que deux séparatrices, ayant le méme temps initial,
ne peuvent se couper que si le rapport n/1 est identique ; en particulier,
les séparatrices obtenues par perturbation des cas autonomes sont disjointes deux
a deux, n/1 est alors sous forme irréductible.

5.1.- Séparatrices dans le plan (xiig)

Consgdérons la séparatrice du plan (xi,a) (cf. figure 2) issue
du point (0, (4%§ ) ) ( 2k < m) ; nous suivons cette séparatrice jusqu'd la
valeur a = 1 pour avoir une valeur approximative de 1a condition initiale, puis
nous appliquons la méthode des symétries.

Voici résumés dans un tableau les cas que nous avons traités :
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m k Xi ‘: _:séparatrice.inc]use dans ‘ n?_sur fig. 6
2 1 0. 1;8’1(2,1) 1
7 3 1.5186 12(7.3) 2
5 2 1.7980 12 (5.2) 3
8 3 2.0100 128’1(8,3) 4
3 1 2.3156 19(3.1) 5
7 2 | 2.6071 - K02 6
3 1 2.7882 1:8’1(4,1) 7
6 1 3.0696 128’1(6,1) 8
8 1 3.1266 128’1(8,1) 9

On peut faire les commentaires suivants :

1.-

Les séparatrices qui possédent uniquement la symétrie 1 (2-3-5-6)
sont partout instables ; ceux de symétrie 0 (1-4-7-8-9) possédent un arc
stable, soit pour q< 0, soit pour q > 0 ; sur la figure 6, les arcs stables
des séparatrices 8 et 9 n'ont pu étre représentés car ils sont d'une trés
faible longueur.

Lorsque |q| croit, des groupes de séparatrices finissent par
s'attirer plus ou moins rapidement ; les solutions correspondantes sont alors
fortement instables.

L'ensemble des conditions initiales xi € [D,n], correspondant a
une solution M7 -périodique (m et k premiers entre eux) de P(1,0), est partout
dense dans K [0,w1. Si C; (1=1, 2,3) sont trois de ces conditions
initiales avec €y < ¢y <cC3etsis, (i=1,2, 3) sont les séparatrices
correspondantes, alors S2 demeure strictement entre S1 et 53.
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S
V|

FIGURE 6 - Séparatrices dans le plan (xi,q) ; sile point,@i,q) appartient & une
de ces séparatrices, alors la solution de X + (1 - 2qcos 2t) sin x,
issue au temps initial 0 de xi-avec une dérivée nulle, est périodique.
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Pour 1'orbite de certaines solutions on se reportera aux figures
7 et 8 ; le numéro entre parenthéses étant celui de la séparatrice correspon-
dante.

Séparatrices obtenues par bifurcation :

1.-

La séparatrice 10 correspondant & une bifurcation dans 12(1)(4,2), la bifurcation

a lieu & 1'intérieur de 1'arc stable de la séparatrice 1 ; cette bifurcation a
entrainé Ta perte de la symétrie 2 et un doublement de période. Au point
d'intersection des séparatrices 1 et 10, les valeurs caractéristiques

A et X, associées a 1'équation aux variations sont telles que : A% = A% =13
1'arc stable de 1a séparatrice 1 contient un ensemble partout dense de points
ol une puissance entiére n des valeurs caractéristiques associées a

1'équation aux variations valent 1'unité, cette condition est nécessaire pour
qu'il y ait bifurcation avec des sous-harmoniques d'ordre n de la période

2w .

Pour q = - 0.61, 1a stabilité change sur la séparatrice 1, le coefficient b de
Ta matrice associée s'annule en changeant de signe ; d'aprés le théoréme 3
deux types de bifurcation sont possibles ; nous avons trouvé une bifurcation
dans 129(2,1) : ce qui correspond & la séparatrice 11 ; & noter que la bifur-
cation a simplement entrainé une perte de la symétrie 2.

Pour g = - 0.651, la stabilité change sur la séparatrice 11, le coefficient

a de 1a matrice associ@e s'annule en changeant de signe ; en accord avec le
théoréme 3, nous avons trouvé une bifurcation dans 1):(1)(4,2) : ce qui
correspond & la séparatrice 12 ; ici, la bifurcation a consisté en un double-
ment de période.

5.2.- Séparatrices dans le plan (x5,q)

Considérons la séparatrice du plan (x§,a) (cf. figure 3) issue
2k
m

2
du point (0, ( — ) ) (2k s m) ; on procéde ensuite comme au 5.1.

Voici résumés les cas que nous avons traités :
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7.1.-R=- 3884278 X@=1.5341738 P=2.PI
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7.4.-0=-,B52708 X@=1.56@848 P=Y4.P|
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FIGURE 8
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m k x§ = séparatrice incluse dans n° sur la fig. 9
2 1 0. 12332(2,1) 1
7 3 1.3768 150(7.3) 2
5 2 1.5654 10(5,2) 3
8 3 1.6883 128,2(8,3) 4
3 1 1.8318 1:9(3.1) 5
7 2 1.9290 1:9(7,2) 6
4 1 1.9688 '1g_p(4:1) 7
6 1 1.9987 128’2(6,1) 8
8 1 1.9999 123,2 9

Faisons les remarques suivantes :

Pour q = 0, nous retrouvons, a un déphasage prés, les mémes solutions

périodiques que dans le § 5.1.

On constatera que cette fois-ci, les séparatrices 2-3-5-6 possédent chacune

un arc stable.

Les séparatrices 1-4-7-8-9 n'ont nécessité aucun calcul supplémentaire, elles

sont obtenues lors du calcul des séparatrices de méme numéro dans le § 5.1.

Pour 1'orbite de certaines solutions, on se reportera aux figures 10 et 11.

La séparatrice 10 illustre une bifurcation en zone stable corres-

pondant 3@ un doublement de période, elle a lieu pour q ~ 0.44.
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FIGURE 9 - Séparatrices dans le plan (xE,q) (type oscillation) ; si le point
(xg,q) appartient 3 une de ces séparatrices, alors la solution de
X+ (1 - 2q cos 2t) sin x = 0, issue au temps initial 0 de O avec

une dérivée &gale a X3 ect périodiaue

N o
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5.3.- Séparatrices de type rotation dans le plan (x%,q) avec xi =0

point ( 2

Considérons la séparatrice du plan (xg,a) (cf. figure 4) issue du
ﬁ? .0) : a nouveau, il suffit de suivre la séparatrice jusqu'a la

valeur a = 1 pour avoir une valeur approximative de la condition initiale,

puis nous appliquons

1la méthode des symétries.

Tableau des cas traités :

m k x§ = séparatrice incluse dans n° sur la fig. 12
4 1 2 198;"(4,1) 1
3 1 2.0012 198’"(3,1) 2
2 1 3.0287 193,"(2,1) 3
3 2 2.1277 1a3(3,2) 4
4 3 2.2060 198,“(4,3) 5
1 1 2.5229 | 198’“(1,1) 6
4 5 2.9133 198’“(4,5) 7
3 4 3.0529 100(3.4) 8
2 3 3.3415 1gg,ﬂ(2,3) 9

Toutes

Pour q

une bifurcation dans 1

ces séparatrices possédent au moins un arc stable.

~ 0.63, la stabilité change sur la séparatrice 6 ; il y a
Q:{%,z)Ja séparatrice correspondante est la symétrique par

rapport & 1'axe x§ de la séparatrice 11 (cf. figure 15). La stabilité change a

nouveau pour q = - 1.54 ; i1 existe alors une bifurcation dans 198(2,2), ce qui
correspond 3 la séparatrice 13.

Pour 1
13 et 14.

'orbite de certaines solutions, on se reportera aux figures

By,
Mzrz
N
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FIGURE 12 -

Séparatrices de type rotation dans le plan (xg,q) avec xi =0 ;
si le point (x§.q) appartient 3 une de ces séparatrices, alors la
solution de X + (1 - 2q cos 2t) sin x = 0, issue au temps initial

- 0 de 0 avec une dérivée égale a xg, est périodique.
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5.4.- Séparatrices de type rotation dans le plan (xg,q) avec xi =7

Tableau des cas traités :

m k x% = séparatrice incluse dans nf sur la fig. 15
4 1 0.0153 192'0(4,1) 1
3 1 0.0718 192’0(3,1) 2
2 1 0.3404 fad (2,1) 3
3 2 0.7260 10(3.2) 4
3 3 0.9309 192,0(4,3) 5
1 1 1.5379 fad y(11) 6
4 5 2.1183 192’0(4,5) 7
3 4 2.3065 100(3.4) 8
2 3 2.6768 192,0(2,3) 9

Toutes les séparatrices possédent un arc stable & 1'exception des

séparatrices n'ayant qu'une seule symétrie (4 - 8).

Pour q =~ 0.22, i1 y a une bifurcation dans 192(2.2), ce qui
correspond & la séparatrice 10 ; la séparatrice 11 correspond, elle aussi, a une

=~

bifurcation dans 192 (2,2), elle a lieu pour q = 0.63. La séparatrice 12 corres-

pond & une bifurcation dans 192 (4,4).

Pour 1'orbite de certaines solutions périodiques, on se reportera

aux figures 16 et 17.
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FIGURE 15 - Séparatrices de type rotation dans le plan (x;,q) avec xi =n ; sile
point (x%,q) appartient & une de ces séparatrices, alors l1a solution
de X + (1 - 2q cos 2t) sin x = 0, issue au temps initial O de = avec
une dérivée égale a xg, est périodique.
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