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NOTATIONS PRINCIPALES

Représentat ion d 'un vecteur en fonct ion de ses
composantes.

= ô i f  ô je

Ei

ô i j

vecteui unitaire porté par un axe de référence

f i .9 i  
= ô1t '  s i  le système de réfêrence est  or thogonal

Symbole de KRONECKER.

3. ,
xu 

= 
.iI, ,ç' f\ Représentation du gradient.

33
! = I  X ei  Êj  Di j  Représentat ion dyadique d'un tenseur.

i= l  j= l  ' " '

33
y y' = f, r ,$i Êj ur uj 

ffitlï::il:ton 
dyadique du produit de deux vecteurs:

i = l  j=3

333
D.D'= X X X .g*F,D.*D,. . ,  produi t  scalaire de deux tenseurs :  un tenseur

i=1 j=1 r=t 'v ' r '1  rJ J ' !  car  (çt  Ê5).(ç*gt)  = Êt  (Êi .st l  , te = t i  ôsr  Ê

33
D :  D,  X  X D, .  D , , ,  doub le  p rodu i t  sca la i re  de  deux  tenseurs  :

i=t j=r rJ rJ un scalaire câr (Êt gi) r (er eJ; (gi. jr[€,i.t )

T ' opérateur di f fusion l ibre.
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H'

H2 Opérateur de LAPLACE.
I

,g 0pérateur de FREDHOLI,|.

Opérateur de LIOUVILLE.

Opérateur de FOKKER-PLANCK.

0pérateur de projection.

Trace d'un opérateur.

Hamil tonien d 'un ensemble de part icules.

Tenseur d '  inert ie d 'une part icule.

Tenseur coefficient de frottement de rotation
d 'une par t i cu le .

Tenseur di f fusion de rotat ion drune part icule.

l ' êqu i l i b re .

0(t) Fonction d'autocorrêlation des vitesses angulaires
d 'une par t lcu le .

G(t) Fonction d'autocorrélation des couples alêatoires
d 'une par t icu le .
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u)

Champ des vi tesses du l iquide.

Vi tesse de rotat ion d 'une part icule.

Pos i t ion  angu la i re  d 'une par t i cu le .

Couple de frottement visqueux agissant sur une
part i  cul  e.

Couple aléatoire agissant sur une part icule.

Impu ls ion  de  t rans la t ion  d 'une par t i cu le .

Force alêatoire agissant sur une part icule.

Courant de di f fusion.

c[

d(r )

{(r )

P ( r )

F( t )

J

R

q

Rayon vecteur.

Vecteur conjugué de R dans la transfoymation de
FOURIER. .\ '

Nonnale extérieure ou intérieure à une surface,

o(o,t)  Fonction de distr ibut ion des orientat ions d'une
1, part icule.

K(c',c) Noyau de l 'êquation de FREDH0LM de seconde espèce.

n



G(o' ,o)  Fonxt ion de GREEN ae f f f

Fonct ion échelon ou de HEAVISIDE.

f f 'n {0, Q, 0) Fonctions sphériques général isées.

vf t  e, O) Fonction sphérique simple.

PT (o) Fonction de LEGENDRE de premiëre espèce.

of tel Fonction de LEGENDRE de seconde espèce.

K (cr I r,r,t)
l t u  t u

f (  u r ' t )

P, (,rl)

ô  (o )

{,' (t)

Pl, t (n ,À)

si(v) (c , À)

c],nt t )

Fonct ion de distr ibut ion complète.

Fonct ion de distr ibut ion des vi tesses angulaires.

Di stribution de IqAXWELL-B0LTZMAN.

)

Fonct ion de DIRAC.

Fonctions propres de 
/

Fonctions ell ipsoidales de première espèce.

Fonctions ellipsoidales de seconde espèce.

Coefficients d' amortissement.



0 '  0 '  j r

Ç, rl r 0

Angles d '  EULER convent ionnels.

Coordonnêes de  l 'e l l ipso îde  de  rêvo lu t ion .

Coordonnées cyl indr iques.

Système de référence fixe.

Système de référence l ié à la part icule.

Gradient de vi tesse d'un écoulement de COUETTE.

Demi-axe de rang i  d 'un el l ipsoTde.

Facteur de forme de rang i  d,un el l ipsoîde.

Rapport entre l 'axe de révolution et un axe trans-
verse d'un el l ipsoîde de révolut ion.

Facteur de forme d'un el l ipsoîde de révolut ion.

Intênsi të de biréfringenCe.

Angle d 'ext inct ion.

Coefficient de viscosité dynamique.

r ,  ô ,  Z

OXYZ

oxyz

a i

Ri

r '

AN

x

v Coeff ic ient  de v iscosi té c inémat ique.
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kB

T

P '

V iscos i té  in t r insèque d 'une so lu t ion .

J
Valeur propre de l 'opérateur - f

Paramètre ajustable.

Press ion  du  ï iqu ide .

Temps.

Nombre imaginaire tel que i = I/-î

Fréquence d'un signal  .

Rayon d'une part icule sphér ique.

Masse spéc i f ique  du  l iqu ide .

Masse spéci f ique d'une part icule.

Constante de B0LTZMAN.

Température absolue.

Variable coniuguée de t dans la transformation de
LAPLACE.

te

po
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1.

INTRODUCTION

Les propr iétés macroscopiques de la mat ière sont t r ibutaires de

1 'ag i ta t ion  thermique de  ses  cons t i tuants  dont  les  pos i t ions ,  les  o r ien ta t ions

et les conf igurat ions relat ives sont af fectées d 'une manière aléatoire.

Nous nous intéressons plus part icul ièrement ic i  au comportement

dêsordonné de  par t i cu les  r ig ides ,  de  grandes d imens ions  à  l .éche l le  a tomique,

isolêes en solut ion ou en suspension dans un l iquide. Leur mouvement brownien,

qui  contrecarre toute act ion extér ieure tendant à modif ier  l ' isotropie du mi l ieu,

const i tue le mécanisme fondamental  de la di f fusion. I l  est  b ien connu que l ,on

peut or ienter les part icules anisodiamétr iques par f  intermédiaire d,un

champ ê lec t r ique (1 ,2 ) ,  magnét ique (3 ) ,  acous t ique (4 )  ou  hydrodynamique (5 -11)

êt '  à un degré moindrer pâF un gradient de concentrat ion (12,13) ou de tempêra:

ture (14).  Dans tous les cas,  la solut ion devient opt iquement anisotrope ;  en

écoulement, elle présente en outre un caractère non-newtonien. Lrétude de

sa biréfringence et de sa viscosité permet alors d'obtenir des renseignements

sur la forrne et  les dimensions de la part icule dissoute.

Dans la première partie de ce travail nous présentons quelques aspects

dynamiques (v iscosi té)  et  dynamo-opt iques (biréfr ingence d'écoulenent)  des

solut ions di luées de part icules el l ipsoidales soumises à un gradient de vi tesse

constant, montrons la corrélation de ces phénomènes et surtout, nous examinons

la convergence de la fonct ion de distr ibut ion angulaire qui  les gouverne.

Cette étude se si tue dans le cadre d'hypothèses que nous al lons

rappeler, et qui fournissent, à part ir  de l 'équation de conservation, une
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équat i  on

browni en

de

et

di f fusion analyt iquement s imple,  où f igurent séparément,  un terme

un terme hydrodynamique : i l  y a superposition des deux mouvements.

Les  hypothèses  t rad i t ionne l les  nég l igent  les  e f fe ts  d ' iner t ie  e t

admettent que le couple de frot tement v isqueux est  proport ionnel  à la v i tesse

angu la i re  re la t i ve  de  la  par t i cu le  par  rappor t  au  f lu ide .

0r,  on verra que l ' inf luence des premiers est  d 'autant plus marquée

que la part icule est  p lus pet i te.  La prr 'se en compte de ces termes condui t  à

introduire la not ion de fonct ion de corrélat ion dans la déf in i t ion des grandeurs

attachées aux phénomènes de transport  (coeff ic ients de di f fusion, de v iscosi té,

conduct ib i l i té  thermique,  e tc . . .  )  a ins i  que dans  les  équat ions  de  la  d i f fus ion

l ibre (équat ion de F0KKER-PLANCK et ses restr ict ions aux var iables de posi t ion

ou de  v i tesse) .

Quant à la lo i  de f rot tement,  s imple t ranscr ipt ion de la t ra inée de

STOKES, el le ignore en fai t  Ie mouvenent instantané de la part icule.  Aussi  le

mécanisme même du frottement méritait-i l  d'être rééxaminé, d'autant que des

mesures rêcentes de la fonction de corrélation des vitesses de translation

semblent just i f ier  cet te révis ion.

Une modification éventuelle de cette loi pouvant avoir des conséquences

importantes sur la description des phénomènes qui nous intéressent, i l  nous a

semblê nécessaire de reconsidérer le mouvement brownien de rotat ion l ibre à la

lumière  des  idées  nouve l les .

C'est  l 'objet  de la seconde part ie de ce travai l  :  après avoir  rappelé

les formulat ions probabi l is te et  moléculaire c lassiques du mouvement brownien,
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nous indiquons les retouches et  1es progrès résul tant  de 
' la 

pr ise en compte des

termes d' inert ie et  du nouveau couple de frot tement de la sphère,  en yue de

les étendre à une part icule de forme plus génêrale.

Cer ta ins  déve loppements  e t  résu l ta ts  qu i  n 'é ta ien t  pas  ind ispensab les

à la condui te des raisonnements ont êté consignés en annexe.
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PREMIERE PARTIE

DIFFUSION FORCEE DANS UN CHAMP HYDRODYNAMIQUE

Les premières descr ipt ions quant i tat ives de l 'or ientat ion de part icules

r ig ides dans un écoulement de cisai l lement remontent aux années trente.  El les

s 'adressent  à  des  modè les  s imp les  :  le  bâ tonnet  (BOEDER ( fS)  e t  HALLER ( fO) ) ,

l ' ha l tè re  (KUHN (17) )  e t  I ' e l l i pso ide  de  réyo lu t ion  (SADRON ( fe , fg ) ) .

El les mettent en êvidence le rôle de la fonct ion de distr ibut ion des or ientat ions

de l 'axe de rêvolut ion dans la caractér isat ion des propr iétés macroscopiques

du mi l ieu ,  en  par t i cu l ie r  sa  b î ré f r ingence e t  sa  v iscos i té .

La forme achevée de cette théorie a êté donnée par PETERLIN (29,21.)poun

1 'e l l ipso ide  de  révo lu t ion ,  pu is  récemment ,  par  I {0RKHAN (22 ,23)  pour l re l l ipso îde

scalène. La fonct ion de distr ibut ion angulaire s 'y prësente sous forme de
dêveloppements en série : la première partie ae notre tr:avail est consacrée
pr incipalement à cet te quest ion.
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CHAPITRE I  :  FONCTION DE DISTRIBUTION DES ORIENTATIONS D'UN ELLIPSOIDE
A TROIS AXES DANS UN ECOULEFIENT A GMDIENT DE VITESS.E
CONSTANT

pour  conrnencer ,  nous  a l lons  rappe ler  l ,aspec t  c lass ique de  l ,o r ien ta t ion

de ce  modè le  de  par t i cu le  :  é tab l i ssement  e t  réso lu t ion  de  l 'équat ion  de  d i f fus ion .

Nous serons alors condui ts à évoquer 1e problème de la convergence des sér ies

qui  expr iment les phênomènes. Parmi ces derniers,  nous indiquons trois exemples

typiques i l lustrant I ' intêrêt  de la méthode hydrodynamique.

1 .  Rappe ls  sur  l ' é tab l i ssement  de  l 'équat ion  de  dr r f fus ion .

Considêrons un l iquide newtonien en écoulement dont 1e chanp des

v i tesses  V es t  pourvu  d 'un  tourb i l lon  :

n=1v^v
I  

(1 ;  tu

Une part icule sol ide placée au sein du l iquide et  abandonnée â

el le-même tourne avec une vi tesse angulaire o6 gui  dépend de g.  Si  sa forme

géométr ique est  un el l ipsoîde scalène, JEFFERY (24) montre en résolvant les

êquations de STOKES que :
: 2  ^ 2

%,i=r ' r i+ 6,-{

uj-u[  ^
aï]f-- Pi

où  les  ind ices  i ,  i ,  k ,  son t  re la t i f s  aux  axes  géomét r iques  de  la  par t i cu le ;

les a., désignent ses demi-axes et les paramëtrer ni , Bi dépendent de 0

Pour un écoulement de type COUETTE tel que f, 
= (o, gx, o) par rapport

à des axes orthogonaux 0X, 0Y ,  07,  de direct ions f ixes dont l 'or ig ine 0 coincide

avec le centre de l 'e l l ipsoîdê, les paramètret  n i ,  Bi  ont  une for.rne s imple

(22,23) comportant toutefois beaucoup de termes.

Par sui te du mouvement brownièn, la y i tesse angulaire réel le S(t)  de

la particule varie aléatoirement avec le temps en gardant cependant une valeur
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moyenne tempore l le  êga le  à  la  p récédente .  E l te  es t  so lu t ion  de  l ,équat ion

d 'évo lu t ion :  -  d ( , J i ( t )
I i  - - - l -  -  -  E i1u t . , ( t )  -  û rh , i )  +  A i ( t )' d t

qui  est  s implement l 'équat ion du nouyement ou de LANGEVIN en régime forcé.

L 'équat ion de di f fusion des or ientat ions s 'obt ient  a lors norrnalement

à partir de l 'équation de FOKKER-PLANCK en rêgime hydrodynamique par sommation

sur  la  d is t r ibu t ion  des  v i tesses  (vo i r  auss i  2ème par t te ) .

0r ,  ce t ravai l  n 'a pas encore étê fa i t ,  et  nous suivrons la méthode

c lass ique prêcon isée par  PERRIN (25) ,  b ien  qu 'e l le  condu ise  seu lement  à  une

forme approchêe de la solut ion.

Ainsir  pâF analogie avec la t ranslat ion,  i l  existe une équat ion de

conservat ion de la densi té de probabi l i té ou de la fonct ion de distr ibut ion des

or ientat ions p (  o , t )  qu'on êcr i t  conme sui t  :

â n

-  3  . Ë Ë = - [ o ' ( ' P )où y^= I ei -ô--, svss e; les vecteurs unitaires portés par les axes de la^1'r I n, I doi *l
particule, ., ai les rotations autour de ces mâtes axes.

qr est  donné par l 'équat ion du mouvement dans laquel le on suppr imetu

le terme inertiel et on remplace 
f(t) 

par un couple équivalent "thermodynamique,,

ou "entropique" êgal à - koT V^, (Log p)D t u o

I l  v ien t  a lo rs  :

+ = Y^ ' (D'  Yo p -  urhp)
a t t u t r t u t u

3 3
avec O = 

I  I  i i fu 
O., j '  t"  tenseur coeff ic ient de dif fusion de rotat ion.
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Comme dans le cas de la di f fusion l ibre,  la solutr ion générale de cette

équat ion se compose de deux part ies ;  I 'une dépend du temps, I 'autre non i

cet te dernière qui  subsiste seule lorsque le régime devient stat ionnaire ou

permanent,  est  donc solut ion de : .

V ^ . ( D . V a  0  -  6 h o  )  =  o
.lr* fu-- .\rr | '

Pour le type d'écoulement envisagê plus haut,  cet te équat ion devient en

coordonnêes d'EULER :

2O (R- + R* coss in  0  s inffi - s{"'.[
0 cos 2p - cos

- R+cos 2U)cos

T,p= ! s

*[*-.o,

+  
[ ,0 -

t

+ 2 (R ' -

2{ i  cosg cos

26 + R+cos

2R')  coso cos 24 s in  2 'p  +

2p(R++2R' )+c

0  s in  26  s in

1R+- zR,1 (1

z1l + R*cos zq cos zrttl #

os2o sin 2psin zrp n+1R+*R,)l  
m

rvl ffi . [ 
-ro- sin2o sin 2p

+ cos2o) cosz,f, ,tn ,O 
I , )

où T 'es t

T'  =.*  o*

avec :

3Hî = T

Hr= a
âo,

H3-  a

0o,

H4-  a

âo,

l 'opérateur

H,t - tâ o*

à '  =à '+
â"î â02

â- t l l j

+ j  â  =
ôo,

. â- J  _ =

âo,

di ffus i on

-  D 3 )  H 2

l i b re  éga l  à  :

* io-(H2+H2)

cotg 6 L
ao

. jû  ( -

. - jû  ( -

+ 1 (a '
s in2o aO2

coso à2 -f l
aQaq/ at|,

â )

â0

t )
a0

cotg o L
ârt

cotg 6, - !

a{,

+ l ' -  â  +
s in  0  âO

.1  â
s inO ôO



8.

on a posé

Di  =  D i i D*=Dr+ .D,  D-=Dr -D,

a?  a? .  ^+  Rr *  R2  Rr -  R2  R.Ri=;f t j  R+ Q-= R,=u j * *1  4  4  4

0n vo i t  enpar t i cu l ie r  que T 'es t  donné sous  la  fo rme d 'opêra teurs  s imp les
dont les fonct ions et  valeurs propres sont connues (26) ;  cet te écr i ture présente

sur  la  méthode d i rec te  (13)  I 'avantage de  fac i l i te r  la  recherche de  la  so lu t ion .

2.  Technique de résolut ion.  Convergence

En tenant compte de la pér iodic i té sur p ,  on pose

o = 
21, zI, zn 

A21' 2n, zn .]r\' 'n

Les , î \ ' 'n  sont les fonct ions sphér iques général isées tel les que :

îT' 'n = 
"- 

j Zmq .-j2n4, ,rî,rn (cos e)
Le premier terme du développenent est Ai,o,o ; i l  vaut g*z nar suite

de l ' i so t rop ie  de  la  so lu t ion  du  prob lème de d i f fus ion  l ib re ;  i l  reprêsente  auss i
le terme in i t iateur dans la résolut ion de l 'équat ion par la néthode aux
perturbations, avec g coilne paramètre.

Pour cela '  réécr ivons l 'équat ion de di f fusion sous une fonne plus

compacte :
Tio =s(+ 

# + up)
où la déf ini t ion de I 'opérateur U est évidente.

Alors on a :

p=;  s ie ;
o l

avec une relat ion de récurrence entre les p.  te l le que i
I

T r  t l  AI  P i=(â m 
*U)oi - t

et  in i t i a l i sée  par  po  =  Ao ,o ,o .
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En fai t ,  ' lorsqu'on 
ef fectue les calculs on constate malheureusement

que 1a sér ie diverge dès que g devient 4 â 5 fo is plus grand que D+ .  ce

comportement peut être prévu en transformant l 'équation de diffusion en une

êquat ion intégro-di f férent ie l ' le par l ' intermédiaire de la fonct ion de GREEN de

T ' .  0n  sa i t  qu ' i l  ex is te  a lo rs  un  c r i tè re  de  convergence (27 ,28)  basé sur  la  dé-

terminat ion de la valeur propre de plus pet i t  module des opêrateurs intégro-

di fférenti el s .

L ' imposs ib i l i tê  d 'emplo i  de  la  sér ie  p récédente  au-de là  de  son rayon

de convergence inci te à chercher une nouvel le sér ie qui ,  cet te fo is,  sat isfai t

à la relat ion de récurrence suivante :

(T: -$n folpi=euoi-r

vêr i f ie alors,  non sans peine, sa convergence pour tout  g (cr i tère précédent)

on ident i f ie cet te sêr ie à 1 'ancienne pour g suf f isamnent pet i t .

Ainsi '  on constate que la recherche de p fait naître un problème de convergence

directement l iê au choix de I 'opérateur qui  sert  de base à la procédure.

3 .  Exemples  dapp l icâ t ion

Les premiers termes du dêveloppement en série de p ont êté calculés

e t  u t i l i sês  dans  l 'é labora t ion  d 'une thêor ie  sur  la  b i ré f r ingence d 'écou lement

(ZZ,Zg) ;  nous  avons  fa i t  de  rnêrne  pour  la  v iscos i té  non-newton ienne (29) ,  e t
pour déterminer par passage à' la l imi te le coeff ic ient  de di f fusion autou'r  de

l ' axe  d 'un  e l l i pso ide  de  révo lu t ion  (30) .

0n

et
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CHAPITRE I I  :  ETUDE DETAILLEE DE L 'ELLIPSOIDE DE REVOLUTION

L'ana lyse  que 1 'on  v , ien t  de  fa i re  se  s imp l i f ie  dans  le  cas  de

l 'e l l ipso îde  à  deux  axes .  Nous a l lons  en  pro f i te r  pour  mont re r  ce  que 1 'on

peut t i rer  de ce modèle remarquable en biréfr ingence d'écoulement et

v iscosi té non-newtonienne et  pour chercher à accélérer la convergence de

la  fonc t ion  de  d is t r ibu t ion  qu i  rég i t  les  deux  e f fe ts .

1 .  Fonc t ion  de  d is t r ibu t ions  des  or ien ta t ions

0n passe à  I 'e l l ipsoTde de  révo lu t ion  en  fa isan t  1e  cho ix  a ,  =  d2

L 'êquat ion  de  d i f fus ion  se  s imp l i f ie  e t  dev ien t  :

D, H1 p = s [ f  ]+b cos zo)h + ]  s inocososin 20 %. 
-  ]a s in2o sin zo 

lp-  
l c '  

' ' d Q

avec

H? =  à ' *co tg93-  +  -1  à2

"  â02 ao  s in2o aO2

b=Rr=-p ,  = " '1  
- t  

r ,=u t  D ,= [ ) -
r ' 2  +  I  a ,  

t  2

p est  supposée isotrope autour de l 'axe de révolut ion.

Cette équat ion a été obtenue par PETERLIN (20).  L 'auteur donne la

solut ion sous la forme :

p=  tb lo i
o l

où les p- sat isfont â la relat ion de récumence :

U? -  
+ "  : )  o i  = lo  (cos 20 :  + s inocososin 2o L-  3 s in2osin 2Q) pr- r

a0 d0 â0

avec  s  =  $ ,  l e  nombre  de  PECLET.
u !
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9.;

Chaque - est un développement- l

c o l
= f, X (x., 

mi cos 2m 6 + Vl ,m,il = o  m = o  
r t l

Pour des raisons de normat ion,

en harmoniques sphériques de la forme :

9m

sin 2m 4)Pii '  (cos o)

on vo i t  que I 'on  do i t  poser  :

9o  =  Xo 
,o ro  

=  l /4T I

Le deuxième terme du développement est alors :

pr = (xr , r , r  coS 20 * vr , r , ,  s in 24)P! = afu- $ '"or Zq + 3o sin 2Q) 3; : i$0
o2+ 36

Le second 92 se dêdui t  de 9,  ,  êt  a insi  de sui te.

2 .  Va]eurs  numFr iques .  App l ica t ions .

En fai t r  pôF sui te de certaines propr iétês spêci f iques des fonct ions
2n

de LEGENDP.E (Pij ' (cos 0) ), pEffRtttt trouve trois relations de récurrence

entre r l,r,i et yl 
rm,i 

pouvant être progranmées sur ordinateur. Les premiers

calculs ont êté effectués par SCHERAGA, TDSALL et GADD pl ) sur un ordinateur

de type MARK I. Mais la complexité des tennes intervenant avec la croissance

de l 'ordre i ,  a contraint ces auteurs à ne pas dépasser i  = 23, avec des

résultats jugés corrects jusqu'à o = 60 et r '= 200. Plus récerrnent,

LAYEC (32) profitant de techniques modernes en infonnatique, a poussé les

ca lcu ls  jusqu 'à  i  =  57,o  =  400 e t  r '=  500.

Cependant, dans les deux cas, les programmes machine ont ëté étaborés

dans le but de fournir les valeurs numériques des coeff ic ients xl , f i , i  €t

Vl,m,i  intervenant en théorie de la biréfr ingence d'écoulement (21) et dans

cel le de la viscosité non-newtonienne (33) des solut ions di luées.

Pour le type d'écoulement que nous avons envisagê, on sait en effet,

que la solut ion devient opt iquement anisotrope. Dans une direct ion ' i  '

d 'observation 0Z perpendiculaire au plan de l 'êcoulemêrtr cêt effet appelé
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encore ef fet  I !AX!!ELL, êSt caractér isé par
t .

et  son  in tens i té  (  A  n ) r ,  avec  :

tg  2X -  -  <s in2  o  s in  2Ô>-  -

(an)z=T(.,  -G,) 
[ .s in,

son  ang le  d 'ex t inc t ion

. t
X b '  x .  ,  i

r  9 I 9 l

0 s in  2ôr '  +  <s in26 cos ,rr'lij

l+= 32n39 (Gr-  Gz l  
[ r r  

o i  y r  
, r  , i  )2  +  ( r  o i  

" ,  , r  , i  ) ,

(G, -  Gr )  f ,  (o ,  b )

-nù ç,  nr  Gi  sont respect ivement la co4centrat ion volumique de

son indice optioue moyen, et des facteurs qui t iennent. compte

opt ique des part icules

De même, la so'lution en écoul'ement a

La viscosi té intr insèque étant déf in ie cornme

de:

_ 2nc
n

l a

de

*#" 
)

sol  ut i  on ,

l ' an iso t rop ie

où u  dés igne la  v iscos i té

montre que :

+ O

de la  so lu t ion  .1  uo

comportement non-newtoni en.

l im i te  à  concent ra t ion  nu l le

ce l le  du  so lvant ,  SAIT0 (33)

un

l a

[uJ =( Iuo

c

u-

uo

[u ]  =  (J  +  K  -  L ' )  . s inaos in22q> +  L '  <s in2o> +  lv |  <cosz6y+ I  <s in2o s inq>

où J,  K,  U, 1 '1,  N sont des fonct ions des demi-axes de l 'e l l ipsoîde et  de

leur rapport .

En exp l i c i tan t  les  va ' leurs  moyennes,  i l  v ien t :

[uJ  *  u4  +  4 I ï5  o t ( t r * r ,o , i  t  B ,  x r ,o , i  *  B ,  , r , ro i  *  Bu
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0n a posé :

un = # ( J + K) * Ê t '  *  .

Br=rfu(-31,+1oK-4J)

Br=#(J+K-1,)

$ =-16808
3 2

B =.1 n
4 l

Dans son programme de calculs,  LAyEc détennine en p'rus res pentes
, n F  1 r

l# i  pour tout o I l  observe qu'el1es présentent, quel que soit  b, un
\ -  - t D
-maximum 

si tuê t  oM =3,4.  Cette constatat ion est  intéressante car el le permet,

d 'accéder à D lorsque g est  donné. Tenant compte du fai t  que oM est une

va leur  fa ib le ,  nous  avons  prouvé l 'ex is tence de  ce t  inyar ian t  en  b .

Plus tard '  nous avons pu caractér iser ent ièrement I 'e l l ipsoîde des

ind ices  du  mi l ieu  b i ré f r ingent  b iaxe  en  ca lcu lan t  les  b i ré f r ingences  dans

les  d i rec t ions  0X,0Y,  c 'es t -à -d i re  dans  le  sens  du  courant  e t  su ivant  le

grad ien t  de  v i tesse  (34-35)  :

( ln) . .  = T (e,  -  Gr)  l , (o ,  b)  ( ln)  = 41 c,  -  Gr)  f . .  (o ,  b). - ' X  I l  .  I  z ,  
X . - -  

r " " r y  n  y

avec

Nous avons aussi montré qu'une correlation viscosité-effet MAXIIELL

existe en constatant que les valeurs moyennes <sin29 sin Z O>, <.Sin2 O cos 2Q>

et  <cos2o> sont  Jes  seu les  qu ' i l  so i t  nécessa i re  d 'ob ten i r  auss i  b ien  en

biréfr ingence qu'en viscosi tê.  Autrement di t ,  <sinag sin2 ZQ> dépend

des valeurs moyennes prêcédentes (Annexe A), de sorte que [u] se met sous

la forme
1  . , r  ,  t ^  . l n  6  , -  . .  . . . 1

[u ]  =Ë(J+ K-  L ' )  <s in2ocos 26>- [Ë-Ëo (J+ K-  L ' )Jcs in2os in  2q>

+ (  M -  K)<cos2o>+ J  +  K

,: 
= ], 

t + f, bi',,o,i i cos 2x rz 
I
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ou encore :

lu ]  =  u 'A +  4n x  u i (g ' r  r r ,o , i  *  B ' ,  
" r , r , i  

+  B,s  J r , r , i )
avec cette fois :

1 2
u'A = J *  à M + i  K

Bi =1f t M - K) 8,, =# t, + K - L,) Bl, =+ 
[i-ft 

J + K - r:)l
0n conço i t  fac i lement  qu 'une s imp l i f i ca t ion  no tab le  pu isse  a lo rs

être apportée au prograrmne machine d'une part ,  et  que d'autre part  [u]  puisse

être rel iée aux grandeurs physiques du problème opt ique.

0n trouve, en ef fet ,  la relat ion suivante (36) :

Lul =?, f  J + 2K) .  !  t  J - K) r,  +

-{fr; sin2x 
[f 

Bi *]rr-*)lcos2*]r,
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3.  Convergence de la fonct ion de distr ibut ion

Malgré  la  s imp l i f i ca t ion  s igna lée  au  paragraphe précédent ,  i l  n 'en

demeure  pas  moins  que les  ca lcu ls  sont  longs  e t  labor ieux  e t  les  résu l ta ts

d i f f i c i les  à  ob ten i r  avec  préc is ion  même par  1 'emplo i  d 'o rd ina teurs  t rès

performants.  Cela t ient  au fai t  que la solut ion de PETERLIN est  représentée

par une sér ie qui  converge de moins en moins bien lorsque o augmente.  En toute

r igueur,  i l  y  a deux paramètres perturbateurs indépendants :  o et  b,  et  la

diminut ion rapide de la convergence apparai t  surtout lorsque o est  grand et

b  vo is in  de  l ' un i té  ( l ' e l l i pso îde  tend  vers  le  bâ tonne t  ou  le  d isque) .

Dans ce domaine de var iat ion des paramètres,  on peut t rouver une

solut ion ayant la forme :

p = Fo (o,o) -  *  r ,  (o ,o)

où Fo es t  l ' express ion  de  p

C 'es t  donc  un  déve loppement  au  vo is inage de  l ' i n f in i  e t  qu i  a  ê tê

proposé par HINCH et LEAL (37 ). Ces auteurs montrent que par le changement de

var i  ab l  e  s :

.1
T - ^

o '
F2 (o  ,O)  +  . . .

Pour o -> æ.

r '2  s in21) ' /  r l_ t

0 = tg

O = tg t ( r :  tg r )

dédu i t  des  orb i ta les  de  JEFFERY (24) ,  l ' équat ion  â  laque l le  obé i t  Fo ,  à  savo i r

Ic{.0r,. *

[+,t  
+ b cos zo)fu * ]  u sinocososin 2q -a- -  ]  u r in26sir r* lFo = o

prend l 'aspec t  :

L (r,
â t

où h ,  t "  s in  e  sont

t ' s ineFo)=o

des fonctions de C et t
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0n a alors immédiatement l ,expression générale de Fo :

F  =  o (C)
o  h t ' s ine

Cependant la condi t ion de normat ion habi tuel le ne permet pas à

e l le  seu le  de  dé f in i r0  (C) ;  ce t le -c i  es t  ob tenue en  procédant  comme su i t .

F r  est  so]  ut i  on de :

f; tn.'sineF,) = (r'+ r'-'){*[#-. + - cots.+ I .,.

^ [hâFoâFn
.#[T-]rr-d -cots.-ËJ 

,
c'est-à-dire de l 'équat ion de PETERLIN après changement de var iable.

Comme p est périodique en 6 , donc en t , avec la même période 2n ,

on a par intégrat ion de l 'équat ion prêcédente

â
5C J,^ t#- se -cots'#l Fodt =o

re la t ion  qu i  fourn i t  0 (C)  à  une cons tan te  p rès .0n  ob t ien t  a lo rs  Fo  sous

une forme analyt ique compacte complètement déf in ie après appl icat ion du

cr i tère de normat ion.

Ce résul tat  est  t rès important car i l  const i tue un test  de la val id i té

de la solut ion de PETERLIN aux valeurs élevêes de o :  la sér ie proposée par

PETERLIN pourra être considérée comme convergente à tout o , Si en faisant

dans  ce l le -c i  6  =  - ,  e l le  s ' iden t i f ie  avec  Fo;  nous  nous  proposons de  le

montrer ma'intenant.

A cet ef fet ,  on écr i t  d 'abord Fo sous la forme :

F = o(c r. ' l, o  -  72

oÙ C '  =  tg ' ( t  +  U cos26) r /2

C '  ne  d i f fè re  de  C que par  la  cons tan te  mul t ip l i ca t i ve  (L /2  r r  z1p '  '+ t ) ! ,

Ce nouveau choix v ient  du fai t  que nous sornmes intéressés à la var iat ion de

Fo avec b,  et  non avec r ' ,  dans le but évident de comparer Fo au développement

de PETERLIN .
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0n  a  d 'au t re  par t

t?

[  
( c ' ' +  L ) '  -  b ' (à  c ' z  + I

e t  don t  l ' i n tégra t ion  es t

Mais on peut enco

ao  +1  2C '2 - l  
o=br l

aC '  C 'C 'z+ l  t

l a

re l  at i

-AE +
ac'

c i le .

écr i  re

l a

. l
) l
l

fa

re

J

/z

on qu i  déf in i t  o (c l  )

1[(r 'z+r)(zc,,
c '  t

-t) - oz 1$c'2 -1)1. = o

re lat ion précédente comme

C'2  +  1

( ç ' z  +  1 )2  AC  ,

su l

\P

t :

IC' (C 'z+ f i z

que l 'on résoud par la technique aux perturbat ions

o -  r  b ' r  -
o" t

C'es t  ce  dêve loppement  qu i

0n  vér i f ie  que :

c'
rc";ir

b<L

doit être com;laré avec c :e lu i  de  PETERLIN

oo=A

Ôr=A

en se l imi tant aux deux premiers termes.

La constante A calculêe par normat ion vaut

F -ol,
4II

Z(C 'z  +  LJ ,

(1 - lo b')f i=
4n (1 * f,o b')

de sorte que

(t  -  6z1t/z

4n (1 + b sin2ocos 26)f
t r -r o  - [' .F 30 cos2 o

L+bs in2ocos26

15 cos+ 0 - ,) - ...1

C'2  +  1

(1  +  b  s in2o  cos  26)2



18.

0n  cons ta te  a lo rs  que Fo t ' iden t i f ie  avec  la  sér ie  de  Peter l in .

ce l le -c i  converge donc  pour  tou to  e t  pour  lb l  <  1 .  Le  cas  l im i te

lU l  =  1 ,  es t  ce lu i  pour  leque l  Fo  a  
' l  ' a l lu re  d 'une fonc t ion  de  D i rac ,  pu isque

Fo =  o  sauf  pour  s in2O cos2Q = t  1

En dé f in i t i ve ,  i l  ex is te  deux  express ions  d i f fé ren tes  de  la  so lu t ion ,

dont  I 'une  es t  in té ressante  aux  fa ib les  va leurs  de  o  e t  l ' au t re  aux  fo r tes

valeurs de ce paramètre.

Dans la  p ra t ique,  ' l eur  jonc t ion  es t  d i f f i c i le  à  ob ten i r ,  sau f  pour  b

vo is in  de  o ,  c 'es t -à -d i re  lo rsque 1a  par t i cu le  a  une fo rme gêomét r ique vo is ine

de la  sphère ,  car  a lo rs  o i  a  peu d ' in f luence sur  l ' a l lu re  de  o  .  Par  cont re ,

s i  b est  proche de 1,  la sér ie de PETERLIN converge mal dès que o at te int

une centaine, et  la sér ie de HINCH ne donne de bons résul tats que lorsque o

es t  t rès  g rand  (o>>  r '3  pour  r '  >  1  ou  o r r f ;  pour  r '<  1 ) .

0n  peut  d 'au t re  par t  s ' in te r roger  sur  l ' i n té rê t  p ra t ique de  p  aux

fo r tes  va leurs  de  o .  H INCH ind ique  qu ' i1  é tud ie  l ' i n f luence  d 'une  fa ib le

rotat ion brownienne sur le mouvement d 'une part icule dans un écoulement à

c isa i l lement .  Ma is ,  en  fa i t ,  c 'es t  o  gu i  es t  le  paramèt re ,  e t  non séparément

g ou D. 0n entrevoi t  a lors deux possibi l i tés de rendre o t rès grand :  ou bien,
I

on se f ixe Dr,  par exemple une centaine de s-t  qui  est  une valeur courante pour

un grand nombre de macromolécules,  et  on voi t  qu' i l  faudra opérer à des

gradients t rès élevés, ce qu' i  r isque de faire basculer l 'écoulement du régime

laminaire au régime turbulent ;  ou bien, on se donne g ,  pôr exemple quelques

un i tés  de  s - r ,  ê t  a lo rs  la  ta i l le  de  la  par t i cu l .e  do i t  ê t re  beaucoup p lus

importante que cel le de la plupart  des macromo' lécules de façon à rendre D,

très petit. Des expériences ont été effectuêes par t ' lAS0N et COll (38) sur des

suspensions de bâtonnets ou de disques dont les dimensr ions dépassaient plusieurs
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mic rons  e t  dans  des  l iqu ides  de  fo r te  v iscos i té .  L 'appare i l  u t i l i sé  ê ta i t
un couette (Rheomat 15) permettant d 'at te indre g = 100 s-t .  La distr ibut ion

in i t ia le  en  or ien ta t ion  des  par t i cu les  pouva i t  ê t re  i so t rope ou  rendue
diraquienne et  une caméra photographiai t  le mouvement de la suspension au
cours du temps. Ces auteurs ont montré que p avai t  l 'a l lure d,une fonct ion
sinusoîdale d 'ampl i tude dêcroissante avec 1e temps superposée à une fonct ion
cont inue de  I 'espace-  Ma is  le  temps de  re laxa t ion ,  de , l ,o rdre  d ,une centa ine
de secondes, étai t  beaucoup plus pet i t  que celui  prêvu par pETERLIN.

0n peut admettre que cette importante di f férence est  due à la polydispersi té,

e  I ' i n te rac t ion  par t i cu le -par t i cu le r  ôuX e f fe ts  iner t ie ls  te ls  qu , i l s  seron t
env isagés  dans  la  seconde par t ie  de  la  thèse,  ma is ,  i l  n ren  res te  pas  moins
vra i ,  que s i '  l ' on  fa i t  abs t rac t ion  de  tous  ces  fac teurs ,  i l  y  a  peu de  chance
qu 'un  rêg ime s ta t ionna i re  pu isse  s 'ë tab l i r  aux  t rès  pe t i tes  ya leurs  de  Dr .
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4.  Accêlérat ion de la convergence

Nous avons vu dans 1e paragraphe précédent qu' i l  existe un problème

1ié  à  la  rap id i té  de  convergence des  sér ies  env isagées.  En par t i cu l ie r ,  nous

avons signalé que la sêr ie de PETERLII I  donne des résul tats incertains dès que

o a t te ind  la  va leur  100 pour  b  vo is in  de  1 .

Cette constatation nous a incité à rechercher une mêthode

mathématique capable d" 'accélêrer"  le processus de la convergence. Nous nous

proposons de l ' . rpôse" maintenant.

D'abord nous transformons 1'équat ion de di f fusion en une équat ion

de type FREDH0LM (39-41).  Nous considérons pour ce fa i re les harmoniques

sphér iques  complexes :

vf (0,0) = [zr 
+ r (r  -  r i rrr l ]  . - j  m0 rf(  cos o)'  l -  4n  ( l+m) !J  '

Ces fonctions constituent un système complet orthonormé et la relation de

fermeture est :

æ t[=l *
F  F  v m  

" t * -  
1  r /

- L  t  -  . t  , . t  -  
.  o \ 0 '  - O )  ô ( O '  -  

O )
l=O i l= -  |  S fnO

Soit  a lors la fonct ion de GREEN modif iée (voir  aussi  annexe B) solut ion de :

H?e(o',0 10',0)= +- ô(0,-o) ô(0,-O)- isrn 0 4TI

0n vér i f ie que :

) 1  t  1  t 1  - \  |  1  :  - ^ r

Q = -  
î  - I^  # 

( l  -  m)!  !  . j  nr(  ô ' -  o)p|  (cos o,)  r f (cos o)
1 mlo 

' tJ l  
(1 + m) !  I  ( t+1)

L 'express ion  su ivante  :

z(o,O) =f GHfpdn'
Je'  = 4I I

devient

Z(o,O) =[  pHf  e dn,
Jn' = 4il

en employant la méthode d'intégration par partie et en tenant compte des

condi t ions de symétr ie sur p.
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0n a par

z( o'o)

d 'où

p(o'o) =

su i te  en

-h1,,
se souvenant  de  la  dé f in i t ion  de  G :

p d n '  + p(o,O) = -  +, ,  + p(o,O)
= 4JI

une in tégra t ion  par  par t ie ,  i 1  v ien t  f i na lement :

r.'
G( o' ,016' ,0)  l+(1 + b cos 2 O')  ! -

= 4I I  L '  
n  

âo '
+ |s ino 'coso 's in  2O'L

1 a0 '
-  3 /2  b  s in2o '  s in  Z  A, I  p (o '  ,  O ' )  d  CI ,

la relat ion précédant G par sa valeur donnée plus haut

++
6 lù ,

En

et

remplaçant dans

en procêdant â

p(2,ù  =h-or r4 l  .+1 (21 -Zn) l  1
4r  (21 +  2m)!  21 (11 +  1

,3\ @.- i t' Ôx

, 
f , , , [  

-  i  l (1+b cos 26')prte')  *  ]  s in 26' z '( !-z '2)!- ,(ptî( . 'ù]
î r '=4n àz

e 
j  2m o '  , ( r ,  ,6 , )  d  CI ,

z=cos0
0n voit  que p peut encore s'écrire :

p(z,o) = #* " I  
K(z' ,z l  o ' ,0) p(z' ,Q') do'

Tl l  
'o '=4 , ,

c'est-à-dire que nous avons transformé l 'êquation de dif fusion en une

équation de FREDHOLM de deuxième espèce de noyau K(z' ,zl0' ,  O)

Par  un processus d ' i térat ion,  i l  v ient  :

r - '1p(.,0) = àn i oi J K, (z '  ,z I o' ,o) h drr '
I  o '=4n

avec

K(z '  ,2"  |  0 ' ,  O")K i  -1(z" ,z l  0" ,0)  dCI"
=4 I I

=r
ot'

K,  (z '  ,z  |  ô '  ,0 )
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La  sér ie  que I 'on  ob t ien t  es t  du  type  NEUFIANN.  En ca lcu lan t  le

premier terme perturbateur, on a :

l - h
p(z ,Q)  =  

ËrT + j f f i  (L  -  7z)  s in  ZQ + . . .

Cette série est peu intéressante car el le diverge pour o = 5
lorsque b = 1. Comme i l  a été dit  au chapitre I ,  nous considêrons alors

l 'opérateur Hl+ $ d 
comme agissant sur la fonct ion de GREEN. 0n montre que :

G(z',zl  O',0)=-x, t  , :  vf  t2,,0,1 vf*tr ,O)
l( l+1)- i  f l

de sorte que :
1p(z,o) =+n + obxr tr.  

.  vf, \*tr,o)x-  
21 (21+ l ) - jom 

'?1

^[l j  m cos 2q, ,t ie,,o:) - â r, n zô, z,(r-2,,)#, (r\ ir.,,*,,)T p(2,,ô,) dCI,'n'l4n

avec l 'assurance que la sér ie qu'on t i re de cette équat ion converge quel  que

so i t  o  ,  pu isqu 'e l le  s ' iden t i f ie  avec  ce l le  de  pETERLIN.

L' intérêt  de représenter 1 'équat ion de di f fusion par une équat ion {e

FREDHOLM est le suivant : i l  permet de trouver le rayon de convergence des

sér ies  qu i  s 'en  dé t lu isen t .  En  e f fe t ,  on  a  de  façon sy lbo l ique:

*rrto
avec

Ip=-
4II

-fr = R(z',zl o',0) d n'
o'=4I[

Cet opérateur est évidemment dif férent suivant que l 'on s' intéresse

à la série de NEUtlANl. l  ou à cel le de PETERLIN
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0n peut encore écrire :

p =
1- oR

et on sai t  que la convergence est  assurée tant que

. ô=  l ,

|_Rtl
norme d"f l ,  donc le rayon de convergence. (voir  aussi  annexe B).

h*oÉèn; *o'A'rinl

Nous pouvons à présent étudier le procédé mathêmatique d" 'accêlérat ion"

de la convergence des sér ies.  I l  peut se comprendre à part i r  d 'un exemple s imple.

Considêrons en ef fet ,  la sér ie de pgg14ANN. 0n saît  qu,el le diverge pour o = 5

avec b = 1. .  Si  on chois i t  o = 4,8,  e l le converge, nais le nombre de tours

d' i térat ion pour obtenir  p avec une précis ion donnée est  b ien supér ieur à celui

qu i  es t  nécessa i re  en  u t i l i san t  ce l le  de  PETERLIN.  Ce la  t ien t  au  fa i t ,  guê

dans le  p remier  cas ,  la  va leur  4 ,8  es t  p roche de  la  l im i te ,  e t  que dans  le

second cas, la sér ie converge quel  que soi to et  spécialement bien lorsque ce

paramètre est petit. Réduire le processus itératif est donc synonyme

d" 'accélérat ion" de la convergence. Par déf in i t ion,  cela consiste à générer

une suite de nombres So, S, ' ... Si (ici, S, représente la soffne des terrnes itérês

iusqu'au rang i )  ;  la solut ion S est  la l imi te de cette sui te et  chacun des nombres

St est  une approximat ion.  L 'accé' lérat ion de la sui te S.,  consiste à la t ransfor.ner

en une autre Vi eui doit évidenment converger vers S plus vite que la première,

c 'es t -à -d i re  que :

où l l  A l l  est la

Vr -S
l im '  =  o
i+ -  S i -S

l im
i-+-

0u
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Cette technique est  courante en mathématique appl iquêe et  parmi les
mêthodes les  p ' lus  u t i l i sées ,  on  peut  c i te r  :

la mêthode de FREDH0LM (27) qui  représente un prolongement

analyt ique au-delà du rayon de convergence.

la méthode des approximants de PADE, et  p lus spécialement pour le

type de problème envisagé ic i ,  ra t ransformat ion diagonale de

PADE-SCHANKS (42 ) .

l a  méthode  des  fonc t ions  p (M,M, )  =  G(M,M, )  +  v  (M, )  h (M)

apparentées  aux  fonc t ions  de  GREEN G(M, t { ' )  @s-qq) .  Dans l ,express ion

prêcédente h( l l )  est  une fonct ion donnêe, cont inue et  dér ivable

jusqu'au 2ème ordre,  avec res mêmes condi t ions aux l imi tes que

G(M"M) ,  tand is  que v (M' )  es t  une fonc t ion  pr im i t i venent  a rb i t ra i re ,

mais dont les valeurs se t rouvent f ixêes par des condi t ions imposées

au cours  des  ca lcu ls .

Toutes ces méthodes sont effectivement applicables à notre problème,

e t  p lus  spêc ia lement  la  3ème pu isqu 'e l le  s 'appu ie  sur  les  fonc t ions  de  GREEN.

Cependant,  € ' l les ont toutes I ' inconvénient de fournir  de nouvel les sér ies t rès

d i f fê ren tes  de  la  sér ie  o r ig ine l le  e t  par  su i te  p lus  compl iquées  à  ca lcu le r  sur

ordi  nateur.

La méthode que nous avons employée permet au contraire d 'être

faci lement adaptab' le sur ordinateur,  au moins aussi  faci lement que pour la sér ie

c lass ique de  PETERLIN.  Nous avons  vu  que 1 'opêra teur  de  PETERLIN s ,ob tena i t  à

part i r  de l 'opérateur Hf en faisant gl isser g + du membre de droi te-  z  a0
vers  le  membre  de  gauche de  l ,équat ion  de  d i f fus ion .
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Tout t ransfert  supplémentaire de terme ne ferai t  au contraire que

compl iquer  la  recherche de  la  so lu t ion .  Ma is ,  on  peut  a jou ter  dans  chaque

membre un opérateur l inéaire sans suppr imer l ' i têrat ion sur la base des fonct ions

sphér iques .  Ce lu i  qu i  nous  a  paru  le  p lus  s imp le  es t  1 'opéra teur  mu l t ip l i ca t ion

par un paramètre ajustable.

Ains i  on écr i t ,

(H2 -  g  L+ k lp  =(U '+  k)p\ " 1  2  à ô  
'  ' . , f  P  

- \ v  '  ' \ / | . J

où on  a  dés ignê  par  U '1 'opéra teur  de  d ro i te  de  l ' équa t ion  de  d i f fus ion .

La  so lu t ion  pr îse  sous  la  fo rme usue l le  :

P -  |  P i
1ravec go = 
i f  montre que 1'on a successivement :

(Hi-Ëd+k)po=k po

(Hî -ifu+k)p,=srpo

(Hî-Ëfu+k)ez=(u'+k)p,

2 - q

(H ,  -ËËô+ k )  p i  =  (U '+  k )p i_ i

La nouvel le sér ie représentat ive de p approchêe par ses deux

premiers tennes est :

I  u  [e  ?  ^  1p= ân*ïn lË"te-*lsin2Q 
-lo'cos26J 

]] . [ f_r2+...

La fonction de GREEN de l 'opêrateur nî * 
l fu'* 

O est :

G( o, ,o lo, ,o) = x x 
vî(o' 'o'  )  YîTe'o)

k + j  + i  -  l ( t+ l )
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et  la solut ion expr imée par une équat ion de FREDHOLI4 6 la nouvel le forme :

1 ^* f ' ,-
p=fn + xx v!f*to,o) j viï(or'o') lu'+tJp(o"o') do,-n '  

=4l t  k+ jm o -  21(21 + 1)

Puis,  tenant compte de certaines propr iétés remarquables des fonct ions

de LEGENDRE (or thogona l i té ,  re la t ions  fonc t ionne i les :  € tc . . . ) ,  on  es t  condu i t

à t ro is relat ions de rêcurrence entre les coeff ic ients x.1,m, i  et  y1,r , i  et

les  coe f f i c ien ts  * l , r , i _ l  e t  V  l , * , i _1  :

. r  ' l
4 

lz l(zt  
+ t)  -  k 

lXt,m,i  
*  om y.t  ,mi =

ob f .- i  I t t ,r , i-  
-Fr,r, i-  

I  
-kxr,m,i-1

F- -  = Zl  (21+Zn+4)l  u- l  'm' i -1- ro* l  (41+5) 1zl*2f i -  
v l+1,m+1, i -1

+ --3-- (21-2n\ t (21+2n+z\ v
(41-1)  (41+3)  (21+2m) ! .  (21 -Zn -Z) !  "  1 ,m+1, i -L

_ 21+I (zt-21)t
(41-1) (41-3)  (2 .1  -  2n -  4) !  

v l - l ,m+1,  i - l

Fl ,r,i-l = 
7;ft;; 

vt*t,r-t,i-t + 
*rfu- 

vt,r-t,i-t

21+1 u
(41-1 ) (41-3 )  "  l -1 'm- f  i -1



27.
r1

fzt{zt+t)+kJo,,r , . ,  
-  omXl ,m, i  

=b )

ob f r ,  
' l

i  l t ' l , r , i - t  
-  F ' t ,m, i - l  

.J  
-kYl  

,m, i - l

où les  E ' l , r , i  
" t  

F ' l ,m , i  se  dédu isen t  des  E l , r , i  
" t  

F l , r , i  pa r  la  subs t i tu t ion

des  x ' t  
,m, i  ôuX v  l ,m, i

sI 
Irt trt*t)-k] 

*.,  ,o,.,  =- + Er,o, i-r.  -krr,o, i- l

Ces trois rdtat ions ont été adaptées sur ordinateur et  l ' i térat ion

portée à 100 tours.  Les fonct ions tg 2X, fx,  fy,  f ,  ont  été calculées pour

di f férentes valeurs de o et  b en jouant sur k.  A dessein nous avons tracé

le graphe d'évolut ion des fonct ions précédentes suivant le nombre de tours

d ' i té ra t ion  pour  b  =  L  e t  o  =  50 ,  100,  150,200 e t  400 , -1 .  Dun,  chaque

cas de figure, on peut comparer 1e processus de convergence des séries suivant

que k = o ou est  d i f férent de o.

Comme dans le problème plan (Annexe B),  on est  condui t  à énoncer les

remarques su ivantes :

-  Quels que soient o et  b,  une valeur négat ive de k amél iore la

convergence (Fi  g.  6-10 )  .

-  A  chaque coup le  o  e t  b ,  i l  ex is te  un  k  op t ima l  ko  gu ' i l  es t

d 'a i l leurs  d i f f i c i le  de  préc iser .  Par  exemple ,  pour  o  =  400 e t  b  =  1 ,

on voi t  que ko est  vois in de -500 pour tg 2 x (Fi9.10.) ,  proche de

-640 pour fz (Fi9.106) et  p lus près de -680 pour f r (FiSJÇ ou

fy ( Fi s .10c) .

- Pour k = o, et o pas trop petit, on constate que la convergence

lente des sér ies est  due à la nature osci l latoire de cel les-ci .

Si  on donne à k une valeur croissante à part i r  de o,  l 'ef fet  est

d 'a t ténuer  les  osc i l la t ions .
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- Pour o > 100, la courbe représentative de ko en fonction de o

(F ig .11)  es t  t rès  vo is ine  d 'une  d ro i te  d ,êqua t ion  :

ko= 1 '8  o  -  60

-  S i  on  se  f i xe  une préc is ion  sur  les  ca lcu ls  (Ex  =  10-4) ,  le  ga in

sur  le  nombre  de  tours  d ' i tê ra t ion  var ie  su ivant  que I 'on  cons idère

tg ?X ,  fx,  fy,  f r .  Par exemple:  pour o = 250 et  k = -380, on

vo i t  que  la  l im i te  de  tg  2$  es t  a t te in te  pour  i  =  70  (F ig .9 )

a lo rs  que ce l le  de  f r ,  f ,  a  l ieu  seu lement  pour  i  =  80 .  D 'une façon

général€,  tg âconverge mîeux gue f* ,  f  y,  f  , .

-  S i  on  fa i t  décro î t re  b  à  par t i r  de  L ,  le  ga in  réa l i sé  i  d im inue.

Par  exemple ,  pour  tg  2X e t  o  =  400,  on  A t racê  (F ig .12  ) ,  les

deux  courbes  i  = f (b )  co r respondan tà  k=o  e tà  ko le rn ieux

adaptê à chaque b.0n constate Çue ko tend vers o avec b.

En conclusionr f lous avons donné à la so]ut ion de l 'équat ion de

di f fusion un nouveau développement qui  a permis d 'at te indre,  avec une précis ion

chi f f rable,  des grandeurs qui  étaient encore mal connues.

Cependant,  tant  que k n 'est  pas opt imal isé analyt iquement,  la

nécessi tê de sélect ionner ko par tâtonnement alourdi t ,  i l  est  vraî ,  la

procédure.0n pourrai t  toutefois construire la courbe ko (o,b) qui  const i tuerai t

a lors une abaque de réfêrence établ ie une fois pour toute.

0n peut encore obiecter que le choix de l 'opérateur de base comporte

une par t  d 'a rb i t ra i re .  En remplaçant  k  par  k? ,nous .avons ,vér l f ié  que les
d9

résul tats étaient moins bons, mais nous n'avons pas testê un opérateur comportant

une dérivée seconde ou supérîeure par rapport à S
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Ainsi ,  i l  apparaî t  c la i rement que certaines quest ions restent en

suspend, bien que le but que nous nous sommes assignês ai t  étê ef fect ivement

at te i  nt .
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DEUX I EI*IE PARTI E

MOUVEMENT BROWNIEN DE ROTATION LIBRE

Phénomène aléatoire par nature, le mouvement brownien ne peut être

caractérisé que par des grandeurs moyennesr pâF exemp'le la rotation quadratique

moyenne. Dans le calcul  de cette quant i té,  les valeurs de la v i tesse angulaire

à des instants successi fs iouent un rôle fondamental  ;  e l les dépendent d 'autant

moins  de  la  va leur  in i t ia le  qu 'e l les  en  sont  tempore l lement  p lus  d is tan tes .

Au contraire la comélat ion des deux vi tesses augmente lorsque la durée qui  Jes

sépare  d iminue ;  on  l 'expr ime à  l 'a ide  de  la  va leur  moyenne,  p r ise  sur  un

ensemble  à  l 'équ i l ib re ,  du  produ i t  des  deux  v i tesses  angu la i res .

La  fonc t ion  d 'au tocor ré la t ion  a ins i  dê f in ie  es t  d i rec tement  re l iée

au déplacement angulaire quadrat ique moyen, lu i -même proport ionnel  au temps

(supposé long) et  au coeff ic ient  de di f fusion de rotat ion.

Cec i  n 'es t  qu 'un  exemple  de  l ' i n té rê t  de  la  fonc t ion  de  cor ré la t ion .

Cette not ion de base va être étudiêe pour el le-mêmer puis constarment ut i l isée,

en part icul ier  pour montrer I ' inf luence des termes d' inert ie et  de f rot tement

v isqueux sur  l ' o r ien ta t ion  de  la  par t i cu le  b rown ienne.
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CHAPITRE I : P0INT Dt VUE T|-|ERI'IODYNAMIQUE CLASS

Dans ce chapi t re nous rappelons la descr ipt ion de la di f fusion selon

F. PERRIN et  sa général isat ion par FoKKER-PLANCK aux coordonnées et  aux v i tesses

angu 1 ai res .

1 .  Equat ion  de  d i f fus ion  d 'uhe par t i cu le  e l l ipsoTda le .

L,étude du mouvement brownien de translation a précédé celle de la

rotat ion.  Aussi ,  les premiers auteurs qui  se sont at taqués au problème de la

rotat ion,  ont- i ls  calqué leurs t ravaux sur ceux de EINSTEIN (45) ou de

SM0LUCHol,lsKI (46).

Un des premiers buts recherchés a été l 'établ issement de l 'êquat ion

de d i f fus ion  des  pos i t ions  angu la i res .  Cec i  a  é té  rêa l i sé  d 'abord  par  DEBYE (qZ)

et  pERRIN (48) pour la part icule sphérr 'que, puis par GANZ (a91 pour le modèle de

rêvo lu t ion  au tour  d 'un  axe  (cy l indre ,  e l l ipso ide  de  révo ' lu t ion ,  e tc . . -  )  e t

par pERRIN (12,50) pour la part icule à t ro is axes de symétr ie (el l ipsoîdes scalènes,

e tc . . .  ) .

Cet auteur montre que le courant de diffusion { autour des axes de

symêtries repêrés par les vecteurs unitaires 
Ê,i 

est relié à la densité de

probab i l i tê  p  c i ,un  po in t  sur  Î 'e i i ipso îc ie  par  
' ia  

reTat ion

3
J = f, êr Di -A.P-
t  I  ^Jr  |  

âo i

oi i  Dr. = krT/6, est le coeff ic ient de dif fusion de rotat ion autour de 1'axe i

et Ei , le coefficient de frottement visqueux de rotation correspondant.
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La conserva t ion  de  la  dens i té  de  probab i l r ' té  condu i t  a lo rs  à  1 ,équat ion
de d i f fus ion  (vo i r  auss i  lè re  par t ie )  :

^3
-ag  = ;  n  ô20
at i  " i  

âo1

Evidemment,  i l  est  toujours possible de chois i r  d,autres axes de
rotat ion l iés à ra part icure pour expr imer p Dans ces condi t ions,  cependant,
le tenseur D comporte 9 composantes. un tel choix ne présente donc pas grand
i  ntérêt .

Dans la prat ique, ' l  ,êquat ion précédente

d 'Eu le r .  Sur  la  f igure  c i -dessous ,  le  sys tème 0x ,

es t  l iê  à  1a  par t i cu le ,  tand is  que le  sys tème oX,

est donnée en coordonnées

! ,  z ,  mobï le  au tour  de  0 ,

Y ,  Z  es t  f i xe .

Entre les rotat ions inf in i tésimales

d0 ,  d0 ,  d rp  au tour  de  0u  ,02 ,  e t

s in  O

-  co tg  O s in  g

ds

dg

c0s

s in

dal

do2

t,

t|l

doi autour des

oz,  ex is te  la

-  s in  rp

cos {,
s in  o

- cotg 0 cos U

axes mobi les

rel ati on

et  les rotati ons

drP

où la matr ice transfert  est  cel  lede du vec teur  v i tesse  angu la i re .

do,
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0n a a lors  :

-a.o = (D'coszg + Drsin' ,1) * * (D, sin2rp + D, cos2p) (cotg6 
f f i  

+
ât -  

' r  '  ào '

a2p + cotg2o â2o- - z cotgo â2o ; +
s in2 o aO2 aV2 s in  o  a4a9

(Dr  -  or1 $nfu.  (  d 'o  -  coso à2o *  1*cgs2o.  -ae-  cotg oao.)
sin o âoa6 âoap 2 sin o âV a0

+Ds !5
au2

Lorsque D, = D, ,  c 'est-à-dire lorsque la part icule est de révolut ion autour

de 02, l 'êquation prêcédente se réduit  à :

,o-Dr (&*corge3!.++ ++cors2e +
gt Ao2 âo sin2 g a0: aV2

-2co tgo  t ' o  )+Drâ28
aoâû àv2

I  = 
[o,tt  

+ (D, - D,) t l l  p

FAVRO (51) a étendu l'étude précêdente aux partr'cules de forme quelconque'

Par rapport à un système d'axes l ié au sol ide, i l  obt ient :

^ ^

Ët 
=(f ,o.o.vo)o

où les composantes D* du tenseur D sont données par :

, f
Dii  = 

*  |  a 'o cr i  o j  p(o '  nt), r  Zn t  J
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0ù  P(c r 'Â  t )  es t  la  p robab i l i té  d 'une ro ta t ion  a  pendant  le  laps  de  temps A t .' u t

Le ca lcu l  e f fec t i f  des  D. , ,  condu i t  à  la  re la t ion

D=. = lç^T 2
t . t  D_ 

E i j  +  E j i

où E i3 sont les composantes du tenseur frottement de rotation.

Cel le-c i  montre que le tenseur de di f fusion est  symétr ique. I l  est  aussi
déf in i  posi t i f ,  de sorte que par un choix convenable d 'axes appelés axes

pr incipaux,D peut être rendu diagonal .

Pour êtabl i r  cet te relat ion,  FAVRO considérai t  que le couple de frot tement
visqueux est  indépendant de la t ranslat ion.

r (o)  = -  g(o) .  ,
t u t u

l ' i nd ice  supér i " r ,  (o )  dés igne une or ig ine  arb i t ra i re  f i xée  dans  le  mob i le .
En fai t ,  BRENNER (sz ,sS a montré plus tard qu'un couplage entre la t ranslat ion
et  la  ro ta t ion  peut  ex is te r  pour  un  so l ide  de  fo rme tou t  à  fa i t  a rb i t ra i re :

les  ind ices in fér ieurs  t ,  r ,  c  sont  re la t i fs  à  la  t rans la t ion,  à  la  ro ta t ion,
et au couplage translat ion-rotat ion. E 

(o) est le transposé de tc(o) ;
po est  la  v i tesse de t rans la t ion en o.
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E.  e t  E  (o )  son t  symêt r iques  e t  dé f in is  pos i t i f s ,  ma is  U. (o )  n 'a  pas  en
t  

- -  r  L

génêra1 cette propr iété,  sauf en un point  c,  appelé centre de réact ion'

Le courant de di f fusion a la forme générale :

* .=0 . (o ' . [ *  
+  Dr  '  

[ c r ,

dr(o) 
= nr(o) . [R + i . to) .&

avec :

r Etant donné que le courant de diffusion comporte des termes de couplage' on

peut penser qu, i l  fa i l le étudier le mouvement brownien dans son ensemble'

En fai t ,  l ,équat ion de di f fusion montre Quê par une intégrat ion sur les

coordonnées de la t ranslat ion'  on a accès à la rotat ion seule '

2.  Equat ion générale de la di f fusion

?'1.-Qil!ri9s!!en-É$-vi!e:eee-enssJeiree :

une seconde étape dans 1a comprehension du mouvement brownien de

ro ta t ionaê tê ,d 'ê tab l i r l a fonc t ion l ! (o , r , t )ded is t r ibu t iondes
t u t u

or ientat ions q et  des v i tesses .u Intégrée sur l 'espace des vi tesses'  e l le
t u t u

fourni t  p(  o,  t )  envisagée au paragraphe précédent '  Intégrée sur l 'espace des

tu

Dr(o) = kBT 
[ , ,  -  i . (o) .  (er(o),- t  .ec(ol 

1 

- t

D,^ = kBT 
[ 

,r to'  -  E.(o) .  (Et)- l  .  e.(ol1 
-t

DB = kBr (e"(o),-t '  ,3' lrr - ,[ ') '( er(o),-l '  e.t ' l  ]1



36.

pos i t ions  angu la i res ,  e l le  condu i t  à  f  (  g ,  t  ) ,  ra  d is t r ibu t ion  des  v i tesses .
Avan t  d 'é tabr i r  r ' équa t ion  à  raque i le  sa t i s fa i t  K r  (  t ,  t ,  t )  e t  qu ,on

a coutume de dés igner  par  r ,équat ion  de  FOKKER-PLANCK (en  abrégé:  F .p . ) ,
rapperons querques not ions sur re processus aréatoire de MARK0V (54 -5g).

soi t  y une var iable qui  représentera par exemple la posi t ion ou la
vi tesse de la part icule.  Si  e l le étai t  parfai tement dêterminêe à tout  instant t ,
on pourrai t  déf in i r  une fonct ion cont inue du temps y(t) .  une tel le fonct ion
n'existe pas, mais on peut at tacher à y une certaine densi tê de probabi l i té
Pt (y , t )  d 'avo i r  la  va leur  y  à  l , ins tan t  t  ;  dans  le  cas  où  le  p rocessus  es t
cont inu,  P, (y ' t )  dy représente la probabi l r ' té de trouver y dans le domaine
(y, y + dy) au temps t.

Sauf pour les processus purement alêatoires, pr(I , t)  ne suff i t  pas
déf in i r  ent ièrement  r 'évorut ion de y .  0n cons idère arors  r ,express ion
Pr(yr '  t r  |  !2, t2) dvrdy, comme reprêsentant ra probabi l i té de trouver y
dans l ' i n te rva l le (y r ,  y ,  +  dV, )  à  t , et  dans I ' interval le (yr ,  y,  *  d!r)  à t ,

Entre P, et  p,  ,  i l  y  a la relat ion

Pr ( l r ,  t r l  ! r , t r )  =  p r (J r ,  t r )  K ,  ( v r ,  t ,  I  y2 ,  t2 )

où Kt représente la densi té de probabi l i té condi t ionnel le de trouver
y a la valeur V, à t ,  0n supposera par la sui te que tr ,  t ,

un processus où toutes les înformations sont contenues dans
un processus de MARKOV. Dans ces condr.tionsr on ô :

Y2  à t ,  s i

,  est

Ki- t (Yr ,  t r l  I  . . .  I  y i_ t ,  r i_ t l  vyt r )  = K,(y i - t , t i_ l  Iv i , t i )
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* , (J ,  lYr ,  t ,  -  a , )  = 
!  * , ( r ,Ur ,  t ,  -  , , )  K,  (vr l  vr ,  t r -  , r )  d t ,

I  * r (  v ,  I  ! r ,  t ,  -  t , )  dJ,  = |

et on étab' l i t  l 'équat ion de CHAPMAN-K0LM0G0R0V.

* r (y r ,  t ,  l y r ,  t r )  =J  Kr (v r ,  t r l  y " ,  t r )  * ,  ( y r ,  t |  v r ,  a r )  dy ,

Un processus de MARK0V est di t  stat ionaire s ' i l  ne dépend que de la

di f férence t  -  t
2 t

P,  (Yr ,  t ,  I  v r ,  t r )  =  t r (v ,  I  Yr ,  t2  -  t r )

Enf in ,  d 'après  la  re la t ion  qu i  l ie  P ,  e t  P ,  on  dédu i t  que :

et d'autre part,  si  tr-  t  -)  æ , le processus devient purement aléatoire,

c 'est -à-d i re  que :

l i m  K f v l v - t  - t \ - P  / v - t \" l  . ,  
l ,  

u 2 ,  
2  

' ! t  
I  

, u 2 ,  - 2 ,

t 2  -  t 1  + -

Le mouvement brownien est un exemple typique de processus markovien stationnaire.

Considérons donc une part icule en solut ion soumise à l 'agitat ion

permanente des molécules de solvant et désignons par 
i , I ses coordonnées

à l ' ins tant  t .  So i t  a lors  une fonct ion R (  
T, l )  suf f isanment  régul ière et

s'annulant â @ suff isarment rapidement. Nous nous proposons d'étudier

l ' in tégra le
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f f  r  r  aK(oo,Holg,E,r)
)J oï dH *( t , i )  

ôu,

ât

';î i^""-' I/ arrr, t+Àt)- \ (î.t"1 
ît, 

,, 
I

ou encore à

il' j^j'-'ll

Développons a lors  R ( î , t )

3

Seuls ces termes sont nécessaires

Remplaçons alors R (  t ,  Ig)  par ce
ft '  âK'

JJ da drrr R(a,ur7 - =
tu tu tutu ât

tlî 
l^:,-t{lf 

ou' d'' K, (fto,Eot

"'r rnl, +

en série de TAYL0R

(o i  -o ' i )  aR +'  '  
âo t i

-  r ' i )  ( t j  -  r ' j )

cofime nous le

dével oppement

au vois inage de

3
x  (u l *  -  , ' * )

i= l  |  |

â 2 R

âo' i  âur  ' ,

verrons par la suite.

dans I 'équation précédente

à :

[ , ,

[  \ t f lof,o

* dt *(tt tlff a'' a'' *, tg
-  Kr( 

[o,  f lo I

0n peut écrire

R(o 'o )  =  R (a '
tu tu tu

qu 'e l l e  es t  éga le

do dt r r  R(a 'ur )
fu  fu  ^ r fu

o'Sl f i ' t. ' t) ltq't | ît, ^t)

ît' ') J

c,o,at)  [  *(o '  , r , r '  )*
tu^J I  tu  tut',$' ' qlf ox

,  û ) '

++x
i =1

c '

AR

âr ' i
, t l t )

3
t

i=1.
(oi

3
T

j=L
-L,

do  K ,  (a '  , o t  It u t u

, ' . , )  I  +'  a t ' i

3

T("-
3

T 
(o''



.+ i i,,r -,'i)(,i-,,,fr*,: I IIrrdt R(rr)K,(so,sol

Ât+o

.+ i i 'ouri Àrrr5> 
ftr,,, I

où nous avons supposé que cr i  -  o ' i  = , ' i  Ât '  et  posé :

rr
.Ar i t  =  l l  ( r r r . ;  -  o ' . ; )  K1(  c l ' r r r r '  I  c l , r r l ,Àt )  do dul

' J) tu tu tutu tu tu

et comme Rk , r,r) est arbitraire :

âK ' ,  - l  r-  r  +  0  Y '  K,  =  -  l im (a t ) - t [X ,  . ( .AHt
at  tuq '  Â t+o t

39.

=  t  im ( l t )

Cf  rO ,  t )  \t u t u  t

-' 
I.[0"' or' * (to,tolr',ur',t I i ,''orrl, - i .Â ,i, *,'

ff'
.Ari  o^ir)J (ur i  -  ur ' . ; )  (oj  ur 'r .)  K,(î ' , î '  lcr,r ,r ,Ât) oî oî

En procédant ensuite à une intégrat ion par part ie, ce qui est possible ici  à

cause de ' l  'hypothèse fa i te  sur  R ( t , t ) ,  i l  v ient

l l" du, R(c,ur) { 1!. p . Ya K, + lim (Ât)-t [ ^* . (.^pi K,) -
JJ tu tu ^utu t at tu

1 tq-à 
[ r [ ,  t  ( '^E S'  K,)  

|  I

K,) -à[r[r'(.foh' *,)l
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Cette équat ion est  l 'équat ion de FOKKER-PLANCK. Pour qu'el le soi t  parfai tement

définie, i l  faut que les valeurs moyennes de Âp ou Ârrr Arrr et par conséquent K,
t t u t u

so ien t  connus.

I l  semble donc que nous soyons parvenus à une impasse.

En fai t ,  i l  existe un autre chemin pour accéder aux valeurs moyennes.

Cel les-ci  peuvent être déterminêes à part i r  de l 'équat ion stochast ique

de LANGEVIN déià ment ionnée dans 1a première part ie.  Equat ion du mouvement,  e l le

représente donc une appl icat ion du théorème du moment c inét ique à la di f fusion

de rotat ion,  de la même manière que I 'appl icat ion du pr incipe fondamental  de
' la  

dynamique à  la  d i f fus ion  de  t rans la t ion  fourn i t  l ,éauat ion  de  LANGEVIN

de la  t rans la t ion  (54) .

Pour une particule homogène à trois axes de symétrie. trirectangles,

e l le  s 'éc r i t  (60 ,61)  :

,., # = n., ,j rk - gi ur, + Ai(t)

oùhr=I j - Ik .

Le couple aléatoire A (t)  dû aux chocs de molécules du solvant est
tu

responsable du mouvement permanent de la part icule ;  i l  obéit  aux règles

suivantes :

<Ai  ( t )>  =  o

<A i ( t r )  A1( tz )>  =  2y i  ô i j  ô ( t2 -  t r )

où yi est une constante.
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La première règle expr ime l 'aspect f luctuant de ce couple et  la seconde

sa nature t rès rapidement var iable.

0n voi t  apparaî t re ic i  la not ion de fonct ion de correlat ion

de grandeurs physiques var iant  a léatoirement avec le temps. D'autre

part ,  l 'équat ion du mouvement indique aussi  que f  impact des molécules du

solvant sur la part icule brownienne a deux ef fets dont l 'un est  la créat ion

d'un couple moteur qui  assure le mouvement et  l 'autre la créat ion d 'un couple

de frottement visqueux qui tend à annuler tout dép'lacement. I l est donc naturel

de penser que ces deux couples sont correlés,  puisqu' i ls  ont  même or ig ine.

I l  existe,  en ef fet ,  une relat ion entre eux que tradui t  le théorème de

f luctuat ion-dissipat ion (AZ-Aq) et  sur lequel  nous reviendrons par la sui te.

Pour un court laps de temps At, l 'équation du mouvement s'écri t  :

Ii Àri = (hi ,j rk - Ei o.; )nt

t +lt

A i  ( r ' )d i l

soi t  :

.l

.Â, i t  =  ( r i  r j  ,k  
f  

o , )  l t

en posant :

I . -L
F : =  J  K

,  
, ,

De même, mult ip l iant  l 'équat ion précédente par I j  Mj  et

fa isant appel  à la relat ion de correlat ion entre les couples aléatoires,  i l  v ient

=  ?Ci  ô i j _Y i-r.Âti Àtjt ^t ci
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L'équat ion de F.P. est  à présent parfai tement déf in ie et  donne :

*. t'[o K, = ' ,1, ht",'i'k 
-ï 'i) K, * .,!,', ft

i 
=- i-t;(.i,i,o-f ,;)r + i ci *,:

I

Cette équat ion a été établ ie par STEELE (Of) ,  CONDIFF et  DAHLER (OS) et

HUBBARD (60).

In tégrons  F .P .  su r  l ' espace  des  coordonnées  de  pos i t i on  angu la i re ,  on  a :

C 'es t  l ' équat ion  de  d i f fus ion  pour  la  fonc t ion  de  d is t r ibu t ion  des  v i tesses

angul ai res f (.,r^ | a ,t) .
t u u ' t u

Nous précisons ici  que f dépend aussi de g à t  = o.

Pour résoudre cette équation, il faut connaître f au tenrps t = o.

0r ,  par  déf in i t ion,  la  par t icu le  a la  v i tesse oo ,  de sor te  que :

= ô (u r  -  o^ ) .
t u t u u

Avec cette condi t ion in i t ia le,  f  a étê obtenue par STETLE (6t)  pour ta

sphère et  par HUBBARD (66),  pIuS récenment,  dans le cas de l 'e lTipsoi i le de

rêvolution. Nous avons donné en Annexe C une forme compacte à la solution de

HUBBARD.



43.

Cependant,  le processus de la di f fusion étant un processus lent  on

convient en général  de négl iger en premiere approximat ion les produi ts te1s

r j  ok Dans ces condi t ions,  F.P. se réciui t  à :

à fs
3-x
1 h,'d

il; ( ï . , i+c i

dont  la  so lu t ion  basée sur  ce l le  de  la  t rans la t ion  es t

6.-+
( r i  -  oo , i  ê  ' i

) 2r(Hott,r)= i6u,.

Er
koT -+r

âvec ei  = 
f -  (1 -  e ^ i  

)  et  dans laquel le on a
'l

,VT
sa valeur 

t-^t= 
,  obtenue en notant que pour tæ,

I i '
distribution de MAXWEI-L-B0LTZMAN.

L 'un  des  in té rê ts  de  f  es t  qu 'e l le

de corrélat ion des vi tesses angulaires

est grande dans ce genre de processus (Voir

3.?.-Esgs!ien-esl-9rie!!e!!9!!

Réécr ivons l 'équat ion F.P.  sous

5*qr =o
ât r

4ei

permet

'o ,  i
annexe

de

t i t

c).

remplacé Ci

f  +  PrÇ,  la

calculer les fonct ions

dont lr importance

la forme conpacte



44.

où  Q es t  l ' opéra teur  :

Q= t.f,o* i h f ,..,,r,0-f ,i) -r.,hl

Cette équat ion s 'apparente à l 'équat ion de LIOUVILLE de la mécanique
r F

s ta t i s t ique  5T*  L  F  =  o  ,  où  L  es t  I 'opéra teur  de  L IgUVILLE ou

l iouv i l l i en  (vo i r  auss i  chap i t re  IV ) .

Aussi  a l lons nous lu i  appl iquer la technique des opérateurs de project ion

proposée par ZWANZIG (67).  Soi t  donc P un opérateur l inéaire indépendant de t ,

et tel que :

PKr ( t )  =  K ' r ( t )  e t  ( l -P )  Kr ( t )  =  K ' , r ( r ) .

0n peut écr i re :

âK , ( t )
-  -  PQ (  K" ( t )  +  K i  ( t ) )

at

et par suite

âK, r  ( t )

aK"  (  t )
- - . :  =  _  (1-P)  Q (K, r  ( r )  +  K ' l  ( r ) ) .

at

Cette dernière équation a conrne solut ion formelle :

K" r ( t )  =  e- t (1-P)Q r i , (o )  -  
| . t " - , ( l -P)Q(r -p)  Q r , , ( r -s )  ds'  

Jo

[  - t ( t -p )q
t ( t )  -  PQ Ie  K" , (o)  -

( l -P)Q I
(1-P)  Q K ' r ( t -s )ds  J

=-PQK'

-  [ " '  . - ,
Jo

at
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où Pr (f l) est la distribution de Ii|AXWELL-BOLTZMAN.

App l iquonspàK,  ,ona :

P K,  = P,(o)  * , ( to  I  i  , t )  = p,  (0)  pq, t )

0n vér i f ie  auss i  que p  =  p2 i  . . .  =  p [ .

A ins i  l 'équat ion d 'évorut ion ou c inét ique à raquei le  obéi t  e( t , t )  est

pr( ' )  aPit : t )  I -  . l  r  - t( t- l )g.
.tu' 

a r 
= -p o I 

n(t) o(9, t) I 
- e a t. 

- '- 
k;io) -

Définissons à présent p par la relat ion :

p = p,(ur) 
f  ,  .)  dH

* )

En admet tant  d 'aut re  par t  que K! , , (o)  =  o,  ce qu i  s ign i f ie  qu,â t  =  o  la
distr ibut ion des vi tesses est déjà cei le de B0LTZMAN, arors :

p,(ur) 
+{ 

= p Q 
It 

.-'(1-P)3 
[ 
r,,i, org,t-rl ] ds

- 
I'"-'rr-Pl1-Plo [nt'l o(g' t -', I o']

+] = 
Irf,'o "-s(l-P)Q [',t*' p(o't-sr 

J a' ai
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puis successivement,

âp(s, t )  f  [ t  -s( l -P)Q
'v = l l  Qe ur .v iv [ t , ( r )  p(o, t - r ) lds du)
at Jr)o 

r\ 'u[ 
"\,  tu I tu

tu

Une forme approchée de cette équation est (79) :

ap(a , t )  ( t  f  -s ( l -P)Q
-î-=f,o' l  r lro '  tP'(g) ag1 '[oo(x't-s)ds

l o  / 6
tu

f  -s( l -P)Q
I r,r e p P' (ur) drrl = <û) ur (s)>

J  t u  v  ' q ,  t u  t u t u '
û)

0n vér i f ie que (voir  Annexe D)

de sorte que :

et si  on admet que 1e temps de relaxation des vi tesses est bien inférieur à

celui  des coordonnées angu' la i res :

[ '= 
)o [" 

'  '  t  t"(s)t  '  
f ,ao(g' t-s) 

ds
âp(t ' t )

a t

+P 
s {0 ' l"' 

<u: r,r(s)> ds ' f,oo(cr,t)
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soi t  encore

âp (cr , , t )
=(v t .D. [a)o(g , t )

â t \

( t
en posant D = 

Jo 
.g E (s)t ds , gui représente évidenunent par identification

le tenseur coeff ic ient de dif fusion de rotat ion si  t  est suff isanment grand.
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CHAPITRE I I  :  ESQUISSE MOLECUTAIRE

L'équat ion aux posi t ions angulaires que nous venons de rappeler fa i t

apparaî t re pour 1a première fo is certaines fonct ions de corrélat ion temporel le .

L 'objet  de ce chapi t re est  de les calculer,  sans hypothèse nouvel le,  et  de

montrer leur ut i l i té pour déterminer les grandeurs physiques caractér ist iques.

1, .  Fonct ions de comélat ion temporel le

1 " l. - -Egse !! gn - g lupl ili ge _g s _Egsye[e!!

Pour  une par t i cu le  en  fo rme d 'e l l ipso îde  sca lène,  l ' équat ion  de

LANGEVIN est  :

doi  ( t )
t t -  

*  
= -E iu r i ( t )+  A i ( t )  t r i ( t )  r , r5 ( t )=o

Mult ip l ions parui  (o)  et  prenons la moyenne sur un ensemble à

l ' équ i l i b re  (61)  :

t i  Er

<ur i (o )  u r i ( t )>  -  <ur ; (o ) t>  . -  Ç  
t  

=  
koT -  +  t

f t  
' i

où nous  spéc i f ions  que la  v i tesse  es t  p r ise  à  l ' i ns tan t  t  -  
t  

dev ien t  
{  

( t )  -

et  cela dans le but d 'évi ter  toute confusion qui  serai t  suscept ib le de se

produire dans l .a sui te de l 'exposé. De même, nous écr ivons [  (o)  à ta

place de ruo
Intégrons 1 'équat ion précêdente sur (o, t )  ;  i l  v ient  :

Ei ,  .  r t  t i  (s- t )

' ; ( t )=ur l (o) . -Et *  +- /  e lTAi(s)ds
,  Jo
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puisque ûr i  (o)  ne peut  ê t re  corré lée avec Ai ( t )  pour  t  >  o .

P ' lus gênéra lement ,  on a t  
, .

kor  - ] - l - t
<ur i (o)  o5( t )  = t -e  ' i  ô f j

'l

0n parvient encore au même résul tat  de la façon suivante :

<  o i ( t )>  ,  va leur  moyenne de  or i ( t )  pour  un  t^ r r (o )  f i xé  es t  so lu t ion  de  :

d  .  , i  ( t ) t
t ,  

*  
= -Ercur i ( t )>

Pu isque  <  A( t )>=  o

0n  a  a lo rs  :  
E i  .- --f- L

< u r ;  ( t )  =  , i  (o )  e  
' i

pu is ,  
E .

< ur . , (o)  .  o i ( t ) ,  >  -  .  o i (o)"  . -  t '

E.
knT - t ' t

<ar t (o )  c , r i ( t )>  =  
ie  

' i

Cette seconde mêthode (68) t rouve d'ai l leurs son or ig ine dans le

caractère markovien de 
H 

En ef fet ,  on sai t  que 1e processus est  a lors

ent ièrement déf in i  à part i r  de P par :

.,r (o) g(t), = 
If i  r", t(t) P, dg(o) ag (t)

-- 
f  n ",  

P, (o(o)1 ag(o) I  fr t ,  r( t(o) lg(t), t)  drrr(t)
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La dens i té  f  ayant  é té  ca lcu lée  au  chap i t re  I ,  on  peut  fa i re  l ,app l i ca t ion
et montrer que I 'on t rouve la même expression pour 1a fonct ion d,autocorrelat iono
des  v i tesses  angu la i res  (F .A .V .A . ) .0n  é tud ie  en  annexes  c  e t  D ,  une  app l i ca t ion
déta i l lée  dans  le  cas  où  res  produ i ts  , i  r j  ne  sont  p lus  nêgr igés .

La forme exponent ie l le de F.A.V.A. est  caractêr ist ique d,un processus
gauss ien  markov ien  (vo i r  annexe E) .

0n  a  auss i  o i  i  ( t , - t )  =0 i  ( t ' - t1=<r i  ( t )a r . ,  ( t  ,  )>  e t  par

0 l (o )  -  . r i ( t ) "  ,  ce  qu i  imp l ique  que  la  va leur

ne dépend pas de t. Ceci est en parfait accord ayec

se trouve en équi l ibre stat ist ique de MAXIIELL à t  =

ins tan t  u l té r ieur  querconque.  0n  peut  d 'a i l reurs  Te

l 'équat ion  de  LANGEVIN,  e t  mont re r  que <  oq( t )2>  =

Dans un  même ordre  d ' idêe ,  i l

<o ; ( t )  A i ( t ' )>  0n  sa i t  dé jà  que  s i

Intéressons-nous au cas t '< t .  pour ce

su i te  s i  t '  =  t ,

quadratique moyenne de ry

le  fa i t  que s i  la  par t i cu le

o ,  e l le  l ' es t  auss i  à  un

vér i f ier  à part i r  de
ksT

T

peut être intéressant de calculer

t t

fa i re ,  i l  su f f i t  d ,êcr i re

6 i

<ur i  ( t )  Ai  ( t '  )> -  . r , r i  (o)  Af  ( t  ,  ) ,  
" -  

Ç

ou encore

. * .- ï, 
It"- 

T ' .0.,(s)Ai(t,), ds

-I, rt *1,
<ur i  ( t )  A i  ( t ' )>  =  e  ' i  

I=  e  '  
Jo  

e  ' i  2  E i  kgT o(s- t ' )  ds

et on véri f ie le résultat suivant :

t '  =  |  <  ur i ( t )  A ; ( t )>= t i  kgT

t '  <  t  <  o ; ( t )  A i ( t ' ) r=  2E i  kgT
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La forme de ces relat ions est  tout  à fa i t  semblable à cel les de la

t rans la t ion  (  69 ,70) .

1. ?, -IhÊer!e- linÉe !re-de- [UEQ

0n a pu noter l ' importance de l 'équat ion du mouvement en di f fusion de

ro ta t ion  :  g râce  à  e l le ,  on  peut  résoudre  l 'équat ion  de  F .P.  e t  dé terminer

toutes les corrélat ions entre v i tesses angulaires el les-mêmes ou entre v i tesses

et  coup les  a léa to i res .

A t i t re de vêr i f icat ion de certains résul tats obtenus au paragraphe

précêdent, on peut encore procéder de la façon suivante : on adioint à

l 'équat ion  de  LANGEVIN une re la t ion  que l 'on  dédu i t  de  
' la  

thêor ie  de  la

réponse l inéaire de KUBQ (71).  Cette théor ie étudie,  en physique stat ist ique'

1a réponse d'un système lorsqu'une perturbat ion extér ieure t rouble son

équ i l ib re .  0n  conço i t  que s i  l ' ac t ion  es t  su f f i samment  fa ib le ,  la  réac t ion  du

système doi t  lu i  être proport ionnel le,  ou plus généralement,  être une

fonc t ionne l le l i néa i re ,e t ' l escoe f f i c ien tsdepropor t ionna l i té ,ou les

noyaux des fonct ionnel les,  avoir  des propr iétés spéci f iques du système non-

perturbê.

Ains i ,  on montre que la  v i tesse angula i re  moyenne < g( t )>  d 'une

par t icu le  sous l 'ac t ion d 'un couple extêr ieur  
I  

( t )  est  donnée par  la  re la t ion :

< .u(t)  = I  
f  

t r , . - r , .  
I (s)  ds

tu kgT Jo 
'v

Cel le-c i  jo inte à 1 'équat ion du mouvement mise sous la forme :

d < rrr( t )>
t ,  

f -  
= -  E < t , r ( t )> + r( t )

permet,  par l ' intermédiaire de la t ransformat ion de LAPLACE, d 'accéder aussi  à

o (r) .



Notons encore que 1a forme.de y(t)  est  querconque. 0n peut
par  exemple ,  cho is i r  1 ( t )=  k  e ih r  * ,  

d .  sor te  que :

e t  lo rsqu 'on  fa i t  tendre  t  vers  l r_  !

<H(t)> = û44(un) . I ( r )

La grandeur  phys ique ù44 es t  appe ' lée  "suscept ib i l i té  généra l i sée , , .

Sous une forme plus générale vRg ,  on sai t  qu'el le joue un rôle important
dans grand nombre de domaines de Ia physiquê, teB que en R.M.N.,  dans les
phênomènes de conduct iv i té thermique ou électr ique, de di f fusion inélast ique,
en viscosi tê des f lu ides.  Arrêtons-nous un instant sur ce dernier cas.  par une
approche c iné t ique de  la  v iscos i té  basée sur  1a  no t ion  d ,êqu i l ib re  loca l ,
M0RI  (73)  mont re  qu ,on  a  :

û44(,.) = u('") 
*i- t 

.-i'"' . Jij(o) rr5(r)> dr
o

expression que fourni t  aussi  la rêponse l inéaire.

Dans cette expression, v est  re volume occupé par re f lu ide et  J. , ,  est
donné par  la  re la t ion  :

J i i=  i  
Pn , iPn , i  

+  Ï  R .  F
n= l  Mn n=1 l l r l  l l r J

où Mn représente  la  masse de  lu  n ième molécu ls  ;  Rn, i ,  pn , i  ê t  Fn , .1  sont
respect ivement les composantes suivant 

i i  
de sa posi t ion,  de son moment,  et

de  la  fo rce  â  laque l le  e l le  es t  soumise .

Nous rev iendrons  p lus  ta rd  sur  la  théor ie  l inéa i re  de  KUBO.  sz .

avec ûoo = 
fo 1|i1r1 

.-i'.sd,



ST9CKMAyEp et  Cgl l  (74-76) ont calculé u(trJ Rour une solut ion di luée

de macromolécules à modèle.  de chaine f lexible en appl iquant 
' l 'expression de MORI'

ce qui  leur a permis de retrouver les pr incipaux résul tats de ROUSE (77\ et

zrMM ( 78) .

En revenant  à  <  
{ ( t ) )  ,  o r l  vo i t  qu 'on  a  auss i

<(,)(t) >

où D(oJ  es t  le  tenseur  coef f i c ien t  de  d i f fus ion  pour ' la  f réquence oe .

De même :

I
<  u r ( t )>  =  r  D  k

tu' kgT tu

si r( t)  est constant.
tu

La réponse du système a donc la même fréquence que le stimulateur

et  le l ien entre réponse et  st imulateur est  un coeff ic ient  de t ransport ,

caractêr ist ique du mi l ieu non-perturbé, ayant la forme d'une intégrale sur

les fonct ions d 'autocorrélat ion du courant microscopique. Cette constatat ion

est générale et  s 'adresse à tous les coeff ic ients de transport .

2.  Grandeurs physiques dédui tes des fonct ions de corrélat ion temPorel le

-  1D( ro )  k . i " '
kgT- tu

La  F .A .V .A .  es t  donnée  Ou"  
: .

kor - -if t
D*( t )  -  r r  e  ' i
,  I i

et  sa dér ivée par :

ry=-+ oi(t)

Par  su i te  de  la  fo rme de .  A(o)  
{ ( t ) t  

'  on  a  :

otl l t '  
= , -+- f t  ,r(t-s) Gq (s) ds

dt r ikBT J o
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q
r
t

4{
I

{

I
it

en posant  G( t )  =  <  A(o)  
f l ( t )>

Cette relat ion qui  a ce niveau de notre étude n'est  qu'une équiva' lence

es t  en  fa i t  v ra ie  que l  que so i t  G( t ) .  E l le  permet  a ins i  de  t rouver

G( t )  s i  6 ( t )  es t  donné .

P lus  génêra lement  (mob i le  de  fo rme que ' l conque sans  coup lage)  e l le  s 'éc r i t :

do ( t )= -  1  [ : , - - , .
du ort  . , /ot t t - t ) '  

G(s) ds

A par t i r  de  0( t ) ,  on  sa i t  dé jà  qu 'on  dédu i t  D  par  la  re la t ion  :

f* k^T
Di = I  or( t )dt= +-'  Jo  '  E ' i

Pour  un  e l l ipso îde  de  révo lu t ion  e t  dans  le  cas  où  ur l ( t )  o ' ( t )  t  o ,  D  res te

d iagona l  (vo i r  annexe B)

D'autre part ,  on montre faci lement que :

, -

e1 =$ lnr(t)dtKB '  J  o

re lat ion qui  reste vraie quel  que soi t  G(t)  et  qui  permet de rel ier  le

coeff ic ient  E.1 déterminê macroscopiquement par les équat ions de l 'hydrodynamique

à 
' la 

structure des intéract ions entre solvant-soluté.

La relat ion précêdente peut encore être une dêf in i t ion de D par :

D i=
(  ksT) '

I Gi (r) dr
o
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Expr imer le f rot tement soi t  â part i r  des f luctuat ions des vi tesses, soi t  à

part i r  des f luctuat ions des couples aléatoires,  représente deux fonnes

di f férentes du théorème de f luctuat ion -  d issipat ion de KUB0.

Une aut re  conséquence de  l 'êquat ion  de  LANGEVIN es t  qu 'e l le  ind ique un  b i lan

d 'ênerg ie .  En e f fe t ,  on  a  :

<ur, (r) 5[] > = or d t

ou encore pu isque I . ,  
t t l "  

=  At , i ( t )'d t

<o1( t )AT, i ( t )>=o

Ce qui  s igni f ie que la puissance totale moyenne par degré de l iberté de la

part icule brownienne est  nul le ;  autrenent dr l t ,  la puissance dissipée par

frot tement,  soi t  -  Ei  .  ur ;  ( t )  2> = -Ei  kgT/I t  ,  est  à tout  instant compensêe

par  la  pu issance reçue au  t i t re  des  f luc tua t ions ,  so i ,  <ur i ( t )A i ( t )>  =  t i kBT/ I i

Aussi ,  la part icule garde en moyenne son énergie c inét ique propre,  de

rotat ion cornme de translat ion,  au même t i t re d 'a i l leurs que les molécules

du solvant,  de sorte que la température du mi l ieu ne var ie pas,
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CHAPITRE I I I  :  INFLUENCE DES TERMES D. INERTIE SUR LA DIFFUSION.

APPLICATION A L 'ELLIPSOIDE DE REVOLUTION

Nous nous  proposons de  résoudre  l 'équat ion  de  d i f fus ion  d 'o r ien ta t ion

à I 'a ide  des  fonc t ions  de  cor ré la t ion  où  f iguren t  les  te rmes d ' iner t ie .

1.  Fonct ion de distr ibut ion instantanée des or ientat ions

Dans l 'é tude qui  su i t ,  nous cons idérons 
' l 'équat ion de d i f fus ion

régissant le comportement de o (t ,  t)  pour un obiet brownien possédant

un axe de révolut ion,  te l  que l 'e l l ipso ide de révolut ion.

Pour ce modèle, on sait  (Chapitre I)  que :

#= [o,Hf 
+(D,-D,)H; 

]  p

L'êvolut ion de p au cours du temps dêpend de sa valeur à t  = o.

Nous supposons qu 'à  l ' i ns tan t  in i t ia l ,  e ' l l e  es t  d i raqu ienne,  c les t -à -d i re

que o(go,o) = O(O) O(r l )  O(g)/  s in g Etant donné les condi t ions de symétr ie

spécifiques à cette particule, p est donnée sous la forme du développement

su ivan t :

p=  r  Â l  n l  I
r , f f i , r  

At ,n c; ,n( t )  tT 'n (o 'o"J, , )

où les fonct ions t | 'n ont été déf in ies à la première part ie.

Corrne.

t i  t f 'n = - ' l ( l+l)Tl ,n , ;  , î ,n _ - nr TT'n

c l ,n{ t )  =  
"  

-  
[ t r l+ l )Dt  

i  n2(Dr-  Dr ) ]  t

ona:
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et  les coeff ic ients OJ' ,n sont obtenus par normat ion.

Lorsque  t  *  -  ,  p (  o ,  t ) -+  t r (T )  =  A3 ,o  t | ' o=  l /8n2  c 'es t -à -d i re  :

vers  I ' i so t rop ie  des  d is t r ibu t ions .

Nous avons  d i t  que p  dépend des  cond i t ions  in i t ia les .  0n  peut  auss i

supposer  qu 'à  f  ins tan t  t  =  o ,  j l  y  a  dé jà  i so t rop ie  des  d is t r ibu t ions  en  V '

pu isque la  par t i cu le  es t  de  révo lu t ion  au tour  de  02 .

Al  ors ,

.  Tî ,0 (e, (o) .  Er( r )  
,  =  . - t ( l+1)D" - r ] ,ô( l )

p = 
, î ,  

o l ' ,  o  , î ,o  (o,o)  
"  

-1(1+1) D' t

qui est  la forme courante rencontrée en di f fusion de rotat ion.

L 'exponent ie l le  du  temps décr i t  
' l a  

man ière  avec  1aque l1e  p  tend vers  
' l ' i so t rop ie

e t  la  cons tan te  de  re laxa t ion  111(1+1)Dr ,  la  rap id i té  avec  laque l le  on  a t te in t

I ' i so t rop ie .

D 'au t re  par t ,  
Êr ( t )  é tan t  le  vec teur  un i ta i re  d i r igé  le  long de  l 'axe

de révo lu t ion  à  l ' i ns tan t  t ,  les  fonc t ions  de  cor rê la t ion  d 'o r ien ta t ion  sont :

où  la  dé f in i t ion  de  la  moyenne es t  ana logue à  ce l le  sur  les  v i tesses .

2.  Approximat ion de STEELE

L 'a l lu re  de  p  ob tenue à  par t i r  de  l 'équat ion  t rad i t ionne l le  es t  une

fonc t ion  exponent ie l le  décro issante  du  temps que l  que so i t  t .0 r ,  au  vo is inage

de  1 'o r ig ine , ' l ' i ne r t ie  de  la  par t i cu le  ne  peu t  pas  ê t re  nég l igêe .



STEELE (61 )  corr ige en conséquence

l 'éc r i t  sous  la  fo rme :

# = o, (t) Hip

l ' êquat ion  de d i f fus ion  de  1a sphère et

avec

D,(t)  = Ds1t1 = $

L 'équat ion  équ iva l

.  o(o) ru(t)

dans le cas

.-?rl
est :

>dr=4 
[r_

de l ' e l l i pso îde

( t
I

Jo

ente

)

- , ( r+1)) ( ï

n1 pa!. =
at D '  ( t )

2
Hr  o* D, ( t )  -  D,  ( r )

avec

Dr ( r )

Tous ca lcu ls

cl,ntt) = exp

Lorsque t * -

yt
= l

)
o

or  ( t )  d r

ts onfa i

I
I

a :

ts("
1+

- 
[r 1r*r1D, * n'tor- orl l  tcl ,ntt) = e

t + -

DJt) = 
I"'r,(t) 

dt

-  
I t kBT

E2
3

Ert

I  +  e  t r

Et
- 3

e I ,"(l-

58.

qu i  es t  iden t ique à  la re la t ion  c lass ique.
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Par contre,  s i  on fa i t  tendre t  vers o,  on voi t  que :

r .' kor '' 
U _ 1g1,, I tz

, l- iur+l)i+àn' 
(t--. ' ') |

c; ,n(r )  = e-
t+o

dont  I 'a l lu re  es t  ce t te  fo is  gauss ienne.

3.  Approximat ion par une équat ion de convolut ion

0n a  vu  à  la  f in  du  chap i t re  I  qu 'une équat ion  p lus  exac te  que

cel le de STEELE est une équat ion de convolut ion

rt
3t 

= 
) [o 

'  <urar(s)> '  
[o 

(t-s) ds
to

0n en dédui t  ' l 'équat ion à laquel le  sat is font  fes c | ,n( t )

ac ln ,n( i l  
= -  [ t t , r . r \ - ,c \  +nz(a  rc ) -  

1  I

dr )  [ t r*r)  o,(s)  + n2(0,  (s)  '  o,( t ) )  
J 

c i ,n{ t -s)  as
to

( tE

Je,*(Ti+r:,.)e,+
(

koT I+ in'Jo +n 2 )

|  -1

+ 1 
ksT 

(r(r+1) -  nr)  + 1 
ksr 

n2 |
13  I r  I r  13  

)

soi t  encore

'  I  E E EE 1c;,n(r)= LP'z+(f *t')n* t'dJ

f  EE kor
+ L rlt' * -f (r (r+1) -

après t ransformat ion de LAPLACE, p représentant la var iable coniuguée de t .
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si  on désigne par pi  les racines du dénominateur alors :

3  ^ .
cl,nrt) = ; .0,'[oï -0, (1 .],.R]lro, -

1- l

+2p, (ï.fur.[*.

et on véri f ie que pour des part icules types macronolécules (dimension de l ,ordre
de un dixième de micron), toutes les racines sont réel les et négatives pour I

pas trop grand. La détermination exacte des p, est laborieuse ; i l  est plus
intéressant de connaître res formes r imites des c}, ,n{t) .

Pour t+o  roup+o

- l  I  I  f koT  k^T  lc,i ,n (P) = Ë- Ë, l+ ( l( l+1) - n,) + + n2 l*.. .
Le l

ou

cl,ntt) r - !.'[T (r(r+r) - n,) + 
i ,, ]. ...

et  l 'a l lure est  quadrat ique.

Pour t * @ r en procédant corme précédenment, on montre que

H,r(r+1)-n') -g ,,Jit*l

,Jro (.1 
*=- 

.-t [oJt(l+l) 
- n' l  * o' n']
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D'autre part ,  ' l  '  i  sotropi  e autour
'l

aux Cr ,o  qu i  dev ien t  :

7

P+ +
I l

de l ' axe de révo lu t ion  s imp l i f ie  la  re la t ion

-t,

pr+ p1+ 
ksT 

r ( r+1)
I I I;r

La t ransformat ion inverse s 'ef fectue faci lement et  donne

r - ' t r1 '
c],nrt) =-lL,? -(â)'/,) e àq + (E)/')t

c],o{e) =

avec

âp(c l ' t )
. \ J =

at

- s ( l -P )Q
. t r l e  0 t

t u t u

(tr)%)
(E) (n)

r= [,ï,'- Tr(r+1)

.(?. . _ â , ï _

tr. 
]

Cet te  re la t ion  n 'es t  pas  d i f fé ren te  de  ce l le  de  la  sphère  (gOl 'Son or ig ' ina l i té

rés ide  dans  le  fa i t  qu ,un  rég ime osc i l la to i re  amor t i  peut  p rendre  na issance.

pour des macromolécules,  i l  serai t  sans doute masquê par le phénomène pr incipal

puisqu' i l  ne poumait  apparaî t re qu'à des va' leurs t rès grandes de l '

De même, i l  parai t  d i f f ic i le de mettre expér imentalement en êvidence le

comportement quadrat ique en t  au vois inage de l 'or ig ine de la fonct ion de

d is t r ibu t ion  p  (F ig .  13 ) .

4. Formulat ion r igoureuse

Nous avons vu au paragraphe 1,2,2 que l 'équat ion aux or ientat ions éta i t

il'- 'X.,F, (ur)P(a't- '{ o' o'



?n,o(t')
o,?,

orta

a t  =2o ,  =2  o ,  =  lg

I to= tdt  p l

Ao

=5q,15or=

Itc-- r6t Pt

o, i,tr)= -u'n) ;îol2è'- o,a ) ;t1'n) è'

/  , , ,  \ l tT t t ,  !  t(zl À''4 
f., 

.r-

r. =f;îtg,(cf to)of cr {.f rp4+$-f r  ,_- -  I  , ( r " r . -d)S_tô l

s . -3- 6. ri + (e! - ol)t

Â'-- 4- r* t'l"n

lo A"

Fig. l3 o

I t

L,o0)

or

13 ot

l r

(21

Fig'



ctm.o(t,
' 

Orect

Clst  2Or:  Zg,r r  tOO Ao

= to3 ptpo

Orl l l

O r l l t

F ig. t3 b

0r = 50,  e | f r t  ?  IOO Ao

Ito = ldt Pr

t t

c;,o( tJ
Qe rr

I t

0rr l l

Fig. 13 bt



( . . . ) dur

La déterminat ion de P

peut être considéré comme

habituel lement comme sui t  :  l 'opérateur Q

de:

[,",'r,* - T
3

.v'+ 
i

avec

r
P =  P r (u r )  |*J

ûù
tu

)-cik,]

se  fa i t

la somme

e .- l
tDi

T '' i

d

..i

r
p p(t, p) - o(s,o) = 

J *.f[e * rr-r)o J 
-tt 

.V"[o,ti l
u)
tu

Q=H a
âri

,t)-tth

3
Qr= x

I [ '".,','n

etde Qz= i .  [c

Suivant une ident i té

s 'éc r i t  a lo rs  :

- t (1 -P)Q - r (1 -P)Q l
e=e

avec

I
p  +  ( l -P )Q p +  ( l -P )Qr

bien connue, l 'opérateur uni ta i re  e- t (1-P)q

t
-  ( t -s )

dse
- s  (  l -P  )Q(  l -P  )Q t

( l -P )Q  e

et p est  obtenu par i térat ion sous le s igne somme à part i r  de

e- t (  l -P )Q r .

Une var iante consiste à ut i l iser la t ransformat ion de LAPLACE :

ot",  o) 
]

(  t -P )Q,

Cette façon de procéder à été effectivement uti l isée par EVANS (80)

de représenter formel lement l 'équat ion de di f fusion d 'une part icule

de calculer les quatre prerniers termes du développement dans le cas

1
I

J

dans le but

quelconque et

d'une sphère.

@nro
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Qu 'on  u t i l i se  la  méthode d i rec te  ou  inverse  pour  accéder  à  p ,  i l  n 'en

demeure pas moins que les calculs sont longs et  labor ieux.  Cela t ient  sans doute

au fai t  que 1'équat ion de base comporte des opêrateurs peu "sympathiques".0n

peut  s imp l i f ie r  la  recherche de  la  so lu t ion ,  en  écr ivan t  l ' équat ion  de  F .p .

sous la forme :

âKr ( t )  
=  -  (Qr+  Qz)  Kr ( r )

at

La so lu t ion  es t  :

où

Kr (o)  = P,  (H) o( l )

Comme QrP l (u r )  =  o ,  i l  y ien t

Soit encore après intêgrat ion sur l ,espace des vi tesses.

0n vo i t  que sous  le  s igne somme subs is te  f r (s ) .  Ma is  cec i  n 'es t  pas

un handicap, dans la mesure où nous résolvons 1e système par la méthode aux

perturbations.

- rQr f t  - ( t -s)e
Kr  ( t )  =  e  * r1o)  -  

)o  
e  QrK,  (s )ds

K,( t )  =  e , (g)  o(g)  -  
/ " ' . - ( t -s )Q 

Q,K, (s)  ds

t  f  t  -( t-s)Qr
o(g' t)  = ô(t)  

JOJ" 
e Q,K,(s) ds
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dr du do
tu

Si on êcr i t  :

P  ( t ,  t )  =  I  o i  (o , t )

avec successivement :

oo(g' t)  = ô(t)

f  f '  -(t-s)Q, I ro, (o ' t )  = 
)^ )"  

e 
'  

a, [p,( t)  ô(t)  
. |  

ds dg
tu

o,(g,t) = [ [t f .-(t-s'o' ' .  .-( '-"0,0 [, 
1

' ,  . /o Jo 2 ,1 , ( t )o( i )J dsdtdr ' r
tu

f  t  [ t  f  
'^-(r-s)Q,^ -(s-.) t  -( t-u)Q, f  

- l

"(o'') 
= 
)^ J" J" J" 

e Q, t r- 
' ' . 'b,t t ' -r*rQzlat' lor"lJ 

as
tu

et compte tenu de la part icu ' lar i té des opérateurs Q, et  Q, ,  on a encore

o (g,r) = ô(t) 
I^ Itr.["[r,rgl ot.r] ds ds +

+ t I t  C. F --tQr -r- I  ,^r r- 
Jo )" Jot 

'1" ' ''X"Lo'(ru) 0td 
J 

ds dt dur

[0, 'u'
dtdu dtrlô(t) 

]  
ds

- tQr  -uQ,

E.[" e - 
i.e

en se souvenant de la déf in i t ion des

les déterminer à part i r  des densi tés

( t  (s (r

J " J" )"r'vq 
€Ir

Puis ,

moyen de

fonct ions d'autocorrélat ion

de probabi l i té, on obtient :et du



rt rtro(g,t) = ô(t) - 
Jo.*' 

.;c,o(g) o'- l  
1.,*.*")(3(t).[o)' 

ô(a) ds dt

.(t.H.('(.).b)

ou

p(s , t )
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I"'1"'[" (3(u). ["  ) ' ô (o )  ds  d t  du  +  . . .

. r ( r (s )  .h )  ( r (s '  )  .vg)>ô(o)dsds '= ô(l) y''.*,,,.V6xô(cr)ds + +1"'1,'

tr'I,',1,',1"'. ( t (s ) . [ " )  (g(s ' ) . [o )  (g(s" ) . [o ) '  ô (o)  ds  ds '  ds"  +  . . .

0n constate alors qu'une

c 'es t -à-d t r "  ,  
fa
I

p(c,r)  = .  
" -Jog(s) 'vcr

forme très simple est équivalente à ce développement,

>  ô (o )
ds

0r,  une expression comme cel le-c i  fa isant intervenir  la yar iable aléatoire

se résoud par la méthode di te aux "cumulants" Pl  -BZ) :

fr ft-  
I  , (s ) .Yo ds + < exp ( -  I  r , r (s) .vo ds)  -  L>.

< e  
r o  t u  t  

>  -  e o  
J g  ' v

l ' indice o dans l 'exponent ie l le indique que les opêrateuis [o ne conrnutent

pas, c 'est-à-dire qu' i l  faut  respecter un certain ordre dans les calculs.



Cette restr ict ion tombe 
' lorsqu'on 

étudie le mouvement brownien de translat ion.

0n  en  dédu i t  les  coef f i c ien ts  d 'amor t i ssement  par  la  re la t ion

f t
. ,  .  exp ( -  

J  t fs) . [c ,  ds)- t>.
c j ,n{ t )  = eo /o

pour tout  I  te l  que (vo) '=  -  l ( l+1 )

L 'express ion  prêcédente  permet tan t  de  carcurer  res  c l ,n ( t )  es t  à

rapprocher d 'un résul tat  donnê par POI4EAU et WEBER (83).  Ces auteurs,  prenant

comme po in t  de  dépar t  1 'équat ion  d 'évo lu t ion  dans  le  temps d 'un  vec teur

uni ta i re e ( t )  at taché à la part icule en rotat ion montrent que :
' U

ft
f  )  p (s ) . t

€(t) = 
l. 

-o

H 2 =
I

o' 

]* , ' ,

où

Si

r r t  T r '  T ,

l ' o r ien ta t ion

reprêsentent les t ro is

in i t i a le  es t  équ ip robab le

de ro ta t ion  in f in i tés ima le .matri ces

a lo rs  :

f t
I  o (s) . t

l O  \
ds

cf  ,o( t )  
= .To 'o( î ,  ( r ) .e(o)> = 

*  , r  .êo

Pour  obten i r  une express ion s imi la i re  des Cf ,o( t ) ,  i l  suf f i t  d ' in t rodui re

l 'espace à 2 l+1 d imensions de la  J  iè t "  . "p"ésentat ion i r réduct ib le  du

groupe des ro tat ions dans R3 ;  i l  v ient  :

Jrt r 's)'r ds

'€ocl,ott) = ;ft.,^



avec

0n voit que cette méthode et la nôtre concordent parfaitement.

P0MEAU et WEBER ont étudié essent ie l lement la sphère et  nous reviendrons un

peu p lus  lo in  sur  leurs  résu l ta ts .

Cons idérons  à  p résent  une par t i cu le  en  fo rme d 'e l l ipso ide  de  révo lu t ion .

Les coeff ic ients d 'amort issement sont calculés en annexe E. I ls  ont la forme

su ivante  :

E
3

I
t

* . i {ur , ( r )  -  r?( t )  -  r8(r)  -

(

cl ,o{ t )  = exp 
}  

- r  1r+r1
(
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3

i  
r i r i = -  I  I  ( l+ l )ou  1  es t  la  mat r ice  un i ta i re  de  d imens ion  Z l+L

(

c],n{t)  -  exp } 
t : lut  

, ,"-r " ' ' r  

(  
t :

I  ( l+1 ) -1+

E

.-t',') _

I3  kBT

( :
u n2f --at - 1 + e

1
2 l (1+1) ( f s ( t ) -  à  f , ( t )

ç 2
3

I 3

t t , t . l )+ . . .

0n vo i t  qu 'une  par t ie  de  I ' exponen t ie l l e  s ' i den t i f i e  avec  la  so lu t ion

de STEELE (61).  Si ,  cornme on I 'a déjà évoqué prêcédemment,  nous supposons

que p  es t  i so t rope au tour  de  I 'axe  de  révo lu t ion ,  a lo rs

f  I r
D,l t  + -

LE
I

F

G t'-,)- l  ( l+tl 
I 
rr, (t)-r, (r)] - 

|

)

avec coflme

,l,o(t)* o =

. , '
c; ,o( t )

t

va leurs  l im i tes  :
koT

- l  ( l+1 )  #  t2  +  .
e  t t  

t

I- l ( l+1)  t lD,  +  D i
e \ E r  I 16 ,  +  I 16 ,

I
I  - D D

r | 3
> l=

+ æ
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Le  premier  résu l ta t  con f i rme l 'a l lu re  quadra t ique en  t ;  quant  au

second, i l  condui t  à deux observat ions :

a )  b ien  que p  so i t  i so t rope au tour  de  l 'axe  de  révo lu t ion ,  les
1

C;,0(t)  comportent des termes correct i fs dont certains font  intervenir

des grandeurs physiques l iées à cet  axe :  I '  E,

b )  I 'appar i t ion  de  s ignes  pos i t i f s  dans  l 'express ion  des  C; ,o ( t ) .

A ce niveau du calcul  (approximat ion du deuxième ordre),  le terme

de couplage est  en fai t  numériquement plus pet i t  que les précédents.

Mais ,  ce t te  a l te rnance de  s ignes  qu 'on  sera i t  suscept ib le  de

rencontrer en poussant plus lo in le développement '  pose le problème

de la  va l id i té  de  la  méthode u t i l i sée .  A ins i ,  s i  on  rev ien t  au  cas

de la sphère,  gui  est  beaucoup plus faci le à t ra i ter ,  on t rouve avec

POMEAU.WEBER :

I
Icj,o{t)  -  exp} t  r(r+11 

|  
0,.  }  ol  , } ,-  hr i , } , ,

(  L  
-  

s i  - t ,

\
1- t  I r  r  I t  I  I+ fU Di ( ;) '  -  Ë Di l ( l+1) ( ;)3 + . . .  I  tqr  e r  J l

expression qui  cont ient  au niveau du uième cumulant un tenne

pos i t i f  en  l2 (1+1)2 ,  dont  l ' i n f luence peut  ê t re  t rès  g rande aux

fortes valeurs de l .

0n peut penser que cette complication supplémentaire se produise aussi

pour des part icules dont la forme géométr ique est  p lus générale que cel le de la

sphère
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Cependant '  en se reférant à un travai l  de HUBBARD (60),  nous avons

fai t  une constatat ion qui  la isserai t  à penser que la méthode aux cumulants est

ef fect ivement appl icable à notre problème. HUBBARD détermine les ,1, ,n( t )  pour

des part icules sphêr iques ent ièrement l ibres (  t  = o).  Ce cas représente par

déf in i t ion  ce lu i  des  molécu les  d 'un  gaz  par fa i t  dont  les  v i tesses  ne  sont  pas

modi f iées  par  les  chocs .  La  dens i té  de  probab i l i té  cond i t ionne l le  es t  à  tou t

instant ô (  t  
-  

to )  avec une distr ibut ion d 'ensemble de l ' lAXwELL. Le problème

est alors beaucoup plus aisé à t ra iEr et  HUBBARD montre que

cl,ntt)=*- 
,,,=l] (1 -mz$r',.-"$"

0n constate que si t-+ - , Cl,,n(r, * 
t 'O

0r,  s i  nous appl iquons â ce cas part icul ier  la technique aux

cumulants,  on t rouve :

et  On note,  corme précéderrnent,  la présence d,un terme en l2( l+1)z de sorte que

sur  ce  déve loppement  i l  n 'es t  pas  poss ib le  de  se  prononcer  à  t  in f in i .

En fai t ,  ce développement est  une expression approchée da la solut ion exacte,

et  par conséquent tend bien vers une valeur f in ie.

- #,T,G tB - 1;7,S,, r, . ...] {
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<oro,(r)> =<c,r2ur2(t)y = 
T " ' ;g 

t* ' ' {"*o 

fï ,  
-

.'l {(l'.,*,"-}')l}

Une appl icat ion numérique montre que I ' inf luence des termes correct i fs

dans ' l 'expression 
des t ln,n(t)  est  peu importante même pour des sphères de

pet i tes  ta i l les  (  a  <  l0  A" )  ;  par  cont re ,  i l  n ,en  es t  p lus  de  même pour

des part ' icules t rès al longées à supposer que la forme du déyeloppement reste

semblab le  â  ce l le  de  la  sphère  (vo i r  F ig .  l a ) .

Un autre type de correct ion apparai t  lorsqu'on décide de tenir  compte

des  produ i ts  , i  , j  0n  sa i t  (Annexe C )  qu 'a lo rs  les  fonc t ions  de  cor re la t ions

des vi tesses angulaires sont plus compl iquées;autour des axes transverses I  et

2 ,  on  a  :

La  F .A.v .A .  ne  su i t  donc  prus  un  processus  markov ien .

Autour  de  l ,axe  3 ,  on  a  :
r

ksr - ; t
<ur, ar. (t)> = ---- g 

- 3

et

<ur ;u r5 ( t )>  =o  i l i

En  in iec tan t  ces  re la t ions  dans  l 'express ion  généra le  des  c | ,n { t ) ,  on

obt ien t  ( le r  cumulan t )  :



7r.

avec

-k^TB-
D,=  b  e  E  ( - t )n  Bn  =0 ,1  . t  ;  ( - t )n  Bn

-  
I r  n=o n !  (A+nE)  

-  
I r  n=o n !  (A+nE)

et où on a posé

F -  I
A=i l+r l  D. s=j .1D,

I l  
I  3  L 3

r J
L = -

Tr 3

Di représente donc une nouvel le expression du coeff ic ient  de di f fusion

de ro ta t ion  au tour  d 'un  axe  t ransverse  d 'un  e l l ipso ide  de  révo lu t ion  ;  ce l le -c i

a été obtenue par HUBBARD (66).  Sur la f igure 15 ,  on a représenté la var iat ion

relat ive 
D'  -  D'  

pour di f férentes valeurs de r ,  0n voi t  que la correct ion
D

I

augmente  avec  l ,a l longement .

Enf inr  pouF conclure ce paragraphe, indiquons que deux art ic les de

FORD, LEWIS et  Mc CONNELL (84) t ra i tent  aussi  de la déterminat ion des

coeff ic ients d 'amort issement.  La méthode consiste d 'abord à résoudre l 'équat ion

de LANGEVIN par une technique aux perturbat ions dont le paramètre est  r . ,  dans le

but de calculer les F.A.V.A. 0r,  cet te façon de procéder,  déjà ment ionnée par

HUBBARDT €St sans doute valable pour des part icules de forme géométr ique

arb i t ra i re ,  ma is  condu i t  à  une approx imat ion  t rès  g ross iè re  pour  l ' e l l ipso îde .

-o-o-o-o-o-o-o-o-
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FIISE AU POINT SUR L'ASPECT TRADITIONNEL DU MOUVEMENT BROI,'|NIEN

A ce stade de notre étude, i l  est bon de se remémorer les résUltats
les plus importants auxquels nous sornmes parvenus.

Nous avons constatê que l 'étude du mouvement brownïen s,est développée

suivant deux voieS, I 'une passant par la recherche et  le perfect ionnement de la

F '4 .V .A. ,  l ' au t re  par  ' l  ' é tab l i ssement  e t  la  rêso lu t ion  d 'une équat ion  de  d i f fus ion

des or ientat ions

Par sui te des condi t ions de symêtr ie des part icules,  nous avons yu

que la fonct ion de distr ibut ion des or ientat ions s 'expr ime sous la forme d,un

développement en sér ie de fonct ions sphêr iques simples ou gênêral isêes où les

coeff ic ients d 'amort issement ont une forme assez simple lorsqu'on résoud d,abord

des expressions approchêes de' l 'équat ion de di f fusion.

Puis,  ayant êtabl i  la relat ion r igoureuse à laquel le obêissent les
1

C;,n(t) '  nous avons cherché à calculer ces coeff ic ients en ut i l isant successivement

les expressions des F.A.V.A. tenant compte ou non des produi ts des vi tesses

angulaires.  Nous avons pour cela employé la technique mathématique di te

"aux cumulants",  remarquê qu'el le est  assez bien adaptée à ce genre de problème,

et  qu'el le condui t  notamment à écr i re les C;,n(t)  sous forme d'une exponent ie l le

simple du temps comportant toutefois un grand nombre de termes.

En outre,  nous avons observé aussi  que la déterminat ion des F.A.V.A.

es t  fondamenta le  i c i  ma is  qu ' i l  es t  de  p lus  en  p lus  d i f f i c i le  d 'y  parven i r  à

mesure que se compl ique le modèle.  En part icul ier ,  la non- l inéar i tê des équat ions

du mouvement rend leur recherche plus laborieuse et leur confère un caractère

non-markovi en.

Enf in,  les amél iorat ions qui  ont  été apportëes à la théor ie jusqu'à

présent sont lo in d 'être exhaust ives.  En ef fet ,  lorsqu'on écr i t  l 'équat ion de

LANGEVIN en y introduisant les produits de vitessesr on gôrde cependant le couple

de frottement proportionnel à la vitesse, ce qui suppose précisêment que celle-ci

soi t  fa ib le.  0n assiste donc là â une contradict ion.  Pour lever cet te object ion
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i l  faudrai t  réexaminer le problème hydrodynamique. Cette remarque êtant fa i te,

nous  a l lons  vo i r  aux  chap i t res  su ivants  qu 'une cor rec t ion  p lus  impor tan te

encore doi t  être apportée à l 'équat ion de LANGEVIN.

-o-o-o-o-o-o-o-o-o-
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CHAPITRE IV : APERCU MOLECULAIRE DU MOUVEMENT BROWNIEN

Au chapi t re I I  le solvant est  considéré comme un mi l ieu discont inu

pour expl iquer le couple moteur désordonné, puis comme un mi l ieu cont inu pour

expr imer  le  f ro t tement  v isqueux qu ' i l  exerce  sur  la  par t i cu le .0 r  ces  deux

effets ont même or ig ine, l 'agi tat ion thermique. Aussi ,  est- i l  naturel  de

chercher à interpréter le second par le 'même mécanisme que le premier,  d 'autant

que la théor ie hydrodynamique envisagée précédemment n 'est  qu'une des approximat ior

possibles du trai tement moléculaire.

Pour cela nous al lons calculer la fonct ion d 'autocorrêlat ion des

v i tesses  e t  é tab l i r  l ' équat ion  du  mouvement  à  par t i r  du  l iouv i l l i en .

1.  Fonct ion d 'autocorrélat ion gênéral isêe

0n sait que les équations macroscopiques de l 'hydrodynamique (équations

de cont inui té,  de conservat ion du moment,  de l 'énergie) se dêduisent d 'une

équation microscopique appelée équation de LIOUVILLE. Rappelons briëvement en

quoi  e l le consiste.  Soi t  un ensemble const i tué par N molécules en intéract ion.

La densi tê de probabi l i té condi t ionnel le de la t ranslat ion est  solut ion de

l 'équat ion

aK, l- r aKr'+ lH,Kr l=  
+LK =o

ât t  
- l  

at  I

avec L

r=-1.' g [Rn aFn.Xpn
n=l t{n 

'v'
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et  où 
, ln '  , fn,  [n 

sont respect ivement la posi t ion,  1a quant i tê de mouvement,

e t  la  fo rce  qu i  ag i t  sur  la  par t i cu le  n .

Lorsque t  + -  ,  K,  devient la distr ibut ion de BOLTZMANN

Une êquat ion semblable peut rendre compte de la rotat ion (79,81,85).  Pour

N par t i cu les  sphér iquesr  on  ô  i

N
r= 

nl ,  Hn'  Xon 
+ 

ln ' [Ln

L - T .
. [ - r n [ n

Dans le but d 'étudier plus correctement le mouvement brownien, on

peut donc tenter de part i r  de l 'êquat ion de LIOUVII-LE, d 'autant que les équat ions

de l 'hydrodynamique s 'en déduisent moyennant certaines approximat ions.  C'ei t

a insi  que des auteurs corme RICE (86) pour la t ranslat ion et  STEELE (61) pour

la  ro ta t ion  on t  ca lcu lê  de  ce t te  man ière  les  F .A.V.

En effet, une des propriétés de I 'opérateur de LIOUVILLE est de donner

une représentat ion formel le de l 'évolut ion temporel le d '  une var iable dynamique

te l le  que I  ,  R ,  q  ou  q  A ins i ,  s i  on  cons idère  la  v i tesse  angu la i re  pour' t u - t u - t u t u - _ ' - - - - - -

une part icule donnée on a :

- tL
( l ) ( t )  = e ( ,)(0)
fu '  .u '

et par consêquent

o( t )  =  < t , l (o)  g( t )>  = < g(o)e "  g{o) ,
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Tous ca lcu ls  fa i ts ,  on  t rouve :

_ 
<{p.d> 

+z

<,g(o).H(t)> = 
+. 

ut

pu isqu ' i l  y  a  i so t rop ie  des  v i tesses .

0n  cons ta te  donc  qu 'à  par t i r  d 'une fo rme générar isée  de  0( t ) ,  on

about i t  à  un  résu l ta t  d i f fé ren t  de  ce lu i  qu 'on  ob t ien t  à  par t i r  de  l 'équat ion  de

LANGEVIN.  Par  cont re ,  D n 'es t  pas  mod i f ié .

En fa i t ,  le  ca lcu l  condu isant  à  la  fo rme gauss ienne en  t  de  o( t )

suppose l 'ex is tence d 'un  po ten t ie l  d ' in te rac t ion  cont inu  ;  en  fa isan t  I 'hypothèse

p lus  réa l i s te  d 'un  po ten t ie l  de  sphère  dure  ( l i sse  ou  rugueuse) ,  on  mont re

que le comportement de F.A.V.A. est  une exponent ie l le s imple du temps. De très

nombreuses études ont étê fa i tes dans ce sens pour les l iquides purs (87-90).

Le  passage 'à  une par t i cu le  de  ta i l le  p lus  g rande que ce l le  des  molécu les  de

solvant est  possible s i  on t ient  compte d 'un paramètre de volume exclu

plus important.

2.  Equat ion génêral isêe du mouvement

Paral lè lement aux travaux signalés au paragraphe précédent,  d 'autres

auteurs abordent le problème par une technique mathématique déjà envisagée

au chapi t re I ,  cel le des opérateurs de project ion.  MQRI . (91) obt ient  a insi  une

êquat ion de LANGEVIN général isée.

d R(r) _, It-  = -m l  at ,  K,(r- t ' ) .  l ( r , )  + 6x{t)
d t  ) o  

t u ' .  ' v ' .

gui,  ôu pr ix d 'approximat ions sévères,  redonne l 'expression tradi t ionnel le,

c'esr-à-dire que K(r) = ,h < f, f,(r)> er Sttt) = [(t)
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pl  us

et trouvent :
I

d P(t )  I=-  I
dt Jo

tard, MAZUR et oPPENHETM (92) perfectionnent encore la théorie

-L  ( t - t ,  ) [(r '  )
&]dt '  e .  r*( t ,y + r+1t)

ksT

En remarquant  que les  var iab les  l iées  aux  molécu les  de  so lyant  on t  des

comélat ions temporel les de courtes durées et  pour n t rès grand et  t  suf f i -

samment long, cet te équat ion se rédui t  encore à 1 'équat ion t radi tonnel le.

Une étude trnès crit ique des théories précêdentes par HYNES, MpRAL,

l r |EINBERG (93) montre leur équivalence sur plusieurs points et  fa i t  apparaî t re que

1a dépendance en t  de certains termes est  t r ibutaire du choix du projecteur.

La même technique a été étendue à Ja rotat ion de l 'hal tère r ig ide,

symétr ique ou non par KIM et OPPENHEIM (94).  Ces auteurs ont ainsi  établ i

une équat ion du mouvement général isée dans laquel le intervient un couplage

translat ion-rotat ion,  déjà s ignalé dans les t ravaux de BRENNER (53)

(vo i r  auss i  Chap i t re  I ) .

3 .  Mécan isme de la  v iscos i té  du  so lvant

A part i r  de l 'équat ion de LIOUVILLE, LEBO!' I ITZ, RUBIN, RESIBoIS et  DAVIS

(95-97)  écr iven t  l ' équat ion  de  F .P.  de  la  t rans la t ion  d 'une sphère  de  masse

beaucoup plus grande que cel le des molêcules de solvant.  Ces auteurs font

remarquer que dans cette hypothèse, l 'hami l tonien de la part icule peut être

considérê conrme un terme perturbateur,  d 'où l 'ut i l isat ion de la technique aux

perturbat ions habi tuel le.  En même temps, i l  parviennent à l ' importante relat ion :
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où F(t)  est  la force exercêe sur la part icule supposée au repos par les

molécu les  de  so lvant  ;  c 'es t  donc  la  par t ie  f luc tuante  de  la  fo rce  de  LANGEVIN.

Le coef f i c ien t  1 /3  suppose l , i so t rop ie  des  d is t r ibu t ions .

I l  es t  év idemment  ten tan t  de  savo i r  s i  une re la t ion  semblab le  ex is te  dans  le

cas  de  la  ro ta t ion .  La  réponse es t  a f f i rmat ive  e t  nous  a l lons  t rès

succinctement en donner une démonstrat ion approchée. En schématisant â l ,extrême,

nous considérons une sphère en rotat ion uni forme et  sans mouvement de translat ion,

en tourée de  N molêcu les  de  so lvant  supposées ponc tue l les .  L 'Hami l ton ien  cor res-

pondant est  par rapport  à un système d'axes f ixes dont l 'or ig ine se confond

avec le centre de la sphère :

H'=Hj+Hj

avec

H; = T, r!,riir, . + ,!, ,f, urli - ,{; r)

'; =y . +,i; ,!, ucfli - ftr)

Ri représente ic i  1a posi t ion du point  matér ie l  i  de la sphère.

Rapportons à présent le mouvement au rêférentiel l ié à la sphère. Le

nouvel  hami l tonien devient :

1 N NH"=+n 
i (v,r)2+'i1,i.(1inry) *I, 

ft4ingl"

+ + iiu(rri-ftr) . + iTurh-ftr)
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Si  on  suppose la  v i tesse  de  ro ta t ion  de  la  par t i cu ' le  te l le  que

F;  Â  ,  <<  -v ' ;  ,  o r  peut  nég l iger  le  t ro is ième te rme dans  l 'hami l ton ien  ;
. u l  

- - d  t u  I

l e  second te rme joue a lo rs  le  rô le  d 'une per tu rba t ion .

L 'opéra teur  L '  a t taché à  la  per tu rba t ion  es t

N
L'= x ( I .no) .v . ,

1  
' u r  t u  t u r

avec
V '  =  o
L] âIi

La so lu t ion  de  l ' équa t ion  :

dans  le  cadre  de  la  théor ie  l inéa i re  es t  :

f t  -L( t -s)
K,( t )=Kl- l  dte L 'Ki

,/o

où Ko représente la fonct ion de distr ibut ion stat ionnaire à t  = o,  c 'est-à-dire

iuste au moment où la perturbat ion est  introdui te.

En remarquant que :

L, Kï = - | f ri, n.r I' au(lh = til) 
I fr= - q.r) frLl r r  tu  t  ,L . '  J

l e  coup le  moyen qu i  s 'exerce  à  l ' i ns tan t  t  sur  la  par t i cu le  es t  a lo rs  i

0n retrouye donc la loi classique du frottement visquel/x, et on peut poser

par  ident i f i ca t ion  
( *

E=1 l 'A 'A( t ) 'd t
i 

= 
t"rt- /" 

'{,'A,ttlt dt
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I l  es t  év ident  que no t re  ra isonnement  s 'app l ique à  des  par t i cu les  dont  la

fo rme es t  p lus  complexe;  i l  condu i t  a lo rs  à  fa i re  une d is t inc t ion  en t re  les

degrés de l iberté,  autrement di t  g est  un tenseur

En conséquence,  la  v iscos i té  du  so lvant  peut  s 'éc r i re  ind i f fé remment  :

l t  =to J 's 5'"'dt=

[ îu, ')> 
dr

18lt a krT

et  les  coef f i c ien ts  de  d i f fus ion  D dêpendent  de  . *  
A( t ) ,  

par  la

re la t ion  dé ià  ment ionnée du  chap i t re  I I ,  ma is  sans  qu 'on  a i t  à  spéc i f ie r

la forme de cette corrélat ion.

Par cet te seconde approche moléculaire,  on retrouve donc un certain nombre

de points déjà rencontrés au cours de la première approche et en

part icul ier ,  le fa i t  t rès général  qu'un coeff ic ient  de t ransport  est

représenté par une intégra1e sur les fonct ions de corrélat ion de grandeurs

microscopiques. Rappelons que ceci  n 'a êté rendu possible que parce qu'en

mêcan ique s ta t i s t ique  la  lo i  d 'évo lu t ion  dans  le  temps d 'une grandeur

dynamique est  purement déterministe.  C'est  seulement la distr ibut ion

stochastique de cette grandeur à un instant t qui induit ce même caractère

à un instant ul tér ieur.  Cette v is. ion est  radicalement di f férente de cel le qui

é ta i t  env isagée au  premier  chap i t re  pu isqu 'e l le  é ta i t  essent ie l lement

probabi  I  i  s te.

-o-o-o-o-o-o-o-

2n a3 krT
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CHAPITRE V :  MOUVEMENT INSTANTANE D.UNE PARTICULE AXISYNETRIQUT

L 'un  des  résu l ta ts  ob tenus  c i -dessus  es t  une êquat ion  de  mouvement  d 'un

type nouveau, dans laquel le le couple de frot tement est  une fonct ion de

convolut ion.  Sa rêsolut ion demanderai t  des hypothèses complémentaires sur la

nature  des  chocs .  Nous a l lons  chercher  à  tourner  ce t te  d i f f i cu l tê  en  u t i l i san t

une mêthode hydrodynamique en  rég ime ins tan tanê,  p lus  réa l i s te  que I 'anc ienne.

En ef fet  cel le-c i  postule que le f rot tement sui t  la lo i  de STOKES

de propor t ionna l i té  à  la  v i tesse ,  ce  qu i  suppose que le  mouvement  sa t is fa i t

aux deux restr ict ions suivantes :

i )  i l  es t  un i fo rme,  donc  à  v i tesse  cons tan te .

2 )  i l  n 'es t  pas  t rop  rap ide .

S i ,  en  pra t ique,  la  seconde es t  assez  b ien  vér i f iée ,  a ins i  qu 'on

pourrai t  le montrer s implement,  la première,  par contre,  est  une approximat ion

sévère car,  ayant son or ig ine dans les chocs incessants,  la v i tesse de la

part icule change à tout instant.

0n doi t  donc s 'at tendre à des modif icat ions des fonct ions de

corrél  at i  on.

Pour rendre compte de ce mécanisme nous allons calculer le frottement

à part i r  de l 'équat ion de NAVIER-STOKES.

1 .  Rappe ls  sur  la  sphère

l.. 1'' -Ussveug!!-99-!rengl.c!!en

Lorsque la v i tesse [( t )  
de 1a part icule est  une fonct ion du temps,

la force de frot tement v isqueux qu'el le subi t  (98) est  :
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F(t) =- E{(t) -l^o 
i9 

+6a2 (rTuo ,"i,, 
I"t 

as(t-s) } 
T'

où moest  la  masse d 'un  vo lume de l iqu ide  équ iva len t  à  ce lu i  de  la  sphère  e t

po  la  dens i té  du  l i qu ide .

Les  pr inc ipa les  mod i f i ca t ions  appor tées  à  la  théor ie  c lass ique par

sui te de ce changement sont les suivantes :

-  a l lu re  hyperbo l ique e t  non exponent ie l le  de  0( t ) ,  avec  au

vo is inage des  po in ts  l im i tes  la  fo rme :

I

o( t )=  A-B( t ) / '
t + q

3
o( t )  =  Ct  Z

t * -

où A, B, C sont des constantes.

-  G( t )  n 'es t  p lus  un  d i rac  en  t  e t  se  compor te  à  t  g rand cqnme 0( t ) ,

-  L 'équa t ion  de  F .P .  dev ien t  :

âK'+{ " I t P

ât m'Xn*,  
= 

)o 
dsG(t-s)Xr ' ( f ,p*r"1r,(s)

Ce nouvel  aspect de la théor ie du mouvement brownien de translat ion

ment ionné pour 1a première fo is en 1971 par WINDO}' |  (  99 )  et  ZWANZIG et BIXON (100)

a évolué et  s 'est  beaucoup perfect ionné depuis,  b ien que certains points

demandent encore aujourd'hui  à être élucidés. La l i t térature t ra i tant  de ce

sujet est extrêmement riche ; on trouvera en réfêrence quelques articles à

carac tère  gênéra l  (101-106)  ou  c r i t ique  ( tOZ, tOg) .
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1,, ?,. -Ussyeue !!_de_re!e! !9!

L 'app l i ca t ion  des  nouve l les  concept ions  â  la  r ro ta t ion  es t  pos têr ieure

à  la  t rans la t ion .  E l le  a  é té  fa i te  d 'abord  par  BERNE (109 qu i  é tab l i t  O( t )

e t  ind ique un  cer ta in  nombre  d ' in fo rmat ions  qu i  en  décou len t .  Rappe lons  1a

su i te  de  ses  ca lcu ls  a ins i  que cer ta ins  po in ts  nouveaux é tab l i s  par  d 'au t res

auteurs ou par nous-même .

Pour une part icu ' le sphér ique en rotat ion non uni forme dans un l iquide

visqueux incompressible,  1e couple de frot tement autour d 'un axe quelconque

est  donné par  I 'express ion  :

a2P
vr

r t (n)  = -  Br  uo u '  , i (n)  |  1  +
L Yr)

oùp

uo
V = - r

po

s(r + a1$1

est  la  var iab le  con jugée de  t  dans  la

la  v iscos i té  c inémat ique du  so lvant .

transformation de LAPLACE,et

Ip

L 'équat i  on

o i  (n )  -  I  o t  (o )

du mouvement devient :

=  r1 (p )  +  A i (n )

Si on soumet la

t  p <ar i  (p)> = < r i  (p)>

par t i cu le  à  un

v;  (P)

couple extér ieur  
d(n) ,  

on a:

la

D'autre part ,  la thêor ie l inéaire de KUBO

re la t ion  :

.  o i  (P) r  =
ksT

or(n) v;(p)

(vo i r  Chapi t re  I I )  fourn i t
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oi(n)=kBT /  rp + snuou' [ t  +
L

L 'é l  im i  na t ion

1 'express ion  :

avec les valeurs extrêmes

ti (t)==-

d(n) entre les deux dernières relat ions condui t  à

u'  uP

1 im p  o i (p ) *=  o

P*o

oi  ( t )  = .

t=o-

3(1 + ut l l 'â l

l im p or(n)
P*-

= 
*tt

I

0n remarque que 1e pr inc ipe d 'équipar t i t ion de l 'énerg ie  est  préseryé a lors

que BERNE t"ouu" 
kBl 

,  où Ix t ient compte du moment d' inert ie d'un
IX

vo lume de l iqu ide  ident ique à  la  sphère .  Cet te  anomal ie  0 .10J l l )  para i t

due à une erreur.

Le comportement de g(t) au voisinage des points extrêmes est le

su ivant  :

o1 (n)  I  o t (o)

P*-

ou

oi ( r )
f , + o

de même

81 p- 6r '

;("t%-
+ . .

(ro porùI2 wit' +

I
I

J

t't
L;

I

;7

knT I= l
IL

16  aq l1-
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oi (p) = -*U- (*;/'
P-+o  

24 l I r  Uo  
v

ou

or (t) a 
*" 

,, ,)r, ,, 
' +

' t * -  g 2 f i 3 7 2  
' o  r J o t )  

L

^  [ -  , r r  , .  r .  f  
- o t - , ! r  

r r  ,  , .  k B T
ot = 

Joo-(t)de 
t l r* 

o )o" 
or(t)  dt = ' i , f ,*  

o Ë

u"rrr. (orÂ1*r1 .u*'I.r. ,u*,fi ]
I  o ' t

o t ( t )  = or(o)  |  A e
I  r - - L  I

on constate une décroissance du type hyperbolique.

D'autre part ,  le coeff ic ient  de di f fusion reste inchangé :

L'expression de 0(t) est obtenue par transformation inverse de LAPLACE

de o(p)  :

Erfc (a6) + B, e

où Ar,  o sont des grandeurs rêel les,  B,  ,  B sont complexes.

Sur la f ig.  16 ,  on a t racê les courbes représentat ives des F.A.V.A.

tradi t ionnel le et  nouvel les en fonct ion de tx = !  
Ei  

et  pour

différentes valeurs du rapport 3 où p est f . al. l,r itê de la particule.
P 1  I

Avant de calculer G(t) ,  notons que o(p) peut encore s 'obtenir  s implement

en mult ip l iant  l 'équat ion du mouvement parrrr i (o) ,  puis en prenant la moyenne

sur un ensemble à l 'équi l ibre corme au chapi t re I I .

A ce chapi t re nous avons êgalement indiqué que G(t)  étai t  un dirac en t .  Nous

allons voir ici que son comportement en fonction du temps est plus complexe.

Pour le montrer,  p lusieurs méthodes sont envisageables.
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La première qui  a sans doute été la plus

de l 'équat ion  de  F .P.  on  peut  dédu i re  une

dêjà ment ionnée au Chapit re I I  :

a

ut i l isée consiste à remarquer

re la t ion  s imp le  en t re  0  ( t )

que

e tG ( t )

d  o i ( t )  
=  _

dt
o i ( t -s )  Gi (s )  ds

r i  keT l"'

(o. , to)  -  p  o i (e) ,

Par t ransformat ion,  i l  v ient

e., (R) =
I i  kgT

o, (n)

et par sui te

r u'$
ci (p) = 8rr uo a3 krT 

L 
t + 

æ_fl4

dont la fonne est  manifestement di f férente d 'un dirac (Fig. l7)  ;  par inversion,

on vér i f ie que G(t)  = ô(t)  pour t  + o et  var ie corme t-ul ,  pour t  grand.

La seconde méthode, plus récente, est'due à BEDEAUX et l-, lAZUR (112) pour.la

translat ion,  êt  à HILLS (113) pour la rotat ion.  El le s,appuie sur une remarque

t rnès  s imp le  :  s i  on  inmob i l i se  la  par t i cu le ,  le  coup le  res tan t  es t  A{ t ) .

Le calcul  de celui-c i  est  a lors un problème d'hydrodynamique où la v i tesse du

l iquide très lo in de la part icule n 'est  pas perturbée par sa prêsence et  obêi t

à des relat ions de corrêlat ion spat ia le et  temporel le bien connues (114).

Les auteurs citês précédemment abordent ce problème par une technique mathéna-

t ique fami. l ière en électr ic i té et  qui  consiste à introduire dans les êquat ions

de ST0KES une densi té de force indui te,  dont la yaleur est  nul le en tout point

extér ieur à la sphère et  qui  permet de prolonger la val id i tê de ces équat ions



€F

a

ol
a

.-

l!

c{
-o-

rô

N
ll

rl

^
+

.
rô

N
tl

{lc

rr\â 
l 

-
Ill

x
j

Y

-^a
-

a

.^ 
A

,
-N

 
rrl

^-

ul
z4tll!o

xëtollo\,

oAv

x-
\-/é

^o\/./A'v

xà\-,-^Y

^-o\-/

^o\/

ç.o
3

€o
t\o

Ê
lË

F

-
-ov



F
o

Jr^/)

x-f-tttl

Y

|'|dtlt

a

ttt
a

-

IL

{L
X

F-



87.

dans le domaine intér ieur à la sphère.  Les calculs ef fectués dans ce sens sont

en général  longs et  labor ieux.  Nous avons donné en annexe F, une autre méthode

généralisant au cas des mouvements non permanents la technique employée jadis

par PERES (115) pour retrouver s implement le théorème de FAXEN (116).

0n obtient de cette facon :

{(n) = un 
[, 

-
3(1 + .(3) ' / ' )

arP
v

I [*'n + uo $ [,n^{)d[' /o  )

1 -((fi,r)' - l,r;qr) o($ * $r)

- 1où CI = iv A V est  le vecteur tourbi l lon du solvant dans tout le domaine
t u  L f u  t

que va  occuper  la  par t i cu le .

0n appl ique ensui te la t ransfonnat ion de FOURIER spat ia le à cet te équat ion et

on  ca lcu le  .  
{ (n r )  A  (p r )> grâce aux relat ions de corélat ions

spat io- temporel les de LANDAU et LIFSCHITZ :

-2 kBT uo'{(1, 'P1 ) vG2 'P2 )

'8(3,,n. ) g(g,1nr)

P, + P, (oeP,

(g., o,) X,($,,

+ uo(o,  ) ' )  (po P,  + uo(X, ) t  )

P,  ) t

(2n) '

(tu),
4

<V

'l(3, 'p, ) f,($, ,P, )>

I l  v ient  tous ca lcu ls  fa i ts  :

<Ai  (pr  )  A3 (pz)> = (c i (pr)  + c t (pr) )  6 i5

= O

ksT

Pr*P,

où Ct(p) représente le coeff ic ient de frottement tel  que f i  = - Ci(p) , ,r1(n)

et par suite :

er (n)  =  kBT c i (p)
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Une t ro is ième poss ib i l i té  d 'accéder  à  G( t )  es t  de  remarquer  que 1 'équat ion  de

LANGEVIN se  su f f i t  à  e l le -même,  c 'es t -à=d i re  que dans  la  mesure  où  on  conna i t

0 ( t ) ,  on  peu t  en  dédu i re  G( t ) .

En effet, on a vu prêcëderment que :

Io l  (  o)  + Ai  (n)
o+(P)  =  '

,  IO  +C i (R)

de sorte que :

<u r ; ( p , )  0 i (R r ) t  =
12< (o ; (o) ) " * .  A i (pr1  n t (nr )

( Ip ,  +  c i  (p l  ) )  ( Ip ,  +  c t  (n ,  ) )

or ,  <o i  Pr )  ro i (p r )>  se  dédu i t  fac i lement  de  Odt r  -  h  ) . ;

Par  iden t i f i ca t ion ;  o r  ô  a lo rs :

<Ai (Pr ) Ai (p, )> = 
#t, 

,r ,  (R, ) + c. i  to, ))

re lat ion qui  est  b ien ident ique à la prêcédente.  Cette méthode tradui t  le

théorème de f luctuat ion-dissipat ion ;  e l le a été ut i l isée pour la première fo is

par CASE (101) pour le mouvement brownien de translat ion.  Mais la relat ion

très s imple entre fonct ion de corrélat ion des couples aléatoires et  coeff ic ient

<oi(pr;r , r .1(Rz)> -  o i (p l ) l l ! (pz) 
= 

ot t  
I  t  -  1-  1

p1 + pz pr+ pz L t r ,  ;  q,rJ Ip2 + c i (er)  l



89.

de frot tement est  encore une consêquence de l 'aspect moléculaire du mouvement

brownien. En ef fet ,  au chapi t re IV nous avons montré que :

ri(t) = - + ,f 
t.o., 

Ai(sp ds) ' i'  kBT /o

P lus  généra lement ,  s i  ry  es t  une fonc t ion  du  temps,  on  a :

r i  (t) = - + I 

t 
^- Ai (s)>urr (t-s) ds'  kBT ro

soi t  encore :

r i (n)  = -  
+ 

< Ai  Ai(p)> oi(p)' kgT

et par suite :

et (n) = kBT c.; (n)

Ainsi  '  l ' in t roduct ion d 'un couple de frot tement instantané dans

l 'équat ion du mouvement,  modif ie totalement I 'a l lure des di f férentes fonct ions

d'autocorrélat ion.  Cel les-ci  sont en ef fet  p lus , 'serrêes,, ,  c,est-à-dire à plus

longue "portëe"par rapport au temps. cette constation s,applique encore

aux corrélat ions te l les que < ur i ( t )  Aj( t ' )> ,  et  au coeff ic ient  de

di f fusion Di ( t )  qui  tend vers sa valeur f inale comme {3lZ .

Ces lois de conportement sont caractéristiques d'une particule sphérique. I l

semble naturel de faire une étude similaire pour des particules plus complexes

afin de se rendre compte de l ' influence de leur fonne gêornétrique sur les

résul tats .
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En fa i t '  l a  s t ruc tu re  de  l 'écou lement  du  l iqu ide  au tour  d 'une par t i cu le  dev ien t

vi te impossible à déterminer lorsque la forme géométr ique de cel le-c i  s 'écarte

de que lques  modè les  s imp les ,  comne l 'ha l tè re  r ig ide  ou  I 'e l l ipso ide  de

révo lu t ion .  C 'es t  ce  dern ie r  modè le  qu i  a  re tenu no t re  a t ten t ion  drau tan t  qu ' i l

peut représenter un grand nombre de macromolécules solides, voire même dêformabies

dans cer ta ines  cond i t ions  expér imenta les  (117,118) .

2 .  E tude de  l 'e l l ipso ide  de  réyo lu t ion

?. l'. -Qssple:- ins!e!!s!gs

I l  s 'ag i t  d 'abord  d 'é tab l i r  l ' express ion  des  coup les  v isqueux ins tan ta-

nés  ag issant  sur  le  so l ide  en  suspens ion  dans  un  l iqu ide  incompress ib le ,  d€

v iscos i té  Fo ,  de  dens i té  po  ,  €n  supposant  qu ' i l  n 'y  a  pas  g l i ssement  à  la

paroi  ;  puis d 'en déduire les caractêr ist iques du mouvement brownien.

0n sai t  que le mouvement de rotat ion d 'ensemble est  décomposable en troi

rotat ions indépendantes autour des axes pr incipaux. Pour I 'e l l ipsoide de

révolut ion,  i l  suf f i t  d 'étudier les rotat ions autour de l 'axe de révolut ion et

autour d 'un axe transverse quelconque.

Les coefficients de frottement du régime permanent ont êtê calculés

par EDI,IARDES(,119) pour un el' l ipsoîde scalène et leur expression confirmée

bïen plus tard par CHWANG et YAG-TSU-VU (120) par une mêthode plus génêrale

Une approche du problème non permanent a été indiquée par lGNllAL ( 40 ).

El le condui t  à résoudre une équat ion type FREDHOLM, c 'est-à-dire à

un procédé c lass ique d ' i té ra t ion .
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0n va voir  qu'on peut connaître exactement les coeff ic ients de

frot tement en régime instat ionnaire lorsqu'on appl ique aux équat ions de STgKES

la t ransformat ion de LAPLACE.

?, 1.1,._-4u!9sr-qe_llele_ds_rÉysls!!sl

Lrécou lement  du  l iqu ide  au tour  de  ra  par t i cu le  an imêe de la

v i tesse  angu la i re  
H 

( t )  es t  rég i  par  1es  équat ions  de  s rOKES

v Y'v =l-  VP'  + I
t u t u  9 6  t u '  â t

V V =o
t u t u

avec  les  cond i t ions  aux  l im i tes  :  absence de  g l i ssement  à ' la  paro i  S  e t

l i qu ide  au  repos  à  l ' i n f in i .

Le système envisagé présente 1a symêtr ie cyl indr ique autour de l 'axe

de révo lu t ion  ;  i l  en  rêsu l te  que P 'es t  cons tan t  e t  que VO es t  la  seu le

composante de J dans le repère (r ,  O ,  Z).

Les équat ions générales se rêduisent alors à :

v2v -5-= 1-%.tuQr ' va t

Vô = rrr (t) r sur S

où encore à

V,;, E = P Vtuô . r ' va

% 
=6r sur S

après appl icat ion de la transformation de LApLACE. 0n a posé q = vO (p)
Y

et trt = trl(p)
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Pour rendre compte des condi t ions aux l imi tes,  i ' l  est  cornnode de

passer  en  coordonnées e ' l l i pso ida les  ;  pour  un  e l l ipso ide  a l longé,  e l les  sont

dé f in ies  par  :

X  r t  . r )  cos
=  C(Ç,  -  l )  , ,  ( l  -  n " )  t ,  

. i n  
0

Z = Cçn

avec

avec

1<ç< -  - 1<1<  1 0<0

Ces coordonnées déf in issent un système d'el l ipsoîdes honofocaux de

grand axe CC et de pet i t  axe C (e '  -  l ) ' / ,  coupés perpendiculairement

par des hyperboloides de révolut ion I  = cte ;  lorsqu'on fai t  tendre

s imu l tanémentc  ->o  e t  6  + - ,de te l lesor tequeCE +  R,onre t rouve les

coordonnées sphér iques.

Dans ce  repère ,  l ' équat ion  à  laque l le  obê i t  V0  es t  :

^  f  âV^1  . ,  f  â -V^ l  IL It,'-') #J . h [r'-n') #] tE+. *] o,
= À.2(e" '  n ' )  Vo

vo = c 6(6'o .ti/' 1t- n'1'/' pour e = 60 sur s.

t 2  -  P  ^ 2^ - ir- '

La solution cherchée est un développement en série de produits de

fonc t ions  d 'onde e l l ipso îda les  du  type  :
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où

1  1 ( 3 )
Pi,1 (n,À). sï  (c,r)

ol,,(n,tr) = . ' i . o|;r1r1 el*r,tn)

sftt l(ç,r) = 
"-^t .,=îrt-rlt nf,ltr) ol*rtrl

1 1
et PJ(n) et  QJ(E) sont respect ivement les fonct ions de LEGENDRE de première

et seconde espèce. Les coeff ic ients Of l  et  nf l  sat isfont à des relat ions de

récurrence que l 'on t rouvera en annexe G ;  la théor ie des fonct ions

e l ' l i pso îda les  es t  fa i te  dans  les  l i v res  de  ERDELEYI  (121) ,  de  FLAtv [ r ' lER (122)

ou encore  dans  les  a r t i c les  de  MEIXNER (123) .  ,

Dans l 'express ion  de  Or t , . ,  I  es t  impa i r ,  pu isque l 'écou lement  ne

change pas si  on t ransforme n en -  n En conséquence, c 'est  aussi  le cas dans

SffSl  Compte tenu de la condi t ion sur S, on est  condui t  à écr i .e Vr,  sous la
a

forme (lZû :

To=. w(çzo-11Y2 rl +tyffi ol't ol,, 
ffi

0n remarque en effet que si Ç = Ço

VO =c u(aro-t1 ' / ,  , ! ,  +21+t 
( l -1) !  d} ' l  01, . ,'  

t ) t  3  z  ( l+1) !  o

= c o(83 - \ /2 nltn) = c d (eâ - t1'/ '  1t -n'1'/ '

=6 r
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A t i t re  de  vér i f i ca t ion  de  l 'express ion

l im i tes  :

appl iquons- la dans deux

notre problème,

de rotation :

de V,

cas

Le rég ime dev ien t  s ta t ionna i re ,  c 'es t -à -d i re

Dans ces  cond i t ions ,  tous  tes  Of ' l  son t  nu ls

1 ,  comme d 'a i l l eu rs  O l '1 .  Par  su i te ,

G - c ûr(6â -t)'/' olfnl 
ol (c)

' l(%)

t r+oaVecp .

o; '1 qui  vaut

du rayon yecteur 
[ ; les

sont  fac i les  à  ca lcu le r

que al(r) tend vers o

rl,
rPt' '  r

. t v ' lra  
J

celui du calcul direct (voir aussi

que

sauf

résul tat  conforme à celui de  JEFFERY (125) .

L 'e l l ipso ide  tend vers  la  sphère .

c  +oe t  6+@ avec  c6+R,modu le

valeurs l imi tes des premiers coeff ic ients

(voir annexe F) et en tenant compte de ce

I
comme 

çn+T-

vo=u' Pl(n)

, on obtient :

- rgir* q- , , r$l %l
e LA'z 1 T J

fr
Lrt
avec

- (3/'.
e

s ' i  dent i  f i  equ irê

an

L 'exp

sul  tat

nexe E)

ress i on

I=J
,S

RAr

générale du couple de frottement est :

(o ' .  ds )
tu

_ loù o'  est  le tenseur

el le condui t  à une composante

des contraintes ;  appl iquée à

un ique d i r igée  su ivant  l ' axe
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r, =-r"J_r*t

Après  subs t i tu t ion  de  l ,express ion  de

i  = 9nvdc3f l 'ac3À (eg-tya.+ v6

Les formules donnânt Vq

el l ipsoidal  aplat i  moyennant les

à c.  Le bâtonnet inf in iment long

e l l ipso îde  a l longê pour  leque l  on

de même,  le  d isque c i rcu la i re  de

,P,]
7

V^,  on  ob t ien t  f ina lement  :
I

.e 6o( efr - t1

et  f3  s 'app l iquent  auss i  au  modè le

subs t i tu t ionsde  t  i c  â  E  e t
. dde rayon i peut être approximé par

a C  +  æ ,  Ç o *  a V g C C Ç O * *

rayon t est un el l ipsoîde aptat i

r3  (e ,o - ,) 'Lr^
l o
Lâc

(7 - nzlV' dn

=Ço

3

où I ' ind ice  '  s ign i f ie  une dér ivée  par rapport - Eo

| ^ .

i v, c3 (r'"-1)' r Tffi o''' Lffi; ] '

oe tjc

un

;

dégénéré

avec

d 'êqua t ions :
D _

V2V - 'V  =
t u î e  V t u

v.V =o

e +  o  e tc+  
*

?'.!'?' -LWe s r-de- I lgre- lrengyerge

La v i tesse  d ,un  po in t

co inc ident  à  l ' i ns tan t  t  avec

x2+Y2 Z2=fr + 
t= 

lettournant

du liquide êtant repêreepar rapport à des axes qui

les axes pr incipaux de la part icule d,équat ion

autour de 0X, on a à résoudre le système

I vF'
uotu
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avec

.V

- le

b=

Comme dans le cas

générale est  :

a @

l es  cond i t ions  aux

+o  e t  P ' *

f lu ide  adhère  à  la

( \  =o

{U,  
= -  wz

t -
l v ,  =r  t , , rY

I imi tes

P l' o

paroi

stat ionnaire V2P'= o de sorte que formel lement la solut ion
tu

V P '  +  V '
t u t u

V=-
pUo

avec :

v, v'  - P t '
t u t u v t u

La marche systématique des calculs étant longue et laborieuse, nous ne donnons

ic i  que les pr incipales étapes, d 'autant que notre but est  de discuter de

l ' impact de I  sur le mouvement brownien.

Le point de départ est la solution de EDIIARDES (119) du régime stationnaire :

vx=-ot

vY=-o,

Yz=
I

-  a 2 ) À
3 l

B'+a '

B '+az
' 5

AXr

âX

y ' )7+ o , o(y '  -  B ' )ÀrZ

3*'
âx

(,)(a2
I

or (a2
I

( , )(a2
I

Y' )Y+  6  t ^ r (Y ' -B ' ) rY
l l

AX
t o (a2 -  a2 )À  I

s  r 3y

o (a2 -  az1  
ôX t

13aZ

-o

-o

a2)
3

P'  =  P lo  -  Zo tu  uo(a2  -
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où :

À es t  te l  que 72  +  À, ,  â1  + l  son t  les  car rês  des  demi -axes  d ,é l l ipso îdes
l l r 3 l

homofocaux à la part icule.

r*
xr= rr l  ,  

dx
^,@

I

B,  =  [ -  
dx

" 
- 

)^ tu'*l1u'r**1-lf
I

v'x=o
t u l

o _ 1
B 'o  =  B ' (Àr=  o )  y 'o  =  y ' (1 ,  =  o )I  u i  B'o *  u l  y 'o

Pour la sui te des calculs,  i l  est  nécessaire d 'expr imer les composantes de V

en coordonnées el l ipsoîdales :  
tu

@

v* = -o,' 
f r+r*rl 

ffi 
,|r*r(n) o!1*1(r) (ç, - rfr) sin 2q

vy=-. , Eo p Po(n) * o, ,(aiH- - ,),-q ; (ço )  ' I  '  (ôË  
- t )P Î (n )

oo

+ o,ur,3 (41+3) o!1*rtn) a!1*11(r) G, - ef,)

æ
* o,, 

î 
(41+3) 

ffi 
,ïr*r(n) o!,*r(r) k"- rf) cos 20

vz = -, , (eâ - L)'/":+P. nl{n) srno + 2o,ur [ 'o -- !l 
(s)

oltrn) 
'1' 

L (+t)-r .f ,r.,

É,;l_] 
oltr l  sinq - 2o, ' î  r+r*3)ft lr  ,â,*r(n)al1*1(r)(e'-eo)2stnp
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0nade même

4 o , trl lt

P '  =

âP ' o r  ( l ) U o

(41+1)  (21-1 )  l

(21+1)  !
e|,  tn) o|. ,  t r)  ' ino * P'o

æ
x
1

æ
x
1c 2ôX

(41+3)  (21  )  !

(21+2) t
, |r*r(n) a!.,*r(c) sin zo

aP' =

ôY

or  0xo
(4't+3) zt (21+3) r!.|*, tn) o!.,*, t e)

@

l
I

olr*rte)

c 2

oroxo
(41+3) r! ',*, tn)

aP'
à2. c 2

2o, ul uo

@

t
I

co

x
1

(4r+3) 21(21+3) 
ff i 

r l,*r(n) a|1*1(c) sino

cos 26

que ̂ V' se développe sur

(126) z

(21  , -1 )  !

(21  '+3 )  !

La forme des re'lations en régime perrnanent et

la  base des  fonc t ions  e l l ipso ida les ,  inc i ten t

æ
Vx = - i= ; A, (4r+3) #+ ,'rr*, alrr*,^^1'el+z)!

4 l '  +3

le  fa i t

à poser

s in  2Q

(21+3)  !+S;
, a 1

A'  (41+3)  (21  )  !
'  (21+2)  ! 4l+3 (21-1)  !

"2  
(3

dïîTilu,sin 
2ô

æ
x
I

ol;?lr'.' aïr*r( eol n! ,zt,+t
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vY=- . r60  X .
o

po'  
s , 2 l+1

co(3 )'21+ I

' i{îl (eo)
4 l+3  ^o ,21+I- -  Ur

3 I

, (r)

t 2

-g -
t 2

i nr 1+t*r1
1

21(21+3) PL*r a'r*r

A,(4r+3) 2r (zr+3) 
i i i# olil l '.t

A, (4r+3) 
ffi'3r*, 

alr*, cos 2g

alr*r(eo) P!,21, 
t3{?}t

+r tll-'*, 'l

æ
x
1

æ
LrJ F

L

\ 2  1
A,  (41+3) x

(21) !

(21+1)  !

c l (3 )-21+ l

qlt

i  q r '+g (21+3)  !  (z t  , -1 )  !
1  4 l+3 (2 . | -1)  !  (21 '+3)  !

zt(zt+\ rlr*r Al,*, sin

(21+2) |
(21)  !

,îi?l'*1 Q!,*, {eo)

s in  6

D2'  
s , 2 l  ' +L

D l'  s ,2 l  ' +1

OIo

.2 (3)"21 '+I  
s in  6

s!{?}, rr"r

iz = - c tr(Ç'zo -;/, i $t+r*ll y- o1'21+1 ,1'  
o ' '  (21+2) t  

"o  ' s '2 . |+1

s|.,*, {ro)

-  + i  o.,  2(41+3) (21) !
^ '  1  (21+2) l

0

* '  io. ,  2(41+3) (21)!  i+t '+g
7z 1  '  

e t+z) !  141+3
(21  ' )  !
(21 '+2)  I

a|;zl '+t o|,*r tro)

'â{?},x
3
IIE

(41+ l  )
æ
x
I

UJ

s in  ô
+l

t
(eo)

D l

c

a u^rrr
+ '

c

(2r -1)  !  +
(21+1 )  !

( l - t )  (21 -1 )  !

(21 )  !
A.t ol.,

io' t 
ffi 

'Lr*, a'rr*, sin Q + P'o

s in  0
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est

où les  coef f i c ien ts  A ,  dépendent  de

par  la  cond i t ion  d '  incompress ib i l i té

app l iquée aux  re la t ions  précédentes ,

-1  J (3 )fonct ions Ts,Z1, %ï- '  s in ô avec

y.^v = in.,1+r*s1' v  ' v  
1  

t

I ls  sont dêterminês

= o .  Lorsque ce l le -c i

seu les  subs is ten t  les

iæ:

s in  6

c ,  À  e t  Es .

du  mi l i eu  V .  V
t u t u

on constate que

l '  va r ian t  de  1

-  i  or(4r+3) 21(?t+3)
I

ol,{ro,r) Pl,zt,

ol,{eo,^) t l,z' s}{?) ' i '

c l ( 3 )"21'.
æ
x
1

@

x
1

æ
x
1

æ
+x

I

( 2 1 \ l
A r  2 ( 4 1 + 3 )  \ 1 1 l '

(21+z) t
vl,(eo,r) ol,r ', , c1(3 )"21 ' s in  ç

_  q  1 2 6 o dr,(ço,^) Pl,zr, sl{?) t i '

- , yr(Ç8_ qL/z c t  , (Eo ,À)  P | ,21  ,

@

x
1

æ
x
1

c l (3 )'21 ' s in  ç

La résolut ion du système correspondant à chaque valeur de I '  fourni t  les

coeff ic ients A1. Pour de faibles valeurs de À ,  on peut fa i r ' :e un calcul .  approchê

et  vér i f ie r  qu 'à  la  l im i te  l ,  +  o  ,  A l  *  A ,  *  o ,  ( rég ime permanent ) .

L 'expressiongénérale du couple hydrodynamique ment ionnée en 2.1.1.

ne possède qu'une composante dir igée suivant I 'axe de rotat ign 0X.

fa i t s ,  i l  v ien t  :

4r,  =-â. 'uod ro(efr-1)

t* â . ,  uo 6 eiki  -  t1

a',

tæ
x
o

3 .,  uo; A r(Ç, 
- [L/z

4l+3 ,  ̂ 0,Z'l+L12 â-î- t"t t N

(eo)

Log

montre qu ' i l

Tous ca lcu ls

Ço

'!{ît I)e=

[',n 'l{il]

(2r+2) t

* 3 r, uo 6 (ei - r12 i3,o'.r)ffi (dà,2r+1), b
Ç=Ço
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* a8r*r (ro)

æ
t
1

.2*3

'8{il] ,

6

x
1

-3

# uo ô Eo(efr -r1 I  A.,(41+3)(21)(zl+3)4 l  '+3  
,0 ,21  '+1  ,0  r21  '+L

4. ' . , {  
'z l+1 "L

- eo

At  2 (41+3) zr 1zr+s1 i  4 l '+3 (21+2) l
1 4 l+3  (21  )  !

LI Log

X:uo,(ei-gt/z

al r ,Z l '+ t  01,2 l '+1 a
6€al,*, (ro) ['.n 'l{îl ]

Ç=4o

En faisant tendre À vers o,  on

de même, si c + o avec Eo * æ

la  so lu t ion  du  modè le  sphér ique.

retrouve le résul tat

et  te l  que c 6o +

du régime permanent ;

R, on voi t  apparar ' t re

2 .2 .  App l ica t ionar  mouvement  b rown ien  :

Les  deux  coup les  de  f ro t tement ,  I ' un ,au tour

l 'au t re  au tour  d 'un  axe  t ransverse ,  peuvent

de  l 'axe  de  révo lu t ion

s 'éc r i re  :

et

cn l l î
l  = ' ( r )  U I  = - t l

I

où C, et Cr sont les coefficients de frottement donnés précéderment.

0n en dêdui t  i r rnédiatement 1 'expression dedeux pr incipales fonct ions de

cor ré la t ion  ( lZ7) :

Gr  =  kBT Cr  G,  =  k tT  C,

d=  
* "

'  I rP*d ,

Leur comportement au

G"  ( t )  =  ô ( t )
"  t+o

koT
Â

t  1p+c
l -  I

vo is inage des  po in ts  l im i tes  es t  :

G^  ( t )  =  A '  {5 /2  G.  ( t )
3 -  l + æ  

t  t  
i

A '  {5 /2
I ,1n*-)æ
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o^ ( t )  =  ,^ t -5 /?
" t-t- r

avec

K(6o) =f r,-â fu# 
#(6o-rei) G3o-rflz al

- ir eoef; - ttt/z cIL - G'o -tf/z rrfi ol # ol - fu of l

Sur la f igure 18, on a t racé la courbe reprêsentat ive de K(6o) en fonct ion de

60 ,  c 'es t -à -d i re  auss i  en  fonc t ion  de  +- .  Lorsque ço  +  -  a lo rs
r '2  - I

K(ço) *  3 el  ;  s i  en même temps c+ o,  de te l le sorte que c Eo* a '

o .  ( t )  =  c ,  {5 /2
' 

1+- 
I

où A ' ,  A ' ,  83 ,  Cr ,  C ,  son t  des  fonc t ions  de  c  e t  6o ,  donc  des  demi -axes  a l

e t  a  de  I ' e l l i psoTde.
5

A t i t re  d 'exemple ,  on  mont re  que :

,, =# 
#, 

D, K(6o) c, =h 
i, 

D, K(Ço)

on revient au cas de la sphère.

Les coeff ic ients de di f fusion instantanés tendent vers leur valeur t radi t ionnel lq

conrne { 
qz

En comparant ces résultats à ceux de la sphère, on constate un comportement

semb lab le  de  o3 ( t ) t  
+  o

de  l ' écou lemen t .

,  QUê l 'on  peut  a t t r ibuer  à  la  s imi l i tude  de  la  s t ruc tu r l



ï
6 l
s l
r j'l
2 l

I

l 0 5
t
ô
5
a
3

2

l 04
t
6
5
t
3

2

r(s") I
I
I
I
I

:3
I

I
I
I
I
I
t

Io=

, ^ 2
c-= qâ -  o, o3 :  o l

{o 'à> oP

,i, '
4'2- |

.  O3
4= -

( | r

r(r, )c ?,

rd
I
ô
t
1

. 3

2

* (r")
to'

I

6
t
1
3

2

ul

f;

(r) pour
?

|  < 5o (  2

21
I

t -

o.

rd
t
ô

1
3

2

I t
lo

F ig. 18

{o
3  a 5 6 f to 2  3  a5ô t riot

t ato
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Par contr .  Q, ( t ) t*  
o ne semble pas prêsenter la même al lure.  La forme

exacte  es t  d i f f i c i le  à  p réc iser  car  au  vo is inage de  p  =  - ,  on  ne  possède

que très peu de renseignements sur les fonct ions el l ipsoidales.  Le comportement

est  encore le même pour Q, ( t )  ou 0_, ( t )  lorsque t+ -

Cette dernière constatat ion est  part icul ièrement intêressante ;  i l  semble,  en

effetr  QU€ cette lo i  asymptot ique ne dêpende pas de la forme de la part icule,

ma is  p lu tô t  de  la  d imens ionna l i té  de  l 'écou lement  qu 'e l le  p rodu i t .

-o-o-o-o-o-o-o-o-o-o-
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CHAPITRE VI :  TENTATIVE D'EXTENSION A UNE PA@

Comme on pouvai t  s 'y at tendre,  l 'étude du mouvement se compl ique à

mesure que la part icule devient plus complexe ;  en prat ique le champ des

vitesses que crée sa rotation ne peut être dêcrit complètement que pour des

modè les  s imp les ,  sphère  ou  e l l ipso îde  de  révo lu t ion .

Cependant nous avons vu sur ces exemples que les F.A.C. paraissent

insensibles à la forme de la part icule lorsque le temps devient t rès grand.

Nous al lons chercher à le conf i rmer en ut i l isant une technique qui

êv i te  le  ca lcu l  du  champ d 'écou lement .

Pour cela nous réut i l isons la seconde mêthode qui  a permis d 'établ i r

G( t )  au  chap i t re  p récêdent ,  avec  un  A( t )  s imp l i f iê .

1.  Absence de couplage rotat ion/ t ranslat ion

Après avoir  testé la méthode sur la sphère,  nous l 'appl iquons à

l 'e l l ipso ide  sca lène pu is  la  généra l i sons  à  une par t i cu le  que lconque en

ind iquant  les  cond i t ions  de  découp lage.

Examinons d'abord la sphère.  Ecr ivons le couple A(t)  sous la forme :

(
I

A( t )=6p. ,  l0 (n , t )dR
tu -  /A, tu tu

formule de FAXEN du régime permanent dans laquel le nous considérons nous que

O var ie avec le temps et  qui  const i tue une approximat ion de l 'expression exacte
tu

du chap i t re  V .



Après  t rans format ion  de  F0URIER spat ia le ,  i l  v ien t  :

I  f c innâ  ^^côâ  1A(r) = 8rI uo a'Jn 1o,t) Lï:q- .J 
, l

D'au t re  par t ,

(g ' ' o )  v  (q " , t ) t  =
t u t u

et par sui  te :

(r-$'$')
\  q ' '  I

tu

oe 
ô (q '  +  q " )

t u t uoo uo

2oouo (2n) '

ona:

2kBT
uoq '2 t

<V
( 2ir) '

kgT
uoq '2 t

(1 -
l, ' '" 

Po 
o(R, * $")

ry\
q '2  I1($"o)

CI (9 " , t ) >  =  -

La fonct ion de

Gi  ( t )  =

Gr ( r )
'  t - +

- É , .
q 2

uoqlt
po

| , , ,

= J,'"

dq-= Jo-'

cor ré la t ion  G( t )  es t  a lo rs  :

_ 
uoq2t

Po  
(  s inqa_cosqa \  dq
\  q ' a t  q ' a ' )  t

s in  q  a  _  cos  q  a \  
Oz  dq

q 'a t  q 'a ' l

Le comportement de G(t)  pour t  + -  ,  c 'est-à-dire aussi  lorsque

peu t  s 'éc r i re  :

q -

uog' t
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e t  par  1e changement  de  var iab ' les  q '  =  /  t  g ,  on  vo i t  que :

ni (rl {5 /2a:

- > æ

A1( t )

In tê ressons-nous  ma in tenan t  à  I ' e l l i pso ide  sca lène .

PERES (128)  donne  la  fo rmu le  su ivan te :

(Co  V ,  n ,  -  Bo  V ,  n r )  ds

Bo sont des constantes qui dépendent des caractéristiques

par t i cu le  e t 'n ,  le  vec teur  un i ta i re  de  la  normale  in té r ieure
^r

i n tégra le  en  une in tégra le  de  vo lume.

=^l
dans  l aque l l e  C_-  ' - a - - - ' -  - o t

géométr iques de 1a

a  5 .

Transformons cette

f âv,
A, ( t )  =  4  |  (C^  -  -

^ "aY

.ay
Bof )0.

Par  le  changement  de  var iab le  X  =  X,

l 'e l l ipso îde  sca lène dev ien t  une sphère

t rans format ion  de  F0URIER spat ia le ,  i l

A, (r)  = c'o 
Lto, 

v, (e,t) 
] 

- , 'o

7 =7 'a  ,
3

appl iquons ensui te la

l*

ur rY=Yru ,

de rayon unité

vient pouF Q+s ;

[ro,u,,l,r) III
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Dans le  cas  d 'un  so l ide  f in î ,  de  sur face  S,  ma is  de  fo rme que lconquêr  oD mont re
que la force F et  le couple A sont données par 1es formules générales (1ZB) :

où  les  fonc t ions  0 ;  e t  û , i  son t  ca lcu lées  en  tou t  po in t  de  s .

Ces fo rmules ,  on  le  sa i t ,  supposent  la  par t i cu le  au  repos .0r ,  en

régime indépendant du temps, i l  y  a une équivalence entre un sol ide au repos

dans un  l iqu ide  en  êcou lement  e t  un  so l ide  en  mouvement  dans  un  l iqu ide  au  repos .

Cette remarque permet d 'acquér i r  certains renseignements sur les fonct ions

0 i  e t  t ' i  En  par t i cu l ie r ,  pour  des  par t i cu les  homogènes à  iso t rop ie  sphér ique

(sphère ,  cube,  e tc . . .  )  ou  possédant  un  axe  de  rêvo lu t ion  p lus  un  p lan  qu i  lu i

es t  o r thogona l  (e l l ipso ide  de  révo lu t ion ,  cy l îndre ,  sphères ,  e tc . . .  )
ou  encore  ayant  t ro is  p lans  de  symêt r ie  t r i rec tang les  (e l l ipso ides  sca lènes ,  ê tc . . .

c 'es t -à -d i re  pour  ' lesque ' l les  
i l  n 'ex is te  pas  de  coup lage t rans la t ion- ro ta t ion ,

on peut montrer que le système d'équat ions précédentes se s impl i f ie et  devient :

-ftF, = 
t 

v,o, dS A, = 
I 

(u,v: + v, u, )ds

0n vér i f ie  a lors ,  comme pour  1a sphèrer  QUê

r  -uoq2t

c ,  ( t )  =  |  que 
Po 

dq = {5 /2' t * -  )

r
F =  |  fVô  *VrQr*Vro r )  OSt  / s  I r

(
A = |  (VU,*ur t ) *Vrû , )ds

'  )s  r r
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extrai te

fv, tq ,t) (/ ûl

Si  on  dêp1ace la  par t i cu le  avec  une v i tesse  V
[ * '

JvJos=o
Cet te  remarque vaut  auss i  pour  V : .  (
Cons idérons  ma in tenan t  I , i n tégra r "  

) rU  r f ;  
dS

[,, , i^ ( .t -$.; t
1r, 

r: ot = 
I 

*, ( J u 
"(q,t)e 

-' 'ao)as = 
J

constante,  a lors

s igne in tégra le ,  on  ob t ien t

bog r t t o

deA

- jF .q
e  "  dS )dq

t

q)dq
2

En supposant  q  pe t i t  sous  le
tu

première approximat ion :
( r

l l
J V^rp 'dS = lV^(q , t ) (a^q +

, S  2  2  I  , ' *  "  u  ' l

de sorte que :

( ,
Ar(t)  = 

)Lvr(1, ' t ) (ao9, 
*  bo grr .o g,)  + v,r l , . ) (a 'o g,*  b,o gr* r ;  or) ]o l

tous  ca lcu ls  fa i ts ,  on

c 'es t -à -d i re  que Gr ( t ) t_ r -  =

G ( t )  ou  G ( t ) .  D 'au t re  par t ,  à
2 3

(V ,1 ,1 ) ,  i l  es t  fac i le  de  vo i r

es t  condu i t  au  même résu l ta t  que pour  l ,e l l ipso îde

{ {z Cette loi est évidenment la même pour

par t i r  de  la  re la t ion  en t re  G( t )  e t  O( t )

que o i  ( t ) r **  = t -sk

Nous conf i rmons donc que, en l ,absence de couplage, les fonct ions

d 'au tocor ré la t ion  sont  insens ib les  à  la  fo rme de la  par t i cu le .

l

2.  Cas gênéra l  où  i l  y  a  coup lage
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Sj  le sol ide ne possède aucune des symêtr ies précédentes,  i l  apparai t

a lo rs  un  coup lage t rans la t ion- ro ta t ion ,  ce  qu i  s ign i f ie  qu ' i l  ne  peut  pas  se

mouvo i r  l ib rement  en  t rans la t ion  sans  tourner  e t  inversement ;  s ' i l  es t  au

repos  dans  un  l iqu ide  an imé d 'une v i tesse  un i fo rme,  i l  es t  à  la  fo is  soumis  à

une fo rce  e t  à  un  coup l  e .

Le  modè le  1e  p lus  typ ique répondant  à  ce t te  dé f in i t ion  es t  l ' hé l i ce .

En  généra1 ,  i l  n 'es t  pas  poss ib le  de  s imp l i f i e r  l es  fo rmu les  de  la

e t  du  coup le  A  (vo i r  auss i  chap i t re  I ) ,  de  sor te  qu 'on  mont re  que :
tu

uoq 2t
force F

tu

.  Fi Fi(t] '- = . Fi or(l)] 
_ 

= .Ai Aî(T)] 
_

9e 
q '  dq= I" 3

= l2

A jns i r  pâr  su i te  du  coup lage,  tou tes  ces  fonc t ions  de  cor ré la t ions

dêcroissent comme {3/2 ,  c 'est-à-dire comme la fonct ion de corrélat ion des

forces  a léa to i res  lo rsqu ' i l  n 'y  a  pas  coup lage.

Si  le comportement des fonct ions de corrélat ions des forces, couples

ou fo rce-coup le  a léa to i res  à  temps é levé  es t  fac i le  à  ob ten i r ,  i l  n 'en  va  pas

de même pour  1es  fonc t ions  de  cor ré la t ions  des  v i tesses-  En e f fe t ,  la  re la t ion

entre ces fonct ions est  (129)

keT 
[ '  

uu, +rô^ lor"uP 2 l d t

2
= +  I

u=l' l"'nBul t -s) .  oou (s)  ds

dans laque l le  O l l  ,  Q '2  ,  Qr '  ,  Q"  dês ignent  respec t iVement  leS

fonc t ions  de  coryé la t ion  des  v i tesses  de  t rans la t ion ,  de  ro ta t ion ,  e t  de

coup lage des  v i tesses ,  tand is  que ç t t ,  G2 '  ,  Gr2  ,  G '2  Sont  les  fonc t ions  de

cOrrélat ion pour les forces, couples,  force-couple,  dOnt nous avons donné

précédenrment la lo i  de décroissance en t '
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En part icul ier ,  on peut constater que 022 dépend des quatre fonct ions

i l  n 'est  pas possible de se prononcer sur son comportement à t  e levé

les coeff ic ients numérigues de t-3/z dans les GBu ne sont pas connus.

3 .  Lo is  as t iques  e t  d imens iona l i té  de  l 'écou lement

Jusqu ' i c i  l ' écou lement  du  l iqu ide  au tour  de  la  par t i cu le  a  é tê  supposé

tr id iment ionnel ,  on peut se demander ce que deviennent les formes précédentes

lo rsque l 'écou lement  es t  b id iment ionne l  (ou  p lan) ,  par  exemple  au tour  d ,un

cyl indre c i rculaire de longueur t rès grande devant les dimensions transversales et
tournant autour de son axe. I l  suf f i t  de t ransposer les expressions précêdentes

au cas  p lan  ;  on  ob t ien t  :

G i  ( t )  =
E - ' æ

o i  ( t )  =  t '2
L - > @

La dé terminat ion  d i rec te  du  coup le  ins tan tané qu i  s 'exerce  sur  l ,un i tê

de longueur  du  cy l indre  in f in iment  long,  condu i t  à  :

,,(l)* - = .,(l)* _ = #, I ertl I  -2
l-os tJ= t

au sens des distr ibut ions (  g ( t )  est  la fonct ion échelon).  Ce résul tat  est

donc conforme à l ,étude génêrale.

Les expressions des fonct ions de corrélat ions sont formel lement

valables quel  que soi t  le nombre de dimensions, de sorte que' leurs comportements
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asymptotiques peuvent se résumer comme suit :

-  i l  n ' y  a  pas  coup ' lage t rans la t ion- ro ta t ion ,  a lo rs

-(r* *)
t+ -  c i ( t )  =  o1( t )=  t

-  i l  y  a  coup lage t rans la t ion- ro ta t ion ,  a lo rs
n- 1

t  + -  .  F i  F i ( t ) > ' <  F i  A i ( t ) >  =  <  A iA l ( t ) >  =  t  L

où n représente la  d imensional i té  de l 'êcoulement .

4.  Passage de  la  par t i cu le  â  la  mo lécu le

Ces formules sont à rapprocher de cel les de la t ranslat ion pure.  Dans

-  î t c
ce cas ,  la  lo i  es t  en  t -  t t  ,  donc  ident ique à  ce l le  du  coup lage.  E l le  fu t

découverte par ALDER et WAINWRIGHT (130) par s imulat ion sur ordinateur d 'un

calcul  de dynamique des molêcules (modèle du disque ou de la sphère) d 'un

f lu ide à di f fêrentes densi tés.  L 'aspect théor ique fut  envisagé d'abord par

DSRFMAN et CSHEN (tgt)  ( thêor ie c inét ique),  Puis par ERNST, HAUGE et VAN LEUVEN

( tgZ) ,  à  par t i r  de  la  no t ion  d 'équ i l i b re  loca l  d 'un  f l u ide ,  no t ion  qu i  pe rmet

aussi ,gpâce à la méthode des fonct ions de corrélat ion,  de donner une formulat ion

compacte des coeff ic ients de transport .  La corrélat ion de I 'ensemble des

intêgrants intervenant dans les expressions des coeff ic ients de viscosi tê

et  de conduct ib i l i té thermique a été étudiée en détai l  par PoMEAU (133) et  e l le

condui t  touiours à la même loi  en t -  
n/Z
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Cet te  b rève revue b ib l iograph ique concerne i l  es t  v ra i  les  l iqu ides

purs .  Ma is  on  sa i t  depu is  que lques  années qu ' i l  ex is te  beaucoup de  po in ts

communs en t re ' la  dynamique d 'une molécu le  de  l iqu ide  e t  ce l le  d 'une grosse

part icule i rnmergée dans 
' le 

i iquide. Ainsi ,  par exemple,  ALDER et WAINWRIGT

( 134) ont montré,  toujours par s imulat ion sur ordinateurr  QU€ le coeff ic ient  de

frot tement de translat ion d 'une molécule en forme de sphère appartenant à un

l iqu ide  pur  es t  éga l  à  4 lT  uo  a  ,  résu l ta t  iden t ique à  ce lu i  qu 'on  ca lcu le ra i t

pour une sphère macroscopique avec Al issement à ta paroi .  Plus généralement,

diverses constatat ions expér imentales semblent conf i rmer que l 'on passe

progressivement du frottement sans glissement au frottement avec glissement

(135-137)  à  mesure  que la  ta i l le  de  la  mo lécu le  d iminue.  S i  donc  le  l ien  es t

ef fect ivement réal isê entre les phénomènes de di f fusion macroscopique et

microscopique, on peut penser qu'alors nos résul tats seront encore yalables

à  l ' éche l le  mo lécu la i re .

5.  Perspect ives de vêr i f icat ion expér imentale des lo is asJrmptot iques

B00N e t  B0UILLER (138) ,  u t i l i san t  la  spec t roscop ie  RAYLEIcH ( fonc t ion

d'autocorrélat ion du courant photoélectr ique) sur des sphères de polystyrène

(diamètre = 0,2 p )  en suspension dans du néthanol  ont conclu que leurs

résultats sont compatibles avec un effet en t- 
3/z 

lorsque t est grand.

I l  n 'est  pas impossible que cette technique puisse aussi  mettre en évidence
51

un effet ên t- tz .

Récemment, FEDELE et KIM ( 139) ont tentê de mesurer O(t) de la

translat ion pour une part icule en suspension dans un gaz à di f férentes pressions,

en photographiant ses déplacements pendant des intervalles de temps très courts.

l
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Leurs résul tats montrent que dès que t  dépasse un temps caractér ist ique de la

part icule,  i l  y  a un désaccord t rès net avec une décroissance exponent ie l le de

o(t)  et  un accord sat isfaisant avec la lo i  en t -  3/2 .  En fai t ,  la courbe

expér imentale prévoi t  un exposant un peu supêr ieur à -  !2,  d 'où,  peut-être,

une correct ion à apporter à la théor ie.  Cette méthode expér imentale d 'étude de

o (t) est assez proche de celle d'OKAGAWA et MASON ( 38 ) observant par

photographie le comportement en rotation des particu1es en forme de disque

ou de cyl indre dans un écoulement de couette (voir  aussi  première part ie,

chapi t re I I I ) .  I l  est  possible que cette technique puisse parvenir  également

à dêtecter le comportement de la fonct ion d 'autocorrélat ion des vi tesses

angulaires avec des part icules axy-symétr iques de grandes tai l les.

-o-o-o-0-o-o-o-o-
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CONCLUSION GENERALE

Motivé in i t ia lement par l 'étude des phénomènes hydrodynamiques, nous

avons, dans la première part ie de ce travai l ,  soul igné la parentê qui  existe entre

la biréfr ingence d'écoulement et  la v iscosi té non-newtonienne ;  en pr incipe ces

deux aspec ts  de  l 'o r ien ta t ion  dynamique peuvent  se  subs t i tuer  l ' un  à  l 'au t re

C'est  pourquoi  nous nous sommes intéressês tout part icul ièrement à la fonct ion

de d is t r ibu t ion  des  or ien ta t ions  qu i  permet  de  les  p rêvo i r .  l ' un  e t  l ' au t re .

-  Nous avons montré de deux façons di f férentes que la sér ie de PETERLIN

qui la représente converge à tout  gradient f in i  et  pour tout  a l longement.

Ayant constaté que sa

t rès  a l longé ou  t rès  ap la t i ,  nous

p' lus sat isfaisante à cet  êgard ;

jus t i f i ca t ion  ana ly t ique la issent

du procédé.

Nous avons déterminé pour

de ses moments d ' inert ie,  
' la 

fonct ion

-fonction décroissante du temps- dans

convergence est  
' lente 

lorsque le modèle est

avons indiqué un moyen de construire une sér ie

la  conf i rmat ion  numér ique e t  l ' essa i  de

néanmoins subsister un problème d'opt imisat ion

l 'e l l ipso îde  de  révo lu t ion ,  e t  compte  tenu

d'autocorrélat ion des vi tesses angulaires

deux hypothèses sur le frottement :

Un examen cr i t ique des hypothèses tradi t ionnel les qui  sont à la base

de la théor ie,  nous a condui t  à revoir  le mouvement brownien de rotat ion l ibre.

La seconde part ie de notre t ravai l  aborde ce vaste domaine au fond, sans négl iger,

à  I 'occas ion , l 'aspec t  méthodo log ique

l



115.

-  p ropor t ionna l i té  à  la  v i tesse  angu la i re  :  a lo rs  c 'es t  une exponent ie l le

dont  I 'a rgument  n 'es t  p lus  l inéa i re  s i  on  fa i t  in te rven i r  les  p rodu i ts

des  v i tesses  angu la i res .

-  le couple de frot tement a la valeur que nous avons calculée en

nég l igeant  les  p rodu i ts  des  v i tesses  :  a lo rs  e l le  s 'apparente  à  une

fonc t ion  hyperbo l ique.  I l  es t  c la i r  que s i  l ' on  vou la i t  ten i r  comptefonc t ion  hyperbo l ique.  I l  es t  c la i r  que s i  l ' on  vou la i t  ten t r  compte

de ces produi ts,  i l  faudrai t  les introduire dans 1e couple de frot tement l

lu i -même, donc dans la fonct ion d 'autocorré ' lat ion'

Dans le  cas  d 'une par t i cu le  de  géomét r ie  p lus  compl iquée '  nous  n 'avons

pu obtenir  que le comportement à t  inf in i  de la fonct ion de corrêlat ion et  nous

l 'avons  re l iê  à  la  d imens ionna ' l i té  de  1 'écou lement '

La général isat ion de l 'équat ion de di f fusion des or ientat ions nous

a convaincu qu' i l  étai t  nécessaire pour la résoudre de connaître la fonct ion

d,autocorrélat ion des vi tesses. C'est  donc de cette façon que nous avons procédé'

dans le cas markovien, pour établ i r  la fonct ion de distr ibut ion angulaire de

l ,e l l ipso ide  de  révo lu t ion .  A  ce t te  occas ion ,  nous  avons  no té  l 'ex is tence d 'un

couplage entre les deux composantes de la rotat ionr calculé les coeff ic ients de

di f fusion correspondants et  observé que seul  le coeff ic ient  re lat i f  à un axe

transverse di f fére de la formule bien connue lorsqu'on t ient  compte des produi ts

des  v i tesses  angu la i res .

Bien entendu, on pourrai t  étendre le même calcul  aux cas non-markoviens

cités précédemment.
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De même, notre analyse peut être appliquée à des modèles déformables

comme l 'ha l tè re  é las t ique ou  le  co l l ie r  de  per les  qu i  son t  u t i l i sés  pour  représenter

les macromolêcules en chaîne.

Terminons en êvoquant un prolongement possible de notre t ravai l .

"  En  comparant  l ' équat ion  de  d i f fus ion  de  t rans la t ion  d 'une par t i cu le

sphér ique et  1 'êquat ion qui  régi t  le comportement de la fonct ion de distr ibut ion

de I 'ex t rêmi té  d 'une chaîne  gauss ienne de  longueur  L ,  dont  l ' o r ig ine  es t  f i xêe '

on constate que l 'on passe de la première à la seconde en subst i tuant L à t .

Cette analogie est  encore plus f rappante s i  on compl ique le modèle par exemple en

chois issant la chaîne à longueur de persistance. En ef fet ,  pour ce type de

macromolécule,  la distance quadrat ique moyenne entre extrêmitês peut s 'obtenir

à  par t i r  d 'une équat ion  de  LANGEVIN c lass ique,  dans  laque l le  la  coordonnêe

curvi l igne du point  courant de la chaîne remplace le temps t .

0n devrai t  s 'at tendre à ce que cette analogie fonnel le se retrouve

dans I 'expression des termes homologues des coefficients de frottement. Dans

l ,a f f i rmat ive ,  on  aura i t  a ins i  la  poss ib i l i té  de  décr i re  ces  deux  phénomènes de

d i f fus ion  à  l 'a ide  du  même fo rmal isme.

-o-o-o-0-o-o-o-o-
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Ca lcu l  de  <s inq  o  s i n2  2ô > en fonction des valeurs moyennes intervenant en

ANNEXE A

L -72

bi réfri ngence

La fonct ion de distr ibut ion

[ . ,
t io="| ;àç+ b cos 2d 

f ,r  L -

Par le changement de var iable Z

f 'tT o ="1â fr- b cos ,o) fr 
- *

or ientat ions p est  solut ion de

sino coso sin 20 k -  + b s in2r rrn , ,  I
d u  L  ' .  

)

= coS 0  ,  i l  v ien t  :

z(t-zz) sin zoh - |  oç-zz )  s in 2p 
]  ,

des

.l

s

àz

ons

ng l

2

â
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i on

ang
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Mul  t i  p l '
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t o
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;Tdn=
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0n
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lua
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t i'l

L(t
cet

eso

; l n '

"Lâ t'

( l  '  Zz lz

(0 ,

/.rt-
2=3F

par 1a quant i tê( l -22)

d 'abord  :

sin 26 et sonrnons sur

s in2  26  >

Z2)  s i n + b cos 26)âp
a0

-  22 )  s in  2p

20) ï f r  d0 = -  .  (1-22)(cos 2o * b cos 4q)

,(t-Z'), .( l-Z') cos 40 t -

Â

Z , ( l -2 , ) ,  s in ,  20 >

Ap. - -L
àZo

' î  '  
]  

de

on vér i f ie que
4

(t-7 ' )  s in 2q

4n
( l -2 " )2s in2  26

["^
H2pdn =  -  S  . ( l -Z r )  s in( l -Zz )  s in  26 20'
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de sorte que :

<(t-z') '  si n' 2O> - .(t- l ' )r * + <(7-z') cos zO,' I  ,( l-z') sin 20,
bo

D'autre part ,  la v iscosi té intr insèque [u]  est  donnée par :

t ]  = (J+K-L ' )  < (1 -22)2s inz20> +L ' r (7 -Z '1 ,  +M <22>

+ N <(1 -22)s inzo>
o

En reportant l 'expression de .(t- Z'i2sin22ç > dans [U] et en regroupant

les termes semblables,  on a f inalement

[u ]= (J+K)+(M-K)  <72> +  J+Ka} '  < (1 -22)cos26>
b

- [*  
# 

(  J+ *-  r ' ) ]  < (  1 -zzts in2e>
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t îo = si  h [ , t .bcosz6)p ]

ANNEXE B

Sur la convergence des sêr ies envisagées dans la
première partie

I)  Not ion de fonct ions de GREEN

Considérons d 'abord le pr.oblème à une dimension qui  consiste à supposer que

I 'e l l ipso ide  es t  assu je t t i  à  res te r  dans  le  p lan  de  l 'êcou lement  a=  [' v 2

L 'équat ion  de  d i f fus ion  se  s imp l i f ie  e t  dev ien t  :

À 2
avec H2 = +v

r  q0-

C'es t  une équat ion  d i f fê ren t ie l le  qu i  s ' in tègre  fac i ' lement ,  ma is  la  so lu t ion

peut aussi  être représentée par des sér ies,  sous certaines condi t ions qui

seront précisées dans la sui te de 1 iexposé. Leur intérêt  réside dans le

fai t  qu'el les sont plus commodes pour calculer les valeurs moyennes tel les

que 4 Zrlt ou ^n

Ces séries ont toutes la forme suivante

P=  E  P r
i '

avecg=I
o I

Dans le  but  d 'é tud ier  leur  convergence,  on sq p lece dans: le  cas le  p lus

dêfavorable, c 'est-à-dire pour b = I  (el l ipsoîde très al longé ou bâtonnet).



L20.

(n
- p (rr) (tr)*, =Ir 

+ p(o) (:i,)r,=o . )"' ft 
a of

L 'équat ion  es t  a lo rs  appe lée  équat ion  de  BOEDER 1tS) .

Celle-ci peut être transformée en une équation intégro-différentielle. Pour

ce faire,  mult ip l ions ses deux membres par une fonct ion G(O' ,O) et  intégrons

sur  l0 'n l
(n tt .{
I  ntr ' ,o)  d 'o do'  = o I  G(s ' ,o)  o (  cos2 p'p )  do'
)o dO" )o d4'

Le premier membre devient :

In
I nto,,o) d'0 do, = G(r,6) /gP \  -  G(o ,ù (!n-1
lo do',  ,  aoi I  ô,=,,  \  do'  I  ô,=o

La fonct ion de distr ibut ion que l 'on cherche est  te l le que :

p(o)=p(n) (ff) = (ff)
, .  ô=o ô=[

de sorte que si  G possède el le aussi ces mêmes condit ions aux l imites'  on a :

(n (n
I  o d2G do, = o I  nt* , ,6)  {  (cos2 o'p) do'
)o do' '  Jo do'

Si ,  de  p lus ,  on  impose que :

s 2 o:L+ = ô(0,_0)
d ô ' '

alors 
ft

p(0)  = o l  G(O' ,0)  +.  (cos2 O'p)  dO'
6 do'

G(O',0) est  appelée la fonct ion de GREEN de I 'opérateur H2

0n trouve facilement son expression grâce à la relation de fenneture

fto .. I i2m0
t* fr(o') f i l (o) = ô(0' -  o) fm(o) = 

æ, 
e
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0n a donc :

G(o' ,0)  -  -  1
4TI

. 
j2rnô' 

.- 
j2m0

et

p(o)=-L
4n

En tenant compte

1 np(o)=:-"
i l 4 r I

ou

r(O',0) = d

g_'^0
m

par part i

du type

.-j 2m0

qui n'est pas symétr ique.

Pour  év i ter  que G(O' ,0)  cesse

di f f icu l té  en posant

d2G =  ô (o ' -O)
d  ô ' '

on en dêdui t  a lors que .1

( cos2q 'p )  dO '

0 *  0o  ,  i l  v ien t

(cos2  O 'p )  d0 '

cosz  6 'p  dO '

corine noyau :

cos 26 ' s in  2m (0 '  -0)  
.or ,

m

d 'ê t re  ana ly t iqueen m = o, on contourne la

m2

I

+ o

d
do '

,:ae- i

m

du

x
mlo

2mô'

l: avec:DHOLI4

2mo'

eJ

)Ll

I

l,'
e.

FRED

.j 2t

fa i  t

e
*

(n
| . iz'o: d

Jo dq

t que 1 orsque o

.-r^o In .rr**,
m2 

)o

1  i -
p(0 )= '+u '  x

TI 2n nlo

après intêgrat ion

Cette êquat ion est

c(o',o) = - +o . i2m0' .- i2m0
m 2

0'=-1 x
I m>o

_l
I

ç

mlo
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et en procédant comme

Recons idérons  K(ô ' ,0 )

K(o' ,0)  = -  cos2o'  F

précédenment, on retrouve

écr i t  sous la forme :

l ' express ion  de  g

T
mlo

i l  es t  fac i le  de

dG'= ô(o'-o)
do'

vo i r  que  G ' (p

-1
il

de sorte que, après intégrat ion,

1

G'(o' ,0) = e(o'  -  ô) -  i  o '  +  ̂

où o est  la fonct ion éche. lon

a encore :

l .+^

. j2m0' . - j2m0 = -  cosz O'  G ' (O ' ,0)
2n

' ,g)  est  so lu t ion de

ou d 'HEAVISIDE,  c 'es t -à -d i re  que l 'on

- l  ô l
T T Y 0 '  >  0

0 '  <  0

G'  (O '  ,0 )  =

0n vér i f ie  que :

G T0 ,0 )  =  G '  ( I I ,ô )

^ - + o'

n'(o' ,0) 
[

0+0

6-0

=t

La constante ^ est obtenue en ident i f iant  les

s in  2m 0
m

1.
11' I t m#o

ô1=fi - z^  = -

deux solut ions au Point Ô'=o



L23.

G'(0"0)

1
o(o) = n

_o
ïï

qu i  es t

cos2q 'p  dO '

fonc t ion  de  d is t r ibu t ion .

I I .  Aperçu sur la convergence des sér ies

a).  Mêthode d'étude par l ' intermédiaire des fonct ions de GREEN.

étant déterminée, on obt ient  :

In
*o l  cos2q 'pdo '  +  ( * -

4
fn

)  O '  cos26 'p  do '

o

une autre représentat ion de la

,, "lr'

Soi t

Ao=

A l 'opêrateur  ag issant  sur
rïr

+ x ; j2mo |  . izro cos26,p
U I L  m  

) o

p tel que :

d0 '

0n peut êcrire

1 l
p-  Ë  

+  o .Rp

formel I ement

!/n
I - oA

ou

p=

et  le

1
P= I I

s 'en  dédu i t

+

sous la

Iof t l

développement en série

+ o At$l . o'9' t*f

condi t ion que :

par

on f, nt*t

l r  n I

grand module de l 'oPérateur fr

< l 6 .  
I  ' >  o

i lf lrl

valeur propre de PluslM es t  la
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Etant donné l 'expression de rt ,  on cherche les fonct ions propres sous la forme :

*; = 
,]o 

g',n e-j2m0 ou rf r = 
,nlo 

D ,_, . 
j2mq

De la première reprêsentat ion,  i l  résul te une relat ion de récurrence entre

les coeff ic ients Di  :

0 r (mz-2 )  -D ' -1+  D;+1

où on  ô  posé z  =  -  jSÀ

La seconde représentat ion donne une relat ion de récurrence qui  s ' ident i f ie

à la première par le changement :  Dlr  = -  Di  et  z '  = -z '

La méthode de résolut ion consiste d 'abord à poser r ,  =h,  ,  puis à

remarquer Que ll |, est égal d'une part à z ' 2 et d'autre part à une fraction

cont inue, ce qui  condui t  à

z_2_  1  1  .  I

2z -2 -  3z -2 -  4z -2 -

qu,on résoud par approximat ion successive ;  on vêr i f ie que

Zm = 2 ,4  d 'où  l f f , l l  =  0 ,3

La sér ie précédente diverge donc pour o > 3 '3 (140) '
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L ' imposs ib i l i t é  de

nouvel  le approche.

fonction de GREEN.

son emploi  au delâ de o = 3,3 inci te à rechercher une

Cel le-c i  consiste à modif ier  l 'opêrateur de base pour la

Ainsi en écrivant l 'équation de diffusion conme suit :

A- -  ( cos  20  p )
d6

la  nouve l ' le  fonc t ion  de  GREEN es t  so lu t ion  de  :

b
dO'

odoo-  2 or= 2

l * .
I t J

-1  +  i -q .
] I ï I

d2G + g  dG = ô(s ' -o)
d o' '  '  d o '

0n obt ient  :

G(ô '  '0 )  =  - "5zro', "-j2r0
4m2 - mo

.- 
j2mq

d 'où

p(o) t
mlo 4m- jo Ir " 

t^t 'cos 26'p do'

Le développement

r l f
p(o)=Ë+" l -J I " L

qui  s 'en

4o
1 6 + 6 2

dédu i t  :

sin2p+ o ' .  cos2ql -'  
! 6+o2  I

est apparenté à celui de

Le nouvel opérateur A

n= .-j2m0
4m- jo

PETERLIN et converge quel

de l 'êquation de FREDHOLII

fn
I  e i2m0'cos 26,  dO,
)o

que soit  o

précédente est

J o
1' t'
rr mlo

0n vo i t  qu ' i l dépend cette fois de o La valeur propre fM est donc une
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fonct ion de ce
1o 'lrt,ll

sér ie converge.

paramètre et i l

so i t  sa t i s fa i te

faut, coltme prêcéderment, 9uê

pour toute valeur de o si on

la  cond i t ion

veut que la

D;

Les fonctions propres {r'

de récurrence est cette fo

f r ,  ont la même forme qu'avant, mais la relat ion

(D in*t + D in-r )

zéro,  i l  faut  que le déterminant

relation précédente soit nul

de

is  :

J
ô=z [  +r i  -  o

l -

L (4m)2 + o2

où ô  es t  l ' i nverse  de  À

Si on veut que les Dfi soient différentes

D(ô) de la matr ice ci-dessous déduite de

de

la

0r, pour ce tyPe de matrice'

00

ôXzs  0

1 ô X3,.

: :

00

on peut écrire

0

0

0

0

n

l
P r ,  P r ,  P r ,  Pu=  I

1

0

0

0

:

ôinp

ôX
t 2

1

ôx
. 3 2

:

0

I

^Vu ^
2 l

0

:

:

0 ôxn ( p+e1

D(ô)  =  1* ,Ë 0,,i,=, I
o *oro,

xprpro

o *0,0,

*oro, o

*o 
ro,

*ouo,

v v^PrP,  ̂ P

; :

.0

-r;

+

soi t  encore :
ô r 2

D(ô' )=1+ T
1 - i't'

(+) r#r'
+

2( l - jo ' ) (2 - jd ) 6 (1 - jd  X2- jd  ) (3 - jo ' )
+  . . .



t?7 .

oùonaposê ô '= l  e t  o ' !  = l

Les termes d'ordre supér ieur sont faci lement accessibles puisqu'en faisant

o  '  =  o r  on  a  :

D(ô ' )  =  Io (ô ' )

la fonct ion de Bessel  modif iéede lère espèce.

La recherche de ô'm (valeur minimum) est  labor ieuse, car ô '  est  un nombre

t -

complexe, mais on montre que lO'r l  ,  o '  Par exemple, si  on choisi t

o '=2r5  ,ont rouve lo ' r l  =3,9  'e tpour  o '=$, lô ' r l  =618
' l

0n do i t  d 'a i l leurs  s 'a t tendre  à  ce  que le  rappor t  lô  T l  ,  tou t  en  res tan t
o '

supêr ieur  à  1 ,  d iminue lo rsque o '  *  æ,  c€  qu i  s ign i f ie  que de  p lus  en  p lus

de termes sont nécessaires pour calculer la sér ie '

Pour o très grand, on a avec une bonne approximation

À r  ô  , ^ r  r  r \ t  \D; .: - 
h (Di,,*r + Din-r )

Annuler le dêterminant D, revient aussi  à chercher la valeur du rapport  E-é.o

qui  sat isfai t  à la f ract ion cont inue :

2 2 2
A Â Â

.  (â)  (6)  (26)
r= l_ 

-r. -r. ...:..
on trouve

^

# 
= 1 '131

La méthode que nous venons d'appliquer à l 'êtude de la convergence des séries

représentatives de p (O) est dr'rectement transposable au problème à deux

variables. cependant, la recherche de ÀM est un peu plus cornpliquée parce

qu,ï l  existe cet te fo is une relat ion de récurrence entre des coeff ic ients
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à deux indices D' l , rpu" sui te de la nature même des fonct ions de Legendre.

Le calcul  se fa i t  a lors en annulant pas à pas le déterminant D'  et  on est

condui t  à t r îouver de5 rêsul tats semblables aux précédents.  C'est  pour évi ter

la t ranscr ipt ion des formules t rop volumineuses que nous nous Sommes volontaire-

ment  res t re in ts  à  l ' é tude du  prob lème p lan  (â  une var iab le ) .

Cons idérons  à  p résent  l ' équat ' ion  de  d i f fus ion  à  laque l le  on  a  a iou té  kp

dans les deux membres :

d'o -  *  fu  + kp = g L lcoszOp)+k
dô" dô '  dO

La fonc t ion  de  GREEN G(Ô' ,Ô)  so ' lu t ion  de

d2G +  T  
dG +kG =  ô (O ' -O)

dô '  '  
-  do '

es t  :

G(0,,0)= -+ r ui lmo'-t- i2mo
4n2  -  jmo -k

et par sui te :

mo-k

ZnQ

- j
e-J

4m2

1 a

o(0) =f,  + i  x
J 

:tt" 'çi m cos 24, - f lo do,

dont le développement approché devient :

o(o) =fi + + t fusin 
26 #,.o, 

zo ] +
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La convergence de cette sér ie a étê étudiêe sur ordinateur pour di f fêrentes

valeurs de o comprises entne 10 et  500, et  dans chaque cas pour plusieurs

va leurs  de  k ,  y  compr is  k  =  o  qu i  cor respond à  l 'équat ion  or ig ine l le .  Les

calculs ont été ef fectués avec cinq chi f f res s igni f icat i fs (141).

Le cr i tère de convergence adopté est  dêf in i  par le nombre i  d ' i térat ions à

part i r  duquel  p ou 1es grandeurs moyennes envisagées sont constantes à mieux

qu 'une un i tê  de  la  quat r ième déc imale .

Des résul tats numériques se dégagent les conclusions suivantes :

-  quels que soient o et  Q ,  une valeur négat ive de k amél iore la convergence.

-  la  "v i tesse  de  convergence es t  ne t tement  augmentée e t  l ' avan iage.d 'avo- i r  - ,
i n t rodu i t  un  k  es t  d 'àu tan t  p lus  appréc iab lè  que  o  es t  g rand  (F ig .1 -4 ) .

-  à  chaque o  es t  assoc ié  un  k  op t ima l  ko  (F ig .5 )  p ra t iquement  indépendant
deô

Dans le  bu t  d 'exp l iquer  l ' accé lé ra t ion  de  convergence conf i rmêe par  o rd ina teur '

on est  naturel lement condui t  à considérer ' l 'opérateur :

dont les vecteurs propres sont encore de la forme

û' ,n  = x  D 'm e-  i2m0

avec une re la t ion de récurrence ent re les D,  te l le  que:

l -1D'' 
Lt 

+ fu I 
= â *fu (D,i,*t * D''-1)

= + , ï-1t" , ., [t t2mo'ftm cos 24' - ft ao'
I t  4 m 2  - k - j r o  / o

l
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0n peut êcr i re :

D,,. ffi
n l-m- r  

1  r  ôk  -  imô  -  
D 'm+ l .

r T

o (4n2  - k - jmo )  2 (4n2  - k - jmo )  D 'm

n l

et en répétant 1 'opérat ion pour +l ! ,  on obt ient  une fract ion cont inue
D 'm

in i t i a l i sée  par

D;  4 -  15  -k ( l  - * )
=

n l

l . ô
Jz

Pour k  = or  or l  ô  i

D 'm
. ô
J2

Çt=ffi
r  2  D ' rn

de sorte que

ID ' -  L . ,
l im m I  

m 
I  = lo l -

m->æ 
I 

o'r- t  I  
8

la série représentative de Û' converge uniformément et absolument pour

tout o

Pour k I o, on a de même

Â
n r  j m  ;
" m  L

D' r - l  4m2 -  k  -5mo

pour m suffisamment grand. 0n note alors que si on donne à k une valeur

négat ive,  la sér ie paraî t  mieux converger que pour k = o.
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Le choix de ko est  d i f f ic i le à déterminer,  mais on peut toutefois donner

que ' lque préc is ion  sur  le  domaine  de  var ia t ion  1e  p ' lus  appropr ié .  S i  l k l . .  o

la convergence ne sera pas accélérêe de façon apprêciable.  Si  au contraire

lk l  >>  o  le  ca lcu l  de  lq l  par  la  re la t ion  de  récur rence mont re  qu ' i l  es t

t rès vois in de 6 ,  et  même légèrement infér ieur,  ce qui  a tendance à fa i re

d ive rger  la  sé r ie .

En at t r ibuant à k une valeur proche de -o,  on peut espérer amél iorer la

convergence ;  c 'es t  ce  que conf i rme d 'a i l leurs  l ' o rd ina teur .

b).  Méthode directe de trai ter  le problème de la convergence.

Nous avons vu que la recherche de la convergence des sér ies consistai t  à

déterminer la valeur propre À de plus grand module de l 'opérateur

Mais t rouver la fonct ion rp '  te] le quef;  ,1, '  = }p '  ou r l r '  = ô,A,Jr '  revient en

fa i t  à  rêsoudre  su ivant  le  cas

r. d2t) '  =++ f ,r.cos26),p'I , lôl =3,4)
do2 'da L '  )

2. #+itr=*fot.o'zo{,') (+'1)

3. # + i tr 
+ k(l -31 *'=t ftt'o'20'r')

Cons idérons  à  t i t re  d 'app l i ca t ion  le  p remier  cas .  La  so lu t ion  rp 'es t

âr* f;sin26 f 
-Ê o, - *, inzo,

û'(o)=e 
le 

do'

l_q.l_
ok

l_ql
oo
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En remarquant que :

Â
t f s tnz6  _  @

e = rotf;) t  t  
, lo 

(-1)m lzm+l(f l  t ln 2(2m+1)6

+ , i .  (-1)m I2m (f) cos 4 m I
n=I

où Im( f )  son t  les  fonc t ions  de  BESSEL,  on  vo i t  que I 'on  a  :

,J . , '  (O)  = D'o + 
î  

o ' r  . - i
æ

+x
I

j 2mo
D' - t  e

e t  ô  do i t  ê t re

L  'express ' ion  de

D'o(ô) = Iâ( f )  +

D'o(ô" )  =  Jo '  ( t )

te1  qu ' i  I

Di est :

^ æ
ô , F

Tî

annu l "  D; .

r; (f)
( - 1 ) t

soi t  encore en Posant ô =

f 
- Gnj'

1iô"

.rr'tf,)

(2m)

Â r  
æ

+
21

( - 1 ) t

et  on  vér i f i e  que  ô"  =  3 ,4  annu le  D ; (ô " ) '

La dêterminat ion de Oj (O) ne pose pas de di f f icul tê ic i  puisque

la  so lu t ion  de  l ,équat ion  de  d i f fus ion  dans  le  p lan  a  une fo rme ana ly t ique

s imp le .  Ce n 'es t  pas ' le  cas  lo rsqu 'on  env isage le  p rob lème de PETERLIN '

Pour obvier à cet  inconvénient,  on procède corme sui t :  on êcr i t  la fonct ion

sous la forme :

I  s in 20
û'(ô) = e* 

'g(o)
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où  g (ô )  es t  so lu t ion  de  :

*, = â tt - cos 2o) ffi + f;' cos z4 s
d262 

L

g(0 )  es t  un  déve loppement  en  sér ie  in i t i a l i sé  par  l ' un i té .

Le  nouveau D i  s 'en  dêdu i t  e t  s 'éc r i t  :

.Â f' , ,6,D'o(ô1 = Io( f )  -  
Ë"  

I , (Ë)  +  . . .

I l  s 'annule pour  la  même valeur  de ô que prêcédemment .0n remarque d 'a i l leurs

Aue Df  es t  éga l  à  I 'anc ien D 'o  d iv isé  par  toç- ! .
"4

En passant  au problème à deux var iab les,  on écr i t  de la  même façon :

ô
I  s in  20 s in2o
4

û ' (O,O)  =  e  g(o '0)

g=

où

H 2
I

s( de:

]  s in scoso sin 2Q h -  + ô s in2osin zo]s

0,6 )  es t  so lu t i

opr-.or 20) h

Les premiers termes du dêveloppement de g sont :

[  
! '  9o'

s(o,o)=1+ l -  - ! -s in2Q - |cos2plr in 'o+.. .
L 62+36 ô2+35 I

D'autre part ,  en posant d 'une façon génêrale

-f sin 2ô si n'"= 

,\ 
r, elftcos o) (ol.,,zr(ô) cos 2mQ* Dât ,Zr(ô) sin zrnO)
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on détermine les coeff ic ients Dà' ,  Z^ ou Dl i  
,  Zm en prof i tant  de la

propr iété d 'or thogonal i té des fonct ions de LEGENDRE. Ainsi  par exemp' le :

(

Dà,o = in ) 
.  f  "n 

zo st;f i '= 
+\n,o,f sin2o) sino do

CI=4il 
)o

de même, on montre gue Df 
, ,  

est nul,  alors eue 0i ' , ,  vaut

= | ir$r'zn! z?Ml
(m! ) ' (4m+1) ! !

q  d  Dô ,O
o f,6-

Le coefficient constant Oi (O) défini comme précédemment est donné par :

ô 3

4 dD l
D 'o (ô )  =  D ; ,o (ô )  -  

;  ^ -  : ; * t9 -+  . . . .
52  +  36  d(Ë)

I l  s 'annu le  dès  que ô=5 ,  résu l ta t  en  bon accord  avec  ce lu i  qu 'on  t rouve

par la technique des fonct ions de GREEN.
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ANNEXE C

Forme compac te  de  f (  
$o  

,  
î , r ,  

e t  app l i ca t i on  au  ca l cu l  de  <  
H  8 ( t )>

0n  che rche  l a  dens i t é  de  p robab i l ' i t é  cond j t i onne l l e  des  v i t esses  so lu t i on  de :

+c,(aî  + af  )  +c,  q |  
] r (uro l  3 , t )=o

(  - j q ' '

t ( lo l  S, t )  
= 

l  .  
" f  ( to l  ur , t )  dur

1;- 
J

,!, ' , ï ] ' ,*.t 
o't) = o

Dans le  cas  d 'un  e l ' l i pso ide  de  révo lu t ion ,  HUBBARD app l ique à  ce t te  êquat ion  la

t rans format ion  de  F0URIER :

en posant

€,
B = 3

- l

3

E
B ,  =  l

^  
I r

-  jq .  0 . ,

Au temps t  = o,  on a f  (uroi  g,o) = s 
r '  tu-

Pu is ,  en  fa is rn t  le  changenrent  de  var iab les  :

q l  -  q ' cos  ô q  =q ' s i nô  q
' 2  3



a
l r l

f^
I '
Lât

i l  v ien t  :

*  B ,  q '

L 'au teur  essa ie

â
+  B^q^  

-  -  j  r
.  , ,  

â Q :  
_  l

a lors  une so lu t ion

5- * ,, aj ' + c,al
o 9 ,

l q '  ,0 ,  Q ,  , t )  =  o

t ( to l  k 'd ,  k ,  , t )  = o

] " * '

i'
so lu t ion  de

[ ' ' * '  ( "' 
Lr, \

par un développement de la forme

Vn,( to lq ' ,  Qr , t ) . i *Ô

0n

k '

fr
Lnt

- J r  e
I

28t
I

+  C  k ' 2
I

c  k ' 2
I

2B
I

x S( to  I  k ' ,0 ,  k3 , t )

28t
3

+Ck2e
3 3

2Bt

e  
' - t ) -

gu idé  ensu i te  par  1es

peut  écr i re  :

t ( îo  I  k ' ,0 ,  k3 ,  t )  -  exp

formes I  imi tes pr ises par f  ( uo  / ur t ) ,

I

I,
lât

où S est

[B . t  r  -B^ t
.  

. \  I  
J

-1  )  +  j  
"  le, ,l - ' -  -  J  Fr

a0
â

âk a0
5

f  (go lq ' ,ô ,  g r ,  t )  =
+æ
L

-æ

peut  cependant

-B  t t
=  q ' g

L 'équat ion  précédente  dev ien t  :

- R  r
- \

o

,q ,o

procéder autrement en faisant un nouveau changement de

-B  r t
k ,  =  9 ,  €

+ ("""-,)- 3 r,'o,,] x

t'l

on t rouve que l 'on

+  J r = O
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[  
*  -o '  ( t )x '

$  = 
|  

.  H(golk ' ,6 ,kr , t  lx )dx
.l-_

0n cherche alors à expr imer S par une intégrale du type

' o r ,  =  t ' t t o  cos  oo  ' o r ,  =  ûJ to  s in  oo

et on montre que :

,  =rï l% *r[  
# 

-  i  k,  o,o cos(r- r ,  *  r ,  
ï ( ,  

-  
"  

t")  
-  -)  *  j  . ,"  

]

où

,  4r ,  c  r  .  
-283t  -B" t

(b')-^= , ,  I  t  + 1-e -21-e I
BzLZgrBgJ

5

\
I

2)b '

de sorte que

)

ô(x )  dx  =

-jl,'io

Zr ,a"  I  
Br t  -B t t

c '=  
' -  

k r \ .  +e

8 2
3

Lo rsque  t+  o ,  c t  +  o  e t  b t  *  -  ,

- jg ,  0o, ,  
f *  

- io 'o 'ocos(O-Oo

f  - )e 
I  e

J_*

- jg ,  0o ,  s  
- iq ' r 'ocos(6-6o)

=ee
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pu r sque
- b ' x 2

k t  l l

(T)  ' '  e  + ô(x)

Pour t  -> 6 ,  S -> 1,  e t  par  su i te

[c(q '+q ' )  cq? T
- l  I  I  2  +  3  3  

I

f  e  L  28,  28,  J

qui est précisément la distribution de MAXI'|ELL-NOLTZMANN dans l 'espace des q.

f donnée sous cette forme compacte, pennet de déterminer très simplement les

F .A .V .A .  0n  a ,  en  e f fe t '

(  ^  ,  \ r  
t

<6o,i oi> =J ,o,, n,(,,,o)d 
f;o 

J 

oi f(r,rolur,t)

= 
['o,, 

P,(t'ro)'(tr)o=o oio
) t u

-o-o-o-o-o-o-0-o-
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ANNEXE D

0n a posé au paragraphe I ,2,2 :

| '  - t t r-p)q
(  oo ( t )>  = f  u re  6P r (o )  d6

t u tu  ) , t ,  t u  t u  t u

(  - tQr
< !d  q  ( t )>  =  f  oê  pPt (u r )  du r

tu tu 
) 

tu tu tu

Qr = ,!, h [,,,'i,r. i q) -., i I

.pp (r)> = [Hp,(pl  dp. [*,r ,r( t lg(t) ,r)ddr)t u t u  
l t u ' t u  

t u  
) t u

ou

Calcul  de <o {D ( t ) t  par une méthode opérat ionnel le et  par une technique
tu

aux cumulants.

Compte tenu de I 'expression de Q et  de P, on remarque d'abord que la relat ion

c i -dessus  se  s imp l i f ie  comme su i t  :

Par déf in i t ion,  la fonct ion d 'autocorrélat ion des vi tesses est  :

pul sque

or( l  lg( t ) , t )  = P,( i )  f  (o l  , ( t ) , t )

f  es t  so lu t ion de l 'équat ion

â f *Q . f=o

3 t  
'



14

où l 'opérateur  Qr  ag i t  sur  t  (

I l  v ient encore

(  - tQ ,  i (
< r , ru r ( t )>=  l t ( t )e  (  |^e  

J *  \  )

ç _rQr
=lr( . )e r , r ( t )

)

< tr trr(t)) =Jf r,(i) ag 
J *,., .-'Q'ô(t(t) - r,r) d ,(t)

où plus s imple+ent

(  _tQr
< ur ur (t) = f trr € o P, (rrr) drrr

^ / t u  
) *  

t u  r  t u  t u

Comme ô(ur  ( t )  -  o  )  dés igne la  so lu t ion  à  l ' i ns tan t  o r ig ine ,  on  a  fo rmel lement' t u t u

- tQ,
f ( t )=e  'ô (u r ( t ) -Q)

- tu '  tu '

Par sui te,  on peut écr i re

c 'es t -â -d i re  l ' express ion  de  dépar t .  Ce l le -c i  mont re  qu ' i l  n 'es t  pas  nécessa i re

de connaître f  pour ca' lculer les F.A.V.A. ;  e l le peut être testée sur la sphère,

l 'e l l ipso ide  de  révo lu t ion  ou  sca lène.

Pour le premier modèle,  on a

^  6 rkBT 3  â  [ ^  I i o i  
Ia f F o l o À

'  12  I  â r i  Lar f  kgT JI

on sur û)
tu

\
ô(r,r(t) - ur )dr^r I ao1t1

tu tu * l  tu

) l  dur (t)-J 
tu

s)  e t  n

rrr P, (o)

r ,  ( tr(  t



-rQ

0n montre facilement que

l ro P, (ur) = e
tu tu

de sorte que

<ur.' ur3 ( t) >
ksT

I r

r

-  1 1
I "

I i o'(l)

r
- * t

t
e t ô i j

-  , I '  
-  I3 r  a

Qr= t -J r r r ,
I r ârrr

expression que fourni t  aussi  1 'équat ion de LANGEVIN.

Dans le cas du second modèl€,  l 'opérateur Q un peupl us

d
I t  -  I t

-  (  ,  )  u , t . us
t l àtrl

I

Ei ksT â
T?

I

en supposant  I r  =  l z  ,  c 'es t -à -d i re  que l 'e l l ipso îde  es t

de  l ' axe  3 .

0n développe alors comme précédemment l!opêrateur unitaire

on calcule Q, , ,  P,( l )  aî  r , r ,  P,(r , r )  a i  or

Par exemple, on trouve

compl iqué s 'écr i t :

de révolution autour

-tQ 
r

r ê t

3
- t

I âti

2

Ir +tt"l
L ari ksT J

e

P, (ur)

Q, , ,  P,  ( r , r )  =
îJ [ . , "

trr i)
,,J
(i

E
t r t 3 + - +

I r
P t  ( t )

E^
+ -a

r2
, r r r+(

2

f) ', P, (to)Qi ,,  R,(ry) = 0r0?  *F ,



Qt ,  P ( ,^,)
I  I  l t u

5

OZûJs - ul=l-,i

(

+ + (

â, (ii ]. [ ;  ( ' ï  +  
ï )

,i ,,1. 7* s 1;.,, + zr21- 
ksT

t  I ,  1 3

t42 ,

0 t

]  
t 3+  . . .

soi  t

f
J,,"

Si on remplace 0r

Par contre,

l' -to
I  

. r

I  
t r .  t rP,  (1)

/ . v

+r

_1Qr

o,  P,  (ur ) . kgT
oû)=-
t u  I l f ..+

" Io'''',[,ïi +

.l

eEEEEIE',;. r,) ,i.i-i, J',', * r,-)

kgT
r 2

I

(ksT)  r *  
,  É,

îl 
,2

I r

r i

I l  I 3 I r

I-3!

= 
ott

I r

t ( ' ï . ï )

(  ksT) '
,1i 

ksT
I l  I r

+
I t  I 3

I' t , ,

I r ) , '
'^îT.'ï'

kgT

I 3
1a

ne change pas.par az ,  la relat ion prêcédente

-Er*
kgT  I ;  

v

e
I ,

dur
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Les fonct ions d 'autocorrélat ion des vi tesses t ,  ou ^,  ayant la

développement en puissance croissante du temps ne permettent pas

compte de l 'existence ou non d'une forme analyt ique simple.

Faisons arors re chansemenr de variabre oi = (Uli i ,  i l  vient,  \ r i l  
'

forme d'un

de se rendre

ç _tar

Jrr. url  o,( l)

Puis appl iquons à cet te

"cumulan ts" ;  posons  :

-ra i

_rQ i
f i  e ur i  Pl (u r ' )  do  '

t u t uI,dul = lrt
r i

expression la technique mathématique dite des

1,,, e . (J,',

d rrrK; = (/,,un =J' i  (a i )n to ' iPi(o ' ) ' ) .

on constate que

Ki =u, K t =
2

K;  =uu 4uru ,

, ' i  P' (H' I t l  
=

Ident i f ions les termes équivalents dans les deux dêveloppements.

Ainsi  en posant l i (a i )n ur ' ;  P;  ( r , r ' )  dur '

. - tQi  ' f  i  P '  ( r ' )  dH'  -  t )  
.

vz- ui

etc .  .  ,

- suÎ + tzvl u, - 6ul

K; =rr-3urur*tul



t44.

Ayant expl ic i té les fn,  on obt ient  :

r
<uri ' i ( t)> = 

Ï.-oL 
- 

ï .  
- .

_ * ,  ( î )

pour i  = t ,2 et  où on reconnai t  dans

développement de :

. ' i  , i ( t ) '  =  Ï l  exp
I

I

, r k t t  ( * t r - ,  E -  -  r  E -
, r ,  \ .  àr r t3 * ir  , ; , ' t*

rs  +  
) ]

la part ie entre parenthèses le début du

g^
I  f  13 r  

- i t l
3 

| t
F  I  r  E^  J- 3  r .  > 3  - 3  J

de sorte que, la forme déf in i t ive pr ise par la fonct ion de corrélat ion est  :

-1.
I I
l+ je
F F

3 3
r ï,

^3
o F

- t

*2 
âor I

3

k.T t
- r2L l t  -

l ç \ \'
3

)l

0n voi t  qu'el ' le est  r igoureusement la même que cel le que nous avons déterminêe

en annexe c et  qu'el le ne présente plus le caractère markovien, alors que

.  , ,  r ,  ( t )  r le  conserve .

Pour  un  e l l ipso ide  sca lène,  Q,  es t  :

Q l =

I "  -  I ^
( 

.__-r) 
tlr^

|  
' z

I

I  - I
1r - 'z1

I '

o
ûJ

3 ^
d0)

I
l 3 â u r

Ei ksT
a l 'a r  I i ' i  I

I  
- 1  

|
âri  L ari  kgT JI i
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En su ivant  le  même processus  de  ca lcu l ,  i l  v ien t  :

a

Q' ûr
l l

P,  ( r )

P ,  ( r )

( t , ' ,  t ,  *  
i  

t r l  or ( î )
I

(E'*1 .11
\ t  I  I  I

1 2 3

=  
[ " ,

) ' ,

IEr
Ir- -rt*â
LI

I

r o t t 2 + r r  u l r r l 2 + r
2 t  3  1 3  1 2  |

P., (r)

(r) Lr)
2 3

2

( : !  ) ,

I r ,J
P , ( r )  3  . . .

La F.A.V.A. pour or a encore la forme d'une sér ie que nous avons déterminée

jusqu 'à  I 'o rd re  quat re  :

<  ro ,  o ,  ( t )>
/ k.T
I D

l r  r  +  r  r
\  t 2  t  1 3r

3

k^To  + r r
1  t 2

2

U* r1r
I I

ksT

I
3

= 
ott

I
I

.1+

3!

koT
-L  + r r

1 t
J

A'
E

I

3 I
I

IE
l r  rJ
\  l z 1

I

+ i' ('"î

+r
koT

r  A t  
v

1 3  I
2

koT
F , F .  ( A ' ) '  

v  
+

r2

ç 3
(a) \t '
TI

I

2

r1l
I 2

+

r r r* t t )
,  , .  I ,  I ,

2

2.",.,(f) +.2,,.,

+312" r , î ,  +312 " :  , î ,

koT

* -  
+  F ,  F r ( A ' ) ,

t 2

t r'i' )t' + . . . . .
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en  posant  pour  s imp l i f ie r  l ' éc r i tu re

A, = E, *L*E,

La sui te des K, i  est  a lors :  
I '  I '  I '

E,
K:  =  - .'  I r

knT k"T
K; = 

",.rî  
+ t,", t

3 2

K,= r ,^  
* t t  

A , ,+  r - ,  
* t t  

A , ,' - 3  - l  
,  

l ,  
I  3  

l ,

K' = F, ", Ï 
(A")' *. r, ., 

Ï 
(A")' - 4'1 îr ruffi

avec

EEE
A,,  _  2 + 3 -  r

12  13  I r

L 'express ion approchée de la  fonct ion d 'autocorré lat ion est  :

< ur,ur,(t)> = 
Ï."[-T 

t +r,",Ï  r l  , ' - ] ,A", '*[ ,R"'r '  . . . , ]

x .-etrr F, 
î 

rI , '  - ], A" 1' + |, A"'tu ...) I
J

x.,o[-1, "1,,,,, ffi'-. I
-  I l  ne semble pas possible de lu i  t rouver une forme analyt ique simp]e'  0n note

cependant que les parties entre parenthèses s'apparentent au développement

ëquivalent de l 'e l l ipsoide de révolut ion ;  on peut de ce fai t  réécr i re :
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( or or(t)> = 
$.'o t ï 

r * r,,.,Ï*,^,,^,T1(rn,,)-' t (4,,,-'

-A"t  r+(A")-'. ") 
i "1 ,,", r

I 3

( ksT

l 2
+l

En jouant sur les indices,  on obt iendrai t  d 'une façon générale

dont le caractère non-markovien est évident.

-o-o-o-o-o-o-o-o-
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ANNEXE E

Méthode de calcul  des coeff ic ients d 'amort issement

La vitesse angulaire o(t)  suit  un processus gaussien, ce qui signif ie que :

<0( t , )  X1( t r )  g ( t , )  . .g ( t2na1)> =o
f u ' v

.  
t ( t , )  g  ( t r )  g( t " )  t ( tZn)  

= x  < o( t ;  t r ( t5)  >  <ur( t1)  ar  ( t1)  +

où la sorme est étendue aux 
('1)' 

chemins pour lesquels on prend la moyenne par

paire des 2n grandeurs 
nl  2n

Pour  la  sphère  ou  l 'e l l ipso ide  de  révo lu t ion ,  les  p rodu i ts  < t^ r . i ( t r )  ,D j ( t r )>

son t  nu ls  s i  i  I  j .

D'autre part ,  s i  on suppose que t ,  t  t r ,  t3 . . .  arn_r t  tzn,  on écr i ra par exernple :

<  o r ( t r )  oa r ( t z ) r r ( t r )o r ( tu )>  =  0 r ( t r -  t r )  o r ( t3 -  tu )  +  0 r ( t r -  t r )  0 r ( t r -  tu )

+ o, ( t r -  tu )  o ,  ( t r -  t r )

puisque le processus est stat ionnaire.

or (t) étant une exponentielle décroissante du temps, rrr (t) suit un processus

gaussien markovien, alors que A(t) appartient à un processus gaussien non-markovien.
tu

Dans la détermination de p ( 
t  

,  t )  ou Aes C[,n(t) ,  tous les produits impaires de 
i

sont donc nuls. Nous avons à calculer :

1t 1t f rAz = + | I 
. (g(s).g)(,r(s').p)' as ds' = 

J J .trt, ).Iq)(o(t ).[o), drr dr2
l o  Js  l o l o  v

avec (o( t r ) .vo) ( r ( t r ) . [ ,o )  =  .E.  r i ( t ,1  r , r r ( t )  
*5 ;. \ , * - r - ' i j u r J



J
t r t

.  (H(t,  )  .L) (g(t ,  )  .vo) (g(t '  )  . t")  (g(t* )  .vo) dt l  dt2 dt3 dt,-

* t r ( r )Ë à2è21

*;*i J

T,,',

149.

La valeur moyenne donne :

. ( r ( t ,  ) . [ " ) ( l ( . r ) .X") '  =  . r , ( t , ) r , r ,  ( t r )>

+ < t, l3 (t,  )rrr, (t ,  ),

-  4û)r  1 t ,  )ur r  (  t ,  ) t

* .  , ,  (t ,  )rrr2 (t,  )> 
'à2

à"3

<rrr ,  ( t ,  )ur ,  ( t r ) r )  A '

ao3

q 2
o

*1
q 2
o

âo'3

(vo) '

+ ( . r ,  ( t ,  )o ,  ( t ,  )  t

kgT
=-e

I 1

ksT 
-

-e
I r

E ,

Ç 
( t ,

-8 ,
I 1 ti

,r,rfA2 - -, ('.,,|'jgJ i "'-lilo,, 4'JJl. 
? "''"1 T.

+ r.(r)f LL +' 
L aol aaf,

ttt.Ëtr]+ ru{'l, [tt + trtr]

-ar )

en écrivant symboliquement :

(oo) '

2 )Au=

-  H î  = - l ( l+1 ) è 2

âcr2
?

=  H 2  - - - n 2
2

t> t 2 > t 3  > t 4

=r,(t)tfr.Ël

+ f r ( t )
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t++ Ël
+ â a2â I

âo, âaf âa, J
+r-(r) [ ,  a a a +'  

L âo, âo, âa, âo,

â a a a al-__ l
âs  âo  âa  àa  âo l

r 3 2 3 2 J

+f-( t ) | .  a a â â *  a â '  ' - l+f^(r) [ j -  â
' 

L ,o, âo, ôc, âo, âa, âc, âo, âo, 
J 

- 
fâa, âc,

+ r,(r)[*#*, . ùtr#J * r,o,.,[ thtrù + #Ëà ]

= 
J 

si(t 't
t rtrt trr tr t tu

'""0t 
?(r,- r,,-?(t,- t )l

a
âa

3

âa, âa,

, t , t )d t  d t  d t  d t

ââaà2a
âo, âc, âo, âcl! ôcr,

zfs (t)

avec

f i  ( r )

et où

9r=

+ 2f.(t) +
" âo]

(î)''.0 [- ? ",- 
t,) - T ",- 

'.)]

(T)'"^o [- ? "'- t') 
- ?'o- ")]

9z=

,  
,E E

"-o [- f ,t- t,) - i,r- .-)]
2

""0 [- ? ,t- t,) 
- 
?,.,- \)]

, f E E

""0 L- ; ,.,- t,) - ï ,.,- ..,1

(ksT)
q =-3  

I ,  I ,

(kgT)
9 u = +'  

I r I g

n:=q)
ee =(Ï )



(ksT)
9z= exp

I r I s

(trr) '
9e  = exp

I r I t
2(trr )

9 g  = exp
I r I s

(ko r ) '
9 ro= exp

I r I s

En remarquant d'

t
t
t
t
une

F

J  ( t r -
Tr l

J  ( t r -
I a

ç
J  ( t t -
I 1

' ( t t -

I g

part que

2

t ' )  -

t s )  -

F
I  ( t r -  t u )
I 3

4
J  ( t z -  t r )
I r

ç
5

I  ( t r -  t r )
Ia

E
J  ( t z -  t s )
I r

l

151

I

I
I

t, ') -

t q )  -

,' I
a"3 J

I a'
L t"î

à 2  è 2

aof aol
à' p'_
aol aol

Hi

à 2  è 2

acrl aof

r 2
+ o +

a"3
=  l 2 ( t+1 )2

-Hi H3 -  H :  =  n2  l (1+1)  -  nq

+++

= n2 l ( t+1)  +  1 ( l+1)

à 2  à 2  = â  â 2  a

acf aol âa, âaf âcr,
,aaa
âa, âcrl âo,

= [ r Q U €
^,cl

3n2

.aââa
âcr, âo, â4, âct,,

- nu -

+ aâaa
âcr, âcr, âcr, â4,

a-âaa
âa, ôc, âcr, ôo,

1 ( l+1 )  -

nu  ( f ,  +

n ' l1 l+ t1

nu-n '

i l  v ien t  :

A .  =  l21 l+112
] .

2f ,

+ f ,

[ ' ,

f , +

[ "

- f 3

+f ,

1,r, JIu',

+

+

' l ( l+1 )

[ "

f 4 -

- t t r ]

f 7 - f 8 - f s

+ 2f ,

2f u +

* fu

- fs

+ f r+ f ro  -  z f r

f t o  )

I-  4 f t

et d'autre part grâce à la relat ion de conrmutat ion [olX"
q  n 2  ^o o o +

âa, ao|  âo,

âââa
âo,  âo,  âc l , ,  â4,

= n 2

a â2  â

âcr, âo, âcr,

+n2 f7
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La méthode aux cumulants ment ionnée en annexe D donne alors les deux premiers

termes :

A ' r ^  -  A ,
L s L

A4, .  =  - l ( l+1 )  
[ t , -  

, r , ]+  nz  
[u t , -  

17 -  rs -  u t , ]

Pour obtenir ces deux termes, on aurait pu aussi procédé directement grâce aux

relat ions générales de la méthode aux cumulants lorsque la var iable aléatoire

intervient dans des valeurs moyennes à des temps di f férents.  Ainsi ,  s i  on désigne
^

par  X i ( t )  l e  p rodu i t  t i ( t )  
*  

,  on  a  :

<X i ( t r )  X5( tz )  >ç  =  .  X i ( t ' )  X j ( t r ) '

<X i ( t r )  X j ( t r )  Xk ( t3 )  X1  ( tu )  >c  =  .X i ( t ' )  X j ( t r )  Xk ( t , )  X t ( t , - )>  -

-<X i ( t r )  X j ( t r )>  <  Xk( t r )  X t ( tu )  -  .X i ( t r )  Xk ( t r ) "  X3( tz )  X ' t ( tq )>

-<X i  ( t r  )  X t  ( t4  ) t  .  X j  ( t2  )  Xk ( t3  )>

s i  i  =  j  =  k= ' l  ,  a lo rs  <X i ( t l )  X i ( t r )  X i ( t3 )  X i ( t+ )  >c  =o

Parcon t res i  oncho is i t  i  =ke t j  =  Ï  avec i  l j ,  a lo rs :

<X i ( t r )  x j ( t r )  X i ( t3 )  X i ( tu ) t  =  <o1( t1 )  u r5 ( t r )  o i  ( t r )u r5 ( tu )>  
ù  51  ù  ù

- .,i(r,),i (r,)>. u,3(tz) ur5(t,-,' 
[ù rh rh rh 

"4 
e ]

-  . r i  ( t r)r i  ( t r)r . r-( t r)0j( tu)> * i  * i

expression qui n'est pas nul le puisque 
ki " ,  h 

ne cormutent pas. En

procédant à toutes les permutat ions possibles, on arr ive encore à la-valeur AOt

précédente.

-o-o--o-o-o-o-o-o-
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ANNEXE F

Déterminat ion du couple instantané agissant sur une sphère

Nous cherchons à génêral iser la formule du couple de FAXEN à une part icule sphér ique,

supposée f ixe,  et  p longée dans un l iquide visqueux incompressible dont la v i tesse

^V est une fonction du temps. Pour ce faire, nous appliquons la méthode préconisée
tu

par PERES lorsque f, est indépendante du temps.

Soient deux champs de vecteurs v et I et deux champs de scalènes P'et Q'

sat isfaisant aux équat ions DE STOCKES :

v .Tv  -  p^  
â {  

=o  v .v=o
t u t u " â t t u t u

au
V.TU -  p^  t u  =o  V .U=o
tu tu t3 t t u

où T v est un champ de tenseurs du second ordre dont les conposantes sont :

I au* âvi 1
(T{ , ) i i -  -P 'ô i j  +  uo l -  

+  - *  
|-  

La* j  âvi  J

dans un repère cartésien oxr x2 x3 . T U a les mênres propriétés que T v

et Q'figure parmi ses composantes.

En appliquant la transformation de LAPLACE au système d'équations prêcédentes

et en faisant appel à la formule de GREEN, i l  v ient :

où S'est une surface régul ière fermée l imitant un certain domaine et n sa

normale extérieure.

( (

/ 
v. ({) . {, d' = 

l, 
[.(rg). n as
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Considérons alors une sphère inmobi le dans le l iquide. Son centre est  p lacé â

l 'or ig ine des coordonnées. En sa présence, la v i tesse du Tiquide devient X 
* 

{

avec  v*  o  lo rsque  R+-  e t  v  =  -V  à  la  su r face  S  de  la  pan t i cu le .
t u t u t u

Le coup instantané agissant sphèresur  la

IR
1tu

R

le

A(T(V+v) .n  ds )  =
tu tu  tu

est :

ds)+ t R^
ls 

t

tt
Id') = 

I 
[^[.TX, d[= o,o/ [ X dR

À(TV.  n (Tv .  n  ds )

0r, le champ est déf in i  en tout point  de l 'espace de sorte que :

A(r)  ;

fl '(n) [^ (T[ .

v

= l,
où ^ représente le volume de Ia sphère :

Dêf in issons à présent le champ de vecteurs U :  i l  représente la v i tesse d'un point

du  l iqu ide  s 'annu lan t  pourR +  @ et  p renant  la  va leur [J  =  g (n)n  R,  
à  la

sur face  S.  Dans ces  cond i t ions ,  s i  on  cho is i t  S '=  S  +  S" ,  où  S"  représente  la

surface de rayon très grand et centrée à l 'origine des coordonnées, on peut

remarquer que la contr ibut ion de S" à l 'expression dédui te de la formule de GREEN

est  nu l le  lo rsque l 'on  fa i t  tendre  Son rayon vers  l ' i n f in i .

Auss i ,  on  écr i ra  :
( ( (

l  y.(r  ! ) .  r  ds = |  f , . (ry).  4 dr = |  tgtnl  ̂ [ ) . (rX).  4 4s
l t u ' t u ' t u r t u t u ' ' \/stst

,e(P).

la contr

= g(n) . f l"(R)I R^
) t ,
S

i but ion

(r{,'
{, 

dt)

de v au couple instantané.où {"( t )  rePrésente
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D'autre part, le champ de vecteun U est bien connu et correspond au champ engendré

par la rotation ur(p) d'une sphère qui peut toujours se décomposer en trois

rotat ions indépendantes t r i rectangles.  Par exemple,  s i  la part icule tourne autour

de  I ' axe  ox3  ,  a lo rs  :

U* = ur(p) xz
I

Ur ,  = - , r l ( p ) x ,

à la  sur face S

u* = -  ' (P)
I

Ux =  o (P)
2

en tout point

I l  es t  a lo rs

la surface S,

3u^
A(P)  =  L '
' v a

_ 6uo

30, (
.- 
r$r'r n 

1
R,

)e
( *+

,  

( "

r$l %

^ '

t$l %.

v
-t*l % 

.

- ($) vi

àXr

3( l+a1P

a'$

si tué à

fac i le  de

i l  v ien t
r
l r+
t

t-
l 1+
L

I
11 +
I  a t
I

la distance

ca lcu le r  TU
tu

a2!-
v

\ 'h \

e

de la sphère de rayon

et en se souvenant que

u.,p t
Vds +  v  I  R^
tuv l tu

A

t
U.,P I

dR +  - ,  I  R^
t u v l.v -  

lL tu

r$l% \
^ ' )

R du centre

pourR=a

l{R^

a (R > a) .

v  =  -  Và
t u t

I I^8

vdR

vdR
3(l+at$l  %l

I

où n=i  V ^V
f u ' f u 1 ,

-o-o-o-o-o-o-o-o-0-
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{* [,,,-,, t] [+, 
-\'Ç'+ 

h] ]'t(''(tr,6) 
=o

156.

Fonct ions  e l l ipso îda les  :  rappe l  succ inc t  e t  app l i ca t ion

Cons idérons  l 'équat ion  su ivante  :

V'  , l r "  = k ' { r"

En coordonnées e l l ipso îda les  (e l l ipso îde  a l longé) ,  ce l le -c i  dev ien t  :

fu [,r'-')#]. h [,'-"')#] .[à.##,' =k'c2(Ç2 -n')u"

Par  le  p rocédé usue l  de  sépara t ion  des  var iab les ,  les  so lu t ions  sont  des

produi ts de fonct ions te ls que

v",nt = P|,. ,(r,n) sf (v) t l ,e l lTi mo

en  posan t  À2=  k ' c2

Ains i  :

I  {* [ t ,-n,r h]+ [ ' , ,+12n2- *,]  [oi, . ,(r,n)=o

avec r[,.,{r,n) = 
,î", 

afl tu nfr*, tn)
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le  s igne '  ind ique que i  est  pa i r  ou impai r  su ivant  que I  -m est

paire ou impaire. Evidemment, on peut remplacer Pi l* i  par ai l* i  ,

maisa lors  - -< i  <+ æ

Les fonc t ions  s [ (v )  (À ,c )  son t  p lus  compl iquées  e t  leurs  express ions  compor ten t

les  fonc t ions  de  BESSEL de  sor te  que  v  p rend  les  va leurs  1 ,2 ,3  ou  4  pour

spéc i f ie r  le  deve loppement  cho is i .

Cependant lorsque v = 3,  tT(3) peut aussi  être expr imée sur la base aes Q!.

Les  coef f i c ien ts  d {1  sa t is fon t  à  une re la t ion  de  récur rence lo rsqu 'on  subs t i tue

dans l 'une des équat ions précédentes Prm.,  par son développement.  I l  en est  de

même pour les coeff ic ients oe sl(v) .

0n montre d 'autre part  que les fonct ions Prm.,  sont orthogonales sur

le  domaine  [ - t ,  *1  J  :

r*1
I
I  pm -  pm - .  r t -  =  N  -  ^ - - .  âvê .  N  -  -  1  ( l+m) !
/  

' s , l  'S , . | ,  dn  =  Nml  ô l l ,  avec  Nml  =  
f f -, - L  v ' r  J , '  
t * i  ( l - m ) !

de sorte que :

;' 1 
iîi:ffi toî')' = N,,,,

i=o '  r+ i+  ]

Dans no t re  p rob lème,  1 'équat ion  à  laque l ' le  obé i t  V*  es t  iden t ique à  l 'équat ion

généra le  s i  l ' on  fa i t  m =  1  ;  de  p lus ,  I  do i t  ê t re  impa i r ,  de  so r te  que  I  -  I

es t  pa i r  ;  on  peut  donc  écr i re

1  
-  

1 1  1
Pr,r  (n,À)  = 

i lo  
dâ;  (À)  Pi12i  (n)
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où  i  p rend tou tes  les  va leurs  en t iè res  depu is  o  iusqu 'à  l ' i n f in i .

La relat ion de récumence entre f  es a| l  ( r )  est  :

(2 i  +  4) (2 i  +  3)  ,11 t  , ^
(4i+5)(4i*,1oà,,*2+|tzi+r)Qi+2)-D1l*ff i^,]ol l

+ 2i  (2 i  -  L)  ^2 ol l_,  = o
(4 i -1 ) (4 i+1)

Quant  a s f (s l  (ç  ,  À) ,  e l le  s 'écr i t  :

-Àr

sftrl(6,r) = e 
- 

.,!_, (-1)i nfltu ol*.,tel

et les coeff ic ients Al l  obéissent à 
' la 

relat ion
I

,ry oll, t(i+r)(i+2) 
- Drr -^,]ol' 

Hirnfl,=o

D'autre part,  si  on fai t  tendr€ |  + æ , c 'est-à-dire si  on revient au régime

permanent, tous les Dr., tendent vers l(l+1) en même temps que les Prl., et

Sf tS l  s ' ident i f ient  avec Pf  e t  a l  ,  ce qu i  s ign i f ie  encore que tous les

Ol l  e t  OI t r 'annu lentsauf  pour i  =  t i t  ou i=  l - l ;danscet te l imi te

oll t conrne nll

En fa i t ,  comme dans l 'express ion aeÏ ,  ,  s f ( r )  (ç  ,  À)  n ' in terv ient  que sous la

forme du rapport Sf(a)(r,r) lSf(f)1qo,l) ,  on peut toujours choisir  nf l= I  quel que

soit  À sans restreindre la général i té du problème.



Au vois inage de À = o,  les coeff ic ients nl l  ont  a lors pour valeur :-l

n l l  _  2x  4  .aA_1 . r  -  -  +' 315 nl l= -1À + 1 Àt
"  3  3 .52  . 7

olt=t

Al1 = 2 l ,r-  1 À'* nl l  = - 269 1r.  52  32 .53  "  4 .5 , , .7

de sorte que f, ne comprend pas de termes en À ; on vêrif ie que ceux qui sont

en 13 ne sont pas nuls,  ce qui  la isse prévoir  que le comportement de 6,

pour t - '  @ ne sera pas différent de 0 de la sphère

Dans l 'é tude de  la  ro ta t ion  de  l 'e l l ipso îde  au tour  d 'un  axe  t ransverse ,

les composantes de {  sont aussi  expr imêes sur la base des fonct ions el l ipsoîdates.

Les pr incipales propr iétés de ces fonct ions qui  v iennent d 'être indiquées très

sonmairement sont encore exploi tées ic i  pour sat isfaire aux nouvel les condi t ions

au  l im i te .

15 !
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