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NOTATIONS PRINCIPALES

Représentation d'un vecteur en fonction de ses
composantes.

vecteur unitaire porté par un axe de référence

e:.e, = 6 j? si le systéme de référence est orthogonal

VA A

Symbole de KRONECKER.
Représentation du gradient.

Représentation dyadique d'un tenseur.

Représentation dyadique du produit de deux vecteurs :
un tenseur.

produit scalaire de deux tenseurs : un tenseur

car (g, gJ) (&8e) = &; (&5-8) Lo = &; Sik &

double produit scala1re de deux tenseurs :

un scalaire car (g, gJ D(ey gD = (8- .,kLJ &)
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opérateur diffusion libre.



Hf Opérateur de LAPLACE.

Jz? Opérateur de FREDHOLM.

L Opératgur de LIOUVILLE.

Q , Opérateur de FOKKER-PLANCK.

P . Obérateur de projection.

tr Trace d'un opérateur.

Hf' Hamiltonien d'un ensemble de particules.

I Tenseur d'inertie d'une particule.

£ Tenseur coefficient de frottement de rotation

~ d'une particule.
D Tenseur diffusion de rotation d'une particule.

Ceeveo> , - Yaleur moyenne par rapport & un ensemble pris a
1'équilibre. ' '

o(t) - Fonction d'autocorrélation des vitesses angulaires
d'une particule.

G(t) . Fonction d'autocorrélation des couples aléatoires
d'une particule.
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Champ des vitesses du liquide.
Vitesse de rotation d'une particule.
Position angulaire d'une particule.

Couple de frottement visqueux agissant sur une
particule.

Couple aléatoire agissant sur une particule.
Impulsion de trans]ation‘d'une particule.
Force g]éatoire agissant sur une particule.
Courant de diffusion.

Rayon vecteur.

Vecteur conjugué de R dans la transformation de
FOURIER. ~ :

Normale extérieure ou intérieure a une surface.,

Fonction de distribution des orientations d'une
particule.

Noyau de 1'équation de FREDHOLM de seconde espéce.
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Fonction de distribution compléte.

Fonction de distribution des vitesses angulaires.
Distribution de MAXWELL-BOLTZMAN.

Fonction de DIRAC.

Fonxtion de GREEN de HY

Fonction échelon ou de HEAVISIDE.

Fonctions sphériqués généralisées.

Fonction sphérique simple.

Fonctioﬁ de LEGENDRE de premiéfe espéce.
Fonction de LEGENDRE de seconde espéce.
Fonctioﬁs propres de ug{

Fonctions ellipsoidales de premiére espéce.
Fonctions ellipsoidales de seconde espéce.

Coefficients d'amortissement.
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Angles d'EULER conventionnels.

Coordonnées de 1'ellipsoide de révolution.
Coordoqnées cylindriques.

Systéme de référence fixe.

Systéme de référence 1ié & la particule.
Gradient de vitesse d'un écoulement de COUETTE.
Demi-axe de rang i d'un ellipsoide.

Facteur de forme de rang i d'un ellipsoide.

Rapport entre 1'axe de révolution et un axe trans-
verse d'un ellipsoide de révolution.

Facteur de forme d'un e]]ipso?de de révolution.

Intensité de biréfringence.

Ang1é d'extinction.
Coefficient de viscosité dynamique.

Coefficient de viscosité cinématique.



ul Viscosité intrinséque d'une solution.

A Valeur propre de 1'opérateur j(
k Paramétre ajustab]e.
Pt ' Pression du liquide.
t Temps.
J Nombre imaginaire tel que j = V-1
We Fréquence d'un signal.
a ‘ Rayon dfune particule sphérique.
Po Masse spécifique Qu liquide.
01 Masse spécifique d'une particule.
kg Constante de BOLTZMAN.
T Température absolue.
P | Variable conjuguée de t dans la transformation de

LAPLACE.
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INTRODUCTTION

Les propriétés macroscopiques de la matiére sont tributaires de
T'agitation thermique de ses constituants dont les positions, les orientations

et les configurations relatives sont affectées d'une maniére alaatoire.

Nous nous intéressons plus particuliérement ici au comportement
désordonné de particules rigides, de grandes dimensions 3 1'échelle atomique,
isolées en solution ou en suspension dans un liquide. Leur mouvement brownien,
qui contrecame toute action extérieure tendant i modifier 1'isotropie du milieu,
constitue le mécanisme fondamental de la diffusion. I1 est bien connu que 1'on
peut orienter les particules anisodiamétriques par 1'intermédiaire dfun
champ &lectrique (1,2), magnétique (3), acoustique (4) ou hydrodynamique (5-11)
et, a un degré moindre, par un gradient de concentration (12,13) ou de tempéra-
ture (14). Dans tous les cas, la solution devient optiquement anisotrope ; en
écoulement, elle présente en outre un caractére non-newtonien. L:étude de
sa biréfringence et de sa viscosité permet alors dfobtenir.dés renseignéments

sur la forme et les dimensions de la particule dissoute.

Dans 1a premiére partie de ce travail nous préséntons qué]ques aspects
dynamiques (viscosité) et dynamo-optiques (biréfringencé d'écou]ément) des
solutions diluées de particules ellipsoidales soumises a un gradient de vitesse
constant, montrons la corrélation de ces phénoménés et surtout, nous examinons

la convergence de la fonction de distribution angu]airé qui Tes gouvérne.

Cette étude se situe dans le cadre d'hypothéses qué nous allons

rappeler, et qui fournissent, & partir de 1'équation de conservation, une



équation de diffusion analytiquement simple, ol figurent séparément, un terme

brownien et un terme hydrodynamique : il y a supérposition des deux mouvements.

Les hypothéses traditionnelles négligent les effets d'inertie et
admettent que le couple de frottement visqueux est proportionnel a la vitesse

angulaire relative de la particule par rapport au fluide.

Or, on verra que 1'influence des premiers est d'autant plus marquée
que la particule est plus petite. La prise en compte de ces termes conduit a
introduire la notion de fonction de corrélation dans la définition des grandeurs
attachées aux phénoménes de transport (coefficients de diffusion, de viscosité,
conductibilité thermique, etc... ) ainsi que dans les équations de la diffusion
libre (équation de FOKKER-PLANCK et ses restrictions aux variables de position

ou de vitesse).

Quant a& 1a loi de frottement, simple transcription de 1a trainée de
STOKES, elle ignore en fait le mouvement instantané de la particuie. Aussi le
mécanisme méme du frottement méritait-il d'@tre rééxaming, dfautant que des
mesures récentes de 1a fonction de corrélation des vitesses de translation

semblent justifier cette révision.

Une modification éventuelle de cette loi pouvant avoir des conséquences
importantes sur la description des phénoménes qui nous intéressent, il nous a
semb1é nécessaire de reconsidérer le mouvement brownien de rotation libre & la

lumiére des idées nouvelles.

C'est 1'objet de 1a seconde partie de ce travail : aprés avoir rappelé

les formulations probabiliste et moléculaire classiques du mouvement brownien,



nous indiquons les retouches et les progrés résultant de la prise en compte des
termes d'inertie et du nouveau couple de frottement de la sphére, en vue de

les étendre & une particule de forme plus générale.

Certains développements et résultats qui n'étaient pas indispensables

a la conduite des raisonnements ont &té consignés en annexe.



PREMIERE PARTIE

DIFFUSION FORCEE DANS UN CHAMP HYDRODYNAMIQUE

Les premiéres descriptions quantitatives de 1'orientation de particules
rigides dans un écoulement de cisaillement remontent aux années trente. Elles
s'adressent 3 des modéles simples : le batonnet (BOEDER (15) et HALLER (16)).
1'haltére (KUHN (17)) et 1'ellipsoide de révolution (SADRON (18,19))--

Elles mettent en évidence le rdle de la fonction de distribution des orientations
de 1'axe de révolution dans la caractérisation des propriétés macroscopiques

du milieu, en particulier sa biréfringence et sa viscosité.

La forme achevée de cette théorie a &té donnée par PETERLIN (20,21 )pour
1'e11ipsone de révo]Qtion, puis récemment, par WORKMAN .(22,23) pour-1'ellipsoide -
scaléne. La fonction de distribution angulaire s'y présénte sous forme de

développements en série : 1a premiére partie de notre travail est consacrée

principa]ément i cette question.



CHAPITRE I : FONCTION DE DISTRIBUTION DES ORIENTATIONS D'UN ELLIPSOIDE
A TROIS AXES DANS UN ECOULEMENT A GRADIENT DE VITESSE
CONSTANT

Pour commencer, nous allons rappeler 1'aspect classique de 1f0rientation
de ce modéle de particule : é&tablissement et résolution de 1'équation de diffusion.
Nous serons alors conduits & évoquer le prob]émé de la convergencé des séries
qui expriment les phénoménes. Parmi ces derniers, nous indiquons trois exemples

typiques illustrant 1'intérét de la méthode hydrodynamique.

1. Rappels sur 1'établissemént de 1'équation de diffusion.

Considérons un liquide newtonien en &coulement dont le champ des
vitesses x est pourvu d'un tourbillon :

_1
R=zVAY

Une particule solide placée au sein du Tliquide et abandonnée 3
elle-méme tourne avec une vitesse angulaire Wy, qui dépénd de Q- Si sa forme
géométrique est un ellipsoide scaléne, JEFFERY (24) montre en résolvant les

équations de STOKES que :

.a..é.a. L.
_ J k
Wi =N F AR B;

ol les ‘indices i, j, k, sont relatifs aux axes géométriqués de 1a particule ;

les a; désignent ses demi-axes et les paramétres nj» By dépendent de g .
: n

Pour un &coulement de type COUETTE tel que x = (0, gX, 0) par rapport
d des axes orthogonaux 0X, 0Y, 0Z, de directions fixes dont 1'origine 0 coTncide‘
avec le centre de 1'ellipsoide, les paramétres ni» Bj ont une forme simple

(22,23) comportant toutefois beaucoup de termes.

Par suite du mouvement brownien, la vitesse angulaire réelle @(t) de

la particule varie aléatoirement avec le temps en gardant cependant une valeur



moyenne temporelle égale a la précédente. Elle est solution de 1'équation

: d(ui(t).
I'i —d_t— = = E'I(w'i(t) - wh_’-i) + A-i(t)

d'évolution :

qui est simplement 1'équation du mouvement ou de LANGEVIN en régime forceé.

L'équation de diffusion des orientations s'obtient alors normalement
d partir de 1'équation de FOKKER-PLANCK en régime hydrodynamique par sommation

sur la distribution des vitesses (voir aussi 2&me partie).

Or, ce travail n'a pas encore &té fait, et nous suivrons la méthode
classique préconisée par PERRIN (25), bien qu'elle conduise seulement & une

forme approchée de 1a solution.

Ainsi, par analogie avec la translation, i1 existe une &quation de
conservation de la densité de probabilité ou de 1a fonction de distribution des

orientations (o ,t) qu‘on écrit comme suit :
f\J -

oly= 5 e, -9, avec ¢, les vecteurs unitaires portés par les axes de la
o 1 A? 30‘1‘ ) . . .
particule, et a; les rotations autour de ces mémes axes.

w est donné par 1'équation du mouvement dans laquéllé on supprime

n, .
le terme inertiel et on remp]ace‘e(t) par un couple &quivalent "thermodynamique"
ou "entropique" &gal i - kgT v (Log p)

I1 vient alors :

3
= v .(D.y - wh
ot (D- o p - whp)
avec D = ; § eiﬁj D..» le tenseur coefficient de diffusion de rotation.
11 "



Comme dans le cas de Ta diffusion libre, la solution générale de cette
equation se compose de deux parties ; 1'une dépend du temps, 1'autre non ;
cette derniére qui subsiste seule lorsque le régime devient stationnaire ou

permanent, est donc solution de :
Vo (D-¥o 0 = wpo ) =0
Pour le type d'écoulement envisagé plus haut, cette équation devient en

coordonnées d'EULER :
S T S S ; )
T_p 79 56 g'{s1n‘e[s1nC)s1n 2¢ (R + R" cos 2¢) + R'cos 2¢ cos Zw] 5%
+[R'cos()cos 2¢ - cos 29 cosO cos 2¢(R++2R')+c0529 sin 2¢sin 2¢ R+(R++R')] %%

+ [(R"- R*cos 2y)cos 2¢ + Rfcos 0 sin 2¢ sin Zw] g§-+ [-BR' sin20 sin 2¢

+ 2(R™- 2R') coso cos 2 sin 2y + (R*- 2R') (1 + cos?0) cos2y sin 2¢] 0 }

od T'est 1'opérateur diffusion libre égal a :

. 1 .+ 1 + 1 .-
T' = D 2 - - 2 2 2
'7 H1 (7 D D3) H2 t7 D (H3 + Hq)

avec :
3 2 2 2 2 2
e b o L @ a2
daf 397 30 stQ 392 303y 2
_ 3 _ )
H,= — = 2
da, e\
Hy= =2 432 o o Ccotgod e L B, 5.3,
do, da, 0y sin® 3¢ 90
Hh= _a_-ji= e-Jw(-cotg@\_ﬁq. 1 9 -3 3)

da, da., oY sing 3¢ 90



on a posé
— + — - —
D_i = D_i,i D - Dl + ‘DZ D - Dl - D2
az a2 R, + R, R..- R R
R, = Jd- k RV = 2 2 R"= 1L 2 R' = %
a?]' + azk 4 -4 | ) 4

On voit enparticulier que T'est donné sous la forme d'opérateurs simples
dont les fonctions et valeurs propres sont connues (26) ; cette écriture présente

sur la méthode directe (23) 1'avantage de faciliter 1a recherche de la solution.

2. Technique de résolution. Convergence

En tenant compte de 1a périodicité sur P, On pose

- 2m, 2n
T, o, 2n Y21, an, 2n T21

Les TST »2N sont les fonctions sphériques généralisées té]]é; que :
2m,2n> - 3j2m ~-j2 2m,
Toy T =" J Mé gdeny »PZT 2n (cos o)

Le premier terme du développement est A»’b’o 3 1] vaut 8%2 par suite
de 1'isotropie de la solution du probléme de d1ffus1on 11bre > 11 represente aussi
Te terme initiateur dans la résolution de 1° 'équation par la méthode aux

perturbations, avec g comme parametre.

Pour cela, réécrivons 1'équation de diffusion sous une forme plus

compacte :
To =9z 2 4 uy)

ol la définition de 1'opérateur U est &vidente.

Alors on a :
= v g
O‘ng.i
0
avec une relation de récurrence entre les p. telle que :
i

1,
Tiei =G 55 *U e

et initialisée par Po = Ao,o,o‘



En fait, lorsqu'on effectue les calculs on constate malheureusement
que la série diverge dés que g devient 4 3 5 fois plus grand que bt . ce
comportement peut étre prévu en transformant 1'équation de diffusion en une
équation intégro-différentielle par 1'intermédiaire de la fonction de GREEN de
T. On sait qu'il existe alors un critére de convergence (27,28) basé sur la dé-
termination de la valeur propre de plus petit module des opérateurs intégro-
différentiels.

L'impossibilité d'emploi de la série précédente au-dela de son rayon

de convergence incite & chercher une nouvelle série qui, cette fois, satisfait

d la relation de récurrence suivante :
v _ 1 ) -
(Tr 59 ﬁ)pi'gu"i-l

On vérifie alors, non sans peine, sa convergence pour tout g (critére précédent)

-

et on identifie cette série & 1'ancienne pour g suffisamment petit.

Ainsi, on constate que la recherche de p fait naitre un probléme de convergence

directement 1ié au choix de 1'opérateur qui sert de base 3 la procédure.

3. Exemples dapplication

Les premiers termes du développement en série de p ont &té calculés

et utiTisés dans 1'élaboration d'une théorie sur la biréfringence d'écoulement
(22,23) 3 nous avons fait de méme pour la viscosité non-néwtonienne:(29), et
pour déterminer par passagé a 1a limite Te coefficient de diffusion autour de

1'axe d'un ellipsoide de révolution (30). -



CHAPITRE IT : ETUDE DETAILLEE DE L'ELLIPSOIDE DE REVOLUTION

L'analyse que 1'on vient de faire se simplifie dans le cas de
1'ellipsoide & deux axes. Nous allons en profiter pour montrer ce que 1'on
peut tirer de ce modéle remarquable en biréfringence d'écoulement et
viscosité non-newtonienne et pour chercher a accélérer la convergence dé

la fonction de distribution qui régit les deux effets.

1. Fonction de distributions des orientations

=~

On passe & 1'ellipsoide de révolution en faisant le choix a, = a3,

L'équation de diffusion se simplifie et devient :

- 1 3 b .: . 3 _ 3L cin2 ;
D, HEp =g 17(1+b cos 2¢)% + 7 SInO COsO sin 29 3 "7 b sin“0 sin 2¢ ]p

avec
2 2
Hf = 8_+ Cotg@.a_. + ....1_ 3_
. 902 30 sin%0 93¢2
12 _ a
b=R>=-R, = r'c-1_ Pl D, =D,
r'z +1 a,

p est supposée isotrope autour de 1'axe de révolution.
Cette équation a été obtenue par PETERLIN (20). L'auteur donne la
solution sous la forme :
. oy pl
p= Ib p;

. .
ol les P satisfont & la relation de récurrence :

1 1

10.

(H2 -5 o -3—)p1. =% o (cos 2¢ 9 4+ sinocosOsin 2¢ > - 3 sin%esin 26) p5_q

el o 30

avec g =.% » le nombre de PECLET.
1
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- Chaque ; est un développement en harmoniques sphériques de 1a forme :

o 1
- : . 2m

Pj 150 mio (Xl,mi cos 2m ¢ + Yi,m,i Sin 2m ¢)P2] (cos 0)

Pour des raisons de normation, on voit que 1'on doit poser :
Po = Xo’o’o = 1/41

Le deuxiéme terme du développement est alors :

2 2

p, = (x, L., COs 2¢ + Yo sin 2¢)P§ = z%(- %-cos 2¢ + 30 sin 2¢) §;§15L9

949 94+ o_+36

Le second P, se déduit de P, , et ainsi de suite.

2. Valeurs numériques. Applications.

En fait, par suite de certaines propriétés sbécifiques des fonctions
de LEGENDRE (PET (cos ©) ), PETERLIN trouve trois relations de récurrence
entre Xm,i et y],m,i pouvant &tre programmées sur ordinateur. Les premiers
calculs ont été effectués par SCHERAGA, EDSALL et GADD (31 ) sur un ordinateur
de type MARK I. Mais la complexité des termes intervenant avec la croissance
de 1'ordre i, a contraint ces auteurs a ne pas dépasser i = 23, avec des
résultats jugés corrects jusqu'da o = 60 et r' = 200. Plus récemment,

LAYEC (32) profitant de techniques modernes en informatique, a poussé les

calculs jusqu'a i = 57,0 = 400 et r' = 500.

Cependant, dans les deux cas, les programmes machine ont &té &laborés
dans le but de fournir les valeurs numériques des coefficients x],m,i et
Y1.m.i intervenant en théorie de la biréfringénce d'&coulement (21) et dans

celle de 1a viscosité non-newtonienne (33) des solutions diluées.

Pour le type d'écoulement que nous avons envisagé, on sait en effet,
que la solution devient optiquement anisotrope. Dans une direction o

d'observation 0Z perpendiculaire au plan de 1'écoulement, cet effet appelé
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encore effet ”AX”ELL est caracter1sp par son ang]e d' ext1nct1on

et son 1ntens1te ( A n),s avec :

, i
tg 2y = - <sin? g sin 2¢>_ _ Lb Yi,i
: +<sin% @ cos 2¢> .z,b X. o R N
1,1,1
> i 1
(an), = —%E (G, - G,) |<sin? o sin 2¢>2 + <sin2p cos 2¢>2]\?
_320%¢ pnes iy [oo v ) i i
= - e) [ by, e @bk L ]2
2

L (6,- 6,) f; (o b)

ol c, n, Gi,sqnt respectivement la concentrationkvolumiqué(de la solution,
son indice optique moyen, et des facteurs qui tiennent. compte de 1'anisotropie

optique des particules.

De méme, la solution en &coulement a un comportement non-newtonien.

La viscosité intrinséque &tant définie comme la limite & concentration nulle
de :

b - (=)

cC->0

ou u désigne la viscosité de l1a solution et o celle du solvant, SAITO (33)

montre que :
[p] = (J+ K-L") <sin“osin22¢> + L <sinée> + M <cos20>+ g- <sin%0 sing>

ot J, K, I'y M, N sont des fonctions des demi-axes de 1'ellipsoide et de

leur rapport.

En explicitant Tes valeurs moyennes, i1 vient :

P I i 1 SR o 2 : i T . 1’1“’1
[u] UA ¥ 4]-[2 b (lel ,O,'i * B2 xzso’i * B3 XZsZai * Bh (¢ )
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On a posé :
4 2., ., M
uA—ﬁ(J‘FK)"'gL +§-
B, = 1g5 (- 3L' + 10 K - 4 J) B, = - 1680 B
» o . 4
BZ=§1—5-(J+K'L) Bq ——5'N
Dans son programme de calculs, LAYEC détermine en plus les pentes
(g - pour tout o . I1 observe qu'elles présentent, quel que soit b, un

=~

maximum situé a UM ~3,4. Cette constatation est intéressante car elle permet,

d'accéder & D lorsque g est donné. Tenant compte du fait que o est une

valeur faible, nous avons prouvé 1'existence de cet invariant en b. "

Plus tard, nous avons pu caractériser entiérement 1'ellipsoide des
indices du milieu biréfringent biaxe en calculant Tes biréfringéncés.dans
les directions 0X, 0Y, c'est-a-dire dans le sens du courant et suivant le
gradient de vitesse (34-35) :

(an) = € (6, - 6) f (o ) (am) = FE (G -6) f (0, b)

=.% [ - %g- z bixl’o’i ¥ cos‘2X  f; ]
fy
Nous avons aussi montré quune correlation viscosité-effet MAXWELL
existe en constatant que les valeurs moyennes <sin2g sin 2 ¢>, <sin? 9 cos 2¢>
et <C0s20> sont les seules qufi] soit nécessaire dfobtenir aussi bien en
biréfringence qu'en viscosité. Autrement dit, <sin*g sin2 2¢> dépend -
des valeurs moyennés précédentes (Annexé A), de sorte que [u] se met sous

la forme

W] = %-(J + K-L"') <sin?g cos 2¢> +-[g;— gE (J +K - L')] <sin?@ sin 2¢>

+ (M- K)€c0529>+ J+ K
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OuU encore :
1,04 , .
[W] = u'I\ +A4mz bi(BY *1,0,i ¥ B.z X101 F B, Y1,1,i)
avec cette fois :
'y =J+ %-M +-% K
y 1 - v 4 ' ' 4 [N 6 .
BI—E(M K) BZ—T(J+K-L) B3=§[E—F(J+K-L)

On congoit facilement qu'une simplification notable puisse alors
étre apportée au programme machine d'une part, et que d'autre part [u] puisse
étre reliée aux grandeurs physiques du probléme optique.

On trouve, en effet, la relation suivante (3g) :
Bl =53+ + Z(a-KF +
s 3 3 X

+{25rB; sin 2y -[%B; +%(J-K)]c052x}fz
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3. Convergence de la fonction de distribution

Malgré la simplification signalée au paragraphe précédent, il nfen
demeure pas moins que les calculs sont longs et laborieux et les résultats
difficiles & obtenir avec précision méme par 1'emploi d'ordinateurs trés
performaﬁts. Cela tient au fait que 1a solution de PETERLIN est représentée
par une série qui converge de moins en moins bien_]orsque o augmente. En toute
rigueur, il y a deux paramétres perturbateurs indépendants : ¢ et b, et la
diminution rapide de Ta convergence apparait surtout lorsque o est grand et
b voisin de 1'unité (1'ellipsoide tend vers le batonnet ou le disque).

Dans ce domaine de variation des paramétres, on peut trouver une

solution ayant la forme :

3 1 1
p =F, (0:9) t< Fi(o9) + = Fy (0 59) + -
ou F est 1'expression de o pour 0 > <,

C'est donc un développement au voisinage de 1'infini et qui a été
proposé par HINCH et LEAL (37). Ces auteurs montrent que par le changement de

variables:

©
"

-1 : . . 1/
tg ] C(cos?t + r'2 sin2g) /2

¢ =tg ' (r' tg 1)
déduit des orbitales de JEFFERY (24), 1'équation & Taquelle obéit Fo’ a savoir

1 d 1. _. . : 3 . .
[-2 (1 +b cos 2¢)ﬁ+7 b sinecososin 24;2—e - % b sinZgsin 2¢]FO =0

prend 1'aspect :

3 oo
3T (h t' sin ¢ Fo) =0

oli h, t\ sin ¢ sont des fonctions de C et T .
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On a alors immédiatement 1'expression générale de Fo :

F = 2(€)
° ht' sine
Cependant 1a condition de normation habituelle ne permet pas &

elle seule de définir @ (C); celle-ci est obtenue en procédant comme suit.

F1 est solution de :

=1

0

3 bt s ' 3 £ EFO aF
F( t S1n€F1) = (Y‘ +r ){R-Im —ac— - COthWE +

oF oF
] _TD_,_____Q - cotge:-—-—‘2 }
+ o t' sine 93T aC
c'est-d-dire de 1'équation de PETERLIN aprés changement de variable.

Comme p est périodique en ¢ , donc ent , avec 1a méme période 21,

on a par intégration de 1'équation précédente

2n
3 t' P 3 _
3 Fsine 3¢ -cotgeﬁ F0 dt =o0
0]

relation qui fournit ¢ (C) a une constante prés. On obtient alors Fo sous
une forme analytique compacte complétement définie aprés application du
critére de normation.

Ce résultat est trés important car i1 constitue un test de la validiteé
de la solution de PETERLIN aux valeurs &levées de o : la série proposée par
PETERLIN pourra &tre considérée comme convergente & tout o , si en faisant
dans celle-ci 0 = «~, elle s'identifie avec F0 3 nous nous proposons de le
montrer maintenant.

A cet effet, on écrit d'abord F0 sous la forme :

F = (I)(C') 1/2

0 sin © cos20(1 + b cos 2 ¢)
ol C' = tgo (1 + b cos2y) 72
C' ne différe de C que par la constante multiplicative (1/2 r' 2(r.' 2+1)).1/2
Ce nouveau choix vient du fait que nous sommes intéressés a la variation de

Fo avec b, et non avec r', dans le but évident de comparer F0 au développement

de PETERLIN .
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On a d'autre part la relation qui définit o(C')

[ 2+ 1)7 - b2 ez ey | 20 41 l (C'2 + 1)(2€'2 -1) - b2(3 C'2 -1)]¢ =0

5C' C!
et dont 1'intégration est facile.

Mais on peut encore écrire 1a relation précédente comme suit :

3 -
9 1 21 o[ kC2r1 e, RC2-1 l
3" C'C'2+1 | (c'2+ 1) C C' (C'2 + 1)2

que 1'on résoud par la technique aux perturbations

,s
b g, b <1

¢ = i

o™ 8

C'est ce développement qui doit étre comparé avec celui de PETERLIN

On vérifie que :

Cl
o = A—C
°© et

- p3/4cC I 1 ) 1 ]
cz+1 % L ocz4 2(C'2 + 1)2 |

(=
|

1

en se limitant aux deux premiers termes.

La constante A calculée par normation vaut :

1 1
1-12)7 1 - p2)” 7
A= ( .)7 o~ {1 -b2) (1 - m b2)
4m (1+IO b?) 4n

de sorte que :

) 1
— (1-b" ] s b2 (30cos?o i
° 41 (1 + b sin2pcos 2¢)§- 40 1 + b sin2ocos 24

15 cos® © -7y + ...J

(1 + b sin?p cos 2¢)?2
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On constate alors que Fo s'identifie avec la série de Peterlin.
Celle-ci converge donc pour tout g et pour |Ib] < 1. Le cas limite
bl =1, est celui pour Tlequel Fo a 1'allure d'une fonction de Dirac, puisque
+

F_ = o sauf pour sin20 cos2¢ =

o 1

En définitive, i1 existe deux expressions différentes de la solution,
dont 1'une est intéressante aux faibles valeurs de o et 1'autre aux fortes
valeurs de ce paramétre.

Dans la pratique, leur jonction est difficile & obtenir, sauf pour b
voisin de o0, c'est-&-dire lorsque la particule a une forme géométrique voisine
de Tla sphére, car alors g a peu d'influence sur 1'allure de p . Par contre,
si b est proche de 1, la série de PETERLIN converge mal dé&s que o atteint
une centaine, et la série de HINCH ne donne de bons résultats que lorsque o

est trés grand (g>>r'3 pourr' 51 ou o>$%ﬁ§ pour r'< 1).

On peut d'autre part s'interroger sur 1fintérét pratique de p aux
fortes valeurs de o. HINCH indique qu'il étudie 1'influence d'une faible
rotation brownienne sur le mouvement d'une particule dans un écoulement &
cisaillement. Mais, en fait, c'est ¢ qui est le paramétre, et non séparément
g ou P; On entrevoit alors deux possibilités de rendre o trés grand : ou bien,
on seifixe q, par exemple une centaine de s~ qui est une valeur courante pour
un grand nombre de macromolécules, et on voit qufi] faudra opérer a des
gradients trés élevés, ce qui risque de faire basculer 1'écoulement du régime
laminaire au régime turbulent ; ou bien, on se donne g, par exemple quelques
unités de s ', et alors la taille de la particule doit atre beaucoup plus
importante que celle de 1a plupart des macromolécules de fagon a rendre D1
trés petit. Des expériences ont été effectuées par MASON et Co11 (38) sur des

suspensions de batonnets ou de disques dont les dimensions dépassaient plusieurs
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micronsvet dans des liquides de forte viscosité. L'appareil utilisé était

un couette (Rheomat 15) permettant d'attendre g = 100 s~ La distribution
initiale en orientation des particules pouvait étre isotrope ou rendue
diraquienne et une caméra photographiait 1e mouvement de la suspension au
cours du temps. Ces auteurs ont montré_que p avait 1'allure dfune fonction
sinusoTdale d'amplitude décroissante avec le temps superposée & une fonction
continue de 1'espace. Mais Tle témps de relaxation, de-1'ordre d'une centaine
de secondes, était beaucoup plus petit que celui prévu par PETERLIN.

On peut admettre que cette importante différence est due i 1a polydispersité,
'a 1'interaction particule-particule, aux effets inertiels tels qu'ils seront
envisagés dans la seconde partie de Ta thése, mais, il n'en reste pas moins
vrai, que si’ 1'on fait abstraction de tous ces facteurs, i1 y a peu de chance

qu'un régime stationnaire puisse s'&tablir aux trés petites valeurs de D.



4. Accélération de la convergence

Nous avons vu dans le paragraphe précédent qu'il existe un probléme
1ié @ 1a rapidité de convergence des séries envisagées. En particulier, nous
avons signalé que la série de PETERLIN donne des résh]tats iﬁcertains dés que
o atteind la valeur 100 pour b voisin de 1.

Cette constatation nous a incité & rechercher une méthode
mathématique capable d'"accélérer" le processus de la convergence. Nous nous
proposons de 1'exp65er maintenant.

D'abord nous transformons 1'équation de diffusion en une équation
de type FREDHOLM (39-41). Nous considérons pour ce faire Tes harmoniques
sphériques complexes : |

Fooe[Bd B 0 g

Ces fonctions constituent un systéme complet orthonormé et la relation de

fermeture est :

m=1 : x '

m
)X Y]‘

nt 8

(0" -0) &(s' - ¢)

1=0 m=-] sing

Soit alors la fonction de GREEN modifiée (voir aussi annexe B) solution de :

s(6' -0) (o' -0o) - —

H2 G( 0's0 [¢'s ¢) = —
sin o 4

On vérifie que :

G = - o Q%Ei_l 0 -m! 1 el M 0" - ¢)PT (cos ©') PT(cos 0)
1 mfo (1 +m)! 1(1+1)

L'expression suivante :

Z (0s¢)

f G HZpd Q_'
Q' = 4nm

Z (0,9) =f| o H2Gdg'
Q' =41

devient

_en employant la méthode d'intégration par partie et en tenant compte des

~conditions de symétrie sur p.

20.
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On a par suite en se souvenant de la définition de G :

Z(0:) = - = e d' + p(0:0) = - g +0(0:0)
Q' =41
d'ol
1 ) 1 1 ! 3 . E
p(0,9) = - * of G( 0',0]¢ ,¢)[?(1 +bcos2¢') = |
| Q' = 41 b 99

+ 2-sin 0' cos 0' sin 2 ¢' 8

00"
- 3/2 b sin?0"' sin 2 ¢'] p(0's ¢') d Q'
En remplacant dans la relation précédant G par sa valeur donnée plus haut

et en procédant & une intégration par partie, il vient finalement :

41 +1 (21 - 2m)! 1 p2m (2)e” j 2m oy

1
p(zs¢) =3=-01 %
4 ar (21 +2m)! 21 (11 41 2

g

- 3 I
e J 2m o o(z' 40') d @
Z =C¢0s 0
On voit que p peut encore s'écrire :

[ - 3 1(1+b cos 26")PIN(z') + 3 sin 20* 2'(1-2'2) (Pg'{‘(z'))]
8z
11

=4

oz) =g+ o Kzl 6'0) p(z'u0") do
Q'=41
c'est-d-dire que nous avons transformé 1'équation de diffusion en une

équation de FREDHOLM de deuxiéme espéce de noyau K(z'>z[¢', ¢)

Par un processus d'itération, i1 vient :

p(Z,d)) = i_]'[ ) 0'-l f K_i(Z',z| ¢|9¢) %ﬁ dq’
1 Q'=41

avec

Ki(zl’zl ¢l’¢) = f K(ZI,Z"l ¢l’ ¢ll)Ki-1(zll,Z| ¢II’¢) dQ“
Q" = 41
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La série que 1'on obtient est du type NpymANN - En calculant le

premier terme perturbateur, on a :
| _ 1 ob .
p(z>¢) = o + 161 (1 -2z2) sin 2¢ + ...
Cette série est peu intéressante car elle diverge pour o = 5
Torsque b = 1. Comme i1 a &té dit au chapitre I, nous considérons alors
1'opérateur Hf+ %- 5%- comme agissant sur la fonction de GREEN. On montre que :

*
6(z'sz| ¢'40) = - 1 3 Izt ae') V] (2:9)

de sorte que :

..... ‘ ¥ .
0(z5¢) =%H + obxrz: 1 Yg']" (z:¢) x
21 (21 +1) - j om '

x./.[j m cos 2¢' Y%T(z',¢f) --% sin 2¢° z'(l—z'z)gin(YgT(z';¢'))] p(z' ,¢') do'
Q' =41 |

avec 1'assurance que la série qu'on tire de cette &quation converge quel que
soit 0 , puisqu'elle sfidentifie avec celle de PETERLIN.

L'intérét de représenter 1'équation de diffusion par une équation de
FREDHOLM est le suivant : i1 permet de trouver le rayon de convergence des

séries qui s'en déduisent. En effet, on a de fagon symbolique :
p=L +6%p
4n
 avec
R kel vy da
Q'=41
Cet opérateur est évidemment différent suivant que 1'on s'intéresse

d la série de NEUMANN ou 3 celle de PETERLIN.
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On peut encore écrire :
1 1 1 1
p = —+05§(—)+02 ) + -
1- ¢ jQ an an )é an

et on sait que la convergence est assurée tant que

g<§= 1
Al

oa || Jg? | est la norme de , donc Te rayon de convergence. (voir aussi annexe B)

Nous pouvons & présent étudier le procédé mathématique df"accé]ération"
de Ta convergence des séries. I1 peut se comprendre & partir dfun exémp]e simp]e;
Considérons en effet, la série de NEUMANN . On sait qu'elle diverge pour o = 5
avec b = 1. Si on choisit 4 = 4,8, elle converge, mais le nombre de tours
d'itération pour obtenir p avec une précision donnée est bien supérieur a celuij
qui est nécessaire en utilisant celle de PETERLIN - Cela tient au fait, que |
dans le premier cas, la valeur 4,8 est proche de 1a limite, et que dans le
second cas, la série converge quel qué soito et spécia]ément bien lorsque ce
paramétre est petit. Réduire le processus itératif est donc synonyme
d'"accélération" de la convergence. Par dé&finition, cela consiste & générer
une suite de nombres So’ S, » ... Si (ici, Si réprésente la somme des termes {térés
jusqu'au rang i) ; la solution S est 1a limite de cette suite et chacun des nombre:
Si est une approximation. L'accélération de l1a suite Si consiste @ la transformer

en une autre Vi qui doit évidemment converger vers S plus vite que la premiére,

c'est-a-dire que :

V. - S V. .= V.
Tim 1 - ou Tim .2 = 0
.i S- - S -i")w -
L Sis1 = 54
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Cette technique est courante en mathématique appliquée et parmi les

méthodes les plus utilisées, on peut citer :

- . la méthode de FREDHOLM (27) qui représente un prolongement
analytique au-dela du rayon de convergence.

- . la méthode des approximants de PADE, et plus spécialement pour le
type de probléme envisagé ici, la transformation diagonale de
PADE-SCHANKS (42).

- . la méthode des fonctions r(M,M') = G(M,M') + v (Mf) h(M)
apparentées aux fonctions de GREEN G(M,M') (43-44). Dans 1'expression
précédenfe h(M) est une fonction donnée, continue et dérivable
Jusqu'au 2éme ordre, avec les mémes conditions aux 1imites que
G(M',M), tandis que v(M') est une fonction primitivement arbitraire,
mais dont les valeurs se trouvent fixées par des cdnditions imposées

au cours des calculs.

Toutes ces méthodes sont effectivement applicables & notre probléme,
et plus spécialement 1a 3éme puisqufe]]e s'appuie sur les fonctions de GREEN.
Cependant, elles ont toutes 1'inconvénient de fournir de nouvelles séries trés
différentes de la série originelle et par suite plus compliquées 3 calculer sur

ordinateur.’

La méthode que nous avons employée permet au contraire dfétre
facilement adaptable sur ordinateur, au moins aussi facilement que pour la série
classique de PETERLIN. Nous avons vu que 1'opérateur de PETERLIN s'obtenait a
partir de 1fopérateur.Hf en faisant g]issef 9f‘§$ du membre de droite

2
vers le membre de gauche de 1'&quation de diffusion.
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Tout transfert supplémentaire de terme ne ferait au contraire que
compliquer Ta recherche de la solution. Mais, on peut ajouter dans chaque
membre un opérateur linéaire sans supprimer 1'itération sur la base des fonctions
sphérfques. Celui qui nous a paru le plus simple est 1'opérateur multiplication

par un paramétre ajustable.

Ainsi on écrit,

2 _ O
(Hl 2

55+ Ko =(U' + K)o

ol on a désigné par U' 1'opérateur de droite de 1'équation de diffusion.

La solution prise sous la forme usuelle :

p = ¥ 04
i
avec p, = %ﬁ montre que 1'on a successivement :
2 0 _0 -
(H1 7 5% + k) Po k Po

L)
==
—
J
QL
+
=~
S
°
i
—
(==
+
=
S
©
=l
e

La nouvelle série représentative de p approchée par ses deux

premiers termes est :

sin? 0
o2 + (6-k)?

1 b

P= It Im [%c(e-k) sin 2¢ -%02 cos 2¢] + ...

3
La fonction de GREEN de 1'opérateur Hf + %’55 +k est:

*
Yj(0"50") Y](e:9)

G( 0',0]|¢'s9) =2 X
k+3 St - 1(141)
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et 1a solution exprimée par une équation de FREDHOLM a la nouvelle forme :

,.YST(@j,¢f). [U' + K] p(@'s ¢")

*
+ I3 Yg']" (054)

©
i
£
=

. dQI
Q' =41 k+ Jmo - 21(21 + 1)

Puis, tenant compte de certaines propriétés remarquables des fonctions
de LEGENDRE (orthogonalité, relations fonctionnelles, etc...), on est conduit

d trois relations de récurrence entre les coefficients x . et et

VA .
1-M,1 “1sm51

les coefficients X1,m,i-1 €t Yimi-1°

_ob _ -
7 [El,m,i— F1m,i- ] K1 m,i-1
E - 2l (hemay
DT ang)a1es)  (2meznyr L, -l
.3 _(21-2m)1 (2142m+2)!

(41-1)(4143)  (21+2m)! (21 -2m -2)1 ~ 1-ml,i-1

2141 (21-21)! y
(41-1)(841-3) (21 - 2m - 4)1 " 1-L.mtl, i-1

21 3
F . 4= y 1 oaq + Y .
L i=l = a3y (a1e5) O MLamel,i-1 (41-1)(414+3)  1om=1,1-1
21 +1

Y. .
(4]_1)(4]_3) ].'].’m"'].s.l-l
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b) [21(21+1)-f|<]y1’m §on omxy

O'b 1 - ! -
. [E ami-1 - Flim,i-1 ] K Y1 m,i-1

oll Tes El],m,i et Fll,m,i se déduisent des E],m,i et F];m,i par la substitution
4eS X1 m,i X Yim,
<) a ob

21(2141) - k:] X0, =7 7 Fr,0,-1 T K X1,0,i01

» J » - - - - - - -
Ces trois relations ont été adaptées sur ordinateur et 1'itération

portée a 100 tours. Les fonctions tg 2x , f_, f, fz ont été calculées pour

X'y
différentes valeurs de o et b en jouant sur k. A dessein nous avons tracé
le graphe d'évolution des fonctions précédentes suivant le nombre de tours

1. Dans chaque

d'itération pour b = 1 et 0 = 50, 100, 150, 200 et 400 s~
cas de figure, on peut comparer le processus de convergence des séries suivant
que k = 0 ou est différent de o. |

Comme dans le probléme plan (Annexe B), on est conduit & énoncer les

remarques suivantes :

- Quels que soient g et b, une valeur négative de k améliore la

convergence (Fig. 6-10),

- A chaque couple o et b, i1 existe un k optimal ko qu'il est
d'ailleurs difficile de préciser. Par exemple, pour ¢ = 400 et b = 1,
on voit que k0 est voisin de ~500 pour tg 2 x (FigJI%), proche de
-640 pour fz (Fig.lqp et plus prés de -680 pour fx(FigJﬂb) ou
fy (Fig.lqg.

- Pour k = 0, et o pas trop petit, on constate que la convergence
lente des séries est due & la nature oscillatoire de celles-ci.
Si on donne i k une valeur croissante a partir de o, 1'effet est

d'atténuer les oscillations.
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- Pour o > 100, l1a courbe représentative de k0 en fonction de ©

(Fig.11) est trés voisine d'une droite d'équation :

ko= 1,8 0 - 60

- Si on se fixe une précision sur les calculs (Ex = 10'4), le gain
sur le nombre de tours d'itération varie suivant que 1'on considére

tg 2x , f_, f , f_. Par exemple, pour o = 250 et k = -380, on

X* 'y’ 'z
voit que 1a limite de tg 2 ¢ est atteinte pour i = 70 (Fig..9)

alors que celle de f,» f, a lieu seulement pour i = 80. Dfune fagon

générale, tg 2Xconverge mieux que fX, fy, fz.

- Si on fait dacroitre b & partir de 1, le gain réalisé i diminue.
Par exemple, pour tg 2x et o = 400, on a tracé (Fig.12), les
deux courbes i = f(b) correspondant & k=o etad k0 Te mieux

adapté a chaque b. On constate que k0 tend vers o avec b.

En conclusion, nous avons donné & 1a solution de 1'équation de
diffusion un nouveau développement qui a permis d'atteindre, avec une précision
chiffrable, des grandeurs qui &taient encore mal connues.

Cépendant, tant que k n'est pas optimalisé analytiquement, la
nécessité de sélectionner ko‘par tatonnement alourdit, i1 est vrai, la
procédure. On pourrait toutefois construife la courbe ko (o,b) qui constituerait

alors une abaque de référence établie une fois pour toute.

On peut encore objecter que le choix de 1'opérateur de base cbmporte
une part d'arbitraire. En remplacant k par k%anous.avons;vérifié que les -
résultats &taient moins bons, mais nous n'avons pas testé un opérateur comportant

une dérivée seconde ou supérieure par rapport a ¢
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Ainsi, i1 apparait clairement que certaines questions restent en
suspend, bien que le but que nous nous sommes assignés ait été effectivement

atteint.

29.



DEUXIEME PARTIE

MOUVEMENT BROWNIEN DE ROTATION LIBRE

30.

Phénoméne aléatoire par nature, le mouvement brownien ne peut &tre
caractérisé que par des grandeurs moyennes, par exemple la rotation quadratique
moyenne. Dans le calcul de cette quantité, les valeurs de la vitesse angulaire
& des instants successifs jouent un rdle fondamental ; elles dépendent d'autant
moins de la valeur initiale qu'e]]és en sont temporellement plus distantes.

Au contraire la corrélation des deux vitesses augmente lorsque la durée qui les
sépare diminue ; on 1'exprime & 1'aide de 1a valeur moyenne, prise sur un

=~

ensemble & 1'équilibre, du produit des deux vitesses angulaires.

La fonction d'autocorrélation ainsi définie est directement reliée
au déplacement angulaire quadratique moyén, lui-méme proportionnel au temps

(supposé long) et au coefficient de diffusion de rotation.

Ceci n'est qu'un exemple de 1'intérét de 1a fonction de corrélation.
Cette notion de base va étre &tudiée pour elle-méme, puis constamment utilisée,
en particulier pour montrer 1'influence des termes d'inertie et de frottement

visqueux sur 1'orientation de la particule brownienne.



CHAPITRE I : POINT DE VUE THERMODYNAMIQUE CLASSIQUE

Dans ce chapitre nous rappelons la description de la diffusion selon
F. PERRIN et sa généralisation par FOKKER-PLANCK aux coordonnées et aux vitesses

angulaires.

1. Equation de diffusion d'une particule ellipsoidale.

L'&tude du mouvement brownien de translation a précédé celle de la
rotation. Aussi, les premiers auteurs qui se sont attaqués au probléme de 1la
rotation, ont-ils calqué leurs travaux sur ceux de EINSTEIN (45) ou de
SMOLUCHOWSKI (46).

Un des premiers buts recherchés a éte 1'établissement de 1'équation
de diffusion des positions angulaires. Ceci a &té réalisé dfabord par DEBYE (47)
et PERRIN (48) pour la particu]é sphérique, puis par GANZ (49) pour le modale de
révolution autour dfun axe (cylindre, ellipsoide de révolution, etc... ) et
par PERRIN (12, 50) pour 1la particu]é 3 trois axes de symétrie (ellipsoides scalénes,
etc... ).

Cet auteur montre que le courant de diffusion Q}autour des axes de
symétries repérés par les vecteurs unitaires %i est relié a la densité de

[y, T

probabilité o d'un point sur T'eilipsoTde par la reiation

3 a
J = T e'i D] 80
od Dy = kgT/€4 est le coefficient de diffusion de rotation autour de 1'axe i

et &; » le coefficient de frottement visqueux de rotation correspondant.
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La conservation de 1a densité de probabilits conduit alors & 1'équation

de diffusion (voir aussi lére partie) :

Evidemment, i1 est toujours possible de choisir d'autres axes de
rotation 1iés & 1la particule pour exprimer o . Dans ces conditions, cependant,
le fenseur D comporte 9 composantes. Un tel choix ne présente donc pas grand
intérét.

Dans la pratique, 1'équation précédente est donnée en coordonnées
deu]er. Sur la figure ci-dessous, le systéme Ox, y, z, mobile autour de Q,

est Tié & la particule, tandis que Te systéme oX, Y, 7 est fixe.

Entre les rotations infinitésimales dai autour des axes mobiles et les rotations

do, dé, d¢ autour de Ou » 0Z, et 0z, existe 1a relation

do cos y - siny 0 do,

dy - siny - €os y o da,
sin @ sin o

dy - cotgosiny - cotgocos y 1 do,

ol la matrice de transfert est celle du vecteur vitesse angulaire.



On a alors :
S 2
D cos2y + D sin? 970 4 (D sin2y + D cos? cotgg 22 +
Ba_ (D,costy + D,sinty) &2+ (0, sinty + D, costy) (cotdo 35

s —L 2% 4 cotgzg 0. - 2 SOM0 %0y 4
sin? 0 3¢° a2 sin o 343y

(D, - D,) sTn 2y ( %0 _ cosg 20 4 1+ cos?0  3p . cotg o gg)
sin o 303¢ 3y 2sinog ) 3

+ D, 3%
a2

Lorsque q = % , c'est-a-dire lorsque la particule est de révolution autour

de 0z, 1'équation précédente se réduit a :

82

30 - p, (20 4+ cotg p 20 + 1 320 4 cotg2g X2 -
at 302 30 sin2 9 342 ' 32

2 cotg o aig——) + D;'ﬁig—
0oy a2

[Dl Hi + (D; - D;) H;] p

FAVRO (51) a étendu 1'étude précédente aux particules de forme quelconque.

Par rapport a un systéme d'axes 1ié au solide, i1 obtient :

P - Ly
5t = (Yo D= Vade

oll les composantes Dij du tenseur D sont données par :

1
D.., = d3 . s t
Tl .}' o aj aj plesd )

33.
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o0 p(a ,At) est 1a probabilité d'une rotation o pendant Te laps de temps A t.
v V]

Le calcul effectif des Dij conduit a la relation

2

i * &5

Dij = kBT

ou g i sont les composantes du tenseur frottement de rotation.

Celle-ci montre que le tenseur de diffusion est symétrique. I1 est aussi
défini positif, de sorte que par un choix convenable d'axes appelés axes
principaux,D peut &tre rendu diagonal.

Pour établir cette relatibn, FAVRO considérait que le coup]e de frottement

visqueux est indépendant de 1a translation.

ORI

N

1'indice supérieur (0) désigne une origine arbitraire fixée dans le mobile.
En fait, BRENNER (52 53 a montré plus tard qu'un couplage entre la translation

et la rotation peut exister pour un solide de forme tout a fait arbitraire :

0 oo (D) Lo,

- Et' 2(0) - gc(O)' ,‘{’}

emm
]}

les indices inférieurs t, r, ¢ sont relatifs 3 la translation, & 1a rotation,
et au couplage translation-rotation. E;(O) est Te transposé de gc(o)

Ho est la vitesse de translation en o.



Et et Er(o) sont symétriques et définis positifs, mais 5C(°) n‘a pas en
général cette propriété, sauf en un point ¢, appelé centre de réaction.

Le courant de diffusion a la forme générale :

[
—
o
~—
1t
o
L}
(]
~—

avec :

- - -1
0,(©) = kgl [ e, - £ . (g, )T . g ]

_ _ -1
D,. = kgT I gt(O) - EC(O) ) (gt)l _ E:C(o)]
= kgl 0y o | o) (o), (0) ]_ .
Dg = B (Er‘ ) . gc- Et" EC' ( Er ) . Ec

Etant donné que le courant de diffusion comporte des termes de couplage, on
peut penser qu'il faille atudier le mouvement brownien dans son ensemble.
En fait, 1'équation de diffusion montre que-par une intégration sur les

coordonnées de la translation, on a accés 3 1a rotation seule.

2. Equation générale de la diffusion

Une seconde étapé dans la compréhension du mouvement brownien de
rotation a été, d'établir la fonction K ( s w» t) de distribution des
G

orientations o et des vitesses . Intégrée sur 1'espace des vitesses, elle
w .

fournit o( o, t) envisagée au paragraphe précédent. Intégrée sur 1'espace des
N

35.

1
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positions angulaires, elle conduit af( g, t ), la distribution des yitesses.
Avanf d'établir T'équation a 1aqué11e satisfait K (g, W, t) et qu'on.
a coutume de désigner par 1'équation de FOKKER-PLANCK (én abrégé : F.P.),
rappelons quelques notions sur le pProcessus aléatoire de MARKOV (64 -59).
Soit y une variable qui représéntera par exemple la position ou la
vitesse de la particule. Si elle était parfaitement déterminée i tout inétant t,
on pourrait définir une fonction continue du temps y(t). Une telle fdnction
n'existe pas, mais on peut attacher & y une certaine densité de probabiliteé
P, (y,t) d'avoir 1a valeur ya 1‘instant t ; dans le cas o0 le processus est
continu, P (y,t) dy représente la probabilité de trouver Yy dans le domaine

(Y ¥y +dy) au temps t.

-

Sauf pour les processus purement aléatoires, P,(¥st) ne suffit pas 3
définir entiérement 1'évolution de Y. On considére alors 1'expression

P,(n1s t1| Y, t,) dyldy2 comme représentant la probabilité de trouver y

dans 1'interva11e(y1, y, + d%) a t et dans 1'intervalle (xf y, * dyz) a t2 .

Entre P1 et P2 s 11 y a 1a relation

Pz(yl’ tll yz’tz) =‘P1(y1’ tl) K1 (yl’ tll Yo tz)

ou K;,représenté la densité de probabilité conditionnelle de trouver y, a t, si
Yy a la valeur y, a t, . On supposera par la suite que t2> t1
Un processus ol toutes les informations sont contenues dans P2 est

un processus de MARKOV. Dans ces conditions, on a :

K'i‘l(yl’ tll Tt l ce l -y'i-l’ t-i_]_l -y-i’t-i) = Kl(y'i'l’t'l-l ' .y-iat.i)
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et on établit 1'équation de CHAPMAN-KOLMOGOROV.

Kl(yl’ tll y3’ t3) =f Kl(yl’ tll y2’ tZ) Kl (y2’ t2' y3’ t3) dy2

Un processus de MARKOV est dit stationaire s'il ne dépend que de la

différence t2 - t1

P2 (yl’ tll yZ, t2) PZ(yll y2’ t2 B tl)

’ = ’ = ’ -t d
I(1 (yl |y3 t3 t1) f Kl(yllyZ t2 tl) Kl (y2| y3 t3 2) y2

Enfin, d'aprés 1a relation qui Tie % et ﬁ on déduit que :

le( y1|y2’ t2—t1) dy2 =1

et d'autre part, si t - t - , le processus devient purement aléatoire,

c'est-a-dire que :

1im

Le mouvement brownien est un exemple typique de processus markovien stationnaire.

Considérons donc une particu]é en solution soumise 3 1'agitation
permanente des molécules de solvant et désignons par % s g ses coordonnées
a T'instant t. Soit alors une fonction R ( a, 2) suffisamment réguliére et
s'annulant & <  suffisamment rapidément. Nous nous proposons d'étudier

1'intégraie
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8K o sW l O sWs t)
/‘/‘ da dw R(asw) (\,o N
AV} v n

ot

On peut &crire qu'elle est é&gale a :

lim (at)”! do dw R{osw) | K (@0, | cws tHt)- K (@gwol aws t)
Y v 1300 " s 1 N

At > o

=~

Ou encore a

Tim (At) f/ Cb dw R(a,m)lﬂda dw K, (OLO u.bl OL ,w ', t) |S(0l. ,w | a,w, At) -

At > o

n n
3 ‘ 3
R R
Riasw) = R{a'sw') + I (oc.i -a's) L1 z (wi - w'_i — +
v v i=1 90" 5 i=1 w's
33 o,
+% z 1 (w5 = w's) (wy - ‘”'j)» a—-R————l
=1 j=1 aw'i 3w j

Seuls ces termes sont nécessaires comme nous le verrons par la suite.

Remplagons alors R ( &, ®) par ce développément dans 1'équation précédente

3K,
f da dw R{a,w) —— =
N ot

: "1 ] ] | [l v | 1 '
lim (At) {ff dy' du' K, (g0, & 'y t)f[ da do K, (@' 5’| 050,At) ’R(g ')+

At - o0

3 ' 3
3R oR
%(a-u.l— + Z(wi-w1—+

)
30&'1- 1 ‘ 2w i



RIS 'wj)(wjfwj’—.'—.—]' o do R(@w)K, (ol g €)1

. 3 3
= 1im (At) 1 da' dw' K (0w, |a'sw'st L w'at — Ry L <A w;> R
YRR 0 °a0'n, A, 1 30" 1 T A,

At >0 1 i
3 3 2
+-12 ST < w; Mwg> R
1 1 J 3wl.iaw|
J
ol nous avons Supposé que ai - a'i = wli At, et posé :
<Aw;> f (w - w' ) Ki( o'sw' | asw,At) da dw
1 Ny nony ’\1}
_ - ! - ' '
<Aus ij>_ﬂ- (w5 - 'i) (wj w j) _K1 (g ,(’t,) Ioz,w,At) dg’ er\U,

=~

En procédant ensuite & une intégration par partie, ce qui est possible ici &

cause de 1'hypothése faite sur R (%,%), il vient

oK )
ﬂda dw R(a,w) { L w . Yy Ki + Tim (At) 1 [Au) . (<A'<e> K,) -

VoA A ot v At + 0 v

1
F e g g K|

et comme RQg s w) est arbitraire :
w _

aK : ' :
1 s -1 1 o
— e gk s ) [Z‘ﬂ (e K - T ot (<hy Ay Kl)]

39.
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Cette équation est 1'équation de FOKKER-PLANCK. Pour qu'elle soit parfaitement
définie, i1 faut que les valeurs moyennes de Aﬁ ou Aﬁ A% et par conséquent K,
soient connus.

I1 semble donc que nous soyons parvenus & une impasse.

En fait, i1 existe un autre chemin pour accéder aux valeurs moyennes.

Celles-ci peuvent étre déterminées a partir de 1'équation stochastique
de LANGEVIN déja mentionnée dans la premiére partie. Equation du mouvement, elle
représente donc une application du théoréme du moment cinétique & la diffusion

de rotation, de la méme maniére que 1'application du principe fondamental de

-

la dynamique 3 la diffusion de translation fournit 1'éauation de LANGEVIN.
de la translation (54).
Pour une particule homogéne & trois axes de symétrie. trirectangles,

elle s'écrit (60,61) :

oit h, = 1. - Ik'
Le couple aléatoire A (t) di aux chocs de molécules du solvant est
n
responsable du mouvement permanent de la particule ; il obéit aux régles

suivantes :
<A;(t)> =o

Aj(t,) Aglta)> = 2Y; 855 8(t,- t,)

ol Y est une constante.
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La premiére régle exprime 1'aspect f1uctuaht de ce couple et la seconde
sa nature trés rapidement variable.

On voit apparaitre ici la notion de fonction de correlation

de grandeurs physiques variaht aléatoirement avec le temps. D'autre

part, 1'équation du mouvement indique aussi que 1'impact des molécules du
solvant sur la particule brownienne a deux effets dont 1fun est la création
d'un couple moteur qui assure le mouvement et 1'autre la création d'un couple
de frottement visqueux qui tend a annuler tout déplacement. I1 est donc naturel
de penser que ces deux couples sont correlés, puisqufi]s ont méme origine.
- Il existe, en effet, une relation entre eux que traduit le théoréme de

fluctuation-dissipation (62-64) et sur lequel nous reviendrons par la suite.

Pour un court laps de temps At, 1'équation du mouvement sfécrit :

* t +AL
I.i Aw_i = (h.i (L)j (.l)k - E.i U).i)At + I Ai(tl)dtl
t

soit :

_ g
<A w.i> = (r.i (L)j wk % (1)1-) At

en posant :

De méme, multipliant 1'équation précédente par Ij ij et

faisant appel & la relation de correlation entre les couples aléatoires, il vient :

<Al.0.i A(Dj> | = ZC_i Gij At avec Ci = -I_iT
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L'équation de F.P. est 3 présent parfaitement définie et donne :

" o : 5

2
—1+ w .9V K = - X -3—- (Y‘. Ws Wy - i w.) K. + > C. ) Kl
st v A T e O L = L T

Cette &quation a &té &tablie par STEELE (61), CONDIFF et DAHLER (65) et
HUBBARD (60). | |

Intégrons F.P. sur 1'espace des coordonnées de position angulaire , on a :

3 £. 3 2
of P : i 532 f
— = ) I— (y-, Ws W, = =— w_)f -+ b C. e
at 1 Bwi 173 7k Ii i 1 1 dw ;

C'est 1'équation de diffusion pour 1a fonction de distribution des vitesses
angu]airés flw_ | w »t).
nO o
Nous précisons ici que f dépend ausside ( d t =o.
N

Pour résoudre cette équation, i1 faut connaitre f au temps t = o.
Or, par définition, la particulé a layvitésse Wy de sorte que :

fieo = 6(93 - ,teo)-

Avec cette condition initiale, f a &té obtenue par STEELE (61) pour la
sphére et par HUBBARD (66), plus récemment, dans le cas de 1'ellipsoide de

révolution. Nous avons donné en Annexe C une forme compacte & la solution de

HUBBARD.
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Cependant, le processus de la diffusion étant un processus lent on

convient en général de négliger en premiere approximation les produits tels que

wj Wy . Dans ces conditions, F.P. se réduit.a :
3 £ o
af P 1 9
= 2 o—{F w; + C, &—)f
ot 1w Ii i T duw;

dont 1a solution basée sur celle de 1a translation est

T

3 wj -wp g e 71 )2

flo, | wst)= T ——r0 ¢
Ko n 1 (41 EO)I/.Z 4€.i
&
kg T -t
avec g; = ?T;—"'(l -e "1 ) et dans laquelle on a remplacé Ci par
SikgT

sa valeur > » Obtenue en notant que pour t+>, f o Haﬁ)’ la

1
distribution de MAXWELL-BOLTZMAN.

L'un des intéréts de f est qu'elle permet de calculer les fonctions
s

Wy § ws> dont 1'importance

est grande dans ce genre de processus (Voir annexe C).

de corrélation des vitesses angulaires <

Réécrivons 1'équation F.P. sous la forme compacte :

-‘aK1
_+QK =0
ot 1
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ou Q est 1'opérateur :

£5
_ 3 Bt BT B
Vel oo l("i‘”jwk T, o) Ciawi]

Cette équation s'apparénte a 1féquation de LIOUVILLE de la mécanique
statistique St +L F=0 , oi L est I'opérateur de LIOUVILLE ou
Tiouvillien (voir aussi chapitre IV).

Aussi allons nous Tui appliquer la technique des opérateurs de projection
proposée par ZWANZIG (67). Soit donc P un opérateur linéaire indépendant de t,
et tel que :

PK,(t) = K' (t) et (1-P) K (t) = K" (t).

On peut écrire :

3K' (1)

- PQ (K" () + Ky (t))
ot

K" (t)

- (1-P) Q (K, (t) + K" (t)).
3t

Cette derniére équation a comme solution formelle :

- | t
k", (t) = e HIPIQ gu o) -J e S(1-P1py q k' (t-s) ds
' 0

et par suite
3K', (t) |
d t

- [ -t(1-P)Q
=-PQK (t)-PQ e K" (0) -

Jt -s(1-P)Q ]
- e (1-P) Q K'y(t-s)ds

0



Définissons & présent P par la relation :

P = Pl(ﬁ)][("') dy

ol Pl@ﬁ) est la distribution de MAXWELL-BOLTZMAN.

Appliquons P 3 K, , ona:

=) K T ast) = Pe) pet)

On vérifie aussi que P = p? . =P,

Ainsi 1'équation d'évolution ou cinétique a laquelle obéit p(g,t) est

30 (2st) | “t(1-P)Q
Py () ————5—:—4—-= -PQ [ P(w) (2, t) ] -PQ { e K'(o) -

'I.t -s(1-P)Q
- e (1-P)Q | P(w) p(%, t -s) ] ds }
0 |

En admettant d'autre part que K“l(o) = 0, ce qui signifie qu'a t =0 1a

distribution des vitesses est déja celle de BOLTZMAN, alors :

3p(gst) -J't -s(1- P)Q
P (w) 2 . =PQ IP (w) p(0st-s) ] ds
1 at o |

_o0(at) s(- P)Q
- [ P(@) plasts) ] ds du

45,
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puis successivement,

0 (got) £ -s(1-P)0 |
o et Qe o T [Pl(w) o(ast-s) ] ds d,
5t o n N v v

cE

3p(ast) i t -s(1-P)Q . is d

Une forme approchée de cette équation est (79) :

ap(ast) t -s(1-P)Q .
S N P L T

Y]

On vérifie que (voir Annexe D)

Y

-s(1-P)Q
w e ‘epl(ru\i) df(t), = <’(,\uJ fU\J,(S)>
w
N

de sorte que :

t
Bp(%st) - J
ot o

et si on admet que le temps de relaxation des vitesses est bien inférieur a

Za . < (S)> . r\\]Jap(%,t-S) ds

celui des coordonnées angulaires :

Bp(%st)

t
~ . S ds . ,t
" Yo J; <w w(s)> Vaplast)
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soit encore

3p (ast)
_—nN

3-(; (,Yla * D * '\\710') p(%’t)

t
en posant D ‘J; < (s)> ds , qui représente évidemment par identification

le tenseur coefficient de diffusion de rotation si t est suffisamment grand.
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CHAPITRE IT : ESQUISSE MOLECULAIRE

L'équation aux positions angulaires que nous venons de rappeler fait
apparaitre pour la premiére fois certaines fonctions de corrélation temporelle .
L'objet de ce chapitre est de les calculer, sans hypothése nouvelle, et de

montrer leur utilité pour déterminer les grandeurs physiques caractéristiques.

1. Fonctions de corrélation temporelle

Pour une particule en forme d'ellipsoide scaléne, 1'équation de

LANGEVIN est :

du; (t)
I; S CHOR SN wi(t) wi(t) = o
ol nous spécifions que la vitesse est prise & 1'instant t - W devient W (t) -

et cela dans Te but d'éviter toute confusion qui serait susceptible de se

produire dans la suite de 1'exposé. De méme, nous écrivons w (o) @ Ta

place de ¥o
Intégrons 1'équation précédente sur (o,t) ; il vient :
‘. ¢ Ei(set)
wit) =wj0) e ", % 4 11_1 / eTT A (s) ds
o

Multiplions par w; (0) et prenons la moyenne sur un ensemble &

1'équilibre (61) :

<wi(°) wi(t)> = <w;{0)?> e i = T—*°
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puisque w; (0) ne peut &tre corréiée avec Ai(t) pour t > o.

Plus généralement, on a :

<w-i(°) wj(t) = . e i G'ij

On parvient encore au méme résultat de la facon suivante :

< wi(t)> » valeur moyenne de wi(t) pour un wi(o) fixé est solution de :
d < u)_i(t)>
I -———7;E———— =-gs< wi(t)>

puisque < A(t)>=o
o

On a alors :

&
- - t
< w;(t) = wi(o) e !
puis,
S
< w_i(o) < w_i(t)> > =< (0)2> e I'i
£E.

Cette seconde méthode (68) trouve d'ailleurs son origine dans le
caractére markovien de w oo En effet, on sait que le processus est alors

entiérement défini a partir de P par :

ffu) (0) w(t) P, dy(o) du (t)

<p (0) w(t)>

[ 560 P,(w(0)) du(0) [ u®) F(g(o)a(t).t) dalt)
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La densité f ayant &té calculée au chapitre I, on peut faire l'app]ication
et montrer que 1'on trouve la méme expression pour la fonction d'autocorrelation ¢
,dés vitesses angulaires (F.A.V.A.). On &tudie en annexes C et D, une application
détaillée dans le cas ol les produits wy ws ne sont plus négligés.

La forme exponentielle de F.A.V.A. est caractéristique d'un processus

gaussien markovien (voir annexe E).

On a aussi %i(t'-t) =¢i(t"t)=<“i(t)wi(t')> et par suite si t'=t,

®,(0) = <wi(t)2> » ce qui impliqUe que la valeur quadratique moyenne de L

ne dépend pas de t. Ceci est en parfait accord avec le fait qué si la particule

se trouve en équilibre statistique de MAXWELL 3 t = 0, elle lfest aussi 5 un

instant ultérieur qué]conqueQ On peut dfai]]eurs-]e vér%fier d partir de

1'équation de LANGEVIN, et montrer que < wi(t)?> = E%;—
Dans un méme ordre d'idee, i1 peut étre‘intéressant de calculer

<w;(t) A;(t')> . On sait déja que si t' > t, <w;(t) As(t')> =0

Intéressons-nous au cas t'< t. Pour ce faire, i1 suffit d'écrire

t, 5 .
E_:. . E. +'I—S '
-t - Tt e "1 <Aj(s)A;(t')> ds
<w; (t) As(t')> = <w; (o) Aj(t')>e "1 +e i |
0
ou encore
s E;
- Tl t toy Tl S

wi(t) A(t')> =e i e "i 2, kgT §(s-t') ds

o
et on vérifie le résultat suivant :

o ity

<t <up(t) A(t')>= 26, kT e i



La forme de ces relations est tout & fait semblable & celles de la

translation (69,70).

1.2. Théorie linéaire de KUBO

On a pu noter 1'importance de 1'équation du mouvement en diffusion de
rotation : grdace 3 elle, on peut résoudre 1'équatidn de F.P. et déterminer
toutes les corrélations entre vitesses angulaires elles-mémes ou entre vitesses
et couples aléatoires.

A titre de vérification de certains résultats obtenus au paragraphe
précédent, on peut encore procéder de 1a facon suivante : on adjoint a
T'équation de LANGEVIN une relation qué 1fon déduit de la théorie de la
répdnse Tinéaire de KUBO (71). Cette théofie étudie, en physique statistique,
la réponse d'ﬁn systéme lorsqu'une perturbation extérieure trouble son
équilibre. On congoit que si 1'action est suffisamment faible, la réaction du
systéme doit lui étre proportionnelle, ou plus généralement, étre une
fonctionnelle Tinéaire, et les coefficients de proportionnalité, ou les
noyaux des fonctionnelles, avoir des propriétés spécifiques du systéme non-
perturbé.

Ainsi, on montre que la vitesse angulaire moyenne < g(t)> dfune

particule sous 1'action d'un couplé extérieur T (t) est donnée par la relation :
.

t
<,‘{,’(t) = ;lT—‘/‘ o(t-s). '1‘"1(5) ds
B 0

Celle-ci jointe & 1'équation du mouvement mise sous la forme :

d < w(t)>
i N = - < w(t)> +T(t)
dt v v
permet, par 1'intermédiaire de la transformation de LAPLACE, d'accéder aussi a

o (t).



Nous reviendrons plus tard sur la théorie Tinéaire de KUBO. 52.
Notons encore que la forme de r(t) est quelconque. On peut
par exemple, choisir r(t)= k eJuet ", de sorte que :
n, v

t t .
- Jw.s .
<w(t) s> = k-lT / o(s).r(t-s) ds = L/q;(s)e “e ds). k e @t
v B 0 " kBT ) "

et Torsqu'on fait tendre t vers 1's :

avec -‘17 . ) -jubsds
WE)> = upp(we) . I(t) VTR 0@(5 °

La grandeur physicue Yap €St appelée "susceptibilité généralisée"”.
Sous une forme plus générale th » On sait qu'elle joue un role important
dans grand nombre de domaines de 1a physique, tes que en R.M.N., dans les
phénoménes de conductivité thermique ou &électrique, de diffusion inélastique,
en viscosité des fluides. Arrétons-nous un instant sur ce dernier cas. Par une
approche cinétique de la viscosité basée sur 1a notion d'équilibre local,
MORI (73) montre qufon a:
1 ® -juwgt
Yan(wg) = Hwg) = ——— ] e < J.ij(o) 'J.ij(t)> dt

0

expression que fournit aussi la réponse linéaire.
Dans cette expression, V est le volume occupé par le fluide et Jij est

donné par la relation :

t F_ . sont

ol M représente la masse de l1a n'°"e molécule ; R ., P . e
n n,i’* "n,i n,i

respectivement les composantes suivant e; de sa position, de son moment, et
n

de 1a force a laquelle elle est soumise.



STOCKMAYER et 0011(74-76) ont calculé wuf) pour une solution diluée
de macromolécules & modéle de chaine flexible en appliquant 1'expression de MORI,
ce qui leur a permis de retrouver les principaux résultats de ROUSE (77) et
ZIMM (78).
En revenant a < %(t)> , on voit qu'on a aussi
1 jwet
<x(t)> = — D(w,) - k e
B

ol DQ»Q est le tenseur coefficient de diffusion pour la fréquence w, .

De méme :

<w(t)> = = D .k
L0y n,
kBT
si T(t) est constant.
n ,

La réponse du systéme a donc la méme fréquence que le stimulateur
et Te lien entre réponse et stimulateur est un coefficient de transport,
caractéristiqué du milieu non-perturbé, ayant la forme d'une intégrale sur
les fonctions d'autocorrélation du courant microscopique. Cette constatation

=~

est générale et s'adresse a tous les coefficients de transport.

2. Grandeurs physiques daéduites des fonctions de corrélation temporelle

- La F.A.V.A. est donnée par :

kT - g
_ B I.
@i(t) = e i
i
et sa dérivée par :
. doy(t) &5
=- 1 %(t)
dt i

Par suite de 1a forme de < A(o) A(t)> ,ona:
Y Y

do, (t) t

LR S o; (t-s) 6;(s) ds
dt 1;kgT

0
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en posant G(t) = < A(o) A(t)>
n, av}
Cette relation qui a ce niveau de notre &tude n'est qu'une équivalence
est en fait vraie quel que soit G(t). Elle permet ainsi de trouver
G(t) si o(t) est donné.

Plus généralement (mobile de forme quelconque sans couplage) elle s'é&crit:

t
do(t) _ _ _1 /q)(t-s). G(s) ds
(]

dt I kBT

A partir de &(t), on sait déja qu'on déduit D par la relation :

/ ® kgT
D. = o (t) dt =
1 o ! &4

Pour un el1ipsoide de révolution et dans le cas ol w; (t) mj(t) # 0, D reste

diagonal (voir annexe B)

D'autre part, on montre facilement que :

o9

gy = —1 f G;(t) dt
0

kBT

relation qui reste vraie quel que soit G(t) et qui permet de relier le
coefficient £; déterminé macroséopiquement par les équations de 1'hydrodynamique

d& la structure des intéractions entre solvant-soluté.

La relation précédente peut encore &tre une définition de D par :
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Exprimer le frottement soit & partir des fluctuations des vitesses, soit &
partir des fluctuations des couples aléatoires, représente deux formes
différentes du théoréme de fluctuation - dissipation de KUBO.

Une autre conséquence de 1'équation de LANGEVIN est qu'elle indique un bilan

d'énergie. En effet, on a :

dw,;(t
<w; (t) dojft) > =0
dt
, w;(t)
ou encore puisque Ii —_— = AT 1.(i:)
dt i
= 0

<w; (t) AT,i(t) > =

Ce qui signifie que la puissance totale moyenne par degré de liberté de 1a
particu]é brownienne est nulle ; autrement dit, la puissance dissipée par
frottement, soit - g5 < wi(t)? = -5 kgT/1; , est a tout instant compensée

par la puissance recue au titre des fluctuations, soit <wi(t)Ai(t)> = gikBT/Ii

Aussi, la particule garde en moyenne son énergie cinétique propre, de

rotation comme de translation, au méme titre d'ailleurs que les molécules
[

du solvant, de sorte que la température du milieu ne varie pas.
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CHAPITRE IIT : INFLUENCE DES TERMES D'INERTIE SUR LA DIFFUSION.
APPLICATION A L'ELLIPSOIDE DE REVOLUTION

Nous nous proposons de résoudre 1'équation de diffusion d'orientation
p

d 1'aide des fonctions de corrélation ol figurent les termes d'inertie.

1. Fonction de distribution instantanée des orientations

Dans 1'étude qui suit, nous considérons 1'équation de diffusion
régissant le comportement de o (% » t) pour un objet brownien possédant
un axe de révolution, tel que 1'ellipsoide de révolution. |

Pour ce modé]é, on sait (Chapitre I) que :

2
R N R R

L'évolution de p au cours du temps dépend de sa valeur @ t = o.
Nous supposons qu'a 1'instant initial, elle est diraquienne, c'est-d-dire
que p(%o,o) = §(¢) s(y) §(0)/ sin o . Etant donné les conditions de symétrie

=

spécifiques a3 cette particule, p est donnée sous la forme du développement

suivant :
o= _x Al ¢l () ™
T,myn M0 M,n 1 (0:¢,¥)

ou les fonctions TT’" ont été définies & la premiére partie.
Comme.

2
H Tmsn = - ] ]+ m,n‘ 2 myn - - 2 =Myn
N (1+1)T, W2 T3 =-n? T

on a

. - [o+p, +n20-0) ]
Cm’n(t)=e ]
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et les coefficients A$ n sont obtenus par normation.
Lorsque t > w 5, p( as t) = P (a) = A° 72:0- 1/812 c'est-a-dire -
_ " 1 0,0 0

vers 1'isotropie des distributions.

Nous avons dit que p dépend des conditions initiales. On peut aussi

supposer qu'a 1'instant t = 0, il y a déja isotropie des distributions en ¢
puisque la particule est de révolution autour de 0Oz.

Alors,

-1(1+1) D,t
o n B, O

qui est la forme courante rencontrée en diffusion de rotation.

L'exponentielle du temps décrit 1a maniére avec laguelle  tend vers 1'isotropie
et la constante de relaxation 1/1(1+1)D,, la rapidité avec laquelle on atteint
1'isotropie.

D'autre part, g1(t) étant le vecteur unitaire dirigé le Tong de 1'axe

de révolution a 1'instant t, les fonctions de corrélation d'orientation sont :

< T™° (e,(0). es(t) > = LR ()
1 &1 ' r\,l m,0*‘:

ol la définition de 1a moyenne est analogue a celle sur les vitesses.

2. Approximation de STEELE

L'allure de p obtenue & partir de 1'équation traditionnelle est une
fonction exponentielle décroissante du temps quel que soit t. Or, au voisinage

de 1'origine, 1'inertie de la particu]é ne peut pas &tre négligée.



STEELE (61) corrige en conséquence 1'équation de diffusion de 1a sphére et

1'écrit sous la forme :

2
9 = D,(t) Hp

avec

t
Dl(t)=Da(t)=% J<$(o),e(t)>dt=511 1-e

0
L'équation équivalente dans le cas de 1'ellipsoide est :

- &
It]

2
2= Di(t) Moo+ (Dy(t) - D (t) H o

avec

t | t
D (t) =j o, (t) dt D(t) = / o, (t) dt

o o

Tous calculs faits on a :

£t
1 IlkBT £t " T
Cm (t) = exp (52 - 1(1+1))(-J—-— l+e 1 ) -
sN 2
E' Il
7 :
| Et
I.kpT g.t - 4
.28 nz(_a,_1+e-13
g2 I,

3

Lorsque t 5

: - [1(1+1) D, +n2(D- D )] t
Cm,n(t) = e . 1

tro

qui est identique & la relation classique.

)
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Par contre, si on fait tendre t vers o, on voit que :

kT kol koT
B
[- 3o 3w & | =
(t) = e

t->o0

1

C
m,n

dont 1'allure est cette fois gaussienne.

3. Approximation par une équation de convolution

On a vu & 1a fin du chapitre I qu'une équation plus exacte que

celle de STEELE est une équation de convolution

t
9p - | . -
ot j XOL . <(:’(€(s)> ZO‘ (t-s) ds
o .

On en déduit 1'équation a laquelle satisfont les CL n(t)

C (t
BLZ;’L(_)_ = - J E(Hl) o, (s) + n?(e, (s) - <1>1(s))] C;,n(t's) ds
0

soit encore

P2+ 2 + i P+ 55 P3 + 2 + s ) P2 +
AR LA 6 S ¢

3
-
3
—
ct
~
|

3 kgT \ kBT \
3 - —

+ TILI:'*' —I—l- (](]""1) n ) + Ia n P +
| -1
£ kT | £ kT

v 2 Boqasny -n2) ¢ 2 Bop

I3 1 1 I3

aprés transformation de LAPLACE, p représentant la variable conjuguée de t.
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Si on désigne par P; les racines du dénominateur alors :

c! t) = ; "1t P2 + P El + 53 + ‘5153 3P2 +
m,n( ) - € i i (TT E) I, 1 i
1

-1

gl ga g £, k gl \ kgT
+ ZPi (T:'+'T;) -——T— T (1(1+1) -n%) + ——; n2

et on vérifie que pour des particules types macromolécules (dimension de 1° ‘ordre
de un dixieme de micron), toutes les racines sont réelles et négatives pour 1
pas trop grand La détermination exacte des p; est 1abor1euse 3 i1 est plus

intéressant de connaltre 1es formes limites des C] (t)-

pour t > o s 0Up >
kgT kT |

1 1 1 B 8

ou

1

Cmon

| keT K T
t) = 1 -1¢ [—B——(1(]+1)-n2)+ % nz:]+...
= :

et 1'allure est quadratique.

Pour t + =, en procédant comme précédemment, on montre que

1 -t [D1(1(1+1) - n?) + D, nz]
Co (t) =~ e
m;n_( % - o
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D'autre part, 1'isotropie autour de 1'axe de révolution simplifie la relation

1 . .
aux Cm,o qui devient :

2
P+ L
¢ (p) = b
m,o( ) -
kBT
P2+ P L + — 1(1+1)
Il I;l

La transformation inverse s'effectue facilement et donne :
1 5 yA
1 1| B 1 -5 (- o+ (@)t
AMORES [(_1' @k e P :
1

1 2 -
) (§—1+ (D)l/z) e ° (11 (2t ] "

avec !

£ 4k, T
0- [(—I—I—)Z- IB 1(1+1)}

1

Cette relation n'est pas différente de celle de la sphére (gp). Son originalité
réside dans le fait qu'un régime oscillatoire amorti peut prendre naissance.
Pour des macromolécules, il serait sans doute masqué par le phénoméne principal
puisqu'il ne pourrait apparaitre qufa des valeurs trés grandes de 1.

De méme, i1 parait difficile de mettre expérimentalement en &vidence le
comportement quadratique en t au voisinage de 1forigine de 1a fonction de

distribution p (Fig.13).

‘4. Formulation rigoureuse

Nous avons vu au paragraphe I,2,2 que 1'équation aux orientations était

t |
dp(at) -s(1-P)Q
—— = Vy - we .9 |P ,t-s) | ds d
" Vo - © o Za[l(ft’,)p(%ts) 5 dw
w
Y

0



’ 0',. =

0,99

avs }

1)

9,=220,22a,=10 A°

Mo = 163 Pi

sqt .5&.‘._‘." *

e ):e e 5

@) c,:' { ) : up[-s -’%‘I(tﬁ ¢ t: 4)]

<Alely)t" <Af1eT)L"
@ s ) e S ) A
™ 3
' 43y JheT be, St
{2) a-4-2y 'z‘! I,
Lehop (eaate, £ ba,tcel

$ (3a3-03)S - 20y

Fig. 13a
— NS ——
2,5 s 73 t*
a,=5a,25a,= 10 A°
Be= 10" PI
Fig. 134’
, p X



0,998

0,999

C:n,o( 'x) :

0,997%

0,998 p-

0,999

a,=* 2q, = 2a, = 100 A°

Uo =107 P

Fig. 13b
]
2,'5 [ 75 tx

(1) 03350135023100A

(3) | Uo =107 Py

Fig. 13b’




62.

La détermination de o se fait habituellement comme suit : 1'opérateur Q

peut étre considéré comme la somme de :

Y

3 3 1 9
Ql = z - (Y‘_iw-wk - -_— w_i) - C,i -_—
1 aw_i J I1. Bwi

et de QZ = Za

w
4Y)

Suivant une identité bien connue, 1'opérateur unitaire e"t(l'P)Q

s'écrit alors :

-t(1-P)Q -t(1-P)Q

e =e

-(t-s) (1-P)Qu -s(1-P)Q
(1-P)Q e

ds e

et P est obtenu par itération sous le signe somme & partir de
e-t(l-P)Ql.

Une variante consiste & utiliser 1a transformation de LAPLACE :
-]_ .
P o(g, P) - p(g,0) = za.g [P + (l-P)Q] w XQ[PI('(:)J) p(%, P) ]

w
Y]
avec

1 ] N . (1-P)Q2
p+ (1-P)Q p + (1-P)Qs [ p+(1-P)01][p+(1-P>o ]

Cette facon de procéder & été effectivement utilisée par EVANS (80) dans le but
de représenter formellement 1'équation de diffusion d'une particule quelconque et

de calculer les quatre premiers termes du développement dans le cas d'une sphére.
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Qu'on utilise la méthode directe ou inverse pour accéder & o , il n'en

demeure pas moins que les calculs sont longs et laborieux. Cela tient sans doute
au fait que 1'équation de base comporte des opérateurs peu "sympathiques". On
peut simplifier 1a recherche de 1a solution, en écrivant 1féquation de F.P.

sous la forme :

3K, (t)

= - (1t Q2) Ki(t)
ot

La solution est :

Ki(t)

t
-tQ, -(t-s)Q
e QKl(o)-/ e( °) QZKI(s)ds
()

K, (0) = P,(@) ()

Comme lel(g) =0 , il yient

| b _(t-s)q |
K (t) = P () &(a) —/ e QK (s) ds
0

Soit encore aprés intégration sur 1'espace des vitesses.
| | b o(ts)n )
plg.t) = 8(a) - e QK (s) ds
g O A

On voit que sous le signe somme subsiste K,(s). Mais ceci n'est pas
un handicap, dans la mesure ol nous résolvons le systéme par la méthode aux

perturbations.
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Sq on écrit :

Y (,(\’f’ t) = I P (f\!”t)

avec successivement :

po(%st) 5(2’;)

/f«wm[
e Q: Pl(g) ‘5(%)] ds d%

w"o

//yﬂmm-mm |

P, (%,t) = e 02 e 1QZ[PI('%) S(a)] ds dt -dfﬁ

w ‘%0 ‘o "
//VYMMM-MMﬁMI ]

pa(a,t) = e 02 e Qze Qz[ﬂ(w)s(%) ds dt du d%
w ‘o ‘0 o

et compte tenu de la particularité des opérateurs Q1 et 02 » On a encore :

‘ t
§(a) - j /f({)’ .Xa[Pl(w) G(a)] ds do +
Y ’(e A v n,
t /s -1Q ’
+/ / f(fe Yo © ! (’{,l.va[Pl(;e) 6(%)] ds dt dw
&\ (0] 0 v

t /s /1 -1Q -uQ,
- R .Za e r‘ﬁ'za e Yo | P1(w) 6(%) ds drdu dg
(0] (o] o

p1 (%’t)

P (%st)

3>

Puis, en se souvenant de 1a définition des fonctions d'autocorrélation

et du moyen de les déterminer & partir des densités de probabilité, on obtient :
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t t [s
p(ast) = 8(g) -J <w> .Vo8(q) ds +J / <(-Ya) (w(1)-Ja)> 8(2) ds dt
0

o 0

t rs
-I / j <(%.%,).(w('r).zu) (%(u).za )> 6(%) ds dt du + ...
o 70 7o ; _

ou

t | t [t
p(x,t) = é(g) -j <w(s) .VgS(a)ds + %} j <w(w(s).Va)(w(s').za)>6(%)ds ds'
0 0

o

trtrt '
) %'f jj <(w(s)-Ja)(w(s') Vo) (0(s").Vo)> 8(a) ds ds® ds® + ...
0/0/0

On constate alors qu'une forme trés simple est équivalente a ce développement,

c'est-d-dire :

-J w(s).Vy ds
p(%,t) = <eZo0™ "V > §(a)

Or, une expression comme celle-ci faisant intervenir la variable aléatoire

se résoud par la méthode dite aux “"cumulants" @1-82) :

t t
_jo 'u\i(s).za ds + < exp (-fo ’(e(s).va ds) - 1>c

< > =
e eo

1'indice o dans 1'exponentielle indique que les opérateurs Za ne commutent

pas, c'est-da-dire qu'il faut respecter un certain ordre dans les calculs.
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Cette restriction tombe lorsqu'on étudie le mouvement brownien de translation.

On en déduit les coefficients d'amortissement par la relation

t
: < exp (- J[ Q(S)'Za ds)-1>c
- o
Cm n(t) = e, .

pour tout 1 tel que H2 = (y_)2= - 1(1+1)
1 Pyl

1
L'expression précédente permettant de calculer les Cm n(t) est a
rapprocher d'un résultat donné par POMEAU et WEBER (83). Ces auteurs, prenant
comme point de départ 1'équation d'évolution dans le temps d'un vecteur

unitaire e (t) attaché & la particule en rotation montrent que :

V)
jt
: %(s).T ds
e(t) =|le e(0)
V)
ot Tt,T, T représentent les trois matrices de rotation infinitésimale.
1 2 3 ’

Si 1'orientation initiale est équiprobable alors :

t
Jﬂ w(s).t ds
0o v

tr <e >

Co,0(t).= <T°:%e,(t).e(0)> = .

W =

Pour obtenir une expression similaire des ¢!

o o(t), il suffit d'introduire

1'espace a 21+1 dimensions de 1a ]'€M¢ représentation irréductible du

groupe des rotations dans R3 ; i1 vient :

t
‘; (n(S).T ds
o™

1
tr <e0 >

2141

Cl (t) =

0,0
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avec . t: =-11(1+1)ou 1 est la matrice unitaire de dimension 21+L

—M W
,_‘

On voit que cette méthode et 1a notre concordent parfaitement.
POMEAU et WEBER ont étudié essentiellement la sphére et nous reviendrons un
peu plus Toin sur leurs résultats.
Considérons a présent une particule en forme d'ellipsoide de révolution.

Les coefficients d'amortissement sont calculés en annexe E. I1s ont la forme

suivante :
g
: I, kgT £ -7t
C' (t) = exp ———(n2-1(1+1)(—’—t'1+e 1 ) -
m,n 2 I
E 1
1
Ik,T £ -t
A n2(—3t-1+e T ) - 21(141)(F_(t)- 5 F_(t) +
£? I, : i
3

+

r?(st(t) - f(t) - f,(t) - 3f9(t))+

On voit qu'une partie de 1'exponentielle s'identifie avec 1a solution
de STEELE (61). Si, comme on 1'a déja évoqué précédemment, nous supposons

que o est isotrope autour de 1'axe de révolution, alors

| 1, ,-oly
¢! (¢) = S1(141) D[t + — ( I -1) 1+ | 2F_(t)-F_(t) | +
m,o( ) = exp ( ) 1 g e 1 5 9 st
1

avec comme valeurs limites :

. (141) St

C (t) ~ e

m,0 t>o0 !

: I I, Lig
-1(1+1) t([) +D2 -+ -DD, — ———+ ...)
Ch o(t) = e oty TPy L+ 1E,
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Le premier résultat confirme 1'allure quadratique en t ; quant au

second, 11 conduit & deux observations :

a) bien que p soit isotrope autour de 1'axe de révolution, les
C$ 0(t) comportent des termes correctifs dont certains font intervenir

-

des grandeurs physiques liées a cet axe : I,, g3

b) 1'apparition de signes positifs dans 1'expression des C;’o(t).
A ce niveau du calcul (approximation du deuxiéme ordre), le terme
de couplage est en fait numériquement plus petit que les précédents.
Mais, cette alternance de signes qu'on serait susceptible de
rencontrer en poussant plus loin le développement, pose le probléme
de la validité de la méthode utilisée. Ainsi, si on revient au cas

de la sphére, qui est beaucoup plus facile & traiter, on trouve avec

POMEAU-WEBER :

] 1 2 I I
Cm,o(t) = exp( -t 1(1+1) [ D,+ % D, (g$)+ %? Di (gl)z

1 1

1 I

17 1 1
+ E‘ D: (——)3 '%D: 1(]"’1) (—"E )3 + ...

€, 1

expression qui contient au niveau du 6'€M€ cumulant un terme
positif en 12(1+1)2, dont 1'influence peut étre trés grande aux

fortes valeurs de 1.

On peut penser que cette complication supplémentaire se produise aussi
pour des particules dont la forme géométrique est plus générale que celle de la

sphére.
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Cependant, en se reférant & un travail de HUBBARD (60), nous avons
fait une constatation qui laisserait a penser que la méthode aux cumulants est
effectivement applicable 3 notre probléme. HUBBARD détermine les CL,n(t) pour
des particules sphériques entiérement libres ( € = 0). Ce cas représente par
définition celui des molécules d'un gaz parfait dont les vitesses ne sont pas
modifiées par les chocs. La densité de probabilité conditionnelle est & tout
instant § ( W - w ) avec une diétribution d'ensemble de MAXWELL. Le probléme

est alors beaucoup plus aisé & traiter et HUBBARD montre que

. kT
- m2 _B_ tZ
1 1 m=+1 "kBT 21
Cm n(t) = — z  (1-m2— t2)e
’ 2141 m=-1 I
On constate que si t -+ o , C; n(t) s 1
> 21+1

-~

Or, si nous appliquons & ce cas particulier la technique aux

cumulants, on trouve :

-4 kT - kgT 1 kgT
1 1"B 1 B 1 B
Cm’n(t) = exp ‘](]"’1) [ Vi T t2 + 27 (T)z tY o+ m— (—I—)l+ té +

+ —

1920 I 2880 I

1 cEEI)G oo 10 KT ...]

et on note, comme précédemment, la présence d'un terme en 12(1+1)2 de sorte que
sur ce développement i1 n'est pas possible de se prononcer i t infini.
En fait, ce développement est une expression approchée da la solution exacte,

et par conséquent tend bien vers une valeur finie.



70.

Une application numérique montre que 1'influence des termes correctifs
dans 1'expression des CL’n(t) est peu importante méme pour des sphéres de
petites tailles ( a < 10 A°) ; Par contre, il n'en est plus de méme pour
des particules trés allongées & supposer que la forme du développement reste
semblable & celle de la sphére (voir Fig. 14). |

Un autre type de correction apparait lorsqu'on décide de tenir compte‘
des produits w; w: . On sait (Annexe C) qu'alors les fonctions de correlations

J
des vitesses angulaires sont plus compliquées;autour des axes transverses 1 et

2, on a :
'kBT I,
keT  r2— (—)2 £
<wiwy (t)>  =<w,w, (t)> = 2 e ! Is €3 { exp - Ei-t +
1 1
kgT , I I, -I3t |
Fr2— | —t+ (==)2e
1o, ( Ea g, 3 ) f
La F.A.V.A. ne suit donc plus un processus markovien.
Autour de 1'axe 3, on a :
RN
kBT I
<w, wy(t)> = —e 3
) 3
et
< wj wj(t)> =0 i#]

En injectant ces relations dans 1'expression générale des CL n(t), on

obtient (ler cumulant) :

1 - 1(1+1) D, t + ...
Cm’n(t) ~ e
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avec
- k,T B % n g" £E, B =« n ' g"
D, =— e Z (-1)" ——— =D,—e I (-1)) ——
I, ~ n=o n! (A+nE) I, n=0 n! (A+nE)
et oll on a posé
: I g
A-la vt B=—1r2D =

1 3

I, ! } 3 I

D' représente donc une nouvelle expression du coefficient de diffusion
de rotation autour d'un axe transverse d'un ellipsoide de révolution ; celle-ci
a &té obtenue par HUBBARD (66). Sur la figure 15 , on a représenté la variation

relative pour différentes valeurs de r, . On voit que la correction

augmente avec 1'allongement.

Enfin, pour conclure ce paragraphe, indiquons que deux articles de
FORD, LEWIS et Mc CONNELL (84) traitent aussi de la détermination'des
coefficients d'amortissement. La méthode consiste d'abord & résoudre 1'équation
de LANGEVIN par une technique aux perturbations dont le paramétre est r; dans le
but de calculer les F.A.V.A. Or, cette facon de procéder, déji mentionnée par
HUBBARD, est sans doute valable pour des particules de forme géométrique

arbitraire, mais conduit & une approximation trés grossiére pour 1'ellipsoide.

-0-0-0-0-0-0-0-0-
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MISE AU POINT SUR L'ASPECT TRADITIONNEL DU MOUVEMENT BROWNIEN

A ce stade de notre étude, i1 est bon de se remémorer les résultats
les plus importants auxquels nous sommes parvenus.
Nous avons constaté que 1'&tude du mouvement brownien s'est développée

suivant deux voies, 1'une passant par la recherche et le perfectionnement de la
F.A.V.A., 1'autre par 1'étab1issement et la résolution d'une équation de diffusion
des orientations.

Par suite des conditions de symétrie des particules, nous aﬁons vu
que la fonction de distribution des orientations s'exprime sous la forme d'un
développement en série de fonctions sphériques simples ou généfa]isées ol tes
coefficients d'amortissement ont une forme assez simple lorsqu'on résoud d'abord
des expressions approchées de’1'équation de diffusion.

| Puis; ayant établi l1a relation rigoureuse & laquelle ob&issent les
C;,n(t), nous avons cherché & calculer ces coefficients en utilisant successivement
les expfessions des F.A.V.A. tenant compte ou non des produits des vitesSes
angulaires. Nous avons pour ée]é employé la technique mathématique dite
"aux cumulants", remarqué qu'elle est assez bien adaptée & ce genre de probléme,
et qu'elle conduit notamment 3 éériré les C;,n(f) soué forhe dfune exponentielle
simple du temps comportant toutefois un grand nombre de termes.

En outre, nous avons observé aussi}que la détermination des F.A.V.A.
est fondamentale ici mais qu'il est de plus en plus difficile dfy parvenfr a
mesure qué se complique le modéle. En particulier, la non-linéarité des équations
du mouvement rend Teur recherché plus laborieuse et leur confére un caractére -
non-markovien.‘

Enfin, les améliorations qui ont &té apportées 3 la théorie jusqufa
présent sont loin d'étre exhaustives. En effet, lorsqu'on &crit lféquation'de
LANGEVIN eh y introduisant les produits de vitesses, on garde cependant le couple
de frottement proportionnel & la vitesse, ce qui suppose précisément que celle-ci

soit faible. On assiste donc 13 & une contradiction. Pour lever cette objection



i1 faudrait
nous allons

encore doit

réexaminer le probléme hydrodynamique. Cette remarque &tant faite,
voir aux chapitres suivants qu'une correction plus importante

étre apportée a 1'équation de LANGEVIN.

-0-0-0-0-0-0-0-0-0-

73.
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CHAPITRE IV : APERCU MOLECULAIRE DU MOUVEMENT BROWNIEN

Au chapitre II le solvant est considéré comme un milieu discontinu
pour expliquer le co&p]e moteur désordonné, puis comme un mi]ied continu pour
exprimer le frottement‘visqueux qu'il exercebsur la pérticu]e. Or ces deux
effets ont méme origine, 1'agitation thermique. Aussi, est-il natdre] de
chercher a interpréter le secondjpar 1€’ méme mécanisme que le premier, d'autant
que la théorie hydrodynamique envisagée précédemment n'est qu'une des approximati01
possibles du traitement moléculaire. |

Pour cela nous allons calculer la fonction d'autocorrélation des

vitesses et établir 1'équation du mouvement & partir du liouvillien.

1. Fonction d'autocorrélation généralisée

On sait que les équations macroscopiques de 1'hydrodynamique (&quations
de continuité, de conservation du moment, de 1'énergie) se déduisent d'une
équation microscopique appeléé équation de LIOUVILLE. Rappelons briévement en
quoi elle consiste. Soit un ensemble constitué par N molécules en intéraction. |
La densité de probabilité conditionnelle de 1a transiation est solution de

1'équation

avec L

L=Z _nb‘ +F-
n=l M W " ZP"
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et ol R , Pn’ Fn sont respectivement la position, la quantité de mouvement,
n N v ' :

et Ta force qui agit sur la particule n.
Lorsque t > ® , K; devient la distribution de BOLTZMANN
Une équation semblable peut rendre.compte de 1la rotation (79,81,85). Pour

N particules sphériques, on a :

N
- n§1 An nen * Tnc Abn
ol
b = T gn

Dans le but d'étudier plus correctement le houvement brownien, on
peut donc tenter de partir de 1féquation de LIOUVILLE, djautant que les équations
de 1'hydrodynamique s'en déduisent moyenn&nt cértaines approximations; CfeSt
ainsi que des auteurs comme RICE (86) pour la translation et STEELE (61) pour
1a rotation ont calculé de cette maniére les F.A.V. |

En effet, une des propriétés de 1'opérateur de LIOUVILLE est de donner_.
une représentation formelle de 1'évolution temporelle d' une variable dynamique

telle que £ R 5, ou a . Ainsi, si on considére la vitesse,angh]aire pour

w
n
- une particule donnée on a :

-tL
w(t) = e w(o)

et par conséquent

-tL

o(t) = < %(0) ﬁ(t)> = <’%(o)e 'g(o)>
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Tous calculs faits, on trouve :
) <¥a'£>

<;e(0). ,({),(t)> = —I—e

-t2

puisqu'il y a isotropie des vitesses.

On constate donc qu'a partir d'une forme généralisée de &(t), on
aboutit & un résultat différent de celui qu'on obtient & partir de 1féquation de
LANGEVIN. Par contre, D n'est pas modifiéa. '

En fait, le calcul conduisant & la forme gaussienne en t de  &(t)
suppose 1'existence d'un potentiel d'interaction continu ; en faisant 1'hypothése
Plus réaliste d'un potentiel de sphére dure (lisse ou rugueuse), on montre
que le comportement de F.A.V.A. est une exponentielle simple du temps. De trés
nombreuses &tudes ont été faites dans ce sens pour les liquides purs (87-90).

Le passage a une particule de taille plus grande que celle des molécules de
solvant est possible si on tient compte d'un paramétre de volume exclu

plus important.

2. Equation généralisée du mouvement

Parallélement aux travaux signalés au paragraphe précédent, dfautres
aqteurs abordent le probléme par une technique mathématique déja envisagée
au chapitre I, celle des opérateurs de projection. MORI (91) obtient ainsi une
squation de LANGEVIN généralisée. |
t

d [
R(t) . _m-l dt' K'(t-t'). P(t') + Ex(t)
dt "

o

qui, au prix d'approximations sévéres, redonne 1'expression traditionnelle,

c'est-a-dire que K(t) = §%ET <F E(f)> et Ex(t) N E(t)



77.

Plus tard, MAZUR et OPPENHEIM (92) perfectionnent encore la théorie
et trouvent :

o _Jt e [ - w |- K+ P
(0]

dt m kBT

En femarquant que les variables liées aux molécules de solvant ont des
corrélations temporelles de courtes durées et pour m trés grand etv t suffi-
samment long, cette équation se réduit encore i 1'équation traditonne]]e.

Une étude trés critique des théories précédentes par HYNES, KAPRAL,
WEINBERG (93) montre leur &quivalence sur plusieurs points et fait apparaitre que
la dépendance en t de certains termes est tributaire du choix du projecteur.

La méme technique a été étendue & la rotation de 1'haltére rigide,
symétrique ou non par KIM et OPPENHEIM (94). Ces auteurs ont ainsi &tabli
une équation du mouvement généralisée dans laquelle intervient un couplage
translation-rotation, déja signalé dans les travaux de BRENNER (53)

(voir aussi Chapitre I).

3. Mécanisme de la viscosité du solvant

. A partir de 1'équation de LIOUVILLE, LEBOWITZ, RUBIN, RESIBOIS et DAVIS
(95-97) écrivent 1'équation de F.P. de la translation d'une sphére de masse
beaucodp plus grande que celle des molécules de solvant. Ces auteurs font
remarquer que dans cette hypothése, 1'hamiltonien de 1a-particu1e péut étre
considéré comme un terme perturbateur, d'ol 1'utilisation de 1la technique aux

perturbations habituelle. En méme'temps, il parviennent & 1'importante relation :

go= —1 f FLF(t)> dt
3m kBT o

sl o




ou F(t) est la force exercée sur la particule supposée au repos par les

molécules de solvant ; c'est donc la partie fluctuante de la force de LANGEVIN.

Le coefficient 1/3 suppose 1'isotropie des distributions.

IT est évidemment tentant de savoir si une relation semblable existe dans le

cas de la rotation. La réponse est affirmative et nous allons trés

succinctement en donner une démonstration approchée. En schématisant a 1fextréme,
nous considérons une sphére en rotation uniforme et sans mouvement de translation,
entourée de N molécules de solvant supposées ponctuelles. L'Hamiltonien corres-
pondant est par rapport & un systéme d'axes fixes dont 1forigine se confond

avec le centre de la sphére :

H' = H} + H
avec
y N 1 N N
t=om 3 (vi)? o+ T r U(rs - r.
27 g 2 41 je1 (% - x50
I(w)? NN
1
H) = — t 5 I % Rs - r.
o2 2 & h VR LD

R; représente ici la position du point matériel i de la sphére.

Rapportons & présent le mouvement au référentiel 1ié & la sphére. Le
nouvel hamiltonien devient :

N N . N

1N
1 Wi 1x‘(rAw)+2m§(’EiA%)



Si on suppose la vitesse de rotation de la particule telle que
rs A p << x'i, on peut négliger le troisiéme terme dans 1'hamiltonien ;
n

le second terme joue alors le rdéle d'une perturbation.

L'opérateur L' attaché & 1a perturbation est

N

L=z (g ). ¥4
avec o

Vi = &

A 3{:1
La solution de 1'équation :

3K,

— == (L + L")K1

ot

dans le cadre de 1a théorie linéaire est :

o L(t-s)
K (t) =K - | dse L' K
0

ol K° représente la fonction de distribution stationnaire a t = 0, c'est-a-dire
juste au moment ol la perturbation est introduite.

En remarquant que :

L' K =

{ N N' aU(|R; - nil)l kg L
1

L(rjAw . 2 oT T (A-w) KT

N 1 ar.
a1

le couple moyen qui s'exerce a 1'instant t sur la particule est alors :

t t
= - d sy ke = - | angs)s d
<£(t)> = - EET i s Q(t) e (N(S).g) ;= - EET 0<Qm(s)> 5 .0

On retrouve donc la loi classique du frottement visqueux, et on peut poser

par identification

o
5% TR JO%Q(W dt



80.

I1 est évident que notre raisonnement s'applique a des particules dont la
forme est plus complexe ; il conduit alors a faire une distinction entre les
degrés de liberté, autrement dit & est un tenseur.

En conséquence, la viscosité du solvant peut s'écrire indifféremment :

by = 1 <F.F(t)> dt = 31 <A.A(t)> dt

o 18m a kBT o 2n a’ kBT- o _

et les coefficients de diffusion D dépendent de <A A(t)> par la
LYY

relation déja mentionnée du chapitre II, mais sans qu'on ait & spécifier
la forme de cette corrélation.

Par cette seconde approche moléculaire, on retrouve donc ﬁn certain nombre
de points déja rencontrés au cours de la premiére approche et en |
particulier, le fait trés général qu'un coefficient de transport est
représenté par une intégrale sur les fonctions de corrélation de grandeurs
microscopiques. Rappelons que ceci n'a été rendu possible que parce qufen
mécanique statistique 1a loi d'évolution dans le temps dfune grandeur
dynamiqde est purement déterministe. Cfest seulement la distribution
stochastique de cette grandeur & un instant t qui induit ce méme caractére
d un instant ultérieur. Cette vision est radicalement différente de celle qui
était envisagée au premier chapitre puisqufe]]e était essentiellement

probabiliste.

-0-0-0-0-0-0-0-
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CHAPITRE V : MOUVEMENT INSTANTANE D'UNE PARTICULE AXISYMETRIQUL

L'un des résultats obtenus ci-dessus est une équation de mouvement d'un
type nouveau, dans laquelle le couple de frottement est une fonction de
convolution. Sa résolution demanderait des hypothéses complémentaires sur la
nature des chocs. Nous allons chercher & tourner cette difficulté en utilisant
une méthoae hydrodynamique en régime instantané, plus réaliste que 1'ancienne.

En effet celle-ci postule que le frottement suit 1a loi de STOKES
de proportionnalité & la vitesse, ce quf suppose que le mouvement satisfait
aux deux restrictions suivantes :

1) i1 est uniforme, donc & vitesse constante.

2) il n'est pas trop rapide.

Si, en pratique, la seconde est assez bien vérifiée, ainsi qufon
pourrait le montrer simplement, la premiére, par contre, est une approximation
sévére car, ayant son origine dans les chocs incessants, la vitesse de la
particule change a tout instant.

On doit donc s'attendre & des modifications des fonctions de
corrélation.

Pour rendre compte de ce mécanisme nous allons calculer le frottement

d partir de 1'équation de NAVIER-STOKES.

1. Rappels sur la sphére

1.1. Mouvement de translation

Lorsque la vitesse x}t) de la particule est une fonction du temps,

la force de frottement visqueux qu'elle subit (98) est :
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ol m,est la masse d'un volume de liquide équivalent a celui de la sphére et

Py Ta densité du liquide.

Les principales modifications apportées & la théorie classique par

suite de ce changement sont les suivantes :

- allure hyperbolique et non exponentielle de ®(t), avec au

voisinage des points limites la forme :

3

1 -
3(t) = A - B(t)” a(t) = ct °
t->o t > o

ot A, B, C sont des constantes.

- G(t) n'est plus un dirac en t et se comporte & t grand comme &(t).

- L'équation de F.P. devient :

ok, P |t P
— + X oy K = ds G(t-s) vp.(Vp + K (s
at™ mo AR nF W m kT P 5)

0 B

Ce nouvel aspect de 1a théorie du mouvement brownien de translation
mentionné pour la premiére fois en 1971 par wINDQw (99) et ZWANZIG et BIXON (100)
a évolué et s'est beaucoup perfectionné depuis, bien que cerfains points
demandent encore aujourd'hui a é&tre é&lucidés. La Tittérature traitant de ce
sujet est extrémement riche ; on trouvera en référence quelques articles &

caractére général (101-106) ou critique (107-108)-
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1.2. Mouvement de rotation

L'application des nouvelles conceptions & la rotation est postérieure
a la translation. Elle a été faite d'abord par BERNE (109 qui établit &(t)
et indique un certain nombre d'informations qui en découlent. Rappe]onS la
suite de ses calculs ainsi que certains points nouveaux établis par d'autres
auteurs ou par nous-méme ;

Pour une particule sphérique en rotation non uniforme dans un Tiquide
visqueux incompressible, le couple de frottement autour dfuﬁ axe‘que1conque

est donné par 1'expression :

a2l

Vv
r.(p) = - 80 wu_ a’ wi(p) [ 1 + ]
1 0 1 3(1 + a(%) 1/2)

ol p est la variable conjugée de t dans la transformation de LAPLACE, et

u
v = -2, 1a viscosité cinématique du solvant.

Po

L'équation du mouvement devient :

1p wg(p) - Tul0) = Ty(p) +Ay(p)

Si on soumet la particule d un couple extérieur y(p), on a :
_ , N

Ip ‘“’i(p)> =< r'i(p)> -t 'Y-i(pv)

D'autre part, la théorie 1inéaire de KUBO (voir Chapitre II) fournit
la relation :

<us(p)> = TIF 2:(p) v;(p)
B
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L'élimination x(p) entre les deux derniéres relations conduit a

1'expression :

. TV .
%(p) =kgT / Ip +  8Iu a’ [1 + ]

avec les valeurs extrémes

+

®.(t) = 1in p 0.(p) = o o, (t) = linpo(p) -
t=w p+0+ t=0 p>o

On remarque que le principe d'équipartition de 1'énergie est préseryé alors

keT :
que BERNE trouve _jiz , o I* tient compte du moment d'inertie d'un

I7
volume de liquide identique a la sphére. Cette anomalie (110.111) parait
due & une erreur.

Le comportement de ¢@(t) au voisinage des points extrémes est le

suivant :

o, 8t

1 Ho 1+ ...
o:(p) = o:(0) | = - —2— = .
1 1 p 3(\)) 17, _7;

p—»oo

ou

k T . ) N 1 1
. B _ 16 a* XY/
@i(t)_) o— KB [ 1 3 (uo pol'[.) 2 (t)/2 + ... ] |

de méme
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T %
o;(p) = o )
P+ o0 241 I
ou
5
k.T 3 -

o B /; 2

CI’1-(2)_> o ——EE—E—% Po~ (Hot)

on constate une décroissance du type hyperbolique.

D'autre part, le coefficient de diffusion reste inchangé :

- . © et g
D = | & (t)dt= 1im | e 8;(t) dt = o,(p) =
o _

1 p>o0 p+o- i

L'expression de ®(t) est obtenue par transformation inverse de LAPLACE
de o(p) :

at

| B2t g*2t
,(t) = 9;(0) [ A e Erfc (a/@} + B, e Erfc (31/45+ Bf e Erfc (B*¢45 ]

o0 Ay, o sont des grandeurs réelles, B, , g sont complexes.
Sur la fig. 16 , on a tracé les courbes représentatives des F.A.V.A.

. {.; .
traditionnelle et nouvelles en fonction de t* =t _Tl' et pour

i
différentes valeurs du rapport ';% ol P, estrla densité de la particule.
Avant de calculer G(t), notons que &(p) peut encore s'obtenir simplement
en multipliant 1'équation du mouvement par mi(o), puis en prenant la moyenne
sur un ensemble & 1'@quilibre comme au chapitre II.
A»ce‘chapitre nous avons é&galement indiqué que G(t) était-un dirac en t. Nous
allons voir ici que son comportement en fonction du- temps est plus complexe.

Pour le montrer, plusieurs méthodes sont envisageables.
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La premiére qui a sans doute &té la plus utilisée consiste & remarquer que
de 1'équation de F.P. on peut déduire une relation simple entre @ (t) et G (t)

déja mentionnée au Chapitre II :

d (D_i(t) | 1 t |
—_— = - (P.i(t"s) G-i(s) ds
o

dt I kBT

Par transformation, i1 vient :

I. kgT
G;(p) = 1B
<I>i(p)

(5000 - posen)
et par suite :
a? %

dont la forme est manifestement différente d'un dirac (Fig.17) ; par inversion,
on vérifie que G(t) = &(t) pour t > 0 et varie comme t~ 7» pour t grand.
La seconde méthode, plus récenté, est due & BEDEAUX et MAZUR (112) pour la
translation, et & HILLS (113) pour 1a rotation. Elle sfappuie sur une remarque
trés simb]e : si on immobilise la particule, le couple restant est Q(t).

Le calcul de celui-ci est alors un probléme d'hydrodynamique ol la vitesse du
liquide trés loin de la particule n'est pas perturbée par sa présence et obéit
d des relations de corrélation spatiale et temporé]]e bien connues (114).
Les auteurs cités précédemment abordent ce prob]émé par une technique mathéma-
tique fami]iére‘en é]ectricité et qui consiste a introduire dans les équations
de STOKES une densité de force ihduite, dont la valeur est nulle eh fout point

extérieur a la sphéré et qui permet de prolonger la validité de ces équations



Fig. 16




Gi(tx)lgi kgT
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dans le domaine intérieur & la sphére. Les calculs effectués dans ce sens sont
en général longs et laborieux. Nous avons donné én annexe F, une autre méthode
généralisant au cas des mouvements non permanents la technique employée jadis

par PERES (115) pour retrouver simplement le théoréme de FAXEN (116).

On obtient de cette facon :

A(p) = 6, | 1 . AR+ u (RaY) dR
m(P) ”o[ + 3(1"'3(5)1/2) ]j 0 vf

ol g = %-V ALY est le vecteur tourbillon du solvant dans tout le domaine
", n, n,

que va occuper la particule.
On applique ensuite 1a transformation de FOURIER spatiale & cette équation et
on calcule < A(p1) A (p,)> grace aux relations de corrélations

n, .

spatio-temporelles de LANDAU et LIFSCHITZ :

’\Z:kBT’uO 1 ‘ \((rc\ll)Z -S,lfc\],l)‘s(f%l+r(\:l,2)

<,¥J(’%1 ’pl) v(qz’pz) .
v (2n)® Py + P, (pgP, +1p(9,)2) (p, P, + Uo(gz)z)

<9 IV(%I)Z
w(g1’P1) Q(ngeg) - 4

<Y (a,.p) ¥, p,)

<q,.p,) X(ngpéP =0

I vieﬁt tous calculs faits :

. kgT
B
<A5(p,) Aj(pz)> = (C;(p) + Ci(Pz)) 8ij
: ' P, * P, ‘ :
0U C;(p) représente le coefficient de frottement tel que T; = - Ci(p) wi(p)

et par suite :

G.(p) = kgT Ci(P)
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Une troisiéme possibilité d'accéder a G(t) est de remarquer que 1'équation de
LANGEVIN se suffit & elle-méme, c'est-a-dire que dans la mesure ol on connait
d(t), on peut en déduire G(t).

En effet, on a vu précédemment que :

Iwi(o) + A;(p)
Ip + ¢;(p)

wi(p) =

de sorte que :

I2< (w;(0))%>+ < Ay(p,) A;(p,)
(Ip + C;(p,)) (Ip, + C;(p,))

<ws (P) wi(p,)> =

or, <w; Py) w;(p2)> se déduit facilement de ¥(t, - t,).:
<w1(P1) wi(P2)> = — ! = + - }
p1 + P, P1+ P, Ip1 + C-|(p1) Ipz + C1(p2)

Par identification, on a alors :

kgT

M) Ailpa) = = (Cylpy) ¢ C4(p,)

relation qui est bien identique a 1a pkécédente._Cette méthode traduit le
théoréme de fluctuation-dissipation ; elle a été uti]iséevpour la prémiére fois
par CASE (101) pour le mouvement brownien de translation. Mais 1la relation

trés simple entre fonction de corrélation des couples aléatoires et coeff1c1ent
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de frottement est encore une conséquence de 1'aspect moléculaire du mouvement

brownien. En-effet, au Chapitre IV nous avons montré que

1 . _
Fi(t) = - k—T‘ (J <A'i A_i(S)> dS) U)'i
Plus généralement, si w est une fonction du temps, on a :
t _
To(t) = = —— | <A A(s)>w(t-s) ds
i i
kgT o

soit encore :

. 1 :
ri(P) =-— < Ai A-i(P)> wi(p)
kgT '

et par suite :

Gi(p) = kBT Ci(p)

Ainsi » 1'introduction d'un couple de frottement instantané dans

1'équation du mouvement, modifie totalement 1'allure des différentes fonctions |

d'autocorrélation. Celles-ci sont en effet plus "serrées", c'est-d-dire & plus

longue "portée"par rapport au temps. Cette constation S'applique encbrek
aux corrélations telles que < w,;(t) Aj(tf)> , et au coefficient de
diffusion D;(t) qui tend vers sa valeur finale comme t'3é .

Ces lois de comportement sont caractéristiques d'une particule sphérique. I1

semble naturel de faire une étude similaire pouf des particu1es plus Complexes

.afin de se rendre compte de 1'influence de leur forme géométrique sur les

résultats.
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En fait, la structure de 1'écoulement du liquide autour d'une particule devient
vite impossible a déterminer lorsque la forme géométrique de celle-ci s'écarte
de quelques modéles simples, comme 1'haltére rigide ou 1'ellipsoide de
.révolution. C'est ce dernier modéle qui a retenu notre attention d'autant qu'il
peut représenter un grand nombre de macromolécules solides, voire méme déformable

dans certaines conditions expérimentales (117,118).

2. Etude de 1'ellipsoide de révolution

I1 s'agit d'abord d'établir 1'expression des couples visqueux instanta-
nés agissant sur le solide en suspension dans un liquide incompressible, de
viscosité , de densité P, > &N supposant qu'il n'y a pas glissement 3 la

paroi ; puis d'en déduire les caractéristiques du mouvement brownien.

On sait que le mouvement de rotation d'ensemble est décomposable en troj
rotations indépendantes autour des axes principaux. Pour 1'ellipsoide de
révolution, i1 suffit d'étudier les rotations autour de 1'axe de révolution et
autour d'un axe transverse quelconque.

Les coefficients de frottement du régime permanent ont été calculés
par EDWARDES(-119) pour un ellipsoide scaléne et leur expression confirmée
bien plus tard par CHWANG et YAG-TSU-VU (120) par une méthode plus générale .

Une approche du probléme non permahent a été indiquée par'KANwAL’(40 ).

Elle conduit & résoudre une équation type FREDHOLM,'c'est-a-dire a

un procédé classique d'itération.
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On va voir qu'on peut connaitre exactement les coefficients de
~ frottement en régime instationnaire lorsqu'on applique aux équations de STOKES

la transformation de LAPLACE.

L'écoulement du liquide autour de la particule animée de la

vitesse angulaire gr(t) est régi par les équations de STOKES.

72 1 ' afy
VoAb o= AP+ 5
V.V =0
NN

avec les conditions aux limites : absence de glissement a la paroi S et
liquide au repos a 1'infini.
| Le systéme envisagé présente la symétrie cylindrique autour de 1faxe
de révolution ; i1 en résulte que P'est constant et que V¢ est la seule
composante de ¥ dans le repére (r, bs Z).
Les équations générales se réduisent alors & :

2
,X wb -

- k;<
N

L 2,
Ty ot

V. = w(t)r sur S

oll encore &

aprés application de Ta transformation de LAPLACE. On a posé V; = Vg (P)

et @ = w(p)



92.

Pour rendre compte des conditions aux limites, il est commode de
passer en coordonnées ellipsoidales ; pour un ellipsoide allongé, elles sont

définies par :

X 1y - V cos
v = C(CZ - 1) 2 (1 - nz) 2 sin
Z = Czgn
avec
l<g<ow -l<n< 1 0<¢ < 2n

Ces coordonnées définissent un systéme dfe]]ipsones homofocaux de
grand axe Ctg et de petit axe C (z? - 1)1/2 coupés perpendiculairement
par des hyperboloides de révolution n = cte 5 1orsqufon fait tendre
simultanément ¢ -0 et z - =, de telle sorte que CC > R, on retrouve les
coordonnées sphériques. |

Dans ce repére, 1'équation a laquelle obéit Vo est :

. N . A o . -
3 2.1y 2 3_ m2) 2 -2 1

A2(z? - n?) V¢

+

avec

-
n

¢ w(z?, -1)1/2 (1- nz)l/2 pour ¢ = . surS.
¢ . 0 . 0

A2 ¥‘£}-c2

La solution cherchée est un développement en série de prodUitsvde

fonctions dfondé ellipsoidales du type :
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(3)

% - (2s2)

1
PS’1(n,X). S

1 v 1,1 1
Ps’1(n,1)‘— _E d21 () P1+21(ﬂ)

1=0

-\ w .
5P e Dt AT a0
i

et P%(n) et Q%(C) sont respectivement 1es‘f0nctions de LEGENDRE de premiére
et seconde espéce. Les coefficients d?1 et AT] satisfont a des relations de
récurrence que 1'on trouvera en annexe G ; la théorie des fohctions
e]]ipso?da]es-est faite dans les livres de ERDELEYI (121), de FLAMMER (122)
ou encore dans les articles de MEIXNER (123).

- 1 .. .
Dans 1'expression de PS ; -1 est impair, puisque 1'écoulement ne

9

change pas si on transforme 1N en - n . En conséquence, c'est aussi le cas dans

S%(3) . Compte tenu de 1a condition sur S, on est conduit 3 écrire V; sous la

forme (124) :

1(3)
_ - S (zs))
Vo = ¢ VUD(Czo'l)l/2 X 4 a4 (-1)! dl’] P1 1

151 3 2 (41)1 © Sl 51(3) (c7)

On remarque en effet que si 7z = o

o S,1
2 (1+1)!

1
Vo =c w(gd - 1) h %

X
131

. 1
“c B -0 R P =cT (- ) B )

=E r
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A titre de vérification de 1'expression de'V; appliquons-la dans deux

cas limites :

- Le régime devient stationnaire, c'est-a-dire que ) » O avec p.
. 151 .
Dans ces conditions, tous les d0 sont nuls sauf dg’l qui vaut
1, comme d'ailleurs Aé’l. Par suite,
1
q (2)

_ 1
Vo = cw(c] -1) & P%(n) ET—ZZ“S
10

résultat conforme a celui de JEFFERY (125).

- L'ellipsoide tend vers la sphére.

cC *oet T+ avec ¢t > R, module du rayon vecteur & ; les

-

valeurs limites des premiers coefficients sont faciles a calculer

(voir annexe'F) et en tenant compte de ce que Q}(c) tend vers o

1 .
comme il s On obtient :
C

Y2 h
-(E) R[l +(§) ]
_ L, W
Vo=am Piln) St R
-(B)a /

RZ
R

résultat qui s'identifie avec celui du calcul direct (voir aussi

annexe E).

L'expression générale du couple de frottement est :

T =JRA(0'.ds)
"N S’\: iy

ol o' est le tenseur des contraintes ; appliquée & notre probléme,

elle conduit & une composante unique dirigée suivant 1'axe de rotation :



95.

Aprés substitution de 1'expression de V-, on obtient finalement :

¢
no= 8~ 3 o _ 142 8T | — '_
P3 = 5—-v w c3 A~(Cé 1)° + 5—' vw c? Co( Cé 1)
)\Co 1(3) ]l
o3m - Sz 2l (D1 g1l ST ()

——vwc (g 0 )
o
o 2 (141)! e 13 )

o 1'indice ' signifie une dérivée par rapport a Zo

Les formules donnant.i¢ et T

, S'appliquent aussi au modéle

ellipsoidal aplati moyennant les substitutions de < jc a ¢ et de tjc

a c. Le batonnet infiniment long de rayon %- peut étre approximé par un
ellipsoide allongé pour lequel ona ¢ + o , Z, >0 avecc g - g- H
de méme, le disque circulaire de rayon % est un ellipsoide aplati dégénére

avec z > 0 etco g

La vitesse d'un point du liquide étant repéréepar rapport a des axes qui

coincident a 1'instant t avec les axes principaux de la particule d'é&quation

-

Xza: Y2 + gz =‘1 et tournant autour de 0X, on a & résoudre le systéme
1 3 '

d'équations :

vw - Py oL yP!
v VvV

v.
n

e =<|
]
(o]
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avec les conditions aux limites :

Y »o et P'> Py @ o

le fluide adhére a la paroi

o (%ome
rYJS-_- Vy:-wz
v, =+ wy

Comme dans le cas stationnaire v2P'= o de sorte que formellement la solution

N

générale est :

V= - Yy Py
n n
P U, v

avec
- p =
2 yr - F '
vi=s)

La marche systématique des calculs é&tant longue et laborieuse, nous ne donnons

.i

1

ci que les principales étapes, d'autant que notre but est de discuter de

'impact de £ sur le mouvement brownien.

Le point de départ est la solution de EDWARDES (119) du régime stationnaire :

. axl
Vy = - oy w(a - a?)y —+
Vv 2 2 7 Z 2 2 3X1
= - az g' + a ' + '-p' - -
Y o wf P8 : Y') o wly B'IA o w(a1 as)kl "
- 2 ] 2 ] ‘ ] ] 2 2 aXI
V2= o w(@p'+a y') Y+ o wy -g'NY -0 w(@z-a?) —
1 1 - 3 1 1 1 1 3 YA
2
bt o . a1 +,A1 ..gxl

pr -2 2 . a2
I u°(a1 a3) X X
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ol :
A est tel que a2 + AL ai + Al sont les carrés des demi-axes d'é11ipsoides
1 1 :

-~

- homofocaux & la particule.

x1=YZJ dx 7 L V2x =0

- (a%+ x)2%(a%+ x) *2 N

>\1 1 3 , :

g' = Jf- dx : Y o= : dx

= - =

' /\ (a%+ x)2(a%+x) A , (3% x) (a2+ xfﬁi
1 AR | 3 Al‘ 1 3 : :

9.7 1' 2 B'y = B'(X =0) Yo=Y =0)
a 30+a3 YO

Pour 1a suite des calculs, i1 est nécessaire d'exprimer les composantes de V
| _ _ "

en coordonnées ellipsoidales :

® 21-1)! .2 2 | .
Vy = ~owz (4143) LZLELE P2y 02 (r) (g2 - 22) sin 2
X 07 (21e1)1 21 2141 0 ¢

oo

towE  (4143) Pypg(n) 03y (2) (52 - 22)

» 21-1)! .2 2
+ le :zl: (4]"'3) '(—_)"" P21+1(n) 02]+1(C) (Cz' CS) COS_ 2¢

(2141)!
v . (c2 1) Y, Q}_(C) Pl( ) sing + 2 CO Q% (z)
= -C - n) sin 0w -
‘ ° T Qi) ! 1 ,[ 21" o ()

- & p! 'sin¢ - 2 ; 41+3. 21! pl Q1 () (22 zéin
(c2- 1) Y2 ] () | 7 | )(21+2)! 2141 (N1 (£) (252, ) sng
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On a de méme :

4o wu © | | ‘
proa -1 %Y S gy BIDL Ly ol (1) sing 4 P
c 1 (21+1)! |
. 0y WYy @ 1
L L0 s ey (B P21+1(n) 021+1(c) sin 2¢
X c? 1 (2142)!
oP! o, ® Ué © 0] 0 ;
S = - —————— ¥ (4143) 21(2143) P,y 1 (n) Qrq,4(2)
" o = 2141\ Y2141
g w1 o (21)! 2 2
22T T (a3 P2141(n) Qp74(z) cos 2¢
(2142)!
c 1
, 20, wp_ | .
3B . 10 5 (a143) 21(2143) LZ1L P;1+1(n) 0%1+1(c) sing
37 c? 1 (21+2)! _ _

La forme des relations en régime permanent et le fait que g' se développe sur

la base des fonctions e111‘psd‘1‘da1es, incitent & poser (126) :

T ® @ |
Y=oy B ARG zé;:%;j Pre1 Qopp Sin 26
o (21+2)l 1 s (21-1)1  (21'+3)!
$2(3
2,21'+1 2 2141 .
x d21_1 %141(%0) Ps 2141 203) | )S‘" 2¢
21'+1\%0
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[ed] 50(3)
ScTg, p A3 d? ,2141 P: - 21+1
3 s9(3) (¢ )
2141 ‘o
w 0
= 5 A 1(4143) 21(2143) PO, 4 02]+1
A2 1
m ® 41'43 10,21'+1 ke
w + 0, +
L z A (4143) 21 (2143) 1 —=d Q3 (%) p° <0G
W ow ! 2 2
©, g a43) £ p 2, . cos 2
XN (21+2)1 21 "2l
0 o (1)1 T 41'43  (2143)! (21'-1)! ,2,21'+1 2
9 1 A (4143) z d Qsq,1(5,) X
A2 (21+1)! 1 4143  (21-1)! (21'+3)! 21-1 21+1%"0
5 s2(3)
P21 2Ll o 6
52(3)
21 +1 (Co)
® 211 ,21 S3i0)
- ¢ o(z2 “1yh : Z(4143) @y gl -2141 Pi 2141 + sin ¢
(2142)! L)
21+1'%0
By Ay 24143) B 21e3) oL 0k, sin
A2 1 S (21+42)!
r A 2(4]+3) (1)1 T 41'43 (2142)! (')} d%i21'+1 Q%1+1(Co)
Az 1 (2142)1 1 4143 (21)!  (21'+2)!
3
p1 2{ ! .
s,21'+1 (3) sin ¢
521741 (%)
4y w = _ -
- —2— 1A [ (a1+1) 212D 4 oy (D) ] PL, Q3 sino
c 1 (2141)! (21)1
4y w o
o (21+1)! 1 1 . .
* LA o142 Qqyp sin o + Py

c 1 (2142)!

99.

- X
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ot les coefficients A] dépendent de c, ) et o+ 11s sont déterminés

par la condition d'incompressibilité du milieu X.X’ = 0. Lorsque celle-ci est

appliquée aux relations précédentes, on constate que seules 5ubsistent les
fonctions PL,21. §%%3) sin '¢ avec 1' variant de 1 @ « :
s1(3)

' 21 1 1 .
y = Z A (4]+3) i——l—— % |(v sk) P ' v’ S1In ¢

e

. > ] 1 1(3) _.

“ 2 * 1 1(3)
+ 2z A 2(4]+3) '(—'—L ) I(C ’)\) P ' S ' sin
> M P TPIIE S BT s.21' 21t X
- C AZCO % d]l(Co,A) Pl 2]' S%g?) sin ¢
2 2 .
- €A% (g2 - 1tz y Cy1(gge2) Pi o1 Sé%?) sin ¢
1 ? .

La résolution du systéme correspondant a@ chaque valeur de 1' fournit les -
coefficients Ay. Pour de faibles valeurs de X , on peut faire un calcul. approché

et vérifier qu'a la limite A > o Ay~ A1 >0 (régime permanent).

L'expressiongénérale du couple hydrodynamique mentionnée en 2.1.1. montre qu'il
ne posséde QU'une composante dirigée suivant 1'axe de rotation OX. Tous calculs
faits, il vient :
- '

3¢ W

gl

tolz2 - D+ et ug A (2 - DY g (z)

2 — \4]+3 0,21+1,2 0
*3¢ uyw goleg - 1) 1 I = (d;”" ) gc [ Log Sz§f}]

z= g,
(g - 1) 5 JanZ (o 212 8 [Log S1(3)] ,
r=z,

+
|
@]
w
=
o
€
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+
wr
i

— a1y o o 41'+3 0,21'+1  0,21'+1
Uy @ co(;o 1) % A](41+3)(21)(21+3) % s d21+1 d1 X

0 ) 0(3)
* G (%) 57 [ Log S21+1] -
o

o]

2 had ]
+2 & T (@2 - DY p a2y B gong) ¢ A8 (212)!
1 (2142)! 1 4143 (21)!
1,21'41  1,21'41 1 5 1(3)
x d; %o %11 (%) 5z [L°9 Szm]
r =1,

En faisant tendre X vers o, on retrouve le résultat du régime permanent ;

de meme, si ¢ - o0 avec Lo > ® et tel que cZ, > R, on voit apparaitre

la solution du modéle sphérique.

2.2. Applicationa mouvement brownien :

Les deux couples de frottement, 1'un autour de 1'axe de révolution et

1'autre autour d'un axe transverse, peuvent s'écrire :

T'=-w C r =-w C
3 3 3 1 1 1

o C, et C, sont les coefficients de frottement donnés précédemment.
On en déduit immédiatement 1'expression des deux principales fonctions de

corrélation (127) :

G5 = kgT Ca G, = kgT C,
kT Ky T
53=_B:_ 51=__13'___

13p + C3 11p + cl

Leur comportement au voisinage des points limites est :

5/2 -5/2

14

Ga(t) §(t) Ga(t) = A t”

G (t)
t+o to !

t oo

A' t
1
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2 (t) = o(0) (1-8 t172 4 ) o (t) = ¢ £7°/2

{00

ol A;, A;, Ba, C1’ C3 sont des fonctions de c et L, donc des demi-axes a
et a, de 1'ellipsoide.

A titre d'exemple, on montre que :

¢, =2 3—3, D, K(z,) C. %ﬁ— $—7— Dy K(z,)
avec
K(zg) = 3¢5 - 3 % Jé;é g -3 ) (-0 o
- %g co(cgr- 1)}/ 0% - (z) -1)%/2 (o Qi -8 Qi - %5 »Qé)

Sur la figure 18, on a tracé la courbe représentative de K(;o) en fonction de
12

L, c'est-a-dire aussi en fonction de . Lorsque L, > alors

r'2-1

K(;O) > -% gg ; si en méme temps ¢ » 0, de telle sorte que c¢ T, a

on revient au cas de la sphére.

Les coefficients de diffusion instantanés tendent vers leur valeur traditionnell

- ¥

comme t

En comparant ces résultats d ceux de la sphére, on constate un comportement
semblable de <I>3(t)t , que 1'on peut attribuer & la similitude de 1a structur
> 0 ' .

de 1'écoulement.
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Par contre @1 (t) ne semble pas présenter la méme allure. La forme

t+o0

=

exacte est difficile & préciser car au voisinage de p = =, on ne posséde
que trés peu de renseignements sur les fonctions ellipsoidales. Le comportement

est encore le méme pour & (t)ou ¢ (t) lorsque t-+> o .
3 1

Cette derniére constatation est particuliérement intéressante ; il semble, en
effet, que cette loi asymptotique ne dépende pas de la forme de la particule,

mais plutét de 1a dimensionnalité de 1'écoulement qu'elle produit.

-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-
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CHAPITRE VI : TENTATIVE D'EXTENSION A UNE PARTICULE QUELCONQUE

Comme on pouvait s'y attendre, 1'étude du mouvement se comp]iqﬁe'é
mesure que la particule devient plus complexe ; en pratique le champ des
vitesses que crée sa rotation ne peut étre décrit complétement que pour des
modéles simples, sphére ou ellipsoide de révolution.

Cependant nous avons vu sur ces exemples que les F.A.C. paraissent
insensibles a la forme de la particule lorsque le temps devient trés grand.

Nous allons chercher & le confirmer en utilisant une technique qui_
évite le calcul du champ d'écoulement.

Pour cela nous réutilisons la seconde méthode qui a permis d'é&tablir

G(t) au chapitre précédent, avec un Q(t) simplifie.

1. Absence de couplage rotation/translation

Aprés avoir testé la méthode sur la sphére, nous 1'appliquons &

1'ellipsoide scaléne puis la généralisons a une particule quelconque en

indiquant les conditions de découplage.
Examinons d'abord la sphére. Ecrivons le couple Q(t) sous la forme :

A(t) = 6 1, Jsz (R,t) dR

n A'\:’\; 4"
formule de FAXEN du régime permanent dans laquelle nous considérons nous que
Q varie avec le temps et qui constitue une approximation de 1'expression exacte

n
du chapitre V.



v

10!

Aprés transformation de FOURIER spatiale, il vient :

ooy g’ a q° a ‘m
D'autre part, on a : ng'2t
0
2k T q'q"\ T o
<V (q',0) V (g",t)> = B 1 - ( 1- “IZ’ ) e ° s(q' + 2")
NN "N Po Mo (2m) fil}
et par suite :
12
i nd'°t
kpT q'q’ P,
< 0(q',0) (gq",t)> = - B 1 1 -l q'%e ° s(q' +q")
Y 3 12 N N
N N Y 2001, (21) 9 ~
La fonction de corrélation G(t) est alors :
2
i u,at
q3 N ,
G;(t) = [qzu -X ) ° ( 5"3‘ q3a - °°i qza ) dg
q? q° a q* a
Hoa%t
p .
- e © ( singa _cos qa ) 9% dq
q3 a3 q2 a2

Le comportement de G(t) pour t > , c'est-a-dire aussi lorsque q ~
v

peut s'écrire :
Hod-t

G (t) S Jq“e o dgq
1 t :

- 00
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et par le changement de variables g' =/t q, on voit que :

6:(t) = t/2

Intéressons-nous maintenant a 1'ellipsoide scaléne.

- PERES (128) donne 1la formule suivante :

A(t) =4 - '
(1) _ f! (C, v, nz‘ By V, n) ds

dans Taquelle Co, B0 sont des constantes qui dépendent des caractéristiques

géométriques de la particule et n, le vecteur unitaire de la normale intérieure
n

as.

Transformons cette intégrale en une intégrale de volume.

AL(t) = 4 AV, \avz
1 (t) = | (Co ;;—" By —;z— ) dt

A

Par le changement de variable X = X' a Y=Y a2 y L = Z'aa,
1'ellipsoide scaléne devient une sphére de rayon unité ; appliquons ensuite la

transformation de FOURIER spatiale, i1 vient pour g+o :

Al(t) :j 'y [jqz'vs(g,t)] - B', [jqavz(q,t) ] dq
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On vérifie alors, comme pour la sphére, que
2
M 4 t
p -
G (t) = jq"‘e ° dq = t5/2

Dans le cas d'un solide fini, de surface S, mais de forme quelconque, on montre

que la force E et le couple Q sont données par les formules générales (128) :

-
1]

j- (Vo +Vo +Vo ) dS
1 S 1 1 2 2 3 3

I
n

J’ (Vo' +V Y +V Y )dS
11 2 2 3 3
S
ol les fonctions ¢; et y'; sont calculées en tout point de S.

Ces formules, on le sait, supposent la particule au repos. Or, en
régime indépendant du temps, il y a une équivalence entre un solide au repos
dans un liquide en écoulement et un solide en mouvement dans un liquide au repos.
Cette remarque permet d'acquérir certains renseignements sur les fonctions
¢; et UNFE En particulier, pour des particules homogénes a isotropie sphériqqe
(sphére, cube, etc... ) ou possédant un axe de révolution plus un plan qui lui
est orthogonal (ellipsoide de révolution, cylindre, sphéres, etc... )
ou encore ayant trois plans de symétrie trirectangles (ellipsoides scalénes, etc..
c'est-a-dire pour lesquelles i1 n'existe pas de couplage translation-rotation,

on peut montrer que le systéme d'équations précédentes se simplifie et devient :

F, = j Vo ds A = J (v y! o+ v q,;' )dS
S S
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Si on déplace 1a particule avec une vitesse V constante, alors
n

2
]wz'ds=o

Cette remarque vaut aussi pour y'.

2 2

3
Considérons ‘maintenant 1'intégra1e'/fv ' dS extraite de A
S

N—

' -jE.q -jﬁ.q
Vow, dS= Jyr (| V (a.t)e v dq)dS = |V (q.t)([p’' e " dS)dg
S 2 2,\1 "N 2,\’ 2 V]

En supposant q petit sous le signe intégrale, on obtient en
n

premiére approximation :
J Vo, ds =jV2(q,t)(ao 9 +bya +cya)dg
S v n

de sorte que :
A (t) =~ »t ' ' '
(1) j[vz(g aga, + by 9+ cya)+ Va(g,t)(a 080 a+c qs)]dg

tous calculs faits, on est conduit au méme résultat que pour 1'ellipsoide
c'est-d-dire que G (t)ta«>” t'sé . Cette loi est évidemment 1a méme pour
1
G (t) ou G (t). D'autre part, a partir de la relation entre G(t) et o(t)
2 3

(V,1,1), i1 est facile de voir que q>1-(t)t_>°o ~ t'5§

Nous confirmons donc que, en 1'absence de couplage, les fonctions

d'autocorrélation sont insensibles 3 1a forme de la particule.

2. Cas général ot il y a couplage
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Si le solide ne posséde aucune des symétries précédentes, il apparait
alors un couplage translation-rotation, ce qui signifie qu'il ne peut pas se
mouvoir librement en translation sans tourner et inversement ; s'il est au |
repos dané un liquide animé d'une vitesse uniforme, il est & 1a fois soumis &
une force et a un couple.

Le modéle le plus typique répondant a cette définition est 1'hélice.

En général, i1 n'est pas possible de simplifier les formules de la

force F et du couple Q (voir aussi chapitre I), de sorte qu'on montre que :
v}

: quzti
Po )
< Fy Fa(t)s = < Fy Ag(t)> = <Ay Ag(t)> = e g2 dq = t

ts o t > t > o

3

Ainsi, par suite du couplage, toutes ces fonctions de corrélations
décroissent comme ’c-?’/2 , c'est-a-dire comme la fonction de corrélation des
forces aléatoires lorsqu'il n'y a pas couplage.

Si le comportement des fonctions de corrélations des forces, couples
ou force-couple aléatoires & temps &levé est facile a obtenir, il n'en va pas

de méme pour les fonctions de corré&lations des vitesses. En effet, la relation

entre ces fonctions est (129) :

dans laquelle o'! , &22 , ¢'%? | 92! désignent respectivement les
fonctions de corrélation des vitesses de translation, de rotation, et de
couplage des vitesses, tandis que Gl, G22 , G2 , G22 sont les fonctions de
corrélation pour les forces, couples, force-couple, dont nous avons donné

précédemment l1a loi de décroissance en t.
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En particulier, on peut constater que 22 dépend des quatre fonctions
GBH et i1 n'est pas possible de se prononcer sur son comportement 3 t &levé

-3 )
puisque les coefficients numériques de t / dans les GBU ne sont pas connus.

3. Lois asymptotiques et dimensionalité de 1'écoulement

Jusqu'ici 1'écoulement du liquide autour de la particule a été supposé
tridimentionnel, on peut se demander ce que deviennent les formes précédentes
lorsque 1'écoulement est bidimentionnel (ou plan), par exemple autour dfun
cylindre circulaire de ]ongueur trés grande devant les dimensions transversales et
»tournant autour de son axe. I1 suffit de transposer les expressions précédentes

au cas plan ; on obtient :

La détermination directe du couple instantané qui s'exerce sur 1'unité

de longueur du cylindre infiniment long, conduit & :

a2 ' -2
G"(? = 9s(t) = —(‘-};2 [e(t) Log t]= t

© t >

au sens des distributions ( g (t) est la fonction échelon). Ce résultat est .
donc conforme & 1'étude générale.
Les expressions des fonctions de corrélations sont formellement

valables quel que soit le nombre de dimensions, de sorte que leurs comportements
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asymptotiques peuvent se résumer comme Suit :

- il n'y a pas couplage translation-rotation, alors

-(1+ M
t > G(t) = ag(t)e (2

- i1 y a couplage translation-rotation, alors
_ . ) %
t+o < Fy Fi(t)> = < Fy Ai(t)> =< AiAi(t)> = t

ou n représente la dimensionalité de 1'écoulement.

4. Passage de la particule & la molécule

Ces formules sont a rapprocher de celles de la translation pure. Dans
ce cas, la loi est en t "2 , donc identique a cel]ebdu’couplage. Elle fut
découverte par ALDER et WAINWRIGHT (130) par simulation sur ordinateur d un
calcul de dynam1que des mo]ecu]es (modéle du d1sque ou de 1a sphére) d'un
fluide a différentes densités. L' aspect théorique fut envisagé d' abord par
DORFMAN et COHEN (131) (théorie cinétique), puis par ERNST HAUGE et VAN LEUVEN
(132), & partir de 1a notion d' équilibre local d'un fluide, notion qui permet
aussi,griace a l1a méthode des fonctions de corré]étion, de donner une formulation
compacte des coefficients de transport. La corrélation de 1fensemb1e des ‘
intégrants ihtervenant dans les expressions des coefficients de viscosité
et de conductibilité thermique a été étudiée en détail par POMEAU (133) et elle

-n/p '

conduit toujours a la méme loi en t
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Cette bréve revue bibliographique concerne il est vrai les liquides
purs. Mais on sait depuis quelques années qu'i] existe»beaucoup de points
communs entre la dynamique d'une molécule de liquide et celle d'une grosse
particule immergée dans le iiquide. Ainsi, par exemple, ALDER et WAINWRIGT
(134) ont montré, toujours par simulation sur ordinateur, que le coefficient de
frottement de translation d'une molécule en forme de sphére appartenant a un
liquide pur est égal a 4I ﬁo a , résultat identique & celui qu'on calculerait
pour une sphére macroscopique avec glissement & la paroi. Plus généralement,
diverses constatations expérimentales semblent confirmer que 1'on passe
prbgressivement du frottement sans glissement au frottement avec glissement
(135-137) a mesure que la taille de la molécule diminue. Si donc le lien est
effectivement réalisé entre les phénoménes de diffusion macroscopique et
microscopique, on peut penser qu'alors nos résultats seront encore valables

a 1'échelle moléculaire.

5. Perspectives de vérification expérimentale des lois asymptotiques

BOON et BOUILLER (138), utilisant la spectroscopie RAYLEIGH (fonction
d'autocorrélation du courant photoélectrique) sur des sphéres de polystyréne
(diamétre =~ o,z—ﬁ ) en suspension dans du méthanol ont conclu que leurs
résultats sont compatibles avec un effet en ff%Q lorsque t est grand.

IT n'est pas impossible que cette téchnique puisse aussi mettre en &vidence
un effet en t-,52. |

Récemment, FEDELE et KIM (139) ont tenté de mesurer ¢(t) de la

translation pour une particule en suspension dans un gaz 3 différentes pressions,

en photographiant ses déplacements pendant des intervalles de temps trés courts.
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Leurs résultats montrent que dés que t dépasse un temps caractéristique de la
particule, il y a un désaccord trés net avec une décroissance exponentielle de

3b

®(t) et un accord satisfaisant avec la loi en t~ . En fait, la courbe

expérimentale prévoit ﬁn exposant un peu supérieur & - 3@ , dfoﬁ, peut-étre,
une correction @ apporter a la théorie; Cette méthode expérimentale d'étude de
® (t) est assez proche de ce]]evd'OKAGANA et MASON (38 ) observant par
photographie le comportement en rotation des particules en forme de disque

ou de cylindre dans un écoulement de couette (voir aussi premiére partie,
chapitre III). I1 est possible qué cette technique puisse parvenir &galement

3 détecter le comportement de la fonction d'autocorrélation des vitesses

angulaires avec des particules axy-symétriques de grandes tailles.

-0-0-0-0-0-0-0-0~-
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CONCLUSION GENERALE

Motivé initia]emént par 1'étude des phénoménes hydrbdynamiques, nous
avons, dans la premiére partie de ce travail, sbu]igné la parenté qui existe entre
la biréfkingence d'écoulement et 1a viscosité non-newtonienne ; en principe ces
deux aspects de 1'orientation dynamique peuvent se substituer 1'un i 1'autre.
C'est pourguoi nous nous sommes intéressés tout particuiiéremeht a la fonction

de distribution des orientations qui permet de les prévoir 1'un et 1'autre.

Nous avons montré de deux fagons différentes que la série de PETERLIN

qui Ta représente converge d tout gradient fini et pour tout allongement.

Ayant constaté que sa convérgence est lente 1brsque le modéle est
trés allongé ou trés aplati, nous avons indiqué un moyen de construire une série
plus satisfaisante a cet égard ; la confirmation'numérique et 1'essai de
justification analytique laissent héanmbins.subsister-un prob1éme d'optimisation

‘du procédé.

Un examen critique des hypothéses traditionnelles qui sont & la base
de la théorie, nous a conduit a revoir le mouvement brownien de rotation 1ibre. _
‘La seconde partie de notre travail aborde ce vaste domaine au fond, sans négliger,

d 1'occasion,l'aspect méthodologique.

Nous avons déterminé pour 1'ellipsoide de révo]ution, et compte tenu
de ses moments d'inertie, 1a fonction d'autocorrélation des vitesses'angulaires

-fonction décroissante du temps- dans deux hypothéses sur le frottement :
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- proportionnalité a la vitesse angulaire : alors c'est une exponentielle
dont 1'argumeht n'est plus lingaire si on fait intervenir les produits

des vitesses angulaires.

- 1e couple de frottement a la valeur que nous avons calculée en
négligeant les produits des vitesses : alors elle s'apparente a une
fonction hyperbolique. I1 est clair que si 1'on voulait tenir compte
de ces produits, i1 faudrait les introduire dans le couple de frottemen

lui-méme, donc dans la fonction d'autocorré&lation.

Dans le cas d'une particule de géométrie plus compliquée, nous n'avons
pu obtenir que le comportement & t infini de la fonction de corrélation et nous

1'avons relié & la dimensionnalité de 1'écoulement.

La généralisation de 1'équation de diffusion des orientations nous
a convaincu qu'il était nécessaire pour la résoudre de connaitre la fonction
d'autocorrélation des vitesses. C'est donc de cette fagon que nous avohs procédé,
dans le cas mafkovien, pour é&tablir l1a fonction de distribution angulaire de
1'ellipsoide de révolution. A cette occasion, nous avons noté 1'existence d'un
" couplage entre les deux composantes de la rotation, calculé les coefficients de
diffusion correspondants et observé que seul 1e-coéfficient relatif @ un axe
transverse différe de la formule bien connue Torsqu'on tient compte des produits

des vitesses angulaires.

Bien entendu, on pourrait étendre le méme calcul aux cas non-markoviens

cités précédemment.
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De méme, notre analyse peut &tre appliquée a des modéles déformables
comme 1'haltére élastique ou le collier de perles qui sont utilisés pour représenter

les macromolécules en chaine.
Terminons en évoquant un prolongement possible de notre travail.

En comparant 1'équation de diffusion de translation d'une particule
sphérique et 1'équation qui régit le comportement de la fonction de distribution
de 1'extrémité d'une chaine gaussienne de longueur L, dont 1'origine est fixeée,
on constate que 1'on passe de la premiére 3 la seconde en substituant L a t.
Cette analogie est encore plus frappante si on complique le modéle par exemple en
choisissant la chaine a longueur de persistance. En effet, pour ce type de
macromolécule, 1a distance quadratiqué moyénné entre extrémités peut s'‘obtenir
i partir d'une équation de LANGEVIN classique, dans laquelle la coordonnée

curviligne du point courant de la chaine remplace le temps t.

On devrait s'attendre & ce que cette analogie formelle se retrouve
dans 1'expression des termes homologues des coefficients de frottement. Dans
1'affirmative, on aurait ainsi la possibilité de décrire ces deux phénoménes de

diffusion 3 1'aide du méme formalisme.

-0-0-0-0-0-0-0-0-
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ANNEXE A

Calcul de <sin* 0 sin? 2¢ > en fonction des valeurs moyennes intervenant en

biréfringence

La fonction de distribution des orientations o est solution de :
H? p=0 1 (1+ b cos 2¢) il—+ b sine cos® sin 2¢ &— - 3p sin?0 sin 2¢

1 2 3 2 ‘ 0 2 e
Par le changement de variable Z = cos 0 , il vient :
H2 5 =g| L (1+ b cos 2¢) & - B 7(1-72) sin 24 & - 3 b(1-22) sin 2

y P92 LY S 032 "2 ¢ 1o
avec

: 2

H2 = O -72) 3_ 1 37

: 3Z [(1Z)aZ]+»1_Z-2 267

Multiplions cette équation par la quantité (1-Z2) sin 2¢ et sommons sur

tout 1'angle solide. On a d'abord :

4n _ ,
J-(I-ZZ)2 sinZ 2¢pdq = < (1 - Z2)2 sin2 24 >
0

an : :
& J (1 - 22) sin 2¢[’12 (1 + b cos 2¢) g-%
70 ' .

b _ 72y 3 . l.v 2 |
7 (1 - Z?) sin 2¢ 27 S H1 0 ] do

Puis on vérifie que :

[ 4
%-_ © (1-Z2) sin 2¢ (1 + b cos 2¢) gﬁ-dg = = < (1-Z2)(cos 2¢ + b cos 4¢)
° ,
(41 : - :
1 ‘ 2Y2¢4n2 9P 2
> _} (1-Z%)2sin 2¢-§Z d2 = <(1-Z2)> - <(1-Z2) cos 4¢ > -
o _ o
' -3 <(1-12)2 sin? 24 >
| an | |
| (1-Z2) sin 2¢ Hf;;dQ = - 6 <(1-Z2) sin 2¢ >

0
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de sorte que :

<(1-22)2 sin? 2¢> = <(1-Z2%)> +-t1; <(1-22) cos 2> - - <(1-22) sin 2¢ >

bo
D'autre part, la viscosité intrinséque Dﬂ est donnée par :
[u] = (9 + K=-L") <(1-122)2 sin? 2¢> + L' <(1 - Z2)> + M <Z2%>

+ N - z2) sin 26 >
(e}

En reportant 1'expression de <(1- Z2j2sin22¢ > dans Dﬂ et en regroupant

les termes semblables, on a finalement

L] = (34K + M-k 22> + S2KZL

n <( 1 -122) cos 2¢>

+[% - 5 (J+-K-Lf)]<(1-zz)sin2¢>



ANNEXE B

Sur la convergence des séries envisagées dans la
prem1ere part1e

I) Notion de fonctions de GREEN

= . . o . -

Considérons d'abord le probléme & une dimension qui consiste a supposer que
< < =1

1'ellipsoide est éssujetti d rester dans le plan de 1'écoulement >
L'équation de diffusion Se simplifie et devient :

_ o d »
Hf P =7 [ (1 +b cos 2¢)p ]

42
d¢?

avec H2
1

C'est une équation différentie11e'quj s'intégre facilement, mais la solution

peut aussi &tre représentée par des séries, sous certaines conditions qui
seront précisées dans la suite de 1'exposé. Leur intérét réside dans le
fait qu'elles sont plus commodes pour calculer les valeurs moyennes telles
que :tg 2y OU An

Ces séries ont toutes la forme suivante

Dans le but d'é&tudier leur convergence, on se place dans le cas le plus

défavorable, c'est-a-diré pour b =1 (ellipsone trés allongé ou batonnet).
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L'équation est alors appelée équation de BOEDER (15).

Celle-ci peut étre transformée en une équation intégro-différentielle. Pour

ce faire, multiplions ses deux membres paf une fonction G(¢' ,9) et intégrons

sur |0,I|

n Il a
J 6(¢" +6) :—B do' = oi 6(4'5¢) S (cos? ¢ ) dg’

0 . ¢ Jo - d(b,
Le premier membre devient :
I
5 - , .
J G(¢'»0) %—?2 do' = G(n,¢)('93'3 - G(05¢) ( QRT -
° ’ 0 gt Wm0
: I
- p (M) (:G—I) + p(0) (g) + 0 d2(|;_2 d ¢
. ¢ d). =] dq) ¢I=0 1o dd) |

La fonction de distribution que 1'on cherche est telle que :

d d
p(0) =pm . (-* - (=
do d¢
. =0 ¢=1

de sorte que si G posséde elle aussi ces mémes conditions aux limites, on a :

! m
2
J o L8 dpt =0 j G(¢"9) ‘—’—| (cos? ¢'p) d¢'
0 0 d¢

Si, de plus, on impose que :

d%
= § cb' -¢
d¢*? ( )
alors (m
o(9) = OJ G(¢ 29) -; (COS $'p) d4>
0

G(¢ »9) est appelée la fonct1on de GREEN de 1' operateur Hz
On trouve facilement son expression grdce & la relation de fermeture
oo | 1 j2mg

If(e') Frle) = 606" - ¢) f (o) = A

120.
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.On a donc :
j2mg'  -j2mé
G(o's9) = - - ¢ ¢
a1 m?2
et |
_ o I ;
-sz(b _'2 [
o(¢) =- & 1 S— J eJ2m’ 4 (cos2p'p) do
4 m2 : dd)l :
. 0 . :
En tenant compte du fait que lorsquec >0 o> p, , il vient
. 1 '
-Jj2mé .
1 ) 2mg' Y d
o(9) = =-L 1 E——J eI L (cos? ¢'p) do
T 41 mfo M o do
ou
. Al
. -j2m¢ . . o
o(¢) = 1, %91 X fi;;—— v ed2mo" g2 b'p do'
i I m#o o :

aprés intégration par partie.

Cette &quation est du type FREDHOLM avec comme noyau :

-39 S omd ) o
g Jemo  GJemd cos?g' = -1 g sinZm (o' -9)

m I - m>0 - m

cos? ¢

K(o'40) = 5% =

qui n'est pas symétrique.

Pour éviter que G(¢',4) cesse d'@tre analytique en m = 0, on contourne la

difficulté en posant

d> G
d ¢l2

= 8o -0) -1
o U
on endéduit alors que :

Gdame! - jomg

' | _. 1.
G(¢ s¢) =T m mio 2



et en procédant comme précédemment, on retrouve 1'expression de p .

Reconsidérons K(¢',6) écrit sous la forme :

jomg* - j2mo |
K(¢'50) = - cos?' = T © = = - cos? ¢' G'(¢',9)
m#o 2m

=1

i1 est facile de voir que G'(¢ »6) est solution de :

4o 5ot - 9) - 3
do'

de sorte que, aprés intégration,

6'(¢"20) =0(6' - 0) =% &' +A

ol g est la fonction échelon ou d'HEAVISIDE, c'est-d-dire que 1'on

a encore :
1+ -+ ¢ o' > ¢
I
G'(¢'50) =
O o < o
On vérifie que :
o+ 0
G{0,9) = G'(M,9) G'(¢'s+0) =1
-0

La constante A est obtenue en identifiant les deux solutions au point ¢'=0

sin2m¢ %. -

m#o m

1
2

=
"
'
=] -
™
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G'(¢',9) étant déterminée, on obtient :

I il
o(¢) = +0J cos? ¢'p do' + (f - %—)GJ cos?¢'p do'

¢

= | -

=ja

¢

I

o' cos?¢'p do'
(0]

qui est une autre représentation de la fonction de distribution.

I1. Apercu sur la convergence des séries

a). Méthode d'étude par 1'intermédiaire des fonctions de GREEN.

Soit ﬂi 1'opérateur agissant sur p tel que :
]’[ .
- j2mé en
Ro = 7% z %— eI’ cos2¢'p do

On peut écrire
1
O=ﬁ+0ﬁp

ou formellement
1/II
1-oR

et le développement en série s'en déduit par

p =

o = % +0 ﬂ(%) + oZﬁz (%) P o"ﬂ n(%

sous la condition que :

1 1
IIUJQII <1 =+ 0« - > o<
R A M|

oi Ay est la valeur propre de plus grand module de 1'opérateur jé .
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Etant donné 1'expression dejQ, on cherche les fonctions propres sous 1a forme :

l’)l = T DI e'jzm(b ou l])l - )X Dl ejzmd)

De la premiére représentation, il résulte une relation de récurrence entre

les coefficients D; :
] - - "
D, (m 2z 2)-Dm 1+ Dh+1

oll on a posé z = - j8)

La seconde représentation donne une relation de récurrence qui s'identifie

3 la premiére par le changement : D: = - D% et z' = -z.

m
D!
. . . . . s o m .=
La méthode de résolution consiste d'abord a poser Nm “Phi puis a

remarquer que NZ est &gal d'une part & z - 2 et d'autre part 3 une fraction
continue, ce qui conduit a :
z-2-= 1 . 1 . 1 ¢ eeeeens

2z - 2- 3z - 2- 4z - 2-

qu'on résoud par approximation successive ; on vérifie que

z, = 2,4 d'od Iayl = 0,3

La série précédente diverge donc pour g > 3,3(140).
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L'impossibilité de son emploi au dela de o = 3,3 incite & rechercher une

nouvelle approche. Celle-ci consiste & modifier 1'opérateur de base pour la

fonction de GREEN. Ainsi en &crivant 1'équation de diffusion comme suit :

Ve

2
g_&-%d_.z d_.(c052¢p)
do? do d¢
1a nouvelle fonction de GREEN est solution de :

2
d=G + O dG

— = 8(¢' - ¢)
d ¢l2 -7 d ¢l
On obtient :
jeme' - j2mo
Goa) = -1 5 £
4m? - mo
d'ol
: )i
. ‘J2m¢ s '
o) = %- + %ﬁl r & ——— e 32’ cos 2¢'p do' .
mgo 4m - jo o

Le développement qui s'en déduit :

c
1.1 | . _4c¢ . o2
o() = Tt [ 1};372;; sin 2¢ + ]};i::;;_ cos 2¢ ] + ...

est apparenté a celui de PETERLIN et converge quel que soit ¢ < o
Le nouvel opérateur }Q de 1'équation de FREDHOLY précédente est

. il
e JZITI¢

I — 32’ o 2¢' do'
mfo 4m - jo

%-

;=||<_4.

0

On voit qu'il dépend cette fois de o . La valeur propre Ay est donc une
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fonction de ce paramétre et il faut, comme pkécédemment, que la condition
U.<|X%T _ soit satisfaite pour toute valeur de o si on V¢ut qué la

série -converge. |

Les fonctions propres ¢' de ﬂ? ont 1a méme forme qu'avant, mais la relation

de récurrence est cette fois : |

Y d 4mj' g 1 1
e [(4m)2+ o? ] Ow1 * O]

ol & est 1'inverse de A

Si on veut que les Dﬁ soient différentes de zéro, il faut que le déterminant

D(§) de la matrice ci-dessous déduite de la relation précédente soit nul

1 8X -0 0 ' 0 0 .... Ceesecasas
12 )
&8X 1 §Xz3 0 -0 0 .iveevncans P
21
0 sX 1 8 X3y 0 0 ciiierenennnne
. 032 . L] . . L[] L] L] -
: R |
0 0 0 0 0 Gan 1 6Xn(p+2) ‘
Or, pour ce type de»matrice, on peut écrire
0 X X X
n p pP,p, P
1 2
62 n 0 pr 614, X
D(s) =1+ 57 z 12 |+ 77 z PP,
P,sP,=1 p2p1 P> P,s Pys P, 1 X 0
pipl
1 X 0
PP,
+ oiiienens '
~ soit encore :
) ‘ 6I2 (6l2 (6'2)3
D(§') =1+ —F 4 4 + KN Foal

1-Jo' 2(1-jo'}(2-jo')  6(1-§3 X2-§d (3-jo')
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i ‘ A I_G . |_0
ol on a posé 6 =7 et o' =7

Les termes d'ordre supérieur sont facilement accessibles puisqu'en faisant

o

D(&') = Io(Gf)

= 0, On A :
la fonction de Bessel modifiée de 1lére espéce.

La recherche de a%n (valeur minimum) est laborieuse, car §' est un nombre
Cohp]exe, mais .on montre que la'ml s g . Par exemple, si on choisit
o =2,5 ,ontrouve |8'yl = 3,9 , et pour g =5 > Ia'ml ~ 6,8
On doit d'ailleurs s'attendre & ce que le rapport‘ilfigﬂ. s tout en restant
supérieur a 1, diminue lorsque cf'+ © , Ce qui sign;}ie que de plus en plus

de termes sont nécessaires pour calculer la série.

Pour ¢ trés grand, on a avec une bonne approximation
D' = - S (0., + D' )
m 2o m+1 m-1/

Annuler le déterminant D, revient aussi & chercher 1a valeur du rapport »g_
. ’ : o

qui satisfait a la fraction continue :

) 2 - 2 2
' ¢ -, 8 $.
L Am) m) w)
= 1 . T e
on trouve
Sm
5 = 1,131

La méthode que nous venons d'appliquer & 1'étude de 1a convergence des séries
représentatives de | (¢) est directement transposable au probléme a deux
variables. Cependant, la recherche de XM est un peu plus compliquée parce

qu'il existe cette fois une relation de récurrence entre des coefficients



a deux indices D'

1.mP2" suite de la nature méme des fonctions de Legendre.

Le calcul se fait alors en annulant pas & pas le déterminant D, et on est

conduit & trouver des résultats semblables aux précédents. C'est pour éviter
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la transcription des formules trop volumineuses que nous nous sommes volontaire-

ment restreints d 1'&tude du probléme plan (& une variable).

Considérons a présent 1'équation de diffusion & laquelle on a ajouté

dans les deux membres :

Lo . g do 4k = 3 9 (cos2pp0) +k
do* d¢ d¢

La fonction de GREEN G(¢' ) solution de

2
&y, B ovke = 50 -0
dd)'z d¢|
est :
jemg'  -3j2me
6(¢'s0) = -3 & S .
dm? - jmo - k
et par suite :
. I
-j2mé . ' '
o) =3 + § 2 ° eI (G cos 24" - o do’
4m? - jmo - k o

dont le développement approché devient :

p(p) =

=11
+

(4-k)? + o2 (4-k)? + o2

% [ (4-K)o_ sin 2¢ - 9% cos 26 ] +

ke
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La convergence de cette série a été étudiée sur ordinateur pour différentes
valeurs de o comprises entre 10 et 500, et dans chaque cas pour plusieurs
valeurs de k, y compris k = 0 qui correspond a 1'équation originelle. Les
calculs ont &té effectués avec cing chiffres significatifs (141).

Le critére de convergence adopté est défini par le nombre i d'itérations a
partir duquel p ou les grandeurs moyennes envisagées sont constantes & mieux

qu'une unité de la quatriéme décimale.
Des résultats numériques se dégagent les conclusions suivantes :

- quels que soient o et ¢ , une valeur négative de k améliore la convergence.

- la "vitesse de convergence est nettement augmentée et 1'avantage dfavoir
introduit un k est d'autant plus appréciable que = o est grand (Fig. 1-4).

- a chaque o est associé un k optimal k0 (Fig. 5) pratiquement indépendant
de ¢

Dans le but d'expliquer 1'accélération de convergence confirmée par ordinateur,
on est naturellement conduit & considérer 1'opérateur :
-3 II
e jeme

1 s .2m¢' 1 k |"
= = I e (5m cos 2¢' - -) d¢
f 4m? - k - jmo ’ o

(o]

dont les vecteurs propres sont encore de la forme
] - ] = j2m¢
V= L D m ©
avec une relation de récurrence entre 1esvDm telle que :

1 ks m
D 1 + (D', + D
m { o(4m?- k - jmo) m? -k -jmg ML

"
| or

m-l)



On peut écrire :

imé

2(4m? - k - _jmo)

D m-1 1 + Sk

o(4m? - k - jmo)

initialisée par

' P _ 8
D 4-3 -Kk1-2)

1 .8
I

Pour k = 0, on a :

' . 8
O'm iz

D
et en répétant 1'opération pour
.DI

D'm-l

de sorte que

1 D'
lim m m
m - oo D'

m-1

la série représentative de ¥' converge uniformément et absolument pour

tout ¢ < °®

Pour k # 0, on a de méme

' im
D' J

———— ~

DI

[}
2
m-1 4m? - k -jmo

pour m suffisamment grand. On note alors que si on donne a k une valeur

2 3 <9
4m ' o -j>

jms D'm+1

2(8m? - k-jmg) D'y

, on obtient une fraction continue

négative, la série parait mieux converger queé pour k = 0.
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Le choix de k0 est diffici]é a déterminer, mais on peut toutefois donner
quelque précision sur Tle domaine de variation le plus approprié. Si |k|<«< ¢
la convergence ne sera pas accélérée de fagon appréciable. Si au contraire

k| >> o le calcul de lﬁnl par la relation de récurrence montre qu'il est
trés voisin de g , et méme 1égérement inférieur, ce qui a tendance a faire
~diverger la série.
En attribuant & k une valeur proche de -0, on peut espérer améliorer la

convergence ; c'est ce que confirme d'ailleurs 1'ordinateur.
b). Méthode directe de traiter le probléme de la convergence.

Nous avons vu que la recherche de la convergence des séries consistait a
déterminer la valeur propre ) de plus grand module de 1'opérateur
Mais trouver la fonction ¢' telle queRy' = Ap' OU y' = sRy+ revient en

fait a résoudre suivant le cas

1 Qfm; - § 4 [ 1+ cos 2 ! ] ~ 3,4

dg? PR ( 6) v (8] = 3.4)

d2y' g dy' s d s
2 + 5 24— = — (cos 24" 18l 1

492 2 4o Z 4o ( ov') (5> 1)

d2p' . oo 4 k@ -8y =8 9 cos 20u 18] , 18
3. 197 7 de o ¥4 do ) O %

Considérons & titre d'application le premier cas. La solution p' est

36+ gsin2 -5 ¢ - gsin2g

V' (4) = e e do'



En remarquant que :

+ %-sin 2¢
_ 1 8y + g m 8y s
e | = Io(z) - 2 E (-1) 12m+1(1) sin 2(2m+1)¢

+ 2 3 ("1, (§) cos & m
mel om (7) ¢

ol Im(%)' sont les fonctions de BESSEL, on voit que 1'on a :

' ' o -j 2m¢ o j2m¢
v'(¢) =D o * I D'm e + ¢ D' e
1 1
" et & doit étre tel qu'il annule D;.
L'expression de D; est :
2 (8
D| (6) _ Iz(g) +v 62 co 1 m Im(z)
0'\°/ ~ "0'% Z E (-1)7 - 2
S+ (2m)2
4
soit encore en posant § =+ js&"
Jz 6"
. 0y ) s§n s © m m (-4_)
D' (6" = 32 &)+ S 1 (1)
° 4 2 1 o
(2m) - —
4
et on vérifie que §" = 3,4 annule Dé(&“)-

La détermination de Dé (5) ne pose pas de difficulté ici puisque
la solution de 1'équation de diffusion dans le plan a une forme analytique

simple. Ce n'est pas le cas lorsqu'on envisage le probléme de PETERLIN,

Pour obvier & cet inconvénient, on procéde comme suit : on gécrit 1a fonction:

sous ta forme :

%— sin 2¢

v'(e) = e 9(¢)
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ol g(¢) est solution de :

2 ) 2
gziz = -% (1 - cos 2¢) %%—+ %— cos 2¢ g

g(¢) est un développement en série initialisé par 1'unité.

Le nouveau DB s'en déduit et s'écrit :
63

| 18, . & 8
D', (8) = I,(z7) R L)+ -

I1 s'annule pour la méme valeur de 8 que précédemment. On remarque d*ailleurs

que D, est &gal & 1'ancien D' divisé par Iogiiq.
4
En passant au probléme i deux variables, on écrit de la méme fagon :

% sin 2¢ sin%o

P'(0,¢) = e 9(0,9)
ol g (e@,¢) est solution de :

1 3 1 . . 3 . .
Hf g-= 6{-2-(1-cos 2¢) 3% "2 sin gcos O sin 2¢ w5t 71[ 8§ sin20 sin 2¢}g

Les premiers termes du développement de g sont :
§3 é §2

sin 2¢ -
52+36 52436

9(0,9) =1+ [- cos 2¢ ] sin?0 + ...

D'autre part, en posant d'une fagon générale

%—sin 2¢ sin?0 om
e = 2% gm P21(cos 0) ( Dé]’Zm(G) cos 2m¢ + Dﬁ],Zm(a) sin 2m¢)
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. . < - [} i 1
on détermine les coefficients DZ], om OU Dzﬁ . 2m en profitant de la

propriété d'orthogonalité des fonctions de LEGENDRE. Ainsi par exemple :

1!
2m+1

6 . > 2 . } ) N
, 1 Z sin 2¢ sin?o. ) . © 2 o
D0,0 S € dg = % Io(% sin?g) sino do = %—z(%z)m Zm! 2
. 0 (m!)2(4m+1)!!
Q=4H 0
B 5 d D'
\ " 0,0
de méme, on montre que D2,2 est nul, a]ors»que 02’2 vaut T —> .

d(§)

Le coefficient constant D; (s) défini comme précédemment est donné par :

63
L

% + ...
8% + 36 d(z)

D'O(G) = 06’0(6) -

I1 s'annule dés que §=5 , résultat en bon accord avec celui qu'on trouve

par la technique des fonctions de GREEN.
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ANNEXE C

Forme compacte de f({ g

Wo / w,t) et application au calcul de <o %(t)>

V)

On cherche la densité de probabilité conditionnelle des vitesses solution de :
82
Cs f(%0| %,t) =0

3 &
a—— + % 3 (Y‘i W . u)k - — w_i ) -
ot i=1 2w, J I i=1 dw.s

i 1

i o~ w

-

Dans le cas d'un ellipsoide de révolution, HUBBARD applique a cette équation la

transformation de FOURIER :

doup (o 2=+ q a__)+33q38_ _J-,.la_<qla__q2:a_)
ot ! 3 2 34, 3q; 3q, 3q, 3q

+Cy(af + af) +C, a } flug] 95t) =0

en posant
£ g
B, = - B =2
Yoo 3
3
...jﬂq.dr\})
flw.| q,t) = e flw. | w,t) dw
"‘-Jo [AV] 0 n, N
-iq. wg,
Au temps t = 0, on a f(woi g,0) = e ~o
v

Puis, en faisant le changement de variables :

q, = q'cos ¢ q, = q' sin ¢ q



il vient :

248 q 2 +Bq - G +C g% +¢C.q [flw.lq t) =

M 3y .9, » jr, - L 9 295 | F(8y1a's0s a;5t) =0
3 3

L'auteur essaie alors une solution par un développement de la forme

0 jmo
flgpla'sts @ t) = T Vilule's a.t)e

- 00

On peut cependant procéder autrement en faisant un nouveau changement de variable

-Blt "B3t
kf =q'e k, =q, e

L'équation pfécédente devient :

-B, t ZBlt ZBat
9 _ jr. e 9 . ck? e +CK e } flogl k'sps k,5t) = 0
ot 3k, 3¢ v

guidé ensuite par les formes limites prises par f(w, / wt), on trouve que 1'c
n v

peut écrire :

| Clk'2 ZBlt caki ZBat
fw k'sd, k., t) = exp | - ( e -1 )- (e -1) - kW X
"0 : 2 B 2 B ? 053
1 3

X S(QOI k'0, k,,t)
ot S est solution de :
) ck, , 2Bt -B,t - a
2 + jr (e -1)+jm e S==Jr, S=o0
ot s 3 96 3k 3¢
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-

On cherche a]ors a exprimer S par une intégrale du type

oo -b' (t)x?2
S = e H($OI k|’¢9k33t |X)dx

-00

et on montre que :

12

[ | w
H =(b—) % exp| &— -k’ w'y cos(cb- 0o * T 2i1-e ) - x) + c'x]
it 4b' 1 B

ou
- ] - 'v *
wo’l = Wy, cos ¢0 wo’z = W, sin ¢0
2 'ZBat ‘Bat
4r= C _
(bl)-l - 1 3 t + 1- e -2 l-e ]
B2 ,233 Bs
.
2r1a3 : Bst -Bat .
¢t = — Kk,\e +e -2]0b
B2 '
3

Lorsque t+ 0, c' + 0 et b'+ » , de sorte que
~39, wg,, [+ -39'w’ jcos(6-6,)
f »~e e : §(x) dx =
-Ja, wy . =Ja'w'cos(¢-¢,) -jg.go
= e e =e
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puisque

Eh% e > s(x)

Pour t o , S = 1, et par suite

[c (¢+ ) ¢ @ ]
- 11 2" 4 _33
¢ 28 28

qui est précisément la distribution de MAXWELL-NOLTZMANN dans 1'espace des q.
V]

£ donnée sous cette forme compacte, permet de déterminer tres simplement les

F.A.Y.A. On a, en effet,

Wwo,i O = | Yo,i Pl(go)d go w5 f(20|2,t)
] | . of
= | Yo,i Pl(go)J ( gaf ) dﬂo
17 =0
Y
d'ol |
. 2 r{‘b’s -B3t -B]_t 1
Wwg,, ©.>F <w0’2w2> = wo’lPl(go) cos n (1-e )| e dﬁo X
3
] 1/ -b'x2 }
X (ﬁfﬁ 2 ]e cos x dx
kBT rszT -B t
=—exp|-Bt ! (Bt-1+e *) | =<wow/(t)
2 3 1
Il B 1
3 3
2 -B3t kBT -B3t
Wo,3 W T | Yo, Pl(ﬁo)e d %o T T, ¢ =< w ()
-0-0-0-0-0-0-0-0-
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ANNEXE D

Calcul de w w (t)> par une méthode opérationnelle et par une technique

aux cumulants.

On a posé au paragraphe 1,2,2 :

-t(1-P)Q
< ww (t) > =Jw e (L)PJ (w) dw
nony n, n, Y n,

Compte tenu de 1'expression de Q et de P, on remarque d'abord que 1a relation

ci-dessus se simplifie comme suit :

3 Es T
0 = .23—[(”1‘“’3‘“&'—1“&)"318—]
Ty i

Par définition, 1a fonction d'autocorrélation des vitesses est :

<wow .(t)> = J W Pl(ge) dfﬁ g(t) f (v lw(t),t) d uft)

puisque

Po(w |w(t)st) = P (w) f (0] w(t),t)
n v n n v
f est solution de 1'é&quation

AN Q,f=o0

st




Comme S(Q (t) - w ) désigne la solution & 1'instant origine, on a formellement
: N : : ' :

' -tQ .
Cf(t) =e T su(t) - v)

Par suite, on peut écrire

. 0 |
< w w(t)? =jr(e Pl(r(t),) df(e J %(t) e 16.('({)1(1:) - %) d r(e(t)

ol 1'opérateur Q1 agit sur w (s) et non sur w
n

I1 vient encore

<ww(t) >
n,

-tQ,
J,u@(t)e (] ernw a(g(t)-g)dg) du(t)

| -tQ,
o) e w(t) P g(t)) du (t)

ol plus simplement
<ww (t) =jwe w P (w) dw
_ NN N VIR B VR

c'est-d-dire 1'expression de départ. Celle-ci montre qu'il n'est pas nécessaire
de connaitre f pour calculer les F.A.V.A. ; elle peut étre testée sur la sphére,
1'ellipsoide de révolution ou scaléne.
Pour le premier modéle, on a
EIkBT
IZ
1

Q, = -

[ g RSN
@ |o
€
—
@ |
£

+
~ | »=
oo |-
—H| E

ot
_—
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On montre facilement que

' €
- - ‘
oy Pw) = e |, " P ()
v} V] n, n
de sorte que :
_5y
_ v ‘ kBT 1
<w; wj(t)> = N e ! 85

expression que fournit aussi 1'équation de LANGEVIN.

Dans le cas du second mddé]e, 1'opérateur Q un peu plus compliqué s'écrit :

Il - I3 I]_ - I3
Ql=(——-——)w2w33 = ( ) W) W3 -
I - ow ‘ I, dw
1 7 2
3 E. kpl I.. w:
- T 1 ZB 3 [ 9 P 1 ] |
‘en supposant I, =1, , c'est-d-dire que 1'ellipsoide est de révolution autour
de 1'axe 3. | _th
~ On développe alors comme précédemment 1'opérateur unitaire e ., et
‘ ‘ n
on calcule Q, w, Pl(ﬁ) : 02 w, Pl(g) Q, w Pl(ﬁ)

Par exemple, on trouve

| i g
; Q uw Pilw)=|rww + -+ o ] Py (w)
‘ n i I1 n
[ £, £ .k : £
Qf w, Py(p) = | rf. oo} +r, =+ F+ I_a) w, Wy ¥ ( I_l) W, ] Pl(,‘{’,)

I, I
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3 3 2 ) £ kBT
Qi w P1(w) = -ry wws -y (2L +_-—; +3-2 ) o+ 2r1 -2 w,
, I, I, I, I,
E1 i Sé E3 E1 E2 E3 0 3
tro (=) + (F+ D) (FHE2D) e et () o P, (w)
Il 2 Ia 12 3 Il
soit
-tQ, % R (keT)2 B T
J w, e P (0) dg S < t+ %- ( - rf B 21y B ) t2
" Il Il Il Il 13 I1 Il
| £ £y (kT)2 £ 0 kT 1
"%n[-r2(3—1+—3—«) 0.2 2= ] t? +
1
Il IS Il I3 Il Il
kgT g kT £
-8 1 - 2t + % R QQL) ) t2
I1 11 I3 Il'
2 £ E kT £ ’
R (LA T LN N 0 ]W
3! I, 1,7 1, AN

Si on remplace w, par w,

Par contre,

-th

w, e waPl(g) d% =

, 1a relation précédente ne change pas.

3
-3¢

I
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Les fonctions d'autocorrélation des vitesses w ou w ayant la forme d'un
développement en puissance croissante du temps ne permettent pas de se rendre

compte de 1'existence ou non d'une forme analytique simple.

Y/
knT V2
Faisons alors le changement de variable wy = (—E—}m}, il vient :
J -t0, 7 -0}
wp € wj Plu)de = = fely e w Pfel) dot

Puis apb]iquons a cette expression la technique mathématique dite des

"cumulants"; posons :

- | -t
-tQ! Wi e 'y P (e') dy' -1
_ i | n, . c
e wl. Pl (wl) dwl = e
i v n-

w'
1

Identifions les termes équivalents dans les deux déye]oppements.

Ainsi en posant y, =Jw'i<0;>" LA J 0'1(Q)" o' {Pi(u") 4w
on constate que

'z ' = —‘ 2 LI - 3
K =wu K woTow Ky =wy = 3w, u, + 20

-~
H

- - 42 2 gl
y =M, = 4w, -3l o+ 12ul 6u1



Ayant explicité les K;, on obtient :

1 .
1

pour i = 1,2 et oll on reconnait dans la partie entre parenthéses le début du

1

développement de :
' £

| &
1 I, I I t1
-3 t -_+_3e .3"

kgT € keT [ 1 1 Tt
<w_i U.)_i(t) > = —— exp [ - 1 t - r2 L ( t - 24 _3 e ) ]
I ,

1 3 3 3

On voit qu'elle est rigoureusement 1a méme que celle que nous avons déterminée
en annexe C et qu'elle ne présente plus le caractére markovien, alors que
<w w (t) >le conserve.

3 3

Pour un ellipsoide scaléne, Q est :
. 1

I -1 I -1
0 = I ww o 4+ (Y, 2
I1 w I 1 w
1 2 2
-1 8 3 HKT 2, e
+ ) w oo, 5y 1 I 3 koT
I 5 i Wi L dwy B

o kT : g, kT £ £
<w.-w’1.(t)> = —?-exp[- ;t - B (%tZ - 3 _3t3 +l. 1_3)2 t'f
‘ 3

14
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En suivant le méme processus de calcul, il vient :

= _1 :
Ql ml P(g) (Y‘lwz w3+ wl) Pl(w)
1
g £ g
Q> w P (w) = r rowi+rr ww+r (._L $ -2 4 3 ) ®
1 1., 1 21 3 13 12 1 I 1 R
1 2 3
g2
(2 )w]p(m)
Il 1'\1
Q w P (w)-=

La F.A.V.A. pour w, a encore 1a forme d'une série que nous avons déterminée

jusqu'a 1'ordre quatre :

2
kgT £ kT koT
<w w(t)> = £ [ 1- Lt+ %' (r P s By ( 1) )
1 1 I I 1 2 1 1 3 I I
1 1 3 2 1
£ kgl E kgl kT
+ l— (rr_l_B_ +rr L __E_+rr Al B
3! 121 I 131' I 1 2 1
1 3 1 2 3
koT g 3
foror A By (D) )t3
I I
2 1
2 2 2
kgl kgT KpT
' (zrzr"( ) +3r2r(—) +3rirl(—)
4! 1 2 3 Iz Ia 1 13 1 12
£, £ kgt kT
T
+ 2Y'Y‘( ) —E——+2rlr3 (_1.) _L+ r.l r.z(»Al)z B
1 I3 ‘I>2 2 3
kgT £ "
vorr (A1) = & (= )t" b
I, I1
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en posant pour simplifier 1'écriture

A' = 'El-+ Ei + Ei
s, : ‘ I I
La suite des Kﬁ est alors : 1 2 3
1 E1
K1 = -I—
1
KnT koT
K' = r r .._B_ + r r _B_
1 2 1 3
I I
3 2
KT kot
KI - r r _B_ AII + r r __B__ ‘AII
3 1 2 1 13 g
3 2
kgT  kgT ‘,_(kT)z
Ke = 71" £ (A")2 +r r v (A")2 -4r2r r B
2 1 13 g 172 % 1o
3 : 2 2 73
avec
E £ g
AII = 2 + 3 - 1
Iz I3 Il

L'expression approchée de 1a fonction d'autocorrélation est :

- kgT g kpT - Ty -
B exp [ --;i t +r rz—%— (% t2 - %!A"t3 +,%].A"2 t* + ...)]

< wlwl(t)> "

1 1 3

. kaT , , |
X exp{rl r, —-?—— (%— t2 -%-! A" t3 +.i.! Av2¢s .“)]
2
- (kgT)?2
X exp {--l rf r,r, B + veen
3! I, I,

“ 11 ne semble pas possible de lui trouver une forme analytique simple. On note
cependant que les parties entre parenthéses s'apparentent au développement

gquivalent de 1'ellipsoide de révolution ; on peut de ce fait réécrire :
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KT £ kT kT
B _ - -
< w, wl(t)> = —— exp [- 22 t + ( r1'"zl + rlra_B_) ((A") 1 t - (A") 2
I1 Il I3 12
., A"t (kgT)?
+ (A% e ) I r, T, B +oaennn ]
3! 1, I,

En jouant sur les indices, on obtiendrait d'une fagon générale

dont le caractére non-markovien est évident.

~0-0-0-0-0-0-0-0~
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ANNEXE E

Méthode de calcul des coefficients d'amortissement

La vitesse angulaire w(t) suit un processus gaussien, .ce qui signifie que :
n

< S(tl) %(tz) %(ta) ....... %(t2n+l) > =0
< %(tl) W (tz) g(ta) ceen ﬁ(th) = I <uw(t; w(tj) > <w(tk) W (t]) + ...
(2n)!

ol la somme est étendue aux chemins pour lesquels on prend 1a moyenne par

nt 2"
paire des 2n grandeurs.

Pour 1a sphére ou ]-e]lipsoné de révolution, les produits <“i(t1) wj(t2)>
sont nuls si i #3j.

D'autre part, si on suppose que t >t >t ... t >t , on écrira par exemple :
1 2 3 2n-1 2n

<w (t;) wa(tr)w (t,)w, (t,)> = ¢l(t,- t,) o,(t,- t,) + o, (t,- t,) ¢1(t2- t,)
+ ¢1(t1- th) o, (tz- t3)

puisque le processus est stationnaire.
¢ (t) étant une exponentielle décroissante du temps, w (t) suit un processus
n

gaussien markovien, alors que A(t) appartient & un processus gaussien non-markovien.
n .

Dans la détermination de (g, t) ou des C% n(t), tous les produits impaires de
n ’ n,

sont donc nuls. Nous avons & calculer :

t ot
A, = %J f < (g(s).zﬂ)(w(s').yﬂp ds ds" =J
o Zo

t rt
J <(o(t ).Yo) (u(t ).55)> dt, dt,
0 ‘0 '

22
o0, 90,
1)

avec  (0(t,).V,)( o(t;).¥y) = ‘Zj wi(t,) w5(t)
N 1
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La valeur moyenne donne :

2 2
<(o(t)).Vo) (w(t,) . Vo) > = <u(t) ), (t,)> s <u (t))w,(t2)> a_
v v v dal 2 da2
82
90§
= <w1(t1)w1(t2)> (Vu)z
32
+ (<w, (tl)wa(tz) > - <, (t, )wl (t2)>)
da?
1 3 1
2t-t) o omm(t -t
ket "1 (B t) kT~ T00T %) kT I 2
=._B._e 1 (V)2+(_B_e 3 -_B_el 1
Il & : »I3 Il )
g .
trt 1 t 3 1
kgT = T, (%) kgT - T, (B78) ar T T (57E)
A, =-1(1+1) | |—e dtldtz-n2 (—T—e - ——e )dt d
' .]:1 3 »II 1
) 0%
en écrivant symboliquement :
(7.)2 = HZ = - 1(1+1) 2 - 2 o=-p
a 1 »aaZ 2
3

2) A, j <(w(t,)-7 Mu(t,)-v Mu(t) - Fod(w(ty).vy) - dty dt, dt, dt,
>t >t >t>t,

u 2 2 2 2
f,(t) #F () L-wf (1) -+ 2
2 dau? 302 B2 302 B0’

n
v
QL |
| F
+
+
QU |
R I F
£
Mo

+

2 2 2 2
8a3 Bal Bas qu

[ .2 2 2 2 2 2 2 2
f(t)| 2—2— + 22 ]+ fq(t){a—-g-—+a—§—]
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y y Lk
2fs (t) | 2~ + ‘“’h] + 2f (t) =
da, aaz LN
. A ‘N2 : 2
FE(l 22 8 . 8 3 8 3, 33 B, 3 373
° da, da, da, da, da, da, da, da, da, dal da, da, da? 2o,
8 ® 3 3 , 93 3 3 3 9 8 3 3 ., 38 3 3 3]

90, J0._ 90, 90 90, 90 9a_ 90
1 3 1 3 2 3 2 3

+ f7(t)[

3 3% .9 32 23

]+ fa(t)[

9 932

00, 90, 90 o0 30, 30 90 BaJ
3 1 3 1 3 2 3 2

0 + Jd 9 d

+ fg(t)[ ] + flo(t)[

2 2
Bal 8a3 Bal Ba2 8a3 3a2

avec
fi(t) = g;(t »t ,t ,t ) dt dt dt dt
tst>t>t >t
T 2 3 D)
et ol
kBT ’ RS 'El
g, = _E- exp L- T:'(tl' t) - T (t,- t,)
1
kgT\* [ &, 3 1
9 = \— ) exp |- — (t,-t,)-—(t,-t)
13 e I3 3 -
(kBT) 2 [ . 'Es 1
g, = —— exp|-—(t-t)-—(t-¢t)
113 L 1 I3' o
2 .
(kgT) - E £ .
g, = — expft-—(t-t)-—(t- q*)
I 1, L, Y1 B i
2
( kBT) [ El El 1
= |— -L(t-t)-2(t-t
s, = {) e [ ) ()
kBT)2 3 £, -
% =(“E exp L?13—(1'-1'ta)""a-(tz" t");

2
8a3 aal Baa

90, ]

da, da2



= H2 H? - H) = n? 1(141) - n*

2

(kgT) [ € ‘ 7
g; = — exp |- L (t;- t5) - 2 (t,- t)

1113 o Il I3 -

(kgT) 2 [ - £ .
gs = exp |- & (ti- t5) = L (te- tu)

1113 L 13 Il -

2

(kgT) £ £ O
9o = exp |- 2 (ti- ty) - 2 (tz- t3)
. I,I; L 11 I3 p

(keT) > T £ 1
g10= —B= exp |- =2 (ti- ta) - L (ta- ts)

1113 | 13 Il <
En remarquant d'une part que

2 2 2 2

7 4 43 ] = HY = 12(141)2
do2 a2 302
32 3% , 8% 9% _ 8% % 3% 3% _3 3 3 , 3 3 3
302 3al 32 B0 da? 3a2 3a? 302 da, da? 3o, da, daZ o,

et d'autre part grdce a la relation de commutation zaj\za = Aa, que
n,

d 52 ) 3 982 9

+ —_— — ——

da, dai 3o, da, da; 30,

3 ) 3 93 9 9

d

d

Baa 3a1 8a3 Bal

= n? 1(141) - n* - n?

il vient :

A'-&

+ont (F, 4 f, +2f +2f - f, - f,

+

+

d

0

3

d

oa, da, oa, oa,

n? [5f5 - f, -f, - 3fg]

aal 3a3 Bal 8a3

- f, -

12(141)2 [ f, + 2f5] + 1(141) [ fy - 2f; ]

fa - fs

= n21(1+1) + 1(1+41) - n* - 3n?

4 9 9 93 9

3a2 d0, 90, 90,

'flo)

n21(1+1) ['fa s f, 4, 4 g+ Fy + fo - 2, - 4F, ]'

15
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La méthode aux cumulants mentionnée en annexe D donne alors les deux premiers

termes :
A2,c = A,
A4,c = =1(1+41) [fg - 2f5 ] + n? [st - f7 = fB-- 3f9 ]

Pour obtenir ces deux termes, on aurait pu aussi procédé directement grice aux
relations générales de la méthode aux cumulants Torsque la variable aléatoire |
intervient dans des valeurs moyennes a des temps différents. Ainsi, si on désigne

par X;(t) Te produit u;(t) %&; ,ona:

Xilty) Xj(Ea) >0 = < X4(t,) X;(t,)>

X3(1,) X5(t,) X (8s) Xp(£,) > = Xi(E) X3(E,) Xy (k) Xy(t)> -
S ) Xj(5,)> < Xe(£5) Xp(8)> = <Ki(ty) X (£5)> < Xy(E,) Xq(t,)>
“<Xg(£,) X (£,)> < Xj(E,) X (t,)>

si i=j=k=1 » alors <X (t)) X;(t,) Xi(t3) X;(t,) >, =0

Par contre si on choisit i = ket j = 1aveci # j, alors :

3 9 3 9
Bai aaj aai 3aj

X(ty) X5(t,) Xi(8,) X5(6)> = <og(t,) wy(t,) wy(t,)u(t,)>

v g g
- <wi(t1)w1(t3)><wj(t2)wj(tu)> Sag.sag

= <w (t ) w.(t )>< w_(t) (l)'(t )> a 3 a 8 _ 82 32
AR Kt A Jrr2/s Tghve oy aaj da; Baj aa% 3a§

expression qui n'est pas nulle puisque %__. et %__. ne commutent pas. En
: 04 OLj

procédant & toutes les permutations possibles, on arrive encore & la.valeur A4C
9

précédente.

-0-0--0-0-0-0-0-0-
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ANNEXE F

Détermination du couple instantané agissant sur une sphére

Nous cherchons & généraliser la formule du couple de FAXEN i une particule sphérique,
supposée fixe, et plongée dans un liquide visquéux incombressible dont la vitesse

X est une fonction du temps. Pour ce faire, nous appliquons la méthode préconisée
par PERES lorsque V est indépendante du temps.

Soient deuk champs de vecteurs v et g et deux champs de scalénes P'et Q'

satisfaisant aux équations DE STOCKES :

2,
V.Tv = p — =0 V.v=0
" n o 3t NN

oy
V.TU - p. — =o0 v.U=o0
n n, oat n,

od T v est un champ de tenseurs du second ordre dont les composantes sont :

Bvi avj

dans un repére cartésien ox, x, x, . T U a les mémes propriétés que T v

n n
et Q'figure parmi ses composantes.
En appliquant la transformation de LAPLACE au systéme d'équations précédentes

et en faisant appel & la formule de GREEN, i1 vient :

ol S' est une surface réguliére fermée limitant un certain domaine et n sa
. : n

normale extérieure.
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Considérons alors une sphére immobile dans le liquide. Son centre est placé a
~ 1'origine des coordonnées. En sa présence, la vitesse du liquide devient x ty

~avec v+ o lorsque R+ » et v = -V @ 1a surface S de 1a particd]e.
n v N '

‘Le couple instantané agissant sur la sphére est :

A(t) = J R A(T(V4+v).n ds) = R A(TV.n ds) + R A (Tv. n ds)
n, n N n, v v v
S S S

Or, le champ x est défini en tout point de 1'espace de sorte que :

A'(p)

RA(TY . nds) =
N N N

)
=
od
—
Q==
(o
X
]
ko]
(o)
o
e
-
o.
pr =

ol A représente le volume de la sphéré :

Définissons a présent le champ de vecteurs E : il représente la vitesse d'un point
du liquide s'annulant pour R > et prenant la va]eur'g-= %(p)l\ R a la
surface S. Dans ces conditions, si on choisit S' = S + S", ol S" représente la
surface de rayon trés grand et centrée 3 1‘originé des coordonnées, on peut
remarquer que la contribution de S" & 1'expression déduite de la formule de GREEN
est nulle lorsque 1fon fait tendre son rayon vers 1finfini.

Aussi, on écrira :

J X,'(T ’l\ll). ’st j 'l\JI.(TxJ). st = j (f(e(p) AE)‘(TX,)' st
S S B _ S ' '

w(p). I RA(Tv. n ds) = w(p) - A"(p)
S

ol é“(t) représente la contribution de v au couple instantané.
‘ n
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D'autre part, le champ de vecteurs U est bien connu et correspond au champ engendré
- Y
par l1a rotation w(p) d'une sphére qui peut toujours se décomposer en trois
n .
rotations indépendantes trirectangles. Par exemple, si la particule tourne autour

de 1'axe ox3 , alors :

u = w(p) x,
1
sz = - w(p) X, y
a la surface S '(%) R
5 e
.5—)22 R
Uy = - wlp) |
X : 1 V)
‘ By%E - @)
1 ¥
;; ' a? °
1/2
-B) R
e
3_
9%, R
U, = w (p) : 1
X 1 . /)
: By -@ " a
r e
al a?

en tout point situé & la distance R du centre de la sphére de rayon a (R > a).

Il est alors facile de calculer TU pour R = a et en se souvenant que v = - V &
N v n
la surface S, il vient :
a2l
'3uo v : HoP ‘
A(p) = — 1 + v RAVds + — RAV dR
n, a E 1/2. n o v n n n
3y 7y 4 S A
2P
= 6u 1 + Q dR + — RAV dR
0 py % NN v N A
3(1+a(v) ) A A

1
U = vV AY

-0-0-0-0-0-0-0-0-0-



ANNEXTE G 156.

Fonctions ellipsoidales : rappel succinct et application

Considérons 1'équation suivante :

V2 ll)" = kllp"

En coordonnées ellipsoidales (ellipsoide allongé), celle-ci devient :

3_. M] [1_ a‘p"][l + ] 2wu=k122_2 "
3% [(t Vs |t (1 -n?) 1 1ol e c*(z* -n*) ¥

Par le procédé usuel de séparation des variables, les solutions sont des

produits de fonctions tels que :

(X,n) Sm(v) (L2)EY me

" _m
v ml P sin

s,

en posant A2= k'c?

Ainsi :

{ = { (1 - n?) é—-] + [ Dy + A%n? - o ] } Pg 1{dsn) =0
on an 1 -n? ?

. 2 - 1) 9—-] - [ D, -2+ M ] } (V) (5,z) =
{ . [ (z - ml o1 0

avec P" () = % M) 0
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le signe ' indique que i est pair ou impair suivant que 1 -m est
paire ou impaire. Evidemment, on peut remplacer Pm+i par Q$+i s

mais aklors - ©« < i < + o

Les fonctions ST(V) (X,z) sont plus compliquées et leurs expressions comportent
les fonctions de BESSEL de sorte que v-prend les valeurs 1, 2, 3 ou 4 pour’

spécifier le developpement choisi.

Cependant lorsque v = 3, ST(3) peut aussi étre exprimée sur la base des QT.

Les coefficients dT] satisfont & une relation de récurrence lorsqu'on substitue
dans 1'une des équations précédentes Psm] par son développement. I1 en est de

méme pour les coefficients de ST(V).

On montre d'autre part que les fonctions PSm] sont orthogonales sur

le domaine [-1, +1 ] :

+1
m m _ _ 1 (14m) !
Pt Psie O = Ny Gy avee N2 (1)’
-1 Vi !
de sorte que :
5 1 (1+T+m)! (dTl)z - Nm1
i=o0, 1 (T+i-m)!

T+i+ >

Dans notre probléme, 1'équation & laquelle obéit V, est identique & 1'équation

¢
générale si 1'on faitm =1 ; de plus, 1 doit étre impair , de sorte que 1 -1

est pair ; on peut donc écrire

1 2 11 1
Ps,maA) = 2 dai(A) Prypi(n)
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ot i prend toutes les valeurs entiéres depuis o jusqu'a 1'infini.

La relation de récurrence entre les d%} (2) est :

i+8)(2is3 O, [ pie1)(2942) - .. 4 2021#1)(2i42)-3 zv] 41
@ir sy 22 7 EDEE = @i e s 1

1

2i (21 -1) o al =0

(47 - 1)(4i +‘1)

+

Quant & S%(3)v(; . A), elle s'écrit :

-)\C

sPen ce DT By

et les coefficients A}1v obéissent & la relation

2 (i+2)(i+3) A11

2{45 i+1

- [y <oy e AT - BOAL A

N =0
2i+1 1

D'autre part, si on fait tendre A » » .=, c'est-d-dire si on revient au régime

permanent, tous les Dl] tendent vers 1(1+1) en méme temps que les PSI] et
S%(B) s'identifient avec P% et Q% » ce qui signifie encore que tous les
d%} et A%]‘s'annu1ent sauf pour i = -l oui=1-1 ; dans cette limite
41 11 | ]

23 1 comme Ai

En fait, comme dans 1'expression de V; R S%(3) (z » A) n'intervient que sous la
11

forme du rapport S%(3)(C,A)/S%(3)@%fx), on peut toujours choisir A

= 1 quel que

soit A sans restreindre la généralité du probléme.



Au voisinage de A = o, 1esvcoefficients Aﬂl ont alors pour valeur :

Al I 1

A}% = - 2y 4 Agl =1 1 == ¢ A3
3 15 | 3 3.52.7
Pl 2 e 1y Al o 269 5
52 32,59 4.5%.7

de sorte que I'; ne comprend pas de termes en A ; on vérifie que ceux qui sont
en \? ne sont pas nuls, ce qui laisse prévoir que Te comportement de '53

pour t -+ « ne sera pas différent de & de la sphére.

Dans 1'étude de la rotation de 1fe11ipsone autour d'un axe transverse,

les composantes de Y sont>aussi exprimées sur la base des fonctions ellipsoidales
Les principales propriétés de ces fonctions qui viennent d'étre indiquées trés
sommairement sont encore éXp]oitées ici pour satisfaire aux nouvelles conditions

au limite.
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