
HAL Id: tel-01775645
https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01775645

Submitted on 24 Apr 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Sur la controlabilité des familles des champs de vecteurs
uniformement presque-périodiques

Yves Peraire

To cite this version:
Yves Peraire. Sur la controlabilité des familles des champs de vecteurs uniformement presque-
périodiques. Mathématiques générales [math.GM]. Université Paul Verlaine - Metz, 1982. Français.
�NNT : 1982METZ008S�. �tel-01775645�

https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01775645
https://hal.archives-ouvertes.fr


 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

AVERTISSEMENT 
 
 

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de 
soutenance et mis à disposition de l'ensemble de la 
communauté universitaire élargie. 
 
Il est soumis à la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci 
implique une obligation de citation et de référencement lors de 
l’utilisation de ce document. 
 
D'autre part, toute contrefaçon, plagiat, reproduction  illicite 
encourt une poursuite pénale. 
 
Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr 
 
 
 
 
 

LIENS 
 
 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10 
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg_droi.php 
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm 



3. Cycle
d'Enseignement Supérieur

THÈSE

présentée

A L'UNIVERSITÉ DE METZ

pour obtenir le titre de

DOCTEUR EN MATHÉMATIOUES

Spécialité: Equations différentielles et Contrôle Optimal des

Mention: Mathématiques Appliquées

Systèmes

B IBLIOT HEUUE U N t V tr,R.s.ùI[A}R€

par

Yves PERAIRE

Sun LA CONTROLABILITÉ oes FAMILLES

DES CHAMPS oe VECTEURS

U NIFORMÉM ENT PRESQUE-PÉRIODIQU ES

Soutenue

Président:

Examinateurs:

le 15 uin 1982, devant la Commission d'Examen

Madame A. SEC, Université de METZ

Messieurs J. MARTINET, Université de STRASBOURG

C. ROGER Université de METZ

38fr o"tGS

/n{S 82ls

Æ"\w



J r u g  u y L r c

d  I  Ense ignemen t  Supé r i eu r

l M E S E

p r é s  e n t é e

à  1 'UNIVERSITE  dC  METZ

p o u r  o b t e n i r  1 e  t i t r e  d e  :

DOCTEUR EN MATHEMATIQUES

S p é c i a l i t é  :  E q u a È i o n s  d i f f é r e n È i e l l e s
e t  Con t rô le  Op t ima l  des  Sys tèmes

MenË ion  :  Ma thémat iques  App l i quées

par

Y v e s  P E R A I R E

SUR LA CONTROLABILITE DES FA}4ILLES DE CHAMPS DE VECTEURS

UNIFORMEMENT PRESQUE-PERIODIQUES

souEenue le  15  JUrN 1982,  devant  la  conun iss ion  d 'Examen.

Prés ident  :  Madame A.  SEC,  Un ivers i té  de  METZ
Examinateurs :  Messieurs J.  MARTTNET, universicé de srMSBouRG

C.  ROGER,  Un ivers i té  de  METZ



l,la.dane SEC a aÂâuJLA h ditteeLLon de eette thè-te.

Je Lui dai,s gzâ- de ,s'en ô-bte acclwLLtie avec paqe-Ito.Logie en ne ^e
monlnant po,s tttop dbteetive. Se,s conteilt d, ondne mê-thodoLogique
me {atenL pnteieux.

Je doi's à Moraieut ROGER d'avo'itt pu menuL à ,son tutme .b iltoi,sième
pilLLLe de ee btavoL.(, gnâee à d'e{$icace,s di,scu,s,sioyu nel-a..tive.s à
Ia gê-om1-tttie niwrnytwLenne. Je .U"L expnine ici rc. gza.titu.de.

Je neneneie ê-ga,Lenent Moyuieat MARTINET qwL Lons d,une qnl)tevue à
Stta'sboung m'û putrwi,s de $oUte Le point et a" aeeeptâ- de {oine
poatie du juaq.

Lla-d.one DAIJTRICHE a daetg,(-ognaphiê. ee texte avec compê-tenee,
Moyuieu,t LAVIGNE en a" aÂ^unê- Le ilttage; je Le,s en zeneneie.



TABLE DES MATIERES

O . INTRODUCTION

A .  P r é s e n Ë a t i o n  d e s  r é s u l t a E s .

B .  P re rn iè res  no taE ions .

T - FAMILLES DE CHAMPS DE VECTEURS (FC'i/)

UNIFORMEMENT PRESQUE-PERIODIQUES (UPP)

SUR UNE VARIETE

A.  E lémen ts  su r  l es  f am i l l es  UPP d 'app l i caÈ ions  de  IR  dans  des  espaces  no rmés .

B .  T rans la t i ons  (à  e  p rès )  des  t ra jec to i res  de  champs  de  vec teu rs  UPP su r

u n e  v a r i é t é .

II - CONTROI.A,BILITE DES FCV UPP SUR UNE VARIETE

A .  I n t é r i e u r  d e s  e n s e m b l e s  d t é t a t s  a c c e s s i b l e s .

-  Exemp les .

B .  Quand  a - t  on  l a  con t rô lab i l i t é  ?

1 .  P o s i t i o n  d u  p r o b l è m e  :  C o n u n e n t t t r e m o n È e r t ' l e s  a r c s  d e  t r a j e c t o i r e t r n é g a t i f s t t

-  un théorème du retour  non autonome

-  u t i l i s a t i o n  d e s  t r a n s l a t i o n s

2 .  Une  cond iE ion  su f f i san te  e t  ca l cu lab le  de  con t rô lab i l i t é  des  FCV UPP.

3.  Exemples  :

-  exemple  drapp l ica t ion  du  Ehéorème pr inc ipa l

-  les  cond i t ions  du  théorème pr inc ipa l  ne  sont  pas  nécessa i res  :  con t re  exemple .

III - COMPARAISON DES TRAJECTOIRES
DE DEUX CHAMPS DE VECTEURS
VOISINS SUR UNE VARIETE

A.  Pos i t ion  du  prob lème

B.  Que lques  é léments  e t  no ta t ions  de  géomét r ie  r ie rnann ienne.

C.  Compara ison sur  un  in te rva l le  des  t ra jec to i res  de  champs de  vec teurs  vo is ins .



. I

O - INTRODUCTION

A.  Présenta t ion  des  résu l ta ts

Dans ce travai l ,  nous nous proposons d'établ i r  des condit ions suff isantes de contrô-
lebi l iÈé des famil les de champs de vecteurs (rcv) uni forméuent presque périodiques
(UPP)  sur  une var ié té  M.

Cec i  nous  a  condu i t ,  dans  l e  chap i t r e  I ,

d run  champ de  vec teu r  X ,  Upp ,  peu t  ê t re

l e s  p o i n t s  d ' a r r i v é e  l o r s q u e  1 ' o n  d é c a l e

l r i n s t a n t  d r a r r i v é e .

à é tud ie r  dans  que l le  mesure  la  t ra jec to i re

Ëranslatée dans le teups; en clair ,  à comparer

d 'une même va leur  Tr  l r ins tan t  de  dépar t  eÈ

Nous donnons une réponse' sur certaines var iétés, avec éventuel lemenÈ des condit ions
supp lémenta i res  sur  X ,  dans  les  p ropos i t ions  I  l  e t  I  2 .

Tou jours  dans  le  bu t  d 'ob ten i r  des  résu1taEs de  cont rô Iab i l i té ,  nous  avons  é tab l i ,
quand X est conservat i f ,  une sorte de . théorème du retour à la poincaré, non autonome
(proposit ion rr  1).  Remarquons que les trajectoires d'un CV non autonome ne formenË

Pas un  sys tème dynamique eÈ que cec i  cons t i tue  donc  un  résu l ta t  o r ig ina l .

La  par t ie  I I  es t  p lus  d i rec tement  consacrée au  prob lème de cont rô le .

Sur  le  même su je t ,  on  connaî t  l ra r t i c le  de  L .  Markus  e t  G.R.  SELL fO] .  ear  des  mé-
thodes sensiblement di f férentes, nous obtenons un résultat  légèrement plus faible
mais  qu i  p résente  sur  ce lu i  de  [O] , - , r , "  supér io r i té  :  les  hypothèses  sont  tou tes
ca lcu lab les-  Essent ie l lement ,  nous  nous  débarassons  de  I 'hypothèse désagréab le
drun i fo rme conr rô lab i l i ré  (vo i r  te ] ,  p .  474 tJC) .

Notre théorème pr incipal ( théorène I I  l )

fo is ,  la  par t ie  I  con t ien t  des  é lé rnenËs

sultats dans des cas non compacts. Seul

cons t iLue cependant  un  gros  obs tac le  !

ne  s 'app l ique qu tà  des  cas  compacts  tou te-

permettant éventuel lement drobtenir  des ré-

fai t  défaut le théorème du retour;  ceci

Le chapitre Ir  peut être considéré coûme une annexe dans laquel le nous avons puisé
des  ou t i l s  Pour  les  chap i t res  I  e t  I I ,  tou te fo is  i l  senb le  que les  résu l ta ts  qu i  y
sont  exPosés ,  a ins i  que les  modes de  démonst ra t ion  (u t i l i sa t ion  de  la  théor ie  des
connexions et des transports paral lèles) ne f igurent pas dans la l i t térature sur
l e  s u j e t .
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B .  P r e m i è r e s  n o t a È i o n s

L respace  des  phases  se ra  une  va r i r l t é  d i f f é ren t i ab le  M  connexe  eÈ  à  base  dénom-
b r a b l e ,  d e  c l a s s e  C - ,  p a r f o i s  a n a l y t i q u e .  N o u s  n o t e r o n s  :

v ( M ) ,  I t e n s e m b l e  d e s  c r r a m p s  d e  v e r t e u r s  f  e t  n o n  a u È o n o m e s  s u r  M

S i  X  g  V ( M )  n o u s  n o t e r o n s  :

X . x - -  l a  s o l u t i o n  d u  p r o b l è r "  a "  C : r u c h y  x (  t )  =  X  ( x ( t ) ,  t )
t .  r o-  o  x ( E  )  =  x

O O

Dans  l e  cas  où  X  es t  auÈonome,  X . r , o

t o * a ,  Ë o

e s t  i n d é p e n d a n t  d e  t _  e t  s e r a  n o t é ,  X . x o .

So i t  ID  =  {  Xu  }  une  pa r t i e  de  V ( l , l )  nous  l u i  assoc ie rons  une  pa r t i e  de
ue$3

V ( M  X  ] R )

f u  -  t r r -
rD  = { i " }u€ t t  ,  } '

é t a n È  d é f i n i  p a r  V  *  =  ( x , t )  €  M  x  I R

1 ,  - - r r ,

i .  r * t  _  { " ( x ,  t ) - . ,^  \ r , ,  - l  
I  _ l

en idenr i f ianr  T- , (M x  ]R )  à  T  M x  IR .t t x

Nous  remarquons  que  t " ,  T t '  sonc  d t : s  champs  de  vec teu rs  auÈonomes  su r  M  xR .

s i  ID  es t  une  fam i l l e  de  champs  d t :  vec teu rs  au tonomgs  su r  M  noué  no te rons  :
I L  lD  '  l t a l gèb re  de  L ie  engend rêpa r  ID  ( , r  ; ; ; r e  sous -a lgèb re  de  v (M)
con tenan t  ID ) .

L o  D ,  I ' a l g è b r e  d e  L i e  e t r g e n d r é e  p a r  l e s  d i f f é r e n c e s  x  -  y  d e  c h a m p s  d e  l D
e t  p a r  l e s  c r o c h e t s  d e  L i e  d e  t o u t  o r d r e  d ' é l é m e n t s  d e  I D .

N o u s  d i s t i n g u e r o n s  r e s  e n s e m b l e s  d r é t a t s  a c c e s s i b l e s  s u i v a n È s

a )  s i  ID  esÈ  une  fam i l l e  de  champs  de  vec teu rs  au tonomes ,  nous  no te rons  :
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D .x  =
o

+
D . x

k

{x  o
t k

k
t ^  o

t k

. . .  o
I

X . x
È  o -- 1

I
X . x ,

t r o

k g ] N ,
I .

I R ,  X -  e  t D j

. . .  o k € lN r  r .  . -  o  x i  e  n)
1

r .  e
1

S i  O E I R

+
I D ^ . x  =
0 o

k

{x  o  . . .
t k

t
o  X . x  ,  k  €  n  ( t .

r o l -- 1
)  o  y i  ou  t .

I

e È  I  t .  =  0
1

Remarquons que 0  peut  êÈre  pos i t i f  ou

c l a s s i q u e  d e  o u l x o  f r z ] l  D é f i n i t i o n

s  ov i )  x re  D ]

n é g a t i f ,  c e  n t e s t  d o n c  p a s  l a  d é f i n i t i o n

r r  1 .1 . )

b )

1 a

s i  lD  es t  une

n :  M  x  l R '  + M
( x , t )  *  x

p r o j e c t i o n  s u r

f am i l l e  de  champs  de v e c t e u r s  q u e l c o n q u e  s u r  M  e È  s i  l r o n  n o t e

M,  nous noterons  :

ilç
o

I D , x  =

È o
o

+
ID .x  =

t o
o

+
I D . x  =

q
t' l  n to

n( f t . *  )  avec
o

t u +
n ( o . x  )

o

^ s +r (u  .6  )
t I - t o

=  ( x  , to o

D a n s  c e t t e  n o È a t i o n ,

p e u t  ê t r e  p l u s  p e t i t

conÈra i rement  à  ce

q u e  t o .

que le symbole + pourrai t  suggérer,  al

Les éléments de ID .x sont de 1a forme
t o
o

y  =  xk  o  . . .
tk '  tk -  

l

o x2  o  x1 . *
r . . o- 2 ,  - L  

a l ,  a o

+
lR,  ceux  de  ID .x

t o
o

a v e c  t .  €
1
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__k  . , 2  
I

v = X  oY- ' \ tk ,Ek- r  " 'o  *1r , . , t  * ; i î . "

a v c c  t o  - ,  t ,  . . .  , . t k

c e u x  d e  l D . x  s t é c r i v e n t  :
o

t l t E o

.-k  - -k-  I  
I

v  =  X  o  X ^  
-  

^  o  . . .  o  X . x-  t l '  k - l  
ok - l , ok - l  u r_? .o

a v e c  t o  S  0 l  t i  .  . .

o u  a o , ,  0 , . - : . . .  ,  0 U - , .  : t ,

l - a  U ]  dés igne ra  l ' ensemb le  des  t  e  lR  te l s  que  a  : -  t  <  b

o u  b : ' - t  ( a
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I - FAMILLES DE CHAMPS DE VECTEURS UNIFORMEMENT

PRESQUE.PERIODIQUES SUR UNE VARIETE

a - ElÉsell : -:g: - 1e: - !-'si I le: -gei lgreÉs,ee! -ere: gge:eÉ:igÉigge:

Élepp I !seg!ee: -Ée - & -9esg - Ée g - espsese -lgreÉ g .

D é f i n i t i o n  I  I  :

S o i r  ( E ,  i l  l D  u n  e s p a c e  n o r m é  ( e . n ) ,  1 ' a p p l i c a t i o n  f  :  l R  +  E  s e r a  d i t e

p r e s q u e  p é r i o d i q u e  ( p p )  s i  :  V  e  )  o ,  l t e n s e m b l e

T( f , e )  =  { r  e  n . /  l l r ( t  +  t 1  -  f ( r ) l l  <  E  v  r  e  IR }

est  re la t i vement  dense dans  IR.

D é f i n i t i o n  I  2  :

S o i t  I F  =  { f ^ }  ,  u n e  f a m i l l e  d ' a p p l i c a t i o n s  d e  I R  d a n s  d e s  e . n
*  c r , € A

( g ^ , l l  l l  ^ 1 .  N o u s  d i r o n s  q u e  I F  e s t  u n i f o r m é m e n t  p r e s q u e - p é r i o d i q u e  ( u p p )
L t ' "  "  c l

s i  :  V  e  )  o  T ( F , t )  =  n  t ( f ^ , , e )  e s È  r e l a t i v e m e n t  d e n s e  d a n s  l R .
0  e A  

q ' '

S i  la  var ié té  M es t  mun ie  d 'une mét r ique r iemann ienne g '  on  no tera  l l  l l  *

2
l a  n o r m e  s u r  T  M  d é f i n i e  p a r  l l . t  l L -  =  g - - ( v , v ) .

x - x - x

Définigign I  3 :

So i t  X  e  V(M) ,  K  une parÈ ie  de  M,  nous  d i rons  que X es t  UPP sur  K  (ou  UPP,

l o r s q u e  K  =  M )  s i  l a  f a m i l l e

" l *  
=  {x (x '  ) } *  

a  *

d ' a p p l i c a t i o n s  d e  l R  d a n s  ( T * M ,  l l  l l  * )  
e s t  U P P  '

Pot r r  K  =  M nous  noÈerons  X1 par  X
r M

D é f i n i t i o n  I  4 :

So i t  ID  une par t ie  de  V(M) ,  K  une parÈ ie  de  !1 .  Nous d i rons  que ID es t  UPP

sur  K  s i  Eoute  réun ion  f in ie  de  X i  |  ,  X i  €  D es t  UPP.' K
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{
Les  que lques  ProPr ié tés  qu i  vonÈ su iv re  nous  a iderons  à  cons t ru i re  des  exemples
de champs de  vec teurs  un i fo rmément  p resque-pér iod iques .  B ien  que nous  n ,ayons
aucune ré fé rence sur  ce  su je t ,  du  moins  dans  le  cas  de  chaurps  de  vec teurs  sur
des  var ié tés ,  nous  Pouvons d i f f i c i lement  cons idérer  ce  qu i  va  su iv re  comme or i -
g ina l '  Les  démonst ra t ions  su ivantes  sont  s im i l .a i res  à  cer les  que l ,on  peuÈ t rouver
dans  [8 ] ,  aans  le  cas  d tapp l i ca t ions  de  lR  dans  c .  on  no ter "  

" "p" r ,aant  
que nous

avons op té  pour  une dé f in i t ion  moins  res t r i c t i ve  de  1 !un i fo rme pres iqu : , , l i . i oa i "1au

P r o p r i é E é  I  1

so i t  IF  =  { fo }o  
€A , r "

( E c x ,  l l  l l o l ,  s i  v ( . r )  =

presque pér iod ique a lo rs  :

IF  es t  un i fo rmément ,  p resque pér iod ique.

Preuve

r  €  T (F ,e ) va€A  r€T ( fo ,e )

vC I .eA  v re lR , l l f o ( t

.  sup  ( sup  l l  f ^ { t  +  r )  -
qeA  Ëen  e

f a m i l l e  d ' a p p l i c a t i o n s  d e

" :p .  t i l rJ t  + . r  )  -  fJ r ) l l )
o €  A
r € l R

IR  dans  des  e . v .n

ex i s te  e t  esÈ  une  fonc t i on

+ r  -  fo ( r )  l l *<  e

5( t )  l l o )  =  v ( r )  <  e

Si  v  p resque

T ( v r e ) ,  e s t

dans lR .

p é r i o d i q u e ,

re lat  ivement

1r  ensemble  des  . r  te ls  que v ( t  )  <

dense dans  IR donc  :  T ( IF  , r  )  es t

e ,  qu i  con t ien t

relat ivement dense

Propr ié té  I  2

Si IF est uni formément bornée

C r e s t  u n e  s o r t e  d e  r é c i p r o q u e

Preuve

Soi t  K  =  sup
ce  A
I € I R

alors, I t '  Upp + v presque périodique.

d e  l a  p r o p r i é t é  I I  l .

l l  f s (È)  l le o n a :

l l  ro { r+r ) -5 t t ) l l  12K v0eA,  v rerR
d o n c  :  v  e s t  d é f i n i e  p e r t o u È .  D r a u t r e  p e r Ë ,  o n  p e u t  v é r i f i e r  r e s  p r o p r i é t é s
su ivantes  de  v .
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a )  v ( r )  =  v ( - r )

b )  v ( o + t ) <  v ( o )  + v ( r )

d e s q u e l l e s  o n  t i r e :

c )  l v ( t  + t )  -  v ( t ) l  . <  v ( ' r ) .

L e  r é s u l t a t  f i n a l  s e  d é d u i t  d u  f a i t  q u e  r  €  f ( I F , e )  e  v ( t )  <  e .

En coro l la i re  de  la  p ropr ié té  I I  2  on  a  :

Propr ié té  I  3

S o i t  D . ,  i  €  { I , 2 , . . . , k }  e t  I F  =

t  <  i <  k
I F . .

I

s i  chaque  lF .  es t  UPP e t  un i f o rmémen t  bo rnée  a lo rs ,  IF  es t  Upp .

Preuve

Cfes t  une conséquence inunéd ia te  de  la  p ropr ié té  L  2  eE du fa i t  que la  borne
supér ieure  d 'une fa rn i l le  f in ie  de  foncÈions  pp  es t  pp .

C o r o l l a i r e  I  L

So ien t  lD  c  V(M) ,  KC,  M.  S i  touË X €  ID esr  borné  e t  Upp sur  K ,  a lo rs
ID es t  UPP sur  K .

Ce qu i  su i t  a  pou r  bu t  de  re l i e r  l r un i f o rme  p resque  pé r i od i c i t é  d ' un  champ de
vec teu rs  à  ce l l e  de  ses  composan tes  dans  un  sys tème  de  coo rdonnées  l oca les .

s o i t  x  e  v ( M ) .  s o i e n t  ( u o ,  
{ ,  

* o ) ,  o  €  A ,  d e s  c a r r e s  d e  M  r e l l e s  q u e

tuo }oe  
A  

recouv re  M .  Re laE ivemen t  à  chacune  de  ces  ca r tes  on  a

xl = ,i. -; + ".,"" d e c-(u*).
lua  i= t  u  

a i

Nous noterons :

*o, ,  = {x l t * ,  ) } *  e uo.

Cres t  une  fam i l l e  de  fonc t i ons  de  IR  dans  lR  .

P rop r i é té  I  4

So i t  x  €  v (M) .  S i  M  es t  compac te  e t  s i  chaque  IFo  .  es t  upp  eÈ  un i f o rmémen t

bo rnée  a lo rs  :  X  es t  Upp .
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Preuve

Grâce  à  l a  compac i t é  de  M,  on  peu t  t r ouve r  des  bou les  compac tes

t B  j
o j  j € { r , . . . , p }

t e l l e s  q u e

j  e  { r , . . . ,p } ,  Ëo .  a  uo .  ,  {Eo  ( .  . ,
J  J  J  J  E  r r , . . . r P j

es t  un  recouv remen t  de  M.

o l  o ,  e  v (u^  )  e t  B^  r  ompac t  donc  :
d x .  J  c [ .  0 , .

r J J

k  =  Max  t ' l  (  l l t :  o j  l l  * )  ex is te .
i ,  i  xeF  

"^ i
0 .

J

\ /  j  e  t 1 , . . . p ] ,  \ ' x  €  U o . ,  \ . t  r  €  l R
J

x (x , t + ' r )  -  x ( x , t )  =  I  ( x ;  ( x , t + t )  -  * ; . ( x , t ) ) ( #  o . ) ( x )
i = l J i " ^ i J

d o n c  l l  X ( x , t + t )  -  X ( x , t ) l l *
J J

s o i r  I F  =  
o l i  

F c r . , i  ,  s i  ' r  e  r ( I F , t / t . r ,  )
J J

a l o r s  v  x  €  u o .  l * 1 . ( x , t + r )  -  * ;  
. ( x , t ) l  

- r , n , ,  d o n c  :
I J J

\ . /  x  €  M  l l X ( x , t + 0 )  -  X ( x , t ) l l *  S  e  ,

o r  i l  décou le  de  l a  p rop r i é té  I  3  que  IF  es t  UPP pa r  conséquen t

T ( I F .  e  , .  )  e s t  r e l a t i v e m e n t  d e n s e  d a n s  l R  d o n c  :  X  e s t  U P P .'  l K . n



Remarque I 2

La  p rop r i é té  I  4  admet  une  so r te  de  réc ip roque  !  en  e f f e t '  i l

s i  X  es t  UPP (U  Pas  fo rcémen t  compac te )  '  on  Peu t  t r ouve r  des

( U o , 9 o )  t e l l e s  q u e  l e s  U o  r e c o u v r e n t  M  e t  l e s t o t ' s o n t  U P P

de chaque x € IuI ,  une car te or thonormée) '

Remarque I I

1 1  e s t  c l a i r  q u e  l ' o n

I  4  q u a n d  M  n ' e s E  P a s

peut  Erouver  des  ProPr ié tés

comPacte .

- 9 -

analogues à  1a  p roP t i ê té

e s t  c l a i r  q u e

c a r f e s

(p rend re  au tou r

e lR quelconques à étudier

B - Tseegleç!e!e _ !è-g -prÈg )-gee_tEeieeteire: _gc -gbeq'ee -99-veereere -se![eEsÉEes!

p:e:s99 -PÉr lel lggee -esE -see -ver iÉ !É'

Nous  a l l ons  ma in .enan t ,  essen t i e l l emen t ,  nous  i nEé resse r  au  p rob lème  de  l a

c o m p a r a i s o n d e s E r a j e c t o i r e s d , u n c h a m p d e v e c E e u r i s s u e s d I u n p o i n t d o n n é

de  ! t  ma is  à  des  temps  i n i t i aux  va r i ab les '

P réc i sons  no t re  P roPos  :

Si  X est  un champ de vecteur  autonome sur  une var iété M on a ;

V  t ,  t o ,  €  I R ,  X  =  {

t ,  t o  E + T  t  t o *  t

S i  X  e s E

,  t ,

p-pé r i od ique

t  6 I R '  k
o

e n t o n a ;

Q  Z ,  X
t r E

X
t.+kp r to*kP

p o u r  t o ,  t 1
Cec i  nous  condu i t '  Pour  un  e  >  0  e t

les  ensembles  :

u[ î ] r , ro  i t  e  rR

E(e ) .
t r t '

/a (x .x  ,
t1+T r  to+T

x . x )  ' <  e ]
t l t t o

x ' x )  {  t l

t 1 " o

' i i  x € u J

à la métr ique r iemanntenne

su i vanEes  :

={ ten t  / d (X . x  ,
o  t ' *T ,  t o *T

d  d é s i g n e  l a  d i s t a n c e  a s s o c i é e

o b r i e n c  a l o r s  l e s  P r o P o s i È i o n s

ou

On

c.
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P r o p o s i t i o n  I  1

so iÈ  x  e  v (M) ,  Upp  su r

* . r t > O ,  
\ , t o r a l € I R ,

Corol la ire I_.?

S i  M  e s t  c o m p a c t e r V  X  g
: )  V  e  ) o ,  \ r  t o r t l  €  I R

l es  ensemb les  compac ts  a lo rs

Y x € M ,

E  ( e )  e s t  r e l a t i v e m e n t  d e n s e  d a n s  l Rx ' Ë 1 ' t o

O n  n o t e r a  V  l a  c o n n e x i o n  d e  L e v i - C i v i t a
ou [ rs  ]1 .

P r o p o s i t i o n  I  2

S o i t  X  €  V ( M ) ,  U P P  s i

a )  M  p o s s è d e  l a  p r o p r i é t é

t o ' t l  g  I R '

b )  X  e s r  b o r n é  s u r  M  x  [ Ë o

a s s o c i é e  à  l a méÈrique g (vo i r  l - f  a  1

( P )  ( v o i r  I r r  p . , ,  eE s I  pour  Èous

t t  l

k ( t o , t r )  r e l l e  q u e  J

,  t )  )  ( x )  l l *  -  r { ro ,  È t  ) l l u l l *

c )  i 1  e x i s t e  u n e  c o n s t a n t e

l l (v  x (
v

' /  ( x , t )  € M  "  t a o a l ] ,  v v 6 T * M . 1 o *

a  >  o ,  o  a o , t l  e  l R E ( e )  e s t  r e l a t i v e m e n t  d e n s e  d a n st l ' t o

V ( M ) ,  X  U P P

E(e  )  r e l a t i vemen t  dense  dans  IR  .t l '  t o

S i  M  e s t  u n  e s p a c e  h o m o g è n e  e t  s i  o n  a  1 e s  p r o p r i é t é s  b )  e t  c )  d e  l ap r o p o s i t i o n  I I  3 ,  o n  a  I a  m ê m e  c o n c l u s i o n .

Preuvs

Nous  nous  con ten te rons  de  démon t re r  l a  p ropos i t i on  r  4 ,  1a  même mé thode  marchep o u r  l a  p r o P o s i t i o n  r  2 '  c r e s t  u n e  a p p l i c a t i o n  i n r n é d i a t e  d e  I a  p r o p o s i t i o nr l r  2 .  E n  e f f e r ,  à  r o u r  r  €  I R ,  a s s o c i o n s  X r  e  V ( M )  d é f i n i t  p a rX ' ( * , t )  =  X ( x , t + r ) .  L a  p r o p o s i t i o n  I I I  2  n o u s  d i Ë  q u e  s i
l l x t  ( x ,  t )  -  x ( x ,  t ) l l *  e s t  i n f é r i e u r  à  u n  c e r t a i n  pv o i s i n a g e  c o m p a c t  d e  r , a r c  d e  t r a j e c t o i r e  i s s u  o  

" t t  
*  t  

[ t o ' r J  o u  K  e s t  u n
e  x  au  temps  t ^  eE  pa rcou ruo

]R
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p e n d a n t  1 e  t e m p s ,  é v e n E u e l l e m e n È  n é g a c i f ,  E l - E o ;  a l o r s  :

1

d ( X ' r x  ,  X . x  )  = e .
t r ' t o  t r ' t o

Or ,  X  é tan t  UPP su r  l es  compac ts  e t  donc ,  su r  K ,  ce la  se  p rodu i t  pou r  t ous  l es  T

a p p a r t e n a n t  à  1 ' e n s e m b l e  r e l a t i v e m e n Ë  d e n s e  T ( X 1 * r U )  p o u r  u n  c e r t a i n  U > -  O .

S i  I ' on  remarque  que  X l  r  
=  X r  +T  r  +T  on  a

' l r - o  - 1  r - o '

r  e  r (x  lK 'u  )  t  o t * ; ; * .  
, .o* .  

'  * ; î , . "  )  <

d o n c  :  n ( e )  c o n t i e n t  t ( x 1 , , , U ) .
* r  a l  r  r o  I  I \

X  é t a n t  U P P  s u r  l e s  c o m p a c t s r  E * , a r r r o ( a )

es t  r e la t i vemen t  dense  dans  lR  "

Les  nécess i t és  t echn iques  des  démons t ra t i ons  qu i  von t  su i v re ,  nous  amènen t  à

p o s e r  u n e .  n o u v e l l e  d é f i n i t i o n .

D é f i n i t i o n  I  5

S i  IDC V(M)  es t  UPP,  nous  appe l l e rons  ensemb le  de  t rans laË ions '  t ou t  ensemb le

de la forme :

r ( x i - e . ) .  x i  e  o .  e .  >  o .  k  €  N r+
t " r

1< i<k
ie rN

Remarque I 1

Les  ensemb les  de  t rans laÈ ion  son t  re la t i vemen t  dense  dans  lR  .

Vo i c i  une  au t re  p ropos i t i on ,  sous  une  fo rme  d i rec temen t  u t i l i sab le  dans  l a

s o l u t i o n  d e  n o t r e  p r o b l è m e  d e  c o n t r ô l e .

S o i e n t  t o , t l  €  R ,  X l r . . . ,  X k  €  D ,

e  =  (01 ,02 , . . . ,On_ r )  e  n . k - l ,  T  €  )R ,  x  €  1 "1 .
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Nous  pose rons  :

h r (o )  =  t :  
. _  ^  . . .  o  * r ,  * ,  e  + . .  o  x1 . *

t l * t r o k - l * t  v 2 " ' w l ' t  
o r + T r E o + .

P r o p o s i t i o n  I  3

s o i e n t  x o  €  M '  v o  u n  v o i s i n a g e  c o m p a c .  d e  x o , e  )  o ,  t o r t l  e  i R .  s i  r D  e s t

U P P  a l o r s  I ' e n s e m b l e  d e s  T  €  I R  È e l s  q u e ,

V  x € V o ,  V  O e [ t o , r 1 ] k - l ,

d ( h T ( o ) ,  h o ( o ) )  <  e  ,  c o n t i e n t  u n  e n s e m b l e  d e  t r a n s r a t i o n s .

Preuve

so i t d : [ t  r , l k *V  - -+M. o l r o

( ( u o r 1 1 r . . .  r u u ) , x ) xk  o  . . .  o  x l *
' k ' t k - 1  t l , t o

Q étan t  con t inue par  rappor t  à  1 'ensemble  des  var iab les ,

r < ^  =  0 ( [ t ^  t , l k  '  V  )  e s t  c o m D a c t .o  '  o  I - '  o  
- - - - - r - -

So ien t  K  un  vo i s i nage  compac t  de  Ko  e t

À  =  d ( t c o , x )  =  i n f  { d ( x , y ) ,  x  €  K o ,  y  €  F r  K } ,  e n  c o n v e n a n È  d e  p o s e r

À  =  +  æ  s i  l a  f r o n t i è r e  d e  K  e s t  v i d e .

N o u s  r e m a r q u o n s  q u e  v ( x , O )  e  v  
"  [ c  t , l k - I ,  t ,  ( o )  e  ro  L -  '  x  o

L e s  a p p l i c a t i o n s  :

a

Lro , r l -  "  u*  r . . r

( (0 ,0  ) , x )  x l x

o t r o



sont  cont inues  donc ,  e l les  sont  un i fo rmément  cont inues
- - )
l a o  a l J -  *  x .  o n  e n  d é d u i t  l r e x i s r e n c e ,  V i  e  { 1 , . . . , k }

s i  y ,  y '  e  K ,  0 r O '  a  [ a o  a r ] ,

- 13 -

su r  I e  compac t

d e  c .  >  O  t e l s  q u e  :

d (y , y ' )  s

S o i e n t  e .  =
1

f  2  o n  E i r e

d ( x l . x  ,  x i . * )

0 ' + T r 0 + T  0 r , 0

So ien t  ma in tenanË  T  e t (x r ,u i ) ,  o  e [ .o . r ]n - t , x€vo ,

t  e  t ( x l ,  11 )  .

a  (x i . y ,  x i  . y  '  )  s  e / t

0 "0  0 "0

m i n { o .  , e / p , À / u } ;  d e  I a  d é m o n s t r a t i o n  d e s  p r o p o s i t i o n s  I I I  2  e t

q u f i l  e x i s t e  d e s  H -  )  O  È e l s  q u e  :

I

ona  d (x l . x  , x1 . *  ) s . l  . e / u  ca r
0 r+ ' r r t o+ t  01 ,ao

1 < i s k

on remarq.r"  qr ' r "  X l  . *  reste dans K.
0 

1*T ,  
to+ ' r

d  (x2
0 r+ t ,0 r+ ' r

d ( x2
0r+t  r  0r+ ' r

d ( x2  o
o2,  o t

< t r
1

x1 . x
0 ,+T  ,  Eo+ t

x1 . *
or+t  '  to+t

x2  x1 . *
o2 '01  o r , to

) .

x2  o  x1 . *
o2 ,o l  o1*T , to+T

x l .  *
o,  + t  '  Èo+t

) 1
,  X -  o  X ' . x  )

" 2 ' " r  t l " o
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( X 1 . *  €  K  e t  r  e  f ( X 2 , U r ) )  +  l e  p r e m i t : r  È e r m e  d e  l a  s o m m e  e s t  i n f é r i e u j
0 + r r + r

l + T ,  
Ë o + T

ou  éga1  à  e ,  <e /U

Drau t repa r t : d ( x l . x  ,  * 1 . *  )< , l
0 

r+'t  ,  to+t 0l ,  to r

d o n c  :  l e  s e c o n d  E e r m e  d e  l a  s o m m e  e s E  é g a l e m e n t  i n f é r i e u r  à  e / u  d t o ù :

o ( tâ^ * . . ' - * . x1 . *  ,  x2  o  x l . *  ) <  r e / t r .v 2 '  !  '  v l  '  ' [  
0 r + T  ,  t o + t  0 r , 0 ,  0 1 r  a o

De  p roche  en  p roche  on  abou t iE  à

yx  €  vo ,  vo  e  ; . o .1 l k -1 ,  d (h l ( o ) ,  ho (o ) )  <  E  donc  :

n  T ( X l , U . )  e s t  l ' e n s e m b l e  d e  t r a n s l a Ë i o n s  c h e r c h é  !
t  - < l i  k  I
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II - CONTROLÀBILITE DES FAI'IILLES DE CHAMPS

DE VECTEURS UI,IIFORMEMENT PRESQUE.PERIODIQUE

SUR UNE VARIETE.

a -  I l !Ésleg:-9ee-eegee! lgs-91Égcg:-egse: : l ! le :  :

R a p p e l o n s  1 e  E h é o r è m e ,  d é s o r m a i s  c l a s s i q u e ,  d e  S u s s m a n n  e t  J u r d j e v i c  F l ' s o u s

la  f o rme  donnée  pa r  Lob ry  dans  [21 ,  p ropos i t i on  I I  2 .1 .  ( La  démons t ra t i on  o r i -

g i n a l e  e s t  d u e  à  K r e n e r ) .

t r  So i t  ID  une  fam i l l e  de  champs  de  vec teu rs  (auEonomes)  su r  une  va r i é té  de

d imens ion  n  s i  l a  d imens ion  de  I ' a l gèb re  de  L ie  engend rée  pa r ID  es t  éga le  à  n

a u  p o i n E  x  a l o r s ,  p o u r  t . o u E  v o i s i n a g e  y  d e  x ,  I ' i n t é r i e u r  d e  n l x  n  V  e s t

n o n  v i d e .

Remarque  I I .  I

S i  I ' o n  s u i t  e n  d é t a i l  l a  d é m o n s t r a t i o n  d e  L o b r y ,  o n  v o i t  q u e  I ' o n  p e u t  t r o u v e r
1

d e s  c h a m p s  X r r . . . r X n  d e D  e t  d e s  r é e l s  p o s i t i f s ' I r ' Z ' . . ' r r n - l r t . , r t z r " ' r t .

r e l s  que  s i  q  es r  l e  doma ine  de  lR t  dé f i t t i  pa r  l es  i néga l i t és  :

t l  '  t r  '  t l

' 2  t  ' 2  t  t 2

t r r - 1 ' t r r - 1 ' - r t

o  .  , . ,  .  , a r ,  a l o r s  ;

I  '  app l  i ca t  i on

Q + M
{r 'cr l . . . , .r) *.-,o , *?ro *l f"

Z L

esE  de  rang  n  pa r touE  dans  Q  e t  son  image  es t  con tenue  dans  V  .

On a donc démonEré en fa i t  que pour Eout  V i l  ex is te un ouver t  contenu dans

t  l *  n  v  ,  où  Do  =  i x l , . . ' , x t ]  es t  une  pa r t i e  f i n i e  de  D

Lobry déduit imrédiatement de la proposit ion précédente

Si dim( IL lD)(x) = n alors olx c int  D ]x
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Remarque  I I . 2

E n  f a i t ,  i I  d é c o u l e  c l a i r e m e n t  d e  l a  r e m a r q u e  r . 1  q u e  p o u r  t o u È  y  e  p l x ,  r o u t

ouve r t  U  auEour  d .  y ,  i l  ex i s te  un  ouve r t  S )  con tenu  dans  U ,  une  pa r t i e  f i n i e

T \  =  {  
"1  

, . o  -n *1  - k t  r ^  r :  , . -  ^ . . L^  ^ , . .  ç  o
I u o  -  l ^ : . . . r À ,  X - -  

- r . " . r x ' - l  
d e  t r ,  u n  c u b e  o u v e r t  Q  d e  ( l R ' )  ,  d e s  r é e l s

À n + 1 ,  .  .  .  À p  p o s i t i f s ,  t e l s  q u e  I ' o p p l i c a È i o n  :

h :  Q - - ' M

(er , . . . ,u . )*x l  . . . . .  * : * t  ,  x^n. . . . "  x}*
k  

^ n + 1  o n  o 1

s o i t  d e  r a n g  c o n s t a n t  n  e È  h ( Q )  =  f l

La  p ropos i t i on  su i van te  se ra  donnée  sans  démons t ra t i on .  Sa  démonsÈraÈ ion  es t

c o n t e n u e  d a n s  c e l l e  d e  l a  p r o p o s i r i o n  I I . 2 .  C e p s n d s n g  c e  n ' e s t  p a s  u n  c o r o l l a i r e

d e  c e l l e - c i ,  à  c a u s e  d e  l a  c o n d i t i o n  d ' u n i f o r m e  p r e s q u e - p é r i o d i c i t é  q u i  f i g u r e

d a n s  l e s  h y p o t h è s e s  d e  l a  p r o p o s i t i o n  I I " 2 .

P r o p o s i t i o n  I I .  I

s o i t  x - o  =  ( * o , t o )  €  M  x  l R .  s i  d i m  ( I L  f r ' ) r . o  =  n i l  a l o r s ,  p o u r  È o u t  t l f t o ,

n l * ^  esE  conÈenu  dans  l r adhé rence  de  son  i n té . r i eu r .
, o ,- 1 ,  - o

Dans  l e  cas  au tonome,  l es  ensemb les  ID l x  e t  n ) l x  sonE  égaux  pou r
t l ' t o  t r + t  r  t o + t

Ë o u s  x r t o r È l  e t  r .  c e  n t e s t  p l u s  v r a i  s i  l e s  c h a m p s  s o n t  n o n  a u t o n o m e s .

C e c i  n o u s  c o n d u i È  n a t u r e l l e m e n t  à  l a  q u e s t i o n  s u i v a n t e ,  * o r t o r È 1  é t a n t  f i x é s

peuÈ-on ,  dans  ce r ta ins  cas ,  t r ouve r  un  ouve rE  u  con tenu  dans  tous  l es

+
lD .x  pour  tout  r  €  IR ? Pour tout  r  appartenant  à une par t ie  de IR ?

t l + T ,  t o + T

L a  p r o p o s i c i o n  s u i v a n t e  e s t  u n e  r é p o n s e  p a r t i e l l e ,  m a i s  u t i l e ,  à  c e t t e  q u e s E i o n

dans  l e  cas  où  lD  es t  UPP.

P r o p o s i t i o n  I I . 2

S o i t  x ^  =  ( x ^ , t ^ )  €  M  x  l R .  S i  I D  e s t  U p p  s u r  l e s  c o m p a c t s  e t  s i  :o  o -  o

d i rn ( I l  b  l *  =  n+ l  a l o r s
o

v  t i t t - ,  v  Y  €  D l x o  V  V  v o i s i n a g e  d .  y ,  i l  e x i s t e  u n  e n s e m b l e  d e  t r a n s l a -I  o '
t 1 " o

t i o n s  E  e t  u n  o u v e r t  U  t e l s  q u e  :



uc(rl
T E E

+
D . * o

r l + T ,  t o + T
Ou

sa  démonsEraÈ ion  es t

le  t l iéorème du point

- 1 7 -

s i m i l a i r e  à

f i xe  de  B rouwer .

Nous  au rons  beso in  d tun  l eu rne  topo log ique ;

c e l l e  d u  l e m m e  3 . 1  d a n s  [ f  :  
- l  

e t  r e p o s e  s u r

L e m m e  I I . 1

S o i e n t  U  e t  V  d e s  o u v e r t s  d e  I R  
n  

e t  h  :  U

e n  c h a q u e  p o i n È  d e  V ,  u n  i n v e r s e  à  d r o i t e

ô  >  O  e t  un  compac t  K  de  U  Ee l s  que  :

i )  l a  bou le  f e rmée  de  cen t re  y  e t  de

É { y , O )  s o i t  c o n t e n u e  d a n s  V .

+  V  u n e  a p p l i c a t i o n

c o n r i n u . s o i t y € V ;

con t i nue  admetEan t

a I o r s ,  i 1  e x i s t e

rayon ô (pour  une no rme  de  IR  
n ) ,

i i )  s i  Ë  :  K  - >  V  e s t  u n e  a p p l i c a È i o n  c o n t i n u e  t e l l e
. 1 "

l l h ( x )  -  h ( x ) l l  s  ô  \ r  x  €  K ,  a l o r s
,v
h ( K )  =  B ( y , ô )

Preuve de_ l_e  propos i t ion  I I .2

S o i e n t  x  =  ( x ^ r E ^ ) ,  * ,  =  ( * r r E , )  d a n s  M  x  l R  e t  s o i t  Vo  o -  o  .  I  L .  I

que

* l  , ' é c r i t  ,  * 1  =  , l  . n  
u . . . o  zT *o  avec  t . l

' l ' " k  
n l r a o  

r

un  vo i s i nage  de  x ,

l n , .
K

'|
O n  a  d o n c  Z ^ ( x r , t r )

t e l s  q u e  z l t * , r )  I  o

0 :  v  1  "  1 t r - t

( x ' 0 )

+  M X  I R

(z lx ,o;
0 ,  t l

a t * .  t_  e t  que

e s t  s i m i l a i r e

to .

sur

On en

V x
I

d é d u i t  q u ' i l  e x i s t e  u n  v o i s i n a g e  U t  c  V  e t  e  > O

I F

l . I - t  È l + e  l ,  c e  q u i  i m p l i q u e  q u e  I ' a p p l i c a t i o n

t r +e  I

e s t  r é g u l i è r e  s u r  V ,

voisinage de . l* .  .  La

3.3 ,  I -  1  ]

' l r t - .

Eechn ique

i=6(

à  c e 1 I e

IR

V . ,  
"  l t ,  - e  t , + e  [ )  e s t  u n

I  J I  I  !

ur i l i sée  dans  1e  théorème

H ---à
---'-"--''

h

E)v
tn

". v lt1
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idées ;  une démonst ra t ion  ana logue t ien t  pourSupposons t ,

t 1  '  t o '

t  t o ,  P o u r  f i x e r  l e s

El  Draprès  la  remarque

des champs de  vec teurs  X l

À n + 2 ,  .  .  . ,  À k  t e l s  q u e  :

I I  2 ,  i l  e x i s t e
- - )  . .n+ l  - -n+2

, J ( - r .  . . , . 1 (  , À

t
un cube ouver t  Q

, x k  d e  D  e t  d e s

d a n s  ( n  
* ) t * 1

r é e l s  p o s i t i f s

l .  L r  a p p l i c a t i o n

tu
H : Q  - +  M x

s o i t  d e  r a n g  c o n s t a n t ,  é g a l  à  n + t .

z .  H(ô )  c  v

S o i t  a  E e l  q u e

a 1 - r .  a l - o .  t 1  e t

H(ô)  n  { t= t r -c r }  +  A

@ 
-  (u , . , . . . , 0 r r * l )  *  t t (@)  = 3rk 3ln+2 !n+1

x .  o .  . . o  À .  o  À ^  o . .  . o
n k  ^ n + 2  u n + l

IR

^ ,  ' l
. Y r^ .  x

^ o
H

I

Posons f f=Tro

frril = 1J, 
cr

S o i t  q  1 ' e n s e m b l e  d e s  ( }

n+ I  k
X  0 .  +  I  À .  =

i= l  
t  

j= . r*2 J

H

€  Q  t e l s  q u e  :

( t . - q )  -  t  ;  c r e s t
l o

un hyperplan de ft.

S i  l t o n  p o s e  h  =  I  o  h  e t  U  =  n ( Î ' J " )  i t  e s t  c l a i r  q u e  :

1 .  h  :  Q  +  U  e s t  d i f f é r e n t i a b l e

2 .  y  Y  €  U ,  h  admet  un  i nve rse  l oca l  con t i nu .

on  remarque  que  s i  ( p  e  Q ,  h (  (0  )  peu t  s ' éc r i r e  :

)=  z l
t 1 ' t r - o

x k  o .  .  . o  x t * 2  o .  .  . o  x l
t k ' t k - l  t n + 2 ' u n + l  t l ' t o

h(  @
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a v e c : u = t
o o

t r = t o * 0 1

t 2 = t o * o r * 0 2

u n + l  =  t o  *  o l  + " ' *  o . r * l

u n + 2  =  t o  *  o l  + " ' *  o . r * r  *  À r , * 2

:

t k  =  t o  +  o '  + " ' *  o " * l  *  À t ' * 2  + "  ' +  ) ' n '

P o s o n s ,  p o u r  t  g  I R ,  @  €  Q

T 1

h t (@)=zL  oxk  o . . . ox l *o
a1* t ,  ( t r -o )+ t  r k * . , r k_ l * .  , r r i . , , r o * .

S i  l t o n  f a i t  e n  s o r È e  q u e  U  s o i t  c o n t e n u  d a n s  u n e  c a r t e ,  o n  p e u È  i d e n E i f i e r  Q  e t  U
à  des  ouve rËs  de  IRn ,  1 ' app l i ca t i on  h  :  Q  *  U  saË is fa i t  b i en  aux  hypo thèses  du  l en rn r
r r  I  d o n c  :  i l  e x i s t e  ô  >  o  t e r  q u e ,  s i  x ,  G  u  o n  a  B ( x , 6 ) c  L r  e t  u n  c o m p a c E  K
dans  Q  re t  que  f l r ' ' (  @ )  -  h (@ ) l l  (  ô  ;  @ e  r )

+  ( t t ( r )  =  Ë (xz ,ô ) ) .

o r  nous  avons  l l h - (  @ )  -  n f  @ l l l  S  o

V @€ Q eÈ pour  tou t  r  apparEenant  à  un  ensemble  de  t rans la t ions ,  E
( C r e s t  l a  p r o p o s i t i o n  I  3 ) .

Conrne trr(Q) est contenu dans olxe
Ë 

l+T ,  
to+r

o n  a  :  V t  e  E ,  E ( x r , ô ) c  ( f r l x o )  n  V
t l + r ,  t  + r

c .  Q .  F . D .

Nous a l lons  vo i r  que ID lxo  peut  fo rÈ b ien  avo i r  un  in té r ieur  non v ide  même s i
to

( n  t  ) ( x ^ )  n ' e s t  p a s  d e  d i m e n s i o n  m a x i m a l e .o



P r o p o s i t i o n  I I  3

S i  M  a ins i  que  l es  champs  de

*o  =  ( xo ,  Eo )  €  M  x  lR  e t .  s i

s i  e t  s e u l e m e n E  s i ,  i 1  e x i s t e

a .  x ,  €  ID+ .xo
t I ' t o

b.  (o, r )  g  (nf f  l t * r )

Preuve

L a  c o n d i t i o n  e s t  s u f f i s a n E e  :

on  sa i t  (  [ t ]  )  lemmes 2-4  e t  2 -5)  que

1 ,  t u -
t e l l e  q u e  T  I D  . x  =  ( I L  l D  ) ( x ) ,  V  *  e- t { o '

v e c t e u r s  s o n t  a n a l y t i q u e s ,  s i
tu

d i m ( I l t D ) ( x  )  =  n  a l o r s  :  i n t ( n i . " o )  *  0o o

; + r  =  ( x , r t , )  t e l  q u e
I  I -  I

- 2 0 -

est  une sous-var iété inunerse de M x IR

f r . * o  d e  l a  p r o j e c t i o n  ( m , t )  +  m  d e

lD  .x
o

lD .lc
o

Nous  no te rons  enco re

M x  IR  su r  M .

n .

So i t  x .  €  ID  . l +  t e l
I O

I

l l  :  T  I D . ** x ' à q o
I I

es t  un  i somorph i sme

I I  l a  r e s t r i c t i o n  à

que  (o , l  )  Ê  (n  f i  ) * ,  e r  so i r  :

+ T  M
* 1

d t e s p a c e v e c È o r i e l ;  e n  e f f e E ,  s o i t

s o u s - e s p a c e  v e c t o r i e l d e ( T  M ) x  R  t e l

+ * 1

1 ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  t a n g e n E e  e n  x .

O  ( e  V  =  ( o , u )  c e  q u i

- ù  + - >
V  =  ( U r u )  e

->

q u e U € T
^ t

e s t  i m p o s s i b l e  
" i  

i  I  o

* * ,
.L

T l n *
I  y  

. . - ^ ,

æ1 u

À,1i den t i f ié  à  un

+ - >
u  €  I R .  I i  V

,* xl

D ' a p r è s  l e

topo  1og  i e

v a r i é t é  d e

n o u s  d i t  :

t opo  l og  i  e

->
= U donc I I  V =

oxl

( o , 1 )  6à  c a u s e  d e  l a  c o n d i t i o n

p a c e s  v e c E o r i e l s .

( t r ,  D  L l  ,  donc  ,  
l * ,  

es t  un  isomorph isme d 'es-

U  d e  x ,  p o u r  l a

t o p o l o g i e  d e

t héo rème  3 .3 ,  l - 11

r e l a t i f s  à  l a

t h é o r è m e  d r i n v e r s i o n  l o c a l e ,  i l  e x i s t e  u n  v o i s i n a g e

de  va r j . é té  de  f f . x -  e t  un  vo i s i nage  I ^ I  de  x .  Dou r  l ao  -  l '

M  t e l s  q u e  I I l , ,  :  U  +  W  s o i t  u n  d i f f é o m o r p h i s m e .  L e-  t u
, u  - - ,  -

l D  . x  c -  i n r .  I D  . x  I ' i n t é r i e u r  e t  1 ' a d h é r e n c e  é t a n to o

de  va r i é té  de  f r . xo .
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t +r i l  g  ID  ' xo  donc  i l  ex is te  i2  ouver t  pour  la  topo log ie  de  f i . *^  ec  contenu danso
^  1 , +

U  l l  t . * o .  T ( . t t )  e s t  u n  o u v e r t  d e  M  ,  c l a i r e m e n È  c o n t e n u  d a n s  n l x
t o

o

L a  c o n d i t i o n  e s t  n é c e s s a i r e  :

E n  e f f e È  s i  E o u s  l e s  p o i n E "  a e  f r  l * o  é t a i e n t  d e s  p o i n È s  s i n g u l i e r s  d e  n  o n

au ra i t  d rap rès  l e  t héo rème  de  Sa rd  lD  1 *o  =  n ( f f ] *o )  de  mesu re  nu l l e  e t  donc
d ' i n t é r i e u r  v i d e .  t o

D a n s  l e  c a s  d t u n  s y s t è m e  l i n é a i r e  s u r  n . n  :  I D  =  { X u }  a v e c  :
u  €  I R P

x u ( x , t )  = A ( E ) . x +  i  r i  u . ( t ) ,  u =  ( u . , , . . . , u - ) r x €  I R . ,  b , ( t )  e  n n e t A ( t )
i = l  

t  I  l '  P '  : .

m a t r i c e  n  X  n ,  o n  c o n n a i t  l e  r é s u l È a t  s u i v a n È  :  s o i e n t

oo 1 'opéra reur  :  (uo  v ) ( t )  =  _A(E)  v ( t y  +  
f ,  v ( t )

eÈ  r ( t )  Ia  mar r i ce  [ . . . fo l  u .< t l  . . .  k  €  N ,  i  e  t1 , . . . ,p ] ]

a l o r s ,  s i  R a n g  r ( t )  =  n  v  E  g  I R ,  o n  a  D I *  =  I R n  p o u r  t o u s  * r E o f  t l .
t r  t  t o

V o i r ,  p a r  e x e m p r e  l - t o l .  E n  c o r o l l a i r e  d e  l a  p r o p o s i t i o n  r r  3  o n  o b È i e n È ,
d a n s  l e  c a s  l i n é a i r e  e n  p o s a n t  :

H(x , t )  =  [a ( r ) . x  . . .  o l  u .< r l  k  e  ]N ,  i  €  {1 , . . . ,p } ]

C o r o l l a i r e  I I  I

S o i t  * o  =  ( * o ,  t o )  €  I R  
t  

x  I R  ,  s i  R a n g  r ( t ^ )  =  n - l  a l o r s  :o

i n t ( I D l * ^ )  f  6  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  i I  e x i s r e  t  : '  1  ê r  v  Ê  -  +
i - - o '  

,  v  r r  e L  s e u r e m e n E  s l  r l  e x l s t e  t ,  ) >  È o  e t  x ,  €  I D .
u  

.  o  r  t l r È o

È e l s  q u e  :  R a n g  H ( x l , t r )  =  n .

Preuve :

a -  l a  c o n d i t i o n  d i r n ( n Û ) *  = .  é q u i v a u t  à  R a n g  r ( t o )  =  n - r .
b .  l a  c o n d i t i o n  ( o ,  D  /  ( n o t ) ( x r )  é q u i v a u r  à  R a n g  H ( x r , r r )  =  n .
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Remarque I I  3

Les  cond i t i ons  f ou rn ies  dans  l a  p ropo r t i on  I  3  e t  son  co ro l l a i r e  ne  sonE  pas  i n -

t r i n s è q u e s  c a r  e l l e s  s u p p o s e n t  q u e  I ' o n  s a i E  d é t e r m i n e r  s i  x ,  €  I D T x o  l l o u s

t l ' t o

a l l ons  vo i r ,  à  t r ave rs  l ' exemp le  qu i  su i t  que  1 'on  peu t  t ou t  de  même conc lu re

dans  des  cas  pa r t i cu l i e r s ,  même s i  l t on  ne  conna iE  pas  comp lè temenÈ les  ensem-

b les  ID  Ï x
t 1 " o

Remarque I I  4

Nous  n 'au r i ons  aucun  ma l  à  é tab l i r  un  co ro l l a i r e  ana logue  au  co ro l l a i r e  I I  I

pou r  l es  sys tèmes  b i l i néa i res  eE  non  au tonomes .

f*"*pf" .

So iÈ  su r  M  =  IR  2  l a  f r * i l l e  de  champs  de  vec teu rs  ID  =  {Xu } - .

a v e c  x u ( x r t )  =  A  x  +  B ( t ) . u ,

^  _ /o-1 \ ,  s ( t )  =1"?" : \n - [ I o ) '  
l s i n r I

S o i t  r  =  ( x , t  )  € M x  l R '  n o u s  n o u s  P r o P o s o n s  d e m o n t r e r q u e  n l x ^  e s t
ô  o '  o  t  

o

d ' i n t é r i e u r  n o n  v i d e .  
o

donc :  v  k  e  N ' *  {o f  n ) { r )  =  o

On a donc :

r ( t )  =  [ n ( t ) ] ,  H (x , t )  =  f e  * ,  s ( t ) ]

on  vo iE  que  Rang  F ( to )  =  1 ,  ce  qu i  exc lu  que  l es  ensemb les  ID+
t l t t o

s o i e n t  d ' i n t é r i e u r  n o n  v i d e

DA B( .o )  =  ( î  : ) ( : î ;  : ) .  (  : : :  : )  
=  ov  r  € ,R



E n  e f f e È ,  s o i E  x ( t )  =

temps Èo on a

i r ( r )

* r ( t )

E n  m u l t i p l i a n t  p a r  s i n  t

chant membre à membre on

d
d r  [ x r ( t )

ce  qu i  imp l i que  :

i )  x r ( t )  s i n  t  -  x r ( t )

Supposons que Rang

i i )  x r ( t )  cos  t  *  * r ( t )

de  i )  e t  i i )  on  r i r e :

)  
t "  Era jec to i re  d ,un  xu  €  n r  passanË par  xo  au

M o n t r o n s  q u ' i 1 e x l s È e  t l  >  t o  e E  x ,  €

i ; . . .  

t e l s  que  Rang  H (x r ' t t )  =  2

-23 -

cos  t  l a  deux ième  e t  en  re t ran -

1xr ( t )
\x r ( r )

=  '  * 2 ( t )  +  c o s  Ë . u

=  * 1 ( t )  +  s i n  r . u

l a  p remière  équat ion ,  par

o b È i e n t :

s in r  -  * z ( r ) cos t ]  - o

cos  t  =  c ( )ns tan te

H(x ( t ) , r )  =  1  V  r  >  r
o

s i n t = O  V t > a o

ce la  équ i vauE  à  :

I  a l o r s ,  e n  r e c o l l a n t  l e s  a r c s

+
€  ID  . x  a lo rs  :

t r t  
o

o

x r ( t )

x r ( t )

sr -n  t

cos  t

S i  y  t  t  to ,  V  x  e  n l *^  on  ava iË  rang
t ,  a o

d e s  t r a j e c t o i r e s "  o n  v o i t  q u e  s i  g ( t )  =

H ( x ,  t )  =

(T;l:l )
@ , ( t )  =  C  s i n  t  e t

I

Q r ( t )  =  - C  c o s  t  "

D * . * ^  s e r a i t  d o n c  b o r n é ,  o r  o n  s a i t  q u e  c r e s t  u n
t . t  o

' o

+
ID  . x  =  { x  }  ce  qu i  esÈ  imposs ib le  pu i sque  l es  Xur  *  o  '  o '
. ,  ' O

O n  p e u t  d o n c  c o n c l u r e  q u t i l  e x i s t e  t l  >  t ^  e t  x .

espace a f f ine  donc  :

son t  non nu ls .

t  
ï .  

x o  /  R a n g  H ( x ' r r )
t l t t o

= 2



d o n c  :  d r a p r è s  1 e c o r o l l a i r e  I I  1 ,  i n t  I D
t

+
. x

o
o

t  a.
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t héo r i e  du  con t rô le

s i  :

Nous  i r ons  p lus  l o i n  dans  l ' é tude  de  l a fami l le  lD à la  f in  du i raragraphe I I  B.

- Qgesd-e:!:es- !e-eeslrQlÊPil i !e- ?

Posit ion du problèrne :

B .

1 .

Quren tendons -nous  pa r

on  d i t  qu tune  fa rn i l l e

con t rô lab i l i t é  ?  T rad i t i onne l l emen t ,  en

ID de champs de vecEeurs est  conÈrôlable

+
l D  . x  =  M  o u  b i e n ,

Ë
o

V  t l  e  l R  t . q  t l  t  t o , ID 
+x = I '1 ou bien,

t 1 " o

U Dlx = u
r  e  [ .1 .o1

V x  €  M ,  V t o  €  l R ,  V t l  €  l R  t . q  È 1  t  a o ,

Diverses  préc is ions  te rmino log iques  permet ten t  de  d is t inguer  ces  d i f fé ren ts

de conErô lab i l i té .  I1  es t  c la i r  que les  deux  dern ie rs  c i tés  sont  les  p lus  fo r

po in t  de  vue mathémat ique e t ,  sur tou t  les  p lus  in té ressants  pour  les  app l i ca t

p ra t iques .  La  dé f in i t ion  3  es t  la  p lus  réa l i s te  p ra t iquement .

Dans le cas autonome, les ensembles lDalx ne dépendant pas de to et.  peuvent

o

notés  nT* ,  Auss i  les  ensembles  ID lx  peuvent - i l s  appara î t re  corme la  généra
t o

la  p lus  naEure l le  des  ensembles  lD  tx^  e t  la  cond i t ion  n Ïx  =  u
o t o

V (x ,  Ëo)  e  M x  lR  ,  con t rne  la  généra l i sa t ion  la  p lus  na ture l le  de  la  cont rô lab

dans Ie cas autonome : lDTx = U V x € I"1.

Ce n 'es t  pour tan t  pas  ce l le  que nous  adopterons  :

D é f i n i t i o n  I I  I

V x € M , V t o e I R

V x € M ,  V t o € l R ,

I

1
tvnes 

I
:t" 

o"l

..,"1
tt""rtl

tltré 
I

I
La  fam i l l e

v  (x ,  ro )  e

amps de

U
0  > t

o

ID de

M x

ch

I R '

vec teu rs  su r  M  se ra  d i t e  con t rô lab le  s i  :

+
l D . x = M

t
o o
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D i s c u s s i o n  d e  l a  d é f i n i t i o n

1.  Dans le cas où les champs de vecEeurs sont  autonomes,  on reEornbe b ien sur  uFrê

d é f i n i t i o n  c l a s s i q u e  d e  l a  c o n È r ô l a b i l i t é  !

2 "  Nous  avons  1à  une  no t i on  de  con t rô lab i l i t é  p lus  f a i b le  que  l a  no t i on  I  ,

p u i s q u e  l e  t e m p s  O o  o ù t t l t 9 .  m e t  l e  s y s t è m e  e f f e c t i v e m e n E  e n  r o u t e t t n t e s t  p a s

connu .  Nous  remarquons  cependan t  que ,  s i  dans  l a  dé f i n i t i on  1  ,  on  conna î t  l e

" t emps  de  dépa r t "  e f f ec t i f  du  sys tème ,  l e  t emps  d renc lanchemenÈ de  Ia  p rem iè re

co ruuu ta t i on  (Ëe rm ino log ie  c l ass ique )  es t  i nconnu  e t  pou r ra i t  b i en  êEre  t rès  supé -

r i e u r  a u  t e m p s  d e  d é p a r t ,  t o "  A u s s i ,  l a  d é f i n i t i o n  I I  1  d e  l a  c o n t r ô l a b i l i t é  n ' e s t -

e 1 1 e  p a s  b e a u c o u p  p l u s  f a i b l e ,  p r a t i q u e m e n t ,  q u e  l a  d é f i n i t i o n  c l a s s i q u e .

3 .  Avec  no t re  dé f i n i t i on ,  nous  pouvons  i n te rp réÈer  l e  Èemps  to  co rune  I ' i ns tan t  ou

" l t o n  s e  m e È  a u x  c o m m a n d e s t t . 0  e s t  l a  d a t e  d e  m i s e  e n  r o u t e  e f f e c t i v e  d u  s y s t è m e .
o

CeEte  dé f i n i t i on  é tan t  posée ,  nous  nous  p roposons  p r i nc ipa lemen t  de  démon t re r  une

cond i t i on  su f f i san te  de  con t rô lab i l i t é  pou r  des  fa rn i l l es  de  champs  de  vec teu rs  non

au tonomes  ( t héo rème  I I I  1 )  su r  des  va r i é tés  compac tes .  P lus  p réc i sémen t ,  j e  me

propose  de  géné ra l i se r  à  des  cas  non  au tonomes ,  l e  Èhéo rème de  Lob ry  [ 7 ]  qu i

s t é n o n c e  a i n s i  :

So i t  ID  une  fa i ' r i l l e  de  champs  de  vec teu rs  de  c lasse  Cæ" r l r  I a  va r i é té

M de  c1 . " " "  Co .  S i  t ous  l es  champs  son t  Po i sson -s tab les  e t  s i

d i m ( I L I D ) ( x )  =  d i m  M  V  x  €  M  a l o r s  :  I D + . x  =  M  V  x  e  M .

R a p p e l o n s  q u ' u n  c h a m p  d e  v e c t e u r  X  s u r  M  e s t  d i r  P o i s s o n - s t a b l e  s i ,  p o u r  t o u t  x

d ' u n  e n s e m b l e  d e n s e  d a n s  M ,  t o u t  v o i s i n a g e  d e  x r V ,  e t  t o u t  r é e l  p o s i t i f  A ,  i l

e x i s t e  E ) ,  A  e Ë  E r  <  
- A  t e l s  q u e  X a . x  €  V  e t  X , . x  €  V .

t

L r h y p o t h è s e  d e  P o i s s o n - s t a b i l i t é  e s E  r é a l i s é e  e n  p a r t i c u l i e r  q u a n d  E o u s  l e s  c h a m p s

s o n t  c o n s e r v a E i f s  e t  l a  v a r i é t é  M  c o m p a c E e .  C r e s E  l e  t h é o r è m e  d u  r e t o u r  d e

P o i n c a r é ,  a p p l i q u é  a u x  s y s t è m e s  d y n a m i q u e s  p a r t i c u l i e r s  s u r  { T I ( x , t )  
=  X r . x

( vo i r  [+ ] l

Pi inc ipe de la  démonstrgt ion du Ehéorème de Lobry :

1 .  D e  l a  c o n d i t i o n  d u  r a n g  ( d i m ( I - D ) x  =  n  x  €  M )  e È  d e  l a  p r o p o s i t i o n  I I  2 . I

a e  [ Z ]  o n  t i r e  : V  x  €  M  l D . x  e s t  u n  o u v e r t  d e  M .  L e s  I D . x  f o r m a n t  u n e  p a r t i t i o n

d e  M  ( s u p p o s é e  c o n n e x e )  o n  a  l D . x  =  M  V  x  e  M .



s i  x

E I R

d e s  c h a m p "  X l , . . . r X k
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dans ID eË des temps
,

- 1 t

D o n c ,

. . . Ë k

€ M r y €

te l s  que

y =

M o n

*ln'

peut  t rouver

' :  xlr '"

N o u s  s e r i o n s  s a t i s f a i t s  s i  t o u s  l e s  t .  é t a i e n t

c o n s i s t e  à  t t r e m p l a c e r t t  1 e s  a r c s  d e  t r a j e c t o i r e

e n  u È i l i s a n t  l a  s t a b i l i t é  a u  s e n s  d e  p o i s s o n .

p o s i t i f s .  L a  m é È h o d e  d e  L o b r y
t t n é g a t i f s t t  p a t  d e s  a r c s  t t p o s i t i f s t t

Revenons au cas non autonome.

t r a v a i l l a n t  d a n s  I ' e s p a c e  d e s

f i s a n t e  d e  " f a i b l e  c o n t r ô l a b i

e t  t ou t  y  e  M  e t  t ouÈ  to  e  lR

t r r . . . r t , _  e  I R  t e l s  q u e
I K

Dans  une  p rem iè re  é tape  i l  nous  se ra  f ac i l e ,  en

p h a s e s  é l a r g i  M  X  R  d ' é t a b l i r  u n e  c o n d i Ë i o n  s u f -

l i t é " .  Nous  en tendons  pa r  1à ,  que  pou r  t ouË  x  €  M

,  i l  e x i s t e  d e s  c h a m p s  X l r - - - x k  e  O  e t  d e s  t e m p s

'  -  * Ï t , ru- lo  " ' "  *?2, . r . ' l r , .o ' *

( v  €  l D  . x ) .- t
o

A  ce  n i veau ,  l e  p rob lème  se  pose  a ins i  :

P e u t - o n  t t r e m p l a c e r t t l e s  
a r c s  d e  t r a j e c t o i r e s  " n é g a t i v e s t t  p a r  d e s  a r c s  d e  t r a j e c -

t . o i r e s  p o s i t i v e s .

Nous  rencon t re rons  1es  deux  d i f f i cu l t és  su i van tes  :

1 " )  Les  t ra jec to i res  des  champs  de  vec teu rs  non  au tonomes ,  ne  cons t iËuen t  pas  un

sys tème  dynamique  eË  l r on  ne  peu t  pas  app l i que r  l e  t héo rème  de  po inca ré  même s i  M

es t  compac te .  On  pou r ra i t  se  ramener  à  un  sys tème  dynamique  en  cons idé ran t  l e

s y s t è m e  é l a r g i ,  d r u n e  m a n i è r e  t r a d i È i o n n e l l e  à  M X  l R .  I n c o n v é n i e n t  :  o n  p e r d  l a
c o m p a c i t é  d e  l r e s p a c e  d e s  p h a s e s .

D a n s  f 5 l  e t  [ 6 l u a r t u s  e t  S e l I  o n t  e x p o s é  u n  p r o c é d é  d e  c o n s t r u c t i o n  d r u n  s y s t è m e

dynamique  su r  un  espace  de  phase  é la rg i  MXe t  compacË  e t  qu i  " se  p ro je t t e  b ien i l

s u r  M .  I n c o n v é n i e n Ë  :  c e È t e  m é t h o d e  n o u s  s e m b l e  m a l  a d a p t é e  l o r s q u e  I t o n  s t i n t é r e s s

à des t ra jecto i res de prysysrème_g. .



Auss i ,  cons t ru i rons  nous  un  r r théorème du reËour , ,  non
q u i  n o u s  a s s u r e r a  u n e  s o r t e  d e  p o i s s o n _ s t a b i l i t é .

2 o )  S i  n o u s  r é u s s i s s o n s  à  ' r r e m o n t e r , ,  
l e s  t r a j e c t o i r e s

- 2 7 -

e u t o n o m e  ( p r o p o s i t i o n  I I . l )

négat ives  (vo i r  f igure)

i l  va  se  pose r  un  p rob lème  de

dans  l es  cas  non  au tonomes ,  on

les  t r ans laÈ ions  dans  l e  t emps

des  hypoÈhèses  supp lémen ta i res

r i o d i q u e s  )  .

r acco rdemen t  des  a rcs  t r a j ec to i res ,  dû  au  fa i t  que
ne  peuÈ  pas  fa i re  sub i r  aux  Ë r .a jecÈo i res  t ou tes
q u e  I t o n  s o u h a i È e r a i t .  A u s s i  d e v r o n s  n o u s  f a i r e
sur  les champs (champs uni formémenË presque pé-

La propos i t ion  qu i  su i t  es t  une sor te  de  théorème du re tour
autonome.  sa  démonst ra t ion  es t  s im i la i re  à  ce1 le  du  théorème

à  l a  Po inca ré ,  non

3.os [4 ] .
e s t  c o n s e r v a t i f  s i  p o u r  t o u E e  p a r t i e  m e s u r a b l e

na tu re l l emen t  à  l a  s t rucÈure  r i emann ienne  de  M
t o '  È ,  €  l R

Rappe lons  qu tun

A de M,  pour  la

o n  a  l ( X , - t

(nous  rappe lons

L a  c o n d i È i o n  X

P r o p o s i t i o n  I I . 4

champ de vec teur  X

m e s u r e  p  a s s o c i é e

, r .A)  
=) ' (ù  V

o

q u e  X  e s t conp le t  )  .

c o n s e r v a t i f  é q u i v a u E  à  d i r n  X ( x r t ) :  O l  t  e  n

lso i t  t ' t  une  var ié té  compacÈe,  x  e  v (M)  conservar i f ^=hr \  
" r r "  

su i re  numér ique
t e l l e  q u e  :

l imAm=+oo ra lo r s rV r>o
n-+  *oO

1u-  p resque Ëous les  x  €  M vér i f ien t  la  p ropr ié té  su ivante  :

( * f : " " t  Èout  vo is inage v  de  x ,  i l  ex is re  À  
" t  I '  e {  t " t "  q , r "

1 À - ) ' ) K e t x . x € v

l,l'
Preuve

I

s o i t  A  u n e  p a r r i e .  o u v e r t e  d e  I ' t  e r { { r . }  u n e  s o u s  s u i r e  d e ^ Ë e l ' e  q u e
d r , * t  ' 4 n ) ,  K  V n  6 l N .
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+ F

Posons Ao,oo= ^ - y. 
i;in,

q ) P

tr Montrons q.ref (oo,*) = o

+Oo

Posons or , . *= f .o ,  U 5^  
oX 'A

,'l 'w {o'{' 
f; 

{ o "{' { o'{o

a) si  m # .  A.r, f , f  o*,*= o.

E n  e f f e t ,  s u P P o s o n s  m  )  n '

* '  or , ,*  
"  t  

î " , { r ,  
o 

[1*,  
Y P'q e ]N

t e l s  q u e  P  (  q '  e n  P a r t i c u l i e r ,

* t ëo,{n tln* 
= 

X;k*

d o n c  :  x 0  A r n r *

b )  U n  c a l c u l  e n s e m b l i s E e  c o n d u i t  à :

A  = [ .  A
n , @  d o  r ( n  o  r @

X  c o n s e r v a t i f  9  J ' ( A r r , J  
=  P ( O ' , J  V n  e  N  '  M  é t a n t  d e  m e s u r e  f i n i e  e t  l e s

A e n n o m b r e i n f i n i e t d i s j o i n t s , c e c i n r e s t p o s s i b l e q u e s i / v ( A o J = o
D r O

s o i t J U l u n e b a s e c l | o u v e r t d e l a t o p o l o g i e d e v a r i é t é d e M ' e E P o s o n s
t  n ln€ IN

b  t l
P= v (u )

n€rN n or s

Mon t rons  que  Eour  x  €  M- [  vé r i f i e  l a  p rop r ié té  (n )  ae  l a  p ropos i t i on  I I  l '

En  e f f e t ,  x  €  
" -Egs  

V  n  €  lN ,  x  É  (un )
o roo

C+Vn6 lN ,3p ,9€N
te l squeP<qe tx€X '  U

*P4q  n



La dernière proposit ion peut

et X .x € U ;  conlnec(,  -"C

q ' p t q P

brab le  d rensembles  de  mesure

- 2 9 -

a u s s i  s r é c r i r e r V  U r r ,  3  p r q  €  I N  t e l s  q u e  p  (  q

) r  et  que g est de mesure nul le (réunion dénom-

2 . 9g-"_ ggg_d]_t_i9l'- gg-f_f-i.s-a9_t_e_ g-t_ ggJg:{grp-1-e- _dg- 9999-rp-1gr!-i_1_i_rf- 999- !gr9!-1_1-e_s- !9_
-"!'ggpg--d-"-y-es-t9grg-yt'-i-rgl39999-t-pg-eg-c99--pg-r-i99-i-qggg:

Je peux maintenanE énoncer le théorème pr incipal.

Théorème II 1

Soit  ID une famil le UPP de champs de vecÈeurs sur une variété compacte M,

sous-var ié té  ouver te  e t  connexe de  M s i

a )  Y  x  =  ( ' x r r )  e  M o x  l R ,  d i m  f n Ù ) ( x )  =  n + l

b )  tous  les  champs sont  conserva t i f s  a lo rs

1 .  La  fan i l le  lD  esÈ cont rô lab le  sur  Mo

2 .  S i M o = M a l o r s  : V x o  € M r V t o  g  I R ,  f  1 ) t o  t e l  q u e  :

nu l le ) ,  cec i  achève no t re  démonst ra t ion .

. x  = M
o

M
o

une

Ëo-(

+
]D
o 1 'oo

U
o<

o
o1-<  T

Lemne_II 1

si diro( n, b' ) (x) = n+l

o n a :

Preuve :

I D . x  f l
o

Tr  (D .x
o

V x  €  M  X  IR  a l o r sV
o

I D  . x  = M
t l r a o  o  o

rD .x = Tr (T'
. r r . o  o  t t l - E o ) ' x o )  

a v e c  ' * o

= Tr( i . *o  ô  1t=cr}

mais d im(Ufr  )x  = n+l  Y x  € MoX IR
(dénonsÈrat ion s tandard)  donc :

x
o V  a o , t l  €  l R  a v e c  t ,  #  rE M

1 t= t r \  =  Mo X t t r \  e t

n  1 t= t | )  =  
"o

= ( x o ,  t o )

et M connexe lD .xo o M X ] R
o

c .Q .F .D .
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D é f i n i t i o n  I I  2

S o i e n t  x r y  €  M ,  t o r t l  €  R ,  n o u s  d i r o n s  q u e  y  e s t  k - f a i b l e m e n t  a c c e s s i b l e  a u

Ëemps  t l  en  pa rEan t  de  x  au  temps  t  s i

y  €  J D . x
t 1 ' E o

e t  s i  l r o n  p e u t  p a s s e r  d e  x  à  y  a v e c  k  c o m m u t a t i o n s .

R e m a r q u e  I I . 5

1 .  L e  k  d e  l a  d é f i n i t i o n  n r e s t  p a s  u n i q u e  e n  g é n é r a l .

2 .  L e  l e n u n e  I I  I  e s t  u n e  c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  d e  f a i b l e  a c c e s s i b i l i t é

( t e r m i n o l o g i e  é v i d e n t e . ) .

D é f i n i t i o n  I I  3

S o i e n t  x r y  €  M  t o  e  I R ,  t ,  €  I R ;  a l  )  a o  n o u s  d i r o n s  q u e  y  e s t  p r e s q u e  a c c e s s i b

au  Eemps  t l  en  pa r tan t  de  x  au  temps  to  s i  VÊ  >  O  e t  pou r  t ou t  ensemb le  de  t rans -

l a t i o n s  E ,  i l  e x i s t e  i  6  B ( x , Ê )  !  e  a ( y , Ê ) , d  e È Â  €  E  È e l s  q u e  :

, t *Â ) .o* {  e r  len* . i
È 

l+f), 
ro+q.

Lemroe II 2

S o i e n t  M , M ^ , I D  a v e c  l e s  h y p o t h è s e s  d u  t h é o r è m e  I I  1  a l o r s ,  V * , y  g  M ^ ,  t ^ r t ,  e  I R, y  U  
" o ,  

E o r E l

t e l s  q u e  a o  (  a l ,  y  e s t  p r e s q u e  a c c e s s i b l e  a u  t e m p s  t ,  e n  p a r t a n t  d e  x  a u  t e m p s

Preuve

.Compte  tenu  du  l e rune  I I  1 ,  i l  nous  res te  à  p rouve r  que  l a  p rop r i é té  PU su i van te

e s E  v r a i e  p o u r  E o u t  k .

t t  :  ( V t o , , t l  €  I R  /  a r .  )  t o , ( y  k - f a i b l e m e n t  a c c e s s i b l e  a u  t e m p s  t l  e n  p a r t a n t

de  x  au  temps  to ) : ) ( y  p resque  access ib le  au  Èemps  t l  en  pa r tan t  de  x  au

t e m p s  t o )  ) .

Nous  ra i sonne rons  pa r  récu r rence  su r  k .

D  t f  e s t  v r a i e  :

S o i e n t  t o , t l  /  a r )  t o , Ê ) O ,  E  u n  e n s e m b l e  d e  E r a n s l a t i o n s .  y  l - f a i b l e m e n t  a c c e

s ib le  à , . ,  i . r , i ps  t l  en  pa r tanE  de  x  au  temps  Eo  équ i vau t  à :

Y = X . x  a v e c  X e I D
t l ' t o



d o n c ,  y  e s t  p r e s q u e  a c c e s s i b l e

( p r e n d r e  i  =  * ,  i  =  y r { .  = f 5 -

Eemps  È1  en  pa rËanÈ  de  x  au  temps  t

Supposons PU vra ie  eË monËrons  que pk* l  u " t  v ra ie  :

s o i e n t  t o , t ,  €  l R  /  c ,  )  t o ,  [ .  >  o ,  E  u n  e n s e m b l e  d e  t r a n s l a È i o n s .

s i  y  es t  k+ l - fa ib lement  access ib le  au  Eemps t , l  en  parÈanc de  x  au  Eemps
y  s ' é c r i t  :

au

o)
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E o '

- -k+1
y  =  À  o . . . o

t r 'ou

G r a c e  à  l a  c o n t i n u i t é

rappor t  aux  cond i t ions

x l  . x  x ieo
o1 ' to

O.erR
I-

Vi

* lo ,u ,  '  B(x ,  ' f  )  c  s (x ' t /ù  avec  * t  =  *à r ,  Ëo '

Deux  cas  sonÈ  à  env i sage r  :

a )  s i  0 ,  )  r  :
I -  o

s o i r  V )  O  r e l  q u e

t  e  r (x l )+)  d(x l  . * r ,  x l  . * r )  (  E lz
a o * T , 0 1 + t  -  a o ,  

,

d o n t  l r e x i s t e n c e  e s t  g a r a n t i e  p a r  l a  p r o p o s i t i o n  I .

G r a c e  à  l r h y p o t h è s e  d e  r é c u r r e n c e ,  o n  p e u t  t r o u v e r f ! e t d _  €  n O  f ( X I , . V ) ,  q u i  e s g
a u s s i  u n  e n s e m b l e  d e  Ë r a n s l a t i o n s  i ,  €  B ( x r , ? ) ,  f  6  B ( y , t )  r e l s  q u e

Et * ^ )9 r+d  e t :

ieu . ; ,
r -+È0 , * { -  

r
I I

d r a u t r e  p a r t ,  i l  d é c o u l e  d u  c h o i x  d e d  e t  D  q u e

d e s  s o l u t i o n s  d e  1 ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  i  =  X I { * r t )  p a r

i n i t i a l e s ,  o n  p e u t  E r o u v e r  D  >  O  t e l  q u e  :

( i )
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i  =  x l  . ; . ,  €  B (x , t )  ( i i )
to+Q,0rr{t r

( ( i )  e t  ( i i ) ) - > i  e  D+  i
t  +Àt  +aC
1 o

c o n t r n e  i l  e s È  c l a i r  q u e  t l * / 3 >  r o * (  o n  p e u t  c o n c l u r e  :  y  e s E  p r e s q u e  a c c e s s i b l e

au temps t l  en  par tan t  de  x  au  temps to .

b )  s i  0 .  (  r  :
I o

L ' e n s e m b l e  d e  E r a n s l a t i o n s  E  s ' é c r i E  :

1 . (  i . (  I
T  ( zL ,P . )  zL  e  D  ,

c o n s i d é r o n s  I t e n s e m b l e  d e  t r a n s l a E i o n s

E t  = I  I  r (z i  ,p ;  /z)
l ( i . ( p  

^

I 1  d é c o u l e  c l a i r e m e n t  d e s  d é f i n i t i o n s  q u e

( Ù e  E r  e r  r r  €  E r ) - > o - a t  e  E

App l i quons  l  r hypo thèse  de  récu r rence  :

I  c  , /3  €  E ' ,  i ,  e  n ( * r ,g ) ,  i  e  B(y , f )  Ee ls  que  :

- +
y  e . ID  . x r .

Ët+A q+A 
r

!  s ' éc r i t  donc  :

i  =  yk  o . . . o  y l  . i ,  v i  e  n  V i
.1*Ê,uk- l  u l ,01+ct

s i  l ' o n  p o s e  p o u r  t C  R ,

t - ( z )  =  y k  o . . . o  Y l  . z
t r + I \ + t , u K _ l * a  u l * T , O r + ( + T

i l  e s t  c l a i r  q u e  h o ( i r )  =  i

[ =
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P o s o n s  i  =  x l  . i ,  e E  s o i e n t  :
Ëo+( 'q+c r

p )O  te l  que  B ( ! , p )  c  l ( y , f  )

5  >o  t e t  que  d ( x r ,Z ) (  5= )  ho (z )  €  B ( ; ,P / z )

V )o  re l  que  T  e  r ( x l ,V )  ->

a ( x l  . X ,  r
c +('+L,Ord.+T, r

o

'Û  
tn  vo i s i nage  de  i  t e l  que

x1 lyc
0 r*(, to*4

x l  .x ,  ) (  e /z )
t  + { , 0  + d  r
o o

B( ; r ,6 /2 ) .

D r a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  I  3  i l  e x i s t e

t ,  €  E" - )  d ( f  (  z )  ,ho  (ù )  <  5  t z

d e  È r a n s l a È i o n s , E "  t e l  q u e

con t i en t  une  su i t e  t endanE  ve rs  I  I  i n f i n i

un

V

ensemb 1e

Z E M , ,

P O S O n S

E  r r r  e s t

j e  p e u x

E ' , ,  =  E , f )  n , ,  f )  f  {X l ,V )

re la t . i vemenE dense  dans  lR  donc ,  i  I

a p p l i q u e r  l a  p r o p o s i t i o n  I I  4  d o n c

I  
= *  

e t ,  I  e rP  €  E"  re ls  que ;

I '  - \  >  t  -0 .
o l

. ;  eU  donc :
+{+P ,  E  {+  a

o

= 1

i =x+
Ë

l :
X-x
Qrd ' t o

x l  i
9 r+{+P, 

to

X I ;
0 t d * p , . o

h o ( x I . ; )
Or+d+t", to

P 1 -
h (x '  . ; )

Or+cL+l', Co

e r (x l ,v ) ,
* { .  

t  u(  * ' '5 /z)  '  comme I

e
+d+r

€
r{.+ I

e
+0[+X

€
{[+ I

B ( x l r 6 )  d ' o ù  l r o n  t i r e :

B ( i l , 5 )  o n  e n  d é d u i t  q u e

B ( y , P / z )  e t ,  c o r n m e  I  e  E "

n( i ,P )  ce q u i  s ' é c r i t  a u s s i
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i  =  t k  o . . . o  , 1  o  x l  . ;
tl+J5+ru ,Or+{.+1.' $r+{+t, Eod+ I

fo rmule  dans  laque l le  les  temps sont  b ien  ordonnés.

S i  nous  récap i tu lons ,  nous  avons  :

!  e  n(v, t )

i  e  n(x,g)
- ?

y e I D  . x
t l+$+P, to+{+ ^

f 5 + P  € E  e t  " [ + \  € E ( c a r q r g r ] r l ,  € E f ) e r  i l  e s t c l a i r q u e

t l * f J *P  )  Èo+ (+ )  donc  y  es t  p resgue  access ib le  au  temps  È1  en  pa r tanÈ  de  x  au

Èemps  Ëo .

Ceci  achève la démonsÈrat ion du lermne I I  2

Démonstrat ion du_théorème pr inc ipal

S o i e n t  x r y  €  M o ,  t o  e  l R ,  f i x o n s - n o u s  d e s  Ë e m p s  0 o  ,  O t  ,  t l ,  d r a p r è s  l a

p r o p o s i t i o n  I I 2 ,  i l  e x i s t e  d e s  o u v e r t s  U l  e t  U ,  e t  d e s  e n s e m b l e s  d e  t r a n s l a t i o n s

E l  e t  E ,  t , e l s  q u e :

A
u '  c '  I  I  D+  . x

^  ?e  E .  0  + t . t  + t
I  o  ' o

/ - ) +
U " C  |  |  l D  . y'  T e E 2  O 1 * t , . 1 * Ë

L e  l e n u n e  I I  2 ,  n o u s  f o u r n i t  u n  i e  u ,  , r n !  e u 2 € r l . l  e  E t O u r ,  q u i  e s r  u n

ensemble  de  t rans la t ions ,  te ls  que :

e +{ (0 .+ÂeÈ
O I

- +
y 6 I D  . x  ( i )

0r+Â, oo*{

( i  e  u,  er  c t  €  E '  ) : )  i  e  to^*  . *  ( i i )
'  eo*(r ao{

$ e u, et B € Ez)=+ i e t^* :t  _ ce qui équivaur à'  e '+Ê'  t '+Â



y €

(  ( i ) ,  ( i i )  e t  ( i i i ) =+  y  e

comme al*Â ) to+{, 
""" i

D . y
E1+^,e t+ / ]  ( i i i )

+
tD .x

t . + Â t  + c '
r  - o

achève la démonstrat ion de la
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prenière part ie du théorème.

Remarque II 6

On a démontré un peu p lus qurannoncé.

du  Èhéo rème,  pou r  t ous  x r y  €  M ,  Eo r t l

l a t i o n s ,  i 1  e x i s È e

( , 4 €  E  t e l s  q u e  y  6  D +  . x
. t *A .o* (

En fai t  on a prouvé que, sous les hypothèses

€ IR /  ,o a Èl et  tout ensemble E de trans-

avec  to+{ (  t f  t3  .

Pour la deuxième

s o i e n t  0 l r t l r t 2

ouverÈ et un
v

fLc n
te  E

parÈie du théorème, f ixons nous x € M, to

tels que ao ( 0t  (  at  (  Ë, à chague y de M

ensemble  de  t rans la t ions  E te ls  que
v

+
D '  . y  ( p r o p o s i t i o n  T I  2 )

Ë 1 + ( ,  t 2 + t

€ l R

on  peu t  assoc ie r

i l  ex is te  un  ouver t  U  e t
v

Soi t  I ,  e f ) ,  tou jours  g race à  la  p ropos i t ion  I I  2

ensemble  de  t rans la t ions  E '  te ls  que :

^
u-cf l l  l ( l  I
r  t eE '

v

+
]D
r1+1,  q+ t

'Y r  )

t
X

( b \
o
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Draprès  la  remarque I I  6 ,  i l  ex is te  ( r ,  A ,  a  UrO Er  te ls  que

y ,€D+ .x  eË 0 ,  * l !  r  * ( . .'  on*Êr, to{ ,  r  Y o Y

V ,  a  u ,  z  e  D+ ^  . y ,  pu isqueA €  Er  donc  :
tr*I3r,0r*I5, "n 

- -v

!zeu,  zeD* .*
t t*â""$

Soi r  Z ,  t  u r ,  y  e  D*  . z
t ^+B , t .+ . / ^5  

l '  Pu isgue B '  '  E '  donc ;  y  s 'éc r i t  :

z y r y

y  =  y k  o . c o o  y l  . z . l
t r * { ' "u- ,  

" r ' t r *4 
r

s i  l r o n  p o s e

t r ( z )  =  y k  
-  o . . . o  y l  . 2 ,

. 2 * Ê y , t t - l  t l , . l * Ê y

h  es t  un  d i f f éomorph i sme  donc  :

W =  h (U__)  es t  un  ouve rË  conËenan t  y .y y

Drau t re  pa r t ,  L I  c  D+  . x  e t  l es  t ù  recouv ren t  M  conunet ,r*Ar, rody 
'y - --

,Z*hy  )  ao{y ,  on  peut  conc lu re  en  u t i l i san t  la  compac i té  de  M.

Dans le  cas  par t i cu l ie r  ou  Eous les  champs sont  pér iod iques  e t  de  même pér iode p ,

on obt ient le théorème suivant :

Théorème I I  2

So i t  lD  une  F .C .V .  conse rva t i f s  e t  p -pé r i od iques  su r  une  va r i é té  compac te  M ,

so i t  M  une  sous -va r i é té  ouve rÈe  e t .  connexe  de  M s io

V  r +  €  M o X  l R  d i m ( I l Ë l  *  =  n + t  a l o r s ,

r .V rx , r ^ )  €  M^  x  IR ,  M^c  D+. *- o  o  '  o  a o

2 .  s i  M o  =  M  a l o r s r V  ( * , r o )  e  M X  t R , ]  t o  e  u  r e l  q u e

l l
U D+  . x=M

ock<ko  t o+kp r to
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I Preuve

Dans le cas de champs p-périodiques, on peuE refaire une démonstrat ion analogue

à ce l le  du  théorème I  1 ,  dans  laque l le  I 'ensemble  p  Z  jouera  le  rô le  des  en-

sembles de ÈranslaÈions. Avec les hypothèses du théorème, on montrerai t  que

V * , y  €  M o ,  I  k r , k  e  I N  /  t ' >  k ; o  e r

y  €  l D +  . x
ao*k '  p,  to+kp

Or, on a déjà remarqué que si  les champs sont p-périodiques, ce dernier ensemble

e s t  é g a l  à

D +  . x
r  + ( k ' - k ) p , t
o  - -  o

La déuxième part ie se démontre cortr tre la deuxième part ie du théorème I I  1.

3. glseele:

Pour  se  conva inc re  de  l a  non  vacu i t é  des  hypo thèses  I I  I  e t  I l  2 ,  vo i c i  un

exemp le .

Exemp le  I I  1

t l  L respace  des  phases  se ra  l a  sphè re  52

) - 7 1 ) )
s '  =  

{ ( * r y r z )  e  n "  /  x ' * y ' * r ' =  l \

On cons idère  les  ouver ts  de  52  :

) ^
u l  = t ' - { ( * , o , 2 ) l * ) o \

7 -
u 2 = s '  - { ( * r y , o )  |  x - (  o \

so i t  p  €  u l ;  x ty tz  les  coordonnées de  p  dans  n  
3 .  

o . ,  po" "  t l r (p )  =  ( t? (p) ,Y(p) )  o . ,

s imp lement  (VrV)  \1  e tV  é tan t  dé terminés  par  les  re la t ions

x  =  c o s 9  c o s \ P

y  =  s i n 9  c o s  V

z  =  s i n V

lV l (T ,o1\9<zn' 2

t t t l

S i  p  €  U ,  o n  p o s e r a  Y r ( n )  =  ( Y  r V ) ;  I  e t q  é Ë a n t  d é t e r u i n é s  p a r  l e s  r e l a r i o n s

x  =  c o s * { '  
" o " V '

y  =  s i r r V '
l l

z  =  s i n9  cosV
t \"1 <E r l \? ' l  ( ' rr



11  es t  b ien  connu  que  9 ,  e t  g ,  son t  b ien déf in ies  e t  que

considéré comne

g (  p )  l e s

ç ,Q
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de  n3 .

S i p € U r o n

E So ienE  l es  champs  de  vec teu rs  su r  U ,  dé f i n i s  pa r  :
I -

o b t i e n t  p o u r  g ( p ) ,
, t  , lr l  rr /

e(p ) ,
d  , t '

On a les

(1)  rÀ lào

(2)  r * l
o v p

( 3 )  c o s  P

( 4 )  s i n P

(s)

En fa i t  (9 r r r )  o , ,  (g t r r l t )  son t  des  coordonnées sphér iques

&,=  t  (u t ,P t ) ,  ( u r ,9 r ) )  es t  un  a t l as  de  s2

O  S o i t  g  l a

d e  I R 3 .  s i  p  €

rr$r,,+)
p

métr ique r iemannienne sur 52 i rrdrr i te Par

u ,  l e s  c o m p o s a n t e s  g ( p ) ,  g ( p ) ,  g ( p )  d e

U , q r  Q , ' l t  Q  r Q
I

)  de  T  S '  va len t  respecE ivemen t  1 ,  O  e t
Dp '

xu(p,  r )  =  xu( t ,  r )  ($)

a v e c  u  e  { O r 1 }  e t  :

f  x , }  ( p , t )  =  3  s i ng  s i n
(+)  . l  -

I  x i  <n, t )  =  cos9 .o"z ,P

o ù  f ( t )  e s t  u n e  f o n c t i o n

pos i t i ves ip€Ur0u r . ,

rr4lo,,#,0,

r e l a È i o n s  s u i v a n t e s :

=,u#,tp)(#) . t%lr{r)t#l
p P o n ' d v p

n r Â l  r  n , l , l  a= (+)(p)(*) + (+*)(p)(fr)
a v  ô v ' P  d v  d t /  

P

cos rf.r = cos It cos ,r 
t

c o s û = s i n ù t

s i n  û  =  s i n  g '  c o s  I '

+ xu(p,  r )  (3)
P  V  ' V  

P

r f  c o s r l +  f ( t ) . u

d i f f é ren t i ab le  p resque  pé r i od ique  eE

exp r imons  x t (p r t )  dans  l a  base

sous -var ié té

d u  p o i n È  p .

1e  produ iE sca la i re  usue l

g  au  po in t  p  dans  Ia  base

)
c o s  v .

t
v a l e u r s  1 r O  e E  c o s -  U

s t r i c temen t



En dé r i van t

cos  I

Compte tenu

( 6) 3,!-
àQ

( 4 )

c o s

par  rappor t  à  I  on  ob t ien t  :

,l = cos rr' #-

par rapporÈ à rp e t  en  remplaçant
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Ia  va leur t rouvée en  (6 )

d e  ( 3 )  i l  v i e n t  :

=  c o s g l

En

on

o)

dér ivan t  (3 )

o b È i e n t :

aû '-â@ nar

â<D'
Tq'=

Par  des  ca l cu l s  ana logues  on  t rouve

( R )  â r l t  _ - s i n  g t  s i n  r ! '
AU cos rlr

àg' = cos gr _
â,,  

-  
c"s , ,  cos \ t r

(e)

Compte  tenu des  re laË ions  ( l )  à

Ies  composantes  :

( 9 )  x u ( p , t )  a d n e t  d a n s  l a base {,#r0,,#ri

1 x u  ( P r t )

lQ '(**)1
I  xu  (p , t )

û '

Les  fonc t i ons

I -" "t-,.'l ; i
vec teurs  sur

=  3  s i n 2  ù t

= 2 s i n û t

Xu eÈ Xu
( D '  , 1 ,  I

|  * n ,  l e s

s2 .

" 
i.r2 tp ' *  

" o " 2 g t
+  f ( t )  s l n 9 - s i Î  U '

c o s  l u '
. u

X u r u €

U ,  o n  a r

rl

En

c o s  û r  s i n  p r  c o s  r l t  +  f  ( t )  c o s  r D ' . u

étan t  d i f  fé ren t iab les  par  rappor r  à  (g r  , r f  ,  ,  t )  sur

fo rmules  ( * )  ec  ( * * )  ae t in issent  b ien  des  chanps de

{ O , t }  s o n t  c o n s e r v a t i f s .

relat ivement aux coordonnées (9rrr)  :

Les champs

e f f e t ,  s i  p  €

d i v '  X u ( p , È )  = I  ra
,ftt'fr

I,
(T;,

o

cos

Gl . 
#,*i ,p,t l  / igl)]  1 cl =

" o " 2 , p  
d t o ù  :  V t  e  R

P r t )

el =
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aivo xu(p, t )  = 
; ;h i*3 ,3 s in @ sin ,p cos2,r)  .  

+,cos 
tp 

"o"2.1,) l  
= o

compte tenu de lUl  .  +

Par  un  ca l cu l  ana logue  dans  U ,  re laÈ ivemen t  aux  coo rdonné" "  ( , r ' r û ' )  on  monËre  que

!  t  e  n ,  V  p  e  uz  a ivo  xu (p , r )  =  o

D o n c  d i v '  X t ( p r t )  =  O c . Q . F . D .

D  L a  c o n d i t i o n  d ' u n i f o r m e  p r e s q u e - p é r i o d i c i t é  e s t  v é r i f i é e  :

X o  é t a n t  a u t o n o m e ,  i l  s u f f i t  d e  v é r i f i e r  q r r "  X l  e s t  U . P . P .  , , r ,  5 2 .

a)  X l  e " t  U .P.P.  sur  u ,  :  Mont rons  que les  composantes  x f  
" t  

x |  a .  x l

s o n Ë  U . P . P .  s u r  U r .

-  p o u r  x l  
" ' e s t  

é v i d e n t ;  X l  e s t  a u t o n ô m e- rJ, tl,

. - 1- D O U r À :
' @

S o i t  1 p  ( t )  =  s u p  1  x t { * ,  t + t )  -  x l ( x ,  t )  |
xeU,  A  A

teIR

=  s u p  I  f ( t + t )  -  f ( t )  l .
tEIR

0n  vé r i f i e  f ac i l emen t  que  .

*  q r ( t )  =  ( - t )

x  g ( t + o )  =  p ( r )  +  p ( o )

d ' o ù  l ' o n  E i r e :  l t p ( t + r )  - < p ( t ) l  S p ( . )  d o n c : V t  €  t n , V  t  e  I R

I  p ( . * r )  -  a ( t ) l  <  sup  I  r ( r * t )  -  r ( t )  |
TEIR

f  é t a n t  P . P .  o n  e n  d é d u i t  q u e  P  e s t  P . P .

On dédu i t  de  la  p ropr ié té  I I  I  que  la  fami l le

9 -  =  { x l  ( x , ) } - o , ,  e s t  u . P . P .g , I  " ' ,p  ^ - - l

I  =  { y l  1 *  ) }- Ù r  
l  

-  t  ̂ U  t ^ " ' x e u ,  e s t  u . P . P .

,|
(X j  indépendant  de  t )
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ryG
I , t  "a  f l1  "ot tg  

uni formémenË bornées sur  U,  donc * t lur ,  resrr icÈion

I
d e  x -  à  u ,  e s t  u . p . p .  s u r  u ,  d r a p r è s  l a  p r o p r i é t é  r r  4 ;  c e  q u i  s ' é c r i t  a u s s i

/ \ / i

5 1  =  { x ' ( x , ) }  e s r  U . p . p .
x€U,

b )  X l  e s t  U . P . P .  s u r  U r :

I
tô  t 'é tant  pas borné 

" t t  
U2 nous ne pouvons appl iquer  la  même méthode.

Un  ca l cu l  d i r ecË  donne  :

l l x l t * , t+ r )  -  * I ( * , . ) l l 2  =  {x1  { * , t+ t )  -  x l  { * , t ) )2  
"o "2  

u 'æ cpt (p.

*  ( x1  ( x ,Ë+ t )  -  x l  ( x , r ) ) 2
r r '  û '

=  
" i r , 2  

<P '  s i n  û '  . o "2  , r ' ( r ( r+ r )  -  f (È ) )2  *  cos2  e  t tC t+ t )  -  f (È ) )2  d ,où ,

s i  1 ' on  pose  v ( t )  =  sup  l l  x l t * , r + r )  -  x l ( * , t ) l l * ,  v ( t  ) s  6  l t < t+ t )  -  f  (È )  l .
xÊU,

IEIR

Par un ra isonnement déjà renconEré p lus haut  on montre que

l v ( t+ t )  -  v ( t ) l<  uG)= f ,2  l r ( t * . )  -  f ( r ) l
( v ( t )  e x i s t e  P o u r  t o u È  r  c a r  f  e s È  b o r n é e ,  t o u t e  f o n c t i o n  P . p .  e s t  b o r n é e )

. d o n c  f  é t a n t  P . P . ,  v  e s t  p . p .

On  È i re  de  l a  p rop r i é té  I I  I  que

,  
=  { x I ( x , ) }  es r  u .p .p .- 

x€U,

c)  x l  es t  borné  
"n t  

s2  dor , "  :  les  fami l re$ ,  
"a$  

sonÈ un i fo rmément  bornées  e t

d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  I I  2  I r U  9 ,  
" " t  

U . p . p .  o u ,  e n  d , e u t r e s  t e r m e s  :

x l  u .P .F .  
" r r r  

s2

B So i t  Mo =  U l .  La  cond i t ion  du  reng es t  vér i f iée  en  tou t  po in t  de  U,  x  IR  :

En effeÈ les champs de vecr".r t"  Ï  et  I  agf inis par



x,  sonÈ dans

comPosantes de

rR)

se ra  Pas  comPac t .  De

a  l a  c o n t r ô l a b i l i t é .

avec :
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L ID .  (Evidenment ,
N N

X(x)  e t  Y(x )  dans

o n  s e

p l u s ,  I a  c o n -

I  
r  s ine . ' "^  û \  r  ( f (È) \

=  I  cosg .o"2Q \ ,  v t * )  =  [  o  I
\--, I \ol

( x r t )  I  e t  û  c o o r d o n n é e s  s p h é r i q u e s  d e

' i c i en t s  
des  vec teu rs  co lonnes  son t  l es

r*d* , ,#,* , (*,* ! u. t,o{s2x

Ê î1 t * l  =  ( - " i "e  
"or2.1,  

, , t )
0

t i  ûî11 *= ( ."" i "o"2.1,  r2tr)_  , _ _  _ r r _  
\  O  . /

Le  s i gne  x  s i gn i f i e  que  l a  composan te  a ins i  no tée  ne  nous  i nEé resse  pas ,

d i s p e n s e  d e  l a  c a l c u l e r .

s i  I  =  o T(*) ,  T(* )  
" .  t i  i t  (x)  sont  l inéai rement  indépendants

S i  p=  o  T ( * ) ,  T ( * )  
" .  

t i f i  i l l  *  sonc  l i néa i remen t  i ndépendan ts

donc :  d i r n  ( t b ) ( x )  =  n+ l  Vx€M o  x IR

X u ( x , t ) = A x + B ( t ) . u

o=(1T),8(E)=(:i;

s i  x t  e t  xv  e  D on  vér i f ie

p  =  ( * l r x r )  e  M ,  t  €  I R ,  s i

X(;+)

avec x

les  coe

D r a u t r e  p a r t ,

Conc lus ion  :  ID  es t  con t rô lab le  su r  M

D a n s  1 ' e x e m p l e  q u i  s u i t ,  I ' e s p a c e  d e s  p h a s e s  n e

d i t i o n  d u  r a n g  n r e s t  p a s  r é a l i s é e  p o u r E a n t '  o n

ID  =  {  xu }
u€IR

f.f.

f
tl a  base

Exemple I I  2

So iÈ ,  su r  M  =  n12 ,  l a  f am i l l e  de  champs  de  vec teu rs  dé jà  rencon t rée  au  chap i -

t r e  I

a \
t ,

t u t u
aisémenE q,re I  xt  X" I  

= o donc :  pour tout

l t o n p o s e r + =  ( p , E ) ,

(  Ln )x

I

d o n c  :  d i m  (  [ - u ) x =  2 .

c o s  t \
l )

s in  E/ ' "  t  * lu .u .
/ - * ,  *  

"={l"i.r"



Nous al lons voir  que malgré cela ID est contrôlable et que lron a même mieux. En
e f f e t ,  p o u r  t o u s  P o r P l  €  M ,  t o r t l  €  t R  t e l s  q u e  a l - a o à  n  ,  i l  e x i s t e

o o  e  f t o  t o +  n ] e t  0 t  t  [ . r _ . r .  +  2 r )  r e l s  q u e  p r  €  D :  a . p . - .t  o l t o o  o

les valeurs dans

D +  . P  e s t  u n
o r 0 o  o

n r e s t  p a s  r é d u i t

- 43 -

d e s  I D +  . P
0 : 0  o

' o

IR (espace vecto-

espace  vec to r i e l .

à  { P  } .' o -

Pour le montrer,  i l  suff i t  de regarder de plus près la géométr ie

Les champs étant l inéaires et u prenant toutes

r i e l )  o n  s a i Ë ,  c r e s t  u n  r é s u l t a t  c l a s s i q u e ,  g u e

On peut déjà renarquer que si  e # 0o,

D r a u t r e  p a r t ,  o n  a  :

bu]u" .  (Pn,oo

dés ignant  la  var ié té

+
]D .P
ee o

, o

t r luo 'Po =  
" tb r ] r r ' (Po ,0o) (vo i r  ch '  o )

)  c  r ( ILo t ,  l - ro . (Po,êo)) ,

r ( rLo b,  T3-r . . ( ro,eo))

i n tégra le  max i -a le  de  no  b  passanr  p . t  i ; -oo . (po ,eo) ,  donr

l rex is tence es t  assurée par  le  théorème de Froben ius .  (vo i r  théorèue 3 .9 , [1 ] ) .

On a-dé jà  vu  que tous  les  c rochets  de  L ie  dans  b  sont  nu ls ;  on  en  dédu i t  que

*o  
t r  Qu i  es t  engendré  par  les  d i f fé rences  e t  les  c rochets  de  L ie  d ré léments  de

I D  e s t  d e  d i m e n s i o n  1  e t  q u e  s i  ( p r 0 )  e  U  r  R ,

/ c o s  0  \

tno h )(r ,e) ={ 
{" t"  u l }
\6 /u .u .

on en  dédu i t  que s i  M =  lR2 e" t  rappor té  au  sys tème d ,axes  (oxr roxr ) ,  Do*o  .p^
a  v t v o  o

esÈ la  d ro i te  Passant  nar  x ! ,e  .Po e t  fa isan t  avec  l raxe  Oxr ,  l rang le  0 ,  dé f in i
m o d u l o  î .  

" ' " o

P ^ r P r  €  M ,  t -  €  l R ,
o -  L  '  o

X :  -  . p  du  svs rème
" t t o

en O e t  passanÈ par

Pour terminer notre démonstration donnons nous

On vér i f ie  sans  d i f f i cu l tés  que la  t ra jec to i re

pér iod ique.  Son graphe es t  le  cerc le  f  cen t ré

1 1  €  R , '  t l ) r o

l i b r e ,  e s t  2 q

P
o



P o u r  t o u È  t ,  l e s  p o i n t "  * l * n r a . P  e t  x o  . P
o  t . t  o

o - o

So i t  A  l a  d ro i t e  passan t .  pa r

formé par  Â et  Oxr .  A coupe

S o i t  t ,  t e l  q u e  , ,  =  * \ r , a o . t o ,  1 ' e n s e m b l e  t ,  +

. l  e  [ r ,  t ,  +  1 1  t e l  q u e  . 3  = . 2  ( m o d u l o  n ) .

D f a u t r e  p a r t ,  l ' e n s e m b l e  u  +  T I  Z ,  r e n c o n c r e  [ a ,  a ,  +  n ]  d o n c ,  i l  e x i s t e  t  €  f O  n l

te l  que

o = a 3 + t ( m o d u l o n )

t t

f
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sont  symét r iques .

1 ' a n g l e  ( d é t e r n i n é  à  k n  p r è s )

P2 e t  P ,  d ia rné t ra lement  opposés .

n  Z  r e n c o n t r e  [ t ,  t ,  +  n ]  d o n c

e t  O  e t  s o i È  a

en  deux  po in t s

P ,  ou  P ,.,oÀ . P
t 3 + T ,  Ë o + T  o

ca r  Xo  esÈ  au tonome.

xo  .P
t 3 ' E o  o

On  conc lu t
+

e u e  D t r + t r a o * . . P o  e s t  l a  d r o i t een remarquanË



passant Par P2 ou P3 et

o n  e n  d é d u i t  q u e  D + . _t3+T '  t

S i  l r o n  p o s e  0 o  =  a o * a ,

fa isant  avec Ox,  l rangle a3*. .  Conme

* a ' P o  
=  À

o

0 ,  =  t r+ t  on  a  b ien  :

' 45 -

t o * r = a ( m o d u l o n )
J

c . Q . F . D .

e  e  [ t  t  +n l
o o o r

et  e  [ t ,  t r+z  r ]

t r  t  tu ] , ro . to

Remarque

Pour Ia famil le

P o  =  ( o , l ) ,  a o  =

l in i té  par  I

I D  c i - d e s s u s ,  o n  n t a  p a s

O ;  t a * . t o  e s t  l r e n s e m b l e
o

en général  D^*.po = M. prenons- t l

o

fermé des points exÈérieurs au domaine
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III . COMPARAISON DES TRAJECTOIRES

DE DEUX CHAMPS DE VECTEURS VOISINS

SUR UNE VARIETE.

e - Ieeigiee--ds-p:e!!èE'e :

Soien t  une var ié té  MrXrY deux  é lé rnents  de  V(M)  laora l ]  un  in te rva l le  borné ,

x  €  M ,  e  ) O

1.  PeuË-on d i re  que s i  X  e t  Y  sont  assez  vo is ins ,  dans  un  sens  à  dé terminer ,  a lo rs

d ( X . x  ,  Y . x  ) <  e  p o u r  t o u È  t  e  f t ^  t , ' l  ?
t ,  t o  a ,  a o

2 .  d ( X . x  , Y . x  ) <  e  p o u r t o u t t e [ t ^ r ,  l e t  x € M ?
a r a o  a r a o

on  peu t  t r ouve r  une  réponse  ( c l ass ique )  à  ce  p rob lème  dans  l e  cas  où  M =  Rn  pa r

exemp le  dans  [ tZ ] .  Dans  Ie  cas  où  M es t  une  va r i é té  que l conque ,  on  peu t  t r ouve r

dans  des  a r t i c l es  de  reche rche  ( vo i r  [ f : ]  n . r  exemp le )  une  réponse  s in i l a i r e  dans

laque l l e  on  u t i l i se  un  recouv remenE de  l a  È ra jec to i re  X .x  cons idé tée  co t tme  t ra -

t ,  t o

j ec to i re  de  ré fé rence  pa r  des  ca r tes  en  nombre  f i n i .  On  se  ramène  a ins i  au  cas

M =  IRn .  Pou r  noÈre  pa rE ,  nous  avons  p ré fé ré  donne r  une  démons t ra t i on  i n t r i nsèque

( n r u t i l i s a n t  p a s  l e s  c a r t e s ) ,  o u t r e  q u t e l l e  n o u s  s e m b l e  p l u s  é l é g a n t e  c e t t e  m é t h o d e

nous  pe rme t  de  répond re  à  l a  ques t i on  2  même dans  des  cas  où  M n resE  pas  comPac te .

n - ggslgse:-e!És,sege-e!-ee!c!igeg-9e-sÉesÉ!Eis-riseeesieese

Soit  l t  une var iété munie de la métr ique r iemannienne g, et  de la connexion de Levi-

c i v i t a  v ,  a s s o c i é e .  V o i r  l f a ]  
" "  

[ f S ]  p o , r r  l e s  d é f i n i t i o n s .

Rappe lons ,  cependant ,  que lques  dé f in i t ions  e t  p ropr ié tés .

D é f i n i t i o n  I I I  1

So i t  x  €  M ,  on  d i t  qu 'u r i  ouve r t  U  conËenanÈ x  es t  un  vo i s i nage  no rma l  de  x ,  s i  i l

e x i s t e  d a n s  T l {  u n  v o i s i n a g e  o u v e r t  é t o i l é  d e  O  t e l  q u e  :  e x p  :  V  + U  s o i t  u n
x - x

d i f f éomorph i sme
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Déf in i t ion  I I I  2

On di t  que U est un voisinage convexe normal de x si  :

i )  U est un voisinage normal de x

i i )  pour  tou t  coup le  (u rv )  de  po in ts  de  U,  i l  ex is te  une e t  une seu le  géodés ique

:  [O f ]  +  ] t  m in imisant  la  longueur  te l le  que o(o)  =  u ,  o (1)  =  v
U T V  U ' Vu r v

i i i )  o  es t ,  l tun ique géodés ique re l ianÈ u  à  v  e t  con tenue en t iè rement  dans  U.

u r v

Propr ié té  I I I  1

TouË point de M admet un système fondamental  de voisinages formé drouverts convexes

norrnaux.

Propriété I I I  2

S i  U  e s E  u n  o u v e r E  c o n v e x e  n o r m a l ,  l ' a p p l i c a E i o n  o  :  t ? . : J , ; r t ' u  *  
T , . ,

u r v

e s E  d e  c l a s s e  C - .

Déf in i t ion  I I I  I

On appe l te  rec tang le  C*  dans  une var ié té  M,  tou te  app l i ca t ion  Q :  f .  b ]x  [c  d ] -  
"

qu i  so i t  la  resÈr ic t ion  d tune app l ica t ion  C-  dé f in ie  sur  un  vo is inage ouver t  de

f "  b l  '  ic  d l .

NotaÈions  :

-  s i  u  €  [a  b ] ,  Q, - ,  dés igne I 'app l i ca t ion  de  f .  b ]  dans  M déf in ie  par  Q(v)  =  Q(u ,v ) '

-  s i  v  e  [ c  d ] ,  Q t  d é s i g n e  I ' a p p l i c a t i o n  d e  [ r  u ]  d a n s  M  d é f i n i e  P a r  Q v ( u )  =  Q ( u , v ) '

-  s i  y est une courbe di f férent iable déf inie sur un interval le fermé, on notera

l v l  l a  l o n g u e u r  d e  v .

Déf in i t ion  I I I  4  æ
On appe l le  dé format ion  de  c lasse  C-  d 'une courbe Y :  [ "  U ]  +  M de c lasse  C ,  tou t

recrang le  Q :  [ .  U ]  x  [c  d l  *  U  de  c lasse  C te l  que Qo =  Y

Exemple

So ien t  :  U  un  vo is inage convexe norna l r  u  !  [ - "  " ]  
+  M e t  v  :  f - "  " ]  

*  U

deux courbes  d i f fé ren t iab les  dont  l r image es t  dans  U.  Q :  [O t ]><  [ -c  c ] ' y

dé f in ie  par  Q(sr t )  =  o (s )  es t  une dé forna t ion  de  c lasse  C-  de  Y =  o
'  

u ( t ) , v ( t )  u ( o )  ' v ( o )
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Remarque I I I  I

S i  U  es t  un  vo i s i nage  convexe  no rma l ,  l e  ca r ré  de  Ia  d i s tance  es t  d i f f é ren t i ab le

s u r U x U .

On  d i ra  qu 'une  pa r t i e  K  d rune  va r i é té  M  possède  l a  p rop r i é té  (P )  s i  i l  ex i sËe

ç  >  O  te l  que  :  V *  €  K  l a  bou le  ouve r te  B (x rE )  es t  con tenue  dans  un  vo i s i nage

convexe normal  de x.

Exemples :

l .  S i  K  esL  une  pa r t i e  compac te  d tune  va r i é té  que l conque  M,  on  a  l a  p rop r i é té  (P )

2 .  S i  K  =  M  =  I R o ,  o o  a  I a  p r o p r i é t é  ( P ) .

Nous  a l l ons  géné ra l i se r  I t exemp le  2  en  monÈranÈ  que  tou te  pa r t i e  K  d run  esPace

homogène  M possède  l a  p rop r i e te  (p ) .

Rappe lons  ce  que  l r on  en tend  pa r  esPace  homogène .

D é f i n i t i o n  I I I  5

On d i t  que  l a  va r i é té  M  es t  un  espace  homogène  s i  i l  ex i s te  un  g rouPe  d ' i soné t r i es

G ag i ssan t  t r ans i t i vemen t  su r  l i l .

( vo i r  I r s ]  ou  I to ] ) .

P r o p o s i t i o n  I I I . I

Tout  espace homogène possède la  p ropr ié té  (P) .

Preuve

Cl  Nous a l lons  d 'abord  mont rer  que f  image par  une isomét r ie  d run  vo is inage

convexe normal est un voisinage convexe normal.

So i t  0  une isomét r ie  de  M,  1 ,1  *  un  vo is inage convexe normal  de  x .  Par  dé f in i t ion ,

i l  ex is te  un  ouver t  é to i lé  V  dans  T*M te l  que exp :  TM + N so i t  un  d i f féouror -

phisme 
'  x x

S o i t  V '  =  û  ( V ) ,  v t  e s t  u n  o u v e r t  é E o i l é  d e  T  M  à  c a u s e  d e  l a  l i n é a r i t é  d e
* x 0(x )

6
JÉ .  X

l l on t rons  que  e  x  p  es t  un  d i f  f éomorph i sme  de  V '  su r  O( IN  ) .

0(  x )

11  su f f i t  de  mon t re r  que  l e  d iag ramme su i van t  es t  co rmu ta t i f  .

6
V  r x  t V t

IexP  |  |  exP
x ù 6 l ,  ot* l

lN -----------r 0( lN )
x x
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- l
Aut rement  d i t ,  que 0  o  exp*  o  0* i  =  

" *pO(* ) .

Le premier nombre étant une fonct,ion composée de difféornorphismes on aura gagné !

Pour le prouver i l  suff i t  de remarquer

a)  que @ envo ie  les  géodés iques  sur  les  géodés iques ,  vo i r  p ropos i t ion  2-6  IV

d a n s  [ t 5 l  v o l . r .

b )  s i  on  pose g( t )  =  (6  o  exp*  
"  

O; l ) ( tv )  avec  
"  

t  
i l * ,  

en  d i f fé renr ian t  par

r a p p o r t à t o n o b t i e n t
- l

,p {o )  =  0**  o  
! .1  

(exp  t  0o*  " )
t=o

=0  o0 -L  v=v
. t t x  t t x

1 1  n e  r e s t e  p l u s  q u r à  m o n t r e r  q u e  O ( N _ )  s a t i s f a i t  a u x  c o n d i r i o n s  i i )  e t  i i i )  d e

l a  d é f i n i È i o n  I I I  2 .

Cres t  év ident  compte  Ëenu de  a)  c i -dessus  eÈ du fa i t  que 0  es t  in jec t i ve  (vo i r

d é f i n i t i o n  d r u n e  i s o m é t r i e  d a n s  [ 1 5 ]  t o r n e  I  p .  f 6 1 ) .

C l  Pour  conc lu re ,  cons idérons  un  groupe G dr isoméËr ies  ag issant  t rans i t i veuenÈ

sur  M,  e t  f i xons-nous  x  €  M.  11  ex isÈe ô  te l  que la  bou le  ouver te  B(x rô)  so i t

contenue dans un voisinage convexe normal ni l  de M. Soit  y quelconque dans M,

S 0 e G t e l q u e y = 0 ( x ) .

0 ( r ( x , ô ) )  =  B ( y , 6 )  c  @ ( I N x )

0(N. - )  é tan t  un  vo is inage convexe normal  d"  y ,  c res t  te rn iné .x

c - 9gspere!seg-:sr-sp-igge:yells-9ee-greies!gl:e:-9e-9egl-9:Y:-yglsiss
Lerme III I

Soien t ,  K  une par t ie  de  M,  IB  une par t ie  de  V(M) ,  I  un  in te rva l le  de  lR .  S i

a )  K  v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  ( P )

b) ts est uni formément bornée sur K x I  alors i l  existe ô > O tel  que :

V  x  6  K ,  3 N * ,  v o i s i n a g e  c o n v e x e  n o r m a l  d e  x  t e l  q u e  s i  0  g  I ,  e ' e  I

,  | ,
le -e  lso  X e  IB eÈ X x  €  K v  r  €  fee ' l

t ' 0

a l o r s  X -  ô  e  lN *  V r  e  [ ee ' 1  .
E r u  À
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Preuve :

so i r  x  G ts ,  0€  r ,  0 r  6  r  eE  A  =  sup( l l x t * , r ) l l _ )
X€ts

( x , t ) € K x r

S i  l r o n  n o t e  l ( X r x , e , e ' )  l a  l o n g u e u r  d e  1 ' a r c  d e  t r a j e c t o i r e  f O O ' ]  *  M ,  o n  a  :
È  X . x

E r 0

S iX .x€K  V te [oe ' l  ona :
t r 0

l ( X r x r e r e t )
A -

E e l  q u e r V  x  €  K  B ( x r E )  e s t  c o n t e n u  d a n s  u n  v o i s i n a g e  c o n v e x e  n o r m a l  d e  x ,  l N x .

En  e f f e r ,V  r  e [o ,o ' ] ,  s i  l o -o ' l <n  d ( x . x , x )<  L ( x , x ,0 , r )<  L ( x , x ,0 ,0 ' )<q  donc  :
t r 0

x . x  €  I B ( x , E ) c  l N ,  C . Q . F . D .
t r O  

x

Lemme III 2

S o i e n t  o :  [ a b ] * M e È  r :  [ a b ] * 1 . l d e s  c o u r b e s  d i f f é r e n t i a b l e s  t e l l e  q u e

1 .  o ( a )  =  r ( a )

2 .  o ( s )  I  t ( s ) s € ]"bl
A l o r s  l a  f o n c t i o n  ô  :  f a b ]  *  n  d é f i n i e  p a r  ô ( s )  =  d ( o ( s ) , t ( s ) ) a d m e r ,  à  d r o i t e  d e  a

u n e  d é r i v é e  ô ' ( a )  e t  O ' ( a )  =  l l  o ( a )  _  t ( a )  l l
d d ' ' + a

On pourra trouver la démonsÈrat ion de ce lenrne dans [ tOJ
D a n s  c e  q u i  s u i t ,  V  d é s i g n e  l a  c o n n e x i o n  d e  L é v i - C i v i t a .

re '
o(x,x,o,o '  )  = |  /  l l  x tx."  . , t )  l l  d. .  ltu È,0 '  

I :â,

Lerune III 3

Soi t  Q :  [ab ]  x  [ - "  
" ] *  "  

une dé format ion  de  c lasse  C-  d 'une courbe X,  un i fo rmémen

p a r a m é t r é e ,  n o n  r é d u i t e  à  u n  p o i n È ,  e t  s o i t  [ ( s )  =  l q s l .  e f o r s  I  e s t  d é r i v a b l e  e n  o

e t

L '  ( o )  =  b - +  ;  g ( ( Q * ) ( o ) , v ( b ) ) - e ( ( Q ^ ) ( o ) , Y ( a ) )

l v l  
'  

, ru i "  
o  

, ( . ) "o  
i (
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[5 ] .  Nous ut i l iserons égalemenÈ

d e  f t o  E r ]  d a n s  n .  S i  c ( r )  e t

deux  cons tanËes s t r i c tement  pos i -

S o i e n t  a o  .  a l ,  c  e t  y  d e u x

y ( r )  s o n t  p o s i t i v e s  s u r  l t o

t i v e s  e t  s i  o n  a  l r i n é g a l i t é

È
o ( t )  <  a + t  I  a ( t )  y ( r )

-t
o

a ( t ) < a e

Fixons-nous e e fto

p ( r )  e  N* ,  e ( r )

de ce leune

sous la forme

voir it+]
suivante

ou

d t pour touÈ

T
bJ  y ( t )

t
o

t  e l-t  t- I  alors :
"  O  L J

d t
vÈ e [È t . l

o  r -

Lerune III 5

Soien t  K  une par t ie  de  X,  X  €  V  (M) ,  I

a )  K  possède la  p ropr ié ré  (p )

b)  X  esÈ borné sur  K  x  I

c )  i l  e x i s t e  u n e  c o n s Ë a n È e  k  t e l l e

un  inÈerva l le  te ls  que

q u e  :  V ( x , t )  6  M  "  I ,  V v  G  T *  M

l l  (v, , ,  x( , r ) ) (x) l l *  = n l l " l l  *
A lo rs r l ô  >  o  t e l  que ,  yx€K ,  V0 r0  € I  Èe l s  que  l e -e ' l gO ;  s i

l l  x ( x , t ) - v ( x , t ) l l  (  g  su rKx  I  eEX .x€K ,  Y . x€K  V  t  e tgO l
È r 0  t r o

t lo-e ' l
d(x .x ,  Y .x )  <  e  lo -o ' l  e

e jo  e ;o

Preuve

o n a

e foe ' ] .

,  g ( t )  =  Y . x  s i
t r 0

normal de x)

So ien t  e )o r  Y  ev (M)  re l s  que l l  x ( x , t ) - y ( x , t ) l l * <  e  su rKx I .  tB  =  {X , y }  es r

un i fo rmément  bornée sur  K  x  I ;  i l  décou le  donc  du  lemre  I I I  I  qu t !  ô  >  O te l  que,

V  x  €  K r t  I N *  v o i s i n a g e  c o n v e x e  n o r m a l  d e  x  t e l  q u e  s i  l g - g ' l < ô  a l o r s

vr  e  [o 'o l .

X . x  € I N  e t Y  € I N  s i X . x  e K  e r
t r o  *  

a r o  
x  

È r 0
Y.xGK V t

t r 0

t , l  e t  p o s o n s  p o u r  x  €  K  P ( t )  =  X . xL )  
t r o

e l N (où I ' l - -  est un voisinage convexex
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min im isanÈ  1a  d i s tanceDés ignons par  o  :  [o  t l  *  Y
p ( t ) , q ( t )

e t  È e I l e  q u e  o ( o )
p ( t ) , q ( t )

=  p ( t ) ,  o ( 1 )
p (  t ) , q (  t )

o n  n o t e r a  
b , o  

t "  t r a n s p o r t  p a r a l l è l e  d e  p  à  q  l e  l o n g  u .  o o , o  ( v o i r  [ t + ] , [ t S ]

f fO]  po" r  la  dé f in i t ion  du  t ranspor t  para l lè le ) .

P o s o n s  v ( t )  =  r  x ( p ( t ) , t ) .  o n  a  :  v ( t )  e  T M
p ( t ) , q ( t )  q ( t )

t r  s i  p ( t )  I  q ( t )  e t Y(q ( r ) , 8 )  I  v ( t ) .

l ' un ique  géodés ique

=  q ( t ) .

P o s o n s  s a ( u )  =

a (  r )

6 .  ( u )

B . (u )  =

a  ( u )  =

e x p  u . V ( t )
q ( t )

d ( p ( t ) , q ( t ) )

d ( q (  t + u )  ,  s  ( u )  )

d ( p ( t + u ) , s . ( u ) )

s ( t + u ) .

i )

i i )

i i i  )

i v )

Ë

Pour  chaque  t ru  pou r  l esque l s  l es  exp ress ions  son t  dé f i n i es ,  on  a  l es  re la t i ons

s u i v a n t e s  e n t r e  o t ,  ô t ,  B a

a  ( o )  =  ( ô .  +  B . ) ( o )  =  x
Ë E E

a a ( u ) '  ( ô a  *  B r ) ( u )  a i n s i  q u e  l e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s

0 .  e s t  d é r i v a b l e  a u  v o i s i n a g e  d e  O
Ë

ô  admeE une  dé r i vée  à  d ro i t e  de  O  eE
t

I

(ô  
a ) (o )  

=  l l v (q (E) ,  L ) -v ( r ) l l o1 t )

E n  e f f e Ë  :

q (  t + u )  =  Y ( q (  t ) ,  r )

u = o  ( " . { " )  =  v ( t )

c o r m n e  v ( t )  #  Y ( q ( t ) , t )  o n  a ,

donc appl iquer le lenune I I I

v )  B ,  e s t  d é r i v a b l e  e n  O

p o u r  u  I  o  e t  a s s e z  p e t i t  q ( t + u )  I  s a ( u ) .  O n  p e u t

dI
d,'l

2

e t {o. f {o)  = o
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En e f fe t ,  s i  l ' on  cons idère  la  dé format ion  Q de op{ t ) ,q ( t )  dé f in ie  par  :

Q  :  | - o  t  ]  x  [ - c  c ]  *  u ,  e ( s , u ) =  o ( s )
P ( t + u )  r s . ( u )

c  é t a n t  c h o i s i  a s s e z  p e t i t  p o u r  q u e  r r o n  r e s t e  d a n s  I N * ,  a l o r s :

f3. t " l  = lQ" l

Si l ron renarque que :

a )  ( Q o ) * ( o )  =  x ( p ( t ) , t )

( a t ) * ( o )  =  t  x (p ( r ) , t )
p ( t ) , q ( t )

b )  ( o  ) ( r ) = t  ( o  ) ( o )
p ( t ) , q ( t )  *  p ( r ) , q ( t )  p ( _ t ) , q ( t )  x

(C 'es t  une propr ié té  des  géodés iques)

c )  ( v  o x  ) ( u ) = o  V u  €  [ o  r ]
( o  )  ( u )

r'

ou o est mis pour o et compte Ëenu du fai t  que la connexion de Levi-Civi ta
p ( t ) , q ( t )

conserve  Ie  p rodu iÈ sca la i re ,  l rapp l i ca t ion  du  le rme I I I  3  donne le  résu l ta t  cherché

D e  i ) ,  i i ) ,  i i i ) ,  i v )  e t  v )  o n  r i r e :  ( c . ) ' ( o ) ( ( ô . ) ' ( o )  *  ( g . ) ' ( o )  d ' o ù ;

o ' ( t )  < . l l  v (q ( r ) , t )  -  t  x  (p ( t ) , t )  l l
p ( t ) , q ( t )  q ( t )

< l l v (q ( t ) , t )  -  x (q ( t ) , r ) l l  4
q ( t ) '

l l  x (q ( r ) , t )  -  t  x  (p ( t ) , t ) l l
p ( t ) , q ( t )  q ( t )

o n  s a i r  q u e  q ( t )  e  K ,  e r  t  €  I

+ l l  x (q ( t ) , t )  -  Y (q ( t ) , r ) l l  (  g
q (  t )

Pour  le  second te rme du deux ième membre ,  posons  l { (s r t )  =  x (o(s ) r t )  -  t  x  p ( t ) , t ) )
p ( t ) , o ( s )

w ( s , t )  €  T M .
o ( s )
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O n  s e  r a m è n e  à  T M  e n  p o s a n t  I ' l ( s r t )  =  t  l , I ( s r t ) .
q ( t )  o ( s ) , a ( t )

On remarque que :

l l  x ta t t ) , t )  -  t .  .  (p ( t ) , t ) l lq ( t )  = l l ï t r , r )  -  f i to , t ) l lo , . ,
p ( t ) , q ( t )

Montrons que :

l in I  f ; ,  
'1

; ; ;  ;  I t r ( s + u , t )  
-  $ I ( s , t ) J  e x i s t e .

Nous la notero.r"  
f  

r , l - {  s,  t  )  .

+ fF(s*e) r )  - î { " , t ) ]  =*  .  f t  r , r (s+e,E) -w(s , t {-  ( t  
o ( s ) , q ( t ) , L o ( s + o , o ( s )  J

d r o ù  l i r n  *  l T ( s + 0 , t )  -  i l ' ( s , t ) ]  v a u È ,  s i  e l l e  a  u n  s e n s  :
0 + o

.  (o  w( , r ) ) (s )
o ( s ) , q ( t )  o o ( s )

(On  app l i que  l a  dé f i n i t i on  de  V  eË  l e  f a i t  que  t  es t  un  i somorph i sme  de

T-M su r  T -M donc ,  es t  con t i nu )
P q

I 1  n o u s  r e s t e  à  m o n t r e r  q u e  ( V  I ^ I ( r t ) ) ( s )  a  u n  s e n s .
of

1 1  s u f f i t  d r o b s e r v e r  l a  d é f i n i t i o n  d e  l J  e n  e f f e t  :

a )  ( v  x (o ( . ) , r ) ) ( s )  ex i s re
o{s )

b) le  champ de v.ecteur  sur  o

s  +  t  X  ( p  (  t ) ,  t )  e s t  a u t o p a r a l l è l e  d o n c  :
p (  t ) , o ( s  )

( v  ( s  - )  r  x (p ( t ) , t ) ) ) ( s ) :  o
oo (s )  p ( t ) , o ( s )

On dédu i t  de  a )  e t  b )  que  i

#( " , r )  
=  t  ( v  x (o ( . ) , t ) ) ( s )  e r-  o ( s ) , q ( t )  o f s )

^ r t

l l#(s , t ) l l  = l l  (v  
.x(o( . ) , r ) ) (s)1o, . ,q ( t )  o ( s ) , q ( t )  o f s )  e

= l l (v  x (o( . ) , t ) ) (s ) l lo , " , ,
oJ" )

car  le  t ranspor t  para l lè le  conserve  le  p rodu i t  sca la i re  e t  donc  :  la  norme.
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On a donc :

o ' ( t )S  e  +  l lw ( t , t )  -  l (o , . ) l l  
oC. t

n
s o i t  

- I ( s , t )  
=  

. J .  " r ( s r c ) f * . 1  
,  l a  d é c o m p o s i t i o n  d e  I . I ( s , t )  d a n s  l a  b a s e  d e

1 = r  1  
q ( t )

T . M  a t t a c h é e  a u  s y s t , è m e  l o c a 1  d e  c o o r d o n n é e s  ( U ,  * 1 r . . . r * t )  a u t o u r  d e  q ( t ) ;  o n  a :
q ( t )

. n
l { r , t )  -  w(o,r )  = 

.x-  (w.(s ,È)  -  t t . (o , t ) )Cf i . )
-  _ - i  I1 = r  r  q ( t )

1
n I  â[ t :

= r  (  l " " t ( s , t )dsk -A- )
i = l ' J  â s  1 â x i

o  
^  q ( t )

in
l l  r^r(1,r)  -  ! , r(o,r) l l  =. l l  /  , . ; ,  # ts, t) t$)) a" l ln<t)

q ( r )  Jo  i = t  "  i q ( r )

où

( s )

t ê ,

s i  p ( t )  =  q ( t ) ,  o ( t )  =  o

s i  Y ( q ( t ) , t )  =  v ( t ) ,  l e  l e r u r e  I I I  3  n o u s  d o n n e  :  c ' ( t )  =  o  d o n c  :

la  fo rmule  v i )  esÈ v ra ie  pour  Èout  t  €  [e rOt ]

S u p p o s o n s  0 ' >  e  P o u r  t o u t  t  e  [ O e ' l  o n  a  :

I
f  ^ r '

Jo

i l  v i en t  :

Droù  l r i néga l i t é :
1r

a' ( r )< e + /  t t  g(s, t ) l lo t . )d"
J
o

Ir
a ' (c )  <  e  +  /  l l  ( v  x (o ( .  ) , t ) ) ( s )  l l

J  o (s )
o *

Jrapp l ique l rhypothèse re la t i ve  à  la  dér ivée  covar ian

v i )  c r ' ( t ) <  E  +  t  c ( t )
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f
a ( r ) < e ( o ' - o ) +  /  k a ( s )  d s

tg

n t l r \  
l -  

- t  /  \' (P.<e+k 
{Pd". , . - {P 

ds

Lrintégrale du dernier Èerme a bien un sens du fai t  que C[.  adrnet une dérivée

à dro i te  de  0  "

App l iquons  le  le rune I I I  4 ,  i l  v ien t  :

q ( r )  . -  ^  ^  k ( r - o )
t - u

a ( t )  se  ( r - o ru  k ( t - o )

Dans  l ecas  0 '<  e ,  onéc r i r :  B . (u )<  oa (u )+  6a (u )  v re [oo ' ]

( o r ) ( o )2 - (0 . ) ' ( o )
' d

e t  l r o n  p o u r s u i t  c o n r n e  d a n s  l e  c a s  0 , >  0

F i n a 1 e m e n Ë o n o b t i e n t 1 a r e 1 a t i o n : V Y e V ( M ) t e 1 1 e q u e | | x ( x , t ) - Y ( x , t ) | | * <

s u r  K  x  I ,  s i  0 , 0 '  e  I  l e - e ' l  <  ô  e r  X . x  e t  y . x - 6  K  V  r  €  [ 0 0 ' ]  a l o r s  :
t r o  t r o

d(x .x ,  Y.x  )  <  e  lo -e ' l "n le-e ' l
o t r o  o t r o

c . Q .  F .  D .

P r o p o s i t i o n  I I I . 2

S o i e n t  X  e  V ( M ) ,  x o  €  M ,  È o ,  E l  6  l R ,  E  ) O ,  V o  u n  v o i s i n a g e  c o m p a c Ë  d e  x o ,  K  u n

vo i s i nage  compac t  de  0 (  [ aoa r . ] 'Vo )  0  éEanr  dé f  i n i e  pa r

0 ( t , x )  =  x . x
t t t o

A l o r s ,  i l  e x i s g s  u ( K r x e r t o r È r r e )  È e l  q u e  :

( v  e  v (u )  e t  l l v (x , t )  -  x (x , . ) l l *  .  u (K ,xo , ro , r t ,e )  su r  r  *  [ ro t r l

+  ( d ( Y . x  ,  X . x  )  <  e  s u r  V o  t  
[ . o . ,  ] )

, ,  a o  a ,  a o
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Preuve :

3 .

Nous

So i t  E  =  {Y  €  v (M) / [ v ( x ,  t )  -  x ( x ,  t ) l l x  <  1 v (x ,E)  e  Kx  f .o . r l Ï

l . E est uni formément bornée sur le comPact

A  c a u s e  d e  l a  c o m p a c i t é  d e  K  x  [ t o t r 1 ,  i f

v ( x , r )  e  r  "  [ a o a r ] ,  v v  €  T x M  o n  a  :

l l  tv . , ,  x t  ,  t )  )  (x) l lx  <  k(K,  to ,  t l  I  .  l l  "  l l  *

K  v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  ( P ) ,  p u i s q u e  c ' e s t

pourrons donc appl iquer  le  lenrne I I I  5 '

g x  €  K ,  e ,o r  €  laoa1 l ,  
" ,_  

:

l l v (x , t )  -  x (x , t ) l l *  < r  su r  K  x  [ . o . r ] ,  
â ;Ë

k ( K ,  t o ,  t 1 )

-< u lo ' -o l .( * )  d ( x . x ,  Y . x )
e le  o r ,o

so i t  P  e  N*  te l  cue  \ !--%.1= u
P

,  posons  eo  =

(  x  I t o t 1 l .

ex i sEe  k (K r to r r r )  t e l l e  gue  :

un  compac t .

d o n c :  i l  e x i s t e ô > O t e l q u e :

eK ,Y .x€K
o t ro

lo ' -o I

t< (  t - t  )o

a lo rs  :

t o r 0 l  =  t - t o r . . .

P

H -- k . . . e  =  t
p

L 'app l i ca t , ion  :

1to t1J2  x  K
( (e ,e ' ) , x )

cont inue donc ,  1 - to t ,12  X

d é d u i t  l r e x i s t e n c e  d t u n  s

- ) M
X . x
0 r 0 '

K  éÈant  comPact ,

) O  t e l  q u e  :

e s t

en

el le  est  uni formément cont inue.  On
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L a  d é m o n s t r a t i o n  s r a c h è v e  a i n s i  :  d t a p r è s  ( x )  V  x  €  V

d ( X . x  ,  Y . x  ) < e '  S r / p  ( + x x )
or 'oo  u l  

"o

otâ; iu , 'à ; îu , )s2e/p

d ( y , Z )  S  . o

e Ë

d ( 0 , ^ )  S  o .

e t

d ( 0 " 1 ' )  s  0 e

pou r  ( o ro ' , y ) ( l rÀ ' r z )  dans  l aoa r ] '  "  * .

En  pa r r i cu l i e r  :  pou r  Èou r  ( e ,e ' )  e  [ t o t r J2  e r  y , z  €  K ,

(** )  d(y,z)  < or=o( l . l i  
T . : , )  

=. / r .
v t  v  v t  v

so ien t  r  =  d (O( [ r o . r J  "  v ) ,F r  K )  =  i n f  { d ( x , y ) / x  e  0 ( f t o t r ] x  v ) ,  y  E  F r  K i

(en  convenanÈ  de  pose r  À  =  +  -  s i  l a  f r on t i è re  de  K  es t  v i de )  e t

e ' =  m i n  { c . r e / p r ^ / t } .

C h o i s i s s o n s  p ( K r * o r t o r t r r e )  d e  t e l l e  s o r t e  q u e

k (K , ro , r t )  l r t - ro  I
u ( K r x o , t o r 1 1 , r ) . l t r - t o l u  

- T -  (  e l

P

d ( X . x  , Y . x ) = d ( X . x  X . x  , y  y . * )
t r ,uo  az '9o  u , ,u r .  u r ,uo  ' r ,u l  u1 , 'o

u1u ,  u l ruo  u r r t r .  uyuo  , r ,1 ] .  o l roo  u1u l .  u r r to

Grace  à  ( x ) '  on  Peu t  a f f i rmer  que  l e  p rem ie r  t e rme  du  second  membre  esË  i n fé r i eu r

à  e /p ,  t and i s  que ,  des  re la t i ons  ( * * )  e t  ( xxx )  on  t i r e  que  1e  second  Èe rme  esE

in fé r i eu r  !  e /p  donc  :  V  x  €  V_
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De

s i

proche en Proche on obt ient :

l l v ( * , 3 ;  -  x ( x , t ) l l *  <  u ( K r x o r t o ' t 1 ' e )  s u r  K  x [ . .o.r l  a lors

de  l a  P roPos i t i on  I I I ' 3

to rE l  ( ca r  ae  déPend  de

o  " t  
t l '

) ne déPend en fait que

a lors

O tel que

:  V x 6 V o

Propos i t lon  I I I ' 3

S i :

a )  M Possède la  ProPr ié té  
(P)

b)  X  es t  borné  sur  M t  l to t f ]

c )  i l  ex is te  une cons tanEe pos i t i ve  k ( to " l )  te l le  que

v ( x , t )  e  M  x  f t o t r l '  v  v  €  T * I ' 1  :

d ( X . x  '
t P ' u o

l l (vv x(

a l o r s  i l  e x i s t e

Coro l la i re  I I I  I

E  S i  M es t  comPacte ,  X

! e l o r t o r t l €

( l l x (x ,  t )  -  Y(x ,  t ) l l *  s

+  (d (X . x ,  Y . x  )  - <  e
t , E o  a r a o

Y.x  )<p . l p=
oP 'oo

, t ) ) (x ) l l *  =  n( to , t t>  l l  " l l *

u ( t o , t l r e )  )  o  t e l  q u e  :

(  l l  x (x ,  t )  -  v (x ,  t ) l l *

( d ( x . x ,Y . x )<
t ,  t o  t ,  È o

Preuve

I l s u f f i t d e r e m a r q u e r q u e s o u s l e s h y p o t h è s e s

1 .  À  =  + -  d o n c :  e t  n e  d é p e n d  q u e  d e  e  e t  d e

2.  La  cons tan te  k (K ' to , t l )  ne  dépend que de  t

C e c i  m o n t r e  b i e n  q u e  d a n s  c e  c a s  u ( K ' x o ' t o ' t 1 '

t o ,  t l  e t  e .

<  u ( t o r t r r e )  su r  M  "  1 - t o t r l )

esu ru t f t o t r 1

ro  e r  t l ) .

de

€  v ( l , t ) ,  Y  €  v (M) ,

lR ,  gu ( t o r t l r e )  >

u ( t o , t l , e )  v ( x , t )  6  M  x  I t o t t l )

V ( x , t ) eMx [ . o . f l
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t r  S i  M es t  un  espace homogène e t  s i  X  €  V(M)  e t  possède les  p ropr ié tés
b )  e t  c )  d e  l a  p r o p o s i t i o n  r r r . 3 ,  o n  a  l a  m ê u r e  c o n c l u s i o n .

Remarque I I I  2

l .  D a n s  l e  c a s  M  =  l R n ,  l a  c o n d i Ë i o n  c )  s , é c r i t  :

l l  _a  x (x , r ) l l  <  k (È^ , r , )  su r  M x  [ t  t -  l .
â x  o -  |  r  o - l j -

2 '  D a n s  l e  c a s  M  =  R t ,  l r h y p o t h è s e  b )  e s t  i n u È i l e  c a r  I R n  e s t  u n  v o i s i n a g e
convexe normal  de  tous  ses  po in ts .
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