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0 - INTRODUCTION

A. Présentation des résultats
Dans ce travail, nous nous proposons d'établir des conditions suffisantes de contrd-

labilité des familles de champs de vecteurs (FCV) uniformément presque périodiques

(UPP) sur une variété M,

Ceci nous a conduit, dans le chapitre I, a étudier dans quelle mesure la trajectoire
d'un champ de vecteur X, UPP, peut &tre translatée dans le temps; en clair, 2 comparer
les points d'arrivée lorsque 1'on décale d'une méme valeur T, 1'instant de départ et

1'instant d'arrivée.

Nous donnons une réponse, sur certaines variétés, avec éventuellement des conditions

supplémentaires sur X, dans les propositions I 1 et I 2.

Toujours dans le but d'obtenir des résultats de contrS8labilité, nous avons établi,
quand X est conservatif, une sorte de théoréme du retour & la Poincaré, non autonome
(proposition II 1). Remarquons que les trajectoires d'un CV non autonome ne forment

pas un systéme dynamique et que ceci constitue donc un résultat original.
La partie II est plus directement consacrée au probléme de contréle.

Sur le méme sujet, on connait l'article de L. Markus et G.R. SELL r6]. Par des mé-
thodes sensiblement différentes, nous obtenons un résultat légérement plus faible
mais qui présente sur celui de f6] une supériorité : les hypothéses sont toutes
calculables. Essentiellement, nous nous débarassons de 1'hypothése désagréable

d'uniforme contrélabilité (voir (6], p. 474 ucC).

Notre théoréme principal (théoréme II 1) ne s'applique qu'a des cas compacts toute-
fois, la partie I contient des éléments permettant éventuellement d'obtenir des ré-
sultats dans des cas non compacts. Seul fait défaut le théordme du retour; ceci

constitue cependant un gros obstacle !

Le chapitre II peut &tre considéré comme une annexe dans laquelle nous avons puisé
des outils pour les chapitres I et II, toutefois il semble que les résultats qui y
sont exposés, ainsi que les modes de démonstration (utilisation de la théorie des
connexions et des transports paralléles) ne figurent pas dans la littérature sur

le sujet.



B. Premiéres notations

L'espace des phases sera une variété différentiable M connexe et i base dénom-

brable, de classe C®, parfois analytique. Nous noterons
V(M), 1'ensemble des champs de vecteurs C et non autonomes sur M
Si X € V(M) nous noterons

3

X.xO la solution du probléme de Cauchy x(t) = X (x(t),t)
t,t
o

x(t ) = x
) o

Dans le cas ou X est autonome, X.x
o

t +7,t
) )
est indépendant de to et sera noté X.xo
T
Soit D = {x" } une partie de V(M) nous lui associerons une partie de
u € fl
V(M X R)
v gy “Lu
D ={Xx e’

étant défini par Vv % = (x,t) € M X R

Y

u
x* o =00t
en identifiant T*(M XTR) a TXM X R.
n

u
Nous remarquons que les X sont des champs de vecteurs autonomes sur M XR.

Si D est une famille de champs dc vecteurs autonomes sur M nous noterons
IL D, 1'algébre de Lie engendréepar D (la plus petite sous-algébre de V(M)

contenant ID).

H,O D, 1'algebre de Lie engendrée par les différences X - Y de champs de D

et par les crochets de Lie de tout ordre d'éléments de D .

Nous distinguerons les ensembles d'états accessibles suivants

a) si D est une famille de champs de vecteurs autonomes, nous noterons



[o]
t
K &

. k 1 :
D.x ={X o...0 X.x , k€N, t.= 0Xx" ¢ D}

[o] t t

k 1
Si1 0 € R

k 1

Dex ={X 0..o0Xx ke€NC(. >o0 viout.< 0Vi) g D}

870 ¢ £ © i i

k 1 et t. =0
1

Remarquons que 9 peut &tre positif ou négatif, ce n'est donc pas la définition

+
classique de ]%.xo ("2]) péfinition II 1.1.)

b) si D est une famille de champs de vecteurs quelconque sur M et si 1l'on note

mT: Mx R - M
(x,t) » x

la projection sur M, nous noterons

n,
D,x = m(ID.% ) avec % = (x ,t )
. o o 0 o’ o
)
+ .
D.x =7(D.x )
¢ © )
o
+ N+
D.x = T(D.x)
t. .t -
1?0 tl to

Dans cette notation, contrairement 3 ce que le symbole + pourrait suggérer, t

peut &tre plus petit que to.

Les éléments de I).xo sont de la forme
t

o
y = Xk O ... 0 X2 o) Xl.xo
o -1 £20%1 e ¢
1’7o
+
avec ti € R, ceux de D .x
t

(o]



= Xk o o X2 o
y = .
B Bt €yt
avece S T
avec to ‘tl K
+
ceux de 11).xo s'écrivent :
tl,to
k -
y = Xt o Xg 1 6 o
1’ k-1 k-1, k-1
avec to < 61 << < ek-l < tl
ou to = 91 . - ek_l :ftl

X.x
o
t
Bots
1
o X.xo
0
l’to

[a b] désignera 1'ensemble des t € R tels que

ou

1A

\

TA

(md
(A

T

IA




I - FAMILLES DE CHAMPS DE VECTEURS UNIFORMEMENT
PRESQUE-PERIODIQUES SUR UNE VARIETE

Définition I 1

Soit (E, || [P un espace normé (e.n), l'application £ : R - E sera dite

presque périodique (PP) si : v € > o, l'ensemble

T(f,e) = {1 € R/ |If(t + 1) - £(r)]] < e V t € R}

est relativement dense dans R.

Définition I 2

Soit F = {fa} , une famille d'applications de R dans des e.n
a€A

(Eu,|| l|a). Nous dirons que IF est uniformément presque-périodique (UPP)

si : Ve >o T(F,e)= N T(f_ ,e) est relativement dense dans R .
a €A

Si la variété M est munie d'une métrique riemannienne g, on notera || le

la norme sur T M définie par |ivi|| = g (v,v).
X X X

Définition I 3

Soit X € V(M), K une partie de M, nous dirons que X est UPP sur K (ou UPP,

lorsque K = M) si la famille

Xl = {X(X, )}
K x € K

d'applications de R dans (TXM,II ”x) est UPP.

Pour K = M nous noterons XI par X
M

Définition I .4

Soit ID une partie de V(M), K une partie de M. Nous dirons que D est UPP

sur K si toute réunion finie de X* , X! € D est UPP.
—_ K
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Les quelques propriétés qui vont suivre nous aiderons 2 construire des exemples
de champs de vecteurs uniformément presque-périodiques. Bien que nous n'ayons
aucune référence sur ce sujet, du moins dans le cas de champs de vecteurs sur

des variétés, nous pouvons difficilement considérer ce qui va suivre comme ori-
ginal. Les démonstrations suivantes sont similaires a celles que 1'on peut trouver
dans [8), dans le cas d'applications de R dans C. On notera cependant que nous

avons opté pour une définition moins restrictive de 1'uniforme presque périodicité

Propriété I 1

Soit F = {fOL}OLGA une famille d'applications de R dans des e.v.n

(E I lla), si v(T) = sup (”§§t-rr) - £{t)ll) existe et est une fonction
ao€ A

t €R

a,

presque périodique alors

F est uniformément presque périodique.

Preuve
T € T(F ,¢€) ® Voe€aA TGT(fa,e)

® VOUEA VteER, Hfa(t+T.- £,(0) I, < €

® sup (sup [[£f (t +T) - £(t) || ) = v(T) < &
"o€A ter % &t o

Si v presque périodique, l'ensemble des T tels que v(T) < €, qui contient
T(v,€), est relativement dense dans R donc : T(F ,€) est relativement dense
dans R.

Propriété I 2

8i IF est uniformément bornée alors, T UPP = v presque périodique.

C'est une sorte de réciproque de la propriété II 1.

Preuve :

‘Soit K = sup IE£.(t) 1, on a:
®E A “ e
t € R

Hfa(t+T)-%L(t)H<.~2K VaéA Vvt € R

donc : v est définie partout. D'autre part, on peut vérifier les propriétés

suivantes de v.



a) v(T) = v(-T)
b) v(o+1)< v(g) + v(1)
desquelles on tire

c) Jv(t +1) - v(t)| < v(1).

Le résultat final se déduit du fait que T € T(F ,e) o v(7) < €.

En corollaire de la propriété II 2 on a :
Propriété I 3

Soit F., i € {1,2,...,k} et ¥ = U F..
. 1sisk

Si chaque E‘i est UPP et uniformément bornée alors, IF est UPP.
Preuve
C'est une conséquence immédiate de la propriété 1 2 et du fait que la borne

supérieure d'une famille finie de fonctions PP est PP.

Corollaire I 1

Soient D < V(M), KC M. Si tout X € D est borné et UPP sur K, alors
DD est UPP sur K.

Ce qui suit a pour but de relier 1'uniforme presque périodicité d'un champ de

vecteurs 3 celle de ses composantes dans un systéme de coordonnées locales.

. . a
Soit X € V(M). Soient (U cees xn), o € A, des cartes de M telles que

Qa
a’ xl’

{Ua}ae.A recouvre M. Relativement & chacune de ces cartes on a

n . .
_ i d ! al
X| = .§ X, —g avec X, € ¢ (Ua)'
Ua 1=1 39X
i

Nous noterons

- Iyl
]FOL,i {Xa(x, )}x €vu

[0 ]
C'est une famille de fonctions de R dans R.

Propriété I 4

Soit X € V(M). Si M est compacte et si chaque F, ; est UPP et uniformément

bornée alors : X est UPP.



Preuve
Gri3ce a la compacité de M, on peut trouver des boules compactes
{ﬁa}

i je{1,...,p}

telles que

je{l,...,p}, B < U , {B 1}
a. Q. a. .
i Al j J]e€ {l,...,p}

est un recouvrement de M.

S @, € V(U ) et B compact donc
] o o

i J j

k = Max  Sup (||:§— o.ll ) existe.
L ox. J X
1,1 2 1

v je{l,...p}, Yx€U , VTER

X(x,t+7) - X(x,t) =

t ™o

1 1 )
(Xa_(x,t+T) - Xa.(x’t))(S;T aj)(x)

i=1 j ]

donc || X(x,t+T) - X(x,t)||x < T IX;.(x,t+T) - X;.(x,t)| k

J J
Soit F = ujl!i Fo j»stT€NF,e/l
J J
i i .
alors YV x € Uy lXa'(x,t+T) - X .(x,t)| = € n donc
J J J
VxeM IX(x,t+8) - x(x,t)llX < €,

or il découle de la propriété I 3 que IF est UPP par conséquent

T(F, € n) est relativement dense dans R donc : X est UPP.

/k.



Remarque 11

11 est clair que l'on peut trouver des propriétés analogues 2 la propriété
% prop g prop

I 4 quand M n'est pas compacte.

Remarque 1 2

La propriété 1 4 admet une sorte de réciproque ! en effet, il est clair que
si X est UPP (M pas forcément compacte), on peut trouver des cartes

(Ua,<Da) telles que les U, recouvrent M et 1es?Fa ; sont UPP (prendre autour

’

de chaque x € M, une carte orthonormée).'

Nous allons maintenant, essentiellement, nous intéresser au probléme de la
comparaison des trajectoires d'un champ de vecteur issues d'un point donné

de M mais a des temps initiaux variables.
Précisons notre propos
gi X est un champ de vecteur autonome sur une variété M om a ;
Vot, t o, erR, X =X
o
t,t t+1, £ *T
) o

Si X est p-périodique en t on a

"¢, eR,kez, x =X

© t,to t+kp,to+kp

Ceci nous conduit, pour um € > 0 et pour to,t1 € R quelconques 2 étudier

les ensembles :

E(E) , = (teR /dX *x , X.x) < €}
L ) t1+T,tO+T tl’to
g(e), = {te R / dX.x , X.x) <t vV x€ m}
t12% t. +T,c +T t,,t
1 o) 1’ o

ot d désigne la distance associée a la métrique riemannienne g.

On obtient alors les propositions suivantes : .
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Proposition 1 ]

Soit X € V(M), UPP sur les ensembles compacts alors :

v E >, VESE ER,  Vyxey,

1

E (¢) est relativement dense dans R.
Xyttt

Proposition 1 2

Soit X € V(M), UPP si

a) M possade la propriété (p) (voir 111 p. ) et si pour tous

ot € R,

b) X est borné sur Mx [t ¢ ]
o 1

¢) il existe une constante k(to,tl) telle que :
H(Vv X( ,t))(x)HX - k(to,tl)HvHx
V (x,t) €M «x rto tl], V v eE Tx M alors

VE>O, Ve 't € R E(€)  est relativement dense dans R.
° tl’to

Corollaire 1 2
—_——ailre 1 ¢

Si M est compacte,V X € V(M), X upp

> V e>o0, vy to,t1 € R E(e) relativement dense dans R,

t,,t
1°9

Si M est un espace homogéne et si on a les propriétés b) et ¢) de 1a

Proposition II 3, on a la méme conclusion.

IIT 2. En effet, 3 tout ; € R, associons X' g V(M) définit par

XT(x,t) = X(x,t+1). La Proposition III 2 pous dit que si

lin(x,t) - X(x,tﬂ'x est inférieur 3 unp certain y sur K x [totlj ou K est un

voisinage compact de 1'arc de trajectoire issy de x au temps to et parcouru
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pendant le temps, éventuellement négatif, t_ -t ;

178 alors

T
d(X ex , X.x ) <E.
t.,t t
1’7o £1°%

Or, X étant UPP sur les compacts et donc, sur K, cela se produit pour tous les -

~

appartenant 2 1'ensemble relativement dense T(XIK,U) pour un certain U > O.

Si l'on r T =
o emarque que Xt ot Xt 4T, 4T on a
1" o 1 o

T € T(le,u) > d(X.x , X.x ) < ¢
+T +T
8% tl’to
donc : E(€) contient T(XIK,U).
x,tl,to
X étant UPP sur les compacts, E (e)
x,tl,to

est relativement dense dans R.

Les nécessités techniques des démonstrations qui vont suivre, nous aménent 2

poser une nouvelle définition.

Définition 1 5

Si D C V(M) est UPP, nous appellerons ensemble de translations, tout ensemble

de la forme

( ‘ T(Xl,Ei), x* e D, e, >0, k€ n¥
1<i<k
i €N

Remarque I 1

Les ensembles de translation sont relativement dense dans R.
Voici une autre proposition, sous une forme directement utilisable dans la

solution de notre probl2me de contrdle.

er, x',...,xXem,

Soient t ,t R
0

1

.0, YeRrN TeRr, xem.

0= (6 o1

»0

1°72°
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Nous poserons

T ok 2 1
G) = .
hx(g) X o . o X62+T,9 47 © X .x

t1+1,6k_1+r 1 91+T,to+T

Proposition I 3

Soient X € M, v, un voisinage compact de X ,€ > 0, to,t1 € R. Si D est

UPP alors l'ensemble des T € R tels que,

k-1
Vo oxev, Vv oeft 0],

d(hT(@), hi(@)):g € , contient un ensemble de translations.
X

Preuve

. k
Soit @ : [to e] XV — M

k 1
((u_,u_,...,u ),x) X o0 ...0 X.x
o 1 k u, ,u u,,u

k’ k-1 1
'¢ étant continue par rapport 32 1'ensemble des variables,
% PP

_ k
K, = ¢({to t1] x Vo) est compact.

Soient K un voisinage compact de Ko et

A

d(KO,K) = inf {d(x,y), x € Ky €Fr K} , en convenant de poser

>
1]

+ © si la frontiére de K est vide.

Nous remarquons que V(x,0) € v x [t ¢t ]k-l, h (@) € K .
o o 1 X o

Les applications

[to tl]z X M+ M

(8,0 ),x) x iy
0',6
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sont continues donc, elles sont uniformément continues sur le compact

fto t1]2 X K. On en déduit l'existence, v; € {1,...,k} de a. > 0 tels que :

siy, y' €K, 0,0 ¢ fe, £, 0,

dly,y") < a, = d(xt.y, xl.y')fge/k
0',0 6',0

Soient Ei = min{ai,e/k,X/k}; de la démonstration des propositions III 2 et

I 2 on tire qu'il existe des Ui > 0 tels que :

Te T ,u) > (V0,60 et t ] v x €K,
1 o 1

d(xt.x , X'.x) < e..

1
B'+1,6+1  6',8

Soient maintenant T € ' I T(XI,U.), Q€ [t t ]k-l, x€vV,
i o 1 o]

1<i1<k
1 1 1
on a d(X .x » XT.x ) < El. < E/k car T € T(X ,ul).
B +T,t +1 0.,t
1 o 1’7o
On remarque que Xl.x reste dans K.
0. +7T,t +1
1 o
d(X2 o Xl.x s X2 Xl.x ) <
92+T,91+T 91+T,to+T 62,61 81,t0
a(x? o x!.x , ¥ o xlx )+
92+T,91+T 91+T,to+T 62,61 01+T,to+T
d(X2 o Xl.x R X2 o Xl.x )
82,91 61+T,t0+T 92,61 el’to



- 14 -

2 . . .
(Xl.x € Ket T € T(X ,uz)) = le premicr terme de la somme est inférieur
91+T,to+T

ou égal a €, s;e/k

D'autre part : d(Xl.x R x5 .x ) < £, = oy
+ + 0
61 T,to T 1,to
donc : le second terme de la somme est également inférieur 3 E/k d'ol :
ci(x2 A x! . x R X2 o x'.x )< 2 €/
09T T e w 6,6 o,,t k
1 2’71 1’76

~

De proche en proche on aboutit i

]k-l

, T A o]
Vx € Vo vO e [to & , d(hx(O), hx(O)) < € donc

| l T(Xl,Ui) est l'ensemble de translations cherché !
1<i<k
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II - CONTROLABILITE DES FAMILLES DE CHAMPS
DE VECTEURS UNIFORMEMENT PRESQUE-PERIODIQUE
SUR UNE VARIETE.

Rappelons le théoredme, désormais classique, de Sussmann et Jurdjevic ‘1], sous
la forme donnée par Lobry dans 77, proposition II 2.1. (La démonstration ori-

ginale est due i Krener).

0 Soit D une famille de champs de vecteurs (autonomes) sur une variété de
dimension n si la dimension de 1'algébre de Lie engendrée par D est égale a n

. P . e +
au point x alors, pour tout voisinage V de x, 1'intérieur de D.X nv est

non vide.

Remarque II.l

Si 1'on suit en détail la démonstration de Lobry, on voit que l'on peut trouver

des champs Xl,...,Xn de D et des réels positifs T €

1f27 -1 02t
tels que si Q est le domaine de R" défini par les inégalités

1'application

Q —— M 2 1
t ) X o o X7 o X (x)
t t t

(t yeees
2 n n 2 1

1°t

est de rang n partout dans Q et son image est contenue dans V.

On a donc démontré en fait que pour tout V il existe un ouvert contenu dans

+ ' 1 . . .
D ,x nv,ot D = {X*,...,X"} est une partie finie de D .

Lobry déduit immédiatement de la proposition précédente

Si dim( L. D)(x) = n alors Dx C int D-+x.



Remarque TII1.2

+
En fait, il découle clairement de la remarque I.l que pour tout y € D .x, tout

ouvert U autour de y, il existe un ouvert § contenu dans U, une partie finie

+.
D 0 le,,..,Xn, Xn+1,.°.,Xk} de I' , un cube ouvert Q de (R ) , des réels
Ah+1,...,xk'positifs, tels que 1l'application
h:Q —M
+1 n 1
(8 yeeey 83K auno X 0 X" oL, Xix
k n+l n 1

soit de rang constant n et h(Q) = Q

La proposition suivante sera donnée sans démonstration. Sa démonstration est
contenue dans celle de la proposition II.2. Cependant ce n'est pas un corollaire
de celle-ci, a cause de la condition d'uniforme presque-périodicité qui figure

dans les hypothéses de la proposition II.2.

Proposition II.1

. . . o
Soit x = (x ,t ) € M x R. Si dim (IL D )x_ = n+l alors, pour tout t_#t ,
o} o’ o o 1" o

Dtxo est contenu dans 1'adhérence de son intérieur.
tl,to
Dans le cas autonome, les ensembles H)Tx et ﬁ)Tx sont égaux pour
tl’to t1+r,to+T

tous x,to,t1 et 7. Ce n'est plus vrai si les champs sont non autonomes.

Ceci nous conduit naturellement i la question suivante : xo,to,t1 étant fixés

peut-on, dans certains cas, trouver un ouvert U contenu dans tous les

+ .
D .x pour tout T € R ? Pour tout T appartenant & une partie de R ?

L, +T,t +T
1 ’o

La proposition suivante est une réponse partielle, mais utile, a cette question

dans le cas ou DD est UPP.

Proposition II.2

Soit x, = (xo,to) € Mx R. Si D est UPP sur les compacts et si

n
dim(1L II))Xo = n+l alors

+ .. . .
v tl#to, Vy € D.x, Vv V voisinage de y, il existe un ensemble de transla-
t.,t
1’70

tions E et un ouvert U tels que
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ve (M D x, ) Ny

TEE ¢ +1,t +1
1 o

Nous aurons besoin d'un lemme topologique;

sa démonstration est similaire a

celle du lemme 3.1 dans 137 et repose sur le théoréme du point fixe de Brouwer.

Lemme II.1

. n . . .
Soient U et V des ouverts de R ' et h U > V une application continue admettant

en chaque point de V, un inverse & droite continu. Soit y € V; alors, il existe
6 > O et un compact K de U tels que

i) la boule fermée de centre y et de rayon § (pour une norme de B{n),
B(y,8) soit contenue dans V.
v
ii) si h : K > V est une application continue telle que
" v
Ilh(x) - h(x)|ls § v x € K, alors

N -
h(K) > B(y,$)

Preuve de la Proposition II.2

Soient ¥ = (x ,t ), % = (x ,t ) dans M X R et soit V un voisinage de x
o} o o 1 1’71 1
k
x., s'éerit : x, = Z1 0...0 Z.%q avec t_. # nk.
1 1 t.,Nn 1
17k nl,to

On a donc Zl(xl,tl) # 0. On en déduit qu'il existe un voisinage V. < V et £€>0

tels que Zl(x,t) # O sur V1 x ]tl-e t1+€[; ce qui implique que l'application :

¢ vV, X]tl-e t1+€[ > MX R

1
(x,9) (2.x%,6)
6
By
e e - V=g(V - +
est réguliére sur V1 x ]tl £ t1+€[_ et que ?( 1 X]tl €t ;[) est un
voisinage de * - La technique est similaire 3 celle utilisée dans le théoréme

3.3, 1]

Ny
\Q H >

[# 5]
He--———-—-—-
h

<
Y
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Supposons t1 >t , pour fixer les idées; une démonstration analogue tient pour

t, <t .,
1 o

. . 4 +
(] D'aprés la remarque II 2, il existe un cube ouvert Q dans (R )n+1

+ +
des champs de vecteurs Xl,Xz,...,Xn 1,Xn 2,Xk de D et des réels positifs

A Y

42" tels que

k

1. L'application :

\
H:Q - Mx R

1

.4

® = (6,,...,0 ) > H(®) = X 0...0 %n+2 o §n+lo...o %% X
1 n+l A A 0
k n+2 n+l 91

o
soit de rang constant, égal a n+l.

2. H(a) c v

Soit o tel que

t.,-€ < t,-a < t et
1 1 1

H(G) N (t=t -a} # ¢

Posons B = Z° oH
AT
h(Q) = W
. Y
Soit Q l'ensemble des @ € Q tels que

+1 k

z 8. + § A, =(t,-a) - t ; c'est un hyperplan de 6.
. 1 . 1 o

1=1 j=n+2

Y]
Si 1'on pose h =T o h et U = m(W) il est clair que

-1. h : Q > U est différentiable

2. v y € U, h admet un inverse local continu.

On remarque que si ® € Q, h( @ ) peut s'écrire B

h @ )= 2l o &K 0...0 xX**? 0...0 Xl . X

1’71 k*Vk-1 Yn+2 Y0+t U4,
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T e
un+2 = to + el +t.o..F 6n+1 + An+2
uk = to + 61 +,..+ 6n+1 + An+2 +,..+ Ak

Posons, pour T € R, @ € Q

1
R (®) =z o x* 0...0 X'x,
t, +1,(t_-o)+1 u +T,u 4T u,+T,u +1
1 o

1 k k-1 1
Si l'on fait en sorte que U soit contenu dans une carte, on peut identifier Q et U
3 des ouverts de R™, 1'application h : Q > U satisfait bien aux hypothéses du lemm
II1 1 donc : il existe 6 > O tel que, si x, € U on a B(x,8)C U et un compact K

2
dans Q tel que (Ih' (@) - h( @) <6 v Q€K

> (h'(K) D B(xz,an.

Or nous avons IIhT( @) - n( @) < 6

' @ € Q et pour tout T appartenant 2 un ensemble de translations, E

(C'est la proposition I 3).

T +
Comme h (Q) est contenu dans D .xq

E¥T .t +T
1 ’o

ona: VT1E€EE, ﬁ(xl,ﬁ) C (]I)Txo) nwv

E . +T,t +T
1 ’o

C.Q.F.D.

. + . . . .. . ~ .
Nous allons voir que ID.x, peut fort bien avoir un intérieur non vide méme si

t
o]

~s
(]L]D)(x-o) n'est pas de dimension maximale.
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Proposition II 3

Si M ainsi que les champs de vecteurs sont analytiques, si

u
# = (x ,t ) €M X R et si dim(ILDD)(x ) = n alors : int(L'.x.) # ¢
o o’ o o t "o

)
81 et seulement si, il existe * = (Xl’tl) tel que
+
a. x1 € ]I).xO
t.,t
1° o

b. (0,1) ¢ (ILJB)(xl)

Preuve

La condition est suffisante

On sait ([1]) lemmes 2-4 et 2-5) que ﬁ;.xo est une sous-variété immerse de M X R

oY n, A,
telle que T* H).xo = (LD)(x),V x € B).*o.

0’
Nous noterons encore Il la restriction a I).xo de la projection (m,t) > m de

M X R sur M.

Y
Soit ®) € ]B.*O tel que (0,1) ¢ (IL]D)-)G1 et soit

Y .
il : T D.%» > T M 1l'application linéaire tangente en x. a II.T
**1 ¥ o Xy 1 * )

> > > "
est un isomorphisme d'espace vectoriel; en effet, soit V= (U,u) € T D .%,
*1 o
>

identifié & un sous-espace vectoriel de(Tx M)* R tel que U € TX M,

1 1

> > > > > . . . >
u € R, T V=UdonclI V=0 © V= {(o,u) ce qui est impossible si u # o
*xl *xl

A"
a2 cause de la condition (o,1) ¢ (H,I)kel, donc : T est un isomorphisme d'es-
*X
. 1
paces vectoriels.

D'aprés le théoréme d'inversion locale, il existe un voisinage U deicl pour la
. c o\ .. .
topologie de variété de H).xb et un voisinage W de X, pour la topologie de

variété de M tels que HIU : U > W soit un difféomorphisme. Le théoréme 3.3, rl]

. hY . Y . L. L . .
nous dit : I).xo ¢ int. I).xo 1'intérieur et 1'adhérence étant relatifs a la
A,
D.

topologie de variété de * .

[o]
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o+ . . . iy
*) € I).xo donc il existe 2 ouvert pour la topologie de I).*O et contenu dans

N o+ . . +
un H).xo. ™HE) est un ouvert de M , clairement contenu dans I).xo.

t
[o}

La condition est nécessaire

. . o+ f s . . .
En effet si tous les points de H).*o €talent des points singuliers de ™ on

; . L. + ", +
aurait d'aprés le théoréme de Sard D.x, = W(E).¥b) de mesure nulle et donc

d'intérieur vide. %
Dans le cas d'un systéme linéaire sur H{n : Db = {Xu} avec
u € RP
u P n n
X'(x,t) = A(t).x + L wu, b.(t), u= (u se-+5u );x € R, b.(t) € R™ et A(t)
=1 i 1 p 1

matrice n X n, on connait le résultat suivant : soient

D, 1'opérateur : (DA V)(t) = -A(t) v(t) + It v(t)

et F(t) la matrice r...(Dz bi(t) ... k€N, ie€ {1,...,p}]

; +

alors, si Rang F(t) = n Vte€R, onalD.x = Rr" pour tous x,to,tl.
t.,t '
17 o

Voir, par exemple F107. En corollaire de la proposition II 3 on obtient,

dans le cas linéaire en posant

H(x,t) = [A(t).x ... D}Z b.(€) ... k€N, ie6dl,...,p}

Corollaire II 1

Soit % = (x ,t ) € IRnx R, si Rang F(t ) = n-1 alors
o o’ o o

. + . .. . +
int(D.x ) # @ si et seulement si il existe t. ™ 't et x. € D
o 1 o 1 t.,t
t0 1° o

tels que : Rang H(xl,tl) = n,

Preuve :
a. la condition dim(H,ﬁf)id = n équivaut a Rang F(to) = n-1.

b. la condition (O,l)‘ﬁ (H,ﬁg)(*l) équivaut 3 Rang H(xl,tl) = n.
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Remérque 11 3

Les conditions fournies dans la proportion I 3 et son corellaire ne sont pas in-
. N . . . . +
trinséques car elles supposent que l'on sait déterminer si X € ]D.xo . Nous
t,,t
1’7o
allons voir, 2 travers l'exemple qui suit que l'on peut tout de méme conclure

‘dans des cas particuliers, méme si 1'on ne connait pas complétement les ensem-

bles D *x
tl’to

Remarque II 4

Nous n'aurions aucun mal & établir un corollaire analogue au corollaire II 1

pour les systémes bilinéaires et non autonomes.

Exemple

Soit sur M = R2 la famille de champs de vecteurs D = {Xu}u
avec X (x,t) = A x + B(t).u,

(7)) 2 = (35 ¢)

+
(xo,to) € M x R, nous nous proposons de montrer que ID.xO est

t
(o}

A

Soit %
o

d'intérieur non vide.

D B(t)=-(o-1)(c93 t)+ ('S“‘t\=0Vtem
A o 1o sin t cos t

' * Kk

donc : V k € N (DA BX(t) = O

On a donc
F(t) = [B(t)), H(x,t) = [A x, B(1))
On voit que Rang F(to) = 1, ce qui exclu que les ensembles D"

t t
1° o

soient d'intérieur non vide
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+

Montrons qu'il existe t, > t et x. € D. x tels que Rang H(x,,t.) = 2
1 o 1 t .t © 1’71
H

1° o

xl(t)

En effet, soit x(t) = (x (t) ‘ la trajectoire d'un X" € I passant par x  au
2

temps to on a

il(t) = - xz(t) + cos t.u

xz(t) xl(t) + sin t.u

En multipliant par sin t la premiére équation, par cos t la deuxime et en retran-

chant membre 2 membre on obtient
d .
i [xl(t) sin t - xz(t) cos t] =0
ce qui implique
i) xl(t) sin t - xé(t) cos f = constante

Supposons que Rang H(x(t),t) = 1 VvVt e, cela équivaut a

ii) x,(t) cos t + x (t) sint =0 V t>t
1 2 o
de i) et ii) on tire
xl(t) = C sin t

-C cos t

x2(t)

.- . + .
S1 vyt > to, v x € D.x on avait rang H(x,t) =1 alors, en recallant les arcs

t,t °
° ®, (t) .
des trajectoires, on voit que si ©(t) = O () € ]I).x0 alors
27 t,t

(,Dl(t) =Csint et
qoz(t)

-C cos t.

+ . . . .
D .x serait donc borné, or on sait que c'est un espace affine donc
t,t

’"o

+

. . . . u
H).xo = {xo} Ce quil est impossible puisque les X sont non nuls.
£t

. . +
On peut donc conclure qu'il existe t > t, et xl_e n)_xo / Rang H(xl’tl) =2

t
l’to
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+
donc : d'apres le corollaire 1I 1, int B).xo ¥ 0.

t
(o]

Nous irons plus loin dans 1'étude de la famille D 2 la fin du paragraphe II B.

Qu'entendons-nous par contrdlabilité ? Traditionnellement, en théorie du contréle,

on dit qu'une famille D de champs de vecteurs est contrdlable si

+
1 Vx€M, Vt €R D.x =M ou bien, \

t
o |
2 VxXEM, Vt €R, Vt, ER t.qt >t,]D+x=M ou bien,
o) 1 1 o
t,,t
1° o
+
3 VxeEM, Vt €ER, Vt. € R t.qt, >t : LJ D.x=M
o 1 1 o}
t€[t1to]

Diverses précisions terminologiques permettent de distinguer ces différents types
de contrdlabilité., Il est clair que les deux derniers cités sont les plus forts du
point de vue mathématique et surtout les plus intéressants pour les applications
pratiques. La définition 3 est la plus réaliste pratiquement.
+
Dans le cas autonome, les ensembles ID .x ne dépendant pas de to et peuvent étre
t
)
. + . + . - L e .
notés DD .x, Aussi les ensembles ID .x peuvent-ils apparaitre comme la généralisati
t
o
+
la plus naturelle des ensembles I)Txo et la condition D .x = M
t
o

v (x,to) € Mx R, comme la généralisation la plus naturelle de la contrbélabilité

+
dans le cas autonome : D .x = M V x € M.

Ce n'est pourtant pas celle que nous adopterons

Définition II 1

La famille D de champs de vecteurs sur M sera dite contrdlable si

+
V (x,t ) €EM x R, U D.x =M
)
6 > ¢t t
) o )



Discussion de la définition

1. Dans le cas ol les champs de vecteurs sont autonomes, on retombe bien sur une

définition classique de la contrdlabilité !

2. Nous avons la une notion de contr8labilité plus faible que la notion 1 ,
puisque le temps eg ot "l'on met le systdme effectivement en route" n'est pas
connu. Nous remarquons cependant que, si dans la définition 1 , on connait le
"temps de départ" effectif du systéme, le temps d'enclanchement de la premiére
commutation (terminologie classique) est inconnu et pourrait bien &tre trés supé-
rieur au temps de départ, t, Aussi, la définition II 1 de la contrdlabilité n'est-

elle pas beaucoup plus faible, pratiquement, que la définition classique.

3. Avec notre définition, nous pouvons interpréter le temps t, comme 1'instant ou

"1'on se met aux commandes'. 90 est la date de mise en route effective du systéme.

Cette définition étant posée, nous nous proposons principalement de démontrer une
condition suffisante de contrSlabilité pour des familles de champs de vecteurs non
autonomes (théoréme III 1) sur des variétés compactes. Plus précisément, je me
propose de généraliser 2 des cas non autonomes, le théoréme de Lobry [7] qui

s'énonce ainsi

. . oo
Soit D une famille de champs de vecteurs de classe € sur la variété
oo .
M de classe C . Si tous les champs sont Poisson-stables et si

dim(L D )(x) =dimM V x € Malors : DY.x =M VY x € M.

Rappelons qu'un champ de vecteur X sur M est dit Poisson-stable si, pour tout x
d'un ensemble dense dans M, tout voisinage de x,V, et tout réel positif A, il

existe t) Aet t'  -A tels que Xt.x €VetX .x€V.
1

t

L'hypothése de Poisson-stabilité est réalisée en particulier quand tous les champs
sont conservatifs et la variété M compacte. C'est le théoréme du retour de

Poincaré, appliqué aux systémes dynamiques particuliers sur MW (x,t) = X .x

t
(voir [4])

Principe de la démonstration du théoréme de Lobry

1. De la condition du rang (dim(L D)x = n x € M) et de la proposition II 2.1
de [2] on tire :¥ x €M  D.x est un ouvert de M. Les D .x formant une partition

de M (supposée connexe) on a D.x = M V x € M.
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. 1
2. Donc, si x € M, y € M on peut trouver des champs X ,...,Xk dans DD et des temps

tl,...t € R tels que

k

(t,)) s
X (t.) 2 /’y)y

(tk

Nous serions satisfaits si tous les t; étaient positifs. La méthode de Lobry
consiste a "remplacer" les arcs de trajectoire "négatifs" par des arcs "positifs"

en utilisant la stabilité au sens de Poisson.

Revenons au cas non autonome. Dans une premidre étape il nous sera facile, en

travaillant dans 1'espace des phases élargi M X R d'établir une condition suf-
- fisante de "faible contrdlabilité". Nous entendons par 13, que pour tout x € M
et tout y € M et tout to € R, il existe des champs Xl,---Xk € D et des temps

tl""’tk € R tels que

(y € l)t eX).
0

A ce niveau, le probléme se pose ainsi :
Peut-on "remplacer" les arcs de trajectoires "négatives" par des arcs de trajec-

toires positives,
Nous rencontrerons les deux difficultés suivantes

1°) Les trajectoires des champs de vecteurs non autonomes, ne constituent pas un
systéme dynamique et 1l'on ne peut pas appliquer le théoréme de Poincaré méme si M
est compacte. On pourrait se ramener 3 un systéme dynamique en considérant le
systéme élargi, d'une manidre traditionnelle 3 MX R . ;nconvénient ¢ on perd la
compacité de l'espace des phases.

Dans [5] et [6] Markus et Sell ont exposé un procédé de construction d'un systéme
dynamique sur un espace de phase élargi Mx ¥ compact et qui '"se projette bien"
sur M. Inconvénient : cette méthode nous semble mal adaptée lorsque 1'on s'intéressq

a des trajectoires de polysystémes.
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Aussi, construirons nous un "théoréme du retour" non autonome (proposition II.1)

qui nous assurera une sorte de Poisson-stabilité,

2°) Si nous réussissons 2 "remonter" les trajectoires négatives (voir figure)

il va se poser un probléme de raccordement des arcs trajectoires, dd au fait que
dans les cas non autonomes, on ne peut pas faire subir aux trajectoires toutes
les translations dans le temps que l'on souhaiterait. Aussi devrons nous faire
des hypoth2ses supplémentaires sur les champs (champs uniformément presque pé-

riodiques),

La proposition qui suit est une sorte de théor2me du retour a la Poincaré, non

autonome, Sa démonstration est similaire 3 celle du théoréme 3.05 [4].

Rappelons qu'un champ de vecteur X est conservatif si pour toute partie mesurable
A de M, pour la mesure M associée naturellement 3 1la structure riemannienne de M

on a M (Xt ot LA) = p(A) Y to’tl € R
1 o
(nous rappelons que X est complet).

La condition X conservatif équivaut 2 dim X(x,t)= ()\/ t € R.

Proposition II.4

Soit M une variété compacte, X € V(M) conservatifaj\={hmg une suite numérique
telle que :

lim Am = +00 , alors,V K>o0
n— +0Q

- presque tous les x € M vérifient la propriété suivante :

(RiPour tout voisinage V de X, 1l existe 9\ et )\' € /\ tels que

A-N'Y Ket X.xev
g AN

Preuve
Soit A une partie ouverte de M et{c{n} une sous suite de telle que

€y <Yk Vnenw,
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+00
Posons Ao,oo= A - %_gd X.A
. ‘ip’<q
qQ)P

{3 Montrons quef‘(AO ) =0

,O0
+0OQ
Posons An °°= X.A - U X o X.A ,
’ o, d, P d oln c{p,efq
q>p

a) sim# n AnA = @.

n,s  m,%0

En effet, supposons m ) 0,

x€A o xEX o X.A Yp,q€N
’ {O’(ﬂ °[.p"~£q
tels que p £ q, en particulier,
x € X o X.A = X.A
oy dy Ao

d : A
onc x € n,00

b) Un calcul ensembliste conduit a :
= X. A .
n’w dos<n 0,00

X conservatif=y p(A ) = P ) N/n € N. M étant de mesure finie et les
n,eo 0,00

A en nombre infini et disjoint ceci n'est ssible que siM(A =0
.00 mbre infin sjoints, i n'est po e q M 0,00)
Soit {Un} une base d'ouvert de la topologie de variété de M, et posons
n€N

B-U wy
n€IN n 0, o0

Montrons que tout x € M-% vérifie la propriété (R) de la proposition IT 1.

En effet, x € M-%(:)Vn €E N, x ¢ (Un)

0,00
e VYnenN,3p,qg€N
tels que p ¢ q et x € X. U

Lpkq "
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La derniére proposition peut aussi s'écrire,v Un’ 3 p,q € N tels que p ¢ ¢q

et X X €U ; comme ¢ -<( 2 K et que gest de mesure nulle (réunion dénom-
q p ? 1P |

brable d'ensembles de mesure nulle), ceci achéve notre démonstration.

2. Une condition suffisante et calculable de contr8labilité des Familles de

Je peux maintenant énoncer le théordme principal.

Théoréme II 1

Soit D une famille UPP de champs de vecteurs sur une variété compacte M, Mo une

sous-variété ouverte et connexe de M si

a) ¥V % = (x,t) € M X R, dim (LD)(x) = n+l

b) tous les champs sont conservatifs alors
1. La famille D est contrdlable sur M,

2. i M_ =M alors :oneM,\/to 6 R, 3 T >t tel que

U D’ x =M

9,8, ©
to§e°<91$T 1%

Lemme II 1

Si dim(LD)(x) =n+l ¥V x e Mox R alors VY X € Mo Y to,t € R avec t1 # t:0

1
on a :
]Dt t %o B Mo
1’7o
[\
Preuve : 1 x_ = 1T (D % ) avec ® =(x ,t )
tat "o (tl-to) o o o’ o

= Tr(,];;.-xo N {t=t1\)

. . o oo
mais dim(IL D )x = n+l V % € Mox R et Mo connexe D .-xo = MOX R

(démonstration standard) donc
D.x N
Dox (N {t=t)} =M x {t} et

TT(D.xo N .[t=t1\ ) = Mo

C.Q.F.D.
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Définition II 2

Soient x,y € M, t,»t € R, nous dirons que y est k-faiblement accessible au

1

temps t. en partant de x au temps t, si

1

yG]D.X
t

t
1’ o

et si 1l'on peut passer de x & y avec k commutations.

Remarque 1I.5 ' ‘

1. Le k de la définition n'est pas unique en général.
2. Le lemme II 1 est une condition suffisante de faible accessibilité ‘

(terminologie évidente.).

Définition II 3

Soient x,y € M t, € R, t1 € R; t1 > to nous dirons que y est presque accessib

au temps t. en partant de X au temps t, si VE >0 et pour tout ensemble de trans-

1
lations E, il existe x € B(x,t) § € B(y,&), L et /3 € E tels que

b+ P>t +X et €D %
° t1+ﬁ’to+q

Lemme I1II 2

Soient M,MO,H) avec les hypothéses du théoréme II 1 alors, V’x,y € Mo’ to,t1 € R!

en partant de x au temps t

tels que to < tl’ y est presque accessible au temps t1

Preuve

.

.Compte tenu du lemme II 1, il nous reste 2 prouver que la propriété Pk suivante

est vraie pour tout k.

P : (\ftoytl € R / tl S to,(y k-faiblement accessible au temps t., en partant

1

de x au temps to)::>(y presque accessible au temps t. en partant de x au

1
temps to)).

Nous raisonnerons par récurrence sur k.

0 P1 est vraie

Soient to,t1 / t].> to’E'> O, E un ensemble de translations. y l-faiblement acces

sible au temps t, en partant de x au temps €, équivaut a

y = X.x avec X € D
t
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donc, y est presque accessible au temps t. en partant de x au temps to

1
(prendre X = x, y =y, L = = Q)

vraie et montrons que P est vraie

Supposons P K+l

k
Soient to,t1 € R / t1 > to, € > 0, E un ensemble de translations.
Si y est k+l-faiblement accessible au temps t1 en partant de x au temps to,

y s'écrit

y=x* x X'eD eiem Vi

Grace a la continpité des solutions de 1'équation différentielle % = Xl(x,t) ar
q . P

rapport aux conditions initiales, on peut trouver D> 0 tel que

1 _ ol
X, 0 .B(xl,O)C: B(x, £/2) avec x| = Xe ¢ X
0’71 1’7o
Deux cas sont 3 envisager :
a) si el >t ¢
A
soit W > 0 tel que
1 1 - 1 ) /2
T € T(X ,¥) dX x5, X x)) <€
t0+'(,91+1 tO’ 1

dont l'existence est garantie par la proposition I.
g P prop

Grace a 1'hypothése de récurrence, on peut trouverfhet < € e T(X1)¥), qui est

aussi un ensemble de translations il € B(xl,v), y € B(y,®) tels que

tl + 3> 91+C( et

- + -
€D X .
7 t1+f5,91+¢ ! (D

d'autre part, il découle du choix de X et N que



x=x X, € B(x,8) (ii)
t +9, 0 +X :
o 1
((i) et (i1))=>y € D X
t1+!3,to+¢

comme il est clair que t1+13> to+(x on peut conclure

au temps t. en partant de

1

b) si91<to'

X au temps to.

L'ensemble de translations E s'écrit

M

1{igp

considérons 1l'ensemble de

A

lgi.gp

E' =

I1 découle clairement des

(0r€e E' et T

Appliquons 1'hypothése de

T(zﬂ}? z' e D,

translations
i
T(Z ,f&/z)

définitions que

€ E')=>0+T € E

récurrence

Jo,ReE", ;1 € B(xl,O), y € B(y,§) tels que

y € D
t1+f5 el+02

y s'écrit donc

k Oesso Yl

t1+]3,Uk_1 U1

y =¥
si 1'on pose pour T€ R,

+HAMT +
PR AT SRR

il est clair que ho(il) =

+ -
X, o

1

6,4

y

_32..

: y est presque accessible
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1 o .X et solent
(gt L8+

Posons )-c =X 1

PO tel que B(;',p) < B(y,§)
$>0 tel que d(x),2)<5=> h°(z) € B(y,0/2)

WY>0 tel que T € T(Xl,\\’) -

1 x* x )< €/2)

d(x X,
t +0+T, 0 +(+T LA +d, 0 +&
o 1 o o

UV un voisinage de x tel que

< U c B(x,,5/2).
.el+<i,to+e£

D'apres. la proposition.I 3 il existe un ensemble de translations, E" tel que :
T
¢ € E"=yd(h (2),h°(2)) < 6/2 Y z e M,

posons

E™ = g'N E" N T(XI,W)

E" est relativement dense dans Rdonc, il contient une suite tendant vers 1'infini

je peux appliquer la proposition II 4 donc :

3J ;G‘D’,%etf’ € E" tels que;

M-X>te -0
o 1
= _ 1 o=
x = X .X € \? donc :
t ++P, b A+
o o’
1 = 1
X X € B(xl,é/Z), comme M € T(X ,V¥),
Q.+, t +4&
1 o
x' %

€ B(il,é) d'ol 1'on tire :
el«iw,toﬂiﬂ’

X1 x € B(il,é) on en déduit que
91+d+r,to¥i+}

hO(xl.%) € B(y,P/2) et, comme )’ € E"
Gﬁ«1+r,t0¥$+m

» = -
h (Xl.x) € B(y,P) ce qui s'écrit aussi
%ﬁhVﬂ-ﬂfR_ _

o
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=Yk , oeene Yl s Xl ;

t, Hh+N ,O, wl+p 6. +w+p ) t o+ A
1 1 1 o

<

formule dans laquelle les temps sont bien ordonnés,
Si nous récapitulons, nous avons

€ B(y:E)

<

LR

€ B(x,§)

eD’ .k
t, RN, E N
1 o

> +P €E et L +X\ €E (card,m,2\,0 € E') et il est clair que

t1+B+P > to+¢+>~ donc y est presque accessible au temps t, en partant de X au

Ceci achéve la démonstration du lemme II 2

Démonstration du théordme principal

Soient x,y € Mo, t, € R, fixons-nous des temps 3] V]

o Iy st d'aprés la

proposition II2 , il existe des ouverts Ul et U2 et des ensembles de translations

E1 et E2 tels que :

UCm ]D+.x

1 Te E O +T, ¢t +T
1 o o
U2 C m 1D+ .y
TEE, O,+%,t+%

Le lemme II 2, nous fournit un x € U, un ;r € U2 L, € E1 N EZ’ qui est un

1
ensemble de translations, tels que :

O +£ < B 4+ et
o 1

+ -

y € D .x (1)
0.+3,6 +X
1 o
(;ceul et X € E1)=>>'<e D’ .x (ii)
' 0 +d ¢ 4+
) )
(y € U, et B € E'2)$ y € Dt .y ce qui équivaut 2

91+f5,t1+f5
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y € D’ ;;r
t1+/3,91+f3 (iii)

((i),(ii) et (iii)=>y € D" .x
t1+Ato+G‘.

comme t1+f3>t0+\'f, ceci achéve la démonstration de la premiére partie du théoréme.

Remarque II 6

On a démontré un peu plus qu'annoncé. En fait on a prouvé que, sous les hypothéses
du théoréme, pour tous x,y € M, t:o,t1 € R / to < t1 et tout ensemble E de trans-

lations, il existe
X ,PE E tels queyG]D+ .X avec t +9< t +/3,
t. +3,t +&L ° 1
1 o
Pour la deuxiéme partie du théordme, fixons nous x € M, to € R
solent Ql,t‘.l,t:2 tels que to < 61 < t1 < t2 A chaque y de M on peut associer un

ouvert y et un ensemble de translations Ey tels que

o C m D .y  (proposition II 2)

+T
y TE Ey tl ,t2+'l'_

~

Soit Y, GQ, toujours grace 2 la proposition II 2 il existe un ouvert Uy et un

ensemble de translations E;’ tels que

UyCQm(m ]D+ .y1)

' +X +
Te Ey t1 ,91 (A

(tl)
h Xy
(t.)
xx 9
(l:o\ X %1



-.36 -

D'aprés la remarque II 6, il existe (Xy, By € Eym E}" tels que

Y1 € ]D+ .X et 91 +f.§, t0 +qY.
O _+
1 ﬁ’y’toqy
' +
V Z6eU, Z€D .y puisqueﬂ € E' donc :
1
. +3,0 +3 yo ¥
17y 1y
Vzeuv,zen? .x
t.+3,t
1y o vy
) + . . v .
Soit Z1 € Uy’ y € ]Dt Bt -2y pu1squef3>y 6 Ey donc; y s'écrit
27y’ 17y
y = Yk 0socoo0 Yl Z].
t2+ﬁ§,,uk_1 ul,t1+f3§

si 1'on pose

h(z) = ¥ 0rero vt .Z,

+ +
t, ﬂy’uk-l ul,t1 b
h est un difféomorphisme donc

Wy = h(Uy) est un ouvert contenant y.

+

D'autre part, W C D .X et les W recouvrent M comme
t +3,t L y
2°y oy

t2+j?)y > to+q:y, on peut conclure en utilisant la compacité de M.

Dans le cas particulier ou tous les champs sont périodiques et de méme période p,

on obtient le théordme suivant

Théoréme II 2

Soit D une F.C.V. conservatifs et p-périodiques sur une variété compacte M,

soit Mo une sous-variété ouverte et connexe de M si
. oo
Y % € MOX R dim(IL D) % = n+l alors,

1.V(x,t ) €M X R, M C D" .x
o] (o] (o]

t
(0]

2. si M =M alors,\V/ (x,to) €EMX R, 3 k € N tel que

U ]D+ X =M

<+
o<k sko to kp,tO
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Preuve

Dans le cas de champs p-périodiques, on peut refaire une démonstration analogue
a celle du théoréme I 1, dans laquelle 1l'ensemble p Z jouera le rdle des en-
sembles de translations. Avec les hypoth2ses du théordme, on montrerait que

Vx,yeMo,ak',kem / k'S kyoet

y€]D+ ‘X
+k' +
tokp,t0 kp

Or, on a déja remarqué que si les champs sont p-périodiques, ce dernier ensemble
est égal 3a
+
D .x

L
t0+(k k)p,to

La deuxiéme partie se démontre comme la deuxiéme partie du théoréme II 1.

Pour se convaincre de la non vacuité des hypothéses I1 1 et II 2, voici un

exemple.

Exemple II 1

a L'espace des phases sera la sphere 82

82 = {(x,y,z) € ]R3 / x2+y2+22 = 1\

. 2a 2
On considére les ouverts de S

U

1 SZ-{(x,o,z)/x)/o\

82 -{(x,y,o)/xs o.&

Y

Soit p € U5 %5,z les coordonnées de p dans ]R3. On pose “?l(p) = (Qp) ¥(p)) ou
simplement (V,¥) ¥ etV étant déterminés par les relations

x = cos¥ cosW¥
y = sin¥ cos ¥
z = sinWV¥

IWI{T , o< ¢ 2
2

] 1] ) )
Sip € U, on posera \Pz(p) = (P,¥); ¥ ety étant déterminés par les relations

cos\?. cos\W '

x =

'
y = sinV¥

1 ]
z = sin™ cosW¥

N"UTT y 1N ¢TT
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Il est bien connu que @ et ¢, sont bien définies et que
(90:’,= {(U1,¢1),(U2,¢2)} est un atlas de S2 considéré comme sous-variété de lR3

U )
En fait (@,y) ou (@ ,¥ ) sont des coordonnées sphériques du point p.

. . . ; 2 . . . .
O Soit g la métrique riemannienne sur S induite par le produit scalaire usuel

de R3. Si p € U, les coniposantes g(p), g(p), g(p) de g au point p dans la base

VY .y e,

{(__3_) s (_8_) } de T 82 valent respectivement 1, O et cos2 V.
0p . oY . P

1

Sip € U, on obtient pour g(p), g(p), g(p) les valeurs 1,0 et cos2 v
| vyt Pt 0L

O Soient les champs de vecteurs sur U1 définis par :

Uy = Y 2 u 2
X (p,t) X(p(p,t)(a(p)p + Xw(p,t)(aw)

avec u € {0,1} et :

x4 (p,t) = 3 sin® siny cos p + f(t).u
(*) { ©
X;)l (p,t) = cos® coszw

ot f(t) est une fonction différentiable presque périodiqué et strictement

positive si p € U_ N Ul’ exprimons Xu(p,t) dans la base

2

On a les relations suivantes :

3 _ (939 d ay' 3
(1) (—a<p) (——w)(p)(———w.)p + (aw)(p)(_'aw )p

By = (292! 3 ay' 9
(2) (aw)p ( Bq))(p)(w,)p + ( N)(p)(w,)p

(3) cos® cos ¥ = cos¢P' cos lb'

(4) sin@® cos Y = sin 'JJ'

. ' 1
sin © cos Y

(5) sin V¥



- 39 -

En dérivant (4) par rapport 3 ¥ on obtient :

v AY!
cos® cos y = cos P 3%-

Compte tenu de (3) il vient :

(6) %}% = cos¢@'

a 1
En dérivant (3) par rapport 3¢ et en remplagant —5% par la valeur trouvée en (6)
on obtient : o
' ] ]

(7) %% - si.n2 Y sin¢

cos '

Par des calculs analogues on trouve :

' —~sin @' sin '
oy cos Y

(8)

' _  cos @'
(9) Y cos Y cos Y'

Compte tenu des relations (1) 2 (9) X"(p,t) admet dans la base {(3(%—,-) ,(£T)}

les composantes :

. ] . 1
x" (p,t) =3 si.n2 v sinz(p' + cosz(p' + f(r) 2209 28 LA
0 cos Y
(363)
X" (p,t) = 2 sin ¥' cos Y' sin @' cos ¥' + f(t) cos ¢©'.u
w'
Les fonctions Xu' et Xu' étant différentiables par rapport 2 (¢'s¥',t) sur
w .
]-‘IT an] lzr- -g- [ xR, les formules (*) et (#*) définissent bien des champs de
vecteurs sur Sz.
a Les champs X", u € {0,1} sont conservatifs.

En effet, si p € U, on a, relativement aux coordonnées (¥,y)

. 1 ) u ) u
div. X'(p,t) = = [ () o] +2 &“.t) el | g =
P /]_g| P o W ¥

i

= coszw d'ol : Vt € R
0 cosw '
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1
cos Y

2

aw(cos © coszw)] = 0

divp Xu(p,t) = [é% (3 sin @ sin Y coszw) +

compte tenu de |y]| < %

] 1
Par un calcul analogue dans U, relativement aux coordonnées (® ,y ) on montre que

2

VteRr, Ypeu divau(p,t)=O

2

i
o

Donc divp X"(p,t) = C.Q.F.D.

a La condition d'uniforme presque-périodicité est vérifiée :
o 4 . . e 1 2
X° étant autonome, il suffit de vérifier que X  est U,P.P. sur 5 .

a) X1 est U,P.P. sur U1 : Montrons que les composantes Xi,et Xi de X1

sont U.P.P. sur Ul'

1 . .
- pour Xw c'est évident; Xi est autonome

1 -
0

- pour X

Soit ¢ (1) = sup le(x,t+T) - X;(x,t)|

€U
9
te€R

= sup | f(e+1) - £(t)].
teER

On vérifie facilement que
* (1) = (-7)
*  (t+0) =@(1) +0©(0)

d'ot 1'on tire : |p(t+T) -go(t)| <@(t)donc :VteR,V T €R

| o(t+1) - o(t)]| < sup | £(e+T) - £(t) |
t€R

f étant P.P. on en déduit que ¢ est P.P,.
On déduit de la propriété II 1 que la famille

S oyd
0,1 {%p (x,)}erl est U.P.P,

1
oA 0 ) hay ese u.p.p.

1

(%; indépendant de t)
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53 et 557 sont uniformément bornées sur U. donc Xll s, restriction
®Y,1 v,1 1 U1
1

de X" a U1 est U.P.P. sur U1 d'aprés la propriété II 4; ce qui s'écrit aussi

5531 = {Xl(x,)} est U,P.P.

x€U1

b) Xl est U,P.P. sur U2 :

1 p p . ~ .
X¢ n'étant pas borné sur U2 nous ne pouvons appliquer la m@me méthode.
Un calcul direct donne :

1
©

2 ]

||X1(x,t+T) - Xl(x,t)”j = (X; (x,t+1) - X (x,t))2 cos” ¥

+ (xb ) - xb (x,1))2
v v

= sin® @ sin ¥ cos? ¥ (£(t+0) - £(e))° + cos? o (£(e+1) - £(£))2 d'od,

si 1'on pose v(T) = sup lel(x,t+T) - Xl(x,t)”x, v(t)< V2 [£(t+1) - £(¢t)

x€U2

teR

Par un raisonnement déja rencontré plus haut on montre que
| v(e+) - v(e)| < v(T) < V2 [£(e+1) - £(b)|
(v(1) existe pour tout T car f est bornée, toute fonction P.P. est bornée)

-donc f étant P.P., v est P.P.

On tire de la propriété II 1 que

Esfz = {Xl(x,)} est U.P.P.

x€U2

c) X1 est borné sur 82 donc : les famillesg;1 etggz sont uniformément bornées et

d'apreés la proposition II 2 S;;LJ 9?; est U.P.P, ou, en d'autres termes

X; U.P.P. sur 82

O Soit M, = Ul' La condition du rang est vérifiée en tout point de U1 x R

En effet les champs de vecteurs X et ¥ définis par
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N 3 sin® cos ¥ N f£(t)
X(#) = cos® cosztp » Y(x) = Y
1 0

avec x = (x,t) @ et y coordonnées sphériques de x, sont dans L. ]D (Evidemment

les coefficients des vecteurs colonnes sont les composantes de X(x) et Y(-x-) dans

] 0
la base{(-;ﬁ-a)_x , (?)Tp-)x R (E-E)xg de Tx(S X R)

D'autre part,

voooA * 2
X Y] (%) = -sin¢ cos'y £(t)
0

NV * 2
[y Xyl]lx-= (cosq,') cos y fz(t))
0
Le signe x signifie que la composante ainsi notée ne nous intéresse pas, on se

dispense de la calculer,

. A, N N . . .
Si ©=0 X(x), Y(%) et [X Y] (%) sont linéairement indépendants
r

Si @=0 X(x), ¥(x) et [X

R
<~

1] # sont linéairement indépendants

. n,
donc : dim (L D )(s) ntl Vx€eEM, xR

Conclusion : D est contrdlable sur M0

Dans 1'exemple qui suit, 1'espace des phases ne sera pas compact. De plus, la con-

dition du rang n'est pas réalisée pourtant, on a la contr8labilité.

Exemple II 2

Soit, sur M = ]Rz, la famille de champs de vecteurs déja rencontrée au chapi-
tre I
D = {Xu} avec
u€lR
u
X (x,t) = A x + B(t).u
_{0-1 _fcos t
a=(7 7%, Be =g
u W
si x% et XV € D on vérifie aisément que[ X X ] = 0 donc : pour tout

p = (xl,xz) €M, t € R, si 1'on pose % = (p,t),

-X, + ucos t
2

n
(l.]D)x={ x1+usint ,uGJRS

1 E.V.

"
donc : dim ( L D)x = 2,
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Nous allons voir que malgré cela ID est contrdlable et que l'on a méme mieux. En

effet, pour tous Po’Pl €M, to’tl € R tels que tl-to =7 , il existe

+
0 .P .
o € rto £t et 61 € |_t1 £+ 2n] tels que P1 € ]l)el’eo Po

. . . +
Pour le montrer, il suffit de regarder de plus prés la géométrie des DD .P

o]
8,0

Les champs étant linéaires et u prenant toutes les valeurs dans R (espace vecto-

. . . . + .
riel) on sait, c'est un résultat classique, que D .Po est un espace vectoriel.
3
)

On peut déja remarquer que si g # 60, IDé+6 .Po n'est pas réduit 2 {Po}.
o
D'autre part, on a :
D* P =n(D' .(P,0 )(voir Ch. 0)
do B =T Ao "(Bys0,) (voir cCh.
) o
v o+ o
. c . ]
D_ (2 .6) b, Xo_o (B 6)),

o [0}

n, \,
(L B, x> .(P,0))
o 9-9 o’ o
o
. . . . v Yo
désignant la variété intégrale maximale de Il..0 ID passant par )(e_e .(Po,eo), dont
o

1'existence est assurée par le théoréme de Frobenius. (Voir théoreme 3.9,[1]).

On a de_]a Vu que tous les crochets de Lie dans 1D sont nuls; on en déduit que

II..o ]D » qul est engendré par les différences et les crochets de Lie d'éléments de
N
D est de dimension 1 et que si (P,6) € M x R,

cos B
n
(. ™)(P,d) ={ sin 6 }
o

0 E.V.

ox.), m' .p
e}

On en déduit que si M = ]R2 est rapporté au systéme d'axes (Oxl, 92 Iy g
3
o

est la droite passant par Xg 0 'Po et faisant avec 1'axe Oxl, 1'angle 6, défini
b
modulo T, °

Pour terminer notre démonstration donnons nous P ’Pl € M, to € R, t:1 € R, t:1>t:o

On vérifie sans difficultés que la trajectoire X t ,p du systéme libre, est 2y
’

périodique. Son graphe est le cercle I' centré en O et passant par Po
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x
? 2
A
R P
f; 1
¢4
d
-
R %
r'l
. o o .
Pour tout t, les points Xt+ﬂ,to'Po et Xt,to'Po sont symétriques.

Soit A la droite passant par P, et O et soit a l'angle (déterminé a k7 prés)

1
formé par A et Oxl. A coupe T en deux points P2 et P3 diamétralement opposés.
. = y° '
Soit t, tel que P, th,to.Po, 1'ensemble L, + 7 ZZ rencontre rtl €, * m] donc
t, + 1 = .
£, € [tl 1 1 tel que by = £, (modulo m)

D'autre part, l'ensemble @ + m Z rencontre [t3 t3 + n] donc, il existe T € [b ﬂ]

tel que
o = t3 + 1 (modulo w)
o o
X . = X .P =P_oul
t3+r,to+T o t3,t o 2 3

0 +
car X est autonome. On conclut en remarquant que ]Dt

3

+T,to+T'Po est la droite
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passant par P2 ou P3 et faisant avec Ox1 1'angle E,*T. Comme ta+T = @ (modulo w)
PR + _
on en déduit que n%3+T,to+T'P° = A .

= t_+T on a bien :

Si1' 6 =+t +1, 6
1 1'on pose o to T, 1 3

6 eflt t +m]
o o o
o, €lt; £ +2 ]

+

P € D .P C.Q.F.D.
o
1 61,60

Remargue

Pour la famille D ci-dessus, on n'a pas en général H{+.P° = M. Prenons

o

+ . . .
P0 = (0,1), t, = 0; I% -P; est l'ensemble fermé des points extérieurs au domaine
o

limité par T
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III - COMPARAISON DES TRAJECTOIRES
DE DEUX CHAMPS DE VECTEURS VOISINS
SUR UNE VARIETE.

Soient une variété M,X,Y deux éléments de V(M) rto,tl] un intervalle borné,

Xx €M, € >0

1. Peut-on dire que si X et Y sont assez voisins, dans un sens a déterminer, alors
d(X.x , Y.x )< € pour tout t € [t t 7?
o 1
t,t t,t
o o
2. d(X.x , Y.x )< € pour tout t € [t_t Jet x €M?
o 1
t,t t,t
) )

< . s s N n
On peut trouver une réponse (classique) a ce probléme dans le cas ot M = R par

exemple dans [17]. Dans le cas ou M est une variété quelconque, on peut trouver

dans des articles de recherche (voir [13] par exemple) une réponse similaire dans

laquelle on utilise un recouvrement de la trajectoire X.x considérée comme tra-
t,to

jectoire de référence par des cartes en nombre fini. On se raméne ainsi au cas

M= Ilp. Pour notre part, nous avons préféré donner une démonstration intrinséque

(n'utilisant pas les cartes), outre qu'elle nous semble plus élégante cette méthode

nous permet de répondre 3 la question 2 méme dans des cas ol M n'est pas compacte.

Soit M une variété munie de la métrique riemannienne g, et de la connexion de Levi-

Civita V, associée. Voir r14] ou r15] pour les définitions.

Rappelons, cependant, quelques définitions et propriétés.

Définition IIT 1

Soit x € M, on dit qu'un ouvert U contenant x est un voisinage normal de x, si il

existe dans EM un voisinage ouvert étoilé de O tel que : exp : V > U soit un
X
difféomorphisme.
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Définition III 2

On dit que U est un voisinage convexe normal de x si

i) U est un voisinage normal de x
ii) pour tout couple (u,v) de points de U, il existe une et une seule géodésique

o : [0 1] > M minimisant la longueur telle que o(o) = u, o(1) = v
u,v ’ U,V a,v

iii) o est l'unique géodésique reliant u & v et contenue entidrement dans U.
u,v

Propriété III 1

Tout point de M admet un systéme fondamental de voisinages formé d'ouverts convexes

normaux,

Propriété III 2

Si U est un ouvert convexe normal, l'application 0 : [O 1] x UxU->1U
(tyu,v) o(t)
u,v

est de classe C™.

Définition III 3

On appelle rectangle ¢” dans une variété M, toute application Q : [a b]><[c d]-+ M

- .
qui soit la restriction d'une application C définie sur un voisinage ouvert de
fab] x fedl

Notations

-siuce€(a b], Qu désigne 1'application de [a b] dans M définie par Q(v) = Q(u,v).
- si v € [cd], QV désigne 1'application de [a b] dans M définie par QV(u) = Q(u,v).

- si Y est une courbe différentiable définie sur un intervalle fermé, on notera

|Y| la longueur de Y.

Définition 111 4

On appelle déformation de classe c” d'une courbe y : ‘? b] + M de classe Cw, tout

rectangle Q : [a b] X [c d] > M de classe C tel que Q° =y

Exemple
Soient : U un voisinage convexe normal, u : ‘}c c] >Met v: [-c c] - M

deux courbes différentiables dont 1'image est dans U. Q : o 1] x [-c c]+M

définie par Q(s,t) = o(s) est une déformation de classe cCdey=o0 .

u(t),v(t) u(o),v(o)
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Remarque III 1

Si U est un voisinage convexe normal, le carré de la distance est différentiable
sur U x U.

On dira qu'une partie K d'une variété M posséde la propriété (P) si il existe

£ >0 tel que : ¥ x € K la boule ouverte B(x,E) est contenue dans un voisinage

convexe normal de x.

Exemples :
1. Si K est une partie compacte d'une variété quelconque M, on a la propriété (P)

2. Si K=M=R", on a la propriété (P).

Nous allons généraliser 1l'exemple 2 en montrant que toute partie K d'un espace
homogéne M poss&de la propriété (P).

Rappelons ce que l'on entend par espace homogéne.

Définition III 5

On dit que la variété M est un espace homogéne si il existe un groupe d'isométries

G agissant transitivement sur M.

(Voir [15] ou [16]).

Proposition III.1

Tout espace homogene possdde la propriété (P).

Preuve
00 Nous allons d'abord montrer que 1'image par une isométrie d'un voisinage

convexe normal est un voisinage convexe normal.

Soit @ une isométrie de M, Iix un voisinage convexe normal de x. Par définition,

il existe un ouvert étoilé V dans TxM tel que exp : TM * N soit un difféomor-

. x x
phisme.
Soit V' =9 (V), V' est un ouvert étoilé de TM 2 cause de la linéarité de
*x p(x)
® .
*eX

Montrons que exp est un difféomorphisme de V' sur @(IN).

P(x) X

11 suffit de montrer que le diagramme suivant est commutatif.

v ___1521_4.v'
exp exp
X " P(x)

N — 3 @0(N_)
X P
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v L -1
Aut t dit = .
utrement dit, que @ o exp_ o ¢*x eXPy (1)
Le premier nombre étant une fonction composée de difféomorphismes on aura gagné !
Pour le prouver il suffit de remarquer

a) que @ envoie les géodésiques sur les géodésiques, voir proposition 2-6 IV
dans [15] vol.l.

b) si on pose @(t) = (@ o exp o ¢;}1()(tv) avec v € TM en différentiant par

#(x)

. rapport a4 t on obtient

]
S
o
[= %

(p&o) | (exp t Q*-i v)

t=o

Il ne reste plus qu'a montrer que ¢(]Nx) satisfait aux conditions ii) et iii) de
la définition III 2.
C'est évident compte tenu de a) ci-dessus et du fait que @ est injective (voir

définition d'une isométrie dans [15] tome I p. 161).

O Pour conclure, considérons un groupe G d'isométries agissant transitivement
sur M, et fixons-nous x € M, Il existe § tel que la boule ouverte B(x,$) soit
contenue dans un voisinage convexe normal ]Nx de M. Soit y quelconque dans M,

3 P €G tel que y = #(x).
#(B(x,8)) = B(y,8) C ¢(]Nx)

¢(]Nx) étant un voisinage convexe normal de y, c'est terminé.

Lemme III 1
Soient, K une partie de M, B une partie de V(M), I un intervalle de R. Si
a) K vérifie la propriété (P)
b) B est uniformément bornée sur K x I alors il existe § > O tel que :
V x 6 K, E{le, voisinage convexe normal de x tel que si 6 € I, o' 61

l6-6'|<6 X€B et xx€KkK V te /[0
t,0

)
alors Xt,e € N V.t € [60"].
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Preuve :
Soit X € B,0€ I, 8' 6 I et A = sup(|| X(x,t)|| )
: XEB x
(x,t)€EKxI

5i 1'on note 2(X,x,06,6') la longueur de l'arc de trajectoire [8 6'] > M, on a :

t X.x
£,6
e'
2(X,x,0,8') = | | x(x.x ,t)|| dt.
t,o' X.x
0 t,o'
Si X.x €K Vtefe6'] ona
t,0
2(X,x,0,6') < |6-6"| A, On voit qu'il suffit de prendre n = -f:, g étant

tel que, V X € K B(x,£) est contenu dans un voisinage convexe normal de x, ]Nx'
En effet, ¥V t 6[6,6'], si]6-8']<n d(X.x,x)< L(X,x,0,t)< L(X,x,06,0')<& donc :
t,0

X.x € B(x,8)C N C.Q.F.D.
£,0

Lemme III 2
Soient o0 : [ab] > Met T : [ab] + M des courbes différentiables telle que

1. o(a) = 1(a)

2. o(s) # 1(s) s € Jab ]
Alors la fonction & : [ab] > R définie par §(s) = d(o(s),t(s))admet, 2 droite de a
une dérivée 6'(a) et §'(a) =|| o(a) - t(a)|]

d d 3* * g

On pourra trouver la démonstration de ce lemme dans [14.]

Dans ce qui suit, V désigne la connexion de Lévi-Civita.

Lemme III 3

[=-]
Soit Q : [ab] x [-¢ c]—> M une déformation de classe C d'une courbe X, uniformémen

paramétrée, non réduite 2 un point, et soit &(s) = [Q%|. Alors % est dérivable en o

et
L' (o) = _b_:_a_[g((Qb)(o),Y(b))-g((Q )(0),¥(a))
¥* * a *

Yl v(b) Y(a)

b
-/ g ((VY.)(u),(Q )(o))du
/ Y (u) Y: Y x ]

3
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Pour la démonstration de ce lemme voir [14] ou I'IS]. Nous utiliserons également

le lemme de Gronwall sous la forme suivante :

Lemme III 4
Soient to < tl, o et y deux fonctions continues de rto tl] dans R. 8i a(t) et

y(t) sont positives sur I-to tl], si a et b sont deux constantes strictement posi-

tives et si on a 1l'inégalité :

t . .
a(t) < a+bj a(t) v(t) dt pour tout t € [to tl] alors
t

)
13/F y(t) drt

a(t) < a e t, Vte€ |'to tl]

Lemme III 5

Soient K une partie de X, X € V(M), I un intervalle tels que
a) K possdde la propriété (P)
b) X est borné sur K x I

c) il existe une constante k telle que : Vv (x,t) 6 M x I, ¥ v € Tx M
| (v X e < k |v]]
v X X

) ]

Alors, 36 > O tel que, vx € K, y90,6 € I tels que |6-8 |<§&; si

|| X(x,t)-Y(x,t)|| < € sur K x I et X.x € K, Y x € K ¥V t €[o &1 on a
t,0 t,0

k|e-6'|
d(X.x, Y.x) < e |6-08'| e
0'e o6
Preuve
Soient € = 0, Y € V(M) tels quel| X(x,t)-Y(x,t)“xS € sur KxI. B = {X,Y} est
uniformément bornée sur K x I; il découle donc du lemme III 1 qu'd §> O tel que,

Vx €K,3 ]Nx voisinage convexe normal de x tel que si |6-6'|[<§alors

vee [o'e].

X

XK.x 6N _etY €N _ siXx €K et Yx€K V teloo'],
t,0 t,6 t,0 t,0

Fixons-nous eerto tl] et posons pour x € K P(t) = X.x , q(t) = Y.x si
: t,6 t,o

P(t) € L q(t) € N_ (ou N _ est un voisinage convexe normal de x)

ra
. .\)
"
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Désignons par o : [o 1) > M 1'unique géodésique minimisant la distance
p(t),q(t)

et telle que o(o) = p(t), o(1) = q(t).
p(t),q(t) p(t),q(t)

On notera 1 le transport paralléle de p 2 q le long de op q (voir rlA],[IS] ou

] L
[16] pour la définition du transport parall2le).
Posons V(t) = 1 X(p(t),t). On a : V(t) € TM
p(t),q(t) q(t)

O Si p(t) # q(t) et Y(q(t),t) # V(t).

Posons st(u) = exp u.V(t)
q(t)
a(t) = d(p(t),q(t))
Gt(u) = d(q(t+u),s§u))
Bt(u) = d(p(t+u),st(u))
a (u) = a(t+u).

Pour chaque t,u pour lesquels les expressions sont définies, on a les relations

suivantes entre o , & , B
t t t

i) o (o) (6, + B.)(0)

X

ii) at(u) < (ét + Bt)(u) ainsi que les propriétés suivantes
iii) a est dérivable au voisinage de O

iv) Gt admet une dérivée 2 droite de O et

(8 o) = ll¥ae),0-veell
En effet

d | q(t+u) = Y(q(t),t)
du

" (s )f0) = V(B)

Comme V(t) # Y(q(t),t) on a, pour u # o et assez petit q(t+u) # st(u). On peut
donc appliquer le lemme III 2

4
v) 8, est dérivable en O et (Bt)(o) =0
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En effet, si 1'on considere la déformation Q de o définie par :
p(t),q(t)

Q: [01]x e c] > M, Q(s,u)= o(s)
p(t+u),st(u)

¢ étant choisi assez petit pour que l'on reste dans n«x, alors :
u
A (u) =
A Q"

Si 1'on remarque que :

a) (QOL(o) X(p(t),t)

(QIL(O) = 1 X(p(t),t)

‘P(t),q(t)
b) (o (1) =1 (o ) (o)
p(t),q(t) » p(t),q(F) p(t),q(F) *

(C'est une propriété des géodésiques)

c)  (V ox)(u)=o Yue [0 1]
(oz(u)

ou 0 est mis pour © et compte tenu du fait que la connexion de Levi-Civita
p(t),q(t)

conserve le produit scalaire, 1l'application du lemme III 3 donne le résultat cherché

De i), ii), iii), iv) et v) on tire : (at)'(o)g (Gt)'(o) + (Bt)'(o) d'ou ;
d

a'(t) <[ ¥(q(t),e) - © X (p(r),t)||
p(t),q(t) q(t)

< || Y(q(t),t) - X(q(t),t)||

q(e)”*

|| X(q(e),£) - v X (p(t),t)||
p(t),q(t) q(t)

On sait que q(t) € K, et t € I

2 || X(q(t),t) - Y(q(t),t)]| <e .
q(t)

Pour le second terme du deuxilme membre, posons W(s,t) = X(o(s),t) - T X p(t),t))
p(t),o(s)

W(s,t) € TM,
a(s)
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On se raméne 3 TM en posant.ﬁ(s,t) =71 W(s,t).
q(t) o(s),a(t)

On remarque que :

Il x(q(t),€) - ;(t)’z(t)(p(t),t)”q(t) =llwa,e) - w0,
Montrons que :
tim L (G, -ﬁ(s,t)J existe.
Nous la noterons g% -ﬁ(s,t).
—é— [W(s+0)t) - W(s,t)] =% T T W(s+6,t)-W(s,t)]

a(s),q(t), o(s+6,0(s)

d'ot lim % [W(s+0,t) - W(s,t)] vaut, si elle a un sens
>0
T (v W(,t))(s)
0(s),q(t) 9fs)

(On applique la définition de V et le fait que T est un isomorphisme de

pPsd
TpM sur TqM donc, est continu).

I1 nous reste & montrer que (V W(,t))(s) i un sens.
O
I1 suffit d'observer la définition de W en effet :
a) (v  X(o(.),t))(s) existe
afs)
b) le champ de vecteur sur o
s > 1 X(p(t),t) est autoparalléle donc :
p(t),o(s)

v (s » 1t X(p(),t))N(s)=o0
qés) p(t),o(s)

On déduit de a) et b) que :

%jhs,t) =1 (v X(a(.),t))(s) et
s o(s),q(t) afs)

W,
”—(S,t)”: “ T (V X(O('),t))(S)I
o q(t) o(s),q(t) ofs) q(t)

= v K@), el

o(s) o(s) *
¥

car le transport paralléle conserve le produit scalaire et donc : la norme.
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On a donc :

o' (t)< e +||W(1,t) -W(o,t)llq(t)

Soit W(s,t) =
i

neg

wl(s’t)(§% ) , la décomposition de W(s,t) dans la base de
tq(e) -

T.M attachée au systéme local de coordonnées (U, xl,...,xn) autour de q(t); on a :

q(t) _ .

1

.
WL,t) - Wo,t) = £ (W.(s,t) - W,(0,t))(=)

=1 1 1 Bxi i
1= q(t)
n 1 oW

= = 3 (/ —L (s,t)ds )(i)
'=1 IBS axl
t o q(t)

1
- = 2= ) (—— d
[EORENOLTEN 1] x5 gy asll g,
o

ds
1q(t)

1
< / ||§!’.(s,t)||q(t) ds.
as
.~
D'oti 1'inégalité :
1
' W : ou
a'(t)< e + jll " (S’t)“q(t)ds
A .

1

()< e+ | 1T X)), 0)s)]]
2}5) (s)

J'applique 1'hypothése relative a la dérivée covariante, il vient :

vi) a'(t)< e + k a(t)

si p(t) = q(t), a(t) =0
Si Y(q(t),t) = V(t), le lemme III 3 nous donne : a'(t) = O donc :

la formule vi) est vraie pour tout t € [0,8']

Supposons 8' > 6 . Pour tout t € [86'] on a :
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t
a(t)< e (8'-9) + J[ k a(s) ds
t ° t
a(t) a(s) ds a(s) ds
t-0 Se+k.{t-e s€+k‘és_e

L'intégrale du dernier terme a bien un sens du fait que X admet une dérivée

a2 droite de 9,

Appliquons le lemme III 4, il vient :

Q
~
(md
~

k(t-96)

< ge

rt
]
<D

a(t) < e (t-0)e K(E79)

Dans le cas 6'< 6 , on écrit : Bt(u) < Ott(u) + st(u) vtefloes']

(at)'(o) > - (Gt);(o)

et 1'on poursuit comme dans le cas 6'> 0 ,
Finalement on obtient la relation : V Y € V(M) telle quel| X(x,t) - Y(x,t)“x < €

sur K x I, si 6,0' € I [6-0'| <6 et X.x et Y.x 6K V¢t € [66'] alors
t,0 t,0

kje-o'|
d(X.x , Yox ) < € |6-98'|e
6',6 6',6
C.Q.F.D.

Proposition III.2

Soient X € V(M), X € M, to, t1 € R, € >0, Vo un voisinage compact de X K un
voisinage compact de ¢(ftot1]xvo) @ étant définie par

#(t,x) = X.x

et

Alors, il existe u(K,xo,to,tl,E) tel que
(Y € V(M) et ||¥Y(x,t) - x(.x,t)llx < u(®,x_,t_,t ,e) sur Kx [totl]

= (d(Y.x , X.x )< € sur V x [t t ])
o ol
bttt
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Preuve :

Soit B = {Y € viM)/|¥(x,t) - X(x,t)“x_<_ 1 V(x,t) € Kx [totI]}

1. B est uniformément bornée sur le compact K x rtot1]°

2. A cause de la compacité de K x rtotlj, il existe k(K,to,tl) telle que

v(x,t) € K x [totl], Vv e€E TxM on a :

Il(vv X( ,t))(x)”x‘s k(K,to,tl).I v||x

3. K vérifie la propriété (P), puisque c'est un compact.

Nous pourrons donc appliquer le lemme III 5, donc : il existe 6 > O tel que :

vx €K, 6,0' € [tot1] o
, sz

| Y(x,t) - X(x,t)” < uwsur Kx [t t ], X.x €K, Y.x € K alors
X ~o 1 gig 8',0

k(K,t ,t.) |e'-8]
(#) d(X.x, Y.x) < ule'-6]e ol 1.

8lo 8',6
1 * i = -
Soit P € N tel que\ t1 to\s § , posons § to,e1 t to,...
P P
6, = k(t-to) R I

L'application :
2
tt] xK > ;:x
((6,08'),%) 6.6"
est continue donc, rtot1]2>< K étant compact, elle est uniformément continue. On

en déduit 1l'existence d'un ¢ >0 tel que :
€
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d(y,z2) < ¢

o
et
d(e,A) <o 2 (dX.y, X.z ) < €/p))
€ ' ]
8,8' A,A
et _
d(e',x'") < o

2
pour (6,8',y)(A,)r',z) dans [tot1] x K.

En particulier : pour tout (6,8') € [tot1]2 et y,z € K,

')SE

(*) d(y,z) < o 2dX.y, X.
€ 9 /P

z
6,8' 0,0
Soient A = d(¢((tot1] x V),Fr K) = inf {d(x,y)/x € ¢([tot1]x V), y € Fr K}

(en convenant de poser A = +« si la frontidre de K est vide) et

e' = min {ae,e/P,A/P}.
Choisissons u(K,xo,tO,tl,s) de telle sorte que

k(K,t_,t,) Itl-to l

K t ,t ,e).|t -t <e!
U( ’xO’ o’ 1’ ) I 1 Ole P
P

La démonstration s'achéve ainsi : d'aprés (¥) V¥V x € Vo

d(X.x , Y.x )< €' < E/p (%xx)

6 .0 0.,06
1’ o 1’ o

d(X.x , Y.x ) = d(X.x X.x , Y . Y.x )

8 8 6..6. 6.6 6. .6 6.6
8,08, 95,9, 21 1, 0 271 "1’
< d(x Xox , ¥ . Xex ) +d(Y . Y.x , Y . X.x )
) 6.6 6.6 0 9 6,8, 0.6 ©..6. 6 .0
209 9929, 9,8 81,8, 2’1 170 2°1 1’0

Grace 2 (%), on peut affirmer que le premier terme du second membre est inférieur
a €/p, tandis que, des relations (¥*) et (¥***) on tire que le second terme est

inférieur 3 €/p donc : Vxe V0

dX.x |, Y.x )< €
6.6 0 0 P
2’ o] 2’ fe)
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De proche en proche on obtient :

si  JlY(x,t) - X(x,t)“x < u(K,xo,to,tl,e) sur Kx [qotl] alors : Vx € Vo

d(X.x , Y.x )<p¢elp=€.
0

Proposition II1.3
Si :

a) M possdde la propriété ()
b) X est borné sur M X [tot1]

¢) il existe une constante positive k(to’tl) telle que :

A4 :
v(x,t) € M x \'totl], veTM

v, X NG|l = k(e e vl

alors il existe u(to,tl,e) > 0 tel que :
(|} x(x,t) - Y(x,t)“x < u(to,tl,e) sur M x [totlj)

> (d(X.x , Yox ) < € sur M X fe t.]
-0 1
Lttt
o 0

Preuve
11 suffit de remarquer que SOusS les hypotheses de la proposition I11.3
1. A = +» donc : €' ne dépend que de € et de_to,t1 (car L dépend de to et tl).

2. La constante k(K,to,tl) ne dépend que de t et t,.

Ceci montre bien que dans ce cas u(K,xo,t ,t., ) ne dépend en fait que de
)

1’
t t. et €,
0’1

Corollaire III 1

[] Si M est compacte, X € v(M), Y € V(M), alors
Ye>0, to,t1 € R, '.E{u(to,tl,e) >0 tel que

A%, 0) - YOl < ule,e,8) V060 eux [t ]

= (aX.x, t:: y< e V(x,t) € M X [to‘t1]

t,to ot
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O Si M est un espace homogene et si X € V(M) et posséde les propriétés

b) et ¢) de 1la proposition III.3, on a la méme conclusion.

Remarque III 2

1. Dans le cas M = ]Rn, la condition ¢) s'écrit :

”a—ax X(x,t) ]| < k(to,tl) sur M x I'tot1 I8

2, Dans le cas M = ]Rn, 1'hypothése b) est inutile car R" est un voisinage

convexe normal de tous ses points,
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