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INTRODUCTION



Le champ d'application des matériaux composites connait depuis
quelques années un développement important & en juger par leurs usages
industriels fréquents et par les activités nombreuses des laboratoires
de recherche. Sans négliger 1'emploi des milieux naturels, anisotropes
comme le bois ou hétérogénes comme les roches, on produit en effet de
plus en plus de nouveaux matériaux tels que les structures renforcées
de fibres, les laminés...

I1 est en effet motivant de ne retenir que les qualités des
constituants et d'annihiler leurs défauts. Si le principe est posé, il
reste cependant de nombreuses difficultés d'ordre technologique dans la
mise en oeuvre et aussi d'ordre théorique. De plus, les conditions
d'emploi du matériau composite sont de plus en plus variées et séve-
res : outre la nécessité de bien connaitre son comportement a tempéra-
ambiante, on le soumet dans de nombreux cas 3 des sollicitations thermi-
ques (tuyére d'une fusée, ailettes d'un turbocompresseur...)

En premier lieu, 1'ingénieur utilise les propriétés effectives
du matériau : il le considére comme un milieu homogéne. Mais cette ana-
logie de comportement demande plus de précision au-deld de certaines
conditions de sollicitation. I1 faut alors tenir compte de sa configu-
ration hétérogéne. Prenons par exemple le cas d'un matériau homogéne
isotrope uniformément chauffé de forme géométrique simple et a frontiére
libre. On observe une dilatation uniforme et & contrainte nulle. Par
contre, si le milieu est hétérogéne, certaines parties se dilatent plus
que d'autres engendrant ainsi des contraintes thermiques qui peuvent
conduire 3 une plastification ou a une rupture locale.

Dans ce travail, nous examinons les propriétés &lastiques et
thermiques d'un matériau hétérogéne : en restant dans le cadre de la
mécanique des milieux continus, nous nous intéressons & un phénoméne
thermomécanique propre 3 1'existence méme de 1'hétérogénéité. I1 s'agit
d'étudier la dissipation thermique et les phénoménes de relaxation de
nature viscoélastique engendrés par 1'action in situ de la conduction
de la chaleur. En effet, sous 1'action d'un chargement mécanique ou
thermique, i1 se cree localement des gradients de température pour
lesquels 1'hétérogénéité apporte sa propre contribution. L'existence des
courants thermiques internes, qui résultent de ces fluctuations de tem-
pérature, provoque alors par irréversibilité thermique une dissipation
d'énergie et par couplage thermomécanique une relaxation des variables
définissant 1'état du matériau.

Cette &tude s'articule en quatre chapitres :

Le probléme qui nous concerne, oil nous négligeons les phénomé-
nes d'inertie et ol les trois variables utilisées : la contrainte, la
déformation et la température vérifient les hypothéses des petites per-
turbations, sort du cadre de 1'é@lasticité linéaire et est un exemple
particulier d'anélasticité. Il s'agit de 1'effet thermo&lastique que
nous modélisons a 1'aide des équations locales de la thermoélasticité
linéaire couplée non dynamique (chapitre premier). Nous insistons tout
d'abord sur la thermoélastostatique (elle ne tient pas compte de 1a loi
d'évolution de la température) qui décrit le champ des contraintes, des
températures et des déformations a un instant donné. Nous examinons suc-
cessivement la formulation intégrale du probléme et 1'approximation
faite pour un milieu granulaire dont le formalisme peut d'ailleurs se
retrouver en considérant les problémes d'inclusions d'Eshelby. Dans le



but de connaitre le comportement global et local du matériau, nous résu-
mons les différentes méthodes de résolutions qui donnent une solution
approchée des équations intégrales (Méthode L.S.D., Méthodes Self. Con-
sistentes pour les matériaux parfaitement désordonnés vérifiant les hy-
pothéses de macrohomogénéité de Hill ; Méthode d'Homogénéisation des
milieux microhétérogénes périodiques) ou un encadrement des propriétés
effectives du matériau (Principes d'énergie).

Dans 1le chapitre deuxiéme, nous é&tudions 1'évolution des
champs de contrainte, déformation et température (thermoélasticité tran-
sitoire). Nous écrivons 1'équation de la chaleur sous forme intégrale
et nous proposons une résolution approchée par 1'approximation du milieu
granulaire. La solution ainsi déduite précise plus clairement et de fa-
con qualitative 1'aspect dissipatif et viscoélastique du comportement.

Les formalismes employés sont cependant complexes et pour pas-
ser a une étude quantitative permettant d'évaluer 1'importance de ces
effets, nous traitons dans le chapitre suivant d'un probléme unidimen-
sionnel.

L'étude fondamentale de Zener nous confirme pour un milieu ho-
mogéne que 1'effet thermoélastique engendre un phénoméne de dissipation
d'énergie et de relaxation viscoélastique. I1 en va de méme pour un
matériau hétérogéne (nous étudions le cas d'un échantillon monodimen-
sionnel continiment hétérogéne) mais le formalisme se complique : Tles
équations aux dérivées partielles sont & coefficients dépendant de la
position. Nous pouvons cependant les résoudre en les linéarisant aprés
avoir au préalable montré que cette linarisation ne masque pas 1'effet
thermoélastique :

- nous modélisons par différentes méthodes, dont nous véri-
fions la cohérence, les réponses viscoélastiques du matériau, lorsqu'il
est soumis & deux types différents d'essais en contrainte (essai de flu-
age et essai de frottement interne ),

- nous calculons une mesure caractéristique de 1'énergie dis-
sipée engendrée par 1'action de 1a conduction de la chaleur.

Au cours de ce chapitre, nous avons le soucis constant de
montrer qu'un matériau hétérogéne, obéissant aux lois locales de 1la
thermoélasticité se comporte globalement comme un matériau viscoélasti-
que (phénoménes de relaxation, dissipation de 1'énergie). Pour compléter
alors la confrontation des deux points de vue, 1'un thermoé&lastique et
1'autre viscoélastique, nous proposons dans le dernier chapitre une il-
Tustation numérique simulant les réponses du matériau soumis & un essai
de fluage ou de frottement interne.

Pour simuler la réponse du matériau, nous discrétisons les
équations aux dérivées partielles. Pour les deux essais, outre 1'il-
lustration qu'elle propose, 1'étude numérique permet de contrdler la
convergence d'une méthode de résolution analytique employée dans le cha-
pitre troisiéme (méthode de perturbation directe). De plus, pour les es-
sais de frottement interne sous contraintes périodiques de pulsations
différentes, nous vérifions que les deux méthodes fournissent des cour-
bes représentant 1'énergie dissipée en fonction de la pulsation ayant
la méme allure et que le maximum de dissipation se produit pour une fré-
quence identique.



CHAPITRE 1

PRESENTATION DU PROBLEME

ET ASPECT STATIQUE




1) ELASTICITE

Hooke a mis en évidence a la fin du XVIIiéme siécle la notion
d'élasticité selon laquelle un corps se déforme proportionnellement &
la force qui Tui est appliquée. Cette définition trés sommaire de
1'&lasticité 1linéaire s'écrit pour un solide isotrope suivant la loi
de Hooke avec la convention habituelle de sommation sur 1'indice (latin
uniquement) répété :

ol o] est le tenseur des contraintes

‘eij est le tenseur des déformations

x» et usont les coefficients d'élasticité de Lamé.

Gij est 1'indice de Kronecker :
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Valable sous les hypothéses de linéarité et de quasistatisme
que nous préciserons et compléterons pour notre sujet d'étude au para-
graphe (3), elle se généralise pour les milieux anisotropes en utilisant
le tenseur d'élasticité Cyjx7 suivant* :

I = Gt €

Selon cette loi de comportement ainsi é&noncée, 1'élasticité
apparait comme une relation 1inéaire biunivoque entre la contrainte et
1a déformation dans laquelle le temps n'intervient pas.

Quoique suffisamment précise dans la plupart des cas prati-
ques, cette théorie ne peut décrire par exemple le phénoméne de trainage
élastique (Elastische Nachwirkung) mis en évidence par Weber en 1825
lors de 1'@tude des galvanométres.

Intervient alors la notion d'anélasticité dans laquelle, sans
que le solide ne présente de déformation permanente, 1'effort et la
déformation ne sont pas fonctions univoques 1'une de 1‘'autre et peuvent,
par exemple dans le cas de sollicitations périodiques, présenter un
certain déphasage 1'une par rapport a 1'autre.

* N.B. : on écrira, "en bref" : o = Ce



2) ANELASTICITE - CONDITION DE COUPLAGE

Pour 1'anélasticité, précisément, la loi linéaire,
c=C¢c

n'est plus valable. Il intervient une (ou des) variable(s) auxiliaire(s)
V liée (s) par COUPLAGE, a la fois & o mais aussi & ¢ de telle sorte que

(1))

“L'application de la contrainte produit d'une part une défor-
mation &lastique instantanée et d'autre part modifie une (ou
des) variable (s) définissant 1'équilibre du systéme qui, de
fait, évolue vers un nouvel é&tat d'équilibre, cette évolution
entrainant une variation de la déformation".

Cette interaction mutuelle différencie le comportement du ma-
tériau par rapport & un matériau purement é&lastique. Le phénoméne d'ané-
lasticité repose essentiellement sur 1'existence du couplage entre les
variables ¢, ¢ et V.

3) L'EFFET THERMOELASTIQUE - PRESENTATION

Pour 1'8tude qui nous concerne, la variable V est représentée
par la température locale. Son évolution est gouvernée par la loi de la
conduction de la chaleur (Loi de Fourier).

Sous une certaine sollicitation en contrainte (resp-déforma-
tion), on observe, d'une part, une élasticité instantanée adiabatique
du matériau, et d'autre part, la formation de gradients de température
disparaissant sous 1'action de la conduction de la chaleur. Cette uni-
formisation de la température provoque par couplage une relaxation de
la déformation (resp-contrainte).

Dans ce cas, le phénoméne d'anélasticité n'est autre que 1'ef-
fet thermoélastique.

Nous rappelons et complétons alors les hypothéses évoquées au
paragraphe (1) de 1'élasticité en précisant que :

- nous négligeons les phénoménes d'inertie.

- nous nous plagons dans le cadre d'un comportement linéaire contrainte
déformation.

- 1'état de déformation du solide évolue dans le domaine préplastique
(pas de plasticité).

- nous n'attribuons aucune influence de la température absolue T sur la
valeur des coefficients d'élasticité Cijk]-



Ces hypothéses assemblées, dites Hypothéses des Petites Per-
turbations (H.P.P.) dimposent de faire subir a 1'&chantillon, sous
1'action d'une force appliquée QUASISTATIQUEMENT, de PETITES DEFORMA-
TIONS accompagnées de FAIBLES ECARTS e de température par rapport & la
température de référence T,.

En respectant 1'H.P.P., nous sommes amenéds & utiliser le sys-
téme des équations de la Thermoélasticité linéaire Couplée Quasistatique.

4) THERMOELASTICITE (Quasistatique)

4.1. Présentation Générale :

La thermoélasticité, comme la structure du mot 1'indique, ré-
sulte de la combinaison de deux phénoménes caractéristiques coexistants
dans le matériau :

- 1'un de nature élastique ; une partie de la déformation totale €
est &lastique €€,

- 1'autre de nature thermique ; la partie complémentaire de la déforma-
tion &lastique est anélastique ea. Par linéarité :

€5 =4y 6

ou {}j est le tenseur dilatation thermique libre.

- la déformation résulte de la superposition de ces deux composantes

l €=€e+€a

La thermoélasticité linéaire est fondée sur trois relations :



- la premiére, relation de Duhamel-Neumann, traduit la rigidité élasti-
que du matériau. Nous verrons qu'elle s'écrit sous la forme

a-ce”

. On retrouve la loi o= G
d'un matériau purement élastique mais i1 convient en fait de remplacer
la déformation totale par sa partie élastique uniquement :

Ceectee) |

Cette loi s'avére suffisante pour étudier le comportement du
matériau lorsque celui-ci est soumis & des sollicitations respectant des
conditions thermiques isothermes (dans ce case@ = 0) ou & 1'opposé des
conditions adiabatiques (dans ce cas, i1 convient de considérer le ten-
seur Caq des coefficients adiabatiques de 1'&lasticité o = Cyge ).

Pour les cas intermédiaires (ni isothermes, ni adiabatiques)

- 1a seconde relation, déduite de la conservation de 1‘énergie (loi stan-
dard de Ta conduction de la chaleur) compléte la premiére. En tenir
compte permet de suivre 1'évolution transitoire du champ de température
dans le matériau.

Quant & la troisiéme relation, déduite du deuxiéme principe
de la thermodynamique, elle exprime que le couplage entre les effets
élastiques et thermiques mis en jeu induit un processus de dissipation
d'énergie. C'est 1'expression d'une production d'irréversibilité d'ori-
gine thermomécanique. '

L'établissement de ces trois relations se fait dans le cadre
de la thermodynamique des processus irréversibles. Nous résumons les
étapes principales (nous proposons cependant en annexe une introduction
3 la thermodlasticité plus détaillée mais se voulant trés simple).

4.2. Formulation :

Notation : g masse volumique constante

r apport d'énergie massique
(prise ici égale a zéro)

” taux d'évolution de 1'entropie
massique ("désigne la dérivée en temps)

e énergie interne massique

9 j1ém composante du vecteur flux
de(ma]eurga’i désigne la dérivée partielle

e de a par rapport a la ilme coordonnée)
nous utilisons

- 1a loi locale de la conservation de 1'énergie

4.1, ee-em —O'E‘-‘C;_&-vc‘c);:O
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- 1'inégalité de Clausius Duhem
4.2. ETi ~en +195-7L(E%)"&0

Nous supposons que la donnée des variables ejj et o suffit
pour décrire 1'état du systéme. IL est intéressant d'utiliser 1'expres-
sion de 1'énergie libre massique de Helmholtz ¢ définie par

4.3. e\“) = ee = eTy

En écrivant

70
©
I

Q\P+€T9. -ee_l._,y

"

et Q\V

o/

oY | €. 4 Y| O
B [ &g el
6;:\ ) 00 e;‘;

la loi de conservation (1) s'écrit :

4.4. [e;.;_gzj -og]e;j : E[%‘-; +~7]e' v [T+ 95 men =0

substituant dans (2) le terme [eTrj + 94 "E"‘]

1'inégalité de Clausius Duhem devient :

4.5.

o

[""»s-e:%i]‘fcs 'E[%*”}]G =9 ( —#—)’/O

Cette nouvelle inégalité doit étre vérifiée pour tout ejj et
8 (processus admissibles) et impose donc 1'annulation des coefficients
de ejj et 6. D'oll les trois relations :

4.6. o= ¢ YW
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4.7. - -a¥Y
77 " Je

4.8. e IS T”: >,O
(L)

L'inégalité de dissipation (8) est automatiquement vérifiée
si on lie le flux de chaleur q; (effet) aux gradients de Température
0, (cause) par une relation lingaire (relations de Onsager) :

4.9. q = - R“S 913'

ou Ta matrice [kij Jest définie positive.

L'inégalité (8) devient :

Utilisant (6) et (7) dans la loi de conservation (4), nous ob-
tenons (avec r = 0) : .

4.1. eTm = -9
et de (9)
4.02. eTm = div [ k C}“AG]

C'est la loi d'évolution de 1'entropie qui, linéarisée, nous
donnera la loi standard de 1a conduction de la chaleur.

I1 est légitime en H.P.P. de développer ¥ en une série desekj
et o tronquée au-deld des termes carrés* :

?
403, p¥W=p¥a G € - @70 +LCunEyEy By €;6-1he

* les coefficients Cijk1, Bij» h,oqj avecsij = Cijkyoky sont intro-
duits de facgon purement forme]]e e% trouveront 1eur 1nlerprétation.
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(6) et (13) donnent

4.14. 2 .- »
0—;3 - GZJ + C‘Jﬂ_ EH' p“e
et de (7) et (13) :

4.15. 67: €7° _"(3;36% +¥Le

Nous définissons 1'état de référence par :

Ta température T,

1'état libre de contrainte o5 = 0

pas de déformation ejj = 0

la variation d'entropie est nulle.

Ce qui revient & annuler les termes du premier ordre ojj et
n® et, dorénavant,n désigne la variation d'entropie par rapport a 1'état
de référence.

Nous déduisons de (14) et (15) :

- la loi de comportement (Duhamel-Neumann) :

4.16. ﬁS:C%HEQ:W&SG

ou aussi

T+ Cunt (€3~ 0)

- 1'expression de 1a variation d'entropie

4.17. ey = By €5 +he

Si nous linéarisons la loi d'évolution (12) suivant

e = div (& gade)

en utilisant (17) nous obtenons 1'équation de la chaleur :

4.18. [ T h6 :[*‘S 6,;],; 'T"fg‘d éiS
L

. |
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4.3. Formulation duale :

Si nous choisissons o et & comme variables d'état du systéme,
un raisonnement analogue utilisant cette fois 1'énergie libre de Gibbs
G définie par :

- - T -'G-.net'
eG:pe ~g Ty " Yy
conduit
a) a 1a loi de comportement :
. . ] —S" ¢ X
4.19 €L3 = Sial Oy +=(“9

b) & 1'expression de 1a variation d'entropie :

4.20. em = ;0 +90
avec

4.21. q = ho+ '[;”9‘\

oii C; = T, g désigne la chaleur spécifique & contrainte constante.
C. = T, h désigne la chaleur spécifique a déformation constante.

c) a4 1a 1oi de 1a conduction de la chaleur :

4.22. Toq 6 - [‘?4589,;1& - To °(€8 0—‘8

4.4. Interprétation des coefficients - Résumé :

1oi de comportement : (formes équivalentes)

0’:1 = chw G*j_ -(3;&9
0% = Cijed (€4 - %2 ©)
€5 = Si? m + ol O

loi d'évolution de la température : (formes équivalentes)

C. 0 = [ky 6,;],3 -Toﬁch;j
C.© - [ &g 6,;],3 - Tody 4
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entropie :

\

en By€; + L O

To
i, 0:; + ¢ O
() ST T

ak] est le tenseur dilatation thermique libre.
ak] © est la déformation atteinte si 1'échantillon homogéne (1oi
lTocale) est chauffé et laissé libre de contrainte.

. Cijjk1  est le tenseur d'élasticité isotherme (pour une évolution a
& = 0, on retrouve 1a loi o = C€).

irréversibilité : de (11) on déduit :

m = — Q¢
A

En intégrant sur le volume de 1'é&chantillon et en appliquant
le théoréme de la divergence, on obtient successivement :

) - ) dwe
gerio s

=y [(%), + 9T |do

et de (9) :

Le premier terme du membre de droite représente le changement
d'entropie du systéme induit par le flux de chaleur a travers 1'envelop-
pe S du solide et imposé par les conditions MACROSCOPIQUES de frontiéres.

Le dernier terme représente la production d'entropie induite
par la conduction de la chaleur agissant dans le volume. I1 quantifie

1a production IN SITU irréversible d'entropie par unité de volume, et
on note :

. - &C'e;ée).
e7z = 24 %0

Le second principe de la thermodynamique exprime que
eTyx 2 ©

ce qui n'est autre que 1'inégalité (10).



15

Thermoélasticité quasistatique couplée :

La loi d'évolution de la température couplée avec la loi de
comportement et 1'équation d'équilibre en 1'abscence de forces volumi-
ques ;

div =0

(ol on néglige les termes d'inertie, thermoélasticité quasistatique),
conduit & un systéme couplé d'équations aux dérivées partielles. Le pro-
bléme aux limites ainsi défini est d'une grande difficulté mathématique.

Cependant, dans de nombreux cas, les auteurs négligent le
terme de couplage thermomécanique ToBjjejj (ou Toajjoij, thermoélastici-
té découplée).

En effet, les déformations engendrées par un chargement sont
accompagnées par de trés faibles variations de température. Il serait
raisonnable de calculer donc ces déformations sans tenir compte de la
dilatation thermique : en négligeant le terme Tbsij €4 j la loi d'évolu-

tion devient Ce 6 - A [ 9« c&'—\:le]

dont la solution se décompose en un régime transitoire correspondant a
1'uniformisation de la température initiale et un régime permanent re-
présenté par le champ de température vérifiant :

div [k grad e]= 0 ' (avec 8 = 0)

Si nous dérivons alors par rapport au temps 1a loi de compor-
tement, en tenant compte pour le régime permanent que : & = 0

on obtient : g=2Ce

et on constate ainsi que la contrainte et la déformation évoluent en
phase 1'une vis 3 vis de 1'autre ; il n'y a pas de phénoméne anélastique.

Pour observer 1'effet thermo&lastique, i1 est nécessaire de
tenir compte du terme de couplage. Effectivement avec ce terme dans
1'équation d'évolution, on constate que (et ce, avec réciprocité) une
sollicitation mécanique provoque une variation de la déformation qui
s‘accompagne alors d'une variation de température. Le flux de chaleur
qui résulte de cette variation de la température accroit 1'entropie du
systéme (¢Ti = - qi,i ) : la présence du terme mécanique Tog4j&ij dans
1'équation de la chaleur est essentielle pour décrire le phénomene de
dissipation thermoélastique.
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5) THERMOELASTICITE STATIONNAIRE

Nous restreignons dans ce paragraphe 1'étude du systéme des
équations de la thermoélasticité a la loi de comportement de Duhamel-
Neumann.

Nous supposons que l1a température & de 1'échantillon est uni-
forme, la conduction de la chaleur n'agit pas. Ce domaine de la thermo-
élasticité ol o est stationnaire se nomme suivant les auteurs Thermosta-
tique ou plus précisément ((2)) Thermoélastostatique ou aussi
Thermoélasticité stationnaire.

Le matériau hétérogéne est en équilibre sous 1'action d'une
contrainte © et déformation E (dites MACROSCOPIQUES) imposées sur 1a
frontiére. Pour le mécanicien, il est utile de connaitre la relation
entre 2, E et 6 (dite loi de comportement globale ou macroscopique) et
de décrire la répartition des contraintes et déformations microscopiques
afin de prédire des phénoménes de concentration de contraintes, de fis-
suration...

Nous résumons les principaux formalismes traitant de 1'aspect
stationnaire de 1a thermoélasticité.
5.1. Loi de Comportement Macroscopique
5.1. a) Coefficients effectifs :

En premier lieu, le mécanicien s'intéresse & la loi de compor-
tement globale de la forme :

s - e e

5.1.1 i;-: «JM[EH {Me] ;

[ SR |

ou de fagon équivalente :

o
5.1.2 P CQRE -B 6
s L atg
4; H K
ol th&!; GRL, Y, Pg sont les coefficients effectifs du maté-

riau homogéne équivalent* (MHE).
I1s vérifient :

T
5.1.3 [C H]

5.1.4 {30“ = CLWUCVWr

* Le MHE est le matériau homogéne dont le comportement est le méme que
le comportement macroscopique du matériau hétérogéne considéré.
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Les méthodes utilisées dans cette thése pour obtenir le com-
portement macroscopique s'appliquent aux milieux hétérogénes vérifiant
les hypothéses de Hill*. 0n peut alors définir le volume V global de
1'échantillon en tant que volume représentatif (au sens statistique) et
on lui associe la valeur moyenne volumique notée< .S
Hi1l a démontré que :

5.1.5 <o 7= 2
<E€> = E

L C><Er=<Te> |

e e e}

Ces méthodes partent d'une approche physique de la microstruc-
ture (décrite ici par la 1o0i locale de la thermoélasticité stationnaire)
et déduisent les coefficients effectifs. Ces derniers ne dépendent que
de la nature méme de cette microstructure. IT serait en effet moins per-
tinent que la formulation théorique du MHE dépende de conditions exté-
rieures telles que la forme géométrique de 1'échantillon ou des condi-
tions de frontiéres ((3)).

5.1. b) L'approximation du milieu granulaire :

Pour une microstructure, i1 est raisonnable de considérer le
matériau constitué de N grains "incrustés" dans une matrice ou, plus
généralement, composé de N phases de propriétés physico-chimiques dif-
férentes. On affecte a chaque phase, indicée par une lettre grecque, une
concentration volumique fo, une déformation <® et une contrainte

o® moyennées par rapport au volume Vo

o M
5.1.6 .F: \_t_r ; E'%zi
< <€
€ =4 /€ dv L= G'(n v
Y&,ék (hi) \E J YQAé; ‘> of

les valeurs moyennes globales s'écrivent

N o
5.1.7 <o )= _Z-&o-
~ o
<€r= % f€
o=

* HYPOTHESES DE HILL

- pas de forces volumiques,

- 1'&chantillon subit de faibles déformations,

- la taille de 1'hétérogénéité est petite par rapport 3 la
taille de 1'échantillon,
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Cette forme de représentation, commode pour les calculs, est
une approximation assez bonne du milieu réel. En utilisant la fonction
indicatrice A, définie par :
won &V
woon € Vg

5.1.8 A(n)
O, (n)

"
[N

ou la position est repérée par le vecteur coordonnées r. La déformation
au point r, est approchée par sa valeur moyenne volumique calculée pour
le vo]ume du grain o . Remarquons & ce sujet que Eshelby a démontré
1'uniformité ((4)) de la déformation d' “une inclusion de forme ellipsoi-
dale de déformation anelasthueC supposée uniforme.

On écrit ainsi 1'approx1mat10n :
5.1.9 <
Aq(n.) €

PM 2

C(a) =

5.2. Lois locales :

A 1'équilibre, en négligeant les forces volumiques,

- le tenseur des contraintes vérifie :

5.2.1 dwa =0

- le tenseur des déformations obé&it aux conditions de compatibilité. En
rappelant que la déformation totale ¢ est la somme d'une déformation
anélastique d'origine thermique

a.
5.2.2 €y = %0

et d'une déformation élastique €

e
5.2.3 €:-€ + €

1a 1oi de comportement locale de Duhamel-Neumann s'écrit (cf 4.16)
5.2.4 o5 = G wl€u

On peut remarquer 1‘'analogie des équations 5.2.1 3 5.2.4 ré-
gissant la thermo-statique avec celles d'un probléme d'@lastoplastique
((5)), a savoir :

CL&,G—'z O
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si &P désigne la déformation plastique, alors de méme
€: CQ-\- é’
LN
et 0 = Cym €l

L'analogie n'apparait pas seulement dans la forme de ces équa-
tions (et donc dans la maniére de les traiter) mais elle est aussi
physiquement fondée ((6)) : 1'évolution des déformations liée a des
champs thermiques est assimilable & une déformation plastique (eine Art
Plastischer Verformung). L'analogie s'arréte cependant sur 1'écriture
des lois d'évolution ; 1'une concerne la conduction de la chaleur,
1'autre un seuil de plasticité et des lois d'écoulement.

5.3. Tenseur Concentration
5.3. a) Déefinitions :

Le mécanicien ne s'intéresse pas seulement @ la recherche des
coefficients effectifs et au comportement global du matériau. I1 est
aussi concerné par une description aussi précise que possible de la ré-
partition des contraintes et déformations in situ. On définit par 1'in-
termédiaire des tenseurs dits de concentrations que nous déterminerons,
un lien entre la microstructure et le comportement macroscopique par les
relations dont on postule 1'existence.

tenseurs concentration de déformation A et a :

5.3.1. € = A<EY - a B

tenseurs concentration de contrainte B et b :

G - ﬁb<6—7 +be

5.3.2
En passant aux valeurs moyennes, il est immédiat que (en théorie
linédaire, A et a sont indépendants de o)
5.3.3 (ot désigne 1e tenseur unitéd) ((7))
<A = 14 , <a7 =0
<B>:=1 <v>:0

}

Si nous reprenons la définition du tenseur effectif de dilata-

tion thermique a??f ((8)) :
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- c'est la déformation moyenne<€;i> résultant d'un accroissement unité
de température pour un matériau libre de contrainte (z = 0) ; on écrit
donc selon cette définition :

e . <™

et il serait faux d'écrire alors que la déformation macroscopique ané-
lastique est en général la moyenne des déformations microscopiques ané-
lastiques :

a

soit El_', + <°G_-‘Q>

I1 faut en effet tenir compte des intéractions élastiques en-
tre grains et on écrit pour la déformation totale macroscopique :

E - <€%ve*>

Q a
avec €+ € = b0 ++0 (cf 4.19)

en remplagant o par D<T> ¥ bb

et aprés passage & la valeur moyenne

E=< PBY<a> +<Db+LD>O

en comparant cette expressign avec 1'équation 5.1.2 définissant les ten-
seurs effectifs peff et oeff,

On déduit

5.3.4 bb% = <PB>

5.3.5 °(‘ea = <Pr+L>

ff

Par une formulation duale sur le tenseur ee , on montrerait de

méme que ((9))

Cd‘g = <CA?

5.3.7 (5&‘ = <Ca+f37

5.3.6

De 5.3.4 et 5.3.5 nous constatons que bgg se déduit de la

connaissance du tenseur concentration B tandis que o nécessite la con-
naissance du tenseur concentration ? On obtient cependant une autre
formulation plus intéressante de «&ft en considérant les deux problémes
suivants ((10)) ((8)) :

Probléme I (resp. II) :

Nous chauffons le milieu uniformément a la température 6 = 6,
(resp.e,) en imposant la contrainte macroscopique £, (resp. Z,).
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Les &quations pour chacun des deux problémes s'écrivent pour

p=0o0ul.

5.3.7 a) 3 =<' 533 ¢ El= <€’ "
N i P

5.3.7 ) €7= holr o s34 = b)Y 40

5.3.7¢) T = CRARLLC
5.3.7 4) dwo'=0

le gradient du déplacement total tel que :

€= ()

.. M
Soit “i,j

nous combinons les deux problémes en étudiant 1'intégrale I :

°o 4
T:-J SERAE L

Y
De 1a symétrie de o;j ona: Lz J G%GZ;JV :jv \::,5 0_54'44‘/
en intégrant par parties : I= /v (“'oc 6334),3 dv —/( "‘oi O—%i:-i 8V
or div o'= 0 : I:fv(“°\'.°—:j),j dv
avec le théoréme de la divergence : L :/S W’ '"5'0-‘43 45
sur S, 0133-=>:15j : 1: i.:-jsu.':-'n,_' 3

tenant compte de la symétrie

= <!
et du théoréme de la divergence : L= 2 fvuoc,; v = Z~-J6 8V

de Z%J' Y Wy N
Par conséquent, on a &tabli

5.3.8 <ty = 730
on montrerait de méme que

5.3.9 <e'o> - B TT

En substituant E° parb?ff DR afff

5.3.8 s'écrit :

6, le second membre de

B ESOPTACA b
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Le premier membre de 5.3.8 devient successivement :

de 5.3.7 b : <€ = < (bt )o ">
<e®o’y = < (bo")o®y e,
de 5.3.7 b : <Ea> z <(€-o0,)a% 0,0 >

KE°T'> 2 CE'C®y 4+ <1605 - <HT 6,
de 5.3.9 et 5.3.7 ¢ : <€ 'y - E'S 4 <«8,(B'T4b'g) v - <050,

% o
de 5.3.7 f : cea*> - b"ﬂ 2, +< 94] 2
+ <°(Bq) Eﬂeo
f [ <=b"> 8, - <{o°7 18,

En utilisant ce résultat dans 5.3.8 et en regroupant les termes
I, et 8,, on obtient :

o=[(b4‘*f-bﬁ")§° + <~<s‘>e,—«(:we,]z‘ + [ar,‘“z%, <er“>eo-<o(o‘°>Jei

. A
Puisque les variables I et o, sont indépendantes, on déduit
les deux résultats :

(b:“- b:“)f x ( <%8S -o&”“)ec: o

ot e(:‘“ 3% 4 <K' PO, —<¥x5®> =0

La derniére expression s'écrit en subsituant o’
5o a8, - <t(BT146,6,)> =0
D'oll 1es deux équations, en regroupant les termes en r, et 6,:
X nP)se 4 (cxwr-atye,z0
{ o(:“ - <c(3.,>)E° 1+ ( <X8)> -<ab>)g, =0

De méme, on déduit, de ces deux équations, les quatre relations sui-

vantes : b:“ : b:“
o« = <XB>
R car>

Koty = < b >



23

Par dualité, un raisonnement analogue montrerait :

K. cf"‘

A "R °
pd gAY B= <BAY
<Fq:‘>:</30..°>
Ces résultats essentiels nous permettent de conclure par deux remarques :

- d'une part, en rappelant 1'hypothése que les tenseuri jk1y ir

k1 (r ne dépendent pas de la température, 1'égalité efi: AEff (ou
CE? ceff) exprime que les tenseurs effectifs de 1'é asticité sont
1ndependants du champ de température. .

C'est aussi le cas, en ce qui concerne la théorie linéaire, des
tenseurs concentrations. On pourra par conséquent déduire les tenseurs
effectifs de 1'&lasticité et les tenseurs concentrations A ou B en con-
sidérant simplement le probléme isotherme (e = 0) examiné au paragraphe
(8) ol on utilise le raisonnement de Zeller et Dederichs.

- connaissant ainsi les tenseurs concentrations, nous pouvons alors uti-
liser la formulation effectivement plus intéressante des tenseurs ther-
miques effectifs : 5

« = <A«BP )PWR: ((SA>

En nous résumant nous écrivons : e*%
-1
i PR ; b'“: 9 N -b
pho <prv IS ST TR =C‘“ NG

Signalons qu'il est aussi possible de déduire ces résultats
en utilisant un raisonnement ((10)) basé sur un principe variationnel
qui permet (entre autres) d'établir le résultat intermédiaire important :

b< €7 19
oi ¥ est 1'énergie 1ibre volumique de Helmholtz (cf Laws ((2))).

Les résultats précédents sont des conséquences assez directes
des définitions des tenseurs effectifs et des tenseurs concentrations.
Développons 1'étude en nous proposant a présent de résoudre le probléme
thermoélastique sans évolution de température dont nous rappelons les
équations locales :

€=6€%y ¢
€* -0

o -ce”
dwro =0

et nous citerons deux raisonnements principaux :
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. nous transformons 1'équation aux dérivées partielles
dive =0

en une équation intégrale & partir de laquelle se basent les problémes
d'inclusion, les méthodes self-consistentes ou les méthodes de résolu-
tion L.S.D. On obtiendra une expression des tenseurs concentrations.

nous utilisons les principes variationnels de 1'é&lasticité qui four-
nissent un encadrement des coefficients thermoélastiques effectifs

((10)) ((5)),

6) EQUATIONS INTEGRALES ET PROBLEMES D'INCLUSIONS

6.1. Formulation ((4))

1

.+, La déformation totale €. se décompose en une
partie élastique C;j et anélastique €§§ d'origine thermique . si w-

L %
déslgne la iéme composante du vecteyr déplacement total,on a:

6.1.1 €op =3 (uiyg +u5,0)

La loi de comportement locale de Duhamel s'écrit en tenant
compte des propriétés de symétrie du tenseur Cijk1 ¢

6.1.2 o = ch&l[‘*&,l -5;&]

L'équation d'équilibre divoe =0

(on néglige les forces volumiques) conduit 3 1'équation aux dérivées
partielles :

6.1.3 [C‘iu(")[u“\,z (n) -E:X(n):]]'::o

I1 s'agit d'une équation aux dérivées partielles & coeffi-
cients variables. Pour obtenir une formulation intégrale, nous décompo-
serons toute grandeur dépendant de la position en une partie uniforme
(pour 1'instant arbitrairement choisie) et une partie fluctuante.

6.1.4 ‘C.'jld(n) Co;ju* C;J'M("-)

,r = : e w::* (n
\l‘)“ (») u 9% + “d { )
N.B. I1 y a liberté sur le choix de u°, i1 peut représenter par exemple

1a valeur moyenne spatiale <us ou le déplacement constaté sur
la frontiére.
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En substituant les formes composées 6.1.4 de C4jk1 et uj, j dans
1'équation d'équilibre 6.1.3, nous obtenons 1'équation :

o g &
6.1.5 Cijw- 32,11\'. .\[ C‘-jw_ Ugk ~ C;jﬁd G-N-.l”- -0

ol le terme entre crochets est assimilé a la composante fi(r) de forces
volumiques fictives. L'équation aux dérivées partielles ainsi obtenue

Chn Rype + 50 =0

se résoud ((4)) a 1'aide du tenseur de Green Gjn du milieu infini de
constantes élastiques Cyjk1 et pour un dep]acemen’g nul & la frontiére.

&, (M) :J\,G'm(m~n')&(n')clv’

Ou aussi &,, (n) = G\;n K 3

v

Avec la notation du produit de convolution
* ((11)) et les propriétés aux limites de G, 1'expression de un s'écrit :

~
“w = G&’\ *gd
dérivation ’\:’“l,m 2 Gjn,m *g;

ainsi en reprenant 1a décomposition 6.1.4 de Up,m °
Umm = “'m,m\ * G',yn m*{)

substituons f : Umym = “on,rm M GSn, [ St A C‘Aweik]

6.1. °
B um,'m.: u'mm"'G:)m me *[C ‘Rl UQ&‘ QE‘YRQ]

en c(leﬁ)mssant r‘mmJ 1a partie symétrisée de GJn mi Ppar rapport au cou-
ple(m,n

- 4— . - . »
r‘l‘hn\'j - Q Gam/nh. ¥ Gsmlnm
on obtient en identifiant les parties symétriques

€ ) [ €.q-C eq]
6.1.7 ma = cem Y lmaly GR SR T TGRY TRL

revenons au formahsme 1ntegra1

6.1.8 | € &= €m»f (r[_.n,)[ m(v;)é'm(n) -Cipa(n )E )]Jv i

R ——
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En accord avec les résultats &tablis par M. Berveiller et A.
Zaoui ((4)) (on peut le vérifier aussi pour la formule 2.25 de ((12))) ;
c'est une équation intégrale ol eyn-est 1'inconnue. Les méthodes de ré-
solution sont complexes d'autant plus qu'il faut connaitre la déforma-
tion anélastique eﬁ](r ). Pour le cas statique, on peut considérer la
répartition de temperature connue (€% = a8) mais dans le cas contraire,
i1 faut coupler & cette &quation intégrale, 1'équation d'évolution de
la température (cf chapitre II). Nous citerons cependant pour €2 = 0 une
méthode de résolution par substitutions successives (Zeller - Déderichs
((13)), T.W. Chou ((9))). Nous nous proposons & présent de discrétiser
%ette éqyation en utilisant 1'approximation du milieu granulaire
cf 5.1.b

6.2. Milieu Granulaire :

Pour r, situé dans le grain o, nous faisons une double appro-
ximation en remplagant par leurs valeurs moyennes :

of : !
- la déformation totale : E,)~ € = A [ €e(n)dv
V4 v
a !
4. [ € (n')dV
‘6(/‘4&

a a¥
- 1a déformation anélastique : € (n )M € =

En utilisant la fonction indicatrice a,(r), la déformation en
un point r s'é@crit suivant la somme :

N
€ (n)= 2 & b, (n)
L'équation intégrale en € 6.1.8 s'écrira successivement :
Reprenons 6.1.8 :
N a
Cmﬂ (TL) - mﬂ / mn" (n," )[C \‘jm (n) ew (ﬂ’) - C‘ju (n,) E@("‘-}]Av

en bref :

€)= € + jv Fin-n) T Sin) €(n) - Cev) €a(“')_‘] v’

discrétisons

€ (v

o N o~y o

< -fj; r(n‘MOIRZ%(‘:*e -CVE ‘)Q¥Of)J<3v)
isolons les termes. constants :

€ = €° fzcc - e )/P(n-n) b, () IV’
/Vf‘(n-n)A,((n)&V =/\<< ™ (n- n‘)dv,(

or

ainsi

() N ~ o of ¢ a% / I
€w=€ x5 (T - ck )/ Fln-ng)dy,
() d

en moyennant cette equaglon sur le volume du grain g et en définissant
le tenseur d'ordre 4 _ par :

mn\S
p* ] 4
6.2.1 L - Al P (ne
oy = 5 J 4, o o 8
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c'est a dire

P‘( 4
mm.l - v’g 4/V rmms n- RJA ("L) A (“)AVAV
nous obtenons
° N « . o
6.2.2 cf.e 142 r‘P (c"‘ e~ c“eq)

C'est un systéme linéaire de2 N inconnues (e Bot ¢ 6) a N équa-
tionsa.(Jl Les N équations complémentaires sont les équations d'évolution
de € %%,

Sous forme indicielle :

e e e e e e e - R Cee e e ———

| (3 ° '( « ad,

6.2.3 | €. . €. - C
Y- €~.) *j-', f‘“ﬂ (Cﬁmn mn P

En notant le tenseur T ®f par

][*(5-0 pe X3P
«(3
I = A w 4:(3 (tenseur unité d'ordre 4 ; ((7))

défini par 4;@ = % (Baa\‘gl * 3 55&)

Nous écrivons que

R S
€ T .o Tim R

et le systeme 11nea1re devient en transposant les Emn : B o

B ~
E{ I\.’M'\ " r\‘.“m C:qm ]{ m"] C ‘.‘ g ‘lfﬂcfﬂhb ﬂb)
en bref : N 6'(_ r?q dd €-1 _€ g rip‘((-_ €
B LE-

Nous pouvons disposer ce systéme linéaire en un systéme matri-
ciel dont les inconnues sont les "blocs" matrices[ ¢ ] ; il faydra (for-
mellement, numériquement peut- etrw), inverser la matmcel_I ﬂ‘(.]consh—
tude des sous-matrices ( T .p™

Formellement, nous écrivons le systéme suivant :

-ed)le]- € - ree”

d'ol en recherchant 1'inverse de [ I - WG:]

- vl o
€ - []I_‘ TE] {0 —[I"'Td:] TQE



C'est une loi de localisation de la forme :

[ Q:ﬂ\eo—_@;@% —‘

Nous obtenons un formalisme difficilement exploitable mais il
~ méne cependant a la connaissance des tenseurs Jocalisations (concentra-
tions) et permet de décrire (avec 1'approximation du milieu granulaire)
la répartition des contraintes et déformations a 1'échelle du grain et
aussi de déduire le comportement macroscopique de 1'échantillon.

C'est aussi ce que proposent les méthodes Self-Consistentes.
Dans un premier temps, la mise en oeuvre d'un schéma Self-Consistent
nécessite la résolution d'un probléme d'interaction entre une inclusion
et une matrice ((16)). Nous allons montrer d'abord qu'il existe un lien
entre ce systéme d'équations et les problémes d'inclusion d'Eshelby.
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6.3 Probléme d'Inclusion (Eshelby):

6.3.1 Conséquence de la formulation intégrale

En tenant compte de 1'expression du tenseur

r‘mncj = J{ (G'jn,m( “'G'jm,m'.)

nous ecrivons la formule intégrale 6.1.7 suivant:

e = Con + % [Cinon * Cima] #[Ea e ~Cacla]

on ne change pas le derniers terme en introduisant la déformation
anélastique arbitraire ¥*mais supposée uniforme. En effet, puisque

par dérivation: o
[C vl EM])( H

on peut écrire successivement pour ce terme:

~ q
[ cou€nd - Gy €ul,.
a a o e
[g&jwﬁ@:Q-b GH) - C:,'<2€w2 + CL‘;’K* gh!],:.

~
~ e o o
[Ci,‘w!ek? - CC;‘KYGN-],i

2

en définissant la notation: - C- C
ce_egr-e>

r3l(\

Nous obtenons ainsi la forme intégrale Equivalente & 6.1.7
suivant:

emn— an + mnij *[C;J‘QQKQ - C‘JKQ Eu‘]

forme que nous discrétisons pour un milieu granulaire
suivant:
p

3 ﬁ“ O “’14
€.3.1 €mn = GM Z r LKQ euﬁ in! GKQ

- ™

Pour un milieu biphasé constitué d'une inclusion (ﬁ =I) plongée dans
une matrice (P-$D on obtient 1'expression de la déformation totale
dans 1'inclusion:

€r L€ f () - (e8]
+ r‘-a:r\[ (cn_co)é __CQ(E“"_ &x)]

o
C eﬂ:g étant jusqu'ici arbitraires, il est judicieux a présent de
choisir

Co: C.n et 80-:

afin d'obtenir 1'expression plus simple (qui peut se déduire directement
de 6.3.1 en posant v =0 si o $P4 ):

€€ P ()T (-]

a™
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(]
SouTignons que € désigne la déformation totale macroscopique
(inclusion + matrice) et se décompose en une partie anélastique B

et élastique & 1iée & la présence de la contrainte macroscopique Z
eff _ e

2:C E

En décomposant en partie élastique et anélastique, nous obtenons:

[4_ r‘:x(c:_cn)]ec‘l . Ee _ \-eq_ E*] _ ‘_\IICH [€‘1~€q“

Posons P , un tenseur d'ordre 4 tel que:
(€q.1- EA) _ ,P(eat_Qo.n

( si 1'existence de P est délicate & déterminer, on pourra choisir

att o
€ =E ce qui revient a prendre P égal au tenseur unité; ce choix
étant justifié par les méthodes self-consistentes examinées au
paragraphe suivant ).

Si nous annulons la contrainte macroscopiaue 2 ( matrice libre),
la déformation élastique globale disparait mais il reste le champ
des contraintes internes:

T X
¢ 2CE
1ié & 1'hétérogénéité des constantes élastiques et thermiques de
1'inclusion et de la matrice.

Formeilement, ce champ des contraintes résiduelles s'exprime
suivant:

eI

IR e R G

-Sans insister alors sur 1& commutativité des produits
des tenseurs utilisés, nous nous proposons a présent de montrer
que Eshelby obtient avec une approche différente un formalisme
analogue.Il considére pour cela une inclusion e]]ipsoida]e plongée
dans une matﬁlce libre de contrainte macroscop1que de constantes
€lastiques Ci;w@ et déformée anélastiquement €

6.3.2 Formalisme d'Eshelby:

On calcule la déformation et la contrainte, uniformes,
dans une inclusion ellipsoidale, déformée anélastiquement et de
constantes élastiques Cf;q Pour cela, nous considérons le probléme
équivalent:

- nous créons une déformation anélastique fictive (dite

équivalente) dans une inclusion élastiquement homogéne
a la matrice et provoquant le méme champ de contraintes
et déformations que le probléme réel.
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Probléme "réel"

2:=0 . ' c eia WO
= L »Matrice d'élasticite C
T (non déformée anélastiquement)
X
. > Inclusion d'élasticité C
- ‘ 7 - - - . N‘I “I ‘"
(j::;l' : > Déformation anélastique:€ =€ -€
(on a transposé la déformation
anélastique de la matrice)

Probléme équivalent

2:0 _ Matrice d'élasticite c"

4 , 5> Inclusion d'élasticité "
(i::;)JA > Déformation anélastique GEA

Pour le probléme réel, la défofmation totale s'écrit:

I el NQ,,I

€ -€ +¢€

la contrainte s'écrit:
T I eI

a - C €

Pour 1e probléme équivalent, la déformation totale s'écrit
selon Eshelby:

1 A
€ = Se“ﬂ

A
ol S est le tenseur d'Eshelby et E¢q serait la déformation
anélastique effectivement atteinte si 1'inclusion n'était
pas cernée par la matrice (déformation sans contrainte).

la contrainte s'écrit:
T n I A
o sc (€-€eq)
Nous ne connaissons pas la déformation élastique du probléme
réel, mais nous disposons dans le probléme équivalent du choix de
la déformation anélastique €2 . On choisit €¢ﬁ pour obtenir le

e
méme champ de contrainte: A

G"':: CIEeI;- Cn(e':_' E:.‘)
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La condition d'égalité du champ des contraintes entraine nécessai-
rement 1'égalité des déformations totales lorsqu'elles sont supposées
continues sur la frontiére de 1'inclusion. En effet, puisque les ma-
trices de chaque probléme sont de méme élasticité, on obtient la méme
déformation totale dans la matrice donc aussi dans 1'inclusion compte
tenu de 1'uniformité de celle-ci dans le grain ellipsoidal (Eshelby).

Nous écrivons par conséquent: A
T eT  ~vp
€ =€ +€ :SQQ’.\
¥ A
en éliminant € et EQH » nous obtenons formellement:

6.3.3 !] CF"I: C"(S—l)[(CI—CH)S-\-CHl-‘CI[E“r— €°n—‘]

Les formules donnant ¢J(6.3.2)et(6.3.3l 1'une déduite de la formu-
Tation intégrale du probléme pour un milieu granulaire dilué et
1'autre, basée sur le raisonnement d'Eshelby pour une inclusion ellip-
soidale plongée dans une matrice d'élasticité uniforme sont équiva-
Tentes.Pour s'en assurer, retrouvons tout d'abord la définition du
tenseur d'Eshelby S en considérant un milieu élastiquement homogéne:

- 1'e i .3. -
suation 6.3.2 T[4 0T (O] [P r T [€ R e
x

4]
devient avec C = C . - C_“[?+p“c”][€“t- e““

- 1'équation 6.3.3 devient également:

aX at
¢J1; c” (S-%)(C e )
En comparant ces deux équations, nous déduisons:

Sz 4-° - Y‘n C"
P - aX atn
En rappelant que P est défini par: Qf -t >:'T'( € -¢€ )

nous retrouvons la définition du tenseur d'Eshelby ((15)):
S rxxcn

et ce,lorsque P est le tenseur unité, c'est a dire lorsque
- & a ™
L - €
at
ce qui revient a choisir une matrice d'anélasticité € &gale & celle
£* du milieu homogéne équivalent. Les méthodes self-consistentes
Justifient ce choix; elles peuvent reprendre alors 1'opération de
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résolution d'un probleme d'interaction entre une inclusion et une
matrice ou bien reprendre le formalisme des équations intégrales
utilisant le tenseur de Green . :

T ™
En substituant g--1 C

ous obtenons deux formules en effet analogues:

dans 6.3.2 et 6. n
( on remplace -(P+ ***c") par (5-1) )

3.

expression de 6.3.
-1

G_I . C:r. [4_ I"II(C_I-(.H)] (S'\) (EAI- ea“)

-t ﬂ-l T b o 0 |
expression de 6.3.3 ( [€c-c™s +<")  est remplacé par C [4-(C-Ch)r J

3
2

- c" (s-\)c"- [ 1-(E-) ‘..HJ" 3 (eu.ew)

7) LE SCHEMA SELF-CONSISTENT (& un site)
7.1. Caractérisation ((16))
Dans les équations intégrales précédentes, le tenseur d'élas-
ticité €%, est introduit de facon formelle en tant que partie uniforme
du tenseut &1jk1 (r). En se basant alors '
d'une part, sur un traitement statistique de 1'ensemble des
grains de 1'échantillon (polycristal) afin de déduire un vo-
Tume représentatif et
. d'autre part, sur 1'étude de 1'interaction entre une "inclu-
sion" et une "matrice" ; le schéma Self-Consistent 1impose
le choix
o H
7.1.1 Cipp = Cun
et signifie ainsi que ((16))

"les interactions entre un grain particulier et tous les

autres, sont assimilées & celle entre le grain considéré et un milieu
homogéne constitué d'un matériau équivalent dont le comportement est
celui du polycristal pris globalement”.

Par conséquent, on écrit pour chaque grain, 1'expression de

la déformation totale & en reprenant 6.2.2
N o rd g ,(qd
7.1.2 €$:€°+‘5_rp(ce—c€ )
(=1
~d o« db
avec C =-C -C

ou

Ceff intervient dans la loi de comportement mascroscopique :

2=Cd£[g-o(qe]
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Pour un échantillon de N grains vérifiant les hypothéses de
macrohomogénéité de Hill (dans ce cas E = <e> = E°), le systéme 7.1.2
constitue N équations ode® (o = 1 a N) et Ceff sont Tes N + 1 inconnues
(les N déformations anélastiques € 3% sont données par les équations d'é-
volution). On dispose (cf 5.1.5) de 1a N + 1 iéme équation en écrivant
que la déformation macroscopique résulte de la moyenne des déformations
de chaque grain :

N o o
7.1.3 E:i{C{
o=y

La résolution dusystdme non linéaire ainsi déduit n'est pas
simple, les équations 7.1.2 et 7.1.3 sont couplées, On ne peut résoudre
le systéme linéaire 7.1.Z ene® sans connaitre CeFf d'autant plus que
le tenseur®8 déduit du tenseur de Green de 1'élasticité dépend impli-
citement de C®'T,

NS

Nous simplifions ce systéme en supposant 1.'uniformité de r
déduit du tenseur Gin.w) ce qui annule les coefficients*®® pour o # 8,
et nous obtenons pour chaque grain la lgonfiguration d'une inclusion
plongée dans une matrice d'élasticité ceff. Crest 1e cas le plus simple
ol 1'on rejoint le probléme d'interaction de la matrice avec une inclu-
sion (schéma Self-Consistent a 1 site). On peut montrer sur des considé-
rations statistiques que, pour un milieu parfaitement désordonné, ce
schéma est exact. En effet, dans ce cas, 1'assimilation des interactions
mécaniques entre chaque grain et tous les autres a celles entre ce grain
et la matrice du milieu homogéne équivalent ((4)), est exacte. Mais il
convient de développer le schéma Self-Consistent & 1 site dés qu'il ap-
parait pour les grains des "particularités géographiques" de voisinage.
Traiter le modéle de la paire d'inclusion: permet alors d'élaborer le
schéma plus précis a deux sites (on peut effectivement généraliser le
schéma Self-Consistent avec une formulation & N sites).
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Pour_[“"8 = 0 lorsque o # g nous reprenons 6.2.3

-(: ('ﬂ_r,-(.(a.()—lg - (4- I'"MM() r,ﬂ(o( of ad

. aa o
en substituant €  par o @

et en notant :

- -t
7.1.4 Az (- (ﬂ—r‘“(c“-cdg))
< o
7.1.5 ot s (- d*

nous obtenons la loi de localisation :

o o o
7.1.6 C:AE‘QG

Nous joignons a ces N équations donnant e® en fonction de
ceff, 1'équation supplémentaire :

% € (qui traduit : E = <e>).
4:!

Cherchons tout d'abord 1le tenseur effectif d'élasticité
ceff . n dépend de la rigidité élastique du matériau et i1 suffit (cf
paragraphe 5.3.) de considérer le probléme isotherme & = 0.

En annulant e dans la Toi de localisation e = BE - a% et
en substituant alors ¢* dans :

nous obtenons 1'équation :
N «
2PA:1
oz
ol les A® sont donnés par 7.1.4 et dépendent de ceff,

Nous obtenons ainsi une équation implicite en ceff,

Connaissant alors CEff nous déduisons chague tenseur concen-
tration A* et a® (de 7.1.4 et 7.1.5) et en rappelant que les tenseurs
effectifs "

vérifient : (5 = <@A>
H N o o d
c'est a dire (3 s E-\ @ A‘g

nous pouvons donc aussi connaitre BEff.
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Les calculs ne sont passimples. B. Budiansky ((17)) par exemple donne
les résultats pour des grains isotropes tandis que 1'étude de Zeller et
Dédérichs ((13)) par la méthode de substitutions successives (L.S.D.)
proposent un développement de ceff,

8) EQUATIONS L.S.D ((13))

Nous considérons le probléme isotherme (¢ = 0) et définissons
le tenseur concentration A reliant la déformation macroscopique et la
déformation locale

8.1 €= A KEY

L'intégration des équations locales, traduisant 1'équilibre

div o =0

et la loi de comportement
8.2 ¢-CEt

conduisent & 1'équation intégrale

8.3 €anin)z €+ /v r:nm'j (""")[Cijm“') gn(")_)w’

(11 suffit de reprendre le raisonnement du paragraphe 6 des équations
intégrales en annulant la partie anélastique des déformations ; 8.3 est
déduite de 6.1.8)

L'intégrale de convolution s'écrit & 1'aide du formalisme
L.S.D. ((13)), (Lippman, Schwinger, Dyson) suivant

8.4 €n = Eomn * r:"\ij CutEn

Symboliquement nous avons remplacé le produit de convolution
» par le produit multiplicatif. Dans certains calculs formels, nous ap-
pliquerons littéralement 1la régle de multiplication dans 1'anneau (non
commutatif) défini par le produit de convolution.
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L'équatidn intégrale précédente s'écrit en substituant e par
la 1oi1 de localisation :

8.5 €.’ +rCA<ce>

Ou aussi A<€>=€°+V8A<€>

En passant & la valeur moyenne de 8.5 nous obtenons :
<E€>= € + <rCaA><E>

et nous &liminons la partie uniforme e¢° par soustraction :
ACEY-<€> = POACE> - < PCADEDS

Pour des grains de méme taille, Zeller et Déderichs consideé-
rent ' uniforme.

En factorisant I' et <e>
p-9)<e>= rICA- <TAY]<e>

"Simplifiant" par <e> , nous obtenons 1'équation ou A est 1'in-
connue et ol T dépend du tenseur de Green de 1'@lasticité pour les com-
posantes C{jk] uniformes arbitrairement choisies (€ =c-co)

~ *
A-4 = T LCA-<EAY]
Si nous imposons le choix C° = ceff

en' rappelant que c&ff = <ca

on obtient le méme schéma de résolution exposé dans le paragraphe précé-
dent (méthodes Self-Consistentes). Pour ce choix :

<CA>:=0
vy =)
on déduit A= (4-\"C)
et de C’-R: <CA>

on obtient 1'aquation implicite en C&FF

M. ccu-rd)s

£ I1 est cependant possible ((13)) d'obtenir une forme explicite
de C® par 1'intermédiaire de 1a "T matrice" reliant par définition la
déformation ¢ & la partie uniforme €° :
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€ - €°+r“\'€° (en symbolisme L.S.D)

Substituant € dans 8.4, on déduit successivement ;
8.4 s'écrit :

€:-¢+rCe
d'Ol] €°‘\' rTEQ; €° +r‘€,[€°+r'-[€°]
d'ol T: 81’ C-P-T
et symboliquement : T - S =S
A-tic

Reprenant la définition de YT, du tenseur concentration A et
1'éguation intégrale en ¢ (8.4), nous obtenons par passage a la valeur
moyenne (avec 1'hypothése, ' uniforme)

€24 PTYE =€ + M<KCAYLEY
<TAS = <CA> -C°<KAY

mais
rappelons que <A> =14 "

et <CA> = C E
ainsi <€A) = c““-c": Cq%

Y
en substituant <CA>, on obtient en &liminant ¢° et en "simplifiant"
par [* :

> = cHiey

substituons <e> par
<€E» =€°+ N<Ty€’°

nous déduisons 1'équation intégrale :
<Ty€°: [ K- c°][€° s I eT>e’]
c'est a dire
CLW—CO = <1z
A+ '<T>

8.7
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Ncus choisissons C° comme la valeur moyenne volumique du ten-
seur d'élasticité C

C%= <C>»

v
Pour un milieu microhétérogéne, le terme C est petit et assi-
milable a %¥1 terme de perturbation. On peut obtenir une solution appro-
chée de C®T7 sous la forme d'un développement Timité en série des ' ‘puis-
sances" de 1'hétérogénéité ¢ par substitutions successives dans 1'équa-
tion intégrale 8.7 :

wa-— <cy >+ XT2

4+r‘4'l‘>
‘mais de 8.6, en moyennant :
<Tr= {L—7
A~ C
c'est a dire T3> =< E(1+rCardpd, rerrde- )y

(nous appliquons en fait 1la régle, pour un produit multiplicatif de
1'approximation

3
A v/|+e¢e"+£+_--
4~ pour e petit)

a%n

D'ou : C

= <&> +<3' <
rl

et & 1'ordre 4 en E ((13)) :

B Ccra TP ¢ <TFERE>
+ CTPEpTPTY - <RSPPI 40
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9) PRINCIPES D'ENERGIE ((10))

D'autres méthodes, dont nous indiquons 1'essentiel du raison-
nement, utilisent les principes d'extremums de 1'@lasticité et é&tablis-
sent un encadrement des valeurs des coefficients effectifs. Elles sont
dites méthodes d'énergie et elles permettent d'écrire, pour un probléme
aux limites données (déplacement ¢° et contrainte o° imposés sur la
frontiére), un encadrement de 1'éGnergie thermoélastique potentielle
Up et complémentaire | du systéme. L'encadrement ainsi défini permet
de déduire une borne supérieure et une borne inférieure des coefficients
effectifs.

On définit Up et U, par :

. u - i_[ Ydv - §wmy dv - u; J{]
9.1 e v ‘é ./
9.2 U, :—J_[[G-&v-\-f oMy W clb]
v v
ou ¥ est 1'énergie libre volumique de Helmholtz
G est 1'énergie libre volumique de Gibbs
So est la partie de la frontiére S du solide sur laquelle les con-

traintes sont imposées.

Sy est la partie de la frontiére S du solide sur laquelle les dépla-
cements sont imposés.

Fi sont les composantes des forces vo]um1ques

Soit alors le probléme en contrainte défini par

S=195 (on impose la contrainte ¢° sur la surface
du solide)

dont les énergies thermoélastiques sont notées : Ug° et u%“.

En utilisant les principes variationnels de 1'&lasticité, nous
déduisons 1'encadrement :

~a Y ~E
9.3 - U U<
ou ﬁg est 1'énergie thermoélastique complémentaire calculée pour un
champ de contrainte admissible oij-
ou ﬁé est 1'énergie thermoélastique potentielle calculée pour un champ

de déplacement admissible ejj.
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En substituant les termes de 9.3 par leurs expressions en
fonction des tenseurs élastiques, thermiques et des champs de contrain-
tes et déformations, on démontre le résultat (cf ((10)), ((17)) pour
plus de détails et de rigueur) permettant de déduire les bornes des mo-
dules effectifs &lastiques ou thermiques.

(4
AL S i 364y

92% o _° o ew 2
R LR R S

<H [1 Cpd €5 Ep- Py€yi® &e]av—m'/c dv

Ces méthodes basées sur les principes varationnels de 1'élas-
ticité ne permettent pas de déduire les tenseurs concentrations mais
elles apportent un complément d'informations trés utile aux résultats
approchés fournis par les méthodes Self-Consistentes. L'emploi simultané
de telles méthodes est intéressant.

10) MILIEU BIPHASE

Si, pour un milieu biphasé, nous reprenons 1'expression des
tenseurs effectifs (5.3.10) et (5.3.11) :

LIPS
ot «B. <cany

nous obtenons les équations :

btw:%gbB fb)“) ?‘

) ( (2) o3
. Mo BN ST APeS
en rappelant que <By=1
@) () u)
c'est a dire { B g

L2 . . i (4) Q)
nous obtenons trois équations. I1 est possible d'@liminer B et Bl

et c'est la part1cu1arg}e offerte dans ;e cas d'un matériau biphasé,
afin de déduire ainsi o connawssant b€
en notant P 1'inverse de B n|

L e R NG

on obtient ((10))
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De cette formule générale, on peut en particulier (Christen-
sen, 10) déduire 1'expression de la dilatation thermique effective pour
un solide macroscopiquement isotrope constitué de deux phases isotro-
pes. On a, avec des grandeurs scalaires :

ew Q) cq @ lq W u)] ) o
=[] - 1 1 ]
g g ] [‘Vw“) / R)] [ K“H “4) Ku)

ou K désigne le module de compressibilité.

11) HOMOGENE ISATION DES MILIEUX PERIODIQUES

Dans les chapitres précédents, les méthodes utilisées raison-
nent en termes de concentrations de phases et de fait, ne tiennent pas
compte, en premiére approche (3 un site), de la position des grains.
Elles s'adaptent a des milieux dont Tes inclusions de méme taille sont
réparties aléatoirement. On déduit alors le milieu homogéne équivalent
par la méthode des valeurs moyennes ou la méthode variationnelle (éta-
blissement des bornes) en choisissant un volume représentatif (au sens
statistique) du milieu.

Ces méthodes sont moins fondées pour des textures morphologi-
ques telles que les milieux périodiques ou quasi-périodiques. Pour ces
milieux, le volume représentatif se réduit @ la cellule élémentaire
(celle qui par juxtapositions successives engendre le milieu). Un argu-
ment mathématique, trés utile, consiste & s'intéresser & deux échelles
géographiques proportionnelles x et y. Précisons 1'intérét de ces deux
échelles. :

Un facteur déterminant dans le choix d'une méthode de modéli-
sation est la taille de la cellule hétérogéne (grain) par rapport & la
matrice de volume imposé fixe. Pour des grains de grandes tailles, Tle
nombre d'inclusions est réduit et une &tude directe est possible. On si-
gnifie par étude directe, la possibilité de discrétiser le milieu en
plusieurs sous domaines et de le modéliser, analytiquement ou numérique-
ment, en tenant compte des conditions de liaisons tout en manipulant un
nombre raisonnable d'inconnues. Par contre, pour de petites tailles, la
discrétisation du milieu et fastidieuse.

D'ol 1'intérét de la méthode d'homogénéisation des milieux pé-
riodiques utilisant (théorie des perturbations ((18))) un "artifice"
- mathématique : i1 s'agit de mettre en évidence les deux "traits de ca-
ractére" du matériau, a savoir, d'une part le comportement macroscopique
et d'autre part son comportement microscopique. Pour cela, on fait appa-
raitre dans les équations locales de la thermoélasticité :

- d'une part la variable x, dite échelle macroscopique, dont le role est
de repérer la position d'une cellule dans la matrice par rapport a tou-
tes les autres.

- et d'autre part la variable y, dite échelle m1croscop1que, affectée
i la cellule élémentaire dont le caractére local la destine a recueillir
les informations d'ordre microscopiques {(contributions de la microstruc-
ture).
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Détaillons et par 1a méme, nous citons une variante de la
méthode d'homogénéisation. Les lois locales s'écrivent ((3))

A b a8 A A
comportement : 7. (x,t) = Cypg(x) € () - Bej (00 tx, 1)

10y &) - ey ~Thpe’=0
- . . B - - LPa woo- =
évolution : S;;[ ] o } 3 -bT% ° SE

équilibre (tenant compte des effets d'inerties et annulant les forces
volumiques).

L'indice A témoigne de la taille du grain, c'est le rapport
de réduction d'une échelle & 1'autre :

x= A\b,

Les coefficients sont définis par, insistant ainsi sur la va-
riable microscopique y :

a a ;
C‘J.u: Ctj“(%) @L&"B‘S(%) etc...

A &tant un petit paramétre, nous exploitons les techniques des
méthodes de perturbations et nous considérons que les variables x et y
sont indépendantes : on suppose que les champs des contraintes, des de-
formations et des températures s'écrivent sous la forme des développe-
ments asymptotiques

u,A(o:,t) = UYe(xt) + Auy (I,l*‘t) + Az“g(‘lllj,t)'k .
GA(«/E) = 6 (‘x,\_h\:) 1 Aeq('x'g,l:) + Aze‘ (7‘/‘.‘\1&)* .
o’ (x) = G:A (’ﬁ‘i)"_) + BT (xyy, t) + Al % ("")3/t)“' Tt

On substitue ces équations dans les lois locales précédentes
en prenant garde de transformer les dérivawions

4 —n 3 4D
d=x; D, A dy:

En raison de 1'indépendance des variables x et y.

11 reste, selon le schéma classique des méthodes de perturba-
tions, a identifier suivant les puissances successives de A& obtenant
ainsi une série d'équations aux dérivées partielles sur les Us, Ui,..;
eu’ el,... 5 Ogs Tyseene
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Ces équations sont considérées comme formulations fortes de
problémes variationnels et sont remplacées par leurs formulations fai-
bles. Non spécialiste, j'invite le lecteur a se référer aux ouvrages de
Sanchez-Palencia ((19)), Suquet ((20)), Francfort ((3)).

Pour résoudre la série des équations aux dérivées partielles,
nous substituons aux conditions aux limites une condition de périodicite
en y sur les fonctions u,, U ..., 0g5 Oy cvne 855 8150 Cette condi-
tion de périodicité peut se justifier en remarquant qu'elle traduit le
fait assez intuitif que :

- les fonctions en deux points homologues par y périodicité, sépareés de
quelques cellules sont presque égales. (proximité et similitude micros-
copique)

- les fonctions en deux points de la méme cellule mais non homologues
par y périodicité peuvent étre différentes (rapidité des variations mi-
croscopigues)

- les fonctions en deux points méme homologues mais é&loignés dans
1'échelle macroscopique sont différentes (variations sensibles sur une
grande échelle).

Pour la méthode d'homogénéisation, le comportement du milieu
homogéne équivalent est donné par la limite des champs o2, 6% et ub Tors-
que A& tend vers zéro : i1 est naturel en effet, pour une microstructure,
que la solution limite trouvée (elle existe et est unigue) corresponde
au M.H.E.

Remarquons que les travaux des auteurs cités ne se cantonnent
pas 3 1'aspect statique mais conviennent aussi a la thermoélasticité 1i-
néaire couplée dynamique. Le matériau hétérogéne soumis & des conditions
de frontiéres par exemple de type Dirichlet ((3)) est approximé, via
homogénéisation, par le M.H.E. muni des memes conditions de frontiéres.

Ainsi, 1'homogénéisation tient compte du couplage thermoélas-
tique et peut mettre en évidence 1'effet anélastique engendré par une
différence de température entre 1'extérieur et 1'intérieur du matériau.
I1 s'agit 13 du couplage 1ié& aux conditions de frontiéres et donc de
nature macroscopique.

I1 est & noter, au cours de la recherche des tenseurs concentra-
tions (§5.3) et & 1'ordre des développements employés, qu'il faut
prendre garde a 1'aspect microscopique de la dissipation thermoélas-
tique 1iée aux gradients internes de température afin, en
fait, de ne pas masquer ceux-ci par le processus méme d'homogénéi-
sation. Cependant, 1'homogénéisation modélise la dissipation interne
pour des milieux viscoélastiques. On peut envisager, comme 1'indique
Zener ((21))par une méthode de séparation des variables (temps et
espace ) d'éliminer 1'aspect position des gradients de température
et de déduire une fonctionnelle en temps analogue & 1a fonctionnelle
d'un milieu viscoélastique et de 1a, d'utiliser les résultats de la
méthode d'homogénéisation.



CHAPITRE II

EFFET DISSIPATIF

ET

EFFET VISCOELASTIQUE

Nous abordons a présent la partie de
la thermoélasticité 1iée a 1'aspect
évolution de la conduction de la chaleur.
I1 s'agit de la thermoélasticité transitoire.
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Nous reprenons 1'équation 4.18 de Ta conduction de la chaleur
1.1 | ThO = Egh‘je,;],j -T;ﬂi‘jeis
en rappelant que

6 est 1'écart de température par rapport a la température
de référence T

€1 la déformation
B s le tenseur de dilatation thermique qui apparait dans cette
J équation comme le coefficient de couplage entre © eté;j

k.. le tenseur de conduction thermique

J
Toh la chaleur spécifique a déformation constante.
Nous nous proposons de transformer cette &quation aux dérivées

partielles de type parabolique en une équation intégrale. La procédure
employée s'applique pour les équations de la forme :

1.2 | Bx) 6 = [k §id,; + Hegt)

Nous notons donc t’('x) : To h(=)
et nous remplagons le terme de couplage thermomécanique

- Tosjjéjj par le terme H(x,t).

Nous nous intéressons ainsi @ 1'aspect thermocinétique de 1'é-
quation de 1a conduction de 1a chaleur 1.2 ol H(x,t) désigne un terme
source ((22)).

1) FORME INTEGRALE DE L'EQUATION DE LA CHALEUR

Plutot que d'introduire immédiatement (comme nous 1'avons fait
dans le chapitre I pour les équations aux dérivées partielles de 1'élas-
ticité) l1a forme de 1'équation intégrale cherchée, nous présentons un
plan de calculs, certes artificiel, mais qui permet de comprendre et de
justifier 1a notion et 1'emploi de la solution é&lémentaire de la chaleur.
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Nous décomposons tout d'abord la chaleur spécifique C(x) et
le tenseur conductivité k 1j(x) en une partie uniforme et une partie
fluctuante :

1.3 &(oc): 8° + €(¢)
hij() = K‘j ¥ 9“{,‘ ()

Pour le milieu anisotrope homogéne défini par les parties uni-
formes précédentes, nous indiquons la solution é&lémentaire de 1'opéra-
teur de la chaleur. C'est la température ¥ (x,t/x',t') observée a 1'ins-
tant t en un point x qui résulte de la naissance & 1'instant antérieur
t' au point x' d'une source Gy (x,t/x't') ponctuelle et instantanée de
chaleur. Dans 1'équation aux dérivées partielles qui définit ¥(x,t/x't'),
le "dép6t" ponctuel de chaleur est représenté & 1'aide de la fonction
de Dirac par :

1.4 Gy (x,t|*ht') = Ble-a) b(E-¥)

1'équation s'écrit :

—

1.5 e w s ke 3 Y [t )|+ M=) ME-E)

: ; % a‘% ’ :
et v(x,t/x',t') vérifie le principe de causalité :
1.6 YWx,tlx\ ') =0  a b st

(1'instant d'observation est postérieur & la naissance de la source de
chaleur. La partie x,t situe le 1ieu et la date d'observation tandis que
la partie x', t' situe la cause).

Nous nous proposons d'examiner 1'intégrale J(x,t) ainsi défi-
nie :

t
] . Wl - 0 ) S | R ® o, ba k1) ] dVt”
17 el [ Yox o ,*)3‘[&\, 5:36"'”] ), );:i["w b_%%, I, >]}Mt
Dans une premiére étape, puisque 6 est solution de 1'équation

de la chaleur 1.2 et puisque ¥ est solution é&lémentaire de 1.5, on dé-
duit de 1.2, 1.3 et 1.5 :

t"'[{*;.,(x“j %;",-e (,',t'))] Y. [E’(x) 6 —th;t')] = ‘t’["E 6 -H=t)+ € é]



et
6.[_5_(2\;33_"’)]:@[__( LV}J»,e[uu)a(r b)- € w]
dxy B":“ dx: 'xJ
De ces deux égalités, J(x,t) s'écrit comme la somme de trois
termes :

Jix,b) = j/ B(x't") B(x -x') S(t-t)) dv'dt’
A f/ B° (Yixtlxt') 8(=)¢) + b__(lxtlx’ ')G(w.,t))dv’J(-.’

3 s
+ /J [se(oe)m,u;,t')eu,s ) - Wk ) Hex) V) - e(x',v)&é,i(wb%j‘fyavav

Selon la définition de la fonction de Dirac, le premier terme
permet d'isoler 6(x,t) ; on a :

j/ G(x;k') B(x-x')\(t-t!)el\l’du: Q(x,l;)
a vV

Le second terme fait apparaitre la condition initiale qui don-
ne le profil de la température initiale : ¢{(x,0). On a :

t o ¢
ej?e"(wé +¥e)dvidt': JL € . [Ye]dvdt' = 1‘34 [Ye] av’

= 8°), ¥t ) O Y- Yix,klxs0)B0x, )]V’

or, selon le principe de causalité : ¥(x, t/x', t}) =0
ainsi le second terme est égal a 1'intégrale

- B°f, Y (x,tlc0)0(x)0) dv'

ol apparait la température initiale 6 (x"',0).

Le troisiéme terme met en évidence 1'influence du terme source
H(x,t) mais i1 reste cependant les coefficients des parties fluctuantes
C et kij que nous ne pouvons présenter sous une forme plus pratique. On

,,/v/[w, v -wi-o2 (K %g\\’)_]év;l&'

E L- s . Ing
= = Jf Wi b ) Wi ) vl + /f [n(g')we ~e> (k ;_,_\V)]c\vuk'
ov ! ov e bxd'
De ces trois transformations, 1'intégrale J(x,t) peut s'écrire .

sous la forme plus pratique que 1.7 :
INFLUENCES de 1a condition initiale et du terme source H

Py, _— e N

1.8 3(“ t)- e(x’l) f"/ ‘P('x tlx’o)e(x O)JV - // ‘“((x H-z t )H(-x UJ\/Jf
* jé['e(,‘) Yix, bl ) B(x,¥) - Ot -)3 (&m 3 Yeu |, )]aveu'

* 5——-—-—1

contributions des parties f]uctuantes
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Dans une seconde &tape, i1 est intéressant d'utiliser la se-
conde formule de Green qui permet de transformer 1'intégrale de volume
de 1'expression 1.7 de J(x,t) en une intégrale de surface faisant ainsi
jntervenir la notion de condition de surface (condition de frontiére) :

En désignant par a un point de la surface S du solide et en
notant par q le flux de chaleur a la surface :

Jo = -7 [k Fudo]

ol n désigne la normale sortante et K la matrice [kij]
de méme, on définit le flux gy par :

Gy (o tlat)s -7 [Kged )

Ta forme 1.7 de J(x,t) se transforme (deuxiéme formule de Green) :
€

[ / !

Yook = JL Lm0y - @mi g W[ dsae

£
1.9 Jab) = ofsf [0t 9y &, e, t) - v'(,/tla’,e')qe(d,&')]és’ib’

Cette forme de J(x,t) est intéressante puisqu'elle fait inter-
venir les expressions de la température et du flux chaleur sur 5 con-
nus puisque donnés par les conditions de Frontiére. On peut déduire
alors, en égalisant les formes 1.8 et 1.9 de J(x,t), 1'expression de
1'équation intégrale cherchée. C'est 1a somme de quatre termes :

t
9(:,’:) = oj\frw(x)tl-x'lt‘) H(z',\—') clV'J,L‘I
1.10

+ EO/V LV(«,H?L',O) 9(1.’,0) dV‘

13
-4 [Wix o) 94 e E) - B E) gy (ot b) | 454t

o

O e

~z|‘zk*’lkl'xl‘-eullb ~":>_1“(| Y
/ [ B teMatt) 80k - 062 [ )»;'L‘)( y ,@M

C'est une équation intégrale implicite oj 1'ipconnue & se re-
trouve dans le dernier terme avec les coefficients C et k qui traduisent
les fluctuations de la chaleur spécifique et du tenseur conductivité.

Le premier terme correspond & la composante de la température
induite par le terme source H(x,t). On s'apercoit ici de la significa-
tion de 1a solution &lémentaire de la chaleur. La température qui résul-
te de la source de chaleur H(x,t) n'est autre que la superposition de
solutions @&lémentaires v (x,t/x',t') crées par une suite d'impulsions
élémentaires de chaleur, suite qui reconstitue la source H(x,t).
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Le deuxiéme terme correspond a la composante de la température
1iée a 1'uniformisation de 1a température initiale o(x',0).

Le troisiéme terme correspond & 1a contribution des conditions
de frontiére sur la température interne du matériau.

Le quatriéme terme représente 1'influence des parties fluctu-

antes.

2) RECHERCHE DE LA SOLUTION ELEMENTAIRE ¥ POUR UN MILIEU INFINI

Pour un milieu homogéne isotrope, la solution élémentaire de
1'équation

o4

2.1

Obe [T + £+ 2 6.
bto'[>3i+ 531*“321\”

s'écrit ((11)) ((23)) :
= fut

2.2 Quo ('-5"\:) - (l:;l‘[_t)h'h' e (ow m:3)

A 1'aide de la transformation de Fourier, on déduit, connais-
sant 6359, la solution é&lémentaire de 1'équation de la chaleur en milieu
anisotrope homogéne :

®anis st définie par

° [
2.3 b_Q.o.nib 2 9‘2' d (GM\.I%)
dt 3 ¥, \6"3

par transformation de Fourier :F?

ecu\.in (;‘olt) an.f»(’{; l:)

1'équation 2.3 devient

A

L 2 . 0° -
2.4 E%.w + LT g\:st_\ &ij Gm(glt):o
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Soit A une matrice de passage que nous définirons et X le vec-

teur tel que
-

-
5 = AX
(2.4) devient en substituant lesf -

28 + LT Agg X Ay X mn‘s wg £): 0
3

N

regroupons les termes Ajq k{j Ajy et notons par A la transposée de A :

bewm 4"-\" [A )l AU"] XQ m Mw Sl’) o
St

n
I1 apparait* que si nous choisissons A telle que AKA =41,
est Ta matrice unité alors

A A -0
N Bana 4 l‘nl \qm Xg K:m ear\fo( g/ ‘:) =0
At

Définissons '0‘1-50 (X,t) (la notation sera justifiée) par
A - A >
Qe U(/t): Oani ( §/t)
1'équation devient : 4 . 2.
¥0ss + 4T (XX +K, )8, (F1): O
£y 4

Par la transformation inverse de Fourier, on obtient :

3
avec ¥Bae - (__..

I] s'agit de 1 equat1on de la chaleur en milieu isotrope ; la
notation 8iso (X,t) =%anis (§,t) est ainsi justifiée et elle exprime

1'égalité fonctionnelle :
A

A -\
ewo o A - ear\:b

ol o est le symbole de la composition.

* AKA =./“ K = A" A lod K est définie positive symétrique

k-'= AR les composantes de -
sont notées kij

oﬂﬂ
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On sait que ((24)) : A —_

Quso A = |4t A 850 0 A
A /\N

ainsi Oann = |debAl 854 oA

et par linéarité de la transformation de Fourier :

A — T—
Oans = |detA] 650K

d'ol par transformation inverse :
Oany = |detA] Bpo0A
-2 ’?r/ZE
Oana () = 1deb Al (GT1E)
avec 2.7 (produit scalaire)
2:-(AY)(AY) = RYYA
= R’MC Y;YY Aﬂm
= Aim Kmi YQ yL'

~ X
or A?m AMC = 2‘

en substituant e; -~

]

d'ol 1'expression de 6,,i¢ (

: m
Y (- ko Yt Ym /l't]
0, i (V) ,}m nt) e

—.
Par translation de Vecteur X', on déduit 1a solution de

&’ W(x-,‘ tT) - 52« N Y@-RkT)=0

bx b'x
ou de facon équivalente ((23))
%o b_w_(o F {-T) +2¢L Vi-;',}:ft) =0
M 3 ey

Y- <7 -t) = ldet €% | emr[ Xlo X - Xp }
[ )

a :

I' 04l o
|

|

!;

l

L
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3) THERMOELASTICITE TRANSITOIRE

Si dans 1 equation 1ntegra1e (1.10) nous remplagons le terme
source H(x,t) par - Ty85 ; et C(x) par T, h (x), nous obtenons 1a loi
d'évolution de la tempera%ure sous forme intégrale :

t . o~
51 |[ewb s J/-TnhYe -oa kb W]dvi

%

t
- J] T Y ) € (2 B)AVAL!

* TN [, Y- £) B0 a) aV

3
—0/5/ (Y(r‘_a”)t- t’) 19("#? - 6(‘";15‘) ?q/(*-"l',t-t'))clslclt’

Nous joignons pour obtenir le systéme des équations couplées
de la thermoélasticité transitoire quasistatique, la Toi de comportement :

3.2 g - C€ -ﬁe

ou la contrainte o vérifie la condition d'équilibre

3.3 dw 0= O

Si nous restons dans un cadre ftrés général, 1'emploi d'une no-
tation symbolique telle que celle de Lippman-Schwinger pour les intégra-
les de volume et telle que celle proposée par Gurtin et Sternberg ((25))
pour les intégrales en temps seraient fort utiles. Cela revient, pour
remplacer les intégrales de convolution précédentes, a définir un pro-
duit multiplicatif dans un anneau de convolution ((11)) produit dont les
régles de calcul symbolique peuvent étre prouvées rigoureusement ((11)),

((24)).

Toutefois, pour obtenir des résultats moins généraux mais
principaux concernant la thermoélasticité avec 1'approximation des mi-
lieux granulaires, nous simplifions le formalisme en adoptant les hypo-
théses suivantes :

a) le solide est isolé thermiquement (ou de matrice infinie)
(les intégrales de surface s'annulent)

b) on ne retient que la partie permanente du régime : le terme
+ £ e(x',0) ¥(x,t/x',0) dV' qui correspond & 1'uniformisation de la
répartition instantanée initiale de la température devient vite né-
gligeable lorsque le temps t augmente.
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¢} On suppose 1'uniformité de la chaleur spécifique & déformation cons-
tante et du tenseur de conductivité thermique k.

d) Nous condensons 1'intégrale de volume Ty F(x,x') f(x"') dv'
par le "produit" € p *

Nous condensons 1'1n£égra1e de volume et du temps
J r(f,tlx',t')g(,;y) dvidt!
ar le "produit"
P P Faf

Ces hypothéses restrictives sur la configuration du matériau
sont utilisées a titre d'exemple dans lequel on éliminera la température
8 dans 1'une des équations du systéme (3.1, 3.2, 3.3) afin d'obtenir une
relation reliant uniquement la contrainte et la déformation.

En tenant compte de ces hypothéses, 1'équation intégrale en
6 s'écrit en bref :

3.4 Omt) = - Y @ Tof; €4y

En substituant 6 dans la loi locale de comportement, nous ob-
tenons la relation entre la contrainte et la déformation :

a-ce +f[YBTLpe]

A ce stade, la démonstration de 1'analogie de cette loi avec
une loi de comportement de type viscoélastique nécessite une bonne mai-
trise des régles de calcul de ces produits . Pour mettre
en évidence cette analogie, nous utiliserons 1'approximation des milieux
granulaires.

Dans 1'immédiat, nous reprenons la loi de localisation reliant
1a déformation locale & la déformation macroscopique e°. Nous avons éta-
b1i pour un chiamp de dé&formation anélastique ¢2 (avec 2 = a8, tenseur
dilatation thermique libre) vérifiant les hypothéses des petites pertur-
bations que :

3.5 € yon” Eom\ + r‘mm") * (’Cvcm €Y - Ccsﬂ C?,”

ou v est déduit du tenseur de Green de 1'@lasticité relatif aux coeffi-
cients uniformes Cjjk1 et ol le tenseur des constantes élastiques C se
décompose suivant

C(n): Co + EJ(TI.)
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En substituant ¢a par a6 et o par la forme intégrale (3.4),
nous obtenons :
o ~J
Emn = €ml\ -+ r‘mnis X chu Ew - ‘:M“S* Cﬂu 0(&9 6

€ - €%, 1ryC€E 4 Mk \'_c«(\\’ EToPE')]

N
Nous retrouvons le terme ¢° + \"-k C€ caractérisant ici 1'élas-
ticité instantanée a laquelle se superpose un phénoméne de nature visco-
élastique évoqué par le terme

Pyl cd(vaTpé))

4) MILIEU GRANULAIRE

4.1 Discrétisation :
Pour un milieu granulaire ot nous faisons 1'approximation de

remplacer la déformation ¢ (ry ) au point r du grain o par la valeur
moyenne volumique <

v et~ A
€ng) ~ € = \QJVAC(H.)J\Q

la forme discrétisée de 1'équation 3.5 s'écrit (cf I. 6.2.2)

N g
@ ° ﬁ vl X of oX
4.-‘ € - € 1“(:2' r‘ (C 6 - C 6 )

Nous effectuons alors 1'approximation supplémentaire en rem-
lagant 3% par

av ¥
€ =« ()
of
avec ©(t)= 4 [ 6(nt)dy
% %
c'est a dire en utilisant la fonction indicatrice du grain o :

e () \i&'/v O(n, t) Ay (n)Av

La forme intégrale (3.4) de e(r,t) se discrétise de la méme
fagon que la forme intégrale (I1.6.1.8) de e(r,t) :

On a : )
O(x,t) = Y 8 B €
c'est a dire O t): - /51,(3;j () Yy b-E) écs (it dVdE’
4]
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nous remplagons B. J( x') éij(x',t') par 1'approximation

N - x ' ,
£ PLS e‘j(k ) A‘(z)
ainsi

5 N X x '
6x,t) = -/ [E__,Toﬁge : () B ') Wheors, £-€) | VAL
isolons les termes uniformes :

t N x .3 [ 1 ! )
e(x,‘.’): - ol To E-‘ ﬁu E‘J(l")/v H’(x-oc'lt-t)Ab,(z)JVJt
nous déduisons ainsi 8%(t) :

e%(t) = / 6 (n,t) byr)dV

E

N ¥ -y
() - T.,Z_P--E.

4 'x-'x'-'A ! x)aiyt
2Py 4] [ Yo bEIRmvivae

en notant par ¥*Y (t - t') le terme

oY
Y (e-v) % /v/v\Y(x-x',l--t‘ By(x) By (x) Vv
nous obtenons :

of N 3 t . % LY
e (t) = E‘ "TaP'gJ{cs (T)Y (t-1)dC

. av N R}
et de 1a - €Mm= 2 -T d"p‘:ﬂvw(e-r)e (14T

En subst1tuant el dans 1! express1on (4.1) de B . nous obtenons :

€ (t) *c_ZZ:_ T,Co((S r‘p/\v(t-t)€ (T)dT —dz' rpq"’“ ~€w)

I1 s'agit d'un systéme intégrodifférentiel a N équations dont
les N inconnues ¢® sont les déformations moyennes de chaque grain et as-
surent le comportement macroscopique donné par le second membre e°(t).

Dans le principe, 1a solution élémentaire de ce systéme sera
une fonction fluage @431 continue par morceaux et vérifiant le systeme
ol 1'on remplace e (t) par s(t) B&‘bﬁ

.Q \(ns“,lfi o

Qm Crvmofn m
A IR b«

NN
1+ T2 T.T
¥=

-U )
Rt L ""\°|> qrqumjc (E"C)QMS%XJ’C
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La solution élémentaire supposée connue, on déduit la solution

du sytéme intégrodifférentiel sous la forme d'un produit de convolution :

t
/n u(* t)CM(r)M

e e e PONTCRDEC I |

La loi de localisation d'un milieu élastique s'écrit:

N °
€.. = AL.SM. 6%1

*)

et nous avons obtenu pour un m111eu thermoelasthue

e’ / 0839 £-0E AT

*)

11 apparait ici clairement que 1l'on tient compte de l'histoire
de la déformation macroscopique appliquée pour décrire la déformation
locale actuelle. Si nous reprenons la loi de comportement de
Duhamel Neumann: o

a a
%G = Cym [E;d‘gx:]
On écrit successivement:
o of °
Cim ] .n.um(b-f) emm')d’c
et
uH ]/ _(Lum (£-T) (1- f)eﬁcf)d

< o
w Giw €y

N ° '

]/ [Z C,. wIMmﬂm (L—-’C)\(T-Tg]emw )aT 471
ad 4 0¥ Y ¥ _

¥ =€y s Ay To 2 pﬁj\vrm(e-qgemu)c\:_

- «(nT ZFPQ / Wrw“ T)eT)dt

d¥

¥
Yogma(E-T) L

"(uT 2,‘3‘..\ // o (1T EL (T AT

En rappelant que : Ca;&l a{m - (3\.).

on déduit pour la loi de lecalisatiom

¥ Q¥
(E) //Z[ uI n_ k- «)MT—T)+(9 ToPoq Voqmat- tm ol T T)]

o0 ¥

(T

)d

1

d

T
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et en passant a la valeur moyenne, on déduit la loi de

comportement macroscopique:
5 f/tzz[ W E
t) - o o~ o

- * ¥ 'dx X ) ° )
+fy T ﬁm Vm““ D) R e 17T )] CrnlT)ATIT.

Avec les hypothéses restrictives du paragraphe (3) nous avons
montré, de facon qualitative et trés formelle que 1'action de la conduc-
tion de la chaleur intergranulaire dans un milieu thermoélastique infini
engendre un comportement de nature viscoélastique. I1 est certainement
possible de généraliser pour un milieu fini en demandant cependant plus
de rigueur sur le formalisme mathématique et notamment sur les intégra-
les de surface. Ces intégrales de surface tiennent compte de la diffé-
rence de température entre 1'intérieur et 1'extérieur du matériau et mo-

délisent 1'influence des flux de chaleur 1iés aux conditions
MACROSCOPIQUES de frontiére.

En effet, si nous nous rappelons que le phénoméne de relaxa-
tion de nature viscoélastique est 1ié ici & 1a notion d'irréversibilité
thermique et que cette derniére est gouvernée par 1'action de la conduc-
tion de la chaleur uniformisant les gradients de température ; il appa-
rait que deux types d'hétérogénéités de température sont a considérer :

- 1'une, que nous avons modélisée formellement, est a 1'échelle du grain.
Elle résulte de la nature microhétérogéne du matériau et provoque
1'existence de la conduction in situ (intragranulaire) de la chaleur.

- 1'autre, é&tudiée en détail par Zener, ((21)), est & 1'échelle de
1'échantillon et est du méme type que la non uniformité de température
pouvant apparaitre dans un matériau homogéne soumis a des conditions
thermomécaniques extérieures (conditions macroscopiques de frontiére).

Dissipation

I1 est important de constater dans les chapitres précédents
que, partant des lois locales de la thermoélasticité, lois ol entrent
en jeu des gradients de température (aspect espace), nous obtenons des
lois de relaxation (aspect temps).

Ces lois traduisent un comportement de nature viscoélastique
et mettent en évidence la présence d'un déphasage entre la contrainte
et la déformation. Par exemple, pour une sollicitation en contrainte
périodique, on observe ((21)) ((26)) expérimentalement une déformation
de méme période mais déphasée par rapport a la contrainte. Ce retard de
phase exprime en quelque sorte que la déformation est freinée par rap-
port & la contrainte, d'ot le nom de FROTTEMENT INTERNE donné & ce phé-
noméne, frottement qui se constate par 1'échauffement progressif du ma-
tériau (expérience de Tauchert ((27))) et qui produit une montée irreé-
versible de température.

De nombreux auteurs (Zener, 1935, Budiansky 1980) ((47)) pro-
cédent & 1'étude de 1a dissipation thermoélastique. L'étude de Zener
((21)), quoique monodimensionnelle, est fondamentale.Nous nous proposons,
a présent, de passer a une &tude monodimensionnelle, illustrant de fagon
plus concréte le comportement viscoélastique du matériau.
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COMPLEMENT

Au cours de ce chapitre, le processus de recherche et de
discrétisation de 1'équation intégrale issue de 1'équation aux dérivées partiel-
les gouvernant 1'évolution de la température:

who = [2\;3 6,;},_3 - T @;_,’e;j

suit le méme plan que celui du probléme de thermoélastostatique ou du probléme
élastoplastique.:

° ~ g e}
C.. . r “ J—O
s_‘nl uF:&L +k \;su (.Lg‘& —CCSYV—\?- EQ{?, )); E ol
Nous adoptons en effet la méthode du tenseur de Green en recher-

chant la solution &lémentaire de chaque Equation et nous discrétisons en utilisant
1'approximation du milieu granulaire.

Nous pouvons alors dé&duire le comportement effectif et local dans
le cas d'un milieu microh8térogéne parfaitement désordonné. D'autre part, au cours
de 1'étude bibliographique, nous avons remarqué l'existence de méthodes d'homogé-
néisation adaptées a4 la modélisation de milieux périodiques.

Nous avons 13 deux cas extrémes de structures microhé&térogénes.

Qu'en est il pour une morphologie intermédiaire, voire plus
générale ?

Les méthodes variationnelles nous fournissent la réponse. Outre
la possibilité de donner un encadrement des coefficients effectifs, certaines
permettent d'accéder 3 une formulation compléte et générale du comportement.

Citons le formalisme &l&gant évoqué par Biot ((37)) et développé
par Brun oii 1'on fait appel & la notion de coordonnées généralisées et de
formulation variationnelle lagrangienne du probléme de la thermoélasticité des
milieux hétérogénes.

¥

communication privée .



CHAPITRE III

ETUDE MONODIMENSIONNELLE
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1) ETUDE

1.1, L'étude de Zener :

Pour plus de clarté, Zener ((21)) utilise dans le formalisme
suivant des variables scalaires étudiant ainsi un probléme monodimen-
sionnel. Le raisonnement peut cependant se généraliser au cas tridimen-
sionnel.

Si E désigne le module d'Young isotherme la l1oi de Comporte-
ment générale (I1.4.19)

€;J‘ = S..]&YG'M + °(J e

devient c T 4 Y-
€

La variation de température dépend de deux phénoménes qui se
superposent :

- la diffusion calorifique (conduction) qui uniformise et relaxe les
fluctuations de température.

- le couplage thermoélastique : une variation de température entraine
une variation de longueur et réciproquement, un allongement adiabati-

que entraine une chute de température.

La 1oi générale d'évolution de la température (I1.4.18)
Tho - [&c)‘ 9,;],J -ToPCJ'Et'X

devient

. _ 2 A .
€ =7 _i% @ €

</ 107,

ou : D est le coefficient uniforme de diffusivité thermique
B, le coefficient de couplage.

Pour éliminer la dérivée seconde en espace, Zener propose de
développer &, ¢ et o en une série de fonctions & variables séparées

. . z
suivant : €(x)t) = go €;(t) U_; ()
3z
O(xt): T &) i)
T (x,t) s T 0 (k) Wi(x)

- ol les fonctions de 1'espace Uj représentent les j-fonctions orthogo-
nales normées, chacune solution de 1'équation aux dérivées partiel-

les
DU 4+ UL =0 (u"s‘a‘u)
5 T‘; B_x?_

avec tj , une suite discréte des valeurs de t pour lesquelles et en
respectant les conditions aux limites du probléme, 1'équation

pu'+ujr =0 est vérifiée.
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- ol ej(t), ej(t) et oj(t) appelés potentiels,

vérifient le systéme :
€= LW +4601)
E )
.= -9:(0) -pe:(t
SHU {_g pe;(®

En éliminant o; de ce systéme, les potentiels €5 et oy sont
1iés par (sans sommation Sur j)

G§ +T3°'§ =E€:\ +Ef&(4+°(ﬁ)€é

Relation qui n'est autre que celle d'un solide viscoélastique
de ZENER dont 1'équivalent mécanique est représenté par le schéma :

[_r,[ Ri

en fonction de la viscosité u de 1'amortisseur (o = u;)
et des raideurs R, et Ry des ressorts (o = Re)
on obtient la relation analogue a la précédente :

c-—«-_fjc.‘:’RG-rp(/l-r_E\LE.
R * flu)

Conclusion : Par cette formulation du probléme dans le cas d'un solide
monodimensiconnel homogéne, Zener montre ainsi que les fonc-
tions potentiels (oj, €j) sont des potentiels viscoélasti-
ques qui, nonobstant une 1é&gére modulation en espace, con-
férent au solide thermoé&lastique, un comportement de nature
viscoélastique.

Dissipation

Pour une sollicitation périodique en contrainte de pulsation
w et d'amplitude o,, on observe une réponse en déformation de méme pé-
riode, d'amplitude ¢, dont 1'angle & de déphasage par rapport a la con-
trainte, généralement petit, suffit pour caractériser la dissipation.

En effet, on démontre ((21)), 3(26)) la relation entre le rap-

port de 1'énergie dissipée par cycle W& et 1'énergie de vibration W™=
d

1.1.1 W3l
e

W

1
2 0g€,q
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et tgs est suffisamment bien approximé par :

1.1.2 ,t e~ d wT |

At wltz

o &4 , sans dimension, est dite intensité de relaxation et caractérise
la relaxation totale de 1'effort.

et © est le temps caractéristique de relaxation thermique et évalué a

2
T= _J%j; (L, épaisseur de 1'échantillon)
Ay

Si nous représentons tgs en fonction de la pulsation, nous ob-
tenons une courbe en cloche de Lorentz dont le maximum se trouve pour

wTt-=1.
“Esh

" (Cos)

. Pour les basses fréquences, (w petite), le probléme est isotherme, la
dissipation est faible (la conduction uniformise "instantanément" 1la

température).

. Pour les hautes fréquences (w élevée), le comportement est adiabati-
que, la dissipation est faible (1a conduction "n'a pas le temps"
d'agir).

. L'énergie dissipée n'est appréciable que pour les fréquences intermé-
diaires (ni isothermes, ni adiabatiques).

Remarque

Nous avons utilisé dans le résumé de cette étude, un coeffi-
cient de diffusitivité D uniforme ce qui exclut, a fortiori, la modéli-
sation d'un milieu continument hétérogéne. Nous nous employons dans la
suite 3 étudier le cas d'un matériau hétérogéne.
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1.2 Etude monodimensionnelle :

L'&tude monodimensionnelle envisagée dans la suite nous permet
pour un matériau hétérogéne particulier de décrire le comportement ané-
lastique engendré par le couplage contrainte o(x,t), déformation e(x,t),
température 6(x,t). Les théories tridimensionnelles précédemment résu-
mées sont en effet générales et actuellement difficiles a exploiter d'un
point de vue quantitatif.

Nous nous proposons d'une part de donner une détermination ex-
plicite de la réponse viscoélastique du matériau (caractérisée par ses
compliances instantanées et relaxées et les temps de relaxation) et
d'autre part de quantifier la dissipation engendrée par 1'effet thermo-
élastique.

Pour cela, nous soumettons 1'é@chantillon a deux types d'essais
différents de sollicitation en contrainte, 1'un quasistatique et 1'autre
dynamique, et nous calculons par différentes méthodes la réponse du ma-
tériau et 1'énergie dissipée au cours de chaque essai : nous vérifions
alors la cohérence des résultats obtenus. En effet, les méthodes emplo-
yées utilisent soit un point de vue thermoélastique ou soit un point de
vue viscoélastique ; nous avons alors le souci constant de montrer que
le matériau ob&issant aus lois locales de la thermoélasticité se compor-
te comme un matériau viscoélastique.

2) PRESENTATION DE L'ECHANTILLON

L'étude monodimensionnelle s'applique @ une tige cylindrique
isotrope de longueur pratiquement infinie dont 1'hétérogénéité est as-
surée par la seule variation longitudinale du module d'Young E(x) ; les
autres coefficients thermomécaniques étant pris constants :

Q coefficient de Poisson
a dilatation thermique libre
e C. chaleur volumique

k  conduction thermique.
2

AVAVAVI\VAVAVA

Nous sollicitons cette tige par un essai de traction uniaxiale
quasistatique. Les phénoménes d'inertie négligés, la contrainte, quoique
variable dans le temps, est uniforme le long de la tige.

x

Nous supposons la fonction E(x) sinusoidale en x et nous iso-
lons adiabatiquement les parois de la tige.
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(Figure 1)

Lt L2 L L 2 £ 2t 4 ¢ (2 L L L L Ll LSl s L

i 3 ‘
tige isolée !
. = f— — — - - - = .- - - - - - 1e
thermiquement *
2

F I T T T T T T T 7y o7/

2 S=)

(Figure 2) -\\\,///——\\\\J///ﬂ~\\\\///’—

- -t
x

profil périodique
de température

Avec ces hypothéses, le profil de température dans 1'échantil-
lon est aussi périodique et, par raison de symétrie, 1'étude du
profil de température le long de la tige de longueur infinie, revient
a 1'étude du profil de température dans une cellule &lémentaire consti-
tuée par un troncon de la tige, long d'une demi-période et isolé thermi-
quement a chaque extrémité.

6(—;)
) )
Q / > aC e
77 °% o e
Cellule élémentaire Profil de température le long
de 1a cellule
(Figure 3)

3) EQUATIONS

- Dans le repére (x, y, z), le tenseur des contraintes o et des
déformations ¢ s'écrivent sous forme matricielle :

€ O ©
€=] 0 & 0

0o &

.

c O O
o o O
¢ o O
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pcur un milieu isotrope, 1a loi de comportement générale (I. 4.19)
Ei_\' 2 S‘-j*? m + G(‘J G
s'écrit ((28))

3.1 €=1ﬂw’—_\’_0"’ﬂ+=(91l
. 3 E T

ou 'ﬂ désigne la matrice unité.

De méme, 1'expression générale de la variation d'entropie et sa forme
duale déduites de I. 4.17 ; I. 4.20 et 1. 4. 21

Q&? ﬁ;j(‘.eij 1'2‘\(19
¢ 4= %ij 4% g 9O

deviennent pour un milieu isotrope :

b

3.2 eT,c\n) -3KT, {d€; +oCcdbO

3.3 C—LJ’?: —l:,"(JO_I -\-ecrde

ou € et oy désignent respectivement le premier invariant de & etd .

o0 K, module de compressibilité, dépend de x et s'exprime en fonction
du module d'Young suivant :

K(x) = _E("“)
3(4-30)

La Toi d'évolution I. 4.12 de 1'entropie
—0
Q'TYD = dav L “‘3F°A£§X
s'exprime pour 1'étude monodimensionnelle suivant :

3.4 AL > ST
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Avant de déduire des équations 1, 2, 3, 4 précédentes, la loi
d'évolution de la température et sa forme duale, nous pouvons obtenir
de 3.4 une remarque importante concernant la dissipation thermodynamique
au sein de 1'échantillon considéré.

4) DISSIPATION
4.1. Entropie :

Nous nous proposons de mettre en évidence 1'évolution de 1'en-
tropie et la dissipation induites par 1'effet thermoélastique dans un
corps hétérogéne isolé thermiquement et nous constatons une différence
fondamentale avec un corps homogéne.

La loi d'évolution de 1'entropie déduite de la conservation
de 1'énergie

devient en passant & la valeur moyenne volumique sur la cellule consti-
tuée du troncon de la figure (3) isolé thermiquement :

CeTH> = < div [ h Jud €]
or

i [hod€1>= 2 [ dio[ pad 0]V

et en utilisant le théoréme de la divergence :

Cdie [ RGud0] >= %/VMZJG.;: ds
d

Sur V, 1'hypothése d'adiabaticité impose :

Xa?\:}e.;’:o

Par conséquent :

<e'\'/§>:o

Conclusion : Pour_ un corps homogéne de température initiale uniforme,
T et n sont uniformes, ainsi ,7'__ o)

et 1'expression de la dissipation -donnée par 1'intégrale

(cf paragraphe I. 4.4) b
/] ki;6,: 8, dvdt
oV T



67

est nulle également. I1 n'y a pas de dissipation et 1'en-
tropie est stationnaire.

Par contre, pour un corps hétérogéne (isolé), méme si e est
uniforme, 1'expression

<'T'p‘>: o

ne permet pas de déduire n = 0.

De plus, du fait méme de 1'hétérogénéité du matériau, 1l
se crée une répartition de gradients de température, 1'in-
tégrale
/V ‘?K-.) egtr?l;_ dv

n‘est pas nulle, il y a dissipation et création irréversi-
ble d'entropie.

4.2. Linéarisation :

Comment mettre en évidence cette dissipation ? Si nous élimi-
mons 1'entropie entre 3.3 et 3.4, nous obtenons 1'équation aux dérivées
partielles en 6 de type parabolique :

2\6,“= e C,.O. + o 0.;9 *°‘To<f; +e Cq __6_
T

L'étude directe analytique de cette équation est rendue déli-
cate par la présence du terme C, 8 a coefficient variable Cy(x). En
effet, quoique Q(‘e, la chaleur volumique a déformetion constante, soit
supposée uniforme, la chaleur a contrainte constante e(:0 dépend de x ;

on a la relation ((28))

(d_ (qc) H X(x) -C€

od Y(x) est nommé 1'indice adiabatique et s'exprime en fonction du "bulk
modulus" suivant

¥(x)=4+ AKE) T «*
€Ce

(démonstration située 3 la fin du paragraphe).
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Une intégration numérique de cette équation, dans le cas d'une
contrainte imposée alternative (o; = o, cos wt) montrerait au bout d'un
temps de simulation suffisant, uné montée globale sensible de 1a tempé-
rature de 1'échantillon. Cette montée irréversible de température tra-
duit directement la dissipation thermique induite par 1'effet thermoé-
lastique : o 4 ‘

(Figure 4) bemps

Montée irréversible de température

Par contre, si nous linéarisons cette équation (cela revient
a faire 1'approximetion T = T, dans 3.4.; on obtient : T, n = ke,xx)
la résolution en devient plus aisée. Cependant, nous perdons alors 1'in-
formation <Tn> = 0 en la substituant par :

<T,n>= 0. Nous constatons alors que nous n'avons plus accés,
de facon directe, & la production irréversible d'entropie.

Mais nous allons montrer qu'on peut toutefois accéder indirec-
tement a la dissipetion :

la forme lindarisée de eTfj = Aw[*\@@]
s'écrit €T°/7. = dw [ﬁl}—lme]
et nous obtenons 1'équation de la chaleur :

4.2 0Celx) 8 + 4T o R,

Nous perdons certes le moyen de modéliser la montée irréversi-
ble en température ; en passant & la valeur moyenne de la loi d'évolu-
tion linéarisée de 1'entropie, on a :

<eT37.>:O

ainsi

<m> = Q

1'entropie globale du matériau demeure constante.
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Mais cette formulation nous permet a chaque instant de mettre
en évidence le déphasage de la température et de la déformation par rap-
port & la contrainte. En effet si nous représentons le diagramme con-
trainte-déformation lorsque 1'échantillon est soumis & une contrainte
périodique, nous obtenons un cycle (1a réponse en déformation est aussi
périodique mais déphasée par rapport & la contrainte).

(Figure 5) (—’// ]

Si nous reprenons alors la formule classique

" ‘aire du cycle représente le travail dissipé sous forme de
chaleur au cours d'une période"

nous décrivons indirectement la dissipation du phénoméne.

Expression de 1'indice adiabatique :

Pour un milieu isotrope, nous reprenons les formes duales de
1'expression (3.2 et 3.3) de 1'entropie :

eTodn = 3KT, Xd€s x ¢Ccdo

e Todm = Tox da; 4+ (s d6

H

et

Or, o et €1, premiers invariants respectivement de T et & ,
on déduit de 1a loi de comportement :

€ =4 g -3 ch+ryel
E 3

que
€; = (4-20)% +3A O

ainsi
d€; = @-29) 47 4+ 34d 6
E

on reporte d ey dans 1'expression de 1'entropie que nous &liminons afin
d'otenir 1'égalité :
(]
?)WTQ"( (4_‘E'2ﬂ AG-T. -r(SKTo"‘ fecc)cle =T°4c\di .teco_de
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par identification :

eCo=eCc + GKT, &

d'od
¥(x): S o At9IKTed
C€ e e
("-N)aKTMJE& =T {0 d'oil
E = 3(1-JK

5) REPONSES VISCOELASTIQUES

Nous nous proposons de soumettre 1'échantillon respectivement
a un essai de contrainte quasistatique (essai de fluage) et de contrain-
te cyclique (contrainte périodique, essai de frottement interne) et
d'examiner les réponses en déformation. Cela revient & déterminer les
compliances (rapport de la déformation observée sur la contrainte impo--
sée) : on utilise différentes méthodes de calculs dont les résultats
sont confrontés afin de vérifier leur validité.

5.1. Compliances locales instantanée et relaxée :

En posant E,= €,1 , nous déduisons de la forme matricielle
(3.1) de 1a 1oi de comportement, la loi contrainte-déformation :

5.1.1 £E. = 4«86
E(=)

En substituant & 3 1'aide de 1'expression de 1'entropie 3.3,
nous obtenons la déformation en fonction de 1'entropie :

5.1.2 s (& —T__o*l)+ AT

B e ¥/ ¥
ol nous avons utilisé la définition de 1'indice adiabatique
Cq. (m) = Y(-x) CE

La relation 5.1.2 est importante car elle nous permet de
déduire :
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- la compliance instantanée adiabatique définie par :
T T

T, - X

bc"pjl

=

(1a notation est celle employée par Nowick et Berry ((26)), 1'indice
u rappelle le mot “"unrelaxed").

2
5.1.3 T\.L = :T;) - I°_°(__
eC€K(°"-)

La formule 5.1.1 nous donnerait 1'expression classique de la
compliance instantanée isotherme :

3
dolg EX) (inverse du module d'Young).

Connaissant la compliance instantanée adiabatique, nous cher-
chons & présent la compliance relaxée. Pour cela nous examinons la
réponse du matériau 3 1'échelon de contrainte quasistatique représenté
par la figure :

_— A .
-

(Figure 6) Y

La phase AB est un incrément de contrainte instantané ; nous
considérons que la conduction de 1a chaleur n'a pas le temps d'agir ;
le phénoméne est adiabatique et on déduit de la forme linéarisée 4.2 de
1'équation de la chaleur la température atteinte en B :

Avant 1'impulsion de contrainte la température initiale en A est

nulle : e()—O
A"l.—

. L'incrément de contrainte est adiabatique :
e,'xx - o

de 1'équation de 1a chaleur, on déduit : e o (;)é-ra('];&-: o
en intégrant de A a B :

Ogw)- 6, (x) s ~XTo G5
e 5
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La phase BC est une relaxation de la déformation a contrainte
constante (fluage) ; le profil de la température eg(x) s'uniformise pour
atteindre 1a température d'équilibre OF

. L'évolution est a contrainte constante : ¢ =0

. L'équation de 1a chaleur devient : eCd-(':)é =¥l€2'xx

. En intégrant sur le volume de 1a cellule isolée, on déduit :
<QC°.(':) 6 >y =0

. Par intégration en temps, on déduit :
<e ce‘a’(x) GF b <QC€X(=)E)B(1=)>

. Puisque op est uniforme :

5.1.4 eF - <¥x) 0> - - %To G
<Y > e Ce <¥E>
5.1.5 en ayant utilisé 9%(1) = ~XTe%
e ¥

La température finale 6 de 1'évolution anélastique étant con-
nue, on déduit 1a comptiance relaxée Jp

an an
5.1.6 3\’%-]“ = éF - E(ni\;.'gk = °(6F"°(63 = 0(7'Ta {-j_ 4
Go O €Ce L8 <¥>

et en reprenant 1'expression 5.1.3 de la compliance non relaxée J

ki
5.1.7 Jo= 4 - X T
B E(x) eCe <¥> »

Dans ce paragraphe, en étudiant la réponse du matériau a un
essai de fluage, nous avons obtenu les expressions exactes locales des:
compliances instantanées et relaxées. Mais nous n'avons aucune informa-
tion sur 1'@volution de 1'échantillon entre 1'état initial et 1'état
final. Le but du paragraphe suivant est d'apporter cette information.

Par 1'utilisation d'une méthode de perturbation, nous obtien-
drons :

- d'une part, la description approchée du régime transitoire ;
- d'autre part, des expressions approchées des compliances moyennes

instantanées et relaxées que nous comparerons aux compliances exactes
précédemment calculées.
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5.2. M&thode de Perturbation directe :
5.2. a) Réponse a un échelon de contrainte :
Si nous reprenons la figure (6) nous décrivons 1'évolution BC
a 1'aide de 1'équation de 1a chaleur en prenant o constante :

5.2.1 e Cd“ ('z)é = ‘?"e,—.:oc

11 s'agit dans ce paragraphe de résoudre 1'équation aux déri-
vées partielles :

. 2
¥ix) 6 = -e&: t‘;—% (c.f N.B)

dont on connait la condition initiale :
6(«10) = GB (‘x.)

et la condition de frontiére (en raisonnant sur la cellule élémentaire)

=0 enx=0 etenx-=1

Il -4
¥ lo

Nous utilisons une méthode de perturbation directe dont le
petit paramétre e (coefficient de perturbation) dépend de la microhété-
rogénéité du matériau. Par hypothése, 1'hétérogénéité de 1'échantillon
est assurée par la seule variation longitudinale périodique du module
d'Young E(x) et dans 1'équation & résoudre apparait seulement le terme
variable y(x) dépendant de E(x) par :

3
5.2.2 Yiw) = 1 + 2EE) Tod

On définit ainsi le paramétre d'hétérogénéité ¢ en écrivant
Y(x) sous la forme :

5.2.3 :MYm- <r>[ 4+ E‘Cda'ﬂ'q;] l\

La solution analytique trouvée par la méthode de perturbation
basée sur € sera.proche de la solution exacte si-ce paramétre d'hétéro-
géndité est petit ' . Elle est intéressante pour des
milieux microhétérogénes. Cependant ((30)), 1'écart entre la solution
exacte et 1'approximation calculée en tronquant le développement analy-
tique au-dela d'un certain ordre choisi est inconnu.

Une résolution numérique, que nous examinerons, est alors jus-
tifiée car sa comparaison avec la solution approchée nous permet de
contrdler la convergence du développement.

N.B: la longueur de 1'&chantillon est 1'unit&, Si on veut revenir 3
une formulation oli apparait la longueur P de 1a cellule, il suffit
de remplacer par R/
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Selon le shéma classique des méthodes de perturbations direc-
tes, nous développons 6 suivant :

e(t,t): 90 (:.)k) + € 91(1:)1)1- €16¢(-xll-)+ P

et nous identifions & 1'ordre ¢ aprés avoir substitué & dans 1'équation
5.2.1

Nous avons détaillé les calculs en annexe pour le probléme aux
limites de 1a forme :

. ¢
X(x)e= °€ \bi_e_

dxt
O(=,0) = Cp(oc) condition initiale connue
0 -0 ; x-0 Sk x=4

Ve

Résultat : Nous obtenons 1'expression de la valeur moyenne volumique de
la température notée e*(t)

8% (k)= < O(x, t)>
on a :
EQ(IE- e

o\t it :
s.2.4 O(): §,+€d [4-¢ 1+ _f_a &, ( )+ 6(e?)
A 4, - %\

ol les ¢; sont les scalaires déduits du développement de la température
initiale ¢(x) en série de Fourier :

5.2.5 4>(-x) = o, + ¢, coTlx 1 d’z cd W ¢ 493 @M=z +. ..

et ol les «; sont les inverses de temps caractéristiques :

J
2
K= - ((m )
<¥>
5.2.6 = - (W Kk
@ Ce<¥>

(1a longueur de la cellule est
unité)

Connaissant 6 *(t) nous pouvons déduire 1a déformation moyenne
<E(x,t)> notée x(t) :

5.2.7 ety <f_-> + «(6’(t)
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d'oll 1a fonction fluage de 1'essai de relaxation pour un échelon de con-
trainte :

g (b)) =
P

5.2.8 ]‘(t) = &M -

<4dS
ag E

+ 4
<

Mais de 5.1.5 nous connaissons la température initiale :

5.2.9 )z ~¥Tol = -XTo0
€ ¥ @ Ce<¥O[ 4+ €coli]

que nous développons suivant :
¢(ac.)= -ﬂcb__c_a [4-— € conlle €2<_£W1+ 6(63)]
eCe <¥>

afin de déduire a 1'ordre 63 les coefficients du développement en série
de Fourier de la fonction ¢(x) :

5.2.10 ¢, - - dTode [4+e 'J G(e?)
cc <¥Y

b,z LTeo € + 6()
€Ce <T7

En tenant compte de 1* express1on 5.2.4 de o*(t) on déduit pour

1a fonction fluage (on connait ainsi 1'@volution transitoire du matériau) :

5.2.11 '&(L—) <4 - T (4+_e_‘)+.fe‘T. [4- QJ 6(c?)
el <3> R igCeO()

En reprenant 1'étude de Zener, nous constatons que J*(t) a la
méme forme que la fonction fluage de 1'essai quasistatique du solide de
Zener ; a savoir :

« ¢ P P -t
5202 b0Vt Qe L) (4-e
(cf annexe anélasticité)

ou J E est la compliance instantanée déduite par la méthode de pertur-
bation :

? 2
5.2.13 T, ccdy- LT (44 &)
E ]

P
oi Jp est la compliance relaxée moyenne :

P 4 21
= € T
5.2.14 3‘\ 1“ ¥ ;;—ZS;?;
€
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ol de plus nous obtenons (& 1'ordre e’ prés) une expression du temps de

relaxation : ( en revenant en grandeurs dimensionnées )
R, o e
5.2.15 T -~ 5. = <?f>ql = ec£_<zs>?,
. 2
| & e ik

Par 1a fonction fluage précédemment calculée, nous avons obte-
nu une approximation de la réponse transitoire du matériau : on constate
- (& 1'ordre des calculs en ¢’ ) que, pour 1'essai quasistatique en ques-
tion, le matériau présente une fonction fluage analogue & celle d'un so-
lide idéal de Zener. Nous examinerons au paragraphe 6 que les compli-
ances moyennes relaxées et instantanées déduites de cette fonctiog flua-
ge sont effectivement les expressions approchées & 1'ordre e des
moyennes des compliances locales exactes relaxées et instantanées

calculées au paragraphe 5.1. A présent, nous nous
proposons de soumettre 1'échantillon & un autre type d'essai ; il s'agit
de 1'essai cyclique o0 1'on soumet 1'é&chantillon & une contrainte pé-
riodique : nous approximerons la réponse du matériau 3@ 1'aide de la
méthode de perturbation basée sur le coefficient d'hétérogénéité et en
nous reportant aux ouvrages de Nowick et Berry ou de Zener ((26)),
((21)), nous vérifierons (au paragraphe 6) que le comportement est tou-
jours celui d'un solide viscoélastique de Zener : en effet, pour un tel
solide, les auteurs précédemment cités ont é&tabli 1'existence d'une
relation (dite équations de Debye) entre la fonction fluage déduite de
1'essai quasistatique et la réponse & un essaicyclique. C'est effecti-
vement cette relation que nous vérifierons.

5.2. b) Essai de contrainte cyclique o
Nous imposons une contrainte périodique complexe 9~ (t)=% &

La température est donnée par 1'équation déduite de 1'équation
de la chaleur 4.2.
. 2 ok
5.2.16 X(s() 2] = L b_g - A To 05 .

En annexe nous avons résolu par une méthode de perturbation
analogue le probléme de la forme :

. 2 “
Xx)© = 4 ¥6 , Be
Y o

5.2.17 { 8(x,0) = O (condition initiale)
3@ =0 , x=0 doezA
d% (condition de frontiére)
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Résultat : Aprés une phase transitoire, la température moyenne de 1'é-
chantillon oscille périodiquement autour d'une valeur fixe

e o' (= o + 8*(t)

N
ot 6 *(t) est la valeur moyenne volumique de la partie perma-
nente pulsante de la température. Nous avons obtenu :

~ ak
5.2.18 9*(0: Be 4+ € ]+6(e3)

<%> ‘o (la-oh)
N
% Connaissant 6*(t), nous déduisons la fonction fluage complexe
Je
% ~ Lt ¥
- 4> + « e (bt
5209 J - Ew . [%e <2 ]
o (t) c;g“"t

Les calculs détaillés en annexe donnent :

X 2 Q
5.2.20 ] )= [<i> + ié(h_é) - «d€ -c[%e o /e ]
€ % : 0, (44} REC At alf?

et en re¥enant aux notations du paragraphe 5.2. a), on écrit que la par-
tie de Jc(a) en phase avec la contrainte est Jy(a) avec :

T '} L3
- -% Te : { T, €
5.2.21 34(a>-<15.> T (g )+ £

©Ce <X VG ¥ (1t m‘/q})
La partie de J. déphasée de Iy par rapport a o, eiatest Jz(a)
avec : 2
k5 ks Q. -
5222 ) (x)z X Te& [ __/L‘f'_)_]
N 20Ce <¥ A+ atfdd

En comparant les expressions de Jy(a) et Jp(a) avec celles des
fonctions fluages 5.2.13 et 5.2.14 de 1'essai quasistatique, on constate
que :

PPy
34(a) = 3: + (3h'3“) !

by T7)

5.2.23

e
-
R
'
g
> =
)
(- |
f
N
e
A

Cette relation est utilisée dans le paragraphe (g) ol on éta-
biit 1a cohérence des résultats.
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5.3. Méthode de résolution par série de Fourier tronquée :

L'équation 5.2.17 de la forme :

X(x.)e; °€ Be /BE-
Ny Ty

peut aussi étre résolue en développant o sous la forme d'une série de
Fourier :
\.UJ'E

Oet)= (a, +a4cobn'x+q cos?nx+.--)e

Nous démontrons en annexe que la solution trouvée tronquée a
partir du quatriéme terme est la méme que la solution obtenue a 1'aide
de la méthode de perturbation du paragraphe 5.2. b) en ayant supprimé
les termes d'ordre 3 et plus en e. Cela constitue une premiére confron-
tation visant & justifier 1'emploi et 1a validité de la méthode de per-
turbation lorsque le coefficient d'hétérogénéité ¢ est assez petit.

6) COHERENCE DES RESULTATS

Nous comparons les résultats des paragraphes précédents :

- 1'un concerne les compliances locales exactes instantanées
et relaxées déduites sous un essai de fluage.

- 1'autre donne une approximation de ces compliances et de la

fonction fluage. 11 approxime aussi la réponse 3 un essai
de contrainte périodique.

La cohérence, que nous nous proposons de montrer pour ces ré-
sultats, justifie la nature viscoélastique du comportement de 1'échan-
tillon obéissant au systéme des lois locales de la thermoélasticité.

6.1. Essai quasistatique

Pour le paramétre d'hétérogénéité € assez petit, nous véri-
fions que :

a) les compliances instantanées moyennes sont &gales :
:
* 1a valeur exacte déduite de (5.1.3) vaut <Jud= %5'}—(2‘(%)

3
1 c'est & dire en calculant @ 1'ordre € 1la valeur de
<;>, on a :

4 A AN = Ay € G(e?
<7> <Y <4+emﬂ'x> <b’>( X )+ ()
ainsi 2 3
<7T)) = <4.>-‘l; (4+€_)+6(e)
QC <% R
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* 1'autre déduite de la méthode de perturbation vaut
(5.2.13)

? R
W=ct> - Td ()
E eC€<X7 R

P
On vérifie bien que <J,> = J, & 1'ordre ole’).

nous vérifions que

b) les compliances relaxées moyennes sont égales :

* de la valeur exacte (5.1.6), nous obtenons :

- _ LT 45 - A
<3'R> TuD = Q_Ce___ <x> 5

* de 1a méthode de perturbation, de 5.2.14 on a :
]P Je LT,
R T (<
En remarquant au préalable que, 3 1'ordre ¢

¢As -4 .4 €

< A>T

et en reprenant le résultat précédent : <J,> = Jz

on vérifie bien que, a 1'ordre e
v
<IR7 = IR

6.2. Essai cyclique

Nous avons calculé par une méthode de perturbation dans le pa-
ragraphe (5.2.b) la fonction fluage complexe pour 1'essai cyclique oOu
la contrainte périodique complexe s'écrit : a(t) = oa_gio»

Pour vérifier 1'exactitude de cette solution, il suffit d'exa-
miner si les relations de Debye (cf annexe Anélasticité) sont vérifiées.
Ces relations lient en effet les valeurs caractéristiques déduites d'un

-

essai quasistatique & celles déduites d'un essai cyclique., elles

s'écrivent ((26))
" 34(a,) = Ju_* (jp,"Ju) _—4—-—:-
A1+aT

a) = ) ",]u. a T
]2( ) (R )(A-ra"’f")

ol J,(a) est la partie de la fonction fluage en phase avec 1a contrainte

ou J2(a) est la partie de 1a fonction fluage déphasée delI avec la con-
trainte. %

od T est le temps caractéristique de la relaxation.
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Ces relations sont bien les mémes que celles de la formule
5.2.23. Les équations de Debye sont vérifiées.

Conclusion : Aprés avoir résumé dans 1'annexe Anélasticité et Viscoélas-
ticité les formalismes empruntés & Zener, Nowick et Berry,
nous constatons que les réponses en déformation globale de
1'échantillon soumis @ une sollicitation en contrainte qua-
sistatique ou .cyclique sont celles d'un solide linéaire
idéal viscoélastique de Zener dont les caractéristiques
sont : ( 3 1l'ordre de 1'approximation considérée )

- la compliance instantanée J, (5.1.3)
- la compliance relaxée Jp (5.1.7)

- le temps de relaxation & contrainte constante t (5.2.15)

7) ENERGIE DISSIPEE :

Nous nous proposons de décrire un cycle contrainte déformation
en appliquant un échelon de contrainte, suivi une fois la température
uniformisée, d'un &chelon de compression d'égale intensité. L'aire du
cycle ainsi décrit représente 1'énergie dissipée. Nous la calculons et
nous la comparons a 1'expression de la chaleur produite par la variation
d'entropie irréversible ny déduite de la formule établie au chapitre
I. 4.4).

7.1. Description du cycle contrainte-déformation :

Contrainte et Température moyenne :

© g
—.—.-.ﬁ S e @ mmm O
D e !—
[N
.' Y '
a |I S L
— e e | PO -
° ; E ¢
1 _--"e
[} -
[ e :
q -
B

Les étapes de calculs sont les suivantes

* 1a température initiale a t = 0 est prise nulle

GBA (0)=0
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*

la température & 1'impulsion + o, est obtenue sous des conditions
adiabatiques (cf 5.1.5)

-+ - - TQ o
04(0 )= -XTo0
e Cé ¥ (%)

* la température finale uniforme atteinte sous o, maintenue constante
vaut (cf 5.1.4)

ec = - '(TO____O—"_
eCé<<X7

* la température 3 1'impulsion

- ¢,, C'est & dire sous la contrainte o, - o,, se calcule de la méme
facon en prenant cependant 6. comme température initiale :

e:p = eg + ﬂgﬁ—-
e(‘e 8(“)

* la température finale uniforme atteinte sous - o, maintenue constante
vaut (cf 5.1.4) en prenant e; pour température initiale :

0 = <¥x G2 - A [<x>e¢ + elToo::I
<¥> <¥> eCe

On remarque 1'annulation de 6; ce qui traduit ainsi naturellement que
le cycle contrainte-déformation (ABCDE) se referme.

-
P <

%

£,A

D €

L'aire du cycle se calcule suivant :
d
Wz a5 (€.~ €4)

oc €. T ETt X6,

<
Q" €B = 0;‘2"7 + «<ea>
en substituant les valeurs de eg et o6¢ :

WJ: Gl T | cas- :‘_.]
€C¢ ¥ <¥>

en reprenant 1'expression de v(x) :
¥l = <> [ 4+ € carlla ]
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4
avec <¥) = /Y(-x)clpc
o

on obtient exactement

4y - A = 4_[_4__ —4]
7.1.0 <$>- 5 5

et nous déduisons la valeur exacte du travail dissipé :

7.1.2 WA: U;-za(zTo [ 1 _J
QC€<1{> ‘_el

Nous aurons & utiliser la valeur approchée & 1'ordre e’ de W4 -
d F IS R 3
7.1.3 W & 0 T ¢ & 0O()
QQQ<X>

7.2. Quantité de chaleur produite :

Le taux de production d'entropie irréversible d'un solide
thermoélastique de longueur unité est donné par (cf I. 4.4) :

4 !
S S T
L} L4
Nous approximons "‘_9%‘. par }%ﬁ_ et nous reprenons le
T To

résultat établi en annexe pour 1'échelon de contrainte o, :
*lt d‘t
O t) = &, + b T e+ €_z§_w (4-¢ ) r G(E)

- At ;
ainsi 3 - -9, MainTle &« 6(?)
dx
et 'y (2e) - Ao T sinlee 4+ 6(€?)
To O\ T
o

en intégrant sur la longueur de 1'échanti]]cin, on obtient :
9,

-k diTmte

fV)I = z ¢| 1..07.

nous déduisons la variation d'entropie irréversible lors de 1'évolution
deAdC:

+P
C 1.2
- . E:X\¢.]T -4
Non gudt s RAT (1)
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en substituant les expressions 5.2.10 et 5.2.6 de ¢, et «,, on trouve
N T2
Ao = AL
AT "QCE <¥?
de méme, la variation d'entropie irréversible de C & E vaut
€
.t 1
) n, = X € 0
¢ Lele <¥>

et pour le cycle entier, le travail dissipé s'exprime suivant

c €
W= Te ( £471.+ % 7:)

— e

7.2.1 W, = £ €'zt T

I1 est remarquable et on pouvait s'y attendre que cette ex-
pression de 1'énergie thermoélastique dissipée est la méme que 1'aire
du cycle (7.1.3) WG précédemment calculée, aire qui est uniquement dé-
duite de 1'observation du comportement viscoélastique de 1'échantillon.
Cette égalité confirme encore 1'analogie de comportement de ce solide
thermoélastique avec le comportement de nature viscoélastique.

De plus, en comparant les expressions 7.1.2 et 7.2.1 de 1'é-
nergie dissipée, nous avons la possibilité de tester la précision des
résultats obtenus par la méthode de perturbation.

7.3. Evaluation de 1a solution approchée (essai quasistatique)

La précision de la méthode de perturbation est meilleure si
le coefficient d'hétérogénéité e est petit. Si alors on désire respecter
un degré de précision fix&, on pourra déterminer la valeur maximale ad-
missible de ¢ en comparant 1'expression exacte et 1'expression approchée
du travail dissipé lors de 1'essai quasistatique.

Le travail dissipé moyen par unité de volume s'écrit (7.1.2) :

d A * 2,2
W: 05 (460 -« Outig] =% 1T [cds - 4_]
ece ¥ %7
d T2
W - 6 o To _4__.-4J (3/w?)
e ce <¥7 [{4-6’*
avec
Yx) = <¥> [A+ € crx/)]
Le travail dissipé obtenu par la méthode de perturbation
s'écrit :
4 2
wl. <'«*1, ¢ (5 )

pCe <¥> 2
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Les résultats sont en Joules par métre cube et nous indiquons
les unités employées :

la contrainte o, est en Nm™ 2 (Newton, métre)
le coefficient de dilatation a en®C™ ! (degré Celsius)
la température de référence T, en°C
la masse volumique en kg m” 3
la chaleur spécifique en Nm kg~ kel
1'inqice adiabatique y et le coefficient d'hétérogénéité sont sans di-
mensions.
Pour les métaux Y est de 1'ordre ((28)) de 1.02 & 1.05. A ti-
' wd - wdp

tre d'indication, nous dressons le tableau des valeurs de o
W

pour différentes valeurs de €,

| d _ dp
Valeurs de € | rapport Ww-Wr

| wdp
|

0.001 | - 0
|

0.0 | 75.10"4 4
|

. | 75.1072 %

|

0.2 | 3 9%
|

0.25 | 4,7 %
l

0.3 | 6,8 %
|

0.4 | 12,3 %
|

0.5 | 19,2 %
|

0.6 | 28 %
|

0.7 | 38,8 %
|

0.8 | 52 9%
I

0.9 | 68,7 %
|

0.99 | 99,7 %
I
|

Des valeurs de ce tableau, i1 apparait que la méthode de per-
turbation est applicable avec une précision acceptable ( =de 5 %) pour

un coefficient d'hétérogénéité ne dépassant pas la valeur : ey, = 0.3.
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Aprés avoir étudié la dissipation d'énergie lors de 1'essai
quasistatique, nous nous proposons a présent de calculer 1'aire du cycle
décrit dans le diagramme contrainte-déformation lors de 1'essai cyclique
que : nous obtenons ainsi 1'expression de 1'énergie dissipée lors 3e
1'essai de frottement interne, expérience plus fréquente dans la litte-
rature pour évaluer la dissipation thermoélastique d'un solide ((21)).

7.4. Frottement interne :

Si nous appliquons une contrainte périodique de la forme :
() = & cawrt
nous observons une réponse en déformation moyenne qui s'écrit :
X
€(t) - i'E-_°- wwt + 40 (t)

odl, lorsque le régime permanent est atteint, 6 *(t) est la température
moyenne de méme pulsation w et que nous mettons sous la forme

6’(\:) z a cebur\'—'-t- )J'binw'l? + C

nous sommes amenés a résoudre 1'équation (on remplace s(t) dans 1'équa-
tion de la chaleur III. 4.2)

7.4.1 ¥e)6= . B0+ ATo% rhinwk
€C% X

qui est de la forme

7.4.2 ¥(x) 6 - L ‘3‘_9. + (—’> % UJ’anw't
dact
oll nous avons posé : °(Q:,_2;'~__ et (3 = AT
€ €Ce

Nous montrerons (dans le chapitre : Illustration numérique)
que le diagramme contrainte-déformation ainsi décrit est une ellipse de
surface S avec

7.4.3 S = T o bl a;

Elle représente la valeur dﬁ 1'énergie dissipée par cycle lors
de 1'essai cycligue. Nous la notons Wd.

~d
7.4.4 W =T °(\b\ 6-0
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Nous pouvons connaitre le terme b en reprenant 1'expression
de la réponse en température 5,2,18 lorsque 1'échantillon est soumis a
1a contrainte complexe o = 0, el “’t

En effet, la solution complexe moyenne du régime permanent
pour 1'équation : (III. 5.2.17) &

. k3 L
¥aw)6= 4 86 + Be
dx'
posséde la partie pulsante §*(t) qui s'écrit (IT11. 5.2.18)
8ty Be A+ _C_,_]
) <8 - (swr-oh)

- . - 3 . » '\’ .
En décomposant en parties réelles et imaginaires 6 * etﬁsm-
vant

6*= ek*iem. ﬁ-: &n‘*;@{m

nous obtenons les deux é&quations :
) B (k)= L0 + Pacwwt - By, ninwrk
Yx) 6, ()= o O t Bin @k + By ninwt
en imposant
l ‘B = QWG
et gt = o

nous déduisons alors que la partie imaginaire de® * est la solution de
1'équation 7.4.2

¥ix) 6 - °(c 9” 4 (3 w Ty biv\,w—t

Recherchons donc la partie imaginaire de L
on a en substituant dans 5.2.18 la valeur de 8

5(}, Bw (coou.r&-b me\u&)( 4 + € )
)

< K) Z(L\Ar—dl

~Buo {cwe(-e‘«. )+ aink (4 4 € )

<¥2 At ) M Yute))

+ (Bw% {mnwt(_ei‘f}_) cabur\:(_. ur )}

<¥d Uwel? Uwr+ o}
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La partie imaginaire cherchée, qui est, nous le rappelons, dé-
duite de 1a méthode de perturbation s'écrit :

x
7.4.5 2] P: w o {c&u}‘:(-L - €w )”;.\wk(-ez% )}
<¥> W urted) 2 (wof)

Le coefficient b est le terme facteur de sin wt
R
2 (8> (wi+dl)

et 1'expression de 1'énergie dissipée par cycle lors de 1'essai cyclique
que devient :

PP e B €N
2 <D (widy)

avec 4,=- V%‘ (cf 5.2.15, inverse du temps de relaxation)

et {3 - %% (définition de g ; cf 7.4.2)
I

on obtient :

2
NP TR L wT €

7.4.6 .
@ C, <¥D> (4+ wiT )

En rappelant que 1'énergie dissipée WdP tors de 1'essai quasi-
statique s'écrit (7.1.3) :
- 2
who et e
AL <Y ?

on remarque alors la relation entre WP (essai cyclique ) et WP (essai
statique) :

o d d
7.4.7 wlemwlfut
A+wr Tt
Si nous représentons 1'énergie HdP en fonction de la pulsation

w , nous obtenons, de 1a méme fagon que Zener, une courbe en cloche de
Lorentz qui présente un maximum de dissipation pour la pulsation :

\d
(V) = A
f1ax) <

ol t est le temps caractéristique de la relaxation et vaut (cf 5.2.6)

7.4.8 T

A - 4
f '"14c

| }]

C (ol 1a longueur de 1'échantillon,
T = iaT:; P, est prise égale a 1'unité)
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Ces formules sont identiques & celles de 1'é@tude monodimen-
sionnelle de Zener (cf paragraphe III. 1.1). Nous les rappelons :

w(m) = 4/(
et { _ LL (ot D = k
i €Yo
A% de diffusitivité).

De plus, la relation 7.4.7 nous permet de déduire, dans le pa-
ragraphe suivant, 1'expression de 1'angle ¢ (ou de sa tangente) de dé-
phasage de la déformation par rapport & la contrainte ; angle qui est,
nous le rappe]ons, une mesure caractérisant parfaitement la dissipation
engendrée par 1'effet thermoélastique.

Au prea]ab]e, nous remplacons dans la relation 7.4.7 1' expres-
sion (approchée a 1'ordre ¢*) WdP de 1'énergie dissipée lors de 1'es-
sai quasistatique par sa valeur exacte wd donnée par la formule 7.1.2.
Sl_algggnﬂd désigne la valeur exacte de 1'énergie dissipée par cycle

Tors de T'essai cycligque , NOUS Supposons ne pas commettre une grande
erreur en écrivant la relation :

'
i .

7.4.9 CW oy MW wr ,
: 4+w$Tz ]

(nous le justifierons dans 1'annexe du paragraphe suivant).

7.5. Mesure de la Dissipation : tg ¢

En substituant dans 1'expression 7.4.9 de W 1a valeur Wd de
1'énergie dissipée lors de 1' essai quasistatique avec

Wi o to T [ A -4]
Qc %> (cf 111 7.1.2)
on a ¢
7.5.1 \'R/'A; TF°"°(T- w T

e <¢ 0C. <¥> \- Vi- € tuwtTE

Nous obtenons ainsi 1'expression de 1'énergie dissipée par cy-
cle lors de 1'essai cycltique .I1 est alors intéressant d'é&tudier le
rapport adimensionnel de 1'énergie dissipée et de 1'énergie de vibration
We définie par : e

W = 4—0‘365

oi o, est 1' amp11tude de la contrainte appliquée lors de 1'essai
QM. U(t) Oo e.‘wt
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et ¢_est 1'amplitude de la réponse en déformation observée, de pu]sata
w mals déphasée de 1'angle § avec la contrainte : €(t) = €, eli®l -~

S1 nous exprimons la compliance complexe Jy + iJy par
€(t) - (3‘,+c3',_)c'(t)

ol Jy et Jp sont donnés en fonction de la compliance instantanée J, et
relaxée Jg par les relations de Debye (cf paragraphe 6.2.) :

T, s Tut (Tl Ao

7 = (3R‘Iu)_uf._L_
A+ Wt T

1'angle de déphasage vérifie :

kqd = o
L
et on démontre (pour & généralement petit). ((21)) ((26)) que :
"’c\
= ’ThY (cf 1. 5.3.1)
A
W

L'angle & est le paramétre le plus courant dans la bibliogra-
phie pour caractériser la dissipation.

En substituant Jy et Jp nous obtenons :

tcs%‘ —SR I\k . "U'f
Ta+ Ja- Tm Arurr T
\+v¢

Zener et d'autres auteurs (Randall-Rose-Bennewitz-Rotger) pré-
sentent tgé sous la forme

\'%8 > A urt
4+ur"1.'1'

ol t est le temps caractéristique de la relaxation

- . . s . . 1
ol on retrouve que le maximum de dissipation se situe pour Wpax = —
T

ol A sans dimension, caractérise 1'intensité de la relaxation :

b(w)= 38>

Tw + <Tg Tu
4+ *
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Suivant la pulsation, a est compris entre les deux bornes :

W=+ — B, = To= Ju
Tw
w=0 —» A = Tr-Ju
o
IR

Une trés petite erreur est commise ((21)) si dans 1'expression
de tgs on remplace A para _ goud _ .

Zener a obtenu pour un matériau micro- homogéne présentant donc uni-
quement une dissipation macroscopique (1iée par exemple aux conditions
de frontiére) 1'expression de tg ? . Employons & présent la notation
" macro " pour les résultats indiqués par C.Zener:

* en substituant 4, _ g
nARO ) Mmuns

L'%B - °(1To E ur'f P
€ Ce ¥°  Qewrt™™ )

en rappelant la relation entre le module d'Young E° et 1'indice adiabati-
que y° de ce solide homogéne :

. -\
¢ = A+ 3CTE (o tadV)]

on peut écrire :
nAcRo
Ead = IR 5 B

* en substituant a,- 4 «, On obtient ((21)) :

A Al G w T

3 Ce AT b
) = : nRo WG
c'est a dire E%B - 4_{\) (K°-l) e
3 A4uwtT™

La premiére forme de tgsMacro se préte mieux & une confronta-
tion de nos résultats (employons pour ceux-ci la notation " micro "):

-

De l1a relation T L’gh = %’(—1

e
avec W :-ZL G, € et en approximant e,

par € ~ T on obtient en reprenant 7.5.1
<ED

micfo migro -1
2 kg = Tic;‘e(“fo[’l -4] wT [4 %‘1]
e Ce < Y) J;._é;“ 1'[“““01 < <ES

Atw
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Ainsi, pour caractériser la dissipation 1iée a 1'hétérogénéité
microscopique (v{x) = <y>(1 + €cosTx)), on obtient :

MicRO 2 miaE
by = (Te<E> [4___4] T
e ce < x) ‘-e'g \+WL@1Y\“AU Z.

c'est a dire, puisque :

W) = A+ 34Ty £

eCe (1-)
<¥> = 44 3% To <E>
eCe (1-)
nicho e

on déduit : Ea d = 1W< T

A1 -
3 <Y¥> 1+ w‘@"““}[m ]

et on établit le rapport :

MnicRO micd ) ’__ana‘?,
g = <ot ¥y I -ﬂlt ,-4+w Lxua
EshnA(R'o <K> 80—‘ \_ez {mnu\ 14 gtm

I1 s'agit par conséquent du rapport des mesures de la dissi-
pation 1liée 3 1'effet thermoélastique ol :

- 1'une correspond @ un milieu hétérogéne isolé thermiquement ;

elle caractérise la contribution de 1'hétérogénéité a la dissipation
d'énergie.

- 1 'autre correspond & Ta diffusion macroscopique de la chaleur
dans un milieu micro-homogéne.

IT est intéressant d'évaluer quantitativement ce rapport lorsque
les deux milieux considérés sont de caractéristiques macroscopiques
semblables. Pour cela, nous choisissons un milieu homogéne tel que:

E°. <E? ¥ - <¥?

et nous utilisons les valeurs expérimentales de 1'indice adiabatique
¥°, de la diffusivité thermique D et de 1'intensité de la relaxation
A établies par C.Zener.
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En rappelant que le terme [ -:l———— - ‘1]

Vi-e?

est issu du calcul de<L>, on a (cf 7.1.1)
<¥¥<d~5-1 = A -1
¥ \“ G'l

et on écrit ainsi sous une forme p]us genera1e, en nous résumant:

mi oo miLno micfo < -
I{ tad® = A w T [4+ wtT™ M]\
1
! aLro ° ~ s
R T T [, e
é | bmio.fo i AM\-“Q . micfo ’ [4 -..w"'m""z [4* M|"r02]-l
f t 3% rmocra Amu_ro ,l-muno
avec: ! o °
; Am‘- = d'{ T.E
| e Ce‘o’°
| NYs
AT L ot T, <ED [ <¥><2 L>- 41
eCe <X
: wiLro
b o cyy <Ly
é Amggfo x

: Lo 2 -3 . )
f T = )? TD ( ?, Tongueur microscopique de 1la
’ cellule d'hétérogénéite )

mawnoe 2 R -l
T LT D ( L, Tongueur macroscopique
de 1'échantillon )

[¥]

,,,,,,,,,

Si on se référe aux valeurs du tableau précédent et pour un
un milieu périodique od:

¥(~) = ¥° \_ 1+ to\('ﬂ"xl-‘)]
on peut estimer que € ne dépasse pas la valeur:
€-0.03

Dans le cas des métaux, le paramétre d'hétérogénéité est donc

tres petit. On peut écrire:
<¥y<iy-l : A _ .1 v € /Q,
¥ Vi€t
Si nous représentons tg §MICr0 o tgsmacro en fonction de
Ta pulsation de sollicitation, nous obtenons deux courbes en cloche

de Lorentz présentant chacune un maximum:
macro .~ (E blww'm) Ameuno/z'
('t ) """" » ? man =

microy*! mitro © mame
R R M

- 1'une pour W =
- 1'autre pourw=
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vwefo
Bm) .
Le rapport ";;EFEESIE* de 1'ordre de E/z exprime clairement

( maont
que la dissipation microscopique est généralement négligeable devant
la dissipation macroscopique. Cependant pour la pulsation

W = L,C ms'd\.o)"

! mi o
le rapport E
. tgb"“ro
P : 4
s'écrit %-Q.‘i(""’g—)
L - Ly 23_ L"'

nous indiquant ainsi que pour une taille d'hétérogénéité suffisamment
petite devant la taille de 1'échantillon ( c'est & dire pour un nombre
de cellules suffisamment élevé ) la microh&térogénéité contribue le
plus & la dissipation d'énergie.

Nous illustrons ce fait par les figures suivantes:

COURBES ' DES DISSIPATIONS MACROSCOPIQUE ET MICROSCOPIQUE

suivant le nombre de cellules d'hétérogénéite.

Hocrd

‘Esgm‘cro (peyt R’l’ €L/3a)

micro

kg

(‘)o\ﬂ‘ Y <€ L/%

A/T‘m = \//CMMO A/Tm{d'o w (Le
~€L eL
A~ 3_') (X< '5;)
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Annexe du paragraphe III. 7.5.

Nous justifions 1a formule 7.4.9 :
4
Wdﬂu T W w Lo
4*\01'[':.

oi Wl est 1 expression de 1'é@nergie dissipée lors d'un cycle de 1'essai
quasistatique (fluage)

oo W4 est 1 énergie dissipée lors d'un cycle de 1'essai - cyclique (essai
de frottement interne).

La fonction de fluage s'écrit sous la forme

XA
T = ~€—$—k) = T, + GR"IUL)(" - )
%

1'expression du travail lors de 1'essai quasistatique s'écrit donc

d
W = a; [€(+9)- €(a)]
généralement petit, on a :

¢ (IR':-\u)

et pour §,

avec W= (énergie de vibration )

ol tgd est de la forme

L%\: A w'C ) A: Ta—jm
ArwiTr
Avec ces relations, on écrit le rapport :
Wt TwT [ €o A ]
W& 14+ wt T* o bn'ju)

le terme — représente la compliance moyenne. On prend souvent ((21))
Gy

ou plutdt 5—?} = \jTu. TR

=Ju ou

ap;»

Ja

A

et, en reprenant Zener, on ne commet pas une grande erreur en donnant
3l intensité de 1la relaxation A, la valeur (respectivement) :
-l g ™ 0 Tee® o)
Tw B Viude

ce qui ainsi nous permet d'établir 7.4.9

G&A ~ T VVA wle

Ai-ur‘1::
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Pour compléter cette é&tude monodimensionnelle et notamment
pour vérifier la convergence de 1la méthode de perturbation, nous nous
proposons, & présent, de discrétiser les équations aux dérivées partiel-
les écrites pour 1'@tude de 1'essai quasistatique et dynamique afin

-

d'obtenir une illustration numérique du phénoméne de relaxation.



CHAPITRE IV

TLLUSTRATION NUMERIQUE
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Nous discrétisons et intégrons numériquement 1'@quation aux
dérivées partielles de 1'@tude monodimensionnelle. La simulation obtenue
nous permet d'illustrer 1le phénoméne de relaxation de la déformation
lors de 1'essai quastistatique ou 1'influence de la conduction de 1a
chaleur sur le cycle contrainte-déformation lors de 1'essai cyclique -

Nous comparons les résultats de 1'@tude monodimensionnelle ob-
tenue & 1'aide de la méthode de perturbation et ceux résolus numéri-
quement.

1) LA METHODE DE CRANK-NICHOLSON

Aussi bien pour 1'essai de fluage (on applique un é&chelon de
contrainte) que pour 1'essai de frottement interne (contrainte pério-
dique), nous préférons utiliser la méthode numérique implicite de Crank-
Nicholson.

La méthode explicite directe, plus simple a é&laborer, donne
aussi de bons résultats mais 1a condition de stabilité et de convergence
imposée pour le choix du pas de temps et du pas d'espace devient déli-
cate si nous augmentons le coefficient d'hétérogénéité du matériau : a
pas d'espace constant, le pas de temps diminue sensiblement et augmente
ainsi le temps des calculs.

Nous nous proposons de discrétiser 1'équation aux dérivées

artielles : .
P X)6 = o %O .
boc"

Denx=0et x =1

en respectant la condition de frontiére : %3
X

Choix du maillage : Nous utilisons 10 noeuds (ou plus) pour mailler la
cellule &lémentaire et nous notons P le pas d'espace (P = 0.1). Pour
respecter la condition de frontiére nous introduisons les noeuds supplé-
mentaires n° 0 et n° 12 indiqués sur la figure suivante :

0‘:“.@ ‘o_Q.—O
d% =<
(Y «J

8
-
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Processus numérique : Nous notons par & le pas de temps et par 6? la
température au noeud n°i et a 1'instant t = n ; la discrétisation s'ef-
fectue suivant ((34.)

n+{ n n n n
XL ei = eL - i_‘_ [9‘:+| "zec +ei.-\
A P
et n4l n n+\ ntl  na
¥, ol -et o kel -ael o]
[N P

En effectuant la demi-somme de ces deux égalités et en grou-
pant les termes en oM * L gauche, nous obtenons finalement :

\ 1 { n
e LW LR L T TR TR
Pt Pt 2pt Qwpt

Pour respecter la condition de frontiére en x = 0 et x = 1
nous écrivons que :

W | -0 — O, 6,
d3% ¢ -0

j3=) =0 - elo: en.
o xz |

d'ou les deux équations :

n \
(€8 +x)e” - dca @ (-%aK)e L8 &

"1

- (%2) I (4_9*224)9:“; EERTALREALY

?l
Le processus numérique consiste a calculer e'i‘ +1 (1 gig)

connaissant of . L'initialisation de ce processus se déduit de la con-
naissance de la température initiale : nous avons donc & résoudre a cha-
que pas de temps le systéme linéaire d'équations s'exprimant sous 1a
forme matricielle suivante :

[6,c. o0 - - - . - - 5] ] 0" |
a, b, oo - . . . - eru D:
09 byco0 0 - - - - . o o
0 0a3b,c, 00 - . g""*' D:
0 0%bsso0o0 - - e‘;‘*‘ 7
0 08%hecc 00 - | 68" = |pf
0 0%biczo 0 '| |&] D}
© ' 0 O %bgcs 0 of [Bg 3
'- o0 0%hyaof |g* DA
- - - 00 %hbocd (g o
© - - - - - %0a.b [OW] bf
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avec
byz 4B L%, o s.%d
P2 Pt .
¢, = - b [pt by ¥yt O(CA/P
I N AP NY -,
n n n
D’l"l: [‘ °(<. A/Pz‘f Y,,?] 9M+ {CA/PZ e,o
et pour 2410 b = AcDfp? ¢ = - o Bfp?
n n
'D? = ‘(CA/(QP")-Q?« +(' {"A/Pl"'rl)ei +°(i-b- ei*'
¥
et pour A1 €9 a; = "iC_E

La matrice obtenue est tridiagonale, nous résolvons le .systéme
selon 1'algorithme suivant ((31)) :

le systéme tridiagonal : —\:4 ¢4 O - X, AJ
QA bl Ci 0 ¢ v ° xz dz
O dpyb, X, dn
est équivalent au systéme : _ _
X ] T .+
4 6 o0 Xa| |da
% «
0 4 ¢ O X, d
' \
T T T T T : \
S B dy
Torsque i o 4| Mn o]
« .
C,,*: ca/b, Cian = 5‘—:""—% pour j =13dan-2
i~ 4G
&«
L ¥ (. ~a:d: . <
et d, = dulb, N dim = pour j =1 an -1

d'ol 1'on déduit les inconnues :

L] « €
xh:dﬂ d"’fj:aj‘cj‘xju pour j =n-142a.]l
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Remarque : La discrétisation de 1'équation y(x) o = ap 8" + 8, W o,5inwt
sTeffectue d'une facon analogue. On inclut le terme source B8.W oo Sinwt
dans 1'expression des D?.

2) ESSAT QUASISTATIQUE
2.1. Probléme numérique :

Nous imposons a 1'échantillon un échelon de contrainte adiaba-
tique o,. Nous sommes amenés & résoudre le probléme de 1a forme (cf
équation III. 5.2.1 de 1'étude monodimensionnelle) :

équation de la conduction de la chaleur en milieu hétérogéne :
¥ec) B = o 36O

* v
avec Yeu) 2 ¥ (1+€eTTx)

assurant 1'hétérogénéité périodique du milieu dont la cellule élémentai-
re vérifie les conditions de frontiére :

-0 ‘ . en x = 0 et x =1

¥lo

et 1a condition initiale traduisant que la température nait d'une impul-
sion de contrainte + o,

e(—x,o) = 9% C\-?/ ‘o’(—:)

ou Cq est un coefficient de proportionalité connu (cf 5.1.5)

2.2. Choix du nombre de noeuds :

Pour 1'essai quasistatique nous calculons la valeur de la tem-
pérature moyenne de 1'échantillon & 1'instant m suivant la formule immé-

diate : gm N m
= E. 8;
=t —‘:IL

1
C'est la discrétisation la plus simpke de <8(x,t)> = ! 8(x,t)dx
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La précision qui résulte dépend évidemment du choix du nombre
de noeuds ; plus la répartition de température est écrasée entre son mi-
nimum et son maximum, moins grand sera le nombre de noeuds nécessaires.
A titre d'indication, nous représentons les profils de températures ini-
tiales (c'est 1'instant ol la répartition est la moins amortie) pour
différents N et pour deux coefficients d'hétérogénéité : ¢ = 0.1 et
e = 0.9

2.3. Comparaison avec la méthode de perturbation :

Lors de 1'étude monodimensionnelle, nous avons obtenu par 1a
méthode de perturbation 1'expression de la température moyenne e*(t)

2.3.1 6*(1:) = ¢, 4+ Q;L [4- ee('t] + G(€Y)
R

ol les ¢; sont les coefficients du développement de la température ini-
tiale 6(x,0) notée ¢(x) sous forme de série de Fourier :

¢('*)= ¢o T ¢A| cTl + ¢3. (MUT;+ et

On peut écrire 6*(t) sous la forme

&* \a
0" (t) = 6 + (Binitad - O)
et on vérifie bien que

s
pour t = 0 B (0) = & = <bm>
et pour t = + » 3*('*9") = e,: v ¢°+ € ¢‘/2,

ye
e

Cette expression de 6*(t) nous incite & prendre pour 1'étude
numérique 1'expression approchée de la température :

4 “t
B(xt)= 6z + [d -85 e

Cette solution n'est pas rigoureuse mais, comparée a la métho-
de perturbation, elle donne de bons résultats et vérifie de plus :

aP
- la condition initiale : © (x,0) = ¢(")
P
- 1a condition finale : d ('x’+d’)= (o3
&P
- la condition de frontiére : %Q. =0 en X = 0 et x = 1
™%

les résultats sont présentés en pointillés pour la méthode de perturba-
tion et en trait continu pour la résolution numérique.
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Nous fixons les valeurs :

N =150 (nombre de noeuds)
<y> =1
C =-1.
g, = 1.
ac = 1.
e = 0.1 ou 0.9

3) ESSAI CYCLIQUE
3.1. Probléme numérique :

Nous imposons une contrainte périodique :

3.1.1 (t)= 03 wwwtk

. Nous sommes amenés & résoudre 1'équation de la forme (on rem-
place o(t) dans 1'équation de la chaleur III. 4.2)

3.1.2 Xh)é:i_\h:_e_ + {T% u}bCer't:
) €Ce dnt e Ce

Nous discrétisons 1'équation

3.1.3 ¥(x) 6 - v ‘9:_2 +(30§ urm‘mu'l‘.
wR

en respectant la condition de frontiére :

W =0 en x = 0 et x =1

dx

et en remarquant que pour t = 0 la valeur initiale de la contrainte est
brusquement o, nous choisissons pour la température initiale celle in-
duite adiabatiquement par un &chelon de contrainte . Par ce choix, la
durée de la partie transitoire de ce Forcing Périodique ((20)) est dimi-
nuée et la solution oscille trés tdt et en permanence autour de la va-
leur moyenne nulle de la température, ce qui permet de la comparer ala
solution §* obtenue par la méthode de perturbation.
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3.2. Graphiques :

Pour <> =1
on=]
ac=]

g =1
a = 0.1

et pour différentes valeurs du coefficient d'hétérogénéité
e, de la pulsation de sollicitationud et du nombre de noeuds N ; nous
représentons

- en pointillé pour la méthode de perturbation,
- en trait continu pour la solution numérique,

1) 1'évolution : nous indiquons au cours du temps la température en un
point de 1'échantillon.

2) la "photographie" : nous indiquons le profil de température dans la
cellule & différentes dates successives (cadre A) et
les "niveaux" successifs de la moyenne volumique de la
température (cadre B).

3) le cycle contrainte-déformation : nous établissons le cycle de dis-

sipation en portant en abscisse la déformation moyenne
et en ordonnée la contrainte observée au méme instant.

3.3. Le cycle contrainte-déformation :
Le diagramme contrainte-déformation est donné par les équa-
tions ou le temps t est paramétre :
a-ad, CG'SW'E

3.3.1 o
€. % wwt + O (b)

g

ol e*(t) est la température moyenne périodique du régime permanent, nous
1'écrivons sous la forme : ‘

3.3.2 6‘(&): o..ceswl:-&_ benwk 4+ <

Eliminons t dans-le systéme :
9 =0, cobu.rt

& :(";/E *°‘°~)coburl:+ dbrnwk + e

en posant X = £- a, et Y=o
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nous obtenons 1'équation générale d'une conique :
AX +cy¥s IBXY +3DX+EY+F=O

avec A =1 E=0
'B: a_‘-[%‘_ D:O
el
C:[E_ g:j‘i— _— =_o(zb
E % oyt
En calculant :
1#_ ) 4111
o 2
et

L 2
(BE-CD) - (B-AC)(E-CF) - ﬁ} [(‘-;e*r %) 4, « 4_’&{}42 5

% %
kS
nous prouvons que B -AC<O
et (BE-CD)'- (B-AC)(E-CF)y O

ce qui suffit ((32)) pour montrer que la conique décrite par le systéme
précédent est une ellipse, dont la surface est donnée par :

S&C‘\ht = quko

oll ag et by sont les demi-axes dont les carrés s'écrivent ((32))

ABD\ ABD

2 - |® ¢ E B

ao-18ct L
(Ac-%")S, (-89 5,

ou Sy et S, sont les racines de 1'équation du second degré :
S - (AtC)S + AC-B'= O

ainsi ABo |t
2 Q LS
Sakfn = nzo:;b, = T \gz%g
(AC'BI) 5151
1 2
Slipe = T E_
Ac-®)

et en reprenant les valeurs de A, C, B et F ; nous obtenons 1'expres-
sion de 1a surface de 1'ellipse :

3.3.3 Satipe = T & \bl
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Cette surface représente la surface du cycle contrainte-défor-
mation. Elle caractérise donc 1'intensité de la dissipation et en utili-
sant cette formule, nous pouvons comparer deux valeurs, 1'une déduite
de la solution numérique et 1'autre de la solution obtenue par la métho-
de de perturbation :

le cycle décrit numériquement :

En relevant, une fois le régime permanent atteint, la valeur
o* 1/4, température moyenne au quart de la période et la valeur 8* 3/4,
température moyenne aux trois quart de la période on déduit de 3.3.2 une
valeur approchée de b :

« -
é‘/(, =brc } e bl | ©% - 03]

¥ R
63/" :—b‘\' (4

Ainsi la valeur de 1'énergie dissipée déduite de la résolution
numérique s'écrit :

N oA \e’ oo |
(3.3.3) W= O¥ - Ol gy
3

Pour différents coefficients d'hétérogénéité ¢, nous représen-
tons en abscisses (12§arithmique) les pulsations w et en ordonnées la
surface de 1'ellipse WIN, Nous observons alors que :

. pour v faible, le processus est & température uniforme, la dissipation
est nulle (la conduction "a le temps" d'uniformiser le profil de tem-
pérature) ;

. pour v Elevée, le processus est adiabatique, la dissipation est nulle
(1a conduction “n'a pas le temps" d'agir sur le profil de température.

pour les pulsations w© intermédiaires, la courbe présente un maximum
de dissipation.

Nous obtenons en fait, de 1a méme fagon que la méthode de per-
turbation ou que 1'étude de Zener, une courbe en cloche de Lorentz et
nous vérifions que, pour les valeurs du coefficient d'hétérogénéité in-
férieures @ 0.3 (et méme 0.4, correspondantes au domaine de validité de
la méthode de perturbation) le maximum de dissipation se situe pour la

pulsation w =10 , valeur voisine de celle déduite de 1a formule :
- 4 v
W = {¢_3,8?-

avec (= 4 (cf 7.4.8)

o L3
w [

ol nous avons choisi ac = 1.



PROFILS INITIAUX

de température issus d'un échelon de traction.

Pour la discrétisation la plus simple de

N m
la valeur moyenne : <oxt)S = 2 o,
= N

la précision est meilleure si le profil

de température est plus écrasé.
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SAI D E FLUAGE

: échelon instantané de contrainte,
la pente AB correspond au

module adiabatique.

: relaxation de la déformation
sous contrainte constante, ia pente
AC correspond au module relaxé.
A titre d'indication, nous tragons

la pente isotherme ( essai de traction

lent pour un solide non isolé thermiquement
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EXEMPLE D E REGIME TRANSITOIRE

- nous ne représentons, pour quelques points de mesure,

que les crdtes des sinusoides.
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ESSATIS DE FLUAGE

Evolution de la température aux points

et valeur moyenne.

On compare la simulation numérique et la

méthode de perturbation ( pointillés).

Cette derniére est acceptable pour £¢0.3

au-deld, le coefficient d'hétérogénéité

est un paramétre de perturbation trop grand.
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EVOLUTTION D E LA TEMPERATURE

lors d'un essai de traction-compression.

On compare la méthode de perturbation ( pointillés)
et la résolution numérique pour un

coefficient d'hétérogénéité

£-0.1

£=0.9
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ACTTION D E LA CONDUCTION

de la chaleur sur le profil des températures

pour différentes pulsations.
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CYCLES D E DISSIPATION

- pour W= 80.
et W= 5000.
Pour £ = 0.9, la méthode de perturbation (pointillés)

ne pergoit pas la dissipation.
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INFLUENCE DE L' HETEROGENETITE

SUR LA DISSIPATION EN FONCTION DE LA PULSATION.
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CONCLUSION
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Les deux problémes unidimensionnels examinés au chapitre III
sont des exemples simples mais ils ont 1'avantage de contenir toute la
base du comportement ANELASTIQUE engendré par la CONDUCTION THERMIQUE.

L'étude de Zener, pour un solide thermoélastique HOMOGENE non
isolé thermiquement illustre parfaitement 1'EFFET THERMOELASTIQUE.

I1 en va de méme pour 1'étude concernant 1'échantillon HETERO-
GENE. Et si on veut décrire le comportement VISCOELASTIQUE d'un solide
hétérogéne obéissant aux loix locales de la thermoélasticité nous avons
constaté qu'il faut distinguer deux types de gradients thermiques :

- T'un externe : la différence de température 1iée aux conditions macro-
scopiques de frontiére.

- 1'autre intrinséque : 1'influence de 1'hétérogénéité sur 1'importance
et 1a répartition des gradients thermiques.

Dans chaque probléme, nous avons obtenu les compliances exa-
ctes instantanées et relaxées, et une méthode de perturbation directe
nous a permis une bonne description du phénoméne physique et une appro-
ximation du régime transitoire. En effet, dans cette méthode mais aussi
dans la résolution par série de Fourier, nous avons éliminé, par le pro-
cessus de séparation des variables d'espace et de temps, les gradients
et obtenons un comportement viscoélastique. D'autres méthodes telles que
la transformation de Laplace sont certainement utilisables mais délica-
tes par la présence des coefficients dépendant de la position.

I1 en a été de méme pour 1'dtude tridimensionnelle générale.
En utilisant la formulation intégrale de 1‘équation de la chaleur nous
avons de méme éliminé 1z température dans la loi de comportement et ob-
tenu une fonctionnelle en temps o = F(e)
de type viscoélastique. Malgré les hypothéses employées, le formalisme
reste difficile mais i! est certainement abordable mathématiquement,
sous sa forme ta plus générale.

Par contre, 1'approximation du milieu granulaire et la discré-
tisation qui en résulte, =xpioitée par Tes méthodes Self-Consistentes
et appuyée par un solide outil numérigue, constitue le moyen, notamment
pour les milieux biphasés, d'obtenir des résultats concrets.

Certes, nous avons constat? que la contribution de 1'hétérogé-
néité dans la dissipation d'énergie est généralement faible mais le
principe de 1'étude est aussi applicable et constitue une premiére ap-
proche & d'autres formalismes généraux concernant les milieux hétérogé-
nes ou plusieurs variables sont linéairement couplées et respectent une
loi d'@volution : changement de phase, effets électrothermiques, elec-
tromécaniques...
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VISCOELASTICITE

Le solide de Zener

Un exemple de relaxation

I) Exemple d'anélasticité - le solide de Zener :

L'exemple standart approchant la modélisation du comportement
anélastique d'un matériau peut étre défini par le solide de Zener dont
1'équivalent mécanique est constitué de deux ressorts et d'un amortis-

seur : —F :
L v

Nous supposons avec 1'hypothése des petites perturbations que
le comportement du solide est linéaire ; nous entendons par 1a que si
une sollicitation (contrainte o, (t) ou déformation) produit la réponse
(déformation ¢ (t) ou contrainte), et si la sollicitation (o, (t)) pro-
duit la réponse (¢ (t)) alors (o, + o, ) provoque (¢, +¢,).

I1) Loi de comportement :

La loi de comportement du solide de Zener s'écrit

J-RO— '\’T TUG.-ZE“-T €

L'interprétation des coefficients (Jg), (J,) et (7 ) est im-
médiate si nous examinons la réponse du solide soumis & un échelon de
contrainte.

I11) Essai quasistatique :

Appliquons & 1'instant (t = 0) un incrément de contrainte
(¢,) et observons 1a réponse en déformation (e(t))
U
- sollicitation : o

[* = = = = e = e - e e e = -

0

¥
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- réponse : dés 1'application de la contrainte une déformation élastique
instantanée apparait (influence des ressorts) puis la défor-
mation évolue vers une valeur limite d'équilibre (influence
de 1'amortisseur)

. s e - o e Em s . em e
___—-———
--
-

Puisque nous supposons le comportement linéaire, la réponse
en déformation est proportionnelle a (o,) ; i1 est intéressant de consi-
dérer la fonction (J(t)) appelée fonction de fluage et homogéne 3 une

compliance.
J(e) = €(b) /0‘;

On montre que pour 1'essai en question ((21))

-4
T =T + (T,-T)(1-e f)

ainsi

O* . . - o .
) est nommée la compliance non relaxée et caractérise
Oo 1'@lasticité instantanée.

-+ =) = Jp = e(f =) est nommée la compliance relaxée et caractérise
% la déformation finale atteinte a 1'équilibre.

- 30 = gy =&

-1 est un temps nommé temps caractéristique de la
déformation a contrainte constante.

IV) Essai cyclique : ( appelé aussi "dynamique", on néglige cependant
les phénoménes d'inertie )

Si a présent nous appliquons une contrainte périodique, 1'hy-
pothése de linéarité implique alors que la réponse est &galement pério-
dique et de méme fréquence mais elle présente un certain déphasage. Pas-
sons a des grandeurs complexes en considérant que nous imposons une

contrainte twk
G (k) =0, e

La réponse est de la. f
a réponse e e la. forme ((wk -)
€(t) =€, e
iwl'—'

ou encore () = (€,-:0€)e

(e, ) représente la composante de la déformation en phase avec
la contrainte tandis que (e,) représente la composante de (e) déphasée
de (7/z2).

De méme fagon que pour 1'essai quasistatique, on s'intéresse
d la fonction fluage, cette fois-ci complexe

&
‘l(w) = € = €,(w) - E(w) = ']4(L.\‘\)--i3.2 (w)

(@ o ag
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On montre ((26)) la relation entre les grandeurs définies lors
de 1'essai statique et cyclique par 1'écriture des équations de Debye :

]4(;»): Ju_-l- ] ])!(4+

Ta = Qe-l) wT [(A+ w'T)

V) Compliance instantanée :

On peut généraliser la notion d'élasticité instantanée pour
une sollicitation quelconque. Si a 1'instant (t) arbitraire se produit
un incrément de contrainte (do) on observe un incrément de la déforma-
tion (de) ; on définit alors 1'élasticité instantanée comme

l, - b€
DG

VI) Notion de friction intérieure - dissipation :

Lors de 1'essai cyclique , la présence de déphasage entre la
déformation et la contrainte met en évidence un ph&noméne de retard de
1'une vis-a-vis de 1'autre comme si la déformation était "freinée", d'ou
le nom de friction intérieure qui si on représente le diagramme contrai-
te-déformation peut s'identifier & un phénoméne de dissipation inté-
rieure d'énergie selon la formule classique.

L'aire du cycle représente le travail dissipé
au cours d'une période sous forme de chaleur.

LW/E

VII) Le principe de Boltzmann :

Le principe de Boltzmann n'‘est autre qu'un principe de super-
position 1ié a l1a linéarité du comportement du matériau : i1 suffit de
connaitre la fonction fluage pour déduire la réponse du matériau sous
n'importe quelle sollicitation en contrainte et ce, d'aprés la relation :

(3
€ = [ T(e-T) do(m)dT
- dat _
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THERMOELASTICITE ((33-28- 34))

Une loi de comportement

Une loi d'évolution

1) Tenseur des déformations :

La notion de déformation d'un corps (s) étant purement cinéma-
tique, nous nous repérons dans un systéme de coordonnées cartésiennes
dans lequel chaque particule est positionnée & 1'instant (t) par le vec-
teur coordonnées :

—p
x (=, ,% ;%)

noté aussi

x L, ‘A»’Q

En supposant que le solide s'écarte peu de sa configuration
de référence (Hypothése des Petites Perturbations), nous définissons le
tenseur des déformations (€) & partir du vecteur déplacement (U) par :

G;S = 4{-([.\,;,51» US,()

11) Equations du mouvement - Tenseur des contraintes :

Le milieu déformable occupant le volume (D) 1limité par la

frontiére (B) est soumis & 1'action de forces extérieures représentées
par :

(S) : forces surfaciques définies sur (B)

(f) : forces massiques agissant sur chaque élément de (D)
nous incluons dans (f) les forces d'inerties, pour les distinguer
nous notons :

- e=mp =D

p-F-8

Dans le référentiel galiléen ot nous observons le mouvement,
la loi fondamentale de la dynamique implique :

- 1a résultante des forces et moments appliqués est nulle
[} g ~ P — g
() Jefdv+]sdA =0 (2) | g § AT &V+[SAXdA:0
2 ) > B

Utilisant le postulat de Cauchy, nous supposons que la densité
surfacique (S) en un point (P) de (B) dépend uniquement du point consi-
déré et de 1a normale (n) et nous écrivons :

- ) —
S (P)m) 2T m
(@) désignant le tenseur des contraintes.
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Substituant dans (1) 1'expression de (S) et utilisant le théo-
réme de la divergence, nous déduisons 1a forme globale pour tout volume
(D) en notation indicielle :

4 (o5, +pdi)dv=0
D'oti 1a forme locale : 95 +e§i -0
De la méme fagon, nous déduisons de (2) la symétrie du tenseur (o)

c.\--G_.'l

I1I) Thermodynamique - 1) Notions de base :

Nous supposons pouvoir décrire 1'état thermodynamique d'un
systéme fermé (n'échangeant pas de masse avec 1'extérieur) par la donnée
de (n) informations quantifiables décrivant chacune une propriété carac-
téristique du systéme. Les valeurs de ces données sont représentées par
(n) variables d'état :

Xj,s_-_'1 a m
dont certaines seront extensives (additives) et d'autres intensives.

Nous introduisons alors les notions suivantes :

- systéme en équilibre thermodynamique : les variables d'état ne dépen-
dent pas du temps.

- systéme uniforme : les variables d'état intensives sont indépendantes
de 1'espace. ‘

Rappelons les résultats classiques de la thermodynamique des
systémes uniformes.

2) Systémes uniformes - Définitions et résultats :

Lors de 1'@quilibre thermodynamique, i1 existe (p) relations
dites équations d'état reliant les (n) variables d'état. En choisissant
(n - p= ) variables, le systéme est décrit a 1'équilibre par :

X:!:gj(xdlx{)"';xﬂ() §= '(1-46‘31..(

Deux systémes initialement en équilibre thermodynamique sont
dits en équilibre thermique mutuel si, une fois accolés, ils restent
chacun en équilibre (pas d'évolution des variables d'état). Par transi-
tivité, on déduit que deux systémes en équilibre thermique mutuel avec
un méme troisiéme sont en &quilibre entre eux (principe du zéro) et on
déduit le repérage d'une température empirique par ce raisonnement :

De 1'équilibre thermique de deux systémes, on peut déduire une
relation entre les équations d'état du premier et celles du second.
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Cette relation est symboliquement représentée par :
%(4"{) =0

De méme, si le premier systéme est en équilibre thermique mu-
tuel avec un troisiéme, on déduit une relation du type :

4(4;3) =0

Et si le second est en équilibre avec le troisiéme
hix;3)=0

Selon le principe du zéro, si seulement deux des trois rela-
tions sont vérifiées, alors la troisiéme 1'est automatiquement. Cela
n'‘est possible que si les équations précédentes sont de la forme :

8(4 ) =6,-9, =0
9(1,3) = 6,-9,:0
hh(33) =0,-6,:0

La valeur commune déduite définit & un choix d'origine prés
1a température empirique de ces systémes. Elle peut étre considérée com-
me variable d'état.

Travail : Sous 1'action des forces extérieures précédemment définies

ﬁaque particule (P) du milieu subit un déplacement (UW(P,t)) et pour
1'ensemble du systéme, nous déduisons la forme différentielle du travail
fourni

Aw:%e F(PE) dddv + jB S (Py,t) dic(Pa,t) dA

Energie interne : Deux systémes en équilibre thermodynamique mais non
mutueTTement en équilibre thermique sont dits accolés par un mur adia-
batique s'ils restent dans le méme état thermodynamique. On dit alors
qu'un procédé thermodynamique est adiabatique s'il s'applique & un sys-
téme isolé adiabatiquement de son entourage.

Si nous considérons un procédé adiabatique faisant évoluer un
systéme d'un état d équilibre (a t = t°) thermodynamique & 1'état d'é-
quilibre (& t = t1) final, on montre alors que le travail effectué est
indépendant du cheminement adiabatique suivi. On montre aussi que deux
états d'équilibres thermodynamiques quelconques peuvent étre reliés 1'un
a 1'autre par un procede adiabatique : on définit par conséquent et en
tant que variable d'état intensive 1'énergie interne (U) d'un systéme
comme le travail nécessaire pour passer de fagon adiabatique d'un état
de référence a 1'état actuel

t1
énergie interne : u(E)-u?) =/ w(t)dt - W
to
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Chaleur - Le premier principe de la thermodynamique - Principe de con-
servation :

Si a présent, nous considérons un procédé thermodynamique non
adiabatique faisant évoluer le systéme d'un état initial (a t = t) &
1'état final (a t = t'), la différence entre la variation d'énergie in-
terne et le travail effectué n'est pas nulle : cela met en évidence la

chaleur apportée au systéme lors de 1'évolution et nous notons :

IGE u(t‘)] -W:Q

La valeur de (Q) change suivant le procédé mais la valeur de
(W + Q) exprimant la variation d'énergie interne de 1'instant initial
a 1'instant final est indépendante du cheminement suivi : nous écrivons
ainsi une premiére loi de conservation :

u(t*) - ue) =W+ Q
L‘l = \I.\/+ Q
ou encore c\u - c\W*c\Q

Généralisons ces résultats dans le cas des systémes non-uni-
formes.

3) Systémes non-uniformes :

Nous établissons une certaine correspondance entre les résul-
tats obtenus pour un milieu uniforme et ceux posés pour un milieu non-
uniforme. La théorie des milieux non-uniformes doit inclure les princi-
pes précédents dans le cas particulier d'un milieu uniforme.

Les fonctions d'état intensives précédentes deviennent aussi
variables d'état mais dépendent de 1‘'espace. Quand aux fonctions d'état
extensives, nous les convertissons en variables locales en les divisant
par la masse du systéme ; les densités ainsi déduites sont aussi varia-
bles d'état.

Conservation de 1'énergie : Le premier principe exprime la variation de
TTénergie totale d'un corps (D) en fonction de la puissance des efforts
extérieurs exercés sur (D) et du taux de chaleur apportée :

é K+ U :‘?wk )
o\t[ +u] + Q
avec K= %4e¢u&év
U= Jp eed\/
F* 4t 2 Wos fyoim: (i A dA+ o Fili; db)av
:jp[(o:.j ip),Javer + /e fedvdt
Q - —faq.m aA :'fD q‘.’k-AV
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En tenant compte de la forme locale de 1'&quation du mouve-
ment, nous déduisons la forme globale du principe de conservation :

Jp (o5 e gFimeilo)i; Ve ) (550 - qqi-@€)dV = O

jp (0_1_‘ “g‘j =9:,0 'QE)AV =0
D'oi 1a forme locale :

T €y "9 e

\J.‘

Définitions préliminaires a 1'énoncé du second principe :

Etat de référence : Etat initial de 1'échantillon caractérisé par une
température uniforme (T,) et la nullité des tenseurs déforma-
tion et contrainte.

Variables d'état de la déformation : La déformation a 1'état actuel est
décrite par rapport d 1'état de référence par la donnée de (n)
variables d'état

4

o ,4;4...m

Dans le cas d'un solide thermoé-
lastique, i1 n'apparait pas de variables de nature purement
dissipatives liées par exemp]e a des phénoménes de viscosités.

g - € i, 6 {np}: {4,3,3)

od -

Processus localement réversible : Cheminement fait d'une suite d'états
d'équilibres thermodynamiques voisins. On peut exprimer a
chaque instant 1'énergie interne suivant :

c®)-e[Em,0m] ; €= Y *2:9
Processus localement adiabatique : Le flux de chaleur est nul

q o)

Définition d'une équation intégrale : L'équation différentielle

’E("‘“--"xm)&_){s: o j‘(:‘i-.-/m
at

est intégrale s'il existe deux fonctions

}\('x“---’ xm) / F('x,,---,'xm)
telles que AP g{ y
—7< - :d.F *: ’...'m .
T TS
lemme : si au voisinage d'un point (G°), i1 existe des p01nts (G )
inaccessibles le long des courbes intégrales de 1'équation
différentielle

’?d ('11'---1 ’)Cm)déé_xq 2 O 0(-_41...1 m

alors cette équation est intégrale.
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Postulat de Carathéodory : soit 1'état initial (I°) caractérisé par 1la
donnée des variables d'état (€°) et (e°) ; i1 existe d'autres
états (I (34,0)) qui ne sont pas accessibles & partir de 1'é-
tat (I°) en suivant des procédés localement réversibles et lo-

calement adiabatiques.

Conséquences du postulat de Carathéodory : pour un modéle sans viscosi-
tés, 1'équation de conservation

(o € -‘1;); ;ee (3)

Bou
s'écrit sous la forme, dans le cas d'un procédé localement
diabati :
adiabatique 0__ € -66
soit O; {( = €(gﬂhe)
ou encore (07 - p b€ g -pd -0

L "€ ) = 0=
by ? 26

Cette équation est de la forme

?4 (11:"', 'xm) é_’i_e( =0
dt

Traduisons qu'il existe des états thermodynamiques non acces-
sibles le long des courbes intégrales de cette équation : nous introdui-
sons (1) et (F) telles que :

4 o)y . _F
A[{w%%) TYs rexe] = P, 0)
et de (3) on déduit . . )
o€ -8, =n(%,, 6 F(2,0)

~qii = (84,8) F(34,0)

Identifions (1) et (F)

Intégrons sur le volume 1'équation et déduisons 1'expression
du taux d'apport de chaleur

Q= [ AFdy
2

Pour un systéme uniforme de volume (V) et de masse (M = V)
. . - ¥ e
Q=AFV -2aFMjez A FM
Par correspondance avec la thermodynamique des milieux uniformes, on dé-
duit :
A* = T température absolue

S = MF entropie du systéme dont la quantité spécifique asso-
ciée est notée ,7(;‘(’ )
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Conclusion : Nous é&crivons pour un processus localement réversible et
sans effets de viscosité

UQQ +PTé=€é
“9ic =T

Second principe - Production d'entropie :

Intégrons =960 = eT'p'
et utilisons le théoréme de la divergence

S:hendv :-f ‘i_ir,_t‘AV:-fp(T)“cIV -/ ki dV

- ~Jg A - [ 9 Ti dV
) T
Le premier terme du second membre représente le taux de pro-
duction d'entropie 1iée aux échanges de chaleur avec 1'extérieur.

Le second terme correspond & la production interne d'entropie,
on note

€Mz = c‘t—.'uﬁ

2

Le second principe exprime que la production interne d'entro-
pie est toujours positive :

Mg >0

4) Loi de comportement :

La connaissance de 1'énergie libre volumique définie par’
W(e;;,T) = @€ (€, T)-em (€, T)T

permet de déduire (o) et (n) en exprimant sa forme différentielle sui-

vant
d¥- Y d€;; +3dB -pd€ -pmdT-pT
e, u Tt rectremdT-eldy
dY = oy dEy -emde
A\V .Jcle ’?Cle
ainsi
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Dans le cadre de 1'hypothése des pet1tes perturbations, les
valeurs ( ejj) et (8) sont pet1tes (et nulles & 1'état de référence) ;
il est convenab]e de développer 1' energ1e libre volumique au voisinage
de (e4j = 0) et (6 = 0) en une série des (ejj) et (o) tronquée au-dela

des termes quadratiques et ce suivant

2
\\): ‘«P, + %C‘_\’!Q €t’ Gu —ﬁ‘.j e‘.\ 6 - tv 6/{1’0 L)

(i1 n'apparait pas des termes linaires puisque & 1'état de référence) :

o
G, = = o7 =0 --B\V
5 vl e’ <1,
Nous déduisons pour un solide élastique anisotrope avec
,Bij = Cyn Ay
Ty = 2—2-’- = Cyra€yy - ;0
2
= ‘w = ;'G;' +fv9/To
e'? ) P )Y

(C) désigne le tenseur d'élasticité, (a) e tenseur dilatation
thermique libre, (%,) 1a chaleur volumique & déformation constante.

5) Loi de Fourier - Equation d'évolution de la chaleur :

Dans le cadre de l1a conduction de la chaleur, la loi expéri-
mentale lindaire reliant le flux de chaleur (J = q) & 1a "force thermo-

dynamique" (Grad e) s'écrit :
- -KGed ®
9. = 'K'J'g \

soit en notation indicielle 23

(K) représente le tenseur conductivité thermique.

Pour un processus réversible, on écrit donc :

e'T.-j = = Qi :AW( Kﬁ:&e)

elTe+0) 5 = div (K 4rad 6)
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CONDUCTION DE LA CHALEUR ((35))

L'évolution de 1a température

1) Liaison avec la thermoélasticité :

De 1'expression de 1'entropie et de son é&volution en fonction
du gradient de température formulées dans 1'annexe “"Thermoélasticité"

a savoir :
ef9 =p€3€ij -revelTo
p (T20) 5 = div [ K 4nad 6]

nous déduisons : g, 0 - dw [ ﬂ’\‘h—:cl 9] - T P"i é.‘_,‘

Soulignons ici avec importance que, puisque nous nous plagons
dans 1'hypothése des petites perturbations, nous négligeons les termes
(8253) et (en).

I1) Introduction indépendante :

Sans détailler les équations de la thermoélasticité, nous pou-
vons justifier plus rapidement 1'équation obtenue pour un milieu isotro-
pe par exemple.

Pour tout volume (V), 1'équation de la conduction de la cha-
leur se déduit en effet de la conservation de 1'@nergie sous la forme :

taux de chaleur taux de taux
entrant par la production de restauration
frontiére &V de V| + }d'énergie = d'énergie
ip&érieuremen par V
a

Le flux de chaleur apportée de 1'extérieur a travers la fron-
tiére s'écrit avec la convention habituelle de la normale sortante et
en respectant la loi de.conduction de Fourier :

- (.2 &M — w » ©14dv
Q= [-3-7 V<) d [ ®4nd©] d

La chaleur générée intérieurement & V s'exprime en faisant ap-
pel & 1a densité volumique de production interne g(r, t) :

jv q (7, t)dv

Le taux de restauration s'exprime en fonction de la chaleur

volumique & contrainte ou volume constants :

[ €ye av
Voo
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D'oli 1'équation locale exprimée cette fois avec une chaleur

spécifique : . .
ec® = &fl\r[kcjnu\.e] + %("'t)

dont 1a forme est a rapprocher de celle déduite de 1a thermoélasticité
e¢y 6 = dw | K9ad 0] - T fi; €4

Nous obtenons ainsi une équation aux dérivées partielles de
type parabolique d'ordre deux. Examinons quelques méthodes de résolution.

I1I11) Méthodes de résolution :

1) Enoncé du théoréme de Duhamel

Si nous supposons que la fonction g(r, t) dépend linéairement
de la température (8) et s'écrit

gc'n,k) zpc [Cotn) 8 + G, 0]
Nous sommes amenés & considérer 1'opérateur linéaire (\)((>6))
N = edz' c\vu-(gtc&'lcul) -+ Co(’t)

De plus, résoudre 1'équation de 1a chaleur implique qu'il faut
se donner deux conditions & savoir :

- une condition initiale : la température du corps (3 t = 0) est suppo-
sée connue. 8O (n,0) = ¢ (n)

- une condition de frontiére :_Ja température ou le flux de chaleur
(fonction de Grad (e).n) sont connus sur la surface (S) limi-
tant 1e volume (V). Cette relation s'écrit linéairement :

n€5 . S(Tlll:) = C,(Tl) G(nll:)'t (1(7\) e'm-fC;(n)eJ% +C3(n) e} ,}
Introduisant 1'opérateur (i)
A= G+ b/h + C{X/W r G, B/\,}

Le probléme & résoudre s'écrit comme la donnée d'une é&quation
aux dérivées partielles, une condition de frontiére (B), une condition
initiale (I) :

©: AO =+ Gint)
AB: S(nt) n€S

O(n, 0) - ¢ln)

La solution de ce probléme est donnée, selon le théoréme de
Duhamel, en fonction de la solution (¢) de
2 @‘“It)t) = NP G
At
A Q(n,t,’t) = S, T)
9 (n,0,T)= din)



Al4

- o0 (1) est assimilé & un paramétre, ce qui offre 1'avantage d'obtenir
une condition (B) et (I) indépendantes du temps.

Solution : £
' O(n,t) - fE J §(n, t-T,T)dT
Q

2) Utilisation des fonctions de Green :

N.B : Un développement plus théorique est donné pour un milieu
anisotrope dans 1'étude tridimensions.

Notation : o = %/ec

Hypothése : o et k sont supposés constants.

Avec la notation et 1'hypothése précédentes, 1'équation locale

de 1a chaleur s'écrit : .
A6 = VO« 1{3(71,%)
o«

Donnons nous alors

- une condition de frontiére J@I ? (n t) - ,n€S
f\‘l
- une condition initiale B(n,0) = cb"‘)

On se propose de chercher tout d'abord la fonction de Green

6 (n, bl T) + hmw)dET) = & 30

k: 26 - -h G (s-us n€S:)
am

vérifiant

G‘(h&ln'f):o pour t < 1

Cette fonction represente la distribution de température dans
une région (R) initialement & la température nulle ol apparait a 1'ins-
tant (1) une impulsion de chaleur au point (r') :

- (r') et (t) situent la cause, (r) et (t) observent 1'effet corres-
pondant.

On montre que la solution de notre probléme s'é&crit en fonc-
tion de (G) suivant :
O(n, k)= j Gn, Hn 'E)I, °¢(n)dv

ac{e(n Eln' r)%(,.'t)av“(/ aq‘/ G, I:I-n"L'), b v, % b,

-“t

+ i.
R T-

Interprétons ce résultat :

La solution découle naturellement du principe de superposition :
elle s'exprime comme la somme de trois contributions :
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- la premiére correspond a 1'effet d'uniformisation de la température
initiale (o(r)). I1 suffit de considérer cette partie comme
1'effet observé au point (r) & 1'instant (t) 1ié & la superpo-
sition d'impulsions de températures apparues & 1'instant
( t=0) au point (r') et d'amplitudes (¢(r')) d'ol le terme :

J, Gin I, T)|__ dtm) Qv

- 1a deuxiéme correspond a 1'effet provoqué par la génération de chaleur
glr, t). I1 suffit de considérer qu'il s'agit d'une superposi-
tion d'impulsions apparues successivement de 1'instant ( t = 0)
a 1'instant (t) au point (r') ; d'ou :

{_{ cvtjs G in t|n,T)s g 7, T) V'

- la derniére correspond & 1'effet provoqué par 1'apport de chaleur a
travers la frontiére du volume :

t
Joef oo, e

3) Méthode de séparation des variables :

La méthode de séparation des variables est utile pour les cas
simples car elle nous permet d'obtenir une expression analytique de 1a
solution aisément manipulable. Intéressons nous par exemple & la résolu-
tion de 1'équation a une dimension :

e - dz§% + g lx,t)
%X

6(—»,0) = ¢("‘)
6 -0 ¥ -0
3% lx:0 dxlxzt

Nous décomposons la solution suivante (& = 8, + 8,) avec

1\ .
. by <) 2\
e, =« g__; o = « ”-g%i +qt) Q)
I €, («,0) = $ere) 11 91 (x,0)= O
36 =0 ﬁi\ =0
Ie |xzo0 T ::?
x =4 s

Soit o, ('x)H: X('x).A(t)
Alors de facon habituelle XAz XA
B = ){f = constante = K
oD X

la solution physiquement acceptable est amortie en temps, on choisit

K:-%  Bz-X%dA Xz - kX

)
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la forme générale de (X) est X = a cos (kx) + b sin (kx)

on choisit les constantes d'intégration d'aprés les conditions de fron-
- tiére :

¥6 =0 \_gl =0

3 \x:o Sx laz

on trouve alors une infinité de so]ut1ons de 1a forme :

-(MTT“‘)E
S,m=Ane @ (mTTx)  m=z0,1,--
la so1ut1on générale peut s'écrire 5 _(Mﬂ.” t
64 A " 2 Am Ceﬁ(mr"‘-)
nat

les (A,) sont identifiés en développant (¢ (x)) en une série de Fourier
et en respectant '

' 94 (%,0) = ¢("‘-) A
& ! . '
¢ ) = ¢,, + ngl ¢n wn (mﬁ-n.) ; ¢ = djd)('u)&x FERRS ¢m = €°j¢(\5)c6’b(mﬁ5) dta,

o°
Ao+ 2 A conlmTin)

oF _(M'ﬂ'q )1&
¢4 *'nf—l ¢, e T ed (mTl-x)

o, (’&,o)

1)

6,‘('::) l:)

3)b) Résolution de 11 :

D'une facon analogue, nous développons g(r, t) en une série
de Fourier ,

1 A
g lx,b) = 3°Lt)+?%m(l:) rmllx ; q,(k) = cjﬁm,t)&xj- 3“u):2o/3 (k) copin Tk

soit o
0, 1%t = Tolt) + T (k) con ()

en substituant (Qz)’dans (2) et en identifiant

T,z q)  ; Ta(t): ~(mT) T 3, (), ml

en respectant la cond1t1on initiale, on déduit m nd)(e <)
Tolt) - Jgou)d ; Tmlt) = / q,,(T) ¢ dT

LA mmafE (m'"")
d*ou @%(m, ) = oj SO(T)d +§cob(mT'o«.)e j% (1) JL

D'oii (8) se décompose en une partie transitoire correspondant
a 1'uniformisation de la température initiale (¢(x)) et une partie per-
manente correspondant 3 la génération de chaleur g(x, t) :
T )t 3 -(mT%) (¢-T)
B, t)= @, +Z $, < c_e'.s(m’l‘oc) }'} (0dT + Lccb\"\rw-)j 9 (T
mz2
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