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INTRODUCTION



Le champ d'application des matériaux composites connait depuis
quelques années un développement important & en juger par leurs usages
industriels fréquents et par les activités nombreuses des laboratoires
de recherche. Sans négliger 1'emploi des milieux naturels, anisotropes
comme le bois ou hétérogénes comme les roches, on produit en effet de
plus en plus de nouveaux matériaux tels que les structures renforcées
de fibres, les laminés...

I1 est en effet motivant de ne retenir que les qualités des
constituants et d'annihiler leurs défauts. Si le principe est posé, il
reste cependant de nombreuses difficultés d'ordre technologique dans la
mise en oeuvre et aussi d'ordre théorique. De plus, les conditions
d'emploi du matériau composite sont de plus en plus variées et séve-
res : outre la nécessité de bien connaitre son comportement a tempéra-
ambiante, on le soumet dans de nombreux cas 3 des sollicitations thermi-
ques (tuyére d'une fusée, ailettes d'un turbocompresseur...)

En premier lieu, 1'ingénieur utilise les propriétés effectives
du matériau : il le considére comme un milieu homogéne. Mais cette ana-
logie de comportement demande plus de précision au-deld de certaines
conditions de sollicitation. I1 faut alors tenir compte de sa configu-
ration hétérogéne. Prenons par exemple le cas d'un matériau homogéne
isotrope uniformément chauffé de forme géométrique simple et a frontiére
libre. On observe une dilatation uniforme et & contrainte nulle. Par
contre, si le milieu est hétérogéne, certaines parties se dilatent plus
que d'autres engendrant ainsi des contraintes thermiques qui peuvent
conduire 3 une plastification ou a une rupture locale.

Dans ce travail, nous examinons les propriétés &lastiques et
thermiques d'un matériau hétérogéne : en restant dans le cadre de la
mécanique des milieux continus, nous nous intéressons & un phénoméne
thermomécanique propre 3 1'existence méme de 1'hétérogénéité. I1 s'agit
d'étudier la dissipation thermique et les phénoménes de relaxation de
nature viscoélastique engendrés par 1'action in situ de la conduction
de la chaleur. En effet, sous 1'action d'un chargement mécanique ou
thermique, i1 se cree localement des gradients de température pour
lesquels 1'hétérogénéité apporte sa propre contribution. L'existence des
courants thermiques internes, qui résultent de ces fluctuations de tem-
pérature, provoque alors par irréversibilité thermique une dissipation
d'énergie et par couplage thermomécanique une relaxation des variables
définissant 1'état du matériau.

Cette &tude s'articule en quatre chapitres :

Le probléme qui nous concerne, oil nous négligeons les phénomé-
nes d'inertie et ol les trois variables utilisées : la contrainte, la
déformation et la température vérifient les hypothéses des petites per-
turbations, sort du cadre de 1'é@lasticité linéaire et est un exemple
particulier d'anélasticité. Il s'agit de 1'effet thermo&lastique que
nous modélisons a 1'aide des équations locales de la thermoélasticité
linéaire couplée non dynamique (chapitre premier). Nous insistons tout
d'abord sur la thermoélastostatique (elle ne tient pas compte de 1a loi
d'évolution de la température) qui décrit le champ des contraintes, des
températures et des déformations a un instant donné. Nous examinons suc-
cessivement la formulation intégrale du probléme et 1'approximation
faite pour un milieu granulaire dont le formalisme peut d'ailleurs se
retrouver en considérant les problémes d'inclusions d'Eshelby. Dans le



but de connaitre le comportement global et local du matériau, nous résu-
mons les différentes méthodes de résolutions qui donnent une solution
approchée des équations intégrales (Méthode L.S.D., Méthodes Self. Con-
sistentes pour les matériaux parfaitement désordonnés vérifiant les hy-
pothéses de macrohomogénéité de Hill ; Méthode d'Homogénéisation des
milieux microhétérogénes périodiques) ou un encadrement des propriétés
effectives du matériau (Principes d'énergie).

Dans 1le chapitre deuxiéme, nous é&tudions 1'évolution des
champs de contrainte, déformation et température (thermoélasticité tran-
sitoire). Nous écrivons 1'équation de la chaleur sous forme intégrale
et nous proposons une résolution approchée par 1'approximation du milieu
granulaire. La solution ainsi déduite précise plus clairement et de fa-
con qualitative 1'aspect dissipatif et viscoélastique du comportement.

Les formalismes employés sont cependant complexes et pour pas-
ser a une étude quantitative permettant d'évaluer 1'importance de ces
effets, nous traitons dans le chapitre suivant d'un probléme unidimen-
sionnel.

L'étude fondamentale de Zener nous confirme pour un milieu ho-
mogéne que 1'effet thermoélastique engendre un phénoméne de dissipation
d'énergie et de relaxation viscoélastique. I1 en va de méme pour un
matériau hétérogéne (nous étudions le cas d'un échantillon monodimen-
sionnel continiment hétérogéne) mais le formalisme se complique : Tles
équations aux dérivées partielles sont & coefficients dépendant de la
position. Nous pouvons cependant les résoudre en les linéarisant aprés
avoir au préalable montré que cette linarisation ne masque pas 1'effet
thermoélastique :

- nous modélisons par différentes méthodes, dont nous véri-
fions la cohérence, les réponses viscoélastiques du matériau, lorsqu'il
est soumis & deux types différents d'essais en contrainte (essai de flu-
age et essai de frottement interne ),

- nous calculons une mesure caractéristique de 1'énergie dis-
sipée engendrée par 1'action de 1a conduction de la chaleur.

Au cours de ce chapitre, nous avons le soucis constant de
montrer qu'un matériau hétérogéne, obéissant aux lois locales de 1la
thermoélasticité se comporte globalement comme un matériau viscoélasti-
que (phénoménes de relaxation, dissipation de 1'énergie). Pour compléter
alors la confrontation des deux points de vue, 1'un thermoé&lastique et
1'autre viscoélastique, nous proposons dans le dernier chapitre une il-
Tustation numérique simulant les réponses du matériau soumis & un essai
de fluage ou de frottement interne.

Pour simuler la réponse du matériau, nous discrétisons les
équations aux dérivées partielles. Pour les deux essais, outre 1'il-
lustration qu'elle propose, 1'étude numérique permet de contrdler la
convergence d'une méthode de résolution analytique employée dans le cha-
pitre troisiéme (méthode de perturbation directe). De plus, pour les es-
sais de frottement interne sous contraintes périodiques de pulsations
différentes, nous vérifions que les deux méthodes fournissent des cour-
bes représentant 1'énergie dissipée en fonction de la pulsation ayant
la méme allure et que le maximum de dissipation se produit pour une fré-
quence identique.



CHAPITRE 1

PRESENTATION DU PROBLEME

ET ASPECT STATIQUE




1) ELASTICITE

Hooke a mis en évidence a la fin du XVIIiéme siécle la notion
d'élasticité selon laquelle un corps se déforme proportionnellement &
la force qui Tui est appliquée. Cette définition trés sommaire de
1'&lasticité 1linéaire s'écrit pour un solide isotrope suivant la loi
de Hooke avec la convention habituelle de sommation sur 1'indice (latin
uniquement) répété :

ol o] est le tenseur des contraintes

‘eij est le tenseur des déformations

x» et usont les coefficients d'élasticité de Lamé.

Gij est 1'indice de Kronecker :
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Valable sous les hypothéses de linéarité et de quasistatisme
que nous préciserons et compléterons pour notre sujet d'étude au para-
graphe (3), elle se généralise pour les milieux anisotropes en utilisant
le tenseur d'élasticité Cyjx7 suivant* :

I = Gt €

Selon cette loi de comportement ainsi é&noncée, 1'élasticité
apparait comme une relation 1inéaire biunivoque entre la contrainte et
1a déformation dans laquelle le temps n'intervient pas.

Quoique suffisamment précise dans la plupart des cas prati-
ques, cette théorie ne peut décrire par exemple le phénoméne de trainage
élastique (Elastische Nachwirkung) mis en évidence par Weber en 1825
lors de 1'@tude des galvanométres.

Intervient alors la notion d'anélasticité dans laquelle, sans
que le solide ne présente de déformation permanente, 1'effort et la
déformation ne sont pas fonctions univoques 1'une de 1‘'autre et peuvent,
par exemple dans le cas de sollicitations périodiques, présenter un
certain déphasage 1'une par rapport a 1'autre.

* N.B. : on écrira, "en bref" : o = Ce



2) ANELASTICITE - CONDITION DE COUPLAGE

Pour 1'anélasticité, précisément, la loi linéaire,
c=C¢c

n'est plus valable. Il intervient une (ou des) variable(s) auxiliaire(s)
V liée (s) par COUPLAGE, a la fois & o mais aussi & ¢ de telle sorte que

(1))

“L'application de la contrainte produit d'une part une défor-
mation &lastique instantanée et d'autre part modifie une (ou
des) variable (s) définissant 1'équilibre du systéme qui, de
fait, évolue vers un nouvel é&tat d'équilibre, cette évolution
entrainant une variation de la déformation".

Cette interaction mutuelle différencie le comportement du ma-
tériau par rapport & un matériau purement é&lastique. Le phénoméne d'ané-
lasticité repose essentiellement sur 1'existence du couplage entre les
variables ¢, ¢ et V.

3) L'EFFET THERMOELASTIQUE - PRESENTATION

Pour 1'8tude qui nous concerne, la variable V est représentée
par la température locale. Son évolution est gouvernée par la loi de la
conduction de la chaleur (Loi de Fourier).

Sous une certaine sollicitation en contrainte (resp-déforma-
tion), on observe, d'une part, une élasticité instantanée adiabatique
du matériau, et d'autre part, la formation de gradients de température
disparaissant sous 1'action de la conduction de la chaleur. Cette uni-
formisation de la température provoque par couplage une relaxation de
la déformation (resp-contrainte).

Dans ce cas, le phénoméne d'anélasticité n'est autre que 1'ef-
fet thermoélastique.

Nous rappelons et complétons alors les hypothéses évoquées au
paragraphe (1) de 1'élasticité en précisant que :

- nous négligeons les phénoménes d'inertie.

- nous nous plagons dans le cadre d'un comportement linéaire contrainte
déformation.

- 1'état de déformation du solide évolue dans le domaine préplastique
(pas de plasticité).

- nous n'attribuons aucune influence de la température absolue T sur la
valeur des coefficients d'élasticité Cijk]-



Ces hypothéses assemblées, dites Hypothéses des Petites Per-
turbations (H.P.P.) dimposent de faire subir a 1'&chantillon, sous
1'action d'une force appliquée QUASISTATIQUEMENT, de PETITES DEFORMA-
TIONS accompagnées de FAIBLES ECARTS e de température par rapport & la
température de référence T,.

En respectant 1'H.P.P., nous sommes amenéds & utiliser le sys-
téme des équations de la Thermoélasticité linéaire Couplée Quasistatique.

4) THERMOELASTICITE (Quasistatique)

4.1. Présentation Générale :

La thermoélasticité, comme la structure du mot 1'indique, ré-
sulte de la combinaison de deux phénoménes caractéristiques coexistants
dans le matériau :

- 1'un de nature élastique ; une partie de la déformation totale €
est &lastique €€,

- 1'autre de nature thermique ; la partie complémentaire de la déforma-
tion &lastique est anélastique ea. Par linéarité :

€5 =4y 6

ou {}j est le tenseur dilatation thermique libre.

- la déformation résulte de la superposition de ces deux composantes

l €=€e+€a

La thermoélasticité linéaire est fondée sur trois relations :



- la premiére, relation de Duhamel-Neumann, traduit la rigidité élasti-
que du matériau. Nous verrons qu'elle s'écrit sous la forme

a-ce”

. On retrouve la loi o= G
d'un matériau purement élastique mais i1 convient en fait de remplacer
la déformation totale par sa partie élastique uniquement :

Ceectee) |

Cette loi s'avére suffisante pour étudier le comportement du
matériau lorsque celui-ci est soumis & des sollicitations respectant des
conditions thermiques isothermes (dans ce case@ = 0) ou & 1'opposé des
conditions adiabatiques (dans ce cas, i1 convient de considérer le ten-
seur Caq des coefficients adiabatiques de 1'&lasticité o = Cyge ).

Pour les cas intermédiaires (ni isothermes, ni adiabatiques)

- 1a seconde relation, déduite de la conservation de 1‘énergie (loi stan-
dard de Ta conduction de la chaleur) compléte la premiére. En tenir
compte permet de suivre 1'évolution transitoire du champ de température
dans le matériau.

Quant & la troisiéme relation, déduite du deuxiéme principe
de la thermodynamique, elle exprime que le couplage entre les effets
élastiques et thermiques mis en jeu induit un processus de dissipation
d'énergie. C'est 1'expression d'une production d'irréversibilité d'ori-
gine thermomécanique. '

L'établissement de ces trois relations se fait dans le cadre
de la thermodynamique des processus irréversibles. Nous résumons les
étapes principales (nous proposons cependant en annexe une introduction
3 la thermodlasticité plus détaillée mais se voulant trés simple).

4.2. Formulation :

Notation : g masse volumique constante

r apport d'énergie massique
(prise ici égale a zéro)

” taux d'évolution de 1'entropie
massique ("désigne la dérivée en temps)

e énergie interne massique

9 j1ém composante du vecteur flux
de(ma]eurga’i désigne la dérivée partielle

e de a par rapport a la ilme coordonnée)
nous utilisons

- 1a loi locale de la conservation de 1'énergie

4.1, ee-em —O'E‘-‘C;_&-vc‘c);:O
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- 1'inégalité de Clausius Duhem
4.2. ETi ~en +195-7L(E%)"&0

Nous supposons que la donnée des variables ejj et o suffit
pour décrire 1'état du systéme. IL est intéressant d'utiliser 1'expres-
sion de 1'énergie libre massique de Helmholtz ¢ définie par

4.3. e\“) = ee = eTy

En écrivant

70
©
I

Q\P+€T9. -ee_l._,y

"

et Q\V

o/

oY | €. 4 Y| O
B [ &g el
6;:\ ) 00 e;‘;

la loi de conservation (1) s'écrit :

4.4. [e;.;_gzj -og]e;j : E[%‘-; +~7]e' v [T+ 95 men =0

substituant dans (2) le terme [eTrj + 94 "E"‘]

1'inégalité de Clausius Duhem devient :

4.5.

o

[""»s-e:%i]‘fcs 'E[%*”}]G =9 ( —#—)’/O

Cette nouvelle inégalité doit étre vérifiée pour tout ejj et
8 (processus admissibles) et impose donc 1'annulation des coefficients
de ejj et 6. D'oll les trois relations :

4.6. o= ¢ YW
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4.7. - -a¥Y
77 " Je

4.8. e IS T”: >,O
(L)

L'inégalité de dissipation (8) est automatiquement vérifiée
si on lie le flux de chaleur q; (effet) aux gradients de Température
0, (cause) par une relation lingaire (relations de Onsager) :

4.9. q = - R“S 913'

ou Ta matrice [kij Jest définie positive.

L'inégalité (8) devient :

Utilisant (6) et (7) dans la loi de conservation (4), nous ob-
tenons (avec r = 0) : .

4.1. eTm = -9
et de (9)
4.02. eTm = div [ k C}“AG]

C'est la loi d'évolution de 1'entropie qui, linéarisée, nous
donnera la loi standard de 1a conduction de la chaleur.

I1 est légitime en H.P.P. de développer ¥ en une série desekj
et o tronquée au-deld des termes carrés* :

?
403, p¥W=p¥a G € - @70 +LCunEyEy By €;6-1he

* les coefficients Cijk1, Bij» h,oqj avecsij = Cijkyoky sont intro-
duits de facgon purement forme]]e e% trouveront 1eur 1nlerprétation.
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(6) et (13) donnent

4.14. 2 .- »
0—;3 - GZJ + C‘Jﬂ_ EH' p“e
et de (7) et (13) :

4.15. 67: €7° _"(3;36% +¥Le

Nous définissons 1'état de référence par :

Ta température T,

1'état libre de contrainte o5 = 0

pas de déformation ejj = 0

la variation d'entropie est nulle.

Ce qui revient & annuler les termes du premier ordre ojj et
n® et, dorénavant,n désigne la variation d'entropie par rapport a 1'état
de référence.

Nous déduisons de (14) et (15) :

- la loi de comportement (Duhamel-Neumann) :

4.16. ﬁS:C%HEQ:W&SG

ou aussi

T+ Cunt (€3~ 0)

- 1'expression de 1a variation d'entropie

4.17. ey = By €5 +he

Si nous linéarisons la loi d'évolution (12) suivant

e = div (& gade)

en utilisant (17) nous obtenons 1'équation de la chaleur :

4.18. [ T h6 :[*‘S 6,;],; 'T"fg‘d éiS
L

. |
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4.3. Formulation duale :

Si nous choisissons o et & comme variables d'état du systéme,
un raisonnement analogue utilisant cette fois 1'énergie libre de Gibbs
G définie par :

- - T -'G-.net'
eG:pe ~g Ty " Yy
conduit
a) a 1a loi de comportement :
. . ] —S" ¢ X
4.19 €L3 = Sial Oy +=(“9

b) & 1'expression de 1a variation d'entropie :

4.20. em = ;0 +90
avec

4.21. q = ho+ '[;”9‘\

oii C; = T, g désigne la chaleur spécifique & contrainte constante.
C. = T, h désigne la chaleur spécifique a déformation constante.

c) a4 1a 1oi de 1a conduction de la chaleur :

4.22. Toq 6 - [‘?4589,;1& - To °(€8 0—‘8

4.4. Interprétation des coefficients - Résumé :

1oi de comportement : (formes équivalentes)

0’:1 = chw G*j_ -(3;&9
0% = Cijed (€4 - %2 ©)
€5 = Si? m + ol O

loi d'évolution de la température : (formes équivalentes)

C. 0 = [ky 6,;],3 -Toﬁch;j
C.© - [ &g 6,;],3 - Tody 4
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entropie :

\

en By€; + L O

To
i, 0:; + ¢ O
() ST T

ak] est le tenseur dilatation thermique libre.
ak] © est la déformation atteinte si 1'échantillon homogéne (1oi
lTocale) est chauffé et laissé libre de contrainte.

. Cijjk1  est le tenseur d'élasticité isotherme (pour une évolution a
& = 0, on retrouve 1a loi o = C€).

irréversibilité : de (11) on déduit :

m = — Q¢
A

En intégrant sur le volume de 1'é&chantillon et en appliquant
le théoréme de la divergence, on obtient successivement :

) - ) dwe
gerio s

=y [(%), + 9T |do

et de (9) :

Le premier terme du membre de droite représente le changement
d'entropie du systéme induit par le flux de chaleur a travers 1'envelop-
pe S du solide et imposé par les conditions MACROSCOPIQUES de frontiéres.

Le dernier terme représente la production d'entropie induite
par la conduction de la chaleur agissant dans le volume. I1 quantifie

1a production IN SITU irréversible d'entropie par unité de volume, et
on note :

. - &C'e;ée).
e7z = 24 %0

Le second principe de la thermodynamique exprime que
eTyx 2 ©

ce qui n'est autre que 1'inégalité (10).
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Thermoélasticité quasistatique couplée :

La loi d'évolution de la température couplée avec la loi de
comportement et 1'équation d'équilibre en 1'abscence de forces volumi-
ques ;

div =0

(ol on néglige les termes d'inertie, thermoélasticité quasistatique),
conduit & un systéme couplé d'équations aux dérivées partielles. Le pro-
bléme aux limites ainsi défini est d'une grande difficulté mathématique.

Cependant, dans de nombreux cas, les auteurs négligent le
terme de couplage thermomécanique ToBjjejj (ou Toajjoij, thermoélastici-
té découplée).

En effet, les déformations engendrées par un chargement sont
accompagnées par de trés faibles variations de température. Il serait
raisonnable de calculer donc ces déformations sans tenir compte de la
dilatation thermique : en négligeant le terme Tbsij €4 j la loi d'évolu-

tion devient Ce 6 - A [ 9« c&'—\:le]

dont la solution se décompose en un régime transitoire correspondant a
1'uniformisation de la température initiale et un régime permanent re-
présenté par le champ de température vérifiant :

div [k grad e]= 0 ' (avec 8 = 0)

Si nous dérivons alors par rapport au temps 1a loi de compor-
tement, en tenant compte pour le régime permanent que : & = 0

on obtient : g=2Ce

et on constate ainsi que la contrainte et la déformation évoluent en
phase 1'une vis 3 vis de 1'autre ; il n'y a pas de phénoméne anélastique.

Pour observer 1'effet thermo&lastique, i1 est nécessaire de
tenir compte du terme de couplage. Effectivement avec ce terme dans
1'équation d'évolution, on constate que (et ce, avec réciprocité) une
sollicitation mécanique provoque une variation de la déformation qui
s‘accompagne alors d'une variation de température. Le flux de chaleur
qui résulte de cette variation de la température accroit 1'entropie du
systéme (¢Ti = - qi,i ) : la présence du terme mécanique Tog4j&ij dans
1'équation de la chaleur est essentielle pour décrire le phénomene de
dissipation thermoélastique.
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5) THERMOELASTICITE STATIONNAIRE

Nous restreignons dans ce paragraphe 1'étude du systéme des
équations de la thermoélasticité a la loi de comportement de Duhamel-
Neumann.

Nous supposons que l1a température & de 1'échantillon est uni-
forme, la conduction de la chaleur n'agit pas. Ce domaine de la thermo-
élasticité ol o est stationnaire se nomme suivant les auteurs Thermosta-
tique ou plus précisément ((2)) Thermoélastostatique ou aussi
Thermoélasticité stationnaire.

Le matériau hétérogéne est en équilibre sous 1'action d'une
contrainte © et déformation E (dites MACROSCOPIQUES) imposées sur 1a
frontiére. Pour le mécanicien, il est utile de connaitre la relation
entre 2, E et 6 (dite loi de comportement globale ou macroscopique) et
de décrire la répartition des contraintes et déformations microscopiques
afin de prédire des phénoménes de concentration de contraintes, de fis-
suration...

Nous résumons les principaux formalismes traitant de 1'aspect
stationnaire de 1a thermoélasticité.
5.1. Loi de Comportement Macroscopique
5.1. a) Coefficients effectifs :

En premier lieu, le mécanicien s'intéresse & la loi de compor-
tement globale de la forme :

s - e e

5.1.1 i;-: «JM[EH {Me] ;

[ SR |

ou de fagon équivalente :

o
5.1.2 P CQRE -B 6
s L atg
4; H K
ol th&!; GRL, Y, Pg sont les coefficients effectifs du maté-

riau homogéne équivalent* (MHE).
I1s vérifient :

T
5.1.3 [C H]

5.1.4 {30“ = CLWUCVWr

* Le MHE est le matériau homogéne dont le comportement est le méme que
le comportement macroscopique du matériau hétérogéne considéré.
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Les méthodes utilisées dans cette thése pour obtenir le com-
portement macroscopique s'appliquent aux milieux hétérogénes vérifiant
les hypothéses de Hill*. 0n peut alors définir le volume V global de
1'échantillon en tant que volume représentatif (au sens statistique) et
on lui associe la valeur moyenne volumique notée< .S
Hi1l a démontré que :

5.1.5 <o 7= 2
<E€> = E

L C><Er=<Te> |

e e e}

Ces méthodes partent d'une approche physique de la microstruc-
ture (décrite ici par la 1o0i locale de la thermoélasticité stationnaire)
et déduisent les coefficients effectifs. Ces derniers ne dépendent que
de la nature méme de cette microstructure. IT serait en effet moins per-
tinent que la formulation théorique du MHE dépende de conditions exté-
rieures telles que la forme géométrique de 1'échantillon ou des condi-
tions de frontiéres ((3)).

5.1. b) L'approximation du milieu granulaire :

Pour une microstructure, i1 est raisonnable de considérer le
matériau constitué de N grains "incrustés" dans une matrice ou, plus
généralement, composé de N phases de propriétés physico-chimiques dif-
férentes. On affecte a chaque phase, indicée par une lettre grecque, une
concentration volumique fo, une déformation <® et une contrainte

o® moyennées par rapport au volume Vo

o M
5.1.6 .F: \_t_r ; E'%zi
< <€
€ =4 /€ dv L= G'(n v
Y&,ék (hi) \E J YQAé; ‘> of

les valeurs moyennes globales s'écrivent

N o
5.1.7 <o )= _Z-&o-
~ o
<€r= % f€
o=

* HYPOTHESES DE HILL

- pas de forces volumiques,

- 1'&chantillon subit de faibles déformations,

- la taille de 1'hétérogénéité est petite par rapport 3 la
taille de 1'échantillon,
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Cette forme de représentation, commode pour les calculs, est
une approximation assez bonne du milieu réel. En utilisant la fonction
indicatrice A, définie par :
won &V
woon € Vg

5.1.8 A(n)
O, (n)

"
[N

ou la position est repérée par le vecteur coordonnées r. La déformation
au point r, est approchée par sa valeur moyenne volumique calculée pour
le vo]ume du grain o . Remarquons & ce sujet que Eshelby a démontré
1'uniformité ((4)) de la déformation d' “une inclusion de forme ellipsoi-
dale de déformation anelasthueC supposée uniforme.

On écrit ainsi 1'approx1mat10n :
5.1.9 <
Aq(n.) €

PM 2

C(a) =

5.2. Lois locales :

A 1'équilibre, en négligeant les forces volumiques,

- le tenseur des contraintes vérifie :

5.2.1 dwa =0

- le tenseur des déformations obé&it aux conditions de compatibilité. En
rappelant que la déformation totale ¢ est la somme d'une déformation
anélastique d'origine thermique

a.
5.2.2 €y = %0

et d'une déformation élastique €

e
5.2.3 €:-€ + €

1a 1oi de comportement locale de Duhamel-Neumann s'écrit (cf 4.16)
5.2.4 o5 = G wl€u

On peut remarquer 1‘'analogie des équations 5.2.1 3 5.2.4 ré-
gissant la thermo-statique avec celles d'un probléme d'@lastoplastique
((5)), a savoir :

CL&,G—'z O
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si &P désigne la déformation plastique, alors de méme
€: CQ-\- é’
LN
et 0 = Cym €l

L'analogie n'apparait pas seulement dans la forme de ces équa-
tions (et donc dans la maniére de les traiter) mais elle est aussi
physiquement fondée ((6)) : 1'évolution des déformations liée a des
champs thermiques est assimilable & une déformation plastique (eine Art
Plastischer Verformung). L'analogie s'arréte cependant sur 1'écriture
des lois d'évolution ; 1'une concerne la conduction de la chaleur,
1'autre un seuil de plasticité et des lois d'écoulement.

5.3. Tenseur Concentration
5.3. a) Déefinitions :

Le mécanicien ne s'intéresse pas seulement @ la recherche des
coefficients effectifs et au comportement global du matériau. I1 est
aussi concerné par une description aussi précise que possible de la ré-
partition des contraintes et déformations in situ. On définit par 1'in-
termédiaire des tenseurs dits de concentrations que nous déterminerons,
un lien entre la microstructure et le comportement macroscopique par les
relations dont on postule 1'existence.

tenseurs concentration de déformation A et a :

5.3.1. € = A<EY - a B

tenseurs concentration de contrainte B et b :

G - ﬁb<6—7 +be

5.3.2
En passant aux valeurs moyennes, il est immédiat que (en théorie
linédaire, A et a sont indépendants de o)
5.3.3 (ot désigne 1e tenseur unitéd) ((7))
<A = 14 , <a7 =0
<B>:=1 <v>:0

}

Si nous reprenons la définition du tenseur effectif de dilata-

tion thermique a??f ((8)) :
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- c'est la déformation moyenne<€;i> résultant d'un accroissement unité
de température pour un matériau libre de contrainte (z = 0) ; on écrit
donc selon cette définition :

e . <™

et il serait faux d'écrire alors que la déformation macroscopique ané-
lastique est en général la moyenne des déformations microscopiques ané-
lastiques :

a

soit El_', + <°G_-‘Q>

I1 faut en effet tenir compte des intéractions élastiques en-
tre grains et on écrit pour la déformation totale macroscopique :

E - <€%ve*>

Q a
avec €+ € = b0 ++0 (cf 4.19)

en remplagant o par D<T> ¥ bb

et aprés passage & la valeur moyenne

E=< PBY<a> +<Db+LD>O

en comparant cette expressign avec 1'équation 5.1.2 définissant les ten-
seurs effectifs peff et oeff,

On déduit

5.3.4 bb% = <PB>

5.3.5 °(‘ea = <Pr+L>

ff

Par une formulation duale sur le tenseur ee , on montrerait de

méme que ((9))

Cd‘g = <CA?

5.3.7 (5&‘ = <Ca+f37

5.3.6

De 5.3.4 et 5.3.5 nous constatons que bgg se déduit de la

connaissance du tenseur concentration B tandis que o nécessite la con-
naissance du tenseur concentration ? On obtient cependant une autre
formulation plus intéressante de «&ft en considérant les deux problémes
suivants ((10)) ((8)) :

Probléme I (resp. II) :

Nous chauffons le milieu uniformément a la température 6 = 6,
(resp.e,) en imposant la contrainte macroscopique £, (resp. Z,).
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Les &quations pour chacun des deux problémes s'écrivent pour

p=0o0ul.

5.3.7 a) 3 =<' 533 ¢ El= <€’ "
N i P

5.3.7 ) €7= holr o s34 = b)Y 40

5.3.7¢) T = CRARLLC
5.3.7 4) dwo'=0

le gradient du déplacement total tel que :

€= ()

.. M
Soit “i,j

nous combinons les deux problémes en étudiant 1'intégrale I :

°o 4
T:-J SERAE L

Y
De 1a symétrie de o;j ona: Lz J G%GZ;JV :jv \::,5 0_54'44‘/
en intégrant par parties : I= /v (“'oc 6334),3 dv —/( "‘oi O—%i:-i 8V
or div o'= 0 : I:fv(“°\'.°—:j),j dv
avec le théoréme de la divergence : L :/S W’ '"5'0-‘43 45
sur S, 0133-=>:15j : 1: i.:-jsu.':-'n,_' 3

tenant compte de la symétrie

= <!
et du théoréme de la divergence : L= 2 fvuoc,; v = Z~-J6 8V

de Z%J' Y Wy N
Par conséquent, on a &tabli

5.3.8 <ty = 730
on montrerait de méme que

5.3.9 <e'o> - B TT

En substituant E° parb?ff DR afff

5.3.8 s'écrit :

6, le second membre de

B ESOPTACA b
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Le premier membre de 5.3.8 devient successivement :

de 5.3.7 b : <€ = < (bt )o ">
<e®o’y = < (bo")o®y e,
de 5.3.7 b : <Ea> z <(€-o0,)a% 0,0 >

KE°T'> 2 CE'C®y 4+ <1605 - <HT 6,
de 5.3.9 et 5.3.7 ¢ : <€ 'y - E'S 4 <«8,(B'T4b'g) v - <050,

% o
de 5.3.7 f : cea*> - b"ﬂ 2, +< 94] 2
+ <°(Bq) Eﬂeo
f [ <=b"> 8, - <{o°7 18,

En utilisant ce résultat dans 5.3.8 et en regroupant les termes
I, et 8,, on obtient :

o=[(b4‘*f-bﬁ")§° + <~<s‘>e,—«(:we,]z‘ + [ar,‘“z%, <er“>eo-<o(o‘°>Jei

. A
Puisque les variables I et o, sont indépendantes, on déduit
les deux résultats :

(b:“- b:“)f x ( <%8S -o&”“)ec: o

ot e(:‘“ 3% 4 <K' PO, —<¥x5®> =0

La derniére expression s'écrit en subsituant o’
5o a8, - <t(BT146,6,)> =0
D'oll 1es deux équations, en regroupant les termes en r, et 6,:
X nP)se 4 (cxwr-atye,z0
{ o(:“ - <c(3.,>)E° 1+ ( <X8)> -<ab>)g, =0

De méme, on déduit, de ces deux équations, les quatre relations sui-

vantes : b:“ : b:“
o« = <XB>
R car>

Koty = < b >
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Par dualité, un raisonnement analogue montrerait :

K. cf"‘

A "R °
pd gAY B= <BAY
<Fq:‘>:</30..°>
Ces résultats essentiels nous permettent de conclure par deux remarques :

- d'une part, en rappelant 1'hypothése que les tenseuri jk1y ir

k1 (r ne dépendent pas de la température, 1'égalité efi: AEff (ou
CE? ceff) exprime que les tenseurs effectifs de 1'é asticité sont
1ndependants du champ de température. .

C'est aussi le cas, en ce qui concerne la théorie linéaire, des
tenseurs concentrations. On pourra par conséquent déduire les tenseurs
effectifs de 1'&lasticité et les tenseurs concentrations A ou B en con-
sidérant simplement le probléme isotherme (e = 0) examiné au paragraphe
(8) ol on utilise le raisonnement de Zeller et Dederichs.

- connaissant ainsi les tenseurs concentrations, nous pouvons alors uti-
liser la formulation effectivement plus intéressante des tenseurs ther-
miques effectifs : 5

« = <A«BP )PWR: ((SA>

En nous résumant nous écrivons : e*%
-1
i PR ; b'“: 9 N -b
pho <prv IS ST TR =C‘“ NG

Signalons qu'il est aussi possible de déduire ces résultats
en utilisant un raisonnement ((10)) basé sur un principe variationnel
qui permet (entre autres) d'établir le résultat intermédiaire important :

b< €7 19
oi ¥ est 1'énergie 1ibre volumique de Helmholtz (cf Laws ((2))).

Les résultats précédents sont des conséquences assez directes
des définitions des tenseurs effectifs et des tenseurs concentrations.
Développons 1'étude en nous proposant a présent de résoudre le probléme
thermoélastique sans évolution de température dont nous rappelons les
équations locales :

€=6€%y ¢
€* -0

o -ce”
dwro =0

et nous citerons deux raisonnements principaux :
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. nous transformons 1'équation aux dérivées partielles
dive =0

en une équation intégrale & partir de laquelle se basent les problémes
d'inclusion, les méthodes self-consistentes ou les méthodes de résolu-
tion L.S.D. On obtiendra une expression des tenseurs concentrations.

nous utilisons les principes variationnels de 1'é&lasticité qui four-
nissent un encadrement des coefficients thermoélastiques effectifs

((10)) ((5)),

6) EQUATIONS INTEGRALES ET PROBLEMES D'INCLUSIONS

6.1. Formulation ((4))

1

.+, La déformation totale €. se décompose en une
partie élastique C;j et anélastique €§§ d'origine thermique . si w-

L %
déslgne la iéme composante du vecteyr déplacement total,on a:

6.1.1 €op =3 (uiyg +u5,0)

La loi de comportement locale de Duhamel s'écrit en tenant
compte des propriétés de symétrie du tenseur Cijk1 ¢

6.1.2 o = ch&l[‘*&,l -5;&]

L'équation d'équilibre divoe =0

(on néglige les forces volumiques) conduit 3 1'équation aux dérivées
partielles :

6.1.3 [C‘iu(")[u“\,z (n) -E:X(n):]]'::o

I1 s'agit d'une équation aux dérivées partielles & coeffi-
cients variables. Pour obtenir une formulation intégrale, nous décompo-
serons toute grandeur dépendant de la position en une partie uniforme
(pour 1'instant arbitrairement choisie) et une partie fluctuante.

6.1.4 ‘C.'jld(n) Co;ju* C;J'M("-)

,r = : e w::* (n
\l‘)“ (») u 9% + “d { )
N.B. I1 y a liberté sur le choix de u°, i1 peut représenter par exemple

1a valeur moyenne spatiale <us ou le déplacement constaté sur
la frontiére.
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En substituant les formes composées 6.1.4 de C4jk1 et uj, j dans
1'équation d'équilibre 6.1.3, nous obtenons 1'équation :

o g &
6.1.5 Cijw- 32,11\'. .\[ C‘-jw_ Ugk ~ C;jﬁd G-N-.l”- -0

ol le terme entre crochets est assimilé a la composante fi(r) de forces
volumiques fictives. L'équation aux dérivées partielles ainsi obtenue

Chn Rype + 50 =0

se résoud ((4)) a 1'aide du tenseur de Green Gjn du milieu infini de
constantes élastiques Cyjk1 et pour un dep]acemen’g nul & la frontiére.

&, (M) :J\,G'm(m~n')&(n')clv’

Ou aussi &,, (n) = G\;n K 3

v

Avec la notation du produit de convolution
* ((11)) et les propriétés aux limites de G, 1'expression de un s'écrit :

~
“w = G&’\ *gd
dérivation ’\:’“l,m 2 Gjn,m *g;

ainsi en reprenant 1a décomposition 6.1.4 de Up,m °
Umm = “'m,m\ * G',yn m*{)

substituons f : Umym = “on,rm M GSn, [ St A C‘Aweik]

6.1. °
B um,'m.: u'mm"'G:)m me *[C ‘Rl UQ&‘ QE‘YRQ]

en c(leﬁ)mssant r‘mmJ 1a partie symétrisée de GJn mi Ppar rapport au cou-
ple(m,n

- 4— . - . »
r‘l‘hn\'j - Q Gam/nh. ¥ Gsmlnm
on obtient en identifiant les parties symétriques

€ ) [ €.q-C eq]
6.1.7 ma = cem Y lmaly GR SR T TGRY TRL

revenons au formahsme 1ntegra1

6.1.8 | € &= €m»f (r[_.n,)[ m(v;)é'm(n) -Cipa(n )E )]Jv i

R ——
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En accord avec les résultats &tablis par M. Berveiller et A.
Zaoui ((4)) (on peut le vérifier aussi pour la formule 2.25 de ((12))) ;
c'est une équation intégrale ol eyn-est 1'inconnue. Les méthodes de ré-
solution sont complexes d'autant plus qu'il faut connaitre la déforma-
tion anélastique eﬁ](r ). Pour le cas statique, on peut considérer la
répartition de temperature connue (€% = a8) mais dans le cas contraire,
i1 faut coupler & cette &quation intégrale, 1'équation d'évolution de
la température (cf chapitre II). Nous citerons cependant pour €2 = 0 une
méthode de résolution par substitutions successives (Zeller - Déderichs
((13)), T.W. Chou ((9))). Nous nous proposons & présent de discrétiser
%ette éqyation en utilisant 1'approximation du milieu granulaire
cf 5.1.b

6.2. Milieu Granulaire :

Pour r, situé dans le grain o, nous faisons une double appro-
ximation en remplagant par leurs valeurs moyennes :

of : !
- la déformation totale : E,)~ € = A [ €e(n)dv
V4 v
a !
4. [ € (n')dV
‘6(/‘4&

a a¥
- 1a déformation anélastique : € (n )M € =

En utilisant la fonction indicatrice a,(r), la déformation en
un point r s'é@crit suivant la somme :

N
€ (n)= 2 & b, (n)
L'équation intégrale en € 6.1.8 s'écrira successivement :
Reprenons 6.1.8 :
N a
Cmﬂ (TL) - mﬂ / mn" (n," )[C \‘jm (n) ew (ﬂ’) - C‘ju (n,) E@("‘-}]Av

en bref :

€)= € + jv Fin-n) T Sin) €(n) - Cev) €a(“')_‘] v’

discrétisons

€ (v

o N o~y o

< -fj; r(n‘MOIRZ%(‘:*e -CVE ‘)Q¥Of)J<3v)
isolons les termes. constants :

€ = €° fzcc - e )/P(n-n) b, () IV’
/Vf‘(n-n)A,((n)&V =/\<< ™ (n- n‘)dv,(

or

ainsi

() N ~ o of ¢ a% / I
€w=€ x5 (T - ck )/ Fln-ng)dy,
() d

en moyennant cette equaglon sur le volume du grain g et en définissant
le tenseur d'ordre 4 _ par :

mn\S
p* ] 4
6.2.1 L - Al P (ne
oy = 5 J 4, o o 8
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c'est a dire

P‘( 4
mm.l - v’g 4/V rmms n- RJA ("L) A (“)AVAV
nous obtenons
° N « . o
6.2.2 cf.e 142 r‘P (c"‘ e~ c“eq)

C'est un systéme linéaire de2 N inconnues (e Bot ¢ 6) a N équa-
tionsa.(Jl Les N équations complémentaires sont les équations d'évolution
de € %%,

Sous forme indicielle :

e e e e e e e - R Cee e e ———

| (3 ° '( « ad,

6.2.3 | €. . €. - C
Y- €~.) *j-', f‘“ﬂ (Cﬁmn mn P

En notant le tenseur T ®f par

][*(5-0 pe X3P
«(3
I = A w 4:(3 (tenseur unité d'ordre 4 ; ((7))

défini par 4;@ = % (Baa\‘gl * 3 55&)

Nous écrivons que

R S
€ T .o Tim R

et le systeme 11nea1re devient en transposant les Emn : B o

B ~
E{ I\.’M'\ " r\‘.“m C:qm ]{ m"] C ‘.‘ g ‘lfﬂcfﬂhb ﬂb)
en bref : N 6'(_ r?q dd €-1 _€ g rip‘((-_ €
B LE-

Nous pouvons disposer ce systéme linéaire en un systéme matri-
ciel dont les inconnues sont les "blocs" matrices[ ¢ ] ; il faydra (for-
mellement, numériquement peut- etrw), inverser la matmcel_I ﬂ‘(.]consh—
tude des sous-matrices ( T .p™

Formellement, nous écrivons le systéme suivant :

-ed)le]- € - ree”

d'ol en recherchant 1'inverse de [ I - WG:]

- vl o
€ - []I_‘ TE] {0 —[I"'Td:] TQE



C'est une loi de localisation de la forme :

[ Q:ﬂ\eo—_@;@% —‘

Nous obtenons un formalisme difficilement exploitable mais il
~ méne cependant a la connaissance des tenseurs Jocalisations (concentra-
tions) et permet de décrire (avec 1'approximation du milieu granulaire)
la répartition des contraintes et déformations a 1'échelle du grain et
aussi de déduire le comportement macroscopique de 1'échantillon.

C'est aussi ce que proposent les méthodes Self-Consistentes.
Dans un premier temps, la mise en oeuvre d'un schéma Self-Consistent
nécessite la résolution d'un probléme d'interaction entre une inclusion
et une matrice ((16)). Nous allons montrer d'abord qu'il existe un lien
entre ce systéme d'équations et les problémes d'inclusion d'Eshelby.
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6.3 Probléme d'Inclusion (Eshelby):

6.3.1 Conséquence de la formulation intégrale

En tenant compte de 1'expression du tenseur

r‘mncj = J{ (G'jn,m( “'G'jm,m'.)

nous ecrivons la formule intégrale 6.1.7 suivant:

e = Con + % [Cinon * Cima] #[Ea e ~Cacla]

on ne change pas le derniers terme en introduisant la déformation
anélastique arbitraire ¥*mais supposée uniforme. En effet, puisque

par dérivation: o
[C vl EM])( H

on peut écrire successivement pour ce terme:

~ q
[ cou€nd - Gy €ul,.
a a o e
[g&jwﬁ@:Q-b GH) - C:,'<2€w2 + CL‘;’K* gh!],:.

~
~ e o o
[Ci,‘w!ek? - CC;‘KYGN-],i

2

en définissant la notation: - C- C
ce_egr-e>

r3l(\

Nous obtenons ainsi la forme intégrale Equivalente & 6.1.7
suivant:

emn— an + mnij *[C;J‘QQKQ - C‘JKQ Eu‘]

forme que nous discrétisons pour un milieu granulaire
suivant:
p

3 ﬁ“ O “’14
€.3.1 €mn = GM Z r LKQ euﬁ in! GKQ

- ™

Pour un milieu biphasé constitué d'une inclusion (ﬁ =I) plongée dans
une matrice (P-$D on obtient 1'expression de la déformation totale
dans 1'inclusion:

€r L€ f () - (e8]
+ r‘-a:r\[ (cn_co)é __CQ(E“"_ &x)]

o
C eﬂ:g étant jusqu'ici arbitraires, il est judicieux a présent de
choisir

Co: C.n et 80-:

afin d'obtenir 1'expression plus simple (qui peut se déduire directement
de 6.3.1 en posant v =0 si o $P4 ):

€€ P ()T (-]

a™
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(]
SouTignons que € désigne la déformation totale macroscopique
(inclusion + matrice) et se décompose en une partie anélastique B

et élastique & 1iée & la présence de la contrainte macroscopique Z
eff _ e

2:C E

En décomposant en partie élastique et anélastique, nous obtenons:

[4_ r‘:x(c:_cn)]ec‘l . Ee _ \-eq_ E*] _ ‘_\IICH [€‘1~€q“

Posons P , un tenseur d'ordre 4 tel que:
(€q.1- EA) _ ,P(eat_Qo.n

( si 1'existence de P est délicate & déterminer, on pourra choisir

att o
€ =E ce qui revient a prendre P égal au tenseur unité; ce choix
étant justifié par les méthodes self-consistentes examinées au
paragraphe suivant ).

Si nous annulons la contrainte macroscopiaue 2 ( matrice libre),
la déformation élastique globale disparait mais il reste le champ
des contraintes internes:

T X
¢ 2CE
1ié & 1'hétérogénéité des constantes élastiques et thermiques de
1'inclusion et de la matrice.

Formeilement, ce champ des contraintes résiduelles s'exprime
suivant:

eI

IR e R G

-Sans insister alors sur 1& commutativité des produits
des tenseurs utilisés, nous nous proposons a présent de montrer
que Eshelby obtient avec une approche différente un formalisme
analogue.Il considére pour cela une inclusion e]]ipsoida]e plongée
dans une matﬁlce libre de contrainte macroscop1que de constantes
€lastiques Ci;w@ et déformée anélastiquement €

6.3.2 Formalisme d'Eshelby:

On calcule la déformation et la contrainte, uniformes,
dans une inclusion ellipsoidale, déformée anélastiquement et de
constantes élastiques Cf;q Pour cela, nous considérons le probléme
équivalent:

- nous créons une déformation anélastique fictive (dite

équivalente) dans une inclusion élastiquement homogéne
a la matrice et provoquant le méme champ de contraintes
et déformations que le probléme réel.
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Probléme "réel"

2:=0 . ' c eia WO
= L »Matrice d'élasticite C
T (non déformée anélastiquement)
X
. > Inclusion d'élasticité C
- ‘ 7 - - - . N‘I “I ‘"
(j::;l' : > Déformation anélastique:€ =€ -€
(on a transposé la déformation
anélastique de la matrice)

Probléme équivalent

2:0 _ Matrice d'élasticite c"

4 , 5> Inclusion d'élasticité "
(i::;)JA > Déformation anélastique GEA

Pour le probléme réel, la défofmation totale s'écrit:

I el NQ,,I

€ -€ +¢€

la contrainte s'écrit:
T I eI

a - C €

Pour 1e probléme équivalent, la déformation totale s'écrit
selon Eshelby:

1 A
€ = Se“ﬂ

A
ol S est le tenseur d'Eshelby et E¢q serait la déformation
anélastique effectivement atteinte si 1'inclusion n'était
pas cernée par la matrice (déformation sans contrainte).

la contrainte s'écrit:
T n I A
o sc (€-€eq)
Nous ne connaissons pas la déformation élastique du probléme
réel, mais nous disposons dans le probléme équivalent du choix de
la déformation anélastique €2 . On choisit €¢ﬁ pour obtenir le

e
méme champ de contrainte: A

G"':: CIEeI;- Cn(e':_' E:.‘)
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La condition d'égalité du champ des contraintes entraine nécessai-
rement 1'égalité des déformations totales lorsqu'elles sont supposées
continues sur la frontiére de 1'inclusion. En effet, puisque les ma-
trices de chaque probléme sont de méme élasticité, on obtient la méme
déformation totale dans la matrice donc aussi dans 1'inclusion compte
tenu de 1'uniformité de celle-ci dans le grain ellipsoidal (Eshelby).

Nous écrivons par conséquent: A
T eT  ~vp
€ =€ +€ :SQQ’.\
¥ A
en éliminant € et EQH » nous obtenons formellement:

6.3.3 !] CF"I: C"(S—l)[(CI—CH)S-\-CHl-‘CI[E“r— €°n—‘]

Les formules donnant ¢J(6.3.2)et(6.3.3l 1'une déduite de la formu-
Tation intégrale du probléme pour un milieu granulaire dilué et
1'autre, basée sur le raisonnement d'Eshelby pour une inclusion ellip-
soidale plongée dans une matrice d'élasticité uniforme sont équiva-
Tentes.Pour s'en assurer, retrouvons tout d'abord la définition du
tenseur d'Eshelby S en considérant un milieu élastiquement homogéne:

- 1'e i .3. -
suation 6.3.2 T[4 0T (O] [P r T [€ R e
x

4]
devient avec C = C . - C_“[?+p“c”][€“t- e““

- 1'équation 6.3.3 devient également:

aX at
¢J1; c” (S-%)(C e )
En comparant ces deux équations, nous déduisons:

Sz 4-° - Y‘n C"
P - aX atn
En rappelant que P est défini par: Qf -t >:'T'( € -¢€ )

nous retrouvons la définition du tenseur d'Eshelby ((15)):
S rxxcn

et ce,lorsque P est le tenseur unité, c'est a dire lorsque
- & a ™
L - €
at
ce qui revient a choisir une matrice d'anélasticité € &gale & celle
£* du milieu homogéne équivalent. Les méthodes self-consistentes
Justifient ce choix; elles peuvent reprendre alors 1'opération de
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résolution d'un probleme d'interaction entre une inclusion et une
matrice ou bien reprendre le formalisme des équations intégrales
utilisant le tenseur de Green . :

T ™
En substituant g--1 C

ous obtenons deux formules en effet analogues:

dans 6.3.2 et 6. n
( on remplace -(P+ ***c") par (5-1) )

3.

expression de 6.3.
-1

G_I . C:r. [4_ I"II(C_I-(.H)] (S'\) (EAI- ea“)

-t ﬂ-l T b o 0 |
expression de 6.3.3 ( [€c-c™s +<")  est remplacé par C [4-(C-Ch)r J

3
2

- c" (s-\)c"- [ 1-(E-) ‘..HJ" 3 (eu.ew)

7) LE SCHEMA SELF-CONSISTENT (& un site)
7.1. Caractérisation ((16))
Dans les équations intégrales précédentes, le tenseur d'élas-
ticité €%, est introduit de facon formelle en tant que partie uniforme
du tenseut &1jk1 (r). En se basant alors '
d'une part, sur un traitement statistique de 1'ensemble des
grains de 1'échantillon (polycristal) afin de déduire un vo-
Tume représentatif et
. d'autre part, sur 1'étude de 1'interaction entre une "inclu-
sion" et une "matrice" ; le schéma Self-Consistent 1impose
le choix
o H
7.1.1 Cipp = Cun
et signifie ainsi que ((16))

"les interactions entre un grain particulier et tous les

autres, sont assimilées & celle entre le grain considéré et un milieu
homogéne constitué d'un matériau équivalent dont le comportement est
celui du polycristal pris globalement”.

Par conséquent, on écrit pour chaque grain, 1'expression de

la déformation totale & en reprenant 6.2.2
N o rd g ,(qd
7.1.2 €$:€°+‘5_rp(ce—c€ )
(=1
~d o« db
avec C =-C -C

ou

Ceff intervient dans la loi de comportement mascroscopique :

2=Cd£[g-o(qe]
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Pour un échantillon de N grains vérifiant les hypothéses de
macrohomogénéité de Hill (dans ce cas E = <e> = E°), le systéme 7.1.2
constitue N équations ode® (o = 1 a N) et Ceff sont Tes N + 1 inconnues
(les N déformations anélastiques € 3% sont données par les équations d'é-
volution). On dispose (cf 5.1.5) de 1a N + 1 iéme équation en écrivant
que la déformation macroscopique résulte de la moyenne des déformations
de chaque grain :

N o o
7.1.3 E:i{C{
o=y

La résolution dusystdme non linéaire ainsi déduit n'est pas
simple, les équations 7.1.2 et 7.1.3 sont couplées, On ne peut résoudre
le systéme linéaire 7.1.Z ene® sans connaitre CeFf d'autant plus que
le tenseur®8 déduit du tenseur de Green de 1'élasticité dépend impli-
citement de C®'T,

NS

Nous simplifions ce systéme en supposant 1.'uniformité de r
déduit du tenseur Gin.w) ce qui annule les coefficients*®® pour o # 8,
et nous obtenons pour chaque grain la lgonfiguration d'une inclusion
plongée dans une matrice d'élasticité ceff. Crest 1e cas le plus simple
ol 1'on rejoint le probléme d'interaction de la matrice avec une inclu-
sion (schéma Self-Consistent a 1 site). On peut montrer sur des considé-
rations statistiques que, pour un milieu parfaitement désordonné, ce
schéma est exact. En effet, dans ce cas, 1'assimilation des interactions
mécaniques entre chaque grain et tous les autres a celles entre ce grain
et la matrice du milieu homogéne équivalent ((4)), est exacte. Mais il
convient de développer le schéma Self-Consistent & 1 site dés qu'il ap-
parait pour les grains des "particularités géographiques" de voisinage.
Traiter le modéle de la paire d'inclusion: permet alors d'élaborer le
schéma plus précis a deux sites (on peut effectivement généraliser le
schéma Self-Consistent avec une formulation & N sites).
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Pour_[“"8 = 0 lorsque o # g nous reprenons 6.2.3

-(: ('ﬂ_r,-(.(a.()—lg - (4- I'"MM() r,ﬂ(o( of ad

. aa o
en substituant €  par o @

et en notant :

- -t
7.1.4 Az (- (ﬂ—r‘“(c“-cdg))
< o
7.1.5 ot s (- d*

nous obtenons la loi de localisation :

o o o
7.1.6 C:AE‘QG

Nous joignons a ces N équations donnant e® en fonction de
ceff, 1'équation supplémentaire :

% € (qui traduit : E = <e>).
4:!

Cherchons tout d'abord 1le tenseur effectif d'élasticité
ceff . n dépend de la rigidité élastique du matériau et i1 suffit (cf
paragraphe 5.3.) de considérer le probléme isotherme & = 0.

En annulant e dans la Toi de localisation e = BE - a% et
en substituant alors ¢* dans :

nous obtenons 1'équation :
N «
2PA:1
oz
ol les A® sont donnés par 7.1.4 et dépendent de ceff,

Nous obtenons ainsi une équation implicite en ceff,

Connaissant alors CEff nous déduisons chague tenseur concen-
tration A* et a® (de 7.1.4 et 7.1.5) et en rappelant que les tenseurs
effectifs "

vérifient : (5 = <@A>
H N o o d
c'est a dire (3 s E-\ @ A‘g

nous pouvons donc aussi connaitre BEff.
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Les calculs ne sont passimples. B. Budiansky ((17)) par exemple donne
les résultats pour des grains isotropes tandis que 1'étude de Zeller et
Dédérichs ((13)) par la méthode de substitutions successives (L.S.D.)
proposent un développement de ceff,

8) EQUATIONS L.S.D ((13))

Nous considérons le probléme isotherme (¢ = 0) et définissons
le tenseur concentration A reliant la déformation macroscopique et la
déformation locale

8.1 €= A KEY

L'intégration des équations locales, traduisant 1'équilibre

div o =0

et la loi de comportement
8.2 ¢-CEt

conduisent & 1'équation intégrale

8.3 €anin)z €+ /v r:nm'j (""")[Cijm“') gn(")_)w’

(11 suffit de reprendre le raisonnement du paragraphe 6 des équations
intégrales en annulant la partie anélastique des déformations ; 8.3 est
déduite de 6.1.8)

L'intégrale de convolution s'écrit & 1'aide du formalisme
L.S.D. ((13)), (Lippman, Schwinger, Dyson) suivant

8.4 €n = E