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Le champ d 'app l i ca t ion  des  matér iaux  compos i tes  connaî t  depu is
quelques années un développement important à en juger par leurs usages
industr ie ls f réquents et  par Ies act iv i tés nombreuses des Iaborato ' i res
de recherche.  Sans  nég ' l iger  1 'emp ' lo i  des  mi l ieux  na ture ' l s ,  an iso t ropes
comme le bois ou hétérogènes comme les roches, on produi t  en ef fet  de
p' lus en plus de nouveaux matér iaux te ls que les structures renforcées
de  f ib res ,  l es  lam ' inés . . .

I l  es t  en  e f fe t  mot ivan t  de  ne  re ten i r  que les  qua l i tés  des
cons t ' i t uan ts  e t  d 'ann ih i le r  l eu rs  dé fau ts .  S i  l e  p r inc ipe  es t  posé ,  i l
reste cependant de nombreuses d' i f f icul tés d 'ordre technologique dans la
mise  en  oeuvre  e t  auss ' i  d 'o rdre  théor ique.  De p lus ,  les  cond i t ions
d 'emplo i  du  matér iau  compos ' i te  sont  de  p lus  en  p lus  var iées  e t  sévè-
res :  outre la nécessi té de bien connaître son comportement à tempéra-
amb' iante,  on le soumet dans de nombreux cas à des sol l ic i tat ions rhermi-
ques  ( tuyère  d 'une fusée,  a i le t tes  d 'un  tu rbocompresseur . . .  )

En premier  1 ieu ,  
' l  ' i ngén ieur  u t i l i se  les  p ropr ié tés  e f fec t ' i ves

du matér ' iau  :  i l  l e  cons idère  comme un mi l ieu  homogène.  Ma is  ce t te  ana-
log' ie de cornportement demande plus de précis ion àu-delà de certaines
cond i t ions  de  so l I i c ' i ta t ion .  I I  fau t  a lo rs  ten i r  compte  de  sa  conf igu-
rat ion hétérogène. Prenons par exemp' le le cas d 'un matér iau homogène' isotrope uni formément chauffé de forme géométr ique simple et  à f ront ière
l ib re .0n  observe  une  d ' i l a ta t ion  un i fô rme e t  â  con t ra in te  nu l le .  Par
contre,  s i  I  e m' i  I  i  eu est  hétérogène, certai  nes part i  es se di  1 atent p ' l  us
que d 'au t res  engendrant  a ' ins i  îes  cont ra in tes ' thermiques  qu i  peuvent
condu i re  à  une p las t i f i ca t ion  ou  à  une rup ture  loca le .

Dans ce  t rava i l ,  nous  examinons  1es  propr ié tés  é las t iques  e t
thermiques  d 'un  matér iau  hé têrogène:  en  res tan t  dans  1e  cadre  de  la
mécanique des mi l ieux cont inus,  nous nous intéressons à un phênomène
thermomécan ique propre  à  l 'ex is tence même de ' l ' hé té rogéné ' i té .  I l  s 'ag i t
d 'é tud ie r  1a  d iss ipa t ion  thermique e t  les  phénomènes de  re laxa t ' ion-de
nature v ' i  scoél  ast i  que engendrés par I  '  act i  on i  n s i  tu de I  a conduct ' ion
de la  cha leur .  En e f fe t ,  sous  l 'ac t ion  d 'un  chargement  mécan ique ou
thermique, ' i l  se cree localement des gradients de température pour
lesque ls  l ' hé té rogéné i té  appor te  sa  propre  cont r ibu t ion .  L 'ex is tence des
courants thermiques internes, qui  résul tent  de ces f luctuat ions de tem-
pérature,  provoque alors par i r réversibi  l ' i tê thermique une dissipat ion
d'énergie et  par coup' lage thermomécanique une relaxat ion des var iables
déf in issant  l ' é ta t  du  matér iau .

Cette étude s 'ar t icule en quatre chap' i t res :

Le problème qui nous concerne, où nous nêg.ligeons les .phénomè-
nes  d ' ' i ner t ie  e t  où  les  t ro ' i s  var iab les  u t i l i sêes  :  la  cont ra in te ,  1a
déformat ion et  1a température vér i f ient  

' les 
hypothèses des pet i tes per-

tu rba t ions ,  sor t  du  cadre  de  l 'é las t i c i té  l inéa i re  e t  es t  un  exemp' le
par t i cu l ie r  d 'ané las t ic i tê .  I l  s 'ag i t  de  l 'e f fe t  thermoé las t ' ique  que
nous modé l isons  à  I 'a ide  des  équat ions  loca les  de  la  thermoé las t ic i tê
l inéaire coup' lée non dynamique (chapi t re premier) .  Nous insistons tout
d 'abord  sur  la  thermoé las tos ta t ique (e l le  ne  t ien t  pas  compte  de  la  lo i
d 'évolut ion de la température) qui  décr i t  le champ des contraintes,  des
températures et des déformations à un instant donné. Nous examinons suc-
cessivement la formulat ion intégrale du problème et  1 'approximat ion
fa i te  pour  un  mi l ieu  granu la i re  dont  le  fo r .ma l isme peut  d 'a i l leurs  se
re t rouver  en  cons idérant ' les  p rob lèmes d ' inc lus ' ions  drEshe lby .  Dans le
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but de connaître 1e comportement global  et  local  du matér iau,  nous résu-
mons les di f férentes méthodes de résolut ions qui  donnent une solut ' ion
approchée des  équat ions  in tégra les  (Mêthode L .S.D. ,  Méthodes Se l f .  Con-
sistentes pour 1es matér iaux parfa ' i tement désordonnés vér i f iant  les hy-
pothèses de macrohomogénéité de Hi l l  ;  Méthode d'Homogénéisat ion des
mil ieux microhétérogènes pér ' iodiques) ou un encadrement des propr iétês
e f fec t i ves  du  matér iau  (Pr inc ' ipes  d 'énerg ' ie ) .

Dans le  chap i t re  deux ième,  nous  é tud ions  l 'êvo lu t ion  des
champs de contrainte,  déformat ion et  température ( thermoélast ic ' i té t ran-
s i to ' i re ) .  Nous êcr ivons  1 'êquat ion  de  la  cha leur  sous  fo rme in tégra le
e t  nous  proposons une réso lu t ion  approchée par  1 'approx imat ion  du  mi l ieu
granu la i re .  La  so lu t ' ion  a ins i  dêdu i te  p réc ise  p lus  c la i rement  e t  de  fa -
çon qual i tati ve I '  aspect d'i ss'ipati f et v' i scoél asti que du comportement .

Les formal ismes employés sont cependant complexes et  pour pas-
ser à une étude quant i tat ive permettant d 'évaluer f  importance de ces
ef fe ts ,  nous  t ra i tons  dans  1e  chap ' i t re  su ivant  d 'un  prob lème un id imen-
s ionne l .

L 'étude fondamentale de Zener nous conf i rme pour un rni l ieu ho-
mogène que l 'ef fet  thermoélast ique engendre un phênomène de dissipat ion
d 'énerg' i  e et  de rel  axat i  on v i  scoél  ast ' ique. I  l  en va de même pour un
matér iau  hé térogène (nous  é tud ' ions  le  cas  d 'un  échant i l lon  monod imen-
s ionne l  con t inûment  hé térogène)  ma is  le  fo rmal isme se  compf ique :  les
équat ions  aux  dér ivées  par t ie l ies  sont  à  coef f i c ien ts  dépendant  de  la
pos ' i t ion .  Nous pouvons cependant  les  résoudre  en  les  l inéar isan t  après
avo i r  au  préa lab le  mont rê  que ce t te  l inéar isa t ion  ne  masque pas  1 'e f fe t
thermoél ast ique :

-  nous modèl isons par di f férentes méthodes, dont nous vér i -
f ions  la  cohérence,  1es  rêponses  v iscoé las t iques  du  matér iau ,  lo rsqu ' i1
est  soumis à deux types di f férents d 'essa' is en contrainte (essai  de f lu-
age et  essai  de f ro i tement interne ) ,

-  nous  ca lcu lons  une mesure  carac tér ' i s t ique  de  1 'ênerg ie  d ' i s -
s ipée engendrée par  1 'ac t ion  de  la  conduct ion  de  la  cha leur .

Au cours de ce chapi t re,  nous avons le soucis constant de
mont rer  qu 'un  matér iau  hê térogène,  obé issant  aux  lo is  loca les  de  la
thermoélast ic i té se comporte globalement comme un matér iau v iscoélast i -
que (phénomènes de  re laxa t ion ,  d iss ipa t ion  de  l 'énerg ie ) .  Pour  complé ter
a lo rs  la  conf ron ta t ion  des  deux  po in ts  de  vue,  l ' un  thermoê las t ' ique  e t
1 'au t re  v iscoê las t ique,  nous  proposons dans  le  dern ie r  chap ' i t re  une i l -
lus ta t ion  numér ique s ' imu lan t  les  réponses  du  matêr iau  soumis  à  un  essa i
de f luage ou de frot tement interne.

Pour  s imu ler  la  réponse du  matér iau ,  nous  d isc ré t i sons  les
équa t ions  aux  dér i vées  par t ie l l es .  Pour  les  deux  essa is ,  ou t re  l ' i l -
lus t ra t ion  qu 'e ' l ' l e  p ropose,  l ' é tude numér ique permet  de  cont rô le r  la
convergence d'une méthode de rêsolut ion analyt ique employée dans le cha-
pi t re t ro ' is ième (méthode de perturbat ion directe).  De plus,  pour 1es es-
sais de frot tement interne sous contraintes pér iodiques de pulsat ions
di f férentes,  nous vér i f ions que les deux méthodes fournissent des cour-
bes  représentan t  l ' énerg ie  d iss ipée en  fonc t ion  de  la  pu lsa t ion  ayant
la même al lure et  que lemaximum de dissipat ion se produi t  pour une frê-
quence i  dent ' ique.
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I  )  ELASTICiTE

Hooke  a  m ' i s  en  év idence  à  la  f i n  du  XVI I ième s ièc le  la  no t ion
d 'é l  ast i  c ' i té sel  on 1 aquel  

' le 
un corps se déforme proport i  onnel  I  ement à

la  fo rce  qu i  lu i  es t  app l iquée.  Cet te  dé f in i t ion  t rès  sommai re  de
l 'é las t i c i té  l ' i néa ' i re  s 'éc r i t  pour  un  so l ide  i so t rope  su ivan t  la  lo ' i
de  Hooke avec  la  convent ion  hab i tue l le  de  sommat ion  sur  l ' ' i nd ice  ( la t ' in
un iquement )  répé té :

{ i :  àb i j€ t f . *? ; l€ , j

où  o i5  es t

e i5  es t

I r  e t  u  sont  I  es coef  f  i  c ' i  ents  d 'é l  ast ' ic i  té  de Lamé.

64 ;  ês t  l  ' ' i nd i ce  de  K ronecke r  :
r J

ô i i  =  I  s i  i  =  j
r r J

ô i i =0  s i ' i  I  j
r r J

Val abl  e sous I  es hypothèses de I  i  néar i té et  de quas' i  stat ' i  sme
que nous  préc iserons  e t  complè terons  pour 'no t re  su je t  d 'é tude au  para-
g raphe  (3 ) ,  e l l e  se  génêra f i se  pour  les  m i l ' i eux  an iso t ropes  en  u t i l i san t
le  tenseur  d 'é las t i c i té  C i5p1  su ivan t *  :

{i = cij tt €gt

Selon  ce t te  lo i  de  compor tement  a ins i  énoncée,  l ' é las t i c i té
appara î t  comme une re la t ion  l inéa ' i re  b iun ivoque en t re  la  cont ra in te  e t
la  dé format ion  dans  laque l le  le  temps n ' ' i n te rv ien t  pas .

Quoique suff isarment précise dans la p ' lupart  des cas prat i -
ques, cet te théor ie ne peut décr i re par exemple 1e phénomène de tra ' inage
é1 asti que ( El asti sche Nachw'i rkung ) m'i s en évi dence par I ' leber en I 825
lo rs  de  l 'é tude des  ga lvanomèt res .

In te rv ien t  a lo rs  la  no t ion  d 'ané las t ' i c i tê  dans  laque l le ,  sans
que le sol ide ne présente de dêformat ion permanente,  l 'ef for t  et  la
dé format ion  ne  sont  pas  fonc t ions  un ivoques l 'une  de ' l ' au t re  e t  peuvent ,
par  exemple  dans  le  cas  de  so l l i c i ta t ions  pér iod iques ,  p rêsenter  un
cer ta in  déphasage l 'une  par  rappor t  à  l ' au t re .

le

le

tenseur des contra ' intes

tenseur des déformat ions

*  N .B .  :  on  éc r i ra ,  "en  b re f "  :  o  =  Ce
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2)  ANELASTICITE .  CONDITION DE COUPLAGE

Pour  I ' ané las t i c i té ,  p réc isément ,  l a  lo i  l i néa i re '
a=C€

n 'es t  p lus  va lab le .  I1  in te rv ien t  une  (ou  des)  va r iab le (s )  aux i l i a i re (s )
V  l i ée ' (s )  pa r  COUPLAGE,  à  la  fo ' i s  à  o  ma is  auss i  à  e  de  te l le  so r te  que
(  ( ' t )  )  :

, 'L ,app1 i  cat i  on de 
' l  
a contrai  nte produi  t  d 'une part  une dêf or-

mat i 'on él  ast i  que ' i  nstantanée et  d 'autre part  modi f  ie une (ou
oes)  va r iab le  (s )  dé f in i ssan t  1 ' ,équ i l i b re  du  sys tème qu i ,  de
fa i t ,  évo lue  vers  un  nouve l  é ta t  d 'équ i l ib re ,  ce t te  évo lu t ion
ent ra înant  une var ia t ion  de  1a  dé format ion" .

Cette jnteract ion mutuel le d ' i f férencie 1e comportement du ma-
têr iau par rapport  à un matér iau purement élast ique- Le ph-énornène d'ané-
las t i c i té  repose essent ie l lement  sur  I 'ex is tence du  coup lage en t re  les
var iab lêS o ,  e  ê t  V .

3)  L 'EFFET THERMOELASTIQUE .  PRESENTATION

Pour 1 'étude qu' i  nous
par  1a  tempéra ture  loca le .  Son
conduct ion  de  la  cha leur  (Lo i  de

Sous une cer ta ine  so l l i c i ta t ' ion  en  cont ra in te  ( resp-déforma-
t ' ion)  ,  on  observe ,  d 'une par t ,  une é l  as t i c ' i té  ins tan tanée ad i  abat ' ique
du matér iau ,  e t  d 'au t re  par t ,  la  fo rmat ion  de  grad ien ts  de  tempêra ture
d ispara issant  sous  1 'ac t ion  de  la  conduct ion  de  la  cha leur .  Cet te  un i -
f orin' i sat' ion de I a tempêrature provoque par coupl age une rel axat' ion de
I a déformat i  on (  resp-contrai  nte )  .

Dans ce  cas ,  1e  phénomène d 'ané las t ic i té  n 'es t  au t re
fet  thermoél ast ique.

que  1  ' e f -

Nous rappelons et  complétons alors 1es hypothèses évoquées au
paragraphe  ( l )  de  1 'é las t i c i té  en  p réc isan t  que :

-  nous  nêg ' l igeons  les  phénomènes d ' iner t ie .

-  nous  nous  p laçons  dans  le  cadre  d 'un  compor tement  l inéa i re  cont ra in te
déformati on.

-  l ,é ta t  de  dé format ion  du  so l ide  évo lue  dans  le  domaine  prép las t ique
(pas  de  p las t i c i tê ) .

-  nous  n 'a t t r ibuons  aucune in f luence de  la  tempéra ture  abso lue  T  sur  1a
val  eur des coeff i  c ' ients d 'ê l  ast i  c i  té Ci  3p'1 .

concerne,  1a  var iab le  V  es t  représentêe
évo lu t ion  es t  gouvernée par  1a  lo i  de  la
Four i  er  )  .
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Ces hypothèses assemblées, di tes Hypothèses des Pet ' i tes Per-
tu rba t ions  (H .P .P . )  imposen t  de  fa i re  sub i r  à  l ' échan t i l l on ,  sous
l 'ac t ion  d 'une fo rce  app l iquée QUASISTATIQUEMENT,  de  PETITES DEF0RMA-
TIONS accompagnées de FAIBLES ECARTS e de température par rapport  à I  a
température de référence To.

En  respec tan t  l 'H .P .P . ,  nous  sommes amenês  à  u t i l i se r  1e  sys -
tème des  équat ions  de  la  Thermoé las t ic i té  l inéa ' i re  Coup lée  Quas is ta t ique.

4) THERM0ELASTICITE (Quas' i  stat ' ique)

4 . . | .  Présenta t ' ion  Généra le  :

La  thermoé las t ' i c i té ,  comme la  s t ruc tu re  du  mot  l ' i nd ique,  ré -
su l te  de  la  combina ison de  deux  phénomènes carac tér is t iques  coex is tan ts
dans  le  matêr iau  :

-  l ' un  de  na ture-é las t ique ;  une par t ie  de  la  dé format ion  to ta le  €
es t  é las t ique  ee .

-  l ' au t re  de  na ture  thermique ;  1a  par t ie  complémenta i re  de  la  dê forma-
ti on él asti que esJ q1é_'l q{fqgg .,a. Par I i néari té :

€i = {i.1 I

où

-  la

lro( i  
5 est  le tenseur

déformat ion résul te

d'i I atati on therm'ique 1 i bre.

de la superpos' i t ' ion de ces deux composantes
-=;;-l

I
_)

La thermoé las t ic i té  l inéa i re  es t  fondée sur  t ro is  re la t ions  :
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-  Ia  p remière ,  re la t ion  de  Duhamel -Neumann,  t radu i t  Ia  r ig ' id i té  é1as t i -
que clu-frâTffiau. Nous verrons qu'elle s'écrit sous la forme

0

f r=C€-

0n re t rouve la  lo i  s  =  G
d ' un matéri au purement él asti que ma'i s i I conv'ient en f ai t de remp'l acer
la  dê format ion  to ta le  par  sa  par t ie  é las t ique un iquement  :

[ î . . . . . "

Cette lo i  s 'avère suf f isante pour étudier 1e comportement du
matér ' i  au 1 orsque cel  u ' i  -c i  est  soumi s à des sol  I  i  c i  tat i  ons respectant des
cond i t ions  thermiques  iso thermes (dans  ce  cas  eô  =  0)  ou  à  l 'opposé des
cond i t ions  ad ' iabat iques  (dans  ce  cas ,  i l  conv ien t  de  cons idérer  le  ten-
seur  Cu6 des  coef f i c ien ts  ad ' iabat ' iques  de  l 'é las t i c i té  o  =  Cud e  ) .

Pour  les  cas  in te rméd ia i res  (n i  i so thermes,  n i  ad iabat iques)

-  la  seconde re la t ion ,  dédu i te  de  la  conserva t ' ion  de  l 'énerg ' ie  ( lo i  s tan-
da f f inde lacha leur )comp1ète ]apremiè re .En ten . i r
compte permet de suivre l 'évolut ion t rans' i to i re du champ de température
dans le  matêr iau .

Quant  à  la  t ro is ième re ' la t ion ,  dédu i te  du  deux ième pr inc ipe
de ]a thermodynam. ique ,@lecoup . |ageen t re les .e f fe ts
ê las t iques  e t  thermiques  mis  en  jeu  indu i t  un  processus  de  d iss ipa t ion
d '  énerg i  e .  C 'es t  1  '  express ' i  on  d 'une produc t , i  on  d ' i  mévers i  b i  l ' i té  d '  o r i  -
gi ne thermomêcan'i que.

L 'é tab l i ssement  de  ces  t ro is  re ]a t ions  se  fa i t  dans  1e  cadre
de la thermodynamique des processus i r réversibles.  Nous résumons les
étapes pr incipales (nous proposons cependant en annexe une introduct ion
a  tâ  tnè rmoé lâs t i c i té  p lus  dé ta i l l ée  ma is  se  vou lan t  t rès  s imp le ) .

4.2.  Formul at i  on

Notat ion : masse volumique constante

appor t  d 'énerg ie  mass ique
(pr ise  ' i c i  éga1e à  zéro)

taux  d 'évo lu t ion  de  l ' en t roP ie
m a s s i q u e  ( ' d é s i g n e  1 a  d é r i v é e  e n  t e m p s )

e
r

")

e énergi e i nterne mass'i que

q. i ièm çqmposante du vecteur
rL  de  cha le i r r . ( t , i  dés igne

fl ux
l a  d é r i v é e  p a r t i e l l e

i è m e  c o o r d o n n é e )
nous  u t i l i sons

-  la  lo i  l oca le  de  la

4 . . |  .

d e  a  p a r  r a P P o r t  à  1 a

conserva t ion  de  1 'énerg ' ie

- criia

pe -
\

€,[ * 1ù,ù =oerL
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-  I  '  ' i néga1 i  t é  de  C l  aus ' i us  Duhem

4.2. e' i  - q,u + l i , i  - t, ( +)'."

Nous supposons que la  donnée des  var iab les  . i j  e t  e  su f f i t
pour  décr i re  l ' é ta t  du  sys tème.  IL  es t  i n té ressan t  d 'u t i l t se r  l ' expres -
s ion  de  1 'ênerg ie  l ' i b re  mass ique  de  He lmho l tz  ' t ,  dé f in ie  par

4 .3 . ç\'= ee - eT7

En écr ivan t

eit

obV\s6

l a  lo i  de  conserva t ion  ( l )  s 'éc r i t  :

4.4. [s\y. -r]du - e[H.r] d -[eti11d,i-e"]=o
L'\e i.1

subst i tuant  dans (2)  le terme [eTi  + l i ,ù -  e" l

f  inéga l i té  de  C laus ius  Duhem dev ien t  :

4.5 ['u-rËl .,r -.f S .dà -1,(1;) >o

tô
;e rl

et

e{ = ( ù * {i

ov , pbv lË..\  \ i ;  |  . ù
oer3 f6

Cet te  nouve l ' le  inéga l i té  do i t  ê t re  vér i f iée  pour  tou t  e i . i  e t
e  (p rocessus  admiss ib les)  e t  impose donc  l 'annu la t ion  des  coef f i c ién ts
de  e i3  e t  e .  D 'où  les  t ro ' i s  re la t ions  :

ç  =  P \V
I

\€.'j
4.6 .



I 1

4.7 .  
1=

b \y.
be

L ' inéga l i té  de  d ' i ss ipa t ' ion  (8 )  es t  au tomat iquemeqt  vér i f iée
s ' i  on  l ie  le  f lux  de  cha leur  g i  (e f fe t )  aux  grad ien ts  de  Tempéra ture
0 , i  ( cause)  par  une  re la t ion  l i néà i re  ( re la t ' i ons  de  0nsager )  :

4.e. l i  :  -  &,i  gj

où la  mat r i ce  I  k i5  les t  dé f in ie  pos i t i ve .

4 .8 .

4 .11 .

e t  de  (9 )

-1'(+J >o

eTi = -1i, i

L ' inéga1 i té  (8 )  dev ien t  :

4.10. \  e, i  e, j  > o
T

Ut i l ' i san t  (5 )  e t  (7 )  dans  la  1o i  de  conserva t ion  (4 ) ,  nous  ob-
tenons  (avec  r  =  0 )  :

eri = d;Lh 1il44.12 .

C 'es t  l a  lo i  d 'évo lu t ion  de  1 'en t rop ie  qu i ,  l i néar i sée ,  nous
donnera  1a  lo ' i  s tandard  de  la  conduct ion  de  la  cha leur .

I l  es t  l ég i t ime  en  H.P .P .  de  déve lopper  Ù  en  une  sér ie  aes€ i j
et  e t ronquée au-del  à des termes carrés* :

4.r3. eV=eVo *rUoe,j - eie .tQirt€+r€,j- 
14, €,.i O - L.fl, e'

*  les  coef f ic ients  C i i f t  , .  B^ i i ,  h ,  a  i . i  avec Bi :_ ,= 9! j f  r : f f  -T l !  in t ro-
duits de façon purément foÉmelle èt trouverônt 1eùr' interprétat ion.
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(5 )  e t  (13 )  donnen t

4'14'  t r j=5" +c; j$[ep-É, jo

et  de  (7 )  e t  (13 )  :

4 . . |  5 .

Nous déf i  n ' i  ssons I  'êtat  de référence par :

-  1a tempêrature To
-  l ' é ta t  l ' i b re  de  cont ra in te  o i  j  =  0
- pas de dêformation .. i j  = 0
- I  a var i  at ' ion d 'entropi  e est  nul  I  e.

Ce qui  revient à annuler les termes du premier ordre oi3 et
no  e t ,  dorénavant ,n  dés igne 

' la  
var ia t ' ion  d 'en t rop ie  par  rappor t  à  l ' é ta t

de référence.

Nous dédu' i  sons de (  I  4)  et  ( l  5 )  :

-  I  a I  o ' i  de comportement (Duhamel -Neumann) :

(?'<?' +P;3€1 +ltO

4.16 . -.j - C;jhI e U- - É,j e

4.17  .

ou aussi r. j  = ci j$ (e U- {Ue)

-  1 'express ' ion  de  la  va r ia t ion  d 'en t rop ie

l7 = F':€'3 *l 'e

Si  nous  l ' i néar i sons  la  lo ' i  d 'évo lu t ion  (12)  su ivan t

1.T,i= dl^r Ih1^^Lel
en u t i l i san t  ( . l 7 )  nous  ob tenons  1 'êqua t ion  de  la  cha leur  :

r ' " 1
I n ' ,[,h,;o,;1,1 -r13'jË,j4.18. i  

- t . fe .
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4.3 .  Fornru l  a t ion  dua le  :

S i  nous  cho is issons  o  e t  e  comme var iab les  d 'é ta t  du  sys tème,
un ra isonnement  ana logue u t i l i san t  ce t te  fo is  1 'énerg ie  l ib re  de  Gibbs
G dé f in ie  par  :

oG:pe'eTn - { i€r '
\ \ \ / o ô

condui  t

a)  à la lo i  de comportement :

4 . . |  9 . e'! = S;jrl 6U + {1 O

b )  à 1 'express' ion de I  a var i  at i  on d 'entropi  e :

4 .20 .

avec

4 .21 .

e2 = 4r{j 'ro

t = &.. *{iÉt

où  Co  =  To  g  dês igne  l a  cha leu r  spéc i f i que  à  con t ra in te  cons tan te .

C .  =  To  h  dés igne  l a  cha leu r  spêc i f i que ,à  dé fo rma t ion  cons tan te .

c )  à  l a  l o i  de  l a  conduc t ' i on  de  l a  cha leu r  :

4.22. r.t ô =[S,;o,,l, i -T' {'Â4[

4.4.  Interprétat ion des coeff ic ients -  Résumé :

lo i  de comportement :  ( formes équivalentes)

Ç; = C;sTl €p - (3* e-t

r;,. = Cij*l (erU - +.1 o)

nil - S,j*l qfu + {ti I

lo i  d 'évolut ion de 1a tempêrature :  ( formes équivalentes)

qEô = [&,jo,r], j  -r.p;5er.,

cré = [h.ro,J; -td5%;
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entropie :

3 i ;  € , i  t  Ce O(")= f  .

l ,  = t5rc3 t  I  e
9 J T

.  ak l  es t  l e  tenseur  d i la ta t ion  the rmique  1 ib re .
o f t1 e est  I  a déf ormat ' ion at te ' inte s i  I  'échant i  1 1on homogène ( l  o i
loca le )  es t  chauf fé  e t  la issé  l ib re  de  cont ra in te .

.  C i  j t t  es t  I  e  tenseur  d  'é l  as t ' i c ' i té  i  so therme (pour  une êvo l  u t i  on  à
o  =  0 ,  on  re t rouve  la  lo i  o  =  C€) .

' i r révers ' i  b i  I  i  té :  de ( l  I  )  on dédui  t  :

pn1  =  -  1 ; ' ù\ /  T

En ' i n tégran t  su r  le  vo lume de  l ' échan t i l l on  e t  en  app l iquan t
le  théorème de la  d ivergence,  on  ob t ien t  success ivement  :

J o*, àp = '| Lir' j^>
1 t \ '  

- 1 J '  
T

= -Jo [(+)' .

=_Jsr4ia" -[q[*
e t  de  (9 )  :

I

J rôdv: - [  W ù * I  hr;o,;8i &r
v ' /  5  T  ç  "Ta

Le premier terme du membre de droi te représente le changement
d 'en t rop ie  du  sys tème ' indu i t  par  ' le  

f lux  de  cha leur  à  t ravers  1 'enve ' lop-
pe  S du  so l ide  e t  imposé par ' les  cond ' i t ions  MACROSCOPIQUES de f ron t ' iè res .

Le  dern ie r  te rme représente  la  p roduc t ion  d 'en t rop ie  indu i te
par  la  conduct ion  de  la  cha leur  ag issant  dans  le  vo lume.  I l  quant ' i f ie
la  p roduc t ion  IN SITU i r révers ib le  d 'en t rop ' ie  par  un i té  de  vo lume,  e t
on note :

17- ç- &'i o' ; e,,i
T1

Le second pr incipe de 1a thermodynamique expr ime que

tTi- ). O

ce  qu i  n 'es t  au t re  que  l ' i néga l i té  (10) .

- 1

1, r;  lÀt
Ta 'r
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Thermoé las t ic i tê  quas is ta t ique coup lêe  :

La
comportement
ques  ;

I o'i
et

d 'êvo lu t ion  de  la  tempéra ture  coup lêe  avec  la  lo i  de
I  'équat i  on d 'équ' i  f  i  bre en I  '  abscence de forces vol  umi -

d iv  o=  0

(où  on  nég l ige  les  te rmes  d ' ine r t ie ,  the rmoé las t i c i té  9u9 ! i s ta t ique) ,
condu i t  à  un  iys tème coup lê  d 'équat ' ions  aux  dér ivêes  par t ie l les .  Le  pro-
bl  ème aux 1 im' i les ai  ns ' i  déf  i  n i  est  d 'une grande d' i f  f  i  cul  tê mathémati  que.

cependant,  dans de nombreux cas, les auteurs nég1i_gent.  1e
terme de coup lage thermomécan ique ToBi5e iS  (ou  Toa i jo i j ,  thermoé las t ' i c i -
té  découp lêe) .

En ef fet ,  1es déformat ions engendrées par un chargement sont
accornpagnées par de très f  a ' ib l  es var i  at i  ons de température.  I l  sera' i t
ra' i soirnàbl e db cal cul er donc ces déf ormat' ions sans ten'ir compte de I a
d i la ta t ion  the rmique  :  en  nég l igean t  le  te rme ToB i j . i j  l a  lo i  d 'êvo lu -
t iondev ien t  

qd :  À i r ' [HË l ' ]

dont  la  so lu t ion  se  décompose en  un  rég ime t rans i to i re  cor respondant  à
l ,un i fo rmisa t ' ion  de  1a  tempéra ture  in i t ' i a le  e t  un  rég ime permanent  re -
présenté par 1e champ de température vér i f iant  :

d i v  [ k  g rad  6 ]=  0 (avec  ô  =  0)

s i  nous  dér ivons  a lo rs  par  rappor t  au  temps ' la  lo i  de  compor -
tement, en tenant compte pour 1e régime permanent que : é = 0

onob t ien t :  J=C i

e t  on  cons ta te  a ins i  que la  cont ra in te  e t  la  dé format ion  évo luent  en
phase  l ' une  v is  à  v i s  de  l ' au t re ;  i l  n ' y  a  pas  de  phénomène ané las t ique .

Pour observer l 'ef fet  thermoélast ique, i1 est  nécessa' i re de
tenir  compte du terme de couplage. Effect ivement avee ce terme dans
l 'équat ion  d 'évo lu t ion ,  on  con 's ta te  que (e t  ce ,  avec  réc ip roc i té )  une
sol l ' ic ' i tat ion mécan' ique provoque une var iat ion de la déformat ion _qui
s 'accompagne al  ors d 'une 

'  
var i  at i  on de tempêrature.  Le f l  ux de chal  eur

qu i  resu l ie  de  ce t te  var ia t ion  de  1a  tempéra ture  accro î t  1 'en t rop ie .  du
s'ystème (gTr i  = -  q i . i  )  :  1a présence du terme mécanieu-e To.013Éi;  dans
1- 'équat io r i  de  1a  ihâ ieur  es t  essent ie l le  pour  décr i re  1e  phênomëne de
di  ssipat ion thermoél ast ique.
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5) THERMOELASTICiTE STATIONNAIRE

Nous res t re ignons  dans  ce  paragraphe l 'é tude du  sys tème des
équat ' ions de I  a thermoél ast ' ic i  té à I  a I  o i  de comportement de Duhamel -
Neumann.

Nous supposons que 1a  tempéra ture  e  de  l 'échant i l lon  es t  un i -
fo rme,  la  conduct ' ion  de  la  cha leur  n 'ag i t  pas .  Ce domaine  de  la  thermo-
é las t ic ' i té  où  e  es t  s ta t ionna i re  se  nomme su ' i van t  les  au teurs  Thermosta-
t ique ou pl  us préc' isément (  (2)  )  Thermoél astostat ' ique ou aussi
Thermoél ast i  c i  té stat ' ionnai ' "e.

Le matér ' i  au hétérogène est  en équi  
' l  
i  bre sous I  '  act ' i  on d '  une

cont ra in te  r  e t  dé format ion  E (d i tes  MACR0SCOPIQUES)  imposées sur  la
f ron t iè re .  Pour  le  mécan ic ien ,  i l  es t  u t i l e  de  conna î t re  la  re la t ion
entre E ,  E et  0 (d ' i te lo ' i  de comportement g]obale ou macroscopique) et
de  décr i re  la  rêpar t i t ion  des  cont ra ' in tes  e t  dé format ions  mic roscop iques
af in  de  prêd i re  des  phénomènes de  concent ra t ion  de  cont ra in tes ,  de  f i s -
su ra t ion . . .

Nous résumons les  p r inc ipaux  fo rmal ' i smes t ra i tan t  de  I 'aspec t
stat i  onna' i re de I  a thermoél ast i  c ' i té.

5. . | .  Lo' i  de Comportement Macroscopique

5 .1 .  a )  Coe f f i c ien ts  e f fec t i f s  :

En  premier  ' l i eu ,  
le  mécan ic ien  s ' in té resse à  la  lo ' i  de  compor -

tement  g loba le  de  la  fo rme :

5 .1 .1
i
I

i
J

ou de  façon équ iva len te  :

5 .1 .2

5 .1 .3

5 .1 .4

sont 
' l  
es coef f i c' ients ef fect i fs du maté-

[c.tt1-' = N'4

dont le comportement est le même que
du matéri au hétérogène considéré.

z,j= .,ÏlrIeu - dq

z = c'l{ E -p#o

E : À4: *{4o

où Ufnr, c,,{u, *T, P,T
r iau  homogène équ ' i va len t *  (MHE) .
I l s  vé r i f i en t  :

l.u'

* Le MHE est le matériau homogène
le comportement macroscopique
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Les méthodes u t i l i sées  dans  ce t te  thèse pour  ob ten i r  le  com-portement macroscop.]g-u-e s 'appl  iquent aux m' i  I  i  eux netc.ogènéi ' 'vér i  f  i  antles  hvpo thèse t  d1 'H j1 t * .  0n 'peu t  a ro rs  dê f in i i  r .  uo r r ï . ï  j i ouar  deI 'échant i  I  I  on en tan-t  que vo] ume représentàt . i i .  
' (uu 

sens stat i  s[ . i  que )  eton I ui assoc'ie I a val eur moyenne vol irml quà nàté. < . >Hi l l  a  dânont ré  que :

5 .1 .5

5 .1 .6

<ç> = E
<G> = f
<a><€>

ces  mêthodes-par ten !  d 'une approche phys ique de  ra  mic ros t ruc_ture (décr i  te ' i  c i  par 1 â t  o i  l  ocal  e de' i  u inàrf ,ôél  ast i  c i  té stat i  onna. i re )e t  dédu isent  les  coef f i c ien ts  e f fec t i f s .  àé i 'àL .n ie rs  ne  dépendent  quede la  na ture  même de ce t te  mic ros t ruc ture .  I l  sera i t  en  e f fe t 'mo ins  per -t inent que-- ' la formulat ' ion théor ique ou r ' l i rg-a.p.nde de condi t ions exté-r ieures  te l les  que la  fo rme géomét r iq r .  àà  i iéànant i l ton  ou  des  cond i -t ' i ons  de  f ron t iè res  (  (3 )  )

5 . . | .  b )  L 'approx imat ion  du  m. i l i eu  g ranu la i re  :

Pour une mi crostructure,  ' i  I  est  ra ' i  sonnabl  e de cons i  dérer I  ematé r iau  cons t i tué  dg  N g ra ' ins  " inc rus tés , 'dàns  une  mat r i ce  ou ,  p lusgénéral ement, composé _ de 
-n 

phases oe p.ol. i eiêi pr,vsi co-îni ù qi,.. di f -férentes.  0n af fecte.  à chaqùe phase,-rnai ïce pi"  un.  ret t re grecque, uneconcentrat ion volum' ique fo,  une àêformat io i i  eo et  une contrainteoa moyennées par rapport au vol ume Vo : "

.g'{- Varv j j, 4*=L

t*= 
ot/*t'*)'u

s 'écr i  ven tles  va leurs  moyennes g loba les

5 .1 .7  ( r )  =

( € )  =

jno= tL'G.)À'd

f 
*-u

f*a 
*

HYPOTHESES DE HILL

-  pg !  de  fo rces  vo lumiques ,
-  I  ,échant i  I  I  on sub. i t  ae tâ i  Ut es-  la  ta i l l e  de  l ,hé té rogéné . i té

ta i  l l e  de  l ' échan t . i  l l on ,

N

L
{ : t

E
r(-.

déformati ons,
est  pet i te par rapport  à la

= ( f  €)  I
I
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Cette forme de représentat ion,
une approx imat ion  assez  bonne du  mi l ieu
i  nd' icatr i  cê Ac déf i  n i  e par :

commode pour  les  ca lcu ls ,  es t
rée l .  En  u t i l i san t  la  fonc t ion

5 .1  .8

où 1a posi t ion est  repérée par 1e vecteur coordonnées r .  La déformat ' ion
au po in t  6  es t  approchée par  sa  va leur  moyenne vo lumique ca1cu lêe  pour
I  e vol  urne du grai  n o Remarquons à ce sujet  que Eshe' lby a démontré
l 'un i fo rm ' i té  ( (4 )  )  de  la  dé format ' ion  d 'une inc lus ' ion  de  fo rme e l l ' i pso î -
d a l e  d e  d é f  o r m â t i o n  a n é l a s t i q , r .  € *  s u p p o " à e  u n i f - o r n e .

0n écr i  t  a ' i  ns i  1  '  approx i  mat i  on

5 .1 .9

€ ( . r , ) :
"(

4. ,(n) €

5.2 .  Lo i  s  I  oca l  es  :

A  1  'équ ' i l i b re ,  en  nég ' l igeant  les  fo rces  vo lum' iques ,

-  le tenseur des contra ' intes vér ' i f  ie :

5 .2 .1 Jioa = o

-  le  tenseur  des  dé format ions  obé i t  aux  cond i t ions  de  compat ib ' i l i té .  En
rappe' lant  que la déformat ion totale e est  la somme d'une déformat ion
ané1 as t ique d 'o r ig i  ne  thermique

5 .? .2 < i j  =

et  d 'une dê format ion  é las t ique ee

5 .2 .3

la  lo ' i  de

s.2.4

€=€"+€q

compor tement  loca le  de  Duhamel -Neumann s 'écr i t  (c f  4 . . |6 )

0n peut remarquer
g issant  la  thermo-s ta t ique
( (5 ) ) ,  à  savo i r  :

ÉV*
€Vc

des équat i  ons  5 .2 . ' l  à  5 .2 .4  ré -
d 'un  prob l  ème d 'é l  as top l  as t ' ique

4,.. tt )

a* (^)
:O  DL  r

= 4  b j  r L

N

z
{ : l

ta

o1 = Cttû

1 'ana ' log i  e
avec  ce l les

q

eht

drr,t c - O
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q

r{. c;5&Iee}.et

si  J désigne la déformat ion p]ast ' ique, alors de même
- -z -9

b - :  C  t  q

L 'ana log ' ie  n 'appara î t  pas  seu ' lement  dans  la  fo rme de ces  équa-
t ions  (e t  donc  dans  la  man ière  de  les  t ra i te r )  ma ' is  e l le  es t  auss i
phys iquement  fondêe ( (6 ) )  :  l ' évo lu t ion  des  dê format ions  l iée  à  des
ènâmps thermiques  es tass imi lab le  à  une dé format ion  p las t ique_(e ' ine  Ar t
Pl  ast i  scher Verformung )  .  L 'ana1 og' i  e s 'arrête cependant sur I  'êcr i  ture
des  lo j s  d 'évo lu t ion  

- ;  
l ' une  concerne  la  conduc t ion  de  la  cha leur ,

l ' au t re  un  seu i l  de  p las t i c i té  e t  des  lo i s  d 'écou lement .

5 .3 .  Tenseur  Concent ra t ion

5 .3 .  a )  Dé f in i t i ons  :

Le  mécan ic ien  ne  s ' in té resse pas  seu lement  à  la  recherche des
coeff ic ients ef fect i fs et  au comportement globa1 du matêr iau.  I l  est
auss ' i  concerné par  une descr ip t ion  auss i  p réc ' i se  que poss ib le  de  la  ré -
part i  t i  on des contrai  ntes et  déf  ormat i  ons ' i  n s ' i tu.  0n déf i  n ' i t  p i r  I  '  ' i  n-
ternÉdiaire des tenseurs di ts de concentrat ions que nous déterminerons,
un  l ien  en t re  la  mic ros t ruc ture  e t  1e  compor tement  macroscop ' ique par ' les
re la t ' ions  dont  on  pos tu le  l ' ex is tence.

- tenseurs concentration de déf,ormation A et a :

s.3.1. €:  A<€> -  o.O

tenseurs concentrat ion de contrainte B et  b :

5 .3 .2

5 .3 .3

6-= S<a> + bO

En passant aux valeurs moyennes, i ' l  est
l ' i néa i re ,  A  e t  a  sont  indépendants  de  e)

1A> = )X

(B) = '{l

(ou t  acs igne le

,  
( n ) : Q

)  <b) :  O

immédiat  que (en théor ie

tenseu r  un i t é )  ( ( 7 ) )

Si nous reDrenons I a
t ion  the rmique  ' ç j t  i t a t t  :

déf in i t ion du tenseur ef fect ' i f  de di lata-
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-  c 'es t  la  dé format ion  moyenne(€q i )  résu l tan t  d 'un  accro issement  un i té
de température pour un matér iau l ibËe de contrainte (  r  = 0) ;  on écr i t
donc  se lon  ce t te  dé f in i t ion  :

Êq. ,4+ ̂
E :n  9

e t  i l  sera i t  faux  d 'êcr i re  a lo rs  que la  dé format ion  macroscop ique ané-
last ique est  en gênéra1 la moyenne des déformat ions microscopiques ané-
1  as t iques  :

soir Ei + <{j  O >

I l  fau t  en  e f fe t  ten i r  compte  des  in té rac t ions  é las t iques  en-
t re  g ra ins  e t  on  êcr i t  pour  la  dé format ion  to ta le  macroscop ique:

6  =  (€ " t€n)

avec  €q+  €*  =  ! f r+  " (O (c f  4 . . ' 9 )

en  remp laçan t  o  par  !<c>  t  bê

et après passage à la valeur moyenne

E= ( bB> <ç> t  ( lbb+{)o

en comparant  ce t te -gxpress lgn  avec  1 'équat ion  5 .1 .2  dê f in issant  les  ten-
seurs  e f fec t i f sFe l l  e t  se Î1 ,

0n  dêdu i t

5 .3 .4

5.3.  s

b4 = < )58>

{ ' l t  = <bu*{)

Par une formulat ion duale sur le tenseur Btf f ,  on montrerai t  de
même que (  (9)  )

ct ' f l  :  <cA>5 .3 .6

5 .3 .7 p'Nf

De 5.3.4 et  5 .3 .5 nous constatons que b: f l  se dédui t  de la
connaissance du tenseur concentrat ion B tandis QUê ctr" nécessite la con-
naissance du tenseur concentrat ion - [ .  0n obt ient  cependant une autre
forrrulat ion plus i ; r téressante de ae1Î en considérant les deux problèmes
su ivan ts  ( (10) )  ( (8 ) )  :

P rob lème I  ( resp .  I I ) :

Nous chauffons le mi l ieu uni formêment à la température 0 = 0o
( resp .e , )  en  imposant  la  cont ra in te  macroscop ique Eo ( resp .  E t ) -

: (C^-P>
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Les êquat ions pour chacun des deux problèmes s 'êcr ivent pour
u  =  0  ou  l .

5.3 .7  a)  7P= ( - l )

5.3 .7  b )  €P= )5c / *  {0P

De la  symét r ie  de  o i5  on  a  :

en intégrant par part ies :

o r  d i v  o r=  0  :

5.3.1 e)

8.3.T t)

< €,u>

oT f,rr'{oP
EP=

EP=

5.3.7 c)  cP = B/zP *  doP

5.3 .7  d )  d lLaP= O

Soi t  u ! , j  l .  g rad ien t  du  dép lacement  to ta l  te l  que :

Ii= f("iu.-f,)
nous combinons les deux prob' lèmes en étudiant

T- (e"  ^
'v  i ; j  o , j  àv

t= lrc;"JiàY :Jn

. = lu (*'. -,f/U av

7 = Ir(*"r -i ),i Àu

avec  le  théorème de la  d ivergence ,  I  = lS  uo ;  t 'o i  lS
4 ,

sur S, oi j  = r i j  :  r  '  : l -  / r  r i  " ;  
dS

tenant compte de 
' la 

symétri. 
o

a.  t i5 et  du théorème de la divergence :  I - -  > i  /n ' ' i , ;  J ' r

conséquent ,  on  a  é tab l i

<€orn>  =  Ë"24

montrerait de même que

(€ tao>  =  E t  zo

1 ' ' i n tégra le  I  :

uo;,; 6r 'n J v

- J, oo;4i,i du

= rlfei,lv

Par

5 .3 .8

5 .3 .9

En
5.3 .8  s 'éc r i t

subst i  tuant E '  pu .b l f f  to  +

ro=4  f  x4 tço
É  L  I L P o  L 4

ol f f  ,o  le  second

* *ie"l >.n

membre de



de 5 .3 .7

Le prem' ier

b :
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membre de  5 .3 .8  dev ien t  success ivement  :

<  eoc t>

(€"  ç^7  =  <  (>nn  )c -o ,  . {Ooo{7

<€ocn> = <(en- {on) ro*  4oocn)

< €, o a'> -- < e^Ç" > + <4eo a'> - a {a";ê,

<-eoÇn7 = En:." * (  {€o(d:. t"btq) t  -  <1s-">ea

l .eoo a2 = t  1,4 : ,  r  +Iql  I "

t  ( .(  Bn > : 'e"

t  f  
(+ba)  0o -  <{c" t ] t .

En u t i l i san t  ce  résu l ta t  dans  5 .3 .8
x r  e t  e l '  on  ob t ' i en t  :

o = [ (0.4- lS):" + ('(B') ôo - n!r.J{ I

de 5 .3 .7  b  :

de  5 .3 .9 e t  5 .3 .7  c  :

de  5 .3 .7  f  :

De même,
vantes :

et  en regroupant I  es termes

[ +4 z' + ({É ) oo - (1a'rJ n

en

et

Pu' isque 1es  var iab les  , t  e t  e r  son t  indépendantes ,  on  dédu i t
l es  deux  résu l ta ts  :

D 'où  I  es

(#- b"*1) ?o + ( <<B^> - *,q )Q = o

{4 z"  + ( . (bn)oo -  <{4"> = o

La dern iè re  express ion  s 'écr i t  en  subs i tuant  oo

v,{  : '  *  <.rhl)  ê" -  <{(8"E"+ b"e,))  =o

deux équat ' ions ,  en  regroupant  les  te rmes en  Eo e t  eo :

(#-)5$):. '  + ( <<É> -"r"ql oo : o

( {,'{l - <<u>)r" t ( < {b') - < {b'>)eo =o

on dédu i t ,  de  ces  deux  équat ions ,  les  quat re  re la t ions  su ' i -

>-q = l"{
o(o{ = << Bt>

{,"1t = <dB">
(4t) = <'(\">
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un raisonnement analogue montrerai t  :

-41

p$
<f*)

Ces résul tats essent ie ls nous permettent de conclure par deux remarques :

b r ru r  ( r ) ' ne  dépendeà t ,  pas  de  1â ' tempéra tu re ,  1 'éga1 i16Àef f ' l 'Pe f f  (ou
Cçf f '  =  çe f f )  expr ime que les  tenseurs  e f fec t i f s  de  l 'é ]as t i c i té  sont
indépendants du champ de températùre.

C 'es t  auss i  le  cas ,  en  ce  qu i  concerne la  théor ie  l inéa i re ,  des
tenseurs concentrat ' ions.  0n pourra par conséquent déduire les tenseurs
e f fec t ' i f s  de  l 'é las t i c i té  e t  les  tenseurs  concent ra t ions  A ou  B en  con-
sidérant s implement le problème ' isotherme (e = 0) exam' iné au paragraphe
(8)  où  on  u t i l i se  le  ra isonnement  de  Ze l le r  e t  Deder ichs .

-  conna issant  a ' ins i  les  tenseurs  concent ra t ions ,  nous  pouvons a lo rs  u t i -
l i se r  la  fo rmula t ion  e f fec t ' i vement  p lus  in té ressante  des  tenseurs  ther -

=#
.pAn)

= <p*o)
) pr=<pc>

miques e f fec t i f s  :  -.X{
{ ' -= <{B>

En nous résumant nous êcr ivons :

c4-- < cA> ; b4= <Àî> ;

P{= .(34) ,  "c{= <<87 ;

)  {  = <(3A>

- b't$
u4p#

c.'[3-'
"ftl

Signa ' lons  qu ' i1  es t  auss i  poss ib le  de  dédu i re  ces  résu l ta ts
en u t i l i san t  un  ra isonnement  ( ( . |0 ) )  basé sur  un  pr inc ipe  var ia t ionne l
qu i  permet  (en t re  au t res)  d 'é tab l i r  le  rêsu l ta t  in te rméd ia i re  impor tan t

<€> = b<V> 1
b< e> te

où  V  es t  1 'ênerg ' ie  l i b re  vo lumique  de  He lmho l tz  (c f  Laws  ( (2 ) ) ) .

Les résul tats précédents sont des conséquences assez directes
des déf in i t ions des tenseurs ef fect i fs et  des tenseurs concentrat ions.
Déve loppons l 'é tude en  nous  proposant  à  p résent  de  résoudre  le  p rob lème
thermoélast ique sans évolut ion de tempêrature dont nous rappelons les
équa t ions loca les ,  

"  
q .

€=€  r€

€ * =  { €

q  =  C  € e

À,rra = O

raisonnements principaux :et nous c'iterons deux
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.  nous  t rans formons l 'équat ion  aux  dér ivées  par t ie l les

d iv  o  -  0

q l .  un-e  équat ion  in têgra1e à  par t i r  de  laque ' l1e  se  basent  
' les  p rob lèmes

d ' inc lus ' ion ,  ' l es  
méthodes se l f -cons is ten tes  ou  les  méthodes de  réso lu -

t ' i on  L .S .D.  0n  ob t iendra  une express ion  des  tenseurs  concent ra t ions .

.  nous ut i  I  ' i  sons 1 es pr i  nc ' ipes var i  at ' ionnel  s de I  'é l  ast i  c i  té qui  four-
ni  ssent un encadrement des coeff ic ients thermoél ast iques ef fect i fs
( (10)  )  ( (6 ) ) .

6 )  EQUATIONS INTEGRALES ET PROBLEMES D ' INCLUSIONS

6. I  .  Formul at i  on (  (4 )  )
I

^o  L^  d .é f  o rmat  ion  to ta le  € r ;  se  décompose en  une
part ' ie él  ast ique ni i  et  anél  ast ique €; j  d,or igTr ie thermique s i  \ r  i
< i é s i g n e  1 a  i è m e  c g m p o s a B t , e  d u  . r u " i " u r  d é p l a c e m e n t  Ë o t a r . o n  a

5..t  . l  €. j  = 
|  

(  n. iS + ui, ;  )

La loi  de comportement locale de Duhamel s'écri t  en tenant
cornpte des propriétês de symétr ie du tenseut Ci j f t  :

6.1  .2 {5 = c,i&[[*+,t. -eir1

L 'équa t ion  d 'équ i l i b re  d iv  s  =  0

(on  nég ' l ige  les  fo rces  vo lumiques)  condu ' i t  à  I 'équat ion  aux  dér ivées
part' i  el I es :

6 .1  .3 t.,,*r(*)[ .[r (r) -€î r (.lI i = o

ci  ents
serons
(pour  1

6 .1  .4

N.B .

I1  s 'ag i t  d 'une équat ion  aux  dér ivées  par t ie l les  à  coef f . i -
var iables.  Pour obtenir  une formulat ion intégra' le,  nous décompo-
toute grandeur dépendant de la posi t ion en une part ie un' i forme' ins tan t  a rb ' i t ra i rement  cho is ie )  e t  une par t ie  f luc tuante .

C;j tot (,.) = Crjlt n d,;g ( 
" )

q,rj (") = ..où,f + Ë.;; (n)

y _a l iberté sur le choix de uo, i l  peut représenter par exemple
valeur moyenne spat ia le <u.7 ou le déplacement constaté sur
front i  ère.

I I
l a
la
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En subs t i tuant  les  fo rmes composées 6 .1 .4  de  C i . i t< t
l ' équa t ion  d 'équ ' i l i b re  5 . . | .3 ,  nous  ob tenons  l ' équa t ion  :

^ o ^ r f P6.1.5 . , i l . t  uf ,h i  r  [  . ï t t , t t ,h -  C, j t " l  g i t l , . .  =O

où le  te rme ent re  c rochets  es t  ass imi lê  à  1a  composante  f i ( r )
vo lumiques  f i c t i ves .  L 'équat ion  aux  dér ivées  par t ' ie l les  a ins i

C';3rf frt,hi * ti (n) : o

se  résoud  ( (4 ) )  à  l ' a ide  du  tenseur  de  Green  G. ' i n  du  mi l i eu  in f in i  de
cons tan tes  é las t iques  Ct3p1 e t  pour  un  dêp lacement  nu l  à  la  f ron t iè re .

d^ {,.) = Ju GS^('t- ,t,) 
{' tn') dv'

ou aussi ln tn;  = cj^ * { i

Avec la  no ta t ion  du  produ i t  de  convo lu t ion
*  ( ( . |1 ) )  e t ' l es  p ropr ié tés  aux  l im i tes  de  G,  1 'express ion  de

d^ = Gin*$i

l^r^ Olnr-. I f;

1a décompos i t i on  6 .1 .4  de  un ,m,

ur,- = oT,^ n Git,-*{!
qml,rn : oon,^ - {;- "[à*u 

ur,h - c,.,ueir.Jr

unr,.rrt r *î,* * Gj.r-,i *[ôttf ulrh- Cu'Ueif]

et  u i ,5  dans

de forces
obtenue

Tn , 'écr i t  :

dér i  vat i  on

a ins i  en  reprenant

subs t i tuons  f3  :

5 .1  .6

6 .1  .7

rrn ntJ

obt ien t  en  ident i f ian t  les

em n

en dê f in issant  i
; i ' . i ; ; ; j ' i ' " ' " ' '  

mnl J la part ie symétr isée de G3n,m.i  par rapport  au cou-

on

= +[cj",, ',;nGi.,-,]
part ies symétr iques

= €,ln n Ç^{ *[ô,5rt €$ - crul.hl

revenons au formal i sme i ntégral

5 .1  .8 ..*r .;^ -i *r;;rleo,rirl * t, l'ur*t.;,t]tl
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En accord  avec  les  résu l ta ts  é tab l i s  par  M.  Berve i l le r  e t  A .
Zaou i  ( (4 ) )  (on  peu t  le  vê r i f i e r  auss i  pour  la  fo rmu le  2 .25  de  ( ( . |2 ) ) )
c 'es t  une êquat ' ion  ' in tégra le  où  emn es t  l  ' ' i nconnue.  Les  méthodes de  ré -
so lu t ion  sont  complexes  d 'au tan t  p lus  qu ' ' i l  fau t  connaî t re  la  dé forma-
t ion  ané ' las t ique e f t1  ( r ' ) .  Pour  

' le  
cqs  s ta t ique,  on  peut  cons idérer  la

répar t ' i t i on  de  tempëra ture  connue ( .o  =  so)  ma is  dans  le  cas  cont ra i re ,
i1  fau t  coup ler  à  ce t te  équat ' ion  in tégra le ,  l ' êquat ion  d 'êvo lu t ion  de
1a tempéra ture  (c f  chap i t re  I I ) .  Nous  c i te rons  cependant  pour  eo  =  0  une
méthode de  réso lu t ion  par  subs t i tu t ions  success ives  (Ze l le r  -  Déder ichs
( ( . |3 ) ) ,  T . t J .  Chou  ( (9 ) ) ) .  Nous  nous  p roposons  à  p résen t  de  d isc ré t i se r
cette équat' ion en ut' i  I i  sant 1 ' approxi mat' ion du m'i I i  eu granul a'i re
(c f  5 .1 .b )

6 .2 .  M i l i eu  Granu la i r e  i

Pou r  rq  s ' i t ué  dans  l e  g ra in  o ,
x ima t ' i on  en  remp laçan t  pa r  

' l eu rs  
va leu rs

el
-  la  dê format ion  to ta le  :  € (nr ) :  € '

nous fa ' isons
moyennes :

€ (t'J

une doub le  appro-

àvt4 l' 
vl' Jn'l

e*(n,)y€n* =tln^r"-  la  dé format ion  ané las t ique : { n ' )  à V t

Reprenons

L 'équa t ion  ' i n tégra le  en  e  $ . . l . 8  s 'éc r i ra  success ivement  :

6 .1 .8  :

En  u t ' i l i san t  la  fonc t ion  ind ica t r i ce  ao( r ) ,  1a  dé fo rmat ion  en
un po in t  r  s 'éc r i t  su ivant  la  somme :  N

€ 1n)= i e" an (')
o( : l

rI, {n';] dv/

a ' ins i

iso: lons les termes constants :

€(n): ."t j  (feo-
or

/  t ' ( ' r-" ') I
v

€ (n/ -- €'

[v '  = /n

en moyennant cette
le tenseur d 'ordre

6 .2 .1

* lu r'fn-rr; I

sur  le
par :

.i:, = 
ilo*r,,n;i

n ( t ' )

i,

r l
o(zJ

dul
,n t") /

Y
r ("-"1 )

€,",, rr) = €ï^ * {f.,i h- ,c)[ô.'N (,{) €ni"') - tïu cO frurjev'
en bref :

€ tn )=  €o

di  scrét i  sons
e ("u) = €o

équat ' ion
4 r"p.

tttn{

f (',-'r) L tt,;, €(*) - c(a')€*

(ï*en

N
E

d r l

qË{e{ - { i ln*it)]avt

f ("-nl Àn 1,i) Jv'

f ('. - "J) d.r"

vo lume du gra in  B  e t  en  dé f in issant

(n- '.i; tvu Jvn'



c 'es t  à  d i re

nous obtenons

6 .2 .2

H

t^,1 =

2 7

L
vre

Î,J

tE
d : t

lr lu f^^,3(n-'.') Ap G)Ad (" ' )JvJV'

rP*(it e{- .ne")

C'es t  un  sys tème l inéa i re  de2 N inconnues ( "Bet  .aB)  à  N équa-
t ions .  Les  N équat ions  complémenta i res  sont  Ies  équat ions  d 'évo lu t ion
d e  € a d .
Sous fo rme ind ic ' ie l le  :

iA . r . /ÊC
6.2 .3  ;  ( ) .  -  / - '  s  r { '- r j  -  = ; j  * " i  t rg t

,?1  - i  .4  -o { \  
l

l c  €  - L  t s  r
\  -  

f 1 n ô  
- , n n  - P l t l  - t . o  

/  I

*{ t r't- rP-ô.][€']

En notant le tenseur

.((l
l [ ' rO

t'F= A
défi ni par 4,jt l  '

Nous écri vons que
-Ps-  . ..J

I, oB pa"

r i  {1p

t i {=p  ( tenseur  un i té  d 'o rd re  4 ;  ( (7 ) )

| ( b,t \St ' \u \sr.)

It

o( =t

F<4
[ , i* e ,t

et le système l inéa' i re devient en transposant les

.,: t rï" - r:i; Ê1"^][u:"1= n;^
C
qn '. g'l { c.{ .

à (-tr,tr,* t-)

N 9'( ot qd
-Z f '  c €

o(. t

t

o
en bref : = €

Nous pouvons disposer ce système l inêaire gn un système matr i -
c ie l  dont  les  inconnues so i r t  les  "b locs"  mat r ices I  e ' ]  ;  - i l  fa .g$ça ( fo r -
mel lement,  nurér iquement pp,ut-ççt-eJ inverser la matr iceln- fAJconst i -
tuée des sous-mat i ices (  I r -  f ret  d '  ) .

Formel lement,  nous écr ivons 1e système suivant :

$-rôl[c]=€"- fcc*
d'où en recherchant  l ' inverse de L n -  f  ô ]

c. =tl- u'd]-'c" -[n-rôJ.u'c€*

€9 =€"



l ô

C'es t  t r ne  l o ' i de  I  oca l ' i sa t i  on  de

€= A€"-0-€*

Nous  ob tenons  un  f o rma l i sme  d ' i f f i c i l emen t  exp lo i t ab le  ma ' i s  i l

mène  cependan t  à  l a  conna ' i s sance  des  t enseu rs  l oca l ' i sa t i ons  ( concen t ra -

t i ons )  b t  pe rme t  de  déc r i r e  ( avec  1 ' app rox ima t i on  du  m i l i eu  g ranu la i r e )
' l a  

r épa r t i t i on  des  con t ra i n tes  e t  dé fo rma t i ons  à  l ' é che l l e  du  g ra i n  e t

auss i  de  dêdu i re  l e  compor temen t  mac roscop ique  de  l ' ê chan t i l l on '

C ,es t  auss ' i  ce  que  p roposen t  l es  mê thodes  Se l f -Cons i s ten tes .
Dans  un  p rem ' i e r  t emps ,  1a 'm i se  en  oeuv re  d ' un  schéma  Se l f -Cons ' i s t en t
nécess i  t e  I  a  r éso l  u t l  on  d ' un  p rob ' l ème  d ' i  n t e rac t ' i on  en t re  une  i  nc l  us ' i on

e t  une  ma t r i ce  ( ( 16  ) ) .  Nous  a l l ons  mon t re r  d ' abo rd  qu ' i 1  ex i s t e  un  l i en

en t re  ce  Sys tèn re  d ' équa t i ons  e t ' l e s  p rob lèmes  d ' i nc l us i on  d 'Eshe lby '

T

t
L
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6.3  Prob lème d ' Inc lus ' ion  ( f she tUy) :

6 .3 .1  Conséquence  de  la  fo rmu la t ' i on  ' i n tégra1e

En  tenan t  comp te  de  l ' e xp ress ion  du  t enseu r

(^ . j  =  t  
(Ggn,mi  *  G; ' , , , . r )

nous  dc r i vons  l a  f o rmu le  i n t ég ra le  6 .1 .7  su i van t :

€-n = el^ * t [Gi.,- * G;.rn] - [ô.'i*, €d -

on  ne  change  pas  1e  de rn ' i e r s  t e rme  en ' i n t r odu i san t
ané las t i que  a rb i t r a i r e  f , 'ma i s  supposée  un i f o rme .  En

r  . ^ ' l* i i td€dJ, d
I  a  dé fo rma t i on
e f f e t ,  pu i sque

pa r  dé r i va t i on :

[.',i*r tit], (. = o
on peu t  éc r i r e  success i vemen t  pou r  ce  t e rme :

t â;il.1€{*l - C,in, €bl,,

en  dé f i n i ssan t  I a  no ta t i on : c-co
e^- E*

L d,i*oQ h * eir) - c,;*r€h

[ôEn1 efu clï*eâî*],,

-^o 

Êa 1
+t i jd  cHJ, i  =

ô =

€ ^ =

Nous  ob tenons  a i ns i
su  i  van t  :

/^ / 'o
ê - ^  =  L ^ r .  t

é 'qu ' i va l en te  à  6 .1

t^o j '  1
t  - ' * r ;4eT!J

I  a forme

.-1
trnnij {

i  n tég ra l  e

[ â,s*o ei

s imp' l  e
ê  ) ,

c)e'-

1

f o rme  que  nous  d i sc ré t i sons  pou r  un  m i l  i eu  g ranu la i r e
tlt-uu,ntt 

-P ^o + '.1a r it ."1 -o /n116.3.'t €,.,. = €^" *â ,,*,.1 L 
c,r.*t €*t - C rj*t Ex0 J

Pour  un  m i l i eu  b i phasé  cons t i t ué  d ' une  i nc l us i on  (p  = I )  p l ongée  dans
une  ma t r i ce  (F=N)  on  ob t i en t  I ' e xp ress ion  de  l a  dè i f o rma t i on  t o ta l e
dans  l ' i n c l us i on :  r I

€* = €o * a'- [  ( f-c)e"-- co(€"- E") l

* r '"  [  (cn-. ' )  €nn - co ( €^*- e"))

C. t t *C tun t  jusqu ' i c i  a rb i t ra ' i res ,  i l  es t  j ud ic ' i eux  à  p rêsen t  de
cho is i r

Co= Ct et t t= €"

a f i n  d ' ob ten i r  I ' e xDress ion  o l us
de  6 .3 .1  en  posan t  

' f F {  
=0  s i  d  t

( qu i  peu t  se  dédu i re  d i r ec temen t

- c" ( a^. - €"'')]€t= €o + t ' ' . "L (c--
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Sou l i gnons  q r .  eodé r i gne  1a  dé fo rma t j on
( i nc l us i on  t  m .a t r i ce )  e t  se  décompose  en
et élast ique E- I  iée 

Lt.  l :?:er"ce 
de 1a

à : L  h

En décomposan t  en  pa r t i e

[n - r. ' -  (c'- cn)] €"*

Posons  P ,  un

(€ "  -

(  s i  I ' e x i s t ence  de  P  es t  dé l i ca te
at t  -À

€  =  E  ce  qu i  r ev i en t  à  p rend re
é tan t  j us t i f i é  pa r  l es  mé thodes
pa rag raphe  su  i  van t  )  .

t o ta l  e  mac roscop i  que  (L
une  pa r t ' i e  ané l  as t i  que  E

con t ra i n te  mac roscop ique  E

nous  ob tenons :

" Ie 
n. - €"".]

é las t i que  e t  anê las t i que ,

= Ët  -  
[e" ' -  E ' ]  -  f ' -c

t enseu r  d ' o rd re  4  t e l  que :

E") = ? (e"--  €" ' )

à  dé te rm ine r ,  on

P  éga ' l  au  tenseur
se l  f - cons  i  s t en tes

pou r ra  cho i s i r

un i t é ;  ce  cho ' i x
exa rn i  nées  au

S i  nous  annu lons  l a  con t ra ' i n t e  mac roscop ique  â  (  ma t r i ce  l i b re ) ,
l a  dé fo rma t i on  é l as t i que  g ' l oba le  d i spa ra i t  ma i s  i l  r es te  1e  champ
des  con t ra  i  n tes  i  n te rnes  :

F t  
"  c te ' " .

I  i é  à  
' l ' hé té rogéné i t é  

des  cons tan tes  é l as t i ques  e t  t he rm iques  de
I  '  i  nc l  us i on  e t  de  I  a  ma t r i ce .
Fo rme l  I  emen t ,  ce  champ  des  con t ra i  n tes  rés i due l  I  es  s ' exp r ime
su  i van t  :

"'- e"lI  r  - a . r  - a l .  r  - - . 1  .

6 3  ? i  c -  =  -  c -  L ' r -  l - -  (c ' -c " )  |  l?  +  r
v . J . L l  -  , J  L

't"][.

Sans  i ns i s t e r  a l o r s  su r  l è  commuta t i v i t é  des  p rodu i t s
des  t enseu rs  u t i l i sés ,  nous  nous  p roposons  à  p résen t  de  mon t re r
que  Eshe lby  ob t i en t  avec  une  app roche  d ' i f f é ren te  un  f o rma l i sme
ana logue . I ' l  cons idè re  pou r  ce la  une  i nc l us i on  e l l i p so ida le  p l ongée
dans  une  ma t6 i ce  l i b re  de  con t ra i n te  mac roscop ique ,  de  cons tan tes
é las t ' i ques  C ' I ; 61  e t  dé fo rmée  ané ' l as t ' i quemen t  €o

6 .3 .2  Fo rma l  i sme  d '  Eshe l  by :

0n  ca l cu le  l a  dé fo rma t i on  e t  l a  con t ra i n te ,  un i f o rmes ,
dans  une  i nc l us i on  e l l i p so ida le ,  dé fo rmée  ané las t i quemen t  e t  de
cons tan tes  é l as t i ques  Cq^ *h  Pou r  ce la ,  nous  cons idé rons  1e  p rob lème
équ i va len t :

-  nous  c réons  une  dé fo rma t i on  anê las t i que  f i c t i ve  (d i t e
équ i va len te )  dans  une  i nc l us ' i on  é l as t i quemen t  homogène
à  la  ma t r i ce  e t  p rovoquan t  l e  même champ de  con t ra in tes
e t  dé fo rma t ions  que  1e  p rob lème rée l .
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Probl  ème "  rée l  "

P rob lème  équ i va len t

E=O

o
E:O

o

oMa t r i ce  d ' é l as t i c i t é  C11
(non  dé fo rmée  ané l  as t ' i  quemen t  )

-  - -  I nc l  us i on  d '  é l as t i c i  t é  C r

,  Déformat ion anél  ast i  que,  dnt= €^t -  €nn

(on  a  t r ansposé  l a  dé fo rma t i on
ané las t i que  de  1a  ma t r i ce )

-  Ma t r i ce  d ' é l  as t i c i t é  CF

,  I nc l  us i on  d ' é l  as t i c i  t é  Ch

'  Dé fo rma t i on  ané las t i que  e ) .-1

Pour  I  e  p rob l  ème  rée l  ,  1  a  dé fo rma t i on  t o ta l  e  s ' éc r i  t :

€ -  t  € " t '  ë " t

l a  con t ra i n te  s ' éc r i t :

c.  = ct  e"-

Pour  l e  p rob lème  équ i va len t ,  1a  dé fo rma t i on  t o ta l e  s ' éc r i t
se l on  Eshe l  by :

€'= s€ l'c1

où  S  es t  l e  t enseu r  d 'Eshe lby  e t  € l l  r e ru i t  l a  dé fo rma t i on
anê las t i que  e f f ec t i vemen t  a t t e i n te  s i  l ' ' i n c l us i on  n ' é ta i t
pas  ce rnée  pa r  l a  ma t r i ce  (dé fo rma t i on  sans  con t ra i n te ) .

l a  con t ra i n te  s ' éc r i t :

f "  cn (€ ' -  .1,)
Nous  ne  conna i ssons  pas  1a  dé fo rma t ' i on  é l as t i que  du  p rob lème

rée1 ,  ma i s  nous  d j sposons  dans  l e  p rob lème  équ i va len t  du  cho i x  de
la  dé fo rma t i on  ané làs t i que  e j .  0n  cho i s i t  € t  pou r  ob ten i r  l e
même champ de  con t ra in te :  '

c. = ct  e"t  = c '  (  € '-  el . )
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La  cond i t i on  d ' éga1  i t é  du  champ  des  con t ra i n tes  en t ra îne  nécessa i -
r emen t  

' l ' éga1 i t é  
des  dé fo rma t i ons  t o ta l es  l o r squ 'e l l es  son t  supposées

con t i nues  su r  l a  f r on t i è re  de  I ' i n c l us i on .  En  e f f e t ,  pu i sque  ' l e s  
ma-

t r i ces  de  chaque  p rob lème  son t  de  même é las t i c i t é ,  on  ob t ' i en t  l a  même
dé fo rma t i on  t o ta l e  dans  l a  ma t r i ce  donc  auss i  dans  l ' i n c l us i on  comp te
tenu  de  I ' un i f o rm ' i t é  de  ce l l e - c ' i  dans  1e  g ra i n  e l l i p so ida l  ( r she luy ) .

Nous  éc r i vons  pa r  conséquen t :

€-= €" t*  ë^ = s€: '^-  J  \ 9 1

€ r A
en é l  im i  nant  e  e t  e  . , ,  ,  nous  ob tenons fo rmel  I  ement :

6  . 3 .3 I

i  - .= c'(s-,)[(c'-.)s * ." ]-t c' [ € 
^'- 

a"'J

Les  f o rmu les  donnan t  c t ( 6 .3 .2 )e t (o .g .g )  t ' une  dédu i t e  de  l a  f o rmu-
l a t i on  i n têg ra ' l e  du  p rob lème  pou r  un  m i l i eu  g ranu ra i r e  d i l ué  e t
I ' au t re ,  basée  su r  l e  r a i sonnemen t  d 'Eshe lby  pou r  une  i nc l us i on  e11 ip -
so ida le  p l ongée  dans  une  ma t r i ce  d ' é l as t i c i t é  un i f o rme  son t  équ i va -
l en tes .Pou r  s ' en  assu re r ,  r e t r ouvons  t ou t  d ' abo rd  l a  dé f i n ' i t i on  ou
tenseu r  d 'Eshe ' l by  S  en  cons idé ran t  un  m i l i eu  é l as t i quemen t  homogène :

-  ' l  ' équa t i on  6 .3 .2

h

dev ' i en t  avec  C  - o--=  -  a" [?* f l " tc

1 'équa t i on  6 .3 .3  dev ien t  éga lemen t :

c'= c' (s-s) (e"'- a"")

En  comparan t  ces  deux  équa t i ons ,  nous  dédu i sons :

S=
En  rappe lan t  que  P  es t  dé f i n i  pa r :

nous  re t r ouvons  I  a  dé f i  n i  t i on  du  t enseu r  d '  Eshe l  bV  (  (  15  )  )  :

5 = -  r" tc '
e t  ce , l o r sque  P  es t  l e  t enseu r  un i t é ,  c ' es t  à  d i r e  l o r sque

E'= C'

9e^  qq i  . gy i en t  à  cho i s i r  une  ma t r i ce  d ' ané las t i c i t é  €n téga ' l e  à  ce l l e
Ë , -  du  m i  I  i  eu  homogène  équ  i va l  en t  .  Les  mé thodes  se l  f - con i  j  s ten tes
ius t i f i en t  ce  cho i x ;  e l l es  peuven t  r ep rend re  a l o r s  l , opé ra t i on  de

( . ' - .n)J- ' [pn l - '

"] [ e.._ €.nJ
E

a

6-*" - c. [-û- r-' c"][e^i e"'J

,t -  p  -  f t t c '

(e'.- Ê)=1 (  € ' . -  . " )
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r é s o l  u t i  o n  d ' u n  p r o b l  è m e  d '  j  n t e r a c t i  o n

m a t r i c e  o u  b i e n  r e p r e n d r e  l e  f o r m a l i s m e

u t i  l ' i s a n t  I  e  t e n s e u r  d e  G r e e n
. I I  É

En  subs t i  t uan t  S  t  -  [ '  C

en t re  une  i nc l  us ' i on  e t  une
des  équa t i  ons  i  n t ég ra l  es

o--= c-  [ - r -

exp ress jon  de  6 .3 .3
n'' 

[.,.- cJ-.) r'T-' )
n' 

| , - (.'-.)r.'-J

de  I  ' i  n t e rac t i  on  en t re  une  " i  nc l  u -
l e  schéma  Se l f -Cons i s ten t ' impose

7 . . l . 1

|  .  |  . (

av ec

^ c c

où  C= ' '  i n t e r v i en t

cd€'*)

l a  l o i  de

z=.4tI

dans  6 .3 .2  e t  6 .3 .3  nous  ob tenons  deux  f o rmu les  en  e f f e t  ana logues :

exDress ion  de  6 .3 .2  (  on  remp i  u .e  I  CC*  r t t  c " )  pa r  (S - t )  )

, . t t  (  . ' -  . ' )  j  (  s  - r )  (€" ' -  €"")

(  [ ( c t - cn ts  *c t ] t  es t  remp lacé  pa r  c

f  H  r ^  . \c'= c" (s-uc c. (e":€,"")

7 )  LE  SCHEMA SELF-CONSISTENT (à  un  s i t e )

7  . 1  .  Ca rac tê r i  sa t i  on  (  (  I  6 )  )  :

Dans  l es  équa t i ons ' i n t ég ra les  p récéden tes ,  l e  t enseu r  d ' é l as -

t i c ' i t é  C? . , , . ,  es t  i n t r odu i t  de  t aço "n  f o rme l l e  en  t an t  que  pa r t i e  un i f o rme
.  t . t Â l

du  t enseù / "Ô ,  j o . 1  ( r  )  .  En  se  basan t  a l  o r s

.  d ,une  pa r t ,  su r  un  t r a ' i t emen t  s t a t i s t i que  de  l l ensemb le  des

g ra i  ns  i e  l ' '  échan t i  I  I  on  (  po l yc l i  s ta l  )  a f i  n  de  dédu i  re  un  vo -

l ume  reo résen ta t i f  e t

.  d ' au t re  Pa r t ,  su r  l ' é t ude
s ' i  on "  e t  une  "ma t r i  ce "  ;
l e  cho i  x

C,;H' . iAO

e t  s i gn i f i e  a i ns ' i  que  ( ( . l 6 ) )

. , Les . i n te rac t i onsen t reung ra . i npa r t i cu l i e re t t ous les

au t res ,  son t  ass im i tCes  à  ce l l e  en t re  i e  9 ra ' i n  cons ' i dé ré  e t  un  m i l i eu

homoqène  cons t i  i uê  d  '  un  ma tê r ' i  au  équ ' i  va l  en t  don t  I  e  compor temen t  es t

ce lu i  du  po l yc r i s t a l  p r i s  g ' l oba lemen t " '

Pa rconséquen t , onêc r i t pou rchaqueg ra in ' 1 ' exp ress ionde
la  dé fo rma t i on  t o ta l e  4  en  rep renan t  6 ' 2 ' ?

€F=e". Ë /n( i t .n-
4 = r

ëd = cd-C. l&

compor temen t  masc roscoP lque  :

og

tr - d'oel- J

dans
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Pour un échant i  I  I  on de N gra ' i  ns vér ' i f  i  ant  I  es hypothèses de
mac rohomogéné ' i t é  de  H i l l  ( dans  ce  ca i  E  =  <e? -  =  Eo ) ,  l e  sys tème  7 .1  . 2
cons t ' i t ue  N  équa t i ons  oùes  (o  =  I  à  N )  e t  çe f f  . on1  l es  t t t  i l  i n connues
( les  N  dé fo rma t ions  ané las t i ques  e  ôq  son t  données  pa r  1es  équa t ions  d 'é -
vo lu t i on ) .  0n  d ' i spose  ( c f  5 .1 .5 )  de  l a  N  +  I  ' i ème  équa t i on  en  éc r i van t
que  l a  dé fo rma t ion  macroscop ique  résu l te  de  l a  mo ,venne  des  dé fo rma t ions
de  chaque  g ra in  :

7.1 .3 {nun

La  réso lu t i on  dusys tème  non  l i néa i r e  a i ns i  dédu i t  n ' es t  pas
s imp l  e ,  I  es  équa t i  ons  7  .1  .2  e t  7 .  I  . 3  son t  coup ' l  éeso .On  ne  peu t  résoudre
1e  sys tème  I  i  néa ' i r e  7  . 1  . 2  € f l  e  o  sans  conna î t r e  CEr  I  d ' au tan t  p l  us  que
le  t enseu rÉoB- .dédu i t  du  t enseu r  de  Green  de  l ' é l as t i c i t é  dépend  ' imp1 i -

c i t emen t  de  Ce t t .

Nous  s imp l i f i ons  ce  sys tème en  supposan t  l . ' un i f o rm i té  &e  fnp
dédui t  du tenseur  G1, , - ; )  ce qui  ânnule les ioef f ic . ients fBc pour  o I  B,
e t  nous  ob tenons  pou r  chaque  g ra ' i n  1a . çon f i gu ra t i on  d ' une  ' i n c l us i on

p longée  dans  une  ma t r i ce  d ' é l as t ' i c i t é  Ce Î1 .  C 'es t  l e  cas  1e  p l us  s ' imp le
où  I  ' on  re jo ' i n t  I  e  p rob lème d ' ' i n te rac t i  on  de  I  a  ma t r i  ce  avec  une  i  nc l  u -
s ion  ( schéma Se l f -Cons ' i s ten t  à  I  s ' i t e ) .  0n  peu t  mon t re r  su r  des  cons idé -
rat ' ions s tat ' is t i  ques QUê,  pour  un mi  I  i  eu par f  a i  tement  désordonné,  ce
schéma  es t  exac t .  En  e f f e t ,  dans  ce  cas ,  l ' a ss im ' i l a t i on  des  i n te rac t i ons
mécan iques  en t re  chaque  g ra ' i n  e t  t ous  l es  au t res  à  ce l l es  en t re  ce  g ra in
e t  l a  ma t r i ce  du  m i l ' i eu  homogène  équ i va len t  ( ( 4 ) ) ,  es t  exac te .  Ma i s  i l
conv ien t  de  déve lopper  I  e  schéma Se l f  -Cons ' i s ten t  à  I  s i t e  dès  qu ' ' i 1  ap -
pa ra î t  pou r  l es  g ra ins  des  "pa r t ' i cu la r i t és  géograph iques "  de  vo ' i s i nage .
T ra ' i t e r  I  e  modè l  e  de  I  a  pa i  re  d '  ' i nc l  us ' i on '  pe rme t  a l  o rs  d 'é l  abo re r  I  e
schâna  p lus  p réc i s  à  deux  s ' i t es  (on  peu t  e f fec t i vemen t  généra ' l i se r  l e
schéma Se l f -Cons ' i s ten t  avec  une  fo rmu l  a t i on  à  N  s ' i t es ) .

rv
E=2

d-t
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Pou r foB  =  0 l o r sque  e  I  g  nous  rep renons  6 .2 . x

en  subs t i t uan t  , uo  pu t ^  oo ,

et  en notant  :

7 .1 .4

7 .1 .5

€{= (t-rt{ô.f 'E - ( l-r 'ne*) ' ,  Tanc(ta

Ad = çr - rnn fl;- ' = (4- rln (.o- .4) f 
'

J --  ( t  -  rn*e")- ' rntct { '

nous  ob tenons  l a  l o i  de  l oca l i sa t i on  :

7.1 .6 €* '  d t -  *aê

Nous  jo ignons  à  ces  N  équa t ions  donnan t  . o  en  fonc t ' i on  de
Ce ï t ,  1  ' équa t i on  supp ' l émen ta ' i r e  :

ry {{
E=El 'e  

'  
(qu ' i  t radu i t :E=<t>)  .

c( '  I  D

Cherchons  t ou t  d ' abo rd  l e  t enseu r  e f f ec t i f  d ' é l as t ' i c i t é
çe t f .  I l  dépend  de  l a  r i g i d i t é  é l as t i que  du  ma té r i au  e t  i l  su f f i t  ( c f
pa rag raphe  5 .3 .  )  de  cons ' i dé re r  1e  p rob lème i so the rme  0  =  0 .

En  annu lan t  e  dans  l a  l o i  de  l oca l i sa t ' i on  . o  =  pP  E  -  aoe  e t
en  subs t ' i t uan t  a lo rs  ec  dans  :

I  n {  - ' (E =È,d e

nous  ob tenons  l ' équa t i on  :

Ë f,f=t
où  les  Ao  son t  donnés  pa r  7 . . l . 4  e t  dépenden t  6s  çe f f .

Nous  ob tenons  a ins ' i  une  équa t ion  imp ' l i c ' i t e  en  çe f f .

Conna issan t  a lo rs  Ce f f  no rs  dédu ' i sons  chaque  tenseur  concen-
t r a t i on  Ao  e t  ao  (de  7 . . l . 4  e t  7 .1 .5 )  e t  en  rappe lan t  que  l es  t enseu rs
ef fect i fs  ôo

vér i f ien t  :  (3 -n  =  <(3A>

c,esràdire ô4 = îdl*+n\_  - . ( :  I  I

nous  pouvons donc  auss i  connaî t re  ue f f .
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Les  ca l cu l s  ne  son t  pass imp ' l es .  B .  Bud iansky  ( ( . | 7 ) )  pa r  exemp le  donne
les  résu l t a t s  pou r  des  g ra i ns ' i so t ropes  t and i s  que  l ' é t ude  de  Ze l l e r  e t
Dédé r i chs  ( ( . | 3 ) )  pa r  l a  mé thodq -de  subs t i t u t i ons  success ' i ves  (L .S .D . )
proposent  un dévelbppement  69 çef f .

8)  rquer roNs  L .s .D  ( (13) )

Nous  cons idé rons  1e  p rob lème  i so the rme  (e  =  0 )  e t  dé f i n i ssons
I  e  tenseur  concen t ra t i  on  A  re l ' i an t  I  a  dé f  o rma t ' i on  macroscop i  que  e t  I  a
déformat i  on I  ocal  e

e = A <€>

L '  i  n tég ra t ' i on  des  équa t i  ons  I  oca l  es ,  t radu i  san t  I  ' équ ' i  1  i  b re

d ' i v  o  =  0

e t  l a  l o i  de  compor temen t

8 .? 6= Ce

condu i sen t  à  1 ' équa t i on  i n tég ra ' l e

o

8'3 e, ' ,n t^)= et ' "  *

( I l  su f f i t  de  rep rend re  l e  ra i sonnemen t  du  pa rag raphe  6  des  équa t ions
in tég ra les  en  annu lan t ' l a  pa r t i e  ané las t i que  des  dé fo r ^ma t i ons ;8 .3  es t
dédu i t e  de  6 .1 .8 )

L ' i n t ég ra le  de  convo lu t ' i on  s ' éc r i t  à  I ' a ' i de  du  f o rma l i sme
L .S .D .  ( ( . | 3 )  ) ,  ( L ' i ppman ,  Schw inge r ,  Dyson )  su ' i van t

8 .4 e,,.n = €in t t^i e,5u €rt

Symbof iquement  nous  avons  remplacé 1e  produ i t  de  convo lu t ion
*  par  le  p rodu i t  mu l t ' i p l i ca t i f .  Dans  cer ta ins  ca lcu ls  fo rme ls ,  nous  ap-
p l iquerons  l i t t é ra lement  1a  règ ' le  de  mu l t ip l i ca t ion  dans  l ' anneau  (non
commuta t i f )  dé f in i  par  1e  produ i t  de  convo lu t ion .

{ *",, h- " ) [ ii tt ('i / €11 (''l' t'u'



L'  équat i  on ' i  n tégra1e
I  oca l  i  sa t i  on  :

< T

précéden te  s ' éc r i t  en sub st ' i  tuant  e  pâF

En  passan t

e t  nous  é l im inons  l a

Si  nous ' imposons I  e  cho ' ix  C"

en '  rappel  ant  que Cef f  =  <CA>

on  ob t i en t  l e  même schéma de  réso lu t i on
den t  (mé thodes  Se l f -Cons is ten tes ) .  Pou r

€--€o +f  ôAce>

A<€)=€orf lÛA<€>

à  la  va leu r  moyenne  de  8 .5  nous  ob tenons  :

<€>= €o r <rôl><€>

par t i e  un i fo rme  eo  pa r  sous t rac t i on  :

A<€>-<€> = iôA<e >-<rën><e>

-  6e f f

l a  l o i  de

8 .5

ou auss i

on  dédu i t

e t  de

< dn) =o
A= 1a-rd){

c4= <cA>

Pour  des  g ra i ns  de  même ta ' i l l e ,  Ze l l e r  e t  Déde r i chs  cons idè -
ren t  d  un i fo rme .

En factor i  sant  l '  e t  <e>

0 -a)<€> = r[ dn - çôn>] <e>

" s imp f  i f i an t "  pâ r  ae l  ,  nous  ob tenons  1 'équa t ' i on  où  A  es t  l  ' ' i n -

connue  e t  où  [ '  dépend  du  tenseur  de  Green  de  l ' é1ps t ' i c ' i t é  pou r  l es  com-
posan tes  C i j t  t  un i f o rmes  a rb i t ra i remen t  cho is ies  ( t  =  C  -  C" )

A-t = r'tôn-<ânr]

exposé dans le  paragraphe précé-
ce  cho ' i x  :

on  ob t i en t  l ' équa t i on  imp l i c i t e  en  Ce f f  :

c4f= (c(r_rd).,>

^E î  I l  es t ,  cependan t  poss ' i b l  e  (  ( l  3 )  )  d ' ob ten i  r  une  f  o rme  exp ' l  ' i c i  t e
de  Cer Ï  pa r  f  i n te rméd ia i re  de  l a  "T  ma t r i ce "  re l ' i an t  pa r  dé f i n i t i on  l a
déformat ' io f i  e  à 1a par t ie  un i forme eo :
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6 - -  €"+ f  T€o ( en  symbo l i sme  L .S .D )

Subs t j tuan t  e  dans  8 .4 ,  on  dédu ' i t  success ' i vement ;
8 .4  s 'éc r i t  :

€ = €ot  f  ie

d,où €"*  l tT€"  = 6"  t  rd t€o+ lT€J

T= ân drrd  ' où

a i  ns i

tu

et  symbol iquement  '  T  - -  - -q
4-rt i

Reprenant  I  a  déf  i  n ' i t i  on de T,  du tenseur  concentrat ' ion A et' l ' équa t i on  
i n tég ra1e  en  e  (8 .4 ) ,  nous  ob tenons  pa r  passage  à  l a  va leu r

moyenne (avec 1 ihypothèse,  t {  un i forme)

€" r  t .cr)€o = e" t  t  <cA><€>

mais <îA>= <cA> -c"<A>

rappe lons  que (  A)  =  t

et <cA> = c+t

<âA) = co{-c '= â4

en subs t i tuan t  . tRr ,  on  ob t ien t  en  é l im inan t  eo  e t  en  "s imp l i f i an t "
par f l :

(r> €"

subs t i t uons  <e>  pôF
(€)=€"+ f l<r>€"

nous dédu' i  sons 1 '  équat i  on i  n tégra1e :

( r>€"= [ . { - . ' ] [€"  t  f  <r>€"]

c ' es t  à  d i r e

.q - .o  -  <1 >
8 . 7  

r -  - L

4+ t '<T>
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Ncus  cho is i ssons  Co  comme la  va leu r  moyenne  vo lum ique  du  ten -
seu r  d ' é l  as t ' i c ' i t é  C

Co=  ( c )

Pour  un m' i  I  i  eu mi  crohétérogène,  I  e  terme ë est  pet ' i t  e t  ass ' i  -
m ' i l ab l e  à  I { r  t e rme  de  pe r t u rba t i on .0n  peu t  ob ten i r  une  so lu t i on  app ro -
chée  de  Cê1 Î  sous  l a  f o rme  d^ 'un  déve loppemen t  l ' im i tê  en  sé r ie  des  "pu i s -
sances "  de  1 ' hé té rogéné i t é  t  pa r  subs t i t u t . i ons  success i ves  dans  1 ' équa -
t  i  on  ' i  n têg r  a1  e  8 .7  :

q.9l
cr= <c> + 1T7

4 1 t { < T )

ma'i s de 8. 6 , en mo5le nnant :

(T )  =

c  ' es t  à  d ' i r e

4-Ê-7
4- Î t  c

<r> = < ë (e"f i+ r lnâ.t  r l rCnin.. .))

(nous  app l  i quons
1 '  approx' imat ' ion

D 'où  :

en  f a i t  I  a

e t  à  I ' o rd re  4  en  C  ( ( . | 3 ) )

o19
C%. (c)+ < i fd>

+ <dr âr ' ind)

r èg ' l e ,  pou r  un  p rodu i t  mu l t i p f  i ca t i f  de

. ?

4  +  € '  +6 ' ' t €  t "  
pou r  e  pe t ' i t )

< c> + <dri*irdri*.. '>
A+ f  <  i (a+Fi+n i r l+" ' ) )

<irerd>
<er'e>r,<âfe)r.. .

4-e

-rflo
L

+
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9 )  PR INCIPES D 'ENERGIT  (  (  I  O )  )

D 'au t res  mé thodes ,  don t  nous  ' i nd i quons  l ' e ssen t i e l  du  ra i son -
nemen t ,  u t i l ' i sen t  l es  p r i nc i pes  d ' ex t remums  de  l ' é l as t i c i t é  e t  é tab l ' i s -
sen t  un  encadremen t  des  va leu rs  des  coe f f i c ' i en ts  e f fec t i f s .  E l l es  son t
d i t es  mé thoCes  d 'éne rg ie  e t  e l l es  pe rme t ten t  d 'éc r i re ,  pou r  un  p rob lème
aux l ' imi tes données (dépl  acement  E o et  contra ' in te oo imposés sur  I  a
f  ront ière )  ,  un encadrement  de I  '  énerg i  e  thermoé]  ast ' ique potent i  e1 1 e
Un et  compl  émenta i  re  t l  du s .ystème.  L '  encadrement  a i  ns i  déf  i  n i  permet
dË  dédu i re  une  bo rne  supêr ieu re  e t  une  bo rne  i n fé r i eu re  des  coe f f i c i en ts
ef fect i  fs  .

0n  dé f i n i t  UO e t  U .  pa r  :

9. . |  Ue= u;mj dr - /ulrqJ']
f t . f

4 |  lVdv -  /  6 '
VL)v ' - '  ,so ' .

9.2 u. ---+ llrn Jv +lti "i ui d^]

es t  I  ' éne rg i  e  I  i b re  vo l  um ique  de
est  I  '  énerg ' i  e  I  i  bre vo l  umi  que de
es t  

' l a  
pa r t i e  de  l a  f r on t i è re  S

t ra in tes  son t  imposées .
es t  1a  pa r t ' i e  de  l a  f r on t i è re  S
cements sont imposés
sont  les  composantes  des  fo rces  vo lumiques .

So i t  a lo rs  l e  p rob lème en  con t ra in te  dé f i n ' i  pa r

S=S
o 0

don t  l es  éne rg ies  the rmoé las t i ques  son t  no tées  ,  U ; '  e t

En  u t i I i san t  1es  p r i nc i pes  va r i a t i onne l s  de  I
dêdu' isons I  'encadrement  :

- î: (-u:

es t  1 'éne rg ie  the rmoé las t i que  comp lémen ta i re  ca l cu lée  pou r  un
champ de  con t i a in te  admiss ib le  o i5 .

es t  l ' éne rg ie  the rmoé las t i que  po ten t i e l l e  ca l cu lêe  pou r  un  cnamp
de dép'l  acement admi ssi b' le ei 5 .

oùU
G
so

su
r .r ' l

He lmho l  t z
G i  bbs
du  so l  i  de  su r  I  aque l  I  e  I  es  con -

du  so l i de  su r  l aque l l e  l es  dép1a -

(on ' impose I  a  contra ' in te oo sur  I  a  sur f  ace
du sol  ' ide )

t t o ow c

' é las t i c i té ,  nous

9 .3
't' 

€

<U?

où U;

où U[
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tn  sub  s t i  t . uan t  I  es  te rmes  de  9 .3  pa r  I  eu rs  exp ress ' i ons  en
fonc t i on  des  tenseurs  é ' l as t i ques ,  t he rm iques  e t  des  champs  de  con t ra in -
t es  e t  dé fo rma t i ons ,  on  démon t re  l e  r ésu l t a t  ( c f  ( ( . l 0 ) ) ,  ( ( . l 7 ) )  pou r
p lus  de  dé ta i l s  e t  de  r i gueu r )  pe rme t tan t  de  dédu i re  l es  bo rnes  des  mo-
du les  e f fec t i f s  ê las t ' i ques  ou  the rm iques .

s.4 - 
i I"[* b;;$ {;arù*/,i% o *t

' l  
es équat i  ons

b'B =

loJlv

:
I  ^ ' ( .  o 1 - d
ZIÀb=

o ( = t  I {t', À'"'Ct * {qdo d')

c 'es t  à  d i  re  {n '  
Un '

{4 = l 
t" 

*'B(") * {Q) d(4 B(')

(B)= 4l

* 1t"C')= 4

d 'é l  ' im i  ne r  B ( ' )  e t  86
d 'un  ma té r i  au  b i  phasé ,

< -t lilnr',ii - 'r,i-roo -à x#o'

, î1 [ t .u*l €,j €At- Ê;€q€ t[o'J sv-sile ;dv

Ces  mé thodes  basées  su r  l es  p r i nc ' i pes  va ra t i onne l s  de  l ' é l as -
t i  c i  t é  ne  pe rme t ten t  pas  de  dédu ' i r e  I  es  tenseurs  concen t ra t ' i ons  ma i  s
e l l es  appo r ten t  un  comp lémen t  d ' i n f o rma t i ons  t r ès  u t ' i l e  aux  résu l t a t s
approchés  f  ou rn i  s  pa r  I  es  mé thodes  Se l f  -Cons ' i s ten tes .  L 'emp l  o i  s ' imu l  t ané
de  te l  I  es  mê thodes  es t  ' i n té ressan t .

IO)  MIL IEU BIPHASE

S'i , po ur
tenseurs  e f fec t i f s

un  m' i l  i  eu  b ' iphasé,  nous  reprenons 1  'express i  on  des
(5 .3 .10)  e t  (5 .3 .11)  :

l.'H = < Àg>
{fl , 4 .rÈ)

et

nous  ob tenons

et

en  rappe lan t  que

nous ob tenons t ro ' i s  équat ' ions .  I l  es t  poss ib le
e t  c 'es t  l a  par t i cu la r j l é  o f fe r te  dqn ! .Je  cas

af  in  de  dédu i re  a ins ' i  oê1 t  conna issant  ber r .
en  no tan t  P  I  ' i nverse  de  f  Ë" ' -  ) t " t l

on  ob t i en t  (  ( . l 0 )  )

{.?f = fc,^,_ n,ul r[ l4- À,',] r {'')
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De ce t te  fo rmu le  généra ' l e ,  on  peu t  en  pa r t i cu l i e r  (Chr i s ten -
sen ,  10 )  dédu i re  

' l ' e xp ress ion  
de  l a  d ' i l a t a t i on  t he rm ique  e f f ec t i ve  pou r

un  so l i de  macroscop ' i quemen t  i so t rope  cons t i t ué  de  deux  phases  i so t ro -
pes .  0n  a ,  avec  des  g randeurs  sca la i res  :

{"?t = [ ft" '  nn'n 
{tunte)l * [*tu-<t')]

J 
[rn"t- z*u]

où  K  dés ' i gne  1e  modu le  de  compress ib ' i l i t é .

Lio-#'-Ë,1

1 I )  HOF1OGENEISAT ION DES MIL IEUX PERIODIQUES

Dans  les  chap î t res  p récêden ts ,  l es  mé thodes  u t ' i l ' i sées  ra i son -
nen t  en  te rmes  de  concen t ra t ' i ons  de  phases  e t  de  fa i t ,  ne  t i ennen t  pas
comp te ,  en  p rem iè re  app roche  (a  un  s i t e ) ,  de  l a  pos i t ' i on  des  g ra ' i ns .
E l l es  s ' adap ten t  à  des  m i l i eux  don t  l es  ' i n c l us ' i ons  de  même ta i l l e  son t
répa r t ' i es  a léa to i remen t .  0n  dédu i t  a lo rs  l e  m i l ' i eu  homogène  équ ' i va len t
pa r  l a  mé thode  des  va leu rs  moyennes  ou  l a  mé thode  va r ia t i onne l l e  (é ta -
b l i ssemen t  des  bo rnes )  en  cho ' i s i ssan t  un  vo lume rep résen ta t i f  ( au  sens
stat ' i  s t ' ique )  du mi  I  ' ieu.

Ces méthodes sont  mo' ins fondées pour  des textures morphol  og ' i  -
ques  te l  I  es  que  1  es  m i  I ' i  eux  pé r i  od i  ques  ou  quas i  -pé r i  od i  ques  .  Pou r  ces
m i l ' i eux ,  l e  vo lume  rep résen ta t i f  se  rédu i t  à  l a  ce l l u l e  é l émen ta ' i r e
( ce l l e  qu i  pa r  j ux tapos i t i ons  success i ves  engend re  l e  m i l i eu ) .  Un  a rgu -
men t  ma théma t i que ,  t r ès  u t i l e ,  cons ' i s t e  à  s ' i n t é resse r  à  deux  éche l l es
géograph iques  p ropo r t i onne l l es  x  e t  y .  P réc i sons  l  ' ' i n té rê t  de  ces  deux
éche  I  I  es .

Un  fac teu r  dé te rm ' i nan t  dans  l e  cho ix  d 'une  mé thode  de  modè l i -
sa t i on  es t  l a  t a i l l e  de  l a  ce l l u l e  hé té rogène  (g ra i n )  pa r  r appo r t  à  l a
matr i  ce de vo l  ume ' imposé f  ixe.  Pour  des gra ' i  ns de grandes ta ' i  I  I  es,  I  e
nombre  d ' i nc l us i ons  es t  r édu ' i t  e t  une  é tude  d i r ec te  es t  poss ib l e .0n  s i -
gn i f i e  pa r  é tude  d ' i r ec te ,  l a  poss ib i l ' i t é  de  d i sc ré t ' i se r  l e  m i l i eu  en
p lus ieu rs  sous  doma ' i nes  e t  de  l e  modè l ' i se r ,  ana ly t i quemen t  ou  numér ique -
men t ,  en  tenan t  compte  des  cond ' i t ' i ons  de  l i a i sons  tou t  en  man ipu lan t  un
nombre  ra i sonnab le  d ' ' i n connues .  Pa r  con t re ,  pou r  de  pe t i t es  t a i l l e s ,  l a
d i  sc ré t i  sa t ' i on  du  m i  I ' i eu  e t  f  as t i  d i  euse .

D 'où  l ' i n t é rê t  de  l a  mé thode  d ' homogéné ' i sa t i on  des  m i l i eux  pé -
r i od iques  u t ' i l i san t  ( t héo r i e  des  pe r t u rba t i ons  ( ( . | 8 ) ) )  un  "a r t i f i ce "
ma thémat ique  :  ' i l  s l ag i t  de  me t t re  en  év idence  l es  deux  " t ra i t s  de  ca -
rac tè re "  du  ma té r ' i au ,  à  savo iF ,  d 'une  pa r t  1e  compor temen t  mac roscop ique
e t  d 'au t re  pa r t  son  compor temen t  m ' i c roscop ique .  Pour  ce la ,  on  fa i t  appa -
ra î t r e  dans  l es  équa t i ons  l oca les  de  l a  t he rmoé las t i c i t é  :

-  d ' une  pa r t  1a  va r i ab le  x ,  d i t e  êche l l e  mac roscop ique ,  don t  l e  r ô l e  es t
de  repé re r  1a  pos i t i on  d ' une  ce l l u l e  dans  l a  ma t r i ce  pa r  r appo r t  à  t ou -
tes  I  es  au t res .

-  e t  d ' au t re  pa r t  I a  va r iab le  y ,  d i t e  êche l Ie  m ' i c roscop ique ,  a f fec tée
à  l a  ce l l u l e  é l êmen ta i r e  don t  l e  ca rac tè re  l oca l  l a  des t i ne  à  recue i l l ' i r
l es  i n fo rma t ions  d 'o rd re  m ic roscop iques  ( con t r i bu t i ons  de  l a  m ic ros t ruc -
t u re ) .
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Déta i I I ons  e t  pa r  I à  même,  nous  c ' i t ons  une  vap ian te  de  Ia
mé thode  d ' homogéné i sa t i on .  Les  l o i s  l oca les  s ' éc r i ven t  ( ( 3 ) )  :

6 - ô - ô A A
comportement , q; (r, t) : c i rl (* ) €U (t, t) - Êli r*)Oi", t;

Èol 
-ïpi 1p 

-rf be-= o-LI
ù* i -

évo lu t ion :

équ i l ib re  ( tenant  compte  des  e f fe ts
vo lumiques) .

A  ô 1 A
{ i ;  - -  €  bu

çs
L ' i nd i ce  a  t émo igne  de  l a

de  réduc t i on  d ' une  éche l l e  à  l ' au t re  :

d ' i ne r t i es  e t  annu lan t  l es  f o r ces

ta i l l e  du  g ra i n ,  c ' es t  1e  rappo r t

x' :  ÂT

Les  coe f f i c i en t s  son t  dé f i n i s  pa r , ' i n s i s t an t  a ' i ns i  su r  l a  va -
r i ab le  m ic roscop ique  y  :

cip = C.su(f) Pi = t3,i (;) e tc .  .  .

a  ê tan t  un  pe t i t  pa ramèt re ,  nous  gxp lo i t ons  l es  techn iques  des
méthodes  de  pe r tu rba t i ons  e t  nous  cons idè rons  que  l es  va r iab les  x  e t  y
son t  i ndépendan tes  :  on  suppose  que  1es  champs  des  con t ra ' i n tes ,  des  dé -
fo rma t ions  e t  des  tempéra tu res  s ' éc r i ven t  sous  l a  f o rme  des  dêve loppe-
ments asymptot iques

A  ,  .  r  ,  t  
2  ,  r \

11, '1*, t )  - -  uo(x, t )  t  Au.r(-r l , t )  + A q(z ' r5t)+ " '
z . À ,e ( *z t )  - -  oo ( * rg , [ )  t  ABn( r ,g r ! )  +  a tQ ( * rg r t ) * . .  .

cÀ (r ,b)  = qÀ (ry,b) t  À% (^,b,b) *  À1 %k,5, t )*  "  '

0n  subs t ' i tue  ces  équat ions  dans  les  lo is  loca les  précédentes
en prenant garde de transformer les dér ' ivabions

À b  + l -L
d"; ùt ;  o f$i

En ra ison de  I ' i ndépendance des  var iab les  x  e t  y .

I l  res te ,  se lon  le  schéma c lass ique des  méthodes de  per tu rba-
t ions ,  à  ident i f ie r  su ivant  1es  pu issances  success ives  de  A ob tenant
a ins i  une  sér ie  d 'équa t ions  aux  dér i vées  par t ie l l es  su r  lês  uo ,  u t , . . l
0 o r  0 r r . . .  i  o o r  o r r . . . .
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Ces  éoua t ' i ons  son t  cons ' i dé rées  comme f  o rmu l  a t i ons  fo r tes  de
p rob lèmes  va r i  a t i onne l  s  e t  son t  remp l  acées  pa r  I  eu rs  fo rmu l  a t i  ons  fa i  -

b l es .  Non  spéc ' i a l ' i s t e ,  j ' ' i n v i t e  l e  l ec teu r  à  se  ré fé re r  aux  ouv rages  de
Sanchez -Pa lenc i  a  (  ( l  9 )  ) ,  Suque t  (  ( 20 )  ) ,  F ranc fo r t  (  ( 3 )  )  .

Pou r  r ésoud re  l a  sé r ' i e  des  équa t i ons  aux  dé r i vées  pa r t i e l l es ,
nous  subs t i t uons  aux  cond ' i t i ons  aux  I  im i t es  une  cond i t i on  de  pé r i od ' i c ' i t é
en  y  su r  l es  f onc t i ons  uo ,  u r . . . :  o0 ,  o r . . . . i  0o r  0 r , . ' . , .  Ce t t e  cond i -
t i on  de  pé r i od ' i c ' i t é  peu t  se  j us t i f i e r  en  remarquan t  qu ' e11e  t r adu i t  l e
f a i t  assez  i n tu i t i f  que :

-  I  es  f  onc t i  ons  en  deux  po i  n t s  homo l  ogues  pa r  y  pé r i  od ' i c ' i t é ,  sépa rés  de
que lques  ce l l u l es  son t  p resque  éga1es .  ( p rox ' im i t é  e t  s ' im i l i t ude  m ' i c ros -
cop ique )

-  l es  f onc t i ons  en  deux  po in t s  de  l a  même  ce l l u l e  ma i s  non  homo logues
pa r  y  pé r i od i c i t é  peuven t  ê t r e  d i f f é ren tes  ( r ap id i t é  des  va r i a t i ons  m i -
c roscop i  ques  )

-  I  es  fonc t ' i ons  en  deux  po i  n t s  même homo l  ogues  ma i  s  é1  o ignés  dans
I  ' éche l  l e  mac roscop ique  son t  d ' i f  f é ren tes  ( va r i a t ' i ons  sens ib l es  su r  une
grande  éche l  I  e )  .

Pou r  l a  mé thode  d ' homogénê i sa t i on ,  1e  compor temen t  du  m i l ' i eu
homogène  équ ' i va l en t  es t  donnê  pa r  1a  l im i t e  des  champs  oÂ ,04  e t  u^  l o r s -
que  ̂  t end  ve rs  zé ro :  i l  es t  na tu re l  en  e f f e t ,  pou r  une  m ic ros t ruc tu re ,
oue  l a  so lu t ' i on  l im i t e  t r ouvée  (e l l e  ex ' i s t e  e t  es t  un ique )  co r responde
au  M .H .E .

Remarquons  que  l es  t ravaux  des  au teu rs  c ' i t és  ne  se  can tonnen t
pas  à  1 ' aspec t  s t a t i que  ma ' i s  conv ' i ennen t  auss i  à  l a  t he rmoê las t ' i c i t é  l i -
néa ' i r e  coup lée  dynam ' i que .  Le  ma té r i au  hé té rogène  soum is  à  des  cond i t i ons
de  f r on t i è res  pa r  exemp le  de  t ype  D ' i r i ch l e t  (  ( 3 )  )  es t  app rox imé ,  v i a
homogéné i sa t ' i on r  pâF  l e  M .H .E .  mun ' i  des  mêmes  cond i t ' i ons  de  f r on t i è res .

A ins ' i ,  1 ' homogénê i sa t i on  t i en t  comp te  du  coup lage  t he rmoé las -
t ' i que  e t  peu t  me t t re  en  év ' i dence  I  ' e f f e t  anê l  as t ' i que  engend- ré  pa r  t rne
d ' i f f é rence  de  tempéra tu re  en t re  I  ' ex té r ' i eu r  e t  I  ' i n té r i eu r  du  ma té r iau .
I l  s ' ag ' i t  1à  du  coup lage  l i é  aux  cond i t i ons  de  f r on t i è res  e t  donc  de
na tu re  macroscop ' i  que  .

I l  es t  à  no te r ,  au  cou rs  de  l a  r eche rche  des  t enseu rs  concen t ra -
t i ons  ($5 .3 )  e t  à  l ' o rd re  des  déve loppemen ts  emp ' l oyês ,  9u ' i l  f au t
p rend re  ga rde  à  1 ' aspec t  m i c roscop ique  de  l a  d i ss i pa t ' i on  t he rmoé las -
t i que  I  i ée  aux  g rad ien t s  i n t e rnes  de  t empéra tu re  a f i n ,  en
fa i t ,  de  ne  pas  masque r  ceux -c i  pa r  1e  p rocessus  même d ' homogéné i -
sa t i on .  Cependan t ,  I ' homogéné i sa t i on  modé l  i se  l a  d i ss i pa t ' i on  i n te rne
pou r  des  m j l i eux  v ' i s coé las t i ques .  0n  peu t  env i sage r ,  comme 

' l  ' i nd i que

Zene r  ( ( 21 ) )pa r  une  mé thode  de  sépa ra t i on  des  va r i ab les  ( t emps  e t
espace  )  d ' é l im ine r  1 ' aspec t  pos i t i on  des  g rad ien t s  de  t empéra tu re
e t  de  dédu i re  une  f onc t ' i onne l l e  en  t emps  ana logue  à  l a  f onc t i onne l l e
d ' un  m i l i eu  v ' i s coé las t ' i que  e t  de  l à ,  d ' u t i l i se r  l es  r ésu l t a t s  de  l a
mé thode  d '  homogéné i  sa t i on .



C H  A  P  I  T  R  E  I I

EFFET DISSIPATIF

ET

EFFET VISCOELASTIQUE

Nous  abo rdons  à  p résen t  1a  pa r t i e  de
la  t he rmoê las t i c ' i t é  l i ée  à  l ' a spec t

évol  u t ' ion de I  a  conduct i  on de I  a  chal  eur .
I  I  s  '  ag ' i  t  de I  a  thermoél  ast i  c ' i té  t rans i  to i  re .
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Nous  rep renons  1 ' équa t i on  4 . . | 8  de  l a  conduc t i on  de  l a  cha leu r

r.r r!ffo= r&t9,l,t-rÉi;d,i

en rappe lan t  que

o est  I  'écart  de température par rapport  à 1 a température
de référence T

e . .  l a  dé fo rmat ion
1 J

8 . , . ,  l e  t enseur  de  d i l a ta t i on  the rm ique  qu i  appara î t  dans  ce t te' J  équa t i on  comme le  coe f f i c i en t  de  coup lage  en t re  O  e t6 ' - .

k . .  l e  t enseur  de  conduc t i on  the rm ' i que
1 J

Toh la  cha leur  spéc i f ique  à  dé format ion  cons tan te .

Nous nous proposons de transformer cet te équat ion aux dér ' ivées
part i  e l  I  es de type parabo' l i  que en une équat i  on ' intégra1e. La procédure
employée s 'app l ique pour  1es  équat ions  de  la  fo rme :

1 .2 3e) d= f&,iO,,J,; +l- l(*,t)

Nous notons donc E,*) = E $i*;

et nous remplaçons le terme de coup' lage thermomécanique

-  ToB i j . i j  pa r  le  te rme H(x , t ) .

Nous nous  in tê ressons  a ins i  â  1 'aspec t  thermoc iné t ique de  1 'é -
qua t ' i on  de  la  conduc t ion  de  la  cha leur  1 .2  où  H(x , t )  dés igne  un  te rme
source  (  (22 )  ) .

I )  FORME iNTEGRALE DE L'EQUATION DE LA CHALEUR

Plu tô t  que d ' in t rodu i re  imméd ' ia tement  (comme nous I 'avons  fa i t
dans  le  chapî t re  I  pour  1es  équat ions  aux  dér ivées  par t ie l les  de  l 'é las-
t i c i té )  la  fo rme de 1 'équat ion  in tégra1e cherchêe,  nous  présentons  un
p lan  de  ca ' l cu ls ,  cer tes  a r t i f i c ie l ,  ma is  qu i  permet  de  comprendre  e t  de
jus t i f ie r  la  no t ' ion  e t  l ' emp ' lo i  de  la  so lu t ion  é lémenta i re  de  la  cha leur .
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Nous décomposons tou t  d 'abord  la  cha leur  spéc ' i f ique  C(x)  e t
le  tenseur  conduct iv i té  k  i5 (x )  en  une par t ie  un i fo rme e t  une par t ' ie
f l  uctuante :

€t*)= E"* dt*)1.3

ts'+ =1 E h; I U[Y1-,t1*',t '\*J bæi àe5 
'

1.6 Y(*,Ël".f t ') = o

(  I  '  i  ns tan t  d 'observa t i  on  es t  pos tér i  eur
cha leur .  La  par t ie  x , t  s i tue  le  l i eu  e t
1a  par t ' i ê  X ' ,  t '  s i tue  la  cause) .

r i  E . tb'

à  la  na ' i ssance  de  l a  sou rce  de
I  a  da te  d '  obse rva t i  on  tand i  s  que

Nous nous  proposons d 'examinerf  i n t ég ra le  J ( x , t )  a ' i ns i  dé f i -
n i e  :

1 .7

t

I 1*, r I jJ [n", *,.it )]Iàt r o (d t'l - o (";r)],.[& ;; 
fYt",trr: 

t' l]] r v!!'

Dans une Première  é taPe,  PUisque o
de  la  cha leur  1 .2  e t  pu isque  v  es t  so lu t ' i on
du i t  de  

. | .2 ,  . | .3  
e t  

. l . 5  
:

es t  so lu t i on  de  l ' équa t i on
é lémen ta i re  de  

. | . 5 ,  
on  dé -

&;;(*) -- eii * h.11*1

Pour  l e  m i l i eu  an i so t rope  homogène  dé f i n i  pa r  1es  pa r t i es  un i -
f  ormes précédentes,  nous i  nd ' iquons I  a  so l  u t i  on é l  émenta ' i re  de 1 '  opéra-
t eu r  de  l a  cha leu r .  c ' es t  l a  t empé ra tu re  v  ( x , t / x ' , t ' )  obse rvée  à  I ' i n s -
tan t  t  en  un  po ' i n t  x  qu ' i  r ésu l te  de  l a  na i ssance  à  l ' ' i ns tan t  an té r ' i eu r
t '  au  po in t  x '  d ' une  sou rce  Gy (x , t / x ' t ' )  ponc tue l l e  e t  i ns tan tanée  de
cha leu r .  Dans  l ' équa t ' i on  aux  dé i ' i vées  pa r t ' i e ' l ' l e s  qu i  dé f i n i t  Y ( x , t / x ' t ' ) ,
l e  "dépô t "  ponc tue l  de  cha leu r  es t  rep résen té  à  I  ' a ' i de  de  I  a  f onc t ' i on
de  D ' i r ac  pa r  :

1.4 6* (*,,t1 *',1') . \(* ' ' . ') \(t 'U')

1  ' équa t i on  s ' éc r i t  :

\(*-*') \(t - t)

e t  v ( x , t / x ' , t ' )  vé r i f i e  1e  p r i nc i pe  de  causa l i t é  :

*.bJ\ t€F:uÙ=v'[Er-rei 
-ut';tr] = Y[td -H('lt')- du]
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et

termes

t 
[rt-,(k'lù

De ces

tr
J(*,1) =

')] = t[à(i 
ùt] 

* oFb("-*')à(''t')'e" ryj

deux  éga ' l i t és ,  J (x , t )  s 'éc r i t  comme la  somme de  t ro is
b

I /  e(-i t ' )  b(x.-ac) \(t-t)dvtb'
o " * h e" ( Yt',tf*;t'1 61';u)., 

H Ç,tl*,t')er-itl) àv'JLt

t
-i/ [Èet vr., rl.i r ) d ÉË ) - vcrthï r) Hef u) - e Ê; t')à([r+r Yf l w t'

Se lon  l a  dé f i n i t i on  de  l a  f onc t i on  de  D i rac ,  1e  p rem ie r  t e rme
pe rme t  d ' ' i so l e r  e ( x , t ) , ;  on  a  :

È

,4 
r(* j t') b(*-/) \(L't' ) J v'J1r -- o1',t )

Le  second  t e rme  fa i t  appa ra î t r e  l a  cond ' i t i on ' i n i t i a l e  qu i  don -
ne  l e  p ro f i l  de  l a  t empé ra tu re  i n i t i a l e  :  e ( x ,0 ) . 0n  a :

Ê  è  . ô ,  É
jl v"ga*,ùo)JvTr,' = ![u" g,tveJJvlt' = V'l IvoJ-"tvl
a ç

= 3" )r[Y6t;*i t; o1';t)- \P(4, Elx)o)o1*', 'f Jv'

or ,  se lon  le  p r inc ipe  de  causa l ' i t é  :  v (x ,  t / x ' ,  t )  =  0
a ins i  le  second te rme es t  éga l  à  l  ' ' i n tégra le

-  3"  / ,  Y(* ,  !  l * ' ro)o(* f  o)  JY'
où  appara î t  I  a  t empéra tu re  ' i n i t ' i a l e  e  ( x ' , 0 )  .

Le  t ro ' i s i ème  te rme  me t  en  év idence  I ' i n f l uence  du  te rme  sou rce
f , l ( x , t ) rma is  i l  r es te  cependan t  l es  coe f f i c i en ts  des  pa r t i es  f l uc tuan tes
C e t  k i j  que  nous  ne  pouvons  p résen te r  sous  une  fo rme  p ' l us  p ra t i que .0n
a :

t -

I {livé - vH - e *i(fr à* )_f rvât'
t -b

= - j{vr*, rl *}r' ) Ftr*l rll rv'rr', !iLio.-' tv o - .à( [ 
# 

)].1 u'l u'

De ces  t ro is  t rans fo rmat ions ,  l ' i n tégra le  J (x , t )  peu t  s 'éc r i re
sous  la  fo rme p ' lus  p ra t ique que 1 .7  :
INFLUENCES de l .  .on: t r ton tnt-r*  

.  
et  du 

,  
, . . r* .  ror l . \

I .8 lgrr): o(.'.rt) -( IrVU,tl';o)e(r.;o)dv' - ! t V(*,tl"jt') tt1*;tf Jv!t'
t - .*. {t l€'c) Yt",tl-lt') 6l"it) - ee:r'ètfrt";t'pv*tl'itIJv'Jt'

lz: _ Lr? ,_l

contr ibut ions des part ies f luctuantes
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Dans  une  seconde  é taPe ,  i 1
conde formule de Green qu ' i  permet  de
de  1 ' exp ress ion  1 .7  de  J ( x , t )  en  une
' i  n terveni  r  I  a  not i  on de cond' i t i  on de

est  i  n té ressant  d '  u t i  l ' i  se r  l  a  se-
t rans former  l ' i n tégra le  de  vo lume
in tégra1e de  sur face  fa isan t  a ins i

sur face  (cond ' i t ion  de  f ron t iè re)

En dés ignant  par  a  un  po ' in t  de  la  sur face  s  du  so l ide  e t  en
no tan t  par  ge  le  f l ux  de  cha leur  à  la  su r face :

1.=-;".lrËael
n  dés igne  1a  no rma le  so r t an te  e t  K  l a  ma t r i ce  Lk iSJ

même,  on  dé f i n ' i t  l e  f l ux  gv  Pa r  :
où
de

1y (*,t l*i t): - il. Lr< Ët V]

l a  f o rme  
. | . 7  

de  J (x , t )  se  t rans fo rme  (deux ' i ème  fo rmu le  de  Green)  :

J(",t)

&"rt) [e r"it', t* 6,Lln',t') - Y.-.rEln',t')1r(t,t'I J s'Jf'

Cet te  f o rme  de  J ( x , t )  es t ' i n t é ressan te  pu i squ 'e1 le  f a ' i t ' i n t e r -
ven i r  l es  exp ress ions  de  1a  tempéra tu re  e t  du  f l ux  cha leu r  su r  S  con -
nus  pu ' i sque  donnés  pa r  l es  cond i t i ons  de  F ron t ' i è re . .0_n  peu t  dédu i re
a lo r s ,  en  éga l i san t  l es  f o rmes  

. | . 8  
e t  

. | . " 9  
de  J ( x , t ) , 1 ' exp ress ion  de

' l ' équa t i on  
i n tég ra le  che rchée .  C 'es t  l a  somme de  qua t re  te rmes  :

Q ç,t) " !{,1(.,! l* ',t ') } lt ')t ')dvrd.b'
I . r0

* E" /n Vt*, t l*',o) Q1nt,o) Jv'

b -
- 

/[ ['{h,t\.j,U) 1rr"; t) - ô1.',t') 1v (*,t1"',!')]Js'lt'

e(*ib)-e uit,)LlâH) *,YF, 
rï,:t 

I 
n:t'

C'es t  une  équa t ion ' in têgra1e  imp l i c i te  o l t  l ' i 4connue  e  se  re -
t rouve dans  le  dern ie r  te rme avec  les  coef f i c ien ts  C e t  k  qu i  t radu isent
Ies  f Iuc tua t ions  de  Ia  cha leur  spéc i f ique  e t  du  tenseur  conduct iv ' i té .

Le premier terme correspond à la composante de 1a température
' indu i te  par  le  te rme source  H(x , t ) .  0n  s 'aperço i t  i c i  de  la  s ign i f i ca -
t ion  de  ia  so lu t ion  é lémenta ' i re  de  la  cha leur .  La  tempéra ture  qu i  résu l -
te  de  la  source  de  cha leur  H(x , t )  n 'es t  au t re  que  1a  superpos i t ' i on  de
so lu t ions  é1émenta i res  v  (x , t / x ' , t ' )  c rées  par  une  su i te  d ' impu ls ' i ons
é lémenta ' i res  de  cha leur ,  su i te  qu i  recons t i tue  la  source  H(x , t ) .

ê

= lLt V,"', h,; 9;' - € .i ht V,i'J d stt'

1 .9

t
= JJ

o 5

b

- !tLÛ(*') Yt', t I'', t')
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Ler deuxième terme correspond à la composante de 1a température
l ' i ée  à  I ' un ' i fo rm isa t ion  de  la  tempéra tu re  in i t i a le  o (x ' ,0 ) .

Le  t ro ' i s ième te rme cor respond à  la  cont r ibu t ' ion  des  cond ' i t ions
de front ' ière sur 

' la 
température interne du matér iau.

Le  quat r ième te rme représente  l ' i n f luence des  par t ' ies  f luc tu -
an tes .

2)  RECHERCHE DE LA  SOLUTION ELEMENTAIRE V  POUR UN MIL IEU INF IN I

Pour  un mi  I  i  eu homogène i  sot rope,  
' l  
a  so l  u t ion é l  émenta i  re  de

I  '  équat ' ion

** " r Fr.*. *r. k]nuo
s 'éc r i t  ( ( i l ) )  ( (23 ) )  :

€ bo ({', k) = 
tuftlrr 

- l'/''t

A I ' a ' i de  de  l a  t r ans fo rma t i on  de  Fou r i e r ,  on  dédu i t ,  conna i s -
san t  0 i ss ,  l a  so lu t j on  é l émen ta i r e  de  1 ' équa t i on  de  l a  cha leu r  en  m ' i l i eu
anisot rope homogène :

oan i s  es t  dé f i n i e  pa r

?.3 É*,.1 ' [",, !--(o"^.)
ùk ' tr;b1;

par t ransf  ormat ion de Four ier  d , r I
. $ A l t

O^*(*, t )  n %;(g,b)

1 'êqua t ion  2 .3  dev ien t

?.4 ! p "- * \rTs 5, 1; k',i ô*. ( I, ,) = o
bt

2 .2 ( o ù  m = l )
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So ' i t  A  une  ma t r i ce  de  passage  que  nous  dé f i n i rons  e t  X  l e  vec -
teu r  t e l  que

T, ni
Q.D dev ' i en t  en  subs t i t uan t  t es  i l  o  ^  -D

Ul-; + \rr Aig xt 41," x- [5 06( 3,t) . o
b!

reqroupons I  es termes Ai  1 k{3 A5m et notons pur^ i  1 a t ransposée de A :

b g"* + (rt [ À r, 1,, n ,1 Xrx- ô*. ({,t)= o
\t

I l  apparaî t *  que s i  nous cho is issons A te l ' le  que i fR = '$ ,  où I
es t  l a  ma t r i ce  un i t é  a l o r s

\3"^i
bt

. l.fit \l- xr x- ô*^; ( i, t) = o

Déf i  n i  ssons  â ise  (X , t )  ( l  a  no ta t ' i on  se ra  ius t i f i ée )  par

ôao' 1i,t) = ô-,,t t it)

1 '  équat ' ion devi  ent  I  , .
Éuo + r*TIe ( x,t t xit xt, ) é;rtirt) = o
\E

Par  la  t rans f  o rmat ' ion  ' inverse  de  Four ie r ,  on  ob t ien t  :
^âS ' t
6;o ( x'rt) '-  eô" t.ârt)

avec \o;n (3i .t .'t) etiu) : o

11  s ' aq i t  de  l ' êqua t i on  de  l a  cha leu r  en  m i l i eu ' i so t rope  ;  l a
no ta t i on  â i ss  ( i , t )  =âan i s  ( t , t )  es t  a i ns i  i us t i f i ée  e t  e l 1e  exp r ime
' l  '  ég a l  i  té  f  onct i  onnel  1e :

^ - l ^

ê rooA  :@.nô

où  o  es t  1e  symbo le  de  l a  compos ' i t i on .

" içq = 4l r  = Ï- l  R-10ù K est déf ini ,e posit ' ive s-vmétr ique

r- l=  f r  les  composantes de K- l
sont notées t<] J



0n sa ' i t

a i  ns i

e t  pa r  l i néa r i t é

en subs t i tuan t  e i ro

avec  2 \=2 , i ,
. t t -

zt = (À'Y) ( Âv) =

=

or A 9," fr-; = 'l,:t

d 'où  I ' exp ress ion  de  oan i s  (V

o.^io (iu) =

de  f açon  équ i va len te  ( ( 23 ) )

g' Ul (tr-a',t-T)
.rt

savo l r  :

5 0

que ( (24) )  ;  ^
O too

^
Oo*

de la  t rans format ion

ô :v onr!

,^.

= lt. ' t  Af o6n o Â
-t

oA

de

/^\
i ^ ,

IàJhA[  0 . ro  oA

Four ier :
-/-'È-
tàJfAl9,;o[

d 'où  par  t rans f  o rmat ' ion  i  nverse  :

r- .-tlt

Jrur.hijl ("ù

O*^ô 2 tJ" 'ÈAl o;"oÂ

o** (y1) = llJ[ Al trr,ti% ,-" 
/4E

( p rodu i t  s ca la i r e )

Â'vÏn
Â,.c Yi 7g At-

At- Â; Yr Yt

r )
n l

[- k. YtY' /atJ
e

Par  t r ans la t i on  de  Vec teu r  X ' ,  on  dédu i t  l a  so lu t i on  de

B' !Y(il-?; tr1 - &"rr :' v1;-;;b -t) = o
bt 

'  J  l * ; t I

a

r
I
I
I
I
l
I
!

I
.t-_..

" 
&î , \t o tæ-;',t -t) = o

t \.1\'1

Vci- ï;t -t)=

[,n (,-,'to
*,f'6''t:tffi

I
J
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3)  THERMOELASTIC ITE  TRANSITOiRE

3.1

S i  dans  1 ' équa t i on  i n tég ra1e  ( . | . . l 0 )  . no .us  remp laçons  l e  t e rme
sou rce  H (x , t )  pa r  -  ToB i i à i i  e t  C (x )  pa r  To  h  ( x ) ,  nous  ob tenons  l a  l o i
d ' évo lu t i on  de  l a  t empéra tu ré  sous  fo rme  in tég ra le  :

b
orx,t) = i! - [.;l vo -

t- 
"4 

r" pt V (*-."1

V('-  - ' ,E) Ol* ' ,o) tv '

o à [LYl
,)*; ù*j J

dv'Jt'

, - t )et . ; F',1') J v'JL'

t Ii t '/"

de  l a

3 .2

où  l a

3 .3

- 
I ! ( Yt* - n',t -t) 1r,.',t') - oG'i1 1v*-s;t't '))âs"11'

Nous jo ' ignons pour obteni  r  I  e système des équat ' ions coupl  ées
thermoél ast ' ic i  té t ransi  to i  re quasi  stat ' ique, I  a I  o i  de comportement :

f :  C€ -Fe

con t ra i n te  o  vé r i f i e  l a  cond ' i t i on  d ' équ i l i b re

àir r= O

5 i  nous  res tons  dans  un  cad re  t . r ès  géné ra l ,  1 ' emp lo i  d ' une  no -
t a t i on  symbo f  i que  t e11e  que  ce l l e  de  L i ppman-Schw inge r  pou r  1es  i n tég ra -
l es  de  vo lume  e t  t e l l e  que  ce l l e  p roposée  pa r  Gu r t i n  e t  S te rnbe rg  ( ( 25 ) )
pou r  l es ' i n t ég ra les  en  t emps  se ra ien t  f o r t  u t i l e s .  Ce la  r ev i en t ,  pou r
remp lace r  l es  ' i n tég ra les  de  convo lu t i on  p récéden tes ,  à  dé f i n i r  un  p ro -
du ' i t  mu l t i o l ' i ca t ' i f  dans  un  anneau  de  convo lu t i on  ( ( l l ) )  p rodu i t  don t  l es
règ1es  de  ca l cu l  s ymbo f i que  peuven t  ê t r e  p rouvées  r i gou reusemen t  ( ( I I ) ) ,
( ( 24 )  ) .

Tou te fo i s ,  pou r  ob ten i r  des  résu l ta t s  mo ins  généraux  ma is
p r inc ' i paux  conce rnan t  I a  the rmoé las t i c i t é  avec  1 'app rox ima t ion  des  m i -
l i eux  g ranu la i r es ,  nous  s imp l i f i ons  l e  f o rma l i sme  en  adop tan t  1es  hypo -
thèses  su i van tes  :

a )  l e  so l i de  es t  ' i so lé  the rm iquemen t  (ou  de  ma t r i ce  i n f i n ie )
( l es  i n t ég ra les  de  su r f ace  s ' annu len t )

b )  on  ne  re t i en t  que  l a  pa r t i e  pe rmanen te  du  rég ime :  l e  t e rme
+  1 . ,  o ( x ' , 0 )  v ( x , t / x ' , 0 )  dV '  qu i  co r respond  à  I ' un i f o rm isa t i on  de  l a
répà r t i t ' i on  i ns tan tanêe  ' i n i t i a l e  de  1a  tempéra tu re  dev ien t  v ' i t e  né -
g l i geab le  l o rsque  1e  temps  t  augmen te .
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0n  suppose  l ' un i f o rm i té  de  l a  cha leu r  spéc i f i que  à  dé fo rma t ion  cons -
tan te  e t  du  tenseur  de  conduc t ' i v i t é  t he rm ique  k .

Nous  condensons  f  i n t ég ra le  de  vo lume  Jv  F (X ,X ' )  f ( x ' )  dV '
pa r  1e  "p rodu ' i t "  F  o  $

Nous condensons f  inr tégra le de vo lume et  du temps

ld ,ç,r l"', k' )lV,,t,) àv'Jtl
par  1e "produ i t "  

f  r f

Ces  hypo thèses  res t r i c t i ves  su r  l a  con f i gu ra t i on  du  ma té r iau
son t  u t ' i l i sées  à  t i t r e  d ' exemp le  dans ' l eque l  on  é l im ' i ne ra  1a  t empêra tu re
e  dans  I ' une  des  équa t ' i ons  du  sys tème  (3 . . l ,  3 . 2 ,3 .3 )  a f i n  d ' ob ten i r  une
re l  a t i  on re l ' iant  un i  quement  I  a  contra ' in te et  I  a  dêf  ormat ' ion.

En  tenan t  compte  de  ces  hypo thèses ,  1  ' équa t ' i on  ' i  n tég ra1e  en
o  s 'éc r i t  en  b re f  :

3.4 Oi,r t )  ; .Y MTP:;, , À

En sub st ' i tuant
tenons I  a rel  at i  on entre

dans  l a  l o ' i  l oca le  de  compor temen t ,  nous  ob -
con t ra in te  e t  l a  dé fo rma t ion  i

e
l a

6= c€ *(3 [V n1Ê.-]

A ce  s tade ,  l a  démons t ra t i on  de  I ' ana log ie  de  ce t te  l o ' i  avec
une  lo i  de  compor temen t  de  t ype  v ' i scoé las t i que  nécess i te  une  bonne  ma i -
t r î se  des  règ ' l es  de  ca l cu l  de  ces  p rodu i t s  Pour  me t t re
en  év ' i dence  ce t te  ana log ie ,  nous  u t i l i se rons  

' l  ' app rox ' ima t ion  des  m i l i eux
g ranu l  a i  res .

Dans  l  ' ' imméd ia t ,  nous  rep renons  l a  l o i  de  l oca l i sa t i on  re l i an t
l a  dé fo rma t ion  l oca le  à  l a  dê fo rma t ion  macroscop ' iQUê  eo .  Nôus  avons  ê ta -
b l ' i  pour  un champ de déformat ion anélast ique ta  (avec eâ = q '0 ,  tenseur
d i l a ta t i on  the rm ique  l i b re )  vé r i f i an t  l es  hypo thèses  des  pe t i t es  pe r tu r -
bat i  ons que :

(ô.irq 6$- C;;sl€h
Green de  1 'é las t i c i té  re la t ' i f  aux  coef f i -
le  tenseur  des  cons tan tes  é las t iques  C se

r  c(^)

3.5 6-*'€T,. * Ç,^i! *

oU I{  est  dédui t  du tenseur de
ci  ents uni  f  ormes, Ci  j f . t  et  où
décompose suivant

C ('.) = Co
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En  subs t ' i t uan t  6ô  pa r  o0  e t  o  pa r  l a  f o rme  i n tég ra1e  (3 .4 ) ,
nous  ob tenons  :

€,,.n = eln * t^.j x drjt t €g! - f,^, * C,jtt {&! I

€ : €o*l 'rde rÉ*[.n(Ynr"16tf

Nous re t rouvons  le  te rme eo +  I ' * ie  carac tér isan t  i c i  l ' é las -
t i c i té  ins tan tanée à  laque l le  se  superpose un  phénomène de na ture  v isco-
é las t ique évoqué par  le  te rme

r  (  .  .  ' . - 1
r*Lcd(YBlP€)l

4)  MIL IEU GRANULAIRE

4. I  Di  scrét ' i  sat i  on :

Pour un mi I  i  eu granul  a i  re où nous f  a i  sons 
' l  '  approx' imat i  on de

remplacer  la  dé format ion  .  ( ro  )  au  po ' in t  r  du  gra ' in  o  par  la  va leur
movenne vo lumique 

6(n*1  :  € {  =  f  | . ,€ {n )JvaY4 /v4

la  fo rme d isc ré t i sée  de  1 'équa t ion  3 .5  s 'éc r i t  ( c f  I .  6 .2 .2 )

a€ - e'* Ë
o(= |

rlt* ( îa en - Cu-)

Nous e f fec tuons  a lo rs  1 'aoprox imat ion  supp lémenta i re  en  rem-
I  açant .aa par

q.{ ( .t

€ :c d(t)
o*(t) = 

t IUg {n, t) dvn

4.1

avec

c ' es t  à  d ' i r e  en  u t i l ' i san t  l a  f onc t ' i on  i nd i ca t r i ce  du  g ra i n  o  :

o'((t) = 
I J, o(n, t) a* (n)àv

La  f o rme ' i n tég ra le  ( 3 .4 )  de  e ( r , t )  se  d i sc ré t i se  de  l a  même
façon  que  

' l a  
f o rme  ' i n t ég ra ' l e  ( I . 6 . . | . 8 )  de  e ( r , t )  :

0na :

O(x,L) = -Y ST.Ft i€ i i
àt

c 'es t  à  d i re o(.t), -rl1r.pr31.,)V6-4 t-t) €dj 6',8') Jv'dt'



nous rempl  açons

a i  ns i

O(e , ! )  :

i  sol  ons I  es termes

O(*,f ) _-

e t  de  l à  :
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i . , ,  { x '  ,  t '  )  pa r  1  'approx ' imat i  on

e ,Jtt'l a6(*')
( x ' )

Ê :
l ' )

b
- ll

ô 'v

R .
" 1 J

Nz
U=l

t Ë,"pie I, tt't arÊ') Y1*-*; t-ut JvJt'

uniformes :

b t . t-/ * F,ni e ir-l /uv t,-*',i-L') L6b)àv')t'
nous dédui  sons a ' i  ns i  oo ( t  )  :

O*(t) = +l êtu,t)ùah)Âv
uv

o{(r) ---oïr"Ë,pi ri

notan t  par  YaY ( t  -  t ' )  l e  t e rme

nous obtenons :

oatt; =

o(e (r)

V ("-*,, t- t' ) L rb' ) an (,) J r'Jv Jbïtt

,î ', çli ;la,! rc

U r r t ô

)V tr-t) J(

t(t-t) e Ttltr

)
{v

obtenons

ët€* =

r
(r

o€ft)

N N  , Ê . {  {
t 

; È, 
to [;'n c'nop

(r
aq^ |3$J

Vii -r'f = 
I l,lrtq-*',t- t, au (-) a* (*) dvâv

En subs t i tuan t  .âo  dans  
' l ' express ion  (4 . , l )  de  .8 ,  nous

e Fcr) 
fT i; r. ct<*lotrP-f vï't7e Y1t;Jt -T 1Pv

eL_) 6:t o

I l  s ' ag j t  d ' un  sys tème in tég rod ' i f f é ren t i e l  à  N  équa t ions  don t
l es  N ' i nconnues  eP  son t  l es  dé fo rma t ions  moyennes  de  chaque  g ra in  e t  as -
surent  1e comportement  macroscopique donnê par  le  second membre . ' ( t ) .

Dans ' l e  p r i nc i pe ,  l a  so lu t i on  é l êmen ta ' i r e  de  ce  sys tème  se ra
une  fonc t i on  f l uage  0 i i k l  con t i nue  pa r  morceaux  e t  vé r i f i an t  1e  sys tème
où  l ' on  remp lace  e f t1  ( t )  pa r  o ( t )  bg ; \ i

4" =\(t) \,rri .i tfi d*.r*1,

rii'o*\,.



55

La  so l  u t i  on  é l  émen ta ' i  r e  supposée  connue ,  on  dédu i  t  I  a  so l  u t ' i  on
du  sy tème in tég rod ' i f f é ren t i e l  sous  l a  f o rme  d 'un  p rodu i t  de  convo lu t i on  :

l .ab

l.i= 1"iu(r-r)Ç(ttatl ' ô
l_______*_

La  l o i  de  l oca l i sa t i on  d run  m i l i eu  é las t i que  s téc r i t :

P P - c
ç'ii = A;j tt €*t

eÈ nous avons obtenu pour un mi l ieu thermoélast ique:

€1 = I n|,\l(è-t)€hr.)âtr r d

I1  appa ra i t  i c i  c l a i r emen t  que  l r on  t i en t  comp te  de  1 'h i s to i re
de  l a  dé fo rmaÈ ion  mac roscop ique  app l i quée  pou r  déc r i r e  l a  dé fo rma t i on
loca le  ac tue l l e .  S i  nous  rep renons  l a  1o i  de  compor temen t  de
Duhamel Neumann: d 4 - .( c{ -

5 = C,jt.t lieu - €rr I
On éc r iË  success i vemen t :

{  {  - d  , ' - 1  o

, r  c , i l . l  €U = Çiu !  
aotn,(È-1) € '?711' . )À'L

,  b 4

q.o(  {  y  , ,  .dy 
y

* - €&n = drt a 
"I 

pr. / 
vrr* tL-r)j€*(t).\6

c x ,t ' e{Y

= {ùr TÉ:. / n;tb't)eurt) 'r{

. {  r  lç  -av e
= +i r" 

] P* // onr*" ( F -î ) ni',,*, tl- c') €; (t') .L -u

En rappelant que ,  Ci j l t l  dU = P, i

on déduit  pour la loi  de loeal isat ion

,  EC . t  l t  t  d  f  .dU f

rf rtl /J:t i"ï*r,X,'D(b-c)\(r'-) +t rpi..*;;" (t't)n'*o(.'" )] ç ct).rc1c



et en passant à la vale.rr  rotSrrr ,e,  on déduir  la loi  de

comporÈenent macroscopique :

r (o =/itî[l-.,i., 4Jr, *î,* (u-t )\rt-r) +

- plj r, Ê1, {;:" ( b - t ) Â",.^* tt- t')] e ,* tc ') àl;tL

Avec  l es  hypo thèses  res t r i c t i ves  du  pa rag raphe  (3 )  nous  avons
mon t ré ,  de  f açon  qua f i t a t i ve  e t  t r ès  f o rme l l e  que  I ' ac t i on  de  l a  conduc -
t i on  de  l a  cha leu r  i n t e rg ranu la i r e  dans  un  m i l i eu  t he rmoé las t i que  i n f i n i
engendre un cornpor tement  de nature v i  scoél  ast i  que.  I ' l  est  cer ta ' i  nement
poss ib l e  de  génê ra l i se r  pou r  un  m i l i eu  f i n i  en  demandan t  cependan t  p l us
de  r i gueur  su r  l e  f o rma l i sme  ma thémat ' i que  e t  no tamment  su r  l es  ' i n tég ra -

l es  de  su r face .  Ces  i n tég ra les  de  su r face  t i ennen t  compte  de  l a  d i f f é -
rence  de  tempéra tu re  en t re  I ' i n té r i eu r  e t  I ' ex té r ' i eu i  du  ma té r iau  e t  mo-
dè l i sen t  l ' i n f l uence  des  f l ux  de  cha leu r  1 i és  aux  cond i t i ons
MACROSCOPIQUES de f ront ière.

En ef fe t ,  s i  nous nous rappelons que le  phénomène de re laxa-
t i on  de  na tu re  v i scoé las t i que  es t  l i é  i c i  à  l a  no t i on  d ' i r r éve rs i b i l i t é
thermique et  que cet te  dern ière est  gouvernée par  1 'act ion de la  conduc- '
t ' i on  de  l a  cha leu r  un i fo rm isan t  l es  g rad ien ts  de  tempéra tu re ;  i 1  appa-
ra î t quedeux t ypesd .hé té rogéné i t ésde tempéra tu reson tàcons idé re r

-  I ' une ,  gu€  nous  avons  modè l i sée  f o rme l l emen t ,  es t  à  l ' é che l l e  du  g ra i n .
E l l e  résu l te  de  l a  na tu re  m ic rohé té rogène  du  ma té r iau  e t  p rovoque
I ' ex ' i s t ence  de  l a  conduc t i on  i n  s i t u  ( i n t r ag ranu la i r e )  de  l a  cha leu r .

-  I ' au t re ,  é tud iée  en  dê ta i 1  pa r  Zene r . ( ( 2 . | ) ) ,  es t  à  l ' é che l l e  de
l ' échan t ' i l l on  e t  es t  du  même t ype  que  l a  non  un ' i f o rm i té  de  tempéra tu re
pouvan t  appara î t re  dans  un  ma té r iau  homogène  soumis  à  des  cond i t i ons
the rmomécan iques  ex té r i eu res  ( cond i t i ons  macroscop ' i ques  de  f r "on t ' i è re ) .

Di ss ' ipat i  on

I l  est  important de constater dans les chapîtres précédents
guê,  par tan t  des  lo is  loca les  de  la  thermoé las t ' i c i té ,  lo ' i s  où  en t ren t
en  jeu  des  grad ien ts  de  tempéra ture  (aspec t  espace) ,  nous  ob tenons des
lo is  de  re laxa t ion  (aspec t  temps) .

Ces lo is  t radu ' i sen t  un  compor tement  de  na ture  v iscoé las t ique
et  met ten t  en  êv idence 1a  présence d 'un  déphasage en t re  la  cont ra in te
e t  la  dé format ion .  Par  exemple ,  pour  une so l l i c ' i ta t ion  en  cont ra in te
pér iod ique,  on  observe  ( (2 . | ) )  ( (26) )  expér imenta ' lement  une dê format , ion
de même pér iode mais déphasée par rapport  à la contrainte.  Ce retard de
phase expr ime en quelque sorte que la déformat ion est  f re inée par rap-
port  à la contrainte,  d 'où le nom de FROTTEMENT INTERNE donnê à ce phé-
nomène, f rot tement qui  se constate par l 'échauffement progressi f  du ma-
té r iau  (expér ience de  Taucher t  ( (27) ) )  e t  qu i  p rodu i t  une montée i r ré -
versible de température.

De nombreux  au teurs  (Zener ,  1935,  Bud iansky  1980)  ( (47) )  p ro-
cèdent  à  l ' é tude de  la  d iss ipa t ion  thermoé las t ique.  L 'ê tude de  Zener
(  (2. |  )  ) ,  quoique monodimensi  onnel  le,  est  fondamentale.  Nous nous proposons,
â prêsent,  de passer à une étude rnonodimensionnel le,  i l lustrant de façon
plus concrète le conportement viscoélastique du matériau.
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COMPLEMENT

Au  cou rs  de  ce  chap i t r e ,  l e  p rocessus  de  reche rche  e t  de

d i sc ré t i sa t i on  de  1 réqua t i on  i n tég ra le  i ssue  de  1 'équa t i on  aux  dé r i vées  pa r t i e l -

les gouvernant  1révolut ion de la  température:

L[  ô ;  [Àr io , iJ , j

sui t  le  même plan que celu i  du problème de thermoélastostat ique ou du problème

é las top las t i que .  :

- o  4  1 4ci3t[  Er,] . i  +(T, jStrr,È -C;ir . .e€iî  
] ,  =o

Nous adoptons en ef fet  la  rnéthode du Èenseur de Green en recher-
chant  la  solut ion é lémentai re de chaque équaÈion et  nous d iscrét isons en ut i l isant
l r app rox ima t i on  du  m i l i eu  g ranu la i re .

Nous pouvons a lors déduire 1e comportement  ef fect i f  e t  local  dans

le  cas  d ' un  rn i l i eu  m ic rohé té rogène  pa r fa iÈemen t  déso rdonné .  D rau t re  pa r t ,  au  cou rs
de  1 ré tude  b ib l i og raph ique ,  nous  avons  remarqué  l f ex i s tence  de  méÈhodes  d rhomogé-
né l sa t i on  adap tées  à  l a  modé l i saÈ ion  de  m i l i eux  pé r i od iques .

Nous avons 1à deux cas exËrêrnes de st ructures microhétérogènes.

Qu'en est  i l  pour  une morphologie in termédia i re,  vo i re p lus

générale ?
Les  mé thodes  va r i a t i onne l l es  nous  fou rn i ssenË  l a  réponse .  Ou t re

la  poss ib i l i t é  de  donne r  un  encad remen t  des  coe f f i p i en t s  e f f ec t i f s ,  ce r ta ines
permettent  draccéder à une formulat ion complète et  générale du comportement .

Ë  -  C i t ons  l e  f o rma l i s rne  é légan t  évoqué  pa r  B io t  ( ( gZ ) )  e t  déve loppé
pa r  B run -  où  l t on  f a i t  appe l  à  1a  no t i on  de  coo rdonnées  géné ra l i sées  e t  de

formulat ion var iat ionnel le  lagrangienne du problème de la thermoélast ic i té  des

mi l i eux  hé té rogènes .

*
coflrmunication privée .

- r" p;i €;.,



C H  A  P  I  T  R  E  I I I

ETUDE MONODIMENSIONNELLE



6 0

1) ETUDE

l . l .  L ' é t u d e  d e  Z e n e r  :

Pour  p lus  de  c la r té ,  Zener  ( (2 . | ) )  u t i l i se  dans  le  fo rma l i sme
sui  vant des var i  abl  es scal  a ' i res étudi  ant  a ' ins ' i  un probl  ème monodimen-
s ionne l .  Le  ra isonnement  peut  cependant  se  généra l i ser  au  cas  t r id imen-
s ionne l .

S i  E  dés igne le  modu le  d 'Young ' i so therme la  lo ' i  de  Compor te -
ment  généra le  (  I .4 .  I  9 )

6, j  = S;&lo[1 + 4;e
dev ien t  G :  f  + " /o

F

La var iat ' ion de température dépend de deux phénomènes qu' i  se
superposen t :

-  la  d i f fus ion  ca lo r i f ique  (conduct ion)  qu ' i  un ' i fo rmise  e t  re laxe  les
f luctuat ions de température.

-  I  e coupl  age thermoêl ast ' ique :  une var i  at ' ion de température entraî  ne
une var iaf ion de longueur et  réciproquement,  un al longement adiabat i -
que entraîne une chute de température.

La  lo i  généra1e  d 'êvo lu t ion  de  la  tempéra tu re  ( I .4 . . l 8 )
a  - '  r o  . t  - 1  -  A . , i . .trÏ'e

devi  ent

où  :  D  es t  l e  coe f f i c i en t  un i fo rme  de  d i f f us i v i t é  t he rm ique
g,  I  e  coef  f  i  c i  ent  de coup' l  age.

Pour  é l im' iner  la  dér ' ivée seconde en espace,  Zener  propose de
déve lopper  o ,  e  ê t  o  en  une  sê r ie  de  fonc t i ons  â  va r iab les  séparées
su i van t '  :  -  e

€1", t ) -- ,?. 6j (t) u; t*)

Q 1*rt ) : t o. (t) t[ {*)

c (z, t )  ;  Z f j  ( t )  ur ' (*)

-  où  les  fonc t ions  de  1 'espace U5 représenten t  les  i - fonc t ions  or thogo-
na les  normées,  chacune so lu t ion  de  

' l ' équat ion  
aux  dér ivées  par t ie l -

l es  n
Dur '+\  - -o (un=f tu \o t i  \æ1 l

avec  r i ,  une  su i te  d isc rè te  des  va leurs  de  t -pour  ]9 !qu . t les  e t  en
respectant I  es cond' i t i  ons aux I  im' i tes du probl  ème, I  'équat i  on

D U"  *  u /C - -  O es t  vér i f iée .

6 =D & -Fe
àx.l
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-  o ù  e j ( t ) ,  e j ( t )  e t  o 5 ( t )  a p p e l é s  p o t e n t i e l s ,

vêr ' i f  ient  le système

En é l  im i  na
(sans somma

:

(e, tu -- Tfl + .( o; (t)
{ '  E

I drt,r = - gjg -p i (,)L ,. -Cj

n t  e i  de  ce  sys tème,  l es
t ' i on  Ëu r  j )

po ten t i e l s  . j  e t  o5  son t

T *ri t = rej tErj(a.{F)e;
Re la t i on  qu i  n ' es t  au t re  que  ce l l e  d ' un  so l i de  v i scoé las t ' i que

de  ZENER don t  l ' équ i va len t  mécan ique  es t  rep résen té  pa r  l e  schéma :

Rr

1 iés  par

f onc t i on  de  l a  v ' i s cos ' i t é  u  de  l ' amor t i s seu r  ( o  =  pe )
des  ra ideu rs  R ,  e t  Ro  des  resso r t s  (o  =  R" )
ob t i en t  l a  re la t i on  ana logue  à  1a  p récéden te  :

en
et
on

a+1,;=1"€rpU+
ft

Rr )e
* '

Conc lus ion  :  Pa r  ce t te  fo rmu la t i on  du  p rob lème dans  l e  cas  d 'un  so l i de
monodimensionnel  homogène,  Zener  montre a ins ' i  que 1es fonc-
t i ons  po ten t i e l  s  (  o . j ,  r . j  )  son t  des  po ten t i e l  s  v i  scoé l  as t i  -

ques  qu i ,  nonobs tanÙ und  1égère  modu la t i on  en  espace ,  con -
fèrent  au so l ide thermoélast ique,  un comportement  de nature
v i  scoé l  as t i  que .

Di  ss i  Pat i  on

Pour une sol  I  ' ic ' i tat i  on pér ' iodi  que en contra ' i  nte de pu1 sat i  on
to et  d 'ampl i tude oo, on observe une réponse en déformat ' ion de même pé-
r iode ,  d 'àmp l i tude 'eo  don t ' l ' ang le  ô  de  déphasage  par_ rappo t !  à . la  con-
t ra ' in te ,  géàéra lement -pe t ' i t ,  su f f i t  pour  carac tér iser  la  d iss ipa t ion .

En  e f fe t ,  on  démont re  ( (2 . | ) ) ,  ( (26 ) )  l a  re la t ion  en t re  1e  rap-
por t  de  1 'énerg ie  d iss ' ipée  par  cyc le  b lo  e t  l rénerg ie  de  v ib ra t ion  t rù - -  â  ooÊo

5] 
= ?Trhbl . l . l
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b i e n  a p p r o x i m é  p a r  :

1.1 .2

oùÂ,

\b:a ur(
a+wlf,"

I
I
I

I

sans  d imens ' i on ,  es t  d ' i t e  ' i n tens i té  de  re l  axa t i on  e t  ca rac té r ' i se
l a  r e l axa t i on  t o ta l e  de  l ' e f f o r t .

e t  t  es t  
' l e  

t emps  ca rac tê r i s t i que  de  re laxa t i on  the rm ique  e t  éva lué

t ?
L  =  L  (1 ,  épa i sseu r  de  l ' é chan t i l l on )

rr)
Si nous

tenons une courbe
o  t  =  l .

rep rêsen tons  tgo  en  fonc t i on
en  c loche  de  Lo ren tz  don t

de  l a  pu l sa t i on ,  nous  ob -
le  max' imum se t rouve pour

trb

.  Pou r  l es  basses  f r équences ,  ( o  pe t i t e ) ,  1e  p rob lème  es t ' i so the rme ,  l a
d i ss ipa t i on  es t  f a ib le  ( l a  conduc t i on  un ' i f o rm ' i se  " i ns tan tanémen t "  l a
tempéra tu re ) .

.  Pou r  l es  hau tes  f réquences  ( to  ê levée ) ,1e  compor temen t  es t  ad iaba t i -
QUê ,  l a  d ' i s s i pa t ' i on  es t  f a i b l e  ( l a  conduc t i on  "n ' a  pas  l e  t emps "
d ' ag i  r )  .

.  L ' éne rg ie  d i ss ipée  n 'es t  app réc iab ' l e  que  pou r  1es  f réquences  i n te rmé-
d ia i r es  (n i  i so the rmes ,  n i  ad iaba t i ques ) .

Remarque

Nous avons  u t i l i sé  dans  le  résumé de ce t te  é tude,  un  coef f i -
c ien t  de  d i f fus i t i v i té  D un i fo rme ce  qu i  exc lu t ,  à  fo r t io r i ,  la  nodè l ' i -
sa t ion  d 'un  mi l ieu  cont inûment  hé térogène.  Nous nous  employons  dans  la
su i te  à  ê tud ie r  le  cas  d 'un  matér iau  hê têroqène.
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I .2 Etude monodi mensi  onnel  I  e :

L 'é tude monod imens ' ionne l le  env jsagée dans  la  su i te  nous  permet
pour un matér ' iau hétérogène part ' icul ier  de décr i re le comportement ané-
las t ique  engendré  par  1e  coup lage  con t ra in te  o (x , t ) ,  dé fo rmat ion  e  (x , t ) ,
tempêra ture  o(x , t ) .  Les  théor ies  t r id imens ionne l les  p récédemment  résu-
mées sont  en  e f fe t  généra les  e t  ac tue l lement  d i f f i c i les  â  exp lo i te r  d 'un
po in t  de  vue quant i ta t i f .

Nous nous proposons d'une part  de donner une déterminat ion ex-
p1 i  c i  te de 

' l  
a rêponse v ' i  scoél  ast i  que du matér ' i  au (caractér i  sée par.  ses

compl iances  ins tan tanées e t  re laxêes  e t  les  temps de  re laxa t ion)  e t
d 'au t re  par t  de  quant i f ie r  Ia  d iss ' ipa t ion  engendrée par  I 'e f fe t  thermo-
é l  as t ique .

Pour  ce la ,  nous  soumet tons  l 'échant i l lon  à  deux  types  d 'essa ' i s
d i f fê ren ts  de  so l l ' i c i ta t ion  en  con t ra ' i n te ,  1 'un  quas ' i s ta t ique  e t  I ' au t re
dynamique,  e t  nous  ca lcu lons  par  d i f fé ren tes  méthodes 1a  réponse du  ma-
té r iau  e t  1 'énerg ie  d iss ipée  au  cours  de  chaque  essa i  :  nous  vér i f i ons
a lo rs  la  cohêrence des  résu l ta ts  ob tenus .  En e f fe t ,  les  méthodes emplo-
yées  u t i l ' i sen t  so ' i t  un  po in t  de  vue thermoé las t ique ou  so i t  un  po in t  de
vue v ' i scoé las t ique ;  nous  avons  a lo rs  le  souc i  cons tan t  de  mont rer  que
le  matér iau  obé issant  aus  lo is  loca les  de  la  thermoé las t ic i té  se  compor -
te  comme un matér iau  v iscoé las t ique.

2 \  PRESENTATION DE L 'ECHANTILLON

L 'é tude  monod ' imens ionne l l e  s ' app l i que  à  une  t i ge  cy l i nd r i que
iso t rope  de  l ongueur  p ra t i quemen t  i n f i n ie  don t  1 'hé té rogéné i té  es t  as -
su rée 'pa r  1a  seu le  va r i a t i on  l ong i t ud ina le  du  modu le  d 'Young  E (x )  ;  l e s
autres coef f ic ients  thermomécaniques étant  pr is  constants  :

J coef f  i  c i  ent  de Po' i  sson

o d' i  I  atat i  on thermi que I  i  bre

g  C.  cha leur  vo lum' ique

k  conduct ion  thermique.

Nous so l l i c i tons  ce t te  t ige  par  un  essa ' i  de  t rac t ion  un ' iax ia le
quas is ta t ique.  Les  phénomènes d ' iner t ie  négf  igés ,  la  cont ra in te ,  quo ique
var iab le  dans  le  temps,  es t  un i fo rme 1e long de  la  t ige .

Nous supposons la  fonc t ion  E(x )  s ' inusoîda le  en  x  e t  nous  iso-
I  ons adi  abat ' iquement 

' les paroi  s de I  a t i  ge.
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(F igure  1  )

t i ge  i so lée
thermiquement

3)  EQUATIONS

Dans
déf ormati orrS e

I  e , repère (x, ! ,  zt) ,
s 'écr i  vent  sous forme

-e +c

(F ' i gu re  2 )

pro f i l  pé r i od ique
de température

Avec  ces  hypo thèses ,  1e  p ro f i l  de  tempéra tu re  dans  l ' échan t i l -
I  on est  auss i  pér ' i  od ' ique et ,  par  ra i  son de symétr ie ,  I  '  é tude du
p ro f i l  de  tempéra tu re  l e  l ong  de  

' l a  
t ' i ge  de  l ongueur  i n f i n ie ,  rev ' i en t

à  l ' é tude  du  p ro f i l  de  tempéra tu re  dans  une  ce l l u le  é lémen ta i re  cons t i -
t uée  pa r  un  t ronçon  de  l a  t ' i ge ,  l ong  d 'une  dem ' i -pé r iode  e t  i so lê  the rm i -
quement  à chaque ext rémi té.

Ce l l u l e  é l émen ta i r e Pro f i l  de  tempéra tu re  1e  l ong
de  l a  ce l l u l e

(F igu re  3 )

le  tenseur  des contra in tes o et  des
ma t r i c i e l  l e  :

o ol
Qrol
o €.J

-=L; ; ;] €\

o
o

b It

t<

€ :
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pcu r  un  m ' i l i eu  i so t rope ,  l a  l o i  de  compor temen t  géné ra le  ( I .  4 . . | 9 )

6,j = S.jSl -T1 * *, A

s  'éc r i t  (  (28)  )

(.4o-!...4 +104
EE

ou d  dés igne Ia  mat r ice  un i té .

De  même,  1 'express ion  généra le  de  la  va r ia t ion  d 'en t rop ie  e t  sa  fo rme
dua le  dédu i tes  de  I .  4 .17  ;  I .4 .20  e t  I .  4 .21

?4=pi deri * ' [Je

e ) .  { i i  âct ,  t t  dO

dev iennent  pour  un  mi l ieu  iso t rope :

e T'b = jKTo {J6t  t  q C.  dO

eT.b= ro{Jc, +gcodO

où  e ,  e t  o ,  dés ignen t  respec t i vemen t  
' l e  

p remie r  i nva r ian t  de  €  e t f .

où  K ,  modu le  de  compress ib i l i t é ,  dépend  de  x  e t  s ' exp r ime  en  fonc t ' i on
du  modu le  d 'Young  su i van t  :

Kç.r) = E C.t

3.2

3 .3

r0-tù)

La  l o i  d ' évo lu t i on  I .  4 . . l 2  de  1 ' en t rop ie

eri
s 'expr ime pour  1 'é tude monod imens ' ionne l Ie  su ivant  :

3 .4 oTrri = ,h g-
\ ' /  

- t t x



66

Avan t  de  dédu i re  des  équa t i ons  
, | , 2 , 3 ,4  

p récéden tes ,  l a  l o i
d ' évo lu t ' i on  de  l a  t empéra tu re  e t  sa  fo rme  dua le ,  nous  pouvons  ob ten i r
de  3 .4  une  remarque  ' impor tan te  conce rnan t  l a  d i ss ipa t i on  the rmodynamique
au  se i  n  de  I  ' échan t ' i  I  I  on  cons i  dé ré .

4 )  D ISS IPAT ION

4. . |  .  En t rop ' i e  :

Nous  nous  p roposons  de  me t t r e  en  év idence  l ' ê vo lu t i on  de  I ' en -
t r op ie  e t  l a  d i ss i oa t i on  i ndu i t es  pa r  I ' e f f e t  t he rmoé las t i que  dans  un
corps hétérogène iso lé thermiquement  et  nous constatons une d i f férence
fondamenta le avec un corps homogène.

La  l o i  d ' évo lu t i on  de  I ' en t roo ie  dédu i t e  de  l a  conse rva t i on
de  I  ' éne rg i  e

eri,a';[Lftol
dev ien t  en  passan t  à  l a  va leu r  moyenne  vo lum ique  su r  l a  ce l l u l e  cons t i -
t uée  du  t ronçon  de  l  a  f  i gu re  (3 )  ' i so lé  the rm iquemen t  :

<eri) = ( âù" [àT.Io]>

<Àù tà1irol > = + lnd,it&fl ollv

e t  en  u t i l i san t  l e  t héo rème de  l a  d i ve rgence  :

< d;n t IbîJo] > = +{u ht-,i u .fi rs

Par conséquent

Conclusion :  Pour-  un corps homogène de température in i t ia le uni forme,
T  e t  n  son t  un i fo rmes ,  a ins i  

4=o

et  ' l ' express ion  de  la  d iss ipa t ion  donnêe par  f  in tégra le
(c f  paragraphe I .  4 .4 )  L

i t frti 0,t e'i JvJt
o v -a?.

or

Sur  V ,  
' l  ' hypo thèse  d 'ad i  aba t i c i t é  impose  :

6 J ?

&1oJo.-n:o
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es t  nu l  1e  éga ' l emen t .  I l  n ' y  a  pas  de
tropi  e  est  s tat ' ionnai  re .

Par  contre,  pour  un corps hétérogène
un i fo rme ,  1 'exp ress ' i on

<1 i) = o

ne permet  pas de dédui re n
De  p1us ,  du  fa i t  même de
se  c rée  une  répa r t i t i on  de
têgra l  e

Itv

d i  ss i  pa t i  on  e t  I  ' en -

( i so l é ) ,  même  s i  q  es t

= 0 .
1 'hé té rogéné i té  du  maté r iau ,
grad ien ts  de  tempéra ture ,  I '

&;5 9; 9,i d v
T.

i t
i n -

n 'est  pas nul  I  e ,  ' i  I  y  a  d i  ss i  pat i  on et  créat i  on ' i  r rêvers ' i  -

b l e  d ' en t rop ie .

4.? .  L ' i  néar i  sat i  on :

Comment mettre en év' idence cette diss ' ipat ion ? S' i  nous él ' imi-
mons 

' l  '  entropi  e entre 3.  3 et  3.4,  nous obtenons I  '  équat i  on aux dér ' i  vées
par t ie l les  sn  e  de  type  parabo l ' ique  :

&.o,r*= (  cod +{  %e + ' (T.Ç t€co. a€.G

L 'é tude  d ' i r ec te  ana ly t i que  .de  ce t te  équa t i on  es t  rendue  dé l i -
ca te  pa r  1a  p résence  du  t e rme  PCo  o  à  coe f f i c i en t  va r i ab le  Co (x ) '  En
e f fe t ,  quo ique  P  C . ,  l a  cha leu r ' vo lum ique  à  dé fo rma t ion  cons tan te ,  so i t
supposée '  un i ' f o rùe , - l a  cha leu r  à  con t ra in te  cons tan te  gCo  dépend  de  x  ;
on  a  l a  r e l a t i on  ( ( 28 )  ) , - - - -

Xc*)

où  r ( x )  es t  nommé I ' i nd i ce  ad iaba t i que  e t  s ' exp r ime  en  fonc t i on  du  "bu l k
modul  us"  su i  vant

l ( * )  -  4 + 1KJ' ' IT'd1
€ ce

C,

4.1

( démonstrati on s i tuée  à  la  f i n  du  paragraphe) .



68

une  in tég ra t i on  numér ique  de  ce t te  équa t i on ,  dans  l e  cas  d ,une
con t ra ' i n te  ' imposée  a l t e rna t i ve  (o r  =  oo  coS  o t )  mon t re ra i t  au  bou t  d ,un
temps  de  s imu la t i on  su f f i san t ,  und  mon têe  g loba le  sens ib le  de  l a  t emoé-
ra tu re  de  l ' échan t i l l on .  Ce t te  mon tée  i r réve rs ' i b le  de  tempêra tu re  t ra -
du i t  d i rec temen t  l a  d i ss ipa t i on  the rm ' i que  i ndu i te  pa r  l ' e î f e t  t he rmoê-
I  as t ' ique  ,  

e

(F igure  4 )

Montée i r révers ib le  de  tempéra ture

Par  con t re ,  s ' i  nous  l i néa r i sons  ce t te  équa t i on  ( ce la  rev ien t
à  f a ' i r e  1 ' app rox ima t i on  I  =  T0  dans  3 .4 ,  ;  on  ob t . i en t  :  pT "  i  =  ke  . . )
l a  r êso lu t i on  en  dev ien t  p l us  a i sée .  Cependan t ,  nous  pe rdons  a )o i s  I ' i n -  

' ^ ^
f  ormat ' ion <T i :  =  O en I  a  subst i  tuant  par  :

<To i>=  0 .  Nous  cons ta tons  
' a l o r s  

que  nous  n ' avons  p l us  accès ,
de  f açon  d i r ec te ,  à  1a  p roduc t i on  i r r éve rs i b l e  d ,en t rop ie .

Ma is  nous  a l l ons  mon t re r  qu 'on  peu t  t ou te fo i s  accèder  i nd i rec -
temen t  à  l a  d i ss ' i pe t i on  :

I a forme I i  néari sée de

s ' éc r i  t

et nous obtenons

4 .2

a ]  ns l

Nous perdons certes 1e moyen
ble en température ;  en passant à la
t ion  l i nêar i sée  de  1 'en t rop ie ,  on  a  :

. {%; = hor*.*

de modèl i ser I a montée i rréversi -
va leur  moyenne de  la  lo i  d 'évo lu -

< gTo

eTi = Jù'Itr.Ëo:

{.i : Jù' I e' Yil o1

1 'équa t i on  de  l a  cha leu r  :

q Co.(.c) O +

<i>:O
I 'entropi e gl obal e du matéri au demeure constante.
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Mais cet te  formulat ion nous permet  à chaque instant  de met t re
en  év ' i dence ' l e  déphasage  de  1a  tempéra tu re  e t  de  l a  dé fo rma t ion  pa r  rap -
por t  à  la  contra in te.  En ef fe t  s i  nous représentons l -e  d ' iagramme con-
t ra in te -dé fo rma t ion  l o rsque  l ' échan t i l l on  es t  soumis  à  une  con t ra ' i n te
pér i  od ' ique,  nous obtenons un cyc l  e  ( l  a  réponse en déformat i  on est  auss ' i
pé r i oO ique  ma ' i s  déphasée  pa r  rappor t  à  l a  con t ra in te ) .

(F i gu re  5 )

S' i  nous reprenons al  ors I  a f  ormul e c1 ass' ique
"L'  a ' i re du cycl  e représente I  e t ravai  I  d ' i  ss i  pé sous f  orme de
cha leur  au  cours  d 'une  pér iode"

nous décr i  vons ' i  nd' i rectement I  a d ' i  ss ' i  pat i  on du phênomène.

Express i  on de I  '  i  nd i  ce ad ' i  abat i  que :

Pour un mi l ieu isotrope, nous reprenons les formes duales de
l 'express ion  (3 .2  e t  3 .3 )  de  I ' en t rop ie  :

eAb= 
3KT.{de- tqC.dO

(T.9 = T"{  Jç  +qco-J0

0r ,  o1  e t  E I ,  p remiers  invar ian ts  respec t ivement  deCIe t€  ,
de la loi de comportement :

e = alJ q -ù.- t+{e{
EE

et

on dédui t

que

ai ns'i

on reporte
d 'o ten i r  I

€* :  ( ' r -cû)<r-  r  3 ' (  €L  ' T

d6a = û-eû)

l ' exp ress ion  de

45 t 3.(J o
€

l ' en t rop ie  que nous  é l im inons  a f in6  e1  dans
'éga l i té :

3NTo{ (4-{Ù) J%. *  (sxr"dt t  ec€)Je =To {Jç *qcoJÔ
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par  i den t i f i ca t i on  :
2

(Co-  (Ce  r  3KTo, ( -

d 'où

Y(* ) .  c '=4 t1 -k%{ . '
c€  €ce

f t - .1)3Kr" 4 Jcj  =\ ,4 Jç d 'où
E = 3 U-aJ)R

5) REPONSES VTSC0ELASTTQUES

Nous nous proposons de soumettre l 'échant i l lon respect ivement
à  un  essa i  de  cont ra in te  quas is ta t ique (essa i  de  f luage)  e t  de  cont ra in -
te eycl ique (contrai  nte pér ' iodique, essai  de f rot tement ' interne) et
d 'exam'i ner I es réponses en déformati on. Cel a revi ent à déterm'i ner I es
compl iances (rapport  de la déformat ion observée sur la contra ' inte impo- '
sée)  :  on  u t i l ' i se  d i f fé ren tes  méthodes de  ca lcu ls  dont  les  résu l ta ts
sont confrontés af in de vér i f ier  leur val id i tê.

5 .1 .  Compl iances  loca les  ins tan tanée  e t  re1axée :

En posant  I  =  r , ,  ,  nous  dédu ' i sons  de  1a  fo rme mat r ic ie l le
(3 .1 )  de  la  lo i  de  compor tement ,  la  lo i  con t ra in te -dé format ion  :

5 .1 . t

En  subs t i tuan t  e  à  I ' a ide  de  l ' express ion  de ' l ' en t rop ie  3 .3 ,
nous obtenons la déformat ion en fonct ion de l 'entropie :

5.1.2 f, ,  --c(â,.,  *,1',)* 9.)o ,t."t / c.u1''1 /

où nous  avons  u t i l i sé  la  dé f in i t ion  de  l ' i nd ice  ad iabat ique

C',, (*l= Kç*2 c.

La relat ion 5.1.2 est  ' importante car el le nous permet de
déduire :

t= E + {ê
e(É)
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- ' l  
a cornpl ' iance i nstantanée adi abati que déf i ni e par :

(1 a notat ion
u rappe ' l le  le

lr= \El i
L 

-  uo- '? j

ce l le  employée par  l , tow ick  e t  Ber ry  ( (26) ) ,  l ' i nd ice
"unre laxed" ) .

est
mot

5 .1 .3
t 2 '

l o l

g C. K(*2

La fo rmule  5 .1 .1  nous  donnera i t
comp'l i ance i nstantanée ' i sotherme :

I  'express i  on  c1  ass i  que de  I  a

!e
bc

l - 4

l, 
- 

t(-) (  i  nverse du modul e d 'Young )  .

Conna' issant
chons  à  p résent  la
réponse du matér iau
par  la  f i gu re  :

1a  comp' l iance ' ins tan tanée ad iabat ique,  nous  cher -
compl iance re laxée.  Pour  ce la  nous  exam' inons  la
à  l 'éche lon  de  cont ra in te  quas is ta t ique représenté

a
B

(F igure  6 )

La  phase AB es t  un ' inc rément  de  cont ra in te  ins tan tané;  nous
cons idérons  que  la  conduc t ion  de  Ta  cha leur  n 'a  pas  le  temps  d 'ag i r ;
le phénomène est  adiabat ique et  on dédui t  de la forme l inéar isée 4.2 de
' l 'équat ion de la chaleur la tempêrature at te inte en B :

.  Avant 
' l  ' ' impul  s ion de contrainte I  a température in i t ia le en A est

- r4
{.r -- 

,_)

c
F

on{*)=o
.  L ' incrément de contrainte est  adiabat ique :  

O,*r .  = O

nu l  le  :

de  l 'équat ion  de  la  cha leur ,  on  dédu i t  :

en ' in tégran t  de  A  à  B  :

: .
U c. ' (æ)9+1I r=  o
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La phase BC est une relaxat ion de la déformat ' ion à contrainte
cons tan te  ( f luage)  ; ' l e  p ro f i l  de  la  tempêra ture  eg(x )  s 'un i fo rmise  pour
a t te indre  la  tempéra ture  d 'êqu i l ib re  e ,  :

L 'évo lu t ion  es t  à  cont ra in te  cons tan te  :  o  =  0

L 'équa t ion  de  la  cha leur  dev ' ien t  ,  €Cr ( * )O =hq**

En ' in tégran t  su r  le  vo lume de  la  ce l lu le  i so lée ,  on  dédu i t :

(qCr ( * )  €  )  .  O

Par intégrat ion en temps, on dédui t  :

Pu isque ep  es t

oF _- .{To 6,

(Ce< ï f )

5. I  .5 en ayant ut i  I  ' i  sé €" {*)
qcu X.)

La tempéra ture  f ina le  ep  de  l 'évo lu t ion  ané las t ique é tan t  con-
dêdui t I a compÏ i ance re'l axée Jp

s. l  .4

nue,  on

5 .1 .6
. Ùl .-an

1,.-1,. = tË- t,",t.'.r" = !+-aes =#-l+ - 1'l
%- q C ce LUrd <t>J

et  en  reprenant  1 'express ion  5 . . | .3  de  la  compl iance non re laxée J ,  :
I - '-* -"'--*--]

l -  , ? 1  |5.1.7 lJo= + {  ro 
I

L-_l- -t,*) e t. t "t - J
Dans ce paragraphe, en étudiant la réponse du matêr jau à un

essai  de f luage, nôus avons obtenu les expressiom exactes locales des
compl iances ' instantanêes et  re laxées. Mais nous n'avons aucune informa-
t ion  su r  1 'évo lu t ion  de  l ' échan t i l l on  en t re  l ' é ta t  i n i t i a l  e t  l ' ê ta t
f inal .  Le but du paragraphe suivant est  d 'apporter cet te informat ion.

Par  l ' u t i l i sa t ion  d 'une méthode de  per tu rba t ion ,  nous  ob t ien-
drons :

-  d 'une part ,  la descr ipt ion approchée du régime transi to i re ;

-  d 'autre part ,  des expressions approchées des compl iances moyennes
instantanêes et relaxées que nous comparerons aux compliances exactes
prêcédenment calcul ées.

(e Ce f,1.') €" )' ( q c.Y1.) Or{..1 )

uniforme :

{-ftO ger*) >. =
< Vt*17
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5.2.  Méthode de Perturbat ' ion directe :

5 .2 .  a )  Réponse à  un  éche lon  de  cont ra in te  :

S i  nous  reprenons 1a  f igure  (6 )  nous  décr ivons  l 'évo lu t ' ion  BC
à l 'a ' ide  de  1 'êquat ion  de  la  cha leur  en  prenant  o  cons tan te  :

5 .2 .1

I l  s 'ag i  t
vêes  par t ie l l es  :

dont  on  conna i t  la

e t  l a  cond i t i on  de

5 .2 .3 r> [ .1 r  €.

( cr(*) d = &Q*'.

dans ce paragraphe de résoudre l 'équat ion aux dér i -

oQ f ,g
Vtæ)O= + -  (c.rN.B)

€ ce bca

cond i t i on  in i t i a le  :

Ocn,ol = ês (.)

f ron t iè re  (en  ra isonnant  sur  la  ce l lu le  é lémenta i re )

tA ê t l X = 0 etenx= l

Nous ut i l isons une méthode de perturbat ion d ' i recte dont le
peti t paramètre e (coef f i ci ent de perturbati on ) -dép-en_d 9. ] g_t: crohété-
i ^ogené i tC du  matêr i  au .  Par  hypothèse,  1 '  hé térogéné i té  de  I 'échant i  l l on
es [  assurée par  la  seu]e  va i ia t ion  long i tud ina le  pér ' iod ique du  modu le
d ,Young E(x) 'e t  dans  1 'équat ion  à  résoudre  appara î t  seu lement  le  te rme
var iab le  v (x )  dépendant  de  E(x )  par  :

E
bæ

5.2 .? Yr*) = 4 + a-qd a{'
( , - t l )  € C e

0n dêf i ni t a' i nsi I e paramètre d'hêtérogéné'ité e en êcri vant
r (x )  sous  la  fo rme :

I
i - .

i U(*-) =
i
I

J,a solut ion analyt ique trouvée par la méthode de perturbat ion

basée sur€  sera .proche de  la  so lu t ion  exac te  s i ' ce  paramèt re  d thé téro=
géné i té  es t  pe t i t  E l le  eSt  in té ressant -e  pour  deS

ml l ieux  mic rohétérogènes.  Cependant  ( (30)  ) ,  l ' écar t  en t re  1a  so lu t ion
exacte et  l 'approxi f iat ion caiculée en tronquant 1e développement analy-
t ique  au-de là  d 'un  cer ta in  o rdre  cho is i  es t  inconnu.

Une résolut ion numérique, QUê nous examinerons, est  a lors iuS-
t i f iée car sa conparaison aveè la 'solut ion approchée nous permet de
contrôler la convergence du développement.

N.B:  la  longueur  de  1 'échant i l lon  es t  l run i té ,  S i  on  veut  reven i r  à
une fo rmula t ion  où  appara i t  la  longueur  I  a .  t t  ce l lu le ,  i1  su f f i t
de rempla".t lu par h ll"
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Se1on 1e shêma c lass ique des  méthodes de  per tu rba t ions  d i rec-
tes,  nous développons e su' ivant :

Orz, t )  = q ( . ,b)  r  €  o1î} ) r  e 'o . ( r r t )  + ' ' '

et  nous  ident i f ions  à  l 'o rd re  e  après  avo i r  subs t i tué  e  dans  l 'équat ion
5 .2 .  I

Nous avons  dê ta i l lé  les  ca lcu ls  en  annexe pour  1e  prob ' lème aux
l im i tes  de  la  fo rme :

.  ^ ? . r
ut*ld= {,-&

bær

O(* ro)  - -  Qt * )  cond i t ion  in i t ia le  connue

!!J --O , r =O el --=4-
à*- '

Résu l ta t  :  Nous  ob tenons 1 'express ' ion  de  la  va leur  moyenne vo lumique de
1a température notée e*( t )

o'(u) -- < o 1-, t) )
ona:

s.2.4 o*tu; -- O, + !$ [n- J''l + -E-t {.Ô. 1.{'- .t't) * oce')
a J  q  -  

d . - { ,

où les 0i  sont les scalaires dédui ts du dàveloppement de la température' in i  t i  a l  e  0  (x )  en  sér i  e  de  Four i  e r  :

5.2.5 {(*) = ô. + Ô, cerTTo. t ô. co,r?Tl^ r ô3coa3lï-ro e r

et où les o,  sont les ' inverses de temps caractêr ist ' iques :
. t

{j = (j Tt_-{_)
<u>

s.z.G {. = - (i n;'_À_' J  -  'ec t ( r )  

( ra  rongueur  de ra  ce i lu re  es t
un i  té)

L Connaissant e*(t)  nous pouvons déduire la dêformation moyenne
.E(x , t )>  notéegk( t )  :

s.2.7 E'(u) -- r(E) ,?, + { o'(t)
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de  l ' essa i  de  re laxa t i on  pou r  un  éche lon  de  con -d 'où  la  fonc t ion  f luage
tra ' inte :

a (r)_- q

s.2.8

5.2 .  1  0

5 .2 .9
e ce {t*)

que nous déve' loppons suivant :

Qet-- -JT"ao I a-
ec€ <V) L

af in  de  dédu i re  à  
' l ' o rd re  ,3  les  coef f i c ien ts

de Four ie r  de  la  fonc t ' ion  o(x )  :

R ce ("rL4 + €<orn*]

€csrllo. + €i,oiff** 6(€)-l
)

du développement en sér ie

1'{t) = E*(tt
% q

l j = <L> -

+o { .L  G

f! (a,
eQ<r)

relaxée moyenne

€t l *
îJ

6G')

6(e ' )

5.2 .13

ou .l[ est

5 .2 .14

I  a compl ' iance

rl 'il + { t € t%

€?l
T/

:

Mai s de 5.  I  .5 nous connai  ssons I  a température ' in ' i t i  a l  e :

4F)= -  {Toq

= <L> + "(dfù

I t*

t

En tenant  compte  de  l 'express ion  5 .2 .4  de  e* ( t )  on  dédu i t  pour
la  fonc t ion  f luage (on  èonnaî t  a ins i  l ' évo lu t ion  t rans i to i re  du  matér iau)

"* ' ' '  ' '  A* (a*gt)*r ' 'etr-  [n- .4t .J *6(et)s.2.1r J (r) = (+) - :--b--E '  
qe<U>'  t '  Tea.<V>'  r

En reprenant l 'étude de Zener,  nous constatons que J*( t )  a la
même forme que la fonct ' ion f ' luage de l 'essai  quasistat ique du sol ide de
Zener ;àsavo i r :

s.2.1, f(r) ' tl ., t3:-1î) (r- ;' ' ' )
o 

,cf  annexe anélast ic ' i té)

où J l ,  est  la comp' l iance instantanée dédui te par 1a méthode de pertur-
ba t io t  :

?e ce <t>



où de p' lus nous obtenons (a
rel  axat i  on :  (  en revenant en
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l 'o rdre  . t  p rès)  une express ion  du  temps
grandeurs dimensionnées )

de

; ' I

5.2 .15 <u> s e ce <u> [
TI. ,&,f l t ' ( '

Par la fonct ion f luage précédemment calculée, nous avons obte-
nu une approximat ion de la réponse transi to i re du matér iau :  on constate
(à  l ' o rd re  des  ca lcu ls  en  r t  )  guê ,  pour  l ' essa i  quas ' i s ta t ique  en  ques-
t ion ,  le  matér iau  présente  une fonc t ion  f luage ana logue à  ce l le  d 'un  so-
l ide  idéa l  de  Zener .  Nous examinerons  au  paragraphe 6  que les  compf i -
ances moyennes relaxées et  instantanées dédui tes de cette fonct ion f lua-
ge sont ef fect ivement les expressions approchées à l 'ordre . t  des
moyennes des compl i ances I ocal es exactes rel axées et ' i  nstantanées

ca lcu lêes  au  paragraphe 5 . . | .  A  p résent ,  nous  nous
proposons  de  soumet t re  l ' échan t i l l on  à  un  au t re  t ype  d 'essa i  ; ' i l  s 'ag i t
de  l 'essa i  cyc l ique où  l 'on  soumet  l ' échant i l lon  à  une cont ra in te  pê-
r iod ique :  nous  approx ' inerons  la  réponse du  matêr iau  à  l 'a ' ide  de  la
méthode de perturbat ion basée sur le coeff ic ' ient  d 'hétérogénéi té et  en
nous repor tan t  aux  ouvrages  de  Nowick  e t  Ber ry  ou  de  Zener  ( (26) ) ,
( (2 . | ) ) ,  nous  vér ' i f ie rons  (au  paragraphe 6)  que 1e  compor tement  es t  tou-
jours  ce lu ' i  d 'un  so l ' ide  v iscoé las t ' ique  de  Zener :  en  e f fe t r  pour  un  te l
so l ide ,  les  au teurs  p récédemment  c i tés  on t  ê tab l i  I ' ex is tence d 'une
rel  at i  on (d ' i te équat i  ons de Debye )  entre I  a fonct i  on f  I  uage dédu' i te de
l 'essa i  quas ' i s ta t ique e t  

' l a  
réponse à  un  essa ' i  cyc l  ique .  C 'es t  e f fec t ' i -

vement cet te relat ion que nous vér i f ierons.

5.2.  b )  Essai  de contrai  nte cyc' l  i  que : . ,

Nous imposons une contrainte pér iodique comp' lexe c(t)  =%z

La température est  donnée par l 'équat ion dédui te de 1 'équat ion
de  la  cha leur  4 .2 .  :

s.z.lu Y1"1 ri = I
€ce

bto
b*t

{To o6-

e".

par une méthode de perturbation
ana'logue

(cond i t i on  in i t i a le )

(condi t ion de front ière)

44\ -
ol' 4

io.b
ùcÈ

En annexe nous avons résolu
le problème de la forme :

lxu:ô.o4'fenP.*l -u-"
I Qt",o) ' o

I re -- o oc=o ùæ.={-
l ;  

t

t

5.2 .17



Résultat  :

5 .2 .  I  I

5 .2 . . |9

5.2 .21

avec :

5 .2 .22

5.2 .23
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Après une phase transi to i re,  1a température.  moyenne de l :é-
cËan t i l l on 'osc i l l e  pér iod iquement  au tour  d 'une  va leur  f i xe

eF t 
e* (E) = êR . ô*qu)

où e  * ( t )  es t  la  va leur  moyenne vo lumique de
nente pulsante de la température.  Nous avons

. L

ô'tu= Ëlr.-Ll+6(d)
< v) L t'o- <çt*-.r,; J

Conna issant  i * ( t ) ,  nous  dédu isons  la  fonc t ionf1 uage compl exe

' la part i  e perma-
obtenu :

Jc :

{

J.: Ë ' , , ;
c(f)

fqe

Les ca lcu ls  dé ta i l lés  en  annexe donnent  :

s.z.zg J],*r" lr+ + {b (ltg') - <t. ' - t- t[ '(\€.' É-l
L € % a' ' z% e+ê/a.)l I zG .rt {iJ

et  en  revenant  aux  no ta t ions  du  paragraphe 5 .2 .  a ) ,  on  écr i t  que la  par -
t ' i e  de  JË(a )  en  phase  avec  la  con t ra in te  es t  J1 (a )  avec :

J.{., =<t> 
**(a+i) 

+

La par t ie  de  J .  déphasée ae  
]

J. (^) = 0l - l,:)

dtTo 6t ,
tet.u> tt*"t/al)

par  rappor t  à  oo  e ia tes t  J r (a )

En comparant  les  express ions  de  J .1 (a)  e t  J2(a)  avec  ce l les  des
fonc t ions  f luage i  5 .2 . . |3  e t  5 .2 .14  de  l ' essà i  quas is ta t ique ,  on  cons ta te
que :

ln t*) : lJ
P  P \

r (U-t;) T4n 
fr- .'t ')

Q* "" t ')
o. 

,,[

Cette relat ion est  ut i l isêe dans le paragraphe (6) où on éta-
b l i t  la  cohêrence des  résu l ta ts .
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5 .3 .  Mé thode  de  réso lu t i on  pa r  sé r ie  de  Four ie r  t ronquée  :

L 'équa t ion  5 .2 .17  de

V1*; O =

I a forme :

4'&
\r.-L

r P.t-'

Nous démontrons en annexe que ' la 
solut ion t rouvée tronquée à

par t i r  du  quat r ième te rme es t  la  même que la  so lu t ion  ob tenue à  l 'a ide
de la méthode de perturbat ion du paragraphe 5.2.  b)  en ayant suppr imé
les  te rmes d 'o rdre  3  e t  p lus  en  e .  Ce la  cons t i tue  une première  conf ron-
ta t ion  v i san t  à  ius t i f i e r  l ' emp lo i  e t  l a  va l id i té  de ' la  méthode  de  per -
tu rba t ion  lo rsque 1e  coef f i c ien t  d 'hé térogéné ' i té  e  es t  assez  pe t i t .

5) COHERENCE DES RESULTATS

Nous comparons les résul tats des paragraphes précédents :

-  l ' un  concerne les  compl iances  loca les  exac tes  ins tan tanées
et relaxées dédui tes sous un essa' i  de f luage.

-  1 'au t re  donne une approx imat ion  de  ces  compl iances  e t  de  la
fonc t ion  f luage.  I l  approx ime auss i  la  réponse à  un  essa i
de contrai  nte pér i  od' ique.

La cohérence, que nous nous proposons de montrer pour ces rê-
su l ta ts ,  jus t i f ie  la  na ture  v iscoé las t ' ique  du  compor tement  de  l 'échan-
t i l l on  obé issant  au  sys tème des  lo is  loca les  de  1a  thermoé las t ic i té .

peut aussi  être
Four ier  :

5 .1  .

f ions que

<-r>' On a

résolue en développant e sous

Ol:'rL)= (no * on cobTfx. + o.

la  fo rme d 'une sér ie  de

" 
i"rb

q 6 6 ? I I a c  + . . .  ) z

Essa i  quas is ta t ique

Pour le paramètre d 'hétérogénéi té € assez pet i t ,  nous vêr i -

a)  les comp' l iances instantanées moyennes sont égales :

*  la  va leur  exac te  dédu i te  de  (5 .1 .3 )  vau t  (J , ' )=  tâ ) -H i * ,

c 'es t  à  d i re  en  ca lcu lan t  à  l ' o rd re  €3  1a  va leur  de

,l> =

( lo )  =

A < n )  = 4-(a*e ' )*  6Gt)
<V> 4+€toalTæ <d> ' z /

<L>
E

To'{' (""$)a l  ns l

çC.(r)
* 6Gt)
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l 'au t re  dédu i te  de  la  méthode de
(5 .2 .13)

perturbat ion vaut

lJ=

=Jl à

<L>
E

T. d' (4* l.rgc. < f,)

l ' o rd re  o ( r t ) .0n vér i f ie  b ien  que <Jr>

nous vér ' i f ions que

U) 1es compl iances relaxées moyennes sont éga' les :

*  de  la  va leur  exac te  (5 .1 .5 ) ,  nous  ob tenons  :

6ïe> - (T",> = +- I . l, - +1
ec.  L 

-u '  <Y>)

*  de  la  méthode de  per tu rba t ion ,  de  5 .2 .14  on  a

tP  -  1?  d '€ t r
. ,  f l  rg -  rq ce (Y)

En remarquant  au  préa1ab ' le  que,  à  l ' o rd re  e

'l'- *, h{
en reprenant le résul tat  précédent :  <J;> =

vér ' i f i e  b ien  que ,  à  l ' o rd re  e3  :

et

on

;l

( Ir \)  =

6.2 .  Essa i  cyc l ique  :

Nous avons calculé par une méthode de perturbat ion dans le pa-
ragraphe (5 .2 .b )  la  fonc t ion  f luage comp' lexe  pour  l ' essa i  cyc l ique où
I a contra'i nte péri odi que comp'l exe s ' écri t : g-( t) = q' 

"t*'
Pour  vér i f ie r  1 'exac t i tude de  ce t te  so lu t ion ,  i l  su f f i t  d 'exa-

miner  s i  les  re la t ions  de  Debye (c f  annexe Ané las t ' i c i té )  son t  vér i f iées .
Ces re la t ions  l ien t  en  e f fe t  les  va leurs  carac tér is t iques  dédu i tes  d 'un
essa i  quas is ta t ique  à  ce l les  dédu i tes  d 'un  essa i  cyc l iQUê, r  e l les

?
TR

3. {*) =

où J , (a )  es t  la  par t ie  de  la  fonc t ion  f luage en  phase

où Jz(a)  es t  1a  par t ie  de  la  fonc t ion  f luage déphasée
trai  nte.

avec

ael
?

I a contrai nte

avec I a con'

où t  est  le temps caractér ist ique de la relaxat ion.
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Ces re la t ions  sont  b ien  les  mêmes que ce l les  de  la  fo rmule
5 .2 .23 .  Les  équat ions  de  Debye sont  vér i f iées .

Conc lus ion  : Après  avo i r  résumé dans  l 'annexe Ané las t ic i té  e t  V iscoé las-
t ic i té les formal ismes empruntés à Zener,  Nowick et  Berry,
nous constatons que 1es réponses en déformat ion globa' le de
1 'échant i l lon  soum' is  à  une so l l ' i c i ta t ion  en  cont ra in te  qua-
s ' i s ta t ique ou  .cyc l ique sont  ce l les  d 'un  so l ide  l inéa i re
idéa l  v iscoé las t ique de  Zener  dont  les  carac tér is t ' iques
sont  :  (  à  1 'o rdre  de  l rapprox imat ion  cons idérée )

-  l a  comp l iance  ins tan tanée  Ju  (5 .1 .3 )

-  ' l  
a compl i  ance rel  axée JR (  5.1 .7 )

-  1e  temps de  re laxa t ion  à  cont ra in te  cons tan te  r  (5 .2 .15)

7)  ENERGIE DISSIPEE :

Nous nous proposons de décr i re un cycle contrainte déformat ion
en appl ' iquant un échel  on de contrai  nte,  sui  v i  une foi  s 

' la 
température

un ' i fo rmisée,  d 'un  éche lon  de  compress ion  d 'éga1e in tens i té .  L 'a i re  du
cyc ' le  a ins ' i  décr i t  représente  1 'énerg ie  d iss ipée.  Nous la  ca lcu lons  e t
nous  la  comparons  à  1 'express ' ion  de  la  cha leur  p rodu i te  par  la  var ia t ion
d 'en t rop ie  i r révers ib le  n l  dédu i te  de  la  fo rmule  é tab l ' ie  au  chapî t re
r .  4 .4)  .

€2- =

7.. | .  Descr ipt ion du cycle contrainte-déformat ion :

&,3 4. e,i
TA

Contrai nte

o
et Température moyenne :

c

I
I

- - t c

.  - .  - . - 1

D ;i'
l r
L

Les étapes de calculs sont les suivantes

la  tempéra ture  in i t ia le  à  t  =  0  es t  p r ise  nu l le

eA(o) -- 0



1 a température à 
' l  '  imPul si on

ad iaba t iques  (c f  5 . . | .5 )
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oo est  obtenue sous des cond' i t i  ons

*

I a température
vau t  (c f  5 .1 .4 )

L 'a i re  du

en subst i tuant

êr(o*) = - *I".f
q C. Yrr)

f i nal e uni f orme atte'inte sous

e .  =  -dTo66 '

€ce  <Y)

oo mai  n tenue constante

se ca lcu le  de  la  même
1 n l t l a l e :

1 a température à f impu'l si on

osr  c 'es t  à  d ' i re  sous  la  con t ra in te
façon en prenant cependant e. comme

ot =g" t

1 a température
vau t  (c f  5 . . | .4 )

oE _-

o o  -  o o ,
température

{r"5-
çc. U(*7

f inale uni forme at te inte sous -  oo maintenue constante
en prenant e9 pour température in i t ' ia le :

1{=Én1*rz = 4 lcr>o"r{i;6-J
<r> <t>  L  €ce )

0n
le

remarque l 'annu la t ion  de  eu  ce  qu i
cycle contrai  nte-déformat i  on- (ABCDE)

t radu i t  a ins i  na ture l lement  que
se referme.

c
c
q

ol"

"b
l es

cyc' le se cal  cul  e sui  vant

wd= € (€. -  €o)

€c -- q <!> * {ê.

€B = no<t> + <€g)

va leurs  de  eg  e t  e .  :

wd= qro/r ro I . l r-  ! . l
(ce  L  A <t r>J

en reprenant  l ' express ion  de  v (x )  :

V ( * )=  ( f , ) [a *  €co lT l * ]
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L
I

<E> - J Yt"\àn
o

on obt ient  exactement

f - r

7.1.1 <7->- '4-  :  L 1 -Y - ' t l
A <t> <r>Li lF J

avec

et nous

7 .1 .?

7 .1 .3

a 1  n s l

et

dédui  sonsla  va leur  exac te  du  t rava i l  d iss ipé  :

wJ= ç'"/2 To l- 4
z V \  L  , -

I
I
I
I

I
-_l

qc.  <V) ,l',-,F
.J

Nous aurons  à  u t i l ' i se r  la  va leur  approchée

J  r  ? . -  ?
w- s q"'l_l g' + clG?)

. elJ v>

à I  'o rd re . 'dewd:

d 'un  so l i de

reprenons 1e

7.2 .  Quant i té  de  cha leur  p rodu i te  :

Le  taux  de  p roduc t ion  d 'en t rop ie ' i r révers ib le
thermoé las t ique de  longueur  un i té  es t  donné par  (c f  I .  4 .4 )

i -=i&o]*a*l r ;  F-

Nous approximons LiL ou. &-ut- et nous
T\ T"a

rêsu l ta t  é tab l i  en  annexe pour  1 'éche lon  de  cont ra in te  o r  :

o(*rt) = ôo r 0, .orlr'. 
"t'' 

* qfL ( ̂ '!'') * GGt)

H. 
= - ôi T.uinlTrc J't * 6(e')

1 - t ^ ' 1 { t
.L lr E i = t-ôh 

t 
oi,ntn* €- 

''- 
+ 6(€')

Tot \ l*7 tTo'

en in tégran t  sur  1a  longueur  de  l 'échant i l lon ,  on  ob t ien t  :

i,= + ô,'tT'i 'G'/r;.
nous dédu isons  la  var ia t ion  d 'en t rop ' ie  i r révers ib le  lo rs  de  l 'évo lu t ion
deAàC:

c, +c

t'r==li,rrsf*(+)



de même,  la  var ia t ion  d 'en t rop ie  i r révers ib le  de  C à  E vaut

subst i tuant  1es express ' ions

Arq  =
A ta
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5.2 .10  e t  5 .2  .6  de  0 ,

{ t  €, t  o; '

4g c .  <E>

a" e'*'
(qce <Y>

et c '  on t rouve

sui  vant

la méthode de perturbat ion

6

!i,'=
imes 'expr

E

ln)
I' l

__l

,  le  t rava i l  d iss ' ipé

u{D=-.t( l f r* l

V/^ = "(1 €''o6t T.
' '  {e( t  <u>

er

i
I
I
I

et pour le cycle ent i

7 .2 .1

I l  est  remarquable et  on pouvai t  s 'y at tendre que cette ex-
p ress ' ion  de  1 'énerg ie  the rmoé las t ique  d iss ipée  es t ' l a  même que  l ' a i re
du cyc le  (7 . . | .3 )  l i t  p récédemment  ca lcu lée ,  a i re  qu i  es t  un iquement  dé-
dui  tè de I  'observat ' ion du comportement v i  scoél  ast ' ique de I  'êchant i  I  l  on .
Cet te  éga l i té  conf i rme encore  l 'ana log ie  de  compor tement  de  ce  so l ide
thermoêlast ique avec le comportement de nature v ' iscoélast ique.

De p lus ,  en  comparan t  les  express ' ions  7 .1 .2  e t  7 .2 .1  de  l ' é -
nerg ie  d ' i ss ipêe,  nous  avons  la  poss ib ' i l i té  de  tes te r  1a  préc is ' ion  des
résul tats obtenus par la méthode de perturbat ion.

7 .3 .  Eva lua t ion  de  I  a  so lu t ion  approchée (essa ' i  quas i  s ta t ' ique)  :

La  préc is ion  de  la  méthode de  per tu rba t ion  es t  me i l leure  s i
le  coef f i c ' ien t  d 'hé térogéné i té  e  êSt  pe t i t .  S i  a lo rs  on  dês i re  respec ter
un degré de précis ion f ixé,  on pourra déterminer la valeur maximale ad-
miss iÙte  de  e  ên  cdnparant  1 'express ion  exac te  e t  l ' express ' ion  approchêe
du t rava i l  d iss ipé  lo rs  de  l 'essa i  quas is ta t ique.

Le  t rava i l  d i ss ' i pé  moyen  par  un i té  de  vo lume s 'éc r i t  (7 . . | .2 )  :

wJ= q [{ei.-t-{d"Ë-c]=q"'('a lrlr- +l
e% L r  <8>J

$/^7)

avec
V(*) = <r> [4+ e .ot(n'lr)]

Le travai l  d issipé obtenu Par

èer
W- '  =  q - { tTo  {

€ t t  < t>  ?

s 'éc r i t  :

(r/#)
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Les résu l ta ts  sont  en  Jou les  par
I es uni tés emp'loyées :

mètre cube et  nous ind' iquons

la  cont ra in te  oo  es t  en  Nm-  2

I e coef f i ci ent de d'i I atati on a

1a température de référencê To

la  masse vo lumique en  kg  p-  3

la  cha leur  spéc i f ique  en  Nm kg

l ' i nd ice  ad iaba t ique  I  e t  l e
mens i  ons .

-  l "C -  I

coe f f i c i en t  d 'hé té rogéné i té  son t  sans

eno  C -  I

en "  C

(Newton, mètre)
(degré  Ce l  s i  us  )

d i -

t i -Pour I  es métaux Y est

t re  d ' ind ica t ion ,  nous  dressons

pour  d i f fé ren tes  va leurs  de  e .

de  l ' o rd re  ( (28) )  de  1 .02

le  tab leau des  va leurs  de

à . l .05 .  A
wd - wdP-lF-

valeurs de e I ,^uooo.t wd - wdP
i ' t^ toP

0.001

0 .01

0 .1

0 .2

0 .25

0 .3

0 .4

0 .5

0 .5

0 .7

0 .8

0 .9

0 .99

= Q

75.1  0 -4

75 JO-?

3%

4,7  %

6,8  %

12,3 %

19,2 %

28%

38,8  %

52%

68,7 %

99,7 %

ol
to

ol
rc

Des valeurs de ce tableau, i l  apparaî t  que la mêthode de per-
turbat ion est  appl icable avec une prêcis ion acceptable (  = de 5 %) pour
un coeff ic ient  d 'hétérogénéi té ne dépassant pas la valeur i  tmax = 0.3.
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Après  avo i r  é tud ié  1a  d iss ipa t ion  d 'énerg ie  lo rs  de  1 'essa i
quas is ta t ique,  nous  nous  proposons à  prêsent  de  ca lcu le r  l ' a i re  du  cyc le
décr i t  dans  le  d iagrarme cont ra in te -dé format ion  lo rs  de  l 'essa i  cyc l ique
que :  nous obtenons ai  nsi  I  'expressi  on de I  'énergi  e d ' i  ss ' ipée_ l  ors de
l ' 'essai  de f rot tement interne, expér ience p' lus f réquente dans 1a l i t té-
ra tu re  pour  éva luer  la  d iss ipa t ' i on  the rmoé las t ique  d 'un  so l ide  ( (21) ) .

7 .4. Frottement i nterne :

Si  nous appl  iquons
r(!) =

nous observons une réponse en

une contrainte pér ' iodique de la forme i
6o co"rb

déformat ion moyenne qui  s 'écr i t  :
t

5 tcaw! + ' lo ( t)
t

t  o(To 6 qrbinnrt
€ce

e(r):
où,  lo rsque le  rég ime permanent  es t  a t te ' in t ,  e* (1 )  es t  la  tempéra ture
moyenne de même pulsat ion to et  que nous mettons sous la forme

Ot(t ) = o. cg). rt* b.uir.*b . c

nous sommes amenés à  résoudre  1 'équat ion  (on  remplace o( t )  dans  l 'équa-
t ion  de  la  cha leur  I I I .  4 .2 )  :

Y6;ô = t. \ 'ê
€ce bx-L

Let(3
€ce

7.4 .1

qui est de I a forme

7.4 .2 Y1*)ô: : {. &
ù *

* ê to ur linurb

= o( -ro

€ce
où nous  avons  posé :  o ( .=

Nous montrerons (dans 1e chaPître
diagramrne contrainte-déformat ion ainsi
S avec

:  I l  lus t ra t ion  numér ique)
décr i t  es t  une e l l ipse  deque  le

surface

7  .4 .3

El le représente
de 1 'essai  cyc' l  i  que. Nous

s=n.t l t l  q

I a val eur dp . ' l  'énergi e
la notons Ùld.

r u d
W =T l7 .4 .4 {  lb l  6;

d ' i ss ipée par  cyc le  lo rs



86

Nous pouvons connaître le terme b en reprenant 1 'expression
de la  réponse en  tempéra ture  5 ,2 . , . |8  lo rsque l 'échant i l lon  es t  soumis  à
la  cont ra in te  compls l i  o  =  oo  s io t .

En ef fet ,  la solut ion complexe moyenne du rêgime permanent
pour  l ' équa t ion  :  ( I I I .  5 .2 .17)

v1..)g='( t fo + P;e
ùæ'

possède  ' l a  par t ie  pu lsan te  i * ( t )  qu ' i  s 'éc r i t  ( I I I .  5 .2 . . |8 )

t \ r t . ' L

o (t)= ÊË'l-u * Ç' '..l'6 
L i"> .64--<,)J

En décomposant  en  par t ies  rée l les  e t  imag ina i res  I  *  e tpsu1-
vant

6* = e* +; ê* F = Fr.* ;Fir"

nous obtenons les deux équat ions :

Y1-) o*(E)= <tt l  * Fn.oo-b - P,,.r ;nurb
y1'; ou.(t) = {t Ot + F;' ,o-b + p^ bin'rb

en imposant  tô  ^p = purco

et oC. = d.

nous  dédu isons  a lo rs  que la  par t ie  ' imag ina i re  de l  *  es t  la  so lu t ion  de
I  'équat i  on  7  .4 .2

Ut*) ô = 4rê" * (g -q lin,,rt

Recherchons donc la part ie imaginaire de â* :

on  a  en  subs t i tuant  dans  5 .2 . '18  la  va leur  de  I

ôftt = l3-oî (.or-E + ;u,.wt) ( J- * € t \

?(f\r-{r) 
/

*r(#.*),l
<  6 )  L r t

- l ' l .

= 6 -4 f ."o-Ë ( - €-4 )* r,,n
< f>  L  t f (q r . * . t , . ) /

+ ù P-erF [o,^-t ( 
#) * c.,,*t (-# -fu.)J



du' i te

7 .4 .5

La
de  l a

et  1 'express ion
que devient :

avec 4,= - l/t

et (3 : "lt'  ( cc

on ob t ien t  :

7  .4 .6

7 .4 .7
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imag ina i re  cherchée,  qu i
de perturbat ion s 'écr i t  :

ar t i  e
thode

?= 
ât

par
méth

-*Pe

est ,  nous  1e  rappe lons ,  dé-

d iss ipée  par  cyc le  lo rs  de  l ' essa i  eyc l ique

= ï  dq 13.,Jr% e' lv, l
?, <v> (r.rt+Crt)

inverse du temps de relaxat ion)

de  s  ;  c f  7 .4 .2 )

.JP  ê
i lw  r l J rL-

4+  wt  Ta

t - -L- ,L
4t 

- 
nto(c

s5.
hn'

(où
t,

Ê.' J .o-É (-t - €2,,r \ +rdn *U (- €'l, ) I
<Y> t  \u t  a ( , r t+< , t ) l  ta { * t * * ; ; l -1

Le coeff ic ient  b

b=
est  le terme facteur de sin ot

* 6 €1/,

de 1  'énerg i  e

fi"
( c f  5 .2 .15 ,

(déf i  n i  t i  on

' i t?=@'
lRCe  q f )  ( . 1 ' r . ^ r t t ' )

En rappe lan t  que  l ' énerg ie  d iss ipée  WdP lo rs  de  l ' essa i  quas ' i -
s ta t ique  s 'éc r i t  (7 .1 .3 )  :  

-

J a  I  ? -  a
w-'- -- -e_l_U

r e c€ <Tr>

on remarque alors la relat ' ion entre f idp (essai  cycl ique )  et  l . ldp (essai
s ta t ique) :

,v ào
w':

S' i  nous représentons 1 'énergie f rdp en fonct ion de la pulsat ion
w, nous obtenons, de la même façon que Zener,  une courbe en cloche de

Lorentz qui  présent pour la pulsat ion :
P

w;  \ 5  L
q|^IJ (

où  t  es t  l e  t emps  ca rac té r i s t i que  de  l a  re laxa t i on  e t  vau t  ( c f  5 .2 .6 )

l a  longueur  de  l ' échan t i l l on ,
es t  p r i se  éga le  à  I ' un ' i té )

7  .4 .8

T:
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Ces fo rmules  sont  ' i den t iques  à  ce l les  de  l 'é tude monod imen-
s ionne l le  de  Zener  (c f  pa ragraphe  I I I .  1 . . | ) .  Nous  les  rappe lons  :

(où

de

(et L t D = k  es t  le  coef f i c ien t
PCo

d i f fùs i t i v i té ) .T1.D

De p ' lus ,  la  re la t ion  7 .4 .7  nous  permet  de  dédu i re ,  dans  1e  pa-
ragraphe su ivant ,  l ' express ' ion  de  l 'ang ' le  O (ou  de  sa  tangente)  de  dé-
phasage de la déformat ' ion par rapport  à la contrainte ;  angle qui  est ,
nous I  e rappel  ons, une mesure caractér ' i  sant parf  a ' i tement I  a di  ss ' ipat i  on
engendrée par l 'ef fet  thermoélast ' ique.

Au  p réa1ab le ,  nous  remp ' laçons  dans  la  re la t ion  7 .4 .7  1 'expres -
s ion  (approchêe à  l 'o rd re  e3)  t r l c lP  de  1 ]énerg ie  d ' i ss ' ipêe  

' lo rs_de I 'es -
sai  quasiqtat ique par sa valeur exacte t 'Jo donnée par la formul e 7.1 .2.
S'i aiors Ûd désigne l_a yale-!.Lf glactq de _l_lénergie dissipée par cycle

Ttai-de l lessai  cycl iqùe 
- , l6us 

suppoions ne pas commettre une grande
er reur  en  écr ivan t  la  re la t ion  :

d . f
'0.r e ,

4+rrrttL

(nous  le  jus t i f ie rons  dansl 'annexe du  paragraphe su ivant ) .

7 .5 .  Mesure  de  la  D iss ipa t ion  :  tg  ô

En subs t i tuan t  dans  1 'express ion  7 .4 .9  de  h  la  va leur  Wd de
1 'énerg ie  d iss ipée  lo rs  de  I ' essa i  quas is ta t ique  avec

I  l r d

; W 3 Tf W7 .4 .9

0na :

7 .5 .  I

wà= 
to(tT. 

I n -a1
( Ce < V) " tf,-i- ) ( c f  I I I  7 .1 .2 )

=. Tr-6'{'r..[ L -nl *T -
q cF) L ,fiF ) trwacL

Nous ob tenons a ins i  l ,express ion  de  l 'énerg ie  d iss ipée par  cy -
c le  lo rs  de  1 'essa i  cyc l ique .  I i  es t  a lo rs  in tê ressant  d 'é tud ie r  le
rappor t  ad imens ionne l  de  l 'énerg ie  d iss ipée e t  de  1 'énerg ie  de  v ib ra t ion
*edé f in iepar t  

W"=  \%G,
A C

où oo  es t  l ,ampl i tude de  la  cont ra in te  app l iquée lo rs  de  l 'essa i
où oÏt)  = oo si t r l t

n la
w



.89

ê t  e"es t  1 'ampl i tude de  la  réponse en  dé format ion  observée,
,  ma is  déphasée  de  I ' ang le  ô  avec  la  con t ra in te  :  e ( t )  =  .o

Si  nous expr imons la comp' l iance comp' lexe J1 + iJ2

6( t ) :  ( J ,+cJ" )c ( t )

où  t  es t  le  temps carac tér is t ique  de  la  re laxa t ion

l lrnitsation

par

où J1 et  J2 sont donnês en fonct ion de la comp' l iance instantanée Ju et
re la iée  Jp  par  les  re la t ions  de  Debye (c f  paragraphe 6 .2 . )  :

tt, = r^ t (Tn-J") fr,"..
l  - -  l n  - \  f

L 
J.-= (J6-J*/  -  

i  : ;-t+ ,^rt f 
'

1 'ang le  de  déphasage  vér i f i e  :
E1\ = r.

Ta

et on démontre (pour o génêralement pet ' i t ) .  (  (21 )  )  (  (26) )  que

^ ' d
y, - '=  lT f  h l \  (c f  r r .  5 .3 .1)
w

\ \ =

L 'ang ' le  o  es t  1e  paramèt re  le  p ' lus  courant  dans  la  b ib l iogra-
ph ie  pour  carac tér iser  la  d iss ipa t ' ion .

En subst i tuant J1 et  J2 nous obtenons :

Zener et  d 'autres auteurs (Randal l -Rose-Bennewitz-Rôtger)  pré-
sentent tgô sous la forme

A ,^rt
4t uÊta

où

où

on retrouve que

^  sans  d imens ion ,

le  max imum de d iss ipa t ion

caractér i  se I  '  i  ntensi  té de

T_ J,
A ( w ) =  

J R -  '

1, + Iff-T*,
{.+ttt13

se situe pour tJ66x

I a rel axati on :

1= -
T
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À èst compris entre les deux bornes :Su ivan t  la  pu lsa t ion ,

tù = + cP -+) btr.f =

tey = O '-D

Une très pet i te
de tgo on rempl ace a par ao = g ou a, = * -

*  en subst i tuant  au,  = 0 ,  
n^ .*o .  o

br\ : {_I-!_
€cexo

en rappe lan t  la  re la t ion  en t re  le  modu le  d 'Young
gue r"  de ce sol ide homogène :

vo -- 
'1t

on peut écri re :

La
t ion  de  nos

De

nAcRo ^ l  ô  -É6u, )
t*\ '^ ' î  1j9. Ët .*"f* '"o 3 tr" l+wlftn'* 

'

*  en  subs t ' i tuan t  Â( r=  +  - :  o r l  ob t ien t  ( (21) )  :

Èo\n^*o = 'd! cg-- c€ *1*'*u-J-  
3  % l+uf t rn ' "sÙ

c'est à di re bX bn**o= e (t._ ,) * a:i
3 

\ / 
]**nr'" '*r

première forme de tg6Macro se prête mieux à une confronta-
résu l ta ts (emp loyons  pgur  ceux  

ïd ,a  
no ta t ion  "  m ic ro  " ) :

ta  re la t ion  lTTL lb  =  )y- f , ç € '

\Nt=

Jn- J"

ÀÂ
T
r ' R

er reur  es t  commise ( (2 . | ) )  s i  dans  1 'express ion

ao 6o et en approximant eo

J u

Zener a obtenu pour un matér iau micro- homogène présentant donc uni-
quement  une d iss ipa t ion  macroscop ' ique (1 iée  par  exemple  aux  cond i t ions
de  f ron t iè re )  1 'express ion  de  tg  t r  Emp loyons  à  p résen t  la  no ta t ion
"  macro  "  pour  Ies  résu l ta ts  ind iqués  par  C .Zener :

t n q n t

w( ,
(+urattr*'o')

Eo  e t  I  ' i  nd i  ce  ad ' i aba t i  -

3 dtro E' I e ce (4- ,JI-t

avec

par

I
z

G , \ r q

<É)
r" lceo

1x\\=

on obt ient en reprenant 7.5.1

-al -t^t"" J-a 6 
t 
l-'

J;F"L'.e>J
L
.'J",.?

î %1 q'r. I
e... Y, t
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Ains i  r  pour  carac tér iser  la  d iss ipa t ion  l iée  à  
' l ' hé té rogéné i tê

mic roscop ique  ( r (x )  =  <v>( l  +  eçes l1 ) ) ,  on  ob t ien t  :

,3 \n'*o = {tro (F) 
f  +-, *qî; ."

€ c. . 
") 

Lnrp J t**{Îb'*?t

c 'es t  à  d ' i re ,  pu isque :

Yç.,.):4+ aqfa-g=f
C,ce ( ,t -t,l)

on dédu' i t  : . hrc lo
Érb = f- i l l  .qr .  d'J I  -nl

a < t'> 11ut(c'91,Æ J

et  on  é tab l i t  le  rappor t  :
.  n f c Ê O  n , o Ù  ,  - - e n ù ?

I r [ .  :  q.  Yo .Jt !  - t1( .  4* ' r '1,  ,
L \ n A c Â p  a " i ! o - l  L t | , - E  I { - " " t  

' f a 4 i - n ' ' c " ' 1
C 5 à  \ o )  c  - l

I1  s 'ag i t  par  conséquent  du  rappor t  des  mesures  de  la  d ' i ss i -
pa t ion  l iée  à  l 'e f fe t  thermoé las t ique où  :  ,

-  l 'une correspond à un m' i l ' ieu hétérogène ' isolé thermiquement ;
e l l e  ca rac té r i se  la  con t r ibu t ion  de  I ' hé té rogéné i té  â  la  d iss ipa t ion
d 'énerg ie .

-  1  ' au t re  co r respond  à  la  d i f fus ion  macroscop ique  de  la  cha leur
dans  un  mi l i eu  m ic ro -homogène.

<y> = 4+

I l  es t  i n t é ressan t  d ' éva lue r  quan t i t a t i vemen t  ce  rappo r t  l o r sque
les  deux  m ' i l  i eux  cons idé rés  son t  de  ca rac té r i s t i ques  mac roscop iques
semb lab les .  Pou r  ce ' l a ,  nous  cho i s i ssons  un  m i l i eu  homogène  t e1  que :

Eo= <E) lo= <Y>

e t  nous  u t j l i sons  l es  va leu rs  expé r imen ta les  de  I ' i nd i ce  ad iaba t i que
Yo ,  de  l a  d i f f us j v i t é  t he rm ique  D  e t  de  I ' i n t ens i t é  de  l a  r e l axa t i on
A  é tab l i es  pa r  C .Zene r .

q c. ( ,1-tr l )



Métal

col{STAilTES DE RELAXATI0N THER}|IQUE

, o -  I D
cn7/s u

0 .010
0.0088
0 .0050
0 .0046
0.0046
0.0040
0 .0036
0 .0034
0.0030
0 .0029
0 .0025
0 .002  I
0 .0020
0 .001  8
0 .001  7
0 .001  5
0 .001  4
0 .00078
0.00069
0.00030

0 .05
0 .052

0 .04

0 .04
0 .028
0 .021
0 .067

0 .038

0 .006

0 .46
0 .  4 t
0 .60
0 .88
0 .  53
0 .40
0 .38
1 .74
1 .2
0 .  ï5
0 .24
0 .20
0 .26
0 .12
l . t
0 .26
0 .065
0 .61
0 .29
0 .22



92

En rappe lan t  que  le  te rme |  +  -  e l
tIrF 

- 
l

es t  i s su  du  ca l cu l  de  ( I > ,  on  a  ( c f  7 .1 .1 )
-y '  

\GT
e t  on  éc r i t  a i ns i  sous  une  f o rme  p lus  géne ra le ;  en  nous  résuman t :

À-tt^o , 
rf 

t"to 

[n * ,a a'ricroi l- l

A* t to -  " - lnà. 'o  I l *  r t -ghâ("o1]- r

ry .  t -* '  .  Ia *  * . t* ' î t ] [n*wt l r r r i *o?1-t
aÊr4r0 t|vrÀt^o

ct  ToEo

e c .Yo

{1To  (e )  |
gc .  <Y )  L

<v> < t>

lt rr-t ]- '

Lt Tr-* ]- '

avec  :

. r lrcgf O
b q b

5 tt*' =
b5b**o

. macfo
A=

f  
t o - o .

rvrit fo
À :

Owritro

Ancafo

4mi t fo ? ,  l  ongueur  m ic roscop i  que  de  
' l a

ce l  I  u l  e .  d ' hé té ro9éné i t é  )

L ,  l ongueu r  mac roscop ique
de  l ' é chan t j l l on  )

s f  on  se  ré fè re  aux  va leurs  du  tab leau précédent  e t  pour  un
un  mi l  i eu  pér iod ique  où :

V(*) = V' [.r* .ot(rr'*X')J
on  peu t  es t ime r  que  C  ne  dépasse  pas  l a  va leu r :

€ :  O .  03

Dans  l e  cas  des  mé taux ,  1e  pa ramè t re  d ' hé té rogéné i t é  es t  donc
t rès  pe t i t .  0n  peu t  éc r i r e :--- 

.;;i?, -, = f=- 
-, s e'/r,

s i  nous  représentons  tg  fm ic ro  e t  tgSmacro  en  fonc t jon  de
1a  pu lsa t fon  de  so l l i c i ta t ion ,  nous  ob tenons  deux  courbes  en  c loche
de Lorentz  p résentan t  chacune un  max imum:

- I  ,une pour t ,  = ({macroyr.  - - - - - - - ,  ( txb'n- ' ) , . .*  
= A-ot" /a

- ] ,au t repourh ,= (€mic ro1 t - - - - - - - , ( t . , . . . ' ) . - .

.  
"> 

<i-> - 11

-t
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que
la

Le rapport ffi
f f i .de 

l ,ordre de €/ç  exRr ime c la j rement

l a  d i ss i pa t i on  m ic roscop ique  es t  géné ra lemen t  l ég t i geab le  
devan t

d ' i s s ' i pa t i on  mac roscop iquà . 'Ce .pendan t  pou r  1a  pu1  sa t i on

!ù = 6m;ræ)-'

1  e  rappor t

s  '  ec r ]  I , ' a #l i
*#;
€1 -f  1a*
lf lr'

nous  i nd iquan t  a i ns i  que  pou r  une  t a i l l e  d ' hé té rogéné i t é  su f f i sammen t

pË i i t à  à . Jà . i  r u  t à i r r ' à  aà  l ' ê chan t i l l on  (  c ' es t  à  d i r e  pou r  un  nombre

de  ce l l u l es  su f f i t i r r . n t - é1evé  )  l a  m i c rohé té rogéné i t é  con t r i bue  l e

p ' l us  à  1a  d i ss iPa t i on  d ' éne rg ie .

Nous  i l l u s t r ons  ce  f a i t  pa r  l es  f i gu res  su ' i van tes :

cOuRtsES.DES DISSIPATIONS MACR0SC0PIQUE ET MICRoSCOPIQUE

su jvan t lenombredece l lu lesd 'hé té rogéné i te :

t$\

,aft '- tçoun lr €L/x)

(ç ,o"  l<eL/a)

\/oaicto n/ 
,^runo

(r-+)b)

a

( ls€

trl (to3
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du paragraphe  I I I .7 .5 .

oud

ou ffd

Nous  jus t i f i ons  la  fo rmu le  7 .4 .9  :

rXd* f l  wÀ * t .
, l+wtT]

es t  1 'express ion  de  1 'énerg ie  d iss ipée  lo rs  d 'un
quas is ta t ique ( f1  uage)

es t  1 'énerg ie  d iss ipée  lo rs  d 'un  cyc le  de  l ,essa i
de frot tement interne).

La  fonc t ion  de  f luage s 'écr i t  sous  la  fo rme

T(r)=€l l l  = 1,,* Fn-rJ(a -; ' f t ' )

cyc le  de  l ' essa i

.eyc l ique  (essa i

5a - 1,.

%

1 'express ion  du  t rava i l  l o rs  de  l ' essa i  quas is ta t ique  s 'éc r i t  donc

wd = %- [C(+æ) -  e r " ) ]  "qt  ( lo- f  )

et pour 6,  généralement pet i t ,  on a :

ùd = 1r t '3\ we

avec  Wt  =  
tn ,  

no  (éngrg i  e  de  v i  b ra t ion  )

où tgô est  de la forme

Lo\=  A  6 r (  ô=' ;F;' 5o+ Ta-Tr'

4turr€a

Avec ces relat ions,  on écr i t  1e rapport  :

ù/ t  r t^r (  |  € .4- l
F- L.'.{ 'LqFosJ

le terme a reprësente la compl iance moyenne. 0n prend souvent ((2. | ) )
o o

= J,^ ou 
F, 

t* ou plutôr * = Jr.t
etr en reprenant Zener, on ne cornmet pas une grande erreur en donnant
à  l ' i n tens i té  de  la  re laxa t ion  À,  la  va leur  ( re lpec t ivement )  :

6o
€

Jn- L^
Trr

ce qu i  a ins i

ou+ ou Tn-t ( (zl ) )

nous  permet  d 'é tab l i r  7 .4 .9

fr{- ïwÀ *-[- 
I

'4 t wlÇ
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pour comp'léter cette étude monodimensionnelle et notamment

pour vér i f i l i  la ionvergence iq la méthode de perturbat ion'  nous nous

proposons,  u  p . . r .n i , ' J . ' J i i i r [ t i se r  les  êquat ions  aux  dér ivées  par t ie l -

I es êcri tes pou.- i iétJA. de 1 'essai. 9!1si st-ati que e-t dynam'ique af i n

O;ôUten i r  une ' i l l us t ra t ion  numér ique du  phénomène de re laxa t ion .



CHAPITRE IV

ILLUSTRATION NUI4ERIQUE



1 0 0

Nous d isc ré t i sons  e t  in têgrons  numér iquement  1 'équat ' ion  aux
dér ' i vées  par t ie l les  de  l 'é tude monod imens ionne l le .  La  s imu la t ion  ob tenue
nous permet d' ' i  I I ustrer 

' l  
e phénomène de rel axat' ion de I a déf ormati on

lo rs  de  l ' essa i  quas t i s ta t ique  ou  l ' i n f luence  de  la  conduc t ion  de  la
cha leur  sur  le  cyc le  cont ra in te -dé format ' ion  lo rs  de  l 'essa i  cyc l ique

Nous comparons  les  résu l ta ts  de  l 'é tude monod imens ionne l le  ob-
tenue à  l 'a ide  de  la  méthode de  per tu rba t ion  e t  ceux  réso lus  numêr i -
quement.

I  )  LA METHODE DE CRANK-NICHOLSON

Auss' i  b i  en pour I  'essai  de f l  uage (on app' l ique un échel  on de
cont ra in te )  que pour  l ' essa i  de  f ro t tement  in te rne  (cont ra in te  pér io -
d ' ique) ,  nous  pré férons  u t i l i se r  la  méthode numér ique imp ' l i c i te  de  Crank-
N i  cho l  son .

La  méthode exp l i c ' i te  d i rec te ,  p lus  s imp le  à  é laborer ,  donne
auss i  de  bons  résu l ta ts  ma is  la  cond i t ion  de  s tab ' i l i té  e t  de  convergence
imposée pour  le  cho ix  du  pas  de  temps e t  du  pas  d 'espace dev ien t  dé l i -
cate s i  nous augmentons le coeff ic ient  d 'hétérogênéi té du matér ' iau :  à
pas  d 'espace cons tan t ,  1e  pas  de  temps d iminue sens ib lement  e t  augmente
a ' ins i  1e  temps des  ca l  cu l  s .

Nous nous proposons de di  scrét ' i  ser 
' l  'équat ' ion aux dér i  vées

part ' ie l les,  
utr)d= d.  tg

bct

en respectant la condi t ion de front ' ière :  $ = O en x = 0 et  x = I
6X

Cho ix  du  ma i l l age  :  Nous  u t i l i sons  l0  noeuds  (ou  p ' lus )  pour  ma i l l e r  l a
f f i ree tnousno tonsP lepasd .espace(p=0 . l ) .Pour
respecter 1a cond' i t ion de front ière nous introdu' isons les noeuds supplé-
menta i res  n"  0  e t  no  12  ind iqués  sur  la  f igure  su ivante  :

h9=O
ùr '

)

O= ù-9
ù*

L.D



Processus numérique
tumFëFâture eù noèud
fectue su' ivant (  (3 û)

b , C ,  o
ô, br ct

o q r b t

O O o 3
' oo

. :

o

I 0 1

:  Nous notons par Â
no i  e t  à  l ' i ns tan t

temps e t  pare f  la
d iscré t isa t ion s 'e f -

grou-

le  pas  de
t  =  n  ;  l a

et

\ ,  ^v l+f  ^  l \
6.. tJù et :

L -

A

n + l
U: O; -e' i  =

A

1<

12 f tl-, -.el

En effectuant Ja dem' i -somme de ces deux égal i tês
pant les termes en el l  + |  à gauche, nous obtenons f inalement

_ oi-,]

*lêl;'-aof"'*tl-l']
et en

e")-f #)''"
Pour respecter la condi t ion de front ière en x = 0 et  x = I

nous écr ivons que :

d 'où  I  es  deux

El ;O < O'"0,
b* l,rto

!g l  =O 4 O'o=e, .
ùcc lz,= t

équat ions :

(d.a .y.)elt '- 'g nl ' '=\ -F  ' t ^  
T  

+

o6
oo
c a o  O

br , c4  o  o  ,
aqbscsoo

Ô asbecc  o  o
O  O  ceb+Cr  o  O  I
,Ooa l l 3qgOo
'  '  o  Oq6b lC lO

_ O O crbrocr
o o qobrr

(-H.h)d.# €l

(#) .:.' + (H-â)e";'= (S.4){. H';
Le processus  numér ique cons is te  à  ca lcu le r  t l  *  1  (1  ( i  <11)
t  e f  L ' in i t ia l i sa t ' ion  de  ce  processus  se  dédu i t  de  la  con-
de ia temoérature in i t ia le :  nous avons donc â résoudre à cha-

L ç  
P l  

V V L J J U J  l r U l l r v l  I

conna issant  e i  L ' in i t ia l i sa t ' ion  de  ce  processus  se  dêdu i t  de  la  con-
na issance de  ia  tempéra ture  in i t ia le  :  nous  avons  donc  â  résoudre  à  cha-
que pas  de  temps le  sys tème l inéa i re  d 'équat ions  s 'expr imant  sous  la
f orme matri ci el I e su'ivante :



r02

d = [-d .bhr*rn] el + d. a /r' ei

d.= [- 1"b/?'- vJ oi <.tt/e'oi

I (; ( l o b; -- {. l1tz ci -- - +, a/P'

ul = 't.t/k*).61 * (- t.'a/r'tr,)4 *

e ;  =  - ' ( " \

?P .

n
9 , r ,

nous résol  vons I  e  . ,système

et pour 4*< i  (  I

se l  on

le système

est équ' ivalent au systène :

I  orsque

avec

et pour

et

d 'où I  'on

bn= 4-*Vn

c4=  -4 "à /? '

cl= cn/bn

d"* = ànlbn

déduit  les inconnues

ero- -  -  { .=A.
ç)(

ba= X, ,+  d .À/Pa

{A
?P'

I  ' a l
La matr ice obtenue est
gor i  thme su ' i van t  (  (3 . | )  )

tri d' i asonal ' 
|-0.

lo.
I

l'
L

t r i  d i  agonal  e,

'd;l

Tl
.t:J

x l

x1

xn

c4

br

Lfl
= l

o
q o.
a a a '

o cn-r bn

*
.1 C1 O

*
o 4  c .o

t' (n.

o4

nlt j * n  =

1*o j * ,=

:

cj +,r

Çq
di*, - ni 

{
b;+, - .; cf

pour j àn-2

Pour i= làn- l

.n= 4 el î= JT- 1**jn^ Pour j=n- là l
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Remarque :  La d ' iscrét i  sat ' ion de
*î f f iue d 'une façon analogue.
dans  I ' express ion  des  D i .

l ' équa t i on  r ( x )  ô  =  oc  0 "  +  B rw  oos inw t
0n i ncl ut le terme s-ource B r w o o si nwt

2) ESSAI QUASiSTATIQUE

2.1 .  Prob lème numér ique :

Nous imposons
t ' ique  oo .  Nous sommes
équat ion  I I I .5 .2 . l  de

à 1 'échant i l lon  un  éche lon  de  cont ra in te  ad iaba-
amenés à résoudre le problème de la forme (cf

I  'êtude monodimensionnel  le)  :

équat ion  de  1a

avec Y(*)

conduct ion de

V(*l d --

= Y* (4. e .ofr*)

la  cha leur  en  mi l ieu  hé térogène :

4c&
bf

assurant 1 '  hétérogéné' i té
re vér ' i f  i  e I  es condi t i  ons

pér iod ique du  mi l ' i eu  dont  la  ce l lu le  é lémenta i -
de front ière :

be -  o
ùæ

et  la  cond i t ion ' in i t ia le  t radu ' i san t  que 1a  tempéra ture  na î t  d 'une impu l -
s ion  de  cont ra in te  +  oo

êr*,o)= %cTf t . ' ,y

où cg  es t  un  coef f i c ' ien t  de  propor t iona l ' i té  connu (c f  5 .1 .5 )

2.2.  Choix du nombre de noeuds :

enx=0e tx= ' l

Pour l
pêrature moyenne
di ate :

,essa i  quas is ta t ique nous  ca lcu lons  la  va leur  de  la  tem-
de I  ,é ihant i l lon  'à  

I  , ins tan t  m su ivant  la  fo rmule  ' immé-
. . N

d-= z 4^
i= t  N

î
IC'es t  la  d isc ré t i sa t ion  la  p lus  s impb de  <o(x , t )>  = e  (x ,  t  )dx
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La précis ion qui  résul te dêpend év' idemment du cho' ix du nombre
de noeuds;  p lus  1a  répar t i t ion  de  tempéra ture  es t  écrasée en t re  son m' i -
n imum et son maximum, mo' ins grand sera le nombre de noeuds nécessaires.
A t i t re  d ' ind ica t ion ,  nous  représentons  les  p ro f i l s  de  tempéra tures  in i -
t i a les  (c 'es t  I ' i ns tan t  où  la  répar t i t i on  es t  l a  mo ins 'amor t ie )  pour
d i f fé ren ts  N e t  pour  deux  coef f i c ien ts  d ,hé térogéné i tê :  e  =  0 . i  e t
e  =  0 . 9

2.3.  Comparaison avec la méthode de perturbat. ion :

Lors  de  l 'é tude monod imens ionne l le ,  nous  avons  ob tenu par  1a
méthode de perturbat ion l 'expression de 1a température moyenne o*( t )  :

2 .3 .1

e t  on  vér i f ie  b ien  que

pour t=0

e tpour t=* -

dt.l -- ôo = < ôrq>

e*(t)  = So + € ô '
?. Ir- . * t ] + 6 (€')

9q ]es .o i  son t  les  coef f i c ien ts  du  déve loppement  de  la  tempéra ture ' in ' i -
t i a le  e (x l0 )  no tée  o (x )  sous  fo rme de  sér ie 'de  Four ie r  :

0(*) = Ôo r 4., ç66Tloc + d oltITr,+ .. .

0n  peut  écr i re  e* ( t )  sous  la  fo rme

e*(t)-- or r (o+i,. iu*l- €r) 
"t ' t

o*(*y) -- eF : 0o+ e ô,/e

Cet te  express ion  de  o* ( t )  nous  inc ' i te  â  p rendre  pour  l ,é tude
numérique ' l  'expression approchée de 

' la 
température :

* 9 .  ,  1  { r b
O"[*,t)- oç * [ 0 {*) - €ç] e

cette solut ion n 'est  pas r igoureuse mais,  comparêe à la métho-
de per tu rba t ion ,  e l le  donne de  bons  résu l ta ts  e t  vér i f ie  de  p lus  :

-  la  cond i t ion  in i t ia le  ,  d t . ro ;  =  ô f * )

-  la cond' i t ion f inale :  d? Q;t)= Oç

- la condi t ion de front ière :  !d, t=O en x = o et  x = I
l *

les résul tats sont présentés en point i l lês pour la méthode de perturba-
t ion et  en t ra i t  cont inu pour la résolut ion numérique



Nous  f i xons

N
<Y>

C

o o

q c

e

1 0 5

l es  va leurs  :

= . |50 (nombre de noeuds)
= l

=  -  1 .
=  l .
=  l .
=  0 . ' l  ou  0 .9

3) ESSAI CYCLIQUE

3.1 .  Problème numér ' ique :

3.1  . l

.  Nous
p lace  o ( t )  dans

3 .1  .2

Nous di  scrét i  sons I  'équat ' ion

Nous imposons une contrainte pér iodique :

c(t)= 6f, corurt

sommes amenés à rêsoudre 1 'équat ion de 1a forme (on rem-
1 'équa t ion  de  1a  cha leur  I I I .  4 .2 \

X1*)d" !& +dT.6 ' t r l l Jn
(te bæa ( Ce

.^tb

r  2 -

Y(,.) O - V. U-9 * 13 q ut bihqtt
É l

3.1  .3

en respectant la cond' i t ion de front ière :

\-9, -O en x = 0 et x = l
b*,

e t  en  remarquant  que pour  t  =  0  la  va leur  in i t ia le  de  la  cont ra in te  es t
brusquement  oo ,  nôus  cho is issons  pour  ' la  

tempéra ture  in i t ia le  ce l le  in -
àui te i  adiabat i i 'uement par un écheion de cont ia inte .  Par ce choix,  la
durée de  la  pa i t ie  t rans i to i re  de  ce  Forc ing  Pér iod ique ( (20) )  es t  d imi -
nuée e t  la  io lu t ion  osc i l le  t rès  tô t  e t  en  permanence au tour  de ' la  va-
leur moyenne nul le de la température,  ce qu' i  permet de la comparer à la
solut ion i*  obtenue par la mêthode de perturbat ion.
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3.2 .  Graph iques  :

Pour <Y> = I

oo  =  I

oc= l

B  = l

o  =  0 . . |

et  pour di f férentes valeurs du coeff ic ' ient  d 'hétérogénéi té
€e  de ' la  pu lsa t ion  de  so l f i c i ta t ion tD  e t  du  nombre  de  noeuds  N ;  nous
représentons

-  en  po in t i l l é  pour  la  méthode de  per tu rba t ion ,
-  en t ra ' i t  cont inu pour la solut ion numérique,

l )  l ' évo lu t ion  :  nous  ind iquons  au  cours  du  temps 1a  tempéra ture  en  un
po in t  de  l ' échan t ' i l l on .

à  la  "photograph ie"  :  nous  ind iquons  1e  pro f i l  de  tempéra ture  dans  la
ce l lu le  à  d i f fé ren tes  da tes  success ' i ves  (cadre  A)  e t
les  "n iveaux"  success i fs  de  la  moyenne vo lumique de  1a
température (cadre B).

3 )  le  cyc le  cont ra in te -dé format ion  :  nous  é tab l i ssons  le  cyc le  de  d ' i s -
s ipat ion en portant en absc' isse la déformat ion moyenne
et en ordonnêe la contrainte observée au même instant.

3.3.  Le cycle contrainte-déformat ion :

Le diagranme contrainte-déformat ion est  donné par les êqua-
t ions où le temps t  est  paramètre :

3 .3 .1 [ 

-= 6 cotc^rb

I e=F *Ê * <o*G)
où e*( t )  est  la température moyenne pér iodique du régime permanent,  nous
1 'écr ivons  sous  la  fo rme :

3 .3 .2 O*(t) = q. co5-L + b rin *t * .

El iminons t  dans. le système :

{- = 4' .ot, rt

tt = (n"/, *'(')
enposant [=E-"a  e tY=o

r .( b l inwt t o{c.ol -t
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nous ob tenons l 'équat ion  génêra le  d 'une con ique :

AXt t  cy?  t  ?BxY t tDX+{ tY+  F=O

avec  A= l

B--  -à 
[9 +14]

c ' [r,-+-dtt -&- - tF  
"nou  ro1

E=0

)=o
F.  -  d tbt

et

En ca lcu lan t  :

3'-Ac = - ll
f o '

. t(es -.o ) - te'-nc ) rc'-cF) = 4$ ff** <^[*
q '  L  E  o o

prouvons que Bt-Rc < o

et lge -co)t- ( B'-Ac) ( E'- c F) ) o

ce qu i  su f f i t  ( (3? , ) )  pour  mont re r  que la  con ique décr i te
précédent est  une el1ipse, dont la surface est  donnée par

*]n't'
nous

par ' le système

dont  les  ca r rés  s 'éc r i ven t  ( (32) )

e
S.t!,i30.

. L
)4.Q,$. = IT. F"

et en reprenant les valeurs de
s ion  de  la  su r face  de  l ' e l l i pse

A,

Sûi". = Jr qo bo

où ag et  bg sont les demi-axes

?-
4 o l

où 51 et 52

a i  ns i

= n'o". bl = "'lâ3;l'(c-a)'5,5.

6.-d)

C,  B e t  F  ;  nous  ob tenons l 'expres-

rl =-lâi?l
$c-o') s.

sont  les  rac ines  de  l 'équat ion  du  second degré  :

5 t  -  (A tc )S  +  Ac-Bz=  o

3 .3 .3 Sdligou = TT "( \bta"
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Cette surface représente la surface du cycle contrainte-défor-
mat ion .  E l le  ca rac té r i se  donc  l ' i n tens i té  de  la  d iss ipa t ion  e t  en  u t i l i -
sant cet te formule,  nous pouvons comparer deux valeurs,  l 'une dédui te
de la  so lu t ion  numér ' ique  e t  l ' au t re  de  la  so lu t ion  ob tenue par  la  métho-
de de perturbat ion i

Ie cycle décrit numériquement :

En relevant,  une fois 1e régime permanent at te ' int ,  la valeur
e* 1/4,  température moyenne au quart  de la pér ' iode et  la valeur s* 3/4,
température moyenne aux trois quart  de la pér iode on dédui t  de 3.3.2 une
valeur approchée de b :

I O-w - uir, t

Ai nsi  I  a val  eur de 1 'énerg' i  e di  ss ' ipée dédui te de I  a résol  ut i  on
numér ique s 'écr i t  :

(  3 .3 .3  )
J *  ,  t . *  . (  |

W-" :  T f  ' (  lÔ f , .  -  o i l o l  ro

1

Pour di f férents coeff ic ients d 'hétérogénéi té e,  I lous représen-

éyu =b*c I  .*  lb l  - -

delç "-bt c. J

,l

tr?"

choi  s i

tons  en  absc isses  (1og-ar i thmique)  les  pu lsa t ions  o  e t  en  ordonnées la
sur face  de  l 'e l l ipse  l . {dN.  Nous 

'observons 'a lo rs  
que :

tn=

.  pour r , r  fa ib le,  le processus est  à température uni forme, 1a d ' iss ipat ion
es t  nu l le  ( la  conduct ' ion  "a  le  temps"  d 'un i fo rmiser  1e  pro f i l  de  tem-
pérature) ;

.  pour  to  é levée,  le  p rocessus  es t  ad iabat ique,  la  d iss ipa t ion  es t  nu l le
( la  conduct ion  "n 'a  pas  le  temps"  d 'ag ' i r  sur  le  p ro f i l  de  tempéra ture .

.  pour les pulsat ions o intermédiaires,  la courbe présente un maximum
de d' i  ssipat i  on.

Nous obtenons en fai t ,  de la même façon que la méthode de per-
turbat ion ou que l 'êtude de Zener,  une courbe en cloche de Lorentz et
nous vér i f ions que, pour les valeurs du coeff ic ient  d 'hêtérogénéi té in-
fér ieures à 0.3 (et  même 0.4,  correspondantes au domaine de val id ' i té de
la méthode de perturbat ion) le maximum de dissipat ion se s ' i tue pour 1a

pu lsa t ion  ro  =10 ,  va leur  vo is ine  de  ce l le  dédu i te  de  la  fo rmule  :

[rr = +;! 3, 8+
( c f  7  .4 .8  )

oc  =  l 'où nous avons



P R O F I L S  I N I T I A U X

de  tempéra tu re  i ssus  d tun  éche lon  de  t rac t i on .

Pou r  l a  d i sc ré t i sa t i on  l a  p lus  s imp le  de
N Y n

l a  v a l e u r  m o y e n n e  :  ( ê ( r r t ) )  :  Z  9 l
i _ - r  N

la  p réc i s i on  esÈ  me i l l eu re  s i  l e  p ro f i l

de  t empéraÈure  e -s t  p l us  éc rasé .
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E S S A I  D E  F L U A G E

A B :  échelon instantané de contra inte,

la  pente AB correspond au

module adiabat ique.

B C :  re laxat ion de la  déformat ion

sous contra inte constante,  la  pente

AC correspond au module re laxé.

A  t iÈ re  d r i nd i ca t i on ,  nous  t raçons

la pente lsotherme (  essai  de t ract ion

lent pour un solide non isolé therrniqueurent ) .
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E X E M P L E

- nous ne représentons '  pour  quelques

que  l es  c rê tes  des  s inuso Ïdes .

R E G I M E  T R A N S I T O I R E

po in t s  de  mesu re ,

D E
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E S S A I S  D E  F L U A G E ,

Evolut ion de 1a température aux points

x = 0 ,  x = O . 5 ,  x = 1

et  va leur  moyenne.

On compare la  s imulat ion numér ique et  la

mé thode  de  pe r tu rba t i on  (  po in t i l l és ) .

CeÈ te  de rn iè re  es t  accep tab le  pou r  € , . (O .3

au -de là ,  l e  coe f f i c i en t  d fhé té rogéné i t é

est  un paramètre de perÈurbat ion t rop grand.
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E V O L U T I O N  D E  L A  T E M P E R A T U R E

lo rs  d tun  essa i  de  t rac t i on -comPress ion .

On  compare  l a  mé thode  de  pe r tu rba t i on  (  po in t i l l és )

et  la  résolut ion numér ique Pour un

coe f f i c i en t  d rhé té rogéné i t é  :

ê = o. r

ê= o .g
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A C T I O N  D E  L A  C O N

de  l a  cha leu r  su r  l e  p ro f i l  des

pou r  d i f f é ren tes  pu l sa t i ons .

D U C T I O N

températures
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C Y C L E S  D E  D I S S I P A T I O N

- pour bJ = 80.

eÈ  LJ=  5O0O.

Pour  €  =  o .9 ,  l a  mé thode  de  p . t t r r t b " t i on  (po in t i l l és )

ne  pe rço i t  pas  l a  d i ss ipa t i on .
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I N F L U E N C E  D E  L ' H E T E R O G E N E I T E

SUR LA DISSIPATION EN FONCTION DE LA PULSATION.
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CONCLUSION



i I 0

Les deux  prob lèmes un id imens ionne ls  examinés  au  chapî t re  I I I
son t  des  exemples  s imp les  mais  i l s  on t  1 'avantage de  conten i r  tou te  la
base du comportement ANELASTIQUE engendré par 1a C0NDUCTI0N THERMIQUE.

L 'é tude de  Zener ,  pour  un  so l ' ide  thermoé las t ique H0MOGENE non
iso lé  therm' iquement  i l l us t re  par fa i tement  l 'EFFET THERMOELASTIQUE.

I l  en  va  de  même pour  1 'ê tude concernant  l ' échant i l lon  HETERO-
GENE.  Et  s i  on  veut  décr i re ' le  compor tement  V ISCOELASTIQUE d 'un  so l ide
hétérogène obé ' i ssant  aux  lo ix  loca les  de  la  thermoé las t ic i té  nous  avons
consta té  qu ' i l  fau t  d is t inguer  deux  types  de  grad ien ts  thermiques  :

-  l ' un  ex terne  :  la  d ' i f fé rence de  tempéra ture  l iée  aux  cond i t ' i ons  macro-
scop iques  de  f ron t iè re .

-  l ' au t re  in t r insèque  :  l ' i n f luence  de  I ' hê té rogêné i té  su r  
' l ' impor tance

et  la  répar t i t ion  des  grad ien ts  thermiques .

Dans chaque prob' lème, nous avons obtenu 1es compl iances exa-
ctes instantanêes et  re laxées, et  une méthode de perturbat ion directe
nous a permis une bonne descr ipt ' ion du phénomène phys' ique et  une appro-
x ' imat ' ion  du  rég ime t rans i to i re .  En e f fe t ,  dans  ce t te  méthode mais  auss i
dans  la  réso lu t ion  par  sér ie  de  Four ie r ,  nous  avons  é l im iné ,  par  1e  pro-
cessus  de  sépara t ion  des  var iab les  d 'espace e t  de  temps,  les  g rad ' ien ts
e t  ob tenons un  compor tement  v iscoé las t ique.  D 'au t res  mêthodes te l les  que
I a t ransf ormat ' ion de Lap' l  ace sont certai  nement ut i  I ' i  sabl  es mai s dél  ' ica-
tes par ' la présence des coeff ic ' ients dépendant de la pos' i t ' ion.

I1  en  a  é té  de  même pour  l ' é tude t r id imens ionne l le  généra1e.
En  u t i l i san t  la  fo rmu la t ion  in tégra1e  de  1 'équa t ion  de  la  cha leur  nous
avons de  même é l im inê  ie  tempéra ture .dans  la  lo i  de  compor tement  e t  ob-
tenu une fonct ionnel le en temps o-= ,g(E)
de type  v iscoé las t ique.  Ma ' lg ré  les  hypothèses  employées ,  le  fo rmal isme
res te  d i f f i c i le  ma is  i  I  es t  eer ta inement  abordab le  mathémat ' iquement ,
sous  sa  fo rme 1a p ' lus  généra le"

Par contre,  ï  '  eopr 'oxi  mat- i  on du mi 1 i  eu granul  a i  re et  I  a di  scré-
t i sa t ion  qu i  en  résu1te ,  exp lo i tée  par  ies  méthodes Se l f -Cons is ten tes
et appuyée par un sol ide out i l  numér ' ique, const ' i tue' le moyen, notamment
pour  ' les  

mi  I  i  eux  b ' iphasés ,  d 'ob ten i  r  des  nésu l  ta ts  concre ts .

Cer tes ,  nous  avons  cons ta tê  que 1a  cont r ibu t ion  de  1 'hé têrogé-
né ' i tê  dans  la  d iss ipa t ' ion  d 'énergre  es t  généra lement  fa jb le  ma ' is  le
pr inc ' ipe  de  l 'é tude es t  auss i  app l  i cab le  e t  cons t ' i tue  une prern iè re  ap-
proche à d 'autres formal ismes généraux concernant les mi l ieux hétérogè-
nes ou plusieurs var iables sont l inéairement couplées et  respectent une
lo i  d 'évo lu t ion  :  changement  de  phase,  e f fe ts  é lec t ro thermiques ,  e lec-
tromécani ques . . .
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A1

VISCOELASTICITE

Le sol ' ide de Zener

Un exemple  de  re laxa t ion

I )  Exemple  d 'anê las t ic i té  -  le  so l ide  de  Zener  :

L 'exemple standart  approchant la modèl isat ion du conportement
ané las t ' ique  d 'un  matér iau  peut  ê t re  dé f in i  par  le  so l ide  de  Zener  dont
1 'équ iva len t  mécan ' ique es t  cons t i tué  de  deux  ressor ts  e t  d 'un  amor t i s -
seur :

Nous supposons avec 
' l 'hypothèse 

des pet i tes perturbat ' ions que
1e compor tement  du  so l ide  es t  l inéa i re  ;  nous  en tendons par ' là  que s i

une so l l i c i ta t ion  (cont ra ' in te  o ,  ( t )  ou  dê format ion)  p rodu i t  1a  réponse
(dé fo rmat ion  e . ( t )  ou  con t ra in te ) ,  e t  s i  l a  so l l i c i ta t ion  (o "  ( t ) )  p ro -
du i t  l a  réponse ' ( r ,  ( t ) )  a lo rs  (o ,  *  o ,  )  p rovoque  ( . ,  + . ,  ) .

I I ) Lo'i de comportement :

La lo ' i  de comportement du sol ide de Zener s 'écr i t

J *c  t î  Tu ; :€+ î  é

L' i nterprétati on des coef f i ci ents -(J.q) , (Jq )
médiate s i  nous examinons la réponse du sol ide soumis
contrai  nte.

I I I ) Essa'i quasi stati que :

e t  ( t  )  es t  im-
à un échelon de

Appl iquons
(on)  e t  observons  la

-  so l l i c i ta t ion  :

à l ' instant ( t  = 0) un incrément de contrainte
réponse en déformat ion (e(t))



de 1 'amor t i sseur )

A2

réponse :  dès  1 'app l i ca t ion  de  la  cont ra in te  une dé format ion  é las t ique
' instantanée apparaî t  ( inf luence des ressorts)  puis 1a défor-
mat ion  évo lue  vers  une va leur  l im i te  d 'équ i l ib re  ( in f luence

Puisque nous supposons le comportement l inéaire,  la réponse
en dé format ion  es t  p ropor t ionne l le  à  (oo)  ;  i l  es t  in té ressant  de  cons i -
dérer  la  fonc t ion  (J ( t ) )  appe lêe  fonc t ion  de  f luage e t  homogène à  une
compl i ance.

f ( t )  =  €( t )  /q

0n mont re  que pour  l ' essa i  en  ques t ion

T(e)  =5* * (To-T*)(4-
a ' ins i

-  J (0 )  =  Ju  -  t (0* )  es t  nommée la  compl ' iance non re laxée e t  carac tér ise
o o I  '  é l  ast ' ic i  té ' i  nstantanée.

-  J (+  - )  -  Jo  =  t ( l  - )  
es t  nommée Ia  compl iance re laxée e t  carac tér isen  oo  la  dé format ' ion  t inâ le  a t te in te  à  l ' équ i l ' i b re .

-  a,  est  un temps nommé temps caractér ist ique de la
déformat ion à contrainte constante.

IV )  Essa i  cyc ' l i que  :  (  appe lé  auss ' i  "dynamiQUê"  ,  on  nég1 ige  cependan t
1es  phénomènes  d ' ine r t ie  )

S i  à  p résent  nous  app l iquons  une cont ra in te  pér iod ique,  1 'hy-
po thèse de  l inéar i té  imp ' l ique  a lo rs  que 1a  rêponse es t  éga lement  pér io -
dique et  de même fréquence mais el le présente un certain déphasage. Pas-
sons à des grandeurs complexes en cons' idérant que nous imposons une
contra ' inte i  ut

a(t)  = Co e

La réponse est de I a- forme

€ ( t )  = €o . i ( ' !  
-  9)

i , r rbou encore  €  ( t )  =  (€ . -  i  6 . )  e . -

( . ,  )  représente la composante de la déformat ion en phase avec
la  cont ra in te  tand is  que ( . . )  représente ' la  composante  de  (e )  déphasée
de  (n / ,  ) .

De même façon que pour  l ' essa i  quas is ta t ique,  on  s ' in té resse
à la fonct ion f luage, cet te fo is-c i  complexe

t f {  1 t , \  r  t  , l  .  z '  ,  , \  È  .  t

J t,,r) = €(tJ : €r(,^r) - i€,(o) : 1,,{,^l) - i J. t,^r)
c (dçq

(  (21) )

Jnu )
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0n mont re  ( (26) )  la  re la t ion  en t re  les
de  l ' essa i  s ta t ique  e t  cyc ' l i que  par  l ' éc r i tu re

J",*1 = J,.  *(Jn-J") l tn** '1t)

posi  t i  on
connaître
n ' impor te

grandeurs déf i  n ' ies I  ors
des êquat ions de Debye

l. t*)

V ) Compl' i ance i nstantanée :

0n  peut  généra l i ser  la  no t ion  d 'é las t i c i té  ins tan tanée pour
une so l  I  i c i ta t ' ion  que lconque.  S i  à  I  ' i ns tan t  ( t )  a rb i t ra i re  se  produ ' i t
un incrément de contrainte (do) on observe un incrément de la déforma-
t ion  (de)  ;  on  dé f in i t  a lo rs  l ' é las t ' i c i té  ins tan tanêe comme

Ju=

VI)  Not ion  de  f r i c t ion  in té r ieure  -  d iss ipa t ion  :

Lors  de  l 'essa i  cyc ' l iÇuê,  la  p rêsence de  déphasage en t re  la
déformation et la contra'inte met en évidence un phénomène de retard de
l 'une  v is -à -v is  de  l 'au t re  comme s i  la  dé format ion  é ta i t  " f re inée" ,  d 'où
le nom de fr ict ion intér ieure qu' i  s i  on représente le diagranme contrai-
te-déformat ion peut s ' ident i f ier  à un phénomène de dissipat ion inté-
r ieure  d 'énerg ie  se lon  la  fo rmule  c lass ique.

L 'a i re  du  cyc le  représente  le  t rava i l  d iss ipé
au cours d 'une pér iode sous forme de chaleur.

V I I )  Le  pr inc ipe  de  Bo l tzmann :

be
ùa

Le pr incipe de Bol tzmann n'est  autre qu'un pr incipe de super-
l ié à la l inéar i té du conportement du matér iau :  i l  suf f i t  de

la fonct ion f luage pour dédu' i re la réponse du matêr iau sous
que l le  so l l i c i ta t ion  en  cont ra in te  e t  ce ,  d 'après  la  re la t ion

T(u-c,; &-lc) dt
ôt

€

- 4
€ (k)
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T  H  E  R  M  O  E  L  A  S  T  I  C  I  T  E  ( (ST  -  28  -  34 ) )

Une loi de comportement

Une lo i  d 'évo lu t ion

I) Tenseur des déformat'ions :

La not ion de déformat ion d 'un corps (s)  étant purement c inéma-
t ique, nous nous repérons dans un système de coordonnées cartés' iennes
dans leque l  chaque par t ' i cu le  es t  pos i t ionnée à  l ' i ns tan t  ( t )  par  ' le  

vec-
teur coordonnées :

_ È l

Ë  ( o n  , t . ,  * r  )

noté aussi  :  
{  (  r . ,  .1,  

\ )

En supposant  que le  so l ide  s 'écar te  peu de  sa  conf igura t ion
de référence (Hypothèse des Pet i tes Perturbat ions),  nous déf in jssons le
tenseur des déformat'ions (€) à part' ir du vecteur déplacement (u-) par :

€ . j  =  t (o , , i+U5, i )
I I )  Equat ions du mouvement I  Tenseur des cbntra ' intes :

Le  m' i l ieu  dé formab le  occupant  le  vo lume (D)  l im i té  par  la
front ière (B) est  soum' is à l 'act ion de forces extér ieures représentées
par :

(S) :  forces surfac' iques déf in ies sur (B)

( f )  :  forces massiques agissant sur chaque êlêment de (D)
nous  inc ' luons  dans  ( f )  les  fo rces  d ' iner t ies ,  pour  1es  d is t inguer
nous notons :

ï=Ë-d
0

Dans le référent ie l  gal i léen où nous observons le mouvement,
la lo i  fondamentale de 1a dynamique impl ique :

-  la résul tante des forces et  moments appl iqués est  nul le
, ï P

n) Jefdv*/dan=ô- @JDef*n{*/d^iaA=ô"
3 \ r  

, g  t , ' v  g

Uti l isant le postu ' lat  de Cauchy, nous supposons que 1a densi té
surfacique (S) en un pojnt  (P) de (B) dépend uniquement du point  consi-
déré et  de la normale ( î )  et  nous écr ivons :

S (P,;') = (tl-i'

(s)  désignant le tenseur des contraintes.



A5

Subst i tuant  dans  (1 )  1 'express ion  de  (S)  e t  u t i l i san t  le  théo-
rème de 1a divergence, nous déduisons la forme globale pour tout  volume
(D)  en  no ta t ion  ind ic ie l l e  :

l, (.,',,, * gf; )
D'où la forme locale : a.j , i  * e f l i

De la même façon, nous dédu' isons de

t '6 i i

dV= o

=O

(21  ]a  symét r ie  du  tenseur  (o )

I I I )  Thermodynamique -  l )  Not ions  de  base :

Nous supposons pouvo' i r  dêcr i re l 'état  thermodynamique d'un
système fermé (n 'échangeant pas de masse avec 1 'extér ieur)  par 1a donnée
de (n) informat ions quant i f iables dêcr ivant chacune une propr iêté carac-
tér ist ' ique du système. Les valeurs de ces données sont représentées par
(n)  var iab les  d 'é ta t  :

X j , i=4  d ' r v ' -

dont  cer ta ines  seron t  ex tens ives  (add i t i ves)  e t  d 'au t res  in tens ives .

Nous introduisons alors les not ions suivantes :

-  système en êqui l ' ibre thermodynamique :  les var iables d 'état  ne dépen-
dent pas du temps.

-  système uni forme :  les var iables d 'êtat  ' intensives sont ' indépendantes

de  l ' espace .

Rappe lons  les  résu l ta ts  c lass iques  de  la  thermodynamique des
systèmes uni formes.

2) Systèmes uni formes -  Déf in i t ions et  résul tats :

Lors  de  1 'équ i l ib re  thermodynamique,  i l  ex is te  (p )  re la t ions
d i tes  équat ions  d 'é ta t  re l ian t  les  (n )  var iab les  d 'é ta t .  En  cho is issant
(n  -  p  =  )  var iab les ,  le  sys tème es t  décr i t  à  l ' équ i l ib re  par  :

xi  = f i  (  Xr ,x .  , " ' , \ )  i :  { *4 À ç '+d

Deux systèmes' in i t ia lement en équi l ibre thermodynamique sont
d i ts  en  équ i l ib re  thermique mutue l  S i ,  une fo is  acco lés ,  i l s  res ten t
chacun en  équ i l ib re  (pas  d 'évo lu t ion  des  var iab les  d 'ê ta t ) .  Par  t rans i -
t iv i té,  on dédui t  que deux systèmes en équi l ibre thermique mutuel  avec
un même trois ième sont en équi l ibre entre eux (pr incipe du zéro) et  on
déduit le repérage d'une température empirique par ce raisonnement :

De l 'équi l ibre thermique de deux systèmes, on peut déduire une
relat ion entre les équat ions d 'état  du premier et  cel les du second.
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Cette relat ion est  symbol iquement représentée par :

{tr; t) = o
De même, s i  le premier système est  en équ' i l ibre thermique mu-

tuel  avec un trois ième, on dédui t  une relat ion du type :

\ (a ;z)  =O

Et  s i  le  second es t  en  équ i l ib re  avec  le  t ro is ième

l ' ' { r ;a1 =o
Selon le pr incipe du zêro,  s i  seulement deux des tro ' is  re la-

t ions  sont  vêr ' i f iées ,  a lo rs  la  t ro ' i s ième l 'es t  au tomat iquement .  Ce la
n 'es t  poss ib le  que s i  1es  équat ions  précédentes  sont  de  la  fo rme :

La  va leur  commune dédu i te  dé f in i t  à  un  cho ix  d 'o r ig ine  près
1a tempêrature empir ique de ces systèmes. El le peut être considérée com-
me var iab le  d 'é ta t .

Travai l  :  Sous l 'act ion des forces extér ieures précédemment déf in ies
ôhaque par t i cu le  (P)  du  mi l ieu  sub i t  un  dêp lacem'ent  ( i (P , t ) )  e t  pour
l 'ensemble  du  sys tème,  nous  dédu isons  la  fo rme d i f fê ren t ie l le  du  t rava ' i1
fourni  :

dw=Je Ëtgt) d, i lJv +
D

3 ( p.,È) Ju-(Pa, t) Jn

Energie interne :  Deux systèmes en équi l ibre thermodynamique mais non
mffiueTfernræn- équi' l ibre thermique sont dits accolês par un mur adia-
ba t ique s ' ' i l s  res ten t  dans  le  même é ta t  thermodynamique.0n  d i t  a lo rs
qu'un procédé thermodynamique est  adiabat ique s ' i1 s 'appl ique à un sys-
tème isolé ad' iabat iquement de son entourage.

Si  nous considérons un procédé adiabat ique faisant évoluer un
sys tème d 'un  é ta t  -d 'êqu i l ' i b re  (à  t  =  to )  thermodynamique à  l 'é ta t  d 'é -
qu i l ib re  (à  t  =  t l )  f ina l ,  on  mont re  a lo rs  que le  t rava i l  e f fec tué  es t
indépendant du cheminement adiabat ique suiv i .  0n montre aussi  que deux
états d 'équi l ibres thermodynamiques que' lconques peuvent être rel iês l 'un
à l 'autre par un procédé adiabat ique :  on déf in i t  par conséquent et  en
tan t  que var iab le  d 'é ta t  in tens ive  1 'énerg ie  in te rne  (U)  d 'un  sys tème
comme le t ravai l  nécessaire pour passer de façon adiabat ique d'un état
de référence à I 'êtat actuel :

t 1
u(! ' ' ) -u(t)  =/ wlt lac :w

to

f  r r ; t )  - -  gr-  0.  =O

$ l r ; l )  '  € ' -  O,  =  O

&,r i ;r ;  =or-%=o

L

énergie interne :
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Chaleur  -  Le  premier  p r inc ipe  de  la thermodynamique -  Pr incipe de con-

Si  à présent,  nous considérons un procédé thermodynamique.non
ad iabat ique fa isan t  évo luer  le  sys tème d 'un  é ta t  in i t ia l  (à  t  =  t )  à
l ' é ta t  f i na l  (à  t  =  t ' ) ,  l a  d i f fé rence  en t re  la  va r ia t ion  d 'énerg ' ie  in -
te rne  e t  le  t rava i l  e f fec tué  n 'es t  pas  nu ' l le  :  ce la  met  en  év idence la
chaleur apportêe au système lors de l 'évolut ' ion et  nous notons :

I  utt") - u(t ' [  -  W= Q

La va leur  de  (a )  change su ivant  le  p rocédé mais  la  va leur  de
(W +  Q)  expr imant  la  va r ia t ' i on  d 'énerg ie  ' i n te rne  de  l ' i ns tan t  in i t i a l
à  l ' i ns tan t  f ina l  es t  indépendante  du  cheminement  su iv i  :  nous  écr ivons
a ins i  une première  lo i  de  conserva t ion  :

u(1")  -  u( t )  = wr Q

û  =  ù * ô

ou encore 
à u -- âul t dQ

Généra l i sons  ces  résu l ta ts  dans  le  cas  des  sys tèmes non-un i -
formes.

3) Systèmes non-uniformes :

Nous établ issons une certaine correspondance entre les résul-
tats obtenus pour un mi l ieu uni forme et  ceux posés pour un mi l ieu non-
un i fo rme.  La  théor ie  des  m' i l ieux  non-un i fo rmes do i t ' i nc lu re  les  p r inc ' i -
pes  prêcédents  dans  le  cas  par t i cu l ie r  d 'un  m' i l ieu  un i fo rme.

Les fonct ions d 'état  intensives précédentes deviennent aussi
var iab les  d 'ê ta t  ma is  dépendent  de  1 'espace.  Quand aux  fonc t ions  d 'ê ta t
ex tens ives ,  nous  les  conver t i ssons  en  var iab les  loca les  en  les  d iv isan t
par  1a  masse du  sys tème ; les  dens i tés  a ins i  dédu i tes  sont  auss i  var ia -
b les  d 'é ta t .

Conserva t ion  de  I ' premier pr inc ' ipe expr ime la var iat ion de
en fonct ion de la puissance des ef for ts
taux de chaleur apportée :
,a.gr*k t

{  nQ

gù,ù ,ôv

jI n-']
K = tJ"
U =  / p  q€

0*t ÀÈ =

dv
Wt= /eej,n3 (ri ;.tt) dA * lo e F;(û; JL) 1y

= JoL(o,i ùr),51âvtt * /rl.FtdvJL

Q = - ! r î , , i  ôA --  - /n t , , ;  dV

e  t o ta l e
extérieurs exercês

avec
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En tenant compte de la forme locale de l 'équat ion du mouve-
ment ,  nous  dédu isons  la  fo rme g loba le  du  pr inc ipe  de  conserva t ion  :

t ,
J.p ( { ; , j  *  €  F;  -e[ ; )ù; . *u. / ,  ( t5  ù, , ,  -  1 i , i  -e  Ë;dv = O

|  .  . : \
)D  (c t , ' 1 , , ,1  -  1 i , i  -e€ )àv  =  O

D'où la  fo rme loca le  :
:r rse; j  - ! i , i 'e€

Déf in i t ions  pré l im ina i res  à  l 'énoncé du  second pr inc ipe  :

E ta t  de  ré fé rence :  E ta t  in i t ia l  de  l 'échant ' i l l on  carac tér isé  par  une
température uni forme (  To) et  la nul l i té des tenseurs déforma-
t ion  e t  con t ra in te .

Var iab les  d 'é ta t  de  la  dé format ion  :  La  dé format ion  à  l 'é ta t  ac tue l  es t
décr i te par rapport  à l 'état  de référence par la donnée de (n)
var iab les  d 'é ta t

à ,  { . 4 . . . n- { ,

Dans I  e  cas  d 'un  so l ' ide  thermoé-
las t ique,  i1  n 'appara î t  pas  de  var iab les  de  na ture  purenten t
f f ipet- ives l iées par exemple à des phênomènes de v ' iscosi tés.

è*  =  €*  1 ,4 , " '  ,G {n, r } .  { r , r , l J

Processus localement réversible :  Chem' inement fa i t  d 'une sui te d 'états
d'équi l ibres thermodynamiques vo' is ins.  0n peut expr imer à
chaque ins tan t  l ' énerg ie  in te rne  su ivant  :

€  ( t )  =  €  [  à " ,  ( t  ) ,  g ( t ) ]

Processus localement adiabat ique :
€ - ù
{=o

Déf in i t ion  d 'une équat ion  in tégra ' le

t  (  *. , . . . ,  *.) eI l  -- o
. ( '  ÀL-

est i ntégra'le s' i I ex'i ste deux foncti ons
\ ( t n ,  . . . ,  x ^ )  ;  F  ( r n r " ' r a - )

te l  les que

ie$ =H 1'4'l ' 'm
l emme:  s i  au  vo is inage  d 'un  po iÀ f  (Go) ,  i l  ex is te  des  po in ts  (g  )

inaccess ib les  le  long des  courbes  in têgra les  de  1 'équat ion
différenti el I e

Îa  t "n , ' ' ' ,n . )  d I *  .  o  4"1 , " ' ,  m-dt

alors cette équation est intégrale.

J

Le

ect)=|ÈS.Ë."*u

f lux  de  cha leur  es t  nu l

:  L 'équat ion  d i f fé ren t ie l  le

)  1  =1" ' ,û
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Postu la t  de  Cara théodory  :  so i t  l ' é ta t . ' i n ' i t ia l  (1 " )  carac têr ' i sé  par  la
donnée  des .var iab les  d 'ê ta t  (à i )  e t  (0 " )  ;  i 1  ex is te  d 'au t res
é ta ts  ( l  ( l< , t ) )  qu i  ne  son t  pàs  access ib ies  à  par t i r  de  l ' é -
ta t  ( Io )  en  su ivant  des  procêdés loca lement  révers ib les  e t  lo -
ca lement  ad iabat iques .

Conséquences du postulat  de Carathêodory :  pour un modèle sans v ' iscosi-
tés,  

' l  'êquat ' ion de conservat i  on

- , i€ù  -1 i , i  =gè  (3 )

s 'écr i t  sous  la  fo rme,  dans  le  cas  d 'un  procédé loca lement
adi  abat i  que ;- ' a - -  

{ ,  € . i  .  e  €

%1, -- ee (!o,e)so i  t

ou encore (q -ey. )b" -  e

Cette équati on est de I a forme

Îa ( r r , . - '  ,  a-)  
i ï

ù€ ci=o
b €

s ' ib l  es  I  e
sons  (  r )  e

_-o

exi  ste des êtats thermodynami ques non acces-
in tégra les  de  ce t te  équat ion  :  nous  in t rodu i -

er  de (3)

= F( 3.r ,  9)

e)ç €
-  

1 i , i

I den t i f i ons  ( r )  e t  (F )

In tégrons  sur  le  vo lume 1 'équat ion  e t  dédu isons  I 'express ion
du taux d 'apport  de chaleur^

q=IrÈrv
t

Pour un système uniforme de volume (V). et de masse (M = V)

Q - -àFV - -àFr t / s :  à 'pp1

Par correspondance avec la thermodynamique des milieux uniformes, on dé-
du i t  :

T radu i  sons  qu ' ' i l
long des courbes
t  (F )  te l l es  que

ît{
on  dédu i t

(sàe)-qll-etrl' 
I5.' 

'J -'t ' 
àTJ

-qf* --)(fa,e) É(8.,,
=à (b<,e) È(èn,e)

À* = T température absolue

S = MF entropie du système dont la quant i té spéci f ique asso-
c iée  es t  no tée  

1(1<,e)
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Conc lus ion  :  Nous écr ivons  pour  un  processus  loca lement  révers ib le  e t
sans  e f fe ts  de  v iscos i té

l ' -
Q5r *e-t , i 'e€

1t, ;  = eTi

Second pr incipe -  Product ion d 'entropie :

In tégrons  -1 i , . '  =  eT i

e t  u t i l i sons  le  théorème de la  d ivergence

à =JreiJv ,-L + ru =-tt (Tl.  ̂y -/r t+ r,
t T

é-- -Js Ul .dA - /^q. : i ,àvPî -vv

Le premier terme du second membre représente le taux de pro-
duc t ion  d 'en t rop ie  l iée  aux  échanges de  cha leur  avec  I 'ex té r ieur .

Le second terme correspond à 1a product ion interne d'entropie,
on note

q . T
Q j x .

t a

Le second pr incipe expr ime que ' la product ion interne d'entro-
p ie  es t  tou jours  pos ' i t i ve  :

' i- > o

4) Loi de comportement :

La connaissance de l 'énerg ' ie  l ib re vo lumique dêf in ie  par '
' ' / (€ ; ; ,T)  =  g€ ( ( ; ; , r ) -e  

"1G; , ,1)T

permet de déduire (o) et (n) en exprimant sa forme dif férentiel le su' i -
vant

dtl= U9,â€ii  *Hro'eJ€ -ejdr-e19

â\ l  .  cn dla -  ?2àe

dV - '  Ç;c l€;5 - f7c le

a i  ns i

{ ; - -  \V or,-W'  t € i j  \ /  
àe
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Dans l .e cadre de l 'hypothèse des pet i tes perturbat ions,  les
va leurs  ( . i i )  e t  (e )  son t  pe t i tes  (e t  nu l les  â  l ' é ta t  de  ré fé rence)  ;
i l  es t  convdnab le  de  déve lopper  l ' énerg ie  l ib re  vo lumique au  vo is inage
de  ( . .1 i  =  91  e t  (e  =  0 )  en  une  sér ie  des  (e i i )  e t  (e )  t ronquée  au-de là
des teitres quadratiques et ce suivant

V= % * â c,l l t  €, j  €u -Ê,i €,j  e - tv o'/<ru r...

( i l  n 'appara î t  pas  des  te rmes l inéa i res  pu isque à  l 'é ta t  de  ré fé rence)
o-*o=o= l l l  eno=o =-Ul
" 

ùè,ilo \ / ' b6 lo

Nous déduisons

8, .  =, ' J  -

G .rJ

?g =

pour un sol ide élast ' ique anisotrope avec

cis $ dN

U = C.r[t €$ - p;; e
ù€i5

-H = pr l€ i5 nEuglTo

(C)  dés igne
thermique l ib re ,  ( t " )

Dans le cadre de la conduct ion de
menta le  l inéa i re  re l ian t  le  f lux  de  cha leur
dynam' ique" (GFâd o) s 'écr i t  :

4  . + .

5 = -Kh"de

tenseur  d 'é las t i c i té ,  (a )  le  tenseur  d i la ta t ion
chaleur volumique à déformat ion constante.

cha leur ,  la  lo i  expér i -
= q) à la " force thermo-

le
la

5)  Lo i  de  Four ie r  -  Equat ion  d 'évo lu t ion  de  la  cha leur

1a
(,1

soi t en notati on i ndi ci el I e Qd = - l(di 9,j
(R) représente le tenseur conduct iv i té thermique.

Pour un processus réversible,  on écr i t  donc :

1.ai = - li,i = àùn'( U<yàet

€tr"* e)l = rû'(r fil'te)
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CONDUCTION DE LA CHALEUR ((35) )

L 'évolut ion de la température

I)  L ia ison avec la thermoélast ic i té :

De
du gradient
à  savo i r  :

l 'express ion de l 'ent rop ie  et  de son évolut ion en fonct ion
de t'empérature formulées dans I'annexe "Thermoél asticitê"

e9 = P;; €i j  *  ?t9lTo 
-

e (r.',e),i = d,- tf h?e]

nous déduisons : r., 6 = Àriu t Khîe] - r.p;;€,j

Sou l ignons  ic i  avec
dans l 'hypottrèse des pet i tes
(eê t j1  s1  (en) .

importance que, puisque nous nous plaçons
perturbat ions,  nous négl igeons les termes

II)  Introduct ion indêpendante :

Sans
vons just i f ier
pe par exemple.

Pour
leur se dédui t

détai l ler  les équat ions de la thermoêlast ic i té '  nous pou-
plus rapidement l 'êquat ion obtenue pour un mi l ieu isotro-

tou t  vo lume (V) ,  l ' équat ion  de  la  conduct ion  de  la  cha-
en ef fet  de la conservat ion de l 'énergie sous la forme

[ .uu*  de  cha leur  )  [ tau*  ae  I
{  entrant par la I  fProduct ion I
I  f ront ' ière ÀV de vl  + ld 'énergie [=
L J 

[Utérieuremen)
Le flux de chaleur apportée de l 'extér

t ière s 'écr i t  avec la convent ion habi tuel le de
en respectant la loi de conduction de Fourier :

q= J -î.4'àv =J &.'[
f , v ' -ù

La chaleur générée intêrieurement à V s'exprime en faisant ap-
pel  à 1a densi té volut ique de product ion interne g(r ,  t )  :

J"  Xtn,  t )dV

Le taux de restauration s'exprime en fonction de la chaleur
volunique à contrainte ou volune constants :

I  €\9 JV'v 
ùt

I tuu* )
Jde restaurat ion(
ld 'énerg ' ie  f
Inar v )

ieur à t ravers la f ron-
la normale sortante et

r< fiol av
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D 'où  1 'équa t i on  l oca le  exp r imée  ce t te  fo i s  avec  une  cha leu r
spéc i f ique  :

e.ô -- Àù'Lr"hÏÀe] * l(n,t)

dont  la  forme est  à  rapprocher  de ce l le  dédui te  de la  thermoé' last ic ' i té

€c" é = ct,,,"I m ËÀeJ - r.Ê,j€,;

Nous ob tenons a ins i  une équat ion  aux  dér ivées  par t ' ie l les  de
type parabo l ique d 'o rdre  deux .  Examinons  que lques  méthodes de  réso lu t ion .

I I I )  Méthodes de  réso lu t ion  :

I ) Enoncé du théorème de Duhamel :

S i  nous  supposons que 1a  fonc t ion  g( r ,  t )  dépend l inéa i rement
de la  tempéra ture  (e )  e t  s 'éc r i t

Xcr, , t )  = ec IC"tn)  ê + G1' , t )1

Nous sommes amenés à considérer 
' l  'opérateur l inéa'ire (^)(()6))

- r \= 6f , .* ' t (hh"À) 
.  *  Co( ' . )

De p lus ,  résoudre  l ' êqua t ion  de  la  cha leur  imp l ique  qu ' i1  fau t
se donner deux condi t ions à savoir  :

-  une cond i t ion  in i t ia le  :  1a  tempéra ture ,du  corps  (à  t  =  0 )  es t  suppo-
sée  connue .  €  (n ,o )  =  Qtn )

-  une cond i t ion  de  f ron t iè re :  la  tempéra ture  ou  le  f lux  de  cha leur
( fonct ion de GFâd (  e)  . î )  sont connus sur la surface (S) l ' imi-
tan t  le  vo lume (V) .  Cet te  re la t ion  s 'écr i t  l i néa i rement  :

n€S r  S tn , t ) ;  Co(n )  O( " , t )  +  Cn(n )  0 ,o . tÇ t " )9*  rCr tn )  Q 1

In t rodu isant  l ' opéra teur  ( r )

à = Co .Cn b4^ * C.Vl l  t  ClVr?

Le problème à rêsoudre s 'écr i t  comme la donnée d'une équat ion
aux  dér ivées  par t ie l les ,  une cond i t ion  de  f ron t iè re  (B) ,  une cond ' i t ion
in i t i a le  ( I ) :

O= JLe  +Gtn , ! )

à8 .  5 t " , ! )  n€S

ê(rr ,  o)  = ôrn)

La solut ion de ce problème est  donnée, selon le théorème de
Duhamel ,  en  fonc t ion  de  la  so lu t ion  (o )  de

.è- ôtn,brt)  :  - / t l [  + G(n,è)
ôb

t r  Qtn, t , 'C) :  S(n,c)

Q tn,gc)  = 0t t )



-  où  (  t )  es t  ass imi lé
une cond i t ion  (B)  e t
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à un paramètre, ce qui offre
( I )  indépendantes du temps.

1 'avan tage  d 'ob ten i r

so lu t ion  t  o  (o , [ )
b

J 0 (n, r -q î)â(
o

: b
èb

2)  Ut i l i sa t ion  des  fonc t ions  de  Green :

N.B:  Un déve loppement  p lus  théor ique es t  donnê pour  un  mi l ' i eu
an iso t rope dans  l 'é tude t r id ' imens ions .

Nota t ion  :  {=  & /ec

constants.

p récédentes ,  l ' équat ion  loca le

*  1 -q (n r t )
h "

t )  -  l ' 'O ,n€S

-  une  cond i t i on  in i t i a le

de

Hypothèse :ae tk

Avec la notat ion et
la  cha leur  s 'éc r i t  :

Donnons nous alors

une cond i t ion  de  f ron t iè re

sont supposés

I 'hypothèse

, tO-V 'O
o(

,% æl
bm ] s

O ("., o) :

.f(n,

Q t")

vér i f i  ant

Gtn, t  l " ' ,1 )  =  O pour tc r

Cette fonct ion représente la distr ibut ion de température dans
une rég ion  (R)  in i t ia lement  à  la  tempéra ture .nu ' l le  où  appara î t  à  f  ins -
tan t  ( i )  une  impu ls ion  de  cha leur  au  po in t  ( r ' )  :

-  ( r , )  e t  ( r  )  s i tuent  la  cause,  ( r )  e t  ( t )  observent  l ' e f fe t  cor res-
pondant.

0n montre que la solut ion de notre problème s 'écr i t  en fonc-
t ' ion  de  (G)  su ivant  t  

e ( r r ,  k )  =  ) ,G(n , ! l  n '  t J l " - -oô(n ' )dv '
b t - . k

. 
* /=.r" I Grn,tln',î)a6 b|,î)dV + 

ll.ulrGtn,El'"',î)!,.!;,v%;,,
Interprétons ce résul tat  :

La solut ion dêcoule naturel lement du pr inc ' ipe de superposi t ion
el le s 'expr ime comme la sornme de tro ' is  contr ibut ' ions :

0n se propose de chercher tout

vaG( ' , , t In ' ,1 )  r  f  \ tn - r . ' )  b ( t - t )

&;X---L;G ts--ôs,
ùm

d 'abo rd  l a  f onc t i on  de  Green

.4LÊ
"( Àt

, r t € 5 ; )



-  l a

-  l a

-  la  dern iè re  cor respond à  l 'e f fe t  p rovoqué par  1 'appor t  de  cha leur  à
travers la f ront ' ière du volume :

"=l 
^"/, G 'n, u 1

3) Méthode de séparat ion des var iables :

La  méthode de  sépara t ion  des  var iab les  es t  u t i le  pour  1es  cas
simpl es car el  I  e nous permet d 'obten' i r  une express' ion analyt i  que de I  a
so l i r t ion  a isément  man ipu lab le .  In té ressons  nous  par  exemple  â  la  réso lu -
t ion  de  1 'équat ion  à  une d imens ion  :

.  . 1  . 1 ,
é= . ( 'æ +e( r , t )

à * r e '

€ (o., o) = Q r*1

Nous décomposons la  so lu t ion  su ivante  (e  =  0 r +  0 ,  )  avec

+ X(r r t )  
(e)en = u' t$l

9. [r,o) = 0l ' .) 6.  (z ro ) :  o

\Or t  =  O
.. t::i
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première  cor respond à  I 'e f fe t  d 'un i fo rmisa t ion  de  1a  tempêra ture
in i t ia le  (  o ( r ) ) .  I1  su f f i t  de  cons ' idérer  ce t te  par t ie  comme
l 'e f fe t  observé  au  po in t  ( r )  à  l ' ' i ns tan t  ( t )  l i é  à  1a  superpo-
s i t ion  d ' impu ls ions  de  tempéra tures  apparues  à  l ' i ns tan t
(  r  =  0 )  au  po in t  ( r ' )  e t  d 'ampf i tudes  (0 ( r ' ) )  d 'où  le  te rme

J,  G(n, t ln ' , ( )1. ,o 0tn ' )  ôV'

deuxième correspond à 1 'ef fet  provoqué par la gênérat ion de chaleur
g( r ,  t ) .  I l  su f f i t  de  cons idérer  qu ' i ' l  s 'ag ' i t  d lune superpos i -
I ion  d ' ' impu ls ions  apparues  success ivement  de  ] ' i ns tan t  (  t  =
à  l ' ' i ns tan t  ( t )  

1u  
po in t  ( r ' )  ;  d 'où  :

-  J  y J^ G ,n, t  I  ̂ ' ,  î ) .  I1r ' , t  )  âV'
{ : o  

'S

L",t) /h,.6,

0)

7"1) I  { ,' n '=  r ;

€l :o b€l -o
\ :c  lx .o àrr  lz :  r

'L
\ 9 r  I
\*  l*=o

bc-- L

= O

,rlô. -- <'ub.,{ àæ\

' t t l r

A:-L =
4 T A  X

9).-e)-8e:sls!ign-de-1I) :

Soit

Alors de façon habi tuel le

la solut ion physiquement acceptable

K=-h t ,  i= -L t . ( 'A

on t " r t )  =  Xt r ) .4 ( t )

x  À = o{ lx"À

, ,
constante = K

est amortie en

, x"= ' T x
temps, on chois i t
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la  fo rme généra le  de  (X)  es t  X  =  a  cos  (kx )  +  b  s in  (kx )

on  cho is i t  les  cons tan tes  d ' in tégra t ion  d 'après  les  cond i t ions  de  f ron-
t iè re :

El :o
bx lr. -- o

\e ,  l  : o
\ x  l t :  I

on

l a

t rouve al  ors une ' i  nf  i  n i  té de sol  ut i  ons

€n. = A- Jçatr"t) '6

so lu t ion  génêra1e  peu t  s 'éc r i r "  i
€. = Ao *.1 A-

l es  (A .o)  sont  iden t i f iés  en  déve loppant
et en respectant

Q r r "o l  :  Qt * )

4 t'.) ' O" ., Ë, Qn cô (',rr*) j Ôo =

de la  forme :

co5 (m ' lT r - ) , '  ̂  =o , ' l , " '

-  i-n"{) 'Ê
e csr (nl[a)

(o  ( x )  )  en  une  sé r ie  de  Four ie r

1

/ôr.ol*

Or ( . r o )  =  Ao  +

d 'où

9)D)-Be:sls!!sn-de-II :

D'une façon ana l  ogue,
de  Four ie r

t

gt ' , ! ) :  !ot t )  * . f  1. ( t )cer- Ï I*  i

soi  t

Q r*.,t) = Te (tt *Ë-i;(!) .o brr*)

en subs t i tuant  (e ' )  dans  (2 )  e t  en  ident i f ian t

i t r t= lotb)  ,  
- i , t t )= - (mrrc) tT-  t ! " ( ! )  , ,è l

en respec tan t  la  cond i t ion  ' in i t ia le ,  og  dédu i t  -6 .1 ) . (E-c )  , -
a(b)-- Jt3"ct)dt ; T' &) = i g",(€) "- ' e. b "l( ,r

d,où o.ro.,rl = /i.tr)dî 
. g.;(mrra.) -1'"rTT{l- ' 

i1^rc) !"n'î Jt

D'où (e) se décompose en une part ie t ransi to ' i re correspondant
à  l 'un i fo rmisa t ion  de  la  tempéra ture  in i t ia le  (O(x) )  e t  une par t ie  per -
manente correspondant à la générat ion de chaleur g(x,  t )  :  l

c  - r ' rnc ) r6  .  
t  c  t - roT{J - ib - î )

O1'r t )= ôo*î  +^ 
"  

cor(rnrr2c, , ;  +/Totc)Àî *  L. ,o l [ . \ù J z '  
'  

! - t f )JC
n : l  O  m : l  O

,  . .  ,  Ô- = ?Jdt. i )g641-11$ày

nous déve loppons g( r ,  t )  en  une sér ie

4 ^

X. (k) . 
/Xc",t)d'. j 3.|,t) ='!21rt) coai".i-r*p*
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