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I NTRODUCT I ON

D a n s  [ 6 ] ,  H a e f l i g e r  a  d é f i n i  l a  n o t i o n  d ' h o m o m o r p h i s r n e  g é n ê r a l i s é  e n t r e

g r o u p o i d e s .  C e t B e  n o t i o n  e s t  b i e n  p l u s  u È i 1 e ,  e n  P a r t i c u l i e r  p o u r  l c s  a p p l i -

ca t . i ons  géomét r i ques ,  que  l a  no t i on  c l ass ique  où  I ' homonorph i s roe  es t  un

foncÈeur  con t i nu  de  ca tégo r i es  t opo log iques .  Nous  dé f i n i ssons  d 'abo rd  f  image

d i r e c t e  e t  l r i m a g e  r é c i p r o q u e  d ' u n  f - f a i s c e a u  d a n s  l e  c a s  c l a s s i q u e ,  e r r s u i t e

dans  1e  cas  d ' un  homomorph i sme  géné ra l i sé .

Nous  mon t rons  que  l e  f onc teu r  image  réc ip roque  es t  I ' ad jo in t  à  gauche  du

fonc teu r  image  d i rec te  dans  1es  deux  cas .  Pa r  conséquen t  un  homomorph i sue  gé -

né ra l i sé  i ndu i t  un  homomorph i sme  en  cohomo log ie '
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:  GRouPoïoEs,
ET HOMOMORPH

i  -FA  I  SCEAUX

i  SMES

l . - cROUPoïots

un  g roupoTde  topo log ique  es t  une  ca tégo r i e  t opo log ique  où  tous  1es

mor fh i smes  son t  i nve rs ib les .  Un  espace  topo log ique  X  dé f i n i t  un  g roupo lde

t o p o l o g i q u e  d o n t  I ' e s p a c e  d e s  u n i t é s  e s t  X  e t  d o n t  I ' e s p a c e  d e s  m o r p h i s -

mes  es t  éga lemenË X .  Un  g roupe  t . opo log ique  G ,  éven tue l l emen t  d i sc re t ,  dé -

f i n i t  un  g roupo ide  topo log ique  don t  1 ' espace  des  un i t és  es !  r édu i t  à  un

i smes  es t  G .  Le  g roupo ide  {  
des  ge rmes

de  d i f f éomorph i smes  l ocaux  de  nn  de  c lasse  C f  j oue  un  rô le  pa rÈ i cu1 iè -

r e m e n t  i n p o r t a n t  d a n s  l a  t h é o r i e  d e s  f e u i l l e t a g e s .  ( H a e f l i g e r  [ 4 ] ) '  L e

g roupo ide  d tho lono ro ie  d ' un  feu i l l e tage  pe rne t  d tassoc ie r  deux  K - théo r i es  à

une  va r i é té  f eu i l l e tée  :  l a  K -Èhéo r i e  ana l y t i que  g râce  à  I a  C* -a lgèb re  du

f e u i l . l e t a g e  ( C o n n e s  t 2 l ) .

Ce t te  C* -a lgèb re  es t  dé f i n i e  comme la  comp lé t i on  des  fonc t i ons  à  sup -

po r t  co rnpaeE  su r  l e  g roupo Îde  d tho lonomie  pou r  une  ce r ta ine  no rme '  E t  l a

K - théo r i e  Èopo log ique  g râce  au  c lass i f i an t  de  ce  g roupo ide '  Un  homomorph i sme

de  g roupo ides  au  sens  c lass ique  es t  un  fonc teu r  de  ca tégo r i es '  Une  cons t ruc -

t i on  dé ta i l l ée  de  l a  cohomo log ie  d ' un  g roupo îde  ex i s te  dans  l a  t hèse  de

R o g e r  [ 1 0 ]  :  E I l e  e s t  c o n s t r u i t e  d e  t e l l e  s o r t e  q u t o n  r e t r o u v e  d a n s  l e  c a s

dtun groupe d iscret  la  cohoroologie à valeurs dans un module (voi r  par  exem-

p f e  [ 8 1  o u  [ 7 ] )  e t  d a n s  l e  c a s  d ' u n  e s p a c e  E o p o t o g i q u e ,  l a  c o h o m o l o g i e  à

va leu rs  dans  un  fa i sceau  ( t  I  I  ]  )  .

) - HOMOMORPHIS},IES GENERALISES DE GROI]POÏDES

Etant  donné deux groupoides topologiques f  e t  f "  nous a l lons voi r

une  no t i on  d téqu i va lence  en t re  eux ,  due  à  Hae f l i ge r  [ 6 ] ,  qu i  imp l i que ra

q u , a l o r s  p o u r  t o u t  e s p a c e  t o p o l o g i q u e  Y , H l  ( Y , I )  e È  H l  ( Y , f  ' )  s o n t  e n  b i -

j e c t i o n ,  e E  q u e  l e s  c l a s s i f i a n t s  B f  e t  B f t  o n t  m ê m e  c o h o n o l o g i e '
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r) !Éll lr lreB-4e--[ l(! , t)

s o i t  Y  u n  e s p a c e  t o p o l o g i q u e  e t  f  u n  g r o u p o i d e  t o p o l o g i q u e ,  l a

d é f i n i t i o n  d e  t t I  ( y , f )  e s t  l a  g é n é r a l i s a È i o n  n a t u r e l l e  d e  H I  ( Y , G )  q u a n d

G  e s t  u n  g r o u p e  t o P o l o g i q u e .

S o i t  ( Y i ) i g f  u n  r e c o u v r e m e n t  o u v e r t  d e  Y '  U n  l - c o c y c l e  à  v a l e u r s

dans  f  dé f i n i  su r  l e  recouv remen t  (Y i ) i g ,  es t  l a  donnée  pou r  t ou t  cou -
\ _

p l e  ( i , j )  d ' u n e  a p p l i c a t i o n  c o n t i n u e  Y i j  :  Y .  f t  t j  -  f  d e  s o r È e  q u e  s i

x  €  Y .
I

vtu (x)
n  Y .  n  Y k ,  a l o r s  v r r ( x )  e s t  c o m p o s a b l e  a v e c  Y 5 1 ( x )  e t

=  V i j  (x ) .y jU(x ) .  S i  { to }oaO es t  un  au t re  recouvremenL ouverÈ de

e t  yqB  es t  un  l - cocyc le  dé f i n i  su r  {Yo }oaO,  a lo rs  i l  es t  cohomo logue  au

l - c o c y c l e  t i j  s i  c e s  d e u x  c o c y c l e s  s o n t  l a  r e s t r i c t i o n  d r u n  l - c o c y c l e  à

va leu rs  dans  f  dé f i n i  su r  l a  réun ion  de  ces  deux  recouv remen ts .  L tensem-

b l e  d e s  c l a s s e s  d e  c o h o m o l o g i e  d e s  l - c o c y c l e s  à  v a l e u r s  d a n s  f  e s t  n o t é

g t 1 Y , f )  e t  s e s  é l é n e n t s  s o n t  a p p e l é s  f - s t r u c t u r e s  s u r  Y '

Une  app l i ca t i on  con t i nue  f  :  Y '  *  Y  i ndu i t  une  app l i ca t i on

f *  :  H l ( Y , f )  -  H l ( Y ' , f )  f a i s a n t  c o r r e s p o n d r e  à  l a  c l a s s e  d u  l - c o c y c l e  Y i j

d é f i n i  s u r  l e  r e c o u v r e n e n t  { Y i }  l a  c l a s s e  d u  l - c o c y c l e  Y ; ; o f  d é f i n i  s u r

l e  recouv re ruen t .  { r -  
t  

( y *  )  }  ae  Y '  .

Exemple  :  Un feu i l le tage T  de  cod imens ion  q  sur  une var ié té

ê t re  cons idéré  couune une f -s t rucEure  parE icu l iè re ,  où  |  es t  le

des  germes de  d i f féomorph ismes locaux  de  IRq,  représengée par  un

sur un recouvrêment ouvert  {ut}  t ,el  que les f i  = Ti i  :  U'  -+ rR

so ien t  des  subners ions .

V peut

groupo ide

I  - c o c y c l e

9 c I

u) g!!r€g-!:e=!ggteeg=

Comme dans le  cas  c lass ique des  groupes topo log iques ,  les  é lémer r ts  de

H l ( y r f )  c o r r e s p o n d e n t  b i j e c t i v e m e n È  a u x  c l a s s e s  d ' i s o m o r p h i e  d e s  f i b r é s

f -p r inc ipaux  sur  Y .  Nous a l lons  d tabord  rappe ler  ceÈte  cor resPondance '

une ac t ion  à  d ro i te  de  f  sur  un  esPace z  reLaL ivemenÈ à  une ap-

p l i c a t i o n  c o n È i n u e  q  z  Z ' +  U

f  - * - -  U  e s t  1 ' a p p l i c a È i o n

es t  une  app l i ca t i on  con t i nue  Zxu l  ( où

v  -  B ( f ) )  È e 1 l e  q u e ,  s i  I ' i m a g e  d e  ( z , t )



e s t  n o t é e  z . \ ;

- q -

o n  a i E  :

( z .v )y '  =  z . ( r . v ' )

L in  f  i b ré  f - p r i nc ipa l de  base  Y  es t  un  espace  topo log ique  mun i

d ' u n e  a p p l i c a t i o n  c o n t i n u e  p  :  E  - +  y  e t  d ' u n e  a c Ë i o n  à  d r o i t e  d e  I  s u r

E ie la t i vemenË à  une app l icaÈ ion  cont inue q  :  E  +  U.  On suppose que f

opère  s imp lemenE t rans i t i vemenË dans  les  f ib res  de  p  e t  que la  cond i t ion

d e  t r i v i a l i t é  l o c a l e  s u i v a n t e  e s t  s a t i s f a i c e :  I 1  e x i s t e  u n  r e c o u v r e m e n t

o u v e r t  { Y i }  d e  Y ,  d e s  s e c t i o n s  l o c a l e s .  c o n t i n u e s  s i  ,  y i  -  E  d e  p  e t

des  homéomorph ismes équ ivar ian ts  h .  :  p  
' (y i )  -  y ixu f  se  pro je tanË sur

f  i d e n t i t é  d e  Y . .  r c i  Y i  e s t  m u n i  d e  r ' a p p l i c a t i o n  c o n t i n u e  f .  =  q o s ,

d a n s  U  e t  y  o p è r e  s u r  ( y , y ' )  p a r  ( y , y ' ) . V  =  ( y . f  ' f ) .

L e s  
" i  

d é f i n i s s e n t  u n  I - c o c y c l e  t i j  s u r  l e  r e c o u v r e m e n Ë  { y . }  a e

Y  à  v a l e u r s  d a n s  f  o ù  y . , ,  ( x )  e s t  l ' u n i q u e  é l é m e n È  d e  f  t e l  q u e

s ,  ( y )  =  s *  ( y ) Y : . ,  ( y ) .  L "  
" t o i i  

d r u n  a u È r e  r e c o u v r e m e n t  e t  d r a u Ë r e s  s e c t i o n s
J I I J

condu i ra ienË  à  un  cocyc le  cohomo logue .

Réc ip roqueuen r ,  éÈan t  donné  un  l - cocyc le  t i j  r  Y i  f l  t j  -  f  on  peu t

cons t ru i re  un  f i b ré  f - p r i nc ipa l  E  avec  sec t i ons  l oca les  
" i  

qu i  r edonnen t

l e  c o c y c l e .  O n  o b t i e n t  E  c o m m e  q u o t i e n t  d e  1 ' u n i o n  d i s j o i n t e  d e  Y : x u f

p a r  l a  r e l a È i o n  d r é q u i v a l e n c e  q u i  i d e n Ë i f i e  ( f i , f i )  €  Y r x r f  à

( t j , r j )  €  Y rx r f  s i  y i  =  y i  =  y  e t  B i  =  y j i ( v ) r 5

De ce t te  man ière  on  ob t ien t  une b i jec t ion  en t re  c lasses  d ' i somorph ie

d e  f i b r é s  l - p r i n c i p a u x  d e  b a s e  Y  e t  é l é n e n t s  d e  H r  ( Y , f ) .

z . u =  z  s L

q ( z . Y )  =  q ( Y )

es t .  une  un i t é  e t

e s p a c e s  d t u n i t ê s

rnuni d t  appl ica-

que f  opère  à

re la t i venent  à

c) Eggiyelesse-eslre-srespeigee
So ien t  f  e t  f t  des  g roupo ides  Èopo log iques  avec

U e t  U t  respec t i vemen t .  So i t  O  un  espace  topo log ique

t i o n s c o n t i n u e s  p : Q + U  e t  q : Q - r U r  e t s u p p o s o n s

gauche  su r  O  re la t i vemen t  à  p  e t  f '  à  d ro i t e  su r  0

g ,  ces  deux  ac t i ons  commutan t  enÈre  e l l es .
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D é f i n i t i o n :

On  d i t  que  ô  dé f i n iÈ  un  homomorph i sme  géné ra l i sé  de  I  dans  f '

s i  Q  e s t  u r r  f i b r é  f ' - p r i n c i p a l  d e  b a s e  U  e È  d e  p r o j e c t i o n  P .  U n  h o n o -

n : ro rph i sme  Q  i ndu i t ,  pou r  t ou t  espace  topo log ique  Y ,  une  app l i ca t i on  con -

r i n u e  H t ( O )  :  H 1 ( Y , f )  *  H I ( Y , l ' )  f o n c t o r i e l l e  e n  Y .  C e t t e  a p p l i c a È i o n

f a i t  c o r r : e s p o n d i e  à  l a  c l a s s e  d r i s o m o r p h i e  d ' u n  f i b r é  f - p r i n c i p a l  E  s u r

Y  L a  c l a s s e  d ' i s o m o r p h i e  d u  f i b r é  f ' - p r i n c i p a l  E r  =  E x a Ô  s u r  Y .

En  te rmes  de  cocyc les ,  l a  co r respondance  es t  consÈru i t e  comme su i t  :

pa r  hypoÈhèse ,  i l  ex i s te  un  recouv remen t  ouve r t  {Uo }  de  U  e t  des  sec -

È ions  l oca les  So  :  Uo  - r  0  de  p .  Tou t  é lémen t  de  H l  (Y r f )  peu t  ê t re  re -

p r é s e n t é  p a r  u n  c o c y c l e  t i j  :  Y .  0  t j  *  f  t e l  q u e  I ' i m a g e  d e  Y i i  :  Y .  - +  U

so i t  con t i nue  dans  un  ouve r t  U . r i .  L ré1é rûen t  co r respondanË de  H I  (Y r f  ' )  se ra

rep résencé  pa r  l e  cocyc l .  y i j  :  Y .  t ^ t  t j  *  t r  dé f i n i  pa r  1a  re la t i on  :

v15 (r) t . j  (yj ;  (r)  )  = s.r i  (v11(v) )r i5 (r)

Exemple :

S o i t  h :  f - l '  u n

a lo rs  pou r  0  l e  p rodu i t

h o  :  U  - +  U r .

Soit ô cornme dans

même espace  topo log ique

e t  U ' ,  m a i s  c e t t e  f o i s

men t  en  posanË  :

D é f i n i t i o n  :

0 n  d i t  q u e  Q  d é f i n i t

un  f i b ré  f - p r i nc ipa l  su r

une  équ i va lence  de

U r  d e  p r o j e c t i o n  q .

homomorphisme cont inu au sens habi tuel ,  on prend

f i b r é  U r , , , f t ,  o ù  U  e s t  m u n i  d e  1 ' a p p l i e a t i o n

déf in i t ion  précédente .  Dés ignons par  O0 Ie

muni des nêmes appl icat ions p et q dans U

et  f '  opérant  à  d ro i te  e t  à  gauche respec t ive-

9 . Y = Y p  eE  y ' t p  =  19 f  ' - t

1a

0

f

s u r  f t S I 0 o  e s t  a u s s i
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Propos  i t . ion  :

U n e  é q u i v a l e n c e  O  d e  I  s u r  f  i n d u i t  u n e  b i j e c E i o n  d e  H l  ( Y , f )

s u r  H l  ( Y , f  ' )  f o n c t o r i e l l e  e n  Y .

D é m o n s t r a t i o n :

- - 0 0  d é f  i n i r  u n e  a p p l i e a t i o n  n I  ( 0 0 )  d e  H r  ( Y , f  ' )  d a n s  H l  ( Y , f )  i n -

v e r s e  d e  H t ( O ) .  E n  e f f e t  s i  E  e s t  u n  f i b r é  f - p r i n c i p a l  d e  b a s e  Y ,  a l o r s

(nxae)  
l ,Oo 

es t  canon iqueroent  i somorphe à  E,  car  qxp ,Ô0 es t  canon ique-

n e n t  i s o m o r p h e  à  f  p a r  I t a p p l i c a t i o n  q u i  f a i E  c o r r e s p o n d r e  à  1 a  c l a s s e

d e  ( g r , g r )  l ' u n i q u e  é l é r o e n Ë  Y  €  f  t e l  q u e  T - t 9 ,  =  Q 2 '  D e  m ê m e

O 0 r - O  e s t  c a n o n i q u e n e n t  i s o m o r p h e  à  f ' .  C . Q . F . D .

3 . -  LES | -FAISCEAUX

S o i t  I  u n  g r o u p o i d e  t o p o l o g i q u e  e t  u  I ' e s p a c e  d e  s e s  u n i t é s .

I n tu i t i ve roenÈ ,  un  f - f a i sceau  es t  un  fa i sceau  F  au  dessus  de  U( f )

te l  que chaque é léroent  de f  détermine un isomorphisme de la f ibre F au-

dessus  de  Ia  sou rce  dans  l a  f i b re  au -dessus  du  bu t  e t  ce  de  façon  conË inue '

P l u s  p r é c i s é m e n È ,  s o i E  F  n t  U  u n  f a i s c e a u  d r e n s e m b l e s  s u r  U ( f ) '  O n  n o -

te ra  F  l a  f  i b re  , , - t  ( * )  .
x

So i t  f q  ( resp .  f g )  l e  g roupo îde  cons idé ré  com.e  espace  au  dessus  c1e

u ( f )  p a r  l a  p r o j e c t i o n  s o u r c e  q  ( r e s p .  p a r  l a  p r o j e c t i o n  b u t  g ) .

On  peu t  a lo rs  cons idê re r  l es  p rodu i t s  f i b rés  :

f o *F  =  ( f q ) ruF  =  { (V ,E )  l t  e  f ,  E  €  f ,  n (E )  =  q (V ) i '

IB * t  =  ( f ' ) r uF  =  { (Y ,E )  l t  €  f ,  E  €  F ,  n (6 )  =  B ( r ) } '

I l  ex i s te  des  p ro jec t i ons  év iden tes  :

nB :  fU *F - f* q r l o * F - l

o n  s u p p o s e  q u e  I ' o n  a  u n  i s o m o r p h i s m e  d ' e s p a c e s  a u - d e s s u s  d e  u ( f )  :



? : f o * F - f u * F

v é r i f i a n t  n ^ o ?  =  n - .
l J u

O n  n o t e r a  a l o r s  :

- l  -

?(y ,E)  =  (T , f  ( v )E) .

D é f i n i t i o n :

U n  l - f a i s c e a u  F  e s t  u n  f a i s c e a u  s u r  U ( f ) ,  t e l  q u r i l  e x i s t e  u n  i s o -

morph isme f  :  fo* I  -  f ' * t .  vér i f ian t  :
- :  to: , . .

( l )  nu ,?  =  no .

( 2 )  p o u r  t o u t  x  €  U ( f  )  f  ( I d  x )  . €  =  E .

( 3 )  p o u r  t o u t  c o u p l e  ( Y r , T r )  d ' é l é m e n t s  c o m p o s a b l e s  :

f  ( l r . t r )  =  f  ( y r ) . f  ( V z )

Exemples :

(a )  Tout  fa isceau cons tan t  sur  U( f )  peut  ê t re  mun i  d rune sÈruc ture  de

f - fa isceau ;  s i  E  es t  la  f ib re  du  fa isceau,  i l  su f f i ra  de  poser  pour

E o u t  y  €  r ,  f ( V )  =  I d  E .  c r e s t  l e  f - f a i s c e a u  t r i v i a l  d e  f i b r e  E .

(b )  S i  q  e t  I  son t  des  homéomorph ismes locaux ,  a lo rs  fo  e t  lg  dé-

f i n i s s e n t  d e s  f a i s c e a u x  s u r  U ( f ) .

S i  l ' o n  D o s e  :

-  - + -t o  t  ' o t o  - ' g * ' o

ro( r , i )  =  (Y, i .Y-r )
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rg: r l ru-r '*rg

ru{v, i)  = (v,v. i )

f o  e È  t g  d é f i n i s s e n È  u n e  s È r u c È u r e  d e  f - f a i s c e a u  s u r  f O  e t  f B .

Les  au t res  exemples  u t i les  seron t  des  f - fa isceauK de groupes abé l iens ,

0" ._  "  
a l lons 'dé f in i r .

D é f i n i t i o n :

Un f - fa isceau abé l ien  es t  un  fa isceau de  groupes abé l iens ,  mun i  d 'une

s t ruc ture  de  f - fa isceau,  te l  que pour  tou t  Y  €  f ,  f (V)  so i t  un  isomorph isme

d e  g r o u p e s .

Exemple :

Pour f  = t ;  on peut  considérer  les fa isceaux des germes de champs de

vecEeurs  T ( IRn )  e t  l e  f a i sceau  des  fo rmes  d i f f é ren t i e l l es  de  do  =  P

çP( rn t )  su r  U ( f ;  =  Pn .

On peut  les nuni r  d tune st ructure de f - fa isceau.

Si  f  €  f l  e t  E  es t  un  genne de  champs de  vecÈeurs  en  q(Y) ,  on  po-

sera  f (V) .E  f  image d i rec te  de  E Par  le  d i f féoroorph isme Y '

De mêne s i  y  €  f  e t  o  es t  un  genDe de p- fo rme d i f fé ren t ie l le

en  q(y ) ,  on  posera  f  (y ) . t r l  =  T*  
t  ( r ) ,  ce  qu i  dé f  in i t  b ien  un  germe de

p- fo rme d i f fé ren t ie l le  en  B(V) .

Les morphismes de l- faisceaux :

Rappelons qutun morphisme @ enÈre deux faisceaux F et Ft au-

dessus  de  U( f )  es t  un  morph isme d 'espaces  é ta lés  :

f --9.-. F'
, /

rr 
\ ,/n'

u (r)
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de  f - f a i sceaux  (on  d i ra

P l u s  p r é c i s é m e n t  :

a u s s i  l - m o r p h i s m e )  s ' i 1

D é f i n i t i o n  :

S o i e n t  ( F ) f )  e t  ( F ' , f ' )  d e u x  f - f a i s c e a u x .  U n  m o r p h i s m e  d e  f a i s c e a u x

t p  :  F ' +  F r  e s t  u n  m o r p h i s m e  d e  f - f a i s c e a u x  s i  I ' o n  a  p o u r  t o u t  ( V , € )  €  f q * F

ç ( f  (Y )  . 6 )  =  f  '  (Y )  . a (E )

Aut re .nen t  d i t , 1e d iagratnrne c i -dessous

f
l g *F

I
lasv

ç l' --3---+ lg*F'

conmut,e :

iû*F'"1
fo*F

\] ' .
, i :

avec  ao (y ,E )  =  ( r , ç (E ) ) ,  t o ' ( r , 6 )  =  ( t , p (E ) ) .

D é f i n i t i o n :

Un morphisme tp ent.re deux l- faisceaux abél iens est un norphisme de

f-faisceaux abét iens si  A est à la fois un morphisme de f- faisceaux eE

un morphisme de faisceaux de groupes abél iens, autrexûent di t ,  i l  faut que

la  res t r i c t ion  de  tp  à  chaque f ib re  so iE  un  homomorph isme de grouPes.

Ces no t ions  de  morph isne confèren t  aux  f - fa isceaux  ( resp .  aux  f - fa is -

ceaux  abé1 iens)  une s t ruc tu re  de  ca tégor ie .

Nous a1 lons  main tenant  vo i r  que l les  sont  les  p ropr ié tés  in té ressanÈes

de ce t te  ca tégor ie  (Èous  les  dé ta i l s  son t  dans  la  thèse de  Roger  [10 ] ) .

P r o p o s i t i o n :

La  ca tégor ie  des  f - fa isceaux  abé l iens  es t  une ca tégor ie  add i t i ve .

a : \

. - ,  ; . . \
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Nous a l lons  rappe. ' -e r  b r ièvement  la  no t ion  de  ca tégor ie  add i t i ve ,  pour

p l u s  d e  d é t a i l s ,  v o i r  G o d e m e n t  [ 3 ]  o u  M a c - L o r e  [ 9 ] .

U n e  c a t é g o r i e  V  e s t  d i t e  a d d i t i v e  s i  p o u r  t o u t  X , Y  €  U ,

t lom t6 (X,Y)  peut  ê t re  mun i  de  la  s t ruc tu re  de  groupes abé l iens  e t  s i  en

p l u s  i r a p p l i c a E i o n  c a n o n i q u e  :

o m ( x , Y )  x H o m ( Y  , Z )  -  H o m ( X , Z )

e s E  b i l i n é a i r e .

La  démonst ra t ion  de  la  p ropos i t ion  c i -dessus  f igure  dans  I tO] .

La  lo i  de  groupe de  Homr(F ,F ' )  (ensemble  des  f -morph ismes enÈre  deux

l - f a i s c e a u x  a b é l i e n s  ( F , f )  e t  ( F ' , f " )  e s t  d é f i n i e  p a r  :

( o r . o r ) ( x ) = ( p r ( x ) . ( p r ( x )  P o u r  x € F  e t  9 1  , Ç 2 € H o m r ( F , F ' )

On peut  a isément  dé f in i r  le  p rodu i t  d i rec t  de  deux  l - fa isceaux  abé1 iens

( F , f )  e t  ( F t , f ' ) .  O n  m u n i t  a l o r s  l e  f a i s c e a u  p r o d u i t  F x F '  d e  l r a c t i o n

év idente  de  f  :

( f  x f  r )  ( y )  ( 6 , 1 )  =  ( f  ( T )  . E , f '  ( r )  . n )  .

Le  produ iÈ tensor ie l  de  deux  f - fa isceaux  abé l iens  se  dé f in i t  de  la

m ê n e  f a ç o n  :  s u r  l e  f a i s c e a u  p r o d u i t  t e n s o r i e l  F  €  F t ,  o D  c o n s i d è r e  l t a c -

t ion  de  f  dé f in ie  par  :

( f  o  f  ' )  ( Y )  ( E  e  n )  =  f  ( Y )  . E  @  f ' ( r ) . n

Le f - fa isceau abé l ien  (F  e  Fr ,  f  e  f ' )  vér i f ie  la  p ropr ié té  un iver -

se l le  hab i tue l le  des  produ i ts  tensor ie ls .

Exemple :

Pour  |  =  f -  on  a  le  fa isceau produ i t  tensor ie l  T (a 'n )  e  Qt  (Rn)
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e t  1 e  m o r p h i s m e  d ' é v a l u a E i o n  :

T ( R n )  6  o r  ( I R t )  -  n '

l q e o ) - u . r ( E )

lR  é tan t  le  f - fa isceau t r i v ia l  de  f ib re  IR sur  IR  
n .

' -  Ce morph isme es t  un  norph isme de f - fa isceaux  abé l iens .

Exemp le  :

Sous  l es  mêmes  hypo thèses ,  l e  p rodu i t  ex té r i eu r  des  fo rmes  d i f f é ren -

t i e l l es  dé f i n i t  b i en  un  morph i sme  de  f - f a i sceaux  abé l i ens .

aP(a1 t )  e  ee ( rR t )  -  oP+q(nRn) .

En ef fet  le  changenent  de var iable cornmute au produi t  extér ieur  :

T - t * ( o r n o r )  =  y  1 * { r r ) , . T - t * { o r ) .

P r o p o s i t i o n  :

Avec  le  p rodu i r  d i rec t ,  Ia  ca tégor ie  des  f - fa isceaux  abé l iens  es t  une

catégor ie  abé l ienne.

La  démonst ra t ion  de  la  p ropos i t ion  rev ien t  à  é tab l i r  que ÈouÈ morph isme

I  de  f - fa isceaux  abé l iens  (F , f )

noyau. Lt idée est de considérer le noyau N et le conoyau C de A dans

la  caEégor ie  des  fa isceaux  de  groupes abé l iens  e t  de  les  mun i r  d tune ac t ion

de l ,  de  man ière  à  ob ten i r  une su iÈe exac te  de  f - fa isceaux  abé l iens .
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CHAPITRE I I  :  HOMOMORPHISME CLASSIOUE

FoNcTEUR IMAGE nÉctPRoouE ET

FONCTEUR IMAGE DIRECTE POUR LES f .FAISCEAUX

\
EEanË donné une app l ica t ion  cont inue f  :  X  -+  Y  d tespaces  topo log i -

quês ,  nous  rappe lons  ic i  b r ièvemenÈ les  noÈions  d ' image d i rec te  e t  d r image

r é c i p r o q u e  d ' u n  f a i s c e a u .  P o u r  p l u s  d e  d é t a i l s  v o i r  [ 3 ]  e t  t l ] .

I . -  IMAGE D IRECTE D IUN FA ISCEAU

S o i t  f u  u n f a i s c e a u d e b a s e  X  e È  f : X + Y  u n e a p p l i c a t i o n c o n -

t inue en t re  espaces  Eopo log iques .  Nous pouvons a lo rs  dé f in i r  un  fa isceau

f  |  ( f t  )  de  base Y de  la  fo rme su ivante  :

Pour  touÈ ouver t  V  c  Y  on  pose :

f , (d ) (v )  =  f tG- ' (v ) )

e t  p o u r  V '  c  V "  o n  d é f i n i t  l r a p p l i c a t i o n  d e  r e s t r i c È i o n

f r ( v " )  -  f , ( f t  ) ( v ' )

coûme é tan t  l t app l i ca t i on  de  res t r i c t i on

f rG-,  (v, , ) )  -  t r$-  t  (v,)) .

Les ax iomes de  fa isceaux  sont  a lo rs  vér i f iés  de  façon év idente .

2.-  IMAGE RECIPROqUE D'UN FAISCEAU

f  :  X  -+  Y  es t  une app l ica t ion  cont inus  senTme précédeument '

G  é È a n t  u n  f a i s c e a u  d e  b a s e  Y ,  n o u s  a l l o n s  d é f i n i e  u n  f a i s c e a u

f *  ( 9 )  d e  b a s e  x .
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G es t  donc  t rn  esDace  é taLê  au  dessu .s  de  Y '

Pou r  U  ouve r t  dans  X ,  Posons  :

f * (G)  (u )  =  {s '  !  u  -+  6  / " '  ( x )  e  dJ  ( r (x l ) }

o n  d é f i n i t  l e s  o p é r a t i o n s  d e  r e s t r i c t i o n  d e  f a ç o n  é v i d e n t e  e t  o n  v é r i f i e

que  l t on  a  dé f i n i  a i ns i  un  f a i sceau  de  base  X  appe lé  l e  f a i sceau  image

r é ô i p r o q u e  d u  f a i s c e a u  @  t  f * ( 6 3 ) .

3.- HOttOUOnpUtSMES DE GROUPES : IMAGE RECIPROQUE ET IMAGE DIRECTE DE MODULES

S o i e n t  G  e t  G '  d e u x  g r o u p e s  d i s c r e t s .  N o u s  a l l o n s  d é f i n i r  I ' i m a g e

réc ip roque  e t  f  image  d i rec te  de  modu le  su r  G  e t  G ' .  Rappe lons  que  l ' on

appel le  G-module un groupe abél ien M et  un homomorphisme h :  G -+ AuE(M) '

L e  n o d u l e  M  e s È  d i r  t r i v i a l  s i  K e r  h  =  G .  P o u r  p l u s  d e  d é È a i l s ,  v o i r  t B l .

a) Isese-rÉglprsgge-Èlge-91:Eegsle

Soi t  g :  G -+ Gr un homomorphisrne de groupes et  M un G'-module avec

h  :  G '  +  Au t (M) .  On  appe l l e  i nage  réc ip roque  du  Gr -modu le  M  1e  G-modu le

noEé A*(M) ayant  le  mêrne groupe sous- jacent  que M et  Pour représentagion

de  G  l a  rep résen taË ion

h o { P : G + A u È ( M ) .

Quand i l  n ty  aura  pas  r i sque de  confus ion ,  l t image réc ip roque du  modu le

M es t  éga lement  no té  M.

Lrac t ion  de  G sur  M es t  1a  su ivante  :

Vg € G, tm € M g.t  d9f  
o( f l .n

On peut  d ra i l leurs  vér i f ie r  d i rec tenent  que ce t te  dé f in i t ion  mun iÈ M

de la structure de G-roodule.
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b )  I m a g e  d i r e c t e  d ' u n  G - m o d u l e

so i t  (o  :  G +  G '  un  homoroorph isme de groupe.  on  appe l le  a lgèbre  du

g r o u p e  G '  I ' a l g è b r e

' / l , , tc ' )  =  {nre i+nrg j+.  .  .+nos i /n ,  €  t I ,  t l  €  G' }

.  t l l , r lC')  esÈ, un Gr-module de façon évidente. De plus 1'homoroorphisrne

A mun i t  ' t r r le '  ]  de  Ia  s t , ruc tu re  de  G-nodu le-  S i  M es t  un  G-modu le ,

nous  dé f in issons  a lo rs  A ,  (M)  ( image d i rec te  du  modu le  M par  A)  de  la

façon suivanÈe :

(p, (M) = [rr  oc alc ' ] .

a r ( M )  e s E u n G t - m o d u l e :  ( r o o g t ) g " = m o g ' 8 "  o ù  m € M  e t  8 ' 1 8 "

s o n t  d e u x  é l é m e n t s  d e  G ' .

Nous avons deux cas in téressants :

-  s i  g  e s È , s u r j e e È i f  :  g 3  G  +  G / 1 .  9 , ( M )  e s t  l e  s o u s - m o d u l e  d e

M dé f i n i  pa r  :

A,(M)  =  {m €  M/krn  =  m Vk €  K} .

Exemple :

S o i t  g :  p  +  I R T a [ p  l a  p r o j e c t i o n  c a n o n i q u e  e t  s o i t  C ( n t )  I ' e s p a c e

des fonc t ions  cont inues  sur  IR .  C(R)  esÈ un lR-modu le  par  1 'ac t ion  su i -

vanEe :

I R x C ( I R )  +  C ( I R )

( t ,  f )  -  f t

où  fË  es t  l a  f oncE ion  con t i nue  su r  IR  dé f i n i e  pa r  :

v x € I R  r ï * ) = f ( t + x ) .



f o n c t i o n s  p é r i o d i q u e s  d e  p é r i o d e  l  '

L tespace des  fonc t ions  cont inues  sur  IR

des fonc t ions  de  Pér iode l  '

-  un  au t re  cas  i rnpor tanE esÈ ce lu i  où  tp  :  G +  G '  es t  in jec t i f '

g1(M)  es t  a lo rs  1 'ex tens ion  du  modu le  M à  G"  Un exemple  typ ique

es t  ce lu i 'où  i  :  IR  -  G es t  f  inc lus ion  canon ique e t  M es t  a lo rs

u n  I R - e s p a c e  v e c Ë o r i e l  e t  9 , ( M )  e s t  s o n  c o m p l e x i f i é

ro. (M) = I ' t  o- C.
ll(

Dans le cas gér1êral ,  tp  est  le  cornposé de qJ. :  G + Im Q et  c le

É '  :  Im  tp  +  ç r  où  
'  

q r  es t  su r j ec t i f  e t  t l l '  i n j ec t i f

on  vo i t  a l o r s  que  9 l  (M)  es t  l | ex t ' ens ion  à  G ,  du  Im  ç -modu le  }ë

o ù  K = K e r t p .

4.- IMAGE RECI U E E T I | { A G E D I R E C T E D ' U N r - F A I S C E A U D A N S L E C A S D I U N

HOMOMORP}ITSME Cr-AS S IQIJE

Nous venons de  vo i r  1es  cons t ruc t ions  de  l t image d i rec te  e t  de  f i raage

réc ip roque drun  fa isceau par  une app l ica t ion  cont inue d 'une parE '  ce l les  de

l, image réciproque et de f  image directe de modules par des homomorphismes

de groupes d ,auÈre  par t .  Nous a1 lons  combiner  ces  deux  cons t ruc t ions  pour

cons t ru i re  l , image réc ip roque eÈ I t image d i rec te  d 'un  r - fa isceau dans  le

c a s d , u n h o m o m o r p h i s m e c l a s s i q u e d e g r o u p o i d e s .

p ! ( c (R ) )  =  c (R /L

a) Ieese-r9glereqge-Èe-I:lelggeeg

So i t  F  :  f  +  I t  un  f onc teu r  con t i nu

s o i t  M  u n  f t - f a i s c e a u  s u r  l t e s p a c e  d e s

un  fa i sceau  su r  U  esPace  des  un i t és  de

de façon évidente.

S o i t  e n  e f f e t  T  :  x  +  Y r  Y  €  f '  L a

e s Ë  ( F * ( M ) ) x  =  ( M ) r ( x ) .

-  1 5  -

e s t  l e  s o u s - m o d u l e  d e  C ( R ) c o n s t i t u é  P a r  l e s

i ndu i t  sur  S ' l e  modu le

de catégories toPologiques et

un i tés  u '  de  f '  .  F*  (M)  es t

f .  C t e s t  d e  P l u s  u n  l - f a i s c e a u

f ib re  en  x  du  fa isceau F* (M)
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D e  m ê m e  ( F * ( M ) ) y  =  ( " ) r ( r ) ,  d é f i n i s s o n s  u n  i s o m o r p h i s m e  n o r é  e n c o r e

y  en t re  (F+  (M)  ) x  e r  (F *  (M)  ) . * ,  pa r  ce lu i  de  f  ( f  )  :  M  es r  en  e f  f  e r  un

i t - f a i s c e a u .

Nous  avons  donc  1à  une  ac t i on  de  f  su r  F * (M)  e t  i l  es t  c l a i r  que

ce tÈe  ac t i on  dépend  con t i nû rnen t  de  x ,  y  e t  y  ca r  l e  f onc teu r  F  es t

con t  i nu .

F * ( M )  e s t ' d o n c  b i e n  u n  f - f a i s c e a u .

b) Ieege-diregge-4lge-I:!eieeess-per-ss-beseeerphieee-eleeqiggs
Soien t  f  e t  f '  deur  g roupo ides  Èopo log iques  e t  F  :  f  +  I '  un

fonc teur  conÈinu .

S i  x  €  f  appe lons  Orb i te (x )  l renspmble  su ivant  :

orb i te (x )  =  { y  €  u / r r  €  /q (T )  =  x ,  B (y )  =  y } .

Supposons  qu ten  ouÈre  l e  f onc teu r  F  vé r i f i e  l a  cond i t i on  su i vanËe  :

V x '  €  U '  ;  V x  €  U  v é r i f  i a n t  F ' ( x )  =  x ' ,  a l o r s

r -  
I  (o rb i te  ( * '  )  )  =  o rb i te  (x )  .

Qf l7  é tan t  un  f - fa isceau sur  U,  nous  a l lons  cons t ru i re  un  l ' - fa isceau

r r (10)  sur  Ur  que nous  appe l le rons  l t image d i rec te  de  Çn par  l thomomor-

phisne F. I IL 
" t t  

étalé au-dessus de U, soi t  r  z Çl l ,  -  t l .

W t  c  U ' ,  V '  o u v e r t ,  l e  g r o u p e  d e s  s e c È i o n s  d e  f  l ( 4 I D  a u - d e s s u s  d e

Vr  es t  dé f in i  de  la  façon su ivante  :

So i t  
" r l ,  

une  sec t ion  du  fa isceau t '  -L  u '  au-dessus  de  V ' .

S o i t  
" ï ,  

u n e  s e c t i o n  d u  f a i s c e a u  q r ( B * ( r * ( 0 0 ) ) )  a u - d e s s u s  d e  v t

v ' ( r ' * (4 t1 , )  es t  f  image d i rec te  de  c l ru  par  F  app.  cont inue) .  Notons  :

s ' e  s "  
d g f  ( s t r s " ) / -  o ù  l a  r e l a t i o n  d ' é q u i v a l e n c e  e s t  l a  s u i v a n c e  :

( s '  ,  s " )  e s t  u n e  f  a n i l l e  :  {  ( m r y t  )

a v e c  F ( n ( m ) )  =  q ( y ' ) , 8 ( . 1 ' )  =  x '  €  V ' ) .
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F

f (f ) IIrg

z./*r <^)
'o{
F  ( b ) \

V'
x t

C r e s t  l t h y p o t h è s e  q u e  l t i m a g e  r é c i p r o q u e  d e  I t o r b i t e  d e  x '  €

u n e  o r b i t e  q u i  p e r m e t  d ' a f f i r m e r  1 ' e x i s E e n c e  d e  Y  €  f .  E n  e f f e t

e t  F (n (mb) )  son t  su r  une  même o rb i t e  donc  n (m. )  e t  n (m ' )  l e

S o i t  s u r  ( s ' , s " )  l a  r e l a È i o n  d r é q u i v a l e n c e  s u i v a n E e  :

(mo ,y ' )  -  ( r - ^  ( *b ) ,T ' " r ( y ; ;

L e  g r o u p e  1 1 ( 1 2 ) ( V ' )  e s t  d é f i n i  d e  l a  f a ç o n  s u i v a n È e  :

Fr (7 lD  (V ' )  =  { s '  o  s ' déf  in ies col lme c i -dessusj

Exp l ic i tons  la  lo i  de  groupe sur  ceÈ ensemble  F !  (44 t )  (V ' )

V r  e s t

r  (n  (m")  )

s o n !  a u s s i

n ( m ' ' ) = x t x' /

-( /

Iv
n (m, )  =x,

"?-ï""
"?l\1 Y':

s o i e n t  ( r , . , y r )  e t  ( m r , \ 2 )  g  r  2 ( Q f u )  ( v ' ) ,  a v e c  n ( m 1 )  =  x ,  e t

n (mz)  =  xz .  Conrne F(x t )  e t  r (x r )  son t  sur  une même orb i te ,  x ,  e t  x2

le  sont  auss i .  Donc i l  ex is te  y  €  f  vér i f ian t  c (Y)  =  x ,  e t  9 (V)  =  x2 '

Déf in issons  main tenant  la  lo i  de  groupe sur  F ! (1&) (v ' )  :

( m ' T r ) .  ( m 2 ' y 2 )  =  ( m r + a - l m 2 , Y r ) .

S i V i  c  V i ,  nous  avons  des  opéra t ions  de  res t r i c t ions  év idenÈes :
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S i  V i  c  V i ,  n o u s  a v o n s  d e s  o p é r a t i o n s  d e  r e s t r i c t i o n s  é v i d e n t e s

r t$ lD (v i )  . *  F t (W)  (v i ) .

Nous  avons  donc  un  fa i sceau  su r  U '  donC la  f i b re  en  x t  €  U r  es t  :

(F r  (00) ) * ,  =  {< i } l  r (n (m) )  =  q (v ) ,8 (v )  =  x ' }

v l

S i  d e  p l u s  x ' 4 y '  e s t  u n  é l é n e n t  d e  f ' ,  i l  d é f i n i t  u n  i s o m o r -

phisne de groupes :

Gr9lL) )* ,  €  (Fr  ( f r?r ) r '

(nrv)  - - - - - -> (n,Y 'oY)

c a r  1 ' a p p l i c a t i o n  ( m , V )  -  ( m , Y t o Y )  e s È  c l a i r e l o e n E  c o m p a t i b l e  à  l a  r e l a t i o n

d téqu i va lence  que  nous  avons  dé f i n i e .

5.- FONCTEUR ADJOINT

Soien t  Xb e t  ç  deux  ca tégor ies '  nous  d i rons  que le  fonc teur

T  ,  V  - û  e s t  l ' a d j o i n t  à  d r o i t e  d e  S  t  &  - Y  s i  n o u s  a v o n s  u n e  é q u i -

va lence narure l le  homrg(A,T(C) )  ^ ,  homÉ,(s (A) ,c )  où  A ec  C sont  deux

ob je ts  de  *  e t  t "  
- respec t ivenenÈ.  

(Pour  p lus  de  dé ta i l s  vo i r  [7 ]  eË

te l ) .

Exemple :

Si  ^  est  un 
" . r r . " . r ,  

, ,16n la catégor ie des Â-modules le  foncteur

T :  C + H o m ( B , C )  e s t  l ' a d j o i n t d u  f o n c t e u r  S :  A + A e B  c a r

H o m ( A  e  B ,  C )  È  H o n ( A , H o m ( B , C )  )  .
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Exemp le  :

S o i t  Y  l a  c a t é g o r i e  d o n t  l e s  o b j e t s  s o n t  l e s  e n s e m b l e s  e t  l e s  m o r -

p h i s m e s  s o n t  l e s  a p p l i c a t i o n s .  L ' a d j o i n t  d u  f o n c t e u r  F  z  Ê  - o b n  q u i  à

un  ensemb le  assoc ie  l e  À -modu le  l i b re  engend ré  pa r  ce t  ensemUle  es t  t e

fonc teu r  C  :  , ' ( on  - f -  qu i  ? :  un  modu le  assoc ie  I ' ensemb le  sous - j acen t .

Exemple  :

So i t  1L  la  caÈégor ie  des  groupes abé l iens

d é f i n i  p a r  :  G C  =  H o n l ; ( Â , C ) .

G a  pour  fonc teur  ad jo in t  le  fonc teur  F  :

s t r u c t u r e  d e  Â - m o d u 1 e .

c ,  l lu  -%n le  foncteur

cvùL -'lL q u i  o u b l i e  l a

E x e m p l e :

S i  f  :  X  +  Y  es t  une  app l i ca t i on  conÈ inue  en t re  espaces  topo l cg iques ,

l e  f onc teu r  f *  qu i  à  un  fa i sceau  de  g roupes  abé l i ens  su r  Y  assoc ie  son

image  réc ip roque  es t  1 ' ad jo inÈ  à  gauche  du  fonc teu r  f *  ( image  d i rec te )

q u i  à  u n  f a i s c e a u  s u r  X  a s s o c i e  l e  f a i s c e a u  i m a g e  d i r e c t e  s u r  Y .  S i  F

es t  u r r  f a i sceau  su r  X ,  G  es t  un  fa i sceau  su r  Y ,  nous  avons

h o r a ( f + ( c ) , F )  È  h o m ( G , f * ( F ) )  .

adoe t tan t  un  fonc teu r  ad jo in t ,  a l o r s

e t  l e s  p r o d u i t s  f i b r é s .

P r e s  e r -

S o i t

G -modu le ,

q u e  l t o n  a

o ù  N  e s t

p :  G - G / f

a l o r s  p  ! ( M )  =

u n e  b i j e c t i o n

u n  G  t - m o d u l e .

homomorphisue

es t  f  image

sur j  ecÈ i f

du module

groupes e t  M un

par  p .  Mont rons

d e

M

n a t u r e l l e  e n t r e  h o m a ( N , M )  -  h o m a r  ( N , M * )  -  h o m a ( N , f )

S i  F  es t  un  fonc teur

ve  les  p rodu i ts ,  les  noyaux

a ) 4.di9gg!!qq-deeq-1e-qac-4!cqre!

Èë

/ù

St
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i roma (N,M) -  t romar (u,#)  :

Si N est  un G/g-module qui  peut  êt re regardé coI I rDe un G-module v ia

p  e t  s i  M  es t  un  G-modu le  que l conque ,  a lo rs  t ou t  homomorph i sme

h  :  N  +  M  de  G-modu les  es t  t - e l  que  h ( l l )  c  r# ,  en  e f f e t  :

Ir

S o i t  n € t t ;

a l o r s  h ( g . n )

Draut re  par t ,

donc

g . h ( n )  =  g . u l  =  o

gl t'

h ( n ) = m  e t s o i t  C € K

=  h ( p ( g ) . n )  =  h ( e . n )  =  h ( n )  =  6 '

torna,  ( l l , f )  -  noma(t { , f )  :

Cet te  équ iva lence es t  na ture l le ,  s i  Q €  homa,  (Nr l 'ë )  '  nous  lu i  fa isons

cor respondre  r |  €  homa(N, l ' f )  qu i  a  mêne app l ica t ion  ensembl is te  sous- jacente '

E n  e f f e t ,  s i  Q ( n )  =  û ( n ) '  a l o r s  :

û (g .n )  
og t  

V (p (g ) . n )  =  Q (p (e ) . n )  =  p (e )  ' ç (n )

=  g . g ( n )  =  g . r l r ( n ) .

t ) A4ieeg!!ee-4eeg-!e-geg-4lsl-be.-eseEPbifl e-gleeslgge

Nous venons de voi r  que dans 1e cas dtun homomorphisme de groupe sur-

j ec t i f ,  g  i  G  +  G '  l e  f onc teu r  image  réc ip roque  de  l a  ca tégo r i e  des  G t -mo-

du les  dans  l a  ca tégo r i e  des  G-modu les  es t  l t ad jo in t  à  gauche  du  fonc teu r

image  d i rec te  de  l a  ca tégo r i e  des  G-modu les  dans  l a  caÈégor ie  des  G ' -modu-

les .  Nous  a l l ons  ma in tenan t  géné ra l i se r  ce t t e  s iEua t i on  au  cas  d run  fonc -

teu r  con t i nu  en t re  g roupo ides  topo log iques ,  à  cond i t i on  que  ce  fonc teu r  so i t

p l e i n  ( v o i r  t 9 l )  e t  s u r j e c t i f  s u r  l e s  u n i t é s '
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Un fonc teur  i  ,  fu  -  @ es t  d i t  p le in  s i  pour  tou t  coup le  d 'ob je ts

de fu  ,  (A ,A ' )  ,  nous  avons  S- t t ronTg(A,A ' )  =  hom63 (ç (A)  ,T ' (A ' )  )  so i t

donc  F  :  1 .  +  p t  un  fonc teur  p te in ,  6 f l t  un  f - fa isceau 
( f1 )  un  f  t - fa isceau,

et montrons que nous avons :

D é f i n i t i o n :

S o i e n t  x  e t  Y  €  U ( f  ) '

un diagramme connnutatif :

'nr*

l r
ù

wv

%. (*)

r"rl

nous avons

as soc lons

vér i f ianÈ

f onct.eur

%r(y)  
Y >

Puisque nous avons supposé le foncÈeur

e t  d e  p l u s  s i  Y '  :  F ( x )  -  F ( Y ) ,  f  |  =  F ( T )

Par  a i l leurs ,  co lnme dans  le  cas  d isc reE

donc à  h  de  façon na ture l le  un  é lémenÈ h '

le même diagra,nme hon, (F+ (rtL ) , qfÙ) et holof t, ( Îlr,r t ({tL) )

F *  e s t  l t a d j o i n t  à  g a u c h e  d u  f o n c t e u r  F r .

c) !e-eg!!9-gggg!EaIe-de-GEglhendlgE

a)  L r image drun  in jec t i f  Par  F  es t  un  in jecc i f  :

D é f i n i t i o n :

So ien t  X  un  esPace toPo log ique,  &

et S un d-module à gauche. on di t  que

plein (r r (flû) ), (*) 
x rlfu

pour  un  cer ta in  Y  €  f .

rn h* -'ttLI". Nous
€ hom, , ( {L,F r t4l}) )

Kx

e t  l e

un fa isceau d tanneaux sur  X ,

I  e s t  i n j e c t i f  s i  1 e  f o n c t e u r

aes ?--todules est exact.

trom, (l* gl),clflt) - hotf , ({?r,F ((lÛ>).

h
X

* 5 y er h € hom" (F* (q/) ,'m/)

S -  uor6pd' ,J  )  déf  in i  sur  la  catégor ie
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Soit  mainEenant t l lb un f- faisceau sur U, nontrons que si  l f f l t  est

i n j e c t i f ,  a l o r s  F r  ( f t r )  e s t  é g a l e m e n t  i n j e c È i f .

S o i t  0 + K + G + Q * O  u n e s u i È e e x a c t e d a n s  l '  ( l  e t  f '  d é s i -

g n e n t  r e s p .  l a  c a t é g o r i e  d e s  f - f a i s c e a u x  s u r  U  e t  l a  c a t é g o r i e  d e s  l ' -

f a i s c e a u x  s u r  U ' )  .

Come le  fànc teur  F*  es t  exac t ,  nous  avons  dans  f  la  su i te  exac te  :

o  +  F * (K )  -  F * ( c )  -  r * (Q ) - r0 .

Comme ?lÙ 
"" t  

in ject i f ,  nous avons la  su i te  exacte :

o .+ hom. (Ft (K) ,6ïù) - hom" (F* (c) , qQr) -+ hom" (F* (Q) , /I4r) - 0 .

Par  a i l l eu rs  F *  é tan t  l r ad jo in t  à  gauche  de  F ;e  nous  avons  :

homr r  (F * (K )  , I f L )  -  hon r ,  (K ,F t (10 ) ) ,

d ' o ù  l a  s u i t e  e x a c t e  :

0  -+  homr , (K ,F , ( r yU ) )  -+  homr , (G ,F1 ( / lÛ ) )  - r  homr , (Q ,F t ( { / L ) )  *  o

q u i  m o n t r e  q u e  F r ( m r )  e s t  b i e n  i n j e c t i f .

b)  La  su i t e  spec t ra le  de  Gro thend i ck

Commençons  pa r  rappe le r  l e  t héo rème  de  Gro thend i ck  ( vo i r  t 7 l ) .

Théorème :

S o i e n t  ù r ( h , Y ,  t r o i s  c a Ë é g o r i e s ,  F  e t  G  d e u x  f o n c t e u r s  F  , *  - %

e t  G  z  Q  - Y  e t  s u p p o s o n s  q u e  s i  5  e s t  u n  i n j e c È i f  d a n s  f r ,  a l o r s

F(J )  es t  G-acyc l ique.  A lo rs  i l  y  a  une su i te  spec t ra le  iEb(A) ]  cor res-

pondant  à  chaque ob je t  A  de  &,  Èe l le  que :

E|-q = (nPc) lpe-Pp; (A) o Rq(cF) (A)
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qu i  conve rge  ve rs  -  Rq (GF)  (A )  '

Nous  a l l ons  ma in lenan t  app l i que r  ce  t héo rème  à  no t re  s i t ua t i on '

So i t  Q  r ^  ca tégo r i e  des  g roupes .  Nous  avons  un  fonc teu r  :
<)

Hom. r  ,  f t -  I
.  

-  
G -+Hom"G,G)

cres t  le  fonc teur  sec t ions  équ ivar ian tes .  Ce fonc teur  adnet  des  fonc teurs

d é r i v é s  :  R q H o m r ,  ( G )  =  H q ( B f ' , G ) '

Nous pouvons donc  app l iquer  la  su i te  spec t ra le  de  Gro thend ick  e t le

r ô l e  d e s  c a t é g o r i e "  ù , 6  e t  Y 2  e s È  r e s p e c t i v e n e n È  j o u é  p a r  l '  I '  e t

a.o
Pour  t ouÈ  - f a i sceau  4 [ . 1 ,  

"o t "  
avons  donc  une  su i t e  spec t ra le  :

El tc  = HP(Br ' ,  (RQF r )  (a IÙ))  *  HP+q(Bi ,q IÙ)

Remarque :

s i  Q :  G +  G/ç  es t  un  homomorph isme sur jec t i f  de  groupes,  ce t te  su i te

spectrale devient la sui te spectrale de Hochshi ld-serre (voir  par exemple

t8 l ) .
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CHAPITRE , i ,  :  HOMOMORPHISMES EÉruÉNNI ISÉS DE

GRoupoïoes,  FoNcTEUR IMAGE nÉctpnoouE ET

FONCTEUR IMAGE DIRECTE POUR LES T-FAISCEAUX

.  Le  résu l t a t  impo r tan t  de  ce  chap i t r e  es t  qu tune  équ i va lence  de  g rou -

po ides  au  sens  de  Hae f l i ge r  en t ra îne  1 téqu i va lence  de  ca tégo r i es  des  f -

f a i sceaux .  Nous  co rmençons  pa r  t r a iEe r  que lques  exemp les  d ' homomorph i smes

g é n é r a l i s é s  d e  g r o u p o i d e s .

L téqu i va lence  en t re  1e  g roupo ide  d tho lonomie  d tun  feu i l l e tage  e t  l e

g roupo ide  d 'ho lonomie  t ransve rse  es t  cons t ru i t e  exp l i c i t emen t ,  de  même que

ce l l e  enc re  I e  g roupo ide  des  ge r r l es  de  d i f f éomorph i smes  l ocaux  de  Rn  eÈ

ce lu i  d ' une  va r i écé  de  d i -mens ion  n .  Les  cons t ruc t i ons  de  I t i r nage  réc ip ro -

que  e t  de  f  image  d i rec te  d run  f - f a i sceau  fa i t es  dans  l e  de rn ie r  chap i t r e

son t  géné ra l i sées .  Nous  te rm inons  1e  chap i t r e  pa r  l a  dé f i n iÈ ion  du  composé

de deux horuomorphismes général isés.

1. -  E)GMPLES D'HOMOMORPHISMES GENERALISES DE GROUPOÏDES

a ) !s-beegesrph! sge-slcq glgge-lgig! g-gg-beegeegpbi eee -eélérelrge

so ienr  f l  e t  l2  deux  groupo ides  topo log iques  ou  d i f fé ren t iab les .

Un homomorphisme classique de f t  dans lz est un foncteur covariant

d e  f t  d a n s  l z .

S o i t  U l  ( r e s p .  U r )  1 ' e s p a c e  d o n t  l e s  é l é n e n t s  s o n t  l e s  o b j e t s  d e

f t  ( r e s p .  f r ) .  O n  a  u n e  a p p l i c a t i o n  h  :  U t  -  U z '

P r e n o n s  0 = U r t ' r f ,  o ù  f 2  e s t m u n i d e l a p r o j e c t i o n  s : l , - U r . '

ô = {(u,,1.,) /a(t) = h(u1) 
,?ilO-* {:[l:î;] = ll.r,,

A c t i o n  d e  f .  s u r  0  :

So i t  y r  :  v  +  u  nous  avons  une ac t ion  de  Yr  sur  0  équ ivar ian te
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qu i  envo ie  la  f ib r "  0V dans  1a  f ib re  0U.

Y ,  .  ( v , Y r  )  =  ( u , Y z  .  ( t  ( v r  )  
- t  

)

/-"-----t'
h ( v ) r -  ' Y z

Y 1  ( h ( r .  ) - t
----) t Y"

. __--------->f z----->f
h  (u )  h  ( v )

A c t i o n  d e  f o  s u r  0  :

So i t  Y ;  :  x  +  y  nous  avons  une  ac t i on  de  y :  su r  Q  équ i va r i an te
' - . . F 1  

' t  

. t ': r !  - i ? ' '  -  
: n v o i e  1 â  f  i U r e  O  s u r  I a  f  i b r e  O  ) .. . , . ( r . € .  q u r  (  

x  y

T2 -(;

.-._>
Tz '(;

.M
h ( u )  x  yh  ( u )

L a p r o j e c c i o n  p : ô - U  r e n d  0  f ' - p r i n c i p a l .

E n  e f  f  e È  s i  e r  =  1 x , y r )  e t  e z  =  ( x , y z )  v é r i f  i a n t  p ( ç r )  =  p ( e z )  =  x

a l o r s  p , . ( t r v l t )  = e r .

u) Egglyelesge-setEe-!e-sregpei4c-4lholssgeie-el-le-srespe!qe-glbele:
nomie  t ransverse

S o i t  ç  u n  f e u i l l e E a g e  s u r  u n e  v a r i é t é  V .  R a p p e l o n s  c e  q u t e s E  l e

g r o u p o ï d e  d r h o l o n o m i e  d e  T  .  ( P o u r  p l u s  d e  d é t a i l s ,  v o i r  t z l ) .

C fes t  un  g roupo ide  topo log ique  don t  I ' espace  des  un i t és  es t  V  e t

don t  l es  morph i smes  son t  rep résen tés  pa r  l es  t r i p l e t s  ( x r y rY )  où  x  e t

y  appa r t i ennen t  à  une  même f  eu i l l e  L  de  (V ,ç )  eE  Y  esg  un  chemin

r e l i a n t  x  à  y ,  c o n t e n u  d a n s  L .  D e u x  t e l s  t r i p l e t s  ( x r y , Y )  e t  ( * , y , T ' )

sonÈ  équ i va len ts  s t i l s  i ndu i sen t  l a  même ho lonomie .  Le  g roupo ide  d 'ho lono -

m ie  G  de  ç  es t  une  va r i é té  en  géné ra le  non  sépa rée  de  d imens ion  :

d i m G = d i m V + d i n  T .



La pro jec t ion  source

à  ( x , y , y )  l e  P o i n t  x

dont  les  f ib res  sonE les

Supposons maintenant

complète T et raPPelons

f -  a s s o c i é  à  T .
I

f -  es t  donc  l e  sous -esPace  de  G
I

q ( y ) = x € T  e t  g ( V ) = Y € T .

f f  es t  une var ié té  de  d imens ion

- 2 6 -

q :  G + V  ( r e s p .  B :  G * X )  f a i t  c o r r e s p o n d r e

( r e s p .  y ) .  C e s  p r o j e c t i o n s  s o n t  d e s  s u b n e r s i o n s

revê temen ts  d ' ho lonomie  des  feu i l l es '

que  l e  f eu i l l e tage  T  admet  une  r ransve rsa le

c e  q u r e s t  1 e  g r o u p o i d e  d ' h o l o n o m i e  t r a n s v e r s e

Les  é lénen ts  de  T f  son t  rep résen tés

p a r  t r i p l e t s  ( x , y r y )  o ù  x  e t  Y

a p p a r t i e n n e n t à  T  e t  Y  u n c h e m i n

contenu dans une feui l le  de T eÈ

re l i an t  x  à  Y ,  deux  chemins  é tan t

équ i va len ts  s ' i 1s  dé te rm inen t  1a  même

ho lonomie.

f  o rmé  des  t r iP le t s  ( * ,Y ,Y )  avec

( x , y , y )  - '  x  e t  B  :

éga1e à  1a  cod imens ion  de  T ,  les

(x ry ry )  -  Y  sonÈ loca le rnent  des
pro jec t i ons  q  :

homéomorphismes .

Nous avons

f  i nc lus ion  :

Ce t homomorphisrne

0

/ \
P/ \q
/ \

donc un homomorphisme nature l  entre f -  e t  G  qu i  es t
I

i :  f r -G

(x , y , y )  -  ( x ,Y ,Y )

déf ini t  un homomorphisme général isé :

x=9 ( l )

y  conÈenu  dans  une  feu i l l e



A c t i o n  d e

P ( ç )  =  t

f r su r0 :
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où  0  =  TxuG (G es t  mun i  de  la

0  es t  donc  le  sous-esPace

d e s  t r i p l e t s  ( P  =  ( t , Y , x )  a v e c

L e s  p r o j e c t i o n s  P  e t  q

p r o j e c t i o n  û  s u r  V )  "

d e  G  f o r r n é  p a r  l e s  c l a s s e s  d ' é q u i v a l e n c e

q ( r )  =  t  €  T .

sont  dé f in ies  Par  :

e t q ( ç )  =  B ( y )  =  x  p o u r  ( p  =  ( t , y , x ) .

S o i t  g  =  ( t , y '  , x )  v é r i f  i a n t  P  ( A )  =  !

e t  Y : t + t '  Y e f f .
- 1

y . e  =  ( t  t  , y r  o J  , x )  e s t  1 ' a c t i o n

de Y sur  A .

S o i t  ç =  ( t , y , x )  € 0

e r  y '  €  G  q ( l ' )  =  X r  B ( r ' )  =  y

a l o r s

< 9 . y '  =  ( t , y '  o y r y )  .

Y t  o

(ta
n l  ? '' )

A c t i o n  d e ù u t

) r
/ ---*\ ,:r

t t t '  \  /
i- 

-) 
\'/

1t
l \ v
\ x

l

l,--J--'A

(  

- ; \ - ,

So ien t  g l  =

Qr  e t  Q2

f  ient  p (çr  )

er .  (Yr . f l  )

( t  r  r T ,  , x )  e t

appart iennent

=  P ( Q z )  =  t

=  Qz '

Q z  =  ( t  2 r Y 2 r Y )

à O eÈ vér i -

a lo rs
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e :  0 ' - r  rr '  est ' f r -Pr inciPal :

S o i e n t  e l  =  ( t r  r y l  r x )

g ,  =  ( t r  r Y 2 , x )  ,  Q 1  e t

à  0  e t  vé r i f  i en t  q  (A l

a lo rs  s i  nous  posons  Y

avons W, = g,  et  y  €

e t

rP2 appart iennent

)  =  c (or )  =  x
- l

=  \ z  o T l  r  n o u s

f T .

0  dé f i n i t  b i en  une  équ i va lence  en t re  f n .  e t  G .

c )  ggu iva lence  de e t  I r  où  M  es t  une  va r i é té  de  d imens ion  !: - n

So i t  M  une  va r i é té  de  d inens ion  n ,  
Ç  

l e  g roupoTde  des  ge rmes  de

d i f f éomorph i smes  l ocaux  de  M dans  M.  So i t  I ;  l e  g roupo îde  des  ge rmes

de  d i f f éomorph i smes  l ocaux  < ie  IRn .  Mon t rons  qu t i l  y  a  équ i va lence  en t re

{  
e r  f l  ( -  esE  l a  c l asse  de  d i f f é ren t i ab i l i t é  des  d i f f éono rph i smes ) .

So i t  O  1 'espace  des  ge rmes  de  d i f f éomorph i smes  l ocaux  en t re  M  e t  Rn .

A lo rs  O  réa l i se  une  équ i va lence  en t re  , [  e t  
{

La  p ro jec t i on  p  :  0  - r  M  esÈ  dé f i n i e  pa r  p (P )  =  q (ç )  ( sou rce  de  ç l ) .

La  p ro jec t i on  q  :  O  -  u l n  es t  dé f i n i e  pa r  C (ç )  =  B (ç )  (bu t  de  A ) .

Nous avons des act ions év identes de f :  e t  de t [  sur  Ô données par

l a  eompos i t i on  des  ge rmes .

2._ IM,AGE REcIPRoQUE D'UTN |-FAISCEAU PAR UN HOMOMORPHISME GENEzu\LISE

Soi t  O un  espace topo log ique dé f in issant  un  homomorph isme généra l i sé

e n t r e  g r o u p o î d e s  t o p o l o g i q u e s  I  e t  l t .

Â
Y

ô  es t  donc  mun i  d tune  ac t i on  équ i va r i an te

d e  f  ( r e s p .  d e  f ' )  à  g a u c h e  ( r e s P .  à

d r o i t e ) e t d e p l u s  P : 0 + U  e s t  f ' -

p r  i nc  i pa  I

fF. M
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S i  rn t  es t  un  f  ' - fa isceau sur

o*  ( , fL )  de  base u .

U t ,  n o u s  a l l o n s  c o n s t r u i r e  u n  l - f a i s c e a u

Soi t  V  c  U un  ouver ! '  nous  a l lons  dé f in i r  le  g roupe des  sec t ions  de

Q* ( l ' )  au-dessus de V'

So i t  s  une sec t ion  de  p  r  (q*  (Q ' )  )  au-dessus  de  V c  U

m t

y '  ( u ' )

Y ' .  ( m ) m t

ly '  t ' ,  x '  I  u '

Appe lons Ë =  
" i  

où  es t  la  re la t ion  su ivante  :

m t  -  y t  ( m ' ) (vo i r  f igure  c i -dessus)

pour tout tp,  rpt  vér i f iant

e t  =  q r t .

esE déf in i  Par  :

i 1
q  é t a n t  l r - P r i n c i P a l

e x i s È e  y t  €  f '  t e l  q u e

Le groupe O* (flr) (v)

o* (/n, ) (v) =

La loi  de grouPe sur

p ( q )  =  p ( t p ' )

déf inies coûIme ci-des sus i

(4U) (v) es t  dé f i n i e  de  l a  f açon  su i vanLe  :

.  d e f  . /  \
m . r n t  

* E ^  
y ' ( m ) . r n ' .

t s

,*
0

m t
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Cet te  dé f i n i t i on  es t  comPa t ib le

précédennent et, nous avons donc une

De  p lus  s i  V t  c  V t t r  nous  avons

den tes .  O* ( ' l L )  es t  donc  un  fa i sceau

à  1 a  r e l a t i o n  d ' é q u i v a l e n c e  d é f i n i e

s t ruc tu re  de  g roupe  su r  O*  ( î L )  ( v )  .

l es  opé raÈ ions  de  res t r i c t i on  év i -

d e  b a s e  U .

*
La f  ibre de A- ( lb) en x est 2

a*qb)x = { i lx  /  n(n)  = q(ç)  e t  p(q)  = x}

Si  *  -J ;>  y ,  y  dé f in i t  un  isomorph is roe  en t re  la  f ib re  en  x  e t

c e 1 l e  d e  y  ;

Y :  @+(b)

A* (L )  es t  donc  un  f - fa isceau.

? - IMAGE DIRECTE DII]N |-FAISCEAU PAR T]N HOMOMORPHIS},IE GENERALISE

Soi t  O un  espace topo log ique dé f in issant  un  homomorph isme généra l i sé

e n t r e  d e u x  g r o u p o i d e s  f  e t  f ' .

) x

-x
m

q( tp )  =  q ( r .ç )



, / \ ,

So i t  (u i )  
i e ,  

un

morph i sme  géné ra l i sé  ô  .

S o i t  f '  l a  c a t é g o r i e
1

Nous avons donc une fami l le

F  n l

: l. + j
]-

Supposons que V i  3  F :  vér i f ie  I 'hypothèse z

( H )  r r . ' F ,  ( x ' )  e s t  u n e  o r b i t e  d e
\ r,/ .L

F .
J>_

Soit  maintenant Ml-t  un f- faisceau sur U, mJ induit  un

sur  U i  e t  comne pour  tou t  i ,  F i  vér i f ie  l ' hypothèse (H i )  '

cons t ru i re  un  fa isceau Fr ( f fùp  sur  U '  qu i  es t  de  p lus  un

Nous avons  donc  au-dessus  de  Ur  une fami l le  (F i r  (q [ / i ) ) i€ I

a l lons  reco l le r  de  la  fa ion  su ivante  :

1
----è

es t  donc  mun i  d rune  acË ion  équ i va len te

d e  f  ( r e s p .  d e  f ' )  à  g a u c h e  ( r e s P .  à

t r i v i a l i s a n E  p o u r  I ' h o m o -

u.  ) .
I

x t  €  U t .

I .  - f a i s c e a u
1

nous savons

f '  - f a i s c e a u .

que nous

U '

-  3 l

d r o i t e )  .

D e  p l u s  0

recouvrement ouvert  de

r r={v€r /q(r )

- b  u  e s t  f ' - p r i n c i p a l .

I

U

€u.
1

(F i )  de  f onc teu rs

e t  B ( r )  €

pour  ËouEf .
1

( " i j  )

(x15 )

t j  ( * i j  )
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o n  i d e n t i f  i e  l e s  g e r m e s  d e s  s e c t i o n s  d e  F i r  ( 1 4 L )  e È  d e  F  j r ( n )

par  la  re la t ion  su ivante  :

( R )  ( m r 5 , t ' , j )  -  ( m r 5 , l ' o Y i j ( T r ( I D i j ) ) ' i )

\
pour  tou t  t i j  vér i f ian t

n (m i j ) €u inu j

où n  dés igne la  p ro jec t ion  T t  ,  I f | " .  U  qu i  fa i t  de  Ï |L  un  esPace é ta lé

au-dessus  de  U .

Nous  ob tenons  donc  un  fa i sceau  de  base  u r  don t  l a  f i b re  en  x '  es t  :

O r  ( lTT l r )  ( x ' )  =  {  (m ,Y ' )  dé f  i n i es  p récédemen t } .

C r e s t  d e  p l u s  u n  f  t - f a i s c e a u  c a r  s i  Y t  :  x t  -  Y t ,  Y t  €  I t  a l o r s  Y t

dé f i n i t  un  i somorph i sme  :

or (ryL)xr + o, (rf lb)y

( r  r y " )  -  (m  r y  
t  oy t t )

c a r  l r a p p l i c a t i o n  ( r , y " )  -  ( m r y t o y " )  e s t  c o m p a t i b l e  a u x  r e l a t i o n s  d ' é q u i -

va lence  dé f i n i ssan t  l es  f a i sceaux  F i , ( 0 IÙ i )  e t  à  l a  re la t i on  (R )  dé f i n i e

c i - d e s s u s .

4.- ADJONCTION DA}IS LE CAS D'UN HOMOMORPHISME GENERALISE

Tou t  conme dans  l e  cas  c l ass ique r  nous  a1 lons  vo i r  que  l e  f onc teu r

i nage  réc ip roque  Ô*  pou r  1es  f t - f a i sceaux  es t '  moyennan t  ce rEa ines  hypo -

t h è s e s ,  I t a d j o i n t  à  g a u c h e  d u  f o n c t e u r  i n a g e  d i r e c t e  0 t .



S o i t

Soi t  (u i )  ie ,  un

est  un  groupo ide  régu l

\Y€  f  ;

un  ouve rE .  Nous  no te rons

g(v)  €  v ) .

D é f i n i t i o n s :

E x e m p l e s :

un  groupo ide  e t

r lu=iv€r/
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v  c  U ( f )

q(v)  €  v E E

recouv renen t  ouve r t  de  U ( f ) .  Nous  d i rons  que

i e r  s i  :

sYij f l u i j  f a n i l l e  f i n i e  t e 1  q u e

Y  =  Y ;  o Y ;  o ' . ' o Y it r  ' z  n

2) rr

l )  L e  g r o u p o ï d e  d t h o l o n o m i e  d ' u n  f e u i l l e t a g e  e s t  r é g u l i e r .

e s t  r é g u 1 i e r .

3)  Le  g roupo îde  fondamenga l  d fun  esPace  topo log ique  es t  r égu l i e r  e t

de façon générale la  p lupar t  des groupoldes f réquernment  rencontrés

son t  régu l i e r s .

s(Y)  = x



A d i o n c t i o n  :

S o i  t
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un  espace  topo log ique  réa l i sanË  un  homomorph i sme  géné ra l i sé

e n È r e  f  e t  f '  .

0

Supposons que f  so i t

t r i v ia l i san t  pour  Q (nous

e t  U ' ) .

Supposons que pour touE

F .
I

f  é tan t  un  grouPoÎde régu l ie r '

dé ter rn ine  ce l le  de  tou t  é lément  de  f

régu l ie r  e t  que (u i ) ie ,

avons des homomorphismes

i € r :

esÈ un foncÈeur  p le in .

so i t  un  recouv re$en t

c l a s s i q u e s  e n t r e  U i

/ \

Vx 'Y

U I

: U . + f l
I

Soi t  ma in tenant  q fu  un  f - fa isceau sur  U eÈ î ,  , t t  f t - fa isceau sur

U ' .  D t a p r è s  c e  q u i  a  ê t é  f a i t  d a n s  l e  c a s  c l a s s i q u e ,  n o u s  a v o n s

V 1 norr lu , , ,a* rûr )  lu i ,mlu i )  -  homr,  ( fÙ,0 ,  (4 IÙ1u. ) )

I ' a c t i o n  d e s  é l é m e n t s  d e  ( f 1 U . )

puisque

€ u.
I

vYi € tu, ,  vh € homr. (o*(/n/),Q/)

(o* (Qr ) )*

hl.,l
'mr*

Yi

_5

(ot(/'fu

I
I
I'
wy

) ) ,

hv
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Nous avons donc conrmutat iv i té  du d iagrrmrs pour tout  y  € f .

Nous avons b ien 1 t  équivalence :

hom" (0* (qU),Î l l i )  - hom", (fL,or (r lnl) )

5 . - COMPOSITION DIHOMOMORPHISMES GENERALISES DE GROUPOIDES

Soi t  0 l  un  espace topo log ique réa l i san t  un  homomorph isne généra l i sé

de groupo ides  enÈr .  f r  e t  l z ,  e t  so i t  Qz  un  espace réa l i san t  un  homo-

morph isme généra l i sé  en t re  l2  e t  l r .  Nous  a l lons  cons t ru i re  un  espace

0 qu i  réa l i sera  un  homomorph isme généra l i sé  enÈre  f l  e t  f3 .

( O  p o u r r a  ê t r e  n o t é  0 2 0 1 ) .

Nous sommes donc  dans  1a  s i tua t ion  su ivante  :

Q 2

p , /  
\ 0 ,

/ \
ury '  u.

P r e n o n s  0 ,  x r ,  0 " .  C e t  e s p a c e
r  u ^  1

z

P :  O r "U rôz  -U r

est  mun i  de  deux  pro jec t ions

R ( g r , ç r )  =  p ,  ( p r )

Ç :0 r ru  0 ,  *u ,
2

g (ç ,  ,g r )  =  g ,  (ç r )

De plus nous avons une act ion de f  ^  sur  0 ,  x , ,  0^
.  L  U 2  z

e r (g r )  =  p r ( çz )( g r , g r )  €  0 r  r u , O ,  a l o r s

qu i  es t  l a  su i van te  :

-  , 2 .S i

S o i  t y 2  €  f  t e l  q u e  o ( a r )  =  U r .
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A l o r s  y z  a g i t  s u r  e 1  a v e c  p ,  ( g r )  =  p ,  ( ç r ç r ) .

De même Tz  ag i t  sur  e2  avec  g ,  (p r )  =  q ,  (1 rgr )

Aut rement  d i t  (ç ry r ,yegz)  esE dans  la  même f  ib re  que (g r ,g r )

l a  p r o j e c t i o n  p  ( r e s p .  l a  p r o j e c t i o n  q ) .

N o t o n s  y 2 .  ( g r , g r )  =  ( p r y z  , y z e z ) .

N o u s  a v o n s . d o n c  u n e  a c t i o n  d e  f 2  s u r  O r r t t  0 2 .  N o t o n s  O  l e  q u o t i e n t

d e  0 ,  x , ,  0 ^  p a r  c e t t e  a c È i o n  0  =  0 . ,  , r ,  Q r / l r .t  u ,  z  '  t  u 2

L a  r e l a t i o n  d t é q u i v a l e n c e  d é f i n i e  p a r  f 2  l a i s s a n t  c h a q u e  f i b r e  d e  P

( r e s p .  d e  q )  i n v a r i a n t e  l a  p r o j e c t i o n  P  :  Q r r U ^ Q ,  -  U ,  ( r e s p .

q  :  O r rUzO2  -  U r )  passe  au  quo t i en t  e t  oo t "  
" . r oâs  

une  app l i ca t i on

P :  Ô - + U ,  ( r e s P . 9 :  Q ' - r U r ) .

Remarques :

a)  Remarquons que dans le  cas dthomomorphismes c lass iques,  on ret rouve

1a  compos i t i on  des  fonc t i ons  au  sens  usue l .

C r e s t - à - d i r e  q u e  s i

par

0  =  ô  'U r0z / y ræ

urGF>u3

u r  r u r f ,  où  u l

u ,  xua

\ ,

t r r  f
- 2

\

\c
\

U

,r/

i ^  l rz

son t  deux  fonc teu rs  con t i nus

r a l i s é  O l  e t  c  d é f i n i t  u n

0 ,=U ,'/

, r /

u l

r, -9--+ r,

covetr iants,  F déf in i t  un homomorphisme géné-

homomorph i sme  géné ra l i sé  0o .

* '2 -

u2 U ^

e È

a l o r s e s t  m u n i  d e  l a  P r o j e c E i o n
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b )  S i  Q  d é f i n i t  u n e  é q u i v a l e n c e  e n t r e  f l  e t  l z

, / \

a v e c  p :  Q + u ,  f r - P r i n c i p a l .

u,.  ut

D e  p l u s  s o i t  o 0  I ' e s p a c e  t o p o l o g i q u e  a y a n t  m ê m e  e s p a c e  s o u s - j a c e n t

que  O  e t  mun i  des  deux  acÈ ions  de  f l  e t  f 2  '

vy ,  €  i ,  ;  e .y ,  
o= t  

, l t . *  r r . ,o  
d9 f  

wr t

p

u 1

O n  v o i t  i m m é d i a t e n e n t  q u e  q  =  Q x , , 0 0 / , -  =  f -  e t  l e s  d e u x  p r o j e c t i o n s'  ' ^ u z " l z  - I

sur  U.  ne  sont  au t res  que les  p ro jec t ions  :
I

f r

" /  
\ '

U ,  U ,

D e  m ê m e  O '  =  O o r u r * / r ,  =  t ,  e t  l e s  d e u x  p r o j e c t i o n s  s u r  U ,  n e  s o n t

auÈres  que les  p ro jec t ions  :

6t0

/ \
/ \

q /  
\

/ \
u 2
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- r
' 2

" /  
\ '

u2 u2

nous  avon"  do r r c t  OooQ= rdn  e t  OoO0 =  rd t
r l  ' 2

c)  S i  Q =  OroO,  pour  tou t  f  , - fa isceau { I f  ,  to t ' "  avons

o ,  ( qÛ . )  =  o2 !  o  o l  ! ( 4Û) .

EÈ pour todt f ,-faisceau 4t!,  ,rorrc avons

(02.0, )* i { l r )  = o l .o l  dD.

E n  r é s u m é  ( 0 r " 0 r ) !  =  Ô 2 !  .  Q l !

(Oroor)*  = of 'o l '

I1  en  résu l te  que s i  Q es t  un  isomorph isme généra l i sé  de  groupo ides ,

c o r n m e  n o u s  a v o n s  v u  q u ' i l  e x i s t e  Q 0  t e l  q u e  O 0 o O  =  i d r ,  e t  0 o Q 0 =  t d r r '

la  ca tégor ie  des  f r - fa isceaux  es t  équ iva len te  à  la . (a tégor ie  des  lz -

fa isceaux .
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