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INTRODUCTION

Dans [6], Haefliger a défini la notion d'homomorphisme généralisé entre
groupoides. Cette notion est bien plus utile, en particulier pour les appli-
catjons géométriques, que la notion classique ol 1'homomerphisme est un
foncteur continu de catégories topologiques. Nous définissons d'abord 1'image
directe et 1'image réciproque d'un T-faisceau dans le cas classique, ensuite
dans le cas d'un homomorphisme généralisé.

Nous montrons que le foncteur image ré&ciproque est 1'adjoint & gauche du
foncteur image directe dans les deux cas. Par conséquent un homomorphisme gé-

néralisé induit un homomorphisme en cohomologie.



PO

CHAPITRE I : GROUPOIDES, T'-FAISCEAUX
ET HOMOMORPHISMES

I.~ GROUPOIDES
N

Un groupoide topologique est une catégorie topologique ol taus les
morphismes sont inversibles. Un espace topologique X définit un groupoide
topologique dont 1'espace des unités est X et dont 1l'espace des morphis-
mes est également X. Un groupe topologique G, éventuellement discret, dé-

finit un groupoide topologique dont 1'espace des unités est réduit a un

R : . -
~-point et dont lfegpace des morphismes est G. Le groupolde ﬂ; des germes

de difféomorphishes locaux de R" de classe o

joue un rdle particulie-
rement important dans la théorie des feuilletages. (Haefliger [41). Le
groupoide d'holonomie d'un feuilletage permet d'associer deux K-théories &
une variété feuilletée : la K-théorie analytique gréce 3 la C*-algébre du
feuilletage (Connes [2]).

Cette C*-algébre est définie comme la complétion des fonctions a sup-
port compact sur le groupoide d'holonomie pour une certaine norme. Et la
K-théorie topologique grice au classifiant de ce groupoide. Un homomorphisme
de groupoides au sens classique est un foncteur de catégories. Une construc-—
tion détaillée de la cohomologie d'un groupoide existe dans la thése de
Roger [10] : Elle est construite de telle sorte qu'on retrouve dans le cas
d'un groupe discret la cohomologie a valeurs dans un module (voir par exem-
ple [8] ou [7]) et dans le cas d'un espace topologique, la cohomologie a

valeurs dans un faisceau ([111]).

2 .- HOMOMORPHISMES GENERALISES DE GROUPOIDES

Etant donné deux groupoides topologiques I et I'', nous allons voir
une notion d'équivalence entre eux, due 3 Haefliger {6], qui impliquera
qu'alors pour tout espace topologique Y, H!(Y,[) et H!(Y,I'') sont en bi-

jection, et que les classifiants BI' et BI'' ont méme cohomologie.



Soit Y un espace topologique et T wun groupoide topologique, la
définition de H'(Y,I') est la généralisation naturelle de H! (Y,G) quand
G est un groupe topologique.

Solt <Yi)i€I un recouvrement ouvert de Y. Un l-cocycle 3 valeurs
dans T défini\sur le recouvrement (Yi)iEI est la donnée pour tout cou-
ple (i,j) d'une application continue Yij : Y.1 n Yj -+ [ de sorte que si
x € Yi n Yj N Yk’
Yik(x) = Yij(x)'ij(x)' Si {YG}GEA est un autre recouvrement ouvert de Y

alors Yij(x) est composable avec ij(x) et

et est un l-cocycle défini sur {Y }

Yag alaE

l1-cocycle Yij si ces deux cocycles sont la restriction d'un l-cocycle a
valeurs dans [©' défini sur la réunion de ces deux recouvrements. L'ensem—

A alors il est cohomologue au

ble des classes de cohomologie des l-cocycles & valeurs dans [ est noté
H!(Y,I') et ses €léments sont appelés [-structures sur Y.

Une application continue f : Y' - Y induit une application
£% . #'(y,r) » ' (Y',I') faisant correspondre a la classe du l-cocycle Yij
défini sur le recouvrement {Yi} la classe du l-cocycle Yijof défini sur

le recouvrement {f—l(Yi)} de Y'.

Exemple : Un feuilletage ‘B de codimension q sur une variété V peut
Stre considéré comme une [-structure particuliére, ol T est le groupoide
des germes de difféomorphismes locaux de IRq, représentée par un l-cocycle
sur un recouvrement ouvert {Ui} tel que les fi =Y ¢ Ui sricr

soient des submersions.

Comme dans le cas classique des groupes topologiques, les E€léments de
H!(Y,T') correspondent bijectivement aux classes d'isomorphie des fibrés
[-principaux sur Y. Nous allons d'abord rappeler cette correspondance.

Une action i droite de T sur un espace Z relativement a une ap-
plication continue q : Z » U est une application continue Zx, I (oU

r —B 5 U est l'application y - B(Y)) telle que, si 1l'image de (z,Y)



est notée z.Y, on ait

(z.Y)Y' = z.(r.Y') z.u =2 si u est une unité et

q(z.Y) = a(Y).

Un fibré F-principal E de base Y est un espace topologique muni
d'une applicatién continue p : E~> Y et d'une action i droite de I sur
E relativement i une application continue q : E =+ U. On suppose que T
opére simplement transitivement dans les fibres de p et que la condition
de trivialité locale suivante est satisfaite : Il existe un recouvrement
ouvert {Yi} de Y, des sections locales continues s; ¢ Yi - E de p et
des homéomorphismes équivariants hi : p—l(Yi) - YixUP se projetant sur
1'identité de Y. Ici Y. est muni de 1'application continue £. = qos;
dans U et Y opére sur (y,Y') par (y,Y').Yy = (y.Y'Y).

Les s définissent un l-cocycle Yij sur le recouvrement {Yi} de
Y & valeurs dans [ od Tij(x) est l'unique élément de [ tel que
sj(y) = Si(y)Yij(y)' Le choix d'un autre recouvrement et d'autres sections
conduiraient 3@ un cocycle cohomologue.

Réciproquement, &tant donné un l-cocycle Yij : Yi Ny. >T on peut
construire un fibré I'-principal E avec sections locales s3 qui redonnent
le cocycle. On obtient E comme quotient de l'union disjointe de YiXUF

par la relation d'équivalence qui identifie (yi,yi) € Y.x,T a

(yj,yj) € ijul‘ si y; =y; =y et g = in(y)yj-

De cette maniére on obtient une bijection entre classes d'isomorphie

de fibrés T-principaux de base Y et &léments de H!'(Y,I).

Soient T et TI' des groupoides topologiques avec espaces d'unités
U et U' respectivement. Soit ¢ un espace topologique muni d'applica-
tions continues p : $ » U et q : ¢ -» U' et supposons que [ opére a
gauche sur ¢ relativement 3 p et TI'' 32 droite sur ¢ relativement a

q, ces deux actions commutant entre elles.



Définition :

On dit que ¢ définit un homomorphisme généralisé de I dans T'
si & est un fibré I''-principal de base U et de projection p. Un homo-
morphisme ¢ induit, pour tout espace topologique Y, une application con-
tinue H'(3) : H'(Y,T) - H!(Y,I'') fonctorielle en Y. Cette application
fait correspondre 3 la classe d'isomorphie d'un fibré I'-principal E sur
Y 1a classe d'isomorphie du fibré TI'-principal E' = Exr® sur Y.

En termes de cocycles, la correspondance est construite comme suit
par hypoth&se, il existe un recouvrement ouvert {Ua} de U et des sec-—
tions locales S, : Uy - ® de p. Tout élément de H!(Y,[) peut étre re-
présenté par un cocycle Yij : Y.l n Yj -+ [ tel que l'image de Yy f Yi - U
soit contilnue dans un ouvert UTi' L'&lément correspondant de HI(Y,F') sera

représenté par le cocycle Yij P YN Yj -+ ' défini par la relation :

Tij (Y)STj (Y_]_] (Y)) = STi(Yii(y) )Y:'L_] (Y) .

Exemple :

Soit h : I' » T' un homomorphisme continu au sens habituel, on prend
alors pour ¢ 1le produit fibré UxU,F', oi U est muni de l'application
hO:U—-»U'.

Soit & comme dans la définition précédente. Désignons par ¢° le
méme espace topologique ¢ muni des mémes applications p et q dans U
et U', mais cette fois T et TI'' opérant 3 droite et & gauche respective-

ment en posant
oY=y ¢ et Y'©o=9r .
Définition :

On dit que ® définit une équivalence de T sur TI'' si &% est aussi

un fibré T[I-principal sur U' de projection q.



ProBosition :

Une équivalence ¢ de T sur I'' induit une bijection de H! (Y,T)

sur H!'(Y,I'') fonctorielle en Y.

Démonstration :

~¢% définit une application H! (%) de H!(Y,I'") dans H}(Y,T) in-
verse de H'(®). En effet si E est un fibré I-principal de base Y, alors
(ExFQ) F.¢° est canoniquement isomorphe 3 E, car ¢xr.@° est canonique-
ment isomorphe 3 I par 1'application qui fait correspondre a la classe
de (¢,,9,) 1l'unique élément Yy € T tel que Y—lml = ¢,. De méme

¢°xr¢ est canoniquement isomorphe 3 T'. C.Q.F.D.

3.- LES T'-FAISCEAUX

Soit T un groupoide topologique et U 1l'espace de ses unités.

Intuitivement, un I'-faisceau est un faisceau F au dessus de UM
tel que chaque &lément de T détermine un isomorphisme de la fibre F au-
dessus de la source dans la fibre au-dessus du but et ce de fagon continue.
Plus précisément, soit F "5 U un faisceau d'ensembles sur U(T). On no-

tera Fx la fibre n-l(x).

Soit Ty (resp. FB) le groupoide considéré comme espace au dessus de
U(T) par la projection source a (resp. par la projection but B).

On peut alors considérer les produits fibrés

aly) }.

P aF = T OxyF = {(r,&)/y €T, £ €F, n(E)

T xF

B B(YV)}.

(I‘B)xUF = {(y,&)/Y €T, £ €F, (&)

11 existe des projections évidentes

"G:FG*F_’F nB:rB*F—pI‘

On suppose que l'on a un isomorphisme d'espaces au-dessus de U(I)



T FG*F - FB*F

vérifiant f = .
TTBo na

On notera alors

E(r,8) = ().

Définition :

Un I'-faisceau F est un faisceau sur U([), tel qu'il existe un iso-

morphisme F Fa*? - FB*F' vérifiagév:

N

n nBof = Ty

(2) pour tout x € U(T) f(Id x).2 = &.

(3) pour tout couple (Y ,Y,) d'éléments composables

£Qr;evy) = £(r) - £(vy)

Exemples :

(a) Tout faisceau constant sur U(I') peut &tre muni d'une structure de
I'-faisceau ; si E est la fibre du faisceau, il suffira de poser pour

tout Yy €T, £(y) = Id E. C'est le T'-faisceau trivial de fibre E.

(b) Si a et B sont des homéomorphismes locaux, alors Fa et FB dé-

finissent des faisceaux sur U(T).

Si 1'on pose

*
fa : Para - FB*FG

£,0r,7) = (vsrox )



*
g ¢ Talp ™ Tpalp
fB(Y,w?) = (Y>Y-Y)

fa et fB définissent une structure de ['-faisceau sur Fa et FB.

Les autres exemples utiles seront des I'—faisceaux de groupes abéliens,

que nous allons‘définir.

Définition :

Un T-faisceau abélien est un faisceau de groupes abéliens, muni d'une
structure de I'-faisceau, tel que pour tout Y € I', £(Y) soit un isomorphisme

de groupes.

Exemple :

Pour T = T: on peut considérer les faisceaux des germes de champs de
vecteurs T(IRD) et le faisceau des formes différentielles de d® =1p
Qp(IRn) sur U(T) = n

On peut les munir d'une structure de ['-faisceau.

Si Yy €T! et & est un germe de champs de vecteurs en «a(Y), on po-
sera f(y).f£ 1'image directe de £ par le difféomorphisme Y.

De méme si Y € et w est un germe de p-forme différentielle
en oY), on posera f(Yy).w = Y*—l(w), ce qui définit bien un germe de

p-forme différentielle en B(Y).

Les morphismes de I'-faisceaux :

Rappelons qu'un morphisme ¢ entre deux faisceaux F et F' au-
PP q P

dessus de U(I') est un morphisme d'espaces &talés :

F — @, F

N

u(r)



¢ sera un morphisme de I'-faisceaux (on dira aussi T'-morphisme) s'il

commute 3 1'action de T. Plus précisément :

Définition :
Soient (F:f) et (F',f') deux I'-faisceaux. Un morphisme de faisceaux.
@ + F>F' est un morphisme de I'-faisceaux si l'on a pour tout (Y,£) € TG*F

e(f(¥).&) = £'(¥).0(&)

Autrement dit, le diagramme ci-dessous commute :

- 3 e
1 G*F —_— FB*F ,,,,.A--""" LS ‘,

] -
T oaF' — i FgaF' Voo

avec 0 (Y,E) = (Y,0(8)), 0(Y,E) = (v,0()). L

Définition :

Un morphisme ¢ entre deux '-faisceaux abéliens est un morphisme de
[~faisceaux abéliens si ¢ est 3 la fois un morphisme de I'-faisceaux et
un morphisme de faisceaux de groupes abéliens, autrement dit, il faut que
la restriction de ¢ & chaque fibre soit un homomorphisme de groupes.

Ces notions de morphisme conférent aux ['-faisceaux (resp. aux I'-fais-
ceaux abéliens) une structure de catégorie.

Nous allons maintenant voir quelles sont les propriétés intéressantes

de cette catégorie (tous les détails sont dans la th&se de Roger [10]).

ProBosition :

La catégorie des I'-faisceaux abé&liens est une catégorie additive.



Nous allons rappeter briévement la notion de catégorie additive, pour
plus de détails, voir Godement [3] ou Mac-Lore [9].

Une catégorie % est dite additive si pour tout X,Y € G,
Hom(éKX,Y) peut étre muni de la structure de groupes abEliens et si en
plus 1'application canonique

N

Hom(X,Y)xHom(Y,Z) - Hom(X,Z)
est bilinéaire.

La démonstration de la proposition ci-dessus figure dans fi0].

La loi de groupe de Homr(F,F') (ensemble des T'-morphismes entre deux

I-faisceaux ab&liens (F,f) et (F',f'") est définie par
@,.90,) (%) = 0, (x).0,(x) pour x €F et ¥;,9, € HomP(F,F')
On peut aisément définir le produit direct de deux I'-faisceaux abéliens

(F,f) et (F',f'). On munit alors le faisceau produit FxF' de l'actiomn

évidente de T

(Ex£) (N E,M) = EM.E,£'(r).n).
Le produit tensoriel de deux I'-faisceaux abéliens se définit de la

méme fagon : sur le faisceau produit tensoriel F @ F', on considére l'ac-

tion de T définie par

(Efof)YME®R =£f(M.E&f'(N.n

Le T-faisceau abélien (F ® F', f ® f') vérifie la propriété univer-

selle habituelle des produits tensoriels.

Exemgle :

Pour T = F: on a le faisceau produit tensoriel T(R™) ® QUR™)



et le morphisme d'évaluation :
T(R™ & Q' (R™ » R
(£ & w) » w()

JR é&tant le [-faisceau trivial de fibre IR sur RrR".

Ce morphisme est un morphisme de I'-faisceaux abéliens.

Exemple :

Sous les mémes hypothéses, le produit extérieur des formes différen-

tielles définit bien un morphisme de I'-faisceaux abéliens.
+
P(r™ & QU®R™ » PTURDY).

En effet le changement de variable commute au produit extérieur :

-1 —1%
Y ) =y

(wl)AY_l*(wz).

Proposition :

Avec le produit direct, la catégorie des I'-faisceaux abéliens est une
catégorie abélienne.

La démonstration de la proposition revient 3 &tablir que tout morphisme

¢ de I'-faisceaux abéliens (F,f) ——ELﬁr(F',f') posséde un noyau et un co-

noyau. L'idée est de considérer le noyau N et le conoyau C de ¢ dans

la catégorie des faisceaux de groupes abéliens et de les munir d'une action

de T, de manidre 3 obtenir une suite exacte de I'-faisceaux abéliens.
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CHAPITRE Il ! HOMOMORPHISME CLASSIQUE

FONCTEUR IMAGE RECIPROQUE ET

FONCTEUR IMAGE DIRECTE POUR LES T-FAISCEAUX

N

Etant donné une application continue f : X » Y d'espaces topologi-
ques, nous rappelons ici bri&vement les notions d'image directe et d'image

réciproque d'un faisceau. Pour plus de détails voir [3] et [1].

1.- IMAGE DIRECTE D'UN FAISCEAU

Soit J& un faisceau de base X et f : X > Y une application con-
tinue entre espaces topologiques. Nous pouvons alors définir un faisceau
f,(J%) de base Y de la forme suivante :
Pour tout ouvert V < Y on pose :
-1
£ (@YW = FE W)
et pour V' c V" on définit 1'application de restriction
£,00") - £, @& )h
comme étant 1'application de restriction

FE M) - RET .

Les axiomes de faisceaux sont alors vérifiés de fagon évidente.

2.- IMAGE RECIPROQUE D'UN FAISCEAU

f : X > Y est une application continue comme précédemment.
(3 &tant un faisceau de base Y, nous allons définie un faisceau

f*(qa) de base X.



CB est donc un espace étalé au dessus de Y.

Pour U ouvert dans X, posons
@)W ={s" : U>B/s"(x) € BEE)}
on définit les opérations de restriction de fagon évidente et on vérifie

que 1l'on a défini ainsi un faisceau de base X appelé le faisceau image

réciproque du faisceau ®: £*@3).

3.- HOMOMORPHISMES DE GROUPES : IMAGE RECIPROQUE ET IMAGE DIRECTE DE MODULES

Soient G et G' deux groupes discrets. Nous allons définir 1'image
réciproque et 1'image directe de module sur G et G'. Rappelons que 1'on
appelle G-module un groupe abélien M et un homomorphisme h : G -» Aut(M).

Le module M est dit trivial si Ker h = G. Pour plus de détails, voir [8].

a) Image réciproque d'un G'-module

Soit ¢ : G » G' un homomorphisme de groupes et M un G'-module avec
h : G' - Aut(M). On appelle image réciproque du G'-module M le G-module
noté ¢ (M) ayant le méme groupe sous—jacent que M et pour représentation

de G 1la représentation
how : G - Aut(M).

Quand il n'y aura pas risque de confusion, 1'image réciproque du module
M est également noté M.
L'action de G sur M est la suivante :

Vg € G, Vm € M g.m def tp(%).m

On peut d'ailleurs vérifier directement que cette définition munit M

de la structure de G-module.
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b) Image_directe d'un_G-module

Soit @ : G » G' un homomorphisme de groupe. On appelle algébre du

groupe G' 1'algébre

G'] = '+n,gi+...+n_g'/n. € '€ G'
%[ ] {n1g1 n,8, pgp/ i ﬂ, g] € }

. fLIG'] est un G'-module de fagon évidente. De plus 1'homomorphisme
¢ munit PIG'] de la structure de G-module. Si M est un G-module,
nous définissons alors ©, (M) (image directe du module M par ) de la

fagon suivante

e, =M o aic'].

@, (M) est un G'-module : (m® g')g" = m ® g'g" ol meEM et g',g
sont deux éléments de G'.
Nous avons deux cas intéressants
- si ¢ est'surjectif : ¢: G -» G/g. @, (M) est le sous-module de

M défini par :
¢, (M) = {m € M/km = m Vk € K}.

Exemple :

Soit ¢ : IR - IR/ la projection canonique et soit C(IR) 1'espace

des fonctions continues sur IR. C(IR) est un IR-module par l'action sui-

vante :
RxC(R) » C(IR)
(t, £) £
ot f' est la fonction continue sur IR définie par :

vx € R f%x) = f(t+x).



p!(C(R)) = Q(IR)iL est le sous—module de C(IR) constitué par les
fonctions périodiques de période 1.
L'espace des fonctions continues sur IR induit sur S! 1le module

des fonctions de période 1.

- un autre cas important est celui ol @ : G - G' est injectif.
(M) est alors 1'extension du module M 2 G'. Un exemple typique
est celuitoi i : R -» € est 1'inclusion canonique et M est alors

un TR-espace vectoriel et @,M) est son complexifié

w!(M) =M o €.
Dans le cas général, @ est le composé de § : G - Im ¢ et de
' : Im@ » G' ol Y est surjectif et ' injectif. .
On voit alors que ©,(M) est 1'extension & G' du Im @p-module MK

-~

oi K = Ker ¢.

4 .- IMAGE RECIPROQUE ET IMAGE DIRECTE D'UN T'-FAISCEAU DANS LE CAS D'UN
HOMOMORPHISME CLASSIQUE

Nous venons de voir les constructions de 1'image directe et de 1'image
réciproque d'un faisceau par une application continue d'une part, celles de
1'image réciproque et de 1'image directe de modules par des homomorphismes
de groupes d'autre part. Nous allons combiner ces deux constructions pour
construire 1'image réciproque et 1'image directe d'un I'~-faisceau dans le

cas d'un homomorphisme classique de groupoides.

a) Image réciprogque de I-faisceau

Soit F : ' » ' un foncteur continu de catégories topologiques et
soit M un T'-faisceau sur 1'espace des unités Ut de T'. FY(M) est
un faisceau sur U espace des unités de T. C'est de plus un r-faisceau
de fagon évidente.

Soit en effet y : x>y, Y €T. La fibre en x du faisceau F* (M)
est (F*D), = Mpiyy-



De méme (F*(M))y = (M)F(y)’ définissons un isomorphisme noté encore
Y entre (F*(M))x et (F*(M))y par celui de F(y) : M est en effet un
['-faisceau.

Nous avons donc 13 une action de I sur F*(M) et il est clair que
cette action dépend continlment de x, y et y car le foncteur F est

continu.

N
F*(M) est donc bien un I'-faisceau.

Soient I et T' deux groupoides topologiques et F : I' > ' un

foncteur continu.

Si x € ' appelons Orbite(x) 1'ensemble suivant
Orbite(x) = {y € U/3y € /a(y) = x, B(Y) = y}.

Supposons qu'en outre le foncteur F vérifie la condition suivante
vx' € U' ; VYx € U vérifiant F(x) = x', alors
F~'(Orbite(x')) = Orbite(x).

an étant un I'-faisceau sur U, nous allons construire un I''~faisceau
F1 (M) sur U' que nous appellerons l'image directe de M, par 1'homomor-
phisme F. M, est &talé au-dessus de U, soit w : M - U.

wW' < U', V' ouvert, le groupe des sections de Fi1(M) au-dessus de

V' est défini de la fagon suivante :

B

Soit s&. une section du faisceau T' —— U' au-dessus de V'.

Soit s;, une section du faisceau a!(B*(F*(mb))) au—-dessus de V'

V' (F« (M) est 1'image directe de M, par F app. continue). Notons
1" dgf

s' & s (s',s")/ oil la relation d'équivalence est la suivante :
~ q

(s',s") est une famille : {(m,Y")

avec F(m(m)) = a(y"),B(y') =x' € V'}.



F(Y) mg
%
ax F{///”— F(a)

. mb#
Y —> F(b)

Yl

»
«b x'

C'est 1'hypothése que 1'image réciproque de 1l'orbite de x' € V' est
une orbite qui permet d'affirmer 1'existence de Y € I'. En effet F(n(ma))

et F(ﬂ(mb)) sont sur une méme orbite donc n(ma) et n(mb) le sont aussi.

Soit sur (s',s") 1la relation d'équivalence suivante
(@, Y ~ (@)Y e F M)

Le groupe Fg(mZ)(V') est défini de la fagon suivante :
Fi(M)(v') = {s' ® s' définies comme ci-dessus}.

Explicitons la loi de groupe sur cet ensemble F!(mZ)(V')

n(m,)=x;x F(Y) F(x,;)
Y F F(x,)% Y
YZ
ﬂ(m2)=x2 x'!

Soient (m1’Y1) et (mz’Yz) € F!(Qﬁ)(v'), avec mu(m,;) =x; et
n(m,) = x,. Comme F(x]) et F(x,) sont sur une méme orbite, x;, et x,
le sont aussi. Donc il existe y € T' vérifiant a(y) = x; et B(Y) = x,.

Définissons maintenant la loi de groupe sur F!(qm)(V')

-1
(m,,y, ) (m,,v,) = (m+y m,,vy).

Si V] cV,, nous avons des opérations de restrictions é&videntes
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Si V; c V,, nous avons des opérations de restrictions évidentes
Fy (M) (V) = Fy (M) (V).

Nous avons donc un faisceau sur U' dont la fibre en x' € U' est

b

F M), = {@y)  FOr@) = a8 = x'}

Y'

Si de plus x' ——y'

est un élément de TI'', il définit un isomor-

phisme de groupes

(F (M) 0 —> (F (M),

@,Y) > (@,Y'eY)

car 1'application (m,Y) - (m,Y'oY) est clairement compatible & la relation

d'équivalence que nous avons définie.

5.— FONCTEUR ADJOINT

soient & et D deux catégories, nous dirons que le foncteur
T:6 >F®  est 1'adjoint & droite de S : ft o€ si nous avons une &qui-
valence naturelle homd%(A,T(C)) ] homt;(S(A),C) oi A et C sont deux
objets de d% et G respectivement. (Pour plus de détails voir [7] et

(9n.

Exemple :

Si A est un anneau, Jﬂh la catégorie des A-modules le foncteur
T : C » Hom(B,C) est 1'adjoint du foncteur S : A - A®B car
Hom(A @ B,C) = Hom(A,Hom(B,C)).



Exemple :

Soit %5 la catégorie dont les objets sont les ensembles et les mor-
phismes sont les applications. L'adjoint du foncteur F : ‘€ a‘JG\ qui &
un ensemble associe le A-module libre engendré& par cet ensemble est le

foncteur G : JCh 3 qui % un module associe l'ensemble sous-jacent.

AN

Exemple :

soit W 1a catégorie des groupes abéliens G : W _>Qn%- le foncteur
défini par : GC = Hoqu(A,C).
G a pour foncteur adjoint le foncteur F :‘”LA W qui oublie la

structure de A-module.

Exemple :

Si f : X > Y est une application continue entre espaces topologiques,
le foncteur f° qui 3 un faisceau de groupes abéliens sur Y associe son
image réciproque est l'adjoint & gauche du foncteur £, (image directe)
qui 3 un faisceau sur X associe le faisceau image directe sur Y. Si F

est un faisceau sur X, G est un faisceau sur Y, nous avons
hom(£*(6) ,F) ® hom(G,f (F)).
Si F est un foncteur admettant un foncteur adjoint, alors F préser-

ve les produits, les noyaux et les produits fibrés.

a) Adjonction dans_le cas_discret

Soit p : G -» G/g un homomorphisme surjectif de groupes et M un
G-module, alors pi(M) = MK est 1'image du module M par p. Montrons
que 1'on a une bijection naturelle entre homG(N,M) ~'homG,(N,M*) ~'homG(N,MKf

ol N est un G'-module.
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homG(N,M) ~ homG*(N,MK)

Si N est un G/g-module qui peut étre regardé comme un G-module via
p et si M est un G-module quelconque, alors tout homomorphisme

h : N+ M de G-modules est tel que h(N) < MK, en effet :

Soit n € N ; h(n) = m et soit g €K

alors h(g.n) = h(p(g).n) = h(e.n) = h(n) = m.

D'autre part h(g.n) = g.h(n) = g.m = m

donc m € MK. -
L. ¥

homG.(N,MK) ~ homG(N,MK)

Cette 8quivalence est naturelle, si ¢ € homG.(N,MK), nous lul faisons
correspondre ¢ € homG(N,MK) qui a méme application ensembliste sous-—jacente.
En effet, si ©(n) = ¢(n), alors

ven) % L) .0 = 0k .n) = p(e).0m)

= g.p(n) = g.p(n).

b) Adjonction dans_le_cas_d'un homomorphisme classique

Nous venons de voir que dans le cas d'un homomorphisme de groupe sur-
jectif, ¢ : G » G' le foncteur image réciproque de la catégorie des G'-mo-
dules dans la catégorie des G-modules est l'adjoint a gauche du foncteur
image directe de la catégorie des G-modules dans la catégorie des G'-modu-
les. Nous allons maintenant généraliser cette situation au cas d'un fonc-
teur continu entre groupoides topologiques, & condition que ce foncteur soit

plein (voir [9]) et surjectif sur les unités.
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Définition :

Un foncteur ¥ : & - @ est dit plein si pour tout couple d'objets
de & (A,A"), nous avons <F(homdb(A A") = homda(r“(A) F(A'")) soit
donc F :T »T' un foncteur plein, qﬂ/ un ['-faisceau qb un I' '-faisceau,

et montrons que nous avons

N

homr(F*(%) ) ~ homr.(‘n,,F %)) .

Soient x et y € UT), x —Ia-y et hE€ homF(F*(qL),ﬂb) nous avons

un diagramme commutatif

h
X
N (x M

X

F(Y) oy
hy n,
——
Cn/F(y)
Kx
Puisque nous avons supposé le foncteur plein (F|(qw))F(X) QQ%

et de plus si Y' : F(x) = F(y), Y' = F(Y) pour un certain Y €T,
Par ailleurs, comme dans le cas discret Im h, CZmZEX. Nous associons
donc 3 h de fagon naturelle un &l&ment h' € homr,(QL,F!(mb)) vérifiant

le méme diagramme homF(F*(Qb),ML) et homrj,(QL,F!(mb)) et le foncteur

F* est 1'adjoint 3 gauche du foncteur F,.

a) L'image d'un injectif par F est un injectif

Définition :

Soient X un espace topologique, #® un faisceau d'anneaux sur X,
et 3’ un ®-module 3 gauche. On dit que 3 est injectif si le foncteur

éi - Homd%(éﬂ,j ) défini sur la catégorie des’df-modules est exact.
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Soit maintenant M un I'-faisceau sur U, montrons que si M, est
injectif, alors F,(fl) est également injectif.
Soit 0> K-> G- Q- 0 une suite exacte dans I'' (I et T' dési-

gnent resp. la catégorie des I'-faisceaux sur U et la catégorie des T'-

faisceaux sur U').
Comme le foncteur F* est exact, nous avons dans I' 1la suite exacte
0 » F¥(K) » F*¥(G) » F¥*(Q)—» 0.

Comme M est injectif, nous avons la suite exacte

0 - homF(F*(K),q%) - homF(F*(G),m%) - homT(F*(Q),qm) - 0.
Par ailleurs F* &tant 1'adjoint a gauche de Fy, nous avons
hom., (F*(K) ,M)) ~ hom,, (K,F, (W),
d'oli 1a suite exacte

0 - homp, (K,Fy(M)) - homp« (G,F(M)) - homF'(Q,Fg(’ﬂb)) - 0

qui montre que F,(M) est bien injectif.

b) La suite spectrale de Grothendick

Commengons par rappeler le théoréme de Grothendick (voir [71).

Théoréme :

Soient df,@5,15 trois catégories, F et G deux foncteurs F 1 o)
et G : ) -G et supposons que si T  est un injectif dans ot , alors
FJ) est G-acyclique. Alors il y a une suite spectrale {E%JA)} corres—
pondant 3 chaque objet A de ®, telle que :

EP7Y = (8P6) RT7PF) (A) = RI(GF) (a)
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qui converge vers;»Rq(GF)(A).

Nous allons maintenant appliquer ce théoréme 3 notre situation.

Soit é} la catégorie des groupes. Nous avons un foncteur

c'est le foncteur sections équivariantes. Ce foncteur admet des foncteurs

dérivés : R%omp, (G) = ui(r',6).
Nous pouvons donc appliquer la suite spectrale de Grothendick et le
rle des catégories ®, > et G est respectivement joué par I, ' et

Pour tout -faisceau M, nous avons donc une suite spectrale

g9 = P (er', ®%F ) (M) = v 3BT, M)

Remarque :
if de groupes, cette suite

est un homomorphisme surject

Si @ : G- G/
oir par exemple

spectrale devient la suite spectrale de Hochshild-Serre (v

[8h.
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CHAPITRE II1 : HOMOMORPHISMES GENERALISES DE

GROUPOTDES. FONCTEUR IMAGE RECIPROQUE ET

FONCTEUR IMAGE DIRECTE POUR LES T-FAISCEAUX

\\

Le résultat important de ce chapitre est qu'une équivalence de grou-
poides au sens de Haefliger entraine l'équivalence de catégories des I'-
faisceaux. Nous commengcons par traiter quelques exemples d'homomorphismes
généralisés de groupoides.

L'équivalence entre le groupoide d'holonomie d'un feuilletage et le
groupoide d'holonomie transverse est construite explicitement, de méme que
celle entre le groupoide des germes de difféomorphismes locaux de R et
celui d'une variété de dimension n. Les constructions de 1'image récipro-
que et de 1'image directe d'un I'-faisceau faites dans le dernier chapitre
sont généralisées. Nous terminons le chapitre par la définition du composé

de deux homomorphismes généralisés.

1.- EXEMPLES D'HOMOMORPHISMES GENERALISES DE GROUPOiDES

Soient T, et T, deux groupoides topologiques ou différentiables.

Un homomorphisme classique de T, damns I, est un foncteur covariant
de T, dans T,.

Soit U

1 2

) (resp. U,) 1'espace dont les &léments sont les objets de

T, (resp. Fz). On a une application h : U, » U,.
Prenons ¢ = Uiy r, o T, est muni de la projection o : T, - U,.
2

Y =
¢ = {(U,v,)/aly,) = h(U,) o/"‘iiis p(Ul’Yz) U,

h(U)) a(U,,v,) = Byy)

Action de T, sur $ :

Soit vy, : v—u nous avons une action de vy, sur ¢ équivariante
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qui envoie la fibre by dans la fibre &

o
YY) = Ly, (ir)TH
Y (h(y) v
hwe Y, 7 T %
h(u) h(v)

Action de r, sur ¢

Soit Y, : x » y mnous avons une action de Y; sur ¢ é&quivariante
e IR ; :

e (1ve. qui envoie lg:fibre d_ sur la fibre @y)-

24

La projection p : @ > U rend ¢ TI'-principal.

En effet si ©, = (X’Yl) et ¢, = (X,Yz) vérifiant p(ml) = p(@z) = X
alors @1-(Y2Y:1) = Q,-

b) Equivalence entre le groupoide d'holonomie et le groupoide d'holo-

Soit ‘¥ un feuilletage sur une variété V. Rappelons ce qu'est le
groupoide d'holonomie de ¥ . (Pour plus de détails, voir [2]).

C'est un groupoide topologique dont 1l'espace des unités est V et
dont les morphismes sont repré&sentés par les triplets (x,y,y) ou x et
y appartiennent 3 une méme feuille L de (V,F) et Yy est un chenmin
reliant x 3 vy, contenu dans L. Deux tels triplets (x,y,Y) et (x,y,Y")
sont équivalents s'ils induisent la méme holonomie. Le groupoide d'holono-

mie G de F est une variété en générale non séparée de dimension :

dim G = dim V + dim ¥ .
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La projection source o : G -V (resp. B : G - X) fait correspondre
a (x,v,y) le point x (resp. y). Ces projections sont des submersions
dont les fibres sont les revétements d'holonomie des feuilles.

Supposons maintenant que le feuilletage “®  admet une transversale
compléte T et rappelons ce qu'est le groupoide d'holonomie transverse

FT associé a T.

Les éléments de TT sont représentés
par triplets (x,y,y) ou x et y
appartiennent & T et Y un chemin
contenu dans une feuille de T et
reliant x & vy, deux chemins &tant

dquivalents s'ils déterminent la méme

holonomie.

T est donc le sous—espace de G formé des triplets (x,v,y) avec
a(y) =x €T et B(y) =yE€T.

FT est une variété de dimension égale 3 la codimension de F, les
projections a : (X,y,y) »x et B: (x,Y,y) » y sont localement des
homéomorphismes.

Nous avons donc un homomorphisme naturel entre FT et G qui est

1'inclusion :

(%,Y,y) = (x,Y,¥)
Cet homomorphisme définit un homomorphisme généralisé

/N

T

x=B (Y)

Y contenu dans une feuille
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oi ¢ = Tx G (G est muni de la projection a sur V).
® est donc le sous-espace de G formé par les classes d'équivalence

des triplets ¢ = (t,Yy,x) avec a(y) =t €T.

Les projections p et q sont définies par

p(p) =t et q(p =B() =x pour @ = (t,Y,x).

Soit ¢ = (t,y',x) vérifiant plp) =t

et Yy:t->t" YE FT'

—1
y.@ = (£',y'oy ,x) est l'action

de Y sur .

Action de G sur @

Soit @ = (tsst) € d

) Y
- y
/
t/f‘/ -~ et Y' €G aly') = x, BG") =y
Y 1]
Y alors
X

©.Y" = (£, Y oYY

T
p:® T estG-principal

/ Y Soient P = (tl’Yl ,X) et Py, = (tzaYz yY)
1
‘ @, et @, appartiennent a3 ¢ et Veri-
//w X 1 2
t fient p(yp,) = plp,) = t alors
\\i\\\\/‘ ©p- (Ypory ) = @y
T, Sy
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q: ¢V est TT—principal

Soient 0, = (tl,Yl,x) et

9, = (t,,Y,,X), ©; et @, appartienne
a ¢ et vérifient q(@,) = q(p,) = x
alors si nous posons Y = YEIOYI, nous

avons yp = ¢, et Y € FT.

$ définit bien une &quivalence entre T et G.

¢) Equivalence de Fr et oi M est une variété de dimension n

Soit M une variété de dimension n, F; le groupoide des germes de
difféomorphismes locaux de M dans M. Soit F:' le groupoide des germes
de difféomorphismes locaux de IR™. Montrons qu'il y a équivalence entre
]i: et F: (~ est la classe de différentiabilité des difféomorphismes).
Soit & 1'espace des germes de difféomorphismes locaux entre M et R

Alors & réalise une équivalence entre T; et ﬁ:.

La projection p : ® » M est définie par p(®) = a(p) (source de V).
La projection q : ¢ - R® est définie par q(@) = B(W) (but de ©).
Nous avons des actions évidentes de F: et de F;. sur ¢ données par

la composition des germes.

2.—- IMAGE RECIPROQUE D'UN TI'-FAISCEAU PAR UN HOMOMORPHISME GENERALISE

Soit & un espace topologique définissant un homomorphisme généralisé

entre groupoides topologiques T et T'.

d
D \\;‘1 ® est donc muni d'une action &quivariante
de T (resp. de T') & gauche (resp. 2
]
v U droite) et de plus p : > U est TI'-

principal.



si M est un I''-faisceau sur U', nous allons construire un [-faisceau

o* (1)) de base U.
Soit V < U un ouvert, nous allons définir le groupe des sections de

o*(M,) au-dessus de V.

Soit s wune section de p!(q*(qb)) au-dessus de V c U

]

m 6 N

LT
Y'(m') Wl q
P
q
l Y'. (m) m'
1
U X y' T 5 x' u'

s = s/ ol ~ est la relation suivante

m' ~y'(m') (voir figure ci~-dessus)

il

vérifiant p(p) = p(®")

$ étant I''-principal pour tout ©, @
1

existe y' € T' tel que @' = o@r'.
Le groupe o*(M) (V) est défini par :

Q*(ﬂb)(V) = {§ définies comme ci-dessus}.

La loi de groupe sur Q*(ﬂb)(V) est définie de la fagon suivante

!

m.m' def v'(m).m'.
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Cette définition est compatible 3 la relation d'équivalence définie
précédemment et nous avons donc une structure de groupe sur ¢*(qb)(V).
De plus si V' < V", nous avons les opérations de restriction évi-

dentes. ®*(qb) est donc un faisceau de base U.

i

y ¢« x - @) = q(v-9)

La fibre de Q*(7b) en X est :

o*(), = (" / n(m) = q@@) et p() = x}.

Si1 x ——1;€>)u v définit un isomorphisme entre la fibre en x et

celle de vy 3
Y i @M, —> (@M
=7

-X
m —) m.

Q*(7L) est donc un I'-faisceau.

3.—- IMAGE DIRECTE D'UN I'-FAISCEAU PAR UN HOMOMORPHISME GENERALISE

Soit ©® un espace topologique définissant un homomorphisme généralisé

entre deux groupoides I et T'.



U

0 ® est donc muni d'une action équivalente
id/// \\Nq de T (resp. de T') 3 gauche (resp. &
u' droite).

De plus ¢ Py Uy est TI'-principal.

Soit (Ui)i€1 un recouvrement ouvert de U trivialisant pour 1'homo-

morphisme généralisé ¢

sur

Soit Fi la catégorie Ti = {y € T/a(y) € Ui et B(y) € Ui}'

Nous avons donc une famille (Fi) de foncteurs

Supposons que Vi : F. vérifie 1'hypothése :

-1
(H)(i)Fi (x') est une orbite de Fi pour tout x' € U'.

Soit maintenant MU un T-faisceau sur U, M induit un Fi—faisceau

U. et comme pour tout i, F.l vérifie 1'hypothé&se (Hi)’ nous savons

construire un faisceau Fi'(ﬂzi) sur U' qui est de plus un ['-faisceau.

Nous avons donc au-dessus de U' wune famille (Fi|(m2/i))iEI que nous

allons recoller de la fagon suivante :
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On identifie les germes des sections de Fi|(ﬂb) et de Fj,(qm)

par la relation suivante :

(R) (m, .

j :T' »j) ~ (ml_] ’Y'oYij (n(mlj))’l)

N

pour tout mij vérifiant
ﬂ(mij) € Ui n Uj

-~

oi m désigne la projection m : qn,a U qui fait de M, un espace &talé

au—dessus de U.

Nous obtenons donc un faisceau de base U' dont la fibre en x' est

o, (M) (x') = {(m,y") définies précéddemment}.

C'est de plus un I''-faisceau car si Yy' : x' = y', yY' €T' alors Y

définit un isomorphisme :

(D! (m})x| - ‘D!(%)y

(m,Y”) - (m,Y'oY")

car 1'application (m,Y") - (m,Y'sY") est compatible aux relations d'équi-
valence définissant les faisceaux Fi'(an) et 4 la relation (R) définie

ci-dessus.

4 .- ADJONCTION DANS LE CAS D'UN HOMOMORPHISME GENERALISE

Tout comme dans le cas classique, nous allons voir que le foncteur
. - * . .
image réciproque ¢  pour les I''-faisceaux est, moyennant certaines hypo-—

théses, 1'adjoint A gauche du foncteur image directe ¢,.
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Définitions :

Soit ' un groupoide et V < U(I') un ouvert. Nous noterons
Ty = {(y €T/ aly) € vV et B(y) € V}.

Soit (Ui);EI un recouvrement ouvert de U([). Nous dirons que

est un groupoide régulier si

Yr €T 3 € rlUij famille finie tel que :

1]

Exemples :

1) Le groupoide d'holonomie d'un feuilletage est régulier.
2) I:: est régulier.
3) Le groupoide fondamental d'un espace topologique est régulier et

de facon générale la plupart des groupolides fréquemment rencontrés

sont réguliers.
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Adjonction :

Soit ¢ un espace topologique réalisant un homomorphisme généralisé

entre [ et T'.

U u'
Supposons que [ soit régulier et que (Ui)iEI soit un recouvrement
trivialisant pour ¢ (nous avons des homomorphismes classiques entre u;
et U').

Supposons que pour tout i € I
F. 2 Uy o I'' est un foncteur plein.

Soit maintenant M} un I'-faisceau sur U et T, un I''-faisceau sur

U'. D'aprés ce qui a été fait dans le cas classique, nous avons

. *

I &tant un groupoide régulier, l'action des éléments de (FIU-)
i

détermine celle de tout &lément de I puisque

v,y €U, ¥y; €T , VhE homri(d)*(’n/),%)

1

i

Y
@M, —> @M,

h h
X y
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Nous avons donc commutativité du diagramme pour tout y € T.

Nous avons bien 1'&quivalence

hom, (9% (1), M) ~ homy, (1,8, (M))

N

5.~ COMPOSITION D'HOMOMORPHISMES GENERALISES DE GROUPOIDES

Soit &, un espace topologique réalisant un homomorphisme généralisé
de groupoides entre ry et T,, et soit ¢, un espace réalisant un homo-

morphisme généralisé entre T et T.. Nous allons construire un espace

2 3

¢ qui réalisera un homomorphisme généralisé entre T, et T,.

(¢ pourra étre noté ¢,%,).

Nous sommes donc dans la situation suivante :

o, ¢,
7\ P, q,
Ul Uz Ua
Prenons ¢le ¢, - Cet espace est muni de deux projections
2
p : (Dle (1)2 - Ul p(cpl,cpz) = Pl((DI)
2
q: dyxy &, - Ua q(wl,wz) = q, (p,)
2

De plus nous avons une action de r, sur ®1xU o) qui est la suivante
2

2
Si ((DI’(DZ) € ¢1XU2¢2 alors ql(ml) = pz(mz) = U2°

Soit Y, €T tel que q(Yz) = Uz'
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Alors v, agit sur (, avec pl(wl) = pl(@lwz).
De méme vy, agit sur ¢, avec q,(p,) = 9, (,0,)
Autrement dit (@1Y2’Y2w2) est dans la méme fibre que (@1,@2) par
la projection p (resp. la projection q).
Notons v,.{@,»@,) = (p;7,5Y,0,)-
Nous avons:donc une action de r, sur leUZQZ. Notons ¢ le quotient

de ®1xU2®2 par cette action ¢ = ®1xU2¢2/r2.

La relation d'équivalence définie par [, laissant chaque fibre de p
(resp. de q) 1invariante la projection p : Oyxy 0, - U1 (resp.
2
q 0y ¢, - Uz) passe au quotient et nous avons une application
2

p: o0 (resp. q : ¢ - Uz)‘

Remarques :

a) Remarquons que dans le cas d'homomorphismes classiques, on retrouve
la composition des fonctions au sens usuel.

C'est-3a-dire que si

sont deux foncteurs continus covariants, F définit un homomorphisme géné-

ralisé ¢, et G définit un homomorphisme généralisé ¢,.

%, = leU r, o, = szU r,
o2 3
P, q, P;Z/// \\qu
Yy U Uz Us
alors $ = ¢1x02®2/rz ~ U1XU3F3 oi U, est muni de la projection
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b) Si ¢ définit une &quivalence entre I, et T,

avec p : ¢ - U, I',-principal.

De plus soit ¢° 1'espace topologique ayant méme espace sous-—jacent

que % et muni des deux actions de T, et T,.

- def -1 def -1
vw, €T, 50y, = 1, .0 Y, = 0

@0

Uy

On voit immédiatement que ¢ = &xy; ¢°/F =TI, et les deux projections
2 2

sur U, ne sont autres que les projections

I

De méme ¢' = ¢°xU @/F ~ T, et les deux projections sur U, ne sont
1 1

autres que les projections
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nous avons donc\ ®%,0= Id et ©0o0° = Id. .
r, F2

¢c) Si ¢ = 0,00, pour tout Fl-faisceau qnh nous avons

q)!(m;) = @2! ° CP“(%).

&

Et pour tout T ,-faisceau M), nous avons

(®,00) (M) = 8703 ().

En résumé (9,00 ), = &5y o &y,
(8,00 )% = 8]0} .

I1 en résulte que si ¢ est un isomorphisme généralisé de groupoides,
comme nous avons vu qu'il existe % tel que 0%0 = idF et $o0°= idT ,
1 2

la catégorie des [';-faisceaux est équivalente & la atégorie des T,-

faisceaux.
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