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INTRODUCTION

Soit (f) un systéeme différentiel p-périodique de la forme :

(f) %%-= f(t,x); (t,x) e R x R"

I1 est difficile d'étudier en général un tel systeme et en particulier de

pouvoir dire quand est-ce qu'il admet des solutions périodiques.

En faisant des hypotheses de symétrie sur le systéme, on peut obtenir des
résultats comme on 1'a vu en dimension 2 dans les theses de KARR [11] et
MAZZANTI [5]. Dans ce travail, nous nous intéressons a des systemes diffé-

rentiels dans 124, qui vérifient les hypotheses suivantes :

Pl) (f) est p-périodique c'est a dire 3p € R, f(t+p,x) = f(t,x)
P2) (f) admet la symétrie par rapport & un espace affine S, au temps a,

c'est a dire f(ot+t,s(x)) = s(-f(a-t,x))

Nous allons voir qu'un tel systeme admet toujours des solutions p-périodiques

non triviales lorsque (f) est linéaire et S est un espace affine de dimension 3.

Le premier chapitre est consacré aux propriétés générales des systémes satis-
faisant P1) et P2). A 1a fin de ce chapitre, nous énoncons un théoreme-clé qui
permet de détecter s'il existe des solutions p-périodiques ou 2p-périodiques

en faisant appel a la demi-application de Poincaré.

Dans le chapitre II, nous étudions les systémes p-périodiques symétriques 1i-

néaires qui présentent un grand intérét.



En effet, un systéme p-périodique admettant la symétrie S est,au voisinage
d'une solution p-périodique, approché au premier ordre par un systéme linéaire

de méme nature.

Le théoreme-clé du premier chapitre est exploité pour prouver que si S est de
dimension 1 ou 3 alors on a une infinité de solutions périodiques pour le
systéme linéaire étudié. Si S est de dimension 2 des exemples de systémes

n'admettant pas de solutions périodiques sont donnés a la fin du chapitre.

Le chapitre II1 débute par 1'étude détaillée des systemes linéaires autonomes
vérifiant P2). Ensuite, nous montrons que pour des perturbations conservant les
symétries suffisamment petites, 1'existence de solutions périodiques symétri-

ques est conservée lorsque S est de dimension 3.

Dans le chapitre IV, on s'intéresse aux systemes non linéaires, a parametres,

symétriques.

~

Diverses possibilités se présentent et nous arrivons a conclure gquant a
1'existence de solutions périodiques isolées ou non en regardant 1'équation

aux variations.

L'objet du dernier chapitre est 1'exposé d'un exemple numérique; la méthode

utilisée est celle des symétries.

4 se généralisent sans difficulté

Les résultats que nous avons obtenus dans R
aux systemes différentiels de R" admettant des symétries par rapport a un
espace S de dimension 1 ou de codimension 1, ainsi qu'aux systemes différen-

tiels de R2N admettant des symétries par rapport a un espace S de dimension n.
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CHAPITRE I - DEFINITIONS ET PROPRIETES DES SYSTEMES DIFFERENTIELS
""""" PERIODIQUES AVEC SYMETRIES.

Dans ce chapitre, nous définissons 1a notion de systéme différentiel symétrique
par rapport & un espace S de B24.
Nous &nongons certaines propriétés de ces systémes, en particulier nous mon-
trons comment on obtient des solutions périodiques symétriques.

Nous nous référons aux théses de B.Karr [ 1] et S.Mazzanti [ 51 qui ont abordé

ces problémes en dimension 2.

[.1. Définitions
Notre étude est Timitée a H24 muni d'une origine 0 et d'un systéme de coordon-
nées (Xl,Xz,X3,X4).
Soit :
dx

&= f(tx) ()

un systéme différentiel de dimension 4,
4 4 4

ol X = (Xl’x2,X3sx4) € R etf-= (f13f23f3,f4) :Rx R >R

admet des dérivées partielles définies et continues par rapport a x et est

continue par morceaux en t.

Remarque. Les conditions imposées sur (f) assurent 1'existence et 1'unicité

d'une solution ainsi que sa dépendance continue en les conditions initiales.

I.1.1. Définition de la symétrie par rapport & un espace S c E24
au temps o(o € R)

On note Vt(x) le vecteur f(t,x) admettant x comme origine et s la symétrie
par rapport a S parallélement a §, ol S est un supplémentaire de S. On dit
que (f) est un systéme différentiel avec symétrie S au temps o si et seulement

si



wn

Va+t(i9"5(x>

Remarque. si (f) est un systéme différentiel avec symétrie S, au temps o,
alors :

Flott,s(x)) = s(-F(a-tsx), ¥ (t:X) € R x K

Dans toute la suite, S (ou éventuellement S1,52,S3) désignera un axe OXi, un
p]an,OXin, un espace OXinXk; (1<i<j<ks<4). En fait, par raison d'analogie
évidente, nous n'appliquons la définition géométrique précédente qu'aux sys-
témes admettant une symétrie au temps o € R, par rapport a OXl’ 0X1X2 ou

bien 0X2X3X4.

1.1.2. Propriétés

Symétrie par rapport a 1'axe OX1 (noté Al)

(f) est avec symétrie Al au temps o si et seulement si
fl(a+t,x1,x2,x3,x4) = -fl(a-t,xl,-xz,-x3,—x4)
fj(a+t,x1,x2,x3,x4) = fj(a-t,xl,-xz,-x3,—x4); (3#1)

On notera FAi o 1'ensemble des systémes différentiels avec symétrie Ai au

temps o et fAi,a un élément de FAi,a’ i € {1,2,3,4}.

Symétrie par rapport au plan OX1X2 (noté P12)

\
(f) est avec symétrie P12 au temps o si et seulement si

fj(a+t,x1,x2,x3,x4) = -fj(a-t,xl,xz,—x3,-x4); j=1,2

.(a—t,xl,xz,-xs,-x4); j=3,4

fj(a+t,x1,x2,x3,x4) = fJ



On notera FPij N 1'ensemble des systémes différentiels avec symétrie Pij au

temps o et f un élément de F

Pij,o Pij,a”
e s v .
Symétrie par rapport a 1'espace 0X2X3X4 (noté E1)

(f) est avec symétrie E1 au temps o si et seulement si :

fl(a+t,x1,x2,x3,x4) = fl(a-t,-xl,xz,x3,x4)
fj(a+t,x1,x2,x3,x4) = -fj(a-t,-xl,xz,x3,x4); j#1

On notera F 1'ensemble des systémes différentiels avec symétrie Ei au

Ei,o

un élément de F..

temps o et fEi,a Ei, -

I.2. Propriétés des solutions de systémes différentiels admettant une symétrie

Soit S € {Ai,Pij,Ei, 1<i<j<4} et (fS o) un systéme différentiel avec symé-
trie S au temps «.
Nous montrons que toute orbite d'une solution de (fS o) Qui traverse S au

temps o est symétrique par rapport a S.

On notera :

F : 1'ensemble des systémes différentiels avec symétrie S au temps o

S’a'
Sol(f) : 1'ensemble des solutions de (f)

I(¢) : 1'ensemble de définition maximal de ¢ = (¢1’¢é’¢3’¢4) ol © € Sol(f)

Remarque 1 : Si ¢ € So](fS a) et ¢(a) € S, alors :
I{(p) est un intervalle ouvert contenant a donc il existe un intervalle ouvert

I centré en o maximal contenu dans I(9).



Lemme 1-A

Soit (fj; w) etoe SO](fAi o) telle que o(a) € Ai, alors VYte I:

@;(t) = o;(2a-t)
(Pj(t) = "pj(za't)s J#i.
L'orbite de ¢ dans 1'espace des phases 0X1X2X3X4 est donc symétrique par rap-
port & 1'axe 0Xi (noté Ai).
Ai
o(a)
/],/@ ?
Démonstration
Soit u(t) = (u®Dy =134 o0 :
ui(t) = wi(2a-t)
. = =@, (2a- j#1
uJ(t) J(2Ot t), J#i
alors :
0, (t) = -0, (20-t) = -f,(20-t,0(20-t))
aj(t) = fj(Zu-t,w(Za-t))

En appliquant (I.1.2.) pour Ai, au temps ¢, on obtient :
o, (t) = fi(tou (t)), k € {1,2,3,4}.

D'oll u € SO](fAi,a)' De plus :
u(a) = ¢(a)
. > Yte I©), u(t) = o(t).
() = Oa)
Lemme_1-P
Soit (fPij,u) et o € SO](fPij,a) telle que ¢(a) € Pij, alors ¥ t € I:



-8 -
<pk(t) =(pk(2a—t); k € {i,j}
O (t) = @ (20-t); k € {i,j].

L'orbite de © dans 1'espace des phases OX1X2X3X4 est donc symétrique par rapport
au plan 0X1.Xj (noté Pij).

R

Pij

Démonstration

E1le est analogue a celle du lemme 1-A avec u vérifiant :

uk(t) =‘Pk(2a-t); k e {i,j}

uk(t)=-¢k(2a—t); k € {i,3}

Soit (fEi,a) et € Sol(fEi’a) telle que ©(a) € Ei; alors yt €1 :
0. (t) = -®, (2a-t)

05(t) = @5(20-t); J#.

L'orbite de ¢ dans 1'espace des phases OXIXéX3X4 est symétrique par rapport a

1'espace complémentaire a OXi daps R4 (noté Ei).

Démonstration

=

Elle est analogue a celle du lemme 1-A avec u vérifiant

u;(t) = -9 (20-t)

us(t) = @y(20-t); j#i.



Remarque 2 : Si ¢ € SO](fS,u) et ©(a) € S, alors :

I(¥) est un intervalle ouvert centré en ¢; en effet :

I(p) étant un ouvert, supposons que I(®) = It ,t,l

D'aprés la définition de (fS a)’ on sait que chacune de ses composantes vérifie

3

une relation de 1a forme :
F(EaX)oXp0xg0%,) = (-1)Y £ (Ztay)y,puyy)s 1sk <4
avec v pair ou impair suivant la symétrie S vérifiée et 1'indice k utilisé;
yj = (-1)u xj suivant les mémes critéres.
De plus, comme ©(a) € S, d'aprés les lemmes précédents, on a :
o (t) = (-1)"* o, (20-t); 15k <a.

On en déduit que puisque ¢ est définie a droite de tl(resp. a gauche de t2)

o est aussi définie et prolongeable & droite de 2a-t1(resp. a gauche de 2a—t2)

d'ol : t2222a-t1 (resp. tl sZa—tz)
On a donc :

t2 = Za-tl.
Résumé

Les trois cas précédents se résument de la maniére suivante :

Soit (fo ) et ©e So](fS a) telle que ¢(o) € S; alors :

S,a
a) I(o) est centré ena
b)  o(t) = s(p(20-t)), YVt e I(o)

ol s est la symétrie par rapport & S parallélement a S

1.3. Propriétés des systémes différentiels admettant des “"symétries composées"

et de leurs solutions

Nous verrons qu'un systéme différentiel (f) admettant deux symétries, en des

temps différents, a des propriétés nouvelles intéressantes :
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(f) est périodique (i.e. 3T € R, vteR, f(t+T,x) = f(t,x)) et alors,

sous certaines conditions, il peut admettre des orbites périodiques.

Dans ce cadre 1a, nous étudions d'abord les systémes admettant deux symétries
et nous en tirons les conséquences pour des systémes particuliers : linéaires,

par exemple.

Puis, nous généralisons aux systémes différentiels admettant plus de deux

symétries.

[.3.1. Systémes différentiels admettant deux symétries en des temps
différents.

Proposition 1

Soit S1, S2 € { Ai,PijsE;<i<j<4) et (f) F

€ Fs1,a" Fs2,e°
alors (f) est :
2(B-a) périodique, si S1=S2

4(8-u) périodique, si S1#S2.

Démonstration

Pour S1=52=S, puisque (f) € F on a :

S,a
- v -
fk(taxl’x23x3,x4)_( 1) fk(zu‘ t’.Y1’.Y2’y3’.y4)
avec v pair ou impair suivant la symétrie S vérifiée et 1'indice k utilisé;

yj=(-1)uxj suivant les mémes critéres.

De méme puisque (f) € FS g :
={ - v -
d'old 1'on déduit :

fk(ts.yl 9.y2 ’y39y4)=fk(2(5'0l)+t,.yl s.yz s.V3 9.Y4)
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La démonstration se fait de maniére analogue pour S1#S2 en utilisant succes-

sivement le fait que (f) € FSl,a puis (f) € FSZ,a deux fois.

Lemme 2.1,

Soit (f) e Fs’a n FS,B(a <B)

Si ¢ est une solution de (f) vérifiant : ¢(a) € S et o(B) e S; (i.e. ¢ vérifie
les hypothéses du lemme 1.S au temps o et B) alors :

a) I(®) = R

b) ¢ est périodique de période 2(8-a)

De plus, 1'orbite de ¢ est symétrique par rapport as

Démonstration

a) I(®) = R car I(p) est centré en o et g avec a#B

b) Dans chaque cas, on utilise Tes fonctions u définies au Temme 1.5

On a :

u(g) = ©(20-8)
G(s)

2u(t) = ©(t), vt e R o ©2(8-a)+t) = ¢(t), vt e R

@(2&'8)

Lemme 2.2.

Soit (f) € FSl,a n FSZ,B avec S1,52 € { Ai,Pij,Ei, 1<i<j<4}, S1#52, o < B.

Si @ est une solution de (f) vérifiant : ¢(a) € S1 et ¢(B) € S2, alors :
a) I(®) = R
b) ¢ est une solution 4(B-a) périodique; d'orbite symétrique par rapport

3 S1 et S2 donc aussi par rapport a S1 n S2.
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En particulier,
si S1©52 = RY alors ¢ est 2(8-a) anti-périodique
(i.e. : o(2(B-a)+t) = -0(t), Yyt € R).

et 1'orbite de ¢ est symétrique par rapport a 1'origine de 1'espace des phases.

Démonstration

Soit u la fonction définie au lemme 1-S pour S=S1 puisque (f) € FSl,a et v
celle définie pour S=S2 puisque (f) € FSZ,B'

Comme u=p et v=0, on déduit que v(2B-u) appartient a SI.

On a donc :

n FSZ,ZB-OL“p(OL) € S1 et ¢(2B-a) € S2

Dol en appliquant 2.1, on obtient que ¢ est 2(28-20) périodique. Si

Sl ® S2 = H24, ¥ est symétrique par rapport & Sl et S2 donc par rapport a
T'origine des phases puisque S1 N S2 = o,

¢ est donc impaire par rapport au temps 2(8-o).

On en déduit que o est anti-périodique

N

3(B=a )k

Examinons le cas particulier ou (f) admet deux symétries au méme temps o.

[.3.2. Systémes différentiels admettant deux symétries au méme temps o.

Proposition 2

4

a) SiS1®S2=1R", alors f(t,x) = -f(t,-x) et donc f(t,0) =0, ¥t € R.
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La seule solution ¢ périodique vérifiant ¢(a) € Sl et o(a) € S2 est la
solution identiquement nulle.
b) Réciproquement, si (f) € FS o ot f(t,x) = -f(t,-x) alors (f) € F§

ol S est un supplémentaire de S dans R4.

s O

Démonstration

a) Soit si la symétrie par rapport a Si parallélement a Si; (i=1,2)

Comme SI=S2, on a : s2 o sl = -Id.
On va appliquer successivement la définition de (f) € FSl o puis celle de

(f) € F . On obtient :

S2 ,o

f(att,x) ==-52 o s1(f(a+t,X)) -52(f(a-t,sl (X))

fat+t,x) = -f(a+t,52 o S1(X))

-f(att,-x).

En outre, puisque S1 n S2 = {0}, o(a) €51 et o(a) € S2 © ¢(a) = 0.
De plus, pour tout t,

f(t,0) = -f(t,0) = f(t,0) = 0= o(t) = o.
Sachant qu'il y a existence et unicité des solutions, on en déduit que

o =9.

b) Si (f) € Fe _» f (t,x) = (-1)" f (20-t,y)

S,a” 'k
o Y5 = (-4 Xj avec v et u pairs ou impairs suivant la symétrie S vérifiee

et 1'indice k utilisé

£, (t.x) = -F (t,-x) = f, (t:x) = (-1)" f (20-t,-Y)

k k

() € Fg

90'-.

1.3.3. Systémes différentiels admettant plus de deux symétries.

Aprés 1'étude des systemes différentiels admettant deux symétries, nous exami-
nons si 1'on obtient de nouvelles propriétés pour les systémes différentiels

ayant plus de deux symétries.
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Par exemple, si (f) € FSl,a n FSZ,a+p n FSB,a+p" 0o<p<p

alors d'aprés Tla proposition 1, on sait que (f) est périodique. ,
Une période est le minimum de (4(p'-p),4p) pour S1#S2; S2#S3; S1#S3 et p’ est

multiple de p.

De méme dans Tes autres cas, on obtient la période de (f) en examinant tous.les
cas possibles de symétries 2 & 2 pour (f) et en appliquant la proposition 1. On
fait de méme pour toutes les autres propriétés de (f) et des solutions du systéme

différentiel.

L'étude des systémes différentiels admettant plus de deux symétries revient donc
a 1'étude des propriétés de (f) en considérant toutes les symétries 2 & 2 possi-

bles pour (f) et les propriétés qui en découlent.

C'est pourquoi, dorénavant, nous nous limiterons a 1'étude des systémes diffée-

rentiels admettant deux symétries au plus.

I.4. Systémes p-périodiques avec symétries et solutions p-périodiques

Un systéme différentiel admettant deux symétries en des temps différents est
périodique (cf. I.3. prop. 1). Réciproquement, est-ce qu'un systéme différentiel
périodique avec symétrie S1 admet forcément une autre symétrie S2 ?. La réponse

est affirmative.

Nous appliquons alors I.3. aux systémes p-périodiques (de période p € R) et
nous énongons les conditions d'obtention de solutions p-périodiques pour de

tels systémes.
On désignera par :

Fg 0’ T'ensemble des systémes différentiels p-périodiques avec
symétrie S au temps «.

P(f) : 1'ensemble des périodes de (f).
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Lemme 3

a) si (f) 6 F§ . alors yp' € P(f), (f) ¢ e atp’/2

b) si (f) e Fg L0 Fg 5> alors 39’ € P(f), tel que 6= (p'/2)

c) si (f) 6 FB; o FE, ((S1#52), alors 3p’ € P(f) tel que 8=a (p'/4)

Démonstration

a) fk(a+%é “t,x) = (-1)Y F (e +tay)

ol v est pair ou impair suivant la symetrie S vérifiée et 1'indice k utilisé;

de mme X, = (-l)uyk. Or p’ € P(f) d'ou :

3 7

B - - (-1)Y P
fk (ot 5 t,x) = (-1) fk(a+TT +t,y).

On obtient donc que (f) € Fs,a+p,/2.

b) et c) se déduisent de 1.3.

Rappel. Soit (f) € FS . et ¢ € Sol(f). Alors 1'application :

T, . rY > R?

Xo > (P(p+a,a,xo)
‘est appelée 1'application de Poincaré associée & la période p du systéme,
ou @(t,a,xo) est la solution unique de (f) issue de x% au temps initial o.

On appellera demi-(resp. quart) d'application de Poincaré, noté Tp/2 (resp.

Tp/4)1 application:

4 4

R - IR

(0] 0
XO +<P(-[2)-+0Lsoux ) (Y‘esp- (p(%'l'd.:a:x )’

Des lemmes précédents, on déduit, en posant B=a-+%3 le théoréme :
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Théoréme 1

p 1 ; -
En notant Sol 0L(f) 1'ensemble des solutions w-(¢1’¢?’¢5’¢h) de (f) € FS,a

p
S,

qui vérifient @(a) € S et V(u+y) € S; on a :

a)

b)

: p
Soit (f) € Fs’a

Tp/z(S) n S#P si et seulement si (f) admet des solutions p-périodiques
¢ appartenant a So]S a(f) dont les orbites sont symétriques par rapport
as.

. p p _ 4
Soit (f) € FSl,a n Fsz’a+%_ avec S1®S2 = R

Tp/4(Sl) n S2#@ si et seulement si (f) admet des solutions p-périodi-
< p p .
ques ¢ appartenant a 50131’a(f) n SO]SZ,a+p/4(f) dont les orbites sont

symétriques par rapport a S1 et S2 donc par rapport & 1'origine de

1'espace des phases.
. p p p .
Soit (f) € FSl,a n FSZ,u+p/4 avec S1 et S2 non supplémentaires.

T S1) n S2 # P si et seulement si (f) admet des solutions p-pério-

p/4!
diques ¢ appartenant a S01P (f) n So01P (f) dont les orbites sont
Sl,a S2,0+p/4

symétriques par rapport a S1 et S2, donc par rapport a S1 n S2.

Remarque a. (OXi) est porté par Ai et (O0X. X X 3 j#i, k#i, 2#1) est porté

J 'k
par Ei. On choisit Ei (resp. Ai) comme supplémentaire a Ai

(resp. Ei).
b. (OXi Xj) est porté par Pij et (OXk Xz; k.2 @ {1,j}) est porté
par Pkl.On choisit sz comme supplémentaire de Pij et on le

notera Pij.
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Notations
On notera :

P ' P P
F(Ai,Ei),a(FESp'F(Pij,FTE),a) 1'ensemble FAi,a n FEi,a+p/4

p P__
(resp.Fpis o 0 Fpig,04p/4)

. p
SO]?Ai,Ei),a(f) 1'ensemble SO]Ri,a(f) : So]E1',ou+p/4(f)

. p
So]?Pij’ﬁqa)’a(f) 1'ensemble SO‘Bij,a(f) n 01577, aep/alf)

I.5. Exemples

a) Soit x(1V)+f(t,x,x',x”,xm) =0 (1) une équation d'ordre 4 avec
f: R xR% 5 R continue par morceaux en t et de classe cl par rapport
aux quatre derniers arguments. Le systéme différentiel (1) s'écrit sous la

forme d'un systéme différentiel d'ordre 4 :

X1 5%
X2 = X3
. (1)
X3 =%y

Xy = -f(t,xl,xz,x3,x4)

alors (1’) ne vérifie pas les conditions de symétrie par rapport a El car on
devrait avoir

fz(a+t,x1,x2,x3,x4) = -fz(a-t,—xl,xz,x3,x4)
or,

f, (o+t,x

2 =X

1°XpX3°%g) = X3
On vérifie de méme que : le systéme (1) n'admet pas de symétrie par rapport a un

espace de dimension 1 ou de dimension 3.
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Par contre, (1) peut admettre des symétries par rapport a un espace de dimen-

sion 2.

Dans 1'espace des phases (0,X,X',X",X”), ces symétries sont :

symétrie OXX', au temps o, si f(a+t,x,x’,x",x”) = fla=t,x,=x",x",=x")

symétrie OX'X”, au temps o, si F(a+t,x,x’,x"sX") = ~F(a-t,~x,x" ,-x",x").

b) Soit x(1v)+f(t) g(xsx") = o (2) avec f : R > R continue par

morceaux en t et g : le -~ R de classe Cl.

Si f est paire,alors (2) admet la symétrie OXX" au temps o quelle que soit la

fonction g.

c) Soit

o

X"+ (t,%x,x" X" ,y)

(3)

v 4g(tyxex’ ,x",y) =0

avec f,g : R x R4 > R continues par morceaux en t et de classe C1 par

rapport aux quatre derniers arguments.
Le systéme (3) peut admettre une symétrie par rapport a un espace de dimension 3
Dans 1'espace des phases (0,X,X',X",Y) cette symétrie est :

symétrie OXX'Y au temps o, si f(att,X,x',x",y) = ~F(a-t,X,~x',X",y)

glutt,x,x’ ,X",y) = -g(a-t,x,~x" ,x",y)

Le systéme (3) peut admettre la symétrie par rapport & 1'axe 0X’' au temps o,
si

fatt,xox' 5X ,y) = Fat,=x,X’ ,=X" ,-y)

g(a+t,x,x' sX” >Y) g(OL-‘t,-X,X, s'X” »=Y)

Le systéme x"+sinty = o
y'+sintx"= o

admet les symétries 0X X'Y et OX’ au temps o.
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En outre, (3) peut admettre sous certaines conditions portant sur f et g les

symétries 0 XX et 0X V.

d) Examinons les différentes symétries que peut admettre un systéme de deux

dquations du second ordre :

X +F(t,xsx' 5y,y') = 0

(4)

v +g(t,x,x" sy.y') = 0

avec f,g : R x R4 5 R de classe cl par rapport aux quatre derniers argu-

ments et continues par morceaux en t.
Le systéme différentiel (4) peut admettre des symétries planes.
Dans 1'espace des phases (0,X,X’,Y,Y'),ces symétries, au temps a, sont :

Sym&trie  OXY au tempsa si : Fla+t,Xx,x',y,y’) = Fa-t,x,=x',y,-y")

gla+t,x,x Y,y ) = g(a-tsxs=x",y,-y")

Symétrie oX’Y’ au tempsasi : f(a+t,x,x',y,y') = -f(a-t,-X,x 5=y,y")

9(u+t,X,Xlay,y/) = —g(a'ts-x9xls_Y3yl) i

f(u-t,x,-x’,—y,y’)

Symétrie OXY’ au tempscasi : f(a+t,X,x',ysy")

g(a+t,x,x’,y,y’) —g(u-t,x,-x’,-y,y')

Symétrie OX'Y au tempsosi : flott,xsx ,y,y’) = ~fla-ts-X,X Y=y ")

g(ot+t,X,X Y,y ) = ga-t,=-X,X ,¥,-y )

Le systéme différentiel (4) ne peut admettre de symétries par rapport a un axe

ou par rapport & un espace de dimension 3. 1

En effet, si (4) admettait la symétrie OX,(resp. 0X'YY'), par exemple, on aurai

f3(a+t,x,x',y,y') +f3(a-t,x,—xl,-y,-y')

(resp. -f3(a-t,—x,x',y,y')
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or fo(t.x,x",y,y") =y’
donc (4) n'admet pas la symétrie 0X, (resp. OX'YY').

On montre de méme, que (4) n'admet pas les autres symétries.

En particulier, si 1'on a

X"+f(t,x,x’) = 0,(5a)
0,(5b)

y'+g(t.y.y’)
avec f,g : R x RZ2 > R continues par morceaux en t et de classe C1 par rapport

aux quatre derniers arguments.

Alors le systéme admet la symétrie plane OXY(resp. 0X'Y’; resp. 0X'Y; resp

resp. 0XY’) dans 1'espace des phases (0,X,X’,Y,Y’) si et seulement si

5a) admet la symétrie O0X(resp.0X’;resp.0X’;resp.0X)
dans 1'espace des phases OXX'

5b) admet la symétrie OY(resp.0Y';resp.0Y;resp.0Y’)
dans 1'espace des phases 0YY'
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CHAPITRE II. SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES PERIODIQUES DE DIMENSION 4
ADMETTANT DES SYMETRIES

L'étude des systémes différentiels linéaires est une étape importante dans
1'étude des systémes différentiels car la linéarisation permet d'obtenir une
premiére approximation dans de nombreux problémes non linéaires. Nous verrons
en particulier dans le paragraphe (II.2.) que cette étude permet d'obtenir des
résultats précis dans le cas non linéaire.

II.1. Forme de la matrice du systéme et de la matrice fondamentale associée

Nous montrons que 1'ensemble des systémes différentiels linéaires p-périodiques
symétriques L*p, se décompose en deux parties (les systémes admettant les symé-

tries (Ai,Ei) ou (Pij,PiJ)).

Pour un élément (A) de pr, nous verrons qu'il suffit de déterminer la matrice
fondamentale associée au temps %u XA(g), pour obtenir la dimension de 1'espace

vectoriel des solutions p-périodiques.

Nous donnons donc les propriétés de XA(t) pour A élément de LP.

IT.1.1. Généralités sur les systémes différentiels linéaires périodiques

symétriques.
a) Soit LP 1'ensemble des systemes différentiels linéaires p-périodiques de
dimension 4

= AL) x (A)

avec x = (XI,XZ,X3,X4) e RYetoi A: R »uﬂ,(4,nz) est continue par mor-
ceaux et p-périodique (p n'est pas forcément 1a période minimale).

Les coefficients de A seront désignés par a3 k.t € {1,2,3,4}

2,
b) Soit Lg N 1'ensemble des systémes différentiels p-périodiques linéaires de

dimension 4 admettant la symétrie S au temps o« € R;S € {Ai,Pij,Ei 1<i<j<4}

Ona: P =F
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P

Remarque 1. Soit (A) € L*, alors A(t) x = -A(t)(-x)

On déduit de 1a proposition (2) (§ I.3.) que :

P -k
Va6 R,Lls,=ls,

Fye ]

ot S est le supplémentaire de S dans I24 défini dans I.4.
Remarque 2. a) Si (A) € Lg o alors (A) € Lg o+p/2 d'apres le lemme 3.

: p p
b) i (A) € L§ 0t

4’ alors d'apres le lemme 3 (§I.4.)
et la remarque 1, on en déduit que (A) est un systeme différentiel linéaire

b/2 périodique (i.e. (A) € LP/2).

Conclusion

Des deux remarques précédentes, on déduit que
: p p .
si (A) e LAl,o’ alors (A) e LE1,p/2’
en effet

P

_ P _ P p
Ao - Lm,pr2 T lenpz T e

Sans restreindre la généralité on peut supposer o =0.

On désignera par

P_ P -P .
LY = Laio - Lpi,o8 1 € 11234
P - P =P :
Lij LPij,o Pij,o’ l<i<js<t
P = UoP,P)

i,J 17°1]

En utilisant la remarque 2, on s'apergoit que :

L*P/2 - ) (P Lk
S S,0 S,p/4)

En utilisant les définitions des systemes différentiels symétriques, on

obtient la proposition suivante qui donne la forme d'un systéme différentiel.
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Proposition 3

a) Un systeme (A) appartenant a LP est dans L? (i € {1,2,3,4}) si et seulement

S

.) CHPRE R - R, (kousg=1; k # &) est une fonction paire

.) R R > R est une fonction impaire, sinon

b) Un systeme (A) appartenant a LP est dans L?j(l <i<j<4d) si et seulement
si
.) Qg R > R est une fonction paire, (k ou 2 € {i,j}; k#4)
) ., ¢ R » R est une fonction impaire, sinon.

I1.1.2. Nous montrons, maintenant, que les matrices fondamentales associées

s » * PENY S SRy
aux éléments de L*P ont des propriétés intéressantes :

Soit XA : R +-GL+(4,I2) 1a solution matricielle fondamentale de (A) véri-

fiant XA(o) = 1A
Soit (A) élément de Lp, Si XA(t) est une solution matricielle alors XA(t+p)
aussi, donc i1 existe C matrice carrée indépendante du temps telle que :

Xy (t+p)

]
>

t) x C.
Or, XA(o) = 1A

d'oll :

Xa(t+p) = X5 (£)X,(p)

D'aprés le théoréme de Liouville, on sait que

det X,(p) = exp([ ? trace (A(t))dt)
0o

or d'aprés la proposition 4, trace A(t) est une fonction impaire.

On en déduit : si (A) € U'P, alors det Xp(p) = 1.

On en déduit aussi que le produit des valeurs propres de XA(p) est égal a 1.
On rappelle que les valeurs propres de XA(p) sont les valeurs caractéristiques

de A.
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Proposition 4

L'application de Poincaré XA(p) d'un systéme différentiel (A) appartenant a
L*P est conservative c'est a dire qu'elle conserve les volumes. En particu-
lier, un systéme différentiel appartenant a *P ne peut &tre asymptotiquement

stable.

Proposition 5

a) Un systeme différentiel (A) appartenant a LP est dans L? si et seulement si

XA(-t) = Ji XA(t)Ji’ teR,

avec J, = (sz) vérifiant

ek © -1 pour k =1 —l1 0
Jo. = 1 pour k#1 ; en particulier, J, = 1
kk 1 01
jkz = 0 pour k#

b) Un systeme différentiel (A) appartenant a LP est dans L?j si et seulement
si
-t) = Jij XA(t)Jij; t eR

avec Jij = (sz) vérifiant

J = -1 pour k € {1,3} -1_1 o\}
. = . 7 . . . - j
Ik 1 pour k ¢ {i,j}; en particulier, le \ 0 11 y
jk = 0 pour k # 2

Démonstration

on pose X,(t) = (©],9,,05,4,)(t)

Comme XA(o) = 1A alors pour (A) € L? on a:
@, vérifie les conditions du lemme 1 pour Ai

¢3 vérifie les conditions du lemme 1 pour Ei (j#1i).
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On applique alors les résultats des lemmes lAi et 1Ei aux @, ; k e {1,2,3,4}

et 1'on obtient le résultat cherché.

On fait de méme pour (A) € L?j'

Résumé. Un systeme (A) appartenant a LP est dans L*P si et seulement si

XA(-t) = XA(t)J, t eR

oll J==JS pour (A) € Lg et S e {i,ij; 1<i<j<d}.

Corollaire
Si (A) appartient a L*p, on en déduit que

Do)yl

Py -
Xp(t+3) = 3 X5

NGCERACHES:

Donc, (XA(t), t € R) est déterminé par (XA(t), t € [o,gﬁ)pour A€ L*P-

Démonstration

>
-
nfo
A
I
><
b
——
-0
]
~ro
Nar®
]
><
b=
L
]
o
A
><
=
~~
©
o

X,(0) = 3 X1 3 %, ()
De plus, XA(t +J21) =J XA(-%-t)J
- p

=J xA(le-t) J X, (p)

D'aprés ce qui précede, on obtient :

X (t+B) = 3 x,B-1) ;1) 0 x,B)

Soit X 1'ensemble des chemins matriciels dérivable par morceaux :
+
X : Lo, 51+6 L(R,R)

t > X(t)
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On munit €d'une distance, en posant :

/2 ,
d(X,5X,) = sup [X;(t)-X,(t)] +-}P |X, (t)-X,(t) | dr, X, et X, € x
1°72 [0,p/2] 1 2 A 1 2 1
1/2
< _ Y r_ dX
ot [M] = (zImij|%) et X' = ¢
L*P est muni d'une topologie naturelle, celle induite par L(p).

On a :

Proposition 6

L'ensemble L*P est homéomorphe a ¥

Démonstration

Soit une fonction matricielle X(t), t € [o;%], réguliére pour tout t, dérivable
par morceaux telle que X(o) =1

On peut alors définir X(t), t € R satisfaisant aux relations :

><
—
-+
+
o
N”
n
[
>
P
=
1

-1
t) X (5) 3 x(5)

[}
><
—
Py
~——
><
—~

©
~—

X(t+p)

On en déduit que A(t) = X (t) X“7(t) est la matrice d'un systeme linéaire qui

est dans L*p.

La bicontinuité de 1'homéomorphisme se trouve dans [12]

I1.2. Une classification de L?

Le but de ce paragraphe est de classer les éléments (A) de L? (systemes p-pério
diques linéaires symétriques par rapport a Ei et Ai) par la dimension de 1'es-
pace vectoriel des solutions p-périodiques.

L'étude de la matrice fondamentale X,(p) de (A) élément de L? au temps p

montrera qu'en fait la dimension de 1'espace vectoriel des solutions p-pério-
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diques est la méme que celle de 1'espace vectoriel engendré par les solutions

p-périodiques symétriques (§2.3.).

Nous sommes donc ramenés a déterminer la dimension de 1'espace vectoriel
engendré par les solutions p-périodiques symétriques d'un élément (A) e L?.

Celle-ci est toujours supérieure ou égale a 2 (§2.1.) et directement liée & la

forme de la matrice fondamentale de (A) au temps-% : XAcg) (§2.2.).

I1.2.1. Dans ce paragraphe, nous montrons que tout élément de L? admet au moins
2 solutions indépendantes, p-périodiques d'orbite symétrique par rapport a Ei.
Nous donnons de plus, les conditions d'existence de solutions 2p-périodiques

d'orbite symétrique a la fois a Ai et Ei.

La proposition suivante est 1'application du théoréme 1 a notre cas.

Proposition 7

a) Tout élément de L? admet au moins un plan de conditions initiales de solu-
tions p-périodiques. Ces solutions sont d'orbites symétriques par rapport

a 1'espace Ei.

b) Soit (A) € L?; XA(t) la matrice fondamentale as-

- (¢k£(t))k,2 €{1,2,3,4}

sociée a (A) au temps t et Com(XA(t)) =(D la comatrice

k!t we1,2,3,4)
associée a XA(t).
(A) admet une solution 2p-périodique d'orbite symétrique par rapport a

1'axe Ai et a 1'espace Ei si et seulement si :
€18 =0 ou DB =0

De plus, cette orbite est p-anti-périodique.

Démonstration

a) T,,, €tant un isomorphisme, T ,,(Ei) n Ei représente au moins un plan

n' de Ei.
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S R . . . |
Soit = = Tp/z(E1 n Tp/2(E1)). Tous les points de = sont conditions initiales

de solutions p-périodiques d'aprés le théoreme l.a. De plus, leurs orbites

sont symétriques par rapport a Ei.

b) Pour i=1; on pose ¢ = (‘sz)ue{l,z,3,4}

Soit ¢ la solution de (A) de condition initiale (a#,0,0,0), alors :
o) = a0,
D'oll : @(%J € El(= o X2X3X4) & wll(go = o (lemme 2)
Soit ¢ la solution de (A) de condition initiale (0,0,B,Y), alors :
o) = a0,(B) + 8 0yB) + v 0, ()

1ol E_ =
D'ol @(2) € Al( ) Xl)
P D Py - 5: i =
d 0'-(9‘]2(2) + B ‘10‘]3('2') + Y (pj4(?) 0; J 2’394-

Py -
® D;(5) =0

Remarque. Sachant que le produit des valeurs propres de XA(p) vaut 1 et que

1'espace des solutions p-périodiques est au moins de dimension 2, on en conclut

gque 1 est au moins valeur propre double et que le produit des deux autres va-

leurs propres vaut 1.

Exemple.

Soit (A) un systéme linéaire autonome admettant la symétrie (Al,El).
Alors, pour tout réel p, (A) est élément de L?. I1 s'écrit sous la forme sui-
vante :

(o]

3.2 a3 3.4
b
_ 2
A= b (O)

o
-~ W

\
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D'aprés la proposition 7, (A) admet au moins un plan = de conditions initiales

de solutions périodiques situées dans 1'espace El.

En effet, le systéme (A) admet un espace de dimension 2 au moins de solutions
périodiques symétriques. Ces solutions sont les fonctions constantes
(o,c2,c3,c4) vérifiant :

a2c2 + a3c3 + a4c4 =0

Si 1'on suppose que :

a=a2b2+a3b3+a4b4<oets=/2§

alors on peut préciser que pour p =-%; le systeme (A) admet deux autres solu-

tions périodiques indépendantes.

En effet, X(t) s'écrit :

+a +a +a
cos Bt —g-sin gt 7% sin Bt -7§ sin gt
b a,b a,b a,b
-75 sin Bt az(cos gt-1)+1 -%;g-cos gt-1) %12(cos gt-1)
X(t) =| b b,a a.b a,b
7§-sin Bt —%;g(cos Bt-1) —%;i(cos pt-1)+1 113(cos gt-1)
b b,a a,b a,b
7; sin 8t 4 2(cos gt-1) -iiii(cos gt-1) 4 4(cos gt-1)+1
[s ] o o
Dfol, pour p =-%;
B. = 1 = -E- -
on a ¢il(4) cos(2) o et 011(4) 0.

Le systeme (A) admet donc deux solutions %;u-périodiques symétriques d'orbites
symétriques par rapport a Al et El et deux solutions constantes indépendantes

situées dans 1'espace El.

Une étude détaillée du systeme différentiel (A) est exposée au chapitre III.
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I1.2.2. Dans le paragraphe (2.4.), nous caractérisons la dimension de 1'espace

vectoriel engendré par les solutions p-périodiques symétriques d'un élément de

L? par la forme de la matrice fondamentale au temps %-associée : XA(%J.

Auparavant, nous montrons que XALg) peut s'écrire sous une forme particuliére

dans une base convenablement choisie.

Pour des commodités d'écriture, nous nous restreignons a 1'étude des systemes

différentiels de L?. Les résultats énoncés pourront facilement &tre adaptés

a Lﬁ.’; i=2,3,4.

Lemme 4.

Pour tout élément (A) de L?, il existe une base de E24 respectant les proprié-

tés de symétrie telle que XA(gJ s'écrive sous la forme :

Démonstration

D'aprés la proposition 7, (A) admet au moins un plan =, inclus dans El, de
conditions initiales de solutions périodiques. On a :

Tp/2(ﬂ) c E1

On choisit donc deux vecteurs directeurs de w, notés e3,e4, de maniere que

ey (resp. e4) soit le vecteur directeur de X3(resp. X4).

On compléte en une base de B14 avec e et e, de sorte que

® Re, ©® Re, = EI.

Re 4

2 3

La base choisie respecte les propriétés de symétries et 1'espace El.

De plus, XA(%J vérifie

X (%).e3eE1; X (%).e4eE1
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I1.2.3. Nous calculons XA(p) dans la nouvelle base. Cela nous permettra de

déterminer la dimension de 1'espace des solutions p-périodiques.

Py = = p
On pose Com(XA(?J (Dkz)k,z ¢ {1,2,3,4) et A det(XA(EJ)

u \)
(@) - o Yy Wy 7
A2 u Vv ) Z
3 V3 W3 Z3
U4 V4 W4 24
Dy; Doy D31 Dy
1py o1 [ P2 P2 P Py
X, (&) =+
A et A D.. -D.. D,, -D
13 D3 P33 Dy
=014 Dyg D3y Dy

-1 0
. - 1y~ 1/p s 1 1
Sachant que : XA(p) = d X, (7) J XA(%Q ou J = ( 1 1 \S

2 Dllul-A 2 Dllvl o o0

XA(p) =% 2 Dypuy 2 Djpvy*s 0 0
-? 013u1 -2 D13v1 A O
2 Dl4u1 2 D14v1 0] A
Py v-1py -
Comme XA(Z)'XA (2) lA’

on a : A= u1 D11 - v1 D12

Dyqup = Dypvp * DygWy = Dyye2y

Djjuz - Dypvg * DygWg - D23 =0 (R

1
o

Dyqug = DypVq * DygWg - Dygzy =0
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2 o( P11U1*010Yy

2
X (p) = AT] = (1-2)° (W22 121y 4
or & =u;D;y - vyDyo, d'ol :
2 D, v
X (p) - 1] = (1-0% P - 2y 41

Remarque. 1) Comme prévu XA(p) admet la valeur propre 1 avec une multiplicité
au moins égale a 2.
2) On vérifie aisément que det XA(p) =1
3) Tous les points de m sont conditions initiales de solutions

p-périodiques symétriques (§ I1.2.2.)

11.2.4. Les deux propositions suivantes donnent la caractérisation de 1'espace

vectoriel des solutions p-périodiques par la forme de XA(%Q.

Notons Clk(p) le sous-ensemble de Lg constitué des systémes différentiels ad-

mettant k-solutions p-périodiques symétriques indépendantes, autre que la

solution nulle, o<k <4.

On sait que Clo(p) =(11(p) = g.

Proposition 8

Les matrices fondamentales étant exprimées dans la base énoncée au lemme 4,

on a :az(p) ={(A) € L‘l), tel que

up vy 0 0
. (%9 B Uy (0..) avec vlfo,(uz,u3,u4)¢(o,o,o) et ik
Yq
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CLé(p) = {(A) € LE, tel que

v 0
1 0

<
—

avec v,70,u,D.. >0}
17771711
@,

o ©O O

A_4(p) = {(A) € Lg, tel que

0 o o\\

1
XA(%Q = “2 Gzil) avec (u2,u3,u4)¢(o,o,o),u,D11 >0}
4

Ozal) avec u;D;; >0}

ol Dll =det52311.

Commentaire
La connaissance de la matrice fondamentale au temps p/2 permet de savoir si

Tp/Z(El) est transverse ou non a El.

La proposition 8 affirme que pour (A) élément de Lp, (A) appartient a
Clz(p) u C];(p) si et seulement si Tp/z(El) est transverse a E1. E1 étant un
hyperplan de I24, on en déduit que par perturbation d'un tel systeme, ces cas

de transversalité demeurent.

Nous nous apercevons donc de 1'importance de 1'étude des systemes linéaires
symétriques, dans ce cas, car elle permet d'obtenir des résultats précis pour

les systémes non linéaires symétriques (§ III.1.2. et § IV.3.)
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Démonstration

On a :

det XA(%) =uqDq4 -le12 avec Dy, =-Upa = UsB+uyy, (a,B,v) € R3

D'ou,

si (v1 =0 ou (u2,u3,u4) =(0,0,0)) alors det XA(%J =u1D11.

Nous appliquons le théoreme 1.

Les matrices fondamentales au temps %-sont exprimées dans la base (el,ez,e3,e4)
explicitée dans le lemme 4.

On a :

. . S
(e3,e4) est une famille libre de = = Tp/Z(El n Tp/Z(El))

E1=Re2@Re @ Re

3 4 et Tp/z(ﬂ) c El.

De plus,
[(Tp/z(el) ¢ ]Rel) < (u2,U3,u4) # (0’0’0)]
Tp/z(ez) ¢ E1 © Vlfo

D'ou :

si (A) Ga-z(p) alors T ,(e)) ¢ Re; et T,s2(ep) ¢ El
si (A) 661.3(p) alors soit Tp/z(El) =EF1 et alors Tp/Z(eZ) eEl, Tp/Z(el) ¢ Re,
soit Tp/Z(El) ¢ E1 et alors Tp/z(el) € Ilel

si (A) e(l4(p) alors T_,.(E1) =E1 et Tp/z(el) ¢Re,.

p/2

La réciproque est évidente.

Remargue. 1. A priori, nous avons déterminé(].k(p) comme étant un sous-
ensemble de L? dont les éléments admettent k-solutions p-périodiques symétri-
ques indépendantes. Nous allons montrer que la dimension de 1'espace vectoriel

de solutions engendré par les solutions p-périodiques symétriques est 1a meme
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que celle de 1'espace des solutions p-périodiques. Cela fera 1'objet de

la proposition suivante.

2. Nous pouvons de méme déterminer les éléments de L? admettant
au moins une solution 2 p-périodique.
(A) admet une solution p-anti-périodique si et seulement si :
= 3 . : p
ulD11 o ol ((Dkl)’ k,2 € {1,2,3,4}) est la comatrice de XAC?)

Ce résultat provient de la proposition 7.b.

3. Les espaces topo]ogiquesClZ(p),(23(p), O%(p),(l4(p) ne sont pas

connexes. L'inéquation det XA(%J > 0 ne permet pas de connaitre le nombre de
composantes connexes de ces espaces. On peut toutefois affirmer que(]:3(p)

admet au moins 4 composantes connexes.

Nous allons discuter de la dimension de 1'espace vectoriel des solutions

p-périodiques suivant les valeurs caractéristiques du systeme.

Rappel
Les valeurs propres de XA(p) sont solutions de
D,,v
(1-0)202-2x(1 -2 221y 41)

Le produit des valeurs propres vaut 1.

Nous en déduisons la proposition suivante :

Proposition 9

CLk(p), k € {0,1,2,3,4} est le sous-ensemble de LE dont les éléments admettent

un espace vectoriel de dimension k de solutions p-périodiques.

Démonstration

Notons Qﬁk(p) le sous-ensemble de L? admettent un espace vectoriel de dimension -

k de solutions p-périodiques.

Montrons que dﬂk(p) est égal a(].k(p) ou k € {0,1,2,3,4}
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ler cas : (A) 6@4(p) si et seulement si toutes les valeurs propres de
XA(p) sont égales a 1 et 1'espace propre associé est de dimension 4. On

utilise les relations (R) et la forme de XA(p) définies au paragraphe (2.3.)

(R) €& 4(p) = Xp(p) = 1

(A) e ® 4(p) @ {012V1 =0 ot Dllvl =0
Dyyup #o Dypuy =0
-Dl3u1 =0
Dygfy =0
(A) €B 2(P) @ {012v1=0 , v; =0
Dypup #0 Dyp =Dy3=Dyq =0

Or, d'aprés les relations données dans 2.3. (R)

(A) €03 ,(p) = (uy =0suz=0;uy=03vy =0) = (A) € CAL)

2me cas : (A) € ®3(p) si et seulement si toutes les valeurs caractéristiques

valent 1 et 1'espace propre associé est de dimension 3

a 0
(A) €O?>3(p) ¢'3012V1=0 et X,(p)-1 E\ = (g) avec a ou b ou ¢ ou d nul,
d/ 0

Dy5up #0

(A) € 653(p) @5012v1=o et (2D,;v;b=0
Dllul 70 D12“1a=o avec a ou b nul
_ 2.2
-D13(u1a+v1b) =0 a“+b“ #o0

014(u1a+v1b) =0

1 ° )

(A) €<37>3(p) @{Dlzv1=o et((vlfo v

ou
lelu].#O =D =0 ?\(

(D15 =013=Dy4

12 =0
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(A) 6653(p) & (v1 #0 et u2=u3=u4=0) ou (v1=o et (uz,u3,u4) # (0,0,0))

(A) €8> ,(p) = (A) €@ (p) ou (A) € A5(p) = (A) € Aylp)

3me cas : (A) €<552(p) si et seulement si toutes les valeurs caractéristiques
valent 1 et 1'espace propre associé est de dimension 2 ou la valeur caracté-
ristique 1 est de multiplicité 2.
(A) G‘Isz(p) ® (A= 1 est de multiplicité 4 et 1'espace propre associé
est de dimension 2

A= 1 est de multiplicité 2 et 1'espace propre associé
est de dimension 2.

avec deux termes
parmi a,b,c,d nuls.

n
——

o O0OO0O0

a
(A) ¢ @2(13) @{Dlzvl =0 et XA(p) - 1) (2)
d

Djup 70

avec deux termes
parmi a,b,c,d nuls.

[ T @ K @ ¥ o 1
n
e —
(el ol e N o]
~—————

ou Dlzv1 0 et XA(p) -1) (
A#o

Nous résolvons ces deux cas séparément.

A=1 est de multiplicité 4 et 1'espace propre associé est de dimension 2

Les conditions précédentes s'écrivent :

Dllvlb =0

19412 =0
013(u1a-+v1b) =0

D

i D14(u1a-+v1b) =0
\Dyyuq o0
Cela entraine que :

Vl #0 et (D1230139014) # (0:090)
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A =1 est de multiplicité 2 et 1'espace propre associé est de dimension 2

Les conditions précédentes s'écrivent :

D12V1 #0

(D a+2D,,v.b=0

1191 *012Y1) 111

2D a+(D

1213 * (Dyquq #Dpov )b =0
Dl3(u1a-+v1b) =0

D14(u1a-+v1b) =0

On obtient, puisque Dllul"D12V1 0 :

vlfm %Zfoeta=b=m

(A) € B3, (p) & (vg 705 (uypussuy) #(0,0,0)) = (A) eQhy(p).
2P UpsUgsly 2

Nous avons donc montré que la dimension de 1'espace vectoriel des solutions
p-périodiques est la méme que celle de 1'espace vectoriel engendré par les
solutions p-périodiques symétriques. Celle-ci est en fait déterminée des que

1'on connait la matrice fondamentale associée, au temps %u

Remarque. Numériquement, les résultats précédents sont trés importants :

Nous voyons que la détermination de XA(%) pour (A) appartenant a L? permet

de connaitre le nombre de solutions p-périodiques ou p-anti-périodiques qu'ad-
met le systeéme différentiel linéaire, p-périodique, symétrique (A). Ceci n'est

pas le cas pour un systéme linéaire quelconque.

I1.2.5. Stabilité

Les résultats précédents permettent de conclure sur la stabilité de 1alsolu—
tion nulie d'un systeme de L?.

Deux valeurs caractéristiques étant égales a 1, la solution nulle d'un tel

systeéme ne peut étre asymptotiquement stable.
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Corollaire
a. Si (A) € Cl4(p) alors la solution nulle est stable.
b. Si (A) € Cl3(p) alors la solution nulle est instable.

c. Si (A) e CLZ(p) et XA(%) s'écrit dans une base sous la forme :

v 0 0
py - [ "2 A
X&) = i C avec vy 70 et (u,,us,u,) # (0,0,0) ©
N /)

en posant ((Dkz)’k’z e {1,2,3,4}) = Com(XA(%J), alors :

si D12v1 > 0, alors la solution nulle est instable

Si D12v1 < 0, alors la solution nulle est stable.

Démonstration

a. les valeurs caractéristiques valent 1 et la matrice XA(p) est
diagonalisable

b. les valeurs caractéristiques valent 1 et la matrice XA(p) n'‘est pas
diagonalisable

c. si Dlzv1==o alors les valeurs caractéristiques valent 1 et XA(p) n'est
pas diagonalisable, la solution nulle est instable

si D12v1 #0 alors deux valeurs caractéristiques valent 1 et la sous-matrice
de Poincaré correspondante est diagonalisable;
ler cas. 012v1 >0

les deux autres valeurs caractéristiques sont réelles et valent

' 2D, v 2D, Vv
1+ /1- 12 1 ou 1-/1- iZ 1;

1'une des valeurs caractéristique est plus grande que 1 donc 1a solution

nulle est instable.
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2me cas. D,,v, <O
dme €as- oMy
Tes deux autres valeurs caractéristiques sont complexes conjuguées de parties

réelles

D1ovq
A

1+ <1

donc 1la solution nulle est stable.

I11.3. Une classification de LP.
_1J

II.3.1. Dans le paragraphe suivant, nous établissons les conditions d'exis-
tence de solutions p-périodiques dont les orbites sont symétriques par rapport
au plan Pij oli & son supplémentaire. Nous en déduisons la stabilité d'un
systeme linéaire p-périodique symétrique n'admettant pas de solutions p-pério-

diques autre que la solution nulle,

Nous verrons dans ce paragraphe que la situation est moins favorable que pour
L?. En effet, les cas de transversalité rencontrés ici concernent des espaces
de dimension 2. Or un plan ne sépare pas un espace de dimension 4 en deux ré-

gions,

Aussi, ces cas de transversalités peuvent disparaitre par une petite perturba-
tion. Les résultats trouvés ne permettront pas d'obtenir des résultats dans le

cas non linéaire.

Proposition 10

Soit (A) € L?j, XA(t) = @sz)(t) la matrice fondamentale associée a (A) au

temps t.

a) Un systeme (A) appartenant a L?j admet une solution p-périodique d'orbite

symétrique par rapport au plan Pij si et seulement si :
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2 Py _ o (P Py =0 ol =P
Pils) @303 - O35) @43(5) =0 ob Py = Pyy

On a donc, pour i=1,j=2 ?31 %9 ¢42(2' %9 ¢32 2) = 0.

b) Un systeme (A) appartenant a L?j admet une solution p-périodique d'orbite

symétrique par rapport au plan P, = F;; si et seulement si :
- B Dy -
i B 95,5 - 05,5 05 (B) = o.

c) Un systeme (A) appartenant & L?j admet une solution 2p-périodique d'orbite

symétrique par rapport aux deux plans Pij et sz si et seulement si :

2,:8) 0,53) - 0 (5) @ (B

1 B =0 ou
kk(z) u( 7 - kz('pf) qofzk(%) = 0.

Cette orbite est p-anti-périodique.

Démonstration

Pour i=1, j=2, soit @ =(0 ) 1 qe1 5 3.4}

a) Soit ¢ la solution de condition initiale («,8,0,0),

alors ¢(o) e P1o et (p(-g-) =0(Pl(vg—) +59°2(%)-

@(%J € Ox. x, ©

e 1%41(%) + B0 (3)

(DB BB = o

Alors ¢(0) ¢ P1o et¢K%J € P12 d'ol :
© est p-périodique d'orbite symétrique par rapport a P12.
b) Si (A) e Liz alors (A) € Lp4 puisque ng L34, d'ou la condition similaire.

c) Soit ¢ la solution de condition initiale (o,8,0,0),
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alors (p(—g-) = ouPl(-g—) + B(Pz(-pg)

01,5 + o) =0
o(5) € Pyy = =0, (50,5 - 0, (e, B = o
w091 (5) + Boy(5) = o

Idem, pour la solution ¢ de condition initiale (0,0,a,8) telle que

p
w(QJ € P12.
: p
Remarque. Si (A) € L12,

u(t) Vv(t)
en posant XA(t) = ( Wt T(E) ol U,V,W,T 6)17(2,11)

alors a) devient det w(%)

1]
o

b) devient det V( )

NG

)

c) devient det U(

N

) det T(5) = o
I1 convient de noter 1‘'analogie entre ces résultats et ceux énoncés pour les
systémes différentiels linéaires p-périodiques symétriques de dimension 2.

En dimension 2, les matrices U,V,W,T sont éléments de M (1,R) c'est a dire

des réels. Dans ce cas det U=o équivaut a U=o.

La proposition suivante montre que 1'on obtient les mémes résultats en dimen-

sion 2 et en dimension 4 pour (A) € L?2‘

I1.3.2. Stabilité
Définition
Un systeme (A) € * P est dit exceptionnel pour la période p si et seulement

si det(XA(p) - I) = 03 si (A) n'est pas exceptionnel,on appelle indice de
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Poincaré de (A) pour la période p, le nombre yp(A) appartenant a {-1;1}

tel que :

vp(A) = sgn(det(X,(p) - 1))

Nous allons appliquer les deux propositions précédentes pour définir la sta-

bilité d'un systeéme linéaire p-périodique symétrique.

Proposition 11

u v
i p .E. =
Soit (A) € L12 et XA(Z) ( w T>

a) Si det U det V det W det T = o (resp. det V det W = o) alors (A) est-excep-
tionnel pour la période (2p)(resp.p) et (A) admet au moins une solution p-

anti-périodique ou p-périodique (resp. p-périodique) non triviale.

b) Toutes les solutions sont p-anti-périodiques (resp. p-périodiques) et
alors (A) est stable au sens de Liapunov, si et seulement si U=T =0

(resp. V= W = 0).

c) Si det U det V det W det T # o (resp. det V det W # o) alors (A) n'est pas
exceptionnel pour la période 2p(resp.p) et on a :

sz(A) = sgn(det U det V det W det T)
(resp. Yp(A) = sgn(det V det W))

(A) est donc instable au sens de Liapunov si (det U det V det W det T) < o

et stable si (det U det V det W det T) > o

Démonstration

a) E1le provient de la proposition précédente.
A B! s
En effet par exemple si V = v. v. )3 c'est a dire que det V = o,
V'3 4

c'est a dire qu'il existe o et B réels
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() ) - G

Alors la solution ¢ telle que o(t) = am3(t) + &p4(t) vérifie ¢(0) € P34 et
w(%) € P34 d'oli @ est p-périodique.
c) Montrons par le calcul que :

yp(A) = det V det W

Posons Com(XA(%J) =((Dk2)’k’2 € {1,2,3,4}) et A = det XAQ%)

. _ -1.p p
On sait que XA(p) J XA (2) J XA(—J

5
1
L 0
avec J = -1
0 -1
D-2D31339+20 3,7 =2Dg9235+2D93,5  -2D31333%2D43,,
X (p) = L 2039231 -2Dgp3g1  0+2D3p835-20y53y; 2035333720533
A A
203333120 33y;  2D3383572D453,,  -A42D33343-20, 33,4
~2034851%0,581 2034335420 03,,  -2034355%2D, 43,4
-203133,%20,13,, 3\
2D3585,-20)53,
2D45834-2053,,
-0=2D4 83,420, 43,
d'ol
-Dyjaz;  Dgy3gp 0 0 | Dgy D3y o0 o
\x (o)-1]- 18 D32331 Dag®a2 © ©| 16aya,, |Paz P32 ° ©
AL I} - t—7 L -
a*| D3333) -Dgay, -4 O 2% E Dgz D33 -2 0
-D_a D a _A 'D,, -D -A
32%31  Vag%2 ©0 & { Dgg -D3q4 0
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_16
[Xp(p)-1] (a31 42-231232) (031045"35041)

De plus D3qDy5-DgpDy; = (ay33p472531,) x &

_ 16
Xa(p)-1] = 7 (a378,5-2y)235) (31325427 4355)

|x (p)- 1| (det V det W)

et A>0 car Vt, det X(t) # o et det X(p) = 1.
On a bien :

yp(A) = det V det W

b) Toutes les solutions sont p-anti-périodiques

T et T

p/2(P12) = P34 p/2(P34) = P12 d'oll le résultat.

De méme, toutes les solutions sont p-périodiques

et T d'ou W =V = o.

Ty2(P12) = Prp et T a(Pay) = Py

Remarque. De méme que pour (A) appartenant a L?, nous voyons qu'il suffit de
déterminer la matrice fondamentale associée au systeme différentiel au temps p/2
p/2 pour connaitre la dimension de 1'espace vectoriel des solutions p-pério-

diques ou p-anti-périodiques.

11.3.3. Nous examinons la connexité de L?z

Proposition 12

L'ensemble des systemes non exceptionnels ng de L?Z n'est pas connexe. L'en-
p

semble des systémes exceptionnels de le sépare 1'ensemble des systémes non

exceptionnels en au moins 2 composantes connexes.
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Démonstration

L'application v : L’ig -+ {-1,1} est continue car XA(p) dépend continiment de A.
Donc, v est constante sur chaque composante connexe de L’ig IT suffit donc

d'exhiber deux éléments (A) et (B) de L?Z tels que :

valp) =1 et vgp(p) = -1

On pose :
o 1 O 1o
A = © l o _ o1
11 o et B 1
0 O
o 1 o 1
On a :
%(et+e't)+%cos t %(et+e't)-%cos t —lll-(et-e't)-7s1'n t
-}T(et+e't)-%—cos t —er(et+e't)+%cos t %(et—e't)+%s1'n t
| X, (£)-1]=
%(et-e't)+%sin t %—(et-e't’)-%-sin t %(et+e't)+%—cos t
%(et—e't)—%sin t %(et-e't)+—%—sin t %(et+e't)--2—cos t
1, t -t 1_,
Zw-e )+§swlt
1, t -t, 1_.
Z(e-e )-?sw\t
%(et+e't)-712cos t
t, -ty , 1
-}T(e +e )+§cos t
X, (£)-1] = (eP-1) (e ™+1)((cos t-1)% +sin’t)

Si lapériode p est distincte def 2km,k € Z% le systeme (A) est non

exceptionnel.
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Alors, ¥y p € R\ {2kr}; yp(A) = -1

%{et+e't)-l o %(et+e't) 0
IXB(t)-Il = 0 %{et+e't)-1 ) %ﬂet+e't)
%(et+e-t) 0 —1f(et+e't)-1 0
0 %{et+e_t) 0 %{et+e't)-1

Alors Y p € R ,‘yp(B) =1

Soit (AA) une famille continue de systemes différentiels de L?Z ol A

appartient a un domaine A de RrR™.

u(x) Vv(x)
Soit XAAC%) =<\ ) la matrice fondamentale associée a (Ax) au
W(x) T
temps %
Soit F(») = det V(xr)
G(r) = det W(r)
et H(x) = (F(1),G(x))

D'aprés la proposition 10, on sait que :

H(rA) # o © (Ar) non exceptionnel.

On obtient la proposition suivante :

Proposition 13

L'ensemble des systémes différentiels non exceptionnels L;g de ng admet au

moins 4 composantes connexes.

Démonstration

Soit (Axl) et (AAZ) appartenant a LIS et vérifiant F(Al)F(Az) < o (resp.

G(AI)G(XZ) <0). Tout chemin continu reliant (Axl) et (AAZ) contient donc
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un systéme (Ar) de L?z vérifiant F(A) = o (resp. G(}) = o).

On définit donc quatre composantes connexes.

Montrons qu'elles sont non vides.

0

Soit Akl ={ o 1

0

Le systeme (Axl) est dans L?Z et

2
F(xl) = -%(ep/2-e'p/2) <0
G()\ ) = _l(ep/z _p/2)2 < 0
1 7 -€
0 0
o 1
Soit AAZ =11 o
0

Le systeme (AAZ) est dans LEZ et

2
L2 Py 5

F(x,) =
G(X) = 1( p/2_.-p/2 2
5 gie™ e ) > o0
0
0 o 1
Soit Axag = | o 1 ; Ax3eL‘1’2etsio<p<2n,
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Le systeme (AA3) est dans L?Z et si o <p < 2m, alors :

F(A3) = %—S1n %(ep/z-e'p/z) >0

G(A3) = _l_sin %{ep/z_e-p/z) <0
1 o
0 o 1 \
Soit (AA4) =({1 o |
O b
0 7

Le systéme (AA4) est dans L?Z et si o <p < 2m alors :

F(2,) ='% sin J%(e'm-e'p/z) <0

G(x =-%—sin %(ep/z-e'p/z) >0

2)
Remarque. On ne peut obtenir de résultats précis concernant les composantes

connexes car on ne sait pas comment s'entrelacent les variétés définies dans

]R16 par :

det U = 0, det V =0, det W = 0, det T = o.
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CHAPITRE III - SYSTEMES AVEC SYMETRIES ADMETTANT UNE PARTIE
"""""" LINEAIRE AUTONOME

Nous étudions les systémes autonomes linéaires de L? et nous en déduisons les
possibilités d'obtention de solutions périodiques pour des systémes non liné-
aires particuliers, a savoir les systémes non linéaires perturbés

X = AX + eF(t,X), admettant 1a symétrie El.

Ceci peut constituer une approche du cas non linéaire qui sera traité ulté-

rieurement (§ IV).

III.1. Systémes symétriques dont la partie linéaire est un élément de Lg

II1.1.1. Systémes linéaires autonomes de Lg

Soit X=AX  (A)
un systéme différentiel autonome linéaire ou A est é]ément¢)1;(4,ﬂl).

(A) appartenant a LP, A admet 1a forme suivante :

1’
0 315 33 34
821 0 0 0
a3; O 0 o
a 0 0 [¢]

L'équation caractéristique associée a la matrice A est :

4
2,.2_ -
AT (A i a1 alj) 0. (1)

On a donc deux valeurs propres Al =i, =0 et deux valeurs propres x3,x4
opposées.
4

Posons o = % asq aq.
jop 91 71
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Le systéme (A) est équivalent a :

i ).(.1 = OLXl
{ Xy = 2y ¥y
Xy = 231 %)
kk4 =9 X

Déterminons maintenant suivant que o est positif, négatif ou nul, si Tp/z(El)

est transverse a E1 :

alj a\].1 > 03 A3 et Ay sont réelles et opposées.

Soit 8 =Va, la matrice fondamentale associée a (A) est :

%(et+e-t) i%;(et-e_t) i%;(et-e_t) i%;(et—e—t) l\\\
- i%%(et-e-t) a12221(et+e_t-2)+1 algZZI(et+e_t-2) E—l%:;a-t-gl(et+e-t-2)
: igé(et—e—t) algz3l(et+e_t—2) algz3l(et+e-t-2)+l algz3l(et+e—t-2)
ai:(et_e-t) a1§Z4l(et+e-t_2) ang41(et+e-t_2) a13241(et+e-t_2)+]

Les solutions ¢ p-périodiques dforbites symétriques par rapport a El1 ont pour
conditions initiales Xo = (o,cz,c3,c4) et vérifient ¢(p/2) € El.
O(5) € EL = ajpC %ay5ca¥a 0, = 0.
Comme @ #0, on a (a12,a13,a14) # (0,0,0).
Le systéme (A) admet deux solutions p-périodiques symétriques indépendantes

dont les conditions initiales appartiennent a E1. Ce sont les solutions cons-

tantes (o,c2,c3,c4) vérifiant a;,Cota; 5Ca+ay,Cy = 0.
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On déduit : T El) est transverse & El.

p/2
De plus, T ,,(Al) ¢ AL

a = jzz alj aJ.1 < 03 >\3 et x4 sont imaginaires pures.

Soit 8 =v-a, la matrice fondamentale associée a (A) est :

/ a a a
12_. 13, 14_.
cos t 5 sin t -5 sint = sint
a a,,d a,.a a,,a
2lgint 21 12(cos t-1)+1 21 13(cos t-1) 21 14(cos t-1)
t B8 a o a
X(g) =
a a,,a a,,a 3,42
31 . 31712 31713 31714
— sin t ——&-——(cos t-1) —a———(cos t-1)+1 - (cos t-1)
a a,qa a,qa a,,a
%sint 41(1 12(cos t-1) 41a 13(cos t-1) 41a 14(cos t-1)+1

(A) admet les mémes solutions constantes p-périodiques que dans le premier cas.
Soit ¢ une solution de (A) telle que :

©(0) e E1 ol ¢(0) = (o,cz,c3,c4)
<p(£) € E1 @ (a,,C,+a,,Chtaq,C,) sin(p) =0
2 1272°71373' 71474 ¥4 :

Si (p = 2kv, k€Z) alors T, (E1)=El et T, ,(A1)=AL d'ol (A) eO.4(p).
Si (p # 2kn, k€Z) alors Tp/Z(El) est transverse & El

et T_,,(Al) ¢ Al d'ou (A) Gaz(p).

p/2
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3me cas

It ™M

315 359 = 03 toutes les valeurs propres sont nulles (cf.(1))

j=2

La matrice fondamentale associée & (A) s'écrit :

1 a12t a13t a14t
2 2 L2
t t 2
0 Ay Tt a7 dta 7
K £2 £2 t?
0 Ay HPn Tl el 7
2
2 2 t
° pnt iy wtmt!

On a Tp/Z(A1)=A1 et

- 4 _
Tp/z(El) = {(o,cz,c3,c4) € R /(a12c2+a13c3+a14c4) = 0}

Si (a12=a13=a14=o) alors Tp/Z(E1)=E1'

Toutes les solutions sont p-périodiques. (A) appartient a CL4(p). (cf.11.2.)

Si (a12,a13,a14)f(o,o,o) alors Tp/z(El) est transverse a E1l.

(A) admet trois solutions p-périodiques symétriques indépendantes.

2a o
Remarque. Pour (alz,a13,a14)#(o,o,o) et p#—yg ou @=a53,1%3, 5331428143, le
systéme différentiel (A) est tel que :
Tp/Z(El) est transverse a EIl.
Elest un hyperplan de R4 donc si 1'on perturbe le systéme (A) de maniére a

conserver la symétrie El, ce cas de transversalité persiste.

III.1.2. Perturbations de systémes différentiels linéaires autonomes Lq

Soit (Ae) le systeme differentiel de F§ _ avec S ¢ {Al,E1,(AL,E1)}
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¥ =AX + eF(t,X), e € A < R; 0 €A
X e R

Le systéme homogéne (Ao) X=AX admet au moins un plan P de conditions initiales

de solutions p-périodiques symétriques

_ 4 -
P = {(o,cz,c3,c4) € R tel que c2a12+c3a13+c4a14—o}

] 2nk o .
Si (alz,a13,a14)#(o,o,o) et p #—;%E Ol 0=d),3,1+3,5331+3143, 13 kel

alors (Ao) est tel que Tp/z(El)#El.

On en déduit que : il existe un voisinage V de o dans A tel que pour tout ¢ de V

on a .

1. (Ae) admet une surface (de dimension 2) de conditions initiales de solutions
p-périodiques. Ces solutions rencontrent El aux temps o etr%. La surface se
réduit au plan P de E1l défini par les solutions constantes (0,c2,c3,c4) Veri-

fiant a12c2+a13c3+a14c4=0 lorsque € =0.
2 L'orbite de ces solutions est symétrique par rapport a El.

Le résultat précédent peut &tre généralisé de maniére trés simple aux systémes

linéaires non autonomes de la maniére suivante :

Soit (Ac) le systéme différentiel de Fg o vec S € {AL,E1l,(ALl,E1)}

X'=A(t)X+ F(t,X), e € Ac R, 0 €A

X € H24

On sait que le systéme homogéne

(Ro)  X=A(t)X
admet au moins deux solutions p-périodiques indépendantes dont les orbites sont
symétriques par rapport a El.

On a la généralisation suivante :
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Proposition 14

Si:

1) pour tout (x,t,e) &lément de RO x A, (Ac) vérifie les conditions de symétrie
par rapport & 1'espace El;

2) (Ro) admet un plan P de El de conditions initiales de solutions p-périodi-
ques;

3) Tp/z(Ao)(El) rencontre E1 transversalement, ou Tp/2 est la demi-application

de Poincareé.

Alors,

i1 existe un voisinage V de o dans A tel que pour tout e de V, on a :

1. (Ae) admet une surface de dimension 2 dans E1 de conditions initiales de so-

lutions p-périodiques. Ces solutions rencontrent E1 aux temps o et gn

2. L'orbite de ces solutions est symétrique par rapport a El.

Commentaire. Une généralisation aux systémes non linéaires symétriques sera

donnée par les théorémes 2 et 3 (§ IV).

II1.2. Systémes symétriques dont la partie linéaire est un &lément de L?Z

II11.2.1. Systémes linéaires autonomes de L?Z,p € R

Soit X=AX (A)
un systéme différentiel autonome avec A &lément de.ﬁt(4,ﬂ2).

(A) appartenant a L?Z’ A a T1a forme suivante :
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Déterminons comme dans II1.1. les différents cas de transversalités possibles

en vue d'une application a la théorie des perturbations.

L'équation caractéristique est de la forme :

A4 -AZX-+Y =0

avec ¢

X = b1c1+b2c3+b3c2+b4c4

Y = (b1b4-b2b3)(c1c4-c2c3)

o B

Si A= <~ ) : Y s'écrit : Y = det B det C
C o

Si (xi; 1< i< 4) sont les valeurs propres de A, on doit avoir

tr A = A s=0

n e~

i=1
On résoud,

AZJ\X+Y = 0 avec A = X2—4Y

lercas A >0
a) Toutes les valeurs propres sont réelles non nulles :
X >vA>0etY >0
Alors, (A) n'admet aucune solution périodique non nulle et

Tp/Z(Plz) n P12 = {0}; Tp/z(P34) n P34 = {0}-

b) Deux valeurs propres sont nulles, les deux autres sont réelles opposées :
X=v/2a>0etY=0
Le systéme (A) admet un ensemble de dimension 1, de solutions périodiques
constantes vérifiant :
{b1X3+b2X4=o

X =Xp0

c1X1+c2X2=o

, 51 det B=0o ou { , si det C=0

X3=X4=o
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Dans le premier cas, les solutions constantes appartiennent a P34, dans

1'autre a P

12
D'ou :
si det B=o, Tp/2(P34) rencontre P34 transversalement selon une droite.
si det C=o0, Tp/2(P12) rencontre P12 transversalement selon une droite.
c) Deux valeurs propres sont nulles, les deux autres sont imaginaires pures
{ X=-/A<o0
Y=o0
(A) admet des solutions périodiques constantes comme celles ci-dessus et
deux autres solutions indépendantes de période %% avec A = -/
Pour p = %%, toutes les solutions sont périodiques si det B=detC=o.
Dans ce cas, Tp/2(P12)=P12 et Tp/2(P34)=P34'
d) Toutes les valeurs propres sont imaginaires pures.
{ X< -V <o
Y>o
(A) admet deux solutions périodiques indépendantes de période-%%%=
1
_ _ X+/A s 2n . _ X-V&
ou A1 == et deux autres de per1ode-7fﬁ; ou A2 = =
2me_cas

-2 A =0

a) Toutes les valeurs propres sont réelles opposées deux a deux, de multipli-

cite 2
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(A) n'admet aucune solution périodique. On a :

Tp/2(P12) n P12 = {0} et Tp/Z(P34) n P34 = {o}.

b) Toutes les valeurs propres sont nulles

X=o0
{:Y =0
(A) admet les mémes droites de solutions périodiques constantes que dans
le premier cas b).

Si det B = det C = 0, on a deux solutions périodiques constantes indépen-

dantes;

c) Toutes les valeurs propres sont imaginaires pures
{ X <o Y
’ _"17
Y<o

Méme conclusion que pour 1.d)

3me cas

X2 < 4y > 5 =X

=+

A

Adoit étre imaginaire pur ce qui n'est pas possible dans ce cas car si

A =% ib on doit avoir b2 =A d'ol A =o0.

I11.2.2. Récapitulation

A) 1'espace des solutions p-périodiques est de dimension o si et seulement si

A20,X>/pet¥Y>o0

B) 1'espace des solutions p-périodiques est de dimension 1 si et seulement si

A >0, Y =o0 avec (det B, det C) # (0,0) et (X = Vo ou X = -/A avec p # %%)
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C) 1'espace des solutions p-périodiques est de dimension 2 si et seulement si
det B=det C=0; 420etX= /A

Y>o0,A20, X<-/Aetps= %;T.ou A= E%;E

D) 1'espace des solutions p-périodiques est de dimension 3 si et seulement si

A >0, X=-/A, Y =0 avec (det B,det C) # (0,0) et p-%%

E) 1'espace des solutions p-périodiques est de dimension 4 si et seulement si

A=20, X=-/A, det B-=det C=o0etp-= %E

Commentaire
L'existence de solutions périodiques admettant la symétrie Plz(resp. P34) est
1iée a la position relative de Tp/z(PIZ) (resp. Tp/2(P34)) par rapport a

P. (resp. P

12( 34)'

Or un plan ne sépare pas un espace de dimension 4 en deux régions distinctes.

Si 1'intersection de deux surfaces (de dimension 2) est réduite a un point, -

alors une petite perturbation peut faire disparaitre cela.

Nous voyons donc que les cas de transversalité obtenus ci-dessus ne permettent

pas de conclure quant aux systémes linéaires autonomes perturbés.
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CHAPITRE IV - SYSTEMES DIFFERENTIELS PERIODIQUES AVEC SYMETRIES

Nous étudions les systémes différentiels périodiques non linéaires avec
symétries. Nous montrons tout d'abord le lien qui existe entre une solution
périodique symétrique d'un tel systéme et les symétries de 1'@quation aux

variations associée,

Cela nous permet ensuite d'étudier les systémes différentiels dépendant de
paramétres en utilisant les résultats des systémes différentiels linéaires

périodiques avec symétrie (§ II).

IV.1. Equations aux variations

Soit (f) un systéme différentiel p-périodique avec symétries, c'est a dire tel
qu'il existe a € R et Se{Ai,Ei,Pij,(Ai,Ei),(Pij,Pij);1<i<j<4} tel que

p
(f) € Fs’a

Proposition 15

Soit ¢ une solution de (f) et (2¢) 1'équation aux variations associée a o.

a) Soit S1 = {Ai,Ei,Pij;l<i<j<4}; si® appartient a Soll. (f) alors (20)

S1l,a
; = P
appartient & LSl,a‘
b) Soit S2 ={(Ai,Ei),(Pij,Pij);1=<i<j<4}; si ¢appartient a 50122 0L(f) alors
. - p/2
(29) appartient a LSZ,a'

Démonstration

Soit a=0; on a :
(t) = Lt,0t)); te R
(29) est p-périodique car ¢ est p-périodique ainsi que f.

b _
Supposons que (f) € FAi,o’ alors



fi(t,xl,xz,x3,x4)

fj(t,xl,xz,x3,x4)

- 61 -

‘fi(‘t9y1’y29y3’y4)

= fj(-tsylay2’¥3s.Y4); J#-l

ou (yi=x. et yj=-xj pour j#i)

i
On obtient :

of,
T X1 XXy y)

of

R T
= ax Y YpYady)

afj
+ g):('t:.yls}’z:}’3s.y4)

of .

=+ —‘l('taylﬁyst3SY4)

afj
AU e By
afi
—Big(t’xl sxz 9X3 ax4)
afj
Eii(t’xl’xz’xs’x4) =
On a donc :
of
(2¢0Jk(_t) = N
afj
(2¢)jk(-t) = 3};
avec ¥ (t) =

IT en résulte que :

of .
(9) 53 (-1) = 3z2(ts0(t))
1

afj
(39) 5 (-6)= - (L)

De méme,

X ;
J

of .
= Wi(—t’yl’yZ’y3’y4)’ J#is k#1

_87(_']._(_1:, (pl('t)s (,02('t)3 (’03('t)’ (P4(-t)); J#i

('t’ lp]_(t)s Wz(t), ¢3(t)’ l1’4(1:))

-@, (+t) pour 2#i et wi(t) = ¢H(t) car © € Sol

(2¢3j1(t) pour j#i

-(2¢»jk(t) pour j#i et k#i

p
Ai,o0
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of ,
(20) 5, (-t) = W;(-t, ©1(-t)s @p(-t)s 05(-t)s 04(-t))
afi
D'ol
afi
(Q,QD)_i_i(-t) = ”a'x_(t"P(t)) = _(w)'i'i(t)
1
afi
(80) 34 (1) = + 5z (:9At)) = (29)5, (1), pour k¢

On a montré :
p
(20) € LA'i,o

Les autres cas se démontrent de 1a méme maniére.

: p p p
Soit ¢ € SO]i,o alors ¢ € SO]Ai,o n SO]Ei,p/4
en appliquant a) on obtient :

p p
(20) € Lpi o " Lai,p/a

La remarque 1 § Il permet de conclure.

La proposition précédente permet de lier les systémes linéaires symétriques aux

systémes non linéaires symétriques.

Nous allons appliquer les résultats du Chapitre II aux systémes non linéaires

symétriques.

Commengons par la stabilité.
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IV.2. Stabilité

Définition

Soit ¢ une solution p-périodique du systéme différentiel (f).

On appelle indice de Poincaré de ¢ pour la période p, et on le note'yp(¢),

1'indice de Poincaré de (%) pour la période p, lorsque celui-ci est défini.

4

Notons ¢(.,a,x°) : R >R, la solution de (f) telle que :

w(a,u,xo) = x°; ou x” e R
Remarque

Si 0(.,a,x°) appartient a Solg (f) ou S = {Ai,Pij,Ei; 1si<j<4}

alors d'aprés le théoréme 1 :

x° €S eto(a+ g-,a,xo) € S.

En particulier :

- ) p p ) . .
Sip(.,0,X") € SO](Ai,Ei),a(f) (resp. SO](Pij,?ﬁj),a(f) alors x~ € Ai (resp.Pij

Proposition 16

a) Si @ appartient a Solg a(f) avec S = {Ai,Ei,(Ai,Ei); 1<1i <4}, alors

yp,(zw) n'est pas défini; avec p’=p/2 pour S=(Ai,Ei), p’=p sinon

Si v est telle que (2¢) appartient 5(123(p) alors ¢ est instable au sens

de Lyapunov.

b) Soit ¢ appartenant a SO]gij,a(f) (resp. Solgij,ﬁij),a(f)) avec 1<i<j<4)
- _3o . p 0
et M =((a,,), k2 € {1,2,3,4}) = (0 F3sasX W) /y = (0,0,0,0)

Posons p'=p (resp. p'='%)§
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On a :

k3527 3220k) (k2373204 )

<
—~
S
S
n

sgn [(a

Yop (@) = sgn [(a; 250885 0(3)33,578 33,30 (8532557853351) (34 3g0 722 i)

'

oll Pij = sz, si chacun des termes est non nul.

Si y2p1(¢) = -1, alors © est instable au sens de Lyapunov; par contre si
YZPI(@) =1, la solution nulle du systéme d'équations aux variations associée
a ¢ est stable au sens de Lyapunov mais ¢ n'est pas nécessairement stable

pour (f) : on dit que ¢ est stable au sens infinitésimal.

Démonstration

a) On applique la proposition 7 et le corollaire (§ I1.2.4.).

b) On constate que ME est la valeur au temps a-k%r de la solution matricielle
fondamentale en t=a de 1'équation aux variations associée a o.

On applique alors, la proposition 10.

Proposition 17

Si ¢ appartenant a Solg 0L(f) avec S ={Ai,Pij,Ei; 1<i<j<4} est stable
(resp. instable) pour t -~ +«, alors ¢ est stable (resp. instable) pour

t > -« et réciproquement.

Démonstration

Prenons a=0. Soit Tp 1'application de Poincaré associé a la période p du systéme.

Soit @(.,o,xo) appartenant a Solg’a(f)

La solution p-périodique w(.,o,xo) est stable au sens de Lyapunov si et seulement
si :

4

ye>0, In>0, Yyx €R’, yn € N*,Hx-§ﬂ1<n =|H“(xr«°n<e

od ||.ll est une norme sur B24.
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Si 1'on note s(x) le symétrique de x par rapport a S parallélement a S

alors en utilisant le lemme 1, on montre par récurrence que
s(T"(x)) = T "s(x)

Cette propriété et la définition de la stabilité achévent la démonstration.

IV.3. Systémes différentiels périodiques symétriques dépendant

de paramétres

Nous appliquons les résultats du chapitre II aux systémes différentiels dépen-
dant de paramétres. Nous &tudions & quelles conditions une solution périodique
© symétrique d'un systéme différentiel périodique (f) symétrique est isolée ou

non, prolongeable ou non dans 1'ensemble des solutions périodiques de (f).

Nous appliquerons le théoréme de prolongement de Poincaré (71 . cf.IV.3.1.)
lorsque 1'équation aux variations (L9) associée & ¢ est non exceptionnelle,
ce qui peut &tre le cas pour (f)

(f) € FS,a ou S

{Pij,Pi3); 1<si<j<4)

Par contre,

. p N
si (f) € Fs,a ol S

{Ai,Ei,(Ai,Ei), 1<1<4}

alors (Lo) est toujours exceptionnelle. Nous montrons, grdce aux résultats du
chapitre II.2. que nous pouvons quand méme obtenir des réponses tres précises.
Munissons 1‘'ensemble des systémes différentiels p-périodiques de dimension 4

5 4)

(en tant qu'ensemble d'application f : R™ ~ R") de la topologie de la conver-

gence compacte; ce qui fait des ensembles
PR > @ € R, S 6 [ALE,Pij,(AT,ET),(P1J,PTI); 15§ <j<4)

des espaces topologiques.

De méme munissons 1'ensemble des solutions, continues et p-périodiques de tels

systémes, de cette méme topologie.
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Soient m € N et A un domaine de R™.
On définit F : A > FS o une application continue, dite famille continue de
L]
systémes différentiels p-périodiques avec symétrie S et paramétrée par A € A .

On note : F(A) = (M) et A@lxne solution de (*).

IV.3.1. Points exceptionnels et points ordinaires

On sait que si (gTp) équation aux variations associée a "y, solution p-pério-
dique n'est pas exceptionnelle pour la période p alors il existe pour » € A
voisin de n, une solution p-périodique et une seule ﬁp e (M) qui soit une
petite perturbation de "p. ([7])

Définition

Etant donné F :A - FE . soito e So1P 0L(nf); on dit que "¢ est un point

ou élément exceptionnel dans So]S 0L(nf) si (znw) est exceptionnelle pour la
période 2p’(p’ =%—dans le cas de symétries combinées (Ai,Ei) ou (Pij,PiJ);
p’=p sinon)

Dans le cas contraire, "o est dit point ordinaire dans Solg a(nf)'

Remarque. Si S € {Ai,Ei,(Ai,Ei); 1<1 <4} alors toute solution de ("f) est

exceptionnelle dans Sol1P L)
L)
Les deux théorémes suivants traitent le cas ol

(*f) € F§ 35S € (AL,EL,(ALEL)}

Si ¢ est une solution de (Af) alors (L¢) appartient a Lg.
Dans ce cas, les résultats de Poincaré ne sont pas applicables.

Supposons a =0.

Théoréme 2

Soit (xf) € FEI o une famille de systémes différentiels dépendant continlment

dex ¢ A ¢ RM,
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Si pour A = n e f, il existe une solution Q6 So]E1 o(nf) telle que 1'équation

aux variations associée (2p) soit dans Clz(p), alors :

a. la solution @ est non isolée dans So]El 0(”f); de maniére plus précise,
i1 existe dans E1 un é&lément de surface (P) ouvert, de classe C1 en
(x2,x3,x4), passant par ¢(0) € E1, tel que pour tout u €(P), la solu-

tion "o de (“f) definie par"p (0) =u soit telle que Fp e SolEl o (")

b. 1a famille Mo de solutions périodiques de (nf) peut &tre prolongée a

tout un voisinage VU de n dans A, de maniére unique et continue enA.

Démonstration

Soit Tp/z(”f) la demi-application de Poincaré associée a (nf)
Q€ 501[:’1’0(%) donc ©(0) € E1 et w(%) e El.

Par hypothése, (2Q) € Clz(p). Dans une base bien choisie, respectant les sy-

I _ (P .
métries X(£¢)(2) est de la forme :
up vy 0 0
p U2
X(lé)(ﬁ) = . . avec vl#o et (u2,u3,u4) # (0,0,0)
3
g

Soit Tg/zvl'application tangente a T /2 AU point ¢(0). TB/Z est identifiable

p ,
= -~ 1~ * = .

a Tp/z(lw) d'ou Tp/Z(El) est transverse a E1 puisque Vi #o.

Cela entraine que Tp/z(El) est transverse a El au pointiﬁ(%) et coupe El
au voisinage de ce point, selon un élément de surface (P) de classe Cl.

Le théoreéme 1 permet de conclure.

/

Remarques. 1. Soit (2&0 € Cl3(p) c'est & dire que (%p) admet trois solutions
linéairement indépendantes p-périodiques, deux d'orbite symétrique par rappor

3 E1 et 1'autre par rapport a Al.
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On a :

Vv, 0 0
1 .

X(ﬁa)(%) = avec v, £0

“
0
0
0

Dans ce cas, T;/Z(El) est encore transverse a El.

On en déduit que le théoréme précédent reste vrai pour (2®) € Cfé(p)

2. Si (f) et © sont de symétrie Al sans &tre de symétrie El,
alors le théoréme n'est pas applicable car la transversalité entre Al (de

dimension 1) et Tp/z(Al) (de dimension 1) n'est pas générique dans E24.

Théoréme 3
Soit (M) € FP (p) une famille de systémes différentiels dépendant
(A1,E1),0

continument de Aen ¢ RM

Si pour A =n € A, il existe une solution 0 € SO]?AI,El),o(nf) telle que

1'équation aux variations associée (%) soit dans(].z(p), alors :

"f), mais non dans so1?. ("f)

a) la solution @ est isolée dans So]? E1,0

AL,E1),0¢
b) Ta solution ¢ de ("f) peut &tre prolongée & tout un voisinageQere n dans A

de maniére unique dans So]?A1 E1) 0("f), continiment en x.

Démonstration

Par hypothése ¢(0) € Al et &X%) e E1

(2@) € C12(p) d'od X( »)(%) est de la forme :

e
Ul V]. 0O O
u
- (Py - 2
X(a0) (@) = ]
3
Ug

avec ulxleDll_#o et (u2,u3,u4) # (0,0,0)
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[P * 5
d'oi Tp/4(A1) est transverse a E1 car Uy #0.
Cela entraine que Tp/4(A1) est transverse a El au point{B(zpr)
a ", isoléa p n
I1 en résulte que ¢ est isolée dans SO](AI,EI),O( f).

” cola P n : AOPE =P
¢ est non isolée dans SO]El,p/4( f) du fait du théoréme 1 avec o I

~ !

Remarque. Le théoréme 3 reste vrai si 1'on suppose (20) € C13(p).

Les résultats précédents nous conduisent a énoncer les définitions suivantes :

IV.3.2. Point S-ordinaire, point S-bifurcation

Définition
; . n P m
Soit F : A » Fs,a et © € So]s’a( f)
On dit que "o est un point S-ordinaire dans 5012 a(nf) si il existe un voisi-
nageqj'delwdansﬂA tel que pour tout A 617, il existe une unique solution

% ¢ s01P (Xf) telle que *o > "o lorsque A - n
S,a

Un point "o appartenant a Solg a(”f) qui n'est pas S-ordinaire est dit point

S-bifurcation dans Solg L)

Remarque. 1. Les théorémes 2 et 3 définissent des conditions d'existence de
points (Al,El)-ordinaires. On voit donc qu'un point exceptionnel peut étre

(Al,El)-ordinaire.

Nous examinons maintenant le cas ol S € {Pij,(Pij,Pij); l<i<j<4}.

Proposition 18

Soit n¢ € 5012 0L( f) et Mz = (amn) la matrice associée a n¢ par la propo-

sition 16.

Si S=Pij(resp.(Pij,Pij)) ol Pij =Pke et si (akiazj - 38,4 #0)
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(resp. aiiajj _aijaji

(resp. (Pij,PT3)-ordinaire) dans So1f ("f)

Démonstration

Soit S = Pij, et S = Pke
0 _ o 0 0 o _ = . .
Posons x = (x ’X2’X3’x4) avec X =0 pour m#i et m#J

Soit H(x?,xg,x)= Uil(x?,xg,x), H2(x?,x9,x))

0 .0 _ A p 0

avec H1(xi,xj,x) = wk(a-+?,a,x )
0 0 Z A P 0
H2(xi,xj,x) ¢l(a-+2,a,x )

A p A . . 0.0 .\ _
© € SO]Pij,u( f) si et seulement si H(xi,xj,x)-o

Or, on a :

H("p; (o) "5 (@) sn) =0

n n
3H =(3‘Pk a‘pz>=(a ] >
axT VN ax?  ax® ki “ei
1 1 1
n

n
3H =<a¢’k a‘pz>_(a
0 0 0 - kj az')
X X ? J
RS B

#0) alors v est un point Pij-ordinaire

Le théoréme des fonctions implicites nous assure que si :

(83255 =332 7 0)

alors H(x?,xg,x) =0

admet une unique solution (x?

1,xg)(x) pour ) voisin de n.
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Commentaire
Nous avons vu par les théorémes 2 et 3 qu'un point exceptionnel, &lément d'une
famille de solutions p-périodiques avec symétrie S peut &tre un point S-ordi-

naire, pour S = (Al,El).

La proposition suivante montre dans quel cas il est possible d'obtenir une af-
firmation analogue pour S élément de {Plz,(P12 P34)} pour la période

np(n € N .

Proposition 19

Soit S = {Plz,'PE,(Plz,FE)} et n appartenant a3 N*

Supposons que pour tout A € A, (Af) € Fg o soit x¢>un point exceptionnel

dans So1P OL(>‘f) tel que la matrice associée par la proposition 16 soit de la

forme (U V); on a alors
W T

T _ - A . T
1. SiU=T=o0et$S —(P12,P12), alors "¢ est un point P,, ordinaire dans

So]ézml)p(}‘f) dés que det V det W #0.
12

2n
Apest un point P p-ordinaire dans Solp p(Af)

12

2np
>‘(p est un point (Plz,?i;)-ordinaire dans Sol, (M), si det V det W#o0;

12

(2n+1)p

Ap est un point (PypsP1p)-ordinaire dans So]P12 (M)

A — ..
2. SiV=oetS =P12, alors © est un point (P12,P12)-ord1na1re

dans 501?312;515)(Af) si det U det T #o.

A ) .
3. SiW=o0etS =P12, alors ¢ est un point (P12,P12)-ord1na1re

dans So]np = (Af) dés que det U det T #o0.
(Py2:P1p)
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Démonstration

u v
mP = ( ) et
o W T

PP = pin-1)p P
a [¢

¢

On a

On calcule les différentes matrices dans les trois cas suivants :
U=T=0; V=03 W=o0

La proposition en découle.

Commentaire

En dimension 2 des résultats analogues ont &té énoncés.

a ¢

La matrice Mg est de la fonma( ) et les résultats sont donnés en fonction

b d
de la nullité de a,b,c ou d.

Dans notre cas, la nullité de a,b,c,d est remplacée par la nullité de

det U, det V, det W, det T.
Cela rend moins souple, 1'étude en dimension 4,

Par conséquent, nous avons des résultats moins généraux qu'en dimension 2.
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CHAPITRE V - ETUDE NUMERIQUE

V.1l. Introduction

|
Depuis longtemps, on essaie de rechercher numériquement des solutions pério-
diques de systemes différentiels.

De nombreuses méthodes ont été élaborées dans ce but, faisant appel le plus

souvent a 1'analyse fonctionnelle.

L'étude des systemes différentiels périodiques symétriques qui est développée
précédemment permet, par une méthode numérique simple, de localiser des solu-
tions périodiques symétriques de tels systemes lorsque 1'un des espaces de

symétrie est de codimension 1.
Cette méthode simple repose sur les faits suivants :

a) Une solution ¢, d'un systéme p-périodique admettant la symétrie S au temps O
et 53 est p-périodique d'orbite symétrique par rapport a S si et seulement

si ©(o) et ¢(p/2) appartiennent & S.

b) Dans le cas, ol le systeme différentiel admet des symétries par rapport
aux deux espaces supplémentaires S et S, aux temps o et p/2 respectivement,

on a :

Une solution © est 2 p-périodique d'orbite symétrique par rapport a o si et

seulement si ©(o) appartient & S et ©(p/2) appartient a S.

On se limitera donc a étudier des systemes différentiels p-périodiques admet-

tant les symétries Ei ou (Ai,Ei) pour i appartenant a {1,2,3,4}.

Le principe de détermination d'une solution p-périodique (resp. 2 p-périodique)

est le suivant :

On considére 1'ensemble des solutions ¢ du systéeme différentiel vérifiant

©(o) € Ei (resp. ¢(o) € Ai)
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Si ® et @, sont deux solutions vérifiant cette condition telles que ¢1(p/2)
ettpz(p/Z) soient de part et d'autre de Ei (c'est a dire<pli(p/2)4p21(p/2) <0),
alors pour tout chemin joignant<p1(o) a wz(o) dans Ei (resp. Ai) on sait qu'il
existe un réel X, tel que si ¢ vérifie ©(0) = X, alors ©(p/2) appartient a

Ei (resp. a Ai).

-

Notre étude est parfaitement adaptée & la variation de parametres comme le

montrera le paragraphe suivant.

V.2. Méthode numérique des symétries dans les cas (Al,El)

Nous donnons les grandes lignes de la méthode numérique dans le cadre d'une
famille de systeémes différentiels p-périodiques de symétries (Al,E1) dépendant

de deux parametres.

Une étude détaillée est donnée dans [10] par B. SCHMITT en dimension 2jelle est

valable encore dans notre cas.

Rappelons auparavant les résultats que nous utiliserons.

V.2.1. Propriétés des solutions

Soit :

x = £(t,X,A) (f,)
une famille de systemes différentiels p-périodiques de symétrie Al au temps o
et E1 au temps p/2, paramétrée par X. On suppose que :

f est analytique par rapport a x et t,

» appartient a un ouvert A=/A x B de R(X = (a,b)),

X = (xl,xz,x3,x4) appartient a ]14
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On désigne par ¢(t,to,x°,x) la solution unique de (fx) dépendant analytique-

0=(0000)

0 R ' s s .
ment de (t,to,x ,\) issue au temps initial t0 du point x X1sX0sX35Xy)

Les composantes de ¢ sont notées : (¢1’¢2’¢3’¢ﬁ)
On note X, (resp.j?{) 1'ensemble des x (resp. (xg, g, 2))

Nous avons montré :

¢ﬁ(%3o,xg,o,o,o,k) = 0® ¢ est p-périodique symétrique par rapport a o.

¢H(%~+k%,o,x?,o,o,o,k) = 0® ¢ est (2k+l)p-périodique symétrique par rapport a

0 40,0
A)

¢ﬁ(§~+%3%30, 9:X35Xgs2) =020 est p-périodique symétrique par rapport a El.

Notations
Soit 21 <X 1 A 1'ensemble des (xl,k) tels que

P =
¢1(4,o,x1,o,o,o, ) =0

A chaqué point (xl,x) de Iy correspond w(t,o,xl,o,o,o,x) solution de (fx) qui
est p-périodique, harmonique impaire (ie. @(t-+%) = - o(t)).
Soit Zl(k) c 2(1 x A 1'ensemble des (xl,x) tels que
By P -
@1(4-+k?30,x1,o,0,0,x) 0

A chaque point (xl,x) de Zl(k) correspond une solution de (fx) qui est (2k+1)
p-périodique harmonique impaire.

Soit 1, © 2{1 x A 1'ensemble des (x,,X4,X,) tels que

©

o

1GHEHpogangaxg) = 0

A chaque point de 22 correspond une solution p-périodique d'orbite symétrique

par rapport a El.
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Remarque. Les ensembles précédents sont, chacun, définis par une équation
analytique liant X3 ) OU Xp3X35Xgeh3 C€ sont des surfaces analytiques de

. codimension 1 danszf1 x A = R3 ou&? X A = ]R5.

V.2.2. Méthode numérique

Nous voulons déterminer 21.

4 étant une surface analytique de dimension 2, nous déterminons les sections

de I; par des plans P, = 5%. x {b} x /A rapportés aux reperes (OXl,Oa)
Soit m = (x,a) un point de P, et
o(m) = ¢10%,o,x,o,o,o,a,b)
On suppose que 1'on sait déterminer o(m) avec la précision désirée. Comme o(m)

dépend continliment de m, la courbe z? = Pb n Iy partage le plan Pb en deux

régions ouvertes :

Z?(+) d'équation o(m) > o et Z?(-) d'équation o(m) < o

1) Détermination d'un point de z? (Procédure 1)
On choisit my et m, de fagon que
o(ml).o(mz) <0
Alors, le segment [ml,mzj contient au moins un point m" de z?

On détermine alors m* par dichotomie.

2) Détermination d'un second point de z? (Procédure 2)

On se donne m* de z? et une direction D
Soit nq le point situé a une distance L1 de m* dans la direction D

Soit my sM, les points de Pb situés de part et d'autre de nq dans la direction

perpendiculaire @ D a une distance L2.
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Si o(ml).o(mz) < 0, alors on applique la procédure 1.

Sinon on diminue les longueurs L1 et L2 et on recommence.

3) Détermination d'une branche de z?

On commence par déterminer deux points m*,n* suivant les procédés 1 et 2 puis
on se donne pour direction D, la direction de la droite (m* ,n*) et on cherche
un nouveau point & partir de n* en réappliquant la procédure 2 et ainsi de !
suite...

(voir annexes).

En application, nous présentons une étude numérique.

V.3. Etude du systéme paramétré par a et b :

X"+2X34bXYZ = a cos t

!

Y =X (I b)

i
7' = xy®

v.3.1. Soit (O,X,X',Y,Z) 1'espace des phases associé au systeme différentiel.
Ce systeme admet les symétries (Al, o = Kn); (El, o = kn*~%)

Nous savons déterminer des solutions harmoniques impaires vérifiant
X'(0) = Y(0) = Z(0) = o et X(2k+1}}) = o
|

c'est a dire les solutions qui a 1'instant initial sont situées sur 1'axe OX

et traversent 1'espace (0X',0Y,0Z) & 1'instant (2k+1}%.

Ces solutions sont (2k+1) x2m-périodiques d'orbites symétriques par rapport
aux espaces Al et El.

m

De plus, si ¢ est une telle so]ution,@((2k+l)%) et ¢(3(2k+1)2) appartiennent
a El.
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D'oll, si T est la demi-application de Poincaré associée a la période
(2k+1) x 2w, alors T(E1l) n El est un espace de dimension 2 passant par

@(3.(2k+1}%).

Soit E'l = T'l(T(El) n E1). Cet ensemble est composé de conditions initiales
de solutions périodiques d'orbite symétrique par rapport & El. Pour déterminer
cet ensemble, on peut par exemple appliquer la méthode numérique précédente en
fixant a et b et en paramétrant par XosXgsXy. La solution ¢ étant périodique,
son équation aux variations admet une surface de conditions initiales de solu-

tions périodiques dont les conditions initiales sont situées dans El.
Cette surface est tangente 3 E’l au voisinage de o.

V.3.2. Soit 1'équation de Duffing :

X"+ 2x3

+bX=acost (IT b)
Cette équation a été étudiée dans [101.

Nous montrons que si b =0, alors 52 admet la méme structure pour (I.) et (II.).
1 0 0

Ceci reste vrai pour Zg(k).

Etude du cas b=o0

La projection d'une solution harmonique impaire de (IO) de condition initiale
(X(0), X'(0) = 0, Y(0) = 0, Z(0o) = o) périodique de période 2w dans 1'espace
des phases (0,X,X") est une solution paire et harmonique impaire de (IIO), de

condition initiale (X(o), X'(o) = o) périodique de période 2m.

Réciproquement,
Soit ¢ une solution de (IIO) de condition initiale (X(o), X'(0) = 0) paire et

harmonique impaire. On a :

XQ%) =0 et X'(0) =0
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La premiére équation de (Io) étant indépendante des deux autres, on peut
intégrer séparément les deux derniéres équations, une fois la premiere in-
tégrée.

Le développement en série de Fourier de ¢ est de la forme :

o(t) = a; cos t +a, cos 3t + ay cos 5t + ...

Montrons alors que ¢ induit une solution harmonique impaire, 2n-périodique

dans (0,X,X',Y,Z) vérifiant :

X' (0) = Y(o) = Z(0) = X(%J =0

En effet :

Si Xm est la valeur moyenne de X(t) sur 1'intervalle [0,27], alors

t
Y(t) = f (X(u) - X-)du est 2m-périodique et vérifie Y(o) = o.
)

De méme, si Ym est la valeur moyenne de Y(t) ¢2(t) sur 1'intervalle [o0,27],

t
alors Z(t) = 4[ Y(u) ¢2(u)du est 2m-périodique et vérifie Z(o) = o.
0

On en déduit que Zg(pour Io) est une courbe connexe, symétrique par rapport
a 0, homéomorphe a R, coupant OX1 en une infinité de points et partageant

le plan X . x {0} x /A en deux composantes connexes ouvertes.

‘1
Les conditions initiales de sous-harmoniques de Io coincident, de méme, avec

celles de IIO (fig. 1).

V.3.3., Etude du cas b#o

A. Harmonique
Nous avons déterminé (voir figures 1 et 2) des familles de conditions initia-
les de solutions périodiques pour Ib’ pour les valeurs de b suivantes :

b=1, b=3, b =5.
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On peut remarquer que pour b = 1, Ta portion de courbe Zi est connexe; cepen-
dant, la disposition de cette courbe differe suffisamment de celle de Zg

pour qufon puisse affirmer que nécessairement, il existe entre les valeurs

b =o0etb=1 au moins une valeur de b pour laquelle la courbe Z? présente
un point multiple. I1 semble donc que pour notre équation, z? n'est pas, pour

tout b, une courbe homéomorphe & R.

Le méme phénoméne se produit d'ailleurs pour b compris entre 3 et 5.

B. Sous-harmoniques d'ordre 3

Nous avons déterminé (figures 3-4) quelques familles de solutions sous-
harmoniques d'ordre 3. On peut remarquer que certaines de ces familles, pour
b fixé, viennent bifurquer avec les familles de solutions harmoniques, d'autres

non.

Nous avons tracé quelques solutions 6m-périodiques (voir figures 5,6,7 et 8).
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