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IilÏROtX'CTIOlI

Soi t  ( f )  un système di f férent ie l  p-pér iodique de la forme :

( f )  *T 
= r t r ,x) ;  ( t ,x)  e tR x Rn

I l  es t  d j f f i c i le  d 'é tud ie r  en  généra l  un  te l  sys tème e t  en  par t i cu l ie r  de

pouvo i r  d i re  quand es t -ce  qur i l  admet  des  so lu t ions  pér iod iques .

En faisant des hypothèses de symétr ie sur 1e système, on peut obtenir  des

résul tats cof f ine on 1 'a vu en dimension 2 dans les thèses de KARR t l l  et

MAZZANTI [5] .  Dans ce travai l ,  nous nous intéressons à des systèmes d' i f fé-

ren t ie ls  dans  JR4,  qu i  vér i f ien t  les  hypothèses  su ivantes  :

P l )  ( f )  es t  p -pér iod ' ique  c 'es t  à  d i re  lp  €  R ,  f ( t *p ,x )  =  f ( t , x )

P2) ( f )  admet 1a symétr ie par rapport  à un espace af f ine S, au temps o,

c 'es t  à  d i re  f (u+ l , s (x ) )  =  s ( - f (a - t , x ) )

Nous a l lons  vo ' i r  qu 'un  te l  sys tème admet  tou jours  des  so lu t ions  p-pér iod iques

non t r i v ia les  lo rsque ( f )  es t  l inéa i re  e t  S  es t  un  espace a f f ine  de  d imens ' ion  3 .

Le premier chapi t re est  consacré aux propr iétés généra1es des systèmes sat is-

fa isan t  P l )  e t  P2) .  A  la  f in  de  ce  chap i t re ,  nous  énonçons un  théorème-c ' lé  qu i

permet  de  dé tec ter  s ' ' i l  ex is te  des  so lu t ions  p-pér ' iod iques  ou  Zp-pér iod iques

en fa isan t  appe l  à  la  demi -app l ica t ion  de  Po incaré .

Dans le  chap i t re  I I ,  nous  é tud ions  les  sys tèmes p-pér iod iques  symét r iques  l i -

néaires qui  présentent un grand intérêt .
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En ef fet ,  un système p-pér ' iodique admettant la symétr ie S estrau vois inage

d,une solut ion p-pér iodique, approché au premier ordre par un système l inéaire

de même nature.

Le théorème-clé du premier chapi t re est  exploi té pour prouver que si  S est  de

d imens ion  1  ou  3  a lo rs  on  a  une in f in i té  de  so lu t ions  pér ' iod iques  pour  le

système l inéa. i re étudié.  s j  S est  de d ' imension 2 des exemples de systèmes

n,admet tan t  pas  de  so lu t ions  pér iod iques  sont  donnés à  la  f in  du  chap i t re .

Le  chap i t re  I I I  débute  par  l ,é tude dé ta i l lée  des  sys tèmes l inéa i res  au tonomes

vér. i f - iant  p2).  Ensui te,  nous montrons que pour des perturbat ' ions conservant les

symét r . ies  su f f j sanment  pe t i tes ,  1 'ex is tence de  so lu t ions  pér iod iques  symét r i -

ques  es t  conservée lo rsque S es t  de  d imens ion  3 '

Dans 1e  chap i t re  IV ,  on  s ' in té resse aux  sys tèmes non l ' i néa i reso  à  paramèt res ,

symétri ques .

D iverses  poss ib j l j tés  se  présenten t  e t  nous  ar r i vons  à  conc lu re  quant  à

l ,ex . i s tence de  so lu t ions  pér iod iques  iso lées  ou  non en  regardant  l ' équat ion

aux  var ia t ions .

L ,ob je t  du  dern ie r  chap i t re  es t  1 'exposé d 'un  exemple  numér ique;  la  méthode

u t i l ' i sée  es t  ce l le  des  symét r ies -

Les  résu l ta ts  que nous  avons  ob tenus  dans  R4 se  généra l ' i sen t  sans  d ' i f f i cu l té

aux systèmes d' i f férent ' ie ls de Rn admettant des symétr ies par rapport  à un

espace S de  d imens. ion  1ou de  cod imens ion  1 ,  a ins ' i  qu 'aux  sys tèmes d j f fé ren-

t ie ls de F,2n admettant des symétr ies par rapport  à un espace S de dimension n.
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I .  DEFINIT IONS ET PROPRIETES DES SYSTEMES DIFFERENTIELS PERIODIQUES
AVIC SYMETRIES.

I .1 .  Dé f in i t i ons .

I .2.  Propr iétés des solut ions de systèmes di f férent ie ls adnettant
une symétr ie.

I .3.  Propr iétés des systèmes di f férent ie ls admettant des "symétr ies
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I .4 .  Sys tèmes p-pér " iod iques  avec  symét r ies  e t  so lu t ions  p-pér iod iques .
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I I I .2 .  Sys tèmes symét r iques  dont  1a  par t ie  l inéa i re  es t  un  é lément  de  f ! ,

IV .  SYSTEMES DIFFERENTIELS PERIODIQUES AVEC SYMETRIES

IV.1 . .  Equat ions  aux  var ia t ions .
IU  .2 .  S tab i  I  i  t é .
IV.3.  Systèmes di f férent ie ls pér iodiques symétr iques dépendant

de paramètres.

V. ETUDT NUMERIQUE

V.1 .  In t roduc t ion .

V.2 .  Méthode numér ique des  symét r ies  dans  le  cas  (A1,E l )

V.3.  Etude du système paramétré par a et  b X" +2X3 +bXyZ = a cos t

Y '  =  X

Z' = XYZ
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CHAPITRE I  -  DEFINITIONS ET PROPRIETES DES SYSTEIVIES DIFFERENTIELS

PERIODIPUES AVEC SYMETRJES.

Dans ce chapi t re,  nous déf in issons la not ion de système di f férent ie l  symétr ique
^

par rapport  à un espace S de IR-.

Nous énonçons certaines propriétés de

trons comment on obt ient  des solut ions

Nous nous  ré fé rons  aux  thèses  de  B.Kar r  t  1 l  e t  S .Mazzant i  t  5 l  qu i  on t  abordé

ces  prob lèmes en  d imens ion  2 .

I  .  L .  Déf i  n i  t i  ons

Not re  é tude es t  l im i tée  à  IR4 mun i

nées  (X l ,XZ ,X3 ,X4) .

So' i t  :

lf = r(r,x)

un système di f férent ie l  de dimension 4,
A

où x  =  (x1 , *Z ,x r , x4 )  e  R4  e t  f  =  ( f f f z , f3 , f4 )  :  IR '  R4  *  R4

admet  des  dér ivées  par t ie l les  dé f in ies  e t  con t inues  par  rappor t  à  x  e t  es t

cont inue par morceaux en t .

Remar-que.  Les  cond i t ions  ' imposées sur  ( f )  assurent  l ' ex is tence e t  I 'un ic i tê

d 'une  so lu t ion  a ins i  que  sa  dépendance  con t inue  en  les  cond i t i ons  in i t i a les .

I .1 .1 .  Dé f in i - t i on  de  la  symét r ie  par - rappor t  à  un  espace  S . IR4

au temps a(cr e R)

0n note Vt(x)  le vecteur f ( t ,x)  admettant x comme or ig ine et  s 1a symétr ie

par  rappor t  à  S  para l lè lement  à  5 ,  où  5  es t  un  supp lémenta i re  de  S.0n  d i t

que ( f )  est  un système di f férent ie l  avec symêtr ie S au temps cr s i  et  seulement

s i :

ces systèmes, en part icul ier  nous mon-

pér iodiques symétr iques.

d 'une or ig ine  0  e t  d 'un  sys tème de coordon-
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vo+t (s(x) )  =  s ( -v ' - t (x ) ) ;  ( t ' x ) e IR  x  n4

"N
I
I

o- t  
( * )

i
uo*.( s (1)is (x)

r'
Remarqug. s i  ( f )  est  un système di f férent ie l  avec symétr ie S, au tempsc '

a lo rs  :

f  (a+ t ,s (x ) )  =  s ( - f  ( c - t ' x )  '  V  ( t ' x )  e  IR  "  IR4

Dans tou te  la  su i te ,  S  (ou  éventue l lement  51 ,S2 'S3)  dés ignera  un  axe  OXt '  un

p lan  OX 'X , ,  un  espace  0XrXrXn;  (1< i  < i<  k<  4 ) .  En  fa i t ,  pa r  ra ison  d 'ana log ie

év idente ,  nous  n 'app l iquons  la  dé f in i t ion  géomét r ique précédente  qu 'aux  sys-

tèmes admettant une symétr ie au temps cr € lR, PâF rapport  à 0X1'  OX'X, ou

b ien  OX'X 'XO.

I  . I .? . .  Propr i  é tés

Symêtrie par rap!g-t!_sl'axe 0X.' (noté A1)

( f )  est  avec symétr ie A1 au temps a s i  et  seulement s i

f r (a+ t ,x ' x2 ,X3 ,x4)  -  - f1 (c r - t , x1 ' -x2 ' -x3 ' - *4 )

f ,  (c+ t  ,x l , xz ,x r ,x4)  =  f j  (q - t ,x1 ' -x2 ' -x3 ' - *4 )  ;  ( i l1 )

0n notera FAi,o l 'ensemble des systèmes di f férent ie ls avec symétr ie Ai  au

temps  a  e t  fOr ,o  rn  é lément  de  FOr ,o ,  i  e  {1 ,2 ,3 ,4 } .

Svmétr ie Dar rapport  au plan 0X.X" (noté P12)

( f )  est  avec symétr ie P12 au temps a s i  et  seulement s i

f r (a+ t ,x ! , xz ,x ' x4 )  -  - f j (a - t , x1  , xz ' ' x3 ' - *4 )  i  i=L ,2

f r (a+ t ,x ! , xz ,x3 rx4)  =  f j (a - t , x t , xZ ' -x3 , - *4 )  i  i=3 '4



- 6 -

0n notera Fpi3,o l 'ensemble des systèmes di f fêrent ie ls avec symétr ie Pi j  au

temps c r  e t  f ' r j ,o  uD ê lément  d .  Fp i5 ,o .

Symétr ie par rapport  à l 'espace OX2X?X, (noté El)

( f )  est  avec symétr ie El  au temps c s i  et  seulement s i  :

f r (c r+ t ,xL ,xZ,x3 ,x4)  =  f1 (a- t , -x 'x2 ,x3 ,x4)

f r (a+ t ,x ! , x . , x3 ,x4 )  -  - f j (a - t , - x 'X2 ,X3 ,xO)  ;  j l l

0n notera FEi,o l 'ensemble des systèmes di f férent ie ls avec symétr ie Ei  au

temps a  e t  f r i ,o  u r  é lêment  d"  FE i ,

I .2.  Propr ié_tés des solut ions de systèmes di f férent ie ls admettant une symétr ie

So i t  S  e  tA i ,P i i ,E i ,  1< i  < j  <4 ]  e t  ( f s ,o )  un  sys tè rne  d i f fé ren t ie l  avec  symé-

t r ie  S  au  temps a .

Nous mont rons  que tou te  o rb i te  d 'une so lu t ion  de  ( fS ,o)  qu i  t raverse  S au

temps o est  symétr ique par rapport  à S.

0n notera :

F" ^ :  1 'ensemble des systèmes di f férent ie ls avec symétr ie S au temps cr
J r u

Sol ( f )  :  l ' ensemble  des  so lu t ions  de  ( f )

I (p)  :  l 'ensemble de déf in i t ion maximal de tp = (eL,eZ,er,ÇO) oi t  e e Sol( f )

Remarqu_e l .  :  Si  tP e Sol( fs,o) et  Ç(a) € S, alors :

I (p )  es t  un  in te rva l le  ouver t  con tenant  a  donc  i l  ex is te  un  in te rva l le  ouver t

I  centrê en a maximal contenu dans I  (9)  .

f  ( c - t )



-7  -

-Lcpue-1:A

Soi t  ( fA i ,o )  e t  p  e  So l ( fA i ,o )  te l l e  que  p ( " )  e  A i '  a lo rs

e t ( t )  =  tP . (2o- t )

o,  ( t )  = 4i  (zcr- t )  ,  i l i  -

L 'o rb i te  de  p  dans  I 'espace des  phases  OXtXrXtXO es t  donc

por t  à  I 'axe  OXi  (no té  A i  ) .

Dêmonstrati on

So i t  u ( t )  =  (u , . ( t ) )1  =  f 4où :

o.' ( 2c-t)

-9r(2o- t ) ,  i l i

a lo rs  :

( t )  = -o. i  {zo-t)  
-  - f i  (2a-t ,cp(2c-t)  )

( t )  =  f ,  (2cx- t ,e (24- t ) )

. )  pour Ai ,  au temPs c,  on obt ient  :

( t )  =  fo ( t ,uo ( t ) ) '  k  e  {L ,2 ,3 ,4 } '

De p lus  :

cr )  =  <P(a)'  
+  V t  e  I (P ) ,  u ( t )  =  9 ( t ) .

" )  
=  ô ( o )

VtC I :

symétrique par rap-

a

=u. '  ( t )

u ,  ( t )

En app l iquan t  ( I .

D 'où  u  e  So l ( fA i ,

ù i

r l .
J

t .2

ù t

o ) .

l r t
L.,t

teuuc-l:B

so i t  ( fp i j , o )  e t  g  e  So l ( f r r j , o )  t . l 1e  que  9 (a )  e  F i i '  a lo rs  v  t  e  I  :



L 'o rb i te  de  @

au p' lan OX'X,

-B -

(Pk ( t )  =  @k(24 - t ) ;  k

Pk ( t )  =  9k (Zc r - t ) ;

dans I  'espace des phases

(no té  P i j  ) .

€ { i , i }

k  é  { i , j } .

0X1XZX3X4 est doncsymétrique par rapport

R2

I
I
I

--, @

ï t t ' l

Démonstrati on

E l le  es t  ana logueà cel  le du lemme 1-A

uo( t )  =  9k (Za- t ) ;  k

uO( t )=  -9k (2a- t ) ;  k

avec  u  vér i f ian t

e  { i , j i

€  t r , J j

-Leuue-1:E

Soi t  ( f r r ,o )  . tp  e  So l ( f r i , o )  te l l e  queg( " )  e  E i ;  a lo rs  V  t  e  I  :

P i ( t )  =  -@i (2o- t )

e j ( t )  =  e j (2a- t ) ;  i l i .

L 'orbi te de g dans 1'espace des phases Oxrx2xrXo est  symêtr ique par rapport

l ' espace complémenta i re  à  0X. ,  dans  IR4 (no tê  E i ) .

Démonstrati on

E l le  es t  ana logue à  ce l le  du  lemme L-A avec  u  vér i f ian t

u r ( t )  =  -P- (2c t - t )

ur( t )  = e j (zd- t ) ;  i l i .
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Ren lgrque 2  :  S i  a  e  So l ( fS ,o)  e t  <D(o)  e  S ,  a lo rs  :

I (@)  es t  un  in te rva l le  ouver t  cen t ré  en  c r i  en  e f fe t :

I (9)  étant un ouvert ,  supposons que I(9) = l t l ' t ' t

D ,après  la  dé f in i t ion  de  ( f r ,o ) ,  on  sa i t  que chacune de  ses  composantes  vér i f ie

une relat ion de la forme :

fo ( t , x r , xz ,x3 , *4 )  =  ( -1 )u  fo (2c r -1 ,v1 , !2 , !g ,Y4)  ;  1  <  k  <  4

avec  v  pa i r  ou  impa i r  su ivan t  la  symét r ie  S  vér i f i ée  e t  l ' i nd ice  k  u t i l i sé ;

y j  =  ( - t )u  t j  su ivant  les  mêmes c r i tè res .

De plus,  comme p(cr)  e S, d 'après les lemmes précêdents,  on a :

pk ( t )  =  ( -1 )v*1  9o(2o- t ) ;  1<k<4 .

0n  en  dédu i t  que pu isque g  es t  dé f in ie  à  d ro i te  de  t r ( resP.  à  gauche de  t2 )

rp est  aussi  déf in ie et  prolongeable à droi te de 2a-tr(resp. à gauche de 2a-tr)

d 'où  ,  t . r1u ' t ,  ( resP.  t l=?a ' t2 )

0n a donc :

t' = ?a-t''

Rêsumé

Les trois cas précédents se résument de la manière suivante :

so i t  ( f r ,o )  . t  <D e  so l  ( f s ,o )  te l l e  que  9 (a )  e  s ;  a lo rs  :

a )  I (o )  es t  cen t ré  en  c

b)  p ( t )  =  s (<p(Zc l - t ) ) ,  V t  e  I (o )

où s est  la symétr ie par rapport  à S paral lè lement à 5

1.3.  propr iétés des systèmes di f férent ie ls admettant des "symétr ies comPosêes"

e t  de  leurs  so lu t ions

Nous verrons qu'un système di f fêrent ie l  ( f )  admettant deux symétr ies,  en des

temps di f fêrents,  a des propr iétés nouvel les intéressantes :
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( f )  es t  pé r ' i od ique  ( i .e .  3T  e  IR* ,  V t  e  R ,  f ( t+T ,x )  =  f ( t , x ) )  e t  a lo rs ,

sous  cer ta ines  cond i t ions ,  i1  peut  admet t re  des  orb i tes  pér iod iques .

Dans ce cadre 1â, nous étudions d 'abord 1es systèmes admettant deux symétr ies

e t  nous  en  t i rons  les  conséquences  pour  des  sys tèmes par t i cu l ie rs  :  l i néa i res ,

par exemple.

Pu is ,  nous  généra l i sons  aux  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  admet tan t  p lus  de  deux

symétr i  es.

I .3.1.  Systèmes di f férent ie ls admettant deux symétr ies en des temps
di ffélents .

Propos i t ion  1

So i t  S1 ,  S2  e {A i ,P i i ;E i i< i  < i<4}  e t  ( f )  e  FS1,on  FSz ,B ,

a lo rs  ( f )  es t  :

2 (Ê-c )  pér iod ique ,  s i  S1=S2

4(B-a)  pér iod ique ,  s i  S l lS2 .

Démons trat i  on

Pour  S1=S2=S,  pu isque  ( f )  €  F r ,o  on  a  :

fo  (  t , x r ,Xz ,X3 , *4 )  =  (  -  1  )v  fo (  zc - t , y  y !  2 ,v3 ,y4 )

avec  v  pa i r  ou  impa i r  su ivan t  la  symét r ie  S  vér i f i ée  e t  I ' i nd ice  k  u t i l i sé ;

y j= ( -1 )ux j  su ivant  les  mêmes c r i tè res .

De même pu isque ( f )  e  FS,e  :

fo  (  t ,x r ,X2,X3,*4  )  =  (  -  1  )  
u  f  k  (  zB- t ,y  yy  2 , !  3 , t  4 )

d 'où l 'on  dédu i t  :

fp ( t ,v r , !  2 , !  3 ,v4)=f ; . (2(o-o)+t ,y1 , t2 , t3 , !4)
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La dêmonstrat ion se fa i t  de manière analogue pour

s ivement  le  fa i t  que  ( f )  e  FS1,o  Pu i t  ( f )  e  FSz ,o

S l lSZ en ut i  I  ' i  sant succes-

deux  fo i  s .

tgusg-?.1.

so i t  ( f  )  €  Fs ,o  n  Fs,u(o .  B)

S i  <p es t  une so lu t ion  de ( f  )  vér i f ian t  :  p (o)  e  S e t  9(B)  e  S;  ( ' i  .e .  I  vér i f ie

les hypothèses du lemme 1.S autemps a et B) alors :

a) I(P) = 1ff,

b )  <p  es t  pér iod ique de  pér iode 2(g-o)

De p lus ,  1 'o rb i te  de  tp  es t  symét r ique par  rappor t  à

Dêmonstrati on

a) I (e1 = p car I (p)  est  centré êh q êt  I  avec ol8

b)  Dans chaque cas ,  on  u t i l i se  les  fonc t ions  u  dé f in ies  au  lemme 1 'S

0na :

u (B)  =  AQa-B)

ù(s) = ô1za-o)

+u( t )  =  9 ( t ) ,  V t  e  IR  (â  9 (2 (B-o )+ t )  =  p ( t ) '  V t  e  IR

Legse-?',?'

So ' i t  ( f )  .  FS l ,o  n  FS, ,B  ôVêc  S1 ,S2  e  {A i ,P i i ,E i ,  1< i ' i  <4 } '  S l l sz r  o ,  s  B '

S i  I  es t  une  so lu t ion  de  ( f )  vé r i f i an t  :  p ( " )  e  51  e t  p (S)  e  52 ,  a lo rs  :

a )  I (e )  =  P

b)  g  es t  une so lu t ion  4(B-o . )  pér iod ique;  d lo rb i te  symét r ique par  rappor t

à  51  e t  SZ donc  auss i  par  rappor t  à  S1 n  52 .
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En par t i cu l  ie r ,

s i  S1  o  52  =  R4  a lo rs  o  es t  2 (B-a )

( i .e .  :  çG(B-a)+ t )  =  -9 ( t ) ,  V  t  €

e t  I 'o rb i te  de  p  es t  symét r ique par

Démonstrati on

ant i  -pér i  odi  que

IR) .

rappor t  à  l ' o r ig ine  de  1 'espace  des  phases .

so i t  u  la  fonc t ion  dê f in ie  au  le rnme 1-S pour  s=s l  pu isque ( f )  r  Fs l ,o  Ê t  V

ce l le  dé f in ie  pour  S=S2 pu isque  ( f )  .  t r r ,U .

Comme u<p et  v<0, on dédui t  que v(20-o) appart ' ient  à S1.

0n a donc :

( f )  .  FS l ,o  n  FsZ,Z ' -o 'p (c r )  e  51  e t  <p(20-a)  e  52

D 'où  en  app l iquan t  2 ;L ,  on  ob t ien t  que  <p  es t  Z (ZB-Za)  pér iod ique .  S i

51  @ 52 =  R4,9  es t  symét r ique par  rappor t  à  S1 e t  52  donc  par  rappor t

I  'o r i  g i  ne  des  phases  pu i  sque 51  l l  S2  =  o .

<p  es t  donc  ' impa i re  par  rappor t  au  temps 2(B-cr ) .

0n  en  dédu i t  que o  es t  an t i -pér iod ique

Examinons le cas part icul ier  où ( f )  admet deux symêtr ies au même temps c.

I .3.2.  Systèmes di f lérent ie ls admettant deux symétr ies au même temps q.

Propos i t ion  2
A

a)  S i  51  O 52  =  lR- ,  a lo rs  f ( t , x )  -  - f ( t , - x )  e t  donc  f ( t ,o )  =  o ,  V  t  e  IR .



-13 -

Laseu leso ]u t ion<ppér iod iquevêr i f i an tp (o )eS le t

sol  ut ion ' ident i  quement nul  I  e '

b )  Réc ip roquement ,  s i  ( f )  €  FS,o  . t  f ( t , x )  =  - f ( t ' - x )

où 5 est  un supplémentaire de S dans IR4 '

Démonstrati on

p(" )  e S2 es t  la

-s2 ( f  (a - t , s l  ( x )  )

- f  ( c r+ t , - x ) .

et  p(cr)  € S2 <+ P(o) = o.

a lo rs ( f )  eFS,o

a) Soi t  s i  la sYmétr ie Par raPPort

Comme 5T=S2' on a :  s2 o s1 = - Id '

0n  va  app l iquer  success ' i vement  la

à  S i  pa ra l lè lement  a  S ;  ( i=1 ,2 )

dé f in ' i t ' i on  de  ( f ) a  FS l ,o  Pr i s  ce l le  de

( f )  €  FSZ,o .  0n  ob t ien t  :

f (a+ t ,X)  = -s2  
"  s1 ( f (c+ t ' x ) )  =

f (c r+ t ,X )  = - f  (a+ t ,s2  .  s1 (x ) )  =

En ou t re ,  pu isque 51  n  52  =  {o } ,  q t (o )  e  S1

De p1us ,  pour  tou t  t '

f ( t ,o )  = - f ( t ,o )  + f ( t ,o )  =oâ  Ô( t )  =o '

Sachan t  qu ' i l  y  a  ex is tence  e t  un ic i tê  des  so lu t ions '  on  en  dédu i t  que

a =c.

= ( -1 )u  f f (2c - t , y )

e t  u  pa i rs  ou  . impa i rs  su ivant  la  symét r ie  S  vêr i f  iée

b)  S i  ( f )  e  FS,o ,  fo ( t , x )

o -  y j  =  ( -1 )u  x j  avec  v

e t  l ' i nd ice  k  u t i l i sé

fo ( t , x )  =

D 'où  :

- fk ( t , -x )  â  fo( t ,x )  =  ( - t1v  to(2" - t ' -y )

( f )  e  Fs,o '

r  .3 .3.Svstèmes di f férent ie ls admeltant plus de d.eux s tri es .

Après l 'étude des systèmes di f férent ie ls admettant deux symétr ies '  nous examl-

nons  s i  l ,on  ob t ien t  de  nouve l les  p ropr ié tés  pour  1es  sys tèmes d i f fé ren t ie ls

ayant  p lus  de  deux  sYmét r ies .
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Par  exemple ,  s i  ( f )  e  Fs1 ,o  n  Fsz ,o*p  n  Fs3 ,o*p , r  o  (  p .  p '

a lo rs  d 'ap rès  1a  p ropos i t i on  1 ,  on  sa i t  que  ( f )  es t  pé r iod ique .

une  pér iode  es t  l e  m in imum de  (a (p ' -p ) ,4p)  pour  s l l sz ;  s2 lS3 ;  S1 lS3  e t  p '  es t

mu l t ip le  de  p .

De même dans  les  au t res  cas ,  on  ob t ien t  1a  pér iode de  ( f )  en  examinant  tous . les

cas  poss ib les  de  symét r ies  2  à  2  pour  ( f )  e t  en  app l iquan t  1a  p ropos i t i on  1 .0n

fai t  de même pour toutes les autres propr iétês de ( f )  et  des solut ions du système

d i f fé ren t ie l .

L 'êtude des systèmes di f férent ie ls admettant plus de deux symétr ies revient donc

à l 'ê tude des  propr ié tês  de  ( f )  en  cons idérant  tou tes  1es  syrné t r ies  2  à  2  poss i -

b les  pour  ( f )  e t  les  p ropr iê tés  qu i  en  décou len t .

C 'es t  pourquo i ,  dorênavant ,  nous  nous  l im i te rons  à  l 'é tude des  sys tèmes d i f fé -

rent ie ls admettant deux symétr ies au p1us.

Un système di f fêrent ie l  admettant deux symêtr ies en des temps di f férents est

pér iod ique (c f .  I .3 .  p rop .  1 ) .  Rêc ip roquement ,  es t -ce  qu 'un  sys tème d i f fê ren t ie l

pér iodique avec symétr ie S1 admet forcément une autre symétr ie 52 ?.  La rêponse

est  a f f i rmat ive .

Nous app l iquons  a lo rs  I .3 .  aux  sys tèmes p-pér iod iques  (de  pér iode p  e  IR)  e t

nous  énonçons les  cond i t ' i ons  d 'ob ten t ion  de  so lu t ions  p-pér iod iques  pour  de

tels systèmes.

0n désignera par :

FP :  l ' ensemble
J r 0

symêtrie S

P( f )  :  l ' ensemble

des

au

des

systèmes dif férentiels p-périodiques avec

temps o.

pér iodes de ( f ) .

t r i es  e t  so lu t ions
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Lemme 3

Démons trati on

a)  s i  ( f )  6  F3,o ,  a lors  y  p '  e  P( f ) ,  ( f )  e  F3,o+p, /z

b)  s i  ( f )  e  F ! ,o  n  t ! ,u ,  a lors  f  p '  e  P( f ) ,  te l  que 3  =cr  (p ' /2 )

c)  s i  ( f )  e  t ! r ,o  n  F !z ,g(s l ls2) ,  a lors  I  p 'e  P( f )  te l  QUê B=cr  (p ' /4 )

a) tn( , ,+!-  - t ,x)  = ( -1)v tn("-Ë +t ,Y)

où v  es t  pa i r  ou  impa i r  su ' i van t  la  symét r ie  S  vér i f i ée  e t  I ' i nd ice  k  u t i l i sé ;

de  même *k  =  ( - f )uY t .  0 r  P '  e  P( f )  d 'où  :

f t  ( .-+ -t ,x) = (-1)v to("$- +t,v).

0n ob t ien t  donc  que  ( f  )  e  Fg ,o*p '12 .

b )  e t  c )  se  dédu isen t  de  I .3 .

Rappe l  .  So i t  ( f  )  .  FR^,  e t  tp  e  So l  ( f  ) .  A lo rs  
' l  ' app l i ca t ion  :

J  t q

Â 
*  IR4Tp: lR '

^o  +  <D(p+c l ra rxo)

est  appe lée  1 'app l i ca t ion  de  Po incaré  assoc iée  à  la  pér iode p  du  sys tème '

où  <p( t ,o ,xo)  es t  la  so lu t ion  un ique de  ( f )  i ssue de  xo  au  temps in i t ia l  c r  '

0n  appe l le ra  dem' i - ( resp .  quar t )  d 'app l ' i ca t ion  de  Po incaré ,  no té  Tp/Z  ( resp '

Tp /+ )1  'aPP l i ca t ion :

R4  *  IR4

^o  *  p (Ë+o,o ,xo )  ( resp .  e (Ë+o,o ,Xo) .

Des lemmes prêcédents,  on dédui t ,  en posant B=o+1, le théorème :
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Théorème 1

En notant  so l3 ,o( f  )  l 'ensemble des so lu t iors  <p= (vr ,or ,<pr ,Qo)  de ( f  )  .  F t ,o

qui vêr i f ient  <P(o) e S et  9( .o+f)  e S; on a :

a )  So i t  ( f )  .  t ! ,o

,p / r ( t )  n  SÉ0 s i  e t  seu lement  s i  ( f )  admet  des  so lu t ions  p-pér iod iques

<p appartenant à Sol ! ,o( f )  dont les orbi tes sont symétr iques par rapport

à s.

b)  So i t ( f )e rP  . 'FP  n  avecS ie52=R4
S l r a  "  ' S 2 r o + ;

Tpl4(51)  n  SZ l0  s t  e t  seu lement  s i  ( f )  admet  des  so lu t ions  p-pér iod i -

ques  p  appar tenant  à  So l3 t , * ( f )  n  So l tz ,o*p /+( f )  dont  les  o rb i tes  sont

symét r iques  par  rappor t  à  S1 e t  52  donc  par  rappor t  à  l ' o r ig ine  de

1 'espace  des  phases .

c )  So i t  ( f )  .  FBf ,o  n  FEZ,a+p /4  avec  S1  e t  52  non  supp lémenta i res .

Tp l+(S l )  n  52  f  0  s i  e t  seu lement  s i  ( f )  admet  des  so lu t ions  p-pér io -

d iques  rp  appar tenant  à  Sof ! r ,o ( f )  n  So lSz ,o*p /+( f )  dont  les  o rb i tes  sont

symétr iques par rapport  â Sl  et  52,  donc par rapport  à 51 n S2.

Re.marque a.  (OXi )  est  porté par Ai  et  (0X, Xk Xo; i l i ,  k l i  ,  e" f i  )  est  porté

par  E i .0n  cho is i t  E i  ( resp .A i )  comme supp lémenta i re  à  A ' i

( resP.  E i  ) .

b .  (ox i  X j )  es t  po r té  par  P i j  e t  (oxo  Xu ;  k , t ,  Ê  { i , i } )  es t  po r té

par P1n.0n chois i t  P, .u comme supplémentaire de P' i i  et  on le

notera PïJ.
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Notati ons

0n notera :

F lR i , r i  
) ,o ( resp ' r fe i : ,p î i ) ,c , )  

l 'ensembl t  F i i ,o  n  FEi  ,a+p/4

(resp. tËr i ,o  n  tËïJ  
,a+p/4)

sor fn i  ,E i  ) ,o ( f )  
I 'ensemble  so l l . i  ,o ( t )  

n  so lËr ,o*o7ot t )

sor f ln t  j ,m) ,o( f  )  I 'ensemble SolB. , i ,o( f  )  n  so l f -1 ,o*p74( f  )

I .5 .  Exemples

a)  So i t  x ( rv )+ f ( t , x ,x '  , x "  , x " '1  =  s  (1 )  une  équa t ion  d 'o rd re  4  avec

f :  IR t  lR4 -  IR cont inue par morceaux en t  et  de c lasse Cl par rapport

aux  quat re  dern ie rs  a rguments .  Le  sys tème d i f fé ren t ie l  (1 )  s 'éc r i t  sous  la

fo rme d 'un  sys tème d i f fê ren t ie l  d 'o rdre  4  :

*1=*Z

X2=X3

i3=*4
(1  ' )

i+  = - f ( t ,xr ,xr ,xr ,xO)

a lors  (1 ' )  ne  vér i f ie  pas  les  cond i t ions  de  symêt r ie  par  rappor t  à  E l  car  on

devra i t  avo i r

f r (a+ t ,x r , x2 ,x3 ,x4 )  = ' f  
z (a - t , - x r , x2 ,X3 ,X4)

0 r '

f r (o+ t ,x r ,X2 ,X3 ,xO)  =  x ,

0n  vér i f ie  de  même que:  le  sys tème (1)  n 'admet  pas  de  symét r ie  par  rappor t  à  u

espace de  d imens ion  1  ou  de  d imens ion  3 .
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Par contre,  (1)  peut admettre des symêtr ies par rapport  à un espace de dimen-

s ion  2 .

Dans l 'espace des  phases  (0 ,X  ,X '  ,X"  ,X" ' ) ,  ces  symét r ies  sont  :

syrnétr ie OXX",  au temps a,  s i  f (a+trx rx '  ,x"  ,x" ' )  = f  (o- t rx r-x '  ,x"  , -x" ' )

symétr ie OX'X" ' ,  au ternps a,  s i  f  (c+trXrX'  ,x"  ,x" ' )  = - f  (o- t r -XrX'  , -x"  ,x" ' ) .

b )  So i t  * ( i v )+ f  ( t )  9 (x ,x "  )  =  o  (2 )  avec  f  :  IR  *  IR  cont inue par

morceaux en  t  e t  g  :  IRZ *  IR  de  c lasse  C l .

S i  f  es t  pa i re ,a lo rs  (2 )  admet  1a  symét r ie  OXX"  au  temps a  que1 le  que so i t  la

fonc t ion  g .

c )  So i t

x " '+ f  ( t rXrX '  , x "  , ! )  =  o

y '+g( t rx rx ' rX" rV)  =  o  
(3 )

avec f ,g :  IR x iR4 * IR cont inues par morceaux en t  et  de c lasse Cl par

rapport  aux quatre dern' iers arguments.

Le système (3) peut admettre une symétr ie par rapport  à un espace de dimension 3.

Dans l 'espace des  phases  (0 ,X  ,X '  ,X" ,Y)  ce t te  symét r ie  es t  :

symêt r ie  OXX"Y au  temps  c r , ,  s i  f (o+ t ,X ,X ' , x " , ! )  =  - f (a - t rX , -X ' , x " , ! )

g (a+ t  , x ,x '  , x "  , y )  =  -g (o - t ,X , -X '  , x "  , ! )

Le système (3) peut admettre la symêtr ie par rapport  à I 'axe 0X'  au tempso,

s i

f  ( a+ t  r x rx '  , x "  rY )  =  f  ( c - t r -X rX '  , - x "  , - ! )

g ( c+ t  , x , x '  , x "  , y )  =  g ( " - t , -X ,X '  , - x "  , - ! )

Le système x"'+si[ ty = s

y '+s i n  t x "=  o

admet  les symétr ies 0X X"Y et  0X'  au temps o.
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En outre,  (3)  peut admettre sous certaines condi t ions

symét r ies  0XX"  e t  O t 'Y .

portant sur f  et  g les

d) Examinons les différentes symétries que peut admettre un système de deux

êquations du second ordre :

x " + f  ( t r X r X '  , Y r V ' )

y " + g ( t r x , x '  r Y , V '  )

= O
(4 )

= Q

avec f ,g :  IR * IR4 * IR de classe Cl par rapport  aux quatre derniers argu-

ments et  cont inues par morceaux en t .

Le système di f férent ie l  (4)  peut admettre des symêtr ies planes'

Dans  l ' espace  des  phases  (0 ,X ,X ' ,Y ,Y ' ) , ces  symét r ies ,  au  temps  c r ,  Sor t  :

Syrnâ t r ie  oXY au temps o  s i  :  f  (e+ t ,X ,X '  , ! , ! '  )  =  f  (a - t ,x  , -x '  ,V , ' ! ' )

g (c r+ t ,X ,X '  , ! , ! '  )  =  g (c - t , x r -X '  ,V , -Y ' )

Syr , re t r i e  0X 'Y '  au  temps  c r  s i  :  f  ( c l+ t ,X ,X '  , ! , y ' )

g (a+ t r x rX ' r y rV ' )

Symétrie 0XY' au temPs cr si : f ( c r + t r X r X ' r ! t ! ' )

g  ( a + t ,  x  , x '  , !  , !  
'  
)

:  f ( c r + t r X r X '  , ! r ! ' )

g ( c r + t r X r X  r Y r V  )

Symétr ie OX'Y au temps a s i

Le système différentiel (4) ne peut admettre de symétries

ou par rapport  à un espace de dimension 3.

En  e f fe t ,  s i  (4 )  admet ta i t  l a  symét r ie  0X, ( resp '  0X 'YY ' ) '

f r (a+ t rx ,X '  ,Y ry ' )  =  + f r (a - tox  , - x '  , - ! , -Y ' )

( resP '=  - f3 (o - t ' - x ' x ' 'V 'Y '  )

- f  ( c - t r - X r X '  , - !  r ! ' )

- g ( o - t r - x r x ' r - V r Y ' )

f  ( c r - t r X r - X '  , - !  r ! ' )

- g  ( o - t  r X  r - X  
'  

, - !  , ! ' )

- f  ( o - t r - X r X '  , y  r - Y ' )

g ( " - t , - X , X , y , - V  )

par rapport  à un axe

par exemple,  on aurai
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o r  f3 ( t , x rx '  , !  r ! ' )  =  y '

donc  (4 )  n 'admet  pas  la  symêt r ie  0X,  ( resp .  OX'YY ' ) .

0n montre de même, guê (4) n 'admet pas les autres symétr ies.

En  par t i cu l ie r ,  s i  l ' on  a

x"+ f ( t r x rx ' )  =  o r (5a)

y "+g( t r ! , ! ' )  =  o r (5b)

avec f ,g :  IR "  IR2 * IR cont inues par morceaux en t  et  de c lasse Cl par rapport

aux quatre derniers arguments.

A lo rs  le  sys tème admet  la  symét r ie  p lane  0XY( resp .0X 'Y ' ;  resp .OX 'Y ;  resp

resp .OXY' )  dans  I ' espace  des  phases  (0 ,X ,X ' ,Y ,Y ' ;  s i  e t  seu lement  s i

5a )  admet  1a  symét r ie  0X( resp .0X ' ; resp .0X ' ; resp .0X)

dans  l 'espace des  phases  OXX'

5b)  admet  1a  symét r ie  0Y( resp .0Y ' ; resp .0Y; resp .0Y ' )

dans  I ' espace  des  phases  OYY'
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CHAPITRE I I .  SYSTEMES DIFFERENTIElS LINEAIRES PERIODIQUES D.E DIMENSION 4
ADMETTANT DES SYMETRIES

L'étude des systèmes di f férent ie ls l inéaires est  une étape importante dans

l 'é tude des  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  car  la  l inéar isa t ion  permet  d 'ob ten i r  une
première approximat ion dans de nombreux problèmes non l inéaires.  Nous vemons

en par t i cu l ie r  dans  le  paragraphe ( I I .2 . )  que ce t te  ê tude permet  d 'ob ten i r  des
résu l ta ts  p réc is  dans  le  cas  non l inéa i re .

I I .1 .  Forme.de fa  mat r ice  du  sys tème e t  de  la  mat r ice  fondamenta le  assoc iée

Nous mont rons  que l 'ensemble  des  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  l inêa i res  p -pér iod iques

symétr iques L*P, S€ décompose en deux part ies (1es systèmes admettant les symé-

t r ies  (A i  ,E i  )  ou  (P i  i  ,m) )  .

Pour  un  é lêment  (A)  de  fp ,  nous  ver rons  qu ' i ' l  su f f i t  de  dé terminer  la  mat r ice

fondamenta le  assoc iée  au  temps g ,  xOt | ) r  pour^  ob ten i r  la  d imens ion  de  I 'espace

vec tor ie l  des  so lu t ions  p-pér iod iques .

Nous donnons donc  1es  propr ié tés  de  XO( t )  pour  A  é lément  de  LP.

I I .1 .1 .  Génêra l i tés  sur  les  sys tèmes d . iJ fé ren t ie ls  l inéa i r -es .pér iod iques

symêtr i  ques .

a )  So i t  Lp  l 'ensemble  des  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  l inéa i res  p -pér iod iques  de

d imens ion  4

dx- =
d t

des

la

A( t )  x (A)

ceaux e t  p -pér iod ique

Les coeff ic ients de A

D
b)  So i t  L i  l ' ensemble,  J : O

dimension 4 admettant

avec x = (xl  ,xz,x3,x4) e IR4 et où A : IR *Jt (4,R ) est continue par mor-

(p  n 'es t  pas  fo rcêment  1a  pér iode min ima le) .

se ron t  dés ignés  par  ak t ;  k , t  e  {L ,2 ,3 ,4 }

sys tèmes d i f fê ren t ie ls  p -pêr iod iques  1 inéa i res  de

symét r ie  S  au  tempS a  € lR ;S  e {A i ,P i j ,E i  1  s i  < j  <41

onat  LE,o=tE,onLo

T
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Remarque  L .  So i t  (A )  €  LP,  a lo rs  A( t )  x  =  -A( t ) ( -x )

0n  dédu i t  de  la  p ropos i t i on  (2 )  (5  I .3 . )  que  :

Va€R,LB,o=LË,o

où 5  es t  le  supp lémenta i re  de  S dans  n4  Oét in i  dans  I .4 .

Remarque 2 .  a )  S i  (A)  e  13 ,o ,  a lo rs  (A)  e  LE,o+p/2  d 'après  le  lemme 3 '

b )  s i  (A)  e  LB,o  n  L  
{ ,o*p7+,  

a lo rs  d 'après  le  lenrne  3  (S I '4 ' )

et  la remarque 1,  on en dédui t  que (A) est  un système di f férent ie l  l inéaire

p/2 pér iodi  que (  i  .e.  (A) e YP/Z ,  -

Conc lus ion

Des deux remarques précédentes'  on dédui t  que

si  (A)  e t l t ,o ,  a lors (A)  e L?: ,p/Zt

en effet

rP  =  lP  =  LP.  =  lPrÂL ,o  -  r 'AL ,p /2  -  tEL ,p /2  - 'E l ,0

Sans restreindre la générat ' i té on peut supposêl  cr  = o '

0n  dés ignera  Par

tT = t l r ,o = LEi,ot  i  e { I ,2,3,4}

rT i  = t | , j ,o  = Lh,o;  1<i< j<4

r"o = ,!, (LT,Llj)

En u t i l j san t  la  remarque  2 ,  on  s 'aperço i t  que  :

r*P/Z=!(tB,on*,oro,

En u t i l i san t  les  dé f in i t ions  des  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  symét r iques ,  on

obt ien t ' la  p ropos i t ion  su ivante  qu i  donne la  fo rme d 'un  sys tème d i f fé ren t ie l .
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Propos i t ion  3

a)  Un sys tème (A)  appar tenant  à  LP es t  dans  LT ( i  e  { ! ,2 ,3 ,4 } )  s i  e t  seu lement

s i

. )  ukn ,  r  R  +  R ,  (k  ou  s  =  i ;  k  f  l )  es t  une  fonc t ion  pa i re

. )  uk . t  ,  R  +  B,  es t  une fonc t ion  impa i re ,  s inon

b)  Un  sys tème (A)  appar tenan t  à  LP es t  dans  f l r t t< i . i<4 )  s i  e t  seu lement

s i

. )  uks  ,  lR  +  lR  es t  une fonc t ion  pa i re ,  (k  ou  I  e  { i , i } ;  k  I  l . )

.  )  uk.e,  t  IR + IR est  une fonct ion impaire,  s inon.

I I . l .2 .  Nous mont rons ,  ma in tenant ,  que les  mat r ices  fondamenta les  assoc iées

aux éléments de L* P ont des propr iétés intéressantes :

So i t  XO :  IR  *  GL+(4 ,R)  la  so lu t ion  mat r ic ie l le  fondamenta le  de  (A)  vér i -

f i an t  XO(o)  =  1A

Soi t  (A)  é lément  de  Lp ,  s ' i  XA( t )  es t  une so lu t ion  mat r ic ie l le  a lo rs  XO( t+R)

auss i ,  donc  i l  ex is te  C mat r ice  car rée  indépendante  du  temps te l le  que :

xA( t+p)=xo( t )xÇ.

0 r ,  Xo(o )  =  1o

d 'où  :

xo(t+R) = xo(r)xo(n)

D'après  le  théorème de L iouv i l le ,  on  sa ' i t  que

de t  Xn(P)  =  exP( l  P  t ' u t t  (A ( t ) )d t )
,'t .o

or  d 'après  la  p ropos i t ion  4 ,  t race  A( t )  es t  une fonc t ion  impa i re .

0n  en  dédu i t :  s i  (A )  €  fp ,  a lo rs  de t  Xo(P)  =  1 .

0n  en  dédu i t  auss i  que le  p rodu ' i t  des  va leurs  p ropres  Oe Xo(n)  es t  éqa l  à  1 .

0n  rappe l le  que les  va leurs  p ropres  de  XO(R)  sont  les  va leurs  carac tér ' i s t iques

de  A .
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Propos i t ion  4

L 'app l i ca t ion  de  Po ' incaré  XO(n)  d 'un  sys tème d i f fé ren t ie l  (A)  appar tenant  à

L*P es t  conserva t ive  c 'es t  à  d i re  qu 'e l le  conserve  les  vo lumes.  En par t i cu-

l ier ,  un système di f férent ie l  appartenant à L*p ne peut être asymptot iquement

s tab le .

Propos i t ion  5

a) Un système

avec J., =

dif férentjel  (A) appartenant à LP est dans f !  si  et seulement si

xA(- t )  =  J . ,  X4( t )J i ,  t  e  R,

( iks)  vér i f  ian t

b ) Un système

s i  :

pour  k= i

pour  k l i  ;  en

pour k I

(A) appartenant

avec Jr ,  =

)=  J i j  Xn( t )J i j ;  t  €  lR

vér i f i  an t

=  -1  pour  k  e  { i , i }

=  I  pour  k  É  { i , j } ;

=  o  pourk l l ,

Démonstrati on

on pose xA( t )  =  (P l  ,ç2,a3,a4)( t )

Comme xo(o)  = 1o a lors  pour  (A)  e  l !  on a:

Pi  vér i f ie  les  condi t ions du lemme

9r.vér i f ie  les  condi t ions du lemme

[ 'o ' .  
= - t

Jloo 
= t

Uks=o

d i f fé ren t ie l

j r r

j r r

\ ,k

( - "

par t icu l ie r ,  J f  = \  
O

à LP est dans L!,  si  et seu I ement

' r t )

t - l  0  \
I  -r  i
i r , l
\  0  r i

xA(- t

( jp r )

(
\
{

I

I
I

en par t i cu l ie r ,  J IZ  =

1

1

pour

pour

Ai

E'i ( i  *  i  )  .
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0n app l ique a lo rs  les  résu l ta ts  des  lemme.  lR i  e t  1 r . '  auxPk;  k  e  {1 ,2 ,3 ,4 }

e t  l ' on  ob t ien t  le  résu l ta t  cherché.

0n fai t  de même pour (A) e r?i .

Résumé. Un système (A) appartenant à LP est  dans L*P si  et  seulernent s i

xA( - t )=JXo( t )J , te lR

où  J=J ,  pour  (A)  €  f !  e t  S  e  { i , i i ;  1  < i  < i  <4} .

Corol I ai re

S' i  (A) appart ient  à L*p,  on en dédu' i t  que

xA(r+Ë) = J xA(Ë-r)x; l t l l  ;  xA(Ë);  r  e R

Donc,  (xA( t ) ,  t  e  lR)  es t  déterminé par  (xA( t ) ,  t  e  ro ,$ l )pour  A €  L*p '

Démonstrati on

xA(Ë) = xo(P -$l  = *o(-Ë1 xo(n)

xo(n) -  *ot(-Ë) xA(Ë)

xo(n) = J xÀ1tll ,: xA(Ë)

De plus,  Xo( t  * ! l  =  J  X4(- | - t t ;

= J xA(Ë-t)  xA(-p)  J

= J xA(Ë-t )  J  xo(n)

D'après ce qui  précède, on obt ient  :

xA(r +Ë) = J xA(Ë-t) x;1(Ë1 .r xot$)

Soi t  l i  l 'ensemble des chemins matr ic ie ls  dér ivable par  morceaux :

x  :  to ,  | l  *  c  L+(R, IR )

t  *  X( t )
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0n  mun i  t  )€d 'une d i  s tance,  en  Posant  :

P/2,,
d(x 'x2) = suq^ lx l  ( t ) -x2(t)  |  .  J lxr( t ) -xr( t ) |  d. ,  x,  et  x,  eT

L  L  
b , p / Z )  

- o

,2  l /2  dxoù lu l  = ( r lmi i l ' )  e t  X '  = 
71.

L*P es t  mun i  d 'une  topo log ie  na tu re l le ,  ce l le  indu i te  par  t (p ) .

0na :

Propos i t ion  6

L'ensemble L*P est  homéomorphe a )€

Démonstrat' ion

So i t  une  fonc t ion  mat r i c je l l e  X( t ) ,  t  e  to , t l ,  régu l iè re  pour  tou t  t ,  dé r i vab le

par  morceaux te l le  que X(o)  =  1

0n peut  a lo rs  dé f  in ' i r  X( t ) ,  t  e  IR  sa t is fa isan t  aux  re la t ions  :

x(t  +Ë) = J x(Ë- r l  x- l tËl  J x(Ë)

x( t  + P)  = x( t )  x(P)

0n en  dédu i t  que  A( t )  =  X ' ( t )  X - l ( t )  es t  l a  mat r i ce  d 'un  sys tème l i néa i re  qu i

es t  dans  L*P.

La  b icont inu i té  de  l 'homéomorph isme se  t rouve dans  t12 l

i l . ? .  Une  c lass i f i ca t ion  d r  L !

Le  bu t  de  ce  paragraphe es t  * . tasser  les  é léments  (A)  Oe f !  (sys tèmes p-pér io

d iques  l inéa i res  symét r iques  par  rappor t  à  E i  e t  A i )  par  la  d imens ion  de  l 'es -

pace vec tor ie l  des  so lu t ions  p-pér iod iques .

L 'é tude de  la  mat r ice  fondamenta le  X4(p)  de  (A)  é lément  de  f - !  au  temps p

mont rera  qu 'en  fa j t  la  d imens ion  de  1 'espace vec tor ie l  des  so lu t ions  p-pér io -
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d iques  es t  la  même que ce l le  de  1 'espace vec tor ie l  engendré  par  les  so lu t ions

p-pér iodiques syrnétr iques (52.3.  )  .

Nous sonrnes donc ramenés à déterminer la dimension de l 'espace vector ie l

engendré par les solut ions p-pér iod' iques symétr iques d 'un élément (A) r  LI .

Ce l le -c i  es t  tou jours  supér ieure  ou  éga le  à  2  (52 .1 . )  e t  d i rec tement  l iée  à  la

fo rme de la  mat r ice  fondamenta le  de  (A)  au  temps t :  XA(Ë)  (S2.2 . ) .

I I .2. l .  Dans ce paragraphe, nous montrons que tout élément Oe f !  admet au moins

2 so lu t ions  indépendantes ,  p -pér iod iques  d 'o rb j te  symét r ique par  rappor t  à  E i .

Nous donnons de  p lus ,  les  cond i t ions  d 'ex is tence de  so lu t ions  2p-pér iod iques

d 'o rb i te  symét r ique à  la  fo is  à  A i  e t  E i .

La  propos i t ion  su ivante  es t  I 'app l i ca t ion  du  théorème L  à  no t re  cas .

Propos i t jon  7

a)  Tout  é lément  Oe f !  admet  au  moins  un  p lan  de  cond j t ions  in ' i t ia les  de  so lu -

t ions  p-pér iod iques .  Ces  so lu t ions  sont  d 'o rb i tes  symét r iques  par  rappor t

à  1 'espace  E i .

b )  So i t  (A )  e  r ! ;  XA( t )  =  (pk t ( t ) ) t , l e {1 ,2 ,3 ,4 }  la  mat r i ce  fondamenta le  as -

soc jée  à  (A)  au  temps  t  e t  Com(XA( t ) )  = (Dt l ( t ) ) k r .e { ! ,2 ,3 ,4 }  la  comat r i ce

assoc iée  à  XA( t ) .

(A) adnet une solut ion 2p-pér iodique d'orbi te symétr ique par rapport  à

l 'axe  A i  e t  à  l respace E i  s i  e t  seu lement  s i  :

crr($) =o ou orr(!)=o

De p lus ,  ce t te  o rb i te  es t  p -an t i -pér iod ique.

Démonstrati on

u)  , r r ,  é tant  un isomorphisme,  - lp /ZEi )  n  E i  représente au moins un p lan

n '  de  t i .
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- 1
so i t  n  =  to ) r tu . :  n  rp lz (E i ) ) .  Tous  les  po in ts  de  n  sont  cond i t ions  in i t ia les

de so lu t ions  p-pér iod iques  d 'après  le  théorème 1 .a .  De p lus ,  leurs  o rb i tes

sont symétr iques Par rapport  à Ei .

b )  pour  i  =  1 ;  on  pose AL= (çk l )gp  e  {1  ,213,4}

So i t  g  la  so lu t ion  de  (A)  de  cond i t i on  jn i t i a le  (a ,o ,o ,o ) ,  a lo rs

aÊ) = o er($)

cond i t i on  i n i t i a l e  ( o ,o ,B ,Y )o  a l o r s

* , çq(!z)

* to3a(Ë)=o;  i=2,3 ,4 .

Remarque. Sachant que le produi t  des valeurs propre Oe XO(n) vaut 1 et  que

l ,espace des  so lu t ions  p-pér iod iques  es t  au  moins  de  d imens ion  2 ,  on  en  conc lu t

que 1 est  au moins valeur propre double et  que le produi t  des deux autres va-

leurs propres vaut 1.

D'où .  a( l )  €  E1(= o XrXrx4)  o  <a11(Ë)  = o ( lemme 2)

Exempl e.

Soi t  (A) un système l jnéaire autonome admettant

A lo rs ,  pour  tou t  rée l  p ,  (A)  es t  é lément  Oe f ! '

vante :

' - )

(A)  de

a3(l)

So' i t  g  la  so lu t ion  de

a(È) - aaz(ll * o

o'oU e( | )  e  Ar(= o x1)

o oe jz(Ë) . o.orr(Ë)

* orr(t) = o

l a

I I

symét r ie  (A1 ,E1) .

s 'éc r i t  sous  la  fo rme su i -

^ -
,-t -

o
kuz
bg

b+

az a3

( " )



D'après  la  p ropos i t ion  7 ,

de  so lu t ions  pér iod iques

En ef fet ,  le système (A)

pér iodiques symétr iques.

(o ,cz ,ca ,c4 )  vé r i f i an t  :

uz'z

Si 
' l  'on suppose que :

alors on peut préciser que pour p

t ions  pér iod iques  indépendantes .

En  e f fe t ,  X ( t )  s 'éc r i t  :
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(A)  admet  au  mojns  un  p lan  n  de  cond i t ions  in i t ia les

s i tuées  dans  l 'espace E l .

admet un espace de dimension 2 au moins de solut ions

Ces solut ions sont les fonct ions constantes

* u3a3 + a4c4 = 0

Bt \

Bt - l )  \

Bt-i) l
Br-1)+1 I

/  :o '
{oz
I R

l!
\ É\+

Bt

s in  B t

s ' in  B t

s in  8 t

+a^

t '  sin ot

*1.o,

-?-1.o,
b 4uz,
--( cos

Bt-1 )  +1

Bt -1  )

B t -1 )

*êa

t '  s in
a^b.
-L çeg

0

â^b .

ff(.ot
a^b ,

ff{.ot

st

Br-1 )

Bt -1)+1

Êt-1)

*u4

7 srn
uoJt,.0'

uoJr,.0,

$,.0,

x(t1 =

D'où ,  pour

ona err(Ë) = cos(|)

2n
P=_E-

Le système (A) admet donc

symétriques par rapport à

s i tuées  dans  l 'espace E l . .

o" = arb, * u3b3 * u4b4 < o et B = 6

2 *= + le système (A) admet deux autres solu-
p

= o  e t  D11(Ë)  =  o .

2
deux so lu t ions  Ég1-  ner iod iques  symét r iques  d 'o rb i tes

A1 et  E1 et  deux solut ions constantes indépendantes

Une é tude dé ta i l lée  du  sys tème d i f fé ren t ie l  (A)  es t  exposée au  chap i t re  I I I .
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I I .2 .2 .  Dans le  paragraphe (2.4. ) ,  nous caractér isons la  d imension de 1 'espace

vectorie. l  engendré par les solut ions p-périodiques symétr iques d'un élément de

r! nar la forrne de la matr ice fondamentale au temps $ associée :  XA(Ë).

Auparavant, nous montrons que XO(!) peut s 'écrire sous une forme part icul ière

dans une base convenablement choisie.

Pour des commodités d 'écr i ture,  nous nous restreignons à l 'étude des systèmes

di f férent ie ls de Ll .  Les résul tats énoncés pourront faci lement être adaptés

a r ! ;  i  =2,3,4.

Lerrne 4.

Pour tout  é lément (A)

tés  de  symét r ie  te l le

oe l ! ,  i t

que xo(!)

ex is te  une base de  IR4 respec tan t  les  p ropr ié -

s 'écr ive  sous  la  fo rme :

de  symét r ies  e t  1 'espace E l .

xA(Ë)

Démonstrat' ion

D 'après  la  p ropos i t i on  7 ,  (A )  admet  au  mo ins  un  p lô f l  n r ' i nc lus  dans  E l ,  de

cond i t i ons  in i t i a les  de  so lu t ions  pér iod iques .0n  a :

T  . ^ ( n )  c  E l' 9 / 2 r  "  t

0n chois i t  donc deux vecteurs directeurs de n,  notés a3,.4,  de manière que

e,  ( resp .  .+ )  so i t  le  vec teur  d i rec teur  de  Xr ( resp .  X4) .

0n complète en une base de R 4 uu..  e,  et  e,  de sorte que

Re,  @ IRe ,  O ReO =  E l .

base chois ie  respecte les propr ié tés

p1us,  xA(Ë)  vér i f ie

x (Ë) ."3 € rt ;  x ( |)  .

: )
(

La

De

eOeEl
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I I .2 .3 .  Nous ca lcu lons  XO(n)  dans  la  nouve l le  base.  Ce la  nous  permet t ra

déterminer  la  d imens ion  de  1 'espace des  so lu t jons  p-pér iod iques .

0n pose com(xo($)  = (Dtu)k , .c  e  {L ,2,3,4}  e t  a  = det (xA(Ë))

' 1u10

'z 'z *z
'3  u3 '3

u4 u4 
"4

de

x;ltfl = |

i)xot$) =

Dtt

-Dn

Dn

-Dt+

-Dzt Dgt

Dzz -Dsz

-Dzz Dgl

Dzq -Dg+

: ; \

-oo, 
I

Dqql

: xo(n) = ,t xÂltll .l xot|) oùJ=
-tr 

t t
î )Sachant que

xo(o)

Comme

2 Drrur- l

2 DLz'r

-Z Drru,

2 Dlqur

_1
A

2

2

-2

2

Dl1u l  o  o  
\

D12v1+A o o 
\D13u1 ^ o 
I

D14u1 o  ^  
/

xor|) . x;l rll =

^=ur.
DrLuz

Dl  1u3

Dl  1 'q

l n ,
Ét

Dr.r - ul

-  Dlz 'z *

-  D12u3 *

-  DL2u4 *

D1.z

D13"2

D13"g

D13"4

' DLq'?

- Dtqt3

- Dr4tq

o

o

o

ona :

rfr
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lxA(p) -  r I l  = (1-À)2 (  ̂ 2-?^1 
pl i ] f Ï rzur-1 

*r

or  a  =  ,1D11 -  uLD lZ ,  d 'où  :

gxo(n) -ÀI l  =.(1-^)2(^2-z^o-2 
Dt2-vl1 

* t

Remarque.  1 )  Comme prévu XO(n)  admet  la  va leur  p ropre  1  avec  une mul t ip l i c i té

au  mo ins  éga le  à  2 .

0n  vér i f ie  a isément  que de t  Xo(R)  =  1

Tous les  po in ts  de  n  sont  cond i t ions  in i t ia les  de  so lu t ions

p-pér iod iques  symét r iques  (5  l t  .2 ,? . )

I I .2 .4 .  Les  deux  propos i t ions  su ivantes  donnent  la  carac tér jsa t ion  de  1 'espace

vec tor ie l  des  so lu t ' ions  p-pér iod iques  par  la  fo rme oe xo( ! ) .

Notons  4n(n)  le  sous-ensemble  Oe f !  cons t i tué  des  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  ad-

met tan t  k -so lu t ions  p-pér iod iques  symét r iques  indépendantes ,  au t re  que 1a

so lu t ion  nu l le ,  o<k<4 .

on sa i t  que Qo(n)  =d-r lv )  =  6.

Propos i t ion  8

Les matr jces fondamentales étant expr imées dans la base énoncée au' lemme 4,

2 )

3 )

. ' ]

(

vr lo ,  (  u2,  u3,uo) l  (o ,o ,o)

urDrr -v rD !2 ,  o

on a:Ortn)  =[ tn l  t  LT,  te l  que

*o(Ë)

' 1u lo

U ô

' ;  (Dt t )

u4

Ctr(n) = qtol , Aitnl où :



Artnl = {(A)

xot$) =

&r(n) = {(A)

xo{}) =

d-o(n) = {(A)

xot!) =
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tel  que

u l  o

(att)

te1  que

ooo

@tr)

. LT,

( " :

\ '
\o

'  LT,

(i:
\ : ;

. LT,

{ut
Io
\ 0

\o

) . , . .  

vrro,u,Drr>o)

)

avec (  rz , r3 ,uo) t ' (o ,oro) ,u ,Dr ,  >  o)

te l  que

o  o  o \ \
\(drr) l

/

avec urDr l  t  o)

où Dr, = det .ort .

Commentai re

La connajssance de la matr ice fondamentale au temps p/2 permet de savoir  s i

T^ r r (E l )  es t  t ransverse  ou  non à  E l .
v t L

La proposi t ' ion B af f  i rme que pour (A) élémentoe r!,  (A)appar t ien t  à

ûr(n)  r  dr tn l  s i  e t  seulement  t i  |p /z(El )  est  t ransverse à El .  EL étant  un

hyperp lan  de  R4n on  en  dédu i t  que par  per tu rba t ion  d 'un  te l  sys tème '  ces  cas

de transversal i té demeurent.

Nous nous apercevons donc de l ' importance de l 'étude des systèmes l inéaires

symét r iques ,  dans  ce  cas ,  car  e l le  permet  d 'ob ten i r  des  résu l ta ts  p réc is  pour

]es  sys tèmes non l ' i néa i res  symét r iques  (S  I I I .L -2 .  e t  S  IV .3 . )
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Démonstrati on

0na :

oe t  xo( ! )  =  uLDl l  -  u lD lz  avec  Dr ,  =  uzo  - '  u38  *u4yr  (c r ,Ê ,v )  e  R3

D 'où ,

s i  ( v r=o  ou  (u 'u 'u4 )= (o ,o ,o ) )  a lo rs  de t  xA(Ë)=r lD lL .

Nous appl iquons le théorème L.

Les matr ices fondamentales au temps I  sont expr imées dans la base ( .1, .2,e3,e4)

exp l i c i tée  dans  le  lemme 4 .

0na :

(e 'eo )  es t  une  fami l l e  l i b re  de  n  =  ro ' / r (E l  n  Tp l2 (E l ) )

E l  =  R"Z  *  R .3  *  JReO e t  Tp /Z(n )  .  E l .

De  p lus ,

, ( r r r r (e r )  É  ne1)  o  (u2 ,u3 ,u4)  I  (o ,o ,o ) l

Tr lzkù Ét t  €v,  lo

D'où  :

s ' i  (A)  ,Qr tù  a lors  rp /zGt)  e  ne,  e t  to , rbr )  e  1

s i  (A)  e4. r (n)  a lors  so ' i t  To7z( r t )  =El  e t  a lors  Tp/zGù e11 ,  Tp/zG)  É net

so i t  Torr (E l )  I  E l  e t  a lors  lo lzb l  e  lRet

s i  (A)  eâo{n)  a lors  Tp/z(E l )  =El  e t  rpp("1)  e lRer .

La réc ip roque es t  év idente .

Remarqug. 1. A prior i ,  nous avons déterminéCO(n) comme étant un sous-
--? !\

ensemble de f- !  dont les éléments admettent k-solut ions p-pér iodiques symétr i -

ques  indépendantes .  Nous a l lons  mont rer  que la  d jmens ion  de  1 'espace vec tor ie l

de  so lu t ions  engendré  par  1es  so lu t ions  p-pér iod iques  symét r iques  es t  la  même
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que ce l le  de  1 'espace des  so lu t ions  p-pér iod iques .  Ce la  fe ra  I 'ob je t  de

la  p ropos i t ion  su ivante .

2. Nous pouvons de même déterminer les éléments Oe ff admettant

au  moins  une so lu t ion  2  p -pér iod ique.

(A)  admet  une so lu t ion  p-an t i -pér iod ique s i  e t  seu lement  s i  :

u lD l l  =  o  où  ( (Dte)  3  k ,L  e  {1 . ,2 ,3 ,4 } )  es t  la  comat r ice  de  XA(Ë)

Ce résu l ta t  p rov ien t  de  la  p ropos i t ion  7 .b .

3 .  Les  espaces  topo ' log iquesAr ( .ù ,%(n) ,  
Q(n) ,Oo(o)  ne  sont  pas

connexes. L ' inéquat ion Oet XO(|)  > o ne permet pas de connaître le nombre de

composante connexes de ces espaces. 0n peut toutefois af f  i rmer queGrtO)

admet au moins 4 composantes connexes.

Nous a l lons  d iscu ter  de  la  d jmens ion  de  l 'espace vec tor ie l  des  so lu t ions

p-pér ' iod iques  su ivant  les  va leurs  carac tér is t iques  du  sys tème.

Rappe I

Les  va leurs  p ropres  de  XO(R)  sont  so lu t ions  de

ô  ô  D"^v .
(1-À) '  (^ ' -2^(r -  2 l f , i l  *  t1

Le produi t  des valeurs propres vaut 1.

Nous en  dédu isons  la  p ropos i t ion  su ivante  :

Propos j t ion  9

CLo(n) ,  k  €  {o , I ,2 ,3 ,4 }  es t  le  sous-ensemble  de  r - f  dont  les  é léments  admet ten t

un  espace vec tor ie l  de  d imens ' ion  k  de  so lu t ions  p-pér iod iques .

Démonstrati on

Notons EO(n) le sous-ensemble Oe f f  admettent un espace vector ie l  de dimension

k  de  so lu t ions  p-pér iod ' iques .

Mont rons  q re  I  p (n )  es t  éga l  àG p (n )  où  k  e  {o , I ,2 ,3 ,4 }
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Ler cas :  (A)  eGoin)

xo(n) sont  égales à 1
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s i  e t  seu lement  s i

et  I  'espace propre

valeurs propres

de d imens ion  4 .

les

est

toutes

as soci é

ut i l i se  les  re la t ions  (QJ e t  la  fo rme ae XO(n)  dé f in ies  au  paragraphe (2 .3 . )

(n) eS a(n) * xo(n)

(A)  eE o(n)  
*

1n1 eS o(n)
=o

2=D13=D14=o

0r ,  d 'après  les  re la t ions  données dans  2 .3 .  (R)

(A)  eô\o tn)  o  (uZ=o;u3=o;u4=o;vL=o)  o  (A)  eGo(n)

Zme cas :

va len t  1

(A)

= l

fDtzut=o er IDttut=o
[orrurlo 

JDrzur=o
)-Drru, 

= o

\D14 '1  
=  o

*forrur=o 
er Itr

[orrur lo [0,

et 
[Z0rrvrb 

= o

I  
Dtz'tu = o

l-otr(ura+vru)
L oro(uta+vrb)

" 
i.;;1,,,0,0, * ro,o,or)

o f Drrvr = o et i lv r l  o

lorrur to \ lorr =o*

valeurs caractér i  st i  ques

3

avec  a  ou  b  ou  c  ou  d  nu l .

avecaoubnu l

a?*bz I o

(A)  e  Br tn)  s i  e t  seulement  s i  toutes les

et  l 'espace propre assoc ié est  de d imension

eEr(n) oIDrzul =o et xo(R) t f Ë) = 
l:)

lorrrr*o \di  \o/

= 0

=o

(A) e 65r(n) -  
[orru,  

=o

{ Drrrr  I  o

=D14=o

(A) e t r3r(n)



o  ( v l

*  (A )

(A )

(A)

r6 r{n)

e B r{n)
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lo  e t  u2=u3=u4=o)  ou (u l=o

"A; (p)  
ou (A)  €  A" ' r lù  -  (A)

e t  (u 'u3,u4)  I  (o ,o ,o) )

e 4r(n)

toutes les valeurs caractér ist iques.

dimension 2 ou la valeur caracté-

3me cas

valent  1

r i  s t ique

(A)

ement si

ié  est  de

:  (A)  e Er{n)  s i  e t  seul

et  l ' espace propre  assoc

1  es t  de  mu l t ip l i c i té  2 .

,82 (p )  *  
[ ^=  

l  es t  de

J est de
I
l r=  1  es t  de

est de

mul t ip l i c i té  4  e t

d imens ion  2

mu l t ip l i c i té  2  e t

d imens ion  2 .

l 'espace propre  assoc ié

l 'espace propre  assoc ié

(A) eô2(n) * forrvr=o et  xo(n)- I )

I  orru, l  o

ou 
{orrv ,  

I  o  et  xo(n)  -  I )

[n lo

Nous résolvons ces deux cas séparément.

l ,=1  es t  de  mul t ip l i c i té  4  e t  l ' espace propre  assoc ié  es t  de  d imens ion  2

Cela entraîne que :

v ,  l o  e t  (Dr .013 ,D14)  I  (o ,o ,o )

( fi)
(;){t)

avec deux termes
parm ' i  a rb rc rd  nu ls .

avec deux termes
parmi  a ,b rc ,d  nu1s .

Les  cond i t ions  précédentes  s 'écr iven t  :

IDttutb 
= o

I  D,^u,a=o
)  

t L L

I  
otr ,r lu * vrb) = o

i  
oro,ula + vtb) = o

\ orru, I  o
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À  =L  es t  de  mu l t ip l i c i té  2  e t  l ' e

ZDrrvrb = o

Les condi t ions précédentes s 'écr ivent

(  
Dt 'v t  I  o

l |  (o t t "  +  D"vt )a  +

{  
2Dtzuru  *  (D l1r1  *

I

I  
orr(uLu * vrb) = o

L Dr+(u lu *  vrb)  = o

Drrvr)b = o

0n obt ient ,  pu isqu.  Dl luL -  Drrv ,  I  o  :

v ,  lo ,  Dn lo  e t  a=b=o.

D'où  :

(A)  e Er tn)  o (v ,  lo ;  (u 'u 'uo)  I  (o ,o,o))  *  (A)  eO-r tn) .

Nous avons  donc  mont ré  que la  d imens ion  de  l 'espace vec tor ie l  des  so lu t ions

p-pér iod iques  es t  la  même que ce ' l le  de  1 'espace vec tor ie l  engendré  par  les

so lu t ions  p-pér iod iques  symét r iques .  Ce l le -c i  es t  en  fa i t  dé terminée dès  que

l 'on connaît  1a matr ice fondamentale assoc' iée,  au temps | .

Remarque.  Numér iquement ,  les  résu l ta ts  p récédents  sont  t rès  impor tan ts :

Nous voyons que la détermination de XA(Ë) pour (A) appartenant à r-! permet

de connaî t re  le  nombre  de  so lu t ions  p-pér iod iques  ou  p-an t i -pér iod ' iques  qu 'ad-

met  le  sys tème d i f fé ren t ie l  l i néa i re ,  p -pér iod ique,  symét r ique (A) .  Cec i  n res t

pas le cas pour un système l inéaire quelconque.

I I  .2 .5 .  S tab i  I  i  t é

Les résul tats précédents permettent de conclure

t ion  nu l le  d 'un  sys tème de  L l .

Deux va leurs  carac tér is t iques  é tan t  éga les  à  1 ,

système ne peut être asymptotiquement stable.

su r  la  s tab i l i t é  de  la  so lu -

la  so lu t ion  nu l le  d 'un  te l



Coro l la i re

a.  S i  (A)

b .  s i  (A)

c .  S i  (A)

en posant

e C[o(n)

e 6Lr(n)

e 0.r(n)
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a lo rs  la  so lu t ion  nu l le  es t  i ns tab le

a lo rs  la  so lu t ion  nu l le  es t  s tab le .

a lo rs  la  so lu t ion  nu l le  es t  s tab le .

a lo rs  la  so lu t ion  nu l le  es t  i ns tab le .

e t  xo( | )  s 'éc r i t  dans  une base sous  la

.  v1  o  o \

u^  r \

, :  (  \  I  avec vt lo  et  (u.u 'uo)
r  I  i l

uA  \  t l
T

s e  { ! ,2 ,3 ,4} )  =  com(xo( } ) ) ,  a lors  :

forme :

I  (o ro ,o )  o-^,Ë, = 

(

(  (Dkr ) ,k ,

s i

si

Dlzu1

Dlzu1

2  o t

4 O r

Démonstrati on

a.  les  va leurs  carac tér is t iques  va len t  1  e t  la  mat r ice  XO( l )  es t

d ' i agona l i sab le

b .  les  va leurs  carac tér is t iques  va len t  1  e t  la  mat r ice  XO(p)  n 'es t  pas

di  agonal  i  sabl  e

c .  s i  D lZu l=o  a lo rs  les  va leurs  ca rac té r i s t iques  va len t  1  e t  Xo(p )  n 'es t

pas  d iagona l i sab ' le ,  l a  so lu t ion  nu l le  es t  i ns tab le

s i  D lZu l lo  a lo rs  deux  va leurs  carac tér ' i s t ' i ques  va len t  1  e t  la  sous-mat r ice

de Po incaré  cor respondante  es t  d iagona l isab le ;

le r  cas .

les  deux

1+

l 'une  des

nu l  l e  es t

Dtrv t  >  o

aut res va leurs  caractér is t iques sont  rée l les et  va lent

[ry our-,Æ,
va leurs  carac tér is t ique  es t  p lus  g rande que 1  donc  la  so lu t ion

ins tab le .
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2me cas. D.  ̂v .  < o
L é L

les deux autres valeurs caractér ist iques sont complexes conjuguées de part ies

rée l  les
D n  ̂V '

1+ r i  r  '  1

donc  la  so lu t ion  nu l le  es t  s tab le .

I I .3 .  Une  c lass j f i ca t ion  de  L ! ---___u

I I .3 .1 .  Dans  le  paragraphe  su ivan t ,  nous  é tab l i ssons  les  cond i t i ons  d 'ex is -

tence de solut ions p-pér iodiques dont les orbi tes sont symétr iques par rapport

au  p lan  P* ,  où  à  son supp lémenta i re .  Nous en  dédu isons  la  s tab i l i té  d 'un,  I J

système l inéaire p-pér iod' ique symétr ique n'admettant pas de solut ions p-pér io-

d iques  au t re  que  1a  so lu t ion  nu l le .

Nous verrons dans ce paragraphe que la s i tuat ion est  mojns favorable que pour

LT. En ef fet ,  1es cas de transversal i té rencontrés ic i  concernent des espaces

de dimensjon 2.  0r  un plan ne sépare pas un espace de dimension 4 en deux ré-

g i  ons  .

Aussi ,  ces cas de transversal i tés peuvent disparaî t re par une pet i te perturba-

t ion.  Les résul tats t rouvés ne permettront pas d 'obtenir  des résul tats dans le

cas  non  l i néa i re .

Prooos i t ion  10

So i t  (A)  e  fT i ,  xA( t )  =  (pks) ( t )  la  mat r ice  fondamenta le  assoc iée  à  (A)  au

temps t .

a)  Un système (A) appartenant à L! .  admet une solut ion p-pér iodique d'orbi te
rJ

symétr ique par rapport  au plan P'  s i  et  seulement s i  :
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eki(Ë) ,oiÈù - prj(| l eo,(Ë) = o où pro = 
E

0n a donc, pour i=l , i=2 err( | )  vort f i )  -aqL($lorr( | )  = o.

b) Un système (A) appartenant a f l i  admet une solut ion p-pérjodique d'orbite

symétr ique par rapport au plan P,.o = 
E 

si  et seulement si  :

,eik(Ë) ai{l) - orut$) er.p(t) = o.

c) Un système (A) appartenant à f ! ,  admet une solut ion 2p-pér iodique d'orbi te

symétr ique par rapport  aux deux plans F., ,  et  P ku t ' i  et  seulement s i  :

,ii(È) ,ejj(Ë) - rj, ($l vrj(Ë) = o ou

.ekk(Ë) 
"ou(Ë) 

- au.u$) euo(|) = o.

Cet te  o rb i te  es t  p -an t i -pér iod ique.

Démonstrati on

Pour  i=1 ,  i=2 ,  so i te^ .  (eOo) ( le {L ,2 ,3 ,4 }

a )  So i t  p  la  so lu t ion  de  cond i t i on  in i t ' i a le  (c r ,B ,o ,o )n

alors p(o) e P'  et  a( l )  ="er( ! )  +sor($).

,ortte ox,x, <' 
i.;lË] : 

',70','1,T,', '"
o @31 ($lvor($l-oortllorrt$l = o

Alors  p(o)  ,PLz ete(Ë)  e  P '  d 'où :

r ,  est p-périodique d'orbite symétr ique par rapport à PtZ.

b)  S i  (A)  .  L ÏZ  a lors  (A)  .  t lq  pu isque ,OV= L5+,  d 'où la  cond i t ion  s imi la i re .

c )  So i t  <p la  so lu t ion  de cond i t ion  in i t ja le  (o ,B,o ,o) ,



-42-

alors e(!) = oq.(tl - wrf$)

otll . P34

Idem, pour

ç(!z) e p 
n.

Remarque. Si  (A)

en  posant  XO( t )

vorr(l) = o

*orr(l) = o

al ors a )

b )

c )

t  LTz'

/  u( t )= 
\ *(r)

oet w(!)

oet v (|)

oet u (t)

I l  conv ien t  de  no ter  l ' ana log ie  en t re  ces  résu l ta ts  e t  ceux  énoncés  pour  les

sys tèmes d j f fé ren t ie ls  l inéa i res  p -pér ' iod iques  symét r iques  de  d imens ion  2 .

En  d imens ion  2 ,  1es  mat r j ces  U ,V ,W,T  son t  é léments  de l t  ( t ,n )  c 'es t  à  d i re

des  rée ls .  Dans ce  cas  de t  U=o équ ' i vau t  à  U =o.

La proposi t ion 
'su ' ivante 

montre que l 'on obt ient  les mêmes résul tats en dimen-

sion 2 et  en dimension 4 pour (n) ,  t l , r .

I I .3 .2 .  S tab i l i t é

Déf in ' i t ion

Un système (A)

s i  de t (Xa(p )  -

et i

I )  =

[*rrr]l 
*

*l*r,($) 
*

l a  so lu t ion<p  de  cond i t i on  ' i n ' i t i a le  (o ro ,o ,8 )  te l  l e  que

oell f$lvrrt$l - azr($lvrr(t) = o

il:l) où unv',^,'T e )1'('' * )

dev i  ent

devi  ent

dev' ient

=o

=o

det T(t) = o

P es t  d i t  except ionne l  pour  la  pér iode p  s i  e t  seu lement

o ;  s i  (A )  n 'es t  pas  excep t ionne l ,on  appe l le  ind ice  de



-43 -

Po incaré  de  (A)  pour  1a  pér iode p ,  le  nombre  vO(A)  appar tenant  à  { -1 ;1 }

tel  que :

yp (A)  =  ssn(de t (xo (p )  -  I ) )

Nous al ' lons appl iquer les deux proposi t ions précédentes pour déf in i r  la sta-

b i l i té  d 'un  sys tème l inéa i re  p -pér iod ique synét r ique.

Proposi t ion l .L

soit (A) . rÏ, . t  xotl l  =( l ,  
u\

- . 'A ' ,z ' ,  
\w r l

a) Si  det  U det V det W det T = o (resp. det V det l ' l  = o) alors (A) est  excep-

t ionne l  pour  la  pér iode (2p) ( resp .p)  e t  (A)  admet  au  moins  une so lu t ion  p-

an t i -pér ' iod ique ou  p-pér iod ique ( resp .  p -pér iod ique)  non t r i v ia le .

b )  Toutes  les  so lu t ions  sont  p -an t i -pér iod iques  ( resp .  p -pér iod iques)  e t

a lo rs  (A)  es t  s tab le  au  sens  de  L iapunov,  s i  e t  seu lement  s i  U  =  T  =  o

( resp .  [  =  l , J  =  o ) .

c)  Si  det  U det V det I i  det  T I  o (resp. det V det t ' l  I  o)  a lors (A) n 'est  pas

except ' ionne l  pour  la  pér iode Zp( resp .p)  e t  on  a  :

v2O(A) = sgn(det U det V det l ' l  det  T)

( resp .  vO(A)  =  sgn(det  V  de t  l rJ ) )

(A) est  donc instable au sens de Liapunov s ' i  (det  U det V det I ' l  det  T) < o

et stable s i  (det  U det V det l i ' l  det  T) > o

Démonstrati on

a)  E l le  prov ient  de la  proposi t ion précédente.

En ef fe t  par  exemple s i  u  =f :1  ] ' )  t  c 'est  à  d i re  que det  v  = o,'  ' .V3  u4 t '

c 'es t  à  d i re  qu ' i l  ex is te  s  ê t  B  rée ls



Alors  la  so lu t ion  rp  te l le  que p( t )  =  
"p ' ( t )  

+  9< ioO( t )  vér i f ie  p (o)  e  P34 
" t

e ( | )  e  Pgq d 'où  p  es t  p -pér iod ique.

c )  Mont rons  par  le  ca lcu l  que :

vo(n) = det v det l ' l

Posons com(xo($))  = ( (Dkr) ,k, .n e {

on sait que xo(o) = . l  *;t(| l  . l  xo

et^=aetxo($)

avec J

xo(R) =

d 'où

-2Dil arr+2D+1 uq1

2Drrarr-ZD4Zu4L

2Dttart-ZD4guq1

-2DrOarr+Dqqu41

n+ZDrrarr-ZD OraO,
ZDttatr-ZD$uqz

-2DrOarr+ZD qqu42

-2Drrarr+Z}q:'u qZ

2Drrarr-ZD+Zuq3

- n+2D33a33-2D+au+3

-2DrOarr+20 qquql

-2Drraro+20 
4f qq

2Dtrato-Z} qzuqq

2Dttato-2043u+4

-À-2DrOa, 4*2D4qu4+4
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"( il) .'(l;) = (:)

l . r 2 r3 r4 ] )

(Ë)

1 o)

o -'-, J

\

I
I

I
I

I

oo

oo

-^o

o-A

o ol 
I 
Dqr -Dsr

o ol 
. rouorur, l- '0, 

Dzz
-^ ol--or l-oo, Drg

o - ri i Dq+ -Ds+

D 4ru4z
-D 

4zuqz
-D43u4z

D q4u4z

l -Dsrusr

lxorn)-,1=Ël l::.:l
l-otoul

{

-ZD 
rrarr+?D 4Iu42
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lxA(p)-I |  = \ tu31u42-u4tugz) (D3lD4z-DgzD+r)
,-t 

^

De plut  D3'D4Z-DSZD+' = (u13u24-uZgul+) x a

1 A

lxo(n)-t |  = 
ï ( %1a42-u4 tutù(atraro-auuzt)

d'où : lxo(n)-t l= + (det v det r,r)

et  ^  >  o  ca r  V t ,  de t  X ( t )  É  o  e t  de t  X (p )  =  l .

0n  a  b ien  :

vo(A) = det V det W

b)  Toutes  les  so lu t ions  sont  p -61 t i -pér iod iques

Tp/z(P1z)  = Pro et  rp lz?3l  = Plz  d 'où le  résul tat '

De même,  tou tes  les  so lu t ions  sont  p -pér iod iques

,o/ r (Prz)  = P'  et  Tplz?3l  = P34 d 'où l l  = v = o.

Remarque. De même que pour (A) appartenant à L! ,  nous voyons qu' i l  suf f i t  de

déterminer la matr ice fondamentale associée au système di f férent ie l  au temps p/2

p /2  pour  connaî t re  la  d imens ion  de  l 'espace vec tor ie l  des  so lu t ions  p-pér ' io -

d iques  ou  p-an t i -pér iod iques .

I  I  .  3.3.  Nous exami nons I  a connex' i té de L! ,

Propos i t ion  L2

L'ensemble des systèmes non except ionnels f i !  Oe LIZ n 'est  pas connexe. L 'en-

semble des systèmes except ionnels de Ll ,  sénare I 'ensemble des systèmes non

except ionnels en au moins 2 composantes connexes.
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L'appl icat ion t  t  f r l r  { -1 ,L}  est  cont inue car  Xo(R)  dépend cont in îment  de A.

Donc, y est constante sur chaque composante connexe ae f i ! .  I1 suff i t  donc

c, l 'exh iber  deux é léments (A)  e t  (B)  Oe f f ,  te ls  que :

vg(R)=1 e t  vu(R)=-1

0n pose :

etB

0na :

Démonstrati on

lxo(t)- I l=

f t . t*.- t)* | .ot

| t . t* . - t )-  | .0 '

f t . t - . - t )+|s in

f t . t - . - t ) -  |s in

f{ut*u-t)-  } .ot

f t . t*.-t)*|.o,

ftu'-.- 'y- |sin

{ t . ' - . - 'y+}srn

| t . ' -u - t ) -  |s in

f t . ' - . - ty+|sin

| t . t * . - t ) * | .o t

f,{.t*"-t)- }.ot

f t . ' - . - t1+|sin

ft . ' - . - t1- |s in

| { . t * . - t1 -  } .o t

f,{.t*"-t,*}.ot

(1, ',')lo or\
o=(  1o 

t . - ,o )

\ 01  
r - r  

I

1xo(t ) - r l  =  1et-1)(e- t+ l ) ( (cos t -Dz +sjn2t)

Si  la  pér iode  p  es t  d i s t inc te  de  {  2 tn ,k  e  Z \  l e

except ionne l .

système (A) est  non
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vo(A) = -1Alo rs ,  V  p  ê

lxB(t)- I  I  =

{ 2kn  } ;

t * . - t ) -1

o

o

| { . t * . - t1- t

o

|{ . t*"- t )

lR \

l(.

| { . t *u - t )

o

|{. t*.-t1 o

o |{.t*.-t1

| t . t * . - t ) - t  o

!{.t*.-t)-r

Alo rs  Vp  e  R ,  vp (B)  =  l

So i t  (A l , )  une f  ami  I  le  cont inue de

appar t ien t  à  un  domaine  n  de  IRm.

Soit (Arr) et (Arr) appartenant à Li!

G(11)G(ÀZ)  .  o ) .  Tou t  chemin  con t ' i nu

systèmes di f férent ie ls de r!, où r

Soi  t

temps

Soi  t

la matr ice fondamentale associée à (Al)  au

F(r )  =  det  V( r )

G(r )  =  det  t 'J ( r )

e t  H( r )  =  (F( r ) ,G(r , ) )

D'après  1a  p ropos i t i on  10 ,  on  sa i t  que  :

H( r )  I  o  o (AÀ)  non  excep t ionne l .

0n  ob t ien t  la  p ropos i t ion  su ivante  :

Proposi t i on 1.3

L 'ensemble  des  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  non except ionne ls

moins 4 composantes connexes.

Démonstrat ion

'i!

^ ru(r) v(À)\
xAÀ(Ë) = 

(r ,^) r1r1r
p
z'

oe r!, admet au

e t  vé r i f i an t  F (À l )F (ÀZ)  .  o  ( resp .

re l ian t  1mr)  e t  (Ar r )  con t ien t  donc
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-p/zlz ,  o

-p/212 
, o

sP.  G( I )  =  o ) .

s ]  o  <  p  <

un système (Ar,)  de f f ,  vér i f iant  F(À) = o (re

0n déf in i t  donc quatre composantes connexes.

Mont rons  qu 'e l les  sont  non v ides .

/ 0 : i\
I  10 \

SoirAr,=\ i :  
,  )

= -+ çP/2-"'o/212 . o

-  1  r  ̂ P /2  ̂ -P /2  
2

=  -1 (ê r ' - - s  ' ' - )  <  o

1 o t  o \

I  o  1 l
l1o J
\o I  o  /

lnrr)  est  dans r f ,  et

-e

-e

1

o

Le système (Arr) est dans Ll,  et

r(rr)

e ( rr)

So'it Ar,, =

Le système

Tt"o''

It"o,

r(r .r)

G( Àz)

(o
Soi tA^E=to L

\ 1  0

e Ll, et

o\

1 \

)  

A)B



Le système (Arr) est dans L!,  et sj  o < p .  ?n,
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_"-p/21 ,  o

2_"-v /2 ,  <  o

a lo rs :

F(b)

G(À3)

Soi t  (Aro)

Le système

F(À , )
+

e(ro)

Remarque. 0n

connexes car

R16 pu .  ,

e ts ' i  o<p<2 r ra l o r s :

= | sin l , .  
otz

= -| sin nt"o,

,  L  0 1

lo o 1\
=l1o t

\o  1  o  
i

(A^4)  est  dans Lf ,

= -}.  sin $t"v/z-"

= -| sin lt"v/z-"

-p /2 )  
<  o

-p /2 )  
>  o

ne

on

peut obtenir  de résul tats précjs concernant les

ne sa i t  pas  comment  s 'en t re lacent  les  var ié tés

composantes

déf in ies  dans

det U = o,  det  V = o,  det  tJ = o,  det  T = o.
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CHAPITRE III - SYSTEMES AVEC SYMETRIES ADMETTANT UNE PARTIE

LINEAIRE AUTONOME

Nous étudions les systèmes autonomes l inéaires de Lf  et  nous en dêduisons les
I

poss ib i l i tés  d 'ob ten t ion  de  so lu t ions  pêr iod iques  pour  des  sys tèmes non l iné-

a i res  par t i cu l ie rs ,  à  savo i r  les  sys tèmes non l inéa i res  per tu rbés

X =  AX +  eF( t ,X) ,  admet tan t  la  symêt r ie  E1.

Ceci  peut const i tuer une approche du cas non l inêaire qui  sera t ra i té ul té-

r ieurement  (S  IV) .

I I I .1 .  Sys tèmes symét r iques  dont  la .gar t ie  l inéa i re  es t  un  é lément  de  L f
I

I I I . 1. 1.. Sys-tèmes I i nêai res autonomes de L!

So i t  X=AX (A)

a r-1, n

l
I
t
\

caractér i  st i

' - 
,Tru5t 

utj

deux va leurs

o .

0

uzL

u31

u41

que

) =

utù

: )

"l
l a  mat r iceAest :L 'êqua t i  on

2
À  

- ( À

0n a donc

opposées.

Posons a =

(1 )

\2

4

i lz  
ui t  at i

un sys tème d i f fé ren t ie l  au tonome l inéa i re  où  A es t  é lémentJ t (4 ,R) .

(A) appartenant admet la forme suivante :

uLz u13

oo

o0

oo

assoc iée  à

propres À1 = = o  ê t  deux  va leurs  p ropres  Àr , lO
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Le sys (A )  es t  équ iva len t  à  :

X,  = 0 'X.
I I

iz = uzt xt

X^ =  a - ,  X ,
J  J I  I

i+ = u+z Xt

Déterminons maintenant suivant que

est t ransverse à El  :

ler-sss

s es t  pos i t i f ,  négat i f  ou  nu l ,  s i  TOrr (E l )

r ,U  sont  rée l les  e t  opposées.

assoc iée  à  (A)  es t  :

$t.'-.-'l

\#1et*e-t-zy

urdsr, . t* . - t_2y

ur33+r,. t*.- t_2;urC+.t ," t* .- t -21*

tème

I
I

4
0 =  

_ I -  a t i  a ; l  >  o ;  À3  e t
i=2 

rrJ 'J

'G ,  la matr ice fondamentaleSo i t  B  =

x(*) =
a r.s1a 1 1"t*e

- +" -2 )+1

St.'-"-'l

Les so lu t ions  tp  p -pêr iod iques  d 'o rb i tes  symét r iques

cond i t i ons  in i t i a les  xo  =  (o ,c . , ca ,c4 )  e t  vê r i f i en t

v($) e El  < '  u!z 'z*u!3t3*u14t4

Comme a  fo ,  on  a  (u l , ,u13 ,u14)  I  (o ,o ,o ) .

Le système (A) admet deux solut ions p-pér ' iodiques

don t  les  cond i t i ons  in i t i a les  appar t iennen t  à  E1 .

tan tes  (o ,cZ,c r ,c4)  vér i f ian t  u12.2*u13.3*u14t4  =

par rapport  à El  ont  pour

çG/2)  e  E1 .

=  O .

symêtri ques

Ce sont  I  es

o .

' indépendantes

so lu t ions  cons-

j t"t*.-t) $t.'-"-'l ]fr"t-.-tl

$t.t-"-' l

$t"'-"-tl
ut#t,. t*.-t-z;

u 
VIM ,.t*.- t- 2 ;

uvlzt 
,"t*.-t-z;*1 

atglz r 1.t*.-t-z;
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0n

De

dédui t

p lus ,

t  fp /Z(E l )  es t  t ransverse  à  E l .

rp/z$t)  É nt

2me cas

4
cr  =  r  ô r .  ô . r r  <  o ;  À ,  e tÀ ,  son t  imag ina i res  pures .

j = 2  r J  J r  J  +

Soi t  B  =6 , ,  la  mat r ice  fondamenta le  assoc iêe  à  (A)  es t  :

I

$,t,,

* , . rs t -1)+1

}#,cosr-r)

uotJta,cos 
r -1)

$,,rr.
uzr_urs,cos 

t  -1)

3#,.os t-1)+1

u+t '1s1.os 
t  -1)

$,,,.
_uzrula1.os t  _1)

asfu', .osr-1)

:#,cos t  -1)+1

cos t

uÊt ' ' ' n  
'

3!u sin t

uât"n 
'

(A)  admet  les  mêmes so lu t ions  cons tan tes  p-pér iod ' iques  que dans  le  p remier  cas .

So i t  <p  une so lu t ion  de  (A)  te l le  que :

g (o )  e .  E l  où  p (o )  =  (o ,c . , c r , cO)

otl l  e El € (a1zc2+at3ca+ut+.+) sinl|;  = o.

s i  (p = 2k" ,  kez.)  a lors Tp/zGr)=El  et  Tp/z$t)=Al  d 'où (A)  eClotn) .

Si  (p  f  ZU" ,  keZZ )  a lo rs  Tp /ZGl )  es t  t ransverse  à  EL

" t  
rp/2(A1) I  A1 d 'où (A) e a ' r î ) .
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3me cas
4

0 ,  =  X  ô r .  ô .1  =  o ;  tou tes  les  va leurs
i=2  

rJ  J r
propres  sont  nu l  les  (c f .  (  1 )  )

La  mat r ice  fondamenta le  assoc iée  à  (A)  s récr i t  :

x(t)  =

Toutes  les  so lu t ions  sont  p -pêr iod iques .

S i  (u12 ,u13 ,a14) l (o ,o ,o )  a lo rs  Tp /z (E I )

on u , r , r (At ;=41 
"a

Tp/z (E1)  =  { (o ,cyc , , c4 )  e  n4 / (u12 .2*u13ca+414c4)  =  o i

S i  (u1Z=u13=u14=o)  a lo rs  Ip /Z (E1)=E1.

u14t

t2at4azL z

+?
ut+ugr ?

+2
u14u41 2* L

(A )  appar t ien t  a  O,O(n) .  ( c f  . I I .? . )

es t  t ransverse  à  E l .

symêtr iques i  ndépendantes.

of + où a=arrazl+a13a31+aroao, 1e

urzt

+2
u:zazL ï* L

+2
unux î

.2utzu+t jT

u r3t

12unuzr ï

u13u31 $- t

unuu$

(A)  admet  t ro is  so lu t ions  p-pér iod iques

Remarque .  Pour  (a r 'a r 'a rO) l (o 'o ,o )  e t

système di f férent ie l  (A) est  te l  que :

T^ ,o (E l )  es t  t ransverse  à  E l .
P I L

Eles t  un  hyperp lan  de  IR4 donc  s i  1 'on  per tu rbe  le  sys tème (A)  de  man ière  à

conserver  1a  symét r ie  E l ,  ce  cas  de  t ransversa l i tê  pers is te .

III .L.2. Perturb.aJi ons d.e. s tèmes d i f fé ren t ie ls  l inéa i res  au tonomes$
Soi t  (A . )  1e  sys tème d i f fé ren t ie l  Oe  f ! ,0  ôvec  S  e  iA l ,E l , (A1 ,E1) ]
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I  =AX  +  eF ( t ,X ) ,  e  €  [  c  IR ;  o  e  n

xen4.

sys tème homogène (Ao)  i=AX admet  au  moins  un  p lan  P de  cond i t ions  in i t ia les

solut ions p-pêr ' iodiques symétr iques

P = {  (o ,cz,cr ,c4)  e  R4 te l  que 
"zu!z*rgu13+c4a14

Si  (u12,u13 ,uL4) f (o ,o ,o)  e t  p  f+  oÙ o=arra, l+a13a31*u l4u41 i  k  e  7Z

a lo rs  (Ao)  es t  te l  que  Ip /Z (E l ) lE l -

0n en dédui t  que :  i l  existe un vois inage V de o dans À tel  que pour tout  e de V

0na :

1.  (Ae)  admet  une sur face  (de  d imens ion  2)  de  cond i t ions  in i t ia les  de  so lu t ions

p-pér iod iques .  Ces  so lu t ions  rencont ren t  E l  aux  temps o  e tË .  La  sur face  se

rédu i t  au  p lan  P de  E l  dê f in i  par  1es  so lu t ions  cons tan tes  (o ,c rcyc4)  vér i -

f ian t  u !Zr?*uL3.3*a14.4=o lo rsque Ê =o.

2 .  L ,o rb i te  de  ces  so lu t ions  es t  symét r ique par  rappor t  à  E l .

Le résul tat  précédent peut être général isé de manière t rès s imple aux systèmes

l inéaires non aut-onomes de la manière suivante :

So . i t  (Ae)  1e  sys tème d i f fé ren t ie l  de  F !  ^  avec  S  e  tA l ,E l , (A1 'E1) i
) r o

X'=A( t )X+  F( t ,X ) ,  e  €  Â  .  IR ,  o  e  ^

xen4

0n sai t  que le sYstème homogène

(Ao)  X=A( t )X

admet au moins deux solut ions p-pér iodiques indêpendantes dont les orbi tes sont

symétr iques par raPPort  à El .

0n  a  la  génêra l i sa t ion  su ivante  :
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Propos i t i  on. 1tl

S i :

1 )  pour  tou t  ( x , t ,e )  é lément  de  IR5  "Â , (Ae)  vê r i f i e  les

par  rappor t  à  l ' espace tL ;

2 )  (Ao)  admet  un  p lan  P de  E l  de  cond i t ions  in i t ia les  de

ques ;

condi t ions de symétr ie

so lu t ions  p-pér iod i -

t )  r r r r (Ao)(E1)  rencontre E1 t ransversa lernent ,  oo r r / ,  est  la  demi-appl icat ion

de Po' incaré.

Al  o rs ,

i l  ex is te  un  vo is inage V de  o  dans  Â te l  que pour  tou t  e  de  V,  on  a  :

1 .  (Ae)  admet  une sur face  de  d imens ion  2  dans  E l  de  cond i t ions  in i t ia les  de  so-

lu t ions  p-pér iod iques .  Ces  so lu t ions  rencont ren t  E1 aux  temps o  e t  $ .

? .  L 'o rb i te  de  ces  so lu t ions  es t  symét r ique par  rappor t  à  E l .

Commentaire.  Une général isat ion aux systèmes

donnée par 1es thêorèmes 2 et  3

non I inéaires symétr iques sera

($ rv).

ï11 .2 .  Sys tèmes symét r iques  dont  la  par t ie  l inéa i re  es t  un  é lément  de  L !2

I I I  .2.  t .  Ustèmes. . t  i  néai  re de  L fo ,p  €  R
L L

Soi t  i=AX (A )

o

o

c1

ca

un sys tème d i f fé ren t ie l  au tonome avec  A é lément  aeJ I r (4 ,R) .

(A) appartenant à l ! r '  n a la  forme

o  b l

ob l

'zo

c4o

su ivan te :

oz

b+

o

o



Dêterminons  comme dans I I I .1 .

en  vue  d 'une  aPPl i ca t ion  à  la

L 'équat ion  carac têr is t ique  es t
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I  es di  f  f  érents cas de transversal  i  tês poss' ib ' les

théor ie des Perturbat ions.

de la forme :

+Y=o14 -  r2x

avec :

S iA=

S i  (À i ;

X = brcr+b2.3*b3.2+bOcO

Y = (b1b4-b2b31 (c tcO-ctc t )

G)
1< i  <

;  Ys 'éc r i t :Y=de tBde tC

les  va leurs  p ropres  de  A,  on  do i t  avo i r

4
=  X  À i = O

i =1

4)  sont

t rA

0n résoud,

-lcr

n2-rrx*Y = o avec I  = X2-4Y

cas  ^  >o

a)  Toutes  les  va leurs  p ropres  sont  rée l les  non nu l les  :

X r /Eroe tY>o

Alo rs '  (A )  n 'admet  aucune  so lu t ion

rp/z(P12) n Prz = {o} ;  rp lz(Ps+) n

b)  Deux va leurs  p ropres  sont  nu l les ,

X= /E>oetY=

Le système (A) admet un

constantes vér i f iant  :

les deux autres sont réel les opposêes :

o

ensemble  de  d imens ion  1 ,  de  so lu t ions  pér iod iques

pér i  odi  que

PrO =  {o } .

nu l le  e tnon

(  t tx l*t2x2=o

0u{
I xr=Xo=o

ç brx,+brxo=o
{ , s.i det B=o

L xt=xr=o
,  s i  de t  C=o
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Dans le premier cas,  1es solut ions constantes appart ' iennent à Pg+, dans

l 'au t re  à  P tZ

D 'où  :

s i  det  ,=o, r r r r (PSq) rencontre PrO transversalement selon une droi te.

s i  de t  C=o,  Tp /Z(PtZ)  rencont re  P '  t ransversa lement  se lon  une dro i te .

c )  Deux va leurs  p ropres  sont  nu l les ,  les  deux  au t res  sont  imag ina i res  pures

f  X  =  -6 .  o
1
[Y=o

(A)  admet  des  so lu t ions  pér iod iques  cons tan tes  comme ce l les  c i -dessus  e t

deux autres solut ions indépendantes de pcr iode f f  avec  ̂  = ' /n

2 n
Pour  p = 

#. ,  toutes les so lu t ions sont  pér iod iques s i  det  B=detC=0.

Dans ce ,u t ,  ,  
r l r (P tù=P n " t  

T  p lz(Pg+)=Ps+

d)  Toutes les va leurs  propres sont  ' imagina i res pures.

[X. - r 'À .o

tr'o
(A) admet deux solut ions périodiques ' indépendantes de pér' iode 

+,

où ̂1 = ry- et deux autres de périod. fr=o* 
^ - X'/[

2me cas a = u

a)  Toutes  les  va leurs  p ropres  sont  rée l les  opposêes deux  à  deux ,  de  mul t ' i p l ' i -

c i té  2

{i.: 
'; À= !4
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(A)  n 'admet  aucune so lu t ion  pêr iod ique.  0n  a  :

rp/z(Pn) n Pr,  = {o}  et  rp lz?3f i  n P34 = {o} .

b)  Toutes  les  va leurs  p ropres  sont  nu l les

f X = o

l, = o
(A) admet les mêmes droi tes de solut ions pêr ' iodiques constantes que dans

le  p remie r  cas  b ) .

S i  de t  B  =  de t  C =  o ,  on  a  deux  so lu t ions  pér iod iques  cons tan tes  indêpen-

dantes ;

c )  Toutes  les  va leurs  p ropres  sont  ' imag ina i res  pures

f  X .  o  F
J..  ,  t r= t i / ï
LY.o

Même conc lus ion  que pour  1 .d )

3me cas A < o

X2.4\+11=Xti+

Àdo i t  ê t re ' imag ina i re  pur  ce  qu i  n 'es t  pas  poss ib le  dans  ce  cas  ca r  s i

À  =  t  i b  on  do i t  avo i  r  b2  = l  d 'où  A  =0 .

I I r  .2.2 .  Récapi lul  a.Tgh

A) I 'espace des so lu t ions p-pér iod ' iques est  de d imension o s i  e t  seulement  s i

6>o,Xr  {Ee t  Y>o

B)  I 'espace des  so lu t ions  p-pér iod iques  es t  de  d imens ion  I  s i  e t  seu lement  s i

A  >  o ,  Y  =  o  avec  (de t  B ,  de t  C)  I  (o ,o )  e t  (X  =  6  ou  X  =  -û -avec  p  f  # )
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C)  1 'espace des  so lu t ions  p-pér iod iques  es t  de  d imens ion  2  s i  e t  seu lement  s i

det  B = det C = o;  A > o et  X = 6-
:

Y > o, a 2 o, X.-/[et p =%où Â = ry

D) 1 'espace des  so lu t ions  p-pér iod iques  es t  de  d imens ion  3  s i  e t  seu lement  s i

^  >  o ,  X  =  - /8 ,  Y  =  o  avec  (de t  B ,de t  C)  I  (o ,o l  . t  p  
#

E)  l ' espace des  so lu t ions  p-pêr iod ' iques  es t  de  d imens ion  4  s i  e t  seu lement  s i

Commentai re

L 'ex is tence de  so lu t ions  pér iod iques  admet tan t  1a  symét r ie  Pr r ( resp .  PrO)  es t

l i ée  à  1a  pos ' i t i on  re la t ' i ve  d "  Tp /z (P tz )  ( resp .  Tp /z (Pg+) )  par  rappor t  à

Prr( resp.  Ps+).

0r  un  p lan  ne  sêpare  pas  un  espace de  d imens ion  4  en  deux  rég ions  c i i s t inc tes .

S i  l  ' ' i n te rsec t ' ion  de  deux  sur faces  (de  d ' imens ion  2)  es t  rédu i te  à  un  po in t ,

a lo rs  une pe t i te  per tu rba t ion  peut  fa i re  d ispara î t re  ce la .

Nous voyons donc que les cas de transversal i té obtenus ci-dessus ne permettent

pas de conclure quant aux systèmes l inéaires autonomes perturbés.

^  >  o ,  X  =  -16 ,  de t  B .=  de t  C  =  o  e t  P  = -2n
alT

t la



-60 -

CHAPITRE IV .  SYSTEMES DIFFEREJ.ITIELS PERIODIQUES AVEC SYM.ETRIES

Nous étud'ions I es systèmes di f f érenti el s péri odi ques non I ' i  néai res avec

symêt r ies .  Nous mont rons  tou t  d 'abord  le  l ien  qu i  ex is te  en t re  une so lu t ion

pér iod ique symét r ique d 'un  te l  sys tème e t  les  symét r ies  de  l 'êquat ion  aux

var ia t ions  assoc iée .

Cela nous permet ensui te d 'étudier les systèmes di f fêrent ' ie1s dépendant de

paramèt res  en  u t i l i san t  les  rêsu l ta ts  des  sys tèmes d i f fê ren t ie ls  l inéa i res

pêr iod iques  avec  symét r ie  ($  I I ) .

IV .1 .  Equat ions  agr  var ia t ions

So i t  ( f )  un  sys tème d i f fé ren t ie l  p -pér iod ique avec  symêt r ies ,  c 'es t  à  d i re  te l

qu ' i1  ex is te  a  €  IR  e t  S  e {A i ,E i ,P i i , (A i ,E i ) , (P i i 'P i i ) ;1< i  < i  <4 i  te l  que

( f )  e  FP
J r 0

Propos i t jon  15

So i t  <pune  so lu t ion  de  ( f )  e t  ( l rp )  l ' équa t ion  aux  var ia t ions  assoc iée  à  9 .

a )  So i t  51  =  {A i ,E i ,P i i ;1<  i  <  i  <4 } ;  s ' i  g  appar t ien t  à  So l ! r ,o ( t )  a lo rs  (so )

appar t ' ien t  à  t3 ,  
,o .

b )  So i t  52= i (A i ,E i ) , (P i i ,P i i ) ;1< i . i<4 ] ;  s i  pappar t ' i en t  à  So f l r ,o ( f )  a lo rs

(.cp) appartient à t lL:".

Démonstrati on

So i t  0=  o ;  on  a  :

rp(r)  =Stt ,p( t ) ) ; te lR

( l .p )  es t  p -pér iod ique car  g  es t  p -pér iod ique a ins i  que f .

Supposons que ( f )  .  t l r , s ,  â lo rs
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f ,  ( t , x 'X2 ,X3,x4)  -  - f i  ( - t , y l  ,12 , !g , !4 )

f r ( t , x 'Xz ,X3 , *4 )  =  f r ( - t , v1  , J2 , !g ,y4 ) ;  j l i

où  (V i=x .  e t  y j= - * j  pour  i l i )

0n  ob t ien t  :

a f .  a f .

{ ,a , * r ,X2 ,X3 , "4 )  
=  -  g t -1 ,y ' , !2 , !3 , t  4 )

a f .  a f .

t ï ,a,*r ,xz,x3,*4)  
= *  #(-1,v l , !2, !3, !4)

af .  a f .

* , t ,x ! ,xz,x 'xo)  
= *  

4, -x ,J1, !2, !3, !4)

af .  â f .

t i , , , xL ,xz ,x ' xo )  
=  -  

{ t -1 ,y l  
, !2J3 , !4 ) ,  i l i ;  k l i

0n a donc :
a f .

(cp) jk( - t )  = 
t i , - r ,  er ( - t )  ,az(- t ) ,  e3(- t ) ,  p4(- t ) ) ;  i l i

ô f .
(sp) jk ( - t )  =  

{ t - t ,  
{1 ( t ) ,  ûz( t )  ,  u3( t ) ,  ' l ' 4 ( t ) )

avec ûu( t )  =  -eo(+t )  pour  l l i  e t  û r ( t )  =  er ( t )  carp  t  so l l i ,o

I l  en résul te  que :

af .
( re1- i ( - t )  = 

t1 i ( . ,<o( t ) )  
= (sp) j i ( t )  pour  i l i

â f i
( re) jk ( - t )=-ç i ( t ,p ( t ) )  =  - (se) jk ( t )  pour  i l i  e t  k l i

De même,
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a f .
( l o ) i k ( - t )  =  

{ f  
- t ,  e l ( - t ) ,  v2? t ) ,  o r ( - t ) ,  ,oo ( - t ) )

a f .
( r i tD \ . ,  ( - t )  =  J (+ ,  û1 ( t ) ,  ûZ( t ) ,  ûg1 t ; ,  , t ,O( t ) )\  '  , l K ,  o X k

D'où  :

a f '
( rp) i i ( - r )  = -  

rXT(r ,e(t ) )  = -(ua). i . i ( t )

ô f *
(se) tk( - t )  = *  

d( t ,e( t ) )  
= (s@)ik( t ) ,  pour  k l i

0n a montré .

(.cP) . Lli ,o

Les autres cas se démontrent de la même manière.

So i t  <p  e  So lP  a lo rs  (p  e  So lP .  ^  'D
' r  ,o  Ar  ,o  

n  to 'Ë i  
,p /4

en appf  iquant  a )  on  ob t ien t  :

$a)  .  L l i  
,o  

n  L [ i ,p /q

La remarque 1 $ I I  permet de conclure.

La proposi t jon précédente permet de l ier  les systèmes l inéaires symétr iques aux

sys tèmes non l inêa i res  symét r iques .

Nous a l lons  app l iquer  les  résu l ta ts  du  Chap i t re  I I  aux  sys tèmes non l ' i néa i res

symétr iques..

Commençons par  la  s tab i l i té .
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IU  .2 .  S tab i  I  i  t é

Défi ni t i on

So i t  @ une so lu t ion  p-pér iod ique du  sys tème d i f fê ren t ie l  ( f ) .

0n  appe l le  ind ice  de  Po incaré  de  rp  pour  la  pêr iode p ,  e t  on  le  no te  y ' (<p) '

l , i nd ice  de  po incarê  de  ( lp )  pour  1a  pér iode  p ,  l o rsque  ce lu i -c i  es t  dê f in i .

No tons  cp( . ,o ,xo1  :  IR  -  R4 ,  la  so lu t ion  de  ( f )  te l l e  que  :

9 (o ra ,xo )  =  xo ;  où  xo  e  R4

Remarque

S i  p ( . ,o ,Xo)  appar t ien t  à  So l t ,o ( f )  où  s  =  {A i ,P i i ,E i ;  1< i  <  j<4 }

a lo rs  d 'après  le  théorème 1  :

xo  e  S  e t<p(a  *  l ,o , *o ;  e  S .

En  par t i cu l ie r  :

s i  p ( . ,o ,Xo)  e  So l fo r , r r ) ,o ( f )  ( resp .  So l? r r i ,u r i ) ,o ( f )  a lo rs  xo  e  A i  ( resp .P i j

Proposi  t ion 16

a)  S i<P appar t ien t  à  So l8 ,o ( f )  avec  S  =  {A i ,E i , (A i ,E i ) ;  1< i  <4} ,  a lo rs

t r , (nQ)  n 'es t  pas  dê f in i ;  avec  p '=p /2  pour  $=(A i 'E i ) ,  p '=P s inon

Si  p  es t  te l le  que ( ! (p )  appar t ien t  ,0 . r (p )  a lo rs  g  es t  ins tab le  au  sens

de Lyapunov.

b )  So i r  <a  appar tenan t  à  so lB i5 ,o ( f )  ( resp .  so l | i i , p i j ) ,o ( f ) )  avec  1< i  < i  <4)

et  MP =((ukr) ,  k , t  e  { ! ,2 ,3,4})  = 
f f t "  *Ç,vxo+w)7* = (o,o,o,o)

Posons  p '=p  ( resp .  R '=  | ) ;
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0na :

vo , (o )  =  sgn  t  (a i ta ju -u i lu jp ) (uk iu r . j -uk ja& i  ) l

t r r , ( v )  =  sgn  t (a i ta j l -u i l , us .p ) (uk ius j -uk ja l i ) (a i i u j j -u i j u j t ) (ukku .c , r . -u t  uuuk) l

où Pi j  = Pks, s i  chacun des termes est  non nul .

S i  t2 r , (Q)  =  -1 ,  a lo rs  o  es t  ins tab le  au  sens  de  Lyapunov;  par  cont re  s i

t2 r , (O)  =  1 ,  la  so lu t ion  nu l le  du  sys tème d 'équat ions  aux  var ia t ions  assoc iée

à g  es t  s tab le  au  sens  de  Lyapunov mais  p  n 'es t  pas  nécessa i rement  s tab le

pour  ( f )  :  on  d i t  quep  es t  s tab le  au  sens  in f in i tés ima l .

Démons trati on

a)  0n  app l ique  la  p ropos i t i on  7  e t  l e  co ro l la i re  (S  I I .2 .4 . ) .

b )  0n  cons ta te  que  Mp es t  la  va leur  au  temps  
" *+  

de  la  so lu t ion  mat r i c ie l l e

fondamenta le  en  t=a  de  1 'équat ion  aux  var ia t ions  assoc iée  à  p .

0n  app l  i  que  a l  o rs  ,  I  a  p ropos ' i t i  on  10 .

l ropos i t ion tZ

Si  I  appar tenant  à  So lR  ̂( f )  avec S={Ai ,P i j ,E i ;  1< i  < i<4}  es t  s tab le
s  r e

( resp .  ins tab le )  pour  t  +  + - ,  ô lo rs  p  es t  s tab le  ( resp .  ins tab le )  pour

t  +  - -  e t  réc ip roquement .

Démonstrati on

Prenons o=0.  So i t  Tp  I 'app l i ca t ion  de  Po incaré  assoc ié  à  la  pér iode p  du  sys tème.

So i t  p ( . ,o ,Xo)  appar tenan t  à  So lg ,o ( f )

La  so lu t ion  p-pér iod ' ique  g( . ,o ,xo)  es t  s tab le  au  sens  de  Lyapunov s i  e t  seu lement

s i :

ve>0 ,  f  1>0 ,  vx  eR4,  vh  €  IN* , l l  x -xo l l  .  n  + l l rn (x ) -xo11  . ,

où  l l . l l  es t  une  norme sur  R4 .
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S i  I 'on  no te  s (x )  1e  symét r ique de  x  par  rappor t  à  S  para l lè lement  à  5

a lo rs  en  u t i l i san t  le  lemme 1 ,  on  mont re  par  récur rence que

s  ( rn1x ;  )  =  T -ns  (x )

Cet te  p ropr ié té  e t  la  dê f in i t ion  de  la  s tab i l i té  achèvent  la  démonst ra t ion .

IV.3.  Systèmes. di f férent ie l - :  pér iodiques symétr iques. !Épendant
de paramètres

Nous app l iquons  les  résu l ta ts  du  chap i t re  I I  aux  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  dépen-

dant  de  paramèt res .  Nous é tud ions  à  que l les  cond i t ions  une so lu t ion  pér ' iod ique

p symét r ique d 'un  sys tème d i f fé ren t ie l  pér iod ique ( f )  symét r ique es t  i so lée  ou

non,pro longeab le  ou  non dans  l 'ensemble  des  so lu t ions  pêr iod ' iques  de  ( f ) .

Nous app l iquerons  le  théorème de pro longement  de  Po incaré  ( t7J  c f . IV .3 .1 . )

lo rsque 1 'équat ion  aux  var ia t ions  (1 .p )  assoc iée  à  A  es t  non except ionne l le ,

ce  qu i  peut  ê t re  le  cas  Pour  ( f )

( f  )  e  F ! ,o  où  S  =  {P i i ,P î î ) ;  1<  i ' i  <  4 }

Par contre,

s i  ( f )  e  FE,o  où  S  =  {A i ,E i , (A i ,E i ) ,1< is4 }

alors ( l , rp)  est  toujours except ionnel le.  Nous montrons, grâce aux résul tats du

chap' i t re I I .2.  que nous pouvons quand même obtenir  des réponses très prêc' ises.

Mun issons  l 'ensemble  des  sys tèmes d i f fê ren t ie ls  p -pér iod iques  de  d imens ion  4

(en  tan t  qu 'ensemble  d 'app f  i ca t ion  f  :  R5  *  n4 ;  ae  1a  topo log ' ie  de  la  conver -

gence compacte ;  ce  qu i  fa i t  des  ensembles

FP ,  c r  €  IR ,  S  €  {A i ,E i ,P i i , (A i ,E i ) , (P i i ,m) ;  1< ' i  ' i  s4 }
) t 0 -

des espaces  topo log iques

De même munissons  l 'ensemble  des  so lu t ions ,  con t inues  e t  p -pér ' iod iques  de  te ls

systèmes, de cette même toPologie.
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Soient m e Ï r l  et  Â un domaine de IRm.

0n dé f in i t  F  :  À-+  F t ,o  rn .  app l i ca t ion  cont inue,  d i te  fami l le  cont inue de

systèmes di f férent ie ls p-pêr iodiques avec symétr ie S et  paramétrée par À e ^ .

0n note :  F(r  )  = (Àt;  et  À, .p un. solut ion ae 1Ài1.

IV .3 .1 .  Po in ts  except ionne ls  e t  po in ts  o rd ina i res

0n sa i t  que s i  (sb)  équat ion  aux  var ia t ions  assoc iée  à  tp ,  so lu t ion  p-pér io -

d ique n 'es t  pas  except ionne l le  pour  la  pér iode p  a lo rs  i l  ex is te  pourÀ e  A

vo is in  de  n ,  une so lu t ion  p-pêr iod ique e t  une seu le  À ,p  
6  ( r f )  qu i  so i t  une

pet i te  per tu rba t ion  de  Îp .  ( t7 l )

Déf i  n i  t i  on

Etan t  donnê  F  :Â  *  t t ,o ,  so i tnp  e  So l8 ,o (n r ) ;  on  d i t  que  np  es t  un  po in t

ou  é lément  except ionne l  dans  to lE ,o ln f l  s i  ( lnp)  es t  except ionne l le  pour  la

pêr iode Zp ' (p '= |  dans  le  cas  de  symêt r ies  combinêes  (A i ,E i )  ou  (P i i , f f i ) ;

p '=p  S inOn)

Dans  le  cas  con t ra i re ,  
ng  es t  d i t  po in t  o rd ina i re  dans  So l ! ,o tn f ) .

Remarque .  S i  S  e  iA i ,E i , (A i ,E i ) ;  1< i  <4 ]  a lo rs  tou te  so lu t ion  de  (n f )  es t

except ' ionne l  le  dans  so t ! ,o {n f ) .

Les deux théorèmes suivants t ra i tent  le cas où

(Àt)  e Ft ,or  s  e {A1,E1,(AL,E1)}

Si  g est  une solut ion Oe 1Àt;  a lors (sp) appart ient  à LT.

Dans ce  cas ,  les  résu l ta ts  de  Po incaré  ne  sont  pas  app l icab les .

Supposons c = o.

Théorème 2

So i t  (À f )  G FË1,0  un"  fami l le  de  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  dépendant  cont inûment

de leÂ. lRm.



Si  pour  À  =  n  6  ̂ ,  i l  ex is te  une  so lu t ion  ô  e  So t l r ,o tn t )  te l l e  que  l ' équa t ion

aux  var ia t ions  assoc iée  ( l@)  so i t  dans  Qr tù ,  a lo rs  :

a .  l a  so lu t ion  ô  es t  non  i so lée  dans  So lEr ,o (n f ) ;  de  man iè re  p lus  p réc ise ,

' i l  existe dans El  un élément de surface (P) ouvert ,  de c lasse Cl en

(*2 , *3 ,x0) ,  passant  par  f r1o ;  e  E l ,  te l  que pour  tou t  ' .u  e  (P) '  la  so lu -

t ion  urp  de  (n f  )  dé f in ie  parup  (o )  =  u  so i t  te l le  que Fcp e  sor ! r ,o (n f  )

b .  la  fami l le  f rp  de  so lu t ions  pér iod iques  de  (n f )  peut  ê t re  p ro longêe à

tou t  un  vo is inug.  t . Ï  d .  n  dans  Â,  de  man ière  un ique e t  con t inue en l

Démonstrati on

So ' i t  Tp l ' (n f )  la  demi -app l ica t ion  de  Po incaré  assoc iée  à  (n t )

f re  so lËr ,o(nf  )  donc ô101 .  E l  et  v t$ l  ,  E l .

par  hypothèse,  (sô)  e  A . rG) .  Dans une base b ien  cho is ie ,  respec tan t  les  sy-

métr i . t  X(nô)( | )  . t t  de la forme :
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uloo\

(  .  \ \  avec vr lo  e t  (uz ,u3 ,u4)  f (o ,o ,o)

\ ) )

*(ua)(Ë) =

so i t  T i r ,  1 'app l i ca t ion  tangente  u  r r , ,  au  po in t  ô (o)  .  , i , ,  es t  iden t i f iab le

à  T  p /Z(û)  O,  o i t  I i lZ (E l )  es t  t ransverse  à  E1 pu isque v ,  I  o .

Cela entraîne que ,r , r rEL) est  t ransverse à El  au po' int  ôt l t  t t  coupe El

au  vo is ' inage de  ce  po in t ,  se lon  un  é lé rnent  de  sur face  (P)  de  c lasse  C l '

Le théorème 1 Permet de conclure.

oi t  (uô)  .  Gr tn l  c ,es t  à  d i re  que (Ç)  admet t ro is  so lu t ions

l inêai rement  indépendantes p-pêr iod iques '  deux d 'orb i te  symêtr ique par  rappo

à E1 et  I 'aut re  Par  rappor t  à  A1 '

,1

uz

u3

,4
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0na:

Dans ce  cas ,

0n  en  dédu i t

a lo rs  le  thé

d imens ion  1 )

Théorème 3

So i t  (À f ;  e  r fn f ,E l ) ,o (p)  une fam' i l le  de  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  dépendant

cont inurent de À e^ .  IRff i

S i  pour  À  =n  €  A ,  i l  ex is te  une  so lu t ion  f r  e  so t fo r , r r ) ,o (n t )  te l1e  que

1  'équa t ion  aux  var ia t ions  assoc iée  ( lô )  so i t  dans  Qr (p ) ,  a lo rs  :

a )  l a  so lu t ion  ôes t  i so lée  dans  So l fo r , r r ; ,o (n f ) ,  ma is  non  dans  So lËr ,o (n t )

/ ' ,  
u l  o  o \

I  ^ /  \ l
tËl  =[ I |  \ favecv,ro-  

\  o l

\;t )l
1) est  encore t ransverse à El

théorème précêdent reste vrai  pour ( lô)  t  dr tn)

f )  et  I  sont de symétr ie Al  sans être de symétr ie El '

' es t  pas  app l icab le  car  la  t ransversa l i té  en t re  A l  (de

2(A1)  (de  d imens ion  1 )  n 'es t  pas  génér ique  dans  R4-

x(uô)

'ircG
que 1e

2.  s i  (

orème n

"t 
rPl

b)  la  so lu t ion  ô  Oe (n t )  peut  ê t re  p ro longée à  tou t  un  vo is inaget lde  n  dans  n

de manière  un ique dans so l for , r r ; ,e (n f ) ,  cont inûment  en À.

Dêmonstrati on

Par hypothèse fi(o) e A1 et rtf;1 e rr

kô) e Cr(n)  d 'où x,u61(f ; )  
" t t  

de la forme :

fir )
( r2 , r3 ,uo)  I  (o ,o ,o)

t trô1 tf;l

avec  u lxv l *D l l l o  e t
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d'où Tf rO(Al )  est  t ransverse à El  car  u ,  lo .

Cela entraîne que TO7+(A1) est transverse à El au pointô(f,)

I l  en  résu l te  que ô  es t  iso lée dans So l [Or , r r1 ,s (n f ; .

ô" r t  non iso lée dans SolËt ,p7a(nt )  du fa i t  du théorème 1 avec o =Ë

Relarque.  Le  théorème 3  res te  v ra i  s i  l ' on  suppose ( lô )  r  QtOl .

Les résul tats précêdents nous conduisent à énoncer les déf in i t ions suivantes :

IV .3 .2 .  Po in t  S -o rd ina i re ,  po in t  S -b i fu rca t ion

Dêf i  n i  t i  on

soi t  F :  À + F! ,o . t  b  e sol ! ,o{nr)

0n d i t  que b  es t  un po in t  S-ord ina i re  dans So l3 ,o(n f )  s i  i l  ex is te  un vo is i -

nug.V dendans Â te l  que pour  tout  r  eU,  ' i ]  ex is te  une un ique so lu t ion

b e  so l ! ,o {^ t )  te t le  que Àp -  k ]orsque À + n

Un point  ng appar tenant  à  Sol ! ,o{nt )  qu ' i  n 'est  pas S-ord ina i re  est  d i t  po in t

S-b i furcat ion dans torS,o(n f ) .

Remarque.  1 .  Les  théorèmes 2  e t  3  dé f in issent  des  cond i t ' i ons  d 'ex is tence de

po in ts  (A1,E l ) -o rd ina i res .  0n  vo i t  donc  qu 'un  po in t  except ionne l  peut  ê t re

(A1 ,  E1 )  -o rd i  na i  re .

Nous  examinons  ma in tenan t  le  cas  où  S  e  {P i j , (P i j ,m) ;  1<  i .  j  <  4 } .

Proposi t ion 18

Soi t  ncp € Sol3,* (  t )  e t  N!  = (amn) la  matr ice assoc iée à nrp par  la  propo-

s i t ion  16.

S i  S =  P i  j ( resp. (P i i ,m))  où Pî= Pk.c ,  e t  s i  (uk ias j  -  aOrao i  lo )
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avec Hr(x! ,*3,  ^)  = Àpk(* +t ,a,xo)

Hz(x!,*3,^) = Àpo(* *!,o,*o)

( resp .  u i iu j j  -u i j u j . ,  l o )  a lo rs  no  es t  un  po in t  P i i -o rd ina i re

( resp .  (P i i ,m) -ord ina i re )  dans  Sot ! ,o (  n f )

Dêmonstrati on

So i tS=P i i ,e tS=Pks

Posons *o=(*1,*1,*3,*!)  uu". *f i=o pour mli  et ml j

Soit  H(*T,r3,r)  = (H1t"T,*3,À), H2(xf,xJ,r))

Àrp e so1Bi3,o{^r)  s i  e t  seulement  s i  H(x! ,x l , l )  =  o

0 r rona :

Le théorème des fonct ions impl ic i tes nous assure que si  :

(a t ia r , j  -ak jas t  l o )

alors H(x! ,xJ,r)  = o

admet  une un ique so lu t ion  t *T ,*3) ( r )  pour  I  vo is in  de n .

H (npi ("Lnpj (a ) ,n )

aH -( ,no,* nntu \;p-\4- 4-/
aH -1a'vr rntu\

4(4_q)

= O

= ( uti a.e,i

=  (un,  uo j
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Commentai re

Nous avons  vu  par  les  thêorèmes 2  e t  3  qu 'un  po in t  except ionne l ,  é lément  d 'une

fami l le de solut ions p-pêr iodiques avec symétr ie S peut être un point  S-ordi-

na i re ,pour5=(A1 ,E1) .

La  propos i t ion  su ivante  mont re  dans  que l  cas  i l  es t  poss ib le  d 'ob ten i r  une a f -

f i rmat ion  ana logue pour  S  ê lément  de  {Pr r , (P IZ ,P34) i  pour  1a  pér iode

np(n€ [ \ * ) .

Propos i t ion  19

So i t  S  =  
{ t r ,  ,W, (Prz ,%ù e t  n  appar tenant  à  IN*

Supposons que pour  tou t  I  e  ^ ,  (À t )  e  F t ,o ,  so ' i t  À .p  un  po in t  except ionne l

dans  So lP (À t )  te t  que la  mat r ice  assoc iée  par  1a  propos ' i t ion  16  so i t  de  la
) r 0 '

fo rme (u  u  
) ,  on  a  a lors

\w r /

1.  S i  U =T =o e t  S =  (P1Z,W),  a lors  À.p  es t  un po ' in t  Pr r -ord ina i re  dans

5o1(2n+1)n1Àt ;  dès  que  de t  V  de t  t t  Io .
,12

tr<p est  un po' int  Prr-ordinaire dans Solzpnp(Àf )

À,pest  un poinr  (pr ,  ,Td-ord inai re dans Sot i i l ,^ t ) ,  s i  det  v  det  w lo ;

est  un point  (Pn,E)-ord inai re dans sol  [ i i " )11161

Z.  S i  V =o et  S = 'Ç,  a lors t rp  . r t  un po int  (Pr ,  ,Tù-ord ina i re

dans so l f !  l - - r (Àf )  s i  det  u  det  T  lo '
v  L2 ' '  Lz t

3.  S i  ! ,1  = o et  S =P!2,  a lors  
À9 

est  un po int  (Pt ,  'F tZ)-ord ina ' i re

dans so l f !  r - , , (Àt )  dès que det  u  det  T fo '
\ r  12t t  121



^  IU V\
uP=[  |  e tc r  \w r l

Mnp = , (n-1)n  Mp
0 0 c l

0n ca lcu le  les  d i f fé ren tes  mat r ices  dans

U =  T  =  O;  V  =  O;  W =  O

La propos i t ion  en  décou le .
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Démonstrati on

0na

les  t ro ' i s  cas  su ivants  :

Commentai re

En dimens' ion 2 des résul tats analogues ont étê ênoncés.

La  mat r ice  u !  es t  de  tu  ro r r " (u  : )  e t  les  résu l ta ts  sont  donnés en  fonc t ion
\u  d /

de  la  nu l l i t é  de  a ,b ,c  ou  d .

Dans  no t re  cas ,  la  nu l l j t é  de  a ,b ,c ,d  es t  remp lacée  par  la  nu l l i t ê  de

de t  U ,  de t  V ,  de t  W,  de t  T .

Ce la  rend  mo ins  soup ' lê ,  l ' é tude  en  d imens ion  4 .

par  conséquent ,  nous  avons  des  résu l ta ts  mo ins  génëraux  qu 'en  d imens ion  2 .
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CHAPITRE V . ETUDE NUMERIQUE

V.1 .  In t roduc t ion

Depuis 
' longtemps, 

on essaie de rechercher numériquement des solut ions pér io-

d iques  de  sys tèmes d i f fé ren t ie ls .

De nombreuses méthodes'ont été élaborées dans ce but,  fa isant appel  le plus

souven t  à  1 'ana lyse  fonc t ionne l le .

L 'étude des systèmes di f férent ie ls pér iod' iques symétr iques qui  est  développée

précédenrnent permet,  par une néthode numérique simple,  de local iser des solu-

t ions  pér iod iques  symét r iques  de  te ls  sys tèmes lo rsque l 'un  des  espaces  de

symétr ie est  de codimension 1.

Cet te  méthode s imp le  repose sur  les  fa i ts  su ivants  :

a)  Une solut ion p,  d 'un système p-pér iodique admettant la symétr ie S au temps
- n

et l ,  es t  p -pér iod ique d 'o rb i te  symét r ique par  rappor t  à  S  s i  e t  seu lement

si  <p(o) ef  ç{ ,p/Z) appart iennent à S.

b) Dans le cas,  où le système di f férent ie l  admet des symétr ies par rapport

aux deux espaces supplémentaires S et  5,  aux temps o et  p/2 respect ivement,

ona :

Une so lu t ion  ges t  2  p -pér iod ique d 'o rb i te  symét r ique par  rappor t  à  o  s i  e t

seulement s i  P(o) appart ient  à S et  Af t lz)  appart ient  à 5.

0n se l imi tera donc à étudier des systèmes di f férent ie ls p-pér iodiques admet-

tan t  les  symét r ies  E i  ou  (A i ,E i )  pour  i  appar tenant  à  {1 ,2 ,3 ,4 i .

Le  p r inc ipe  de  dé te rmina t ion  d 'une  so lu t ion  p -pér iod ique  ( resp .2  p -pér iod ique

es t  le  su ivan t  :

0n  cons idère  l 'ensemble  des  so lu t jons  p  du  sys tème d i f fé ren t ie l  vér i f ian t

ç (o )  e  E i  ( resp .  p (o )  e  A i )
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S ' "1  e t  eZ sont  deux  so lu t ions  vér i f ian t  ce t te  cond i t ion  te l les  que A{V/z )

e tç2b/21  so ' ien t  de  par t  e t  d 'au t re  de  E i  (c 'es t  à  d i re  oyb /z \92 ih /2 )  <o) ,

a lo rs  pour  tou t  chemin  jo ignan te r (o )  à<Or (o )  dans  E i  ( resp .  A i )  on  sa i t  qu ' i l

existe un réel  xo te l  que si  <p vér i f ie p(o) = xo alors çb/2) appart ient  à

E i  ( resp .  à  A i ) .

Notre étude est parfaitement adaptée à la variation de paramètres comme le

montrera le paragraPhe suivant.

V .2 .  Méthode numér ique des  s t r ies  dans  les  cas  (A1,E l

Nous donnons les grandes l ignes de la méthode numérique dans le cadre d 'une

fami l le  de  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  p -pér iod iques  de  symét r ies  (A1,E l )  dépendant

de deux paramètres.

Une é tude dé ta i l lée  es t  donnée dans  [10J  par  B .  SCHMITT en d imens ion  21e1 le  es t

va lab le  encore  dans  no t re  cas .

Rappe lons  auparavant  les  résu l ta ts  que nous  u t i l i se rons .

U.2 .1 .  P ropr ié tés  des  so lu t ions

So i t  :

x  =  f ( t r x rÀ ) (r r)

une fami l le de systèmes di f férent ie ls p-pér iodiques de symétr ie A1 au temps o

e t  E1 au  temps p /2 ,  paramét rée  par  r .0n  suppose que:

f  est  analyt ique par rapport  à x et  t '

r  appar t ien t  à  un  ouver t  À  =  A x  IB  de  IR (À  =  (a ,b ) ) ,

*  = (xL,X2,x3,X4) aPPart ' ient  à IR 4
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0n  dés igne par  p ( t , to ,xo ,À)  la  so lu t ion  un ique de  ( f ^ )  dépendant  ana ly t ique-

ment  de  ( t , to ,xo ,À)  i ssue au  temps ' in i t ia l  to  du  po in t  xo  =  ( *T , * ! , * ! , * ! ) .

Les composantes de <p sont notées ' (pt rg2regre4)

0n note X,  ( resp .q)  l 'ensemble des * !  { resn.(x ! ,x ! ,x l l l ,

Nous avons montré :

9r( f ,0," ! ,o,o,o,À) = o . '  <p est  p-pér ' iodique symétr ique par rapport  à o.

t r (Ë*oË,o , * l ,o ,o ,o , r )  =  o  <e  rp  es t  (2k+1)p-pér iod ique symét r ique par  rappor t  à

, {È*Ë,1 ,o , * ! , *3 , r3 ,^ )  =  o  ê  rp  es t  p -pér iod ique symét r ique par  rappor t  à  E1.

Notat i  ons

soit rr 'x '": l ; f i . : î , ] : ,:::, ' î ' :^: tels que

A chaque  po in t  ( x r ,À )  de  x ,  co r respond  p ( t ,o ,x l ,o ,o ,o ,À)  so lu t ion  de  ( f ^ )  Ou i

es t  p -pér iod ique ,  harmon ique  impa ' i re  ( ie .  p ( t  *$ l  =  -  o ( t ) ) .

So i t  x1 ( t )  '  o ' , ;  

; ; : : : : , , : , : : : , ï ' : ^ :  

te l s  que

A chaque  po in t  ( x r ,À )  de  r1 (k )  co r respond  une  so lu t ion  de  ( f ^ )  qu i  es t  (2k+1)

p-pér iod ique harmon ique impa i re .

So i t  r ,  .  X l  '  ^  l ' ensemble  des  (x .x ' x4 )  te l s  que

t r (Ë-Ë*Ë,o,xz,x3,xo)  = o

A chaque po in t  de  tZ  cor respond une so lu t jon  p-pér iod ique d 'o rb i te  symét r ique

par rapport  à El .
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Remarque. Les ensembles précédents sont,  chacun, déf in is par une équat ion

ana ly t ique f ian t  x r rÀ  ou  X2r*3eX4rÀ;  ce  sont  des  sur faces  ana ly t iques  de

cod imens ion ldansXr ,n  -  R3or { 'n  =  R5-

U.2 .2 .  Méthode numér ique

Nous vou lons  dé terminer  x t .

r ,  étant une surface analyt ique de dimension 2,  nous déterminons les sect ions

de r ,  par des plans Pb = x l  x {b} *  A,  rapportés aux repères (0x1'0a)

So i t  m =  (x ,a )  un  po ' in t  de  PO e t

r Do(m)  =  q (Ë ,o ,x ,o ,o ,o ,a ,b )

0n  suppose que l 'on  sa i t  dé terminer  o (m)  avec  la  p réc is jon  dés i rée .  Comme o(m)

dépend cont inûment de m, la courbe tT = tO n x,  Partage 
' le plan PO en deux

rég.' ions ouvertes :

- b r , ,i . 1 r - )  d 'équa t ' i on  o (m)  >  o  e t  l i t - l  d 'équa t ion  o (m)  <  o

1)  Déterminat ion  d 'un  po in t  de  r Ï  (e rocAdure  i )

0n  cho is i t  m,  e t  m,  de  façon que

o(m1) .  o (mr )  <  o

Alors,  le segment tm'm2l cont ' ient  au moins un point  m* Oe r !

0n déterm' ine alors m* par d ' ichotomie.

2)  Déterminat ion  d 'un  second po in t  de  r l  (n rocedure  2)

0n se donne m* de t !  
" t  

une direct ion D

Soi t  n ,  le  po in t  s i tué  à  une d js tance L ,  de  m*  dans  la  d i rec t ion  D

Soi t  mr ,m,  les  po in ts  de  PO s i tués  de  par t  e t  d 'au t re  de  n ,  dans  la  d i rec t ion

perpend icu la i re  à  D à  une d ' i s tance Lr .
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S i  o (m l ) .o (mr )  <  o ,  a lo rs  on  app f ique  la  p rocédure  L .

Sinon on diminue les 
' longueurs 

Lt  et  LZ et  on recoûmence.

3)  Déterminat ion  d 'une branche de  r l

0n cornrnence par déterminer deux points f f i * r r*  suivant 1es procédés 1et 2 puis

on se donne pour d ' i rect ion D, la direct ion de la droi te ( f f i * , I l * )  et  on cherche

un nouveau point  à part i r  de n* en réappl iquant la procédure 2 et  a insi  de

su i te . .  .

( vo i r  annexes) .

En app' l ' icat ion,  nous présentons une étude numérique.

V.3.  Etude du système paramétré par a et  b :

( r  b)

V.3 .1 .  So i t  (0 ,X ,X ' ,Y ,2 )  1 'espace  des  phases  assoc ié  au  sys tème d i f fé ren t ie l .

Ce sys tème admet  1es  symét r ies  (A1,  o  =  Kn) ;  (E l r  o  =  tn*Ë)

Nous savons déterminer des solut ' ions harmoniques impa' i res vér i f iant

X ' (0 )  =  Y(0 )  =  Z (0 )  =  o  e t  X (2k+1)â )  =  o

c 'es t  à  d i re  les  so lu t ions  qu i  à  l ' i ns tan t  in i t i a l  son t  s i tuées  sur  l ' axe  0X

et  t raversent  I  ' espace (0X ' ,0Y,02)  à  I ' i ns tan t  (zk+ l ) f .

Ces  so lu t ions  sont  (2k+1)  xZn-pér ' iod iques  d 'o rb i tes  symét r iques  par  rappor t

aux espaces A1 et  El .

De p lus ,  s i  <p  es t  une te l le  so lu t ion , ( r ( (2k+1) f )  e t  e (3(2k+1)â)  appar t iennent

à  E l .

fx"*zx3*oXYZ=acost

Jv' 
= f,

[z' = xvz
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D 'où ,  s i  T  es t  la  demi -app l ica t ion  de  Po incaré  assoc iée  à  1a  pér iode

(2k+t )  *2n ,  a lo rs  T(E l )  n  E l  es t  un  espace de  d ' imens ion  2  passant  par

e(r.(zl+1)f) .
t  _ ' l

Soi t  E '1  =  T- r (T(E l )  n  E l ) .  Cet  ensemble  es t  composé de  cond i t ions  in i t ia les

de solut ions pér iodiques d'orbi te synétr ique par rapport  à E1. Pour déterminer

cet ensemble,  on peut par exernple appl iquer la méthode numérique précédente en

f ixant a et  b et  en paramétrant par X2rx3,x4. La solut ion <p étant pér iodique'

son équat ion  aux  var ia t ions  admet  une sur face  de  cond i t ions  in i t ia les  de  so lu -

t ions  pér ' iod iques  dont  les  cond i t ions  in i t ia les  sont  s i tuées  dans  E l .

Cette surface est  tangente à E'1 au vois ' inage de g.

V .3 .2 .  So i t  1 'équa t ion  de  Duf f ing  :

x "+2x3+bX=acos t (rr  b)

Cet te équat ion a été étud iée dans t101.

Nous montrons que s i  b=o,  a lors  r !  admet  la  même st ructure pour  ( Io)  e t  ( I Io) .

Ceci  reste vra i  pour  r l (k ) .

Etude du cas b = o

La pro jec t ion  d 'une so lu t ion  harmon ique impa i re  de  ( Io )  de  cond i t ion  in i t ia le

(X(o ) ,  X ' (o )  =  o ,  Y (o )  =  o ,  Z (o )  =  o )  pér iod ique  de  pér iode  2n  dans  l ' espace

des phases  (0 ,X ,X ' )  es t  une so lu t ion  pa i re  e t  harmon ique impa i re  de  ( I Io ) ,  de

cond i t ' i on  in i t i a le  (x (o ) ,  X ' (o1  =  o1  pér iod ique  de  pér iode  2n '

Réc i proquement,

So i t  <o  une  so lu t ion  de  ( I Io )  de  cond i t i on  in i t ' i a le  (X(o ) ,  X ' (o )  =  o )  pa i re  e t

harmon' ique impaire.  0n a :

x(â)  = o et  x ' (o1 = o
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La première équat ion de ( Io)  étant indépendante des deux autres,  on peut

intégrer séparément les deux dernières équat ions,  une fois la première in-

tégrée.

Le développement en sér ie de Four ier  de <p est  de la forme :

p ( t )  =  a l  cos  t  +  aZ cos  3 t  *  ô3  cos  5 t  +  . . .

Mont rons  a lo rs  que p  indu i t  une so lu t ion  harmon ique impa i re ,  2n-pér iod ique

dans  (0 ,x rx ' rY ,Z )  vé r ' i f i an t  :

X ' (o )  =  Y(o )  =  Z (o )  =  X(â )  =  o

tn effet :

S i  X -  es t  l a  va leur  moyenne  de  X( t )  su r  I ' i n te rva l le  to ,2 r ) ,  a lo rs
m

t
Y( t )  =  

J  (x (u )  -  x * )du  es t  2n -pér iod ique  e t  vé r i f i e  Y(o )  =  e .
o

De même,  s i  Y ,  es t  l a  va leur  moyenne  de  V( t )  p2 ( t )  su r  l ' i n te rva l le  [0 ,2n ] ,

+L t

a lo rs  Z ( t1  =  
J  Y(u )  p ' (u )du  es t  2n -pér iod ique  e t  vé r i f i e  Z (o )  =  o .
o

0n en dédu' i t  que l f (nour Io)  est  une courbe connexe, symétr ique par rapport

à 0,  homéomorphe à IR ,  coupant 0X, en une inf in i té de points et  partageant

le plan X, x {o} "  A en deux composantes connexes ouvertes.'  - ' r

Les  cond i t ions  in i t ia les  de  sous-harmon iques  de  Io  co înc ident ,  de  même,  avec

ce l les  de  I Io  ( f i g .  1 ) .

V .3 .3 .  E tude  du  cas  b  lo

A. Harmonique

Nous  avons  dé te rminé  (vo i r  f i gu res  1  e t  2 )  des  fami l l es  de  cond i t i ons ' in i t i a -

les  de  so lu t ions  pér ' iod iques  pour  IO,  pour  les  va leurs  de  b  su ivantes  :

b  =  1n  b  =  3 ,  b  =  5 .
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0n peut remarquer que pour b = l - ,  la port ion de courbe l l  est  connexe; cepen-

dant ,  la  d ispos i t ion  de  ce t te  courbe d i f fè re  su f f i samment  de  ce l le  de  l f

pour  qu 'on  pu isse  a f f i rmer  que nécessa j rement ,  j l  ex is te  en t re  les  va leurs

b  =  o  e t  b  =  1  au  moins  une va leur  de  b  pour  laque l le  la  courbe: !  Rrésente

un po in t  mu l t ip le .  I l  semble  donc  que pour  no t re  équat io f l ,  r l  n 'es t  pas ,  pour

tout b,  une courbe homéomorphe à R.

Le même phénomène se produi t  d 'a i l leurs pour b compris entre 3 et  5.

B .  Sous-harmon iques  d 'o rdre  3

Nous avons  dé terminé ( f igures  3-4)  que lques  fami l les  de  so lu t ions  sous-

harmon iques  d 'o rdre  3 .0n  peut  remarquer  que cer ta ines  de  ces  fami ' l les ,  pour

b  f i xé ,  v iennent  b i fu rquer  avec  les  fami l les  de  so lu t ions  harmon iques ,  d rau t res

non .

Nous  avons  t racé  que lques  so lu t ions  6n-pér iod iques  (vo i r  f i gu res  5 ,6 ,7  e t  8 ) .
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