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INTRODUCTION

Ce travail s'intéresse a la contrdlabilité des systémes affines en
dimension 2 et 3.

Un systéme affine en 1'état ou simplement affine[r7] est la donnée
d'un espace vectoriel M de dimension finie, d'une fouille de champs de vec-
teurs F:{F{J, ue L }définie sur M et ol Ll désigne 1l'ensemble des contré-
les admissibles, vérifiant :

i/ v —» g:; est une application affine delj-dans Sj.

ii/ h : M ——> E est une application affine ol h désigne l‘'applica-
tion de sorties, E l'espace des sorties.

Dans ce travail, on considére les systémes affines de la forme :

, m
(1) : x' = A x + [ ui (Bi x + Ci).
i=1

tel que :
X = Oyyeees,M)E Rr.

- A, Bk ; 1{¢k<m des matrices réelles constantes d'ordre (n x n).

-C, 5 1gi ¢ mdes é1éments de R ™.
- u = (ui, cee ,um) appartenant a l'ensemble des contr8les admissi-
bles constants par morceaux 3 valeurs dans L = ([—f,E])m.

Dans la littérature, les systémes du type (1) sont aussi appelés

systémes bilinéaires parce qu'on peut les mettre sous la forme :
m

(1) x' = (A + Eztui Bi) x + C u. [TSJ 3 [23]
Ou C est la matrice d'ordre (n x m) constituée par les vecteurs co-
lonnes C.l de (1) 1 <i \( Me
. R AQ”
A tout contr8le u e.Q_, et toute condition initiale %o € on asso-

cie une solution LP\J (t, M) qui par définition est la valeur a l'instant

t = T de l'unique solution maximale du probléme de Cauchy :



g—;(‘Pu (t,2%0 ))tzé“ = A P [Toxo)) + Z—__ul (‘P (T, u))

~
\-?u (0,%e) =Xo.

Par leurs applications dans divers situations, 1'étude des systémes affines
(ou bilinéaires) a fait l'objet de plusieurs travaux fructueux, notamment
dans le domaine de centr8labilité.[ 5)[21]

En effet, abstraction faite sur le cbté théorique de ces travaux, l'inté-
rét de 1'étude des systémes affines est qu'ils modélisent de nombreux phé-
noménes dans le domaine industriel, biologique, etc... C'est aussi les sys-
témes non linéaires qui offrent quelques avantages sur les systémes liné-
aires du point devue contr&labilité, optimisation...

Parmi les questions que l'on peut se poser dans l'étude d'un quel-
conque systéme, il y en a une qui s'impose tout naturellement. A partir
d'un état initialzbeﬂs, quels sont les autres états accéssibles'x1 en em-
pruntant les trajectoires du systéme en les parcourant dans le sens posi-
tif des temps ?

En particulier, un systéme sera dit complétement contr8lable ou transitif
si tous les états de l'espace des phases sont accéssibles a partir de tout
état initial du systéme.

L'étude de la contrdlabilité d'un systéme est précisément la déscription
de l'ensemble des états accéssibles.

Le but de ce travail est de réponare a la question suivante :

Etant donné un systéme affine :




(2) x!' = A x + g&ityi (Bi X + Ci)

avec A un opérateur nilpotent ; en supposant la condition du rang de

1'Algébre de Lie réalisée en tout point de l'espace des phases, est il

vrai que (2) est complétement contr8lable pour contrdle ué& ([- E,E])m ovee

€ un réel positif arbitrairement petit ?

Ce travail est aussi l'extension aux systémes affines d'un résultat bien
Y

connu sur les systémes linéaires [19](voir théorémes).



Nous savons qu'un systéme affine peut avoir une Algébre de Lie asso-
ciée aussi compliquée que l'on veut, alors que pour les systémes linéraires,
la structure de cette Algebre de Lie en est trés simple, un certain nombre
de crochet s'annulant.

Il est prouvé dans ce travail, que le systéme (2) est complétement
contr8lable sur ﬂ?znpour des contr8les aussi petits que l'on veut, si et
seulement si, la condition du rang de 1'Algébre de Lie est réalisée en tout
point de mz.

Pour n = 3, la contr8labilité de (2) surﬁegest une conséquence de la con-

, 3
tr8labilité du systéme homogéne sur R - {0} .
m
(3) x' = (A+ > ui Bj) x

(=1
Celui-ci est complétement contr8lable surﬁei { o} , Si et seulement si, la
condition du rang est vérifiée en tout point de ng- {O} .
Le plan de ce travail est comme suit :
Dans une premiére partie, je situe le travail par rapport a la littérature
connue et explique la raison de cette recherche.
Je donne ensuite quelques définitions classiques générales.

Dans le deuxiéme chapitre, je démontre le théoréme en dimension deux.

Dans le troisiéme, je démontre le résultat correspondant a n=3.



CHAPITRE I

Dans une premiére partie de ce chapitre, nous situons notre travail
par rapport aux résultats connus. La seconde partie sera consacrée aux dé-

finitions classiques et aux notations.

I. 1 : Historique et position du probléeme :

Considérons le systém% différentiel :

)C' (t) = X ((t)) + ui(t) Yi (%(t))
1=4
m .
* Yue n c/R , o€ Int ({1).

X €M yne variédté connexe de dimension n.

m
Théoréme 1 (Cas non borné =R )E28‘]

Le systéme (%) est transitif sur M si

Y x e M, Lie (Y3 (®) = Ty M.

m .
Igéggggg_g_ (Cas restreint : fL compact connexe de IR )[j28 ]

En supposant x poisson 5table, une condition suffisante de transiti-

vité sur M est que :
Lie { g YiB () = Tpe M V)C &M

La condition est aussi nécessaire pour les systémes auto-invariants.
Rappelons qu'une famille de champs de vecteurs F  est auto-Invariante, si
en tout point x € M, l'espace tangent 3 la variété orbite G (F).x est donné
par Lie (F)X .

Les familles de champs de vecteurs analytiques, de rang constant ainsi

que celles de types finis sont auto-Invariantes.



I. 2 : Cas linéaires.

Considérons le systéme linéaire :
(3 #¥):xh = Ax + Bu.  avec

'xéIRn, uelr , AeM (n,n) , B €M (n,m)

Théoréme 3 : (cas non borné) [197)

Unecondition nécessaire est suffisante pour que (¥ X ) soit transitif

n
sur fR est que :

Rang{ A, AB, ...,An'1 B}:: n (condition de Kalman)

m
Théoréme 4 : (cas restreint L) : compact connexe de R ) [28j}
- n
(#%) est complétement contr8lable sur R si
i/ La condition de Kalman est vérifiée.

ii/ Spectre (A) < i/R

iii/ A semi-simple (diagonalisable dans c ).

Les conditions (ii), (iii) expriment tout simplement le fait que A

est poisson-stable.

On a maintenant le théoréme bien connu dd a Lee-Markuo : E‘19J.

Le systéme X = AX+ bu, [ul< & € un réel positif arbitraire-

. n . .
ment petit, est completement contrdlable sur AQ , S1 et seulement si :
i/ la condition du Kalman est vérifiée

ii/ Spectre (A) & iR .

Le probléme que nous pouvons nous poser est :

Existe t-il un analogue au théoréme 5 pour les systeémes affines ?
Si l'on suppose la condition du rang et spectre ) cilR , avons-—

nous compléte contr8labilité pour des contr8les arbitrairement petits pour

le systéme (1) 2

-6 -



I1 faut donc arriver a supprimer la condition (iii) du théoréme (4).

Pour vérifier que cette conjecture est raisonnable, nous avons traité le

probléme en dimension 2 et 3.

Or, pour n=2, 3, les opérateurs qui ont un spectre imaginaire pPYr non ré-
duit a %o} sont semi-simples. Il reste donc a regarder le cas ol spectre

(A)={05 y C'est a dire les opérateurs nilpotents.

C'est le but de ce travail.



I. 2 : Définitions et Notations [267, [28], [30]

Soit F une fouille de champs de vecteurs (F.C.V) sur une variété M
connexe de dimension n.
Pour but x&F, x4 (.) désigne le groupe local a un paramétre engendré par
x. Nous supposerons les champs complets et analytiques, ce qui sera le cas

dans cette étude.

Définition 1

On dit que % &€ M est accéssible a partir de%o a l'aide de la F.C.V.

F, s'il existe un p. uple, (xl, x2, ces xP) de Fy, (t4 4, t2, -«. tp) des

réels positifs tels.que :
X = Xip Oess O Xii o) .
L'ensemble des états accéssibles a partir de Xpest noté A (%o ,F) -
Si S(F) désigne le semi-groupe des difféomorphismes engendré par
{ Xik Osse O X%i(.)/v t; =20, ke wN o, X eF } , alors

/A (%,F) est ltorbite de S(F) au point Xo.

Définition 2

F est dite complétement contr8lable ou transitif sur M si :

VIEM ’ /g ‘X1F>=M

Définition 3

Un point XéM , est dit accéssible & 1l'aide F en un temps T O 3 par-

k
tir de Xo , s'il est accéssible et si 214 t, =T
Nous noterons cet ensemble par A (%, F, T).
- ~ . . 3 N
En identifiant M a M X{T} ,Xo €M a (3% ,0) , Ao ; si F

~
désigne le systéme augmenté : F = F X {1} alors :

A (2o, £, D =T (IRg0) , T N1 x -{T})

ou I+ M x IR »>M désigne la projection sur M.




i
T \ ! MovqTh
)
“ PR ALETT RN <o)
1,° -
} /.
ey ,
, l 7
h| /|
1] L2 |
/ Id l
s | e
/l | ’r” I
A S |
Ro ~ |
>, ! )
Alx., §,7)

L'ensemble des points accéssibles a partir de¥g 3 l'aide de F en des temps
inférieurs & T est noté A(X,F, o,t]) et on a :
A (% F, [:Oat]) =UA (% F, t)
og¢tgT

Définition 4

On dira que F posséde la propriété d'accéssibilité si pour tout x € M/,

JA (x,F) est d'intérieur non vide.

Définition 5

La F.C.V est dite localement contrblable en X, , s'il existe un voi-

sinage U de xoinclus dans”‘(x,F). Ceci implique en particulier que #§(x,F)

est un couvert.

F & la propriété de Locale locale contr8labilité en X, si pour tout

voisinageUde Xo,, il existeV un voisinage de X,,VCU tel queVC/A(%s, F/U) .

Cela signifie que tout point de V est atteint par des trajectoires de F

contenues dans U.

F a la propriété de locale contr8labilité en temps petits ou STLC

en Yo (Small time local-controllability [f31]) si pour tout T >o ,
A «14,53 [o,T)) )est un voisinage de Xo -

Il est clair que :

STLC en X, = locale locale contr8labilité en xo =) locale contr8labilité

en Lo -



Définition 6 :

Soient X,y deux points de M.
On dira que y est normalement accéssible 4 partir deXa l'aide de F s'il
existe un entier p 2 n = dim M, un p. uple (t1,...,§f) de réels strictement

I 1 ‘
positifs, p champs de vecteurs x , ... , xP de F tels que si 1l'on appelle

(_F ltapplication : g{ . (RT)HP 8 (%, F)
1
(t1,¢‘,tp)rt ;xgp Oeess Xg, ()

vérifiant \f(ti ,...,[p) =y alors ‘¥ est de rang n.

Corollaire :

Si y est normalement accéssible a partir de ¥ alors il existe un
voisinage U de % et un voisinage V de y dans M tels que l'application :

\'%

>xtpo... o X%i (x)

VvV o =u ;
n

soit un difféomorphisme, et'tout point de V est normalement accéssible a
partir d'un point de U.

Ceci est une conséquence immédiate du théroréme des fonctions implicites.
Quoique cela puisse paraitre surprenant, Sussmann[ 52] a démontré que la
normale accéssibilité et l'accéssibilité sont deux propriétés équivalentes

dans le cas d'une F.C.V Copet dénombrable. En effet :

Théoréme :

oosur M.

Soit F une F.C.V dénombrables de classe C
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i/ F est contr8lable sur M.

ii/ F est normalement contr8lable sur M.

iii/ ¥ x € Mxest normalement Auto-Accéssible.

~-10-



A toute F.C.V. F, on associe son algébre de Lie en tout point=x de M noté

Lie(F)xCTy M. C'est le plus petit sous espace vEctoriel de Ty M stable par

le crochet et contenant F.

Définition 7

On dit que F vérifie la condition du rang enx M, si et seulement si
Lie (F)xo = Txo Mo
La condition du rang en tout point de M est une condition nécessaire de con-

trélabilité pour les F.C.v ¢% [307]

C'est une condition nécessaire et suffisante pour l'accéssibilité si F est

analytique.

A4



CHAPITRE II

Etude de 1la contrélgbilité dans

Considérons le systeme affine :

(a) x' = A x +u (Bx + C) avec
2
-x= (2,y)& R
- A = (o 1) un champ nilpotent
o o
- B = (1m, b2 une matrice réelle quelconque
By bay
_ 2
- ¢ C1) un vecteur dans R
c
2
—ue [-¢ 8], &30

En supposant la condition du rang, qui est une condition nécessaire
de contr8labilité, comment choisir B et C pour que le systeéme (a) soit com-
plétement contrdlable sur‘ﬂRzpour des contr&les arbitrairement petits ?
Avant de répondre a cette question, nous allons démontrer un théoréme énon-

cé par Sussmann [31:]qui nous sera utile dans la suite.

Théoréme II - 1

Soient X,y de champs de vecteurs de classe c® dans A?Z, vérifiant en
un point Xe e-ﬂf:

(b) : K (X)) = =y (Xo) X >0.

Soit k- (s'il existe) le premier entier vérifiant :

(c) tyw (x,)et ad® X.y (%) linéairement indépendants, et pour tout j < k

X (xo),ad) X.y (o linéairement dépendants.



Alors :
i/ sik est impair, la famille {xgy} est localement complétement con-
tr8lable en Xg, (STLC.C en Xo). |

ii/ si kest pair, .{)(,y} n'est pas localement contrdlable eniXq.

Preuve :

Au lieu d'étudier la STLCC deF , nous étudions celle d'une famille équiva-
lente F/= {"ﬂ,()(), \P* (Y)B ou \fest un difféombrphisme de plan. Les conditions
(i), (ii) sont invariantes par tout difféomorphisme.

Nous supposons Xe= O, et nous choisissons P tel que \@( (X): —g—{(= X*}k\pif (Y)"'\/
vérifiant (b) en O. (c'est une application du théoréme de redressement au
voisinage de O).

La condition (i) implique que les courbes intégrales de X¥ et de'>’*se cou-
pent tangentiellement en O sans se croiser.

En effet ; au voisinage de t = O nous avons la relation : ESCf]
o? Eh v V]
¥ _4)P = h ¥ ¥ (o
Y (XX ()= Tt o ed? X0
n=

soit A ltentier vérifiant (c),é impair. Nous aurons :

7)‘ ()(:(OJ):(-fu')) Eff:l_ (14)+0(EZJQ+Z)

1

o 7 (2ksa)! V%2
(6) 2k ( " tn .
avec - Z - %
(*0 )‘ n=o ) n ! a’d X " \/¥ (O)

(™) = ad ™ x % ¥ (o)

A2 est non nul 4 cause de (c). Supposons X,70pour se fixer les idées.

X[ ¥
La deuxiéme composante de ¥ (x[:<°) ) :

\3[!:): _ﬁ, t_zﬂ + o (E—Lk*i)

(2k+4) 1

est une fonction impaire dans un voisinage symétrique de O donc change de

signe quand t varie dans ]-E/EE'.



Donc y(t) 3> O si t 63‘8,0[ 2wy <o sii & € :] 0/+ 2[
* Vd
‘x;(o) et xitpﬁetant proche et sans singularité nous impliquera que les

courbes intégrales de y 1issues de xt(o) recourbe 1l'axe (0O™%).

‘j"()(_:(o)) ______ +l-2)

o<k ¢ &

o -T < ¢

x! (9
It Al
Y (Xt (o})

. * . .
et par suite la courbe ‘intégrale de y issue de O ne croise pas celle dejx*

au voisinage de xx = O. On a donc la situation suivante

o ‘\\\\\_____4__,.—»/"
\jt ( ) \\ // . )
[6) _/ 2

-

Montrons qu'on a STLC en o.

Pour cela, il suffit de montrer que pour tout Tf)o, o est auto-Accéssible
en un temps t < T. Sachant que l'auto-Accésibilité implique la normale ac-
céssibilité, on conclut qu'on a STLC en o.

Comme on est en dimension 2, pour avoir l'auto—Accéssibilité,‘il suffit de
faire une commutation 13 ou les champs X¥ , v¥ sont linéairement indépen-

dants.

Il est clair qu'une trajectoire correspondant au dessin ci-dessous vérifie



cette hypotheése :

* ¥+ * ¥
XE o) =Xt [ vl o ] - o
On aura t3 t3 [ t2 tl

Les temps passés sur les trajectoires étant arbitrairement petits.

Ce qui termine la démonstration.

ii/ Soit maintenant k pair vérifiant (c). Comme précédemment nous aurons :
Lle
v¥ (x¥ (o)) = ‘t’) . K1) s 2K+
t o (2k) ! !
VY (o)) 2x-1 ¥ ’
(go )‘Z__(—i)n £ ad” X y¥ (o)
n =20 nt
o/
X
(1é)= aa’¥ x¥. y (o) + o0 g2k * b
Nous remarquons alors que la deuxiéme composante est une fonction paire
guand t varis dans ]- E,f [
77¥(X}¥(0) pointe vers la méme région délimitée par l'axe (%) au voisinage

de o, sauf pour t = o ou il lui est tangent.

Y
\{
?

¥
¥ * (+) CAEAND)

Donc les trajectoires de y¥ passant par X£¥(o), —i(é(i.coupe une seule fois,
dans un voisinage de o l'axe oX. Donc la trajectoire passant par o, croise

*

celle de X" passant par O.



Puisque Y"(Xgl(o)) pointe vers la mé&me région, on ne peut avoir locale

contr8labilité dans un voisinage de o. D'ou le théoréme.

Remargue :

Ce théoréme et cette démonstration ne sont valables que dans des va-
riétés de dimension2. Pour les dimensions plus grandes n 23, Sussmann a
donné un autre théoréme plus général pour les systémes X' = fg (x) +u £, ()

avec une démonstration plus compliquée que celle-ci. [32]

Revenons maintenant & notre probléme. Le systéme (a) s'exprime a l'aide

des coordonnées de par :

X' = ubllxj-(l + ub12) Yy + ucy
y' = ub21x+ ub22y + uc,
Pour u = o , les orbites du champ nilpotents sont des droites
1
-
-
» 0
-
>

Tout point de l'axe des ) est une singularité de A.



Proposition 1

Si b= Byy = 0y Cy # o alors le systéme (a) est STLC en tout point

de l'axe des €

Preuve :
Nous allons vérifier que le systéeme vérifie la condition du rang en
tout point de la forme (X ,0).

Soit u€ [— E,e] - ‘{05 . Nous posons :
Xu ((1,y))= ubyq X+ (1 + ublz)y + uc,

u c,
On aura :
ub,,%+ U C
x‘*((x,o))= 11 1 = - x4 ((x,o))
u c,

De plus :

9 -u C~

(X y X ](I,o)=-2u(¢)
o

Donc X ((x,o))et ad1 xoxY . ((X.,o)) sont linéairement indépendants

pour tout x€/R. On a donc la condition du rang et de plus on a STLC en (X,0)
d'aprés le théoréme II. 1 précédent. Ce qui implique qu'on locale complete

contr8labilité sur un voisinagel'de l'axe des x .

Proposition 2

Sous les hypoth&ses de la proposition précédente, le systéme (a) est
complétement contrdlable sur/R%

Preuve :

Nous allons montrer que tout point de/Rzpeut 8tre recalé sur l'axe des
x et que tout de hzzpeut &tre atteint a partir d'un point de l'axe des % .

Ce qui prouvera la compléte contr&labilite.

13 -



T (*e0) (™% v

La composante du champ suivant 1l'axe (oy) est'*Cz#=0.

Pour toute condition initiale (Xo,yo) la solution passant par (%o,yo) tra-
verse l'axe des«. Il suffit de choisir u tel que Sgn(u) = - Sgn (C&;yo);»
Donc étant donnés deux points quelendues o, yo) ; (X, xﬁ),'pour u, vé-
rifiantchn(ud) = - Sgn (Cz yo), la trajectoiré issue de ce point coupera
1taxe (o%x) en Cxio).

Le point (x, , y,) est atteint a l'aide d'une trajectoire issﬁe d'un point’
(9%30) pour un contr8le u, vérifiant sgn (u,) = Sgn (c, Y, )

Comme on a contr8labilité sur 1l'axe (ox) on déduit que (a) est complétement

2
contr&lable sur /R .

Proposition 3

Une condition nécéssaire pour que la condition du rang soit réalisée

2 » :
en tout point de IR est que b, % o, quand bZL#'o.

Preuve :
Supposons by = 0. (nous supposerons que hkzéo car sinon le systéme (a)
est complétement contr8lable si C, f o et'non contr8lable si C2'= 0 a cause

de la condition du rang).
~Ca
baz

cun de ses points la dimension de 1'Algébre de Lie est 1.

, _ ) en
La droite d'équation y= est une séparatrice-du champs (a) tel. que cha-

Py [ g



.Proposition 4

Une condition suffisante de contr8labilité du systéme (a) est que

b21 % O

Preuve @
Nous allons montrer que le systéme homogéne x' = (A + uB) x est compléte-
ment contr6lable sur /R° - 30o}.
P (A) = det (A+uB-/\I)=>\2—/\uT+u2detB—ub21
le polyn8me caractéristique du systéme homogéne ol T désigne la trace de B.
Soit & le descriminant de ce polyn8me.

RTC L u’ det B + 4 ubg, = u2l}b11—b22)2r+ 4b, 4 b1£]+ 4 u by,
Pour u suffisamment petit, le signe de est celuil de ub21 :
sgn(d)=sgn (u b21). Donc la matrice (A + uB) est réguliére.
En choisissant u convenablement, nous pouvons avoir 5-< O.
Il suffit de prendre u tel que s gn (u) = - s gn (b21)
Dans ce cas, le polyn8me caractéristique admet deux racines complexes con-
juguées. Les solutions du systéme (a) sont soit des cercles (si T = o) soit

des spirales. Celles-ci se projettent sur S‘-l en des cercles. D'ou contr8la-

bilité sur 51 c'est a dire sur les directions.

td

N
[ \
\ ]
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Avec le champ nilpotent A (u = o) on conclut qu'on a contr8labilité sur
R2 _ {05 . Le champ A permet d'avoir une direction rentrante et une di-
rection sortante [10]. [11]
De plus, l'application : /22 _______>/,QZ

X ———— (A + u B) x + C u.
n'a pas de point fixe commun a toutes les valeurs de contr8les u a cause
de la condition du rang.

D'ou compléte contr8labilité sur‘ﬂg.

Remarque :
bs4 f o implique aussi la S.T.L.C.C en p = (1,0) du systéme homogéne.

En effet :

Soient u,v deux valeurs de contr8les dans j-—i ,i{:, u.v Co.

(A + u B) (p) =u (211, et (A + v B) (p) = v(gll’ sont colinéaires
21

21

[A+uB,A+vB] (p) = (v - u ) [_A,B](p):(v-u)(ﬁ?l)

linéairement indépendant avec (A + u B) (p).
Donc S.T.L.C.C en p, d'ou la direction sortante et rentrante.

De plus, on a S.T.L.C en tout point de 1l'axe (o ).

S/\

Finalement :

En rassemblant les quatres propositions, nous pouvons conclure

- 20 -



Théoréme II. 2

Le systéme Affine x' = A x + u (Bx + C) est complétement contr8lable
sur /22 , pour des contrdles arbitrairement petits avec A nilpotent si et

seulement si la condition du rang est réalisée . en tout point deAQ:a

_ 921 .



CHAPITRE III
Etude de la contr8labilité dans /R>

Dans cette partie, nous nous intéréssons au vif du sujet, & savoir :
la contr8labilité dans /23 des systémes affines a dérives nilpotentes avec
des contr8les aussi petits que 1l'on veut.

Nous nous intéréssons particuliérement a 1l'étude de la contrdlabilité du
systéme homogene x' = (A + uB) x sur‘ﬂz3 -N{oé « Si celui ci présente le
bon aspect d'&tre contr8lable alors, a cause du théoréme Jurdjevie - Sallet
ﬂL],Cﬂjle systéme affine inial est complétement contr8lable sur R3.

En effet, nous avec le théoréme [16] :

m
Le systéme affinex' = AX+ (Bix+ C;) A, B

.y 2{igm
? d
i=y ) 1 N\ N

des matrices réelles, CiGE/Rn est complétement contr8lable sur/R " si :

i/ Le systéme homogéne : X' = (A + Z%_ us Bi)x est contr8lable sur
R - %ob . o
m
ii/ L'application :X ———> AN + 2:::_ u; (B;X+ C;) n'a pas de points
fixe commun a tous les u = (ul, ceoe um),l; appartenant a l'ensemble des
contr8les admissibles.
Or, dans notre cas, on n'a obligatoirement aucun point fixe puisque l'on
.suppose la condition du rang réalisée en tout point.

Pour l'étude de la contr8labilité du systeme homogéne, nous utilise-
rons la méthode de Gauthier-Bornardl:11L@2] ; c'est a dire projeter le
systéme homogéne (qui est linéaire) sur la sphére 52. Sachant que la dérive
est nilpotente, le théoréme de Gauthier—Bornard-Sallet[?GBS] nous assure

gqu'il suffit de montrer que le systéme est transitif sur les directions,

. . 2
c'est a dire sur S .
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La méthode utilisée pour montrer la transitivité su Sz, utilise par-
fois la locale contr8labilité aux points fixes du champ nilpotent A (ses
pdles) sur s2. L'idée est de montrer qu'il y a locale contr8labilité en ces

p8les. En effet, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 1

Le systéme homogéne est localement contr8lable au p8le p = (1, 0,...0)

de Sn—1 (p appartenant & l'ensemble des points fixes de A) si et seulement

si il est complétement contrdlable sur Sn_l;

Preuve @

Dire qu'on a locale contr8labilité en p, c'est dire queﬂg(p), lten-
semble des états accéssibles est un ouvert contenant p.
Par symétrie, /A (-p) est aussi ouvert et contient (—p),ﬁq (p) et ”9(—p)
étant symétriques. Cette symétrie entrainera aussi la locale compléte con-
tr8labilité en fp. Nous aurons donc un ouvert autour des pSles ol le sys-
téme est complétement contrdlable.
Mais de part la nature des champs nilpotents, tout point de Sn-i peut &tre
recallé a partir d'un ouvert des p8les ip ou atteint. D'oU compléte contrd-
labilité sur gn-1.
ka condition est évidemment suffisante. D'olu le théoréme.
Ainsi, 1'étude de la locale contr8labilité en p offre un intérét pratique,
surtout si sa réalisation dépend d'un critére algébrique comme la STLC.
Cependant, prouver qu'on a cette propriété en ip n'est pas chose toujours
aisée, 31 l1'onnimpose pas d'autres hypothéses sur la matrice B.
En ce cas, et pour contourner cette 'difficulté apparente a priori, nous étu-

dierons directement la compléte contr8labilité du systéme homogéne sur s2.

Ce qui nous impliquera entre-autre la locale contrdlabilité.



L'étude de la transitivité sur 82 (dans le cas ou il n'est pas évi-
dent de la déduire de la locale contr8labilité aux p8les de A) est basée
sur trois propriétés (P1) ; (P2) ; (P3) ; ainsi qu'une forme du théoréme
du "passage des douanes"™ que l'on énoncera.

Considérons la situation au voisinage de p = (1,0,0) € 52.

Dans le cas le plus défavorable, on a la situation suivante :

a/ Quand A est nilpotent d'ordre 2

4+uplt
[ A . p

<

Les solutions, pour des contrdles petits,tléj— E,itd passant par le point
p = (1,0,0) sont tangentes au grand cercle des points singuliers'ﬂ du champ

A. Le probléme a résoudre est de pouvoir franchir-ﬁ et de passer de st =
st = { ('Z,y,z)€‘52 / y7,o} a ST = '{(X,y,z) e s / ygojet réciproquement.
b/ Quand A est nilpotent d'ordre 3. |

On a la situation suivante

W '
Z=o K\£/7

Dans le cas défavorable, les solutions passant par p pour ué]-éf[-sont

tangentes au grand cercle équatorial (z =0).
Nous allons montrer que l'on peut franchir cet équateur et de passer de

1'hémisphére nord & l'hémisphére sud et réciproquement.




ITI. o Eléments de la démonstration de la compléte contr8labilité sur 52

(P1) : On démontrera que dans chaque cas, il existe un ouvert U autour
de p (ou de -p par symétrie) tel que pour tout point de U, on peut tracer

une courbe continue s'approchant arbitrairement prés de (-p).

(P2) : Dans tous les cas, on aura une valeur de contrdle qui nous donne

un champ x" spirale dont 1l'équateur (plan invariant) ne contient pas le
point p. Nous démontrerons que tout point de 52 peut &tre atteint et re-
calé sur cet équateur.

Quitte & le restreindre, si nécessaire, nous choisissons U 1'ouvert défini

dans (P1) de fagon 3 ce qu'il ne rencontre pas l'équateur.

(P3) : Deux points non diamétralement opposés déterminen’ de fagon unique
un grand cercle sur Sz.

Un plan passant par l'origine et par ces deux points détermine deux demi-
espaces convexes. Le plan sépare strictement deux points diamétralement

opposés non contenus dans ce plan.

Théorsme des passages des frontieres :

Toute courbe conmexe non fermée passant par un point de U et s'appro-
chant strictement prés de (-p) rencontre 1l'équateur du champ x.
Nous verrons que ces 4 propriétés sont naturellement vérifiées.
Le plan de ce chapitre est comme suit :
Dans le paragraphe 1, nous nous intéresserons a la classification des
champs linédaires de ﬁ23 projetés sur 52 d'aprés leur décomposition sous

forme de Jordan.
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Dans le paragraphe 2, nous étudierons la notion de STLC[:Bii)ou locale
contr8labilité en temps petits. Cette notion nous sera-d'un grand secours
pour la contr8labilité sur‘sz. (voir théoréme 1).

Les paragraphes 3 et 4, qui rentrent dans le vif du sujet pour n = 3,
sont consacrés fespectivement a 1'étude de la transitivité sur 52.

Dans la derniére partie, on étend le résultat sur 023.
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IIT 1.1 / Projection des champs linéaires deR3 sur SZ.

Le but de cette étude est de donner une propriété importante dont

jouissent les champs lindaires de R".

Ce sont des champs dont les trajectoires se projettent radialement sur
sn-1 et qui constituent des solutions d'équations différentielles du champ
projeté sur Sn—l. De plus, les trajectoires d'un champ linéaire sont homo-
thétiques par rapport a l'origine, donc admettent une mé&me projection sur
sn-1,

En effet, si X désigne un champ linéaire, on a pour tout xe/R" - {05 .

- X (AN) = A X(x)

pour A)o.
- e (v - (\(etxx)
Dont & toute famille de champs de vecteurs linéaires F = Ai; i€1 sur R",
on peut lui associer une f@mille de champs de vecteurs T = 'Ki% i €I sur
sn-1 appelée projection de F sur Sn_l; Tel que @

Pour tout A& F, pour tout X€& gn-1

Nr
A () =ax- {Ax,x).
ol le £ ,>désigne le produit scalaire dans /R ". ( AX ,X>%x désigne donc la

projection orthogonale de AX sur le rayon vecteur x /RY

A2 -
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Géométriquement, A (X) est la composante tangentielle a Sn—1 du vecteur A %

Ce qui nous définit bien un champ de vecteurs sur st

Certaines propriétés de'F'se déduisent a partir de celles de F telles que
l'accéssibilité, la conservation du crochet ...[ A ).

Il arrive aussi que 2 champs de vecteurs lindaires sur /R n’ A, B admettent
la mé&me projection sur Sn—l. Un tel cas se produit si et seulement si :
A=AdI + B ,xelR | I :idenkk

Dans ﬂlB, il existe 7 types de champs linéaires. Nous allons les classer

ainsi que leur projection sur 32 dtapres leur forme de Jordan.
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ITI 1.2 Classification des champs linéaires de 23,

1/ Champ de type I ;

Le champ est diagonal. A
1

o o ,
M=| o A2 o | 3 on suppose que Al (AZ '<)3.
o o A3 '

Ce champ présente :

- 3 grands cercles invariants qui correspondent aux plans invariants
du champ dans ”13. |

- 3 pairs de points singuliers qui sont les points d'intersection des
grands cercles tels que :

. 2 points attractifs (noeuds stables) correspondant a la valeur
propre la plus grande. |

. 2 points répulsifs (noeuds instables) correspondant a la valeur
propre la plus petite.

. 2 points singuliers du type col, correspondant a la valeur propre

intermédiaire.

9



2/ Champ du type II.

Le champ M admet des valeurs propres complexes 'kl 5 = 3 Iip
7

et une réelle ,l.

M = on suppose /3;! a.

a
b a
o

On a :

- un grand cercle invariant correspondant au plan équatorial inva-
riant par le systéme dans AQ3.

- 2 points singuliers non contenus dans ce grand cercle.
Si A)>a, les points singuliers sont attractifs, ce sont des foyers stables.
L'équateur étant répulsif.
Si,3< a, l'équateur est attractif, les points singuliers répulsifs. Ce
sont des foyers instables.

Dans les deux cas, l'équateur est un cycle limite.

3/ Champ du type III.

00 Y
0y 0

; /\,é(*

£ 00
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Ce champ présente @

— un grand cercle invariant de points singuliers. Ceux-ci corres-
pondent aux projections des solutions (droites) contenues dans le plan Xoy.

- deux points singuliers non contenus dans ce grand cercle. Tous les
grands cercles passant par &es deux points singuliers sont invariants.

Si t«:>Avles deux points singuliers sont attractifs, sinon répulsifs pour

wlA.

4/ Champ de type IV

M =

A
o A ¢

Oy pr

o
o
Ce champ présente : (voir figure page 32)

- 2 plans invariants : le grand cercle équatorial et le grand cer-
cle passant par les points singuliers qui sont au nombre de quatre, dont

deux attractifs.



5/ Champ du type V.

o]
o]

M =

oo

a

oow

Ce champ est une similitude. Les trajectoires sont des hélices contenus

dans des cylindres dans ﬁ23, qui se projettent en cercle sur S .

M présente :
- un plan équatorial stable

- deux points singuliers non contenus dans ce plan. Ce sont des centre:

-32 ~
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6/ Champ du type VI.

o0y
O,
200

On a :

- Un grand cercle de points singuliers qui correspond au noyau de M

(le plan % oz).

Deux points singuliers sur ce grand cercle qui sont attractifs dans

une demi-sphére et répulsif sur 1'autre.

Les grands cercles passant par ces deux points sont invariants par M.
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Notons que ce champ admet la méme projection sur 52 que le nilpotent

o 1
A = o] (o]
o O

00O

d'ordre 2 (

7/ Champ du type VII.

On a :
Un plan invariant qui correspond a l'image de M (z = o)
Deux points singuliers sur l'équateur, attractifs dans leur hémis-

phére. Notons que ce champ admet la mé&me projection que le nilpotent

d'ordre 3 o 1 o
A=to o 1
O o o
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ITII 2/ La STLC ou locale contr8labilité en temps petits.

Nous avons vu que la notion de STLC du systéme homogéne du champ
affine était une propriété importante dans notre cas puisqu'elle impliquait
la transitivité.

Lt'introduction de cette notion est suscitée pour deux raisons :

1°/ Au p8le p = (A,0,0) du champ nilpotent, la tangente a la solution pas-
sant par p est u(EL‘!). En choisissant Uqs Uy dans ]—E,E.[, u, .u2<o, les
solutions sont tan;Lntes entre-elles, mais parcourues dans des sens opposés.
D'ou la premiére condition du théoréme de Sussmann (théoréme II.1).

2°/ La notion de STLC dans ce cas en vérifiant par un calcul algébrique
certaines conditions. D'ou 1'intéré&t de l'utilisation de cette notion.

Dans ce qui va suivre, nous allons introduire en détail la notion de
la STLC pour pouvoir l'appliquer dans le cadre - de 1'étude de la contrdlabi-
1ité de notre systéme. Nous étudierons séparemment le cas nilpotent d'or-
dre 2 et 3.

Dans un cas général, Sussmann[:32] donne des conditions suffisantes de la

STLC pour les systémes différentiels du type X' =¥L(¥) + utﬁ(x) ol X €M

o
une variété de dimension n, lb\l <a a P o, 3‘90,{91 € ¢ (M),

Théoréme 3

Le systeme X' =:€o(7-) + uffx (X) est STLC enY,si @
i/ Yeest un point régulier singulier
ii/ pim Lie (f,,f,) (o) = dim M.

1ii/ ¥ k €W, k impair

S E R p o I G o
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Dire que,est un point singulier réqulier c'est dire qu'il existe un U uni-
que, (G](a tel £, (I + U £, ) = o
ffk (fo, fl) (X,) est 1l'espace vectoriel engendré par les crochets de

Lie au point ¥.de f1, f2 et contenant au plus k fois le terme f1.

Par exemple :

Considérons le systéme lindaire :

X' = Axx+ bu y AEM (n,n) ’ bC—/Rn ,lul\<a y ayo
D'aprés Kalman, ce systéme est localement contr8lable en o, si et seulement
si Rangﬂ{b, AD, ees , A”‘lb} = n.
or % (Ax+ 4 b, Ax - T b) (o) =<b, Ab, ee. , A" Deiv = RD,

Donc, un systéme linéaire vérifiant la condition du rang est STLC en o

puisque :

R™ = S (ax+ TG b, Ax-Tb) (0) € T?2 (Ax+ G b, Ad= T b) (0) Cvu C
ee. € T¥ (Ax+ G b, Ax= T b) (o).
On va appliquer ce théoreme, qui prend une forme plus simple dans

les variétés de dimension 2 enXy= p = (1,0,0) & s°.



III.3 Etude de la contr8labilité du systéme homogéne sur 52 :

cas nilpotent d'ordre 2

Dans ce paragraphe, nous donnerons les conditions suffisantes pour
que le systéme X' = (A + uB)X ; X'= (%,y,z) € /723 -»{oy, A% = o ué]_ E,i[.
soit transitif sur les Directions.
Nous commencerons par voir s'il y a STLC en p. Si ce n'est pas le cas nous
étudierons directemént la contr8labilité sur Sz,en s'aidant des propriétés
(P1), (P2), (P3). Ce qui nous permettra de franchir le méridien singulier
¥ de A.
La conjonction de ses propriétés plus celle de la condition du rang entrai-
nera la compldte controlabilité sur s°.
A cet effet, nous étudierons le polyndme caractéristique de (A + uB) qui va
nous permettre de vérifier la propriété (P2). Les propriétés (P1), (P3) se-
ront des conséquences de la présence du champ nilpotent, de la continuité

des solutions ainsi que de la condition du rang.

ITI. 3.1 Etude de la STLC en p.

o 1 o
Soit A le champ nilpotent d'ordre A =(o o o) , et considérons le
o o o
systéme x' = (A + uBx.Pour u = o, on obtient :
' =y W(t) = yot + Xo
y' = o0 > y(t) = yo
z' = O z(t) = 2o

X o, yo, zo, étant les conditions initiales du systéme homogéne. Les tra-
—%
jectoires sont alors des droites de direction (sgn yo).ox.

Tout point du plan (Loz) est un point singulier de A.



\

La projection de ce champ sur 52 donne le champ du type VI avec U= oo z) N
2 . . Lo 2
0 S° ensemble des points fixes de A sur S .

Soient u, , u, deux contr8les dans]—i , € L s Uy, U, o

Onposex=A+uiB 3 Y=A+u28
b b
On a donc : X{p) = u b11 Y (p) = u blll
1 b21 2 b21
31 31

X(p) , Y(p) étant linéairement dépendants et de sens opposés, on aura
STLC en p <——> le premier entier k vérifiant adk x.Y (p) linéairement

indépendant de x(p) est impair.

b
o[:x,Y j(p) = (u2 - ul) 021> gqui se projette en le vecteur nul
o
sur S .
Dyy Pgq = Pyq Ppy = byy D3y
2 ba,2
. [x, [}(BY]] (p) = uy (u2 - u,l) 21
2 byyb3q

qui est linéairement dépendant avec X(p).

. L: 3%, £,
v ad X-Y(i’): qu,(ul-u,,) ( o -+ ‘-&:.(“‘L-LM e )'1‘ ( 0
o 32, °
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avec 0, = by" by, + bygl byy L Pyy = byg. Poh b3y = bgg . Pr3. by
2 2
Zy =tbyy” . by, + Doy bag. Pyg = byy Doyl byy = Doy Dy
, 3
O : ’

2
bPonc sur S°, les vecteurs X(p) ; ad X. y(p) et ad2 X.y(p) sont linédairement

dépendants.

ad3 X.y(p) et X(p) sont linéairement indépendants si et seulement si :

byy » Zq /Oo . En effet :

~
X (p) = “(221)
31

[ ;:;‘] (p)

= 0
v o
ad” X.y (p) = 2 by, (u, - ul) uy 221
31
ad” X.y (p) = 3 uy (u2 - ui)(o )
_ Zy
T ——

—r
x (p) et ad> x.y (p) sont indépendants<?::é>

b21 o

b 7Z °<———> Poqg %1 F©
31 z,

D'ou :

Proposition IIT 3.2

Le systéme homogéne est STLC en p si by, 2, # O.
A ce moment la, le systéme est complétement contr8lable sur 52. Les cro-
chets d'ordre supérieur a 3 demande un calcul long et inutile. A chaqQue
fois que nous voulons la STLC, on doit restreindre les choix de la matrice B.

Dans ce travail, on s'intéresse 4 la compléte contr8labilité sur 52 qui peut

&tre réalisée sans avoir la STLC en p.
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Entamons maintenant 1'étude du polyn8me caractéristique de(A + uB)

P (A) = det (A + uB - A1) = —>3 + (u T))\2 - (uG‘-ubZi))‘+ u3A + u2 m
avec : | |

T = trace B

$" = somme des mineurs d'ordre £ Jde B

= byq Doy = byy bys + Doy byg = byy byy + Dyg b3y = Dyg byg
m = D3q Py3 = byy byg
A =déterminant de B
En procédant au changement de variables A = =-A+ %l— on obtient le poly-

néme : &P = ¥ . pX+ g avec

2 2

3
u3 (9T = 2 T3 - 274) - u" (9 b21 T + 27 m)

27

Or, pour que le polyn8me caractéristique admette deux racines complexes

et une réelle, il faut et il suffit que le descriminant :

4 p3 + 27 q2>o
3

Or 4 p3 + 27 q2 = u6cx1 + u5 oy *+ u4:q% VRN by

2 2 .2

A 2
ou c(3 = 12 byy 0 - byy” TT + 27m” + 18 m b T.

21
LesO<i,i = 1,2 sont des constantes dépendant de T,T ,0,m.

Remarquons qu'au voisinage de u = o, UG]-Z,E.E, une condition suffisante
pour que le descriminant soit positif pour tout u, est b21 = 0 .

4 p3 + 27 q2 est alors du signe m2 donc positif.

Donc le champ est du type II‘VuGJ—i-,Z[quand b,y = Os

De plus b21 = O > m %:o ; car sinon :
{ b3i O
> ou

3
i

O
(o}

b3



Si byq = 0, la matrice B laisse la droite (ox) invariante. Donc
le champ (A + uB) laisse (o™ ) invariant et par suite la condition du
rang n'est pas réalisée en p. ’

De méme b,y = 0, (A + uB) laisse tout le plan Ot o y) invariant.

En conclusion on a le théoréme suivant :

Théoréme III 3.3

Le systéme homogéne x' = (A + uB) x est transitif sur S2 si et seu-
lement si la condition du rang est réalisée au point p = (4,0,0).
Preuve :

Nous démontrons le théoréme dans le cas ou byy = O L'autre cas s'en
déduit aisément.
Considérons le point p = (1,0,0)
= o implique que les trajectoires issues de p sont tangentes Bm'vecteur

Pag 3
. . 2
u O.). Les solutions projetées radialement sur S sont donc toutes

tangéntes a‘(

Localement au voisinage de p, on a les trois possibilités suivantes :

P+ [t (P)




L(u+ (t,p) ,keu - (t,p) désignent les solutions issues de p pour des con-
tréles ute Jo,¢ [, ue] —i,o[_

Le cas(i)est le cas typique de STLC en p en dimension 2. On a donc locale
contr8labilité avec des temps arbitrairement petits. La situation é&tant sy-
métrique, le systéme opposé vérifiera la méme propriété. On a donc locale
compléte contr8labilité en t p. Donc compléte contr8labilité sur SZ.

Dans le cas on n'a pas STLC, mais on va montrer qu'on a compléte con-
’ p

trélabilité.
b,, = o, implique qu'il £ Yo tel que ‘Vu"' Y u” appartenant a J- £,¢ L
21 ’ ’ pp ,

ut Lu” <:o de sorte que LPui (t,p) soient des élices (champ du type II).

2 N .
On va montrer que tout point de S peut &tre recalé et atteint 3 partir
d'un équateur d'une hélice.
En empruntant l'une des trajectoires issues de p, kf’u+ (t,p) par exemple

pendant un temps T assez petit et en commutant avec Leu— (t,@), X = %L+(t.p)
?

2
on ramene le point p dans { (L,y,z) €S™ / y(cn}.

C'est a dire que‘f . (t,‘fu+ (€,p)) est strictement & 1l'ouest du méridien

Cwer . B

Y- (t s (tIP))

3
On utilise ensuite la trajectoire du champ nilpotent passant par“Pu— (t,”)
qui nous rapproche arbitrairement prés de (-p).
Ainsi, on a construit une courbe continue (conmexe) non fermée qui va de

p a (-p) sans atteindre (-p).



Par continuité du champ (champ analytique), il existe un ouvert U conte-
nant p tequue VOLGU on peut tracer une courbe conwexe issue de et
s'approchant ainsi prés de (-p). D'olu la propriété (P1).

Sachant que la condition du rang est réalisée en p, on peut choisir un des
équateurs des solutions ne contenant pas p. D'ol le choix de U assez petit
pour qu'il ne rencontre pas cet équateur.

Supposons les Acéieea toutes répulsives par leur éguateur (ce qui ne change

4 rien 3 la généralité), tout point de 52 est atteint & partir d'un point
de l'équateur.

En effet, le systéme opposé rapproche tout point de 52 de 1lféquateur ar-
bitrairement prés. Le champ nilpotent étant transverse a l'équateur,owm cou-

pe forcément une trajectoire du champ nilpotent qui nous ramenera sur 1'é-

quateur.
/ ‘
e—-ﬁMA.b&u‘
444mp Nolpolent

Donc tout point de s° est atteint 3 partir d'un point de 1'équateur.
Réciproquement, tout point3¢652 peut &tre recalé aussi prés de (p) ou de
V 2 At ’ .

(-p) avec le champ A. Donc x &S, e €U (ou V, un ouvert symetrique

de U, contenant (-p)) pour t assez grand. D'aprés la propriété (P3), la

courbe issue de X coupera forcément l'équateur de notre hélice en un point

de son intérieur. Ce qui nous entraine la compléte contr8labilité du champ
~ 2

homogéne sur S .

Que se passe t-il si l'on a le troisiéeme cas ?

-l 2 _



Nous allons montrer, comme précédemment, que l'on peut faire passer tout
point voisin de p & l'ouest du méridien singulier ¥. Ce qui nous raménera
au 2éme cas.

Remarquons auparavant que toute commutation au voisinage de p des solutions
LPU+ (t,.) ,\Pu— (t,.) nous laisse dans le méme hémisphére. Cece se voit

clairement, en procédant a un redressement des champs au voisinage de p.

Cu- ( &, p)

de ’
Avec un choix convenablévh+, u~, on voit que 1l'on peut modifier le cas (3)

et le ramener au cas (2) et ceci en étudiant de prés les solutions au voi-

sinage de p pour des temps assez petits.

+ .
Soient e * U B)t.(p)la solution du systéme homogéne gssue de p et

e_(A *u B)t.(p)celle du systéme opposée , x' = - (A + u B) x.
2
Le probléme étant locale, on peut se mettre dans un ouvert de IR et mesu-

+ —
A B - (A B
rer la composante selon y de (e( +u e e (A + u )t)

Si la projection de cette derniére expression sur l'axe (oy) change de si-
. + - -
gne en fonction de u , u pour tout temps t voisin de o, nous pouvons con-

clure que nous pouvons ramener le cas (3) au cas (2).

oy d s



En effet, en procédant a un développement 1imité au voisinage de t = o

nous obtenons @

(A +u’ Bt -(A + u B)t + P11 2 +2 2
e - e (p) =t (u +u )| o + t (u® —=u ")
b31 2
P92 + Dyp b3q
3
b,y by + o (t7)
2
t +2 -2
Or, by, byjy 740 car b,y = © (condition du rang en p). Donc y =—5— (u - u )

. b,y by, change de signe selon le choix de u' et u~ dans;7— EE[. Ce qui
fait qu'aVec un choix convenable, nous pouvons redresser la situation (3)

et se ramener au cas (2). D'ol compléte contr8labilité sur 52.

Remargue :

Dans la démonstration précédente, nous avons utilisé le fait qu'il
existe une trajectoire du type IT (hélice) tel que son équateur ne contient
pas le point p. La contrdlabilité était assurée du fait que l'on pouvait
franchir 1'ensemb1e.K. Dans le cas ou b217!<3, nous pouvons énoncer le co-

rollaire suivant :

Corollaire III 3.4

. N 2
Si byy 740, alors le. systéme homogene est contrdlable sur S .
En effet le vecteur tangent aux solutions passant par p est donné par

b
11
u| by, |donc transverse a ?{.

byq

™~

+

- GJ -



b2174<o, nous assure l'existence d'un champ du type II pour un choix de u

assez petit, sgn (u) = - sgn (b21).

N L] - ' [ [ ’ 2
D'apres ce que nous -avons dit, nous aurons complete contr&labilité sur S .

Ce qui démontre le théoréme.

—4 & —



ITII 4/ Etude de la compléte contrd8labilité du systéme homogéne sur 52 :

Cas nilpotent d'ordre 3.

Dans cette partie, nous adopterons le méme plan que précédemment pour
1'étude de la transitivité sur 52. Ceci provient du fait que le systéme avec
la dérive nilpotent d'ordre 3 présente des analogies avec le systéme précé-
dent, & savoir que les trajectoires passant par p et projetées sur 52 sont
toutes tangentes au méridien équatorial de 52 quand by, = O.

Nous démontrerons dans tous les cas qu'il est toujours possible de franchir
ce méridien en utilisant les propriétés (P1), (P2), (P3). Nous étudierons
en premier lieu STLC en ps«

Notons qu'un cas intéressant de contr8labilité existe ne faisant pas inter-

venir le champ A.

Proposition III 4.1

S1i1 existe deux valeurs de contrdles U Uy dans-]- E,f—[pour les-
quelles les trajectoires qu'on note \6“1 G:)'-,‘{LZ (t) sont du type II
(hélice) tel que Leul (t) soit attractive par son équateur,‘f’uz(t) répul-
sive ou inversement. Si la condition du rang est réalisée alors le systéme

est complétement contrbélable sur les Directions.

Preuve @

La condition du rang implique que les équateurs ne sont pas confondus.

D'ol le passage d'un équateur a un autre.
Leul(t) recale tout point de 52 arbitrairement prés de son équateur donc

sur 1'équateur de "&2 (t).

Réciproquement, en considérant.‘eu2(— t) solution du systéme opposé, celle-
~

ci est attractive par son équateur. Donc LPuZ(_t) rama@ne tout point de S

sur l'équateur dekeLﬂ}t). Donc %{Q(t) atteint tout point de 5° a partir

d'un point de son équateur. D'ou la proposition.

-4 3 -



L'étude du polyn8me caractéristique nous confirmera qu'un tel cas
peut avoir lieu (voir proposition III 4.3)
Nous démontrerons que la condition du rang du systéme homogéne sur ﬂk3¥ fo}
suffit pour avoir la compléte contr8labilité. La démonstration se fera en

plusieurs étapes selon }es coefficients de 1la matrice B.

I1T.4.2 Etude de la STLC en p

Considérons la matrice A =

‘00 0
00
ovo

3>

il

o

Le systéme homogéne X' = (A %:u B)x , 5.(-2-5( x,y,z)é/R3 - »{o} admet pour

solution E?u (t,X) = oA + uBdt

Pour u = o, on obtient les solutions du champ nilpotent :

Xto=y A(t) =z o0 Ei + yot+zo
' = At
Y e "« Xo =
z' = O y(t) = z obs y O
z(t) = z 0
Xo
ol x, =l yo
‘\zo

Les trajectoires sont des droites de direction ngpour 20 = O, yo:>o.
"4
de direction -(ow) pour zo = 0, YO (o.

Pour zo %-o, c'est des paraboles contenus dans les plans z = 2z, (voir dessin

-4¥ -



Posons X = A +u; B y=A+u, B avecul.u2<o, u, , u, trés

petits de sorte que les trajectoires issues de p admettent le méme vecteur
W i}

tangent en p ; x(p) = ul(tz)); y(p) = U2(Ez;) mais parcourues dans des
31 b3,

sens opposés.

Proposition III 4.3

Le systéme homogéne est STLC en p, si b3174<>.

Preuve @ b
— 21
En effet, Lx,yj](p) = (u2 - uj) [A,é] = (u, - ul) byy
o

449



2 I d ~
Or sur S , X(p),[:x;yj)(p) sont linéairement indépendant. D'ou STLC en p

et par conséquence compléte contr8labilité sur s2.

Si b31 = 0, nous sommes amenés 3 calculer les crochets d'ordre supérieur

S
a deux en pe.

(uy = uy) ad.2 A.B(p) + uy (u2 - u,l) [B, EA,B]](p)

(u, - ui) A2, B(p) + uy (u, - ul) (2 B.A.B(p) - A Bz(p))

2
. ad x.y(p)

b - b

by9 B4 21 Pao

=u, (u, = u,) 2
1 2 1
2 b21 - b b

21 732

. ad3 X.y(p) = (u2 - ul) ad3 A.B(p) + 2 uy (u2 - ui)[A,[B, [A,B]]](p)

+ u12 (u, - u,l) [B,[ B, E\,B:D](p)

2 2

2
2 uy (u2-u1) (2 AB AB(p) - A" B” (p) ) + uy” (u, - ui)-

(3 8% AB(p) - BB’ (p)) + AB%(p))

>
b b.. b
= 2uy (uy -up |2{7%21 |- 21 P3p .
O (@]
(@) O
i 2
X byy” byp = bgg Pyy Py = byy Pyy bas (1
+ uy (u2—u1) 3
= Ppq Pop B3 +1 2
2 2
L Pyg b3y = Ppq P3p °
of 1 3
Avec| ®2 | = A B (p)
(@]
A4
Donc ad3 X-y(p) = LY
2 ,
3 uy” (uy = uy) byy by, (byy = byy)

-30 -



En conclusion, les vecteurs :
T 2 P c
X(p) ,l_x,yj (p) , ad” X.y(p) , ad3 X.y(p) sont linéairement indépendant

si et seulement si @

byqy bpqg Ky
o b N _ 2

21 2 = by," (byy = by,) 740
° by9-b35

Proposition III 4.4

Une condition suffisante, pour que le systéme soit STLC en p quand
3

byqy = 0© est que b213; by, - ad” x.y(p) étant le premier crochet linéaire-
ment indépendant detiip) sur SZ.
Il est sans intéré&t de calculer les crochets d'ordre supérieur a 3.
Car 3 chaque fois que nous désirons la STLC en p, nous sommes ramenésa im-
poser d'autres conditions sur B.
Etudions maintenant la contr8labilité du systéme sur 52 dans le cas ou la
STLC n'est pas réalisée jusqu'au crochet d'ordre 3.

Nous commencerons par l'étude du polyndme caractéristique et nous adopterons

~ le m&me plan que dans le cas précédent.

P (\) = det (A + uB — A1) = - ,33 + (uT),\2 -~ (UG- uS) A+ u3A— u2m + ubyy
avec les notations :
T = trace B

W = somme des mineurs d'ordre & de B

m = byy Pyy = byq byy + Dyy Dyy = by by
s = Dbyq + b3y
En procédant au changement de variable,k: ~-X + %I , on obtient :
P =§L3 + PR+ g avec
_ W 3F-T1%) -3 us
3
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3

q = u (9TT'_2T3

2
- 274 ) + u (27m-9Ts)-27ub31)

27
Le polyn8me caractéristique admet 2 racines complexes si et seulement si
le descriminant 4p3 + 27q2>-o

Le calcul de celui-ci donne :

27 (4p> + 27q°)

u® [4 (3= 1%)° + (976 - 21° - 27A)2]

3

¢ =36 T2 122 4 (915 - 21 - 275). (27m - 975))

u? [108 (35 - 12152 4+ (27m - 9TS)? — 54 (9T G- 2T°-278) b

+

3

3 3 2 2
+ u Yf 108 S~ ~ 54 (27m - 9TS) b31] + u (27 b31) .

Donc une condition suffisante pour que 4p3 + 27q27o \/ué]— 4 ,fEiassez pe~
tit est que by, f o

Ainsi P(A) admet deux racines compléxes et une réelle d'oll existence de

champ du type II.

Nous allons calculer ces racines puis les approximer au voisinage de u = oO.
Nous allons montrer qu'il existe des champs du type II dont les trajectoires
sont répulsives par leur équateur si sgn (ub31)>'o attractives si sgn'(ub3ﬁﬁl
En effet :

La solution réelle s'exprime par :
3\[ 3\/

3 2 \ /.3 2

X W=y - %- + \/-E—-+ g——- * :%- - %7 +13~

La racine complexe par :

% o (W —X,l (u) + i of(u) avec
2

-52 -



ol (u)

N
o
P
[
oo
=~
»rﬁo

Dans une base de Jordan, (A +uB) s'écrit :

-Ly () % (u) o
2
- (W) -x, (W) o + uT 1Id
-2z 3
o o) %, (u)

Aw voisinage de u = o, la racine réelleX,(u) est équivalente a (ub31)1/3

donc'I1 (u) change de signe lorsque u parcourt un voisinage assez petit de o.
. ¥

Si pour u G]—E,E[, Xa(u"‘))o, alors - X4 (u *) <o et par suite

notre hélice est répulsive par son équateur.

Pour u =< -u¥ on aura évidemment ')(_4(u)<— Xq (u) et par suite l'hélice
2

correspondante est attractive d'ou :

Proposition III 4.5

Le systéme x' = (A + uB) x est contr8lable sur S  si

i/ b31 ¥ o

ii/ La condition du rang est réalisée en p.

Preuve @
On a vu que (i) impliquait qu'on avait STLC en pe.
Or ce résultat peut &tre déduit gr8é&e 3 la proposition III 4.1 indé-

pendemment de la STLC.

Etudions maintenant le cas b31 = 0

Si b31 = o0 alors b21 b32 #-o En effet :

- 33 -



si b,y = 0, alors le champ (A + uB) laisse 1l'axe (o) invariant .

si by, = O, alors le champ (A + uB) laisse la plan (®oy) invariant

et dans les deux cas, on n'aura pas de transitivité car la condition du
rang n'est pas réalisée.

Ainsi, pour b31 = 0, le polyn8me caractéristique admet des solutions com-
plexes, donc un champ du type II. pour des valeurs delJéj-i,i.[vérifianf

sgn (u) = - sgn (S) , quand S est non nul.

Proposition III 4.6

Si byq = 0, alors une condition suffisante pour que le systéme homogé&ni
soit contrblable sur 52 est que :
i/ s % o

ii/ la condition au rang est réalisée en p.

Preuve @
Nous supposerons S.<o pour se fixer les idées.

Les solutions passant par p = (1,0,0) sont tangentes au plan (xoy) de vec-

b
teur tangent u(b;%)
o

. . 2 rd > . rd 1]
Leur projection sur S° sont tangentes au meéridien équatoriel

Pt v J
c=49% +Y =1, 2z =0

Comme dans le cas nilpotent d'ordre 2, 3 possibilités peuvent avoir lieu :

"?u.*(tlf) K- “_")

Avec \QJ (t,p) la solution passant par p pour u+E-J o,g[}
\-eu- (t,p) pour u_é]— 2,0[.

-5y -



Le cas (1) est-encore une fois, la cas typique de STLC en p. Les trajec-
toires se coupent en p sans se croiser. On a par conséquence compléte
contrdlabilité.

Si c'est le cas (2) qui se présente, alors pour ut , U assez petit

+ - . .

u e u <o,une commutation du type\€u+ (t,h(u— (T,p)) ou‘fL— (t,‘fu+ (T,p))

permet de recaler le point p strictement dans 1'hémisphére sud c'est a dire :

{06y,2) € s? / 2<o}

ot (T1°) heu-(T'p)

N2 v _/
C _
\'~e\?/(t (z,e)) L
w T P) P+ (E’, .- (fl f))

Par symétrie, on raméne (-p) dans 1 'hémisphére nord.

Puisque les champs sont continus, on peut recaler tout pointx d'un ouvert
U contenant p dans 1l'hémisphére sud.
De tout point de %X de U, on peut tracer une courbe conmexe issue de Xt et

stapprochant arbitrairement prés de (-p) 3

eAt [‘{L+ ( ko Leu- (t1 ,m.){]pour t assez grand est aussi
prés que l'on veut de (-p).tl, t, petits.
Sachant qu'on a la condition du rag en p, on peut choisir u' > o tel que
1'hélice qui lui correspond ne passe pas par p. Quitte a le restreindre,
on peut choisir U de telle fagon qu'il ne rencontre pas l'équateur de cette
hélice. D'ou les propriété (P1), (P2).
Un raisonnement analogue @u*cas nilpotent d'ordre 2 permet de déduire la
compléte contr8labilité sur SZ.
Quand 3 la situation donnée par le cas (3), en choisissant convenablement

+

u’, u~ , on peut, par un développement 1imité, se ramener au cas (2).

En effet :
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(A ¢ ut Bt

Soient e p, la solution du systéme passant par p ;

- (A +u Bt

e p, celle du systéme opposé.

-("«-u’ R)tE
e - P
(A+ w*B8) b
/’\{ . P
v
: — >

On procdde & un développement limité au voisinage de t = o de

+ -
[?(A + u B)t _ e (A + u B) tj](P) et on mesure la composante selon z

et vérifie que celle-ci change de signe avec u+, u- dansj- 3 , i[ pour

tout t voisin de zéro. _

m - -
t (ut +uT) o+ ;E (u-u )by, + _7
2
- 2
+ _ u+2 -u 2) (b11 + b12 b21)
rg +u" Bt _ - (A+u B)t]
L - c (p) = £2 b, (ut? =2y (b b .)
u - Uu +
5 21 11 22
2 +2 -2
%'___ (u - Uu ) b21 b32
- ]
+ O (t3)

Z = t2 (u+2
-2

Avec un choix de u+, u~ convenable, la situation (3) peut &tre modifiée

- u-z) b,q b3, change de signe en fonction de ut, u.

et transformée en la situation (2).

D'ol contr8labilité. D'ol la proposition .

Examinons le cas ou S = b31 = 0
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Propositioh IIT 4.7

Si b31 =S = o, alors le systéme est STLC en p, si la condition du rang

est réalisé en p.

Preuve :
b32 = S = o, implique que b21 - b32 non nul, car sinon :
S = b3y + by =0 b = b =0
_ ::::j> 21~ 732 7
Pyqg = P3p = ©

Ce qui est impossible a cause de la condition du rang en p.
Ce qui fait que b21 - b32:% o implique que le systéme est STLC en p.

-~ N\ - - V4 2
(voir proposition III 4.4). D'ou compléte contrdlabilité sur S .

Remarque ¢

On pouvait prévoir la compléte contr8labilité dans le cas ou
S =Dbyy =0, m f o sans faire appel a la notion de la STLC en p.
En effet ; byq = S = o, implique que le polyn8me caractéristique admet 2
racines complexes et une réelle VLJ&J-E,f[Zisuffisamment petit. Dans cet
intervalle, toutes les solutions sont du type 1I. Celles ci sont toutes de
mé&me nature, c'est a dire toutes attractives ou toutes répulsives par leur
équateur. La valeur propre réelle étant équivalente a (— ggtfé)donc de -
signe constant, la partie réelle de la valeur propre complexe est équiva-
lente a nﬂ@ Lﬁ@. La différence est donc de signe constant. pour tout u
voisin de o?
On est dans les m@mes conditions que le cas nilpotent d'ordre 2 quand b21 = O
Ce qui nous permet de conclure quant & transitivité sur s2,

Dans le cas ou m = o, il n'est pas évident de prévoir le résultat.

Ce que nous pouvons affirmer cl'est :
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3

si 4 (30 - T2)3 + (9T0 - 2T - 276)2>o, alors nous avons compléte con-

tr8labilité sur 52 modulo la condition du rang en p.
Mais si 4 (37 - T2)3 + (9T - 2T3 - 27’A)<§o, le probléme devient compli-
qué parce que dans ces conditions, il n'existe pas de champ du type II. Le

passége par le SLTC en p nous reléve cette difficulté.

Cas particulier :

Un cas particuliérement intéressant de contr8labilité sur 52 existe

quand :
(%) 35- 1% = 9T = 2T° - 274 = o (b31=5=n{=o)
La condition (%) implique :

30 = T2

73 - 274

P =q=0

Le polyn8me caractéristique admet une racine triple A: uT .
3

Nous avons donc affaire avec un champ du type VII, un nilpotent d'ordre 3

2
sur S .

Sous forme de Jordan, la matrice A + uB s'écrit :

uT 1 °
3
o) uT 1
A 3
o o uT
3

On verra plus loin que la condition (¥) n'est pas vide de sens.

2 . . . .
Projetons les solutions sur S . Qualitativement (voir dessin), on a

la situation suivante :

-5% -



s

ou v4 , vi‘désignent les vecteurs propres de (A + u B) respectivement pour
u=uyD>0 , u=- u1<o. dans]—i,i[.
Ti(U) désigne la trajectoire de (A + u B), u = u, tangente en p au méri-

dien équatorial. En p, on a STLC

1 1 o}
Considérons la matrice B ={-1 1 1
o 1 1

nous allons montrer sur cet exemple que la condition &) n'est pas vide.

Pour B ainsi choisie, elle vérifie :

T =3
T = 3 donc 37 = T -9
A= 1 T3 = 274 = 27

1
. X(p) = uj-1
\o

1

o)
(o]

u, (u, = u,) (3
1 2 1 o

- u12 (u2 - u1) (

. ad’ X.y(p)

.ad’ X-vy(p)

)

o0 O
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Donc le systéme :
(o

>\ 1 1 o
| +ul-1 1 1 X
X' = o 1 1

OO0 M
0Oro

vérifie la condition du rang en p, il est complétement contr8lable sur 82.

De plus, il est STLC en p, puisque b21 - b32 = - 2 % 03 S=-1+1=0

En conclusion, en rassemblant toutes les propositions, on peut enoncer le

théoréme suivant :

Théoréme III 4.8

Une condition nécessaire et suffisante pour que le systéme homogéne
X' = (A +uB)X, X=X v, z)(—/R3 --{o} ; A nilpotent d'ordre 3, soit
transitif sur 52 pour des contr8les arbitrairement petits est que la con-

dition du rang soit réalisée au point p.
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III. 5 Etude de la contrdlabilité sur /R> oy

Ainsi nous avons montré dans tous les cas possibles que la contrd8la-
bilité du systéme homogéne est une conséquence de la condition du rang en p.
Pour montrer que le systéme est transitif sur‘ﬂ23 —‘aqbil suffit de montrer

qu'il existe 2 points M1 ’ M2 tel que les trajectoires passant par M1 ’ M2

-»

admettent respectivement un vegteur tangent V, dirigé vers l'extérieur de
>

52 , V., vers l'intérieur, ceci permet le passage d'une sphére a une autre

2

vu que les trajectoires sont homothétiques.

Dans un cas général, il suffit de vérifier le théoréme de Gauthier-Bornard-

Sallet.
Théoréme [G.ﬁ.S]
soit F = {A +u B Iu\ < ?hS(F) le semi-groupe engendré par :
(A + u Bt
{e , t)o lu‘ﬁi}.
. . s n . .
Le systeme x' = (A + u 3)x est transitif sur /R —‘{oh si et seulement si:
. ~ . 7 n_1 v - n_1
i/ le systéme projeté sur S est transitif sur S

ii/ S(F), S(-F) ne sont pas pornés, c'est a dire qu'il existe une
trajectoire de S(F) qui s'éloigne de l'origine (augmentation de la norme)

et une trajectoire de S(F) qui s'approche arbitrairement prés de l'origine.

Or dans le cas nilpotent, la condition (ii) est automatique réalisée. Donc
un champ nilpotent vérifie la condition du théoréme de Gauthier-Bornard EQJJ

3 savoir qu'il existe une direction rentrante et une direction sortante.

D'ol @
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Proposition III 5.1

x' = (A + u B) x est transitif sur ”23 -i{O) si et seulement si 1la

condition du rang est réalisée en p.

Il nous reste donc a montrer la contr8labilité sur AQ3.
Pour cela il suffit de montrer qu'il n'y a pas de point fixe pour tout con-

tréle u€ [-¢ ,% ]

Considérons le systéme affine :

x' = A x + u (Bx + c) ;) X = (x.,y,z}éw¢? 3 ¢ =[¢c,

un élément de ”{3 y C f o.

on pose : [ =)lx€-/R3/(A+uB)x+cu=x}pour[u\§f_

u

Proposition III 5.2

Pour tout u,v dans [—é,i], vérifiant u f v on a :

DN -4

Preuve :

Raisonnons par l'absurde et supposont qu'il existe X¥GAQ3 tel que

x*:(A+uB)X¥+cu=(A+vB)X¥+cv (1)

Nous aurons
(u - v) B X*L = - (u - v) c. Ce qui nous implique
Bx*=—c (2)
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En reportant (2) dans (1) nous obtenons :

¥ ¥

- A+umx®-uBx¥ -ax
donc ¢ (A - 1I) x*' = O

Or 1 n'est pas valeur propre de A (A - I est régulier).

Donc ker (A - I) = {o B et par suite X*‘= o. Ce qui entraine ¢ cu= 0 j
donc u =0 § Vv = o.’

D'ou contradiction.

Le champ affine x - A x +u (Bx+ c) , |ul < £

n'a pas de point fixe.

Le théoréme de Jurdjevie-Sallet permet de conclure :

Théoréme III 5.3

Le systéme affine x' = A + ut(B x + c) 3 xé'/'Q3 , lu|\< & est com-
plétement contr8lable sur #{3 si le systéme homogéne associe vérifie la

condition du rang en p.

Remargue :

Le théoréme de Jurdjevie-Sallet donne seulement une condition SLLfFoAn& de.
transitivité sur R" quand le systéme homogéne l'est sur R" —%_05_. Pour
1'étude des systémes affines & dérive nilpotente on ne peut espérer mieux
qu'une condition suffisante de la contrdlabilité du systéme homogéne sur
ﬂ{3 - %oﬁ que celle-ci est nécessaire et suffisante pour la condition du

rang en p.
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.t Quelques remarques concernant la non transitivité sur R3

A part dans R 2, la contr8labilité du systéme affine sur //23 étagt
déduite 3 partir de celle du systéme homogéne associé sur‘”23 -{09 quand
celui-ci vérifie la condition du rang p.

Dans le cas olu celle-ci n'est pas assurée, le probléme reste sans réponse
pour le moment.
Parmi les cas simples ol la condition du rang n'est pas réalisée c'est

quand les éléments de la matrice B vérifient : b31 = b32 = O ou b31= b21= o

a/ Si by, = by, = 0, alors le systéme affine ne peut &tre contrblable sur

[2.3 gaand b33 % o. En effet, la®"troisieme composante du champ affine est

z' = ubgy Z + uCy qui s'annule sur le plan (P) d'équation z =;C3
, b3
indépendamment de u.

Toute solution passant par (P) reste dans (P) car la projection de celle-

ci sur l'axe (o z) est z (t) : eub33t 80 — C3

33

o

Or pour (Xe, yo, zo) é (P) nous aurons z(t) = —::_31 v EelR’

P33
Ce qui exprime le fait que la solution est dans (P) V Eéﬂf
Donc une condition nécessaire de contrdlabilité sur"#23 quand by, = by, = O
est que Cy % o , b33 = 0
Nous pouvons rajouter dans ces conditions quand A est nilpotent d'ordre 3,
que le systéme affine est localement contr8lable en tout point de l'axe des

2L . Clest le théoréme de Lee-Markus qui nous assure ce résultat. En effet,

nous posons pour « & iR,

M=—%T{(A+uB)X+Cu};

o
(0]

(¢,0,0)
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b, X+ C
b ='2¥3 {(A + u B) x + Cu} u=o0 -~ B x + c bll . C1
2 x = ({ ,0,0) *\° 21 2
S
b11N+-C1 b21ﬁ + C2 C3
2 B , 3
det‘{b, Mb, M bs = det |by X+ C, G C3 o = (C3) #o
C3 o o
Donc rang ( b, Mb, M2b ) = 3. donc le systéme est localement contrdlable

en tout point de ltaxe (o).

b/ Si b = o, si A est nilpotent d'ordre 2, (A + u B) inversible,

21 = P31
alors la condition du rang du systéme affine n'est pas réalisée en tout
point de ﬁ23.

En effet, l'ensemble des points singuliers pour u f’o, est contenu. dans

la droite (A) passant par le point ;- cy byy = ¢, bag
by P33 = by3 P3p

__ S2P3p = C3 %

b - Db b

et parallédle a l'axe (o).

Toute solution passant par un point singulier reste contenue dans (A). D'ol
Dim Lie%xer:;_;;?A X + u (Bx + c)j = 1, oﬁ‘1désigne l'ensemble des points
singuliers pour les contr8les non nuls.

Donc une condition nécéssaire de contrdlabilité quand b,, = by, = O est

gque (A + u B) non tnversible pour tout u non nul, quand A est nilpotent

d'ordre 2.
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CONCLUSION

Ainsi, la question que nous nous:- somme pésée trouve une réponse po-
sitive en dimension 2 et 3. .
Le travail fait dans ces deux espaces a été accompli en exploitant les
propriétés des variétés de dimension 2,(122 , 52) en utilisant les théo-
rémes de Jordan.
Pour n> 4, cet outil nous est plus utile pour l'étude de la_contrélabilité.
Ce que nous pouvons affirmer dans un cas général est :
Théoréme :
Le systéme affine x' = A x +u (Bx +c) , x = (xl,ﬁcz, coe ,'Xn)eﬁQn

A opérateur nilpotent d'ordre n, B = (bij) ; 1$:iﬁj§n est transitif sur

n .
/;’2 si bn,l)/o

Preuve :

La démonstration utilise le théoréme de Lee-Markus. Nous montrerons que le
systéme homogéne associé est localement contr8lable en tout point de l'axe
(0'11) - %o}. Sachant que les trajectoires sont homothétiques, il suffit
donc de le montrer pour p = (1, Oece.,0).

Celui-ci étant un point singulier du systéme libre x' = Ax, non posond :

L {(A + u B) x% X

" - - P - A
DX u=o0

3{ 5 £11

b=m {(A+u B x X = p - Bp= | P21

u=o .

bnl

Le rang deJ:(M,b) = {b, Mb, see, Mn-ib hest n car :
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”~
l“—l 45' }nf
\ . y "
N ' . ”: _ L
Ab“ DL("‘\b) = . 6 - O = ( "')
B'H/ .0 O [

donc non nul.

D'aprés le théoréme de Lee-Markus, le systéme homogéne est localement con-
tr8lable en p. Il est m@me STLC en p car Rang (M,b) = n <f———ﬁ> ‘
jl (A +u B, A+ vB (p) =R".

Donc il existe un voisinage conique de l'axe (o7) dans lequel le systéme
homogéne est localement contr8lable.

En projetant le systéme sur Sn"l s nous aurons locale contrdlabilité en

* p) sur s"?

. D'ol compléte contr8labilité surR".

Cependant une question qui mérite une attention particuliére reste sans
réponse.

A part la dimension 2 (n=2) ol le probléme est résolu, comment entreprendre
1'étude de la contr8labilité dans le cas ol le systéme homogéne ne vérifie
pas la condition du rang en p, pour n=3 ?

Remarquons que ce genre de probléme n'a pas encore trouvé une réponse af-
firmative dans le cas général, c'est & dire quand A,B,C sont quelconques
choisis pour que la condition du rang soit réalisée. DansAQ3, le probleme

devient plus compliqué.
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