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T NTRO DUCTTON

Ce t r ava i l  s r i n t é resse  à  l a  con t rô l ab i l i t é  des  sys tèmes  a f f i nes  en

d imens ion  2  e t  3 .

Un  sys tème a f f i ne  en  1 ré ta t  ou  s imp lemen t  a f f i ne f  f ]  es t  l a  donnée

d fun  espace  vec to r i e l  M  de  d imens ion  f i n ie ,  d rune  fou l l l e  de  champs  de  vec -

.  É rd - ?
teu rs  T= lJ .u ,  u6J ' ! .  JAé f fn ie  su r  M e t  où f lOés lgne  l rensemble  des  con t rô -

les  admiss ib les ,  vé r i f i an t  .
z' '-l

i - /  u  +  $ ,  es t  une  app l i ca t i on  a f f  i ne  de f l  dans  .F ' .

i  L /  h :  M  + '  E  es t  une  app l i ca t i on  a f f i ne  où  h  dés igne  1 ' app l i ca -

t i on  de  so r t i es ,  E  l r espace  des  so r t i es .

Dans  ce  t rava i l ,  on  cons idè re  l es  sys tèmes  a f f i nes  de  l a  f o rme  :

( 1 )  z  x r=A* *h  u i ( e i x+c i ) .
i  - - r

te l  que :

-  x  = ( r .1r . . . . r r .n)e lRn.

-  4 , .  B t  i  1 - (  k  ( *  des  ma t r i ces  rée l l es  cons tan tes  d f  o rd re  (n  x  n ) .

C i  i  ! ( i  <  m  des  é Idmen ts  Oe  R  n .

-  u  =  (u1 r  . . .  , u . )  appa r tenan t  à  I r ensemb le  des  con t rô l es  adm iss i -

b les  cons tan ts  pa r  morceaux  à  va leu rs  dans  JL  =  (L -€ ,ÉJ )m.

Dans  l a  l i t t é ra tu re ,  l es  sys tèmes  du  t ype  (1 )  son t  auss i  appe lés

sys tèmes  b i l i néa i r es  pa rce  qu ton  peu t  l es  me t t r e  sous  I a  f o rme :
m

(1,) :  x,  = (n + ts-ui  Bi)  x + c u. t t } ;  fzz)i = î  -

Où  C  es t  l a  ma t r i ce  d ro rd re  (n  x  m)  cons t i t uée  pa r  l es  vec teu rs  co -

l onnes  C i  de  (1 )  7  < ] i  (  m .

A  t ou t  con t rô Ie  , ,  g (L ,  e t  t ou te  cond i t i on  i n i t i a l  eûo€R^  on  asso -

c i e  une  so fu t i on  f  , . ,  
( t ,  f i o )  qu i  pa r  oé t i n i t i on  es t  l a  va leu r  à  I ' i n s tan t

t  =  t  de I  run ique so lut ion maximale du problème de Cauchy :

-4 -



r
F, (t,?co).; = À rf,ft,aorr * p-,i ("r(*" (t,u))- .J

L?,  (O,)b)  =fo.

Par  l eu rs  app l i ca t i ons  dans  d i ve rs  s i t ua t i ons ,  I  r é tude  des  sys tèmes  a f f i nes

(ou  b i l i néa i res )  a  fa i t  l r ob jeÈ  de  p lus ieu rs  t ravaux  f ruc tueux ,  no tamment

dans  1e  doma ine  de  con t rô lab i1 i t é .  t s l  D t ]

En  e f fe t ,  abs t rac t i on  fa i t e  su r  I e  cô té  théo r ique  de  ces  t ravaux ,  l r i n té -

rê t  de  1 ré tude  des  sys tèmes  a f f i nes  es t  qu f i l s  modé l i sen t  de  nombreux  phé -

nomènes  dans  1e  doma ine  i ndus t r i e l ,  b i o l og ique ,  e t c . . .  C fes t  auss i  l es  sys -

tèmes  non  l i néa i res  qu i  o f f ren t  que lques  avan tages  su r  l es  sys tèmes  I i né -

a i r es  du  po in t  devue  con t rô l ab i l i t é ,  op t im i sa t i on . . .

Pa rm i  l es  ques t i ons  que  I r on  peu t  se  pose r  dans  1 ré tude  d run  que l -

conque  sys tème ,  i l  y  en  a  une  qu i  s r impose  t ou t  na tu re l l emen t .  A  pa r t i r

d run  é ta t  i n i t i a r x re tÉ ,  que l s  son t  l es  au t res  é ta t s  accéss ib l es? (1  en  em-

p run tan t  l es  t ra jec to i res  du  sys tème en  l es  pa rcou ran t  dans  l e  sens  pos i -

t i f  des  temps  ?

En  pa r t i cu l i e r ,  un  sys tème se ra  d i t  comp lè temen t  con t rô lab le  ou  t rans i t i f

s i  t ous  I es  é ta t s  de  I ' espace  des  phases  son t  accéss ib l es  à  pa r t i r  de  t ou t

é ta t  i n i t i a l  du  sys tème .

L ré tude  de  I a  con t rô l ab i l i t é  d run  sys tème  es t  p réc i sémen t  l a  dàsc r i p t i on

de  1  |  ensemb le  des  é ta t s  accéss ib l es .

Le  bu t  de  ce  t r ava i l  es t  de  répond re  à  l a  ques t i on  su i van te :

E tan t  donné  un  sys tème  a f f i ne  :

- L -



( 2 )  x f  =  A  x  +  f  u i  ( " i  x  +  t i )
t =L

avec  A  un  opé ra teu r  n i l po ten t  ;  en  supposan t  l a  cond l t i on  du  rang  de

l rA lgèb re  de  L i e  r éa l i sée  en  t ou t  po in t  de  I f espace  des  phases ,  es t  i l

v ra i  que  Q)  es t  comp lè temen t  con t rô lab le  pou r  con t rô Ie  u€  (  L -  2F ] t *  a r tao

-  Ê  un  rée l  pos i t i f  a rb i t ra i remen t  pe t i t  ?

Ce  t r ava i l  es t  auss i  l r ex tens ion  aux  sys tèmes  a f f i nes  d fun  résu l t a t  b i en

connu  su r  l es  sys tèmes  l i néa i re "  I fS ]  ( vo i r  t héo rèmes) .

-3  -



Nous  savons  qu run  sys tème a f f i ne  peu t  avo i r  une  A lgèb re  de  L ie  asso -

c iée  auss i  comp l iquée  que  1  ron  veu t ,  a lo rs  que  pou r  l es  sys tèmes  l i né ra i res ,

Ia  s t ruc tu re  de  ce t te  A lgèb re  de  L ie  en  es t  t rès  s imp le r  uo  ce r ta in  nombre

de  c roche t  s rannu lan t .

I I  es t  p rouvé  dans  ce  t rava i l ,  que  Ie  sys tème (2 ,  es t  comp lè temen t

con t rô lab le  su r  Rz  po r r r  d " "  con t rô Ies  auss i  pe t i t s  que  I f on  veu t ,  s i  e t

seu lemen t  s i ,  I a  cond i t i - on  du  rang  de  I 'A lgèb re  de  L ie  es t  réa l i sée  en  tou t
,OrL

point  de tK .  

"Pour  n  =  3 ,  I a  con t rô lab i l i t é  de  Q)  tu .  R  es t  une  conséquence  de  l a  con -

t rô labi l i té du système homogène tu,  /R3 -  
{"J :

m

(3 )  x r  =  (A+  
=  

u i  B i )  x
l = l  

I  .  r

Ce lu i - c i  es t  comp lè temen t  con t rô Iab le  su r /R - -  1  " l  ,  s i  e t  seu lemen t  s i ,  l a

cond i t i on  du  rang  es t  vé r i f i ée  en  t ou t  po in t  de  Rg  -  
1 " \  .

Le  p lan  de  ce  t rava i l  es t  comme su i t  :

Dans  une  p remià re  pa r t i e ,  j e  s i t ue  l e  t rava i l  pa r  rappor t  à  l a  l i t t é ra tu re

connue  e t  exp l i que  l a  ra i son  de  ce t te  reche rche .

Je  donne  ensu i te  que lques  dé f i n i t i ons  c lass iques  généra les .

Dans  Ie  deux ième chap i t re ,  j e  démon t re  l e  t héo rème en  d imens ion  deux .

Dans  l e  t ro i s lème,  j e  démon t re  l e  résu l ta t  co r respondan t  à  n=3 .

- 1 1  -



CHAPITRE T

Dans  une  p remiè re  pa r t i e  de  ce  chap i t re ,  nous  s i t uons  no t re  t rava i l

par  rappor t  aux résul ta ts  conf lus.  La seconde par t ie  sera consacrée aux dé-

f i n i t l ons  c lass iques  e t  aux  no ta t i ons .

l .  7  :  H i s to r i que  e t  pos i t i on  du  p rob lème :

Cons idé rons  1e  sys tème d i f f é ren t i e l  :

f  y . r  ( r )  =  X ( r ( r ) )  +  F  u i ( t )  v i  (x ( t ) )
\  

-  l= 'L
I lta

rÉ 1"n -O C/R" '  t  oê rnt  ( lZ) .
I

I  x  €  u une var ié té connexe de d imension 11 '

Théorème L (cas non borné z !L=/kt ,  f  28 I

Le  sys tème (X )  es t  t rans i t i f  su r  M  s i

V T e i i l  ,  L ie  (Yi  ( l )  )  =  TI  i '1 '

Théorème 2 (Cas rest re in t  :  - [L  compact  connexe O" IR*)  IZA)

En  supposan t  x  po i sson  S tab le ,  une  cond i t i on  su f f i san te  de  t rans i t i -

v i t é  su r  M  es t  que  t  
f  I  \ /

Lie 1 x , !  u ;  I  t - l  =  rx  I ' i  Vx e iu i
(  - " , ,

La  cond i t i on  es t  auss i  nécessa i re  pou r  I es  sys tèmes  au to - i nva r ian ts .

Rappe lons  qu rune  fam i l l e  de  champs  de  vec teu rs  F  es t  au to - Inva r ian te ,  s i

en  t ou t  po in t  T€  M ,  l r espace  t an jen t  à  l a  va r i é té  o rb i t e  G  (F ) . r  es t  donné

par  L ie  (F ' ) )C  .

Les  fam i l l es  de  champs  de  vec teu rs  ana ly t i ques ,  de  rang  cons tan t  a ins i

que  ce l1es  de  t ypes  f i n i s  son t  au to - Inva r ian tes .

- ô  -



T .2z  Cas l l néa i r es .

Cons idérons  Ie  sys tème l inéa i re  :

( xx ) r * t  =Aa+ Bu '  avec

x ,ê  rRn  ,  u  e  JL  t  Aê  M (n rn )  ,  B  e  M (n rm)

Théorème 3 :  (cas non bornél  [ fe l

Un?cond i t i on  nécdssa i re  es t  su f f i san te  pou r  que  ( *  ) f )  so i t  t r ans i t i f

n
sur IR est que :

Rang{  o ,  AB ,  . . . rAn -1  B }=  n  ( cond i t i on  de  Ka lman )- t  
)

,z.rffi I -r

I!É9IÈ!g-1 : (cas restreint -CL : compact connexe de lK ) L28 J
, ^ h

( . f#)  est  complètement  contrô lab le sur  /K s i

L /  La  cond i t i on  de  Ka l rnan  es t  vé r i f i ée .

i , i / Spectre (A ) C : ' lB

i i i /  A  sem i - s imp le  (d i agona l i sab le  dans  A '  ) .

Les  cond i t i ons  ( i i ) ,  ( i i i )  exp r imen t  t ou t  s imp lemen t  I e  f a i t  que  A

es t  po i sson -s tab1e .

On a maintenant  le  théorème b ien connu dt  à  Lee-Markuo t  f  7g l '

1!Ég:Ète-1-:
Le  sys tème  2  =  Aæ+ bu  ,  l * l <e  1É ,  un  rée l  pos i t i f  a rb i t r a i r e -

men t  pe t i t ,  es t  comp lè temen t  con t rô lab le  
" , r t  

/Rn ,  s i  e t  seu lemen t  s i  :

i /  l a  cond i t i on  du  Ka lman  es t  vé r i f i ée

i ' î /  Spectre G) C i ' lR

Le problème que nous pouvons nous poser  est  :

Ex i s te  t - i l  un  ana logue  au  théo rème 5  pou r  l es  sys tèmes  a f f i nes  ?

S i  l r on  suppose  I a  cond i t i on  du  rang  e t  spec t re  G )C i lB .  r  avons -

nous  comp là te  con t rô Iab i l i t é  pou r  des  con t rô les  a rb i t ra i remen t  peÈ i t s  pou r

l e  sys tème  (1 )  ?

-6-



11  f au t  donc  a r r i ve r  à  supp r ime r  l a  cond i t i on  ( i i i )  du  t héo rème  (4 ) .

Pou r  vé r i f i e r  que  ce t t e  con jec tu re  es t  r a i sonnab le ,  nous  avons  t r a i t é  l e

p rob lème en  d imens ion  2  e t  3 .

O r ,  pou r  n=2 r  3 r  l es  opé ra teu rs  qu i  on t  un  spec t re  imag ina i r e  pq r  non  ré -
r t ldu i t  
"  {o !  son t  semi -s imp les .  I l  r es te  donc  à  rega rde r  l e  cas  où  spec t re

tn )= {o }  ,  c f  es t  à  d i r e  l es  opé ra teu rs  n i l po ten t s .

C tes t  I e  bu t  de  ce  t r ava i l .

a- I -



r .  2 :  Déf in l t ions et  Notat-p4e [ .za] ,  lza),  [go]

So l t  F  une  fou i l l e  de  champs  de  vec teu rs  (F .C .V)  su r  une  va r ié té  M

connexe de d imension n.

j  eou r  bu t  xêF ,  x1 ( . )  dés igne  l e  g roupe  l oca l  à  un  pa ramè t re  engend ré  pa r

xo  Nous  supposerons  l es  champs  comp le ts  e t  ana ly t i ques r  ce  qu i  se ra  l e  cas

dans  ce t te  é tude .

cÉr in i  t i on  1

On  d i t  que  rÊ  ê  M  es t  accéss ib l e  à  pa r t i r  de?Éo  à  l r a i de  de  I a  F . c .V .

F ,  s t i l  ex i s t e  un  p .  up re ,  ( *1  ,  * 2 ,  . . -  ,  *P )  de  F ,  ( t 1  ,  t 2 ,  . . .  t p )  des

rée l s  pos i t i f s  t e l s  que  ?

,g = *?n o..o " *t t  oqJ.

L f  ensemb le  des  é ta t s  accéss ib l es  à  pa r t i r  de  Toes t  no té  fR  (Xo  rF )  -

S i  S (F )  dés igne  Ie  semi -g roupe  des  d i f f éomorph ismes  engendré  pa r

{* l  o.o.o*tar.r l r t tVo,kêN, x.6-F I  r rors
L  " k  

' t 1 " ' / '  ' t ?  -  '  '  l b  )  '  c

f f ,  t * , f ' l  e s t  l ' ! o rb i t e  de  S (F )  au  po in t ; r , o .

Dé f i n i t i on  2

F  es t  d i t e  comp lè temen t  con t rô lab le  ou  t rans i t i f  su r  M  s i  :

Vzerur  ,  14 (x ,  F)  = M

Déf i n i t i on  3

Un  po in t r êw t ,  es t  d i t  accéss ib l e  à  l r a i de  F  en  un  t emps  T )o  à  pa r -
K

t i r  de  T .o  ,  s ' i l  e s t  accéss ib l e  e t  s i  L  t i  =  T

Nous  no te rons  ce t  ensemb le  pa r  A  (  * r ' ? ,  T ) .

En  i den t i f i an t  M  à  v r  x  { r }  rT ,o  ê  M  à  ç r c ,o )  7 A(pa  )

dés igne  Ie  sys tème augmenté  ,  I  =  F  
"  11 )  a ro rs  :

s i F

A (ao, F, r) = n (m( (r9o) ,  ï)  f l  Yr x 1' !)
où ) l  z u x /Â >14 désigne Ia project ion sur M.

- E-



h v 1-T\

d e t e  à  l f a i d e  d e  F  e n

a ' :

F ,  t )

tvN
r l

i t
, l

- - t  ' -  '

L rensemb le  des

in fé r i eu rs  à  r

des temps

'rr- 
M

e ( t . ,  1 ,  1 )

po in t s  accéss ib l es  à  pa r t i r

es t  no té  A ( t o  F ,  b r t l )  e t  on

A (  Xo,  F,  [o , t ]  t  =uo (*n
o( t ( r

Déf in i t i on  4

on  d i r a  que  F  possède  l a  p rop r i é té  d ' accéss ib i l i t é  s i  pou r  t ou t  T -e l 4 i ,

fÊ  ( z rF )  es t  d r i n té r i eu r  non  v i de .

oér in i t i on  5

La  F .C .V  es t  d i t e  l oca lemen t  con t rô l ab le  en  7o ,  s t i l  ex i s t e  un  vo i -

s i nage  ( /  de  t o i nc l us  dans  lA  1 * r v ) .  Cec i  imp l i que  en  pa r t i cu l i e r  que  /A  1 - rF )

es t  un  couve r t .

F  à  l a  p rop r ié té  de  Loca1e  }oca le  con t rô lab i l i t é  en  Za  s i  pou r  t ou t

1 T .
vo rs rnage  \ Joe  Ao ,  i l  ex i s te  V  un  vo i  s i nage  de  XoT  VCU te l  que  VC lA  t t " ,  F  / l ) )  .

Ce Ia  s i gn i f i e  que  t ou t  po in t  de  V  es t  a t t e i n t  pa r  des  t r a j ec to i r es  de  F

con tenues  dans  U .

F  à  l a  p rop r ié té  de  l oca le  con t rô lab i l i t é  en  temps  pe t i t s  ou STLC

en  To  (Sma l l  t ime  l oca l - con t ro l l ab i l i t y  f g f ] l  s i  pou r  t ou t  T  )o  ,
/ t \

A ( : c { r r ,  f  o rT l )  / es t  un  vo i s i nage  de  x ' o .

I l  es t  c l a i r  que  :

S T L C  e n  T - o  4 '  l o c a l e  l o c a l e  c o n t r ô I a b i l i t é  e h  Z . o  = )  l o c a l e  c o n t r ô l a b i I i t é

en  t o  .
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Déf in i t i on  6  :

So ien t  )C ry  deux  Po in ts  de  M-

On  d i r a  que  y  es t  no rma lemen t  accéss ib l e  à  pa r t i r  de t rà  l r a i de  de  F  s ' i I

e j f - s t e  un  en t i e r  p7 t  n  =  d im  M,  un  p .  up le  (C1 r . . . rC7 )  de  rée l s  s t r i c t emen t

pos i t i f s ,  p  champs  de  . r " . t " . r t "  f  ,  . . .  ,  xp  d "  F  t e l s  que  s i  l r on  appe l l e

Lf  l fapp l ica t ion t  y ;  ( l?+)p+ 1 f l1x ,F)

( t1r . . r tp ) ; !  ) * !o  o . . . -  x f ,o  C*)

vér i f ian t  Y ( t r .  , . . .  r to )  =  y  a lors  f  es t  de rang n '

Coro l l a i re  !

S i  y  es t  no rma lemen t  accéss ib le  à  pa r t i r  de  f t  a lo rs  i l  ex i s te  un

vo i s i nage  U  de  X  e t  un  vo i s i nage  V  de  y  dans  M  te l s  que  I  r app l i ca t i on  :

=i 
-Ïtoo... o *É, (x)

so i t  un  d i f f éomorph is rne ,  e t l  t ou t  po in t  de  V  es t  no rma lemen t  accéss ib le  à

pa r t i r  d run  Po in t  de  U .

Cec i  es t  une  conséquence  imméd ia te  du  thé ro rème des  fonc t i ons  imp l i c i t es .

euo ique  ce la  pu i sse  pa ra l t re  su rp renan t ,  Sussmann [  5Z ]  a  démon t ré  que  Ia

no rma le  accéss ib i l i t é  e t  l r accéss ib i l i t é  son t  deux  p rop r i é tés  équ i va len tes

dans  I e  cas  d rune  F .C .V  Cûe t  dénombrab le .  En  e f f e t  :

Théorème :

So i t  F  une  F .C .V  dénomb iab les  de  c lasse  C /su r  M .

Les  p rop r ié tés  su i van tes  son t  équ iva len tes  :

i /  F  es t  con t rô lab le  su r  M .

i i /  F  es t  no rma lemen t  con t rô lab le  su r  M '

i l r i  /  V Z g Mrr .est  normalement  Auto-Accéssib le '

-4o -



A tou te  F .C .V .  F ,  on  assoc ie  son  a1gèbre  de  L ie  en  tou t  po in t  z ,  de  M no té

L ie (F )zcTxM.  C res t  l e  p l us  pe t i t  sous  espace  vËc to r i e l  de  Tx  M  s tab le  pa r

1e  c roche t  e t  con tenan t  F .

Dé f in l t i on  7

On  d i t  que  F  vé r i f l e  l a  cond l t i on  du  rang  en t rêM,  s i  e t  seu lemen t  s i

L i e  (F )X .o  =  T1o  M .

La  cond i t i on  du  rang  en  tou t  po in t  de  M es t  une  cond i t i on  nécessa i re  de  con -

t r ô l ab i l l t é  pou r  l es  F . c . v  ce .  [ go l

C res t  une  cond i t i on  nécessa i re  e t  su f f i san te  pou r  I f accéss ib i l i t é  s i  F  es t

ana ly t i que .
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CHÀPITRE I I

Etude  de  Ia  con t rô lab i l i t é  dans

s  Ie  sys tème a f f i ne  :

=Ax+u (Bx+C)avec

)e tRz.

)  , rn  champ n i lpotent
I

\
b t z  

I  
une  mo tÈ , i ce  rée l l e  que lconque

bol  
,

un vecteur dans [R"

,  L) ,  27"

En supposan t  l a  cond i t i on  du  rang r  gu i  es t  une  cond i t i on  nécessa i re

de  con t rô Iab i l i t é ,  comment  cho is i r  B  e t  C  pou r  que  l e  sys tème (a )  so i t  com-

p Iè temen t  con t rô lab le  su r  & 'po r t  des  con t rô les  a rb i t ra i remen t  peÈ i t s  ?

Avan t  de  répondre  à  ce t te  ques t i on ,  nous  a l l ons  démon t re r  un  théo rème énon-

cé  pa r  Sussmann  f r r ]  ou i  nous  se ra  u t i l e  dans  Ia  su i te .

Consi ,déron

(a )  x r

x  =  (a r y

-  A  =  ( "  !
\ oo
I

"=11,,
\ Ër-,
/r-  c = [ .n Itctr t

-ue f^z

Théorème I I  -  L

S o i e n t  X r y  d e  c h a m P s  d e  v e c t e u r s  d e c lasse  cPdan  
"  

1P ,2 ,  vé r i f  i an t  en

un po in t  Io  e  tÉ ,

(b) :  X (a '

So i t  k  (  s ' i l

( c )  :  y  (2 " )e t

/  (To) ,ud j  X -

=  -4Y ( rJ 4>o

ex i s te )  I e  p rem ie r  en t i e r  vé r i f i an t  :

adkX .y ( * )  I i néa i remen t  i ndépendan ts re t  pou r  t ou t  j  <

y  Go)  l i néa i remen t  déPendan ts '

^4L-



ALors  :

i , /

i . t /

s fâ  es t  impa i r ,  I a  f am i f f e  {X rV }  es t  l oca lemen t  comp lè temen t  con -

t rôIable en l te  r  (  STLC. C en Ia  )  .

s i  &es t  pa i r ,  {X rV }  n ' es t  pas  l oca lemen t  con t rô l ab te  en rxe .

Preuve :

Au  1 i eu  d ré tud ie r  I a  STLCC deÉ ,  nous  é tud ions  ce l l e  d f  une  f a ' n i l I e  équ i va -

ren re  f ' = \ ' ? r k ) ,Y *  tV l )  
"O  Y " " t  un  d i f f éomorph i sme  de  p l an .  Les  cond i t i ons

( i ) ,  ( i t )  son t  i nva r i an tes  pa r  t ou t  d i f f éomorph i sme .

Nous supposons le= or  e t  nous cho is issons f  te r  que Yà, (x ) :  t=  
* *  r t ( r  0 )=Y '

vé r i f i an t  (b )  en  O .  ( c res t  une  app l i ca t i on  du  théo rème de  red ressemen t  au

vo i s i nage  de  o ) .

La  cond i t i on  ( i )  imp l i que  que  l es  cou rbes  i n tég ra les  Oe  X*  e t  de  Y* t "  cou -

pen t  t angen t ie l l emen t  en  O  sans  se  c ro i se r .

En  e f f e t  ;  au  vo i s i nage  de  t  =  O  nous  avons  l a  r e l a t i on  t  f gO l

dn x*.7* b\

so i t  L  t ' en t ie r  vé r i f i an t  ( c ) ,  â  impa i r .  Nous  aurons  :

7* ui(o)) = (+:" ) #, (:^.) * o (t**,)

i-G4"
n=c

æ b^
Y* (xf (ol )= Z-^t-t)" ent.

oàn x *,  Yiz (")

X2  es t  non  nu l  à  cause  de  ( c ) .  Supposonsa2 )opou r  se  f i xe r  l es  i dées .

La deuxième composante de Y* 
(X!  (o l  )  t

, 2 -h+ . i -  |  t  Lh+A  )q/b)-  A E- +o (b- t
7 

L- ' '  = 
Qb-,r) | .  

\  -

es t  une  fonc t i on  impa i re  dans  un  vo i s inage  symét r i que  de  O  donc  change  de

s igne  quand  t  va r i e  dans  J ' t r t [ ,  .

avec (+:',)=
(î :  )=,"à24+4 x r,Y*(o)
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Donc y( t )  )  o  s i  t  e ] - t ,o  [  ,y ( t )  (

X[r") et X].(o)at"nt proche et sans

courbes ln tégra les de y  issues de

+2L
impl iquera que les

I r axe  (Oz ) .

-1

o sd .  ËêJo ,

s ingu la r i té  nous

x ,  (o )  recourbe
E

t* (t-: t"))
<Ê

<-T

<a

1a

de

e t

au

par  su i te

vo i  s inage

Mont rons  qu ron  a  STT .C  en  o .

pou r  ce1a ,  i l  su f f i t  de  mon t re r  que  pou r  tou t  f  ) o ,  o  es t  au to -Accéss ib le

en  un  temps  t<  T .  Sachan t  que  I rau to -Accés ib i l i t é  imp l i que  Ia  no rma le  ac -

céss ib i l i t é r  oh  conc lu t  qu ron  a  STLC en  o .

Comme on  es t  en  d imens ion  2 ,  pou r  avo i r  l r au to -Accéss ib i l i t é ,  i l  su f f i t  de

fa i re  une  commuta t i on  Ià  où  l es  champs  X f  ,  Y *  son t  l i néa i remen t  i ndépen-

dan ts .

I l  es t  c l a i r  qu rune  t r a j ec to i r e  co r respondan t  au  dess in  c i - dessous  vé r i f i e

,- t-i'iùr o'

courbe ' in tégra1e dey ' i " " r "  de  o  ne  c ro ise  pas  ce l le  de  { r

E  =  O.  On a  donc  la  s i tua t ion  su ivante

-4+ -



cet te  hypothèse :
t

& t'n)

v{ (*")

On aura
XI-3

* r *(2. , )  = x-  I  Y'  z .  " r3 L 
' tz

1
(r ;  (o) )J = o

i i /  So i t  ma in tenant  h

"t '  
rxl (o)) =(no'

Les  temps  passés  su r  l es  t ra jec to i res  é tan t

Ce qui  termine la  démonstrat ion.

a rb i t ra i remen t  pe t i t s .

vé r i f i an  t

b th
îZil-t

t t"", | 'nr t l_ zr<-t (_1)n
\ v ,  

æ

t  " i \ -  ^a2k x* .  ,*  (o)  + o ( t2k + a)
\ t '  )=  

ao

Nous remarquons a lors  que la  deuxième composante est  une fonct ion pai re

quand t  var is  dans ) -  t ,  t  L  .

7* tXa#  to l  po in te  ve rs  l a  méme rég ion  dé I im i tée  pa r  I f  axe  (ox )  au  vo i s inage

de  o ,  sau f  pou r  t  =  o  où  i I  l u i  es t  t angen t .

Y*( x!,f11

adn xY.Y# to l

pa i r

r ) \
l+

tn
ï t

( c ) .  Comme

I r. '. \ +
\æ, I

précédemment  nous aurons

, . 2k  +  1 .
o  ( t  )

Donc  les  t ra jec to i res  de  Yx  p . "= tn t  pa r  xJ  (o ) ,  - t< t ( t  coupe

dans un  vo is inage de  o  I raxe  ?2( .  Donc Ia  t ra jec to i re  passant

ce l le  de  x t rpassant  Par  o .

une

par

seu le  f o i s ,

o ,  c ro i se

T z =

- 45  ^



{ J
Pu isque  Y  "  ( )q^  (o )  )  po in te  ve rs  Ia  même rég ion r  oh  ne  peu t  avo i r  l oca le

con t rô lab i f i t é  dans  un  vo i s inaqe  de  o .  D toù  l e  théo rème.

Remarque 3

Ce  théo rème e t  ce t te  démons t ra t i on  ne  son t  va lab les  que  dans  des  va -

r i é t és  de  d imens ion2 .  Pou r  l es  d imens ions  p l us  g randes  n ) . 3 ,  Sussmann  a

donné un autre théorème p lus généra l  pour  les systèmes Z '  = fo  (z)  + u f  
t  Ge)

avec  une  démons t ra t i on  p lus  comp l iquée  que  ce l l e -c i .  [ gZ ]

Revenons  ma in tenan t  à  no t re  p rob lème.  Le  sys tème (a )  s rexp r ime  à  I  ra id

des coordonnées de par  :

Ix '  =  ubar t+  (1  +  ubr r )  Y +  uc1
J

t  t '  = ubrrx + ubzzy * t t2

Pour  u  =  e  ,  l es  o rb i t es  du  champ n i l po ten ts  son t  des  d ro i t es

Tou t  po in t  de  l r axe  des  > (  es t  une  s i ngu la r i t é  de  A -

-  4L -



Propos i t i on  1

S i  b ' | t =  b22=  o ,  .Z  /  o  a lo rs  Ie  sys tème (a )  es t  STLC en  tou t  po in t

d e  l r a x e  d e s  X

Preuve :

l a  cond i t i on  du  rang  en

tout

Soi  t

On aura

Nous

po in t

"Ê [ -x'(

/ \
= -  zu  [cz ]

t  \  o , /
(  (  *  , o )  )  s o n t  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t s

Propos i t i on  2

Sous  l es  hypo thèses  de  1a  p ropos i t i on  p récéden te ,  I e  sys tème  (a )  es t

comp l -è temen t  con t rô Iab le  r r r t  R '1

Preuve  :
' r tZ

Nous  a l l ons  mon t re r  que  t ou t  po in t  de lK  peu t  ê t r e  r eca lé  su r  l r axe  des

, -Z
x  e t  que  t ou t  de  /Â  peu t  ê t r e  a t t e i n t  à  pa r t i r  d run  po in t  < j e  l r axe  des  >c .

Ce  qu i  p rouve ra  1a  comp lè te  con t rô l ab i I i t é .

a l l o n s  v é r i f i e r  q u e  1 e  s y s t è m e  v é r i f i e

d e  l a  f o r m e  ( ) C  , o ) .

E ,L )  -  4o \  .  Nous  posons  :

, ; : ; i=/"o] . ' r  .  (1 + ubrr)Y + , .1 )' \  
uc l  I

é

.  t  t  
[or r* .u.1)  = x-u

" " ((x,o) /= t 
"., 

c2 t
(  r - ,o  I

De p lus

Donc Xu

pour  tou

d  I  ap rès

con t rô Ia

t
( : t ,  o  )  )e t  

uo1  X t ,  X - t

,  r ' ]  (x,o)

t xe lQ , .  On  a  c i onc  I a  cond i t i on  du  rang  e t  de  p l us  on  a  STLC en  ( ) ( r o )

I e  t héo rème  I I . 1  p récéden t .  Ce  qu i  imp l i que  qu ron  l oca le  comp lè te

b i l i t é  su r  un  vo i s i nage fde  I ' axe  ces  X  .

X,

- . r ]  -



r

La  composan te  du  champ su i van t  } raxe  (oy )  es t  u . z *  o  .

Pour  tou te  cond i t j - on  i n i t i a l e  (Xo ryo )  l a  so lu t i on  passan t  pa r  (2 to ryo )  t ra -

ve rse  l r axe  desX .  11  su f f i t  de  cho i s i r  u  t e l  que  SÇn(u )  =  -  Sgn  (C t r . yo ) .

Donc étant  donnés deux points  quelconques Oco,  yo)  i  (xnt  yn ) ,  pour  u^ vé-

r i f  i an t  r sgn  (u ,  )  =  Sgn  KZ  yo )  r  l a  t ra  j ec to i re  i ssue  de  ce  po in t  coupera

1 | axe (orc) en G'. o).

Le  po in t  ( *n  t  yn )  es t  a t t e i n t  à  l r a i de  d rune  t r a j ec to i r e  i s sue  d run  po in t

- l( t ; r o )  pou r  un  con t rô l e  u t  vé r i f  i an t  sgn  (ua )  =  Sgn  (C ,  yo ) .

Comme on  a  con t rô Iab i l i t é  su r  l r axe i  (o r )  on  dédu i t  que  (a )  es t  comp lè temen t

contrô lab le 
" r r t  

/R1

Propos i t i on  3

Une  cond i t i on  nécéssa i re  pou r  que  Ia  cond i t i on  du  rang  so i t  r éa1 isée

en tout  po i -nt  de /Rzest  que b2a /  o ,  quand b. . {  o .

P reuve  :

Supposons  h?1  =  o .  (nous  Supposerons  Que  baa  j o  ca r  s inon  l e  sys tème (a )

es t  comp lè temen t  con t rô Iab le  s i  CZ /  o  e t ' non  con t rô l ab le  s i  CZ=  o  à  cause

de  l a  cond i t i on  du  rang ) .

La  d ro i t e  d f  é  
'Cz -  

es t  une  sépa ra t r l ce .du ' c  
e t l

qua t i on  
"= -É ,  

es t  une  sépa ra t r l ce .du -champs  (a )  t e l .  que  cha -

cun  de  ses  po in t s  I a  d imens ion  de  l  rA lgèb re  de  L i e  es t  L .
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Proposi t ion 4

Une  cond i t i on  su f f i san te  de  con t rô lab i l i t é  du  sys tème (a )  es t  que

bZ t  f  o r

Preuve :

Nous  a l l ons  mon t re r  que  l e  sys tème homogène  x r  =  (A  +  uB)  x  es t  comp lè te -

men t  con t rô lab re  su r  R2  -  {  " } .
p  ô )  =  de t  (A  +  u  B  - ) r )  =  Sz  -  ) u r  *  12  de t  B  -  u  , 2 r

Ie  polynôme caractér is t ique du système homogène où t  dés igne Ia  t race de B.

So i t  5  I e  desc r im inan t  de  ce  po l ynôme.
o f  

"  
- 1

f  =u2 T2 4u2 det  B+ 4ubo.  =  
" tL(bLr -bzz)è  

+  Abzt  oarJ*qu bA

Pour  u  su f f i sammen t ,  pe t i t r  I e  s i gne  de  es t  ce lu i  de  ub r t :

s  g  n  f  ) '  t  =  s  g  n  (u  b r r ) .  Donc  Ia  ma t r i ce  (e  +  uB)  es t  régu1 iè re .

En  cho is i ssan t  u  convenab lemen t ,  nous  pouvons  avo i r  F<  o .

11  su f f i t  de  p rend re  u  te1  que  s  g  n  (u )  =  s  g  n  (bZ ! )

Dans  ce  cas ,  I e  po l ynôme ca rac té r i s t i que  admet  deux  rac ines  comp lexes  con -

j uguées .  Les  so lu t i ons  du  sys tème  (a )  son t  so i t  des  ce rc l es  ( s i  T  -  o )  so i t

des  sp i ra les .  Ce l l es -c i  se  p ro je t ten t  su r  51  
" . ,  

des  ce rc les .  D roù  con t rô la -

b i l i t é  su r  51  c ' es t  à  d i r e  su r  l es  d i r ec t i ons .
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Àvec le  champ n i lpo ten t  À  (u

1Bz  -  { " }  .  Le  champ A permet

rectlon sortant" fro]. Ltt)

De  p lus ,  l rapp l l ca t ion  :

nra  pas  de  po in t  f i xe  commun

de la  condi t ion du rang.

Droù  comp lè te  con t rô lab i l i t é  
" , r t  

f  .

Remarque !

ozr /
En e f fe t  :

So ien t u r v  deux  va le

. l be)  (p)  =  ! t  t ;\^
-1

B,  A  +  v  BJ

rement  indépen

.T .L .C .C  eû , .  p r

s ,  on  a  S .  T .L .

=  o )  on  conc lu t  qu ron  a  con t rô lab i l i t é  su r

d ravo i r  une  d i rec t ton  ren t ran te  e t  une  d i -

tRz _-> lRz

x  - - €  (A+uB)x+Cu .

à toutes les va leurs de contrô les u à cause

,  u . v  ( o .

ren t ran te .

o  imp l i que  auss i  I a  S .T .L .C .C  en  p  =  (L ro )  ou  sys tème  homogène .

(n+u

f
lA  +  u
L

I  i  néai

Donc S

De p lu

son t  co l

- u) ( Srtl

urs  de cont rô Ies  dans ) - t , tL

I

, î l  
et  (n + v B) (p)

(p) = (v -  u I  Lo,e] tn l  = (v

dan t  avec  (A  +  u  B )  ( p ) .

d roù r  I a  d i rec t i on  so r tan te  e t

C  en  t ou t  po in t  de  l r axe  (o  X ) .

i néa i res , ]

F i na lemen t :

En  rassemb lan t  l es  qua t res  p ropos i t i ons ,  nous  pouvons  conc lu re

2c  -



Théo rème  I I . 2

Le  sys tème A f f i ne  x r  =  A  x  +  u  (Bx  +  C)  es t  comp lè temen t  con t rô lab le

n2
su r  / ( "  ,  pou r  des  con t rô les  a rb i t ra i remen t  pe t i t s  avec  A  n i l po ten t  s i  e t

seu lemen t  s i  l a  cond i t l on  du  rang  es t  réa l i sée .  en  tou t  po in t  ae  /R2 .
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CHAPITRE I IT

Etude de  la  cont rô lab i l i té  dans  / ,8 r

Dans  ce t te  pa r t i e r  nous  nous  i n té réssons  au  v i f  du  su je t ,  à  savo i r  3

la  con t rô Iab i l i t é  Oans  / r (3  des  sys tèmes  a f f i nes  à  dé r i ves  n i l po ten tes  avec

des  con t rô les  auss i  pe t i t s  que  l ron  veu t .

Nous  nous  i n té réssons  pa r t i cu l i è remen t  à  1 ré tude  de  l a  con t rô Iab i l i t é  du

sys tème homogene  x t  =  (A  +  uB)  x  su r  /R '  - ' T  
" l  

.  s i -  ce ru i  c i  p résen te  l e

bon  aspec t  d rê t re  con t rô lab le  a lo rs ,  à  cause  du  théo rème Ju rd jev ie  -  Sa I l e t

[ i g ] ,  [ r+ ] l e  sys tème a f f i ne  i n ia l  es t  comp lè temen t  con t rô lab le  
" , r .  

/P  3 .

En ef fe t ,  nous avec le  théorème [ tOJ z

Le sys tème a f f ine  r '  =  A  z  .  f  e ; (  B ix  +
l _=  |

des  ma t r i ces  rée l1es , ê /Rn est  complètement  contrôIab1e sur  /R

i /  Le système homogène :  )C I

tkn - {".} .

. i )  
rO ,  

B i ,  t ( i (m

n
5 1  :

(-
l-

m
= (A  +  )  u -  B .  )X  es t  con t rô l ab1e  su r

î - l - ta = t

m
i - i /  L ' app l i ca t i on  :X  - - - )  AX+  

f -  " ,  
( n rX+  a i )  n ta  pas  de  po in t s

f i xe  commun  à  t ous  res  u  =  (u1 r  . . .  t * ) r t i ^ . oo . r t enan t  à  l f ensemb le  des

con t rô l es  adm iss ib l es .

Or ,  dans  no t re  cas ,  on  n f . a  ob l i ga to i r emen t  aucun  po in t  f i xe  pu i sque  I r on

suppose  Ia  cond i t i on  du  rang  réa l i sée  en  t cu t  po in t .

Pour  I  r é tude  de  Ia  con t rô Iab i f i t é  du  sys tème homogène ,  nous  u t i l i se -

rons Ia  méthode de Gauth ier-Bornard f@rhz)  ;  crest  à  d i re  pro jeter  Ie

sys tème homogène  (qu i  es t  l i néa i re )  su r  I a  sphère  52 .  Sachan t  que  Ia  dé r i ve

es t  n i l po ten te ,  l e  t héo rème de  Gau th ie r -Bo rna rd -Sa l te t  f ces l  nous  assu re

qu t i l  su f f i t  de  mon t re r  que  I e  sys tème  es t  t r ans i t i f  su r  l es  d i r ec t i ons ,

c res t  à  d i r e  
" , r t  

s2 .
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La  mé thode  u t i t i sée  pou r  mon t re r  I a  t rans i t i v i t é  su  52 ,  u t i l i se  pa r -

fo i s  l a  l oca le  con t rô lab i l i t é  aux  po in t s  f i xes  du  champ n i l po ten t  A  ( ses

)
pô1es )  su r  Sz .  L r i dée  es t  de  mon t re r  qu r i l  y  a  l oca le  con t rô lab i l i t é  en  ces

pôles.  En ef fe t r  nous avons le  théorème suivant  :

Théorème t

Le système homogène est  localement  contrô lab le

4

de  S" - '  ( p  gppar tenan t  à  1 'ensemb le  des  po in t s  f i xes

s i  i 1  es t  comp lè temen t  con t rô Iab le  su r  S t -1 .

tème est  complètement  contrô lab le.

Ma is  de  pa r t  I a  na tu re  des  champs  n i l po ten ts ,  t ou t  po in t  de

reca l l é  à  pa r t i r  d run  ouve r t  des  pô les  !p  ou  a t te in t .  D roù

au

de

pô Ie  p  =  (4 ,  01 . . . o )

A )  s i  e t  seu lemen t

sn-1  peut  ê t re

complète contrô-

Preuve 3

D i re  qu ron  a  l oca le  con t rô l ab i l i t é  en  p ,  c res t  d i r e  qu " /P {p ) ,  l r en -

sembLe  des  é ta t s  accéss ib les  es t  un  ouve r t  con tenan t  p .

pa r  symét r i e ,  /P  ( -p )  es t  auss i  ouve r t  e t  con t i en t  ( -p )  r  l h  (p )  e t  / â  f  - p )

é tan t  symét r i quês .  ce t te  symét r i e  en t ra lne ra  auss i  I a  l oca le  comp lè te  con -

t rô lab i l i t é  
"n  

!p .  Nous  au rons  donc  un  ouve r t  au tou r  des  pô Ies  où  l e  sys -

l ab i l i t é  su r  s t - 1 '

Ea  cond i t i on  es t  év idemment  su f f i san te .  D 'où  1e  bhéorème '

A ins i ,  1 ' é tude  de  l a  I oca le  con t rô l ab i l i t é  en  p  o f f r e  un  i n té rê t  p ra t i que t

su r tou t  s i  sa  réa l i sa t i on  dépend  d run  c r i t è re  a Igéb r ique  comme la  STLC.

Cependan t ,  p rouve r  qu ron  a  ce t te  p rop r ié té  en  l p  n res t  pas  chose  tou jou rs

a i sée ,  8L  l ronn lmpose  pas  d rau t res  hypo thèses  su r  l a  ma t r i ce  B '

En  ce  cas ,  e t  pou r  con tou rne r  ce t te 'd i f f i cu l t é  apparen te  à  p r i o r i r  nous  é tu -

d ie rons  d i rec temen t  l a  comp lè te  con t rô Iab i l i t é  du  sys tème homogène  su r  s2 .

ce  qu i  nous  imp l i que ra  en t re -au t re  Ia  l oca le  con t rô lab i t i t é .
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L fé tude  de  l a  t r ans i t i v i t é  su r  52  (dans  l e  cas  où  i l  n res t  pas  év i -

den t  de  Ia  dédu i re  de  Ia  l oca le  con t rô Iab i l i t é  aux  pô les  de  A )  es t  basée

su r  t ro i s  p rop r ié tés  (P1 )  i  (P -2 )  ;  (P3 )  I  a ins i  qu rune  fo rme  du  théo rème

du t rpassage des douanesn que l ron énoncera.

Cons idé rons  l a  s l t ua t i on  au  vo i s i nage  de  p  =  (1 ro ro )  €  52 .

Dans Ie  cas le  p lus défavorable,  on a Ia  s i tuat lon su ivan te  :

a /  Quand  A  es t  n l lPo ten t  d ro rd re  2
( 4  t  ^  Ê )  b

e .?

S-
g4

Les

p=

A .  L e

s+=

go lu t ions ,  pour  des  con t rô les  pe t i t s ,  u€ l -  t r îL r  pâssan t  par  Ie  po in t

(1 ro ro )  son t  tangen tes  au  g rand  cerc le  des  po in ts  s ingu l ie rs ï  O ,  champ

prob lème à  résoudre  es t  de  pouvo i r  f ranch i r l  e t  de  passer  de  S*  =

{  
, " ,  y ,ù  ê  s2  /  y7 /o \  à s -  =  lC" ry rz )ê  s2  /  y r<oJe t réc ip roquement .

b /  Quand  A  es t  n i lPo ten t  d ro rd re  3 .

On  a  Ia  s i t ua t i on  su i van te  :

( 4 * * t 9 ) (
.P

t - - t

Dans  le  cas  dé favo rab le ,  l es  so lu t i ons  passan t  pa r  p  pou r  ueJ  - t , ç [  son t

tangen tes  au  g rand  ce rc le  équa to r i a l  ( z  =o ) .

Nous  a l l ons  mon t re r  que  I t on  peu t  f ranch i r  ce t  équa teu r  e t  de  passe r  de

l fhémisphàre  no rd  à  l r hémisphère  sud  e t  réc ip roquemen t .

,-4



^2sur  >I I Ï . o  E lémen ts  de  Ia  démons t ra t i on

(P1)  :  On  démon t re ra  que  dans  chaque

de  p  (ou  de  -p  pa r  sYmét r i e )  t e l  que

une  cou rbe  con t i nue  s fapp rochan t  a rb i

cas ,  i l  ex i s te  un  ouve r t  U  au tou r

pou r  tou t  po in t  de  Ur  o f l  Peu t  t race r

t r a i r emen t  p rès  de  ( -P ) .

(p2 )  :  Dans  tous  l es  cas ,  on  au ra  une  va leu r  de  con t rô Ie  qu i  nous  donne

un  champ  *u  sp i r a l e  don t  I ' équa teu r  ( p l ân  i nva r i an t )  ne  con t i en t  pas  I e

po in t  p .  Nous  démon t re rons  que  t ou t  po in t  de  52  peu t  ê t r e  a t t e i n t  e t  r e -

ca lé  su r  ce t  équa teu r .

eu i t t e  à  l e  r es t re i nd re .  s i  nécessa i re ,  nous  cho i s i ssons  U  I  r ouve r t  dé f i n i

dans  (p1 )  de  f açon  à  ce  qu r i l  ne  rencon t re  pas  l ' équa teu r .

(P3  )  :  Deux  po in t s  non  d i amé t ra l emen t  opposes

2
un  g rand  ce rc l e  su r  S - .

Un  p l an  passan t  pa r  I ' o r i g i ne  e t  pa r  ces  deux

espaces  convexes .  Le  p l an  sépa re  s t r i c t emen t

opposés  non  con tenus  dans  ce  P lan '

Théo rème  des  passages  des  f r on t i è res  :

déterminen' - .  de façon unique

po in ts  dé te rm ine  deux  demi -

deux  po in t s  d i amé t ra l emen t

po in t  de  U  e t  s raPPro -

du champ * t '

vé r i  f  i ées .

Tou te  cou rbe  congexe  non  fe rmée  passan t  pa r  un

chan t  s t r i c t emen t  p rès  de  ( - p )  r encon t re  1 réqua teu r

Nous  ve r rons  que  ces  4  p rop r i é tés  son t  na tu re l l emen t

Le  p lan  de  ce  chap i t re  es t  comme su i t  :

Dans  t e  pa rag raphe  7 ,  nous  nous  i n té resse rons  à  1a  c l ass i f i ca t i on  des

r '1  i  - l
champs  r i néa i r es  a "  l / l ' p ro j e tés  su r  s -  d ' ap rès  l eu r  décompos i t i on  sous

f o r m e  d e  J o r d a n .
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Dans Ie  paragraphe 2r  nous  é tud ie rons  Ia  no t ion  de  STLCf f t lo r r  loca le

contrôIabi l i té en temps pet i ts.  Cette not ion nous s€Fê. 'drun grand secours

pour  Ia  cont rô lab i l i té  sur  s2 .  (vo i r  théorème 1) .

Les  pa rag raphes  3  e t  4 ,  qu i  ren t ren t  dans  l e  v i f  du  su je t  pou r  n  =  3 ,

son t  consac rés  respec t i vemen t  à  1 té tude  de  Ia  t rans i t i v i t é  su r  s2 .

Dans la dernière part ier  oh étend le résurtat  tu,  Pr.3.
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f I I 7 .7  /  p ro jec t i q r l  des  champs  r i néa i res  de  Æ 
3  

su r  s2 .

Le but  de cet te  étude est  de donner  une propr ié té impor tante dont

Jou issen t  l es  champs  l i néa i res  de  8 -n .

Ce  son t  des  champs  don t  l es  t ra jec to i res  se  p ro je t ten t  rad ia lemen t  su r

Sn- r  e t  qu i  cons t i t uen t  des  so lu t i ons  d féqua t i ons  d i f f é ren t i e l l es  du  champ

pro je té  su r  Sn - l .  De  p lus ,  l es  t ra jec to i res  d run  champ l i néa i re  son t  homo-

thé t i ques  pa r  rappor t  à  I  f o r i g ine ,  donc  admet ten t  une  même p ro jec t i on  su r

sn-1 .

En e f fe t r  s i  X  dés igne un  champ l inéa i re ,

pour  )>o .

-X(àx)=àxtæl

-  
" tX  

(Àr )  =  À t " tX*  )

Donè  à  tou te  fam i l l e  de  champs  de  vec teu rs

on  peu t  l u i  assoc ie r  une  fâ r r i l l e  de  champs

sn-1  appe lée  p ro jec t i on  de  F  su r  sn -1 .  Te l
,

Pour  tou t  A6  F ,  pou r  t ou t  Te  s t -1

i  (x)  = Ar-  (nx,T) .

on a pour tout xelRn - 1", .

où  1 "  ( , , ) aés igne  I e  p rodu i t  s ca la i r e  dans  /R . " .  (  ^ ,  ,Y ) xdés igne  donc  l a

p ro jec t i on  o r thogona le  de  AXsur ' l e  rayon  vec teu r  7 / f

* .  l l l

I i néa i r es  F

de vecteurs

que :

êt  sur  /R

i  e I  sur

= {o, I t
F = 

{i'}

14*, T> '-t'
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Géométr iquernent ,  î  (?1)  est  la  composante tangent ie l le  à Sn-1 du vecteur  A?e .

Ce qul  nous déf in i t  b ien un champ de vecteurs sur  Sn-1.

Cer ta ines propr ié tés Ce T se déduisent  à  par t i r  de ce l les de F te l les que

I  t accéss ib i l l t é ,  I a  conse rva t i on  du  c roche t  . . .  t  A  l .

I 1  a r r i ve  auss i  que  2  champs  de  vec teu rs  l i néa i res  su r /Rn ,  A ,  B  admet ten t

}a même pro ject lon sur  Sn-1.  Un te1 cas se produi t  s i  e t  seulement  s t  :

A =a(r  +  B ,4e lR-  ,  I  '  , 'de^A ' lz -
2

Dans  l k ' ,  i I  ex i s te  7  t ypes  de  champs  l i néa i res .  Nous  a l l ons  l es  c lasse r

a ins i  que  l eu r  p ro jec t i on  su r  s2  d rap rès  l eu r  f o rme  de  Jo rdan .
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I T I  7 .2 C lass i f i ca t i on  des  champs  l i néa i res  de  lP3 .

Champ

champ
o

)z
o

Ce champ présente :

3  g rands  ce rc les  i nva r ian ts  qu i  co r responden t  aux  p lans  i nva r ian ts

7/

Le

" \  \ .  , , \ ,

^i ) 
t  on suPPose q"" ) t  ()z (Jg'

de type I i

est  d iagonal .
/À'

*  = \  
:

{ =-ti 
-

\g;.

du champ dans lR3.

3  pa i r s  de  po in t s  s i ngu l i e r s  qu i  son t  l es  po in t s  d r i n te r sec t i on  des

g rands  ce rc les  te l s  que  :

.  Z  po in t s  a t t rac t i f s  (noeuds  s tab les )  co r respondan t  à  Ia  va leu r

p rop re  Ia  P Ius  g rande .

.  2  po in t s  répu ls i f s  (noeuds  i ns tab les )  co r respondan t  à  l a  va leu r

p rop re  1a  p lus  Pe t i t e .

.  Z  po in t s  s ingu l i e rs  du  t ype  co l ,  co r respondan t  à  l a  va leu r  p rop re

in te rméd ia i  re .
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2 / Champ

Le

e t

du  t ype  I I .

champ M admet

une  rée l l e  ^ .

des  va leu rs  p rop res  comp lexes  ) " r ,  =  u  
*

i b

M =

Ona :

un  g rand  ce rc l e  i nva r i an t  co r respondan t

r i an t  pa r  I e  sys tème  dans  /P .3 .

2  po in t s  s i ngu l i e r s  non  con tenus  dans  ce

s i  ) )  a ,  1es  po in t s  s i ngu l i e r s  son t  a t t r ac t i f s ,

L ' équa teu r  é tan t  r épu I s i f .

on  suppose  ) /  ^ .

au  p lan  équa to r i a l  i nva -

g r a n d  c e r c l e .

c e  s o n t  d e s  f o v e r s  s t a b l e s .

i)/ "

\ :

-b
a
o

S i  ) (  a ,  I ' équa teu r  es t  a t t r ac t i f ,  I es  po in t s  s i ngu l i e r s  r épu l s i f s .  Ce

son t  des  f oye rs  i ns tab les .

Dans  l es  deux  cas ,  I f équa teu r  es t  un  cyc le  l im i t e .

3 /  C h a m p  d u  t y p e  I I f .

t 4 Àr$
l r  \
I à  o  o  \
lo  )  o  I  ;
\ o  o  t ^  |\ \ l
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Ce champ Présente :

-  un  g rand  ce rc le  i nva r ian t  de  po in t s  s ingu l i e rs .  Ceux -c i  co r res -

ponden t  aux  p ro jec t i ons  des  so lu t i ons  (d ro i t es )  con tenues  dans  Ie  p lan  Xoy .

deux  po in t s  s ingu l i e rs  non  con tenus  dans  ce  g rand  ce rc le .  Tous  l es

g rands  ce rc les  passan t  pa r  6es  deux  po in t s  s ingu l i e rs  son t  i nva r ian ts .

S i  $  )À r l es  deux  po in t s  s i ngu l i e r s  son t  a t t r ac t i f s ,  s i non  répu l s i f s  pou r

b( )-

4/ Champ

c le  passan t  Pa r  l es  Po in t s

deux  a tL rac t i f s .

À/ t^

3L)

ce rc le  équa to r i a l  e t  I e  g rand  ce r -

qui  sont  au nombre de quatre,  dont

Ce champ

de type ïV 
I
I

M =l

\

p résen te  :  ( vo i r  f

2  p lans  i nva r ian ts

)  1 .  -o  \
o Ào Io os I

igure page

:  I e  g rand

s ingu l  i e rs

-3 t '



5/ Champ du type V. 
/  \
f  a -b  o \*=\3 3 : l

Ce champ es t  une  s im i l i t ude .  Les

dans  des  cy l i nd res  dans  /R3  ,  qu i

â< 4

t r a jec to i - res  son t  des  hé l i ces  con tenus

se  p ro je t ten t  en  ce rc le  su r  s2 .

M p résen te  z

-  un  p lan  équa to r i a l  s tab le

deux  po in t s  s ingu l i e rs  non  con tenus  dans  ce  p lan .  Ce  son t  des  cen t re

"'- 71- -':*---I
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6,/ Champ du tyPe VI.

M =

Ona :

-  Un  g rand  ce rc le  de  po in t s  s ingu l i e rs  qu i  co r respond  au  noyau  de  M

( l e  p l an  yoz ) .

ce  g rand  ce rc le  qu i  son t  a t t rac t i f s  dans

au t re .

deux  po in t s  son t  i nva r ian ts  Pa r  M .

(lii)

Deux  Po in ts  s ingu l i e rs

une  demi -sPhère  e t  réPu Is i f  su r

Les  g rands  ce rc les  Passan t  Pa r

sur

1 r

c e s

Y"J

'\i<.
ax

I
t

I
,l
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l a  même p ro jec t i on  su r  s2  que  Ie  n i l po ten tce champ admet

lo 7 " \=\: 3 :)

Notons que

d ro rd re  2
A

7/ Champ du

Ona :

t ype  V I I .

M= (â i 3)

( z  =  o )

s  dans  l eu r  hémis -

e  1e  n i l po ten t

Un  p lan  i nva r ian t  qu i  co r respond  à  l t image  de  M

Deux  po in t s  s ingu l i e rs  su r  1 réqua teu r ,  a t t rac t i f

phère.  Notons que ce champ admet  la  même pro ject ion qu

d ro rd reZ  l o  I  
" \A=to o 7 |

\o  o  o  I

-  j 4  _



I I I  2 /  La STLC ou locale contrôIabi l i té  en temps pet i ts .

Nous avons vu que la notion de

af f ine état t  une propr ié té lmpor tante

Ia  t rans i t l v i t é .

STLC du système homogène du champ

dans  no t re  cas  pu i squ te l l e  imp l i qua i t

su f f i san tes  de  1a

+ 
"{rt* l  

où )c é wt

L r i n t roduc t i on  de  ce t te  no t i on  es t  susc i tée  pou r  deux  ra i sons  :

a " /  Au  pô Ie  p  =  ( , { ro ro )  du  c f ramp n i l po ten t ,  l a  t angen te  à  Ia  so lu t i on  pas -
/ b r r  \

san t  pa r  p  es t  u [  ] ; '  l .  En  cho i s i ssan t  u r r  u ,  dans  ) -  e ,  €L ,  u ,  .  u r (  o r  l es
\6r l

so lu t i ons  son t  t angen tes  en t re -e l l es ,  ma is  pa rcou rues  dans  des  sens  opposés .

Droù  l a  p remiè re  cond i t i on  du  théo rème de  Sussmann  ( t f réo rème I I . 1 ) .

2 "  /  La  no t i on  de  STLC dans  ce  cas  en  vé r i f i an t  pa r  un  ca l cu l  a lgéb r ique

ce r ta i nes  cond i t i ons .  D toù  l r i n t é rê t  de  l r u t i l i sa t i on  de  ce t t e  no t i on .

Dans  ce  qu i  va  su i v re ,  nous  a l l ons  i n t rodu i re  en  dé ta i l  l a  no t i on  de

Ia  STLC pour  pouvo i r  l f app l i que r  dans  Ie  cad re  de  1 té tude  de  Ia  con t rô Iab i -

l i t é  de  no t re  sys tème.  Nous  é tud ie rons  séparemment  l e  cas  n i l po ten t  d fo r -

d re  2  e t  3 .

Dans  un  cas  généra l ,  Sussmann  f32 ]  donne  des

STLC pour  l - es  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  du  t ype

une  va r i é té  de  d imens ion  n '  lU [1 "  a  )  o ,

Théorème :

Le  sys tème  Z '= { t t l  + , . , f ,  t x l  es t  s rLC  en l r - r s i  :

i /  T .oes t  un  po in t  régu l i e r  s ingu l i e r

L i /  D im  L ie  t { . , ( n )  ( zo )  =  d im  M.

Li i /  V r.  el i l ,  k impair

cond i  t i ons

r f  = ( . { r )

#,(" e Yn'*) '

y o , #, fl 
(x,) =lf t<+ t 

Ç, (") ( )to) -

-3s -



Di re  gue taes t  un  po in t  s i ngu l i e r  r égu l i e r  c f es t  d i r e  qu t i l  ex i s t e  un  ù  un i -

que,  l ; l< .  te l  fo  ( r ,  +  û  f  t  f to)  =  o
- tn  ( for  f r )  ( * ;  est  I respace vector ie l  engendré par  les crochets  de

L ie  au  po in ta 'de  f . - ,  fZ  e t  con tenan t  au  p lus  k  fo i s  l e  t e rme  f r .

Par  exemple :

Cons idé rons  1e  svs tème l i néa i re  :

[ r  -Acc+  bu  ,  AêM (n rn )  , belRn , l r / .< .  ,  a )o

Draprès  Ka lmanr  cê  sys tème es t  l oca lemen t  con t rô lab1e  en  o ,  s i  e t  seu lemen t

s i  nang  {  u ,  Ab ,  . . .  ,  nn -1u  }  
=  n .

or  lL  tox+ t  b ,  ex-  t  b )  (o)  =(  o ,  Ab,  . . . ,  An-1b ) " i . ,  =  /Rn.

Doncr  uD sys tème l inéa i re  vér i f ian t  Ia  cond i t ion  du  rang es t  STLC en o

pu isque :

lR"  =  T1  (AZ+ u  b ,  A : r -  tu l  (o )  c12  (Az+  ûb ,  Ax-ûu)  (o )  c . . .  c -
- tv

. . .  e  J ^  (Ax+  û  b ,  Ax -  t  b )  ( o ) .

On  va  app l i que r  ce  théo rème,  gu i  p rend  une  fo rme  p lus  s imp le  dans

les  va r i é tés  de  d imens ion  2  enXo=  p  =  (Lno ro )  €  52 .
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I l I .3  EtuQe-de- la  contrô lab i I l té  du svstème homoqène sur  É 3

cas  n i l po ten t  d !o rd re  2

Dans ce paragraphe,  nous donnerons les condi t lons suf f isantes pour

q re lesys tèmeXr  =  (A+ue )X  i  X '=  ( * r y rùê t ' l t  - { " } rA2  =Q , r ê ] - t r LL

so i t  t r ans i t i f  su r  l es  D i rec t i - ons .

Nous  commencerons  pa r  vo i r  s r i l  y  a  STLC en  p .  S i  ce  n tes t  pas  l e  cas  nous

é tud ie rons  d i rec temen t  1a  con t rô lab i l i t é  su r  SZyen  s ra idan t  des  p rop r ié tés

(p1 ) ,  e2 ) ,  ( p3 ) .  Ce  qu i  nous  pe rme t t r a  de  f r anch i r  I e  mé r i d i en ' s i ngu l i e r

6 deA.

La  conJonc t i on  de  ses  p rop r ié tés  p lus  ce l l e  de  1a  cond i t i on

ne ra  Ia  comprè te  con t râ lab i l i t é  su r  s2 .

A cet  e f fe t ,  nous étudierons Ie  polynôme caractér is t ique de

nous  pe rme t t re  de  vé r i f i e r  I a  p rop r ié té  (P2 ) .  Les  p rop r ié tés

ron t  des  conséquences  de  l a  p fésence  du  champ n i l po ten t t  de

des  so lu t i ons  a ins i  que  de  l a  cond i t i on  du  rang .

du rang entra i -

(n  +  uB)  qu i  va

(P .1 ) ,  (P3)  se -

la  cont inu l té

I I I .  3 . 1  E t u d e  d e  l a  S T L C  e n  P .

l o  1 ,  o \
So i t  A  1e  champ n i lpo ten t  d ro rd re  A  = lo  o  o  I  ,  e t  cons idérons  le

\ .o  o  o l

sys tème  x r  =  ( e  +  uBh .pou r  u  -  o r  on  ob t i en t :

Ixt t t

I vrtr
(  z ( t )t:i::

=yOt+Zo

=yo

=zo

Xo ,  yo r  zo t  é tan t  l es  cond i t i ons  i n i t i a l es  du  sys tème homogène '  Les  t ra -

j ec to i r es  son t  a l o r s  des  d ro i t ed  de  d i r ec t i on  ( sgn  yo ) ' # '

Tou t  po in t  du  p lan  voz )  es t  un  po in t  s ingu l i e r  de  A .
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La project ion de ce champ sur 52 donne le champ du type VI avec 6 = Qto ù O

O s2 ensemble  des  po in ts  f i xes  oe l i  sur  s2 .

So ien t  u ,  ,  uz  deux  con t rô les  dans) 'Z  ,e  L  ;  u1  ,  t2  (  o

OnposeX=A+ t1B

On a donc : X(p)  =

X(p) ,  Y (p )  é tan t

i n d é p e n d a n t  d e  x ( p )  e s t  i m P a i r -

r -1 ,-LXrv J(p)  = ( tz  -  , t )
^2sur

. fx, [x,"]l ,0, = 'L ('z

se  p ro je t te  en  Ie  vec teu r  nu l

btr  -  bzt  bzz

2 b21'2

2 bztb: t

Y = A

/Pt t  \"'\i3i J
rement  dé

* 1 2 B

t i néa i

STLC en n 1$) le Premier ent ier

, \

y (p) = "r(i;i )
\  o l t  '

pendan ts  e t  de  sens  opposés r  oh  au ra

k  vé r i f i an t  adk  x .Y  (p )  l i néa i r emen t

bzs 
""  

)

k't.).(i)]
qu i  es t  l i néa i r emen t  dépendan t  avec  X (p ) .

(:'1 qui

-u1 ,  ( "

/ t ; \
t'; ).

-  St

t  aÀ t  x .Y  I  r )  =  q  , . . ,  [q . -  ka )



avec Yt = b. . -

z !  = rb27

/., )

\ "J
Donc sur  s2 ,

dépendants.

ad3  ; . y (p )  e t

bzt ' "rl: \= "(ial)X tpr

2
.Drz

bzz

btg '  bz t 'bz t

bz t 'bg t .  bEg

br t '  bz t  ' bg t

bz t  ' bzz '  bg t

brr '  lzs '  b:r

2Dz3 '  o31

-  A  
"3  

(P ) .

l es  vec teurs  X(p ) ;  ad  t .  y (p )  e t  ad2 X.y (p )  son t  l i néa i rement

X(p )  son t  l i néa i remen t

En  e f fe t  :

i ndépendan ts  s i  e t  seu lemen t  s i  :

f - : '

Lx'tJ(p)=e
P
ado X .y  (p )  =  2  bz t  ( t z  -  t t )

---/

ud3 X .  y  (p )  =  3  u t2  ( rz  , t )

'1 ( tt*)

e)
x  (p )  e t

h
"27
bg t

ad3 X.y  (p )  son t  indépendants  
é==>

4 o 1è bzr , t f  o
/ \--

D t o ù :

Prooos i t i on  f Ï f  3 . 2

Le  sys tème homogène  es t  STLC en  p  s i  bZ t ' 1  I  o '

A  ce  momen t  1à ,  l e  sys tème es t  comp lè temen t  con t rô Iab le  su r  52 -  Les  c ro -

che ts  d ro rd re  supér ieu r  à  3  demande  un  ca l cu l  l ong  e t  i nu t i l e .  A  chaqu-e

fo i s  que  nous .  vou lons  l a  STLC '  oh  do i t  res t re i -nd re  l es  cho ix  de  l a  ma t r i ce  B .

Dans  ce  t rava i l r  oh  s r i n té resse  à  Ia  comp lè te  con t rô Iab i l i t é  su r  s2  qu i  peu t

ê t re  réa l i sée  sans  avo i r  l a  STLC en  p '

o

, !

39-



Entamons  ma in tenan t  I ré tuce  du  po l ynôme ca rac té r i s t i que  deh  +  uB)

P (A)  =  der  (A +  ue - ) r )  =  -  )3  +  (u  r )  )2  (ur -  uur r ) )  +  r3A +

avec :

f  =  t race B

\S-= somme des mineurs drordre â ) .  B

= ba.t bzz - bzt blrz + bzz bgg - b3 2 bz3 * brt bgg - b3t btl

m

d e B

a u  c h a n g e m e n t  d e  v a r i a b l e s  )  =  - 1 ( +

+  p ) ( +  q  a v e c

on  ob t i en t  l e  po l y -uT
--

27 m)

t""

t t r  =  bgt  bZg -  bZt  bgg

/ : cé te rminan t

En procééant

nôme rQ=f

p= u2 (3s- -  T2)  3u bz t

3  rsTç-  2  T3 27 a)
q -

Or ,  pou r  que  Ie  po l ynôme ca rac té r i s t i que  admet te  deux  rac ines  comp lexes

e t  une  rée l l e ,  i l  f au t  e t  i I  su f f i t  que  l e  desc r im inan t  :

.  3  2 \
4  p -  +  2 t  q  ) o

o r  4  p3  +  27  q2  = , r6c {1  *  u5  o { z  +  ua4z  4  u3  , r " t .

t  )  ' - * 21m2  
+18mbr rT .où o(3 = a2 b.! ' t  -  bZt^ T'

l esd i r i  =  1 r2  son t  des  cons tan tes  dépendan t  de  T rS ,  A  rm .

Remarquons  qu f  au  vo i s i nage  de  u  -  o ,  , rÊJ -  L  r L l ,  une  cond i t i on  su f f i san te

pou r  que  I e  desc r im inan t  so i t  pos i t i f  pou r  t ou t  u ,  es t  b t t  =  o

+  p3  +  27  q2  es t  a l o r s  du  s i gne  *2  donc  pos i t i f .

Donc re champ est  du type r r  Vue]-  t -  , l | -quand bzL = o.

De  p lus  bZL  =  o
/

m É o ; c a r s r n o n s

br {  =  o

bzz = o
I " I l  = O

-Qo  -



Si  b31  =  o  ,  1â  ma t r i ce  B

le  champ (A  +  uB)  l a i sse  (o l t  )

r ang  n fes t  pas  réa l i sée  en  P .

De  même b r ,  =  o r  (e  +  uB)

En conclus ion on a Ie  théorème

Théorème f I I  3 .3

Le système homogène

lemen t  s i  I a  cond i t i on  du

la i sse  Ia  d ro i t e  (ox )  i nva r ian te .  Donc

inva r ian t  e t  pa r  su i te  Ia  cond i t i on  du

la i sse  tou t  I e  p lan  (X  o  y )  i nva r ian t .

su i van t  :

x r  =  (A  +  uB )  x  es t  t r ans i t i f

r ang  es t  réa l i sée  au  po in t  P  =

sur s2 s i  et  seu-

( { r o r o ) .

Preuve z

N

dédut  t

Con si dé

b27,=, o
I  o r t

ulo
\  5rn

tangênË

Localem

ous  démon t rons  1e

a i  sémen t .

r ons  I e  Po in t  P  =

imp l l que  que  1es
\
l .  Les  so lu t i ons
I

. J
es  â0 .

en t  au  vo is inage

( 1 ro ro )

t r a j ec to i r es  i s sues  de

p ro je tées  rad ia l emen t

p sont  tangentes âu .vecteur
)

su r  S -  son t  donc  tou tes

théo rème dans  l e  cas  où bz1  =  o '  L rau t re  cas  s ren

de  p r  o f l  a  l es  t ro i s  poes ib i l l t és  su i van tes  ?

t4

4-.  LE, t )
-?*r (I t

-1 . r -

, P )



. 0
I , r *  ( t rp )  ,Y"  ( t rp )  dés ignen t  les  so lu t ions  i ssues  de  p  pour  des  con-

r ro les u"G )o,  t  l ,  " ] ]  
-  2 ,o L

Le cas @ est  Ie  cas typ ique de STLC en p en d imension 2.  On a donc locale

con t rô lab i11 té  avec  des  temps  a rb i t ra i remen t  pe t i t s .  La  s i t ua t i on  é tan t  sy -

métr lque,  le  système opposé vér i f iera Ia  même propr ié té.  on a donc locale

comp lè te  con t rô lab i t i t é  en  I  p .  Donc  comp lè te  con t rô Iab i l i t é  su r  52 .
,tê

Dans  fe  cas@ on  n ra  pas  STLC,  ma is  on  va  mon t re r  qu ron  a  comp lè te  con -

, t rô lab i  1 i  t é .

bz !  =  o r  imp l i que  qu ' i L  t  7o  t e l  q r "  V r *  ,  V r -  appa r tenan t  à ) -  z , L  L

, r *  . , r -  ( o  de  so r t e  que  { r t  ( t r e ]  so i en t  des  é l i ces  ( champ  du  t ype  r r ) .

On  va  mon t re r  que  tou t  po in t  de  Sz  peu t  ê t re  reca lé  e t  a t te in t  à  pa r t i r

d tun  équa teu r  d rune  hé I i ce .

En  emprun tan t  l  t une  des  t r a  j ec to i r es  i s sues  de  p r  
K *  

( t r p )  pa r  exemp le

pendan t  un  t emps  T  assez  pe t i t  e t  en  commutan t  avec  f r -  
( t r x ) ,  ? - -  f , * , = r ' ,

) 1s- /  y<o J.
es t  s t r i c temen t  à  I  f oues t  du  mér id ien

po in t  p  dans  
{  , t ,  y , ù  ë

gue  {  , , -  
(  t ,  f . r +  ( t r p )  )

on  ramene  le

Cres t  à  d i r e

' ! r ?  { r ^ .  I r , r )

q"' (. ..t". (.rÙ

On u t i l i se  ensu i t e  1a  t r a j ec to i r e  du  champ  n i l po ten t

qu i  nous  rapp roche  a rb i t ra i remen t  p rès  de  ( -p ) .

A ins i r  o f i  a  cons t ru i t  une  cou rbe  con t i nue  ( con lexe )

p  à  ( - p )  sans  a t t e i nd re  ( - p ) .

passan t  parY , r -  ( t r x )

non fermée qui  va de



par  con t i nu i té  du  champ (champ ana ly t i que ) ,  i I  ex i s te  un  ouve r t  U  con te -

nan t  p  te l  que  VX€U on  peu t  t race r  une  cou rbe  conuexe  i ssue  de  . ) t e t

s f app rochan t  a i ns i  p rès  de  ( - p ) .  D roù  l a  p rop r i é té  (P1 ) .

Sachan t  que  l a  cond i t i on  du  rang  es t  réa l i sée  en  P r  on  peu t  cho l s i r  un  des

équa teu rs  des  so lu t i ons  ne  con tenan t  pas  p .  D toù  l e  cho ix  de  U  assez  pe t i t

pou r  qu t i l  ne  rencon t re  pas  ce t  équa teu r .

Supposons Les A€.L 'u-  toutes répuls ives par  leur  équateur  ( -ce qui  ne change

à  r i en  à  I a  géné ra l i t é ) ,  t ou t  po in t  de  s2  es t  a t t e i n t  à  pa r t i r  d run  po in t

de  I  réqua teu r .

En  e f fe t ,  l e  sYs tème oPPosé

bi t ra i rement  Près.  Le chamP

pe forcément  une t ra jecto i re

tout  po int  de Sz de I  réquateur  ar -

é tan t  t ransve rse  à  1 féqua teu r ,ou l  cou -

n i l po ten t  qu i  nous  ramenera  su r  I ré -

rapproche

n i l po ten t

du champ

quateur.

"Ç^ t,'-

-Aa -  p  N , 'Zpo  Ln f

Donc  t ou t  po in t  de  Sz  es t  a t t e i n t  à  pa r t i r  d t un  po in t  de  1 féqua teu r '

Réc ip roquemen t ,  t ou t  po in  Lx -esz  peu t  ê t re  reca lé  auss i  p rès  de  (p )  ou  de

( -p )  avec  re  champ  A .  Donc  V  *es2 ,  . o ! *g  u  ( ou  v r  un  ouve r t  s ymé t r i que

de  U ,  con tenan t  ( - p ) )  pou r  t  assez  g rand .  D rap rès  I a  p rop r i é té  (P3  ) '  1â

courbe  i ssue  de  ?c  coupera  fo rcémen t  1 'équa teu r  de  no t re  hé l i ce  en  un  po in t

de  son  i n té r i eu r .  ce  qu i  nous  en t ra ine  ra  comp lè te  con t rô rab i l i t é  du  champ

homogène  su r  s2 .

Que  se  passe  t - i l  s i  I ' on  a  l - e  t ro i s ième cas  ?

- tt3 -



Nous a l lons montrer ,  comme précédemmentr  gue I  ron peut  fa i re  passer  tout

po in t  vo i s in  de  p  à  l r oues t  du  mér id ien  s ingu l i e r t ' .  Ce  qu i  nous  ramènera

au 2ème cas.

Remarquons auparavant  que toute commutat ion
t ô  -  r / . r
Y r r *  

( t r .  )  ,Yu -  ( t r '  )  nous  l a i sse  dans  l e

c la i rement ,  en procédant  à un redressement

olz
Avec un choix  convenableVu+,  u r  oh vo i t  que 1

e t  l e  ramener  au  cas  (2 )  e t  cec i  en  é tud ian t  d

s inage  de  p  pou r  des  temps  assez  pe t i t s -

so ien t  
" (A  

+  u+  B ) t . ( p ) ra  
so ru t i on  du  sys tème

- (À  +  u  B ) t
e  . ( p ) ce l l e  du  sYs tème  oPPosée  r  X '

au  vo i s inage  de  p  des  so lu t i ons

même hémisphère.  ceé se vo i t

des champs au vo is inage de p.

1--  |  t ,  4

r on  peu t  mod i f i e r  l e  cas  (3 )

e  p rès  l es  so lu t i ons  au  vo i -

a

homogène I ,ssue de p et

=  (A  +  u -B )  x .

^t

Le  p rob lème é tan t  l oca le ,  on  peu t  se  me t t re  dans  un  ouve r t  de  [Bz  e t  mesu-
+

re r  r a  composan te  se ron  y  de  ( " (A  +  u -  B ) t  - . - (A  +  u  B ) t )  p -

S i  I a  p ro j ec t i on  de  ce t t e  de rn iè re  exp ress ion  su r  l r axe  (oy )  change  de  s i -

gne  en  fonc t i on  de  u+  ,  u  pou r  t ou t  t emps  t  vo i s in  de  o r  nous  pouvons  con -

c l u re  que  nous  pouvons  ramene r  l e  cas  (3 )  au  cas  (2 ) .

- L l  4  -



En e f fe t r  € f ,  p rocédan t  à  un  déve loppemen t  l lm i té  au  vo i s inage  de  t  =  o

nous obtenons 3

/  to  *  , *  B) t
\ '

/

I  
o"" '  + btz bgt

I

I  
or l  bar

\or ,  
(br t  *  brz)

- (A  +
e

u 
"r.) (p )  =  t (u *+u '1;1,).2+ t

T
( r r *2  -  . r -2 ) '

+  o  (a3)

Or ,  b .  t  bZ t  
f  "  

ca r  b ra  =  o  ( cond i t i on

.  b23  b '  change  de  s igne  se lon  l e  cho ix

fa i t  qu favec  un  cho ix  convenab le ,  nous

e t  se  ramene r  au  cas  (2 ) .  D roù  comp lè te

t2
du  rang en  p) .  Donc y  =T (u*2  -  , r - t )

de  u+  e t  u -  oun"J  -  2  r tL -  ce  qu i

pouvons redresser  Ia  s i tua t ion  (3 )

cont rô lab i l i té  sur  ,2 .

Remarque :

Dans  I a  démons t ra t i on  p récéden te ,  nous  avons  u t i l i sé  l e  f a i t  qu ' i l

ex i s te  une  t ra jec to i re  du  t ype  I I  ( hé I i ce )  t e t  que  son  équa teu r  ne  con t i en t

pas  I e  po in t  p .  La  con t rô l ab i l i t é  é ta i t  assu rée  du  f a i t  que  I  r on  pouva i t

f r anch i r  l r ensemb f .T .  Dans  I e  cas  ou  bZ I /  o ,  nous  pouvons  énonce r  I e  co -

ro l l a i re  su i van t  :

Co ro l l a i r e  I I I  3 . 4

sys tème homogène  es t  con t rô lab le  su r  52  '

aux  so lu t i ons  passan t  pa r  p  es t  donné  pa r

t _
i  bZ"  f  " ,  

a lo rs  le

t  }e  vec teur  tangent

J

E n  e f f e

/ : ' . \

" l  
ozt I

\  bg t  /

donc t ransverse  à  l .

-  q-f  -



I
bZ ' f  o ,  nous  assu re  I rex i s tence  d fun  champ du  t ype  I I  pou r  un  cho ix  de  u

assez  pe t i t ,  sgn  (u )  =  sgn  (b21 ) .

D rap rès  ce  que  nous  -avons  d i t ,  nous  au rons  comp lè te  con t rô lab i f i t é  
" , r r  

52 .

Ce qul  démontre le  théorème.



stème homoqène sur  Sz :I I I  4 /  E tude  de  l a l è te con t rô lab i l i t é  du

Cas  n i l po ten t d t  o rdre 3.

Dans cet te  par t ie ,  nous adopterons le  même p lan que précédemment  pour

I ré tude  de  Ia  t rans i t i v i t é  su r  52 .  Cec i  p rov ien t  du  fa i t  que  l e  sys tème avec

Ia  dé r i ve  n i l po ten t  d ro rd re  3  p résen te  des  ana log ies  avec  l e  sys tème p récé -

den t ,  à  savo i r  que  l es  t ra jec to i res  passan t  pa r  p  e t  p ro je tées  su r  52  son t

toutes tangentes au mér id ien équator ia l  Oe 52 quand b31 = o.

Nous  démon t re rons  dans  tous  l es  cas  qu ' i l  es t  t ou jou rs  poss ib le  de  f ranch i r

ce  mér i d i en  en  u t i l i san t  l es  p rop r i é tés  (PL ) r  (P2 ) '  (P3 ) -  Nous  é tud ie rons

en premier  l ieu STLC en Pi

No tons  qu fun  cas  i n té ressan t  de  con t rô Iab i l i t é  ex i s t e  ne  f a l san t  pas  i n te r -

ven i r  }e  chamP A-

P roPos i t i on  I I I  4 . 1

S r i l  ex i s t e  deux  va leu rs  de  con t rô Ies  u r r  u2  dans  ) ' t r â fpo t t  l es -

que l l es  l es  t r a j ec to i r es  qu ron  no te  ( r< t  t b ) ' ' rVuz  ( t )  son t  du  t ype  r r

(hé l i ce )  t e t  que  u f ,u1  ( t )  so i t  a t t rac t i ve  pa r  son  équa teu r ,  u f  
, r r t t )  

r épu l -

s i ve  ou  i nve rsemen t .  s i  l a  cond i t i on  du  rang  es t  réa r i sée  a lo rs  1e  sys tème

es t  comp lè temen t  con t rô lab le  su r  I es  D i rec t i ons .

P reuve  :

La  cond i t i on  du  rang  imp l i que  que  l es  équa teu rs  ne  son t  pas  con fondus

Droù  Ie  passage  d run  équa teu r  à  un  au t re '

Lp  - ( t )  r eca le  tou t  po in t  de  52  a rb i t ra i remen t  p rès  de  son  équa teu r  donc
\ U I

sur  1  'équateur  / .  { ,  t  t l .

Réc ip roquement ,  en  cons idérant  {uZ( -  t )  so lu t ion  du  sys tème opposé,  ce l le -

c i  es t  a t t rac t i ve  par  son équateur .  Donc tP . , r t -a l  t " *àn"  tou t  po in t  de  52

sur  l réqua teur  de  Y , . , r ta ) .  Donc  f . , r t t l  a t te in t  tou t  po in t  de  s2  à  par t i r

d run  po in t  de  son équateur .  Droù Ia  p ropos i t ion .

-+1 -



Lré tude  du  po l ynôme ca rac té r i s t i que  nous  con f i rmera  qu run  te l  cas

peu t  avo i r  l i eu  ( vo i r  p ropos i t i on  I I l  4 . 3 )

Nous démon.trerons que Ia condi t ion du rang du système homogène sur /R'-  l "J

su f f i t  pou r  avo i r  l a  comp lè te  con t rô lab i l i t é .  La  démons t ra t i on  se  fe ra  en

p lus leu rs  é tapes  se lon  l es  coe f f i c i en ts  de  Ia  ma t r i ce  B .

I l I .4 .2 Etude de Ia  STLC en P

Cons idé rons  l a  ma t r i ce  A ,  A3  =  o

t ' (  
Z  t y  t z )

A o \
Io +l

o  o l

,  X=

= ( ;

elÊ -  t " ]  admet  pourLe système homogène ;4r = (e +,  u B)X'

so lu t ion  { r ,  
( t r x )  =  

" (A  
+  uB) t .  x

Pour  u  =  o r  on  ob t ien t  les  so lu t ions du champ n i lpotent  :

"ot. 
Xo =

où Xo

Les t ra jec to i res  sont  des  dro i tes  de  d i rec t ion

de d i rec t ion  - ( ; l J  pour  zo  =  o '  Yo(o .
I

Pour  zo  f  o ,  c res t  des  pa rabo les  con tenus  dans les  p l ans  z  =  zs  ( vo i r  dess in

{li :: z

z

Ixt t l  =

{

I  vt t l  =
t  z ( t )  =

->
oQr- pour zo

+yo t+zo

o

o) yo >o.

o t2
T

oL* y
o

/4 " \=(r"I
\ zo  I

- 48 -



t c = o

/

Posons f ,=A+

pe t i t s  de  so r te  que

tangen tenp ; x (P )

sens  opposés .

P rooos i t i on  I I I  4 . 3

11  .  v2  (o ,  u1_  ,  u2  t r ès

p  admet ten t  I e  même vec teu r

ma is  pa rcou rues  dans  des

u1 ts  y=À+u2  B  avec

res 
?i i tectoires 

issues de

= uL t;',: / 
' Y(P) ='r(iil,)

Le  sys tème homogène  es t  STLC en  P r  s i  n r t /  
"  

'

Preuve :

î'
En ef fe t ,  l_X,vJ  tp)  = ( rz -  u1l  [o,J]  = ( t2 -  ur , (  : : i

L+4



s l  b31 = o,  nous sommes amenés à ca lcu ler  les crochets dfordre supér leur

à deux en po

.  ad2  x .  y (p )  =

=  u1  ( tZ  -  t 1 )

ad3 X .y (p )  =  ( rz  -  t r )

*  u72

=  2  u t  (u r -ua)

aO?

A2.

t 1

B ,

A 2

)L1
x2

u" '  ( rz  -  u1)  bzr  bzz

b:..z bn bzt bzz - bzt btz

bzt bzz brz

,22o2r  D32 oz !  o3z

/ -
u-  (u^  -  u " )  '

L l I

Ia"32

p? - - 1
or sur  s '  ,  X(p) ,  L  X,yJ (p)

et  par  conséquence complète

sont  l inéai rement

con t rô lab iL i t é  su r

indépendant .  Droù STLC en

s2.

( rz  -  , t )

( t z  -  t t )

+  u1  ( t 2

u l  ( t 2 -u

2t  
-  bzt  bz

[ ̂ , f ,, [o, ilJ], r,( u2  -  t t )

b,,l],0,
, 2 (p ) )+

p)  *u2  (p ) )  +  Re3 tp l ) -

r , (o,.') - (o,, ",,\l +
L\:/ \: l)

2-bzt

o

B(p )  +  2

F
r 'Lt'L
AB(p )  -

/i l\ = ̂  ,3(p)
\ ol 

I
ad3x.y(p) = 

t3

A .

-u

ao3

( tz

(2 AB

(  
"2  

o" (

-  u t )

' ( r

( t 2= 2 u t

+  u" ' (ur -ur ) .f: )L [""'
\
\

Avec

Donc
(bzt  -  ogi  )

".) f e, fe,")],o,

1)  
(2  B .A .  B(p )  -  A  

" ' f  
o l )

, \

Io3z 
I

2 bzl

.  B (p )

(p )  +

b t t  b

A

B

-so-



En conc lus ion ,  I es  vec teu rs  :

; . - - l  2 2 .
X(p)  , l _X ,vJ  tn l  ,  ôd 'X .y (p )  ,  âd -  X .y (p )  son t  l i néa i rement  indépendant

s i  e t  seu lement  s i  :

21.

o

o

btt  xr

bzt ,2= o21, hzr - b3 ) /  "
)tz

bzt-blz

Propos i t i on  I I I  4 . 4

Une  cond i t i on  su f f i san te r  pou r  que  I e

b31 = o esr que b,  t4 bzz.  f f i ,p,  étant

ment  indépendant  oe  l (p )  su .  s2 .

11  es t  sans  i n té rê t  de  ca l cu le r  l es  c roche t s  d fo rd re  supé r i eu r  à  3 .

Car  à  chaque  fo i s  que  nous  dés i rons  Ia  STLC en  p r  nous  sommes  ramenéaà  im-

pose r  d rau t res  cond i t i ons  su r  B .

E tud ions  ma in tenan t  I a  con t rô l ab i I i t é  du

STLC n res t  pas  réa1 i sée  j usqu 'au  c roche t

Nous  commencerons  pa r  1  té tude  du  po l ynôme

Ie  même p lan  que  dans  l e  cas  p récéden t -

système soi t  STLC en p quand

le  p remie r  c roche t  l i néa i re -

sys tème su r  S '  dans  l e  cas  où  Ia

d fo rd re  3 .

ca rac té r i s t i que  e t  nous  adop te rons

r  oD  ob t i en t  :

p  ( ) )  =  de r  (A  +  ua - ) r )  =  - ) 3  +  t u t ) ) 2  -  ( u f - us )À+u3À-u2* *  r b31

avec  l es  no ta t i ons  :

T -  t race B

S-=  somme des  m ineu rs  d ro rd re  t ,  de  B

m =  b t t  bgZ  -  b l t  bZZ  +  bZ t  b l l  -  b tZ  b : t

s=bz7*bgz
\

En  p rocédan t  au  changemen t  de  va r iab le  J  =  -X

P  = )L -  +  pn+  q  avec

) - /
u - (30 -T - )  3uS

U T*r

p=

. , 5  L .



Q = u3 (9 f r ' -  zT3  27a)  +  u2  e ln -9 TS)  -27u  b : t )

ces  rac ines  pu i s  l - es  app rox imer  au  vo i s inage  de  u  =  o .

qu ' i l  ex i s t e  des  champs  du  t ype  I I  don t  l es  t r a j ec to i r es

l eur  équateur  s i  sgn  (ubr r )7  o  a t t rac t i ves  s i  sgn  ( "n j1 ) (

27

Le polynôme caractér ist ique admet 2 racines complexes si  et  seulement s i

Ie  descr im inant  ap3 +  z lq22 o

Le ca lcu l  de  ce lu i -c i  donne :

27  (4p3  +  27q2)  =  , r t  [n  
(3ç -  r2 )3  +  (9 rç  -  2T3  -  27  b ) ' )

+  , t [ -36  (gç - ' t2 )2s*  (9 rç -  z r3  2715) . (z7n-9 rs ) ]

+  , rn  [ ro ,  (3s - -  t2 )s2  +  (27n  -  9 rs )2  s4  (9 r f -  z r3 -z ta )  b
L

+ , r3 t -  1oB s3 s4 (z lm -  ers)  nra l  + u2 (27 b3a)2.

Donc  une  cond i t i on  su f f i san te  pour  que  +p3  +  z lqz )o  lue l -  t  r t | tassez  pe-

t i t  es t  q , r "  b31 I  o

A ins i  P (À)  admet  deux  rac ines  complèxes  e t  une  rée l le  d roù  ex is tence  de

champ du tyPe I I .

Nous  a l l ons  ca l cu le r

Nous  a l l ons  mon t re r

son t  répu ls i ves  pa r

En  e f fe t  :

La  so lu t i on  rée1 le  s rexPr i -me  Par  :

3

Xt  (u)  =

La rac ine complexe Par  :

7t -z  (u )  = -X ^  (u)
t--

z

+  i  d (u )  avec

- s2 -



d(u)  = 6a

Dans une base de Jo rdan ,  (A  +uB)  s réc r i t  i

o

4t , r l

o

&-!t
2

{  ( ' ,1

-  X, t  (u)

T

o

o

4 (u)

+  uT  I d
T-

A4vo i s i nage  de  u  -  o ,  I a  r ac i ne  rée l l e l n (u )  es t  équ i va len te  à  ( uU , , ) " / 3

donc  Z r ,  (u )  change  de  s igne  l o rsque  u  pa rcou r t  un  vo i s inage  assez  pe t i t  de  o .

{ / 1

si  pour  , *e] -  t  f t  L ,  xr  ( r# ) )  
" ,  

a lors -x-4 (u * )
T

no t re  hé l i ce  es t  répu1s i - ve  pa r  son  équa teu r .

Pour , ,  = -u* o, ' ,  aura évidemment )LOtu) (-  )L lu l e t  pa r  su i t e  l r hé I i ce

co r respondan te  es t  a t t rac t i ve  d roù  2

P rooos i t i on  f I I  4 . 5

Le  sys tème  x r  =  ( n  +  uB ) x  es t  con t rô lab le  su r  52  s i

I
i /  bz1 f  o

j - i /  La  cond i t ion  du  rang es t  réa l i sée  en  po

Preuve 3

On  a  vu  que  ( i )  imp l i qua i t  qu ron  ava i - t  STLC en  po

Or  ce  résu l ta t  peu t  ê t re  dédu i t  g râêe  à  Ia  p ropos i t i on  I I I  4 . f  i ndé -

pendemment  de la  STLC.

E tud ions  ma i -n tenan t  l e  cas  b31  =  o

S i  b31  =  o  a lo rs  bZ t  bZZ  t '  o  En  e f fe t  :

t 2 2

\ l  ?-  + T-uz+ 4
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s i  b2 !  =  o ,  a l o r s  l e  champ  (n  +  uB )  l a i sse  l r axe  (oX )  i nva r i an t

s i  b lZ  -  o ,  a lo rs  Ie  champ (n  +  uB)  l a i sse  ta  p lan  (? (  oy )  i nva r lan t

e t  dans  l es  deux  cas ,  on  n rau ra  pas  de  t rans i t i v l t é  ca r  l a  cond i t i on  du

rang  n res t  pas  réa l i sée .

Ains l ,  pour  b31 = o,  Ie  potynôme caractér is t ique admet  des so lut ions com-

champ du type r r .  pour  des  va leurs  de  u  e ) -  t rLLvér i f ian t

(s )  ,  quand  S  es t  non  nu l .

une condi t ion suf f isante pour  que Ie  système homogèn

es t  que  :

rang  es t  réa l i sée  en  p .

pou r  se  f i xe r  l es  i dées .

=  (1 ro ro )  son t  t angen tes  au  p l an  ( r oy )  de  vec -

tangentes au mér id ien équator ie l

d ro rd re  2 '  3  poss ib i l i t és  peuven t  avo i r  l i eu  :

p lexes,  donc un

sgn (u )= -sgn

Propos i t i on  I I I  4 . 6

S i  b " .  -  o r  a l o r s
J I

so i t  con t rô lab le  su r  52

^ tL l  s f  o

iL /  I a  cond i t i on  au

Preuve :

Nous suPposerons S (o

Les  so lu t i ons  Passan t  Pa r  P
/b - , \

t eu r  t angen t  
" | .  

r ; ; )
r o 2

Leur  p ro jec t ion  sur  S*  sont

12  2  ?
c =  ' { ) i + y - = 7 r z  = Q  t J

t -  )

Comme dans  Ie  cas  n i lPo ten t

Avec  Y ;  ( t ,p )

Y"- ( t 'P)

p pour  , r *e . ]  o r  zL .

. {u-  [  F,  r )

l a  so lu t l on

pou r  
" -  

É ]  -

passan t  pa r

t,oL.

-  s4 -



Le  cas  (1 )  es t , : , enco re  une  fo i s ,  l a  cas  t yp ique  de  STLC en  p "  Les  t ra jec -

to l res se coupent  en p sans se cro iser .  On a par  conséquence complète

con t rô lab iL i  té .

S l  c t es t  I e  cas  Q)  qu l  se  pbésen te ,  a l o r s  pou t . r *  r  u  assez  pe t i t

u* ,  u- (orun"  commutat ion du type{ '+  ( t r {u-  (E,p) )  
" "  t -  

( t ,  Yu*  (Trp) )

permet  de  reca le r  I e  po in t  p  s t r l c temen t  dans  l f hémisphère  sud  c res t  à  d i re

{,*,Ytz) e s2 / "<"J

{ * *  [ t , P ) . t ,*- [ t ,  r)

i  . ( q . +  r - r r , t )  
y r +  [  b ,  , ( u -  I î ,

par  symét r i e r  oh  ramène  ( -p )  dans  I  f hémisphère  no rd .

pu i sque  l es  champs  son t  con t i nus r  oh  peu t  reca le r  t ou t  po in t z  d run  ouve r t

con[exe issue de ?c et

"ot [U"- ( ., , .( 
,- ( t t  r a ) t  assez  g rand  es t  auss i

p rès  que  l r on  veu t  de  ( - p ) .  t 1 r  tZ  pe t i t s '

Sachan t  qu fon  a  l a  cond i t i on  du  rag  en  p r  on  peu t  cho i s i r  u+ )  o  te l  que

I rhé l i ce  qu i  l - u i  co r respond  ne  passe  pas  pa r  p .  Qu i t t e  à  l e  res t re ind re ,

on  peu t  cho i s i r  U  de  te l l e  f açon  qu ' i l  ne  rencon t re  pas  l réqua teu r  de  ce t te

hé l i ce .  D roù  l es  p rop r i é té  (P1 ) '  (P2 ) .

Un  ra i sonnemen t  ana logue  a r^cas  n i l po ten t  d ro rd re  2  pe rme t  de  dédu i re  }a

comp lè te  con t rô Iab i l i t é  su r  s2 .

euand  à  l a  s i t ua t i on  donnée  pa r  I e  cas  (3 ) ,  en  cho is i ssan t  convenab lemen t

u* ,  u  r  o f ,  peu t ,  pa r  un  déve loppemen t  l im i té ,  se  ramener  au  cas  (2 ) .

En  e f fe t  :

c

fù

U con tenan t  p  dans  l rhémisphère  sud .

De. tout  po int  de : l :  de ur  oo peut  t racer  une courbe

s fapp rochan t  a rb i t ra i remen t  p rès  de  ( -p )  :

,l oou'

{ . , -  (  c ,  t * *  {c , r ; )

- f , - r -



+
So ien t

(A+
e

(A+
e

u B) t

P . \  |u ' - .  p r  l a  so lu t l on  du  sys tème passan t  pa r  p

.  pr  ce l le  du système opposé.

s)Ë
f .

l im

tl
de

On procède

I (e+r*
Le
et  vé r i f i e

tout t voi

à un développement

B ) t  (À  +  u -  B )
e

que cel le-c i  change

sin de zéro.

vo i s i nagede t=Qde

on mesure Ia  composante se lon z

. . r " .  o* ,  u  dans l -âr l -L  pour

i t é  au

(p )  e t

s igne

luto 
+ '* B) t  (A+u

e

+  L2  (u+ -u - )b^ .
a  4L

$L + btz bzt)

-u-2)  (naa+b

'2)  
bzt  bzz

n)tlrnr [(;.:,

Ii
lT

+ +  u - )

- ,r-2 )

+2o27  (u

,+2(u  -u

)

.)

22

z = Lz (u*2 -  , r -2 )
2

Avec un choix  de u+,

et  t ransformée en Ia

Droù  con t rô l ab i l i t é .

+  o  ( t 3 )

bZ t  b lZ  change  de  s igne  en  fonc t i on  de

u  convenab le ,  I a  s i t ua t i on  (3 )  Peu t

s i  t ua  t i on  (2 )  .

D roù  I a  p ropos i t i on  .

+
U r U .

ê t re  mod i f i ée

Examinons  Ie  cas  où  S  =  bg t  =  o

__r6 -



Propos i t i on  I I I  4 . 7

S i  b . "  =  S  =  o ,  a lo rs  Ie  sys tème es t  STLC en  p r  s i  I a  cond i t i on  du  rang
5 I

es t  réa l i sé  en  P .

Preuve

bg '  =  S  -  o ,  imp l i que  que  b t t -  bZZ  non  nu l r  ca r  s inon  3

S=b l2+bZ !=o

bzr -bzz=Q
bz !=b l z=Q

ce  qu i  es t  imposs ib le  à  cause  de  l a  cond i t i on  du  rang  en  p .

Ce  qu i  f a i t  que  b r f  -  beZ#  
"  

imp l i que  que  l e  sys tème es t  STLC en  p .

( vo i r  p ropos i t t on  I I I  4 .4 ) .  D roù  comp lè te  con t rô lab i l i t é  
" , r t  

s2 .

Remarque :

on  pouva i - t  p révo i r  l a  comp lè te  con t rô lab i l i t é  dans  l e  cas  où

S  =  b31=o  , ^ f o  sans fa i r eappe l  à l ano t i on  de  I aSTLCen  p .

En  e f fe t  ;  b31  =  S  =  o ,  imp l i que  que  Ie  po l ynôme ca rac té r i s t i que  admet  2

rac ines  comp lexes  e t  une  rée l l e  U  , re ) -  t  r t f . r Lsu f f i samment  pe t i t .  Dans  ce t

i n te rva l l e ,  t ou tes  l es  so lu t i ons  son t  du  t ype  r r .  Ce l l es  c i  son t  t ou tes  de

même na tu re ,  c res t  à  d i re  tou tes  a t t rac t i ves  ou  tou tes  répu ls i ves  pa r  l eu r

équa teu r .  La  va leu r  p rop re  rée r re  é tan t  équ iva len te  à  ( -  # , fÉ )oon .  de

s igne  cons tan t ,  l a  pa r t i e  rée l Ie  de  l a  va leu r  p rop re  comp lexe  es t  équ iva -

-  4 /a ) t

I en te  a  m -  i t l .  La  d i f f é rence  es t  donc  de  s igne  cons tan t .  pou r  t ou t  u
T

vo is in  de  o .

On  es t  dans  l es  mêmes  cond i t l ons  que  l e  cas  n i l po ten t  d ro rd re  2  quand  bZ7  =  o '

Ce  qu i  nous  pe rme t  de  conc lu re  quan t  à  t rans i t i v i t é  su t  52 .

Dans  I e  cas  où  m  =  o ,  i I  n res t  pas  év iden t  de  p révo i r  I e  r ésu l t a t .

Ce  que  nous  Pouvons  a f f i rmer  c res t  :

-  17-



s l  4  (3S-  t2 )3  +  (9 t f -  z r3  -  27  à )22o ,  a lo rs  nous  avons  complè te  con-

t rô lab i l i té  sur  52  modu lo  la  cond i t ion  du  rang en  p .

Ma is  s i  4  (3$-  -  r2 )3  +  (9TS -  a r3  27  A)S" ,  l e  p rob lème dev ien t  comp l i -

qué parce  que dans  ces  cond i t ions ,  i l  n rex is te  pas  de  champ du type I I .  Le

passage par Ie SLTC en p nous relève cette di f f icul té.

Cas  pa r t i cu l i e r  !

Un  cas  pa r t i cu l i è remen t  i n té ressan t  de  con t rô Iab i l i t é  su r  52  ex i s te

quand :
) 2 .

(X )  35 - -  t -  =  9TÇ-  Z r "  27à  =  o

La  cond i t i on  (X )  imp l i que  :

\ 3tl. = T2
J-3
I  r  =  2 7 4
I
tP  =  q=o

Le polynôme caractér is t ique admet  une

Nous avons donc af fa i re  avec un champ

( b . . = S = f f i = o )
J I

rac ine  t r i p le  À

du  t ype  V I I ,  un

=4.
3

n i l po ten t  d ro rd re

^2sur ) .

Sous  fo rme de Jordan,  la a t r i c e

UTr
o

o

A  +  uB  s réc r i t  :

On  ve r ra  p lus  l o in  que  Ia  cond i t i on  ( )é )  n fes t  pas  v ide  de  sens .

p ro j e tons  l es  so tu t i ons  su r  52 .  Qua l i t a t i vemen t  ( vo i r  dess in ) ,  on

la  s i t ua t i on  su i van te  :

l)o

UT
T

m

-sg -



I
I
I
I

\.
i

, \
t \

t n  T ^  ( u l
t "

- ( -

e (A + u B)  resPect ivement  Pour

u = u1 tangente en P au mér i -

cond i t i on  qÉ )  n res t  Pas  v i de .

où  v ,  ,  t i  dés ignen t  l es  vec teu rs  p rop res  d

u = u1)o ,  u  =  -  u r (o .  dans ]  -e  fL-

Tr (u )  dés igne  I a  t r a j ec to i r e  de  (A  +  u  B ) ,

d ien équator ie l .  En Pr  on a STLC

It t "\
cons idé rons  ta  ma t r i ce  t  =  

[ :  
" ,  :  )

nous  a l l ons  mon t re r  su r  ce t  exemp le  que  Ia

Pou r  B  a i ns i  cho i s i e ,  e l l e  vé r i f i e  :

Ir=3
l t=3  donc3f=12=9
I  T3 =27A=27t 1.=.t f..). X(p) = 

"t;t/ 
/, \

.  ad f .y(P)  = (uZ 
" t ,  l :  /

/ " \
.  ad2 X.y(p) = u1 (tz - u1, 

t3 I \
.ad3  X .y (p )  =  -  uL2  (uz  -  u1 ,  ( :  

)

.4-:
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l+ 1" "\ I+"[3 t i)_l x: )

du

en

En conclusJ-on,  en

théorème suivant  :

rassemb lan t  t ou tes  res  p ropos i t l ons r  oh  peu t  enonce r  l e

Théorème I I I  4 .8

Une  cond i t i on  nécessa i re  e t  su f f i san te  pou r  que  l e  sys tème homogène

X '=  (A  +  u  B )X ,  X=  ( x ,  y  ,  ùê / f  - { " }  ;  A  n i r po ten t  d ro rd re  3 ,  so i t

t r ans i t i f  su r  52  pou r  des  con t rô les  a rb i t ra i remen t  pe t i t s  es t  que  l a  con -

d i t i on  du  rang  so i t  r éa l i sée  au  po in t  p .

Donc le système ,  l - r "  l
t ,

xr=l \: :t_'"

vé r i f i e  I a

De  p lus ,  i l

condl  t ion

est  STLC

rang  en  p r  i l  es t  comp lè temen t  con t rô Iab le  su r  52 .

P r  pu i sque  bZ t  -  bZZ  =  -  2  /  "  
i  S  =  - !  +  1  =  o

_6o -



r r r .  5  E tude  c le  Ia  con t rô lab i , I i t g  
" t t  

R3  - {J

Ains i  nous  avons  mon t ré  dans  tous  l es  cas  poss ib les  que  l a  con t rô Ia -

b i f i t é  du  sys tème homogène  es t  une  conséquence  de  Ia  cond i t i on  du  rang  en  p .

pour  mont re r  que Ie  sys tème es t  t rans i t i f  tu ,  /2 ,  '  -  I  "J  
i f  su f f i t  de  mont rer

qu r i l  ex i s t e  2  po in t s  M ,  ,  MZ  te l  que  l es  t r a j ec to i r es  passan t  Pa r  M t  ,  M2
.f

admet ten t  respec t i vemen t  un  veê teu r  t angen t  V1  d i r i gé  ve rs  I f ex té r i eu r  de

. > à

Sz  ,  i ,  ve r s  I r i n t é r i eu r ,  cec i  pe rme t  l e  passage  d rune  sphè re  à  une  au t re

vu  que  1es  t r a j ec to i r es  son t  homo thé t i ques '

Dans  un  cas  géné ra l ,  i l  su f f i t  de  vé r i f j - e r  l e  t héo rème  de  Gau th ie r -Bo rna rd -

Sa11e t .

Théo rème  I c .  e . s ]

( r r - l
so i t  F  =  

{e  +  u  B  ,  Ï " \  . a  t J iS (F )  l e  sem i -g roupe  engend ré  pa r  :

J.(À + u B)t  
,  t ) to ,  l r t t iJ .L-

Le  sys tème  x ,  =  (A  +  u  3 ) x  es t  t r ans i t i f  su r  zRn  -  i  " )  
s i  e t  seu lemen t  s i  i

î /  l e  sys tème  p ro je té  su r  S t -1  es t  t r ans i t i f  su r  Sn -1

j , i /  S (F t ,  S ( -F )  ne  son t  pas  bo rnés ,  c res t  à  c l i r e  qu ' i I  ex i s t e  une

t ra j ec to i r e  de  S (F )  qu i  s ' é Io i gne  de  I r o r i g i ne  (augmen ta t i on  de  l a  no rme)

e t  une  t r a j ec to i r e  de  s (F )  qu i  s rapp roche  a rb i t r a i r emen t  p rès  de  I r o r i g i ne '

O r  dans  I e  cas  n i l po ten t ,  l â  cond i t i on  ( i i )  es t  au toma t i que  réa i i sée .  Donc

un  champ  n i r po ten t  vé r i f i e  l a  cond i t i on  du  t héo rème  de  Gau th ie r -Bo rna ra  f 9 ) , I o

à  savo i r  qu r i l  ex i s t e  une  d i r ec t i on  ren t ran te  e t  une  d i r ec t i on  so r t an te '

D t o ù  :

-  é  ' t -



Propos i t l on  I I I  5 .1

xr  =  (A  +  u  B)  x  es t  t rans i t i f  s r r  /Rg - , {o )  s i  e t  seu lement  s i

condi t ion du rang est  réal isée en p.

ï I  nous reste donc à montrer  la  contrô lab i l i té  s , r r  /23.

Pour  ce la  i l  su f f i t  de  mon t re r  qu ' i l  n r y  a  pas  de  po in t  f i xe  pou r  tou t  con -

r rôte"É[-L,L)

ConsLdérons  1e  sys tème a f f i ne  :

x r  =  À  x  +  u  ( gx  +  c ) ;  x  =  la r I  ,z le / f  ;  c

1a

('i)
'I (L

Propos i t i on  I I I  5 . 2

Pour  tout  u ,v  dan"  [ -  t r t ) ,  vér i f  ian t  u  I  v  on a  :
n  n f r  I1u  t t t v=P

Preuve :

xr
Nous

Ra isonnons  pa r  I rabsu rde  e t  supposon t  qu t i l  ex i - s t "  X {  r rÊ  te l  que

(1 )

au rons  a

= (A  +  u  a )  Xr l  +  c  u  =  (e  +  vB)  i (  +  c  v

(u

B

un éLément o" /R.3

On pose = {x

,cfo.

elÊ /  (A + u s)  t  + c u = Xl  pour lu l

{
-  v )  B  X "  =  (u  v )  c .  Ce  qu i  nous  imp l i que

, .#
X"  =  c  Q )

_ L2 _



En repo r tan t  (2 )  dans  (1 )  nous  ob tenons  :

X *  =  (A  +  u  e ) { t '  -  u  B  XX  =  A  X#

donc  :  (A  -  r )  X r  =  o

Or  1  n res t  pas  va leu r  p rop re  de  A  (n  -  1  es t  r égu l i e r ) .

Donc  ke r  (A  -  I )  =  { o  }  
" t  

pa r  su i t e  X#=  o .  Ce  qu i  en t ra i ne  :  c . q  =  o  i

doncu=o ;v=o .

Droù  con t rad i c t i on .

Lechampa f f i ne  x - -€  Ax+u (Bx+c )  , l " l  SL

n ra  pas  de  Po in t  f i xe .

Le théorème de Jurd jev ie-sa l le t  permet  de conclure :

Théorème I f I  5 .3

Le  sys tème  a f f i ne  x r  -  A  +  u (B  x  +  c )  ;  xed  ,  l , r l  S  t  es t  com-

p lè temen t  con t rô lab le  su r  / k3  s i  1e  sys tème homogène  assoc le  vé r i f i e  I a

cond i t i on  du  rang  en  P .

Remarque :

Le  théo rème de  Ju rd jev ie -sa l l e t  donne  seu lemen t  une  cond i t i on  s ' ^ - ( ( ' aa "b -  à r -

t rans i t i v i t é  s r r r  /Rn  quand  Ie  sys tème homogène  I res t  su t  /A t  - I  
"  

!  '  Pou r

l ré tude  des  sys tèmes  a f f i nes  à  dé r i ve  n i rpo ten te  on  ne  peu t  espé re r  m ieux

qu 'une  cond i t i on  su f f i san te  de  Ia  con t rô lab i l i t é  du  sys tème homogène  su r

f k3  { " } o " i  ce r l e - c i  es t  nécessa i re  e t  su f f i san te  pou r  I a  cond i t i on  du

rang  en  p .

-é3-



r t t .6Quelques remargues concernant  la  non t rans i t iv i té  sur  R3
E-

A par t  dans  t | z ,  la  cont rô lab i l i té  du  sys tème a f f ine  tu ,  /R .3  é t ,aô t

dédui te à part i r  de cel le du système homogène associé 
"*r t  

/43 -  {4 quand

ce lu i - c i  vé r i f i e  l a  cond l t i on  du  rang  p .

Dans  Ie  cas  où  ce l l e -c l  n res t  pas  assu rée ,  I e  p rob lème res te  sans  réponse

pour le moment.

Pa rm i  l es  cas  s imp les  où  I a  cond i t i on  du  rang  n fes t  pas  réa l i sée  c res t

quand les é léments de l -a  matr ice B vér i f  ient  t  b31 = bZZ = o ou b31= b. '=  o

a /  S i  b31  =  bZZ  =  o ,  a lo rs  l e  sys tème a f f i ne  ne  peu t  ê t re  con t rô lab le  su r

&  
3  qaand  O*  I  o .  En  e f fe t ,  l â ra t ro i s ième composan te  du  champ a f f i ne  es t

z t  =  Ub3  3  z  +  t . 3  qu i  s rannu le  su r  I e  p l an  (P )  d f  équa t i on  z  = ' " 3

bgg
indépendamment  de u.

Tou te  so lu t i on  passan t  pa r  (P )  r es te  dans  (P )  ca r  l a  p ro j ec t i on  de  ce l l e -

c i  su r  l f axe  (o  z )  es t  z  ( t )  ,  
" 9b33 t  

so  -  ca
-
033

o r  pou r  ( : r o t  yo r  zo )  é  (P )  nous  au rons  z ( t )  =  - t 3  Y  be f t+
o33

Cê qu i  expr ime le  fa i t  que  Ia  so lu t ion  es t  dans  (P)  V  ber f

Donc  une  cond i t i on  nécessa i re  de  con t rô Iab i l i t é  su ,  lR -3  quand  b31  =  b lZ  =  Q

I
es tqueca to rb33=o

Nous  pouvons  ra j ou te r  dans  ces  cond i t i ons  quand  A  es t  n i l po ten t  d ' o rd re  3 ,

que  l e  sys tème a f f i ne  es t  l oca lemen t  con t rô lab le  en  tou t  po in t  de  l raxe  des

7L .  C res t  l e  t héo rème  de  Lee -Markus  qu i  nous  assu re  ce  résu l t a t .  En  e f f e t ,

nous posons pour o< e /R,

1l r
14=o,1 fn+uB) /+a"Ju=o

5x (  " '  u r  "J  
,  =  (q ,o ,o)  =  A

-6q -



u B) x + '"Jï = ?n roro) = B x + ..(l*l :f 
)

oet {  u,  Mb, * 'oJ = det

Eonc rang (  b ,  Mb,  *2O

en  t ou t  po in t  de  l t axe

11 {  
*

zt4 *

C :

)  =  3 .  donc

(o  ? (  ) .

bztd cz

Ie  sys tème es t

a=) J,o*
2n t

: ' )

+

t3

o

c1

c2 = rca)3f o

l oca lemen t  con t rô lab le

n /  S i  bZ .  =  b31  =  o t

a lo rs  Ia  cond i t i on  du

point  a"  [R.3.

En  e f f e t ,  l r ensemb le

Ia  d ro j - t e  (A )  passan t

n i l po ten t  d fo rd re  2 ,

sys tème  a f f i ne  n res t

(n+ue ) i nve rs i b l e ,

pas  réa l i sée  en  tou t

s i  A  es !

rang du

z  bg l

e t  pa ra l l è l e  à  l  r axe  (o  r t ) .

Tou te  so lu t i on  passan t  pa r  un  po in t  s ingu l i e r

pour u

bzz

z bg:  -  bzz bzz

t3  b2z

r es te  con tenue  dans  (â ) .  D roù

des

par

po in ts  s ingu l i

1e  po in t l

Iv =

I
t
\ "  

=

t/  o '  es

t2  bg l

s

1
z

z

:z

er

c

5'

c

b

contenu-  dans

l -
D imL ie {Xe l ' ,  . >A  X+  u  (eX+ . ) J  =  ! ,  oU l t dés igne  I r ensemb le  des  po in t s

s ingu l j - e rs  pou r  l es  con t rô les  non  nu l s .

Donc  une  cond i t i on  nécéssa i re  de  con t rô lab i l i t é  quand  b2 . -  =  b31  =  o  es t

que  (A  +  u  e )  non  tnve rs ib le  pou r  t ou t  u  non  nu l ,  quand  A  esL  n i l po ten t

d ro rd re  2 .

-6 f , -



CONCLUSION

Alns l ,  l a  ques t i on  que  nous  nous -

s i t i ve  en  d imens ion  2  e t  3 .

Le t ravai l  fa i t  dans ces deux espaces a

propr lé tés des var ié tés de d imension t

rèmes de Jordan.

Le  sys tème 'a f f i ne  x r  =  A  x  +  u  ( g  x  +  c ) ,

A  opé ra teu r  n i l po ten t  d fo rd re  n ,  B  =  (b i j )

n /

lR" si bnt / 
o

Preuve :

somme posée trouve une réponse po-

é té  accomp l i  en  exp lo i t an t  I es
a )

( lP . '  ,  S ' )  en  u t i l i san t  l es  t héo -

Ia  con t rô lab i l i t é .Pou r  n714 ,  ce t  ou t i l  nous  es t  p l us  u t i l e  pou r l t é tude

Ce que nous pouvons af f i rmer  dans un cas généra l  es i

Théorème 3

de

x

t

=  ( xy7 -2 t  . . .

1 { i , j ( n  es t

,  xn )  e lRn

t rans i t i f  sur

La  démons t ra t i on  u t i l i se  Ie  théo rème de  Lee -Markus .  Nous  mon t re rons  que  Ie

sys tème homogène  assoc ié  es t  l oca lemen t  con t rô Iab1e  en  tou t  po in t  de  I raxe

l \
(o  ? tU  I  -  {  " J .  

Sachan t  que  l es  t ra jec to i res  son t  homothé t i ques ,  i I  su f f i t

donc  de  I e  mon t re r  pou r  p  =  (1 ,  o . . . 1o ) -

Ce tu i - c i  é tan t  un  po in t  s ingu t i e r  du  sys tème l i b re  x r  =  Ax r  non  posond  :

t4 = l*{,o.
b = 

" {  
{ ro *

uB)  
" \

u  B )  . ]

X =
I t

U =

= A

p fil )
] " " t  . r  ca r  :

p
o

H

o

Le rang a "  { (M ,b )
(

= ' l b .  M b r  . . o t

R,

, "n-1- .
I ' l  D



I t
o f l  ' t L L

r là e r  ' 9 1
. :

: / /
' 5 n '

à l r '  o

C)

L a : -

)c_t d ( r-,, r) = = [t, ,) 
"

est  localement  con-

1 9 o

donc non nul .

Dtaprès le  théorème de Lee-Markus,  le  système homogène

t rô lab le  en  p .  I 1  es t  même STLC en  p  ca r  Rang  (Mrb )  =  n

Y (e + u B,  A + vB) (p)  =Rn.

Donc  i l  ex i s te  un  vo i s inage  con ique  de  l raxe  (o r t )  dans  l eque l  l e  sys tème

homogène est  localement  contrôIable.

En  p ro j e tan t  I e  sys tème  su r  Sn -1 ,  nous  au rons  l oca le  con t rô l ab i l i t é  en

t !  p )  su r  sn -1 .  D roù  comp lè te  con t rô Iab i l i t é  su r (n .

Cependan t  une  ques t i on  qu i  mér i t e  une  a t ten t i on  pa r t i cu l i è re  res te  sans

réponse.

A  pa r t  I a  d imens ion  2  (n=2 )  où  Ie  p rob lème es t  réso lu ,  comment  en t rep rend re

1 fé tude  de  l a  con t rô l ab i l i t é  dans  I e  cas  où  l e  sys tème  homogène  ne  vé r i f i e

pas  Ia  cond i t i on  du  rang  en  p r  pou r  r r=3  ?

Remarquons que ce genre de problème nfa pas encore t rouvé une réponse af -

f i rma t i ve  dans  I e  cas  géné ra l ,  c res t  à  d i r e  quand  A r t s rC  son t  que l conques

cho is i s  pou r  que  Ia  cond i t i on  du  rang  so i t  r éa l i sée .  oans /Q3 ,  t e  p rob lème

dev j -en t  p lus  comp l iqué .

-  5)  _
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