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INTRODUCTION

Notre travail consiste a étudier les fgmilles de champs de vecteurs,

F.C.V en abrégé, bilinéaires sur R3,

oo
Rappelons que si M est une variété métrisable cownexe,}fz (M) désigne
l'ensemble de champs de vecteurs C®sur M.
Un systéme de champs de vecteurs est la donnée d'une partie de 2 (M),

Notre étude se fera particuliérement sur les systémes bilinédaires

c'est a dire la donnée d'une F.C.Vjﬂ; vérifiant :

x4 C.ﬁvsi X" vérifie le systéme : [ X" (x)

m
(A + E QL Qi)u:

i=1
(o) (815 2e2s U] € Ju
xe'.ﬂ)\ - {

Jbest l'ensemble des contr8les ou des commandes admissibles, A

et B sont des matrices deﬂzg.

Pour notre cas, on prendra OQ) = ﬁ{?.

Parmi les questions que l'on peut se poser dans l'étude de tels sys-
témes l'une d'elle est :

A partir d'un point initial de M, quels sont tous les points qu'on
peut atteindre avec la famille de champs de vecteurs.ﬁy} en utilisant

les trajectoires de Xe, u élnﬁavec des temps positifs.

En particulier un systeéme sera dit contr8lable ou transitif sur M si
tous les états sont ainsi accéssibles a partir de n'importe quel au-
tre état.

La description de l'ensemble des états accéssibles a partir d'un état
donné, c'est a dire l'étude de la contr8labilité, a justifié de nom-
breuses publications récentes, citons en particulier 'E‘SJC‘:}DS] f‘iﬂ[l‘]

eee et bien d'autres.



(1)

Par la suite on s'intéresse a la contrdlabilité du systéme suivant :

Xu(x.) = (A + uB)x.
ek - [
u € R
ou A, B désignent des matrices d'ordre 3.
La raison en est que si l'on a plus de deux contr8les, alors le sys-
teme (o) est génériquement contr8lable.
En effet, l'ensemble des couples de matrices engendrant l'algébre
de Lie des endomorphismes est un ouvert dense. |

On se limitera donc au cas ol 1l'on a un seul contrble [3HJ~



Le but de ce travail, est justement de donner des conditions d'or-
dres algébriques, sur les coefficients (aij) de la matrice A, pour
que le systéme (1) soit contrélable sur1R3 - {o} , en supposant la
condition du rang vérifiée,

La méthode utilisée consiste a considérer tous les types de représen-
tations possibles de la matrice B compte tenu des aifférentes formes
des valeurs propres ainsi que les dimensions des sous espaces pro-
pres associés.

D'aprés un théoréme de Gauthier-Beérmard-Sallet, uné‘édhdiiidﬁ&néces—
saire et suffisante pour que le systeme (1) soit compléetement contrd-
lable sur ﬁ{3 - {o%,est que les deux conditions suivantes soient vé-
rifiées :

1) Le semi groupe S (JCS = Xt} O eee O th , xYi E:Ff, t;> ©
soit contr&lable sur les directions de'ﬂQ?, c'est a dire les demi-

droites passant par l'origine ; ce qui revient a dire contrdlable sur
2

- S e

2) Il existe une trajectoire de S(jg) qui s'approche arbitrairement
prés de l'origine et une autre qui s'éloigne arbitrairement loin de
l'origine. Ceci nous conduit donc a étudier la contrdlabilité sur SZ,
~J
de la famille de champs de vecteursjslobtenue en projetant radialement
les champs dejoz
Fa

On démontre que beaucoup de propriétés passent de ﬁé \R/et réciproque-
mente. Par ailleurs, ce travail contient des résultats de contr8labi-

’ > ’ - . 2 .
1ité des systémes bilinéaires projetés sur la stcre.-s , qui ont

été démontré par l'une des quatre méthodes suivantes.



1) Méthode purement géométrique utilisant le théoréme de Jordan,

sur une variété de dimension deuxe.

2) Méthode consistant a exploiter le fait que ueﬁ{donc non borné

et montrer dans certains cas que le sYstéme admet des solutions du

type II ou du type V.

3) Méthode utilisant 1la ciassification des champs bilinéaires sur
ﬁ{?, d'aprés leur forme de Jordan réelle.

4) Méthode utilisant la stabilité du saturé deﬂ ’ Sd@ s, C'est a

dire les téchniques d'extension EZ%] .

L'intéré&t pratique de 1'étude des systémes bilinédaires, est qu'ils

représentent par leurs équations une bonne approximation lindaire
[8] pour de nombreux phénoménes ou comportements physiques ou méca-

niques.

Dans notre travail il a été prouvé que :

1°) Si le champs B est du type II (hyperbolique complexe) ou du type

VI (nilpotent d'ordre 2) ali-s le systeme (1) est complétement con-

tr8lable sur ﬁ(3 - {o}.pour tout champs A pour lequel la condition

du rang est réalisée.

2°) Si B est quelconque et si A réalise certaines conditions, qui

sont génériques, alors (1) est contr8lable sur ﬁl? —.{o} o

s



HISTORIQUE ET POSITION DU PROBLEME

Dans ce paragraphe, nous allons énoncer les résultats connus concer-—
nant la transitivité des champs de vecteurs bilindaires sur une va-
riété M de dimension n, et dégager 1'idée du probléme que nous allons
traiter dans ce travail.,

Théoreme 1 [ﬁﬂ : Soit~ﬁyune famille de champs de vecteurs sur M.

Si la condition du rang est réalisée en tout poiht de M et f? est
symétrique, alors elle est transitive sur M.

Théoreme 2 [19] : On considere la familleﬁ:{x, '.".Y} sur M,

Si la condition du rang est vérifiée en tout point et le champs X pos-
séde la propriété que l'ensemble des points de M sur lequel X est Pois-

son stable et dense, alors le systéme\ﬁyest transitif sur M.

Théoreme 3 [é@] : On considére sur M, le systéme :

P
(2) [ (£) = £ (2¢(t)) + > u, (t) Y, (x(t))

1=1 +
u; & @p

si Vx.EM dim Lie ('_tY.l) (X) = dim M

Alors (2) est contr8lable sur M.

A part ces théorémes et ceux de [16] [9] [10] [(5] , ON ne connait
pas d'autres résultats de contr8labilité concernant les systémes bi-
linéaires sauf en dimension deux :

- En effet dans le plan, ce probléme a été complétement résolu par
Adda et Chabour. Un récent travail a été effectué dans I E E E (85)

et qui reprend exactement celui fait par ces derniers.



En dimension 3, & part les théorémes cités ci-dessus, il n'existe pas
de résultats complets de ce qui se passe. Le but de notre travail est

de faire avancer ce probléme.

Nous allons considérer la famille de champs de vecteurs bilinéaires
ﬁ ={A + uB , uém}sur ﬂB - {o et lui trouver des conditions suffi-
santes de contr®labilité sur ﬁk -{o}'.

Puisque ueﬁz, et d'aprés les techhiques d'extensién’ de kupka [24] ’
au lieu de considérer la ﬂMWille.ﬁr, nous allons axer notre étude

sur la famille ﬁ'/ = {A, iB} qui est équivalentc‘aﬁdu point de vue
de la contr8labilité. Nous choisissons une base de telle fagon que B
soit sous forme canonique de Jordan réelle dans laquelle nous donne-

. . N /
rons des conditions suffisantes pour que le systéme fy soit transitif,

Le plan de ce travail est comme suit :

Le chapitre I donne des préliminaires, définitions et des rappels de

quelques résultats généraux.

Le chapitre II classe les champs de vecteurs bilindaires sur ﬁl3. On

donnera quelques propriétés des champs projetés sur la sphére SZ.

Le chapitre III contient des résultats de contr8labilité sur 52 et

par suilte sur R} —-{o} .



CHAPITRE I : PRELIMINAIRES

Ce chapitre concerne essentiellement les rappels et définitions

qui nous serons utiles pour la suite de notre travail.

(I.1) Définitions et notations :

On désigne par M une variété connexe de dimension n et par fv ={'Xu,u€UL}
une famille de champs de vecteurs, notée en abrégé F.C.V, et ou Jb est
l'ensemble des contr8lesadmissibles ou encore l'ensemble des commandes.
Les champs de vecteurs x" sont supposés complets et partout définis

pour chaque contr8le ué€Jh, ce qui est le cas pour les champs bili-
néaires.

Le systéme de champs de vecteurs.ﬁy={xu, uEdb} est appelé systéme

bilinéaire, si pour tout contr6le u€Jb, l'application définie par :

XY+ M ——23 TM
Li— xY (x)
est lindaire.

Si xY est un champs de vecteurs defvcm1 notera Xg le groupe a une

-paramétre qu'il engendre. On rappelle que si z.oe M alors Xl,: (Zo)

est, par définition, la valeur a l'instant t de 1l'unique solution

au probléme de- Cauchy :

d u u
= (X7 (X)) = X" (20.)
dt t o) £t = o o
u
Xo (%) =%,

Comme le champs X" est lindaire on a : Xlé (X,) = ExptxX4 - X



D'une fagon générale, & tout contr8le u€fl et 3 toute condition ini-

tiale ¢ € M, on associe une solution x (X ) qui est l'unique so-
o t o q

lution maximale du probléeme de Cauchy :

d_ ,qu _ yu u
aT g (X)) = x" (xg (e N
t =2
u
Xg (X)) = X

La famille .F" est dite symétrique si pour tout champs X€f3, le sy-

métrique (-x)€F .

Un champs XGF est poisson stable en un point x,oe M, si pour tout
voisinage v (xo), pour tout temps T » o, il exite un temps t>/ T

tel que : X, (x,) € v (%, .

xoest un point singulier du champs X si : X (x_o) = 0

Soient x et y deux points de M. On dira que y est accessible a par-
tir de X s'il existe un entier k, k contrbles Ugs Upy see 5 U et
k réels positifs tyy tyy oo, £ tels que :

y=Xu1 (o] Xua O eee OXuk (x).
tq £2 Ex

Ce qui siginifie géométriquement que 1l'on atteint y a partir de X en

empr amtant dans le sens des temps positifs, les trajectoires asso-

cides aux champs de vecteurs X%k, X"k=1, eee , x"1




On dira que y est recalable en X si X est accessible & partir de vy.
L'ensemble de tous les états accessibles & partir de X & 1l'aide du

syst‘eme}y sera noté S(ﬁ/).t , on a donc :

s (fx = x“1o...ox‘ék (x) x”iéF,ti>/oVi, kCNY.}
t k
1

Sachant que S(ﬁ') est un semi groupe engendré par x"1 0...0 Xuk, Xuéﬁ'
t t
1 k
donc l'ensemble des états accessibles & partir de 3 est l'orbite po-
sitive de ce semi :groupe d'ou la notation S (ﬁ). .
Le systémeﬁ' vérifie la propriété d'accessibilité si pour tout point

JCOG, M, l'intérieur de S (F).)C par rapport a la topologie de M,

0’
est non vide.
ﬂ sera loralement contr8lable en x‘oe Msi3$ (F). X contient un
voisinage de X _. On notera l'ensemble des états accessibles i par-
tir de )¢, en un temps T par \ (X, T,F) donc : A (X, T,ﬁ/) =

x4 XYk (2¢) x“iéﬁ/ t>o§K £, = T, kENT

t1 O eee O tk o) 9 i/ / - i - ?

"4

L'ensemble des états accessibles a partir de Zo en un temps t infé-
rieur ou égal & T est noté par A(xo, [o,T] ,ﬁ' ) = t‘ng A (Ya,t,ﬁl).
On appelle région d'accéssibilité de xo€ M, le plus grand ouvert U
accessible a partir de ZO ; donc on a U - S(ﬁ).xo

On appelle orbite de Zo, gu'on notera G (F). X.o , l'ensemble des

états accéssibles a partir de X du systéeme symétrisé, c'est a dire
du systéme ?:{Xu , -x", uEd’b}

ona: G (sF).ZO=S (f).xo .



On dira que le systémef') est contrblable ou transitif en un point
xoe M si l'ensemble des états accessibles S (ﬁ).xo cofncide avec M
ie: s (f).x, =M

pest dit contr8lable ou transitif sur M s'il l'est pour tout point
x £ M

ie: Yx e m, scFrx_ -m

On notera [Xu, XVJ le crochet de Lie des champs x4 et XV, On sait
que pour des champs linhéaires on a :[Xu/ Xv]= xV xY - xY xV

On désigne par Lie (F) l'algébre de Lie engendrée par/‘: c'est donc
la plus petit sous-algéebre de l'algébre de Lie des champs de vecteurs
de M contenantﬂ , Lie (ﬁ') est la plus petite sous-algébre de Lie
stable par le crochet de Lie. On a :Vxe M, Lie (ﬁ') (). € Ty M
ou T, M est l'espace tengant en Xx a M,

La famille est dite auto-invariante si en chaque pointxXéM, on a :

T, G(F)x =Lie( ). x.
Le systéme vérifie la condition du rang en un point X€M si 1'al-
gébre de Lie en X coIncide avec 1l'espace tangant en Xx a M.
ie : Lie (f) () = Ty M.
Dans ce travail, on considére la familleﬁ/={xu = A + uB, u Eﬁl}
ot A € M(3) et B €M(3). |
M(3) étant l'ensemble des matrices d'ordre 3.
Pour la suite on supposera que la familleﬁvérifie la condition du
rang en tout point de M. On verra que bien souvent il suffira de lQ

vérifier en un seul point.

i



(I.2) Champs équivalents et techniques d'extension [?4]

Etant donnégune famille~fyde champs de vecteurs sur M, on définit
l'ensemble d'accessibilité de X, noté Ajy(x), comme étant 1'adhérence ,
par rapport a la topologie de G (F).x’ de S (ﬁ Yk o e Aﬁ(x) =

S (F)ex.

On a donc défini l'application d'accessibilité Af: :

Ap T M — ‘61\4)
A AL @) = T ®lox

ou (M) est la collection des fermés de M.

Définition :

/
On dira que deux familles de champs de vecteursfc'etuﬁx sont équi-

valentes si leur ensemble d'accessibilité sont égaux, et on noté

/
- RNR
/ V —
Donc kaF@ A.F: AF'@ xeMm, S (Poy =5 CpN.x,
ou les fermetures sont priscs respectivement par rapport a la topo

4
logie de G(M.A et de G(A). x.

Propriétés :

1) \/A) o , )\ﬁmﬁ
ou \f ={)¢x, xeﬁ} »

2) L'adhérence du cbne convexe (f?engendré par f;est éguivalentea fc

En effet, cette propriété résulte des trois suivantes :

a) \/xeﬁ,VYfﬁ ,{X+Y% UP/ rup/
b) V))o , Vxéﬁ {)x} v F F

c) Si une suite (x“‘)m C pconverge vers X, alors ,{X} U ﬁ n ﬁ.

M



3)Siix€ﬁ, alors VY €F:
{(xt) Y} v F N~ F
*

ou ((Xt)* Y>ﬁ (x) = xtoYon_t (x) VJA)O

4) Siixeﬁet:Yeﬁ;alors E(/YJUFNp{

Définition :

On appelle saturé de ﬁ/vet on note Sat (F), le plus grand systéme

équivalent a ﬁ.
Propriétés du saturé de ﬁ:

1) Sat (p) = Uf//'
Fr F

2) sat () est stable ie [ sat (£ = sat (f).

3) Sat (ﬁ) est fermé.
4) sat (f) + sat () < sat (f)
5) Si £ x € sat () alors (), sat ) ¢ sat (£

6) Si \/ est un sousespace vectoriel tel que V C Sat (ﬁ), alors :
Lie (V) C sat (f)

Proposition 1 :

Le systéme (1) est équivalent au systéme ﬁ: {A, tB}-

Preuve :

Il suffit de montrer que A, + B et - B sont dans 1'adhérence du

cBne convexe l .

—————

En effet :
(A+UB)+-21- (A—UB):> Aet

1
A=§

VmQA/,ona:(A+mB)€(1) ——> % (A+mB)C"6

———

donc : lim =+ (A +mB) € €
m-posM

Or si on prend t€ ﬂ{" et x€ﬂ3 —{o} , on aura :

44



. 1 .
Z = 11mw(a (A + m B))t () = 1lim (A"'mB)t/m (x)

=D
m 900
: n
or : (A + m B (%) = 1im A o (mB)
t/m > 0e| —t t (x)
mn m, n
n
= 1lim [A B t (x)
n-»6o —t © n
mn
donc :
' n
Z = 1lim lim A B
m<>0e n-Dbe _t_ o) t Cx)
m.n n
= 1lim lim A ¢ o B t n
noe m -» do e = (x)
mn n
. n
= 1lim B
n% oo ( %) () = By (x)

donc:Vteﬁ{*,VzeR?’-{o; , B () s (f).2
d'ou : + B €ﬁ%i.

On peut faire le mé&me raisonnement avec (A - mB) et on trouve que

-B€€.

Donc (1)N{A, z B} .

Remarque : Au lieu d'étudier le systéme {A +u B, u €R}, on peut
faire l'étude du systéme {A, I B} puisqu'ils sont équivalents d'aprés

la propriété ci-dessus.

Proposition 2 :

Soit E un ensemble dense dans M. On suppose que le systéme vérifie :

1°) \(Ixé M dim Lie () (X) = dim M
2°) V‘ZG E 3 S(ﬁ).z =M

Alors (ﬁB est transitif sur M.
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Preuve :
Soient X et y deux points quelconques de M. Montrons que y € S(L). %
en effet, d'aprés le lemme de CI\OW y 11 existe un voisinage v qui

est accéssible a partir de X, , et un voisinage W qui est recalable

: v %

E étant dense, dont il existe au#woins un point xie YA E.
X EVAE —% sk).x, =m

donc : S (ﬁ). Z,l rencontre W en un point y1€ W AN S, 7(1

x € S(F).x
%X, € s(ﬁ).yf1

y € s(f) z,

donc : y € S(\K).Z Ce qui achéve la preuve.

Corollaire 1

/

Si FN ,F/ alors : ﬁest transitif sur M, si et seulement si ﬁ '

est transitif sur M

En effet si ﬁ est transitif sur M, on peut appliquer la proposition

(2) pour E = S(E). X, ; car :

T= s(BHx =M etVyé‘B , S(!C)y=S(F")y

]
donc F est transitif sur M.

A4



Corollaire 2

Le systéme {A + uB, u €R;est transitif sur fp& - {og si et

seulement si 41\, : B}est transitif sur ﬁ& - {o}

Ce qui justifie 1'étude du systeme {A, : B} dans la suite de ce

travail.
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CHAPITRE I1 : PROPRIETES ET CLASSIFICATION

DES CHAMPS LINEAIRES

Dans cette partie nous donnerons les outils qui nous serons néces-
saires pour entamer l'étude de la contr8labilité.

Nous commencerons par donner des propriétés parﬁiculiérement inté-
fesséntes des champs bilinéaires de ﬂl3, ainsi qﬁe:leurs projections
radiales sur 52. | | m

Le but de cette étude est de se mettre dans les conditiongyduﬂthér
oréme de GeBaS sur lequel est basé la suite de notre travail.

En effet, ce théoréme raméne 1l'étude de la contr8labilité d'un sys-
téme f:sur' R} - {o; 3 la contr8labilité directionnelle ou encore a
1'étude de la transitivité sur S du systeme projeté.

Une des conditions de ce théoréme est automatiquement réalisée dans
le cadre de ce travail sauf en un seul cas pour lequel une étude

spéciale lui sera consacrée.

(I71,1) Théoréme [ﬂﬂ

Soit fzune famille de champs de vecteurs bilinéaires sur ﬁt“.

Le semi—groupe'SQﬁ) opére transitivement sur ﬁLT —{og si et seule-
ment si @

(i) S(f) est transitif sur les directions de ﬁtm (ie les demi-droites
issues de l'origine). donc transitif sur s"-1,

(ii) I1 existe une trajectoire de S(ﬁn qui s'approche arbitrairement
prés de l'origine, et une autre qui s'éloigne arbitrairement loin-de
l'origine. Cette condition est équivalente a dire quelles semi-groupes
s() et s(-F) sont non bornés. C'est la condition (ii) qui est

toujours réalisée sauf dans le cas ol le spectre de B est imaginaire

pur.
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Nous démontrerons ces résultats en étudiant la classification des
champs linéaires de ﬁl3 projetés sur 52, dans le prochain paragraphe.
Il reste donc G étudier la contr8labilité sur les directions du Sys-
téme. fz'sur ﬁR? - §0} , ce qui est équivalent a l'étude de la con-

(11t de R 2 7 2
trdlabilité de sur S ,‘ﬂ étant le projeté de K sur s°.

(I1.2) Propriétés des champs linéaires de ﬁ{n ainsi que leur projec-
tion sur la sphére 5n-1.
Ceci va nous faciliter le travail dans l1'étude de la contrdlabilité

\ ‘s . n
des systémes bilinéaires sur ﬁk.

Soit X un champ de vecteurs linéaire dans Rn et x € gn-1
~n - - -
l'application : X : s" 1 ——————{> Tsh 1 & ﬁlﬁ 1

n
T > X (0 = x@) - &Ko/x> x

ol <, > désigne le produit scalaire sur R,n,

définit un champ de vecteurs sur Sn_l, et il est évident que, puis-

Xt(x)

(PCON |

~»
est le groupe a un paramétre de X.

~n)
que X est bilinéaire, Xt(x) =

I1 est facile de voir que B et B + )\I ont méme projection sur Sn_i,

et que deux champs qui ont la méme projection différent de )\I.

(IT.3) Classification des champs linéaires projetés sur S2

On va maintenant suivant la nature de B, regarder l'aspect du champ
~/
B.

On choisit une base de Jordan réelle pour B, et la sphére unité dans
cette base. On obtient ainsi la classification des champs linéaires

projetés sur la sphére.
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Suivant chaque type de champ B, on vérifiera la condition (ii) du
théoréme de G.B.S. On étudiera l'ensemble des points invariants,
l'ensemble des points singuliers et on donnera la configuration

~ 2
correspondante de B sur S—,

Remargue :

~

a) Si B a un grand cercle invariant sur SZ, B admet un plan invariant
3

sur ﬁl - {o; .

b) Si g’posséde un point singulier, alors B admet une demi-droite in-

variante sur &3. .{o} ’

Type I : Hyperbolique réel :

A o o
B = o ﬂ o
o o V

>‘JJ,\1 étant des réels distincts deux a deux.

.On supposera sans restreindr~ la,généralité, que : )\ < ’l <\I .

h 4

on a : - 3 grands cercles invariants.
- 6 points singuliers situés dans l'intersection des cercles

dont deux sont attractifs, ce sont des noeuds attractifs,



deux sont répulsifs, ce sont des noeuds répulsifs,

deux sont des points selles.

On remarque que tout point situé strictement dans 1l'hémisphére nord
pourra s'approcher aussi prés que l'on veut du p8le nord N.

La m&me situation se présente par rapport a l'hémisphére sud avec
le p8le sud S. | v

Cas II : Hyperbolique :

A g.deux valeurs propres complexes conjugées %1 ’ é"f et une réelle%

-b

tel que : )\ { Rej1

L'équateur est invariant et on a deux points singquliers diamétrale-
4
ment opposés non contenus dans 1l'équateur.

Si>\> Re(s y = 3 l1'équateur est répulsif et donc les points singu-
1
liers sont attractifs pour leur hémisphére respectif, ce sont des

foyers stables et donc tout péint peut s'approcher arbitrairement

prés du pdle.



Si )tfRe(5 ) 1'équateur est attractif et les points singuliers se-
1
ront des foyers instables. Tout point de l'hémisphére pourra s'appro-

cher aussi prés que l'on veut de l'équateur sauf les p8les. L'équa-

teur est un cycle limite.

Cas III : A s'écrit dans sa base propre : )

4> N | e <



.....

JL:)\-

Un grand cercle de point singulier et deux points singuliers non
situés sur ce cercle. Tous les cercles contenant les deux pbles

sont invariants.

si1{>>\, les poles sont attractifs, ce sont des noeuds stables.
si u<f);, les points singuliers de l'équateur sont attractifs.

si u :)\ , tous les points de 82 seront des points singuliers.

CasI'v’:A=>\1 o

on a deux grands cercles invariants et quatre points singuliers,

situés sur ces cercles, dont deux sont attractifs ou répulsifs.
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si u >>\ tout pdnt de 1l'hémisphére peut s'approcher aussi prés que

l'on veut du p8le.

si u<:k tout point de 1'hémisphére peut 2tre recalé suffisament prés

du p8le par le champ (-A).

Cas V : A est une similitude : A = a -b

. . ~’ .
Tout cercle est invariant. A a deux points singuliers, le pble nord N

et le p8le sud S.

Remarque : Dans ce cas le champ A est équivalent a IA.

Cas VI : A est la matrice nilpotente d'ordre 2 : A = )

22



A a un équateur de points singuliers qui représente le noyau de A,
et deux points singuliers situés sur cet équateur.

L'un des deux points singuliers est attractif et l'autre répglsif
pour leur hémisphére qui représente l'image de A

Tous les cercles passant par les points singuliers sont invariants.

Cas VITI : A est la matrice nilpotente d'ordre 3 : A = 1 o)
o N 4
o o M

A a un grand cercle invariant qui représente 1l'image de A, et deux
points singuliers contenus sur ce cercle et qui sont atractifs pour

leur hémispheére.



CHAPITRE III : CONTROLABILITE DES CHAMPS

BILINEAIRES SUR @/3

(III.A) Généralités :

Dans ce chapitre, on considére le systéme :

x' = (A + u B)X
x € ﬁk? - {o} s, U é.ﬁ{~

A=(a, VEM (R, B
A

On a vu que l'étude de la contr8labilite de ce systéme est équiva-

lente & celle de la famille g o {A, IB}

Dtaprés le théoréme de [9], [10]i1 suffit dans presque tous les cas,

sauf dans le cas ou B admet des valeurs propres imaginaires pures,

v

de montrer que jy = {A, - B} est transitif sur 52 , OUu

t

Y

désigne le champ projeté de A (respc I B) sur SZ.

Iy (rc—:‘spCt )

V
On va donc étudier la contr8labilité de {A, 1'3} sur 52, pour cela

il y a plusieurs techniques.

Parmi les techniques utilisées, il y a celle de la“spirale”.

Elle consiste 3 prouver qu'il existe un certain contrble ug telle

que la matrice (A + ug B) soit du type II.

Pour cela on calcule le polyn8me caractéristique de (A + u B), c'est

1'objet du paragraphe (III.2) qui exprime ce polyndme en u, en fonc-

tion de coefficients invariants dépendant de A et B.

Dans le paragraphe (III.3) on résume les principaux résultats trou-

vés au cours de ce travail.
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(II1.2) Préliminaires :

a) Pour 1'étude de la contr8labilité, nous allons regarder les va-
leurs propres de la matrice (A + u B), ce qui revient a étudier son
polyn8me caractéristique : ceci nous permet de situer le type de
champ représenté par (A + u B).

On>va exprimer le polyn8me caractéristique Pu (>\) = det (A +uB-ATI)
3 1l'aide d'invariants de la paire {A,B}.

Plus exactement, on va l'exprimer & l'aide de Tr(A) (trace de A),
5:_(A) (la somme des mineurs principaux d'ordre deux de A), det A (le
déterminant de A) , Tr (B) , EE;jB) et det B.

Pu()\) étant de degré trois, par un changement de variable, on peut
se ramener a un polyn&me du type : Pu()s) = )\3 + P)\ + g.

On calculera par la suite A(a + u B) le discriminant de Pu( ).

Le signe de A (A + u B) détermine la nature des valeurs propres

de (A + u B), en effet :

1) A +urdo —> (A+uB) g (1)
2°) A(A+uB)>o|::$(A+uB)€(II)U(V)
3y A(A + u B)=o : (A + u B) € (ITI) U (IV) U (VI) U (VII)
Exprimons le polyn8me caractéristique Pu (A) de (A + u B)
on prendra A = (qié) = (Ay, Ay, Ajy) 5 B = (bij) = (By, B,, B3).
Pu(>\)=det(A+uB—)\I)=—>s3+Tr(A+uB)>\2—Z_(A+uB))\
+ det (A + u B)
avec 3
Tr (A + u B) = Tr(A) + u Tr(B)

S (A +uB) = S (A + Y (A,Blu + 2:(3)02

olﬁ S (A,B) =.Z a., S a; 5 béL

b.. -
i,] te A& i,]

it} i3
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det (A + u B) = det (A) + det (A,B)u + det (B,A)u? + det (B)uﬁ

ol : det (A,B) = det (B,, A,, Ag) + det (A , By, Aj) + det (A, Ay 83)

det (B,A) = det (Al’ B2’ 83) + det (Bl’ AZ’ B3) + det (81’ BZ’ A3)

Si 1'on pose : X = }\— Tr (A + u B) , alors le polyn8me caractéris-
3

tique devient :

2
q u(X) = —X3 +[Tr (A3+ uB)  _ S (A4 uB)_] X + %—7 Tr3 (A + uB)

_'_‘_(Z (A + uB) Tr (A + uB)>+ det (A + uB)
3

posons : p(u) = > (A + uB) - % Tr? (A + uB)
q(u)=-— %7 T3 (A + uB) + —g—'(z (A + uB) Tr (A + uB))- det(A+uB)
donc :
2
p(u) = > (A) + u>S (A,B) + u2§: (B) - TrB(A) - -g— u Tr(A) Tr(B)
- u® 2B
3
1.2 : 2. v
= (Z(A) -3 Ir A) + u(z (A,B) - 3 Tr(A) Tr(B)) v u® (X(B)--% Trza)
Posons : So = Z (A) - % Tr2A
2
54 => (A,B) - 3 Tr (A) Tr(B)
1 2
S, = 2_ (B) - 5 Tr(B)
donc :
(u) =S +us % s
plu) = S+ u s, +u" s,

26



q(u) =(l §$ Tr3A + % '5: (A) TrA - det A) +u (L g TrZ(A) TrB

+% S (A) Tr(B) + —31- S (A,B) Tr(A) - det (A,B))

2

+ uz(; z Tr(A) Tr2(B) + > (A,B) Tr(B)

Wl

9

+ %Z(B) Tr(A) - det (B,A9+ u3(-— %7 TrB(B)
+ %Z(B) Tr(B) - det B)

on pose :

K, =" 2 Tr (A) + 3 S(A) Tr(A) - det(A)
27

K, = == Tri(A) Tr(B) + = S (A) Tr(B) + =5 (A,B) Tr(A) A,B)
1 - ) r + 3 r + 3 ’ r - det (A,B) .
K, = = & Tr(A) Tr(B) + = S (A,B) Tr(B) + = 3_(B) Tr(A) B,A)

5 = =3 + 3 , r + 3 ( r( - det (B,

Ky = - —3-7 Tr3(B) + % > (B) Tr(B) - det(B)

donc :

g(u) Ky + u Ky + u” K, +u” Ky

Maintenant on va calculer le discriminant Z&(A + u B) du polyn8me
caractéristique et déterminer ses coefficients en fonction des in-

variants dépendant de la paire {A,B} .
Z& 3 2

(A + uB) = 4p~ (u) + 27q (u)
Aprés calcul on trouve @

2

3 2 (12
+ 27k %) +u (125 % s, + 54 KK, )

A(A+uB)=(4SO

2 2 2 )
+ u 12 So (51 + So SZ) + 27(K1 + 2 Ko K1



3 ( 2 )
+ U [% S1 51 + 6 So 52) + 27 (ZKO K3 + 2 K1 K2 ]
4 2 2 3
u [}2 52'(51 + So 52) + 27 <k2 + 2 K1 K3 ]
5 2
u [}2 S1 82 + 54»K2 Ké]

6 3 2
u (452 +27K3)

Si 1'on pose :

+‘

+

+

3 2
fo = 4 So + 27 KO
£.=12 S 2 s, + 54K K
1 o) 1 o 1
foo=12 S (S,°+ 5 S.) +27 (K.2 4+ 2 K K.
2 o) 1 o 2 1 o 1
2
f3 = 4 S1 (S1 + 6 so 52) + 54 (Ko K3 + K1 K2)
f = 12 S. (S 2 + S S,) + 27 (K 2 + 2 K. K.)
4 2 1 o 2 2 1 3
f =12 8. 5.2 4+ 54 X K
5 1 72 2 3
3 2
fo = 45,7 + 27 Ky

Alors le discriminant devient

2 3 4 5 6
Z&(A + uB) = fo +ufy +u f2 +ufy +u £, + U fo + u'f

b) Technique de la"spirale".

Elle consiste a prouver que pour un certain contr8le Uy le champ
’\-/ N

(A + %P) est du type II, c'est a dire admet des valeurs propres
complexes.

Pour cela on calcul le discriminant A(A +uB) du polyn8me caractéris-

tique qu'on vient d'exprimer dans (III.2.a) en fonction de coefficients
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invariants dépendants uniquement de A et de B.

Donc en fait,le vproblém'e revient a chercher uoélﬂtel que A + u‘l.B)
50it strictement positif.

&,A(A + u33)> o n'inplique pas que la partie réelle des valeurs
propres est non nulle, c'est dans ce cas précisément que le champ
(X—:~3§3 est du type (II).

Dans Le cas ou la valeur propre réelle coincide avec 1la partie
réelle des valeurs propres complexes alors on a un champ du type(V),
ce type de champ est instable, ce qui nous permettra de nous ramener

au cas du type (II).
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(IIT1.3) Résumé des principaux résultats

On va donc étudier la contr8labilité du systéme (Xﬂ : ES sur 32,
pour cela il y a plusieurs thechniques.

On fera 1'étude suivant le type de champ donné par la matrice B re-
présentée dans une base de Jordan réelle.

Le champ donné par A étant exprimé dans cette m@me base. Une clas-
sification compléte des champs linéaires dans ﬁE? selon leur forme
réelle de Jordan a été faite dans (II.3)

BE(I) : ce cas a été traité par Gauthier-Bernard [40] , d'aprés le
théoréme de J.K [4§].

En fait une condition suffisante pour que le systéme {A, r } soit
transitif sur S L (3,51) est que :

(1) {A,B} vérifie la condition du rang.

{ii) aqy 334 <<o.

On montre que si BE€ (II) une condition nécessaire et suffisante de
compléte contr8labilité sur ﬁ{} - {o; est que 4A,B}vérifie la con-

dition du rang. On le démontre géométriquement.

BE(III):

Dans ce cas, on donnera une condition suffisante de contr8labilité
on utilise‘la technique qui permet d'obtenir dans le systéme une

spirale.

On obtient une condition suffisante de contr8labilité.
On démontre qu'il existe une spirale dans le systéme puis géométri-

. 2 . 3
quement on prouve qu'on a transitivité sur S et par suite sur‘ﬁ{, -‘{0}'



On utilise les techniques d'extension sur la sphére, notamment la

stabilité du saturé, pour obtenir une condition suffisante.

Pour que {A, z B} soit transitif, il faut et il suffit que la con-
dition du rang soit réalisée en tout point.
On utilise la technique de la spirale et on prouve géométriquement

la transitivité en s'aidant du théoréme de "passage des douanes".

B €(VII) :

On suppose que A(A) est positif, et géométriquement on montre qu'il

suffit de choisir astutieusement la composante, suivant l'axe oz, du

1
champ A au point ol *
o

24



B EST DU TYPE (I)

B=‘)’é ;2 )‘Z A A2 N

Théoréme de Kupka : [Q] [Kﬂ
Pour que le systéeme (1) soit transitif sur ﬁl? L-{o} y -~

il suffit que les deux conditions suivantes soient

vérifides :
. Lo s 3
(i) 4A,B} vérifie la condition du rang sur ﬁ( - {o}

(11) ayy. a5, o

La condition (ii) signifie géométriquement que 1l'on peut passer de

1'hémisphére nord a 1l'hémisphére sud et réciproquement.

En effet, on a l'une des deux situations suivantes :

a34<° / a43 >0

a4>0 , a,, Lo-

- 0N



B EST DU TYPE TII

0 B &
n suppose b a o avec )7( a

Théoréme :

N : s 3 :
Pour que le systéme (1) soit transitif sur ﬁl - 4A0p, il
suffit que les deux conditions'suivantes soient vérifides :

(1) (a5, ayy) £ (0,0)

(i1) (a4 a32) 7/ (0,0)

Pour prouver que les conditions sont nécessaires il suffit de mon-
trer qu'elles sont équivalentes & la condition du rang du systéme

{A, : B}.

Pour montrer que le systéme est transitif sur 52, moyennant les
conditions (i) et (ii), on utilise le fait que le point singulier: i)
de'g’est localement contr8lille et qu'il existe un voisinage de 1'é-
quateur (D) de’BJqui est complétement contr8lable.

Preuve du théoréme :

1) Les conditions sont nécessaires :
En effet, si 1'une des conditions (i) ou (ii) n'est pas vérifiée,

£t s . 2
alors la condition du rang n'est pas réalisée en tout point de S .

‘Lemme 1 1

’ (0,0) »
?:i ’ azz) :{l(o,o) @ V7C€s2 dim Lie(ﬂ‘)(m = 2

§) 8i (a ) = (o,0)

13 * 223
~ 1o
on aura : A (a) = O



=00

donc le point|®fest un point singulier de‘x'et b gj par conséquence

la condition du rang n'est pas réalisée en ce point.

§) Si (a31 , a32) = (0,0)
X ~
Soit.(z) un point de l'équateur (D) de B.
x
on a : A z = a111+ a oY
a2114-a22y
f
sonc +X(3 )=+ () - (%) /8 (:) n %)
onc : Aly J=AlYy)~[Afy]|/IY]Ily] -=
o} o} o (o} i:2 (x,y)

Id . . /
Ce qui signifie que 1l'équateur (D) est invariant par A, donc inva-
. v o+ .
riant par f7 =4 A, - BY¥, la condition du rang n'est donc pas réa-

lisée sur (D).
§) Si (a13 , a23) f (0,0)

(a31 y a32)/! (0,0)
On va prouver plus loin que le systeme est transitif sur 82 et par
suite la condition du rang est réalisée en tout point de 52.

Ce qui achéve la preuve du lemme 1.

2) Les conditions sont suffisantes

‘00

Lemme 2 ¢
si (a13 ’ a23) 7!(0,0) alors il existe un voisinage V de (; qui est

complétement contr8lable.

Preuve : Sur une carte logale, on aura la situation suivante :

1%




On va montrer que Xo est auto-normalement accéssible.
En effet, a partir de Xo on peut empruwnter la trajectoire de A pen-
dant un certain temps t1.
~
. At . . Y .
A partir de X1 = 1. Xo, on utilise la trajectoire de + B qui cou-

pera la trajectoire de’R’au bout d'un temps t2.

On choisit t2,de fagon que le point XO soit compris entre ElAtl.Xo et

e
€. 2.x,

+ m —>-
";-.--e .")(4 X x4= eA t.’, Xo

Le point Xo est donc auto-normalement accéssible.
0
11 existe deux voisinages Uj et U2 de (ﬁ) tel que pour tout couple

. . . . . b3 x
(Xﬁ,xé) de U1 x U,, il existe une trajectoire qui va de:r.1 ax,

On pose : V = U,lf\u2

V est donc complétement contr8lable.

Lemme 3 ¢

Si (a ) { (0,0) alors il existe un ouvert autour de 1l'équa-

317 %32
teur complétement contr8lable.
On va montrer que tout point de l'équateur (D) est auto-normal ement

accéssible.

2



En effet, soit p un point quelconque de 1'équateur.

Supposons, sans restreindre la généralité, que ay4 f’o

1
o
on sait recaler p au point(;), puisque (D) est complétement con-

o ~
o) » on emprWnte la trajectoire de A, celle-ci va nous

A2
permettre de quitter (D) car la composante suivant oz de A [ 3 est

tr8lable. (1

Au point

non nulle.
r~

On atteindra donc un point X, = elft (é) non sur 1'équateur.

n :
Avec le champ z B on peut recaler X1 aussi pres que 1l'on veut du
-1 _
point{ 8/ et donc pour les mémes raisons évoquées ci-dessus, on peut

le rejoindre.

-1
Comme (D) est transitif, on sait recaler ( 8) a p.

On peut illustrer ¢a par le schéma suivant :

Donc on vient de prouver que pour tout point p € (D), il existe un
ouvert V(p) de p complétement contr8lable.

On pose : V = U V(p)
Peld)

V est un ouvert de (D) qui est complétement contr8lable car (D) l'est.
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Lemme 4 : (o)
Si le point 1 est localement contr8lable et il existe un voisi-
nage de 1l'éguateur qui est complétement contr8lable alors le systéme

(1) est transitif sur ﬁl? -{O} .
Preuve ¢
N I'd
On suppose que B est a équateur attractif.
’ o)
Soit \/le voisinage de (2 et W le voisinage de (D) qui sont com-
plétement contr&lables.

by

On va prouver par la suite, que tout - point de V peut étre recalé i
W et inversement.

8)
En effet, soit X1€ V, on peut supposer que X, 7[ (1

o o
sinon, on recale (ﬂ) a un point X, de V tel que : X, f (g)

A partie de X, on empru.nte la trajectoire de B.

1
On peut recaler X, arbitrair.ment prés de l'équateur, donc a partir

~
d'un certain temps EE , la trajectoire de B va é&tre incluse dans W.

On a la situation suivante :

2



Réciproquement, soit X3 un point de W, on peut supposer X3¢ (D)
si non on sait recaler un point de (D) & un point de W - (D).
On empruUnte la trajectoire de -B issue de X3 Ce qui permet de

recaler le point Xy aussi prés que l'on veut du point(g) .

1
Donc a partir d'un certain temps la courbe intégrale de B va res—
ter & 1'intérieur de V. Ce?ui achéve la preuve du théoréme.
Remarque 3
Ce résultat n'est pas nouveau, mais on retrouve d'une autre fagon
la contrblabilité sur ﬂl3 -'§°§ - BEn fait c'est une conséquence de
[6] [’14] .

En effet :

Théoréme [6] :
N V4 . by
On suppose que B est fortement réquliére sur SL(3,ﬁa)
~ ~
Le systéme %A, : B} :st transitif sur SL(3,ﬁa) si la condi-

tion du rang est réalisée en tout point.

~
Pour notre cas,B € (IT) donc elle est fortement réguliére.

~ ~
De plus on peut choisir A' et B' dans SL (3,R), en effet :

on pose :

A' = A -~ Tr(A).I

Wl W

B' = B— Tr(B)oI

A et A (respCt B et B') ont la méme projection radiale sur Sz.
Donc les systémes {A, X B} et {A', p B'}.sont équivalents.

De plus : A' & sL(3,R) et B' € sL(3,IR)

Donc pour que le systéme %—A', I B'B soit transitif sur SL(3,R ), i1

suffit que la condition du rang soit vérifiée.

Or la transitivité de %A', hi B'} sur SL (3,|2) entraine celle de

%A, pt B} sur SL(3,ﬁL) et par suite sur ﬂl3 —% ?} .

22 . _ o



B EST DU TYPE III

py ° ‘
o o
O JM ‘A?(U

ie B

oO%o

Théordme :

Pour que le systéme (1) soit transitif sux:‘R3 —{03 , 11

suffit que les deux conditions suivantes soient vérifides :

. 2 2
(1) (agq - 353) ay5 a5 + a4, 353" - a4 a5, fo

. s 2
(ii) (a,11 - a22) + 4 a,, a4 <o

Remargue H

La condition (i) signifie géométriquement que les champs A et B
ne laissent pas invariant un mé@me plan.
En effet, supposant que A et B laissent invariant un plan P.

On va prouver que P est de 1a forme :

P - {(x,y,z)é R? / ax+by=o (a,b) # (o,o)} ~

Supposons : P = {(L,y,z) € l?\3 /ax+ by + c5= o , (a,b,c) ;! (o,o,o)}

On peut supposer que a/ o ; donc :

b o]
X = - — Y- > Z

P étant invariant par B, on aura alors :

b C )\ o o) - b
-2y - =z 2.
‘3 a , a S )\ o a
5 o o A

>

<
I

<

39



Cherchons a quelle condition (X', Y',z')e P

aX' + by' + ¢cz' =0 <-—-__> -)\by-/\cz +),by + c)a.z = O
<:> Acz =}¢cz

or /\f},t , donc c=0 CQF.D

dtou :

P =i(},,y,z)é fk3 / ax + by = o , (a,b) 7@ (o0,0)

Soit (g) un vecteur normal a P et H l'orthogonal de(g)

a \d
ie H = g
A laisse P invariant, donc :

snenEAY - e (o fo (>~
ENnen nf (§)>=o

a
donc @ tA (g) e H'L

a a
ce qui signifie que : tA(b) et]{ b sont colinéaires.
O o]

841 1 834 fe a9 #
t t —_
A=lagp 2 a5, | —> A|b — a4 +
213 853 833 °© Q34 +

or tA(Z)) // z;l ) donc :

N o



-/
aj 0 a21L a - a13ab’~+ a23{:>

% L
ap at+ a,, L /\ b a8+ a23gb)

J

. _ Y % 3 _—
213 %+ a5 © aq0b 4 a1b - age’ - a4

d'ou le systéme :

( b (a13a, + a23£) = 0o

{ 3 (8‘13'jL + a2317) =
2 2

k’(a11 - a22) ab + as, b~ - 3123' = O

I
(¢]

(a,b) # (0,0), on a nécessairement le systéme suivant :

b-o (1)

¢ Y
11 = a22)QL + a21L - aizd- =0 (2)

&+ 3

343 23

(a

Pour que (aiéi + a23b) = 0 s2it l'équation d'un plan, il suffit que ¢

(ay3 a23) 7( (0,0) cette condition est donnée par le 1°)

Les solutions de (1) sont sous la forme :

a=‘>‘az3

avec )\f o

b= Aag,

On remplace ces valeurs dans (2) :

)\2 E (g9 = 3,) ag3 3,3 + a,, él132 a 2] =
~- 340 853 =0

. 2 >
drol : (@gg = 3) a)3 a3 - Ay a3t v a, a,,% =0

Ce qui contredit:1l'hypothése 1°).
Donc la condition 1°) prouve que A et B ne laissent pas invariant

le mé&me plan.

4 n



Preuve du théoréme :

D'aprés ce qui a été dit au début de ce chapitre, il suffit de prou-
~/

ver que (1) est transitif sur Sz.

Pour cela, on va montrer, dans le lemme 2, qu'il existe un contréle

ug tel que :

~ o
a) A + ug B soit une hélice a équateur répulsif.

~ ~
b) A - u, B soit une hélice a équateur attractif.

Dans cette situation, on prouvera, dans le lemme 3, que le systéme

~ 2
(1) est transitif sur S”, ce qui permet de conclure sur la contr&-

labilité de (1) sur R3 —{o} .

Lemme 1
~ ~
On suppose que (A + u B) est une hélice ; alors :

P ~/
(i) (A + u B) est a équateur répulsif si et seulement si q(u)<:o

~ ~ \
(ii) (A + u B) est @A équateur attractif si et seulement si q(u);>o

Preuve :
Soient q,§1es valeurs propres complexes de (A + u B) et ¥ sa va-
leur propre réelle.

. ~ o~ Y . . .
On sait que (A + u B) est & équateur répulsif si et seulement si

la partie réelle de o est plus petite quex . ie Re (A )<X

Posons @ d)/g




Les valeurs propres o(,;{- et".6 sont données par :

X = -;17 (ér1+;gr2)
;'(:., -31- (_a-’r1+;3r2)
"6: -3}- (r1+r2)

ou /A ,JA désignent les racines cubiques de l'unité :

donc:Re(0()=g{+:f 1 (3+62 (r,l+r2)=— 1 (r, + r.)
> 3 T2 < 1 2

(r

+

Re ()X (—>- L v 1) (3 (rg * )
(:)— (r,l + r2) o <:> r, + r2> o
3
(=11 - (D r,’ > -5 i

- g+ 3—\2—3—- \Wa + u B > gy & 3 Y3 NA + u B

<:—_)- 27q(u)>o<::> q(u)< o

[\S] ENo Y P

~ . ~
L'hélice (A + u B) est & équateur répulsif si et seulement si q(u)< o |
~ ~
Si (A + u B) est & équateur attractif, on fera la méme démonstration,

on trouve q(u) >0. Ce qui achéve la preuve du lemme 1.

Lemme 2

Il existe un contr8le uoe R tel que :

~ ~
a) (i) A + u,B est une hélice a équateur répulsif.

land

A

~

- u_B est une hélice a équateur attractif.

(i1) o

b) Les deux équateurs sont distincts.

Preuve : k 3‘ o
- N A - p
Montrons a) Soit B = o o n )"#



Sachant que B et (B - ,xi) ont méme projection radiale sur S° ; on

peut donc considérer la matrice :

oo AD-(3 25 Ao

O

f f, du discrimi-

Maintenant on va calculer les coefficients f6 H 5 3 4

nant A(A +u BY on a:

S, = -3 =7
Ky = - %?- (}L -A)3. On remarque que K3f o car}l# /\

n
1

1 2
o 2 (A) = 3 (tr A)
2 1 1

immswm? A2 T el S e A - odet ap)

P
1

S (A,B) = - D (ay +ay,)
det (A,B) = (b = A) (ay, a,, - ay, a,)
5, =Y _(A,B) - £ trA - X

2 2 1

K2=_§(trA)yA-/\> + 3 2 _(A,B) (/u-))
K = -= 2_ (tr A)3 + 2 ! (A) tr A - det A

o 27 3
donc

3 2 4 6 4 6

fo = 4 S, + 27 Ky =_—2—7(};-)) +27-(-2-7)2(/1-)) = o
f. = 12 S, S 2 + 54 K, K

5 1 72 2 3

4l



[Z(-' )-"Tr A) E}c—)‘]( (- ) )11 54 [- £ tra (}x-))z

+is e - )]( 1 - ))3> |
=§94,—)\) [Z(A,B)- trA S}L—X)+%tr1\ ()L—))—Z(A,B)}:O

wir

N

2 .
+ sO s ) + 27 (K + 2 Ky K3)

(o -X) )[Z_(A B) - % trA (u DL (i(A) -1 trA))
- 7). 27[(. 2 e n o)) +3-2(A,%->))ﬁzz. 2 (AT )
S®) M)+ %—Z(A,B)_ trA - det (A,B)) (- %—7 (. -)\)>

i -pf [4 (a9 3, = 87 859) = (3, + <"‘22)2]
a [ 2
= - (/).-—)\) [\a’l’l - a,,)" + 4 a,, a2,l]

)2 + 4 a

H
o

1]

-

N

%2}
N

~~

[97]
N

i

KN

N
W] Lvhéafr\\

Wl

- a a,, étant négatif donc f, est positif.

(a4 22 12 321

Dans ce cas, (A + u B) est un polynéme d'ordre 4, dont le coeffi-
cient f4 est positif. On sait donc qu'il existe uiéﬂ, vérifiant :
\du ER si lul > Iuil alorsAa + u B) Do «¥)

dtautre part, sachant que :

2 3
q(u) = Kg + UKy +u” Ky + u” Ky
avec, comme on l'a remarqué : Ky =o0

On peut donc choisir u vérifiant () et tel que :

g(u.) o
© < X€)

g(-u ) o

Y&



donc u_ vérifie : ZX(A +u B))>o et q(uo)<(o

Aa - ug B)>o et q(auo)>o

» I3 . - Y N N ’, b
Ceci signifie, d'apres le lemme 1, que A + ug B est une hélice a

’ Id L3 N N ’ 13 ’
équateur repulsif et A - u, B est une hélice a équateur attractif.

Montrons b) :

Supposons que les deuxJéquateurs de dx + ug B) et X - Ug %ﬁ ne sont
pas distincts.

Donc (A + ug B) et (A - ug B) laissent un m@me plan P invariant.

La somme (A + u, B) + (A - ug B) laisse invariant le plan P.

La différence (A + uoB) - (A - ug B) laisse P invariant.

Donc ¢ A et B laissent P invariant, ce qul est en contradiction avec

l1'hypothése 1°). Ce qui achéve la preuve du lemme 2.

~ ~
On a donc montré qu'il exisic= deux hélices H, et H, telle que l'une

est a équateur répulsif et l'autre a équateur attractif.
De plus, leurs plans équatoriaux sont distincts d'aprés le lemme 2.
On va démontrer un lemme qui nous permet de conclure sur la transiti-

~
vité de (1) sur SZ. Ce qui acheéevera alors la preuve du théoréme.

Lemme 3 2

~J "4 ~nS
Soit £ une F.C.V sur 52. si fcontient deux hélices 24 et‘%; & équa-
N b rd ’ . N N, 7
teur distinct telle que 21 est a équateur reéepulsif et 22 a equateur

~x 2
attractif alors‘fcest transitive sur S .
Preuve
=
1.

monstration de ce lemme consiste & recaler le point x& a D1 et

. 2 Yy
Soit 'xles tel que 21(21) = 0 et soit Dy l'équateur de La dé-

réciproquement.



~n/ ’ A/
Z5 (11) 710 , ce quli permet de bouger %, avec le champ Zse
79 s ~ . .
L'hélice 22 étant descendante, on peut recaler ;c,l aussi pres que
p N/
l'on veut de 1l'équateur D2 de Z2.
ﬂ M v r'd 7
21 et 22 sont indépendantes donc les deux equateurs D1 et D2 se

coupent.

Donc le point singulier2l, e:t recalable a D,-

Réciproquement soit x4 un point d'intersection de D1 avec D2 ie
7(#6 D, N\ Dy
On suivra la trajectoire de D2 tel que l'on soit dans 1'hémisphére

contenant X,. L'hélice %’1 étant montante, donc on peut recaler le

point x4 de D, aussi prés qu'on veut dez,l.

1

D'apees ce qui a été dit ci-dessus, il existe une trajectoire de %’2

passant par € 1°
I d . ’ s N
. Cette trajectoire coupera nécessairement l'hélice 21.




L'équateur D1 est contr8lable ; donc on vient de montrer que tout
point de l'équateur est recalable éﬁxﬁ. Ce qui acheve la preuve du

lamme 3.




B EST DU TYPE IV

Clest & dire : B = g ?3\ ; aveC)Lf

L'étude du systéme (1) se fera en deux étapes : a5, f o et a,, = ©

et selon le cas, la téchnique utilisée est différente,

ler cas : a21 % o}

Théoréme
Une condition suffisante de contr8labilité sur ﬁ(? -‘{o} y

est que le systéme (1) vérifie :

334 a23> °©

Preuve @

Dans ce cas nous allons montrer qu'il existe un contrdle Uy éa telle
que X+ ug Eﬁ soit du type II (hélice)

La condition 2) exprimera le fait qu'on peut trouver une courbe con-
tinue passant par un point singulier de @Jet stapprochant aussi preés
que 1'on veut de son point anti-podale qui lui aussi est un point
singulier de B.

Pour la démonstration, nous utiliserons le fait qu'un méridien sé-
pare strictement la sphére en deux hémisphéres H1 » Hy et que toute
courbe continue issue d'un point p non contenu dans ce méridien et
stapprochant arbitrairement prés de (-p) (-p est l'antipodale de p)

rencontre le méridien en un point intérieur de la courbe.



Lemme 1 :

) ~n ~
Si a,, 7/ 0, il existe u_ 6@, telle que A + u_ B soit un champ du

type (IIy.
Preuve : o 1 o
Considérons la matrice B' =| © © ° on salt que B et B' ont la
' © /" A méme projection radiale sur
S2'

Dans ce qui suit, on va calculer les coefficients f6 et f5~ du discri-

minant A(A + u B)

2
Ona: S, =3 (A,B) -% trA G-\

S, = -3 w -M°
Ky = —%—trA (};-X)z + %Z_(A,B) (}L-)‘) - det (R,A)
Ky = =%, (W -A)> Métant différent de A donc K, # o
det (B,A) = - a3y (b -\)
D'ou :
fo = 4 523 + 27 K32=——§7 ()a.—)\)6 + 2782 (}L-).)G =0

2 : 2
fg = 12 S, S, + 54 K, K3=12(S (A,B) - 5 trA (ji')')>"

(.91 ()u_)\)‘l) + 54 —é-trA (/u_)‘)?- + %Z(A,B) (}L—)\)
- det (8,A)] [ - 5= 9">‘)3

= 4 det(B,A) (/L-)\)

Comme asq {o , donc f5 7!0



Par conséquent il existe uoé ﬁltelle que 3

A+ u, B Do (%)

<1(uo) f o) (%%)
La condition (%¥) peut &tre réalisée car Ky ¥ o)
. ~ ~
On vient donc de montrer qu'il existe ug €¥ telle que A + ug B soit

une hélice, ce qui achéve la preuve du lemme 1.

Lemme 2 :

La condition a3 a31>> 0 va nous permettre de constuire une courbe
~

partant d'un point singulier P de B et passant aussi prés que l'on

veut de son antipodale (-p).

Preuve : (o)
. o
o'l
On va prouverle lemme 2 pour le point singulier de B, N = 4/, ce

qui ne change rien a la généralité car un m@me raisonnement condui-
/\J
ra au m@me résultat en pren— it un autre point singulier de B qui ne
1
lui est pas symétrique i(8)par exemple.
La condition du rang prouve qu'il existe une trajectoire qui passe
par N et qui le raméne, suivant le signe(az3),dans :
} si a23> o

- - s _ 2 / .

(ii) 1'hémisphére H, = A{(x,y,z) € s /y<o} si a23<o

On va faire la démonstration dans le cas ou a23<:o y Ce qui ne res-

(i) 1l'hémispheére Hy ={ (X,y,z) € 52 /y}o

treint pas la généralité.




D'aprés ce qui vient d'é&tre dit, il existe une trajectoire qui ra-
o)

méhe le point singulier de’go N =(?\é 1'hémisphére H2.
A l'aide des trajectoires de'g'qui sont parcourues dans les deux

sens du temps, tout point ge H, peut &tre recalé arbitrairement pres
du point P (1,0,0), or, A(S)est un vecteur transversal au plan équato-
rial, donc il existe un voisinage V de (1,0,0) tel que tout X €V,

AX est transverse au plan équatorial.

Par conséquent, tout point de H, est recalé dans %e{est ramené a
l'aide des trajectoires de %jarbitrairement prés de (-N), l'antipo-
dale de N.

Finalement, on a construit une courbe issue de N et s'approchant

aussi prés que 1l'on veut de (-~ N).

I1 est clair que dans la démonstration, on a eu besoin du fait que

a31‘<’o » Ce qui nous a permis de recaler le point N 3 H2 [\E

ol EI={ (I,y,z)ES2 / :H<o}-

Lemme 3 :

Soit (D) 1l'équateur d'une hélice et p un point de 32 non contenu
dans (D).

Si T est une courbe continue qui relie p a un point arbitrairement
prés du point antipodale (-p) de p, alors T coupe l'équateur ; ie
TN(D) ¥ 4.

Le lemme 3 achéve la démonstration du théoréme ; en effet :
Remarquons d'abord que l'équateur de 1'hélice (Q}+ uégs trouvé au

NJ
lemme 1, ne peut pas passer par les quatres points singuliers de B,

1
a savoir i(%)et 1(8), sinon on aurait le plan (o z)qui serait invariant.



Donc @
a111'+ a13z

p s
Al o = 8, X+ 8542
zZ a311 + a33z

I1 faut donc que :V?L,z , a21')C+ a,32 = O

Ce quil impose : 854 = a3 = o ; c'est en contradiction avec a31 a23>>o.

Supposant, sans restreindre la généralité, que le point singulier

N =(§) delg n'est pas situé sur 1'équateur de l'hélice (ﬁj+ ug D).
D'aprés le lemme 2, il existe une trajectoire construite par conca-
ténations des champscy et t(g et qui relie le point N suffisament
prés de son antipodale (-N) de méme,en raison de la symétrie de la
sphére 52, il existe une trajectoire issue de (-N) et s'approchant
suffisament prés de N.

Par conséquence tout point de la sphére peut &tre atteint ou recalé
3 1'équateur en utilisant 1. lemme 3 j; ce qui permet alors de con-—-
clure sur la transitivité de (2§ sur 52 et par suite de (1) sur

R - Jol .

Reste donc & prouver le lemme 3.

Preuve de lemme 3 :

(D) étant l'équateur donc il sépar@ strictement la sphére 52 en

deux hémisphéres A, et A2.

I1 est clair que si p est dans A1 alors (-p) est dans A2 et inverse-
mente.

La courbe T est continue et joint un point de A1 a un point de A2.
Or : Ay f‘AZ = 7/ , donc d'aprés le théoréme du passage des douanes,
énnoncé ci-dessous, T contient un point de la frontiére ie de 1'équa-

teur (D).




Théoreme du passage des douanes :

Soit X un espace topologique et A C X.
Soit C un connexe contenant un point de A et un point de AS
alors C contient un point g de la frontiére.

Ce qu'on peut illustrer par le dessin suivant :

2éme cas

Théoréme ¢

3
Le systeme (1) est transitif sur ﬁ{, -.{og si en plus de

la condition du rang on a :
Z
(h =) [4 a3q 33 = GL=A) (ayy - a22>]>o

On va montrer qu'il existe u, ELﬂ,tel que :

(1)

+ ug %’soit une hélice a équateur attractif.
- uo‘%/soit une hélice a équateur répulsif.

Ce qui nous permettra de conclure d'aprés le lemme 3 du (III.3)

Preuve ¢

On va calculer les coefficients f6 y fg s et f4 du discriminant

A(A + u B), on trouve :



~

T (A,B) = (}L—>\) (2, + 3,5,)

923
i

Sy - % (tr A)2

. _g Ctr A)2 ()L_)\) +% 3 (A) (}1_)\) + 323 (A,B) tr A - det(A,8)

~
fl

det (A,B) = ayq 8,5 + ()ﬁ(—)x) a5, 2,

2
+ sO Sz) + 27 (K2 + 2 Kl K3)

2
-4 ()., DN [Z(_A’B) ._%ZA,B) tr A (}.L-)\) + g— (tr Ay®

2

1 2 1 2 2 4
3 > (A) ()-L—>‘) +§(tr A) (/,L—>\)] + 27 -ég/(trA)x

G -2°
4 1Y 2 9 4
(- s g 2 (A,B) M -\ + det(B,A) - 3, % (A;B) tr A)x

(n N7 - %Z(A,B) det (B,A) (i -+ g det (B,A) (tr A)x

8 2 4 4 4 4
s7as (tr A° =M% - 5o T, <)1-}\) - so—x

(n = M7

+

> (A,B) tr A (n -\ )+ 4de§.(7A B) ()L —)\)3]

£, = (/L-)wz [4 (},L-)) det (A,B) -2(_%\,8)]= ()L-)\>3,<

2
[4 334 333 = =N (3 - azz):l

D'aprés nos hypothéses, f, est donc positif.

4



Il existe UOG_R tel que :

A+ ug B))o
A - ug B)>o

€3

’ 2 3
De plus on a q(u)-KO+uK1+u K, +u K3

etK3=—%7(u—A)37éo caru/A

Donc on peut affirmer qu'il existe uOE,\Rvérifiant A) et telle que :

q(uo) >o
q(—uo) <o

. nJ
Les deux conditions (%) et Ok# prouve qu'il existe deux hélice z,

o/ s 2 .
et 22 telles que 1'une est a équateur attractif et l'autre 3 equateur

O X))

~/
répulsif, et donc d'aprés le lemme 3 du (III.3) le systéme (1) est

2 N
transitif sur S et donc (1% l'est sur 'R3 - io} . Ce qui acheéeve la

preuve du 2éme cas.




B EST DU TYPE V

A -u o

Cwst a dire B =|u )\ o}

o o A

Théoréme :

On SUppose que A = (aij) posséde des valeurs propres comphums
let la condition du rang réalisée en tout point de IR3 - Xo%.
g0y (2 3,1 ,
Si 1°) <; 55 (tr A)™ + 3 2(A) tr A « det A> (a11 +a,, - 2a33%<o
2°) 1l'une des deux conditions (i) et (ii) suivantes est
vérifiée :
(i) aq, ¥ 3,4
(ii) é33 f o

Alors le systeme ‘1) est transitif sur fR3 - {OS.

Pour la démonstration de ce résultat, on utilisera les propriétés du

saturé de(fz. En effet, d'aprés les propriétés du Sat{F{l;Q}];

ennoncés au chapitre Is On a :

1) X B € ?‘ $\Pc€ R etB A ot Sat(r%.

2) Le saturé de:ﬁ est stable . pour les combinaisons positives :

1

idonc :%njé N* ,\f%éR, %%_z_{ e(?'w pt)B A e;(-ﬂr pt)B E Sat(,}‘\).

3) Sat (f est fermé, donc :

. n-1
lim % Z e(2“ pt)B A e("z.'r pt)?] = (:6 Sat(F)

n ___>w \P=0



En calculant cette quantité, on trouve une matrice hyperbolique
complexe H. La condition 1°) prouve que si l'équateur de A est tran-

Sitif alors celui de H est attractif et inversement.

Preuve :

o -u o
Il suffit de considérer 1la matrice B! ={u o o} car B et B' ont
2 o] (@) o}
méme projection radiale sur S .
On sait que : Cos t sin t
etB' _{-sin t Cos t
o
Donc :
. Cos t Sin t a13
e A =|-sin t cos t a a
23
o o a33
4
Cos t sin t Cos t sin t Cos t sin t
=/ 211 T 81 ;212 Y / 243 T 83
sin t + Cos t sin t Cos t a sin t + a Cos t
= 211 21 / ~ 212 * 3y )~ 343 23
434 83 333
/ /
Cos t - sin t o)
- 1 '
etB' A tB - etB A
sin t cos t o
o o) 1
= A

11 P Mg
21 P Asy
31 A3p A




Avec

. 2
sin

Ajq = a8qq Cos t + ay,

A = a Co 2 t sin
12 T %qp “OS 31

A13 = a13 Cos t + a23 sin t

A, = a., Cos“ t in2
21 T %21 = 8qp SN

2 . 2

A22 = a22 Cos t + a11 sin

A23 = a23 Cos t - a13 sin t

A31 = a31 Cos t + a32 sin t

A32 = 332 Cos t - a31 sin t

Ayz = 333

Maintenant on va calculer

t + (a21 + a12) sin t Cos t
t + (a22 - a 1) sin t Cos t
t + (322 - a11) Cos t sin t
t - (a21 + a12) sin t Cos t

Sy
n-1
c = 1im 1 e(ZTrpt)B A e-(ZTrpt)%) etB' A e—tB' dt
n " \p=o 0
)d)
T P4\
On a : JCostdt=J‘l+C052t dt=T\-
2
&. o
‘551n t dt =00
j%ostdt:o
j%ln t dt = o
ZD
Donc : ~5ﬁ11 dt = W (3, + ay,)
[\

£~qa




1]

X
‘JA dt r‘(a12 - a._,)

12 21
©
2
A13 dt = o
o}
dt = TW(a,, - a,,)

"

= B¢
N
N

dt “-(al1 + a22)

R %
p ot > A
N N
w =
I I
&_—/}
» A
n
C —
4 ro
» A
I
0

dt . 31 dt 32 dt
% |
jA33 dt = L[ a5,
)
d'ou P2
. . W, + ay,)  May, - a21) o
C = e A e dt =
o --Tf(a12 - a21) '“(ail + a22) o
o o 2N az,

le cas : supposons que (i) scit vérifiée, donc : a127£651

‘s 2
la matrice C est donc hyperbolique dans &, e/est une hélice sur S .
En caLculant la différence entre la partie réelle de la valeur pro-
pre complexe de C et la valeur propre réelle, on est ramené a dis-
cuter les trois sois-cas suivants :
1) agy + 3, - 2333 Lo
/
dans ce cas l'équateur (D) de Y est répulsif.
Pour avoir la transitivité sur 52, il suffit que 1l'équateur (D)
re

de A soit attractif, donc K o
2) agq ¥ 3, - 233, Do
(D') 1'éguateur de C est attractif, il suffit donc que 1l'équateur (D)

2
de‘x soit rédpulsif pour avoir contr8labilité sur S, donci&)éio.




d'ou l'on a : Ko (a11 + a22 - 2a33) <o

Ce qui achéve la preuve dans le cas ol a4, ?4----a2,1

2&me cas : on suppose que la condition (ii) est vérifide et (i)

ne l'est pas.

Donc : a33.7éo et a;, = a,,

Dans ce cas la matrice C devient :

a5+ a,, o o
c =1r
O a11+a22 (o)
o) o) 2a

33

or c & Sat(’ﬁ;', z Beﬁ
donc :(C,i B}c‘ sat(?) ﬁ% + u B, uGR} C Sat(?{

On va calculer les coefficients fc'> , £! f2' , fé ’ fl'l de A(C + u B)

1
) __1 _ 2
On a : Sé = =3 (2a33 a11 - a22)
) 3
Ke = =57 (Qagy —ay, - a,,)

S5 (c,B)

= 0
—> Ky =o
det (C,B) = o
Si = 0
2 2
det (B,C) = 2a33TT u ——i> K = - det (B,C) = - 2a33TT-u

= f! = o

Donc : fr = f
© 2
= 108 a3§ et

a33¥o ;u;lo :?'f;l>o
~nJ o

Donc il existe un contr8le uO€,R tel que : C + u, B soit une hélice.




De plus on peut choisir uo assez petit pour que : q' (uo) et Ké

aient le méme signe.
~/ >
Pour que le systéme (1) soit transitif sur S y 11 suffit que :

?
K K, <o.

. s 4 . 2_ 3
C'est & dire : - 55 Ko (2a33 - a11 - a22) <:o
Kg (2a33 - Ay, - a22):;><3“
~ o ) _ ~
-—:> Ky (a11 + a5, 2a33) <; 9

Ce qui achéeve la preuve du théorame.

Corollaire 1 : On suppose que A est du type (1IV)

Pour que (1) soit transitif sur ”23 - %?3 y 11 suffit que les deux

conditions suivantes soient vérifides :
D (=% (tr A% s 25 (A) trA - det A) (8. 4 & _ 24 ) <o
27 3 11 22 33

2) O<1ZA’B) - det (A,B)%o

OQDQ désigne la valeur propr.: de multiplicité deux de A.

La condition 2) prouve l'existence d'une hélice H pour u assez petit,
la condition 1) impose & H d'&tre de sens inverse que celle trouvée

dans le saturé.

Corollaire 2 : Supposons que A est du type III

Pour que (1) soit transitif sur 023 —uios il suffit que :

2 3 1
1) <; 55 (tr A)™ + 3 < (A) tr A - det A (a11 + ay, = 2a33)<< o

2
D isae (o = oly) = 4 det (A,8) { o
oh*l eto(2 sont les valeurs propres de A.
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B EST DU TYPE VI

ie : B est la matrice nilpotente d'ordre deux.

B = A 1 o
o A o
o o A

Théoréme :
Pour que le systeme (1) soit transitif sur - jof{ , il
faut et il suffit que la condition du rang soit vérifide en tout

point.

On montrera que si B est le nilpotent d'ordre deux, alors il existe
un contr8le U tel que : (A + ug B) admette des valeurs propres
complexes.
L'équateur (E) de (A + ug B), la projection radiale de (A + u B)
~
sur SZ, ne peut pas coincider avec le noyau de B et ne contient
(3) . (-1 .
ni{olni .
Par conséquence le point sirgulier X_ de 1'hélice (A + u_B) vérifie :
o) o)
Y
ﬁé Ker B

2 L)

On démontre alors que dans ces conditions XO peut &tre recalé a

o]e)

l'équateur (E) et inversement. Ce qui achévera la preuve du théoréme.
Preuve :

La condition du rang est évidemment nécessaire@j}

Montrons qu'elle est suffisante, pour cela on va énoncer et démon-

trer certains lemmes qui nous permettrons de conclure.
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Lemme 1 :
Si B est la matrice nilpotente d'ordre2, et si le systéme (1) véri-
fie la condition du rang, alors il existe un contrdle uoe /R tel

que (A + Ug B) admette des valeurs propres complexes.

Preuve :

En effet on a :

f6 = 4 523 + 27 K32
f5 = 12 51 52 + 54 K2 K3
or i S, = Ky = 0 =K,
donc : f6 - f5 = o
F, =12 S, (524580 +27 (K.2 42 K. K.) = 27 k.2
4 2 1 o "2 2 1 3 2
Ky = = § (tr &) (tr 7 + 23,8 (tr B) + £ Z(®) tr A - def(8,4) <0

2
(54

Hh
[
oy
92)

+ 65052) + 27 (2 KO K3 + 2 K1 K2) = 4 S

[92]
]

2 A,B)
4= 2(A,B) -5 (tr A) (tr B) = E ( - -a,,

Si a21 * o) alors f3 % o)

On peut donc choisir u, tel que :zﬂ(A +ug B) soit positive.

Supposons le cas oUu 8,4 = O

#




£, = 12 SO (812 + SO 52) + 27 (K12 + 2 KO K2) = 27 K12
Ky = - %—(tr M2 (tr B) + —%— S(A) tr B + .31 (A,B) tr A - det (A,B)
=821 %23
431 @33
= - 2831 33

i

2 . . .
£, 27 (a31 a23) , donc si a3, a5, f/o, il existe UOE;”Q, tel que
[A(A + ug B) soit positive.

On va montrer que lorsque a5, 3,5 = O la condition du rang n'est

pas réalisée.

ler cas : a31 = O
311 %12 13
A: O a22 a23
3835 833
Donc 1\\ a 1

>
(o]
e S
1]
0
IS
\II/
>
1}
(o]

o}
s PP . 1
La condition n'est pas realiseée au point o
o
2eme cas @ a,3 = ©
%11 %12 %13 )
A= o a5, o
a a a
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Dans ce cas le plan g o z est invariant par A et par B, donc ce

qui signifie que la condition du rang n'est pas réalisde sur ce plan.
On a donc nécessairement soit a4 f 0 soit a31 a5, f o

Par conséquence, il suffit que la condition du rang soit réalisée

en tout point pour qu'il existe un contr8le udé;ﬂi tel que (A + uOB)

admette de valeurs propres complexes.

N

Désignons par (E) l'équateur de 1'hélice (A + ug B) et Xo som point

singulier.

Lemme 2 :
—_— ’

L'hélice (A + u B) vérifie les propriétés suivantes :

~——
(1) (E) Ker B

A
(ii) i(g)é(a)

—~
(iii) Xo ¢} Ker B

Preuve :

—~_

(i) supposons que (E) = Ker B
On va prouver que dans ce cas, la condition n'est pas réalisée sur
(E).

En effet :
/\_/

A + u, B laisse 1l'équateur (E) invariant.

-
B laisse invariant tous les points de Ker B donc de E, il en est de

mé&me pour Uy B. .
N ~ A~ Y Y A
Donc la différence : A + u_ B ~-u_B=A+u B-u B=A
o o o o)
laisse 1l'équateur (E) invariant.

Par conséquence sur (E) la condition du rang n'est pas vérifide.
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. 3 k3 ~ ~ (\/
Ceci est en contradiction avec 1l'hypothése, d'ou (E) 7! Ker B

1
(ii) 51(8)6(5) alors il existe un point p tel que :

~J

Bt ) [y 5 -1
(8) =<e e P, téRjU -e . p , tQR}U 8 , g

~J
en effet, les trajectoires de *B vérifient pour tout point p dis-

4 ’4 N T N
tinct de| O Jet| §); et n'appartenant pas a Ker B;
0

adh({o%\t). o, té(R%U %-erB\;. b, t‘GRB):C

ou C est un équateur passant par(/ol) et<-01)et contenant (p) et (-p).
0 0

A -1
(]
Puisque (E) passe par g et (O), il coincide avec deux courbes in-
e ~ .
N . : B
tégrales, a savoir Qeet.p ,L QR} et {_—e t.p Ee R}

Donc la condition du rang n'est pas vérifiée sur ces deux trajectoires,

1
et ceci est en contradiction avec l'hypothése, d'ou : i(o (E)
0

(iii) supposons que XO € Ker B

/\/
)(O étant un point singulier de (A + ug B), donc :




——

v ~ o (a%d
(A +uB) (X)=o0 >A(X)+uB(X)=o
O O (@]

~_ ~
or : Xo-é Ker B entrafne que B(XO) = 0

~
d'ol l'on a A(XO) = 0O
Donc au point X, la condition du rang n'est pas vérifide, ce qui

./
contredit 1l'hyporthése, d'ou X ¢ Ker B.

Lemme 3 :
-/

Pour tout point p de 52 n'appartenant pas a Ker B, on a :
~ o~

8) ¢ s(Rrp et p € 5T (a)

Il est clair que le lemme 3, nous permet de dire que le point
-~ .o

singulier Xq de (A + ug B) peut &tre recalé a (E) et que tout point

de (E) peut atteindre Xo'

Ce qui achevera alors la preuve du théoréme.

Preuve du lemme 3 :

Soit p un point de 52 tel que :

1
On sait d'aprés le lemme 2 que : i(g%(i)

6%



J
+ 1 . . Bt GR . .
P f - 8 , donc sa courbe intégralele .p , t s'approche arbitrai-
1 ~1
rement prés de|QJet de | o
A\ [-1) \O
Les points (3) et (g‘)étant antipodaux, dont d'aprés le théoréme de
passage des douanes la courbe intégrale Je t.p ,‘E‘e Riest transverse
a l'équateur (E). Ce qui achéve la preuve du lemme 3 et donc du théo-

réme. A

69




B EST DU TYPE VII

B est 1la matrice nilpotente d'ordre trois.

C'est a dire : B = A 1 o
o A 1
o o

On suppose que A possede deux valeurs propres complexes conjuguées

oLet a(.

Théoréme :

Une condition suffisante pour que le systéme (1) soit tran-

s 3
sitif sur n< - {ok est que :

2 3 1
- 5= (tr A)” + 3 :Z}A) tr A - det A) a31:7 o (?F?

N

Avec la condition () on impose a la composante suivant (oz) du
point é‘)d'étre positive si l'équateur de 1'hélice A est attractif
et d'étre négative si 1l'équateur est répulsif.

Dans le cas ou les valeurs p.opres complexes sont imaginaires pures,

le systéme (1) est transitif. En effet puisque A est compact alors

le systéme (1) est équivalent é{t A, I

Preuve :
o 1 o

Dans la suite on va considérer B' =lo o 1 |puisque B et B' ont
o o0 ©

méme projection radiale sur S2.
On supposera, sans restreindre la généralité, que l'équateur de A
est répulsif.

Donc, d'aprés le lemme 1 du (III.3) on a q(o)<:o

- 2 3,1 -
Or q(o) = Ky = = 3% (tr A)™ + 3 TZRA) tr A det A<: o



~
Le champ de vecteur B' admet deux points singuliers a savoir :

1 -1
o Jet o
o) o}

1]
wo]
OO0
\_—/
|
us]
OO0
~—
\
o
L
N
00
~—
i
00 D
S~——
1
p
o>
1
(0]

~ (3
En effet : B! o
-1 ~ (1
~
B'( 8) -B (8) = o

Notons que ces deux points singuliers sont situés sur l'équateur

N ~t
E du champ B, et par suite l'équateur D de A coupe nécessairement

™

E en deux points p et(-p) diamétralement opposés.
Soient'ubérespectivementq%) le point singulier de’X’situé sur l'hé-
misphére Nord (respectivement de 1'hémisphére Sud).

Deux cas se présentent :

~

ler cas : L'équateur (D) coupe la courbe intégrale du champtB, pas-

~J
sant par %, ; c'est a dire : N\ eBt"xv\, tERg % ¢

Dans ce cas on sait recaler le point singulier 7Q9e A a son équa-
teur. Ce qui acheve la preuve.

On peut illustrer la situation a l'aide du schéma suivant :

2




N
2eme cas : On suppose que la courbe intégrale de I B issue de QLwne

rencontre pasn5D) 1'équateur de A.
. B
ie (D)(\ {e tf)cv\, tGRS = %

On a donc la situation suivante :

Mais on remarque, dans ce cas, que si on peut passer de 1'hémis-
phére nord a l'hémisphére sur, on coupera nécessairement 1'équateur
(D).

Fn effet, si on passe de 1'hémisphére nord a l'hémispheére sud, on
pourra alors construire une courbe continue joignant un point p suf-
fisament prés de son antipocale (-p).

Ce quil nous permettra de conclure que le systéme (1) est transitif
sur n<3 - 1?} . puisque d'aprés le lemme 3, cette courbe coupe
l'équateur (D), ce qui signifie alors qu'on peut recaler le point
singulier'nge'K'é son équateur et comme A est & équateur répulsif
7C“peut &tre atteint a partir d'un point de 1l'équateur, donc le sys-
teme est transitif sur ﬂ(B - io% .

Cl'est justement la condition a31<< 0 qui nous fait passer de 1'hémis-
phére nord a l'hémisphére sud.

Dans le cas ou Ko:>c>, on fera le méme type de démonstration, on trou-

ve la condition a317 o
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ie

It
|
=

En effet ;3 posons : C

)
O
3
N
t
a
@
f
pe
H
|
b
I

- tr A

det C = - det A

On trouve : K, = - K

Donc ce qui vient d'&tre démontré ci-dessus :

KC<O ___——-—) c31<o

}&)>x> ::i; q31‘> o

Donc en définitive la condition ayq KC):><> est suffisante pour la
compléte contrdlabilité de (1) sur IRE' —io} .

Remargue :

~s
‘ . q s . + ,f; .
Dans la démonstration, on n'utilise pas le fait que - ESG , ce qui

nous permet d'énnoncer le corollaire suivant

Corollaire 1 :

, L L 3 |
Si a4, Ko :>o, le systeme \?,B est transitif sur ”1 - %fns .

Corollaire 2 :

On suppose que A est un champ du type IV.
Pour que le systéme (1) soit transitif sur ”{3 - {?ii , 11 suffit

que :

1) ag, Ko>o
2)0(,l s— (A,B) - det (A,B)%.o

avecc*1la valeur propre de multiplicité deux

> (A,B) = - (ay, + a32)
det (A,B) = -Ja,; 3,4 a4 3y
331 933 831 ¥3p

La condition (2) prouve que pour u assez petit on peut trouver une

+3



hélice H, on peut donc appliquer le corollaire‘i.
Preuve :

Calculons les coefficients £, f de A (A + u B)

1
1
On suppose que A dans sa base propre s'écrit : A = 1
O Qo 0(1 (o]
A
° "N
0(7@0(
1 2
On a : tr A = 2k, +RA
1 2
2
I(A) =O(1 +2O(10(2
\
2
det(A)=O<10<2
1 2 1 C( 2
= - = = = -
s, = ) -3 (er o2 AR
. _ 2 3.1 - 2 3
Ko—-27 (tr A) +3I(A) trA—detA_27 (O<1.-°<2)
Donc :
f =452427k°% -0
O o] O
51=E(A,B) -% tr A tr B = > (A,B)
K, = =2 (tr A2 tr B + EZ(A) tr B 4+ 2 2(A,B) . tr A - det (A,B)
1 9 3 3
=%§(A,B) tr A - det (A,B)
- 2 _ 4 X 3
bonc f, = 12 S, Sp + 54K Ky = 3 (0(1— 2) (0(1§(A,B) - det (A,B)
Si Jj_ E (A,B) - det (A,B) = o alors f1 = 0.

On peut donc trouver u, assez petit de fagon que :

A(A + Uy B)? o
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D'ou l'existence d'une hélice H.
Si Uy est convenablement choisi, le signe de q(uo) est le méme que

i K «
celul de o

Donc la condition a3q Kof>‘3, suffit pour conclure sur la transiti-

vité du systéme (1) mur”lS - 2 03 .

Corollaire 3 :

Supposons que le champ A est du type II1I.

Pour que le systeme (1) soit transitif sur ﬂ<3 - i?‘s , 11 suffit
que :

1) asy Ko>o

81 3 a1 %12

+ ) (o]
339 333 331 %3 f

On montre de la méme maniére que le corollaire 2, qu'il existe uoé;”2

~J ~/
tel que (A + u, B) soit une hélice et on applique le corollaire 1.

Preuve :
Calculons f_ , f, les coefficients de [&(A + ug B)

On suppose que dans sa base propre, la matrice A stécrit :

A' = o} OLl o C% %‘X

(]

Donc

tr A

2d1+d2
Z(A) =O(12 + 29<10(2

2
det (A) = A&, O<2
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1 2
S = -3 (0(1—0(2)

2 3
Ko = 37 (0(1 '0(2)
£ =4 Sg + 27 K 2 = o
O (o]
51 = O
81 83 11 8412
K, = — det (A,B) avec det (A,B) = + ’
1 a31 333 331 24,
Donc .
2 < 13
= A f=—ig -— —
£, 12 S, 84 % 54 K Ky 4 det (A,B) (0(1 2)

si det (A,B) 7!o alors f, f o.

et par suite il existe uoé_IR telle que A (A + ug B) soit positive.
D'ou l'existence d'une hélice (X\i uéﬁg).

On peut choisir uoéﬂzde telle sorte QUe :

OA® +u, B Do

(ii) q(uu) et K ont méme sicqne.

Considérons la matrice C = A + u_ B

O

Le systéme (1) est équivalent au systéme :

(2) %c, : B’g

C étant une matrice possédant des valeurs propres complexes, on

peut donc lui appliquer le corollaire”].

D'aprés la condition (ii) q(uo) et K ont méme signe, donc pour avoir
transitivité de (1) sur ﬂlﬁ —”{?% il suffit d'avoir : C31 &D;>c>

Or : C31 = 854 * Ug b31 = a34 car b31 = 0

D'ou la condition suffisante de transitivité : azq KO;> o

Ce qui achéve la preuve du corollaire 3.
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CONCLUSTION

La situation peut se résumer par le tableau suivant :

1D |m || ¥ |®

@

-
N
N
g]
N
N
N
N

-

Al B[R] B H
A

¢ , ¢ . ¢ | C & C C
i ? | i ]
i !
79 ¢ ¢ c | C e C
' . . SEURUEN WSS DI
(c) signifie que la paire if, I Blest contrélable moyennant certaines

conditions qui peuvent changer selon le choix du type de A.

Ainsi le probléme de la contr&labilité des champs bilinéaires, dans
ﬂl\3 3 contr8les non bornés trouve dans presque tous les cas une ré-
ponse positive moyennant des conditions algébriques faciles a vérifier.
Le cas ou je n'ail rien‘ﬂxdire, demande une autre technique pour les
édtudier. Il serait intéressant de les voir et de donner une conclu-
sion m@me de non contrdlabilité.

Une question qui mérite d'é&tre posée est : que se passe-til du

point de vue contrdlabilité sur SL (3,”{) quand le champ B’ est du
type (VI)? sachant que si (ES est dans (II) alors A/iB est comple-
tement contrblable sur SL (3,”{), on peut prévoir un résultat analo-

gue pour le type (VI).

igs



On peut encore se pose la question s'il n'existe pas une condition
N ~n . . rd ~ 3
commune de compléte contrbdlabilité du systeme i?, Is sur'”K pour

tous les types de champ B considérés.

H
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