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INTRO DUCTION

Notre t ravai l  consis te à étuOier  les fd l ry \ i l les  de champs de vecteurs,

F . c . v  en  ab régé ,  b i r i néa i r es  su r  'R3 .

, ftP
Rappe lons  que  s i  M  es t  une  va r ié té  mé t r i sab le  co rm.exe rY  (M)  dés igne

I f  ensemb le  de  champs  de  vec teu rs  C€sur  M.

un  sys tème de  champs  de  vec teu rs  es t  I a  donnée  d fune  pa r t i e  de  Y f t r .

No t re  é tuae  se  fe ra  pa r t i cu l i è remen t  su r  l es  sys tèmes  b i l i néa i res

c res t  à  d i r e  l a  donnée  d rune  F .C .  v  f  vé r i f i an t  :

X U
.. ,Yrtu(r )=(a+Lu;e ; )æ

E+L
u = (yr ,  : . i ,  %J €
-€ f f -  

{ " }  

' r r r

Jb "s t  l r ensemb le  des  con t rô Ies  ou  des  commandes  adm iss ib l es , A

matr ices ,0"  R 
3.

^
Pour notre cas,  on prencra / f  = f l ( | .

Parmi  les  ques t ions  que  I fon  peu t  se  poser  dans  1 'é tude  de  te ls  sys -

t èmes  I t une  d te l l e  es t  :

A  pa r t i r  d run  po in t  i n i t l a l  de  M ,  que l s  son t  t ous  I es  po in$qu 'on

peu t  a t te ind re  avec  Ia  fa tn iLLe  de  champs  de  vec te , r t " f i , r .  en  u t i l i san t

l es  t ra jec to i res  de  Xu7  
"  

e /L ravec  des  temps  pos i t i f s .

En  pa r t i cu l i e r  un  sys tème se ra  d i t  con t rô lab le  ou  t r i i ns i t i f  su r  M  s i

t ous  l es  é ta t s  son t  a ins i  accéss ib les  à  pa r t i r  de  n r impor te  que l  au -

t r e  é ta t .

La  desc r i p t i on  de  l r ensemb le  des  é ta t s  accéss ib l es  à  pa r t i r  d run  é ta t

donné ,  c res t  à  d i r e  l f é t ude  de  I a  con t rô l ab i l t t é ,  a  j us t i f i é  de  nom-

breuses publ icat ions récentes,  c i tons en part icur ier  .15JE4'E'15] f4glEæJ

( o )

4

. . .  e t  b i en  d rau t res .



Par  l a  su i te  on  s f i n té resse  à  Ia  con t rô lab l l i t é  du  sys tème su i vanÈ :

r€R - 1"1
"6K
où  R ,  B  dés ignen t  des  ma t r i ces  d ro rd re  3 .

La  ra i son  en  es t  que  s l  I  r on  a  p lus  de  deux  con t rô Ies ,  a lo rs  Ie  sys -

tème (o )  es t  génér iquemen t  con t rô Iab le .

En  e f fe t ,  l f ensemb le  des  coup les  de  ma t r i ces  engendran t  l r a lgèb re

de L ie des endomorphismes est  un ouver t  dense.

on  se  l im i te ra  donc  au  cas  où  l ron  a  un  seu l  con t rô Ie  [4 t ] -

*?t) = (A + uB)X .
(1 )

2



Le  bu t  de  ce  t rava i l ,

d res  a1gébr iques ,  su r

j us temen t  de  donner  des  cond l t i ons  d ro r -

coe f f i c i en t s  ( a r r )  de  l a  ma t r i ce  A ,  pou r

est

les

quê Ie  sys tème (1)  so i t  con t rô lab1e sur l (  -  l "?  r  €h  supposant  la
IJ

cond i t i on  du  rang  vé r i f i ée ,

La méthode ut i l isée consis te à considérer  tous les types de représen-

ta t i ons  poss ib les  de  l a  ma t r i ce  B  compte  tenu  des  d i f f é ren tes  fo rmes

des va leurs propres a ins i  que les d imensions des sous espaces pro-

p res  assoc iés .

D,après un théorème de Gauth i€r-Bôrmard-Sal1et ,  une eoàaf t fon"néees-

sa i re  e t  su f f i san te  pou r  que  Ie  sys tème (1 )  so l t  comp lè temen t  con t rô -
^?  I  7

Iab le  su r  K '  r {o f  res t  Cue  les  deux  cond i t i ons  su i van tes  so ien t  vé -
r l

r i f i ées  :

L) Le semi eroupe s ,Ë, = 
{-tr" 

--- " * iB, X' i  €P, rr>"}

so i t  con t rô lab le  sur  les  o iJec t ions  o"  Æ,  c res t  à  d i re  les  demi -

d ro i tes  passan t  par  I ' o r ig i r re ;  ce  qu i  rev ien t  à  d i re  con t rô lab le  su r

^2) .
N

2)  r l  ex i s te  une  t ra jec to i re  de  s ( -àv )  qu i  s rapp roche  a rb i t ra i remen t

p rès  de  I t o r i g ine  e t  une  au t re  qu l  s ré lo igne  a rb i t ra i remen t  l o in  de

I fo r i g ine .  Cec i  nous  condu i t  donc  à  é tuc ie r  l a  con t rô lab i l i t é  su r  52
t\-t 

'

de Ia fami l le  de champs de vecte, r t " f  obtenue en pro jetant  rad ia lement

les champs o"Ê.  )
N - N

on démontre que beaucoup,  de propr ié tés passent  ae Jv à Jv et  réc iproque-

men t .  Pa r  a i l l eu rs r  cê  t rava i l  con t l en t  des  résu l ta t s  de  con t rô lab i -

I i t é  des  sys tèmes  b i l i néa l res  p ro je tés  su r  l a  
"ph . te  

52 ,  qu i  on t
I

é té démontré par  l tunq des quatre méthodes su ivantes.

3



1)  Méthode purement  géométr ique ut i l isant  Ie  théorème de Jordan,

sur  une var ié té de d imension deux.

2 )  Mé thode  cons i s tan t  à  exp lo i t e r  l e  f a i t  que  u€ f i don"  no . ,  bo rné

et  montrer  dans cer ta ins cas que le  s /s tème admet  des so lut ions du

type I I  ou du type V.

3  )  Mé thode  u t i l i san t  l a  c lass i f i ca t i on  des  champs  b i l i néa i res  su r

K t ,  d rap rès  l eu r  f o rme  de  Jo rdan  rée l l e .

4)  Méthode u t i l i san t  la  s tab i l i té  du  sa turé  0 . .Ê  ,  * { fS .  ,  c ,esr  à

d i re  l es  téchn iques  d ,ex tens ion  t } { t ]  .

L r i n t é rê t  p ra t i que  de  1 ré tude  des  sys tèmes  b i l i néa i r es ,  es t  qu r i l s

rep résen ten t  pa r  l eu rs  équa t i ons  une  bonne  app rox ima t ion  l i néa i re

tg] pour de nombreux phénomènes ou comportements physiques ou méca-

n iques .

Dans notre t ravai l  i l  a  é té prouvé que :

L"  )  s i  le  champs B est  du type I I  (hyperbol ique complexe)  ou du type

V I  ( n i l po ten t  d to rd re  2 )  a l  r , : s  l e  sys tème  (1 )  es t  comp lè temen t  con -

f ta - f" ]  oour tout champs A pour requer ra condit iont r ô l ab lesu r l  
LJ

du  rang  es t  réa l i sée .

2 " )  S i  B  es t  que lconque  e t  s i  A  réa l i se  ce r ta ines  cond i t i ons ,  eu i

son t  génér iques ,  a lo rs  (1 )  es t  con t rô lab '  6 tg  (  1re sur  l t !  -1"1.

I



s i  l a  cond i t i on  du  rang  es t  réa t l sée  en  tou t  po in t  de  M e t  F  es t

symét r i que ,  a lo rs  e l l e  es t  t rans i t i ve  su r  M .
r -r P | 1

I !Égfègg_? LL9) :  on considère Ia famiLLe/ = { x, ty I  sur M._,  _  t  )
Si  l a  cond i t i on  du  rang  es t  vé r i f i ée  en  tou t  po in t  e t  I e  champs  X  pos -

HISTORIQUE ET POSITION DU PROBLEME

Dans ce paragrapher  nous a l lons énoncer  les résul ta ts  connus concer-

nan t  l a  t rans i t i v i t é  des  champs  de  vec teu rs  b i l i néa i res  su r  une  va -

r i é té  M de  d imens ion  n r  e t  dégager  l f i dée  du  p rob lème que  nous  a l l ons

t ra i t e r  dans  ce  t rava i l .

$ÉqrÈlg-1 ht ]  :  soi tÊun. fami l re de champs de vecteurs sur M.

sède  Ia  p rop r ié té  que  I f ensemb le  des  po in t s  de  M su r  l eque l  X  es t .& i " -

son  s tab le  e t  dense ,  a lo rs  Ie  sys tème-0 " " t  t r ans i t i f  su r  M .

$Égfèng-l  t t t l  :  on considère sur M, te système :
p

, r r l * ' ( t )  =.(  ( I ' ( t ) )  *  = ui  ( t )  Yi  ( r ( r ) )
I  i=1_

l', e R-o
r /

s i  r  Vr (u  c im L ie  f  ty i )  (x )  =  d im M

A lo rs  ( 2 )  es t  con t rô Iab le  su r  M .

A part ces théorèmes et ceux de tt . l  [ t ]  tal  t  aJ r oû ne connait

pas  d rau t res  résu l ta t s  de  con t rô lab i I i t é  conce rnan t  I es  sys tèmes  b i -

l inéai res sauf  en d imension deux 3

En  e f fe t  dans  Ie  p lan r  cê  p rob lème a  é té  comp lè temen t  réso lu  pa r

Adda et  Chabour .  Un récent  t ravai - l  a  été ef fectué dans I  E E E (85)

et  qu i  reprend exactement  ce lu i  fa l t  par  ces dern iers .

q



En d imens ion  3 ,  à  pa r t  l es  théo rèmes  c t tés  c i -dessus ,  i l  n rex l s te

de résul ta ts  complets  de ce qui  se passe.  Le but  de notre t ravai l

de fa l re  avancer  ce problème.

de  l a  con t rô lab i l i t é .  Nous  cho is i ssons  une  base  de  te l l e  f açon  que  B

soi t  sous forme canonique de Jordan rée1le dans laquel le  nous donne-

rons  des  cond i t i ons  su f f i san tes  pou r  que  Ie  sys tè * .  rC l  so l t  t r ans i t l f .

Le p lan de ce t ravai l  est  comme sui t  !

Le  chap i t re  I  donne  des  p ré l : rn lna i res ,  dé f i n i t i ons  e t  des  rappe ts  de

quelques résul ta ts  généraux.

Le  chap i t re  ï I  c l asse  l es  champs  de  vec teu rs  b i l i néa i res  
" r r  

R t .  On

donnera quelques propr ié tés des champs pro jetés sur  la  sphère 52.

pas

es t

Nous  a I l ons  cons idé re r  I a  fam i l l e  de  champs  de  vec teu rs  b i l i néa i res
N t 

u€nl"" t  t r  -  
{"1 " .  

lu i  t rouver des condit ions sufr i -,f =.lA + uB ,

" .nt l "  
de contrôtani l i té sur 

td 
-  

{ "J 
.

Pu isque  
"€  R r  e t  d f  ap rès  l es  t echn iques  d ,ex tens ion  de  kupka  I r n ]  ,

au  l i eu  de  cons idé re r  I a  fon î r i L f "Ê ,  nous  a l l ons  axe r  no t re  é tuoe

sur  la  fami r t " , f i l  =  
{e ,  

tn f  qu i  es t  équ ivarentcà, ,Êo, ,  po in t  de vue

L e

par

chap i t re  I I I  con t i en t

sui re sur fu - {"1 ,
des  résu l ta t s  de  con t rô lab i l i t é  su r  Sz  e t

A



CHAPTTRE I  3  PRELIMINAIRES

Ce chap i t re  conce rne  essen t i e l l emen t  l es  rappe ls  e t  dé f i n i t i ons

qu i  nous  se rons  u t i l es  pou r  I a  su i te  de  no t re  t rava i l .
' . . . :  1

( I . 1 )  tÉ f i n lg ions  e t  no tg t l ons  3  "  L  '  
; ; : : , :  : ; , 1 i

on  dés lgne  pa r  M  une  va r ié té  connexe  de  d imens ion  n  e t  pa r f  = { * "  r "€ rn l

une  fam i l l e  de  champs  de  vec teu rs ,  no tée  en  ab régé  F .c .V r  e t  où  / t  es t

l r ensemb le  des  con t rô Ie radmiss lb les  ou  enco re  I rensemb le  des  commandes .

Les champs de vecteurs Xu sont  supposés complets  et  par tout  déf in is

pour  chaque contrô le  u6gf [ ,  ce qui  est  le  cas pour  les champs b i t i -

néa iFês .

Le système de champs de vecte, r . "  -Ê={*"  ,  
"er tb}  

est  apperé système

b i l i néa i re ,  s i  pou r  t ou t  con t rô le  u€db ,  I ' app l i ca t i on  dé f i n ie  pa r  2

xu:ù .+  TM

t  t_> xu (2.)

es t  l i néa i r e .

Si  Xu est  un champs de vecteurs Oe.Êo.  notera X!  Ie  groupe à un-

.pa ramèt re  qu f  i l  engendre .  on  rappe l l e  que  s i l oé  M a lo rs  x f ,  ( )Co )

es t ,  pa r  Aé f i n i t l on ,  I a  va leu r  à  l t i n s tan t  t  de  l r un ique  so lu t i on

au problème de. 'Câuchy :

= Xu  (7Co)

x:  ( ro)  =Lo

Comme le  champs Xu es t  l inéa i re  on  a  t  XT (Xo)  =  ExptXu .T-o .

ËE (*ï  (xor,  
/ ,  = o
I

f.



Dfune façon généra le,  à  tout  contrôIe 
"€t lLet  

à  toute condi t ion in i -

t i a l e  *  o€  M ,  on

lut ion maximale du

assoc le  une  so lu t l on

problème de Cauchy .

(U  
o )  

qu i  es t  l f un ique  so -xÏ

y=xuL o xuz o. . .oxuk
tr  tz  t r

Ce qu i  s ig in i f i e  géomét r i quemen t  que  I  ron  a t te in t  y

empr ld r tan t  dans  l e  sens  des  temps  pos i t i f s ,  l es  t r

c iées  aux  champs  de  vec teu rs  xuk  ,  xuk -1  r  . . .  r  x

( " ) '

à par t i r

a jec to i res

t L

*,,, xf" tr)

"= 
*ii;t")

J=*il"'to,

= Xu $2 (uo))
t=Z

xi (xo) = Xo

La  fam i f l e  Ê  es t  d i t e  symét r i que  s i  pou r  t ou t  champs  xe .Ê ,  I e  sy -

métr ique ( -X)e d .
- l

Un champs  XeV es t  po i sson  s tab le  en  un  po in t  *oê  M, si pour tout

un  temps E> Tvo is inage v  ( / -o ) ,  pour  tou t  temps r )  o ,  i l  ex i te

te l  que t  X t  (Zo)  e  v  (ZA) .

Ioest  un point  s ingul ler  du champs X s i  :  X (  X,o )  = e

Soient  - ,  e t  y  deux points  dt  M.  On d i ra que y est  access ib le  à par-

t i r  deX  s r l l  ex i s t e  un  en t i e r  k ,  k  con t rô l es  u1 ,  vZ ,  . . .  ,  uk  e t

k  r ée l s  pos i t i f s  t 1 ,  t z r  . . . ,  t t  t e l s  que  !

de X en

asso -

it

3 xili ' x Ii r't



On di ra que y est  recalable

L fensemb le  de  tous  l es  é ta t s

système,Ê 
".r .  

noté sçf ) .L

s tïlt ={-ï " ... " *ï[ (x), *', 6ç , Lr2 o Vr, ne Nt. 
J

Sachant  que s ( .d )  es t  un  semi  g roupe engendré  p . r  {  X t1  o . . .o  Xuk  ,  * "€ f i l
l t r t r . )

donc  I rensemb le  des  é ta t s  access ib les  à  pa r t l r  de  a ,  es t  l f o rb i t e  po -

s i t i ve  de  ce  semi ;Çroupe  d toù  Ia  no ta t i on  S  t f l .  .
art

Le  sys tème"P  vé r l f i e  I a  p rop r ié té  d raccess ib i l i t é  s i  pou r  t ou t  po in t

Xoê M,  l t i n té r ieu r  de  s  t f ) . ro ,  pa r  rappor t  à  la  toporog ie  de  M,

es t  non  v lde .

- f  sera loralement contrôIable en Eo€ u s i  S t , f l ) .  f , ,o cont ient  un

vo is i -nage  de  Xo .  On  no te ra  I rensemb le  des  é ta t s  access ib les  à  pa r -

t i r  de  lo  en  un  temps  T  par  t  (Xo ,  T rF)  donc  :  A  (Lo ,  t r f r l  =

en  X  s i  X  es t  access ib le

access ib les  à  pa r t i r  de

rohadonc3

a

x
par t l r  de  y .

à  l r a i de  du

xuiêÊ, tr) 
"rf- 

t i  = I, k
* : 4

accèss ib les  à  pa r t i r  de  Zo  en

t  no té  par  A(  Xo,  [o , t ]  , f t  I  =

access ib i l i t é  de  {o€  M,  1g  n lu

de Zo I donc on a ,,1) = f(D'"

Xo, qu I on notera G t ,Ê ). tro ,

par t i r  d "  4  du  sys tème symét r i
1_x" , "€tIù J

t'
lxYt "  . . .  o xYr (x)
[ . t  Ek  o

L rensemb le  des  é ta t s

r i eu r  ou  égaL  à  r  es

On  appe l l e  rég ion  d l

access ib l e  à  pa r t i r

On  appe l l e  o rb i t e  de

é ta ts  access ib les  à

- 7r_1.,du système "F =t ,

on a  :  G t ( ) . to  =

)

*tf
)

temps t  in fé-
t l
U, A (!o't  

"F)'
grand ouver t  U

ensemb le  des

,  c res t  à  d i r e

€

un

t

s

1 f

sé

S,F,. ,o



P
On d i ra  que  l e  sys tème |  es t  con t rô lab le  ou  t rans i t i f  en  un  po tn t

X^e M s i  I rensemble  des  é ta ts  accessLb les  s  < f l  . \  co inc lde  avec  Mo
tî

ie  :  S  (y r .X.o  =  M.

Fes t  d i t  con t rô Iab le  ou  t r ans i t l f  su r  M  s r i l  I r es t  pou r  t ou t  po in t

Loê M.
r l  Çs

ie  z  Y /oê  M ,  s ( f " ) .Zo  =  M
1  r r  r t ' l

on no ter "  [ * " ,  * I  le  c rochet  de  L ie  des  champs Xu e t  Xv .  on  sa i t

que pour  des  champs l ihéa i res  on  a  ,  f * " ,  * " ]=  xv  xu  -  xu  xv

on  dés igne  pa r  L i e  <F l  l , a1gèb re  de  L l e  engend rée  pa r , . / ,  c res t  donc

ta  p lus  pe t i t  sous -a lgèb re  de  I  f a lgèb re  de  L ie  des  champs  de  vec teu rs

de  M con tenan t , l  ,  L ie  $ )  es t  I a  p lus  pe t i t e  sous -a lgèb re  de  L ie

s tab re  pa r  l e  c roche t  de  L i e .  on  a  :  VZe  u ,  L i e  (P  ( z ) .C  r r  M

où  f "  M  es t  l r espace  t engan t  en  ; . à  M .

La  f am i l l e  es t  d i t e  au to - i nva r i an te  s i  en  chaque  po in t f €Mr  oh  a  :

rx c( f ) . /  -L iet . f t ) . t .

Le  sys tème vé r i f i e  l a  cond i t i on  du  rang  en  un  po in t  xê ,14  s i  1 f  a l -

oùA6Nr tg l e tB€M(3 ) .

M(3 )  é tan t  l r ensemb le  des  ma t r l ces  d fo rd re  3 .

Pour  l a  su i te  on  supposera  que  Ia  fam i f f e -Êvé r i f i e  l a  cond i t i on  du

rang en tout  po int  de M.  On verra que b ien souvent  i l  suf f i ra  de Iq ,

vé r i f i e r  en  un  seu l  po in t .

gèbre  de  L le  en  /  co inc ide  avec  l respace tangant  en  a .à  M.

ie :L ie ( f ) ( / )=TN M.  . '

Dans  ce  t rava i l ,  on  cons idère  Ia  fami l r c ,F=r [x '=  A  +  uB,  
"  

€ f t f-t)



( I . 2 )  Champs  équ i va len t s  e t  t echn iques  d rex tens ion

Etant  donnéOune fami f  fe , /ce champs de vecteurs sur

vil
M,  on dé f ln i  t

A , \
\tr

où

s-TF'. z
des  fe rmés  de  M.

son t  p r i s r : s  respec t i vemen t  pa r  rappor t  à  Ia  topo

et  de c{"Pr) .  x  .

Donc f*F'#

où les fermetures

Iog ie  de e<A. t

U

/

fr
F
p

,\J

rV

l r ensemb le  d raccess ib i l i t é  deL ,  no té  ng th l ) , t  comme é tan t  l f  adhé renëê ,

par  rappor t  à  Ia  topo log ie  de  c  t l l l ;  de  S ( f r  ) . t  . l e  :  AO(x )  r

3lTj.r .

On a  donc  dé f i n i  I  r app l i ca t i on  d raccess ib i l i t é  A^  :
Jv

: M-> fl*,
, / t  X . I -  AÊ  t )  =

L f  u )  es t  I a  co l l ec t i on

Dé f i n i t i on  :
F 6tl

on  d l ra  que  deux  fam i l l es  de  châmps  de  vec teu rsJv  eL .J ry t  son t  équ i -

va len tes  s i

"F* fr!
l eu r  ensemb le  d faccess ib i f i t é  son t  égaux ,  e t  on  no té

Prop r ié tés  :

ovÀ)",)Êr"Ê
ou trF =1 )* , *r4

z)  L f  adhérence du  cône convexe V 
"nn"ndré  

par  , t " " t  équ lva len taà .Ê

En e f fe t ,  ce t te  p ropr ié té  résu l te  des  t ro is  su ivantes  :

a) V*e.É,V"aÉ,{*i"l u
b) Vl>" , V*eF {l-}
c) s i  une sui te (xô)n c * f i  converge vers x,

41

arors +.1 " fr ^/ -F,



3)

4 )

st !  xe f ,  arors V v ef

{,*.'* ",1 uç N P
âu (r*.r* 

ù 
(r)  = Xr

si  YxêF et l  vê, .F. ;  a lors

V/> "o Y;o  X_a (z  )

-l F/ âl
[x, YJ u Jv p f.r.

Déf i n i t l on  :

on appe l le  sa turé  de  , /  . t  on  no te  sa t  t l l  ,  re  p lus  g rand sys tèmeàr.équ iva len t

P rop r ié tés du saturé a" -Ë ,

D sat 6) = u ,fr',
.F'* F

z)

3)

q )

s)

6 )

Sat  (F)  es t  s tab le  ie

Sat  6  es t  fe rmé.

sat t f t  + sar ( f)  c

s i  t  x  6sat  ( rÔ a tors

Si  V est  un sousespace

L ie  (V )  c

t
z
A+V*e / ,  on a :  (

donc :  t im l  (A+m
rrn+ô|m

m B)  € (7 )

n) €v

È sar 6, = sar (.Ê).

sar 6)

( , , t  ) {  sar  6)  c  sat  f  F l

vec tor ie l  te1  que V C Sat  < f l ,  a lo rs  :

sar (fr)

Propos i t ion  1  i

Le  sys tème (1 )  es t  équ iva len t  au  sys tème f r  =  
{o ,  

t r | .

Preuve :

11  su f f i t  de  mon t re r  que  A ,  +  B  e t  -  B son t  dans  I t adT ié rence  du
-\o

cône convexe (- .

En  e f fe t  :
A=

- -  
*  (A + m s)  €,V-

- {"1
4L

or s i  on prend tC f f  et  26f f I  of ,  aura z



=  l im
,f\-àO,

or  :  (A + m 
")  a / ,  

(2( )

donc a

Z= l im
m+ô.

=  l im
nàô t

=  l im
nà ôa

r l
donc :  V

+ m B)  t / *  
(7C.  )(+ (A + m ,). (z) = l im  (n

m+æ

/ 
o, - r r . \n= li'lï ^.^ /

=l*(k o'*) 
n

' \

E * \ "  )n I lt
B 

T)^ )n/  
/

B t  ( z )

"l ,Br"*)
I
I

t€z

/
I I
I -lil lA r
I  nàô' t  *.
\ /  

' /

/  I im  fA
l *o, I  t
\  \  mn

l -  \n
l "  t l  rz )
t ;l

r6ft.,V"€R3
d t o ù  :  +  B

Q )

( / )

( x)

(z)

s l f i ) .  z

On peut  fa i re  le  même ra i -sonnement  avec (n -  mB) et  on t rouve que

B eV.
t  +  ̂ ?Donc ( r ) ru{4,  :  Bt .

Remarque  :  Au  l i eu  d ,é tud ie r  I e  sys tème {o  *  u  B ,

fa i re r 'é tude du systèm" Jn,  :  . l  ; " t "qr , l - r "  sont  é
t)

l a  p rop r ié té  c i -dessus .

, €4,
quival en

on peut

ts  d taprès

Propos i t i on  2  :

Soi t  E un ensemble dense dans M.  On suppose que Ie système vér i f ie  3

r > ly'x,€, M
z"t  \dt ,ê E

d im L ie  <h l  U)  =  d im M
é

;  s ( f r ) .y - \  M

Alors  6 l  es t  t rans i t i f  sur  M.

-13



Preuve :

Soient  X et  y  deux points  quelconques

en e f fe t ,  d raprès  Ie  lemme o"  Chow

es t  accéss ib le  à  pa r t i r  de  d ,  ,  e t  un

ày -

I,

E é tan t  dense ,  don t

de M.  Mont rons  que y  6  S th . t

,  i I  ex is te  un  vo is inage v  qu l

voi  s inage \6/  qui  est  recalable

w

v
i 1 exi  ste aurrroing un poi  nt  t  le V n E.

€,

e

donc ? y  € s( ,F) .  7(  Ce qui  achève Ia preuve.

Coro l l a i re  7

Si  "É  N f l  a lo rs  ,  ,Ê" " t  t rans i t i f  sur  M,  s i  e t  seu lemen t  * , f r | ,

es t  t r ans i t i f  su r  M
î

En  e f fe t  s i  - lY  es t  t rans i t i f

(z) pour [ = sCf) . Xo ; car i

su r  M ,  on  peu t  app l i que r  l a  p ropos i t i on

€ E , f f iy= stf l)vî= ;ID'.zo = M

donc  f ' es t  t r ans i t i f

et

sur

ry

M

Ltê VAE -> ;iF. x ! = M

donc :  S t ( ) .  X" rencontre v, I  en un poin t  y1  €  w n  S( f r ) ,X1

x7

x.2

ve s6") t.z

s (t) .x,

s(F)./

4L



Coro l l a i re  2

(  ^ r  
' )

Le système, ln *  u B,  u €Kf"st  t ransi t i f  sur  t r  -  l "?  s i  e t-  
l t  \  ,  / \ 2  |  7  |  |

seurement s i  Jn,  I  s  4 est  t ransl t l f  sur  f tC -  l "C
l '  I  

'  l )

Ce qu i  j us t i f i e  I ' é tude  du  sys tème /o ,  1e f  aans  Ia  zu i te  de  ce

travai  l .
' '  , ' . 1 .  i : j  .  l '
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CHAPITRE I I  :  PROPRIETES ET CLASSIFICATION

DES CHAMPS L INEAIRES

Dans  ce t te  pa r t i e  nous  donnerons  l es  ou t i l s  qu i  nous  se rons  néces -

sa i res  pou r  en tamer  1 'é tude  de  l a  con t rô lab i l t t é .

Nous commencerons par  donner  des propr ié tés par t lcu l ièrement  in té-
,t\ ?

ressan tes  des  champs  b i l i néa i res  de  K" ,  a ins i  que  l eu rs  p ro jec t l ons

rad ia les  s t r r  s2 .

Le  bu t  de  ce t te  é tude  es t  de  se  me t t re  dans  l es  cond i t i ons  du . ,  t hé ;

o rème de  G-B .S  su r  l eque l  es t  basé  Ia  su i te  de  no t re  t rava l l .

En  e f f e t r  cê  t héo rème  ramène  1 ' é tude  de  I a  con t rô l ab i l i t é  d run  sys -

tème . .Ê "u r  t r  -  { " }  à  I a  con t rô lab i l i t é  d i rec t l onne l l e  ou  enco re  à
I I  

?
1 ' é tude  de  I a  t r ans i t i v i t é  su r  S -  du  sys tème  p ro je té .

Une  des  cond i t i ons  de  ce  théo rème es t  au tomat iquemen t  réa1 isée  dans

le cadre de ce t ravai l  sauf  en un seul  cas pour  lequel  une étude

spéc ta le  l u i  se ra  consac rée .

( r r , 1 )  Théorème [ to ]
(\t

Soi t  . lvune fami l re  de champs de vecteurs b i l inéai res sur  f t * .

Le seml-groupe s(f)  opère transit ivement sur tr  -{"1 si  et seule-

ment s i  :

( i )  S ( .F )  es t  t r ans i t i f  su r  l es  d i r ec t t ons  de  R - *  ( l e  l es  dem i -d ro i t es

i ssues  de  l f o r i g i ne ) .  donc  t f ans i t i f  su t  Sn -1 .

( i i )  I 1  ex l s te  une  t ra jec to i re  de  S ( r ' )  qu i  s rapp roche  a rb i t ra i remen t

p rès  de  I r o r i g l ne ,  e t  une  au t re  qu i  s f é l o i gne  a rb i t r a i r emen t  l o i n  de

I  ro r i g ine .  Ce t te  cond i t i on  es t  équ iva len te  à  d i re  que  l es  semi -g roupes

S(P )  e t  s ( - JC  )  son t  non  bo rnés .  c f  es t  l a  cond i t i on  ( i i )  qu i  es t

tou jou rs  réa l i sée  sau f  dans  Ie  cas  où  l e  spec t re  de  B  es t  lmag lna l re

pur .

4C



Nous  démon t re rons  ces  résu l ta t s  en  é tud ian t  l a  c lass i f i ca t i on  des

champs  l i néa i res  de  R3  p ro je tés  su r  s2 ,  dans  Ie  p rocha in  pa rag raphe .

I l  r es te  donc  àé tuCt " r  I a  con t rô lab i l i t é  su r  l es  d t rec t i ons  du  sys -
_  N  ô i  f  )

tème.  f  sur  t t {  -  
{ " t  '  ce  qu i  es t  équ iva len t  à  l ' é tude de  Ia  con-

t rô lab i l i t é  O"  Ê" " t  , ' ,  I  e tan t  le  p ro je té  Oe .Êsur  52 .

( : - : - . 2 )  P rop r ié tés  des  champs  1 lnéa l res

t ion sur  ra  sphère |n- t .

Cec i  va  nous  fac i l i t e r  l e  t rava i l  dans

des  sys tèmes  b i l i néa i res  su r  f f .

1  r app l i ca t i on  :
t\)
X

de R n  arns l  que leur  p ro jec-

1 'é tude  de  l a  con t rô l ab i11 té

Soi t  X un champ de vec teurs  l inéa i re  dans  Rn e t  x  € .  sn-1

: st-t -+ rsn-1 sa &n-1

u r---> f r*t = x(t) - 4,rt/z) x

où

dé f in i t  un  champ de  vec teu rs  su r  Sn -1 ,  e t  i I  es t  év iden t  que ,  pu i s -

que  X  es t  b i l i néa i re ,  l r ' ,  = , , j *  , ,
l l  xt(r) l l

est  le  groupe à un paramètre ae î .

11  es t  f ac i l e  de  vo i r  que  B  e t  B  +  ) f  on t  même p ro jec t l on  su t  Sn -1

e t  que  deux  champs  qu i  on t  l a  même p ro jec t i on  d i f f é ren t  de  \ f .

( f r . 3 )  c l ass i f i ca t i on  des  champs  l i néa i r es  p ro i e tés  su r  s2

On va  ma in tenan t  su i van t  I a  na tu re  de  B ,  rega rde r  I ' aspec t  du  champ

On cho is i t  une  base  de  Jo rdan  rée l l e  pou r  B ,  e t  I a  sphère  un i té  dans

ce t t e  base .  On  ob t i en t  a i ns i  I a  c l ass l f i ca t i on  des  champs  l i néa i r es

p ro je tés  su r  I a  sphère .

H

.4+



Suivant  chaque

théorème de G.

I  r  ensemble des

correspondante

Remarque :
N

a)  s i  B

"rrt 
R 

3

b)s iÉ

var ian te

Type ï  i

a un grand

r?
t"l '

possède un

sur fut -
Hyperbol i

t ype  de  champ B ,  on  vé r l f i e ra  Ia  cond l t i on  ( l i )  du

B .S .  On  é tud ie ra  l f ensemb le  des  po in t s  i nva r i an t s ,

po ln t s  s ingu l i e rs  e t  on  donnera  1a  con f i gu ra t i on

ae È 'sur  s2 .

^
c e r c l e  i n v a r i a n t  s u r  S t ,  B  a d m e t  u n  p l a n  i n v a r i a n t

s ingu l i e r ,  a lo rs  B  admet  une  demi -d ro l t e  i n -

e I :

po in t

r1
l o l  t
l )
que ré

B = (il
; )

\ ,
À .U .  \  é t an t  des

7

On supposera sans

rée l s  d i s t i nc t s deux à deux.

rest re indr , - -  1a sénératiré, que t tr(f <V .

on  a  :  -  3  g rands  ce rc les  i nva r ian ts .

6  po in t s  s ingu l i e rs  s i t ués  dans  l r i n te rsec t i on  des  ce rc les

don t  deux  son t  a t t rac t l f s ,  ce  son t  des  noeuds  a t t rac t i f s t

J9,



deux  son t  répu ls i f s r  cê  son t  des

deux  son t  des  po in t s  se l l es .

On remarque que tout  po int  s i tué

pourra srapprocher  auss i  près que

La  même s i t ua t i on  se  p résen te  pa r

l e  pô Ie  sud  S .  '  ' i  : t  ,  , , ; ,  ,  i : :

Cas I I  :  Hyperbol ique :  
"

A 6deux va leurs propres complexes conjugées

(:

noeuds  répu ls i f s ,

s t r i c temen t  dans  I ' hémisphère  no rd

l r on  veu t  du  pô Ie  no rd  N .

rappor t  à  I ' hémisphère  sud  avec

:

11 '
v

et  une  rée l r .  À

te1 que : À I *"2.'  
d^ o=

i b

L réqua teu r  es t  l nva r ian t  e t  on  a  deux  po in t s  s ingu l l e rs  d iamèt ra le -
I

ment  opposés  non  con tenus  dans  1 téqua teu r .

s i t r>  * " ,3a,  =  a ,  I 'équateur  es t  répu ls i f  e t  donc les  po in ts  s ingu-

l i e r s  son t  a t t rac t i f s  pou r  l eu r  hémisphère  respec t i f ,  ce  son t  des

foye rs  s tab les  e t  donc  tou t  po in t  peu t  s rapp rocher  a rb i t ra i remen t

près du pôle.

-b 
"\ \1

: ;1 tu=

')
> 4o'

a

a +

v



s i  ) { * "  ( 31 ,  I r équa teu r  es t  a t t r ac t i f  e t  l es  po tn t s

rôn t  des  foye rs  i ns tab les .  Tou t  po in t  de  I ' hémisphère

ch" r  auss i  p rès  que  l ron  veu t  de  1 téqua teu r  sau f  l es

teu r  es t  un  cyc le  l im i te .

) > È(an)

Cas  I I I  :  A  s ' éc r i t  dans  sa  base  p rop re

s lngu l l e rs  se -

pou r ra  S raPPrO-

pô Ies .  L féqua -

À<H6q)

tfj)

- - 1 , ç r y 1 1  
"

-/.>tr

9n

JL <\



.-t=X'
Un g rand  ce rc le  de  po in t  s ingu l i e r  e t  deux  po in t s  s ingu l i e rs  non

s i tués  su r  ce  ce rc le .  Tous  l es  ce rc les  con tenan t  l es  deux  pô Ies

son t  i nva r ian ts .

r \

s i  
" )À  

,  I es  po les  son t  a t t r ac t i f s ,  ce  son t  des  noeuds  s tab les .

s i  
" ( ^  

,  l e s  po in t s  s i ngu l i e r s  de  I r équa teu r  son t  a t t r ac t i f s .

s i  
"  

= t r  ,  t ous  l es  po in t s  de  52  se ron t  des  po in t s  s ingu l i e rs .

C a s i V : A =

': 
"lt(i ) j)À

on a deux

s i t ués  su r

\
Jw> i

grands cerc les

ces  ce rc l es t

i nva r i an t s  e t

dont  deux sont

l -
t
I
I
I
,
I
,

ts
f \

- - t - u

JT <A
quat re  po ln ts

a t t rac t i f s  ou

s ingu l i e r s ,

répuI  s i  f  s .

9J



si 
" >), tout pcint de

I  ron  veut  du  pô le .

s i  u<À tou t  po in t  de

du pôle par Ie champ

Cas  V  :  A  es t  une  s im i l i t ude  i

I t hémisphère  peu t  s rapp rocher  auss i  p rès  que

I  f hémisphère  peu t  ê t re  reca lé  su f f i samen t  p rès

( -A  ) .

A= -b

a

o : )

a

b

o

Tout  cerc le

e t  l e  pô le

Remarque :

CasV I :A

es t  i nva r i an t .

sud  S .

Dans ce cas Ie

es t  I a  ma t r i ce

Aa

champ A est  équiva lent  à

n i l po ten ted ro rd re2 :A

TÀ.

=l\ 4 "\
l" \ ol
\" o Xl

deux  po in t s  s i ngu l i e r s ,  l e  pô Ie  no rd  N

2L



lkl

A a  un  équaLeur  de  po in t s  s ingu l i e rs  qu i  rep résen te  Ie  noyau  de  A ,

e t  deux  po in t s  s ingu l i e rs  s i t ués  su r  ce t  équa teu r .

L run  des  deux  po in t s  s i ngu l i e r s  es t  a t t r ac t i f  e t  l r au t re  r épu l s i f

pour  leur  hémisphère qui  représente 1 |  image de A

Tous  l es  ce rc les  passan t  pa r  l es  po in t s  s ingu l i e rs  son t  i nva r ian ts .

Cas  V I I  :  A  es t  I a  ma t r i ce  n i l po ten te  d ro rd re  3  :  A  =

{ ù
(l

A a  un  g rand  ce rc le  i nva r ian t  qu i

po in t s  s ingu l l e rs  con tenus  su r  ce

leur  hémisphère.

représente I  I  image

cerc le et  qu i  sont

de  A ,  € t  deux

a t rac t i f s  pou r

9.4

-  a i - -  
- / 3 - - -

\
a 1



CHAPTTRE TIT  :  CONTROLABIL ITE DES CHAMPS

BTLINEATRES SUR lru-

( I I I .A )  Géné ra l i t és :

Dans ce c consldère Ie  sys tème :

uefu
M3 r fl-t ,  B= (bi j )e Mr ( f l , )

On a  vu  que  1 'é tude  de  Ia  con t rô lab i l i t e  de  ce  sys tème es t  équ iva -

len te  à  ce l le  de Ia  faml l rc  .F  =  Io ,  t  B?
t )

Df après te  théorème o"  IsJ ,  [ to f  i t  suf f i t  dans presque tous res cas,

sauf  dans le  cas où B admet  des va leurs propres imaginai res purest

^,  $;  ? l
de montrer que l fz = 

1o, 
.  eJ est transit i f  sur s2 ,  où T (respct f  "Él

dés igne Ie  champ pro je té  de  A ( r " "p t t  t  B)  sur  52 .

on  va  donc  é tud ie r  ra  cont rô lab i l i té  c "  ' lX ,  IÉ l  sur  s2r  pour  ce lar)
i I  y  a  p lus i -eu rs  techn iques .

Pa rm i  l es  t echn iques  u t i l i sées ,  i I  y  a  ce l l e  de  l a$sp i ra l e t r .

E l l e  cons i s te  à  p rouve r  qu f i l  ex i s te  un  ce r ta in  con t rô Ie  uo  te l l e

que  I a  maL r i ce ' (R  *  uo  e )  so i t  du  t ype  I I .

pou r  ce la  on  ca l cu le  Ie  po l ynôme ca rac té r i s t i que  de  (n  +  u  B ) ,  c res t

l rob je t  du  pa rag raphe  ( f I I . 2 )  qu i  exp r ime  ce  po l ynôme en  u r  êh  fonc -

t i on  de  coe f f i c i en ts  i nva r ian ts  dépendan t  de  A  e t  B .

Dans  Ie  pa rag raphe  ( I I I . 3 )  on  résume les  p r i nc ipaux  résu l ta t s  t rou -

vés au cours de ce t ravai l .

hap i t re ,  on

f *' = (e
{-e ft'

[ -n 
= (a.

+uB

[^l-  
1"/

. )e
t

)x

ilu



(T I I . 2 )  P ré I im ina i r es  :

a )  Pou r  1 ré tude  de  l a  con t rô l ab l l l t é ,  nous  a l l ons  rega rde r  l es  va -

leu rs  p rop res  de  Ia  ma t r i ce  (n  +  u  B ) ,  ce  qu l  rev len t  à  é tua ie r  son

po lynôme ca rac té r i s t i que :  cec i  nous  pe rme t  de  s i t ue r  l e  t ype  de

champ représenté par ffi

on va  expr imer  le  po lynôme carac tér is t ique  Pu ( . \ )  =  de t  (n  +  u  B  -  À  I )

à  r ta ide  d r invar ian ts  de  Ia  pa i r "  Jo , " f .
L J

PIus  exac temen t ,  on  va  l r exp r ime r  à  l r a i de  de  T r (A )  ( t r ace  de  A ) ,

Y  (n )  ( 1a  somme des  m ineu rs  p r i nc i paux  d ro rd re  deux  de  A ) ,  de t  A  ( l e

dé te rm inan t  de  A )  ,  T r  ( e )  ,  f - t e l  e t  de t  B .

p . r t \  )  é tan t  de  deg ré  t ro i s ,  pa r  un  changemen t  de  va r j -ab le ,  on  peu t

se  ramene r  à  un  po rynôme  du  t ype :  pu ( \ )  =  \ 3  +  PÀ  *  e .

On  ca l cu le ra  pa r  I a  su i t e  A  f n  +  u  B )  I e  d i sc r im inan t  de  Pu ( ^ ) .

Le  s igne  de  A  tn  +  u  B )  dé te rm ine  l a  na tu re  des  va leu rs  p rop res

de  (n  +  u  B ) ,  en  e f f e t  :

1")  A (n  +  u  a) (o  =  
(A +  u  B)  6  ( r )

2" )  A(e+un))o

3" )  a tn  +  u  B)= o  -ê  (A +  u  B)  €( r r r )  u  ( IV)  u  (v I )  U (wI )

Expr imons le  po lynôme caractér ls t ique Pu t t r l  de (A + u B)

on  p rend ra  A  =  t a ; i )  =  (A1 ,  A2 ,  A f )  i  B  =  (b i j )  = , t 1 r  82 ,  B3 ) .

pu(tr)  = det (a +;  e -  Àr)  = -X3 + rr  (A + u e)\ '  -7 (A + u el t r

+de t (A+uB)

avec :

T r  (A  +  u  B )  =  T r (A )  +  u  1 r (B )

E (A + u B)  = f tn)  + f tn ,B)u *  E(e)u2

(
ou f tn, a) =rT "^j oii -r5 

"i 
oii

Ll j  L+j

L5



de t  (A  +  u  B )  =  de t  (A )  +  de t  (A re )4  +  de t  (B ,A )LP  +  de t  ( e )  t r 3

o f i  :  de t  (A rB )  =  de t  (B1 r  A2 ,  Ag )  +  de t  (A1 r  BZ ,  og )  +  de t  ( o1 ,  A2 r  t l )

de t  (B rA )  =  de t  ( 41 ,  82 ,  
" g )  

+  de t  (B1 r  A2 ,  ag )  +  de t  (B1 r  , 2 ,  Og )

s i  l f on  pose  :  X  =  ) , -  r r  ( n -+  u  e )  ,  a l o r s  r e  po l ynôme  ca rac té r i s -

donc a

= I (A) -  J tr2e

= f  (A,Bl  -  
f  r .  (A)  r r (B)

= f (B) -  J rr26t

t i que  dev ien t :

O ..rxt = -x3 -[r.f,^==uf - t (n + u, 
I

I  u . . - -  . [a* j1g -  I  (A + 'a j  x  .  î ,  t r3  (n  + uB)

-*E (n + uB) r r  (A + 
"" , ) .  

det  (n + uB)

posons:p(u)=f  (n+uB)  - t r r '  (n+uB)

q(u)  =-  t r ,  t r3  (n + uB) .  â( . t  (A + uB) r r  (n + 
"" r ) -  

der(n+ue)

p(u) = :  (A) + u !  1R,s) *,r '  I  (B) -  + - 3 " rr(A) rr(B)

- . 'r2 rr2g--T-

= (:,^) -+r"t + "(:1n,e) -+rr(Ar rrrer) + 
" 

(>lre)-+', '{

Posons  :  S
o

sr

sz

donc :

p ( u ) = S o + u 5 1  * , - r 2  S Z

2e



/ ô î a \ f
q(u) =(-+rr3a +f  t  (A) rrA -  derA)* ' ,  ( -3 rr2(R) rre

t l t l t v

* J r<"1 rr(B) det t )
I

on  pose  z

K.,  =-L rr3(R) .  + I tn)  r r (n)  der(A)\,, fr
K1 = -f t  v2 ol  rr(Bl .  l  Ero) rr(B) .  + > 1e,e) rr(A) -  der (A,B) .

Kz = -  $ r . ter  r r2(e) *  f  ; ro," l  r r (B) *  f  l rur  r r (A) -  der (B,A)

K3 =-1,  t t3(e)* f  ; r t l r r (B)-det(B)

donc z

q(u )  =  Ko  +  u  Ka  +  r r2  Kz+  u3  K3

r ( A )  -  d e t  , O r . )

f tn ,a)  Tr (B)

)  t l  2
l*" '(-h 

tr3(n)

+Ifto)rr(B).*:1R,e)r

. 
"(- 

$ rrtet rr2 ( e) - +

* f  Zt" l  r r (A) -  der (e,A

Main tenan t  on  va  ca l cu le r  I e  d i sc r im inan t  A  (A  +  u  a )  du  po l ynôme

carac té r i s t i que  e t  dé te rm ine r  ses  coe f f i c i en ts  en  fonc t i on  des  l n -

va r l an t s  dépendan t  de  l a  pa i t "  J ^ r t /  .
I J

A re + uB) = ap3{r)  *  z tqz lu)

Après ca lcu l  on t rouve z

A to + uB)  = (4  ro '  +  27 xoz)  + u (n  to

* ,2 
ltt 

,o (rr' + ,o ,r) +
L I

t  , ,  *  54 ^o nr )

+2Ko^rtzt(*f

rl



+u

4+ u-

5+u

6+u

s1

tg

sL

q 3
"2

) .27

+27

Kg

+2

+2

^1

S i  I  ron  pose  3

fo=  4  ro t+  27rcoz

)
f L=  t 2  so -  51  *  54  Ko  K1

f  Z  
=  t 2  r o  ( t " ' +  So  tZ )  +  27

fg=4S t ( t " ' +GSoSr )+54

f+  =  72  Se  ( t " '  +  So  SZ )  +  27

^
f5  =  t 2  t t  SZ -  +  54  KZ  n3

f6= 4  t r '+  z l^ r2

+2KoK1)

^3 +  Ka Kr )

+  Z x ,  x r )

q î

f  4  
*  u "5  *  , o fu

un  ce r ta in  con t rô l .  , o ,  I e  champ

dire admet  des va leurs propres

*1

Kg

du polynôme caractér is- -

en  fonc t i on  de  coe f f i c l en ts

^r)]

)l
G""
(^ , ,

osz

tr)

( ' " '

( ' .

q 2- 2

b
["v,
(^

+6S

2 * s
o

+ , ,  * r ' )

+ s4 Rz ̂J

( ^ " '

(rc
o

(*r '

Alo rs  1e  d i sc r im inan t  dev ien t  :

A . ?
A(n  +  uB)  =  fo  +  u  f1  *  u t t z  *  u ' f ,  +  u

b )  T e c h n i q u e  d e  l a r r s p i r a l e r r .

EtIe consis te à prouver  que pour
t---/
(A  +  uF )  es t  du  t ype  I I ,  c ' es t  ào

compl exes.

Pour  ce la  on  ca tcu l  I e  d l sc r im l -nan t  A (e  +uB)

t i que  qu 'on  v i en t  d rexp r lme r  dans  ( I I f . 2 . a )

2r



i nvar ian ts  dépendants  un iquement  de  A e t  de  B.

Donc en fai t r re problème revient à chercher uoê1Qt"r  que Afn + urB)

so i t  s t r l c tement  pos i t i f .

&,  A,o  +  q"D "  
n f inpr ique pas que ra  par t ie  rée l re  des vareurs

prop res  es t  non  nu l re ,  c fes t  dans  ce  cas  p iéc i sémen t  que  Ie  champ
-,--Z
(A  +  u -B )  es t  du  t ype  ( I I  ) .a

Dans  t  cas  où  ra  va leu r  p rop re  rée l l e  co inc ide  avec  l a  pa r t i e

rée l l e  des  va leu rs  p rop res  comp lexes  a lo rs  on  a  un  champ du  t ype (V) ,

ce type de champ est  instable,  ce qul  nous permet t ra de nous ramener

au  cas  du  t ype  ( I I ) .

qa



(1II.3 ) Résumé dgs pËigcipsruxJésuljEats

on  va  donc  é tud ie r  I a  con t rô Iab l l t t é  du  sys tème ( î ' ,  1 f i  su r  s2 ,

pôUr  ce la  i I  y  a  p lus ieu rs  thechn iques .

On  fe ra  1 ré tude  su i van t  l e  t ype  de  champ donné  pa r  I a  ma t r i ce  B  re -

p résen tée  dans  une  base  de  Jo rdan  rée l Ie .

Le champ donné par  À étant  expr imé dans cet te  même base.  Une c las-

s i f icat ion complète des champs l inéal res dans t r  se lon leur  forme

rée I I e  de  Jo rdan  a  é té ' f a i t e  dans  ( f I . 3 )

9_€g)  :  ce cas a été t ra i té  par  Gauth ier -Bernarc [ , to . f  ,  d faprès Ie

théorème de J. K l4lù .

= re 
"v"ta' .  {n, 

I  
4 

soit

t rans i t i f  su r  s  L  (3 r f i , l  es t  que  3
t 7

( i )  JA ,B0  vér i f i e  Ia  cond l t i on  du  rang .
t I

: ( i i )  a13  
"g r  

(o .

P€llir
On mont re  que s i  B€( IT)  un€ cond i t ion  nécessa i re  e t  su f ; f i san te  de

comptète contrôtabi l i té 
" , r r  

p1-.ô 3 -  
{" f  "st  C,re {o," j ' , ret i f ie la con-
. l

di t ion du rang.  On Ie démontre géométr i "quement .

E-elllll'

Dans  ce  cas r  oh  donnera  une  cond i t i on  su f f i san te  de  con t rô lab i l i t é

on  u t i l i se l l a  t echn ique  qu i  pe rme t  d rob ten i r  dans  l e  sys tème une

sp i ra le .

g-é-!ryl 2
On ob t i en t  une  cond i t i on  su f f i san te  de  con t rô lab i l i t é .

On  démon t re  qu '11  ex l s te  une  sp i ra le  dans  Ie  sys tème pu is  géomét r i -

quemen t  on  p rouve  qu ron  a  t rans l t i v i t é  su r  52  e t  Pa r  su i te  , r t f i ' t  -  
{ "1 ,

fo



B €(v )  :

On u t i l i se  l es  techn lques  d rex tens ion  su r  I a  sphère ,  no tamment  Ia

s tab i l i t é  du  sa tu ré ,  pou r  ob ten i r  une  cond i t i on  su f f i san te .

!J!ytl-'
l â

Pour  q , r "  {e ,  :  B f  so i t  t rans i t i f ,  i l  f au t  e t  i l  su f f i t  que  Ia  con-
t )

d i t ion  du  rang so i t  réa l i sée  en  tou t  po i  n t .

On u t i l i se  La  techn ique de  la  sp l ra le  e t  on  prouve géomét r iquement

Ia  t rans i t i v i té  en  s ra idant  du  théorème de t rpassage des  douanesn.

e-6!vttl-'
on suppose q , r "A te)  es t  pos i t i f ,  e t  géomét r iquement  on  mont re  qur i l

su f f i t  de  cho is i r  as tu t ieusement  la  composante ,  su ivant  l raxe  oz ,  du
h\

champ A au  po in t f ;  
I  .

\ " /

11
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It
o

Thégrlme {e Kupka z

B  ES l  UJ  TYPE ( I )

À' 1À,( tr,

sys tème (1)  so i t  t rans i t i f  sur

su f f i t  que  les  deux  cond i t ions

vé r i f l e

'  
" g t  

( o

j)
t.l t "l

F
l e

I

Pour  que

t , i : i

vé r i f i ées

trr {a,el
( i i )  

" 13

fl: - l,"l
su ivan tes

, -

s o i e n t

la condit ion du rans sur tr -  
I"J

La  cond i t i on  ( i i )  s i gn i f i e  géomét r i quemen t  que  l ron  peu t  passe r  de

l rhémisphère  no rd  à  1 rhémisphère  sud  e t  réc ip roquemen t .

En  e f fe t r  oh  a  I  rune  des  deux  s i t ua t l ons  su i van tes  a

^al(o r aqr>o

4aa)o / Qu 1o.



B EST DtJ TYP E ÏÏ

-b

a

o

avec \ f  "
; )

( "=l:On suppose B

éorème 3

Pour  que Ie système (1)  so i t  t rans i t i f  sur  f t '

suf f i t  que  les  deux  cond i t ions  su ivantes  so ien t

( i )  ( .13 ,  
"zg )  /  fo ,o l

( i i )  ( .1 t ,  a32)  /  
(o ,o )

pour  p rouve r -que  l es  cond i t i ons  son t  nécessa i res  i I  su f f i t  de  mon-

t re r  qu re l l es  son t  équ iva len tes  à  Ia  cond i t i on  du  rang  du  sys tème

l n )
{A '  :  B l '
t t 1

Pour  mon t re r  que  Ie  sys tème es t  t rans i t i f  su r  S ' ,  moyennan t  l es

cond i t i cns  ( i )  e t  ( i i ) ,  on  u t i l i se  l e  f a i t  que  I e  po in t  s i ngu l i e r

Oe  ?es t  l oca lemen t  con t rô l i i , I e  e t  qu t i l  ex i s t e  un  vo i s i nage  de  1

qua teu r  (D )  Oe  ?qu i  es t  comp lè temen t  con t rô Iab le .

Preuve du théorème i

D  Les  cond i t i ons  son t  nécessa i res  :

En  e f f e t ,  s i  l r une  des  cond i t i ons  ( i )  ou  ( i i )  n res t  pas  vé r i f i ée ,
?

a lo r s  l a  cond i t i on  du  rang  n res t  pas  réa1 i sée  en  t ou t  po in t  de  S - .

Lemme 1

4"1, il
vé r i f i ées  :

,(e)
r 1!-

(u:"
S)s =  (o ro )

1(n) = Q
i  (a r ,  ,  ^23)

on aura :



S) s i  ( "g t ,  a32)  =  (oro)

so i t  ( f )  
" "  

po in t  de r réquateur  (D)  ae d

ona, ^(2) =(^""r*"rr")

I urrx* ^rry /

ci.nc,"(ï) =^(x,) 
ï6 /gù:n = (":

lç\
donc  Ie  po inb [ r /es t

Ia  condi t ion du rancr

s i gn i f i e  que  1 réqua teu r  (D )  es t

È (n  *n ,?par  J t  ={  A,  :  ,  
J ,  

1a cond l t ion
I

sur  (D) .

un point  s ingul ier  oe I  et  I  f  par conséquence

n fes t  pas  réa l i sée  en  ce  po in t .

(z

( t
o

invar j .ant  par  â" ,  donc inva-

du  rang  n res t  donc  pas  réa -

, ; )

Ce qui

r i an t

l i sée

S) s i

On va

sui  te

Ce qui

- t( "agr^zz) f (oro)

(u : t ,^z) /  (o ,o)

prouver  p lus lo in  que 1e système est

Ia  cond i t i on  du  rang  es t  réa l i sée  en

achève Ia preuve du lemme 1.

t rans i t i f  sur  s2

tou t  po in t  de  s2 .

2 )  Les  cond i t i ons  son t  su f f i san tes  .

et  par

qui  est

Lemg_e 2 '.

s i  ( " r ,  ,  423  )  
/  

i r c rù  a lo rs  i l  ex i s te  un  vo i s lnage  V  de

complètemen t  contrô1able.

(î)

Preuve  :  Su r  une  ca r te  l oÊa le r  oh  au ra  l a  s i t ua t i on  su i van te  2

r



On va montrer  gue Xo est  auto-normalement  accéssib1e.

En ef fe t ,  à  p.ar t i r  de Xo on peut  empr.u"nter  Ia  t ra jecto i re  de A pen-

dant  un cer ta in  temps t l .

A par t i r  de X,  = dt r .  Xo,

pera  Ia  t ra jec to i re  Ce  f  au

on  u t l l i se  l a  t r aJec to i r e  de  +

bou t  d run  temps  L2 .

tr qu]- cou-

on cho is i t  t ,  de  façon que le  po i -n t  Xo so i t  compr is  en t re  d*a . *o  e t

8'r.*"

yo

Le  po in t  Xo  es t  donc  au to -no rma lemen t  accéss ib le .

11 eXis te deux vo ls inag."  u1.  e t  u ,  de ( . | )  ter  que pour  tout  coupt-e

6 -a r \  )  Oe  t J "  x  l J2 t  i l  ex i s le  une  t ra jec to i re  qu i  va  deX .a  à - ,

on pose :  V  =  ur l lu ,

V est  donc cornplètement  contrôIab1e.

Lemme 3 :
,

S i  ( r g t ,  ^ lZ )  |  
( o ro )  a l o r s  i I  ex i s t e  un  ouve r t  au tou r  de  l r équa -

teur  complètement  contrôIab1e.

On  va  mon t re r  que  tou t  po in t  de  1 réqua teu r  (D )  es t  au to -no rma le rnen t

accéss ib le .



En e f fe t ,  so i t  p  un  po ln t  que lconque  de  I ' équa teu r .

Supposons ,  sans  res t re ind re  l a  généra l i t é ,  que  a3  1 ,  /  "

on  sa i t  r eca re r  p  au  po ina (É)  ,  pu i sque  (D)  es t  comprè temen t  con -

t r ô Iab le .  t ^ \
/ r l
f o I ^,Au  po in t  l "  I  r  o t r  empr tLn te  l a  t ra jec to i re  de  

'À ,  
ce l l e -c i  va  

tnous
permet t re  de  qu i t t e r  (D )  ca r  ra  composan te  su i van t  oz  de  fH  es t

non  nu I l e .

on at te indra donc un po int  x t  =  d t  (g)  non sur  r ,équateur .

Avec l , : rTn" to  1?on peut  reca ler  X,  aus

poina(  8 /  e t  donc pour  les mêmes ra isons

1e  re j o i nd re .

Comme (D)  es t  t rans i t i f ,  on  sa i t  r eca le r

pr

voq

'É)

si

év

t_
\

r t
,1,\
, t

ès que I  f  on veut  du

uées  c i -dessus ,  on  peu t

âP .

On  peu t  i l l us t re r  ça  pa r  I e  schéma su i van

Q)

Donc  on  v ien t  de  p rouve r  que  pou r  tou t  po in t  p  €  (  D ) ,  i l  ex i s te  un

ouve r t  V (p )  de  p  comp lè temen t  con t rô lab le .

Onpose !V=U.V (p )
P€(D)

V es t  un  ouve r t  de  (D)  qu i  es t  comp lè temen t  con t rô lab le  ca r  (D )  I res t .

\6



Lemme 4 : /o\
lo  I

S l  Ie  po ina  \ t /  es t  loca lement  cont rô lab le  e t  11  ex is te

équa teu r  a t t rac t i f .
/ o \

[ i  )  
e t  w  l e  vo i  s i nase  de

un  vo i s l -

Ie  systèmenage de 1réquateur  qu l  est  complètement  contrô lab le a lors

(1) est transit l f  sur tr  - ,(  
"T .

Preuve a
l\)

On suppose que B est  a
l ,

So i t  Y  Ie  vo i s inage  de

p lè temen t  con t rô lab les .

on va prouver  par  Ia  su i ter  gue tout  po int  de V

W et  inversement .

En  e f fe t ,  so5 - t  X1€  v ,  on  peu t  supposer  que  X t

/o\
s inon r  on  reca le  t8J  à  un  po in t  XZ  de  V  te1  que

(  D)  qui  sont  com-

'*zl

peut  êt re recalé à

/o \

I tÏ)
(q)

A pa r t iF  de  X ,  on  empr t t . n te  Ia  t ra jec to i re  de  B .

On  peu t  reca le r  X1  a rb i t ra i r . , nen t  p rès  de  1 réqua teu r ,  donc  à  pa r t i r
r\, ^t

d fun  ce r ta in  temps  e  ,  l a  t ra jec to i re  de  B  va  ê t re  i nc luse  dans  V '1 .

On  a  l a  s i t ua t i on  su i van te  .



Réciproquement ,

s i  non  on  sa i t

so i t  X ,  un  po in t  de

reca le r  un  po in t  de

on peut supposer xa 
t '  

rol

à un point  de Vr t  (  D) .

br ,

(D )

res-

veut  du point  /  o \

[?/ 
'

rbe in tégra le de â . r .

preuve du théorème.

cer ta in  temps la  cou

de V.  CeQui  achève la
I

pas

sur

o r  Ia  t rans i t i v i té  oe  
{4 , ,  

:  8 ,3  su r  SL  (3 ,  tR  )  en t ra ine
e \

fn, 
: ,J sur sL(3,(1,.) er par suire "ur ftt  

-[ 
"J .

on emprglnte la t ra jectoire oe - f f  i -ssue de X".  ce qui  permet de

reca le r  l e  po in t  X3  auss i  p rès  que  I  f on

Donc  à  pa r t i r  d run

te r  à  l r i n t é r i eu r

Remargue z

Ce  résu l t a t  n res t

l a  con t rô lab i l i t é
l"I r- T
L 6J Lr4J .

En e f fe t  z

Théo rème  |  6  l :
t l

on suppose que ? est

Le système 1f;, 1 Ë?
I '  J

t i on  du  rang  es t  réa l i sée  en

Pour  no t re  . . " rË  e  r r r )  donc  e l l e  es t  f o r temen t  régu l i è re .

De  p lus  on  peu t  cho i s i r  T ,  e t  Ë ,  dans  SL  (3 r  tR ) ,  en  e f f e t  .

onPose t  

o r=o - *  T r (A ) . ï

Bf = B -  + Tr(e). ï

A e t  A r  ( r " sp t t  B  e t  B r )  on t  l a  même  p ro jec t l on  rad ia l e  su r  s2 .

Donc res  sys tèmes f  R,  I  e l  e t  {o , ,  1  s , f  
' "ont  

équ ivatents .L) ( . )
Deplus :  A 'GsL(3, |R)  e t  Br  €s l (3r fR, )

Donc pour  que le  sys tèmefo ' ,  :  B '3  so i t  t rans i t i f  sur  SL(3 ' [R ) ,  11

su f f i t  que  Ia  cond i t i on  du  rang  so i t  vé r i f i ée .

nouveau, mais on retrouve drune autre façon

A3 -  {  " l  
En  fa i t  c 'es t  une conséquence det l

f or temen t régùli ère sur SL ( 3 , fR )

rs t  t rans i ' t i f  sur  SL(3rR. )  s i  Ia  cond i -

tou t  po in t .

, 9

ce l l e  de



B Esr DU ryps rrr

\ / "à j)1 e

",,'/R'-{"tr. 
L J

vé r i f i ées :

/ t.,"lJ

b=o, 
(arnrc)/  (oror")J

t-v 
i

r  11

shéo_lème :

Pour  que le

su f f i t  que  les  deux

( i )  ( . t t  -  a22)  
" tg

( i i  ) ( 
"rt 

arr)z *

sys tème  (1 )

condi  t ion s

"23  
+  ^12

4 aLz u2!

so i t  t r ans i t i f

su i van tes  so ien t

z z'  -  azt  u23-  f  o4L3

( "

Remarque :

La  cond l t i on  ( i )  s i gn i f i e

ne  l a l ssen t  pas  i nva r l an t

En  e f fe t ,  supposan t  que  A

On va prouver  que P est  de

-  f /  r r  - i  t
P = l[r,r,")€R' I ar+

L

géomét r i quemen t  que  l es

un  même p lan .

e t  B  l a i ssen t  i nva r i an t

la  forme ?

champs A et  B

un  o l an  P .

ng= o ,  (a,b)

lR' f ^r* oI * c
;  donc :

- cz
a

n  au ra  a lo rs  :

l^  o o\

f " À o)
\" o rfrl

supposons :  P  =  I , t  ry  rù  êv
on peut supposer que a /  o

P é tan t  i nva r l an t  pa r  B ,  o

.B f-' ;-)
f-j ",-^*' ) =( : )

39



Cherchons  à  que l l e  cond i t i on  (X ' ,  y '  , z ' ) € ,  P

ÉXr  +  by '  +  cz t  =  o  
ê )  

-Ànv  -À" ,  * )nv  +  
l z  

=  o

,  Àf  f  ,  donc c=o

r
P=l , tsytz)€Æ lax+by=o ,  (a,b)

U

) . ,

C Q

=F',

F . D

(:)

or

d f o ù  :

I (",")J
r orrhosonar .{B)

(Ê)>=.
/'^

soi t  (A) 
""  

vecteur normar à P et  H

ieH=t(Ë)'J
A la i sse  P  i nva r j -an t ,  donc  :

A H c'<=+( /( ry) = o(:)(-

6)vr'€', (/'^ (Ë)>= o

donc ,  .o 
( : )  a 

" t

t)
t rr t  

\
"trbf
"rtLJ

a ^
J

t3

a
5̂

("-=l,";:

son t  co l i néa i res .
" . (

'uG)ce  qu i  s ign i f i e  que

tA
"z t
^zz

â ^ ^
z 5

"(l
t 114  +

^ tz& +

" r34 
+

/  
donc :.r .^ (l) tt [r )

t 1  ^



+ trrob 
)

1 b
^z7D F

d  foù  l e  sys tème 2

sys tème su i van t  :

Pou r  que  (a r r&  +  . r r b l  =  o  ; c i t  l r équa t i on  d run  p l an ,  i l

( " t g  ,  aZ3 )  /  
( o ro )  ce t t e  cond l t i on  es t  donnée  pa r  l e

Les  so lu t i ons  de  (1 )  son t  sous  l a  f o rme  :

::li) ^ f "'l .=)( ,ï,3
",,t J" \" 1 

- 
\ u,,d +

a = _ À"ea

[  = Àua,
avec À l  "

On remp lace  ces  va leu rs  dans  e )  :

^ 1 -

X t 
("rr - ^2) "r, "23 + ^21 ̂ "r '  - ^tz ^rr '7 = o

d 'où r  (u11 -  u22)  
" r ,  

.23  ^z !  ^ r r ,  +  ^ !2  ^ r r ,  =  o

Ce qu i  con t red i t : I r hypo thèse  1 " ) .

Donc  l a  cond i t i on  1 " )  p rouve  que  A  e t  B  ne  l a l ssen t  pas  i nva r ian t

l e  même p lan .

su f f l t  que  :

1 " )

^"rd '  -  azzJ
+ 

"rrb* )[  
^""n *

[ 
' .r  o.

\ " t '  
o-  +

Io(ur3e 
+ .rrL)=o

lr
' {  aGrr* + 

"rrb) 
=o

l

L ,"rt .  ^z) ab + ^2" o' urrt  = o

( a rb )  
1 /  ( o ro ) ,  on  a  nécessa i remen t  l e

l  
t rr**"rrb=o (1)

/

[  ,"r.  -.rr tJ * ^rrL' - u"r] = o (z)

l^



Preuve du théorème :

D tapês  ce  qu i  a  é té  d i t
4/

ve r  que  (1 )  es t  t r ans i t i f

Pou r  ce la ,  on  va  mon t re r ,

b )A -u  Bso i t unehé l i
o

Dans  ce t te  s i t ua t i on ,  on

â l  es t  t rans i t i f  su r  52

lab i l i t é  de  (1 )  
" r r  

R3  -

de  ce  chap i t re , i l  su f f i t  de  p rou -

l emme 2 ,  qu r i l ex i s te  un  con t rô Ie

au début

sur  s2.

dans  Ie

ro tel que :

NN
a)  A  +  u^  B  so i t  une  né l i ce  à  équa teu r  répu ls i f .o

ce à équateur

p rouve ra ,  dans

, ce qui perme

c')
{ o | t .

l l

V J

a  t t rac t i  f .

l e  l emme 3 ,

t  de conclure

que Ie système

sur  la  contrô-

Lemme L :

On  suppose
a-,

( i )  (A  +  u
N

( i i )  (e  +  u

*t
que (n

B )  es t

B )  es t

+uB)es t

à équateur

,àéquat"ut

une  hé l i ce  ;  a l o r s  !

r épu l s i f  s i  e t  seu lemen t  s i  q (u ) (o

a t t r ac t i f  s i  e t  seu lemen t  s i  O (u ) )o

Preuve :

So ien t  4  r { t es  va leu rs  p rop res  comp lexes  de  (A  +

leu r  p rop re  rée I l e .

on sa i t  que f i  *  r . . ,  
^Él  

est  à  équateur  répurs i f

l a  pa r t i e  r ée1 te  de  o (es t  p l us  pe t i t e  qu . -6  .

PosonÈ  :

B) et  7 sa va-

e t  seu lemen t  s is i

ie

, a  
, :  . , i  \ \

[ , J ? t :
\^

27
Tq

27
Tq

Re (< )< )f

lo= [

= ( -

'q. (u ) 3vî
I ' 2

3ut
2

,2 (u )

!L

\À.^. *, f't



n'".6
I

6"* 1

Re ('o< { (->- â ( r, + ,z) <+ (r, +

( : ) -É( r r+  rz )  (o  ( - )

gV3

est  à  équateur  répu ls i f

équateur  a t t rac t i f ,  on

on  t rouve  q (u )  >p .  Ce  qu l  achàve  l a  p reuve  du  l emme.1 .

'2)

11* rz )o

^r
+uB)

es t  à

contrô l "  ro  € lR ter

uoB  es t  une  hé l i ce  à

uoB  es t  une  hé l i ce  à

équa teu rs  son t  d i s t i n

/T
so i tg= [o

\ o

que :

équateur

équateur

c ts .

i :)
o Pl

répu1 si  f .

a t t rac t i f .

Les  va leurs  p ropres  4r4  "a6  
sont  données par  :

q= +
a= +
^6= +

oùÀ

donc

F'

I L ' hé l i ce  (a

f\, P

S i (A+ue )

Lemme 2 :

11  ex i s t e  un

a )  ( i )  A  +
l\t

( i i )  A  -

b )  Les  deux

Preuve :

Mon t rons  a )

'z)

tz )

( r ^  +  r ^ )
L Z

, 4  dés ignen t  l es
()

:  Re(4)  = {*4 =
ẑ

r a c i n e s  c u b i q u e s  d e  l r u n i t é  :
, :  - \

!  Q tà )  ( rn  +  r " )  =  -  I  ( r .  +  r " )
5 2 t z - L Z

s i  e t  seu lemen t  s i  q (u ) (  o

fera 1a même démonstrat ion,

t+3

r+)



Sachan t  que  B  e t  (e  -  À ' t ,  on t  même p ro jec t i dn  rad ia le  su r  32 ;  on

peut  donc considérer  Ia  matr ice :
I t

B'i=e-ât=(::;ù t-^/"
. t

Main tenan t  on  va  ca l cu le r  l es  coe f f i - c ten ts  f  A  ;  fS  i  f  
4 ,  du  d i sc r im i -

nanL Â (o  *  . ,  81 .  on  a :

sz = - + ,y - Àr'

Kg = -  
âf  V 

-Àr t .  on remarque que *Ef  o car l f  , ,1

so =.f-ro, - + (tr A)2

K1 = -+ (rrA)'W-lr-+

1n,e) = y* -  ) ,  (ar .  + ^zz)

det  çR,e)  =  y ,  -  ) ,  (^u  u2z -  
"21 

^ tz )

s1 =ftn,e) -$trn yL-h

K2=-+ (rrA) y^-)r2 * + fra,a) f -\,

Ko= -+ (rrA)3.*+

donc :

i  - -  , ,  2  4  \  e  A  |  6f6  =  4  sz"  +  2 '7  K3-  =  -  n  
( ) ,  -  À) "  *  27 ë7)2  Y 

-  À) -  =  e

fs  =  12 s t  t r '+  54 K2 Kg

Fta) t rR-derA

f  rn,  yr  -  ) ,  -  *  5-  rn,e) rrA -  der ( , \B)

ïl+



)  rX .( tor -  {  ( trR, ')*

z(e,ùd. tDir[;*^,gu
errn,e)(*;),'U

* ̂ zr't

= 
"rlîtr,rrg,rr A ) y^-^,] (- + i-\ ,')'. ,, [- e rrA f-
+ *r1e,n) g> -UF g' -),')

= +p-tr,^F,e,e) - $ t'o tr-X, * $ t' o tr-I,

)r2

( t " '  +  so
)(K^ -  +  2  K-  x^ )

Z L J

e)

7

,+ r-h'
w-I ,?.
2ro) y, -

=1.zsz

= t2L
\

(-t
\3

t+5

(  
" t1

trrl
t- 

('tt
)a 

[ , " . ,

SZ)  +  2

1r
7lÈ'^
"Ltâ
Àr.3.

F

z-5

AV

(A ,  B ) .

t rA W-

-) 'i$
t rA -d

t r

"22 
utz ^21.)

-^ r r ) '+4a" ,

( .1_ ,  -  ^ r r ) '  +  4  ^12  a ra  éL . :n t  néga t i f  donc  fn  es t  pos i t i f  .

Dans  ce  cas ,  (n  +  u  e )  es t  un  po lynôme drordre  4 ,  dont  Ie  coef f i -

c ien  L  f  a  es t  pos i t i f  .  on  sa i t  donc  qu ' i I  ex is te  u ,  e f l -  ue r i f i an t  :

V"efl," i  l" f  ) l"r l  arorsÂto+u a))o q)

d tau t re  pa r t ,  sachan t  que  :

q (u )  =  Ko  +  u  K ,  +  u '  ^ r *  t 3  KE

avec,  comme on l fa  remarqué ,  K3 = Q

d o n c  c h o i s i r  u o  v é r i f i a n t  ( V )  e t  t e l  q u e  :

( "
'  ( t f )
\

) )  
"

-) rn=r
=-y,-I

On peut

[o  
tuo I

1
[e 

( -uo

Y5



donc  u  vé r i f i e  :o Ato * , . ,o  e) )o  e t  q(uo) (o

f i tn  -  uo n) )o  e t  q( ruo) ) "

Cec i  s ign i f i e ,  d rap rès  Ie  l emme ,1 . ,  qu "  f  *  ro  Yes t  une  hé I i ce  à

équa teu r  répu ls i f  e td  -  uo  d  
" " t  

une  hé l i ce  à  équa teu r  a t t rac t i f .

Mon t rons  b )  :

supposons que les deux équateurs de (X * ,o 6 et  ( f  -  ,o 6 ne sont

pas  d i s t i nc t s .

Donc  (A  +  ro  B )  e t  (A  -  uo  B )  l a i ssen t  un  même p lan  P  i nva r ian t .

La  somme (À  +  uo  B )  +  (n  -  uo  B )  I a i sse  i nva r ian t  I e  p lan  P .

La  d i f f é rence  (A  +  uoB)  (A  -  uo  B )  l a i sse  P  i nva r ian t .

Donc  :  A  e t  B  l a i ssen t  P  i nva r ian t ,  ce  qu i  es t  en  con t rad i c t i on  avec

1 'hypo thèse  1 " ) .  Ce  qu i  achève  Ia  p reuve  du  l emme 2 .

on  a  donc  mon t ré  qu , i I  ex i s i r - :  deux  hé l i . " " 1 ' ,  . r l ,  t e l l e  que  l r une

es t  à  équa teu r  répu ls l f  e t  I  f au t re  à  équa teu r  a t t rac t i f .

De  p lus ,  I eu rs  p lans  équa to r i aux  son t  d i s t i nc t s  d rap rès  Ie  l emme 2 .

On va démontrer  un lemme qui  nous permet  de conclure sur  Ia  t rans i t l -
/\t, 2

v i té  de (1)  sur  S- .  Ce qui  achèvera a lors  la  preuve du théorème.

Lem$e 1 :
. \ r n d

Soi t  p , rn .  F.c .v  sur  s2.  s i "Fcont ient  deux héI i  
" "=t ,  

e t7 ,  à  éqrra-

teur  d is t inc t  te l le  quel "  est  à  équateur  répuls i f  e tZ,  à  équateur

at t ract i f  a lors  i f  es t  t rans i t ive sur  52.

Preuve :

so i t  x res2 ter  qu"Y" t t " )  =  o  e t  so i t  D1 r ,équateur  aef " .  La dé-

mons t ra t i on  de  ce  l emme cons i s te  à  reca le r  l e  po in t  Xa  à  Da  e t

réc iproquemen t .

v6



^ r l  , r \ ,
Z2 (q . )  

f  o ,  ce  qu i  permet  de  bouger? f ' . l  avec  le  champ Zr .
I

L thé l  , " "  d ,  é tan t  descendan te ,  on  peu t  reca le ,  / t  auss i  p rès  que

l  t on  veu t
F, A)

7t "LZz
coupent .

de 1  'équateur  DZ ae l r .

son t  indépendantes  donc les  deux équateurs D,  et  DZ se

6--7/

Donc  Ie  po in t  s ingu l i e rZa  e . ' t

Réc ip roquemen t  so i t  X ,  un  Po in t

*  
* rDt  

A D2.

On su i v ra  l a  t ra jec to i re  de  D2

con tenan  tT '  L  '  hé l  i ce  l "  é tan t

reca lab le  à  D1 .

d t  i n te rsec t i on  de D,  avec D2 ie

te l  que  I r on  so i t  dans  I r hém lsphè re

mon tan te ,  donc  on  peu t  reca le r  l e

po in t  Xn  de  D ,  auss i  p rès  qu ron  veu t  O" l ! .

D'apFès ce  qu i  a

passan t  par t , .

Cet te  t ra jec to i re

é té  d i t  c i - dessus ,  i l  ex i s t e  une  t r a j ec to i r e

nécessa i remen t  I  t  hé I i  . "  / " .

ae t,

coupera

b4



L féquateur  D,  est  contrô lab le I  donc on v ibnt  de montrer  que tout

po in t  de  l réqua teu r  es t  reca lab le  àE1 .  Ce  qu i  achève  Ia  p reuve  du

lemme 3 .



B EST DU TYPE IV

Ctes t  à  d i r e  : " =(l'it avec ), / I

Lfé tude du  sys tème (L)  se  fe ra  en  deux  é tapes  ,  uz t  
/  "  

e t  a ra  =  o

e t  se lon  Ie  cas ,  la  téchn ique u t i l i sée  es t  d i f fé ren te .

1e r  cas  ,  ^ rn  /  o
Z L

Thégrème :

Un.  .onoi t ion suf f isante de cont rôIab i l i té  sur  t r

es t  que  l e  sys tème (1 )  vé r i f l e  i

-1"1 ,

. : r  uzr)  o

Preuve :

que Cf  *  to  6  so i t  du  tyPe r r  (hé l i ce)

Dans ce  cas  nous  a l lons  mont rer  qu '1 I  ex is te  un  cont rô l€  uo  é f l ,  t " f f "

La  cond i t i on  2 )  exp r imera  Ie  fa i t  qu ron  peu t  t rouve r  une  cou rbe  con -

t i nue  passan t  pa r  un  po in t  s ingu l i e r  de  d  e t  s rapp rochan t  auss i  p rès

que  l ron  veu t  de  son  po in t  an t i -poda le  qu i  l u i  auss i  es t  un  po in t

r'
s inqu l i e r  de  

' 8 .

, o , r ;  l a  démons t ra t l on ,  nous  u t i l i se rons  l e  f a i t  qu fun  mér id ien  sé -

pare s t r lc tement  la  sphère en deux hémisPhères H,  ,  H2 et  que toute

cou rbe  con t i nue  i ssue  d fun  po in t  p  non  con tenu  dans  ce  mér id ien  e t

s rappnochan t  a rb i t r a i r emen t  p rès  de  ( - p )  ( - p  es t  l r an t i poda le  de  p )

rencontre le  mér id ien en un point  in tér ieur  de Ia  courbe.



Lemme 1 :
Isi  

"r t  I  o,

t ype  ( t l  1 .

Pregvs, :

Consi déron s

11  ex i s te  u

l a  ma t r i ce  B f

- /'\ a\,/
6lF- terte que 

-À 
+ uo

(:: i^)
B soi t  un champ du

on  sa l  t  que  B  e t  B r  on t  I a

même p roJec t l on  rad la le  su r

s2.

Dans  ce  qu i  su i t r  o r  va  ca l cu le r  l es  coe f f i c i en ts  fO  e t  f r "  du  d i sc r i -

minant f l te * .r e)

= - a2t ' f -À)n

G Y-n'1, .,'^ (
-  det  (a,Ar)  

|  
h

= 4 der(a,A)  yL- I l t

/ " ,  donc  r r /o

trA W

- ) , )

ona,s1 =!{n,e)  - î  r rAp-} ,

sz =-+ y-\r'
Kz = - $ t 'o W -\r '  .  f  LrR,e) yL -\)  -  der (B,A)

K3 = -  
1 ,  W -  ) r r t  . r [éranr  d i f  férenr  oe \  donc n,  /  o

v -\,
+ ,7 *r2=- l, V-.\16 * ztfur2 y- 116 = o

rs  = t2 sr  srz *  s4 K2K3 = - (*R,e)  -  
$  t ro y  -À 

ù-\ J J I I

-.\ l '*tftn,n) gr-À)I

Y

de t  (B rA )  =

D f o ù :

f . = 4

a2 !

?
t2 -

Comme a,



Par  conséquen t  i l  ex i s t e  uo€  K te l t e  que  :

A(o * uo e))o (*)

4(u^) l "  (*{)
l o ,

La  cond i t i on  ( t {  )  peu t  ê t re  réa l i sée  ca r  K3  {  "

On  v ien t  donc  de  mon t re r  qu r i l  ex i s te  ,o  €R te f  l e  que

une hél ice,  ce qui  achève Ia preuve du lemme 1, .

X* u B so i t
o

Lemme 2 :

La  cond i t i on  u23  
" ra )  

o  va  nous  pe rme t t re  de  cons tu i re  une  cou rbe

pa r tan t  d run  po in t  s i ngu l i e r  P  Oe  Êue t  passan t  auss i  p rès  que  l r on

veu t  de  son  an t i poda le  ( -p ) .

Pregvg r  
/A\

on va prouver le  lemme 2 pour  le  po int  s ingul ier  oe G' ,  N =Iç4/  r  c€

qui  ne change r ien à la  généra l l té  car  un même ra lsonnement  condui -

ra  au  même résu l ta t  en  p ren - \ ; r t  un  au t re  po tn t  s ingu l i e r  oe ' i l qu i  ne
.  l ! \

lu i  est  pas symétr iqr "  I t8 /pat  exempre.

La  cond i t i on  du  rang  p rouve  qu t i - l  ex i s te  une  t raJec to l re  qu i  passe

par  N  e t  qu l  Ie  ramène,  su ivan t  le  s igne(a r r ) roans  :

( i )  I 'hémisphère 
" ,  

={  (a,y  ,ù  € ,2 /  r  t ;  I  
s i  

"zr )  
o

( i i )  I r hém isphè re  H"  =  {  ,  t r y r z )  ez l

On  va  fa i re  Ia  démons t ra t i on  dans

t re in t  pas  1a  généra l i t é .

t ' / t<"J si u23
l e  cas  où  ^z l1o  ,

./o

ce qui  ne res-

t', 
\

\r'i \
-  < ;  - -  \ \s

I
l
I
I

i;



D'ap rès  ce  qu i  v i en t  d ' ê t r e  d1 t ,  11  ex i s t e  une  t r a j ec to i r e  qu i  r a -
^ ,  l o l

màne  l e  po in t  s i ngu l i e r  de  6 ,  *  = l ? l  a  I ' hém isphè re  H r .

A  I ' a i de  des  t r a j ec to i r es  oe  Ê 'qu i  son t  pa rcou rues  dans  1es  deux

sens  du  tempsr  tou t  po in t  de  H ,  peu t  ê t re  reca lé  a rb i t ra i remen t  p rès
I1 I  

L

du  po in t  P  (1 ro ro ) ,  o r r  A18 /  es t  un  vec teu r  t r ansve rsa l  au  p l an  équa to -

r i a r ,  donc  i l  ex i s t e  un  vo i s i nage  V  de  (1 ro ro )  t e l  que  t ou t  r € - v ,

A t  es t  t ransve rse  au  p lan  équa to r i a l .

Pa r  conséquen t ,  t ou t  po in t  de  H ,  es t  reca lé  dans  V rdes t  ramené  à

I ra i de  des  t r a j ec to i r es  Oe  d  a rb i t r a i r emen t  p rès  de  ( -N ) ,  l r an t i po -

da le  de  N .

F ina lemen t ,  on  a  cons t ru i t  une  cou rbe  i s sue  de  N  e t  s f app rochan t

auss i  p rès  que  l r on  veu t  de  ( -  N ) .

I I  es t  c l a i r  que  dans  I a  démons t ra t i on ,  on  a  eu  beso in  du  f a i t  que

%f  1o  ,  ce  qu i  nous  a  pe rm is  de  reca le r  I e  po in t  N  à  H2  n  E

[ ' > t )
où u  = . {  (L  ry rz )  ê  s '  /  

. .  / . .o  |  .
t )

Lemme J :

so i t  (D )  l ' équa teu r  d rune  hé r i ce  e t  p  un  po in t  de  s2  non  con tenu

dans  (  D ) .

S i  T  es t  une  cou rbe  con t i nue  qu i  re l i e  p  à  un  po in t  a rb i t ra i remen t

p rès  du  po in t  an t i poda le  ( - p )  de  p ,  a l o r s  T  coupe  l r équa teu r ;  I e

rn (D) / / .
Le lemme 3 achève Ia démonstrat ion du théorème ;  en ef fe t  :

Remarquons d 'abord  que 1 f  équateur  de  1 f  hé I ice  t f l  *  
"P ,  

t rouvé au

remme ! ,  ne  peu t  pas  passe r  pa r  res  qua t res  po in t s  s ingu l i e rs  o "  Ê
,  .  * /8\ * l1l  r '  1à  savo i r . \ i / " a . [ 8 / ,  s i non  on  au ra i t  l e  p l an  (o  z )quL  se ra i t  i n va r i an t .

E A



Donc :

"11r  
*  ^ !3 '

^zLx * u23'

"31x 
*  u33"

ï 1  f au t  donc  que  , \ r r , ,  ^z !X*  d23^  =  o

^0(
Ce qu i  impose  z  az . -  =  a23  =  o  I  c res t  en  con t rad i c t i on  avec  

"31  "2 r )  
o .

Supposan t ,  sans  res t re i nd re  I a  géné ra l i t é '  que  1e  po in t s i  ngu l  i  e r

d * u È').
o

/R\ ,..,
N = t i J  de  B  n res t  pas  s i tué  su r  I ' équa teur  de  l rhé l i ce  (

Drap rès  I e  l emme 2 ,  i I  ex i s t e  une  t r aJec to i r e  cons t ru i t e  pa r  conca -

téna t i ons  des  champs  I  e t  I  Ë  e t  qu i  re l i e  I e  po in t  N  su f f i samen t

p rès  de  son  an t i poda le  ( -N )  de  mêmeren  ra i son  de  Ia  symét r i e  de  Ia

?
sphè re  S ' ,  i l  e x i s t e  une  t r a j ec to i r e  i s sue  de  ( -N )  e t  s f app rochan t

su f f i samen t  p rès  de  N .

pa r  conséquence  tou t  po in t  de  l a  sphère  peu t  ê t re  a t te in t  ou  reca lé

à  l ' équa teu r  en  u t i l i san t  1 , ,  l emme 3  I  ce  qu i  pe rme t  a lo rs  de  con -

c l u re  su r  l a  t r ans i t i v i t é  de  d  su t  52  e t  pa r  su i t e  de  (1 )  su r

c)3 r ]rn, -  1oï -

Res te  donc  à  p rouve r  l e  l emme 3 -

Preuve de lemme 3 :

(D )  é tan t  1 réqua teu r  donc  i l  sépa rg  s t r i c temen t  I a  sphère  52  en

deux  hémisphères  Aa  e t  A r .

I I  es t  c l a i r  que  s i  p  es t  dans  A1  a l o r s  ( - p )  es t  dans  A ,  e t  i nve rse -

men t .

La  cou rbe  T  es t  con t i nue  e t  j o in t

I
o l  A1  

Âo ,  
=  

f  ,  donc  d ' aP rès

énnoncé  c i -dessous ,  T  con t i en t  un

teu r  (  D ) .

un  po in t  de  A ,  à  un  Po ln t  de  42 .

Ie  théo rème du  passage  des  douanes t

po in t  de  I a  f r on t i è re  i e  de  1 réqua -



Théorème du passaqe des douanes :

So i t  X  un  espace  topo log lque  e t

So i t  C  un  connexe  con tenan t  un

a lo rs  C  con t i en t  un  po in t  q  de

Ce  qu ron  peu t  i l l u s t r e r  pa r  I e

ACX.

po in t  de  A  e t  un  po in t

1a  f ron t i è re .

dess in  su i van t  3

de Ac

2ème Çês  : u2t = o

Théorème :

d i t i on  du
(

)  ln  u31
L

qu ' i I  ex i

so i t  une

so i t  une

rmet t ra d

r a n g  o n  a  3

. \a2z Cp -À )  (u1r
L J  

t /

ar
ste uo €W teL que

hé l i ce  à  équa teu r

hé I i ce  à  équa teu r

e  conc lu re  d tap rès

:

a t  t rac t i  f .

r épu  I  s i  f .

l e  l emme 3  du  ( I I I . 3 )

_ ̂ 22,7>,

Le sys tème (1)  es t  t rans i t i f  sur  t r  - { "1  
" t  

en prus  de

I a  con

F-)
On va  mon t re r

( i )  ' l  *  ,o  d

( i i )  f r  -  ro fr

Ce qu i  nous  pe

Preuve 3

On  va  ca l cu le r  l es  coe f f i c i en t s  f a  ,  f 5  r  e t  f +  du  d i sc r im inan t

A  t n  +  u  B ) ,  on  t r ouve  3



= F-\, 
(.1r * ^zz)

( t r  A )21,
3

) -  1n,e)

so = frnl

27 (*r '  +  z  xa rcr )So SZ) +

r
| 

)-rn ' er

Irnr y

F -\, . + (rr A)2
-'r f

- À r ' f  + 27 1 +rttrn )3J Lg"
L

ty -),f

Ln ".. '23

- X 12 ( t r  n )2(p - \  r2

trln
v

). lA, B)

7-5

1,+=
9

( ï - iu - tr12 + oetz{n,R) -  1, F tnçe) ( tr  n)<

I 
- tr , '  -  3 =,R,e) det (B,A) 

P 
-I ,  *  f ,  o"t  (e,R) ( tr  n)*

Ir2 . # (rr A)2 y -\ ra - # /rnt. j t .  -Àrn - -#,sr

F tnre)  t r  A t ,p .  - t r  13 +

V-

= y-\"ç

K1 = -g (rrA)2 yn -L.+ Irn) yL-\ l  + â>-,o,",  rrA- der(A,6)

der  (A,01 =  .31 u23 *  
, * - )  

,  ^ r t  ^zz

d t o ù  ! t A  =  f S  =  Q

f  4  
=  12  sz  ( t " '+

4r-tr,' -  â  t !o , t ,  t r  A

Drap rès  nos  hypo thèses , f  q  es t  donc  pos i t i f .



I 1  ex i s t e te l  que  :.,oê R,

(î.) Iot^ 
+ uo nr)o

(-Ata 
- uo el) 

"

De p lus  on  a q (u )  =  t (- o +  uK ,  +  , r2  Rz  *  13  Kg

e t  K , (u-Àfy'" ca ru /À
Z= - ; -
z l

Donc on peut af f i rmer qu' i l  extste u;prf tvér i f iant  Cf( .1 et  tet le que :

e t  0 l , r f  p rouve  qu , i l  ex is te  deux  hé I i  
" .X

es t  à  équateur  a t t rac t l f  e t  l ,au t re  à  équa i " , r "

ès  le  lemme 3  du  ( ï I ï .3 )  l e  sys tème d l  es t

c  (1 )  r ,es t  su r  lR3  -  \ "?  .  ce  qu i  achève  ta
1-J

(  q (uo l  )  "()t Tt {
)  o t - "o '  (  "L

Les deux condi t ions (* ,

e t  / ,  t e l l es  que  l  r une

répu l s i f ,  e t  donc  d ' ap r

t rans i t l f  su r  52  e t  don

preuve du 2ème câs.



B EST DU TYPE V

c rest à dire îi)"=(i
eurs propres co

point de f i l
\

A l  ( ênn  +  ê " "
/  L L  4 L

( i i  )  su i van tes

tçlercs

{"}.
-  2 "33  ( "

On suppose  que  A  =  (a ,  *  )  possède  des  va l
I ' l

t  I a  cond i t i on  du  rang  réa l i sée  en  tou t

si  L")  (  h (rr  n)3 *  f  Ero) rr  R r-  der

2" )  I r une  des  deux  cond i t i ons  ( i )  e t

vé r i f i ée  :

( i )  ur2 /  " r "
( i i )  

"3,  I  o

esc

Alo rs  Ie  sys tème '7 )  es t  t rans i t l f  su r  R?

Pour  l a  démons t raL ion  de  ce  résu l ta t ,  on  u t i l i se ra  l es  p rop r ié tés  du
(+  d \ r . - -  -

sa tu ré  d "  Ï .  En  e f fe t ,  d f  ap rès  l es  p rop r ié tés  du  sa t ( f )  L f c f J

ennoncés  au  chap i t re  1 . '  On  a  :

1) t " € Ê ==>$te R "t"
2)  Le saturé o-3. " t  s tabre

R,
donc

/ ,
t -

\ "

a

t" ï-

\ r  *donc  :Tn  ê  N
rl
$

, 1

3 )  sat  ( f i  est

l im

n -2oO

A 
" - t "  €

pour  l es

Ë "btrP=1

R)
Sat  ( I l )  .

comb ina i sons  pos i t i ves  :

,u \.
f e rmé ,

e
pL) B n $zrrpr)B 

)asar(6-

e(2ï[pr)B A e(-2rrr.,rl =.(rurcfi
J

Théorème

-v



En ca l cu lan t  ce t te  quan t i t é ,  on  t rouve

comp lexe  H .  La  cond i t i on  1 " )  p rouve  que
g i t i f  a l o r s  ce lu i  de  H  es t  a t t r ac t i f  e t

une matr ice hyperbol ique

s i  l f équa teu r  de  A  es t  t r an_

inversemen t .

Preuve :

ï I  su f f i t  de  cons idé re r

même p ro jec t i on  rad ia le

On  sa i t  que  :

1a  ma t r i ce

sur  s2.

f ro" r
|  - s in  t

\ o

B r (, 'il
ri)

ca r  B  e t  B t  on t

t B rê

t B f
E A

s in
Cos

o

Donc :

^  Cos
"11_

-  s i n
"1,1-

_  s i n
"2r

^  Cos
"27

_ Cost12

s inua2

_  s l noz2

^  Cos
o22

^tz
^22

"32

_  Cos
o 1 3

s in

"13

s in+  423

Cos
* az3

ua,  \
u23 

)
" t t  /

: ; )( ' ï  
:

S in

cos

o

/ ^ , ,

I "r"
\ " r t

t 3 L u32
"33

" t a r  
A  

" - t B t
t B t .

E A

o

o

t  s in  t

t  cos t

Cos

s in

/  
o" '

I or"

\  
o , .

o

otz Atg

ozz ozl

oge og:

r ?



Avec :
.2A l l  =  aaa  Cos '

otZ = ^12 cos2

Of l  =  
"13  

Cos  t  +

AZ:-  = a,  Cos2 t  -

u23 s in  t

. z
uL2 s]-n

.2
u11  s l n

"13  
s in  t

^32  s in  t

u3L  s ln  t

t  +  ( àZZ

t  -  ( u . t  +

" t t )  
Cos  t  s in  t

ufZ) s in t  Cos t

t  +  
"22  

s in (a r "  +  ^ tZ )  s ln  t  Cos

t  -  a . . .  s ln ( ^ZZ u t t )  s in  t  Cos  t

2 r*

2
c+

Azz =

oz3 =

431  =

A^^  =
5 Z

uzz cos2 t +

a23 Cos t  -

a , ,  Cos  t  +

^32  Cos  t  -

ogr  =  
"33

Ona :

ca l cu le r  :

Irrr
l co

/P..
) -= '-,lt

J;"
nt .
\ s t

Jo

J':'

!,

I
I

s

n

s

n

2- t  
d t

2- t  
d t

rd t

t d t

^{ -

Ma in tenan t  on  va

f . /n-1-
c = l im l+(î

-1" \p=on+6 L
"(2rrRr)a o "-(2rpr'r] Iï 

A "-r",

,$t
l .  *  cos 2 t  d t  =T[ '

JoT
= -IT

= Q

= Q

'rr ,
l \  ( â . ,  +  a^^ )

I I  Z Z
Donc i 77

E d



( tN
)on d t

vs

(rlt

J 
ot ,  d t

o

=n
= O

(ur ,  -  ^Zt )

rttt ê

lo ,  d t  = \ \  (ar ,  + ^zz)
Jo rls rt\(
ûe t r l l

Ioædt= )oorrdt= JoortJù

lT= dr = lN "r,JÙ

+

o

=/n
\"

/ tn
\  t tB '  e

)o

d t = o

" - t " ' d t

(u1L *  uzz)

( " t2  ^z : - )

^zl o

uzz) o

zTf ag

Tf( urz

ï \ ( . t r

1e  cas :  supposons  que  ( i )  s c i t  vé r i f i ée ,  donc  ,  ^aZ / " r ,

l a  ma t r i ce  C  es t  done  hype rbo l i que  dans  Ç  des t  une  hé l i ce  su r  52 .

En  ca [ - cu lan t  I a  d i f f é rence  en t re  l a  pa r t i e  rée l l e  de  l a  va leu r  p ro -

p re  comp lexe  de  C  e t  I a  va leu r  p rop re  rée l l e ,  on  es t  ramené  à  d i s -

cu te r  l es  t ro i s  so i s -cas  su i van ts  :

1 )  
" 11  

*  ^22  2u33  (o

dans  ce  cas  1 ' équa teu r  f  d l  oe  d  es t  r épu l s i f  .

Pou r  avo i r  l a  t r ans i t i v i t é  
" u r  

52 ,  i I  su f f i t  que  1 ' équa teu r  (D )

,<
de 'À  so i t  a t t r ac t i f ,  donc  ^o  )  o

2 )  . 11  *  
" 22  

, " r ,  )  o

1o ,  )  1 ,équa teu r  de  âes t  a t t r ac t i f  ,  i 1  su f f i t  donc  que  1 ' équa teu r  (D )

de  À  so i t  r épu l s i f  pou r  avo i r  con t rô l ab i l i t é  su r  52 ,  donc  xo (o .

J)rt  
dt = N("tz -  uzt)

d r o ù  :

C =



2ème cas :  on

ne  l f es t  pas .

Donc ,  ^n f  o

Dans  ce  cas  Ia

t^
lu t t *

c=Îf l
t o
I
\
\ o

.ç.)
orc(s"r(D,

r
donc  : { c r l  B

rJ
On va  ca l cu le r

1 ,eF
,..i#l -' f- '-f-J- - -. r -+t . B, " nlRJ c sat(Ï ).

es  coe f f i c i en t s  f j  ,  f i ,  t ) ,  f à  ,  f à  de

(2. : r - .1L-  ur , '

(2 .gg-u11-^rr ) t

^i=o

det  (Brc)  =  2"33T[ , - , '  = )  Kà = -  det  (B,c)  =  -  zar rT [ - , , ,2

Donc :

d t o ù l r o n a : K

Ce qui  achève

Ona :

d e t

(c rB)  =

(c ,  B)  =

si=

( " 11  *  
" 22  

2 "33 '  (  
"

p reuve  dans  l e  cas  où  ^ r r f  ^ r "

o

1a

suppose que

" t  "12  
=  ^21 ,

ma t r i ce  C  de

^22  o

a ! ! *az2

o

Ia  cond i t i on  ( i i )  es t  vé r i f i ée  e t ( i )

v l en t :

o \

ol
' "a t  

/

c

I / tc *  ,  s)

, lâ r L"33  t

Donc i I  ex l  s te

=  f  
)  

=  f â  =  o

*)' = 10; "r! fi-u'n

;  u / "

con t rô le  u

Sr =  -  I
O J

K' = -h

"')

" \==)

o '

ç l- 1 ,

27

o

un

€ r
o

ç r- 4  -

+
"€R

fà>"
t e 1  q u e  !

^ / N
C  +  r o B

6t
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D e  p l u s  o n  p e u t  c h o i s i r

a i e n t  l e  m ê m e  s i g n e .
^J

Pour  que  l e  sys tème  (1 )

K !  K  , / o .o  o \

C t e s t  à  d i r e  :

C e  q u i  a c h è v e  I a

uo  assez  pe t i t  pou r  que  :  q '  ( uo )  e t

so i t  t r ans i t i f  su r  52 ,  i l  su f f i t  que  :

K l
o

2-  h  no (2u1,  u11 -  
"z) '  (  "

+ 
Ko (2au uLL -  uz)

+ 
Ko (u11 *  uzz 2u33,  (  "

preuve  du  Lhéorème.  
' '

Co ro l l a i r e  7 O n

) i t

' an t

A )3

S O

i v

1 )

SU

suppose  que  A  es t  du  t ype

t ransi t i r  
" , . , .  

/R.3 -  [ "1 ,
L_/

es  so ien t  vé r i f i ées :

( I V )

i I  s u f f i t  q u e  l e s  d e u x
Pour  que  (

cond i  t i on  s

/ .1.) (- +
\  t l

( t r * !  Ztol  trA o"r 
t  

(u11 * ^22 - ,u.r ,  ("

oi,d,

2) dr l io,ul  det  (A,B)#"

d é s i g n e  I a  v a l e u r  p r o p r . ,  d e mul t i p l i c i t é  deux  de  A .

La  cond i t i on  2 )  p rouve  l r ex i s t ence  d fune  hé l i ce  H

la  cond i t i on  7 )  impose  à  u  d rê t re  de  sens  i nve rse

c ians  1e  sa tu ré .

Co ro l l a i r e  2  :  Supposons  que  A  es t  du

so i t  t rans i t i f  su r  R3

A)3 * !Z<nl  r rA der

(dn  -  o ( . l  -  4  der  (A .s )  I  
"L  Z  '  ' _ '  T

oùo t ,  uydZ  son t  l es  va leu rs  p rop res  de  A .

pou r  u  assez  pe t i t ,

que  ce l1e  t rouvée

Pou r  que  (1 )

/ n

L) (-  + ( t r
\  z /

, , \  
"  L'  t  
f  Frn ' t l

f r r

ç

t"
t (u11_  *  u2z  -  za l : ) (  o

pe

(
)

I I I

i I  su f f i t  que  :

6Z



B EST DU TYPE VI

i e :Bes t 1a  ma t r i ce

,=^  7

[oÀ
YO

d t o r d r e  d e u x .n i  l po ten  te

o \

Â /

Théorème :

Pou r  que  l e  sys tème  (1 )  so i t  t r ans i t i f  su r  / ( l

f au t  e t  i I  su f f i t  que  I a  cond i t i on  du  rang  so i t  vé r i f i ée

po in t .

["1
en

r  i I

tout

On  mon t re ra  que  s i  B  es t  I e  n i l po ten t  d ro rd re  deux ,  a l o r s  i l  ex i s t e

un  con t rô le  u^  te l  que  :  (A  +  u^  B )  admet te  des  va leu rs  p rop res
o 'o

comDlexes .

Lréqua teur  (E)

sur  s2 .  oê  peu t

",(4", (=ê) .
Par  conséquence

."f,Ë

ô-z
de  (n  *  r o  B ) ,  l a  p ro j ec t i on

pas co inc ider  avec le  noyau

Iepo in ts i rguI ie rXode1|hé1, . " f r , l vér i f ie :

rad la le  de  (A  +  ro  B )
ôJ

de  B  e t  ne  con t i en t

On  démon t re  a lo rs  que  dans  ces  cond i t i on "  Xo  peu t  ê t re  reca lé  à

1 réqua teu r  (E )  e t  i nve rsemen t .  Ce  qu i  achève ra  l a  p reuve  du  théo rème.

Preuve 3

La  cond i t i on  du  rang  es t  év idemrnen t  nécess . : - t "p9J

Mon t rons  qu re l l e  es t  su f f i san te r  pou r  ce la  on  va  énonce r  e t  démon-

t re r  ce r ta ins  Iemmes  qu i  nous  pe rme t t rons  de  conc lu re .

63



Lemme 1 :

s i  B  es t  La  ma t r i ce  n i l po ten te  d ro rd rq2 ,  ê t  s l  l e  sys tème  (1 )  vé r i -

f l e  I a  cond i t i on  du  rang ,  a ro rs  i t  ex i s te  un  con t rô re  uo€  R  te t

que  (A  +  uo  B )  admet te  des  va reu rs  p rop res  comprexes .

Preuve

En  e f fe t  on  a  :

1?
fO=452 -+27K3 '

fS  =  72  S '1  t r ' +  2a  RZ  n3

o r t s ^=K^=
t  3  

o=K2

donc :  _
! .  =  t -  =  O

o f ,

f  4 ,  
=  72  SZ  ( t " ' +  So  SZ )  +  27  ( * r ' +  2  K1  K3 )  =  27  KZ2

Kz = -g ( r rR)  ( t r  ù2

d o n c  f q  =  Q

* J Zn,al. (tr s) * t  z<rt rr A - lr l ,(e,A) *o

f "  =  4  5 4  ( S n t  +  6 5 ^ 5 " )  +  Z j  ( 2  K ^  K "  +  Z  K ^  K ^ )  =  4  s  
3

J  I  ' - 1 -  - o - 2 '  " o  " 3  L  z  ' 1

st  = f1R, e) -  t  ( tr  A) ( tr  e) = f ," l  = -  uzl

s i  ^z t  {  o  a lo rs  f s  /  "

on  peu t  donc  cho i s i r  uo  t e r  que  . / t n  *  r o  e )  so i t  pos i t i ve .

Supposons  Ie  cas  où  ^2 I  =  o

ê c n = o - \ s " = o - \ f - = o
. i -  - /  I  - /  - r

6t



f  Z  
=  72  So  ( t " ' +  So S^ )  +  21  ( x - -  +  2  K

z L o

K. = -  ! ( t r  R)2 ( t r  e)  *  + Zrn) t r  e *  4Fo,t l
L Y J .

t r  A  d e t  ( A r B )

l.:i"::l
=  -  u31  ^23

f  Z  
=  27 (u '  u r l '

^
A (A  +  uo  e )  so i t

On va  mont rer  que

pas  réa l i sée .

,  donc  s i  a31  a2  r  /  o ,  i t  ex is t .  uoe  R,  te l  que

po  s i  t i ve .

l o r sque  aa ,  ^23

A=

=  o  l a  c o n d i t i o n  d u  r a n q  n f e s t

1er  cas  : t 3 1  =  o

Donc :

L a  c o n d i t i o n  n r e s t  p a s

2ème  cas  : u23 =  o

l':' )
\ "  /

n n i  n f

("i' :ii
(t)

r éa t i sée  au

u, , ,a \

" ; ;  )

" r t  /

' ( ' )A
-

/ : \

\ ; /

+
o

+nh) =(

A=( 
^:" 

:::'3',\
\ ' , ,  

u32 
" r ,  /

utr?(

^z:'X

u !3 '

a^^z
J 5

uz) -  zt  nrz

= O
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Dans  ce  cas  1e  p l an  1o  z  es t  i nva r i an t  pa r  A  e t  pa r  B ,  donc  ce

qu i  s i gn i f i e  que  l a  cond i t i on  du  rang  n ' es t  pas  réa l i sée  su r  ce  p l an .

on  a  donc  nécessa i remen t  so i t  a r  I  I  "  
so i t  aaa  u23  

f  o

Pa r  conséquence r  i I  su f f i t  que  1a  cond i t i on  du  rang  so i t  r éa l i sée

en  t ou t  po in t  pou r  qu ' i l  ex i s t e  un  con t rô l " , rÉ /R  a " t  que  (n  +  uoB)

admet te  de  va leu rs  p rop res  comp lexes .

Dés ignons  pa r  (E )  r ' équa teu r  de  t , hé t i ce  , f f  u l  e t  Xo  so rnpo in t

s i ngu l i e r .

Lemme 2  :
. / \

L 'hé l i ce  (n  *  FÉ l
t N

( i )  (E )  J  xe r  B

(i i) !@'$,,,,
\ - 

f r-r-/
( i i i )  x  Ê  ke ieor

Preuve  :

vé r i f i e  I es  p rop r i é tés  su i van res :

-/
( E )  =  K e r  B

d a n s  c e  c r r s ,  l a  c o n d i _ t l o n  n r e s t

( i  )  supposons

On va prouver

(E ) .

que

que pas  réa1 i sée  su r

E n  e f f e t :
r---t
A  +  u^  B  l a i sse  1 réqua teu r  (E )  i nva r i an t .o
P t-')
B  l a i sse  i nva r i an t  t ous  l es  po in t s  de  Ke r  B  donc

/'--/
même pour u ts.' o 

Æ -=-' ^J -,t ^')
Donc  la  d i f f é rence  :  A  *  ro  U  -  ro  B  =  A  +  ro  B  -

I a i sse  1 ' équa teu r  (E )  i nva r i an t .

de  E ,  i t  en  es t de

N ,.r/
u  B=A

o

Par  conséquence  su r  (E )  I a  cond i t i on  du  rang  n res t  pas  vé r i f i ée .
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vec  I r hypo thèse ,  d roù  (E )  
f

i s t e  un  po in t  p  t e l  que  :

^/ 
"?)/3) 

(
""t.p ,.r$rl\t/,\

"  
1ÊJ,rAt i f  ient  pour  tout  po

ppar renanr  pas  à  â_ ; ;

î' .') \Bt. p., r€KJ ) = ,
t  pur l f , )  

" .Ê)" t  
.ontenant

\or \  o/

6 L.:i!ù\
t l \
r l \
i l \

D ' r r
l l

i : t - /

Ker  B

;)l
i n t  p

(p )

est  en  con t rad ic t ion  a

/ t \
s ' (8 /  6 t  e  I  a ro rs  i t  ex

( r-t

F - p, .eRJ,l
e t ,  l es  t r a j ec to i r es  d

. " ( â ) " .  ( â ) ,  e r  n ,a

I"ff. p, telR?u 5-"
LJt
es t  un  équa teu r  passan

C e c i

( i " i )

(  o )  =

e n  e f f

t i n c  t

/
I

adh I
\

o u L

/r\ /-J)Pu isque  (E )  passe  pa l { . 3 ) "a  \ o / r  r r  co rnc ide  avec  deux  cou rbes  i n -

tésrares, à savoi'  
["di.; 

,  t  €R] 
". t-Ft.o te R]

Donc  la  cond i t i on  du  rang  n res t  pas  vé r i f i ée  su r  ces  deux  t ra jec to i res ,

e t  cec i  es t  en  con t rad ic t ion  avec  lhypo thèse ,  d 'où  ,  ! ( l )d , r ,
\ 0 , / l

di  s-

e t  ( - p ) .

I
I
,

I
t

\
\

--J
( i i i )  supposons  que  Xo  { . xe r  B

.------z
X^  é tan t  un  po in t  s i ngu l i e r  de  (A  +  u^  B ) ,  donc  :' - o  o

6Y



(n+u

o r :Xç
o \

d t o ù  I  r o n

Lemme 3 :

K e r  B  e n t r a l n e

a A ( X ) = o
o

B ( X ) = o
o

= O

B )

que  B (Xo )

Donc  au  po in t  Xo  l a  cond i t i on  du  rang  n res t

con t red i t  l f  hypo r thèse ,  d ,où  ^ "ÈxYe .

Pou r  t ou t  po in t  p  de  Sz  n ,pppa r tenan t  pas  à
17

(e ) c srfr).p er p € srFl (E)
I I  es t  c t a i r  que  l e  l emme 3 ,  nous  pe rme t  de

s ingu l i e r  X^  de  1 f fu )  peu t  ê t re  reca lé" O - - o

de  (E )  peu t  a t t e i nd re  Xo .

Ce  qu i  achève ra  a lo rs  l a  p reuve  du  théo rème.

Preuve du lemme 3 ?

So i t  p  un  po in t  de  s2  te l  que  I  p  û ,  , ; ,
t  /  4 \  ,

on sa i t  d 'après le  temme 2 s . re  ,  a (  
| f f ,

Graph iquemen t  on  au ra  l a  s i t ua t i on  su i van te

pas  vé r i f i ée r  c€ qu i

K e r B r o n a :

d i re  que  l e  po in t

à  (E )  e t  que  t ou t  po in t

\
\

:i-(.1- \
|  ' -  

-

\i

iî
\ ' .
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fl

.  p  .  t €R [ " ' upp toche  a rb i  t r a i -
)

d ' ap rès  l e  t héo rème  de

.  D .  te  R?"" t  t ransverse
)

lemme 3  e t  donc  du  théo-

don  t

\B t
1e

ve du

|  4 \  r  Y
p + t  {  q  l ,  donc sa courbe in tégrat" { . t '

'"1,"..\?{u" o"(l)". o" (! ) L
t i \ \o/  / - t  1 \o z

Les po in ts  fg  I  e t  Io  lé tant  ant ipodaux,
\0 /  \o  /

passage  des  douanes  Ia  cou rbe  i n tég ra le

à  1 ' équa te t i r  ( e  ) .  Ce  qu i  achève  I a  p reu

rème.

6g



B EST DU TYPE VI I

t ro  i  s .

va leu rs  p rop res comp lexes  con juguées

pou r  que  l e  sys tème  (1 )  so i t  t r an -

que  :

imag ina i r es  pu res ,

o rd ren i l p o t e n t e  d t

=  / À  L  o \

[o À t )
\  

o  d /

possède  deux

B  es t  I a  ma t r i ce

Cres tàd i ' r e :B

on suppose que A

{e t  d .

su f f i san te

i"l esr
U n e  c o n d i t i o n

si t i f  
" , r t  f t3

su i van t  ( oz )  dumpose  à  l a  composan tr# l  on e

i c

n t

1 réqua teu r  de  I ' hé l

a teu r  es t  r épu l s i f .

p - "op res  comp lexes  so

i

1

u

A v e c  I a  c o n d i t i o n
/ r t

po in t lS  , c l f  ê t r e  po' \ l

e t  d ' ê t r e  néga t i ve

Dans  l e  cas  où  l es

s i t i ve  s

s i  I ' éq

va l  eu rs

pu i sque  B  e t  B r  on t

que  l ' équa teu r  de  A

a  q ( "1 ( "

+* I to)  t rR oetn(o

( h (rr n)3 .,  + Io, tr A - det A))"31> " r* l
J

e  A  es t  a t t r ac t i f

l e  sys tème (1 )  es t  t rans i t i f .  En  e f fè t : " t1 *  O es t  compac t  a lo rs

le  sys tème (1 )  es t  équ iva len t  à? t  A  ,  :  t s  t
\ )

Preuve  :

Dans  I a  su i t e  on  va  cons idé re r
2

m ê m e  p r o j e c t i o n  r a d i a l e  s u r  S * .

O n  s u p p o s e r a ,  s a n s  r e s t r e i n d r e

B' =(: i :)
I a  géné ra t i t é ,

e s t  r é p u I s i f .

D o n c ,  d r a p r è s  l e  l e m m e  1 -  d u

t ?
or  q (o )  =  Ko  =  -  

h  
( t r  A ) '

( I I I . J J  O N

]o



admet  deux  po in t s  s ingu l i e rs  à  savo i r

No tons  que  ces  deux  po in t s  s i ngu l i e r s  son t  s i t ués
tNf tJ

E du  champ  B ,  e t  pa r  su i t e  l ' équa teu r  D  de  A  coupe

E  en  deux  po in t s  p  e t ( - p )  d i amè t ra l emen t  opposés .

B lLe champ de vec teur

(t )". fl )
Enerrer,  #(É)

r,ta)
ÀÉ)  =o

su r  1 ' équa teu r

nécessa i remen  t

,(a) (- cy(al) (É) (â)
-;(a) =.

I a  c o u r b e  i n t é q r a l e  d u  c
c r /  ^1  ,  tAJ."*n, teR,J f ft

I a  p r e u v e .

s i t u a t i o n  à  I  r a i d e  d u  s c h é m a  s u i v a n t  :

rt)
So ien t 'X .  ( r espec t i vemenL*^ )  I e  po in t  s i ngu l i e r  de  A  s i t ué  su r  I ' hé -

ivv A

misphè re  No rd  ( r espec t i vemen t  de  I ' hém isphè re  Sud ) .

Deux  cas  se  p résen ten t  :

1 e r  c a s  :  L f é q u a t e u r  ( D )  c o u p e
^J

hamptB ,  pas -

san t  pa r  t - ;  c res t  à  d i r e  :

Dans  ce  cas  on  sa i t  r eca le r  i e  po in t  s i ngu l i e r  t ( oe  R  à  son  équa -- Y \

t eu r .  Ce  qu i  achève

On  peu t  i - I l u s t r e r  l a

14



2ème cas  :  on  suppose que ra  courbe in tégrare  de  f  T  rssue de  ?(nne

rencon cre

ie  :  (o ) l \

O n  a  d o n c

o  q u i  n o u s  f a i t  p a s s e r  d e  l t h é m i s -

l e  même t ype  de  démons t ra t i on r  oh  t rou -

pas  (  D )  I ' équa teu r
1 N\ st_. ,Rl =
t"  ?ch'te )

1a  s i t ua t i on  su i van

d e  A .

f

i " ' l a i s  on  remarque ,  dans  ce  cas ,  que  s i  on  peu t  passe r  de  I  t hémis -

phè re  no rd  à  I  t hémisphère  su r ,  on  coupera  nécessa i remen t  I  r équa teu r

(  D ) .

L l n  e f f e t ,  s i  on  passe  de  I ' hém isphè re  no rd  à  l t hém isphè re  sud ,  on

pou r rd  a l o r s  cons t ru i r e  une  cou rbe  con t i nue  j o i gnan t  un  po in t  p  su f -

f i samen t  p rès  de  son  an t i po r ' a r l e  ( ' p ) .

Ce  qu i  nous  pe rme t t r a  de  conc lu re  que  l e  sys tème  (1 )  es t  t r ans i t i f

su r  lR3  -  1 "1  .  pu i sque  d ' ap rès  l e  l emme 3 ,  ce t t e  cou rbe  coupe
t ,

l t équa teu r  (D ) ,  ce  qu i  s i gn i f i e  a l o r s  qu ron  peu t  r eca le r  I e  po in t

s ingu l i e r  Xuae  1 '  a  son  équa teu r  e t  comme â /  es t  à  équa teu r  répu ls i f

?Cy ,peu t  ê t r e  a t t e i n t  à  pa r t i r  d run  po in t  de  I ' équa teu r ,  donc  l e  sys -

tème est tran si t i  f  =rrr /R, 
t -

C  I  es t  j us temen t  1a  cond i  L i -on  a

phè re  no rd  à  I f hém isphè re  sud .

Dans  l e  cas  o r )  x  \ o .  on  f e rao /

ve  I a  cond i t i on  
" r ù  

o

1"1
31<

TU



E n e f f e t ; p o s o n s : C = - A

D o n c : t r C = t r ( - A ) = t r A

À ( . )  =  À ( A )

d e t C =  d e t A

O n t r o u v e t K C = - K o

D o n c  c e  q u i  v i e n t  d t ê t r e  d é m o n t r é  c i - d e s s u s  :

K. (o ==à .zr1 o
u  \  -  J I -

i e  K^  )o  e r r  \  o
o /  - - /

Donc  en  dé f i n i t i ve  l a  cond i t i on  ug t  Oo  ) . o  es t

comprète con trôlabi l i  té de ( 1) 
"r.rr  f f t  

t  -  )  "  1 .
\ .J

R.gmargue :

Dans  I a  démons t ra t i on ,

nous  pe rme t  d ténnonce r

Co ro l l a i r e  1  :

\
s i  u 3 L  K o  

) o ,  
l e

C o r o l l a i r e  2  :

n ru t i l i se  pas  l e  f a i t  que

co ro l l a i r e  su i van t :

su f f i san te  pou r  I a

c e  q u l

' .  

\  est transit i r  , , - ,r  /R.3système 
t , . ,

1-/

v Ëc F,on

1e

t"l .

On suppose  que  A  es t  un  champ du  t ype  IV .

i t  su f f i ti"l ,Pour  que  Ie  sys tème (1 )  so i t  t rans i t i f  su r  /R '

que :

L )  u : r  no )o

zIdt : ; -  (A 'B) det  (a,ù 
f -  o

avecd l f  a  va leu r  p rop re  de  mu l t i p l i c i t é  deux

st_n,  e)

d e t  ( A ,  B )  =

La  cond i t i on  Q)  p rouve  que  Pou r  u  as
a,

/

s e z pe t i t  on  peu t  t rouve r  une



On a  :  t r  A  =  2O( f  *42

ftor -dr'+ z4fÇ

det(A )  =d,1 'o1, ,

=f,o)-+(tr

= - ?, ( tr  n)3

n e l l c e  H ,

Preuve  :

Ca l cu lons  l es

On  suppose  que

c o e f f i c i e n t s  f
o

A  d a n s  s a  b a s e

A  ,  ^  ^ \
l l ( A + u H )

s t é c r i t  :  A^

on  peu t  donc  app l i que r 1e  co ro l t a i r e  { .

r  f a  d e

propre
(d' !

1oe11
\ o  o

d ld,
1. t  2

o

a
L

A)2  = -d ,  t2
2 '

de t

4

= \ o(1

^2Â=71 , d' - 4rru

Donc

+ - +  )  +  l l
o

K

z
Ts.  =  l -1R,e) t rA t rS= !Rre)

K1 = -  
& 

( t r  e)2 r r  u  *  * f to)  t r  u  *  + 
f ( i 's ) '  t r  A -  det  (A 'B)

=J>!o, t ,  t rA detqR,n)

( ^ , ,a2s-Donc f t  = Sj.  *  54 l (

l É

s i  {  r  1n ,  e )  de t  (A ,  B ) a l o r s  f ,  =  o .

On peu t  donc  t rouve r  uo  assez  pe t i t  de  façon  que

A<x * uo ù7 "

K
o  " 1

a -

*  *  )  rn l  t r  A
J <

ar



D t o ù  I I e x i s t e n c e  d f u n e  h é l i c e  H .

S i  u ^  e s t  c o n v e n a b l e m e n t  c h o i s i ,  I e  s i g n e  d e  q ( u ^ )
o ' o

c e l u i  d e  K  .
U

Donc  I a  cond i t i on  u31  Ko )  o ,  su f f i t  pou r  conc lu re
rD ' {  q  ?

v i t é  du  sys tème  (1 )  su r fK -  -  I  " \ .L )

Cgrollalre I :

Supposons  que  l e  champ  A  es t  du  t ype  I I I .

es t  I e  même que

su r  l a  t r ans i t i -

i l  s u f f i tr1 ,

"::l r"I
I

l.
I

"1.:1 .1 i -

a ^ .
5 1

Pour  que  le  svs tè rne  (1 )  so i t  t rans i t i f  su r  f r :

que  :

Du r . ^o )o

â ^ .
Z J

t 3 3

On mon t re  de  I a  même  man iè re  que  I e  co ro l l a i r e  2 ,  qu ' i l  ex i s t e  uo€  / ?
awl a\/,

t e l  que  (A  +  u . .  e )  so i t  une  hé I i ce  e t  on  app l i que  l e  co ro l l a i r e  7 .

P reuvg :

Ca l cu lon "  f o  ,  f ,  I es  coe f f i c i en t s  de  A ,o  *  uo  a )

On  suppose  que  dans  sa  base  p rop re ,  l a  ma t r i ce  A  s téc r i t  :

la. ,  o o\
l '  \

A, =lo 4 o I  d.Jo(^
I  I  I  r l  z
I o(^ I\ o  

o  .  /

Donc  :

t r  A = Zol"  *4,

f<n) =d" ' -  + zo(rd. ,

det  (A)  = dr '  d ,
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so= -+e\-4rr'

Ko --h (d.-4r, '

f  =4 t3+27K2=o

41,1, ^a2

u31  ^32

s1-=o

lur t  "23 |
K1  =  de t  (A rB )  avec  de t  (A rB )  =  

l o  .  I  +

|  "31 "r, I. l

Donc z
'  

*  \ 4  K  K  L  r l a t -  f A  n )  t d ,  - " {  ) 3f 1 . = 1 2  S o - 5 1 _ * 5 4 K o K 1  = - 4  d e t ( A r B .  
I  Z .

s i  de t  (A ,B l  
/  "  

a lo rs  t r  
l  " .

e t  pa r  su i te  i I  ex is te  uo€ f r  t " f  Ie  que  A  tO *  uo  e )  so iÈ  pos i t i ve .

D 'où  I ,ex is tence  d ,une  hé l i ce  (P*  
"o ld )

on  peut  cho i " : - r  uo€/Rd"  te l le  sor te  que :

f i ) { tn  +  ro  e ) )  o

( i i )  q (uu )  e t  Ko  on t  même  s j . r i ne .

Cons idé rons  Ia  ma t r i ce  C  =  A  +  uo  B

Le  sys tème  (L )  es t  équ i va len t  au  sys tème  2
( "1

(2 )  t  { c ,  I  s \
LJ

C é tan t  une  ma t r i ce  possédan t  des  va leu rs  p rop res  comp lexes ,  on

peu t  donc  l u i  app l i que r  l e  co ro l l a i r e { .

D 'ap rès  I a  cond i t i on  ( i j - )  q (uo )  e t  Ko  on t  même  s i gne ,  donc  pou r  avo i r

t r ans i t i v i t é  de  (1 )  
" , r r  

f { '  -  [ " ]  i l  su f f  i t  d ravo i r  :  c -  K  \  o
\ - J  

e  u  q v v r !  '  " 3 1  " o  
/ ' -

Or  t  C31 "  = .31_  *  t o  b l t  =  
"31  

ca r  b ra  =  o

Droù  l a  cond i t i on  su f f i san te  de  t r ans i t i v i t é  :  a31 -  ̂ o )  
"

Ce  qu i  achève  l a  p reuve  du  co ro l l a i re  3 .

76



( c )  s i gn i f  i e  que  1a  pu i r .  
! ' ,  

:  
{ " r a  

con t rô l ab1e  moyennan t  ce r t a i nes

cond i t i ons  qu i  peuven t  change r  se lon  I e  cho i x  du  t ype  de  A .

A ins i  l e  p rob lème  r l e  1a  con t rô l ab i I i Lé  des  champs  b i l i néa i r es r  dans
11 3
/K -  à  con t rô l es  non  bo rnés  t r ouve  dans  p resque  t ous  l es  cas  une  ré -

ponse  pos i  t i ve  moyennan t  c l es  conc l i  t i ons  a l géb r i ques  f ac i l es  à  vé r i f  i e r .

Le  cas  où  j e  n ra i  r i engud i re ,  demande  une  au t re  t echn ique  pou r  l es

é tud ie r .  I 1  se ra i t  i n t é ressan t  de  l es  vo i r  e t  de  donne r  une  conc lu -

s i on  même de  non  con t rô l ab i1 i t é .

Une  ques t i on  qu i  mé r i  t e  d ' ê t r e  posée  
"? i a  

:  que  se  passe -b i  I  du

oo in t  de  vue  con t rô l ab i l i t é  su r  SL  (3 r /K )  quand  l e r champ  G"es t  c l u
q  / \ r  I  \ _ l

t ype  (V I  ) J  sachan t  que  s i  (  t s )  es t  dans  ( I I  )  a l o r s  lA r ! a  \  es t  comp lè -

t emen t  con t rô l ab le  su r  sL  t : , f r ) ,  on  peu t  p révo i t  t l n '  t a t J ' ' r t a t  ana lo -

gue  pou r  l e  t ype  (V I ) .

CON CLU SION

La  s i t ua t i on  peu t  se  résumer  pa r  l e  t ab leau  su i van t

N I tr SL s { s- g'l

(_

C

T c c c c C C

tr C C C C C. C

Itr c c C C C C C

C
{

C c C C C C

{
1 C C L C C C

itl
ï-æl

ci
-i
7l

c
i l
t t
. - i
r \ _ L

i

I

, , r

c c_.

C -r--a
C

c

c

C
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On peu t

commune

tous  l es

i  I  n ' e x i  s t e  p a s
( "  +

s v s t e m e  {  Â  '.L

c o n d i .  t i o n

",rt fr3 por.,t
e n c o r e  s e  p o s e  l a  q u e s t i o n  s l

d e  c o m p l è t e  c o n t r ô I a b j - 1 i t é  d u

t y p e s  d e  c h a m p  B  c o n s i d é r é s .

I  l n ô')

)
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I  a E E  t r a n s a c t  j . o n s  o n  a u t o m a t i c  c o n t r o l .  V o I  A C - 3 0  l l "  1 .  i a n n u a r v  1 ' ) i .

28 .  P .  B runovsk i  -  C .  Lob ry

1. . , , . . : : , .  I 'Conl rô]abi l i té  Banq-Bang,  contro lab i t i té  .Qi { f  erent iab le et  per-

tu rba t i on  des  sys tèmes  1 inéa i res r t .

Amm.  l ' l a t h .  Appe l  sé r i e ' 1  Vo t  55  (7975 )  o ' 3 -779

2 9 .  R . E  K a l m a n  Y  I  O  e t  K  S  N a r e n d a  :  r f C o n t r ô l a b i l i t y  o f  l i n e a r  d y -

n a m i c a l  s v s t è m e s r r .  C o n t r i b u t i o n s  o f  c l i f  f é r e n t i a l  é q u a t i o n s  (  1 9 6 3  )
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