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Nous asststons depuls plusleurs décénnles à un développenenù
consldérable des natérlaux hétérogènes, tanL dans le donalne des
natérlaux nouveaux (couposltes'ftbre plastlques, conpostte nétal
céranlqua, . . . ) quo danE ealul des natérlarrx plue lra*:lltlonnels qul sont
exantnés en tant que natértauc hétérogènes (plastlcilé des polycrlstaux,
e f fe ts  des  lnc lus lons  sur  l ' endonna,genent . . .  ) .

Ce développenent tandlf est en appar€nee assez parado:cal; en effet
alors gue les phsslclens étudlalent les nécanlsnes éIérentalres de
défornatlon des natérlanrx (nouvenent de dlslocatlon, mæ,Lage, dlffuslon,
Lransfonnat lon de phase.. .  ) ,  I 'approche des nécanlctens restal t  punenent
Eâ€poscoplque et phénonénologlque. Les progrès l tés à l 'enplol  de ces
naténlaux héténogènas ne nelèvent pas dlrectement de ces deux approches
extrênes. I ls sont dts plutôt à des études mécanlgues et physiques qu1 se
Eltuent à 1'échelIe des hétérogénéltés, c 'est-à-dlne à une éche1Ie où les
théonles cont lnues sont Êncotr€ appl lcables ma,ls où 11 faut déJà Èenlr
conpte dlrectenent des nécanlsnes phgslgues décrl ts par le physleten;
dans ce eonterLe, les travaux de néeanlqua physlque Jouent 

'un 
r8le

eonsidérabIE.

Les prenlers travaux dans ce donalne ont cherehé à rallee les
grandeurs locales ar:x grandetrrs nactroscoplques (t/OIqf [1], REUSS [â],
HILL  [3 ] ) ,  na ls  ce  n 'es t  qu 'avec  l 'é tude do  1 ' "hé térogéné l té  é lénenta l re"

- ou lncluslon, qul est due à ESE{EI-EIY [a] et à d'autras, quê des peogrès
consldérables ont été obtenus dans la eompréhenslon des proprléLés des
natérlaux hétérogènes ..

Les problènes de base, qul se posent dans ,le. Lalles études, sont las
suivants ;

1
r analgse des eontralntes, défornattons, rotaLlons élastlques (porr

les pnoblènes de tocLureJ dans le cas d'une tnc luslon plast lque
eonsldérée eonne source élénenÈalre volunlquo de eontralntes lnternes: le
problène d'une soutree l lnéalre (dtslocat lon) est quant à iul  connu deputs
longtamps.,

x analyse des contralntas, défornat lons, rotaLlon dans le eas d'une
hétéroeénélté,  e ' 'est-à-dlre d'une lncluslor l  de earaetér lst lques
nécanlques dl f férentes de cel los de Ia naLnlce.

Lz soluèlon de ces problènes
deux optlques dlfférentes :

esL  essent le l lonent  u t l l I sée  dans

r d'une part ,  la détenntnat lon des pnopnlétés
nacrohorooÉènes et nlcrohétérogènes ;

r  d 'autne pantr la déternlnat lon des champs
du volume, et suî les lnterfaces) af ln de
de l'endonnagenent.

effoetlves des nl11eur<

loeaux (à 1 ' ln tér leur
pnévolr I 'anonçage

II ex!,ste de nonbreux travaux sup Ie problène fondamental de
1'lncluston pour leguel une pevue eonplète et renarquable a été falte pan
GIL0RHINI [5] dans sa thèse à laquelle nous nenvoyons le lecteur de ee
traval I .

La solut lon du pnoblèrua de l ' lne luslon unlgue esL cependant
tnsuff l sante dans certalnes sltuatlons : irr.rr.ls ctterons der.s cas'part lcul lers.  

Tout d 'abord, dans le eas d'un natén1au congoslte blphasé
les néthodes self-conslstent à un sl te développées à part l r  de Ia
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solut lon d€ I ' lncluslon unlque fournlssent des valeurs e:cactes dans Ie
eas du désordre patrfalt (KRONER [6]) uals ne p€uvenÈ prendre en eonptE
La "Èexture de répartltlon"; par exenple dans le cas d'un conposlte
ordonné à eonstltuants lsotropes, les proprtétés effectlves du
conposlte calculées à part l r  du schéna à 1 sl te sont lsotropes, alorg
gu'll est évtdent que I'ordne de la te:rtura de réPartltlon condulra à un
cornportenent an1 sotrope.

De nêne, dans les hypothèses de préclpltatlon ou de changenent de
phase, 11 est adnls [7]  que les tnteract lons entre lnclustons ont un
effet lnpontant sur Ia nlcrostructure.

I t apparaft donc lnportant et utl Ie de développer les études sur les
hétérogénél|és en ne se l ln l tant Pas à 1' lncluslon unlque; une vole
généna le  eL  g loba le  cons ls te  à  u t l l l se r  les  fonc t lons  de  corné la t lon
lntrodultes par KRO}ER [8]; cette apPnoche resLe toutefots encotre
conplexe.

Hous lul préfénons una autre appnoche, qul étudle le problèue de la
patre d' lnclustons en tant que source d'héLéroeénélté.  Un centaln nonbre
de travaux trêstrelnts ont déJà été proposés; STEIIBffiG et SXDOT^ISIfY [9]
ont étudlé les défornat lons assoclées à une palre d' lncluslons r tgides,
sphérlqueE eÈ allgnées dane la dlrectlon de tractlon, tandls que CtlESl et
ACRII/OS [10] SÉnéral lsent le problène par une ut l l tsat lon de coondonnées
blsphérlqu€s au eag d'un chaup e:rLérlerrr unlforne nale général. Une
approche plus globale pnoposée par HOSCOI/IDIS et FluRâ [11] eonstste à
utl Ilser un développenent polynonlal porrr les défornatlons, et à
résoudre, pour un nIlleu lsotrope les équ.atlons générales du problène;

unê coneluslon lntéressante est gu€ Ie chanp de eontralntes à
l ' lntérteur des lneluslons est prat lquenent ' . rnl forne. EL sI I 'on t lent
conpte d'eablée de ca résultaL dans la nésolut lon de notre peoblène,

nous pouvons alors développer des néthodes de calcul penfornanèes; c'est
ce qul a été fali par BBI/EILLER et Z40UI [12'l pour le problène de la
palne d' lncluslons sphénlques et plast lques dans un nt l leu tsotroPe, et
poor. une palre héLérogène par JOT{.ISON [ 13 ] qul s'esL llnlté à .
l 'appnoxlnatlon de EORII rralable unlquenent dans le cas de falbles
hétérogéné1Lés

-Le 
présent trarrall a pour obJet l 'étude du problène de Ia Palre

d' lnelustons plast lques et hétérogènes dans une natrtee éIast lque
anlsotrope dans la sl tuat lon où I 'hypothèse des chanps unlfornes dans
chague lnc lus ton  es t  réa l l s te .

On é tud le  d 'abord  (chap l t re  I I )  Ie  p rob lène de  la  pa l re  d ' lnc luE lons
plasLlques; apràs avotr rappelé la fornuiaùlon générale du pnoblèBe en
ut l l lsant la technlque du tenseur de GREBI, on calcule les chanPs de
défornaf, Ions, de rotat lens eL de contnalntes, alnsl  que I 'énergla
é l a s L l q u e  a s s o e l é e  à  l a  p a l n e  d ' l n c l u s l c n s  p l a s t l q u e s .

Au chaptLre  I I I ,  on  é tud te  le  pnob lène de  Ia  pa l re  d ' lne lus lons
hétéro€ènes, qul trouve des applleatlons dans les problènes da natértau:c
conposltes et d 'endonnagonent;  dans la part le IU'  on consldère le
problène nlxte d' lncluslons plast lques et hétérogènes où, apràs avoln
rappelé l'ésuatlon lntéerala déruontrée par BERVEiLLER, et Z40Ui [14] pour

un nl l teu hétérogène et plasttque, on l 'appltque à notre pnoblène nlxte.

Le calcul  des eontnalntes, dês défornattons et de 1'énerglo élast lque
pour  la  pa l re  d ' tnc lus lons  dans  un  n l l leu  an lso t rope se  ranène en  f ln  de
conpte à I 'évaluat lon d'un tenseur T (du 4Ç cndre) d' lntenact lon
analogue 1
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zru tenseur s d'ESHH,;BY pour ls cas d'un€ lneluslon: nûus nÊnttrcns
égalenent que 1'on peut général lEer Ie coneept d' lncluslon plasttque
équlvz'lente d'ESÉIELBY à un chanp de défcnnatlon plastlque flctlf

Dans Ia partle l/ on donne unê néthode pour calculer les eonposanrtas
de ee tenseur dans le cas de derrx lneluslons el l tpsoIdales et pour qn
nl l leu anlsotrope; et apnès avolr  donné la soiutton générale pour
calculer les conposantes de T, on retrouve analytlquenent la solutlon
partlcullère trouvée Par BERIÆILLffi, [15] pour Ie cas de der.s lnclustons
Ephérlques dans rrn nllleu lsotrope et obtenue à part,lr des potentlels
d,ESI{ELBY.

Nous appl lquons ensulte les
probl,ènes.

solutlon obtenues à derrx elasses de

Le ehapltre UI est consacré à l 'étude das contralntes lnternes
lndultas par une défornatlon anélastlque plaetlque, du€ sott à un
gl lssenent plast ique solt  à une transfonnat lon nartensl l lo-ue. Dans le
eas de la transfornatlon nartensltlque on décrlt les lnteractlons enère
deu:E varlants consldérés conm€ lncluslons plastlgues (uats honogènes
Pour slnPllf,lEr); cette étude penuet de décrlne le eonpontenent globat
du '  ' "Eonoctr lstal"  

d 'austéntte pendant Ia transfornat lon par
l' tnteenédlalne d'Lulê "Datrleê d'écnoul ssa,gie,, caractént sant lee
lntenactlons enùne rrartantE. Et pour Ie nécanliue ,Ja défornatlon
plast lqrre, où c 'est Ie sl lssenent plast lque qul tntervlant,  on pr6pose
de nanlère fornol le rrne'natr tee d'écroulss?ge globale non locale pnenant
en conPte à Ia fols les lnteract lons de contact entre dlslocat lons, et
les effets à dlstanee dûs au eonportenent collectlf des défauts; nous
l l luetrons ces effets sur Ia slLuat! ,on parLlcul lène ,Je palre
d ' l n c  l u s l o n s  .

Dans la dennlène paet le (ehapltne t / I I )  nous ut l l lsons Ia solut lon de
la palre héténogène dans un nl l leu lsotrope (ou anlsotroFe),  pour
étudlen 1'ef fet  de la " te:êure de répart l t l , :n" d 'un uatér lau eonposlte à
Phases lsotroPes sur les proprlétés effectlves globales at leur
anlsotrople de népart l t lon.

On déf lnl t  alnsl  rrne nouvel lo classe de schéna self-conslstent où
I 'hé térogéné l té  é lénenta l r€  n 'es t  p lus  I ' l nc lus lon  na , ls  un€ "ce l ru la
éléuentalre" d'hétéroeénélté. Nous donnons la procédure générale de
nésolutlon nunérlqr:e du problène, et unÊ solutlon approchée nats
analyt tque dans Ie cas d' lncluslons sphérlques lsotropes à répant l t ion
cublque centrée pérlodtque, sltuées dans u.ne naLrlce tsotrope.
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C  H  R  P  I  T  R  E  I I

l I  -  P r o b l è n e  d e  l a  n a l r . e  d ' i n c l u s i o n s  o l a s t l c r u e s

It  -  1.  Rappel des équat lons de la nécanlgue des ml l leux conLlnus

rr -  2.  Fonnulattor^ généra1e du pnoblème do la paire d, ' lnclus!,ons
plast lques .

II - g - 1 Détennlnatlon du gradlent de déplacenent total

Il - Z - Z chaop du gradlent de déplacement noyen dans
une tnc lus lon .

II - a - 3 Déternlnatlon des défornatlsns et rotatlons
totales noyennes.

I I  -  3 .  Ca leu}  de  I 'énorg la  é Ia ,s t ique assoe lée  à  la  pa l re
d '  lnc  lus lons  p las t  lques .

I I - 5 - 1  C a e g é n é n a l

I I  -  3  -  g  Cas de  ta  pa l re  d ' lne l .us tons

II - 4. Enargle d'lnteractlon avec un ehaap extérlEur de eontra.lntes

I I  -  4  -  1  Ca leu l  de  I 'énerg le  é las t ique

Ir -  4 -  e Energle d' lnteraet lon enLra le chanp exÈérleun
et  une pa t ro  d ' lnc1us lons  p las t lques .

I I  -  5 .  Cone lus lons

I I  -  6 .  B lb l loeraph le



Daq1s ce problène part lel ,  on s 'aùLache à ealculer les chauPE de

contralnte et de défonnat lon, alnst que l 'énengle éIast lqua assoelée à

la présence de derrx réglons ( lncluslons) qul ont subt une défonuat lon

anélasttque (plast1que, therutque, ou autne.. .  )  nals Porrr  lesquel les les

constantes Élast lques sont les nênes que ceI les du nl  l teu lnf1nl
(naÈrlce) qul les conùIent.

Nous rappelons d'abord les équa|lons do base de Ia nécanlque das

nlller.rx contlnus, puls pac la néthode du tenseur de @EEll nouE donnetrons

Ia soluùlon du Problène.

t I  -  1  -  R a u s e l  d e s  é s u a t l o n s  f o n d a l e n t a l e s  d e  l a  n é c a n l s u e  d e s  u l l l e u x

cont I  nus

Nous nous l ln l tons aux transforaat lons Inf lnl téslnales, c 'eEt-à-dlre
qu€ nous tnarral l lons en pet l tes défonnat lons et pet l tes notat lons, et  ce

dans l 'approxluat i .on qr.rast-stattgue, les forces d' lnert le éLant

néel1gées. L 'hypothèse de cont lnul té lnpose de plus des condlt lons auE

chaops de défonnatlon, qul se tralulsenè par des équatlons de

conpaùlbl 11té, et lo prlnclpe fondanental de la dynanlque lnPose au

ehaop de contralnùes. des restrtctlons qul sê tradulsent Par les

éqrrailons ,t'équlllbre. lbus trarralllerons touJor:rs dans un sgstèue de

Coordonnées cartéslennes, dans lequel Xr,  7?, Xs, déslgnenont les

eoordonnées d'rrn polnù du nl lleu;T, de eoordonnées ll1 , ll2, u3, dést8nera

Ie chanp de déptacement, et le gradlent de déptacenent est donné par :

i  L, i= 'r,L,3
f ,) = u',i ( r r  -  1)

Hous noterons p€rr. or J les eonposantes du tenseur de eontnalntes
gar er. ,  eel leg du ienseur ce défonnat lons €, et  Par ur i  cel les

tenseur rotatlon o.

Nous utlllEerons systénatlquenent Ia convenlton d'EIIISTEIN de

sonnat lon sur les tndlces réPétés

r

Porrr  que 1e ntI Ieu ne pende pas sa conpaclté dans I 'espace eucl ldlen,

11 +rt  que F,,  dér lve d'un chanp de déelacenent,  donc :

Jai = p,; À"i ( r r  -  e)

e:racLe et vér l f ler Ia condlùlon9, .1  do l t  ê t re  une d l f fé ren t le l le  to ta la
, de CAUCÊ|Y

6 ,

du

ô -R
f i j ,h '  f  LLû

d ' é c r l r e ,  € ,  r *  é t a n L

( r r  -  3)

Le tonseur pernutatlon, ual que :ce qut pennet

L .' i i L ' t
s I  pernu ta t lon  ( ,  r * )  pa l re

sl  2 lndtces sont égau:c

s l  permuta t lon  ( ,  ru )  lnpa l re

= (, lv Far, i

( r r  -  4 )

( t r  -  s)

' ) r i

L
et- RÉî
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La partle synétrlque 66 F,, donnera le tenseur déforuaÈlon et sa
partte antl-Eynétrlque le tenseur rotatlon, c,est-à-dtre :

ê,; = t ,* ,r i .  
^ j , i )  =i(F,; .Fi ,)

b, j .  t  (^,,1 -  ̂ i , i )  = i  (F,; -  Fit)

( r r  -  6)

( r I  -  7 )

Enfln l 'éqr:at lon ( I I  4) petrDot d'about lr  aux egrrat lonè de
conpatlbl llté de KRONB qul sont aussl les eondlLlons de SAINI - [/E.L4FII :

r /
É ç ççe 

t t  
a i ""  c(- , r ,  = o ( I I  -  e)

Les conpoeanteg de Ia contralnte vért f lenL les équat lons d'équl l lbne :

nonenrs t  { j . 5 i
-  -des  fo rees  ,  t , , i . n  r . ,  ) ç6 - :o  ( f l -S )

- à Ia surface , fij nj ,1' 
* 

(où Ït,r".teur nornal

unltaine e:çLérterrn à la crrrface s et i veeteur eontralnta)

Le gnadlent du déplaceuent total se déc'oupose, dans Ie cas où ll
extste une déforuatlon plastlque, en une parùle plasttque Fr êt unê
patrt lê élast lque Fr,  tel  que :

( r r  -  10)

Cette défornatlon plasLlqr.r.e (stress free straln au sens d'ESÉlExBy)
peut sn falÈ Êtne d'or lglne thernlqua, néeanl.que (piast lque),  ehlntque
(netral t ,  Eéchaee.. .  )  ou uétal lurglque (transfornal lon de phase ou
préclpl tat ! .on).  EIIe obélt  à des lots physlques ptropras qul peuvent être
lndépendantes des lols de la nécanlquê ou éventuellenent couplées.

n  -  a  -  F o r r u l a t l o n  o É n é r a l e  d u  o r o b l è n e  d e  l a  p a l r e  d ,  l n c l u s l o n s
p l a s t l s u e s

I I  -  e  -  1 .  D é t e r u l n a t l o n  d u  s r a d l e n t  d e  d é p l a c e u e n t  t o t a t

Constdénons qn nl1leu lnf lnl  honcgène de constante élasÈlques C!r*. ;
ee nl  l teu eont lent der:x lncluslons ( I  )  et  (J) ,  de volume u, eL v",  làs
eonstantes élast lques étant les nêaes dans les lncluslong et la na,tr lce;
nous supPoEons que chaque lneluslon a subl una défor.naLlon plastlque
unlforne déflnle par la partl€ plasllque du gradlent de ,téplacenent
to ta l ,  go l t  P l  €È F ' . ,  ;  u t t l l sons  teE fonc t lons  lnd lca tn lces  d ,F leav ls lde
gt et gJ Pour écr lre la part le plast lque du gradlent de déplacenent
total €n un potnt r, sous la fonne :

{,i, f!.i ' F;

p?6t . PL e'(Ê) * P" o'(il ( I r  -  11 )
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, 1 â ; 3 € Y r  r  t ^ à î ' e v t
q^^r gltdlr l * , ., ?t e'cÊ): l

t o . i , . ç V r  
w  

t o ' Ë Ê ' É v ' r  
( I I - 1 2 )

La défornatlon totale F|, est supposée conpatlbl€, et conPosée d'lule
partle éIastlque F!, et de la partle p.lastlque précédennent décrlte :

Nous avons aloes porrr Ia gradlent du déplacenent total u|, :

T  â 1  n ê  d P  ( I I  -  1 3 )* \ i '  P i i  t 'P t ;  'P . . t

En tenant conpte de I 'équat lon d'équl l lbne (en 1'abEence de forees
yglrrartqggg),  nOUE avons :

f , ^ j , , = o  
( I I - r 4 )

et la lol de HOOKE :

'4= c,.itt Éit

où c. est Ia partle symétrlgue de F' :

On obtlenè alors :

f t  r gt .a te  cÈ t ,  
i  

t o  ( I I  -  16 )

lee constaotes éIast lques vér l f lant les ssnréLrles :

Cilte '  t i"  at = C'i , .  'C... i

I ' équat lon  ( I I  -  18)  dev len t  a lo rs  :

ci,;r, Fi',1 : o ( r I  -  1e )

( I r  -  l s )

( r I  -  17 )

( r r  -  19)

( i I  -  eo )

ou encoFe

c'est-à-dlra encore :

c.1*, {",:,i' -{lt:j } = "

c.,*, th; ' {;r,'u} ' '
ou blen :

C ? c ?

c;;æ *t,fl - Çriqe P;tl = o (II - e1)

r f ' 7 r
Le tenne L-CO.g Pfr, iJ dans ( i I  -  31) peut êtne consldéré conne

r.ure dlstrlbuLion Ffctlve'âe forces voluntques; eL alôrs Por.r résoudre
I 'Équatton ( I I  -  91) on peut alors avantageusement ut l l lser Ia technlque
du tenseun de  f f iEEN O du n l l leu ' ln f ln i  de  eons tan tes  é ias t lques  Cf  r * . .



La tanaanr r3 da I*EEH ruà dËflnf c'a.- l1']

Cri* n 9i''
où E,,n est Ie Lenseur de KROHECKER,

trols dlnenslons, tel le que Pour une

l ' lntégrale étant

déplacenenL dans

force unlté f ,
d e l ' a x e n i G * t

+ +
6 ( r , r ' )  e s t  l a  f o n e t l o n

+
foncL ion  f ( r )  eont lnue

de DIMC à

on a iL  :

Ë:r,=-{nfr-ar Ciu*,ri*

- :
I r

et  O. (e l :, l

"tf 
5 est Ia fnontlère de

. 5.csr : -
,

I ' t n e l u s l o n

Le déplacenent total devlenL alors :

( I I  -  23)  +

fiq li';ri'C^'tu

/ ' L", Ji = PtÊt(gÈ't  à6" .  y
l f

Vul.r4
++

étendue à tout l 'espaee; G(P,r ') neprésente le
k r  +

la , l l rect lon de 1'a:ce h, au polnt r ,  lorsqu'une

+ +  + .
E, ,n  Ë  ( ; , ; ' )  es t  app l lqué au  Po ln t  r ' ,  dans  la  d l recb lon

est synétrtque Pan traPPorù à k et n ;

+

Lo déplacenent total 6n un polnL r est alors donné Par Ia solutlon de

(I I  -  gl)  Pour un nl l leu lnf lnl  de volune U :

ï'

i

+ +
où dr, est l,éIénent de voluùe dr'1 d:<i dxi d:<l ; xi, :5.â, x'z étant Ies

coondonnéas cartéslennes du polnt F' ,  et  où I ' lntégrale est éiendue à

èouÈ }e  vo lume Û/  du  n l l lau .  En u t l l l san t  l ' ,exPeess lon  ( I I  -  11)  de  Fe

pour  Ie  cas  do  la  Pa l re  d ' lnc lus tons  on  a :

dt:i . rl "1,'*' . P;l ','i"'

àeor 5c'l

f,rs) ni

0r  d ,après  les  pnopr lé tés  de  Ia  fonc t lon  d 'HEl ly Is IDE S,  on  a :

( r r  -  e4)

td ts t r lbu t lon  de  D l rac)  ( I I  -  e5)

r Ài' (rr  -  æ)

( r r  -  26)

l o -

,ru,,.l:o.,tn, f; t15q,r" - 
frr',

( r r  -  e7)



l l  -

I a

de

(n l ) i .  r  rê r3  6g f ,  le  vec teu t r  un l ta l re  non a l  à
+

de I, et nJ le vecteur rrnlùaire à S" frontlère

+ ,
où n'de conposantes

surface S, frontlère

J .

v-' l

Or,  s l  on  no tg  x , ,
+

étant cel les de p'

( r I  -  2S)

xi ,xi ,xi

Àv,l

+
de r ,

/dv, + lu:t:i,C,,0, tl
4Io

Ies eoordonnées cartéslennes

propnlété sulrrante :

Ji,, =furt,r, C,,o, l'i,
x? , x5,

, o n a l a

Gcï-i,)-)G*,..Gcl-i,)r-?6#'i ' l  (rr-so)-xt,i;" 
F' '-, ' ., j ' , '  

- 
;;.c r  
-1

Sl de plus, on t lent conpùe du fal t  qua Crrrr,  P:î  & f l lsonL constants, aiors (  i  I  -  2g) devlent :  n '-  - . .

Jt"" Çirr P::lyîtt â:''' c,;,, r;l 
fir'7' 

*' trt - grt
Le gradlent du déplacenent toLaI s,écr l t  alons' ,

q ^ 1  ^ o ? - / ^ i l

i_rz,;prrr ,-ÇireFirlng.1,*' - c^,rr,iir|,u-tl I t].' (rr _ se)httu /  hr l  'X 
"  

t  ' *  
rnr 

- '  , ' ,  ^ lwt )  l t  
, ,

En général  Ie chanp Dr n,êst pas rrntforne, y conprls dans les
tnc lus lons ,  nêne s I  les  lnc lus lons  on t  des  fcnnes  par t l cu l lè res
(e l l lpso lda les  PaP 6xenp le) ;  cec l  eons t l tue  une d l f f t cu l té  fondaaenta le
pour le problène de la palre; nous aI lons en eonséquence , lévelopp€tr unê
néthode apPnochéa pernettant de trouver las champs noyens dans ehaque
l n c 1 u s l o n .
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( I r  -  33 )

( I r  -  34 )

À7 à:,

( r r  -  35)

( I I  -  3 6 )

( r r  -  37)

( r r  -  38)

-  e -  c lalp du nradlcnt de dÉPlacsEent eouen drn= une lncluslon

prenant Ia rraleur noyenne de Fr dans chaque Incluslon, on obtlent:

I I  -  Ê

En

i ' :-L
l^^ v,

f:'t=+, I,ï, "
Ë.,r"=tF-, )i

de I I - 3â nous avons ;

f( ,f,:triàÀ' 'tr;0, O, I,,l;rr,f,
U", "i 

'"j

r,l"i =1,,1;*;q') ti ri'

i 
' 

,.[/e,-r, a: )i'.-rr*i i  
,rJrr- irhi

i 
,tï.,i Ir,gî', - i, ,t'-'..i 

c^5*. ?:l

et

et en tenant conPÈe

c.,,, il',

Posons alors :

alors :

eL

3  -  I l é t e r n t n a t i o n  d ë s  d é f o r n a t l o n s  e t  r o t a t i o n s  t o t a l e s

EOUennes

obtenons, dans I ' lncluslon I  Par exenple :

{ ' :
) t n

(t'j.., ' ,'.'-,,) C:,n, {;. ,+,

t r -?-

Nous

1
ç t

l lr

A: -
tY.

{

3e)

(i::.,. {l',) c,,,*'
( I I  -

Posons i



+ ta l l
z *' r : r I tlt-A.')i)1'-  

[ * " ] r t ' J  I  
t r r i i .

' Y t 'Y "

=i:'' = (ln*tt,):"
t^"Jr I  /  

ur i j
'" vt

f lant la partto synétrlque a. t i i ,

Dans ces eondlt lons nous ob.r-enons

ç:"kt** ,{s,,,or^ç, *tT:; cl,.r"*- r:..}

Il-. ft{i, 
c,,"".'l^.tl]I, c;, ^oe':n r:.}

xr. i  I

--rJ
t..n^ ' l

Le Eynbole tr  I  s lgnt
{ n  n } , ,

aux 2 prentèrs Indlces.
les  lnc lus tons  I  e t  J  :

r  T t t  co
q 

' r r r i  
j  îse

r  r rJ ( '
ï, 

'*.^3 -:1Èt

rÏr

tl, .

c),,
c '1r,

Les défornaLj.ons élastlgues
slnplenent sous Ia forne'  :

c
ç î
t-

h r

et

et les contralntes
forne :

-  - T T  . , 0

S=IT-- C
v
I

noyenn€s

?
t ' r: \

htù

dans ehaque lnc lus lon

o -
ç ' 1

0'i':
t jnr- hrrC.r =

T

fr^-*, ,-L!c .+,t t' rrr i i  
t  I ,  n:," i

Ttt

G tf ; -â,1 \
*Lr^) 

)

frt ,r J-rr--^ !  
E 

'* ,)

t ' "  ^  TJJ'*. I  
Ç 

'r '- :X

{ï,

'i,
Pour  uno tnc lus lon  e l l lpso lda le  un lque ( t tJ  =  o  ) ,  a lo rs

d'Es'FlELBv [2] est rel lé à notre tenseur Trr par la relat lon

. - ?
f - t  F ' t  ç ' t  ( I I  -  4 7 )
\  3  L  - L

l t x  h h  l t r

noyennes sont obtonues à part!.r de la loi de HooKE sous Ia

t3  -

i I I  -  + r : : l

( I I  -  4 1 )

( r I  -  4e )

., par rapporù

( I i  -  3 t )  dans

( I r  -  43 )

( I I  -  . ,44)

1 a Èenseur S

( I I  -  4 5 )

s 'écr lven t

( I I  -  4 6 )

( I I  -  4 9 )

t I I  -  4 9 )



0n notera qua les tenseurs TrJ Ët TJt Eont blen los nênee f i l  -  43).

On peut enftn obtenln alsénenù les rotat lons élast lques êt
plastlques Eoyênn€s. la rotatlon Lotale nsy€nne est, dans eha*1ue

Incluslon. Ia part lâ ant l -synéLrlque du gradlent de déplacenent;  on a

alors, sI  l 'on note par deE aeeolades ouventes ) l j t  la parLle
' antl-ssnéùrlque pzrr rapPont aux lndlces 1 et J :

q 
=r/pt-t ' \  ( I I -E.)( D ;  

!  \ , - *  t * n J

put sque

a" /" - c" L"Li;Èe ' ie = -' i ; 
r L 

-r L

s o l t ,  s l  l ' o n  P o s e  :

( i I  -  s r )

( I I  -  5 S )

alors :

e L :

{. =ç til.t,, c,:Èe âh -t tû, ciin, i;, ( I I  -  5 4 )

enfln pour les rotatlons élastlques, on les obtlenL alnsl :
e -1 r4

d.t = r,>- '-- al l

ta  ( l
Â ,. = -* I I tG*-i,l ,,-,.,.,",*l \^ul-"[.i ='t l,l*s:'; 

GJitS;'\**',

rr / (fu*_r,, _ Grar,r] ËJA.,er L î..=-!l
)*.["i 

" T Jr, lr] 
rri,r.i rt,n j J

- t4 -

( i r  -  5E)

3 1

,,'i- = t i,o. 
cr*, rT, - trT].q,i {n, â'i, (rr - ss,

tt .Tr -?t
crti = dj* - d-", (II - E6)

où dA.a,,{ , ;  ror, t  données pan la Part la ant l -synétr lque du gradlent de

déplacenent déJà calculé.

On a alnsl  obtenu les contralnLos noyennes dans chaquo lncluslon,

éventuel lenent aussl  le chaurp local par 1' lnternédlalre de Ia relat lon
( r I  -  32 ) .



- rs - i

H':ue aI].,:na aalntensnà gr':eÉdrr au ,=al*ul. da l.'Énarglr ÉIaaèi,qua
assoctée à ces eontralntes lntennes.

I I  -  3  -  C a l c u l  d e  l ' é n e r q i e  é l a s t i q u e  a s s o c l é e  à  l a  o a l r e  d ' l n c l u s i o n s
p  l a s t  l s u e s .

I t  -  3  -  1  C a s  q é n é r a l

L 'énerg le  é las t lque H,  pout r  un  n l  l leu  In f  ln l  de  vo luure  l /  s 'éer l t  :

( I r  -  57 )

c'r la défornatlon

i l t  -  5 8 )

Conc :

SolÈ, en tenant eonpte de la synétr le de o,,  :

/  l - r  -P. \ r? r r r -se)W=l [e,-,t1 (*i+'' - tstr) &
2'  l^ i  

t  ' , i  i l

\

/ lP
'IL W = * /e, ,,,ill )à - + /q,u, [il, di (II - so)

L l^â ^'i ' L I ,)' ^i
/v4

or q-'=ft--l l -q.. ;, (rr-61)
)i ^,i L ̂ l * J,i ; i i l +

I

W: ,t (rrr, gl..--r )i
2 

) 
tà /r'â

v
élast lque t f ,  est donnée par :

tlr.*l . ^^.1r,. -tF,;â t+iï t j

( (, r'r I
W=-* /r,r, t?cat )i -d- lk -:.|. Ji -+ lq a, d-.tr, Ju', ^) 'ï JrF't 

-:l,i Ji t J;;:, ; 
'

e t  d 'ap rès  ( I I  -  g ) ,  équa t l an  d 'équ l l l b re  :

E. :0 , ,lc,ne :"ï'i 
{ï'4''* =" k';'f't

V

)à

r I  -  6e )

I I  -  6 3 )



da tf.{U$É ;

ulrl,,ri =T l"rr, {,:, ̂
,

- t l  ,5

d'atrrêa Ia thÊaràna

/

L {lq,rt
L  )L ' I,v

et  d 'après t l l  -  l [ t

*l[çt''*'],,
v

L 'énerg le  é las t ! 'que  h l  assoe lée  à  la  pa l re  d ' tnc lus tons

s,éertra à pant lr  de ( I I  -  S5) eù eomPte-tenu de la forne
( I I  -  a 4 )  d e  t ! ,  :

w :.! kr, *. eTrl J; -+ kr,dl rl', à1- t l i i- '-=i 
-, 

l ' l  
^x

,v- ,v

:o

Às ( t r

- 16 -

-  64)

( r I  -  6s )

( I r  -  e6 )

t  r À -  67)

( r I  -  68 )

eù donc flnalement on a :

w='i 
b" 

$'*'n

I l  -  3 , -  2  D a s  d e  l a  p a l r e  d ' l n c l u s l o n s

p last1 ques ,
part lcul tère

ou encore

w.-tti, 
tr," 

"t,ï 
{"r,, 

ri
' . o è

Les eontralntes u-,, sont données par Çdf = Crgg [";tt 
Ijj ne'

calculées dans la paragraphe précédent ( I I  -  g à 3) et sonL

les fornules ( I I  -  49);  on a donc, après lntégrat lon sur l / t

= -; {, ,,,-, {rl" 
c,"-,, dl.,

^ f', c' Jr"t e' €,"
i 

*ri ; ih0 
t 

[C** *'l l ?1

- t J  r o

+ llr*. t*"r.,

? . P

T- rs o'
+ 'Le*" t*.r,

et ont été

données par
aL Vt :

-? ,  h
t,' - v, âqc

-4  .? ,  \
t -  v  l '  t*r., - 'r -Ë, 

J
i l l  -  È 9 )

)
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Houc pauu,=na Éerlna l,il a.-us la î-,:rna ,l'unt r,riril€ ,ia E LarurE ;

4Ét

W= Wt +wt*Wtt

w.= i {i q;.,Ï'. cl..,r ,., ,i.. ,n;

WT F+ ( [rt  C-1i ' ; ; te ' l?-" *"p 1
u, tli ç, Â1,

( I I  -  ?o )

( r r  -  711

( I I  -  ?e )

( I I  -  ? 4 )

*  +  !V-
?1  ' '

l. l l et l,tJ ràprésentent respeetlvenent I'énengle propre assoclée
lncluslons r  et  J,  alors que l^ l rJ neprésente l rénergl .e d, lnùen-act lon
à la présenee des 2 Inclustons I  et ,  J.

I t - .t En_ersie .f, tnteractl n chanp extér-LEgI_E

I t  -  4  -  1  Ca lcu l  de  l ,éner i lLe  é las t lgu_e

Consldérons touJours un nl  l leu lnf lnl  honogène de eûnsLantes
él 'ast lques cf . . ;s.g,  de vol i l iae u, { l , : ,ntÊnant , j , : r i : . :  i i :*  i r rs i*ns I  t - , t  J dcrnt

chacune a subl une défornat lon plast lque etr  et  €PJ et sounls à un chanp
de contralnta x d{ l  à des forces de sunfarea; donc en plus, les eontralntes
ln te rnes  que l 'on  no ter& Ç1,  1 l  fau t  ten ln  eonpte  dans  ee  eas  du  chanp
exLén leur  E  ;  I ' énerg le  é Ias t lque , le  dé forna t ion  es t  a lo rs  [3 ]  :

*'l-âfi q;,ilr1.,. {:, -tqirn,,ï": c1,,, ,l (rr _ ?.,,

(*.,. 1,r-',i) lv

e:", , ï=-L
L

w= * (F.;, E.r)
2  

) " 1  
1

v

au:r
due

€o .est  la  défannat lon é last lque assoclée
i , ' ( * ' r ) . ,= . , , r ,  t  le  ,Jéplacenont  assacré

en ÈenanL conpte du faIL que ;

À  1 -
A L û

à € o

contralnte E; on notera
En développ'ant ( l  I  -  ?4)

e L

I,o= C.r*, trt, = Cri*, 
\,1,

( I I  -  ? 5 . l
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a l l  4 G ' l
t . t À  

-  i ' - r r

i  1 1  æ ' l
( l I  -  J  a ,

f . . :  =o^t ,  I

'ali)Ai="
/r,'t.:n

d ' o ù  :

de nêne, pulsque :

79)

eo)

ù

pa l re  d ' lnc lus lons  P las t lques  Ie
est donné par ( I I  -  69);  donc en

^rwo=tl\u.^rs

F; 4,i à7=o

{+,(';-'li)s : o

w=r1 firE;;, 
r; - t{r^'rluJr

V

( r r  -  s1 l

2' terme dans (I I  -  81)
appelant : .

8+)/  ,  ? t  r

- (rr(- ' ,  '  ^,,:) 15 (rI -

)s
surfaclques appl iquées à la front lère S du

Z..u ('I,i - aï ) = ,.,n* d*,, (*1,; -1u) = -i,u %, (II - ?s)

( I I

( I I

d ' o ù  I I I  -  7 4 )  +

Dans le cas d'une
a é té  ca lcu lé ;  t  I

Wto=W

où F, représente les forces

nl l leu ta l ,  sue Z h.ài,

( I i  -  8e )

o n a i

W=wo *Wt*V,/t*Wtt ( I I  -  8 3 )

eL on volt  que l 'énengle élast lque'esL la somrne de deux Lermes, l 'un dt

P P

à Ia présence,âe E, I 'auLre au>: défornaèlons Plast iques E I  et  E J.

ll - 4 - Z Eneraie d'llrteragtton çglge le clrarnn e:!térl-egE-4-u-ng-palrg

d' I nc I us I ons- -glgst I g--u-es .

L 'énergre poLent lel le totate 
""1' ,  

consldérÉe dans ]e paragraF'he

I I - 4 - 1 , e s t é g a 1 e à :

=F;  surs



t9  -

€t

t I I  -  8s )

-  8 6 )

- s}J

-  88)

-  89)

-  90)

( I r  -  91 )

L 'energ le  d '  tn te rac t lon  I^ l '
Ies forees exLérteures F, est

^Jrs=

compt€

n '  
en t re  la  pa l re  , f  inc lus lons  p lasL lques

déf lnle pal '  ;

oP ' wË'."1 , î 
[r,, 

t, i8 
[UÉ:f,s 

,*={,,.. i  c5 (II

et 
wf.o -- wr * w r, w"J [*

d o n c  ( I I  -  8 3 )  e t  ( I I  -  3 5 )  +

w 
æ 

= W'o* v7r, çr.wt"- (r.@'r'*l ) ds -v/o* (rr-i àS -w'-,lr-,g- t t t
ts ls

on peut donc écrlre :

\,vil= - (rr,"] aS = - 
lr,,-r 4 Às (rr

)g Js

/'4, *; , ,, : {E,r@I,, -
), 

'i n'l ' 
)v 

ol ' ''l

ds I I  -  8O on a  ;

wil= - (, f.i. Lv
1, "1 ̂ â

t t -  àv (rr

v/*r = v,/r*_ WË:,y _ wlT."

at.) Jv .
')t lt,,

O P :

-(z h.
t'it

et tenant

cas où l 'on a une palre d' tn€_1us1on.s-glas!!gggS__gt_' l_.unlforma :

Lorsgu 'on  a  une pa i re  d ' lnc  lus i ,3ns  p las t lgues  de  vo lunes  t / ,  a l  v  3 ,
dans  Ie  n t  I leu  In f ln l ,  eL  lo rsqu 'on  supposê .  ! ,  ,  un l fo rme a lo rs
( I I  -  91)  se  nédu l i  s lnp lement  à  :

( r r  -  ss)

I t  -  S  C o n c l u s l o n

Dans ce ehaPlLre c 'n a donc ealcu]é les eonLralntes et les
défornat lons totales pour le problèure de Ia palre ,1,  lnc luslons
PlasLlques eL hc'nogènes; la r 'ésolui lon conplàte du ç,robtèrne nécesslte Ie
ealeul du tenseur TI I  (cul  se dédult  s lnplenant , fu tenseur S d'EgFIELBv)
et d 'un Lenseur d' lntera,et ion TtI  que I 'on retrouv€ra encopË pour Ie
problène de la pairo hétérogèna, qul est t ral té ,âans la ehapttre
su l r ran t ;  le  ca lcu l  exp l le l te  d ,u  lenseur  T !J  fa l t  I ' ob . te t , iu  ehap l t re  l /
dans  le  eas  d 'un  ml  l leu  an iso t rope por r r  deux  inc lus lons  a l I ipso l ,Ja les .
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r t  -  È -  ErB!.rnEEnFHlE I lU nHnPlTnE l j_

1  -  R .  d e  } I I T T  ,  N . B . S - ,  n  A  ( 1 S 7 g l

2 - J.D. ESHÛ-BV, Pros. So1. Hech., (196i) I{ORSH-HOLLIIFID

3 - T. I , tuRA , Mechanlcs of elast lc and inelast ic sol lds 3

T,IÉRTI}IUS NIJÉIOFF' (TSEE)
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C  H  â  P  I  1  R  E  I I T

P r o b l è n e  d e  l a  p a l r e  d ,  i n c l u s l o n s  h é t é r o g è n e s

II I  -  t  ' -  Equat lon lntégrale por:r  les nl1tetrx hétënogènes

é l a s t l q u e s .

l I t  -  a -  Solut lon de l 'équat lon générale pour unê patre

d'  tnc luslons hétérogènes .

t l t  -  3  -  Ca lcu l  de  l 'énerg le  é Ias t lque

I I I  -  {  -  A p p l l e a t l o n s  e t  e o n c l u s t o n s

I I I  -  5  -  B l b l l o g r a p h i e  c h a p l b n e  I I I
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Dans ce chapltre,  nous tnalLons Ie problène de Ia Palra d' lncluslons
héténo€ènes, c 'est-à-dlre le cas d'r .ut  nl l leu où deux réglons possèdent

deE eoqf iantes élast1qr.ps dl f férenLes de eel les de la uatnlea, soumlse à
1'lnflnl à une contralnte ou défornatlon rrnlforne. Ce Problène ùrouve
des applleatlons dans les Pnoblènes de natértaux conPosttas,
d'endoonagenenù (tnteracÈlon de der:x Prée1p1tés, de derrx f lssures..  .  )  et
de nétal lurgle physlque (pnéclpttat lon).  Nous raPpelons d'abond
}'équatlon lnÈégnale de DEDERICHS eL ?F[.I'F'.R If ] que nous âpPllquons au
problène de Ia palre d' lnc1uslons; nous conpatrons ensulte les résultats

obtenus avec ceux dédults d'un€ néthode approchée dlte appnoxtnatlon de

BORN; et nous l l lustrons enf ln les caleuls sur un eas part leul ler.

i l t  -  I  -  E q u a t l o n  l n t é q r a l e  p o u r  l e s  n l l i e u x  h é t é r o g è n e s  l l n é a l r e s
(  é l a s t l q u e s )

Consldérons un nl11eu lnf lnl  donù los contantes élast lques lccales

C (Ê) agpendent de la poslt lot  ?;  11 s 'a,el l  pae exenple de polgerlstaux' .
l J r t

de polyphasés, d€ conposltes ou de natérlaux endonrnagés. Ce nllleu est

eoulls à des forces surfaclques F qut enéent des contralntes frtÈt et

des défornat lons t  (r)  vartables dans le nl1lau à cause de

l 'hétérogénÉtté des peoprtétés élast lques eù des eondlt lonE
paetlcul lèrEs d'appl lcat lon des forces F.

Nous nous lntéressons lc l .au cas pant leul lêtr  d 'un sYstène de forea

F' g.ul créent un chanp rrnlforne (E, f-.) dans le nlIleu lnt'lnl honogène.

Un tel problène est déflnl par les équatlons sulvantes :

1 'éqqat lon d'éàul l lbre (on suPPoss gq' l I  n 'exlste Pas de forees

voluulques) :

Çilît = o ( I I I  -  1 )

( I I I  -  E I

( I I I  -  3 )

la conpattbl l lLé du chanP E :

Ie conportenant llnéalra local , 6titt l

eù les condlt lons aur front lèrEe

e{it:t(*li, '-r.,iù

) = *rrrrS, *;:r,

=  , , c t l )  *1 ,
;iW tt.

Nous cherelons un systène d'équatlons portant unlquenent sur
déplacenent  Ë tÊt ,  en por tanL ( I I I  -  e)  dans ( I I I  -  3)  :

l a

e t  e n  p o r t a n t  ( I I I  -  4 )  d a n s  ( I I I  -  1 1 ,
d'éqr.st lons au:K dérlvées parLlel les :

( I I I - 4 . l

sonnes condulLs au sStstène

T,f,=:;tr+(*u,,
Q,L

(,ri;, \f'),), =o ( I I I - 5 )
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I1 est alors arranlagerrx d'lntrodulre rrn nt lleu honogène flctlf de
conEtantEs élasÈlques Clr*e tel  que :

4ci t  =  C '  *  Eer i ,  ( I I I  -  6)
Ààge )iïe .. iÈe

( I I I  -  5 )  dev ten t  a lo rs  :

( I I I  .  7 )

ft\
Le der:xtène terne {àC.Î t' t ' |Ae 

\--r j td " \ l  
) , f  

dans Ie ler nenbne de t I I i  -  ?)

Peut être eonsldéré conue une dlstrlbutlon de fonees volunlgues
f lct lves. Ut l l lsons le tenseur de f f iMI du nt l leu lnf lnl  de constantes
é l a s t t q u e s  C i . , * ,  d é f l n l  p a r :

C" Çt;-i. ' t + [ f,ca-i,,1 =s (III - s)-iitt 
tr",01 irr

pour  éer l re  la  so lu t lon  de  ( I I I  -  
" )  

a lns t  :  .

/  f -  \

rLtir=.rli ir + (Gr*.'t ', ([r:it 1'i ' ' l  àÏ' (III - s)
h h ' ,  '  

)  
- ; .  

\ -  : j te  Se l , i ,
7  

'd

où uo,, l  âst rrne solut lon de l 'équat lon honogèna assoctée, et u la voluna
d u  u I l l e u  e o n s l d é r é .

Forrr  obtenlr  la défornat lon locale e r t l  . l l  faut ea.Iculer le
grad len t  *n ,n  ,  d 'où  :

d 'où la défonnat lon locale :

tt:, = â?Ê, r 
P{n.i,T, 

'nJi*''} 
Ufl,,#ù{' ,,rr - 11,

que l 'on peut lnùégner par part les pour obtenln l 'expresslon sulvante,
en  supposant  qu 'e l le  s 'annu le  à  la  f ron t lè ra  :

/

fuËt . t*, - [+ to:+11,,G-ri:i,t] d+çi: L1i,t ),i' (,rr - le)rvrn l ih 
)U, |  

. . , "â,  ^. ,ni ,  
!  

i j te lg

1,r, As,ei ('r',r, i,,),j= o

h.(ït = .r,iir , (eo'-et ([*r.U', âf',) dÎ' rrrr - 10)
Frr h,b 

), 
hirh rxlt ,u l,i
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êt tenant eonptg de (I I  -  3O), on obt lent

L&t z ( I I r  -  13 )
h r

( I I I  -  1 < t )

Cette équatlon lntégrale appelée éqr:a,tlon L S D par KRONER l2l a, éLé
pnoposée sous cette forne par DEDRICH et ZE[.LR, [1J; Nous I'utlltsons
pour résoudre le problène part lcul ler de Ia palre d' lncluslons.

I

I I I  -  e  S o l u t l o n  d e  l ' ê c u a t t o n  s é n é r a l e  p o u r  u n e  o a l r e  d ' l n c l u s l o n s
hêtéroEènes 

,

La soluÈlon du Problèue pour une héténogénélté euelconque présente de
aonbneuses dlffleultés; p:rn contne pour Ie problène de la palre
d' lncluslons, nous pouvonE obtenlr  une soluÈlon approchée pour les
défoeratlons Bo:l€nnès. Hous consldérons donc un nl lleu lnflnl de
eonstantas élaEtlqu€E C?r*. eontênant derrx lnclustone I et J de uolume
V, aL V" et de eonstantes élast lques Clr*,  et  Cir . .  ,  supposées
un l fo raes  dans  l / r  e t  U" .  A  1 ' ln f ln l  Ie  n l l leu  es t  so l l l c l té  par  un
ssstène de forees surfaclques créant dans tout lé nllleu hanogène (0o)
une défonnat lon unlforne t ,$n! l 'équaLlon (I I I  -  fg) donne alors :

où 
[r.-.,, =-[{q",,..gç^-+,}, . . i  L t  

. i ,ni  "1,* i  J

Â::,= ro. 
[W, 

5çr âiî', )à'

=lt;,., ' c,,,,,]'ï' + 
t';,, 

- (u,, 
)'t, 

(irr - 16,
- i a  ;  ' ' ' . f ' : . r '

( I r I  -  rs )

I t est donné par. :
; iLl

(

àcci,
iiLe

qu€ nous écrlvons sous la forne :

(  ^ nr
bccir = 4L,..-otÉt + At"- Oi;r

; iso i i te ) i re 1'

LeE défornatlons noyennes dans les lncluslons I eù J sont donnétes par :



J."s f ,
r /

t ,L l*rreàrrr u, /" 
b-

I

= 'j- {2"' ,,Ê'
vJ Jo ".

(Fr,o,

lr"'"'
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l^

It.
e'

h|r
't 

[[u,'r'al]* 
ê'trr

.t ( /r-+, ll Ç-t, À 91,, e
[t ,-] ,o"rote analogue :

[^rL't d7 àà
Êe'

Irq La, Àî,' à.i,
f ' e  . I I I  -  1?)

on obtlent pour

L,
Itrl

î- ' - to - J- ( ( lr..*,Àcl.^ oT,ir Ltttt à;' à1 -t^. = '^. 
ï_ | |  

.rr i i  . i ;Lv le-.t  turtv o v 
.

'  ( ( - ,, Àct eir, L-te,) ài, ài (iII - ls)
* J I l*;*, ijhQ Le

La sorutron .r=ta"/El'Y." 

'gc-tton" 

est €nco.e très eonplexe et
dl f f lc l le à dédulre ên général ;  nous pouvons obtenln une splutton
approehée en neaplaÆant dans les lntégra. les dans (Ir I  -  t?) qt  ( I I I  -  1gl ,
res défornatlons ât:l par leur rraleur Eogenne et et Ât dans les
lne lug lons  I  e t  J .

Nous avons alors ( I I I  -  LT' t  +

7
t

h l r
.â.. t [f+,

I^

YL

acr" el, rl'a; 5

A'.,* t'r, a;' ai

( r r I  -  19 )
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et en posant :

/ l
Trr I irr * . i i :  I  l t c i 'Ê , tà : " ) ] :,  r  , - " t j,Y, 

\

( I I r  -  eo)

I I I  -  3  C a l c u l  d e  l ' é n e r E l e  é l a s t l q u e

Sott  un nl  l leu ssl lde de volrrne l /  souuls à des eontralntes unlfornas

à l ' lnf ln l  créant une défornatton éIast ique untfonne à 1' lnf inl  ;

On suppose de  p lus  que la  n t l leu  eont ten l  une pa tns  d ' lnc lus lons  I  e t  J

héténogènes.

Pour déternlner 1'énengle élast lque, i1 est connode de nenplacen Ie
problène héténogèno par un problène honogène avec deE défornatlons
plast lques f let lves qul eondulsent aux nênes contratrr tes et Céfornattons

Lotales qu€ dans Ia problène réel;  ceLte néthode de 1'  lnc luslon

équlvalente a été proPosée par ESHH*BY [3]; nûus l'étendons au eas de Ia

palne d' lnc luslons; déÈeçnlnons done de ÈeI les défonçt lons Plast lques
f lcù tveE qu 'on  no tera  

t l  
pour  l ' l nc lus ton  ( I l  a t  

*  PouP tJ ) .

ï::, = 
[[,*,i, 

,di ài

1 - 1  (  (
- o V  ,  I  t - r

| = I llcelt"'t à;àÀ'nnii 
I I 

' ,". i j
,\tr rv,

t  l 'on a alors Ie sYstène ' l lnéatre '  
.

'7 - ro -.t'; Àc.i,, t*, - tr:; 
0,,i., a".,tr...3 \_^ - 

ii- 
.*.,

tt

.  1 1  1  _  
( I I I - a 1 )

e' = d _ i-r::, uci*u eL . t T.:;, Àt,,., Âi,,
hh rtr Vr

et l 'on volL que ]a solutton du problène de Ia Palre hétérogène se
v '  

ra ,aène éga lenent  au  ea lcu l  des  lenser : . rs  T l r ,  TJJ  e t  T tJ  ,  qu ' I l  é ta l t

déJà nécassalre de caleuler dans le cas du Problène de la Falre
p las t lque.



d é f l n l t l v e :

e.. :.J
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( I I I  -  2 2 )

t I I I  -  e3 )

( I I I  -  e4 )

( r I I  -  2s )

( r r l  -  26 )

[rrr - 2?)

( I i I  -  g 9 l

( r l r  -  e9)

( I I I  -  3 0 )

LouJours sous la fonne :

/

f o-,.t, t!çF, Jâ
/ ^ â  

n ,

V f

/, v/,*lr.i.âz
L /r1â ' 'â

i {r,14 
r}'

té ,  11 v tent  :

4^à As

=f, j  "à

/=L lq,/s
6-  n .r i t

vlenL en

ï f,u,l, 
Ài = i su,., 

[r,*=* 
r.,,

V

encore w't[kr+),à*

conpte Lenu de l 'équat lon ,Je conttnul

L ' é n e r g l e ' â l a s t t q u e  s ' é e n l t

W:4
t'

qu'on peut eneore écrtne alnsl

Z étantu ,uppo"g" rurlfonne, I I

W=

d 'ou  encore ,  à eause des ssnétnles de I; "o

w= +lktq)rs
sur S front,tère de V, on a :

*ro [n,, 
àÊ

t1*,, )''i
r,7 = 

/(r"r,
V

V/

.i; ) s

=

l l
o

et

^ lt. JÈ =
vl,î'v

s i  J re  sont  les  conp l lances  t
ul  l leu honogène équlvalent de

si e,

+ /{1., % àG'
, ru

ocaleE;  nais  eoln!ûe nûtrs
cons tan tes  é Ias t l ques

tra.val l lons dans
C? . , .  e  a locs  :

et

où
1 e

,ts;i0'e. 3 ( I I I  -  3 1 )



(" t -ç' - f ,o
ou encone, pulsque J,itt e-tq : ule = *LL

l- ( t.a* = E:
, l J  t à  ' à

'v

d'aurrepant !-k 're=!at j  +Yl Ei ( I I I -34)
T4l v 'J v 'd

-28 -

( I I I  -  3 3 1

( I r i  -  32 )

,
I

t 'pulsque L est dlffpnent de, zéno unlquenent dans les tnclustons
I et J; pour évaluer 1" et 45 on utl l tse La technlgue de I ' tncluslcn
équlvalente; on a Ie schéna sulvant.

paire hétérogène

et porrr la palre équlvalente honogène :

c" 
\,

O
: ,  Ct

L,t

L,t"

-e! ,?'t
Les défornatlons plastlques Eosênnes {l et q , pour lt

problèue honogène équlrralent, dans I et J, dolvent âtre telles

que, les d$fonnatlons totales noy€nnes dans les derrx lncluslons

solEnt tdenÈlques dans les denx cas, et les contratntos noyennes dans

I et J solent les nênes Pour les derrrc problènes.

or pour le pnoblèno hétérogèna on a, d 'aPeès (I I I  e1) '  Potrr  les

défonnatlons totales :

{i.= r*,'.iT:; tci,, aT,-ï, tttÀq.. fi = Â'. ' d1. (III - 35i

e
J,U

Q,,r,,

f'
,cl

er {;"= f.:.-j-T-,:Àc'*,i; -ïT:, Àqr*e';, =eï^'t':- (rrr - s6,



êt pour

ï-
â '  :

tih

Ia palre équlvalente

,l.,ift.i cl,r, E'i,
honoelène, on a,

- 1t..i ci,,
d ' a p r è s  ( I I  -  4 4 )

t '
ç'r- b t

- 29 -

( I I I  -  3 7 )

( I I r  -  38 )

( r r I  -  39 )

( r I I  -  {O )

r I I i  -  41 )

( I I I  -  4 2 )

t r I I  -  43 ]

( I I r  - . +4 )

( I r r  -  45 )

( r I I  -  46 )

(rir - 47)

et porrr  les déforna.ÈlonE élasttques, pour Ie problène hétéroeène, ce
sont les nênes que les défornaLtons Lotales, et pour Ie pnoblène de Ia
palre équlvalente honogène olles sonL données par :

Â1J = 1o * !T "t rn c?'r +rJ 
" 

'?r

rbr hr vJ *"i Cit, e., *f, l*,. i ;  L'; . ,4ue

-?, -1, -l i(:_ = a:" - â*^

.  t  t î t  , ' ;
h _ ^  3 * r a r .  -  - t t h

orl . oi,, ri

ç = c].. f;,

et d'auùra part ,  eoropte tenu da (I I I  -  Bg) et ( I I I  -  40)

r. :  (o (t\-dl, t
, J  =  L , j t g  \ * r e  

' * r ?  
/

er n; - ci,, (.,'. _ ,I )
Les eontratntes Boyênnos dans I et J dolvent être

deux problènes, donc :

i,u, tï, = c)u tl - c)i,,

q;,,*: c,.i,,4. -c,;u,

aÇ1,,=cio,.c,,*,
Ac.i*,-Qlr,-c.i**

évraluons na,lntenant les contnalntes u,oyenn€s potrr les deux problèues:.
on a d'une part :

at

et

égales pour les

Lk
t'-

âa',at

eL en posant

et ( I i I  -  4 8 )



d'où lee nelat lonE vért f lées par {; er â,';

- 30 -

( I I I  -  4 S )

( I I I  -  sO)

Çl*, tT, '
cTnr{, =

{ t,' 
un1Ï. À s.."-,, rî,, - t1": 

o{.,., t; }

{t,'iT,'i. 
a{^ {.,-+,ï-" of*cù

t
- ô c-,1.,

-ati*,
t

a"
't?.

Flnalenent, conpte
avons pour I'énergle l.I
non plast lgues :

( I I I  -  Ê 8 )  +

tenu des  re laù lons  ( I i I

dans Ie cas d'rrn patne
-  3 3 )  e t  ( I I I  -  3 . 4 ) .  n o u s
d' lncluElons hétérogènes

W=J. I
et e-, i

où 1t 
"t 

Âri
par Ie systène (I I I

.Àv t  r?' ,'  l ,  'A 
";5' ;2

données par (I
e t  ( I I I  -  3 6 )

( I i I  -  s l )

( I I I  -  50 )  e t

autra Pour
héténogène

[".. v
^l

Eont
- 3tst

+!v, E. { i.- 2 r  u  ^à ' à

I I  -  4e)  et

Conpara lson auec  l 'approx lna t lon  de  BORI I

Dans Ie cadre de l'approxlnatlon de BORN [4], on
défornatlons totales, dans le eas d'une palre

non plastlgue ;

les
et

(III - 35) + â1. = r.. - 
ttj, 

À c.;, â,, -ifl] I gl., .i, ( I I I -  52)

( I I I -  53)

( I I r  -  54 )

( I I I

(III - 36) + 
*., â-"_frTJ, Ac,i., {, - illi ÀÇ,r,

eÈ pour les défornat lons plast lques f let lves :

( I I I  -  49 )  +

(' t ' i  ,.ÀC^iutiltt' *to'

( I I I - 5 O ) + ,

(:' t' =. acr
"iilc 

-tt - ---iitt

î o

1e

-  5 5 )



d 'où  1 'e :<press lon
B O R N .  ( I I I  -  5 1 ) ,

de I 'énergle ! .1. ,  dans Ia cas de
( I I i  -  5 4 )  a t  ( i I I  -  5 5 ) ,  c o n p r o

(S"  eonp l lance)

tnalLen Ie problène
cas  s lnp l l f ! .é  où  on  a

lâ 5r,,, = dr,

I 'approxlnat lon de
tenu da ce que

-  3 l  -

( I I I  -  E 8 )

( I I I  -  5 9 )

On a alons à
plast lque, dans le

T^r-
L J L ^  '- ''.jle A Çl-, . Àc.ine : M

a)= )-1" ,t

- t  ? ?
- r -  5 +  - ? . V \ '

t lf;1Èc = 'XlL

-iT"" oi,,t'' tttl" À{','

de La palre hétéroeène non
Ies relat lons sulvantes :

(  . .  l r  (  (  r \
àre t ôf (ôrt a,c +dre ,i)rtl l - 5?l

A)^ =T-T
o n  a i

wr=* \iË^,u -iu, trraç;,i{,

Ttt --rt t' ; ;  [ t .  ;1[ t

i] -

i yI {, o',iu 
{i,- 

tbï;: aï',, 1,-tïu:lotl,, il,rir - s6)
J

Cette solut lon approehée n'est en falL valable que pour les falbles
valeurs de I 'hétéroeénélÈé nelattve des lncluslons par napport  à la'naùrlcE. 

Nous al lons volr  sur un cas part leul ler de der.x lncluslons
shértques lsotropes dans un nI l leu lsotrope les I ln l tes de
1' appeoxlnatlon Ce BORN.

I I I  -  4  â u p l l c a t l o n  e t  c n n c l u s l o n s

Envtsageons donc la st tuat lon part lcul lère de der:x lneluslons
sphéntques I et J, de nêne nagon R dont les eentres sltués sr:r I'axe des
x3 sont.à une distance ( ;  nous supposons de .  plus cug
l 'élast lc l té esÈ lsotrope dais Iq uatr lce (nodules de Laraé étant À'
et t ' ,ù napport  de Polson C' f  ,  et  égalenenL dans les Incluslons
(  â  ;  f  *ù  ) .  Nous ' supposons de  p lus  qu ' l l  n 'y  a ,  pas  de
déf-onnatlons plastlques et que Ia défonnatlon nacroscoplque unlfonne

f' eonraspond à un clsallleaent pur de Ia fonne :

I'e

avec

I e s  2  l n c l u s t o n s sphéciques étant ldent lques,

' \ iut,

T,
:  r , l f  Èg

eB on posera

( I I I  -  6 0 )



et

Dans cette sltuatlon
( I r I  -  51 )

s I  1 ' o n  p o s e

-32 -

( I I I  -  6 1 )

( I I r  -  6e )

( I I I  -  6 3 )

( I I I  -  5 0 ) :

-  64 i

-  8S l

( I I I -  66)

( I I I - 6 7

sJ'= i I,, a,, u

\Il = \^./o + Ut Z.,

_(t" f  _LEr"3 v:;&g 'lt

seules eonnposanLas de
éeales à 2E f" .

d:
^â

V,

et
?-

LU;i
? ,

L̂
â

-v-- J

I ' éneng le  é las t tque I, l  s 'écr l t  à part l r  de

{rin *,"

c.],,

t^i
( I I I  -  4 1 )  e ts o l u t l o n  d e  ( I I I  -  3 7 ) ,  ( I I I  -  3 8 ) ,

elq+ l
vr

Àn ( - , -  Tt  )  / io  
'

À cn*u 
iI-. 

*Tsc** j e-.,, t;.

tl,,*1, = 
{6^-tn.. *,,(ï,-.-

= - À93., ei, rrrr
, \-4

T;Ù 0t.,1,1"'dont on tlro :

où
et

Par

de plus sachant quê :

L,.nl

l 'on peut volr que les
t qul sont alors-1j"

a1llerrrs on a :

L non nul las sont L",

(tr53r'5.,5*)

= -te; (5., 5u, , 5;, 51'-ac'ât' [i' = -Àcrio, {, 
-ACrà*, [i.

Pour l=2 ,  J=3  (oub len l=3 ,  J
de ( I I I  -  68) ,  ên tanant  conPte du
syuétrlques PzLr naPPort aux â Prenlers

= 2) on trouve Pour
fa j , t  que T* . rn  e t
l n d l c e s k e t l :

le ler nenbre
l i . r n  s o n L

t!j, = f {{,,

+ 'rrrt +

('ràn, [i, . 
iÀc.i., {t...I;*. } 

t-.r., . r:J{^-ît),,,,
- 6 9

- 7 CTI2rrùoù I 'on  a  posé T=T - ,TI  - 
i l r l  LtLt

( I I i
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e t  l s s  r e l a t l o n s  ( I i I  -  6 4 )  ( I I i  -  6 ? )  e t  ( I I I  -  6 9 )  c o n d u l s e n t  à :

g? '  F? '  -gÀÊ E )t rr**. ,  

"rrg, 

^T (rrr-zl

vr

d 'où ,  por : r  I ' éneng le  I . I  en  tenant  conpte  de  ( I i I  -  6g) ,  ( I I I  -  66)  e t( I r r  -  71 )  :

o u  e n c o r e ,  d ' a p r è s  ( I I I  -  6 g l  e t  ( I I I  -  ? t )  :

WrWo-
4v, al Et ( I I i  -  i l

- tÀr 'T
4+ -  t

V1

Dans le cas de I 'approxlnat lon de BORN, l 'énacgle es! donnée par
( I I I  -  s 6 )

Dans le cas part lcul ler consldéré . tc l  on a:

w, = \^/.' - hv, E' AF + B ulapf a (ur' ?

( I I I  -  f€) et  ( I I I  -  1€l  nous penmettent de déterrnlnen la part  de
1'énergle, qu'on notera naspeet lvenen! lÂl t  n€ r  e1, Wlnc r  ,  t tge à la
présence dE la  pa lne  d ' lnc lus lons  :

il
W :-

hY, br E7

^ +tÙr T
E

w, = \^/n -v. r.i acriç ei *eii Às.1* 
ft*r-..T:.] ar-.r, 

ï1, _

W= v/ 
o 

* {vr E r" ([^r 5r, * {, t r) =wo*rvr nlr({rr, {r) 
' 'r - zÀ

I

I

( I i I  -

, :-lr 
,.g.èLr+ vr t /  ,  

U

wf = -hvr ErÀr , s Ez (aDt 
-r (rrr -

expnesslons qu€ l'on peut nettre sous la fonne nédulte :

I^c0
ÀfÀ

t I I I  -



et

'\t"!'w.* Àr. - olt' rTH

t v_ Erf l" 1," vr
t l  . L ' '

T peut tùre dédu1t des résulLats du chaPltne I/, donnant
pour des sphères, dans le cas isotrope;

- 34 -

( I I I  -  ? 9 )

( I I I  -  8 0 )

Le terue
T r r  e t  T r J

on a:

l tl as  lnc lus lons  | .  
? .

La f lgure t I I I  -  1) rePrésente, en fonct lon de 1'hétérogénélté
Â r l

relat lve L'  Ia var lat lon de l 'énergle assoclée à la présenee de la

patre a'trrfii"ron. (dlvlsée par bft e'V, ) no,rrl un rapport de Polsson
'\l t
a = 

T 
eG poua rrne rraleur du rapport Â correspondanÈ au eonta,ct entre

9

* )

Nous obserr/ons un accond satlsfalsant entre Ia néthode approchée de
AF

EORN eù }e caleul oract tant que I'hétéroeénélté nelatlve +l- 
'ast

E

lnférleure à l'r.rnlté. .4u delà los écarùs son! senslbles et 
'pou" 

des

À^,
rr:aleurg de + de l'ondre de â les résu1Laès dédults de la uéthode de

lr-
I

BORN n 'on t  p lus  de  s lgn l f l ca t lon .

Nous vouonE ausst gue dans ces ealeu part de l'énerEle pnoPre

reiaLlve à chque lncluslon Feste prépondérante Par naPPort à I'énergte

d' lnteract lon l lée à la Pnésence de 1'autre lneluston, en effeù dans

I 'express lon  de  T  ( I I I  -  ?0) ,  à  I ' l n tén teur  de  I 'a ,eco lade le  1en

terne corr€spondant au tenne TtI est beaucoup plus grand que le ?ène.dQ

à  T I J .
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w

o ^u
T

,

,"#r-F"
I - 1 - -

fYr
1YÉ,2LJ

-1

F i ; O - { La eourbe en tralL pleln neprésenLe
assoclée à la présenee de la palre en
relat lve dans notne. ealcul ;
La corrrbe en polnf l l ié représente la
de 1'approxlnat lon de BCRN.

Ia  var iaÈ lon  de  1 'énerg le
fonc t lon  de  I 'hé téroeéné lLé

ntne vartatlon dans Ie cas
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r I  I  -  5  -  B IBLIOGRÊPHIE CHRPI ÎRE I I I

1 -  p .H.  DæERICF1 e t  R.  p .Er . I .FR.  phys .  S ta t .  So I . ,  BSS (19113)

2  -  E .  K R O I W  ,  1 5 o r '  c o l l o q u e  d e  G . F . R .  ( f g 9 l )
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L e  p r o b l è n e  u l x t e  d ' u n e  p a l r e  d ' l n c l u s l o n s  h é t é r o q è n e s  e t  p l a s t l q u e s

Iu -  1 -  Equat lon tntégrale pour un nl l leu hétérogène et plast lque

IU - 2 -  Le problène de la palre d' lneluslorrs plast lques et hétérogènes

lV - 2 -  I  Résolut lon de l 'éqr:at lon lntégrale

lV - ? - ? Concluslons et rena,rques

lU -  3  -  Ca lcu l  de  I 'énerg le  é Ias t lque

IU - 3 -  1 Fonnulat lon générale

lu -  3 -  2 .  Evaluat lon de l 'énergle par la néthode dt i  nl l leu

honogène équtvalent (M.H.E. )

IU  -  3  -  3  Cas par t l cu l lens  e t  app l l ca t lons

t U - 4 - C o n c l u s l o n s

IU -  5  -  B lb l lograph le  du  ehap l t re  I I l
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Les deux cas traltés ,lans leg derrx chaplLres précédents sonl en falt
des eas part lcut lêrs d'un prcblène Plus général  de Palne d' lnclustons
plact lques eL hétérogènes, c 'est-à-dlne de deu:c réglons Vt et Vr d'un
uatértau subtssanrt à Ia fols un€ déforrnatlon anélastlque et agant des
nodules élastlques dlfférents; c'est Ie cas patr exeraple des tnansfornatl,:ns
de phase.

Porrr tralten ce Pnoblène plus conplexe, nous Partons d'une équatlon

tntégnale proposée par' BERUEII.T.E:R et ?,AOrJI t1l, et nous l'aPPllquons au
problène de la patne hétérogène et plastlque. Dans co cas, nous nontrons
que le eoncept d' lncluslon plast lque équlvalente d'ESHELBY peut se
général lsen à un ehanp de défornaLlon Plast lque f lct lve.

Nous consldénons donc un nl11au lnf lnl  hétérogène pour lequel les

constantes éIastlques en un polnt ? sont c (i) et où une défornatlon sdts

contral nte tCf, s ' €st produl te à parti n d' un étaL l nl tl al Eûs

contralnte. Des contralntes E sonL appl lcuées à la surfaca du nl l leu

ln f ln l  e t  nous  suPPosons qu 'ë l les  sonL Le l les  que,  s l  le  n l l Ieu  é ta lè

honogène, elles provoquepalent une défonnation unlfonne élastlque.

I U  -  1  E s u a t l o n  l n t é o r a l e  o o u r  u n  l l l l e u  h é t é r o q è n e  e t  p l a s t l q u e

o P .

Lz présence des déforuatlons sclls eontnalnte Ççt ,qul à prlort sont

lnconpatlbleE, engendre des contnalntes lnternes et des déf,ornatlons

6last lques e€ dans Ie nl  l !eu, tel  que Ia défornat lon Lotale locale

solt  conpat lble,  c 'est-à-dlre dérlve d'r .gr déplacement.  0n a. atorE i

f.-.e,ri

titu' 
'tà.uo -'trât+

" Âilr Iu - 1)
' 7

lol de Hooke :

=î6,i'-i^)

'*:riri.'*'- *;f,) ' i.,î1 [T,l'- 
*É;']

t*,r,(4i'-'iil ),-

= {I;'
a,

La parùle élastlque est nellé€ ani:( eontralntes par la

lit'' "^:i, tii' t rv  -  2 l

( IU  -  3 )

ee qu l ,  en  l 'absence

La dernlère égal l té est dédulte des ssnétr les usuel les du tenseur

Le
de

chanp dee eontralnLes dolt  être en équl l lbre,
forees volumlques s'écr l t  :

: D
( Ii/ - 4 )



où eneore Ie deuxlène nenbro peut êtne eonstdéré conn€ une
de forees volunlques f lct lves f ,  :

,n(-r
tir - \,c.,.i,^ {!t - [*:,;,^ *']v4 t ^ rr.'o 

.t.ï' i1e9 n, J , i

'  - 3 9 -

conae dans  ( I I I  -  6 ) ,  on  ln t rodu l t  un  n t l leu  honogàne ln f ln l ,  de
constantes élastlques C" Lel que :

-;fu, c;. . J.c.1"r! (IIl - s)

nous dédulsons alors de (IV -  4 :

( I r l  -  7)

et la solutlon de (It/ - 6) obteirue à partln du tenseur de ffiEESl, s'éerlL
pour un a! lleu lnflnl de. volune [/ :

/

Ëcu : ,Éc\ .  [ecÎ ' 'b ! : i ' ,  l l '  ( Iu - 8)
rrr h^ I a, 9+

,\

+
où ù' est le déplaæenent cornespondanù à Ia déforna.Llon L".
En tenant conpte de (IU - ?) on a alons :

^F,,.,,i "-f*.r, |,,ff,tit, 
-s.;;;

gue I 'on peuÈ lnLégrer par part lÊ pour obtenlr ,  compte tenu , les relat lons
(I I  -  30) et ( I I  -  40),  l 'équatton propoEée par BERIÆILLER et AAOUI [ t ]pour les défonuat lons Loèales loeales :

c,rn, *î,0, = 
{+1utn 

'J'.;t *;'\,t 
(It/ - 6)

r'.;1] 4,1' (It/ - s)
*t ),i '

e:i, . [',i, . (E:ri,t {*gi, tti,,. 5.,$l di,, } Æ'
h r h  r r r n  

l - - - l  [ ^ t * .  

b r  + â r a  E L  

)
V

dl str lbutlon

f  I r l  -  10)

Ceèto équattcn lntégrale eontient à la fols cell^e de DEDERICHS et zFrJ.r.FtR
tzJ ,  pour  les  n l l le r :x  é las t lques  hé térogènes,  (â" rÊr ro)  e t  ee l te  de  MtJp-4
-  l ' l ILL Is  t3 l  i4 l  poun un  n l l leu  ho-gosèna p tas t làue (6c1"1  E i la  sent  de
base, dans la sl tuaLlon où {tÊt r  o aux méth'odes 

'  
de calcul  des

propr lé t 'és  e f fec t l ves  I lnéa l res  des  n l11er -uc  hé ténogènes IS ] ,pour  Iesgue l les
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on uttllse un développement en pulssance dE Êc Pour résou.dre l'équatlon

lntégrale; nous al lons I 'ut l l lser dans ce qul sul t  pour tralLer le Problène
de la palre d' tncluslons plast lques et hétérogènes sttuées dans un nt l leu

anl sotrope.

I U  -  e  L e  p r o b l è r e  d e  l a  p a l r e  d ' l n c l u s l o n s  p l a s t l c u e s  e t  h é t é r o s è n e s

I U  -  2  -  t  R é s o l u t l o n  d e  l ' é o u a t l s n . l n t é q r a l e

Dans cette gltuatlon pantlcullère de natérlaux hétérogènes et plastlgues,

lE  n l l leu  ln f ln l  de  cons tan tes  Co cont lenù 2  lnc lus lons  ( I )  e t  (J )

de volrr^ne l/, eL V, ayant respectlvenent des- constantes élastlguas Cr eL CJ

et ayant subl des défonnaLlons Plastlques dt 
"t 

t ' unlfornes dans [/, et

V.t i  Ia défopatton Plast lque dans }a natr lce est supPosée nul le ,  et

t: est natntenaÉÈ la défornatlon élastlque dans Ia natnlee supposée

hoaogène.

En lnùrodulsant les fonctlon d'HEâL/IsiDE OlO eL etir tel que :

nous avonE pour

ou Sneora :

et

En reporta.nt
tolale en un

,.+Li'l
i i t l

Sarll
.: i f,q

ces e:<presslons
po ln t  tÈ t  es t

ï lv"
ï  e\,

5..1r :

- Ât:. et(f,)' l

e3t 11

eÏ,1

ei,il - Attr., etu

(r t /  -  1r.)

( IU  - 1e)

( i r /  -  13)

(rv -  L4l

la défornaLlon

[ . :

' c^;re '[qin

't{fl 'c"i..' ' À

= À9r*l

I
9ril :

&'c;, ,

â1;1 :
iâ

.c<I) ak

{' eiâr
^i

.[ç; cleT,

. A {,.. 
e'i i;

t,,*l

c,.:_,

r,^ * 
{'n+, {q,;-, { ,i.,. Çt,t:,Lr -acr

^fi,r,'"''}
dans l 'équat lon  ( I I /  -  10) ,

alors donnéa Par :

?

fc i t  =
Ùât

1 t

t ttl oit ') -
Lr $e

l + ,a '

( I t /  -  15 . l
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ou gncore

eii, ={.-/r},r,, 
f,,, t 

- o g;. ti,,} * . 
$f,lç,1, 

r,;rtl, *r,} *

( I t /  -  1 6 1

res ct ft= et ct att sont constants,
alonE que la défornat lon t<t l  dans les lncluslons I  et  J n,a
aueune ratson d'être rrnl forne da,ns vt  et  vr,  nêne pour
des  lnc lus lons  de  fo rne  é l11pso!da le .  Ic l ,  rés lde  la  A l i f t cu l té  eent ra le
du problène;. JoHblsoN [6] l 'a surnontée de nanlère approxtnattve en
utl llsrnt po[, 

]" 
problène lnhonogène 1'approxtnatlon de BORN qul cc;siste

à renplacen {t i l  dans l-es Intégrales consldérées dans (w 16)
par le ehaap unlforne t uno nel llaure appnoxlnatlon, plus
lntul t lve et Just l f lée par MOSHOI/IPiS et MUR.4 l? ') ,  conslste à reoplacen
respe-etlvenent da:rs des volunes Vr et Vu, Â-(iI par les rralerrns ncJennes
de q(/ t l  sur cês volunes, et que I 'on déf lnl t  par :

ET, =r 
[ 

*rr, ri
( rv -  L7)

et
' /

iî,= i, J i;t ài
?e vr

( I r l  -  18 )

( I t l  -  1 9 )

Ces t taleurs nou€nnes peuvent êtne ca1culées à part ln do I 'équat lcn ( IU -
16) ;  nous  avcns  donc  pour  l ' l nc lus lon  ( I I  :

eri = e'
ttt.t, mhr,

' +, ff,u,r,{Ë, t, - o!:, i;)nx' t /F;',{Tî,ii- î̂",i;j-]

et en ut l l lsanù les tenseurs

I I =f 1,"r, [jy*'Ji)i'8" ,j' T:: =h^raâ - ( IU  -  â0 )



T': =
hhrJ

-ï- tI
I
tn.li , alors on

- ag,r, i;].i

s u l t  :

- 42 -

trv - 24)

et en renanquanrt que

-la

Et = a'-. .J I
h. v- 

*'T
L t';,,t;'ô';,';t

( IU  -  e l )

-Àf ,çtl
l rv  -  æ)

iî ).+,Ë{{,.q',=Â,""*tÏ; 
{ç,{, 

oq,

{(,,,ta

a a

' J

vtri j

Pour I ' tncluston J, nous avons de La nanlère analogue :

Êe
an

Les éqr:atlons_It/ - 21 et IV - ?2 constttuenL un systène Ilnéalre pour
Ies lneonnues 1t et ett ; Nous P€uvons écr1re ces nésu1Lats sous
forne condensée âissl, ei^utlllsant des relatlons entre tenseurs :

.r- Trr \Ct et ;ftt AttE..t, = \4f *T" c= âtt*T=t ct Â t
VrL' t*  |  AL L-+l  DL t ' ' - :nr"

v,f'.T"AL' f"oTt%ctel=vn {* Tnc"e? * T" ( t'"
J '

(IU - es'l

La eonnalssanc€ des défornattons totales de chaque lncluslon Pernet
de ealculec les défonnatlons élastlques à partir de :

îQz FÎ,  9?-
h ; t a - - l â

tln ir h lt5

rln F't çT
t^. : Er_ - tî

tit^ rhh 
tlt 

h

et les contralnt€s Eoyennes dans chaque lncluslon, 
"ott

? 'n t  ( t t t  , "  \æ L l l

%i '  urihc \. te - qle 
I

1xt ft ( ç" ftt )o.i : L,r i [r [ 'ge - '1e 
J

( IU - 25)
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L'approxlnat lon de BORN pour I 'équat lon lntégnale ( I t /  -  10) donneral t
ie résultat sulvant :

{'= f .; Tn(r'{'-ot-4 -frt" (cti'- ActL)

i,= f -tt"'( ,'a1 At,"Â") *.l.T'"1,'^t- Ào'd)
t lv - 2Êl

On retrouve alnsl  le fal t  que cette app'roxlnat lon n'est rralable que
Iocsque les teraes - ? {-aw 

tî'act, +"T.tÀct, +t"tact,*t'"Ac'
sont falbles- Par napport âu tenserrr rrntié; or ces ternes ne sont pas de
nêne nature, à cause de Ia présence des tenseurs Tt r eL Tr J qul Jouent
un nôle di f férent,  les tennes contenant r t  r  et  rJJ étant,  en génénal
pnépondéranrts par nagport au terne TrJ (chapltre u et annexes)

lV  -  ?  -  2  Conc lus lons  e t , re f ,a rques

Alns l  à  pant  le  ca lcu l  des  tenseurs  T I I  e t  T tJ ,  la  réso lu t lon  d 'un
problène de palne d' lncluslons ge ranène à des opérat long d,algèbne
tensonlel le courantes, et  on pEut calculen à part ln de Iv-23,84,?s, les
dlf férents chanps de défornat lons et de contralnte dans les lneluslons.
Le carcul des tenseurs TI t  et  TIJ est conplexe àn général ;  au ehapltre
V et dans les annexes, nous donnons une néthode, ba.sée sur I'enplol de
Ia transfornée de FOURIER,, pour évaluen TtJ dans le cas d,une patre
d ' Inc lus lonE e l l lpso lda les  dans  une na t r l ce  an lso tnope;  la  ea leu l  de
Tr I  est c lasslque, pulsqu'1I conrespond au pnoblène d'EscI{ELgv.

La néthoda proposée dans le para€raphe (Iu - e - 1) de ce chapltre,
se général  l  se setns dI f f  t  cul tés ,  au cas où , . Ie nonbre d'  l  nc lus l  ons est
supérleur à deux ,  le nonbre d'équattons tensorlel las du systène
l lnéa l re  à  nésoudne é tan t  éga l  au  noabne d , lnc lus lons .

La solut lon ProPosée 1e1, eont lent évldennent les cas pant lcul lens
pnécédents d' lnc1uslons plast iques eL d'  lneluslons hétérogènes e>cantnés
aux chap lÈres  I I  e t  I r I ;  ç l le  s 'app l lque b len  s tn ,  au  eas  d 'une
lncluslon (on prend alons {r ,  o *-  Àcf = 

"  )  ,  t rat té pan ESHETBy [B],
pour lequel on retrouve la Elgnlfleatlon du t-anseur s d'EsHELBy qut est
ê g a l e  à  !  T t I  C t  d a n s  l a  c a s  d ' u n ê  l n c l u s l o n s  e l l l p s o l d a l e .

vr

La fornulat lon gênêra,Le ut l11sée pennet de Just l f ler la méthode de
1'Ineluston équlvalenta élaborée par.  ESHEI*By [8];  pour le eas , le
1'lnc1uslon hétérogène, et par HOSCHOT/IDIS et l,ttJR.A t?l pogr la palre
d'  lnc luslons héténogènes .
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Un calcul analo€ue peut être condult pour Ia partle anttsYnétrtque du
gradlent de déptacenent total, qul pernetLe d'accéder anrx notatlons du

réseau cr lstal l ln,  nesPonsable de !a fonnaLlon des te:<Lures de

défornat lon plasttque, dans les problènes de plast lc l té des polscr lstaux

n é t a l l l q u E s .  t 9 l

La  fo rnu la t lon  a lns l  Proposée,  dans  I I l  -  1  e t  I I / ' -  ? . '  1 ,  pour  }e
prob lè rae  de  Ia  pa l re  d ' tnc lus lons ,  es t  va lab le  que l le  que so l i  la  focne

das lneluslons et lerrr  posi t lon relat lve; ces Paranètres géonétr lques

ln te rv tennent  Par  I ' l n te rnéd la l re  des  tenseurs  T t r  e t  T rJ '

. Nous nous sonnes lntéressés plus partlcullèrenent aux chanps lloyens

dans les lncluslons; 11 est évldent que loesque ces chanPs Boyens sont

calculés, Ia fonnule ( I I l  -  10) pernet le ealcul  de en un polnt n
guelconque du nl  l leu 1nf lnl ;  en part lcul len Pour les Problènes
d'endoula€e6ent, 1I est lntéressant de connafLre le chaup de contralntes

ent re  les  lnc1us lons .

I U  -  3  C a l c u l  d e  l ' é n e r q l e  é l a s t l q u e

Nous proposons rrne néthode pour calculer les dlff6rentes Partles de

I 'énere l le  é Iasù lque,  aseoc lée  à  Ia  p résenee d 'unê Pa l re  d ' lnc lus lons
plast lques et héténogènes dans un nl l leu élast lque anlsotroP€' .  El

bartant d' un€ f ornulatl on généra le , on l ntrodul t natr.re l lament Ie

concept Ce palre d' lncluslons plast lques f lct lves dont 1' ldée est dûe à

ESHA.BY [8], eù qul pernet des calculs slnples relatlfs arrx Problènes
d ' l n c l u s l o n s .

lU  -  3  -  1  Fomula t lon  qênéra le

Un eol lde de volrrne U esl  sou:nls à des contralnles untforn€s, E' .r  à

l , lnf tnl  et  est Ie stège d'un chanp de dÉfonnat lon plast lqua L' , t f r)
créant deE contratntes lntennes f i .  -  8. .  

- t t  
:

' d  ^ l

I ' énarE i te  é las t lque s tockée dans  Ie  n l l leu  s 'éer l t  :

t rv -  27)

et d'aprèe lV -  L :

/

W= t Jr.Gt t:{, aî

(t:i-{:',)

t liÎi[""4:i'

=L
I l,+, à;

{ç,
^â

( IU  -  e8 )

v

0n peut eneore transforner (IU - eS) :

W= r â
Stv tlv - ?3r



- 45 -

.  (  I  /  |  r  , ,

ïlf,4,i d'i = L lrqr-i),; 
à7 -i, )r'^i,i'u 

(Iu - 30)
en tenant eonpÈe de l 'équat, lon de eont lnui té pour évaluer la p.: .
lntégrale et en Lnansfornant la 1.rr  lntégrale du âo!.  nenbre d,e nv -
30) en lntégra, le de surface, alors t I  v lent i

w= i (,^,
$

où S es t  la  fnont lène du  n l l leu ,
orlentéfuil ' e:rLérleuri sup S nous

h . z
î

et en repassant à l ' lntégrale do r.rs lrrme :

W=

étant

I  i  v lent en déf lnl t lve

dans Ie cas d'un€
plasttque untforno

?  1 2

e d,rù
I

la vecteur nonnal r.rnlté

tçf, àÊ^l

( ru  -  31)

(IV - 32)

( I t l  -  33)

( IU  -  34 )

( I r /  -  351

( I r l  -  36 )

E..
.tà

\ i /- ÀT F"Vw: +  L- .  t -
J '  ^ l  ^ l

6":.̂e=4 (orr,  ài
ut ,r, ̂ '

=r[u,,

t- t l*^^
Juo

.>
e t  n ( n ,  )

avons :

T- ., n-^a?

/ /

+ IL.. ,^: Ài - L (û<E.r
1') ^à ^ ' l  -T)^â

vv

unlforne, et en posant :

,;1 . ) d;
I t 4  t

_T
L. .

^â

pour l.I

T

LE
Â1  ^a

d 0
W=4

o
<.

/ ?
L | 0", el L,î,,, r, ̂ i ^â
I qul sublt una
€ s g  :

,V6t {-.
a r ^e -.e

, * t  
" .  

ÂS
A?

q.̂1

l nc lus lons  un lqua
- o

{ :  ,  L ' é n e r g l e

où

défornatlon

( it/ - 57)
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et dans Ie cas de 2 lncluslons I ct J sublssant rrne défornatlon
plastlque let * e?n unlfornes, tel que :

âf lr = eh e'cr , t; alar ('/ - ss)
^à 'e d

a lons  l 'énerg le  es t  :

w= !-L E'V-rV6"r-" -4V"ql 4:î (r' 'rr)
'Y -I-re-^i '-î 'r"^à a; -t .Ï ^2 .Àâ

qi étant déflnl con",e Ya êLê n^; dans nv - sll'

t u  -  3  -  e  E u a l u a t t o n  d u  t e n e  E 1 - l l l l e u  h o n o s è n e  é E u l u a l e n t

II rcste nalntenant à caleuler IE terne Er donné par (Il/ - 34); on a

alors lntérêt à lntrodulre un nllleu honogène équlvalent de constantes

. élasLlgues Co , pogr leqirel on rra évaluer la défornatlon Plgstlque
f lctlve eorrespondante {'t Ê)

4
Consldérons un nl l leu hétérogène et plast lque, alocs ( IU - 10) PeeaeL

d'écnlre la défornat lon ùotale locale dans ut tel  nl l leu :

Poun le problène hornogène , c' est-à-dlre PouP Ia nI lieu houogène

équlrralent avec une défornatlon Plastlque flcttva 1^ , Ia dÉfornatlon

locale Lotale sena donnée Par, En PartanL de ('Il - 24lt

f,c, = Â"g, r l$rr, {,..,i1, 
tiî, - S^^;ir, ^fi''}* (Iu - {o)

E;= + [i:,o 
*

( II/ - {t1)

0n cherehe un n!! |eu honogène $qutrralent qul  sol t  Ie slège d'unê

déforuat lon totale ésale à eal le du pnoblène lnt t tal ;  eÈ en eonParant

les deux e:çresstons l IV -  40) et ( I t /  -  4L),  la défornaùlon Plast lque
f lct lve t t  lntrodulte dans ce nl l lcu dott  être tel le qu€t :

V; . v oh 4 Co- 4',!' = *t4t {,r, - ['rî,1 t'rl't (iy - 4e)
r6h0 f(  i f rn hh ià* h' t

La défornatlon totale nacroscoPlgue Er donnée par (IIl - 3'1) est alors

égale à :

( ÎV  -  43)



ou encore

or ,  on a

rT  / '  I

t =! | (e:1,,1io)^e v ) t ' j

-  ! -  (* ,
' )u' l

+ [t,àt 
=f s.; "{r, À}

l . t
.ôJÙ

écrlre :

- 47 -

(TV - 11)

( rv -  Æ)

âi ( I v  -  46 )

t rv  - 4?.) , et

Ie ul lleu flctlf étant honogène on peut encor'e

rT -? '  , -g
L. .  =  L . .  +  L . ,^î ' l  'x

avec :

I t*,y

et où

qt Je
i i

a

L 'énerg le  é las t lque du  so l lde  V s ,écr l t  en  dé f ln I t l ve  :

E''=t(a'Jo* ,r E:= ̂  (&^,
,^i vft ri *l ,/, 1t

{^^ esÈ dédult  des expresstons (I t l  -  10) at

at =ât -L ' . '
^i ^l ^e

- a!;,)
t ) '

W=A T.2 ^,1 {,i, a;
a ,

(w -  47)

( I I /  -  48)

(f i /  -  49)

' I U  -  3  -  3  C a s  n a r t l e u l l e r s

âppl lquons le fornal lsue peécédenL tout à fal t  général  à des ,
s l tuaÈlons part lcul lènes; et évaluons tout d,abord le tenseur E dans
le cas du problène honogèna; nous avons en général :

où  s r r r r  es t  la  eonp l lanee;  na ls  corune on  a  supposé Ie  n t l leu  honogèna
alors s = s" ou so est l ' lnverse d'r  Lenseur co ;  11. v lent donc :

(ru - sCI)



Z!r, , (t e'cî) Iri^tl
îxe")L:1È0 = " i iÈe

36) et ( IU - 55) donnent pour l 'énergle :

- / t

V*l-và.. la {can -4 uq--'C:
L "â )Y 

' l  
, '  

' ^ l  ^ I

V

et +lE 
* n'est autre sue la contralnte

v

L (a' àà , À 5o,^ 2, 
" 

(1,
îl^'t*'= ; ;iàe ut 

I

nacroscoptque

- 48 -

;  donc :

(  I i /  -  51)

( IU  -  5e )

( iu  -  5g)

( I1/ - 54)

( I r /  -  55)

( I r /  -  56)

2..a

+
f L 3 5,;*, z*

enfln, sachant que

ç  f  -For;iàt -Le = ai

on peut écrlre :

t-o = l(e' 'sÏ
h' t i ' Ju 

^t

En neportant dans (IY - 48)

r
; â

et donc porrn l'énergle :

donc dans Ie cas honoÉène

-

),ï -: e". . e:,Âe ^âE::^l +L
V

o n a

[':,

W=

et les relaLlons

t\iÂl v.i,\i1i -*1"^,
V

{:. JÊ
^J

I  C a s  d ' u n e  l n c l u s l o n  u n l q u . e

Les néeultats préeédents sont appl lcabl€q.au Problène d' lncluslonE

rrntqUes et pernettent de retnouver Par une vole PIus dlrecte les

résultats e lasstgues d'EStlE[.*BY.

Dans le cas d'u.ne lncluslon I  Plast lque, sounlsa à une défonmaLton
plastlque unlforue , eL hon:gène, nous avons :

€È

t tv  -

= tL^it"'b ( Irl - 57)



or  d 'après  ( IV  -  56)  on  a  :

et  d 'autre

eL d'après IEs nésultats

1
L'
Ï'e

tp -

d'où pour I

d'où pour l"I,

: Y'1"
V :'';

r' ('\ ,;, = c)rr,(q; qll= ";iÈt fft 
-'

du chapttre I I  (cas hoaogène) on a:

-f )-rra C" L"= ?o ' fr 'w^. Y*'yt *P1
rI

L
V

part
[* î tdi
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( I U  -  5 8 )

( I r l  -  59)

( i t /  -  60)

( tu  -  61 )

( I t /  -  E5)

( ru  -  g6)

( IV -  6z. )

o. .^T

w = !\iL" v, *Y,1,t1, . !,r+ [5,{"'. 
c*.,. E,

4i=

C,,...r, e?r- Yr

w'= - L Lq cri.rT,Ï Li,r^L7^. i 
v, e'!i(r;,, â+ou

W = Wo ,V/r

, )  ? t,,e;rl a,
'  ( Iu  -  6e)

L"r, (rr/ - 6s)

i: (rrl - 64)' l

ç"-C:"^( Trr Po , '" . .rcl;I- # lIt;, - Le-. [*.r, L,"-u'
X t  

r r  L* ' f1^ '"" t^A()

( I l l  -  571 +

rtttÈt*u

CÏy,

t;,j
d'où encore, conpte tenu de

w= | \ir^,v - tt e;r, 
I

et en posant :

v/"= t\ia,, o t

Dans Ie e^as d'*F lneluslcn I  hétérogèna, non Fla.et lqua, da constantes
éIasÈlquet Êir", t C'rire ot Lel1e orr"- ,t; 

--t 
, alors on a pûutr

la défornatloh plas-tlque f lctlva, correspon,lanL au nl lleu honogène
équlvalent : 

cl

y i €V, . cr1n, ati, = - Àt]r*- fi^ (r/ - ss)



4 . .e  o rdne
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( ru  -  6e)

t lu - ' /o)

tlv - ?41

t lu  -  ?€)

l a o

!u' h"
- -Ta r' 1-

= â"-. - 
tT; 

ÀCr..^L:^
appelant I"nn. le tenserrr  ldent l té du

{l- *LT"'Nc: } =eo
f ,  

xrac 
Vr 

' r . .11 '*-?qno 
J

1
t  f i t

av€c A u-.--
1r+

T-
1 ? -

e&à
bÙr

ou €ncore, en

t'
tu4

d 'où  :

/  
_ ' r , t  

" rT  )  
-

e,, =lr -!T:r., lLtroolor:. (rv-rL)
t r4  

1 . r * , . t " t I  
r r '  

)

d'où pour (IU - 68), en utt l lsant Ie tenserr So lnverse de Co :

t  
- ' z  J  \ - 1

f?'' - so., aq;-" {r-^__, rT::^ oc,:... } âo*o ,v - ?z)ui l t  =--r jÈg - ; i " . . f*-o-. 'Ç'- t t  e. .  

)
d'où en appl lquanL t IV -  54) et { IU - 3Ë) :

w,,t,r1r\ -Ln, I;i ̂ l., o{*- 
fï..^, 

,T"-:n ac:"}-' âo*o

eù l 'on vo l t  que s l  â"=o arors W=o ,  de uêne st  Z =o y=t  
( Iu  -  îE)

eL s l  ACt = o alors Wt Wo '  l -  L l t i^rv

I  C a s  d ' ù n e  p a l r e  d ' l l l q l u s l s n s

Dans ce cas les défornat lons plast lque f iet ives des lneluslons I  et

J,  pour le nl l leu honogène équlvalent s 'écr lvent à Part ln de f , lv -  12)

c.,., t =';-.* .Àc: {'
i t  i j u r  - r

t 
?r 

ÀcJ erilt a *  -  t - ; i - "  
F \c;ft e'i, = t',-.

I J

C ( resp .  C )  son t  les  eonqtan les  é las t lques  d4 l rs  I  ( resp .J ) ,

ACi=  c t -Co ,  ÀCr  -  cJ -  C"  ,  aL  e tx - r fnesp.â t to_  I
défornai lon totale noyenne dans l / ,  (nesp. Vr),  enf ln e'z (resp. 4 ' '  I

défornat lon plast lguê suPPosée r.rnl forme dans I / ,  (nesP. Vt l  .

et

où

1a
Ia



-  5 l

La défonnat lon nacroscoplque Et r 'écr l t  à part l r  de ( I t l  -  s4) :

- 1  ; o  / o '
t . .  - -  L. .  + À [  e i ; ,  aA t IY -  76)
^t  ' t  V); i

. ? '  
" v  o

on oàri  ,  en dehors de I  et  J,  est nul le.  d 'après ,( , IV --1â')  pulsque
e' est nul le en dehors de I  et  J alnsl  que à,C ,  donc :

E.l=â'..*-b t ' . : ,  *Ê e;:, (rv-r7l-Ài-  ; t  V . l  v  . ,

?' l .  o ' ?

L'x. eL à-: sont obtenues à part lr de IIV - ?J) et t , lv - 9€) +- i y  ' è

en po-sant W"r *L^re; 
V , t 'êneesle éIasrlque s,obLtenr sous

Ia forne générale, à parf, lr  de (IU - gE), (,W - gg) et (IV - 54) :

f -  ? '

w= w '* tu, [t, rl - q; tî ] 
. iu, ttr^:; 

- ç.i 'y,] (ru - ?8,

Les terne. 1t:'. eù
6; et c.-l '

etj
eL

( I v  -  1€ l
t l u  -  e5 ) .

t;
son

I U - 3 - 4  Ê u p l l c a t l o n s

r  pa l re  p las t l que  honogène
( Il l  - 74) eL (IV - 7.5)

de p lus

sont  so lut lons 'de (TV -  ?41
obtenus à partlr de (IIl - ?21

.  - : .  . - J
arons ÀC = AC = o e t  l ' o n  a  d ' a p r è s

,t ti = {!i

(t-aï')
(*-â1,)

t{ï,

q:
' l

r.1^ )

= L'it

= c'i*,

= or*

e:- ̂̂  e:1 - . T.,L cl.r,, tI
x. f î  P1 

t

t  
T - t  7o  , ? ,C-.- ^^ t: - * llt*. C,..,. It , .P l  f1  vJ I  I  ?1

( I U  -  ? g )

( Iv  -  eo)

(  I r /  -  811

( ru -  8e)tit=â1,.tÏ:

eh=ârn.*Tril.
vJ

et ( i t /  -  83)



d'où en appllquant (IU - 7g) et en tenant conpte des nelatlons pnécédentes

w. w ' * t* {r, 
t:i -î*î c.;., (ï,tttfirl.,.,41 

";: 
ci,rl -rr:}'

+r, iZ,tlr-* â:î Çr* (Lur;II"cl",,d ",ï.çne;; 
-riîiJ

l 
.i ", YJ '7 'rFs \âE - 

" '
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( I U  -  8 4 )

( I t /  -  8s)

( r r  -  a6)

honogène
Ia nêne
( I I  -  7 1 ) ,

En développanL et en Lenant conPte de ce que l'on a:

E 
?o çe  f "o

'1 = LiiÈc Égg : Lilrc atc

!,1 apparatt alors conme Ia sonne de guatre ternes !

W = \Â/o * V/t  'V/r"  W""

o,r Wo= LLrti.V représente 1'énens16 $rgsi:lque du nll leu
oue a'nx totttJit"s E;; t VIX y1t ai lptrr on',.
slgnlfleatlon quo dans 15s fornulas trouvées dlreetenenL dans
( I I  -  ? e )  e ù  ( I l  -  T 3 )  e t  ( I I  -  ? 9 ) ,

on

et

I
! ,1 représente 1'énerglE élast lquê assoclée à

de nÊne pour l.lJ vl s-à-vt s de 1' lnc luslons
1'énergle d' lnLéracLlon entre }es lneluclons I

r  paLre  hé tÉrosène na ls  nsn  p las t lque

présence de  1 '  lnc lus lon
et ["lt J représentant

J .

( I U  -  8 7 )

( Iv  -  es l

t 'oruulas ldent! .ques à cel les
Lrouvées dans (I I I  -  49)

a2 tT,={ =o^l
(It/ - 4t2) +

Ia
J ,
et

*lvr r,l*i**urL, {i

c1,., doi = -I Çr*, 4,

c;* di '-Àcj- 41

et ( IU-78)+  
W=Wo

( rv -  89)



11 
"a 

f sont ,lonnés par :

f : .  = â ' . .  . r - t t  
Pc '? i  

. . ! -Tt^:.l ^t v, 
l.lre h-" À-- * 

1 
'.;a.

t t  ço l Trt I '  f f i  .  -rtJt:i = 'ri * 
t 

!n, Llr.. ';. .t '^.3r.,

et donc e/" et L'" sont solut!,ons du
( I t l  -  Sg )  e t  ( lV  -  9O)  +

c;*. t:^
etr."'Ï.

- 53 -

( I U  -  S O )

sytène llnéalne sulvant :

\i*e e'i .+ T,:ci"uril', + T,'j" c.",n ti, =- ÂÇlu Â,,

". Ç,, rli' * {: cl,.n {i, r+ r,:'" c.,,,1:;= - 1',,:,f:,
Dans cette sltuaLton, 11 apparaft encone des termes d'énergle pnopne

aurc tncluslons I  et  J et un terne d' ln leract lon dont I 'ortglne pnovlent
du systène (I l /  -  85),  nals dont l 'axpresslon dlrecte et eonplexe.

scaolnons l'appr-ogJnaùlon de BORH; on a touJours les relattons
88) et Et.3 " i- 

etr sont alons *Jonnés par (II I  - â1) où l,on
1'approxlnatlon de BORN, c'est-à-dlre :

( Î V  -

fal ù

s,: = t.,'+, .t;;, Àcl',, e'

e, d" e; -tI,î Àc|,,r r^ -

t  T tJ- 
Ç 

'r;Èelci,," a n
1

Lcxu11 e*
-r tt
'i1lr

( IU  -  ee)
I

vr

et l.ls
( I r  -  8g )

,  1 'énergle dans l 'approxlnaLlon de
et en tenant eonpte d,e ce que

-  ( c "  \ - L  ? o
ê ^ .  \ L ; ; È t /  = è & g

' - è  o

w'-iv,e.iod* 
[t, 

-tç:.ôc t'rL?1 -?,1

BORN, s 'écr1t en appl lquant

- 
tt*;,lcl"rrq, ] 

-

oal"r.,a?, 
]

( I r l  -  93)
* Y r r;i^'!,r, $î, t 

r*. o tl. u tî, - t1,:"
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Cette soluÈlon aPprochée n'êst en fal t  rralable que Pour ' les falbles

rraleurs de |'héténoeénélté nelatlve des lncluslons PErr rapPont à }a

natrlce, conme cela a été rnr porrr le pnoblèrne de la Palre hétérogène.

I U  -  4  C o n c l u s l o n

pour  tous  ces  prob lènes  d ' Inc lus lons ,  la  so lu t lon  e f fecL lve  nécess l te

Ie calcul  das tenseurs Tl t  ,  TIJ et TJJ qul sont cox0plexes en général ;

nous donnons une néthode généra]e dans Ie chaPttre sulvanL, valable

pour  des  lne lus lons  e I l lpso l . la les  dans  un  n I l leu  an lso t roPe;  nous

nous sog1ûes t lnl tés à eette norPhologle ear eIIe cont lent suff lsannent

de  s t tua t tons  Pant lcu l lènes .
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C H f f P I T R E  U

D é t e r u l n a t t o n  d e s  t e n s e u r s  T l t  e t  T I J

U  -  1  -  D é t e r l l n a t t o n  d e  1 r  I

V - L - L  C a s g é n é r a l

V  -  L  -  Z  Cas de  l ' l ne lus lon  sPhér tque

V  -  L  -  g  C a s  d e  I ' l n c l u s l o n  e l l l p s o I d a 1 e

U  -  a  -  D é t e r r l n a t l o n  d e  l r J

u  -  3  -  D é t e r r l n a t t o n  d e  T t t  e t  T r J  p o u r  u n  n l l l e u  l s o t r o P e  e t

d e s  i n c l u s l o n s  s P h é r l q u e s

I/  -  3 -  I  Cas d'une lncluslon sphérlque

V - 3 -  2 Cas êe â lneluslons sphérlques

U - 4 -  B l b l t o g r a P h l e U



L'érraluat lon du tenseur TrJ pour un nl l leu anlsotrope est
conplexe à cause de la présence du tenseur de GREEbl, qul, porrr
un tel  nl l leu ne peut se calculen e:<pl lc l tement pour une anlsolrople
queleonque. une néthôde nunénlque, pour le prablène d,une Incluslon
e l l lpso lda le  (ca1cu l  de  T t rJ  a  é té  pnoposée par  KNEER [ r l  e t  repntse
pErF HURq Iel ,  t l l l ls t3l  et  eLcRtiEtr ,4NI t4l  IBl ;  et les eonstste à
utlll sen la transfornée de FOIJRIER du tenseur de æEBl G et à
tntégren sur l respace de k (eonJuelué de r) ;  p,3ur le caleul de
TIJ nous ut, l t lserons un€ néthode analogue pour Ie calcul  des

conposantes du tenseur T I J , dans Ie eas de der.rx l nc lus l ons
e l l lpso lda les  dans  un  n l11eu an lso t rope

U  -  1  D é t e r r l n a t l o n  d e  l t t

U - 1 - 1  C a s g é n é r a l

La transfornée de FOtjRiR de G sera déflnle par :

4 ' / *

dg, = (.nn, .-Lt i À;
{r /  -  1)

et sa transfonnée de F'0URIB Inverse :

t v -2 l

r aucune confuslon n'€st posElble enLre Ia vectaur ? conJugué de ?(et appantanant à I 'espace Ri ) et I '  Indlce k qul lnterrr lent
'dans d l f férenLs tenseur  ( te1 que G*r)  e t  qu l  prend les va leurs l ,p ,s .

sI kr, k2, k3 soq! les coondonnées eantéslennes du vecteur i ,  
"a 

,xt,
x2,  x3 ce l les de 

-F 
a lors  l 'é lénenL d l f f ,Énent le l  , l?  est  :

: dg.ÀL àLl

= f,.r, * È,"*n * 9r t.

gf, =*" (dg, J'7'î i,,-<û; 
-tot 

) 
l ;

-  ) t  -

(v -3)

r ,v -  4 l

-)

dÀ

Ilet

V -2+

G*gT =h, 
lrrl 

(-iu

e{i}, /  I  
? t

=h'l*,r,Ggr i"*

ifi? rÉ

et à

JÈ
t v -5 )
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t v -7 )

(u-e)

(r/ - 9l

i l/ - 10)

:.1 )

1 g )

(u  -  i 3 l

de plus Ia transfonnée de F'OURIER de Ia fonctlon I de dlrac est ,Jonnée

Par :

; .  (  iÉ .Ê  (
5tË1 = I e'""- &tl J,f = '!.

)  

-  n / -6 )

=-l{ -'nit 'ctfrl'}=tô', u -

/ (

i=-Ju,J 
r{:',t''ir*: w-

at la transfonnéa lnverse : 
+

r  I  (  - ;h i  a
ô(È1,4 | e- -c"L

glt' )

Or les eonposantes du tenseur de TSEEN vénlflent }a relatlon II - ?5
que I'on nappe I Ie : -/). ';,1\

/' ('

C,.^Çtlt.*è*àô =o
;il?, È.,rJ

ce qu l  perne t  d 'écr l re ,  eonpùe f ,enu de  ( I /  -  5 )  eL  (V '7J  :

,. ( d - T+ ( 1^-;1.i" ,-
!^cr;o, i-*, *, d{$l ';'t'rù # , h,[^^ J€^'"- 

aL --o
8f ' J

J
ce gul donne ;

c{,, d;h [, [, = 5,.-

_-TT
l[r*i

, r l
ÀLe,*

eL d'apnès

J.Ê $'g

.,

l,î, - iÈ G'rt
\ '^(L, g

lh-

É r(v



U  -  L  -  Z  C a s  o ù  l '  i n c l u s l o n  I  e s t  s p h é r l q u e

Introdulsons les eoslnus dtrecteurs de k qu,on notera
solt k Ie nodule du vecteur k: ppenons eonts€ nepène le nepère Rr
d 'o r lg lne  o ,  cen t re  de  l ' Inc lus lon  sphén lque,  agant  pout r  axes ,  U
dlanèLres orthogonaux de la sphère; on a alons :

- 59

(u  -  16)

(v - L?l

ru  -  18)

(u  -  19)

Vi. r, t, 3 l, , t};
avêc  

\=a ; t * j  ,  A r : ,àù^o{ù^Y ,  }5 : r -oeE

*,r0,  Y coondonnées sphénlques , la î  ,  et  tals que :

{=l [ l  ( [0,*-J I  o€[o,d ,Y€[o,rrr ]
a l o r s  ( U  -  1 0 )  s ' é e r l t  :

e4re Trli (t' q- ) = 5,*.

en posant

n1,
Urtrn 1, Yi = Mir

alors ( t /  -  16) devtent

d__) = f,.*

=(\^lo

(u  -  14r

( t /  -  15)

ou êncone

Le '-enseur M n€
angles fl:<ant cetle
untgueaent de cÊs

Pan al l lerrrs en
s ' é e r l t  :

d 'où  pour  ( I /  -  13)  :

Mir e

e' q,-

= ir [*, u lÏ,* u (L'ér^\ -, fi, tit 
? . 
[:'î 

7'

, lépan. l  gua , ie Ia dlreet lon da i  ,  c 'est-à-dlre des
dlnect lon done [ f  ô,  )  t , t t  rêr.  dépend

angles g . t  Y. 
*  Err '

coordonnées sphéntques I 'é lénent de voh.uae Ui

/,ï = L' *e {s â1 t{. tv -æ)

fi'
II

lro-,
i . ,
TJ
t . 1

* lr.'l

;lf
!..:1( t /  -  â1)
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Porrr évaluen 1' lntégrale I e
su l r ran t  ? ,  l ' o r tg lne  .au  - - I

(supposée de nagon a) et l'on trouve

j l ;  , -
dn ,  on  chots l t  I ' axe  x r

cent re  de  1 ' tnc lus lon

(u - e5)

âY'  f u -Ê6 )

(v - æ,)

on vér1f lê que , danc i

TT / \  / 'F  )  - ,  / *n

t'*, =*l!rrel,.r,r,(Te-_) LYI# ^x
"ùùo

v-231

On peut alsénent vér l f ler qu€ 1' tnLégrale pourtant sur k est
convêrgente au volslnage de o et de I '*  ,  et  la caleulen Par les
Lechnlques des lntégralas trl€iononétrlques ôu eneûre Par la néthode des

résldus et l 'on Lrouve :

(v - z4l

( ,'^Ê''' È, = L^û, ài
/ /

.a .-aa)
/ + ,

Itr' Ë =g
(,, rL,

(-Fb-

et alons :

,T ,tF

,t:' =$ i*oro /1t, (rÇJ**
i l*i 54 

ltt

hli \
où 

F 
kf* 

/ 
ast obtonu à partlr de (U - 19)

on en t l re  T l t  dans Ie  cas d 'un€ lnc lus lon sphér1que :

1r
/

= o' |'*-o Àe
e)

0

g:E" 
)

fr
/  - -

([,Tr h'q*
l ' ,
) t-r,â '
fi. i

r:.

T=t'à0*i * "[a^IU
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U  -  1  -  3  C a s  o ù  l ' t n c l u s l o n  I  e s t  e l l l p s o t d a l e  t ? l

S o I t ,  a ,  , b ,  , e ,  l e s  d e n l - a x e s  d e  1 ' e l t i p s o l d e  l ,  t e l
plus gnand; on passe de l ' lncluslon sphénlque de rajon
changenent de varlables sutvant, où tous 1as vecteurs
r e p è r e  p r l n c l p a l  d ' l n e n t l o  d e  l ' E i l t p s o t d e  I ,  n o t é  R t

-+

que ar
at à I

sont prts

soI  t
PAP
dans

Ie
l e
1e

et

+ ('^
IL 

JN
RtL*l

+ (r^
.1,{L

n'[{'

(0,.)

(tr^t

{^= Q.. K* o^*L
/^ o , \

{r  , lL,  o )(u-.st
\o o a, tcr f

la s o \
(o P,^!o.o 

) ,u-sol
\ a o c^h./

(x, = t.
i' i *, = f,-,

n'[x, = T',
-à ( x^-- L^K 

{ r, 'rt,
R'L 

K, , î1,

(v - 271

i l /  -  31)

Le changenent atnsl affeetué est donc tel que ;
+-)+
&.Ë : K.R

O t l

l ' e l l l p so lda le  Ë ,Ë - ,5  3  , ! -  , é t an t . Jée r t Lpa r
R = âr qo tt '  ërn

De plus nous avons les fonnules de passage :

V; = , t , l  , \

*à = 4;o X^ tul.1

0-nt
la sphère

eL V i .  
. t ,L,5

Paur ee qul est des éIénents de volr"Bes ncus avons :

r )
râtlV :

D (2 ,  , \  ,L t )

D (xo ,K2,x1)

ÀT= "l L
L^t^

j i l =x^8, ti
^*

)
K

A ' tv - Bet



L 'e :<press lon  ( l /  -  13)  du  tenseur  t l l r ,  dans  Ia  cas  d 'une lne lus lon
eI l lpso Ida le  s 'écn l t  donc  en  u t l l l san t  les  fonnu les  de  t rans forna t lon
précédentes et en notant Vi Ie volune transforné de l/t et V: l 'esPace
à "  ? t r a n s f o r n é :  t

- 62 -

(u  -  36)

f' . À (((+,,Llt^t={.'1,)rh
t t l

,+, _;? t È- A) 
Lr, *? ,f,i, l?K, o1^, K^^ 6{1, e- 
al

(u  -  33)

GCÊl éÈant nalntenant déf1nl par les nelatlons su'on dédult de (y - 8)
t'.

et (V - 27)
.\t I

C . - ÇtÊt K. t* K,., ôi* = à^- (.v - z4)
-itl0 &-

0

et en posant

-\, +

K. = K [t / :l".l."Tll 
re nodure de K er T. res cosrnus

tels que 1.= 'lt e t^o? , a"t âi''0 /Ë*Y ;a1 : Qrr I

alons st Crà*, t. Pr* 1* T* = Mt, tu - 36)

oa a tV -  3.+l  + N . ,L

Kl G"tàl = l''1Ê 
-

Ér.

-,
ne dépend que de Ia dlneet lon de K

f I  , '
i*t,=r*'T t:I cÇg, \ ù,,1, oâ.' "-'È(d-?') J,i' 

*,*,,

et t'on volt que fat fu'

alons on dédulL de (U - 33) :

u çvf
op I/l est la sphère de ravon ar dont la- c3nùre gst eelul de
l ' e l l t o s o î d a  I r  . o n  a e u L  d o n c . o o u r  l n L é s r â t r  s u r  R .  R '  e i  K ,  u t l l l s e n  l a

I't'vi
I ' e11 !psoI , le  I ;  on  peuL done,pour  ln tégrâ t r  sur  Ê , ,  Ë '  e i  

- f t  
,  u t l  l l sen  la

nésultat  obtenu poutr unê lncluslon sphérlque (t /  -  e$l  et  obtenlr  :

,(f ,r.1r

ftt - a.o,.c, ( *, L, l*rq* \ ôr* T* ol* d,y (v _ 3s)^&* î=T)4vv"  

/  

' \



et on obt l€nt les conposantes de Tt t  en
tel  que :

63

PrananL la partle synétnlque de tt I

. r  r r  (  ,x t
fr, = !. ) f. ^rrhà t ( {uu;

U  -  ?  Dé te r r l na t l on  de  T tJ

"r*o-}
(t/  - 39)

tv - 401

u-

tv - 121

(v - 1z)

tv - 4.1)

Nous supposons I  et  J der.x lncluslons
Par déf lnlLton nous avons :

e I I l p s o l d a l e s ,  ( f t g .  V  -  L ) ;

4 1 )

? T
t ,'&t*i = ?

(  r t
l1
I n*i

I  J .  q u t

r J  l
,JL (

tL"1 J
est donné par [  ( l /  -  S) eL l ,V -

)t s; n'
l t  1 ' 6 s p a e a  R g
et où dr*,

IJ

t t
ât*i '

où k. eL
ent len où i
Esl Ia tran

+
iue

l l r

tes de
r  3 'e
u tens6

P
tft

t

san'

P Â tER

00*g od

corrpo
l o n  I
FOLIRIE

rt
Sttt I

\
:., . sont

€  l n
rfornée

8t

kJ

c

s fo

lr
ies
Ius

tv t
des
Ius I

t t .
\t vt
- J l

, de
re Iu
i d e

l,[
lnt
l n e

- l

l n r
tr

lî -1"')

ul déer
s l o n  J ,
MEEI{.

-tà
IL(

qu
us

+
iA

I u
de

42 ) l  :

(v  -  4s)

l n e
r.tP

r . 1  /  |

l_; = I lF,*,, ÀÈ )i,a--? 
+ +\|bi

et en appelant 
ft l
"Te*i

+aJ
'{1,*i

on a donc :

On est ranené à ca lcu le r  t

tout



- 64 -

F i s .  t /  -  1 . 2 ,  l n c l u s l o n s  ( I )  e t  ( J )  e l l i p s o l d a l a s  q u e l c o n q u € s
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Nous calculans tr  J dans re nepène p,rrnclpal ,J,  rnenÈre del 'e l l lpso l . ie  I ,  d 'o r lg lne  conf ,ondue avec  le  eent re  O,  de  I ;  no lons  R,e e  r e p è r e ,  ( t ' l s .  V  -  L ) , l e s  a : r a s  d e  I  s o n t  3 , ,  b , , - e r ;  ' e e u x  d e  J  s o n tdz, b",  ez ;  J a son eenttre en O? tel .  que 
'Olôr ' ,  

â.  ,  noaon"R J  l e  r e p è r e  p n l n c l . p a l  d ' I n e n t l e  d e  l ' e l l l p s o I d e  J , ' s Ë t  L  4 ,  o ,  y
les angl les d'EtJ[-R, qul f lxent la posl t lon de RJ par nappont à R, ;notons alors c; i  Ia naLrtce de passage de .p"r à RJ ;  eI Ie estdonnée par .  ' t

d^. = ær^t' <.vlY -

drt = ,i^4 qY t

{.! = 4. "9 r+^Y

dr.. . -coô^f 4. 'Y

Ct t ,  = -À; " { ,ùY

Cls .  d 'v .0  c€âf

d,. . À"^"1 i^ 0

d3L = -tââ"f aà g

{tr = *ê

Solt Ri , RE , RE

et posons

âlons nous avons :

d ' o ù  :

,$rn t{ a'u^Y æeO

,t{r. Y {,câ{ toâ e

- ù ,tf co I corY

t tor^l oa9 tor?

, lês eongosanLes dans R l  ,  c 'eEt -à -d l re
+

de Ro

il/ - 4€r)

(v - 47)

r,v - 48)

(v - 19)

(u  -  50)

(u  -  51 )

(u -  se)

'  (3"^

i'= il', 1*:
*rL 

ni

Vr,t e(r) +

Vp e(r) +

--â à
O, I'l = Â

-+ .
01P = ru '
'-t +
9P=or

l', Ê'- 4,

[:'

r à r  l +
êJV : &,

On dédult ,  alons de ttl - 45) :

I J
l*o*i

/ )

=#,/tru gt, "iT 
Ë' ÀT ("''ir *

" 
dg )u'

+nt 
)lt (.r/ - 53)



Lransforner en
ar  (a t  cho ls t
de uarlabla sur

- 66 -

(u -  54)

(u  -  55)

t u  -  E8 l

ÎV - B'.ll

(u  -  5e)

ru - 59)

unê
te I

?

sur Ur,  nous Pouvons Ia
eentre 0r et do nayon

effeetuant Ie changenent

(  Xr=  Lr
- r l
R { x,=f, =r

Rt\ x' ' ï  *o

- a 4 K , - " ^ ,

/ + +

-  [  .J K'R f , . . .
I o.t
I

zSp"(or,4r)

résultat  (V -  ?€),  on

f

ÀA =!1 [*^np
K1 \

st-à-dlra :

r, ' t1,

Pour éraluer 1' lntégral
lntégrale sur la sPhère de
q u e . a a r  =  s t t P ( â 2 , b 1  , c 1  )  a n
e t  k :

+fK.=È,*J *,=h*:
R't Kr= 

ï 
[,

À?l';tt' *
V,

a? nous avons :

-+ (4.

i{r'
otr*'

1'élénent de volune

àÈ. L"' Ll
*!

alonE on a:

et en appllquznt le

L- Li.L

5$ar(0,,a.;

vecteur ct

A:+

en

lt.

c -

t_
It/

l
L

t;

nt

ï.

t

{t
4.'

,san

il
Po

I

du

I

;

' n {

f
Â,L

an

oùK

(v -  60)

qu 'on



où k  os t
dlrectaurs

tL

f

et  en f ln

d ' o ù

nodule
+
K :

\
a

Ir

I.

b

l e s  e o s l n u s

tu  -  61 )

tu - 6a)

(u  -  63)

(v  -  64]

( v  -  65 )

, A" ,T,

É. 1|ii
-t

d o k e t

I t - r l
[q 

P.

1.

,l;

I e
de

r= â
a,

?

De la nêne fa,çon, nous pouvons transforner l , lntégrale sur vr
nats après avoln e:rpnlné le veeteur ? ,âans Ie nepère RJ : on a alnsl
les dl f férenLs ehangenenLs :

., (l: = o^i Li

+ 1l'' = e'i \e
t ,

Rr t{i = driL+

+ (t,
t {e'

n"(.â,

(1,=t,
?l"'1 ''"f,v

r( Y, =?r,

], (o'u = $n
o 

1 K!r,\ t,
l "4v

sttrr,? fl,l \ " O ,

T{!,
o, L{,

à12 : )"q ,?,
O a

q;

tr"\
'ouf ,'Ê'o,

5

t t l  -  6Ëldi,,-+ (;i ' i,
nt\=le

3nU (or,o.)

et



{,K. {, E car 4,}$t-''- t'-1$

_68_

sphértque :

tv - e7)

( v  -  68 )

On dédult  de ( l /  -  5gl  et  ( t /  -  66) Pour LIJ :
k l  l . J

ii.Ê' ( \ r
l:: .r g3k' tftt\'[^] i= '. Jt'*n*'o'K'loqr-]{tr-'-4'r"^"')*t*It*5'1 

Tç-f l*l't i ;43 P'r L J L
( v  -  69 )

otr 
e--J "Ï 

u.n-"u que de ta partie ansulalpe,l'après (l/ - 16) ;

donc nous pouvons éerlre i

I J

T

ou encotre,-En appl lquant le nésultat  valabl€ Pour une lncluslon

(. 'È' ' l '  -r? -4îr 
/  \

I t 
'L tv, = 

Ë eer' 
- \Y"n^,'' 

)/r^62,ùz)

où Kt nodule de È' est donné Par :

,L

K' = L{+ t*,T;)'* +j (+i r,f . t'ê,;\ f}'

contrlbutlon non nulle.

d,où en déf ln l t lve t  
- rn f  { fn

r:: =:t;,Tt* (rrfo'Iùl(È'il) "j4,L,n(t*.-l 
x- 

tt*; rr qr q,l 
I I 

,o

Itnf ,
-g s,ts+ f ,\v [*r\r, 6'EJ
î  o,Lnl I  I  

L?t
Do

tt.i

tv - 701

t'tntésrala sur ? ast eonptaxe or ( ' l t[t-]rfr) d'ggès tt l - l '61 est
réel ;  donc seulo la part le néeI le de l . ' lntégralé sur k- dcl t  donneF una

,1". (af') -O',r') lu,t6rî\

K,,
JÈ ry -  ?1)

À ê.r) - erK) .n 4. K
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0n peut facl lenent votr que ces lntégnales convergent âuand k tend
vers zéro ou lorsque k tend vers l , lnf lnl

A

Posons A" 
" I+ 1'] " 

C.l 1l * ,.,I-'lZ
L 

'z- -^rà l  (v-721

(  L  . .  ,  - .  - L  
" \ 7 ..0,'= l".t,Ij.,r)' ,0,1 G,;[;)"' €(e,,1rrr]' w -r=l

L

'L= X.R; .X"Rr,IrÊi (v-?+l

alors on a, en c€ qul concenne l ' tntégrale dans f l /  -  ?1) sur k,  en
fenant conpte auSs!.  de (y -  61,69 )

/+a

{ t^(af ,n; )  
a*q^L-4, .Kk)o 'K 

.  a iq ' f ' 'gr ' r 'c 'K '  JL =
)  r^-t  

Kr_Fo

-+e

E5/*c.4. (*'t-"t *"txaÈB -u9''-sa.) d&.
Jg', l  "  Jb/ -L

o 
ï.v _ ?5)

Le déba,l l  du caleul de cette,Jernlère lntégrale est donnée en annexe.
Nous trouvons,

/rn /.*  ̂ g.- ^t,-"[) (r;Èb -LÀ *Lâ) 
*Xs l  l 'on pose F = / r - (â t  L

t 4t+/o P'

que

F(a,r) = 4 f-u'ul
r , {vt
rq.L',

t[frrL

/

J-l-t
ruL

+ê

*JLlr-3n,tù -6ol-vl (" v* a,U)A L
3* 

3È 5' 'ào 5t - 6nl'5\ (r'*31 LN"
))" u ( v -76



avee :

et Ie tenser.r Tl J est obtenu
appl leat lons exannlnées Plus loln,
physlque 1' lntéelrale ( t /  -  ?9) est
IBH 43 - 31 (cf .  annexes).

- 70 -

tv  -m)

sont données par les

4) t

â ( o

(t/ - Î€)

à part ln de tV - 44J: Dans les
pour des Problènes de nécanlque

nésolue nunénlquenent sur nachlna

J

I
T
5

=  a + b - c

=  b + c - a ,

=  C + a - b

=  a +  b + c

et où les lntégrales tel les que

nelaLlons blen connues :

/+u
I N

I a^"E aL
)&.
D

Nous obtenons en déflnltlve Pour

rJ /'o f
lro., =!(0.[,.)(qs.,) /AT I *t

L{.r1 " )o /p

l,+"
f.E 

u
= 
l-ï N

t r J

Til (4'qr.) x

qu'on peut eneore écrlre en t4trodulsant Las volunes v; eL [], a". a(lritf i ]ru*,
'Vl=!trnn0.r.  v l=Tn^ftr .

i î  { *  
( "

ù=#,"'f /r:,ri*41



,  les eomposanteE

-  7 l

(r-u)

(v -  83)

Déter r lna t l  on  du  tenseur  T t  ' r  pour  un  n l  I  I  eu  I  so t rope e t  deux
l n c l u s l o n s  s o h é r l q u e s

U  -  3  - . 1  C a s  d ' u n e  l n c l u s l o n  -  d é t e r n l n a t l o n  d e  T t t

u-3

solL une lneluslon sphérlque de nayon a alors d,apnès (u -  egl  on a :

4r fîl. t3  ^ / "  t  Â?-  \
r;^ =Sf*^eaef '[,X 

,r('Gr.) ,t (r/ - so)
Ët* i  t l  J 'c 

t t  r ' r

e'È 
T;; =t ('ii ,'i1'u) (u - e1)

t .  \

appelons Ï  ,  J et  À les eonstanLes élas' , . lques qut earacténlsent
le nl l leu lsotroPe; alors dans le cas lsotnope Ia tnansfornée de FOURIER
du tenseun de ffiffiI est donné ear I g ] :

#x,ri\ tr

")'i Iu**-
'  1,  =tæe

d e  l ' l n e l u s l o n

)+l .,/ 'tl
- - 1 . ^ È

)ril r'

:  aùnD ÀY

[/ la voluce

'ri . L (5tbl*:

où 
r \t-

X.' aà0 çY , ],
On trouve, sl  on appel le
non nul les sulvantes :

- l r  -T f ,  - I t r ,
l r^ ."  = ' r r r r :  t r r ] }

-V-,_t I _Ii __fI
l.r.rrl : trr^^ = l.rnlr =

:  Y ï - ro)

3or (^' ù)

T=t -T== - T==
]l {.f LL35 - lrLL

--l l  -r:: -F:: - =: 
T= 

= 
-T== -Iar r ,z :  lnL^= 

Lr^t= l^n l= ' r r r r -  L l tL

peut renarquer que n,3us avons Ia formuie généra

rl],, =#[,u-^,t 5,,,5.,. - (Ei 5*," * 5,"

3of (+ o)

95r)

Jof (r-.1)

le sulvante :

(  \ )
' ; "^/  

|
)

(U - S. l )

On
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On peut ausel trenarquep que nous pouvons rêtrouv€tr les e:<Presslons

connu€rs des eonposanèes du tenseur S d'ESHEBY (dans le cas lsotrope)
'  à  pant l r  de  la  fo rnu le  ( I I  -  46)  qu l  s 'éc r l t  :

S = J  T t -  C r r  
( t / -85)

' r iLC- l  ià- ' '  
-n ' lL

av€e, conne Ie nl l leu ast suPposé lsoLroPe :

C*.&g = I 5*.5., */n ([** 5* *f-r5.0) (r/ - 86)

a]ons, on a Par exenPle :

( -tTtt ($ +rr5*.t"^l9a" r , t 2T ' ^ ^ r r . . t " - r - r  '  h '  ^ ' )  
W_gT)YL

. ou encotre, sachanù que )= 
tfl 

et eonpte Lenu des résultats

t l l - 83 ) :  ' ' l - : ' ù

s..^. = (I,z r)T:: - ) (-'"^;', .t;lr) (u - 88r

M (a' ))

de nêne, nous trouvons :

( ( c +-5J
Jrtr t=Jr l r r=J^" '^=;@

(  (  (  f  .  c  JJ -4
)ee r r  =  J l rn . :  ù^ l )  =  ï t , .  

=  ùD t ,  =  ùÉr r l  = ;?F

s .s =s . +-5J
u,tLAL '  -r l : l  -  - , t t | . ] - '  

.*-O)
I

U  -  3  -  A  C a s  d e  d e u x  l n c l u s l o n s  s n h é r l q u e s  l s o t r o u e s  -  d é t e r E l n a t l o n

d e  T I J

Nous al lons caleulen le tenseur TIJ dans le cas de deux lneluEions

Ephérlques (f lg .  v -  â),  dont las rayons sont nEsPect lvenent a et b

(a )  b) ,  pour un nt 1leu lsotnope caraetér lsé Par les constantes

é las t lques  I . ,È  (c " * l ,o )  Dans cê  cas ,  nous  Pûuvons ea lcu le r  t I J
; ; t v i i c ù à n e i r É '  \ - - - " - '  - - - '  k r ' n

(v  -  8g)
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OrQ=R > 'a+b

Ir

F l g . v -2 Cas da derr-x lnclusions
l 'axe rr  passant par

s p h é r i q u e s  ( I )  e t  ( J l
la,  I ïgne des eEntres



Nous pouvons cholslr  las rEPènes Rt et RJ paral lèles et le l  que le
3er .  axe  x t  passe Par  les  cêntPes O,e t  0o  des  deux  sPhènes ( f1g .  V  -  2 ) ;
danrs ee eas la natntce de pasgaEi€ est la uatr lca tdenLlté (V:0nY:o) t

la dlstance des centnes est égale à R.

En appllqganù la fornule généna1e tV 76) at en dlscutant
rapport aux slgnes des euantltés à, ?, t , et 6 nous trouvons
détal  I  des calculs est donné en annexe)

,r.i.cÈ-a À -"I

- 74 -

(t/  - 90)

tu  -  91 )

Patr
( I e

.!1 lw lo l 'n

t"i=*/rï/a'r'r,r, fô,* re/*{tn,.ar

(ir,T)et  e egt  1 'an6r1e

en dédult  s l  on Pose
l+A

{(u,*t ' [-'fÈ**c) ('r."h'^È*'g) (* l'[ -ÙÈ ' et)
,6

âneore (votr annexes)

l3
È9È -0-Ê- sl' f at

t)

1f, [) =

dÈ
T

ou

àio.(a( 9{

(*) -,1a - 3 R (ot+Br) * r +rGl.er)

{3 ài  0r . (0.( î -Dr

(- tl,-1a + 3 R lctr 8t) arg +t (al

,)-r î-Di .( I .( 
,îi

0

Ît
t \

îY

c

t f r
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sônt  te ls

.,b co tr =

, t  .a)0.:

oL

t î
L

quê :

a+ê

R

n-L

-  t )  -

(r/ - ggl

(v - 941

tu  -  95)

(u -  96)

(v - Ê7)

r l I
L

Hous-pouvons vénlf lee alsénent la cantlnuiLé ,Je la fonctlon Jtt l
quand 0 tend vers D{ ou veFs O, aussl blen par valeurs ,.n!"i"u"."
guê pap valeurs lnfénleures.

On en dédult I 'e:<presslon de ùtJ sulvante

J, = aaLD tæY

1- = aùe /li-Y
'  L -  

s - ! v  - ' - -  !

../ 
: t,c)Ef r

I  et Y étant la longttude ^.gg la dtstance polalrp (eoordonnées
sphénlques) du vecteur ? . qtG* est encotrê donné dans le cas
Isotroç,e par la nelatlon (t/ - gg) Ti. dépend de O et f seulenent.

Nous reoa.nquons en partlculler que le Lenseur tt J possède les synétrles
sulvantas :

. : , J  ,  Eù
r  :  , f ,  e r .*{t,.i '"t "â

I 'T
+- '  ,  " leÈ ^lQ,* 

u = n+ 
i^,

Enfln TI J eEt obtenu en ppenant la part le synétnlque . le tr  J par :

_ tJ  _ rJ
l^ .  : l  =À
Êtt"j 

- 
t[r"t i

d t

Appelons alors Vt et Vz ies vo
f  Ie  rappor t  de  Pots"ànr f  I

quantlté '  
'  a l+ûr  -

Rr

f  t . r  , rJ
1 / l ^  + . f r

L lt*5 
' ' 

rr-i ]
lumes des deu:< lncluslons
e  n o d u l e  d e  c l s a t l l e n e n t ,

?&
)

sph{n1 ques ,
( -  l a'  tu  -  ge)



- alors, nous pouvons calculer à parttr de (l/ - 94) les conposbntes de
TtJ non nul les;  le  déta l I  des ca lcu ls  est  lndtqué en annexe;

nous trouvons :

-,-rû -tt, = unur,. _+ (^-u, ,? ç)L^.^ .  
,  r t r ,  

/611 rÈ 2 ( , t -c)  \  :

Tli =ï.'^:=uov, 4 (-a'*S)' ),r!L - lL,t 'r - 
nrn-gf /^U_i)

r-:l = ï; = r;: = il; = ffi. #, (z -

il =\::,=ffi fu(-to.+f)
T; .Il; =*# É,, (-'*br - ? ç')

T; =r;1 = ;3 ;- (,, -: r - ?s')

T=t= [v= -+ (-r.61 r*(')
l l l t , 16 l rR '

42
5 il

-  t o -

(t/  - 99)

Nous renarquons en partlculler que T,l,j*n = o (U - 99)

Tous  l es  te rnes  ta l s  que  T l i . r *  ,  T l j r . . ,  T I j * *  où  I l  S  a  t ro l s  l nd tees

d t f f é ren ts ,  € t  l es  tennas  te l s  que  T ! / , ,  ou  T l / r ,  ou  11 j , ,  avec  3
lnd lces ldent lquas eù I  I  J ,  sonL nuls .

Par allleurs, nous pouvons trenarquetr que notre LFnseur ltJ dans le cas de
deux lnc lustons sphér lques pour  un nI l leu lsot rope est  ne l lé  au tenseur  HrJ
déflnl da.ns la Lhèse de M. BERI/EILIER [8]

l l  _ t J  ^
p'u f1 (u - 1oo)

rin,. = 'riÈ.t tle *.
à 0

n:r, = ÀT.;:, [,
d ' o ù :

/nts -r_ rJ \ ,* /u Qr,'Tiul 
(v'roa)



zvae HrJ donné par [r ]  :

T'lt" .-i- ^f*
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r l
.âJ1.

_#[{, À+($2J\ , l i 'o i | r , lz t  F \ ,

(v
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)

- 10s)

- "llotl, .11
I =' r i i  [3

6 '

e t  on  [8 ]  :

n;,'. =
J

,tCLL

)t i l/ - 103)

(v - Lo4)

(u -  105)

€t

r tr
frl

tLLL

rJ
-14r  - t rL^ r

t1li,.
- r f ,
t tl} no

=.'g* 0_zr.$F,)
3',ir Rl ^-9 \

= Mut, 
+ (-r-t irâlt)

8rr Ê) a-ù

fl,ir= r1;;^ = -!+
gî R)

r,^;, = m;.= ,"ll-'?  
8î 'Rr

#(,'-r'.*r')

#(n-.-+f)
#(r"o-lr')M;",= = V"

9Î nt

f1
rJ

lrlr/
=,ulE- +(t-h)-?ç')g ù  R "  ' 1 -  d

F4:t =j,v, A (-g+rri+4et)' ']5rr -;rr[5 
.-^) \- 

- ' t \ /
Les eonposantes HI jr .  sont s3rnétr lques par napport  à I  eL J;  alnsl

que par rapporl  à k et l ;  on vér l f le qu'en nempla.çanL dans (y -  101)
lEs  T I ju ,  par  leurs  express tons  (U -  Sg)  e t  C,  r * ,  pa t r  l ' express lon
dans Ie  cas  Iso t rope,  a lo rs  on  ne t rouve les  express lons  (y  -  105) .

r+  l + ,
.qJr dl

f/

J ),r';'1.1*
V: vy

( ( À

lllæ,-t,,
+=" lJ  

I  d
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t lodé l  I  sa t ion  du  coupor tement  pseudo-é las t ique

e t  p l a s t i q u e  d e s  m é t a u x

UI -  1 -  Appi leaLion à la nodéI isat lon du conportenent pseudo-élast lque

Icns d'une transforma,t lon ma,rtensl t lque sous eontnalnte.

V L - L - L  I n t c o d u e t l o n

VI - I - 2 Ra,ppals sur 
.la 

transfornatlon nartansltlque

aspects elnéna,Llques

Vl -  t  -  3 Ecroulssage en pseudo-élast lc l té

VI -  1 -  4 Interaet lon entre deun inelusions de nartenslLe

I  -  I  -  5  Épp l lca t lon  cas  de  t 'a l l lage  Fe -  81  Z  N l

IJI  -  2 -  âppl lcaùlon à l 'écroulssage pa.r les contraintes lnternas dans

los  matér laux  er ls ta l l lns .

V I - 2 - L  I n t r o d u e t l o n
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d e  I ' é n e r g l e

U I - 3 -  C o n c l u s l o n
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Nous ut l l lsons les nÉsultats des ehaplLres précédentE dans le eas de
I 'élast lct té honrogène (pa1re plast lque),  pour analgser quelgues effets
spéclf lques da eontnalntes lnternes, dans le cas de Ia plast lc l té

c  lass lque (par  g11 ssement  p las t lque)  a t  de  la  p las t le l té  de
ùnansfornat lon ou pseudo-éIast iel té par transfornat ion nartenslù1que.
Dans ce dernler cas on salt 9uÊ, dans des eondiLlons de chargenent
lsothernes, des piaquetLes de nartenslùe, dont 1 'or lenùa,t lon déPend de
I 'éLaL de contralntes, se fornent;  nts à part  quelgues eas part leul lens

où on peut observer plusleurs transformations en cascade, les

lnteractlons entre dlfférents variants d'une nêne nartenstte

condlùlonnont I 'apÈItudo à la défornat lon en pseudo-élast lc l té.  Par

oppos l t lon  à  la  p las t l c l té  c lass ique où  on  Peut  avo ln  loca lenent  un
gl lssenenL nult ip le,  les lnLeracttons entre var lants seront plutôt à

dlstance ou éventuel lenenL des act lons de eontact.  La Présence des

contralntes lnternes assoelées à cÊs nulLlples vartants entralne un

effet d 'écroulssaÉie, c 'est-à-dlre que la eontralnte nzrctroscoP1que dolt

être nodlftée ponr poursulvre la défornatlon. Nous ProPosons te! un

nodèle pour déqrlre ee Phénomène qul peut être décrtt Pa.r
l ' l n te rnéd la t rE  d 'une na tn lce  d 'écrou issage ana logue à  co l ie  de  la
plast lc l té classlque nals qul 'à une or lglne Physlque au nolns
partte I lenent dtfférenLe .

Ce travall est développé dans la premiène partle de ce chapltre que

nous concluons'en évaluant der.rx ternes de cette natplce d'écrouissa€e à
part l r  de la solut lon du problène de Ia palre d' lneluslons. Dans le cas

de !a plast iel té classlque Par.  gl lEsenent plast ique, nous Pr.oPosons
fornellenent de décrlre slnultanénent I'éeroulssage dû ar:x acllons de

contact entre dlslocaLlông et aurc a: ' "1ons à dlstanee par I ' lntroducèlon
d'une natr lce d'écroulssage globale non locale.

-  1  A n o l l c a t l o n  à  l È g o d é l l s a t l o n , d u  c o n p o r t e m e n t  n s e u d o - é l a s t l q u e
lo rs  d 'une t rans for rna t lon  nar tens l tLque sous  cont ra ln te .

U I - 1 - 1  I n t r s d u c t l o n r l r  r z r  t3 l  t4 t  t5 r

Les transfornaLlons nartenslt tques désignent à l 'ortglne Ia

transfOrnallon de phasa du prenler ordre qui s€ prodult au cours du

refroldlssement raptde de 1'austénite des aclers à base de carbone; Ia

nartenslte est alors !e eonst l tuant de tpenpe des aelars. CetÈe

Lransfon'natlon nartansltlque est à la base des traltements thernlques
des aclens, ear Ia rnartenslte ost beaucoup plus dure que I 'austénlLé ou
la strucLure férr l te -  per l l te.

Du point de vue néeanlque Ehyslque, le Passage de Ia stnueture

cr ls ta l l lne  in1L la le  (ou  phase nère)  à  la .  nouva l le  phase s 'e f fee tue  Par
un nécantsne cr lstal lograPhlgue analogue à un cisai  I lenent et qul

s 'ef fectue grace à des déplaeenents aLonlques tnès falbles C'a.npl lLude
quI  ne  nécess l tenù Pas 1 ' ln te rvent lon  de  la  d l f fus ton .

La transfornat lon martenslt lque, a, êLê observée à l 'or lglne sur les

ac1enS, el le se renconùre aUssl dans un grand nonbre d'aI l lages, de

métar.rx putrs, ou de cerLalns corrposés nlnérarx. Le mêure phénonène se

rencontrq dans certalns al llagas dlts "matérlar.rx à nénolre de forne" ou
pseudo-élast lque qul suscl tent beaueouP d' lnLenêt quant à leurs
appl leat lons praLlgues .

UI
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De nonbrar.x problènes néea.nlques et néta1lurglques rastenc eneotre
sans solut lon sat, lsfalsante dans le cas de tel les Lransfornat lons
nartenstt lques. Hous pouvons clLer à t lLre d,exenple, eelul  de Ia
créat!on de contralntes lnternes lors de la transfornaLlon par
traltenent thernlque (en volune ou en surface) ou lons ,lu soudaele des
aclers qul font lntenvenlr des phénonènes Lhernonéeanlques eonplexes
+-e ls  qua des  e f feùs  thenn lgues ,  ou  Ia  p1asL lc l té  c lass ique ou  la
p las t lc l té  de  tnans forna t lon .  .

I c l ,  nous  nous  l ln lÈans  au  prob lèna da  Ia  p ias t l c l té  de
tnansfornat lon pr ls de nanlène Isolée tel  qu' l I  apparaft  dans le cas de
la pseudo-élast lc lLé. Dans ce cas, Ia Inansfornat lon nartenslLlque
apparaft conne un nécanlsme de défornatlon analogue au naclage ou au
gl lssenent plast lque, nals av€c des canacLérlst tques propp€s. Nous
supposeFons par la sul te qu' l  I  n ' ,y a que ce noda de défonnaLl0n qul
apParall dans le natérlau, et nous exeluons lci touL autne nécantsroe tel
que Ia  p las t l c l té  e lass lque.  Ces  nes t r l c t lons  sont  Jus t t f lées  dans  le
eas de la gseudo-élast lel té.

. Au ParagPaphe sulvant, trous nappelons quelques pnoprlétés
essent lel les de Ia transfornat lon nartenslt tque en lnslstant sur les
asPects clnénat lques et les contralnÈes lnternes dues à la pnésence
slnultanée de plusleurs vanlants

Nous nous attachons ensulte à Évaluen " l 'écnou1ssa€ê,,  dans une
transfornat lon nartenslt lque en condtt lons lsothenmes. c '  est-à-dlre à
déternlner Ia nelat lon entne I 'étal  de contralntes Eacroseoplques €t la
fnactlon voluntque des dlfférentg varlants présants ,lans le naténtau;
l'érraluatlon des dl f f érenls tennes l ntervenant ,lans le caleul de
l 'énergte élast lqua assoclée à Ia foraaLton , le nartenslte pennet
d' lntrodutre une natr leê"d'écroutssagi,e" nel lznt Ia contralnte nésolue
sur un rarlant à Ia fracLlon volunlque des autres rrarlants; forrsellenent,

\ceÈte natrtce est analogue à cel le que 1'on nencontre en plast lct té
c  lass lque.

Nous l l lustnons enf ln,  dans une quaLnlène part le le aodèIe pnécé,Jent
sur  un  cas  par t l cu l le r  cons t l tué  par  der rx  lnc lus lons  e l l lpso lda las  -
palna d' tncluslons -  repnésentant deux var lants en ln.ueract lon.

uI -1 -e

On adnat Sénénaleruet que Ia défornatton assaciée à Ia Lransfornatlon
aantenslt ' lque résulte d'  une LransfornaLlon du résaau cr lstal  loEnaphlqua

q- (défornatlon da BâIH) , nesunable par das néLhorles
radlo-c.nlstal lographlques et d 'une transfornat lon à néseau tnvarlanL

t '  (gl l  Esenenù plast lque ôu nac lage) dont Ie nôIe est , le
dlnlnuen I 'énergla de défornat lon assoclée aux contnalntes lnLernes
Provoquée par la défarnat lon ( ineompaLlble) de B,{I t { .
La défornat lon totale s 'écr l t  donc ;

4'i =ei. all
(v r  -  1 )



Lorsque un volune Vn de nartenslte se forne dans un vc,luma V
d'austénlte,  une lnterfaee austénlte -  narLenslte se forne, et pour des
ralsons de eonpat lbl l l té cel le-el  prend souvent la forne d'un plan
appelé plan d'habltat ;  la martenslte possède alors la fonne d'une
plaquetLe; ce plan d'habiLaÈ, caractértse Ia transfornat lon.

Solt  ? Ia nornale unltalre au rfan , l 'hablta. t ,  t  Ie * léplacenent
d 'un  po ln t  H su tvant  une d l rec t lon  n '  ( f le .  I / I  -  1 l ;  Ies  conposantes
du déplacenent t sont données par :
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(ur - â)

(ur  -  3)

où
de

,4À. : ? 1.r

lgs xk sonl les coordonnées de t4, nu cel les de ; '  et  E' ,  eel les
d '

tra défornatlon {.. est alors donnée par
'7

= drn1-

rr.i
1ù

\i=îz ('1"u *-i*,)

o ù  R ' ,  ,  e s t
un l ta lne .  s l
où ? eit tu,

Ie facteur d'orlenl,at lon eè
d est  I 'ans le t t , f , '  )  a lors

proJectlon orthogona,le ,Je il'

a Ie tauzc de défornatlon
da.ns Iê  repère Io ; f i , i , i l ^  f , f
sur  Io  p lan d 'habl laL,



- 83 -

n

F l s .  i / I  -  1  :

, / m

DéformaLlcn par
d 'un  é lénent  de

n.:rraale au plan d'habl iat

, l i recL lon , lu  e I i  ssement

proJeet lon de m' dans le
plan habltat

m

fransf orr,:-rtl ':n
volune

nartens I ti que



a lû t r s  e ; f  s ' éc r l L :
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(u I  -  ? )

(r/I - 8)

o  à  1 ,

(uI - -r)

i {  pant ln de 1'analyse purenent clnénaLlque pnécédente, nous an dédulsons
quê :

(Â^1) =

r Ia varlatlon de volune

lo

* (*..

\ o ï : )

est donnée patr

*1, 4*

Lorsque Ia tra.nsfornation na,rtensttique se pn,:.àul t, seula bi+n
entendu une partia Vn du voluneVd'austénite ,le départ est transfonnée'
S1 donc ceLte parLla de nantensita eroft de dVn, Ia défornatlon noyenne
du né lange ( f ig .V I  -  Ê)  aus tén lÈe -  nar tens l te  s 'accro f t  d 'une quant i t ,é
àÊr l  te l le  que :

tt

,1,i= I Rli + = ? Rll *f : t r* (r/r - s)

où f est la fracLton volunlque de la nartenslte fornée et df sc,n
acerolsseaent résultat  de Ia rar lat lon *2r i  .

A causë de Ia synétr ie ertsèal l tne de 1'austénlte plusteurs rrartants
peuvant eo-exlster pour un ehargenent thernanéeanlque donné. En eénéral,
Ie nonbre poeslble de rrar lants est d,a 24 (cas du Fe-l{ l ,  Cu - ?n..41);
déslgnons alors par h le.  vanlan'"  pa,r t leul ler dont . la fract lon
volunl. fua croft  d,e df h et par R;:  son tanseur d'or lentat lon,
l 'acerolssenent de la défornat lon noyenne du "nonocrls ial"s 'écnlt  d, :nc :

*tl,âlo.lu*fr* (ur  -  6)

av
t7

J[. i  .  ?
E
t

ou encotre À(..= ltu 
{l a,t. *f = 

F 
rtt

r la fnactlon voluntque de nartenslte
Ia défornatlon de transfornaùlon eEt done
varlants act l fs.

fornée pouvant varler de
Itnt tée et dépondra des
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Flg. l / I  -  â :  Défornai lon par tnansformatlon part lal le



R ; : p,33sèdenl

8 6 -

les proprléLésr las Lenseurs d'onlentat ion
sulvantes .

Vff, , R::"= .o*rr*

{i d.l = i (n. o#n)

(t/I - s)

(u I  -  ro)

quanLl tés dfhx la LransfornaLlon Pouvant être r'éverslble les
peuvent êLre négat lves, co gul n 'est Pas le eas des fh.

Dans une tel le appraehe clnématlque globale pour le "nonocrlstal" ,

nous avons calculé la défornat lon nosenne de l 'é lénent de volume. 0r,  11

ast évl,lent que pour ce nécanlsna de défornaLion, localement on ne peuL

avolr  qu'un vartant act l f .  t ,e problène, lc i ,  esL donc dl f férent de la

plasttel té c lasslque pour laquel le I  I  est nal  sonnable de suPPoser

localenent un nécanlsne de gl lssenent nulÈipIai  c '  est 1à une dl f férence'

fon,ianentale antre 1es deux nécanl snes de défonnatlon guê s.fnt

plast lc l té elasslgue et plast lc l té de transformatlon. Dans Ie cas de Ia

transfornatlon nartenslLlgue, nous pouvûns ralsonnablenent PênseP que

cette hétérogénélLé da Ia défornatlon due à l'actlrration de FluFleuns
rrarl anùs , a11ra des ef fets I ntrortanLs gg1' }e c':mPortenant
pseudo-é last lque.

S l  ,  pour  s lnp l l f  le r  l ' ana}5se,  ûn  supp,3s€ qu '11  n 'y  a  que deu: i

var lants aet l fs ( f lg.  VI -  3),  1 'héLérogénéiLé de la défornat lon de

Lransfonnatlon rra entrafner Ia pnésenee de contralntes lntennes et d'une

énengle élast lque assoclée qul pourfa modif ler Profondénent Ia

norpholoele de Ia strucLure, alnsl gue Ia réPonse nacroscoPlgue paP

l '1nÈennédlatra des lntenact lons entre var lants et des lnteraet lons avec

Ies conùralntes apPIlquées.

l'loug pouvons dt stlnguer detrx stanles dans
varlants ;

x 1e pnenter,  correspondant aux act lons à distance entre vartants,

lntervlent au début de la transfornat lon marterrstLlque (f le.  UI -  3).

Ie déveioppement des
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F le .  u I  -  Q

Var iant  1

Var ian t  2

Aus tén i te

Cas de der.rx varlanLs acùlfs s l lués  à  d ls tanee

Var ian t  1

Lt_g_[I__+ Cas Ce deu:r variants an con-,.act

Var iant  2
A  us tén i  t e
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r.le second stade eorrespond aux actlons de conta,ct entre uarlants et
est responsable do "I 'écpoulssag6" Iorsgue la transfornat lon est bten
arranreée (f le t/I - 4 .

Les lnteract,lons à dlstance ou de contact entre rrarlants de
nartenslte dépendront de Ia nonphologla (présence d'une "paitrê
d' lncluslons pour }es unes, lnterfaee entne vartants pour les autnes) et
de la nature des varlanrLs.

Dans un Lravall réeent, M. BEN S.4LiqH [6] a urontré que dans le cas de
confacÈ on peut dlst lnguer deux fani l les de eouples de var lanLs, cel les
pour lesquel les 1' tnterface est compa.t lble et ne crée donc pas de
contralntes lnternes (eIlos forment ee qui est eoura,mnent appelê
"varlants auto-aceonnodants [1]) ,  et  cel les pour lesquel les l ' interface
est lneonpat lble,  créant des eontratntes lnternes qul vonù s'opposer ou
favorlser le développenent de la transfornatlon.

Nous savons par allleurs quê, en I'absenee d'une aceomodatlon non
élast lque notable, l 'énergle due à une lncompatlbl11té d'une défornat lon
anélast lque peut être consl ' lénable; on dolt  done s'aLtendrç à ea que le
conportenent global en pseudo-éIast ic l té solb dlrectenent 11é à Ia
nature des tnteract lons entre var lants.  C'est d 'al l leurs ee roême terne
d'énengie élastlque qul expllque avâc beaucoup de succés Ie nécanlsne de
transforuatlon lul-nême, et on poetula que l' lnterface entre austénlte
aL nartensiLe ast un plan d'habiLat,  e 'est-à-dlre eompat, ible.

Les effeùs ,les aellons de contaet entre varlants sont. étud1és par BEN
SeLÆ{ [?] dans sa thèse. tlous noùs linilerons p,3ur rroLFe part, à I'étude
des act lons à dlsLance, eette restr tet ton Louuefols nl lntervenant dans
notre nalsonnenenù eL noE caleul que dans la 4ore pôpt le da cetLe étude.
blous donnerons en effet dans la Serc pâFtle une Lhéorle générala rralable
pour les deux problènes e:<arnlnés cl-dessus.

UI  -  t  -  3  Ecrou lssase en  pseudo-é lgs t lc l té -

hlous nous lntéressons lc l  à la fornattcn de Ia nartenslte Cans Ces
condtt lons lsothernes. Bcpérlnentalenanù, on observe gue lorsqu'on
augnanta la conùralnte appl lquée, 1l  exlste un seul l  au-delà duquel
apparaft la nartensite qul se développe Jusqrr'à enrrahlr tout le.volume
de I 'échant l l lon, le dévelcppenent de Ia rnartenslte nécessite donc une
augnentat lon de Ia ec'ntralnte dant I 'onlglne es' , .  nul t , lp le :

-  créat lon de nouvel les plaqueltes;

déplacenent des lntent'aces austénite - nartenslte:

Intenactlons entre varlants ;

-  éventuel lenent écroulssagê par cr,4at lon de dtslocat lon.

Nous nous l ln l terons lel  au 3.r"  ef fet ,  lnteract lons entre var lants,
qul d 'apnès co qul a été dl t  plus hauÈ doit  êtne Ia plus lnporùant,
tout part lcul lèrenent dans le eas de sol l let tat lons tr ' laxlales non
rad la les .
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Porrr  analgser et étudler ce prcblène, nous partons de la var lat lon de
l 'énergle l ibre de GIBBS du systène austénlte nartonslte
so l l l c l ta t tons  exLér loures ,  Le l le  . tu 'e l Ie  a  êLê dé f ln le  uar  ESHELBY [8 ]

AG = À6.V, * f" Â5^, + [r, a5*n *Wi,..r .wi* !
(u I  -  1r )

Où ÀG. 
""p"esente 

la var lat lon , le l 'énergie ehlmlguo, [ t  À5orr -
eoppespond à 1'énengte , l ' lnterface entre austénlte -  nartenstte,  l '66 ôS.-

eorrespond à l ' lnterface antre les ranlants; les termes d'énergle
nécanlque H, n.,  et  H, n. corresPondenL nespect lvenent à I 'énergle
élast lque stockée dans le nl  I leu eL due aulc lnconpaLlbl  l l tés de la
transfornat lon, et  à 1'énergie d' lnteract lon avec Ie chamP de
contralntes exLérieuras.

Sl nous suppoEons qu' l1 S a l ' l  l lots de nantenslLe de volune Vr eL
que dans chaque Î_Iot ug seul va.rlant est actlf avec une défornaLlon de
transfornat lon ât.  = RTr q ( f ig.  t / I  -  5),  alors pour touL le volune-.ià - 'î c,

V de l 'échant l l lon, nous pouvons écr lra poup Ia défonnat lon de
Lnansfornatlon :

I  (4  +*

avec e(É) . I
( o 'l'r

e t  por : r  1 'énerg lo  d ' ln te rac t lon
unlforne) nous avons :

(vI  -  1Q,)

l.

avec le champ e:cùérleur L ( supposé

( v I  -  1 3 )

(v I  -  14)

-  1 5 )

aux coni ra lnLes inLernes,  nûus avons .

l . t
A\^

( r / r  -  161

N ' {

d?*, = i. Â' ettr =i *I.. 1 eler
Li t:| ^e

Êevr

i  (v'

w* ='1,"e:Ï" à^

[+,(I^o; 
, ei^,) ài

s o ! , t :

c ' u e n e o t r Ê  c  l -  t 7  \

r . l lweç = - {, 
(t,, (i 3 u, ) (vr

te i.er,îÉ G= = Z,t R'; neprésentÊ rtna coni.r4lnte réEolue sur Ie
rrar lant I ;  c 'est r"  pJolJt lon , lans Ia dlract! .on ?'  de défornat lon , lu

rrar lant I  du vecteur conlrainte associé à Ia n'-rmale au pl :rn d'habl iat
l t  .  gn général  ceLL+ cont i 'a!ntt  . -és,: l .ue , : , ,npt i 'Le une eission dans Ie
p lan  d 'hab l ta t  a t  une eant ra ln te  nonmale  à  ee  PIan .

e las t ique due

t l:,,, {i,,

W*= -

Et  pour  1 'éneng le
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Aus tén i te

Flg .  u l - -  5  cas  cù  11  ex ls te  p lus leurs  (+)  f lo ts  de  nar tens lLe



où

en

Çytt déstgne les contralntes

tenant eonpto des relaLlons (VI

W;r =-+ (u,*,Ë, o.,i
)u"

I  nternes

- 3 e t ,  1 6 1  û n a

2eiu n

-  9 l  -

( l / I  -  1?)

tu r  -  18)

( t / I  -  19)

(ur - eo)

fi,/I - g1i

- !
D._^l

o n a :

6":,2

= nl*n'i r .i,, A:;,,4irvr
q;

ent re  les  een i ras  des  l lo ts
aux  tenseurs  T I  I  e t  T l  J .

I  e t  J ,  . 4 I  I  e t  . q I J

Dans ces  c '3nd lL Ions

- I I  r a

\r* Rtt ) 'w =-ÀI
.ir4 2 \

wÎ -  eO)

-rr*{ ,1,Ë 4;î,{ù ui-ex

s o l  L

w*r =-+i=,o^lrz (ruou
4r^t

æt
âppelons O Ia contralnLe noyenna dans [ / ,  Lel le que

' /

= L (q.,r, Àï.
v, 

) ' î,Vl

alars
t,

\tu;r = -i|.,r *:; 2Y"

D' ,après  les  résu l la ts  des  premlers  chap lLres  i I I , I I  e t  t l / )  -À*
ccn+-rdintes lnternes dans i ' ! Iot  I  Provlennent da la déformatlon è
,lans I qu'on notera (At')' nal s également des autres lloLs de

inartens i Le .

Da ,na.n!ère générala nrus pûuvûns êerlr*- ,  -  d 'aPr 'ès ( I I  -  4 'J) et  les

résul lats . iu chapitre I /  coneernant i 'êvat i t ; r , t , ion du tenseun Tr r ,  que :

s l^i

où R '  es t  la  d lsLanee
sont  re I lés  s inp lenenL
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ou encore :

îrI*,É;oîi, 1î H)
N

w. . z-L"'i (o.i' -5ù- - l  
I  i . r \  ,â

z\u, f{lj;^,ïaî* ) - #l A,ki,' 4;i -lî H )
tul - e4)

oli ij. u,)-
[vt  -  ,5)

D'autre part .  dans le eas des tnansfonnat lans nantenslt lques. Ies
terrnes d'énengle supenf letel les (  f  AS ) sont en génénal néel lgeables
p€rn rapport  aux Lernes d'énengle d'oelglne nécanlque; on a ên
conséquence UI -  11) +

A  l ' é q u l l l b r a  o n  d o t t  a v o i n  d G = "  c , e s t - à - d l n e  :

w;r = ÀG"l r,. # Etï {,î,t:, y) -,of i,,i,1'ry.ali,n i i: )
en dlvtsant par e tes p nenbres eL après dérlvatlon pan napportà, 

" j î t",  

* '

obtlent : .

YDr

t'= f' lrql l,,r',î -t7â k{i-; .t,'Ë,1) h,-e6,
Et si  on prand done un voluma lotal  ésat à l 'untté (uI -  e6) se net

sous Ia forne

?'= f -Lfi,^:i,,d;- ,tt(*; tiL n'$ rR:: rîî,4il#

^, ^,

AG=ÀEàt -à

tvl - s?t
AG.

Dans ceLt€ expresston le prentor terna -- eonneEpûnd à Ia
contralnte cnlLlque pour fonmer la grenlan vatrlanL; r:ne belle conùralnte
cr l t lque dépend de la tenpénatura aL esf,  la nême paur Lous las var lants.



Le der.rxtène terne dans I,VT. - Ê7) eorr€spond arr:c conùralntes tnternas
propnes du var lant I ,  qul  dans la réal l té dlnlnuent et s 'annulent
lorsque Ia foree du volunc l / ,  aPProche d'une plaquette d'axEs a,b,c,
telle que le rapport tlt Lende vens zêrot nous :l revtendrons
dans I 'apFl lcat lon nurnérlqua Prévue plus lotn; enftn le 3'r '  Lenno dans

VI  -  { l )  es t  assoc lé  à  l ' énerg la  d ' ln ta rae t lon  en tne  les  var lan ts  I  e t

e t  J  e t  décn l t  " I 'éc rou lssa€ iê"  c ro lsÉ conrespondant  à  Ia  var la t lon

[augnentat lon ou dtnlnut lon) ,Je Ia contralnLe nésolue 7Z sur Ie
varlant I  en fonct lon des fnact lons volunlques f ,  des auÈres vartants J.

En déf lnl t lve, nous Pouvons réecrlre tVI -  27) sous }a forne :

tt= T" ,l, H'r
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(ui - e8l

fl/r - 29)

Ie terne FIIJ rend conPte à la fots :

-  des effets norpholoÉlques assoctés à la forne des der.x lncluslons I

et  J et à lerrr  Poslt lon relat lver '

- des effets de désorlentatlon des deru< varlants et de
1 ' lnconpat lb l l l té  assoc tée ,  gu l .  son t  p r lse  en  conpte  dans  les  te rnas

R ' l  e t  R ' J ,

Pogr al ler plus loln aL pour déerlre de nanlèro plus Préclse la

natnlce H, 1I seral t  nécessalre sol t  d ' lntnodulre une étude stat lst ique

€n fonet lon daE sl tes de gernlnat lon de la nartenslLe et de la
propagatlon des plaquettes. Nous préférons dans ce trarall utll lser une
sltuat lon part1cul lène dans Iaquel le der.rx var lanùs lnconPatlbles'  de

forue el l lpsoldale sonL Pnésents, ce qul nous Penmettra d'uf l l tser Ia
co lu t lon  de  la  pa tne  d ' lne lus lons  p las t lques  (chap l t ra  I I ) ;  dans  e€
calcul  on négl lgera les var lat lons des eonstantes élast lques entre
l 'auEténlLe et Ia nartenslte:  une LeIIe aPproche se Just l f le Pour les

!nteracttons à dlstance entre vantants conm€ cela a déJà êLê slgnalé
pnéeédenrnent.

U t  -  1  -  4  I n t e r a c t l o n  e n t r e  d e u x  l n c l u s l o n s  4 e  n a r t e n s t e

C o n s l r l é r o n s  d a r . r x  l n e l u s l o n s  ( 1 )  e t  ( g ) ,  e l t l p s a f d a l e s ,  d ' a x e s
ê 1  , b 1  , c '  e t  a , " , b r , c "  ( f  1 9 .  1 / I  -  6 )  t E l l e s  q u e  a r  -  b r  ) )  c r  e t
za = ba ))  c. ,  const l tuées de nartenslte pour laquel le Ia défonna,t lc,n
e s t  n e s p e c t l v e n e n t  R ' l J  g ,  e t  R ' 1 t  € 2 ,  e t  n o u s  s u P P o s o n s  l ' é l a s L t e l t é
lso t rope (1 ,  t )  ;  dans  c€  cas  l 'énerg le  I { ,  n .e  s 'éer t t  (vo l r  annexes)

+,+in re:'l -(d;l}
W^, = W, +Wz.W1r.

avec

w''=#'r'f (uI  -  30)



w, =# b,f i i{t'-C ( d)'- b*Û
et 

w,'u=rffi r,grlnt

W os,^VVo a À{!-'àet' =r 
(^J x^?,tn

d'où les contratntes résolue, ? 
4 

"t 
?Ù Z

Où (Rr2)3 est Ie cube de la dlstanee séparant les centres des
lncluslons 1 et 2,  et  ârê setra donné dans l 'annexe pour la géonétr le
par t l cu l lène env lsa€ée ( f lg .  t / I  -  6  cas  a) .

Alnst donc pour des plaquettes d'éPalsseur lrès falbla Par rapPort au
dlaaètre, les ternes l . l ,  et  t l ,  sont négl lgeables I  << I  ,  €t
alors : 4^
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(v I  -  31. !

(vr - 32)

(uI - 331
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F le .  U I  -  6 C a s a :

C a s b :

Variant I

deux tne lusions de na.rtensi te
e i  l lpso ida les  que lcongues

,leux l nc lus i ons ,le nartens l te
ident lquas eonst iLuées du nêne
vartanL



?^ = to *  {n 
I {n2

I' ?' * f, *o

Hn'= Ht^ =f ffi 
r'
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(uI - 34)

(ui  -  3s)

(u I  -  36)

(vr - 37.l

avec

Nous pouvons également déf lnir  un Lerme d'éenouissage Ptropre Hrr en
partant non pas de ["Ir et W, tel que envlsaelé Jusqu'à naintenant, nals
en étudlant 1'lntenactlon entre der:x Plaquettes de nartensltes
l , ianÈlques eonsLltuées de nêne varlant et  séParées de R, 

"  
( f ig.  VL - A

b) ; un LeI pr€'blène Peu'u être apPréhendé de na,nlère ldentlque au cas
de derrx var lants dl  st lncts ,  eL i )n E+l l t .  i .art teÈ; l  t  s ' : . : t iendre à urre
eontr lbul lon beaucouP Plus falbla

uI - 1 - 5 s1lg!j-çs!!-qlt - Cg!-cq-l--=-9e.5.. de l' al l-ieg-Ùe -91 :-!j-t-3.1

t{ous al lons nous inLéresser au cas de } 'a l l laee Fe -31 Z } ' l l  dans
Iequel peuvent.coexister plusleurs var lants eL plus part lcul lèrenent à
deux varlants dont nous avons prls les caractérlstlgues sulvanLes dans
"Mantenslt lc t ransfonnal lon" van Eenyt NISHIYÉI{ ' î  [3] ,

.  o .o5

o .  , 1 6 0

'o .  tsL

B étant le nepère cr lstal lo€raphiqua.

Nous pouvons vérl f lÊr Pa,r al l leurs que las 3 var lants
blen lneonpat lble4, ear le , féternLnant du tenseun Ln -f
do zéro.t5l

En calculant les nornes des veeteurs donnés patr tVI -

obtenons :

-'ji-à{
lÊ

a"I

/ -  o . o5
I

* , r  (_o. , rs !

"L- 

o. ' tco

c h a t s l s  s o n t
est di f t 'énent

3?) nous

ro,494
Ê^J ".hÎ?
€tt.8 t I

o. l lâ

o.? ôï

o.6?2

(0 .$a

f i '  
{ 

o.rsr

g\-0.9ï ?

-{:ljl,
Le ca lcu l  de  T I  I  a t  T r  J  nécessa i re  Pour  ob ten i r  1 'énerg le

d' lntenact lon et les énergles propPes nécesslLa d'axPrirnen tous les
vec teurs  e t  tenseuns dans  le  repène Pr tnc ipa l  d ' lner t le  de  l 'e l l lpso Ide
(1) qu'on notera fr (r ron,f,)
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{ a a f
On appelera f t ,  i , ,  Ét = n, les veeteurs unlLalres du repère fu , dont
nous al lons déùernlner les coordonnées dans € aftn d, 'obtenln la natnlce
da passase aa @ à Ê,t .

âppelons A,  Fr f  les coordonnées ae Tt  dans E ,  a iors ' ï ,  vénl t ' ie  :

( i . .^; ' ) .* 'n :o
7 t  t q  ^  

( u I  -  3 9 )

r  .  r r '  :o

at t P" ' !2 = o

d ' o ù

(e '  ' o '41J
+ .  I
i ' (  F= o '8?ï

l - .  -o . r r r rg
YLO'

3t est obtenu conne prodult veetoriel ae ?, et I ' , on . J, = f,,ni,

d ' o ù

+
-  o .966

I ' )  -o .o65

o. I to

(uI - 40)

(l/I - 41)

(vl - 121

E,Ju repère R au nepère

o ,8??  -o . l t 49

-  o .  065  O .  g tO

o. +1? O. 85 S

s obtenlr  f , ' r  dans Rr ,

t r ( o
T 

{o  ,  n€us  Po l lvoFtS

dt4

vl

Rr

i l 'eù  la

avec (,V

sachart

avec

sach

dans

o n a

(vt - 4i3)

éerlre la lanseur d.,' )

ala T. Ri=|(.1 
"; ,n; -;) (vI - 41)



d ' o ù :

. trl,
R:

Les plaquettes 1
=.0 .â8 i  ,  le  Lenseur
manlèPe que Rt -l*rt
â. Donc :

s te l tes que i . .  f r "  =  i . .  f ' .
nc lus ion  â  s 'écr l t  de  Ia  mêne
,l ' lnent. le ât de la plaquette

l" 
a o.bt 

\
f o o o I
\..,-t o 'o'ufs:

et ?, étant s'gméLrlque
C t  r e l a b l f  à  i ' i

l e  rapène pr inc lpa i

- 9 8 -

(vt - +5)

(t/r - +6)

(vr - {7)

( t / I  - , 1 8 )

l t / I  -  491

[.-, 
'.. 

:';r
-  Détennlnat lon des ternes Hrl l jz

l 'énerd le  pnopre  de  l ' l nc lus lon  (1 )  es t  dont ré€  Par  ( I I  -  71)

, t
R:

w,

wr = -!ei dli 0,i.rTrr*^ C'... Rl, . Y ri R,.'à c.,*, *i,

+r

. t . r ) ,
avee f : ftf : Ies ternes Tr4
résultaùs d'ESHELBY [8] dans le cas
à part l r  de notre fornule rel iant le

{^tt =+Ï--^ C-.r,
"d - -  V  ' i 1 rnn

et dans le cas lsotrope :

'fi"f[ut,i,-1,.]
C,;,r-t l i f t  * l  (s,rSir '5..5n*) , irvlent:

= îl hî lt uJ f; ^ - )nÀ (rÈilrT,ïo ) - # \:,,]

son l ,  ca leu lés  à  par t l r  des
' l ' une  pas t l l l e  (Fanr ry  -  shape)
tanseur S d'ESÊIELBV à T"^ :

v s,,r, = ,T,:- 6R + t^ (t* .t4i) (u I  -  50 )
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et pour unê pa.st i I Ie "penny -shape"
n o n  n u l l e s  d e  S  t 9 l  :

( a .  =  b  ) )  c ) ,  c ' n  a Ias eomposantes

q , {J -g ,  
1 î  

. "
" t l ' ' r :  -

J3 (r-J)  * . r

.  / -2à  î  c l

, t - ù  t t  4 "

t ) - , t , t t  c . l
-  [ l -

rt(r- â) 
€tr

S
{4lt -

{,,, 
=

=
52, (,t-.o) otr

condltions, nous trouvons pour LJr

#a,\' :,fr'al (-ï;'.6I)q'+
l '  expression trouvêCpa;

enLendu, nous trouvons

, R
1a

les eoriposantes des
, l ' t ne r t l e  ( I l  Q )
a  a i  - , , - !  .
É  - 3 r l l È l  .

( -o.2tg
I

*t  I  o.o?e
\

. r l -o .9  69
f '

I.r" = $rn. :

S..tt = S,,,, I )  - 4  G ?
: - l t

c l

ol.r! ( r -a)

,1 (t-Srrnn = 5rrr. : ?*^ r' 9-\
8); ù" /

S.o ^,
Dans ces

gui est aussl

Pour W. blen

w,=i* u,f*{t'-D (x,-I - (ÇI}

!éèenn_lnatlon dg I'i, .

Pour ee calcul ,  11 faut exprlmer
et T dans 1e repère pr ln, : lpal
natr lee da passage {t / I  -  49}.  an

(o.sr3
^ l

Zz l- o. st+' l

d[  " .oJC^ '

ESHtrLBV. II]

Ia mêsre expresslon :

tenseuns R
en uL I  l i  san t

t v l  -  s1 l

(vr - 5e)

t t l l  -  53]

(i/I - B4l



d ' o ù  
t  - - -  \

[ -o .2 t1 t  
o .o}8  -o . ts6 \  wr_

, - ' Ù  |  ^  ^ r ! l  ^  
'

' ^  =  |  o .o+ t  _q .o28  s ,a? |  |
t ,
\ -o.hse o. , t lh -o.osr I\lf

Déternlnatlon de Tl a . Porrr cela, on a besoln de eonnafLre les angles
d 'Eu le r  qu l  f l xen t  la  pos lL lon  de  1 ' tnc lus lon  (2 )  pEr r  t rappor t  à  (1 ) ,  ou
enco-r€ la poslt lon de Q| 

(nepère pr lneipal d ' lnent le de 2) pan rappont
à fl' . *
âppelons Ia, Je, lG les vecterrrs unltalres a" S,t, blen entEndu on
pnandra ft = 1z ; la ltgne des noeu,ls ,le veeteur unltatre i est
eol l lnéal re au produl t  vectonle l  t r  ^  fa ;

/ 'o 'Js+ (vI -
,f, = i. ^3t{ o.ess

I
. ^ L  O

fr,
l 'angla da nutat lon g oet  ce lu l  forné par  Tret  ie  rJ t r  eosr i , , i . l  =  o.036

- l O O -

55)

56)

d ' o ù 0=8t?st r,vI - 871

ttl l - 58)

? t I  faut déterralne" Tt qul

(ur - 5s)

(v I  -  601

(t'^a)-
it. i ' :

Ii'l = t

/  -o .o31

i ' {  6.oEL

f, 
o. sst

Y= (.4, it)

- r + +
I 'ang1e de pnéeesslon {  est  forné par  ! t  e t  u

d 'où  (=^^o :11

Enfln porrr dÉtarnlner
v é r l f ! e :

d ' o ù

la notatlon proptrÊ

àrL
t r r  =O

o

et
coô ( , i , î t )  : i '  . ï  = o '05ç n

o
= 88.0( ( t / i  -  611
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Les  ang la"  4  tO ,Y  a lns l  , lé te rn lnés  per rne t t ron t  , le  ea lcu le r  ia
naLrlee de passage à; ' j  dont les ternes lnLervlenrrent dans 1'expresslon
' l *  l ' l r r i é g r - l e . i o n n a n t -  T ' -  J l , t  - ' i i .  u = t  t /  -  i T )

4 I I reste malntenant à déterniner les conposantes ,lans ât .iu veeteur
R,,  Jolsnant Les eentrgs $as deux ! .ncluslons ( i i  at  f  È).  Nc,us pouvons
prendne eomne plan 13, . î  ,  Le F, lan de Ia. F, laquette, celui  qul  passe
par I 'extrénlLé de Ir  et  qul  cont lent I"  de raanlène que les deux
lnc lus lons  so len t  su f f i samnenL proehes sans  qu 'e l les  se  eoupent ,  a lo rs
par exenple
( f i e .  U I  )

Rn,  :

a lors +
19 =

+
î L =

L 'énerg le  d ' ln te rac t lon  H i  
"  

es l

u
; 'n i '

+
+  o .5  Ï , ,  J

o .9  t r 5

o.  o35
4. +9+

a'r^
tr/ I  - G2)

(U i  -  63 !et
I  ' o '51?

à î ,  I  -o.s l l- t

4\  o
donnéa Far ( I I  - 4rt 1

W.o :" - li

llu it u', F F'x,,i 
(*'a.-r*

pa:  U  -76) ,dC Tn : ,L . ^ô ,o l

est la matrtee de passage de

(uI - e5')

, - l -3  z 's 'e":ù F est donné

et où d,..
L I
o

,TZ

ft
= 'in9,tù^T

àd.

FàO

5,t^ Ri', crlleTJ:" L.r. d:, -L e,s,{,iC^y,rTr,l*'*,u o j,

(vr -  ô4)
IL

Or T est donné
< l ù  |  t 1 Ù

tç i (^re*i
par (U - "/g) :

'  trl*i)

, l l  lTposons 
";il. 

=S, l:; I^^utxl 
F'EJ

al ?">
(r/r - 66)



avec a et b donnés par V ' 72 at 115);

et posons

a lors

a'lb
ùgt*- =

, , t t
Â1Q." :

T' t
it'..

toz -

(t/r - 67)

fu l  -  6s)

A

L
(oâ1.^" * âli*. )

Vnv, âi'r.. "t 5;:. =Vn V"

eL dans ees condlt lons ( t / I  -  64) conduiL à :

r Pour la déLennlna'"Ion du
(f lg.  t / I  -  6 -  a) où les deu:c
(yI -  45, Vr -  48, VL - 69, Vl

a.: e.: 1 , et cr='ldÙ '
âr:3r ;  nous obtenons

T11 ( qrrrrrqrrrJ

et nous ttrouvons :

t
Trt /( .3 ?rL

e..,r, 1,,*,. = (F,r) ùte,,^ (vI - ?o)

Larne Hr e ,  on eonsidène Ia eonf iguraLlon
lnclusl,3ns sont earaetértséee Par les drt-tit

-  54, VT. -  c '?,  UI -  6e) et Pour l :*

$.,  :  o. l f  T trJ ,  4L2 0r= 1 ,  ct=,to-r-  ,
Hi a par une lntégnatlon numérlque du Lerne

H^' ! / \
56

wor= vnVr3. ,ttË..n, s;î-" c-.r,1 d; -* ii Cl^, {,'.. c*.,. d;}

tur -  Bs)

Les couposantes de T et done cal lee de S dépendent das dlnenslons

des lnciuslons à Lravers les quant l tÉs a et b; .  nalq nous pouvons nous

!nsplner des résulLats analyt lques nals pour des lneluslons sPhérlques
(. :hapltre V) et écr lre gtt  sous la forne (ee qul esL to ' , rJours posslh,Ia)

*
q"t 4 T't'81." = (iT, [t-.

et  dans  ees  cond l t lons  Wle  s 'écr1 t  :

W,=fft'o'Ç,,,s.'-^C...,..Rï..î,i;ÇimS;:..T;''.il}
âPP!icat lon nunénlgue

Nous envtsa€Êons dans cette appllcar.tlon deux plaguettes (a = b )) el

tel les quo eonsldérées et-dessus; et nous neÈtons le terne d'ésroulssa8Ê

sous la forne A ol ( o( constarrte) .
./

i;À
gJ

(w - 72)
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r Pour obtenlr Ie terne Hr t nous adoptons la conflguratlon donnée par
t f le .  V I  -  6  -  eos  b)  où  les  der .s  lne lus tans  sont  lden t tques ,  sub lssent
la uêne défornat lon (uI - .15) et sont st tuées pap exenple à Ia, l lsance

d

Ér* ( " ,  o r  ' ro ' ) - - , ,  
oo ,o  Dzo.37 .  q r .q r ,  t ,  =  L t r t  

,  cn= c ,  =  ̂ o 'L  
,

et  
l .  = g, :  o.25?b'r  :  Ies angles d'Enlan ^f  --  C r Fr o

alors dans ees cond!tlons noug trouvons un tetrne d'écroulssage donné
Patr :

Htno L'  ^>oo tt/ï - igt

On volt  bten en part lcul ler que H r r  < <  H r a ,  e e  q u l  é t a l t  p r é v t s l b l e .

La valer:,r de Ë{r I alnsl
d'éer-oulssag6 (courbe 7 rÈ I
Ies essals e:<pér!nentaux I lO]
AI donnent des résultats en

trouvée correspond €n falt à Ia penLe
dans le eas où un seul rr'arlant est actif ;
obtenus dans le cas d'un al l lage de Cu-Zu-

aceoed avee les calculs précédenLs.

Pour le terne Ht€ la conparalson avec les obserrraùlons e:rpértnentales
es t  p lus  d l f f le l le ,  can  1L  es t .  p raÈtguenent  lnposs lb le  de  eondu l re  des
eseals d'écroulsEagE latent dans ee tspe de slLuaL!.ons.

On pcut eePendanL pens€tr que eeLte rraler.r eonstltue une bonne
aPPnoxtnatlon des contnalntes tntEnnes, dans le cas de transfornatlon
nult lp le à var lants lneonpat lbles, pârrc€ qu'on obt lent dans ee cas un€
nupture pnéeoce du natérlau; blcn entendu,. dans le cas de vartants
cist lneùs coapa,t lbles, le terne Hte s6p3 n6f:annel!  plus fatble et du
nêne ordne de grandeur que flr r'

Cotte approche nonùne gua da.ns Ie eas. le plast lc l téde transfornt lon,
Ie node de défonnat lon nult lp le sera dl f f le! . le (sauf dans le cas de
varlants auto-aceonnodants) et que 1'on dolt  s 'aLLendne à Ia
prédonlnance du node à un varlant: c'est ee qul a été observé par p.4ToR

[11] ,dans le eas da nétan:x Cu - Zu- AI où envinon TO ?1 du volune
tra,nsforné I'éta,lt poup un seul varlant.

U I  -  2  Ê p p l l c a t l o n  à  l ' é c r o u l s s a q e  r r a r  l e s  c o n t r a l h t e s  l n t e r n e s  d a n s
I  e s  n a t é r l a u x  c r l  s t a l  I  l n s

U - 2 - 1  I n t r o d u c t l o n

Dans le cas où le nécanlsne de défornat lon plast lqua est eonst l tué
Par Ie SI lssenent plast lque cr lstal lognaphlque provoqué par Ie nouvenent
de dI s !.oeatlons . 1 I est courant 'l 'observer qu' I I se forne une
nlcrostnuclune sous forne de parol  de dtsloea,t lons, I ln l tant des
ce l lu les  où  la ,  dans l té  de  d ls loeaL lons  es t  beaueoup p lus  fa lb Ie .

A  une éehe l le  p lus  f lna ,  au  n lveau des  d ts loeat tons  pr lses
lnd lv tdue l leuent  pan exenp le ,  Ia  nu lL lp l l ca t lon  des  d ls loca t lons  e t  leur
nob1I l té sont dlrectenent l1ées auJ{ lntenacLions entre dlsloeat lons
nob l les  e t  d ls loca t lons  lmnob l les .
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En f ln de conpte. l 'écnoulssa€e du nonoerlstal  nésulte de l 'ensenble
des EécanlsneE préeédents.

.4u niveau lndlvlduel cornespondant au:K l nLera..*tlons entre
dlsloeaùlons, 1I  eEt natntenanÈ blen a^lnls gue les lnùeraet lons de
contac t  en t re  d ls loca t lons  cons t l tue  l 'essent le l  de  l 'écnou lssaee I f2 ]
t13 ]  [1a ] :  de  ùe I les  ln te rac t lons  onL donné I lau  à  d tverses
nodéI lsat lons [  15],  et  sonl Pnlses en conPte dlnectenent ou
tndlrectenent dans la raatr lce d'éeroulssage H rel iant 1 'évolut lon de

Ia  c lss lon  er t t lque  3^  sur  un  sYstène de  e l l ssenent  n  à  1 'anp l lLude
de gl lssenent T-t t  

"  

' - t  
autre systène , le gl lssenent n. CetLe lol

d 'écroulssage :

.l lia

( r : Ht '

neprésenùê ên fal t  la part le loeale de l 'éeroulssage dues au:(
lntenact lons de contact entre dlslocaÈlons.

Le gl lssenent plast lque résulte en fal t  d 'un EouvenenL col lecLlf  de

dlslocattons, qul  peuvent se déplacer facl lenent dans las zones à fa1bla

denstté de dlslocaùlon, ou se bloqua sur des obstacles const lLués par

des verrous ou d'autnes défauts. En envlsa€eant ce EstrvetsenÈ collectlf.

11  eEt  _a lo rs  essent le l  d 'ana l : rsen  las  e f fe ts  à  d ls tance de  l 'ensenb le
des  d ls loca t lons ,  nob l  les  e t  

' l nnob l  les .

Nous savons aussl [16],  que cerLalnes dlstr lbut lons de dlslocat lons

agangées sous fonne de parols par exenple Condulsent, -sulvant les

caractétr lst lques de Ia parol ,  ou blen à des contralntes nul les, 'ou blen

à des contralntes lnÈennes à dlstance constdérables. Ces contralnteE
lnternes pourran! être localenent et partlellenent nelaxées P:rr des

nouvenents de dlslocbttons, el les contr lbuent néannolns à I 'éeroulssa€e
globa1 du nonocrlstal .

ce probtènê ên glénéral est dlff lel le à étudler, celr 1I faudratt

décnlrc à chaque lnstant la conf lgurat lon des dtslocat lons, d 'érraluar

les- contralntes lnternas assoetÉes, d ' .envtEagetr les rEla.:rat lons
posstbles, et  donc aussl 'de tentr  compte de la part le locale de

1'écroulssa€i€ dû,e aux lnteract lons de contact.

Dans Ie paragraphe sulrrant, nous ptroposons une fornulatlon générala

dc ce problène en établ lssanL, fornel lenenL au uolns, une lol

d 'éeroulssage tenant conpta à Ia fots des act lons de contact et  dos

eft 'ets à dlstanee; dans un dernlep ParaÈiraPhe, nous l l lustrons las

effets à dlstance en calcula,nt poun des slLr:at lons parùIcul lèeas les

eontralntes lnternes et les tennes non locarrx de l 'écroulssage.

V l  -  ?  -  2  Lo l  d 'êcrou lssaqe non loca leJour  le  nonocr ls ta -L

Constdénons un sol lde houogène et à éIast le- l té lsotroPe, dans lequel

une dlstrlbutlon de défonnaèIon plastlque dl,t, a été obtenue Par un'l
chargement élr.*i'.



sur

l 0 5  -

il/I - ?4)

tvl - 7Ê)

(rI - 7e)

(t/I - r'r]

(t/I - 781

cet te  dé forna t lon  p las t lque es t  Ie  fa l l  d 'un  g l l ssenent  uu lL lp le
des systènes de gl lssenent d'or lentaLlon R' déf lnls patr  :

R^. --  . ' -

l.&cus avons alons :

P
f  <i t

^ô
RipTir,^â

2I nh, tit't âe'

* (*: ";'-i "l)

=T
tù

Cette défornaÈlon plast lque éèant (au nolns part lel l .enent)
lnconpat lble développe un chanp de contralntes lntennes que I 'on peut
c a l c u l e r  à  p a r t l r  d e  ( I I  -  A  ) .

Nous avons PouP un nl lleu tsoÈrope, sachant que dans le cas Lnalté lei
ê,! 'o '  :

_ /

e':i, = ,li.,|F;t,
+

et pour les contralntes nouE avons, au potnt 3 ,,

{çir =^l

"oLpol nÈ

V
sont les contralntes lmposées que
la  c lss lon  réso lue  sur  . la  sys tène

_ t i

- R G-cÊr
+, |  . \A

0 û

nous supposûns unlfornes; au
d a  g l l s s e n e n L  n  s ' é e n l ù  :s

h
('

:

??;r =oi 1, -LI { ri', r + r)' {, 
h/, \t ntz't 

ï,',, _,n,

sot  t

r  Et le sye' .ène de gl lsEenenl n sera potent! .el lenent a., : t1f  au polnt
t ' ,  s l  la  c lss lon  rédu l te  loca le  es t  éga le  à  la  c tss lon  er l t lque  loca le

G? t  ee t te  dern lè re  quant lLé  cont lan t  à  Ia  fo ls  Ia  e lss lon  c r lL lque
lnl t la le !"  nepnésenta'nt ' les lnteracl lons des dl  s locat lons avec le
réseau er lstal I ln ( forees de Peler ls -  Flabarrs) et  un Èerrnê
d'écnoutssa€ie d{I  aux dlslocat lons pnésentes en ? neprésenté patr
la  mat r lee  d 'écnou lssage loca le  t { .

h

* 4
o

\,-trRif,ïia, . tr 
Ïçïrpt 

t ),1h, tii,t ov,



Nous avons alors :

*;1, ,Torsif, rlar .2/ry1,e\rtûat

c'est-à-dlre, eneone sous une f ,orne plus

-t+fi' 4 rr,.frI ;7,' 1 Rf,',,Iiry't 
f;irt

conPacte :

.o JÛ" désl

ffi'r',
non loca le ,

btft'ljar

d 'éerou lssage g loba le

r i r t \ â

R^t!'t R 
lr', | àO-i'7 -' 0  o  

)

gne Ia

= { * Ë

t

{i''}-Ë-T'[r*,,g'". . f

= 5(t { H?i,r
t

(uI - ee)
æmr l-et  s l

POUr Un

on a :

,r rt'
J1r(1) * t T ni-tr

€n
V )

*t,J

al
et dans eette natrlee non localer-,/ t, nouE retrouvons à la fols :

les teraes, dts aur act lons de contact antre dl  s locat lons,
représentés par la natr lce loca1e H"n

les ter'es locaux f/ ni g]i 
et ta partle loeate du dennlen

terne qul correspondent aurc contralntes lntennes auto-lnrJulLes.

- Ias tennes non locaux dts au:s contnalntes !.ntennes lndultes à
dl stance.

Ces deux dernlers tornes vont créer, par I' lntarnédlalra du nodule
de clsal l lenent f  ,  un ehanp de conLra!.ntes 1nlernes suff lsanL
pour qu'une nela,rcatton plast lque pulsse se produlna; eeI le-cl
af fectera l 'héténogénélté de Ia déforna.t lon plasttque, Ia nonphologla
des  ce l lu les ,  a lns l  que l 'anp l l tude de  g l l ssenEnt  sur  les  d l f fé ran ts
systènes.

!â, , ?o + (x:i-i't'(lz't)î.'
V

natrtee

|  *t Ï

l ' on  pose ? l?
n l  l teu  lso t rope

-?,1 . er
(ehapl t re

expl lc l tant le tenseur de

)

tel que i

Fe.h', R?nr
;ilt. f,e

1,trutdi)-+É,Ê?
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La défornatlon plas|lque dans la EonÊ 1 indult une contralnte

tsosenne daris Ia zone 2 qui pÊu| être ealculée à panttr des

fornules ( I I  -  48) et W - gg),  valabies Pc,utr  È, sphères; dans Ie

eas  de  I 'é Ias t l c l té  l soùnoPe où p  es t  eea l  à  A l+  ,  on  a  les

conlralntes i

)nt |  h t
S t  : - -  -^' 

4t{î 'l o

F{ se( î l v- ù L : - -

,{TvE ̂o

) l^
! - -

Àslfî

to7  -

( t / I  -  84)

L'lnportance de ces der:x dernlars ternes Par raPport à la natrtce H
loCal va dépendre dlnectenent du seul l  d 'écoulenent plast lque, plus

celul-el  est élevé, plus le nlveau des contralntes lntennes avant
nela:caùlon plasLlqua paut Être lnPortant.

A ce stade, a,uanù da Pcrrrsulvre la dlscusslon générale'  nûus
pnéférons dlscuter ees résultats sur un cas part lcul len einpl l f lé
const l tué de der:x zones à gl lssenent stnple unlforne, Pnoblène pour

leque l  nous  u t l l l sons  la  so lu t lon  de  Ia  pa l re  d ' lnc lus lons  P lasL lques .

U I  -  ?  -  3  C a s  p a r t l c u l l e r s

-  R  -  P a l r e  d ' l n c l u s l q n s  n l a s t l q u e s

Nous l l lustrons eE qul précède dans le cas de deux zones sphérlgues

Langentes da nêne Payon (f le.  V -  2t  l ,  €n calculant les clsslons

résoluas srrr les systèrnes de gllssenent dans Ia zone dte arrx eontnalntes

lnternes provoguées par un El issenent plasLlque dans La'  zone 1; cette

sl tuat lon décrl t  grosslèrenent le cas de deux cel lules de dlslocat lons

danrs un nonocrlstal .

Nous 'supposons dans la
été obtenu sur le sgstène

zone 1 que Ie gl lssenenL d'anpl l tude lL z
de norna le ! - ( t  a ,a )  ,  de  d l rec t lon  de

.  vr\  ' '  '
, qut conresPond au systène B+ dans Ia

nonenclature de SCTTMID et EO.ILS Pour I'e.s nétaux C.F.C.

Le teneaur d'onlentatlon pour c€ sysiène s'écr l t  :

s l l s senen t  t  ( î , 0 ,

5r

ï,r.= 4r  ?Ye

9r= o ,

) 6

Jo

- t  / ^ t4ot5=-  
^æ

àr

R::'t
^î 

î)

^

4o

(uI -  8sl



LeE clsslons lndultes sur les sysLànes de
dépendent blan entendu de leur ortantatton
contnalnte.

Les dl f férents tenseurs d'ontentaLlon poun
sont donnés dans Ie ( tableau I / I  -  1),  alnsl
tndultes dans les zones 1 et â.

- lo8 -

gllssenent dans La zone 2
par rapport à l'état de

les dtf férents sysÈènes
que les ctsslons Boyennes

L'e:<anen des nésultats contenus dans ee tableau nontne alnst que les
eontnalntes lnternes, to!ûEe on p,3uva1t s'y attendre, sont très
lnportantes: cecl  est dt  au fal t  que dans ce calcul  nous n'autortsons
aucune relaxatlon plastlque nl dans La zone L, nl dans la zone 2; nous
renatrquons que globalenenL les eontralntes lndultes dans la zone 2 sont
d'rrn ordre de gnandeur lnférteures à cellEs dans Ia zone 1: p.rr
al  I leurs, lEs clsslons résolues peuvent être néerattves sElon
I 'or lentatton de la dlrect lon de gl lssenent,  et  présentent une
"anlsotrople" qul at telnt  des valeurs de l 'ordre de I  pour les elsslons
lndultes dans Ia zone I  ,et  5 pour cel les de Ia zone 2.

Ces résultats sont à constderer plutôt connê des lndlcat lons du
nlveau des contratntes lntennes, pIuLôt que conna des valeurs abeoluos
slgnlf lcat lvesi  d '  une part ,  la norphologie des deu:c zones lnterrr lent
dlractenent sur la ealcul des contralntes et peut pennetùre unê
ralarcat lon globale ou part lel lo,  d 'auLre part ,  11 est évldent gu'une
nelar<atlon va lntervenlr par actluatlon d'autres systènes de gllssenenL,
à la fols dans la zone l et dans la zone 2; cette rela,rra.tton n'est pas
foneénent totale, c 'est-à-dlre qu' t l  peut subslsten une part le des
contralntes lnternes pr6c6dentes, éventuellenent nodlflées par le chanp
de défornatton plastlqrrp conpl6nenlalre de relaxatlon; la partle de Ia
déforaatton assoclée à la rela,:ratlon da La défonnaLlon pnlnalre va
dépendre de nanlère dlrecte du seul l  d 'écoulenant plast lque tnl t la l ,  et
de I'éeroutssa€€ pnlnalne et latent dt aux actlons de contact entre
d ls loca t lons .  Ce prob lèna es t  d l f f l c l le  à  ana lyser  en  généra l ,  aL  d 'un
polnù de rnre expérlnental , tl n'Egt pas faclle de nat'ure en évl dence,
de nanlère séparée, les effets de eontact et les effets à dlsÈance de
l 'écnoulssag€ du nonocrlstal ;  une prenlère vole dans le sens pourra. l f
être développée lors C'essalE d'éeroulssa€e . ' laLent pour lesquelE 11
faudral t  sol l le l ten les secondes épnouvetÈes da,ns deux sens dl f férents.

Une autra vola perneLtanL d'approcher les
cons l  s te  à  ea leu len  l 'énerg la  d ' ln tenac t lon
assoclées à deux zonas défonnées plastlquenenL.

Ce calcul est dévaloppé dans le paragraphe (Bl

e l t tpso ldes ,  dans  un  n l l tau  lso t rope e t  an lso tnape.

pnoblènas précédents
e t  1 'éneng le  pnopre

sulvant pour deux
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Systène pran (i) Dirgction lenseur dror ientaEion
Rij

Cission indui
Ëe - Zone I

Cission indui '
te - ZorLe 2

A2 l l l 0 l l * fi:i) UY

t2

uï,
30

A3 l l l l o l r;)
,,

I
o

I

2/6

UY
3

-9,
20

A6 î rr l l 0 i)o
2

I

,l"
zla 

\ ,

UY
4

UY
60

B2 l l t oï t *fiài) UY
!+

uï
20

B4 l l l ïo t f;îT)I

2/6
_uY

z
UY

l5

B5 i l l l o l *fîi UY
4

- ! I
60

c l I i l o l l i)I
2

o

rll
zla 

\r

UY
4

UY

20

c3 l i l l o l ;a (: îl UY
T

UY

l5

c5 r t ï l l 0 # (l î:) YJ
l 2

_uY
70

DI rTr 0 l t #[:i) UJ
t2

- F Y
30

D4 t i r l o l
; )

,l? T
,rE 11: i

PY

6

uï.
20

D6 l l l l l o #fii:) lrï
l 2

UY

70

TASLEAU VI - I



B  -  Ê p p r o c h e  p a r  l e  c a l c u l  d e  l ' é n e r q l e

l l 0  -

îv7 -  91)

Hous allons nous attacher na.lntenant à calculer l 'énengla
d' l nteractl on de der:x l ne lus l ons honogènes et p lasLl qu€s , conP:r.rer sa
valeur dans Ie eas tsotroPe ou anlsotnope, étudler sa rar laLlon €n
fonct lon de la dlstance séparant les deu:c lncluslons, et  ce dans un
certaln nonbre de sl tuat lons.

Rappelons les e:<pnesslons des énergles PtroPres et d '1nùenaet lon
données dans  Ie  chap l tne  I I  ( I I  -  71)  e t  ( I I  -  f5 )  :

w'=.i{l c,,*il: C,'"n {;.âu,d; cii*Li, tw - e6)

er w1'- i rï c;,,I;: c'.,,,, ell - tt!ic;,,T;: ,ci.,.tl, (ur - s?,
t?r c tt

où ' i " t  hg  sont  les  dé fonnat lons  p las t lques  dans  ld lnc lus lonr i  e t  J .

Donc, st  | r  (rospeeLlvenent ?' t  représente la dtrect lon de

E l t s s e n e n t  d e  I ' l n c l u s l o n  I  ( r e s p .  - I ) ,  ê t  s l  f , r  ( r e s P .  n - ' l  f a
dlrect lon du plan de gl lssenent,  LeIs gue Ie prodult  scalalre :

î ,  "? ,  =1,  T,  = o (uI  -  e8)

alons d'apnès lv l  -  re),  les déforuat lons Plast lques dans I  et  J sont
données par ;

,P, 
. i -  |  r  r  I  t \

a,ri = 
; 

(,t' "i 
* ^i n, 

/ n/i - se)

(uI  -  go)

â1,= Ê'ir=o

ti, cioo = fr' (-J ,i. *i1)

o,f  l t [*1[)r=, Ie coeff lelent de el lssenent unlta. lne et tel  que

S1 le ul l leu ast lsoLncpe, de eonstanLes,âe tang à 
"t '  

) t  de naPport de
Po lsson p  ,  a lons  on  a :

cli*u ,. À 4â Sre * / (5., [n, * 6r, 5ro)

d ' o ù

tv't - gel



et on en dédu1t ;

wr= -!r't1'(*'; ,.f *.r'"il f-;
)

+
et pour I 'énergle d' lnteract lon nous trcuvons :

wtt
- : -

T- dJ

Nous allons nalntenanL e:<anlner un certaln
partl cul I ères

l l t  -

trlÏ - 93)

(t/I - 94)
ncnbre da sltr:atlons

t \

["] ̂ ; * -r'^if +

t  t \* ^r"h)

î{rn ^i +,*i d T;, (-î ";'-i ^r' ("i ";' { {f;i',", "; "4

r/r A(ï'lt ("i^r, *.r'^il(t. t

a -  Cas  de  deux  lnc ius lons  qu l  possèdent  le  nêre  sus tène de  s l l sseuent
( f i g . U I - 6 - a o u b  )

* Cas I  sotrope

sott 4t et e?t tes défonnat,tons
déf lnles par ;

"'{i -'{i

s l  l ' l ne lus ton  I  ee t  une sphèrE
t ï

sr r  tncluston I  eet une sphèpe alors on a T.
d'aprè--}â-"EGLton f t /  -  83),  d,où alons-:  

-  
231,)

des  tnc lus lons  I  Eù  J

(vr -s+)

p lasL lques

( ,

" ' ( :

w.= -w),rrtfiJ "il: )+

.'li
a lors  l ' énerg la  p ropre  de  ehaque inc lus lon , donnée par (t/I 8 6 ) ,  e s t  :

. ,

U, )^ (f')

I I= lrra

(ur - g5)

=u u-t?
Jo| ('r-"1)

= v, 1ft1'(, -WI ( ,v I  -  96)



-  t tz  -

(t/I - 97)

pour D :0.3 , on a par exenple :

wE= u, 7^(r'f (,'- t) =\./t6"f #
et  pour  l ' énenEle  d ' ln te rac t lon  de  â  Inc lus lons  sphér tques  qu l  se
défornent plastlquenent sulvant le nêne systène de gltssenent, (UI - 11)
eL dans un nt l leu lsotrope, nous avons :

. rr
w"= - t, u^)L (f]", T.': ) (vI - ss)

f f i î  
--*\t ' t  

\rrtrt- 
, t t tzl

dans le eas envtsagé 1c1, les conposantes rr{, et t;, ont été
calculées au chapltre t /  (U - 99);  on a donc :

? t

W--_ vrv l  - f  (^*) - . r  e t )- : -4 
- '=  l ' l+) -+e- l  ruI -es)

W 
-hTRt l - ,D \  r  )  t

1

s i  V  = l  ,  R = 2 ,  a = b = 1  { r a y o n s d a s d e g x s p h è r e s )  a l o r s ,' a ,

sr ae ptL Tt = trr

r r / Î J  , . .1\Â/ _ tvr, -r (t* ) _ L\ (r/r - roo)
- : : . . . . . . . . . . . : r - = ' - - z I

/ v t \û  321 '  A-D \  5 l
\0  /

ou encotre :

I '

W --tsV'  Â (uI-101)-7'.'.T:F-' / ' nzot0  /

et I 'on vol t  dans ee cas là que l 'énengle proppe esl  envtr lon 10O fols
p lus  g rande que I 'énerg le  d ' ln te rac t lon .

x Nous avons également falt le calcul nunértqua @
past l l les (ar j - -h ))  c,  eL a, = br = 3r- l )  eo = e, )  at  nous av'3ns
obtenu les résultats donnés par le tableau Vl -  L,  et  Ia î le.  Vl  -  7
{ c a s  A t  e t A . }
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(t/ I  - 102)

(VT - 1031

(t/r - 104)

(r/r - 1051

b  -  C a s  d e  d e u x  l n c l u s l o n s  c o p l a n a l r e s  ( n ê n e  p l a n  d e  g l l s s e n e n t ) ,  l a l s
d o n t  l e s  d l r e c t l o n s  d e  s l l s s e u e n t  f o r n e n t  e n t r e  e l l e s  u n  a n s l e  o {

On e:<aulnera le cas Fan exenple où d = 
+

arors r"{ :  *" ["^ * ' { :  *  
{-nî

L. lo La (;

fJ '

* =r\'15 (ll^i .' t;) - f (ï; .t;l) " 5 (',;',1'T;;).
T'tr" ,i 

f r,,,; . T,î)] (ur _ 106,

wtt .r l ' .-.u ene.re, #, r)'tf f;î. ï1 .ïJ,I":).ï:.Tl}u,.10?,

) .5 (',i, - ti,1) *

n-5)

d'où, dans Ie cas lsotrope f ) , f  t  :

eP,=-1'tt" :;l
2 

\" 4 " l

,*,*, (r:.ï )
\9'i' "l

d ' o ùs vs 
wt = -yt(t'r'{fr- .' il} +

et po.r W ",

w'= +0" {*ï . rl,1). F (Tl;' r;:

t (Iil , I;; )} - vr .È(t1'(
et pour I 'énenglte d' interact lon, nous avons :

' f '
v,2ff ')
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Les résultats nunértqueE sont résunés dans le tableau tl/I - Ê,) et Ia
f te r ,VI  -  7)  pour le c"t  @n et @=.

Les calculs ont été, pour le ca.s lsotrope, falLs pour las systènes
de g l l ssenent  dé f lq ls  par  ( l / I  -  11) ,  avec  ar  -  b t  -  â2  =  b ,  =  1 ,
e f  =  cz  =  lo -a .  ! r= t t  :  4  ,D :  o .35  ,  /L=  T56t  do t l  f r . - t
Ies angles d'Euler qul  f lxent la poslt lon de (J) p€rr t rapport  à ( I)  étant

! = A 3 Y: O Nous avons donné les valeuns des énengias
d' lnteract lon en fonct lon de la dlstanee R séparant les centres des
deux lnc lus lans :  en f ln ,  nous  avons  ca lcu lé  Wlu  auss l  b len  dans  Ie
cas lsolrope quê anlsotnope. Dans les deux caE, nous vogons que

1 'éneng le  d ' ln tenac t lon  déero f t  lo rsque Ia  d ls tance c ro tL  t f l9 .  V \ .
n et d 'autra part ,  l 'énergle dans Ie cas anlsoLroPe est suPérleure
à  ee l le  dans  le  cas  tso t rope ( f lg .  V I  -  7 ) .  Dans le  cas  lso t roPe
IeE cons tan tes  é las t lques  sont  ce l les  lnd lquées  c1-dessus  / "= |56 t [aA l l r t -e
e t  â :0 .33  ;  e t  dans  le  cas  an lso t ro i re  les  cons tan tes  pr lses  sont
les sulvantes, Ia conventlon avee deux lndtces étant la conventlon
e l a s s l g u e  :

A

I

1 n * ' l {  t

,1lrt- aI c*3t

1, ,1o.^^ tL l

, 5  P  t 2 e l 2 1  .

5 îo,^.,35 ,4 t* l5 ?È3t

Ê
o.  a?  65? 1  , ro '  s  Ca3

n/I - 108)

fur - l0gl
C.., = o: a76rA t^oi

C.r l  .  Cor: Cr, :  D'
t  C t t=

A 2lto r AcJ

(,ro = Crs = Ctc : o. 15"ltt l4CJ

,
les unltés étant des l,-tl l lrl,^L , êt Ie nepène ,lans iequel sont

données ees eonstantas étant le nepène CrlsLal lographlque;

r s l  nous prenons porrr  les nênes lnclustons éLudtées cl-dossus, aussl
bten dans Ie eas de deux sphètres que dans eelul  de I  past l l les, deux
systènes de gl lssenent tals gue :

At { l
3  - l h

alors les résultats pour l 'énergle d' lnteractton sonù eeux du cas
pnécédent, nals chanEiés de slgna.

b  -  C a s  d e  2  l n c l u s l o n s  e l l l p s o t d a l e s  c l u l  q l l s s e n t  d a n s  d e s  p l a n s  d e
g l  I  s s e u e n t  d l  f f é r e n t s

Nous avons égalenent e:caa1né la cas de deux lncluslons
eop lana l res  e t  non co I l tnéa1res .

( ou *'t:* '  = * ' { ;
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S o l t  â  l n c l u s l o n s  e l l l p s o l d a l o s  ( a ' b r , c ,  )  e t  ( a . , b : , c z )  d o n t  l e s
p lans  de  e l l ssenent  sont  (1  I  1 )  e t  (1  1  f )  e t  les  d l rec t lons  de
g l lsseuent  nesgeet lvenent  t f  O f l  e t  [O f  f ]  ;  d 'où  t ' scpress lon  de  ces
vecteurs nonnés danrs le repère Crlstallographlque B :

, .L  , -E t - ! -  fo-

,.'J-uo ;.J : i'l F a'{Ë (yï - ',o)l-.8 lr lr (f
\a  \?  L I  t

f r 'E
)++

SoI t  I , ,  I . ,  I3  les  veeteurs  de  base dans  le  nepène pr lnc lpa l  d ' lner t le
' f r r  de  I ' l nc lus lon  I ,  a lo rs  la  na t r l ce  de  passage du  nepère  €  à  f , t  esL

-E o
I

$
?

-g -E -s
65c

E.trs
t s5

tel quê f,r solL confondu avEc l'axe
de ât:  to,rr  avons * lans ces eondlt lcns

a'!: a, [Fu
d . dt-f

x, ,le ft el fir avee I'a*o xr

(u ï  -  111 )

(t/ I  - 11e); r { ;

dt'

4.
t

11
6
E
5

o r , . n  d é . J u l t  l e s  a n s l e s  d ' E u l e r  :  + / :  / o J : L l  
r  

0 = f  - '  6 0 o  ( [ ' I

on dédult  alons de (t / I  -  931 et (YI -  94) l 'énergle pFoptr€ de I  eè cel le
de J, alnsl  que. leur énergle d' tnteract lon, dans IE eas lsotrope.

Le vecLeur ?' rellant les centres des dar.x tncluslons éÈant ,lonné
en fonctlon d'un para.nètre t varlable dépendant de Ia dlstance d
séparant les der:x centres, tels qua :

-rl-t

a. [8, 
'i

o'L I+ , ÀF
avec ù = gil-.\fhlæ

, l t  |  { t
^ >, (Ë)L , 4,24 , ceæe ',=r'ur

dIstance (contact entre les deux
leE résultats sont rÉEunée dans

eonrespondant à Ia plus courte
lnc lus tons) ;  pour  le  eas  lsq t rope
tableau VI -  3.

Pour d nlnlnua, cotr trêsporrdant au eontact (polnt C sur Êle. Vl  7),
on a [ . l tJ = O.31 ,  valeur qu'on peul eonparen à cal le donn6a pour les cas
A, et A, (F'ICI. VI - 7l correspondant égalenent au canLaet et à la
d ls tance n ln lna le  en t re  les  deux  Ine lus lons ,  e t  1 'on  cons ta te  que eaLte
rraleus 0.31 esL supérlEure à cel le des I  autres cas.



d- l I j l 2 2.1 2 .2 2 ,3 2.5 3 . 3 .5 4 5 6

..IJ: 'w cas
isotrôpe

0 . l l o.083 0 .  06 0 .05 o.04 0 .02 0 .01 0 .008 0 .003
1 1 0

-  lo-3
= O

I{rJ cas
auiso-
troPe

0 .14 o. l  I 0 .09 0 .08 o.06 0 .03 0 .02 0 .01 0 .007 o.3x tô3
=  Q -

l l 6  -

T a b l e a u  U I  -  1

* var lat lon de I 'énergie d' lnteraet lon dans }es eas lsotrope et anlsotrope
pour  Ie  eas  de  Ê ine lus ions  eop lana i res  e t  co l l inéa l res  ( t lous  avans  pr ls
T r : t J : 4  e t a ,  =  b z  =  l ;  e ,  -  c z  =  1 0 - a )  t  @  O  r '  1 f  a s t
e n  d a N  x û D  f t l l

L 'êneegi.e ptropFe étanL 0.e44 feas anlEotrope) et 0.988 (eas isotropa)

6- l rJ l

w cas
isocrope

tù ces
an:'so-
troPe

Tab leau UL:  2

r var la-r . lon de l 'énergla d' lnterar:Lion dans les cas lsoLropes at anlso
pour  2  inc lus tons  esp iana l res  e t  non co l l lnéa lnes  {on  a  p r is  U:  =  Ù
-  - 1 ^er  -  v t  -  q2  bz  =  1  ,  c r  =  c2  =  LO-?  e t  (Ë t ,  f , - r )=  o l  =g  )  :' t

e s t e n d a N x m n

l 'énerg te  p t roppe é tan t  l { r  =  0 .944 feas  an lso t rope)  e t  O.â88 (eas  iso t ropa)

tnopess=L
wzt
uxlt



a<=l13l l t .22 I  . 30 1 .4

l " t t l 0 .305 o.  160 0  .033  1

n7-

T a b l e a u  U I  -  3- - r i
w '

Uariatlort de l'énergle d'-i-nteIqg!1q11 ( rt-r-] gr.!_d a H _X-_sE) P.scrj
lnclusl  ons i  soEooes non çql! .ar jal leg.-qt -û.çt t t -c-q. l -Uû!qtres

U I  -  3  C o n c l u s l o n

Hous avons développé der:x théorles pour tiécrire les phénonènes

d'écroulssage dûs essenLtel  lenent aux contralnLes lnternes
d'  tnconpat ibi  l l té des défornat ions anélast lques.

Dans les deux cas, la formulat lon générale proposée condult  à
l ' l n t roduc t lon  d 'une na t r iee  d 'égrou lssage.  .Dans Ie  cas  de  la
pseudo-éIast lc l té,  on donne une éva1ua.t lon des ternes de la natrteo à
part l r  de la soluùlon de Ia palre d' lncluslorg plast lquec les valeurs
obtenues lndlquent une tiès grande lnteractlon entre vartants
inconpat lbles, ce qul expl lque Ia reLaÈlve frael l l té des naLértaux
polgcr lsÈal11ns lorsque ce nécanlsna lnter-vient de manlère unique. Les
nodèl'ae Froposés pernettront égalonent d'augnenter la "duetilité" da
tels natér iaux en Jouant Eur la Laxlure cnlstal lograPhlque.

Dans Ie  cas  de  Ia  p las t l c l té  c lass ique,  la  théor ie  p : 'opssée eondu l t
à lntrodutre un tenne d'éerouissaÊie non local .1ul  s 'aJouLe à la naLrice
d'éeroulssage classlque pûur ptrendne en csnpÈÊ Les conÈratntas internes.
Dans ca  qas ,  Ie  p rob lè rne  généra l  esL  p tus  d l f f i c i le ,  ear  nûn l lnéa i re  à
ca.use des seul ls de. plast lc l té;  ce roadèle devral t  Être uùl I Isé
conJolntenent à une loi  d 'ÉrroluLian et,  d 'ÉeoulenenL pour trouver I 'état
relaxé (part lel lament) ;  ce Lraval l  '1 l f f  le i  ie n'a pas été abarCé dans le
eadre de cetÈe thèse.
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wl i
v t  y j

2.

î LeV I  - 7 :  var la t lon  , le  1 'énerg le  d ' ln te rac t lon
e n ' , - r e  ?  l n c l u s i o n s  l e t  J  e n
foneLlon de ia dlsLance d séParant
Ies  eent res  des  2  lnc lus lons  dane
dlf férentas sl iuat lcn ;

A t  2  lne lus lons  eoPlaqa l res  e t
c o I l i n é a l r e s  ( a n l  s o t r o P e s J

Az 2  lnc lus lons  eop lâna l res  e t
'  

c o l l l n é a l r e s  ( i s o t r o P e s )

Br 2 l  nc lus l , :ns eoP lanat res et
non co l I lnéa l res  (an t  so t roPes)

82 Ê lnc lus lons  coPlana l res  e t
non co1 l lnéa l res  (  l  so t rc 'Pes  )

énerg ie  d ' ln te rae ' " lon  an t re  I
lne lus ions  non eop lana i res  e t

' n o n  c o l l i n é a i r e s  ( l s o i n o P e s )
en cont,aet.
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U I I  -  I  G é n é r a l l t é s  s u r  l e s  c s r p o s l t e s  t l l  t ? t  t 3 l  t 4 t

Un natérlau eonpostte est un natértau hétécogène, cor1ne par exenpla
les bétons, Ies plast lques arnés; Ies paplens syntét lques, les oéLaux
nenfoncés ;  eonne leur  non l ' l nd lque,  l l s  son t  eonposés  de  p lus ieurs
const l tuants, de facon à anéltoner les qual l iés du gnoduiL , léslré,
surtout en ce qul concerne ses proprlétés nécantques ou thernlques ou
dlélect ' r tquês. On ut l  l lse essenl lel lement les na.Lértaux conposlÈes
obtenus par renfort de flbres ou de pantleules, lsotropes ou
anlsotropes; l ls sont généralenent conposés de deux const lÈirants,  alarr t
des propnlétés nécanlques dl f férentes, une natn!.ce ou l lanÈ, et un
nenfor t  sous  fo rne  de  par t l cu les  ou  f lb res  ( lnc lus lons) .

L' ldée est d 'assoctar daux naténlar.x ayant chacun des pnoprlétés
dlf férentes de nantère à ce que le conposlte alL les proprlétés
d é s l r é e s ; 1 1  s ' a g l L  d e  d é f l n l r  u n  c o n p r o n t s  p Ê r r r  s a t l s f a l n e  à  l a
l .égèneté, nleldt té,  réslstance à la tract lon, à Ia torslon, Êenue en
fat lgue et au vlel l l tssenenL. Le renfort  est le plus souvent à base de
veFre, de s1 l lce, de borê, d 'alrrnlne, de graphi le,  de polynères
spéclaux; Ies natr lces sont le plus souvant const lLuées de nat lères
plast lguas, de nétaux, ou de céranlque [ t ] .  La. f lgure l / I I  -  I  l l lustre
un négulLat exPérlnental  selon leque1 les eonstanLes éIast lques ( lc l  Ie
nodule d'YouNG sulvant Ia dlrectlon x, ), eroft av€c la fractlon
volumlque de Ia flbne

Les Problèues de méeanlque des composltes sont essenLlel lenent.de
der.x ordres :

Tout d'abond, 1I s 'agl t .  de fournlr  ar:x spéclal lstes de ca. lcul  des
rtnuctures une lol de eonportenent houogÉnétsée représentant la
néponsa d'un élénent de volurne eonsldéré conn€r nacrohonogène.

D'autre patrt, poutr la prévtslon de Ëenue en servlce dEs struetures
conposttes, 1l  est essent lel  d 'évaluer les contnatntes lccales dans
ehacun deE ecnsùltrr .ants et à l ' Intenfaca entna f lbre et natr lce,
Pour Préclsen los l ln l tes d'enplols de tels natér! .an:r  en évl tant
la.rupture ou la décohéslon

A ees problènes de caractère f,:ndaaental 1 I faul aJouten ceux qul
sont I Iés à Ia coneept lon des plèees en natér lar.x conpcsltes et à
laur fabnlcat lon.

Dans ce chapltnE, nous nous 1nèénessons essenf, leI  lenrent à la
détarnlnatlon d'nne lol de conpontanent hcncgénélsée pour un ma1,énlau
eonposlte à élast lc l té 11nÉalre, const l tuée de der:x phases dl f fénentes.

Les prenlars tnavaux dans ce dona.lne sont cer::c de I/0IGT [6] et REJSS
qul, noyennant des approxtnatlons fortes (nosennE volunique
arl thnét lqu€ pûur I 'un, harnonlque pour l 'autne),  fournlssent des
bennes supérleure et lnfér ler:r  poup les eonstantes élasttques
ef fec t l ves ,  a lns l  que I 'a  nont ré  HILL  [8 ] .  De p lus  ESHELBY ISJ  çnapose
Ces nodèles Plus perfornants nals Ii.n1tés anrx rnl.Iier.r:c falblenent
d l  lués ,  à  par t ln  de  1a  so lu t lon  du  prob lè rne  da  1 ' lnc lus lon  hé térosène.
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Brenples de proprlétés
lndus tn le ls  [  1  ]

F l s .  I / I I  -  1

nécanlques obtenues avec des eonp,os l tes

e. (m r. 'r&)

, 5 0

1 0 0
,td o

. 0 0

f o

La courba cl-dessus fournlt les varlatlons du nodula d'YOUt'lG dans Ia
dtneet lon x1 des f lbnes en foneLlon de ' la fnaetton voluulques des
f lËres f ,  pour un conposlLe nétal l lque, alunlnlun renforcé de f lbres de
bone, at tel  que les caraeLérlst lques das f lbres at natr tce solanù :

E  , r . * .  =  3 9 0  0 O O  H  P a  e t  E  , r " r n r c E  =  6 8  O O O  H  P a
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Les Prenlers travaux stgnlf lcat l fs qul  s 'écartent des aPpraxlnat lons
fortes précédentes sonÈ l'oeuræê d'HERSF{EY [10] et, de KRONER, [11] qut
on t  lnÈrodu lL  le  schéna se l f -cons ls ten t  dont ,  l ' u t l11sat lon  s '€s t
élargte à d'autres domalnes (vlscoéla.st lc l té ,  plast lc l té) et  nêne
à d'autres branches de Ia physlque.

Parallèlenent, des néthodes
celle de HILL eL due à t{'lSHIN
b len  ne l l leurs  nésu l ta ts  e t  de
des nodèles de l/OIcT et REIJSS.

varlat lonnel les plus perfornantes qu€
et STRICKttAl.lH [12] ont pernls d'avotr de

resseprer les bornes obtenues à part l r

Ce n'est que plus réeennent [13] [14] [15],  et  grâce à D@ERIC[{S,
zF'J.r.FR, eù KRONER en partlcullen, que des néthodes stat l stlques
systéna,t lques onL pernls d'abonder Ie pnoblème da facon génénale en
lntrodutsant des foncttons de eorréIaLlon des nodules élast lques qul
décrtvent conPlètenent la structure; eas néthodes restent toutefols
couplexes.

Dane ce qu! sutù, nous ptroposons une nouvêl le néthode self-conslstent,
susceptlble de prendr€ €n coupte Ia répartttton oedonnée ou désordonnée
du renfort  ou des tnclustons. Co nodèle sel f-eonslstent part ,  non pas
dee lnteracttons entre une lncluslon et le nl l leu honogène équlrralent,
ua ls  p lu tô t  des  lnLerac t lons  enLra  las  lnc lus lons  d 'unê "ce l lu le
éléncntalre" reptrésentaùlve de la répartltlon de Ia deu:<lène pha.se eè le
nl  l leu honogène équlvalent (H.t{ .8)

Ceù élargtEsenent du schéua Eelf-conslstant est posslbla à pant ln de
Ia  so lu t lon  du  prob lène de  la  pa l re  d ' lnc lus lons .

Dans Ie paragraphe 2.de ce ehapttre. nous nappelons conroenl on peut,
dans le cadre des hypothèses de nacrohonogénélté de I44NDEL [18],
lntrodulre un tenseun IoeallEatlon et cn dédulre les proprlétés
effecttves Eactroscoplqu€s du H.Ê1.8.

Dans le 3r'r paragraphe, nous rappelons Ie prlnctpô du schéna
self-eonslstent à 1 si ta et nous le .développons pour un conposlte
lsotrope, blphasé, à eonst l tuants lsotropes du type tncluslons
sPhérlques et na.trtca; nous obtenons les rarlattons du n,adule dE
elsal l lenent effaet l f  nacroseoplgue ên foncLlon du degré
d'hétérogénélté et de la fract lon volunlque des lnclustons

Dans Ia dernlère part le de ce ehapltra,  naus pnésentons d'abord le
schéEa self-conslstent étendu qut t lent conpta de Ia néparLl t lon
spat lale des lncluslons. ensulte,  nogennant quelques hypothèses
slnpl l f lcatnlces sugplénentalres, nous proposons une solut lan analyt lque
dans le cas d'une répart l t lon eublgue cen'"réa d' lnclustons sphérlquas
t sotropee .

U I I  -  e  D é t e r n l n a t l o n  d e s  c o e f f l c l e n t s  e f f e c t l f s

P o s l t l o n  d u  p r o b l è n e

On eonsldère un conposl.ùe forné d' lncluslorrs dans une matr lee; on
suppose que Ia natr lce possède des constanLes élast iques ,
gu'on notena ç-t ,  (caractér lsées par axenples par les coeff lctents de
Larné 1n f^ et ,tl ) on suppose que les lnc lustons sont
loutes de nêne forne , de nêne volune (nêne nason), de nênes
eonstantes élast lques ct (  Àl  ,  f t  eL ) t  )  àtrrgnentes de
el |  ;  la dlstr lbut lon des lnc luslons est supposéa staLtst lquenent
un l fonne;  on  no têra  V le  vo lune to ta l .  V t  ce lu l  de  la  phase I
représentanL les  lnc lus lons ,  [ /n  ce lu l  de  la  mat r tce .



Nous allons déternlner les eonstantes
honogène ÉqulvalenL à pantln d'un tenseur

La défornatton d,enssnble Ejô Inposée à

Bo:renne des déforntlons localas :

?..rL(rrrrn-I urr.7
où â(ll ttt Ia défornatlon au point Ë

^à

èt
En appelant L; la défornatlon no:renne dans la

dans la natnlce, 'on peut écrtne à part l r  de ( t / I I

é lasÈ lques  C '  r  r  du  n l  I leu
d a  l o c a l l s a t l o n .

I ' i n f l n l  a u  n l l l e u  e s t  l a

phase
-  1 )  :

rerâi c e l l e
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(u l i  -  1 )

tu l I - 2 )

(u I I  -  4 )

( y I I

( I / I I  -  E)

I ?

E =jet *g^âV^âV

fractlon volunlque de

Â:'t

Ia

ET^l

t , l
4 . . I a^lv

î ' ^ : ,  
' (

la  ne laL lon

L..=^t

phase I ,  alors on dédult  deAppelons

(u l r  -  t l

On a de nêne
d 'ensenb le ,
la  na t r l ce .

vr
f  = -  I a

V

pour

6:r

Li = {t^,* 0- {) 4i
l es  cont ra tn tes ,  s l  1 'on  aPPeI le
la eontralnte noyenne dans la Phase

( v I I  -  3 )

Lr; la contralnte
r 

oeL 
el dans^r

relaLlon qul découla de

Conroe on consldène un eonposlte élast lque, on dédutt  de Ia l lnéart lé du

pnoblène qu' l l  exlste un tenseur Ar tal  que :

r)

Fr lr

[ :^ ' lài

trr= A;,^
où At est un tenseur du 4o'r  ondre, apValâ tenseun de loeal lsat lon,
qu' l l  s 'aglra de déterntnar af ln da ealculer les PnoPrlétés effecLlves

du conposlte.
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( r / I I  -  6)

t v I I  -  7 )

( t / I I  -  8 )

ty r r  -  9 )

Par al l leurs, Ia 1o1 de HOOKE pernet d 'éenlne :

(ur r  -  10)

6-E - rt ft'.â = L;1i0 ol.e

et coupte tenu de (t / I I  -  5),  on a :

, r l À l F

"^; = Ld*, \e-,. L*"

De n€ne, dans la natrlce, on a :

qî = CI*, â;
^ â  ^ â '

oF,  d 'après  (L | I I  -  3 )  on  a :

t-ù t.; = E j- lle

et  I 'on  dédu l t  de  { t / I I  -  E l  aL  (UI I  -  9 l

q=ft{t^,-f d-*tr4
on dédu l t  de  IUI I  -  8 )  e t  ( t / I I  -  10)

i l / I i  -  11)

hrh

\
l l

l l  F  (vr i - ra)
, '  L

. f  l  h h
I

I

t t / I  I  -  L3 l

t,

T

Ie..

'l)

9A
l l

t' a

L,

-1
r l

la"

f|'t

s4

ItA,

ur

t,,,I*,

5
{ r

I

Pc

t-
( -

o ù  I . . " n  e s t  l e

Des re la t lons  (Y I I

ç
l - .-ri

d ' o ù ,  p u l s q u e  l c l

"^i =+c;'{I*,,.-
lenseur unlté d'ordre 4

-  1 ,  ? ,  11)  nc 'us dédulsons

={{cirr A;-. - Ç,

r*u,", =t (5n^6t^*



t re la t lon  qu1 pernet  d 'ob ten l r  les  cons tan tes  é las t lques  Cetç  du  a l I leu
homogène équlvalenL sous Ia forne :
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(u I I  -  14 )

(u I I  -  15 )

Cette forne est
tenseur Ar.

Dans le nodèle
écrtre que Ce t r

foraulaLlon dua,le
les contralntes
sulsante pour les

,1." = ci-. .f (r^,*, -r:ù {,","

s.î" = s;,, { (q;, - s,u, ) B;..

générale; pqur '  être expl, lct te 11 suff l t  de ealculer le

de I/0IGT, on supposê quo Ar = t ee qul' revtent à
esL égal à la valerrr  nog€nne volunlque de C(r) .  Une
conslstant à lnLrodulre un tenseur local lsat lon B porrr
auralè donné à la place de WII -  15) Ia relat lon
conp l lances  S.

(t / I  I  -  16)

. En prenant BI = t (tenseur unlté) on abouttt au nodèle de REIJÊS. Les
derrx nodèles de UOIGT eù RELISS condul eent à des rraleurs e:<tnénales de
e" t  a lns t  qu ' l l  a  é té  nont ré  par  HILL  [8 ] .

Cas approxlnatloBg peuvent être sufflsanùes dans la cas de nllleux
fatbler.enL héténoeèn"" (  AC (<C ) ou de nl l ler: :c falblenent dl Iués.
El les ne sont pas eependant suff lsantes dans Ie cas des naténtaux
conposltes réels où cn paut atLelndre des hétércgénét lés relaLlves de
I 'o rdre  de  100.

I l ,  esL done nécEssa1re d'ef faetuer uno nelI leure évaluat lon des
tcnserrrs At et Bl  .  En général  une tel lE opéraLlon est conPlexe, et
nécesslLe le recours à des néthodes stat lst lques conPlèùes êt
systénat lgu€s, tel les qu'al les ont Été développées patr KRONER [15],
I I ILLIS lL?J, DEDERICHS et Zrtr .r .nR (1).

Nous pnéférons uùl11ser les néthodes auto-eohéeentes, eEtF elles sont
plus facl les à oettra an o€uvra et pan al l leurs eondulsenL à des
nésultats exacts dans le cas du désondre parfal t  [19].  Dans Ie caE où
l l  exlste dEs eorréIat lons antna les héténogénéltés, 11 est nécessalre
de développen ces néthodes. C'est ce que nous propos€Pons, en
lntrodulsant l 'ef fet  de pa. lne, après avoln rappeié la prtnclpe et
les résultats concernant le schéna self-conststent à un sl te.
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U I I  -  3 L e  s c h é n a  s e l f - c o q s l s t e n t  à  u n  s l t e

/  Inl t la lenent dû à HERSHEY [1O] et KRONER [11] cuf t 'ont développé
pour les polycrtstau*, t l  eonslste à renplaeer les lnÈeracLlons
ent re  t rne  hé térogéné l té  par t l . cu l lè re  ( l ' l nc lus lon)  a t  le  n l I leu  rée I
envlronnant par cel les exlstant entra una lncluslon et un nl l leu
honogène qul a les ptroprtétés effect lyEs Çr r  r .

Ce problèrne nevtent à eElut . ie I '  lnc luslon hétérogène dont les
nésu lLa ts  sont  nappe lés  au  chap lLre  ( I I I )  e t ,  nepr ls  l c l .

U I t - 3 - l  E a l c u l E é n é r a l

On a  pour  la  dé forna t lon  dans  1 ' lnc ius ton  ( i )  ( I I i  -  e1)  :

f.t
r i i1, =E'i

Àc:.,J't^,*n

'rrr
AI- 
î, i;$t

A I  s ' é c r t t  :

ad-" ( r i l  -  17 )

(VTT -

et le tenseun loeal lsat lon

Alu*, = , l- T.'=
Yt ^J t""

Le ca lcu l  exp l l c l te  de  l r I  dépend de  la  fo rne  de  l ' l nc lus lon  I  e i
des nodules C',t f gul sont por.rr le nonent lnconnus. .Arrec I'alde dE la
relat lon ( l / I I  -  15) on obt lent une équat lon lnpl tc l te pour C.rr  que nous
préc t sons na.l ntena,nt pour des nI 11eux I sotropes et des l nc lus t ons
sphérlques.

Consldérons donc un nt l leu élaEtlquo lsoLnope contenanL une seule
tnc luslon, à élas{el té- l  sotçope, .earaetér lsée patr les consLantes
élast lques Ct (  à!  ,  ) , r '  S,r  

- ,  
1t-r) ,  lgs eanstantes d,a Ia natnlee

supposée lsotrope étanÉ notées Ctr (  ) ' ,  P'  ,  )Â ,  Ï4 ) ,  Le nl l leu est
souml s à une contralnte E,,  à 1' tnf  1nl  créant une , léforna,t lon
élastlque unlforuo 

Ç; 
-'â

o,rErE

c#

rt,1

l
I

,  ppelons f  Ia fract lcn volurnlqua de la phase I :
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NouE nous proposons alons de ehencher les soluLlons corr t  À",)*"  I
du nl l leu honogène équlvalent.

Pour un ul l leu lsoLrope, on a :

d ' o ù

Çr^, = T

t,,, , )

C,6ee - I 5,1 S+r*./,( sr, ttrr s* Ir) 
(url - 1s)

- ,.1".) Al.^n wrt - ?P)

(u l r  -  eo)

t I / I l  -  e1)

tvl l  - ?sl

De ( t / I I  -  15) ,  nous  dédu lsons  :

cr^, = c.:, ,l (.:_.
0r ,  les  seu lg  te rmes Cr  r rn  non nu IE , l ' après  tv l | -  -  19) ,  son t  Cr . r .

aù Crr. ,  donc on dédult  de ( l / I l  -  22) :

cl^, = c^:^,.f (,;- c;,,) \',,, - ilçi,^-Ç,,,)nL., 
(urr - as)

d 'où ,  pu l sque  C r " r ,  =  C r . " ,  =  f

C,f,, = c:,, .lt'-I) (o:,^, - o;.,) (urr - e4,

ou encore

rI0'-T) 6,.,'^:...)r'=f^

da nêne or, 
" 

oo* Ào ,

,.T,, = clr, . { (:-. - *.) A1,,, fuI I  -  e6)
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êt  d 'après
pour lesquels

r'+t r'
"rrrr3 "4ttt +

eO),  les seuls  ternes
(1 ,1 )  ou  (n ,n )  =  ( e ,e )

- c:.) h',o. -16(ri,,,

C, , ,nn non nuls sont caux
o u  ( n , n )  =  ( 3 , 3 ) ,  d ' o ù  :

- q:) \',,,or ( (çi,,- ç:J

( Y I I
( n , n )  =

/ t

f tq... A'
,rtt/

d 'où ,  en  posant  :

^t n"t  , t , r / t_)"-ITn,LQ+ty)
Ç^^ 'L " . ^ "  =  A

" t  
t4  

èt -èt=aà
"n^n, 

-  Ç^^t l2

l t  , ,n àt_ àn = AàLrr)t - Lr.rt| 3

on en dédul t  Pour  CÎ f I2  = À '  :

r
AÀt = À', {{o 

(tt*zy1

tvll - z7l

(uI I  -  e8)

(l/Ir - es)

fr l I l  -  30)

-  31 )

-  sr )

ài

(UI I

(UI I

s l t e :
nÈ pa.tr

, àtt-f,

'r À)Âr I
,, + ôà Atrno * aa \toL 

I

Âà ({,, ,fu",- ̂ ;,).r{^t h:*

àt rt -f" pour 'le pnoblàue à un
Ies eonstantes effectlves respecttvi le

f"n

t t lL

c 'es t -à -d l ra  :  À '

OR

et

Détennlnons nalntenant
notena dans ee cas

J

)rt

a r DéùernlnaLlon de

D'après le nésultat établl par ESHfl-BY [S] , on a:

? - ,

f '  t r  q  ç?  (u l l -3e lni= 
it 

* ";5È2.^rg
aO

où (gg  es t  Ia  dé forna t lon  p las t lque f l c t l ve  de  l ' l ne lus lon  lnhonogène.
qut eondult ar.x nênes contralntes et aurc mêneE dÉfoenaLlans totale que
cEl les  de  l ' l nc lus lon  héùérogène e t  où  S; . i rs  es t  le  Lenseur  d 'ESHELBV.

0n dédult de |VII - 32) :

E:.= {c * S,,,se {; ( r / I I  -  331
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€t pour uns sphène fce qu'on suppose dans notre nodàle) on a t1g] :

rf

{rà.3qr '+ (o - g) Eo 5^i (urr - s4)

av€c :
T'-T:

A:

O= ,"t - ti

- xt.,

t^t - ti

bi-11 fi-,li

( t / I I  -  35)

( r / I I  -  36)

( r / I I  -  39)

tuI I  -  40)

( t / I I  -  41)

fonne de :

(1. -r') *:

et

oùr

et da,ns

eet

^ -L &-5)
ts 

-

)  1 î  4 - , ù

/ âLant Ie napport da polssâni

de  ( t / I I  -  38)  e t  (UI I .  -  g4)  on , lédut t  :

t

f,; = E rr gi E
AL

D'autne part ,  d 'apnès ([ / I I  -  5) an a, en tenant conpLe de la

q, = Al,^,E." * AÏrr. En,

(ri -flri -/:

est  la  conpress lb l l l té  donnée par  :

Ï =* (sr.r2)
v

le eas d'un€ sphère ( t / I I  -  gg) devtent

P sont donnés par (dans le cas ,i,une

o{ =i. a'7
3 4-p

(t/I ï - 37)

X t

, \r=|r*F' 1, (urr - ss)
l nc lus lon  sphén1que)  :

tvtl - 421



d ' o ù

de nêne, on a :

en conparant 7II - 4j.) ( t / I I  -  44\ ,  on en L l re

UL
/ ' t

{^r= (^:,.'. {,.) 
E^,

L'r^ = (ol.^, * ol,r) t,,"

= -!-
2,

- 43) et

r3 l  -

(1/rI - 43)

t t l l l  -  44)

r t / I I - 45.l

(VI I -  46)

ĉl,r &

,  (u Ï I

= 4.^,
/ tn '

d 'ou  l 'on  t l re ,  à  Par t l r  de  ( I / I I  -  25)  :

ercpresslon gu'on Peut

P'n= f" * lu'-l"),1 -@\-/') f:

eous Ia forne :

(/'- rl;il#:,=W,

q
) t

t^
rn

neLtre

,l+l

Etudlons les rrarlatlons u, 
)r\ 

en fonetlon eà la fnactton voluraigue f

Notons touÈ d'abord, gue f ,Cépen.lant unlquetent ae !, gul varle Lrès
peutest, pratlquenenÈ constant; sl l 'on pren'J pzo.L alors R? - ' l  ;r  - l

d'où (UII  -  47) + avee

L=L,l
M f

) r ' '  
I

e+- en posanl :

Àr = )^' -Tn

)r\
Ë

A}
lr

r\ lt

(UT I - 47)

(t/ I I  - 4eE - /\-/'
14 /^n

..L a'" - H
rn

=& ( U  I  I - 4 9



alstrs.  on obt lenù à part l r  de ( l / I I  -  48] et  f [ r I I  -  491 :
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( v I I  -  50 )

4= 4*H
Jr' 

'

pc+ (^-tf  )

: l

H æ -  (a+ H):  o

or .  H  es t  LouJours  pos t t l f .
prend généralenent |rt > )"n ; on
à un  d iscn ln lnant  touJours  pos t t l f ,
opposés, carr leur prodult  égal à -  (1

car dans les conposlLes on
vo l t  que l 'équat lon  ( t / I I  -  SO)

adnet des raclnas de slgnes
+ H ) ( o ;

d ' o ù ]C :

Etudlons les var lat lons de x
conaê natérlau hétérogène, un
d 'YOUNG de 1 ' lne l .us lon  e t  de  la
valeurs nÉal lstes sulvantEs :

1 - t
E-= 360 Gx1, ' 'z

I

2

en fonctlon da f an prenatt
naLérlau tel que les nodules
na.trlee alent par exanpla les

Et= J.6o GN/r,

t u I I  -  51 )

a v , 3 c  x  )  o ;  o n a d o n c  x  f o n c t l o n d e f a v e c H e o n n a p a r a n è l r e .

. . 3  .  Ë l
0 n  n o t e p a , g u e p o u r  f  = o  +  x = 1  +  ) t t = . 1 \ - .  c a q u l e s t n o n n a l

e t q " u e p o u r  f  = 1 ,  x 3 H + 1 +  
f \ = l t  

t

cotrFespondant pan exenpla à une natrlce de néslna Éporcade et ,âes flbnes
de carbone. 0n pnendra porrr trapponts de polsson

\ l  1 F l
' ù  = / :

alors pul sque .fÀ - E,=ffi;

I
5

? /1:  l5o OulnL It'l
t /

^ool ' l :  39  g

= À.5 ÇNlnL ( t / I I  -  5e)
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Hous obtenons al i rs l  une eounbe. lui  rrar le Feu iusqu'à f  = 0.3, O-4

et qul ensulLe crol t  rapldenent pcur f  > 0.4 ,  pnat iguenent

l1néa l renent .

Nous pouvons obtenlr d'au!1es tracés en faisant varier le PararnèLra

H , e , e s t - à - , J l r e I e r a p p , 3 r t f t / f n , e t , : n o b s e e v e e e q u i e s t é v i d e n t à
par t l r  de  (UI I  -  51)  que p lus-  H es t ,  g rand,  p lus  x  es t  gnand.  On ob t len t

Ies résulLats conslgnés r lans tableau t / I I  -  1 el  repnésentés par f lg.

V T I - 2

t 0 o. l a.2 0.3 0 .4 0 .5 0 .6 o.7 0 .8 0 .9 0 .10

x ,

,*

Pour
= IOO) I 1 .24 I  . 65 2 .44 4 .51 t4 .14 44 .3 82 .0 t2l 160 200

x

I
(L = l0o)
u

I t .24 t . 64 2.38 4 .  t7 l 0 23.9 42 6 l 80 .4 loo

x

,* - to)
u

I 1 . 24 l  . 63 2.35 4 .03 8 .94 t  9 .83 33 .  95 48 .93 64.44 80

x

I .
(]L - 5s;
u"

I t .24 I  . 61 2 .28 3 .70 7  .O7 13 .50 2 l  . 88 3 l .o 40 .4 50

, x
I

(uo = 2g1
u"

I 1 ,24 l  . 54 2 .O7 2 .98 4 ;47 6  "76 9 .67 12  "9 t6 "42 20

, !?b]eau I/II - !

I /ar lat lon , lu rapport  r ;z)t \ l fa,Ju todtte de clsai l lenent 'Jans le no' lèIe

à 1 sl te,  en fonct lon de la fract lon voluut l ' lua f  ,  pour dl f férentes

rraleurs du raPrcrt ,{+ H s It lf^ -
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h d = 5 O

h+l=2O

varlatl,3n du rappont ! = P" Ên foneLlon

)f
fnactlon voluralque poun dIt'fénanlas valeurs

Ce f ,

duraPPor th= IU

f



UI I  -  3  -  3  Dé te rn lna t ton  de  ) l

Nous avons vu quê (UII - Èg) :

1è  \ g
Y,t tzù = Àl
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fT l I I -  D C I

en LenanL conPte  de  I ' l so t rop le  (UI I  -  gÙ) ' on  a  d 'apnès  ( .V l l - 15 ) ;

Àî= C1.", = Clo, *

ou êncotre ,  Àî--  ànr. Ia(,r+r/n)A]"rn *f  À \ht",r '+ A]

f*r, r

l
A'rrrr'{ (i,tti,

4rr, 
(i/rI -

. * )g (t1.. 'q^.) {,r.

f,u) .*f ot {^,,{= )'- { l^ (î.,,.
A) = Àt- )t1

ar = rt-rn

t (q'.",

N=

B. d, et p
39,  4O) ,  a lo rs

r,:,

ont été
d 'après

' t

A
/t't^'t

déftnIs aux Para8raPhas Pnécédents
f t l l l  -  5 )  e t  ( l / I I  -  5? l  ;

f 1
r - À r 1  À - ç
tra,t t f,aart ?rt I nat, 

\ 
-5)

1

,1,1: *u,i *+ fu ûE*rt;

On peut écrtne d'aPrèE Ie rÉsu}taù étatll paP ESHELBY [g] Pou;" une

lnc1uslon sphérlque et lnhonogène :

ou encoPa ;

avec

aL

av€e

o ù A e t
3 5 .  3 6 ,

,II TB
4+ "L A

(UT I  -

(U I I  -

( I / I I  -

54)

5E) l

5 8 1

i l / I I  -  571

f l / I I  -  58)

( v I I  -  5 S .

Y\=
AL

(u i r  -

(T/I I - 6 0



avec donc :

t
A, IALL

de nêne, on a :

N- M

3

d ' o ù ;

de nêne

d ' o ù :

ài= ^'. f ot

r:

/ r = \= i (r,i- tf') / a) =)'-)'+(t \-tt",)

r\ - P",(f^ /')

d'où en nepoptùt ees nésulLats da.ns ( t / I I  -  54)

"=Àt*lAlr.r 
+f1Ap N-M+ Aa- - I . /  

. - ,

et en tenant eonpte des valeurs de l . l  et  H fUII  -  gg, 96,

1!r, = Alr.. Enn r fru" î.u * l"rr' L,

X:
rc.*tor{

I] = À"* {at fii,, * h|,,o- nî,").r{ot Al^,, (t/II - 66i

,x'

^r zn-N
' 'ùlrlrL - 

S

â=-- =A:., t.n * Alrr" Eor* Alr* E*- ra '  '  , r '14

^t Y-n
rt,z3l = T

tu l  I  -  87)

5 9 , 5 9 ) :

çe
A

/ \4,

r\ - e: (Ë-t')

t y I I  -  6 S )

1 tr!

,^f=l-r
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( u I I  -  61 )

(uI  I  -  6e)

rY I I  -  83 )

(r/I  I  - 64)

(u I I  -  65 )

vt
An=
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Dans res careurs nunér!.su's. nous p.enons ê4 = Pi = t ^( )= +) ;
I 'équatlon ruII - 6e) est une équa.tlon du second degré En àI : d.

d lsc r ln lnant  Pos l t l f ,  don t  le  pnqdu l t  des  nac lnes  es t  négat t f :  e t  on

pnendra la raclne poslLlve. 0n résoudra - I 'équat lon t t / I I  68)

nunérlquenent Pour chaque f 'lonné on trouve )l .

U I I - 3 - 4  C o n c l u s l o n

â1nsl conme 11 a été lnd1qué plus haut,  les nodèles de I /OIGT et REUSS

ne convlennent que 1orsque Ie paranètre d'hétérogénélté est tnès' falble '

Dans les caleuls précédents, nous nous stnnas l ln iLés au cas des

coaposttes lsotnopes à constt tuants lsotnopes da.nE la eaE de nanforts

sous Ia forne d' lncluslor,rs sphériques. La néthode Précédente, Peut êtra

égalanent développée dans Ie cas de natérlar.sr anlsotrcPes, Iocalenent et

globalenent.  C'ast !e cas qul a été tnal té Par I ' IORRIS te0l et  qul

concernê les polyenlstaux nétalllquas Possédant un€ te:<Lure

er l  s ta l  lograPh lque.

Nous n'avons Pas voulu tral tae cE iSPe da sl tuat lon part leul làre qul

condult à des calculs nrr.nénlques comPleiges', nal s nous avons plutÛt

eherehé à éten, lre le Echéaa salf-consl sLent au ' :as d'un natér lau

possédant une anlsotropla de réPan+-lLlon de Ia seconde Phase' Le tableau

vll - 2 nontre les effats des dtffêrentes Partles de la nlerostructure

sur Ie eonportenBnù effect i f  glc,bal antsotrope. sl  le schéna

self-corrslstEnt à un slLe est capat le da prendre €n conPta l 'anlsotrcple

ào 
"o"nortenenL 

-tocat,  
ta iexLure ertstal lographlque et norphologlque

(forno aÈ onlentatton des gralns).  11 n'esL Par conLra Pas préuu Pour

fatre tntervenlr  la répart l t lon àa La seeonde Phase. Alnsl ,  Par axenPla'

I 'anlso|ropla uacrosecplque due à un€ répart l t lc,n pénlodlqua

d' lnclustons sphénlques IsotroPes dans une natrtce lsotrope ne peuÈ être

nodéI isée Par le Echéna self-conslstEnt à un sl tE'

Dans la para€raphe sulvant, nous PrÛPosûns une néthode appnochée

basée sr.r  la solut lon ,Ju pnoblène de la palre d' tnclustons pour tenlr

conpte .des  a f fe ts  de  la  répar t lL lon  des  gra lns  o t l  tnc lus lons  sur  les

proprlétés Ea€noseoPiques .
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Conportement effeetlf

global anlsotrope
Lenseur C. r  ç antsotnope

d û à : pnls an compte par :

I
--+--

r conportenent local
anl sotnopa

. ----f---

r texttrre cnlstallognaphlque

I

r te:sture norphologlque

- forns des gralns ou
l n c I u E l o n s

- ort€ntat lon des gralns

- répart t t ton des grains

x tensaur Cr anlsotrope

r  Fonc t ton  de  d ls t r lbu t lon
des onlantat lons
enl stal logtraphl ques

-  l n c l u s l o n  e I l l p s o l d a l e  +  T r  I

-  fonct lon de dlstr lbut lon des
orlenLat lons géonétrlques

- aléatolne, ordonnée,
pér lod lque.

Tableau [ / I I  -  â :  Effet  da nlcrostructure sur les ptropptétés
anlsotropes globales du conç,ostte.



U I t  -  4  D é t e r n l n a t l o n  d e s  c o n s t a n t e s  é l a s t l q u e s  e f f e c t i v e s  d u  r l l l e u

h o u o g è n e  é q u i u a l e n t  à  o a r t i r  d e  l a  s o l u t l o n  d u c s r o b l è n e  d e  l a
oa I re d' I nclusl on hétéroqènes. noA-Èle a-e$slSg5-5!-t-e5

U I I  -  4  -  1  S o l q u o n  q é n é r a l e  - ,  n o d é l  l s a t l o n  d u  c o n p o s l t e

porrn tenln eonpte de la répart i t ion des lncluslons dar.s Ia comPostLe,

1 I  faudra l t  d lsposer  d 'une descr ipL lon  s taL ls t tque du  eonpos l te '  9aP

exenple sous Ia fonne des fonct lons de eonréIat lon tntrodultes Par

KRObIER tls]. Ces néthodes s:tstÉmatlques quotque e:cactes sont longues eL

fas t ld teuses .

Nous proposons une néùhode approchée qul eePrend les ldées da base du

schéna self-conslstent à un sl te,  nals qul part  des tnteract lons entre
,,une ce I lule hétéioeène é lénental ra " et }e n! l l eu heno€:ène

équlvalent.

Dans le cae Présent " la coIIuIe hétéroeiène élénentatre" ne setra'  Pas

eonst lLuée par une lncluslon unlque, nals par un ensenble

d ' lnc lus lons  rePrésenta t l f  à  Ia  fo ls  de  1 'an tso t roPte  géonét r lque e t

néeanlque , le chacune d'entre eI les et de leur répant lLion urutuel le '

Cette "ceI lule hétéroeène élémental16" doit  être sui f lEannenL slnple

porrr con,Jutre à des caleuls c'jupaÉts, nals égal.enent nePrésentatlve de

Ia structure. .4u rnr du comgortenent en 
Èrtt *, 

(ehaplLre l/) des Lenseurs

Tt J.  et  des e.alculs concepnant les dl f f ,érentes part les de 1'énergte

élast lque dans le ehapltre I I I ,  on peuL nalsonnat, Ienent l ln lLer les

lnteract lons auK prenlers volslns. La pnésence des autres lncluslons est

pr lse en conPte du fal t  que nous cholslssons Pour nl l leu honogène, le

nl l leu honogène équlvalenL. MSne da.ns ce cas, les caleuls ssnt encore

d l f i le t les  à  cauEa de 1 'an ls . r tnop ia  du  mI l leu  hbnogène équ lva len t ,  na ls

sont fatsables nunérlguenent.

En effet Partons de I'expresston de la'lÉforuratiÛn lao:lenne dans una

tnc lus ton  I  L rouvée au  ehapt tne  I I I :  a lons  s l  N  as t  }a  nonbne
, l ' l n c l u s l o n s  d a n s  l ' e n v l n o n n e n e n t , J e  I  ,  4 T ,  s ' é c r I L  ( I I 1  -  g 1 )  :,* t

- 139 -

a'
( . .  :

ùXt
E â -tçl Nr;-. q'." -t

rz r{(
ViU: 

ui*ag est le nêne (par hgpothèse) pour toutes
ef ,  U,  Ib  vo i r rne de I ' lne lus lon I .

ri-.*t T':;^ç"] =E,)

âtî 
Ài.J,n ,,,ri - ôe)

-

î1,,""'*Ëç
0n en dédu1t :

e,: /r,^,,. .!T;:
lxn 

l-'^'t, 
Yr r;tt TVT I



st
du

en eonparant IUII
tenseur âl :

-  5 l  eL  ( l / I I  - ?111 ,  nous Ën dédul sons I ' expnesston

\ - { ,

)f w7,
)

( '-rt
\ ';1rt

- 140 -

-  7 1 )

. t
A
'  l r . . i j

Ie systène (l/I I -

(

: [s[ .rÀc^'^
1 

-* -.à 
t, {t*.

\

7Ol peut être éert t  sous

f Ttt
+? t:g|'

la fonme

EÂ =yrE (vrr - 72)

(vtt - T7l

(r/1I - ?€)

(u I I  -  761

ou encore

.r}i Acl,^.'lriL Àc;.- îvr, - 71,

rï,, c;. . f (c;.. -,i-"){-**o

Dans Ie l ree pas _de calcul ,  nous lnJeetons dans Tl I  et  Tt J les
solutlons ,fr! et X! J.*enoblène à un slte, nous en ,fédulsons les
conposantes de B, que nous lnvapsons pour obtenlr 24, et à partln de (UII
- ?6) nous on dédulsons Pour r.rne p..b^r.{,-;1r*cf donnée, las valegrs de
CîjL ;  nous réinJectons ces rraleurs dans TtI  et  TtJ pc,ur obtenlr  une
nouvel le naLrtce B d'où rrne nouvel le expcesslon da ,4I et  de nouvel lEs
va laurs  poun C. t r  ,  e t  a lns l  de  gu t te  Jusqu 'à  ee  que nous  ob ten lons  des
valeurs pour Crrt  è€l les que les dl f férenees entne lee nouvel les et les
préeédentes valeurs, en valeur relaLlve, devlennent tnfér leuras à une
rraleur f lxée à l 'avance, paî exenple lO-a, de nanlère à ee que Ie
ptrocâssus l térat l f  eonv€tr8e.

1v
Brlr" â,'" = V. E.',

avee 8r3,".

et alors , At :

Pour déternlner les eonposantes B; l rnn ,  nous caleulons Tt I  et  Tl  J
en  u t l l l san t  les  eoef f le len tE C. t r  du  n t l leu  honogène équ lva len t ;  las
conposantes  de  T l t  e t  T IJ  sont  ea lcu lées  nunén lquenent  ( t l s t lngs  donnés
en ann€xe eL voln chaplLre V) dans un repère pnlnclpal d ' Inart le
i l e  1 ' l n c l u s l o n  I .

Une, fo ls  ob tenues les  eonposantes  de  Ar ,  nous  en  dédu lsons  les  Cr r r
à  par t - ln  da  Ia  re la t ton  (Y I I  -  5 )



Ces calculs sont Posslbles nunérlquement et les Proéira4nes
de cal.culer Tf I  * .  et  Tl  $ '  ,  pour le cas Ie Plus général

lnc lus lons  e I I lPso Ida las  sonÈ donnés en  u lnnexe.

Nous al lons dévalopper malntenant das caleuls analyt lques

des hspothèses  s lnp l t f l ca t r tees  suPp lénenta ines .

Fernettant
de deuri

an falsant

- l 4 l -

(I/I I -n)

U I I  -  4  -  ?  S o l u t l o n  a n a l s t l q u e  a u e c  d e s  h u s o t h è s e s  s l u p l l f l c a t r l c e s
suPP I Énen ta t r€5

Nous slnPl l f lons le Problène
suppléaentalnes suttrantes :

en supFosant Ies hgpothèses

r Hous supposons que le nllleu homogène équltralant est lsoLrope Pour
Ie ealeul des comPogantes de Tl t  et  Tl  J et que les Incluslons sont

sphéntques .  Cec I  pernê t  d 'u t l l l sen  les  fonnu les  ( l /  -  99)  du  chap l tne  V-

Le tenseur At est Par eontre anlsotrcPe.

* gous supposons en outre que la "cal lule héLérogène éIénenta1Fe" est

const l tuée de 9 lncluslons st tuées aux sonnets eL au centre d'un cube
( f l E .  V I l  -  3 ) .  C e L t e  r é p a r t t t t o n  s t n p l l f l E  l e s  c a l c u l s  d e  A !  s t  o n

suppose que les {âfpf,Ea,t-l'9:rs son!.-tC-Cqllgggs dans chaque lneluslon eolln€

t I  est ratsonnable de Ie faire.

Hous eonsl.Jéron" Uon" un naténtau caûposlte contenant des lneluslons

sphérlques de nêne nagon r, qul constltuent un réseau cublque centné;

lnc iuslons et natr ices sont suPPosées t-solroPes, Ies constantes

éIaEt lques  de  t ' l ne lus lon  é tan t  no téas  Ct  (  11d) ,  ceJ les  da  Ia  na t r tce

Cft  (  àn f f  t .  On prendra I  au centne d' 'un cube du réseau ("ceIIule

d'hétérogénélLé ÉIénentalre") et  dans te calcul  deE ternes tels que

dans l 'expresslon (UIT - ?41 on n€ t lendra conPte que des I  lncluslons J

se trouuant aux sonmets de ee cube.

L' tncluslon slèuée au cenLre du cube sera tndéxÉe par o (zéno],  Ies I

autres pa;.  J = 1 ,  2, .  . . ,8,  et  les sonnets du cube éIénentalne seront

a p p e l é s  A 1 ,  A 2 , " . . , A s  c o n n e  l n d l q u é  s u r  f l g .  y I I  -  1 .

c x ç
En posanù à* . '  ( - . ,  (hypothèse s lnp l l f l ca t r l ce) ,  1 'express lon  (7 I I

-  ?O) s 'écr l t  avec les hypolhèses e! ' -dessus ;

I

e I I t-. ,Àrrh 
L 

hÀ'â vl

[ ,  
est le ssnbola

6*'

r;i ot*. E

*a Z
Vr J ' r

([*-5,^ , 5*^ 5,- )

Ton
.rjÈt

/ t '

Àc;_"1=,,,
J .

La pnoprlété d' lsotrople suPPosÉe pernet d 'éer! 'ne

.Âl

,ia IGONECKER, iai que :

;  â *  Û

âù &= 8,

Àf,rtr_^ = aà 5n, 5^^

-l'-In

{u I I  -  79 )



,..*45,"^ J", - s*" (àr;L) . ̂ r

avee Â ) = )'- ){1 ,t À /a : f" - fO' ,rrtr* n,

on a alors :

Ë h:' .ï:")
Ër ^i,"" 7 i imÏ=u trt"I l 

- 8o)

où J  =  0  co t r respond à  l ' l ne lus ton  s l tuée au  cent re  du  cube eLv  =  v t

Nous pouvons écrtre ee systène sous forne natr lctel le,  en ut l l lsant
Ia convent lon lntrodulte par I /OIET [2f]  qut pernet d 'écrtra des tenseurs
synétnlques d'ordne 2 sous forne natr lc lel le (à 6 eonposantes),  et  des
tenseurs synétr lques d'ordre 4 sous forne de natr lee (6 x 6) :

Bâ =VE (r / r r -81)

où B n'est autre que l ' lnverse de t /  . l l t

t '=VAt 
( t /r l - 'e)

et en écnlvant B sous fonme na.tntelel la d,élénent B, r ,  que
nous donnons dans le systène "crtstallognaphlque du réseau cublque',
eonsldéré pou.r Ia répa.rt l t lon des lnc lus1ons, toutes les sonnattons
telles que L portent sur J de O à g :

t

8",,=V* AÀ lT::- ,LLf Ir;:.
Bno = À )' 5 {:. ,LL1IT:J,

8., = Àt ç I.:,. ,tal ? T;1,,

tsq= I ÀfÈ (Ë .I::, ) i B^s=2al | ftll, .Iî), 8".:rÂ12,(t*,t:l)
Br.= ÀÀ F T;:_ + tÀI ç I;;

Br, = Â) ç{:- ,rÀrçl::, +V

[r = ÀI 5{:. r{Àp Ç r.j,.

Dr{ =raf + (il,, T;:,) ;8,, =t^fF (ç; -r,i,), r,. . "lf(il,-T.l)
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Br. = À) ?1;:- *2ùr t T,::.

bst, ÀI FT,r": + LLf +T;:,

B'. Y+ AÀ çT; + t ôf ç 
T';

sÀrF(ç.-Lll)

rÀl5ffi,'T,î)

(u r I  -  83)

Bs*= tAf çffi. T;; ) i \,.t^fFffi "Ï1,) ; b*= t^rlf,; .Ï;)

Br.= ÀàFT'I- * lÀf l\;:,
B\z 3 AÀ çLi," + tÀr ç\::"
B*= À^çÏ:-* f,af lTll
Brh=v*rarç (Ë fi)
8,,,= ilrF(f;,T,;J,) i bae =

Bs, . A) ç Ï:- * lÂf TTii
brt,= ÀI ç ç:- + lÀf ç Ï1

Brr = Â I çT::* * r Àr TT^::,
Bsr= {.Àf T(U.T;)
Bs.r= v*ra1 çffi.ïî)
8,. ,rÀrr(11i -ï;)
4N = AÀ+Ï:. *J ÀT çIJ;
gr= ÀI çï1", , r [f F\:L
Der = À I rtl;l- * sAl lI;:,
oe,r= rÀrF(fi"T;) i 4r=

V*trf Ff,;;.I;:^)
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L e s  d l f f é r e n t s  T P j * .  p o u r  J  =  0 , 1 . . . , 8 ,  n É e e s s a l r e s  P o u F  o b t e n l n
Ies é!énents B, ,  de Ia natnlce B ont éLé calculés au chapl Laa V, Pour
le cas lsotrope de 2 lnclustons sphérlques, dans un ssstène de
coondonnées tel  que I 'a:ce x,  colnelde avec la l lgne des centreE des 2
sphères

Dans notre ca,s lct ,  las dl f férents axes N3 colncldent avec les
d l f fé ren tes  d lae lona les  du  eube;  ce  sont  ( f  lg .  t / I I  -  3 )  Ar  A?,  A2 .4s ,
â, A. et A" .{6, et on Prendra les der.x autres axes dans un PIan
penpend leu la l re  à  ces  d lagona les ,  a tns l  I

At A?

A2 Ae

.41 ,4s

At 46

est penpendlculatre au

On prendra enEulte dans
dl agonala cornespondante,

chaque plan une drol te perpendlculatre à
par exenpla :

p lan (A^

"  ( A t

t .  ( n
( r-ra

rtlr A" )

A t  A " )

A 4  3 r )

A ,  4 " )( .4,

1 a

dans (Az

dans (4,

dans (A,

dans (ât

A " )

â . )

Ar.)

A " )

on

on

Az At

I
Az Ar

A2 A1
.-.--.+
At At

Aâ

.4r

Aâ

A!

Enfln on pnendra contre 3'r' axa, une drolta aPPartênant au Plan
eAnsldétré et qu! solL penPendleulaire à l 'axe Pris dans ee plan; Par
exenple on peuL prendre suceesstvenent eûIuoe 3ti' ance la nédlaLrlee

ne la t l ve  au  se€ i tsen t  env tsagé;  a tns t  s l  4 ro  es t  le  n t l leu  de  Az  Ao,  Arg

celul  At As grr ê:

dans lA, Aa ârl on Prendra eonnê

"  ( A ,  A 3  4 . )

" (A" A4 Ar) " ' '

"  ( A ,  A t  â , )  
' t  "

Pr.€ndra

PFendra

g. 'ç  axe ,  une d t ro l le  co l l lnéa l re  à
-

As Aao

..4s .4r

f,7 îr2

_à
.rlâ At
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Nous exPnlnons les dlfférents vecteurs unltalnes des g sgstènes de
eoordonnées coPFesPondant à derrx lnelustons, tel les cal les centrées par
e x e n p l e  e n  o  e t  . â ,  ( n e s p e e t .  e n  0  e t  A .  , . . . ,  e n  0  e è  A . ) ,  d a n s  l e  n e p è r e

JU d'or lglne o, d 'a. :<6s paral lèlas aulc arêtes du cube (repène
en ls ta l lograph lque) ;  Ê t  on  appe lena ,È t  t r . . . , i9  les  nepènes d lnec ts
fdéLernlnant de natntce de passagâ = 1), eorrespondant art:r palres
d ' l n c l u s t o n s  c e n t r é e s  n e s p e e t i v e u e n t  e n  o  e t  A , ,  e n  0  e t  A , , . . . ,  e n  0  e È
, . {s  ;  a lons  ies  aa tn lces  de  passage da  . f , f  à  Â"  de  f t  à  fu , . . . ,  de

.Btà-R" 
, qu'on notera respectivauent ola, el , ol,É , Jont données

Par :

-h ê\

-fu "*l

- ! -
E

-.c-
Yi

-h * Ê\

#k--,1 I
o 'h -kl

â5=dt =

o[1 =
- j_
,lE

I
U3

- l- -û.
rlt ,G

4
v3

_tL, - -
v& 16

o#

- i-^L
rFr !î ,11

-4_ _^
! tE

^-Liv 'lE 'J5

,l

\l5

o16=,t
0( :

T
C.'=

!_ !,  4,
,lî {6 ùt

ç to,Ê -Ê

I -l- -4- À
I {î, 'te u5
I
l ,t -4-L
lo tr\,î
I
\L i
\O G Ë

Â À À
- b - -

E u7 \,9

-# -h-Ê
)  _ t
{t rra

O-L.LrÙ6 15

, IA \

î-E\

#kl

-L
\J9,

ù8=

,|

w

(\nr - 84)

, Û =
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æor
Alns l  donc  s l  on  no te  9^ lgg(eoun J  =  1 . .  . . ,8 )  les  coroPosantes

du Èenseur d' lnÈenact lon, expFïnées dans'  la repène h, ,  alors

Ies conpoEantes du nêne tangeun expnlnées dans Ie rePère

Ào {cnlstal loeraphlque) s 'éer lvent.  p.ùr appl lcat lon du er l tère de

tensonl aI I té .

{r=0,,r,...78 : tull = d; ai "tln"rl,
Too

Pour Ie calcul des Èernes 'fqnw

des fonnules ( t /  -  85),  €t  les tennes

nous avons dans ees condlt lcns :

Too .roo I  co rr |  -aoî 'tn. . .  è l t t  t , ,  = ' t l>t  = '  
qr61

oPol
v;;h?-

o n  o b t l e n t  ( p o u r  J  =  1 , . . . , 8 )  :

, nous
aPoî

ëi6lt

Too  loo  T2"
= llt.r = tLtts = 'trùL =

-f oo -f 0g -f 0C

:  1n,,, = l^5'^L= talz'4 =
l r-sP'

lo2f (r-,))

I e s
à

.Too  
Too

: ttzn4 = hrr

-V
Too

â{ùù

Too 
'T- oo - T 

oo

i r t r= 'L\ t t / -  45 ' r ,

et potr les tenmes To J

A= Vt '

1r a$ Ye G- ,DI
en posant

I-  = oAr = OAr- " '  3 OAs

f)t LnL
et  *=T t r  t ravon da ehaque lne lus lon

ï;: =.=T^:: =+(u-if)

\.or^rr""'=\::' =* t- -+Ë)

ç: .=T;tt,=+ Q.-tf Ë)

ï.;a --T::,, +(-z. +r)
r:i^ : - --T,o,1^= + (a - +t)

sç,hén1t lue,

obtenons à Partln
part l r  de ( I /  -  9e)

t v I I  -  85 )

(I/Ir -  e6)

(r/I I  - 87)



\;.:... =\:i=+ ç r. +r)
ri,=-..=ï:" =+ (zrYr)

Tî: " =ç: =+ (t.+Ë)
ïl 3 =r;; '+ (-'. *t)
T#, =.-. =Tr"rlrr=* (e. YË)

\:k . . =T;',' + (-t'. + t:)

1::,3 .. --T,::,=+ (-,**t)

Turi ,... = =ili =+ (-t.YV)

T:1. = .1. =\::'=+ (-zr y t)

\::^-.,. ,T::^=+ (t. yt)
T o u s  l e s  a u t n e s  t e r n e s  Î o J ,  p o u r  J  =  Q , . . . ,

On en dédult :

8
s '? OJ'

L l rr,',,,, =
I t o

I
f  ro l
1o 

t33r- = y a-l' )q

e f(t ,o')

8 ,  s o n t  n u l s .

-  t 48  -

tuI I  -8Sl

(u I I  -  99 )
i Ton
î* 

' l ' lnr6 =

et nous obtenons alors porrr

B. = vr [l Jv 'r-t2' Iâ'r 
t ey'(t-)'))

Ia  na t r tce  B (UI I  -  71)

,LAIIvT-^oe" +' 
L âoP'(r-)')

EÀ / ,  ,o nt t l
ï(+-?')J

Brr = u{v ffi,}+ r A t t 
\ fuo"t- + Q' Y q}



Bn,=AÀtr#J*.rÀf lfu
B.rr,= Br, = 4e = trr 'Bsr =Br"= o

Br, =lr{v ffi} . r l r{-+- . ï t'

b,,=u{vffir} -ror{#-

,lfr. +où

Tto'#
U t-zr ù
3\  î

8.. = V + Aà fu -^''t -]* r lt /u '5, r-LL- 
L 6p.1u1 J' 

-/ 
t 501"(t-,De)

'ÏB,r=v+Àr{u##}

, ' lh
I

- t 4 9 -

(rtt
Àh
5

'l lÈ
5

0

+

)

8'

u+

t,4
3

r

{

h

Brr,

6rr, =6t5 = Bt, = Br. -- Û\*= Bn t = Brs'B|e = o

E.n=Àr{vffi}.r0,

rù

r)\

,'ù

,a 
tl

)]

r)
lrt.T

Brk=v+{Àr fffi, 
+ i( tr*t)}

Br, =V*hÀlft ry.. * $ (-tr+4)= B*
i ' r  '  

I  l rPtCr. l f  
'  

5 \  f  / )

Brn = Bst.  Brr.  Bçq.Br.  = È.^ '  BoL= BerrSrr =Br, = 0

et l 'on volL d'après ees nésultals gue la natr iee B est de la forne,

B.e bn,

Bn" E^n Bnt

Bn, 8., 4',B: (v I I  -  90
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forne analogue à la natnlce des constantes élastlques pour des erlstaux
du systène eublque, nésulta,t auquel on pouvatt s'attendrs conpte tenu
de la  d ls t r lbu t lon  cho ls le  pour  les  lnc lus tons  sphér tques .

t
U I I  -  4 - 3  D é t e r n l n a t l o n d u  t e n s e u r f f  d e  l s c a l t s a t t o n

vetrse

(r/I r - 91)

I cu Ie

(r/I I - 9e)

Le tenseur Ar déflnl par fl/II - s) apparalt conrae le tensenr ln
de B,  gu 'on  v ten t  de  ca lcu le r ,  pu lsque l 'on  a

?

L=A-E ,h Be=YE
^ g  - ' l

? A-= B. 'V

vu lz forne part lcul tène du tenseur B (t / r l  -  g?),  son tnverse sa ca
facl lenent.

Le déternlnant A a. la natr tce B se calcule slnplenent;  on a:

a= (Buur' 
{t; 

. z \: - 3 e. tr",f}

o,reneoreenposanr q:  *rB; -3B.rB; =5 (urr-es)

arors A =(3oo)t  5 wrr-s1l

et on obttent porr ra na,trtce At qut est la rnêne fonne que B :

Â1= f ('* - B:)

A'.r=i(..i - s..' B,,r)

A;=oi,.oi,.Alr=i

{.= AL : Ai

AIr=o1r=A' v'66 : 

î,

(r/I I  - 95)



Alnsl  donc agant expl lel tenent les
(lr*co,L) At' nous Pouvons en dédulre'

cJr
,.l|rr'!

-  ' l 5 l  -

,âlénents ,Ju tenseur localtsatlon ae\Tatk
à part ln de Ia fornule (t/ I I  - 76) i

.f (ci*,-,;,){--(u I I  -  96 )= ci--
les rraterrrs de ff êt 1at , pour une fnactlon volunlque f donpéa, ..
et en tntrodulsant dans At les r,'aleurs trouvé€s Poutr un stte eour/i et rr.l

U I I - 5 RÉsuItats-e!- gsnç-lgs-l-ons

Dans Ie cadra du nodèIe cholsl  a,vec les hspothèsEs stupl l f lEatr lees
qu'on .a supposées, nous al lons évaluen les va. laurs de / ' r t  et ,  pour

une fractlon volr:.nlque f donnée et conparee ce résultat' à celul obtenu

pour un sl te.  alnsl  qu'aux approxlnaLlons l ln l tes dues à VOIgt at REUSS;

nous aI lons enf ln évaluer le taux d'anlsotrople du nl l leu honogène

équlvalent poun una fraetlon volunlque f dE la phase I donnée.

UII  -  S -  1 D-êternina,Llgn-Slu volune U' du çauon r de chaque lnclusion

. ol lr l
et du raooort  { .  --  : -  .  en f  onctton de f

+ 
régul lèreLc uodèIe adopté conslste <ians rrne dlstrlbutlon rrnlforue eù

d' lneluslons sphérlques sulvant un nésaau cublque. eentré, on Peut done

écrlre que Ia fnacttc,n voiunlque f affectée à Ia Phase tr est celle qul

correspond au vo!. l tna de la "cel lule d'hétérogénétté élénenùalre",

e'ast-à-dtre tel  à un cubc d'a,rÊte b (que nous PrendnonE égale à

l ' r rnl té):  nous Pouvons alorE éertre :

!-
T'

Y=

j1s*
&5

P O U r  a = l  +

Pour  Ie  t ragon r  de  1 ' lnc lus lcn ,  on  a :

T
L

-zv
è

A

- /d\'
\ t iT l

tvrt - 97)

(u I I  -  9e)

{u I i  -  9s )Y'L,r r3
5

.l

_ ('{\5' = \;;le t p o u r a = 1  +

+  13

(uI i - 1ûrl



La dlstance {" sépacanL IeE eentres de , leux lncluslons (I.= o,

J  =  12 . . . , 8 )  es t  donnée  pa r  J=  , n  FL

t =f=+ (*f

e t p o u r a = 1  + ( u I I  -  101 )

De plus, les tncluslons der,rront être e:rLérleures les unes aur autres,
nous devons avolr :

tl
L ),  2 n ,d 'où en tenant conpte des relat lons ( t / r l  -  1oo) eL (vr l  -  101) :

^
4l o '68
[ \ -  

- ' ' -  ( t / I I  -  1os)

Nous ferons €n conséquence varler f  de O à 0.6.

Enf ln le coeff lc ient ka qul lntenvlent dans le caleul deE conposantôE
de B (Vll - 89) est donné par :

l= E
L

- t 52 -

( r / I I  -  103)

d?
Ut I  -  5  -  a  Dé te ru lna t l on  du  coe f f t c ten t  l J  dans  l e  nodè le  à

l l  s l t es  ( l . t  l c l  =  9 )

Le coeff lclent 
l ï  ""a 

donné par apptlcatton.,Je (yII - ge)

fî =..r,= r:.,, - { ( q;,^ - q;^) A'"^,,( t / I I  -  104)

ou encotre, fot = )rn - 
|  

(  qr^^ - C;,^) At,^,,

et en tenant conpte de 1'hypothèse d' lsotrople des lnclu
on obtlent, :

)'\,= Ë-f (r'(5n. 6^, * 5',. L)-Ë

( t / : I  -  105)

,s lons  a t  na t r lees ,

(5,. f,n,,s^,I.))Al"^,
/

( t / I  I  -  1061



le terne (Al r t t

est éeal à .U

%r

I AL,  z )  es t  donné à  Par t l r  de  ( t / l l  -

ou en tenant conPte de la valaur de

- 153 -

91)  e t  ( t / I I  -  951

Boo i l / I I  -  89)

ro,ul, (r)')V *hÀf v (t+-s^l'; rSloAfi(^-))AlCt-*

où Af= f'-ti
t. 1t

Q,, A---Y,]. À -aL,s'or.su- '4e,rFail:) -E;F

UI I  -  5  -  3  
WP le  

e t  conc lus i ons

Nous pnendrons p"* | *a 
l- 

I"t valeurs données PaF (t/II

e ' es t - à -d t re : .

pour ) ,  nous Prendrons ): o.Ù

Les nésulùats
( f le "  v I I  -  z l  ,
représenté Les
c 'es t -à -d l re  s l

eL ,lri est

soll (r-Dè)V

f'(,r-f ) *1" {

H- At-f" o .,rr*=
F.

4,,,, =

d ' o ù

( U I I  .

il/rl -

5e ) ,

107

' ï

I
I t  s  o . . {5  ,  toa l  N/ t '

f*  = o. /5 , ' lo lo Nl-

10(

1 ' , l a

be r
/  v ' l" ('{

Lel que :

sont résunés dans le tableau UII - I et rePrése,ntés par

srr ea tableau eL cette fl 'gure, nous avons égalenent

lInltes donnéas pan l'approxlnatton de y0lt31 e+- REIJSS;

nous nolo"t lT 
"al i  

ces approxlnat lon, nous avens '

).+r' ,h â= #.#^j
-l-= {:f + -i-
Ai l" f.

li^'_

tvlr -

(T/I I

( U I  I { {n^g
ls-

f'
f"

et en Fosanl i l / I I  -  1r



obt len t  en  dé f ln lL lve  :
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( t / I  I  -  1131

(u I I  -  114)

( t / I I  -  115)

li =f"(''- tf ) + Fe
Y Y

F =l+nf

eA-
fn= rr(r-f)tÀ

Dans Ie cas nrrnérlque envlsaelé

Nous voyons que C
' ( At'tfr varte ednne
pn

Les résulLats pour
t a b l e a u x U l l - 3 e t

En concluslon, nous voyons que les urodèIes de I/OIÊT et REU.SS constltuent
pour les constanLes effecÈlves des l ln l tes extrênes, 1 'une supérleure,
l 'autne . lnfér lerrre, blen trop élolgnées de Ia néal l té,  beaueoup nteux
décrl te par.  las sehénas à 1 ou H sl tes: da plus, nous vogons.dans l .e
cadre de notre nodél lsaLlon que'poutr la déternlnat lon des csnstantes
effEcLtves (ou eel le du napport  x donnant ) le nodèIe à â st tes
n'aPPorte pas de grande correctton au nésultat donné par le nodèle à 1
slLe, au notns pour la strueture envlsagée; et surtout avec les
hypothèsas slopl l f lcat 'nlces supposâes dans les caleuls analyt lques IUII
-  4 -  2 aL vl l  -  4 -  3l ;  ncus est lnûns que ce calcul  analyt lque approché
donne dee valerrrs lnférleures à la néallté que n,fus eonpÈons approcher
beaueoup nleux dans des publ lcat lons prochalnes. à part l r  de ealeuls
nunénlques excluant 1 'hgpothèse d'1sotropla. Le nodèl.e à plusleurs sl tes
donne de plus ,  eonnê nous al lons le volr ,  une ldée sur I 'anlsotrople de
répart l t lon à part ln des C"t ealculés analyt iquenent.  cê .Jont étal t
lneapabla le nodèIe à 1 sl te.

I

A-R lr ll
:

Fn arn-nf
l7f : ' loo '  on a 1 + H = loo

varle l lnéalrenent en fonctton de f ,  alors que

^-T'
1

les dl  f férents no. lèles sont constgnés dans les
UI I  -  4  e t  dans  les  s raph lques  FLe.  V I I  -  4  e t  t / I I  -
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E t u d e  d e  l ' a n l s o t r o P i e

Reprenons Ia fonnule donnant 1'exPnesslon des constantes

effect lves du nl l leu honogène équlvalent ( lÆI -  tE) :

r''lT:
..rlrh

c"jd'** .{(Ç,*, c;,,)A;.- url - 116)

Dans notre nodèIe, natr lce et lneluslons sont suPPosées lsotroPes

dcnc, dans cette nelat lon [ l / I I  -  À.16),  Cr et C]r sont lsotroPes: et

l ' an lso t rop te  des  C.çç ,  nodu les  du  ml l leu  honogène Équ lva len t  ne
porrgalt parvenlr que d'une anlsotroPte du èenseur Al: .41 ayant Ia forna

du systène cublque,- on peut évaluer Ie facteur d'anlsotropte en évaluanL

I  re
Ie rapport 

'-t '= 
Renarquons encore que pour évaluen Ar , on a

î L  ? e
besoln de déte?Hti"'fo tt" conPosanùeg dàs tensaurs Tr t eL TJJ ên- ^p
u t l l l san t  IeE cons tan tes  e f fac t l ves  Cr ,  a tns t  que les  var la t tons  ÂC= C- -C-

d o n c  l ' a n l s o t r o P l e  d e  C ç  e s t  l l é e  à  e e l l e  d e  3 r .

t

-  Lct"
Erraluons Ie facleur ,l 'antsoLrr.rPle : 4 = --L

S L  C Ctll ' -'t,'

d ' o ù

-  1 1 8(tr-1'')( {,,.^ . t {-.,,) - r-{ (p'-rn){1",'

- {(rt-r") * (t ̂ j,,r" r frr",) ,î"+tr- A)l-.*{o=

de nêne poun Clrzz nous av'3ns :

C" = ÀH *L/ut *
,tt{,t 

- t

\ l*1
(\ (u i1  - ' t ' t o
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et en pevenant auK notattons du paragnaphe 4 e! en posant

et enfln, nous avons :

Llr^r= l* , f {1' -f\({',., . A1,,.,)

d'où pour le facterrr g'anlsotrople, en LenanÈ eonpte des
synétrle des termes A-

.& 2. Lcï - t*. { U Ai,,

È'*taXA;.-A;)
paranètne H. lâ . rr vrenr

l.'

,d-: a- {rr niu

4+ {n (Ai. _'1i)
Ies terne. â1,, ef r, et do etu.nt ,: lonnés
95);  nous avons aussl :

i l / I I  -  120)

,  À),àt-)n, Lf=ft- fn

C; = À".' r/".f ÀÀ (tl" , À:.) -r f a1 nl,.

clr= À'* {ÀÀ (r.4.',. A:r)"r{Àl l.:"
Crr= l" * f Àf Ào',

(ur I  -  1e1)

(VTT - L?2)

(vt l  - 193)

pnoprlétés et

(VTT - L24I

(uI I  -  125)

re la t lons  (V IL  -

(u I I  -  le6)

fonet lon de
les valeurs

e t  en  u t l l l san t

cln

1e

c;-

par les

\-o = u..il ?* ni - ,ri, = v B: - LB:, +BnnLna

Bnl ,2 Bl"4B^Tl,
re la t lons  (UI I  -  gg)  en
dont nous prendnons

91 j , Bs 2 et Boo étant donnés pan les
ta fnactton volunlquerde l^t "Z 1e
données par le schéna à rjn stta.

Hous obtenons dans ees condlt lons les résul laLs, nésunés par Ie
Lablea.u [/II - 5, qu'on a obtenus pour :

t '= o . ts , . ,1o{!N.rr , ' !  ,  fn = o,Às * Ao4o N.n'Ù

à1 = , , lo^ t  ̂ 1 . , " -û  . ,  )  
t  

= , to9  t t  r , ,  àT  =  )n  =  o .ù
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En concluslon alons que le sehéna self-conslsùant à I  s l te ne donne pas

de nenselgnenenÈ sun 1'anlsotr6pie du natér lau hétéroeène Pour une te!Ie

népart t t lon ( t 'anfsotrople étant dans ce eas égal à 1),  1e nodè1e à N

stLes ,  na lg râ  les  hypothèses  s inp l l f lea t r lees  "d ' l so t roP!4"  que nous

avons supposées, penmet de eonclune à 1'anlsotropie du coloPoslte dua à

I ,ex ls tence , l ' l nc lus lons ;  Ia  modè14 à  un  s l te  es t  donc  lnsu f , f l sanL Pour

pouvolr  étudler l 'anlsotroPle de népart l t lon des natértaux hétérogènes

aL déternlner le facLeur d'anlsotropte: I I  est nécessalre d'adopter Ie

schéna à pluslegrs sl tes et de Lenln eonpte de l 'ef fet  de Palre pour

pouvoln êtne nenselgné sur unê tel le anlsotnoPle'
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/zË:o.15x1oto

,u3= l5*10to
u=L

5

rez(2 sitcs;

f l1(1site)

pÊ(Rcuss)

Fle .  V I t  -  4  var la t lon , lu  no , lu le . ie  e lsa l l lenent  fÂ  ,  an  fonc t lon
de f ,  f ract lon volunlque, pour di f férents nodèles.

1

oJ5
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20 1

10

1
o

,t=f;too

x! (voist)

xt( 2 sites )

l*'
varlat lon du raFport  I :  -r  en fonÈlon de la fnact lonr"
volu.ualque, p,rur dl f fénents ncdèles.

xm= 1

F te .  U I i  -  5
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Dans ce travall, nous avons donné une solutlon approchée porr les
chaaps Eoyens dans le cas d'une palne d' lneluslons plast lques et
hétérogènes. L 'appnoxlnat lon, nécessalnâ poutr obtentr des ealculs
conpacts at nelat lvenent sluples, peut être Just l f lée par les caleuls
partleullers de HOSCI{OI/IDIS et }'lUR-4.

En fatt ,  cetùe approxlnat lon n'est plus slgnl f lcat lve dans un certaln
nonbre de cas lorsqu' l l  s 'aglL de la palre hétérogène; en effet  dans ce
eas la solut lon du pnoblène pass€ pzl '  la résolut lon d'une équat lon
ln tégra le  pour  laque l le  11  a  é té  nécessatne  de  fa l re  l ' hypothèse d 'une
défonnat lon Boyenne unlfonne dans les deux lncluslons.

En prenlène apptroxtnatlon, on peut penser que Ia soluLlon obtenue est
correcte lcrsque I 'ensenble des polnts d'une lncluslon se trouve dans le
nêoe chanp lndu1t par l 'autre, Alnsl  pour deu:c f lbnes cyl lndr lques
lnf lnles paral lèles les résultats obtenus dolvent êtne eqrreets alors
qu' l Is le seront nolns dans Ie cas des nênes f lbres perpendlculatres;
dans ce dernlep cas la not lon nâne de chanp noyan dans 1' lncluslon n'a
plus de sensi 11 faudnalt  alors approcher les chanps dans ehague
Incluston par des valeurs, eonstantes par noreeau:K, dans chaque
l n c  l u s l o n .

Haleré cÊs restr let tons, las résultats obùenus sont eependant
slgnlf tcat l fs dans un certaln nonbre de sl tuaùIons.

Les solutlons obtenues ont ét'é appltquées dans un prenler tenps
pour décrlre 1'éeroulssage lors de la transfonuatlon nartensltlque
sûus Ia forne d'une natrtee d'éeroulssagÊ dont certalns ternas ont été
éualués. Ces nésultats devralent pouvolr être uttllsés pour

optlnlser Ia structure de tels Eatértaux dont l 'enPlol ee développe.

Dans r:n der.slène Leaps, nous avons pnoposé de nanlère Êilobale une
néthode pennettant la pnlse en conPte des effets à dlstanee d'trna
col lect lon de dtslocat lons, ef fets gul se supepposent aux ant lons de
eontact lors de 1'écroulssage €tn plast lct tÉ Par gl lssenent

crl stal lographl que.

En toute rlgueur l'état du nonoerlstal décrit p€rr la natrlee
d'écnoulssage non locale devral t  cotrresPondre à I 'état le plus nelaxé
posslble conpte tenu des seul ls da plast lc l té actuels sur les dl f férents
ssstènes de gl lssenent;  la pnlse ,sn eonpte de ceLte rela:cat lon part tel le
n'a gas été envtsagée dans ee travall et Ie setra lors de travaux
u l tén leurs .

Dans la pnenlère pactle, nous avûns dévaloppé une nouv€Ile elasse de
schéna self-eonslstent pernettanL à pant lr  de la solutton de Ia Palre
d'lnclustons hétérogènes de p'rendre en eompLe lss affets da la texture
de répart l t lon sur les proprléLés effact lùas globales et conpatren à
d'autFes néthodes (houogéné1satIon, néthodes dlneetes) .

AppI lquée lc l  au eas d' lneluslons sphénlques fornant un néseau
cublque, la néthode pnoposée Ee génénal lsa évtdennenù à des sl tu.at lons
plus eonplexes (gralns el l lpsoIdanx, néseanrx cublque ou nonl;  Dans Ie
cas de réseaux autres que eubl.lue on peut procéder par sonnatlon sur des
ensenb les  d l f fénents  d ' lne lus lons  répar t les  dans  chaque ansenb le  se lon
la nêne réseau. De mêne dans le cas de natértar.x désordonnés on
peut développer eet le néthode en ut l l lsant l 'hYpothèse ergodlque

et les Lechnlgues probabt I lstes assoclées aur pnobabl l l tés de
pnésence de la phase I en un polnt P.
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Ærnexe ,U - Hotatlon uatrlclelle des tenseuns synétrlgues
d'ondre 2 eL 4

Ærnexe A2 - Ca,lcu1 de Tr J - lntégratton de tr J

.Annexe ^ll3 - Ptrogn'n'natlon et calculs nunérlques



Annexa - .ll1 -

t{otat lon natnlclal le des tenseurs synéLrlques d'ordre 2 et 4

Pour résoudre les sgstèmes VII  -  Sl  et  VII  -  91, au chapttre t / I I ,
nous avons ut l I lsé une.notatton natr letel le.  Nous passons des élénents
des natrlces t, E, ,4 à ceux des Lenseurs eortrespondants par la régle
sulvante , tlrée de "Standards on plezoalaetrle erystals" (1949) et due
à uolgl .

il
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ï

f^ 
tq'

lt 
r' eL

[o, tr te,

,rr^**tL
4

E
tL

1,,

L
T1

r-
LI

('^

lr [11ïil
avec le tableau de correspondaneo

(notatlon tensorlel le : 11 ee
l
I
I  notat lon natr lc lel le :  L g
\

,larro-'
4

n.té

E
A L

' L L

tr- l ]

3 1 , 1 3  ? J , L 2

5 8

ll,zz

I

33

e,

Pour lc tenseur A, l*e

âr  l la  =  â ,nn  quand n

S, , * r  =  4nn quand n

+At Jke = .Arn quand m

on a Ia règle :

n ont pour valeur I, â ou

n a pour rraleur 4, 5 ou 6

n onÈ pour valeur "1, 5 ou

et

ou

et



Annexe - A2 -

Caleul d-e 1' l  ntésrale tI  J
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t 1 2 - L

f e , - 2

Porrr calculer Ia conposante tldr, V - 42), nous sonaes ranenés à
calculen 1' Intégrale W - ?Ê) sulvante qu'on notera [  :

\= 
l,ll"à{"-ou 

-oÈuo",,X*sh) -ss'.-slt} 
*

où, arb et c sont lndépendants de k et donnés pan (V - ?2, re,7$ :

.4" =

{o=

q'rl

,É t+1f,i)L ,,i

'L= X;n,, -Ire" *')t3R,

.avec 1n= ai"êtaaf 'T*= a;0 a'r-Y , Xr: ol0

À

- u' }r')t6lr'-
(o! Q^;rù'

'L

lnriri)')"

( e . y ,L
csondonnées sphéntsues ,le ?1., R; RL , n, les ^ coordonnées
(vccteur rel lant les centres <ies g lnc luslons )  ,  d: :  Ia natrtce
passage du  repène pn lne lpa l  d ' lnen t ! .a  , la  1 ' lne lus lond J  à  cE lu l
l '  l n c  l u s t o n  I  .

qua.nd k tend vers f  '  tnf  1nI ,  14 Jonet lon
rraleur absolue par 1açc[)  ( , f  16È) qul

a. ?'
de
de

Tout d'abord, l ' lnùégnale À est blen covepgenÈe; en effet  au
volslnage de zéro Ia fonct lon à lntégrer est équlvalente à 4 as b3 ke

qut reste l^^J
3

zêeo, sa l ln i te étant zéno; eL
à intégrer peut êtnE na"Jorée en

ast équlvalente à ab quand

qul reste tù\^^â +^t*,^L k tand vers
qua.nd k Lend vers f ' lnf 1qI , la .{oncllon

ta
k ++p (a eè b ne peuv*ntt 'annuler) et  eorur.e I 'exposant da k dans ab

ka

est  supénteur  à  l ,a lo rs  1 ' ln tégra teÀ es t  b len  convet rgenLe quand k  +  +- .

Pour lntégner Æ, - L, Frûrrs transfonnons IeE 'ilfférenls pnodulLs de 3
fonct lons tr ! .gononéLrlques en sonme da l lgnes Lr lgonométnlques, en
ut l11sant  los  re la t lons  c lass lques  su lvan les  ;

Vn,F et I  ona:



d-a $^ î àmT

/Um of Ar" 9 
tocl

uÀ I uvrg ot t

colÀ trrr V 
tlrt =\

t* 
,"rU -7) +aù,^ ( F +t-*) r4'n (ï+ e- 9) -'r-' (a.p-uf

{-,^(d 
+ g-t) +.- (9 +r-a) + !s) (u* a,- }) 

-'-ta.}-t)J

{*,n *,p -ï) - i^(9 *t -a) +a-. (f +à- ?)*nà {a* g"rf
(  Az-z

c.vr(et 9-î) * co? ( f . t-a) *coa(ï+a- 9) * '*'(** 9.t

_ i
h

=L
h

- à

h

De plus, nous setrons anenés à ut l l lser les lntégrales classlques
sutvantes :

porr rnr l  L^" tàrx .z -Æ -g  ( -^ " l *

I E" û'''r) x'-1 /h-'t ) T-^''

/
I /^næ7 r-- , ,lp o u r n l l  
I _ ù : - =

/  j n  n ' 4
. 4  

( ^ *
F -

h-r J n '^
N\^otL àtL

re
( o;^1,

)L
L

par a l  l leurs,

t t a

( ,-raL ,LL :l - r -o
l ç A
\

(*" ' '  (-T' +i^r)o
,  I  aàùr, I?rL l+={to r L-94' 'À(o

NouE lntégtrons Ag - 1 entrE l loaL +e ,  et  ensulte
u t l l l san t  .42  -  3 ,  l ' l n tégra la  Æ,  -  1  as t  a lo rs  Ia  sonme
la forae .

1È
â"

ÀL

+ æ  t

- *r[to*e-0Ël_

o n a d ' a p r è s  ' 4 2 - 1 2

(occt c "ttinaÂ-  - - t - ê

5qr 6 LL

(;*L ,*-rL *.À
l

fâL<'.'-st
LT

v- r l

h

- d!+
ccr[< L +c - a) [] àL+

âh

. 4 2 - 6

4b
A 2 - 7

t t r@

_ | 
c-[t""g..)]  

,*

L 
gtr

. .1
ol' cû eÂ à

_ - - - t -

eÂ6

A 2 - 4

, 4 2 - 4

/ 4 2 - 5

. i n  é I l n l n a  L ;  e n
d '1n tée l ra les  da

+c
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t le t te  express lon  s 'écr l t  en  u t l l l san t  Ieg  déve loppenents  l lmt tés  des
fonct lons eos et gir t  au volslna4e de zèro |  -

/ + @  / {
I D l _

I q:n lÈ =-{ * 4 . +æ) rd f * 'ot 'rg 'qe - B
I_,/. L' Le'3L5 c I L
q7

où 0f1) est la tptatlon de Landau (fonctlon qul tend vers zéno avec â )

l{ous avons de uêne les résultats sulva.nLs :

t i Q  / +  
@

f
llf 

^*=i-e'-5eei -7lT

r* '  r  .  l r t

I # *t =+ -ént - It I-gnL )e. + o(^) ,qz-
L +" aÊt 

- 
L 

l-T- 
4L + vu''

l * -  n  f * -

t+4= +-t l*^L ,D )
L Ê 

=È -? 

/f 
)L*ocn> '+"'

l rn ^ /*n
"  A2 .

J # à1. ={ -a lq"À àb. * o(,,)
Lt t {L
r?a l *  

*

â Ê ./i+ rr= or r.r J#^n* or,r)
ee

-  l 7 l

1 1 '

1 0

L É

L3

Dans eee cond l t lons  1 '1n tégra le
q te t re  lnLégra les  e t  s 'écn lL  :

1 sa déeonposâ en la sonme de

+o

+ù^("&) c-r0È) ,6(cÈ) Lv-
ào Ll

cocb h) c- (0 h) tcr tc È)I*Lb

.qe -

I
I0l

t7

ÀL
â.

À =
( ,Ï,,rrro(rg c..p31 ro,

L,T4A'

t
Afi,

,q2 - L4
ê

&



gu'on écr l t  encore sous Ia forne :

Posons alors â
6  =a+  b+c

0n dédult  alors

À--Àn-'f ,À, -^ Às +4gaT

=a+b -c  
P  

=b+ " -e ,6  =  c+a -b

dEs  re la t l ons  (AZ  -  8 ,9 ,10 ,LL ,L2 ,13 )  e t  . qa  -  6  :
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.ce - 15

,42 - L6
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Pour poursulvre les calculs.  i  I
s lsnes des quant l tés ù .  I  ,T et
,CZ - 2, pour pouvolr appliquer .4Ê -

Ie cas où les â lnclustons sont des

esi nécessalre de eonnaftre les
5 , qui se dé,lul sent ,le AP - L8 eL
5. Cecl est relat lvenent slnple dans
sphères .

ËaS où tes aeux tnctustons sont sphérlques

Dans ce  cas  représenté  par  F lc .  V  -  g ,  1 I  s 'ag lL  de  ca leu len
l ' lntégrala donnée par tV -  9l)  au chapltne t /  .et  qu'ûn dédult  aust l
dlreetenenL de ,42 - L; a n'âst autre dans ce cas que Ie pagon de la
sphère  ( I ) ,  b  ce lu l  de  (J ' l  e t  c  donné par  R cos  9 . ,  où  R es t  la
dlsÈanea des cenLras des 2 sphènes et e L'axtsLe f Ïr ,  Ï i .  De plus nous
d e v o n s  a v o l n  R  ) a + b e t p o u r f l x e n  l a s  l d é e s  s u p p o s o n s  a  ) b .  A l o r s
on peut classer par ordre crolssant.

- a - b < b - a (  a ( a : b ( a + b
-)

'c'g

l '  lntégra

^ /

{(n,a){'1.

{r-c o

te À s'écrlL ,Ja.ns

+6 ,

to, (ÈRcor9.(*"

On dlgcute sulvant le

r l e r c a s  a - b ( c (

alors à) o t

e! donc :

ou encore

s lsna a"  4,  I  ,  
'û  

,6 .donnés par  r1È -  L6' t

a+b

( -

,  t  )  o  '  è)o

.

y>?

,42 - 22

AP, - è3

A 2 - e l

.qg - e5{{n, 0 =I* 
[ . ' -  

5c (ot ,L')+t (4. e)(or+a'. 'ù

p u l s q u e  e  =  R  c o s 9  :

{{0,.1 =f;[* coo3e -3R'oce (J-s') + t (+* e)(ott *'f;D*

<iouble lnéeaIlté .qÊ, - Ag on a:

o.(  a-Q'  (4,- t  (o*t '

et  d 'apnès  le

,iô ôry
r ' lÉ -  Éa



et e" e [aT] LeIs que :eonstdérons

et alors

dans ce cas

r  S o r t  C a S

+

et alons

en € [orlrJ

e, (11

t >o

1r 'et '

, 5>o
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A2 -22

.q2 - 23

.49 - 30

A 2 - 3 L

Pe. - 39,

Æ,-93 ,

,c2 - 34

.âe - 35

Ldrg"=  
* 'C

'R .

c,eâ eL = o'È

R

alors la fornulo A2 - â5 est ualablo Pour :

ëq (e (èo

I  2 . . .  Ca ,S  b  -  a  (  e  (  a  -  b

* i 'où:  d>o, p(o

_ 1

{(u,e) =ro''
v6,

là le résultat  esL donc lnd6pendant de €.

- a - b ( c ( b - a  ô ù  î ] r ' ê t , ( e  ( t - ê a

a)o, P0, 
T(o ,6)o

r  4 . ro  eas  a  +  b  (  c  a f

c ( - a - b

{Ct, 
?-) 

*[*-t, 
13 R toa e (ot+ &1 , L(a+ 21çazr e" - ̂ 0Ù.4s - s6

o.(e 1\  ? a(o rWo,6)Ô t $7o ,4e - s8

r r -9r  (9 (1r  ?*(" r9C" rE(o,6ç Ap -  s?

l ' 1 n t é E r a l e  e s t  n u l I e .

ou

+

alors dans ces deux si tuat lons



4p, R) =o
t '

r  Etude de la cont lnul té

Nous al lons nonttreP que f tR,9 )  a
qrrand g -+ âf et e ..+ 91 , de nêne
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,qe - 38

nêne l lnite à dnotte eÈ à gauehe
e+11-9n , et enfin quand e+11-0,

c ------f a + b et e < a + b, on,âolè retrouver
nêne llnlÈe parFf (R,9 ) quand c -------* a + b avec

ê'*ê,+(a7o1 ,  alors
dans eette sttu.atlon la
e ) a + b € n e f f e t

l ln  $( . ,e )s  
o

0-r0.'

ar, o*(â4e, I
{ 

er.-te -3 R toa e (cF+ Ut) + 2Ca* ê2 (J+ ,o- .rÛ 
ï 

KP(% 
I

u3

[ - t ] ^ " r "  1 )Lc 'e  (azr  & t )  *e (o+e) (o ' *  QL+ a" ]  u  t l -1 ( ' - { t |

t-
4i {?-9.r (  e.(ç i

)L  ea(

f i  I-{

+ ât=f f -  t r=Ï

/

lo
. l tr
.{tn,r). ( f,
'  l { t

lE
\o

E_( g
D 11.- sl

a! done :

+t O_< 0 -< er

( pl^à - 6R a!,sr e *\ "')\

( -n3^te + i taLt tsegai )

ar  t t -9 { . (B  ( Î

r  s l  a  =  b  e t ,  $  =  3  +  b  ( les  â  lne luE lons  sont  an  ccn ' , .ae t  )

os a_( g

9<n<n'

arors e.,= o (al er -- a) 
nêne ra:tcn

(g  (Pt ,^10-  6Aot ' - le1 l ra3)  À

{tn'a;' I ii L),ot,e- 6Ra}c^o è + h&) àr
LE\

et ,iir..{Co ,q =ff C"'el'- )(a+z)(tL+*) ' 2 (a+è)(..L*rL-'0-\ = o

done f (R. I ) contlnue en 0^ on nontre dd nêrne gue eette fonetlon est
eont lnue pour 1T- 0,1 ,  èL et l -Or.-

Conne consÉquenea de |a conttnulté on peut dlre qua dane les 4 cas
e:aalnés on peut renplacen Ies slgnes ( et ) pae ( et )r . Ceel nontre
que l 'on a consldéré tous les cas posslbles; on a en nésuné

fie' n) =

Cas par t1cu l le rE

x s l a = b

o

.8,
,ll

E
6
-E
A
o
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A N i l E X E  - A 3 -

Proqrannêt ion et cal  culs nunérlques

Dans cette urnnexe nous présentons êssent lel lenent elnq nésultats
( l lst tne) assËz nepnésentat l fs do tous les calculs nunéntques at
ptrogtrâ'rrnes lnfornaùlques effectués poun ce tnaval l ,  qul  I 'onttous éLé
sur na€hlne IBM 43 - 31 de I 'Ecole blattonale des lndustr les nlnérales
(RAEÆI).

1- Ie eas lsotrope da der.s sphènes agart  nêne sgstène de gl lsseoent:
ee pnogra'"ne nous pennet de calculer 1'énerelle proppe de chaque
sphène alnsl  qua ler:r  énengla ,C' lnLeract lon à part l r  da nos
expresslons I I  -  71 et 11 -  re,  caleulées en fonct lon des
tenseurs Tl t  et  TIJ que nous déternlnons; nous calculons par
al l leurs Ie ùenseur HrJ à part l r  de la fornule y -  101 ut l l lsant
Tl J,  et  nous Lnouvons un résultaL ldanttque à eelui  t rouvé à
panttr des e:<presslons l/ - 105 données par M. EBIÆILLB.
llous calculons auesl Ia Lenseur S d'ES!{E[-BV à partlr de Ia
f o n n u l e ' t I I  - , i 1 5 )  q u l  L a  r e l l e  à  l r r  e t  1 à  e n c o r ê  n o u s
tnouvons IeE nÊneE valeurs que celles données dlrectenent p:tr
ESTIELBY.

2 - le eas anl eotrope de der.s el11psoîdas coplanalres et n,3n
eoI lnéalnes; ce pcogpanme caleula en part leul ler les eonposantes
de la transforaéa de FOURIR 6*, an Lenseur de Gffil à partlr
de la forrnule (t/ - 16) en sa donnant les eonstantes éIastlques
anlsotnopes; on peut alors détennlnen nuoértquenent les
conposantes de Tt I et Tr J et en dédulre las chanps de
défornatton, de eontralnte et 1 'énErgle d' lnLenact lon et les
énengles ptropres.

3  -  le  eas  de  deux  e l l lpso ldes  nen eop lana l res  a t  non ca I l lnéa l res
( I sotrope)

4 -  Ie cas étudlé au chapltre VI pour détennlner 1'énengte
d ' tn te racù ton  de  der .s  lne lus lons  e l l lpso lda les  da  nar tens l te
(déternlnatton du tar:x d'éeroulEaâgÊ E{t  t )

5 - l 'organlgranne du pnogranne pernettant Ia calcul des constantes
élast lquas effeettves d'un eonposlta où les lncluslons sont
népart1eE sulvant un systène cublque canLné, dans Ie schéna
se l f -eons ts ten t  à  p lus leurs  s l les .



- 1 7 7 -

orsan lo rarue  du  prourauee pernet fan t  le  ca lcu l  des  cons tan tes  é las t lques

e t ? e c t l u e s  d u  c o n o o s l t e  t e l  q u e  e n v t s a s é  d a n s  l e  c h a p l t r e  U l l .  d a n s .  l e

s c h é n a  s e l f - c o n s l s t e n t  à  p l u s l e u r s  ( N  - =  9 )  s l t e s  p a r  u n  o r o c é d é  l t é r a t t t .

Solution analYcique du

problèue à I site

cirrrÀi, uit

'Tlt, ̂ li,

Tenseur B1o1

Composantes donoées Par VII-83

Tenseur ATrr l  = v. (n6n1)- l

.i::,)- cM + r(sr-sM) ATnl

ffiro-z.cilf
.  i ju i ikr  i jk l ,

Résul tar
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