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INTRODUCTION




Nous assistons depuls plusieurs décénnies 2 un développement
considérable des matériaux hétérogénes, tant dans le domaine des
matériaux nouveaux {(composites flbre - plastiques, composite métal -
céramique,...) que danz c2lul dess matérliaux plus traditionnels qul sont
examinés en tant que matérlaux hétérogénes (plasticité des polycristaux,
effets des inclusions sur 1l’endommagement...).

Ce dévsloppement tardif est en apparence assez paradoxal; en effet
alors que 1les physliclens é&tudlalent 1les mécanismes élémentalres de
déformation des matériaux (mouvement de dislocation, maclage, diffusion,
transformation de phase...), l’approche des mécaniclens restait purement
macroscopique st phénoménologique. Les progrés lids 3 l’emplol de ces
matériaux hétérogénss ne relévent pas directement de ces deux approches
extrémes. Ils sont dQ@s plutdt & des études mécanigues st physiques qui se
situent a 1l’8chelle des hétérogénéités, c’est-i-dire i une échells ol les
théories continuss sont encore applicables mals ot 11 faut d&Ja tenir
compte dlrectament des mécanlismes physiques décrits par le physicien;
dans ce contexts, les travaux de mécaniqus physique Jouent un r8le
considérable.

Les premiers travaux dans ce domalne ont cherché 3 rsller les
grandeurs locales aux grandeurs macroscopiques (VOIGT [1], REUSS [2],
HILL [3]), mals ce n'est qu’avec 1’étude de 1’ "hétérogénéité élémentaire”
. ou inclusion, qul est due & ESHELHY [4] et & d’autres, gque des progrés
considérables ont &té obtsnus dans la compréhensicn des propriétés des
matériaux hétérogénss.

Les problédmes de base, quil se poseht dans ds tslles é&tudes, sont lss
suivants :

% analyse des contrgrntes, déformations, rotatlons élastiques (pour
les problémes de texture)l dans le cas d’une inclusion plastiqus
consldérée comme source 8lémentaire volumlque de contralntes internes: le
probléme d’une source linéalire {(dislocation) est quant & lul connu depuls
longtemps .,

x analyse des contraintes, déformations, rotation dans le cas d’une
hétérogénéité, c est-3a-dire d’une inclusion de caractéristiques
mécaniques différentes de celles dé la matrice.

La solution de ces problémes est essentiellement utllisée dans
deux optiques différentes :

% d’une part, la déterminatlon des propriétés effectives des milieux
macrohomogénes et micrchétércgénss;

x d’autre part,la détermination des champs locaux (4 1’intérieur
du volume, et sur les interfaces) afin de prévoir 1’ amorcage
de 1l’endommagement.

Il exliste de nombreux travaux sur le prcobléme fondamental de
1’inclusion pour lequel une revue compléte et remarquable a té faite par

GILORMINI (5] dans sa thé&se & laquelle nous renvoyons le lscteur de ce
travall.

La solution du probléme des l’inclusion unigue est cependant
Insuffisante dans certalnes situations: nous clterons d=sux cas
‘particuliers. Tout d’abord, dans le cas d’un matériau composite biphasé
les méthodes self-consistent a un site développées 2 partir de la
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solution de 1’inclusion unique fournlssent des wvaleurs exactes dans le
cas du désordre parfalt (KRONER [6]) mals ne peuvent prendre en compte
la "texture de répartition”; par exemple dans 1le cas d’un composite
ordonné 3 constituants isotropes, les propriétés effectives du
composite ecalculées &4 partir du schéma 3 1 site sont isotropss, alors
qu’tl est &vident que l’ordre ds la texture de répartition conduira 2 un
comportement anlsotrope.

De m8me, dans les hypothé&ses de précipitation ou de changement de
phase, 11 est admis [7] que 1les interactlions entre inclusions ont un
effet important sur la mlcerostructure. '

I1 apparaft donc important st utlile de dévsloppsr les Studes sur les
hétérogénéités en ne se limitant pas 3 1’inclusion unique; une wvole
générale et globale consiste & utlllser les fonctions de corrélation
introdultes par KRONER {[8]: cette approche reste toutefols encore
complexe. )

Nous lui préférons une autre approche, qul étudie le probléme de la
palre d’inclusions en tant que source d’'hétérogénélté. Un certaln nombrse
de travaux restreints ont déJa été proposés; STENBERG et SADOWSKY [S]
ont 6tudié les déformations assoclées & une palire d’inclusions rigldes,
sphériques et allgnéss dans la direction de traction, tandis que CHEN st
ACRIVOS [10] généralisent le probléme par une utilisation de coordonnées
bisphériques au cas d’un champ extérieur uniforme mais général. Une
approche plus globale proposée par MOSCOVIDIS et MURA ([11] consiste &
utiliser un développement polynomial pour les déformations, et a
résoudre, pour un mllieu isotrope les équatlions générales du probléme;
une conclusion intéressante est que le champ de contralintes 2
1’intérieur des inclusions est pratiquement uniforms. Et sl 1‘on tient
compte d’'emblée de ce résultat dans la résolution de notre probléme,
nous pouvons alors développer des méthodes de calcul performantes; c’est
co qul a é&té falt par BERVEILLER et 2400l [12] pour le probléme de la
paire d’inclusions sphériques et plastiques dans un mlilisu lsotrope, et
povr une paire hétérogdne par JOHNSON [13] qul s’est 1limité a.
1’approximation de BORM wvalable uniquement dans 1le cas de falbles
hétérogénéltés.

"Le présent travall a pour obJet 1’étude du probléme de la palre
d’inclusions plastiques et hétérogénes dans une matrice élastique
anisotrope dans la situation ou 1’hypothése des champs uniformes dans
chaque incluslon est réaliste.

On é&tudlie d’azbord (chapitre II) le problédme de la palre 4’inclusions
plastiques; aprds avolr rappelé la formulation générale du probléme en
utillsant la technique du tenseur de GREEN, on calcule les champs de
déformations, de rotatlons et de contraintaes, ainsi que 1’énergle
&lastique assoclée 4 la paire d'inclusions plastiquss.

Au chapitre III, on étudle le prcbléme ds la paire d’inclusions
hétérogaénes, qul trouve des appllcations dans les problémes de matériaux
composites et d’endommagement; dans la partie IV’ on considare le
probléme mixte d’inclusions plastiques et hétérogénes ol, aprés avolr
rappelé 1°équation intégrals démontrée par BERVEILLER et 24001 [14] pour
un milleu hétérogéne et plastique, on l’applique 2 notre probléme mixte.

Le calcul des contraintes, des déformations et de 1’é&nergle Slastiqus
pour la palre d’inclusions dans un milieu anisoctrope se raméne en fin de
compte & 1’é&valuation d’un tenseur T (du 4* ordre) d’interaction
analogue



au tenseur S Jd°ESHELBY pour le cas d'une inclusion; nous montrons
également que l’on peut généraliser 1le concept d’inclusion plastique
équivalente d’ESHELBY 3 un champ de défermaticn plastique flectif.

Dans 1la partis V on donne une méthode pour calculer les composantes
de ce tenseur dans le cas de deux inclusions ellipscidales et pour un
milieu anisotrope; et aprés avolr donné la solution générale pour
calculer les composantes de T, on retrouve analytliquement la solution
particuliére trouvée par BERVEILLER [15] pour le cas de deux inclusions
sphériques dans un milieu isotrope et obtenue i partir des potentiels
d’ESHELBY.

Nous appliquons ensulte les solution obtenues &4 deux clssses de
problémes.

Le chapitre VI est consacré i 1’étude des contraintes internes
indulites par une déformation anélastique plastique, due solt A un
gllissement plastique soit 3 une transformation martensitique. Dans le
cas de la transformation martensitlique on décrit les interactions entre
deux variants considérés comme Inclusions plastiques (mals homogdnes
pour simplifler); cette étude permet de décrirs le comportement global
du " “monocristal" d’austénite pendant la transformation par
1’intermédiaire d’une "matrice d’'é&croulssage" caractérisant les
interactions entre wvariants. Et pour le mécanlisme de d&formation
plastique, ol c’est le glissemsnt plastique qui intervient, on propose
de manidre formelle une matrice d’écroulssage globale non locale prenant
en compte 2 la fols les interactlons de contact entre dislccations, st
les effets a distance dls au comportement collectif des défauts; nous
illustrons ces effets sur la sltuation particullére de palre
d’inclusions. ' '

Dans la derniére partie {chapitre VII) nous utilisons la solution de
la palire hétérogéne dans un milieu isctrope (ou anisotrope), pour
étudier l'effet de la “texture de répartition” d’un matériau composite 3
phases isotropes sur les propriétés effectives globales et lseur
anisotrople de répartition.

On définit alnsl une nouvelle classe d& schéma self-consistent ol
1’hétérogénéité élémentaire n'est plus 1’inclusion mals une “cellule
élémentaire” d’hétérogénéitéd. Nous donnons 1a procédure générals de
résolution numérique du probléme, et uns solution approchée mals
analytique dans le cas d’incluslions sphériques isotropes & répartition
cubique centrée périodique, situdes dans une matrice isotrope.
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Dans ce probléme partiel, on s’attache 2 calculer les champs de
contrainte et de déformation, ainsl que 1’énergle élastique assoclée 2
la présence de deux réglons (inclusions) qul ont subl une déformation
anélastique (plastique, thermique, ou autre...) mals pour lesquelles les
constantes &lastiques sont les mé8mes que celles du millieu infini
(matrice) qul les contlent.

Nous rappelons d’abord les &quations dJde base de la mécanique des
mllleux continus, puls par la méthode du tenseur de GREEN nous donnerons
la solution du probléme.

Il - 1 - Rappel des équations fondamentales de la mécanigue des milieux
continus

Nous nous limitons aux transformations infinitésimales, c’est-a-dire
que nous travallleons en petltes déformations et pstites rotations, et ce
dans 1’approximation quasi-statiquse, les forces d’inertie étant
négligées. L’hypothése de continulté impose de plus des conditlons aux
champs de déformation, qul se tradulsent par des équations de
compatibilité, et le princlpe fondamental de 1la dynamique Iimpose au
.champ de contralintes des restrictions qul se tradulsent par les
équations d’&quilibre. Nous travalllerons toujours dans un systéme de
coordonnées cartéslennes, dans lequel X,, Z,, X3, désigneront les
coordonnées d’un polnt du milieu; 2, de coordonnées u,, u,, u;, désignera
le champ de déplacement, et le gradlent de déplacement est donné par :

M, ..
’3.. z M ) —_ *g:",’-,-” (II - 1)
9 “ }x. _
)
Nous noterons par G,, les composantes du tenseur de contraintes ¢,
par ¢, celles du tenseur de déformations ¢, et par celles du

tenseur rotation w.

Nous utiliserons systématiquement la convention Jd’'EINSTEIN de
sommation sur les indlices répétés.

» Equations de compatibilité

Pour que le milieu ne perde pas sa compacité dans 1l’espace euclidien,
11 fut que B, , dérive d’un champ de déplacement, donc

AL = ?i-) Ax; (11 - 2)
B,, dolt 8tre une différentielle totale exacte et vérifier la condition
- de CAUCHY '
?’q,h’ Paa,é (I - 3)
ce qui permet d’écrire, €, ,, étant le tenseur permutation, tel que :
1 si permutation (,,.) palre
Qih {0 8i 2 indlces sont &gaux (I1 - 4)
=1 si permutaticn (,;,) ilmpalre

ot .Rct? : 6;35, g’&;‘,; (1L -5)



La partie symétrique de B,;, donnera le tanseur déformation et sa
partie anti-symétrique le tenseur rotation, ¢’est-a-dire :

&is :_é, (Ai’i + Mj,‘-') 2 % (ﬁ‘.s OP');) (I1 - 8)
A
wij= E(A;'j-“5‘i)= %(ﬁ;;'%}i) (II -7
Enfin 1’86quation (II - 4) permet d’'aboutir aux equations de

compatiblilité de KRONER qul sont auss! les conditions de SAINT - VENANT :

. . =0 (I1 - 8)
6“&@ €3m ef'*,b : ,
Les composantes de la contrainte vérifient les équations d’équilibre :
- des moments : G‘u z 6‘5;’
- des forces : fi') 330w Dirs =0 (I! ,-3).
: +s
- 4 la surface : 61;hf :11 (od n vecteur normal

B +»
unitalre extérieur 3 la,surface S et T vecteur contrainta)

Le gradient du déplécement total se décompose, dans le cags o il

existe une déformation ‘plastique, en uns partie plastiqua B* et une
partie 8lastique B' tel que :

T P
Y 1= 0

Cette déformation plastique (stress free straln au sens d’ESHELBY)
peut on falt 8tre d’origine thermique, mécanlque (plastique), chimique
{retralt, séchage...) ou métallurgique (transformation de phass ou
précipitation). Elle obéit a des lols physiques propres qul peuvent 8tre
indépendantes des lois de la mécanique ou éventusllement couplées.

i1 - 2 - Formulation générale du probléme de la paire d’ inclusions
plastigues '

11 -2 -1. Déteruinaticn du gradient de déplacement total

Considérons un milieu infini homcgdne de constante &lastiques Cllnes
ce milieu contlent deux inclusions (I) et (J), de volume V, et V,, lss
constantes élastiques étant les mémes dans les inclusions et 1z matrice;
nous supposcns que chaque 1ineclusion a subi unes déformation plastique
uniforme définie par la partie plastique du gradlent de déplacement
total, solt P} et % ; utilisons les fonctions indicatrices d’Heaviside

8! et @Y pour écrire la partie plastique du gradient de déplacement
total en un point r, sous la forme :

P(m) ? 9(3)+? 8°(?) (I1 - 11)



A M,.,eVJ
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awee e’uz>={ & otnr:
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La déformation totale BT, est supposée compatible, et composée d’une

partie élastique B*, et de la partie plastique précédemment décrite :

Nous avons alors pour le gradient du déplacement total uj
T u ¢ 4 (I1 -
AL . 2P, 2P, P
4 Baj Py ey

En tenant compte de l’équation d’équilitre (en 1’absence de forces
volumiques), nous avons

(11 -
. . = O
633
et la lol de HOOKE :
L] e
637 C;;u e (11 -

ol ¢* est la partie symétrique de B*

On obtlent alcrs :
. e
Cz.éu E'u,g =0 ' o ar -

- les constantes élastiques vériflant les symétries':

0 o * *

C,-,a-u : C,-; &t * C:»;Q& ‘Cu;i (il -

1’équation (II - 18) devient alors :

] e
c‘;é'ke f’ae,j 20 ) (11 -
ou encorse
L ]
AR -—% () + 0 (II -
ij ke { kY N.,
c’est-3-dire encors :
Po
¢ e ) - f.({)_ } : 0 (11 -
4 X i
ou bien :
[ ] T - f
AL () ) (£) =0 (Il -
('»:5&2 ke - CA‘-;“ 2,3

Le terme {— iial ?gg } dans (II -~ 21) peut &tre considéré comme
une distribution fictive ds forecss volumiques; st alors pour réscudre

13)

14}

18)°

18)

17}

18]

19)

20)

B

1’&quation (II - 21) on paut alors avantageusement utiliser la technlique

du tenseur de GREEN G du milieu 'Infini de constantes élastiques Cf,,.



La tengeur 3 de GREEH azt 38finil par [1]

G@-32) S.M S(:?-a') =0 (I - 22)
43&Q fuw,?"

+
od §,, est le tenseur de KRONECKER, 8(r,r’) est la fonetlion de DIRAC &

.)
trols dimensions, telle que pour une fonction f{r) continue on ait :

[?"‘" §@-ay &z fR)

uarut

+ +
1’intégrals &étant étendue & tout 1’espacse; G(r,r’') représents le
kn EY
déplacement dans la directlion de l’axe X, au point r, lorsqu’une

+ 4 +
force unité £, . §,, 5(r,r’) est appliqué au point r’ dans la direction
de 1’axe m ; G,, est symétrique par rapport 3 k et m ;

.}
Le déplacement total en un polnt o est alors donné par la sclution de
(I1 - 21) pour un milieu infini de volume V :

o
T . 5 9, -
wc) = - [ GEEAD Cziu ?mf,’ da! (a1 - 23)

+ -+
od dr’ est l’élément de volums dr’= dx, dx; dxg ; X, X3, X3 étant les
coordonnéss cartésisnnes du point ?’ , et ol 1’intégrale est étendus 3
tout le volume V du milisu. En utilisant 1’expression {(II - 11) d= g°
pour le cas de 1a palre d’inclusions on a:

4 Pt T, P; T .
(3. s o .(a) e (R _
ﬁm,: PM R pu o (I1 - 24)

Or d’aprés les propriétés de la fonction d’HEAVISIDE 8, on a :

@, g(}) [distribuﬁion de Dirae) (Il - 25}
3%
at 9'5(1) .- 3;(5) )] hy (II - 28}

ol S est la frontidre de 1l’inclusion
Le déplacement total devlent alors :

(II - 23) +

S(ﬂ"\"' G( )C&z &Jc ; S(SHZ’(H - 27)

T

T, \ 1
L) s G'('\--n') C;,u ?u n;’
v Vv

- 10 -



ol n de composantes (n}!)#™ 1:2:3 est le vecteur unitaire normal 3 la
>
surface S; frontidre de I, et nY le wvecteur unitaire a S; frontiére ds

J.

v
En appliquant le théoréme de STOKES, on obtisnt :

Y 3 e ‘ ~
2y G-(w.oC ht cLSI >y ?&t (I1 - 28)
5 | _SJ

+
Od, S{ est la projection du vecteur surface de I, S, sulvant 1’axe J;

d’od en transformant 1’intégrale de surface en intégrale de volume :

0 P
’u.'r G'“' %) ijht P&Iz OLV ¥ G-(M&) CA’H PR A-V L -2

™ e 1 ™y 3
v
\ J‘ .
Or, sl on note x,, x, , X3, les coordonnées cartésiennes de r, Xy ,X3,X3

> .
étant celles de r’, on a la propriété suivante :

n.-/l. 3 —t >G" A LS I 2 G- (II - 30)
) 31,‘ 'd 0

51 de plus, on tient compte du falt que Cij&@ ! et et ?LQ
sont constants, alors (Il - 29) devient : .

T™ 3,
M/h(\&) : 4,’2. F& -'(“11.3) OL" 3“ %.L mi

Y
Le gradient du déplacement total s’éerit alors :

> .
G (2R R (11 < 31)
A

¥

T [+ P ° ? -
e zfnral o, B ey (C 87 |e@i & g gy
M'n my 4’ e h-c.,a\j 43&2 {( nu.l..a
\& Vg
En général 1le champ BT n’sest pas uniforms, y compris dans les
inclusions, m8me s! 1lss inclusions ont des formes particuliéres
(ellipsoldales par exemple); ceci constitue une difficulté fondamentale
pour le probléme de la palrs; nous allons en conséquence développer uns
méthode approchée permsttant de trouver lss champs moyens dans chaque
inclusion.

- 11 -




1 - 2 ~ 2 - Champ du gradisnt de déplacement moyen dans une inclusian

En prenant la valsur moyenne de BT dans chaque inclusion, on obtient:’

- 12 -

(II - 34)

T T
I . A
fhu : fh“ : _V_ p( ) di (11 - 33}
r VI
et
T - -
37 T
P : P :-l_ P(a) AR
Ll N mw
VJ v
J

et en tenant compte de II - 32 nous avons :

. P,
ﬁTI -4 g G(mw')alﬂ- 4 -»3&( ?&E G(2-1) AL Al

. V]: ijht Pk(

L} ™ v Whtlhj
vy i I v Ny
. (I
Posons alors @ I :
t f G (22 )«LL . (11
mn 44 mi hé
YI VI
at . 1J (11
- G(;-z‘,)a R'
muki "M,h,'}
YI A2
alors : T I ° : P IT . Py
gl oaa ko Gabu w2 4 Ll B
mA VI hu\.} 41&,2 | Vr hhA.) LJ

i1 - 2 - 3 - Détermination des déformations et rotations totales
moyennes

Nous obtenons, dans 1l’inclusion I par sxemple :
IJ 17

~ Ty,

38)

37)

33)

T . Iz £ 3 ° : ° %5
C: . A ()t"“‘i * /t,m.tj) C*}u e}d,"' (j‘hnzé" j’m;é) Cz,-u éfsl

(I1 - 39)

Posons :
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n 'n'l) :-L G'(n-"‘" » G(‘."‘ﬂ'l) (1T - 407
h“-'b z Na’n.’ n-A-,"\’ - -
Toedyazan (11 - 41)

3
:’ 2]
N H
"-‘ H
5 L]
N gt
[
ey
1]
<\-—\
<
i
3
¥
W >

TI.J - i’IJ . - (;-:") A;:‘J/?” (IT - 42)
hn‘a {mu}l«é \

It

Le symbole t1!? signifiant la partis symétrique de tmn: s Par rapport

{m n},

aux 2 premiérs indices. Dans ces conditions nous obtenons (II - 34) dans
les inclusions I st J :

T IT po P IT o 0
I b2
AT 4 AT . C,. ¢ (II - 43)
CM : Tr h\ui} Cl-jge 4 + VI "hnig ‘J&Q %0
r IT e % T3 '1
PAT T B A ATE - as
Lhn- vJ‘ ‘bn-; ";&Q &t VJ_ MhAJ "QLQ ".e' ( I )

Pour une inclusion ellipsoidale unlque (8 = 0 ), alors ls tenseur S
d’ESHELBY [2] est relié i notre tenseur T!! par la relation :

IT .°
S b J.-T- C' (II - 458)

v
I

Les déformations &lastigues moyennas dans chagque inclusion s’éerivent
simplement sous la forme :

e T ? . 7
I T I
f_h - E.... . C_‘ (11 - .48)
- "
et ¢, Ty s (11 - 47)
ah,‘ s a’nh - ah\-v

€t les contralntes moyennes sont obtenues A partir de la loi de HOOKE scus la
forme :

T [4 ‘I ] P 2 4 d 'I

] A [ _ -

G:Cj i CA:J“‘“ &'-“ = CEJ.‘“ T lh‘ge CB[,-,,Q ny +— mnie CE'L £ E"‘“ (II 48)
b4

0 o ?. P.

° '.7 0 ; TJJ PI _JI b4 T

GT.I: (‘— C * c:."m\ v YN 1/ (:H,M £n.¢¥ mnkt C“—ﬂ-ozna * Tran (I1 - 49)
Uy ﬁ;hh l) p T {I




On notera que les tenseurs T!¥ st TY! sont bien les m8mes (II - 43).
On peut enfln obtenir alsément les rotations élastiques et
plastliques moyennes . la rotation totale moyenne est, dans chaque
inclusion. la partie anti-symétrique du gradient de déplacement: on a
alors, si l’on note par des accolades ouvertes 1} j{ 1a partis
anti-symétrique par rappert aux indices i et J

T,
s %(P:“ - PT:-\) (II - B80)

° ? ° Py
T (
C;é&e f‘;e : igth acl

pulsque

soit, sl 1'on pose :

I1
x . o4 {Gu?-l') G (2- I)SAAAZ' o
}“‘F{ij 2' MA.".j na N!? (II sl)
V1 v: -

17
ot L a4 C@:z') - G(e-’i'»} B2 (II - 52)
el 7L '-n»a' RO
‘ v,

alors : .
17 T ° P
T. : A A C I
L § C £, += /t v &
w == ij o Akt &l (II - 53)
. Vt ""‘{"'j .thu.! %L VI }hh{;a Aah
et :
. I7 ? 7 0 ,
W' 2Lk NN B it (I1 - 54)
VL pmadiy ARE TR TT T Leafs Tighe The
~ Vp Jeeid 7 TR
enfin pour les rotations &lastiques, on les obtlent ainsl
Qt T pz
WO - Yl (Il - BB)
ts T s .
W, 2 Yy - Yn (II - 58)

ol w;g et w;g sont données par la partis anti-symétrique du gradient Jde
déplacement déJa calculé.

On a ains! obtenu les contraintss moyennss dans chaque lnclusion,
éventuellement aussi le champ local par 1’intermédialre de la relation
(Il - 32).
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Mouz allonz malntenant procédar au zaloul de 1 &nerglis £lagtique
associfée 3 ces contraintes intsrnes.

Il - 3 - Calcul de 1’ énergie élastique associée & la paire d’ inclusions
plastiques.

Il -3 -1 Cas général

L'énergle Slastique W, pour un milieu Iinfinl de volume V s’éecrit :

.

W- 4 6w f_.!c;?) d (11 - 57)
DI YR
3

y

or la déformatlon élastique £, est donnée par :

0 |
€y - T A 1 - 58)
3 38 4

Solt, en tenant compte de la symétrie ds o, :

W:4 (6w) (-l:(r?.) - f_?_.z)) dn (II - 89)
z 4'.5 43 44
)

P
w Wed 6ty & L L 62y L dr (11 - 80)

2/ Az Al') 2’ 4.3 43

V T
ar 6 M_ = [f A:I::] -6;‘ ] /u:r . (II - 81)
‘13 A"j ‘) ,; A@Ié v

done

W:-% &) Cty A2 44 [GT. J-l::] IV

ij Ad 4
j ./ -
b y Y (I1 - 82)
et d’aprés (II - 9), équation d’4qullibre :
G_’_ ﬁo , done : .
&3,3
3 .
AlC . AR =4 @'4{] dn {11 - 63)
D B A S Y
v v
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d’apréag l= thécorame ds (4088

T -
A [rca)ucﬁ)l drv =i [ 6ty i) n d$ (I1 - 64)
1' P ~ 'j 2 49 g
v S
et d'aprés (II - 4) -+
2
4 [6‘22) ALTQ'Z)) cl/v =0 (11 - 85)
S A”o 4 '3'
V'
et done flnalement on a :
r (II - 88)
W=.4L |63y &b dR
2 ) p

Il -3 -2 Cas de la paire d’inclusions

L’énergie &lastlque W assoclée 3 la palre d’inclusions plastlques,
s’écrira A partir de (II - 85) et compte-tenu de la forme particuliére

(I1 - 24) de €7, :

P, 2
T Z I,
W zed [seey & € di aad [o) & 86H) d2 (11 - 67)
Ty 09 y |4 4
v v
ou encorse
W g’ . 3 t?T 3
-4 O fewmdd -4 O 62y i} (I1 - 88)
44 ¥ A
Y v
[ e.‘
Les contraintes &, sont données par 615): (:“ &) et ont &té
. A" ' ﬁale %.L ]

calculées dans le paragraphs précédent (II - 2 & 3) et sont données par
les formules (II - 49); on a donc, aprés intégration sur V; ot V; :
v A° TT r 17 ° i 2}
W=-1 & C TE e e (T O v e
9 ,(,j &’&e g[h‘ kufg‘ K] &tuu. “"\'1 4 gg?,
p ° :T 0 [ 4 IT » P‘t PJ'
4 aJ C ‘T- C &.I -y-TZ Cr ﬁ ..VI all
[} &j’ &}?Aa &thu h"‘rT Pq L h‘“f1 [
1l - 89
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Houz pouvona Sorics W zousz la forms 47 uns gomma d= 3 t=rm=g ;

T I T3
W W W W (I - 70)

T ?1 ° I1 . % P a0 *
= -4 &5 wav & C )
W k) &*5 C"S“T"‘m C~-f1 g T T T ay ARt e (I1 - 71)

P 3 JT P. ° P '
I A G - Tooav.g? CogY - ar -7
w -I &43 43‘,? {?mh 'ﬂ-ur1 E’ﬁ * i J &A; ‘J&e 40

IJ‘ f: ° 137 © ? 7 - 1J . ft
-4 T T 4§37 T ¢
W iR a"i (:1'“ “"«C“'h&n "1 Ef"j C‘iu few engg By o (T - 7)

- Wl et WY représsntent respectivement 1’énergie propre associée aux
inclusions I et J, alors que W!Y représents 1" énergle d’inter-action due
a2 la présence des 2 inclusions I et J.

Il - 4 Energie d’interaction_avec un champ extérisur &

I -4 -1 Calcul de 1’ énergie_élastique

Considérons toujours wun milieu infini  homogdns de constantes
élastiques C?,,,, de volume V, aontenant deuw ihelinstens I st J dont

chacune a subi une d&formation plastique €P’ et £PJ et zoumis & un champ
des contralnts T 48 3 des forces de surfacs; donc en plus dss contraintss
internses que 1’on notera 6!, 11 faut tenir compte dans ce cas du champ
extérisur T ; 1’énergle élastiqus de déformaticn est alors {3] :

W4 (s‘3 Z;.;) (&'4.5”-:-3- a.;) dy (11 - 74)
Y -

ol £€° est .la déformation £lastique assoclde 3 la contraints Z; on notera
11'(4£§)5=42 3y le déplacement assccié 4 €°. En développant (11 - 74)
et en tenant compte du falt que :

N T A Y -
Zi'a-- C";&e &{t = A:&Q M&'L (Il 75)



d’on :

/Vi(a.-v&f)ax:o {11 -

T P ° o - 4 - o 6——" _
Z,aa (‘u'&,'é - E‘-i»'; ) = CA';IP »&.Q ('u'-«‘-,') - a“é) - »&Q 114 (1t

A ° 4
e 5:.,* /\a\;.',.3 dr = 0 (11
v .
. P . > { -
on a : Z (f:_-&_.)AA« -0 (11
A N T
s ° . NI 4
od (11 - 741 » W4 [Z & &2 A (gt e IR (I1 -
: 1 i3 3 2 “d %) )

=0 {11 -

781

£0)

81)

Dans le cas d’une paire d’inclusions plastiques le 2° terme dans (I1 - 81)

a été c_a.lculé; 11 est donnd par (II - 68); donc sn appelant :

we.i (s & & ar - 82)
2 <4

v P

on a :

WewW’ 4,\1\/1:,\./\/3.«\1~/I3 | cax

et on volt que l’énergls é&lastigue ‘egt la somme d= dsux termes, 17un dd

P P
i la présence de £, l’autre aux déformations plastiques &£ T gt £ 4.

Il - 4 -2 Energie 4’ iﬁterattiun entre_le champ extérieur et une paire
d’inclusions plastigues.

‘pot

L’énergle potentislle totale W -, consldérée dans les paragraphe

II - 4 - 1, est é&gale 3 :

WM-.V\/.fﬂ <M:+M::')0L5 (11
S

ol F, représente les forces surfaclques appliquéss 4 la frontiére S du

milisu tél qus Z h = F sur S
A

3 A

- 83)
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L’energle 4’interaction W " entre la paire d’inclusions plastiques et
les forces extérisures F, est dé&finle par :

ink
W - \&/M- V\/?:.:'o) - WF:zo) (I1 - 8§)

or @ wf&‘zfz"):%[z’j &:3&?-/1;‘“:&5:\”:/'“;45 (IT - g8)
Y S ' K)
st M I h g rJ
W : Wis Wi W (1L - 8%

done (II - 83) et (II - SS) »

\/\/M:W°+ W, WJ‘WH. F (w2 ,,“:)4,5,\41",./5“:.45 wiwiw (I - g8)
S S

on peut donc écrire :

ko . .
Wizo[Fa dS - |Z n o dS (11 - 89)
or :

- Z_h,uIclSé 2 w4y
‘i} ¥ “ ‘j ~Ia~
$ v

(W . &P..)A-V. fi £ 4V (11 - so)
“ "13 ‘} v 'J P

et tenant compte de II - 80 on a :

W™ AL (11 - o1)
4.

v .

cas ol l’cn a une pairs d’inclusions plastiquss et T uniforms :

Lorsqu’on 2 une paire d’inclusicns plastigues de volumes vV, et V,,
dans le mllieu infini, et lorsqu’'on suppose Z,, uniforme alcrs
(IT - 91) se réduit simplement & :

; P,
w™ ==V, z L: - Vy Z‘J- {:j (11 - 22)

!J ]
Il - § Conclusion

Dans ce chapitre on a donc calculd les contraintes et les
déformations totales pour le problams de la palre d’inclusions
plastiques et homogénes: la résolution complite du probléme nécessite le
calcul du tenseur T!! (qui se dédult simplemsnt du tenseur S d’ESHELBY)
et d’un tenseur d'interaction T!Y' que l’on rstrouvsra encors pour les
probléme de la paire hétérogéne, qui est traitds dans le chapitre
sulvant; le @calecul explicite du tenssur T!Y falt 1’cbjet 3u chapites V
dans le cas d’un milieu anisotrope pour deux inclusions ellipsoldales.
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CHAPITRE III

Probléme de la paire d’ inclusians hétérogénes

- 1 - Equation intézrale pour les milisux hét&rogénes

élastiques.

- 2 - Solution de 1’‘équation générale pour uns paire

d’inclusions hétérogdnes.
- 3 - Calecul de 1’énergie &lastique
- 4 - Applications et conclusicns

- 5 - Bibliographie chapitre III
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Dans ce chapltre,., nous traltons le probléme de 1a paire d’inclusions
hétérogénes, c’est-a-dire le cas d’un milleu ol deux réglons possédent
des congantes élastiques différentss de celles de la matrics, soumlse 3
1’infini A une contrainte ou déformation uniforme. Cs probléme trouve
des applications dans les problémes de matériaux composltes,
d’endommagement (interaction de deux précipltés, de deux flssures...) et
de métallurgie physique (précipitation)}. Nous rappelons d’abord
1’équation 1ntégrale de DEDERICHS et ZELLER [1] que nous appliquons au
probldme de la paire d’incluslons; nous comparons snsulte les résultats
obtenus avec ceux dédults d’une méthode approchée dite approximation de
BORN: et nous illustrons enfin les calculs sur un cas partlculier.

IIl - 1 - Equation intégqrale pour les milieux hétérogénes linéaires
(élastigques)

Considérons un milisu infini dont les contantes &lastiques lcocales
C (2) dépendent de la position T: 11 s’agit par exemple de polyeristaux, .
{3kl

de polyphasés, de composites ou de matériaux endommagés. Ce milieu est

goumis A des forces surfaciques F qul créent des contraintes 6 (%) ot
des déformatlons € (r) wvariables dans ls milisu a4 cause de

1’ hétérogénéité des propridtés &lastiques et des conditions

particulidres d’application des forces F.

Nous nous intéressons ici.au cas particulier d’un systéme de fores
P qul créent un champ uniforme (2:, &f) dans le milieu infinl homogéne.
Un tel probléme est d&fini par les équations sulvantes :

1’équation d’équilibre (on suppose qu’ll n’existe pas de forces

volumiques)
(™ = (IIT - 1)
Aa'a
- la compatibllité du champ € : ~ £3) 24 (ug;‘:) . ,M;,) (111 - 2)
s N Y S Y :
- le comportement linéaire local : g2y . ,'c(z) Ef‘gz) » (III - 3
4 it

et les condlitions aux frontléres

Nous cherchons un systédme d’équatlons portant uniquement sur le
déplacement u (?), en portant (III - 2) dans (III - 3)

v -4
6’(:\‘?) = AQA) _"; Ju,%t +A~eg) I CLR)  ALLR) (I1TI - 4
! !

*4 35&! B

et en poftant {I1I - 4) dans (IIl - 1), nous sommes condults au systéme
d’squations aux dérivées partielles :

4;se

J

¢ 'ultg) =0 (III - 8)
/
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Il est alors avantageux d‘introdulre un milieu homogéne flectif de
constantes élastiquss C?,,, tel que :

-]
) = C + Sedy (111 - 8)
ijke ijRe ijke

(III - B8) devient alors :

a0 S _ (III - 7)
c AL - £ AL .- 0
ijke a'ej jhe . 'J
Le deuxiéme tarme é;C‘“’ ,LL . dans le 1§r membre de (III - 7)

peut 8tre considéré comme une distribution de forces volumiques

fictives. Utilisons le tenseur de GREEN du milisu infini de constantes
élastiques C°,,, défini par :

C G(A-m) + S S(A-,L) - | (III - &)

pour écrire la solution de (III - 7) ainsi

3 21 (111 - Q)
- °, - :_d, . 2:’ &(A') M .
A (D)2 ARy ¥ {Gf_;‘*) (Sﬁ‘ju e )/

/

ol u°, ost une solution de 1’&quation homogéne associde, st V le volume
du milieu considérs.

Pcour cbtenir la déformation locale £ (0) ‘11 faut calculer le
gradient u,,, , d’od :

™m0 ol min

s, +
W@ = i o+ | GA S/C.(.Z’) ELi) dr’ (ITI - 10)
‘ggf ke | o1
']

d‘od la déformation localse :

<2,
£ = £ + I {G“'*’ G’“"‘ ’}{ Lot &‘3’}&/‘ (ITT - 11)
M [, 1.} .

h&,n 4,‘! &e / f

v

que l'on peut intézrer par partiss pour obtenir 1’expression suivante,
en supposant qu’slle g’annule 3 la frontiére :

Ey : 8y - -‘-{th-l') +G(.~’-’~')} Secty &y A7 (I1I - 12)
Mmn ol 2l 4e

hu.,hgl ‘Hv,h-j/ ;"ge
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ot tenant compte de (II - 30), on obtient

ER) - £ - (R-A) {lem éz?” ar’ (III - 13)

R, e "llhij ij[@
- Y
ol l_('f‘\‘v’:\’—l) - -i G‘::‘" +G€:.71_,, (III - 14)
bni'a 9 hu,nj h:,h-’

. Cotte équation intégrale appelée équation L S D par KRONER [2]'a &té
proposée sous cette forme par DEDERICH et ZELLER [1]; Nous 1’utilisons
pour résoudre le problédme particulier de la paire d’inclusions.

]
IIl - 2 Salution de 1’équation générale pour une paire d’inclusians
hétérogeénes

La solution du probléme pour une hétérogénéité quelconque présente de
nombreuses difficultés; par contre pour le probléme de 1la paire
d’inclusions, nous pouvons obtenir une solution approchés pour les
déformations moyennes. MNous considérons done un milieu infini de
constantes é&lastiques C?,,, contenant deux inclusions I et J de volunme
V; et V, et de constantes élastiques C!,,, et C?,,. , supposdes
uniformes dans V; et V;. A 1l’infinl le mlilieu est sollicité par un
systédme de forces surfaclques créant dans tout 1é milieu homogéne (C°)
une déformation uniforme £3,; 1’équation (III - 13) donne alors :

0 ,

é(t) H C - f?x-:,') g»c_(.:’) f‘(Z') ol;— (IIT - 18)

A L 1) h.‘.; A)‘t {Q
Vv
Sl est donné par :
ijht
z ° z 7 ° T,
,gb(a’) = C - C Bt) « C_.“ - C._u () (Il - 18}
e ) ijee e ke g

<.

qus nous é&crivons sous la forme :

I

g»CLZ) : A C

- T
o) + NC 6%y
U ijte ifee

.
Les déformations moyennes dans les inclusions I st J sont donndes par :
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V 3
Lme T, ¢ :L/amai
V.

I ° r
£ & .4 2ty AC . Oy En dvdd -
S [:M;)A*:“ Re

A4

// cn. -1 AC o1 a,&(f" a2 A
Phhq

on obtient pour aJ. une formule analogue :

(Il1 - 17

I T -, §?
A 0@ £ da’dr -
A E‘»... v E::-,” AC ) & |

T
1) AC em L) dy A2 (III - 18)
Y hu) ie

La solution exacte ds ges équations est encore trds complexe et
difficile 2 dédulre en général; nous pouvons obtenir une solution
approchée en remplagant dans les intégrales dans (III - 17) et (III - 18),

les déformations §(R) par lsur valeur moyenne EF ot £7

dans les
incluslions I et J.

Nous avons alors (III - 17) »

‘ 4 2, I ¥, 4
Cm: [/....’i}” jie L v

4 [&-i) AC dv dn
h.hé
Vi
v vy
(111 - 19)
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et en posant :

S 4, v
"“; »f.':.a’ »
Moty A2 (I1I - 20)
h“'} h\'u;
Yy
I7J
T | e azaz
N\n@) m“;a-
Vs

I
et 1’on a alors le systédme lindalire :

1 ° 11 b4 T Ty J T
£ & AT A, -AT . BC &
an ~n VI h'\h-sa. 4;22 4t \/I ™ ) "3"" L1
Ty 1
J'J' . 1
E. E\ -4 huu A('Aa?-e E‘g( "'é'; _T;": AQ&}\Q iﬁﬂ
J

et 1’on volt que la solution du probldme de la paire hétérogéne se
raméne &également au calcul des tenseurs T!!, TYY et T!Y , qu'il étalt

déJa nécessaire de calculer dans 1ls cas du probléme de la palrs
plastique.

I1] - 3 Calcul de 1’'énergie élastique

Solt un milieu solide 42 volume V socumls & das contralntes uniformes
A 1’infint créant une déformation Slastiqus uniforme 3 1°infini
On suppose de plus que l2 milieu contient une paire d’inclusions I ot J
hétérogénes.

Pour déterminer 1’énergie 8lastique, i1 est commode de remplacer le
probléme hétérogéne par un problédme homogéne avec des déformations
plastiques flectives qul condulsent aux mémes contralntes st déformaticns
totales que dans ls probldme réel; cette méthode de 1'inclusion
équivalente a été proposée par ESHELEY [3]; nous l’4stendons au cas de la
paire d’inclusions; déterminons donc de telles déformatlions plastiques
fictives qu’'on notera ZFé pour l’inclusion (I) =t ff; pour (J).

(ITT - 21)



L’énergis Alastique s’fcrit towlours scus la forme :

- A »
z fa“’ "x‘a ’
v .
qu’on pesut encore écrire alnsi : \K/=s & »_ 42
“3 “3
ou encore W:f— (G'.IA-T)JE s );::al}
AL IR | *h)

et compte tenu dé i'équation de continuité, il vient :

=4 (5'#;)0‘”‘ =4 G, A N, £
2 /\4 14 2/ % °
Y _ S
sur S frontiére de V, on a : 6" n. = Zi; h-a
3

9

walr j,u dn
2 9 v 1)

d’ou encore, A cause des symétries de 2;5 et é\d

:2.29/&9 Ax

v
ot /&;J}.= /(E.e‘é* &7;5)5

Y v
t -
© Afeg & =4 /‘5;3&2 %
Vv *3 Y |
% Y

Z.- étant supposée uniforme, il vient en définitive :

(III

(ITI

(II1I

(III

(II1

[-_ux

(III

(111

(III
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- 22)

- 24)

- 28)

-29)

- 23]

- 238)

- 30)

o0 s, ,x, sont les compliances locales; mals comme nous travalllons dans

le milieu.homogéne £quivalent de constantes élastiques_

. ° °
- d 4 .+ S
sxj&e - S."j&e V S-ah?. gp & v

Vv Vv

o
C-’ 4k B

>
- dr =

alors :

S X

ijh?

W (III

- 31




- 28 -

-] g -4
ou encore, pulsque S«‘;\! ZEQ = Ehe - E"H’- (III - 32)
4 e do = E] |
y f 4'3 RN (ITI - 33)
b
p' \; P’ P,
> 1T J
d’autre part A (e dr 2 £ # V2 B (II1 - 34)
V) % Y Y v @
!
P
pulsque i est différent de zéro uniquement dans les inclusions

I et J: pour évaluer &" ot E7 on utilise la technique de 1’inclusicn
équivalente; on a le schéma sulvant.

c" Q)

I L ’ E
paire hétérogéne JC H“ :

I'cr

et pour la paire &quivalente homogéne :

7C,8

P ? ’

Les déformations plastiquss mnoyennes E\I et LJ , pour -Q‘
problame homogéne é&quivalent, dans 1 et J, dolvent 8&tre telles
que, les déformations totales moyennes dans les deux inclusions
solent ldentiques dans les deux cas, et les contraintes moyennes dans
I et J solent les mémes pour lss deux problémes.

or pour le prcbléme hétérogéne on a, d'aprés (III - 21), pour les
déformations totales :

T Il T T TJ . !

z . A 1 - 1 .
A E"m"v;_lz“j AC.,J,“ b, VIT A(, it Y N f\_‘.‘__ (111 - 38]

G g AT AT A LE

M nm VJ 'hl\ ‘be h‘. V Ihj le LE - {III - 36}
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et pour la palre équivalente homogéne, on a, d’aprés (II - 44)

/

T IT . L : (111
T o i
E\h“ - &'hh "5’1 N“J C.)h( &LL + v hlﬂj C‘Jhe £h£
IT e P IT e v (111
&7 & +-L—]: SERAIY) £+ . ijhe "R
M . VJ ‘\-J Ah (Y4 vJ Ni\\a b}

ot pour les déformations élastiques, pour le probléme hé&térogéne, ce
sont les mé&mes que les déformations totales, st pour le probléme de la
palre équivalente homcgéne eolles sont données par :

(4 T ¢!
T z T
z\hh : E‘m. - £\~h (ITL
& T g7
et & & J - & (III
[N = Tmn mn

évaluons maintenant les contraintes moyennss pour les deux prcblémes;:.
on a d’une part :

1 T .
I 1
(111
6:; : c-‘th ke
5 T T _
t 6" . I : - (III
° g oo C.;,-ae S

et d’autre part, compte tenu de (III - 38} et fIII'- 40

e T, [
0;; = chkt (E‘:i '&:C) - (I
o T ?';' .
et T v ) _ (III

Les contraintes moyennes dans I et J dolvent 8tre 8gales pour les
deux problémes, donc : ‘

LRt e HRe TR (111
ToT o T oY
3 7.
st C"N f‘hz - C‘_J.u Zu Ciju £ (111
I 1 0
et en posant AC“j“ s C‘j“’ - C,;‘}H. | (III
J

. AC

14kt : ke i LS?:Q (111

37)

38)

23]

40)

41)

- 43)

- 44)

- 458)

- 48)
- 47)

- 48]
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P' P;y
d’ou les relations vérifiées par E.: et &

° 4 A Tr (III - 48)
Cjése B == g Fa
c T ACJ g: (111 - 80)
Lyt E’Lz TTT Ak TRe |

Finalement, compte tenu des relations (III - 33) et (III - 34}, nous

avons pour l’énergie W dans le cas d’un palire d’inclusions hétérogénes
non plastiques :

(I1I1 - 28) +

Pr £ {III - 51)
PW 11 aav, WL, L r VI 6L

ol & et aJ' sont données par (III - 48) et (III - 80) et
par le systéme (III - 3B) et (III - 38)

Cowparaison avec 1’approximation de BORN :

Dans le cadre de 1’approximation de BORN [4], on aura pour les
déformations totales, dans le cas d’une palre hétérogéne et
non plastique :

(III - 36) + T ° 1’I AC T AC ° (III -~ 82)
. 1T -4 &
&hn\ = E‘um 7 m-..a “- {9 Yy mwi .&élt ke

(III - 28) » TI ° (III - 83)
4
an.r.: z'hh V- ’MM; ;ale “lf VJ- "“*3 43‘2 %a
ot pour les déformations plastiques flctives :
(II1 - 49) + ° (IIT - B84)
oo A e R A 2 Fr J;e B¢ nf‘ﬁ}
ze an ""r P9 v Y~ M
Lk u aghe ) Koy
(II1 - 80) » , . T o (ITI - B8]
ool [r AT g AT Até

4kt u ikt v, Blan  mepq 147 v B ~p4
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d‘’ol l’expression de l’énerzgie N@, dans le cas de l’approximation de
BORN, (III - B1), (III - B4) et (III - 58), compte tenu de ce que

Z S" =&° (S° compliance)
45 4kt ke

W, ; Za_v-_va AC A £ AT
z’ ~)

t

"}&e ‘e Y ie'\-h N\r1 | YI 3l ~epq 3]

v °
A
VJ E:.a Ac”{e {Zﬂe y H-.. DC‘-hr‘j 4] VJ-‘;-A Mupq E¥1 (III - 88)

Cette solutlon approchée n’est en falt walable que pour les faibles
valeurs de 1’hétérogénéité relative des 1inclusions par rapport 2 la
" matrice. HNous allons wvolr sur un cas particuller de deux inclusions
shériques isotropes dans un milieu isotrope les limites de
1’approximation de BORN.

Il - 4 Application et conclusions

Envisageons donc la situation particullidre de deux inclusions
sphériques I et J, de mémo rayon R dont les centres situés sur l’axe des

Xy sont & une distance e ; nous supposons de . plus que
1’ éla.st.icit.é est lsotrops dans la ma.t.r-ice (modules de Lamé é&tant A
et.f- eL rapport de Polsson 3 . et également dans les inclusions

{( A, P49 ). HNous ‘supposons de plus qu'll n’y a pas de
déf’or-mations plastiques et que la déformation macroscopique uniforme
Ot correspond 2 un clsalllement pur de la forme :

° 0 o
(C.-:_a) = Jo -] E
° E o

On a alors & tralter ls prcbldme de la palre hétérogidne non
plastique, dans le cas simplif*é ol on a les rslations sulvantes :

AC Ac &l‘ -MS S *A/“({ Scuf ﬁ)““

'J 43&2

avec AA= A‘ko uL A/“ =).-).° (ITI

les 2 inclusions sphériques étant 1dentiques on a:
I T .
- T (II1
&3'&9. = 49&( "é&e

e, on posera

17 JT ]
T :T :T\ (III

,;a‘M, »'5&( - »'15-2

571

59)

60)




! ? ?'
ot | gt AT (111 - 611
4] T 4] *3
et VI =V5 (III - 62)
Dans cette situation 1'énergie élastique W g’écrit 4 partir de
{III - B81)
sl 1’on pose V\I.= R z E.V
T et |
W W+ Vg Z. "3 (111 - €3)
Pl
£;éétant gsolution de (III - 37}, (III ~ 381, (III - 41) et (III - 50):
/ o ’
q C N ¢ " __AL &
C%u' E‘{_g +L A {2 &ﬂ\.. R 1 19 wnpe fc\ - ‘J&Q 28 (111 - B4}
e " ¢ AC,
dont on tlre : c.“ ‘ & - SA_“%‘ > 3ul (1;" ? '_J AL & (I1I - 88)
'1 '1 VI h \1,1'1
de plus sachant que : : ,
Zé cu&e gt 1E}* (*2 ;5 43 1—’-) : (III - 68
ol l’on peut volr que les seules composantss de Z-_ non nulles sont ZS!
et Z!B quil sont alors égales a ‘ZE)-"
Par allleurs on a :
-AC e “ s Ac’é” f.a AC a2 57. _-ZE)“ (5; s * ~,, (111 - 87

pour t =2, J =3 (oubdblenlil =3, J-= 2) on trouve pour ls ler membre
de (III - 88), en tenant compte du fait que Tyemn L Tiemn SORL
symétriques par rapport aux 2 premlers indices k et 1 :

o ¢ T ° ¥ Yy AR L sk
c;a‘&e &“ *Tf;bci';u {-‘;t»*' {?-....}C--n fes 'r(t'u‘ &3’-)‘ * Y1 )un - 68

/ / ,
ol l’ocn a posé ' T:T ?T *'T *'T (111 - 7¢C

By 48 ITTORM 7112
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et les relations (III - 84} (III - 87) et (III - 89) conduisent 3 :

) ! . A E
{': *&:3 : 7 x J° (III - 71
? TS
VI

d’'old, pour l’é&nergie W en tenant compte de (III - 83), (III - 68) et
(I11 - 71)

: /
° °1cf P\ (111 - 7
We W e e (4,8 N )=W AR, 8, |
ou encore, d4d’aprés (III - 83) ot (III - 71)
o kY, AP E’ (I - 7
WwW:W o
AM
4+" T
Vr
Dans le cas de l'approximation de BORN, l’énsrgie est donnée par
(III - 58)
[III - 7
Dans le cas particullier considéré el on a:
W.os W V. EZAP +Y>E"(Ar)zT (11~ 79
B - . - T i -
(III - 73) et (IIl - 78) nous permettent de déterminer la part de
1’énergle, qu’on notera resspectivement Wincl et Winel | liée a 1la
présence de la paire d’inclusions :
b/
Id Ve A E
W s - (111 - 7
s ‘
A4 T
) PR
ot WB :-"+VI EPAP + 8E (A)') T (IIT1 - 7
expressions qus 1l°on peut mettre sous la forme rédulte :
Tnel '
W _AM A
z [-] - o ZA)Q. (III -1
bV, EP PR T
\;




I
o W . oA (M‘)b ST

MGES KK %

{IIT - 79)

LLe terme T peut 8tre déduit des résultats du chapitre V, donnant
t TI! ot T!Y pour des sphéres, dans le cas isotrope:;

on a:

| 5 |
T .M fapsm.X 4+o'.£&£.} (111 - 20)
2 (-) {45 4590+ a5 € 5 )

La flgure (IIl - 1) représente, en fonction de 1’'hé&térogénélité

relative .%‘-,;' la variation de l’énergle assoclée & 1la présence de la
. 0 =2 '
paire d’inclusions (divisée par 1")"' E VI) pour un rapport de Poisson

L
=) :i et pour une valeur du rapport i correspondant au contact entre

(¥

les ‘inclusions( l: i) .
¢

Nous observons un accord satisfalsant entre 1a méthods approchée ds

BORN et le calcul exact tant que 1’ hétéroegénéité relative Ar ‘est

inférieure 3 1°unité. Au deld les écarts sont sensibles et pour des
valeurs de A’-‘; de l’ordre de 2 les résultats dédults de la méthode de
BORN n'ont plus de signification.

Nous voyons aussl que dans ces calculs la part de 1’énergie propre
reiative & chque incluslon rests prépondér#,te par r'a;ppor-t A l’énergle
d’interaction 1liée a la présence de l'a.u.t.r-e inclusion, en effet dans

1’ expression de Tv (III - 70), & 1l1'intérisur de 1l’accolade 1le ler

terme correspondant au terme T!! est beaucoup plus grand que le R2ame.dQ

a Tiv.



Fig -4

_1r

La courbe en tralt plein représente la wvariation de 1’énergle
assoclée 3 la présence de la palire en fonctlon de 1’hétérogénéité
relative dans notre calcul;

La courbs en pointilié représents la méme wvarlation dans ls cas
de l’approximation de BORN.
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CHAPITRE 1V

Le probléme mixte d’une paire d’inclusions hétérogénes et plastiques

IV - 1 -~ Equation intégrale pour un milieu hétérozine et plastique

IV - 2 - Le probléme de la palre d’inclusions plastiques et hétérogénes
IU -2 -1 . Résolution de 1’équation intégrals

IV -2 -2 . Conclusions et remarques

IV - 3 - Calcul de 1l’énergle élastique
IU -3 -1 . Formulation générale
Iy - 3 -2 . BEvaluation de 1l’4nergie par la méthode du milieu
homogé&ne équivalent (M.H.E.)

IV - 3 -3 . Cas particuliers et applications

U - 4 - Conclusions

IV - § - Blbliceraphie du chapitre IV
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Les deux cas traltés dans les deux chapitres précédents sont en falt
des cas particuliers d’un probléme plus gzénéral de paire d’inclusions
plastiques et hétérogénes, c’est-a-dire de desux réglons V;, et V¥, d’'un
matériau subissant 3 la fols une déformation anélastiqus et ayant des
modules &lastiques différents; c¢’est le cas par sxemple des transformaticns
de phase.

Pour tralter ce probléme plus complexe. nous partons d‘une équation
intégrale proposée par BERVEILLER et 240UI {1], et nous 1l’'appliquons au
probléme de la palre hétérogéne et plastlque. Dans ce cas, nous montrons
que le concept d’inclusion plastique équivalente 4°'ESHELBY rpeut se
généraliser 4 un champ de déformation plastlque flctlive.

Nous considércons donc un mllieg infini Bétérogéne pour lequel les
constantes &lastiques en un point r sont c{r) et ol une déformation sdms
contralnte f&h s’est produite 2 partir d’un 4tat initial sdus
contralnte. Dss contraintes T sont appliquées 3 1a surface du milieu
infinl et nous supposons qu’elles sont telles que, si le milieu était
homogdne, elles provoqueralent une déformation uniforme &lastique.

IV - 1 Equation intégrale pour un milieu hétérogéne et plastique

[ :

La présence des déformations =zdws contralnte EL(” ,qui a pricrl sont
incompatibles, engendre des contraintes internes et des déformations
élastiques Cf dans le milleu, tel qus la déformation totale locals
solt compatible, c’est-i-dire dérive d’un déplacement. On a alors :

¥ r T P. e -
&cz) s L QL M ) - f\cm v £07) (v - 1)
d'.j z ‘I; 1"' I‘.) 4;'3 *
La partie &lastique est reliée aux contraintes par la loil de Hooke :
- ¢ b+ ¥ fd 4 Ve E‘r(':)
) 2 ol Cidy ot QB - &l = (R JAua) - _
< skt gt U R TR U ST UR U (O (v - 2
La derniére égalité est déduite des symétries ususlles du tenseur c
L : L = .C . (Iv - 3
IihL jiRe Aal&
)
Le champ des contralintes doit 8tre en &quilibre, ce qui, en l’absence
de forces volumiques s’écrit :
T Pa (IV - 4)
(,u.u’) - ﬁtn)) =0

44'39.2, AN

Jij
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comme dans (III -_6). on introduit un milieu homogdne infini, de
constantes &lastiques C° tel qus :

° (IV - B5)
/cml : C S,cm)
agr T g * ijte

nous déduisons alors de (IV - 4)

o .
iyht g'qi' 23k LU U

A: = {A’.M’ f—"" é&t& &t'» )} (1IV¥ - 8)
ue ]
'

ol encore le deuxidme membre peﬁt 8tre considéré comme une distribution
de forces volumiques fictives f,

.2 L ARy E-r('\?) - g’e"" E""') (IV - 7]
4° e 18 4Bt he /d'

430

et la solution de (IV - 6) cbtenue 3 partir du tenseur ds GREEN, g’écrit
pour un milieu infini de volume ¥ :

. . -/ - :
,Jm : ) ¢ [ Ger-A f."z" & (v - 8)
T ™ mi . e ‘ ‘ ‘
Y

-+ [ 4
ol u® est le déplacement correspondant 2 la déformation £ .
En tenant compte de (IV - '_?] on a alors : :

T, ° 9 . 5 & dlil (IV - 9)
: A - Ay ) ey &(n.) .c.u.) (a)
A () - Gri-% ek b - oy By o

!
v
que l’on peut intégrer par partis pour obtenir, compte tenu des relations

(IT - 30) et (Il - 40), 1’équation proposée par BERVEILLER et Z40UI [1]
pour les déformations totales loczales :

Y *
é(,n.) : E\(L) + !—’x-:\.’} ,\',(n.e &( g,c_&' E:;ﬁ,’] AJ\.’

h.nk} 4& 43
(IV - 10)

Cette équation intéegrale contisnt 4 la fois celle de DEDERICHS st ZELLFER
[2], pour les milleux élastiques hétérogénes, (é\ (ﬁ)_o) et celle de MURA
- WILLIS [3] [4] pour un milieu homogc‘-ne plastique ( C=z o) . Blle sert de
base, dans la situatiocn o &(n.)- , aux méthodes de calcul des
propriétés effectives linéaires des milieux hétérogdnes [5],pour lesquelles
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on utilise un développement en pulssance de 8¢ pour résoudre 1l’équatiocn
intégrale; nous allons l’utiliser dans ce qui sult pour tralter le prcblame
de la paire d’inclusions plastiques et hétérogénes situées dans un milleu
anisotrope.

JU -2 Le probléme de 1a paire d’inclusions plastiques et hétérogénes

IV~-2-1 Résolution de 1’équation intégrale

Dans cette situation particullére de matériaux hétérogénes et plastiques,
le milleu infini de constantes C° contient 2 inclusions (I} et (J)
de volume V, et V,, ayant respectivement des constantes &lastiques C! et C!
et ayant subl des déformations plastiques £ ot £ uniformes dans V, st
V,; la déformation plastique dans 1la matrice est supposée nulle , et

é: ‘est maintenant la déformation é&lastique dans la matrice supposés
homogéne.

: 3 B N
En introdulsant les fonction d’'HEAVISIDE e(") ot ©( te] que :

P ,
nous avons pour a('ft) , L(A) ek gc(‘.{,

oz T (IV - 11)
&PLK) : K7 8R) - LR O
Aé 11 3
. I s, (rT et lel2
8 ¢ .C By «{L -\ (*) (IV - 12)
<8 Gyt ’{"# i S
Qu ancore ‘
I I 3 e
. o + AC YT (Vv - 13}
,c:;ﬁ, :Ci'f“' N A(";jﬂ 8 + e )
J 1,
ot S&(«& : AQ} 9("») + M".-su &) (IV - 14)
44 o ,

En reportant ces expressions dans 1’&quation (IV - 10), 1la déformation
totale en un point (rl est alors donnée par :

T ° 1 P ’ T"
tey b o \[Geay JC, 8 em,.c 2. Bt) AC “ 2y 8¢Y) -
mn mn mni] ;5&2 %e 43

)
&Q

AQ 2 B'¢t) sz'
"3

{1V - 15)



ou encore
ZT-D &0 r-‘-b *, CI &Px ACI E:r", dj"l + F_, 3 CJ £'J ACI E:IZ,:') A)‘
N A 3he gt T e e ) ,f.'?:)“' e Tat” gkt pe
v
I Y5
(IV - 18)
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r E\fz C 7 L"'
Dans ces intégrales, les termes c et sont constants,

alors

que la déformation
aucune ralscn d’8tre

XL
uniforme

dans

dans U,

les inclusions
et

UJ »

I et J
méme

n"a
pour

des inclusions de forme éllipsofdale. Ieci, réside la difficulté centrale
surmontée de manidre approximative en

du probléme; JOHNSON [6]

utilisant pour

4 remplacer ﬁzﬁb

par

le problédme inhomogéne 1’approximation de BORN qul consiste
dans Ees intégrales considérées dans (IV - 18)
& Une meillsure approximation, plus

le champ uniforme

1’a

intultive et Justifide par MOSHOVIDIS et MUEA (7], consiste A remplacer
respectivement dans des volumes Vr st Vy, LA par les valsurs mcyennes

de 1

et

E@) sur ces volumes, et que l’on définit par

T, T
E\: =4 a(f\’.) cl;\’—
iy, IR
revp
T
_g’ A e A7
RV, )
ti.'év;y

(v - 1?7y

(1IV - 18)

Ces valeurs moyennes peuvent 8tre calculées 3 ﬁértir de l’é&quaticn (IV -
18); ncus avens donec pour l’inclusion (I)

X

me

AR

Mn,"r
I

Ve'r

R I P: I T; LIET )
[.‘ﬂ:.‘:j“’ Q;&e&ae'm.-ju f.“ drdn +

et en utilisant les tenseurs

IT
1.
™"t

V.
b §

T 4

muia

Vr

IJ
2ok T

W\nié

3 ¥ T
A L . I £
el € et
I VI VJ

Yr

(IV - 128)

[f,;-a',a\:'oa (1V - 20)

b\uia’

&
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IJ II

et en remarquant que ] = .l:"‘:) ,alors on a:
T. E) T.
1 . J J

£ L T £
E\”‘ S Tan * Mu- C &Q H &Q {! V W\h) qha z'g.e D a _gt
I

(IV - 21)

Pour l’inclusion J, nous avons de la maniére analogue :

T e T-” 3 1:
V£ A L )C
&= . ‘IJ ™y 33.2 ﬁt 43‘8 aﬁt \l "““J 43&2 ﬂ@ "Jle a.f
(IV - 22)

Les équations_ IV - 21 ot IV - 22 constituent un systéme lindaire pour
les lnconnues Lf et 2.-7 ; Nous pouvons écrire ces résultats sous
" forme condensée aussi, en " utllisant des relations entre tenseurs :

o, TN T e TG T c’a :
& TN €, T e va T, T

(IV - 23)

La connalssance des déformations totales de chaque lnclusion permet
de calculer les déformatlions élastiques 4 partir ds :

fe‘ i &Tz &.'I
mn ° LT My,

(IV - 24)
T P
g [ E7 _£7
D R Y

et les contralntes moyennes dans chaque inclusion, comme sult :
R 4
L (A %

." : hd A &t {e

¢ i (IV - 25)

e O (2 -5e)

3 13'7-2 11
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L’approximation de BORN pour l‘équation intégrale (IV - 10) donneralit
le résultat suivant :

AT Tn(CIéf‘ -Aisz) wd
v

¥
I

T (C’ap’ iy
-

3(61&9’_ ACI&")

(IV - 28)

. T o
fne . AT (Calpee)d
v
J

On retrouve ainsi le falt que cette approximation n’est valable que
lorsque les termes
J7J J 13
_,T“Ac T "ac? 3 1A AT ac’
J

sont faibles par rapport au tenseur unité. or ces termes ne sont pas de
mé8me nature, 3 cause de la présence des tenseurs T!! et TIY qul Jouent
un r8le différent, les termes contenant T!! et TYY étant, en général
prépondérants par rapport au terme T!Y (chapitre V et annexes)

IV - 2 ~2 Conclusions et remarques

Ains! a part le calcul des tenseurs T!! et T!Y, la résolutlon d’un
probléme de paire d’inclusions se raméne 2 des opérations -d’algébre
tensorielle courantes, et on peut calculer A partir de IV-23,24,25, les
différents champs de déformations et de contrainte dans les inclusions.
Le calcul des tenssurs T!! et T!Y est complexe en général: au chapltre
V et dans les annexes, nous donnons une méthode, basée sur 1’emplol de
la transformée de FOURIER, pour évaluer T!Y dans le cas d’une paire
d’inclusions ellipsoldales dans une matrice anisotrope; le calcul de
T!! est classique, pulsqu’il correspond au probléme d’ESCHELBY.

La méthode proposée dans le paragraphe (IV - 2 - 1) de ce chapltre,
se généralise sans difficultéds, au cas od .le nombre d’inclusions est
supérieur a3 deux , le nombre d’équaticns tensoriellss du systéme
linéalire 3 résoudre &tant égal au nombre d’inclusions.

- La solution proposée ici, contient &videmment lss cas particulliers
précédents d’inclusions plastiques et d’inclusions hétérogénes examinés
aux chapltres II et III; elle s’applique blen sQr, au cas d‘une
inclusion (on prend alors L”': o & ACT: O) , tralté par ESHELBRY {8],

- pour lequel on retrouve la signification du tenseur S d’'ESHELRY qul est
égale 2 1 T!! C! dans le cas d’une inclusions ellipsoldale.
v,

La formulation générale utilisée permet de Jjustifier la méthode de
1"inclusion équivalents élaborés par. ESHELBY [8]: pour le cas de
1"inclusion hétérogene, et par MOSCHOVIDIS et MURA [7] pour 1la palre
d’inclusions hétéroganes.
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Un calcul analogue peut 8tre condult pour la partle antisymétrique du
gradient de déplacement total, qul permette d’accéder aux rotatlons du
réseau cristallin, responsable de 1la formation des textures de
déformation plastique, dans les problémes de plasticit?® des polyeristaux
métalliques. [9]

La formulation ainsl proposée, dans IV - 1 et IV -2 - 1, pour le
probldme de la palre d’inclusicns. est valable quelle que soit la forme
des inclusions et leur position relative; ces paramétres géométriques
interviennent par l’intermédialre des tenseurs T!! et T4

Nous nous sommes intéressés plus particuliérement aux champs moyens
dans les inclusions: 11 est é&vident que lorsque ces champs moyens sont
calculés, la formules (IV - 10) permst le calcul de en un point r
quelconque du milieu 1infini; en particulier pour les problémes
d’endommagement, 11 est intéressant de connaftre le champ de contralntes
entre les inclusions.

U -3 Calcul de l'énergie élastique

Nous proposons une méthode pour calculer les différentes partlies de
1’énergile &lastique, associée & la présence d'une paire d’inclusions
plastiques et hétérogénes dans un milieu élastique anisotrope. En
partant d’une formulation générale, on introdult naturellement le
concept de palre d’inclusions plastiques fictives dont 1’idée est dQe &
ESHELBY [8], ot qui permet des calculs simples relatifs aux problémes
d’inclusions. ’ ' : :

IvV-3-1 Furnulation générale

Un solide de volume V est soumis a des contraintes uniformes ., a
1’infinl et est le giadge d’un champ de déformation plastique & (n,\
créant des contralntes internes 6. - Z . o

‘9 “3
1’énergie élastique stockée dans le milieu s’écrit :

W: 4 fo;‘_(z) £t AR
2 ) K

o (IV - 27)
et 4’aprés IV - 1
V\/: 4 {61’y (AAT(R-) S8R Yda
1 )4 A y (IV - 28)
\')
On peut encore transformer (IV - 28)
T ? -
Wse A [ga acdh d _ 4 6@ £y © o (IV - 29)
2/ A‘j A, l VAA 4J
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or

fs‘,ur dr - 4 (s ,J.)_,;,’L-_A_fo"»c\z (IV - 30)
DU I I A AP 3

en tenant compte de 1’équation de continuilté pour évaluer la Rene
intégrale et en transformant la 1°f* intégrale du 2°** membrs de (Iv -
30) en intégrale de surface, alors il vient :

- >
A (e awm 4S5 _4 6 dn
W’ L) ,i'a A 92 L) “3 é‘,a (IV - 3%1)
S v
od S est la frontldre du milieu, et :(nJ) ls vectsur normal unité
orientév@ml’extériour: sur S nous avons :

GV n. :Z--h-

i3 3 ‘43 , (v - 32)

et en repassant 3 1’intégrale de volume :

W::L 2__ AR _Afea &Ry
4 1/ 4 i
v v
Z‘:&. étant uniforme, et en posant :
SRR O (P APLINR T g (IV - 34)
""é FAY (}u:i-,é‘ "u:j»"‘)
Vv

1i vient en définitive pour W :

A 4 | 6% Zu., dA (IV - 35)
EERC A2V B R
)

dans le cas d’une 1nclusions uniqua I qul subit une dé&formation
plastique uniforme f":t , L'énerglie est :

V& g

-
-4 -4
W- Ezij EA?. vV 2 I "3 (IV - 38)
ol g :
GVI =;4_ fg;(',;) Dlz (1IV - 37)
43 \II "3
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et dans le cas de ? inclusions I ot J subissant une déformation
plastique &'t £ £  uniformes, tel que :

by T
&(4) & o) 0'&4.;9(5)

(1IV - 38).
)
alors 1l’énergie est :
T = gt TET (v-39)
W:-"—Z EV-LVG E\ “’!"VTG:' 4 -
24 Y r T4 44 2 L
7 b 4
615 étant définl comme l'a été Gij dans (IV - 37)-

IV-3 -2 Evaluation du terme E'.milieu homogtne équiwvalent

Il reste maintenant a calculer le terme ET donné par (IV - 34); on a
alors intérét A introduire un milieu homogéne é&qulvalent de constantes

&lastiques ¢® , pour lequel on va &valuer la déformation plastligus
fiective correspondante & (Z,)

Considérons un milisu hétérogéne et plastique alors (IV - 10) permet
d’écrire la déformation totale locale dans un tel milieu :

T e ’ _
L) £ + r'f\' -2 /w.., ALY 54(4', E\t 42 (v - 40)
mn L} g 43‘- 4t ,‘3& 14

Pour le probléme homogéne, c¢’est-i-dire pour 19 milieu homoegéne
équivalent avec une déformation plastique flectivs g" , la dAformation
locale totale sera donnée par, en partant de (Il - 24):

&(f») : &U) + l'"m) C . £~< da’” W - a)

On cherche un miliseu homogéne équivalent qui solt le sidge d’une
déformation totals &gale & cslle du probléme initial; et en comparant
les deux expressions (IV - 40) et (IV - 41), la déformation plastique
filctive &”' introdulte dans ce milieu dolt &tre telle que :

. |
YieV oma C " f‘(z, = A4 E.si) - Sedy £ety (IV - 42)

A‘»—n [ SYN 4‘;»\ on

vl

La déformation totale macrcscoplque BT donnée par (IV - 34) est alors

égale 3 : .
T T -
E,:-i-/&‘,”“’ A (IV - 43)
Ty d 4
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ou encore
T
E.. =4 (&W + &‘“’) dr ' (IV - 44)
9 vV 3 3
v . )
le milieu fictif étant homogéne on peut encore écrire :
s
T P e
E.. H E‘;. + E&- (IV - 45)
4; 3 3
avec :
p! ' ¢
14 e
E .4/emdr & B .4 [eadd (IV - 46)
.- - o4 A V 4"
v, ¢ vy
4
et ol qu est déduit des expressions (IV - 10) et (IV - 42), et
e ¢
& de- & =& - &A
4.’ ‘;j 43

L'énérgie élastique du solide UV g’éerit en définitive :

A £(n) + f.(n)) JJ: -4 6_‘_(’3) E,P(n.’) dn (IV - 47)
2 : 1] 57

v Vv

IV - 3 -3 Cas particuliers

Appliquons le formalisme précédent tout a falt général 2 des
situations particulldres; et évaluons tout d’abord le tenssur E dans
le cas du probléme homogéns; nous avons en général :

T .
ET = ;L/&(':) 4’: = _i (£C ¥ £') 5‘-2 (IV - 48)
4 v ) &

v) s
v

e
or, on a & - s, 6 : LIV - 49)

o)
o 8, ,,, st la compliance; mals comme on a supposé le milisu homogéne
alors s = S° gu S° est l'inverse du tenseur C° ; i1 vient donc :

¢ a
4]é (IV - 80)

v



5
et %—r{tdh n’est autre que la contrainte macroscopique Z

Y

v
y e A -] > i ° z’
V/E‘:‘;'cu): sﬁ-ép.e Z{e dv S,:jﬁe At
N4

enfin, sachant que

S - £

Aa&c &a

on peut écrire :
o a4 [ AR
i3 \Y) y 3

En reportant dans (IV - 48) on a donc dans le cas homogéne :

T ' —y

P ° P
E. :&f_A./a_.Ax : £ L&
Aa Aa v LY )
ot. donc pour l’énergle :

L
Wt L, B Ve

~J
anl *
‘:I“
o
aé

# Cas d'une inclusion unique
Les résultats précédents sont applicables-au probléme

résultats classigques 4'ESHELBY.

)

.
»

cb d’1inclusions
uniques ot permettent de retrouver par une vole plus directe

Dans le cas d’une inclusion I plastlique, soumise 4 une déformation

plastique uniforme ., et homocgdne, nous avons :

| 5(,.C’ec)
et 3 K
T [

C.-ge.e‘ ¢ "3"'9"

ot les relations (IV - %Z8) et (IV - £5) donnent pour 1l’é&nergle :

rl
Y OE VLAV E, [La@dl (4 veE
WL;*& .zV v o4 2 4
)

V. &
3
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donc:

(I¥ - 81)
(I - 82}
(1I¥ - 83)
(IV - 34)
{IV - 88)
les

(IV - 58)

(IV - 87)
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or d’aprés (IV - 5B) on a :

I (vaz. ¥ ek ' (w -
v ) Voo
\Y
et d"autre part : ° T % (1Y -
T_&
: 6'1 CA;&Q ZI -i ) CAJ&‘C (iig EC)

et d’aprés les résultats du chapitre II (cas homogéne) on a:

E.rr z £° + T:I C° &P" (1v

i
ge - e VIR S & P9
I

T
d‘’od pour 6

T g Ir ., ?
& Cie Jypee T * vl -
R U T C___HEM- e

d’oll pour W, (IV - 87) +

g o —II ; P f
W AZA£A v+;.vz‘" e—‘:.ivlg;‘&'e VI f‘:‘;{hhcok'f\ “'vzaz E\"
d a i 2 v wehPy 19 48 P
' I (v -
Q [~
d’ ol encors, compte tenu de : Z:;} = ijﬂe fiae (v -

k 11 - K
v v © &, (v -
Wz fzz,; Jv z 1 4kt _'r:em Cms’qf‘ _y e} ¢

et en posant :

wo- Z.&o ) | (v -

EL o IT ° ?. '
T b4
W = -% E‘ C’ T C 5‘" * i I 3 C.lake &0

A,&Q Alwaw weeq (v -
et »
wWe W’ VA (v -
Dans le cas d’ uns lnclusicn I hétérogane, nocn plastique, ds constantes
slastiques £ L C,;g et telle que Li . alors on a pour

la déformatigh plastique fictive, correspondant au mi lieu homogéne
équlvalent :
Tz

o Iy s
Vftév; ; C,‘JM ;Q =- Ac,:}m- a‘m. (v -

£8)

69)

€0)

81)

62)

83)

64)

£8)

88)

67)

€8)



I L-]
avec A c';‘ht: C,E;Ll jhe
T 0T
T Iz I
T ° :
‘x & z a‘l\\ - .é—_r-~h H AC’\ an iﬂ-@
T VI
ou encore, en appelant I.,.: le tenseur identité du 4*** ordre

TI —-—--:; 1 - [+
SR LA G P B

T
d’old
‘T I -1
¢ L1 £
an.a = Im.tm ¥ \T LY.L ACH"" e
1

d’od pour (IV - 68), en utilisant le tenseur S° inverse de C°

' -1
Pt T
.S AC A AC °
&“' TR L " TMH  pqmm £'°4
d’cl en appliquant (IV - 84) et (IV ~ 35)
. .
A
et T, 602 %E S D (et o
et 1l’'on volt que si &'=° alors w=o , de méme si Z =° ,\”’:"
I o °
ot st AC zo alors W: W %Z‘J E‘ijv

# Cas d’une paire d’ inclusions

Dans ce cas les déformations plastique fi'ctives'des incluslons
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(1Y - 691
{1V - 70)
(Iv - 71)
(1y - 72)

..}°4a:4

(IVv - 73)

I et

J, pour le milieu homogéne équivalent s’Scrivent 2 partir de (IV - 42)

1

[} P b T T
A T R Y- (v - 74
43‘2 ht wm e djew e
v T ? J 1
ot e C &3 aC, el (1 - 78)
‘Jie &t - .‘.'3-‘ [ "3"" L1
1 J -
ol C (resp. C)) sont les constantes &lastiques da_.‘_ns I (resp.Jd},
Act: ¢t-¢°  ,bCa7 - ci. C , st &'F _f(resp. £'9_ )
la déformation totale moyenne dans V, (resp. V,), enfin £'* (resp. gP-T )

la

déformation plastique supposéde uniforme dans V,

(resp. V,).
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T
La déformation macroscopique E s’écrit A partir de (IV - 54)
T ° /
' P (I - 78
E.,:a.-i-i. Ex)dR )
“3 ‘¢ Y 4
v
'1
or E\;:‘ , en dehors de I et J, est nulle, d’aprés (IV - 42) puisque
£P est nulle en dehors de I et J ains! qus .. , done :
T PI P )
b4
E..E° N A £‘: (IV - 77)
":? T4y Y, ~% \ 3
T TJ, .
5\3. et £'.- sont obtenues 3 partir de (IV - 21) et (IV - 22)
'y ° °
en posant W . L &V » 1'énergie &lastique s’obtient sous

2 43 9
la forme générale, & partir de (IV - 3B), (IV - 33) et (IV - 54)

VIRAR I }os {Z &‘ SPLE G
“ ‘

u Y T ‘9
[4
Les termes é.) et N sont solutions de . (IV - 74) et (IV - 78)
6 et &7 sont obtenus & partir de (IV - 22) et (IV - 25).
|a la .

IV-3-~4 ﬁggllcatluns

\
% palre plastigue homogéne alors AC = A(‘ 20 et 1l'on a d’aprés ‘
(IV - 74) et (IV - 7B) -

P ? |
f_% : &fs ek U CJ (IV - 79)
de plus ' 1 ° Tt £ ) (IV - 80)
S5 = G (& - e

5.'-3? : Cx:'»!;e (&:e ) a?t) |

(Iv - 281)

¥
& AT ¢ E,PI LT e 55 (v - 82)

or e_: +
R' H \‘I {Q....‘ hnfot [ ] \& LQ\.\. \-\rt‘ £4

' ot g ° 'J Q T
et ar e + A 7;2“ C"‘“H am +%—T C (Iv - 83) |

J
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d’od en appliquant (IV - 78) et en tenant compte des relatlions précédentes

W:WO*L Z a: Py C ( Tnc. &': TII ° ';- \;&fz)}*

2 § o4 ‘J SLTAR ISR TN TN R {1 h-m '1 wt
Iy <3 ae 9,
i- Z&I-_arc ( V+ cu & T?..Cu-h C)
2 i~} Y i 4,& ““‘" P~ t P4 h
{1V - 84)

En développant et en tenant compte de ce que 1'on a:

24, C, t.e :C, e

53&!, (IV - 89)
W apparalt alors comme la somme de quatre termes :
° I J IJ - 36
W-W =+ W oWy W (w )

ol Wo A Z £ \/ représente 1’énergle élastique du milieu homogéne
due aux Fontdaiftes T.: WEF . wW¥ et WY ont la néme
signiflcation que dans 1és formules trouvées directement dans (II - 71],
(II - 72) et (II - 73) et (II - 79),

1 .

W représente 1’énergile élastique associée a la présence de 1’inclusion I
de méme pour W vis-a-visg de 1’inclusions J, -et W!Y représentant
1’énergle d’intéraction entre les inclusions I et J.

% paire hétérogéne mals non plastigue

on a : £?1’ =£%- =0 o (IV - 87)
SR | f
et (IV - 42) 9
’ T
o ?z -E
C, ut‘u z - AC,R St (v - 88)

J .
Co_ &ze _--A(a_“e ﬁ:é , formules ldentiques A celles
‘Ju “4 trouvées dans (III - 43)

ot (V- T8) > VZ. &, LIVY £r3 (IV - 89)
: MR B
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T
2"' et £~J sont donnés par :

8 TG 82 T 2.’5

£:
P A —' i " ,;'lt { SV ™
i AT e =y, AR "

JI po 13 o
¥ £° { ‘T a‘ s
f\‘; - 4} ¥ -—)" 4}&2 Cum. £ VJ’ A:fie CN.... a

T

(IV - 90}

e,
I J
ot donc Z et 2' sont solutions du syté@ms linéalre suilvant :
(IV - 88) et (IV - 80) +»

IT ° f’ T ° p' I 0
o ACrine MG, 3 |
C‘Jae é“e r \I -’;Qhk Ch.nf1£p1 + "——‘-ﬂ | {1 C\hqu\" Ac‘;a.ke aht
1
4 J Iy I}
C' .L(’T c £y . ACN.! T f< =_AC. £.
e S T Coyfiy St T o -4

Dans cette situation, 11 apparaft encore des termes d’énergie propre.
aux inclusions I et J et un terme d’'interaction dont l’origine provient
. du systéme (IV - 85), mals dont 1’expression directe et complexe.

Examinons 1’ approximation de BORH- on a touwjours les relations (IV -

88) et £ Tz st &7 sont alors donnés par (III - 21) od l’'on falt
1’approximation de BORN, c’est-a-dire :

T T

T ’ °
’ 4
8';:- = a;.i - ‘V'; Tzﬁu, Acatn - ’;_I:akt A(' (22N E‘ﬁ
AL 0 3T, o7 . T3 T ° (IV - 82)
w b AT T v
w by "y, At hepy Epy 3; e Do &

et Wy , l’énergie dans 1’approximation de BORM, s’écrit en appliquant
(IV - 89) et en tenant compte de ce que

T (C‘T.M)'l = €

Aa ~3
1 2 T
- o o - ‘T': o —r J [ _
Wﬁ‘w'%"raisbcsguitu‘im-“ -1 A

mneq P Ty Rlun T mnpq Teq

R il R T Sl
4.Y;¢ M‘ ) {iae'- A P LA TR "}
2 d e ’ (1V - 93
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Cette solution approchée n’est en falt valable que pour .les falibles
valeurs de 1’hétérogénéltéd relative des inclusions par rapport a 1la
matrice, comme cela a été vu pour le problédme de la palre hétérogéne.

IU - 4 Conclusion

Pour tous ces problémes d’incluslions. la solutlon effective nécessite
le calcul des tenseurs T!! , T!Y et TYY qui sont complexes en général:
nous donnons une méthode générale dans le chapltre sulvant, walable
pour des inclusions ellipsoldales dans un milisu anisotrope; nous
nous sommes limités & cette morphologlie car alle contient suffisamment
de situations particuliéres.
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CHAPITRE U

Détermination des tenseurs Tf! et T!Y

U -1 - Détermination de T'!

¥V -1 -1 Cas général
V -1 -2 Cas de l’inclusion sphérique

V -1-3 Cas de l’inclusion sllipscidale
U -2 - Détermination de T!Y

U -3 - Détermination de T'! et T!Y pour un mllieu isotrope et

des inclusions sphériques

V-3-1 Cas d’une inclusion sphérique

V-%-2 Cas de 2 inclusicons sphériques

Uu-4- Bibllagrgphle v
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L’évaluation du tenseur T!Y pour un milieu anisctrope ast
complexe 3 cause de la présence du tenseur de GREEN, qui, pour
un tel milieu ne peut ss calculer explicitement pour une anlsotrapie
quelconque. Une méthode numérique, pour le probléme d’uns inclusion
ellipsoldale (calcul de T!!) a été proposée par KNEER [1] et reprise
par MURA [2], LAWNS [3] et GHARHEMANI [4] [B}: solles consiste a
utiliser la transformée de FOURIER du tenseur de GREEN G et &
intégrer sur l’sspace de k (conJugué de r); pour le caleul de

T!Y nous utlliserons une méthode analogue pour le c¢alcul des
compcsantss du tenseur T, dans le 2as de deux Iinclusiocns
ellipscldales dans un miliesu anisotrope.

Y -1 Détermination de TI!!

VU-1-1 Cas général

La transformée de FOURIER de G ssra définis par :

~t

BB »
GB . (Ga) e dr

[T ) v - 1)

et sa transformée de FOURIER inverse :

~ v ';; .
T G@® A G Ak W - 2)
Y gqri i & 4 ,

\

-> ->
# aucune confuslon n’est possible entre la vectsur Xk conjugué de r
(et appartenant 2 1’ espace R?*) et 1’indice k  qul intervient
-dans différents tenseur (tsl que Gym) et qui prend les valeurs 1,2,3.
<+

sl ki, ko, k, soq& les coordonnées cartésienhas_du vecteur k, et x,,
X2, X5 cellss de r alors 1’élément différentiel 4% est :
-
Ab - db de, db,
- v -3
-’
et Q_n. = k41, * P‘;"s*gs"s
V-29
- >
~J . Aan
Gy 4L (GD) (-ik) e Ak w-a
b, b gf? )
?
et ~ 5 _;in- T~

&u,tj'g';r" 1 vV - 5)
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de plus la transformée de FOURIER de la fonction g de dirac ast donnée

par :
I E > :
Ak
é(i):fﬁ S(z) AX’ =4
et la transformée inverse :

g(r'{):i. f e_;&.n, 4% S wem

W‘J

" Or les composantes du tenssur de GREEN vérifient la relation II - 23.

que l’on rappelle : _ " LA

C G—(n-) *g‘.mg("’o =0 (v -8
4358 hew, J .

ce qul permet d’Scrire, compte tenu ds (V - B) et (V¥ - 7] :

A e ?, 2 G(Mc. aﬁ +-—- g f A% AE-.OW - 9)
Sw
ce qul donne : |
chibL _§
C;j“ C&") gc i 5"" | (v - 10)
| 11 -

T 4 i G (n. :x

\Mus 3‘{ ‘.&‘ !;7 r P‘J {u} "‘;} (v - 11)

ZZ J‘) (Vv - 121
”*3 /f ke,

et d"aprés (V - 8) on a:

Nf L Goe 5 e
‘uma, Lh’"

Vi V.
J (v - 13)



U-1-2 Cas ot l’inclusion | est sphérique

Introdulsons les cosinus directsurs de Xk gu’on notsra
solt k le module du vecteur k: prenons comme repére le repére R!
d’origlne o, centre de' 1'lnclusion sphérigqus, avant pour axes, 3
dlamétres orthogonaux de la sphére; on a alors :

V@:‘,l,i 8- L) W - 14

E i

. A (¥ - 15)
) ‘\LL = A B e ) 15:'-0’38

avec

'Xﬁ M 6 Ln§

-L -
,9,‘? coordonnées sphériques das k , st tels que :

2 \E) €lo,4=] | melom |, pe[o,2m]

alors (V - 10) s’éerit :

QA;&Q ‘XJL& (QL @;N) = S,am | (V - 18)
en posant

nge xa Y;’ = My vV - 17)
alors (V - 18) devient _ |

| Mu,, (‘Ll af’u..\) - g""“ | (v - 18)

y ~ o4 :
ou encore g’ G&‘“ = (M—Q.h) w

) -
Le tenseur M ne dépsnd que de la direction de Xk , c’est-a-dirs des
angles flxant cette dirsction donc %3 Gh ) lul m8me  dépend
} N
uniquement de css angles B et*{.

- 19)

-
Par ailleurs en coordonnées sphériques 1’4lément de volume dk
s’écrit :

> T
‘”“-g' "'wesl‘eA‘Y"M' (v - 20)
d‘ott pour (V - 13)

I W w i \Eﬂ Z ;7/

I < AR -
£ -J_I,m&e 1Y, (QLGQ )Mﬁf&&/e AA/e P
Quj  gn? t 3 ™
: 1

v - 21
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S
ikr & ’
Pour ngluer 1’intégrale ¢ dn , on choisit l'axe x4
sulvant k ., l'origine .au vz centre de 1’inclusion
{supposée de rayon a) st 1l’on trouve

&i&.r v = T (Mlu(d‘)— ak "°°(“&9 (v - 22)
gi
vI
._)"/ -’.;
on vérifie que e'*h'r olj?’ - cx&-r alz ., done
11 ¥ AT _ "
-/t :;2_ 4‘1\9&.9 v 1 (QLG )A.\f _“;Aaa.aawag d{
&Q-..', T 17 " &u
) ° 0
(v - 23)

On peut alsément vérifier que 1’intégrale pourtant sur Xk sest
convergente au volsinage de o st de 1’y , st la calculer par les
techniques des intégrales trigonométriques ou encers par la méthods des
résidus et 1’on trouve :

/QMQ& ok ma% 3_\_3; NPT (V - 24)

6
et alors :
(I A ..
1T 3 v i
ko 2 jaede LY G&G )al\f’ _ (v - 28)
‘m\ui 3 [ ™
d D A
EE)
ol ast cbtenu 3 partir de (V - 19)
. 1

on en tire T!! dans le cas d’uns inclusion sphérique :

T v
Ty =5 [0 by, ¥G_ w0 EG )

0 0

(v - 281



U-1-3 Cas ot !’inclusion 1 est ellipsoidale (7]

Soit a,.b,,e, les demi-axes de 1l’ellipsoide I, tel
plus grand; on passe de 1’inclusion sphérique de ravon
changement de variables suivant, ol tous les vectsurs
repere principal d’inertle de 1’sllipsolde I, noté R!

- 6] -

que a, solt le
a, a I par 1le
sont pris dans le

14 x‘l :z't
e ;i X, = 2
fL xz ———_‘9 7 bl 2
T T, X = ﬁ:.x
RLSs RUPT S > (v - 27
’2‘ A K,z gw
. ; 2= ;; 2
[4
4 o K, - 24
T
R 3 R 3 a, 3
.Le changement ains! sffectué sst donec tel que :
-> > -> =
_ 4&. n = K -}{ (Vz-zéD
' RN AR ) ¢
l’ellipsoldale %, ., & s = = A4 , étant décrit par la sphérs
R=a ; LA S ,
De plus nous avons les formules de passage :
. , : y o o
(Vv - 29
. X - q
Yi-: 4,2,3 ‘g.A: (_bu K, e (@;t) 2o Y o
: 0 o A
A 0 o

ot Vé=";i/3 x;- :AY' XA aneL (N{A) : 0 e"‘l'da 0 v - 301
D 0 Cufa,

Pour ce qul est des &léments de volumes nous avons

T ARICTL YCVAPT SRR
-Dcxﬂx.blx}) %

et ] -
AL & 4K

b o

(¥ - 31)

Vv - 32]
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L’'axpression (V - 13) du tenseur t}ll,, dans 1ls cas d’une Iinclusion
ellipsofdale s'écrit donc en utilisant les formules de transformation
précédentes et en notant UV} le volume transformé de V, et V' 1’espace
de ¥ transformé : *

~ N I 1
Ty (e ko Go o tKER) e R aRAE
/t‘“ ':8?3 (TR b -
K {4V *
R 4

v - 33)

~
6’(2) étant maintenant définl par les relations qu’on déduit de (V - 8)

et (V - 27)
/C?téu» Cig.z) Kt ¢u K.u» ¢3a~ = gxm (Vv - 34)

et en posant

K, =Kk,

-
ot K est le module de K et °X. les cosinus
directeurs

/
tels que 14: Mo e '? ,1 AN IS S W wnd

alors si C"é“ (p“: . ‘y,t L, = M, ‘ (v - 28)

on a (V - 34) »

K" G&(f) =3 M&h

(Vv - 28}
v
A G 2
et l’on volt que l ﬁ: ne dépend que de la direction de K.

alors on d&duit de (V - 33)

R

£ood be

{“"5-8“‘5 d.}
v

or V{ est la sphére de rayon a, dont le cgntre gst celul de
1’ellipscids I; on peut done,pour intégrer sur R R et K ,utilliser lea
résultat obtenu pour une inclusion sphérique (V - 2%) et obtenir :

(v - 37

~ _;E’(ﬁ-ﬁ’) 2>, :
/ ke 1 g% LI AR Ak 4
vt

i o
1T —
- A Q—_,_c, 0 1@ T 6 4
/t&h}- . anbde | KOG e, v &Y @ - 3
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ot on obtient les composantes de T!! en presnant la partie symétrique de t!!

tel que :

I1 :t

U -2 Détermination de T!9

Nous supposons I et J deux inclusions ellipsoldales, (fig. V - 1);
Par définition nous avons :

(2-& * " (v
*‘**a [ [ e

avec v
W
&K.)= A G(ff-i‘) » Gaxant
l 3 2 "l\m,a lh,ld
¥ 3
et en appelant Jt, ) v
3 - (R-A !
%&u& Glhoj ) AR dx
J
(v
Q?u.; Geff-i‘) dr A1
'J
on a denc :
II
b) J
.T-. . A 1f . jf v
R 72 ) Tty 7 i

T A (v - 39)
ith’ = I k“’"‘é ({"‘1

- 40)

- 43)

- 44)

On est ramené 2 calculer t!Y, qui sst donné par [(V - B) et (V - 42)] :

.4
&Qu‘é‘ g
L -

ol k, et 9kJ,sont des composantes de Xk qui décrit l‘espacgJ R? tout
entler od r € {nclusion I , =t r’¢ inclusion J, et o G.Cl)
est la transformés ds FOURIER du tenseur de GREEN. B

- , .
{ & C—m e~5‘2"(2'm ALz w-



Fig. V - 1.

2 inclusions (I) et (J) ellipsoldales quelconques
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Nous calculons Lt dans le repére principal d’inertle de
l’ellipsolde I, d’crigine confondue avec le centrs 0, de I: notons R!
ce repére, (flg. IV - 1), les axes de I sont a,, b, c,; Seux de J sont
2z, by, ¢; ; Jasoncentre en 0, tse! qus 0, R ; notons
RY le repére principal d’inertie de 1’ ellipsoide J: soit 4/ 9 ?
les angles 4’ EULER qui fixent la position de RY par rapport a R!

notons alors ‘3 la matrice de passage de .R' 3 RY ; slle est
donnée par :
2, : ca¥en? - pm Y san® cnb
d "Y%Yf&v\n‘fbﬁ"r w8
Oy 4m 8 am'f
‘?‘4 =_MA{M\( —4A-! "YLBSG C-m‘f
&, z-smY Ml + Y 06 wo?
nl | (V - 46)
o o Me m‘?
¥ T
d!ﬂ: JUPRE Y.
= -AY A b
dst _
-t b
%y
' -
Soit Rf , Ry , Ry , les composantes de R° dans R! ,» ¢’est-a-dire
4 2°
A
2, ==
0 l n® . -
R":0,0, { Ry ' v - 47
R‘: RS
. 2. .2 -
et posons : ¥ M e(z) = oM=n vV - 430
— .-),
VP €Q) = 0,Pzn (v - 49)
- -
QP =My
(Vv - 801
Alcers nous avons “?, ;Z (v - 81)
n "'z

d’ol

<
|

o)
©

On déduit alors de (V - 48)

2, -
. 9 . -»
1] -L, gaza Gg(Z) ¢ A3 “ﬁ e'&h dr e"&'n’ AT w - 83
ma 8? ™~



Pour évaluer l’intéegral sur V,, nous pouvons la transformer en une

intégrale sur la sphére de centre 0, et de rayon 3, (3, choisl tel
que 3, = sup(a,,b, ,c,) en effectuant le changement de variable sur
et k : ‘
X|= 1
- ?'1 4 a .
) ¢,
X 1T X :&.x
1
R 3 e, Y

L/, — K EX) (Vv - 88)
P
(O
ik R A
¥ a 2
14
pour 1l’élément de volume a2 nous avens :
ar - &Lfl % ' , : (Vv - 88)
2
“a . )
et alors on a:
3 ' 2 2
ki SRR 5 w - 7
1 al/?» = e » K L«‘-c A,g
V. o
I Srl&l(o‘)ag)
et en appliquant le résultat (V - 22), on a :
Y .
kR ~ .
e AR -4 s ak -ak@ak (Vv - 88)
K3
St&\&;(o“a‘)
ol K est ls module du vecteur K , c’'est-a-dire :
A
7]
1 1, 4,1
K=/ kR R WS | - (v - 59)
< A - Y T 9
L q,

qu’on peut encore é&crire en posant :

bR, ho- kL )P‘a’g“xa (v - 80)



*
ol Xk est le m_c_:)dule de k et -X‘
directeurs de X : ¢

K:-g-

a,

De la m8me facon, nous pouvons
mals aprés avolr exprimé le vectsur
les différents changements :

b2 L 2.. 1 2
(‘514 +'e'4 y~J- o 5)

les cosinus

X, X,

4
L

transformer 1’intéerale sur U,
dans le repére RY

- 67 =

{(V - 811

: on a alnst

{4 ) ‘&‘ s d‘é &3
- Z )
i i, > L, - 2,5 & v - 62)
{
Rl &«5 RJ '9-5 = 0234' g';
% X =9 (V - 63)
- -
AP Sp— ) W
z-'é_: P
T\ - . Q,
R ' ﬂ? Y; ":i'ﬁg
et enfin . (V - B64)
! / ]
J /
Tl —
> I
b > MK shR g
q
ly Laf
R Ky Pl
d’od (V - 88
A2 - b ol,—ﬁ
2 - ‘—:- b
et
=2 g
: -7'R _
ot E-K?L a7 - e,&K 1 "’.L:z aLE’, W - &6
qb
VJ ‘sl‘w(o.hdl)




ou encore, en appliquant le résultat valable pour une inclusion sphérique

R T
ot ak?z ;_L’.'_ A K/ -0, K woa, ¥ v - e7)
K>
("z.;"‘":.)

od K’ module de K est donné par :

4
v
L2 °z(445m ¥ ‘Q’ ("z, y‘,) o 4¥3))} (v - 68)

On déduit de (V - B8) et (V - 68) pour tiJ
kllwj

lt

A [y S
Jtn e (&G )\11 s &»44K-A,Kuaa.k}{y;qln'_qzx'mqzx’} 4%
u,ha ﬂ' a_" o; s

bye
(Vv - 89}

1
<‘g. ne dépend que de la partie angulalire d'aprés (V - 16) :

done nous pouvons écrire

4 4& Iy |
.{J _‘1__;__ a\ MB‘XY- (BG& )de {:’ {A&G,K-G,Kma,n}{&»qf'-q,lﬂoq‘n‘

&Q‘M Al aj
i 7 v /

(v - 700

d’aprés (V - 16) est

- 1
1’intégrals sur Xk est complexe cr LC‘&““X! Y’;) 2pr
X" delt donner une

réel; donc seule la partie réelle de l’'intfgrale sur
contribution non nulle.

d’o0 en définitive : +o°
' ey T

&QR\J 1T ,'q
0 0 0
now (8, K') -@2%") torfa, k)

s @K) -8K) on 8 K
& (v - 71)

K’ K"
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On peut facilement voir que ces intégrales convergent quand X tend
vers zéro ou lorsque k tend vers 1’'infin!

Posons A = { 1¥ + ?'2 7’1 X:}Z (V - 72)

b2 Z 3‘, '
bs { (5 45) o8 (%) *%‘@a;)‘,-)} w - 73)

B 1421 ‘xzzb *Xsﬂb (V - 74)

alors on a, en ce qul concerns 1’intéegrals dans (V - 71) sur k, en
tenant compte auss!i de (V - 81,88 )

+o°
&Lfm(&x Qﬁ) anak - a,Kwwa K Mdz(’-d,_l'mdak' ol& -
‘e Ka ’Ln5

o) Lokt oat) (i 8 -P}ng‘?‘) ik
{? , .

Le détall du calcul de cette derniire intézrale est donnée en annexe.
Nous trouvons,

(Vv - 78)

+ o2

(89 &'«u&.a&m;)“ (bt BB wll)

sl 1’on pose F =

o

que

F(G,\’):L - +3‘Prel +3ad -Ga&a}j*“*"‘a 44 +

B3k *5“35 “Q'P/ XeBho4p .'+

.A_{xs,,m -m-eaw[ 734 ST o

L{g Se'g 4—3‘1 6435}/ 4‘“5&
Xy

(v - 76



avec
cl. = a+b-2¢
} = b+e -2
(v - 7™
‘- = ¢+a->b
3 = a+b+e¢
ot ol les intégrales telles que j{h°dg A&. sont données par les
relations bien connues :
400 . .\.;j x °27f°
'y TR ade
o B
Nous cbtenons en définitive pour !9
137 W
lr“’
Lo et [dr [aae XY #16)
‘Atha v ‘ _ ¢ P “Rm
- 0 )] ' )
Fs,9) 496
Ly ay)? Loy, b 1 W\
{a}x-. +L, Y—,tCA x;} {d,l @aﬁ,‘) +&, ('14313) +4 '1‘)515)}
(Vv - 78)
qu’on peut encore écrire en introduisant les volumss V, st V, des 2 2llipsolde
' VI:%T\' a.‘eqc‘ V;:%sz'gzv‘)
woow
i
- F(3,%) 4. ®
k&‘l -— = MIMLXCX?"&GH 1,1 0% L gl e AT
™3 A A T {/ {‘J‘; "Q’i 1.1,4' 1‘} {l(gx‘)-re‘(ﬁjl)r;('zgjlé)}
(v - 79

et le tenseur T!Y est obtenu 2 particr de (V - 44): Dans les
applications examinées plus loin, pour des probldmes de mécanique
physique 1l’intégrale (V - 78) est résolue numériquement sur machine
IBM 43 - 31 (ef. annexes).



- 71 -

U -3 Détermination du tenseur TI¥

Pour un milieu isotrope et deux
inclusions sphériques

U-3 -1 Cas d’une inclusion - détermination de T!!

Soit une inclusion sphériqus de rayon a alors d’aprés (V - 28) on a :

3 w i 7 .
.o e Y4y (Vv - 80)
0 ’
st | Tl 1z I
T _4 -
, ‘ {enj L (’t{&., * Iﬂzmé v | 81)

appelons JP ,;) et A les constantes élastiques qul caractérisent

le milleu isotrope; alors dans ls cas isotrope la transformée de FOURIER
du tenseur de GREEN est donné par [8] :

'C A AP | ' )
hG L 5{.,. 2L 4 - sl €

RIERTA T S SR L L S N YTY.

On trouve, si on appelle UV la volume de l'inclusion; les composantes
non nulles suivantes :

rT __TII 1T y 3. 409
= | = =
AA A4 2111 3333 30#(&-0)
p
IL 77 T o TN (v - 83)
A 7 TR VT E R O T X VY] 2 33y G
s W or(4-9)
T IT T T TT Tz D)
. R P P
ALAL T OALZA T A3AY T 4334 T 1393 T 1332

On peut remarquer que nous avens la formule générale sulvante

{(9 -409) g 8 ( 2 O * S 31.“) WV - 84)

""“3 50}‘(4'0)
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On peut aussi remarquer que nous pouvons retrouver les expressions
connues des composantes du tenseur S d'ESHELBY (dans le cas isotrope)
3 partir de la formule (II - 48) qui s’écrit :

Il

{V - 88)

S AT (L

A'ngn .

avec, comme le milieu est supposé lsotrope :

Ch“&e = A gh“ S&Q’ +)A (shl Shl *Oomt h&.) v - 886)

-alors, on a par exemple :

S AT’ {AS +z)ASMSM}

MM Ty mme (V - 87

\ FYaRY
ocu encore, gachant que -

et compte tenu des résultats
(V - 83) : 4-29

T  y.-1I a1 :
SMM = O".l f)-r444 » ( ‘Mn "T«aa) (V - 88)

3-59
45 (4= )

d’od 4444

de méme, nous trouvons

Surns = Sy = S £ =232

YR

¢ .S .85 . .S .S .S . 50 (v - &9

AAzg - 2244 T N3y T Yiyaa T L2 T i3 45(4-0)

¢ .S .S b8

ALAL 2323 4313 15 (A- 0)

]

Uu-3-2 Cas de deux inclusions sphériques isotropes - détermination
de Tt!Y

Nous allons calculer le tenéeur Tiy dans ls cas de deux lnclusions
sphériques (fig. V - 2), dont les rayons sont respectivement a ot b
(a > b)), pour un milieu 1isotrope caractérisé par les constantes

élastiques A, M (uunﬁ v) . Dans ce cas, nous pouvons calculer t!Y
analstiquement kimn
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/
K

0,0,:R > a+b

N T T

!

0,

< (1)

FPlg. V -2 Cas ds desux lnclusions sphériques (I) et (J)
1"axs x; passant par la ligne des csntrss
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Nous pouvons choisir les repéres R! et RY paralléles et tel que le
‘Bems aye x, passe par les centres 0,et 0, des deux sphéres (flg. V - 2);
dans ce cas la matrice de passage est la matrice identité (¥:8:¥:0)
la distance des centres est égale 3 R. '

En appliquant la formule générale (V - 78) =t en discutant par
rapport aux sienes des quantités &, B, ¥, et § nous trouvons (le
détall des calculs sst donné en annexe)

£ a e [oayy 12 /*’% sinch-abiwab wobh bhobl - ybyy
Rhiz-ﬂ:jﬁ’j»& 'I{Y’. &G‘h 48 |ws (aRe8) P . >

0 °

- 9 - : (v - s0)
et O est 1’angle (R,&) 5(x5)z)

on en dédult sl on pose

'+ o0 . )
f(&,g) by (.o (&Rmﬁ}-(m}&-a&wa@x)(a&» ‘?!g ‘Qa‘-ﬂ Q‘&) i{%— (V - o1)
ou encore (voir annexes)
/ . '
0 Mo\(O\(B,.

T (a’cn‘a-sx(ah%’“)ma +z(43.ei)) A 8 (840,
1y

%(B,R): 4 %%S- » 8,6 (T8

(Vv - 92)

I (—R3m3&+ 3R (at+8%) +£(43*U)) » -8, (oL T -9,
4 | '

\0 M 1-54{8\('\7
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ol 31 et Sl sont tels que :

ar
(o Jf 4 84 ZL%E & Lu:ﬁ; =

(Vv - 83)

R
’ el

r‘_ f/t mﬂ:a
059,.41 R

Nous pouvons vérifier alsément la continuité de la fonction 4(39
quand 8 tend vers 94 ou vers Qt auss! blen par val=zurs supérieurss
que par valeurs inférleures.

On en déduit 1l’expression de t‘J suivante

(v - 501 » Jtt‘r . L al‘f/w9 \ﬂ \L ‘&1 '€(9) 4o (V - 94)

&Q

avece )
‘Xq: AorB o'
Y, = a0ab Huy

ﬂf*;‘“"’s

9 ét Y étant 1la logg}tude gt la dilstance polalrs (ccordonnées
sphériques) du vecteur 'k . L - est encores donnd dans les cas
lsotrope par la relation (V - 82) et dépend de O et ¥ ssulement.

Nous remarquons en particuller gquse le tenseur !9 posséde les symétries
sulvantes

13 T3 _
Vt{h.'g ) Jtm“a'; - (v - 88)
17 T4
o bi _
t ITRE /t{ém?, (V - 98)

Enfin T!'Y est obtenu en prenant la partie symétrique de 1Y papr :

1J 7 Ty zJ
T - L)k . A . vV - &7)

- L o

“mj ) Uiuj T2 {Qy..é L&u.i

Appelons alors V, et V, les volumes des deux inclusions sph?riques
le rapport de Poisson,‘}‘L le module de cisaillement, g la
quantité . i (Vv - g8l
A
————s ~

T
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alors, nous pouvons calculer i partir de (V - 94) les composantes de
T!Y non nulles: le détail des calculs est indiqué en zannexe:

nous trouvons :

I I3 V.V,
-1:444:_21”- = 1—1_5 (4 431’—§)
AT R )-(A-°)

T J 2
33 T A A (-4*%§)
2144 4‘1”15 }4(4-9)

T

AALL =

7 7 TJI 7 RY A (2_ A_Q_g’d)
a3 T 2133 T 33T 5332 T e ps p(4.9) s

TJ TJ

T .T,,, 2% 4 (4-20 +§.g">

R T T YIRS, 5

(Vv - 99)

WTrJ :TIJ =VLV” (““ gz)

4343 2313 ¢ RY (4 MNE

T b ot (1-20-21)

4334~ 433 AG'TI"P} _)‘(A ‘D)

I3
_l;asb TATRY P (4-9) ( * -

Nous remarquons en particuller que TXi.. = ¢ (Vv - 99)

Tous les termes tels que T!/,, ., T!'4,., Tidu o0 11 ¥y a trols indices

différents, st les termes tels que T!¢,;, ou T!/,, ou T!4,, avec 3
indices ldentliques et 1 # J, sont nuls.

Par alllsurs, nous pouvons remarquer que notrs tgnseur T!Y dans le cas de
deux inclusions sphériques pour un milleu isotrope est relié au tenssur M!Y
définil dans la thése de M. BERVEILLER (8]

IJ xJ (:

par (V - 100}

45“...: 4-3% 30 wan
d’ol : rJ T

m;ém_ : A-[:La‘mm g{?, + ) »gll *TJQR) (v 401)



- 77 ~

avec M!Y donné par [§] :

3 * * . . . 3 *
M4 i{ée%f&.&g.d& RS- }

qﬁtaﬁr(«-o) 1kt T W 5790 U TR 4o ke 4
(V - 102)
o At/* - | 7- v AR d¥ (V - 103)
Crigh rajhl
v, v
ot ,F - A P b (V - 104)
'Li i ‘?' g’l,;-a
V. Yy
et on [§] :
I3y IT Wy,
Mo, .l 4 (4-20+-9-§,') .
A444 112y 3"73; A= 5
3 ,
rvft ‘Jfrﬁ iy A (},g4.ij),.§1gl:)
ALL S MG
’ g R 4=
(Vv - 108)
M: -Mﬂ A (4-'10+-5—§>
A24C T 3424 4T Rb ) 5
T3 7 s
r\ A :'Ml. : V4Vz A (4*‘3""‘3’;§>
MII . MIJ _ V‘Vz A (z*zO-E t)
2133 T A48 T SRS A-9 5

IJ I

M., : M, st 1 (z-ho-ﬁgl)

1137 B/ TIERS 4-R 5

L T I A% 2 T R 4. ‘)
Mssss TSI 40 ( eSS

Les composantes M!Y,, sont symétriques par rapport 2 1 et J; alnsi
que par rapport 4 k et 1; on vérifie qu’en remplacant dans (V - 101)
leas Tl par leurs expressions (V - 88) st G, ., par l’'exprsssion
dans le cas lsotrope, alors on retrouve les expressions (V - 108).
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CHAPITRE Ul

ifodélisation du comportement pseudo-glastique

et plastique des métaux

Ul - 1 - Appllecation a2 la modélisation du comportement pssudo-&lastique

lers d’unse transformation martensitique sous contrainte.
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Nous utllisons les résultats dss chapitres précédents dans le cas de
1’élasticitd homogéne (palrs plastique), pour analyssr quelques effets
spécifiques de contraintes internes, dans 1le cas de la plasticité
classique (par gllissement plastique) st de la plasticité de
transformation ou pseudo-élasticité par transformation martensitiqus.
Dans c¢e dernier cas on salt que, dans des conditions ds chargsment
isothermes, des piaquettes de martensite, dont l’orlientation dépend de
1’état de contraintes, se forment; mis & part quelques cas particullers
ol on peut observer plusisurs transformations en cascade, les
interactions entre différents variants d’une méme martensite
conditionnent l’aptlitude & 1la déformation en pseudo-5lasticité. Par
opposition & la plasticité classique ol on peut avoir localement un
glissement multiple, less Iinteractions entre varlants seront plutdt a
distance ou éventuellement des actions de contact. La présence des
contralntes internes associées & cses multiples wvarlants entraine un
effet d’'écrouissage, c’est-i-dire que la contralnts macroscopique dolt
gtre modifiée pour poursuivre la déformation. Nous proposons lei un
modéle pour décrire ce phénomé&ns qui peut gtre décrit par .
1’internédiaire 4’ une matrice d’écroulssage analogue 3 celle de la
plasticité classiqus mals qul a une origine physique au moins
partiellement différente.

Ce travall est développé dans la premiére vpartie de ce chapltre qus
nous concluons en &valuant deux termes de cettes matrice d’écrouissage a
partir de la solution du probléme de la paire d’incluslions. Dans le cas
de la plasticlité classique par glisssment plastiqus, nous proposons
formellement de décrire simultanément 1’ Zcrouissage d@ aux actlons de
contact entre dislocations et aux actlons A distance par 1”introductlon’
d’une matrice d4’écroulssage globzale non locals.

Ul -1 Application & la modélisation du comportement pseudo-élastique
lors d’une transformation wmartensitique sous contrainte.

Ul -1 -1 [Introduction 11 [21 [31 [4]1 [5]

Les transformations martensitiques désignent 3 1’origine 1la
transformation de phass du premler ordre qui ss prodult au cours du
refroldissement prapide de 1’austénite des aclers & base de carbone; la
martensite est alors. le constituant dJde trempe des aclers. Cette
transformation martensitique est & la base d=s traitements thermlques
des aclers, car la martensite est beaucoup plus dure que 1’austénité ou
la structure férrite - perlite.

Du point de vue mécaniqus physique, 1le passage de la structure
eristalline initiale (ou phase mdre) & la nouvslle phase s’effectue par
un mécanisme cristallographique analogue & un cisaillement ot gqui
g’effectue grace i des déplacements atomiques trés faibles d’amplitude
gqul ne nécessitent pas l’intervention de la diffusion.

La transformaticn martensitique, a été cbservée & l'origine sur les
aclers, elle se rencontres aussi dans un grand nombre d’alliages, de
métaux purs, ou de certalns composés minéraux. Le m8me phénoméne se
rencontre dans certains alliagss dits "matérizux & mémolre ds forme” ou
pseudo-&lastique qui suscitent Yeauccup 4°interét quant & leurs
applications pratiques.



De nombreux probldmes mécaniques et métallurgiques restent encore
sans solution satisfalsante dans le cas de telles transformations
martensitiquses. Nous pouvens citer 3 titrs d’exemple, celul de la
création de contraintes internes lors de la transformation par
tralitement thermique (en wvolume ou en surface) ou lors du soudage des
aciers qul font intervenir des phénoménes thermomécaniques complexes
tels qus des effsts thermiques, ou la plasticits classique ou 1la
plasticité de transformaticn. .

Ici, nous nous limitons au ' probl2me ds la plasticité ds
transformation pris de manidre isolée tel qu’il apparaft dans le cas de
la pseudo-&lasticité. Dans ce cas, 1la transformation martensitique
apparalt comms un mécanisme de déformation analogue au maclaze ou au

- glissement plastique, mals avec des caractéristiques prorres. Nous
supposerons par la sulte qu’ll n’y a que ce mods de déformation qui

- apparalt dans le matérliau, et nous exczluons ici tout autre mécznisme tel
que la plasticitéd classique. Ces restricticns sont Justifiées dans le
cas de la pseudo-élasticité.

. Au paragraphe sulvant, nous rappelons quelques propriétés
ossentielles de la transformation martensitique en inslstant sur les
aspects clnématiques et les contraintes internes dues 3 1la présence
silmultanée de plusieurs variants.

Nous nous attachons ensuite 3 é&valuer "1’&croulssage” dans une
transformation martensitique en conditions iscthermes, c’est-i-dire 2
déterminer la relation entre 1’&tat de contraintes macroscopiques et la
fraction volumique des différents variants présents dans le matérlau;

‘1’évaluation des différents termes intervenant dans le. calcul de
l’énergle é&lastique associée A la formation de martensite permet
d’introduire une matrice"d’écrouissage” rellant la contrainte résolus
sur un variant 3 la fraction volumique des autres varlants; formellement

\cette matrice est analogus 2 celle que 1l’'on rencontre en plasticits
classiqus.

Nous 1llustrons enfin, dans une quatriadme partle le modéle précddent
sur un cas particulier constitué par deux inclusions ellipsoldales -
palre d’inclusions - représentant dsux variants en interaction.

Ul - 1 -2 Rappels sur la transformation martensitique - Aspects
cinématigques

On admet généralemet que la déformation associde A la transformation
martensitique résulte d’une transformation du réseau cristallographiqus
E? (déformation ds  BAIN), nmesurable par dss méthodss
radio-cristallographiques et d’une transformation 3 réseau invariant
Er (glissement plastique ou maclage) dont le rdle est da
diminuer 1’énergies de déformation associée aux contraintes lntsrnes
provoquée par la déformation (incompatible) de RAIM.
La déformation totale s’écrit donc

<4 * W1 - 1)
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Lorsque un volume UV, de martensite se forme dans un volums V
d’austénite, une lnterface austénite - martensite se forme, et pour das
raisons de compatiblilité celle-ci! prend scuvent 1la forme d’un plan
appelé plan d’'habitat; la martensite posséde alors 1la forme d‘une
plaquette; ce plan 4’'habitat caractérise la transformaticn.

Solt -n' la normale unitaire au p_l‘an d'habitat, 'Lf le déplacenent

d’un polnt M suivant une direction m’ (fiz. VI - 1); les composantes
Y
du déplacement 4 sont donndes par : -

(VI - 2)
Az gxn ™ )

- -
ol les x, sont les coordonnées de M, n, celles de n et m', celles
ds m’ ' . ’

la déformation £‘: est alors donnés par :

9 (h\;ué +mén£)? P\tég C (VI - 3)

ot R’,, sast le facteur d’oriegtg.tion et g le taux ds déforgtat.gon
u.nit.airs’. si & est l’angle {(n,m") a.loss dans = Pepére [o;ﬁ,ﬁ,m‘n]
ol ﬁ est la projection orthogonale de¢ m’ sur ls plan d’habitat,



: normale au plan d’hablitat

: direction du glissement:

8y sl =)

projection d= m’ dans le
plan habltat

—
m

Fig. VI ~ 1 : Déformatlon par transformatlon martensitigue
d’un 4l€msnt de volums




- 84 -

alors &‘3 s’éerit
o WwWa o

%%%3 @ rma © V1 - 4)

0 [~ ©

Lorsque la transformation martensitique se prodult, seuls bisan
entendu une partie UV, du volume’ d’austénite de départ est transformés-
S1 donc cette partie de martensite croft de dV,, la déformation mcyenne
du mélange (fig.VI ~ 2) austénite - martensite s’accroft d’une quantité
Af.‘na telle que :

o R, 4V _oRL ALiEd
‘Lf“'i'jR*j _V_" =9 Ry J-f 4 § (w1 v- 5)

o0 f est 1a fraction wolumique ds la martensite formée st df saon
accrcl ssement résultat de la variation d.f.‘-a- .

A cause de la symétrie c¢ristalline de l’austénite plusieurs variants
psuvent co-exister pour un chargement thermomfcanique donng. En général,
le nombre pozssible de variants est ds 24 (cas du Fs-MNi, Cu - 2n-4l};
déslgnons alors par h le. wariant particulier dont .la fraction
volumique croft de d4dfh et par R;" son taenseur d'orlentatlion,
1’accrolssement do la déformation movenne du "monoeristal“s’écrit done

&b
“*'a : 9 % R:; 3% V1 - 6)

A partir de 1’analyse purement cinématlique précédents, nous en dédulsons
que :

AY ¢
% la varlation de volume sst donnée par ( 7 S R4 )
T Y vl - 7
Ja.n - E R&"_ ’
S 4%
| AE,, < qn %, ait
ou encore xS gw *g awte &-8 : 0 g (Vi - 8)

% la fraction volumiqus de martensite formée pouvant varier de 0 3 1,
la déformation de transformation est donc limités et dépendra des
variants actifs.



Fig. VI - 2

: Déformatlion par transformation partislle

85 -
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# les tensesurs d’orientation RN poasddent les propriédtés
sulvantes
h

VE Ry = aima (W1 - 9

1

RA3 (4+ M¢> (VI - 10)

% la transformation pouvant 8trs réversible lss quantités arn
peuvent 8tre négatives, ce qul n’est pas le cas des fh,

Dans une telle approche cinématique globale pour le "monccristal”,
nous avons calculdé la déformation movenne de 1’élément de volume. Or, 11l
est évidsent que pour ce mécanisme de dé&formatiosn. localement on ne psut
avolr qu’un variant actlf. Le probléme, ici, sst done différent de la
plasticité classique pour laquslls 11 est ralisonnable de supposer
localement un mécanisme de glissement multipls; c¢’est 13 une différence-
fondamentale entre les deux mécanlsmes de déformation que sont
plasticlté classique et plasticité de transformation. Dans le cas de la
transformation martensitique, nous pouvons ralsonnablement penser que
cette hétérogénéité de la déformation due 3 1'activation de plusiesurs
varlants, aura des effzts imnportants sur ls comportement
pseudo-élastique.

Si, pour simplifier l’analyss, on suppose qu’ll n’y a que dsux
variants actlifs (flg. VI - 3), 1'hétérogénéité de la déformation de
transformation va entrafner la présence de contraintes internes et d’une
énergle élastique assocliée qui pourra modifler profondémsnt la
morphologie de la structure, alnsi ques la réponse macroscoplque par
1’interm&diaire des interactions entre varliants st des interactions avec
les contraintes appllquées. N

Nous pouvons dilstinguer dJdeux stades dans ls développement des
variants .

%« le premler, correspondant aux actions A distance entre variants,
intervient au d&but de la transformation martensitique (fle. VI - 3).



Variant 1

Variant 2

Austénite

Flg. VI - 3 Cas de deux varlants actifs situés 32 distance

Variant 1

/

Variant 2
Austénite

Fig VI - 4 Cas de deux variants sn contact



% le second stade correspond aux actions de contact sntre variants et
est responsable de "l’écrouissage” lorsque la transformation est blen
avancée (flg VI - 4).

Les interactions & distance ou de contact entre variants de
martensite dépendront de 1la morphologis (présence d’une ‘"pairs
d’inclusions pour les unes, interfaces entre variants pour les autres) et
de la nature des variants.

Dans un travall récent, M. BEN S4LAH [6] a montré que dans le cas de
contact on peut distlnguer deux familles de couples d4e variants, celles
pour lesquelles l’interface est compatlble et ne crée done pas de
contraintes internes (elles forment ce gqui est couramment appelé
“variants auto-accommodants [1]), et celles pour lesquelles 1’interface
est incompatible, créant des contraintes internes qui vont s’opposer ocu
favoriser le développement de la transformation.

Mous savons par allleurs que, en 1’absence d’une accomodation non

&lastique notable, l’énergie due 3 une incompatibilité d’unes déformation
an&lastique peut 8tre considérable; on doit donc g’ attendre 3 ce que le
comportement global en pseudo-élasticité soit directement 11é& A 1la
nature des interactlons sntre variants. C'est d’allleurs e¢s méme tsrme
d’énergie 4lastique qul expligue avec beaucoup de succés l2 mEcanisme de
transformation lul-m8me, et on postuls que 1l’interface entre austénlte
2t martensits sst un plan d’habitat, ¢’sst-da-dirs compatibls.

Les effets des actlcons de contact entre variants sont Atudiés par BEN
SALAH [7] dans sa thése. Hous nous limiterons pour notre part, 3 1% étuds
des actions 3 distance, cette restriction toutefols n’intervanant dans
notre raisonnement et nos calcul que dans la 4°"¢ partie ds cette étude.
NHous donnerons sn effet dans la 3*** partie une théorie gé&nérals valable
pour les dsux problames examinés ci-dessus.

Ul -1 -3 Ecrouissage en pseudo—-élasticité

Mous nous intéressons ici A la formatlon de la martensite dans des
condltions isothermes. Expérimentalemesnt, on observe que lorsqu’on
augments la contrainte appliqués, 11 existe un seuil au-deld dugusl
apparaft la martensite qul se dévslopps Jusqu'a envahir tout ls volume
de 1’échantillon, 1le dévelcppement de la martensite nécessgite donc une
augmentation ds la contralnte dont 1l’origine est multiple

création de nouvellss plaquettes;

déplacenent des interfaces austénite - martensite:

interactions entre varianis;

éventuel lement écroulssage par création de dislocation.

Nous nous limiterons icl au 3°** effet, intsractions entre variants,
qul d’aprés cs qui a été& dit plus haut deoit &tre lz plus important,
tout partliculidrement dans le cas de solliclitatlions triaxiales non
radlalses.
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Pour analyser et étudier ce procbléme, nous partons de la variation des
1’énersgie libre de GIEBS du systéme austénlite - martsnsite -
solllcitations extérieures, telles qu’elle a été définle par ESHELBY (8]

AG’ H AGCVM ¥ r;l“l ASAM + r:m A'SMM"'WM *w"‘t ’ (V1 - 11)

ou AG" représente la variation de 1’&nergie chimiqus, r;m A‘SAN
correspond & 1l’énergie d'interfacs entre austénite - martensite, rm-\ Asnn
correspond & 1’interface sntre les wvariants; les termes d’énergle
mécanique W,,.. et W,,. correspondent respectivement & 1’énergle
&lastique stockée dans le milieu et due aux incompatibilités de la
transformation, et 3 1’énergie 4’intsraction avec le champ de
contraintes extérieures.

S1 nous supposons qu’il y a N flots ds martensite de volume UV; et
que dans chaque Tlot. un seul variant est actilf avec une déformation de
transformation { R’ 3 (fig. VI - B8), alors pour tout le volume

i

74 de l’échantillon, nous pouvons é&crire pour la dé&formation de
transformation

N N
d/m‘ T 1’ 12 e‘;(‘
£ =L b et (LR} g0

1 4 A3 . bl (VI - 12)
. (AeReY
avec &(R?) = 24y
oM 'l-¢ 4
et pour l'énergle 4'interaction avec lc champ extériesur Z (supposé

uniforme)} nous avons
fz Z T dA | - (VI - 13)

soit :

I + (VI - 14)
Wiml’.:' (1‘A ‘3 39(3)) cl'\’

W +- f, (7,859 %)

I
le terme ’6 bl Z;* ix représents une contrainte résolus sur ls
variant I; ec’est la prolection dans la direction '15’ de défcormation du
variant I du vecteur contrainte assccié 3 la normale au plan d'habltat
n!. En gé&néral cebls contraints rédsolus comports une cission dans le

~

plan d’habitat st une contralntes normale 3 ce plan.

(VI - 186)

Et pour l’énergle elastigue dus aux contralntes internes, nous avons

a
Wog:-2 (et a2
b4 A 43
V

VI - 18)




Fle.

VI

[~

—_—

Austénite

Cas ou i1 existe plusieurs (4)

flots de martensite



od G.(*) désigne les contraintes internes

%

en tenant compte des rslations (VI - 3 st 16) on a
(vl - 17)

soit N
Z 34
\/(/_ -4 R. 9 ey A2 (v - 18) |
wd ZTY T A )
VI
I
Appslons e la contralnte moyennes dans V, telle que
L
‘*
6 = 6‘(" ‘JJ\r
S 13 ) (VI - 19)
I
Vi
alocrs on a ¢
N I
) I
\l\/A.MJ’:.LZ R.. gvx S:A W1 - 20)
3 114 b
D’aprés les résultats des premiers chapitres (II,II et IV) 12:
contraintes internes dans 1’ flot 1 proviznnent d= la déformation 5
dans [ qu’on notera (Ef'? mals 4galement des autrses flots de
martensite.
De manisres zénérals ncus pouvons écrirs d’aprds (IT - 43} =&t les
résultats du chapitre V concernant 1’ évaluation du tenseur T'!, que
N .
AII 1 Z AIJ Iy
e* . * . 3
4 © ,J{CRLQQ J#T 4kt R RE 2 (VI - 21}
17
od R;, est la distancs entrs lss centrss des Tlots I et J ATl =t AY
sont reliés simplement aux tenseurs T!! st T'Y.
conditions (VI - QO] -»
N
1J '3

Dans ces

1T 1T 51 zi Ve o $2
;u&:‘g'g Rﬁ‘é 3\1'5 Axa‘m R&l 3 +J¢1 EJ A‘zu_ &(3 o

bty

pTal
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QU s&ncore :

N 'J
/1 T iI ".’J \/ Vv
el -_-z"; oA 13 »3“. -H. 1 T:4 J';I R

7 VIl - 23%)

D’autre part. dans le cas des transformatiocns martensitiquss, les

termes d’énerglie superficielles ( r'£§$ ) sont en zénéral négligeables
par rapport aux termes d’énergie d’origine mécanique, on 2 en
conséquence (VI - 11) »

N N I N T TT ) :I IJ %v )
2 2
06-06% - 28 2[RI 45T L (3 A &
| (VI - 24}

A 1’équilibre on doit avoir AG':O . ¢’est-a-dire :

z:a ,-AGZV ._312@’ N *-_zZZ i ;g{ 2 v;:(;

-\j“ it 1 A 337 ‘a -

(vl - 281

en divisant par g les 2 membres et aprés dérivation par Papport alv,, on
obtient

YTI: N
1 It 'EAT 0 e B
- AG< 1.0 - 4 Z v R g ;uRn

Bt si on prend donc un volums total &zal & 1l’unité (VI - 268) se met
sous la forme

Ty 3 1332I I
' % 5 TNt R A R
g A R g ) Ry e R o By Ry By [ 3T
Ig LU ﬂ’-jJﬂ. R2s

(VI - 27
AG,
Dans cstte expressicn ls premisr terme g~ correspond 3 la
contrainte critique pour former le premisr variant: une tslle contrainte
eritique dZpend de la températurs st sst la m8me pour tous lss variants.



Le deuxisme terme dans (VI - 27) corrsspond aux contraintes internss
propres du variant I, qui dans 1la réalité diminuent et s’annulent
lorsque la force du volume UV, approche d’une plaquette d’axes a,b,c,
tells que le rapport ‘/d. tende vers zéro: nous ¥ reviendrons
dans 1’application numériqus prévuse plus loin; enfin le 3*** terme dans
(VI - 27) est associé 3 1l'énergle d’interaction entre les varlants 1 &t
et J et décrit "1’écroulssage” croisé correspondant & la variation
{augmentation ou diminution) de la contrainte résolue 1;1 sur le

variant I en fonction des fractions volumiques f, des autres variants J.

En définitive, nous pouvons réecrire (VI - 27) sous la forme :

ZI: ’Co 3 f, W | (W1 - 28)

ie terme H!Y rend compte A la fols ;

- des effets morphologiques associés 4 la forme des deux incluslons I
et J et 4 leur position relative;

-~ des effets de désorientation des deux varlants et de

1’incompatibilits assocliée, qul. sont prise en compte dans les termes
R’'! et R"7,

Pour aller plus loin et pour décrire de maniére plus précise la’
matrice H, 11 seralt nécessalre solt d’introdulre une étude statistique
en fonction des sitss de germinatlon de 1la martensite et de la '
propagation des plaquettes. MNous préférons dans ce travall utilliser une
situation particullére dans lagquelle dsux variants lncompatlibles, de
forme ellipsoldale sont présents, ce qul nous permettra d’utillser la
solution de 1la paire d’incluslons plastiques (chapltre Il); dans ce
calcul on négligera les variations des constantes élastiques entre
1’austénite et la martsnsite: une tells aprroche se Justifle pour les
interactions a dlstance entre variants comme cela a déja été slgnalé
précédemment.

Ul -1 -4 Interactlon entre deux inclusfons de martensite

Considérons deux inclusions (1) et (2), ellipscidales, d’'axes
a, .,b,,c, et a,;,b,,c, (fig. VI - B) telles qus a, = b, >> ¢, et
a, = b, > c¢,, constitudes de martensite pour laquelle la déformaticn
est respectivement R’!; g, et R'%?, g,, et nous supposons l’'élasticité
isotrope _(A,‘r? ; dans ce cas l’énergie W, ,., s’écrit (voir annexss)

\K{;ul . \ﬁji . VQQ . \k/ ' : (V1 - 29}

avec

| W [\
\/\/ :'.L\I‘-((j‘)b Ham (-?—-*)) KRA-,) -\'(R;) | (V1 - 30)
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(Vi - 31)

W, -2 5 (e (%) (5)

4- tX

ot W 32 (VI - 32)
( > %9 J’

Od (R,,)% est le cube de la distance séparant les centres des
inclusions 1 et 2, et A'2 sera donné dans l’annexe pour la géométrle
particulidre envisagée (fig. VI - 6 cas al.

Alnsi donc pour des plaquettes 4’épalsseur trés faible par rapport au

dlamétre, les termes W, et W, sont négligeables _Cl. 1 , et
alers : ' a,

V V:. A“' (V1 - 33)

W“'\‘!’ ~/u (R )S 431

b L
d’ol les contralntes résolues % et % N



Variant 1 v
ariant 1
— =
Ri2 Variant 1
< i
Varjant 2
Cas b

Cas d

Flg. VI - 86 Cas a : deux inclusions de martensite

ellipsoldales quelconques

Cas b : deux lnclusions de martsnsite

identiquss constituées du méme
variant ‘

95 -
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. T . ‘%‘ n'? (VT - 34)

‘gz: C° . 1 R (V1 ~ 38)

A2

avec H H"'\ /A ?49:.)5 "" (VI ~ 328)
Rus

Nous pouvons également définir un terme 4’ &crouissage propre H!! en
partant non pas de W, et W, tel que snvisagé jusqu’d maintenant, mals
en étudiant 1’ interaction sentre deux plaquettss de martsnsitss
idsntiques ~onstituées de m&me variant st séparéss de R,, (fig. VI - 8
~ b); un tel probl2me peut &tre appréhendé ds manidre ldentique au cas
de deux variants distinets, et on psut tontefols s'attendre 4 une
contribution beaucoup plus faible. '

Ul -1 -5 Application - Calcul - cas de 1’alliage Fe -31 ¥ Mi (31

Mous allons nous intéressser au cas de l’alllags F= -31 % 2 Ni  dans
lequsl peuvent coexister plusisurs variants et plus pdrtiguliérement 2
deux variants dont nous avons prls les caractéristiques suivantes dans
“Martensitic transformation” par Zenyl NISHIYAMA [3],

N - _0.05 ) ~0.05
-l
e '3
R & w1 { 0. 160 e m" -0t
4
.5 -0.460
e gu t ¢°. ASL e t

(Vi - 37
€ étant le repére cristallographiqus.

Hous pouvons vérifisr par allleurs qus lss 2 varian%g cholsls sont
bisn incompatibles, car ls détsrminant du tenseur E. - &7 est différent
de zéro L6l :

En calculant les normes des vecteurs donnés par (VI - 37) nous
obtenons :

0.494 . 0.224 0.494 TRXY
: ' . >, }-0.632
) o473 mt) o.30% 714 0.358 ;_o'm
85 _0.6%2 =0.43% (VI - 38)
< 0858 o 14

Le calcul de Tl st T nécessalre pour obtenir 1’énergle
d’interaction et les &nsrzles propres nécessits d'sxprimer tous les
vecteurs et tenseurs dans ls repére principal d’lnertie ds 1l'elllpscide
(1) qu’on notera gé; {r rond)



- - - L
On appelera I[I!', J', K' = n! les vecteurs unitalres du repére R‘ . dont
nous allons déterminer les coordonnées dans € afin d’obtenir la matrice

de passage de 6 a R

- -
Appelons el,f;,"b' les cocrdonnées de I! dans € ., alors 1! vapifie :

92, -, -
(141\ h‘) . m”’ =0

- (vl - 329)
I'.n o
L )
&S +p +3 =0
d’ol
Q: -O.d}s
:_,’4 Bz o 833 (VI - 40}
"‘: -0 5}-!}3
-+ - - - -» -»
J! est obtenu comme prodult vectorisl de n* st I, on a Jt n‘A I
d’ol
.0,966
- ‘
I/ -0.083 (VI - 41)
0.150
t .
d’ol la matrice de passage du repaére ﬁ‘ au repére €
_0.4“}5 018?; -O-qua
-0.966 - 0.063 0. 250 (VI - 42)
0. 131 0.411? 0-359% ‘
avec (VI - 42) nous pouvons cbtenir 2’ dans R , on
0.360
Nl (VT - 43)
.0.2%1
°
3, _ ‘. R A
sachant que n! est tel qus =] ¢ , nous pouvons éerire ls tenssur E.i-)
m*d
dans R!
1 d 4 "
&-‘ R.--_sl<h'm: +hm)
= W TyE g\ * (VI - 44)
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d’ ol
o o o.'r%
Y. (o ° o | (V1 - 45)
o4 o -0.33 N
<> - - =
Les plaqusettes 1 =t : &tant symétriques telles que n*. m’! = n2. n'?
=-0.281 , le tenseur- R’ relatif & l'inclusicn & s’écrit de la méSme

maniére que R* dans le repére principal 4'inertle Ef de la plaquette
2. Donc :

0 o o.43
R - 1o o 0 (VI - 46)

o.4f o -0.2%/ 4
K

- Détermination des termes W, et W,

1’énergle propre de 1l'inclusion (1) est donnée par (II - 71)

4 44 "1

W -390 Ry Csm-i;tm Crnpq R + 3 ) Cm " i - &7

avec Jau- }38“' 4)‘( QJ?,' 41 1&) . lQiant :

! v L) 44 " “ .
W BT ) -4 T ). ot T

/

(Vi - 48)
A 17 A4
avec " =7TeR -+ les termes T = sont calculés & partir des.
résultats d’ESHELBY [8] dans le cas 4’uns pastille (psnny - shape)
a4 partir de notre formule reliant ls tenssur S d’BSHELBY a T
A1
: A i ,
SAé&Q -VTémn h\'\&,[ VI 431

et dans le cas isotrope :

A4

A4 A4
_ )
VS;-,H = A ijmm S&Q * _“:3“' Yotk (V1 - 501
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et pour une pastille "psnny -shape"” (a.= b >> 2), on a lss composantes
non nulles de § (9] :

- - i
PUYTIEE 2 X T A ! o

AS-8Q

33 (1-9) 4

4-20 4

3333 ) zf— ‘O_L:

S S 3'5.4 ']T <

SVTY Tt X R 20 o, (VI - 81)
S -1 T €4

SMss = V3233 F D) o

8 (4- "

S .S . » (A-ﬁ.i?r .‘.L)

3544 T V3322 T 35 . o
_83 ¢ A _a_-_z_zf_g_)

84 e L T — 641545:52535"2-.(4* A-2 K a4

24Y T 39(1-0) M4

Dans ces conditions, nous trouvons pour W,

"

1

:.11 _/‘:V_,.(g‘)’v & (2.,3) (R:‘; )t + (R,';})l (VI - 52)
A-2 L% . o

qui est aussi 1'expression trouvéepar ESHELBY [3]

Pour

W, -

W, blen entendu, nous trouvons la méme exprsssion :

T )‘Vz( ) 2 o) (P\-s) (;;;)L | (/1 - 8%

Détermination ds W, .

Pour ce calcul, 11 faut sxprimer les composantes dss tenseurs R , R
et T dans le repére principal 4’inertie (1) gﬁy en utllisant la
matrice d=2 passags (VI - 42). on 3 ainsi
00023
0.933 5
—’
93 ).0.35% m- { 0.0%9
n (VI - 584)
0.038% 1{-0.9 69

R i}
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d’onl
.0
. .0.21% 0.9%F3 -0.LS6 (VI - 88)
R” = 0.0%3 -o0.02% 0., A%k
-0.456 0.4%}4 .0.035

R
Détermination de T'2. Pour cela, on a besoin de connaltre les angles
d’Euler qul fixent la position de 1l’inclusion (2) par rapport & (1), ou
encore la position de ng (repére principal d’inertie de 2) par rapport
a Rl' -> -y ) 2
Apprelons I2, B, K® les vecteurs unitalres de 92 , blen entendu on
prendra i& =7 ; la ligne des noeuds*de vecteur unitaire u sest
collinéaire au prodult vectorlel 'ﬁ‘A n?;

-Onbs;

-2, 2 -
B« - nt A“" 0.933 (VI 56)

ﬁ: >

+
1’angle de nutation @ est celul formé par'%'at n® or cosi{nt!,n?) = 0.038

0

d’on o=8% 91 (W1 - 57)

A 1 %
1’angle de précession est formé par I!' et wu

. |
e Tz A10. 9 (VI - S8)

- o -
- Enfin pour déterminer la rotation proprs P 11 faut déterminer I[2 quil

vérifie :

il
(il' ?3 m =0

A ) (VI - 89)
23 2
'R =0
-’
\ 1‘ =1
d’ol
3
- -0.03 : (VI - 80)
I 0.0%2
0.993

o (2,3) s TRz 003h 5 Fa(1): 8806 w1
).
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Les anzles '1/;9 , 0 ainsi déterminés permettront ds calculer la
matrice de passage &-.3 dggt les termes intervisnnent dans 1’ expression
d2 1’ intégrzls donnant T (-7t et V - 73

Il reste malntenant & déterminer les composantes dans ‘ﬁ? du vectesur
R,, Joignant les cantr'_?s des dsux Inclusions (1) et (8). HNous pouvons
prendre comme plan 2 J&8 , 1z plan de la plaqustts, celul gui passe
par l’extrémité de I' et <qul zontlent %2 42 manisce qus  les deux
inclusicns solent suffisamment proches sans qu'elles se coupent, alers
par exsmple

(flg. VI )
Tf“ = ?I,‘-ro.s I:_S'
alors - o 0.945 - (VI - 82)
13 th 0.03%
g‘:' 1. 49%
-0, 35¢%
st | P I & = Ft) _0.9352 (VI - 63
1 o)

L’énergie 4’ interaction W], est donnés par (II - 73]

” ) / 4 iz

H 12 w 1 | —l.- C
wﬂv - i gstl 4 C«Jle-rihm. Ch-uﬁ RH "'4; 9492 R;; ajet i wupq qu
(VI - B64)

1L
Or T est donné par (V - 78)

: % (L&Q\u; A:\-g)

Lo F(9,¢) L&
Ao 3y [de [ams L, Gm.) ;

' ¢ 3 eyt ptyl i 2, ? }
b el fepanaa)

(VI - €5)

wil F est donné par (V - 78),et Y—‘: AMnf L, = mm sl ,‘}.s;wxe

L 4
ot ol .- &st la matrice de passage d= a ﬁ,
‘4

Zl'

: I
Posons /5“' 5 A 8 “ﬁ' ‘x‘ Q& 'R.n)
iehu 8

3 %'b (V1 - 66)
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.a.vec a et b donnés par (V - 72 st 73);

Ay v
et posons S{Qu» H “ (Agem. lh.u) : (VI - 67)

at ! T
ators Ao = WV N & SRR A AT (V1 - 8)

st dans ces conditions (VI - 84) conduit & :

W. = =V, V, Ay woo, o ‘ 12 C R"-
e lg 3" .i Raa ca)‘% s{'l\m cn-rﬁ RP"\ T R»x; C‘Jhe Bun "wupq P9

(VI - 83)

Les composantes ds T et donec celles de S dépendsnt des dimensions
des lInclusions A travers les quantités a st b;. mals nous pouvons nous
inspirer des résultats analytiques mals pour des inclusions sphériques
{chapitre V) et écrire 8™ sous la forme (ce qul est toujours possiblse)

X 3 14

A2 1% . ” ’ -
S&‘l’m N @4—)’ -L:"*‘ . ™ —’::.. : (R«z)‘ gm»-. (VI - 70)
1% v '

et dans ces conditions W2 g’écrit :

'AXH 1 E% :'z 7 1t ‘v
Wy = = ? 9; -3 R‘: 53he tmn C"“f‘\ -$Ry C‘t“ Sms C""H R
(}{ ) WI - 71)

%

Applization numérique

Nous envisagsons dans cette application deux plaquettes (a = b >> ¢l
telles que considérées cl-dessus; st nous met.ton., le terme d’écroulssags
sous la forme /Aoz ( & constants).

% Pour la détermination du terme H!2, on considdre la conf‘gur'ation
(fig. VI - 6 - a) od les deux inclusicns sont caractérlisées par les dommess
(VI - 45, VI - 48, VI - B8, VI - B84, VI -~ 87, VI - 682) st pour 333- ,
2824 . et c‘:/lo!’ . 94 -OIS?BJ , 26,24 , €z a0t ,
! glg 3“ ; nous cbtenons H!2 par une intégration numériqus du terme
| T2 (vrmew)

et nous trouvons : ~
| , { ;::\)
" M a\w- ‘

(VI - 72)



-

x Pour obtenir le terme H!! nous adoptons la conflguration donnée par
{filg. VI - 6 - cos b} ol les deux inclusicns sont {dentiques, subissent
la m8me déformation (VI - 48) et sont situées par exemple 3 la disance

- -4 -3
R41,(°7 °,40™%) , pour A=z°33 q1:q‘=ef,:$‘_:

’ ’

ot 3.%4,° 0.253%% . les angles d’Enler ~¥=8:¥:0

c1=Cz = A0

alors dans ces conditions nous trouvons un terme d4’é&crouissages donné
par :

11 M
™ 2

A 300 (VI - 73)

On voit bien en particulier que H!'! << H!2, ce qul étalt prévisibles.

La valeur de H!! ainsi trouvée corrsspond sen falt & la pente
d’ écroulssage (courbe 'G;g) dans le cas ol un seul variant est actif;
les essals expérimentaux [10] obtenus dans les cas d'un alliage ds Cu-Z2u-
Al donnent des résultats en accord avec les calculs précédents.

Pour le terme H!'? 1la comparalson avec les observations expérimentales

est plus difflcile, car 11 est pratiquement impossible de condulre des -

essals d’écroulssage latent dans cs type de situations.

On peut. cependant penser que cstte valeur constitue une bonne
approxination des contraintes {nternes. dans 1le cas de transformation
rultiple 3 variants incompatibles, parcs qu’on obtient dans ce cas une
rupture précoce du matériau; bien entendu, dans le cas de variants
distinets compatibles, le terms H'? sera notamment plus falble et du
m8me ordre de grandsur que Hi!-

Cette approche montre que dans le cas de plasticité de transformtion,
le mode de déformation multiple sera difficile (sauf dans le cas de
variants  auto-accommodants) et que 1'on doit s’attendrs 3 la
prédominance du mode 2 un variant: c’est cs qui a 4té cbservé par PATOR
{11] ,dans le cas de métaux Cu-2u- Al ol environ 70 % du volume
transformé 1’étalt pour un seul variant.

Ul - 2 Application & 1’écrouissage par les contraintes internes dans
les matériaux cristallins

U-2 -1 Introduction

Dans le cas ol le mécanisme de déformaticn plastilque est constitué
par le glissement plastique c¢ristallocgraphlque provoqué par ls mouvement
de dislocations. 11 est courant Ad‘cbssrver qu’il se forme une
micerostructure sous forme de parcl de dislocations, limitant des
cellules cu lz densité de dislocations est beaucoup plus faible.

A une é&chelle plus fins, au niveau dss dislocations prises
individuellement par exemple, la multiplication des dislocations et lsur
mobllité sont directement 1lléss aux interactions entre dlslocations
moblles et dislocations immobiles.

A d
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En fin de compte. l’écrouissage du monocristal résulte de 1’ensemble
des mécanismes précédents.

Au niveau individuel correspondant aux interactlions entre
dislocations, 11 est maintenant bien admis que les interactions de
contact entre dislocations constitue l’essentiel de 1’écroulssage [12]
[13] [14]: de telles interactions ont donnd 1lieu A& dlverses
modélisations [1B8], et sont prises en compte directement ou
{ndirectement dans 1a matrice d’écrouissage H reliant 1’évolution de
1a cission eritique z“'sur un systeéme de glissement n 3 l’amplitude
de glissement 'Kmsur un autre systdme de glissement m. Cette lci
4’ écroulssage :

,'G“-: Hhh\ ‘.6"'

représsnte en fait la partie locale de 1’4croulssage dues aux
interactions de contact entre dislocatlions.

Le glissement plastique résulte en falt d’un mouvement collectif de
disloceations, qul peuvent se déplacer facilement dans les zones 2 falble
densité de dislocation, ou se blogque sur des obstacles constlitués par
des verrous cu d’autres défauts. En envisageant ce mouvement collectif.
11 est alors essentiel d’analyser les effets & distance de 1l’ensemble
des dislocations, moblles et immobiles.

Nous savons aussi [18], que certalnes distributlons de dislocations
arrangées sous forme de parols par exemple condulsent, _suivant les
caractéristiques de la paroi, ou bien & des contraintss nulles, ou blen
A des contralntes internes A distance considérables. Ces contralintes
internes pouvant &tre localement ot partiellemsnt relaxées par des
mouvements de dislocations, elles contribuent néanmolns a 1’écroulssage
global du monoeristal. '

Ce probléme en général est difficile & étudler, car 11 faudrait
décrire 3 chaque instant la configuration des dislocations, d’évaluer
less contraintes 1nternes assocides, d4’snvisager les relaxations
possibles, et done aussi 'de tenir compte des 1la partie locale de
"1’ écroulssage dlle aux lnteractions de contact. ’

Dans le paragraphe suivant, nous proposcns une formulation générals
de ce probléme en Atablissant, formesllsment au wmolns, une loi
d’éeroul ssage tenant compte 3 la fols das actions de contact et des
effots A distance; dans un dernier paragraphs, nous Lllustrons les
effets & distance en calculant pour des gituations particulléres les
contralntes internes et lss termes non locaux de 1’écrouissage.

Ul - 2 - 2 Loji d’écroulissage non_locale pour le monpcristal

Considérons un soclide homogéne et a élastic}té isotrops, dans lequel
une distribution de déformation plastique E;x’ a 6té obtenue par un
chargement demes. ' 3
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Cette dé&formation plastique sst le falt d un glissement multiple sur
des systdmes de glissement d’orientation R" dé&finis par :

n n .
R..4 (‘MZ "3t “i) (VI - 74)
b3
Nous avons alors :

p nogn
Eeiy - 2 R;f;’l’&cﬁ) (VI - 785)
33 ~

Cette déformation plastiqus &tant” (au moins partiellement)
incompatible développe un champ de contraintes internes que l’on psut
calculer a partir de (II - 2 ).

Nous avons pour un milisu lsotrope, sachant que dans le cas traitd lci

&5':0

T .
Eeh = B+ | [ 2 P Ravyley d/ w1 - 7e)
L4 “4 iji( 114

v

3
et pour les contraintes nous avons, au point r ,:

" n
Az Z“é ‘Z)‘ ‘R%Z) Ycy +2}‘ r‘n-;{; 2p RCR') 322y A Wi - 7

4}&?
N

ol Z:i' sont les contralntes impos&es qus nocus supposons unlifcormes: au
point I la cission résolue sur ls systdme de glissement m s’éerit :

" . RM ) (V1 - 78)
| 4 4
solt :

™ n N P m Ty
Tea s Rh“. ZA.. ‘L}‘ R. ¥ R, +40 R;; [c2-%) 'Rc nYyda
o ) 3 <3ke

v

Et le systéms de glisssment m sera potentisllement astif au point
r, si la elssion rédulte locale est ézale 3 la cissicn eritiqus locale

™ ; cette derniare quantité contient & 1la folis la cission critique
initiale‘t° représentant les interacticns des dislocations avee le
réseau cristallin (forces de Peslerls - Habesro] et un termes
. d’écroulssage df aux dislocations préssntes en r représenté par
la matrice d’écrouissage locale H.

(Vi - 79)
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Nous avons alors :

n n I3 ]
R'.“. Z’j :zo+ Heh Yoo £ R;c}z) R:caﬂ) Ty =4 R%Z), rc‘,zé,?,') 221;;5’(';701,{,‘” - 80)
o 4 i

e¢’est-a-dire, encore sous une forme plus compacte :

n o ma A - .
E(Z) s fC + -J{,(z.m K(K’) dn’ (VI - 81)
Mn Y
ol désigne la matrice d’écroulssage globale non locale, tel qus :

h

mn e - » Y.,am 2, -
. » R (R B R-2) R
J{(A,u,: RS +2) R‘(a'h 3 | $z-2y k(P R‘.;_z) E_“n %

2 (Vl_- 82)
et sl 1’on pose f"r - ’ ., ot en expllicitant le tenseur de GREEN
pour un milieu lsotrope (chapitre V) ,

- on a:

)

mn ) mn m,, ﬂa' )4 "4’ -_"_ 2(:’)
J’{;(f) = S(ﬁ) Hcin + l)’ R};’ R.:(é' ) —q-‘\_TR%) f,ij“’*fam “) g;“ Lt

(VI ~ 83)

et dans cetts matrice non locale':}{; nousg rétrouvons 4 la fois :

- les termes, dis aux -actions de contact =ntre dislocatlons,
représentés par la matrice locale H'"

- les termes locaux :t/P.R 43 et la partle locale du dernier
terme qui correspondent aux contraintes internes auto-indultes.

~ les termes non locaux dQs aux contralintes intsrnes induites a
distancs.

Ces deux dernlers termes vont créer, par l’intermédiaire du moduls
de clsaillement M , un champ de contraintes internes suffisant
pour qu’uns relaxation plastique puisse se produlire; celle-ci
affectera 1’hétérogénéits de la défcrmation plastique, la morphologie

des cellules, alnsi que l’amplitude d= glisssment sur les différants
systémes.



L

L’importance de ces deux derniers termes par rapport 2 la matrics H
local va dépendre directement du seuil 43°é&coulement plastique, plus
celul-ci est &levé, plus le nlveau des contralntes internes avant
relaxation plastiqus psut &tre lmportant.

A ce stade, avant de poursuivre la discussion générale., nous
pré&férons dlscuter ces résultats sur un cas particuller simplifié
constitud de deux zones & glissement simple uniforme, probléme pour
lequel nous utilisons la solution de la paire d’inclusions plastiques.

Ul - 2 -3 Cas particuliers

- R - Paire d’inclusians plastiques

Nous illustrons ce quil précéde dans le cas de deux zones sphériques
tangentes de méme rayon (flg. V - 2 ). en calculant les cissions
résolues sur les systdmes de glissement dans la zone dfle aux contralntes
internes provogquées par un 2lissement plastiqus dans la 2zcone 1: cette
situation décrit grossi2rement le cas de deux cellules de dislocatlons
dans un monocristal.

Nous ‘supposons dans la zone 1 que le glisssment d’amplitude U‘ a
été obtenu sur le systéme de normale;i(aldlq) , de direction de
1 v; :

glissement ;\(1 .0,-1 , qul  correspond au systéme B4 dans la

monenc lature de SCHMID et BOAS pour les métaux C.F.C.

Bl
Le tenseur d4'orientation R"‘3 pour ce systéme s’écrit :

A

o

| (Rf:) =z,:r—'€ tvi - 84)

o &
tatl

La déformation plastiqus dans la zons 1 induit une contrainte
moyenne dans la zone 2 qui psut 8tre calculée & partir des
formulss (II - 48) et (V - 83), wvalables pour & sphéres: dans le
cas de 1’&lasticité 1isotrope ou P est égal a A/M , on a les

contraintes

e M1t 5
u=-;z—v-,-5_-4-o—
o, o L0 A0t
v ABVZ " (VI - 8%5)
1 A€
s 6, = ﬁ.ﬁ_’l

>
v
"
o
“w
U
v
b
L
)
-
o
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Les cissions induites sur les systémes de glissement dans la zcne 2
dépendent blen entendu de leur orientation par rapport & 1’état de
contralnte.

Les différents tenseurs d’orientation pour les différents systémes
sont donnés dans le (tablsau VI - 1), ainsi gque les clssions moyennes
induites dans les zones 1 et 2.

L’examen des résultats contenus dans ce tableau montre ainsl que les
contraintes internes, <comme on pouvalt s’y attendrs., sont trés
importantes: ceci est dQ au falt que dans ce calcul nous n’autorisons
aucune relaxation plastique nl dans la zone 1, nl dans la zone 2; nous
remarquons que globalement les contralintes lndultes dans la zone 2 sont
d’un ordre de grandeur inférisures 34 celles dans la zone 1: par
allleurs, les clsslons résolues peuvent 8tre négatives sslon
1’orientation de 1la dirsction ds glissement, ot présentent une
"anilsotropie" quil atteint des valeurs de l’ordre de 8 pour les cissions
induitses dans 1a zone 1 ,et S pour celles de la zone 2.

Ces résultats sont & considerer plutdt comme des 1ndications du
niveau des contraintess internes, plutdt que comm= des valsurs absolues
signiflecatives; d’une part, la morphologls des deux zones intervient
directement sur ls calcul des contraintes et peut permettre une
raslaxation globale ou partielle, d’autre part, 11 est évident qu’une
relaxation va intervenir par activation 4d’autres systdmes de glissement,
"4 la fols dans la zonse 1 et dans la zone 2: cette relaxation n’est pas
forcément totale, c’est-a-dire qu’il peut subsister une partie  des
contralntes internes précédentes, éventuellement modifiées par le champ
de déformation plastique complémentalre de relaxation; la partie de la
déformation associée 3 la relaxation de 1la déformation primaire va
dépendre de maniére directe du ssull 4’'é&coulemsnt plastique'initial, et
de 1’écrouissage primaire ot latent dQ aux actions de contact entre
dislocations. Ce problémes est diffliclile & analyser en général, et d’un
point de vue expérimental , 11 n'est pas faclle de metire en évidence,
de manlére séparée, les effets de contact st les effets 3 distance de
1’écroulssage du monoeristal: une premidre vole dans le sens pourralt
étre développée lors d’essais d’écroulssage -latent pour lesquels 11
faudralt solllciter les secondes éprouvettes dans deux sens différents.

Une autre vole permsttant d4’approcher 1lss problémes précédents
consiste 3 calculer 1’énergle 4d’interaction et l’énergle propre
assoclées 3 deux zZones déformées plastiquement.

Ce calcul est développé dans le paragraphe (B) sulvant pour deux
elllipsoldes, dans un milisu isotrope et anisotrope.



- 109 -

Systame Plan (;) Direction Tenseur d'orientation jCission indui+Cission induiA
Y (m) Rjj te ~ Zone | |te - Zone 2
_ _ 1 o 1 1
A2 111 ol1 —_— A Xy -
28 |\ 12 30
1 o 1
2 1 o\
A3 T11 101 - Lo 1 B _ by
2/6 . 20
o 1 2
2 0 1
* L o 2 1 uy -
A6 111 110 e 7 60
1 1 o
B2 11 0Tl : (c_’ ! ') uy oy
T 1 2 o % 20
28 1 o 2
2 1 o
B4 11 101 2 {7 o T) -P.ZI MY
ZA; 0 1 3 15
f2 o 1 , .
BS 111 101 L ds 2 L - A
: /5 \.- 4 60
1 1 o
o 1 1
cl 11 011 A (1 2 o) -‘_‘g_, By
2/6 1 o 3 20
2 1 1
c3 1T 101 2 1 o 1 - ”?Y- uy
2/6 o 1 3 15
2 0 1
cs 1T 110 —j_-_ 0 2 1 ‘% - B
/6 o 1 o
| - [ fo 1o ]
Dl 111 otl =tz oo L34 - B
2v6 o 2 12
2 1 o0
D4 171 1ol L {7 5 - Wy By
2/6 o 1 3 6 20
o 1
D6 171 110 L o 3 - hy ny
2/6 12 70
11 o

TABLEAU VI - |
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B - Approche par le calcul de 1’ énergle

Nous allons ncus attacher maintenant 4 calculer 1’ &nergle
d’interaction de deux inclusions homcg®nes et plastiques, comparer sa
valeur dans le cas lsotrope ou anisotrops, é&tudier sa wvarlation en
fonection de la distance séparant les deux inclusions, et ce dans un
certain nombre de situatlons.

Rappelons les expressions des énergles propres et d’interaction
données dans le chaplitre II (Il - 71) et (II - 73) '

c° ) (V1 - 86)
+4Y &4 A3kt z‘&a '

T3 o I3 C° P:

5 r° .
ot W zarc;he-[;cm Cmm am z&*g C‘S‘ETKQM mard E"’“ Vi - 87)

=--& Cau Bmn Cmn bty

£% &'3

ol :Jet 5 sont les déformations plastiques dans l8lnclusionsI et J.

Donc, si m! (respectivement B¥) représents la direction de
glissement de 1’inclusion I (resp. J). et sl R! (resp. 35) la
direction du plan de glissement, tels que le prodult scalaire :

- . ’ )
P R VA T - o (VI - 88)

alors d’aprés (VI - 785), les déformations plastiques dans I et J sont
données par s -

: I I 1)
%. ("“,- R S+ (V1 - 89)
7 ‘ )
&P’ I FC A s, n‘:) (VI - 90)
I S T

b 3 P Py
ol 6 (ﬂ“]"‘)est. le coefficient de glisssment unitaire st tel que Ex_u_; E-u=°

Si le milieu ast isctrcope, ds constantes de Lamé h et )b de rapport de
Polsson ;) , alors on a:

Cie = A 85 8+ 2 CRIRR ) .

d’otl

t e 1/ 1 T ;i | (V1 - s2)
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et on en dé&duilt :

(VI - 94)
Nous allons maintenant examiner un certain nombre de situations
particulidres .

a - Cas de deux inciusions qui possédent le méme systiéme de glissement
(fig. VIl -6 -aoub ) '

¥ Cas isotrope

Py X
Seit a et les déformations plastiques des 1inclusions I et J
définies par :

m (vi-s4)

-
> 0 o
-
-
-
[
[ J
3
[
-9

alors 1‘éner;gie propre de chaque inclusion, donnsde par (VI - 88), est :

II 7T IL
:-(/‘*) (K) —I;W_ » v 0 (F) (VI - 95)

2323
1 1'inclus! I t hé 1 'I'Iz TII H-S/D
s nclusion st une sphdrs alors on a = s
3
d’aprés la relation (V - 83), d‘ol alors : 133 1332 30)‘(“"‘))

W V (TI) ( h’ (VI - 86)
2 45 (4-9)
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pour N =0.3 , On a par exemple :

L

W =VI )¢(“I)L (4-_) Y /1;(*6) L3 (Vi - o7

et pour l’énergle d’lntsraction de 2 Inclusions sphériquss qul se
déforment plastiquement sulvant le méme systéme de glissement (VI - 11)
et dans un milleu lsotrope, nous avons :

WIJ’ 1-3 :
' ) (VI - 98)
v -4 (f) ( 2333 353’-
¥ - .
TT 3
dans le cas envisagé ici, les composantes T”” et Tun ont &té
calculées au chapltre V (V - 98); con a done :
3 _
W .VVJ walll PTO 11 1) | (V1 - 99)
VYT hwR 4R g
1
si ﬁ =- , R=2, a=D5b=1 (rayons dass deux sphéres) alors,
3 T T
st deplus ¥ =9
(Vs - (4.,. D _,C_) (VI - 100)
(11)2‘ 3w A=A 5
ou encore
W
V (VI - 101)
(¥ ’)': /u YY)

et 1’on voit dans ce cas 14 que 1’énergle propre sst enviriaon 100 folis
Plus grande que 1’énergle d’'interaction.

* Nous avons également fait le calcul numériqus pour le cas de deux
pastllles (a, = b, >> e, et a&a, = b, = a,_>»> e, = _¢&,) st nous avons
obtsnu les résultats donnés par le tableau VI - 1, et la Fig. VI - 7
{ cas A et A, } .
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b - Cas de deux inclusions coplanaires (méme plan de glissement), mais
dont les directions de glissement forment entre elles un angle R .

w
On examinera le cas par exemple ol R = 5’—
V3
51 ° =1 ° 27 ° 27 .":
alors n {0 m-{4 nq° ™ N\T (VI - 102)
4 o 41 o
d’old, dans le cas isotrope ( A )‘ )
o o o
P
1
& :1- () o 4
2
o 1 (V1 - 10%)
o o -8
e J l
&' -3 4
- ) 0 (o] z
IR
[ z
d’ ol - ) (VI - 104}
4 b & I . 1
W= }*t(ﬁ) T T L ey pl¥?)
= 1323 2332
et pour W

)
WJ:-L:-U) .:.:(T?’...,T”) 1’5‘(-'-3 T ) Y';"-(I-SA; 1;::4)1'

ant an/ T\ 4yt Uy

Ir z
-;; (Ts::’, * Tose )} +Vp p(87) (4"' J.:.E)

(VI - 108)
et pour 1’énergle d’'interaction, nous avons :
WIJ . - . ,
YR T\ v LT
-( 1 (T + T )_,, A (’T’ . ) 3 ( +
- - N4 an3s ¥ 433y
“rbA /“) ) 1343 a3 / ) [F3 1) 133 [}
TT
LT T )
T\ oy 4332 (VI - 108)
IT 17

-

332 (H-107

o ancare 1 ot :(/‘*)” E (Tn T T T

T
1y * oy gy ? 41;1,)* B1y”
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LLes résultats numériques sont résumés dans le tableau (VI - 2] et la
flg (VI - 7) pour le cas 1 et ._..

Les calculs ont été, pour le cas lsotrope, falts pour les systdmes
de glissement définis par (VI - 11), avec a, =b =a, =b, =1,

e, =e, =107, F2¥ 24, DJ:033  , MoI568 daNfmmt
les angles d’Buler qui fixent la position de (J) par rapport a (I) étant
VY:0:=¥Yz0 . Nous avons donné les wvaleurs des é&nergies

d’interaction en fonction de la distance R sé&parant les centres des
deux inclusions: enfin, nous avons calculé W!Y aussi bien dans le
cas isotrope que anisotrope. Dans les deux c¢as, nous voyons que
1’énergie d’interaction décroft lorsqus la distance croft (fig. VI -
7)1 et d’autre part, l’énergle dans le cas anisotrope est supérisure

a celle dans le cas isotrops (fig. VI - 7). Dans le cas isotrope
les constantes élastiques sont celles indlquées ci-dessus M= $56 8daN [ mm¥
et A z0.33 ; et dans le cas anlsotrope les constantes prises sont

les sulvantes, la convention avec deux indices étant 1la convention
classique : ' ) ‘

A pom At 1 pewe I, 3 poua 35 M pown 13 K32
(VI - 108)
§ g A3 k34, 6 fown a2ckYy .
5
Cop = 0 43637 4T L €z 0.1 653 420" Gy |
C,‘,_': C1,’: C!B 2 0. 42920 g/lﬁ-! 7 . V1 - 1091
f
. - o

L4

les unités étant des J—‘-N /"'"hz , et le repére dans lequel sont
données ces constantes étant le repére Cristallographique;

» s} nous prenons pour les mémes inclusions é&tudiéss cl-dsssus, aussi
blen dans le cas de deux sphéres que dans celul de 2 pastilles, dsux
systémes de gllissement tels que :

o X
‘t
21 .%o Ale.mr &m {4

A

alors les résultats pour 1l’é&nergie d’interaction sont ceux du cas
précédent, mals changbs de signe.

b - Cas de 2 _inclusions ellipsaldales qu! glissent dans des plans de
glissement différents

Nous avons également examind 1ls cas de deux 1inclusicns non
coplanairss et non cocllindaires.
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Solt 2 lnclusions ellipsoldales (a,.b ,c, ] et (a,,b;,c,) dont les
plans de glissement sont (1 1 1) et (1 1 L) et les directions de
glissement respectivement [1 0 1] st [0T 1] ; 4’00 1’expression de ces
vecteurs normés dans le repére Cristallographique 8

A B A P
£ Y 2 =7 1 a3)-2
no A mi o nd 4 m E (VI - 110)
B n s > -
[ ¢ *
3 o o

Soit I,, I,, I; les vecteurs de bass dans le repére principal d’'inertie
4! de l’inclusion I, alors la matrice de passage du repére G a f! est

i 13
_?1 ° 3 ‘
(vl - 111)

5 (O A

é 3 3

AT O Y

) Ty 3

tel que TN! solt confondu avec 1’axe x; de ! st %! avec 1’axe X, .

de R!: nous avons dans ces conditicns
4
0 : £ a(
> -3 > . VE) '
ndo mid o n’{- 2 ™ T (I - 112)
-t S o il %
3 E)
. ° °
on en dédult les angles d’Euler : AY=: A03.)3 ) B:=¥- 60 (vt - 4
on dédult alors de (VI - 93) et (VI - S4) 1’énergie propre de I et celle
de J, 2insl que. leur énergie d’interaction, dans ls cas isotrops.

- .

Le vectsur R° reliant leg centres des dsux inclusions étant donné
en fonctlon d4’'un paramétre t wvariable dépendant de 1la distance 4
gséparant. les deux centres, tels qus :

z £
2> ) )
R( &
¢ Ve
1 ,
IR L |
avec t:ﬁ-p Kya¥. A9} avec d ), ("—"i")l' :4.24 , cstte valsur
Al s 22

correspondant 3 la plus courte distance (contact entre les deux
inclusions); pour le cas 1isotrcpe les résultats sont résuméa dans
tableau VI - 3.

Pour d minimum, correspondant au ccontact {(point C sur fig. VI 7},
cn a WY = 0.31, valeur qu'on peut comparer a colls donnés pour les cas
A, et A, (FIG. VI - 7)1 corrsspcndant &galement au contact et 2 la
distance nminimale entre les dsux lnclusions, et 1°con constate que cette
valeur 0.31 est supérisure i cells des 2 autres cas.
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d=| 13|

2.2

2.3

2.5

3.5

WIJéas

isatrape

0.083

0.06

0.05

0.04

0.02

0.01

0.008

0.003
~v O

_10‘3

WIJcas

aniso~-
trope

0.11

0.09

0.08

0.06

0.03

0.02

0.0l

0.007

Tableau Ul -1

# variation de 1'énergie d'interaction'dans les cas isotrcpe et anlsotrope

pour le cas de 2 inclusicns cop;anaires =t collinéaires
1::31: 4 et 3, = b, = 1; ¢, = 2,

en

dalN xmm

= 10-2)

J

w!J’
13;‘

(Mous avons pris

ast

1’4nergi= propre &tant 0.244 (cas anlsctropel et 0.288 (cas isotrops)

d=] 13| 2 2.2 2.5 2.8 3 |35 |4 5 6
wcas 0.027 | 0.016 | 0.009 | 0.006 | 0.005| 0.003 | 0.002|8x10™% | 3x10™%
isotrope =0 =0
wIJcas -

aniso- 0.035 | 0.023 | 0.015 | 0.010 | 0.009| 0.005 | 0.004| 0.002| 0.8x10"%
trope ) : ' = 0

Tableau V1 - 2

# varlation de l’énergies d’interaction dans les cas isctropes st aPisotropes
pour 2 inclusions coplanairss st non collindaires {on a pris ¥

a, =b, =a, =b, =1,

est en d a Nx mm

1l’&nergie propre &tant

10-2

ot (B, 2= 2 =& )

= ¥3: 4

w3
77’

Wl = 0.244 (cas anisotrbpe) st 0.288 (cas isotrops)
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d(=|13]) 1.22 1.30 1.4

W 0.305 0.160 - 0.0331

Tableau U - 3

tJ

Uariation de 1’ énergie d’ interaction ( 717 end a M x mm) pour 2
inclusions isotropes non coplanaires et non collinéaires

ut - 3 Conclusian

NHous avons développd deux théories pour décrirs les phénoménes
d’ écroulssage diis essentiellement aux contraintes internes
d’incompatibilité des déformations ané&lastiques.

‘Dans les deux cas, la formulation gé&nérals proposée conduit 3
" 1"introduction d4d°une matrice d’&crouissage. Dans ls cas de la
pssudo-élasticité, on donnse une évaluation des termes de 1la matrice a
partir de la solution de la paire d’inclusionsplastiques 1les valeurs
cbtenues indiquent une trés grande interaction entre variarnts
incompatibles, ce qui explique la relative fragilitéd des matériaux
polycristallins lorsque ce mécanisme intervient de maniére unique. Les
moddles proposés permettront £galemsnt d’augmenter la "ductilité” ds
tels matériaux en Jouant sur la tesxture cristallographique. )

Dans 1le cas de la plasticité classique, la th&oris proposée condult

3 introduire un terme d’écrouissage non loecal qui s’ajoute & la matrice
‘4’ écroulssage classliqus pour prendre en compis les contralntss internes.
Dans c¢» cas, le probléme général sst plus difficile, car non linéairs &
cause das =ssulls ds. plasticité; ce moddle devralt &tre utllisé
conJolntement 3 une loi d’évoluticn =t &’ 5coulement pour trouver 1’état
relaxé (partiellement); ceo travall Aifficile n'a pas 4té abordé dans l=
cadre de cette thase.




$C

0i5¢f

: variation de 1’énergie 4’ interactlion

3

entre 2 inclusions 1 et J en
fonction de la distancs d séparant
les centres des 2 inclusions dans
différentes situatlien

2 inclusions coplanalirss =t
collinéalres (anisotropes)

2 inclusions coplanalires st
collinéaires (isotropes)

2 inclusicons coplanaires st
non collinéaires (anisotropses)

2 inclusions coplanalires et
non collinéaires (isotrcpes)

énergie d’interaction entres 2
inelusions non coplanaires et
‘non collinéaires (isctropes)
en zontact.
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UIl -~ 1 Généralités sur les composites (11 [2] (31 [4]

Un matériau composite est un matériau hétérogéne, comme par exempls
les bétons, les plastiques armés; les paplers syntétiques, les métaux
renforcés; comme lseur nom l’indique, 1ils sont composés de plusiesurs
constituants, de fagon & amélicrer les qualitéds du produit désirs,
surtout en ¢ qul concerne ses propristés mécaniques ou thermiques ou
diélectriques. On utilise sessentiellement les matérizux composlites
obtenus par renfort de flbres ou de particules, \isotropes ou
anisotropes; 1ils sont généralement composés de deux constltuants. avant
des propriétés mécanlques différentes, une matrics ou liant, et un
renfort sous forme de particules ou fibres (inclusions).

L’1dée est d’assoccier deux matdriaux ayant chacun des propriétés
différentes de manidre 34 ce que ls composite ait les propriétés
désirées; 11 s’agit de dé&finir un compromis pour satisfaire 2 1la
légdreté, rigldité, résistance i la traction, & la torsion, tenue en
fatigue et au vieillissement. Le renfort est le plus souvent i base de
verre, de silice, de bore, d’alumine, de graphite, de polymdres
spéclaux; les matrices sont le plus scuvent constitudées de matiaéres
plastiquss, de métaux, ou de céramiqus [1]. La figure VII - 1 illustre
un résultat expérimental selon lequel les constantes &lastiques (ilel le
module d°YOUNG suivant 1la direction x,), croft avec la fraction
volumique de la fibre.

_ Les problémes ds mécanique des composites sont essentisllement. de
deux ordres

. = Tout d’abord, 11 s’agit de fournir aux spécialistes de calcul des
structures une 1loi de comportement homogénéisée représentant la
réponse d’un élément de volume considéré comme macrohomcgéne.

- D’autre part, pour la prévision de tenue en service dss structures
composites, 11 est essentiel d’évalusr les contraintes locales dans
chacun des constituants et 2 1’interface entre filbrs at matrice,
pour précissr les limites d'emplois de tels matériaux en &vitant
la rupture ou la décohésion

A ces problémes de caractdre fondamental 11 faut ajouter ceux qui
sont 116s 3 la conception des pléces en matériaux composites et a
leur fabrication.

Dans ¢ce chapltre, nous nous Iintéressons essentiellzment a4 1a
détarmination d’une lol de comportement homcgéndlsée pour un matériau
composite A Slasticlits linsdaire, constituée de deux phases diffsrentes.

Les presmisrs travaux dans ce domalne sont ceux de VOIGT [6] et REUSS
qui, moyennant des approximations fortes {moysnns volumique
arithmétique pour 1’un, harmonigue pour 1’autre), fournlssent des
bernes supérieurs et inférieur pour les constantes &lastiques
effectives, alnsi que 1'a montré HILL [8]. De plus ESHELRY [S] propose
des modéles plus performants mals 1limitSs aux milieux faiblement
diluds, & partir de la solution du probléme de 1’inclusion hé&tércgine.
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Fig. VII - 1

Exemples de propriétés mécaniquss obtenuesg avec des compbsitas
industriels [1]

E“ (M Ta 1405)
. ‘r

150 |
100 |
450 {
400 .

50

Tl s T 6 F %

La courbe cl-dessus fournit les variations du module 4’YOUNG dans la
direction x, dses flbres en fonction de 1la fraction wvolumiques des
fibres £, pour un composite métallique, aluminlum renforcé de fibres de
bore, =t tsl que les caractéristhues des fibres =t matrice solsnt :

E rrape = 390 000 M Pa ot B nureice = 88 000 M Pa
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Les premiers travaux significatifs qul s’écartent des approximations
fortes précédentes sont l'oceuvre d’HERSHEY ([10] et de KRONER [11] qui
ont introduit le schéma self-consistent dont 1’utilisation s’ est
&largle 4 d’autres domalnes {viscoélasticité , plasticitd) et méme
a d’autres branches de la physiqus.

Parallélement.,, des méthodes wvariaticnnelles plus performantes que
celle de HILL et due 3 HASHIN et STRICKMANM [12] ont permis d’avoir de
bien meilleurs résultats et de resserrer les bornes obtenues 3 partir
des mcddles de VQIGT st REUSS.

Ce n’est que plus récemment [13] [14] [1B5], et grice i DEDERICHS,
ZELLER et KRONER en vparticulier, que des mé&thodes statistiques
systématiques ont permis d’aborder le probléme de facon générale en
introdulsant des fonctions de corrflation des mocdulss é&lastiques qui
décrivent complétement 1la structure: c¢es méthodes restent toutefols
comp lexss.

Dans ce qu! suit, nous proposons une nouvelle méthode self-consistent,
susceptible de prendre en compte la répartition ordonnéde cu désordonnsde
du renfort ou des inclusions. Ca modéle self-consistent part, non pas
des interactions entre une inclusion et le milisu homogdne équivalent,
mals plutdt des 1interactions entre les incluslions d’une ‘“eellule
8lémentalre” représentative de la répartition de la deuxiéme phase et ls
mi lieu homogéne équivalent (M.H.E).

Cet élargissemsent du schéma self-consistent est possible A partir de
la soluticn du probléms de la paire d’inclusions.

Dans le paragraphe 2 -de ce chapitre. nous rappelons comment on peut,
dans le cadre des hypothéses de macrohomogénéité de MANDEL [18],
introduire un tenseur localisation et en déduire les proprisétés
effectives macroscopiques du M.H.E. '

Dans le 3*** paragraphe, ncus rappelons le principe du schéma
self-consistent 3 1 site ot nous le développons pour un composite
1sotrope, biphasé, & constituants isotrepes du type 1inclusions
sphériques et matrice; nous obtencns les variations du module de
clsalllement effactlf macroscoplque en fonction du deerd
d’hétérogénéité et de la fraction volumiqus des inclusions. '

Dans la dernlére partie de ce chapltrs, nous présentons d’abord ls
schémza self-consistent é&tendu qul tient compts de la répartition
spatlale des Inclusloens. ensuite, moyannant quelques hypothéses
simplificatrices supplémentalres, nous proposons une solution analytique
dans le cas d’une répartition cublgue centrée 4d’inclusions sphériques
isotropes.

VIl - 2 Détermination des coefficients effectifs

Pasition du probléme

On considérs un composite formdé d’inclusions dans une matrice: on
suppose que la matrics posséde des constantes Alastiques ’
qu’on notera CM, (caractérisées par sxemples par las cosefficlents de
Lané X" , " et /D )] on suppose que les Iinclusions sont
toutes de méme forme , d@ méme volume (m&me raycn), de mémes
constantes élastiques ct ( A%, )ﬂ: st )31 )] différentes de
C" ; 1la distribution des 1inclusions est supposée statistiquement
uniforms; on notsara V le wvolume total. V! celul de la phase I
représentant les inclusions, V" celul de la matrice.



Nous allons déterminer les constantes £lastiques
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C*ff du millsu

homogéne 4quivalent 3 partir d’un tenseur ds locallsatlion.

La déformation d’ensemble E,;é imposée & 1’infini
movenne des déformtions locales :

E. .4 &y ,o\z
*3
ol f{’;) est la déformation au point B

b 4
En appelant & 1a déformation movyenne dans la phas
dans la matrice,’ on peut écrire i partir de (VII - 1)

El.:::if £; .b.)LT z{q
vy A

1
Appelons f = — la fraction volumique de la phase I,

(VII -3)

E,. s e.r + (A“'
On a de méme pour les contraintss, sl 1l’on appelle
d’ensembls, 6,'.:;_ la contralinte moyenne dans la phase

1; matrices. .
I L S

relation qui découls de la relation Z -2

v
v

au milisu est 1la

(VII - 1)

eI et & cslle

(vit

alors on déduit de

(V11

Z»; la centralnte
I et 6:: dans

(VII

6¢(X) 42 (Vil
4

Comme on considdre un composite &lastique, on déduit de la lindarité du

probléme qu’il existe un tenseur A! tzl que :

I T
E. A .
'&3 - ,.'..’Ml\ Emn

(VII

ol A! est un tenseur du 4*** ordre, appsls tenseur de localisation,
qu’il s’agira de déterminsr afin de ecalculer lss propristés effsctlves

du composite.

2)

31

4)

4)



Par alllsurs, la lol de HOOKE permet d'é&crire :

et

De

or.,

at

on

ol

b4

T I
s -
:.3‘ s C,-éae age

compte tenu de (VII - 8), on a :
st . }\&
.& i 49&'— an mn

méme, dans la matrice, oh a:

m ™M
M
% ° C;é&e S

d4’aprés (VII - 3) on a:

(4) Eg&

1'on dédult de (VII -'B) et (VII - )

dédult de (VII - 8) et (VII - 10}

™M A "
6:‘3 :T-g" C&éu{I&thn- ?

Icemn o8t le tenssur unité d’ordre 4

I

Z‘-j : gcjﬁe At + C;j:u (I

Blmn

A&{m n } E""h

Des relations (VII - 4, 7, 11) nous dé4dulsons pour Z
, A

{ehu

d’ol, pulsqus ici I&Ph (S S +$ e”)

AI)E
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(VII - 6)
(Vi1 - 7
(V1I - 8)
(VII - 9)
|
|
(VII - 10)
|
(VII - 11)
i
\
|
(V11 - 12),
\
|

Vil - 13]‘
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(V11

relation qul permet d’obtenir les constantes £lastiques C*ff du milleu
homogéne &quivalent sous la forme :

L (C-COA

ijmn 4] m 4}“ Aéfae Ninn

Cette forme est générale; pour 8tre sxplicite 11 suffit de calculer le
tenseur A!.

Dans le modéle de V/QIGT, on suppose que 4! =1 c¢e qul- revient &
écrire que C*ff est égal 3 la valeur moyenne volumique de C(r). Une
formulation duzale consistant 3 introduire un tenseur localisatlon B pour
les contralntes aurait donné & 1la placs de (VII -~ 18) 1la relation
sulvante pour les compliances S.

v.% M |
S.aa'rmn = S&éhn "'g ( “3“ H) L0mn v (VI;

_En prenant B! = I (tenseur unité) on aboutit au modédle de REUSS. Les
deux mod2les de UDIGT et REUSS conduisent 3 des waleurs extrémales de
C*** alnsi qu’il a &t& montré par HILL [8].

Ces aprroximations peuvent 8tre sufflisantes dans ls cas de milieux
falblement hétérogénes ACLKG 1] ou de milieux falblement dilués.
Elles ne sont pas cependant suffisantes dans 1le cas des matériaux
composites réels ol on peut atteindrs des hétérozénéltis rslatives de
1’ordre de 100.

1 est donc nécessaire d’'effectuer une melllesure évaluation des
tenseurs A! et B!. En général une tslle opération est complexe, ot
nécessits ls recours a4 des méthodes statistiques complaétes et
systématiques, telles qu’'slles ont &té Jdéveloppées par KRONER [15],
WILLIS [17], DEDERICHS et ZELLER (1).

Nous préférons utiliser les méthodes auto-ccochérentes, car elles sont
plus faclles 3 mettre en osuvre et par allleurs conduisent & des
résultats exacts dans le cas du désordre vparfait [19]. Dans le cas ol
11 existe des corrélations entrs les hétérogénéités, 11 est nécessalrs
de développer ces méthodes. C’est ce que nous proposerons, en
introdulsant 1l’effet de palre, aprés avolr rappelsd le principe et
les résultats concernant, le schéma self-consistent & un sits.

- 14)

- 15)

- 18)



Uil - 3 Le schéma self-consistent a un site
! Initialement d@ & HERSHEY [10]

)

‘pour les polyeristaux, 11 consists a remplacer

environnant par

homogéne qul

Ce probléme revient & cslul de 1l'inclusion hétérogzéne dont
résultats sont rappelés au chapltre (III) et repris iect.

Uit - 3 -1

On a pour la déformation dans 1l’inclusion {(I) (III - 21)

. . entre une hétérogénéité particulidrs {(1’inclusion)

et KRONER [11] qui

= d&f

1’ont développé
interactlions
st le milieu réel

celles exlstant entre une inclusion et un milisu
a les propriétéds effectives Ceff

Calcul général

& E.aTo A &

ii % Akt Almn  m™n
S B m

et le tenseur localigatlon A! s’écrit :-

I ) i TI | T
Aq&t = I"Jn ,* Yy -]:3""‘ A C"""“'

les
WII - 17)
|
(VII - 18)

Le calcul expliclte de T!! dépend de la forme de l’inclusion [ et = |

des modules

C**! quil sont pour le moment inconnus.

relation (VII - 15) on obtlent une #quation impliclite pour C**ff que nous
précisons malntenant pour des milieux Isotropss

sphériques.

Consldérons donc un milieu élastique
inclusion, a élas%}cité: isotrope, _caractérisss
élastiques C!' ( A~ , am , ,DI,, %" ), lss censtantss

Avec 1'aide de la !
inclusions
isotrope contenant une seule

constantes
ds la nmatrice

supposée isotrope &tant notées C" ( A7, ML, XM ). Le milieu est

soumis A une contrainte J.. A 1'infinl créant une
élastique uniforme

Appslons

;;‘ )
$yZ,E

f

la fraction volumiqus de la phase I:

déformaticon
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(2 L X
Nous nous proposcns alors de chercher les soluticns Ce*ff ( A M)
du milieu homogéne équivalent.

Pour un milieu isotrope, on a :
' (Vil
Cig&t : hés ‘Su'*/‘(é:ai g,,it‘ 5;2 {&) -

d’ol

C”;"’ =/‘ ' (viI
et (:

4421 =) (V1I

De (VII - 18}, néus dédulsons :
C,_% CM CI CM AI

- (V11
A4y T 1ta f{ AZmn ALmn mn A

Or, les seuls termes C,.,, non nuls d’aprés (VII - 19), sont C,,,,
ot C,,,, donc on déduilt de (VII - 22)

Cieat = CAZ\M +f(c:m' C::Az) A:.n, +{(C4:14 _C:“)Aj;w ‘ it

d’ol, puisque C,,,, = Cyaay = /’

| C:f,gu. : C:u + { ()I')‘H) (Aiuz, ¥ A:Ml) : (Vi

ou oncore

2Pt ) (B A)

|2
de méme on a pour A :

C‘QLL = Cl\‘i—’, * { CA‘\mn = CAQ... Ab\n‘b (Vil

18)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

261
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et d’aprés (VII - 20), les seuls termes C,,,, non nuls sont ceux
pour lssquels (m,n) = (1,1) ou (m,n}) = (2,2) ou {(m,n) = (3.3), d'ou :

" | 1 1 ™
C:’i" : C““- * € (C:« ' C«:«) A:zz- *g([?:u B Q:L) Azzz;{'# (C.“” - 94,,) A:&b

on en dédult pour Cfff, = A°

(VII - 27)
d’ouq, e.n posant :
I M 1 ™ “ . )
I D WP 7 e N 4 R Y C13 70 (V11 - 28)
4444 A4A4
! ™ I M w1II - 29)
Qe c’«n‘ Ao =04 1
z M I A"‘ A (VII - 30) ‘
C“55 - C‘455 - A - - A

Ac: X‘" f A(A*zf) P‘A + A4 Au,zb h;;u} _ Wit - s

b
e’ estod-dice : A s (\ fAA («u *Au.zz, ”“)4--«%5)‘ MLy (VI - 31}

¢ L
Déterminons maintenant A st Y pour le probldme & un site: e
on notera dans ce cas les constantss effectives respectivement par A

et );: . i

e
a x Dé&tsrmination de j-l‘.

D’aprés le résultat 4tabll par ESHELBY [9)] , on a: ‘

'
&r £ S & (W1l - 321
R R L :
3 ;
ol é&q est la déformation plastique fictive de 1l’ineclusion inhomogéne.
qui condult aux mémes contraintes et aux mémss déformations totale que
celles de 1'inclusion hétérogéne et od S, ., est ls tenssur d’ESHELBY.

On dédult de (VII - 32) |
T o
E)L 2 By v Sue Gue (VII - 33)
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et pour une sphére (ce qu’on suppose dans notre modadle) on a [19]

’
215 : BEa'ﬁ *’%‘ (A-S) E&& sﬂ;’ (V1I - 34)
I 4
pL Xk
avec : = - (VII - 385)
@4 —‘X:) di - 11
I e
5. M .M
et - (VII - 38)

(-2 -

ol ‘X_ est la compressibilité donnée par :
X=4 (5% 4--5}"‘) VII - 37)
)

, ) , ' o £: £ [ £‘P’, S
et dans ls cas d une sphére (VII - 33) devient : NS A +F » (V11 - 38)

o( et ﬁ sont donnés par (dans le cas d’une inclusion sphérique)

Ol -4 /I‘r;
"? (Vi1 - 39)
1-7
L h-A
}3 Se— (VII - 40)
15 2. ‘
/D étant le rapport ds Poisson;
de (VII - 38) et (VII - 34) on dédult :
b 4 T ¢
e S Tt 1 (VII - 41)

=) 8- A

D’autre part, d’aprés (VII - 3) on a, on tenant compte de la forme de :

;f AI £ A 3 | (VII - 42
S Tasay Sar T by



d’ol A L £ (VII - 43)

de m8me, on a :

&I T T
34 H Al“\z R PT 4 (V1T - 44)

en comparant (VII - 41) , (VII - 43) et (VII - 44), on en tire :

. I c , !
AI - A’ _ 4 Y
AyAY T 44y & 1 ' 0 e (V1l 45)

M- 05-2) 8 ]

d’ou l’on tire, a partir de (VII - 28)

i’ "4 t-}*" }z .I < WII - 46)
F f g()‘ ) /“:-( «'f')94

expression qu’on peut mettre sous la._ forme :

ﬁl—:"f{(f:‘fm) _ )’4/)"1

Py M\ o% (V11 - 47)
»0 K- (-7 8
: : N . -
Etudions les variatlons de }’1 en fonction de la fractlon volumique f
Notons tout d’abord, que ? dépendant uniquement de /D, qul varie trés
peu est pratiquement constant: si 1'on prend ):):0.2, alors }9 ~ A ;
)
T M
d’od (VII - 47) -+ avec AP= )‘ "/‘
e LI
)‘1-4+{ AN M P |
NG &) 3 ¢t (V11 - 48
P M Ao

et en posant

'—;- el {(VII - 49
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alors, on obtient a partir de (VII - 48) et (V11 - 49)

#r
. Ay H st
‘}—,H'~ A+
) (VII - 80}
x,..,("-sz),Hx-(A"'H):O
or. H est t.ou.jou.gs positif. car dans les composites on
prend généralement MDD /h" ; on volt que 1'é&quation (VII - S0)

a un discrimlinant toujours positif, admet des racinss de signes
opposés, car lsur prodult égal 2 - (1 + H) < o ;

_ _H(,,_,z@) i\fHL(A-I%)L+L| (4+ W) ‘ .
= ) .

d’od % (VII - 51)

‘a.vec X >0 : on é. done x fonctlon de £ avec H comme pévahét.re.

: . "
On notera, que pour f =0 + x=1 + M= M . ce qul est normal

= = H + U 1T,

et q.ue pour £ =1, x=H+1 » /,‘.g).\ ;
Etudions les wvariations de x en fonction ds f en prenant

comme matériau hétérogine, un matériau _ tal que leg modules
d’YOUNG de l’inclusion et ds la matrize ' zaisnt par exempls les
valeurs réalistes suivantses '

E. 360 GN/mb £, 5.60 GNJm!

correspondant par exempls 34 une matrice de résins Spoxvude et des flbres
de carbone. On prendra pour rapports de Poisson

alors pulsque /M

> )*r:-. 150 GN [m? ,)'Mg 4560/ mt (VII - 52)

H: 99 ~ Aoo

£
L(43)
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Mous cbtenons ainsi une courbs qui varie psu jusqu'a f = 0.3, 0.4
et quil ensulte croit rapidement pour f > 0.4 , pratiquement
linéairement.

Nous pouvons cbtenir d’autres tracés en falsant varier le param3trs
H, 2’est-3a-dire le rapport )“/,,'1 , et on observe ce qui est &vident &
partir de (VII - 51) que plus H est grang, plus x =st grand. On obtlent
les résultats consiznés dans tableau VII - 1 et représentés par fle.

Vil - 2 .

% 0 0.1 0.2 | 0.3 0.4 05| 0.6} 0.7 | 0.8 | 0.9]0.10
pour )

= 100) 1 1.24 | 1.65 | 2.44 | 4.51} 14.14] 44.3 | 82.0 [l2] 160 | 200
X

= 100) 1 1.24 | 1.64°) 2.38 | 4.17] 10 23.9 | 42 | 61 80.4 | 100
X

= 80) 1 1.24 | 1.63 | 2.35 | 4.03] -8.94| 19.83] 33.95 | 48.93}64.44| 80
X

. = 50) 1 1.24 | 1.61 | 2.28 | 3.70| 7.07| 13.50{ 21.88 | 31.0 [40.4 | 50
X

= 20) 1 1.24 | 1.54 | 2.07 | 2.98| 4.47| 6.76] 9.67 | 12.9 j16.42} 20

Tableau VII - 1

[}

Variation du rapport x:)u,»“du modﬂe de cisaillement dans le models
4 1 site, en fonction de la fraction volumique f, pour différentes
valeurs du rappcrt A+H :),\I/);"‘.
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Fig. VIl - 2 variation du rapport X =2 L =n fonction de f,

» Ty
fraction volumiques pour différentss valsurs du rapport h =_}:__L
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vIr -3 -3 Détermination de )1

Nous avons vu que (VII - 22)
C" ¢ (V1I - 83)
DY
. ALY

|
|

en tenant compte de l’isotropis (VII - 20), on a d’aprés (VII - 1B}

|

e ¢ M I L I CI m ) T % CI CH t
A{ s C»Mtz = C«&& * ? (c:uu- CAAAA) Afiﬂﬂ/ * ﬁ ( Azt " C"“zz A&LLI«* Ml; “43) Aﬁ

ou enccre : = A +e A(A+2)»)AM,_L 4-{“& g_A; Amz (VI - 53)

ou encors : >\A= >\ +£A;\ AMu, + A;LLL t Ayy,z +L€ A) A,m,,, (VII - 54)
avec A): 7\1-%“ ‘ (VI1 - 58)

‘ 1 " : : ,
ot A}-A =]‘~‘ -/“ : (V11 - 86)

On peut écrire d’aprés le rdsultat é&tabll par BSHELRY [9] pour une
inclusion sphérique et inhomogans :

I - C ' (VII - B7}

&45 = M tﬁi + %' (M ) N) t&L gia ?

avec M /\" ?B (VII - 58_}
ot N - A+ LA (VII - 89

ol A et B. ol et 9 ont 4té& définls aux paragraphes précédents (VII -
35, 38, 38, 40) alors d’aprés (VII - 8) et (VII - B7]

r . I T

i, E E
E\A“’ AAAA M + AL e E 2 4 T 3 35 (Vi1 - 60
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avec donc

T N-M (VII - 61)

a4 - 3

de méme, on a :

£I T I
2 = Au.,\« R TYY u + A 2233 Es% (V11 - 62)
d'ot :

T IM_N

A.Lzu, - 3 WVII - 83)
I

T\ A E..A.E
de néme é-” = A,,,M w3331 22t 333 T3 (VII - B4)

I -M
d’on : A ud (VIT - 85)

1133 = 3

d’oll en reportant ces résultats dans (VII - 54)

I - 66}
Xi : >‘ {A/\ (4 v2t Azuz 35&2)*2'{bf 4422 R

e M
=N +20MN+2
= A {2
et en tenant compte des valeurs de H et M (V/II - 38, 36, 58, B83) :

X X,
fﬁ)\ oz.(x )() 5€A/“{

X -5 (61

(VIT - 87

e

o
i Pj (}Ac‘( —/AI) | (VII - 83)

avee Xi-._;.(nj-z)*i) ,X=;_(5A z/u) AX=X-)" A/“/“/‘
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Dans les calculs numériques, nous prenons d:: ?4 = —;: ())z g) :
1’ équation (VII - 88) est une équation du sscond degré en Aﬁ ds
discriminant positif, dont le produit des raclines est négatif: et on
prendra 1la racine positive. On réssudra 1'équation (VII - 88])
numériquement pour chaque f donné on trouve Aﬁ,

VIl - 3 - 4 Conclusion

Ainsl comme 11 a été indiqué plus haut, les modéles de VOIGT et REUSS
ne conviennent que lcrsqus le paramétre d’hétérogénélté est trés falble.

Dans les calculs précédents, nous nous sommes limités au cas des
composites 1isotropes 3 constituants isotropes dans ls cas de renfaorts
sous 1a forme d’inclusions sphériques. La méthode précédente, peut 8tre
égalsment développée dans le cas de matériaux aniscotropes, localement et
globalement. C’ast le cas qul a été traité par MORRIS [20] et qui
concerns les polycristaux métalliques possédant une taxturse
cristallographlique.

Nous n’avons pas voulu traiter cs type de situstion particulisre qui
conduit A des calculs numériquss complexss, mals nous avons plutdt
cherché & étendres le schéma salf-consistent au cas d’un matériau
possédant une anlsotrople de répartition de la seconde phase. Le tableau
Vi1 - 2 montre les effsts des différentes parties de la microstructurs
sur le comportement effectif global anisotrops. ©Si le schéma
self-consistent 2 un site est capable de prendre en compte 1l’anisctrorle
du comportement local, la texturs eristallographique et morphologlque
(forme et crientation ' des grains). i1 n’est par contrs pas prévu pour
falre intervenir la répartition de la seconde phase. Ainsi, par exempls,
1’anisotropie macrosccpique due 4 une répartition périodique
d’inclusions sphériques lsotropes dans une matrice isotrope ne peut 8tre
modélisée par le achéma self-consistent 3 un site.

Dans le paragraphe suivant, nous proposons une méthode approchée
bagée sur la solution du problédme de la palre d’inclusions pour tenlr
compte- des affets de la répartition des grains ou inclusions sur lses
proprlétés macroscopiques.
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Comportement effectif

tenseur Ce¢*ff anlsotrope
global anisotrope

ddt a pris 2n compte par :

# comportement local
anisotrope

# tenssur C! anisotrope

—_— _
| = Fonction de distribution
texture cristallographique | des orlsntations
| eristallographiques
|

. '
texture morphologique

- fonection de distribution des
orisntations géométriques

forme dss grains ou
inclusions

orientation des grains v
- aléatolrs, ordonnée,

répartition des egrains périodique.

- inclusion ellipsofdale » T

Tableau VII - 2 : Effet de microstructure sur les propridtés

anlsotropes globales du composite.

. Gm - ——— — . e Smmn — — iy — —— ——— — — v— —— —— — — — —
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UIl - 4 Détermination des constantes élastiques effectives du milieu
homogéne équivalent & partir de la solution dué prabléme de la
paire d’inclusion hétérogénes. Modele & plusieurs sites

Ul - 4 - 1 Solution générale - modélisation du compgsite

Pour tenir compte de la répartition des inclusions dans ls composite,
11 faudrait disposer d’'une description statistique du composite, par
exemple sous la forme des fonctions de corrélation introduites par
KROMER [15]. Ces méthodes systématiques quoique sxactes sont longues et
fastidieouses.

Ncus proposons une méthode approchés qui reprend les 1dées de base du
schéma self-consistent 3 un site, mals qui part des interactions sntre
"uns ceollule hétérogéne é&lémentalirs” et le milieu homogdne
équivalent.

Dans le cas présent "la cellule hétérogéne élémentalre” ne sera pas
constituée par une inclusion unigque, malis par un ensemble
d’inclusions représentatif 3 1la fols de l'anlsotropls géométrique et
mécanique de chacune d’sntre ellss et de leur répartition mutuelle.

Cette "cellule hétérce2ne élémentairs” doit &tre suffisamment simple
pour conduire 3 des calouls compacts, mals ézalement rsprésentative ds
la structure. 4u vu du comportement en éset és(chapitre V) des tenseurs

T1J. et des calculs concernant les -différentes parties de 1’énergle
élastique dans le chaplitre III, on peut ralsonnablement limiter les
interactions aux premlers voisins. La présencs des autres inclusions est
prise en compte du falt que nous cholslissons pour m}lisu homogéne, le
milieu homogdne é&quivalent. M&me dans ce cas, les calculs sont encore
difftetlles A czuss de l'anisotropizs du milleu homogdne équivalent, mals
sont faisables numériguemsnt.

En effet partons de l’exprsssion des la déformation mosedna dans uns
inclusion I trouvée au chaplitre III: alcrs sl N =3t le nombre
d’inclusions dans 1l’envirconnement de I £: s’éerit (IIT - 21)

/ ‘Cé

"&z - E .__Tn Bc& E\ -.‘L:ZT“A (VI - 69)
")

Dl m = 4tn *
. ﬂ/ A-é V 4:'1', mn ’
v 1 I _
T T .
ol A LC’ Cj - ‘iu- est, le méme (par hypothése) pour toutes
les 1nc1usio£ e£ V, le volume de 1’inclusion I.

On en dédult :

P

I

&88+_TA Z

-E..
L in | 4391!, 2wt 3 4;“ R\... =S4 v - 7o)
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et en comparant (VII - 8B) et (VII - 70), nocus en déduisons l’expression
du tenssur A!

-4

I 1 tJ
A.....;a' = g...-.g..j * j\7 AC O (Tﬁf"g -]:3&2 ) (V11

le systéme (VII - 70) psut 8tre &-rit sous la forme

BE& =V E | (vir

4

ou encore

A
£ =V E. (VII

Aj'\‘ﬂ mn L )

(VII

: pp = - 3 T3 T
avec B = VI gmsha +-l:jﬁe AC{ *é-‘:s‘& AC-L?-».

A"JMN Cimra
T -1 |
et alors : A - V! B ) ' < (Vi

Pour déterminer les composantes B, ,,, . nous calculons T!! et T!Y
en utilisant les coefflcients C*ff du milieu homozdne é&quivalent; las
composantes de T!! et T!Y gont calculées numériquemsnt (listings donnés
en annexe et voir chapitre V) dans un repére principal d4’lnertie
de l’inclusion I.

Une . fols obtenues les composantes d= A!, nous en dédulsons les Cr*ff
a partir d= la rslation (VII - B}

G (66

Dans le ier pas ds caleul, nous injectons dans Tt et T!Y les
solutions /“: et 3§,Auprob1éme 4 un site, nous en dédulsons les
composantes de B, que nous inversons pour cbtenir A4, et & partir de (VII
- 76) nous en déduisons pour une Fuﬁbﬁv4W*¢**tf donnée, les valeurs de
Crife ; nous réinJectons ces valsurs dans T!! et T!Y pour cobtenir uns
nouvelle matrice B 4'old une nouvelle expression ds A! et de nouvelles
valeurs pour C**f , et alnsi de suite Jusqu’d ce que ncous obtenlons des
valeurs pour C*ff telles que lss différences sntre lee nouvelles et les
précédentes valeurs, en valeur relative, dsviennent inférisurss 2a une
valeur fixée 2 1'avance, par exemple 1072, de maniére A ce que le
procsssus ltératif converze.

Ar.
e &0 (V11

7]

74)

75)

¢

78)
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Ces calculs sont possibles numériquement st les programmes permettan£
de calculer T!l,, et Tlin, pour le cas le plus général de deux
inclusions ellipsoldales sont donnés en annaxs. !

Nous allons développer maintenant d=s calculs analytiques sn faisant
des hypothéses simplificatrices supplémentaires.

UIl - 4 - 2 Solution analytique avec des hypothéses simplificatrices
supplémentaires

Nous simplifions le probléme en supposant les hypothdses
supplémentaires sulvantes

»« MNous supposons que le milieu homogdne équivalent est lsotrope pour
le calcul des composantes ds T!! et T!Y et que les Inclusions sont
sphériques. Cecl permet d’utiliser les formules (V - 939) du chapitre V.
Le tenseur A! est par contre anlsotrcpe.

% Hous supposons en outre que la "cesllule hétérogéne 4lémentalirs" est
constitude de 9 inclusions situdes aux sommets et au centre d’un cube
(fig. VII - 3). Cette répartition simplifie les calculs de A' si on
suppose qus les déformations sont idsntiques dans chaque inclusion comme
11 eost ralsonnable de le faire.

Nous considérons done un matériau composite contenant des incluslons
sphériques de mé&me rayon r, qul constituent un réseau cubique centré:;
inciuslons et matrices sont supposées i sotropes, les constantes ‘
élastiques de 1’inclusion étant notées C! (2z,ffl, celles de la matrice |
ch ( am, f‘ ). On prendra I au centre d’un cube du réseau ("cellule |
d’hétérogénéité élémentaire”) st dans le calcul des termes tels que ‘
dans 1’expression (VII - 74) on ne tiendra compte que des 8 inclusions J
se trouvant aux sommets de ce cubs.

L’inclusion située au centre du cube sera indéxsie par o (zérol, les 8
autres par J=1, 2,...,8., et les sommets du cube élémentaire seront
appelés A,, A,,....A, comme indiqué sur fig. VII - 1.

T , :

En posant éghns E\....., (hypothése simplificatrice), l’sxpression (VII

- 70) s’Serit avec les hypcothdses ci-dessus

€. 88y a T AL TN *hy oo

Akt AR 324 4
mn 1 j ~n Vz ) 3

P . [
s P

!
La propriété d'isotrbpie suppos$e permet d ' &crire :

M’ = 82 S&e Sm AN (é’ah%h ' S& Se..) -

%an n (VII - 78)

ol SL 2st le symbols ds KRONECKER tsl qu=
e
8 0 Ai%\#ﬂ
%2 - 4 ’ A&‘&:.Q
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o
avec 8 A- )I At" £ A/h=/u-/u (V11 - 79)

on a alors

™A 4 j

| &m v § _ ,fhé v o (;Zo-‘:‘;sl) A/“ Z o(ta"““ Aé“\) -YE. w11 - 80)

o0 J =0 correspond & 1'inclusion située au centre du cube et V = V,

Nous pouvons écrire ce systéme sous forme matriclelle, en utllisant
la convention introduite par VOIGT [21] qui permet d’écrire des tenseurs
symétriques d’ordre 2 sous forme matriclielle (2 8 composantes), et des
tenseurs symétriques d’ordre 4 sous forme ds matrice (8 x 8)

B& = VE : (VII - 81)

ol B n'est autre que 1l’inverse ds I/ A!

-A T o : (V11 - 82)
B =VA S |

et en écrivant B sous forme matriclelle 4’élément B,,, que
nous donnons dans le systéme “cristallographique du réseau cubique"
consldéré pour la répartition des 1inclusicns, toutes les sommations
telles que J portent sur J de 0 2 8 :
. J

B =V, A ZT”m*zA)*

4444
Bﬂa = AA Z Tﬂvm. ‘“LA)‘Z 1402

03 oy
By = ;e T:um\ *iA)A % 1:“5

QA}“Z.(‘M“" 4%:,) ] .-iA}*\ Z( gy ¥ .«'u)' 45‘“)‘ (Hﬂ 44%13

o °J
BB I 0 IT
z A/\ éTz:im *LAPZTDJ -\.V

525: A)\gz 1'-ZA)" ZT

1L3d

:.q _lA/“Z(TaI T;;,,) 15"“}‘2:( an? zm) “‘/‘Z(u«z m*)



oF

= AX Z—_r”mm Qbf“ é-‘;su
ol ol
B, : A ZL:.’;%-"' L LA ZT,m

HS"

By = Ve zm:(

By =V+AAZT" +lerT3:;

“_ZA)‘Z(;”V HSb)’ 35 " zA/“:r 333~ 54:‘)' LA}‘Z( 34y © 33:4)
= BAZ T

""tbrz-ro‘?

3mm 2344

Buy: AAZT” PIAPTT,

M Z_T” LR ZTY

T 433

ik 3552- )

iA}‘Z( 1343 ¥ ma)i hé = 'ZM*Z( a4 ¥ ‘3“)
m T -.,zA/uZ o

S 1Hmm

- BDIT +.tArZ

mm 4323
(VI - 83)

=AAZT°’ 1A)‘ZT;:
s;.-“rZ(T;’wT;l
b= Vo AR (TS, « Tol)
8, - AP (T + o)

By AAZ T L AMPLTS
BGL“ A Z_r:u:m R A/\A Z-‘;::z

Bss = AA Z'T“ m* zA]* 7;::; |
cn 3 1Ar Z-( ,wn) i = ZA/AZ'( 4243 "'—E::d)

B = \1+1A}‘Z_< A Az.u)
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Les différents TO°J,, pour J = 0O,1..., 8, nécessalres pour obtenir
les &léments B., de la matrice B ont &été caleculés au chapitre V, pour
le cas 1isotrope de 2 inclusions sphériques, dans un systéme de
coordonnées tel que l’axe x; colncide avec la ligne des centres des 2
sphéres,

Dans notre cas ici, lss différents axes x,; colncident avec les
diffsrentes diagonales du cube; ce sont (fiz. VII - 3) A4, A,., A4, 4,.
Ay Ag et A, 4,, ot on prendra les deux autres axes dans un plan
perpendiculaire 3 ces diagonales, alnsi

A, A, est perpendiculaire au plan (A; A, Ag)

Az As " n " " [A’ A! As ]
A! As " “ " " [‘4: A‘ ‘47 ]
A, A * " " " (4, A; Ag)

On prendra ensulte dans chagque plan une droite perpendiculaire 3 la
dlagonale correspondante, par exempls :

lﬁ

dans (A, A, Ag) on prendra A, 4,
ﬁ
dans (A, A; A;) ‘on prendra A, 4
—
dans (4, A, A4,) " “ A, A,
dans (A, A; A,) " " A, A,

Enfin on prendra comme 3*"* axs. une drolts appartenant au plan
considéré st qui sclt perpendiculaire 3 1’'axe pris dans ce plan; par
exempls on peut prsndre successivement comms 3**° axe la médiatrice
relative au segment =nvisagé; ainsi si A4,, est le milieu de A, A, A
celul A4, A; oma: :

!

dans (A, A, Ag) on prendra comme 3°"* axes, une drolte collindalre a 4

" [A! A! A‘ ) Il. " " n " n n » ) "

A

24

l

o
"

=

|

€
»

:bl
© -

A,
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Nous exprimons les différents vecteurs unltaires des 8 systémes de
cocrdonnées correspondant i deux inclusions, tslles celles centrées par
exemple en O ot A, (respect. en O et A,,..., en O et 4,), dans ls repére
ﬁ? d’origine 0, d’axes parallélss aux arétes du cube (repsre
cristallographique); et on appelera R' , R2... R les repéres directs

{déterminant ds matrice de passags = 1), correspondant aux paires
d’lnclusions centrées rsspectivement en O et A,, en O et Ay,..., en 0 et
Ag ; alors les matrices de passace de fA! 3 R° . de - Y ﬂ? ..... de
Rea ﬁ" + qu’on notera respectivement «*, & , <+« , & , sont donnédes
par :
4 4 .4 A A A
B v 5 - B Ve V5
o = A 4 4 0. ) -1 L -E
- Vi Y& ¥ o BT
‘L -i— o —z— —4—
°© v n Ve V3
A N P
\'E) Yo Vv 3

S~
3~

|e~.
[}

TS

|

. |
1
/—--.—\\
o J|+ @

RN TN

G

A L LA 4 A A
T Ve 3 i V& V3
S RV IDY I LA R RS
o = e V& V3 Il v Y 3
4 \ L4
° ¥ w * § 7 !
A Ay LA 4
T % B g & B
$
b 4 i A oLl -4 L 4
oS W % =n 1l e ® B
[ L A
° ® =B ° 7T %

(VIT - 84)



g
Ainsi donc si on nots ¥

aelpour J = 1,...,8) les composantes
du tenseur d’interaction, exprimées dans® le repire R alors
les composantes du néme tenseur exprimées dans le repére
Re {eristallographiqus) s’écrivent. par application du critére de
tensorialité.
T 7 7 o7
° T L7 (VII - 85)
T=04. ... T . L ok, ok E
T°°
Pour le calcul des termes P , nous les obtenons & partir

des formules (V - 83), et les termes 0603 3 vpartir de (V¥ - 89)
i5 68
nous awvons dans ces conditions : a@
C
00  —-e0 o0 ¥-402
A4 = L.LLL = Vszss 3 e( Pf-)
O/l {-
.roo Too oo oo 00 0o Y
MLy © 2 T M = lyaq S aadm T o333y T 50}“;(4_}) Wit - 88) |
. 7 L
0o o0 o0 T°° -TM i T _ [*_513
g3e3 © L33p 434> T a33q T AL T Atz4 30/;(4_/;'.)
et pour les termes T°+¥ on obtlent (pour J = 1,....8)
b
' 4
en posant A: . ) P
L° 45’17’}5' (1- 29
avec /Q. :OA4 30'6'2,:"‘=oAs . (V11 - 87)
g et -
et '-‘T , r rayon ds chaque 1lnclusion sphér‘ique,
o4 o8 A (,* 18 gf)
AUTECRELEE A RS '—3- 5
b4
o T LA ()
L’.Ll‘ T olggey T 3 5
” CLA( .
3383 =00 T iy T = \4 T
o4 o8 A (.Z " 14 &L)
ardy = EETE 23 ? 5
04 _T°3 A . Ak &f’)
\IL,\,\ = - rviAl = -; = 5



* - °f A (.L-l-’.’_l.*g-z)
4433 = B LEE B y
04 ] A A 1
B4 :—E’“ :'5-(-24'_&&)
04 ) 0% A 4&2}'—)
1323 = '_[.;:5“:'3". .

o4 -—T-O‘ A 411 [
e T4 ()
o T _A 14 )t
—‘:351/- =-I;-337/=-3_ (-2/-!-.5_&)

04 0? A A %)
paa T F Ama _2+.5.-L
o o ALyl g)
agay = 3_‘::41/:'3" -+ _
z
Toee Toned (20 45)
Tous les autres termes T°Y, pour J=0,..., 8, sont nuls.

On en déduit :

g oY 8 oJ e
Admm = Z T‘“’“’" 7. p‘.[;ah\h = V—A";E:a—
.T:O C}l(/{-',o")

2t nous obtenons alors pour la matrice B (VII - 71)

B, = Ve n{v -2 L?.A y 2o NELY ()
60 (4-/3")} 30}*‘(4-»3‘) >

BMM{V LT QS 273 BV N,
| 6 H(1-4°) S 30pt(a-2°)
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B

4-19‘ . -V g..é. -d + .A_.It&.z }
el {V s;m-,f)} ol {Sor‘c«-,o‘) (3 )

B4),= 815 = 346 =55;.,=335":B =@

1227 NV L BAy Ak &‘}
B"‘:A)‘{ m})rll“x{so,n‘(h»‘) 5( ' )

4-2 2% % VL TN Y }
BLJ.: V4 AA{V }+2bf‘{ 59/«4‘(4-,0‘) + 3 (/1— - )

épe(1-4)
B, - AV 22 1,22 { I 1Y PR L V)}
” { o A e o s ¢
5“1 :-_515 = Bu =} 5,1,, = Bz,,, Blfs = Bl;5 Bi-s
’ (¥n+
; ¢ ) bt
) fo 2t | 4 3A -1+" P«}
B"'M\ o | Moo= s°r‘(4 (1) 3 )
' _9 a8 =V 8A 2 'l &z
B :A)t V A-20 }+ZA)A {———-—"l' — + i }
32 { §p(1-02) Jopt(a-a%) 3 ( ) -
- ¢ ¥8 p
B oV M Ivats® looap)y 2202 (383, < }
»EUT { M (-0 ) " Bopt(4-99 3 ( ’ )
e . t :
VAR fyhost g8 -z+M}
’ilf r\{ BOP (4- C) 5 ( LR )
ARV E- §0° 3A (2 A_’I/E'}:B
Bé’b’ \"""l’ r{ 30}“(“"3‘) + 3 ( ¥ 5 ) c¢
BS‘lz 851: B55='B§H=B§'s=’ “: B“f BCS:‘BU-,:-BH:O
et l’on voit 4'apras t:.:es résultats que la matrice B esst de la forme,
. \
rB‘H Bﬂ. B‘\b
Bu, 5« B‘\b O |
B = |8 By By (VII - 90
Bl
o -
- | ~ - _ Buy
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forme analogue 3 la matrice des constantes élastiques pour des cristaux
du systdme cubique, résultat auquel on pouvalt s’attendrs compte tenu
de la distribution choisle pour les inclusions sphériques.

1
VIl - 4 - 3 Détermination du tenseur A de laocalisation

Le tenseur A! défini par (VII - 5) apparalt comme le tenseur inverse
de B, qu’'on vient de calculer, puisque l’on a

E-ANE & BE.vVE

T -4

Ne BV

(Vi1 - g1)

=

Vu la forme particuliére du tenseur B (VII - 87), son inverse se calcule
facilement.

Le déterminant A de la matrice B se calcule simplement: on a:

3 ‘ ) 2 . .
3 3
Q- (Bm.) B +¢B, -3B, .B“‘) WII - 92)
3 3 | 3
ou encore en posant B“ + L Bﬂ, -3 344 Bu, = S (VII - €3)
3
alors A - (B"’!) S VIT - 94)

!

ot on cobtient pour la matrice A! qui est la méme forme que B :

AT A AT AT A (VII - 95



Alnsi donc ayant explicitement les 4léments du tensesur locallsation de),d&auLt

(Amwmaed) AT’ nous pouvons en déduirs, 3 partir de la formule (VII - 78}

C:?:.m : C;m» ¥ ﬁ (C:,-u - Ca:ae) A;m R

les valeurs de )ﬁw et ‘}ﬁ%' , pour une fraction volumique f donnée,

et en introduisant dans A! les valeurs trouvéss pour un slite pour/ﬁﬁ et,A:

vIll - S Résultats et conclusigns

Dans le cadre du modadls choisl avec les hypothdsss simplificatrices
qu’on .a supposées, nous allons évaluer les wvalsurs de :; C:H pour
une fraction volumique f donnés et comparer ce résultat & celul obtenu
pour un site, ains! qu’aux approximations limitss dues 3 UOIGT ot REUSS:
nous allons enfin é&valuer le taux d’anisotropie du milieu homogéne
&quivalent pcur une fraction volumiqus f ds la phase I donnée.

UII - S -1 Détermination du volume U, du rauon r de chaque inclusion

’ . pt 2t
et du rapport Q.: - ., en_fonction de f

Le modéle adopté consiste dans une distribution uniforme et régullére
d’inclusions sphériquss suivant un réssau cubique. centré, on psut done
écrire que la fraction volumique f affectée & la phase I -est celle gul
correspond au volume de 1la “cellule dJd’hétérogénéité élémentaire”,
o’sst-a-dire o1 3 un cube d’aréts a (que nous prendrons égale a
1’unitéd): nous pouvons alors écrire :

v
{_ \/.,.85_ . (1l
pour a =1 =+ V: —{ (V11
2
Pour le rayon r de 1’lnclusicn, on a:
A
3
b A
NzBTr® = rza (= (V11

et pour a = 1 rs: (V11

[+ ]
2

o~ &
|<n
L
i

97)

98)

93]

100
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La distance £ séparant les centres de deux inclusgions (I.= 0,

i
J=1,...,8) est donnée par 'j = «“-3?

et pour a =1 l

ez

(VII - 101)

De plus, les inclusions devront &tre extérieures les unes aux autres,
nous dewvons avoir :

! Y 2r ,d’cd en tenant compte des relations (VII ~ 100) et (VII - 101)

' {é 0.63 . (VII - 102)

Mous ferons en conséquence varier f de O 3 0.6.

Enfin 1le coefficient k2 qul intervient dans le caluul des composantes
de B (VII - 89) est donnd par :

Q}-ff-ﬁ(?) | (VI - 103)
’EL'_:, .

UIT -5 -2 Détermination du coefficient /hL dans le modéle A
N sites (M ici = 9 :

(4
Le coefficient /EL est donné par application_de (Vi1 - 98)

M T M T .
( C (VII - 104)
/)1 - A!ML CA!ML t { ( ALmn © Almn AMML

™M Py T
ou encore : f‘o,: :)‘ F { (C . CH )A (VII - 108)

ALmn ALmn mnay

et en tenant compte de 1'hypothdse d'lsotropls des inclusions et matrices,
on obtlent :
T
}‘L /“( ‘g(/\& (S S 8 S ) (S Sn:f my é"‘*) A"‘"“”

(Wil - 1080

d’ol /‘*i z f“mi- 10 ()“I-/“M) (Aj“z,*' A:ML)



le terme (A!,,, + Al,,,) est donné & partir de (VII - 31} et (V11 - 95)

est égal A l , ou en tenant compte de la valsur de B,, (VII - 89}

Bu

Sopy (4-2°)V

AHH‘ Yo, (429 + ARV (k-5 OA M (1-X) AN (-L+ B
y FHARV (h-50) £ 320AM (D) AN (-£+ 4 )
(VI1 - 107
o AP: F-M )
kA A _ 4 4, oo
13 Aemps (4-X) T 4D (viI - 108
UIl - 5 - 3 Applications - anisotrople et conclusians
Nous prendrons pour /“M et /uz les valeurs donnéss par (VII - B2,

¢’'est-a-dire :

b 4

L
0.45 < 10" N[m?

}A

/,” 5. A5 240" N[m¥

1]

) |
pour D , nous prendrons & = 0.7 1
v |

Les résultats sont résumés dans le tablsau VII - 2 st rsprésentds par
(fig. VII - 3), sur ce tableau et cette figure, nous avons également
représentd les limites données par 1’approximation de VOIGT et REUSS;
c’est-a-dirs sl nous notons )l'\; et f‘; ces approximation, nous avens

(A /“M(A-¥) +¥}*I s A4 *‘;% (VI - 10f

[N e T
PR )"M /
e A ? ‘
et )\.LR est tel que : _’L; - - (VII - 11
| Poo Pt M
I M

d’od | /“Q - e (VII - 11

T
et en posant H :A‘_'_L = ArH= L (Vi - 11
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on obtient en définitive :

(4+ A A A (VII -~ 113i
f‘/‘\oﬁ+f

T ¢
K
/uiz /\‘ = PR - At (VII - 114)
B(1-§) ¢ 4 MU i oK .
Dans le cas numérique envisagéd )iZbﬂ =A00 . onai +H-= 100 (V11 - 118)
R
v

Nous voyons que ama varlie linéairement en fonction de f, alors que

R M
f‘g varie cdﬁ;e -iL .
»Jﬂ
Les résultats pour les différents modales sont consignés dans lss
tableaux VII - 3 ot VII - 4 et dans les graphiquss Fig. VII - 4 et VII -

En conclusion, nous voyons que las modéles de VOIGT et REUSS constituent
pour les constantes sffectives des limites extrémes, 1’une supérieurs,
1’autre .Inférleure, bien trop élolgnées de la réalité, beaucoup misux
décrite par leos schémas 4 1 ou N sites: de plus, nous wvoyons.dans le
cadre de notre modélisation que pour 1la détermination des constantes
affectives (ou celle du rapport x donnant l le modéle & & sites
n’apporte pas de grands corraction au résultat donné par le moddle a 1
site, au moins pour 1la structure envisagée; et surtout  avec les
hypothéses slmplificatrices supposédes dans les calculs analytiques (VII
-4 -2 8t VII - 4 - 3); nous estimons que ce calcul analytique approché
donne des valsurs inférisures 3 la réalité que ncus comptons approcher
beaucoup mieux dans des publications prochafnes a4 partir de ecalculs
numériques excluant 1’hypothdse d’lsotropie. Le moddle i plusisurs sites
donne de plus , comme nous allons le volr, une idés sur 1’ anisotrople ds
répartition & partir des C**f calculés analytiquement. ce dont &tait
incapable le modéle 3 1 site.



Etude de 1’anisotropie

Reprenons 1la formule donnant, 1'sxpression des constantes
effectives du milleu homogéne &quivalent (VII - 48)

‘ﬁ M I ™ I : |
(:‘j'“ z Cigm + ,F (Cij’nt - C’»‘é&e)Afz!m.\, (VI - 116)

Dans notre modale, matrice st inclusions sont supposées Lsotropes
done, dans cette relation (VII - A46)., C! et C" sont Iisotropes: et
1’anisotropie des C**f, modules du milieu hcmogine équlvalent ne
pourrait parvenir que d’une anlsotrople du tenseur A': A' ayant la forme
du systéme cubique on peut &valuer le facteur d’anlsotrople en évaluant

b ¢t
ls rapport ___‘.':z- . Remarquons encore Jue pour évaluer Al, on a
besoin de déter‘ﬁinef‘"’ les composantes des tenseurs T!! et TY¢ .=n

utilisant les constantes effact.j.ves C*, ainsi que les variations AC: C Ce'
donc l’anisotrople de C* est llée & celle de A!'.

2C,,
eL_ct

44 a2 . |

¢ S T 1
- AC A . A . AC (Vi1 - 117
AdAA T AdAA AMAA AdAA 4322 1144 4453 3344

Evaluons le facteur d’anisotroplse Q=

A partir de (VII - 116), nous pouvons écrire :

C! et C" &tant isotropes, nous avcns Ac‘ék( :"()K )H) %Su*()‘:'r") (‘S‘S M S.&Q %L

d’ol

¢ =AM+Q,)‘H g(é A)( 4444*1'\4411) 6)()“ K )A (VI - 118

4444

de mé&me pour Cf,,, nous avons

|
L ™M T :
CM?& : A ‘2 A AM) ( 44:,:, ﬁz.z.u) ¥ ( ) Mu(VII - e
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et enfin, nous avons : '
oy " SNy Ay ) Wit - 120
ALAL = }A + g(r‘ r )( 434% + li42 -
r\mMm I n
et en revenant aux notaticns du paragraphe 4 ot en posant : A zA=A ) A/‘:f‘-/“
e 3 TR * (VII - 121)
CM:A 4.2./‘ *fAA(I'A,\L*AM)*i{)A/A AM :

C:L: A"‘+ ?A)\ (iA;.,. AL).,,Q{A)A :A‘:L | (?II - 122)
czzﬁf*”*f”f’ A:h - (VII - 123)

d’od pour le facteur d’anisctropie, en tenant éompte des propriétés et
symétris des termes A4

£, ;J“M*‘“/“AM

(VII - 124)

e ¢ M 1 T
c« - C49v Moo { A/“<A4-|‘A4z)
. A
et en utlilisant le paramétre =—H—' , 11 vient :
M
I .
o '4+%H A,,;, : (VII - 128)
T P
L H (8, -AL)
les termes Af,, Af:, et lr,_, étant donnés par les relations (VII -
88); nous avons aussi
) 2
9 =V. A & N _A -y B. - 48, * 3, By
= T Pididh T A (VII - 128)
A k B® +2 8338 B
B‘v‘; M t L D dby P,

By,, B, st B,, étant donnés par les relations (VII - 89} en fonction de

la fraction volumique,de ¢ et )e’ dont nous prendrons les valeurs
données par le schéma 3 un site.

Mous cbtenons dans ces conditions 1lss résultats, résumés par le
tableau VII - B, qu’ecn a obtenus pour : :

M A0 -y
)‘t= 0.45 (o' Nom'? y =045 A0 A

AI: AOM N-’;L., AM: Aong.L / /ar: ,3”: 0.2



Bn conclusion alors que le schéma self-consistent 4 1 site ne donne pas
de renselgnement sur l’anisotropie du matériau hétérogéne pour une telle
répartition (l’anisotropie étant dans ce cas &gal i 1), le moddle 3 N
sites, malgré les hypothéses simplificatrices “d’isotrople” gque nous
avons supposéss, permet de conclure A 1’anisctropie du composlte dus a
1’existence d’inclusicns;: ls modéls & un site est donc insuffisant pour
‘pouvoir étudler 1’anisotropie de pépartition des matériaux hétérogénss
ot déterminer le facteur d’anisotrople: 11 est nécessalrs 4’ adopter le
schéma a4 plusieurs sites et de tenir compte de 1l’esffet de palre pour
pouvolr étre renseigné sur une telle anisotrcple.




£ 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
V= g 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Mmatrice) | o0.15x10'° | o.15x10'° 0.15¢10'% | o0.15x10'° | o.i5x10' 0.15x10'° | 0.15x10'°
uS (Reuss) ot 0.166x10'0 | 0.187x10"° | 0.213x10'° | 0.248x10"° 0.297x10'° | 0.369x10'°
u (1 site) o o0.186x10'° | 0.246x10'% | 0.357x10'° | o0.625x10'° 1.5 x 10/° | 3.585x10'°
e. .
Hy(2 sites) M o.188x10"° | 0.257x10'° | 0.389x10'° | 0.707x10'° 1.717x10'° | 3.98x10"°
b (Voigt) M 1.63x10'° 3.12x10° | " 4.605x10'° | 6.09 x10'° 7.57x10'° | 9.06x10'°
X (inclu- 15x10'° 15 x 10'° 15 x 10'° 15x10'° 15 x 10'° 15 x 10'° 15 x 101°
sion)

- Tableau VII - 3

Qe . .
Variation du module de cisalllement M en fonctlon de la fractlon volumique f

dans les différents modéles.
T
’A

OUD =
P ™~

M

= 400 (les ,* sont donnés en ‘N/hnb

)




£ 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
M
L T 1 1 1 1 1 1 1
M
i
ue
x'= —E(Reuss) 1 1.12 1.24 1.42 1.65 1.98 2.46
u
ue
xS= —:4-(1 site) 1 1.24 1.64 2.38 4.17 10 23.9
Ny |
ue
x$= —"4(2 sites) 1 | 1.26 1.71 2.60 4.71 11.45 26.55
) A
ue
x'= —(Voigt) 1 10.86 20.8 30.7 40.6 50.5 60.4
M
I I
X = Eo(=100) 100 100 100 100 100 100 100
u .

Variation du rapport du module de cisalllement effeétlf a celul de la matrice
en fonction de la fractlon volumique dans les différents modéles.

Tableau VIl - 4
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px10° N2 ©M=015x10"
9t ,U==15x10m
v=1
5 uy(voigt)
Tk
S5p

u3(2sites)

S (1site)

1

015

o1 03 05 f

Fig. VII - 4 variation du module de clilsaillement ,u. , an fonetlion
de f, fraction volumique, pour différents modéles.



100

80 F

40 b

e \
x2(2 sites)

x§(1site

X$iReuss)

10t
1 xM=1
1 ‘ e : ——
0 01 03 05 f

Meg. VII - 8 variation du rapport X=-—g en fontion de la fraction

volumique, pour différents modeles.




£ 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

B“ 0 v 2.169 3.428 3.664 2.865 1.565

Bl2 0 ~ 0.064 ~0.165 - 0.219 - 0.183 - 0.095

’ A44 0.026 0.036 0.054 0.024 0.211

S A12 0.022 0.028 0.038 0.065 0.150
A .

facteur d' 1 1.031 1.1 1.22 1.31 1.35

"-anisotropie -

Tableau UlIl - 5

Variation du facteur d’anisotrople A du composite en fonction de la

fraction volumique f
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Dans ce travall, nous avons donné une solution approchés pour les
champs movyens dans le cas d’une pairs d’inclusions plastiques et
hétérogénes. L’approximation, nécessaire pour obtenir des ecalculs
compacts 2t relativement simples, peut &tre Jjustifide par les calculs
particuliers de MOSCHOVIDIS et MURA.

En falt, cette approximation n’sst plus significative dans un certain
nombre de cas lorsqu’il s’azit de la palrs hétérogéne; en effet dans ce
cas la solution du probléme passe par 1la résolution d’une égquation
intégrale pour laquelle 11 a été nécessaire de faire l’hypothé&se d’une
déformation moyenne uniforme dans lss deux inclusions.

£n premidrs approximation, cn peut penser que la solution obtenue est
correcte lcrsque l’ensemble des polints d’une inclusion se trouve dans le
méme champ indult par 1’autre. Alnsl pour deux fibres cylindriques
infinies paralléles les résultats obtenus doivent 8tre corrects alors
qu'ils le seront moins dans le cas des mémes flbres perpendiculalires;
dans ce dernler cas la notion mdme ds champ moyen dans l’incluslon n’a
plus de sens: {1 faudrait alors approcher les champs dans chaque
inclusion par des valeurs, constantes par morceaux, dans <chaque
inclusion.

Malgré ces restrictions, les résultats obtenus sont cependant
significatifs dans un certain nombre de situatlions.

Les solutions obtenues ont &té appliquées dans un premier temps
pour décrire 1’écroulssage lors de la transformation martensitique
scus la forme d’une matrice d’écroulssage dont certalns termes ont étd
évalués. Ces résultats devralent pouvoir 8tre utilisés pour -
optimiser la structure de tels matériaux dont 1’emplol se développe.

Dans un deuxiéme temps, nous avons proposé de manlére globale une
méthode permettant la prise en compte des effets & dlstance d4’une
collection de dislocatlions, effets qui se superposent aux actions de
contact lors de ~1'écroulssage en plasticité par gllissement
cristallographique.

En toute rigusur 1’état du monceristal déecrit par la matrice
d’écroulssaze non locale devralt correspondrs & 1'4tat le plus relaxé
possible compte tenu des seulls de plasticité actuels sur les différents
systémes de gllssement; la prise sn compte ds cette rslaxation partliells
n’a pas &té envisagée dans ce travall st le sera lors de travaux
ultérieurs. '

Dans la premidre partle, nous avons dévsloppé une nouvelle classe ds
schéma self-consistent permettant 3 partir de la solution de la palre
d’inclusions hétérogénes de prendre en compte lss affets ds la texture
de répartiticn sur les propriétés effsctivss globales et comparer 3
d’autres méthodes (homogénélisation, méthodes directes).

Appliquée icl au ecas d’ineclusions sphériques formant un réseau
cublque, la méthode proposée se généralise évidemment A des situations
plus complexes (grains ellipsoldaux, réseaux cubique ou nonl; Dans le
cas de ré&seaux autres que cublique on peut procédsr par sommation sur des
ensembles différents d’inclusions répartles dans chaque ensembls selon
le méme réseau. De méme dans le cas de matériaux désordonnés on
peut développer cette méthode en utilisant 1’hypothése ergodlique

st les techniques probabi listes associées aux probabllités de
présence de la phase I sn un point ©.
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Annexs - Al -

Notation matriclelle des tenseurs symétrigues d'ordrs 2 ot 4

Pour résoudre

nous avons

los systdmes VII - 81 et VII -

81, au chapitre VII,
utilisé® une notation matriciells.

Nous passons des &léments

des matrices £, E, A 3 ceux des tenseurs correspondants par la régle
sulvante , tirée de "Standards on plezoslsctric erystals" (1948) et due
a VOIGT.
48 1
241 49 i‘s (&4 2 © ;Ef\
4 4
Kaa-mitfv - 4
il'b i‘&:. %5 hdattlat 1 J.E‘G &L 'ie‘h-
£ 16 48 &)
1 By &y \1&5 iy 3
. b ° N E
(EM Eou, EA?, (E'\ Es 5
Aero E E E
E —_— ¢ 2 4
EM.. EZ.L 23 ,
thL \
E E E
g y 3
\Em, sy By
avec le tableau de correspondance
notation tensorieslle : 11 22 33 2.3,32 31,13 21,12
notation matricielle : 1 2 3 4 5 ]

Pour le tenseur A, ;..

on a la régls :

A, jxe = Anpn quand m et n ont pour valeur 1, 2 cu 3
24, jxr = Apn quand m ou n a pour valeur 4, S cu 6
44, jve = Ann quand m et n ont pour valsur 4, 5 cu B
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Annexs - A2 -

Calcul de 1’intégrals t1t¢

Pour calculer la composante t}li,, (V - 42}, nous sommes ramenés 3
calculer 1’intégrale (V -~ 75) sulvante qu’on notera

+o

ol, a,b et ¢ sont indépendants de k ot donnés par (V - 72,'73, 74}

A
: L t\y
A T (/Q}.i:'* Q}‘X’t *Q\L ‘x's)
° 4

2\ L

‘(o z <a;' (dajxé)b +-Q: (ogé'}.i)"g- _c; ("u@) | 42 -2

ez YRR KR

.avec'X:/m.&m‘f .XfMMe PN ¢ ,XS:MQ -

-> ° ° e e
coordonnées sphériques de k); R1 , RL,' RS les coordonnées de R
(vecteur reliant les centres des £ Incluslons), d;- la matrice de
passage du repdre principal d’inertis ds 1”inclusiof J & celul de
1’incliusion I.

Tout d’abord, 1’1intégrals A\ est blen covergents; en effet au
voisinage de zéro la fonction 3 Intégrer est £fquivalents 2 2 a* b3 k?
3
qul reste 4kvu£ Aﬁ&n~uL k tend vers zéro, sa limite &tant zéro; et
quand Xk tend wvers ‘infig}, la fonction 4 intégrer peut &tre majorés en

valeur absolue par (4rah) (4+bh) qul est équivalente 3 ab quand
; —gM X2
k ++00 (2 et b ne pesuvent s’annulerl =t comme 1’exposant ds k dans ab
ke

&st supérisur 3 1,alors l’intéerale h est blen convergente quand Xk + +,.

Pour intégrer 42 - 1, nous transformons lsg difffrents prodults de 3
fonections trigonométriques en somme de llznes trigonométriques, en
utilisant les relations classiquss sulvantes :

\‘Q{P et § on a:

A- m(&c) M(a&)_d&bﬂ(ﬂ&)} Hnloh) -&&m(ﬂ.&)} % ' A2 - 1
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MmQ w ? Mg = {Aﬂm (Q+p =¥ +d~'m(§.+"°=1) *m (Y+2-$) -M(a!-rpﬂf)}

A
W
ool i § 0 =£—{_ w (d+p-T) +n (B +b’-d) + @ (¥ra-8) -m(a+}+3)}

mna Lok s ¥ =£- {m(w;-ﬁ) = m (B 43-9) +M(f+=l-})+oin(a.4g.+v)}

AR - 3

P .

A 0 P wo¥ :':-1 {m(aq- g,-'&)wof‘:(p* !-A)-.-coo(ﬁ-\—a—}) + (2 }-»‘6)}

De plus, nous serons amends 3 utiliser las intégrales classiques
suilvantes :

a : _ . ’
pour n # 1- mzdm:-.ﬂ.i‘.‘.’.‘. -4 Md”'h A2 - 4
X" bt mA ) -

pour n # 1 /M“xh=_4 Mwax . a IMM— de A2 - 4
‘

" n-4 xhe4 h-4 x4

+”~ +1{ M)yo
Mmdix | A2 - B
o [ P

0 X - N .

Nous intégrons A2 - 1 entre §joot +o0, et ensulte on élimine & ; en

utilisant A2 - 3’1’Intégrale A2 - 1 23t alors la somme 4’ intégrales de
la forme :

+ X4 + of
!A:.ak hw‘LL wach El_& 4 /_m[(ad-c)i] TR /(m[(&u-a)ﬂ b+
*1 |

oM 1 i 2
40 t+o0
/coo[(‘-"’“‘p’ﬂ d,%. /‘COOBA,-\-Q-H)] Ai
L ) ¥
A2 - 8
par ailleurs, on a d'aprés A2 - & : o
@ -
{cm\& 1h . oRE _ & mdd __g_’“, nds +3ff"_“:°_‘f‘d&,
a &‘! = 5§5 G &L c & 6 { -



Catte expression s’écrit en utilisant leg développements limités des
fonctions cos et $am au voisinaze de zEro :

+ o0 . ‘o@
w ak QF 4 L [ pinak a2 -8
__,;_Ah-._ d .om ¢ db
A % 1e T 3g0 ¢ 4
3

ol 0(1) est la motation de Landau (fonction qul tend wvers zéro avec & )

MHous avons de méme les résultats suivants :

+ <0 +eb
waab 0 M3 23 [ weab v a2 -9
{ %H d '1&’. 3¢ 4 - ¢ / &' AL + o)
. _ A
r+® +o0
tosa & ‘ t ]
df -4 38 _ ) o db. 4+ o A2 - 10
4° 26 AR
[ £ 4 £

93 I
]4-00 +od
o & B a2 - 12
dg.:-"--"z]Md Ak + o
T
& -& & e 3
[42:&“""*"2!“:&&&\»0(0 A2 - 13

Dans 2es conditions 1’intégralse 42 - 1 sa décomposs =2n la somme de
quatre inté&sralss et s’fcrit :

+s 100
A | rmeR)in (B) o b) T 2on (0 8) (02 BR) oo (B) 0
] Iy T A B

+ o°

t90
$e0

al) yimlk . 3 ' ak ek oo (¢ B)
a'fcoq( E.),w::?z)cm(&) AL .+ ab Conle )w% ) Ry

&-50 : 42 - 14
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qu’on %crit encore sous la forme :

A:A _—LAl-aAsq.a.e,A» A2 - 15

Posons alors <=)~-a+b— .g)=b+c—“a.,’°'=c+a-b. A2 - 18
=a+h+e

On déduit alors des relations (42 - 2,9,10.11,12,13) et 42 - 6 :

& 19
00 1";1.'7’
Ahzi-i &/M"{' ok p _41"_&.‘:&,.5["””‘.&& 8_5_&_42}*0@
E & / % A '
A2 - 18
+eo +o + + o
AZ- a_iz prope ; Ak P" MP& Ak - —,‘-2, M A&-éz/i”:ie‘Ag,otas
T/ 4 % 8/ & 3 %
£ &
A2 - 13
ro +® Waakat -
v [ . )
Aszi-i"/aﬁ% 1&-1/M4&+1‘.’ %ﬁga.éf&_‘_’m ot
& 8) W A L %k 84
A2 - 20

thn

Finalement, en falsant la somme dss termss qul intervisnt dans le
2ere pembre de A2 - 15, les termes en A s’&liminent et 11 rests en
falsant tendre & vers zéro : &

:_(d Y +3a?. 6@6-4)/4"“*%' 48

(gs 3@9 +5¢Sb -caep)/w'“ Ab .+
(1 L30¥Y _zav? eaH }M‘& ab .

1(_55,,30,&5@?-@& s)j%s_& n - o
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Pour poursulvre les calculs, il est nécessaire de connaftre les
signes des quantités o . ? . ¥ et 5 . qui ze d2dulaent de AR - 18 et
42 - 2, pour pouvoir appliquer 42 - 5. Csc! est relativement simple dans
le cas ol les 2 inclusions sont des sphéres.

Cas o) les deux inclusions sont sphériques

Dans ce cas représenté par PFig. UV - 2. {1 s’agit de calculer
1’intégrale donnée par (V - 91) au chapitre V et qu’on d4éduit ausii
directement de 42 - 1: 3 n’est autre dans ¢s cags 4que le rayon de la
sphére (I), b celui de (J) et ¢ donné par R cgs ®, odu R est la
distance des centres des 2 sphérss et © 1'angle (x,, 1. De rlus nous
devons aveir R > a + b et pour fixer lss 1dé€ss supposons a > b. Alors
cn peut classer par ordre crolssant. '

- a-b<{b-a{oa-b<la+hb
-0 L. o a-l a4t

L 2

1’intéegrals A s’écrit dans ce cas (V - 81) =+

%(Rce){:(&RMO).(Ma& -4fx mq&)é.;,. ek .eh w:P,Q’ i_%

A2 - 22
On discut'e suivant le signe d=s Q, P p ‘5,8 donnés par A2 - 16
%x ler cas a - b <e< a + b ’ A2 - 23
aloers X)0 , ?)0 y3ye A2 - 24

et donc

%(l, 8) ;2.:_; {cs- 3¢ (al+9,") +Z(a,+ e)(a%?—‘me)} 42 - o8

ou sncore pulsque ¢ = R cos® :

‘g(ﬂ,e) =III-y ?\3 wose <R w38 (a1+e-z) + 3 (au e—)(alq- Qqu. :2-)-}26

et 4’aprds le doubls inézallité 42 - 23 on a:

o¢ a-& <R"""° (as? A2 - 27
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considérons Q\G[O,Tr] st 9;‘[01’”) tels que :

d.i-QP
(8, = "y : A2 - 28
MGL: a-b 42 - 29
R, .
alors la formule A2 - 88 =st wvalable pour :
x 2**¢ cas b-a<e<<a-b & Gz(’i"(’ﬁ'e& A2 - 31
d'od d)o,ﬁ(O , 30 , &0 A2 - 32
w 9> |
st alors g(D,R) =B ¢ ' T A2 - 33
| 6 . »
dans ce cas 13 le résultat est donc indépendant de €.
x 3*"* cas -a-b<c{b-3a & 7r-91<0('“'-94 A2 - 34
0 )
» X0, ?(D ’ ¥ {0 ] 8) A2 - 35

et alors

-g(e / R Z‘E {st?e +3R 06 (ols &z) +1(a+?) (% 85 46)} A2 - 38

% 4°"e oag a+b<<ec & 0\(9_<D1 :4401%70)5)01 S)O 42 -

[&]
(o]

Qu

c<-a-b + 'rr-91<9$'" =;el(°,§(°,’°'<°,5(° A2 - 37

alors dans c¢es deux situations 1’int&erals est nulle.
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e, RY=-0
¥( ' R) a2 - 38
» Btude de la continuité

Nous allons montrer que f(R,9 ) a méme limite 2 droite st & gauche
quand ©-—5©, et 66, , de méme @ —»T-6, , ot enfin quand & —p -6,

8->6, (67°) , alors ¢ — a+ betc<a+ b, ondoit retrouver
dans cette situation la méme limite pawrf(R,® ) quand ¢ —— a + b avec

¢ >a+ b an effet

n §(R,8)=0
86,
3 2,02 _ -
et 1lim g(ﬂ,e) =x {(cu—&) - 3(a+®)(a2+ &%) + 2 (ar&)(0%+ ¥ 43-)} =0
L J

8—)91 4
donc f (R, ) continue en 3 . on montre 4€ m2me que cette foncticn est
continue pour T-84 , &5 ot W-6,..

conséquencs de la continulté on peut dire que dans les 4 cas

Comme
Cecl montre

examinés on. peut remplacer les signes { et ) par £ et ) .
que l’on a considéré tous les cas possibles; on a en résumé

0 Mmofoe,
i {?3 '8 -3 Ruwnbd (a"+&»¢)+—.z (q.,e)(o..,,e. ,‘e>} (0o,
_ 24
f(eln): E&-s
6 v ot
X {R cn’e +3&coos (al &%) +Z(ax ) (a¥ 8% a&)}.. -84 8¢
‘H .
o m -8, {86

Cas particullers

*«slaz=b

+ 6 =T 8 ‘% st done :

0 M 0g8 L8,

ALy (Qama—' 6R'azun9...1~ta3) M 6,40
,?(R,e): 14 )
%_r (-23m5e +6R416009-\—2fa;) n -'E £BLT- 81
4
%x sl az=betR=a+b (les 2 inclusions sont =n contact )
et de méme ravycn
alors @4= (M 9q~")

nw3s_gaalm9.\-lla;> )1. 058\4%‘”

§(R,8): g % :
T (RePe 6R7m0p 1 4P)  m TLOLT
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ANNEXE - A 3 -

Programmation et calculs numériques

Dans cette annexe nous présentons essentiellement cing résultats
{listing) assez représentatifs de tous les calculs numériques =t
programmes informatiques effectuds pour ce travail, qui 1’onttous &té
sur machine IBM 43 - 31 de 1’Ecols Nationale des industriss minérales
(RARAT) .

1 - le cas lsotrope de dsux sphéres ayant méme systéme de glissement:
. ce programme nous permet de calculer 1'é&nergle propre de chaque
sphére ainsl que leur #nergls 4’intsraction 3 partir ds nos
expressions II - 71 et II - 73, calculées en fonction des
tenseurs T!! st T!Y que nous déterminons; nous caleculons par
alllsurs le tenseur M!Y 3 partir de la formule V -~ 101 utilisant
T!J, ot nous trouvons un résultat tdentique & celui trouvé a
partir des expressions UV - 105 données par M. BERVEILLER.
Nous calculons aussl 1la tenseur 8 Jd'ESHELBY 3 partir de la
formule - (II - 458) qui 1la relis & T!! et 13 encors nous
trouvons les mémes valesurs que cellss donnéss dirsctement par
ESHELBY.

2 - 18 cas anisotrope de dsux ellipsofdss coplanaires et non
aolinéaires; ce programme calcule en particulier les composantes
de la transformés de FOURIER '@;m du tenssur de GREEN a partir
de la formule (V¥ - 18) en s= donnant les constantes slastiquss
anlsotropes: on peut alors déterminer numériquement les
composantes de T!! et T!Y et en dédulre les champs de
déformation, de contralnte et 1’énsrgie d'interaction et les
énergles propres.

3 - le cas de deux =llipsoides non coplanaires ot non collinéaires
(isotropse)

4 - le cas 4Studlé au chapitre VI pour déterminer 1’énergis
d’interaction de deux 1inclusions ellipscldales de martensite
{détermination du taux d’é&croulissags ng

8 - 1l’organigramme du programme permettant le calcul des constantes
élastiques effectives d’un composite o0 les inclusions sont
répartlss sulvant un systédme cublqus <caniré, dans le schéma
self-consistsnt 3 plusieurs sites.
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Organigramme du proyramme permettant le calcul des constantes élastiques
effectives du composite tel que envisagé dans le chapitre UlIl, dans le

schéma self-consistent & plusieurs (M = 9) sites ,

par un procédé jtératif.

v

Solution analytique du

probléme 2 1 site

eff ,5e e

4

I1I. 1J
Ty’ -

Y

Tenseur B(n)

Composantes données par VII-83)

I -1
| Tenseur A(n) = V‘(B(n))

{

eff M I_M LI
Clpepy™ C *+ £(CT=C) Agy,

'L l Sinon
.

VY.
o ~eff _ .eff -2 eff
— ‘-Y Cla+1) €a) <m * Cen)
ijk4 ijkg Piks
l si oui

Résultat
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