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INTRODUCTION

un asservissement homogène est un système différentiel de la forme :

n ÊI_
(x )  *  ,  )  u ,  ( t )  y ,  ( x )

l = [

oi r  X,  Yrr . .  Yn _ ,  sont  des champs homogènes sur  IRn

On appelle contrôle admissible

déf  in ie  sur  un in terva l le  lo ,  T ]  contante

A tout  couple (xo,  u  ( .  )  )  on

élément  de lRn qui  est  par  déf  in i t ion la

du problème de CAUCHY :

toute lonct ion u ( ' .  )  =  (un ( .  ) ,  . . ,  un_r( .  )

par  morceaux à va leurs dans [  -  r ,  r  ]n  
- t

associe une réponse x (xo,  t r ,  u  ( .  )  )  un

valeur  à l r instant  t_  de l run ique so lut ion

5Ë= x

) .

5Ë,*o,  t ,  u  ( t )  )  =  X (x  (xo,  t ,  u  ( t )  )  )  *

x (xo ,o ,u (o )  )= to

u,  ( t )  Y,  (x  (xo,  t ,  u  ( t )  )  )
n - I

I
L

i = l

on dit qufun point xr€. lRn est accessible depuis xo, sri l  existe
contrô le  admiss ib le  u ( '  )  assurant  le  t ransfer t  du système de l té tat  in i t ia l
réponse xr .  Lrétude de l rensemble des états  accessib les (A (xo)  )srappel le
de la contrôlabil i té.

un

xoà la

l 'é tude

On d i t  qurun point  xr  €  tRn est  access ib le  depuis  xo à I ' ins tant  t  s ' i l
est accessible depuis xo et à I ' instant t.  La descript ion de |ensemble des états
accessib les à un instant  t  (A(xo,  t )  )a  just i f ié  de nombreuses publ icat ions lz  ]  .

t

On Temarque que si les contrôles sont nuls, le système évolue l ibrement
su i van t :

dx
llF = X (x )
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crest ce que lton appelle la dérive du système.

Une propriété souhaitable est que lron ait locale contrôlabilité le

long de la trajectoire de référence X (L.C.T en abrégé)crest-à-dire : si lron note

X, (xo) la tra.iectoire au temps t, issue de xo, on désire que X, (xo) eui est dans

A (xo, t) soit dans son intérieur, quel que soit t > o'

le cas où X (xo) est nul est particulier et lron parle alors de locale contrôlabilité

en temps petit .

La locale contrôlabil i té en temps petit  a suscité beaucoup de

publ icat ions I  z  ] ,  [g  ] .

Le problème de L.C.T est plus diff ici le, i l  a été abordé par HERMES

( [t ] ,  [ l ]) ,  lequel a donné des condit ions nécessaires et suff isantes dans le plan.

l l eê té  auss i  abo rdé  paTKRENER [+ ] ,  [S  ]  '  [ 6  ] qu i  a  donné  seu lemen t  des

conditions suff isantes dans IRn ( n > r).

I l  est donc intéressant d'étudier la L.C.T pour des systèmes non

linéaires et non tr iviaux. La classe des champs homogènes est part icul ièrement

intéressante pour les raisons suivantes :

. El le est suff isamment générale et bien étudiée par les gens des

équations différentiel les pour constituer un champ d' investigation.
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.  Le problème de L.C.T est local, ainsi si on l inéarise le système

on nra eucune information dfoù la nécessité d'aborder des problèmes même locaux

par des techniques non l inéaires.

. El le est suff isamment part icul ière à cause de lrhomogénéité qui

possède des propriétés part icul ières simplif iant lrétude de la L.C.T

. Le cas particulier des systèmes quadratiques est une bonne intro-

duction aux systèmes non l inéaires.

Plan du travail

Dans le chapitre o est présenté les notations et les définit ions né-

cessaires pour ce travail  ainsi que deux résultats de HERMES dans IRz.

Le chapitre I sera consacré en grande part ie à lrétude de la L.C.T

de la F.C.V quadratique { X + ub, -r S u S r} (crest-à-dire X champ quadratique

dans IR2 ) et aux propriétés de stabilité et de généricité. Dans le premier pelegra-

phe, je donnerai une condit ion nécessaire et suff isante de la L.C.T de la F.C.V

quad ra t i que  {X  +  ub ,  -  rS  uS  r }  enunpo in t  x  ê ,Rz  (Théo rème  l . r . r . r . e t  P ro -

posit ion I.r.z.r.) ainsi qurun algorithme à la f in du paragraphe (1.r.2.3.).

Pour cette même famil le, je montrerai dans le deuxième paregre-

phe que la propriété de L.C.T. est stable si on perturbe X, b et x (Proposition

l.z.z.). Enf in, je caractériserai les champs quadratiques X tels que la F.C.V

{ X * ub, - r Su S r} est L.C.T sur IR2 - { (o,o)} pour presque tout vecteur

b €lR2 (Proposition I.2.3.).

Dans le troisième paragraphe sera donnée une condition nécessaire

e tsu f f i san tede laL .C.T  de laF .C.V  cub ique  {X*ub , -  r s  us  r }  enunpo in t

x é IRz tel que X (x) * o (Théorème l.3.r.r.), et des conditions nécessaires ou des
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cond i t i onssu f f i san tespour la  F .C .V  {X*ub , -  r  5u  s r  }où  Xes tunchamp

homogène de degré n à3 aux points singuliers de X.

Le chaoitre II  sera consacré à l tétude de la L.C.T des F.C.V sui-

vantes :

. { X, ub } dans IRz, où X charnp homogène sur IR2, b charnp constant sur

R2  e t  u ( lR .

. { x , u, b, ,  uzbz} dans IR3 , où X champ homogène sur IR3, b, et b,

deux champs indépendants sur IR3 et (u, ,  ur) €R' .

Dans le premier paragraphe, je donnerai une condit ion nécessaire

e t  su f f i san te  de  l a  L .C .T  de  l a  F .C .V  {X ,  ub  }ue lR  en  un  po in t  x  eD  (b )

(droite de vecteur directeur b et passant par I 'origine), et aux points singu-

l iers  de X (Théorè:ne I I . r .5) .  Dans le  cas où x  n 'est  pas s ingul ier  e t  {  b ,  X

(x) l  sont indépendants, je nrai r ien pu dire, par ai l leurs jrai donné un exem-

ple de F.C.V i X , ,6 ) u 61p 
pour lesquelles la L.C.T n'est vérif  iée en aucun

point deJRz (proposit ion I l .r.7). Pour f inir ce paragraphe j 'ai étudié le cas

part icul ier oir X est quadratique et je montrerai que :

é tan t  donné  un  po in t  x l  o  s ingu l i e r  de  X ;  l a  F .C .V  {X  *  ub ,  -  r  S  u  S r }

est  L .C.T en x  s i  e t  seulement  s i  la  F.C.V {  X ,  u5 }u a*  l rest  auss i

(proposit ion II.  r.  ro).

Dans le deuxième paragraphe, je donnerai une condition nécessaire

et suffisante de la L.C.T de la F.C.V { X , u, b, , uz b, i en un point x ep-

r * ,  r ç ! i 4 r i -  e *  y ^ 4 i À  w l r b l r r u i L  P s !  e  
I  

-  -  - 2  P V r i r L S  J r r t Ë i l r r L r S  u ç  , \

(Théorème I I .z.r) .

Les résultats de la L.C.T en un point x singulier de X seront géné-

ra l i sés  à  l a  F .C .V  {X ,  ub  }uem ( respec t i ve :nen t  à  l a  F .C .V  {X  ,  u ,  b ,  ,
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, rb , l  u r r  r rep)  o i r  X  es t  un  champ C-  sur lRz  ( respec t ivement  X  champ C-

sur IR3 ).

Le chapitre II I  exploite les résultats des chapitres I et I l  pour

généraliser certains résultats aux F.C.V suivantes :

{X *  u  Y,  -  rSuSr}  avec X et  Y champs homogènes sur  [12

{  X, ,  Y }  u . tR avec X et  Y champs homogènes sur  IRz.
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CHAPITRE O : PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on va donner lroutil mathématique nécessaire pour

ce travail .

Commençons par rappeler deux résultats dûs à HERMES quron écrira

enab régé : (RH) r1  (RH)2  ( vo i r  [ l ] ,  I t ] ) .

Considérons le système différentiel :

i  =X (x )  *  u ( t )Y (x )  - r ! u ( t ) s r

où X et Y sont deux champs analytiques sur IR2 et u (t) est une fonction à valeurs

dans [- t, r ] constante par motceaux.

En posant :

a  d  Y  X  =  [ y ,  x ]  ,  ed t  Y  X  =  [Y ,  adm- r  Y  x ]

o n a :

St = {y ,  ad y  x ,  I  X,  ad y  x  ]  ,  . . .  fadk x ,  ad Y X ]  ,  . . .  ]

Jt  = { y, adm y x, I  x,  adm yx ] ,  . . .  ["dkx, adm yx ] ,  . . .  ]

(R H)r : soit p € [R' : X (p) et Y (p) sont indépendants.

Une condition nécessaire et suffisante pour que int,tft, ù t Q

V t r oest quril exicte un entier m à r tel que dim 3Ï" (p) = z.

I

Une condition nécessaire et suff isante pour que X, (O) ê. int tfift,,p\,

V t , o est que le plus petit entier m vérifiant la condition précédente soit

impair.

(RHr):soit p € R' : X (p) et Y (p) sont indépendants.
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Une condition nécessaire et suffisante pour que X, (e) êint,fuft,pl

Yt t  o  est  qu ' i l  ex is te €.> o te l  queV t  eJ o,  e [ ,  l fappl icat ion :

(sr,  sr)r----+f!  (sr,  sr) = 
"r,  

o IX, Y ]  s2 X, b)

soit bijective drun voisinage de (o,o) de IRz.

- Il est évident que si Y (p) et I X, y ] (p) tont indépendants, I'appli-
P

cation f f  
(. ,  .) est bi jective drun voisinage de (o, o) (on dira que le test l inéaire

srapplique). Le cas intéressant est quand Y (p) et I X, Y ](p) ront dépendants,

dans ce cas I'application est bijective si et seulement si les trajectoires de Y et

de [X, Y ]ne sont pas du même côté [ r ] .

lv
Q .1 F a m i I les de c,U m p: 3q legt q u1s _..1r 9.12o gè4e9 _lul E

On dit qurun champ X - (Xr , . . ,  Xn) est

entier m tel que chaque composante X. s'écrive :

homogène, s' i l  existe un

i

m étant le degré de X.

X('.)

t"
Une famille f de champs de vecteurs est dite homogène si :

V  X . - f ,X  es r  homogène.
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0 . 7 . 1 .  P r e n i è r e s  n o t a t i o n s

i) le degré dfun champs X homogène sera noté : d (X).

i i)  pour toutes les F.C.V quron va étudièr on notera par L.C.T'" la

locale controlabilité le long de la trajectoire de référence de X".

iii) si X et Y sont deux champs de vecteurs homogènes on notera par:

.!(x, Y) la F.C.V { x * u Y, - r 5 u s r } danslRz

T,* ,  
Y)  la  F.c .v  {x ,  u  Y } ,  e  tR dans IR2

-F(x, br, b2) la F.c.v { X, u, br, uz b, } dans IRP oir b, et b, sont

deux vecteurs indépendants de 1p 3, ur u2 percourrnt IR ; X champ homogène sur

n l3 .

iv) on notera ,ftk, ù (respectivet.nt$(t, x) l 'ensemble des états ac-

cessibles à I ' instant t depuis x par f" n.C.V$(X, Y) (respectivement par /tX, Vl

ou F (X, br,  b2) ) .

v) on notera i (X, Y), A (X, Y) ou tout simplement f , a les ensem-

bles :

|  =  I *ê  IRz :  de t  (X  (x ) ,  Y  (x )  )  +  o ]

^  =  { *ê tRz :de t (Y(x ) , I x ,Y ] (x )  )=o ]

f c désignera le complémentaire de f .

0 . 7 . 2 .  o é f i n i t i o n

soit X un champ homogène sur IR2, b un champ constant sur IR2.

s i  d  (X)  = 2 ( respect ivement  d(X)  = f )  la  F.C.V {  X *  ub,  - rSu Sr}

est dite quadratique (respectivement cubique).
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0 . 1 . 3 .  D é f i n i t i o n

soft f une
localement contrôlable le

Vt lo ,

F.C.V. sur Ë, x .f , x € mf on dit ou.- f ,r,
long de la trajectoire de référence X au point x si :

^L.
X, (x)  ê in t lp t ,x \ .

0 . 1 . 4 .  P r o p r i é t é s

f .r, !.C.T au point x si et seulement si : â e> o tel qr. Vt 
4",.[

X, (x) € int cft"{t, *\.

En ef fe t  :  so ient  t ,  t r  te ls  que t '  >  e et  o< t  <  e .y '  t .Cr f  en x

entraîne que X, (x) ê int&rn, x). Montrons que Xr, (x) e int f / [- {t ' ,  *).

Xt, - t est un difféomorphisme local, Oon. on 
" 

, 
f

Xr, (x) = Xr, -  t  o Xt (x) e int t(r ' ,  * \ .
,f
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0. 2. P r o pri5it es_de.sl. C. v_ hoggg!æl

0 . 2 . 1 .  P r o p o s i t i o n

Cons idérons laF .C.V  {X*ub ,  u  ê lJ }  ,d (x )=m,b€ lR2  dé f i -

nie par le système différentiel.

x=X(x )+ub  (E)  u€U (Uc .R)

Notons par xu (t, t) la solution de (E) qui prend la valeur xo à

l r ins tan t t=ora lo rs  r  r

(o .z . t lV l  ,o ,V t>orx  *  ( : .  À* - t  * )=Àt t * . .  1 t , * )u  '  v '  ^  

] "  
t u  

t  
À  t  U  

' - r  ' -

Preuve :

Remarquons  d 'abo rd  qu .V r€ lR ,  X  ( l * )  =  Àm x  ( x ) .

Posons  Yu  ( x )  =  X  ( x )  +  ub  e t  v '=  Àm u ,  a lo rs :

yv  ( x )  =  X  ( x )  *  Àm u  b

yv  (  À * )  =  À t  yu  ( x ) .

Considérons le champ Z (n) = 
f 

Yv (x), on a :

r rm

d r  t rm-r  x  
t  t - t  ^ t - t  Yu (xu ( t '  xo)

6;L  u  
( t ' xo)1= 

FÇ,

I

= + 
yv ht-t x, (t,  xo) ]

= Z  (  tm- r  *u  ( t ,  1 ) )
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d  r - .  t h .
# [  *rru(f  ,  r t - t  xo) I  = i  Yv [*u ( f  , r t - r  *o) ]

t f  , t  . n r - i  r  I= L l X  ( =  .  ^  X  ,  I- v ^ ' o

à l f i ns tan t t=o

I

*  ( . !  .  rnFr  '  . f r : l
^ 

^tu 
t f ,  '  ^ *oJ = n *o

I

ll s'ensuit que : t ----e À m-r xu (t, xo)

t . - . . , * .n . ,  ( i  ,  À t / t - t  *o)
^u

sont solutions de l 'équation différentiel le

x  =  Z (x )

prenant la même valeur à I ' instant t = o

Donc {1, o, Vt >o , ^ t+ x,, (t, x^) = x ( +, ^#-" )u  o '  À f f i u ' n '

Àm-r  x ,  ( t ,  xo)  = Àm-r  *o

0 . 2 . 2  .  R e m a r o u e s

r) Lrégalité o.z.r. entraînè que les trajectoires ae-b(X,b) sont homo-
thétiques
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n

v

= 2

m=lu

0

z) Dans le cas oir u = o, xu (t,

relation :X. / ' r  " \- - -  - " t  \  ̂ ^o /  = À X.  (x) .

Àm'r

De cette égalité on déduit que les trajectoires drun champ X homo-

gène de degré d (X) > r sont plus rapides ou plus lentes aux points À xo suivant

que À>r ou À< r. Plus précisément, si p (t) est le point X. (x^) atteint à I ' ins-

tan t t ,  lepo in tq( - * )=  #  
( r  xo)  es ta t te in t "u i . r "p ,  +  s t r ic te-

ment in fér ieurà tJ 'T ;^ r .  À" r - r  u  t rm-r

xo) = X, (xo) ; par suite on a la

On conclut que les trajectoires de X issues des points I xo ( I> r)

sont plus rapides que la trajectoire de X issue de xo.

Si L< r, ctest le contraire.

t (trroj
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0 . 2 . 3 .  P r o p o s i t i o n

Considérons la F.C.V quadratique ,$ (X, b) sur IR2 et un point

x, (xo) a im 1fu, (t, xo).

Considérons un point y =tr xo (f te;.

Supposons que À< r. AlorsÀt € ]o, . I et par suite on a :

Xr ( À *o) = À X lt 
(xo) e x int ùL(À t, xo)

(oir r int t( ), t, xo) est limage de int ,rLt ^t, xo) par lrhomothétie de rapport tr ).

xo de f , alors r -l {x, b) L.C.T en xo entraiiàe que A (X, b) L.C.T en tout

point  À xo (  I to) .

Preuve :

Supposons qr. .,L(X, b) est L.C.T en xo ; alors â e> o tel que

Vt  €  ]o ,  e [ :

Pour montrer.que .b$, b) est L.C.T au point ). xo, i l  suffit de vé-

rif ier que xrt( Àt, xo) C,,L ( t , I xo).

Soit x e x1t( À t, xo), alors il existe un contrôle u tel que - r s u

s  re t x=  À  xu ( t , xo ) .

Considérons le contrôle v =trz u ; d'après la proposit ion o.z.r. on

a  a lo rs :  x  =  xv  ( t ,  l xo ) .

À<  r  en t ra ine  que  v  e l  -  r ,  r  ] ,  d ' o i r  *a r t f t ,  À  xo ) .  C .Q .F .D .

supposons que À >r.

Draprès (R H)2 mentionné dans le chapitre o, Â(X, b) L.C.T en xo

en t ra înequ r i l  ex i s t e  e>o te l queV t  € -  ] o , .  [ ,  | app l i ca t i on

X

f - o  :  IR " -+ IR2"t
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(sr, s2) bsr+ t* ,o1Sz X,  (xo)

est bijective drun voisinage Vfo a. (o, o) dans IR2.

on peut pr.ndre vfo de la forme :

x
Vro=]- . r , . ,  Ix ] -  €z,  r r l

Drautre part :  [X, b ] est un champ l inéaire qu'on notera par :

[x,b]=c ,rn4 (R)

I l  srensui t  que l rexpression a.  f  lo 
( .  , .  )  devient :

x S,C (x^)
f ;o (sr ,  Sr)  = b S, + e-2- Xr '  o '  .

Considérons I 'appl icat ion ,^ lo , .  r .  )  ;

Àx_  S .C
f ,o 

(sr, s2) = b s, + À 
: ". *^r(*o)

-  ^t* s,  * ." ' "  x^, (xo) ]
v S

=^f;;o (+,S,)

Puisque À>r, alors Vt e lo,/^f ,1 un voisinage V^, de (o,o) de la forme

V^t = )  -  e r ,  e,  I  x]  -  .3,  . ,  I  sur lequel  l tappl icat ion :

(sr, s2)----* t iro (sr, s2)

est  b i jec t ive,  par  su i re  t l  
-o  

( . , . )  est  b i jec t ive sur  V^,  V t  €  f  o , ; t .

oonc rÀ(x, U) L.C.T. au poinr À xo. C.Q.F.D.

0.2.4.  lo lsgôryee

Soit P un polyn&rrc hcnngène de degré n à r dans IRz et soit
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S lrensemble des éléments;ç = (xr, x2\ e IRz tels que P (x) = o; alors S est non

vide et a l tune des formes suivantes :

a )S= { (o ,o )  }

b) S est une réunion drau plus n droites passant par lrorigine

c )S=  [ 12

En effet :

soit P un polynôme homogène de degré n à r.

P (xr ,  xr )  = an x!  *  ân-r  *T- t* ,  * . . .â ,  * ,  * l - t  *  ^o* \

.  (o,o) êS donc S + 0. Soit un point (xr, xr) e IR2 tel que x, {o-

. Si P est le polynôme nul, S = IR2

. Supposons P non nul.

* ,  *o,  P(xr ,  xr )= xf  [ "n *"* ,  ( : )+. . .  +a,  (h"- t . "ot ]n l .

Posons  X  =? ,  P  (x r ,  x r )  =  oæ ân*  ân- r  X  +  . . .  *  a ,  Xn- r
+ a O X = O  " I

En posant :

Q = an * ân-r X + " * a, Xn-r + ao X, Q peut srécrire

Q = ao I  tx  -  o r ) . . .  (X  -  on)  i

où o. sont les racines complexes-de Q.
I

so i t l = { i  e { r , . . n }  o , r ée l  }

si I = @ (ce qui peut être le cas lorsque n est pair) alors S = { (o,o) }

s i  I  f 0 .  So i t  iÊ1 ,  a l o r s  X  =  o1  es t  uneso lu t i on  rée l l ede  Q  =  s ;

Par suite ( Àxr, À o1 xrl a S, Ur e IR ; donc la droite passant par lrorigine

et ayant (r, o,) comme vecteur directeur est solution de P = o.

Soi t  k  = Card I ,  I  =  {  i r ,  i r ,  . . . ip} ,  t  t  i j  s  n  ;  S est  donc la  réunion des k
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droites : D, (r, a, ),  . . .  DO (r, o,, ) de vecteurs directeurs"respectivement :
I K

( r ,  o ;  ) ,  . . . ,  ( r ,  o ,  ) .  C .Q.F .D.
+'k

Dans le cas où n est impair, on sait que Q a au moins une racine

réelle donc S contient au moins une droite.

0 . 2 . 5 .  R e m a r q u e s

Si Q change de signe en passant drune racine o, à une racine

o,, ( l  rk),_P change de signe dans IRz en passant drune droitek Dp (r,o,k) à

uné droite D,1 (r, o,r).

Si oi ,.. or sont les racines de Q = o teller
, ,k res de Q = o telles que : o,rt o,r ' .1U

et Q change de signe comme I' indique per exemple la figure o.r. Alors P
change de signe comme I'indique -!a 

d1;^- 
O.t,

r f r - r + . - r +

o <i 4r, (4. (r,.

-fdû'^e=o't

0 .2 .6 .  Conséquences  e t  No ta t i ons

Supposons que d (X) = m, d (Y) = n, alors les applications

X ----€ deÈ (y (x), X (x) )

x , de,t (Y (x), [X, Y ] (x) )

ù)
: $ .

-1,"tr1,^"- ". u
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sont des polynômes homogènes de degré respectivement : m + n' m + 2 n - I.

Supposons que f c et Â sont réunions de droites ; alors on écrira :

k
l c=  U  f .  rSk  Sm+n

l = I  I

k r
^  =  l , f  ^ j  rSk r (m+2n - r

j = r

Dans le ces de F.C.V ,Àt*, Y) non quadretiques, on désignera

Par :

W. : vecteur directeur de f,
l l

V, : vecteur directeur de 
I

Le cas drune F.C.V quadratique ; les notations seront données

au chapitre I.
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ÇUaPtrng-_l ' L.C.T DE LA FAMILLE

Ltobjet de ce chapitre est drétablir pour une F.C.V. { X * ub, - rS u

S ri  des critères algébriques donnant la L.C.T en un point de IR2. Le critère de

HERMES (RH)z (chapitre o) possède un grand intérêt pour la compréhension de la

géométrie de la L.C.T dans IR2. Toutefois sa mise en oeuvre possède des diff i-

cultés pratiques. En effet, la principale diff iculté vient du fait que dans lexpres-

s ion de l rappl icat ion:  (Sr ,  52)- - r f  I  
(Sr ,  52)  f igure X,  (x) ,  qu i  en généra l  n 'est

pas connu explicitement. On peut contourner cette difficulté si lfon connaft X, (x),

ou bien une intégrale première de X.

Dans un premier temps, on traitera des cas part icul iers de F.C.V

{ X * ub, - r S u S r} quadratiques, ce qui va nous permettre de généraliser les

résultats obtenus à toute F.C.V quadratique.

Dans le premier paragraphe, on étudiera la L.C.T

quadrat ique {X + ub,  -  rSuSr}  en un point  x  quelconque de IR2

de la F.C.V

Le deuxième paragraphe sera consacré à lrétude de stabil i té par

de petites perturbations et de générecité pour la même famil le.

Le troisième paragraphe traitera la L.C.T de la F.C.V cubique

{X * ub, - rSu st i  (X champ homogène de degré trois) en un point x de lRztel

que  X  ( x ) *  oe tb r i èvemen t  l a  L .C .T  de  l a  F .C .V  {X  *ub , -  r  SuSr }  où  X

champ homogène de degré n à3 en un point singulier de X.

t.L Etude dg_le !.çJ_qg la_tg12jtlregLatatl_qgd I + ub-; LslÉù
elr1n -pojln! x guelconqga@_E'

L'objet de ce paragraphe est de donner une condition nécessaire
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et suffisante de la L.C.T de la F.C.V quadrarique{X * ub, - r Sus r} quron ré-
sumera dans (1.2.3.) en un algorithme permettant de déterminer sri l y a L.C.T
ou non en un point x de IR2.

on va d'abord commencer par traiter quelques exemples heurist i-
ques.

Exemple r

Considérons la F.C.V quadrariqu.-À{X, b) définie par :

X (Xr,  Xr)  = (a x]  *  c xtr ,  a '  x2,  + c '  xzr)

b = (br,  bz)

Supposons que :

ac r  =  a f c  ( t . 2 . )

ab,  + , ,  b ,  =  À ( ) ,€ lR)  ( r .1 . )

En faisant Ithypothèse suivante : Aest une droite pessant par lrori-
gine, on a le résultat suivant :

si lron note V un vecteur directeur deA, une condit ion nécessaire et
suff isante pour querÀ(X, b) soit L.C.T en un point *o. Anf est: V et X (xo) in-
dépendants.

Preuve :

Les relations (r.2.), (r.3.) entrai irent respectivement

Vx e lR '  2  e X,  (x)  = a '  X,  (x)

C2=  ÀC (C=  [ x ,U  ]  )
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l l  srensuit que :

V x e R' ,3 E )  o,  une fonct ion O: ]o,  .  [ lR nonnul letel le que :

En effet, la relation a X, (x) = a' X1 (x) entraîne que les trajectoi-

res de X sont des droites de vecteur directeur u. Soit X, (xo) la solution de

|équation i = X (x) prenant la valeu. *! = (x!, x! ) en t = o, alors :

a (xr(t) - x! ) = a' (x, (t) - *? ), par suite on a :

V t  e  ]o , .  [ ,  X ,  ( x )  =  x  +o ( t )  u  avec  u  =  (a ,  a t )

VsetR;.sc = I+ l ( . rS-r)c

e

x, (t) - x!
En posant 0 (t) = , on obtient : X, (xo) = xo + 0 (t) u

So i t xo  €  An f .Ap rès tou t ca l cu l f a i t ,  I ' app l i ca t i on  t j  ( . , .  )

est injective si et seulement si det (b, Cxo + O(t) C u ) t  o. Or det (b, Cxo) =

(xoeÀ), donc det (b, Cxo + o (t) C u) =o (t) det (b, C u), comme O(t) est non

nu l l esu r  ] o ,  e Ia l o r sde t (b rCu ) *os i  e t seu lemen ts i  
"  +  A , c€qu ies t

équivalent à dire que V et X (xo) sont indépendants C.Q.F.D.

[ : : : , ] ]

[-, rrl .?J
. 

f*"rtl -.J

*r (t) - *!

lil
L;l I:l
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Exemple z

X (xr, xr\ = (xl , *1 * *, *r)

$ = (br ,  b2)

On vérif ie faci lement que

ox
I

or  -  t  x_
-1

I I 
-".Tt <  -

ox
I

X, (xo) =

Ç =

tx! - x! Log (r
r- tx!

- t  *pl

'l
,rl

zb

zb r+b ,

Pour calcul". . tC, on peut réduire C à la forme de JORDAN,

mais ceci r isque de compliquer lrexpression de X.

Prenons b" = o, alors Cz = 4 b1 C

soit xo € A f\ f , pour t assez petit lapplication
x

f  ( ' , ' )es t
t

ln-

jective et seulement si det (b, Cp, (xo) I o, ce qui est équivalent à dire que :

X (x) et V indépendants.

Exemple 3

X (xr,  xr)  = (a

b = (br,  bz)

x 2 +
I

b *?r,, - za x, xr)
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Dans cet exemple, on ne connaft pas X, (x), mais on connaft une

intégrale première de X qui est :  y3. 
+ 

y x2 * C = o. On remarque que crest

un polynôme de 3e degré. Donc si on sait expliciter y (t) en fonction de x (t), on

écartera la diff iculté de X, (x).

Remarquons que dans les exemples r) et z), la condition : X (x)

et V indépendant es! une condition nécessaire et suff isante pour que Â (X, b) soit

L.C.T en x ê A n f .  On va montrer dans le premier paragraphe qurel le est vraie

pour toute F.C.V quadratique.

I . 1 . 1 .  E t u d e  d e  l a  L . C . T  e n  u n  p o i n t  x  t e f  q u e  X  ( x )  I  A

Supposons que Àr IRz , alors Â est une droite.

Ecrivons f c sous la forme

fc=Dr  U  D ,

(quand D, et D" exister:ù, voir o.r.r.  et o.2.6.)

Désignons par :

V : vecteur directeur de A

Vr: vecteur directeur de D,

V, : vecteur directeur de D,

I . I . t . l .  I h é o r è m e _

Soit x un point de IR2 tel que X (x) I o, alors

r )  s i  x  €  f  -  4 , .À(x  ,  b )  es t  L .c .T  en  x .
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z) si x eA; une condit ion nécessaire est suff isante pour que-8(X, b)

soit L.C.T en x est : X (x) et V indépendants.

3)  s i  x  Glc ,  3  i  e  { t ,  r I  te l  que x € D, .  Une condi t ion néces-

saire et suff isante pour que,Â(X , b) soit L.C.T en x est : b et V, indépendants

Preuve :

On va drabord énoncer trois lemmes qui nous seront utiles dans la

démonstration.

I . I . I . 2 .  L e m m e

V r  >o,  Vt  ro,  on e 2r t f t ,Xr(x)  I  = ' r t6  + ' r ,  x) .

I . 1 . 1 . J .  Lemme

, La F.C.V'À(X, b) est L.C.T en un point x € f si et seulement si

dim S ..u. 
(x) = z. ( 

I  . .u. 
(x) étant I 'espace vectoriel engendré par les vec-

teurs Z (x) tel que Z eJ).

Preuve :

Rappelons que les ensembles 3k ,ont définis par :

d = {  b ,  adk b X,  a  d  x .  rdk b x ,  . . .  adn x .  
"dk 

b x ,  . . .  }

Par un calcul faci le on vérif ie que ad3 b X = o, i l  srensuit que
. ,  L  -

Vt  23 ,  -$={U}  .Dansce  câs(RH) rserédu i tà :

-À(*,b) L.c.T en x6r f-> dim Sj.". (x) = z.
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I . I . 1 . 4 .  L e m m e

Soit x € Â tel que la trajectoire de X issue de x est contenue

dans a, alors pour tout k € IN, les vecteurs b et (adk X . a d b X) (Xt (x) ) sont

colinéaires.

Preuve :

So i t  Ê>o te l que / t  e I  o ,  e . [  ,  X ,  ( x )es tdé f i n i .  On  va

montrer par récurrence que V t e N, b et (adk X . a à U xl X, (x) sont col i*

néaires.

X, (x) ê L enûaîne par définition que les vecteurs b et (a d b X)

X, (x) sont colinéaires donc la propriété est vraie pour k = e;

Supposons I'hypothèse de récurrence suivante :

Vte [o ,  e  [  :  be t (adkX.adbX)Xr (x )son tco l inéa i res .  (H .R. )

(adk*r X . a d b. x) X, (x) = [X, .dkK"dbx x, (x) I

= D x (x, (x)). (adk X. adbX) X, (x) -

D (adk X. adbX) X, (x). X X, (x)

= (r) -  (z)

Montrons que (l) et (z) sont col inéaires à b. Draprès lrH.R.,

âl Ien re lque

(aak x . adbX) x, (x) = r[ b

Donc D x (xt (x)). (adk X. adbX) X, (x) = ̂ [ D x (xr (x) ) . b

=r[ [x,u]xr(x)
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Par conséquent (r) est colinéaire à b.

Pour montrer que (z) est colinéaire à b, considérons la fonction h

h (t) = (aak x . adbX) X, (x) / br

où b' est lrorthogonal de b.

/ : produit scolaire dans IR2 .

Draprès l rH.R. on a :  h ( t )  = o,  V t  e l  o,e[  ;  par sui te h '  ( t )  = oi

Or :

h, (t) = D (adk X. adbX) X, (x) . x (xr (x) ) / br= o

DoncH t  ê lo,  e [ ,  (z)  est  col inéaire à b,  par conséquent (adk*r X. adbX) X, (x)

et b sont colinéaires. On conclut que le long de la trajectoire de X, dim Sf.u
(Xr (x )  )= r .

Démonstration du théorème

r) si x ç-l - À , le test l inéaire s'applique et par suite -8(X, U)

est  L.C.T. en x.

z )  so i t  x  e  Aô  f

Supposons que X (x) est indépendant avec V, alors J e > o tel que

/ te ]o ,  e  [ ,  X-  (x )e  r -  n  ,parsu i re- t (x ,b)es tL .C.T enL(x) .
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Droh :

Donc / t e ]o ,e [ ,  V t  >o  one :

xt (xr (x) ) e inttr(t, x. (x) )

)
X,  *  .  

(x )  e  in t l t f t  +  r ,  x )  (Lemme l . r . r . z . )

On conclut alors que : V f , o : X-(x) soit défini on a :
I

X, (x) € int Jt$, *\ c.Q.F.D.

RéciProquement =

Supposons que X (x) et V sont col inéaires, alors / y eL les vec-

teurs X (y) et V sont colinéaires (homogénéité du champ X) ; par suite la tra-

jectoire t r X, (x) est contenue dans A , ce qui entraÎne draprès le lemme

I.r.r.3. que les vecteurs b et (adK X . adbX) X, (x) sont col inéaires, V U e.IN. En

par t icu l ier  pour  r  =  o.  On obt ient  z  V k  é lN,6 et  (adk X.  adbX) (x)  sont  co l i -

néaires ; ceci se traduit par : dim S:." (x) = r. I l  en résulte que/8(X, b) n'est

pas L.C.T. en x (Lemme I . r . r .3) .

l )  Soi t  i  x  e fc ,  a lors  3 i  e ,  {  t ,  r }  te ls  que x € Di .

Supposons que les vecteurs b et V, sont indépendants. Puisque

X (x) * o et b col inéaire à X (x), les vecteurs X (x) et V, sont aussi indépen-

dants ; d'où ltexistence d'un réel e >o tel que :

6_ *r[T)



1/ta]o,  e [ ,  Xt  (x)  e r  -  Â .  Par sui te](X, b) est  L.C.T. en X. (x) ,

avec le même raisonnement que le z) du théorème, on aboutit à :

-À(X' b) L.C.T en x.

Réciproquement :

si les vecteurs b et V, sont colinéaires, alors X (x) et V, le sont

auss i , pa rsu i t eVye  l ,  X ( y )es t co l i néa i r eàV , .So ien tu  € [ -  r , r  ] ,  X '

le champ défini par Xu (y) = X (y) * ub ; draprès ce qui précède, le champ Xu

est col inéaire au champ constant b le long de la droite D,. Par conséquent,Vuê.

[ - t , t  )rVy € Di, la trajectoire de Xu issue de y est contenue dans D,. Ceci

entraîne que toutes les trajectoires issues de D, sont contenues dans D,. Il en

résulte qu. / t  > o, int rf t(t ,  x) = 0 . Donc Aix, b) n'est pas L.C.T en x. Ce

qui achève la démonstration du théorème.
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I . 1 . 1 .5 .  l o roL la i r e_

Une condition suffisante pour que-Â(X, b) soit L.C.T en tout

point  x€f  c  vér i f iant  X (x)  lo  est :  rg  (b,  Cb)  = z .

Preuve :

I l  est faci le de vérif  ier que Cb = z X (b).

rg (b, Cb) = z entraÎne que b et X (b) sont indépendants, il en

résulte que b considéré comme un point de IR2 n'appart ient pas à Ic. Par

conséquent : det (b, Vr) lo et det (b, V ) *o. Draprès le théorème précédent

À (X, b) est L.C.T en tout point x e r c vérif  iant X (x) * o.
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I . t . I . 6 .  Remarqge_

S i  rg  (b ,  Cb )  =  t ,  a lo rs  b  g  t  cn  I  e t  dans  ce  câs  A  co in -

cide avec lfune des droites D,.

Si  ^= Dr ,  i l  est  c la i r  queÂ(X,  b)  n 'est  L .C.T en aucun point  de

D, et est L.C.T sur D, si et seulement si det ( b, Y ,) * o.

I . 1 . 1 .7 .  Co ro l - l - a i r e

$
det (X (V ), v) t o +;(X, b) est L.C.T sur À - i (o,o) ]

det (b, V,) * oeJ(x, b) est L.C.T sur D, - { (o,o) }

I . 1 . 2 .  E t u d a  d e  f a  L . C . T  e n  u n  p o i n t  x  t e l  q u e

X  ( x )  =  0

Avant drénoncer un résultat sur la L.C.T ae,À(X, b), d (X) = z

en un point singulier de X ; commençons par rappeler quelques résultats dûs à

SUSSMAN sur la S.T.L.C
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Soient deux champs de vecteurs analytiques fo et f, sur une ve-

riété M. Désignons par Lie (fo, fr) I 'abrègé de Lie engendrée par fo et f ,.

Soit le systèrire différentiel :
'  -  fo (x)  *  u f ,  (x)  |  u ( t )  |  sa

oùr x €.M, u (.) appartient à lrensemble des fonctions constantes par moceeux.

Cons idérons  la  F .C .V .F=  { fo *  u  f r ,  -  As  u  s  A}  .  Ond i tque

f est S.T.L.C en un point x €M si : Ht, o, i e int-Jtk, x).

On dit qrrÏvérifie les conditions HLCC en x si :

HLCC r :  x est  un point  d 'équi l ibre régul ier ,  c 'est-à-diret [ :  |  [ l .A et  fo (x)  +

I  f r ( x )=o

HLCC z :  d im Lie ( fo,  f r )  (x)  = dim M.

HLcc3,  S  ( fo  *  u  f r ,  f r )  (x )  =  - f * t  ( fo  *  [  f r ,  f r )  ( * )  Hrn  impa i r  où

-$ (r ,  g)  est  déf in i  par :  $ ( t ,  g)  ={g,  admg f ,  . . .  adn f  .  adm g f ,  . . . }

Théorème dû à SUSSMAN :

r) Si fvérif ie les conditions HLCC en x alorsFrst STLC en x.

z) HLCC 2 est une condition nécessaire de STLC aef ,n un point.

3) soit x un point dréquil ibre régulier, alors si :

I f r ,  I fo ,  f r  ]  I  ( x )É  S  ( fo  *  u  f r ,  f ,  ( x )

f n'est pas STLC en x.

Revenons à notre étude de L.C.T en un point singulier de X qui

est un cas particulier de STLC G = o).
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I . I . 2 . 1 .  P rg ros i t i on

Soit x é IR2 : X (x) = o, alors,À(X, b) est L.C.T en x si et seu-

l emen ts i  xé1 .
I

Preuve

X (x)  = o entraîne que V t ,  o,X, (x)  = x.  Supposons que x €^,  d 'a-
près le lemme l.r.r.4. Sf.u t*l est la droite vectorielle engendrée par b. On va

montrer dans les deux cas suivants que b appartient ou nrappartient pas à A ,

À(X, U) nreeb pas L.C.T en x.

a )  s i  b€Â,  a lo rs  X  (b )  =  o ;  pe r  conséquen tVu4-  [ -  r , r  ] ,1 .
champ Xu défini précédemment vérif ie ,V y e Â , Xu (y) est colinéaire au vecteur

b le long de la droite a, ce qui entraîne que toutes les trajectoires de,À(X, b)

issues de Àsont contenues dans A, donc / t  >o,  int , t f t ,  *)  = A C.Q.F.D.

b)  s i  b  *o ,O e t  Cb sont  indépendants  ;  comme Cb =  [b , [  b ,  X ]  ] ,
i l  stensuir que Iu, [b, x f ] É9:." 

(x, b) (x), par conséquenr](x, b) n'est pas

L.C.T en x (Théorème de SUSSMAN).

Réciproquement :

J!." t*t l.
si x f A , alors dim Jf.u (x, b) (x) = 2, ( J:." (X, b) (x) =

a)  beÂ,  3 r  €  IR  :  Cb =  Àb.  Ca lcu lons  le  c rochet  I  X ,  ad 'b  X ] (x ) .

I x, ad, b x ](*) = D X (x). cb

= À[x,  b ] (x)

ll résulte de cette égalité que b et I X, adz b X ] (x) sont indépen-

dants donc dim _I:." (X, b) (x) = z. Il est facile de voir qu.Â(x, b) vérifie les
trois conditions HLCC donc$(X, b) est L.C.T en x.
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c) si bf Â, alors b et Cb sont indépendants, i l  stensuit que

dim 3:." (x, b) 1x; I dim S:." (x, b) (x) donc,b(x, b) esr L.c.T en x.
Ce qui termine la démonstration de la proposition.

Dans tout ce qui précède, notre étude supposait que A est une droi-

te. Etudions le cas oi.r A= IR2.

I . l - .2 .2 .  PrEros i t ioq

Une condition suffisante (mais non nécessaire) pou. qr.J(X, b) ne

soit L.C.T en aucun point de IRz est : A = IR2.

Preuve

Supposons que A= IRz, alors toutes les trajectoires de X sont con-

tenues dans a, par suite les vecteurs b et (aak X . a d b X) (x) sont col inéaires

pour tout xelR2 et tout k €[. i .  En part icul ier les vecteurs (a d b X) (b) et b sont

co l i néa i res  ;  o r  (a  d  b  X )  (b )  =  Cb  =  [C ,  b  ]=  [b , [b ,  X1 ]=  adz  b  X .

On conclut drune part que H x e IRz t À(X, b) nrest pas L.C.T

en x (d im j l .u  t * l  =  r ) ,  drautre par tV x  e lR" ,H r  ro  r$f t ,  x)  est  contenue dans

la droite passant par x et ayant pour vecteur directeur b. En effet dim Lie $ (*) =

et plus précisément Lie $t (*) = droite vectorielle engendrée par b. Donc V t > o,

,r, f t(,  ,  x) est contenu dans la feui l le passânt par x de Lie St qui est la droite vec-

toriel le de vecteur directeur b passant par x.

La condit ion nrest pas nécessaire, en effet considérons la F.C.V

A(x, b) définie par :

X (x) = (X, (x), X, (x) )

b = (br,  bz)
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telle que : V x € IR2 : b, X, (x) = b, X, (x). En choisissant convenablement les
champs X et b, A l lR2. l l  est clair que les champs Xu et b sont col inéaires,
par  conséquent :  V*  eR' ,  Yt> o in t , f rk , * l  =O doncj (X,  b)  nrest  L .C.T
en aucun point de IR2.

On va maintenant donner un algorithme de la L.C.T aeJtX, U)
cR sur IR2.

Considérons la F.C.V-Àl*, b) où lron désignera X et b par :

x=(" 
b t)  

,  b=t l ' l
a f  b r  C r  

' O 2 '

on identif iera dans la suite Ie champ X à un élément de IR6.
Soient les expressions suivantes :

A=- za,b l  +(za-  b ' )brbr*  bbi

B -  -  b '  b? *  (b -  z  cr)  b,  b"*  z c bf

Q = -  c A3 + (b -  c ' )  A2 B + (b '  -  a)  Bz A -  
"r3 

g3

ô  =16 t2  -4e t  c ' )b l  + (4ac ,  *4erc -zbb ' )  b rb r+ (bz -  +ac lb l

g = -  b '  b? + b - ,  s ' )  br  br+ z cbl

? = $-  br6

% 
=g *b rÆ 

s i  ôào

o ,  =  8 2  - b 2  6
I

Alors :

A  =  [ ( x r , x r )e lR2 :  Axr+Bxr=o  ]

Q = det (X (V ) ,  V)
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ô est le descriminant de lféquation homogène dans IR2 :

det (b, X (x))= o. Si ôà o, les vecteurs V, et V, sont donnés par:

V i  =  ( z  ( b ,  . '  - b r . ) ,  -  b ,  b '  +  b ,  b  - 'Â )

Y r=  ( z  (b r  r '  -  b r . ) ,  -  b ,  b r  +  b ,  U  * / f )

o r 
= det (b, Vr)

o z 
= det (b, Vr)

0 , = O r O 2
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1 .L .2 .3 . Alqorithme_de ta_L. C_=_T. ge_â( X,_U),

d  ( X )  =  2

fiX, U) est L.C.T. sur tout f - À
et nrest L.C.T. en aucun point de A

In i t ia l iser e,  b,  c,  ar ,  br ,  c l
b,  br ,  A,  B,  Q, ô,  0r ,  o,

e t 0

A=o

B=o

XX, b) ntest
L.C.T. en eucun
point de IR2

x, b) L.c.T.

f t = { (o,o) }

,8(x, U) nrest pas L.C.T
sur fc

' 2=  o ,8(x '  b )
L.C.T. sur D, -  { (o,o) }
et nrest L.C.T. en
aucun point de D,

,À(x, u) L.c.T.
sur

rout f c - {(o,o) }

Â(X, b) n'est L.C.T. en
aucun point de D,

.S(X, b) est L.C.T. sur
t  D, -  { (o,o) }

(X, b) nrest L.
en aucun point de

f
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I . I .2.  4.  lxemgles_d' ag: l - icat ion-

Exemple r

X=("t: j )  ,b=(?)

t c  =  { (o ,o )  }

^  = { (x r ,  x r )eR2:x r=o  }  =  O* ,

Q= O

Exemple z

On conclut que,s(X, b) est L.C.T sur R2 - O x, seulement.

b= (i)(l?à )
- I

X=

^_

-c
t -

{ (x r , xz )eRz :x r+xz=o}

{ (o ,o )  }

A(X, b) est L.C.T en tout point de IRz - { (o,o) }

Exemple 3

X= (;;l) u= (?)

A - IRz, doncÀ(X, b) nrest L.C.T en aucun point de IRz

Exemple 4

X= (i;:) b= (?)

A -  O* ,

f  { (x - ,  1 ) r  * r=* r , l  u { (x r , * r \=  * r * *2=o

Q = r ,  o ,= r  doncÂ(X,  b)  est  L .C.T sur  R2 -  { (o ,o)  }



-36 -

t. 2. ! rp A'Stj:_ {e s te bjt i} é_el d e_g.g r ét i c i t é

Dans ce paragraphe, on va étudier les propriétés de stabilité par de
petites perturbations et de généricité de la L.C.T On caractérisera de même
les F.c .v  {X + ub,  -  r  S us r }  pour  lesquel res ra L.c .T est  vér i f iéesur
[12 -  { ( o ,o ) } .

I . 2 . 1 .  P r o p o s i t j o n

Soi r  I 'ensemble  J :  {  (X ,  U)enf  re l  que A(X,  b )  =  lRz  }  ,  a lo rs :
J est une sous variété de IR8 de dimension 6.

Preuve

(X, b)€ J est équivalent à : A = B = o avec :

A = z  ^ t  b" ,  +  (b '  _  za)  brb2_ b b:

B=b ,b?  + (zc ,_b )b r  b "_zcb )  
( vo i r page3z  )

J est l t intersection des deux hyperplans de n8 dgfinies par A = B = o.

Soit (Xo, bo) un élément de R8 tel que :

Xo= (j i3), bo= (?)

I l  est faci le de vérif ier que (Xo, bo)€J. Par un calcul simple on"véri-
fie aussi que les vecteurs orthogon"u* 

"u* 
hyperplans A = o et B = o au point

îo' 
bo) sont indépendants ; par suite ces deux hyperplans ne coihcident pas.

on conclut alors que J est une sous variété de IR8 de dimension 6.
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I.2 .2 . Propos it ion

Soir o = i  (X, b, x)€lRro r-L{x, b) L.C.T. en x

Alors O est un ouvert de IR ro .

Preuve

Soit un élément (X, b, x) 6 O.

r) Supposons que det (b, X (x) ) * O, alors :

il existe un voisinage V de (X, b, x) de la forme V (X) x V (b) x V (il tel que :

Y  (X ' ,  b ' ,  x ' )  eY  z  de t  (b ' ,X ' (x )  )  *  O .

. t
a)  x  f  l (X,  b) .

Soit (X', b',  xt,) € V. Alors on peut choisir V (X), V (b) et V (x) assez

petites pour quron ait :
,* ' f  A(x" b') '

Par suite,A(X', b') est L.C.T en x'

to]

-L(X, b) L.C.T en x entraiire que det (X (x) , V (X' b) ) * O, par suite
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i l  existe un voisinage U = U (X) x U (b) x U (x) de (X, b, x) tel que :

V {x', b',  x') € u : der (Xr (x') ,  v (X', b') * o

En prenant W = Un V, on vérif ie faci lement que :

V{x ' ,  br ,  x r )€  w ,À(x ' ,  b ' )  L .c .T en xr .

z) Supposons que det (b, X (x) )= O

3 i re  { , ,  ,  }  te l  que  :

x€D,  (X ,b )

de t  (  V ,  (X  ,  b ) ,b )  *  O

d 'où  l rex is tence drun  vo is inage O =  O (X)x  O (b)  x  O(x) te l  que:

V {x, ,  b ' ,  x ' )€ o :  det  (  Vi  (x ' ,  b ' ) ,  b ' )  r  o.

Soi t  j  €  { r , z }  te lque  rc (X ,b )=  f  i (X ,b )U r j (X ,b ) (quand  f  .
(X, b) existe) alors on peut choisir O assez petit quton ait :

V {x,, b' ,  x ')€ o: *, + (t (* ' ,  br) u Â (X', b') ).

Soi t  (Xr ,  br ,  xr )  €  o.

S i  x r€  f .  (X ' ,  b r ) ,  a lo rs .b (X t ,  b ' )  L .C .T  en  x l

S i  x '  f  
l i  (Xr ,  br ) ,  a lors  xr  €  f  (X ' ,  b ' )  -  À (X ' ,  br )  ;  par  su i te

-A(x', b') L.c.T. en x'|.

Donc O est un ouvert de R I O

ri

l'ï"11"*'
" 

r'tJ,r))r l  ,

(^,"

-9:{'l!,
Ât. ,u)
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Dans la proposition suivante, on se pose le problème suivant :

Etant donné un champ X quadratique sur IRz, existe-t-il toujours un champ

constant b tel que la F.C.V Â(X, b) est L.C.T en tout point de IR2 - { (o'o) }

Si oui, on va caractériser topologiquement lrensemble décrit par

les champs b.

soit donc B (x) = ib € IRz

Ecrivons X sous la forme :

Preuve

Q=Q(br ,b2)

0 = cr (br, bz)

ô  =ô(b r ,b2)

r ){x, b) L.c.T sur IR2 - { (o,o) } } .

v  r A  b  C 1
n = \ e t b r C t /

Posons :

A (X)  = (  4atc  + 4ect  -  zbb ' )z  -  4(b2 -  4  ac\  (b ' "  -  4  at  c t )

I . 2  . 3 .  P r o p o s i t i o n

Soient les sous-ensembles de IR6 :

K,{x€R6: ^(X). o}, H={x= (313),( l ,bo,o"lt

r )  Xe H:+ B (X)  = 0

z\ Xe K - H -=?B (X) est dense dans IR2

Soient Q, o et ô les expressions données à la f in du paragraphe r
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Q, oet ô sont des polynômes homogènes en (br, br). Posons :

Se= {bem' ,  Q(b)=o}

So = {uem'  :  6(b)  àoet  o (b)=o i

ll est facile de voir que B (X) = (SQ U So)c

r) SuPPosons que X €'H

*  =  ( ; '  
| ,  f ,  ) '  { " '  b '  ? "b ' )€R4

Par un calcul simPle on trouve que :

Vu  e lR2 ,ô  (b )  à  o  e t  c r  (b )  =  o

Par conséquent So = lR2, dtoit B (X) = O

Six=( ;  I  f  l ,  B (X)=@ (mêmera isonnement )

z) Supposons que Xê K - H

on va montrer que :

So est 0 ou bien une réunion de droites'

SO est (o,o) ou bien une réunion de droites'

Dans ce cas B (X) est dense dans IRz.

Supposons que So * 0 et est égal au plan tout entier, alors en

particulier

0  (? )=  4c2=o

0  ( à ) = 4 a r c r = o

Contradiction avec le fait que X f H.

Même chose eour Sq. Il srensuit donc que B (X) est dense dans IRz.
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I . 2 .4 .  ExempTes  d '  app f i ca t i ons

So i tX€ lR6 :  X =(;?-à)
Exemple r

alors :

donc

A  ( X )  =  -  I  6  < o

A= b  b
t 2

u=b?.4b1,

0 = 4bt

g=-b? -rb1

br*  o I

Q = A3 = (b, bz)t

On conclut que

Se=oxruox,

S0  =O* ,

B  (X )  = {  (b r ,  b2 )€ .R ,

Exemple z :

X= r3àit
A (X )  =  _  4  <o

Q=-b:  Se={  (br ,b2)€ lRz :br=o }  =  o* ,

o = 4b3r(b2 - br) So = O *, U{ (br,  br)e IRz rbr,-  b, = o}

donc B (x )=  IRz -  ( {br ,b2)€ lR2rbr= o}  u  { {br ,b2)€ lRz ,b" -  br  =  o} ) .
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Exemple 3

X= (-J 3 il
ô = (_ zbr)z

B = 2 b,  b,

0 '  =82-b fo=o

aonc rÂ(x, b) nrest pas L.C.T sur f ' ,V b 6 IR2

Par suite B (X) = O

I. 3. C{ g,{_.{_ S q_,19 !t oj e n e gl_e_d e g1é_sgojr i e ur_à_d e u x :

Dans ce paragraphe, on donnera des conditions nécessaires et suf-

f i san tesde laL .C .T  de laF .C .V  cub ique  {X *ub , - rS  uS  r }  en rnpo in t x te l

que X (x)  *o.

On donnera dans le cas où d (X) > z des conditions nécessaires ou

des conditions suffisantes de la L.C.T de { X + ub, -r s u s r} en un point x

singulier de X.
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1 . 3 . I .  E t u d e  d e  l - a  L . C . T .  d e  {  x  +  u n .  1 7  S  u  S  I  }  o ù

d  ( X )  =  3  e n  u n  p o i n t  x  e i R z  t e l  q u e  X  ( x ) 1 0

X étant homogène de degré 3 entraîne que det (b, I X, b ] (x) )
(respectivement det (b, X (x) ) est un polynôme homogène de degré z (respective-

ment un polynôme homogène de degré 3).

Rappelons les notations données dans o.r.r. et 0.2.6.

A = À, U A, (quand A, et A, existent)

lc= f ,  U l ,  U f ,  (guand f r ,  l re t  f ,  ex is tent )

V, , vecteur directeur de A,
t '  I

W. : vecteur directeur de f .
J J

Remarquons que ad4 b X = o, par suiteÂ(X, b) est L.C.T en un

point x € ff i  Àsi et seulement si :  dim Jf.u (x) = z oo dim !f." 
(*) = z

I . 3 .1 .1 .  Théorème_(supposons  quenç IR '  )

r )  s i  x  €  f  -  A ,z&(X,  b)  est  L .C.T.  en x .

z )  s i  x€ fnA ,  a lo rs  ?  i  e  { r ,  z  }  t e l  que  xe  À ,  e t  on  a  a lo rs  :

a) si X (x) est indépendant avec V r) 
(X, b) est L.C.T en x.

b) si X (x) est dépendant avec Vg, .8.X., b) est L.C.T en x si

et seulement si les vecteurs b et X (b) sont indépendants.

l )  s i  x  ê l c ,? ie {  r t  2 ,  3 }  t e l  que  xe f  .  e t  on  a  :  )7X ,  b )  es t

L.C.T en x s' i :et seulement si b et W, sont indépendants.
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Preuve

Le principe de la démonstration du r), 3), a) est exactement le

même que dans le théorème I . r . r . r .

Montrons le b) du z).

Notons d'abord que ad3 b X = 6 X (b). Supposons que les vecteurs

X (x) et V, sont dépendants, alors dim Jl.u (x) = 1.

Si b et X (b) sont indépendants, alors dim 3 3." 
(x) = 2, par suite

,b t", b) est L.c.T en x.

Réciproquement :

Si  b et  X (b) sont col inéaires,  a lors i lÀ€lR :  ad3b X = Àb, par

su i te  V  ke  IN,  (adk  X.  ad3b X)  (x )  =  t radk  X.  b .  I l  en  résu l te  que Vk  eN les
vecteurs (aak X . ad3 b X) (x) et b sont colinéaires, ce qui entraîne que dim Jl.,
(x) = r, doncrÀ(X, b) nrest pas L.C.T en x. Ce qui termine la démonstration du

théorème.

I . 3 . 2 .  E t u d e  a u x  p o i n t s  s i n g u l i e r s  d e  X

I . J  . 2 .1 .  P rg ros i t i on

Supposons que d (X) = l.
Soi t  xéAte l  que X (x)  = o.

Une condition nécessaire pour quel(X, b) soit en L.C.T en x est

que les vecteurs b et X (b) soient indépendants.

Preuve

Supposons que b et X (b) sont dépendants. On va montrer dans les

deux cas suivants que b et (ad2 b XXx) sont ou ne sont pas colinéaires,,}tX, U)
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nrest pes L.C.T en x.

a) b et (adz b X) (x) indéPendants.

x eA et X (x) = o entraÎne que Sl.u (X, b) est la droite vectorielle

engendrée par b ;  i l  s tensui t  que le vecteur (ad'b-X)(x)  = [b,  I  b,  Xf  J tx)  
f

g :." 
(x, b) (x), par conséquent/8 (x, b) nrest pas L.c.T en x.

b) b et (adz b X) (x) déPendants-

On va montrer dans ce cas que dim Lie (X, b) (x) = r, ce qui en-

traîne que,Â (X, b) nfest pas L.C.T en x. (Théorème de SUSSMAN).

Pour montrer que tous les crochets engendrés par X et b au point

x  sont  co l inéa i res  à  b ,  i l  su f f i t  de  mont rer  que,  V(1 ,  n ) '€  lN2 ,V$, j )  e  1 r ,2 ,  3 l  z ,

les vecteur,  IVf  ,  Vf  J(x)  et  b sont col inéaires ofr  Vf  (x)  = ["dk X, adi  b X ](x) .

tvf , vi l(*) = ovf tx) . vj tx) - o"i (x) . vf (*).

On va montrer quei 
f 

Vf (x) est colinéaire à b. I. l.z.z.)

l.DYI (x) . b est colinéaire à b. I.l.z.t.

et dans ce cas tvf , vi ](*) .rt colinéaire à b.

I l  est  év ident  guel4.z .z .  est  vra ie pour  i=  r  ou i  =  3.  Pour  i=  z

on va montrer par récurrence que Y: (x) est col inéaire à b.

r = o ,(adz b X) (x) est colinéaire à b par hypothèse.

Supposons I'hypothèse de récurrence : (adn X . adz b X) (x) coli-

néaire à b. Alors tr À n ê IR tel que Y! (x) = Àn b.

(adn*r  x .  ad2 b x)  (x)  = [X,  adn x .  ad2 b X ] ( * )

= DX (x) . vl (x) - nvl (x) x (x)
o

= ÀnlX,b l  ( * )
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Par suite, puisque x € a, alors (adn*r X. ad2 b X) (x) est col i-

néaire à b.

Montrons de même par récurrence que DYI (x) . b est colinéaire

à b . (Prenons i = r, la démonstration est la même si i  = 2 ou 3).

n=or  v ! (x )=(adbx) (x)

D Y? (x) .  b = D (a d b X) (x) .  b = (adz b X) (x)  col inéaire
àb .

Supposonsque DYf (x) .  b est  col inéaire à b,  a lors lôn€ IR :
nvf (x).u= ônb.

DyT*t  (x) .b= D [x ,y l  ] (x) .b

= D[DX(X).v ! (x)  -DyT(x) .x(x)  ] .b

= [ {D (DX) (x) . v] (x) * D X (x) . Dyl (x)}

-{ o lovi) (x) . X (x) - Dyl (x) . DX (x)} l .  b

(D (DX) ) (x) . vf (x) . b = ÀÎ tto (DX) ) (x) . b I .  b = r, !  (aaz b x) (x)

DX(x) .DyÏ(x) .b = DX(x) .  o f  u = 6 l  lx ,u l  ( * )

(D(DYl(x)) ) .X(x)=o

(DYÏ (x) .  D x (x)  )  .  b = rDYl (x) .  b.

) , e t  À !é tan t l es rée l s te l sque  V ! ( x )=  Ànbe t  [X ,b ] ( * )=  Àx .

Les quatre expressions sont colinéaires à b, par suite les vecteurs

DYI*t (x) .  b et b sont col inéaires, CQFD

I .3 .2 .2 .  P rg :os i t i on

Considérons la F.C.V ̂ (X, b), d (X) = h €r soit x € Arel que
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X (x) = o, alors :

si j(X, b) est L.C.T. en x, on a nécessairement :

r) b et (adz b X) (x) dépendants.

z' l lpe{ 2, . . .n} tel que b et (adPb x) (x) indépendants.

Preuve

Si )(X, b) est L.C.T en x, alors b et (adz b X) (x) sont dépendants

car s inon adzb x(x)=[  b,  I  b,  X]  ]  ( - )È 
3: ."  

(x,  b)  (x)  contradict ion.

on  a  auss i  z l  car  s inon ,V  pr { t , . . .  n }  ,  b  e t  (adP b  X)  (x )  seron t

dépendants,  i l  en résul te queU k € N ,  Vpe{r ,  . . .n}  les vecteurs b et  V!  (x)
P

(defini précédemment) sont dépendants ; par le même raisonnement que dans

I.3.2.r. on vérif ie que dim Lie (X, b) (x) = r donc,S(X, b) ntest pas L.C.T en x
(contradiction).

I .3 .2. 3. PrErosltlon

Considérons la F.C.v ,s(X, b), d (X) = 2 nt alors :

-S(X, b) est L.C.T en tout point * f t tel que X (x) = o.

Preuve

Montrons que!(X, b) satisfait les conditions HLCC en x.

HLCCI et HLCCz sont évidentes. Pour montrer HLCCI, on ve

vér i f  ier  qu.  V k  € {  2 ,  . .  2n}  ,  J : . "  
(X,  b)  (x)  = IRz.

Soit k q I z, ... 5n] . Il est clair que si b et (adk b X) (x) sont

indépendants alors J !.u 
(X, b) (x) = IR2 . Supposons donc que b et (adk b x) (x)

sont dépendants et calculons le corchet I X, adk b X ] en x.
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I  x, "dk 
b x ] (x) = D X (x) .(aak b x) (x)

=Àk [x,u](*)  ( t . r .z.+.)

où Àk est le scalaire tel que (aak U X) (x) = Àk b . II srensuit de l 'égalité

0.1.2.+) et du fait que * 
f 

oque I X, adk b X ](x) et b sont indépendants, donc

S:." (X, b) (x) = IR2.

On conclut que :

dim $5.u (*, b) (x) = dim S:ï (x, b) (x),Vk impair.

oonc j(X, b) est L.C.T en x.

Pbur f inir ce chapitre, on va donner quelques exemples d'application.

Exemple r

X - (xr l 'k '  
- '  

l ' )-(- l  
{?r-t*r){* 'r**r)) '  b=(?)

f  =  f ,  U  l rU tavec :

f ,  =  {x  =  (x r ,  x r )  : x r=o} ,  f z  =  {  *  =  (x r ,  x r )  :  x ,  =  * " ) ,  f j  = {  *  =

(x r ,x " ) : x r=o)

^  =  Â ,  U  Âravec :

À ,  = {x= : (x r , x " ) :  x r  =o}  ,  a r ,=  {x - (x r , x r ) : x ,  -2x r=o}

A, coihcide avec f, .

a )so i t  xêLr -  { (o ,o ) } ,  X  (x )  =z* )  (  
l ) . t t  

i ndépendant  avec

Y, = (', ) donc $(X, b) est L.c.T sur a, - { (o,o) } .

b )so i t  *e f  :X (x ) *o



-  49 '

wr= (;),wr=(l),  w3= vr= (?)

det ( b, Wr) I o donc,À(X, b) est L.C.T. sur r, - { (o,o) }

b=(?)

= o l

=x  l
2 '

=ol

{ *=  ( * r ,  
1 )  :X(x)

f  ,  
=  {x  =  (x r ,  x r ) :  x ,

l ,  =  {x  =  (x r ,  x r )  :  x ,

A  = {x=(x r rx r ) : x ,

=  I ,  U  I ,  où  :

xz=o)

.b$, b) est L.C.T sur t, - { (o,o) }

X (b) = o doncJ(X, b) n'est L.C.T. en aucun point x de À vérif iant X (x) = o.

Exemple z

L 2 2x ' -  x  x
v t r r 2X = ( ;  

^  
;  2 )* i *z -  * r * ,

) (X, b) nrest  L.  C.T en aucun point de f, ( b Tr).

Exemple 3

x=(4 
-*t 

) , b= (?)
.i .i- *2

^  =  {x=(x r ,x r ) : x r=o  }

{  *= (x r ,x r ) :X (x )=o}=  f ru  f roù

l ,  = ,=  {x  =  (x r ,  x r \  z  x ,  =  * r l

l "  =  {  x  =  (x r ,  x r )  :  x r  +  xz  =  o}

,S(X, b) est L.C.T en tout point xl o singulier de X.



- 50 -

considérons un champ X cubique.

*=/"*? 
.b&x2+c*r*1 .0. : )  

b= (ô)
la '  xf  *  b 'xfxr+cr x,  * ]*  a '  *)  /  

'  |  '

Une condition nécessaire pour qr.){X, b) soit L.C.T en un point x

singulier de X appartenant à A est z d * o.
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L.C.T DES FAMILLES SUIVANTES :

CHAPITRE II :- {X ,ub}u  IR  dans  Rz

{ X, ur br,uzo, t l,iitr|i *

Ce chapitre est consacré à ltétude de la L.C.T des F.C.V suivantes :

{  X ,  ub}uem où X champ homogène sur  lRz ,  b€ lR '  e t  u ( lR

{ X, ur br,  u,  b"}  ur ,  ur€R ou X champ homogène sur IR' ,  b et  b" deux

vecteurs indépendants de IR3 et urr u2 Parcourent I 'ensemble IR-

Le caractère homogène du champ X est exploité principalement

dans la détermination géométrique du voisinage de X, (x) atteint à lr instant t en

un point x non singulier de X appartenant à la droite D (b) dans IR2 (au plan en-

gendré par{br, b, }dans IR3 ). On remarquere que lorsque x est singulier, lrho-

mogénéité du champ X nrintervient pas, ainsi on général isera les résultats obte-

nus eux mêmes F.C.V avec X champ Ci On étudiera le cas part icul ier de la

F.C.V { X, ub I u e* 
où X est quadratique pour comparer, les résultats obtenus

avecceuxduchap i t r e  I pou r  l aF .C .V  tX  *ub , -  rSuS  r l

Le premier paragraphe traitera lrétude de la L.C.T de la F.C.V

{X ,  ub }ua*  t u r  R2

Le deuxième paragraphe traitera lrétude de la L.C.T de la F.C.V

{  x ,  u ,  br ,  uz b,  }  sur  IR3.

11.1. Etude de Ia L.C.f  de h famii le {  X, ub sur  Ra

Dans ce paragraphe, on donnera une condition nécessaire et suffi-

sante de la  L.C.T de la  F.C.V,  {  X,  ub}u.Ren un point  x  €D (b)  e t  aux points

I  u .n
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singuliers de X (Théorème II.r.S). Dans la proposition ll.r.7. on caractérisera une

classe de F.C.V { X, ub }, e lR pour lesquelles la L.C.T nrest vérif  iée en eucun

point de IR2 puis on généralisera certains résultats de la L.C.T. aux points sin-

gul iers  de X pour  la  F.C.V {X,  ub }uem où X champ C-(proposi t ion l l . r .g . ) .

On achèvere ce paragraphe par l 'étude du cas part icul ier la F.C.V {X, ub } où X

est quadratique pour comparer les résultats obtenus avec ceux du chapitre I pour

la F.C.V {X + ub, - r Su S r } (proposit ion t l .r.ro).

Commençons drabord par donner quelques définitions et notations.

1 1 . 7 . 7 .  D é f i n i t i o n

1 I . 1 . 2 .  N o t a t i o n s

On dit qurune part ie U6.. lRnest un ouvert str ictement posit i f  si U

es t  unouve r t  de  Rn  vé r i f i an t :  } / ( x r r . . .  * n )€U :  * r  r o ,  * r uo r . . . ,  * n r  r .

Soit V € IR2 . On désignera per D (V, xo) la droite af f ine de vecteur

directeur V et passant par le point xo (quand xo = o, D (V, xo) est notée D (V) ).

Soient Vr, V, deux vecteurs indépendants de IR3, on désignera par

P (Vr, Vr, xo) le plan aff ine paral lèle au plan vectoriel P (Vr, V") et passant par

le point xo€ IR3 (quand Xo = o, P (Vr, Vr, xo) sera noté P (Vr, V2).

. Une part ie A de IRn est dite singulière pour X si , /x €A, X (x) = o

. Soient Dr, D, deux droites parallèles dans IR2, on notera par

D (Dr, Dr) le domaine de IR2 l imité par les droites Df D2.

. On notera :

yo , yo accessible depuis xo par la trajectoire de X

(x, Y)
v 

io- yo r yo accessible depuis xo une trajectoire de la

F.C.V f (X, Y)

xoÀ
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*oT(x 'br 'br \  yo,  yo accessible depuis xo par une trajectoire

de la F.c.V l$ , br, b2).

I I  . 1  . 3  .  P ropos i t i on

so i t  la  F .c .v  Y$,  b ) ,  d  (x )  =n ,  b€1R2.

ll existe un changement de variables x = Py transformaûF(X, b)

,nl{V, c) oir Y est un champ homogène de degré n et c = ( 
? ).

Preuve

Posons X = (P1, Pr)  et !  = -  bt .

Considérons la matrice de passage de la base canonique à la base
ô
JÔ = (V, b) et le changement de variable suivant :

x = Py avec P - , - : :  
l ;  ,

Alors on a :

dv
æ

= p-r 
:i = P-r X (x)

Par suite le champ X exprimé dans la U"r.9 devient :

Y=P-rxP

Droù un calcul faci le, on obtient :

Y = -Tf|lr, (Qr, Qr) avec

Qr=brPrP-brP2P.

Qr=b rP rP+b2P2P .

De plus le champ b exprimé d"n, $.rt c = ( 
! l. On obtient



-  54 -

donc une F.C.V.7t", c) telle Y honrogène de degré n et c = ( 
? ).

I I . L . 4 .  R e m a r q u e s  :

L'étude de la L.C.T de la F.C.v 18, b), d (x) = n en un point x

est équivalent à l 'étude de la L.C.T aef$, c) au point y = P-rx.

r r . 1 . 5 .  T h é o r è n e

Soir  la  F.C.V y(x ,  b) ,  d  (X)  = n,  b€1R2,  X = (Pr ,  Pz) .

r) Une condit ion nécessaire et suff isante pour guef (X, b) soit

L.C.T sur D (b) est que b et X (b) soient indépendants.

z) soit x êlRz tel que X (x) = o, alors :

a) si X (b) * o ; une condition nécessaire et suffisante

pour  que  *ÊD (b )  es t :  l l  i e {  , , . . . n  } t e l  que  b  e t  ad i  b  X  ( x )  so ien t  i ndépendan ts .

b) si X (b) t o ; une condition nécessaire et suff isante pour

qurf lX, b) soit L.C.T en x est gue Qr ne garde pâs un signe constant sur IR2.

c) si X (b) = o ; une condit ion nécessaire et suff isante

pour que Y U, b) soit L.C.T en x est que : * Ë D (b) et Q, ne garde pes un signe

constant sur IRz

(Q,  = brPrP -  b ,  PrP,avec P - ,  
: ;  i ;  )  )

Preuve

r) Soit xo€ D (b).

Supposons d'abord que b et X (b) sont dépendants. Alors/y6D(b)
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b et X (y) sont aussi dépendants, par suite X
est tangent à la sous variété D (b). On dé-
duit que toutes les trajecroires de / {X, U)
issues de D (b) sont contenues dans D (b) ;
par suite on a :

Vt ro, int E (t, xo) = 0 , doncJ(X, b) n,.r,
pas L.C.T en xo.

Supposons que ber X (b) sont indépendants et soit xo€ D (b) ; alors
b et X (xJ sont indépéndants, dfoù l lexistance drun réel e>o tel quË /te] o, e [ :
X r (xo )ÊD(b) .

Soi t  À> r ,  a lors Xr (Àxo) esr déf in i  Ht el  o,  f  [ .  En posanr rr=

-ï , on obtient
n xr ' (  I  xo) = À X, (xo)

Considérons les sous-ensembles de IR2 suivants :

B, : bande l imitée par D (b, xo) et D (b, X, ( xo) )

B, : bande limirée par D (b, X, (xo) et D (b, Xt, (f xo) ).

I l  est clair que B = B, U B, est un voisinage de X, ( xo)
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Montrons quron peut atteindre tous les points de B à lfinstant t

par des trajectoire s de! (X, b) issues de xo.

a )  so i t  un  po in t  z€B f

Appelons y la projection du point z sur la tra-

jectoire de X issue de xo paral lèlement à la

droite D (b), alors :

*o X y en un temps t, <

soit u € IR et considérons

y jP z en un temps t, =

(u > o, cas de la f igure).

Or u est non borné, donc on peut le choisir comme on veut Pour que

- t - t ,  ;  par conséquent *oZ(x' D z eutemps t-

b)  so i t  z  €Bz

appelons y la projection du point z sur la tra-

jectoire de X issue de À xo paral lèl lement à D

(b), alors :

X
tr *o y en un temPs ,, . ,' (t, . t).

Soient 
ïr,  

ug€ IR et considérons les champs

urb,  urb,  on a a lors  x5 ' " r  " '  ,  À xo

t .

le champ ub, alors :

-  d  (y  , z )
ûT-ll5-lr

.  d ( xo ,  l xo )
tr = 

Ç-f[-5-fl-
y 

(u3 b z en un temps t,

Choisissons u,

-Pgzautempst ;par

l l  s rensui t  que :

et u, pour que tr +

conséquentV z eB

ta= t - t r ' onaa lo r s :- -Ftx. ulI  Xo / \":  - '  z eu temps t.

)(b,rr)
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: X, (xo)€ int 3 {t, *o)

z) soi t  x€lR2 :  X (x)  = o

.  X  (b ) *  o

a)  Supposons  que  * fD  (b )  e t  mont rons l  i e { r , . .n }  te l

que bet adi b X (x) sont indépendants.

Par  i l absurde :  supposons  queV ie  {  , , . .n } ,  b  e t  ad i  b  x  (x )

sont dépendants.

En posant ado b (X) = X, i l  est facile de voir qre H i e { o, ...n}

"di 
b X est un champ homogène de degré n - i. (adn b X = n ! X (b) ).

Par conséquent on a :

V ie  { o ,2n } ,  x€^  ( "d i  bx ,b )  ( 11 . r . 6 . )

Considérons le champ quadratique :

Y=adn -2bX

Soit alors le champ l inéaire

C=adn - rbX

Ona  adn  b  X  = [b ,  C ]  = -  Cb ,donc  Cbes t  co l i néa i r eàb ,  ce

qui entraîne que b e I (Y, b).

.  S i  ^ (Y,  b)  est  une dro i te ,  a lors  d 'après l régal i té  I I . r .6 .  on a:

D 6) = A (Y, b) par suite x € D 6) (contradiction).

. Si^(Y, b) = IRz . En faisant le changement de variable x = Py

(Proposit ion II.r.3), on obtient une F.C.V T(2, c) tel le que c = 
Ç1. Sùtc 15S
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Posons Z = (Rr, R2). Par un calcul simple on a:

âR-
L(Z,d= { (Yr ,Yr) :  

" r i  

(Yr ,Yr)=o}

Comme ̂  (Y, b) = IRz, alors t (2, c\ = IR2 et par suite le polynôme

R, ne dépend que de Y,. I l  en résulte que :

{  v :  Z(y)=o}  =D(c)  (x /n(b) ,x*o)

Par conséquent :

{ x :Y(x )=o}=  D(b)

donc  Y (b )  =  o ,  o .  Y  (b )  =à  Cb = ;  adn b  X.  I l s rensu i t  donc  que:

Y (b)  = ln t  x  (b)  = o

crest-à-dire X (b) = o Contradict ion.

La réciproque est évidente (ce qui achève la démonstration du a)

du z).

b) D'après la remarque II.r.4., en prenant U = ( 
! ) te

problème ne perd pes sa généralité.

Supposons gue Qr (= PI) a un signe constant sur IR? Appelons D

la droite telle x € D et P* (D (b, x), x) le demi-plan (resp. P- (D (b, x), x) ) '

Le demi-plan droit (resp. gauche) l imité par D (b, x). Alors VyeD (b, x), X (V)

pointe vers lrun des deux demi-plans P* (D (b, x), *), P' (D 6, *), *) (f ig. II. l)

(X (y)pointe vers P* (D (b, x), x) dans le cas de la figure'
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P+ (D (b, x), x) Figure II.r Figure II.z.

Vx e IR2 :  P,  (x)  ào

Supposons que V x €lR2 : P, (x) ào, alors r X (y) pointe vers P*
(D (b, *), *). I l  srensuit que V z ç.P+ (D (b, x), x), X (z') pointe vers p* (D (b, zl, z).
Par conséquent, toutes les trajectoires issues de x dr7(X, b) se trouvent dans P+
(D (b,  x) ,  x) ,  donc x e Fr3(t ,  x)  Vt  to.  On conclur queT$,b) nresr pas
L.C.T en x. (Figure II.z)

Réciproquement :

X

ad ibX(n)son t

V t t o, intS (t,

(b)r  o entraîne que x{ U tU),  donc 3 ie{  r ,  . .n }  te l  U,
indépendants ; par conséquent dim Jo (f(X, b) ) (x) = z donc
x\ t /,,

Supposons que P, change de signe sur IR2, alors i l existe un voi-
s inage v de x sur lequel  P,  change de signe ;  d 'o i r  l rexistance de ( t r , t r l€Iry,

(u r ,  u r )€R '  ,  ( x * ,  x - )  €v '  te l s  que :

* ]= t ru rb+x
*  = r "u rb+x

P, (x*)  .  p,  (x-)  < o

det (b, x (x*) ). det (b, x (x-) ) * o

D(b,=)
Dtl , t  ) D([,r )-  u l

I

I

I
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(  Figure I I .3)

Dans le cas de f igurer l  r rr rr,> o tels que les trajectoires

r r+X . r ( x * )  . r € [o , . r [

r 2- Xr, (x-) , "  e l  o,  , r l

appartiennent respectivement à P* (D (b, x), *), P (D (b, *), *).

So i t  1= in f  ( e r ,  e r )e t so i t t  € ] o ,n  [  , a l o r sonpeu ta t t e i nd re ledoma ine

limité par les deux droites D (b, X, (x-) ), D (b, X, (x+) ) par des trajectoires

issues de x de la F.C.V7(X, U) à lr instant t.  (même raisonnement que r), mais

cette fois-ci sans uti l iser I 'homogénéité du champ X). Par suite /(X, b) est

L.C.T en x.

c) Supposons que X (b) = o

Montrons que si x €, D (b) ou P, Barde un signe constant sur IR2,

l(x, b) n'est pas L.C.T en x.

Si Pr a un signe constant, Y(X,b) ntest pas L.C.T en x (déjà vu).

Si xeD (b), alorsV v eD (b), X (y) = o ; i l  srensuit que toutes

les trajectoires issues de D 6) sont contenues dans D (b). Par conséquent Vt > o,

int$(t ,  x)  = @, doncF(X, b) n 'est  pas L.C.T en x.

f ; ( r )2o
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Réciproquement

si x {, D (b) et P, change de signe, on peut sortir de D par des

trajectoires des champs ub vers les régions où P, change de signe ; doncf(X, b)

est L.C.T en x ( même raisonnement qufen b). Ce qui achève la démonstration du

théorème.

1I .1.7 .  Propos i t ion

Soit la F.C.V Y $, b), d (X) = z. Si ilune des conditions suivantes

i) la première composante de X = (Pr, P2) ne dépend que de la variable x, et
r  r O rD= l r ,

i i)  la deuxième composante de X = (Pr, P2) ne dépend que de la variable x, et

b= ( r )
o

Alors T $, b) ntest L.C.T en aucun point de IR2.

Preuve

Supposons i) ; alors :

det (b, X (b) ) = o; par suitef (X, b) nrest L.C.T en aucun point

de D (b).

Soit xoÉ D (b) et supposons que P, s'écrive sous la forme P, (xr) =

^ *', avec â ) o, alors P, (x) à oVx€1R2. Il s'ensuit que toutes les trajectoires

def (X, b) issues de xo se trouvent dans P* (D (b, xo), xo) demi-plan l imité par

la droite D (b, xo), f igure II.4). Pour montrer quef(X, b) nrest pas L.C.T €r Xor

on va considérer une trajectoire quelconque drF(X, b) issue de xo:(t r9, (xo))

coupant la droite D 6, Xt (xo) ) en un point z à lrinstant T ( z =qt (xo) ) et on

montrera que T 2 t ; i l  s'ànsuit donc X, (x) 6 rr$(t, x) Vt > o.

g peut prendre les deux formes suivantes :

. v, (xo) = Y, (X- (xo) )

. e, (xo) = ùt ( (ub)n (xo)

ou Y , est une trajectoire de F(X, b).
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Supposons donc queq, (xo) = ù, (ubf (xo)

avec n >o on va drabord donner une définition

qui nous servira dans la démonstration.

Déf init ion

champ X

{ t_ - "9 ,
tels que :

On dit qurun point y g { t -+q 
, 

(xo), t

(respectivement du champ b), st i l  existe rr, Er

(xo) ,  t  to  )  ( respect ivement ' r r r  ,2 ,  o ,  ur€ lR r

y=X .  ( x )
. I

9.  (xo)  = iur  b)  . *  y ,Y.  e ] t r ,  t ,  *  t ,  t

> o ] est un sommet du

>o ,u r€ lR  e t x€

x '€  { t  -  e t  ( xo )  }'!
t

h--_

Considérons la suite finie (xo, xr , "' xn) des sommets de X pour

la  t ra jecto i re  { t  +  g,  (xo)  }  ;  la  su i te  (xr r ,  x ' r ,  "  x tn)  des sommets de b

(voir f ig. I I .5).

respectivement

y= (uzb )  t r +x r

e, (xo) = X- (Y)'Vt e)r r, t, 
* e , I

on dira que xo est un sommet X si I  est de la forme

on dira que xo est un sommet b si f est de la forme

soit p la projection sur I'axe Ox parallèlement à b.

Q t  =  Ù t

9t = tft

o (ub)
T

oX
T

{1;ne-s..rr
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-n= Îr(t)

Soi t  ( t r . . .  tn) la suite définie par :

i e { r , . . n }

d'où : t .  -
l

dx
I

erc? =
dx

I

nl-k,l
1e 

(x')

/p(x i  )
Io 

(x')

/  p  ( * i - r )

[n (x,
= 

/p  ( *o )

n f p (x_
I  t .=  l '  n

i ' = r  t  
)  p ( xo

)

)

dx
I

P'r-7

(Figure II.5)

x, = Xr. (1')
I

On a alors

p ( * i_ r )  =p  (x l )  i € { r , . .n - r }

p (xn) = p (Xr(xo) ).

I l est clair que T z I t,.

p, ne dépend que de xr, donc en projetant sur

dx
dt = --L"" - Pllx/

l r axeOxonob t i en t

(xo) ) d *,

n,Çl=
Par conséquent

Onconc lu tqueTà t  CQFD.
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On montrera de la même façon que si on a i i)rT$, b) nrest pas

L.C.T. en xo.

I I . 7 . 8 .  R e m a r q u e s

r) Dans la démonstration du r) du Théorème, on nra pas uti l isé

le fait que d(X) est un entier naturel.

z) Dans le z) du Théorème et dans la proposition précédente, on nta

pas uti l isé lrhomogénéité du champ X, droù la proposit ion suivante :

I I . 1  . 9 .  P ropos i t i on

Soit  la F.C.Y.T(X, b) te l le que X est  un champ ohomogène
( oelR*) def in i  sur un ouvert  str ictement posi t i f  U vér i f iant  :  D b )nU* Q et

b ,  b " to .

r)  s i  a >r,  T (X ,  b)  est  L.C.T en un point  x €D (b)A U si  et  seule-

ment si b et X (x) sont indépendants.

z) soit la F.C.V F$ , b) telle que X - (X, , Xr) est un champ de

vec teurs  C-sur  R ' ,  b  =  (b r ,  b r )  IRz ,  a lo rsF (X ,  b )  es t  L .C.T  en  un  po in t

xo singulier de X si et seulement si :

a) D (b) nrest pas singulière pour X

b) Il existe un voisinage V (xo) de xo tel que ltapplication :

x + (b2 xr P - b, x2 P) (x) change de signe sur v (xo)ô D (b , xo)

3) avec les mêmes notations du z). Si Itune des conditions suivan-

tes :

i ) Xr ne dépend que de la variable x, et b = ( 
T )

ii) X2 ne dépend que de la variable x, et b = ( 
: )

sont vérif iées, alors F$ , b) nrest L.C.T en aucun point de IRz.
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Preuve :

r) Un champ X o - homogène déf ini sur un ouvert strict positif

est de la forme :

X (x, , *r\ =(à "^,u *ï *l , fro^,u
( r  ,  u)  Af  1r ,u )  Bf

*T -lr

où A1 et  Bt  sont des part ies f in ies de IR' ,1,u. t  b^,uaR.

Soit x e D (b)ô U tel que b et X (x) sont indépendants, alors on

peut trouver e>o assez petit  et un

voisinage V (x) de x tels que :

b et X (X, (x) sont indépendants et X, (x)eV

VteIo, . I

Soi t  À>r  te l  que  À  x  €V (x )  e t  V t  e I  o ,  i  I

X,  (  rx)  e V (x)  (un tel  l  existe)

en considérant les trajectoires

t  rX r (x )pour t€ [o ,  e I

t  rX r ( rx )Pour te Io , .o } [

on montrera de la  même façon que dans le  r )  du Théorème queF(X,  b)  est

L.C.T en x .

Si b et X (x) sont dépendants, il est clair que int 3 k , x) = Q

V t r o. nonc f (X , b) n'est pas L.C.T en x.

z) Si a) ou b) nrest pas vérif iée par le même raisonnement que

dans le z) du Théorème, on montrere que F(X , b) nrest pas L.C.T en un point

singulier de X.

Réciproquement

Si a) et b) sont vérif iées. Puisque X est C-, alors i l  existe deux



points *l , *o appartenanr à D (b , xo)ô V (xo) tels que

x (xi )  ro

X (xo  )  *o

xr (x j  )  .  xr  k;)< o avec x '  = bz X, P- br x2 p

Par suite le même raisonnement que dans z) du Théorème, on

montrera queF(X , b) est L.C.T en xo.

Dans ce qui suit on va étudier le cas particulier où X est quadra-

tique pour comparer les résultats obtenus avec ceux du chapitre I.

Soi t  la  F .C.VF(X,  b )  te l le  que X =  (P ,  ,  Pr )  e t  b  =  (b r  ,b r \ .

Ecrivons X sous la forme :

v  r A  b  C r
^  =  \ " r  6 l  a l  /

- 62 -

-  bb r -b 'b ,

= ^b"  -  
" tb ,

Posons

. e
0 =  |' e l

r b
R -  |P - ' b l

c
Y  = l

' c l

br l
b2'

br  l -
b2 '

bt l

b2 '
=  

"b r -  
a tb ,

11 .7 .10  P ropos i t i on

r) si X (b) * o I une condition nécessaire et suffisante pour que

T(X, b) soit L.C.T. en un point xo singulier de X est : g2 - 4 ct,y >o.

z) Si X (b) = o ; une condition nécessaire et suffisante pour que
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l (X,b) soi t  L.C.T en un point  xo s ingul ier  de X est  :  xof  O tU )  et  B'  -  4oy > o

3) soit xo€lR2 . X (xo) = o, alors :

T$, b) est  L.C.T en xo lo s i  et  seulement s i - ,b(X, b) est  L.C.T en xo I  o.

+)so i t  xo€ lR2 te l  que X (xo) ro  e t  {b ,  X  (xo)  }dépendants ,
alorsf(X, b) est  L.C.T en xo entraîne qu.)(X, b) est  L.C.T en xô.

Preuve

r )  D 'après le  b du z)  du Théorème I I . r .5 ,F(X,  b)  est  L .C.T en

. xo si et seulement si Q, change de signe sur IRz. Or en écrivant Q, (y, ,  yr) =

Ay1 *  Byryr*  Cy '2,  Q,  change de s igne s i  e t  seulement  s i  82 -  4  A C >o.  Par

un calcul faci le on trouve que :

82  -  4  A  C  =  Ê  -  +  o t

z) évident.

3)Prenonsb=(?)

En gardant les même notations du chapitre I (page 3z ) on a dans

ce cas :

V = ( -  zc rb)

Pr (V) = - c (b2 - 4acl

B  =2C

ô  =b2 -4ec

0  =  4c2

det (X (V) , V) = Pr (V)

Soit xo I o tel que X (6)=i6. Supposons quef(X , b) est L.C.T

en xo,  montrons queÀ(X,  b)  l test  auss i  crest -à-d i re  *of  A(Théorème l . r .z . r . ) .

Par lrabsurde :

Supposons que xo€À, alors X (V) = o, pâr suite P, (V) = o.
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Si b2 - 4 àc = o, Pr ne changera pes de signe sur IR2, ce qui

entraîne quef (X , b) nrest pas L.C.T en xo (contradict ion).

Si c = o, alors V est col inéaire à b, par suite beÀ.

xo€^ et X (xo) = o entraînent que X (b) = o, donc xo€ D (b), i l  en résulte que

F (X , b) ntest pas L.C.T en xo (contradiction).

On conclut que xo+, ̂ .

Réciproquement :

Supposons que,À(X ,  b)  est  L .C.T en xo;  a lors  *oÊ l ,

X (xo) = o €t xoé^entraînent que det (b, Vr) Io et det (b, Vrl t  o, par suite

a lo t  c tes t - ! -d i re  c  l o .

>o.
Ot *o I o et X (xo) = o entraÎnent que ô ào, crest-à-dire b2 - 4 ac

S ib2 -  4 î c=  o ra l o r s :

det (X (V) , V) = o.

I I  . 7  . 71 -  Co ro l l a i r e

Dfautre part, ô- o entraîne que I 'ensemble { x €lRz = det
(b , X (x))= o ) est une droite ; par suite (puisque der (X (V) , 0 = o), I 'ensem-

ble{  x€ lRz :  X (x)  = o }est  une dro i te  confondue avec A;  d toù xoê^,  contra-
diction. on conclut que bt - 4 ac > o ce qui entraîne que P, change de signe sur
IR2,  ce qui  rev ient  à  d i re  quef(X,  b)  L .C.T en xo.

+) Il est facile de voir qutune condition nécessaire pour que f1X , U)
soit L.C.T en un point x € fc est :  det (b, V,) *o où V, est un vecteur directeur

de D, (x eD,). Cette condition est nécessaire et suffisante pour que-À(X , b) soit
L.C.T en x ; dtoù le résultat.

Considérons les expressions suivantes :
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A, = bl o * b, b, B + b7,

B,  =  (b?  +  bz r )  9+  zbrb ,  (  o  *y  )

c ,  =  (bZ-b ' r )  g  -  zb rb r (Y-  o )

une condition suff isante pour qr. F(x , b) ne soit L.c.T en eucun

point de IR2 est t A, = o et Br C, = o.

Preuve :

Application de la proposit ion II.r.7.

11 .2 .  E tude  de  I a  L .C .T  de  I a  f am i l l e  {X ,  u l bT ,  rZb r I . su r  r y ' ,  ,'  (u7,u)  e lR '

Dans ce paragraphe, on va étudier la L.C.T de la F.C-V {X, u, b, ,

urbr](u, 
,  u2)€ IRz sur le plan P (br '  b2) et aux points singuliers de X'

Notons d'abord que puisque b, et b, sont indépendants, on peut à

Itaide dtun changement de variable se ramener eu cas où :

o, =||Î J
loJ

"=f i]
Considérons donc la F.C.V ft* , br , b2) avec X champ homogène

de degré m € lN . I l est facile de voir que ltapplication

r f  :  x  IR3  ,de t  
(b ,  , b2 ,  X  ( x )  )



(respectivement I 'application :.

q = restriction de rf au plan P (br , br) 
)

est un polynôme homogène de degré m définie sur IR3 (respectivement un poly-

nôme homogène de degré m déf inie sur IR2 ).

Si on écrit X sous la forme :

x -  (Pr  ,Pr ,Pr)

on a alors :

V*e  IR3 :  ù (x )=Pr (x )

V  xeP (b r  ,b " l :  q (x )  =  P ,  (o  , xz ,  x r )guron  éc r i ra  tou t  s im-
plement P, (x" , *r).

Posons 0= i * ,q  (x )  =  o ]  .  Pour  xGO,  on  dés ignera  par  D la
droite (quand elle existe) passant per x, V son vecteur directeur. Soit xo€ IR3,
on désignera pas P (xo , br , br) le plan parallèle à P 6r , br) contenant xo.

-7 r -

t r . / - r ' t n e o l e m e

Soit la F.C.V F (X , u, bi), X homogène de degré m.

Supposons que 0*1R2.

Soit xo€ IR2 tel que X (xo) * o, alors

r) une condition suffisante pour que F(X, u, b;) soit L.C.T en xo

est :  g (xo) ro

z )9 (xo)=o

a) Une condition suffisante pour que Y$ , u, b,) soit

L.C.T en xo est : det (V , X (x) ) r o.
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b) si det (V , X (x) ) = o' une condition nécessaire et

suf f isante pour que F(X, u,  b,)  soi t  L.C.T en xo est  :  I tappl icat ion x '+q(x)

change de signe sur P (br , b2).

l )  Soi t  la F.C.V/(X ,  u i  b i ) ,  X champ C-,  X -  (X,  ,  x2 ,  x3) '

Soi t  xo€lRz :  X (xo) = o. f  {X,  u,  b,)  est  L.C.T en xo si  et  seulement s i  :

i) P (xo , br , br) nrest pas singulier pour Xr.

i i) l un voisinage V (xo) de xo dans IR3 tel que ltapplication x-9 \ 
(x) change

de signe sur V (xo) Â P (xo , br , b2).

Preuve :

r)  Supposons que v(xo) I  o,  a lorsSe >o t  Vt  e 1o,t [  ,  X,  (xo)

Soit À>r. Considérons la trajectoire de X issue de À xo définie
f t f

s r r [o , .  / ^ r  -  r [ .  En  posan t  t '=  t {m- r  on  a :  X r ,  ( l *o )  =  r  X ,  ( xo ) '  on  va

montrer quron peut atteindre tout |espace défini par :

B :  I 'espace l imi té par P (br ,  b2) et  P (Xr,  (  rxo),  br  ,  br)  en un instant t

choisi arbitrairement dans ]o , -f- t

Soit B, : Iespace limité par P (br , b2) et P (Xt (xo) , br , b2)

B, : I 'espace limité par P (X, (xo) , br, b2) et P (Xt, (r *o) , br , b2)

Çv  
(b r  ,  b2 ) .
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X.(roj.l
)..* F(rot-4rb",br)

1(rp({r, [,b)

Soit M, €

, .Xo

Br,  a lors

y en un instant t r .  t

' rb "
y - - z en un instant t,

( u -  b - )
, '  '  M, en un instant t,

tret t ,  sont choisis arbitrairement, donc 3 ur, u2€ IR tels que

t  + t  + t  = t
r 23

Soit M, € Bz (f igure II.7)

ub
*o t  t  x r  au temps t r .

* '  
" 

b" 
^ *o au temps t2
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( Figure II.7)

-f;2,^.- rE .1

À *o 
X yr en un temPs t! < t l

, ,  
u3 bt 

zt errtemps t3

, '  
u4b '  

* ,  au temPs t4

3  u r  ,  u2 ,  u l ,  u4  IR  t e l s  que  :

t r * t r *13 * tO+ t t r= t .

Par conséquent f (X , ut b;) est L.C'T en x'

z) Soit xo€,1R3 : I (xo) = o.

On sa i t  que ix :  g (x )  =  o  les t  en  généra l  une réun ion  de  dro i tes ,

soit D la droite contenant xo et V son vecteur directeur.
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X, (x)f e tu, , b") (:l"s'*)Jl"T." 
v sont indépendants' alors3e'o: vtelo'e[

VÀ ,t,  X (À x) et V sont indépendants, drol.r en reprenant le même

raisonnement du r), on montrera faci lement quef(X, u, b1) est L.C.T en xo.

b) Supposons que X (x) et V sont dépendants, alors la
trajectoire de X issue de xo est contenue dans

D ;  pa r  su i te l  e>o  :  V te ]  o  ,  e [  ,  X ,  ( xo )  es t

déf inie.

Il est clair qu'on peut atteindre le plan P
(br , b2) à lr instant t par/ (X , u, b,).

Drautre part g change de signe entraîne qu' i l

existe deux points xl , xo appartenant à P
(br , b2) tels que les trajectoires de X issues

de x* et de x sont situées de part et drau-

tre du plan P (br , b2).

Soit €r ,  e2 > o tels que

V t e I  o,,  er l  r  Xt (x] )  aerini .

V te fo ,er l  :  Xr (xo)  déf in i .

Alors en prenant :

n  =  i n f  (  e ,  , e r )

on montre faci lement queV te ]o , n [;  on peut atteindre |espace l imité par :

P (Xr  (x f  ) ,  br  ,  b2)  et  P (X,  (xo) ,  br  ,  b2)  à l r insrant  r  par  F$,  u ,  bg) .

Par conséquent F (X , u, b,) est L.C.T en xo.

Réciproquement

Supposons que q a un signe constant, alors appelons P* (br , b2 ,
oxr) si I  >o) le demi-espace l imité par P (br , br) de direction oxr. On aV y€ P
(br , b2) , X (y) pointe vers P* (br , b2, ox, ) ; il srensuit que toutes les trajec-

toires aef(X , u, b,) issues de xo se trouvent dans P* (br ,bz, oxr). Par conséquent
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Vt  >  o :  X,  (xo)e  Fr3( r ,  x )  donc l t * ,  u ,  b , )  n res t  pas L .c-T en xo.

l) Soit xo€ IR : X (xo) = o

Supposons que a)  n 'es t  pas  vér i f ié ,  a lo rsVy €  P (xo ,  b r ,  b2) ,  X

(y) = o . Il s'ensuit que toutes les trajectoires issues de P (xo , b, , br) sont conte-

nues dans P (xo, br , br) ; on conclut que :

V  t  >o ,  in tS{ t ,  *o )  =  A

dfoir : f $ , u, b,) nrest pas L.C.T en xo.

Supposons que b) nrest pas vérif iée, alors l fapplication *-->X,

(x) a un signe constant. I l  stensuit queV y € P (xo , b, ,  br), la trajectoire de X

issue de y se trouve dans ltespace limité par P (xo , b, , br) (droit ou gauche)

(Figure II.8)

Côté droit dans le cas de la figure

X^ (o

P(*o, f., b..

(F igure I I .8)



Par conséquent xo e Fr;$(t , xo) ; f t to droù : f(x, u, b,) n'est

pas L.C.T en xo.

Réciproquement

Soi t  X|  la restr ict ion de Xï à P (x,r ,  b,  ,br) ,  a lors V (xo)ôe

(xo, b, , br) est rn 
"oirinrge 

du point t*!', *!l ti t-f , *1 , *; ) = xo) dans
P (xo, br , br) non singulier pour Xl. Or Xi est C-donc i l existe deux points

vi  e i  y;  appartenant à V (xo)O e (xo,  b,  ,  br)  te ls que Xi  tv j  ) .  Xi  (vo).  o.

Dfoù : J ., , , r, o tels que les trajectoires

t  )xr(v i )  te [o, . r I

t  ,Xr (yo)  t€ [o ,  o"  t

sont situées de part et drautre de P (xo , br ,
b")'

So i t  n  =  in f  (  , r ,  ,2 ) ,  a lo rs  V t  € [o ,  t [  ,
on peut atteindre I 'espace limité par :

P (xr (vi) , br , b2) et P (X, (ro) , br , b2)

à |instant t par des trajectoires de la F.C.V

Y (x , u, b,). On conclut que I $ , u, b,)

est L.C.T en xo. Ce qui achève la démonstra-

tion du t'héorème.
1(r"r\ . , \"1
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I I .2 .2.  Appi icat ion du théotème aux champs

quadrat igues dans R3

Soit X un champ quadratique dans IR3

X=(P - ,P^ ,P^ )
r z 5

' irt1l)

Si
Remarque : O = R', X est tangent au plan P (br , br), par suite toutes les

trajectoires ae F(X , u, b,) issues de P (b, , br) sont contenues

dans  P  (b r  ,  b2 )  donc  :V t  to ,Vx€  P  (b r  ,b r ) ,  i n t -B( t ,  x )  =  Q;

il srensuit gue I (X , ui b,) n'est L.C.T en eucun point de P (b, , brl.
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Exemple r :

Prenons P, de la forme

P,  ( x ,  ,  x2 ,  *3 )  =  (ax ,  *  bx ,  *  cx r )  (a '  x ,  +  b t  x "  +  c r  x r ) .

Pour  un point  *  = (* ,  ,  x r )€P(  br  ,  br )  on a

q (x )  =  ( b  x ,  * .  * 3 )  ( b ' x ,  +  c ' x r )

Soient les droites

D ,  = {  ( x r , x r ) : bx "+cx r=o  i  V r  = ( - c ,b )

Dr ,  I& r ,x r )  :  b '  x r+  c t *3  =  o l  V ,  =  ( -c ' ,b ' )

Alors

tl F tX, u, b,) est L.C.T. en tout point x e P (b, , b") - (DrU D2)

z )  s i  x€  Dr .

de t  (X  ( * ) ,  V r )  =  -  (b  P ,  (o ,  x2 ,x r )  *  c  P ,  (o ,  x r ,  x r )

crest un polynôme homogène de degré z.

Si det (X (x) , V, ) = o, la trajectoire de X issue de x est contenue

dans Dr ,  par  su i te f (X ,  u i  b , )  es t  L .C.T  en  x  s i  e t  seu lement  s i :  bc r -  c tb*  o .

l )  Supposons que {x: X (x) = o } est non vide, alors i l  est contenu

dans la réunion des deux plans P , , Pz déf inis par :

P ,  =  { ( x r ,  * r ,  * 3 )  :  a  x r  +  bx ,  +  c  x ,  =  o }

P ,  =  { ( * ,  ,  * r ,  * 3 ) :  e r  x ,  +  b r  x ,  +  c t  x ,  =  o }

so i t xo :X (xo )=o

f{X, u, b,) est L.C.T en xo si et seulement si

a )  ( b *o  ou  c l o )  e t  ( b ' * o  ou  c ' l o )

b) I 'un des déterminants

ab

e t  b l
la c l  lb c l

' l a ' c ' l '  l b ' c r l

est non nul.
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0
@

'Tr(";;

Tn

En effet la condit ion a) entraîne que p (xo , br , b") nrest pas sin-

gulier pour X la condition b) entraîne que P, change de signe de part et drautre

de P,  e t  de P,  doncf(X,  u .  b , )  est  L .C.T en xo.

'(oG'* )
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Exemple z :

Prenons P, de la forme

P ,  ( x r ,  x2 r x r )  =  x ,  * z *  *2 *3  *  t 3  * ,

Pour un point * = (*r, xr) € P (br , br) on a

I  ( x )  =  * " *3

1 * .  e1*; = o) = D (br) u D (b2)

g change de signe sur IR2 , donc I $ , u, b,) est L.C.T en tout
point x de P (br , b2) tel que X (x) I o.

Soit xo€ IR2 : X (xo) = o

Il est clair que P (xo , br , br) nrest pas singulier pour X, donc a

fort iori  i l  ne lrest pas pour X. I l  est évident que :

*o€{  x :Pr (x )=o}  c  {  * rX(x )=o i

Posons *o = (4 , *! , *! ).

Si xf = o alors P, (xo) = oe xoêD (br) U D (b2). or la fonc-
I

t ion P définie sur P (
r t^o'

(xo,  b ,  ,  br )  (= P (br  ,  br )  )est  dans ce casg ;  comme cp

change de signe sur un voisinage de xo, alors f (X , ui b,) est L.C.T en xo.

€ V (xo) .

Supposons qu. *! I o, alors 3V (xo) tel queV * = (x, , x, , xr)

On a : x, 1o ; d'où en posant :

x.
X=  ; ,

I

On obtient :

P (x ,  t  x .  sx , )  =  o  l ç - ,>Q(X,  Y)  =  o
r z 3

I l  est faci le de voir que Q change de signe sur un voisinage de
*o *o

( 
+ , l '  )  ;  par suite P change de signe sur un voisinage de
xx

I I

x
Y=+ et  Q(X,Y)=X+Y+XY

I
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(*f , x! , *; ). oonc f (x , u, b,) est L.C.T en xo .

Exemple 3

Prenons P, de la forme

P,  (x ,  ,  x2 ,  * r )  =  * ,  * ,  *  *3  * ,

On a alors I (x) = o,Vx eP (b, ,br). Cette égalité entraùre que

X est tangent au plan P (br ,br), donc toutes-les irajectoires ael$, u; b,)

sont contenues dans P (br , br), Par conséquent :

V t ro in t ! ( t , x )=0

aoncf(X , u, b,) nfest pas L.C.T en aucun point de P (br , b2)

Soit xo€lR2 : X (xo) = o

S i  xo€  {x  :  P ,  ( x )  =  o  } . {  *  :  X  (x )  =  o }

Or  {x  :P r  (x )  =o i  =  P  (b r ,b2)  U  9
(>

où') est le plan défini par :

f= {x2+x3=o}

Si xo€ P (br br), alors pour tout voisinage V (xo), gr = g = o sur

V (xo) ô P (br , br) donc FV , u, b,) nrest pas L.C.T en xo.

Si xoe8 - P (br , br) alors il existe un voisinage V (xo) tel que :

P, change de signe srr y (xo)fl P (xo , br , br). Par suitef (X , u, b,) est L.C.T

en xo.
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CHAPITRE III :

L.C.T DES F.C.V SUIffi

{X + u Y .  - '  s  u  s  r }  OU XntY HOrUOGENSS SUR nz

{  X,  U Y}U'R OU X ET Y HOMOGENES SUR [ I2

Dans ce chapitre, on va étendre certains résultats obtenus dans les
chap i t r es  I  e t  I I  aux  F .C .V  :  {X  *  u  Y ,  -  r  S  uS r }  e t {X ,  u  y }u€Roù  X  e t  y

sont deux champs homogènes sur le plan tels que d (X) à r, d (y) àr.

Le premier paragrephe traitera l 'étude de la L.C.T de la F.C.V

{ X * u Y, -r SuS r} en un point x non singulier de X et les propriétés de stabi-
l i té et de généricité.

Le deuxième paregraphe est consacré à |étude de la L.C.T de la
F .C .V  {  X , ,  Y }ue lR  en  un  po in t  x  appar tenan t  à  l f ensemb le  H  dé f i n i  pa r

H = {  (x r ,  x r )€ .1R2 :  * ,  Q,  (x r ,  x r )  -  * ,  e ,  (x r ,  x r )  =  o  }  où e ,  e t  e ,  sont
les composantes du champ Y.

Dans ce paragraphe, on donnera une condition nécessaire et suffi-
sante de la L.C.T en un point * + O tel que X (x) I o. Dans le cas où x€,Â, on
donnera seulement une condition suffisante qui en général nrest pas nécessaire
(Théorème III.r. l). En uti l isant le critère géométrique de HERMES (R H)r, on
montrera dans la proposition III.I.4. que si la F.c.v { x * u y, - rS us r } est
L.C.T en au moins un point, alors elle lrest presque partout.

I I I . L . 1 .  P r o p o s i t i o n

Supposons que les champs X et Y sont colinéaires ( f c = R2 ),

III.I Cas qeJa_ f sr1i!le_L{_ t_s_ L: 1ég !4_oeal le-p&l
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alorsrXX , Y) nrest L.C.T en aucun point de IR2 '

Preuve :

Remarquons drabord que de tels champs X , Y existent' par exem-

ple : pour trl = Il = 2

X (x, ,  *r l  = (x',  ,  x, xr\

Y (xr  ,  * r )  = (* ,  *z ,  *1)

Montrons maintenant la proposition'

I l  es t  c l a i r  quevxe  IR '  , I  I ( x )e lR  :  X  ( x )  = l ( x )  Y (x ) .  So i t  u  e

[ -  r ,  r ]  ;  a l o r s  l echampZudé f i n i  pa rZu  ( x )  =  X  ( x ) *  uY  ( x )es t co l i néa i r e

au champ Y.

Soit xoe IR2 l montrons qu.)(X, Y) nrest pas L.C.T en xo.

S i  Y  ( xo )  l o ,  a l o r s l e>o ,  V te [  o ,  . [ ,  Y t  ( xo )  es t  dé f i n i .  Con -

sidérons la sous-variété S" de dimension r définie par :

Sy = {  Y,  (xo)  :  t€ [  o  ,  e  |  ]

A l o r svyeS" ,S ' r e [o , . [ , y  =  Y .  ( xo ) .  zu  (Y  
- ( xo )  es t  co l i néa i r e

à y (yr ( xo), donc le champ Zu est tangent à la sous-variété Sy ; Par suite dra-

pres ,n réslultat de géométrie différentiel le, toutes les trajectoires issues de S" du

"tl"rnp 
Zu sont contenues dans Sr. On conclut que Vt t o, intclfk, *o) = A t

donc,b(X , Y) nrest pas L.C.T en xo-

Si Y (xo) = o €t X (xo) = o alors ,r t ,k,  *o) ={xo}

Si Y (xo) = o €t X (xo) I o, on considérera la sous-variété Sy

définie par

Sx=tXr(xo) : t€ [o,n[ ]

et en procédant de la même façon, on a le même résultat.
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I I I . 7 .2  Remarque

Ce résultat est vrai pour toute F.C.VÂ(X , Y) où X et Y sont

des champs C-.

I I I . L . 3 .  T h é o r è m e

Supposons que A tIP.z .

Soit xo€ IR2 : X(xo) * o

r) Si xo € f - I alors-l(X , Y) est L.C.T en xo.

z) Si xoe fn À, une condition suff isante pour que ,Â(X , Y) soit
L.C.T en xo est que : X (x) est indépendant avec V, (V, i est tel que x € Ai).

l) Si xoefc, alors -b(X , Y) est L.C.T en xo si et seulement si X (x)

est indépendant avec W, , fi est tel que x € fr).

Preuve :

r) évident draprès (R H)2

z)  Soi t  xoe f  ô  A

Si X (xo)est indépendant avec V,,

a lors l  e  >o te l  queVt  e ]o  ,  e l  :

X .  ( xo )é f  -  Adonc ) (X ,  Y )  es t  L .C .T  en  xo .

l )  S i  xo €fc ,  a lors  3 i  e  {  r ,  . . .k }

tel que x €, f,.

Supposons que X (x) est indépendant

avec W,, alors 1 e >o tel gueVr e]o , ei :  X. (x) €

f- À; par conséquent>(X , Y) est L.C.T en xo.

Réciproquement

Supposons que X (xo) est dépendant avec W,. Puisque X (x) et Y (x)
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sont dépendants, alors pour toutÀ€lR les vecteurs X (Ixo) et Y ( ).x") sont

co l i néa i res  au  vec teu r  W, ;  pa r  conséquen t ,  Vu€  [ - ,  ,  t l  , 1 .  champ ZyX  +  u  Y

est tangent à la sous-variéré fi, il stensuit que toutes les trajectoires issues de f 1

sont contenues dans I-,, dtoù t

Vt , o, int ,*k , xo) = 0

Par suiteÂ(X , Y) nrest pas L.C.T en xo.

I I I . 7 . 3 .  P r o ? o s i t i o n

Si ̂  = IR2, alors-^L(X , Y) n'est L.C.T en aucun point de f

Preuve

Supposons queVx € IRz :  Y (x)  est  co l inéai re à [Y,  X ]  ( * ) '

Soit x € f,  alors les courbes intégrales de Y et de I Y, X ] en

tout point X, (x) se trouvent du mêne côté. D'après (R H)2Â(X, Y) n'est pas

L.C.T en xo.

On va maintenant étudier les propriétés de stabil i té et de géné-

ricité de la L.C.T de la F.C.V)(X , Y).

I I I . L . 4  P r o q o s i t i o n

soit la F.c.vÂ (x , Y) , d (x) = 0'r, d (y) =J. Supposons quri l  existe

xo€ f te l  que,È(X,  Y)  est  L .C.T er  Xor  a lors  I 'ensernble/J= {xe lR2 t -b(X,  y)

L.C.T en x ) est dense dans IR2.

Preuve

Par I 'absurde :

Supposons quri l  existe un ouvert O de IR2 sur leque$(X , Y) nrest
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ona :

L.C.T en aucun point. I c-ont'ient un ouvert sur lequel X et Y sont indépendants

car sinon :

V  xe  O ,  de t  (X  ( x ) ,  Y  ( x ) )=  o ,  d roù  pa r  ana lyc i t é ,  de t  (X  ( x ) '  Y

(x) ) = oV*€lRz crest-à-dire fc = pz, ceci qui entraîne dfaprès la proposit ion

précédente qu+ (X , Y) nrest L.C.T en aucun point de IR2 (contradiction).

Soit  U C, O tel  qu.Vx 6 U :  det  (X (x) ,  Y (x)  )  *  o.

Draprès (RH)2 , puisque V x € U ,3(X , Y) nrest pas L.C.T en x'

Vxeu :  der  (Y (x) ,  I  x ,  Y]  (x)  )  = o

Donc/x€lR2 :  det  (Y (x) ,  I  X ,  Y ] ( i l  )  = o (par analyci té) .

Par conséquentâ(X , Y) nrest L.C.T en aucun point de f (proPosi-

t ion II I .r.3) Contradict ion avec I 'hypothèse.

I I I . L . 5 .  R e m a r q u e s

r) La proposition précédente est vraie pour toute F.C.V { X * u Y ,

-  r  5  u 5r i  où X et  Y sont  analYt iques.

z) xo peut être choisi même dans f ", ,^, dans ce cas Â lRz rf 
c 

I IR'

donc J(X , Y) est au moins L.C.T sur f - À qui est dense dans IR2 pour X et Y

homogènes.

Avant d'énoncerla proposition III.r.6, rernarquons que la donnée drun

champ X homogène de degré m est la do'nnée de z(m + r) coefficient réels, droù

son identif ication à un élément de R2(m+r).

I I I  . 7 .6  P ro?os i t i on

Considérons les ensembles suivants :

A=  {  ( x ,x ,x )êR2(m*n*3) :  x€ f  ( x ,Y) -A(x ,Y)  }

B  =  {  ( x ,  y ,  x )€ .1R2( rn*n*3 ) tÀ* ,  y )  L .c .T  en  x  }
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Alors

A est un ouvert de Rà(m*n*3)

B est dense dans R2(m*n*3)

Preuve

r )So i t (X ,Y ,

det (X

det (Y

droir lrexistence dfun voisinage

V=V(ExV(Y)xV(x ) ,

x) e A, alors on a :

( x ) ,Y (x ) ro

(x) ,  [x ,v ] ( r )*o

V de (X , Y , x) qu'on peut prendre de la forme

,*'-)ï!,.
b'o\*'1)

- A r\*',\t)

G\
!7vt*l

te l  queV(X '  ,  Y ' ,  x ' )€vr î 'ê  f  ( I ' ,  Y ' )  -  ^  (x '  ,  Yr )

donc A est un ouvert de [12(m*n*3)

On conclut que si x e tX,y)- 
a(X,yf'.st-à-dire,b(X , Y) L.C.T
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en,x, alors-!(Xt , Yf) est L.C.T en xr pour tout (Xr , Yt ,  xr) € V.

z) Par ltabsurde :

Supposons quri l  existe un ouvert O de pz(m+n+3) ,.1 qu. ,

V {x ' ,  Y '  ,  x ' ) €O , -À (x r ,  Y ' )  n res t  pas  L .C .T  en  x r .

Ecrivons r 
O

fc (x ' ,Yr )=  U f  i (x r ,y r )
j = r  J

k
A(Xt ,Y ' )=  U  A i  (X ' ,Y ' )

t = I  
t

^(X 'Y ' )  non L .C.T  en  x ren t ra îne  que x ' t '  r  -n  ;  d 'où  l rex is tence de  ( i  ,  j )€

{  r ,  . . .k }  x { t ,  . . .k '  i  te l  que xr6A, U f . , ,  par sui te i l  résul te du théorème
I I I . r .3  q r . ,  V(X,  ,  Y ,  ,  x , )€  O on a  , '  

'

k
( r )  |  |

t l

i = t

, k '  , '
de t  (X r (x ' ) ,V i (X ' ,  Y ' ) )x  

|  |  de r  (X ' ( * ' ) ,  Wj (X ' ,  y ' ) )  =  O
l = I

Par analyc i té ,  ( r )  est  vra ie pour  tout  (X,  y ,  x)€R 
2(m*n*3)  

Con-
tradict ion.

Contre exemple

1 (xr , *r) = (o , xf ) , Y (x, , *rl = (xl , - *! )

1={(x1 ,x r )z  n*1* t * t * l * t  =o}

f c  =  {  ( x r ,  x r ) ,  * r  =  oouX,  =o

Si  n  es t  impa i r  A= { (o ,o )  }

wr= (f),wr= (?)

X(wr)=Wr,X(w2)=Wr.
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Les vecteurs X (W;) et W, (i6{ r,2I ) sont indépendants, par

sui te (r)  *  o.

S i  nes tpa i r :  
r  r

n *T*t  *  t  * l* t  = (nn*t  *r)n*t  *  (mn+r x")n*r  = o

I

( mn|I ) est un vecteur directeur de À = Âr

n + In

Or det (X (Vr)  ,  Y r)  *  O. I l  s 'ensui t  que (r)  *  O.

on conclut que B est dense dans IRlftn+n*3)

l I I .2  E tude  de  /a  L .C .T .  de  la  F .C .V .  I x ,  u  r Iu " IR . 'd  6 )1 t ,

g_ t_Y)_ è1_

On a vu dans le  chapi t re  l l  que la  F.C.V {  X ,  ub } r .R est  L .C.T

en  un  po in t  xo€  D  (b  )  =  { ( x ,  ,  x r )eR2 :  x ,  b r -  * rb ,  =  o }  s i  e t  seu lemen t  s i

b et X (xo) sont indépendants. Dans ce paregraphe, on va montrer que ce résultat

reste vrai pour la F.C.V { X , u Y }ue IR sous certaines condit ions.

Posons :  Y  (x )  -  (Qr  (x ) ,  Q,  (x )  )  ,  x  = (  x ,  ,  x r )

R (x)  = * ,  e,  (x)  _ xz Q, (x)

H  =  {xe  IR2  :  R  (x )  =o i

R est un polynôme homogène de degré (n + r).

k

Supposonsque Hsrécr ive H = U Hi

i = t

(H, des droites).
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Preuve :
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voisinage de la trajectoire {
V. (X , xo)
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I I I . 2 .7  P ropos i t i on

Soit xo 6 H, une condition nécessaire et suff isante pour que int

V, , o est :  X (xo) et Y(xo) indépendants.

e définissent un feuilletage de dimeirsion r dfun

t -X t  ( xo ) roS  t se )  qu tonno te ra :

Remarquons drabord que xo €, H est équivalent à dire que xo et

Y (xo) sont colinéaires. On va rnontrer que la première ipplication est vraie pour

xo guelconque de IRz.

Supposons que X (xo) et Y (xo) sont indépendants.

Y  ( xo )  I  o  en t ra i i r e  qu ' i l  ex i s tee>  o  te l  queVt€ [  o  ,  e [ ,  Y  (X ,

( xo )  )  tO ;pa r  su i t e  l r app l i ca t i on  Y r  ( t € [o ,  t [  )  dé f i n i e  pa r :

Y,  :  IR-- -+ R'

v, (s ) = Y, (X, (xo) )

est bi jective drun voisinage V, de O€lR dans un voisinage de X, (xo). Soit F, =

Yt (Vt) ,  t  €, I  o , el ,  F, est une sous variété de dimension r-

'xrLx4

Ft
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Soit t  g I o, e I et soit U lrouvert de IR2 contenu dans V. (X, xo)

l imité par les feuil les, Fo et F,

quron notera : D (Fo, Fr).

Montrons que U c. -B (t , xo)

soit z ( U, alors :

x
xo  "  y  enun temps t , . t

y uY z en un ternps u s

(u e IR , s 6 V,). On peut choisir

u assez grand pour que u s + t, = t

don" *oF-(X ' D z eu temps t.

(u > o , s >o dans le cas de la figure, si s < o on choisira u < o).

Réciproquefnent, soit xo€ H.

Supposons que X (xo) et Y(xo) sont dépendants.

xo et Y (xo) sont dépendants entraÎne que la

trajectoire de Y est entièrement contenue dans

H,. Par suite les champs X et Y sont trangents
I

à la droite Hl I l srensuit que toutes les trajec-

toires de f (X , Y) issues de H, sont contenues

dans H, ; On conclut donc :

f t ro  in tB( t ,xo)=0 CQFD

Avant drénoncer une proposition, on va donner une définition.

â 1$\ )rtt)

E

(  Figure I I l . r )

xy)

r r r . 2 . z .  oé t i n i t i on

Soit y € IR2 et A (y) la droite passant par y. On dit que Y (y)
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pointe à droite (respectivement à gauche ) de I (y) si (figure lll.z)(respectivement

f igure II I . f).

(Figure I I I .3)

I f f . 2 . 3 .  P r o p o s i t i o n

Soit xo€ H. Supposons qu'il existe un voisinage V (xo) de xo tel

que : Vy e V (xo) , X (xo) et Y (y) ne pointent pas du même côté des droites H,

et A (y) ; Alors T (X , Y) est L.C.T en xo si et seulement si X (xo) est indépen-

dant avec Y (xo)

Preuve :

Lrhypothèse de la proposition III.z.3. signifie géométriquement que

Itallure de I'orbite de Y au point y est donnée par les figures suivantes possibles

${Ù)

(Figure III.z)
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Supposons que X (xo) et Y (xo) sont indépendants.

Soi t  n> o te l  que Y, (xo) est  déf in ieV t  € l -n,  n Iet  soi t  to€

]o ,n  [ ( " " r  de  la  f igureg .S)  ) ,  a lo rsJ l t t  t  
" ro  

(xo)  =  ) rxo .  Cho is issons

Ê rlr to assez petits pour que lton ait :

Etudions le prernier cas (la démonstration est la rnême pour les

trois autres cas).

a) les trajectoires suivantes :

t  ,X r ( xo ) ,  t  X r (Àxo )

Soient  contenues dans V (xo)  f \  Ve(X,  xo) .  (V.  (X,  xo)  est  le

sinage de X, (xo) défini dans la proposit ion III .z.r).

voi-

que r<€

b) la feuil le F. passant par le point 
L 

()xo) est telle

À m-r

-fitru.-u r'.

Considérons le voisinage de X, (xo) définie

V  =  D  (Fo ,  F r  ) n  V  ( xo )ôV .  (X ,  xo )

Par :
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Montrons que Vc.8(t ,  *o)

(Figure II l.4) (Figure I I I .5.)

Supposons  quez  € ,  D  (Fô ,  F t )nV (xo )Â  Ve(X ,  xo ) ;  a lo rs3 t r ,

s, tels que :

'  = t r ,  o *r ,  (xo)

avec t r€ ]o , t l , s r  6 ]o ,  n  I

So i t  ue lR ,  z  =  (u  Y) ,  o  X t  (xo )
I I

u

Chois issonsute lque+* t ,= t . I l s 'ensu i tque-3, "
à lf instant t.

S i  z  e  D  (F t ,E  )ÂV (xo )AV.  (X ,  xo ) ,  a lo rsJ  t z€ lo ,e [ ,

s ,  €  10  ,  n  [  ,  t r€  ] -  n ,  o  [ ,  ,o€ lR e t  u r€ lR te ls  que :

(f igure l l l .4)

z -- Y s2 o *r, (xo)

= tr; o *r, o 
"ro 

(xo) (Figure III.5)

= t" 
IL1'î 

*', o (uo Y)uo (xo)

\r l  I  l rol '
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Remarquons que dans ce cas I y € R, ,
en plus la trajectoire de Y issue de y est contenue dans

Or tr. 
^ri , donc tr. t

Droù :

En choisissant uo et u, convenablement on obtient :

l uz l - ,  / uc  , - t

Él 
.{*/  .  tz=r

Par suite * 
f(x ' Yl 

z àlrinstant t.

Donc F (X , Y) est L.C.T en xo

Réciproquement

Si X (xo) et Y (xo) sont dépendants, alors inr}(, , *o) = @ Vt r o,
par suite T (X , Y) n'est pas L.C.T en xo.

I I I . 2 . 4 .  P r o p o s i t i o n

Supposons que d (X) > r.

Si H = IR2 , alors T $ , Y) est L.C.T en un point xo€ R2 si et
seulernent si les vecteurs X (xo) et Y (Xo) sont indépendants.

Preuve :

Y (v) est parallèle à ^ (y) ;
n (y).

So i t  e  >o  :  X ,  (xo)  es t  dé f in ieV te l  o ,  .  I

So i t  n re  ]o ,  e  l te l  gue t r  <  e  -  t

Alors on a :

xr + nr 
(xo) = *:j] (r xo)

Àm-r

=r*r-.  n ' ' ,  (Àxo)
I  Àm- r  Àm- r  /
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Puisque.À>r , ;fi . fr .,

Posons 11= }; et considérons le point X, 
- \ 

(Àxo)
À" ' -  ( f t - ;+n l

Soi t  C le cône l imi té par les droi tes Hiet  ̂ (Xr 
* \  

(Àxo) ) ;
1 ; ;  + t t /

posant : ^

V =  V€  (X ,  xo ) f \  C

Il est facile de voir que : X, (xo) € VC. 3 (, , xo). Par conséquent

f tx, Y) est L.C.T au point xo.

I I I . 2 . 5 .  R e n a t q u e

Dans la proposit ion III .z.3. on a uti l isé lrhomogénéité du champ X

pour atteindre le point z à partir de Àxo (à ltaide du charnp X en un temPs stric-

te:nent inférieur à t).  Or le point À xo est atteint à part ir de xo par le champ u Y

en un instant quron peut choisir arbitrairefnent d'oir le choix de xoê H.

Si xo+ H er der (X (xo) , Y (xo) ) I o,lrallure de I 'orbite de Y au

point xo est donnée par la figure lll.6.

(Figure III.6.) (Figure III.Z.)
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En  p renan t  t  € [o ,  € [ ,  €assez  pe t i t  on  peu t  avo i r :

X, (xo) f  H. t  x ,  ( rxo) f  H
-  m-r
A

Soit z € D (Ft, 
+ ). Une possibilité dratteindre le point z à par-

tir de xo est :
X

Xo -- xr au temps t,

u- Y'
*, '  *, (voir f igure III.Z.)

X
x2 - x3 au temps t,

u rY

x  _z
3

t  < t
I

t  <  t  < t
2 , fn- r

La difficulté qui se pose pour atteindre le point z au ternps t

réside dans le fait quton ne sait pas comrnent varie t, * t, en fonction de t '

dans le chapitre II  on a vu queT(X, b) nrest L.C.T en aucun point de IR2 si X,

ne dépend que de la variable x, et b = ( 
? ). I l  s 'ensuit quren général on ne peut

rien dire pour la soJnrne t, + tr.
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I I I , 2 .6 .  Exem[ t ] - es  d '  a [ t p ] i ca t i ons

Exernple r :

l T | = I l = 2

;  (x r ,  * " )  =  ( * l  *  x2r ,  x2r )

Y(xr,*r)=kl-x l  ,o l

H = { (xr ,  xr )eRz z xr{x l  -  x l )  = o i

soit xo = (r,o) , X (xo) pointe à gauche

de ox, ; Y (y) pointe à droite de A (y) pour

y €V (xo).

Comrne det (X (xo) , Y (xo) ) L.C.T au point xo.

Exemple z

X (xr ,  * r )  = (x ] ,  o) ,  Y (xr ,  * r )  = (x l  -  z  *?*r ,  -  *3r)

H =  {  ( x r ,  x r ) 61R2  :  * r * z ( x ,  -  x r ) 2  =  o }

r c  =  {  ( x r ,  x r l e lR2  :  x ,  =  o  }

so i t  xo = (  2 ,  z) ,  l^  t ra jecto i re  de X issue

de xo = (z , z) est une droite.

X (xo) pointe à droite de H, .

pour  yeV (xo) ,  -  Y (y)  po inte à

gauche de À (y) d'où ltallure de lrorbjte

de Y au point y comrne ltindique la figure,

'o'ftr,îf

(v = *!_
\ 2

( rxo) ) .
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Exemple 3

m = 3 r n = I

X (x ,  , * r )=  (ux lx ,  +d x3r ,a '  x f  *  c ' * r *?r ) ,  Y(x ,  , * r \=  (x r ,  x " )

H =  R 2

det (X (x), Y (x) = - ^' *! + (b - c') xl *f * d x!.

donc si (b - c') '  + 4et d .o, F$, Y) est L.C.T sur tout [12 - { (o,o) }
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CONCLUSION

Ce travail  ne constitue qurun premier pas vers la recherche de

la locale controlabilité le long de la trajectoire X des systèpes homogènes sur

Rn ( n 23), dont I ' importance est considérable.

Drautre part le cri tère de HERMES (RH)2 nrest pas vrai dans R3,

par ai l leurs HERMES a donné des condit ions nécessaires qui ne sont pas suff isantes

ainsi que des conjonctures. I l  serait donc intéressant dtétudier la L.C.T de la F.C.V

{X * u Y, - r S u S r i  dans IR3 oir X et Y sont deux champs homogènes dans R3.

. Dans le chapitre I l  de ce travail ,  je nrai r ien pu dire pour la F.C.V

{ X, ub iu.e IR si elle est (ou non) L.C.T en un point x € IRz tel que { U , X (*) i
indépendants. I l  serait donc souhaitable d'étudier ce problèrne et le général iser à

la  F.C.V {X ,  u ,  Yr  ,  . . .  ,n_,  Yn_,  }  avec :

. X , Yr , ... Yn_r sont des charnps hornogènes sur IRn

. ur , ... ,n_, , sont des contrôles non bornés.
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