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INTRODUCTION

Un asservissement homogene est un systeme différentiel de la forme :

n -
gti = X(X)+ .t ui (t) Yl (x)

i =1
ou X, YI, .- Yn _ sont des champs homogenes sur IR"

On appelle contrdle admissible toute fonction u () = (u‘I (+), .., un—I('

e : R n -1
définie sur un intervalle [o, T ] contante par morceaux 2 valeurs dans [-1,1]

A tout couple (xo, u () ) on associe une réponse x (x ,u(s) )un

t
o1
élément de IR" qui est par définition la valeur a l'instant t de 'unique solution

du probleme de CAUCHY :

n -
Py tbu@) =Xk, tu®))s [ @Y bk, tu®))

X (xo, o,u(0)) = X,

On dit qu'un point x & IR" est accessible depuis X o s'il existe un
contrdle admissible u (- ) assurant le transfert du systeme de 1'état initial X, ala
réponse x . L'étude de l'ensemble des états accessibles (A (xo) ) s'appelle I'étude

de la contrdlabilité.

On dit qu'un point X, € IR" est accessible depuis Xo a l'instant t s'il
est accessible depuis X, €t 2 I'instant t. La description de l'ensemble des états

accessibles 2 un instant t ( A (

X t) ) a justifié de nombreuses publications [ 2 ] .

*
‘ . - -~ e .
On remarque que si les contrdles sont nuls, le systeme évolue librement

suivant :

a’t- = X (X)



c'est ce que l'on appelle la dérive du systéme.

Une propriété souhaitable est que I'on ait locale contrdlabilité le
long de la trajectoire de référence X (L.C.T en abrégé)c'est-a-dire : si 1'on note
Xt (xo) la trajectoire au temps t, issue de X ON désire que Xt (xo) qui est dans

A (xo, t) soit dans son intérieur, quel que soit t > o.

le cas ou X (xo) est nul est particulier et l'on parle alors de locale contrélabilité

en temps petit.

La locale contrdlabilité en temps petit a suscité beaucoup de

publications [7 ], [9 ].

Le probleme de L.C.T est plus difficile, il a été abordé par HERMES
([t ], [3]), lequel a donné des conditions nécessaires et suffisantes dans le plan.
Il a été aussi abordé par KRENER [4 ], [s], [6 ]qui a donné seulement des ‘

conditions suffisantes dans IR" (n 2 3).

Il est donc intéressant d'étudier la L.C.T pour des systemes non
linéaires et non triviaux. La classe des champs homogénes est particulierement

intéressante pour les raisons suivantes :

. Blle est suffisamment générale et bien étudiée par les gens des

équations différentielles pour constituer un champ d'investigation.



. Le probleme de L.C.T est local, ainsi si on linéarise le systeme
on n'a aucune information d'oli la nécessité d'aborder des problemes mé&me locaux

‘par des techniques non linéaires.

. Elle est suffisamment particuliere 2 cause de I'homogénéité qui
posseéde des propriétés particulieres simplifiant 1'étude de la L.C.T

. Le cas particulier des systemes quadratiques est une bonne intro-
duction aux systémes non linéaires.

Plan du travail

Dans le chapitre o est présenté les notations et les définitions né-
cessaires pour ce travail ainsi que deux résultats de HERMES dans IR%.

Le chapitre I sera consacré en grande partie 2 1'étude de la L.C.T
de la F.C.V quadratique { X + ub, -1 Su <1} (c'est-a-dire X champ quadratique
dans IR?) et aux propriétés de stabilité et de généricité. Dans le premier paragra-
phe, je donnerai une condition nécessaire et suffisante de la L.C.T de la F.C.V
quadratique { X + ub, - 1€ us< 1} en un point x € IR? (Théoréme L.1.1.1. et Pro-
position L1.2.1.) ainsi qu'un algorithme 2 la fin du paragraphe (l.1.2.3.).

Pour cette méme famille, je montrerai dans le deuxieme paragra-
phe que la propriété de L.C.T. est stable si on perturbe X, b et x (Proposition
I.2.2.). Enfin, je caractériserai les champs quadratiques X tels que la F.C.V
{X+ub,-1 sus1} estL.CT sur R2 - {(0,0)} pour presque tout vecteur
b £R? (Proposition l.2.3.).

Dans le troisieme paragraphe sera donnée une condition nécessaire
et suffisante de la L.C.T de la F.C.V cubique { X + ub, - 1< u< 1} en un point
x € IR? tel que X (x) #0 (Théoreme 1.3.1.1.), et des conditions nécessaires ou des



conditions suffisantes pour la F.C.V { X + ub, - 1 Su <1} ot X est un champ

homogene de degré n 23 aux points singuliers de X.

Le chapitre Il sera consacré a 1'étude de la L.C.T des F.C.V sui-

vantes :

. { X, ub} dans IR?, ot X champ homogene sur IR? , b champ constant sur
IR2 etuglR .

{X, u b, u bz} dans IR?, ot X champ homogene sur R3, b_et b,
deux champs indépendants sur IR3 et (uI , uz) elR?.

Dans le premier paragraphe, je donnerai une condition nécessaire
et suffisante de la L.C.T de la F.C.V { X, ub } 4R €N un point x & D (b)
(droite de vecteur directeur b et passant par l'origine), et aux points singu-
liers de X (Théoréne Il.1.5). Dans le cas ot x n'est pas singulier et { b, X
(x) } sont indépendants, je n'ai rien pu dire, par ailleurs j'ai donné un exem-
ple de F.C.V{ X , ub} u e IR Pour lesquelles la L.C.T n'est vérifiée en aucun
point de IR? (proposition Il.1.7). Pour finir ce paragraphe j'ai étudié le cas

particulier ot X est quadratique et je montrerai que :

étant donné un point x # o singulier de X ;la F.C.V {X +ub, - 1< u <1}
est L.C.T en x si et seulement si la F.C.V{ X, ub }u eR 'est aussi

(proposition Il.1.10).

Dans le deuxie¢me paragraphe, je donnerai une condition nécessaire
et suffisante de la L.C.T de la F.C.V {X, u, b' , u, b, } en un point x ap-

pes bR bG i e G Vniglliel v poe W [ U e PSS S UIICEDd we A

I 2
(Théoreme 11.2.1).

Les résultats de la L.C.T en un point x singulier de X seront géné-
ralisés 2 la F.C.V { X, ub } seR (respectivenent a la F.C.V { X , u b,




b o 2 o [
u, b2 } ", uzelR) ol X est un champ C® sur IR? (respectivement X champ C

sur R3 ).

Le chapitre HlI exploite les résultats des chapitres I et II pour
généraliser certains résultats aux F.C.V suivantes :

{X+uY,-15usi1} avec X et Y champs homogenes sur IR? .

{X,uY]} uelR avec X et Y champs homogenes sur IR2.



CHAPITRE o : PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on va donner 1'outil mathématique nécessaire pour

ce travail.

Commencons par rappeler deux résultats dis a HERMES qu'on écrira
en abrégé : (RH)I) (RH)2 (voir [3], [ 1])

Considérons le systeme différentiel :
x = XX+ u®)Y x) -1 <ult) €1

out X et Y sont deux champs analytiques sur IR? et u (t) est une fonction 2 valeurs

dans [— I, I ] constante par morceaux.

En posant :
adYX=1[Y,X],admYX=[Y,ad™TYX]
ST (Y, adYX, [X,ad YX ], . [ad*X,ad Y X ], ... }

3m

[ Y, adY X, [X, ad™ YX ], ... [adX, ad™ YX ], ... ]

on a :

(R H)I : soit p € IR? : X (p) et Y (p) sont indépendants.

Une condition nécessaire et suffisante pour que intt}{? t,p) @

V t > oest qu'il existe un entier m 2 1 tel que dim ':Sm (p) = 2.

e.v
Une condition nécessaire et suffisante pour que X, (p) € int Uﬁ(h,p),
Y t > o est que le plus petit entier m vérifiant la condition précédente soit

impair.

(RHZ)isoit p € R?2: X (p) et Y (p) sont indépendants.



Une condition nécessaire et suffisante pour que X; (p)e int J(«/(t p)
¥Vt >0 est qu'il existe €> o tel queV t € ] o, €[, I'application :

p _
(5,5 8, st (sI’ 5,) = YSI o[X, Y] Y X, ®

soit bijective d'un voisinage de (0,0) de IR2.

Il est évident que si Y (p) et [ X, Y ](p) sont indépendants, I'appli-
cation fé (., .) est bijective d'un voisinage de (0, 0) (on dira que le test linéaire
s'applique). Le cas intéressant est quand Y (p) et [ X, Y ](p) sont dépendants,
dans ce cas I'application est bijective si et seulement si les trajectoires de Y et
de [X,Y Ine sont pas du méme coté [t ].

JASY]

On dit qu'un champ X = (XI y ves Xn) est homogene, s'il existe un

entier m tel que chaque composante Xi s'écrive @
, . i

i n

X(x ..x)= : . a;, .y X e X
i1, n lI+..+ln=m (lI,..,ln) I n

m étant le degré de X.

Une famille Fde champs de vecteurs est dite homogene si :
Y X 6} , X est homogene.




0.1.1. Premiéres notations

i) le degré d'un champs X homogene sera noté : d (X).

ii) pour toutes les F.C.V qu'on va étudiéer on notera par L.C.T-"la
locale controlabilité le long de la trajectoire de référence de X".

iii) si X et Y sont deux champs de vecteurs homogénes on notera par:
XX, Y)1aF.CV {X+uY,-15u $1} dansIR?

}:(x, Y)laF.CV {X,uY} _p dans IR?

)a(X, bI, bz) la F.CV {X, ug bI, u, b, } dans IR® ou bI et b2 sont
deux vecteurs indépendants de IR 3, u, u, parcourent IR ; X champ homogene sur
IR 3,

iv) on notera /%(t, X) (respectivement%(t, x) I'ensemble des états ac-
cessibles a l'instant t depuis x par la F.C.V}Q(X, Y) (respectivement par ]t-l(X, Y)
ou F (X, bI, bz) ).

v) on notera T (X, Y), A (X, Y) ou tout simplement T, Ales ensem-
bles :

r

{x&€R?2: det (X (x), Y (x)) # o}

A= {xeR?:det (Yx), [X, Y](&x) )=0}

T € désignera le complémentaire de T.

0.1.2. Définition

soit X un champ homogéne sur IR?, b un champ constant sur IR2.

si d (X) = 2 (cespectivement d(X) = 3) la F.C.V { X + ub, -15u <1}
est dite quadratique (respectivement cubique).



0.1.3. Définition

soitFune F.C.V. sur lR“' , X é)t , X & IRP On dit que j: est

localement contrdlable le long de la trajectoire de référence X au point x si :

\/t > 0, Xt (x) e inti}i‘jt,x).

0.1.4. Propriétés

;: est L.C.T au point x si et seulement si : 2 €> o tel que L e]o,e[
X, () € int ‘//E,(t, X).

En effet : soient t, t' tels que t' > e et o< t <e . L.C.T enx
q

entraine que X, (x) € int yﬁ_(t, x). Montrons que X (x) € int V4 (t'y x).
7

X est un difféomorphisme local, donc on a :

t' -t

X1 (x) = Xor - ¢ 0 X, (x) € intf(t', X).
F




- I0 -

0.2.1. Proposition

Considérons la F.C.V { X +ub, u € U} , d (x) = m, b € R? défi-
nie par le systeme différentiel.

x=XKx)+ub (E) uelU (UC‘R)

Notons par x (t, x4) la solution de (E) qui prend la valeur X, 2

I'instant t = o, alors I I
m-1 m-1
(0.21)¥Vr>0, ¥t > 0, x (%, A x)= X x (%)
A u
Preuve :

Remarquons d'abord queVY A€ IR, X (Ax) = »™ X (x).

Posons YY" (x) = X (x) + ub et v = \™ y, alors :

YW =X+ 2Tub
YW (ax)= 2™ yY (x).

Considérons le champ Z () =§ YY (x), on a :

I m

1 u
d [ am-1 (t, Xq )] - l‘%_l_ A m-1 Y (xu (t, xo)
dt u A ™ mo1

1]
N
—
>
3
1
(=
Ed
—
o
s
S
S’
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I I
actl [x (% , AT X)) ]= l}\ YY [xv(%,km'l X)) ]
yu
I
t m-1
=Z[XV(X’>\ XO)]
a llinstant t = ©
1 I
AT x (g, x ) =A™
)
I I
£ m-1 © . m-I
X o (X— , A xo) = A Xo
Au
.
Il s'ensuit que t— Mt X, (¢, xo)
1/
t m-x
t.___,.x>\mu (T , A xo)
sont solutions de 1'équation différentielle
).( = Z (X)
prenant la mé&me valeur 2 l'instant t = o
I i
m-1 t X
Donc\f)& o, V't >0, X X, (t, xo)zxxmu(x, A o)

0.2.2. Remarques

1) L'égalité o.2.1. entrathe que les trajectoires de}()(,b) sont homo-
thétiques
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3
x,
n=2 &
4‘1
m x
vV = X u o L A
k Xﬂ-‘ )
X, \ = r
x, L&, x,)
0 e
2) Dans le cas ot u = o, X, (t, xo) = Xt (xo) ; par suite on a la
relation :Xt_; (Axo) - Xt ().
eI

De cette égalité on déduit que les trajectoires d'un champ X homo-
geéne de degré d (X) > 1 sont plus rapides ou plus lentes aux points A X, suivant

que A>1 ou X< 1. Plus précisément, si p (t) est le point X, (xo) atteint 2 l'ins-

. t _ Xt .
tant t, le point q ( —t ) = “meT (X xo) est atteint au temps e

ment inférieur A t s1 A>1.

stricte-

On conclut que les trajectoires de X issues des points A X0 (x> 1)
sont plus rapides que la trajectoire de X issue de Xor

Si A< 1, c'est le contraire.
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0.2.3. Proposition

Considérons la F.C.V quadratique /2) (X, b) sur IR? et un point
X, de T ,alors: /3(X, b) L.C.T en Xo entraine que })(X, b) L.C.T en tout
point A xo( A >0).

Preuve :

Supposons que _&(X, b) est L.C.T en Xo 3 alors 3 e> o tel que
Yt € Jo, €:

X, (xo) € int (]k (t, xo).
Considérons un point y =X X (A >o0).

Supposons que A< 1. Alorsi\t € ]o, € [ et par suite on a :
Xt( A xo) = >‘X>\t (xo) € )int (7%(% t, xo)

(ol Aint (76'( Aty xo) est l'image de int (/('/( At, xo) par I'homothétie de rapport X ).

Pour montrer que/&(x, b) est L.C.T au point X x, il suffit de vé-
rifier que )\./%( At, xo) C(}‘t (£, A xo).

Soit x € M]i’( At, xo), alors il existe un contrdle u tel que - 1< u

iIA

Ietx= X X, (t, xo).

Considérons le contrdle v =)2 u ; d'apres la proposition 0.2.1. on

a alors : x = X, (t, >\xo).

A< I entrainequeve | -1,1],dol x le(t, A xo). C.Q.F.D.
supposons que X >I.

D'apres (R H), mentionné dans le chapitre o, A(X, b) L.C.T en X0
entraine qu'il existe ¢ >o tel ue ¥Vt & Jo, e [, I'application

X
o

£, R?%— 5 IR?



_.I4__

(S, S,) »bS + [Xb ]S2 X, (x)
*o
est bijective d'un voisinage V = de (o, o) dans IRZ.
%o
On peut prendre v, de la forme :

X
(o)
Vt = ]—EI, € [ X] - €, ez[

D'autre part : [ X, b] est un champ linéaire qu'on notera par :

[X,b]=C, Cé@ (IR)

Il s'ensuit que l'expression de f © (+,+) devient :

S.C (x )
o 2 o
£°(S,S8)=bS + e X °.
AX
Considérons 'application f to (e,+) =
A X S, C
0 2
f ¢ (SI, Sz) = b SI + A g - X)\t(xo)
b 2
= X[X S, +e X\t (xo) ]
X S
) I
2 he (5585,)

Puisque A>1, alors Yt & ]o,e/)\[ , 3 un voisinage V,, de (0,0) de la forme

\ =]—€2,€2[X]-€

At € [ sur lequel I'application :

3’
(S, S)———»fxf (S, S,)

A X

est bijective, par suite ft O (4,4) est bijective sur Vit Vte o, —E[

Donc )b(X, b) L.C.T. au point Ax. C.QF.D.

Soit P un polyndme homogene de degré n 21 dans IR? et soit



_IS_

S 'ensemble des éléments x = (XI, xz) € IR? tels que P (x) = 0 ; alors S est non

vide et a 1'une des formes suivantes :

a) S ={ (0,0 }

b) S est une réunion d'au plus n droites passant par l'origine
c)S = IR?

En effet :

soit P un polyndme homogene de degré n 2 1.

n n-1I n-1 n
Pix,x)=a x_ +a X X + ...a_ X_ X +a_ X
( 1’ z) n "1 n-1 1 "2 17172 02

. (0,0) €S donc S @ . Soit un point (x , x,) € IR? tel que X, fo.
. Si P est le polyndme nul, S = IR?

. Supposons P non nul.
I

n
X +o} P(xI,xz)_xI [an+an_I (x

I

) (22 2 (2]
4+ eee + aI XI + ao XI .

X
Posons X ===, P (x ,x)=0&—>a_+a__ X+..+a X1
X ) R) n" “n-1 I
+a X=o I
0
En posant :

Q=a +a  X+.+a X"y a, X, Q peut s'écrire
Q=a, [ X-0a). X-a)]

oli a. sont les racines complexes de Q.

soit I = {i €{1, ..n} q,réel }

si I = @ (ce qui peut &tre le cas lorsque n est pair) alors S = { (0,0) }

sil $0 . Soit i &1, alors X = a; est une solution réelle de Q = 0 ;
Par suite ( ) X5 A ay xI) e S, ) € R ; donc la droite passant par 'origine
et ayant (1, ui) comme vecteur directeur est solution de P = o.

Soit k = Card I, I = { iI, i ...ik} , I <i, <nj; S estdonc la réunion des k

2’ ]
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droites : DI (1, a; ) R Dk (1, a, ) de vecteurs directeurs respectivement :
k

I
(1, a, )y ey (1, a; ). C.Q.F.D.
> 4 k

Dans le cas ol n est impair, on sait que Q a au moins une racine

réelle donc S contient au moins une droite.

0.2.5. Remarques

Si Q change de signe en passant d'une racine a; a une racine

a; (1 #k), P change de signe dans IR? en passant d'une dl'oitek D, (I,OLi )a
un(le droite Dd (1, a.). k
g!

Si a.,. o sont les racines de Q = o telles que : . <. < ... <%
i iy T I
et Q change de signe comme l'indique par exemple la figure o.1. Alors P

change de signe comme l'indique {o —8\,3&,\_._ 0.1

\
Z, {

%'ua:u\q_ 0.2

0.2.6. Conséquences et Notations

Supposons que d (X) = m, d (Y) = n, alors les applications
X 5 dek (Y (x), X (x))

Xy det (Y (), [X,Y ] (x))
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sont des polyndmes homogenes de degré respectivement : m + n, m + 2 n - I.

c - . s
Supposons que I~ et A sont réunions de droites ; alors on écrira :

k
C
'™ = ¥ 1<k €m+n
i=1 i
kl
A= U A4j 1k sm+2n-1
j=1

Dans le cas de F.C.V /%(X, Y) non quadratiques, on désignera
par :

Wi : vecteur directeur de 1"i
Vj : vecteur directeur de AJ

Le cas d'une F.C.V quadratique ; les notations seront données
au chapitre L.
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CHAPITRE I : L.C.T DE LA FAMILLE { X + ub, -1 <u < 1} DANS LE PLAN

L'objet de ce chapitre est d'établir pour une F.C.V.{ X + ub, - 15 u
< 1} des criteres algébriques donnant la L.C.T en un point de IR?. Le critére de
HERMES (RH), (chapitre o) posseéde un grand intérét pour la compréhension de la
géométrie de la L.C.T dans IRZ. Toutefois sa mise en ocuvre posséde des diffi-
cultés pratiques. En effet, la principale difficulté vient du fait que dans I'expres-
sion de 1'application : (SI, Sz).__,f: (SI, Sz) figure X (x), qui en général n'est
pas connu explicitement. On peut contourner cette difficulté si 1'on connait Xt (x),

ou bien une intégrale premiere de X.

Dans un premier temps, on traitera des cas particuliers de F.C.V
{ X +ub, - 1 Su <1} quadratiques, ce qui va nous permettre de généraliser les

résultats obtenus a toute F.C.V quadratique.

Dans le premier paragraphe, on étudiera la L.C.T de la F.C.V
quadratique { X + ub, - 1Sus<1} en un point x quelconque de IR2.

Le deuxieme paragraphe sera consacré a l'étude de stabilité par

de petites perturbations et de générecité pour la méme famille.

Le troisieme paragraphe traitera la L.C.T de la F.C.V cubique
{X +ub, - 1gu <1} (X champ homogeéne de degré trois) en un point x de IR?tel
que X (x) # o et brigvement la L.C.T de la F.C.V {X + ub, - 1 su<1} ou X
champ homogeéne de degré n 23 en un point singulier de X.

en_un point x quelconque de_IR*

L'objet de ce paragraphe est de donner une condition nécessaire
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et suffisante de la L.C.T. de la F.C.V quadratique{ X + ub, - 1 su<1} qu'on ré-
sumera dans (I.2.3.) en un algorithme permettant de déterminer s'il y a L.C.T

ou non en un point x de IR2.

On va d'abord commencer par traiter quelques exemples heuristi-
ques.

Exemple 1
Considérons la F.C.V quadratique}(x, b) définie par :
X(XI,Xz)z(axi+cx;,a'x21+c'x§)
b= (bI, bz)
Supposons que :

ac' = a'c (1.2.)

abI +c' b2 = 2 (AelR) (1.3.)

En faisant 1'hypothése suivante : Aest une droite passant par l'ori-

gine, on a le résultat suivant :

si I'on note V un vecteur directeur de A, une condition nécessaire et
suffisante pour que A(X, b) soit L.C.T en un point X,€ ANTest : V et X (xo) in-
dépendants.

Preuve :

Les relations (1.2.), (1.3.) entrainent respectivement

VxelR? :a X, (%) =a' X (x)
C?= xC (C=1[X,b])
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Il s'ensuit que :
V x & IR? ,3 € > o, une fonction 6: ] 0, ¢ pIR nonnulletelle que :

Vte Joe [’Xt (x) =x +0(t) u avec u = (a, a")
VseR ;€ = 1+ %(CAS—I)C

En effet, la relation a X, (x) = a' X, (x) entraine que les trajectoi-
res de X sont des droites de vecteur directeur u. Soit Xt (xo) la solution de
I'équation x = X (x) prenant la valeur x(: = (xcl),

a (x2 (t) - xg ) =a' (xI (t) - x(I) ), par suite on a :

xg Yent = o, alors :

" o ] o
X, (t) X, X, (t) - X,
= 1lo |* 0
xz(t) ‘xz J xz(l:)—x2
] 2
1(t)-x
= +
X a a'
2 J
X (t) - x(I)
En posant 8(t) = 3 , on obtient : X (xo) = X, +0 (t) u

X
Soit x, € ANT. Apres tout calcul fait, I'application £, (., )

est injective si et seulement si det (b, Cxy + © (t) C u ) #o0. Or det (b, Cxo) =0
(xoe A), donc det (b, Cx0 +0(t) Cu)=0(t)det (b, C u), comme 0ft) est non
nulle sur Jo, ¢ [ alors det (b, C u) # 0 si et seulement si u ¢. A, ce qui est
équivalent 2 dire que V et X (xo) sont indépendants C.Q.F.D.

K
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Exemple 2

- 2 2
X (xI, xz) = (xI ) X3+ X xz)

b= (b,b)

On vérifie facilement que

[ o K
x
1
1-tx; .
X, &xg) = : pour t< 5
1 o_ 0 ) I
0 (xz-xILog(I—th))
I
r2b o

Pour calculer etC, on peut réduire C 2 la forme de JORDAN,

mais ceci risque de compliquer l'expression de X.

Prenons b2 = 0, alors C2 = 4 bi C

X
soit x € AT, pour t assez petit l'application ft (+,°) est in-
jective et seulement si det (b, Cft (x,) # 0, ce qui est équivalent 2 dire que :

X (x) et V indépendants.

Exemple 3

_ 2 2
X (xI, xz) = (a X2 +bx2, - 2a x| xz)

b= (bx’ bz)
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Dans cet exemple, on ne connait pas X, (x), mais on connait une
intégrale premiere de X qui est : y3 + }—%— y x2 + C = 0. On remarque que c'est
un polyndme da 3e degré. Donc si on sait expliciter y (t) en fonction de x (t), on
écartera la difficulté de X (x).

Remarquons que dans les exemples 1) et 2), la condition : X (x)
et V indépendant est une condition nécessaire et suffisante pour que}s(X, b) soit
L.C.T enx €EANT. On va montrer dans le premier paragraphe qu'elle est vraie
pour toute F.C.V quadratique.

I.1.1. Etude de la L.C.T en un point x tel gue X (x)

Supposons que A#IR?, alors A est une droite.

Ecrivons T sous la forme
“=p_U D
I 2
(quand D_ et D, existert, voir 0.1.1. et 0.2.6.)
Désignons par :

VY : vecteur directeur de A

VI: vecteur directeur de DI

V2 : vecteur directeur de D2

I.1.1.1. Théoréme

Soit x un point de IR? tel que X (x) # 0, alors

1)six € T-A ,))(X , b) est L.C.T en x.
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2) si x € A; une condition nécessaire est suffisante pour que,g(X, b)
soit L.C.T en x est : X (x) et V indépendants.

3)sixe FC, 3i e {1,2} telque x & Di' Une condition néces-
saire et suffisante pour que A(X, b) soit L.C.T en x est : b et Vi indépendants

Preuve :

On va d'abord énoncer trois lemmes qui nous seront utiles dans la

démonstration.
I.1.1.2. Lemme
Vt>o Yt>0,0na :\-i'(t, X,‘_(x))th'(t+T,X)-
I.1.1.3. Lemme

. La F.C.VI/%(X, b) est L.C.T en un point x € Tsi et seulement si
dim X8 o, (x) = 2. ( EI&
teurs Z (x) tel que Z ).

. (x) étant 1'espace vectoriel engendré par les vec-

Preuve :

k

Rappelons que les ensembles 3 sont définis par :

k
K - {badbX,adX.adbX, ..ad"X.adbX,..]}

Par un calcul facile on vérifie que ad3 b X = o, il s'ensuit que
Vk 23, Sk ={b} . Dans ce cas (R H)I se réduit 2 :

A (X, b) L.C.T en xéT L£——> dim Sel.v. (x) = 2.
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I.1.1.4. Lemme

Soit x € A tel que la trajectoire de X issue de x est contenue

dans A, alors pour tout k € IN, les vecteurs b et (adk X.adbX) (Xt (x) ) sont
colinéaires.

Preuve :

Soit E>otelqueVte| o, e[ , X, (x) est défini. On va
montrer par récurrence que ¥ k € IN, b et (adk X.adbX) X, (x) sont coli-
néaires.

X, (x) & A entraine par définition que les vecteurs b et (a d b X)
X, (x) sont colinéaires donc la propriété est vraie pour k = 0;

Supposons 1'hypothese de récurrence suivante :

Vtel[o e[ : bet (adk X.adb X) X, (x) sont colinéaires. (H.R

@d**! X . a db. X) X, ) = [X, adX.adbX X, (x) ]
= D X (X, (). (ad® X. adbX) X, (x) -
D (ad® X. adbX) X, (x). X X, (x)
= (1) - (2)

Montrons que (1) et (2) sont colinéaires 2 b. D'aprés I'H.R.,
A E € IR tel que

(adX X . adbX) X, () =A% b

Donc D X (X, (x)). (ad® X. adbX) X, () = A £ D X (X, (x)) . b

xi [X,b] X, (x)
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Par conséquent (1) est colinéaire a b.

Pour montrer que (2) est colinéaire 2 b, considérons la fonction h :
h (¢) = ad® X . adbX) X, (x) / b*
ol b* est 'orthogonal de b.

/ : produit scolaire dans IR? .

D'aprés I'H.R. on a : h (t) = o, Vtel ocl; par suite h' (t) = o;
Or :
h (¢) = D (ad® X. adbX) X, () . X (X, (x)) / b* =0

DoncVt € [0, € [, (2) est colinéaire 2 b, par conséquent (adk+I X. adbX) X, (x)

et b sont colinéaires. On conclut que le long de la trajectoire de X, dim __‘3; v
(X, 00 ) =1,

Démonstration du théoréme

1)si x €T - A, le test linéaire s'applique et par suite A (X, b)
est L.C.T. en x.

2) soitx € AGT

Supposons que X (x) est indépendant avec V , alors 3 ¢ > o tel que

x&T O~

Vtelo, ¢, X, x)eT- A ,par suite_%(X, b) est L.C.T en X (x).
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Donc Ytclo,e [, Yt >0 ona:

X, (X () € ine b e, X))
D'ou : Xt YT (x) € int/%(t + T, X) (Lemme lL.1.1.2.)

On conclut alors que : ¥ T> o : Xr(x) soit défini on a :

Xy 6 € int (T, ) C.QE.D.
Réciproquement =

Supposons que X (x) et V sont colinéaires, alors Vy €A les vec-
teurs X {y) et V sont colinéaires (homogénéité du champ X) ; par suite la tra-
jectoire t ————> Xt (x) est contenue dans A , ce qui entraine d'apres le lemme
l.1.1.3. que les vecteurs b et (adk X . adbX) Xt (x) sont colinéaires, ¥ k € IN. En
particulier pour t = 0. On obtient : ¥ k € N, b et (adk X . adbX) (x) sont coli-
néaires ; ceci se traduit par : dim Sé.v (x) = 1. Il en résulte que/&(X, b) n'est

pas L.C.T. en x (Lemme L1.1.3).

3) Soit : x € r¢ alors 3i € [ 1,2} telsquexeée Di'

Supposons que les vecteurs b et Vi sont indépendants. Puisque
X (x) # o et b colinéaire a2 X (x), les vecteurs X (x) et V, sont aussi indépen-
dants ; d'ous 1'existence d'un réel € >0 tel que :

x4 b ki
Vi
TN Dy
(X& uk)t(‘z)
L
b 3 * 3
b &
o/ f :’. A x‘:
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Veelo, ¢ [, X, (x) €T - A . Par suite_ 3(X, b) est L.C.T. en X; (x),

avec le méme raisonnement que le 2) du théoréme, on aboutit 2 :

_B(X, b) L.C.T en x.
Réciproquement :

si les vecteurs b et Vi sont colinéaires, alors X (x) et Vi le sont
aussi, par suite/ y € A, X (y) est colinéaire 2 Vi. Soient u € [- 1,1 ], X"
le champ défini par X" (y) = X (y) + ub ; d'aprés ce qui précede, le champ x4
est colinéaire au champ constant b le long de la droite Di‘ Par conséquent, Ve
[ -15,1 ], Vy € D la trajectoire de XY issue de y est contenue dans D.. Ceci
entraine que toutes les trajectoires issues de D, sont contenues dans D.. ll en
résulte que ¥ t > o, int &ﬁ,(t x) = @ . Donc X(X b) n'est pas L.C.T en x. Ce
qui achéve la démonstration du théoreme.

I.1.1.5. Corollaire

Une condition suffisante pour que}(X, b) soit L.C.T en tout
point x €T © vérifiant X (x) #0 est : rg (b, Cb) = 2.

Preuve :

Il est facile de vérifier que Cb = 2 X (b).

rg (b, Cb) = 2 entraine que b et X (b) sont indépendants, il en
résulte que b considéré comme un point de IR? n'appartient pas a r€. Par
conséquent : det (b, V ) # 0 et det (b, V) #o. D'aprés le théoreme précédent
A (X, b) est L.C.T en tout point xel € vérifiant X (x) #o.
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/]
xLF
Yy
\I,, A‘ D"
iy
b
o] ’f:

I.1.1.6. Remarque

Si rg (b, Cb) =1, alors be T °A A et dans ce cas A coin-

cide avec l'une des droites Di'
SiA= DI, il est clair que S (X, b) n'est L.C.T en aucun point de

DI et est L.C.T sur D2 si et seulement si det ( b, V2) # O.

I.1.1.7. Corollaire

%
det (X (V), V) # 0 &==>(X, b) est L.C.T sur A - { ¢0,0)}
det (b, Vi) # oé@‘&(x, b) est L.C.T sur D, - { (0,0) }

I.1.2. Etude de la L.C.T en un point x tel que
X(x}) =0

Avant d'énoncer un résultat sur la L.C.T de)a(X, b), d (X) = 2
en un point singulier de X ; commencons par rappeler quelques résultats dis a
SUSSMAN sur la S.T.L.C
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Soient deux champs de vecteurs analytiques f o €t fI sur une va-
riété M. Désignons par Lie (fo, fI) I'abregé de Lie engendrée par f_ et £ .

Soit le systeme différentiel :
x=f (+uf (0 |u®|sA

ol x EM, u (+) appartient 2 I'ensemble des fonctions constantes par moceaux.

Considérons la F.C.V. ]:lz { fo +u fx’ -A<u < A}. Ondit que
F est S.T.L.C en un point xeMsi : ¥t> o, xe int.fi’(t, x).

On dit quef vérifie les conditions HLCC en x si :

HLCC 1 : x est un point d'équilibre régulier, c'est-a-dire,3u : | u|<A et £, (x) +

u fI (x) =0
HLCC 2 : dim Lie (fo, fI) (x) = dim M.

- m -
HLCC3: W' (f +u £,£) (0= 8 * (f,+uf, £)( V m impair ots
Sn (f, g) est défini par : ¥" (£, g) ={g, ad"g f, ... ad" f.ad" g f, ... }

Théoréme dia 2 SUSSMAN :

1) Si j“:vérifie les conditions HLCC en x alorsFest STLC en x.
2) HLCC 2 est une condition nécessaire de STLC de Fen un point.
3) soit x un point d'équilibre régulier, alors si :

[, [f, £ 1] (x),é ¢ (fy+u £, £ ()
Fn'est pas STLC en x.

Revenons a notre étude de L.C.T en un point singulier de X qui
est un cas particulier de STLC (u = o).
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I.1.2.1. Proposition

Soit x € R? : X (x) = o, alors 3(X, b) est L.C.T en x si et seu-
lement si x % A.

Preuve

X (x) = o entraine que Viso, X, (x) = x. Supposons que x € A, d'a-
pres le lemme L.1.1.4. 3; v (x) est la droite vectorielle engendrée par b. On va

montrer dans les deux cas suivants que b appartient ou n'appartient pas a A,
MX, b) n'est pas L.C.T en x.

a)sibea, alors X (b) = 0 ; par conséquent Vu e [ - 1,1 ], le
champ X" défini précédemment vérifie : /'y € A, XY (y) est colinéaire au vecteur
b le long de la droite A, ce qui entraine que toutes les trajectoires de/%(X, b)
issues de Asont contenues dans A, donc V't >o, intJi’(t, x)= @ C.Q.F.D.

b)sib *A , b et Cb sont indépendants ; comme Cb = [ b,[ b, X1],
il s'ensuit que [b, [b, X 1 ] 5&‘3; v (X, b) (x), par conséquent/&(x, b) n'est pas
L.C.T en x (Théoreme de SUSSMAN).

Réciproquement :

si x ¢A , alors dim _31

€.v

k
) (X, b) () =2, (F_, (X, b)(x)=
c.v (X) )'

a)beA, 3x € R : Cb = Ab. Calculons le crochet [ X, ad®> b X )(x)

[ X,ad*b X J(x) =D X (x). Cb
= )\[X9 b ](X)

I} résuite de cette égalité que b et [ X, ad® b X ] (x) sont indépen-
dants donc dim ji v (X, b) (x) = 2. Il est facile de voir que_D(X, b) vérifie les
trois conditions HLCC donc_b(X, b) est L.C.T en x.
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c)sibg A, alors b et Cb sont indépendants, il s'ensuit que
dim 3; v (X, b) (x) = dim Si v (X, b) (x) donc}(x, b) est L.C.T en x.
Ce qui termine la démonstration de la proposition.

Dans tout ce qui précede, notre étude supposait que A est une droi-
te. Etudions le cas o A= IRZ.

1.1.2.2. Proposition

Une condition suffisante (mais non nécessaire) pour que A(X, b) ne
soit L.C.T en aucun point de IR? est : A= IR?.

Preuve

Supposons que A= IR?, alors toutes les trajectoires de X sont con-
tenues dans A, par suite les vecteurs b et (adk X . a db X) (x) sont colinéaires
pour tout x €IR? et tout k € IN. En particulier les vecteurs (a d b X) (b) et b sont
colinéaires ;or a@db X)(b) =Cb = [C,b |]= [b, [_'b, X1} ad® b X.

On conclut d'une part queV x € IR : X(X, b) n'est pas L.C.T
en x (dim j;.v (x) = 1), d'autre partV x € IR2,¥t >0 ;J‘t‘(t, x) est contenue dans
la droite passant par x et ayant pour vecteur directeur b. En effet dim Lie q (x) =
et plus précisément Lie &' (x) = droite vectorielle engendrée par b. Donc ¥ t > o,
A(t, x) est contenu dans la feuille passant par x de Lie 8" qui est la droite vec-
torielle de vecteur directeur b passant par x.

La condition n'est pas nécessaire, en effet considérons la F.C.V
A(X, b) définie par :

X )= (X, &, X, ()

b = (bI’ bZ)
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telle que : ¥V x € IR? : b2 X, (x) = bI X, (x). En choisissant convenablement les
champs X et b, A #IR?. Il est clair que les champs X" et b sont colinéaires,

par conséquent : { x € IR, Vt>oint Jt(t, x) = @ donc_B(X, b) n'est L.C.T
en aucun point de IRZ.

On va maintenant donner un algorithme de la L.C.T de/%(X, b)
en sur IR?.

Considérons la F.C.V):(X, b) ol1 I'on désignera X et b par :

a b c bI
X = ( ) ’ b =(b )
a'b' ¢! 2

On identifiera dans la suite le champ X 2 un élément de RS.
Soient les expressions suivantes :

A=-za'bf +(2a-b)b b, + bb;

2 2
B:-b'b1+(b-2c')b1b2+zc b2
Q=-cA®+(b-c)A>B+ (' -2a)B?A- 2383

S =(b'2-4a'c')bi+(4ac'+4a'c-2bb')bIb2+(b2-4ac)b§

8 =—b'bf+(b—zc')blb2+2cb§
OIL = B—blfé‘

si § 20
0!2 =6 +b1f§

A = [(xI,xz)elRZ: AxI+Bx2=o]

Q= det (X (V) V)
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§ est le descriminant de 1'équation homogene dans IR?

det (b, X (x))= 0. Si §2 o, les vecteurs VI et V2 sont donnés par :

V. = (z(blc'—bzc),-blb‘+b2b-‘f6)

<
n

(20 c'-b,c)-b b +b, b+/3)
a _ = det (b, VI)

a _ = det (b, V2)
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f

Initialiser a,rb, c,a', b, c' /%(X, b) est L.C.T. sur tout I'- A
b b,A B Q35 a,0 : et n'est L.C.T. en aucun point de A

Y

2
et ¢
A(X, b) n'est
L.C.T. en aucun oui [ XX, b) L.C.T.
point de IR? B sur tout T

FC = { (0’0) } . /\
3(X, b) n'est pas L.C.T. +—<ul §<o0

sur 7€

P

o = o 3(X, b)

L.C.T. sur D_ - {(0,0) !
et n'est L.C.T. en
aucun point de D2

non A(X, b) L.C.T.

sur
tout I'¢ - {(0,0)}

oui

A(X, b) n'est L.C.T. en
aucun point de DI

4

,;&(X, b) est L.C.T.» sur

A(X, b) n'est L.C.T
en aucun point de

1-\C

tout D2 - {(o,o) }
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Exemple 1
X=(S00) ,b=(7)
r’= {(0,0 }
A ={(xI, x2)€le:x2=o} = 0 x,
Q=0
On conclut que $(X, b) est L.C.T sur R? - O x, seulement.
Exemple 2
X=(222) b= ()
Q=-1
A = (x, x) €R? :xI+x2=o}

° = {(0,0) }

_%(X, b) est L.C.T en tout point de IR? - {(0,0) }

Exemple 3

100 0]
X= (199) b= (D)

A = IR?, donc B(X, b) n'est L.C.T en aucun point de IR?

Exemple 4

X=(]J%) b=1(])

A:OX
1

I° {(x_IX2)= x,= x, } U { ,x)=x + x =0}

Q=1, o=1donc A(X,b)est L.C.T sur R?> - {(0,0) }
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de gépericité

Dans ce paragraphe, on va étudier les propri€tés de stabilité par de
petites perturbations et de généricité de la L.C.T On caractérisera de méme

les F.C.V {X +ub,-15us<rt } pour lesquelles la L.C.T est vérifiée sur
R? - { (0,0} .

I.2.1. Proposition

Soit I'ensemble J = { (X, b)e R tel que A(X, b) = IR2 } , alors :
J est une sous variété de lR8 de dimension 6.

Preuve

(X, b)€ J est équivalent 3 : A = B = 0 avec :

A

za'bf +(b'-2a)b1b2-bb§

(voir page 32 )
B

b-bf +(2c’—b)b1b2-2cb§

J est l'intersection des deux hyperplans de Rr® définies par A = B = o.

Soit (X, b,) un élément de R? tel que :

100 0
Xo=(010)’ b0=(I)

Il est facile de vérifier que (Xo’ bo) € J. Par un calcul simple on véri-
fie aussi que les vecteurs orthogonaux aux hyperplans A = 0 et B = 0 au point
(Xo, bo) sont indépendants ; par suite ces deux hyperplans ne coincident pas.

On conclut alors que J est une sous variété de le de dimension 6.
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I1.2.2. Proposition

Soit 0 ={ (X, b, )€ R™ : &(X, b) L.C.T. en x }

Alors O est un ouvert de IR 10

Preuve

Soit un élément (X, b, x) g O.
1) Supposons que det (b, X (x) ) # O, alors :
il existe un voisinage V. de (X, b, x) de la forme V (X) x V (b) x V (x) tel que
V (X', b, x)eV:det (b' X'(x) )z O.
a) x ¢ A(X, b).

Soit (X', b', x',) € V. Alors on peut choisir V (X), V (b) et V (x) assez

petites pour qu'on ait :

X' ¢ A (X', b').

Par suite_8(X', b") est L.C.T en x'

leb N
o
v /N
AN N
. ¢
r
’ "I\
I )
. L &",
) LB
‘ ‘.-‘ b\%lw
’ ,-"
/- €
v .- Vix)
11/ 2. S
o X,

b) x € A(X, b)
XL(X, b) L.C.T en x entraine que det (X (x), V (X, b)) #0, par suite
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il existe un voisinage U = U (X) x U (b) x U (¥ de (X, b, x) tel que :

VX', b, x)eU:det (X' (x),V (X,b)#0

En prenant W = UN V, on vérifie facilement que :

VX, b, xNeW _A(X',b)L.CT en x'.

2) Supposons que det (b, X (x) )= O

Jive{r, 2} tel que:
x € D, (X, b)
det (V. (X, b),b) # O

d'ol I'existence d'un voisinage O = O (X) x O (b) x O (x) tel que :

V (X', b, xV€ O :det (V, (X', b"), b)) # O.

Soit j € { 1,2} tel que r¢(x,b) = I (X,b) U 1"j (X, b) (quand Fj
(X, b) existe) alors on peut choisir O assez petit qu'on ait :

VX!, b, x)€0: x' ¢ (T (X!, b) U A (X, bY).
Soit (X', b', x') € O.

Si x' e I, (X', b"), alors (X', b") L.C.T en x'

Si x' f I‘i (X', b'), alors x' € T (X', b") - A (X', b') ; par suite
A(X', b") L.C.T. en x'.

x‘A
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Dans la proposition suivante, on se pose. le probleme suivant :

Etant donné un champ X quadratique sur IR?, existe-t-il toujours un champ
constant b tel que la F.C.V (X, b) est L.C.T en tout point de IR?-{ (0,0} .

les champs b.

Preuve
Q=Qb,b)
a =a (bx’ bz)
§ =

S (bI, b2)

Si oui, on va caractériser topologiquement 1'ensemble décrit par

Soit donc B (X) = {b&R? : X(X, b)L.C.T sur R? - {{0,0)}}.

Ecrivons X sous la forme :

X = (:' tl:' c(i )
Posons :

A (X):(4a'c+4ac'—2bb')2-4(b2—4ac)(b'2-4a'c')

I.2.3. Proposition

Soient les sous-ensembles de IR6 :

K:{X€|R6: AX)< o}, H={X= (3:8),(:.%90 }

1) XEH=B(X)=0
2) X€ K - H == B (X) est dense dans R?

Soient Q, a et & les expressions données 2 la fin du paragraphe 1
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Q, aet § sont des polyndmes homogenes en (bI, bz). Posons :
sQ= {beR?: Qb)=0}

S, = [beR? : §(b) z0et a (b) =0}

Il est facile de voir que B (X) = (SQ U Sa)c

1) Supposons que X € H
X=(30 %) : (@b, a,beR?

Par un calcul simple on trouve que :
VbelR2,86(b) 20et a(b) =0
Par conséquent S, = IR?, d'ou B X)=0

Si X = (; : g), B (X) = @ (méme raisonnement)

2) Supposons que X€ K - H
on va montrer que :
Sa est @ ou bien une réunion de droites.
SQ est (0,0) ou bien une réunion de droites.

Dans ce cas B (X) est dense dans IRZ.

Supposons que S | # @ et est égal au plan tout entier, alors en
particulier

a ( ? )=4c®=z0
a (1)=4a'c =0
0
Contradiction avec le fait que X # H.

Méme chose pour SQ' 1 s'ensuit donc que B (X) est dense dans IRZ.



Exemple 1

alors :

donc

Exemple 2 :

donc
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I.2.4. Exemples d'applications

. 6 . _(10-I
Soit X€R” : X =(_ . )

5=bf+4bz y
Q=A3=(b1 bz)3

a :4b;

On conclut que

SQ=OxIUOx2

S =OxI

B (X) =1 (b,b)ER? :b b # ol

011
X = (001)
A(X):—4<O
6
Q-=-b) Sq=1®bb)eRZ:b, =0} = Ox
_ 3 - . —
o =4b3b,-b) S, =0x U{(b,b)eR:b, -b =0}

B (X) = IR? —4({bI, bz)éle:bzzo} U {(bI, b2)€IR2 :bz—b
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¥
x, 7
—dt L P} PRI 4 s 2 Jd pa " -
)" LAY A A SR A 4 i v 7T 7 e
0 x,
Exemple 3
1 2 0
X‘(—Ioo)
- (- 2
6_(2b2)
B:zblb2

o = B2 - bf § =0
donec /&(x, b) n'est pas L.C.T sur r, Vb € R?

Par suite B (X) = @

Dans ce paragraphe, on donnera des conditions nécessaires et suf-
fisantes de la L.C.T de la F.C.V cubique { X + ub, -15 u< 1} en un point x tel
que X (x) #Zo.

On donnera dans le cas ou d (X) >2 des conditions nécessaires ou
des conditions suffisantes de la L.C.T de{ X + ub, -1 su <1} en un point x
singulier de X.
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I.3.1. Etude de la L.C.T. de {X + ub, *1 £ u 1l } ou

d (X) = 3 en un point x € R* tel que X (X} #£0

X étant homogene de degré 3 entraine que det (b, [ X, b ] (x) )
(respectivement det (b, X (x) ) est un polyndme homogene de degré 2 (respective-

ment un polyndme homogene de degré 3).
Rappelons les notations données dans o.1.1. et 0.2.6.
A=A UA, (quand A et A existent)

r=r1, Ur, U I‘3 (quand I, T, et P3 existent)

Vi , vecteur directeur de Ai
Wj : vecteur directeur de l"j

Remarquons que ad* b X = o, par suite ﬂ;(X, b) est L.C.T en un
point x € TN Asi et seulement si : dim 3;_‘, (x) = 2 ou dim 33.v (x) =2

1)sixeTl- A ,A(X, b) est L.C.T. en x.

2)si xe'nAy alors3ie (1,2} tel que xeAiet on a alors :

a) si X (x) est indépendant avec V, A (X, b) est L.C.T en x.

b) si X (x) est dépendant avec Vo A(X, b) est L.C.T en x si
et seulement si les vecteurs b et X (b) sont indépendants.

3) si er‘c,gie{ 1, 2, 3} tel que xel"i etona :);(X, b) est
L.C.T en x sicet seulement si b et W, sont indépendants.
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Preuve

Le principe de la démonstration du 1), 3), a) est exactement le

méme que dans le théoreme L1.1.1.

Montrons le b) du 2).

Notons d'abord que ad®* b X = 6 X (b). Supposons que les vecteurs
X (x) et V. sont dépendants, alors dim 3; v (x) = 1.

Si b et X (b) sont indépendants, alors dim g g v (x) = 2, par suite
}(X, b) est L.C.T en x.

Réciproquement :

Si b et X (b) sont colinéaires, alorsdr e IR : ad®b X = Ab, par
suite ¥ ke N, (:;1dk X .ad®b X) (x) = rad® X. b. 1l en résulte que Yk € N les
vecteurs (adk X . ad® b X) (x) et b sont colinéaires, ce qui entraine que dim g.v
(x) = 1, donc}(X, b) n'est pas L.C.T en x. Ce qui termine la démonstration du

théoréeme.

I.3.2, Etude aux points singuliers de X

1.3.2.1. Proposition

Supposons que d (X) = 3.

Soit x € Atel que X (x) = o.

Une condition nécessaire pour que (X, b) soit en L.C.T en x est
que les vecteurs b et X (b) soient indépendants.

Preuve

Supposons que b et X (b) sont dépendants. On va montrer dans les
deux cas suivants que b et (ad® b X)(x) sont ou ne sont pas colinéaires,}(x, b)
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n'est pas L.C.T en x.

a) b et (ad® b X) (x) indépendants.

xeA et X (x) = o entraine que ﬁg (X, b) est la droite vectorielle

engendrée par b ; il s'ensuit que le vecteur (ad? b X)(x) =[b, [ b, X1 ] (x) ¢
X ey (X, b) (x), par consequent/& (X, b) n'est pas L.C.T en x.

b) b et (ad? b X) (x) dépendants.

On va montrer dans ce cas que dim Lie (X, b) (x) = 1, ce qui en-
traine que/% (X, b) n'est pas L.C.T en x. (Théoreme de SUSSMAN).
Pour montrer que tous les crochets engendrés par X et b au point

2
’

x sont colinéaires 2 b, il suffit de montrer que, ¥ (k, n) e IN?, V(l, j e {I 2,3}

les vecteurs [Yll( " (x) et b sont colinéaires ou Y (x) = [ad X, ad' b X ] (x).

Y5, ¥ 10 = DYE (0 - YD 60 - DYS (0 . YE (.

On va montrer que:{Y? (x) est colinéaire a b. (I.3.2.2.)

DYEl (x) . b est colinéaire a b. (l.3.2.3.

et dans ce cas [Yll( R YJr.1 ](x) est colinéaire 2 b.

Il est évident que 1.3.2.2. est vraie pour i = 1 oui = 3. Pouri=2
Py n . s s -
on va montrer par récurrence que Y, (x) est colinéaire a b.

n = 0,(ad® b X) (x) est colinéaire 2 b par hypothése.

Supposons 1'hypothése de récurrence : (ad" X . ad? b X) (x) coli-

néaire 3 b. Alors3 2 € R tel que Yg (x) = A, b-
(ad™' X .ad?b X) (x) = [ X, ad" X . ad? b X ](x)

= DX (x) . Yg (x) - DYg (x) X (x)
0
= Kn[ X, b] (x)



Par suite, puisque x € A, alors (ad™! X . ad? b X) (x) est coli-

néaire 2 b.

" c n ool
Montrons de méme par récurrence que DYi (x) . b est colinéaire

ab . (Prenons i = 1, la démonstration est la méme si i = 2 ou 3).

n = o, Yg(x)z(ade)(x)

D Y(I) xX).b=D(adb X)(x).b =(ad?® b X) (x) colinéaire
ab.

Supposons: que DY'I] (x) . b est colinéaire a b, alors 3 § € R
DY? (x) . b= §_b.
I n

DYrI'” x).b= D [X, Y’I‘ ](x) . b

D[Dx(x).Y'I‘ (x) - DY'I‘ x).Xx ].b

[ {D (DX) () . Y] (x) + D X (x) . DY} (%)}
-{D(DY]) () . X () - DY} (x) . DX (x) } 1. b
(D (MDX)) (X .Y &) .b=27 [DOX))x).b].b=x"@dbX) x
DX(X.DY](®).b = DX .87 b =37 [X,b] K

(D DY} ())). XX =0

(DY] (). D X (x)) . b = ADY} (x).b.

Xet Xrll étant les réels tels que le‘ (x) = XII] bet [X,b] (x)= Ax.

Les quatre expressions sont colinéaires a b, par suite les vecteurs
DY';I+I (x) . b et b sont colinéaires, CQFD

1.3.2.2. Proposition

Considérons la F.C.V _}(X, b), d (X) = n et soit x & Atel que
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X (x) = o, alors :
si (X, b) est L.C.T. en x, on a nécessairement :
1) b et (ad® b X) (x) dépendants.

2)3 pe{ 2, ...n} tel que b et (adPb X) (x) indépendants.
Preuve

Si_A(X, b) est L.C.T en x, alors b et (ad®> b X) (x) sont dépendants
car sinon ad? b X(x)z{ b, [ b, X1 ] (x)¢ ‘Sé v (X, b) (x) contradiction.

On a aussi 2) car sinon : Vpe{l, ..n} ,bet(ad? b X) (x) seront
dépendants, il en résulte que Vk € N, Vpe{1, ..n} les vecteurs b et Yl; (x)
(défini précédemment) sont dépendants ; par le méme raisonnement que dans
[.3.2.1. on vérifie que dim Lie (X, b) (x) = 1 donc_b(X, b) n'est pas L.C.T en x
(contradiction).

I.3.2.3. Proposition

Considérons la F.C.V };(X, b), d (X) = 2 n, alors :
_%(X, b) est L.C.T en tout point x ¢ A tel que X (x) = o.

Preuve

Montrons que }(X, b) satisfait les conditions HLCC en x.

HLCC1 et HLCC2 sont évidentes. Pour montrer HLCC3, on va

k (X, b) %) = R2.

vérifier que Ykez . 2n}, eV

Soit k & {2, ... 2n}. Il est clair que si b et (adk b X) (x) sont
indépendants alors ‘Slé v (X, b) (x) = IR?. Supposons donc que b et (adk b X) (x)
sont dépendants et calculons le corchet [ X, adk b X Jen x.
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[X,adbX]x=DX®.@adbX) ®
=Xy [X,b] x) (I.3.2.4.)

ol >\k est le scalaire tel que (adk b X)(x) = Xk b . Il s'ensuit de 1'égalité

(I.3.2.4) et du fait que x % Aque [ X, adk b X ](x) et b sont indépendants, donc

k - R2
oy (X, b) (x) = IR2.
On conclut que :
dim ‘gt.v (X, b) (x) = dim Sgl:'vl (X, b) (x).¥k impair.
Donc_3(X, b) est L.C.T en x.
Pour finir ce chapitre, on va donner quelques exemples d'application
Exemple 1
xz(xIxz(xI_xz) ) , b=(0)
X (xI. - xz) (xI + x2) I
I = I. UT UT avec:
I 2 3
I‘Iz{x=(xl,x2):x2=o}, Fzz{xz(xl,xz);xlzxz) . r3 ={ x=
(xI, xz) X =0}
A = AI U Azavec:
AI={x=:(xI,x2): xI=o} y B, = {x:(xI,xz):xI-zxzzo}

A I coihcide avec 1"3 .

a) soit x €D, - {00}, X x)=2x

2
v, = ( . ) donc J(X, b) est L.C.T sur A, -{ (0,0)

g ( ; ) est indépendant avec
b

b) soit xe I° : X (x) # 0
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I I o
W= (0 W =0, W= v = (9)

det (b, W )# o0 donc (X, b) est L.C.T. sur T, - { (0,0) }

X®b)=o0 donc/g(X, b) n'est L.C.T. en aucun point x de A vérifiant X (x) = o.

Exemple 2

{x:(xI, xz):X(x)=o}=l"IUl“20t1:

I“Iz{x:(xl,xz):xI:xz}
I, = {x:(xI,xz):xlzo}
A :{x:(xl,xz):xlx =0}

/%(X, b) est L.C.T sur Iy - { (0,0) }

(X, b) n'est L. C.T en aucun point de T_ (b T.).
2 2

Exemple 3
x‘i h xg o
X =( ) b= ()
x2 x% - x4
1 2

A ={x=(x1,x2):x

{ x:(xl,xz):X(x)=o}= FIU onil

I"I::{x:(xl,xz):xlzxz}

+ X =O}

T ={x=(xI,x2):xI N

2

/%(X, b) est L.C.T en tout point x # o singulier de. X.
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considérons un champ X cubique.

3 2 2 3
x_(axI +bx¢x2+cx1x2+dx2) b—(o)
a3 12 ' 2 1 o3 ’ - I
a xI+bx1x2+c X x2+d X3

Une condition nécessaire pour que/?)(X, b) soit L.C.T en un point x
singulier de X appartenant 2 A est : d # o.
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L.C.T DES FAMILLES SUIVANTES :

CHAPITRE 1l - { X, ub} s R dans IR?
dans IR3
{ X, Uy bI’ u, bz } u,u,€ IR

Ce chapitre est consacré 2 l'étude delaL.C.T des F.C.V suivantes :

{ X, ub }uelR ol X champ homogene sur IR?, b¢IR? et ugIR

{ X,u b,u, bz} u,u R ou X champ homogéne sur IR®, b et b_ deux

vecteurs indépendants de IR3 et u , u, parcourent I'ensemble IR.

Le caractere homogéne du champ X est exploité principalement
dans la détermination géométrique du voisinage de X, (x) atteint 2 l'instant t en
un point x non singulier de X appartenant 2 la droite D (b) dans IR? (au plan en-
gendré par{ bI, b2 } dans IR3 ). On remarquera que lorsque x est singulier, 1'ho-
mogénéité du champ X n'intervient pas, ainsi on généralisera les résultats obte-
nus aux mémes F.C.V avec X champ C™. On étudiera le cas particulier de la
F.C.V { X, ub} u eIRoIJ X est quadratique pour comparer les résultats obtenus
avec ceux du chapitre I pour la F.C.V {X+ub,-15us1}.

Le premier paragraphe traitera 1'étude de la L.C.T de la F.C.V
{ X, ub}uelR sur IR?

Le deuxieme paragraphe traitera 1'étude de la L.C.T de la F.C.V
{ X, u, bI, u, bz}sur IR3.

Dans ce paragraphe, on donnera une condition nécessaire et suffi-

sante de la L.C.T de la F.C.V.{ X, ub} en un point x € D (b) et aux points

uelR
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singuliers de X (Théoreme IL1.5). Dans la proposition Il.1.7. on caractérisera une
classe de F.C.V { X, ub }u ¢ IR Pour lesquelles la L.C.T n'est vérifiée en aucun
point de IR? puis on généralisera certains résultats de la L.C.T. aux points sin-
guliers de X pour la F.C.V { X, ub }u cR ou X champ Cm(proposition IL1.9.).
On achévera ce paragraphe par 1'étude du cas particulier la F.C.V {X, ub} ou X
est quadratique pour comparer les résultats obtenus avec ceux du chapitre 1 pour
la F.C.V {X +ub, - 1 €u <1 } (proposition Il.1.10).

Commencons d'abord par donner quelques définitions et notations.
II.1.1. Définition

On dit qu'une partie U . IR"est un ouvert strictement positif si U

n_ . .c.
est un ouvert de R vérifiant : ¥V (xI, xn,) ¢U:x_>o, Xy > 0 vy X > O

I

IT.1.2. Notations

Soit V€IR2. On désignera par D (V, xo) la droite affine de vecteur
directeur V et passant par le point X (quand X, =0, D (v, xo) est notée D (V) ).

Soient VI, v, deux vecteurs indépendants de IR3, on désignera par
P (VI, v, xo) le plan affine paralléle au plan vectoriel P (VI, Vz) et passant par
le point X, € IR3 (quand X, =0, P (VI, Vo xo) sera noté P (VI, VZ).

. Une partie A de R" est dite singuliere pour X si Vx eA, X (x) =0

- Soient D_, D, deux droites parall¢les dans IR? on notera par
D (DI, Dz) le domaine de IR? limité par les droites DI, D2.

. On notera :

x —X Yo : Yo accessible depuis X, bar la trajectoire de X

(X, Y)
X

F.CVFX,Y) ©

Yo i Yo accessible depuis X, une trajectoire de la
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. F (X, by, b))

Yo : Yo accessible depuis X, par une trajectoire
de la F.C.V F(X,b_, b.).

II.1.3. Proposition

Soit 1a F.C.V F(X, b), d (X) =n, b€IR?.

Il existe un changement de variables x = Py transformant F(X, b)
enF(Y, c) ou Y est un champ homogeéne de degré n et ¢ = ( CI) ).

Preuve

. 1
PosonsX:(PI,Pz) etV=-bDb.

Considérons la matrice de passage de la base canonique 2 la base
B = (V, b) et le changement de variable suivant :
( °2 b1 )
x = Py avec P =
-b, b,

Alors on a :
d -1 dx -1
% =P aF =P X (X)

Par suite le champ X exprimé dans la base C% devient :

Y=PTXP

D'ou un calcul facile, on obtient :
Y = —[ﬁ;—nz (QI, Q2) avec

Q =b,P P-b P, P

Q,=b P P+b P P.

De plus le champ b exprimé dans %est c=( (I) ). On obtient
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donc une F.C.V. ?(Y, c) telle Y homogene de degré n et ¢ = ( (1) ).

IT.1.4. Remarques :

L'étude de la L.C.T de la F.C.V }:(X, b), d (X) = n en un point x
est équivalent 3 I'étude de la L.C.T deF (Y, c) au point y = P"'x.

IT.1.5. Théoréme

Soit la F.C.V ¥ (X, b), d (X) = n, b €eIR?, X = (PI, Pz)'

1) Une condition nécessaire et suffisante pour que 7(x, b) soit
L.C.T sur D (b) est que b et X (b) soient indépendants.

2) soit x €IR? tel que X (x) = o, alors :

a) si X (b) # o ; une condition nécessaire et suffisante
pour que X ¢ DM est:3ie{1,..n}tel quebetad b X (x) soient indépendants.

b) si X (b) # 0 ; une condition nécessaire et suffisante pour
que }C(X, b) soit L.C.T en x est que QI ne garde pas un signe constant sur IRZ.

c) si X (b) = 0 ; une condition nécessaire et suffisante
pour que ¥ (X, b) soit L.C.T en x est que : x ¢ D (b) et Q, ne garde pas un signe
constant sur IR?

b2 b,
(QI =b, P, P-b, PZP,avecP=(_bI b, ))
Preuve

1) Soit X, € D (b).

Supposons d'abord que b et X (b) sont dépendants. AlorsVyeD(b)
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/L
x, .
b D\\o\

b et X (y) sont aussi dépendants, par suite X
est tangent a la sous variété D (b). On dé- -
duit que toutes les trajectoires de ;(X, b)
issues de D (b) sont contenues dans D (b) ;
par suite on a : Fe
Yt>o, int @ (t, xo) =Q, donc;:(X, b) n'est
pas L.C.T en x. 7 g

Supposons que bet X (b) sont indépendants et soit x,€ D (b) ; alors
bet X (xo) sont indépéndants, d'ots l'existance d'un réel >0 tel que Vte] o,e [ :

X, (x )¢D(b)

Soit A> 1, alors X, (Axo) est défini i/t €] o, —;:\[ En posant t' =

o on obtient
A -
Xy ( Ax ) = A X, (xo)

Considérons les sous-ensembles de IR? suivants :

B_: bande limitée par D (b, x,) et D (b, X, Cx))

B2 : bande limitée par D (b, Xt (xo) et D (b, X (X xo) ).

Il est clair que B = B U B, est un voisinage de X, ( xo)

N
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Montrons qu'on peut atteindre tous les points de B 2 l'instant t
par des trajectoires de ?: (X, b) issues de X

a) soit un point z¢ B .

RILEACKY)

Appelons y la projection du point z sur la tra- D)

jectoire de X issue de X, parallelement a la D(b,xt3)

droite D (b), alors :

X

Xo

y en un temps t_< t.

soit ué€lR et considérons le champ ub, alors :

(ub) d (y, z)
Z en un temps t_ = L7
y PS 5 =y 1o

(u > o, cas de la figure).

Or u est non borné, donc on peut le choisir comme on veut pour que

+ud||( 2 |z|) =t - t_; par conséquent xo;t(x’ b, au temps t.

b) soit z € B2

appelons y la projection du point z sur la tra-
jectoire de X issue de ) X0 parallellement 3 D
(b), alors :

X X
A Xo

1
y en un temps t <t (t, <t

Soient u,u,€ IR et considérons les champs
3 (u. b)

uIb, u3b, on a alors Xo L, A X
. d (xo, )\xo)
I ut I b

(u dy,z)

y 3 Z enuntempst =
N

Choisissons u et u3 pour quet +t =t-t,ona alors :

F(X, b)

XOF(X’ b) Z au temps t ; par conséquent v z€B: X,

z au temps t.

Il s'ensuit que :
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Yt € Jo el : X, (xo)€int B (t, xo)
donc'j":(X, b) est L.C.T en X
2) soit x€R? : X (x) =0
.X®b)zo

a) Supposons que X % D (b) et montrons Jie {1, ..n} tel
que bet ad' b X (x) sont indépendants.

Par |'absurde : supposons que Vi e { 1,..n}, b et ad' b X (x)
sont dépendants.

_ En posant ad® b (X) = X, il est facile de voir que¥ i € { o, ...n}
ad' b X est un champ homogene de degré n - i. (ad"b X =n!X (b))

Par conséquent on a :

Vie{o,3n }: xea (aldi b X, b) (IL.1.6.)
Considérons le champ quadratique :

Y = ad"? b X

Soit alors le champ linéaire

C=ad""'bX

Onaad"bX=[b, C] =-Cb,donc Cb est colinéaire 2 b, ce
qui entraine que be A(Y, b).

. Si A(Y, b) est une droite, alors d'aprés 1'égalité Il.1.6. on a :
D (b) = A(Y, b) par suite x € D (b) (contradiction).

. Sia(Y, b) = IR? . En faisant le changement de variable x = Py
(Proposition IL.1.3), on obtient une F.C.V F (Z, c) telle que c = ((I)). Sude p53



_59_

Posons Z = (RI, Rz)' Par un calcul simple on a :

3 R

AZ, o) = {ly,y,): 3_y_1_ (y,y,) =0}
2

Comme A (Y, b) = R, alors A (Z, ¢) =IR? et par suite le polyndme

RI ne dépend que de Y, Il en résulte que :

{ 'y : Z(y)=0} =DIc) (x¢D(b),x¢o)

Par conséquent :
{x:Y®@=0}= D

donc Y (b) =0, 0r Y (b) = % Cb =21 ad" b X. Il s'ensuit donc que :

1
2
Y(b):—;-n!X(b)zo

c'est-a-dire X (b) = o Contradiction.

La réciproque est évidente (ce qui achéve la démonstration du a)
du 2).

b) D'apres la remarque H.1.4., en prenant b = ( (1) ) le
probleme ne perd pas sa généralité.

Supposons que QI (= PI) a un signe constant sur IR%Z Appelons D
la droite telle x € D et P* (D (b, x), x) le demi-plan (resp. P~ (D (b, x), x) ).
Le demi-plan droit (resp. gauche) limité par D (b, x). Alors YyeD (b, x), X (y)
pointe vers 'un des deux demi-plans P* (D (b, x), x), P” (D (b, x), x) (Fig. Il.1)

(X (y)pointe vers P* (D (b, x), x) dans le cas de la figure.
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. A
~
.DL\’)"
d(b,x) D(b.b) )
% ' o)
AP ()
]
3 ] )(kb)
3 , (b
|
b7 ! X
Z\ l
- |
g I
4 1 7\ >
9 i
F . !
-? (DU,!),I)
P* (D (b, x), x)  Figure IL1 Figure Il.2.

Vx ¢ IR? : P (x) 2o

Supposons que ¥ x ¢ IR? : P (x) 2o, alors : X (y) pointe vers P*
(D (b, x), x). Il s'ensuit que ¥ z ¢ P (D (b, x), x), X (z) pointe vers P* (D (b, z), z).
Par conséquent, toutes les trajectoires issues de x de F(X, b) se trouvent dans P*
(D (b, x), x), donc x € FrB(t, x) ¥t > 0. On conclut que ?(X, b) n'est pas
L.C.T en x. (Figure 1L.2)

Réciproquement :

_ X (b)# o entraine que x ¢ D (b), donc 3ie{ 1, ..n } tel b,
ad' b X (n) sont indépendants ; par conséquent dim Jo (j‘:(X, b) ) (x) = 2 donc

Yt >o,intB(t, x)# g

Supposons que P, change de signe sur IRZ, alors il existe un voi-

sinage V de x sur lequel PI change de signe ; d'ol l'existance de (TI, Tz)élRf ,

(uI, u2)€lR2 , (x*, x7) €V2  tels que :
+=T u b+x
X I 1

X = 12u2b+x
PI (x’L).PI x)<o

det (b, X (x*) ). det (b, X (x) ) # 0
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—eA
X lx?)

A\J

( Figure IL.3)

Dans le cas de figure, 3 €,€,>0 tels que les trajectoires

T, — X_[I (x*) T, € [o, z—:I[

12____,XT2(X_) TZQ[O, €2[

appartiennent respectivement a2 P* (D (b, x), x), P” (D (b, x), x).

Soit n = inf ( € €2) et soit t ¢ Jo, n [ , alors on peut atteindre le domaine
limité par les deux droites D (b, X, (x7) ), D (b, X, (x") ) par des trajectoires
issues de x de la E.C.VF(X, b) a l'instant t. (méme raisonnement que 1), mais
cette fois-ci sans utiliser I'homogénéité du champ X). Par suite F(X, b) est
L.C.T en x.

c) Supposons que X (b) = o

Montrons que si x € D (b) ou P, garde un signe constant sur IR?,
F(X, b) n'est pas L.C.T en x.

Si P_ a un signe constant, F (X, b) n'est pas L.C.T en x (déja vu).

Si xeD (b), alors Yy € D (b), X (y) = o ; il s'ensuit que toutes
les trajectoires issues de D (b) sont contenues dans D (b). Par conséquent Yt >o,
int P(t, x) = @, donc F (X, b) n'est pas L.C.T en x.
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Réciproquement

six¢ D (b) et P, change de signe, on peut sortir de D par des
trajectoires des champs ub vers les régions ou P_ change de signe ; donc (X, b)
est L.C.T en x ( méme raisonnement qu'en b). Ce qui acheve la démonstration du

théoreme.

II.1.7. Proposition

Soit 1a F.C.V “T’(X, b), d (X) = 2. Si I'une des conditions suivantes :

i) la premiere composante de X = (PI, Pz) ne dépend que de la variable x_ et
b=(2)

ii) la deuxieéme composante de X = (PI, Pz) ne dépend que de la variable x, et
b=(])

Alors F (X, b) n'est L.C.T en aucun point de IR2.

Preuve

Supposons i) ; alors :

det (b, X (b) ) = 0 ; par suite ¥ (X, b) n'est L.C.T en aucun point
de D (b).

Soit x ¢ D (b) et supposons que P_ s'écrive sous la forme P_ (x ) =
a xf avec a > o, alors P (x) 2 on elR2. 1l s ensu:t que toutes les trajectoues
de F (X, b) issues de X, se ttouvent dans P* (D (b, Xo)» X,) demi-plan limité par
la droite D (b, xo), figure I1.4). Pour montrer que F(X, b) n'est pas L.C.T en X o
on va considérer une trajectoire quelconque de F (X, b) issue de x ~(t_aCPt (xo))
coupant la droite D (b, X, (x ) ) en un point z a l'instant T (z =9 ¢ (xo) ) et on
montrera que T 2t ; il s ensu1t donc X (x) ¢ Fr B(t x) Yt > o.

¢ peut prendre les deux formes suivantes :

R (xo) =¥, (X, x))
R (xo) = U, ( (ub)n (xo)

ou ¥ est une trajectoire de F(X, b).
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x/h (
)

Supposons donc que ¢ (x o) = U, (Ub)-c (x o)

avec n >0 on va d'abord donner une définition

qui nous servira dans la démonstration.

e - Ve
Définition 0

-*}l%he—‘_\l.“

On dit qu'un point ye { t—o ¢ (xo), t >0} est un sommet du

champ X (respectivement du champ b), s'il existe Tp € >0 U € R etx €

[t 9 (xo), t >0} (respectivement T, €. >0, ueR, x'€ {t —> 9 (xo) }

2
tels que :

y=X_ () x
T1
9 (xg) =(u; b) T+ y, V1 e]TI, T e [
respectivement

y:(uzb)12+x' d

P, (xo) = X, (y),Yt €lt, T, +e, [ N

on dira que x est un sommet X si gest de la forme ¢, = ¥, © (ub)T
on dira que x  est un sommet b si Y’est de la forme ¢, = ¥, © XT
soit p la projection sur I'axe Ox parallelement 2 b.
Considérons la suite finie (xo, S xn) des sommets de X pour

la trajectoire {t —s ¢ (xo) } 5 la suite (x' , x',, - x'n) des sommets de b
(voir fig. ILs).



_64_

X,.= (f-r(ze)

(Figure 1IL.s5)

Soit (tI... tn) la suite définie par :

On a alors

p (xi_1)=p(Xi) ielr,.n1}
p (xn) =p (Xt(xo) ).

Il est clair que T 2 Zti.

p, ne dépend que de X donc en projetant sur 1'axe O x on obtient

dx
dt = ——(TI
P; ¥4
} jp (x;) dx_ p (x) dx,
d'ols : t; = b (x;) —(—pl XI) = b (xi_l) —(—pl XI)
o n plx) dx p(X, (x))) dx,
ar conséquent t. = S ) - rcak t
a izz r ! }p (x,) S p (x,) P, (x;)

On conclut que T 2t CQFD.
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On montrera de la méme facon que si on a ii), (X, b) n'est pas
L.C.T. en X

II.1.8. Remarques

1) Dans la démonstration du 1) du Théoréme, on n'a pas utilisé
le fait que d(X) est un entier naturel.

2) Dans le 2) du Théoréme et dans la proposition précédente, on n'a
pas utilisé 1'homogénéité du champ X, d'ou la proposition suivante :

IT.1.9. Proposition

Soit la F.C.V.F (X , b) telle que X est un champ a homogéne
( o elR*) défini sur un ouvert strictement positif U vérifiant : D (b )N U % @ et
bI b2¢o.

1) sia>1, F(X,b)est L.C.T en un point x € D (b)N U si et seule-
ment si b et X (x) sont indépendants.

2) soit la F.C.V F(X , b) telle que X = (XI , X2) est un champ de
vecteurs C”sur IR2 , b = (bI , bz) IR2 , alors F (X , b) est L.C.T en un point
Xo singulier de X si et seulement si :

a) D (b) n'est pas singuliere pour X

b) Il existe un voisinage V (xo) de x tel que 1'application :
X ___,(b2 X, P-b X, P) (x) change de signe sur V (xo)(\ Db, xo)

3) avec les mémes notations du 2). Si I'une des conditions suivan-
tes :

i) X, ne dépend que de la variable x_ et b = ( (1) )
ii) X, ne dépend que de la variable x, etb = ( (I) )

sont vérifiées, alors (X , b) n'est L.C.T en aucun point de IR2.



Preuve :

1) Un champ X o - homogene défini sur un ouvert strict positif

est de la forme :

- E B A u A
X (XI ’ X2) = A+ p=a a)\’u XI Xz ’ A+u=aQ b)".u XI X2 )
O, W) A (Au) B

. : P 2
ol Ag et B, sont des parties finies de IR?, a)\’uet b>\, ue.IR .

Soit x € D (b)N U tel que b et X (x) sont indépendants, alors on
peut trouver e>0 assez petit et un N~
voisinage V (x) de x tels que :
bet X (Xt (x) sont indépendants et X, (x)eV (x)
vtelo, el
Soit A>rtelquerxeV{x)etVte[ o ,%[

X, (Ax) €V (x) (un tel ) existe)

en considérant les trajectoires
t ,Xt(x)pourte[o,g[

>
t——-—»xt(xX)POUfté[nyaL_I[ N/

on montrera de la méme facon que dans le 1) du Théoréme que F (X , b) est
L.C.T en x.

Si b et X (x) sont dépendants, il est clair que int B (¢ , X) =0
Yt >o0. Donc F (X , b) n'est pas L.C.T en x.

2) Si a) ou b) n'est pas vérifiée par le méme raisonnement que
dans le 2) du Théoreme, on montrera que F(X , b) n'est pas L.C.T en un point

singulier de X.

Réciproquement

Si a) et b) sont vérifiées. Puisque X est C*®, alors il existe deux
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points x:; » X, appartenant 2 D (b, x )NV (x ) tels que

+
X(xo)yéo
X(x;);to
1 + 1 - '
X (x ).XI (xo)<oavecXI=b2XI P—bI X2P

I o

Par suite le méme raisonnement que dans 2) du Théoréme, on
montrera que F (X , b) est L.C.T en X

Dans ce qui suit on va étudier le cas particulier ot X est quadra-
tique pour comparer les résultats obtenus avec ceux du chapitre I.

Soit la F.C.V F (X, b) telle que X = (PI , Pz) etb = (bI , bz)'

Ecrivons X sous la forme :

X = :'l?'cc'

Posons

a = !a b1| = abz-a'b
a' b I

2
]b b1|—
- - 1

B = b! bz _bbz—bbI
c bI

Y o= | | = cb,-cb;
c' b2

II.1.10 Proposition

1) si X (b) # 0 ; une condition nécessaire et suffisante pour que
F(X , b) soit L.C.T. en un point X, singulier de X est : 82 -4 ay>o.

2) Si X (b) = 0 ; une condition nécessaire et suffisante pour que
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F(X, b) soit L.C.T en un point x  singulier de X est : xo¢ D(b)et B2-4ayv>0

. 2 _ .
3) soit xoelR . X (xo) = 0, alors :

'f-’(X , b) est L.C.T en X, %0 si et seulement si_b(X , b) est L.C.T en Xg # O

4) soit X, € IR? tel que X (x0)7-‘ oet{b, X (xo) } dépendants,

alors 7 (X , b) est L.C.T en x, entraine que A(X , b) est L.C.T en X

Preuve

1) D'apres le b du 2) du Théoreéme IL.1.5,3 (X , b) est L.C.T en
Xo si et seulement si QI change de signe sur IR2. Or en écrivant QI (yI , yz) =
Ayi +By y, + Cyz » Q, change de signe si et seulement si B> - 4 A C >o0. Par
un calcul facile on trouve que :

BZ2-4AC= F#-40¥v
2) évident.
3) Prenons b = ( CI) )

En gardant les méme notations du chapitre I (page 32 ) on a dans
ce cas :

V=(-2c,Db)

P, (V) = - ¢ (b - 4 ac)

B=2c
§ =b?- 4 ac
o =4 c?

det (X V), V) = P_ (V)

Soit x_ # 0 tel que X (x,)=#0. Supposons que (X , b) est L.C.T
en X, montrons que XK(X , b) I'est aussi c'est-a-dire xof A (Théoréme I.1.2.1.).

Par 'absurde :

Supposons que x €4, alors X (V) = o, par suite P V) =o.



Si b%®- 4ac=o, PI ne changera pas de signe sur IR?, ce qui
entraine que F (X, b) n'est pas L.C.T en X, (contradiction).

Si ¢ = o, alors V est colinéaire a b, par suite beA.
x, €4 et X (xo) = 0 entrainent que X (b) = o, donc X, €D (b), il en résulte que
F (X, b) n'est pas L.C.T en X (contradiction).

On conclut que x0¢ A
Réciproquement :

Supposons que &(X , b) est L.C.T en Xy 5 alors x04; A;
X (xo) = 0et xo¢A entrainent que det (b, V ) # o et det (b, V,) # 0, par suite

a # 0, c'est-a-dire c # o.

Or X, % O et X (xo) = 0 entrainent que § 20, c'est-a-dire b® - 4 ac

W
13

Si b% - 4 ac = o, alors :

det (X (V) , V) =o.

D'autre part, §= o entraine que I'ensemble { x €IR? = det
(b, X (x))=0} est une droite ; par suite (puisque det (X V) , V) = o), I'ensem-
ble{ x€lR? : X (x) = 0 } est une droite confondue avec A ; d'oi X,€ A, contra-
diction. On conclut que b? - 4 ac > 0 ce qui entraine que PI change de signe sur
IR?, ce qui revient 2 dire que (X , b) L.C.T en X

4) 1l est facile de voir qu'une condition nécessaire pour que ~(X , b)
soit L.C.T en un point x € T€ est : det (b ) Vi) #0 ol Vi est un vecteur directeur

de Di (x € Di)‘ Cette condition est nécessaire et suffisante pour que _3(X , b) soit

L.C.T en x ; d'ou le résultat.

Ir1.1.11 Corollaire

Considérons les expressions suivantes :
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A
I

bia+b1b28+ b;Y

B
I

(bi +b22)B+ zblbz(a+y)
CI=(b§—b"i) g - 2b1b2(Y-a)

Une condition suffisante pour que F(X , b) ne soit L.C.T en aucun

point de IR? est : AI =oetB C, =o

Preuve :

Application de la proposition Il.1.7.

I1.2. Etude de la L.C.T de la famille { X, uy by, uy by } sur IR’

Dans ce paragraphe, on va étudier la L.C.T de la F.C.V {X, u bI ,

u, b2 }(UI , uje Rz SUr le plan P (bI , bz) et aux points singuliers de X.

Notons d'abord que puisque bI et b2 sont indépendants, on peut 2

'aide d'un changement de variable se ramener au cas ou :

Considérons donc la F.C.V Jr(X ) bI , b2) avec X champ homogene
de degré m € IN . Il est facile de voir que l'application

P :x_IR3 ~det(bl,b2,X(x))
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(respectivement I'application:
¢ = restriction de Y au plan P (bI , bz))

est un polyndme homogene de degré m définie sur IR (respectivement un poly-

ndme homogene de degré m définie sur IR?).
Si on écrit X sous la forme :
X=( ,P,,P)

on a alors :
V xeR3 : ¢ (x) = P (x

V xeP (bI , b2) : o (x) = PI (o, X, x3) qu'on écrira tout sim-
plement P (x2 , x3).

Posons = {x :¢ (x) = o} . Pour x€ 9, on désignera par D la
droite (quand elle existe) passant par x, V son vecteur directeur. Soit X, € IR3,

on désignera pas P (x0 , bI , bz) le plan parallele 2 P (bI , b2) contenant X .

II.2.1 Théoréme

Soit la F.C.V F (X , u; b.), X homogene de degré m.
Supposons que ¢zIRZ.
Soit X, € IR% tel que X (xo) # o0, alors

1) une condition suffisante pour que }:‘(X » Uy bi) soit L.C.T en x_

est : cp(xo) 70
2)olx) =0

a) Une condition suffisante pour que F(X U bi) soit
L.C.T en x_ est : det (V, X (x) )#o.
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b) si det (V, X (x) ) = 0, une condition nécessaire et
suffisante pour que Fix, uy bi) soit L.C.T en x est : I'application x —s ¢ (x)
change de signe sur P (bI , bz)’
3) Soit la F.C.VF (X , u; b)), X champ C¥, X = (X, X, , X ).

Soit X, € R2 : X (xo) = o.f(X ) Uy bi) est L.C.T en Xy si et seulement si :

i) P (xo b, bz) n'est pas singulier pour X .

ii)3 un voisinage V (xo) de x dans R3 tel que l'application x—y X (x) change
de signe sur V (xo)ﬂ P (x0 b, bz)'

Preuve :

| 1) Supposons que cp(xo) # 0, alors3e >0:Yte]oel, X, (xo)
¢P b ,b)

Soit A>1. Considérons la trajectoire de X issue de A Xo définie

sur [o,€ / 1[' En posant t' = t/m_
A

\m - ona:Xt, (Axo)zxxt(xo). On va

1

montrer qu'on peut atteindre tout l'espace défini par :

B : I'espace limité par P (bI , bz) et P (Xt' (a xo) , bI , bz) en un instant t

choisi arbitrairement dans Jo , __)\ni—l [
Soit B_ : 'espace limité par P (bI , bz) et P (Xt (xo) , bI , bz)

B2 : 'espace limité par P (Xt (xo) , bI, bz) et P (Xt' (x xo) , bI , bz)
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Soit MIG_ BI, alors

X
o

y en un instant t,<t

y Z en un instant t,

. (uI bI)

M_ en un instant t
I 3
t, et 1:3 sont choisis arbitrairement, donc 3 u,u,€ IR tels que

tI + t2 + t3 =t
Soit M€ B, (figure IL.7)

u_b
I 1

x' au temps t-

u_b
7 2 2
) S | x0 au temps tz'
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1;11’
A\
Ax
X
x)
0 >
. AN 4 x’.
. \ M,’
“~ \\ 1
XE(%) ) ' N }’
>
)(VUI\)
Jgue T 1.
<
A
A X X y' en un temps t! < t'
o 2
u bI
y' 3 z' au temps t3 ( Figure 11.7)
u b
24 2 M

, au temps 1:4

3uI,u2,u3,u4 IR tels que :
1 -
tI+t2+t3+t4+t2-t.

Par conséquent ¥ (X , u, b)) est L.C.T en x.

i 3 . -
2) Soit x € IR® : cp(xo) = 0.

On sait que { x : ¢ (x) = 0 | est en général une réunion de droites,

soit D la droite contenant X, et V son vecteur directeur.
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a) Si X (xo) et V sont indépendants, alors3e>0 : Yte]o,e[
X, XEP (b, ,b) (car 0£IR? ).

¥ >1, X (A x) et V sont indépendants, d'ous en reprenant le méme

raisonnement du 1), on montrera facilement quef(X y U bi) est L.C.T en X
b) Supposons que X (x) et V sont dépendants, alors la
trajectoire de X issue de X, est contenue dans
D ; par suite3e>0:Ytelo, € , X, (xo) est
définie. 3]
Il est clair qu'on peut atteindre le plan P
(bI , bz) a l'instant t par):(X , U, bi)'
D'autre part ¢ change de signe entraine qu'il
existe deux points x; , x:) appartenant 2 P
(bI , b2) tels que les trajectoires de X issues
de x* et de x” sont situées de part et d'au-
tre du plan P (bI , bz)‘
Soit €_, €. >o0 tels que /’
1’72 t

4

Vtelo,, z—:I[ P X, (x; ) défini.

Q‘No

Vtelo, &:2[ : X, (x;)) défini.

Alors en prenant :
n = inf (eI ,€2)

on montre facilement quth € Jo, n[; on peut atteindre l'espace limité par :
P (Xt (x; ), bI , b2) et P (Xt (x;) R bI , b2) a2 l'instant t par Fx, u, bi)'

Par conséquent F (X , u, bi) est L.C.T en X o

Réciproquement

Supposons que ¢ a un signe constant, alors appelons P* (bI , b 52
oxI) si ¢ 20) le demi-espace limité par P (bI , bz) de direction ox . On a¥yeP
(bI , bz) , X (y) pointe vers P* (bI , bz’ oX ) ; il s'ensuit que toutes les trajec-

toires de ):(X y Uy bi) issues de X, e trouvent dans P* (bI , b2 , oxI). Par conséquent
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Yt>o: X, (xo) € Fr B(t , X) donc}( X, u bi) n'est pas L.C.T en x .
3) Soit x € R : X (xo) =0

Supposons que a) n'est pas vérifié, alors¥y e P (x0 b, b2) , X
(y) = o . Il s'ensuit que toutes les trajectoires issues de P (xO , bI , bz) sont conte-

nues dans P (x0 , bI , b2) ; on conclut que :
Vtso, intB,x) =0
d'ol :):(X y Uy bi) n'est pas L.C.T en X o

Supposons que b) n'est pas vérifiée, alors l'application x — X,
(x) a un signe constant. Il s'ensuit queYyeP (x0 , bI , bI), la trajectoire de X
issue de y se trouve dans l'espace limité par P (xo b, bz) (droit ou gauche)

(Figure 11.8)

Coté droit dans le cas de la figure

A

- - - - e - = - '

X, o ‘}/

_—— -t -

Y

P(’(O) h:";) e

(Figure 11.8)
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Par conséquent x € Fr B (t, xo) sVt >0 dou :)t(X ) U bi) n'est
pas L.C.T en Xor

Réciproquement

Soit X'I la restriction de XI ap (xo ,b_, b&), alors V (xo)(\P

.. . 0 .0y = 0

(xO , bI , bz) est un voisinage du point (x2 , x3) (ol (xI ) Xy 0 Xy
p (xo ) bI , b2) non singulier pour X'I. Or X'I est C®donc il existe deux points

+ - s + -
Yo €t ¥, appartenant a V (xo)ﬂ P (xo g b2) tels que X! (yo ). X! (yo) < o.

) = xo) dans

D'ou : 3 € s €,7 0 tels que les trajectoires

23
t X, y') te [o, e [ -
e o )
t— X, ) telo, ¢ [ 7.
sont situées de part et d'autre de P (xo , bI , T~
bz)' . ’

L # »)
Soit n = inf , €), al telo,nl, / bt
i in ( € 62) a ors.\/ . e[ nl , )(t(v_) ' \/Q‘»)(\?LA

on peut atteindre l'espace limité par : °t
+ - :
| (Xt (YO) ’ bI ’ b2) et P (Xt (YO) ’ bI ’ bZ) \ .
a l'instant t par des trajectoires de la F.C.V 0 : % _
] ’/ x
¥, u, bi)' On conclut que F (X , u, bi) A V7 s
est L.C.T en X Ce qui acheéve la démonstra- /x:’ ?KIO,\“\L)

tion du théoréme.
Si
Remarque : ¢ = IR?, X est tangent au plan P (bI ) bz)’ par suite toutes les
trajectoires de ?(X » Uy bi) issues de P (bI , bz) sont contenues
dans P (bI , bz) donc : Vt >0, VxeP (bI , bz), intB(t ,X)= Q;

il s'ensuit que ¥ (X , u; bi) n'est L.C.T en aucun point de P (bI , b2)°

II.2.2. Application du théoréme aux champs

quadratigues dans R?

Soit X un champ quadratique dans IR3

X=(PI,P2,P3)
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Exemple 1 :

Prenons PI de la forme

- ! 1 !
PI (xI » X, s x3) = (axI + bx2 + cx3) (a X+ b X, +C x3).

Pour un point x = (x2 , x3)€P(bI , bz) on a

o(x)=(0b X, +C xs\ (b X, + c' x3)

Soient les droites
DI={(x2,x3):bx2+cx3=o} VI=(-c,b)

D {(xz,x3):b'x

) +c'x3=o} V2=(-c',b')

2

Alors

I)}:(X ) U bi) est L.C.T. en tout point x ¢ P (bI , bz) - (DIU Dz)

2) si X€ DI.

det(X(x),VI)z-(bPz(o,x2,x3)+cP3(o,xz,xs)
c'est un polyndme homogene de degré 2.

Si det (X (x), VI ) = o, la trajectoire de X issue de x est contenue
dans D_, par suite F(X , u; bi) est L.C.T en x si et seulement si : bc' - c' bz o.

3) Supposons que {x : X (x) = o } est non vide, alors il est contenu
dans la réunion des deux plans P_, P, définis par :

P. = {(xI,xz,x3):axI+bx2+cx =0}

I 3

—- . ! ! 1 -
P, = {(xI,xz,x3).a x +b'x +c x3-o}
soit xO:X(xo)=o

F(X, u; bi) est L.C.T en X, si et seulement si

a) (b#o ou c#0) et (b'#0 ou c'#0)

b) 'un des déterminants
b ¢
y bl Cl

a b
al bl ’

a C

a' ¢

est non nul.
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En effet la condition a) entraine que P (xO , bI , bz) n'est pas sin-
gulier pour X la condition b) entraine que PI change de signe de part et d'autre
de PI et de P2 donc }:(X y Uy bi) est L.C.T en X

;S
/
XN
/\
S S —>
/,,’ "(I;)
o
YR, 7
= &)
I'd o -
,” ﬁt:.
o' >




- 80 -

Exemple 2 :

Prenons PI de la forme

P (x =X X_+ X_X
I(I’Xz’x3) 1 X5 23+x3xI

Pour un point x (x2 , x3) €P (bI , b2) on a

9 (x) = X, x3

{x: o) =0} D®b)U Db)

¢ change de signe sur IR?, donc }’(X ;U bi) est L.C.T en tout
point x de P (bI ) b2) tel que X (x) # o.

. 2 . _
Soit xoelR : X (xo) =0

Il est clair que P (xO ) bI ) b2) n'est pas singulier pour XI donc a

fortiori il ne l'est pas pour X. Il est évident que :
X & x:P (x)=0} < { x:X () =o}

(0 0 0
Posons Xy = (xI » X5 0 Xy ).
Si x(I) = o alors PI (xo) =0&y X € D (bI) ubD (bz)' Or la fonc-
tion PI définie sur P (x0 , bI , bz) (=P (bI , bz) ) est dans ce cas ¢ ; comme ¢
change de signe sur un voisinage de X alors F(X , u; bi) est L.C.T en Xor

Supposons que x(l) # 0, alors 3V (xo) tel quer = (xI » X, x3)

€V (xo).

Ona: X, #0; d'ols en posant :

X, X
X= =%, Y=—o~=- et Q(X,Y)=X+Yx+XY

1 I
On obtient :
P(XI,XZ,X3)=O<_1_">Q(X,Y)=O
o o Il est facile de voir que Q change de signe sur un voisinage de

(=2 = 1) ; par suite P change de signe sur un voisinage de
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(x? , xg , xg ). Donc }—(X U bi) est L.C.T en x_ .

Exemple 3

Prenons PI de la forme

P (x ,x ,x)=xX X_+X_X
1(1’2’3) 172 371

On a alors ¢ (x) =0, Y x € P (bI , bz)’ Cette égalité entraine que
X est tangent au plan P (bI , bz)’ donc toutes les trajectoires de Fx, u; bi)
sont contenues dans P (bI , b 2), Par conséquent :

Ve>oint Bt ,x) =0

donc F (X, u; b)) n'est pas L.C.T en aucun point de P b, ,b,)

H 2 . —
Soit xoG_IR : X (xo) =0

Sixoe{x:PI(x)zo}C{x:X(x):o}

Or {x:P W =0}=P®b, ,b) UY

I
ol1 J est le plan défini par :

(fz{x +X =0}

2 3

Si x € P (bI b2), alors pour tout voisinage V (xo), ¢, = ¢ =0sur
Vx)N P ,b) donc F(X , u; b,) n'est pas L.C.T en x .

Si XOQ(S) -P (bI , b2) alors il existe un voisinage V (xo) tel que :
P, change de signe sur V (Xo)ﬂ P (xo , bI , bz)' Par suite F (X, u, bi) est L.C.T

en X .
(o)
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L.C.T DES F.C.V SUIVANTES

CHAPITRE Il :  {X+uY,-'Sus'} OUXET Y HOMOGENES SUR IR?
(X, uY}, g

ey

OU X ET Y HOMOGENES SUR IR?

=

Dans ce chapitre, on va étendre certains résultats obtenus dans les
chapitres [et Taux FC.V: { X +uY,-1% ust} et{X,u Y}uemd‘ XetY

sont deux champs homogenes sur le plan tels que d (X) 2 1, d (Y) 21.

Le premier paragraphe traitera 1'étude de la L.C.T de la F.C.V
{X+uY,-12us1} enun point x non singulier de X et les propriétés de stabi-
lité et de généricité. '

Le deuxieme paragraphe est consacré a I'étude de la L.C.T de la
F.CV{ X,uY} uelR €N un point x appartenant a 'ensemble H défini par
H = { (xI , xz)ele P X Q2 (xI , x2) - X, QI (xI , xz) =0} ou QI et Q2 sont
les composantes du champ Y.

Dans ce paragraphe, on donnera une condition nécessaire et suffi-
sante de la L.C.T en un point x ¢ A tel que X (x) # 0. Dans le cas oli x€A, on
donnera seulement une condition suffisante qui en général n'est pas nécessaire
(Théoreme 1Il.1.3). En utilisant le critere géométrique de HERMES (R H)z’ on
montrera dans la proposition Ill.1.4. que si la F.C.V{ X +uY, - 1sust} est
L.C.T en au moins un point, alors elle I'est presque partout.

IIT.1.1. Proposition

Supposons que les champs X et Y sont colinéaires (I'¢ = R2 ),
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alors XX , Y) n'est L.C.T en aucun point de IR®.
Preuve :

Remarquons d'abord que de tels champs X , Y existent, par exem-
ple : pour m =n =2

- 2
X (xI , x2) = (xI ) X x2)

_ 2
Y(xI,xz)_(xIxz,xz)

Montrons maintenant la proposition.

Il est clair que Vx€IR? , 32 (x)€R : X (x) =A(x) Y(x). Soit u g
[-1,1] ;alors le champ ZY défini par ZY (x) = X (x) + u Y (x) est colinéaire
au champ Y.

Soit Xo € IR? ; montrons que};(X , Y) n'est pas L.C.T en L

Si Y (x)#0, alorsJe>o: Ytel o, €, Y, (x,) est défini. Con-
sidérons la sous-variété Sy de dimension 1 définie par :

SY={Yt(x0):t€[0,€[}

AlorsVy e SY,ETG_[ 0,e[:y= Y (x ) yAS (Y (x ) est colinéaire
ayY (Y (x ) donc le champ Z" est tangent 3 la sous- vanete SY par suite d'a-
prés un resultat de géométrie différentielle, toutes les trajectoires issues de Sy du
champ Z" sont contenues dans S . On conclut que Yt > o, 1nt(]£'( , xo) = @ ;
donc (X , Y) n'est pas L.C.T en x,.
SiY (xo) =oet X (xo) =0 alors«A’(t , xo) ={xo}

SiY (xo) =oet X (xo) # 0, on considérera la sous-variété Sy
définie par

={ X, &) :t€lo, nl1

et en procédant de 1a méme facon, on a le méme résultat.
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IiT.1.2 Remarque

Ce résultat est vrai pour toute F.C.V (X, Y) ot X et Y sont
des champs C*.

III.1.3. Théoréme

Supposons que A #IRZ%.

) 2 .
Soit XOGIR : X(xo);fo

1) Si Xo € T-A alors/%(X , Y) est L.C.T en Xor

2) Si X,€ Tna, une condition suffisante pour que Ax » Y) soit
L.C.T en x est que : X (x) est indépendant avec \f (Vi i est tel que xe‘.Ai).

3) Si xoel’c, alors »(X , Y) est L.C.T en X si et seulement si X (x)
est indépendant avec Wj , (j est tel que x ¢ I‘j). |

Preuve :

1) évident d'aprés (R H)2
2) Soit x,€ TN A 1

Si X (xo)est indépendant avec V,, (8L)
alors3e >0 tel que¥telo, ¢f :
X, (xo)e I'- Adonc (X, Y) est L.C.T en X

3) Si X er alors dief1, ..k}
tel que x € I

o

Supposons que X (x) est indépendant o
avec W, alors 3¢ >0 tel queVtelo , el : XT(X) €
T- A; par conséquent A(X , Y) est L.C.T en X

v

Réciproquement

Supposons que X (x 0) est dépendant avec W.. Puisque X (x) et Y (x)
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sont dépendants, alors pour tout X €IR les vecteurs X (>\xo) et Y (A xo) sont
colinéaires au vecteur Wi ; par conséquent, Y u € [-1,1], le champ ZEX+uY
est tangent 2 la sous-variété Pi’ il s'ensuit que toutes les trajectoires issues de T;

sont contenues dans ri’ d'ol :

Ytso, intﬂ(t , xo) =@

Par suite 3(X , Y) n'est pas L.C.T en x .

III.1.3. Proposition

Si A= IR?, alors,&(X , Y) n'est L.C.T en aucun point de T' .

Preuve

Supposons que ¥V x € IR? : Y (x) est colinéaire a [Y, X] &.

Soit x € T, alors les courbes intégrales de Y et de [Y, X]en
tout point X, (x) se trouvent du méme cdté. D'apres (R H)Z/%(X , Y) n'est pas

L.C.T en Xo

On va maintenant étudier les propriétés de stabilité et de géné-
ricité de la L.C.T de la F.C.V_)(X , Y).

III.1.4 Proposition

Soit la F.C.V.5(X, Y), d (x) = m, d (Y) = n. Supposons qu'il existe
X, € Ttel que H(X , Y) est L.C.T en X o alors l'ensemble.@ = [xeR? : B(X,Y)
L.C.T en x } est dense dans IRZ.

Preuve

Par 1'absurde :

Supposons qu'il existe un ouvert O de IR? sur lequel}(x , Y) n'est
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L.C.T en aucun point. 9 contient un ouvert sur lequel X et Y sont indépendants

car sinon :

Y xe O, det (X (x), Y (x))= o, d'ois par analycité, det (X (x) , Y
() = oY x€IR? clest-a-dire T¢ = IR?, ceci qui entraine d'apres la proposition

précédente que b (X , Y) n'est L.C.T en aucun point de IR? (contradiction).
Soit U < O tel queVx g U:det (X(x),Y x)#o.
D'apres (RH), , puisque ¥ x € U, (X, Y) n'est pas L.C.T en x,

ona:
VxeU:det (Y, [ X,Y]®)=0
Donc¥ x€IR? :det (Y (x), [ X, Y J(x)) = o (par analycité).

Par conséquent 5(X , Y) n'est L.C.T en aucun point de T (proposi-
tion 111.1.3) Contradiction avec I'hypothese.

ITI.1.5. Remarques

1) La proposition précédente est vraie pour toute F.C.V [ X+uY,

-1<u <1} ouXetY sont analytiques.

2) X, peut &tre choisi méme dans T €, car dans ce cas A # IR?, r¢zR2
donc _%(X , Y) est au moins L.C.T sur T - Aqui est dense dans IR? pour X et Y

homogenes.

Avant d'énoncerla proposition Ill.1.6, remarquons que la donnée d'un

champ X homogene de degré m est la donnée de 2(m + 1) coefficient réels, d'ou

son identification 2 un élément de IRz(m”).

III.1.6 Proposition

Considérons les ensembles suivants :

A= { (x,x,x)em2(m+"+3): xeTr(X,Y)-2a(X,Y)}
B-{ (X,Y,xeRXMM) 55 Y)L.CTenx ]
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Alors

A est un ouvert de le(m+n+3)

B est dense dans [Rz(m+n+3)

Preuve
1) Soit (X , Y, x) € A, alors on a':
det (X (x), Y (x) # 0
det (Y @), [X,Y](x# o0

d'ois I'existence d'un voisinage V de (X, Y , x) qu'on peut prendre de la forme
V=VXxV)xV k),

+ A

~

A

tel queV(X' , Y ,xDeV:ix'e I'(X',Y)- A (X",Y")

2
donc A est un ouvert de IR (m+n+3)

On conclut que si x QF(X,Y)' A(X’Yf'est-a—dire);(x , Y)L.C.T
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enx, alorsﬁ(X' , Y') est L.C.T en x' pour tout (X', Y', x') € V.

2) Par l'absurde :

Supposons qu'il existe un ouvert O de mz(m+n+3) tel que :

VX', Y',x)€0,5(X', Y n'est pas L.C.T en x'.

Ecrivons :

k

rex,y)- UJ r.ox,yy
j=r
( ) \k} ( )
XI,le .X',Y'
g i:I Al

A(X"Y') non L.C.T en x' entraine que x‘¢ I-A ; d'ou l'existence de (i , j)€
{1,..k}x {1,.k'} tel que x'ed; U l“j, par suite il résulte du théoreme

lI.1.3 que, Y (x' , Y', x)€Oona:

k k'
(1) I I det (X' (x"), v, (X', Y))x | l det (X' (x"), wj xX',Y))=0
i=1 i=1
Par analycité, (1) est vraie pour tout (X , Y, x) €R 2m-+n+3) Con-
tradiction.
Contre exemple

m n n
X(XI,X2)= (O,XI )’Y(xl’xz)z(xz’_xl)

n+1 n+1I1

A:{(xl,xz):nxI +mx, =0 }

l"c={(xI,x2): xI=ooux2=o}
Si n est impair A= { (0,0) }

0
(%)

X (WI) = W2 » X (Wz) = WI.
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Les vecteurs X (Wi) et Wi (ie{ 1,2} ) sont indépendants, par
suite (1) # o.

Si n est pair :

I I
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
n x +mXx = (n X)) + (m X_) =0
I 2 I 2
.
n+1

) est un vecteur directeur de A = AI

Or det (X (VI) , VI) # 0. 1l s'ensuit que (1) # O.

On conclut que B est dense dans R (m+n+3)

On a vu dans le chapitre 1l que la F.C.V { X , ub }u cR St L.C.T
en un point x € D (b) = {(xI , xz)G.IRZ: x, b -x,b = o} si et seulement si
betX (xo) sont indépendants. Dans ce paragraphe, on va montrer que ce résultat

reste vrai pour la FCV{ X,uY }uc_IR sous certaines conditions.

Posons : Y (x) = (Q, (x), Q, x)), x =(x_,x,)
R(x)=x Q,&-x,Q (x)
H={xelR?:R (x)=o0}

R est un polyndme homogeéne de degré (n + 1).
k
Supposons que H s'écrive H= U H. (Hi des droites).

=

- -



IIT.2.1 Proposition

Soit x € H, une condition nécessaire et suffisante pour que int

b, x 20

Vt>oest:X (xo) et Y(xo) indépendants.

Preuve :

Remarquons d'abord que xoe_H est équivalent a dire que X, et
Y (xo) sont colinéaires. On va montrer que la premiere implication est vraie pour

X, quelconque de IRZ.

Supposons que X (x o) et Y (xo) sont indépendants.

Y (xo) # 0 entraine qu'il existee> o tel queV te[ o, e[, Y (Xt
(x,) ) # O ; par suite I'application ¥, (t e[ o, €[) définie par :

‘i’t t:R.— IR2

g 6)=Y, (X, (x))

S

est bijective d'un voisinage Vt de O€ R dans un voisinage de Xt (xo). Soit Ft =

v (Vt) ,telo, €[, Ft est une sous variété de dimension I.

o 1l

X (x,)

Les (Ft) 0 St< e définissent un feuilletage de dimension 1 d'un
voisinage de la trajectoite { t — 5 X, (x ), o< tse } qu'on notera :
V€ (X, xo)
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Soit t € [ 0, € [ et soit U l'ouvert de IR? contenu dans V_ (X , xo)

=~ .
.....

\
limité par les feuilles, F, et F,
qu'on notera : D (F0 , Ft)' ‘

Montrons que U Bt , Xo)

soit z € U, alors : X (lo)
xo__x__y en un temps t <t f
y __UY___ Z en un temps us o

weR , s th). On peut choisir
u assez grand pour que us + t =t ( Figure IiL.1)

donc x w

o z au temps t.

(u>0,s >o dans le cas de la figure, si s < o on choisira u < o).

Réciproquement, soit x € H. 4

Supposons que X (xo) et Y( xo) sont dépendants. HA
X, et Y (xo) sont dépendants entraine que la

trajectoire de Y est entierement contenue dans
H.. Par suite les champs X et Y sont trangents

a la droite Hy; Il s'ensuit que toutes les trajec-

)

toires de F (X , Y) issues de Hi sont contenues

dans Hi ; On conclut donc :

Vt>o intB(t,xo)=a) CQFD

Avant d'énoncer une proposition, on va donner une définition.

II1.2.2. Définition

Soit y € IR? et A(y) la droite passant par y. On dit que Y (y)
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pointe 3 droite (respectivement 2 gauche) de A(y) si (figure Ill.2)(respectivement
figure I1L3).

Ehi My)

¢ Y(y) 3

(Figure I11.2) (Figure I1L.3)

IIT.2.3. Proposition

Soit X, € H. Supposons qu'il existe un voisinage V (xo) de X tel
que :YyeV (xo) , X (xo) et Y (y) ne pointent pas du méme cdté des droites H,
et Aly) ; Alors F(X, Y) est L.C.T en X, si et seulement si X (xo) est indépen-
dant avec Y (x o) ’

Preuve :

L'hypothése de la proposition lll.2.3. signifie géométriquement que
I'allure de l'orbite de Y au point y est donnée par les figures suivantes possibles

. N 2 T f A
T H; f b\,\')\ \>\® b\'b\ NG
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Etudions le premier cas (la démonstration est la mé&me pour les

trois autres cas).

Supposons que X (x ) et Y (x_) sont indépendants.

Soit n> o tel que Yt (xo) est définieV t € ] -n, n [ et soit to€
Jo,n [ (cas de la figure‘\’_!_\‘.b) ), alorsIA>1 ¢ Y

€,n, t assez petits pour que l'on ait :

to (xo) = A,xo. Choisissons

a) les trajectoires suivantes :
t__,xt(xo), t 'Xt(“o)
Soient contenues dans V (xo) N VE(X , xo). (Ve (X, xo) est le voi-

sinage de X, (xo) défini dans la proposition IIl.2.1).

b) la feuille F_ passant par le point X, ()\xo) est telle

que T<E¢€ ) M-I

é(t} E,: ﬁi‘a“me,j__f.. 3
q
° A Oy
Alx)
>

Considérons le voisinage de Xt (xo) détinie par :

V=D(FO,FT ){\V(xo)(\Ve (X,xo)
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Montrons que Ve B(t , Xo)

N
WL
2 R R &
; -
a
(Figuré ll.4) (Figure IILs.)

Supposons que z € D (FO , Ft){\ \4 (xo){\ VE(X , xo) ; alors 3 t,

5 tels que :

avec tlg] o,t[ , s, € Jo, nl (figure IIL4)

Soit uelR , z = (u Y)sI o th (xo)
u

FX,Y)
z

s
Choisissons u tel que —uI— +t o=t Il s'ensuit que X,

a l'instant t.
SizeD (Ft ,E )NV (xo)(\Ve X, xo), alors3t, € lo,e[,

szc]o,n [,s'2€ - n,o0 [,uoelR et u €R tels que :

n
=<
o]

>
S

z
=Y, oX, oY, (x) (Figure Ills)
2

= (u Y) 0 Xt (0] (U Y) (XO)

2 (uz -t 2 O[uo -1
_2 o
s
2 to



par suite ¥ (X ,

seulement si les

Preuve :
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<
Or t,< , donc t,<t

t
Am-1
D'oir :

En choisissant u, et u, convenablement on obtient :

-4 u -4
(:22) +(tz )+ t, =T
FX,Y)

Par suite x —________z 24 l'instant t.

Donc F (X, Y) est L.C.T en X,
Réciproquement

Si X (xo) et Y (xo) sont dépendants, alors intﬁ(t , xo) - ¢ Ve> o,
Y) n'est pas L.C.T en X

IIT.2.4. Proposition

Supposons que d (X) > 1.

SiH=IR? , alorsF (X, Y) est L.C.T en un point X € R? si et
vecteurs X (xo) et Y (XO) sont indépendants.

Remarquons que dans ce casY y€IR? , Y (y) est parallele a A(y) ;

en plus la trajectoire de Y issue de y est contenue dans A (y).

Soit € >0 : X, (xo) est définieY te[ o, ¢ [

SoitnIQ]o,e

Alors on a :

[telquenl <e-t
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n

. t 1
Puisque x>1 , T + M1 <t

"1 .y .

Posons n= et considérons le point X (Ax)
m- t o
A (T *+1 )

A
Soit C le cdne limité par les droites H,et A((Xt ) (Axo) ) ; en
+N
posant : Am-1

szE (X,xo)ﬂC

Il est facile de voir que : X, (xo) ceve R, xo). Par conséquent
F(X » Y) est L.C.T au point X .

III.2.5. Remarque

Dans la proposition I11.2.3. on a utilisé 1'homogénéité du champ X
pour atteindre le point z 3 partir de >\xo (2 1'aide du champ X en un temps stric-
tement inférieur 2 t). Or le point X x  est atteint a partir de X, bar le champu Y
en un instant qu'on peut choisir arbitrairement d'ou le choix de xoe H.

Si xo¢_ H et det (X (xo) , Y (xo) )# o, I'allure de l'orbite de Y au
point x J est donnée par la figure IlL.6.

1» /}
)X, X,
Fe
ﬁ:)/@ Fe ’ 'X& X,
/ F ) )

4

&y P/
7 , }

'//// / xt(lo)

(Figure 111.6.) (Figure Iil.7.)



tir de Xo est :

- g7 -

En prenant t € [ 0o, €[, Eassez petit on peut avoir :

Xt (xo)¢H et Xt (Axo)¢H

>\l'n--I

Soit z € D (Ft' FT ). Une possibilité d'atteindre le point z 2 par-
Xy ——— X, au temps tI
X —— X (voir figure IIL.7.)

X, ———___X_ au temps 1:2

La difficulté qui se pose pour atteindre le point z au temps t

réside dans le fait qu'on ne sait pas comment varie t + t, en fonction de t -

dans le chapitre Il on a vu que F(X , b) n'est L.C.T en aucun point de IR? si X,

ne dépend que de la variable x, et b =( (1) ). Il s'ensuit qu'en général on ne peut

rien dire pour la somme t o+t




ITT.2.6. Exemples d'applications

Exemple 1 :

m=n=2

2 2 2
X(xI,xz)_(xI+x2,xI)

2 .2
Y(xl,xz)z(xl-xz,o)

ki /4
_ . 2,2 ' Xe (M
_{(xI,xZ)elR2 PX, (xI-xz)_o} ' )_( o)
. AR
soit X | = (1,0) , X (xo) pointe 2 gauche '
de ox_; Y (y) pointe a droite de A (y) pour - v >
3 ) X, A,

yeVv (xo).
Comme det (X (x ), Y (x_)) ¢o,f(xﬁ/s)t L.C.T au point x_.

Exemple 2

- (v3 - (x3 _ 2 3y
X(xI,xz)_(xz,o),Y(xI,x2)_(xI 2x] X, x2)
_ 2 . Cx 2 -
H={& ,x)eR? :x x (x -x)*=o0}

c _ 2 . -
r _{(xI,xz)elR :x. =0}

soit Xg = (2, 2), la trajectoire de X issue
de X = (2 , 2) est une droite.
X (xo) pointe 2 droite de H_

pour y €V (xo) , - Y (y) pointe 2
gauche de A (y) d'ou I'allure de l'orbite
de Y au point y comme l'indique la figure,

(y= X, (Ax) ).

A2
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Exemple 3
m=3,n=1

X(xI,xz)z(bxi‘x +dx3,a'xi‘+c'xlx§),Y(xI,x2)=(xI,x2)

2 2
H = R?
det (X (x), Y (x) = - a' x‘;' +b-c" xf xi +d x:.

doncsi(b-c'+4adc< o,;(X , Y) est L.C.T sur tout IR? - { (0,0) }
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CONCLUSION

Ce travail ne constitue qu'un premier pas vers la recherche de
la locale controlabilité le long de la trajectoire X des systemes homogeénes sur
R" ( n 23), dont I'importance est considérable.

D'autre part le critere de HERMES (RH), n'est pas vrai dans IR?,
par ailleurs HERMES a donné des conditions nécessaires qui ne sont pas suffisantes
ainsi que des conjonctures. Il serait donc intéressant d'étudier la L.C.T de la F.C.V

{(X+uY,-1sus1} dansIR?® o X et Y sont deux champs homogénes dans IR3.

. Dans le chapitre Il de ce travail, je n'ai rien pu dire pour la F.C.V
{ X, ub }uelR si elle est (ou non) L.C.T en un point x €IR? tel que { b, X(x) }
indépendants. 1l serait donc souhaitable d'étudier ce probleme et le généraliser a
la F.C.V {X, u YI y e U Yn—I } avec :

[0~ Y, sont des champs homogenes sur »an

su, .eu o, sont des contrdles non bornés.
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