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1-Introduction.

L'instabilité de la déformation plastigue de nombreux matériaux,
métaux ou polyméres, est couramment observée lors de processus ou la
vitesse de déformation est importante. C'est notamment 1le cas de
l'usinage & grande vitesse, du formage par explosion ou du
magnéto-formage, et des déformations provoquées par 1'impact d'un
véhicule ou d'un projectile. De nombreuses observations conduisent &
penser gque 1la localisation de 1la déformation Plastique qui en résulte
agit commme un précurseur de 1a rupture du matériau; on comprend dés
lors 1'intérét considérable porté & ces phénoménes{ comme en témoigne
l'abondance de la 1littérature internationale.

Néanmoins les instabilités des déformations plastiques produites
a grande vitesse demeurent en général mal comprises. On reste en effet
perplexe devant 1'énumération des facteurs physigues qui sont jugés
importants dans leur développement: écrouissage du matériau, sensibilité
a la vitesse de déformation, adoucissement thermique et couplage

thermo-mécanique, conduction thermique, transformations de phase, effets

<
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d' inertie, adoucissement 1ié a 1'évolution des textures, a
1'endommagement du matériau, adoucissement géométrique et conditions aux
limites. La prévision des instabilités des structures soumises & des
chargements complexes & grande vitesse est hors de portée a ce jour, et
les études en cours portent en général sur la prévision et
l'interprétation d'instabilités observées sur des configurations
expérimentales relativement simples et sous des conditions & la limite
controlables: striction en traction uniaxiale et biaxiale, bandes de

cisaillement obtenues par 1la torsion de tubes minces par exemple.



Néanmoins, les problémes rencontrés demeurent nombreux, et 1l'on peut
pour les besoins de 1l'exposé les répartir un peu arbitrairement en trois
classes:

1)Les problémes liés a la formulation des lois de comportement
des matériaux, tant aux grandes déformations qu'aux grandes vitesses de
déformation, tant du point de vue de 1a description phénoménologique gque
de 1'interprétation ontologique basée sur la physique microscopique.

2)La description de l'instabilité proprement dite, c'est-i-dire
de la compétition qui se produit entre facteurs stabilisants:
écrouissage, sensibilité & 1a vitesse de déformation, conduction
thermique, effets d'inertie d' une part, et les facteurs déstabilisants
d'autre part: adoucissement géométrique , textural, thermique, et
endommagement.

3)Les problémes méthodologiques liés a 1'étude de l'instabilité
et de la localisation de déformations plastiques homogénes en général
instationnaires.

Ces trois aspects seront successivement traités au cours de ce
travail. Il n'est naturellement pas question d'épuiser le sujet, ni méme
d'en faire une revue exhaustive. Nous prenons le parti ée n'exposer ici
que nos travaux personnels, obtenus en collabdration avec A.MOLINARI et
G.CANOVA, au risque de ne présenter ainsi gu'une vue partielle du sujet.

Au Chapitre 1, nous discutons de 1la formulation de lois de
comportement adaptées aux grandes déformations plastiques et aux grandes
vitesses de déformation. Nous présentons tout d'abord un certain nombre
de modéles d'écrouissage cinématique en grande déformation plastique,
basés sur différentes dérivées objectives, et pourvus d'effets de
mémoire. Nous discutons leurs propriétés en traction-compression simple

et en glissement simple, notamment du point de vue de 1l'instabilité des



déformations plastiques homogénes. Leurs statuts themodynamiques sont
précisés, et une interprétation en est donnée dans le cadre de 1la
théorie des repéres directeurs de J.MANDEL lorsque cela est possible
(FRESSENGEAS- MOLINARI 1983 ; 1,2). Puis une approche de 1'adoucissement
textural des métaux aux grandes vitesses de déformation est proposée
(CANOVA- MOLINARI -FRESSENGEAS 1984 , CANOVA et al 1986), ou 1' on
considére que les glissements sur les pPlans cristallographiques suivent
une loi visqueuse. La loi de comportement obtenue peut étre
représentative du comportement du monocristal aux grandes vitesses de
déformation. Les conséquences relatives a l'instabilité de la
déformation plastique sont également discutées.

Le chapitre 2 illustre 1les influences contradictoires des
facteurs stabilisants: écrouissage, sensibilité & 1la vitesse ,iﬁertie,
conduction thermique, et des facteurs déstabilisants: adoucissement
thermique et géometrique, sur 1la ductilité des matériaux en traction
uniaxiale (FRESSENGEAS- MOLINARI 1985). Les aspects "isothermes":
textures et endommagement ne sont pas pris en considération dans ce
.éhapitre, et 1' accent est porté sur 1' influence des effets g’ inertie
et des effets thermiques, qui peuvent é&tre prépondéraﬁfs aux grandes
vitesses de déformation. Les méthodeg de linéarisation, classiques dans
1' étude des phénoménes d'instabilité, au moins pour une premiére
approximation, sont utilisées et discutées. Des analyses non linéaires
analytiques et numérigues sont présentées, qui permettent de décrire
convenablement 1' accroissement dynamique de 1la ductilité, et éon
affaiblissement adiabatique. Les résultats théoriques obtenus sont
comparés aux résultéts expérimentaux disponibles.

Au chapitre 3, on montre que les concepts d' instabilité et de

localisation de 1' écoulement plastique sont en général différents, et



gue la formation des bandes de cisaillement n'est pas en général
correctement prédite par 1le concept classique d'instabilité de 1a
déformation plastique, mais au contraire par celui de localisation. Une
nouvelle méthode de perturbations,appelée méthode de perturbations
relatives est présentée (FRESSENGEAS- MOLINARI 1986) , qui prend en
compte le caractére instationnaire de la déformation plastique homogéne,
et permet d'étudier la localisation de 1la déformation. Les critéres
d'instabilité fournis par les méthodes classiques et les critéres de
localisation fournis par 1la méthode relative sont comparés, pour
diverses conditions aux 1imiteé, et 1ils sont confrontés aux données
expérimentales actuelles. L' influence de 1la taille des défauts et de
l'adiabaticité de la déformation sur 1l'instabilité et la localisation de
la déformation plastique sont discutées.

Le chapitre 4 présente des résultats anlytiques et numérigues
non-linéaires relatifs a la formation de bandes de cisaillement sous
contrainte imposée dans des métériaux a trés faible écrouissage, comme
certains alliages de Titane. Pour des conditions & la limite isothermes,
on met en évidence une contrainte critique au deld de 1laquelle 1la
déformation plastique est nécessairement instable. En ééssous de cette
contrainte , 1'instabilité est conditionnelle: une méthode de
perturbations non-linéaires permet de montrer 1l'existence de défauts
critiques et d'approcher les déformations critiques de 1localisation.
Pour des conditons adiabatiques & 1la frontiére, une méthode de
perturbations non-linéaires relative fournit également une approximation

des déformations critiques de localisation.



CHAPITRE 1

I Représentations du comportement'plastique anisotrope aux grandes

déformations

1. . Introduction

Les modéles d'écrouissage cinématique représentent 1'anisotropie
d'écrouissage par le déplacement tensoriel X du centre de la surface
d'écoulement; dans 1le domaine des faibles déformations plastiques,
l'évolution de la variable interne X est régie classiquement par la loi

de Prager-Ziegler:
(1.1) X = 3(3)D

pour laquelle la dérivée particulaire X de X est colinéaire au tenseur
des vitesses de déformation plastique D; B est une fonction scalaire de

la déformation plastique cumulée :
t
Y = JO(ZQ : Q)I’Edt. La dérivée particulaire n'étant pas objective,

l'extension de (1.1) aux grandes déformations plastiques n'est pas

possible sous cette forme; on fait généralement appel & Ya dérivée de

v
Jaumann X de X:
< -
(1.2) X =X+ X.Q - Q.X

(€2 : tenseur des vitesses de rotation) pour en assurer l'objectivité,
et 1'on pose :

(1.3) X = B(¥) D

Ce modéle donne des résultats satisfaisants en traction-compression
simple; en revanche, les prédictions obtenues en traction-compression
cyclique, ou il n'apparait pas d'hystérésis, et surtout en glissement

1y0
010
001

simple, de gradient de déformation F = (Figure 1), ou 1la
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Fig. 1. Glissement simple.
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Fig. 2. Contrainte de clsalllement en fonction de 1la distorsion, X,—
dérivée convective covariante, z — dérivée de Jaumann, & — asrives En
o

rotation propre. Aux grandes valeurs de Yy la courbe (X) possdde une
.9

asymptote paralléle a X_, 2 — dérivée type rotation propre., v = 0.9.
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contrainte de cisaillement t évolue de maniére cyclique en fonction du
glissement ¥ [1], sont inhabituelles (Figure 2). L'analyse cinématique
du glissement montre que le repére corotationnel est affecté dans ce
cas d'une vitesse de rotation constante ¥/2 par rapport au repére
de référence £ : cette rotation continue est a 1l'origine des
oscillations engendrées par 1la dérivée de Jaumann . On verra
néanmoins au cours de ce chapitre qu'un tel comportement peut

étre rencontré , notamment aux grandes vitesses de déformation.
Différents auteurs ont proposé des lois d'évolution de X modifiées

de maniére & prédire des comportements plus classiques ; E.H.Lee ot

al. [2] définissent dans le cas du glissement simple une dérivée de
Jaumann modifiée: la dérivée de X est effectuée par_rapport 4 un repére
dont 1la éotation est limitée empiriquement. Ce modéle ne prédit pas
d'oscillations; cependant sa généralisation a d'autres types de
sollicitations parait difficile.

E.T. ONAT [3] et Y.F. DAFALIAS [4] modifient également la dérivée de
Jaumann. Les oscillations sont supprimées ou non suivant les cas. Aucun
de ces modéles ne décrit 1'hystérésis de 1l'écrouissage cyclique.
C.FRESSENGEAS et A.MOLINARI [5,13] étudient les possibilités offertes
par les dérivées convectives covariante X, et contravariante X°: les
modéles

(1.4)> X. = B(y)D et X¢ = B(vy)D

€liminent le comportement cyclique inhérent aux modéles corotationnels.
Il y a toutefois des difficultés d'ordre cinématique liées a la
convection et & 1'incompressibilité de 1'écoulement. Un terme de
restauration destiné a introduire un effet de mémoire évanescente dans

les modéles corotationnels ou convectifs est introduit dans fs3 :
(1.5) X = B(Y)D - A()X
(1.6) X. = B(Y)D - A()¥X
(1.7 Xe = B(Y)D - A(F)IX

1]

Aux grandes déformations, il atténue les effets cinématiques de



Ak

T-T
B
’ A=Q5
,
1t Xc
[s]
X
D V=
X g75
D v=05
X
v
X
o 2 4 6 8 3

Fig. 3. Influence de la restauration sur la contrainte de cisaillement
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rotation ou de convection; de plus, il permet la description de

1'écrouissage cyclique. C.FRESSENGEAS, A.HMOLINARI [5] et Y.F.DAFALIAS
[4] proposent en outre l'emploi de la dérivée en rotation propre ; de
définie par :

(1.8) % =%+ % R.R'- R .RU.X,

R est issu de la décomposition polaire F = R. U = U.R du gradient F .

La loi d'évolution avec restauration :
(1.9 % = 83D - AY)TR
du tenseur X élimine notamment le comportement cylclique en glissemen
simple: la solution coincide avec la solution corotationnelle aux
valeurs assez faibles du glissement, puis évolue parallélement & la
solution convective aux grandes déformations, tout en assurant
1'incompressibilité de 1'écoulement. Une autre approche‘par variables
internes a été proposée par F. SIDOROFF [61].
Les modéles (1.5), (1.6), (1.7), (1.9), introduits ci-dessus sont
développés dans ce chapitre en limitant le propos & 1l'écrouissage
cinématique. Cependant, les considérations présentées peuvent étre
étendues & un écrouissage mixte isotrope-cinématique. L'écrouissage
cinématique corotationnel est développé dans le paragraphe 2; 1le
paragraphe 3 présente l'écrouissage cinématique convectif, puis on
définit au paragraphe 4 la dérivée en rotation propre et on présente
application a 1'écrouissage cinématique.

Dans chaque cas, l'influence de la restauration est analysée;
modéles sont testés en traction-compression et en glissement simple.

statut thermodynamique de chaque modéle est précisé; enfin, dans

b

t

son

les
Le

le

paragraphe 5, une présentation en est faite, lorsque cela est possible,

dans le cadre théorique des repéres directeurs établi par J.HANDEL [7].

2. Ecrouissage cinématique corotationnel

Nous considérons un matériau initialement isotrope, soumis a

un -’

écoulement plastique incompressible. La loi d'écoulement est déduite de
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la fonction seuil de von Mises :

(2.1> D = (s - XJ, A2 0.

T
On représente par s le tenseur déviateur des contraintes, et par T une

contrainte équivalente :

1 172
(2.2) T = (-(s - X):(s — X))
2

Le signe : représente le produit contracté de deux tenseurs. Les lois
d'écrouissage sont spécifiées par la fonction *(Y), et par 1'équation
d'évolution corotationnelle (1.5) de la variable interne ¥X. Limitant
notre propos & 1l'écrouissage cinématique seul, nous supposons %(Y)
constant.

Dans le cas du glissement simple, de vitesse ¥ constante, 1les
coordonnées dans le repére de référence du tenseur gradient de
vitesses L = f. F-!, du tenseur des vitesses de déformation D, et du

tenseur des vitesses de rotation 2 sont respectivement :

070 ¢ 1010 . | 010
(2.3) L =|odo| | - Y |io0| , =" |- ioo
000 = |000 2 |~ %00

En outre, la déformation plastique cumulée Yet sa dérivée Y sont alors
simplement données par :

(2.4) Y=Y, Y=

Si 1'on définit le tenseur o par :

(2.5) X = 8(¥)a

la relation (1.5) fournit le systéme différentiel :

da -
sy, - A(¥)ay,,
ay
(2.6) da 1 -
22 e sy, + - - AW)ay ,,
ay 2
Apz = ~Oyy -

Supposons 1le coefficient de restauration ﬁ(?) constant, et prenons pour

conditions initiales :



X o

2.7 a, ;(0) =0, i, =1,2
Nous obtenons alors pour solution :

1
=—— (A4 + e -aAY) (siny - AcosY))
2.8 o, 2(1 + A%) xp(-AY) (

et 1la 1oi d'écoulement (2.1) fournit la contrainte de cisaillement Tt :

B
= =7 + —— (A + -A siny - AcosY)
(2.9 T Sy 2 2(1 + ﬁa)( exp(-AY)(siny YJ))

Pour un coefficient de restauration 4 nul et pour & constant, 1 est
donné par :

B
(2.100 T = T + 5 siny

et présente les oscillations mentionnées en [1]1. Pour les grandes
valeurs de A, 1les oscillations disparaissent complétement; pour
les valeurs moyennes, la contrainte de cisaillement passe par une
valeur maximum, puis présente une limite finie lorsgque le glissement Y
devient infini (figure 3). Ce comportement est qualitativement
semblable aux résultats de la théorie du vertex [81.

En traction-compression pure, la dérivée de Jaumann § s'identifie a
la dérivée particulaire X. Les calculs effectués en petites déformations
[9,12] s'étendent sans difficultés aux grandes déformations; il en
résulte notamment que le modéle (1.5) décrit 1l'hystérésis de
1'écrouissage cyclique.

Envisageons maintenant le statut thermodynamique des modéles (1.3) et
(1.5) : la loi d'évolution (1.3) est compatible avec 1le schéma des
matériaux standards généralisés.

Donnons nous en effet 1'énergie libre V¥ :

1
(2.11) Y = 5 Pa:ax.

La dissipation $ :

(2.12) 0d = s:D - ol
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vaut alors :

(2.13) pd = s:D - Bu:a

c'est a4 dire compte tenu de (1.2), (1.3) (2.5)

(2.14) pd = (s - X): D — Bla:Q.a-a:ax.02).

Mais, o est un tenseur déviateur symétrique, par suite

(2.15) a:2.a0 = oia.0

de sorte que, d'aprés la loi d'écoulement (2.1)

(2.16) pd > 0

L'inégalité de Clausius-Duhem est donc satisfaite dans toute évolution
gouvernée par la relation (1.3). On peut également vérifier que
choisissant 1'énergie libre (2.11), et 4 > O, le modéle (1.5) satisfait
4 1l'inégalité de CLAUSIUS-DUHEM; toutefois, il ne vérifie pas

1'hypothése de normalité généralisée.

3. Ecrouissage cinématique convectif

L'emploi des dérivées convectives covariante

(3.1) X. = X + X.L + L*.X
et contravariante :
(3.2) X< = X — X.Lt-L.X
dans les lois d'évolution (1.6) et (1.7) permet d'éliminer simplement le
comportement cyclique du modéle corotationnel (1.3)° en glissement
simple, tout en satisfaisant au principe d'objectivité.

Le probléme posé par 1les équations (1.6), (1.7), (2.1), (2.3),

(2.5),(3.1), (3.2) se réduit aux deux systémes différentiels vérifiés

par le tenseur o, dans les cas respectivement covariant (1.6), (3.1):

do
1 Ay,
ay
da, , 1
(3.3) = + @y, = 5~ Aay ,,
do

ay
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et contravariant : (1.7), (3.2)

day
ay

2a,, = - Aay,,

da, ,

ay

- Aoy ,,

(3.4) - Qpp =

NI

@as

ay

Pour les conditions initiales (2.7), un écrouissage cinématique
linéaire (B constant) et un coefficient de restauration 4 constant, 1la

contrainte tangentielle est donnée par :

_ B
(3.5) T =71 + E;_ (1 - exp(-AY) )
Dans le modéle sans restauration (4 = 0), =~ varie linéairement en
fonction de Y
(3.6) v = 1+ By/2

En revanche, 1la trace de « devient non nulle de sorte que

l'incompressibilité n'est plus assurée. Ce résultat est d'ailleurs

général; par exemple pour la loi d'évolution (1.6) sans restauration :

(3.7) tr(X.) = Btr(B) = 0

De sorte qu'apres (1.6), (3.1), (3.7)

(3.8) tr(X) = 2D:X.

Ceci est en général non nul, ce qui conduit & la conclusion annoncée.
Une modification simple de la loi d'écoulement (2.1) permet cependant

d'assurer l'incompressibilité, et de conférer un comportement convenable

aux modéles convectifs; il suffit en effet d'imposer la présence du

déviateur ¥’ de ¥ en écrivant :

A
(3.9) D =—(s - X).
T

Cela ne modifie pas le résultat (3.5), mais seulement les contraintes
normales, dont la répartition est par ailleurs plus satisfaisante dans
le cadre du modéle covariant (1.6) [18]

Examinons maintenant 1le comportement du modéle convectif covariant



(1.6), (3.1), (3.9) dans une sollicitation de traction simple ou de

compression simple, de gradient de déformation :

A 0 0
(3.10) F = 8 1/x 0

0 1/X

Le tenseur gradient de vitesses L est confondu avec 1le tenseur des

vitesses de déformation D; ses coordonnées dans le repére de référence

sont
. 1 O o)
(3.11) L=D-=¢ 0 -1/2 O
O o0 -1/2

On a posé ¢ = A/x; la déformation plastique cumulée Y vaut € en traction
et — ¢ en compression. Les éguations gouvernant 1'évolution de a sont

alors en traction :

day 4
+ (2 + Alay, =1,
ae
(3.12) da,, :
de
Uzz = U232

et en compression

day
+ (2 bl Jg]a11 = 1,
de
(3.13) da,, )
- (1 + Aoy, = - 1/2,
de
Xzz = Up2-

Compte tenu des conditions initiales (2.7), 1les solutions de (3.12) et

(3.13) sont respectivement;

oy, = —E—%—; (1 - exp(-(2+4)¢)
1
(3.14) pp = - 5?2—:—53 (1 - exp(-(4-1)¢)
gz = Qpo,

et
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@, = 5—%—;— (1 - exp(-(2-4)¢)
1

(3.15) Qpp = E?Z~:_l)(l - exp(l+4)e),
Qgg = Opp.

La contrainte 6 qui en résulte vaut en traction (¢ > 0)

1 1
(3.16) 6 = /3% + B( ————}r-(l -exp-(2+4)c) )+ —572:77(1—exp-(ﬂ-1)€))

2+

et en compression (¢ < 0)

3 B ! (1 2-A)e) - *—E———(l—ex (1+4)¢e))
(3.17) G = J31+ B( > -4 -exp(-(2-4) XE3 p

I1 est clair que le comportement ainsi obtenu n'est pas satisfaisant
en tous points; on doit notamment exiger: £ > 2 pour que G garde une
limite finie. En outre, les comportements en traction et en compression
sont dissymétriques; en particulier, 1les contraintes asympotiques

obtenues sont, en traction

1
. 3 B + )
(3.18) V3T + B 2 + A 2(4 - 1)

et en compression :

1 1

. - J3 B - .
(3.19 J3t + B( 57 2(3+1;

Cette propriété est cependant fortement atténuée par la restauration; de
plus, elle est sans conséquence en chargement monotone. Enfin, le modéle
permet de décrire un cycle stabilisé d'écrouissage cycligue.

Les modéles convectifs sont incompatibles avec wune formulation
thermodynamigque basée sur le choix de 1'énergie 1libre (2.11) : par
exemple la dissipation s'écrit pour le modéle covariant sans

restauration
(3.20) pd = (s - X):D - 28 Dia.«

La quantité D:c.a est de signe quelconque, de sorte que 1'inégalité de
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Clausius-Duhem ne peut en général étre satisfaite.

4. Ecrouissage cinématique en rotation propre

Dans le but de 1lever les difficultés cinématiques des modéles
corotationnel et convectif, nous considérons 1la dérivation par rapport
au repére orthonormé £* = (1¥), déduit du repére £ = (1,) dans 1le

transport par la rotation R
(4.1) 1¥ = R.1,,
R est défini par la décomposition polaire :

(4.2) F = U.R = R.U
du gradient de déformation F. Soit un tenseur ‘X défini par ses

coordonnées dans E£* :

(4.3) X = xiiltel®
£
Nous appelerons dérivée en rotation propre de X le tenseur X défini par:

£ .
(4.4) X = Xt l*e 1%,

On vérifie que cette définition est intrinséque (voir Annexe 1),
£,
c'est-a-dire indépendante du choix du repére £ . Le tenseur X est 1ié a

«

la dérivée particulaire X par :

£ .
(4.5) XK= X + X.0"— Q* %
ou :
(4.6) Q* = R*Rt

Le tenseur vitesse de rotation propre Q* différe en général de 1la
vitesse de rotation 2 qui définit la dérivée de Jaumann, et l'on a (voir

annexe 2) :
1 . .
(4.7) Q= Q% + E R-(U:U-t- U-'-U) R.

£
La dérivée X est objective. A notre connaissance, elle apparait pour la
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premiére fois dans GREEN-NAGHDI [11]. Nous avons proposé son emploi dans
la loi d'évolution (1.9) du tenseur d'écrouissage X.

Il importe de souligner une caractéristique essentielle de cette loi:
le calcul de ; nécessite 1la connaissance du gradient F par rapport a
une configuration privilégiée. L'intensité de 1'écrouissage fait
référence &4 1'état idéalement recuit du matériau, pour lequel 1les
contraintes internes sont nulles. Cet état constitue 1la configuration
initiale choisie pour 1le calcul de § dans la loi d'évolution (1.9).

Dans une expérience de traction-compression, la dérivée ; s'identifie
avec la dérivée de Jaumann § et 1la dérivée particulaire X ; 1les
prédictions du modéle (1.9) sont dans ce cas les mémes gque celles du
modéle corotationnel (1.5). En glissement simple, les coordonnées dans £*

du tenseur Q* sont :

(4.8) Q* =

(@lode)
OO

o000

si 1'on pose (voir annexe 3) :

. 2Y
(4.9) B = et 8 = Arctg

= 9(v)
4 + Y®

N

La loi d'évolution (1.9) du tenseur o fournit alors 1le systéme

différentiel :

da 26
LI 2 — a,, = Aoy,
ay ay
(4.10) da, , as 1
-2 — oy, =5 -Aay,,
ay aY 2
do as
2z _ 2 — a;, = -Aa,,,
ay ay

dont 1'intégration, compte tenu des conditions initiales (2.7) conduit a

la valeur :

Y Y
B
(4.11) =7+ 5 exp(-AY) (sin28 Jexp(ﬁa]sinze[a]da+coszejexp(ﬂa)00s29(a]da)
o o

de la contrainte de cisaillement.

I1 apparait sur les figures (2 et 3) que cette fonction coincide avec
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la solution corotationnelle aux valeurs du glissement assez faibles,
puis évolue parallélement & 1la solution convective aux grandes
déformations. Les oscillations sont supprimées; on observe cependant un
adoucissement dd a la rotation, puis une reprise de 1l'écrouissage. En
outre, l'incompressibilité de 1'écoulement est assurée.

Le modéle d'écrouissage en rotation propre (1.9) bénéficie du méme
statut thermodynamique que les modéles corotationnels (1.3) et (1.5) :
la loi d'évolution (1.9) sans restauration est compatible avec le schéma

des matériaux standard généralisés.

5. Interprétations dans la théorie des repéres directeurs

La théorie des repéres directeurs présentée par J.MANDEL °7§ peut
servir de cadre pour une présentation phénoménologigque de 1'écrouissage
cinématique en grande déformation . Dans cette théorie, 1la 1loi
d'écoulement du matériau précise complétement 1le tenseur de vitesses,

partie antisymétrique comprise, sous la forme :

(5.1) B.F-t = g,
G est un tenseur en général non symétrique, dont les _arguments sont
précisés plus loin; ﬂ désigne la dérivée de F par rapport a8 un repére D
dont la vitesse de rotation est €, et gque 1l'on appelle repére directeur

(5.2) F=F-q.F.

Le tenseur , est connu dés lors que la fonction G est donnée; en effet,

la loi d'écoulement (5.1) dédoublée en sa partie symétrique :
(5.3) D=XxG
et en‘sa partie anti-symétrique :

(5.4) Q- Q, = )G
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fournit :
(5.5) Qp = 2 - 2G.

La détermination de G, et notamment de sa partie ahtisymétrique G,
peut &tre fondée sur une analyse des micro-rotations du polycristal, et
c'est peut-&tre 1le cadre naturel de cette théorie, ou effectuée de
maniére phénoménologique ( C.FRESSENGEAS, A.MOLINARI [13]1 ), et c'est 1la

voie que nous choisissons ici : Nous posons de maniére classique
(5.6) D = 2G = X(s — ¥K)

pour la partie symétrique (5.3).

D
Si d'autre part, nous précisons la loi d'évolution dé la dérivée X

(5.7) 8 = B(Y)D - 4(1)7 X
avec, par définition
(5.8) - 8 =%+ %0 -.X

nous obtenons un modéle d'écrouissage cinématique complet : (5.5),
(5.6), (5.7) (5.8). Un résultat identique est obtenu par E.T. ONAT
[3,(79); p. 2591 au terme d'une argumentation complétement indépendante
de 1la théorie des repéres directeurs. On peut observer tout 4'abord que
si G est réduit & sa partie symétrique. Le repére directeur 7 n'est
autre que 1le repeéere corotationnel, et le modéle (5.7) coincide avec 1le
modéle corotationnel (1.5).

E.T. ONAT [3] et Y.F. DAFALIAS [4] suggérent le choix
(5.9) G = v(D.X — X.D)

dans lequel v est un coefficient déterminé sur 1la base de données

expérimentales. Ce choix génére une famille de rotations £j:
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(5.10) Q, = Q - v(D.X - X.D)

et une famille de modéles corotationnels (5.7) correspondants.

Selon les valeurs de v, les oscillations corotationnelles sont
supprimées, ou au contraire subsistent [3,4]; elles sont amorties par le
terme de restauration ou par un écrouissage cinématique non linéaire.

Les modéles convectifs ne recoivent pas d'interprétation dans 1la
théorie des repéres directeurs, car ceux-ci sont nécessairement
orthonormés, ce gqui n'est pas en général le cas des repéres convectifs.

En revanche, le modéle d'écrouissage en rotation propre (1.9) regoit
une interprétation dans cette théorie et conduit & une famille de
modéles en rotation propre, distincte de la famille corotationnelle
(5.8), (5.10). Posons en effet pour la partie antisymétrique de la loi

d'écoulement, par analogie avec (4.7):
(5.11) AG = % R.(0.U-1- U-1.0).Rt.

La relation (5.4) fournit alors le tenseur vitesse de rotation £ du

repére directeur :
(5.12) Q, = Q- — R.(U.U-T - U-*.0).R.

D'aprés (4.7), le choix v = 1 conduit a 1'égalité @, = Q¥; le repére
directeur est alors confondu avec le repére £*. De la méme fagon, le
repére [ s'identifie avec le repére corotationnel pour le choix v = O,
Les différents choix de v fournissent une famille de dérivées
objectives X et de modéles (5.7), (5.8), (5,12) correspondants, aux
propriétés thermodynamiques identiques a celles des modéles
corotationnels (1.3) et (1.5). Dans le cas du glissement simple, la loi
d'évolution (5.7) pour la famille de dérivées (5.8), (5.12) est traduite

par le systéme différentiel (4.10) avec (voir Annexe 3):

1 Y2
(5.13) —_— =1 -
ay 2 4 + y®
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Les solutions sont de la forme (4.11) avec :

Y Y
(5.14) gly) = (1 - v) > + VvArctg 5

Pour : O £ v £ 1, elles évoluent continuement de 1la solution
corotationnelle & 1la solution en rotation propre (Figures 2,3).
L'adoucissement géométrique de rotation est modulé par v.

La famille de modéles en rotation propre, que l'on peut compléter par

une fonction d'écrouissage cinématique non linéaire :
(5.15) B(y) = B(1 - k(D:D)*7#)

met en jeu quatre paramétres (A,B,k,v) et parait susceptible de rendre
compte d'un certain nombre de comportements. Les modéles d'écrouissage
cinématique (1.5) et (1.9) complétés par un écroﬁissage isotrope ont
été notamment utilisés par D.DUDZINKI et A.HMOLINARI [14] pour le calcul
de courbes limites de formage. Il appparait & ce sujet que le modéle en

rotation propre permet de mieux rendre compte de certains resultats

expérimentaux dans le domaine du rétreint.
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ANNEXE 1. Changements de reperes

Soient F = (1,) et 4 = (a,) deux repéres covariants lagrangiens;
dans le transport par la rotation propre R, ils se transforment

respectivement en £* = (1}) et 4* = (af) tels que
(A.1.1) 1¥= R.1, al = R.a

Le tenseur X peut &tre donné par ses coordonnées dans £*ou dans A*
(A.1.2) X = xii1¥el% = 4'5ateal
La transformation linéaire reliant les vecteurs de £* et de 4* est

(A.1.3) 1* = (1¥.ak*)ag

ou ak* désigne les vecteurs du repére contravariant réciproque de A*. La
régle de transformation des coordonnées contravariantes de X, découle de

(A.1.2) et (A.1.3)
(A.1.4) Al = xis(1¥.ak*)(l%.al*)

Tous les termes du type : (1¥.a%*) sont invariants au cours de 1la
transformation. En effet

(A.1.5) 1*.ak* = 1,.R*.R.ax = 1,.a%
Par la suite, la dérivation de (A.l1l.4) fournit :
(A.1.6) Ak = iS5 o(1*.a%*)(1%.al*)

et compte tenu de (A.1.3) :

. . £
(A.1.7) A¥late ag= X'J 1=l = X

Le résultat (A.l1.7) montre le caractére intrinséque de la dérivation

en rotation propre.
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BNNEXE 2. Cinématique de la rotation propre
La décomposition polaire du gradient de déformation F
(A.2.1) F = R.U = U.R

conduit & la définition de la rotation R et des tenseurs de déformation
pure droit et gauche U et U.

Le tenseur gradient de vitesses L
(A.2.2) L = F.F-!
peut &tre exprimé en fonction de R et U
(A.2.3) L = R.R* + R.U.U-!.Rt.
Sa partie antisymétrique @ :

1
- (L - L)
2

(A.2.4) Q

s'écrit alors :

(A.2.5) Q

. 1 . .
R.R' + Py R.(U.U-t' - U-!'.0).R!

Nous définissons le tenseur vitesse de rotation propre Q* par :

<

(A.2.6) Q* = R'Rt

Le tenseur vitesse de rotation Q s'écrit de méme :

(A.2.7) Q = R.Rt
Soit en effet R*, la rotation telle que :

i 1 . S e o
(A.2.8) R*. R** + — R*.(0.U-! - U-!.0).R*t =0
Il est clair que :

1 .

(A.2.9) 5 (U.U-t - U-t.0) = - R*t R*

Compte tenu de (A.2.5) et (A.2.9)
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(A.2.10) Q = R.R' - R.R*t.R*.Rt

comme R* est orthogonal (A.2.10) s'écrit aussi

(A.2.11) Q = R.Rt + R.R*t.R*.Rt

ou encore

(R.R*t + R.R*!).R*.Rt

(A.2.12) Q

La formule (A2-12) s'identifie avec (A.2.7) si 1'on pose

(A.2.13) R = R.R*!

- -~

R représente la rotation du repére corotationnel £ =
rapport au repére 1agrangien

(A.2.14) 1, =R .1,

-

(1,) par
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ANNEXE 3. Cinématique du glissement

La décomposition polaire (A.2.1) du gradient F = U.R

(A.3.1) F =

oo
o PR~
000

permet le calcul de U et de R :
(A.3.2) y2 = F.Ft, R = VU1 F

La matrice de U-! dans son repére principal est

i/, o_ ©
6d 1

(A.3.3) y-t = 1/J%, O
0] 1
ol
1 .
(A.3.4) Ay = 5 (2 + Y2 + ¥ V3 +79),
1
b =5(2+72—7\/Z+72),
sont les valeurs propres de U2 = F.F!

Un calcul simple mais fastidieux conduit aux coordonnées de R dans
E(1,, 1,, l13), repére de référence.

cosg sing O
(A.3.5) R = |- sing cosg O
0 0 0

avec

V2 [ 2 ( + 72 - Y)?
Iy A P Eeys s SO LG I PACIE TREINTVE S SR

=

(A.3.6) cosg =

ou, plus simplement :

v
(A.3.7) 8 = Arctg 5

La vitesse de rotation propre Q* en découle d'aprés (A.2.6) :

2y
A.3.8 QF = -1 O O
( ) e
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D'autre part, la vitesse de rotation Q :

0 1 O

¥
(A.3.9) Q= é -1 0 O
0O O O

s'écrit sous la forme (A.2.7) pour :

cosf sinf O

(A.3.10) R =|- sin§ cos6 O
0 0 1
ou
Y
(A.3.11) g = —
2

Lorsque Y devient infini, la rotation & du repére corotationnel
tend vers 1'infini, alors que la rotation 8 du repére en rotation propre
définie par (A.3.7), tend vers m/2.

Par soustraction de (A.3.8) et (A.3.9), on obtient simplement

1 - O 1 O

. e - RS -
(A.3.12) 5 R.(U.UT'- U1.D).R'= @ - Q" = §4+72 1 00
0O O O
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Fig. 1. Glissement simple.

Fig. 2. Contrainte de cisaillement en fonction de 1la distorsion, X.—

4
dérivée convective covariante, X — dérivée de Jaumann, & — dérivée en
£
rotation propre. Aux grandes valeurs de Y la courbe (X) posséde une

asymptote paralléle a X_, & — gdérivée type rotation propre, v = 0.8.

Fig. 3. Influence de la restauration sur la contrainte de cisaillement
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I1-Approche de 1’ecrouissage textural aux grandes vitesses de
déformation.

La section I ci-dessus aborde 1la formulation des 1lois de
comportement d'un point ae vue macroscopique et phénoménologique. Les
lois constitutives obtenues présentent une forme qui peut 1les rendre
avantageuses dans les codes de calcul pour la résolution de problémes
aux limites de déformation plastique des matériaux, notamment pour
rendre compte d'instabilités de 1la déformation. En revanche elles ne
fournissent évidemment pas une description basée sur 1la physique
microscopique des matériaux polycristallins. Notre objet n'est pas ici
,loin s'en faut, de fournir une telle description, mais seulement de
tenter une premiére exploration de 1'influence des textures
cristallographiques sur la stabilité des déformations plaétiques
obtenues aux grandes vitesses.

Considérons un polycristal constitué de grains se déformant
unigquement par glissements 1le long des plans cristallographigques. On
impose au matériau un gradient de déformation macroscopigque F et 1' on
admet gque ce gradient est 1le méme au niveau de chaque grain. C'est
1'hypothése de TAYLOR. La déformation élastiqdé du réseau
cristallographique est supposée négligeable. Par contre le réseau subit
une rotation de solide parfait; le gradient de déformation s'écrit donc

au niveau du grain sous la forme:
F=R.P (1-1)
P est 1le gradient de déformation plastique diG uniguement aux

glissements cristallographiques; P 1laisse le réseau invariant. Un

systéme de glissement i est spécifié par 1la direction de glissement s,
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et par la normale n; au plan de glissement. Les vecteurs s; et n; sont

orthonormés, et tournent dans 1la rotation R du réseau, de maniére &

devenir s} et n}:
s*=R.s, ; n*=R.n, (1-2)

Le tenseur gradient de vitesse L du réseau cristallographique
vaut: . . . . .
L=F.F~1=(R.P+R.P).P-* .R"!=R.R-1+R,P.P-! ,R"! (1-3)
Soit o* le tenseur vitesse de rotation du réseau

cristallographique:
Q*=R.R"! (1-4)

On peut associer au tenseur vitesse de rotation 1le wvecteur
vitesse de rotation du repére cristallographigque; tous deux s'expriment
par exemple en fonction des angles d'EULER du 1réseau et de 1leurs
dérivées. Par ailleurs le tenseur gradient de déformation plastique
s'écrit: .

P.p-i= .:(isi'sni:?ini (1-5)

-«

Y, est la vitesse de glissement sur le systéme de glissement i;
S,® n, représente le produit tensoriel des deux vecteurs s; et n; appelé

aussi tenseur de SCHMID et noté H;. Une somme est effectuée sur

l'ensemble des systémes de glissement du cristal. D'aprés la relation

(1-2):

R.P.P-! .R-!'= v, sten} (1-6)

Pour chaque systéme de glissement, on définit 1le tenseur

symétrique P, et le tenseur antisymétrique W, par:
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172¢stent+nfes!) (1-7)

W, = 1/2(s¥en}-nfes?) (1-8)

de sorte que la partie symétrique D de L s'écrit, compte-tenu de (1-3),
(1-4) et (1-7):

D= v,P,
et la partie antisymétrique, d'aprés (1-3), (1-4), et(1l-6):

Q=Q*+7, W, (1-9)

Le tenseur vitesse de rotation total s'exprime comme la somme de
la vitesse de rotation du réseau et de la vitesse de rotation plastique
Qg

Q. =Y, W, (1-10)

Soit par ailleurs T,la contrainte résolue sur le systéme de

e

glissement i:
. =s*, 7.n* , (1-11)

ou Tt est le tenseur des contraintes de CAUCHY ou son déviateur; la

contrainte résolue s' exprime aussi par:
T,=P, :t=N, 7 (1-12)

Le signe : indique un produit doublement contracté des deux
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tenseurs. On suppose que le glissement sur le systéme i est de type

visqueux newtonien:
?i=<(0i‘ri/-(0i (1-13)

et que tous les systémes de glissement sont actifs. Cette hypothése est
justifiée par les expériences de CAMPBELL et DUBY (1957) qui ont observé
une répartition uniforme des systemes de glissement actifs aux grandes
vitesses de déformation, et une répartition moins homogéne aux faibles
vitesses. D'autre part, des expériences de glissement simple & grande
vitesse, effectuées sur des monocristaux (KUMAR—KUMB;E 1969, CHIEM-DUFFY
1981) ont permis d'indiquer que la contrainte de cisaillement est reliée
a la vitesse de glissement par une relation affine du type: |
T=T,HUY (1-14)

On suppose ici que 1, est petit devant py, ce qui est justifié
aux trés grandes vitesses de déformation. En outre cette relation
macroscopique est supposée &tre vérifiée au niveau "microscopique" des
systémes de glissement. Compte-tenu de cette hypothése et des relations
(1-8), (1-12) et (1-13), le tenseur des vitesses de défbrmation D peut
maintenant &tre écrit:

D= ¥,,77,; (P, : 1)P,

(1-15)

ou encore:

D=Yy,77,, P, ®P, :7 (1-16)

En définissant le tenseur du quatriéme ordre Q' -! par:
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Q' ~!'=Y,, 77, P, ®P, (1-17)
1'équation (1-16) s'écrit

D=g’ -1 :t (1-18)
d'ou 1' on déduit par inversion:

t=Q’:D (1-19)

Dans 1' hypothése d' un écrouissage isotrope du cristal, identique sur
tous les systémes de glissement:
To: =T ; Yoi=Yo (1-20)

de sorte gue

Q'-!=Y,/7, P,®P, (1-21)
Définissant ~! par :

Q-!=P,®P, (1-22)
les relations (1-18) et (1-19) sont remplacées par:

D=y,/t, Q~1:1 ; 1= 1,77, Q:D (1-23)

Cette loi constitutive relie 1le tenseur des contraintes au

tenseur des vitesses de déformation D au moyen des caractéristiques du
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glissement microscopique et du tenseur d' orientation du cristal (. Les
variations de ce tenseur sont directement reliées & 1'évolution de 1la
texture. Le tenseur des vitesses de rotation plastique {2, peut également

étre déterminé.En effet:
Qo= T, W, = Yo/1, T, W, (1-25)
soit 4 'aprés (1-12) et (1-23):

Qp=Y0”To P, it W, =(P, :Q:DU, (1-26)

i
ou encore:

Q,=(W,eP, :Q>:D = 5:D (1-27)

Le tenseur du quatriéme ordre S ainsi défini posséde les propriétés de

symétrie et 4' antisymétrie suivantes:

Siske 59 i ke S ek (1-28)
Si de plus 1l'une des propriétés :

Siske=S5ike 5 Siske 5 sek (1-29)

est vérifiée, la vitesse de rotation plastique s'annule. C'est notamment
le cas des matériaux cfc (G.CANOVA,A.MOLINARI,C.FRESSENGEAS 1984); 1a
vitesse de rotation du réseau Q* est alors égale a 1la vitesse de

rotation macroscopique imposée 2. Par suite il n'y a pas d 'évolution de
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la texture en traction simple , pour 1laquelle £=0. Au contraire 1la
texture initiale subit wune évolution cycligue en glissement simple; en
effet 1la vitesse de rotation 2 est constante dans cette sollicitation.
Chague grain tourne par-rapport au repére du laboratoire a la vitesse
macroscopique imposée;cela produit un écrouissage macroscopique cyclique
lorsque la texture initiale est non uniforme.

Ce résultat est 1ié & la symétrie du réseau cfc, ainsi qu'au
fait que tous les systémes de glissement sont actifs. Certains résultats
expérimentaux aux grandes vitesses de déformation (HARDING-HUDDART 1979)
ont mis en évidence dans 1l'uranium-ao des oscillations dans 1la courbe
contrainte-déformation en cisaillement, mais pas en traction. Ce
comportement resté inexpliqué pourrait donc é&tre interprété comme un
adoucissement di & la rotation d'une texture initiale non uniforme aux
grandes vitesses de déformation.

Soient D, et D, la vitesse de glissement effective et le tenseur

des vitesses de déformation normalisé définis par:
D =D.DB, , Dy:Dg= 3/2 (1-30)
Soit encore la contrainte effective S, conjuguée définie par
Se= T:D (1-31)
D'aprés la relation (1-23):

Se = To/¥o D:Q:D = To/YoD2 Dy:Q:D, (1-32)

Le facteur scalaire P, appelé facteur de TAYLOR, et défini par:
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P = Do:Q:D, , Se = To/¥o D¢ P | (1-33)

ne dépend que de l'orientation des plans cristallographiques; 1la
relation (1-33) permet de définir une surface de charge a vitesse de
déformation effective donnée dans 1l'espace des tenseurs vitesse de
déformation. P représente la distance & l1l'origine d'un plan tangent &
cette surface, et D, est normal & ce plan tangent au point de charge.
Examinons parallélement le cas d'un cisaillement plan ou deux
systémes de glissement seulement sont actifs.Soit R(o,e,e,) le repére du
laboratoire; les angles ¢, =(e,,sf) et ¢,=C(e, ,s}) repérent les directions

de glissement.On pose :
PP W,-p, ta (1-34)

L'angle o est constant car le réseau est conservé dans la déformation;
la déformation elastique est négligée. Les tenseurs macroscopiques

imposés sont représentés dans le repére R par:

L=¢|88]  pe12|98]  esvs2]-0B] <] 9] (1-35)

La contrainte résolue 1, s'écrit:
T,=1 cos2¢, + 1/2 n sin2¢, (1-36)

Les tenseurs P,, W, et @* ont pour matrices dans R:

p.1/2|5102¢, coleF’;l : U.=1/2l-%|7 Q*=_¢,|_%| (1-37)
! cos2¢, sin2y, i
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Les relations (1-8),(1-9) fournissent respectivement:

Y=Y, cos2¢, +Y,C0s2¢, (1-38)
et
Y==2¢ +¥,+7, (1-40)

Ces trois relations permettent de calculer la vitesse de rotation du

réseau et les vitesses de glissement sur chague systéme.On obtient:
-¢=(1+(sin2¢, -sin2¢, )/sin2a)Y/2 (1-41)
Y,=sin2¢,/sin2a ¥ ; Y=-sin2¢, /sin2a ¥ (1-42)

La compatibilité cinématique microscopique-macroscopique est suffisante
pour assurer ce résultat. L'intégration de ces relations fournit

notamment la rotation des systémes de glissement sous la forme:
tg(p+a/R)=-tgu/2 (1+k exp(y tgua))/(1-k eﬁp( Y tga)d) (1-43)

avec:

k=sin(¢(0)+a)/sin ¢(0) (1-44)
Lorsque Y tend vers 1'infini,on obtient:
lim tg(e¢+a/R)=tga/R (1-45)

Yo

de sorte que la rotation du réseau: -¢ tend vers une valeur constante ,
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et que la sa vitesse de rotation tend vers zéro. Au contraire du cas des
matériaux cfc exposé précedemment, la vitesse de rotation plastique ne
tend pas vers zéro mais vers la vitesse de rotation totale. Dans
1'hypothése faite ici ou deux systémes de glissement seulement sont
actifs , cette conclusion est indépendante de la nature du matériau

L'écriture des lois de glissement microscopiques isotropes (1-13) (1-20)
fournit les contraintes résolues T, T, puis la contrainte de

cisaillement macroscopique T:
1= (7, sin(¢+a)-1,sin2¢) /sinBa=¥7, /¥, (1-cosa cos(R¢+a))/sin®*2a (1-46)

On wvoit que 1la contrainte de cisaillement tend vers une
constante lorsque Y tend vers 1'infini alors qu'elle oscille dans.le cas
d'un matériau cfc. Ainsi, on n'observe pas 1l'écrouissage cyclique
caractéristique des matériaux a forte symétrie.

Les résultats obtenus pour les métaux cfc peuvent &tre
interprétés dans le cadre d'une théorie phénoménologique du type de
celles gque nous avons exposées au Chapitre 1-I; comme 1le repére
cristallographique, appelé également repére directeur dé MANDEL, tourne
& la vitesse de rotation macroscopique £, c'est la dérivée de JAUMANN
gue l'on doit choisir pour rendre compte de l1l'évolution des tenseurs
d'écrouissage, par exemple dans un modéle d'écrouissage cinématique.
Rappelons que ce résultat est obtenu dans 1les conditions suivantes:
déformation &4 trés grande vitesse d'un polycristal &4 forte symétrie,
pour un glissement newtonien isotrope ou tous les systémes sont actifs.

Les implications d'un tel résultat relatives aux instabilités de
la déformation plastique de glissement simple sont 1les suivantes:

1'adoucissement textural gqui ne peut manquer de se produire en raison du
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caractére cycligue de 1'écrouissage est déstabilisant &8 terme et peut
entrainer la formation de bandes de cisaillement. Cependant un choix
judicieux de la texture initiale peut placer 1' écrouissage dans une
phase de durcissement au bon moment, c'est-a-dire au moment ou pour
d'autres raisons (adoucissement thermique ...) la localisation commence
a4 se produire: ainsi 1la ductilité du matériau se trouverait-elle
augmentée. D'autre part le grand nombre de systémes de glissement actifs
est un facteur stabilisant ainsi que le caractére visgqueux newtonien du
glissement, car les vertex de ia surface de charge s'en trouvent adoucis
et les variations du tenseur des vitesses de déformation sont plus

progressives en présence d'une perturbation du tenseur des contraintes.
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Chapitre 2: Effets d’inertie et effets thermiques sur la localisation de

la déformation plastique a grande vitesse.

1-Introduction

Aux grandes vitesses de déformation , 1'instabilité de 1a
déformation plastique de traction simple - 1la striction - est un
phénoméne complexe ,en raison du grand nombre de facteﬁrs physiques qui
deviennent significatifs. Pour une sollicitation. quasi-statique , 1le
critére classique de force maximum ( CONSIDERE 1885) décrit correctement
la compétition qui s'établit entre 1'adoucissement géométrique did a 1la
diminution de section de 1l'éprouvette , et 1'écrouissage du matériau: il
donne ainsi une estimation raisonnable de 1la déformation critique de
localisation de la déformation , si le spécimen est suffisamment élancgé,
et lorsque le matériau est insensible aux effets de 1la wvitesse de
déformation et aux effets thermiques.

Cependant, si 1le matériau est sensible & 1la wvitesse de
déformation , on a pu observer un accroissement considérable de sa
ductilité isotherme ( GHOSH 1977) . Cet effet a été 1largement étudié
dans 1le cas d'un chargement quasi-statique ( HART 1967 , JONAS et al
1976 , ARGON 1973 , HUTCHINSON-NEALE 1977,1978 ) . Par ailleurs , de
nombreuses observations font au contraire état d'une diminution de 1la
ductilité associée & un accroissement de la vitesse de déformation (

ZENER~-HOLLOMON 1844 , FERRON 1981,1982 , KORHONEN 1982 ). L'

interprétation proposée est alors 1la suivante : 1la vitesse de 1lsa
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déformation favorise son adiabaticité . Par manque de temps , la chaleur
engendrée par la déformation plastique ne peut &tre évacuée par 1a
conduction thermique , et il en résulte une augmentation 1locale de la
température . Comme la contrainte d'écoulement des matériaux est le plus
souvent une fonction décroissante de 1la température - matériaux
thermo-adoucissants- il en résulte un supplément de déformation
plastique dans les régions 1les plus chaudes et se déformant aux plus
grandes vitesses . Ceci produit en retour un dépos de chaleur
supplémentaire; ainsi est enclenché un processus conduisant & 1la
localisation de la déformation plastique.

Ces effets peuvent é&tre mis en évidence a.l'aide des figures
(2-1) et (2-2) publiées par FERRON (1981); sur ces figures sont tracées
les courbes expérimentales effort-élongation obtenues 1lors d'essais de
traction simple d'aciers austénitiques de type 304 , & des vitesses de
déformation A,B,C croissantes .Une premiére série d'essais est effectuée
dans 1l'air , et 1'adiabaticité de 1la déformation va croissante (figure
2-1); 1la seconde série est réalisée dans l'eau , ou les conditions sont
guasi-isothermes (figure 2-2). On observe que la ductilité est quasi-
constante dans 1le) cas isotherme, et gqu'elle diminue lorsque
1'adiabaticité de la déformation augmente.

Pour interpréter les tests dynamiques, c'est-a-dire pour les
aciers a des vitesses de déformation & partir de 5.10%® s~!, 1l'analyse
doit inclure 1les effets d'inertie qui deviennent alors significatifs ,
et qui produisent le plus souvent un accroissement de 1la ductilité
(TAYLOR et al 1978 , MOLINARI 1982 , RAJENDRAN-FYFE 1982 , FRESSENGEAS-
MOLINARI 1983, 1985). Cependant leurs effets peuvent étre difficilement
mesurables car ,dans cette zone de vitesses, 1les mécanismes micro-

structuraux de la déformation plastique peuvent également é&tre altérés ,

1
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et passer d'un mécanisme guasi-statique thermiquement activé , & un
mécanisme de frottement visqueux des dislocations (CAMPBELL 1970 ,
LINDHOLM 1974 , STELLY-DORMEVAL 1977).Un effet dé ce changement est
notamment de produire un accroissement de la ductilité intrinséque
du matériau, difficilement discernable de son accroissement
dynamique .

Ce chapitre est consacré a 1'étude des effets thermiques et des
effets dynamiques sur la localisation de 1la déformation plastique de
traction simple. On discute 1la compétition © qui existe pour 1la
localisation entre differents phénoménes physiques significatifs:
adoucissement thermique et géométrique, écrouissage_et‘sensibilité a la
vitesse de déformation, effets d'inertie et conduction thermique. Les
effets de 1l'endommagement ou de 1la texture cristallographigque aux
grandes vitesses ne sont pas pris en considération ici.

L'analyse utilise un modéle uniaxial de 1la traction simple; on
teste 1a stabilité de 1a déformation plastique homogéne en la perturbant
soit par un défaut géométrigque initial , soit par une inhomogénéité
initiale des variables. Aussi, quelques 1limites du modéle employé
apparaissent-elles: tout d'abord , 1a déformation ne peut étre
considérée comme uniaxiale gque 1lorsque les inhomogénéités ont une
longueur d'onde assez grande devant le diamétre de 1'échantillon. Cette
hypothése ne doit pas étre faite 1lorsque 1la striction devient trés
prononcée, car les aspects tridimensionnels de 1la répartition des
contraintes et des déformations ne sont alors plus négligeables . Les
effets de triaxialité des contraintes sont cependant é&valués au moyen
d'une analyse simplifiée de +type BRIDGMAN , et 1leur influence sur le

développement de la striction est discutée. En ocutre , les effets de

l'inertie 1latérale sont négligés ; cette hypothése est vérifiée lorsque
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1'élancement de 1'échantillon est suffisamment grand ( NARIBOLI 1969).

Cependant, les résultats obtenus en supposant des inhomogénéités
de grande longueur d'onde, et un é&lancement suffisant du spécimen ,
rendent compte des caractéristiques essentielles des effets dynamiques
et thermiques sur la ductilité , comme on pourra le constater & partir
des comparaisons effectuées avec les résultats expérimentaux.

Le plan de ce chapitre est 1le suivant: les équations
fondamentales sont présentées dans 1la section 2 ; on discute 1les
analyses classiques de perturbations 1linéaires dans 1la troisiéme
section, et les résultats sont confrontés aux données expérimentales de
FERRON , relatives aux chargements quasi-statiques .adiabatiques et
isothermes. La quatriéme section traite des solutions des équations non
linéaires : dans 1le cas quasi-statique , on fournit des critéres de
localisation exacts, gque le matériau soit sensible ou non & la vitesse
de déformation. Pour une sollicitation dynamique, on résout
numériquement les équations fondamentales du probléme , au moyen d'une
méthode de différences finies. Les résultats de ces calculs sont

confrontés aux données expérimentales de GIANOTTA et al (1983).
2-Equations fondamentales.

Nous considérons une barre axisymmétrigue, soumise & un test de
traction uniaxiale. La déformation élastique est négligée, et 1le
matériau est supposé incompressible, et de masse volumigque p . La

fonction:
¢ =v(@,e,8 =pgcce (2-1)

modélise le comportement thermo-viscoplastique du matériau; G désigne 1la

Eontrainte vraie, € la déformation naturelle ou logarithmique, ¢ 1la



53

vitesse de déformation naturelle, et 8 la température. p , v , m et n
sont des coefficients supposés constants, qui caractérisent
respectivement la viscosité, 1la sensibilité a la température et a la
vitesse de déformation de la contrainte d'écoulement, et 1'écrouissage
du matériau. p,m et n sont supposés positifs; v négatif signifie que le
matériau est thermo-adoucissant.

La barre, de longueur initiale 1,, posséde une section droite
d'aire initiale A,(X) variant le long de 1'axe des X ; X représente 1la
coordonnée materielle, ou coordonnée de LAGRANGE de la section droite.
Lorsgque la configuration initiale est utilisée comme configuration de

réference, l'équation de la dynamique s'écrit:

oA, g; _3.(%A) (2-2)

Les variables v(%,X) et A(%,X) représentent la wvitesse et l'aire de 1la

section droite de coordonnée matérielle X & 1'instant . Naturellement:

A(0,X)=A,(X). La conservation de la masse est exprimée par:

9 - - 1 2A (.2-3)

9y - A, 9€ (2-4)
5% = ®° %

Lorsque 1la surface latérale de 1'échantillon est supposée adiabatique,

l'équation thermique s'écrit:

o) a% K(ae - gg 8§) ; B Eg% (2-5)



C,K,p désignent respectivement la capacité thermique volumique , 1le
coefficient de conduction thermigue, et 1la fraction du travail de 1la
déformation plastique qui est convertie en chaleur, appelée aussi
coefficient de TAYLOR-QUINNEY. Nous supposons que dans 1les processus
envisagés ci-dessous, tous ces paramétres restent constants. JB garde
notamment la valeur 0.9; ceftaines données expérimentales (CHRYSOCHOOS
1983) indiquent gque, dans 1les conditions wusuelles d'un essai de
traction, ce coefficient prend 1la valeur initiale 0.6, puis tend
rapidement vers une valeur 1limite grossiérement égale &a 0.95. Les

effets de conduction dis & la variation de section de l'échantillon:

- K 98 3¢
3x 99X

sont trés petits dans 1'approximation des grandes longueurs d'ondes, et
disparaissent dans une analyse linéarisée. La variable X désigne 1la
coordonnée spatiale au temps £, ou coordonnée d'Euler, de 1la section

droite de coordonnée matérielle X :

-

t
=X+ Jo v(t,X) drt (2-6)

Nous exprimons toutes les variables en coordonnées de Lagrange. Les

frontiéres sont soumises aux conditions (2-7), ou (2-8):

$(£,0) =0 , vwE1,) =V , =20 (2-7)
$(%,0)= 0 , F¥(%,1,) = F, , t=20 (2-8)

" En outre , 1les conditions & 1la 1limite thermiques sont supposées

adiabatiques:
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g8(%,0). 88(E,1,).0 , =20 (2-9)

Lorsque les variables adimensionnelles:

= éo t ’ é = C/CO
x = X/1, , X = X/1,
~ ~ (2-10)
v = V/V , F = F/Fo
8 = g/éo r G = 6/60

sont introduites , ou éo et éo désignent respectivement 1les valeurs
uniformes initiales de la température et de la vitesses de déformation,
reliées a g, F, et V par :

v, m .
Gy = M 80 €0 r €4 = V/lo ’ FO/AO = Gy (2—11)

les equations fondamentales se réduisent, aprés élimination de (x,6,v,A)

au systéme d'équations aux dérivées partielles non linéaires:

-€ v.mn -¢ )
- le 2.(B € €ec e ) - g2 (B-12)
3¢ Po Bxe
¢ _ £ (2-13)
at .
-2€ vV n.m+l
8 =k ( g;g_zgggﬁ)e + g € € (2-14)

Po ., Kk et o sont des paramétres adimensionnels; Po est significatif des
effets d'inertie, k est le paramétre d'adiabaticité de la déformation ,

et o contrdle 1a Source de chaleur:

Po =P VE/ & , k =K/C13%, , a = BG,/CB, (2-15)

Les conditions a 1a limite réduites en v et F sont:

v(t,0) =0 , v(t,1) =1 , t=20 (2-16)
ou:

0 , F(t,1)

]

=
ct
1%
o
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avec:

v
o

26(t,1) . O , t (2-18)
R0 - gy D)

Pour les conditions aux limites (2-16,2-18) et 1les conditions initiales:

€(0,X) =0 , (0,X) =1 , 8(0,X) =1 (2-19)

ac
at
les éguations (2-12,2-14) admettent une solution homogéne instationnaire:-

e0
- 1/(1-
€, = 1/(1+t) €, = Log(l+t) , 8, = ( 1+ a(l—vJIe une mgu ) / ?%—20)

Pour les conditions & 1a limite (2-17) au lieu de (2-15), on n'obtient

gu'une solution approchée, dans le domaine quasi-statique:

- - -y €
A N L L , dgme Mg M QS M (801 (2-21)

En général, il n'est pas possible de fournir une solution inhomogéne
explicite des équations (2-12,2-14); aussi cherche-t-on en premiére
approximation, et de maniére Classique, & étudier 1a é%abilité de 1la
solution homogéne (2-20) ou (2-21) au moyen d'une méthode de

perturbations linéaires .
3- Analyse de stabilite linéaire.
3-1: Equations linéarisées.

La stabilité de 1la solution homogéne ( ¢,,¢,,8, ) peut &tre testée en

étudiant 1'évolution de solutions inhomogénes de la forme:

€(X,t) = €,(t) + B&(t) exp(itXx)
€(X,t) = €,(t) + Be(t) exp(itX) (3-1)
8(X,t) = g,(t) + 88(t) exp(i¢Xx)
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ou ( 8¢,8¢,86 ) représentent l'amplitude de 1a perturbation, supposée
petite devant 1a solution homogéne. Pour cette raison, la perturbation
inhomogéne peut &tre limitée au premier ordre de son développement en
série de FOURIER, de longueur d'onde ¢£. Cette méthode est d'un usage
" Classique lorsque la solution perturbée est stationnaire; elle sera
utilisée ici en supposant que la perturbation évolue beaucoup plus vite
que la solution homogéne, qui est ainsi considérée comme "quasi-
stationnaire”. Nous verrons 8u cours de ce chapitre dans quelles
conditions cetté hypothése est vérifiée. La substitution des
développements (3-1) dans les équations (2-12,2-14) conduit & un systéme

d'équations différentielles ordinaires:
dX . A(t).X
dat

dont les coefficients dépendent du temps:

-2¢ . .

d 8¢ . . Gee  “22(mfé + (n -1) + vBE) -2¢,8¢  (3-2)
at Po € €, ]
d 8¢ _ §¢& (3-3)
dt

5 Kkize 2S05geat ((m+1)6& §c , v6g ) (3-4)

+ m+ € n -

g.86 .. kiZe g+ad, g .+ ne . g%

Lorsque 1la solution homogéne varie lentement devant 1la perturbation, on
peut admettre que les coefficients de la matrice A(t) sont constants, au
moins pendant un certain temps. C'est ce que nous ferons ici; au
chapitre 3, nous proposerons une méthode prenant en compte 1'aspect
instationnaire de 1a déformation homogéne. Dans 1le cadre d'une théorie
linéarisée classique, la bifurcation vers une solution inhomogéne du
type (3-1) est possible lorsque le déterminant du systéme ( 3-2 , 3-4 )

est nul; en outre, si toutes les valeurs propres sont négatives, 1la




solution perturbée est 1linéairement stable. Elle est au contraire
instable si 1'une de ces valeurs propres est positive.

Dans 1le but d'étudier séparément les effets dynamiques et les
effets thermiques, cette analyse est appliquée dans 1la suite & deux cas
particuliers: nous considérons tout d'abord un processus dynamique
isotherme dans lequel les effets thermiques sont ignorés, puis une
déformation quasi-statique ou ils sont pPris en considération.
Naturellement, 1les processus dynamiques ne sont pas isothermes; aussi
étudierons nous le cas dynamigue "quasi-adiabatique", gqui combine les

deux études élementaires précedentes.

3-2- Déformation dynamique isotherme.

L'approximation isotherme est obtenue en posant formellement o égal a
zéro dans les éguations (3-2,3-4). La température est €éliminée, et 1le
déterminant caractéristique det(A-nI)=0 de ce systéme se réduit

simplement & 1'équation du second degré:

©

-2¢ ~2¢
N2 + n(2€,+ m £26, e = °) + (n/€y-1)¢2%6,e = °=0 (3-5)
a} o]

L'une des racines est positive , et 1a solution homogéne est instabile

lorsque:
€ 2 n (3-6)

Cette inégalité est identique au critére de force maximum de CONSIDERE.
Dans 1'approximation quasi-statique, le taux de variation 7* de 1a
perturbation est obtenu en écrivant formellement Po=0 dans 1'équation

(3-5):
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1% = €,(1-n/¢,) (3-7)
m

Le signe de 1* devient positif quand €,°n ; cependant, comme HUTCHINSON-
NEALE (1977) 1'ont noté, la vitesse de croissance de la perturbation
peut étre trés faible si €0 est seulement peu supérieure a n, et cela
d'autant plus que la sensibilité du matériau & la vitesse de déformation
est plus forte. Dans le contexte d'une déformation homogéne
instationnaire, la perturbation , a un développement significatif si sa
vitesse de croissance 1% est beaucoup Plus grande que la vitesse €, de
la déformation homogéne. Aussi considérerons nous que 1la solution
homogéne est instable lorsque ¢, atteint une valeur critique €y telle
que: V

1. 1 (1-n/e,_) . P (3-8)
€

1
o m

ol P est un nombre positif assez grand, par exemple 0(10). La vitesse de
Croissance dynamique 7, normalisée par n*, est tracée sur 1a figure 3 en
fonction du nombre d'ondes ¢ de 1a perturbation. Le *matériau est
Supposé purement visqueux, et 1a vitesse de déformation homogéne est
é°=1o*s“. Lorsque le nombre d'ondes ¢ tend vers 1'infini, n tend
asymptotiquement vers sa valeur quasi-statique n*. Observons que ,bien
que restant positive, 1 est inférieure & 1a valeur quasi-statique; ceci
montre que les effets d'inertie jouent wun réle stabilisateur, mais
qu'ils ne peuvent pas prévenir l'instabilité. En outre, plus le nombre
d'ondes de 1a perturbation est petit, plus le réle joué par les efforts
d'inertie est important, Puisque n tend vers zéro avec ¢. Cependant
cette analyse perd une part de sa validité 1orsque N est petit, car 1a

Croissance de la perturbation devient lente, et 1'hypothése



to

m=02
éo = 104 51
Py = 2700 kg/m>

b
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J
, g 2000

figure 3:Vitesse de croissance dynamique 4’une rerturbation.
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quasi-stationnaire n'est Plus vérifiée.

Dans le but de s'assurer de la wvalidité de l'analyse de
stabilité 1linéaire, nous avons réalisé une intégration numérique des
équations fondamentales(2—12,2—l4) pour les conditions & 1a limite

(2-16, 2-18) et les conditions initiales:

€(0,x) =0, €(0,) =1, 8(0,X)=1-zcos(2nX/1, ) (3-9)

La vitesse de déformation imposée dans ce calcul est: €, = 10 s7!

Les résultats obfenus sont tracés sur 1la figure 4 ; on a représenté €y,
déformation au niveau du défaut, et ¢,, déformation a l'extrémité ge
1'éprouvette, en fonction de la déformation homogéne €p. Les courbes non
linéaires sont notées (1), les courbes linéaires aﬂalogues sont notées
(2). La comparaison suggére les commentaires suivants: 1a théorie
linéarisée prévoit qualitativement 1'instabilité de 1la déformation
plastique, mais 1a localisation a lieu pour des valeurs de €, beaucoup
Plus grandes que celles qui sont prévues par la théorie linéaire. Cela
est di au fait que 1a sensibilité & 1la vitesse de déformation et les
effets d'inertie ralentissent 1la Ccroissance de 1la perturbation; nous
verrons que c'est aussi 1le cas des effets de triaxialité dans 1a
striction. Nous avons déja indiqué que 1a théorie linéarisée classique
ne pouvait donner un résultat acceptable d'un point de vue quantitatif,
que si la croissance de 13 perturbation est beaucoup plus rapide que
celle de la déformation homogéne. Ceci pourra donc €tre réalisé dans une
sollicitation quasi-statique d'un matériau dont 1a réponse est trés
faiblement dépendante de la sensibilité & la vitesse de déformation, et
si les effets tridimensionnels peuvent &tre négligés; ce sont aussi les
conditions dans lesquelles 1le critére de CONSIDERE fournit une

estimation raisonnabile des déformations critiques. Dans 1e domaine
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€ €

0]

figure 4:Déformation ¢, dans la strictiaon,

et déformation €, & l’extremité de” la barre

en fonction de la déformation homogéne:

(1): Théorie non linéaire.

(2): Théorie linéaire.



63

dynamique, et pour des matériaux sensibles a la vitesse de déformation
l'analyse linéarisée ne peut étre utilisée que dans le but d'obtenir des

renseignements qualitatifs sur les tendances .

3-3-Déformation quasi-statique.

Le cas d'une déformation quasi-statique est obtenu simplement en posant

Po égal & zéro dans les équations différentielles (3-2,3-4). celles-ci

se réduisent alors au systéme:

dfe . _ ¢,((n_ 1)6c + v8g) (3-10)
dt m CO gU )

& ki 2 _2€°8 3. (( 1 )8e + v8p)  (3-11)
d - - e 8 _ 6 n _ _ m p -
§e°° = : m® " g, 8%

dont le déterminant caractéristique est:

21q¢e -1+op6 +m)+€2 1(n- 1+avg.Q) = O (3-12)
Mo (n-lrapo,o+p) +€3 o<, ge
avec:
. _2€o
Q = €,/kée (3-13)

Q représente un paramétre d'adiabaticité de 1a déformation; dans un
pbrocessus gquasi- isotherme, Q est faible. Un développement asymptotique
en Q des solutions de 1'équation (3-12) montre gue 1le critére de

stabilité linéaire est alors:

€0 < n(l-Qavg,)"! (3-14)
Bo

L'inégalité (3-14) signifie que le produit des racines est négatif, et
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que ,par suite, une racine positive existe . En négligeant le couplage
thermo-mécanique (a=0), 1e critére de CONSIDERE est de nouveau obtenu.
Dans une déformation Quasi-adiabatique, 1le paramétre Q est grand; un
développement asymptotique en termes de Q" !des solutions de 1'équation

(3-12) montre qu'il n'existe pas de racine positive si:

€, < n (l-avg,-m)"! (3-15)
0
Cette inégalité constitue donc un critére de stabilité linéaire de 1a
déformation pPlastigue homogéne. Elle exprime 1'influence déstabilisante
de 1'adoucissement thermigue. Lorsque le paramétre d'adiabaticité Q est

trés grand, 1la déformation critique tend vers sa limite adiabatique:

€, < n(l-avg,)"? (3-16)
[}
Une présentation légérement différente du critére (3-16) fait apparaitre
l'identité qui existe entre wune analyse de perturbations linéaires et
une analyse de force maximum, si la déformation est quasi-statique et 1le
matériau non conducteur et insensible & 1a vitesse de ‘déformation (ou
Pour un essai piloté & vitesse de déformation constante ). En effet,

d'aprés 1'équation thermique:

8o = o Gy€, (3-17)
de sorte que l'inégalité (3-16) s'écrit:

NEo - € 4 Vg >0 (3-18)

[«] [«]

La force & 1l'extrémité du spécimen est:
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1Y n -¢<
F=0,¢€, € (3-19)

de sorte que 1'inégalité (3-18) n'est autre que:

£ >0 (3-20)
ce qui mgntre que les deux théories sont alors identiques.

Nous avons confronté le critére (3-16) aux résultats
expérimentaux obtenus par FERRON (1981) sur des aciers austénitiques de
type 304 , dont il fournit les paramétres mécaniques:

0.02

2.486 10'® SI , n = 0.52 , m

1}
L}

=
It

(3-21)

3.6 10° J/m3®K , K

15. W/mK

= 7800. kg/m? r C

e
[

Le parametre d'écrouissage n est identifié a la déformation apparente a
la charge maximum isotherme. Les conditions expérimentales sont

spécifiées par:

l,= 50 mm , A, = 4 mm?

(3-22)
1.66 10-2g-!

Bo,= 294.K , €,

Pour cet ensemble de valeurs (3-21,3-22), nous avons tracé sur la figure
5 les racines de 1'équation (3-12). Le terme m/Q est approximativement
égal a 1073, et peut &tre négligé. On peut voir que le produit des
racines est toujours négatif, mais que cela n'entraine pas d'instabilité
significative au début du processus car la racine positive reste trés

faible. La somme des racines change de signe pour:



507

-50

figure S:Vitesses de croissance n*,n~ des perturbations,

et leur somme en fonction de la déformation homogéne €, .
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€,.% 0.40 (3-23)
A partir de cette valeur de €, , la valeur positive suffisamment grande
de n/€, conduit & une instabilité significative. Pour de plus grandes
valeurs de m , n/éo serait plus petit pour une méme valeur de €, et la
deformation critique d'instabilité significative serait plus grande,
ainsi que nous 1l'avons déja indiqué ci dessus.

La valeur critique ¢,. prédite par cette théorie est en bon
accord avec le résultat présenté par FERRON qui observe €oc% 0.41 & 1a
charge maximum. L'élévation de température calculée au moyen de 1a
solution homogéne (2-20) est d'environ 55 C: elle est également de
l'ordre de celles qui sont observéesf La déformation critique obtenue
dans les conditions quasi-isothermes : ¢,.= 0.52 est natureilement

identiquement prédite par la théorie, puisque 1la loi constitutive du

matériau a été identifiée & partir de cette valeur.
3-4-Déformation dynamique.

Dans ce paragraphe, nous cherchons & mettre en évidenEe les effets
combinés de l'inertie et de la conduction thermique sur le développement
d'une perturbation 1linéaire. Seules des conclusions gualitatives sont
attendues de cette discussion. Pour cela nous avons représenté sur 1la
figure 6 1la racine positive de 1'équation caractéristique du systéme

différentiel (3-2, 3-4) en fonction de ¢:



6%

] | 1 ] 1 1 ] J
10,000

figure B:Vitesse de croissance des perturbations:
(1) déformation adiabatique quasi-statique.

(2) déformation quasi-statique; matériau conductéur.
(3) déformation dynamique; matériau cunductéur.

en fonction du nombre d’ondes £,
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- -2¢ . -2€ . -2€
p°1]3+(p°k£2e 2€°+(é0+m(§°£2e O)‘avPogoeane+[k£ee o(po€o+mg0£2e °)
€o o o

-2¢ ) -2¢ -2¢ -4¢
+(n-1)6,¢%e °—avg°(p°€§-cc,£2e ®))n+(avg, t2e ®+k(n -1)6,¢%e °)=0
eo eo 0 CU

(3-24)

Les données numériques utilisées sont spécifiées par (3-21,3-22); 1a
déformation a sa valeur critique €,.. Les courbes obtenues suggérent les
commentaires suivants:

Courbe (1): dans un processus quasi-statique (po=0) et adiabatique (k=0)
N garde une valeur constante positive 1n*, que nous utilisons pour normer
l'ensemble des résultats.

Courbe (2): lorsque le matériau est conducteur (k#0)et la déformation

quasi- statique (Po=0), la croissance des perturbations de grand nombre
d'ondes est freinée par la conduction thermique. En effet N tend vers
zéro lorsque ¢ croit.

Courbe (3): dans un processus dynamique (p,#0) obtenu é’une vitesse de
déformation ¢,=5.103s"!, et pour un matériau conducteur (k#£0), 1les
effets d'inertie freinent la croissance des perturbations de faible
nombre d'ondes, car N tend vers zéro avec ¢£. Lorsque ¢ croit, 1 tend
d'abord vers sa limite quasi-statique n*, puis décroit aux trés grandes
valeurs de £, en raison des effets stabilisants de 1a conduction
thermique. Toutefois, 1les conclusions que 1l'on pourrait tirer ici
doivent tenir compte des effets de 1la triaxialité qui ne pegt plus étre

négligée aux trés grandes valeurs du nombre d'ondes.



3-5-Aspects tridimensionnels.

Les effets tridimensionnels ont été jusqu'a maintenant négligés dans
cette étude. Cependant, on sait ,depuis les travaux de BRIDGMAN (1964),
que l'approximation des grandes longueurs d'ondes conduit & sous estimer
la ductilité du matériau; en effet, son analyse de 1'état de
contraintes dans la striction d'un matériau rigide plastique parfait
sous chargement quasi-statique, montre que la contrainte équivalente 6,
est plus faible que 1la contrainte wuniaxiale 6, et gque 1la déformation
réelle dans la striction est plus faible que la déformation calculée
dans un modéle uniaxial. Cela implique que 1la déformation critique
uniaxiale soit atteinte plus rapidement gue dans un modéle tenant compte
des effets tridimensionnels. Cette analyse a déja été invoquée dans 1le
cas de modéles de comportement plus complexe, comme celui de matériaux
sensibles a la vitesse de déformation ( HUTCHINSON-NEALE 1977, G'SELL et
al 1985); de 1la méme fagon, nous donnons en annexe une analyse
linéarisée de type BRIDGMAN, de maniére a fournir des indications
approchées sur 1'étendue de la validité du modéle uni;;ial proposé au
cours de ce chapitre. Il ressort de cette analyse gue la correction diie
aux effets tridimensionnels augmente 1la déformation critique de
bifurcation uniaxiale, gqui intervient donc aprés 1la force maximum. Une
telle conclusion avait également été obtenue par MILES (1971) et
NEEDLEMAN (1972) pour un processus isotherme. Cette correction est treés
faible dans 1le cas des expériences de FERRON commentées ci-dessus, et

1'approximation des grandes longueurs d'ondes semble donc justifiée.
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4-Analyses non linéaires.

Nous avons fait remarquer dans 1la section précedente que
1'analyse de stabilité linéaire ne pouvait rendre compte des
déformations critiques de traction simple, lorsque le comportement du
matériau est sensible a 1a vitesse de la déformation. Aussi présentons
nous maintenant une é&tude non linéaire, basée également sur
1'approximation des grandes longueurs d'ondes, destinée a l'examen de 1la
croissance de défauts géométriques dans " un matériau sensible & 1a
vitesse de déformation. Dans un premier temps, nous donnons des
résultats exacts, lorsque le matériau est non conducteur, et chargé de

maniére quasi-statique. En second lieu, une étude non linéaire numérique

est consacrée au cas dynamique.
4-1-Chargement quasi-statique.

Nous distinguons par les indices "a" et "b" 1les variables respectivement
associées a une section droite appartenant & 1la zone de déformation
homogéne, et & une section ou la déformation pPlastique se localise. Nous

caractérisons le défaut géométrique initial par x:

X = (RAga-Rg,)/Ap, (4-1)
Nous avons, en accord avec 1'approximation des grandes longueurs
d'ondes:

F= G,A, = G,A, (4-2)

En outre, comme le matériau est incompressible:
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—€, -€y
Ay = Ay, © , By = Ry, € (4-3)

La loi de comportement (2-1) est de nouveau employée; jointe aux
relations (4-1,4-3), elle fournit une relation reliant la vitesse de

déformation locale €, & la vitesse de déformation homogéne €,:

-1 v/m n/m -€_/m, v/m n/m -¢,/m,
(1-%) /réla €, /e e, =8, e, e Pé, (4-4)

Une forme intégrée exacte de 1'équation (4-4) est possible lorsque la
force appliquée F est constante: en effet, la contrainte vraie est alors

donnée par:

G = e (4-5)
et 1'équation thermique devient:

€
98 - x e 3¢ (4-6)
at at

Ceci conduit & une relation exprimant la température § en fonction de 1la

déformation, avec les conditions initiales B(0) =1, €(0) =0

[
8 =1+ ale -1) (4-7)

Nous pouvons éliminer la température de (4-4) et intégrer:

€
du = JO e(u)V/mun/me u/mdu (4-8)

€
-1/m J 8 v/m n/m -u/m
(1-x%) g(u) u e
0
Nous dirons qu'il y a localisation Ly, de la déformation au niveau de 1la

section droite "b" si et seulement si (MOLINARI-CLIFTON 1983):

v -
J g (u) /mun/me u/mdu  + o (4-9)

La déformation homogéne critique de localisation €, est alors obtenue
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en résolvant 1l'équation implicite (4-8) dans laguelle: €,%¢€,. et €, =.
La fonction:

v/m n/m -¢/m
gle) € e

est intégrable si:

vy -1 < 0 (m>0) (4-10)
par suite , cette inégalité apparait comme un critére de localisation.
Nous entendons par 1a qu'il s'agit d'une relation vérifiée par 1les
paramétres mécaniques du matériau, et indiquant que, pour une
déformation suffisamment grande, 1la 1localisation de 1la déformation
plastique sera obtenue. Ainsi, un matériau thermo-adoucissant conduit-il
nécessairement & la localisation de la déformation. En revanche, dans le
cas d'un matériau thermo-durcissant, 1'inégalité v-1<0 exprime 1la
compétition qui existe pour 1la 1localisation entre 1le durcissement
thermique stabilisant, et 1'adoucissement géométrique qui apparait par
le terme: -1. Les conclusions seraient d'ailleurs gquelgue peu
différentes si 1'on utilisait pour loi de comportement:

g n m

G =e € € (}-11)
En effet, la condition de localisation devient alors: v < O pour m>0, et
les propriétés thermigues du matériau apparaissent alors comme le seul
facteur critique de 1la localisation. Nous avons résolu numériguement
1'équation (4-8); les résultats de ce calcul sont représentés sur la
figure 7, ou l'on a tragé 1'évolution de €, /€, en fonction de €,/n pour
différentes valeurs de v. On notera la diminution de 1la déformation
critique ¢€,. dlle &8 1'adoucissement thermique, et au contraire 1'effet
fortement stabilisant du durcissement thermique.

Pour un matériau dont le comportement est indépendant de 1la
vitesse de déformation (m=0), 1l'analyse présentée ci-dessus devient plus

simple; en outre elle s'étend & toute histoire de chargement F(t). En
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figure ?:Rapport €,/e, de la déformation
dans la striction & la déformation homogéne
en fonction de la déformation. homogéne normalisée

€,/n; influence de 1’adoucisement thermique.
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effet, 1'équation thermique s'écrit:

-p n
8 98 - @ € 3¢ (4-12)
2t at
d'oud 1'on tire:
1/(1-»)
gle) = (l+axl(l-v)en*l) (4-13)
T+n

Compte tenu de (4-1),(4-2),(4-3) et (4-13) , on obtient donc:

~€, €y

(1-x)T6(e,l 7 o (4-14)

= e[ebY e? e

Lorsque x=0 , cette analyse se réduit & une étude de type force maximum,

et le résultat (3-16) est retrouvé.
4-2-Déformation dynamique.

Dans le domaine dynamigue, 1la solution du systéme d'équations aux
dérivées partielles non linéaires (2-12,2-14) obéissant aux conditions
aux limites (2-16,2-18) et aux conditions initiales (3-9), a été obtenue
grdce a une méthode de différences finies utilisant un schéma mixte
explicite-implicite. Les résultats de ces calculs sont d'abord présentés
dans l'approximation isotherme, de maniére & mettre en évidence les
effets dynamiques indépendamment des effets thermiques. Naturellement,
les deux effets sont couplés dans le processus réel, et nous
envisagerons également une déformation dynamique quasi-adiabatique.

Le matériau utilisé est purement visqueux; ses paramétres
mécaniques sont:

-V
g, = 10%8 SI , n=0 , m = 0.2 , p = 2700. kg/m? (4-15)
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L'échantillon, de longueur initialevlo = 2.5 cm, posséde un défaut
initial %/2=5=0.01; 1le nombre d'ondes de 1la perturbation est
£=2n/1,=R50m"!.

Pour un tel matériau, il est possible de calculer la solution
non linéaire exacte dans 1le cas d'un chargement quasi-statique. On
trouve d'aprés (4-8):

-1/m -¢,/m

€, = -m Log(1l+(1-%) (e -1)) (4-16)

Une comparaison est donc possible avec la solution numérique dans la cas
dynamique: sur la figure 8, le résultat eb(ea) quasi-statique exact est
représenté par la courbe numérotée (0). Les courbes €, (€,)

numérotées (1) et (2) sont obtenues respectivement pour les valeurs

initiales de 1a vitesse de déformation ¢,= 10* s™! et ¢é,= 10° s~!. I1

apparait que la croissance d'une inhomogénéité initiale est
considérablement freinée lorsque 1'on augmente la vitesse de
déformation; le délai pour la localisation gqui en résulte ne peut &tre
attribué qu'aux effets d'inertie. On remarquera gue pour le nombre
d'ondes ¢ utilisé dans ce calcul, 1la théorie de 1la stabilité linéaire
prévoit également, de maniére qualitative, un effet significatif des
efforts d'inertie. En effet, on observe sur 1la figure 3 gue pour cette
valeur de ¢ , la vitesse de croissance 7 de la perturbation est beaucoup
Plus petite que sa valeur quasi-statique 1*. La convergence de ces deux
résultats indépendants semble donc confirmer le freinage exercé par les
efforts d'inertie sur la croissance des inhomogénéités.

Nous avons également recherché une confrontation avec 1les
résultats expérimentaux obtenus dans d'autres laboratoires; la
difficulté principale tient dans le fait que, dans le domaine dynamique,
la ductilité des matériaux est affectée non seulement par 1les effets

d'inertie mais encore par 1les mutations éventuelles des mécanismes
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figure 8:Effets de l’inertie sur la localisation:
(@) déformation quasi-statigque.
(1) &,=10%s"!

(2) &,=105s"!
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élementaires de la déformation plastique, qui passent d'un comportement
thermiquement activé aux faibles vitesses & un comportement visgueux aux
grandes vitesses. La frontiére entre ces deux zones fait encore 1'objet
de controverses(FOLLANSBEE et al 1984) et est située selon les auteurs
entre 10%s™! et 10°s~!. La séparation de 1l'accroissement dynamique de 1la
ductilité de son augmentation intrinséque est donc difficile. A cet
égard, le comportement du Tantale & 500 C semble pouvoir constituer un
test pertinent du modéle proposé ci-dessus. Dans ces conditions en
effet, la 1loi de comportement de ce matériau ne subit pas d'altération
aux grandes vitesses de déformation (GIANOTTA et al 1983), au moins
jusqu'a 5.10%° s~!, alors que compte-tenu de la forte masse volumique du
Tantale, les effets d'inertie sont déja significatifs. I1 en résulte
qu'une augmentation de la ductilité aux grandes vitesses pourra étre
attribuée a 1'influence stabilisante des efforts d'inertie. De fait, 1les
résultats expérimentaux de GIANOTTA et al indiquent une forte
augmentation de 1'allongement & 1la rupture e, dans 1le domaine des
vitesses de déformation de 1l'ordre de 10°s~!, ainsi qu'un accroissement
un peu moins prononcé de l1l'allongement homogéne & la rupture e, (figure
9). )

La 1longueur initiale de 1l'éprouvette, et 1'aire initiale d'une
section droite sont respectivement: 1,= 1.57 1072m et A,= 4.9 10°% m®.
D'autre part, 1les valeurs expérimentales relatées par GIANOTTA et al

nous permettent d'assigner approximativement A& ce matériau la 1loi de

comportement:

avec: M < 3.8 10%8S1 , n=0.21 , m=0.02
Nous définissons numériquement la rupture de 1'éprouvette par

l'allongement u pour lequel une diminution brutale de 1'effort appliqué
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est calculée (figure 10), et nous identifions e, avec la déformation de
l'extrémité du spécimen & cet instant. Le modéle conduit & des
prévisions qui sont en bon accord avec les observations( figure 9). En
effet, 1'allongement homogéne calculé e, est parfaitement compatible
avec 1les résultats experimentaux, pour une valeur réaliste du défaut

initial de surface, de l'ordre de 1%. L'allongement & la rupture calculé
semble légérement inférieur & 1l'allongement e, Observé; cela pourrait
étre di au fait que les effets stabilisants de 1la triaxialité, qui
deviennent importants & la rupture, ont été négligés dans cette analyse.
L'allongement & 1la rupture calculé reste cependant compatible avec les
observations. De plus, il reproduit bien 1'accroissement considérable de
e, aux grandes vitesses. La comparaison avec les données expérimentales
suggére donc que le modéle décrit correctement @ 1les aspects essentiels
des processus dynamiques; de méme la ductilité accrue du Tantale & 500 C
dans le domaine des grandes vitesses semble bien die aux effets
d'inertie. Pourtant des conclusions plus détaillées ne pourront &tre
obtenues que lorsque de nouveaux résultats expérimentaux seront

disponibles.
4-3-Processus dynamigues quasi-adiabatiques.

Les données (3-21) de 1l'acier austénitique testé par FERRON sont
utilisées dans la résolution numérique des égquations (2-5,2-6); 1les
échantillons sont supposés &tre de longueur initiale 1,=10"2m, et le
défaut est de 1%.

Les effets de 1'adoucissement thermique sont illustrés sur la
figure 11, pour laguelle deux courbes de ductilité calculée sont

tracées, 1'une, numérotée (1) dans des conditions isothermes, 1'autre
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(2) pour une déformation quasi-adiabatique. Toutes deux représentent
l'allongement homogéne e, & la rupture numérique définie ci-dessus. Dans
les deux cas, les calculs tiennent compte de la sensibilité & la vitesse
de déformation, de 1'écrouissage et des effets d'inertie. La courbe (2)
ne peut é&tre distinguée de celle que 1'on obtient dans un processus
adiabatique (k=0).

Lorsque les effets d'inertie sont négligeables, pour
£,¢5.10"%s"!, 1'allongement homogéne tend vers 1les valeurs critiques
obtenues au moyen des analyses linéarisées quasi-statiques: €% 0.40
dans le cas adiabatique et ¢,.= 0.52 dans 1le cas isotherme. On peut de
nouveau observer 1l'accroissement dynamique de 1la ductilité aux grandes
vitesses de déformation, ainsi que la déstabilisation de la déformation
plastique par 1'adoucissement thermigue, puisque la courbe de ductilité
adiabatique se trouve au dessous de la courbe isotherme.

Le bon accord observé avec les valeurs quasi-statiques, obtenues
de maniére indépendante donne des indications favorables gquant a 1la
valeur des modeles utilisés. Cependant, des réserves doivent &tre
formulées & propos des conclusions que 1'on pourrait en tirer dans le
domaine dynamique, en raison du manque, & notre connaiss;;ce, de données
expérimentales incluant 1la dépendance de 1la loi de comportement vis a
vis de 1la température. En outre, d'éventuels changements micro-
structuraux des mécanismes élementaires de 1la déformation plastique

pourraient bien accroitre la ductilité dans ce domaine.

5-Conclusions.

Ce second chapitre apparait comme étant relativement indépendant

du chapitre 1, qui était consacré a 1l'élaboration de 1lois de
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comportement utilisables aux grandes déformations et aux grandes
vitesses de déformation. En effet, nous avons davantage mis 1'accent sur
la compréhension du processus d'instabilité proprement dit, mettant tout
particuliérement en relief les effets d'inertie et les effets
thermiques. A cet effet, une loi de comportement empirique simple a été
utilisée. Nous nous réservons de reprendre un tel travail a l1'avenir,
munis des lois de comportement polycristallines présentées au chapitre
précedent.

Les caractéristiques essentielles du travail présenté dans ce
chapitre 2 résident dans 1la prise en considération des effets dynamiques
et des effets thermiques sur 1a ductilité en traction simple; cependant,
d'autres aspects n'ont pas été étudiés ici, comme 1le durcissement
textural ou 1'endommagement. En d@épit de ses limites, le modéle uniaxial
que nous avons développé fournit des résultats en bon accord avec les
données expérimentales, et qui permettent d'interpréter, au moins en
partie 1l'accroissement dynamique de 1a ductilité, ainsi que sa
diminution adiabatique. L'analyse 1linéaire "quasi-stationnaire"” est
suffisante 1lorsgue la sensibilité du matériau & la vitesse est faible,
et lorsque les effets dynamiques sont négligeables. Au célrs du chapitre
suivant, une analyse de stabilité de 1la solution homogéne prenant en

considération son caractére instationnaire sera présentée.
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Annexe: Analyse tridimensionnelle linéarisée.

Pour un état de contraintes tri-axial, nous définissons 1la contrainte
effective par:

Ge = (s, SiJ)l/e (a-1)

3
Z

ou s; ; est 1le déviateur des contraintes. Le facteur de triaxialité F,

est défini par:
Ft = GE/G (8-2)

et la loi de comportement est maintenant:

Ge = ¥(e,¢,0) (a-3)

Le facteur adimensionnel F, exprime l'influence de 1la triaxialité sur la
contrainte effective; il dépend de 1la géométrie de 1'échantillon et des
propriétés mécaniques du matériau. Pour un matériau rigide- plastique en
chargement quasi-statique, la valeur de F, est donnée en un point de

l'axe de l'échantillon par BRIDGMAN (1964):

Fi = ((1+2R_/R)Log(1+R/2R_))"! (a-4)

dans cette expression R désigne le rayon de la section droite considérée
et R, le rayon de courbure local du profil de 1'éprouvette.
Une perturbation 1linéaire des équations (a-2,a-4) fournit, en

addition au systéme différentiel (3-2,3-4):
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Fo(t,X) = F,o, + BF (t)exp(itXx) (a-5)

ou Fyo=1 est le facteur de BRIDGMAN de la déformation homogéne. Si 1'on

utilise:

= R /(1+(gR)%)%7E (a-6)
X

1
RC

on obtient pour 1'équation caractéristique (3-12):

-2¢ . -2¢
n3+n$0[8;1+a§go+g+éﬁ£2e § +%% élg; 1+avggQ++%ﬂ£3e °)= 0 (a-7)

Lorsque la déformation est adiabatique, 1le critére de localisation
s'écrit alors:

-2¢
€o > n/(1l-0Gy,-A,t%e  °) (a-8)
B, 2T

La correction par rapport au critére (3-16) est trés faible dans le cas

décrit par FERRON et interprété dans le texte ci-dessus; en effet pour
A, =4.10"%m® , ¢ £ 125 m"! , €, £ 0.40 (a-9)

la wvaleur:

A,t%exp(-2¢€,) = 4.5 10-3

peut étre négligée devant: l-ave,/8, < 1.3
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figure 1l:Courbes effort-déformation dans l'air, d'aprés FERRON.
figure 2:Courbes effort-déformation dans l'eau, d'aprés FERRON.
figure 3:Vitesse de croissance dynamique d'une perturbation.

figure 4:Déformation €, dans 1la striction, et déformation €, a
l'extremité de la barre en fonction de la déformation homogéne:
(1): Théorie non linéaire.

(2): Théorie 1linéaire.

figure S:Vitesses de croissance 7*,7~ des perturbations, et leur somme

en fonction de la déformation homogéne ¢,.

figure 6:Vitesse de croissance des perturbations:
(1) déformation adiabatique quasi-statique.

(2) déformation quasi-statique; matériau conducteur.
(3) déformation dynamique; matériau conducteur.

en fonction du nombre d'ondes ¢.

figure 7:Rapport ¢,/€¢, de 1la déformation dans la striction a 1a
déformation homogéne en fonction de 1a déformation homogéne normalisée

€,/n; influence de 1'adoucisement thermique.

figure 8:Effets de 1'inertie sur la localisation:
(0) déformation quasi-statique.
(1) é,=10*s"!

(2) é,=10%s"!
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figure 9:Ductilité du Tantale & 500 C. Données expérimentales (GIANOTTA

et al): * pour e., . pour e, ; courbes théoriques e,,e,.

figure 10: Courbes effort-déformation.
(1) é,= 103s7!

(2) €,= 2.10%s7!

(3) €,= 3.10%s7!

(4) é,= 5.10%s7!

figure 11l:Ductilité isotherme (1) et adiabatique (2) calculées.
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Chapitre 3 : Instabilité et localisation de la déformation

plastique de glissement simple & grande vitesse

1-Introduction

Les bandes de cisaillement sont des zones étroites dans
lesquelles 1la déformation plastigque se localise . On a pu les observer
de facon courante lors de la déformation & grande vitesse de nombreux
matériaux , métaux ou polyméres, par exemple lors de 1'impact de
projectiles et de véhicules , ou lors de processus d'usinage et de mise
en forme rapide des matériaux :magnéto-formage , formage par explosion
Les bandes de cisaillement sont également observées lors de processus
quasi-statiques , comme la striction des éprouvettes de traction simple.
Expérimentalement , on s'efforce notamment de les obtenir par la torsion
a4 grande vitesse de tubes & paroi mince . Les observations suggérent
trés souvent que 1les bandes de cisaillement agiss;nt comme des
précurseurs de la rupture du matériau . On comprends dés lors 1' intérét
qui leur est porté , et qui se manifeste par 1' abondance de 1la
littérature internationale qui leur est consacrée.

Depuis l'article originel de ZENER- HOLLOMON (1944) la formation
des bandes de cisaillement aux grandes vitesses de déformation est le
plus souvent attribuée aux faits suivants : environ 90 $ du travail de
la déformation plastique sont dissipés de maniére quasi-adiabatigue sous
forme de chaleur, et la température peut ainsi subir une augmentation

locale allant jusqu'é plusieurs centaines de degrés .Comme la contrainte
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d'écoulement des matériaux est souvent une fonction décroissante de la
température (matériau thermo-adoucissant) , il en résulte une
augmentation 1locale de la déformation plastigue lorsque le durcissement
dd A& 1'écrouissage est dépassé ; ceci pioduit en retour une quantité de
chaleur supplémentaire . Ainsi est enclenché un processus catastrophique
qui conduit a la localisation de l1la déformation plastique dans les zones
les plus chaudes , et se déformant aux plus grandes vitesses

L'élévation de température peut aller jusqu'a produire des changements
structuraux notables ; ainsi on pense que des transformations de phase
peuvent se produire dans certains aciers austénitiques, se traduisant
post-mortexr par la présence de martensite . Les bandes de cisaillement
sont alors trés étroites, d'une largeur de quelque dizaines de microns .
On parle dans ce cas (ROGERS 1974) de bandes de transformation ; lorsque
l'on n'observe pas de changements structuraux aussi brutaux ,les bandes
de cisaillement présentent un aspect plus diffus et sont appelées bandes
de déformation. On trouvera une revue compléte des aspects micro-
structuraux du cisaillement adiabatique , incluant notamment les
transformations de phase chez ROGERS (1974) ,BEDFORD et al. (1974) et
ROGERS-SHASTRY(1981). D'autres types d'explications peuvent cependant
étre invoqués de maniére concurrente ou complémentaire : ainsi
l'apparition d'un écrouissage négatif pourrait-elle &tre de & une
évolution isotherme des textures cristallographiques (CANOVA- MOLINARI-
FRESSENGEAS 1984 et chapitre 1), ou & 1'endommagement du matériau
(DODD-ATKINS 1983 ,SHOCKEY-ERLICH 1981).Cependant ce type d'explications
isothermes ne sera pris en considération au cours de ce chapitre . De
nombreux auteurs ont tenté de déterminer 1les conditions critiques

d'apparition des bandes de cisaillement de maniére analytique: CULVER
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(1973), STAKER (1981) proposent un critére d'instabilité de 1a
déformation plastique basé sur l'existence d'une contrainte de
cisaillement homogéne maximum ,de méme gue RECHT (1964) qui inclut dans
son analyse les effets de 1'adoucissement et de conduction thermiques .
ARGON (1973) analyse la stabilité d'une déformation adiabatique
faiblement non homogéne . CLIFTON (1978) , BAI (1982) , BURNS-TRUCANO
(1982) et PAN (1983) proposent des critéres obtenus & partir d'analyses
de stabilité 1inéaire de la déformation homogéne . De telles théories
permettent de savoir si une petite perturbation initiale de 1a
déformation homogéne est initialement croissante ou non , c'est-a-dire
de savoir si la déformation homogéne a tendance ou non 3 &tre instable .
Cependant ces théories ne prennent pas en chsidération le caractére
instationnaire de la déformation homogéne . Elles ne peuvent donc pas
en général fournir un résultat de stabilité a long terme ; cette
remarque prend tout son effet lorsque 1le processus d'instabilité est
allongé par les effets de sensibilité & la vitesse de déformation et par
les effets d'inertie. En outre ces théories ne fournissent en général
que des résultats relatifs & la stabilité de 1la déformation, et non & sa
lbcalisation. Par le terme de 1localisation, nous ent;ndons gue 1la
déformation prend dans une région trés étroite des valeurs beaucoup plus
fortes que partout ailleurs. Les «critéres de 1localisation pourraient
étre fournis par des analyses non linéaires exactes; malheureusement, de
telles analyses n'ont pu é&tre menées a bien gque dans un nombre restreint
de cas particuliers comme le glissement simple gquasi-statique &
contrainte imposée et 1a traction wuniaxiale quasi-statique & force
imposée, d'un matériau thermo-viscoplastique non conducteur de 1a
chaleur: MOLINARI- CLIFTON (1983), FRESSENGEAS-MOLINARI (1985).

Le but poursuivi dans ce chapitre est de fournir des critéres de
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localisation étendus au cas plus général de la déformation dynamique
d'un matériau thermo-viscoplastique conducteur de la chaleur , soumis &
des conditions & la limite variées en vitesses ou en contraintes. Nous
désignons par critére de 1localisation , wune condition reliant les
paramétres mécaniques du matériau et indigquant si 1la localisation est
possible pour des valeurs assez grandes du temps et de la déformation
homogéne . Il faut insister sur le fait gue nous ne cherchons pas ici a
prédire 1le début de la localisation , ni & en décrire le processus , ni
enfin & calculer les déformations ultimes avant la rupture du matériau ,
mais seulement & répondre a la question: un matériau étant donné par ses
caractéristiques mécaniques, existe-t-il wune déformation assez grande
pour que la localisation de 1la déformation sous forme de bande de
cisaillement ait lieu , pour un défaut initial donné , et sous des
conditions a la limite déterminées? Ce but est atteint grice & une
nouvelle méthode de perturbations, appelée méthode de perturbations
relative ; cette méthode prend en considération 1l'aspect instationnaire
de 1la déformation plastique homogéne. Les effets stabilisants de
l'écrouissage , de la sensibilité & 1la vitesse, de 1a conduction
thermique et des effets d'inertie d'une part, les effets déstabilisants
de 1'adoucissement thermique d'autre part, ont déja été étudiés dans le
chapitre 2 a propos de 1la traction wuniaxiale, et, bien que pris en
considération, ils ne feront pas l'objet de commentaires supplémentaires
lors de cette étude.

Le plan de ce chapitre est donc 1le suivant : on écrit tout
d'abord les équations fondamentales du probléme . Puis les méthodes de
perturbation classiques sont rappelées , en tenant compte de 1'aspect
instationnaire de la deformation homogéne , et on en déduit des critéres

de stabilité a long terme de 1la déformation. Enfin 1la méthode de
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perturbations relatives est présentée ; le concept de localisation est
défini par 1'instabilité & long terme des défauts relatifs. Des critéres
de localisation sont obtenus pour différentes conditions aux limites:
ils sont comparés aux critéres d'instabilité et 1'on montre notamment
qu'il peut y avoir instabilité de la déformation plastique homogéne sans
pour autant que cela débouche sur la localisation de cette déformation.
Les critéres linéaires de localisation sont de plus comparés, quand cela
est possible , aux critéres non linéaires exacts et aux

résultats expérimenfaux actuellement disponibles .
Z2-Equations fondamentales.

Nous considérons le probléme du glissement simple, issu de 1la
modélisation d'une expérience de torsion d'un tube mince entaillé . Soit
une tranche de matériau , d'épaisseur constante h dans la direction v,
s'étendant & 1'infini dans les directions X et Z . On suppose que tous
les déplacements sont nuls dans les directions v et z ,et que toutes les
dérivées partielles par rapport & X et z sont nulles . La vitesse ¥V dans

la direction X est en général une fonction de § et du temps tt , et elle

peut étre soumise aux conditions & la frontiére :

v(0,¥)=0 , ¥(h,B)=vV , 20 (2-1)
ou V est la vitesse constante du bord supérieur de 1la tranche de
matériau considérée (figure 1). De maniére alternative nous

considérerons les conditions de contrainte imposée & la frontiére :

7(0,tt) = T(h, %) = 7, , 20 (2-2)
T désigne 1la contrainte de cisaillement et 7, la contrainte constante

appliquée aux frontiéres . Les conditions a la limite thermiques sont

supposées adiabatiques :

98(0,%) - 28(h,t) - O , T2 0 (2-3)
33( ) 28
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g désigne la température . La déformation élastique est négligée , et
1'on utilise une loi de comportement thermo-viscoplastique de la forme :

vy .m n
T=u8 7 Y (2-4)

ou Y et ? représentent le glissement et la vitesse de glissement ; p , v
,», n et m sont des coefficients empiriques caractérisant respectivement
la viscosité , 1la sensibilité & 1la température (1'adoucissement
thermique si v est négatif) , 1l'écrouissage et 1la sensibilité a 1a
vitesse de déformation. p,n et m sont suppposés positifs . Le matériau
est de plus supposé incompressible , de masse volumique p . Les
équations fondamentales du probléme sont , avec la loi de comportement

(2-4) ,1'équation dynamique:

Pg\:é = gi (2-5)
Y

les équations de compatibilité cinématique :

2 - ¥ - gg (2-6)
et 1'éguation de 1'énergie :
C 298 - K25, P T (2-7)
Yy

C,K et JJ sont respectivement 1la chaleur spécifigque volumique , 1le

coefficient de conduction thermique et 1a fraction du travail de

déformation plastique convertie en chaleur , appelée aussi :
coefficient de TAYLOR-QUINNEY . Tous ces paramétres sont considérés
comme constants au cours de cette étude. Si les variables

adimensionnelles suivantes :

t = ¥,E .Y = /%
y = ¥/h , Vv =3V/V (2-8)

8 = §/éo ’ ?/%0

~A
1}
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sont introduites, ou éo et ?0 sont respectivement les valeurs initiales
homogénes de la température et de 1la vitesse de déformation ,reliées
4 t,, Vet hpar:

vy m
o

To = WBo Yo + Yo =V/h (2-9)

alors , aprés avoir éliminé v et T , les équations fondamentales se

réduisent au systéme d'équations aux dérivées partielles non linéaires

suivant:
» m n
%i =12 (877) (2-10)
PodY

8y - Y (2-11)
at

g2 v m+l n (2-12)
a8 . k a8 Y Y -
82 - * 5,9 ¢

Les constantes p,, k et o« sont des paramétres sans dimension . p, est

significatif des effets d'inertie:

Po = 0 V2/T, . (2-13)

k est le paramétre d'adiabaticité de la déformation :

k = K/Ch?Y, (2-14)

a contrdle la production thermique de la déformation plastique:

x = B 1,/CO, (2-15)
Nous pouvons en outre définir 1le temps caractéristique t_. de
l'adiabaticité de la déformation , appelé aussi +temps de relaxation

thermique : t. = 1/k .

Les conditions a la limite réduites sont ,en vitesses

v(0,t) =0 , v(i,t) =1 , t=20 (2-16)

ou en contraintes :

1%
o

1(0,t) = 7(1,r) = i , t (2-17)
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et les conditions & la limite thermiques deviennent :

99(0,t) - 28(1,t). 0 , t=20 (2-18)
3y 3y

Pour les conditions initiales homogénes suivantes:
Y(y,0) =0, ¥(y,0) =1, 8(y,0) =1, 0£y £1 (2-19)

et sous les conditions aux limites en vitesses (2-16) , les équations
(2-10,2-12) admettent une solution homogéne exacte : nous obtenons pour

v 7 1 :
. 1+n 1/(1-v)
Yolt) = 1, Yo(t) =t , 85(F) = (1+ o 1= 7, ) (2-20)
) , I+n
Le lecteur aura noté gque 1le comportement de cette solution homogéne
dépend beaucoup du coefficient v de sensibilité de 1a contrainte
d'écoulement & la température : 1lorsque v < 1 1la température et la
déformation tendent vers 1'infini en un temps infini . Dans 1le cas
contraire : v > 1 , la température tend vers 1'infini en un temps et une
déformation finis donnés par :
1/(n+l) .
Y0c= (l+n)
1-v

Nous supposerons v < 1 dans la suite de cette étude .

Pour 1les conditions aux limites en contraintes (2-17) , nous n'obtenons

qu'une solution approchée,valable dans le domaine quasi-statique (p,=0):
0

Y, n/m ) v/m . -n/m -v/m
t =J£ “u’ (1+qu) © du ,Yo= Yo (l+av,) , Bo=l+av, (2-21)
Le comportement de cette solution dépend de la guantité v+n+m ; en effet

si : v+n+m > O , la température et la déformation tendent vers 1'infini

en un temps infini . Dans le cas contraire : v+n+m O , température et

déformation deviennent infinis en un temps t, fini donné par :

t, =J£mun/m(l+au)v/mdu (2-22)

Le cas particulier d'un matériau dépourvu d'écrouissage (n=0) conduit

a des expression plus simples : /:;r\x
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/v+m

8o(t) = (1+vam at)” T, 1,820 18) L vo(t)=go(t)-1  (2-23)
x

le temps critique t, devenant quant a lui , pour v+m < O :

t, = - m/(v+m) , (2-24)

Une propriété essentielle des déformations plastiques homogénes
(2-20,2-21,2-23) ainsi déterminées est leur caractére instationnaire ;
en effet cet aspect complique singuliérement 1'étude de leur stabilité

S 'il est relativement facile de <calculer des solutions homogénes
exactes des équations fondamentales (2-10 ,2-12) , il n'en va pas de
méme pour d'éventuelles solutions exactes non homogénes ; d'une maniére
classique , on est ainsi conduit & rechercher en premier 1lieu des

résultats approchés , au moyen de méthodes de perturbations linéaires.
3-Méthodes de perturbation linéaires classiques.

La stabilité de 1la solution homogéne (Y,.,V,,8,) Dpeut &tre testée en

recherchant 1'existence et 1'évolution de solutions non homogénes de la

forme: -
Y(y,t) = Y,(t) + BY(t) exp(ity)
Y(y,t) = vo(t) + BY(t) exp(ify) (3-1)
B(y,t) = 8,(t) + 88(t) exp(ify)

ou : (8Y¥,8Y7,88) représentent 1l'amplitude de la perturbation, supposée
petite devant la solution homogéne . Pour cette raison , la perturbation
non homogéne peut étre limitée au premier terme de son développement de
FOURIER , de longueur d'onde ¢ . Cette méthode est d'un usage classique
lorsque 1la solution perturbée est stationnaire ; cependant , elle a
aussi été utilisée dans le cas instationnaire : CLIFTON(1978) , BAI
(1982); il est alors supposé que la perturbation varie beaucoup plus

vite que la déformation homogéne , qui est ainsi considérée comme quasi-
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stationnaire . Cette hypothése peut &tre mise en défaut lorsque 1le
matériau est sensible & la vitesse de déformation , ou lorsque 1les
effets d'inertie sont significatifs (FRESSENGEAS-MOLINARI (1985) et
chapitre 2) ; elle n'est pas nécessaire dans la suite de cette étude .

La substitution des développements (3-1) dans 1les équations
(2-10,2-12) , et 1la sélection des termes du premier ordre en (&YV,8v,88)
conduit & un systéme d'équations différentielles ordinaires

dx - A(t).X
dt

dont les coefficients dépendent du temps

d 8% - -£8%t, ( m 8Y , n 8y , vEB ) (3-2)
at Po To o 8o
d §v . &Y (3-3)
dt
.58 . 8,( (m+1)8Y , nBY 4 » 86 ) . k&®89 (3-4)
at ° 2SS AR
1, désigne la contrainte de cisaillement homogéne . Comme cela été

indigqué par CLIFTON et al.(1983) ,la matrice A(t) posséde des propriétés
gui rendent possible la détermination du comportement asymptotique des
solutions X(t) lorsque t + « , si 1les caractéristiques mécaniques du
matériau remplissent certaines conditions , par ailleurs suffisamment

larges pour inclure nombre de situations physiques interessantes . Cette
étude est réalisée au moyen d'un théoréme di & CODDINGTON-LEVINSON
(1955) , que nous rappelons en Annexe avec ses conditions d'application.
I1 ressort de ce résultat que la stabilité linéaire de la déformation
homogéne instationnaire est gouvernée par 1le comportement asymptotique
des valeurs propres 7, de la partie non intégrable de A(t) ; plus

précisement , si :

t
lim,,, JioRe( N,(t)) 8t = - = VXK (3-5)
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la stabilité linéaire asymptotique de la dé&formation homogéne est
assurée. Par l'expression "stabilité linéaire", nous entendons que ce
résultat n'est fondé que 1lorsque 1'inhomogénéité initiale est assez
petite pour qu'une théorie linéarisée demeure consistente.
Le lecteur pourra se reporter 2 la Table II, au cours des développements
qui vont suivre ,et y trouver une présentation synthétique de 1’ensemble
des résultats obtenus dans cette section et dans la suivante . Cette
table est discutée de maniére plus approfondie dans la Section 5

Nous poursuivons la discussion en supposant la déformation quasi-
statique (p,=0), de maniére a obtenir des résultats explicites ; le cas
dynamique sera également envisagé dans la Section 4 . Dans cette

hypothése , le systéme différentiel (3-2,3-4) se réduit &

d 8y - -Y, ( nby 4, v 88 ) (3-6)
at MY, M B,
d 8 . -6 n§ v 68 ) - k&g (3-7)
9¢°9 = "% ¢ m 7{ *'m B,

Supposons tout d'abord que l'on impose les conditions aux 1limites en
vitesse (2-16) . On peut se rendre compte en utilisant 1a solution

<

homogéne (2-20) ou la Table I que si
-1 < n<1-2v etv <1 (3-8)

les termes non constants de la matrice A(t) : Yo/Yo ,» Yo/8o ., 8o/80 et

éo/e° tendent vers zéro lorsque t + = . Par suite , la matrice A(t) tend

vers la matrice constante A, :

ACD = (3-9)

0 0
0 -k&2

En outre, ni Y./, ni 8o/60 ne sont intégrables, alors que

1'intégrabilité de 6,/Y, et de Y,/8, dépend du signe de la quantité v+n:
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8,/Yo et Yo/6, sont intégrables si v+n<0 , et non intégrables dans le

cas contraire . Supposons d'abord:

v +n >0 (3-10)

Dans ce cas aucun terme de 1la matrice A(t) n'est intégrable , et

l'équation caractéristique du systéme (3-6,-3-7): det(A - NI) = 0 est de

la forme
2 v g n i KE2)M , v Yo k&2 . O (3-11)
e, 4 83 + D ¥g + e
Les racines 7, et 7N, de cette équation du second degré ont

pour comportement asymptotique :

M, ~ - k&, My, ~ - , t e (3-12)

313
=<
[= 2 =)

N, et 7, sont négatives & 1'infini et non intégrables. Il en résulte que
la condition (3-5) est satisfaite ; nous concluons donc a 1la
stabilité 1linéaire asymptotique de 1a déformation plastique homogéne

Lorsque le coefficient d'adiabaticité est nul (matériau non conducteur

de la chaleur ) , 1les solutions de 1l'équation (3-11) sont:

M, =0 , Ty =-( » 8 + D ¥o) (3-13)
mg, mY,
ce qui entraine
My ~ = »+n Yo , t > (3-14)

m{I-v)¥g

L'équivalence (3-14) montre que 17, est négative & 1'infini et non
intégrable ; nous concluons & 1la stabilité l1linéaire de la déformation

plastique homogéne . La stabilité n'est pas asymptotique , car la valeur
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propre 17, est égale a zéro .

A 1l'opposé de (3-10) nous supposons maintenant :
vy +n<o0 (3-15)

Cela implique notamment que le matériau soit thermo-adoucissant (v<0).

La selection des termes non intégrables de la matrice A(t) conduit &

1l'éguation caractéristique réduite :

(N +n ¥o)(n + v go + ki?) = 0 (3-16)
mYO m [a]

Lorsque le matériau est conducteur de la chaleur (k#0) , les solutions

(n,,M,) de l'équation (3-16) sont telles que :

Yo , My, ~ -k&® |, t + e (3-17)

Ces racines sont négatives & 1'infini et non intégrables . Par suite ,
nous pouvons conclure & 1la stabilité 1linéaire asymptotique de 1la
déformation plastique homogéne . Si le matériau est non conducteur , 1les

€

racines de l'équation (3-16) sont :

My = -0 ¥, , Mz = - Qo (3-18)

On remarque gque T, est positive et non intégrable ; par conséquent la
déformation plastigque homogéne est instable . Ce résultat d'instabilité
est wvalable quelle que soit 1la taille des défauts initiaux ; il n'est
pas astreint comme les résultats de stabilité linéaire a une condition
de wvalidité relative a la taille des défauts . La différence entre 1les
éguivalences (3-17) et (3-18) illustre le role joué par 1'adiabaticité
de la déformation dans 1le processus conduisant & la stabilité
asymptotique: pour v»+n<0 , on montre a partir de la solution (2-20) que

la contrainte homogéne T, passe par un maximum , puis tend vers zéro
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lorsque Y, tend vers 1l'infini. Dés 1lors , wune perturbation d'un état
homogéne arbitraire wva croissant le 1long de la branche descendante de
cette courbe, si k n'est pas trop grand. La racine 17, est alors
positive; cependant la tendance & 1'instabilité s'affaiblit lorsque 1le
plateau final de 1la courbe est atteint. La conduction thermique peut
alors en venir a bout, et ainsi amortir la perturbation & 1'infini ou 1,
devient négatif. Cependant ce schéma explicatif peut nécessiter de
grandes valeurs de k, ou de faibles wvaleurs du défaut initial; des
indications numériques plus précises seront fournies dans la section 5.
Nous considérons maintenant une déformation quasi-statigue sous

contrainte imposée . Il suffit d'examiner 'la solution homogéne approchée

(2-21) pour se persuader que la fonction Y, ,(t) n'est pas d'un emploi
commode ; aussi préferons nous utiliser 1la déformation homogéne Y,
plutot que le temps t pour définir une chronologie du processus . Dans
ce changement de variable , les éguations différentielles (3-6,3-7)

deviennent :

ax . A(v,)-X

av,
soit:
/
d & . _(nBy, »&s) (3-19)
aYo mYo m eO
d 68 - _aln 8y , » B8 ) - k&26sg (3-20)
oY, m Y, m B, To

L'examen de (2-21) ou de la Table I montre que les termes 1/y, et 1/8,
tendent vers zéro lorsque Y, tend vers l'infini . Le comportement a
1'infini de 1/v, dépend quant & lui de v+in : 1/Y, tend vers zéro
lorsque cette quantité est négative , mais tend vers 1'infini dans 1le
cas contraire . Ainsi , si v+n>0 , le théoréme de CODDINGTON -LEVINSON
ne peut étre appliqué & un matériau conducteur de la chaleur ,car 1l'un

des termes de 1la matrice A(v,) : -k¢2 /Y, devient alors infini .



Cependant
conjecturer
déformation plasti
un peu plus loin ,
les termes /7,
l'intégrabilité de
intégrable si v+n+
Supposons :

y +

L'équation caractér

Ao%

gue .
et nous supposons maintenant v+n<0
et 1/8, sont
1/%

m<0 ,

ne pas

dépend de 1la quantité

et non intégrable dans

n +m<2O0

istique : det(A, +V =~ nI) =

,1'influence de la conduction devenant infinie ,

intégrables ,
v+n+m

le cas

0 de 1la

Il est clair
alors
1/%,

contraire

(3-21)

nous pouvons
que cela conduit a la stabilité linéaire asymptotique de 1a

Le cas d'un matériau non conducteur sera traité

que
que

est

partie non

intégrable de A(Y,) (voir en annexe la définition de V) se réduit alors
a :
nln + nl +apl)=20 (3-22)
m Y, m 8,
On peut vérifier que les racines 7,,7, de (3-22) sont:
M, =0 , Mz =-(nl +ayyl) (3-23)
m Y, m B4
et que :
Mz ~ —p+n 1 y Yo F* (3-24)
m Y,

La valeur propre T, est positive et non intégrable ; nous pouvons donc

conclure a l'instabilité de la déformation plastique homogéne lorsque

1l'inégalité (3-21) est vérifiée , et cela quelle que soit la valeur du

coefficient d'adiabaticité k . A 1'opposé de (3-21) , nous supposons

maintenant :
(3-25)

» +n<0 , v»+n+m?>»0
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L'équation caractéristique de la partie non intégrable de A(v,) est :

12 + 1( + a k2 = 0 (3-26)

nl
m Yo
Les racines 1,,7, de l'équation (3-26) sont telles que :

M e - BEE L My - - Yo+ (3-27)

nl ’
To m 7,
Toutes deux sont non intégrables et négatives a 1'infini ; on en déduit
la stabilité linéaire asymptotique de la déformation plastigque homogéne.
Comme pour les conditions aux limites en vitesses , 1la stabilité
asymptotique est dile aux effets de conduction thermigque . Lorsque
celle-ci est nulle , 1l'équation caractéristique de 1la partie non
intégrable de A(Y,) n'est autre que 1'équation (3-22) , dont 1les
solutions et leur comportement asymptotique sont données par
(3-23),(3-24). Ainsi les conclusions dépendent elles dans ce cas du
signe de la quantité v+n : pour k=0 et v+n>0 , nous concluons a la
stabilité linéaire de la déformation plastique homogéne . La stabilité
est non asymptotique car la racine 7, est nulle . Pour k=0 et v+n<0O 1la
déformation plastique homogéne est instable . .
Les criteéres d'instabilité linéaires établis ci-dessus dépendent

donc des conditions aux limites et de l'adiabaticité de la déformation

L'inégalité:
vy +n<0 (3-28)

apparait ainsi comme un critére d'instabilité des matériaux non
conducteurs soumis a un glissement simple & vitesse ou contrainte
imposée . Le lecteur aura noté que , selon cette inégalité , 1la

sensibilité a4 la vitesse de déformation est sans incidence sur
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l'existence d'une instabilité ; cela n'exclut pas qu'elle ait wune
influence sur sa wvitesse de développement . Nous avons d'autre part
montré ,pour un matériau conducteuf , la stabilité linéaire asymptotique
du glissement simple & vitesse imposée . Le critére d'instabilité

linéaire prend la forme:
v +n+m<O0 (3-29)

pour les matériaux conducteurs sous contrainte imposée. Ainsi 1la
sollicitation de glissement simple apparait-elle plus instable a
contrainte imposée qu'ad vitesse imposée; 1la conduction thermique joue
guant & elle un rdle stabilisateur a long terme. Insistons sur le fait
qu'il s'agit 1& de résultats de stabilité linéaire, qgui ne sont fondés
que si les défauts initiaux sont suffisamment petits. Le cas ou 1la
taille des défauts est plus grande sera examiné dans la section 5 grice
a l'intégration numérique des équations fondamentales (2-10,2-12) .

Dans 1'étude présentée ci-dessus nous nous sommes interessés a
l'instabilité de 1la déformation plastique homogéne : cela signifie que
l'on examine 1'évolution de 1a mesure absolue (é%,SY,Se) d'une
perturbation inhomogéne . Les résultats obtenus sont significatifs de
l1'instabilité de la déformation , mais non en général de sa
localisation. En effet 1'accroissement de 1la mesure absolue d'une
perturbation peut ne pas conduire & la localisation , Si la déformation
homogéne a elle-méme une croissance plus rapide que la perturbation , de
sorte que le défaut relatif (8¥/v,,8Y/v,,88/8,) soit en fait décroissant
.C'est 1la croissance du défaut relatif qui fournit un indice pertinent
de la 1localisation de 1la déformation plastique instationnaire :

MOLINARI-CLIFTON (1983),MOLINARI (1984,1985). Ainsi , le critére
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d'instabilité du glissement simple Qquasi-statique homogéne sous
contrainte imposée d'un matériau non conducteur : v+n{0 est-il différent
du critére de localisation non linéaire exact fourni par
MOLINARI-CLIFTON (1983) dans les mémes conditions: v+n+m<0 . Dans la
section suivante , notre objectif est de développer ce point de vue au

moyen de la méthode de perturbations relatives.

4-NMéthode de perturbations relatives.

Nous définissons les nouvelles variables (X,¢,¥) , appelées
"variables relatives" , obtenues en normant les (Y¥,Y,8) par une solution

homogéne (?0,70,80) des équations fondamentales (2-10,2-12)
A= \-(/Yo ’ Yy = Y/Yo ’ ¢ = 8/80 (4—1)

La substitution des variables relatives dans les équations (2-10,2-12)

conduit & un nouveau systéme d'équations aux dérivées partielles non

linéaires:
¥y mn

A -1, 82 (o X y) (4-2)
8t  PoYo, 9Y -
W . Yo (h-y) (4-3)
5t o

52 . ( vAm+1wn o) (4-2)
0 _ k ‘ ¢ - =
9% - Qy? +‘83

Ce systéme admet naturellement la solution homogéne stationnaire:

)\o = 1 , \po = 1 , Yy = 1 (4-5)

Nous dirons qu'il y a localisation de la déformation plastique lorsque
la solution homogéne relative (4-5) est instable , et non localisation
linéaire dans le cas contraire . Nous voulons maintenant tester 1a
stabilité de cette solution homogéne en é&tudiant 1'évolution d'une

solution inhomogéne de la forme :
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My, t) = 1 + 8A(t) exp(ity)
Y(y,t) = 1 + By(t) exp(iiy) (4-6)
ply,t) = 1 + Sp(t) exp(ity)

(6),8y,8¢) représente la mesure d'une perturbation relative inhomogéne,
dont on suppose qu'elle est suffisamment petite devant 1 pour que 1'on
puisse se contenter de 1'approximation 1linéaire , et limiter son
développement de FOURIER au terme du premier ordre , de longueur d'onde
£. On notera que 1le probléme de localisation ainsi formulé est plus
Classique que le probléme de stabilité (3-1) dans 1la mesure ou 1la
solution perturbée est maintenant stationnaire . La substitution de 1la
solution (4-6) dans les équations aux dérivées partielles (4-2,4-4)
conduit & un nouveau systéme d'équations différentielles linéaires ,

dont les coefficients dépendent du temps:

dX - B(t).X
at
soit:
d 82 . -¢%17, ((m 88X + n By +v By )
at PsYo .
d 8y . ¥, (61 — &y) (4-7)
dt Yo

d 59 . -k £28¢ + g,((m+1) BX +n By + (v-1) §g)
dt 82

Nous envisageons dans la suite de cette étude deux situations physiques

différentes : nous supposons d'abord 1les effets d'inertie négligeables

(Po=0) , afin de comparer les résultats de 1l'analyse de localisation et
les résultats obtenus ci-dessus lors de l'analyse de stabilité . Puis

nous étudions le probléme dynamique (p,#0) , sans toutefois inclure les

effets d'écrouissage (n=0), de maniére a obtenir des résultats

explicites simples
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Approximation quasi-statique

Lorsque p, est nul , les équations (4-7) se réduisent simplement au

systéme suivant :

d 8y _ _ Y, (n+m &y + v By) (4-8)
dt Yo m m

d 5¢ . - k2859 ~ 8, (n By + p+m 5¢) (4-9)
at m m

=]

Les conclusions sur la localisation de la déformation vont dépendre des
conditions aux limites . Considérons tout d'abord les conditions en
vitesse (2-16); rappelons que , si v et n vérifient les inéquations
(3-8) , Yo/¥, et 6,/8, tendent vers zéro lorsque t + = ,mais ne sont pas
intégrables . Par suite tous les termes non constants de la matrice B(t)
tendent vers zéro , et B(t) tend vers la matrice Ax -En outre , 1le
déterminant caractéristique de la partie non intégrable de B(t) se

confond avec le déterminant de B(t):

2 Y : 2 Yo (v+n+m & n+m k&%) = 0 (4-10)
n#+1 (ngm %8 L %§+k£ ) +¥8(——m—82 Ve

Supposons d'abord :
v +n+m>>0 (4-11)

On vérifie que 1les valeurs propres M, ,M2 ,sont telles que :

My ~ -k 2, T, ~ — n+m Y, , t e (4-12)
m Y,

Toutes deux sont négatives & 1'infini et non intégrables ;on peut
conclure , d'aprés le théoréme de CODDINGTON-LEVINSON , & la stabilité
linéaire asymptotiqgue de la solution homogéne relative , c'est-a-dire a
la non 1localisation linéaire de 1la déformation plastique . Lorsque la

conduction thermique est nulle (k=0) , nous obtenons :
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(4-13)

~ - - ; , ~ =(v+n+m)(1-v) B
et (O (=

Les éqguivalences (4-13) montrent que 1les valeurs propres My ,N2 sont
négatives & 1'infini et non intégrables . On peut conclure a 1a
stabilité linéaire asymptotique de la solution homogéne relative, c'est
-a-dire & la non localisation linéaire de la déformation plastique .

A 1l'opposé de (4-11) supposons:
v +n+m<O0 (4-14)

Si le matériau est non conducteur (k=0), le produit des racines de
l'équation (4-10) :

P _ Y, vinim §,
Yo m Bo

est négatif . L'une des valeurs propres est donc positive ; 1les
développements (4-13) mdntrent en outre que ces valeurs propres ne sont
pas intégrables . Par suite nous pouvons conclure & 1'instabilité de 1a
solution homogéne relative , c'est-a-dire & 1la 1localisation de 1a
déformation plastique . Au contraire |, pour un matériau conducteur
(k#0), nous pouvons conclure d'aprés les relations (4-12) a 1a stabilité
linéaire asymptotique de la solution homogéne relative , c'est-a-dire &
la non localisation linéaire de la déformation plastique . L'inégalité
(4-14) apparait donc comme un critére de localisation linéaire de 1la
déformation plastique & vitesse imposée d'un matériau non conducteur .
On notera que pour ce matériau , soumis & des conditions aux

limites en vitesses , les critéres d’instabilité et de localisation sont

différents : ainsi,pour (v+n<0,v+n+m>0) il y a instabilité , mais non
localisation 1linéaire de la déformation plastique . (Voir aussi Table

II)
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On peut illustrer simplement les conclusions différentes
auxquelles peuvent aboutir les analyses de localisation linéaire et non
linéaire avec l'exemple d'un matériau non écrouissable(n=0) . En effet ,
il est alors possible de calculer exactement les incréments (5X, 8y, 8¢) ;

nous obtenons & partir des équations différentielles (4-8,4-9):

d Bp = -( k&+ §,v+m )¢ (4-15)
at B, m
et:
_(v+m)/m
So(t)=5¢(0) g, exp(-ké2t) (4-16)

Compte-tenu de la solution homogéne (2-20) , il vient:

- 1-
8¢(t)=8¢[01(1+a(1—v)t3(v+m)/m( vgxp(-kiet) (4-17)

Sous la condition (4-14) , 1la perturbation relative 8§¢(t) commence
d'abord par croitre jusqu'a un maximum §¢, , puis tend asymptotiquément
vers zéro lorsque t tend vers 1'infini , en raison de 1'influence
stabilisante & long terme de 1a conduction thermique . La théorie
linéarisée demeure consistente si 8y, reste assez petit. , ce qui est
réalisé si le défaut initial §¢(0) est suffisamment faible . Dans le cas
contraire les termes de degré supérieur en (5X,8y,85¢) ne peuvent plus
étre négligés , et ils conduisent & une réponse é&ventuellement trés
différente de la non localisation asymptotique linéaire . Les résultats
de 1l'intégration numérique des équations fondamentales (2-10,2-12)
- exposés dans la Section 5 montrent que méme pour de petites valeurs de
1'inhomogénéité initiale , la non linéarité peut &tre essentielle , et
conduire & 1la localisation ,si la valeur du coefficient d'adiabaticité
n'est pas trop forte . Des exemples numériques sont fournis & cette

occasion .
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Nous considérons maintenant une sollicitation quasi-statique

sous contrainte constante ( conditions & la limite (2-17)). Comme cela a

été indiqué dans la section précedente , il est dans ce cas pPlus commode
d'utiliser la déformation homogéne <Y, pour fixer 1la chronologie du
processus . Les équations différentielles (4-8,4-9) s'écrivent ,avec

cette nouvelle variable:

dX _ B(Y,)-X
X

To
ou:
d 8y _ _ 1 (n+m 8y + v Eo) (4-19)
avy, o M m
d 8¢ _ _ ki%8¢ _ o (n 8y + v+m B¢) (4-20)
ay, Yo B M m
Rappelons que 1/y, et 1/8, tendent vers zéro lorsque Yo * » , et que

1/Y, tend vers zéro ou 1'infini selon que v+n est respectivement négatif
ou positif . Comme pour 1'analyse de stabilité , 1le théoréme de
CODDINGTON-LEVINSON ne peut é&tre appliqué dans ce dernier cas si le
matériau est conducteur ; en effet le terme de conduction de la matrice
B(Y,) devient alors infini . Nous cohjecturons cepenaant gue cela
conduit a la stabilité de la solution homogéne relative , c'est-a-dire &
la non localisation de la déformation plastique. Le cas : v+n>0,k=0 sera
discuté un peu plus 1loin . Nous supposons maintenant : v+n{0 ;

1l'intégrabilité de 1/v, , 1/68, et 1/Y, a déja été discutée ; nous avons
trouvé que 1/v, et 1/8, n'étaient pas intégrables, et que 1/¥, était ou
non intégrable suivant que 1la quantité v+n+m était respectivement
négative ou positive .

Supposons :

v +n+m<2O0 (4-21)

L'équation caractéristique de la partie non intégrable de B(7v,) est:
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12+M(1l n+m ,g v+m) + a 1 v+n+m _ O (4-22)
Yo M By W BT, M

Les racines 1, ,7N, de cette équation ont pour comportement asymptotique:

Mg ~—- 1, My ~-(vi4n+m) 1, Y, » = (4-23)
70 m 70

Elles ne sont pas intégrables ;de plus N, est positive lorsque Y,

tend vers 1'infini. Par suite , nous concluons & 1l'instabilité de 1la

solution homogéne relative , c'est-a-dire & 1la localisation de 1la
déformation plastique . Ce résultat est indépendant de la valeur du
coeff;cient d'adiabaticité k . Cette conclusion peut facilement &tre
étayée par 1'intégration directe du systéme differentiel (4-8 , 4-9)
dans le cas d'un matériau sans écrouissage (n=0);utilisant les relations

(2-23,2-24 et 4-16) nous obtenons en effet :

Bo(t) . 89(0) exp( -ki2t) (4-24)
1-t/%,

On voit que 1la conduction thermique provoque la décroissance initiale
de la perturbation relative au travers du terme exponentiel,mais ne peut
empécher finalement sa croissance lorsque t + t, ; cela signifie 1la
localisation de la déformation plastique.

Au contraire de (4-21) nous envisageons maintenant le cas:
» +n<0 , v +n+m?>0 (4-25)

Les termes de la matrice B(Y,) sont non intégrables ;on doit donc

considérer son déterminant caractéristique entier . Il s'écrit:

240(1 n+m v+m ,ké2)+a 1 v+n+m + 1 n+m k&2_ O (4-26)
R R I e MR R i N

Les racines 17,,7M, de cette équation sont telles‘'que :
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My ~ - n+m 1 r M2 ~ = _};{_‘52 P P (4-27)
m- Y, Yo

Elles sont toutes deux négatives a8 1'infini et non intégrables ; nous
pouvons donc conclure & 1la stabilité 1linéaire asymptotique de 1a
solution homogéne relative , c'est-a-~dire & la non localisation linéaire
de 1la déformation plastique . Enfin considérons le cas ol les relations
(4-25) sont encore vérifiées , mais ou le matériau est non conducteur .
L 'équation (4-26) se réduit alors & 1l'équation (4-22); les équivalences
(4-23) montrent que les valeurs propres 17,, 7, sont négatives & 1'infini
et gqu'elles ne sont pas intégrables . Nous obtenons ainsi 1la non
localisation linéaire de 1la déformation plastique , comme pour un
matériau conducteur .

Par suite 1'inégalité (4-21) apparait comme un critére de
localisation linéaire de la déformation plastique quasi-statique sous
contrainte imposée . Ce résultat généralise aux matériaux
conducteurs de la chaleur le critére de localisation non linéaire obtenu
par MOLINARI-CLIFTON (1983) pour les matériaux non conducteurs
soumis au méme chargement . En retour , 1le critére mon 1linéaire
permet de compléter le résultat de localisation 1linéaire : en
effet il est indépendant de la taille de 1'inhomogénéité initiale , de
sorte qu'il en est nécessairement de méme pour un matériau conducteur ,
précisement en raison du 1rble stabilisant gque joue 1la conduction
thermique . ( voir la Section 5 et la Table II )

Déformation dynamique ; matériau sans écrouissage

Nous passons maintenant & la seconde situation physique envisagée: nous
supposons que les effets d'inertie soient significatifs (p,#0), mais
nous ignorons les effets stabilisants de 1'écrouissage (n=0). Le systéme

d'équations différentielles (4-7) se réduit dans ces conditions & :
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dx . C(t).X

dt

ou:
d 8h _ _ &21,(m 8 + vEoy) (4-28)
dt PoYo
d 8¢ _ _ ki? B¢ + §,((m+1)8X + (v-1)6¢) (4-29)
at 8,

avec by obtenu simplement par :

d sy _ iOISA—Sw) (4-30)
dt Yo

Nous limitons notre propos aux conditions aux limites en vitesse (2-16),
dans la mesure ou seule la solution homogéne (2-20) obtenue dans ces
conditions , est wvalidée dans 1le domaine dynamique . Nous obtenons
par conséquent pour les coefficients de la matrice C(t):

/(1-v)
%0 - (1+a[1—vJY°)v , gﬁ = o/ (1+al(l-»)y,) (4-31)

0

de sorte que , si le matériau est thermo-adoucissant (v<0) , To/%, et

8,/8, tendent vers zéro lorsque t tend vers 1'infini , et ne sont
pas intégrables . La matrice C(t) est donc non intégrable ,et elle
tend vers la matrice A, (3-9) 1lorsque t + « . Son déterminant

caractéristigue s'écrit:

24+n(=-(v-1)¢ m {21, + k&®) + m £87, (v+m §, +k&2) _ O (4-32)
(=g v M g T 8,75 "m® 8
Supposons d'abord :

» +m >0 (4-33)

Les racines de l'équation (4-21) vérifient :

N, ~ - miét, , 7, ~ _ k&2 t + (4-34)

PoTo
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Les valeurs propres 1,,7N, sont non intégrables et négatives & 1'infini ;
on conclut donc a la stabilité asymptotique de la solution homogéne
relative,et a la non localisation linéaire de la déformation plastique .

Si le matériau n'est pas conducteur de 1la chaleur ,les racines Ny, Mo

ont pour comportement asymptotique :

My ~ . mét, , 1, ~ _v+m B, , t » e (4-35)
PoTo

Comme ci-dessus elles sont négatives & 1'infini et non intégrables , et
on en déduit la non localisation linéaire de la déformation plastique .

A 1'opposé de (4-33), supposons:
v +m< 0 (4-36)

Lorsque le matériau est conducteur de 1la chaleur, les développements
asymptotiques (4-34) ont cours de nouveau, et ils entrainent 1la méme
conclusion, & savoir la non localisation 1linéaire de 1la déformation
pPlastique. Au contraire, si 1le matériau est non conducteur, les
développements asymptotiques (4-35) conduisent a 1la conq;usion opposée,
car T, est maintenant positive & 1'infini. 1I1 y a donc localisation de
la déformation plastigue.

L'inégalité (4-36) apparait donc comme un critére de
localisation 1linéaire des matériaux non conducteurs dépourvus
d'écrouissage. En outre, on peut montrer en utilisant 1les méthodes
décrites dans la Section 3, que le critére d'instabilité 1linéaire
s'écrit :

v <0 (4-37)

dans 1le cas dynamique considéré ici. I1 est donc différent du critére
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de localisation 1linéaire (4-36)lorsque 1le matériau est sensible a 1la
vitesse de déformation . Ces conclusions ne sont pas différentes de
celles que nous avons obtenues pour une déformation guasi-statique . Les
effets d'inertie ne peuvent donc pas prévenir 1'instabilité ou 1la
localisation de la déformation plastique . En revanche, ils peuvent
ralentir 1la croissance d'une perturbation , et apporter ainsi un délai
considérable dans 1le processus de localisation MOLINARI (1985) et

FRESSENGEAS-MOLINARI(1985) dans le contexte de 1la traction simple .
5-Résultats non-linéaires ; discussion

Tous les résultats obtenus sont représentés sur la table II ,
gque nous allons maintenant commenter . Cette +table contient des
diagrammes symboliques dans le plan II : ( taille des défauts initiaux -
paramétre d'adiabaticité k ); un diagrammme correspond & 1l'une des
diffeéentes situations physiques évoquées ci-dessus , en fonction des
différentes conditions & la limite , des valeurs positives ou négatives
des quantités v+n et v+n+m. Chaque diagramme est divisé , selon le cas ,
en zones de stabilité et d'instabilité , ou bien de loéélisation et de
non localisation . La table permet notamment de mettre en évidence les
différences entre les critéres d'instabilité et de 1localisation
linéaires .

La discussion est nourrie essentiellement par les résultats de
l'intégration numérique des équations non 1linéaires (2-10,2-12) ,qui
vont permettre de dégager les 1rdles joués par 1'adiabaticité de 1a
déformation et la taille des défauts . Nous avons développé & cet effet
un programme basé sur la méthode des différences finies , Selon un
schéma mixte implicite-explicite . On impose les conditions aux limites

en vitesses (2-16) , et les conditions initiales sont :
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Y(y,0) =0, ¥(y,0) =1, e(y,0)=1+§(l-cos2ny) , O%y£l  (5-1)

€ est une mesure de l'inhomogénéité initiale de 1la température . La
premiére situation décrite est 1a sollicitation quasi-statique d'un

matériau conducteur dont les paramétres mécaniques sont :

y=2.510% s1 , » = -.5 , n=0 , m= .01 (5-2)
p= 7800 kg/m® , B = .9 , C=3.9 10% J/m*K , K=54 W/mK
avec

Y,=500 s~! , 8,= 300 K, h=10"2 m , € = 10°*

Les paramétres adimensionnels p, et k ont alors pour valeur :

Po% .01 , k = 6. 10°° (5-3)

La déformation est donc quasi-statique et quasi-adiabatique. La figure 2
, Ou 1l'on a représenté les vitesses de déformation au centre et sur 1le
bord de 1la bande en fonction de le déformation au bord, montre que 1la
localisation de la déformation a lieu au centre de la bande. Cependant,
le résultat indiqué par la théorie linéaire dans cette situation (Ppo= O,
K#0, vim € 0) est 1a non localisation linéaire. On voit donc que méme
pour des défauts initiaux trés petits , 1la non linéarité peut modifier
le résultat . Pourtant , il se peut qu'il y ait non localisation pour un
défaut initial donné si 1'adiabaticité de 1'écoulement est plus faible ,
c'est-a-dire si k est plus grand. Les figures 3,4,5 illustrent ainsi
l'influence du coefficient d'adiabaticité k; les paramétres du matériau

utilisés sont :
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Flgure 2: Test dynamique: Locallsation.

(1) Vitesse de déformation (0.5,t) en fonction de v{(1,t)

(2) Vitesse de déformation (1,t) en fonction de v(1,t)
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M= 3.58 10° SI , » = -.38 , n=.015 , m = .019 (5-4)
p = 7800 kg/m* - B = .9 , C=23.9 10° J/m®K , K = 54 W/mK
avec:

h =10"2 m , 8= 300 K , € = 5.107%
Plusieurs calculs sont effectués en faisant varier la vitesse homogéne
initiale , et en conservant 1la méme valeur du défaut ¢ . ¥, etk

évoluent conjointement entre les bornes :
0.5 s™! £ ¥,£ 5.10% s7!

2.76 1071£ kx £ 2.76.10°°

Dans tous les cas , la déformation peut &tre considérée comme quasi-
statique . Pour k £ 0 (déformation quasi-adiabatique ), la figure 3 ,sur
laguelle est représentée la déformation Y(.5,t) au centre de la bande en
fonction de la déformation au bord Y¥(0,t) , démontre la localisation de
la déformation au centre de la bande . La figure 4 montre les courbes
contrainte - déformation correspondantes au centre et au Lord de 1la
bande ;1'aspect inhomogéne de la déformation y est également évident .
Sur la figure 3 ,on a également représenté deux cas ol le coefficient
d'adiabaticité est plus grand (k#107!); le défaut de température a dans
ce cas été imposé au sommet de la courbe contrainte-déformation homogéne
c'est-a-dire dans des conditions trés défavorables & la stabilité de 1la
déformation homogéne. Néanmoins, lorsque k£0.276, la perturbation est
amortie, la localisation est évitée et la partie descendante de 1la
courbe contrainte- déformation est parcourue de facon homogéne (Figure

5) . Ainsi , la localisation de la déformation plastique n'est-~elle pas

nécessairement liée & 1'existence d'un maximum sur cette courbe . Une
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Figure 3: Influence de 1’'adiabaticité de 1a déformation sur la

localisation. Courbes Y{(0.5,t)/v(1,t).
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Figure 4: Courbes contrainte-d&formaticn au centre et au bord; k=0.
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Flgure B: Courbes contrainte-déformation au centre et au bord; k=0.276.
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situation semblable est démontrée sur 1les figures 6,7 ,avec les mémes
valeurs des paramétres , mais pour un défaut géométrique initial , au
lieu d'un défaut/de température . On s'apergoit sur la figure 6 que le
rapport Y(.5,t)/v(0,t) tend vers une constante lorsque t + = , comme on
pourrait d'ailleurs aisément le montrer analytiquement . La localisation
de la déformation est donc évitée , mais 1les courbes contrainte-
déformation au centre et au bord de la bande sont différentes (figure 7)

Naturellement , les valeurs de k nécessaires & l'obtention d'une telle
stabilisation ne peuvent é&tre rencontrées aux grandes vitesses de
déformation , pour lesquelles le processus est quasi- adiabatique . Le
résultat précedent peut &tre interprété comme suit : il existe une
courbe & dans le plan I , qui‘ sépare une zone d'instabilité (ou de
localisation) & gauche et au dessus, d'une zone de stabilité (resp. de
non localisation )a droite et en dessous; pour une valeur donnée de
1'adiabaticité, 1les prédictions de stabilité et de 1localisation
linéaires sont correctes jusgu'au défaut critique indiqué par la courbe
{. Dans l'exemple de la figure 3, ¢€2£5.107% est le défaut critique pour
une valeur de k comprise entre 2.76 10°2 et 2.76 10~!.Cette courbe C est
confondue avec 1l'axe k , pour un chargement a contrainte imposée et
v+n+m<0 ; dans ce cas la zone d'instabilité (de localisation ) s'étend a
tout le plan [ . Lorsgue 1la courbe ¢ passe par l'origine , il y a
instabilité (localisation) adiabatique , quelle que soit 1la taille du
défaut initial . La courbe ¢ est au contraire rejetée & 1'infini pour
v+n>0 dans 1le diagramme de stabilité et pour v+n+m>0 dans le diagramme
de localisation a contrainte imposée , et la zone de stabilité s'étend a

tout le plan I . Cela signifie que 1la stabilité ou 1la non localisation
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K=0.276

Flgure 6: Non locélisation pour k=0.278; défaut géométrique..
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Flgure 7: Courbes contrainte-déformation au cesntre et au bord; k=0.216

Défaut géométrique.-
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TABLE 2

ASYMPTOTIC INSTABILITY AND LOCALIZATION DIAGRAMS
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ont 1lieu quelle gue soit l1a taille du défaut initial . Rappelons que ce
résultat est acquis grace a une analyse non linéaire exacte
MOLINARI-CLIFTON (1983). Enfin , notons que 1la courbe { est croissante
en raison des effets stabilisateurs de 1la conduction thermique, tout en
restant représentative de défauts critiques petits comme 1'indiguent les
résultats numériques rapportés ci-dessus .

Comme cela est habituel pour une théorie 1linéarisée, seuls les
résultats de stabilité sont cohérents. En effet , en cas d'instabilité ,
les perturbations sont croissantes, de sorte qu'aprés un certain temps ,
il n'est plus possible de négliger 1les termes non linéaires . Les
prédictions 1linéaires sur le comportement wultime des perturbations :
temps critiques, déformation a la rupture...,sont donc dénuées de sens ;
en revanche 1la prédiction de 1'instabilité elle méme n'est pas
discutable. Nous conjecturons donc que les critéres indiqués fournissent
également des prédictions consistentes de 1'instabilité et de 1la
localisation de la déformation plastique. Cet argument est conforté par
le fait que, lorsgu'une comparaison est possible , 1les critéres de
localisation linéaire et non linéaire se révélent é&tre identiques ;
c'est 1le cas notamment de la déformation quasi-statique d'un matériau
non conducteur sous contrainte imposée .

Les résultats numérigques apportent également une confirmation des
critéres d'instabilité et de localisation . Les courbes tracées sur la
figure 8 représentent 1'évolution de l1la déformation Y(.5,t) au centre de
la bande en fonction de la déformation au bord v(1,t) . Les conditions
aux limites en vitesse (2-16), et les conditions initiales (5-1) sont
utilisées . Les wvaleurs numériques adoptées pour 1les differents

paramétres sont :

K = 54 W/mK C = 3.9 10 J/m3K B =.9
p = 7800 kg/m® h = 5. 10°% m € = .01 (5-5)
Yo= 10* s7! 8,= 300 K
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30

FM (2) (3)

A - 30

sensibilibe &
Figure 8: Test dynamique: influsnce d& laY¥vitesse de déformation sur la

localisation; Vérification du critére de localisation dynamique.
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On obtient pour le coefficient d'adiabaticité la valeur k € 5 1079; 1la

déformation est donc quasi-adiabatique . Trois matériaux différents sont

définis , pour lesquels n=0 , » = —-.38 et:

o= 4.36 10% SI m = .019 (5-6-1)
p = 3.28 10°® sSI m = .05 (5-6-2)
p = 1.30 10° sI m= .4 (5-6-3)

Pour les deux premiers, v+m est négatif , et positif pour le troisiéme
Dans les trois cas les effets d'inertie sont significatifs . On constate
gu'il y a localisation de la déformation au milieu de la bande dans les
deux premiers cas ; la perturbation croit plus lentement lorsque 1la
sensibilité & la vitesse augmente . Dans le troisiéme cas , on n'observe
pas de localisation de la déformation , aussi 1loin gque 1les calculs
soient poussés . Ces résultats numériques viennent confirmer le critére
de localisation dynamique (4-35) .

Les critéres de localisation sont également en ;ccord avec les
résultats experimentaux disponibles actuellement. En effet HARTLEY et al
(1986) a recemment rendu compte de l'observation de bandes de
cisaillement produites par la torsion a vitesse imposée de tubes minces
d' aciers differents CRS 1018 et HRS 1020 . La loi de comportement
adoptée pour représenter le comportement mécanique de ces matériaux est
la méme que celle gqui a été utilisée au cours de ce travail (2-4) ; les

valeurs des paramétres mécaniques , fournies sur la base de résultats

experimentaux , sont respectivement :
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CRS 1018 : p=3.58 10° S1 , v=-.38 , n=.015 , m=.019

HRS 1020 : p=4.36 10° SI , »=-.51 , n=.12 , m=.0133

On voit que les critéres d'instabilité (3-28) et de localisation (4-14)
sont vérifiés dans les deux cas. Naturellement ces deux résultats ne
sauraient constituer & eux seuls une confirmation expérimentale compléte
des critéres proposés , mais ils ne sont pas en contradiction avec eux .
D'autres expériences sont nécessaires pour affiner 1la comparaison |,
notamment sur des matériaux plus sensibles & la vitesse de déformation
Enfin quelques conclusions générales peuvent &tre rappelées:
tout d'abord les critéres d'instabilité et de 1localisation sont
en général différents. Ensuite , 1'accroissement de 1'indice
d'adiabaticité k posséde un effet stabilisant, et il peut prévenir
1l'instabilité (la localisation ) si le défaut initial est assez petit.
Enfin 1les conditions aux limites en contraintes sont plus

déstabilisantes que les conditions en vitesses .
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Annexe 1 : Théoréme de Coddington-Levinson

Soit une matrice A(t) & wvariations bornées sur 1l'intervalle
(0,«( , tendant vers une matrice constante A, lorsque t + « . On suppose

gue la matrice A(t) peut &tre décomposée sous la forme
A(t) = A, + V(t) + R(%t) (al-1)
ou V(t) est une matrice différentiable satisfaisant

JC [vi(t)|dt < = , 1im V(t) =0 (al-2)
tho

et ou R(t) est une matrice intégrable telle que :

jim|R(t)|dt { = (al-3)
Il en résulte gue si les racines 1;(t) de l1'équation :

det(A, +V(t) -1 I) =0 (al-4)
vérifient , ou bien:

t
lim JC Re(n, (t)-n;(t))dt = = . K#3
thoo

et: (al1-5)

1%

t2
JC1 Re(nk(t)—nJ[t))dt > — K, , t2=21t1 0
ou bien
t2
J{, Re(n,(t)-n,(t))dt < K, , t22t1 =20 (al-6)

ou K, est une constante fixée , alors , si p, désigne le vecteur propre

de la matrice A, associé a la valeur propre [, de sorte que

Ao Pk = Hk Pk ' (al-7)

il existe une solution X, (t) du systéme d'équations différentielles

ordinaires
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dx . A(t).X (al-8)
dt

telle que :

t
lim X, (t) exp(—J{o N, (¥) dtr) = py (al-9)
teo

ou t, est une constante finie , positive ou nulle
Ainsi ,1l1 apparait que le comportement asymptotigque des solutions
X, (t) du systéme différentiel (al-8) est colinéaire aux vecteurs propres

de la partie constante A, de A(t) , et que 1l'amplitude est donnée par :
t
exp( J{o e (r)dr ) (al-10)

I1 est interessant de noter que la partie intégrable R(t) de A(t) est
sans influence sur ce comportement asymptotique , alors que le signe &
1'infini des valeurs propres de 1la partie non intégrable est au

contraire d'une importance capitale : en effet , s'il existe k tel que :

-]

/to M, (t)dt = + = (al-11)

alors
lim | X (t)] = + = (al-12)
the
Au contraire , si quel que soit k :

fto N (r)dr = - = (al-13)

il vient :
lim |X . (£)] = O (al1-14)
t
Si par ailleurs la condition (al-1l1l) est satisfaite , a 1l'exception
de valeurs de k pour lesquelles

t .
- o < 1im J{o Re(n,(t)dr < + = (al-15)
Tt
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X, (t) tend vers une limite finie X

1im X (t)] = X% (al-16)
£heo

I1 ressort de ce résultat que si le systéme (al-8) décrit 1'évolution
d'une perturbation linéaire , la solution perturbée est respectivement
instable , asymptotiquement stable ou indifferemment stable , selon gue
les conditions (al-11) , (al-13) ou (al-15) sont vérifiées .

A chaqgue application du théoréme effectuée dans cette étude , on
pourra vérifier que 1les conditions (al-1),(al-2),(al-3), et (al-5) ou
(al-6) sont satisfaites , pour la valeur K,=0 de la constante ; dans un

souci d'allégement du texte , cela ne sera pas mentionné davantage .
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TABLE 1

EXACT AND APPROXIMATE HOMOGENEOQUS SOLUTIONS

Boundar . .
v Y, Yoo o, 6 /o
conditions oo
e l = 4 ® o | = 4+ ®
o o
bt Yoc‘
X 1 Vv v o>
- 1-v _ n+l\1-v o ¥ 0 3
Vo= t 1/t (+ T Yo ) v el G e =0 -QOIY =+
] 1+ -l—+l; o o 0o oc
Vv +n+m<0 ven+m>0
i+m n
e LY m . .
n#{0 \'O (l+(}\_’0 1 + o(yo O\)+m)/rn 1o | - 4 Yo | = 0
(l+ay ) Yo th Yo
N %)« -0
) o th 0
0.1 O_\)/m N _m . o
n=0 | =02 o (e ER )" 1/ A+ 20at) Yo - Toj = - 0
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Figure 1: Cinématique du glissement simple et de la formation des bandes

de cisaillement.
Figure 2: Test dynamique: Localisation.
(1) Vitesse de déformation Y(0.5,t) en fonction de Y(1,t)

(2) Vitesse de déformation Y(1,t) en fonction de Y(1,t)

Figure 3: Influence d 1'adiabaticité de la déformation sur la

localisation. Courbes Y(0.5,t)/Y(1,t).

Figure 4: Courbes contrainte-déformation au centre et au bord; k=O.

Figure 5: Courbes contrainte-déformation au centre et au bord; k£0.276.

Figure 6: Non localisation pour k£0.276; défaut géométrique.

Figure 7: Courbes contrainte-déformation au centre et au bord; k=0.278

Défaut géométrique.

Figure 8: Test dynamique: influence de la sensibilité & la vitesse de
déformation sur la localisation; Vérification du critére de localisation

dynamigue.
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Chapitre 4: Analyse non linéaire approchée

de la formation des bandes de cisaillement

1-Introduction.

De nombreux auteurs ont tenté de déterminer de fagon analytique

D

les conditions critiques présidant l'apparition des bandes de
cisaillement adiabatiques, ou méme de fournir une estimation de 1la
déformation ultime précedant la rupture du matériau. RECHT (1963), ARGON
(1973), CULVER (1973) et STAKER (1981) ont proposé un critére de
stabilité de la déformation plastique homogéne basé sur 1l'existence
d'une contrainte de cisaillement maximum; ils fournissent ainsi une
estimation du seuil de déformation & partir dugquel 1'écoulement
plastique homogéne a tendance & &tre instable. C'est aussi 1le cas des
analyses de stabilité linéarisées de CLIFTON (1978), BAI (1982), BURNS-
TRUCANO (1982) et PAN (1983). Ces théories ne prennent pas en
considération 1'aspect instationnaire de la déformation plastique; elles
ne peuvent fournir de bonnes estimations des déformations critiques
d'apparition des bandes de cisaillement gque dans le cas ou le
développement des perturbations est trés rapide devant la vitesse de
déformation homogéne; cela exclut les matériaux dont le comportement est
sensible a la vitesse de déformation, ainsi gque 1les sollicitations
dynamiques. Dans chacun de ces cas en effet, 1le développement des
perturbations est freiné soit par la sensibilité & 1la vitesse,

soit par 1les effets d'inertie. Cet aspect instationnaire a été pris en
compte par 1les analyses présentées au Chapitre 3, gqui ont permis de

fournir des critéres de 1localisation de 1la déformation plastique

homogéne. Cependant les méthodes linéarisées employées ne permettent pas
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2 priori de fournir des prédictions sfires des déformations critiques de
rupture du matériau. Aussi de nombreuses études prenant en compte les
aspects non linéaires ont elles été entreprises, tant du point de vue
numérique ( WADA et al 1978, COSTIN et al 1979, MERZER 1982, CLIFTON et
al 1984, MOLINARI 1985, FRESSENGEAS- MOLINARI 1985) qu'analytique ( VON
TURKOVITCH 1972, DAFERMOS- HSIAO 1983, MOLINARI- CLIFTON 1983 , MOLINARI

1985). DAFERMOS et HSIAO étudient 1'écoulement plan dynamigue d'un
fluide newtonien dont 1la viscosité dépend de 1la température. Von
TURKOVITCH fournit une contrainte critique au delada de laguelle aucune
solution stationnaire n'est possible; 1le matériau est supposé sans
écrouissage et il obéit & un mécanisme d'activation thermique, 1a
contrainte et la température sont imposées aux frontiéres et elle sont
constantes. Ce travail n'est pas sans analogie avec celui de JOSEPH
(1965) qui étudie 1la distribution des températures dans un solide
conducteur soumis & une génération de chaleur d@e 3 un effet JOULE non
linéaire, et aux frontiéres maintenues isothermes; JOSEPH conclut en
effet & 1l'existence d'une intensité limite au delda de lagquelle il ne
peut vy avoir de distribution stationnaire de la température. Au dessous
de cette valeur critique, il existe deux solutions stgkionnaires, et
une analyse de stabilité linéaire montre gque 1la solution "basse" est
stable, alors que la solution "haute" est instable.

Le travail que nous avons entrepris concerne le cisaillement quasi-
statique sous contrainte constante d'un matériau thermo-viscoplastique
dépourvu d'écrouissage. Il se scinde en deux parties:

1) Conditions & la limite isothermes:
Lorsque la contrainte de cisaillement est inférieure & 1la contrainte
limite, nous étudions de maniére approchée le comportement non linéaire

d'une perturbation de la distribution stationnaire appartenant & 1a
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branche instable. Il est notamment possible d'en déduire une estimation
de la déformation critique de rupture.

2) Conditions a la limite adiabatiques:

Lorsque la contrainte de cisaillement est supérieure & sa valeur
critique, nous étudions 1l'instabilité d'une déformation plastique
homogéne ainsi que sa localisation sous forme de bande.

Dans chague cas, nous utilisons une méthode de perturbations non
linéaire. Ces méthodes ont été wutilisées de maniére extensive dans
d'autres domaines, commme 1les instabilités hydrodynamiques, et ont
notamment été clarifiées et formalisées par ECKHAUS (1965). L'idée
générale est d'utiliser un développement en série des perturbations
selon les fonctions propres du probléme linéaire, lorsqu'elles existent.

Le plan de ce chapitre est donc le suivant: en premier lieu nous
formulons 1le probléme posé. Puis les résultats relatifs aux solutions
stationnaires de JOSEPH et VON TURKOVITCH sont rappelés; ensuite les
résultats issus de 1'application des méthodes de perturbations non
linéaires sont exposés dans le cas isotherme. Dans le cas adiabatique,
une méthode de perturbations non linéaires relative est'présentée , et

les résultats sont discutés.

2-Formulation du probléme.

Nous considérons le probléme du glissement simple, issu de 1la
modélisation d'une expérience de torsion d'un tube mince entaillé . Soit
une tranche de matériau , d'épaisseur constante h dans la direction y ,
s'étendant & 1'infini dans les directions X et z . On suppose qgue tous

les déplacements sont nuls dans les directions y et z ,et que toutes les

dérivées partielles par rapport &4 X et Z sont nulles . La vitesse v dans
la direction X est en général une fonction de § et du temps E. Nous

considérons les conditions a la limite en contraintes:
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(0, £) = T(h,%t) = %, , 20 (2-1)

T désigne 1la contrainte de cisaillement et T, la contrainte constante
appliquée aux frontiéres . Les conditions & la 1limite thermiques sont

supposées isothermes (2-2) ou adiabatiques (2-3):

§(0,%) = 8(h,%) = B8, , B2 0 (2-2)
38(0,%) - gﬁ(h,%) = 0 , 120 (2-3)
3y Yy

6 désigne la température . La déformation élastique est négligée , et

l'on utilise une loi de comportement thermo-viscoplastigue de la forme

(2-4)

A
]
=
o]
=

# représente la vitesse de glissement; Y , v et m sont des coefficients
empiriques caractérisant respectivement la viscosité , la sensibilité a
la température (1'adoucissement thermique si v est négatif) et 1a
sensibilité & la vitesse de déformation. U et m sont suppposés positifs
Le matériau est de plus supposé incompressible de masse volumique p. De
maniére alternative, nous pourrons aussi utiliser la 1loi d'activation

thermique:

.
~

¥ = Yo exp( -H/KE) (2-5)

H est une énergie d'activation et X est la constante de BOLTZMANN. H, X,
et ¥, sont supposés constants. Cette équation peut &tre utilisée pour
caractériser la vitesse de déformation plastique lorsque 1'écrouissage
du matériau est trés faible.

Les équations fondamentales du probléme sont, avec la 1loi de

comportement (2-4) ou (2-5),1'équation d'équilibre:

0 (2-6)

et 1'équation de 1l'énergie :

i =

P
5
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= K

c 5., B (2-7)

Dt
LI

8 2
3 Y
C,K et } sont respectivement 1la chaleur spécifique volumigque , 1le
coefficient de conduction thermique et 1la fraction du travail de
déformation plastique convertie en chaleur , appelée aussi : coefficient

de TAYLOR-QUINNEY . Tous ces paramétres sont considérés comme constants

au cours de cette étude. Si les variables adimensionnelles suivantes :

t =%/t . ¥ = $/7
y = ¥/h (2-8)
8 = 8/60= 1+p , T = T/T,

sont introduites, ol éo est 1la valeur initiale de 1la température a 1la
frontiére, reliée & t, et t_ par :

-y .m -
?0 = p‘ eo Yo ’ Yo =1/tc 4 tc =pCh2/K (2_9)

alors, pour 1la 1loi puissance (2-4), 1les éqguations (2-4,2-6,2-7) se

réduisent a 1'éqguation de 1la chaleur non linéaire :

n
. 97 A ; £ =(1+y (2-10)
8y - 224+ MW (¥)=(1+y)

avec les conditions & la limite:

v(0,t) = v(1,t) =0 (2-11)
Nous avons posé:

-

-l)/m=n, ?[hlo) = Yo -.YOI A:B%o?om/pcé(J:tc/tq (2-12)

t. représente un temps de relaxation caractéristique de la conduction
thermique, et t, untemps caractéristique de la source de chaleur. 7, est
la vitesse de déformation adimensionnelle initiale a 1la frontiére.
Toutes les caractéristiques mécaniques du systéme sont 1liées par 1le

paramétre de similitude X, que nous baptiserons paramétre de contrainte;
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la signification de X est la suivante: si A<l c'est a dire si t.<{<{tg,
la conduction thermique dispose d'un temps suffisant pour évacuer 1la
quantité de chaleur produite par 1la déformation plastique, et une
solution stationnaire est eventuellement possible. Naturellement on
obtient la conclusion inverse pour A>>1. On sépare ainsi grossiérement
une région dans laguelle 1les conditions & 1a 1limite peuvent &tre
supposées isothermes (A<<1) d'une région ol elles doivent &tre
considérées comme quasi-adiabatiques (A>>1).
Pour 1la loi de comportement thermigquement activée (2-5) 1a

normalisation conduit a 1'équation adimensionnelle:

y
oy _ 22 X e (2-13)
ayg '

avec

¥ =(H/KB2)(8-8,) ; *=BY, eXp(-H/Keo)‘?o%2 (2-14)

H.
X83
et aux conditions aux limites (2-11). On a supposé que la température

varie peu et que:
He<H (1. 8-8,)
Ko Kg, Bo

3- Solutions stationnaires.

Nous cherchons maintenant & savoir s'il existe une solution stationnaire
a 1'équation (2-10) puis & 1'équation (2-13), vérifiant les conditions a
la limite (2-11). Soit Vv, 1la température maximum; pour raisons de
symétrie, c'est la température au milieu de 1la bande. Il est facile de
montrer par quadratures que pour toute valeur VY, que 1l'on se donne, il
existe une solution stationnaire y(y) telle que 1le paramétre de
contraintes X soit donné par:

v
-1/2 2

A= 1 J -g(v ay ) (3-1)
1 ( 5 (g(¥p)-g(¥))
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vy
g(\l’)=~(l; f(y) av (3-2)

y(y) est alors telle que:

Y
-1/2 1/2
(g(¥p)-g(a)) da =(Rx(v5)) v (3-3)

Nous avons tragé sur la figure 1 la fonction M(y,); trois cas doivent
étre distingués.
1) »+m>0 (n<l): Xx{(y,) est un fonction croissante. Pour chaque valeur de
la contrainte A il existe une valeur de Yy, et une solution stationnaire.
2) v+m=0 (n=1): C'est 1le cas 1linéaire; >(y,) est une fonction
croissante. Cependant il existe une asymptote horizontale et une valeur
finie A , de la contrainte au dela de 1laquelle il n'existe pas de
solution stationnaire.
3) v+m<0 (n>l): La contrainte A n'est plus une fonction univoque de 1la
température maximum ¥,. En outre, il existe une valeur critique X_ de X
au deld de laquelle il n'y a plus de solution stationnaire. Au dessous
de cette contrainte critigue, on obtient deux valeurs . de V¥, et deux
solutions stationnaires pour une valeur donnée de A. Plus 1l'exposant n
est grand, plus la contrainte critique A_ est faible.

Le méme raisonnement peut é&tre tenu pour 1la loi thermiguement
activée, mais il est plus simple d'exploiter une soiution fournie par
CARSLAW et JAEGER (1941) et d'écrire avec VON TURKOVITCH:

1/2
Yy = ¥y, -2 Log cosh((y-%)(% exp VYp) ) (3-4)

avec:

1/2
exp(V¥,/2) = cosh(% exp ¥n) (3-5)
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Pour 0<X<X_=0.88, cette égquation admet deux racines correspondant a deux
valeurs possibles de Yy, et donc a deux solutions stationnaires. Si A>X_
1'équation n'a pas de solution réelle , et il n'y a pas de solution

stationnaire.
4-Stabilité des solutions stationnaires.

Dans cette section, nous examinons la stabilité de la solution
stationnaire (3-3) de l1'équation (2-10), vérifiant 1les conditions & 1la
limite (2-11); nous utilisons la loi de comportement (2-4-1),mais nous
supposons que les variations de température sont assez faibles pour que

1l'on puisse approcher f(y) par le développement:
f(Y) = l+a,y+a,¥® ; ap=n > 1 ; a;=n(n-1)/2 > 0 (4-1)

JOSEPH (1965) a montré dans 1le cadre d'une analyse de stabilité
linéarisée gque dans le cas (1) mentionné ci-dessus (v+m>0) 1la solution
stationnaire est stable. C'est vrai aussi dans le cas (2) (v+m=0), mais
pour 1la valeur asymptotique X_.p, de A 1la stabilité est indifférente.
Enfin, dans le cas (3) (v+m<0), la branche basse de la courbe M(y,)
correspond & des solutions stationnaires 1linéairement stables, et la
branche haute est quant & elle associée & des solutions stationnaires
instables. Au point critique X_, la stabilité est indifférente.

Notre but est de donner davantage de détails sur le comportement
des perturbations dans 1le cas v+m<0, notamment pour des solutions
stationnaires hautes. Un théoréme démontré par SATTINGER (1973) (p 35)
fournit a cet égard un certain nombre d'indications utiles sur les

solutions instationnaires dont 1les conditions initiales se trouvent
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entre 1la solution stationnaire haute y,(y) et la solution basse vy, (y).

Plus précisement,si la solution y(y,t) est telle que:
Y (y) £ v(y,0) £ v (y) (4-2)

alors:

vt >0 v,(y) £ ¥(y,t) £v,(y) (4-3)

Ainsi une perturbation de Y,(y) telle que les inégalités (4-2) soient
vérifiées a nécessairement des variations bornées.
Nous considérons maintenant des solutions instationnaires de 1la

forme:

v(y,t) = vo(y) + 8yly,t) (4-4)

La substitution de (4-4) dans (2-10) conduit, compte tenu du

développement (4-1) &
9 Sy _ 1(8y)+n(8y) (4-5)
at .
ou l'opérateur linéaire 1 est:
1{8y) = 32_6y +Xra, by (4-6)
ay®
et 1'opérateur non linéaire n:

n(8y) = Xa, (2a,6y +8y2) (4-7)

La substitution dans les conditions aux limites (2-11) fournit en outre
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SY(0,t)=6y(1,t)=0 , t 20 (4-8)

En premier lieu, nous considérons le probléme de stabilité linéaire pour
lequel |8y |<<y,, et nous cherchons des solutions de 1'équation (2-10) de

la forme:
Syly,t) = o(y) exp(nt) (4-9)
La fonction ¢ doit vérifier:

deg + (hag-Mnle =0 (4-10)
dy

et
¢(0)=9(1)=0 (4-11)

Les solutions de ce probléme sont les fonctions propres orthogonales
9e(y) = sin(mly) , 1=1,2,... (4-12)
et les valeurs propres 1,

Me = A — nM®1%/a, , 1=1,2,... (4-13)

4,

La solution stationnaire est stable lorsque toutes les valeurs propres
sont négatives, et instable si l'une au moins est positive. La plus
grande valeur propre est 7;; aussi concluons nous a la stabilité de 1la

solution stationnaire si 7,<0 soit:
Mhrp=T2/a, (4-14)

En cas d'instabilité, la perturbation (4-9) tends vers 1'infini, et
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aprés un certain temps les termes non linéaires n(8y) ne peuvent plus
étre négligés devant les termes linéaires 1(8y).

On a pu montrer( voir ECKHAUS 1965) gque pour un opérateur de
STURM~ LIOUVILLE comme 1, il est possible de développer la solution 8§y
du probléme de stabilité non 1linéaire (4-5) suivant 1les foﬁctions

propres 7, du probléme linéarisé. Aussi posons nous:

BY(Y,t)= £ An(t)en(y) (4-15)

ou Ap(t) est 1' amplitude du mode m. Pour déterminer ces fonctions,
nous substituons le développement (4-15) dans 1'éguation non linéaire
(4-5), puis nous multiplions par la fonction propre ¢, et nous intégrons
sur 1'épaisseur de la bande. Nous obtenons alors:

1 1 (4-16)
diPe = nEAe+Aa1(2§Amlwo(u)¢e(u)wm(U)du + 2 = AmAplwe(u)¢m(u)¢p(U)GU)

pour chaqgue fonction Ay(t). Nous avons ainsi substitué & 1'équation aux
dérivées partielles initiale un systéme d'équations differentielles
ordinaires couplées, en nombre infini. Nous nous limiterons au probléme
approché obtenu en limitant le développement (4-15) & l'ordre 2. Cette

troncature conduit aux deux equations différentielles qudﬁratiques:

2 2 _
9P = (ny+4Xrag ¥y )A; + %% 31(A1+§ A%) (4-17)
giP2= (n2+4ha; ¥, )Rz %%% aj A A (4-18)
avec:
1 1
w,=! Vo (u)ef(u)du ; w2=l Vo (u)9%(u)du (4-19)

De cette maniére, nous avons construit un systéme autonome d'équations

différentielles ordinaires quadratiques couplées. Ce systéme intervient
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aprés deux simplifications du probléme initialement posé: d'une part 1le
développement en série de la fonction f(¥) est 1imité aux deux premiers
ordres, d'autre part la perturbation est 1limitée aux deux premiers
modes, possédant 1les deux plus grandes 1longueurs d'onde. Ce sont
évidemment deux raisons pour lesquelles le résultat obtenu ne peut é&tre
qu'approché. Cependant, ces approximations sont justifiées 1lorsque 1la
température réduite Y n'est pas trop forte, et lorsque l'influence de 1la
conduction thermique est assez grande; La premiére hypothése n'est pas
satisfaite a 1la localisation, mais elle apporte néanmoins une
amélioration par rapport & un développement purement linéaire. Dans 1la
seconde hypothése, les perturbations de faible 1longueur d'onde sonf
puissamment amorties par la conduction thermique ( MOLINARI 1985), et
seules subsistent les premiers modes de la perturbation. Cette hypothése
est qualitativement vérifiée 1lorsque M<{<1l, c'est & dire 1lorsqu'une
distribution stationnaire des températures peut s'établir.

Malgré ces simplifications, la solution analytique du systéme
(4-17,3-18) n'est pas simple en général. Cependant, si 1l'on suppose que
la perturbation est initialement colinéaire au premier mode seulement,

c'est a dire si les conditions initiales sont:
A, (0)#0 , A,(0)=0 (4-20)

alors les équations (3-17) et (3-18) sont découplées, et 1l'on obtient

pour A,: A,(t)=0 , t=20, et pour A;:
dA; . &, A; + £, Af (4-21)
dt

avec
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g, =M + 4ra ¥, , & = %ﬁ a, (4-22)

L'hypothése (4-20) est encore justifiée si 1'influence de la conduction
thermique est assez forte pour que le développement du deuxiéme mode ne
soit pas possible, au moins dans les premiéres phases du processus,

c'est a dire si:
2, = My + 4ha, vy, < 0 (4-23)

En effet, le deuxiéme mode commence d'abord par décroitre si (4-23) est
vérifiée, et les deux équations (4-17), (4-18) sont alors 'quasi-
découplées". La croissance du premier mode finit cependant par entrainer
le second, par l'intermédiaire du couplage non 1linéaire visible sur
1'équation (4-18); de 1la sorte, 1les résultats découlant dJde cette
hypothése de découplage ne sont plus valables au voisinage de 1la
localisation, mais ils apportent cependant une amélioration par rapport
a 1l'approximation linéaire. L'intégration de 1'éguation différentielle

ordinaire (4-21) fournit:

A, (t) = A, (0)z,exp(n, t)/(&;+&, A, (0)(1-exp(z,t)) (4-24)
La solution (4-24) se réduit & 1l'approximation linéaire:

A, (t) = A;(0)exp(mn,t) | (4-25)

lorsque l'amplitude initiale A, (0O) est assez faible. En outre, un

potentiel V(A,) peut &tre défini par:
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8%1 = - gxx » V(Ay) - - % 4 Af - % &, A} (4-26)

Si 1'on compare la solution explicite (4-24) a la solution A, (t) fournie
par l'intégration numérique des équations couplées (4-17,4-18), on
s'apercoit que 1la différence n'est pas significative si les hypothéses
qui président au découplage sont respectées, et cela jusqu'au voisinage
de 1la localisation. D'autre part la richesse des informations contenues
dans 1la solution explicite (4-24) justifie également son usage, mé&me si
elles ne représentent que des indications approchées.

Ainsi, il est facile de voir que le comportement des
perturbations est trés différent selon le signe de 1l'amplitude initiale
A, (0). Lorsque A;(0) est négatif, A,(t) tends vers une 1limite finie

négative:
lim A!(t) = -C’l/£1 (4—27)
Tt

Un minimum du potentiel V est atteint, et une nouvelle solution

stationnaire est obtenue. Ce résultat est compatible & la fois avec les

résultats de JOSEPH (1965) et avec le théoréme de SATTINGER (1972).

Lorsque au contraire A,(0) est positif, 1'amplitude A;(t) de 1la
\

perturbation croit vers 1'infini en un temps fini t*:

t*= 21: Log( (&, +£,A,(0))/&,A,(0)) (4-28)
1

Le temps critique t* dépend & 1la fois des propriétés mécanigues du
matériau et des conditions initiales; son existence ne peut pas étre
prédite &8 1'aide d'une théorie linéarisée. Un autre aspect interessant
de 1la solution non linéaire (4-24) est 1la mise en évidence d'un défaut

critique initial au delé"duquel l'analyse de stabilité linéaire n'est
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plus valable. En effet, supposons que:
2,<0 , A,(0)>0 , ¢, +&,A;(0)0 (4-29)

Il est facile de s'assurer que dans ces conditions la dérivée de A, (t)
est négative; ainsi, 1la perturbation non linéaire est-elle décroissante,
comme la perturbation linéaire, et la solution stationnaire est stable.

Si maintenant A; (0) est assez grand pour que:
2,0 , A, (0)>0 , z,+£,A,(0)>0 (4-30)

la perturbation non linéaire tend vers 1'infini, alors que 1la
perturbation linéaire tend toujours vers zéro. Le défaut critique au
dela duquel la stabilité non linéaire différe de la stabilité linéaire

est:

Ay (0) = -4, /¢, (4-31)
I1 dépend de la contrainte appliquée X :

Aj. = (Aee= X — X ¥,2,/8,)/(22a,/3Ma,) (4-32)

Nous avons cherché a comparer 1les résultats analytiques exposés ci
dessus aux résultats fournis par 1'intégration numérique de 1'éguation
(2-10). Celle-ci est réalisée au moyen d'une méthode de différences
finies analogue a celles que nous avons utilisées dans 1les chapitres
précédents; nous avons naturellement imposé pour conditions initiales la

distribution stationnaire de températures dont il s'agit de tester 1la
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stabilité. Les valeurs numériques utilisées sont:

0.5 10% s1 , Vv -0.04 , m = 0.02 (4-33)

=
fl

7800. kg/m3®, K = 50. W/mK , C = 3.9 10¢® J/m®K , B = 0.9

0
]

Yo = 90. s7' , 8, =300 K, h=10"* , ¢ = 1072

Dans ces conditions, la valeur maximum de A est Ap,4x= 2.42 . Elle est
obtenue pour Bp,= 2.2 . Pour la valeur g,=2.7 , la contrainte X est:

A= 2.35, et:
y,=1.22 , £,=3.16 , &,=-11.63

La conduction thermique joue un rdle important car le deuxiéme mode est
puissamment amorti: les hypothéses nécessaires & l'analyse non linéaire
approchée sont donc respectées. La valeur critique de la déformation,

fournie pér la relation (4-28) est :
Y.=12.79
Elle doit étre comparée & la valeur fournie par 1l'intégration numérique:
Yc=16.09
Ces deux valeurs différent assez fortement, mais restent cependant du
méme ordre de grandeur. La théorie proposée apporte donc

une amélioration du modéle linéaire qui fournirait une valeur critique

infinie, mais elle reste d'une utilité seulement qualitative. En outre,
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}a solution perturbée n'est pas atteinte, puisque instable; cela limite
1'intérét de 1'analyse exposée pour les faibles valeurs de n. En effet,
les deux solutions stationnaires sont alors éloignées 1l'une de 1l'autre,
et une perturbation de 1la solution basse ne peut &tre également
considérée comme une perturbation de la solution haute. Au contraire,
lorsque n est grand, comme c'est le cas pour nombre de matériaux, 1la
solution stationnaire haute est voisine de 1la solution basse, de sorte
gue 1la stabilité de cette derniére n'a que peu de signification si 1la
perturbation est assez forte. En effet, celle-ci peut alors étre
considérée comme une perturbation de 1la solution haute; 1la théorie
présentée ci-dessus trouve alors son domaine d'application.

Lorsque 1la contrainte A est trés supérieure a 1, les conditions
a4 la limite thermiques ne peuvent plus étre supposées isothermes; nous
nous proposons d'étudier maintenant la 1localisation de 1la déformation
plastique sous 1les conditions & 1la limite adiabatiques, et de fournir
une déformation critique approchée, au moyen d'une méthode ’de

perturbation non linéaire.
5-Frontiéres adiabatiques.

Nous considérons 1l'équation de la chaleur non linéaire

228 , X0 (5-1)
La température adimensionnelle § est soumise aux conditions aux limites:

38(0,t). 28(1,t)- O (5-2)
3y ay

Nous notons X le paramétre de contrainte habituellement noté i. Il
existe des solutions homogénes @, & cette équation; soit en effet 6,(0)

la valeur initiale homogéne de la température. On obtient:
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l1-n
Bo(t) = 8,(0) (1-t/t,) (5-3)

La solution homogéne (5-3) met en évidence 1l'existence d'un temps

critique fini t,:

n N n
t,=1/%(n-1)8,(0) = ¥, 8,(0) (5-4)

pour lequel la température devient infinie.%, =1/X(n-1) est 1le temps
critique 1lorsque 8,(0)=1. Par suite une analyse de stabilité basée sur
1'étude de la croissance de perturbations n'est pas significative de 1la
localisation de la déformation et nous sommmes conduits de nouveau a une
analyse basée sur 1la méthode des perturbations relatives. Nous

introduisons la variable relative u définie par:
uly,t) = (8(y,t)-8,(%t))/8o(t) (5-5)

Le changement de variable dans 1'équation (5-1) conduit & 1'éguation

relative:

u . 8%u , A f(u) (5-6)
8t  oy° I-E/%, .

ou l'on a posé:

n ’ n
A=X 8,(0) ; f(u)=(1l+u) -(1+u) (5-7)

et aux conditions aux limites:

su(0,t) - 8u(l,t) . © (5-8)
By By

L'équation de 1la chaleur (5-6) admet un terme source de chaleur non
linéaire et instationnaire, tendant wvers 1'infini lorsque t+t,. Le
traitement de cette équation est plus facile si 1l'aspect instationnaire
est reporté sur 1le terme 1linéaire de conduction thermique par 1le

changement de chronologie t; (t):
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dt, . 1/(1-t/t,) ., exp(-t;/t,)=1-t/t, (5-9)
at
En effet 1l'utilisation du temps lent t, conduit a 1'égquation:

g%1= exp(-t, /t,) g;g + A £(u) (5-10)

ou le paramétre de contrainte demeure constant. Lorsque t varie dans
1l'intervalle °0,t,° , t; varie dans 1l'intervalle °0, + « ° , et l'on
voit que l1l'influence de la conduction thermique tend vers zéro lorsque
t+t, et t,* =. Les conditions & 1la limite (5-8) s'appliquent toujours,
en substituant t; & t. L'équation (5-10) admet des solutions homogénes
u,; la solution homogéne: u,(t;)=0 , t,;=0, correspond a la température
homogéne 8§, de valeur initiale 8,(0).

En premiére approximation, nous rappellerons 1la solution du

probléme linéarisé qui a déja été traité au chapitre 3 ( 4-24). Nous

supposons u assez petit pour que:
f(u) £ u £'(0)= (n-1)u (5-11)

et nous cherchons des solutions non-homogénes de 1l'équation (5-10) sous

la forme:
u(y,t;) = ¢e(t;) cos(2nly) ; 1=1,2,... (5-12)

la solution qui correspondrait & 1=0 est une perturbation homogéne, et
nous l'intégrerons dans la solution homogéne 8,. Les amplitudes ¢,
associées aux fonctions propres cos(2nly) satisfont & 1'équation

differentielle:
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dfe - _4mB12 exp(-t,/t,)¥e + M(n-1)¢e (5-13)
1
dont les solutions sont:
¢ (t;) = ¢ (0) exp(t, /t, )exp(4n®12t, (exp(-t,/t,)-1)) (5-14)
c'est-a-dire en fonction du temps rapide initial t:

Pp (t) = @, (0) exp(-4n212t)/(1-t/t,) (5-15)

Les conclusions que l'on peut tirer de ce résultat sont les suivantes:
la conduction thermique freine 1le développement des perturbations
relatives d'autant plus fortement que le nombre d'ondes 1 est important.
Cependant, elle ne peut les empécher de tendre vers 1l'infini lorsque
t+t,; i1 y a alors localisation de la déformation plastique. Le temps
critique obtenu: t, est indépendant de la conduction thermique. Comme
nous 1l'avons indiqué au chapitre précedent, il n'est pas douteux que 1la
localisation prévue par cette théorie 1linéarisée ne se produise;
cependant, le temps critique t, prévu par cette théorie, et qui est
confondu avec le temps critique de la solution homogéne (5-3), n'est pas
établi de facon certaine, car 1l'hypothése de linéarité (5-11) n'est plus
vérifiée lorsque t+t,. t, devrait dépendre de la conduction thermique;
il représente en fait wune borne supérieure du temps critique réel de
localisation.

Pour tenter d'améliorer ce résultat, nous considérons les termes

suivants du développement de f(u) en posant:

f(u) € (n-1)u + % n(n-1)u?® + % n(n-1)(n-2)u? (5-16)
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et nous écrivons u sous la forme issue du probléme linéaire:
u =2 Ap(t) cos(2nmly) , 1 =21 (5-17)

Ce développement commence a 1l'ordre 1=1, car le mode homogéne 1=0 est
intégré & la solution homogéne. Comme dans la section précédente ol nous
avons considéré le cas isotherme, nous serons amenés & simplifier
considérablement le probléme posé en ne considérant que le premier mode,
et en négligeant donc le couplage avec 1les modes d'ordre supérieur. Il
est bien clair que 1l'on ne peut espérer une bonne description de 1la
distribution de température au voisinage de 1la 1localisation avec 1le
premier mode seulement. Ainsi par exemple la fonction de DIRAC, qui
représenterait une localisation de 1'augmentation de température en un
point, nécessite-t-elle une contribution égale de tous 1les modes.
Cependant cette démarche est justifiable si elle permet d'obtenir un
temps critique plus petit que celui qui est fourni par 1la solution
linéaire (5-15), car une amélioration est alors obtenue. Dans ce but

nous écrivons simplement:
u = A(t)cos(2ny) (5-18)

Compte-tenu de (5-10), (5-16) et (5-18) on obtient en intégrant sur

1'épaisseur de la bande:

dA . _ 4nfexp(-t,/t,)A + A(n-1)A +%>\n(n—l)(n-2)A3 (5-19)
1

On peut calculer de maniére relativement simple 1la solution de cette
équation différentielle non linéaire; elle fait intervenir des fonctions

exponentielle-intégrale. Cependant, compte-tenu des approximations qui
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ont été pratiquées, nous ne sommes pas interessés ici par une solution
numérique, qu'il est plus rationnel de calculer a partir de 1l'équation
non-linéaire initiale (5-1). Une expression trés simple du temps
critique de localisation peut étre obtenue en négligeant 1l'influence de
la conduction thermique; cela est 1légitime au voisinage de 1la
localisation (t,+ =), car exp(-t,/t,)?*0, mais néglige 1la décroissance
initiale éventuelle de la perturbation. Une approche plus fine consiste
& calculer 1la décroissance initiale de la perturbation dans la zone ou
la conduction thermiqﬁe joue un rbdle significatif, en négligeant les
termes non-linéaires, puis & négliger la conduction 1lorsque 1la
perturbation devient croissante, tout en tenant compte des effets
non-linéaires. Le raccordement des deux solutions se fait en prenant
pour conditions initiales du' second calcul les conditions au minimum
éventuel de 1la perturbation. L'analyse qui consiste & ignorer 1la
conduction thermique majore la valeur du défaut initial, et fournit une
borne inférieure du temps critique que l1l'on peut obtenir dans le cadre
fixé par les hypothéses (5-16) et (5-18). C'est ce que nous ferons ici,
dans la mesure ou ces hypothéses sont déja trés fértes. L'intégration de

1'équation (5-19):

cua.1 _ Mn-1)A +é>;n(n-1)(n-2)A3 (5-20)
ol l'on a négligé la conduction, fournit:

A(t,)= A(O) exp(tl/'l:h)/(1+)<A(O)E-KA(O)Eexp(Z“l:,/th))”2 (5-21)

et le temps critique tif:

t} = %h Log( (1+xA(0)%)/xA(0)?) (5-22)

avec:
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k = 1 n(n-2) (5-23)
8
Le temps lent correspondant est:

£* = £, (1-(xA(0)2/(1+kA(0)2)'"2)) (5-24)

Cette valeur du temps critique de 1localisation est plus faible que 1le
temps critique t, de la solution linéaire. Elle dépend du coefficient x
de non-linéarité et de 1'amplitude du défaut initial; lorsque k=0, t} se

réduit au temps critique t, de la solution linéaire. Pour les conditions

initiales:
8(y,0) = 1+ €(l-cos(2ny))/2 (5-25)

le temps critique t! s'écrit

1-v
t} = E,(1+€/2) (1-(xe?/4(1+xe2/4))t72) (5-26)
soit, pour € petit:
t¥ 2 €, (1 -€(n-1 - x!'72)/2) (5-27)

Cette valeur doit étre comparée au temps critique de localisation que
1'on obtient par intégration numérigue de 1'éguation (5-1) sous les
conditions initiales (5-2). Nous avons utilisé les valeurs suivantes des

paramétres mécaniques:
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p=3.5810° SI , » = -0.38 , m = .019 ( n = 20.)
C=3.9 105 J/mK , K = 54 WmK , B = 0.9 (5-28)
6,= 300. K, ¥, =5s! , h=102%m, ¢ = 1072

L'intégration numérique fournit pour le temps critique de localisation:
£ = 1.35 10°% ¥,°! (5-29)

Le temps critique de la solution homogéne 8,(0)=1 est:
E, £ 1.62 107! Y,°! (5-30)

Le temps critique de la solution homogéne 8,(0)=1+c/2 et de 1la

perturbation relative linéaire est:
t, £ 1.47 10°!  Y,7! (5-31)
et le temps critique ! non-linéaire est donné par:

X 2 1.41 107! Y, ! (5-32)

c

Un résultat tenant compte de 1l'influence stabilisante dqﬂla conduction,
mais établi & partir des hypothéses de troncature (5-16) et (5-18) se
situerait entre 1.41 107! Y, 'et 1.47 107!'y,"!. Enfin le temps critique
numérique non-linéaire pour une conduction nulle est 1.33 107! ¥,7!.0On
peut donc estimer'avoir obtenu avec (5~32) une approximation raisonnable
du temps critique‘ de 1localisation, compte-tenu des hypothéses trés
fortes qui sont a8 la base de ce résultat. Ce résultat pourrait permettre
d'interpréter des expériences menées avec des matériaux trés peu

écrouissables, comme certains alliages de Titane (TaébV).
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maximum.
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5-Conclusions.

Au cours du premier chapitre, nous avons développé deux aspects
bien différents de la formulation de 1lois de comportement dans 1le
domaine des grandes déformations et/ou des grandes vitesses de
déformation des matériaux: 1le premier est le point de vue
phénoménologique; on sait gu'il consiste en une description
macroscopigue du comportement, notamment & l'aide de "variables
internes" dont il convient de se donner 1'évolution, mais sans faire
référence aux mécanismes intimes de 1la déformation plastigue. Cette
démarche est justifiable si 1les lois ainsi formulées demeurent assez
simples pour permettre leur utisation " & la main" ou dans des codes de
calcul, et si elles permettent de décrire le comportement des matériaux
pour des trajets de déformation suffisamment variés. Elles doivent en
outre satisfaire & un principe d'économie de paramétres identifiables a
partir de données expérimentales. Il nous semble que ces critéres sont
remplis par les lois d'écrouissage cinématique que nous avons
proposées.( A cet égard, 1les regles de 1la déontologie scientifique
exigent qu'un jeu de paramétres identifiés sur la base d'un chemin de
déformation donné, serve & décrire tous les chemins de déformation.) Le
mérite des lois de comportement phénoménologiques "simples"” n'est pas
mince; elles permettent en effet de formuler, puis d'élucider un certain
nombre de situations physiques complexes en elles mémes, comme les
phénoménes d'instabilité, et nous pensons que nos chapitres 2 et 3 en
sont un exemple. En revanche, elles ne possédent au mieux qu'une
aptitude & 1la description des comportements, mais pas un pouvoir
d'explication ou d'interprétation. C'est pourquoi on est amené

parallélement 4 rechercher des 1lois de comportement offrant une
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description ontologique, basée sur des mécanismes physiques considérés
comme élementaires, comme les glissements sur les plans
cristallographiques. C'est ce gque nous avons esquissé dans la seconde
partie du chapitre 1; généralisée aux matériaux visqueux non-newtoniens,
cette approche conduit a des développements importants dans 1la
prédiction des textures cristallographiques aux faibles et grandes
vitesses de déformation. Avec une telle approche "microscopigue-
macroscopique", ce qui est gagné sur 1le plan de 1l'interprétation
physique est en général perdu sur celui de la simplicité de
1l'utilisation, et sur le pouvoir de suggestion des relations explicites;
on est en effet conduit le plus souvent & une formulation numérique, et
a4 des temps de calcul importants. I1 nous semble gque nous avons évité
ces écueils, puisque nous avons pu fournir un exemple de calcul
explicite non-académique, et de maniére générale une loi constitutive (
ch 1-11,1-23) simple. Une étape de notre travail & venir sera
l'utilisation de ces lois de comportement dans 1'étude de 1'influence du
développement des textures cristallographiques sur 1la formation des
bandes de cisaillement.

Les chapitres 2 et 3 sont dominés par 1'étude de 1'instabilité
de phénoménes essentiellement non-linéaires et instationnaires. Au
chapitre 2 , nous avons utilisé les méthodes de perturbation linéaire
classiques, en les étendant aux phénoménes quasi-stationnaires. Nous
avons montré que, lorsque tel était bien le cas, elles pouvaient rendre
compte . qualitativement et gquantitativement des résultats expérimentaux.
Nous avons pu également établir des relations et des recoupements entre
les différentes méthodes d'étude wutilisées: méthodes de perturbation,
résultats analytiques explicites et calculs numériques, et nous avons
constaté la convergence des résultats obtenus de maniéres aussi

différentes, ainsi gqu'un bon accord avec les résultats expérimentaux. Au
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chapitre 3, nous avons étendu les méthodes de perturbation classiques au
cas des phénoménes instationnaires; en outre, elles ont été adaptées &
1'étude plus spécifique de 1la 1localisation de 1la déformation, par
1'introduction de la méthode de perturbation relative. Nous avons montré
gue cette méthode était mieux a méme de rendre compte de la localisation
d'une déformation instationnaire, grdce & une analyse plus fine du
processus; des liens et des recoupements ont également été établis avec
les calculs non—linéaires exacts ou numériques, et la compatibilité des
résultats a été obtenue. Nous avons wutilisé la méthode de perturbation
relative dans le cas de la traction simple, développé precedemment dans
le chapitre 2; cependant nous n'avons pas rendu compte p;us avant de ce
travail car les résultats de 1'analyse de 1localisation ne sont pas
différents de ceux qui sont issus de 1'analyse de stabilité. En effet,
il est bien connu que l1'instabilité de 1la traction simple est beaucoup
moins sensible aux effets de vitesse de déformation que 1l'instabilité de
glissement; ce sont les effets géométriques et thermiques qui
prédominent. La croissance des perturbations est moins affectée par les
effets de viscosité, de sorte gqu'instabilité et 1localisation de 1la
déformation plastique sont moins différents. La poursuite de ce travail
nécessite avant tout de pouvoir disposer d'une base de données
experimentales, a ce jour encore insuffisante; nous espérons pouvoir
développer cet aspect au L.P.M.M. dans les prochaines années.

Le chapitre 4 de ce travail doit é&tre considéré comme un essai
en direction des méthodes de perturbation non-linéaires. Utilisées de
maniére extensive notamment en Mécanique de Fluides pour 1'étude des
instabilités d'écoulement, elles n'ont pas encore fait 1'objet
d'applications dans le domaine qui nous interesse ici. Bien qu'adaptées

aux problémes de localisation de la déformation, les méthodes que nous
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avons développées dans ce chapitre s'inspirent des études relatives aux
fluides, dans la mesure ou, 1'écrouissage étant ignoré, il peut encore
exister un écoulement stationnaire inhomogéne. Naturellement, elles
pourraient rendre compte de la localisation de la déformation plastique
de matériaux trés peu écrouissables, comme certains alliages de Titane,
ou encore d'expériences pratiquées jusqu'a une déformation donnée. (a
supposer que la déformation soit une bonne mesure de 1'écrouissage.)
L'étape ultérieure devra néanmois &tre 1la prise en considération de
l'écrouissage du matériau. I1 n'est d'ailleurs pas certain que 1les
méthodes de perturbation non-linéaires puissent atteindre le but qui
leur est fixé: fournir une estimation des déformations wultimes avant
rupture, de maniére satisfaisante. Il en est de méme des méthodes
d'echelles multiples gui recourrent aussi a des troncatures du probléme
initial; cependant, méme des résultats explicites approchés seraient
interessants car, outre leur utilité pratique immédiate die & 1leur
concision, ils suggérent des pistes & explorer par les moyens plus
lourds du calcul numérique, en mettant en valeur les aspects physiques

du probleme.



