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1- In t roduc t ion-

L f ins tab i l i té  de  Ia  dé format ion  p las t ique de  nombreux  matér iaux ,

métaux ou polYmères, est couramment observée lors de processus où Ia

v i tesse  de  dé format ion  es t  impor tan te .  C 'es t  no tamment  Ie  cas  de

I 'us inage à  grande v i tesse ,  du  fo rmage par  exp los ion  ou  du

magnéto- fo rmage,  e t  des  dé format ions  provoquées par  I ' impact  d . ,un

véh icuLe ou  d 'un  pro jec t i re .  De nombreuses  observa t ions  condu isent  à

penser  que 1a  loca l i sa t ion  de  1a  dé format ion  p las t ique qu i  en  résu l te

agit  commme un précurseur de Ia rupture du matér iau; on comprend dès

lo rs  l - ' i n té rê t  cons idérabre  por té  à  ces  phénomènes, .  comme en témoigne

I f  abondance de  la  l i t té ra tu re  in te rna t iona le .

Néanmoins  les  ins tab i l i tés  des  dé format ions  p las t iques  produ i tes

à  grande v i tesse  demeurent  en  générar  ma l  compr ises .  on  res te  en  e f fe t

perp lexe  devant  r 'énuméra t ion  des  fac teurs  phys iques  qu i  son t  jugés

impor tan ts  dans  reur  déve loppement :  écrou issage du  matér iau ,  sens ib i l i té

à  1a  v i tesse  de  dé format ion ,  adouc issement  thermique e t  couprage

thermo-mécan ique,  conduct ion  thermique,  t rans format ions  de  phase,  e f fe ts

d '  i n e r t i e ,  a d o u c i s s e m e n t  r i é  à  r ' é v o r u t i o n  d e s  
'  

t e x t u r e s ,  à

l rendommagement  du  matér iau ,  adouc issement  géomét r ique e t  cond i t ions  aux

l im i tes .  La  prév is ion  des  ins tab i r i tés  des  s t ruc tu res  soumises  à  des

chargements complexes à grande vi tesse est hors de portée à ce jour,  et

les études en cours portent en générar sur ra prévision et

i l i n te rpré ta t ion  d ' ins tab i l i tés  observées  sur  des  conf igura t ions

expér imenta les  re la t i vement  s imp les  e t  sous  des  cond i t ions  à  la  t in i te

cont ro labres :  s t r i c t ion  en  t rac t ion  un iax ia re  e t  b iax ia le ,  bandes de

c isa i l lement  ob tenues par  Ia  to rs ion  de  tubes  minces  par  exempl -e .



Néanmoins, les problèmes rencontrés demeurent

pour  Les  beso ins  de  I 'exposé 1es  répar t i r  un  peu

c l a s s e s :

n o m b r e u x ,  ê t  1 ' o n  p e u t

arbi trairement en trois

1)Les problèmes r iés à ta  formulat ion des to is  de comportement

des matér iaux,  tant  aux grandes déformat ions qu 'aux grandes v i tesses de

déformation' tant du point de vue de Ia descript ion phénomènorogique que

de l r in terprétat ion onto log i .que basée sur  la  phys ique microscopique.

2 ) L a  d e s c r i p t i o n  d e  I ' i n s t a b i l i t é  p r o p r e m e n t  d i t e ,  c ' e s t - à - d i r e

de 1a  compét i t ion  qu i  se  produ i t  en t re  fac teurs  s tab i l i san ts :

écrou issage,  sens ib i l i té  à  1a  v i tesse  de  dé format ion ,  conduct i -on

thermique,  e f fe ts  d r iner t ie  d '  une par t ,  e t  les  fac teurs  dés tab i l i san ts

d 'au t re  par t :  adouc issement  géomét r ique ,  tex tu rar ,  thermique,  e t

endommagement.

3 )Les  prob lèmes méthodorog iques  l iés  à  1 'é tude de  i l ins tab i r i té

e t  de  ta  loca l i sa t ion  de  dé format ions  pras t iques  homogènes en  généra l

ins ta t ionna i res  .

Ces trois aspects seront successivement trai tés au cours de ce

t r a v a i l .  r r  n r e s t  n a t u r e l l e m e n t  p a s  q u e s t i o n  d ' é p u i s e r  l e  s u j e t ,  n i  m ê m e

dten fa i re  une revue exhaust ive .  Nous prenons le  par t i  o "  . r ,exposer  i c i

que nos travaux personnels,  obtenus en col, Iaborat ion avec À.MOLINARï et

G 'cÀNoVA,  âu  r i sque de  ne  présenter  a ins i  qu 'une vue par t ie r re  du  su je t .

Au Chap i t re  L ,  nous  d iscu tons  de  la  fo rmula t ion  de  lo is  de

comportement adaptées aux grandes déformations plast iques et aux grandes

vitesses de déformation. Nous présentons tout d 'abord un certain nombre

de modè les  d 'écrou issage c inémat ique en  grande dé format ion  p las t ique,

basés  sur  d i f fé ren tes  dér ivées  ob jec t ives ,  e t  pourvus  d 'e f fe ts  de

mémoire. Nous discutons reurs propriétés en tract ion-compression simple

et en gl issement simple, notamment du point de vue de f  instabi l i té des



déformations prast iques homogènes. Leurs statuts themodynamiques sont

préc isés ,  ê t  une in te rpré ta t ion  en  es t  donnée dans  le  cadre  de  la

théor ie  des  repères  d i rec teurs  de  J .MÀNDEL lo rsgue ce la  es t  poss ib le

( F R E S S E N G E A S -  M O L I N A R I  l - 9 8 3  ;  L , 2 ) .  P u i s  u n e  a p p r o c h e  d e  I ' a d o u c i s s e m e n t

tex tu ra l  des  métaux  aux  grandes v i tesses  de  dé format ion  es t  p roposée

(cANovÀ-  MOLTNART -FRESSENGEÀS 1984 ,  cÀNovA e t  a t  19g6) ,  où  r ,  on

cons idère  que les  g r issements  sur  les  p tans  c r is ta l lograph iques  su ivent

une lo i  v isqueuse.  La  1o i  de  compor tement  ôb tenue peut  ê t re

représentat ive du comportement du monocristal  aux grandes vi tesses de

déformat ion .  Les  conséquences  re la t j -ves  à  I ' i ns tab i l i té  de  La

déformat ion  p las t ique sont  éga lement  d iscu tées .

Le chapitre 2 j - ] - lustre les inf luences contradictoires des

f a c t e u r s  s t a b i l i s a n t s :  é c r o u i s s a g e ,  s e n s i b i r i t é  à  l a  v i t e s s e  , i n e r t i e ,

conduct ion  thermique,  ê t  des  fac teurs  dés tab i l i san ts :  adouc issement

thermique e t  géomet r ique,  sur  1a  duc t i l i té  des  matér iaux  en  t rac t ion

un iax ia le  (  FRESSENGEÀS-  MOLINARI  1985 )  .  Les  aspec ts  " i so thermes, , :

textures et endommagement ne sont pas pr is en considérat ion dans ce

c h a p i t r e ,  e t  I r  a c c e n t  e s t  p o r t é  s u r  I ' i n f l u e n c e  d e s  e f f e t s  d r i n e r t i e

et des effets thermiques, qui  peuvent être prépondé..rr1= aux grandes

v i tesses  de  dé format ion .  Les  méthodes de  l inéar isa t ion ,  c lass iques  dans

I r  é tude des  phénomènes d ' ins tab i l i té ,  êu  moins  pour  une première

approx imat ion ,  son t  u t i l i sées  e t  d iscu tées .  Des  ana lyses  non l inéa i res

ana ly t iques  e t  numér iques  sont  p résentées ,  qu i  permet ten t  de  décr i re

convenab l -ement  I '  accro issement  dynamique de  1a  duc t i l i té ,  e t  son

af fa ib t i ssement  ad iabat ique.  Les  résur ta ts  théor iques  ob tenus  sont

comparés  aux  résu l ta ts  expér imentaux  d ispon ib les .

Àu chap i t re  3 ,  on  mont re  que les  concepts  d '  ins tab i l i té  e t  de

loca l i sa t ion  de  I  |  écou lement  p las t ique sont  en  généra l  d i f fé ren ts ,  e t



que Ia  fo rmat ion  des  bandes de  c isa i l lement  n 'es t  pas  en  généra l

cor rec tement  p réd i te  par  Ie  concept  c lass ique dr ins tab i l i té  de  la

déformat ion  p las t ique,  ma is  au  cont ra i re  par  ce lu i  de  loca l i sa t ion .  Une

nouve l le  méthode de  per tu rba t ions ,  appe lée  méthode de  per tu rba t ions

re la t i ves  es t  p résentée  (FRESSENGEAS-  MOLINARI  1986)  ,  qu i  p rend en

compte  Ie  carac tère  ins ta t ionna i re  de  la  dé format ion  p las t ique homogène,

e t  p e r m e t  d ' é t u d i e r  I a  l o c a l i s a t i o n  d e  l a  d é f o r m a t i o n .  L e s  c r i t è r e s

d ' ins tab i l i té  fourn is  par  les  méthodes c lass iques  e t  les  c r i tè res  de

Ioca l i sa t ion  fourn is  par  1a  méthode re la t i ve  sont  comparés ,  pour

d iverses  cond i t ions  aux  l im i tes ,  e t  i l s  son t  con f ron tés  aux  données

e x p é r i m e n t a l e s  a c t u e l l e s .  L '  i n f l u e n c e  d e  l a  t a i l l e  d e s  d é f a u t s  e t  d e

I ' a d i a b a t i c i t é  d e  1 a  d é f o r m a t i o n  s u r  I ' i n s t a b i l i t é  e t  L a  l o c a l i s a t i o n  d e

1 a  d é f o r m a t i o n  p l a s t i q u e  s o n t  d i s c u t é e s .

Le  chap i t re  4  p résente  des  résu l ta ts  an ly t iques  e t  numér iques

non- I inéa i res  re la t i f s  à  la  fo rmat ion  de  bandes de  c isa i l lement  sous

cont ra in te  imposée dans  des  matér iaux  à  t rès  fa ib le  écrou issage,  comme

cer ta ins  a l l iages  de  T i tane.  Pour  des  cond i t ions  à  Ia  l im i te  i so thermes,

on  met  en  év idence une cont ra in te  c r i t ique  au  de là  de  laquet le  Ia

défor rna t ion  p las t ique es t  nécessa i rement  ins tab le .  En Olssous  de  ce t te

cont ra in te  ,  ! ' i ns tab i l i té  es t  cond i t ionne l le :  une méthode de

per tu rba t ions  non- l inéa i res  permet  de  mont rer  I 'ex is tence de  dé fau ts

cr i t iques  e t  d rapprocher  les  dé format ions  c r i t iques  de  loca l i sa t ion .

Pour des conditons adiabat iques à 1a front ière, une méthode de

perturbat ions non-1inéaires relat ive fourni t  également une approximation

des  dé format ions  c r i t iques  de  loca l i sa t ion .
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C H A P I T R E

ésentat ions du ement I a s t i anisotr e aux

déformations

1.  . In t roduc t ion

Les  modères  d 'écrou issage c inémat igue représenten t  I 'an iso t rop ie

d 'écrou issage par  1e  dépracement  tensor ie l  x  du  cent re  de  ta  sur face

d 'écourement ;  dans  1e  domaine  des  fa ib res  dé format ions  pras t iques ,

l 'évo lu t ion  de  La  var iab le  in te rne  f !  es t  rég ie  c rass iquement  par  ta  to i

d e  P r a g e r - Z i e g l e r :

(  1 . 1 ) x  =  8 ( l ) p

pour  laquer te  Ia  dér ivée  par t i cura i re  i  o "  x  es t  co t inéa i re  au  tenseur

des  v i tesses  de  dé format ion  pras t ique D;  I  es t  une fonc t ion  sca la i re  de

Ia  dé format ion  p las t ique cumulée  :

-  f '
T  =  ) a ( Z o :  D ) r / e d t .  L a  d é r i v é e  p a r t i c u t a i r e  n ' é t a n t  p a s  o b j e c t i v e ,

l r e x t e n s i o n  d e  ( 1 . 1 )  a u x  g r a n d e s  d é f o r m a t i o n s  p l a s t i q u e s  n f e s t  p a s

poss ib le  sous  ce t te  fo rme;  on  fa i t  généra lement  appe l  à  ta  dér ivée  de
I

Jaumann X de  X:

I(L .2)  x=I+x.e-e .x

( O  :  t e n s e u r  d e s  v i t e s s e s  d e  r o t a t i o n )  p o u r  e n  a s s u r e r  1 ' o b j e c t i v i t é ,
e t  l r o n  p o s e  :

( 1 .3 )
\7

x=8( l )q

Ce modère donne des résur tats  sat is fa isants en t ract ion-compress ion

s impre;  en revanche,  les prédic t ions obtenues en t ract ion-compress ion

cycr ique,  ou i l  n 'apparaî t  pas d 'hystérés is ,  ê t  sur tout  en gr issement

s imple,  de srad ient  de déformat ion 
"  

= lË i$ l  , r rn , r .e  t ) ,  où ra
lo0r .  I
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I  '=qp

F l e .  2 .  C o n t r a l n t e  d e  c l s a l l l e n e n L  e n  f o n c t l o n  d e  l a  d l s L o r s l o n ,  X - -

,lérlvée eonvectlve covarla.nte, { - dérlvÉe de Jaunu,nn, R - dérivée en

roLation propre. .âux grances valeurs de y Ia courUr ti l  possè,le une

asympto te  pa ra l l è Ie  à  X . ,  &  -  dén i vée  t spe  ro ta t l on  p ropne ,  y  =  O .g .
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contrainte de cisai l lement t  évolue de manière cycl ique en fonct ion du

g l i s s e m e n t  Y  [ 1 ] ,  s o n t  i n h a b i t u e t l e s  ( F i g u r e  2 ) .  L r a n a l y s e  c i n é m a t i q u e

du gl issement montre que Ie repère corotat ionnel est af fecté dans ce

cas  d 'une v i tesse  de  ro ta t ion  cons tan te  j /? ,  par  rappor t  au  repère

de ré fé rence E :  ce t te  ro ta t ion  cont inue es t  à  I 'o r ig ine  des

osc i l la t ions  engendrées  par  la  dér ivée  de  Jaumann .  on  ver ra

néanmoj-ns au cours de ce chapitre qu'un tel  comportement peut

être rencontré ,  notamment aux grandes vi tesses de déformation.

D i f fé ren ts  au teurs  on t  p roposé des  lo is  d 'évo lu t ion  de  X mod i f iées

de man ière  à  p réd i re  des  compor tements  p lus  c rass iques  ;  E .H.Lee e t

a l .  t21  dé f in issent  dans  re  cas  du  g l i ssement  s imp le  une dér ivée  de

Jaumann mod i f iée :  la  dér ivée  de  X es t  e f fec tuée par . rappor t  à  un  repère

dont  Ia  ro ta t ion  es t  l im i tée  empi r iquement .  Ce modèIe  ne  préd i t  pas

d ' o s c i l l a t i o n s ;  c e p e n d a n t  s a  g é n é r a l i s a t i o n  à  d ' a u t r e s  t y p e s  d e

s o l l i c i t a t i o n s  p a r a i t  d i f f i c i l e .

E . T .  O N Â T  t 3 1  e t  Y . F .  D Ê F Ê L I Ê S  t 4 I  m o d i f i e n t  é g a l e m e n t  t a  d é r i v é e  d e

Jaumann.  Les  osc i l la t ions  sont  suppr imées ou  non su ivant  1es  cas .  Aucun

d e  c e s  m o d è I e s  n e  d é c r i t  t ' h y s t é r é s i s  d e  t ' é c r o u i s s a g e  c y c t i q u e .

C . F R E S S E N G E Ê S  e t  Ê . f 1 0 L I N Ê R I  t 5 , 1 3 1  é t u d i e n t  l e s  p o s s i b i l i t é s  o f f e r t e s

par  1es  dér ivées  convec t ives  covar ian te  X .  e t  con t ravar ià te  X . :  les

él iminent ]e comportement cycl ique inhérent aux modères corotat ionnets.

r r  y  a  t o u t e f o i s  d e s  d i f f i c u r t é s  d ' o r d r e  c i n é m a t i q u e  r i é e s  à  t a

convec t ion  e t  à  I ' i ncompress ib i l i té  de  I 'écou lement .  Un te rme de

restaurat ion dest iné à introduire un effet  de mémoire évanescente dans

les  modères  coro ta t ionners  ou  convec t i f s  es t  in t rodu i t  dans  ts }  :

modè1es

( 1 . 4 )

(1 .5 )

(1 .6 )

(1 .7 )

X"  =  B (Y )D  e t  X "  =  8 ( t )D

X =8(?)D-A(?) ix

x.  =B( i )D-A(t )?X
xc =B(7)D-.4( i ) ïx

Aux grandes déformat ions,  i r  a t ténue res ef fe ts  c inémat iques de
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F lg .  3 .  I n f l uence  da  l a  res tauna t l on  su r  l a  con t ra ln te  de  e l sa l l l enen t
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rotation ou de convection; de plus, i I  permet Ia descript ion de

I ' éc rou i ssage  cyc l i que .  C .FRESSENGEÊS,  R . l 10L INÊRI  t 51  e t  Y .F .DÊFRL IÊS
L

t41  proposent  en  ou t re  I 'emplo i  de  ta  dér ivée  en  ro ta t ion  propre  X de  X
déf in ie  par  :

L
( 1 . 8 )  I  =  X  +  X .  R  . R t -  R  . R r ' X ,

R es t  i ssu  de  Ia  décompos i t ion  po la i re  F  =  f i .  U  =  U.R du grad ien t  F

La lo i  d 'évo lu t ion  avec  res taura t ion  :
L(1.e) x = 8( i )D -  A( i ) ix

du tenseur X él imine notamment le comportement cylcl ique en gl issement

s imp le :  la  so lu t ion  co inc ide  âvec  la  so lu t ion  coro ta t ionne l le  aux

va leurs  assez  fa ib les  du  g l i ssement ,  pu is  évo1ue para l lè lement  à  la

solut ion convect ive aux grandes déformations, tout en assurant

f  incompress ib i l i té  de  l 'écou lement .  Une au t re  approche par  var iab les

i n t e r n e s  a  é t é  p r o p o s é e  p a r  F .  S I I I O R 0 F F  t 6 I .

L e s  m o d è I e s  ( 1 . 5 ) ,  ( L . 6 ) ,  ( L . 7 ) ,  ( 1 . 9 ) ,  i n t r o d u i t s  c i - d e s s u s  s o n t

déve loppés dans  ce  chap i t re  en  l im i tan t  Ie  p ropos  à  1 récrou issage

c inémat ique.  Cependant ,  Ies  cons idéra t ions  présentées  peuvent  ê t re

é tendues à  un  écrou issage mix te  i so t rope-c inémat ique.  L 'écrou issage

cinématique corotat ionnel est développé dans Ie paragraphe 2; Ie

paragraphe 3  présente  I 'éc rou issage c inémat ique convec t i f ,  pu is  on

déf ini t  au paragraphe 4 Ia dérivée en rotat ion propre et 'on présente son

app l ica t ion  à  l récrou issage c inémat ique.

D a n s  c h a q u e  c a s ,  l r i n f l u e n c e  d e  l a  r e s t a u r a t i o n  e s t  a n a l y s é e ;  l e s

modèIes  sont  tes tés  en  t rac t ion-compress ion  e t  en  g l i ssement  s imp le .  Le

statut thermodynamique de chaque modèle est précisé; enf in,  dans l-e

panagraphe 5 ,  une présenta t ion  en  es t  fa i te ,  Io rsque ce la  es t  poss ib le ,

dans  le  cadre  théor ique des  repères  d i rec teurs  é tab1 i  par  J .HRNDEL f .?1 .

? .  Ec rou i ssage  c i néma t i que  co ro ta t i onne l

Nous considérons un matériau init iatement isotrope, soumis à un

écoulement  p last ique incompress ib le .  La lo i  d 'écoulement  est  dédui te  de
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l-a fonct ion seuit  de von Mises :

On représente par s le tenseur déviateur des contraintes, et par I une

contra inte équiva lente :

<?.  L>

(2 .?>

.T
D=- (s -X) ,  Ièo .

t

L  r / 2
r  =  ( - (s  -  X ) : (s  -  X ) )

2

Le s j -gne :  représente  le  p rodu i t  con t rac té  de  deux  tenseurs .  Les  lo is

d ' é c r o u i s s a g e  s o n t  s p é c i f i é e s  p a r  I a  f o n c t i o n  t ( t ) ,  e t  p a r  1 ' é q u a t i o n

d ' é v o l u t i o n  c o r o t a t i o n n e l l e  ( 1 . 5 )  d e  I a  v a r i a b l - e  i n t e r n e  X .  L i m i t a n t

no t re  p ropos  à  1 récrou issage c inémat ique seu l ,  nous  supposons t (y )

cons tan t .

Dans le  cas  du  g l i ssement  s impre ,  dê  v i tesse  i  cons tan te ,  les

coordonnées dans Ie repère de référence du tenseur gradient de

v i tesses  L  =  Ë.  F-1 ,  du  tenseur  des  v i tesses  de  dé format ion  I l ,  e t  du

tenseur des vi tesses de rotat ion Q sont respect ivement :

(2 .3 )  L  = 8ù81 . n = i l?â81 o= i l- ?â8
0001 ?  10001 ?  |  ooo

dérivée i  sont al .orsEn ou t re ,  la  dé format ion  p las t ique cumulée  ye t  sa
simplement données par :

Q.$  i= t ,  i=y

S i  I ' o n  d é f i n i t  I e  t e n s e u r  s  p a r  :

( 2 . 5 )  X  =  8 ( l ) a

Ia  re la t ion  (  1 .5  )  fourn i t  Ie  sys tème d i f fé ren t ie l

don
=  t r z  -  A f t ) a 1  1 ,

a'{

<?.6>  dor ,  L  _ . - .-  -  G r r  *  - _  -  d ( ' [ ) a 1 2 ,
d-t 2

d z z  =  - û 1 1 .

Supposons Ie coeff icient de restauration i4(i) constant, et prenons pour

condi t ions in i t ia les :
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<? .  .7  )

Nous obtenons

(e .  B)

(2 .9 )

a , r (o )  =  o , i , j  =  L ,2

a lors  pour  so lu t ion

l-
atz  =  

z1 r  *  a .1 i

:

A  +  e x p ( - À T )  ( s i n l  -  . 4 c o s l )  )

e t  l a  l - o i  d ' é c o u t e m e n t  ( 2 . 7 )  f o u r n i t  ] a  c o n t r a i n t e  d e  c i s a i l l e m e n t 7 , :

)
B

(  =  s rz  =  t  *  
i ,  _  n (A  

r  exp( -47) (s inY  -  .4cos l i

Pour  un  coef f i c ien t

donné par :

de restauration .r{ nut et  pour  I  constant ,  t  est

( 2 .  10 )
B

t=T+  s i nY
2

et  p résente  les  osc i t ta t ions  ment ionnées en  t1 I .  Pour  les  g randes

va leurs  de  .Ê ,  les  osc i l la t ions  d ispara issent  complè tement ;  pour

les  va leurs  moyennes,  1â  cont ra in te  de  c isa i l lement  passe par  une

va leur  max imum,  pu is  p résente  une l im i te  f in ie  lo rsque le  g l i ssement  Y

dev ien t  in f in i  (  f igure  3  ) .  Ce compor tement  es t  qua l i ta t i vement

semblab le  aux  résu t ta ts  de  Ia  théor ie  du  ver tex  tB ] .

En t rac t ion-compress ion  pure ,  la  dér ivée  de  Jaumann I  s ' iden t i f ie  à

Ia  dér ivée  par t i cu ta i re  X .  Les  ca lcu ls  e f fec tués  en  pe t i t -es  dé format ions

19,1Z, I  s 'é tendent  sans  d i f f i cu l tés  aux  grandes dé format ions ;  i I  en

r é s u l t e  n o t a m m e n t  q u e  l e  m o d è l e  (  L . 5  )  d é c r i t  I ' h y s t é r é s i s  d e

1 ' é c r o u i s s a g e  c y c l i q u e .

Env isageons main tenant  1e  s ta tu t  thermodynamique des  modèIes  (1 .3 )  e t

( 1 . 5 )  :  I a  l o i  d ' é v o l u t i o n  ( 1 . 3 )  e s t  c o m p a t i b t e  a v e c  l e  s c h é m a  d e s

matér iaux  s tandards  généra I isés .

Donnons nous  en  e f fe t  l ' énerg ie  I ib re  V  :

( 2 .  L L )
1

{ ,  =  -  B a : a .
2

La d iss ipat ion 0 :

( 2 .L2 )  PQ =  s :D  -  Pù



^x

,  vau t  a10rs  :

( 2 . L 3 )  p Q  =  s : D  -  B u : q .

c ' e s t  à  d i r e  c o m p t e  t e n u  d e  ( L . 2 ) ,  ( 1 . 3 )  ( 2 . 5 )  :

( 2 . L 4 )  p Q  =  ( s  -  X ) :  D  -  B ( s : Q . c - a : c r . Q ) .

Ma is ,  c r  es t  un  tenseur  dév ia teur  symét r ique,  par  su i te  :

( 2 . L 5 )  c : f ) . q  =  a : s . f 2

d e  s o r t e  q u e ,  d ' a p r è s  l a  l o i  d ' é c o u l e m e n t  ( 2 . I )  :

(2 .L6)  p0  )  o

L ' inéga l i té  de  C laus ius-Duhem es t  donc  sa t is fa i te  dans  tou te  évo lu t ion

gouvernée par  1a  re la t ion  (  1 .3  )  .  On peut  éga lement  vér i f ie r  que

c h o i s i s s a n t  1 ' é n e r g i e  t i b r e  ( z . L L ) ,  e t  A  >  O ,  l e  m o d è t e  ( 1 . 5 )  s a t i s f a i t

à  I ' i n é g a l i t é  d e  C L À U S I U S - D U H E M ;  t o u t e f o i s ,  i I  n e  v é r i f i e  p a s

l rhypothèse de  normal i té  généra l i sée .

3 .  E c r o u i s s a g e  c i n é r n a t i q u e  c o n u e c t i f

L I  emploi  des dérivées convect ives covariante z

( 3 . f  ;  X .  =  X  *  X . L  +  L t . X

et contravariante :

( 3 . 2 )  X c = X - X . L I - L . X

d a n s  l e s  l o i s  d ' é v o l u t i o n  ( 1 . 6 )  e t  ( I . 7 )  p e r m e t  d ' é t i m i n e r  s i m p l e m e n t  l e

compor tement  cyc l ique du  modè le  coro ta t ionne l  (  J - .3  )  en  g t i ssement

s i m p l e ,  t o u t  e n  s a t i s f a i s a n t  a u  p r i n c i p e  d t o b j e c t i v i t é .

L e  p r o b l è m e  p o s é  p a r  l e s  é q u a t i o n s  (  1 . 6  )  ,  ( ! . 2 )  ,  ( 2 . t )  ,  ( 2 . 3 )  ,

( 2 . 5 ) ,  ( 3 . 1 ) ,  ( 3 . 2 )  s e  r é d u i t  a u x  d e u x  s y s t è m e s  d i f f é r e n t i e l s  v é r i f i é s

p a r  1 e  t e n s e u r  u ,  d a n s  l e s  c a s  r e s p e c t i v e m e n t  c o v a r i a n t  ( 1 . 6 ) ,  ( 3 . 1 ) :

d o , ,  
=  - . Q , " 1  

1 ,
dt

(3.3) fu-  *  ûrr  = 1- Ar.12,
dtz

d s , ,
+  2 a 1  2  =  -  t 1 a 2 2 ,

a'(
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e t  con t rava r i an t  z  ( L .7  )  ,  ( 3 .2 )  :

d o "  
-  2 , . t z  =  '  A a 1 1 '

dt

(3.4)  y-sz,=: -A. .12,

Oor "  
=  _  Au" r .

dt

Pour  l es  cond i t i ons  i n i t i a l es  (2 .7 ) ,  uD  éc rou i ssage  c inémat ique

I inéai re (8 constant)  e t  un coef f ic ient  de restaurat ion .4  constant ,  ta

contra in te tangent ie l le  est  donnée par  :

-B. ( =  t +  ( t - e x p ( - A T )  )
?.,q

( 3 .5 )

Dans le  modèIe  sans  res taura t ion  (d  =  O) ,  (  var ie  l inéa i rement  en

fonct ion de Y i

( 3 . 6 ) (  =  7  + h/z

En revanche, Iâ trace de c devient non nul le de sorte que

I r i n c o m p r e s s i b i l i t é  n ' e s t  p l u s  a s s u r é e .  C e  r é s u l t a t  e s t  d r a i l l e u r s

g é n é r a l ;  p a r  e x e m p l e  p o u r  l a  l o i  d ' é v o l u t i o n  ( L . 6 )  s a n s  r e s t a u r a t i o n :

( 3 .7  ) t r (X . )=8 t r (D )= f l

De  so r t e  qu ' ap rès  (  l - .  6  ) ,  (  3 . 1  )  ,  ( 3 .7  )

( 3 .8 ) t r lX ;  =  2D=X.

Cec i  es t  en  généra l  non nu l ,  ce  qu i  condu i t  à  la  conc lus ion  annoncée.

Une mod i f i ca t ion  s imp le  de  Ia  lo i  d 'écou lement  (2 .L )  permet  cependant

d 'assurer  I r incompress ib i t i té ,  e t  de  conférer  un  compor tement  convenab le

aux  modèIes  convec t i f s ;  i I  su f f i t  en  e f fe t  d r imposer  Ia  p résence du

déviateur X'  de X en écr ivant :

)
( 3 . 9 )  [ J  =  - ( s  -  X ' ) .

t

C e I a  n e  m o d i f i e  p a s  l e  r é s u t t a t  ( 3 . 5 ) ,  m a i s  s e u l e m e n t  l e s  c o n t r a i n t e s

normales ,  dont  Ia  répar t i t ion  es t  par  a i l leurs  p lus  sa t is fa isan te  dans

l e  c a d r e  d u  m o d è l e  c o v a r i a n t  ( 1 . 6 )  t l B l

Examinons maintenant le comportement du modèle convect i f  covariant
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( 1 . 6 ) ,  ( 3 . 1 ) ,  ( 3 . 9 )  d a n s  u n e  s o l l i c i t a t i o n  d e  t r a c t i o n  s i m p l e  o u  d e

compression simple, de gradient de déformation :

(3 . ro1

(  3 .  11 )

F=

L= [J - -é

100
0L/^0
00 t / ^

Le tenseur gradient de vi tesses L est confondu avec le tenseur des

vi tesses de déformation D; ses coordonnées dans te repère de référence

sont :

100
o - r /2  o
o o  -L /2

on a  posé ê  =  i tX ;  la  dé format ion  p las t ique cumulée  i  vau t  e  en  t rac t ion

et  -  e  en  compress ion .  Les  équat ions  gouvernant  1 révo lu t ion  de  q  sont

a lo rs  en  t rac t ion  :

d d , ,
- + Q + A ) a 1 1  = L ,
de

(3 .L2 )  duzz
-+ (A -L ) t zz= - l / 2 ,
de

û g g  =  t 2 2

et en compression :

do, ,
+  ( 2  -  r f ) u r ,  =  L ,

de

(  3 .  L 3  )  d s , ,

de
a E g  =  u 2 2 .

C o m p t e  t e n u  d e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a t e s  ( 2 . 7 ) ,  l e s  s o l u t i o n s  d e  ( 3 . 1 - 2 )  e t

(  3 .  l -3  )  son t  respec t ivement ;

l_
û r r  =  

2  *  A  
( 1  -  e x p ( - ( 2 + A ) c )

1
( 3 . 1 4 )  o " z z  =  - ; æ  ( r  -  e x n ( - ( . 4 - l ) e  )

û g  g  =  d 2 2 ,

e t :
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L
E t t  = ;  

4  
( f  -  e x n ( ' ( z - A ) e )

L
( 3 . L 5 )  q z z  =  

2 U  +  r ) ( 1  
-  e x n ( L + É ) e ) ,

G g g  =  t 2 2 .

La cont ra in te  o  qu i  en  résu1te  vaut  en  t rac t ion  (e  >  O)

L l _
(  3 .  l - 6  )  a  =  ç / 3 t  +  8 (  

* O  
< ,  - e x p -  ( 2 + ' 9 ) e  )  ) +  z ( , - . f i (  

1 - e x p -  ( , 4 - 1 ) e  )  )

e t  en  compress ion  (€  <  O)

_ 1  l -
( 3 . I 7 )  c  =  r / S t +  8 (  

,  *  
( l - e x p ( - ( z - A ) e )  -  

" * n  

( l - e x p ( r + ' 4 ) e  ) )

I I  es t  c la i r  que le  compor tement  a ins i  ob tenu n 'es t  pas  sa t is fa isan t

en tous points;  on doit  notamment exiger:  .d )  2 pour gue o garde une

I imite f in ie.  En outre, les comportements en tract ion et en compression

sont  d issymét r iques ;  en  par t i cu l ie r ,  les  cont ra in tes  asympot iques

obtenues sont,  en tract ion :

(  3 .  L8 I  , /à t

et en compression

(  3 .  r .9

1
+ 8 ( - +

2 + A

1
)

2 ( A  -  L )

_ t l _
_ ,,/3t + B('  

2 -A  2 (A+ I )

Cet te  p ropr ié té  es t  cependant  fo r tement  a t ténuée par  Ia  res taura t ion ;  de

p lus ,  e I Ie  es t  sans  conséquence en  chargement  monotone.  Enf in ,  Ie  modè le

permet  de  décr i re  un  cyc le  s tab i l i sé  d 'écrou issage cyc l ique.

Les modèles convect i fs sont incompatibles avec une formulat ion

thermodynamique basée sur  Ie  cho ix  de  I 'énerg ie  l ib re  (2 .1 - l - )  :  par

exempte  Ia  d iss ipa t ion  s 'écr i t  pour  Ie  modèIe  covar ian t  sans

restaurat ion :

(  3 .20  ) pO  =  ( s  -  X ) :D  -  ?B  D :a . s

L a  q u a n t i t é  D : c r . a  e s t  d e  s i g n e  q u e l c o n q u e ,  d e  s o r t e  q u e  I ' i n é g a l i t é  d e
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Claus ius-Duhem ne peut  en  généra l  ê t re  sa t is fa i te .

4 .  E c r o u i s s a g e  c i n é m a t i q u e  e n  r o t a t i o n  p r o p r e

Dans le  bu t  de  lever  les  d i f f i cu l tés  c inémat iques  des  modèIes

corotat ionnel et  convect i f ,  nous considérons Ia dérivat ion par rapport

a u  r e p è r e  o r t h o n o r m é  E *  =  ( l l ) ,  d é d u i t  d u  r e p è r e  E  =  ( 1 ,  )  d a n s  l e

transport  par Ia rotat ion R :

( 4 . 1 )  l i  =  R . l i ,

R  es t  dé f in i  par  la  décompos i t ion  po la i re  :

( 4 . 2 )  F  =  U . R  =  R . U

du grad ien t  de  dé format ion  F .  So i t  un  tenseur  X  dé f in i  par  ses

coordonnées dans E* :

( 4 . 3 )  X  =  x i i l l e t j
L

Nous appelerons dérivée en rotat ion propre de X Le tenseur X déf ini  par:

L .
( 4 . 4 )  X  = ; ç i j  l j e  l l .

On vér i f ie  que ce t te  dé f in i t ion  es t  in t r insèque (vo i r  Annexe l - ) ,
L

c 'es t -à -d i re  indépendante  du  cho ix  du  repère  E .  Le  tenseur  X  es t  l ié  à

Ia  dér ivée  par t i cu la i re  X  p" .  :

L
( 4 . 5 )  X  =  X  +  X . Q ' t -  Q ' r ' X

o ù :

( 4 . 6 )  f 2 *  =  R ' R t

Le  tenseur  v i tesse  de  ro ta t ion  propre  Q*  d i f fè re  en  généra1 de  Ia

v i tesse  de  ro ta t ion  Q qu i  dé f in i t  Ia  dér ivée  de  Jaumann,  e t  l ' on  a  (vo i r

annexe 2)  :

I
( 4 . 7 )  o = ç ) * * ; R ' ( ù ' U - l - U - t ' ù ) ' R t .

2
L

La dér ivée  X es t  ob jec t ive .  A  no t re  conna issance,  e l le  appara Î t  pour  la
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première fois dans GREEN-NÀGHDI t111. Nous avons proposé son emploi  dans

I a  l o i  d ' é v o l u t i o n  ( 1 . 9 )  d u  t e n s e u r  d ' é c r o u i s s a g e  X .

I I  impor te  de  sou l igner  une carac tér is t ique  essent ie l le  de  ce t te  lo i :
L

Ie  ca lcu t  de  X nécess i te  la  conna issance du  grad ien t  F  par  rappor t  à

une conf igura t ion  pr iv i lég iée .  L r in tens i té  de  I  'éc rou issage fa i t

ré fé rence à  I 'é ta t  idéa lement  recu i t  du  matér iau ,  pour  leque l  les

cont ra in tes  in te rnes  sont  nu l les .  Cet  é ta t  cons t i tue  1a  conf igura t ion
L

i n i t i a t e  c h o i s i e  p o u r  l e  c a l c u l  d e  X  d a n s  I a  l o i  d ' é v o l u t i o n  ( f - . 9 ) .
L

Dans une expér ience de  t rac t j -on-compress ion ,  la  dér ivée  X s t ident i f ie

avec  la  dér ivée  de  Jaumann f  e t  la  dér ivée  par t i cu la i re  X  ;  les

préd ic t ions  du  modè le  (  f - .9  )  son t  dans  ce  cas  les  mêmes que ce l les  du

modè1e coro ta t ionne l

du tenseur f2* sont :

1 . 5 ) .  n n  g t i s s e m e n t  s i m p l e , I e s  c o o r d o n n é e s  d a n s  8 *

o-e
0

( 4 . 8 )

s i  I ' o n  p o s e

(4 .e)

(voir  annexe

.2 i
Ê = -
"  4 * - 7 ,

et  e=a. " tg ]=e(z)
2

Q * =
e ol
0 0 l
o 0l

3 )  :

La lo i  d r  évo lu t ion  (  l -  .  9  )

d i f fé ren t ie l  :

tenseur fournj- t  alors 1e système

don
- +

dt

d o r ,  
_

dt

d o r "  
_

dt

,  =  - 4 a 1 1 ,

( 4 .10 )
- . â a 1  

2 ,

z  =  - 4 a 2 2 ,

dont  l r in tégra t ion ,  compte  tenu des  cond i t ions  in i t ia les  (2 .7 )  condu i t  à

Ia  va leur  :

dè
T c r
4'l

de

d^l

dg
- t t

a'(

1
, = ;

(  4 .  L 1  )  t = t +

de la  cont ra i .n te  de  c isa i l lement .

I1  appara l t  sur  les  f igures  (2  e t  3 )  que ce t te  fonc t ion  co inc ide  avec

B
e

rY rY
exp(  - .87)  (s in2e 

f " "n, l9c)  
s in20 (c)dc+cos2eJ exp( i?s)  cos20 (a)da)
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l a  so lu t ion  coro ta t ionne l le  aux  va leurs  du  g l i ssement  assez  fa ib les ,

pu is  évo1ue para t lè Iement  à  1a  so lu t ion  convec t ive  aux  grandes

déformations. Les osci l l .at ions sont supprimées; on observe cependant un

adouc issement  dû  à  ta  ro ta t ion ,  pu is  une repr ise  de  1 'écrou issage.  En

o u t r e ,  I ' i n c o m p r e s s i b i t i t é  d e  I ' é c o u l e m e n t  e s t  a s s u r é e .

Le  modèIe  d 'écrou issage en  ro ta t ion  propre  (1 .9 )  bénéf ic ie  du  même

s t a t u t  t h e r m o d y n a m i q u e  q u e  1 e s  m o d è l e s  c o r o t a t i o n n e l s  ( 1 . 3 )  e t  ( 1 . 5 )  :

l a  l o i  d ' é w o l u t i o n  ( L . 9 )  s a n s  r e s t a u r a t i o n  e s t  c o m p a t i b l e  a v e c  1 e  s c h é m a

des matér iaux  s tandard  généra l i sés .

5 .  I n t e r p r é t a t i o n s  d a n s  l a  t h é o r i e  d e s  r e p è r e s  d i r e c t e u r s

La théor ie  des  repères  d i rec teurs  p résentée  par  J .MÀNDEL '7g  peut

serv j - r  de  cadre  pour  une présenta t ion  phénoméno log ique de  1 ' 'éc rou issage

c inémat ique en  grande dé format ion  .  Dans ce t te  théor ie ,  1ê  lo i

d 'écou lement  du  matér iau  préc ise  complè tement  Ie  tenseur  de  v i tesses ,

part ie ant is l ' rnétr ique comprise, sous 1a forme :

(s . r1 Ê.r - '  -  ÀG,

G est un tenseur en général non symétrigue, dont les .arguments sont

précisés pJ-us loin; Ê Ae"igne la dérivée de F par rapport à un repère D

dont  Ia  v i tesse de rotat ion est  Qo,  et  que I 'on appel le  repère d i recteur

Ê  =  È  -  eo .F .

L e

1 a

(s .2)

(s .3)

et  en  sa

(s .a1

tenseur f , )o est connu dès lors que la fonct ion G est donnée; en effet ,

Io i  d 'écou lement  (5 . f )  dédoub lée  en  sa  par t ie  s1 'mét r ique :

D=.ÀG

partie anti-symétrique :

Q-Qo= . t rG



rç

fourni t  :

(s.s)

La déterminat ion de G, et notamment de sa part ie ant isymétr ique G,

peut être fondée sur une analyse des micro-rotat ions du polycr istal ,  et

c 'es t  peut -ê t re  Ie  cadre  na ture l  de  ce t te  théor ie ,  ou  e f fec tuée de

m a n i è r e  p h é n o m é n o l o g i q u e  (  D . F R E S S E N G E R S ,  Ê . H O L I N Ê R I  t 1 3 l  ) ,  e t  c ' e s t  I a

vo ie  que nous  cho is issons  ic i  :  Nous  posons de  man ière  c lass ique

( 5 .6 ) D-ÀG=) (s -X)

pour  l a  pa r t i e  symét r i que  (5 .3 ) .

S i  d 'aut re par t ,  nous préc isons

(s .7)  h  =  B( i )n  -  A fù ï

avec ,

(s .8)

par  dé f in i t ion  :

O o = Q - ' À G '

R = x  *  X.eo -  eo.X

ta  lo i  d 'évo lu t ion  de  Ia  dér ivée  R :

nous  ob tenons un  modè1e d 'écrou issage c inémat ique compte t  :  (  5 .5  ) ,

( 5 . 6 ) ,  ( 5 . 7 )  ( 5 . 8 ) .  U n  r é s u l t a t  i d e n t i q u e  e s t  o b t e n u  p a r  E . T .  O N A T

t3 , (?9) ;  p .  ?591 au  te rme d 'une argumenta t ion  complè tement  indépendante

de la  théor ie  des  repères  d i rec teurs .  On peut  observer  tou t  d 'abord  que

s i  G es t  rédu i t  à  sa  par t ie  symét r ique.  Le  repère  d i rec teur  D n 'es t

au t re  que le  repère  coro ta t ionne l ,  e t  le  modèIe  (5 .21  co inc ide  avec  Ie

m o d è I e  c o r o t a t i o n n e l  (  1 . 5  ) .

E . T .  O N À T  t 3 l  e t  Y . F .  D A F A L I A S  I 4 1  s u g g è r e n t  l e  c h o i x  :

(s.e) . t rG  =  r l (D .X  -  X .D )

dans lequeI u est un coeff icient déterminé sur la base de données

expér imenta les.  Ce choix  génère une fami l le  de rotat ions Qo:
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(  s .1o) f l ' = ç2 - t (D .X -X .D )

et  une fami l le  de  modèIes  coro ta t ionne ls  (5 .7 )  cor respondants .

Se lon  les  va leurs  de  v ,  les  osc i l la t ions  coro ta t ionne l les  sont

suppr imées,  ou  au  cont ra i re  subs is ten t  [3 ,4 ] ;  e l les  sont  amor t ies  par  Ie

te rme de res taura t ion  ou  par  un  écrou issage c inémat ique non l inéa i re .

Les  modè les  convec t i f s  ne  reço ivent  pas  d ' in te rpré ta t ion  dans  Ia

théor ie  des  repères  d i rec teurs ,  car  ceux-c i  son t  nécessa i rement

or thonormés,  ce  qu i  n 'es t  pas  en  généra1 le  cas  des  repères  convec t i f s .

E n  r e v a n c h e ,  t e  m o d è l e  d ' é c r o u i s s a g e  e n  r o t a t i o n  p r o p r e  ( 1 . 9 )  r e ç o i t

une in te rpré ta t ion  dans  ce t te  théor ie  e t  condu i t  à  une fami l le  de

modèIes  en  ro ta t ion  propre ,  d is t inc te  de  Ia  fami l le  coro ta t ionne l le

( 5 . 8 ) ,  ( 5 . 1 0 ) .  P o s o n s  e n  e f f e t  p o u r  } a  p a r t i e  a n t i s y m é t r i q u e  d e  l a  l o i

d ' é c o u l e m e n t ,  p a r  a n a l o g i e  a v e c  ( 4 . 7 ) :

(5 . r . r . )

La  re l a t i on  (5 .4 )

repère directeur

( s .12 )

le= lF .
J

fournit

t)
f , ) D  =  f )  -  

2  
R . ( ù . u - 1  -  u - t . Û ) ' R t

1 v 2
i 1  1  -  ,  

'  
)

2  4  + ' ( "

(ù .u- ' -  u - r .ù) .R i .

alors le  tenseur  v i tesse de rotat ion QD du

D ' a p r è s  ( 4 . 7 ) ,  I e  c h o i x  p  =  L  c o n d u i t  à  I ' é g a ] i t é  O o  t  ç 2 * ;  I e  r e p è r e

d i rec teur  es t  a lo rs  confondu avec  Ie  repère  E* .  De Ia  même façon,  le

repère  D s ' iden t i f ie  avec  te  repère  coro ta t ionne l  pour  le  cho ix  u  =  O.

Les  d i - f fé ren ts  cho ix  de  p  fourn issent  une fami l le  de  dér ivées

o b j e c t i v e s  X  e t  d e  m o d è l e s  ( 5 . 7 ) ,  ( 5 . 8 ) ,  ( 5 , 1 2 )  c o r r e s p o n d a n t s ,  a u x

propriétés thermodynamiques ident iques à cel les des modèLes

c o r o t a t i o n n e l s  ( 1 . 3 )  e t  ( 1 . 5 ) .  D a n s  I e  c a s  d u  g l i s s e m e n t  s i m p l e ,  l a  l o i

d ' é v o l u t i o n  ( 5 . 7 )  p o u r  I a  f a m i l l e  d e  d é r i v é e s  ( 5 . 8 ) ,  ( 5 . L 2 )  e s t  t r a d u i t e

p a r  l e  s y s t è m e  d i f f é r e n t i e l  ( 4 . L 0 )  a v e c  ( v o i r  A n n e x e  3 ) :

dg
-=
dT

(  s .13  )
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L e s  s o l u t i o n s  s o n t  d e  I a  f o r m e  ( 4 . 1 1 )  a v e c  :

(  5 .14  ) e(r )  =  (1  r , )  
: .  

verc ts !

pour :  O z- ù L L, el les évol-uent cont inuement de Ia solut ion

coro ta t ionne l le  à  1a  so lu t ion  en  ro ta t ion  propre  (F igures  2 ,3 ) .

L radouc issement  géomét r ique de  ro ta t ion  es t  modu lé  par  u .

La  fami l le  de  modè les  en  ro ta t ion  propre ,  que I 'on  peut  complé ter  par

une fonc t ion  d 'écrou issage c inémat ique non l inéa i re  :

(  s .15  ) 8 ( r )  =  B(1  -  k (D .D) r ' " )

m e t  e n  j e u  q u a t r e  p a r a m è t r e s  1 A , B , k , u )  e t  p a r a i t  s u s c e p t i b l e  d e  r e n d r e

compte  d 'un  cer ta in  nombre  de  compor tements .  Les  modèIes  d 'écrou issage

c inémat ique (  1 - .5  )  e t  (  L .9  )  complé tés  par  un  écrou issage iso t rope on t

é t é  n o t a m m e n t  u t i l i s é s  p a r  D . D U D Z I N X I  e t  Ê . H O L I N Ê R I  t 1 4 1  p o u r  I e  c a l c u l

de  courbes  l im i tes  de  fo rmage.  I1  apppara i t  à  ce  su je t  gue Ie  modèIe  en

rotat ion propre permet de mieux rendre compte de certains resultats

expérimentaux dans le domaine du rétreint.
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Ê N N E X E  1 .  C h a n g e m e n t s  d e  r e p è r e s

So ien t  f i  =  (1 ,  )  e t  A  =  (a ,  )  deux  repères  covar ian ts  lagrang iens ;

dans Ie transport  par Ia rotat ion propre R, i ls se transforment

respec t ivement  en  E*  =  (  1 l  )  e t  .d*  =  (  a l  )  te rs  que :

(À.1 .  r -  ) l l =  R -1 ,  a i  -  R ' 4 ,

Le tenseur X peut être donné par ses coordonnées dans 8*ou dans .4*

( A . L . 2 )  X  = ; ç i j l i e t j  -  A i i a f e a l

La  t rans format ion  l inéa i re  re l ian t  les  vec teurs  de  E*  e t  de  ;4*  es t  :

(À .1 .3 )  l i  =  ( l l . ak* )a i l

ou ak* désigne les vecteurs du repère contravar iant  réciproque de,4*.  La

rég1e de transformation des coordonnées contravariantes de X, découle de

( A . l - . 2 )  e t  ( 4 . 1 . 3 )  :

( A . 1 . 4  ) A k L  =  ; ç i  j  ( l i . a k * ) ( l l . a t * )

T o u s  l e s  t e r m e s  d u  t y p e  :  ( l | . a k * )  s o n t  i n v a r i a n t s  a u  c o u r s  d e  I a
t rans format ion .  En e f fe t  :

( À . L . 5 )  l f  . a k *  =  l , . R ' . R . a k  =  l r . i l k

P a r  I a  s u i t e ,  I a  d é r i v a t i o n  d e  ( . A . L . 4 )  f o u r n i t  :

(À .  L .6  ) d r ,  =  y i s  ( l T . a k * ) ( l j . a t * )

et compte tenu de ( A. l -  .  3 )  :

(À .1 .2 )  .âu , " i l r  aË= i ' i  l l e l j  =  *

Le résu l ta t  (À .L .7 )  mont re  le  carac tère  in t r insèque de  Ia  dér iva t ion

en rotat ion propre.
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RNNEXE e .  C inéma t i que  de  l a  r o ta t i on  p roP re

La décomposit ion polaire du gradient de déformation F :

( À . 2 . 1 )  F  =  R . U  =  U ' R

conduit  à Ia déf ini t ion de Ia rotat ion R et des tenseurs de déformation

pure  dro i t  e t  gauche U e t  U.

Le  tenseur  g rad ien t  de  v i tesses  L  :

( A . 2 . 2 )  |  =  Ë .  p -  t

peut être exprimé en fonct ion de R et U :

(À .2 .3  ) L  =  R . R t  +  R . U . U - 1 . R t .

Sa part ie antislnnétrique Q :

t_
(A .2 .4 )  Q  =  -  ( L  -  L t )

2

s ' éc r i t  a l o r s  :

(À .2 .5 )  o=R .R t . ] * . ( ù .u - r  - u - ' .Û ) .R t

Nous définissons Ie tenseur vitesse de rotation propre Q* par :

( A . 2 . 6 )  Q *  =  È ' R '

Le  tenseur  v i tesse  de  ro ta t ion  Q s 'écr i t  de  même :

: ^
( A . 2 . 7 )  ç 2  -  R . R t

So i t  en  e f fe t  R+,  Ia  ro ta t ion  te l le  que :

( À . 2 . 8 )  p r ' .  R ' t t  .  j  * - . ( Û . U - t  -  U - 1 . Û ) . R * t  =  Q

I I  e s t  c l a i r  q u e  :

l -  '  r , t . p *(A .2 .9 )  :  (U .U - r  -  U - t . u )  =  -  R
2

Compte  t enu  de  (À .2 .5 )  e t  (À .2 .9 )  :
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( A . 2 . 1 O ) a-n .n , -F .R* t .p * .p t

c o m m e  R *  e s t  o r t h o g o n a l  ( 4 . 2 . 1 0 )  s ' é c r i t  a u s s i  :

(A .2 .  1 r .  )

ou encore :

Q  =  n . n t  +  R . R * t . R ' l  . R t

(A .2 .  ] . 2 ) Q  =  (n .n * t  +  R .R* t ) .R * .R t

L a  f o r m u l e  ( A 2 - L 2 )  s ' i d e n t i f i e  a v e c  ( A . 2 . 7 )  s i  I ' o n  p o s e  :

(A.2.13)  i  =  , . ***

R représente Ia  rotat ion du repère corotat ionnel  f  =  (  l ,  )  par

rapport au repère lagrangien :

(A .2 .L4 )  l i  -  R  . l i
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R N N E X E  3 .  E i n é m a t i q u e  d u  g l i s s e m e n t

L a  d é c o m p o s i t i o n  p o l a i r e  ( À . 2 . 1 )  d u  g r a d i e n t  F  =  U . R

11 ^ t  o l
(À.3 .1)  F= lo  1  o l

lo  o  o l

permet  le  ca lcu l  de  U e t  de  R :

( À . 3 . 2 )  U a  =  F . F t ,  R  =  U - l  . F

La mat r ice  de  U- l  dans  son repère  pr inc ipa l  es t

(A .3 .3 )  u - r  =

o ù :

'Éut'',V, 
il

1
(À .3 .4 )  .À1  =  

;  
( 2  + . r2  +  t  r / TV ) '

1
^z = 

;  
(2  + ^r?-  'y  \ |T-TT) ,

sont  les  va leurs  p ropres  de  Ue =  F .F t

Un calcul  s imple mais fast idieux conduit  aux coordonnées de R dans

E ( l t ,  l r ,  l s ) ,  r e P è r e  d e  r é f é r e n c e .

(A.3.s) R = l- S3;8 :Ë38 Hl
avec :

(4.3.6) cose = n# 1t,t  )f f i1, '"

ou,  p lus s implement  :

Y
(4 .3 .7 )  0=Àrc tg -

2

La  v i t esse  de  ro ta t i on  p rop re  Q*  en  décou le  d 'ap rès  (A .2 .6 )  :

2t
(À .3 .8 )  ç2 '  =  - - - ^

4+^ ( '

o t ol
-1 ool
o o  o l
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D ' a u t r e  p a r t ,  I a  v i t e s s e  d e  r o t a t i o n  Q  :

r l  
0 I ol

(A.3.9)  a-  ; l -1o o l=l o o ol

s 'éc r i t  sous  la

(A .3 . r .0 )

o ù :

( A . 3 . 1 1 )

(A .2 .7 )  pou r

cos6 s in6

-  s inû cos6

0

a

$=-
2

forme

f i =

o
0

1

Lorsque 7  dev ien t  in f in i ,  Ia  ro ta t ion  â

t e n d  v e r s  l t i n f i n i ,  a l o r s  q u e  I a  r o t a t i o n  0

d é f i n i e  p a r  ( 4 . 3 . 7 ) ,  t e n d  v e î s  T r / 2 .

P a r  s o u s t r a c t i o n  d e  ( À . 3 . 8 )  e t  ( À . 3 . 9 ) ,

du repère

du repère

corotat ionnel

en rotat ion propre

( A . 3 . 1 2 ) R . ( Ù . U - t -  U - r . Û ) . R t =  O  -  Q *  = f.
2

1
2

on obt ient s imp lement  :

o t  o l
I  o ol
o o  o l

Y2

4+ ' ( "
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Vc

I  I -Êpp roche  de  l ' e c rou i ssage  t ex tu ra l

dé f  o rna t  i  on  .

aux g randes  u i  t esses de

La sec t ion  I  c i -dessus  aborde la  fo rmula t ion  des  lo is  de

comportement d'un point de vue macroscopique et phénomènologique. Les

Iois const i tut ives obtenues présentent une forme qui peut les rendre

avantageuses  dans  les  codes  de  ca lcu l  pour  la  réso lu t ion  de  prob lèmes

aux t imites de déformation plast ique des matér iaux, notamment pour

rendre  compte  d ' ins tab i l i tés  de  1a  dé format ion .  En revanche e I les  ne

fournissent évidemment pas une descript ion basée sur 1a physique

microscop ique des  matér iaux  po tycr is ta l l ins .  Not re  ob je t  n 'es t  pas  ic i

,  Io in  s 'en  fau t ,  de  fourn i r  une te l le  descr ip t ion , .  ma is  seu lement  de

ten ter  une première  exp tora t ion  de  I  I  in f luence des  tex tu res

cr is ta l lograph iques  sur  1a  s tab i l i té  des  dé format ions  p las t iques

obtenues aux  grandes v i tesses .

Considérons un polycr istal  const i tué de grains se déformant

un iquement  par  g l i ssements  1e  long des  p lans  c r is ta l lograph iques .  On

impose au matér iau un gradient de déformation macroscopique F et I '  on

admet  que ce  grad ien t  es t  Ie  même au n iveau de  chaque gra in .  C 'es t

t 'hypothèse de  TAYLOR.  La  dé format ion  é las t iquL du  réseau

cr is ta l lograph ique es t  supposée nég l igeab le .  Par  cont re  Ie  réseau sub i t

une ro ta t ion  de  so l ide  par fa i t ;  Ie  g rad ien t  de  dé format ion  s 'écr i t  donc

au niveau du grain sous la forme:

F=R.  P ( 1 - 1 )

P est le gradient de déforrnat ion plast ique dû uniquement aux

g l i ssements  c r is ta l lograph iques ;  P  la isse  le  réseau invar ian t .  Un

sys tème de g l i ssement  i  es t  spéc i f ié  par  ta  d i rec t ion  de  g l i ssement  s ,
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et  par  Ia  normale  n i  au  p lan  de  g l i ssement .  Les  vec teurs  s i  e t  n ,  son t

orthonormés, et tournent dans la rotat ion R du réseau, de manière à

d e v e n i r  s i  e t  n f :

s f=R.s , ;  n i=R.n , ( L -2 )

Le tenseur  g rad ien t  de  v i tesse  L  du  réseau c r is ta l lograph ique

v a u t :  .
L = F . F - t : ( R . p + R . p ) . p - r  . R - 1  = R . R - r  + R . p . p - r  . R - r  ( L _ 3 )

So i t  Q*  Ie  tenseur  v i tesse  de  ro ta t ion  du  réseau

cristal  Iographique :

Q *  = R .  R -  1 ( 1 - 4 )

On peut associer au tenseur vi tesse de rotat ion Ie vecteur

v i tesse  de  ro ta t j -on  du  repère  c r is ta l lograph ique;  tous  deux  s 'expr iment

par  exemple  en  fonc t ion  des  ang les  dTEULER du réseau e t  de  leurs

dér ivées .  Par  a i l leurs  Ie  tenseur  g rad ien t  de  dé format ion  p las t ique

s ' é c r i t t  
p . p - l  =  t ,  s ,  e n ,  = t ,  H ,  ( 1 - 5 )

f ,  es t  Ia  v i tesse  de  g l i ssement  sur  Ie  sys tème *  n t r "=ement  i ;

s i@ n ,  représente  Ie  p rodu i t  tensor ie l  des  deux  vec teurs  s i  e t  n ,  appe lé

aussi tenseur de SCHMID et noté | l i  .  Une somme est ef fectuée sur

I ' e n s e m b l e  d e s  s y s t è m e s  d e  g l i s s e m e n t  d u  c r i s t a l .  D ' a p r è s  I a  r e l a t i o n

( 1 - 2 ) :

n.Ë.p- r  .R- r  =  f  .  s fenf ( 1 -6 )

Pour chaque système de gl issement, on définit  Ie tenseur

symétrique P, et Ie tenseur antisymétrique U, par:
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P,  =  1 /Z (  s fen f+n ies i  )

H ,  =  1 /2 (s fen i -n ies i  )

( 1 -7 )

( 1 - 8 )

d e  s o r t e  q u e  I a  p a r t i e  s y m é t r i q u e  D  d e  L  s ' é c r i t ,  c o m p t e - t e n u  d e  ( 1 - 3 ) ,

( 1 - 4 )  e t  ( L - 7 ) z

D= t ,  p ,

e t  I a  pa r t i e  an t i s ymé t r i que ,  d ' ap rès  ( l - - 3 ) ,  ( L -4 ) ,  e t ( 1 -6 ) :

f2=e* * t ,  H, (  1 -e  )

Le tenseur  v i tesse  de  ro ta t ion  to ta l  s 'expr ime comme Ia  somme de

la  v i tesse  de  ro ta t ion  du  réseau e t  de  Ia  v i tesse  de  ro ta t ion  p las t ique

C)

f , 2 "= f ,U ,  ( f - 10 )

Soi t  par  a i l leurs a i  Ia  contra in te résolue sur  le  système de

g l i ssemen t  i :

( ,=s l . t .n f ( r_-r_r_ )

où t  est le tenseur des contraintes de CAUCHY ou son déviateur;  Ia

cont ra in te  réso1ue s '  expr ime auss i  par :

t ,  = P r  : ( = n i  : t ( L - L 2 )

Le signe :  indique un produit  doublement contracté des deux
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tenseurs. On suppose que le gl issement sur

visqueux newtonien:

Ie système est de type

' i , = t o  
i : . i  / ' c o i (  1 - 1 3  )

et que tous tes systèmes de gl issement sont act i fs.  Cette hypothèse est

just i f iée par les expériences de CÀMPBELL et DUBY (1957 ) qui  ont observé

une répart i t ion uniforme des systèmes de gl issement act i fs aux grandes

v i tesses  de  dé format ion ,  e t  une répar t i t ion  moins  homogène aux  fa ib les

v i tesses .  D 'au t re  par t ,  des  expér iences  de  g l i ssement  s imp le  à  g rande

v i tesse ,  e f fec tuées  sur  des  monocr is taux  (KUMAR-KUMBLE 1969,  CHIEM-DUFFY

Lg8 l - )  on t  permis  d ' ind iquer  que la  cont ra in te  de  c isa i l lement  es t  re l iée

à  la  v i tesse  de  g l i ssement  par  une re la t ion  a f f ine  du  type :

t = t  o  + P f ( r.-r_4 )

On suppose ic i  que to  est  pet i t  devant  l . t t ,  ce qui  est  just i f ié

aux très grandes vitesses de déformation. En outre cette relation

macroscopique est  supposée êt re vér i f iée au n iveau "microscopique"  des

systèmes de gl issement. Compte-tenu de cette hypothèse et des relations

(1 -8 ) ,  (L - ] ' z )  e t  ( l - -13 ) ,  I e  t enseur  des  v i t esses  de  dé f t rma t ion  D  peu t

maintenant  êt re écr i t :

P =  t o  r / a o ,  ( P ,  : t ) P , (  1 -1s  )

ou encore:

D= to ,  / t o ,P ,@P, : t  ( L -L6 )

En déf in issant  le  tenseur  du quatr ième ordre Q' -1 par :
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D = Q ' - l  : t ( r.-r.B )

d ' o ù  1 r  o n  d é d u i t  p a r  i n v e r s i o n :

1 = Q ' : D (  L - 1 9  )

Dans I '  hypothèse d '  un  écrou issage iso t rope du  c r is ta l ,  iden t ique sur

tous  les  sys tèmes de  g l i ssement :

{ o r = t  i  Y s ; = Y e (  1 -20  )

Q ' - l  = t o  r / ' ( o r P , e ' P ,

I ' é q u a t i o n  (  l - - 1 6  )  s ' é c r i t  :

de sorte que :

q r - 1 = f o l r o  p , æ p ,

Déf in issant  Q-  t  par  :

(  1 - 1 7  )

(  r_ -21)

Q - l  = P ,  e P i ( t - 22 )

l e s  r e l a t i o n s  ( L - l - 8 )  e t  ( l - - l - 9 )  s o n t  r e m p l a c é e s  p a r :

f i = i o / " t o  Q - 1 : t  i  ' ( =  t o / i o  Q : D ( r -23)

Cette loi.  constitut ive retie le tenseur des contraintes au

tenseur des vitesses de déformation D au moyen des caractérist iques du
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g l issement  mic roscop ique e t  du  tenseur  d '  o r ien ta t ion  du  c r is ta l  A .  Les

var ia t ions  de  ce  tenseur  sont  d i rec tement  re l iées  à  l - 'évo lu t ion  de  Ia

tex ture .  Le  tenseur  des  v i tesses  de  ro ta t ion  p las t ique Q"  peut  éga lement

ê t r e  d é t e r m i n é . e n  e f f e t :

Qr=  t ,  U ,  =  t o l t o  ( ,  H ,

so i t  d  ' ap rès  (1 -12 )  e t  ( 1 -23 ) :

(  1 -2s  )

{ Z r = i o / t . o  P ,  : t  H ,  = ( P ,  : Q : D ) U , ( t - 26 )

ou encore :

Q p = ( l J , G ' P , : Q ) : D  =  S : D ( L -27  )

Le tenseur  du  quat r j -ème ordre  S a ins i  dé f in i  possède les  p ropr ié tés  de

symét r ie  e t  d f  an t isymét r ie  su ivantes :

S,  ru r - - s '  r e=S , ;e * i r -ze I

Si  de  p lus  l rune des  propr ié tés  :

S i i l e = S - i , l e  i  S , r u r = - S , ; e l ( r -29 )

e s t  v é r i f i ê e ,  I a  v i t e s s e  d e  r o t a t i o n  p l a s t i q u e  s ' a n n u l e .  C ' e s t  n o t a m m e n t

I e  c a s  d e s  m a t é r i a u x  c f c  ( G . C A N O V A , À . M O L I N À R I , C . F R E S S E N G E A S  1 9 8 4 ) ;  1 a

v i tesse  de  ro ta t ion  du  réseau Q*  es t  a lo rs  égate  à  Ia  v i tesse  de

ro ta t ion  macroscop ique imposée O.  Par  su i te  i I  n 'y  a  pas  d  'évo lu t ion  de
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Ia  tex tu re  en  t rac t ion  s impte  ,  pour  laque l le  Q=0.  Au cont ra i re  Ia

tex ture  in i t ia le  sub i t  une évo lu t ion  cyc l ique en  g l i ssement  s imp le ;  en

ef fe t  1a  v i tesse  de  ro ta t ion  f2  es t  cons tan te  dans  ce t te  so l l i c i ta t ion .

Chaque grain tourne par rapport  au repère du laboratoire à ta vi tesse

macroscop ique imposée;ce fa  p rodu i t  un  écrou issage macroscop ique cyc l ique

lo rsque Ia  tex tu re  in i t ia le  es t  non un i fo rme.

Ce résu l ta t  es t  l ié  à  Ia  symét r ie  du  réseau c fc ,  a ins i  gu lau

fa i t  que tous  les  sys tèmes de  g l i ssement  sont  ac t i f s .  Cer ta ins  résu l ta ts

expérimentaux aux grandes vi tesses de déformation (HanorNe-HUDDART L979)

ont  mis  en  év idence dans  I 'u ran ium-q des  osc i l la t ions  dans  Ia  courbe

cont ra in te -dé format ion  en  c isa i l lement ,  ma is  pas  en  t rac t ion .  Ce

comportement resté j -nexpl iqué pourrai t  donc être interprété comme un

adouc issement  dû  à  la  ro ta t ion  drune tex tu re  in i t ia le  non un i fo rme aux

grandes v i tesses  de  dé format ion .

So ien t  D.  e t  Du la  v i tesse  de  g l i ssement  e f fec t i ve  e t  le  tenseur

des  v i tesses  de  dé format ion  normal isé  dé f in is  par :

D-D .Ds , Dr :Du= 3 /2 (  1 -30  )

conjuguée déf in ie  parSoi t  encore  Ia cont ra in te  e f fec t i ve  S"

S e =  t : D (  1 - 3 1  )

D r  a p r è s  I a r e l a t i o n  (  L - 2 3  ) :

S e  =  t o / i o  D : Q : D =  , c o / t o D z .  D o : Q : D o (  r . -32 )

Le facteur scalaire P, appelé facteur de TÀYLOR, et  dé f in i  par :



Ir5

P  =  D o : Q : D o S e  =  r o / t o  D Ê  P (  1 -33  )

ne dépend que de  I 'o r ien ta t ion  des  p lans  c r is ta l lograph iques ;  la

re la t ion  (  1 -33  )  permet  de  dé f in i r  une sur face  de  charge à  v i tesse  de

défor rna t ion  e f fec t i ve  donnée dans  I 'espace des  tenseurs  v i tesse  de

déformat ion .  P  représente  Ia  d is tance à  I 'o r ig ine  d 'un  p lan  tangent  à

ce t te  sur face ,  e t  Do es t  normal  à  ce  p lan  tangent  au  po in t  de  charge.

Examinons  para l lè Iement  Ie  cas  d 'un  c isa i l lement  p lan  où  deux

s y s t è m e s  d e  g l i s s e m e n t  s e u l e m e n t  s o n t  a c t i f s . S o i t  R ( o , e r e 2 )  I e  r e p è r e  d u

t a b o r a t o i r e ;  l e s  a n g l e s  g 1 = ( e , , s f )  
" 1  

e z = ( e r , s Ï )  r e p è r e n t  l e s  d i r e c t i o n s

d e  g l i s s e m e n t . O n  p o s e  :

Q t = Q  Q 2 = Q 1 + a (  r_-34 )

Ltang le  u  es t  cons tan t  car  le  réseau es t  conservé  dans  la  dé format ion ;

Ia  dé format ion  e las t ique es t  nég l igée.  Les  tenseurs  macroscop iques

imposés sont  représentés  dans  le  repére  R par :

D=t/2 | ?ô |

i  u i  = L/2 ' ' -?bl ,

l o t ;(=  l rn l

e* =-ti,I -?ô |

a=t /? | -?ô |

s ' éc r i t :

- s i n2ç ,

cos2ç ,
c o s 2 g ,

s i n 2 9 ,

L=-,,l8ô I
La cont ra in te  réso lue  t ,

( i  = t  c o s Z ç , +  L / 2 n s in2ç ,

Les tenseurs P,  ,  U,  e t  Q* ont  Pour matr ices  dans  R:

i t-.r r

(  r . -36 )

P  t  = L / 2 (  1 - 3 7  )
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L e s  r e l a t i o n s  ( 1 - 8 ) ,  ( 1 - 9 )  f o u r n i s s e n t  r e s p e c t i v e m e n t :

f=f, cos2gt +i zcos2ç,

g=f  ,  s j -n2pr  +tz  s jn29,

-ù= ( 1+ ( s in2p1 -sj ,n2ç, )  /  sLn2s.) i  /  2

i r  =s in2çr /s j ,n2a ^ f  i  t= -s in2çr /s1-n2u.  *

et

i= -2ç  + t r  + tz  (  L -40  )

Ces t ro is  re la t ions  permet ten t  de  ca tcu le r  Ia  v i tesse  de  ro ta t ion  du

réseau e t  1es  v i tesses  de  g l i ssement  sur  chaque sys tème.On obt ien t :

(  1 -38  )

(  L -39  )

(  r .-4r_ )

( r -42)

La compat ib i l i té  c inémat ique mic roscop ique-macroscop ique es t  su f f i san te

pour  assurer  ce  résu l ta t .  L  I  in tégra t ion  de  ces  re la t ions  fourn i t

notamment Ia rotat ion des systèrnes de gl issement sous la forme:

t g ( ç + s / Z ) = - t g s / 2  ( l + k  e x p ( y  t g s ) ) / ( L - k  e x p (  7  t g u ) )  ( 1 - 4 3 )

a v e c :

k = s i n ( ç ( 0 ) + s )  / s i n  ç ( 0 ) ( L -44 )

L o r s q u e  Y  t e n d  v e r s  I ' i n f i n i , o n  o b t i e n t :

l im tg (  ç+s /Z)= tgs /?  (  1 - -45  )

Y+*

de sorte que Ia rotation du réseau: -rp tend vers une valeur constante ,



(s

et  que la  sa  v i tesse  de  ro ta t ion  tend vers  zêro .  Àu cont ra i re  du  cas  des

matér iaux  c fc  exposé précedemment ,  1â  v i tesse  de  ro ta t ion  p las t ique ne

tend pas  vers  zéro  mais  vers  Ia  v i tesse  de  ro ta t ion  to ta le .  Dans

I 'hypothèse fa i te  i c i  où  deux  sys tèmes de  g l i ssement  seu lement  sont

ac t i f s  ,  ce t te  conc lus ion  es t  indépendante  de  Ia  na ture  du  matér iau

L ' é c r i t u r e  d e s  l o i s  d e  g l i s s e m e n t  m i c r o s c o p i q u e s  i s o t r o p e s  ( l - - 1 3 )  ( L - 2 0 )

fourn i t  les  cont ra in tes  réso lues  1r  ' ( z  pu is  la  cont ra in te  de

c isa i l lement  macroscop ique t  :

( = ( ( r s i n 2 ( p + c r ) - t r s i n ? ç ) / s i n ? c = t r o / i o ( 1 - c o s c r  c o s ( 2 p + c r ) ) / s i n ? 2 q  ( 1 - 4 6 )

0n vo i t  gue Ia  cont ra in te  de  c isa j - t lement  tend vers  une

c o n s t a n t e  l o r s q u e  Y  t e n d  v e r s  I r i n f i n i  a l o r s  q u ' e l l e  o s c i l l e  d a n s  l e  c a s

d ' u n  m a t é r i a u  c f c .  À i n s i ,  o D  n r o b s e r v e  p a s  I r é c r o u i s s a g e  c y c l i q u e

carac tér is t ique  des  matér iaux  à  fo r te  symét r ie .

Les  résu l ta ts  ob tenus  pour  les  métaux  c fc  peuvent  ê t re

interprétés dans Ie cadre d'une théorie phénomènologique du type de

cel les que nous avons exposées au Chapitre L-I ;  comme Ie repère

cr istal lographique, appelé également repère directeur ae MÀNDEL, tourne

à la vi tesse de rotat ion macroscopique ç2, c 'est Ia dérivée de JAUMÀNN

que I 'on  do i t  cho is i r  pour  rendre  compte  de  1 'évo lu t ion  des  tenseurs

d 'écrou issage,  pâr  exemple  dans  un  modè le  d 'écrou issage c inémat ique.

Rappe lons  que ce  résu l ta t  es t  ob tenu dans  les  cond i t ions  su ivantes :

dé format ion  à  t rès  g rande v i tesse  d 'un  po lycr is ta l  à  fo r te  symét r ie ,

pour un gl issement newtonien isotrope où tous les systèmes sont act i fs.

Les  imp l ica t ions  d 'un  te l  résu l ta t  re la t i ves  aux  ins tab i l i tés  de

Ia  dé format ion  p tas t ique de  g l i ssement  s imp le  sont  les  su ivantes :

I 'adoucissement textural  qui  ne peut manquer de se produire en raison du
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carac tère  cyc l ique de  I 'éc rou issage es t  dés tab i t i san t  à  te rme e t  peut

en t ra îner  fa  fo rmat ion  de  bandes de  c isa i l lement .  Cependant  un  cho ix

jud ic ieux  de  la  tex tu re  in i t ia le  peut  p lacer  I  I  éc rou issage dans  une

phase de  durc issement  au  bon moment ,  c 'es t -à -d i re  au  moment  où  pour

d 'au t res  ra isons  (adouc issement  thermique . . .  )  Ia  loca l i sa t ion  commence

à se  produ i re :  a ins i  la  duc t i t i té  du  matér iau  se  t rouvera i t -e I1e

augmentée.  Dtau t re  par t  le  g rand nombre  de  sys tèmes de  g l i ssement  ac t i f s

es t  un  fac teur  s tab i l i san t  a ins i  que le  carac tère  v isqueux newton ien  du

g l issement ,  car  les  ver tex  de  Ia  sur face  de  charge s ren  t rouvent  adouc is

e t  les  var ia t ions  du  tenseur  des  v i tesses  de  dé format ion  sont  p lus

progress ives  en  présence drune per tu rba t ion  du  tenseur  des  cont ra in tes .
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Dhap i t r e  2 :  E f f e t s  d ' i ne r t i e  e t e f f e t s  t he rm iques  su r  l a  l oca l i sa t i on  de

la  dé fo rma t i on  p l as t i que  à  g ra t rde  v i t esse .

1 - I n t r oduc t i  on

Aux grandes v i tesses  de  dé format ion  ,  ! '  i ns tab i l i té  de  1a

déformat ion  p las t ique de  t rac t ion  s imp le -  Ia  s t r ic t ion -  est  un

phénomène complexe ,  en raison du grand nombre de facteurs physiques qui

d e v i e n n e n t  s i g n i f i c a t i f s .  P o u r  u n e  s o l l i c i t a t i o n .  q u a s i - s t a t i q u e .  ,  l e

c r i tè re  c lass ique de  fo rce  max imum (  CONSIDERE 1885 )  décr i t  cor rec tement

Ia  compét i t ion  qu i  s 'é tab l i t  en t re  I 'adouc issement  géornét r ique dû  à  ta

d iminu t ion  de  sec t ion  de  I 'éprouvet te  ,  e t  I ' éc rou issage du  matér iau :  i I

donne ainsi  une est imation raisonnable de 1a déformation cr i t ique de

Loca l isa t ion  de  Ia  dé format ion  ,  s i  1e  spéc imen es t  su f f i samment  é lançé,

e t  lo rsque le  matér iau  es t  insens ib le  aux  e f fe ts  de  Ia  v i tesse  de

déformat ion  e t  aux  e f fe ts  thermiques .

Cependant ,  s i  Ie  matér iau  es t  sens ib le  à  la  v i tesse  de

déformation ,  oD a pu observer un accroissement considérable de sa

duc t i l i té  i so therme (  GHOSH L977)  Cet  e f fe t  a  é té  la rgement  é tud ié

dans Ie  cas  d 'un  chargement  quas i -s ta t ique (  HÀRT 1967 ,  JONÀS e t  a I

L976 ,  ARGON L973 ,  HUTCHINSON-NEALE 1977,L978 )  Par  a i l leurs  ,  de

nombreuses observat ions font au contraire état d 'une diminut ion de Ia

duc t i l i té  assoc iée  à  un  accro issement  de  Ia  v i tesse  de  dé format ion  (

ZENER-HOLLOMON 1944 ,  FERRON 1981 ,L982 ,  KORHONEN L982 ) .  L '

in te rpré ta t ion  proposée es t  a lo rs  la  su ivante  :  Ia  v i tesse  de  la
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déformation favorise son adiabat ic i té .  Par manque de temps ,  la chaleur

engendrée par la déformation plast ique ne peut être évacuée par Ia

conduct ion thermique ,  et  i I  en résulte une augmentat ion locale de la

tempéra ture  .  Comme Ia  cont ra in te  d 'écou lement  des  matér iaux  es t  Ie  p lus

souvent une fonct ion décroissante de 1a température -  matér iaux

thermo-adouc issants -  i1  en  résu l te  un  supp lément  de  dé format ion

p las t ique dans  les  rég ions  les  p fus  chaudes e t  se  dé formant  aux  p lus

grandes v i tesses  .  Cec i  p rodu i t  en  re tour  un  dépos de  cha leur

supp lémenta i re ;  a ins i  es t  enc lenché un  processus  condu isant  à  1a

loca l i sa t ion  de  la  dé format ion  p las t ique.

Ces e f fe ts  peuvent  ê t re  mis  en  év idence à .  I 'a ide  des  f igures

(2-L)  e t  (2 -2)  pub l iées  par  FERRON (  l -981-  ) ;  sur  ces  f igures  sont  t racées

Ies  courbes  expér imenta les  e f fo r t -é tongat ion  ob tenues lo rs  d 'essa is  de

t rac t ion  s imp le  d 'ac ie rs  aus tén i t iques  de  type  3O4 ,  à  des  v i tesses  de

d é f o r m a t i o n  A , B , C  c r o i s s a n t e s  . U n e  p r e m i è r e  s é r i e  d ' e s s a i s  e s t  e f f e c t u é e

dans I 'a i r  ,  € t  l rad iabat ic i té  de  Ia  dé format ion  va  c ro issante  (  f igure

2 - t ) ;  l a  s e c o n d e  s é r i e  e s t  r é a l i s é e  d a n s  l r e a u ,  o ù  1 e s  c o n d i t i o n s  s o n t

quas i - i so thermes (  f igure  2-2)  .  On observe  que la  duc t i . t  i té  es t  quas i -

cons tan te  dans  Ie  I  cas  iso therme,  e t  qu 'e1 Ie  d iminue lo rsque

I 'ad iabat ic i té  de  la  dé format ion  augmente .

Pour  in te rpré ter  les  tes ts  dynamiques ,  c 'es t -à -d i re  pour  les

a c i e r s  à  d e s  v i t e s s e s  d e  d é f o r m a t i o n  à  p a r t i r  d e  5 . 1 - 0 3  s - r ,  l r a n a l y s e

do i t  inc lu re  les  e f fe ts  d ' iner t ie  qu i  dev iennent  a lo rs  s ign i f i ca t i f s  ,

et  qui  produisent le plus souvent un accroissement de la duct i l i té

(TÀYLOR et at L978 ,  MOLINÀRI L982 ,  RAJENDRAN-FYFE ]-982 ,  FRESSENGEAS-

MOLINÀRI  1983,  L985) .  Cependant  leurs  e f fe ts  peuvent  ê t re  d i f f i c i lement

mesurab les  car  ,dans  ce t te  zone de  v i tesses ,  les  mécan ismes mic ro-

structuraux de la déformation plast ique peuvent également être al térés
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et  passer  d 'un  mécan isme quas i -s ta t ique

mécanisme de frottement visqueux des

LINDHOLM L974 ,  STELLY-DORMEVAL 1977) .Un

notamment de produire un accroissement

du matér iau ,  d i f f i c i lement  d iscernab le

dynamique

t h e r m i q u e m e n t a c t i v é , à u n

d is loca t ions  (CÀMPBELL I97O ,

effet  de ce changement est

de  Ia  duc t i l i té  in t r insèque

de son accroissement

Ce chap i t re  es t  consacré  à  1 'é tude des  e f fe ts  thermiques  e t  des

ef fe ts  dynamigues  sur  la  loca l i sa t ion  de  la  dé format ion  p las t ique de

t rac t ion  s imp le .  On d iscu te  la  compét i t ion  qu i  ex is te  pour  ta

toca l i sa t ion  en t re  d i f fe ren ts  phénomènes phys iques  s ign i f i ca t i f s :

adouc issement  thermique e t  géomét r ique,  écrou issage.e t  sens ib i l i té  à  ra

v i tesse  de  dé format ion ,  e f fe ts  d ' iner t ie  e t  conduct ion  thermique.  Les

ef fe ts  de  I 'endommagement  ou  de  1a  tex tu re  c r is ta l lograph ique aux

grandes v i tesses  ne  sont  pas  pr is  en  cons idéra t ion  ic i .

L  I  ana lyse  u t i l i se  un  modèIe  un iax ia l  de  Ia  t rac t ion  s imp le ;  on

tes te  1a  s tab i l i té  de  1a  dé format ion  p las t ique homogène en  1a  per tu rbant

soit  par un défaut géométr ique ini t ia l  ,  soi t  par une inhomogénéité

in i t ia le  des  var iab les .  Àuss i ,  que lques  l im i tes  du  modèIe  employé

appara issent -e I les :  tou t  d 'abord  ,  1â  dé format ion  ne  peut  ê t re

considérée comme uniaxiale que lorsque les inhomogénéités ont une

longueur  d 'onde assez  grande devant  Ie  d iamèt re  de  1 'échant i l lon .  Cet te

hypothèse ne  do i t  pas  ê t re  fa î te  lo rsque la  s t r i c t ion  dev ien t  t rès

prononcée,  car  les  aspec ts  t r id imens ionne ls  de  Ia  répar t i t ion  des

cont ra in tes  e t  des  dé format ions  ne  sont  a lo rs  p lus  nég l igeab les  Les

ef fe ts  de  t r iax ia l i té  des  cont ra in tes  sont  cependant  éva tués  au  moyen

d 'une ana lyse  s imp l i f iée  de  type  BRIDGMAN ,  ê t  leur  in f luence sur  le

déve loppement  de  la  s t r i c t ion  es t  d iscu tée .  En ou t re  ,  les  e f fe ts  de

I ' iner t ie  la té ra le  sont  nég1 igés  ;  ce t te  hypothèse es t  vér i f iée  lo rsque
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1 ' é l a n c e m e n t  d e  I ' é c h a n t i l l o n  e s t  s u f f i s a m m e n t  g r a n d  (  N À R I B O L I  L 9 6 9 ) .

Cependant,  les résultats obtenus en supposant des inhomogénéités

de grande longueur  d 'onde,  ê t  un  é Iancement  su f f i san t  du  spéc imen ,

rendent  compte  des  carac tér is t iques  essent ie l les  des  e f fe ts  dynamiques

et thermiques sur Ia duct i l i té ,  comme on pourra Ie constater à part i r

des  compara isons  e f fec tuées  avec  les  résu l ta ts  expér imentaux .

Le  p lan  de  ce  chap i t re  es t  1e  su ivant :  les  équat ions

fondamenta les  sont  p résentées  dans  Ia  sec t ion  2  ;  on  d iscu te  les

ana lyses  c lass iques  de  per tu rba t ions  l inéa i res  dans  Ia  t ro is ième

sect ion ,  e t  les  résu l ta ts  sont  con f ron tés  aux  données expér imenta les  de

FERRON ,  re la t i ves  aux  chargements  quas i -s ta t iques  ad iabat iques  e t

i so thermes.  La  quat r ième sec t ion  t ra i te  des  so lu t ions  des  équat ions  non

l inéa i res  :  dans  Ie  cas  quas i -s ta t ique ,  on  fourn i t  des  c r i tè res  de

loca l i sa t ion  exac ts ,  guê le  matér iau  so i t  sens ib le  ou  non à  la  v i tesse

de dé format ion .  Pour  une sor r i c i ta t ion  dynamique,  on  résout

numériquement les équat ions fondamentales du problème ,  âu moyen d'une

méthode de  d i f fé rences  f in ies .  Les  résu l ta ts  de  ces  ca lcu ls  sont

conf ron tés  aux  données expér imenta les  de  GIÀNOTTÀ e t  a I  (  1983 ) .

Z-Equa t i  ons  f  ondarnen ta l  es .

Nous considèrons une barre axisymmétr ique, soumise à un test de

t rac t ion  un iax ia le .  La  dé format ion  é Ias t ique es t  nég l igée,  ê t  Ie

matér iau est supposé incompressible, et  de masse volumique p La

fonc t ion :

.  u .m  n
ô=V( f l ,e ,Ë)  =pf lâe

modèIise Ie comportement thermo-viscoplast ique

bont ra in te  v ra ie ,  e  Ia  dé format ion  na ture l le

du

ou

( 2 - t )

matér iau;  6  aés igne la

logar i thmique,  e fa
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vi tesse de déformat ion nature l le ,  e t  6  Ia  température.  1- t  ,  v  ,  m et  n

sont des coeff icients supposés constants, qui caractérisent

respect ivernent  Ia  v iscos i té ,  la  sensib i l i té  à ta  température et  à  la

v i tesse de déformat ion de ta  contra in te d 'écoulement ,  e t  I 'écrouissage

du matér iau.  p ,m et  n  sont  supposés posi t i fs ;  P négat i f  s ign i f ie  que Ie

matér iau est  thermo-adoucissant .

La bar re ,  dê  longueur  in i t ia le  1o ,  possède une sec t ion  dro i te

d ' a i r e  i n i t i a l e  À o ( X )  v a r i a n t  I e  l o n g  d e  l r a x e  d e s  1 ;  l  r e p r é s e n t e  L a

coordonnée mater iel le,  ou coordonnée de LAGRANGE de Ia sect ion droi te.

Lorsque Ia  conf igura t ion  in i t ia le  es t  u t i l i sée  comme conf igura t ion  de

r é f e r e n c e ,  I ' é q u a t i o n  d e  1 a  d y n a m i q u e  s r é c r i t :

ôn)PÀo 8+ =

Les  va r i ab res  l ( t ,X )  e t  e ( t ,X )  r ep résen ten t

section droite de coordonnée matériel le X à

À (O ,X )=Ao (X ) .  La  conse rva t i on  de  l a  masse  es t

( 2 - 2 )

l a  v i t e s s e  e t  l r a i r e  d e  I a

f  ins tan t  t .  Nature l lement :

expr imée par :

8x(

L ' é q u a t i o n  d e

1âA
Aâ f

compat ib i l i té  ent re

Lorsque Ia surface

1 'équat ion  thermique

l e s  v a r i a b l e s

( .2-3 )

î  e t  ë  es t :

( 2 -4 )

l r é c h a n t i l l o n  e s t supposée ad iabat ique,

^ X
îE=-
ë v

8 l=
âx * "

aé,
n !
c t L

Ia té ra le  de

s  I  é c r i t :

" 8g = K(81Fe- 89 8i) + F c}l (2-s)



Srl

C,K,D dés ignent  respec t ivement  Ia  capac i té  thermique vo lumigue ,  1€

coeff ic ient de conduct ion thermigue, et Ia fract ion du travai l  de la

déformat ion  p las t ique qu i  es t  conver t ie  en  cha leur ,  appe lée  auss i

coeff ic ient de TAYLOR-QUINNEY. Nous supposons que dans les processus

env isagés  c i -dessous ,  tous  ces  paramèt res  res ten t  cons tan ts .  B  garde

notamment  Ia  va leur  0 .9 ;  cer ta ines  données expér imenta les  (CHRYSOCHOOS

l-983 )  ind iquent  euê,  dans  les  cond i t ions  usue l les  d 'un  essa i  de

t rac t ion ,  ce  coef f i c ien t  p rend Ia  va feur  in i t ia le  O.6 ,  pu is  tend

rap idement  vers  une va leur  l im i te  g ross iè rement  éga le  à  0 .95 .  Les

ef fe ts  de  conduct ion  dûs  à  la  var ia t ion  de  sec t ion  de  I réchant i l lon :

sont  t rès  pe t i t s  dans  l rapprox imat ion  des  grandes longueurs  d 'ondes ,  e t

d ispara issent  dans  une ana lyse  l inéar isée .  La  var iab te  ç .  dés igne la

coordonnée spat ia le  au  temps t ,  ou  coordonnée d 'Eu le r ,  de  Ia  sec t ion

dro i te  de  coordonnée matér ie l le  X  :

-,.393î

Nous expr imons toutes les var iab les en

frontières sont soumises aux condit ions

( 2 _ 6 )

coordonnées de  Lagrange.  Les

( 2 - 7 ) ,  o u  ( 2 - B ) z

r=x.J.  l ( t ,X)at

Ç(t ,o)  = o

Ç1t ,0 ;=  I

,  v ( t , r o )  =  \ , I

F ( t , r o )  =  Fo  ,

tà0

t :o

( 2 -7  )

( 2 -8 )

En outre ,  Ies

adiabat iques:

condit ions I A I imite thermiques sont supposées
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gf,( t ,  o)= gç(r,1o )= o t .o

Lorsque les  var iab les  ad imens ionne l les :

(2-e)

(2- : . r )

e-n)

(  2 -13  )

( 2 - r4 )

s ign i f icat i f  des

la déformati_on

(  2-r-s )

( 2 -76 )

(2 - r7  )

t  =  Ëo  t

x  =  i / r o

v= l / v

e = é /9"

.  l -  - -

, e = € / e o

, X = X / l o

,  F = F / F o

,  G  =  6 / G o

( 2 -1 .O)

sont  in t rodui tes '  où [o  et  ëo désignent  respect ivement  res vareurs
uni formes in i t ia les de la  température et  de la  v i . tesses de déformat ion,
re l i ées  à  oo ,  Fo  e t  V  pa r  :

_ U , m
o o  =  . L l  9 o  è o ,  ë o  =  y / I o ,  F o / A o =  6 o

les  equat ions  fondamenta les  se  rédu isent ,  après  é l im ina t ion  de  (x ,o ,v ,A)
au sys tème d 'équat ions  aux  dér ivées  par t ie l res  non l inéa i res :

âe
ât

âe
d u

DGo/cêo

F  son t :

v ( t ,O )  =  O

v ( t ,O )  =  O

,v ( t , 1 )= t ,

'  F ( t , 1 )  =  t  ,

t è0

Et = êo.  
t  

â i .  (  euê* . t  
" - t )  

-  éa

= Ë

=k(8:*?-2ggâR ,  - - 2e  u  n .m+1
)e  +aee  e

po ,  k  e t  q  sont  des  pararnè t res  ad imens j_onne ls ;  po  es t
e f f e t s  d ' i n e r t i e ,  k  e s t  I e  p a r a m è t r e  d , a d i a b a t i c i t é  d e
et  a  cont rô le  la  source  de  cha leur :

P o = p V 2 / G o  ,  k  = K / C I B Ê o , d =

Les cond i t ions  à  Ia  l im i te  rédu i tes  en  v  e t

ou :

t so
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S6

89(t 'o) -  89(t '1) = o, tè o ( 2 - L 8 )

P o u r  l e s  c o n d i t i o n s  a u x  l i m i t e s  ( 2 _ 1 6 , 2 _ L g )  e t  l e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a t e s :

e(o ,x )  =  0 ,  Rg(o ,X)  =  I ,  g (o ,x )  =  t  (2_ tg )
d T

l es  équat ions  (2 -12 ,2-1 '4 )  admet ten t  une so lu t j -on  homogène ins ta t ionna i re :

" e oËo =  L / ( l+ t )  ,  eo  =  Log( l+ t )  ,  eo  -  (  1+  u ( r -u )J^  . r t " - *H , . ,  ) r / ( t - i ) - ro lg

P o u r  l e s  c o n d i t i o n s  à  t a  l i m i t e  ( 2 - I 7 )  a u  l i e u  d e  ( 2 _ . : 5 ) ,  o n  n , o b t i e n t
qu 'une so lu t ion  approchée,  dans  Ie  domaine  quas i -s ta t ique:

.  f t  
o 

n/^ v /m -u/m
t  =  J o  , r ^ " " ' e o { , . ,  ) ' / ^  . - ' / *  u . ,  ,  è o = e  ] t / t r o  

- v / m  

" . o / ^ , 0 o = l + s ( . g o _ t  )  ( 2 _ 2 t )

En généraf  i l  n 'est  pas poss ibre de fourn i r  une sorut ion inhomogène
expl ic i te  des équat ions (2-rz ,z-LA);  auss i  cherche- t -on en première
approx imat ion '  e t  de maniére c lass ique,  à  étudier  ra  s iab i l i té  de r .a
solut ion homogène (z-2o)  ou (2-zr )  au moyen d,une méthode de
per turbat ions I inéai res

3 -  Êna lgse  de  s tab i l i t é  l i néa i r e .

3- l - :  Equat ions l inéar isées.

La  s tab i l i t é  de  ra  so ru t l on  homogène  (  éo ,ee ,ge  )  peu t  ê t re  tes tée  en
étudiant  r 'évorut ion de sorut ions inhomogènes de ra forme:

é (x , t )  =  éo ( t )  +  6é ( t )  exp ( i { x )

e ( x , t )  =  eo ( t )  +  6e ( t )  exp ( i { x )  ( 3_ ry
e (x , t )  =  0o ( t )  +  6e ( t )  exp ( i t x )
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o ù  (  6 ê , 6 e , 6 9  )  r e p r é s e n t e n t  I ' a m p l i t u d e  d e  r a  p e r t u r b a t i o n ,  s u p p o s é e
pet i te  devant  La  so lu t ion  homogène.  Pour  ce t te  ra ison ,  Ia  per tu rba t ion

inhomogène peut être l imitée au premier ordre de son développement en
sér ie  de  FOURIER,  de  longueur  d 'onde { .  Cet te  méthode es t  d ,un  usage
c lass ique l0 rsque la  so lu t ion  per tu rbée es t  s ta t ionna i re ;  e l 'e  sera
u t i r i sée  ic i  en  supposant  que la  per tu rba t ion  évorue beaucoup p lus  v i te
que la  so lu t ion  homogène,  eu i  es t  a ins i  cons idérée comme , ,guas i_

stat ionnaire" '  Nous verons au cours de ce chapitre dans querles
cond i t ions  ce t te  hypothèse es t  vér i f iée .  La  subs t i tu t ion  des
déve loppements  (3 - r1  dans  tes  équat ions  (2 -L2 ,2-1-4)  condu i t  à  un  sys tème
d ' é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  o r d i n a i r e s :

A(r ) .x

dont  les  coef f i c ien ts  dépendent  du  temps:

dx=
d€

$.ué oo" 
2 '"Ë: ( -gf  + ,go-r ,  *

9.6e  =  6é
dt

,8_3, -2éo 6é (z-")

$.60 kt,  e-2e o 69*o6o ( (m+L ) FË * rr l :  -  uff  )

Lorsque 1a solution homogène varie rentement devant 1a perturbation, on
peut  admet t re que tes coef f ic ients  de la  matr ice À( t )  sont  constants ,au
moi-ns pendant un certai-n temps. c' est ce que nous f erons ici;  au
chapitre 3' nous proposerons une méthode prenant en compte yaspect
instat ionnai re de la  déformat ion hornogène.  Dans le  cadre d,une théor ie
l inéar lsée crass lque,  ra  b j - furcat ion vers une sorut ion inhonogène du
type (3-r )  est  poss ibre l0rsgue le  déterminant  du système (  g-2 ,  g-4 )
est  nu l ;  en outre,  s i  toutes res vareurs propres sont  négat ives,  r .a

("5-5)

(3 -4 )
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so lu t ion  per tu rbée es t  l inéa i rement  s tab le .  Er re  es t  au  cont ra i re
i n s t a b l e  s i  I r u n e  d e  c e s  v a l e u r s  p r o p r e s  e s t  p o s i t i v e .

Dans le  bu t  d 'é tud ie r  séparément  les  e f fe ts  dynamiques  e t  les
e f fe ts  thermiques ,  ce t te  ana lyse  es t  app l iquée dans  la  su i te  à  deux  cas
par t i cu l ie rs :  nous  cons idérons  tou t  d ,abord  un  processus  dynamique
isotherme dans lequel les effets thermiques sont ignorés, puis une
déformat ion  quas i -s ta t ique où  i l s  son t  p r is  en  cons idéra t ion .
Naturel lement,  les processus dynamiques ne sont pas i .sothermes,.  aussi_
é tud ie rons  nous  1e  cas  dynamique , ,quas i -ad iabat igue, , ,  

qu i  combine  les
deux é tudes  é Iementa i res  p récedentes .

3-2-  Déformat ion  dynamique iso ther rne .

L 'approx imat ion  iso therne es t  ob tenue en  posant  fo rmer r .ement  s
z ê r o  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  ( g _ 2 , 3 _ 4 ) .  L a  t e m p é r a t u r e  e s t  é t i m i n é e ,
dé terminant  carac tér is t ique  de t (A_I I  )=O de ce  sys tème se
s imp lement  à  I 'équat ion  du  second degré :

éga l  à

e t  l e

rédu i t

ne  +q (2èo*m i .oo  
" - "o )  

+  ( n /eo
Po

- 1 ) { ? o o e

P o

- 2€ -̂=0  (3 -5 )

L f u n e  d e s  r a c i n e s

lo rsque:

es t  pos i t i ve  , e t  la  so tu t ion  homogène es t  ins tab te

€ o  )  n

cet te  inégar i té  est  ident ique au cr i tère de force
Dans I 'approx j .mat ion quasi_stat igue,  Ie  taux de
perturbation est obtenu en écrivant formellement
(3 -5 ) :

( 3 -6 )

maximum de

variat ion

P o = O  d a n s

CONSIDERE.

1 *  d e  l a

1  'équat ion
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l *  =  éo  (  r - n /e  o )m (3 -7  )

Le signe de l*  devient posi t i f  quand eo )n ;  cependant,  comme HUTCHINSON_
NEALE (L9TZ )  1 'on t  no té ,  la  v i tesse  de  c ro j .ssance de  ta  per tu rba t ion
peut  ê t re  t rès  fa ib le  s i  eo  es t  seu lement  peu supér ieure  à  n ,  e t  ce la
d 'au tan t  p lus  que la  sens ib i l i té  du  matér iau  à  ta  v i tesse  de  dé format lon
es t  p lus  fo r te .  Dans Ie  contex te  d ,une dé format ion  homogène
ins ta t ionna i re '  Ia  per tu rba t i -on  r  â  u f i  déve l0ppement  s ign i f i ca t i f  s i  sa
v i tesse  de  c ro issance r r ' f  es t  beaucoup p lus  g rande que la  v i tesse  éo  de
la déformation homogène' Àussi considèrerons nous gue la solut ion
homogène es t  ins tab le  lo rsque eo  a t te in t  une vareur  c r i t ique  €oc  te l le
g u e :

1 l *=  1 -
eo  m

1 l - n / e o . )  =  p
( 3 -8 )

où P es t  un  nombre  pos i t i f  assez  grand,  par  exemple  O(10) .  , "  r r r * " "se  de
cro issance dynamique l ,  normar - isée  par  4* ,  es t  t racée sur  .a  f igure  3  en
fonc t ion  du  nombre  drondes {  de  'a  per tu rba t ion .  Le  .  matér iau  es t
supposé purement visqueux, €t ra vi tesse de déformation homogène est
é o = l Q + s - 1 .  L o r s q u e  l e  n o m b r e  d , o n d e s  4  t e n d  v e r s  1 , j . n f i n i ,  r ;  t e n d
asympto t iquement  vers  sa  va leur  quas i_s ta t ique 

1* .  Observons  gue ,b ienque res tan t  pos i t i ve ,  r ;  es t  in fé r i_eure  à  1a  va leur  quas i_s ta t ique;  cec i
mont re  que res  e f fe ts  d ' iner t ie  jouent  un  rô re  s tab i l i sa teur ,  ma is
q u r i l s  n e  p e u v e n t  p a s  p r é v e n i r  1 , i n s t a b i r i t é .  E n  o u t r e ,  p r u s  r e  n o m b r e
drondes de  ]a  per tu rba t ion  es t  pe t j - t ,  p lus  re  rô Ie  joué par  les  e f fo r ts
d ' iner t ie  es t  impor tan t ,  pu isque 1  tend vers  zêro  avec  { .  cependant
ce t te  ana lyse  perd  une par t  de  sa  va l id i té  l0 rsque r1  es t  pe t i t ,  car  Ia
c ro issance de  La  per tu rba t ion  dev ien t  len te ,  e t  l ,hypothèse
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x
r
s m = O . Z

Ëo 3  1O4 s-1
P o 

= 27OO kg /mt

f igure  3 :V iLesse de cro  r  s  sance dgnam i  que d ,  une perLurbaL i  on  .
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quas i -s ta t ionna j_re  nres t  p lus  vér i f iée .

Dans Ie  bu t  de  s ,  assurer  de

s tab i l i té  t inéa i re ,  nous  avons  réa l i sé

équat ions  fondamenta les  (2 -12 ,2_ !4)  pour

( 2 - 1 6 ,  2 - I 8 )  e t  t e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s :

l a  va l i d i t é  de

une intégration

Ies condi t ions à

I  I  ana lyse  de

numérique des

1 a  l i m i t e

e  ( 0 , x )  =  O ,  é ( O , X )  =  I  ,  g ( O , X ) = 1 - < c o s ( z \ X / I o )  ( 3 _ 9 )
La v i tesse  de  dé format ion  imposée dans  ce  ca lcur  es t r  éo  =  10{  s - l
Les  résu l ta ts  ob tenus  sont  t racés  sur  la  f igure  4  ;  on  a  représenté  es ,
dé format ion  au  n iveau du  dé fau t ,  e t  e " ,  dé format ion  à  r ,ex t rémi té  de
1 'éprouvet te '  ê r I  fonc t ion  de  la  dé format ion  homogène eo .  Les  courbes  non
l inéa i res  sont  no tées  (  1  ) ,  les  courbes  1 j .néa i res  ana logues sont  no tées
(2)  '  La  compara ison suggère  les  commenta i res  su ivants :  la  théor ie
l inéar isée  prévo i ' t  qua l i ta t i vement  I ' i ns tab i l i té  de  1a  dé format ion
pras t ique '  rna is  la  loca l i sa t ion  a  r ieu  pour  des  vareurs  de  eo  beaucoup
p lus  grandes que cer les  qu i  son t  p révues  par  Ia  théor ie  r inéa i re .  cer .a
es t  dû  au  fa i t  que la  sens ib i l i té  à  ra  v i tesse  de  dé format ion  e t  res
e f fe ts  d ' iner t ie  ra len t issent  ra  c ro issance de  la  per tu rba t ion ;  nous
ver rons  que c 'es t  auss i '  le  cas  des  e f fe ts  de  t r iax ih r i té  dans  Ia
s t r i c t ion '  Nous avons  dé ià  ind iqué que ra  théor ie  l inéar isée  c lass ique
ne pouva i t  donner  un  résu l ta t  acceptab le  d 'un  po in t  de  vue quant i ta t i f ,
que  s i  la  c ro issance de  Ia  per tu rba t ion  es t  beaucoup p lus  rap ide  que
ce l le  de  la  dé format ion  homogène.  cec i  pour ra  donc  ê t re  réa l i sé  dans  une
so l l i c i ta t ion  quas i -s ta t ique d 'un  matér iau  dont  1a  réponse es t  t rès
fa ib lement  dépendante  de  Ia  sens ib i r i té  à  ta  v i tesse  de  dé format ion ,  e t
s i  tes  e f fe ts  t r id imens ionne ls  peuvent  ê t re  nég l igés ;  ce  sont  auss i  les
condit ions dans lesquerres re cr i tère de coNsrDERE fourni t  une
est irnat lon raisonnable des déformatj-ons cr i t iques. Dans re domaine



a
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UÈ

6L

éo1

4:  Déformat  i  on  €b dans Ia  sLr i  c t  i  on ,

déformaLion €à à  r 'exLremiLé de ' la  bar re
en f  oncL i  on  de Ia  , lé f  o rmaL i  on homogène:

(1)  :  Théor ie  non I  inéa i re .

(2) :  Théor ie  I  inéa i re .

o

f i gure

eL
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dynamique,  et  pour  des matér iaux sensibLes à ra v i tesse de déformat ion
l rana ryse  l i néa r i sée  ne  peu t  ê t re  u t i r i sée  que  dans  l e  bu t  d ,ob ten i r  des
renseignements qual i ta t i fs  sur  res tendances

3 - 3 - D é f o r m a t i o n  q u a s i - s t a t i q u e .

Le  cas  drune dé format ion  quas i -s ta t ique es t  ob tenu s imp lement  en  posant
p o  é g a I  à  z ê r o  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e L t e s  ( g _ 2 , 3 _ 4 ) .  C e t t e s _ c i
se  rédu isent  a lo rs  au  sys tème:

3.u. f i "  
((  

Ë"- J-)6e .  r83) 13-10)

3.u ,  
k { te  

2e  o6g  
-  ôo  ( (  n  -  r .  -  m)Ee *  u [o )  (s - r r )

m e o u s

dont  Ie  dé terminant  carac tér is t ique  es t :

ne*nto,e; t*"Ë:,+6)+$Ê 
+S; 

1+auco0) = e (  3 -12  )

avec:

-2e  ̂
e  =  Ëo / k t "e  "  

( 3_13 )

0 représente un paramètre d 'ad iabat ic i té  de ra déformat ion;  dans un
processus quasi -  isotherme,  0 est  fa ib le .  un déveroppement  asymptot ique
en Q des so lut ions de r 'équat ion (3-r2)  montre que Ie  cr i tère de
s tab i l i t é  l i néa i re  es t  a to rs :

e o  (  n ( 1 - e a u o o  ) - t
eo

(  3 -14  )

L r i négar i t é  (3 -14 )  s ign i f i e  que  re  p rodu i t  des  rac ines  es t  néga t i f ,  e t
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que ,par  su i te ,  une rac ine  pos i t i ve  ex is te  En négr igeant  Ie  coup lage
thermo-mécan ique (u=o) ,  Ie  c r i tè re  de  GoNSTDERE es t  de  nouveau ob tenu.
Dans une dé format ion  quas i_ad iabat ique,  1e  paramèt re  e  es t  g rand;  un
déve loppement  asympto t ique en  te rmes de  e- rdes  so tu t ions  de  I ,équat ion
( 3 - r 2 )  m o n t r e  g u ' i '  n ' e x i s t e  p a s  d e  r a c i n e  p o s i t i v e  s i :

e o  (  n  ( l - a u c o - m ) - 1
o;o

e o  (  n ( L - a u o o ) - 1
eo

de sorte que I ' i n é g a 1 j . t é  ( 3 - 1 6 )  s ' é c r i t :

tFo -éo*u9o>0
U 6

cet te  inégar i té  cons t i tue  donc  un  c r i tè re  de  s tab i r i té  l inéa i re  de  la
défor rna t ion  p las t ique homogène.  E l le  expr ime t r in f luence dés tab i l i san te
de Iadouc issement  thermique.  Lorsque Ie  paramèt re  d ,ad iabat ic i té  0  es t
t rès  g rand,  Ia  dé format ion  c r i t ique  tend vers  sa  l im i te  ad iabat ique:

(3 -1s )

(  3 - r -6  )

(  3 -17  )

une présenta t ion  Iégèrement  d i f fé ren te  du  c r i tè re  (3 -16)  fa i t  appara i t re
I ' iden t i té  qu i  ex is te  en t re  une anaryse  de  per tu rba t ions  r inéa i res  e t
une ana lyse  de  fo rce  max imum,  s i  la  dé format ion  es t  quas i -s ta t ique e t  re
matér iau  non conducteur  e t  insens ib re  à  ta  v i tesse  de .dé format ion  (ou
pour  un  essa i  p i l0 té  à  v i tesse  de  dé format ion  cons tan te  ) .  En  e f fe t ,
d ' a p r è s  1 ' é q u a t i o n  t h e r m i q u e :

É o  =  a  d o Ê o

La  fo rce  à  I ' ex t rém i té  du spéc imen es t :

(  3 -18  )
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P  n  - e ^
F  =  0 o  € o  e (  3 -19  )

de  so r t e  que  I ' i néga l i t é  ( 3 - fA )  n ,es t  au t re  que :

g > o  (3-20)
F

ce qu i  mont re  que res  deux  théor ies  sont  a rors  ident iques .

Nous avons  conf ron té  le  c r i tè re  (  3 -L6  )  aux  résu l ta ts

expér imentaux  ob tenus  par  FERRON (  L98L )  sur  des  ac ie rs  aus tén i t iques  de

type 304 ,  dont  i l  fourn i t  tes  paramèt res  mécan iques :

p = 2 , 4 8 6  l O l a S I  , r r = O . 5 2  , r r = O . O 2

( 3 - 2 L  )

p  =  7 8 0 0 .  k g / m 3  ,  c  =  3 . 6  1 0 6  J / m 3 K ,  K  =  1 5 .  w / m K

Le paramèt re  d 'écrou issage n  es t  iden t i f ié  à  la  dé format ion  apparente  à

1a charge max imum iso therme.  Les  cond i t ions  expér imentares  sont

s p é c i f i é e s  p a r :

I o = 5 0 m m , À o = 4 m m a

6 o =  2 g 4 . K  ,  ë o  =  1 . 6 6  1 0 - a s - 1  
( 3 - 2 2 )

Pour  ce t  ensemble  de  va leurs  (3 -2L  ,3 -22) ,  nous  avons  t racé  sur  la  f igure

5  les  rac ines  de  1réquat ion  (3 -L2)  .  Le  te rme m/e  es t  approx imat ivement

éga l  à  L0-3 ,  e t  peut  ê t re  nég l igé .  on  peut  vo i r  que re  p rodu i t  des

rac ines  es t  tou jours  négat i f ,  ma is  que ce la  n 'en t ra îne  pas  d ' ins tab i l i té

s ign i f i ca t i ve  au  début  du  processus  car  ta  rac ine  pos i t i ve  res te  t rès

fa ib le .  La  somme des  rac ines  change de  s igne pour :
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f igure  5 :V iLesses

eL leur  somme

de cro issance n*

en foncL ion de

,4-  des perLurbat  i  ons,

Ia  dét 'o rmaL i  on homogène- o '
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€o .€  o ' 40 (  3 -23  )

A par t i r  de  ce t te  va leur  de  €o  ,  Ia  va leur  pos i t i ve  su f f i samment  g rande

de 7 /è ,o  condu i t  à  une ins tab i l i té  s ign i f i ca t i ve .  Pour  de  p lus  g randes

va leurs  de  m ,  \ /èo  sera i t  p lus  pe t i t  pour  une même vareur  de  eo  e t  ra

deformat ion  c r i t ique  d ' ins tab i l i té  s ign i f i ca t i ve  sera i t  p tus  g rande,

a i n s i  q u e  n o u s  I r a v o n s  d é j à  i n d i q u é  c i  d e s s u s .

La  va leur  c r j - t ique  eo .  p réd i te  par  ce t te  théor ie  es t  en  bon

accord  avec  Ie  résu l ta t  p résenté  par  FERRoN qu i  observe  eo .s  0 .41  à  ra

charge max imum.  L 'é léva t ion  de  tempéra ture  ca lcu1ée au  moyen de  la

s o l u t i o n  h o m o g è n e  ( 2 - 2 O )  e s t  d , e n v i r o n  5 5  C i  e l 1 e .  e s t  é g a l e m e n t  d e

I 'o rdre  de  ce l les  qu i  son t  observées .  La  dé format ion  c r i t ique  ob tenue

dans les  cond i t ions  quas i - i so thermes : € o . =  O . 5 2  e s t  n a t u r e l l e m e n t

ident iquement  p réd i te  par  1a  théor ie ,  pu isque la  lo i  cons t i tu t i ve  du

matér iau  a  é té  ident i f iée  à  par t i r  de  ce t te  va leur .

3 -4-Déformat ion  dynamique.

Dans ce paragraphe, nous cherchons à mettre en évidente res effets

combinés  de  I ' i ner t ie  e t  de  Ia  conduct ion  thermique sur  Ie  déve loppement

d 'une per tu rba t ion  l inéa i re .  Seu les  des  conc lus ions  qua l i ta t i ves  sont

a t tendues de  ce t te  d iscuss ion .  Pour  ce la  nous  avons  représenté  sur  Ia

f igure  6  Ia  rac ine  pos i t i ve  de  1 'équat ion  carac tér is t ique  du  sys tème

d i f f é r e n t i e l  ( 3 - 2 ,  3 - 4 )  e n  f o n c t i o n  d e  { :
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lqooo

f . igure  6 :v i [esse de cro issance des perLurbat ions:

(1)  déformal ion ad iabaf ique guas i_sLaL ique.

(e)  déf  ormaL i  on quas i_s ta t  i  que;  maLér iau con, luc f  eur .
(3)  défornaL ion dgnamique;  matér iau conductËur .

en f  onc l  ion  du nonbre d ,  on,Ces {  .
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(3 -24 )

L e s  d o n n é e s  n u m é r i q u e s .  u t i l i s é e s  s o n t  s p é c i f i é e s  p a r  ( 3 _ 2 r , 3 _ 2 2 ) ;  l a
dé format ion  a  sa  va leur  c r i t ique  eoc .  Les  courbes  ob tenues suggèrent  res
commenta i res  su ivants :

C o u r b e  ( 1 ) :  d a n s  u n  p r o c e s s u s  q u a s i _ s t a t i q u e  ( p o = O )  e t  a d i a b a t i q u e  ( k = O )
q garde une va leur  cons tan te  pos i t i ve  1* ,  que nous  u t i l i sons  pour  normer
I ' e n s e m b l e  d e s  r é s u 1 t a t s .

C o u r b e  ( 2 ) :  l o r s q u e  1 e  m a t é r i a u  e s t  c o n d u c t e u r  ( k l o ) e t  I a  d é f o r m a t i o n
quas i -  s ta t ique (Po=o; ,  la  c ro issance des  per tu rba t ions  de  grand nombre
d 'ondes  es t  f re inée par  la  conduct ion  thermique.  En e f fe t  1  tend vers
zêro  lo rsque t  c ro i t .

courbe (3 ) :  dans  un  processus  dynamique (po /o)  ob tenu à  une v i tesse  de
d é f o r m a t i o n  é o = 5 . 1 0 3 s - 1 ,  e t  p o u r  u n  m a t é r i a u  c o n d u c t e u r  ( k l o ) ,  r e s
e f fe ts  d ' iner t ie  f re inent  ta  c ro issance des  per tu rba t ions  de  fa ib le
nombre  d 'ondes ,  car  r ;  tend vers  zéro  avec  i , .  Lorsque { ,  c ro î t ,  1  tend
d 'abord  vers  sa  l im i te  quas i -s ta t ique 11* ,  pu is  décro î t  aux  t rès  g randes
va leurs  de  4  '  en  ra ison  des  e f fe ts  s tab i l i san ts  de  la  conduct ion
thermique.  Toute fo is ,  tes  conc lus ions  que 1 ,on  pour ra i t  t i re r  i c i
do ivent  ten i r  compte  des  e f fe ts  de  la  t r iax ia r i té  qu i  ne  peut  p lus  ê t re
négI igée aux  t rès  g randes vareurs  du  nombre  d ,ondes.
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3-5-Àspects  t r id imens ionne ls .

Les  e f fe ts  t r id imens ionneLs on t  é té  jusqu 'à  main tenant  nég l igés  dans

cet te  é tude.  Cependant ,  on  sa i t  ,depu is  les  t ravaux  de  BRIDGMÀN (Lg64) ,

que 1 'approx imat ion  des  grandes longueurs  d 'ondes  condu i t  à  sous  es t imer

1 a  d u c t i l i t é  d u  m a t é r i a u i  e n  e f f e t ,  s o n  a n a l y s e  d e  I ' é t a t  d e

cont ra in tes  dans  Ia  s t r i c t ion  d 'un  rna tér iau  r ig ide  p las t ique par fa i t

sous  chargement  quas i -s ta t igue,  mont re  que la  cont ra in te  équ iva len te  o"

es t  p lus  fa ib le  que la  cont ra in te  un iax ia le  o ,  e t  que ta  dé format ion

rée l le  dans  ta  s t r i c t ion  es t  p lus  fa ib le  que Ia  dé format ion  ca lcu lée

dans un  modèIe  un iax ia l .  CeIa  imp l ique gue ta  dé format ion  c r i t ique

un iax ia le  so i t  a t te in te  p lus  rap idement  que dans  un  modè le  tenant  compte

des  e f fe ts  t r id imens ionne ls .  Cet te  ana lyse  a  dé jà  é té  invoquée dans  Ie

cas  de  modèIes  de  compor tement  p lus  complexe,  comme ce lu i  de  matér iaux

sens ib les  à  Ia  v i tesse  de  dé format ion  (  HUTCHINSON-NEALE Lg7Z,  G 'SELL e t

ar  1985 )  i  de  Ia  même façon,  nous  donnons en  annexe une ana lyse

l inéar isée  de  type  BRIDGMÀN, de manière à fournir  des indicat ions

approchées sur  I 'é tendue de  Ia  va l id i té  du  modèIe  un iax ia l  p roposé au

cours  de  ce  chap i t re .  11  ressor t  de  ce t te  ana lyse  que la  cor rec t ion  dûe

aux effets tr id imensionnels augmente 1a déformation cr i t ique de

b i fu rca t ion  un iax ia le ,  qu i  in te rv ien t  donc  après  Ia  fo rce  max imum.  Une

te l le  conc lus ion  ava i t  éga lement  é té  ob tenue par  MILES ( lg jL )  e t

NEEDLEMÀN (1972)  pour  un  processus  iso therme.  Cet te  cor rec t ion  es t  t rès

fa ib le  dans  le  cas  des  expér iences  de  FERRON commentées  c i -dessus ,  e t

I 'approx imat ion  des  grandes longueurs  d 'ondes  sembte  donc  jus t i f iée .
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4 -Êna lgses  non  I  i néa i r es .

Nous avons fai t  remarquer dans 1a sect ion précedente que
r rana lyse  de  s tab i l i té  l inéa i re  ne  pouva i t  rendre  compte  des
déformat ions  c r i t iques  de  t rac t ion  s impre ,  lo rsque le  compor tement  du
matér iau  es t  sens ib re  à  ta  v i tesse  de  1a  dé format ion .  Àuss i  p résentons
nous main tenant  une é tude non L inéa i re ,  basée éga lement  sur
1 ' a p p r o x i m a t i o n  d e s  g r a n d e s  l o n g u e u r s  d , o n d e s ,  d e s t i n é e  à  l r e x a m e n
cro issance de  dé fau ts  géomét r iques  dans  .un  

matér i .au  sens i_bre
v i tesse  de  dé format ion .  Dans un  premier  temps,  nous  donnons des
résu l ta ts  exac ts ,  lo rsque le  matér iau  es t  non conducteur ,  e t  chargé de
manière  quas i -s ta t ique.  En second l ieu ,  une é tude non r inéa i re  numér ique
est consacrée au cas dynamj_gue.

4 - 1 - C h a r g e m e n t  q u a s i - s t a t i q u e .

de

à

1 a

1 a

Nous d is t inguons par  1es  ind ices  , ra , '  e t  i lb , r  les  var iabres

associées à une sect ion droi te appartenant à la zone
homogène '  e t  à  une sec t ion  où  Ia  dé format ion  pras t ique se
carac tér isons  te  dé fau t  géomét r ique in i t ia t  par  x :

\  =  ( À o . - A o  s ) / A o .

respect j .vement

de déforrnation

l o c a l i s e .  N o u s

( 4 -1 )

grandes J.ongueurs

(4-z ' ;

Nous avons,

d ' o n d e s :

P =  G " À a  =

En outre, comme Ie

en accord avec 1 'approx imat ion  des

G u À u

matér iau est i ncompress ib le :
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A à  =  À o a  a - t "  ,  À b  =  A o b  
" - t t

( 4 -3 )

La lo i  de  compor tement  (Z- l )  es t  de  nouveau emptoyée;  Jo in te  aux

r e l a t i o n s  ( 4 - I , 4 - 3 ) ,  e l l e  f o u r n i t  u n e  r e r a t i o n  r e l i a n t  r a  v i t e s s e  d e

déformat ion  rocare  é ,  à  ra  v i tesse  de  dé format ion  homogène Ë" :

- I / m  v / m  n / m  - Ë ^ / m .  v / m  n / m  - e r / m .
( 1 - x )  

' e è  
e ô  e  é ô  =  0 s  e i ' - -  e  È b  ( 4 - 4 )

une fo rme in tégrée exac te  de  r 'équat ion  (4 -4)  es t  poss ib re  to rsque ta

fo rce  app l iquée F  es t  cons tan te ;  en  e f fe t ,  Iê  cont ra in te  v ra ie  es t  a lo rs

donnée par :

e
6 = e

et  1 'équat ion  thermique dev ien t :

(4-s)

e
â0=seàe
ât  ât

( 4 -6 )

ceci conduit à une relation exprimant Ia température e en fonction de ra
dé fo rma t ion ,  avec  l es  cond i t i ons  i n i t i a l es  e (O)  =  L  ,  e (O)  =  e  :

e
g=1+s (e -1 ) ( '4-7 )

Nous pouvons é l im iner  ra  tempéra ture  de  (4 -4)  e t  in tégrer :

, - t / m  f t t - .  , v / m  n / m  - u / m -  l t t _ .  - v / m  n / m  - u / m
( 1 - x )  J -  e ( u )  u  e  

- ' - " d u  
=  J -  e ( u )  u  e  

'  
d u  ( 4 - B )

0 O

Nous d i rons  qu ' i I  y  a  toca l i sa t ion  L-  de  Ia  dé format ion  au  n iveau de  ra

sec t ion  dro i te i  ,b ' | r  s i  e t  seurement  s i  (MoLrNÀRr-cLrFToN Lgg3) :

( 4 -9 )
|  ,  v /m  n /m -u /m
J  0 (u )  u  e  du  (  +  @
o

t ' a  dé format ion  homogène c r i t ique  de  tocar isa t ion  ea .  es t  a lo rs  ob tenue
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en

La

r é s o l v a n t  1 ' é q u a t i o n  i m p l i c i t e  ( 4 - 8 )  d a n s  l a q u e l l e :

fonc t ion :

€ a + e  ô c  e t  e  r +  - .

v / m  n / m  - t / m
0 ( e )  €  e

es t  in tégrab le  s i :

u - l - (O  (m>O) ( 4 - 1 0 )

par  su i te  ,  ce t te  inéga l i té  appara i t  comme un c r i tè re  de  loca l i sa t ion .

N o u s  e n t e n d o n s  p a r  1 à  q u ' i I  s ' a g i t  d ' u n e  r e l a t i o n  v é r i f i é e  p a r  l e s

paramèt res  mécan iques  du  matér iau ,  ê t  ind iquant  guê,  pour  une

déformat ion  su f f i samment  g rande,  1a  loca l i sa t ion  de  1a  dé format ion

p las t ique sera  ob tenue.  À ins i ,  un  matér iau  thermo-adouc issant  condu i t - i l

nécessa i rement  à  ta  loca l i sa t ion  de  Ia  dé format ion .  En revanche,  dans  le

c a s  d ' u n  m a t é r i a u  t h e r m o - d u r c i s s a n t ,  l r i n é g a I i t é  u - 1 ( 0  e x p r i m e  l a

compét i t ion  qu i  ex is te  pour  la  loca l i sa t ion  en t re  Ie  durc issement

thermique s tab i l i san t ,  ê t  1 'adouc issement  géomét r ique qu i  appara i t  par

l e  t e r m e :  - 1 .  L e s  c o n c l u s i o n s  s e r a i e n t  d ' a i l l e u r s  q u e l q u e  p e u

d i f fé ren tes  s i  l ron  u t i l i sa i t  pour  1o i  de  compor tement :

a 0  n . m
C = e e € (  4 - l _ L  )

En e f fe t ,  Ia  cond i t ion  de  loca l i sa t ion  dev ien t  a lo rs :  u  (  0  pour  m)O,  e t

Ies propriétés thermiques du matér iau apparaissent alors comme Ie seul

facteur cr i t ique de la local isat ion. Nous avons résol-u numériguement

1 ' é q u a t i o n  ( 4 - B ) ;  l e s  r é s u l t a t s  d e  c e  c a l - c u ]  s o n t  r e p r é s e n t é s  s u r  l a

f i g u r e  7 ,  o ù  t ' o n  a  t r a ç é  I ' é v o t u t i o n  d e  e , b / e a  ê D  f o n c t i o n  d e  e . / n  p o u r

d i f fé ren tes  va leurs  de  D.  On no tera  la  d iminu t ion  de  ta  dé format ion

cr i t ique  €a .  dûe à  I 'adouc issement  thermique,  e t  au  cont ra i re  I 'e f fe t

fortement stabit isant du durcissement thermique.

Pour un matér iau dont le comportement est indépendant de la

v i tesse  de  dé format ion  (m=O) ,  I 'ana lyse  présentée  c i -dessus  dev ien t  p lus

s i m p l e ;  e n  o u t r e  e l l e  s ' é t e n d  à  t o u t e  h i s t o i r e  d e  c h a r g e m e n t  F ( t ) .  E n
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v.o.5

v,-1.Ov.-o.5 v.o.ov.-2.O

v'o.9

n=o .4
m =o .2
Ç 'o .o t

10o 
eo/n

f  i gu re  7 :Rappo rL  € ,b /e "  de  l a  dé t ' o rmaL ion

dans Ia  sLr icL ion 'à  Ia  déformaLion homogène

en foncL i  on  de Ia  défsrmaL i  on ,  homogène normal  i  sée

e,a /n i  i n f  Iuence  de  I ' adouc isemenL Lhermique .

eo /n
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e f f e t ,  I ' é q u a t i o n t h e r m i q u e  s ' é c r i t :

- vn
Ae=cr€Qe
ât ât

d ' o ù  1 ' o n  t i r e :

O(e )  =

Compte tenu de ( 4 - 1 ) , ( 4 - 2 ) , ( 4 - 3 )  e t  ( 4 - l - 3 )  ,  o n

( r -x) le t . "T ôtu  =  e (e " Ï  e f  . -e t (  4 - l . 4 )

à une étude de type force maximum,Lorsque x=O ,  ce t te  ana lyse  se  rédu i t

e t  l e  r é s u l t a t  ( 3 - 1 6 )  e s t  r e t r o u v é .

A-2-Dêformation dynamique .

Dans le  domaine  dynamique,  1a  so lu t ion  du  sys tème d 'équat ions  aux

d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  n o n  l i n é a i r e s  ( 2 - L 2 , 2 - I 4 )  o b é i s s a n t  a u x  c o n d i t i o n s

a u x  l i m i t e s  ( 2 - L 6 , z - L B )  e t  a u x  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  ( 3 - 9 ) ,  a  é t é  o b t e n u e

grâce à  une méthode de  d i f fé rences  f in ies  u t i l i san t  un  schéma mix te

e x p l i c i t e - i m p l i c i t e .  L e s  r é s u l t a t s  d e  c e s  c a l c u l s  s o n t  d ' a b o r d  p r é s e n t é s

dans I rapprox imat ion  iso therme,  de  man ière  à  met t re  en  év idence les

e f fe ts  dynamiques  indépendamment  des  e f fe ts  thermiques .  Nature l lement ,

les  deux  e f fe ts  sont  couptés  dans  le  p rocessus  réer ,  ê t  nous

envisagerons également une déformation dynamique quasi-adiabat ique.

Le  matér iau  u t i l i sé  es t  purement  v isqueux;  ses  paramèt res

mécaniques sont:

_u
! 0 o  =  L 0 8  S I ,  n = O ,  m  =  O . 2 ,  P  =  2 7 O O .  k g / m 3

( t +u  ( l - - v )e  n * ,  1 l / (  
1 -u  )

T+n

(4 - r2 )

(  4 -13  )

obt ient  donc:

n
€ ô

(  4 -1s  )
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L r é c h a n t i l l o n ,  d e  l o n g u e u r  i n i t i a l e  I o  =  2 . 5  c f , ,  p o s s è d e  u n  d é f a u t

in i t ia r  x . /2=1=o.01- ;  te  nombre  drondes de  ra  per tu rba t ion  es t

t = z n l J . o = 2 5 0 m - t .

Pour  un  te l  matér iau ,  i l  es t  poss ib le  de  ca lcu le r  Ia  so lu t ion

non l inéa i re  exac te  dans  le  cas  d 'un  chargement  quas i -s ta t ique.  On

t r o u v e  d ' a p r è s  (   - B  )  :

- L / m  - e  ̂  / m
€ b  =  - m  L o g ( 1 - + ( 1 - x )  ( e  -  - 1 ) ) (  4 - 1 6  )

Une compara ison es t  donc  poss ib le  avec  la  so lu t ion  numér ique dans  la  cas

d y n a m i q u e :  s u r  1 a  f i g u r e  8 ,  t e  r é s u r t a t  e r ( e u )  q u a s i - s t a t i q u e  e x a c t  e s t

r e p r é s e n t é  p a r  I a  c o u r b e  n u m é r o t é e  ( O ) .  L e s  c o u r b e s  e r ( e " )

numéro tées  (  1  )  e t  (2 )  son t  ob tenues respec t ivement  pour  les  va leurs

i n i t i a l e s  d e  I a  v j - t e s s e  d e  d é f o r m a t i o n  é o =  1 0 {  s - 1  e t  é o =  1 O s  s - r .  I l

appara i t  gue Ia  c ro issance d 'une inhomogéné i té  in i t ia le  es t

cons idérab lement  f re inée ro rsque i lon  augmente  ra  v i tesse  de

déformat ion ;  re  déra i  pour  Ia  locar isa t ion  qu i  en  résu l te  ne  peut  ê t re

a t t r ibué  qu 'aux  e f fe ts  d ' iner t ie .  on  remarquera  que pour  fe  nombre

d ' o n d e s  {  u t i l i s é  d a n s  c e  c a l c u l ,  I a  t h é o r i e  d e  l a  s t a b i l i t é  l i n é a i r e

prévo i t  éga lement ,  de  man ière  qua l i ta t i ve ,  un  e f fe t  s ign i f i ca t i f  des

ef fo r ts  d ' iner t ie .  En e f fe t ,  oD observe  sur  la  f igure  3  que pour  ce t te

vareur  de  t ,  ,  la  v i tesse  de  c ro issance 1  de  Ia  per tu rba t ion  es t  beaucoup

p lus  pe t i te  que sa  vareur  quas i -s ta t ique 1x .  La  convergence de  ces  deux

résur ta ts  indépendants  semble  donc  conf i rmer  Ie  f re inage exercé  par  les

e f fo r ts  d r iner t ie  sur  Ia  c ro issance des  inhomogéné i tés .

Nous avons également recherché une confrontat ion avec Ies

résu l ta ts  expér imentaux  ob tenus  dans  drau t res  labora to j - res i  1a

d i f f i cu l té  p r inc ipa le  t ien t  dans  le  fa i t  que,  dans  Ie  domaine  dynamigue,

Ia  duc t i l i té  des  matér iaux  es t  a f fec tée  non seu lement  par  res  e f fe ts

dr iner t ie  ma is  encore  par  les  muta t ions  éventue l l -es  des  mécan ismes
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é lementa i res  de  la  dé format ion  p las t ique,  qu i  passent  d 'un  compor tement

thermiquement act ivé aux faibles vi tesses à un comportement visgueux aux

grandes v i tesses .  La  f ron t iè re  en t re  ces  deux  zones  fa i t  encore  I 'ob je t

de  cont roverses(FOLLANSBEE e t  a I  l -984)  e t  es t  s i tuée se lon  1es  au teurs

e n t r e  1 O 3 s - l  e t  l - 0 6 s - 1 .  L a  s é p a r a t i o n  d e  1 ' a c c r o i s s e m e n t  d y n a m i q u e  d e  I a

duc t i l i té  de  son augmenta t ion  in t r insèque es t  donc  d i f f i c i le .  A  ce t

égard ,  Ie  compor tement  du  Tanta le  à  500 C semble  pouvo i r  cons t i tuer  un

tes t  per t inent  du  modèIe  proposé c i -dessus .  Dans ces  cond i t ions  en

ef fe t ,  1â  lo i  de  compor tement  de  ce  matér iau  ne  sub i t  pas  d 'a l té ra t ion

aux  grandes v i tesses  de  dé format ion  (GIÀNOTTA e t  a I  1983) ,  au  moins

j u s q u ' à  5 . 1 0 3  s - ! ,  a l o r s  q u e  c o m p t e - t e n u  d e  l a  f o r t e  m a s s e  v o l u m i q u e  d u

T a n t a l e ,  l e s  e f f e t s  d ' i n e r t i e  s o n t  d é j à  s i g n i f i c a t i f s .  I t  e n  r é s u l t e

qu 'une augmenta t ion  de  La  duc t i l i té  aux  grandes v i tesses  pour ra  ê t re

a t t r i b u é e  à  t r i n f r u e n c e  s t a b i l i s a n t e  d e s  e f f o r t s  d ' i n e r t i e .  D e  f a i t ,  I e s

résultats expérimentaux de GIÀNOTTÀ et aI indiquent une forte

augmentat ion de I  I  al longement à Ia rupture en dans l-e domaine des

v i t e s s e s  d e  d é f o r m a t i o n  d e  I ' o r d r e  d e  L 0 3 s - 1 ,  a i n s i  q u ' u n  a c c r o i s s e m e n t

un peu moins  prononcé de  I 'a l longement  homogène à  ta  rup ture  e"  (  f igure

e).

L a  l o n g u e u r  i n i t i a l e  d e  1 ' é p r o u v e t t e ,  e t  1 ' a i r e  i n i t i a l e  d ' u n e

s e c t i o n  d r o j - t e  s o n t  r e s p e c t i v e m e n t !  1 o =  I . 5 7  l O - P m  e t  A o  =  4 . 9  1 0 - 6  m 2 .

D 'au t re  par t ,  Ies  va leurs  expér imenta les  re la tées  par  GIANOTTÀ e t  a I

nous  permet ten t  d 'ass igner  approx imat ivement  à  ce  matér iau  Ia  lo i  de

comportement:

n m
6 = ! e â

a v e c :  J J  S  3 . 8  1 0 8 S I ,  n = O . 2 L ,  m = O . O 2

Nous déf inissons numériquement la rupture

I 'a l longement  u  pour  leque l  une d iminu t ion  bru ta le

de

de

1'éprouvet te  par

I ' e f f o r t  app l i qué
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est  caLcu lée  ( f igure  10) ,  e t  nous  ident i f ions  eh  avec  la  dé format ion  de

1 'ex t rémi té  du  spéc imen à  ce t  ins tan t .  Le  modè le  condu i t  à  des

prév is ions  qu i  son t  en  bon accord  avec  les  observa t ions(  f igure  9) .  En

ef fe t ,  I ra l longement  homogène ca1cu lé  eh  es t  par fa i tement  compat ib le

avec  les  résur ta ts  exper imentaux ,  pour  une vareur  réa l i s te  du  dé fau t

i n i t i a r  d e  s u r f a c e ,  d e  I ' o r d r e  d e  L E .  L r a l l o n g e m e n t  à  r a  r u p t u r e  c a l c u l é

semble  légèrement  in fé r ieur  à  1 'a r tongement  eF observé ;  cera  pour ra i t

ê t r e  d û  a u  f a i t  q u e  1 e s  e f f e t s  s t a b i l i s a n t s  d e  t a  t r i a x i a l i t é ,  q u i

dev iennent  impor tan ts  à  1a  rup ture ,  on t  é té  négr igés  dans  ce t te  anaryse .

Lra l longement  à  ra  rup ture  carcu lé  res te  cependant  compat ib re  avec  les

observa t ions-  De p lus ,  i l  reprodu i t  b ien  1 'accro issement  cons idérabte  de

en aux  grandes v i tesses .  La  compara ison avec  les  données expér imenta les

suggère  donc  que te  modè le  décr i t  cor rec tement  les  aspec ts  essent ie ls

des  processus  dynamiques ;  de  même 1a duc t i l i té  accrue  du  Tanta le  à  SOO C

dans le  domaine  des  grandes v i tesses  semble  b ien  d te  aux  e f fe ts

d ' iner t ie .  Pour tan t  des  conc lus ions  p lus  dé ta i r rées  ne  pour ron t  ê t re

obtenues que lorsque de nouveaux résuttats expérimentaux seront

d i s p o n i b l e s .

4 -3-Processus  dynamiques  quas i -ad iabat iques .

L e s  d o n n é e s  ( 3 - 2 L )  d e  l r a c i e r  a u s t é n i t i q u e  t e s t é  p a r  F E R R 9 N  s o n t

u t i l i s é e s  d a n s  r a  r é s o l u t i o n  n u m é r i q u e  d e s  é q u a t i o n s  ( z - s , 2 - 6 ) ;  t e s

échant i r lons  sont  supposés  ê t re  de  longueur  in i t j_are  ro=1o-2m,  e t  re

d é f a u t  e s t  d e  1 E .

Les  e f fe ts  de  I  I  adouc issement  thermi .que sont  i l l us t rés  sur  ta

f igure  11 ,  pour  laque l le  deux  courbes  de  duc t i l i té  ca lcu lée  sont

t racées ,  l rune,  numéro tée  (1 )  dans  des  cond i t ions  iso thermes,  1 'au t re
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(2 )  pour  une dé format ion  quas i -ad iabat ique.  Toutes  deux  représenten t

l ra l longement  homogène e"  à  1a  rup ture  numér ique dé f in ie  c i -dessus .  Dans

les  deux  cas ,  les  ca lcu ls  t iennent  compte  de  Ia  sens ib i l i té  à  la  v i tesse

d e  d é f o r m a t i o n ,  d e  1 ' é c r o u i s s a g e  e t  d e s  e f f e t s  d ' i n e r t i e .  L a  c o u r b e  ( Z )

ne  peut  ê t re  d is t inguée de  ce l le  que I 'on  ob t ien t  dans  un  processus

a d i a b a t i q u e  ( k = 0 ) .

L o r s q u e  r e s  e f f e t s  d ' i n e r t i e  s o n t  n é g l i g e a b r e s ,  p o u r

é o ( 5 . L O - 3 s - 1 ,  I ' a l l o n g e m e n t  h o m o g è n e  t e n d  v e r s  1 e s  v a l e u r s  c r i t i q u e s

obtenues au  moyen des  ana lyses  l inéar isées  quas i -s ta t iques :  eo .4  O.40

d a n s  l e  c a s  a d i a b a t i q u e  e t  e o . =  0 . 5 2  d a n s  I e  c a s  i s o t h e r m e .  O n  p e u t  d e

nouveau observer  I 'accro issement  dynamique de  la  duc t i l i té  aux  grandes

v i tesses  de  dé format ion ,  a ins i  que 1a  dés tab i l i sa t ion  de  Ia  dé format ion

p las t ique par  1 'adouc issement  thermique,  pu isque Ia  courbe de  duc t i l i té

adiabat ique se trouve au dessous de La courbe isotherme.

Le bon accord  observé  avec  1es  va leurs  quas i -s ta t iques ,  ob tenues

de manière indépendante donne des indicat ions favorables quant à Ia

va leur  des  modèLes u t i l i sés .  Cependant ,  des  réserves  do ivent  ê t re

fo rmulées  à  p ropos  des  conc lus i -ons  que l ron  pour ra i t  en  t i re r  dans  le

domaine dynamique, en raison du manque, à notre connaissance, de données

expér imenta les  inc luant  Ia  dépendance de  Ia  lo i  de  compor tement  v is  à

v is  de  Ia  tempéra ture .  En ou t re ,  d 'éventue ls  changements  mic ro-

s t ruc tu raux  des  mécan ismes é lementa i res  de  Ia  dé format ion  p las t ique

pour ra ien t  b ien  accro î t re  la  duc t i l i té  dans  ce  domaine .

S-Donc  I  us  i  ons  .

Ce second chapitre apparaît  comme étant relat ivement indépendant

chap i t re  L ,  qu i  é ta i t  consacré  à  t 'é tabora t ion  de  lo is  dedu
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comportement ut i l isables aux grandes déformations et

v i tesses  de  dé format ion .  En e f fe t ,  nous  avons  davantage mis

Ia  compréhens ion  du  processus  d ' ins tab i r i té  p roprement  d i t ,

p a r t i c u l i è r e m e n t  e n  r e l i e f  l e s  e f f e t s  d , i n e r t i e  e t

thermiques- A cet ef fet ,  une roi  de comportement empir ique

ut i l i sée .  Nous nous  réservons  de  reprendre  un  te r  t rava i r

mun is  des  10 is  de  compor tement  po lyc r is ta r l ines  présentées

précedent .

aux grandes

I I  accent sur

mettant tout

1 e s  e f f e t s

s imp le  a  é té

à  1 ' a v e n i r ,

au  chap i t re

Les  carac tér is t igues  essent ie l les  du  t rava i l  p résenté  dans  ce

chap i t re  2  rés j -dent  dans  la  p r ise  en  cons idéra t ion  des  e f fe ts  dynamiques

et  des  e f fe ts  thermiques  sur  ra  duc t i l i té  en  t rac t ion  s impre ;  cependant ,

d 'au t res  aspec ts  n 'on t  pas  é té  é tud iés  ic i ,  comme re  durc issement

tex tu rar  ou  l rendommagement .  En dép i t  de  ses  l im j . tes ,  le  modè le  un iax ia l

que nous avons développé fourni t  des résultats en bon accord avec les

données expér imenta fes ,  ê t  qu i  permet ten t  d ' in te rpré ter ,  au  moins  en
par t ie  l raccro issement  dynamique de  ta  duc t i l i té ,  a ins i  que sa
d i m i n u t i o n  a d i a b a t i q u e .  L ' a n a l y s e  l i n é a i r e , , q u a s i - s t a t i o n n a i r e , ,  e s t

su f f i san te  lo rsque 1a  sens ib i l i té  du  matér iau  à  ta  v i tesse  es t  fa ib re ,

e t  lo rsque les  e f fe ts  dynamiques  sont  négr igeab les .  a , ,  
"o r rs  

du  chap i t re

su ivant ,  une ana lyse  de  s tab i l i té  de  la  so lu t ion  homogène prenant  en

cons idéra t ion  son carac tère  ins ta t ionna i re  sera  présentée .
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Ênnexe :  Êna lUse  t r i d imens ionne l  l e  I  i néa r i sée .

Pour  un  é ta t  de  cont ra in tes  t r i -ax ia r ,  nous  dé f in issons  1a  cont ra in te

e f fec t i ve  par :

oe =  
2  

(s , ;  s , r ) "? ( a - 1 )

où  s , ,  es t  l e  dév ia teu r  des  con t ra in tes .  Le  fac teu r  de  t r i ax ia t i t é  F *
es t  dé f i n i  pa r :

F t  =  G u / 6 (  a-2)

et  la  lo i  de  compor tement  es t  ma in tenant :

oe  =  V (e  , é ,e ) (a -3 )

Le fac teur  ad imens ionner  F t  expr ime I '  in f luence de  la  t r iax ia r i té  sur  la

cont ra in te  e f fec t i ve ;  i I  dépend de  Ia  géomét r ie  de  1 ,échânt i t lon  e t  des
propr ié tés  mécan iques  du  matér iau .  Pour  un  matér iau  r ig ide-  p las t ique en

chargement  quas j - -s ta t ique,  ra  vareur  de  F .  es t  donnée en  un  po in t  de

l f a x e  d e  I ' é c h a n t i l l o n  p a r  B R I D G M À N  ( 1 9 6 4 ) :

F r  =  ( ( 1 + 2 R . , / R ) L o 9 ( t + R , u 2 R . ) ) - r  ( a _ 4 )

dans  ce t te  express ion  R dés igne le  rayon de  Ia  sec t ion  dro i te  cons idérée

et  Rc  le  rayon de  courbure  locar .  du  pro f i r  de  r 'éprouvet te .

une per tu rba t ion  r inéa i re  des  équat ions  (a -2 ,a -4)  fourn i t ,  en

a d d i t i o n  a u  s y s t è m e  d i f f é r e n t i e l  ( g - 2 , 3 - 4 ) :
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F t ( t , x )  =  F r o  +  6 F r ( t ) e x p ( i { x ) ( a -5 )

où F to= l  es t  Ie  fac teur  de  BRIDGMÀN de Ia  dé format ion  homogène.  S i  1 ,on

u t i l i s e :

*.  = F*8 / ,1* {  8I )? )3 /" ( a - 6 )

o n  o b t i e n t  p o u r  I ' é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  ( 3 _ 1 2 ) :

îe  * l f io  (g- r .+a6oo*p*$q{  z  
" -2e9 

* f i r "  
+€;  

l+augoe**âf t {  e  
" -2eo )= o (a-T)

Lorsque Ia  dé format ion  es t  ad iabat ique,  le  c r i tè re  de  locar isa t ion

s ' é c r i t  a l o r s :

( a -B )

La correct ion par  rappor t  au cr i tère (3-16)  est  t rès fa ib le  dans Ie  cas

décr i t  par  FERRON et  in terprété dans le  texte c i -dessus;  en ef fe t  pour

e o ) n/ (t-"8: -t irt ,  
"-" 

o 
)

À o  = 4 . 1 0 - 6 m 2  ,  t = L 2 5 m - l ,  e o  < o . 4 0

1 a  v a l e u r :

}X4eexp1  
-2eo )  =  4 .5  10 -3

p e u t  ê t r e  n é g t i g é e  d e v a n t :  1 - a u o o / g o  =  l _ . 3

( a - 9 )
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Chap i t r e  3  : I ns tab i  I  i  t é et I oca l i sa t i on de la  dé fo r rna t i on

p las t i que  de  g l i s senen t  s i np le  à  g rande  u i t esse

1 - In t r oduc t i  on

Les bandes de  c isa i t lement  sont  des  zones  é t ro i tes  dans

resque l les  la  dé format ion  p las t ique se  roca l i se  .  On a  pu  les  observer

de facon courante lors de l-a déformation à grande vi tesse de nombreux

matér iaux  ,  métaux  ou  po lymères ,  par  exemple  ro rs  de  r r impact  de

pro jec t i les  e t  de  véh icu les  ,  ou  lo rs  de  processus  d 'us inage e t  de  mise

en fo rme rap ide  des  matér iaux  :magnéto- fo rmage ,  fo rmage par  exp los ion

Les  bandes de  c isa i l lement  sont  éga lement  observées  lo rs  de  processus

quas i -s ta t iques  ,  comme la  s t r i c t ion  des  éprouvet tes  de  t rac t ion  s imp le .

Expér imenta lement  ,  oD s 'e f fo rce  no tamment  de  les  ob ten i r  par  la  to rs ion

à grande v j - tesse  de  tubes  à  paro i  m ince Les  observa t ions  suggèrent

très souvent que 1es bandes de cisai l lement agisslnt comme des

précurseurs  de  Ia  rup ture  du  matér iau  .  On comprends dès  lo rs  I '  in té rê t

qu i  reur  es t  por té  ,  € t  qu i  se  man i fes te  par  1  r  abondance de  la

l i t té ra tu re  in te rna t iona le  qu i  leur  es t  consacrée.

Depu is  l ra r t i c l -e  o r ig ine l  de  ZENER-  HOLLOMON (1 ,944 )  Ia  fo rmat ion

des  bandes de  c isa i l lement  aux  grandes v i tesses  de  dé format ion  es t  le

plus souvent attr ibuée aux fai ts suivants :  environ 90 E du travai l  de

Ia  dé format ion  p las t ique sont  d iss ipés  de  man ière  quas i -ad iabat ique sous

forme. de chal.eur,  et  ta température peut ainsj .  subir  une augmentat ion

loca le  a I lan t  jusqu 'à  p lus ieurs  centa ines  de  degrés  .Comme la  cont ra in te
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d 'écou lement  des  matér iaux  es t  souvent  une fonc t ion  décro issante  de  la

tempéra ture  (matér iau  thermo-adouc issant )  ,  i r  en  résur te  une

augmenta t ion  Loca le  de  la  dé format ion  p las t ique lo rsgue Ie  durc issement

dû à  t 'éc rou issage es t  dépassé ;  cec i  p rodu i t  en  re tour  une quant i té  de

cha leur  supp lémenta i re  .  À ins i  es t  enc lenché un  processus  ca tas t roph ique

qu i  condu i t  à  Ia  loca l i sa t ion  de  la  dé format ion  p las t ique dans  1es  zones

1es prus  chaudes ,  ê t  se  dé formant  aux  p lus  g randes v i tesses

Lfé léva t ion  de  tempéra ture  peut  a l le r  jusqu 'à  p rodu i re  des  changements

s t ruc turaux  no tab les  ;  a ins i  on  pense que des  t rans format ions  de  phase

peuvent  se  produ i re  dans  cer ta ins  ac ie rs  aus tén i t iques ,  s€  t radu isant

Post -nor tem par  la  p résence de  mar tens i te  .  Les  bandes de  c isa i l lement

sont  a lo rs  t rès  é t ro i tes ,  d fune la rgeur  de  que lque d iza ines  de  mic rons

On par le  dans  ce  cas  (ROGERS 1974)  de  bandes de  t rans format ion  ;  Io rsque

I 'on  n 'observe  pas  de  changements  s t ruc tu raux  auss i  b ru taux  , Ies  bandes

de c isa i l lement  p résenten t  un  aspec t  p lus  d i f fus  e t  son t  appe lées  bandes

de déformation. on trouvera une revue complète des aspects micro-

s t ruc tu raux  du  c isa i l lement  ad iabat ique ,  inc luant  no tamment  Ies

t r a n s f o r m a t i o n s  d e  p h a s e  c h e z  R o G E R s  ( L 9 7 4 )  , B E D F o R D  e t  a I .  ( L g 7 4 )  e t

R O G E R S - S H À S T R Y ( 1 9 8 1 ) .  D ' a u t r e s  t y p e s  d ' e x p l i c a t i o n s  p e u v e n t  c e p e n d a n t

être invoqués de manière concurrente ou complémentaire :  ainsi

l r a p p a r i t i o n  d ' u n  é c r o u i s s a g e  n é g a t i f  p o u r r a i t - e I I e  ê t r e  d û e  à  u n e

évo lu t ion  iso therme des  tex tu res  c r is ta l lograph iques  (CÀNOVA-  MOLINARI-

FRESSENGEAS L9B4 e t  chap i t re  1  ) ,  ou  à  1 'endommagement  du  matér iau

( D O D D - À T K I N S  1 9 8 3 , S H O C K E Y - E R L I C H  L 9 8 L ) . C e p e n d a n t  c e  t y p e  d ' e x p t i c a t i o n s

isothermes ne sera pr j-s en considérat ion au cours de ce chapitre .  De

nombreux auteurs ont tenté de déterminer les condit ions cr i t iques

d 'appar l t ion  des  bandes de  c isa i t lement  de  man ière  anaty t ique:  CULVER
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( L 9 7 3 )  ,  S T A K E R  (  1 9 8 1  )  p r o p o s e n t  u n  c r i t è r e  d r i n s t a b i l i t é  d e  t a

déformat ion  p las t ique basé sur  I 'ex is tence d 'une cont ra in te  de

c isa i l lement  homogène max imum ,de  même que RECHT ( l -964)  qu i  inc lu t  dans

son ana lyse  les  e f fe ts  de  I 'adouc issement  e t  de  conduct ion  thermiques

ÀRGON (L973 )  ana lyse  la  s tab i l i té  d 'une dé format ion  ad iabat ique

fa ib tement  non homogène cLrFToN (L978)  ,  BAr  ( ] -982)  ,  BURNS-TRUCANo

( L 9 8 2 )  e t  P A N  ( 1 9 8 3 )  p r o p o s e n t  d e s  c r i t è r e s  o b t e n u s  à  p a r t i r  d ' a n a l y s e s

de s tab i l i té  l inéa i re  de  Ia  dé format ion  homogène .  De te l les  théor ies

permet ten t  de  savo i r  s i  une pe t i te  per tu rba t ion  in i t ia le  de  ta

déformat ion  homogène es t  in i t ia lement  c ro issante  ou  non ,  c 'es t -à -d i re

de savoir  s i  Ia déformation homogène a tendance ou non à être instable

Cependant ces théories ne prennent pas en considérat ion Ie caractère

ins ta t ionna i re  de  la  dé format ion  homogène E l les  ne  peuvent  donc  pas

en généra1 fourn i r  un  résu l ta t  de  s tab i l i té  à  tong te rme ;  ce t te

remarque prend tou t  son  e f fe t  lo rsque Ie  p rocessus  dr ins tab i l i té  es t

a l longé par  Ies  e f fe ts  de  sens ib i l i té  à  la  v i tesse  de  dé format ion  e t  par

les  e f fe ts  d r iner t ie .  En ou t re  ces  théor ies  ne  fourn issent  en  généra l

que des  résu l ta ts  re la t i f s  à  la  s tab i l i té  de  la  dé format ion ,  e t  non à  sa

loca l i sa t ion .  Par  le  te rme de locaL isa t ion ,  nous  en tendons gue la

déformation prend dans une région très étroi te des valeurs beaucoup plus

fo r tes  que par tou t  a i l leurs .  Les  c r i tè res  de  loca t isa t ion  pour ra ien t

ê t re  fourn is  par  des  ana lyses  non l inéa i res  exac tes ;  ma lheureusement ,  de

te l les  ana lyses  n 'on t  pu  ê t re  menées à  b ien  gue dans  un  nombre  res t re in t

de  cas  par t i cu l ie rs  comme Ie  g t j -ssement  s imp le  quas i -s ta t ique à

cont ra in te  imposée e t  1a  t rac t ion  un iax ia le  quas i -s ta t ique à  fo rce

imposée,  d 'un  matér iau  thermo-v iscop las t ique non conducteur  de  Ia

c h a l e u r :  M O L I N À R I -  C L I F T O N  ( 1 9 8 3 ) ,  F R E S S E N G E A S - M O L I N A R I  ( 1 9 8 5 ) .

Le but poursuivi  dans ce chapitre est de fournir  des cr i tères de
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l oca l i sa t ion  é tendus au  cas  p lus  généra1 de  1a  dé format ion  dynamique

d 'un  matér iau  thermo-v iscop las t ique conducteur  de  la  cha leur  ,  soumis  à

des  cond i t ions  à  ta  l im i te  var iées  en  v i tesses  ou  en  cont ra in tes .  Nous

dés ignons par  c r i tè re  de  loca l i sa t ion  ,  une cond i t ion  re l ian t  les

paramèt res  mécan iques  du  matér iau  e t  ind iquant  s i  ta  loca l i sa t ion  es t

poss ib le  pour  des  va leurs  assez  grandes du  temps e t  de  la  dé format ion

homogène I I  fau t  ins is te r  sur  le  fa i t  que nous  ne  cherchons pas  ic i  à

préd i re  Ie  début  de  la  loca l i sa t ion  ,  D i  à  en  décr j - re  1e  processus  ,  D i

en f in  à  ca lcu le r  les  dé format ions  u l t imes avant  Ia  rup ture  du  matér iau

mais  seu lement  à  répondre  à  ta  ques t ion :  un  matér iau  é tan t  donné par  ses

carac tér is t iques  mécan iques ,  ex is te - t - i1  une dé format ion  assez  grande

pour  gue Ia  loca l i sa t ion  de  la  dé format ion  sous  fo rme de bande de

c isa i l lement  a i t  l i eu  ,  pour  un  dé fau t  in i t ia l  donné ,  ê t  sous  des

cond i t ions  à  la  l im i te  dé terminées? Ce bu t  es t  a t te in t  g râce  à  une

nouve l le  méthode de  per tu rba t ions ,  appe lée  méthode de  per tu rba t ions

re la t i ve  ;  ce t te  méthode prend en  cons idéra t ion  I 'aspec t  ins ta t ionna i re

de 1a  dé format ion  p las t ique homogène.  Les  e f fe ts  s tab i l i san ts  de

1 'écrou issage ,  dê  Ia  sens ib i l i té  à  ta  v i tesse ,  de  
-  

la  conduct ion

t h e r m i q u e  e t  d e s  e f f e t s  d f i n e r t i e  d ' u n e  p a r t ,  1 e s  e f f e t s  d é s t a b i l i s a n t s

de I 'adouc issement  thermique d 'au t re  par t ,  on t  dé ja  é té  é tud iés  dans  Ie

chap i t re  2  à  p ropos  de  Ia  t rac t ion  un iax ia le ,  ê t ,  b ien  que pr is  en

cons idéra t ion ,  i l s  ne  fe ron t  pas  I 'ob je t  de  commenta i res  supp lémenta i res

Io rs  de  ce t te  é tude.

Le plan de ce chapitre est donc Ie suivant :  on écr i t  tout

d 'abord  les  équat ions  fondamenta les  du  prob lème .  Pu is  les  méthodes de

per tu rba t ion  c lass iques  sont  rappe lées  ,  êD tenant  cornp te  de  I 'aspec t

lnstat lonnaire de la dèformation homogène ,  êt  on en déduit  des cr i tères

de s tab i l i té  à  long te rme de la  dé format j .on .  Enf in  Ia  méthode de
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per tu rba t ions  re la t i ves  es t  p résentée  ;  le  concept  de  loca l i sa t ion  es t

dé f in i  par  t ' i ns tab i l i té  à  long te rme des  dé fau ts  re la t i f s .  Des  c r i tè res

de loca l i sa t ion  sont  ob tenus  pour  d i f fé ren tes  cond i t ions  aux  l im i tes ;

i I s  son t  comparés  aux  c r i tè res  d ' ins tab i l i té  e t  I ron  mont re  no tamment

qur i l  peu t  y  avo i r  ins tab i l i té  de  1a  dé format ion  p tas t ique homogène sans

pour  au tan t  que ce la  débouche sur  la  loca l i sa t ion  de  ce t te  dé format ion .

Les  c r i tè res  l inéa i res  de  l -oca l i sa t ion  sont  de  p lus  comparés ,  quand ce la

es t  poss ib le  ,  aux  c r i tè res  non l inéa i res  exac ts  e t  aux

résu l ta ts  expér i * . r r i . r *  ac tue l lement  d ispon ib les

Z - E q u a t i  o n s  f  o n d a m e n t a l  e s .

Nous cons idérons  re  p rob lème du gr issement  s imp le ,  i ssu  de  la

modèL isa t ion  drune expér ience de  to rs ion  d 'un  tube mince en ta i l lé  .  So i t

u n e  t r a n c h e  d e  m a t é r i a u ,  d ' é p a i s s e u r  c o n s t a n t e  h  d a n s  I a  d i r e c t i o n  f  ,

s 'é tendant  à  I ' i n f in i  dans  les  d i rec t ions  I  e t  Z  .  on  suppose que tous

Ies  dép lacements  sont  nu ls  dans  tes  d i rec t ions  j  e t  Z  ,  e t  que tou tes  les

dér ivées  par t ie l les  par  rappor t  à  I  e t  Z  sont  nu lLes  .  La  v i tesse  i  dans

Ia  d i rec t ion  Ï  es t  en  généra I  une fonc t ion  de  S e t  du  temps t t  ,  e t  e t le

peut être soumise aux condit ions à ta front j .ère :

Ç(o, t )= o ,  ç (h , t )=

où V es t  Ia  v i tesse  cons tan te

matér iau considérée ( f igure

considèrerons les condit ions de

v ,  tè0

du bord supérieur

L  ) .  D e  m a n i è r e

contrainte imposée à

( 2 - L )

de  la  t ranche de

a l te rna t ive  nous

la  f ron t iè re  :

? (O , t t )= l ( h , t )= to  ,  t èO  Q-2 )

i  dés igne la  contra in te de c isa i l tement  et  ro  1â contra in te constante

appliquée aux frontières . Les condit ions à Ia l imite thermiques sont

supposées adiabatiques :

8$to' t l  = âg(h,t)  = o ,  tèo ( 2 -3 )
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F l g u r e  1 :  C l n é m a t l q u e  d u  g l l s s e n e n t  s i m p l e  e t  d e  l a  f o r n a t l o n  d e s  b a n d o s

d o  e l s a l I l e r r e n t .
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f r  dés igne la  température .  La déformat ion éIast ique est  négl igée ,  ê t

1 'on ut i l ise une lo i  de comportement  thermo-v iscoplast ique de Ia  forme :

où y  e t  7  représenten t  1e  g l i ssement  e t  Ia  v i tesse  de  g l i ssement  ;  p  ,  ù

,  n  e t  m sont  des  coef f i c ien ts  empi r iques  carac tér isan t  respec t ivement

1 a  v i s c o s i t é  ,  1 â  s e n s i b i l i t é  à  I a  t e m p é r a t u r e  (  I ' a d o u c i s s e m e n t

thermique s i  u  es t  négat i f )  , l r é c r o u i s s a g e  e t  1 a  s e n s i b i l i t é  à  I a

v i tesse  de  dé format ion .  ; l ,n  e t  m sont  suppposés  pos i t i f s  .  Le  matér iau

es t  de  p lus  supposé incompress ib le  ,  dê  masse vo lumique p  Les

équat ions fondamentales du problème sont ,  avec Ia toi  de comportement

( 2 - 4 ) ,  I ' é q u a t i o n  d y n a m i q u e :

u .m  n
7  = l . r 6  ?  Y

pag =
â t

l es  équat ions  de  compat ib i l i té  c inémat ique :

RI
ë L

e t  I ' é q u a t i o n  d e  I ' é n e r g i e  :

( 2 -4 )

(2-s)

( 2 -6 )

Tous ces, paramètres sont considérés

cet te  étude.  S i  les var iab les

DT
âl

+ =?y
dy

( 2 -7  )

C,K e t  J3  sont  respec t ivement  Ia  cha leur  spéc i f ique  vo lumique ,  1ê

coef f i c ien t  de  conduct ion  thermique e t  la  f rac t ion  du  t rava i l  de

déformat ion  p las t ique conver t ie  en  cha leur  ,  appe lée  auss i  :

c3e=I(gig +077

coeff icient de TÀYLOR-QUINNEY

conme constants au cours

adimensi.onnelles suivantes :

de

t

v
0

= io t
= I /h
=  6 /0o

.  * . t

,  ^ (  = ' { / T o

,  v = ç / V

,  . (  =  i / 7 o

( 2 -8 )



sont introduites,

homogènes de la

à to ,Ve thpa r :

_u
to  =  l r  0o

) o o

où 0o et  io  sont

température et de

,  
' i o  =  Y /h

respect ivement

I a  v i t e s s e  d e

l e s  v a l e u r s  i n i t i a l e s

déformat ion  ,  re l iées

. m
Y e

a lors  ,  après  avo i r  é l im iné  v  e t  ' (

rédu isent  au  sys tème d 'équat ions  aux

su ivant :

gi = +" â;. ,'
ê.y .= t
ât

m + l  n
Y

p o  =  p  v " / i o

k  e s t  l e  p a r a m è t r e  d ' a d i a b a t i c i t é

k  =  K/Cha io

q contrôIe Ia product ion thermique

(2_e )

,  les  équat ions  fondamenta les  se

dér ivées  par t ie l les  non l inéa i res

( 2 - L O )

(2 -L r )

(2 -L2)

d imens ion  po  es t

t m n
tv )

8g=u$}P+cot

Les cons tan tes  po ,  k  e t  s  sont  des  paramèt res  sans

s i g n i f i c a t i f  d e s  e f f e t s  d t i n e r t i e :

s  =  f i  t o / C 9 o

Nous pouvons en  ou t re  dé f in i r  te  temps carac tér is t ique  t .  de

l rad iabat ic i té  de  la  dé format ion  ,  appe lé  auss i  temps de  re laxa t ion

thermique !  t .=  L /k

Les  cond i t ions  à  la  l im i te  rédu i tes  sont  ,  en  v i tesses  :

de  Ia  dé format ion

de Ia  dé format ion

(  2 -13  )

( '2-L4)

p las t i que :

(  2 - t_s  )

( 2 - t 6 )v (0 ' t ) =0  , v (1 , t )=1

ou en contraintes :

,  tà0

t ( 0 , t )  =  t ( 1 , t )  -  1  ,  t  à  O ( 2 - L 7  )
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et tes condit ions à Ia l imite thermiques deviennent :

(  2 -18  )

Pour  1es  cond i t ions  in i t ia les  homogènes su ivantes :

T(y ,o )  =  o  , i ( y , o )  =  L ,  0 ( y , 0 )  =  L ,  o  t Y  t L  ( 2 - L 9 )

cond i t ions  aux  l im i tes  en  v i tesses  (2 -L6)  ,  Ies  équat ions

admettent une solut ion homogène exacte :  nous obtenons pour

e t  sous  l es

( z -LO ,2 -L2 )

v l  l :

f$ro' t l  = 89,1,t)-  
o, t  à o

i ' o ( t )  =  L  ,  y o ( t )  =  t  ,  e o ( t )  =  ( 1 +  a

f *  n /m P/m
t h  = J o  u  ( l + a u )  d u

L e  c a s  p a r t i c u l i e r  d ' u n  m a t é r i a u

à des  express ion  p lus  s imp les  :

yo  l * t  , ,L /  ( t - v  )  
e - rn )

( 2 -22 )

dépourvu d 'écrouissage (n=O) condui t

l - - p
T+n

Le lecteur aura noté que le comportement de cette solut ion homogène

dépend beaucoup du  coef f i c ien t  u  de  sens ib i l i té  de  Ia  cont ra in te

d 'écou lement  à  ta  tempéra ture  :  lo rsque u  (  1  Ia  tempéra ture  e t  La

déformat ion  tendent  vers  l r in f in i  en  un  temps in f in i  .  Dans  Ie  cas

cont ra i re  z  v  >  L  ,  Ia  tempéra ture  tend vers  I ' i n f in i  en  un  temps e t  une

déformation f in is donnés par :

1 /  (  n+ l -  )
Y o . =  ( 1 + n )

i . - u
Nous supposerons  u  (  1  dans  la  su i te  de  ce t te  é tude

Pour  les  cond i t ions  aux  l im i tes  en  cont ra in tes  (2 -L7)  ,  nous  n 'ob tenons

q u ' u n e  s o f u t i o n  a p p r o c h é e , v a l a b l e  d a n s  t e  d o m a i n e  q u a s i - s t a t i q u e  ( p o = 0 ) :

f ' (  ^  n /m ù  /m -n /m .  ,  : v  /m
t  = J o  

' o u -  
(  L + a u )  

'  
d u  , t 6 =  Y e  

- '  
(  L + a 7 o  )  

'  
,  0 e = 1 + a 7 o  ( 2 - 2 I )

Le comportement de cette solut ion dépend de la quant i té u+n+m ; en effet

s i  :  y+n+m > O ,  lê  tempéra ture  e t  la  dé format ion  tendent  vers  I ' i n f j -n i

en un temps inf ini  .  Dans Ie cas contraire :  p+n+m ( 0 ,  température et

déformation deviennent inf inis en un temps t"  f in i  donné par :



y'ol,

0o ( t )  =  ( 1+ l * [  a t lm /u+ t ,  t o ( t )=e ; t ' {T )  ,  yo ( t )=0o ( ! ) - 1  € - "3 )

l e  temps c r i t ique  t "  devenant  quant  à  tu i  ,  pour  u+m (  O :

t h  -  -  m /  ( u + m )  , ( 2 -24 )

Une propr ié té  essent ie l le  des  dé format ions  p las t iques  homogènes

( 2 - 2 O , 2 - 2 I , 2 - 2 3 )  a i n s i  d é t e r m i n é e s  e s t  l e u r  c a r a c t è r e  i n s t a t i o n n a i r e  ;

e n  e f f e t  c e t  a s p e c t  c o m p l i q u e  s i n g u l i è r e m e n t  1 ' é t u d e  d e  l e u r  s t a b i l i t é

S ' i1  es t  re la t i vement  fac i le  de  ca fcu le r  des  so lu t ions  homogènes

e x a c t e s  d e s  é q u a t i o n s  f o n d a m e n t a l e s  ( 2 - 1 , O  , 2 - ! 2 )  ,  i I  n ' e n  v a  p a s  d e

même pour  d 'éventue l les  so lu t ions  exac tes  non homogènes ;  d 'une man ière

c lass igue ,  oD es t  a ins i  condu i t  à  rechercher  en  premier  l ieu  des

résultats approchés ,  au moyen de méthodes de perturbat ions 1j .néaires.

3 -11é thodes  de  pe r t u rba t i on  I  i néa i r es  c l ass iques .

L a  s t a b i l i t é  d e  l a  s o l u t i o n  h o m o g è n e  ( t o , y o , 0 o )  p e u t  ê t r e  t e s t é e

recherchant  I 'ex is tence e t  1 'évo lu t ion  de  so lu t ions  non homogènes de

forme:  e

en

I a

t ( y , t )  =  t o ( t )  +  6 t ( t )  exp ( i { y )

y ( y , t )  =  yo ( t )  +  6 f ( t )  exp ( i t y )

e ( y , t )  =  0o ( t )  +  6e ( t )  exp ( i { y )

(3 -1 )

où :  (  6 i ' ,6Y,  6e  )  représenten t  I 'ampr i tude de  fa  per tu rba t ion ,  supposée

pet i te devant Ia solut ion homogène .  Pour cette raison ,  lâ perturbat ion

non homogène peut être l imitée au premier terme de son développement de

FOURIER ,  de  longueur  d 'onde {  Cet te  méthode es t  d 'un  usage c lass igue

lo rsque la  so lu t ion  per tu rbée es t  s ta t ionna i re  ;  cependant  ,  e l Ie  a

auss i  é té  u t i t i sée  dans  Ie  cas  j -ns ta t ionna i re  :  CLIFTON(  1978 )  ,  BAI

( l -982) ;  i I  es t  a lo rs  supposé que la  per tu rba t ion  var ie  beaucoup p lus

vi te que la déformation homogène ,  qui  est ainsi  considérée comme quasi-
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stat ionnaire .  Cette hypothèse peut être mise en défaut lorsque Ie

matér iau  es t  sens ib le  à  Ia  v i tesse  de  dé format ion  ,  ou  lo rsque tes

e f f e t s  d r i n e r t i e  s o n t  s i g n i f i c a t i f s  ( F R E S S E N G E À S - M O L I N A R I  ( l - 9 8 5 )  e t

c h a p i t r e  2 )  ;  e l l e  n ' e s t  p a s  n é c e s s a i r e  d a n s  I a  s u i t e  d e  c e t t e  é t u d e

La subs t i tu t ion  des  déve loppements  (3 - f )  dans  les  équat ions

( 2 - L O , 2 - L 2 )  ,  e t  l a  s é I e c t i o n  d e s  t e r m e s  d u  p r e m i e r  o r d r e  e n  ( 6 t , 6 f , 6 9 )

condu i t  à  un  sys tème d 'équat ions  d i f fé ren t ie l tes  o rd ina i res

dx  =  À( t ) . x
dt

dont  les  coef f i c ien ts  dépendent  du  temps :

- â t t o

P o

Ê+
v a

d
dt

d
dt

d
dt

Ê v

(^gT_"+l*uff) ( 3 -2 )

(3 -3 )

(3 -4 )6e  =  Bo  (  (m+L  )$ j
t o

+ u 
tr 

) - kt26o'  n S Y'%

To dés igne J .a  cont ra in te  de  c isa i l lement  homogène .  Comme ce la  é té

i n d i q u é  p a r  C L I F T O N  e t  a I . ( 1 9 8 3 )  , I a  m a t r i c e  A ( t )  p o s s è d e  d e s  p r o p r i é t é s

qui rendent possible Ia déterminat ion du comportement a.gVmptot ique des

so lu t j -ons  X( t )  lo rsque t  {  e  ,  s i  les  carac tér is t iques  mécan iques  du

matér iau  rempl issent  cer ta ines  cond i t ions  ,  pêr  a i l leurs  su f f i samment

Iarges pour inclure nombre de si tuat ions physiques interessantes .  Cette

é tude es t  réa l i sée  au  moyen d 'un  théorème dû à  CODDINGTON-LEVINSON

(1955)  ,  que nous  rappe lons  en  Annexe avec  ses  cond i t ions  d 'app l i ca t ion .

I t  ressor t  de  ce  résu l ta t  que Ia  s tab i l i té  l inéa i re  de  la  dé format ion

homogène instat ionnaire est gouvernée par Ie comportement asymptot ique

des va leurs  p ropres  1k  de  la  par t ie  non in tégrab l -e  de  A( t )  ;  p lus

précisement ,  s i  :

f t
l iT * -  J *o* . (  l u ( t ) )  d t  =  -  æ v  k (3-s)



,Àol+

la  s tab i  l i té  I inéai re as: lnptot ique de 1a défornat ion homogène est

assu rée .  Pa r  I ' exp ress ion  "s tab i l i t é  l i néa i re " ,  nous  en tendons  que  ce

résul ta t  n 'est  fondé que lorsque I ' inhomogénéi té  in i t ia le  est  âssez

pet i te  pour  qu 'une théor ie  l inéar isée demeure consis tente.

Le lecteur  pourra se repor ler  à  Ia  Tab1e I I ,  au cours des développements

qu i  von t  su i v re ,e t  y  t rouve r  une  p résen la t i on  syn thé t i que  de  1 'ensenb le

des résul ta ts  obtenus dans cet te  sect ion et  dans Ia  su ivante Cet te

table est  d iscutée de manière p lus approfondie dans ta  Sect ion 5

Nous  pou rsu i vons  Ia  d i scuss ion  en  supposan t  l a  dé fo rma t ion  quas i -

s t a t i que  (po=0 ) ,  de  nan iè re  à  ob ten i r  des  résu l t a t s  exp i i c i t es  ;  l e  cas

dynanique sera également  env isagé dans Ia ,  Sect ion 4 Dans cet te

hypo thèse  ,  1ê  sys tème d i f f é ren t i e l  (3 -2 ,3 -4 )  se  rédu i t  à  :

Supposons tout

v i t esse  (2 -L6 )

homogène  (2 -2O)

tEe
p  ê o

P6e
6 0 o

n
m

n
m

d
d t

d
dt

0

0

6r=-?o(

6g=-eo(

::_,
Y o

qï
r o

drabord  que

. On peut se

ou  Ia  Tab1e

)

)  -  k 4 2 6 e

I ' on  impose  Les

rendre compte

Iques i :

( 3 -6 )

(3 -7 )

cond i t ions  aux  l im i tes  en

en u t i l i san t  Ia  so lu t ion

- 1 (n (L -2v  e tu (1

l es  te rmes non cons tan ts  de  Ia  mat r ice

êo/go  tendent  vers  zêro  lo rsque t  +  -

vers la matr ice constante À* :

A ( t )  :  i o / T o  ,

P a r  s u i t e  ,  1 â

( 3 -8 )

i o /go  ,  oo loo  e t

ma t r i ce  À ( t )  t end

A - =
0

-kE e

i o / t o  n i  ê o / o o

de e o /yo et de ' i 'o /g o

(3_e)

ne sont  in tégrabJ .es ,  a lo rs  que

dépend du  s igne de  Ia  quant i té  t+n :

En ou t re ,  D i

I ' i n t é g r a b i l i t é



go / t o  e t  t o l 0o

cas contra i re

,'tOf

sont  in tégrables s i  u+n(O ,  ê t

Supposons d 'abord:

non in tégrab les  dans  Ie

D+n>O (  3 - r .0  )

Dans  ce  cas  aucun  te rme  de  l a  ma t r i ce  À ( t )  n ' es t  i n tég rab le  ,

1 ' équa t i on  ca rac té r i s t i que  du  sys tème (3 -6 , -3 -7 ) :  de t (A  -  r l l )  =  0  es t

la forme :

et

de

1 2 + (
* +

k { 2 ) 1  -  ï  *  
k { 2  =  o

Les  rac ines  1r  e t  1z  de  ce t te  équat ion

pour comportement asymptot ique :

(  3-r r  I

du second degré ont

t - ) * (  3 - r .2  )

non in tégrab les .  I I  en  résu1te  que

; nous concl-uons donc à la

1a déformatj-on plast ique homogène

est nul (matér iau non conducteur

' é q u a t i o n  ( 3 - L 1 )  s o n t :

* ï :  +u
m

1r  /  -  kqe \ z P Y e
r o

1 r  e t  ï "  s o n t  n é g a t i v e s  à  t r i n f i n i  e t

1 a  c o n d i t i o n  ( 3 - 5 )  e s t  s a t i s f a i t e

s tab i t i té  1 inéa i re  as1 'mpto t ique de

Lorsque Ie  coef f i c ien t  d 'ad iabat ic i té

de la  cha leur  )  ,  les  so lu t ions  de  1

n
m

r - n, 1 1  _  v

ce qu i  en t ra ine  :

\z - -*tï3u 
r*l

\ z = - ( n
m

l)

m 8: + t")
r o

(  3 - r .3  )

t * - (  3 -14  )

L 'équiva lence (3-14)  montre que r lz  est  négat ive à f  in f in i  e t  non

intégrable ;  nous concluons à la  s tab j - l i té  l inéai re de Ia  déformat ion

plast i -que homogène .  La s tabi f i té  n 'est  pas asymptot ique ,  car  la  va leur



1 r

A

e s t  é g a t e  à

1 ' o p p o s é  d e

)oc

zéro

(3-10)  nous supposons maintenant  :

propre

u+n (O

CeIa  imp l ique no tamment  que Ie  matér iau

La se lec t ion  des  te rmes non in tégrab les

I 'équat ion  carac tér is t ique  rédu i te  :

( 3 -15 )

s o i t  t h e r m o - a d o u c i s s a n t  ( p ( 0 ) .

d e  l a  m a t r i c e  À ( t )  c o n d u i t  à

(  3 -16  )

(  3 -17  )

( r l  +

Lorsque le  matér iau  es t  conducteur  de  La  cha leur  (k lO)  ,  les  so lu t ions

( l r , î z )  d e  1 ' é q u a t i o n  ( 3 - 1 6 )  s o n t  t e l l e s  q u ë  :

\z -  -kt? ,  t * -

n io ) (T l  *  
, l

to '
r o

g:  +  k{2)  =  o

1r  =  - J l
m

Ces rac ines

nous pouvons

déformation

rac ines  de  I

son t  négat ives  à  l r in f in i  e t  non in tégrab les  .  Par  su i te  ,

conc lu re  à  la  s tab i l i té  I inéa i re  as1 'mpto t ique de  1a

p las t ique homogène S i  te  matér iau  es t  non conducteur  ,  1es

' é q u a t i o n  ( 3 - L 6 )  s o n t  :  '

Tlr  = - t  to
6 y o

,  \ 2 =  - U . 9 o
m U o

(  3 - 1 8  )

On remarque que I ,  es t  pos i t i ve  e t  non in tégrab le  ;  par  conséquent  la

déformat ion  p las t ique homogène es t  ins tab le  .  Ce résu l ta t  d ' ins tab i l i té

e s t  v a l a b l e  q u e t l e  q u e  s o i t  I a  t a i l l e  d e s  d é f a u t s  i n i t i a u x  ;  i I  n r e s t

pas  as t re in t  comme les  résu l ta ts  de  s tab i t i té  l inéa i re  à  une cond i t ion

de va l id i té  re la t i ve  à  Ia  ta i l le  des  dé fau ts  .  La  d i f fé rence en t re  les

é q u i v a l e n c e s  ( 3 - 1 7 )  e t  ( 3 - 1 8 )  i l l u s t r e  I e  r o l e  j o u é  p a r  I ' a d i a b a t i c i t é

de Ia  dé format ion  dans  le  p rocessus  condu isant  à  1a  s tab i l i té

asympto t ique:  pour  u+n(O ,  oD mont re  à  par t i r  de  la  so lu t ion  (2 -2O)  que

la  cont ra in te  homogène to  passê par  un  max imum ,  pu is  tend vers  zéro
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l o rsque yo  tend vers  I ' i n f in i .  Dès  lo rs  ,  une per tu rba t ion  d 'un  é ta t

homogène arbi traire va croissant Ie long de la branche descendante de

cet te  courbe,  s i  k  n 'es t  pas  t rop  grand.  La  rac ine  1z  es t  a lo rs

p o s i t i v e ;  c e p e n d a n t  1 a  t e n d a n c e  à  I r i n s t a b i l i t é  s r a f f a i b t i t  l o r s q u e  I e

plateau f inal  de la courbe est at teint .  La conduct ion thermique peut

a lo rs  en  ven i r  à  bout ,  ê t  a ins i  amor t i r  Ia  per tu rba t ion  à  I ' i n f in i  où  1 ,

dev ien t  négat i f .  Cependant  ce  schéma exp l i ca t i f  peu t  nécess i te r  de

grandes va leurs  de  k ,  ou  de  fa ibLes  va leurs  du  dé fau t  in i t ia l ;  des

ind ica t ions  numér iques  p lus  p réc ises  seron t  fourn ies  dans  la  sec t ion  5 .

Nous cons idérons  main tenant  une dé format ion  quas i -s ta t ique sous

cont ra in te  imposée I1  su f f j - t  d 'examiner ' Ia  so lu t ion  homogène approchée

( 2 - 2 L )  p o u r  s e  p e r s u a d e r  q u e  1 a  f o n c t i o n  y o ( t )  n ' e s t  p a s  d ' u n  e m p l o i

commode ;  auss i  p ré fe rons  nous  u t i l i se r  Ia  dé format ion  homogène yo

p lu to t  gue Ie  temps t  pour  dé f in i r  une chrono log ie  du  processus  .  Dans

ce changement  de  var iab le  ,

deviennent :

l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  (  3 - 6 , 3 - 7  )

3+o= 
A(Yo ) 'x

so i t :

L rexamen  de  (2 -2L )  ou  de  l a  Tab le  I

tendent vers zêto lorsque ys tend

I ' i n f i n i  de  l / i o  dépend  quan t  à  l u i

Iorsgue cette quantité est négative

cas contra i re  .  À ins i  ,  s i  v+n)O ,

ne peut être appliqué à un matériau

des termes de Ia  matr ice À(Yo )  :

(  3 -1e  )

(  3 -2O )

mont re  que les  te rmes J . /7o  e t  L /Qo

vers  I ' i n f in i  .  Le  compor tement  à

de u+n :  L / io  tend vers  zéro

,  ma is  tend vers  I  I  in f in i  dans  Ie

Ie théorème de CODDINGTON -LEVINSON

c o n d u c t e u r  d e  I a  c h a l e u r  , c a r  l r u n

-kt? / io devient alors inf ini

E{e Eo
Y o

uEe
p 0 o

,- 83
Er
r o

6r
. o

d
ôIo

6r  =  - (  n
m

6e  =  -a (n
m

)

) -dûr
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Cependant ,  1 |  inf luence de la conduct ion devenant inf inie ,  nous pouvons

con jec turer  gue ce la  condu i t  à  ta  s tab i l i té  l inéa i re  asympto t ique de  Ia

déformat ion  p las t ique .  Le  cas  d 'un  matér iau  non conducteur  sera  t ra i té

un peu p lus  lo in  ,  e t  nous  supposons na in tenant  v+n(O .  I I  es t  c la i r  que

tes  te rmes L / ' to  e t  L /Ao ne  sont  pas  in tégrab les  ,  a lo rs  que

I ' i n t é g r a b i l i t é  d e  L / i o  d é p e n d  d e  l a  q u a n t i t é  t + n + m  z  l / i o  e s t

in tégrab le  s i  p+n+m(O ,  e t  non in tégrab le  dans  l -e  cas  cont ra i re

Supposons :

r l + n + m ( 0 ( 3 -2L )

L '  équat ion caractér is t ique

in tég rab le  de  À (7o  )  ( vo i r

à :

l ( l  +

On peut  vér i f ie r  que

d e t ( A *  +  V  -  1 I )  =  0  d e  1 a  P a r t i e  n o n

annexe la  dé f in i t ion  de  V)  se  rédu i t  a lo rs

- 0 (3 -22 )

l es  rac i nes  I r , I z de  (3 -22 )  son t :

+ 9 . (  3 -23  )

Y e  { æ ( 3 -24 )

en

n 1  + g  u L )
m Y o  m 0 o

1 r = Q , \ z =

et que

1z - - l ln
m

La va leur  p ropre  12  es t  pos i t i ve

c o n c l u r e  à  I ' i n s t a b i l i t é  d e  I a

I r i n é g a l i t é  ( 3 - 2 L  )  e s t  v é r i f i é e

coef f i c ien t  d 'ad iabat ic i té  k  A

maintenant :

et  non intégrable ;

déformation plast ique

,  e t  ce la  que l le  que

I ' o p p o s é  d e  ( 3 - 2 1  )

r l -  )
p 0 o

- ( n 1
p y o

1,
T e

nous pouvons donc

homogène lorsque

so i t  la  va leur  du

, nous supposons

p + n ( 0 D+n+m>0 (  3 -2s  )



)o3

L 'équat ioh  carac tér is t ique  de  Ia  par t ie non in tégrab le  de  A(Yo )  es t  :

1 2  +  1 (

L e s  r a c i n e s  ! 1 , 1 2 de  I ' équa t i on  (3 -26 )  son t  t e l l es  que  :

n l - + û r L
P Y o  P B o

+ k t l  )  +
l o l o

n  k È 2
m Yoto

= Q ( 3 -26 )

rc-27 )1r -_+2, \ z / Y o  | o- n l -  '
6 T o

Toutes  deux  sont  non in tégrab les  e t  négat ives  à  f  in f in i  ;  on  en  dédu i t

la  s tab i l i té  l inéa i re  asympto t ique de  Ia  dé format ion  p las t ique homogène.

Comme pour  les  cond i t ions  aux  l im i tes  en  v i tesses  ,  lê  s tab i l i té

asymptot ique est dûe aux effets de conduct ion thermique .  Lorsque

c e l l e - c i  e s t  n u l l e  ,  l ' é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  d e  I a  p a r t i e  n o n

i n t é g r a b l e  d e  A ( Y o  )  n ' e s t  a u t r e  q u e  I ' é q u a t i o n  ( 3 - 2 2 )  ,  d o n t  L e s

solut ions et leur comportement asymptot ique sont données par

(3-23) ,  (3 -24) .  A ins i  les  conc lus ions  dépendent  e l les  dans  ce  cas  du

s igne de  Ia  quant i té  t+n  :  pour  k=0 e t  u+n)O ,  nous  conc luons  à  Ia

s tab i l i té  l inéa i re  de  1a  dé format ion  p las t ique homogène .  La  s tab i t i té

es t  non asympto t ique car  Ia  rac ine  1 ,  es t  nu l le  .  Pour  k=0 e t  u+n(O La

déformat ion  p las t ique homogène es t  ins tab le

Les  c r i tè res  d ' ins tab i l i té  l inéa i res  é tab l i s  c i -dessus  dépendent

donc  des  cond i t ions  aux  L imi tes  e t  de  1 'ad iabat ic i té  de  la  dé format ion

L ' i n é g a l i t é :

u+n (0 (  3 -28  )

appara i t  a ins i  comme un cr i tère d ' instabi f i té  des matér iaux non

conducteurs soumis à un gl issement simple à vitesse ou contrainte

imposée .  Le lecteur  aura noté que ,  se lon cet te  inégal i té  ,  1â

sensib i l i té  à 1a v i tesse de déformat ion est  sans inc idence sur
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I  I  ex i s tence  d 'une  i ns tab i l i t é  ;  ce fa  n '  exc lu t  pas  qu 'e l l e  a i t  une

inf ruence sur  sa v i tesse de développement  .  Nous avons d 'aut re par t

montré ,pour  un matér iau conducteur  ,  1a s tabi l i té  t inéai re asymptot ique

du g l i ssement  s imp le  à  v i tesse  imposée

l inéa i re  p rend la  fo rme:

L e  c r i t è r e  d ' i n s t a b i t i t é

r+n+m(0 (3 -2e)

pour  les  matér iaux  conducteurs  sous  cont ra in te  imposée.  A ins i  1a

s o l l i c i t a t i o n  d e  g l i s s e m e n t  s i m p r e  a p p a r a i t - e t r e  p l u s  i n s t a b l e  à

cont ra in te  imposée qu 'à  v i . tesse  imposée;  Ia  conduct ion  thermique joue

quant  à  e l re  un  rô re  s tab i l i sa teur  à  long te rme.  rns is tons  sur  le  fa i t

g u ' i r  s ' a g i t  1 à  d e  r é s u r t a t s  d e  s t a b i l i t é  t i n é a i r e ,  q u i  n e  s o n t  f o n d é s

que s i  les  dé fau ts  in i t iaux  sont  su f f i samment  pe t i t s .  Le  cas  où  ra

ta i l le  des  dé fau ts  es t  p lus  g rande sera  exarn iné  dans  ra  sec t ion  5  g râce

à f  in tégra t ion  numér ique des  équat ions  fondamenta l_es  (z - ro ,z -L2)

Dans 1 'é tude présentée  c i -dessus  nous  nous  sommes in te ressés  à

l r ins tab i l i té  de  1a  dé format ion  pras t ique homogène :  cera  s ign i f ie  que

i l  on  exami -ne  L  'évoru t ion  de  1a  mesure  absorue (  6 i ,  6 t ,  Ee  )  d ,une

per tu rba t ion  inhomogène Les  résur ta ts  ob tenus  sont  s ign i f i ca t i f s  de

I  I  ins tab i l i té  de  ra  dé format ion  ,  ma is  non en  généra l  de  sa

l o c a l i s a t i o n -  E n  e f f e t  I r a c c r o i s s e m e n t  d e  l a  m e s u r e  a b s o r u e  d r u n e

per tu rba t ion  peut  ne  pas  condu i re  à  la  loca l i sa t ion  ,  s i  la  dé format ion

homogène a  e l le -même une c ro issance prus  rap ide  que ra  per tu rba t ion  ,  de

s o r t e  q u e  r e  d é f a u t  r e l a t i f  ( 6 t / r o , 6 T / ' f o , 6 e / e o )  s o i t  e n  f a i t  d é c r o i s s a n t

. C r e s t  l a  c r o i s s a n c e  d u  d é f a u t  r e l a t i f  q u i  f o u r n i t  u n  i n d i c e  p e r t i n e n t

de  1a  locar isa t ion  de  1a  dé format ion  p las t ique ins ta t ionna i re  :

M O L T N A R T - C L r F T O N  (  L 9 B 3  ) ,  M O L T N A R T  (  1 9 9 4 ,  l g g s  )  .  À i n s i  ,  r ê  c r i t è r e
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d ' j .ns tab i l i té  du  g l i ssement  s imp le  quas i -s ta t ique homogène sous

cont ra in te  imposée d 'un  matér iau  non conducteur  :  u+n(0  es t - i I  d i f fé ren t

du  c r i tè re  de  locaL isa t ion  non l inéa i re  exac t  fourn i  par

MOLINARI-CLIFTON ( l -983)  dans  les  mêmes cond i t ions :  u+n+m(O .  Dans Ia

sect ion suivante ,  notre object i f  est de développer ce point de vue au

moyen de  la  méthode de  per tu rba t ions  re la t i ves .

4 - 1 1 é t h o d e  d e  p e r t u r b a t  i  o n s  r e  I  a t  i  u e s  .

N o u s  d é f i n i s s o n s  l e s  n o u v e l l _ e s  v a r i a b l e s  ( ) , ç , V )  ,  a p p e l é e s

" v a r i a b l e s  r e l a t i v e s "  ,  o b t e n u e s  e n  n o r m a n t  l e s  ( t , t , e )  p a r  u n e  s o l u t i o n

h o m o g è n e  ( t o , y o , e o  )  d e s  é q u a t i o n s  f o n d a m e n t a l e s  ( 2 - J - O , Z - J , 2 )

^  =  t l - to v  = ' f / ^ f o 'Q  =  g /eo

La subs t i tu t ion  des  var iab les  re la t i ves  dans

condu i t  à  un  nouveau sys tème d 'équat ions  aux

l i n é a i r e s :

âI
ât

êv
ât

#"{: 8i,
i 'o ( )-v )
Y o

P m n
( ç )V  )

.1a  
so lu t ion  homogène

. ^ - 1
Y g

B€ = n 8îE r B:, 
,p'.\**1'r''- *)

Ce système admet naturel lement

À o  =  l lyo = f

Nous d i rons  qu ' i I  y  a  loca l - i sa t ion  de  la  dé format ion  p las t ique to rsgue

Ia  so lu t ion  homogène re la t i ve  (4 -5)  es t  ins tab le  ,  e t  non loca l i sa t ion

I inéa i re  dans  le  cas  cont ra i re  .  Nous vou lons  main tenant  tes te r  ra

s tab i l i té  de  ce t te  so lu t ion  homogène en  é tud ian t  t 'évo lu t ion  d 'une

solut ion inhomogène de Ia forme :

( 4 - 1 )

1 e s  é q u a t i o n s  ( 2 - 1 , O , 2 - 1 2 )

dér ivées  par t ie l les  non

( ! -zt

( 4 -3 )

(4 -4 )

stat ionnai re:

(4-s)



( 4 -6 )

(  6 , t r ,  6V,  6ç)  représente  1a  mesure  d f  une per tu rba t ion  re la t i . ve  inhomogène,

dont  on  suppose qu te l le  es t  su f f i samment  pe t i te  devant  1  pour  que r 'on

pu isse  se  conten ter  de  l tapprox imat ion  t inéa i re  ,  ê t  l im i te r  son

développement de FouRrER au terme du premier ordre ,  de Longueur d,onde

{ .  on  no tera  que Ie  p rob lème de loca l i sa t ion  a ins i  fo rmulé  es t  p lus

c r a s s i q u e  q u e  l e  p r o b l è m e  d e  s t a b i l i t é  ( 3 - r 1  d a n s  l a  m e s u r e  o ù  t a

soru t ion  per tu rbée es t  ma in tenant  s ta t ionna i re  .  La  subs t i . tu t ion  de  1a

s o r u t i o n  ( 4 - 6 )  d a n s  I e s  é q u a t i o n s  a u x  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  ( 4 - 2 , 4 - 4 )

condu i t  à  un  nouveau sys tème d 'équat ions  d i f fé ren t ie r les  r inéa i res

dont  les  coef f i c ien ts  dépendent  du  temps:

B( t ) . x

so i t :

) (y , t )  =

v(y , t )  =

9 (y , t )  =

L

1

t_

À^ 9-

+  6 I ( t )  exp ( i 4y )

+  6V ( t )  exp ( i { y )

+  6ç ( t )  exp ( i { y )

(m6 )+n6V+È6ç )

-  6v)

dx
d,E

- { e I o
P  o Y o

1o ( 6.r
Y s

d 6.À
dt

d6v
dt

d .  6 p
O E

in-,,

=  - k  { ?  6 p  *  g o  (  ( m + J .  )  6 )  + n  6 V  +  ( p - 1 )  S p )
U s

Nous envisageons dans ra sui te de cette étude deux si tuat ions physiques

d i f fé ren tes  :  nous  supposons d 'abord  Ies  e f fe ts  d r iner t ie  nég l igeabtes

( P o = 0 1  ,  a f i n  d e  c o m p a r e r  l e s  r é s u l t a t s  d e  I ' a n a l y s e  d e  l o c a l i s a t i o n  e t

Ies  résu l ta ts  ob tenus  c j - -dessus  lo rs  de  I 'ana lyse  de  s tab i r i té  .  pu is

nous  é tud ions  le  p rob lème dynamique (po lO)  ,  sans  tou te fo is  inc lu re  les

e f f e t s  d ' é c r o u i s s a g e  ( n = 0 ) ,  d e  m a n i è r e  à  o b t e n i r  d e s  r é s u t t a t s

exp l i c i tes  s imp les
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Àpprox imat ion quasi -s tat ique

Lorsque po est  nu l  ,  les équat ions (4-7)  se réduisent  s implement  au

système suivant :

d,  6V to  (n+m 6r ; r  +  P  6ç )  t4 -8 )dt T; 
--m-- m

d .6ç  -  -  k { t gç  -  éo  (n  6 ! ,  +  u+m Eç )  ( 4 -g )
d tE ;mm

Les conclus j -ons sur  la  local isat ion de la  déformat ion vont  dépendre des

condi t ions aux l imi tes .  Considérons tout  drabord res condi t ions en

vi tesse (2- ] -6) ;  rappetons que ,  s i  r r  e t  n  vér i f ient  res inéquat ions

(3 -8 )  ,  i o / ' ( o  e t  Oo leo  tenden t  ve rs  zê ro  1o rsque  t  i  -  ,ma is  ne  son t  pas

intégrables Par  su i te  tous les termes non constants  de Ia  matr ice B( t )

tendent  vers zé, ro ,  ê t  B( t )  tend vers ra matr ice Aæ .En outre ,  lê

déterminant  caractér is t ique de ra par t ie  non in tégrable de B( t )  se

confond avec Ie  déterminant  de B( t ) :

Î e+ l  ( n . Îm  i o  +  u . t r n  Ro+k {e )  *  t o ( v *n+m 0o  +  r r+m k {? )  -  0  ( 4 -10 )
l l r  I s  I l  u 9  I e  m  u o  m

Supposons d 'abord  :

r+n+m>0 (  4 - 1 1 -  )

O n  v é r i f i e  q u e  t e s  v a l e u r s  p r o p r e s  I r , I z  , s o n t  t e t l e s  q u e  :

.  \ t  -  - k { 2  ,  \ z  - - n + m I o  ,  t * -  ( 4 - L 2 )
m y e

Toutes  deux  sont  négat ives  à  I ' i n f in i  e t  non in tégrabres  ;on  peut

conc lu re  ,  d 'après  le  théorème de CODDTNGTON-LEVTNSON ,  à  Ia  s tab i r i té

l inéa l re  asympto t ique de  Ia  soLut ion  homogène re ra t i ve  ,  c res t -à -d i re  à

Ia  non loca l i sa t ion  l inéa i re  de  1a  dé format j -on  p las t ique .  Lorsque Ia

conduct i-on thermique est nul le (k=0) ,  nous obtenons :
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1 r  -  - (  D + n + m )  (  l - u  )
tTnT]ù1f+z-:Tt

S i  I e  m a t é r i a u  e s t

1 ' é q u a t i o n  ( 4 - 1 0 )  :

l r P (  4- t_3 )

Les équj -varences (4-13)  montrent  que les va leurs propres I r , lz  sont

négat ives à r f in f in i  e t  non in tégrabres .  on peut  conclure à la

stabi l i té  t inéai re asymptot ique de la  so lut ion homogène retat ive,  crest

-à-d i re  à la  non local isat ion l inéai re de Ia  déformat ion p last ique

A  I r o p p o s é  d e  ( A - l - L )  s u p p o s o n s :

u + n + m ( 0 (  4 - L 4 )

non conducteur  (k=O) ,  Ie  p rodu i t  des  rac ines  de

P  =  i o  p + n + m  ê o
Y o  m  0 o

es t  négat i f  .  L 'une des  va leurs  p ropres  es t  donc  pos i t i ve  ;  les

déve loppements  (4 -13)  mont ren t  en  ou t re  que ces  va teurs  p ropres  ne  sont

pas  in tégrab les  .  Par  su i te  nous  pouvons conc lu re  à  I ' i ns tab i t i té  de  Ia

so lu t ion  homogène re la t i ve  ,  c '  es t -à -d i re  à  la  loca l i sa t ion  de  Ia

déformation plast ique .  Àu contraire ,  pour un matér. iau conducteur

( k l O ) ,  n o u s  p o u v o n s  c o n c l u r e  d ' a p r è s  l e s  r e l a t i o n s  ( 4 - ] 2 )  à  t a  s t a b i t i t é

l inéa i re  asympto t ique de  Ia  so lu t ion  homogène re la t i ve  ,  c 'es t -à -d i re  à

la  non loca l i sa t ion  l inéa i re  de  Ia  dé format ion  p las t ique .  L ' inéga1 i té

(4-L4)  appara i t  donc  comme un c r i tè re  de  loca l i sa t ion  l inéa i re  de  Ia

déformat ion  pras t ique à  v i tesse  imposée d 'un  matér iau  non conducteur

0n no tera  que pour  ce  na tér iau  ,  soumis  à  des  cond l t ions  aur

l l n i t e s  e n  v i t e s s e s  ,  l e s  c r i t è r e s  d ' l n s t a b i l i t é  e t  d e  l o c a l i s a t i o n  s o n t

d i f f é r e n t s  :  a l n s i , p o u r  ( u + n ( 0 , u + n + m ) O )  i I  y  a  i n s t a b i r i t é  ,  m a i s  n o n

loca l i sa t ion  l inéa i re  de  Ia  dé format ion  p las t ique (Vo i r  auss i  Tab le

I I )

u+n+m(  n+2- r )



)4î

On peut  i l l us t re r  s imp lement  Ies  conc lus ions  d i f fé ren tes

auxque l les  peuvent  about i r  les  ana lyses  de  loca l i sa t ion  l inéa i re  e t  non

l i n é a i r e  a v e c  I r e x e m p l e  d ' u n  m a t é r i a u  n o n  é c r o u i s s a b l e ( n = 0 )  .  E n  e f f e t  ,

i t  e s t  a l o r s  p o s s i b l e  d e  c a l c u l e r  e x a c t e m e n t  l e s  i n c r é m e n t s  ( 6 . t r , 6 V , 6 ç )  ;

n o u s  o b t e n o n s  à  p a r t i r  d e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e t l e s  ( 4 - 8 , 4 - 9 ) :

d  6 p  =  - (  k { e +  6 ^ u + m  ) 6 p
dt  E ;  

-m- (4 -1s  )

e t :

(  4 - 1 6  )6ç( t  )=6ç(0 )  eo  
-  ( ' * * " * . *n ,  

- k {e  t )

Compte- tenu de  la  so lu t ion  homogène (2 -2O)  ,  i t  v ien t :

6ç (  t  )  =6ç  (o )  (  i - +a (  1 -u  ) * t  
(  u * *  ) ' zm(  1 -u  ) xp (  - k {  2  t  ) ( 4 - L 7  )

Sous Ia  cond i t ion  (4 -L4)  ,  ta  per tu rba t ion  re la t i ve  6ç( t )  commence

d 'abord  par  c ro î t re  jusqu 'à  un  max imum 6ç*  ,  pu is  tend asympto t iquement

vers  zé to  lo rsque t  tend vers  I ' i n f in i  ,  êD ra j .son  de  1r in f luence

s tab i l i san te  à  tong te rme de ta  conduct ion  thermique .  La  théor ie

r inéar isée  demeure  cons is ten te  s i  6gm res te  assez  pe t i t "  ,  ce  qu i  es t

r é a l i s é  s i  I e  d é f a u t  i n i t i a l  6 p ( 0 )  e s t  s u f f i s a m m e n t  f a i b t e .  D a n s  r e  c a s

cont ra i re  les  te rmes de  degré  supér ieur  en  (6 , t r ,6 ry ,8ç)  ne  peuvent  p lus

ê t re  nég l igés  ,  e t  i l s  condu isent  à  une réponse éventueL lement  t rès

d i f fé ren te  de  Ia  non loca l i sa t ion  asympto t ique l inéa i re  .  Les  résu l ta ts

de f  in tégra t ion  numér ique des  équat ions  fondamenta les  (2 -1O,2-12)

exposés  dans  la  Sec t ion  5  mont ren t  que même pour  de  pe t i tes  va leurs  de

I r inhomogéné i té  in i t ia le  ,  la  non l inéar i té  peut  ê t re  essent ie l - le  ,  € t

c o n d u i r e  à  l a  l o c a l i s a t i o n  , s i  I a  v a l e u r  d u  c o e f f i c i e n t  d ' a d i a b a t i c i t é

n 'es t  pas  t rop  fo r te  .  Des  exemples  numér iques  sont  fourn is  à  ce t te

occas ion
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Nous considérons maintenant une so l l i c i ta t ion  quas i -s ta t ique

t i m j . t e  ( 2 - L 7 ) ) .  C o m m e  c e t a  asous contrainte constante (  condit ions à ta

é té  ind iqué dans  la  sec t ion  précedente  ,  i I  es t  dans  ce  cas  p lus  commode

d 'u t i l i se r  1a  dé format ion  homogène Yo pour  f i xer  Ia  chrono log ie  du

p r o c e s s u s  .  L e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  ( 4 - 8 , 4 - 9 )  s ' é c r i v e n t , a v e c

c e t t e  n o u v e l l e  v a r i a b l e :

qx  =  B(Yo) .x
dYo

ou :

d6v
dYo

d 6 ç
ôYo

1 (n+m 6r I  +  t
Yo 

-m- fr

B {?6ç  -  s .  ( n
Yo  9om

Eç)

6V + ?!n 6ç)
m

( 4 - 1 9  )

( 4 - 2 O )

Rappe lons  que I / ' l o  e t  L /Oo tendent  vers  zéco lo rsque yo  {  æ ,  e t  que

! / io  tend vers  zéro  ou  I ' i n f in i  se lon  que p+n es t  respec t ivement  négat i f

ou  pos i t i f  .  Comme pour  l ' ana lyse  de  s tab i l i té  ,  tê  théorème de

CODDINGTON-LEVINSON ne peut être appl iqué dans ce dernier cas si  te

matér iau  es t  conducteur  ;  en  e f fe t  le  te rme de conduct ion  de  la  mat r ice

B(Yo )  dev ien t  a lo rs  in f in i  .  Nous  con jec turons  cepenàant  que ce ta

condu i t  à  Ia  s tab i l i té  de  la  so lu t ion  homogène re la t j -ve  ,  c 'es t -à -d i re  à

r a  n o n  l o c a r i s a t i o n  d e  t a  d é f o r m a t i o n  p l a s t i q u e .  L e  c a s  :  p + n ) O , k = o  s e r a

d iscu té  un  peu prus  ro in  .  Nous supposons main tenant  :  u+n(O i

l f i n t é g r a b i l i t é  d e  l / y o  ,  I / e o  e t  L / t o  a  d é j à  é t é  d i s c u t é e  ;  n o u s  a v o n s ,

t rouvé gue L / ' to  e t  L /oo  nré ta ien t  pas  in tégrabres ,  e t  que l / fo  é ta i t  ou

non intégrable suivant que Ia quant i té p+n+m étai t  respect ivement

négat ive ou posit ive

Supposons :

D + n + m ( 0 ( 4 -2L )

Lréquat ion  carac tér is t ique  de  la  par t ie  non i n t é g r a b l e  d e  B ( Y o  )  e s t :



I r  /  -  
1 ,  \ z  -  -  ( p + n + m )  1 - ,  T o  {  o
To 

----- 
Yo

( 4 -23 )

El les  ne  sont  pas  in tégrab les  ide  p lus  , \z  es t  pos i t i ve  lo rsque yo

t e n d  v e r s  l r i n f i n i .  P a r  s u i t e ,  n o u s  c o n c l u o n s  à  t ' i n s t a b j - I i t é  d e  l a

so lu t ion  homogène re la t i ve c r e s t - à - d i r e  à  1 a  t o c a l i s a t i o n  d e  l a

déformat ion  p las t ique Ce résu l ta t  es t  indépendant  de  Ia  va leur  du

coef f i c ien t  d 'ad iabat ic i té  k  .  Cet te  conc lus ion  peut  fac i lement  ê t re

é t a y é e  p a r  t t i n t é g r a t i o n  d i r e c t e  d u  s y s t è m e  d i f f e r e n t i e l  ( 4 - B  ,  4 - g )

d a n s  I e  c a s  d ' u n  m a t é r i a u  s a n s  é c r o u i s s a g e  ( n = O ) ; u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s

( 2 - 2 3 , 2 - 2 4  e t  4 - L 6 )  n o u s  o b t e n o n s  e n  e f f e t  :

/4L

I e + 1 ( 1 -  n + m  * q  u + m )  +  s  1  P + n + m
YoT 

'Eo T  €-oYo 
-T-

L e s  r a c i n e s  I r , l z  d e  c e t t e  é q u a t i o n  o n t

6 ç ( t )  =  E ç ( O )  e x p (  - k { 2 t )-------FEIE;

On voit  que Ia conduct ion thermique provoque

de Ia perturbat ion relat ive au travers du terme

empêcher f inalement sa croissance lorsque t  +

Ioca l i sa t ion  de  ta  dé format ion  p las t ique.

=o ( 4 -22 )

pour comportement asyrnptot ique:

( 4 - 2 4 )

L a  d é c r o i s s a n c e  i n i t i a l e

exponent i .e l ,ma is  ne  peut

t h  ;  c e l a  s i g n i f i e  l a

Au cont ra i re  de  (4 -21 , )  nous  env isageons main tenant  l -e  cas :

p + n ( 0 , v + n + m > 0 ( 4 -25 )

Les te rmes de  la  mat r ice  B(yo  )  son t  non in tégrab les  ;on  do i t  donc

cons idérer  son dé terminant  carac tér is t ique  en t ie r  r r  s 'éc r i t :

re+q(ï"+ *Ë"ri+ -+: ' ,*Ë"+"r+n+m + L  n + m  k t e  =  0  ( 4 - 2 6 )
Y o T  J o

s o n t  t e l l e s ' q u e  :Les  rac ines  l r , I e  de  ce t te  équa t i on
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1 r / - n + m
m

Iz / - Et' , ^(o { æ
Y 6

( 4 -27  )

Elles sont toutes deux négat i .ves à f  inf lni  et  non intégrables ;  nous

pouvons donc  conc lu re  à  la  s tab i f i té  l inéa i re  asympto t ique de  Ia

so lu t ion  homogène re la t i ve  ,  c res t -à -d i re  à  ta  ngn loca l i sa t ion  t inéa i re

de Ia  dé format ion  p las t ique .  En f j -n  cons idérons  le  cas  où  Ies  re la t ions

(4-25)  sont  encore  vér i f iées  ,  ma is  où  le  matér iau  es t  non conducteur

L ' é q u a t i o n  ( 4 - 2 6 )  s e  r é d u i t  a l o r s  à  I ' é q u a t i o n  ( A - 2 2 ) ;  t e s  é q u i v a l e n c e s

(4-23  )  mont ren t  que les  va leurs  p ropres  !1  ,  \ z  son t  négat ives  à  t ' i n f in i

e t  qureL les  ne  sont  pas  in tégrab les  .  Nous ob tenons a ins j -  Ia  non

Loca l isa t ion  l inéa i re  de  Ia  dé format ion  p las t ique ,  comme pour  un

matér iau conducteur

Par  su i te  I r inéga l i té  (4 -2L  )  appara i t  comme un c r i tè re  de

loca l i sa t ion  l inéa i re  de  ta  dé format ion  p las t ique quas i -s ta t ique sous

cont ra in te  imposée .  Ce résu l ta t  généra l i se  aux  matér iaux

conducteurs  de  1a  cha leur  Ie  c r i tè re  de  loca l i sa t ion  non I inéa i re  ob tenu

par  MOLINÀRI-CLIFTON (  L983 )  pour  les  matér iaux  non conducteurs

soumis au même chargement .  En retour ,  Iê cr i tère hon l inéaire

permet  de  complé ter  le  résu t ta t  de  loca l i sa t ion  l inéa i re  :  en

ef fe t  i I  es t  indépendant  de  Ia  ta i l le  de  I ' i nhomogéné i té  in i t ia te  ,  de

sor te  qu ' i l  en  es t  nécessa i rement  de  même pour  un  matér iau  conducteur

préc isement  en  ra ison du  rô Ie  s tab i l i san t  que joue la  conduct ion

thermique (  vo i r  Ia  Sec t ion  5  e t  Ia  Tab le  I I  )

Déformat ion  dynamique ;  matér iau  sans  écrou issage

Nous passons  main tenant  à  Ia  seconde s i tua t ion  phys ique env isagée:  nous

s u p p o s o n s  q u e  l e s  e f f e t s  d r i n e r t i e  s o i e n t  s j - g n i f i c a t i f s  ( p o / 0 ) ,  m a i s

nous  ignorons  les  e f fe ts  s tab i t i san ts  de  I 'éc rou issage (n=O) .  Le  sys tème

d 'équat ions  d i f fé ren t le l les  (4 -7)  se  rédu i t  dans  ces  cond j - t ions  à  :

L ,
7o
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dx  =  c ( t ) . x
df

ou :

avec Erp obtenu simplement par :

g.  6À l t  To  (m 6 . t r  +  u6ç)
d t  p  o y o

4  6ç  k {e  6ç  +  0o ( (m+1 )61  +  (u - r )Sç )
d t  E ;

(4 -28 )

(4 -29 )

(  4 -3o  )g.  6v  =  to  (6) -6v  )
ot  yo

Nous l im i tons  no t re  p ropos  aux  cond i t ions  aux  1 in i tes  en  v i tesse  (2 -16) ,

dans  Ia  mesure  où  seu le  l -a  so lu t ion  homogène (2 -20)  ob tenue dans  ces

condit ions ,  est val idée dans Ie domaine dynamique .  Nous obtenons

p a r  c o n s é q u e n t  p o u r  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  L a  m a t r i c e  c ( t ) :

.  t )  /  ( 1 - v )

l o  =  ( 1 + a ( r - u ) y o )  ,  f u  = s . / ( t + a ( l - u ) l o )  ( 4 - 3 1 )
t  o  U g

de sor te  que ,  s i  re  matér iau  es t  thermo-adouc issant  (u (o)  ,  ro / to  e t

ëo /8o  tendent  vers  zéro  lo rsque t  tend vers  l r in f in i  ,  e t  ne  sont

p a s  i n t é g r a b l e s  .  L a  m a t r i c e  c ( t )  e s t  d o n c  n o n  i n t é g r a b r e  , ê t  e r t e

tend vers la matr ice À- (3-9 )  J.orsque t  + @ . Son déterminant

c a r a c t é r i s t i q u e  s ' é c r i t :

1 2 + r l ( - ( u - l ) â o  +  m  Â 2 3 , o  +  k { e )  +  m  g . I _ o ( u + m  g o  + k { e )  =  O  ( 4 - 3 2 )
sà P oYà F oYà 16- E'à

Supposons d 'abord  :

P+m>0 (  4 -33  )

Les  rac ines  de  1 'équa t i on  (4 -2L )  vé r i f i en t  :

1 r  /  -mÂe-To -  ,  \ z  /  - k {e  ,  t } -  ( 4 -34 )
P  o T o
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Les va leurs  p ropres  l r , r le  sont  non in tégrab les  e t  négat ives  à  I ' i n f in i  i

on conclut donc à la stabi l i té asyrnptot ique de Ia solut ion homogène

re la t i ve ,e t  à  la  non loca l i sa t ion  l inéa i re  de  1a  dé format ion  p las t ique

S i  l e  m a t é r i a u  n ' e s t  p a s  c o n d u c t e u r  d e  I a  c h a l e u r  , I e s  r a c i n e s  \ t , \ z

ont pour comportement asymptot ique :

1 r  P \ z  d  - u * m  Q o  ,  t  - )  *
m  U o

m Ê2-To '
0  o Y o

C o m m e  c i - d e s s u s  e l l e s  s o n t  n é g a t i v e s  à  l t i n f i n i

on  en  dédu i t  Ia  non toca l i sa t ion  l inéa i re  de  ta

A  l r o p p o s é  d e  ( 4 - 3 3 ) ,  s u p p o s o n s :

(  4_3s  )

et  non in tégrab les  ,  ê t

dé format ion  p tas t ique

u+m(0 (  4 -36  )

Lorsque 1e  matér iau  es t  conducteur  de  1a  cha leur ,  Ies  déve loppements

asympto t iques  (4 -34)  on t  cours  de  nouveau,  e t  i t s  en t ra inent  ta  même

conc lus ion ,  à  savo i r  1a  non loca l i sa t ion  L inéa i re  de  Ia  dé format ion

p las t ique.  Au cont ra i re ,  s i  Ie  matér iau  es t  non conducteur ,  Ies

déve loppements  asympto t iques  (4 -35)  condu isent  à  ta  conc ' lus ion  opposée,

car  \z  es t  ma in tenant  pos i t i ve  à  I ' i n f in i .  I1  y  a  donc  loca l j -sa t ion  de

Ia  dé format ion  p las t ique.

L ' inéga l i té  (4 -36  )  appara i t  donc  comme un c r i tè re  de

local isat ion 1inéaire des matér iaux non conducteurs dépourvus

d 'écrou issage.  En ou t re ,  on  peut  mont re r  en  u t i l i san t  les  méthodes

décr i tes  dans  Ia  Sec t ion  3 ,  que le  c r i tè re  d ' ins tab i l i té  l inéa i re

s ' é c r i t  :

v  (  0  ( 4 - 3 2 )

dans  le  cas  dynamique cons idéré  ic i .  11  es t  donc  d i f fé ren t  du  c r i tè re
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d e  l o c a l i s a t i o n  l i n é a i r e  ( 4 - 3 6 ) I o r s q u e  l e  m a t é r i a u  e s t  s e n s i b l e  à  I a

vi tesse de déformation .  Ces conclusions ne sont pas di f férentes de

cel les que nous avons obtenues pour une déformation quasi-stat ique .  Les

ef fe ts  d ' iner t ie  ne  peuvent  donc  pas  préven i r  t r ins tab i l i té  ou  La

loca l i sa t ion  de  Ia  dé format ion  p las t ique .  En  revanche,  i l s  peuvent

ra l -en t i r  Ia  c ro issance d 'une per tu rba t ion  ,  ê t  appor te r  a ins i  un  dé ta i

cons idérab le  dans  Ie  p rocessus  de  loca t isa t j -on  MOLINARI  (  1985 )  e t

FRESSENGEÀS-MOLINARI(1985)  dans  le  contex te  de  Ia  t rac t ion  s imp le

5 - R é s u l t a t s  n o l t - l i n é a i r e s  ;  d i s c u s s i o n

Tous les résuLtats  obtenus sont  représentés sur  ra  tabte r r  ,

que nous al lons maintenant commenter Cet te  tab le  cont ien t  des

d iagrammes symbol iques  dans  le  p lan  I I  :  (  ta i l te  des  dé fau ts  in i t iaux  -

paramèt re  d 'ad iabat ic i té  k  ) ;  un  d iagrammme cor respond à  Lrune des

d i f fe ren tes  s i tua t ions  phys iques  évoquées c i -dessus  ,  êD fonc t ion  des

d i f fé ren tes  cond i t ions  à  1a  l im i te  ,  des  va leurs  pos i t i ves  ou  négat ives

des  quant i tés  y+n e t  P+n+m.  Chaque d iagramme es t  d iv isé  ,  se lon  le  cas  ,

e n  z o n e s  d e  s t a b i l i t é  e t  d ' i n s t a b i l i t é ,  o u  b i e n  A e  r o à r i s a t i o n  e t  d e

non loca l i sa t ion  .  La  tab te  permet  no tamment  de  met t re  en  év idence 1es

d i f f é r e n c e s  e n t r e  l e s  c r i t è r e s  d ' i n s t a b i l i t é  e t  d e  l o c a l i s a t i o n

1 inéa i res

La d iscuss ion  es t  nour r ie  essent ie l lement  par  1es  résu l ta ts  de

l f in tégra t ion  numér ique des  équat ions  non r inéa i res  (2 -Lo ,z - ; -2 )  ,qu i

vont  permet t re  de  dégager  les  rô Ies  joués  par  I 'ad iabat ic i té  de  la

déformat ion  e t  Ia  ta i t le  des  dé fau ts  .  Nous avons  déveroppé à  ce t  e f fe t

un programme basé sur Ia méthode des di f férences f in ies ,  selon un

schéma mix te  imp l ic i te -exp l i c i te  .  On impose les  cond i t ions  aux  l im i tes

en v i tesses  (2 -L6)  ,  e t  les  cond i t ions  in i t ia les  sont  :
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T(y ,o )  =  0  ,  i ( y ,o )  =  t  ,  0 (y ,0 )=1+e  ( l - cos2ny)  ,  o4 tL  (5 - r1

€ est  une mesure de l f inhomogénéi té  in i t ia le  de la  température .  La

première s i tuat ion décr i te  est  1a sot l ic i ta t ion quasi -s tat ique d,un

matériau conducteur dont les paramètres mécaniques sont :

; l = 2 . 5  1 0 8 S I  , ù =  - . 5  , n = O  , r n = . 0 1

p-  7800  kg /m3  ,  l )  -  . 9 ,  c=3 .9  Lo6  J /m3x  ,  K=54  w /nK

(5 -21

, ë o = 3 O O K , h = 1 0 - e m ,  €  =  l - 0 - 1

ad imens ionne ls  po  e t  k  on t  a lo rs  pour  va leur  :

avec

io=5OO s -1

Les paramètres

P o s  . 0 1 k  s  6 .  10 -s (5 -3 )

La dé format ion  es t  donc  quas i -s ta t ique e t  quas i -ad iabat ique.  La  f igure  2

,  où  l ron  a  représenté  les  v j - tesses  de  dé format ion  au  qent re  e t  sur  le

bord de Ia bande en fonct ion de Ie déformation au bord, montre que ta

Ioca l i sa t ion  de  Ia  dé format ion  a  l ieu  au  cent re  de  Ia  bande.  Cependant ,

l e  r é s u l t a t  i n d i q u é  p a r  l a  t h é o r i e  l i n é a i r e  d a n s  c e t t e  s i t u a t i o n  ( p o =  0 ,

K I  0  ,  v+m < O)  es t  Ia  non loca l i sa t ion  l inéa i re .  On vo i t  donc  gue même

pour  des  dé fau ts  in i t iaux  t rès  pe t i t s  ,  1â  non l inéar i té  peut  mod i f ie r

le  résu l ta t  .  Pour tan t  ,  i I  se  peut  qu ' i t  y  a i t  non loca l i sa t ion  pour  un

défau t  j -n i t ia l  donné s i  I ' ad iabat ic i té  de  I 'écou lement  es t  p lus  fa ib le  ,

c ' e s t - à - d j . r e  s j .  k  e s t  p l u s  g r a n d .  L e s  f i g u r e s  3 , 4 , 5  i l l u s t r e n t  a i n s i

l r in f luence du  coef f j -c ien t  d 'ad iabat ic i té  k ;  Ies  paramèt res  du  matér lau

ut i l i sés  sont  :
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F l e u r e  2 :  T e s t  d y n a n l q u e :  L o c a l l s a t l o n .

v

u^ 10

( 1 )  U l t e s s e  d e  d é f o r n r a t l o n  { O . 5 ,  t )  e n  f o n c t i o n  d e  T ( 1 ,  t )

e )  V l t e s s e  d e  d é t ' o r r r a L l o n  ( 1 , t )  e n  f o n c t l o n  d e  T ( 1 , L )
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I  =  3 .58  l -Os  s r  ,  v  =  - . 38

p=7BO0kg /m3  '  F - . 9

,n= .0L5 ,m= .019 (s -4)

,  C  =  3 . 9  L 0 6  J r l m 3 x ,  K  =  5 4  l r l r l m K

avec:

[ =  1 o - 2  m  , 6 o =  3 o o K  ,  t =  5 . ] . 0 - 3

P lus ieurs  ca lcu ls  sont  e f fec tués  en  fa isan t  var ie r  la  v i tesse  homogène

in i t ia re  ,  ê t  en  conservant  la  même va leur  du  dé fau t  e  to  e t  k

évoluent conjointement entre les bornes :

0 . S  s _ t  .  i o L  5 . 1 0 3  s - l

2 . 7 6  L O - t L  k  L  2 . 2 6 .  j . 0 - s

Dans tous  les  cas  ,  la  dé format ion  peut  ê t re  cons idérée comme quas i -

s ta t ique .  Pour  k  e  O (dé format ion  quas i -ad iabat ique ) ,  Ia  f igure  3  ,sur

l a q u e r l e  e s t  r e p r é s e n t é e  I a  d é f o r m a t i o n  T ( . 5 , t )  a u  c e n t r e  d e  r a  b a n d e  e n

fonc t ion  de  Ia  dé format ion  au  bord  y (O, t )  ,  démont re  Ia  loca l i sa t ion  de

la déformation au centre de Ia bande .  La f igure 4 montre les courbes

contrainte -  déformation correspondantes au centre et a, ,  to.a de 1a

bande ;1 'aspec t  inhomogène de  1a  dé format ion  y  es t  éga lement  év ident

Sur  la  f igure  3  ,  on  a  éga lement  représenté  deux  cas  où  le  coef f i c ien t

d ' a d i a b a t i c i t é  e s t  p l u s  g r a n d  ( k < f O - t ; '  I e  d é f a u t  d e  t e m p é r a t u r e  a  d a n s

ce cas été imposé au sommet de la courbe contrainte-déformation homogène

c 'es t -à -d i re  dans  des  cond i t ions  t rès  dé favorab les  à  ta  s tab i l i té  de  Ia

déformat ion  homogène.  Néanmoins ,  Lorsque k=O.276,  Ia  per tu rba t ion  es t

amor t ie ,  la  loca l i sa t ion  es t  év i tée  e t  Ia  par t ie  descendante  de  la

courbe contrainte- déformation est parcourue de façon homogène (Figure

5 )  .  À i n s i  ,  1 â  l o c a l i s a t i o n  d e  l a  d é f o r m a t i o n  p l a s t i q u e  n ' e s t - e l l e  p a s

nécessa i rement  l iée  à  I 'ex is tence d 'un  max imum sur  ce t te  courbe .  Une



^x{

- 2
K = 2.76 lO

F l 6 u r e  3 r  I n f l u e n c e  d e  1 ' a d l a b a t l c i L é  d e  l a  d é f o r n a L l o n  s u r  l a

l o c a l l s a t l o n .  C o u n b e s  y ( 0 . S ,  L )  / t ( 1 , t )  .
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Flgure 4:  Courbes contnalnte-défornaLton au cenLre et  au bord;  ksO'

o.8



/r?

K  =  O . 2 7 6

F igu re  5 :  cou rbes  con t ra lnLe -dé fo rmaL lon  au  cenL re  e t  au  bond ;  kso .a?6 .

o.7
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s i tuat ion semblable est  démontrée sur  les f igures 6,7 ,avec les mêmes

valeurs des paramètres ,  mais  pour  un défaut  géométr ique in i t ia l  ,  âu

l i eu  d 'un  dé fau t rde  tempéra tu re .  On  s 'ape rço i t  su r  I a  f i gu re  6  que  Ie

rappor t  y ( .5 , t ) / t ( o , t )  t end  ve rs  une  cons tan te  l o rsque  t  *  -  ,  comme on

pourra i t  d 'a i l leurs a isément  le  montrer  analy t iquement  .  La local isat ion

de Ia  dé format ion  es t  donc  év i tée  , ma is  les  courbes  cont ra in te -

dé format ion  au  cent re  e t  au  bord  de  Ia  bande sont  d i f fé ren tes  ( f igure  7)

.  N a t u r e l l e m e n t ,  l e s  v a l e u r s  d e  k  n é c e s s a i r e s  à  I ' o b t e n t i o n  d r u n e  t e l l e

s tab i l i sa t ion  ne  peuvent  ê t re  rencont rées  aux  grandes v i tesses  de

déformat ion  ,  pour  lesque l les  le  p rocessus  es t  quas i -  ad iabat ique .  Le

résuttat précedent peut être interprété comme suit  :  i l -  existe une

courbe t  dans  Ie  p lan  I I  ,  qu i  sépare  une zone d ' ins tab i l i té  (ou  de

Ioca l i sa t ion)  à  gauche e t  au  dessus ,  d 'une zor re  de  s tab i l i té  ( resp .  de

non Loca l i sa t ion  )à  d ro i te  e t  en  dessous ;  pour  une va leur  donnée de

I ' a d i a b a t i c i t é ,  l e s  p r é d i c t i o n s  d e  s t a b i l i t é  e t  d e  l o c a l i s a t i o n

I inéa i res  sont  cor rec tes  jusqu 'au  dé fau t  c r i t ique  ind iqué par  Ia  courbe

C .  D a n s  I ' e x e m p l e  d e  l a  f i g u r e  3 ,  e e 5 . 1 0 - 3  e s t  l e  d é f a u t  c r i t i q u e  p o u r

u n e  v a l e u r  d e  k  c o m p r i s e  e n t r e  2 . 7 6  l - 0 - 2  e t  2 . 7 6  l - 0 - l . C e t t e  c o u r b e  C  e s t

confondue avec I 'axe k ,  pour un chargement à contrainte imposée et

p + n + m ( O ;  d a n s  c e  c a s  I a  z o n e  d ' i n s t a b i l i t é  ( d e  l o c a l i s a t i o n  )  s ' é t e n d  à

tou t  Ie  p lan  I I  .  Lorsque Ia  courbe C passe par  I 'o r ig ine  ,  i l  y  a

i n s t a b i l i t é  ( l o c a l i s a t i o n )  a d i a b a t i q u e  ,  g u e l l e  q u e  s o i t  l a  t a i l l e  d u

défau t  in i t ia l  .  La  courbe 6  es t  au  cont ra i re  re je tée  à  f  in f in i  pour

u+n)O dans  Ie  d iagramme de s tab i l i té  e t  pour  p+n+m)O dans 1e  d iagramme

d e  l o c a l i s a t i o n  à  c o n t r a i n t e  i m p o s é e ,  e t  I a  z o n e  d e  s t a b i f i t é  s ' é t e n d  à

tou t  le  p lan  I I  .  Ce la  s ign i f ie  que Ia  s tab i l i té  ou  la  non loca l i sa t ion
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F lgu re  6 ;  Non  l oca l l saL lon  pou r  ksO.276 ;  dê lau t  goonéL r l que . . .

K = O . 2 7 6
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X = O . 2 7 6

o.7

F lgu re  7 :  Cou rbes  con tFa lnLe -dé fa rna t l on  au  cen t re  eL  au  bond ;  kEo .216

Défaut  6éonétr lque.  "
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ont  l ieu  que l le  que so i t  la  ta i l te  du  dé fau t  in i t ia l  Rappe lons  que ce

résu l ta t  es t  acqu is  g râce  à  une ana lyse  non l inéa i re  exac te

MOLINARI-CLIFTON (  l -983 ) .  En f in  ,  no tons  que la  courbe C es t  c ro issante

en ra ison des  e f fe ts  s tab i l i sa teurs  de  la  conduct ion  thermique, tou t  en

res tan t  représenta t ive  de  dé fau ts  c r i t iques  pe t i t s  comme t ' ind iquent  les

résu l ta ts  numér igues  rappor tés  c i -dessus

Comme ce la  es t  hab i tue l  pour  une théor ie  l inéar isée ,  seu ls  tes

r é s u l t a t s  d e  s t a b i l i t é  s o n t  c o h é r e n t s .  E n  e f f e t ,  ê D  c a s  d ' i n s t a b i l i t é

Ies  per tu rba t ions  sont  c ro issantes ,  de  sor te  qu 'après  un  cer ta in  temps ,

i I  n r e s t  p l u s  p o s s i b l e  d e  n é g l i g e r  l e s  t e r m e s  n o n  l i n é a i r e s  .  L e s

préd ic t ions  l inéa i res  sur  Ie  compor tement  u l t ime des  per tu rba t ions  :

temps c r i t iques ,  dé format ion  à  la  rup ture . . . , son t  donc  dénuées de  sens  i

e n  r e v a n c h e  l a  p r é d i c t i o n  d e  I ' i n s t a b i l i t é  e l l e  m ê m e  n ' e s t  p a s

d iscu tab le .  Nous con jec turons  donc  que les  c r i tè res  ind iqués  fourn issent

é g a l e m e n t  d e s  p r é d i c t i o n s  c o n s i s t e n t e s  d e  I ' i n s t a b i l i t é  e t  d e  l a

Loca l isa t ion  de  la  dé format ion  p las t ique.  Cet  a rgument  es t  con for té  par

Ie  fa i t  que,  lo rsqu 'une compara ison es t  poss ib le  ,  Ies  c r i tè res  de

loca l i sa t ion  l inéa i re  e t  non l inéa i re  se  révè len t  ê t re  ident iques  i

c 'es t  le  cas  no tamment  de  1a  dé format ion  quas i -s ta t ique d 'un  matér iau

non conducteur sous contrainte imposée

Les résultats numériques apportent également une conf irmation des

c r i t è r e s  d ' i n s t a b i l i t é  e t  d e  l o c a l i s a t i o n  .  L e s  c o u r b e s  t r a c é e s  s u r  L a

f i g u r e  I  r e p r é s e n t e n t  I ' é v o l u t i o n  d e  I a  d é f o r m a t i o n  y ( . 5 , t )  a u  c e n t r e  d e

Ia  bande en  fonc t ion  de  Ia  dé format ion  au  bord  T( l , t )  .  Les  cond i t ions

aux  l im i tes  en  v i tesse  (2 -1-6)  ,  e t  fes  cond i t ions  in i t ia les  (  5 -1  )  son t

u t i l i sées  .  Les  va leurs  numér igues  adoptées  pour  Ies  d i f fe ren ts

paramètres sont :

(  =  5 4  v l l m K  Q  =  3 . 9  1 0 6  J / m 3 K

p  =  7 8 0 0  k g / m 3  [  =  5 .  ] - 0 - 3  m

r)
e

=  . 9

=  . 01

io=  1Or  s - t ëo= 3oo  K

(s-s)
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Ftgune 8:  Test  dsnarnlque:  1nf  luence de- IanîTldsse de déformat lon sur  la

l oca l l sa t l on ;  t / é r t f l ca t t on  du  c r1Èère  de  l oca l i sa t l on  dynamlque .

T
F

( 3 )( 2 \( 1 )
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On obt ien t  pour  1e  coef f i c ien t  d 'ad iabat ic i té

déformat ion  es t  donc  quas i -ad iabat ique .  T ro is

d é f i n i s  ,  p o u r  l e s q u e l s  n = 0  ,  e  =  - . 3 8  e t :

l a  v a l e u r  k  s  5  l O - s ;  l a

matér iaux di f férents sont

(  s -6 -1  )

( 5 -6 -2 )

p  =  4 .36  108  s r

p  =  5 .e8  l - os  s r

m  =  . 019

m =  . 05

t )  =  1 . 3 O  l - 0 7  S I (  s -6 -3  )

Pour  1es  deux  premiers ,  t+m es t  négat i f  ,  e t  pos i t i f  pour  le  t ro is ième

Dans les  t ro is  cas  les  e f fe ts  d ' iner t ie  sont  s ign i f i ca t i f s  .  On cons ta te

q u r i l  y  a  l o c a l i s a t i o n  d e  t a  d é f o r m a t i o n  a u  m i l i e u  d e  l a  b a n d e  d a n s  l e s

deux premiers  cas  ;  la  per tu rba t ion  c ro î t  p lus  len tement  lo rsque la

sens ib i l i té  à  la  v i tesse  augmente  .  Dans Ie  t ro is ième cas  ,  oD n 'observe

pas de  loca l i sa t ion  de  Ia  dé format ion  ,  auss i -  lo in  que les  ca lcu ts

soient poussés .  Ces résultats numériques viennent conf irmer Ie cr i tère

d e  l o c a l i s a t i o n  d y n a m i q u e  ( 4 - 3 5 )

Les  c r i tè res  de  loca l i sa t ion  sont  éga lement  
" r ,  

l " "o rd  avec  tes

résu l ta ts  exper imentaux  d ispon ib les  ac tue l lement .  En e f fe t  HARTLEY e t  a t

(  L986 )  a  recemment  rendu compte  de  I 'observa t ion  de  bandes de

c isa i l lement  p rodu i tes  par  1a  to rs ion  à  v i tesse  imposée de  tubes  minces

dr  ac ie rs  d i f fe ren ts  CRS l -O l -8  e t  HRS l -020 .  La  lo i  de  compor tement

adoptée pour représenter Ie comportement mécanique de ces matér iaux est

I a  m ê m e  q u e  c e l l e  q u i  a  é t é  u t i l i s é e  a u  c o u r s  d e  c e  t r a v a i l  ( 2 - 4 )  ;  I e s

va leurs  des  paramèt res  mécan iques  ,  fourn ies  sur  Ia  base de  résu l ta ts

experimentaux ,  sont respect ivement :



)Tr

CRS 1018 :  F=3 .58  10s  S I ,  u= - . 38 ,  n= .0L5 ,  m= .019

H R S  L O 2 O  :  J l = 4 . 3 6  1 0 e  S I  ,  u = - . 5 J .  ,  r - t = . ! 2  ,  t T l = . 0 1 3 3

O n  v o i t  q u e  l e s  c r i t è r e s  d ' i n s t a b i l i t é  ( 3 - 2 8 )  e t  d e  l o c a l i s a t i o n  ( 4 - 1 4 )

sont  vér i f iés  dans  les  deux  cas .  Nature l lement  ces  deux  résu l ta ts  ne

saura ien t  cons t i tuer  à  eux  seu ls  une conf i rmat ion  expér imenta le  complè te

des  c r i tè res  proposés  ,  ma is  i l s  ne  sont  pas  en  cont rad ic t ion  avec  eux

D'au t res  expér iences  sont  nécessa i res  pour  a f f iner  la  compara ison ,

no tamment  sur  des  matér iaux  p lus  sens ib les  à  la  v i tesse  de  dé format ion

Enf in  que lques  conc lus ions  généra Ies  peuvent  ê t re  rappe lées :

t o u t  d ' a b o r d  l e s  c r i t è r e s  d ' i n s t a b i l i t é  e t  d e  l o c a l i s a t i o n  s o n t

e n  g é n é r a l  d i f f é r e n t s .  E n s u i t e  ,  L  ' a c c r o i s s e m e n t  d e  I ' i n d i c e

d 'ad iabat ic i té  k  possède un  e f fe t  s tab i l i san t ,  e t  i l  peu t  p réven i r

l r i n s t a b i l i t é  ( 1 a  t o c a l i s a t i o n  )  s i  I e  d é f a u t  i n i t i a l  e s t  a s s e z  p e t i t .

En f in  les  cond i t ions  aux  l im i tes  en  cont ra in tes  sont  p tus

dés tab i l i san tes  que les  cond i t ions  en  v i tesses
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t l nnexe  1  :  Théorème de  Codd  i  ng t .on -Leu  i  nson

So i t  une  ma t r i ce  À ( t )  à  va r ia t i ons  bo rnées  su r  I ' i n te rva l l e

(0,* (  ,  tendant  vers une matr ice constante À-  torsque t  *  *  .  On suppose

que la  matr ice A( t )  peut  ê t re décomposée sous la  forme :

A ( t ) - A - + V ( t ) + R ( t )

o ù  V ( t )  e s t  u n e  m a t r i c e  d i f f é r e n t j - a b l e  s a t i s f a i s a n t  :

(  a 1 - 1  )

(  a L - 2  )

e t  o ù  R ( t )  e s t  u n e  m a t r i c e  i n t é g r a b l e  t e l l e  q u e  :

f*

Jo  In t t l l d t<@ (a1-3 )

I l  e n  r é s u l t e  q u e  s i  l e s  r a c i n e s  1 . , ( t )  d e  I ' é q u a t i o n :

J"  lv ' ( t ) ld t  <  - ,  l im.  v ( t )  -  o
t+-

d e t ( À *  + v ( t )  - q  r )  -  0

vér i f ien t  ,  ou  b ien :

f l
l i m  J o  n e ( Î k ( t ) - î ; ( t ) ) d t = *  ,  l x l i

t+-

e t :

(  a l - - 4  )

(  a L - 5  )

f "
J ,  R e ( l k ( t ) - Î i ( t ) ) d t  )  -  K o ,  t 2  à  t I  À  o

ou bien :

f "
J ,  ne (1k ( t ) - 1 ; ( t ) ) d t<Ko  , t 2 '  t l - à0  (a l - - 6 )

où Ko es t  une cons tan te  f i xée  ,  a lo rs  ,  s i  p r  dés igne le  vec teur  p ropre

de Ia  mat r ice  Ào assoc ié  à  la  va leur  p ropre  ; tk  de  sor te  que :

À- Pr. = ft Pr< (  a 1 - 7  )

i I  e x i s t e  u n e  s o l u t i o n  X k ( t )  d u  s y s t è m e  d ' é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s

ord ina i res



h+

dx  =  À( t ) . x
d€

(  a 1 - 8  )

t e l l e  q u e  :

y r
t i m  x r . ( t )  e x p ( - . / t o  I r . ( t )  d t )  =  p r  ( a L - 9 )

t+-

où to  es t  une cons tan te  f in ie  ,  pos i t i ve  ou  nu l le

Àinsi  ,  i I  apparai t  que Ie comportement asymptot ique des solut ions

x k ( t )  d u  s y s t è m e  d i f f é r e n t i e l  ( a 1 - 8 )  e s t  c o l i n é a i r e  a u x  v e c t e u r s  p r o p r e s

de Ia  par t ie  cons tan te  ÀcD de À( t )  ,  ê t  que l ra rnp l i tude es t  donnée par  :

exp(  I :  1 r .  ( t  )  a t  )  (  a1-10  )

I I  es t  i n te ressan t  de  no te r  que  l a  pa r t i e  i n tég rab le  R( t )  de  À ( t )  es t

sans inf luence sur ce comportement asymptotique , alors que te signe à

l t in f in i  des va leurs propres de la  par t ie  non in tégrable est  au

con t ra i r e  d ' une  impo r tance  cap i t a re  :  en  e f f e t ,  s r i r  ex i s t e  k  t e r  que :

I :  
"u ( t )o t  

=  +  @

a lors

(  aL- l - l -  )

(  a 1 - l - 2  )

(  a 1 - 1 4  )

Àu contra i re  ,  s i  quel  que so i t  k  :

t@
I

J r o  1 r ( t ) d t  =  -  €  ( a L - 1 3 )

i I  v ien t  :

r im .  l xu ( t ) l  =+@
t+æ

r im  l xu ( t ) l  =  Q
t+*

S i  p a r  a i l l e u r s  I a  c o n d i t i o n  ( a 1 - 1 1 )  e s t  s a t i s f a i t e  ,  à  l r e x c e p t i o n

de va leurs  de  k  pour  lesque l les  :

f r
- - ( l i m .  J r o  R e ( Î u ( t ) d t ( + -  ( a 1 - 1 5 )

t+€
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xk ( t )  t end  ve rs  une  l im i te  f i n ie  x f

r im.  lxk( t ) l  -  x i
t+@

(  a L - 1 6  )

1 1  r e s s o r t  d e  c e  r é s u l t a t  q u e  s i  I e  s y s t è m e  ( a 1 - 8 )  d é c r i t  I ' é v o l u t i o n

d 'une per tu rba t ion  l inéa i re  ,  Iâ  so lu t ion  per tu rbée es t  respec t ivement

instable ,  asymptot iquement stable ou indi f feremment stable ,  selon que

I e s  c o n d i t i o n s  ( a 1 - 1 1 - )  ,  ( a 1 - 1 3 )  o u  ( a 1 - L 5 )  s o n t  v é r i f i é e s

A chaque appl icat ion du théorème effectuée dans cette étude ,  oD

p o u r r a  v é r i f j - e r  q u e  l e s  c o n d i t i o n s  (  a L - l -  )  ,  ( a L - 2 ) ,  (  a 1 - 3  ) ,  e t  (  a 1 - 5  )  o u

( a l - - 6 )  s o n t  s a t i s f a i t e s  ,  p o u r  l a  v a l e u r  K o = Q  d e  I a  c o n s t a n t e ;  d a n s  u n

souc i  d 'a l Iègement  du  tex te  ,  ce la  ne  sera  pas  ment ionné davantage
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Figure  1 :  C inémat ique du  g l i ssement  s i rnp le  e t  de  la  fo rmat ion  des  bandes

d e  c i s a i L l e m e n t .

F igure  2 :  Tes t  dynamique:  Loca l i sa t ion .

( 1 )  V i t e s s e  d e  d é f o r m a t i o n  i , ( 0 . 5 , t )  e n  f o n c t i o n  d e  y ( 1 , t )

( 2 )  V i t e s s e  d e  d é f o r m a t i o n  i ( 1 , t )  e n  f o n c t i o n  d e  y ( 1 , t )

F i g u r e  3 :  r n f r u e n c e  d  r r a d i a b a t i c i t é  d e  l a  d é f o r m a t i o n  s u r  t a

l o c a l i s a t i o n .  C o u r b e s  t ( 0 . 5 , t )  / ' ( ( L , t ) .

F igure  4 :  Courbes  cont ra in te -dé format ion  au  cent re  e t  au  bord ;  ksO.

F igure  5 :  Courbes  cont ra in te -dé format ion  au  cent re  e t  au  bord ;  k=O.276.

F igure  6 :  Non rocar isa t ion  pour  k=o.276;  dé fau t  géomét r ique.

F igure  7 :  Courbes  cont ra in te -dé format ion  au  cent re  e t  au  bord ;  ksO.e?6

Défaut  géomét r ique.

F igure  B:  Tes t  dynamique:  in f luence de  Ia  sens ib i l i té  à  ta  v i tesse  de

déformat ion  sur  Ia  loca l i sa t ion ;  Vér i f i ca t ion  du  c r i tè re  de  loca l i sa t ion  
'1

dynamique.
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Dhap i t r e  4 :  Êna lUse  non  l i néa i r e  app rochée

de  l a  f o rna t i on  des  bandes  de  c i sa i l l emen t

1 - I n t r oduc t i  on .

De nombreux auteurs ont tenté de déterminer de façon analyt ique

les  cond i t ions  c r i t iques  prés idant  à  I rappar i t ion  des  bandes de

c isa i l lement  ad iabat iques ,  ou  même de fourn i r  une es t imat ion  de  fa

déformat ion  u l t ime précedant  1a  rup ture  du  matér iau .  RECHT (L963) ,  ARGON

(L973) ,  CULVER (1973 )  e t  STAKER (  1981-  )  on t  p roposé un  c r i tè re  de

s tab i l i té  de  la  dé format ion  p las t ique homogène basé sur  I 'ex is tence

d 'une cont ra in te  de  c isa i t lement  max imum;  i l s  fourn issent  a ins i  une

es t imat ion  du  seu i l  de  dé format j .on  à  par t i r  duque l  I 'écou lement

p las t ique homogène a  tendance à  ê t re  ins tab le .  C 'es t  auss i  le  cas  des

ana lyses  de  s tab i l i té  l inéar isées  de  CLIFTON (1978) ,  BAI  (L982) ,  BURNS-

TRucÀNo (1982)  e t  PÀN (  1983) .  ces  théor ies  ne  prennent  pas  en

cons idéra t ion  I 'aspec t  ins ta t ionna i re  de  Ia  dé format ion  p las t ique;  e l les

ne peuvent fournir  de bonnes est imations des déformations cr i t iques

d 'appar i t ion  des  bandes de  c isa i l lement  que dans  t "  cas  où  Ie

développement des perturbat ions est t rès rapide devant la vi tesse de

déformation homogène; cela exclut les matér iaux dont Ie comportement est

sens ib le  à  Ia  v i tesse  de  dé format ion ,  a ins i  que les  so t l i c i ta t ions

dynamiques .  Dans chacun de  ces  cas  en  e f fe t ,  te  déve loppement  des

per tu rba t ions  es t  f re iné  so i t  par  Ia  sens ib j - I i té  à  la  v i tesse ,

so i t  par  les  e f fe ts  d ' iner t ie .  Cet  aspec t  ins ta t ionna i re  a  é té  p r is  en

compte par les analyses présentées au Chapitre 3, qui  ont permis de

fourn i r  des  c r j - tè res  de  loca l i sa t ion  de  1a  dé format ion  p las t ique

homogène.  Cependant  les  méthodes l inéar isées  employées  ne  permet ten t  pas
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à  p r io r l  de  fourn i r  des  préd ic t ions  sûres  des  dé format ions  c r i t iques  de

rupture du matér iau. Aussi de nombreuses études prenant en compte les

aspec ts  non l inéa i res  on t  e l les  é té  en t repr ises ,  tan t  du  po in t  de  vue

numér ique (  I ^ IADA e t  a I  L978,  COSTIN e t  a I  1979,  MERZER 1982,  CLIFTON e t

a l  L 9 8 4 ,  M O L I N À R I  l - 9 8 5 ,  F R E S S E N G E A S -  M O L I N À R I  1 9 8 5 )  q u ' a n a l y t i q u e  (  V O N

TURKOVITCH L972,  DAFERMOS- HSIAO ] .983,  MOLINARI-  CLIFTON ] .983 ,  MOLINÀRI

1985 )  .  DAFERMOS et  HSIAO é tud ien t  1 récou lement  p lan  dynamique d 'un

f lu ide  newton ien  dont  1a  v iscos i té  dépend de  Ia  tempéra ture .  Von

TURKOVITCH fourn i t  une cont ra in te  c r i t ique  au  de là  de  laque l Ie  aucune

s o l u t i o n  s t a t i o n n a i r e  n ' e s t  p o s s i b l e ;  l e  m a t é r i a u  e s t  s u p p o s é  s a n s

écrou issage e t  i I  obé i t  à  un  mécan isme d 'ac t i va t ion  thermique,  la

contrainte et 1a température sont imposées aux front ières et el le sont

cons tan tes .  Ce t rava i l  n 'es t  pas  sans  ana log ie  avec  ce lu i  de  JOSEpH

(  1965 )  qu i  é tud ie  Ia  d is t r ibu t ion  des  tempéra tures  dans  un  so t ide

conducteur soumis à une générat ion de chaleur dûe à un effet  JOULE non

l inéa i re ,  e t  aux  f ron t iè res  main tenues iso thermes;  JOSEPH conc lu t  en

e f f e t  à  I ' e x i s t e n c e  d ' u n e  i n t e n s i t é  l i m i t e  a u  d e l à  d e  l a q u e t t e  i I  n e

peut  y  avo i r  de  d is t r ibu t ion  s ta t ionna i re  de  Ia  tempéra ture .  Au dessous

de ce t te  va leur  c r i t ique ,  i1  ex is te  deux  so lu t ion= 
" t " t ionna i res ,  

e t

une anat ryse  de  s tab i l i té  I inéa i re  mont re  que la  so lu t ion  "basse"  es t

s t a b l e ,  a l o r s  q u e  1 a  s o l u t i o n  " h a u t e "  e s t  i n s t a b L e .

Le  t rava i l  que nous  avons  en t repr is  concerne le  c isa i l lement  quas i -

s ta t ique sous  cont ra in te  cons tan te  d 'un  matér iau  thermo-v iscop las t ique

dépourvu  d 'écrou issage.  I I  se  sc inde en  deux  par t ies :

1 )  Cond i t ions  à  Ia  l im i te  i so thermes:

Lorsque 1a  cont ra in te  de  c isa i l lement  es t  in fé r ieure  à  Ia  cont ra in te

I imite,  nous étudions de manière approchée Ie comportement non l inéaire

d 'une per tu rba t ion  de  Ia  d is t r ibu t ion  s ta t ionna i re  appar tenant  à  la
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branche ins tab le .  I I  es t  no tamment  poss ib le  d 'en  dédu i re  une es t imat ion

de Ia déformation cr i t ique de rupture.

2)  Cond i t ions  à  1a  I im i te  ad iabat iques :

Lorsque Ia  cont ra in te  de  c isa i l lement  es t  supér ieure  à  sa  va leur

c r i t i q u e ,  n o u s  é t u d i o n s  I ' i n s t a b i l i t é  d ' u n e  d é f o r m a t i o n  p l a s t i q u e

homogène a ins i  gue sa  loca l i sa t ion  sous  fo rme de bande.

Dans chaque cas ,  nous  u t i l i sons  une méthode de  per tu rba t ions  non

I inéa i re .  Ces  méthodes on t  é té  u t i l i sées  de  man ière  ex tens ive  dans

d 'au t res  domaines ,  commme les  ins tab i l i tés  hydrodynamiques ,  ê t  on t

n o t a m m e n t  é t é  c t a r i f i é e s  e t  f o r m a l i s é e s  p a r  E C K H À U S  ( L 9 6 5 ) .  L ' i d é e

généra le  es t  d 'u t i l i se r  un  déve loppement  en  sér ie  des  per tu rba t ions

se lon  les  fonc t ions  propres  du  prob lème l inéa i re ,  lo rsqu 'e l les  ex is ten t .

Le  p lan  de  ce  chap i t re  es t  donc  Ie  su ivant :  en  premier  l ieu  nous

formulons  Ie  p rob lème posé.  Pu is  les  résu l ta ts  re ta t i f s  aux  so lu t ions

s ta t ionna i res  de  JOSEPH e t  VON TURKOVITCH sont  rappe lés ;  ensu i te  les

résu l ta ts  i ssus  de  l rappt ica t ion  des  méthodes de  per tu rba t ions  non

t inéa i res  sont  exposés  dans  le  cas  iso therme.  Dans le  cas  ad iabat ique,

une méthode de perturbat ions non l j .néaires relat ive est présentée ,  êt

les  résu l ta ts  sont  d iscu tés .

2-Fornu I  a t  i  on du prob I  èrne .

Nous considérons Ie  problème du g l issement  s imple,  issu de Ia

modèl isat ion d 'une expér ience de tors ion d 'un tube mince enta i l lé  Soi t

une t ranche de matér iau ,  d 'épaisseur  constante h dans Ia  d i rect ion S ,

s ' é tendan t  à  I ' i n f i n i  dans  l es  d i rec t i ons  Î  e t  Z .  On  suppose  gue  tous

Ies déplacements sont  nu ls  dans les d i rect ions j  e t  Z ,e t  gue toutes les

dér ivées par t ie l les par  rappor t  à  i  e t  Z sont  nu l les .  La v i tesse I  dans

la direction I est en eénêral une fonction de S et du temps t- Nous

considérons les condi t ions à Ia  l imi te  en contra in tes:
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7(o ,  t )  =  ? (h , t )  =  to , t )o ( 2 -L )

T dés igne Ia  cont ra in te  de  c isa i l lement  e t  îo  Ia  cont ra in te  cons tan te

app l iquée aux  f ron t iè res  .  Les  cond i t ions  à  la  l im i te  thermiques  sont

s u p p o s é e s  i s o t h e r m e s  ( 2 - 2 )  o u  a d i a b a t i q u e s  ( 2 - 3 ) :

6(o , t )=6(h , t )=èo

8$to,t l=89(h,t)=o

,  t to

,  t t0

( 2 -2 )

(2 -3 )

(2-s)

S Oés igne Ia  tempéra ture  .  La  dé format ion  é las t ique es t  nég l igée ,  € t

l ron  u t i l i se  une lo i  de  compor tement  thermo-v iscop las t ique de  la  fo rme :

f = f ( 2 -4 )

!  représente  la  v i tesse  de  g l i ssement ;  1 , t  ,  v  e t  m sont  des  coef f i c ien ts

empi r iques  carac tér isan t  respec t ivement  la  v iscos i té  ,  Ia  sens ib i l i té  à

la  tempéra ture  (  I 'adouc issement  thermique s i  u  es t  négat i f )  e t  Ia

sens ib i l i té  à  la  v i tesse  de  dé format ion .  ; - t  e t  m sont  suppposés  pos i t i f s

Le  rna tér iau  es t  de  p lus  supposé incompress ib le  de  masse vo lumique p .  De

manière  a l te rna t ive ,  nous  pour rons  auss i  u t i l i se r  1a  lo i  d rac t iva t ion

thermigue:

u  .m
o a

Y= r o exp(  -H/Ké)

H es t  une énerg ie  d 'ac t i va t ion  e t  r (  es t  Ia  cons tan te  de  BOLTZMÀNN.  H,  K ,

e t  ie  sont  supposés  cons tan ts .  Cet te  équat ion  peut  ê t re  u t i l i sée  pour

carac tér iser  Ia  v i tesse  de  dé format ion  p las t ique lo rsque 1récrou issage

du matér iau  es t  t rès  fa ib le .

Les équat ions fondamentales du problème sont,  avec Ia loj .  de

c o m p o r t e m e n t  ( 2 - 4 )  o u  ( 2 - 5 ) ,  1 ' é q u a t i o n  d r é q u i l . i b r e :

t*=
e t  I ' équa t i on

0

de t ' é n e r g i e  :

( 2 -6 )



c ,  K  e t  F  sont  respec t ivement  la  cha leur  spéc i f ique  vorumique ,  lê

coef f i c ien t  de  conduct ion  thermique e t  Ia  f rac t ion  du  t rava i l  de

déformat ion  p las t ique conver t ie  en  cha leur  ,  appe lée  auss i  :  coe f f i c ien t

de TAYLOR-QUINNEY . Tous ces paramètres sont considérés comme constants

au cours  de  ce t te  é tude.  S i  les  var iab les  ad imens ionne l les  su ivantes  :

^\9

"39=I(8i9+1r77

f=T/ t . , t= i t j "

v= l /h
e =  6 / -Ao= 1+q,  ,  . (  =  l /1o

sont  in t rodu i tes ,  où  ôo  es t  Ia  va leur  in i t ia le  de

f r o n t i è r e ,  r e t i é e  à  t o  e t  t .  p a r  :

10 = F 6 l  l i  ,  Yo =L/ t .  ,  t .  =Pche/K

a l o r s ,  p o u r  I a  l o i  p u i s s a n c e  ( 2 - 4 ) ,  l _ e s  é q u a t i o n s

rédu isent  à  I 'équat ion  de  la  chateur  non t inéa i re  :

n

8Y=$Y+Ir(v) ,  f ( V ) = ( l + V )

avec  les  cond i t ions  à  Ia  l i -m i te :

\ y (0 , t )= r l ( 1 , t )=0

Nous avons posé:

- v /m=n ,  i ( t ,O )  =  i o  t o ,  . l r =J3?o io ' l pc6o= t " / t "

( 2 -7  )

( 2 -8 )

Ia  température à la

(2-e  )

( 2 -4 ,2 -6 ,2 -7  )

( 2 - L O )

(2 - ] -L )

(2 -L2 )

t .  représente  un  temps de  re laxa t ion  carac tér is t ique  de  Ia  conduct ion

thermique,  e t  t .  un temps carac tér is t j .que  de  Ia  source  de  cha leur .  to  es t

Ia  v i tesse  de  dé format ion  ad i -mens ionne l le  in i t ia le  à  la  f ron t iè re .

Toutes  les  carac tér is t iques  mécan iques  du  sys tème sont  I iées  par  Ie

paramèt re  de  s imi l i tude  .à ,  guê nous  bapt iserons  paramèt re  de  cont ra in te ;
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I a  s i g n i f j . c a t i o n  d e . t r  e s t  I a  s u i v a n t e :  s i  , t r < < I  c ' e s t  à  d i r e  s i  t . ( ( t " ,

Ia  conduct ion  thermique d ispose d 'un  temps su f f i san t  pour  évacuer  Ia

quant i té  de  cha leur  p rodu i te  par  la  dé format ion  p tas t ique,  e t  une

so lu t ion  s ta t ionna i re  es t  eventue l lement  poss ib le .  Nature l lement  on

obt ien t  Ia  concLus ion  inverse  pour  . \>>1.  On sépare  a ins i  g ross iè rement

une rég ion  dans  laque l le  tes  cond i t ions  à  la  l im i te  peuvent  ê t re

s u p p o s é e s  i s o t h e r m e s  ( À < < 1  )  d ' u n e  r é g i o n  o ù  e l t e s  d o i v e n t  ê t r e

c o n s i d é r é e s  c o m m e  q u a s i - a d i a b a t i q u e s  ( ) > > 1 ) .

Pour  Ia  lo i  de  compor tement  thermiquement  ac t i vée  (2 -5)  la

normal isa t ion  condu i t  à  I 'équat ion  ad imens ionne l le :

( 2 -15 )

v  = (H/KêÊ ) (O-6"  )  i r -FY"leË exp( -H/ Keo )? oha (2 - r4 )

aux  l im i tes  ( z -LL ) On a supposé que la température

H  ( L -  ô - ô " )
Ko o 

-E;-lr c,

KO

êV = aav + .À e
et ây'

avec

et  aux  cond i t ions

var ie  peu e t  que:

3 -  S o l u t i  o n s  s t a t i  o n n a i r e s .

Nous cherchons main tenant  à  savo i r  s ' i l  ex is te  une so lu t ion  s ta t ionna i re

à  1 ' é q u a t i o n  ( 2 - I O  )  p u i s  à  1 ' é q u a t i o n  ( 2 - ] - 3 )  ,  v é r i f j - a n t  l e s  c o n d i t i o n s  à

Ia  l im i te  (2 -LL) .  So i t  \ rm Ia  tempéra ture  max imum;  pour  ra isons  de

symét r ie ,  c 'es t  Ia  tempéra ture  au  mi l ieu  de  Ia  bande.  I I  es t  fac i le  de

mont rer  par  quadra tures  que pour  tou te  va leur  V6 que I 'on  se  donne,  i l

ex is te  une so lu t ion  s ta t ionna i re  V(y )  te l le  que Le  paramèt re  de

contraintes . \  soi t  donné par:

v,.,.'
|  - t /2  2

À -  L  (  I  (g (V , ) -g (v ) )  d \P  )  (5 -1 )
zo

où :
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\,

gtv l=J f ( \ y )  dV

te l l e  gue :

(3 -2 )

(3 -4 )

(3 -3 )

Nous avons  t raçé  sur  la  f igure  1  Ia  fonc t ion  À(Vr ) ;  t ro is  cas  do ivent

ê t re  d is t ingués .

1 )  u + m ) O  ( n ( 1 ) :  À ( $ r r )  e s t  u n  f o n c t i o n  c r o i s s a n t e .  P o u r  c h a q u e  v a l e u r  d e

la  cont ra in te  , t r  i I  ex is te  une va leur  de  V6 e t  une so lu t ion  s ta t ionna i re .

2 )  D + m = O  (  n = l  )  :  c '  e s t  l e  c a s  r i n é a i r e ;  . l  ( v m  )  e s t  u n e  f o n c t i o n

cro issante .  Cependant  i I  ex is te  une asympto te  hor izon ta le  e t  une va leur

f i n i e  À " .  d e  I a  c o n t r a i n t e  a u  d e l à  d e  I a q u e l l e  i l  n ' e x i s t e  p a s  d e

so lu t ion  s ta t ionna i re .

3 )  y + m ( O  ( n ) L ) :  L a  c o n t r a i n t e . t r  n ' e s t  p l u s  u n e  f o n c t i o n  u n i v o q u e  d e  l a

tempéra ture  max imum r l r .  En  ou t re ,  i I  ex is te  une va leur  c r i t ique  À.  de . l

au  de là  de  laque l le  i I  n 'y  a  p lus  de  so l -u t ion  s ta t ionna i re .  Au dessous

de ce t te  cont ra in te  c r i t ique ,  on  ob t ien t  deux  va leurs  -  6s  Vm e t  deux

so lu t ions  s ta t ionna i res  pour  une va leur  donnée de  ) .  P Ius  l rexposant  n

es t  g rand,  p l -us  la  cont ra in te  c r i t ique  À.  es t  fa ib le .

Le même raisonnement peut être tenu pour la loi  thermiquement

ac t ivée ,  ma is  i l  es t  p lus  s imp le  d rexp lo i te r  une so lu t ion  fourn ie  par

CÀRSLAI^ I  e t  JAEGER ( l -94L)  e t  d 'écr i re  avec  VON TURKOVITCH:

|  -L /2  r /2
J  (g (v , ) -g (c I ) )  da  = (e l (v r ) )  y
o

v  =  \ pm -2  Log  cosh ( ( " - * ) ( à  exp  v ) t / 2 )

V (y )  es t  a l o r s

v

avec:

exP( ! ^ /2 )  =  cosh (à  exP  Vr )
4

L /2
(3-s)
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1 0 -

F igu re  1 :  FacLeun  da  con t ra ln te  en  fonc t l on

. de la Lempêratura na.r:lnun.

6  = 0 . 5

u + m > O



P o u r  0 < I < 1 . = 0 .  B B ,

va leurs  poss ib les

1 ' é q u a t i o n  n ' a  p a s

s ta t ionna i re .

Às2,

cet te  équat ion  admet

6s Vm et donc à deux

d e  s o l u t i o n  r é e l L e

deux racines correspondant à deux

solut ions s tat ionnai res.  S i  )>)c

,  ê t  i I  n ' y  a  pas  de  so lu t i on

4 -S tab i  I  i t é  des  so lu t i ons  s ta t i onna i res .

Dans ce t te  sec t ion ,  nous  examinons  Ia  s tab i l i té  de  ta  so lu t ion

s t a t i o n n a i r e  ( 3 - 3 )  d e  1 ' é q u a t i o n  ( z - L O ) ,  v é r i f i a n t  l e s  c o n d i t i o n s  à  1 a

l i m i t e  ( 2 - r . l ) ;  n o u s  u t i l i s o n s  l a  l o i  d e  c o m p o r t e m e n t  ( 2 - 4 - I ) , m a i s  n o u s

supposons que les  var ia t ions  de  tempéra ture  sont  assez  fa ib les  pour  que

I ' o n  p u i s s e  a p p r o c h e r  f ( V )  p a r  l e  d é v e l o p p e m e n t :

f ( V )  =  l - + a o V + â r V ?  i  â o = D  >  l -  i  a r = n ( n - L ) / Z  >  0  ( 4 - 1 )

J O S E P H  ( L 9 6 5 )  a  m o n t r é  d a n s  l e  c a d r e  d ' u n e  a n a l y s e  d e  s t a b i l i t é

l i n é a r i s é e  q u e  d a n s  l e  c a s  ( 1 )  m e n t i o n n é  c i - d e s s u s  ( u + m ) O )  I a  s o l u t i o n

s t a t i o n n a i r e  e s t  s t a b l e .  C ' e s t  v r a i  a u s s i  d a n s  I e  c a s  ( 2 )  ( p + m = O ) ,  m a i s

pour  la  va leur  asympto t ique À" ,  de  .À  Ia  s tab i f i té  
" .L  

i r ra i f fé ren te .

E n f i n ,  d a n s  l e  c a s  ( 3 )  ( u + m ( O ) ,  l a  b r a n c h e  b a s s e  d e  I a  c o u r b e  . t r ( V r )

cor respond à  des  so lu t ions  s ta t ionna i res  l inéa i rement  s tab les ,  e t  Ia

branche haute  es t  quant  à  e l te  assoc iée  à  des  so lu t ions  s ta t ionna i res

i n s t a b l e s .  A u  p o i n t  c r i t i q u e  à . ,  1 a  s t a b i l i t é  e s t  i n d i f f é r e n t e .

Notre but est de donner davantage de détai ls sur le comportement

des  per tu rba t ions  dans  Ie  cas  p+m(O,  no tamment  pour  des  so lu t ions

s ta t ionna i res  hautes .  Un théorème démont ré  par  SÀTTINGER (L973)  (p  35)

fourn i t  à  ce t  égard  un  cer ta in  nombre  d ' ind ica t ions  u t i les  sur  les

so l -u t ions  ins ta t ionna i res  dont  les  cond i t ions  in i t ia les  se  t rouvent
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e n t r e  I a  s o l u t i o n  s t a t i o n n a i r e  h a u t e  V o ( y )  e t  l a  s o l u t i o n  b a s s e  r l , r  ( y ) .

P l - u s  p r é c i s e m e n t , s i  I a  s o l u t i o n  V ( y , t )  e s t  t e l l e  q u e :

Vr (y )  4  v ( y ,o )  É \ l t o ( v ) (4 -2 )

a l o r s :

v t > 0  V r ( y ) 4 V ( y , t ) é ! r o ( y )  ( 4 - 3 )

A i n s i  u n e  p e r t u r b a t j - o n  d e  V o  ( y )  t e l l e  q u e  l e s  i n é g a l i t é s  ( 4 - 2 )  s o i e n t

vér i f iées  a  nécessa i rement  des  var ia t ions  bornées .

Nous cons idérons  main tenant  des  so lu t ions  ins ta t ionna i res  de  la

fo rme:

q , ( y , t )  =  Vo (y )  +  6V (y , t ) ( 4 -4 )

La subs t i tu t ion  de  (4 -4)  dans  (2 -Lo  )  condu i t ,  compte  tenu du

d é v e l o p p e m e n t  ( 4 - 1 )  à

à  6V  =  1 (6V )+n (6V)
â t

où  I ' opé ra teu r  l i néa i re  1  es t :

I ( 6 V )  =  Q a ^ 6 V  + À a o 6 9
ày'

e t  1 ' o p é r a t e u r  n o n  l i n é a i r e  n :

(4-s  )

( 4 - 6 )

n(  6$ ,  )  =  Àar  (  2ao 6r I  +6Ve ) ( 4 -7  )

La subst i tu t ion dans les condi t ions aux l imi tes (z-L l )  fourn i t  en outre
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SV(O , t )=6V(1 , t ; =9 ,  t  è  0 (4 -8 )

En premier  l ieu ,  nous  cons idérons  le  p rob lème de s tab i l i té  f inéa i re  pour

l e q u e l  l 6 V l ( ( V o ,  e t  n o u s  c h e r c h o n s  d e s  s o l u t i o n s  d e  I ' é q u a t i o n  ( 2 - L O )  d e

Ia  fo rme:

6 $ t ( y , t )  =  p ( y )  e x p ( l t ) (4 -e )

La fonc t ion  ç  do i t  vér i f ie r :

g rg  *  (Àao - l ) p  =0
oy-

(  4 -10  )

et

ç (o )=p( t ;=g  (4 - r . r . )

Les solut ions de ce problème sont les fonct ions propres orthogonales

çe  ( y )  =  s i n (  n r y )  ,  1=1  , 2 ,  .  .  . ( 4 - L 2 )

e t  les  va leurs  p ropres  1e

(  4 - 1 3  )

La solut ion s tat ionnai re est  s tab le Iorsque toutes les vateurs propres

sont  négat ives,  e t  instable s i  I 'une au moins est  pos i t ive.  La p lus

grande valeur  propre est  1r ;  auss i  concluons nous à Ia  s tabi l i té  de la

solut ion s tat ionnai re s i  T l r  (0  so i t :

) (  l .  e  =T t?  /  âo ( 4 -L4 )

I e  =  À  -  n " r "  1ao ,  r=1 ,2 , . . .
a o

E n  c a s  d ' i n s t a b i l i t é ,  1 â  p e r t u r b a t i o n  ( 4 - 9 )  t e n d s  v e r s  l r i n f i n i ,  ê t
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après un certain temps les termes non t inéaires n( SV ) ne peuvent plus

ê t re  nég l i gés  devan t  l es  te rmes  l i néa i res  I (6V) .

On a pu montrer(  vo i r  ECKHAUS L965)  que pour  un

STURM- LIOUVILLE comme I,  i I  est possible de développer

du prob lème de s tab i l i té  non l inéa i re  (4 -5)  su ivant

propres  le  du  prob lème l inéar isé .  Àuss i  posons  nous :

opérateur de

la so lut ion 6V

Ies fonct ions

Êr l , ( y ,  t )=  I  Àm( t )ç r (y ) (  4 - 1 5  )

où  Am( t )  es t  I '  ampl i tude du  mode m.  Pour  dé terminer  ces  fonc t ions ,

nous  subs t i tuons  Ie  déve loppement  (4 -L5)  dans  I réquat ion  non l inéa i re

(  4 -5  ) ,  pu is  nous  mul t ip l ions  par  Ia  fonc t ion  proprs  ge  e t  nous  in tégrons

sur  1 'épa isseur  de  ta  bande.  Nous ob tenons a lo rs :

I t

BtA ,  =  1eÀe+ ,Àa1  (2#ÀmJq ,o (u )Pg  (u )p r (u )du  +
r l  

(  4 - 1 6  )

*  F  ÀrÀ" {e ,  tu )ç 'n (u )ç "  (u )du)

pour  chaque fonc t ion  Ae( t ) .  Nous avons  a ins i  subs t i tué  à  I 'équat ion  aux

dér ivées  par t ie l les  in i t ia le  un  sys tème d 'équat ions  d i f fe ren t ieL les

ordinaires couplées, êD nombre inf ini .  Nous nous l imiterons au problème

approché ob tenu en  l im i tan t  le  déve loppement  (4 -15)  à  f 'o rd re  2 .  Cet te

troncature conduit  aux deux equat ions di f férent iel les quabrat i -ques:

$ to t  =  ç1 r  +4 . l a1Vr  )À t

$ao r=  
(12+4Àa1V2  )À2

qI a, (Af *! Atr)
5 f l 5

6 4 ^  a ,  À ,  À '
l -bn

( 4 - t 7  )

(  4 -18  )

a v e c :

(  4 -1e  )

De cette manière, nous avons construit un système autonome d'équations

di f férent ie l les ord ina i res quadrat iques couplées.  Ce système in terv ient

* ,  =J vo(u)ç i  (u)du ;  vr=Jtve(u)çaz(u)du
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après  deux  s imp l i f i ca t ions  du  prob lème in i t iaLement  posé:  d 'une par t  Ie

déve loppement  en  sér ie  de  Ia  fonc t ion  f (V  )  es t  l im i té  aux  deux  premiers

ordres ,  d 'au t re  par t  Ia  per tu rba t ion  es t  l im i tée  aux  deux  premiers

modes,  possédant  les  deux  p lus  g randes longueurs  d 'onde.  Ce sont

év idemment  deux  ra isons  pour  lesque l les  Ie  résu l ta t  ob tenu ne  peut  ê t re

qu 'approché.  Cependant ,  ces  approx imat ions  sont  jus t i f iées  lo rsque 1a

tempéra ture  rédu i te  V  n 'es t  pas  t rop  fo r te ,  ê t  lo rsque I r in f luence de  la

conduct ion  thermique es t  assez  grande.  La  première  hypothèse n 'es t  pas

sat is fa î te  à  1a  loca l i sa t ion ,  ma is  e l le  appor te  néanmoins  une

améI io ra t ion  par  rappor t  à  un  déve loppement  purement  l - inéa i re .  Dans Ia

seconde hypothèse,  1es  per tu rba t ions  de  fa ib le  longueur  d 'onde sont

pu issamment  amor t ies  par  Ia  conduct ion  thermique (  MOLINARI  1985) ,  e t

seu les  subs is ten t  les  p remiers  modes de  Ia  per tu rba t ion .  Cet te  hypothèse

e s t  q u a l i t a t i v e m e n t  v é r i f i é e  l o r s q u e  à < < l - ,  c ' e s t  à  d i r e  l o r s q u r u n e

d is t r ibu t ion  s ta t ionna i re  des  tempéra tures  peut  s 'é tab l i r .

Ma lgré  ces  s imp l i f i ca t ions ,  Ia  so tu t ion  ana ly t ique du  sys tème

( 4 - L 7 , 3 - 1 8 )  n ' e s t  p a s  s i m p l e  e n  g é n é r a t .  C e p e n d a n t ,  s i  I ' o n  s u p p o s e  q u e

1a per tu rba t ion  es t  in i t ia lement  co l inéa i re  au  premier  mode seu lement ,

c ' e s t  à  d i r e  s i  t e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  s o n t :

À1  (0 )10  ,  Az (O)=0 (4 -2O)

a l o r s  l e s  é q u a t i o n s  ( 3 - 1 7 )  e t  ( 3 - 1 8 )  s o n t  d é c o u p l é e s .

p o u r  À 2 :  À 2 ( t ) = 0  ,  t ) O ,  e t  P o u r  A l :

Ê+t= 4rÀr  + { rÀ1

e t  I ' o n  o b t i e n t

( 4 -2L )

avec



1 r  =  I 1  +  4 . À a 1 t I  1

L ' h y p o t h è s e  ( 4 - 2 O  )  e s t  e n c o r e  j u s t i f i é e  s i  I ' i n f l u e n c e  d e  l a  c o n d u c t i o n

thermique est assez forte pour que Ie développement du deuxième mode ne

so i t  pas  poss ib le ,  âu  moins  dans  les  p remières  phases  du  processus ,

c ' e s t  à  d i r e  s i :

1 z = \ z + 4 . À a 1 V 2 < 0 ( 4 -23 )

En e f fe t ,  lê  deux ième mode commence d 'abord  par  décro î t re  s i  (4 -23)  es t

v é r i f i é e ,  ê t  t e s  d e u x  é q u a t i o n s  ( 4 - I 7 ) ,  ( 4 - L B )  s o n t  a l o r s  " q u a s i -

découp lées" .  La  c ro issance du  premier  mode f in i t  cependant  par  en t ra îner

le  second,  par  I ' i n te rméd ia i re  du  coup lage non L inéa i re  v is ib le  sur

1 ' é q u a t i o n  ( 4 - l - 8 ) ;  d e  I a  s o r t e ,  l e s  r é s u l t a t s  d é c o u l a n t  d e  c e t t e

hypothèse de  découp lage ne  sont  p tus  va lab les  au  vo is inage de  Ia

Ioca l i sa t ion ,  ma is  i l s  appor ten t  cependant  une améI io ra t ion  par  rappor t

à  I ' a p p r o x i m a t i o n  t i n é a i r e .  L ' i n t é g r a t i o n  d e  1 ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e

o r d i n a i r e  ( 4 - 2 L )  f o u r n i t :

A r  ( t )  =  À r  ( O ) < r e x p ( 1 t t ) / ( C , + E r A l  ( O ) ( l - e x p ( 4 r t ) )  ( 4 - 2 4 )

L a  s o l u t i o n  ( 4 - 2 4 )  s e  r é d u i t  à  1 ' a p p r o x i m a t j - o n  l i n é a i r e :

A,  ( t )  =  À r  (O )exp ( I r  t ) (4 -2s )

I o r s q u e  l r a m p l i t u d e

poten t ie l  V(Ar  )  peut

)s+

{ r  =  P À  a l
5n

i n i t i a l e  À 1 ( O )  e s t  a s s e z  f a i b l e .  E n

êt re  dé f j -n i  par :

( 4 -22 )

outre,  un
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( 4 - 2 6 )

S i  1 ' o n  c o m p a r e  I a  s o l u t i o n  e x p l i c i t e  ( 4 - 2 4 )  à  l a  s o l u t i o n  À r ( t )  f o u r n i e

par  I ' i n tégra t ion  numér ique des  équat ions  coup lées  (4 -L7 ,4- I8 ) ,  on

s 'aperço i t  que 1a  d i f fé rence n 'es t  pas  s ign i f i ca t i ve  s i  les  hypothèses

qu i  p rés ident  au  découp lage sont  respec tées ,  e t  ce la  jusqu 'au  vo is inage

de La  loca l - i sa t ion .  Draut re  par t  Ia  r i chesse des  in fo rmat ions  contenues

d a n s  1 a  s o l u t i o n  e x p l i c i t e  ( 4 - 2 4 )  j u s t i f i e  é g a l e m e n t  s o n  u s a g e ,  m ê m e  s i

e l les  ne  représenten t  que des  ind ica t ions  approchées.

À ins i ,  i I  es t  fac i te  de  vo i r  que Ie  compor tement  des

per tu rba t ions  es t  t rès  d i f fé ren t  se lon  Ie  s igne de  1 'ampl i tude in i t ia le

À r ( O ) .  L o r s q u e  À r ( 0 )  e s t  n é g a t i f ,  À r ( t )  t e n d s  v e r s  u n e  l i m i t e  f i n i e

n é g a t i v e :

dA'
TTE- $X, ,  v(À')  = - ]  <'ei  -  3 E,Aï

l i m  A 1  ( t )  =  - 1 r  / 1 1
t+*

( 4 - 2 7  )

Un min imum du po ten t ie l  V  es t  a t te in t ,  ê t  une nouve l le  so lu t ion

s ta t ionna i re  es t  ob tenue.  Ce résu l ta t  es t  compat ib le  à  Ia  fo is  avec  les

résur ta ts  de  JOSEPH (  1965 )  e t  avec  Ie  théorème de SÀTTTNGER ( t972) .

L o r s g u e  a u  c o n t r a i r e  À ,  ( 0 )  e s t  p o s i t i f ,  I ' a m p l i t u d e  À r  ( t )  d e  l a

per tu rba t ion  c ro î t  vers  I ' j -n f in i  en  un  temps f in i  t *  :

{- t (  -
u - L o g (  ( 4 r  + {  r  À 1  ( 0 ) )  / t t A l  ( 0 )  ) ( 4 - 2 8 )

Le temps c r i t ique  t *  dépend à  1a  fo is  des  propr ié tés  mécan igues  du

matér iau  e t  des  cond i t ions  in i t ia les ;  son  ex is tence ne  peut  pas  ê t re

préd i te  à  I 'a ide  d 'une théor ie  l inéar isée .  Un au t re  aspec t  in te ressant

d e  I a  s o l u t i o n  n o n  l i n é a i r e  ( 4 - 2 4 )  e s t  l a  m i s e  e n  é v i d e n c e  d ' u n  d é f a u t

c r i t i q u e  i n i t i a l  a u  d e l à  d u q u e l  I r a n a l y s e  d e  s t a b i l i t é  l i n é a i r e  n ' e s t

l-
Ç 1
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p l u s  v a l a b l e .  E n  e f f e t ,  s u p p o s o n s  q u e :

4 r  ( 0  ,  A r  ( 0 )  >0  ,  1 t+ t r  À r  ( o )<0 (4 -29  )

I I  e s t  f a c i l e  d e  s r a s s u r e r  q u e  d a n s  c e s  c o n d i t i o n s  l a  d é r i v é e  d e  À r ( t )

es t  négat ive ;  a ins i ,  1ê  per tu rba t ion  non l inéa i re  es t -e l le  décro issante ,

comme Ia  per tu rba t ion  I inéa i re ,  e t  1a  so lu t ion  s ta t ionna i re  es t  s tab le .

S i  ma j -n tenant  Ar  (0 )  es t  assez  grand pour  gue:

4 r  ( o  ,  A r  ( o )  >0  ,  11+4 t  A1  (o )  ) o (  4 - 3 O  )

1a  per tu rba t ion  non l inéa i re  tend vers  1

per tu rba t ion  I inéa i re  tend tou jours  vers  zêro .

de là  duque l  Ia  s tab i l i té  non l inéa i re  d i f fè re

e s t :

' i n f i n i ,  a l o r s  q u e  1 a

Le dé fau t  c r i t igue  au

de 1a  s tab i l i té  l inéa i re

À r . ( 0 )  = ' 1 1 / t l (  4-3r_ )

I1  dépend de  la contra inte appl iquée à :

A r .  =  ( ) . e -  . à  -  À  V t a L / a o ) / Q \ a t / 3 n a o ) ( 4 -32 )

Nous avons cherché à comparer les résultats analyt iques exposés ci

dessus  aux  résu l ta ts  fourn is  par  l r in tégra t ion  numér ique de  1 'équat ion

( 2 - 1 0 ) .  C e l l e - c i  e s t  r é a l i s é e  a u  m o y e n  d ' u n e  m é t h o d e  d e  d i f f é r e n c e s

f in ies  ana logue à  ce l les  que nous  avons  u t i l i sées  dans  les  chap i t res

précédents ;  nous  avons  na ture l lement  imposé pour  cond i t ions  in i t ia les  Ia

d is t r ibu t ion  s ta t ionna i re  de  tempéra tures  dont  i I  s rag i t  de  tes te r  la
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s t a b i l i t é .  L e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  u t i l i s é e s  s o n t :

F  =  0 .5  10e  S r ,  D  =  -0 .04 ,  tT t  =  O .O2 (  4 -33  )

p  =  ?800 .  kg /m3 ,  K  =  50 .  w /mK,  c  =  3 .9  105  J /m3X ,  F  =  0 .9

i o  =  9 0 .  s - 1 ,  ô o  =  3 O O  K ,  h  =  1 O - 3 ,  t  =  1 O - 2

Dans ces  cond i t ions ,  la  va leur  max imum de . t r  es t  . t r r . *=  2 .42  .  E I Ie  es t

o b t e n u e  p o u r  Ê m =  2 . 2  .  P o u r  l a  v a l e u î  O n = 2 . 7  ,  I a  c o n t r a i n t e  )  e s t :

À -  2 . 3 5 ,  e t :

!  t  = L . 2 2  ,  4 1  = 3 .  1 6  ,  4 z  = - 1 1 .  6 3

La conduct ion  thermique joue un  rô Ie  impor tan t  car  Ie  deux ième mode es t

pu issamment  amor t i :  les  hypothèses  nécessa i res  à  I 'ana lyse  non 1 inéa i re

approchée sont  donc  respec tées .  La  va l -eur  c r i t ique  de  1a  dé format ion ,

f o u r n i e  p a r  I a  r e l a t i o n  ( 4 - 2 8 )  e s t  :

' t . =L2 .79

El Ie  do i t  ê t re  comparée à  Ia  va leur  fourn ie  par  I ' i n tégra t ion  numér ique:

Y.  =16  -  09

Ces deux  va leurs  d i f fè ren t  assez  fo r tement ,  ma is  res ten t  cependant  du

même ordre de grandeur.  La théorie proposée apporte donc

une amél io ra t ion  du  modè le  l inéa i re  qu i  fourn i ra i t  une va leur  c r i . t ique

i n f i n i e ,  m a i s  e l l e  r e s t e  d ' u n e  u t i l i t é  s e u l e m e n t  q u a l i t a t i v e .  E n  o u t r e ,
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I r  so lut ion per turbée nrest  pas at te in te,  pu isgue instable;  ce la l imi te

I ' i n té rê t  de  I rana lyse  exposée  pou r  l es  fa ib les  va l -eu rs  de  n .  En  e f fe t ,

Ies deux so lut ions s tat ionnai res sont  a lors  é lo ignées 1 'une de l raut re,

et  une per tu rba t ion  de  la  so lu t ion  basse ne  peut  ê t re  éga lement

cons idérée comme une per tu rba t ion  de  Ia  so lu t ion  haute .  Au cont ra i re ,

lo rsque n  es t  g rand,  comme c 'es t  le  cas  pour  nombre  de  matér iaux ,  Ia

so lu t ion  s ta t ionna i re  haute  es t  vo is ine  de  Ia  so lu t ion  basse,  de  sor te

que Ia  s tab i l i té  de  ce t te  dern iè re  n 'a  que peu de  s ign i f i ca t ion  s i  Ia

per tu rba t ion  es t  assez  fo r te .  En e f fe t ,  ce l le -c i  peut  a lo rs  ê t re

cons idérée comme une per tu rba t ion  de  fa  so lu t ion  haute ;  Ia  théor ie

présentée  c i -dessus  t rouve a fors  son domaine  drapp l ica t ion .

Lorsque Ia  cont ra in te  . t r  es t  t rès  supér ieure  à  1 ,  les  cond i t ions

à ta  l im i te  thermiques  ne  peuvent  p lus  ê t re  supposées iso thermes;  nous

nous proposons d 'é tud ie r  ma in tenant  Ia  loca l i sa t ion  de  Ia  dé format ion

p las t ique sous  les  cond i t ions  à  l -a  l im i te  ad iabat iques ,  e t  de  fourn i r

une dé format ion  c r i t ique  approchée,  au  moyen d 'une méthode de

per tu rba t ion  non l inéa i re .

S-F ron t i  è res  ad iaba t i ques .

Nous cons idérons  1 'équat ion  de  Ia

qQ = ?"9 *  xet
ât âY'

La tempéra ture  ad imens ionne l le  0

cha leur  non l inéa i re  :

(s -1)

est  soumise aux condi t ions aux l imi tes:

ee(0, t )= ê0(1, t )= 0
âv âv

Nous notons X te paramètre de

existe des solutions homogènes

ta va leur  in i t ia le  homogène de

(5 -21

contra inte habi tue l tement  noté ) .  I1

eo  à  ce t te  équa t i on ;  so i t  en  e f fe t  0o (0 )

la  température.  On obt ient :
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1 - n
eo ( t )  =  eo (o )  ( L - t l t h )

(  5 -3  )  me t en évidence

(s -3)

l . ' e x i s t e n c e  d ' u nLa solut ion homogène

c r i t i q u e  f i n i  t n :

temps

n- l  n - l -
t ^ = 1 / I ( n - t - ) 0 0 ( 0 )  

-  t ^  0 0 ( O ) (s -4)

p o u r  l e q u e t  l a  t e m p é r a t u r e  d e v i e n t  i n f i n i e . T ^ = L / X ( n - 1 )  e s t  I e  t e m p s

c r i t i q u e  l o r s g u e  9 o ( O ) = l - .  P a r  s u i t e  u n e  a n a l y s e  d e  s t a b i l i t é  b a s é e  s u r

I 'é tude de  Ia  c ro issance de  per tu rba t ions  n 'es t  pas  s ign i f i ca t i ve  de  la

local isat ion de la déformation et nous sommmes conduits de nouveau à une

ana lyse  basée sur  la  méthode des  per tu rba t ions  re la t i ves .  Nous

in t rodu isons  Ia  var iab le  re la t i ve  u  dé f in ie  Dar :

u (y , t )  =  ( 0 ( y , t ) - 0o ( t )  ) / 0o ( t ) (s-s)

Le changement de var iable

r e l a t i v e :

d a n s  1 r é q u a t i o n  ( 5 - f 1 condui- t à  1 ' é q u a t i o n

âu
ât

= Ëv-+#* ( 5 -6  )

(s-z)

ou I ' o n  a  p o s é :

. t r=X Oo(o)
n

;  f ( u ) = ( 1 + u )  - ( l - + u )

l i m i t e s :

n -L

et aux condit ions aux

(s -8)

L 'équat ion  de  Ia  cha leur  (  5 -6  )  admet  un  te rme source  de  cha leur  non

l inéa i re  e t  ins ta t ionna i - re ,  tendant  vers  I r in f in i  lo rsque t+ th .  Le

t ra i tement  de  ce t te  équat ion  es t  p lus  fac i le  s i  I raspec t  ins ta t ionna i re

es t  repor té  sur  le  te rme l inéa i re  de  conduct ion  thermique par  le

changement  de  chrono log ie  t r  ( t ) :

$; to, t l=8Ï ,1. t ) -o



3+, -  r /  (L- t / th)

./'ô s

e x p (  - t 1  / t ^ ) = l - t / t 6 (s-e)

non-homogènes de  I 'équat ion  (  5 - l -0  )  sous

En e f fe t  1 ' u t i l i sa t i on  du  temps  len t  t ,  condu i t  à  t ' équa t i on :

e t

I a

(  s -12  )

perturbat ion homogène, et

e o .  L e s  a m p l i t u d e s  Q 2

s a t i s f o n t  à  I ' é q u a t i o n

(  5 - 1 O  )

où  Ie  paramèt re  de  cont ra in te  demeure  cons tan t .  Lorsque t  var ie  dans

I ' i n t e r v a l l e  o 0 , t 6 o  ,  t t  v a r i e  d a n s  l r i n t e r v a l l e  o 0 ,  +  æ  o  
,  e t  L f o n

vo i t  que I r in f luence de  Ia  conduct ion  thermique tend vers  zêro  lo rsque

t + t h  e t  t r - )  * .  L e s  c o n d i t i o n s  à  I a  l i m i t e  ( 5 - 8 )  s ' a p p l i q u e n t  t o u j o u r s ,

en  subs t i tuant  t ,  à  t .  L 'équat ion  (5 -10)  admet  des  so lu t ions  homogènes

u o i  l a  s o l u t i o n  h o m o g è n e :  u o ( t 1  ) = O  ,  t t è O ,  c o r r e s p o n d  à  l a  t e m p é r a t u r e

h o m o g è n e  Q ,  d e  v a l e u r  i n i t i a l e  0 o ( 0 ) .

En première approximation, nous rappel lerons Ia solut ion du

prob lème l inéar isé  qu i  a  dé ja  é té  t ra i té  au  chap i t re  3  (  4 -24) .  Nous

supposons u  assez  pe t i t  pour  que:

f ( u )  s  u  f  ' ( 0 )=  (n - l ) u (.s-r-r- )

8Ë,= 
exp( - t ,  / t ^ )  3 ; t  

.  t  f (u )

nous cherchons des solut ions

forme:

u (y , t r ;  =  p r ( t 1 )  cos (2 r rY )  ;  L=L ,2 ,

Ia  so lut ion qui  correspondra i t  à  1=0 est  une

nous I ' in tègrerons dans la  so lut ion homogène

associées aux fonct ions propres cos(2nty)

d i f f e ren t i e l l e :
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$€ l  
=  -4n?  r?  exp (  - t ,  / t ^ ) çe  +  À  (  n -1 -  ) çs (  s -13  )

dont  les  so lu t ions  sont :

p g  ( t 1  )  =  9 e  ( 0 )  e x p ( t ,  / t "  ) e x n (  4 n ? r " t " ( e x P (  - t 1 / t n ) - 1 )  ) (  s -14  )

c ' e s t - à - d i r e  e n  f o n c t i o n  d u  t e m p s  r a p i d e  i n i t i a l  t :

r p  ( t )  =  çe  (0 )  exp ( -4n " t " t ) / ( l - - t l t h  ) (  s -1s  )

Les conc lus ions  que I 'on  peut  t i re r  de ce résu l ta t  son t  les  su ivantes :

la conduct ion therrnique freine 1e développement des perturbat ions

re la t i ves  d 'au tan t  p lus  fo r tement  que le  nombre  d 'ondes  I  es t  impor tan t .

Cependant ,  e l le  ne  peut  les  empêcher  de  tendre  vers  I ' i n f in i  lo rsgue

t+ th ;  i I  y  a  a lo rs  loca l i sa t ion  de  Ia  dé format ion  p las t ique.  Le  temps

cri t ique obtenu: t"  est indépendant de Ia conduct ion thermique. Comme

nous 1 'avons  ind iqué au  chap i t re  p récedent ,  i1  n 'es t  pas  douteux  que la

Ioca t isa t ion  prévue par  ce t te  théor ie  l inéar isée  ne  se  produ ise ;

cependant ,  Ie  temps c r i t ique  th  p révu par  ce t te  théor ie ,  e t  qu i  es t

c o n f o n d u  a v e c  I e  t e m p s  c r i t i q u e  d e  l a  s o l u t i o n  h o m o g è n e  ( 5 - 3 ) ,  n ' e s t  p a s

é t a b l i  d e  f a ç o n  c e r t a i n e ,  c a t  l r h y p o t h è s e  d e  t i n é a r i t é  ( 5 - 1 1 - )  n ' e s t  p l u s

vér i f iée  lo rsque t+ th .  th  devra i t  dépendre  de  la  conduct ion  thermique;

i I  représente en fai t  une borne supérieure du temps cr i t ique réeI de

I o c a l i s a t i o n .

Pour tenter  d 'amél iorer  ce résul ta t ,  nous considèrons tes termes

suivants du déveLoppement  de f (u)  en posant :

1
6

1
z

f  ( u )  =  ( n -1 )u  + n (  n - l  ) u ?  + n (  n - 1 )  (  n - 2  ) u 3 (  s -16  )
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et nous écrivons u sous l a  fo rme issue du prob lème l inéa i re :

u  =  X  Ae ( t )  cos (2n ry )  ,  r  è  1 (  s -17  )

Ce déve loppement  commence à  I 'o rd re  I=1 ,  car  le  mode homogène 1=O es t

intégré à Ia solut ion homogène. Comme dans la sect ion précédente où nous

avons cons idéré  Ie  cas  iso therme,  nous  serons  amenés à  s imp l i f ie r

cons idérab lement  1e  prob lème posé en  ne  cons idérant  que Ie  p remier  mode,

e t  en  nég l igeant  donc  Ie  coup lage avec  tes  modes d 'o rdre  supér ieur .  I I

es t  b ien  c la i r  que 1 'on  ne  peut  espérer  une bonne descr ip t ion  de  Ia

d is t r ibu t ion  de  tempéra ture  au  vo is inage de  Ia  loca l i sa t ion  avec  Le

premier  mode seu lement .  A ins i  par  exemple  Ia  fonc t ion  de  DIRÀC,  qu i

représentera i t  une loca l i sa t ion  de  I 'augmenta t ion  de  tempéra ture  en  un

po in t ,  nécess i te - t -e1 te  une cont r ibu t ion  éga le  de  tous  les  modes.

Cependant  ce t te  démarche es t  jus t i f iab le  s i  e l - Ie  permet  d 'ob ten i r  un

temps c r i t ique  p lus  pe t i t  que ce lu i  qu i  es t  fourn i  par  la  so tu t ion

l i n é a i r e  ( 5 - 1 5 ) ,  c a r  u n e  a m é l i o r a t i o n  e s t  a L o r s  o b t e n u e .  D a n s  c e  b u t

nous  écr ivons  s imp lement :

u  =  À (  t  ) cos (  2ny  ) (  s -18  )

Compte-tenu

1 'épa i sseu r

(  5 -18  )  on  ob t ien t  en intégrant sur

( s -19)

On peut  ca lcu le r  de  man ière  re la t i vement  s imp le  Ia  so tu t ion  de  ce t te

équat ion  d i f fé ren t ie l le  non t inéa i re ;  e l le  fa i t  in te rven i r  des  fonc t ions

exponent ie l le - in tégra le .  Cependant ,  compte- tenu des  approx imat ions  qu i

d e  ( 5 - l - O ) ,  ( 5 - 1 6 )  e t

d e  l a  b a n d e :
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ont  é té  p ra t iquées ,  nous  ne  sommes pas  in te ressés  ic i  par  une so lu t ion

numér igue,  qu ' i I  es t  p lus  ra t ionne l  de  ca lcu le r  à  par t i r  de  I réquat ion

non- l inéa i re  in i t ia le  (  5 -1  ) .  Une express ion  t rès  s imp le  du  temps

cr i t ique  de  loca l i sa t ion  peut  ê t re  ob tenue en  nég l igeant  I r in f luence de

Ia  conduct ion  thermique;  ce la  es t  tég i t ime au  vo is inage de  Ia

l o c a l i s a t i o n  ( t r i  - ) ,  c a r  e x p ( - t r / t . ) + O ,  m a i s  n é g l i g e  1 a  d é c r o i s s a n c e

in i t ia le  éventue l le  de  la  per tu rba t ion .  Une approche p lus  f ine  cons is te

à  ca lcu le r  Ia  décro issance in i t ia le  de  Ia  per tu rba t ion  dans  la  zone où

Ia  conduct ion  thermique joue un  rô1e s ign i f j -ca t i f ,  en  nég l igeant  tes

te rmes non-1 inéa i res ,  pu is  à  négt iger  1a  conduct ion  lo rsque 1a

per tu rba t ion  dev ien t  c ro issante ,  tou t  en  tenant  compte  des  e f fe ts

non- I inéa i res .  Le  raccordement  des  deux  so lu t ions  se  fa i t  en  prenant

pour  cond i t ions  in i t ia les  du '  second ca lcu1 les  cond i t ions  au  min imum

éventue l  de  Ia  per tu rba t ion .  L rana lyse  qu i  cons is te  à  ignorer  Ia

conduct ion  thermique majore  Ia  va leur  du  dé fau t  in i t ia l ,  ê t  fourn i t  une

borne in fé r ieure  du  temps c r i t ique  que I ron  peut  ob ten i r  dans  le  cadre

f i x é  p a r  l e s  h y p o t h è s e s  ( 5 - 1 6 )  e t  ( 5 - 1 8 ) .  C ' e s t  c e  q u e  n o u s  f e r o n s  i c i ,

dans  Ia  mesure  où  ces  hypothèses  sont  dé ja  t rès  fo r tes .  L ' in tégra t ion  de

I ' é q u a t i o n  ( 5 - l - 9 ) :

dA
dEt

o ù  I ' o n  a  n é g 1 i g é  I a

À ( n - L  ) A  + l ) n ( n - 1  )  ( n - 2 ) À 3
8

(  5 -20  )

(  s-2r .  )A (  0  )  e x p (  t 1  , / t 6

conduct ion ,  fourn i t :

)  /  (  1 + x A (  O  ) a  - x a (  o  ) a  e x p (  2 t L  / t h )  ) t  ' "A ( t 1  ) =

e t  le temps cr i t ique t i :

5^
a v e c :

-ç tt
L 1 L o g ( ( 1 + x A ( 0 ) e ) / k À ( 0 ) a  ) ( 5 -22 )
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n (  n -2  )

Le temps lent correspondant est:

t l  =  t " ( L - ( k À (  O ) "  / ( l - + x À ( 0 ) a  ) 1  / e  )  )

Cet te  va leur  du  temps c r i t ique  de

temps c r i t ique  tn  de  la  so lu t ion

d e  n o n - I i n é a r i t é  e t  d e  l r a m p l i t u d e

réduit  au temps cr i t ique t"  de Ia

i n i t i a l e s :

0 (y ,0 )  =  L+  e ( i - - cos (znY) ) / 2

Ie  temps  c r i t i que  t !  s ' éc r i t  :

( 5 -24 )

l o c a l i s a t i o n  e s t  p l u s  f a i b l e  q u e  I e

l i n é a i r e .  E I l e  d é p e n d  d u  c o e f f i c i e n t  x

d u  d é f a u t  i n i t i a l ;  l o r s q u e  R = 0 ,  t :  s e

so lu t ion  l inéa i re .  Pour  Ies  cond i t ions

(  s-2s )

k = l -
B-

(  5 -23  )

( 5 - 2 6 )t l

soi t ,  pour

1 -v
T , ^ ( t+e /2 )  (  L -  ( xe  ?  / 4 (L+xe "  / 411 t  t e ,

pe t i t :

t :  o  t ^  ( L  - e  ( n - 1  -  * t z z ) / 2 ) ( 5 -27  )

Cet te  vaLeur  do i t  ê t re  comparée au  temps c r i t ique  de  loca l i sa t ion  que

I 'on  ob t ien t  par  in tégra t ion  numér ique de  1 'équat ion  (5 -1)  sous  les

cond i t ions  in i t ia les  (5 -2) .  Nous avons  u t i l i sé  les  va leurs  su ivantes  des

paramèt res  mécan iques :
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f  =3 .58  l oss r , ù  = -0 .38 ,m= .0L9 (n=

c  =  3 . 9  1 0 6  l / m 3 X

ôo= 30o .  x  ,  i o  =

L I  intégrat ion numérique

t  " .  1 . 3 5  1 0 - 1

t( = 54 hr,/mK , I  = 0.9

s - t , h = 1 0 - e n ,

20 .  )

e  =  1 0 - 2

temps cr i t ique

(  s -28  )

d e  l o c a l i s a t i o n :

(5 -2e)

(  s -30  )

5

fourni t  pour Ie

+ - r
r o

Le temps c r i t ique

t ^  4  L ' 62

d e  l a  s o f u t i o n  h o m o g è n e  0 o ( 0 ) = 1  e s t :

1 O - I  i o - t

Le  temps c r i t ique  de

per tu rba t ion  re la t i ve

l a  s o l u t i o n  h o m o g è n e  0 o ( O ) = L + e / 2  e t  d e  l a

t h  e  L . 4 7  1 0 - 1

l i n é a i r e  e s t :

+ - t
r o

et  Ie  temps c r i t ique  t l  non- l inéa i re  es t  donné par :

( s-3r- )

(  s -32  )T i  4  1 .41  L0 -  t +  - l
! o

Un résu l ta t  tenant  compte  de  f  in f luence s tab i l i san te  de  la  conduct ion ,

m a i s  é t a b l i  à  p a r t i r  d e s  h y p o t h è s e s  d e  t r o n c a t u r e  ( 5 - L 6 )  e t  ( 5 - 1 8 )  s e

s i t u e r a i t  e n t r e  l . 4 L  1 0 - r  t o - l e t  L . 4 7  1 0 - 1 t o - 1 .  E n f i n  I e  t e m p s  c r i t i q u e

n u m é r i g u e  n o n - I i n é a i r e  p o u r  u n e  c o n d u c t i o n  n u l . l e  e s t  1 . 3 3  1 0 - l  i o - 1 . O n

peut  donc  es t imer  avo i r  ob tenu avec  (5 -32)  une approx imat ion  ra isonnab le

du temps c r i t ique  de  loca l i sa t ion ,  compte- tenu des  hypothèses  t rès

fo r tes  qu i  son t  à  la  base de  ce  résu l ta t .  Ce résu l ta t  pour ra i t  permet t re

d ' in te rpré ter  des  expér iences  menées avec  des  matér iaux  t rès  peu

é c r o u i s s a b l e s ,  c o m m e  c e r t a i n s  a l l i a g e s  d e  T i t a n e  ( T a 6 V ) .
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Figure  1 :  Fac teur  de  cont ra in te  en  fonc t ion  de  Ia  tempéra ture

max imum.
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5 -Conc  I  us  i  ons  .

Au cours du premier chapitre,  nous avons développé deux aspects

b ien  d i f fé ren ts  de  ]a  fo rmula t ion  de  lo is  de  compor tement  dans  le

domaine  des  grandes dé format ions  e t /ou  des  grandes v i tesses  de

déformat ion  des  matér iaux :  1e  premier  es t  Ie  po in t  de  vue

phénomèno log ique;  on  sa i t  gu ' i I  cons is te  en  une descr ip t ion

macroscop ique du  compor tement ,  no tamment  à  I 'a ide  de  "var iab les

in te rnes"  dont  i l  conv ien t  de  se  donner  1 'évo lu t ion ,  ma is  sans  fa i re

ré fé rence aux  mécan ismes in t imes de  Ia  dé format ion  p las t ique.  Cet te

démarche es t  jus t i f iab le  s i  les  fo is  a ins i  fo rmulées  demeurent  assez

s imp les  pour  permet t re  leur  u t i sa t ion  "  à  la  ma in"  ou  dans  des  codes  de

cafcu l ,  ê t  s i  e1 les  permet ten t  de  décr i re  le  cornpor tement  des  matér iaux

pour  des  t ra je ts  de  dé format ion  su f f i samment  var iés .  E I les  do ivent  en

out re  sa t is fa i re  à  un  pr inc ipe  d 'économie  de  paramèt res  ident i f iab les  à

par t i r  de  données expér imenta les .  I I  nous  semble  que ces  c r i tè res  sont

rempl is  par  les  lo is  d 'écrou issage c inémat ique que nous  avons

proposées.  (  A  ce t  égard ,  les  règ Ies  de  Ia  déonto log ie  sc j -en t i f ique

ex igent  qurun  jeu  de  paramèt res  ident i f iés  sur  1a  base d 'un  chemin  de

déformation donné, serve à décrire tous les chemins de déformation. )  Le

mér i te  des  lo is  de  compor tement  phénomèno log iques  "s imp lesr r  I . t res t  pas

mince;  e l les  permet ten t  en  e f fe t  de  fo rmuler ,  pu is  d 'é luc ider  un  cer ta in

nombre  de  s i tua t ions  phys iques  complexes  en  e l les  mêmes,  comme les

phénomènes d ' ins tab i l i té ,  ê t  nous  pensons que nos  chap i t res  2  e t  3  en

sont  un  exemple .  En revanche,  e l les  ne  possèdent  au  mieux  qu 'une

apt i tude à la descr ipt ion des comportements, mais pas un pouvoir

d 'exp l i ca t ion  ou  d ' in te rpré ta t ion .  C 'es t  pourquo i  on  es t  amené

parat lèlement à rechercher des lois de comportement offrant une
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descr ip t ion  on to log ique,  basée.  sur  des  mécan ismes phys igues  cons idérés

comme é lementa i res ,  comme l -es  g l i ssements  sur  les  p lans

cr is ta l lograph iques .  C 'es t  ce  que nous  avons  esqu issé  dans  Ia  seconde

par t ie  du  chap i t re  L ;  généra l i sée  aux  matér iaux  v isqueux non-newton iens ,

cette approche conduit  à des développements importants dans Ia

préd ic t ion  des  tex tu res  c r is ta l lograph iques  aux  fa ib les  e t  g randes

v i tesses  de  dé format ion .  Avec  une te l le  approche "mic roscop ique-

m a c r o s c o p i q u e " ,  c e  q u i  e s t  g a g n é  s u r  I e  p l a n  d e  I r i n t e r p r é t a t i o n

phys ique es t  en  généra I  perdu  sur  ce lu i  de  1a  s imp l ic i té  de

l r u t i l i s a t i o n ,  e t  s u r  l e  p o u v o i r  d e  s u g g e s t i o n  d e s  r e l a t i o n s  e x p l i c i t e s ;

on  es t  en  e f fe t  condu i t  le  p lus  souvent  à  une fo rmula t ion  numér ique,  e t

à  des  temps de  ca lcu1 impor tan ts .  11  nous  sembLe que nous  avons  év i té

ces  écue i ls ,  pu isque nous  avons  pu  fourn i r  un  exemple  de  ca1cu1

exp l ic i te  non-académique,  e t  de  man ière  généra le  une lo i  cons t i tu t i ve  (

c h  1 - I I ,  I - 2 3  )  s i m p l e .  U n e  é t a p e  d e  n o t r e  t r a v a i l  à  v e n i r  s e r a

I ' u t i l i s a t i o n  d e  c e s  l o i s  d e  c o m p o r t e m e n t  d a n s  1 ' é t u d e  d e  t r i n f l u e n c e  d u

déve loppement  des  tex tu res  c r is ta l lograph iques  sur  1a  fo rmat ion  des

bandes de  c isa i l lement

L e s  c h a p i t r e s  2  e t  3  s o n t  d o m i n é s  p a r  I ' é t u d e  d e  I ' i n s t a b i l i t é

de  phénomènes essent ie l lement  non- l - inéa i res  e t  ins ta t ionna i res .  Au

chap i t re  2  ,  nous  avons  u t i l i sé  les  méthodes de  per tu rba t ion  t inéa i re

c lass iques ,  en  les  é tendant  aux  phénomènes quas i -s ta t ionna i res .  Nous

avons mont ré  que,  lo rsque te l  é ta i t  b ien  Ie  cas ,  e l les  pouva ien t  rendre

compte  qua l i ta t i vement  e t  quant i ta t i vement  des  résu l ta ts  expér imentaux .

Nous avons pu également établ i r  des relat ions et des recoupements entre

les  d i f fé ren tes  méthodes d 'é tude u t i l i sées :  méthodes de  per tu rba t ion ,

résu l ta ts  ana ly t iques  exp l i c i tes  e t  ca lcu ls  numér iques ,  e t  nous  avons

consta té  1a  convergence des  résu l ta ts  ob tenus  de  man ières  auss i

d i f fé ren tes ,  a ins i  qu 'un  bon accord  avec  les  résuLta ts  expér imentaux .  Àu
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chap i t re  3 ,  nous  avons  é tendu les  méthodes de  per tu rba t ion  c lass iques  au

cas  des  phénomènes ins ta t ionna i res ;  en  ou t re ,  e t tes  on t  é té  adaptées  à

I ' é t u d e  p l u s  s p é c i f i q u e  d e  I a  l o c a l i s a t i o n  d e  l a  d é f o r m a t i o n ,  p a r

I r in t roduc t ion  de  1a  méthode de  per tu rba t ion  re la t i ve .  Nous avons  mont ré

que ce t te  méthode é ta i t  m ieux  à  même de rendre  compte  de  La  loca l i sa t ion

d 'une dé format ion  ins ta t ionna i re ,  g râce  à  une ana lyse  p lus  f ine  du

processus ;  des  l iens  e t  des  recoupements  on t  éga lement  é té  é tab l i s  avec

Ies  ca lcu ls  non- I inéa i res  exac ts  ou  numér iques ,  e t  La  compat ib i l i té  des

résu l ta ts  a  é té  ob tenue.  Nous avons  u t i l i sé  Ia  méthode de  per tu rba t ion

re la t i ve  dans  le  cas  de  Ia  t rac t ion  s imp le ,  déve loppé precedemment  dans

le  chap i t re  2 ;  cependant  nous  n 'avons  pas  rendu compte  p lus  avant  de  ce

t rava i l  car  les  résu l ta ts  de  1  |  ana lyse  de  loca l i sa t ion  ne  sont  pas

d i f f é r e n t s  d e  c e u x  q u i  s o n t  i s s u s  d e  I ' a n a l y s e  d e  s t a b i l i t é .  E n  e f f e t ,

i I  es t  b ien  connu que l r ins tab i l i té  de  Ia  t rac t ion  s imp le  es t  beaucoup

moins  sens ib le  aux  e f fe ts  de  v i tesse  de  dé format ion  que I ' ins tab i l i té  de

g l i ssement ;  ce  sont  les  e f fe ts  géomét r iques  e t  thermiques  qu i

p rédominent .  La  c ro issance des  per tu rba t ions  es t  mo ins  a f fec tée  par  les

e f f e t s  d e  v i s c o s i t é ,  d ê  s o r t e  q u ' i n s t a b i l i t é  e t  l o c a l i s a t i o n  d e  1 a

déformat ion  p las t ique sont .  mo ins  d i f fé ren ts .  Lâ  poursu i te  de  ce  t rava i l

nécess i te  avant  tou t  de  pouvo i r  d isposer  d 'une base de  données

exper imenta les ,  à  ce  jour  encore  insu f f i san te ;  nous  espèrons  pouvo i r

d é v e l o p p e r  c e t  a s p e c t  a u  L . P . M . M .  d a n s  l e s  p r o c h a i n e s  a n n é e s .

Le chapitre 4 de ce travai l  doi t  être considéré comme un essai

en  d i rec t ion  des  méthodes de  per tu rba t ion  non- I inéa i res .  Ut i l i sées  de

manière  ex tens ive  no tamment  en  Mécan ique de  F lu ides  pour  1 'é tude des

i n s t a b i l i t é s  d ' é c o u l e m e n t ,  e l l e s  n ' o n t  p a s  e n c o r e  f a i t  I ' o b j e t

d 'app l i ca t ions  dans  Ie  domaine  qu i  nous  in te resse ic i .  B ien  qu 'adaptées

aux prob lèmes de  loca l i sa t ion  de  la  dé format ion ,  les  méthodes que nous
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avons déve loppées dans  ce  chap i t re  s ' insp i ren t  des  é tudes  re la t i ves  aux

f lu ides ,  dans  la  mesure  où ,  I 'éc rou issage é tan t  ignoré ,  i I  peu t  encore

ex is te r  un  écou lement  s ta t ionna i re  inhomogène.  Nature l lement ,  e l les

pour ra ien t  rendre  compte  de  Ia  loca l i sa t ion  de  Ia  dé format ion  p las t igue

de matér iaux  t îès  peu écrou issab les ,  comme cer ta ins  a t l iages  de  T i tane,

ou  encore  d 'expér iences  pra t iquées  jusqu 'à  une dé format ion  donnée.  (à

supposer  que Ia  dé format ion  so i t  une bonne mesure  de  I 'éc rou issage.  )

L 'é tape u I té r ieure  devra  néanmois  ê t re  Ia  p r ise  en  cons idéra t ion  de

1 ' é c r o u i s s a g e  d u  m a t é r i a u .  I 1  n f e s t  d ' a i 1 l e u r s  p a s  c e r t a i n  q u e  l e s

méthodes de  per tu rba t ion  non- l inéa i res  pu issent  a t te indre  le  bu t  qu i

leur  es t  f i xé :  fourn i r  une es t imat ion  des  dé format ions  u l t imes avant

rup ture ,  de  man ière  sa t is fa isan te .  11  en  es t  de  même des  méthodes

dreche l les  mul t ip les  qu i  recour ren t  auss i  à  des  t roncatures  du  prob lème

in i t ia l ;  cependant ,  même des  résu t ta ts  exp t ic i tes  approchés  sera ien t

in te ressants  car ,  ou t re  leur  u t i l i té  p ra t ique immédia te  dûe à  leur

conc is ion ,  i l s  suggèrent  des  p is tes  à  exp lo rer  par  les  moyens p lus

lourds  du  ca lcu l  numér ique,  en  met tan t  en  va leur  les  aspec ts  phys iques

du prob lème.


