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RESUME

La modél isat ion de la progression d'une f issure soumise à un
chargernent d'ampfi tude constante après I tappf icat ion d,une surcharge est
réalisé à partir de j méthodes ..

1) Méthode analyt îque,

2) Méthode numérique basée sur Ia méthode des éléments
f inis (EF),

3) Méthode basée sur /a théorie des dis/ocations.

1 -  Méthode analyt ique

La vitesse de fissuration est ca/culée en utilisan t Ia procédure
suivante . .

. Ia distribution des contrainte.s et des déformations à ra pointe
de fissure est déterminée par la valeur de A K donnée,

. l 'amplÎtude de déformation A e* correspondant à la distance
Xx en est alors déduite,

' Ie nombre de cycles N*, correspondant à Ia rupture du maté-
riau sous ltamplitude de déformation Âe *, est obtenu à partir de ra reration
de Manson-Coff in,

. Ia vitesse de fjssuration supposée unjforme dans l,intervaile
Xx est déf inîe par le rapport  :

d a - À I
dN 

- 
N* G.1.)

2 - Méthode numérique EF. :

La simulation de /a progression des fissures de fatigue est obte_
nue en ufiJisant Je critère suivant ..



Lorsgue ra charge atteint  sa valeur maximare et gue l ,écar_
tement à fond de f issure (croDef) dépasse une va/eur seui/ ,  i r  y a une / ibé_
ration du noeud situé à Ia pointe de fissure. La fissure avance a/ors par
bonds successifs, chacun des bonds étant égal à Ia longueur d,un érément de
mai l lage .

La vitesse de fissuration est calcu/ée en faisant apper au con_
cept d'écartement de f issure (CTODef) :

6.2.)

J - Méthode basée sur 1a théorie des dislocations..

La vitesse de fissuration est basée sur /a détermination de I,é-
cartement à fond de la f issure CTODd (où le CTODd est ca/culé par Ia mé_
thode de dislocation).

Le modè/e est basé sur une méthode de superposition en vue de
représenter I 'ef fet  de contraintes résiduel les dans /es zones plast iques. L,ex-
pression du CToDd dérivée est valabJe au cours de la propagat ion de l ,extré-
mité de 1a fissure au travers de ra zone de déformation p/astigue correspon_
dant à /a surcharge.

La vitesse de fissuration est déf inie par ra relation suivante ..

f rcroDl (6.3.)

A rtaide des trois méthodes utilisées nous avons obtenu des
courbes très voisines des résujtats expérimentaux.

ffi = r rcroDe;

da
aru=

Nous pouvons conclure gue Je modèIe basé sur
dislocations est 1a p/us aisée dtutifisation, et est pius adéguat
simulation numérique ou du modèle analytique.

Ia théorie des

gue celui de la
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LISTE DES SYMBOLES

A

longueur de f issure

longueur init iale de f issure

longueur de fissure perturbée par les surcharges

longueur de f issure affectée par re rarentissement, lrorigine étant
prise au point de f in drapplication des surcharges.

longueur de fissure correspondent au nombre des cycres No après
surcharges.

longueur de f issure pour laquelle la f issure a atteint la vitesse
minipale après surcharges, lrorigine étant prise au point de f in
d'application des surcharges.

incrément dravancement de la f issure.

paramètres du modère basé sur ra théorie des disrocations.

constante qui dépend du matériau.

",X3) 
: fonction logarithmique dans le modèle basé sur Ia théorie des

dislocations.

A '  ,A^  ,A^  ,A'CP 
"CP 3Cp' 4Cp t constantes dans le modèle basé sur le concept de la mini_

éprouvette en état de contrainte plape.
^ron'^rop'AroplA*Dp t constantes dans le modèle basé sur re concept de la mini-

éprouvette en état de déformation plane.

A\ ,4 \  ( r ,o ) : fonction drAiry

"o

"d
afr

"Nd

avmin

A a

^br,^bz

A

A (XI ,X

bf

b

B

:

(xr,xr,xr) ,

B

exposant de résistance à la fatigue.

vecteur de Burgers

fonction logarithmique dans re modère basé sur ra théorie des
dislocations.



BtcP

BtDp

B

Be

IB

b
I

IBo

IB
I

- I I -

paramètre du modèle drrrwin en état de contrainte plane.
paramètre du modèle drrrwin en état de déformation prane.

constante qui dépend du matériau.

épaisseur de ltéprouvette.

matrice de passage de d lUr à de r.

résistance associée à ra superdisrocation avant ra propagation.

résistance associée à ra superdisrocation correspondant au char-
gement d'amplitude constante.

résistance associée à ra superdisrocation après un incrément de
propagation correspondant au chargement dfamplitude variable.

C

exposant de la loi de MANSON_COFFIN.

constante de lréquation de PARIS.

constante de ltéquation d'ELBER

constante de Itéquation de CLERIVET

c

c
c l

CE

Cp : coefficient de retard du modèle de WHEELER
l^ r.-rcp'trcp't3cp : paramètres du modèle d'HUTCHINSON en état de contrainte

plane.

1 r ' / --tDp'ttDp't3Dp : paramètres du modèle dtHUTcHINSoN en état de déformation- - plane.

CTOD : écartement de fissure

cToDoDP t é"]tement de fissure avant I'application de surcharge en état de
déformation plane.

croD;p ' 
:ï::ffi::î:j::".. 

après I'apprication de surcharge en érat de

croDs : déplacement vertical seuil de non propagation du premier noeud
situé en avant de la pointe de la fissure.
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CToDef : déplacement vert ical donné par le calcul aux éléments f inis.
croDd : écartement à fond de f issure calculée par la méthode basée sur
. la théorie des dislocations. ( le saut du déplacement norm al au

poinr X).

do

Do

D.D.' l

D,
el

oo:

o.o :
daldN :

(daldN)o

(daldN),

daldN/min

D

distance où i l  y a rraction de forces drattraction morécuraire.

constante de lrordre de grandeur des modures érastiques du cristar.
dommage.

matrice dtélasticité.

matrice des modules drécrouissage.

matrice élasto_plastique

vitesse de f issuration.

vitesse de fissuration correspondant au chargement monotone.
vitesse de f issuration affectée par re rarentissement.

: vitesse de f issuration minimare obtenue après Irapprication des
surcharges.

f,

E I plodule drélasticité.

Er = E i dans lrétat de contrainte plane.
= E/G-vz) ; dans lrétat de déformation plane.

F

F : le crirère de plasticité (le potentiel plastique).
AF
Eo 3 patrice colonne

âFT
JË : matrice ligne, trar â trrsPosee de t-



- IV -

F (X)

d f r

f ( t ) ,  f (L)

F

AtFp

G

8cp

8op

9DPma*

g (l), g(L,

fonction dans le modèle de Ma DELIN

vecteur représentant les forces nodales équil ibrant les contraintes
et les distr ibutions de charges.

fonction dans le modèle de KANNINEN

force appliquée

incrément des forces "plastiques" sur resqueiles on itère jusqu'à
stabil isation.

G

force de cohésion moléculaire.

paramètre décrivant la fermeture de f issure dans lrétat de
contrainte plane.

paramètre décrivant la fermeture de f issure dans lrétat de défor_
mation plane.

valeur maximum de paramètre décrivant la fermeture de f issure
dans l 'état de déformation plane.

l) :  fonctions dans le modèle de KANNINEN.

H

h : paramètre drécrouissage.

h(X), h(Xr,X",Xr): composante normale du déplacement.

h (l) : foncrion dans le modèle de KANNINEN.

Ht : module tangente de la courbe d'écrouissage.

Hi : fonction dans le modèle basé sur la théorie des dislocations.
H (X , Xr) : fonction logarithmique dans le modèle de Ma DELIN.
H (u , v) : fonction cosinus hyperbolique dans le modèle de M c. CARTNEy.

i  :  ième incrément



Kr : coeff icient de la loi drécrouissage cycl ique.

K : facteur drintensité de contrainte.

K, , K, :  constantes de la relation dTELBER (U = K, * K2 R).

I

llN

+

KI

K
m t n

K.
Plc

Kap

K Ireo

-v-

ième itération.

paramètre sans dimension du modèle dTHUTCHINSON.

facteur qui introduit d'émoussement dans le modèle de MATSUOKA
f t  =r) .

facteur d' intensité de contrainte en mode I

facteur drintensité de contrainte minimum

facteur dtintensité de contrainte correspondant aux pics de sur-
charge.

facteur d' intensité de contrainte appliqué.

facteur de réduction.

Kouu : facteur drintensité de contrainte à |ouverture de f issure.

Kr"* : facteur drintensité de contrainte maximale.

Kf., : facteur d'intensité de contrainte correspondant à la fermeture.
(Krin).ç, :  facteur drintensité ,de contrainte minimum eff icace du modèle de

WILLENBORG.

(K ) t  facteur drintensité de contrainte maximum eff icace du modèlemax'eff 
de WTLLENBORG.

A K 2 emplitude du facteur drintensité de contrainte
(aK=Kr " *  _K r i n ) .

^ Keff : amplitude du facteur dtintensité de contrainte efficace
( oK.ff = Kr"* - Koru).

o Kpi. t emplitude du facteur drintensité de contrainte correspondant aux
pics de surcharge ( ÂKpic _ Kpi. _ Krin).
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A K.f f ,

o K, i  emplitude du facteur drintensité de contrainte au seuil  de non
f issuration.

amplitude du facteur d' intensité de contrainte eff icace du modèle
de WILLENBORG.(  oK.ff* = ( Kr"* ) . t t  -(Krin).r ,  )

A K.ff,  2 emplitude du facteur drintensité de contrainte eff icace du modèle
de TAIRA ( oK"ff,  = K"p - Kouu).

A Kt.S. : emplitude du facteur drintensité de contrainte pour un chargement
aléatoire du modèle deFUHRING.

a Keff 
- .  

t  amplitude du facteur drintensité de contrainte eff icace minimum.mln
A K.ff* 

,  
t  amplitude du facteur dtintentisté de contrainte eff icace correspon-'td' 

dant à NO .

o Koru ? emplitude du facteur dtintensité de contrainte correspondant à
lrouverture de f issure.

k : constante caractérisant le domaine d'application du modèle
d IHRR.

ko r ,  k or.t coeff icients inversements proport ionnels à Krr"* et aK2

k" : variable drécrouissage.

K : constante qui dépend du matériau et de I 'environnement.

L

position de superdislocation suivant le plan de glissement avant la
propagation.

position de superdislocation suivant re plan de glissement après
un incrément de propagation correspondant au chargement dram-
plitude constante.

position du superdislocation suivant le plan de glissement après
un incrément de propagation correspondant au chargement drampli-
tude variable.

M

exposant de la loi de PARIS

Lo

m



M.
I

mr : exposant de la loi dTELBER

M : module d'écrouissage.

M- , ML: paramètres sans dimensions1 2  l

M, : nombre total des éléments f inis.

fonction dans le modèle basé sur la théorie des dislocations.

N

nombre dti tération pour avoir la convergence.

exposant de la loi drécrouissage cycl ique.

nombre des cycles.

It inverse de I 'exposant de la loi drécrouissage cycl ique.

nombre de cycles à rupture

nombre de cycles affecté par le ralentissement.

nombre de pics de surcharge.

nombre de cycles nécessaires pour obtenir Ia rupture d'une mini-
éprouvette.

matrice d' interpolation.

-V I I -

P

coeff icient dans le modèle de Mc CARTNEY.

charge.

face extérieure.

a

facteur draccélération

facteur du retard.

n

n l

N

Nr

Nf

Na

Np

N x

IN

Qa

QR

P

P

P (X)

coordonnée polaire
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ro: :  distance où i l  y a l tattraction moléculaire dans le modèle basé sur
le théorie des dislocations.

R : rapport de charge (R = Kn,'in / K^r*).

Rpi. :  rapport de surcharge (R = Kpi. /  K,n"*).

OO : tai l le de la zone plastique.

RË : tai l le de la zone plastique effective dans le modèle de STOUFFER.

Rouv

R.
ter

rapport de charge pour lequel il y a ouverture de la fissure.

rapport de charge pour lequel i l  y a fermeture de la f issure.

S

contrainte

déviateur.

matrice de rigidité élastique.

matrice de rigidité globale initiale (en domaine élastique).

matrice de rigidité élastoplastique globale, définie au début de lrincrément
de charge.

matrice de rigidité imposée par le ressort.

matrice de rigidité drun élément.

R. : l imite d'élasticité monotone.

R' .  :  l imi te  d 'é last ic i té  cyc l ique.

Ro ,  Ro :  l imi te  d 'é last ic i té .-o  " r

In : réaction en pointe de la fissure avant libération de noeud.

d lRo : incrément de toutes les forces qui stexercent en chaque noeud du
modèle.

d lR (d lU) : incrément de toutes les forces nodales.

d lRreéq : forces quril faut appliquer aux noeuds de chaque élément en dé-
formation élastoplastique pour équilibrer la contrainte initiale
(d  o  . ,  ) .reeq'

S

s..
U

STIF

STIF.1 :

STIF , :pl

STIFres

STIFC



u

U

Us
U

I

IU

Aru

dtu

d lU '
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^ STIF une forte matrice de rigidité.

exposant.

U

variable de la fonction H (u,v).

le taux drouverture de la f issure.

le taux dtouverture de la f issure'au seuil .

rapport des l imites drélasticité monotone et cycl ique.

vecteur déplacement total.

vecteur des incréments des déplacements nodaux.

incréments des déplacements de noeuds.

le déplacement des noeuds sous lreffet des incréments de forces
qui srexercent en ces noeuds.

]U  (X r ,X " ) , lU  ( r , 0 ) :  dép lacemen t  ho r i zon ta le  ( su i van t  I raxe  des  X ) .

V

Vo : vitesse de fissuration correspondant au chargement de référence.

Vrin : vitesse de f issuration minimale obtenue après I 'application des
surcharges (daldN/min).

v (x)' vr (x), v2 (x), v3 (x) : les composantes normales du déplacement le long du ,.
plan de f issure

vurR ' 
ï"i::'ïJï;:j"',T"ïï:::,'J;: ï ïï,::.p,an 

de fissura,ion

vo,u ' 
::j:,i:i:ïl jï,ïïïï:: 

ïî:i: 
,ong du p,an de fissura,ion

Veff (X) : la composante normale du déplacement efficace le long du plan
de gl issement.
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V ,  V (Xr  ,  X2)  ,V ( r  ,O)  :  déplacement  ver t ica l  (su ivant  l ,axe des y) .

dw

wm
o

*c
o

wms
wcs
wf cp

wl op

wf cp

wf op

w

le travail  par unité de volume par les contraintes lors drun
accroissement inf iniment petit  de la déformation.

tai l le de la zone plastique monotone courante

tai l le de la zone plastique cycl ique courante.

taille de la zone plastique monotone de surcharge.

tai l le de la zone plastique cycl ique de surcharge.

taille de la zone plastique monotone courante en état de con-
trainte plane.

taille de Ia zone plastique monotone courante en état de défor-
mation plane.

tai l le de la zone plastique cycl ique courante en état de contrainte
plane.

tai l le de la zone plastique cycl ique courante en état de déformation
plane.

taille de la zone plastique monotone de surcharge en état de con-
trainte plane.

taille de la zone plastique monotone de surcharge en état de
déformation plane.

taille de la zone plastique cyclique de surcharge en état de con-
trainte plane.

taille de la zone plastique correspondant au facteur drintensité de
contrainte appliqué du modèle de WILLENBORG.

taiilê' de'la zone,plastique correspondant à un chargement aléatoire.

X

distance à la pointe de fissure.

largeur de la mini-éprouvette.

wÏcp :

wÏnp

wl cp

wep

wl.s.

X

xx
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c

Àx.
J

X i 'Xk

Xn 'Xn*

distance représentant lrémoussement de la pointe de f issure.

incrément de longueur de f issure dans le modèle de STOuFFER.

paramètre du modèle de GLINKA (avec accumulation de dommage).

valeur d'essai pour résoudre une équation non-rinéaire v(X) = o.

la tai l le de zone plastique du modèle basé sur la théorie des
dislocations.

tai l le de zone plastique correspondant à la surcharg" (oO;.).

tai l le de zone plastique correspondant à ra charge minimum ( o 
, in).

tai l le de zone plastique correspondant à ra charge maximum ( o,"*).

Z

variable complexe (Z = y + i y)

contrainte locale.

contrainte résiduelle.

intensité maximum de la contrainte résiduelle.

contrainte moyenne.

contrainte correspondent aux pics de surcharge.

contrainte minimum.

contrainte maximum

facteur de réduction

contrainte correspondant à lrouverture de fissure

contrainte appliquée correspondant au point où il y a contact.

contrainte de fermeture de f issure.

xgr 'xgA

xgz 'xgB

Xgl  'Xgc

z

o ,

o r

fr

U

o '9r
o

m

o  .oplc '

m ln  ,

o
max ,

reo

:
I v

" 2 '
r

U' 3v

o

o

ouv,

c

c l
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o | '  o2 '  o^: 
contraintes principales à la pointe de la f issure.3

o yy : contrainte normale'

o,.t* '  (X , o) : contraintes provenant des charges extérieures.vv
n f i s- 

yy (X) : contraintes créées par la déformation provenant de la f issure.

o. :  contrainte équivalente.

o 
r ,  oO , o 

r," :  composentes des contraintes au voisinage de lrextrémité dtune
v 

fissure en coordonnée plane.

o 
ô, ,  oô , oo : contrainte de fr ict ion.

r23

o T 
: matrice l igne transposée de la matrice colonne

d o : incrément de contrainte.

do reeq

Ao

Ao
ct

Ao
y '

Âo .
prc

contraintes init iales dites de rééquil ibrage.

amplitude de contrainte.

amplitude de contrainte ult ime.

amplitude de la l imite de contrainte.

amplitude de contrainte correspondant aux pics de surcharge.

o%tt i emplitude de contrainte efficace

o 
f 
' : coeff icient de résistance cyclique.

o 
r ,  oO, o. r paramètres sens dimension du modèle dTHUTCHINSON.

e

e , e..3 déformation locale.
U

e_ :  déformat ionrés iduel le .r

e 3 déformation moyenne.m
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déformation équivalente.

amplitude de déformation

amplitude de déformation dans la région Xx.

amplitude de déformation au seuil  de non f issuration.

amplitude de déformation au seuil  de non f issuration en état de
contrainte plane,

amplitude de déformation au seuil  de non f issuration en état de
déformation plane.

amplitude de la l imite élastique de déformation.

amplitude de déformation élastique.

amplitude de déformation plastique.

constante numérique dans le modèle de KANNINEN.

valeur de ducti l i té à la fat igue.

6

ouverture de Ia f issure mesurée à lraide drun capteur de déplacement
au niveau de lentai l le mécanique.

ltécartement de fissure calcurée par le modèle basé sur la théorie
des dislocations.

lrécartement de fissure correspondant au rapport de charge dfouver-
ture à la f issure (Roru).

lrécartement de fissure correspondant au rapport,de charge pour
lequel i l  y a fermeture Rf...

amplitude de lrouverture à la pointe de fissure dans lfétat de con_
trainte plane.

amplitude de lrouverture à la pointe de f issure dans lrétat de dé_
formation plane.

Â e

n ^e l
A è

A e P

À e
o
I

t f

ô ouv (x)

6 
,., {x)
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O ,j : symbole de KRONECKER

0,

cr : un paramètre qui dépend du matériau.

o I :  un paramètre qui dépend de lrécrouissage du matériau et la l imite
d'élasticité monotone.

o " :  un paramètre qui dépend de l 'écrouissage du matériau et la l imite
drélasticité cycl ique.

d r  rd2:  paramètre dta justement .

o : est un coeff icient déterminé expérimentalement.

B

B : coeff icient drentrave à la plasticité.

B ,, :  paramètre l ié à la déformation plastique avec la vitesse de char-
U I

gement ( { ).

o

p x : le rayon du fond drentai l le.

dX) , p ( E) : la densité des dislocations.

g 
, 

(X): la densité des dislocations correspondant aux pics de surcharge.
v

' 

" 

(X) : la densité des dislocations correspondent à la contrainte minimum.
v

P a (X) : la densité des dislocations correspondent à la contrainte maximum.
Jv

E : vitesse de charge.

6 : variable
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X

X : peramètre drécrouissage.

d X : incrément de paramètre drécrouissage.

^u

À\ : la déformation plastique cumulée

u ,  À  :  coe f f i c i en tdeLAME.

0 : coordonnée polaire.

0 b : incl inaison de plan de gl issement dans le modèle de KANNINEN.

v : coeff icient de pOISSON.

Y ,  Q ,  Qz  f onc t i on  comp lexe .

D
g (  e ' ) :  f onc t i on .

o ( 6 ) : contrainte dans le modèle basé sur la théorie des dislocations.



I - INTRODUCTION

Tout constructeur doit constater, un jour ou lrautre lrapparit ion de
défauts considérés comme des f issures dans un produit de sa responsabil i té ; leur
découverte étant faite soit pendant la fabrication, soit lors drune inspection en ser-
v ice.

Après lrexpert ise métal lurgique et les contrôles destructi fs ou non des-
tructi fs, venant d'analyse mécanique, la synthèse de tous les renseignements permet-
tra de se prononcer sur les mesures à prendre :

Peut-on laisser en l 'état ?

Pour combien de temps ?

Périodicité des contrôles de suivi en exploitat ion de cette f issure ?

Ou leur réparation immédiate ?

Donc, pour assurer la f iabi l i té drune structure, i l  est nécessaire de pré-
dire sa durée de vie, en tenant compte du fait qurel le peut contenir des défauts, par
exemple des f issures de fatigue.

Le calcul de la durée de vie en fatigue de structures, soumise à des
chargements aléatoires nrest pas chose aisée. En effet, en raison de lrexistence inin-
terrompue de phénomènes transitoires, la connaissance des résultats d'amorçage et
de propagation de fissure de fatigue, sous chargement continu, nrest guère transpo-
sable directement au cas des chargements réels. Le problème des chargements com-
plexes est généralement étudié, en simulant sur des éprouvettes soit le chargement
réel préalablement enregistré sur des éléments de structures aux contraintes signif i-
catives, soit un chargement considéré comme équivalent (par exemple dans la métho_
de des blocs programmés). Toutefois, |étude de la fatigue aléatoire se heurte actuel-
lement aux problèmes de la représentativité de ces chargements équivalents, à la
complexité et au coût de la mise en oeuvre des essais.
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Le présent travail  est une contribution à la résolution de ce problème.
I l  est axé sur la nécessité de la connaissance précise des phénomènes transitoires
élémentaires et de leurs interactions.

cette étude sera composée de trois part ies, dans chaque part ie :

- nous commençons par une étude bibl iographique,

- puis, nous proposons un modèle analyt ique dans la première part ie,
une simulatlon basée sur la méthode aux éléments f inis dans la
deuxième part ie, et un modèle basé sur la théorie des dislocations
dans la troisième part ie,

- à la fin nous faisons la comparaison entre les résultats obtenus par
It intermédiaire de modélisation et de résultats expérimentaux obte-
nus dans le cas stabil isé (un grand nombre de pics de surcharge,
dans notre cas Np = 5o) pour justi f ier sa validité, dans le cas drun
acier  E 36 Z.
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2 - PHENOMENOLOGIE

2.I - pqsg:æt_fon _dq_pjûg1Lène_de rulchqrgs ;

Au cours drun essai de f issuration par fat igue, l tapplication drune ou
plusieurs surcharges se caractérise, après avoir retrouvé les condit ions de charge-

ment init ial,  par un ralentissement ou un blocage (arrêt total) de la progression de
la f issure.

2.2. - D{lini!îon des caractérisligues :

Les paramètres essentiels qui jouent un rôle sur le retard ou blocage

de la progression drune f issure sont généralement (Figur e z.ral z

Rpic = rapport de surcharge,

Kmax = facteur drintensité de contrainte maximum,

et Np = nombre de pics de surcharge.

Le phénomène de ralentissement est décrit  à I 'aide de cinq paramètres

physiques (Figure z.rb et c) :

Vmin = vitesse de f issuration minimale obtenue après ltapplication des

surcharges (daldN/min),

"Vrin 
= longueur de f issure pour laquelle la f issure a atteint la vites-

se minimale après surcharges, lrorigine étant prise au point

de fin d'application des surcharges,

ai = longueur de f issure affectée par le ralôntissement, lrorigine

étant prise au point de fin drapplication des surcharges,

ed = longueur de fissure perturbée par les surcharges,

Nd = nombre de cycles affectés par le ralentissement.

La figure z.r représente les conséquences de ltapplication de plusieurs

surcharges sur la progression dtune f issure soumise à un chargement dont l tamplitu-

de de la variat ion du facteur drintensité de contrainte est constante :
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- event I 'application de la surcharge, le progression se fait à vitesse constante

- après I 'application de cette surcharge, le phénomène se traduit par :

x une accélération

* un ralentissement de la vitesse de progression de f issure jusqu'à une
vitesse minimale atteinte pour la longueur avrin,

x un retour progressif à la vitesse initiale pour une longueur af; ,

x une phase de stabil isation.

ô K p i c

_\ I  _

aa/uru
N  (  c y c t e s  l

V6

af

avmin

N (cyc tes  )

ralent issenent

ô  ( m m l

Figure 2.1-  :  Schéma de pr inctpe du phénonène de
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2.3. Çaureg_ dglLénofnène de ralentissernent

Les causes du phénomène de ralentissement (blocage) drune f issure après
application de surcharge sont groupées en deux classes :

2 .3 .1 .  Phénomène  p r ima i re  :  l es  con t ra in tes  rés idue l l es

Les contraintes résiduelles sont la cause du ralentissement (blocage) de
la f issure (expérience de Schijve IS])

2 . 3 . I . I .  O r i q i n e  d e  c o n t r a i n t e s  r é s i d u e l l e s

Les contraintes résiduelles présentes dans le si l lage de la f issure et la
zone plastique proviennent de la plasti f ication qui se produit en fond de f issure au
chargement et au déchargement. Drune façon générale, ces contraintes résiduelles
sont des contraintes de compression près de la pointe de la f issure et de traction
à une certaine distance en avant de celle-ci, et ceci pour une raison dréquil ibre in-
terne.

2 . 3 . 7 . 2 .  C a I c u I  d e  c o n t r a i n t e s  r é s i d u e l l e s

Deux cas de distribution sont

. Le cas dfune f issure idéale :

habituellement considérés :

Les calculs sont effectués en supposant que la fissure nravence pas et
qurel le nrest pas eccomPegnée de si l lage plastique. Dans ce cas, toutes les contrain-
tes résiduelles sont localisées à lâ pointe de ra fissure.

Rice I r ] a montré ltexistence de deux zones plastiques à la pointe de
la f issure de fatigue soumise à un chargement cycl ique à amplitude constante dans
les condit ions drétat de contrainte plane:
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0 une zone plastique monotone dont la

le suivante :

tai l le est donnée par la formu-

K
WT = -! ( -{ax- 1z

O i T K
e

(z . r )

(z.zl

(r.r)

(2.+.)

où R. est la l imite élastique pour un chargement à amplitude constante.

0 une zone plastique cycl ique dont la tai l le est quatre fois plus petite
et donnée par la relatioh :

Wc=
o nt ( +RL )z

e

h,+,

vient du fait que

le chargement à

A K est lramplitude du facteur dtintensité de contrainte. Ceci pro-

Iramplitude de variat ion de la contrainte passe 6s (+R.) pendant
(-R-) après le déchargement, soit une anrpl i tude de z R^.e ' e

Dugda'le l ,  I  
" 

considéré que le matériaux est r igide parfaitement
plastique et que la zone plastique est confiné dans une bande étroite paral lèle à
la f issure. Il a proposé une formulation différente des relations donnée par Rice I r J
(2.t.) et (2.2.) et qui srénonce (Etat de contrainte plane) :

m T
w

o 2

K
I  max )2' R l

e

et

Wc=
o

.  Le cas drune f issure réelle

La tendance actuelle est de faire intervenir dans les calculs I 'histoire
de la fissure par le biais du sillage enserrant le trajet de fissuration et de tenir compte
du fait que la f issure avance.
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Plusieurs auteurs ont étudié la distr ibution des contraintes et des dé-
formations résiduelles dans le cas dtun chargement aléatoire par exemple Matsuoka

I  r r ]e t  F i ihr ingf  g ] .  Ces auteurs ont  pr is  comme base le  modèle de Dugdale l  z ] .

2.3.2.  Phénomène secondaire :  l_e concept  de fermeture

Le concept de fermeture appliqué aux problèmes des surcharges peur
expliquer aussi le phénomène de retard (blocage).

2 , 3 . 2 . t .  O r i q i n u  d u  p h é n o m è

Crest à l fexistence des contraintes résiduelles de compression à la poin-
te de la f issure de fatigue que I 'on attr ibue le phénomène dit de fermeture. Ce der-
nier a été mis en évidence per Elber If  ]sur un al l iage draluminium en montrant que
la pointe drune f issure de fatigue peut se fermer avant que lteffort de traction ap-
pl iqué à lréprouvette ne sfannule. Ctest uniquement la part ie du cycle où la pointe
de la f issure est totalement ouverte qui part icipe à lrendommagement I crest pour-
quoi ce phénomène est souvent invoqué pour essayer d'expliquer I'influence de cer-
tains paramètres importants dans le domaine de f issuration par fat igue tels que la
valeur maximale du facteur drintensité de contrainte (Kn,,.*), le rapport de charge
(R), l tépaisseur de l 'éprouvette, l fenvironnement et bien sûr les surcharges.



MODELE E)(PLIQUANT

DE LA PROPAGATION

8 -

LIINFLI.JENCE DES SURCHARGES STJR LE RETARD

DES FISSURES

3-

3 . 1 .  I n t r o d u c t i o n

La propagation drune f issure est inf luencée par de nombreux paramè-

tres que lron peut classer en deux catégories I

les paramètres intr insèques qui dépendent de la nature du matériau, tels le modu-
le d'Young , la l imite dtélasticité, les propriétés mécaniques cycl iques et l fétat
m icrostructural.

- les paramètres extr insèques qui dépendent des condit ions dressai, tels le nombre
de pics de surcharges (Np), le taux de surcharges (Rpic), le rapport de charge (R),

Ienvironnement, les dimensions de lréprouvette, etc.

Compte tenu de la mult ipl ici té de ces paramètres, i l  n'est pas possible
de les considérer en total i té au cours dtune modélisation. Certains paramètres intr in-
sèques sont plus diff ici les à introduire (propriétés mécaniques cycl iques, état micro-
structural) etc.

Dans le cas de la représentation de la progression dtune fissure en fonc-
t ion drun chargementdramplitudevariable, on fait généralement appel au concept de
fermeture introduit par Elber I I ] , qui constitue directement les fondements de
nombreux modèles. Au concept de fermeture de fissure associé aux contraintes rési-
duelles, le phénomène dfémoussement de la fissure est souvent invoqué pour le blo-
cage mais aussi parfois pour les problèmes de propagation.

Dans une première partie, nous examinerons différents modèles choisis
parmi les plus significatifs. Dans une deuxième partie, nous proposerons une modéli-
sation qui permet de représenter analytiquement la fissuration sous chargement à
amplitude constante après application de plusieurs surcharges.
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3.2. etyQg tiPtlgarqphique

3 .2 .1 .  Modà /es  . basés  su r  l e  concep t  de  fe rne tu re  de

f  i ssu re

3.2. I .1 .  Eqpps,L jg_ modète d 'Etber

C-omme nous lravons indiqué précédemment, la plus grande partie des
modèles est basée sur le concept de fermeture de f issure qui fut introduit par Elber
I I ] et que nous rappelons brièvement. Cet auteur a postulé qurune fissure ne pou-
vait se propager que lorsqutel le était ouverte, i l  a mis en évidence, que les contrain-
tes résiduelles voisines de la f issure, et notamment cel les dans la zone plasti f iée,
ont pour effet de maintenir la f issure fermée durant une fraction du chargement. La
fraction du chargement durant laquelle la f issure est ouverte, est considérée comme
la part ie durant laquelle se produit la progression de la f issure et i l  lui correspond
une amplitude ef f  icace du f acteur dtintensité de contrainte À Keff .

Elber a proposé une loi de propagation des fissures dérivée de la loi
de Paris :

:ft : c, o Kllr (r.r)

où cret m'sont des constantes qui dépendent du matériau.

avec aK. f f  =  Kr"*  -  Koru

où Koru est le facteur drintensité de contrainte correspondant à lrouverture de la
f issure.

Il est coutumier de caractériser Irévolution du facteur d'intensité de
contrainte efficace ( a X.tt) à I'aide dtune normalisation par rapport au facteur
drintensité de contrainte appliqué en introduisant le rapport U (où U est le taux
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drouverture de la fissure) :

^K .
r r  -  

-  ' ^e t f
AK

Draprès ses résultats expérimentaux sur

h.2)

les al l iages draluminium, Elber
montre que :

U=o .5+o .4R ( l . l )

Cependant, cette relation nrest pas général isable à dtautres matériaux
et drautres condit ions dtessais. De nombreux auteurs ont montré en part icul ier que U
dépend for temenr de la  va leur  de Kr"*  lz  I  e t  [  6r ]

3 . 2 . I . 2 .  M o d è ] e  d e  T r e b u l e s

du facteur

ge (Figure

Trebules l+l ^ proposé le premier un schéma qualitatif de lrévolution
d'intensité de contrainte efficace après application d'un bloc de surchar-
3 . r ) .

--.-------

umber  o yc l  es ,

Figure  3 .1  :  schéma de ' r rubures  
ln  I  mont ran t  J ,évo lu t ion  du  po in t

d,ouverture de f issure après surcharges.

c(ù
J

J
(J

o

a
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La f igure 3.r représente |évolution du point drouverture et la longueur
de f issure en fonction du nombre de cycles. Lrévaluation du point dtouverture se
produit déjà durant I'application du bloc de surcharge (partie cD). Après retour au
niveau init ial du facteur drintensité de contrainte (point D), le point drouverture
nrévolue plus pendant un certain nombre de cycles. Lramplitude du facteur drintensi-
té de contrainte eff icace est plus faible, la f issure est donc ralentie (DE). Ensuite,
le point drouverture et la vitesse de f issuration retrouvent lentement leur niveau
in i t ia l .

Le modèle de Trubules ne permet pas de rendre compte des accéléra-
t ions après surcharge.

3  .2 . I .  l .  Modè Ie  de  Sch i . i  ve

Schijve I S ] prédit |évolution du point d'ouverture après application
drune ou plusieurs surcharges. Ce modèle est bas,: aussi sur la val idité du modèle
d'Elber, accélération et décélération de la vitesse de f issuration sont l iées dfune fa-
çon biunivoque à |évolution du point drouverture. Dtaprès Schijve, le blocage corres-
pondant à 4K.11= O (Figure 3.2).

a  - a
a c  c e l  e r a  l l o n r e  t a rda t i on

it
nn/i
tr;/fi-iii ii /\ n /i rrlr-/11

r.li r,l"tI/ r,, ij i/ ir

/ui/uuvrI\i\/vwv\n^À
6cL)r Ginr,, *ô K"f 

f 
= o

Figure 3.2 :  I " Iodèle de Schi jv"  I  S ]
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3 .2 .2 .  Uo !è leB  baeég  su t  I '  i n l e1as t7o4  dee  zoneE

p las t  i f  i ées

3  . 2 . 2 .  I  .  M o d è l e  d e  t a l h e e l e r

\ lheeler I O ] 
" 

proposé un modèle empirique qui consiste à introduire

dans Ia loi de f lssuration le rapport de deux zones plastiques (Figure l . l .)

- la zone plastique monotone de surcharg" WÏ qui existe en fond de f issure.

- la zone plastique monotone créée par le chargement initial pour une longueur de

fissure 
"o, 

WT (qui aurait été créée si le chargement avait été d'amplitude cons-

tante).

I

t l

Wi - zor{E PLAsrtouE tr€ÉLLc

Wi - zo'.  pr  ̂ srrouE rrcr rv.

m
ws

Figure 3.3.  :  Mod.è le ae4i tee ler  I  A )

La loi de f issuration srexprime par la relation suivante :

da  î  r da  r
ilN = -p \ dilf 'o (1.+)
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où Cp est un coeff icient de retard.

avec c-=(  
tË- , "  

;quand x . tv l  .  tv : tP wi-x

et  C  = rp ;quandX.WT 
'Wl

où d est un coeff icient déterminé expérimentalement,
(da/dN)o , valeur de la vitesse init iale avant la surcharge, et
(da/dN) , valeur de la vitesse après la surcharge.

Notons que I 'effet d'histoire srévanouit pour C- = rr lorsque les deux
zones plastiques deviennent tangentes (Figure 3.3). 

P

Les résultats de ce modèle ont été comparés avec des expériences I Z ] .
On peut t irer les remarques suivantes :

- le rapport des vitesses de fissuration avant et après la surcharge ne dépend pas
uniquement du rapport Co des zones plastiques. ll dépend également des condi-
t ions dtessai. Le loi propôsée nrest donc pas intr insèque.

- le paramètre C- ne t ient compte que de lthistoire du chargement après la surchar-' p
ge.

- le modèle nrexplique pas le retard différé.

- enfin, un tel modèle ne traduit pas lrexistence du phénomène de blocage des fissu-
res.

3 . 2 . 2 . 2 .  M o d è l e  d e  W i l l e n b o

Willenborg I e ] t modif ié le modèle de Wheeler. Il considère une loi
de fissuration du type (Figure 3.4a) z
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où Kr.d est un facteur de réduction qui lorsque la fissure progresse dans la zone

plastique de surcharge pour un chargement donné est égal à (Figure f.+b) :

avec

ou

da /-t  n ,r lTl l
ilru 

= *- ^^effw

a Keffw = (Kr"*).ff - (Kmin) 
eff

(K  ) . .=K  -K  ,max 'etr  mex reo

(K*in )ef f  = Kr in -  Kr.d

W =Wm- aapsr

(r.s)

(1 .6)

b.za)

(l.zb)

.t K"p est le
zone plastique

K ,=K  -K
reo ep mex

facteur d' intensité de contrainte quri l  faudrait appliquer pour que la

W^- correspondante vienne tangenter cel le due à la surcharge Wl :
a p e s

K
W--= r  1--æPaPr * .

Quand la zone monotone courente vient tangenter la zone plastique de

surcharge, i l  n'y a plus de retard. La vitesse est alors déterminée en uti l isant une

courbe de fissuration établie pour un chargement à amplitude constante. Remarquons

aussi que le modèle de Willenborg n'explique pes le retard différé.



r5

K

Kap

Kr"*

lWy l

.w .p l

l- --r,- i/94 .,i

F igu re  3 .4  :  t f i odè le  de  T t i l Tenbo rg  I  a ]

t  . 2 .  . 2 . l .  Modè Ie  de  Fûhr inq

Fiihring [ 9 ] étudie la distribution des contraintes et des déformations

résiduelles dans le cas drun chargement aléatoire. I l  part du modèle de Dugdal.[ ,  ]  i
ce qui conduit à considérer que le matériau est rigide et parfaitement plastique et

que la zone plastique est confiné dans une bande étroite parallèle à la fissure. Le

calcul e été effectué sur une plaque de longueur inf inie soumise à un état de contrain-

te plane qui est bien représentati f  de l 'état plastique l imite confiné .

Fiihring a remarqué une série de discontinuités dans l'état de contrain-

tes résiduelles qui correspond aux frontières des différentes zones plastifiées. Ces

discontinuités constituent draprès lui I 'effet de mémoire dû aux différents charge-

ments. A partir de ces observations, il propose une nouvelle formulation de la loi

r in) .11
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de progression de la f issure pour un chargement aléatoire :

:fr = Ç oKil.s

l r indice L.S. indique quri l  sragit drun chargement à amplitude aléatoire.

o*r.r. = QR' Q"' AK

(1 .8 )

( l .s)

o,, QR est le facteur du retard,

et Qa, le facteur draccélération (que I 'on néglige dans le cas d'application drun
seul pic de surcharge).

Fiihring pose que le facteur du retard est proportionnel à la racine
carrée du rapport des zones plastiques monotones correspondant respectivement à
un chargement aléatoire Wr.5. et à un chargement sous amplitude constante Wf,et
fonction du rapport de chargement :

et

rF...-
, \  \  /  wt.s.  / ,qn =VË/ (r  -  R);  s i  R ào

o l

;  s i  RS  o

3.2.3. llogfèf eg ô.qég sur te_concept_dg legn9tyr9 le

{i gsgrg e t_I, in t9r a c t i o n_de s _z o ne s j I as t i_ t !é 9s

3 . 2 . 3 . I .  M o d è I e  d e  C l e r i v e t

Clerivet I ro ] a proposé un modèle pour calculer les nombres des cy-
cles NO après surcharges. Ce modèle est basé sur des résultats expérimentaux. Il a
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supposé que la vitesse de f issuration est de type Elber :

-@- = c- .  ^Kï, (3.ro)
dN 

-  "E - - -e t t

avec  CE =  C .  U t

oir U est la constante dtElber ( l 'évolution de lrouverture de la f issure), et C, m sont

les constantes de la loi de Paris. U, C et m sont déterminés à part ir drun essai de

fissuration à rapport R nul.

Après application d'une surcharge, Clerivet a supposé que la relation

(3.ro) reste vraie, mais le rapport U devient une fonction de la longueur de f issurt- 
'

jusqu'à atteindre sa valeur avant surcharge (valeur constante), au moment oir la f is-

sure sort de la zone perturbée.

Pour calculer le nombre de cycles NO après surcharges il intègre

numériquement la relation (3.ro) par la méthode de Simpson :

dN=  da (3 . r r )
cE . ̂  Knlf

où les bornes initiales d'intégration étant supposées connues, et les bornes finales

d'intégration sont déterminées per la connaissence de a*O (la longueur de fissure

correspondant à Nd).

Clerivet se base sur le modèle de Wheeler | 6 ] pour calculer la taille

de la zone plastique cyclique de surcharge (en état de contrainte plane) :

(3 . r2 )
e

Il trouve :

"Nd=ao*W!

où a est la lonqueur init iale de f issure
o
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Clerivet a calculé les bornes d' intégration dans deux zones suivant le
plan de propagation de la f issure :

- dans le cas ou X = Wc

La borne in i t ia le  est  ÂKef fmin

et la borne f inale est a KeffNd , ce qui correspond à la valeur de ÂK.ff

à  
"Nd=âo*  

Wc

- dans les cas oir X < Wc

La borne init iale est touiours AK ".-  e t lmrn

et la borne f inale demande la connaissance de la variat ion :

0 soit de U

0 soit de Â K.11 entre ao et a*6 où :

Â Keff =

z -

t l , 
^KeffNd - aKeffmin

v'F s

2
) .  X+aKef fm in  ( r . r r )

On remarque que lthypothèse de Clerivet pour déterminer les nombres
des cycles Ndpar la relation (3.rr), reste à vérif ier à cause de lfexistence de z re-
la t ions pour  ca lcu ler  U (  Cr=çUm et  AK.11 = U.AK ?) .La re la t ion ( f . r f )  également
nécessite que lron identif ie par I 'expérience les quantitér A K.ffr in .t  ÂKeffNd.

3 . 2 . 1 . 2 .  M o d è l e  d e  M a t s u o k a

Matsuoka I t t ] étudie la distribution des contraintes et des déforma-
tions résiduelles dans le cas drun chargement aléatoire. Il part du modèle de Dugdale

rJ;"":"[::iJ:,ï:ï:îî"'ïïff":i":ff :'Jl]ï1ilsd'".ï"0i"",
pendant et après surcharges est donnée par la Figure3.5. Les relations entre les dif-
férentes zones plastiques sont alors les'suivantes :



wm
o

wms

w:

- 4

-4

I 9 -

W: avent la surchargeo

\vmo
pendant la surcharge

Wm= Wmso

( t . r+)

( t . r  s)
I

4

Lorsque lron retrouve le chargement initial, la zone plastique monotone

devient 4 fois plus petite que précédemment. Ce résultat est lr inverse du résultat

obtenu avant I 'application de la surcharge.

Dans le cas oir la fissure progresse, le rapport des zones plastiques cy-

cliques et monotone tend progressivement à passer du rapport t/4 au rapport 4/r.

F igu re  3 .5  :  Schéna  i l l us t ran t  -Zes  ta i l l es  des  zones  p las t i ques  e t  l a  d j s -

t r i bu t i on  des  con t ra in tes  rés idueT fes  avan t  (a ) ,  pendan t  (b ) -  -
e t  ap rès  su rcha rge  ( c ,  d ,  e ) ,  d ' ap rès  I e  nodè |e  de  Ma tsuo ta  [Z f ]

urt.3tr -(r - ro)

0o
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Matsuoka a imaginé de remplacer I ' inf luence des contraintes résiduelles
par une séquence de chargement équivalente (Figure 3.6)

Figure 3 '6 :  schéma du chargenent  équtvalent  dans le  modèle de MatsuoraI  r - r ]

On retrouve la distr ibution du chargement init ial à une distance équi-
valente de 1.5 fois la zone plastique monotone courante wf, . Cette longueur corres-
pond à la longueur affectée, si ce modèle était vérif ié.

Matsuoka a suggéré que lraugmentation momentanée de lramplitude de
charge au cours de la fissuration par fatigue entraîne un émoussement de la pointe
de la fissure. Le nombre de cycles Nd correspondrait alors au nombre de cycles né-
cessaires pour que la fissure émoussée retrouve sa forme géométrique initiale. Ce
phénomène drémoussement existe, mais sur une longueur de f issure très faible en
comparaison de la longueur de f issure aO.
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Cette méthode a été uti l isée par Matsuoka pour en déduire un charge-
ment équivalent sans contraintes résiduelles.

Ce chargement varie de façon l inéaire avec lraccroissement de la f issu-
re et conduit à une évolution de U de la forme :

U = r - 11. (fu" 
+ 

). X ; pour osx s evmin (3 . r6 )

u = 11. -x-^ *od ; pour avmin S X :< aox h-ry)

l rexistence drun émoussement immédiatement présente après surcharge qui srintroduit
par  le  facteur  1 l  d"nt  les formules (3.16)  et  3 . ry)  (  t  =  r ) .

Dans lrexpression (1.r6), avnrinreprésente la longueur pour laquelle le
minimum de U est atteint et afi la longueur pour laquelle ce rapport a retrouvé
sa valeur normale.

Dans le cas drun taux de surcharge (*o,.) égal à 2, ces considéré par
Matsuoka, le concept de chargement équivalent conïuit à :

"vr in= 
o'53 w:

af, = t'5 w:

(3 . r8 )

( l . rs )

Lrintérêt supplémentaire du modèle de Matsuoka est quti l  présente la
possibi l i té de décrire le cas des surcharges'mult iples. Lrauteur e postulé que Iteffet
de surcharges mult iples pouvait être décrit  à part ir de lrévolution de la l imite
drélasticité du matériau au cours du cyclage mécanique.

Les relations (1.16) et ( l .rz) sont alors modif iées en introduisant le

rapport (Re/Ret), des limites drélasticité monotone et cyclique et le taux de sur-

R R.
U=r -  - - l .P rc -  1  |

' * . '  
"v r in

*.o r' X ; pour oS X s aumin (3'zo)

charse R . .plc



1 . 2 . 3 . 1 .  M o d è I e  d e  T a i r a

Ta'ira i  r3 ] a déterminé expérimentalement la distr ibution des contrain-
tes résiduelles o. (X) à la pointe de f issure à lraide d'une méthode de rayonsX, et a
calculé le facteur drintensité de contrainte qui lui correspond selon une formulation
du type Green :

g.zz)

Ce qui lui a permis de déterminer l tamplitude eff icace du facteur dtin-
tensité de contrainte :

I
A Keff, = K"p - Koru

oo *"0 représente le facteur drintensité de contrainte appriqué.

- 2 2

et
R .R.

U=r -  € - ,P lc
2 t ( '

e
( r -Ë ) ; pour 

"Vrin 
< X s a *

d
( 3 .2 r )

K=2ouv 1T
or  (X )  

dX
-X

Les résultats expérimentaux représentés sur la Figure 3.7 montrent
que cette distribution de contraintes résiduelles est une distribution de contraintes
de compression. Son intensité est inférieure à celle prévue par la solution de Rice

I r ]  ,  et qu'approximativement cette distr ibution est l inéaire en fonction de la dis-
tance à la pointe de f issure. Cette distr ibution peut se mettre sous la forme :

h.zt)

b-z+)(X )  =  oor r

oo
_t_
. . ,c
" s

.  Â a  -
oo

r .X
\vcs

où 
": 

est lr intensité maximale, A a est lr incrément dfavancement de la f issure
et X est la distance au-delà de la pointe de fissure. Les contraintes résiduelles s'an-
nulent pour la distance W! eui correspond à la taille de la zone plastique de sur-
charge ,
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F i g u r e  3 . 7  :  D i s t r t b u t i o n  d e s
ragon X par Ia i ra

rés idue l l es  dé te rn inée  pa r

valeur d. Kouu ,

).G
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Lrintégration de (l .z+) conduit à la

Ko ru  =  2 "Æ '
?T

o.o  ( r
2 A

_ e

l \ vc- S
G.zs)

h.za)

Dans ce modère, rrévorution du rapport u est représenté sur ra Figure3'8' i l  décroit après lrapplication de la surcharge comme rrindique lrexpérience pourremonter ensuite' Le minimum est atteint pour une progression de f issure égare àla moitié ae W! er correspond à la valeur :

4  o.o

lÆ-  
iPour  Âa=1Yc7"

s

so lu t i on

\

d e  R i c e

()-- '\ i "  A p r è s

, /  6 a / 1 o  1  p i c

I *[t1Â " 5

*r,t. i o r70o

o. .tt(tgznn2,)

q, '?8



2 4 -

I

U=f (a)

e:S!!gJ._: Evolut ion du rapport  U selon le nodèLe d.e Taira I l : ]

3 . 2 . 3 . 4 .  l 4 o d è l e  d e  S u n d e r

Sunder it+ ] 
" 

postulé une évolution du point drouverture dans le casparticurier des chargements "haut-bas,, et ,,bas-haut,'. 
cette évolution représentéesur  la  F igure 3.9 est  formulée de la  façon su ivante,  
- - - - -  vvvruurvrr  r t

- cas de chargements ' ,haut_bas,, ( a àar; .

Ko ru=Kouu r *  ÂKou"  exP t -q2  (a -a r ) )

- cas des chargements ,,bes_haut', (a 2 ar) :

K--ouv = Kouu, * ÂKoru exp ( -a 

" 

(a - a") )

g.z6)

h.zz)
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!J i at<"rr

F i g u r e  3 . 9  :  E v o L u t i o n
Je cas des

de  f r ssu re  se ]on  l e  nodè le
chargements , 'haut  bas, ,  (  a  )

d e  S u n d e r  I t n l  d a n s
e t  " b a s  h a u t , ,  ( b )

Sunder a considéré que lrévolution des forces de fermeture se faisaitexponentiel lement jusqurà la valeur
coeff icients o, et o, sont définis ,T::", 

relative au deuxième chargemenr. Les

0  =  
Ko ,  

-  
Ko "

r -  - r i l  
io '  =-n7z-  (3 '28)

où K or et K o, sont les coefficients de proportionnalité.

sunder a précisé que ce modèle peut être étendu au cas des surchar-ges multiples. pour tenir compte du rapport de charge R, ir propose drutiriser rare la t iondrE lber  I l ] ,

u=Kr+K,  R

où K, et K, sont des constantes.

h.zg)
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Lrévolution de K
quanr i rés *r"* , ; ; ; i : i : ïu 

t t ' représentée par une relat ion qui  dépend des

Koru  =  ( r  -  K . )  K ,n " * *  
[K ,  

-Rr ( r  -  Rp ic )  
]  Kn , ' i n  *  5 ( r  _  g r ) (Kp ic_  K ,n" * ) .

(exp( -s rz  (a -ao)  ) -exp  ( - " t  (a_ao) )  
]  ( l . ro )

II résurte de cette reration, que I,évolution du rapport rJ a raformedécrite par la figure 3.ro.

on remarque que re minimum de u est bien observé dans cette modé_lisation mais sa position dépend du taux de surcharge et varie entre r/g et r/+ de\vi ' ceci est donc contraire aux observations .*irr,r.ntares, décrites précédem-

::lj"'.:r*H:.observe 
que le minimum est inlépendant du poinr de rin d,appri-

o  1 /4 ;  rZaWI

F igu re  3 .1O :  Evo lu t i on  du  rappo r t  U  se lon
des  su rcha rges  nu l t t p l es .

Us f (a)

le nodèle de Sunder dans l-e cas
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3 .2 .4 .  r t t o !è . i ee ,bapég  sug  l e_c_gngep t  de

La progression drune f issure de fatigue peut être modélisée en considé-
rant une propagation incrémentale par rupture de "mini-éprouvettes,, soumises à une
déformation plastique importante.

Les auteurs de ces modèles ne tentent pas de préciser le mécanisme
de propagation' l ls supposent que le matériau en tête de f issure est fat igué sous
grande amplitude de déformation et se comporte comme un matériau massif subis-
sant les mêmes déformations, ctest-à-dire obéissant aux lois de fatigue ol igocyclique.

Ces modèles sont fondés soit :

* sur la propagation de fissure sans accumuration du dommage,
x sur la propagation de f issure avec accumuration du dommage.

Durant ces dernières années, un grand nombre de travaux a été publié
sur ce sujet '  I l  est évidemment impossible dans le cadre l imite de ce mémoire, de
tous les citer '  Neus al lons seulement essayer de présenter deux modèles à t i tre drexem-
ple :

J . 2 .4 .1 .  Modè le  b " "é

Glinka I I5] a proposé un modèle qui prédit la propagation des fissu-
res de fatigue dans le cas drun chargement cycl ique cstf et étendu ensuite à un
chargement cycl ique non constant I 16 ]

Pour évaluer la progression dtune fissure de fatigue, Glinka fait lrhypo-
thèse qui consiste à assimiler le fond de f issure sur une distance Xx à une mini-
éprouvette se rompent en fatigue oligocyclique.

la_nlnljpgoyugtle

*cons tan t
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i  -  Descript ion du modèle :

Glinka fait r 'hypothèse que crest ra déformation Àe* surqui contribue au dommage et que cette déformation est uniforme sur
considéré comme une caractéristique du matériau). Ir s,agit donc :

xi(_N;

0 drévaluer analyt iquement cette déformationAe x,

0 de déterminer à rraide de la courbe de Manson-coff in re nombre de
cycles Nx à rupture correspond à Aex,

0 la vitesse de f issuration est moyenne sur ra distance Xx est donnée
par  la  re la t ion (F igure 3. r r )  :

la distance Xx

X* (où Xx est

( r .E r  )
da
aN=
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Deux solutions analyt iques donnent l tétat de déformation : cel le deHutchinson I  tz  ]  e t  ce l le  dr l rwin I rg  ]  .B ien que la  so lut ion d,Ffutch inson a i t  é tédéveloppée pour des chargements monotones , charant | ,g ] " 
montré qu,ir étaitpossible de l 'étendre aux chargements cycl iques en tenant compte du phénomène defermeture' Gtinka suppose que ces deux solutions srappliquent au cas du chargementcyc l ique.

Le calcul des déformations à Ia pointe de la f issure est effectué enétat de contraintes planes, en raison du niveau du facteur drintensité de contrainteatteint durant la surcharge (KOiç)

A part ir de la solution drHutchinson les relations définissant les con-traintes et déformations en fonction de la distance X à la pointe de f issure sontalors données par la formule suivante :

3 0 -

t / (N '  
*  , )

rx^1, '{N'* ,)
Â  c -  / -  t  e I^ t= t r .p  ( - i ; - )  *ar .o

AK2 N'/(N'  
*  , )  ( l . l r )

( l . ls )
avec

LKz "oo = c3.p tT I

(N ' - r ) /  (Nr+r )  Nr  (Nr+x)
Cr.p= (ôo -  uËr)

lN E '

( r -N ' ) / ( r *N ' )
,,,,

(E K' tru)

C-3cp oo 
"-' ; ïil :-',. 

' *

hE
et Nr = t/nt où nrest re coeff icient dfécrouissage cycrique.
où ôa '  é , '  et[*sont les paramètres sans dimensions du modèle drHutchinson,
et Kr, coeff icient de ra roi dfécrouissage cycrique, et E est re modure d,youNcdu matériau.

=  ( o ^
U
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Shih l 'ol ^ montré que le modèle drHutchinson nrest valable que sur
une distance X très proche de la pointe de f issure, de |ordre de plusieurs fois lrou-
verture O Ur.O de la f issure X S O Oor.O ,

avec
2

^ r  
^K. f f

'"r.p = -Z-RI--T--

Par ai l leurs, la solution issue des travaux drlrwin :

(r . t  s )

Ae  =  B
rcp

A Keff

r lX
(r.s6)

(r.rg)

avec

B
rcp

n'est valable qurau-delà de la
née par :

= ( r -v ) / (E  l zn )

zone plastique cyclique

A K.ff 
'--EÏ-,-

b.tz)

la taille est don-

(r . ls)

ffii ) dont
cP

Wc=
ocp * (

Une relation empirique est proposée par Glinka pour décrire Ia zone
intermédiaire :

o t=^r.o *  Ar.o '  Ln (X) *  A3.p X 
- r  

*  Ao.o .X -2

dont les coefficien" A,.o sont déterminés en imposant des conditions de raccorde-
rnent aux équations (f. fz) et (f .S6).

i i i  -  Evaluation de la distance Xx

La détermination de la distance

- la propagation ne peut se faire que si Ae x

Xx peut se faire de deux façons :

est supérieure ou égale à lramplitude
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.'^'#"ililiî,Lia":î::::ï*ï.ï"ï,î'.1.,:;[ïï:îïi,::ff :îiï:t ion dtirwin, on trouve :

Xx=  r
2 T

a K.ff, = U,

( r -v )  aX
eff s

)2 (t.+o)

avec

ot r .o E

^K
s

Dans Ie cas de lracier E 367,, connaissant :a(
et Ao, - o.oo2, on trouve Xx = O.OO735 mm.

s 
= 8 MPa\Æ, U,  = o.5

- Pour les grandes amplitudesdu facteur dtintensité de contrainte, la composante
élastique de la déformation dans la solution drHutchinson (l . lz) peut être négligée.
Par conséquent, connaissant la loi de paris du ,matériau et en se plaçant dans desconditions où aK.ff est connu, nous evons :

AKm =  X*

Nx

or Nx est rel ié à ae x par la loi de Manson-coff in et par identif ication à lréqua-
t ion (3.32)  :

m - -2N ' / ( . (N '+ r )  )

c=z( 
.u# rlc

) (r.+r)

oir. e ! est le coeff icient de ducti l i té cycl ique, et c, lrexposant de ducti l i té de larelation de Manson-Coffin.

Ayant  déterminé pour  I 'ac ier  E 36 Z:  m _ 2.9,  ç  = g.9 *  ro_rr ,  l .paramètre Xx calculé vaut : f ,x = o.oo7r mm.

Les valeurs de Xx calculées par les deux méthodes sont équivalentes.

da
i i -N = L '
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Pour exprimer lamplitude de déformation Ae
fermeture de u (u = a K. f f  /AK) les équar ions (3.32)  et

, l

^ e = crcp (-!+S-)"(* '  * t) 
*

en fonction du rapport

l .16) deviennent :

N,/r
c  r  U 'Â  K2 '  

(N '+ r )
"zcp {--Xr--J (1.+z)

et

Â  e=  Srcp b.+t)

(1.+s)

(1.+6)

Glinka I ro] a f 'ait l thypothèse que le phénomène de fermeture peurêtre simulé par Ireffet qurinduirait une zone de conta<
l'état de contrainte plane) en rond de rissure. E" .rr;:,Ïffitf.l:::::i.":il.
telle zone revient à décaler la distribution de contrainte produite par Iramplitude dufacteur drintensité de contrainte Â K. I l suffit arors d,
re que certe disrribution soir équivarenre à celle d"n;-o"ttT:ltt 

8.-p de telle sor-

tions à la pointe de ra fissure sont arors données 0", i" 

par aKeff ies déforma-

A e= crcp ( -xry* , 
t/(N'*') 

* c r-éx1-.N'/(N'*')'.p -r.p (T-Ë h.++)

ef

h.++) ou (1.+l) et (3.45) nous
le paramètre g :-cp

La composition des équations (1.+z) et
donne une relation entre le rapport de fermeture et

8cp 
=

xx
l -u2

uz

Dans le cas drun spectre de charge bomportant deux niveaux ;ranalysedu déplacement en fond de fissure conduit Glinka à lrexpression suivante :
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8.p
(N'  -  r )  \vm 3 N' /z (N'  + r)

Xx .z  ' (  scP )
\I/m

ocp
h.+z)

(1.+s)

où WmO est la

avec

et  Wm estocp

zone plastique

Wm=scp

la zone plastif iée

Wm=ocp

_  K .
- l - '  1  P rc ; z
"R r

e

monotone de surcharge en état de contrainte plane.

Pour calculer la distance g.^; Clehimi I lz] a pris I 'hypothèse com-
me dans des nombreux modèles de .. ,yiË, que I 'amplitude eff icace du facteur drin-
tensité de contrainte gouverne la progression de la f issure sous chargement varia-
ble. I l  est alors nécessaire de se donner une loi d'évolution du rapport de fermeture U.

Drune façon s imi la i re  à Matsuoka l r r  ] ,  chehimi  a posturé que la
pente des courbes représentant les évolutions linéaires du rapport U en fonction
de la longueur a, peuvent être modif iées par lraccroissement du nombre des pics
de surcharge.

Un facteur correcti f  U, est donc à introduire dans les formules (3.16)
et (l'rz) pour tenir compte de ce fait. chehimi considère que u, est dans le rapport
des l imites dtélasticité monotone et
vent se réécrire , 

, t . tru monotone et cycl ique (R./R.t). Les formules (3.16) et (3.12) peu_

u=r-  ur( \min =h ) .X;pourosxsavmin

monotone courante en état de contrainte plane

-KI  . l  mex \ z
jT r --çr-/- (1.+g)

e

( l .so)
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et

u= r  -  u,  (  t  ; f  ) ;pouravmins Xsafr

L'évolution du rapport U est reportée dans Ia relation (1.+6) :

r )  )

t/(. (N +r) )

( r .sr)

r  -  l l 2
8.p -É ' 

X*

où 
"vrin 

représente la longueur de la f issure correspondant à

avec avrin = wf.o /l

et afr représente la longueur de la
égal à w!.0 (ol w!.0 h raiile de

( l .sz)

la  v i tesse min imale ;

(r.s r)

(r.s+a)

f issure affectée par le ralentissement qui est
la zone plastique cycl ique de surcharge).

3 .2 .4 .  r  .

3 .2 .4 .2 .1 .  Modè . te  d ,e  GL inha

Grinka [ 53] a proposé un autre modère à partir de ses propres tra_vaux décrits précédemment 
Ir5-16 ]. c" modèle est fondé sur rraccumuration dudommage dans le cas d'une fissure avec émoussement mais dans le cas de charge-ment à amplitude constante' Il a trouvé que la vitesse de propagation de la fissurede fatigue est de la forme suivante :

jft = Ç^Km
avec

1r r  =  -  z / (c (N ' *

c=? t t t .1 r6nEKr  ,
a: xi  (N' * r) '

' * t / k (N '+ r )  
)' p x

et

(g.s+b)
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lT 
0: est 

.une 
fonction dépendant de nombre, de cycles, €t 0 x le rayon de fond

d'entài l le (Figure 3.n).

Qt=r ; pour Wf, = t f lzspx
e

I

4 1 1

ai=' - arr,H ) - ayz,+ ) - ayr,ili, ; pour *1, o *

z /  (c (N ' * r )  )

*r  = r .633, xz = o.8967,

( l .ss)

avec

(1.s6)

et

= o.6763 et xO = o.564r

Figure 3.12 : ;  t lodèle de Gl inka I  S_i l
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3 .2 .4 . Z. Z . ModèX.e de Stoui,{ot

stouffer I zr ] a proposé un modèle de propagation de fissure par fa_tigue basé sur celui de Majumdar I zzl . ce modèle est fondé sur lraccumulation
du dommage en avant de la pointe de fissure par déformation plastique d'amplitu-
de constante.'

Le calcul des déformations et des contraintes au voisinage de la pointe
de f issure pour un matériau érastoplastique écrouissabre.

A part ir de la solution de Majumdar,la relation définit  les contraintes
et déformations en fonction de la distance X à la pointe de fissure est alors donnée
par la formule suivante :

Ao .  Ae= A K 2

( n '  +  r )  E .n .  X

où n' est le coeff icient drécrouissage cycl ique du matériau.

h.sz)

-, 1 rim oo o.aîTd 
X tend vers o' on trouve la rimite de ao . Âe tend vers rfinfi-

nr ( " 'x; 
ï--) ' Stouffer a introduit un facteur X^ qui représente l 'émoussement

de la pointe de fissure (x. = r/zcoD,oir le coD.rrt, i."*;.;;-; tona a. f issu_re) et qui permet dréviter la singularité quand X tend vers o. Donc, i l  remplace Xpar X + X. dans ltéquation b.SZ), on trouve (Figure 3.n).

Ao  'Ae= AK2
(n '+ r )  En (X*X . )

( l .ss)

Dtun point de vue mathématique, cette situation peut sranalyser par
superposit ion drune f issure de longueur a+X. soumise d,une part au chargement réel,
et dfautre part à des contraintes de compression égale à I'amplitude de contrainte
ult ime u%, *ur une distance X = X..

i  - Calcul dus déformations et des contraintes
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données par :

K2
( n r+ r ) ' n 'Ao r2  (X  +  X . )

où Âo, est lramplitude de la l imite élastique de contrainte,
Aey, 

l 'amplitude de ra l imite érastique de déformation.

It 
X. '  représente lrémoussement de la pointe de f issure, est t iré de l 'équation

(3.6o) après quand on applique la condition suivante :

pour X = O et Ao= Âoarr on trouve

Les déformations et les contraintes à la pointe de

Âc-  ^^  |  ARz I ' l (n '-  4  c y  t  l

la

+

f issure sont

r )

e f

f 
/tn'., )

( l .ss)

(3.6o)Ao= Ao  Iv-

X= AKz
c  ( n ' + r )  n  6 9  2

v
( fr_,(n'+r)/n't ' c t

Ao-_  
(n '+ l ) /n ,

' [  1-  ç- r1-"ct

(3 .6 r )

Lorsque la taille de la zone plastique nrest pas négligeable par rapport
aux dimensions de lréprouvette uti l isée ou de la longueur de f issure, cette dernière
doit être corrigée. La longueur à considérer est alors une longueur dite effective
te l le  que (F igure 3. r3)  :

avec

RË =  X . *Rp

R=
P

L R 2

Q.6z)

(1 .61)
( n t + r ) n . L o y "

où RO est la taille de la zone plastique.
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F iqu re  3 .12  :  Schéna  rep résen tan t  l a  re la t j on  en t re  , r ,  *o et  a i  lz t l

Stouffer a fait I 'hypothèse que lramplitude de ra déformation plastiqueleP à une distance Rfi du fond je f issure est donnée par:

AeP = ae-ae. l= ae-  +

On peut trouver pour X = Rp, la relation suivante :

H]

A K 2

D= I  D i  =r

P  - n ^  |-  0 è . ,  L
- t  

/ {n '* ,  
)

I  -aef
Y

1'l-n,*r)r (r.e+)Y ' (n '*r)n 
.  nor"  (X*X.)

L K 2
(n f+ r )  r  Ao r2  (X  +  X

Stouffer a pris en compte égarement lrhypothèse que re dommage aufond de fissure résulte drune fatigue plastique localisée, dramplitude de déformationcroissante, cumulée selon la règle de Miner :

(r.6s)
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evec

avec

t ' t  -  r  ^ t
N. =  ' f

I I
(3.d6)

^xj)  ̂  xj h.6z)

(3 .68)

(  ÂeP.  ; c

Stouffer propose une nouvelle formulation de la relation qui donne lavitesse de propagation de la f issure en tenant compte de I 'effet de mémoire asso-cié à la zone plastique à la pointe de la f issure (Figure 3.t4) :

D ,  ( a -

F i g u r e  3 . 1 4  :  L , d c c u m u l a t i o n  d u
l ,  app l  i ca t i on  de

J

On peut réécrire la relation (5.6ù sous forme drintégrale :

D(" -X ,X)dX

AX.
J

N

I
j = i

N

I
= l

N
d a r
dN = .L

l =  I

R
da fP
dN= 1

o

oXj  '

N
R=rpL

j= r

o
q)
(I]
E
E
o

1

c
o

.Fl I

+J
(It

Fl

f
E
f
U
(J

o
U

ctonmage pour chaque cgcle après
cha rgenen t  (6  =  D )

E -. ô,-, ô

D;-, (o-ari . , ,arr.1 axi )

D;fo -ar,.- ,-ar,-. ,
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J.J. Discussion

Les modèles uti l isés
de fissure développé par Elber [ 3
après surcharge.

sont, en majorité déduits du concept de fermeture
] porr décrire le ralentissement drune f issure

Pour la bonne compréhension des mécanismes régissant le retard, uneanalyse en terme de contraintes résiduelles à la pointe de f issure a été menée. Lephénomène dtémoussement de la f issure est souvent invoqué pour le blocage maisaussi parfois pour les problèmes de propagation.

i- Dans les modèles basés sur l t interaction des zones plasti f iées, ontrouve de simples modèles empiriques comme ceux de wheeler I o ] et wil lenborg
I g ] et un modèle analyt ique de Fiihring [ 9 ].  ces modèles ne sont pas entière-ment satisfaisants' ceci est principalement dû aux modes de calculs théoriques dela zone plastique où le phénomène drécrouissage cycl ique nrest pas pris en considé-ration.

i i  -  Dans les modèles basés sur le concept de fermeture de f issure etlr interaction des zones plasti f iées, on trouve les modèles expérimentaux comme
ceux de clerivet I  ro ] et Taira i  t l ]  ,  et des modèles analyt iques comme ceux deMatsuoka [rr ]  et Sunder f,r+]

Les désaccords entre les modèles de ce type existent surtout au niveau
de la relation u = f (a), relation qui sert de base de calcul. ce désaccord existe plusprécisément entre les points suivants :

x le retour du rapport u depuis sa valeur minimale jusqu'à sa valeur normale se faitdrune façon :

- l inéaire pour Matsuoka I rr]
- polynomiale pour Clerivet I ro ]
- parabolique pour Taira [ , l]
- exponentielle pour Sunder I r4]



Des résultats expérimentaux [ 7 ] donnent une relation proche de laforme l inéai re.

x lraccroissement de f issure pour lequel la vitesse de f issuration atteint sa valeurmin imale est  s i tué :

"Vrin 
= o.53 W! pour Matsuoka

"V r i n=o  pou rC le r i ve t

"Vrin 
= o.5 W: pour Taira

"vrin 
= G/8 à r/+) wf pour Sunder

l raccroissement de f issure pour lequel la vitesse de f issuration retrouve sa valeurin i t ia le

- 4 2 -

pour Matsuoka et Taira

pour Clerivet et Sunder

Taira nécessite une détermination expérimentare déricate
le modèle de Matsuoka uniquement analytique est donc

De rrensemble de ces modères, on remarque que res modèles de ;Matsuoka et Taira nront pas de désaccord fondamentar avec de nombreuses expé-riences publiées. Des imprécisions existent au niveau c
mais res deux modères donnenr des vareurs voisine, *li;::î:ïÏ#'t "vmin'

âd = r'5 \v:

"a=wÏ

Le modèle de
des contraintes résiduelles,
plus facile d'uti l isation.

Les hypothèses concernant la loi de comportement du matériau dansle modèle de Matsuoka nécessiteraient drêtre modifiées pour tenir compte des pos-sibi l i tés dtécrouissage cycl ique.

iii _ Dans les modèles basés sur le concept de
trouve deux modèles analytiques, le modèle de Glinka I 16,
Stouffer | 

"rl

la

53

mini-éprouvette, on

] et le modèle de
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Ces modèles nécessitent une détermination expérimentale des données
de fatigue ol igocycliques.

- Le modèle deGlinka I 16 ] a été proposé pour le cas de Ia propagation de f issure
sans accumulation du dommage. Glinka, en faisant appel au principe de superposi-
t ion a remarqué qurajouter des contraintes résiduelles de compression ou décaler
la distr ibution originelle des contraintes produisait un effet similaire sur Ia forme
de répart i t ion des contraintes à la pointe de f issure. La modélisation de la ferme-
ture de f issure peut être faite en décalant la distr ibution de la quantité g.o.

Glinka I sl ] a proposé également un modèle pour le cas de la propagation de
fissure avec eccumulation du dommage dans la condit ion de chargement à ampli-
tude constante- I l  se base sur res mêmes hypothèses de modère précédent I 16] ,mais i l  calcule la vitesse de f issuration par I ' intermédiaire de facteur de concen-
tration de contrainte. Dans ce modèle, i l  nta pas tenu compte de lreffet du phéno-
mène de fermeture.

En effet, la l imitation du deuxième modèle de Glinka réside dans la précision
des coeff icients quri l  fait  ajuster (ex. p x, X. etc).

- Le modèle de Stour|et a été proposé pour le cas de la propagation de fissure avec
accumulation du dommage dans ra condition de chargement variabre.

Stouffer nra pas tenu compte de lreffet de fermeture.

- on remarque que les modèles de Glinka et Stouffer permettent de réaliser des
prévisions de comportement de la progression dtune fissure dfune façon rapide à

lraide drun petit  calculateur et est, cela uti le pour les concepteurs de structures.
cependant sous leurs formes actuelles, nécessitent encore quelques développements,
notamment.

x Dans le premier modèle de Glinka IrO ] 1r"n, accumulation du dommage), i l
est nécessaire de vérif ier sa validité en condit ions de déformation plane en mo-
de I, en conditions de déformation plane et contrainte plane en modes II et ltr,
en outre le modèle ne permet pas de prédire quantitativement le nombre de
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cycles de retard.

x Dans le modèle de Stouffer lzr] ("u.. accumulation du dommage), i l  est né_
cessaire dfintroduire r 'effet du phénomène de fer,rneture.

- Nous Pensons que ces approches qui consistent à traiter le fond de f issure com-
me une mini-éprouvette de fatigue ol igocyclique doivent être améliorées et en
part icul ier i l  serait intéressant de revoir lrexpression de la zone de contact g qui
traduit le phénomène de fermeture dans les condit ions d'état de déformation plane
et les conditions dtétat de contrainte plane.

3.a. Mgagleqlie't_

l4odèle4e_v&gsj_gf afjsrulalr.ql_pqsé1ur_{a4_alyge_des_car{_rgrnrg,
et_des_d{fgrmar&ryà_.!a3oinre_de_l'&s_fiæSl_d_ét_or_ngËion-preæ

3 . 4 . J .  I n t r o d u c t i o n

Glinka I to ] a proposé un modèle basé sur la distr ibution des contrain-
t ese tdesdé fo rma t i onsà lapo in tede f i s su reun iquemen tdans@

tes planes' or, dans la Éalité,le processus de déformation a souvent un comporte-
ment tridimensionnel (lD) (contrainte plane et défornration plane) ou peut-être
assimilé à un comportement en déformation plane (éprouvette épaisse).

Une partie de notre étude consistera donc en ltadaptation du modèle
proposé par Glinka en le formulant à partir d. I
(Annexe A.g. r . f . )

La validité de cette hypothèse sera ensuite examinée grâce à lrut i l i -
sation des résultats expérimentaux obtenus dans le cas de lrapplication drun grand
nombre de pics de surcharge pour un Acier 836 Z.
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3 .4 .2 .  E *p t " " " i o ,  d ,  . hu^p  d . ,  
" on t ru in t . "  " t  

d " ,  dé fo r_

é t a t  d e

@

Nous suivons une démarche similaire au modèle de Glinka I 16 ] mais
I 'hypothèse de déformation plane est introduite de la façon suivante :

- A part ir de la solution d'HRR Itz ] (Hutchinson-Rice-Rosengren), les déformations
et les contraintes en fonction de la distance X à Ia pointe de f issure sont alors
reformulées comme suit :

oO arOO, CrDp .t CtDo sont les constantes de la relation drHRR
mat ion 

-p lane 
(Annexd A.9. r . r . )

x s K otoo ; oir ou ,oo = fiË2ÊL
e

aKr . f f  
, t / {N ' * , ):.= CrDp ( -----T- I

a  Kr . f f  
,  

t / (N '* r ;
---= C3Dp ( --_-F- I

* crDp {o 
*"a" 

)N'/(N'*') (r.6q)

(r.zo)

en état de défor-

,  . .  z  
t / ( N ' * r )

- (l--Y--)
5

Avec

CrDp = Cr.p

CrDp = Cr.o

( r * v  )  f ( l - v  )  Ë^  - v  Ë  l
U  T - J

t "^-" "1
l J 1 '

(N '  -  r )
60-Ë r)

-é  
rà

N'/ (N,*r)
1 0- e

' (  t iuu'  ) (r .zr)

,  f t*4 N') / ( r+N')  
6 |̂;/

î \  . \  r  r  -u"  .  
t / (N '* r )

ctDp = C3.p (Ë )

oO tr.O, ar"r., C3.p sont les constantes de la relation dtHRR en état de contrain-
te plane donnée dans la formule (l.f+), B est le facteur drentrave à la plasticité I
et Ë, , Ë., et Ë. paramètres sans dimensions du modèle d'Hutchinson.
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Par ai l leurs, la solution issue des travaux drrrwin
plane est donnée par I 'expression suivante :

x=*3oo ; où*fro=r+,

-+6-

A K.ff

/--T

(r - v2) (r - zv)
r

v ô

la relation drlrwin en état de

I tS ] en érar de déformarion

AK . .( --ï-srl-),
Re

ae=.  BrDp

evec

BrDp  =  B r .p

où Br.o est la constante de
dans la formule ( l .y).

Q.zz)

h.zt)

contrainte plane donnée

- La solution analytique proposée dans le domaine

ae '=  ArDp *  ArDp. ln  (X)  *  A3Dp .

transitoire est

X-r  *  A+Dp. x-2 b.z+

ootoo s x = *!oo

d e r a c cor d., ï; ;::' ; ::' :1i,,î lm î 1ïi .f î ; ï :ft:i i iîï: :, j 
s 
.co 

nd i, i on s

et X = *3oo 

vyu.urv"ù \ J.rrvl Ët' \3.72t pour res vareurs de X = o ouroo

3  . 4  . 3 .  C a l c u L  d u

3 . 4 . 3 . I .  C a ] c u l  d e Ie  cas  de

monotone

Lorsque lron est en état de déformation plane, la triaxialité des con-
traintes augmente la l imite drélasticité drun facteur B par rapport à un essai conduit



en traction uniâxiaie en contrainte
plastique en déformation plane est
en contrainte plane (Figure 16). Ce
la plasticité.

47 -

plane, (Figure 3.r5). l l  en résulte que la zone
sensiblement plus petite que la zone plastique
coefi icient B est appelé facteur drentrave à

R"o,

R"",

F i g u r e  3 . 1 5  :  L i n i t e  d , é l a s t i c i t é

Déformt ion p lane

Con t ra in te  p lane



-48 -

F igu re  3 .10  :  La  d . i s t r i bu t i on  de  con t razn te  app rochée  en  é ta t  decon t ra in te  p lane  (a )  e t  en  é ta t  de  dé fo rmta t i on
p l a n e  ( b ) .

La contrainte maximale dans la zone plastique en déformation plane
peut'  être B fois plus élevée que la l imite drélasticité en traction uniaxiale. Le rap-port de contrainte maximale par repport à la l imite drélasticité en traction uniaxiale
est appelé facteur drentrave à Ia plasticité :

o
a _  m a x___R--

e

Dans la l i t térature le facteur drentrave à
de la manière suivante :

hqs)

la plasticité B est calculé

La surface drécourement prastique est représentée dans
contraintes principales par le critère de Von_Mises :

l respace des

(o ,  -  o r ) t  *  (o r -o  
r ) t *  

(o ,  -  o r ) r=  z  R !  (K . ) Q.z6)

l i tr,o.r,?'o.3_ronr 
les contraintes principares à ra pointe de ra fissure.une variâble dfécrouissage. 

t.rr"v'PorLù é ra PQrnre oe la ttssure. et Ka est

avec

+Sin(+) )

-sin($) )

or= 
;$ costf l  . t ,
r '  2T1

o2= 
#' 

cos tf I .t,

o" = zu -;&--. Cos tglr /m2
et

3.77
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On se place dans les conditions oir :

o l t  =o  
mex ro2  =  Mro ,  e t  o3  =  Mro ,

avec  M =  f  (o )
r  

-  ^  r  - r  e t  M ,  =  f  (O  ,  v )

On introduit les expression (f .Zg) dans (3.76), ceci conduit à la relation
suivante :

L ( r - M) * (Mr - Mr)' + (r - Mr)2 )ol = z R! b.zg)

ou

" r  |  ,  - t / z
U ;=  

( r -Mr -Mr *M i .MZ-MrM2)  L ta  
( 3 .8o )

de lrexpression (3.75) et lrexpression (3.go), on trouve :

B = ( r  -  Mr -  M,  + Ml  *  MZ- * r*" ) - ' / ' (3 .8 r )

avec

M _  
( r_S in (o /z )  )

'=@et M,=;f| ;1$y (3.82)

Dans Ie cas où o = o etv = t/3, re facteur drentrave à la prasticité B
es t  éga l  à  f  (B=  t ) .

La solution précédente de B a été développée uniquement pour un char-
gement monotone' Dans notre cas de chargement cyclique nous avons proposé une
autre méthode de calcul de B .

3 .4 .3 .2 .

cyc l ioue

Or suppose que la distance Xx (relation 3.+o) dépend seulement du
matériau, elle a donc la même valeur en état de contrainte plane et en état de

( t .28)
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déformarion plane (Xëp = Xôp = X*).

Nous connaissons la valeur de la déformation au seuil  de non f issura-
t ion Âe 

,cp en état de contrainte plane et la valeur du facteur drintensité de con-
trainte seuil  ( oKr) '  En introduisant ces données dans la relation d' lrwin en contrain-
te plane (l '16), on peut en déduire la valeur de X]- en contrainte plane par lr inter-
médiaire de la relarion (1.+o). 

cP

La déformation ae, déduite comme la l imite d'endurance mesurée sur
éprouvette de fatigue ol igocyclique est a priori  en état de contrainte plane (Figure
3'r7)' Nous supposons que la distance Xx reste constante que nous soyons en contrain-
te plane ou en déformation plane, ceci est justi f  ié par le fait  que cette distance est
théoriquement une caractérist ique intr insèque du matériau.

En déformation plane la connaissance de Xx (déterminé préalablement
en contrainte plane) et de la distr ibution de déformation au seuil  permet de calculer
A ^  l i .oor. 

Dp (Figure 3'r7l ' On peut déduire le rapport :

Â c..-s Do
= i  g

/ \ c..-e cp

At.ç,

Atro"

(r .s l)

E pr ouvet tes

" " [ \

î?/"'J_L'

Déformation

F i g u r e  3 . 1 7  :
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des relations (3.4o), ( l .zz) et (: .g3), on peut trouver ra vareur de B , d,où :

x dans le cas de lracier E 36 Z, connaissant :
A Ks = S Mpa/F, Â., = o.oo2 et X* = o.oo73 mm,
on  t rouve  

B  =2 .736

x dans le cas de lracier 35 CD4 . lr+ I connaissant :
^Ks  =  Z  MPa/À ,A€s  =  o .oo385  e t  Xx  =  o .oo r r  mm,
on t rouve  

B  =2 .TSg

x dans le cas de lracier 35 NCDI6, connaissant :
Â K, = 5 MPa/À, Ae, = o.oo7 et Xx = o.oooJp ffirï1,
on t rouve  

B  =2 .6g9

La littérature donne beaucoup de valeur de g mais uniquement dans le
cas de chargement monotone avec :

B=2 .4  à  3

3 . 4 . 4

f i ssu re

on reprend lrhypothèse drune zone de contact I 16 ] mais dont ra :
tai l le est alors différente et égale à gDp.

Nous postulons que la valeur du paramètre g^ est orooorl
rapport des écarrements de f issure après surcharge .r'ij"f ;::ffrii|o:Ï:rt#
t ion plane (Figure 3.rg).
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o6.cToD3P

o.sCTODip

F i g u r e  :  3 . 1 - 8

La valeur d. BDor"x est donnée par la proportionnalité entre les
deux tr iangles AOAB et n ÀCO (Figure 3.rgb) à la pointe de f issure, on trouve:

q4_ qB_crooBp/i-Ac = ÂD = 
croDfl Â

CTOD:
AC=OA uP

croDBe
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ou 
croDl

EDPma* = Xx 
A"#" 

(E.8+)
t)p

où CToDf,o est ltécartement de fissure après surcharge correspon-
dant au chargement d'amplitude variable ( ÂKoic), croDflp est l,écJrtement de
fissure avant la surcharge correspondant a l" ".'h"r.g. a. .î!e.ence (K,n"*).

En état de déformation plane, ltécartement de fissure avant l,applica-
tion de surcharge est donnée par rrexpression suivante (Annexe A.g.r.+.),

- l  t

croDf lp=Be. f  (5[) .a, t /N' . ( t .uJ]- 'K""* ,  N' / {N,* r)  (1.8s)

où Brest l tépaisseur de lréprouvette

evec

o ,=E /  [  (K , )N  R r  
( r -N ' )  

I
e

où K'est le coef f icient de la loi d.!écrouissage cycl ique

et lrexpression de ltécartement de f issure après surcharge :

r l  ru ! /
croDsDp = 8,. [  15] ' )  .  o, ,  

^ 'N'  t r  - ; .1 '  ar; i .  
I  

/ (N'*r)  
(3.86)

avec

o . "=28 / l  ( zK , )N .R ,  
( r -N ' )  

I
e

Dans le cas de |acier E 36Z,, connaissant :

R = o ' r r  Rpi .  =  t '6 ,  Kr"*  = r ,8  MPa/ÂrK'= 1255 MPa

Xx = o.oo7 mm, Nf = 4.762, Rr = tSo Mpa

on trouve t gDpmax = r .o74 x ro-3 m,
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On peut déterminer lrévolution du paramètre gp' ( la zone de contact)après application de la surcharge en fonction de la distance X de la propagation (du

::tl*ttT::9.: 
fissure). ce*e zone esr comprise enrre les poinrs zéro er"vrin,

"t "V*in 
et ad . Cette évolution se décompose en deux parties :

-Pour  O sXs"Vr in

gDP=X ( #,t/{N'*" . , p., 
'*'/{*'*" 

. o.,,. 1 -{- y, (E.sz). .max  P lc  
' avm in '

et

-  Pour 
"Vrin 

sX s aj

^ , ,  
t / (N '* r )  

a  K^,^  'N ' / (N,*r )  
_  , :  -  X zBop x. . ( ; ï )  .e- ] iq)  .R^,^( ' f_ )  (3.s8)"max ot .  ,O _ 

"Vminoù 
"vrin 

représente la longueur de la fissure correspondant à la vitesse minimale,*
et ao représente la longueur de la f issure affectée par Ie ralentissement.

Lorsquron soll ici te une éprouvette épaisse avec un chargement variable,
on remarque que la plasti f ication n'est pas uniforme en avant du front de f issure(Figure 3. r9) .

Après application de surcharge (Figure 3.9b), on remarque que lraccrois_
sement de la zone plastique en surface (en état de contrainte plane) est presque nulle.
Ceci conduit à supposer que lfaccroissement de f issure pour lequella vitesse de f is-
suration atteint sa valeur minimale est proport ionnelle à la tai l le de la zone plasti-
que cyclique de surcharge en état de contrainte plane :

"vr in

avec

=*Lo / e

I

4Tl

^K.
. 1 --rerc- y' (r.go)

Re

(1 .89)

wcscp

et laccroissement de fissure pour lequel la fissure retrouve sa valeur initiale :
* ^

î s  =  W"., scp ( r .gr )
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*  C o n t r a i n t e  p l a n e

<-  Dé to ,mar ion  p lane

<- Contra inte p lane

*Cp

*Dp

+Cp

F i g u r e  3 - i 9  :  r n f l u e n c e  d ' u n e  s u r c h a r g e  s u r  r e  f r o n t  d e  f i s s u r e  :  ( a )  f n o n t
de  f r ssu re  avan t  Ja  su rcha rge ,  (b )  ap rès  su rcha rge  e t  ( c )
après une nouvel le  propagat ion.

3 . 4 . 5 .  V é r i f  i c a t i o n s  e x p é r i n e n t a l e s

3 .4 .5 . t .  ConO i t i ons  expe r l

Cp

Dp

Cp

La vérif ication expérimentale de
sais de f issuration réalisé sur un acier E 362 à
dans la construction mécanique.

ce modèle e été faite à partir dres-
lrétat normalisé, couramment uti l isé

Les compositions chimiques (en % de masse) et
mécaniques sont données respectivement dans les tableaux n"

les caractérist iques
( l . r) ,  ( l .z) et (r .r) .
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Tableau n' 3r : Composit ion chimique (en Zo de masse)

Tableau n' 3.2 : Propriétés mécaniques

C Mn Si Ni S P AI T i Cr Cu Mo

or I4 r 1 4 or29 or42 o'@3 orooT oro2 orooS oroT oroT o'o35

N- l ru  ls ta-P=rl  B^lLir i te
Mpa

r2551 rrg4

enta i l le

ont subi

Tableau n' 3.3. :  Paramètres du modèle drHRR en
pour Nr = 4.762

déformation plane

o
t̂ - l r o

e
nN

z.zg8z r.78o9 o '55  5  r 4.98 r 5

3.5 .5 .2 .  ep r . ryu t tu  r t i t i sæ

Les essais ont été réalisés sur des éprouvettes compactes cr 4o à
en chevron, drépaisseur r5 mm et de largeur go mm. Toutes les éprouvettes
un polissage mécanique (Figure 3.2o).
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L r-j

q, I
:*-___l

a s  = 2 4
n  - ' ) a )
V  - L U

Be  =15
U =80
l J1=100
t t 4( 1 t  = / . L )

2 l - l  = 9  \

fnf l t

rnm
tn fll

ln tn

rn fn
rn fll
nl  tn

- Rapport de charge

- Nombre de cycles de surcharge

- Facteur dtintensité de contrainte maximale

- Rapport de surcharge était variable

F igu re  3 .20  :  Ep rouve t te  u t i l i sée

3 .4 .5 .3 .  Compara i son  a !

Des expériences de retard après surcharge ont été réalisées dans les
conditions suivantes :

: R = Q . 1

:Np=5o

t  Kt" ,  =  t8

t Rpi" - r.6,

et 2.2

MPa/î

r .9

Le modère permet de prédire ra vitesse de fissuration (da/dN) en fonc-
tion de la progression de la fissure et sous cette forme quril sera comparé aux ré-
sultats expérimentaux.
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t . 4 .5 .4 .  Résu l t a t s  e t  d i scuss ion

Inf luence du taux de surcharge B,_ :  (K = rg MpaÆ. Np = 5o et  Be= rs  mm) :-ptc -max-

Les évolutions de la vitesse de f issuration par la méthode analyt ique
en état de déformation plane, méthode analyt ique en contrainte plane I 16 ] et
les résultats expérimentaux sont reportés dans les Figures (3.2r), $.zz) et ( l .zl).

On remarque que les deux modèles analyt iques donnent des valeurs pro-
ches de résultats expérimentaux. On voit également que le blocage apparaft trop
tardivement avec le deuxième modèle lorsque lron fait croftre le taux de surcharge.

Les paramètres expérimentaux, vitesse de f issuration minimale après
surcharge (da/dN/min), longueur de f issure oir apparaft la vitesse minimale ("V,nin),
longueur de f issure aff ectée par la surcharge ("1), . t  leurs homologues calculés
sont reportés dans le tableau n' 3.4.

Lrétude de la comparaison avec les résultats expérimentaux nous permet
de dire que :

Le calcul en état de contrainte plane ou en état de déformation plane, nous don-
ne une bonne prédict ion de la vitesse de f issuration minimale (da/dN /min) et leur
longueur de f issure quicorrespond à cette dernière . ("Vrin) dans le cas du faible
tauxdesurcffarge (Rpi. = r.6 et r-.à).

A plus forte valeur du taux de surcharge (Roi. = 2.2), expérimentalement i l  exis-
te un nombre l imite de cycles de surcharge'(cycle stabil isé) à part ir duquel la
propagation est bloquée.

La modélisation ne prévoit pasce phénomène de blocage dans les mêmes condi-
t ions de chargements.

La comparaison entre les résultats expérimentaux et théoriques dans les états
de contrainte plane et déformation plane laisse supposer un mode de comporte-
ment tr idimensionne{ (3D) ctest le cas de nos expériences.
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J.5. Conclusion

Le modèle permet de réaliser des prévisions de comportement de Ia
progression drune f issure d'une façon rapide à lraide drun petit  calculateur er est,
dans cela, ut i le pour les concepteurs de structure.

Les caractérist iques essentiel les de ce modèle résident dans une eppro-
che de type mécanique des mil ieux continus, lrendommagement du matériau nrétant
pas pris en compte.

La comparaison entre les résultats expérimentaux et théoriques dans
les états  de contra in te ptane [16]  e t  déformat ion p lane (R. , ;^  = r .6  et  r .9)  la isse
supposer un mode de comportement tr idimensionnel ( lD). 

v' !

Ce travail  peut être considéré comme une étape de modélisation de
la progression d'une f issure sous chargement variable.

Pour améliorer le champ d'application de notre modèle (en état de dé_
formation plane ou en contrainte plane), nous proposons de le modif ier en tenant
compte :

-  du cumul  de dommage,

- de ltémoussement,

- du nombre de pics de surcharge.
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4 - SIMULATTON NUMERTeUE BASEESUR tA METHODE DES ETEMENTS FTNIS

4.1 .  In t roduc t ion

Les techniques de calcul des structures ont connu ces vingt dernières
années un développement considérable, motivé par les besoins des industries de
pointe et soutenu par les progrès effectués dans le domaine des ordinateurs. Ainsi
la méthode des éléments f inis (en abrégé MEF) est-el le communément uti l isée au-jourd'hui pour I 'analyse des structures dans de nombreux secteurs de lf industrie :
aérospatial,  nucléaire, génie civi l ,  construction navale, mécanique, techniques off-
shore, etc...

Par ai l leurs, i l  est intéressant de remarquer gue la MEF appriquée au
calcul des structures est une technique récente, à carectère pluridiscipl inaire (Fi-
gure 4 ' r ) '  car  e l le  met  en oeuvre les connaissances de t ro is  d isc ip l ines de base:

- la mécanique des structures : élasticité, résistance des matériaux.
dynamique, plasticité, erc...

- I 'analyse numérique : méthodes drapproximation, résolution des sys-
tèmes l inéaires, des problèmes aux valeurs propres...

- l f informatique appliquée : techniques de développement et de mainte-
nance des grands logiciels.

Lrapplication de cette méthode srest révélée très eff icace en analyse
linéaire élastique de structures en état de contraintes planes et de déformations
planes [, z5-zS ] .

Paris l'g L Erdogan [3r ] et beaucoup drauteurs ont calculé le fac-
teur drintensité de contrainte en uti l isant des méthodes analyt iques pour différentes
configurations simples de fissure. cependant, les géométries et les chargements des
structures réelles sont souvent complexes si bien que la détermination analytique
exacte est laborieuse et fait appel à des procédures mathématiques où il est alors
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nécessaire dtavoir recours

et méthodes des éléments

à des méthodes numériques

f i n i s  (MEF)  |  z8 -3 r  I  .

:  méthodes de Collocation

Mécan ique  des

S  t  r uc tu res

MEF

Anaty  se

Numér  ique

In format  ique

Appl iquée

F i g u r e  4 . 1 .  :

La méthode des éléments f inis a été largement uti l isée pour déter-
miner la singularité des contraintes au voisinage de lrextrémité drune f issure dans
le cas d'un comporremenr l inéaire | ,Zl l l"-n I I  ez I .

En analyse non-l inéaire élasto-plastique, on trouve peu dfauteurs qui
t iennent compte à la fois de la plasticité et du chargement cycl ique surtout dans
le cas de structures f issurées sous chargement non-stationnaire.
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4.2. Rappe!_Cg teStfrigqe_de /a?rjg{g=.sjon de Ia fissure

Dans la majorité des simulations numériques basées sur la méthode
aux éléments f inis Pour avancer la f issure, on uti l ise la procédure de relâchement
de noeuds sur le prolongement de la f issure.

I l  existe plusieurs méthodes de relâchement des noeuds. parmi cel les-
ci, par exemple la méthode basée sur la technique de relaxation des forces nodales
imposées (conditions imposées).

Dans le cas dtune structure possédant un plan de syrnétrie dans le-
quel se trouve une f issure prééxistante que lron va faire se propager (Figure 4.2),
la pointe de f issure est au noeud A, I a lèvre de la f issure est l ibre (ni efforts,
ni l iaison), le prolongement AB de la f issure présente des noeuds bloqués dans la
direction Y (condit ion de symétrie).

lFy=9 uy= o

F igu te  4 .2 .  :  Cond t t i ons  aux  l - tm t tes  d .é f  t n i ssan t  une  f i ssu re  dans  un .  ca l cu l
pa r  é lénen ts  f r n j s .

Ce processus de progression est effectué à force constante. Supposons
donc que, soumise à une force F, l téquil ibre de la structure soit traduite par 1é-
quation :

Isrtr1 . tu] ={ri (+. t )
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où [sr ln ]  est  la  matr ice de r ig id i té  é last ique de la  s t ructure,  {u}  le  vecteur  dé-placemenr total et { F } la force appliquée.

Lrencastrement vert ical du noeud de pointe (condit ion de symétrie) estassuré par pénalisation, c'est-à-dire que le terme diagonale de la matrice I srrn ]correspondant à ce degré de l iberté est la somme drune rigidité élastique et d,unetrès forte raideur que I 'on note IASTIF l.

on cherche le système d'équation incrémental que lron va résoudre demanière i térative (plasticité par exemple) qui permet de passer de lrétat init ial
déf in i  par  l 'équat ion (+. r )  à  l 'é ta t  f ina l  déf in i  par  :

(  [srrn ]* iasrrF l) .  (  {rJ }*{nru} )  ={ F} +

par différence, on obtient :

{aF }I P Q.z)

LnSrtF l .  {  r r  }  *  (  [  srrF]*  [nSrrF ] )  .  {au} = {^Fp} (  +.1)
otr {^| 'J} ttt le vecteur des incréments des déplacements nodaux et {aFo} par lr in-crément des forces "plastiques" sur lesquelles on itère jusqu'n ,t"uit ir"t ion.

comme {asrtr} '  { u } nrest autre que la réaction en pointe avant
libération, on peut aussi bien écrire :

(  lsrrr ]  *  lasrrF ]  I .  {au} = _{ R} * (+.+)iam lp-
avec

{n} = lasrrFl.{u}

La résolution de ce système dréquations permet de passer de manière
incrémentale de lrétat init ial où un noeud de pointe est bloqué à lrétat f inal oùce même noeud est libéré, simulant ainsi une progression de longueur de fissureégale à la longueur de ra maiile dans la zone de progression.
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4. 3. E t ud e_Q,!1&q.qp$que

Des méthodes de calcul des éléments f inis ont été développés afin
dranalyser l 'évolution du point drouverture de la f issure après application de sur-
charge en modélisant le comportement du matériau. Durant ces dernières années,
peu de travaux ont été présentés sur ce sujet. Nous alrons essayer dren présenter
quelques uns.

4 < I S t m u l a t i o n  a e Newnan

Newman I ul considère un matériau élastique parfaitement plastique,
qui présente une l imite dtélasticité R. = 3JO MPa. L'éprouvette uti l isée est une
éprouvette à entai l le centrale (Figure 4.3) que lrauteur sol l ici te à une contrainte
maximale égale à o'4 R. pour un rapport de charge nul, dans les conditions de con-traintes planes.

Fi :gu te  q .J  :  Eprouvet te  u t t l i sée  par  Newman I  y l
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A cause de la symétrie, seule un quart de lréprouvette a été mail lé
(Figure 4.4e). Le découpage de ltéprouvette en éléments f inis est réalisé selon
trois réseaux de f inesse variable, les longueurs des mail les au voisinage de la poin-
te de la f issure étant respectivement égales à 14 Yol jeJ6o et 2 o/o de la zone plasti-
f  iée créée au cours du chargement (Figur e +.+b).

- ^ - - i i

Itr
/ u  r l  v  I(81\7f I
( f f i 1
I.W.J

JL
0.08  nr ru

@

^BcDIil '

@
F i g u r e  4 . 4 .  :  ( a )  M a t l L a g e  u t t l t s é  p a r  N e w m a n

les posi t rons successiyes c le

(b )  Fo rme  de  ma i l l age  à  I a  po tn te

T - l
L 3 4  J  ( A , B , C , D , E  , F  s o n t
I a  p o t n t e  d e  f i s s u r e )

de  f i ssu re
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Newman nra pas uti l isé un critère de propagation de f issure. I l  a choi-
si seulement de faire progresser la f issure drun noeud du réseau à un autre (ex. du
noeud A au noeud B, Figur e 4.+.a) dans la direction de propagation (prolongement
de f issure), chaque fois que la contrainte appliquée passe per sa valeur maximale.
Pour une longueur de f issure donnée, Newmaniétudie donc les déplacements au voi-
sinage de la pointe de la f issure et leur point d'ouverture correspondant pour deux
cas de chargements.

4 .3 . I . 1 - .  Cas  de  cha rqemen ts  à  amp l i t ude  cons tan te

La f igure 4.5. donne les résultats du calcul lorsque ltéprouvette est sol-
l ici tée depuis un état init ial,  où la pointe de la f issure est exempte de toute con-
trainte résiduelle. Au cours de la première montée en charge, on note la contrainte
globale pour laquelle le point le plus sol l ici té passe dans le domaine plastique. Au
cours de la décharge qui suit,  le calcul met en évidence la fermeture à la pointe
de la f issure' Ce calcul montre également qu' i l  faut attendre un certain nombne de
cycles avant que se stabil ise le niveau de contrainte pour lequel on a fermeture.

s
T

F i g u r e  4 . 5  :  E v o l u t i o n  d e  l a
s o l l  z c  i t a t i o n  à

contra inte à fermeture au cours
ampl  i tude constante I  tn  ]

{ I -  - -  t i o  M l i  /  r r  
'  t  l r l l t t l l  y r c l r l

O  .  ( . ' l o s r t r c  s t r r , s s
o Olr( lnlng strcss

- - -  S t d l i l i z c d  0 p c n i l t ,  s t r . e ( s

d ' u n e
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La f igure 4'6 montre lrévolution de la forme de la pointe de la f issure
de fatigue au cours de la décharge de |éprouvette. I l  précise la façon dont se fer-
me la f issure au cours dtune alternance oma;-. O, quand on la considère après _
stabil isation du niveau de contrainte à fermèlr.e.

F igu re  4 .6  :  EvoLu t ton  au  p ro f t l  de
au cours de la  décharge

Ia  po in te  de  l a  f r ssu re  d .e  f a t i gue
de  L 'ép rouve t te  l \ a  ]

4 .3 .1 .2 .  Cas  de  cha roe r

(F igu re  4 .7 )

Newman i ls ] 
" 

confirmé à ltaide de sa méthode de calcul lrhypothè-
se donnée par Trebules [+ ] t  " l 'élévation du point dtouverture s'effectu e durant
I 'application du bloc de surcharge, et après retour au niveau init ial du facteur d,in-
tensité de contrainte, le point d'ouverture n,évolue plus penda nt un certain nombre
de cycles' L'amplitude du facteur dtintensité de contrainte efficace est plus faible,
/a f issure est donc na/entie. Ensuite, Ie point d,ouverture retrouve lentement leur
niveau initial,t.
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Les f igures 4.7a
bas-haut et niveau haut-bas,
la contrainte correspondant à
mier  n iveau jusqurà la  va leur

s

o . , l

0 . J

o .2

0 . I

o

et 4.7b montrent qu'à la suite de pessage niveau
il  existe une période transitoire pendant laquelle
I 'ouverture évolue depuis la valeur stable eu pre_

stable du second.

Ftgu re  4 .7 .  :  p rév i s i on  pa r  Je  ca l cuJ  du  compor temen t  ded ,une  f i ssu re  de  fa t i gue  dans_ -Je  cas  d ,uneà  deux  n i veaux  de  con ' t r a j ; ; ; - [ - r r " j - ,

(a)  ntveau bas_haut

(b )  n t veau  hau t_bas )

Ja  po in te
s o l l  i c i t a t i o n
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I

4 . 3 . 2 .  S  j m u _ L a t i o n  d , O g u r a

Ogura | +o] considère un matériau élasto-plastique avec écrouissage
cinémat ique,  qu i  présente une l imi te  d 'é last ic i té  R^ = 3oo Mpa et  le  module tan-
gent de la courbe dtécrouissage H, = 0.06 E avec E = 2ooooo Mpa. Lréprouvette
uti l isée est une éprouvette à double entai l le (Figure 4.Ba),dans la condit ion de
11état de contrainte plane.

A cause de la symétrie, seule un quart de lréprouvette a été mail lé.
L'éprouvette est mail lée très f inement près de la pointe de la f issure (Figure 4.gb),
Ies longueurs des mail les étant égales à r oa de la longueur de f issure init iale ao.

F tgu re  4 .9  :  (a )  Ep rouve t te  u t i l t sée  (aO =  lO)  l eO l
(b)  Forme de mat l lage à la  po inte de f issure.

Ogura montre que le niveau de fermeture de la f issure, augmente tant
que la pointe de la fissure reste dans une région à fortes contraintes résiduelles
de compression induites par la surcharge (Figure 4.ge et 4.9b).

l l  remarque aussi que le maximum de fermeture est obtenue quand la
pointe de la fissure atteint le point où les contraintes résiduelles de compression
srannulent'  Le retour au niveau de fermeture init ial se produit quand la pointe de
la f issure se trouve à la frontière de la zone plastique de surcharge.
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/ â € O

\? .e

r.j:

Exenp le  de  d t s t r i bu t i on  des  con t ra rn tes
le  cas  d ' une  s inp le  su rc i za rge  pou r  Jes
- A I I L

1 r  l o ,  
=  t . o .  , , 2  =  F , 0

P  -  2  f  ; ,  .  7 . o ,  t .  , 9 . r 1

P - l l ( r l = l . t ) . ( j 2 = l o .

rés idue l l es  ob tenu  dans
taux de surcharge cro is-

( a )

9.0

-t.o

t:

o

(b )  Va r i a t zon  du  po ln t  de  fe rne tu re  de
s inpLe  su rcha rge .

f r s s u r e ,  d a n s  l e  c a s  d , u n e

F i q u r e  4 . 9  :  S i m u l a t i o n  d , O g u r a  l A O l

4  .3  .3  Sr r " la t i " "  ae  Wa" tn

wâstberg [ 4l ] considère un matériau élasto-plastique avec écrouissage
cinématique, qui présente une l imite dtélast ic i té R. = 4oo Mpa et un module tan-
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gent de la courbe drécrouissage H' = 2ooo Mpa avec E = 2o5ooo Mpa. L,éprouvette
uti l isée est une éprouvette compacte CT (Figure 3.zo)tdans les condit ions de con-
trainte plane. Ltéprouvette est mail lée avec des éléments rectangulaires bi l inéaires
près de la pointe de la f issure, les longueurs des mail les étant égales à o.o5 mm
(Figure 4. ro) .

f issure

Figure 4. r -o :  Forme de matrJage à Ja pointe de f issure ln l l

Wâstberg a confirmé lui aussi, l t inf luence des surcharges sur le point
de fermeture de la f issure par Ie calcul aux éléments f inis. I l  a montré lui aussi
que le niveau de fermeture de la f issure augmente tant que la pointe de la f issure
reste dans une région à fortes contraintes résiduelles de compression induites par
la surcharge.

4.4. Discussion

La majorité des simulations uti l isées pour décrire le ralentissement
d'une fissure après surcharge sont déduits d'une technique de relaxation des forces
nodales à la pointe de la f issure.

Nous remarquons que la
cédemment existe surtout entre les

différence entre les simulations étudiées pré_
points suivants :



- 74 -

- le mail lage à la pointe de la f issure,

- la procédure dravancée de f issure;

i -

xNewman et Ogura ont uti l isé un mail lage très f in, convergeant à la
pointe de la f issure : éléments f inis classiques à 3 noeuds : un nombre suff isant
de secteurs doivent converger vers la pointe (au moins t) (Figure 4.r l).

S"n, de

Gnu"rg"r,""

F igure 4.J- r -  :  Exenple de mai t lage par  érénents f in js  I  sn l

x Wâstberg a utilisé des éléments bilinéaires pour le voisinage de la poin-
te : éléments f inis à 4 noeuds (Figure 4.ro).

i i  -  La procédure dravancée de f issure:

xNewman a utilisé la procédure de relâchement de noeud, lorsque la
charge atteint sa valeur maximale, i l  y a l ibération du noeud situé à la pointe de
f issure.

xOgura, libère le noeud, lorsque les forces nodales à la pointe de la
f issure atteignent une valeur nulle.



75

*Wastberg a uti l isé une procédure
développêpar Rydhoh I Sz] , Anderson ISS
propagation dynamique de f issure où les forces
sit ion de la pointe de f issure entre deux points

spéciale de relaxation, qui a été

] et Keegstra [ 59] pour le cas de
nodales sont contrôlées par la po_
nodaux consécutifs.

De lrensemble de ces simulations, on remârque que la simulation de
Newman est le plus économique de point de vue mail lage. En effet dans son cas
un seul mail lage automatique est nécessaire pour traiter toutes les longueurs de
fissure ; également la procédure uti l isée pour avancer la f issure est plus simple
à in t rodui re dans le  ca lcu l  aux é léments f in is .

Dans le prochain paragraphe (4.5), nous proposorls une simulation basée
sur la méthode des éléments f inis similaire à la méthode de Newman, mais dans
laquelle un nouveau critère de propagation est introduit,  ainsi que la loi de compor-
tement cycl ique .au matériau.

a.s. $ryt1lalig1t
Stmulqlign3g a% étéryent:.|irys_{e _.!_ajlopagq!rg.1d,une_
IlSqte_æÈs_rgrS&rge_

4 . 5 . 1

Le programme d'éléments f inis proposé permet actuellement de traiter
les problèmes élasto-plastiques plans (contraintes planes, déformations planes) et
axisymétriques. Il est basé sur une méthode mixte "ls-vs-cBC,, : méthode de la
contrainte init iale ( lnit ial Stress I zZ ] ) couplée à la méthode de la matrice de
rigidité variable (Variable Stif fness I z5] ) et à la méthode de changemenr de la
condit ion aux l imires (rhe changing Boundary condit ion [ 35] - |  +r_+ll  ).

4.5 .2  L  la l ,e+ l

Pour un matériau élastique sans contraintes initiales, la formulation
conduit au problème l inéaire (relation +.r).



76 -

Considérons maintenant un mil ieu élastoplastique dans lequel 1état
des contraintes est représenté. per o (o 

,,) et désignons per e ( e ,,) les déforma_
tions correspondantes, de sorte que : 

u U

dW =  o t j  O . , j  =  oT  de

I

(+.s)

(+.s)

(a.6a)

(a.6b)

soit le travail  par unité de volume fourni par les contraintes lors drun accroissement
inf iniment peii t  cie la déformation (la dernière expression de (+.S) correspond à la
notation matriciel le habituelle, oT dérign"nt la matrice l igne transposée de la matri-
ce colonne o ).

En petites déformations et pour des condit ions aux I imites classiques,
la non-l inéarité des problèmes de lrélasto-plasticité est due aux lois de comporte-
ment suivantes relations entre incréments de contraintes et incréments de défor-
mat ions) . 'Ce sont  les re la t ions :

do= O.ode

avec dtautre part les relations inverses,

- I

de= D.p  do l (de=d

qui sfécrivent :

.,1 . 0",;t ,
où la matrice élasto-plastigue D 

Oest 
définie par :

D - D.r a[M *(**lt D.r( Sl ]- '  o.,#,#,t o., (+.2)ep

et la matrice élasto-plastique inverse, définie par :

ou

o.o =o.l +oM-' #,#,tD.

f  
r  s i  F=o er,#, t  doào

o =T
( 'os i  

F

avec F est le potentiel plastique (le seuil  dfécoulement), 
$ 

est la matrice colon_

ne de composantes 
* 

et ( -fyT est la marrice ligne, transposée o. lF
U
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où M est le module drécrouissage,
matér iau.  (matr ice dré last ic i té) .

et, D., la matrice des constantes élastiques du

De la nature incrémentare de ces rois (rerations 4.6a ou 4.6b), i l  résur_
te que la résolution numérique ne peut en général s'effectuer que pas à pas. on
étudie à chaque étape le problème en incréments ( incréments de déplacements ou
incréments de contraintes) l  avant de passer à lrétape suivante, i l  est nécessaire
de déterminer les zones en chargement plastique.

Certains auteurs ont proposé la résolution des équations (locales) par
différences f inies, mais les principes variat ionnels sont drune uti l isation plus com-
mode et permettent de se ramener, soit aux méthodes de la programmation non-
l inéaire (forme quadratique à minimiser avec des "contraintes,, l inéaires ou quadra-
t ' iques)r soit à Itut i l isation des méthodes itératives dont les signif ications physiques
sont simples et qui permettent dfobtenir très rapidement la solution.

L' idée générale des approches itératives est de se ramener aux métho-
des numériques de l 'élasticité l inéaire l inéarisée : discrétiser les équations différen-
t iel les ou intégrales, ou les fonctionnelles introduites dans les principes variat ion-
nels puis, par ePProximations successives, remplacer la résolution du système l iné-
aire jusqutà convergence suivant un critère qui dépend de lrapproche choisie.

Dans les analyses aux petits déplacements de problèmes d'élasticité
classique, on peut remplacer par ajustement la relation (a.6a)par une loi l inéaire:

d oe  -  D . rd  ee (+.s)

Par une approche itérative, cette relation (+.g) et la relation (a.6a)
conduisent aux mêmes valeurs des incréments de contraintes et déformations. Le
choix de la grandeur à ajuster (D.rou doe ou d et) drn, le procédé itérati f  dé-
pend drune part de la méthode de resolution utilisée pour le problème élastique li-
néaire équivalent et drautre part de la nature de la loi physique rel iant les incré-
ments de déformations (de ) et de contraintes (do ).
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Si I ' i tération est conduite par ajustement
appelé méthode d'érasticité variabre ou méthode de ra
tangente).

de D., le procédé est
raideur variable (approche

Si l tajustement porte sur do e, on parlerade méthode de la contrain-
te  in i t ia le .

Si lrajustement porte
mat ion in i t ia le .

sur d e e, on parlera de méthode de la défor_

La spéci f icat ion de D,  d e e et  d  oe est  la  donnée essent ie l le  que l ,on
introduit dans nrimporte quer ororrl ' ,nre dranalyse élastique. De ters programmes
vont constituer le noyau de toute nouvelle solution d'analyse élasto-plastique.

Dans le cadre de l 'élasto-plasticité et pour la méthode des éléments
finis aux déplacements, desdiversesapproches itératives mentionnées ci-dessus,
nous en avons choisies deux : méthode de la raideur variable et la méthode de
contra inte in i t ia le .

4.5 .2 .1 .  t4é ! f ' cÉg !q_La r " jdeur  var iab le  I  ZSI

Pour chaque élément f ini,  soit d. j l
I 'effet des incréments de forces qui srexercent
teur représentant les forces nodales équil ibrant
de charges.

le déplacement des noeuds sous
en ces noeuds, et soit dfr Ie vec_
les contraintes et les distr ibutions

Draprès le théorème du travail  virtuel, compte tenu de (a.6ùet de
relation :

et

dur = D'l d3l

d er  = lB dJ '

matrice de passage de d lUr à d e ', et tN la

(4.ro)

(4.r  r )

matrice d!interpolation,
où lB est la
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Pour tout déplacement virtuel ô dur des noeuds, on peut
chaque élément e en déformation élasto_plastique :

( odu,)T df , = 
/'t, uou,lT Dep tB du, dv

,/
e

f T f

I  oJôdJ')t ap av - f 0,lod;')T dgds
/ / ,

d'où par él imination de ô dUr :

d f r=51JPep .dU , -dR ;

écrire pour

avec

STIFE =
ep nT o.ots dv

(4 . r2)

(+.r r)

Q.r4a)

(a.rab)

(+.r s)

et

I
e

/  rNTdodv
_/
o

d R t  =
o

et par assemblage on obtient :

v (d.J) = STIF.' dU - ffio = o

Lréquation (+.rS) exprime que la résultante de
les appliquées est nulle si lron assure lréquil ibre du mil ieu.

où vest le vecteur somme des forces internes et externes, dRo représente Ir incré-
ment de toutes les forces qui srexercent en chaque noeud du modèle, et, dJ repré-
sentant les incréments des déplacements de ces noeud
raideur élasto-plasrique grobare, assembrage a., ,rrr,j.rtiÏ:ljÏr':,i:t"tïr::
tt't;p. o"nnées par (4J.4a) qui dépendent de l'état actuel des contraintes par lrin-
termédiaire de D

e
est une équarion #ffi..ns 

STlF.o n'est pas une matrice constante et (+.r5)

.- l 'ruTasds
ôe

toutes les forces noda-
Elle peut stobtenir plus



directement, sens introduire les df t ,  par lrapplication globale du théorème du tra-
va i l  v i r tue l  ( les in tégra les étant  é tendues à l tensemble des é léments f in is  du mi l ieu
considéré).

. Pour résoudre une équation non_linéaire du typeV (X) = o, on peut uti_
l iser le procédé de Newton : si une valeur dressai X; est trouvée, suff isamment
voisine de la solution exacte, mais tel le que v (Xn) ; o, cette valeur dressai peut
être améliorée en trouvant :

- 8o

n *  ,  =  Xn  *  aXn *  ,

avec

ÂXn*, = -v(xn)l t f f l"

La convergence de ce procédé est i l lustrée par la Figure 4.r2.

F t g u r e  4 . 1 _ 2
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Si lron applique la méthode de Newton à (+.r5), sur une valeur dressai
dUn te l le  que :

v (dun) = STtFepn dUn _ dRo * o

;ù 
STIF.on est la matrice de raideur élasto-plastique globale évaluée pour les dé-

tormetrons correspond à dun, on obtient en faisant varier dJ :

ô y (dun) = STIFepn . ô dLJn

de sor te que I 'on peut  écr i re  la  va leur  dressai  amél iorée se lon:

dun* r= i l n *Â i l n * ,  ( 4 . r 6a )

avec

oi ln* r=- (s r lFepn)  .v (dJn)  (a . r6b)

Afin diaccélérer la convergence du procédé, on peut uti l iser comme
première approximation la valeur dressai d[Jo, solution du problème élastique,
soit :

ilo = sTIFei r ffio e.ry)

avec STIF. est la matrice de raideur élastique globale.

Le procédé étant ainsi amorcé, on a d'après (a.16) et (+.S) la formule:

i l n * r=ST lF .on r  dRo  (+ rg )

et lr i tération est poursuivie jusqu'à ce que Â dJ soit suff isamment petit  (Figure
4.  r  3) .

où la loi de comportement sfécrit  :

do- (D; i*o; ' ) - 'd.

où Do désigne la matrice des modules décrouissage ; el le dépend de lrétat actuel
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(donc des inconnues dU).

Ftgu re  4 .13  :  Mé thode  ae  l a  ra ideu r  va r i abLe

Dans cette méthode, on doit donc, à chaque étape, spécifier les accrois-
sements de charges par un calcul part icul ier et, bien que le temps de calcul sur or-
dinateur puisse sren trouver augmenté, le procédé a lravantage de fournir le dérou-
lement de la plasti f ication des divers éléments f inis dans |ordre correct. Cfest une
méthode qui t ient comPte' non seulement des caractérist iques dtécrouissage du ma-
tériau, mais aussi du changement de forme dû aux grands déplacements. De plus,
i l  est simple d'y introduire les effets de déchargements ou de rechargement des
éléments.

4 .5 .2 .2 .  Mé thode  de  Ia  con t ra in te  i n i t i g l r  LZ  ]

On uti l ise de même le théorème du travail  virtuel, mais en séparant
les contraintes réellement atteintes do' des contraintes do elç6lrespondant 

au pro-
blème élastique. compte tenu de (4.6ù, (+.zl et (4.g), on a :



o"o =o.In,r* (*"5t D.r *-F 
- 'o.,]Ftff lro., 

(4.2o)

de sorte que (4.12) s'écrit  cette fois :

(odu, )Tdf ,=  (  r -  ( .  . - . . r -\uvv /  ur  =  
) ,  

(B6dU' ) 'Deptsdurdv-  
I  

( ts6du ' ) r  DeptsdU,dv
e

(r f
-) 

(Nr 6du')r dp dv _J 0{ 6dr.J,)T dg ds e.zù
.  â e

droù

df '  =  511pf  dU' -  dR.éeq.  d [ .J '  -  dR;  e .zz)

âvec

-81  -

do rééq  =doe -do '

=  D . l d  e '  -  D .O  de t

= D^^ . lB . di.Jr
L P

où lron a posé :

v (dU) = ST|F-, . dU - dR (dU) = oe l

où

dR (dlj) = dRo * in (au)

r
STIFe, = | tsTer  )  

De lBa l
e

(+. rs)

Q.4a)

et 
r r rdR_,,^ = | BT; B dJ, dv = I tsT d orééq dv (a.z3b)reeq ), 

-ep - -- - 
/, 

E

et par assemblage on obtient :

(+.2+)
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dRo ayant la même signif ication que dans la méthode de la raideur variable, JfR
(du) étant lr incrément de toutes les forces nodales, dRreéq correspondant aux
"contraintes init iales diæs de rééquil ibrage d orééq.

Les dl

noeudsdechaqueiffig"lî::ii,ffii'J,i,îJi,:î'"ïï.': jil:r:::ï:ï;:.
t ra in te in i t ia le"  d

a v e c, e s v r a i e s ..k .;:,ll ii:ii: JJdJ ; ï, ï, ::ï:':T.:' :""'.ï ;,:::" ;n,
atteintes' STIFep est la matrice de raideur globale, assemblage des matrices de
raideur élémentàires STIFe par (4.4a).

L'équation (+.2+) est encore une équation non-l inéaire de la forme
v(X)=o et on peut cette fois uti l iser le procédé de Newton à pente constante qui

consiste à prendre à chaque stade dritération une valeur constante t*# ,. afin
d'obtenir la valeur d'essai améliorée selon :

n+ r=Xn* n + I

avec

oXn*r=-v(xn)/{ f l .

La convergence de ce procédé est illustrée par la figure 4;r4

X ;

F  i g u r e  4  . 1 4
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Si lron applique le principe de réduction de pasternak à (+.2+) sur une
valeur  dressai  dUn te l le  que Y(d lun)  lo ,  on peut  écr i re  la  va leur  dressai  amél iorée
comme :

n + r = dun * Âiln * ,

avec

Adu
n + I

STIF. l r .v  (dun)

soit draprès (+.2+) :

iln * r = srrF ;i .d* (dun) (+.zs)

qui remplace la formule (+.rZ) de la méthode de la raideur variable. On peut éga_
lement prendre comme première approximation la solution du problème élastique :

duo = srrF ;i .dRo

puis, dRo étant indépendant de dU :

dUn*r=STIF-T .  41(d- , ;n )

I t i tération étant poursuivie jusqurà ce que les forces de rééquil ibrage dË ,,
soient suff isamment petites. 

reeq

Q.z6)

La signif ication physique de la méthode est la suivante : à chaque sta-
de, on détermine en tout point de la structure la différence -dorééo entre le ni-
veau des vraies contraintes et celui correspondant à la solution èt"sËique. Cette
différence de contraintes est ensuite redistr ibuée élastiquement, suivant (4.26), pour
rétablir l 'équil ibre (Figure 4.r5).

où la loi de comportement srécrit  :
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Ftgu re  4 .15  :  I 4é tnode  de  r , a  con t ra in te  t n t tTa re

Cette méthode est actuellement considérée comme étant la plus sûre
au point de vue de la convergence. Le cas de la plasticité parfaite est autonnatique-
ment pris en compte et aucune modif ication nrest nécessaire si un déchargemeng
se produit dans un élément.

4 .5 .2 .1 .  l q rp " ra i son  de  deux  mé thodes

Dans les deux méthodes décrites précédemment, le niveau des contrain-
tes et déformations atteint à la première approximation est le point r (Figure 4.r3
et 4.t5). Dans la méthode de la raideur variable, la pente Arctg (E(dtJ)) est ajustée
ensuite à chaque étape. Dans la méthode de la contrainte initiale, les contraintes
sont ramenées à un niveau correct par lr introduction des dorééqi.

Il est clair que la deuxième méthode (la méthode de la contrainte ini-
tiale) est plus avantageuse par rapport à la première (la méthode de la raideur va-
riable) lorsque d e croissent rapidement par rapport aux do. Une méthode drajuste-
ment systématique peut ne pas être toujours rapidement convergente ; par contre,
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i l  est possible d'étudier la convergence pendant le calcul et de |accélérer par
autocorrection à chaque étape.

Dans nos travaux, la méthode de la contrainte init iale a été préférée,
el le y apparaft comme la mieux adaptée, puisque toute décharge à part ir du seuil
df écoulement plastique (Figure 4.25 ex: (r) à (a) ) procède automatiquement de
base purement élastique (ex : (a) ) jusqu'à ce quron intercepte de nouveau la surfa_
ce de seuil  d'écoulement plastique (ex z z), aspect important si des charges cycl i-
ques sont introduites (commedans notre cas des chargements) et surtout pour assu-
rer la convergence. La méthode de la raideur variable est appliquée pour accélérer
cette convergence (Figure 4.td.

Figure 4.76 :  Iûéthode n ix te (nétnode d.e La contra inte in i t iaLe
( t ié thode de la ra ideur  var table)

4  . 5 .3  .  S t ruc tu re  de  p rog ramme

Le code de calcul proposé est composé drun ensemble de modules dtanalyse.
statique des structures bidimensionnelles par la méthode des éléments f inis, ainsi
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que d'un module de mail lage automatique et drun module de dessin. Les résultats
de chaque module peuvent être sauvegardés sur f ichier et servir de données à drau-
tres modules.

Les structures sont soumises à des chargements mécaniques évoluti fs
en fonction du nombre de cvcles.

type :
Les lois de comportement qui peuvent être prises en compte sont du

* comportement élastique

x comportement élasto-plastique avec ou sans écrouissage.

4 .5  . 3 .  1  .

4.5 .3 . t . t . ModuLe de ma.iLLaqe (optLon dant
Lz eode CAST?R-?Or*| :

Ce module réalise le découpage drune pièce plane ou axisymétrique en
éléments tr iangulaires isoparamétriques (6 noeuds).

Le découpage est élaboré à partir des données géométriques du con-
tour de la pièce et des dimensions souhaitées pour les triangles, et la numérota-
tion des noeuds dans le maillage final est optimisée par le programme de façon à
minimiser le temps de traitement lors des calculs par éléments f inis.

4 . S. S. I . Z. Modu,[-e de e-a,t-cu,(- ela,sto_pl-a,stique
ffi

I l  s 'agit d'un programme de calcul statique des structures à comporre-
ment non-l inéaire élasto-plastique.

* *  CASTOR :  un  programme de ca lcu l  s ta t ique e t  dynamique des  s t ruc tu res  à
compor tement  é las t ique (p las t ique) ,  écr i t  en  FORTRAN 77,  e t  déve loppé au
CETIM-SenI is ,  par  Ie  dépar tement  CALCUL.

x**  S IFMEPA :  un  programme de ca lcu l  s ta t ique des  s t ruc tu res  à  compor tement
é I a s t o p l a s t i q u e ,  é c r i t  e n  F O R T R A N  I V ,  p a r  B I A  l e e  )
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On introduit la contrainte init iale dans les relations charge-déplacement,
en tenant compte des condit ions qui satisfont le cri tère de plasticité pour le ma-
tériau étudié.

On peut représenter la relation charge-déplacement par une équation
non- l inéai re matr ic ie l le  écr i te  comme sui t  :

Isrrn.,J {ru} I  = {"} i* {Frééq} i_ I

oir {Srtr.,} est la matrice de rigidité élastique, { U}i les déplacemenrs nodaux
pour le ième incrément de charge et de I ème itéraiion,{ n} | la charge appliquée
au ième incrément, et i&*,- l l- l  t" charge de rééquil ibrage (les efforts nodaux
équivalents aux .ontr.int.Ti;ottt '"tt 

" 
"de rééquil ibrages") calculé pour lf incrément

de charge précédent (i-r).

Q.zt)

4 . 5 . 4 .  P r o c e s s u s  d e  r é s o J u t i o n

on fait,  au préalable, les entrées de données relatives au matériau et
aux noeuds :

x Propriétés mécaniques de matériau

* Paramètres analyt iques de courbes de traction "cycl ique,'

Les opérations de traitement sont les suivantes :

a) - La reiation incrémentaie des ciéiormations (de contraintes :
Q.6ù ou (+.6b) ).

La relation (4.6a) est valable à partir du moment où les contraintes
atteignent la surface de seuil  (F = o ou o = l).  Si f  < o ( o = o) le comportement
est toujours dans le domaine élastique.

b) - Cette relation (a.6a\ est seulement valable pour des variations in_
finitésimales des déformations. Pour des variat ions f inies i l  est possible que les



- 9 0

contraintes quittent quelque part la surfece de seuil .  Afin dtéviter ces inconvénients
on procède comme suit :

r e probrè m e pure m en: i;ii: o;:ï ffi::#i",','"Hï ::.*ï:;î,ïlî'

b-z) - un test permet ensuite de spécif ier parmi tous les élé-
ments f inis de la structure étudiée ceux pour lesquels le cri tère est violé (F >o).

b-r) - on détermine pour chacun de ces éléments le champ de
contraintes pour lequel la déformation plastique commence et on calcule les forces
de rééquil ibrage &rééd données par la relation (+.zl).

b-+) - à part ir de cet état de contraintes (pour lesquelles 1i = o),
on obtient alors ltincrément de toutes les forces nodales correspondant aux contrain-
tes init iales {Rrééq } (ot l .  champ de forces de rééquil ibrage dans toute la struc-
ture). Si ces forcei sont suff isamment petites, la procédure est arrêtée. Sir non, on
résou't de nouveau le problème élastique global pour la distribution de forces
{*rre' },  c'est-à-dire lrexpression suivante :

{dJ}n  *  r  =  [STtF.1J- r .  { f r rééq ( i l Jn)  ] (a.zB)

où I' i téraction est poursuivie jusqu'à ce que les forces de rééquil ibrage{ fr_r.^ }
soient suffisamment petites. 

reeq '

Le processus converge lorsque les forces de rééquilibrage stévanouis*
sent. Lorsque la convergence srest effectuée en rrn nombre de cycles inférleur à
une l imite f ixée, le cri tère est vérif ié en tout point de la structure. Dfautre part,
le problème plastique est résolu grâce à une superposition de déformations élasti-
ques f ict ives qui vérif ient chacune les condit ions de comptabil i té. Enfin, les forces
de rééquil ibrage srétant évanouies, les équations dréquil ibre sont également vérif iées.

b-s) - la convergence étant assurée pour lincrément de char-
ge considéré, on construit une nouvelle matrice de rigidité globale par assemblage



-9 r

des matr ices de r ig id i té

lsilF . I =-  e l -

élémenta i res su ivantes :

M *  (  T

t '  I  t rs l '  lD.p l l ts ]dvj  *  [srrFres ]  e.zg)j '=  r  J . -

otr ISTIF.., J .tt

et { i-----MJ est le

La nouvelle matrice de rigidité globale est alors adaptée à l 'état actuel
de contraintes-déformations et on peut appliquer lr incrément de charge suivant en
reprenant la procédure de (br).

Pour un incrément de charge donné, le procédé drajustement des con-
traintes décrit  en (br) - (bS) est i l lustré (Figure 4.17) dans un espace de contrain_
tes à deux dimensions. On peut constater graphiquement que, après un petit  nom-
bre de cycles, les contraintes résultantes sont toujours ramenées à la surface seuil .

F i g u r e  4 . L 7  :  I n t e r p r é t a t i o n
con t ra in tes .

la matrice de rigidité imposée pour le ressort,

nombre des éléments f inis (ex. tr iangle).

c2

çr

F ( f r , A 1 f ) = O

graph ique  de  L 'a jus temen t  des
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Bien que la relation (a.6ù soit seulement incrémentale, si les charges
sont appliquées en un seul grand pas, la méthode conduit effectivement à une solu-
t in équil ibrée et qui nrexcède pas les contraintes de seuil .

Par incrément de charge on entend implicitement tout ensemble de
charges extérieures ou de déformations init iales. La méthode srapplique donc aux
problèmes de contraintes thermiques.

4 . 5 . 5 .  C r i t è r e  d e  p r o p a g a t i o n  d e  l a  f t s s u r e

Pour pouvoir rendre compte des phénomènes observés dans la propa-
gation drune f issure, après application d'un chargement cycl ique constant ou ve-
riable, nous evons simulé lravancée de la f issure en l ibérant les noeuds pour ne plus
les contraindre à rester f ixés sur I 'axe de propagation de f issure.

Pour cela, i l  est nécessaire druti l iser une procédure de relâchement
de noeuds pour faire avancer la f issure.

I l  existe plusieurs méthodes de relâchement des noeuds. Parmi cel les-
ci, nous evons choisi une méthode basée sur le changement de condit ion aux l imi-
tes en imposant un effort vert ical :  les condit ions sont réalisées simplement en
associant à chaque noeud situé au-delà de la pointe de la fissure, deux ressorts
dir igés respectivement suivant les directions X et Y. La valeur de la r igidité des
ressorts appliquée est (Figure 4.r8) :

x Pour un noeud fixe : la rigidité du ressort est égare à une valeur

extrème (STIFres = (ro3 , ro8) mult ipl ié par
le module d'élasticité).

x Pour un noeud libre : la rigidité du ressort est égale à une valeur

nulle (STIF.., = o).
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ryg ! !g__L l9_ :  Cond i t ions  aux  l_ in i tes  à  la  po in te  des
f r .ssures

Les condit ions requises pour la l ibération de chacun de ces noeuds
(propagation de f issures) sont les suivantes :

Lorsque lrécartement à fond de f issure CTODef ( le fond de f issure a
été défini dans le programme comme la zone entre la pointe de la f issure et Ie
noeud la précédente) (Figure 4.19) atteint une valeur seuil  (CTODT). Cette valeur
seuil  CTOD, est calculée à part ir du facteur drintensité de contrainte du seuil  de
non propagation ( mr).

Le déplacement vertical seuil de non propagation (CTODT) du premier
noeud situé en avant de la pointe de la f issure est calculé par la formule suivante :

A K 2
CTOD'  =0 .425 . (E-RJ (+.ro)

e

où R! est la l imite drélasticité cycl ique, et, ÂK, est I tamplitude de facteur drinten-
sité de contrainte au seuil de non propagation.

Lorsque cette valeur est atteinte, il y a libération du noeud situé à
la pointe de fissure. La fissure avence alors par bonds successifs, chacun des bonds

Axe  oe

Symétr ie
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étant égal à la longueur

qui succède a a) (Figure
drun é lément  du

4.rg).

mail lage (la distance entre deux noeuds

o sCTO_D"r

f issuration :

o's'CTOD"t

F i g u r e  4 . 1 - 9

A ce critère est associée une définit ion part icul ière de la vitesse de

$a*=e.croDerB (+.rr)

E . R I
A=C. (-+)"

o.73

et

B=2m

où C et m sont des constantes qui dépendent du matériau,

et CTOD.1 est le déplacement vert ical donné par le calcul aux éléments f inis.
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Les constantes C et m ont été identif iées sur une courbe expérimen-
tale de dans le cas de chargement monotone (ex. Acier E 36 Z, Figure 4.zo).

F l g u r e  4 . 2 0 ;  v i t e s s e  d e  f - l s s u r a t i o n  p o u r  I a c t e r  8 3 6 ,  R  =  o . f  ,Â K .  =  I  M P a

4 . 5 . 6 . A p p 1  t c a t i o n s

Simulation de la progression drune f issure soumise à un chargement
d'amplitude constante après application dfune surcharge (Annexes 8.9.2.r.r.  et
B.g.z . r .z . ) .

qt

o

€

z

(U
o

1

l o

o-a

o r l-t 

,'a /
.! l ,

t a

t  t ,
t  r l

l 9,  ' '

, ç f
P !

? ,

L ?' ,
l ,

. rJ
l r

l r
l 1

r i
t r

LO

.:
a

I
l t

I t

o
8 3 6

f  =  O r l

.o20

rK (lfe/rl



96

4 .5 .6 . t .  w " t r " "  a " "  
" " " " i "  

.

Les essais ont été réarisés sur des éprouvettes compactes cT4o en
acier E 36 z (Figure 3.zo) dont les lois de comportement monotone, cycl ique
stabil isée du matériau (un grand nombre de pics de surcharge, dans notre cas Np =
5o) et la courbe dtécrouissage cinématique calculée (Annexe 8.9.2.r.3) sont repor_
tés sur  la  F igure 4.2r .

F i g u r e  4  . 2 i  :

r . 5  2 .

À8,  < r  r

Evo lu t i on  de  l a  cou rbe  de  t rac t i on  cgc l i que  de
l - ' ac ie r  E  36  z  au  cou rs  du  cAc lage  Àécan - i que
( f )  n o n o t o n e  I  e S ]

(2 )  csc t i que  I  OS]
(3 )  app rox ima t i on  de  l a  cou rbe  cqcJ ique

(f
E
E
2

À8,  < r  r
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4 .5 .6 .2 .  Con f i qu ra t i on  du  cha reemen t

Les calculs ont été effectués au chargement et au déchargement.
séquence de charge a été déf inie à part ir drune table de temps (Figure 4.zz).

F i g u r e  4 . 2 2

Lrévolution de la longueur de f issure après surcharge a été examinée
les condit ions expérimentales suivantes :

x rapport de charge

x facteur dtintensité de contrainte maximal

* taux de surcharge variable

: R = 9 . 1

:K  =max
:R =prc

rB MPa m

r.6,  r .9 et  2.2

4 .5 .6 . i .  Ma i l l aqe

Le mail lage a été réalisé à lraide du programme de mail lage automa-
tique MzD (option dans le code CASTOR-zD). En raison de la symétrie, seule une
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moit ié de l 'éprouvette a été mail lée. Lréprouvette est mail lée très f inement près
de la pointe de la f issure par des éléments tr iangulaires isocèles de largeur o.o6 mm.ll  y a zo éléments de ce type qui servent à simuler la progression de f issure. La
tai l le des éléments augmente au fur et à mesure que lon sréloigne de la pointe de
fissure' Le mail lage total comporte 3gr noeudset 655 éréments (Figures 4.4).

vl

Fond de fissure lUy=O

F i g u r e  4 . 2 3  :  I l a i t l a g e  u t i l t s é  p o u r  l , é p r o u v e t t e  C I

4 .5 .6 .4 .  Cond i t i ons  au

Les noeuds situés dans le prolongement de la fissure sont astreints àse déplacer sur lraxe de celle-ci. Les noeuds de la fissure proprement dite sont
entièrement l ibres.

La procédure de relâchement des noeuds utilisés est celle décrite
eu peregrephe (+.S.5.) (Figure 4.24).
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F igu re  4  ' 24  :  cond i t i ons  aux  r - im t tes  à  l a  po in te  des  f i ssu res

4 . 5 . 6 . 5 .  R é s u l t a t s  e t  d i s c u s s i o n

Les calculs ont permis dtétudier plus part icul ièrement l 'évolution de
la vitesse de f issuration.

Les évolutions de la vitesse de fissuration par
finis et les résultats de |expérience sont reportés dans res
4.27.

la méthode des éléments
Figures 4.25, 4.26 et

Les paramètres expérimentaux, vitesse de f issuration minimale après
surcharge (da/dN/min), longueur de f issure où apparaft la vitesse minimale (a,, .  ).
longueur de fissure affecrée par ra surcharge ("1), .t leurs homorogues ;;;;:it""
sont reportés dans leTableau n. 4.r

on remarque que la méthode des éléments f inis donne des résultats
en bon accord aux expériences et prévoit le blocage (ou le retard) dans la progres_
sion de la fissure, dans les conditions dfexpérience où le blocage (retard) se pro-
duit réel lement.
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4.6. 9oa9!g!&,1_

La méthode des éléments f inis se révèle un outi l  intéressant pour la
simulation de la progression drune f issure soumise à des condit ions de chargements
à amplitude variable.

De bons accords ont été obtenus entre simulation et expérience en cou-plant la procédure de progression numérique de la f issure et les phénomènes physi-
ques qui la régissent et notamment lrouverture de f issure de fatigue. Cette métho-
de constitue un progrès par repport à la procédure dravancée de fissure noeud par
noeud.

Le coût de calculs en domaine non l inéaire est t<lutefois un facteur l i-mi tant  leur  ut i l isat ion.
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MODELES BASES SUR LA THEORIE DES DISLOCATIONS

5.1. !1lqducfion

Depuis les dernières années, plusieurs modèles théoriques ont été pro-
posés pour expliquer la propagation drune f issure à part ir du mouvement des dis-
locations siruées en pointe de celle_c i I  z I et |  ++_+g I .

Lrorigine de ces modères est peut-être celui développé par Bilby,
cottrel l  et swinden (BCS) | u l .  ce modèle imagine une f issure en déformation
plane ret constitué drun empilement de dislocation dont on calcule le déplacement,
sous I 'effet des contraintes. Dans cette région, les dislocations subissent des for-
ces qui tendent à les faire sort ir de la zone plastique. Une force de fr ict ion, Çu€Bilby et col I  aa] associent avec la l imite d'élasticité du matériau, sroppose à
ce mouvement '  Les auteurs l++l  ca lcu lent  I téqui l ibre,qui  srétabl i t  e t  en dédui -
sent le déplacement à la pointe de f issure.

5. 2. E t u d e;Qrlf /lo_q_rgtoh igu s

5.2.1.  I , Ioc iè le de Mc Cartneg

Mc carrney I so ] a utilisé le modèle déveroppé par Bilby, co6re1
et Swinden (BCS) [ ++]pour prédire les effets de surcharge sur la déformation
drune extrémité drune f issure de fatigue. Ce modèle est basé sur une méthode de
superposition pour représenter I'effet de contraintes résiduelles dans les zones
plastiques.

Ce modèle imagine une f issure en déformation plane et calcule le
mouvement des dislocations en tête de la fissure, sous I'effet de la concentration
de contrainte dans cette région, les dislocations subissent des forces qui tendent
à les faire sortir de la zone plastique. une force de friction, Çu€ Mc cartney
associe avec la l imite d'élasticité du matériau, sroppose à ce mouvement. I l  cal-
cule I 'équil ibre qui s'établi t  et en déduit le placement en tête de la f issure.



- ro4 -

La composante normale du déplacement le
donnée par  la  re la t ion su ivante (F igure 5. r )  :

a ^o
V(x)= /  p(x)dx

J*

où p (X) est la densité des dislocations

or= Ro

long du plan de f issure est

(s . t )

F i g u r e  5 . 1 .

Mc cartney a uti l isé le modèle de BCS pour calculer la tai l le de zoneplastique' ce qui conduit à considérer que la plasti f ication en fond de f issure se
fair selon deux bandes étroites de longueu. Xg, comme illustré sur la Figure 5.2.

F igu re  5  . 2  .
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Drun point de vue mathématique, cette situation peut sranalyser par
superposit ion drune f issure de longueu:- z(eo* Xn) (Figure 5.2) soumise drune part
au chargement réel, drautre part à des conirainies de compression égales à la l i-
mi te  é last ique R,  du matér iau uni formément  répar t ies sur  les ext rémi tés de la
f issure et sur une longueur Xr.

La tai l le de Ia zone plastique donnée per le modèle de BCS est de Ia
forme suivante :

X
tg- = gec 1-I{- râo  ,R . ,

où o est la contrainte appliquée, et ao est la longueur init iale de la f issure.

$ .2 . )

Mc cartney a développé ce modèle dans le cas drun chargement à
amplitude variable (Figure 5.3) pour rendre compte de I 'effet de fermeture de f is-
sure.

GaP

6pi 
"

6r"t

Gmin

F igu re  5 .3 .  :  Cha rgemen t  u t t l t sé  pa r  l l c  Ca r tney  ISO ]
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I l  a uti l isé une éprouvette de longueur inf inie à entai l le centrale,
soumise suff isamment loin de la f issure de longueu r 2eo à un champ de contrainte
uni forme o = 

-
yy o 

,r,  
sol l ici tant la f issure en mode I (Figure +.1).

Dans les premiers temps, i l  calcule la distr ibution de la composante
normale du déplacement le long du plan de f issure par les expressions suivantes :

- dans le cas où la contrainte appriquée correspond au point A (Figure 5.3), la tai i le
de la zone plastique est donnée par la reration suivante :

X  T f i

Jt = sec t=#L) (s.1.)o o e

oO oO,. est la contrainte due à la surcharge

et la distr ibution du déplacement est donnée par la relation suivante pour une
fissure dans une plaque inf inie :

vr(x) =vo.H (+, 
+) (s.+.)

avec

r ,  4Ra  âo
'o = ----1T 

E--

où la fonction H (u, v) est définie comme suri, t , :

f  (u+r )  Cosh- I  ( , f ,L=\  ) -  (u  -  r )  cosh- r  1- fu  \ .  ^ :  r . . rI  'v  (u+r)  /  \u  -  r /  çvùr !  \ lJu - l f /  ;  s l  lu l<v
H(u ,u )=  

/  
Y \u - r / '  

( s . s . )
t o ; dans le cas contraire

- par I'intermédiaire drune méthode de superposition, on trouve dans le cas de con-
trainte décroit jusqurau point n ( aoo;c) (Figure 5.3), la tai l le de la zone plasti-
que est de Ia forme :
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Xg 2 _

"o
Sec

Ao_ .  =  o  -  optc  -p ic  "  min

et la distr ibution du déplacement re rong du pran de f issure est de Ia forme
suivante :

v2(x)=vr(x) -ryn.H(+ ,  *",v t o à o

Dans le cas où la contraintecroit jusqurau point C (no:) (Figure 5.3), la tai l le
de la zone plastique est donnée par lrexpression :

?= Sec (++ï)

(s.6)

$.2)

oùt

(s.s)

(s.g)

a  o=  o t " *  -  om in

et la distribution de dépracement re long du pran de fissure esr :

X
, ^ÂL)oo

V3(X)=V2(X) *rVo.t ,+

Des relations (5.4), (s.z) et (s.g), Mc cartney dérive des expression
des écartements de fissure 6 (x), valable au cours de la propagation de lrextré-
mité de la f issure au travers de la zone de déformation plastique correspondant.à
la contrainte appliquée (Figure 5.+) :

Y
I "g

ô (x)  = |  p ({ , )  dX=v(X)-v(x)
Js '

X

(5.ro)
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F i g u r e  5 . 4

- Dans le cas oir la contrainte appliquée correspond au point A (Figure 5.3) (à
surcharge), lrécartement de f issure est de la forme suivante :

pou r (a , . , +Xo )S  X  <@-  Dr 
ô (X)=v^ .r l l l .  H(r,5,o  ao  

- -  ' 1 - '  

" o

- Par lr intermédiaire drune méthode de superposit ion, on trouve dans le cas de
contrainte décrit  jusqurau point B (aooic) (Figure 5.3), la nouvelle tai l le de la
zone plastique est de la forme ::

pour (ao * Xrr)s X s (ao * Xrr) :

{r'-,(+).cos

(5 . r r )

Sin f T(.9Pit-- 'on"*,

15.12)

?ï

et l fécartement de f issure est donnée par ra reration :



rog

ô(X)  =Vr (X) -Vo
H. {H(H;2,f t. r,# *'r, ) (pu(r,Çr).*rr,t

(s . r  l )
- Dans le cas oir la contrainte croit jusqutau point C (Ao) (Figure 5.3), la nouvel-

le tai l le de la zone plastique est donnée par la relation suivante :

pour (ao * *rr) s X S(ao * Xrr)

I

X=
83

1--r-y '  - ,  (  ;x )  .  cos t  ** .  I .
"o "oe

(s. r+)

(5.  r6)

sin (-n-A-o )
e

et l 'écartement de f issure est

6(X) =v2(x)-vo.  iHtx; ,

donnée par lrexpression :

X_ ,  X,Ë)-zH(*Ër,fr ÇÀl .H(r,

-H(+' *")]
'# *Ë,)

(s.r  s)

Pour tenir compte des effets de fermeture de f issure, Mc Cartney a
calculé le rapport de charge pour lequel il y a ouverture de la fissure (Roou) et
le rapport de charge pour lequel i l  y a fermeture de la f issure ( Rf..) de la maniè_
re suivante :

x 
Quand la contrainte croit de o

ta zone plasrique correspond.nrï'T,ji'uI;i."ti"tr:*. Jl"i] rli ,'ïT: 1'

X

tr=Sec

- Uooaff = o r"*
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où R est le rapport de charge,

.t Rf.. est le rapport de charge pour lequel il y a fermeture de la fissure.

et l 'écartement de f issure est donné par la relation :

ô(X)=Vo.4(+) .Log(Xsoru )  (s . rz)oo -ao

Il suppose que dans lfapproximation de la zone plastique confinée (ZpC),
pour une f issure dans une plaque inf inie, avec o ̂ :^ (( R" , la relation (5.12) est
réécrite de la façon suivante , 

Pt '

ô  (X)  = 
E Re K2 

.  ( r  -  ooru) '  (5 . rg)

où Rouu est le rapport de charge pour lequer ir y a ouverture de la f issure.

x  
Quand la  contra in te décro i t  o .  or"* -  jusqurau o r . ,  

(o f . .  ,or ,n) ,  la  ta i l le  de
la zone plastique correspondant à la fermeture de^ia f issure est comme suit :

X .

#= Sec,a=+"') (r.,r)
et lrécartement de f issure est donné par lrexpression :

ô(X) = vo. 4t l l .  {  los (ts)- log t 
xrer.r,  

1 (5.2o)oo"ao "o ' )

l l  applique lthypothèse de I 'approximation de la zone plastique confi-
née (ZPC) pour une f issure dans une plaque inf inie, av
(5.2o) est réécrite de la forme . 

Praque Intlnle' avec o 
pit 

t t  Rt '  la relation

ô (x)=  
to t ' * '  '  '2

2  .  t ( r -R)"_(Rf . ._R)"  l  (s .z r )
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Mc Cartney prédit les effets de surcharge sur les vitesses de propa-
gation drune f issure de fatigue de la façon suivante :

I l  suppose que la vitesse de f issuration est régie par une loi de type
Elber :

odft=.'. o*.il'
ou

avec

a Keff = U. ^K

g.zz)

(s.zr)

où le coeff icient p,

' = { "

( r -R )

dfaprès Mc Cartney est égal à :

;  sri l  y a croissance de contrainte (ex : omin+ or"* 
)

; dans le cas contraire

Ce modèle présente quelques diff icultés d'uti l isation. En outre, I 'au-
teur nrapporte aucune justi f ication sur la valeur de p uti l isée dans la relation (s.zr).

Mc Cartney n'a pas fait de comparaison entre les résultats obtenus
par l t intermédiaire de son modèle et de résultats expérimentaux pour justi f ier
sa vali t i té.

5 .2 .2 .  l lodèJe de Kanninen

Kanninen I sr ] " 
proposé un modèle proche de cerui de Mc cartney,

pour décrire la propagation dtune fissure de fatigue sous chargements cycliques,



-  r l 2

variant de façon arbitnaire. I l  s 'est basé sur une représentation de Ia plasticité
à lextrémité de la f issure (Figure 5.5a) consistant en quelques superdislocations
associées à des écoulements plastiques en bandes suivant une certaine incl inaison
d'angle Oo(Figure 5.5b).

l l  a uti l isé un modèle dans lequel I 'ensemble des paires de superdislo-
cations représentant la plasticité résiduelle sous amplitude de chargement varia-
ble, sont réunies en une seule paire (Figure 5.5c).

F igu re  5 .5  .  :  (  a )  -  La  dé fo rna t i on  p las t i que  en  é ta t  de  dé fo r -
ma t i on  pJane  à  l a  po in te  de  f j ssu re

(  b )  -  Rep ré_sen ta t i on  des  supe rd i s l oca t i ons .à .âes
ecou temen ts  p las t t que

(c)  -  Représentat ion des écoulements p last ique par
une  seu -Ze  pa i re  de  supe rd i s l oca t i ons .

Kanninen prédit les effets de chargement variable sur les vitesses de
propagation drune f issure de fatigue de la façon suivante :

Il suppose que la superdislocation se déplace dans des plans situés à
un angle 0odu plan de propagation.

La fissure avance alors seron Ie pran le prus contraint. Kanninen posture
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que la vi tesse de f issure est régie par une loi  du type :

À^

fr = z K h, Cos(Oo)

où b, est la résistance associé, à la superdislocation, et K est une cons[ante
dépend du matériau et de lrenvironnement [ 56]

Pour calculer re paramètre br, Kanninen a uti l isé ra méthode de
Muskhelishvi l i  qui est basée sur Ia résolution de la distr ibution des contraintes
par la méthode de variable complexe :

G.z+)

qui

(s.zs)

g.z6)

Par l r in termédia i re  de
deux relations (5.25) et (5.26) de la

l 'équation d'équil ibre, on trouve la solution de
façon suivante :

o*x  *  oyy  =  4  R . . l  {  A '  ( z )  }

â (  orr -o**)  + i  o*y =Z o"  Q)*  (z)

îr^l:, '^_"Ir- 
t l 

î*)r,tott 
composantes de contrainte, Reel la parrie réelle deIa tonctton des variables complexes, et, @, une fonction, iomplexe avec la

variable Z = X + iy qui dépend de condition aux l imites.

g.zza)

r=omax I  n  t t l  +  s in (00)cos (oJ ] .#  lbr  g t )+tB,  s(L, r ) l i .zzb)

où eo est une constante numérique, b, est la résistance associé à la superdislo-
cation avent Ia propagation, I sa positùn suivant le plan de glissement avant lapropagation (Figure -c.6), et lB, est la résistance associée à Ia superdislocation
après un incrément de prop"g"tion, L sa position suivant le plan de glissement
après un incrément de propagation (Figure S.6).

r  -  eo  R .
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avec

h( l )=  r
4

g( l )=

l 2 e
V-r_ Sin (o) .  cos  t * l

I- -T--

g(L , l )= -lr, Cos (+oo ))-
Ésin" 

(oo)

(5 .28)

cor' t $- )

Plan de g l rssement

avant propagation

Plan de g l issement

après propagation

Superdis locat ion apparai t
après propagat ion

Superdis locat ion représente
déformat ion rés iduel le

F igu re  5 .6 .  . '  Rep résen ta t i on  des  supe rd i s l oca t i ons  à  des
écou lemen ts  pJas t i que  à  l a  po in tà -J "  , . " r r r . .

Fond de fissure
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evec

L'équation de la singularité t iré de deux relations (5.2S) et (5.26) pour
une f issure dans une p laque in f in ie  est  donnée par  r rexpress ion su ivante:

Eb

"or"*=-T+- [  h ,  f  ( l ) * tsr f  (L)  ]

f (l) = 6 ,re- Sin oo. cos f )

t (L) = 6 lrc Sino6. Cos (-Ql , o'  2 ' 15.3ob).

(S.28), (S.zg) et (5.3o), on rrouve :

"  I  - ] { . ,  f  .G -  ê .  E tB  2r - s-lFlEJ-eogcg- I l o^^'y/tt a - VËr-. sin (00) cos t} +I{L

E

. t  r -  o ,n . * .  S in  (0d  Cos  (Q)  + (s.s t  )

$.zg)

15.3oa)

et

En résolvant les équations (S.zù,

tbr=ril l

etL=ÀrLo

Br=ÀrBo

: I

i pourÀrà r

;  pour  \ ,  S r

(s.sz)

(s . l  I  )

où Lo est la posit iondelapairededislocation correspondant au chargement d'ampli-
tude constante, et Eo, la résistante associée à la superdislocation correspondant
au chargement dramplitude constante.

evec

ts  =  2r
o

32,/ 2

L=T47
o ro241l

K2
mex . ( r -

ER
e

R2
max t--Rz-. ( r
e

O  - r
max  \ .- )
R

e

ot"*  
, - ,-T-/

e

(s. l+)

r  -  Cos  (+0 . ) .  E . fB

et

(s. l  s)
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Pour tenir compte du phénomène de la fermeture, Kanninen calcule
les distr ibutions du déplacement normal le long du plan de f issuration par une re-
lat ion similaire à la relation donnée par la Mécanique Linéaire de la Rupture
(MLR)  :

Veff (X) = VMLR (X) - Vouv (X) (5 .36 )

avec

L OvrtLR = #'f" ^x

et

v=6lRrc.ouv .n  _r .V î  .S in(oJ .  cos( ] )

où 
-o"o 

est la contrainte appliquée, et X la distance entre Ia pointe de f issure
et le point drintersection de paire de la supêrdislocation avec le plan de propa-
gation.

Au déplacement V"r, (X) = o est associé le facteur d' intensité de con-
trainte correspondant à la fermeture :

Kf., = o rC^ =rÆ 
#. 

sin (oo) . cos t g.l (s. lz)

où o. est la contrainte appliquée correspondant au point où il y a contact.

On remarque que ce modèle présente quelques diff icultés dfuti l isation
notamment cer, lrauteur n'apporte aucune justi f ication sur la valeur de eo uti l isée
dans la relation (s.zzl, sur les valeurs des paramètres go et Lo uti l isé dans les
re lat ions (S. lz)  e t  (S. r l )  ou (S. l+)  e t  (S. lS) .

Kanninen nfa pas fait de comparaison entre les résultats obtenus par
I ' intermédiaire de son modèle et de résultats expérimentaux pour justi f ier sa
validité.



Ma Del in  ls ,  I  ^  ur i l isé auss i  le  modère de BCS l++l  .  i l  se base
en outre sur le travail  de Mc cartney | 5o ] pour carcurer les vitesses de propa_
gation drune f issure de fatigue en tenant compte de lreffet de surcharge.

Drune façon similaire avec Mc Cartney, Ma Delin a uti l isé une fonc-
t ion logarithmique pour calculer la distr ibution de la composante normale du dé-
placement le long du plan de f issure au l ieu drune fonction cosinushyperbolique
ut i l isée par  Mac Car tney ( re la t ion (S.S)  ,

H(X,X*)=aolog tffi
g

-  
"o) -  

/ (Xe-  X
-Xrog t tI x/(xs _ aJ _ ̂ o/txr_ Xil

( t . g  8 )

et la deuxième différence pâr repport au modèle de Mc cartney, se trouve dans
le calcul du rapport de charge drouverture à la f issure (charge ,a*i) (Rouu) et
le calcul de rapporr de charge pour requer i l  y a fermeture (Rf.r). Ma ôerin a
ut i l isé une autre formulat ion que ce l le  donnée par  Mc Car tney (5. ry)et  (5 .2o) :

Le calcul de R^..-. se fait en uti l isant la relation :ouv

-  T I 7

5 . 2 . 3 .  M o d è i e  d e  I , I a  D e l i n

. ( r -R  l "ouv'

ER,
ôouv (x) = 

(r j?

et pour calculer Rf., ,

(s.rg)

ER
ôfer (X)  =  ; -é_ - .( t  - v )  K

r  ( r -  R ) '
r . L

2
2

(Rouv - R) -r_ ___-j__ 
J ]

R r - -  R  z( r -F ( (  t e r - -  
) ' )

r -R

(s.+o)
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olr la fonction F (x) est définie comme suit :

F(x) =FT (T). log

'  Ma Delin prédit les effets de surcharge sur les vitesses de f issuration
de la façon suivante :

I l  suppose lui aussi que la vitesse de propagation de f issure est régie
par une loi de type Elber :

(s.+r)

G.+z)
da
i lN= O K.I?'

où

AK. f f  =  U .AK

avec

r r  _  
(  r  -  R f . . )

*' = -[--R-T- (s.+r

Ce modèle présente également quelques diff icultés d'uti l isation. En
outre, lrauteur nrapporte aucune justi f  ication sur les valeurs d. ô oru .t  ô 

f. ,ut i l isées dans les relarions (S.lq) et (S.+o).

Ma Delin nra pas fait de comparaison entre des résultats obtenus par
son modèle et des résultats expérimentaux pour justi f ier sa validité.

5.3. 'Discussion

La majorité des modèles basés sur la théorie des dislocations utilisés
pour décrire le ralentissement drune f issure après surcharge dérivent du concept
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de fermeture de f issure développé par Elber | :  ]  .

Nous iemarquons que la différence entre les modèles étudiés précé-
demment existe surtout dans la manière de calculer la vitesse de f issuration. ces
différences existent prus précisément entre les points suivants :

x Le calcul de la composante normale du déplacement le rong du plan
de f issure,

x La prise en compte des effets de fermeture de f issure.

i  - Calcul de la co nte normale du acement  le
de fissure

x Mc Cartney a uti l isé une fonction cosinus hyperbolique(relation (S.S.) ).

x Kanninen a uti l isé une fonction polynômiale du type Mécanique Linéaire de
Rupture (MLR) (relarion (S.16) ).

x Ma Delin a uti l isé une fonction logarithmique (relation (5.3S) ).

ise en com des effets de fermelure de fissure

x Mc cartney a uti l isé le rapport u par la relation suivante :

/ ( r  -  p)  ( r  -  Rouu) *  p (r  _ R.^_)-u=V

x Kannine a calculé le facteur drintensité de contrainte correspondant uniquement
à la fermeture (relation (5.12),

x Ma Delein a calculé le rapport U par lrexpression :
( r -R .  )

U = te t -
( r -R )
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De lrensemble de ces modèles, on remarque que
pour  ca lcu ler  la  v i tesse de f  issurat ion est  s imi la i re  dans les

la marche à suivre

trois modèles.

Leurs inconvénients sont les suivants :

- i ls présentent quelques diff icultés druti l isation

- les auteurs ntapportent aucune justi f ication sur quelques vareurs
ut i l isées,  par  exemple :

la

les

t

t(

e

,É

valeur de p uti l isée dans la relation

valeurs de eo, lBo et Lo (modèle de

(S.zl) (modèle de Mc Carrney)

Kanninen)

les valeurs des écartements de f issure ô
(s.lg) et (s.+o) (modèle de Ma Delin).

oru .t  ô 1., ut i l isées dans les relations

Dans le prochain paragraphe (5.4), nous proposons un modèle basé sur
la théorie des dislocations similaire aux modèles précédents mais dans laquelle
un nouveau type de loi de propagation, ainsi qurune nouvelle méthode de calcul
de la composante normale de déplacement au plan de f issure sont uti l isés.

s.a. Msdsl&qltsî_:
lvl o d à e q e_u& ej sj _d q_ fjs s rfat q! _p + é r ur_ ts lhéo11i Sgles dr s Iorc gl & ry

5 . 4 . 1 .  p r i n c i p e  d u  n o d è l e

On propose dans ce qui suit un modèle qui tient compte du phénomène
de ralentissement (ou blocage) de la fissure, et précisément basé sur un empile-
ment des dislocations Pour représenter la fissure. ce modèle est construit sur qua-
tre hypothèses :
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i  -  le déplacement le long du plan de f issure est supposé donné par
une méthode similaire au modèle de BCS.

ir - on suPpose quren point très proche de la pointe de la f issure est
localisée la total i té de la déformation plastique résiduelle provoqué par lrhistoire
de chargement (Figure 5.3). Cette déformation plastique est évaluée par le dépla_
cement à lr intérieur de la zone plastique draprès le modèle de BCS.

i i i  -  la vitesse de propagation de la f issure de fatigue est donnée par
une relation de type :

f (croDd) G.++)

iv - les propriétés cycl iques du matériau sont cel les de lrétat stabil isé.

5 . 4 . 2 .  C a l c u l  d e  L a  l o n g u e u r  d e  p l a n s  d e  g l i s s e m e n x s

On suppose que la déformation plastique en tête de la f issure est con-
centrée dans deux bandes de gl issement situées à 45'de côté du plan de propaga-
tion (Figure 5-7). Lorsque la contrainte atteint le maximum du cycle ( o 

0,.),  
i l  y

a décohésion entre les deux bandes de gl issement.

La longueut XnA (X*6 représente la longueur où se trouve concentrée
la déformation plastique à-la poirite de fissure) des plans de glissements correspond
au point A (Figure 5.3) est calculée à laide du modèle de BCS (Figure s.Ta) :

Xga

da
d-N 

=

1 T 0

(s.+s)
e
o

Rr est  lae

= Sec ( -#lL)

l imi te  dré last ic i té  cyc l ique.
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F z g u r e  5 . / Schéna  i l l us t ran t  l a  d i s t r i bu t i on  des  d t s l oca t i ons
à la pointe de f jssure,

(  a) .  pendant  surcharge

(b)  après surcharge :  pendant  Ja charge n in imum
( o )

m7n

(c)  pendant  la  cr ,arge maximum (  o 
^u*)
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Lorsque la contrainte atteint sa valeur minimale au cours du cycle
( o,nin), la longueu, XgB du plan de grissement correspond au point B (Figure 5.:)
est donnée par la relati ,cn (Figure 5.7b).

Xgg

%=Sec
1 1a op i .  

,
+Re $.+6)

avec

oop i .=  op i . -  om in

Quand la contrainte croit jusqu'à la
( on, '"*) correspondant au point C(Figure 5.3), la
ment est donnée par I 'expression (Figure 5.7c) :

valeur maximale de Ia contrainte
Iongueur XgC d, plan de gl isse-

X
ĝ L _

"o
Sec 1 lA-o1

4Re

avec

$-+z)

Â  r r =  n"  mex  "m in

5 . 4 . 3

Une augmentation de la déformation globale élastique augmentera
la tai l le de la zone plastique, tandis gurune augmentation de la déformation plas-
t ique est accommodée par la création drune nouvelle surface. La tai l le de la nou-
velle surface créée sera alors donnée par Irécartement à la pointe de f issure
(croDd)' Lfécartement à la pointe de f issure (croDd) ( le saut du déplacement
normal au point X) est considéré comme Ia somme dJs vecteurs de Burgers de
toutes les dislocations passant à droite de ce.point.

v
/ n

croDd(X)= |  
s  p(E)  dE

-x
(s.+8)
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Drune manière purement formelle, i l  est commode d' interprêter la
fonction p ( I  ) comme la densité de disrocations recti l ignes (suivant rtaxe de z)
continues distr ibuées suivant lraxe de X, et dont les vecteurs de Burgers sont pa-
ral lèles à |axe des y.

Une tel le représentation permet drécrire dremblée lrexpression pour
les contraintes normales o,*, Sur lraxe des X. Elles sont constituées par les con-
,.";lr.: 

"i i i ,*, o) p.ou.llnt des charges exrérieures et par res contrainôes:

.' ;'; 
(X) créées par la déformation provenant de la fissure. Cons,idéranr que ces

dernières sont créées par les disrocations distr ibuées sur le segment (o , ao) Figu-
re 5.4), on obtient lréquation intérale :

o f i svv ( X ) t = '" J""o o_lg)._ d E
E-  X

(s.+s)

avec Do pour un mil ieu isotrope égale à (8, /  +r)

où

F I -  I- l

E ; dans ltétat de contrainte plane
'/(,  -u') ,  d"n, lrétat de déformation plane

5 . 4 . 3 . 1 .  C o n d i t i o n s  a u x  l i m i t e s

La condit ion aux l imites sur la
au segment correspond à lraxe des X, exige

oyy="; i ' (X,o)+

Mais cette condit ion demande à

surface libre de la fissure, rapportée
|annulation des contraintes normales :

^ f i t  ( x t
" yy '" '

être précise étant donnée le problème
suivant  :

Alapointe de la f issure, les deux lèvres de la f issure se referment



"tangentiel lement" (Figure 5.8), de sorte que cette région les deux surfaces se
sont rapprochées à des dislocations très petites. Dans ces condit ions, i l  y a l ieu
de tenir compte des forces d'attraction moléculaire entre les surfaces, dont lrac-
t ion srétend, comme on sait,  à des distances ro grandes par repport à cel les entre
atomes' Ces forces vont jouer un rôle majeur à"n, un. bande étroite de la com-
missure oir : croDd s .o (désignons |ordre de grandeur de la longueur de cette
région par do Figure 5.g).

O1

I 
- ' t?.. r.

r25 -

:  ac t i ons  non  J inéa i res

:  ac t i ons  é las t i ques  l i néa j res

r  |  
! l  I  o

_u a o ' d o | l O O a y

Posi t ion de

la pointe du

f i ssu re

Fzgu re  5 .d  :  ( a )  -  Ja  f o rne  du  f rond  de  f i ssu re
(  b )  -  d t s t r i bu t i on  des  fo rces  d ,a t t r ac t i on  no lécu l_a i re

entre l_es sur faces . .

f ,  u0  -  dO  ,  pas  d ,ac t i ons  en t re  l es  Jèy res

u O  -  d O .  , .  a 0

X ) a

Soit G la force de cohésion moléculaire rapportée à lrunité d'aire de
la f issure ; el le dépend de la distance croD6 entre res surfaces. compte tenu
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de ces forces, la condit ion à Ia r imite srécrit  sous ra forme :

"i it,*, ot. of'f ( x ) _ G = o

où la qnaurité G esr indépendanre de 
" ; i, 

(X , o).

Substituant dans (S.So) lrexpression (S.+g) de o (X), on obtient ainsi
I réquat ionintégrale suivante pour (X) :

f i s
vv

"o

?+ dE= ' ii ' ,* , o) - G(x) = o (X) (s.s r  )

oir to(X) est une contrainte

Les extrémités de la f issure étant supposées non maintenues, les con-
traintes doivent y être f inies. Cela conduit en résolvant lréquation intégrale (s.sr)
par la méthode de Muskhelishvi l i  à la forme suivante pour léquation de Ia densité
de dislocation (Annexe C.9.3.r.) :

I

D-
o

I

D-o

try I"
"; i '  

(X , o)
-_-g_

_ a _ z _

V "o-  
X

(^o
'  G(-&=- aX=oaxjo t-+x--

p (x) =n-E*T-

oir b est le vecteur de Burgers.

QuandX tend vers linf ini (X _+ - ), on trouve la condition :

"o

o (E)d E (s .sz)

(s.so)

(s.sl)
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' l i t lx,o)
,æP

dX=o

p(X)dX

(s.s+)

(s.ssa)

(s.ssb)

Dans la région (ao - X) l d, res vareurs de G (X) tendent vers zéro,
i l se trouve que la seconde iniégrale de lrexpression (5.53) disparaft. La condition
(s.ss) se t ranscr i t  :

e

I
I

. / o

Pour l 'évaluation du saut croDd (ao , X , Xr) (r 'écartement à la pointe
de fissure) on introduit I 'expression (5.52) dÀs È.+g) en tenent compte de la condi_
tion (S.S+). Ceci conduit à la relation (Annexe C.9.3.2.) :

croDd (ao,  X,Xs)  =o 

[* t

CTODd (ao ,  X ,  * r )  =  h  (ao ,  X)  -  h  ( "o ,  X r )

i - Pour Xgc s x s Xrn (Figure 5.9) :

cToDd (ao, X, *r) = 
#F{ "o I A ( io ,  x ,xgA) + A (ao, X, ,  Xr6) * zA

(ao,X,XrB)

+ z  A (ao,  Xr ,  Xrg)  *  ^  (ao,  x ;Xg) ] -  x  tg  (ao,  x ,  Xr6)

+ zB (ao,  Xr ,  x rB)  *  u  (ao,  x ,  Xg)  +  B (X,  x ,  xg)  -  A  (x ,  x ,  xg)  ]

-X
g I  B  (ao,4g,xga)  +  zB (ao,  xg ,xgB)  ]  ] (s.s6)
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Les fonctions A (Xr ,X2 ,X l )  e tB (X , X2 , Xr) sont déf inies com-

A(xr ,x2 ,  Xr )= log \ Â = .

{4x G.sz^)

i i ,_  pou.  Xgg=

CTODd (ao,  X,  Xg)  = 
n, ,O o, i

Xr) = log (s.szb)

x s XrA (Figure s.g) :

{  
"o  

[a  (ao,  X,  x r6)  *  ^  (ao,  xg ,xra)  -  A  (ao,X,Xr )

3(Xr ,x2,

F i  ssure

plast  iq  u

,&
. l'1 '

Ftgure 5.9 :  schéma représentant  res zones p, last igue.s données par  resd i sLoca t i ons .

2
-x2

+

-X

Zone

Z.jI',

,xno';xnt /t,xga
: , /  / :
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Xg[B(ao ,Xr ,XgA)  ] ]

x [B (ao ,  X ,xgA) -  B (x  ,  x  , *r) -A(x,x,xg) ]

La vitesse de la propagation de la fissure est supposée proportionnelle
à la longueur des plans de gl issements (Xr) [  OoJ . On peut donc exprimer la vi_
tesse de f issuration en fonction de Irécariement à la pointe de f issure (croDd).

Le calcul de la vitesse de f issuration est fait  en effectuant la démar-
che su ivante :

iv _ pour X : XrA (Figure 5.9) :

croDd (ao, X, *r) =++ { x iA ( x,

croDd (X) :  Ao, { Rpi. 
, i  ^ |  

,mi- ,} , , . ,.  l = 3

,RP i t -R . '  
6  -  M '

- *---r-, I | /, - wt, - Ç) log
r=5

(s.s8)

X,  Xs ) -  B (X,  X,  Xs) l  ]  (s .sq)

(s.6o)

5  . 4  . 4  
a t t g u e  s o u s

CTODd (ao ,  X ,  * r )  =  CTODd (ao ,  X  ,Xg ,  R ,  Rp i . )  =  CTODd (X)

- Pour (XgC - Xrn) s X < (XrA - Xrg) :

i -  ,

Dans |approximation de la zone plastique confinée (ZpC),1écartemént
à la pointe de f issure est donnée par la reration suivante :

t. \ffi| i
r r@-|- l

r+@
r--FMr-
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M
. (*t 2 ,

L Vr-Mz
M
q los :fT

r - \Æl-

.$,'
(5 .6 r )

avec

avec

AB, =
8  n  ao  b .o

,  
Rp i .  ( r  +  R)

- . - - - - - - - - - z - l
R

2

max

E I  R '
e

{-t g.6z)

l rannexe (C.g. l . l . )
olr la fonction M. apparaft dans la relation (5.6r) est définie dans

- Pour (xga Xrg)= X S Xr6 :

CTODd (X) = Abz { R

-r?r

4 . , __
pic  I  t tÆ-H

i =3

f ',,6- (3
s2

- I

l

r - UrH:-

H.(+) r+V r -H .
l

) log

.,+,"
(s.6E)

où la fonction H. apparaft dans la
l

R_._ ( r+R)
. (  P t c ' -  ' ) . (X )

R t ( r+Rz )

relation (S.61) est définie dans

(s.6+)

l rannexe (C.g.l . l) .

i i  -  Calcul de la vitesse de f issuration

tf-H

connaissant les constantes du matériau de la loi de paris et en se



-  I 3 I  -

plaçant dans des condit ions où aK"ff est connu, nous supposons que la vitesse de
fissuration esr régie par une loi dà-iype (Annexe C.g.l .+) ,

j f t  =n.croD| (s.6s)

avec
E R '  1

A=c.(-oË)- (5.66a)

et

B=2m (5 .66b )

où c et m sont des constantes qui dépendent de la nature du matériau.

5 . 4 . 5  c

5 . 4 , 5 . I .  V é r i f i c a t i o n  e x p é r i m e n t a l e

La vérif  ication expérimentale de ce modèle a été faite à part ir dres-
sais de f issuration réalisôsur un acier E f6.

Les essais ont été réalisés sur des éprouvettes compactes cT +o (Fi_
gure 3.zo).

Lrévolution de la vitesse de f issuration après surcharge e été examinée
dans les conditions expérimentales suivantes :

x rapport de charge : R = o.r
x facteur dtintensité de contrainte maximale , Kr",. = rg Mpa,/m
x taux de surcharge variable . Rpi" = r.6, r.9 et

2.2.
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5 . 4 . 5 . 2 .  R é s u l t a t s  e t  d i s c u s s i o n

Les calculs donnés par le modèle basé sur la
ont permis d'étudier plus part icul ièrement lrévolution de

Les paramètres expérimentaux, vitesse de
surcharge (da/dN/min), iongueur de f issure où apparaft
longueur de f issure affectée par la surcharge ("1 ), 

"tsont reportés dans le Tableau n. s.r.

théorie des dislocations

la vitesse de f issuration.

f issuration minimale après

la vitesse minimale (rvn,, in),

leurs homologues calculés

Les évolut ions sont  répar t ies dans les F igures (5. ro) ,  (5 . r r )  e t  (S. rz) .

On remarque que le modèle proposé donne des valeurs proches des
résultats de lrexpérience et prévoit le blocage (ou le retard) dans la progression
de la f issure, dans les condit ions d'expérience oir le blocage (retard) se produit
réellement.

5.5. ÇonçJusion

Ce modèle permet de réaliser des prévisions de comportement de Ia
progression drune f issure dtune façon rapide à l taide d'un petit  calculateur, et est,
dans cela, ut i le pour les concepteurs de structures.

Les caractérist iques essentiel les de
proche de type mécanique des cristaux (théorie

macroscopique.

ce modèle résident dans une ap-
des dislocations) au point de vue

Ce travail  peut

la progression d'une f issure

Pour élargir le
de vérif ier sa validité dans
r  +  r I ,  r  +  r r r  e t c . . . ) .

être considéré comme une étape de modélisation de
sous chargement variable.

champ d'application de notre modèle, nous proposons
le cas de chargement complexe (ex. mode mixte :
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RESULTATS ET DISCUSSION

Les calculs donnés par les quatre modèles : modèles analyt iques en
état de contrainte plane (CP) et en état de déformation (DP), simulation numéri-
que basée sur la méthode aux éléments f inis (EF) et le modèle basé sur la théo_
rie des dislocations (DISLOC), ont permis drétudier plus part icul ièrement l ,évolu_
tion de la vitesse de f issuration après application de plusieurs pics de surchar-
ges.

Les condit ions expérimentales ont été f ixées de la façon suivante :

rapport de charge

rapport de surcharge variable

facteur drintensité de contrainte

maximal

nombre de cycles de surcharge

:  R  =  o . r

t  Rpi .  -  r '6 '  r '9  e t

2.2.

18 MPa m:K  =
max

:Np=5o

Les évolutions de la vitesse de f issuration par le calcul et les ré-
sultats de lrexpérience sont reportés dans les Figures (6.r), (o.z) et o.r).

Les paramètres expérimentaux, vitesse de f issuration minimale
après surcharge (da/dN/min), longueur de f issure où apparaft la vitesse minimale
(ay*,n), longueur de f issure affectée par la surcharge lr l  I  . t  leurs homologues
calculés sont reportés dans le Tableau n' 6.r.
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La comparaison avec les résultats expérimentaux nous permet de
tirer trois points essentiels :

6.1. perfoflîances des modèIes

i - Le modèle analvt ique

Le modèle analyt ique basé sur lranalyse des contraintes et des défor-
mations à la pointe de f issure en état de contrainte plane ou en état de déforma-
tion plane' nous donne une bonne prédict ion de la vitesse de f issuration minimale
(da/dN/min) et de la longueur de fissure qui correspond à cette dernière ("v,.,",in)
dans le cas drun faible taux de sur<:harge (Rpi. = r.6 et r.9).

La comparaison entre les résultats expérimentaux et analyt iques
dans les états de contrainte plane et déformation plane laisser supposer un mode
de comportement mixte : crest re cas de nos expériences.

Pour une plus forte valeur du taux de surcharge (R,..;. = 2.2)t expé_
rimentalement i l  existe un nombre l imite de cycles de surcharg. Ï i i .r" stabil isé,
dans notre cas Np = 50) à partir duquer ra propagation est broquée.

La modérisation par cette méthode ne prévoit pas ce phénomène
de blocage pour les mêmes conditions de chargements.

Pour améliorer le champ dtapplication de cette modélisation, nous
proposons de la modifier en tenant compte :

x du cumul de dommage

x de ltémoussement

x du nombre de pics de surcharge, pour prévoir le blocage (le re_
tard) dans la progression de la fissure, dans res conditions drexpé-
rience où le blocage (retard) se,produit réellement.
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i i  -  Méthode numérique (EF) :

La simulation numérique basée sur la méthode aux éléments f inis,
nous donne de bons accords avec les résultats de lrexpérience et prévoit Ie bloca-
gg dans les condit ions drexpérience où ir se produit réelrement (R_,^ = 2.2 ; Np =
5o et  R '  = JJo MPa).  Prc

iu - (D|SLOC)

Le modèle basé sur la théorie des dislocations donne des valeurs
proches des résultats de I 'expérience et prévoit également le blocage dans la pro-
gression de la f issure, dans les condit ions drexpérience où le blocege se produit
réellement (Rpi. = 2.2s Np = 5o et R! = 35o Mpa).

u -

Après comparaison entre les résultats expérimentaux et les modèles
proposés' nous pouvons classer ces modèles au vu des performances ainsi définies
dans I 'ordre suivant (Tableau n' 6.2) :

x simulation basée sur ra méthode aux éléments finis (EF)
x Modèle basé sur la rhéorie des dislocations (DISLOC)
x Modèle analyrique (ANALY)

' I ab leau  
n "  6 .2

Conditions
expérimentales

classement par
paramètre

classement
f  ina l

E.F.

DISLOC

Performances

des
modèles

Retard de
progression
fissure

la
de

ANALY.

E.F.

DISLOC

blocage de

la f issure

E.F.

DISLOC
ANALY

Non prévu
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6. 2. F ac i I iÉ _q !r!,!a!iqn_eq qotit_ae gelcg/

i - Le modèle analyt ique :

Le modèle analyt ique permet de réaliser des prévisions de compor-
tement de la progression drune f issure drune façon rapide à I 'aide drun petit  cal-
culateur et est, dans cela, ut i le pour les concepteurs de structure.

Le coût modique des prévisions obtenues en fait un outi l  des plus
intéressants.

La l imitation de ce modèle analyt ique réside dans la précision des
coeff icients quri l  faut ajuster, à part ir de lrexpérience.

ri  - Méthode numérique (EF) :

La simulation numérique basée
est un outi l  précis el le demande du matériel

sur la méthode aux éléments f inis
informatique très puissant.

Le coût des calculs est toutefois un facteur l imitant leur uti l isation.

ionr :

Le modèle basé sur la théorie des dislocations permet de réaliser
des prévisions de comportement de la progression drune fissure drune façon plus
rapide quravec le modèle analyt ique à lraide drun micro-ordinateur.

Cette méthode est aussi moins coûteuse. Elle est donc lroutil le
plus intéressant.

t v -
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v - Comparaison de trois métlrodes

Nous pouvons classer les modèles étudiés précédemment par préfé-
rence de point de vue faci l i té d'ut i l isation et de coût de calcul comme suit
(Tableau n"  6.3)  t

x Modèle basé sur la théorie des dislocations (DISLoc)

* Modèle analyt ique (ANALY)

x simulation basée sur la méthode aux éléments f inis (EF)

' I a b J e a u  n "  o . 3

6.3.fu2o1[è1e9r{onneege:xpgg!ryegtales_ef critèresCeJro4gg!r!,]_
g.rliréj.

i  -  Le modèle analvt ique

Dans le modèle analytiqtrer pour éûaluer la progression drune fissure
fatigue nous avons uti l isé la démarche suivante :

classement par élément I classement
de choix I f inai 

-

Faci l i té  drut i l isar ion

Coût de calcul



- r 4 2 -

a) Hypothèses uti l isées

x Lrass imi la t ion de fond de f issure sur  une d is tance Xx à une min i -
éprouvette se rompant en fatigue ol igocyclique (absence de la
t r iax ia l i ré) ,

x Xx est un paramètre ajustable,

x La répart i t ion de la déformation A ex sur la distance Xx est uni-
forme et lron ne considère que la déformation perpendiculaire au
plan de f issure

x Le calcul des déformations est basé sur trois solutions :

.  Solut ion dtHRR

. Solution drlrwin

. Solution analyt ique

U) Oonneer e*pe.i*.t

x La loi de Paris, pour calculer la distnace X*

x La loi de Manson-Coffin, pour calculer le nombre de cycles Nî
correspondant à la rupture de la micro-éprouvette.

c) Critère de propaga

La vitesse de f issuration, supposée uniforme dans | intervalle Xx
est définie par le rapport :

da Xx
d-N = T" (o.r)

i i  -@

La simulation de la progression des fissures de fatigue par la méthode
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des éléments f inis est obtenue en utir isant la procédure suivante :

a) Hypothèses uti l isées-

x Le découpage de ltéprouvette en éléments tr iangulaires isopara-
métriques,

x La loi de comportement élastoplastique avec écrouissage cinéma-
t ique.

d) Données expérimentales:

x La loi de paris, pour calculer :

.  les constantes A et B (relations 4.3r)

. la valeur seuil  de lrécartement à fond de f issure (cToDs)

c) Critère de propaea

Lorsque la charge atteint sa valeur maximale et que lrécartement
à la pointe de f issure (CTODef) dépasse une valeur seuil ,  i l  y a l i_
bération du noeud situé à la pointe de f issure. La f issure evance

alors par bonds successifs, chacun des bonds étant égar à la lon-
gueur drun élément de mail lage.

La vitesse de f issuration est calculée en faisant appel au concept
drécartement à la pointe de f issure :

$fr,f (croDer) (o.z)

i"-Méthode b"sée rrr lffi des dislocations

Dans le modèle basé sur la théorie des dislocations, nous avons uti-
l isé la démarche suivante :
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a) f lypothèses uti l isées-

Le déplacement le long du plan de f issure est supposé donné par
une méthode similaire au modèle de BCS.

x En point très proche de la pointe de la f issure est localisée la to-
tal i té de la déformation prastique résiduelle provoquée par rfhis-
toire de chargement. cette déformation prastique est évaluée
par le déplacement à Ir intérieur de la zone plastique draprès le
modèle de BCS.

U) Oonnees expe.lmen

x La loi de paris, pour calculer :

.  les constantes A et B (relation 5.65)

c) Critare de propaea

La vitesse de propagation est basée sur ra détermination de lrécar-
tement à la pointe de f issure calculé par la méthode de dislocation
(CTODd). Elle est définie par la relation suivante :

(croDd)

" -

On remarque que les modèles étudiés précédemment sont classés
par élément de choix comme suit (Tableau n. 6.+) ,

d a l

d-N =r (o.r)

* Modèle basé sur la théorie des dislocations (DISLOC)
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x simulation basée sur la méthode aux éléments f inis (EF)

xModèle analyt ique (ANALY)

' I a b l e a u  n "  t 5 . 4

6.4. Cornmetlqges

Ces résultats nous amènent à faire un choix final sur la méthode de
modélisation à utiliser dans la pratique (dans le bureau dtétude). Nous voyons clai-
rement sur le Tableau n' 6.5 que pour les trois points comparés précédemment,
le modèle basé sur la théorie des dislocations est plus adéquat que celui de la si-
mulation numérique ou du modèle analyt ique.

Classement par

élément de choix

Classement

f inal

Hypothèses uti l isées

EF

DISLOC

ANALY

DISLOC

Données expérimentales

DISLOC

EFEF

ANALY

Critère de propagation

DISLOC

EF

ANALY

ANALY
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' l a b l e a u  n "  6  . 5

Classement par
paremètre

Premier
classement

Classement
f inal

Performances

des

modèles

Retard

ANALY
EF

DISLOC

EF

DISLOC
DISLOC

Blocage

EF

DISLOC

Non prévu
ANALY

Faci l i té  drut i l isat ion

DISLOC

ANALY
DISLOC

EF

EF

ANALY

Coût de calcul

DISLOC

ANALY

EF EF

Hypothèses uti l isées

EF

DISLOCDISLOC

ANALY

ANALY
Données expérimentales

DISLOC

EFEF

ANALY

Critère de propagation ANALY
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7 - coNcLUStON

A laide de trois méthodes uti l isées nous avons obtenu des courbes
très voisines des résultats expérimentaux.

Nous pouvons conclure que parmi les trois méthodes étudiées, cel le
des dislocations qui est la plus aisée d'uti l isation, est plus adéquate que celles de la
simulation numérique ou du modèle analyt ique.

Nous pensons que cette approche qui consiste à traiter le fond de fi-
sure comme un empilement des dislocations doit être poursuivie. Cependant ce mo-
dèle doit être amélioré, et en part icul ier i l  serait intéressant de vérif ier sa validité,
dans les condit ions du chargement complexe : I t inf luence des surcharges sur la pro-
pagation des f issures de fatigue en mode mixte (r * rr,  r + rrr etc...).
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Relations de Hooke :
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9 .7 .  Annexe A

9 . 1 . 1 .  * . t u t t o n "  d .  . o ^ o o r r " r " n t  O u  ̂ u r é r r u ,  é r u " r o . r u r r r ' u "

i  -  Elasticité isotrooe

o i j  
= 2 u ei j  À trace (E) '  o, j  (A.r)

le déviateur est :

S  -o  r  - -
i j  = "U - 

i  
rrace (o) .  u, j  (A.z)

oir u , À sont les coeff icients de Lamé,

et trace (e-) ou trace (o) est la variat ion volumique de déformation ou de
con t ra in te  (ex .  t race  ( ; )  = (e r r  +  e22  +e33)

et inversement :

e .  r  À- i j =  
2v  o i j -  - 31 ; ru  t r ace  (o ) ' oU

ou encore

o  .  r  +  v  v  '  / : t  -- i j  
= -T- oi.;  -E- trace (o)ô,, (A.l)

otr E est le module d'young, v le coeff icient de poisson, et Q, le symbore de
Kronecker (symbole diagonal), u

ô. .=J  rpour i=J
U t  opour iq j



i i  -@

t i i =E  t i3=( t *u ;S i j .  
? t race(F)oU *  *oo , (A'+)

-  r53

oir o. est la contrainte équivalente eu sens devonMise, (oe

avec s.. s..
UU

Nlr
s ..

U

àR )
e '

o"  =  I
e2

et o est un paramètre qui dépend du matériau.

9 . 1 . 2

"

i  -  Elast ic i té plane en coordonnée polaire (Figure A.r)

La position du point sur re pran est déterminé par ra distance
de I'origine de coordonnée o et par lrangleo entre cette direction.

F igu re  A . l _
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O"=,

ab=dr

J=rdO

et

12=x1 *x 'z

X
o = erctg ( _*2 )

I

avec

X_=rcosO
I

X^=rs in  O2

et les composantes des déplacements :

lU  =  tu  (Xr ,  X2)  = [ -J  ( r ,  O  )

v =v (xr ,  x2) =v (r ,o )  
(A's)

En état de déformation plane :

^ au
ô r

lU .  r  âV'o= r *  r  Ë  (4 .6)

r  â tU_ *  â  V _  Vto.r r 
-T-o 

â r r
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Equations d'équil ibre :

o , i r i = o  ( i r j = 1 1 2 ) '
U ' J  

-  " ' J

avec les forces volumiques f .  = o

â o  Â r r- " f  
I  

t ' f  U a - O O

or *  l -  
- -T-6--  + -- ' -  "  =O

,  âoo  âo .o  o "A  6 .2 )
r  

- -ôT =  -â - r  +2  - - - -  -o

Les équations dréquil ibres sont vérif iées en écrivant certaines rela-
t ions entre les composantes du tenseur des contraintes et une fonction A\ d'Airy
(,4 (r, 0) ) :

o_=S,ro  =qrA ^  _  â21\- r  
â02 

,  " r ; -  e td  ro= arao (A.s)

Equations de comptabil i té en contrainte :

l n T 2

:$ ( re^ )  *  r  A  r  r  âe r  âa
r ar- u ;z--ff i  - i"Ë- 

+ # 1r- jp)=o(A.s)

on remplace (A.6) dans la loi de comportement (A.+), on trouve :
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oir ô2 - 3 '2
e  4  

(o r -oO) *3  o13  (équa t i ondePrand t l -Reuss )

On in t rodui t  (A. ro)  dans (A.y) ,  on t rouve la  re la t ion su ivanre:

2v4a\. -y i+ + r o.*t' (zr # # + g4r r
,  r  , _ .  

I  azA \  2  a  A \  z  â2 ,$  \*  F-  
-â-Oz-L-#* 

.  5r  *  -=n 
f5f ) ]

r  â -  
[  N l ,  ( -  2  AA t  2  ôzA \ . ô "A \* ,  3.  .oe .  r  

-âr"  
t .*z- ' . ï1 ) ]

* 4- -n 
t N'-r

r- ,* (ro. #, (+F*,,) = o (A.,r)

avec

sa = (-â=. +_5ï + + -$6-I

On peut résoudre la relation (A.rr) par une méthode d'Euler-Lagrange:

y r  Y4 Y,  Y3= o

donc, on trouve la solution de la relation (A.rr) de la forme suivante:

A\=11 .  , t  , {  (o ) (A.rz)

avec

t >ç$,
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Condit ions aux l imites :

èi i  to ,  .  ,  N)  = K.

A\=f+ = Q

f (q\,++ A2A\  âA \ \' -t 
12- ' Tii- / = o

La loi de comportement (A.+) est réécrite de la manière suivante :

N ' D
( o )  +  K .  Ë  

, :  
( 0 ,  N )

; ê
U

evec

t / (N ' * r )

(A. r r )

(A.r+a)

(A.r+b)

(A . r5a)

Kè
. , z  

t / (N ! r )
=  ( j - : v  

)
0

1l

\-

et

æ
o  =  K z / ( r X )

- v  ô . )

- vËr )

r

oo

et

:Pt r (0 ,  N)  =

P (0, trt)
0

,  ( 0 ,  N )
0

+ o u.*tt

+ " u.*tt

2  o  o . * '  { ô

( Ë

(ôo-Ër)

,O )

.  
-  ô . )

c

Y

où tçst un paramètre sans dimension du modèle drHutchinson

oir

; f 
rtol

ËËt(o)

v i t  tol

=( r+v )  [ ( t

=  ( r  +v )  [ ( r

=  z  ( t  +v )  Ë

-v  )

r 0

v )  Ë

(A. rsb)



- r58 -

Dans le cas oir 0 = o

Ëa (o , r ,N ' )=  Ë r (o , r ,N )

et

î ,  (o ,  r  ,  N)  =  o

On inrroduit (A.r+) et (A.rS) dans (4.r3) en tenanr compte de la
condition (A.r6). Ceci conduit à la relation suivante :

;  =e . + = (t*, ' /{N! ') .  (-kJ'/(t ' t* ')  .r-y-, ' /{N*'). [(,  -u) Ër-uË, J
R^  0  'N  nXe

- (--L-r1 ,t/{Nit) . t. + , 
N/(NI') 

" 
*7(*l') 

- (Nrr)

0 
-) 

fr, 
. ( 1*- ) .[f "a. .(Ë.-Ër))]

(A . r6 )

(A. rza)

ou

. = cr# + ,"t*'* 
') 

* a, 
or, ç'' ,N/t*l'l (A.rzb)

(4 . r8 )
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\ )  ?  1 l  n - - - - i ^ - - -t . ) . t /  u r g d n r g r d n n e

Modè le  basé  su r d e  m t n i - é rouvex te  sans  accunu la t i on
du domnage

i l0Dtl t  8A5t

IPPCUVI TTI
t t  COl iCtF l  C t  tA  Ht l t l -
AC CUilULA T I OlI DU DCI,IHAGT

aOl i {P0R'1 'EMtNI DU

I'IATTR I AU

ITA: DT CONTRAINTE PTANT
I ÏAT  DT  DEFORHAT;ON PLANT

EXPERII{TNTALES

As, rr ÂKs C E T m  0 E L A
LOI  DE PARIS

CHARGEIIEPI

APPL IQUEE
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TTAI () I  COIIIRÂIi lTT PIAIIT

=,,,0t.*ârrT':",,,r(* j

0  <  I  _ <  k l ô t c p k r6 , c t  t .  r ; r o

IOOfLf AIIALYTIQUE

Âf - n, ro-nr,otnt r l,A rrr/ \+ A rrr/x2 le =,,rr(#)

ô C _  B - -  / j , ( e f f \. " p \ \ f  
/

ET^t 't mF(milfi fi.rf,

as=c,oo(&)'

0 < I { k A ô t c p rÂôtcp" t ftp

A!. r,*.rr"rntr),r
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COI'IPORTTMENT DU
]..IATTR IAU

ETAT DT CONIRAiNTI PLANT ETAT DI OEFORilATION PLAXT

PHTNO}IENT DE RALINIISSEHENT PHEIIO{TiE DE RALET{ÎI SSEI{ENI

^ €  = f ( x ,  A K e f f  )

6 a = f ( x , K n a x )

LOI DE I{AI{SOII-COFFII{ I.IODIFIEE

Âe
2

= e i r  zr r  , .  *  Ç ' -  r r  (  zr r  )b
E

N * = f (  Â e  , c p ;
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La loi de comportement donnée par Ramborg-osgood dans le cas
de chargement cycl ique est de la forme suivante :

ae=  ao+  o , rao  N r

- 1 6 z -

(A. rs)

Ae  P  =  s '  Ao  N '
(A.zoa)

CTOD
, rJ= I  Ao (CTOD).d(CTOD) t / . .z ra)

o

(A.zrb)

avec

-  
t /N,  r /N,

ao= (#  (AeP)  (A.zob)

et, lr intégrale J de Rice peut être calculée sur un contour qui entoure juste la
zone plastique :

ou

croD/Be

J=Be I  ao ( le)  .d(Ae)
-/o

avec Bgest lrépaisseur de lréprouvette
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On remplace (4. zob) dans (A.zrb), on trouve :

To',u, ,/N, ,/N,
J=Be 

I  
( ; ! )  . (^eP)  .d(^e)  (A.zza)

I
_/o

et après intégration :

-  
t / N ,  

r r ,  ^ n  
( N t + r )

J=Be.(#) " .(--x:,) .(-çIffL)l [ .-  (A.zzb)

Dans lfapproximation de la zone plastique conf inée (ZPC), et dans la
condit ion de lrétat de déformation plane lrexpression de J est de Ia forme :

r = (r -vz) #= 8.. (#)'* ' . , .Tr,1 . ( t '8;o)t$ù(A.23)

de la relation (4.23), on déduit I texpression de lécartement de f issure (CTOD,
comme sui t  :

r/,,.,, N!
croD = B,[ (rfts-). (o') r\ ., '  -Ëib. * '  ]1Næ 6.za)
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9.2. Annexe B

9 . 2 . 1 .  E x p l o i t a t i o n  d e s  p r o g r a n n e s

9 . 2 . I . I .  L a  m i s e  e n  d o n n é e s

Le calcul sur ordinateur nécessite une préparation importante et
minutieuse' Les résultats en dépendent souvent de manière négligeable et i l  est
recommendé de soigner cette étape.

i - Le mail lage

A part ir de la géométrie de la structure on définit  un mail lage aff i-
né dans les régions oir la plasticité r isque de se développer en cours de chargement.
La détermination de ce mail lage constitue la part ie la plus importante de la mise
en données' l l  faut en effet définir les connexions de chaque élément, la numérota-
tion et les coordonnées de chaque noeud. Une vérification par tracé automatique
est effectuée avant son uti l isation définit ive.

tt  - L.t .".".ré. irr iou., ,é."ni.r. ,  du ,rréri",

En plus des constantes élastiques (module dfYoung et coefficient
de Poisson)' i l  faut préciser, soit la l imite drélasticité dans le cas drun matériau
élastique parfaitement plastique, soit les courbes contraintes-déformations expéri-
mentales ou courbes rationnelles dans le cas où i l  y a écrouissage.

i i i  -  Les condit ions aux l imites sur les déplacements

Il  est possible dtimposer par exemple un déplacement nul dans une
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direction donnée, ou encore de f ixer totalement un point. ces condit ions se tradui-
sent par une modif ication de ra matrice de rigidité totale.

t u -

I l  convient de définir tout dtabord la répart i t ion des efforts : par
exemple les noeuds pour les charges ponctuelles ou les côtés dréléments pour les
pressions ou pour les cisai l lemenis.On précise ensuite lr intensité de ces efforts en
vue d'atteindre la l imite dtélasticité en au moins un élément de la structure pour le
premier cas de charge ; on procède ensuite à un chargement incrémental jusqu'à
la charge f inale.
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9 .2 .1 , . 2 .

; EI,ASTOPLASTIqUE :

NpRTyp ( IpRTYP)  :Nombre  de  p rob lème  à  e tud iâ ,  ( ex .  ,  su r cha rqe ,
su rch " i g "  mu l t i p l e  ,  cha rc ;emen t  hau t -bas  e t c .  .  .  )

MAILLAGE

NO}ÏBRE DE
PROBLN,IES

Données

NPRTYP*

CRITERE DE FATIGIIE

IMPRESSION DES
RESULTATS
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Nbe DE BLOC
DE CHARGE

Donné e s

POUR CEAQUE
ilEilD{T e

CATCUT DES I.IAIRICESS N , N , ET DN I,A
MATRICE DE RTGIDTTE sr, i=/ .r t  

"uu

ASSE{tLICE D! Lr XIIRIC8 DE IICIDII! SrIF
lvæ tttSr r cotFtE Dts

corDrllotrs rur LD(IÎIS sun L!8 D!?ltc!t!?E

IIIIDIFIIC DEs Dtcl,lelrgtr
Iro|qlÛ. It rott;Icl?Im Dt Ll

r ttlct Dt lroIDI?l OtatlL!

r r.Etllr Dt! cilr,ls n!
.{ il|rt|onr?rt DtE crrtls

Lsrlrcrçrt r cf,rEE FilctlaLl€

-{.r pouR cEAqrrE Er'r.r'rfr

NTREE DES II{CREI{EIïIS
DE CEANGE dP

RESoIUÎION DU STSTgqB sr,r.d[=dP

POUR ÎOUS LES IIOEUDS DU |{ÂILLACE O , U+ d U-
!{0DIPIC^ÎIOI{ DES CoORDOltr{EEs Er

DII IIAILLAGE

f 
o porn cf,AeuE n.EilErr.

1 

RErPrrrlror DE cEAQoE ELErEf,l
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POUR CEAQUE
ELEMENT FfNf m

c^LCtL DES INCRE{Etfls r 
----T

rEs c'^xDErns 
""i.co;REELLES OU PICTIVES

du ' -1 ' J4g ' ,  d€ '=Bdu '  dÇ ,=n36g ,

,CTIL DÛPOÎ@
F ('] AVANT INCRU{E1ITATIOii

CALCUL DES GR.AM
REELT,ES OU-FICTIÏES 

-----

U r = N U '  E ' ' € + d € '  C , = 5 - t d c .

CALCUL DU POlE(lIEL PLTSFIQIIE
F ( cl ^pnEs rrcnrr{HrAror

I ( f  )>d

L ELE'ETII ETAIÎ EX DEI'ORI{rÎIOX
ELASIIQITE AVAI(Î L' APPLICTÎIOX

DE dp

CALCUL DE LI COrlRrI[ ÎE
ITIEP{EDIAIRE

TEttE QUE F(ri.d=o

dCt = Ct-

EI,E{EXî PLASTIQUE

^v^rÎ IICRE{EilÎ^lIOtf

Non

r
.- ._.f ^rtrr DE counDE r^lrof,fELLES

fnucrrnncxr 
DE LA conrRArfrE EeurvALElrE
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FoRIVIATION DE f^ 
ù.;: ô - ii+,:{#f ot"' t$f o :Êl 

-'
OU I ,ES DI :RIVF]ES SOI{T  C^ I ,CUI ,EES POUR

L I ;TAT ÂCTUEL DEs CONIRAI I t lES

CALCUL DES CONTRAINTES
DE REEQUILIBRAGE

âr.o-- (o- ô.e tyde' =Dç Ù-tdr'.'= D lt, fie,J [" + ffi'o-u.] i c'

| - '  a- ' -  n l6"

1 . rorrne ilxrnDl
DE CTCLES HrXI}1rLE
ATlEIIIT

Non

^PPEL DES COURBES RTIIOXIIELLES

RæHERCHE NE LA 'OTTRTITTE A ETQUIVALNTTE

NELEHE{Î

C^LCUL DES YALET'RS ACTUELLES DU PAR^}IEIRE

D EcRouIssAcE ET DU IoDULE t'l

.  D ECROI'ISSACE

CALCUL DES FORCES
DE REEQUITISMGE

àT = J rta rduJ v

t ELE,TENT EÎI'IT NT
DEFORMATION ELASTISUE

TNCRF'IIF'NT DE TOUTES tES FORCES
ODALES d.T DE RETP.UILIBRAGE

IMPRESSION
DES

RESULTATS

2 rrH pu Moc Dr: ot^nc!;
oui

Non



r7U- -

9 . 2 . I . 3  A p p r o c h e  s i m p l i f i é e  d e s  p r o b l è m e s  d e

p l a s t i c i t é  c y c l i q u e  b i d i m e n s i o n n e l l e. r

ûr sait que lors d'un essai de traction simple, la barre (oA) reste
élast ique (F igure B.r )  tant  que :

a< R (B . r )

le cri tère s'écrit  donc :

d -  R .o  <o (B.z)

R",

6p
R"o

'  F i g u r e  B . L

Si la contrainte dépass. R.o il se produit une déformation plastique.
Soit la déformation plastique obtenue en B. Tout se passe comme si la limite d'élas-
t icité était repoussée. soit R., la nouvelle l imite élastique. on a :
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de  P  =  d  À t

où d À est  I ' incrément  dtun paramètre in terne

donc dans ce cas :

(B . t )

(8.+)À\  =e  P

Le paramètre À\ est la déformation plastique cumulée

Draprès la  F igure B.r ,  Rer  se ca lcu le a isément  à par t i r  de e p 
:

R . r=R .o *M l t=R .o *MeP (B .Sa )

R . r=R"o *  v (eP ;  (B . sb )

Si la courbe de traction est l inéaire, M représente sa penre.

Si el le n'est pas l inéaire 9 ( e p) 
est son équation.

i -P  t

De la façon la plus simple de prendre en compte de la plasticité
dans le cas drun chargement est de procéder de la façon suivante :

- on détermine la relation contrainte /délormation pour un chargement uniaxial
de traction,

- on suppose que la relation : R., (À\) est cel le qui l ie o à e P pour I 'essai précédent.



On pose R.,

e t  t r \=  eP
e
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contrainte équivalente

déformation équivalente

Cela signif ie qu'à chaque
(Figure B.z) augmente de deux façons :

, le rayon du cyl indre Cdéformation d ePe

y'_

F igu re  8 .2  :  I n te rp ré ta t i on  de  c r j t è re  d .e  V .  M jses
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Soit en gardant le

pe (F igure (8.3)
même axe D : ce comportement est appelé écrouissage isotro_

F i g u r e  8 . 3

Cette approximation est couremment uti l isée pour des chargements
monotones, autrement dit lorsque le point représentatif des contraintes en fin de
chargement est voisin du point de première traversée de C. Elle nrest pas valable
pour des chargements cycl iques où lron revient à létat élastique pour replasti f ier à
un autre point de C.

- Soit la surface seuil  drécoulement est alors déplacée par translation : ce compor-
tement est appelé écrouissage cinématique (Figure A.+).

Cette approximation est utilisée pour des chargements cycliques
pour tenir compte de I 'effet Bauschinger.
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F  i g u r e  8 . 4

i i  -  Formulation de lrapproche drécrouissage cinématique-_ - '

Soit le seuil  d'écoulement est représenté par une relation de la forme suivante :

o . . )  =  R 2ue

le cri tère de plasticité esr défini par :

F (  o, r ,e

où 1 est le paramètre drécrouissage

et la vitesse de charge Ë est exprimé par la relation suivante :

AF
To-rJ

F  (  o . .
U (8.6)

(B'z)i )= x

d  o . .
U (B.8)
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Trois condit ions sont dérivées :

.  Pendant  le  chargement  :  F =X et  |  >  o

. Pendant le chargement
neu t re  :F  =Xe t f=  o

.  Pendant  le  déchargement  :  F < Xet  E< o

La condit ion relative Deux e ij .t t pour ces trois cas de charges est
supposé avoir la forme suivante :

.  Pendant le chargement :

d .o,j - Bij E-, et dx = y e (B.s)

.  Pendant le chargement neutre et le déchargement :

d.P,= dX=o
U

Pour le cas de chargement, on peut écrire la relation suivante :

dF=++do..+ -3+ d.1. =d x (B.rr)ol j  u  , .0 , :  
-  -u

Cette relation doit satisfaire la condit ion suivante :

t *  â :  
B ; i =  y  (B . r z )r r  

â J  
t t j =  Y

U

En se basant sur les travaux de Prager, on peut écrire :

F( oU,oU)=F(oU,t r le l r )= X (B.r3a)

o ' . .  =  h  eP.
UU

avec

(B. r rb)
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F=à(S; i  -heeul . ls , r -n.nul  (B.ra)

d e ei ,  -  ' .5 (s i i  -  h eoU,. tT.  -  h. f i  )d skt  / rvrR. (8.r5)

avec

ou

avec

Su=oi j -  + okk u ' j

Pour un essai de traction simple (Figure B.r) :

;  s i  o  SR .-:+ -E

(B . r6 )

e t  4  o -  EsL  
T .=  . - . = - -E -  

=M ;  s i  o  r  R .
r  f  

î ' n

h=;5G)

On peut écrire la relation entre o ..  et M de la façon suivante :

i: = i * 'ou (8. r s)
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9  . 3  . 1  .  D i s t r i b u t i o n  d e s  d i s l o c a t i o n s

Considérons une mult i tude de dislocatiôns recti l ignes identiques si-
tuées paral lèlement les uns aux autres dans un même plan de gl issement, et dédui-
sons l 'équation définissant leur distr ibution d'équil ibre. Supposons I 'axe de Z paral lè-
le aux dislocations, et le plan X , Z confondu avec le plan de gl issement.

Désignons par p (X) la densité l inéaire des dislocations distr ibuées sur
le segment (o, ao) de I 'axe des X ; p(X) dX est la somme des vecteurs de Burgers
des dislocations passant par les points de i l intervalle dX. Alors, la contrainte totale
créée au point X de lraxe des X par toutes les dislocations srécrit  sous forme drin-
tégrale :

9.3. Annexe C

o (x)
(^o=_ Do 
I

) o

p (6 )d  E

E-X
(C. r )

où Do est une constante de |ordre de grandeur des modules élastiques du cristal.

Pour les points intérieurs eu segment (o , ao) lui-même (Figure C.r),
cette intégrale (C.r) doit être identif iée à sa valeur principale afin d'él iminer lrac-
t ion, physiquement dépourvue de sens, de la dislocation sur el le-même.

F igu re  C . l -

{ { {
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Si lron a aussi dans le cristal un champ de contraintes plan (dans le
plan X , Y) o;Tt( X , Y) créée par des charges extérieures données, chaque disloca-
r ion  sera  soun i i ie  à l 'ac t ionde Ia  fo rce  tu  to i l t  (x ,  y )  *  p  (X)  )  )  (bes t  le  vec_
teur de Burgers et p (X) = 

";i '  
(X, o). La'Jondltion d'équil ibre consisre dans lran-

nulation de cette force i

"; i ' (x,y) *p(X) =o

c res t -à -d i r e :

"o

I
)"

a
où le signe Jdésigne la part ie principale de lr intégrale. On a là une équation inté-
grale pour déterminer la distr ibution dtéquil ibre p (X), qui appart ient au type des
équations intégrales singulières à noyau de Cauchy.

La résolution drune tel le équation se ramène à un problème de la
théorie des fonctions drune variable complexe, ainsi formulé.

Désignons par fJ (Zl la fonction déf inie dans tout le plan de la varia-
ble complexe Z (coupé suivant le segment (o , ao) ) par lrintégrale :

( ^o
aG) = I  

v  
-p(E)  d6

)  
"  

E-z

= p(x) = w(x)
Do

(C.zl

(c' l)

P (E)  d  E

E -X
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Désignons par n'(X) et par CI- (X) les valeurs l imites de CI(Z) sur les
lèvres supérieure et inférieure de la f issure. Elles sont égales à des intégrales de ce
genre calculées sur le segment (o , a), le point Z = X étant contourné respectivement
par le bas (la lèvre inférieure) et le haut ( la lèvre supérieure) sur une demi_circonfé_
rence de rayon inf iniment petit ,  c 'est-à-dire que :

* r^on1 (x)  =L P(E) dE
J E-X

- / O

Si  p (E)  vér i f ie  l réquat ion (C.z) ,

est égale à o (X), et l ton a :

t  i n p ( X ) (c'+)

la valeur principale de I ' intégrale

f ) *  ( X )  + f i -  ( X ) = z  t , l  ( X ) (c's)

o*  (x )  -  a - (x )  =z inp(X) (c.6)

Ainsi, résoudre lréquation (C.z) revient à chercher une fonction ana_
lytique (Z) donnée de la propriété (C.s), puis p (X) est donnée par (C.6). Les con-
dit ions physiques du problème considéré exigent en outre quron ait CI(-) = o; ceci
résulte du fait que, loin de I 'empilement des dislocations ( X-+ r - ),  les contrain-
tes o' doivent srannuler (d'après la définit ion (C.f) ).

Envisageons le cas oir les contraintes extérieures ne sont pas absen-
tes p (x) = 

"; i '  
(X , o) l  o. Désignons par CI o 

(z) une foncrion de la forme :

(c'z)
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et recopions lfégali té (C.S) (en la divisant par e; = - 0o ) sous la forme :

a*(x) _ 0-(x)  _ zo(x)
CI; (x) CI; (x) CI ; 

(x)

Après quelques transformations de (C.o), on trouve :

comparant cette égalité avec (C.6), on déduit que :

- ^o
n(z)  =  I  

{  î ( ' ' ) ,  
dE + inp(z)  (c .s )

5?o(z)  i  n  )o  CI ;  (E)  E_z

(c.s)

ou

1 E ; en état de contrainte plane
Er= 1

( E/(r -v') ; en érar de déformarion plane

9  .3  . 2  .  Equ  i l  i b re  d ,  une  f  i s su re

La forme et les dimensions drune f issure dépendent essèntiel lement des
contraintes extérieures agissantes. En conséquence, la spécif ication mathématique
du problème d'équil ibre drune f issure de se donner des condit ions aux l imites sur
une surface a priori inconnue et qui sera déterminée par résolution du problème
(la théorie quantitat ive des f issures de G. Barenblatt 1959).
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Considérons dans un mil ieu isotrope une l issure se trouvant dans
un champ de contraintes plan o iu(X , Y) (Figure C.z). Désignons sa longueur par
ao et sa largeur variable par h (X) (Figure C.r)

F t q u r e  C . 2

Nous reporterons les condit ions aux l imites sur la surface de f issure
au segment correspondant de lraxe des X. En drautres termes, la f issure est assi-
milée à une l igne de discontinuité (dans le plan X, Y) sur laquelle la composante
normale du déplacement présente un saut :

v(X)= r _t#L

Le saut h (X) du déplacement normal au point X est considéré com-
me la somme des vecteurs de toutes les dislocations passant à droite de ce point,
crest-à-dire que :

h(X)= ,l.' p (x) dx p ( -X )= -  p (X ) (C. r  r )



r 82  -

où p (X) est la densité des dislocations recti l ignes trouvée précédemment par
la relation (C.ro). Ltégali té p(-X) = - dX), signif ie que les dislocarions ont des si-
gnes différents de part et drautre du point X = o.

Une tel le représentation permet d'écrire une autre forme dtexpres-

sion qui sont en relation avec les contraintes normales oiutr. lraxe des X (ce sont
les contraintes provenant des charges extérieures :

i- Au point A (correspond au contrainte o r) (Figure C.z)

o, (E) 
a E

X-g
= 

{"" ,

-  o ru

-  o I v

;16 l<e

;eo< lE l .  Xea
(C.rz)

où XgA est la tai l le de la zone plastique (Figure C.3), pr (E ) la densité des dislo-
cations correspondant aux contraintes oru, et o91 , la contrainte de fr ict ion cor-
respondant à orr;

F i q u r e  C . 3
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o2,

d6 

{

Ir^
I

)
o

Pr (E)
;  lE l . "o

-oru  
,  l6 l . "o

X-q (C. r  3)

-  ooz -  o ru  ;  
"o .  lE l .XgB

où XgB est la tail le de la zone plastique correspondant à I 'amplitude de contrainte
due à la surchar*e (aooic = oru -  or l ,  er(E) la densi té des dis locat ions corres-
pondant âux contraintés o"ur rt o oz, le contrainte de friction correspondant à or.u

Bilby er Heald [s+ ] ont montré 9r. XgB est inférieur à Xr6 (Fi-
gure C.4), donc on peut réécrire (C.rl) de la façon suiiante:

XgA

o '  (6)
-x-E-c pz(E)_or (E)

x- E

XgA

(

)

o

,.j
- 6 -02

o, =l (C.ra)
-o2ui  

"o  
.  lE l .  Xgts

o

h2t..rx, xfrl
I
I

htx t

i i  -  Au point B (correspond aux contraintes

(Figure C.z) :

F  t q u r e  C . 4
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su ivante

Â o, 2 1

On introduit lrexpression (C.12) dans (C.r4), on trouve la condit ion

(6 )  =  p2G)  i  o ,  (E )=  o ;pour  lq l  'X*g

Nous obtenons :

Xeg

-o 
02 

* oru

;  lEl

- o " u i  
" o t l

t " o

El.Xen

(C. r  s)

(C.r6)

(C.rz)

Ap,  (E)

ÉE- d E
( ' u

=l
1
\ - n -o r

t1

2v

où aor, (E ) est la densité des dislocations correspondant à I 'amplitude de contrain-

" 
ooo,. ( Aopic = oru- or).

iii - Au point C (correspondant aux contraintes Ao = o ) (Figure

C.z) :

XeA
' " o

lEl .  Xsc

où XgC est la taille de la zone plastique correspondant à lramplitude de contrainte
Ao ( lo = o 

3r-orl, o, (e ) la densité des dislocations correspondant aux con-
traintes oru,.t oo3 de Ia contrainte de friction correspondant à or.

p. (E)  [ -  
o3u ;  lE l

dE = l
X-  E I-  

\ oo3 -o3u  ;  ao .
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( 
*r^ 

/td

I +:d6* [ 
o,(,,;_?,,,0,

/ o  )  o

Comme précédemment de la condit ion XgC. XgB (Figure C.5), on
peut représenter (C.ry) par I 'expression suivante :

3 v
- U

I

I=1
I
l r t
\  -o3

lE l

-o3u  ;  ao .  16 l

' "o

(C . r8 )

'Xgc

(C.re)

En introduisant l texpression (C. r3)  dans (C.r8) ,on trouve la condition
suivante :

A  p l " (E )  =  o ,  (6 )  -  p2  (E )  =  o  ;pou r  XgC .  I  E  |  .  XgA

oi: aor, (6) est la densité des dislocations correspondant à Itamplitude de contrainte
a o(  a  o= o3u-  or}

F  N u r e  C  . 5
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r&6

Nous obtenons :

L- 3 u

o3? U

2 v

( '
=1

Io

;  lE l<
"o

lEl  .
^f':!" dE (C.zo)

Xsc* o 2 " - o 3 "  i  t o '

La distr ibution des dislocations à

représentée comme la somme de trois relations
(C.zo) :

l'état final (A----> B ---> C) est

précédentes (C.rz) ,  (C.rS)  et

p(g )  =  o r  (E) *Apr r (E)  *^p r r (E) (C.z r )

et la composante normale du déplacement h(X) est de la forme suivante :

h (x)  =  h ,  (  ao,  X,  x rA)  -hr ,  (  ao,  X,  XgB)  *hr r (  ao,  X,  x*ç)  (C.zz)

evec

.  4oob
h (ao,X,Xr) = nTi-

"o1"" 
ros * "o

2

s
2

s.
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9 . 3 . 3 .  D é f t n t t t o n  d e s  f o n c t i o n s e t H

Les fonctions Mi et H. epparaissant dans les relations (5.6r) et
(S.61)  sont  déf in ies de la  manière su ivante :

i  - Les fonctions M. :

pou r i=o  à7

i - Les fonctions Hi

pou r l : I a5

M=o
(X - Xr4) . X

M=
I

Mo/ ( r -R) - ( r -R)

M=
2

Mo/ ( r -R) * ( r -R)

M=
3

Mo / Rpic

M=
4

M, / (z Rpi.)

M=
5 + Mo /  (RPic -  R)

M6= M2l (Rp ic -R)

M=
7 +Mo/M,

H=
I

Mo /  ( r  Rpi . )  -  ( r  -  Rpi . )

H"= Mo /  ( r  Rpi . )  + (r  -  Rpi . )

H=
3

Mo / Rpic

H=
4

(H2 / (z . Ro;.) )

H5= 4Mo /  H2
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-  r gg

C a l c u l  d e  l a  v i t e s s e  d e  f i s s u r a t i o n

Données

Ta i l l e  de  l a  zone  p l as t i que

Non

DEBUT

i?fi i i: âPSll:ïî: itê ; l iî- 'R,Rpic
Carac té r i s ! iqyg-du  maté r iau :  E ,JDimensi on de 

-i ;eprouuàiià' i '  
8., ùl

tno ' tn ,  t '  Xgc

kc-xgs (  t  (Xgn-Xgs

b-tnr( 
*( *no

A.CT0D:  ;  A=C .  (E .Re  , / 0 .13

B=2m

)
F IN(




