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RESUME

La modélisation de la progression d'une fissure soumise & un
chargement d'amplitude constante apres l'application d'une surcharge est
réalis€ a partir de 3 méthodes :

1) Méthode analytique,

2) Méthode numérique basée sur la méthode des éléments
finis (EF),

3) Méthode basée sur Ia théorie des dislocations.

1 - Méethode analytique

La vitesse de fissuration est calculée en utilisant la procédure

Ssuivante :

- la distribution des contraintes et des déformations a la pointe

de fissure est déterminée par la valeur de A K donnée,

- I'amplitude de déformation A e* correspondant a la distance
X* en est alors déduite,

\
. le nombre de cycles N*, correspondant 3 Ia rupture du maté-

riau sous I'amplitude de déformation Ae *, est obtenu a partir de Ia relation

de Manson-Coffin,

. la vitesse de fissuration suppos€e uniforme dans l'intervalle

X* est définie par le rapport :

da _ Xx*

da . X 6.1.)

2 - Méthode numérique EF. :

La simulation de la progression des fissures de fatigue est obte-

nue en utilisant le critére suivant :



»

Lorsque la charge atteint sa valeur maximale et que I'écar-
tement a fond de fissure (CTODef) dépasse une valeur seuil, il y a une libé-
ration du noeud situé 3 la pointe de fissure. La fissure avance alors par
bonds successifs, chacun des bonds étant €gal & la longueur d'un élément de
maillage.

La vitesse de fissuration est calculéde en faisant appel au con-

cept d'écartement de fissure (CTODef) :

da
9N = f (CTODef) (6.2.)

3 - Méthode basée sur la théorie des dislocations:

La vitesse de Fissuration est basée sur la determination de 1'é-
cartement a fond de la fissure CTODd (od le CTODd est calculé par la mé-
thode de dislocation).

Le modele est basé sur une méthode de superposition en vue de
représenter I'effet de contraintes résiduelles dans les zones plastiques. | 'ex-
pression du CTODd dérivée est valable au cours de la propagation de I'extré-
mité de la fissure au travers de la zone de déformation plastique correspon-

dant a la surcharge.

La vitesse de fissuration est définie par la relation suivante :

da
dN = f (CTODd) (6.3.)
A l'aide des trois méthodes utilisées nous avons obtenu des

courbes tres voisines des résultats expérimentaux.

Nous pouvons conclure que le modéle bas€ sur Ia théorie des
dislocations est la plus aisée d'utilisation, et est plus adéquat que celui de la

simulation numérique ou du modéle analytique.
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LISTE DES SYMBOLES

A

longueur de fissure
longueur initiale de fissure
longueur de fissure perturbée par les surcharges

longueur de fissure affectée par le ralentissement, l'origine étant

prise au point de fin d'application des surcharges.

longueur de fissure correspondant au nombre des cycles Nd apres

surcharges.

longueur de fissure pour laquelle la fissure a atteint la vitesse
minipale aprés surcharges, l'origine étant prise au point de fin
d'application des surcharges.

incrément d'avancement de la fissure.
parametres du modele basé sur la théorie des dislocations.
constante qui dépend du matériau.

fonction logarithmique dans le modele basé sur la théorie des
dislocations.

ICP,AZCP’A3'CP,A4CP : constantes dans le modele basé sur le concept de la mini-

A

A,A (r,o0):

B (XI’Xz’X3) :

A LA A
'DP" 2pp’ 3pp’ 4pp

éprouvette en état de contrainte plage.
constantes dans le modéle basé sur le concept de la mini-

éprouvette en état de déformation plane.

fonction d'Airy

exposant de résistance 1 la fatigue.
vecteur de Burgers

fonction logarithmique dans le modele basé sur la théorie des
dislocations.
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B parametre du modele d'Irwin en état de contrainte plane.
B parametre du modele d'Irwin en état de déformation plane.
B : constante qui dépend du matériau.
B

€paisseur de I'éprouvette.

e
IB : matrice de passage de d IU' 3 de ',
bI : résistance associée 3 la superdislocation avant la propagation. -
IBo : résistance associée 2 la superdislocation correspondant au char-

gement d'amplitude constante.

lBI : résistance associée 3 la superdislocation aprés un incrément de
propagation correspondant au chargement d'amplitude variable.

C
c : exposant de la loi de MANSON-COEFIN.
C : constante de 1'équation de PARIS.
C : constante de 1'équation d'ELBER
CE : constante de 1'équation de CLERIVET
CP : coefficient de retard du modele de WHEELER

C ,C2 ,C : parametres du modele d'HUTCHINSON en état de contrainte
'cp “cp 3CPplane

C ,C, ,C : parametres du modele d'HUTCHINSON en €tat de déformation
I 2 3
DP “DP °pp
plane
CTOD : €cartement de fissure
CTODODP : €cartement de fissure avant I'application de surcharge en état de

déformation plane.

CTODi")P : €cartement de fissure apres I'application de surcharge en état de
déformation plane.

CTODs : déplacement vertical seuil de non propagation du premier noeud
situé en avant de la pointe de la fissure.
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CTODef: déplacement vertical donné par le calcul aux éléments finis.

CTODd : €cartement 3 fond de fissure calculée par la méthode basée sur
la théorie des dislocations. (Ie saut du déplacement normal au
point X).
D
dO : distance ot il y a I'action de forces d'attraction moléculaire.
Do : constante de l'ordre de grandeur des modules €lastiques du cristal.
D,Di dommage.
Del matrice d'élasticité.
Dp P matrice des modules d'écrouissage.
Dep matrice €lasto-plastique
da/dN vitesse de fissuration.
(da/dN)0 : vitesse de fissuration correspondant au chargement monotone.
(da/dN)s : vitesse de fissuration affectée par le ralentissement.
da/dN/min : vitesse de fissuration minimale obtenue apres l'application des
surcharges.
E
E : module d'élasticité.
E' =E ; dans I'état de contrainte plane.
= E/(1-v2);  dans I'état de déformation plane.
F
F : le critére de plasticité (le potentiel plastique).
3 F . .
Py : matrice colonne
3 FT 3F

= : matrice ligne, transposée de o



F (X)
df'

D), £(L) :
IF
A FF

' gDPmax :

g (1), gL} :

h

-1V -

fonction dans le modele de Ma DELIN

vecteur représentant les forces nodales équilibrant les contraintes
et les distributions de charges.

fonction dans le modele de KANNINEN
force appliquée

incrément des forces "plastiques" sur lesquelles on itere jusqu'a
stabilisation.

G

force de cohésion moléculaire.

parametre décrivant la fermeture de fissure dans 1'état de
contrainte plane.

paramétre décrivant la fermeture de fissure dans I'état de défor-
mation plane.

valeur maximum de paramétre décrivant la fermeture de fissure
dans 1'état de déformation plane.

fonctions dans le modele de KANNINEN.
H

parametre d'écrouissage.

h(X), h(XI’Xz’X3) : composante normale du déplacement.

h (D)

H'

H;

H(X,X):
( g)

fonction dans le modele de KANNINEN.

module tangente de la courbe d'écrouissage.

fonction dans le modele basé sur la théorie des dislocations.
fonction logarithmique dans le modéle de Ma DELIN.

fonction cosinus hyperbolique dans le modele de Mc. CARTNEY.

i€éme incrément



A Keff H

4 Kpic

ieme itération.

parametre sans dimension du modele d'HUTCHINSON.

facteur qui introduit d'émoussement dans le modele de MATSUOKA

& -r1).

K

coefficient de la loi d'écrouissage cyclique.

facteur d'intensité de contrainte.

constantes de la relation d'ELBER (U - KI + K2 R).

facteur d'intensité de contrainte en mode I

facteur d'intensité de
facteur d'intensité de
facteur d'intensité de

facteur d'intensité de
charge.

facteur d'intensité de
facteur de réduction.
facteur d'intensité de

facteur d'intensité de
WILLENBORG.

facteur d'intensité de
de WILLENBORG.

contrainte
contrainte
contrainte

contrainte

contrainte

contrainte

contrainte

contrainte

minimum
a l'ouverture de fissure.
maximale.

correspondant aux pics de sur-

appliqué.

correspondant 2 la fermeture.

minimum efficace du modele de

maximum efficace du modele

amplitude du facteur d'intensité de contrainte

(AK = Kmax - Kmin

).

amplitude du facteur d'intensité de contrainte efficace

( 2K

eff = Kmax B Kouv)'

amplitude du facteur d'intensité de contrainte correspondant aux

pics de surcharge (AKpic -K

pic

-K_. )

min



AK

AKtf

AK

AKy g ¢

AK g
A Keff

min

AK
ouv

a1’ a2’

- V] -

amplitude du facteur d'intensité de contrainte au seuil de non
fissuration.

amplitude du facteur d'intensité de contrainte efficace du modele

de WILLENBORG. ( 2K =(K ) (K _.) )
effw max ’ ¢ min’ ¢
amplitude du facteur d'intensité de contrainte efficace du modzle

de TAIRA ( AK -K_ ).
ou

effy Kap v

amplitude du facteur d'intensité de contrainte pour un chargement
aléatoire du modele de FUHRING.

amplitude du facteur d'intensité de contrainte efficace minimum.

amplitude du facteur d'intentisté de contrainte efficace correspon-
dant a Nd .

amplitude du facteur d'intensité de contrainte correspondant 2
'ouverture de fissure.

constante caractérisant le domaine d'application du modele
d'HRR.

coefficients inversements proportionnels 2 K?nax et AK?
variable d'écrouissage.

constante qui dépend du matériau et de 1'environnement.

position de superdislocation suivant le plan de glissement avant la

propagation.

position de superdislocation suivant le plan de glissement apreés
un incrément de propagation correspondant au chargement d'am-
plitude constante.

position du superdislocation suivant le plan de glissement apres
un incrément de propagation correspondant au chargement d'ampli-
tude variable.

M

exposant de la loi de PARIS



= 2 2 =

—e

P (X)

, ML :

- VII -

exposant de la loi d'ELBER
module d'écrouissage.
parameétres sans dimensions )
nombre total des éléments finis.

fonction dans le modele basé sur la théorie des dislocations.
N

nombre d'itération pour avoir la convergence.
exposant de la loi d'écrouissage cyclique.

nombre des cycles.

l'inverse de l'exposant de la loi d'écrouissage cyclique.
nombre de cycles 2 rupture

nombre de cycles affecté par le ralentissement.
nombre de pics de surcharge.

nombre de cycles nécessaires pour obtenir la rupture d'une mini-
éprouvette.

matrice d'interpolation.

P

coefficient dans le modeéle de Mc CARTNEY.
charge.

face extérieure.

facteur d'accélération

facteur du retard.

: coordonnée polaire



o
la théorie des dislocations.
R rapport de charge (R = K nin / Kmax)'
Rpic rapport de surcharge (R = Kpic / Kmax)‘
Rp taille de la zone plastique.
RS taille de la zone plastique effective dans le modele de STOUFFER.
Rouv rapport de charge pour lequel il y a ouverture de la fissure.
Rfer rapport de charge pour lequel il y a fermeture de la fissure.
Re limite d'élasticité monotone.
R'e limite d'élasticité cycligue.
R ,R limite d'élasticité.
e e
0 I
IR : réaction en pointe de la fissure avant libération de noeud.
dIR, incrément de toutes les forces qui s'exercent en chaque noeud du
modele.
d IR (dIU) : incrément de toutes les forces nodales.
d erééq forces qu'il faut appliquer aux noeuds de chaque élément en dé-
formation élastoplastique pour équilibrer la contrainte initiale
(d 0.4 q)'
S
S contrainte
S.. déviateur.
y
STIF matrice de rigidité élastique

STIFres :

STIF®

- vill -

distance oi il y a l'attraction moléculaire dans le modele basé sur

.....

de charge.
matrice de rigidité imposée par le ressort.

matrice de rigidité d'un élément.



A

STIF

AU

d
d

U (X X)), U G

VX), ¥, (X), V,

v

U
iy’

min

MLR

ouv

eff (X)*

- 11X -

une forte matrice de rigidité.

€xposant.
u

variable de la fonction H (u,v).

le taux d'ouverture de la fissure.

le taux d'ouverture de la fissure au seuil.

rapport des limites d'élasticité monotone et cyclique.
vecteur déplacement total.

vecteur des incréments des déplacements nodaux.
incréments des déplacements de noeuds.

le déplacement des noeuds sous 1'effet des inctéments de forces

qui s'exercent en ces noeuds.

,0) :  déplacement horizontale (suivant I'axe des X).
\

vitesse de fissuration correspondant au chargement de référence.

vitesse de fissuration minimale obtenue apres I'application des
surcharges (da/dN/min).

(X), V, (X) : les composantes normales du déplacement le long du - -
plan de fissure

la distribution du déplacement normal le long du plan de fissuration
donnée par la Mécanique Linéaire de la Rupture.

la distribution du déplacement normal le long du plan de fissuration
correspondant 2 l'ouverture de la fissure.

la composante normale du déplacement efficace le long du plan
de glissement.



V,wV (XI , Xz) ,Wi(,0): déplacemeht vertical (suivant 1'axe des y).

dw

X*

W

le travail par unité de volume par les contraintes lors d'un
accroissement infiniment petit de la déformation.

taille de la zone plastique monotone courante
taille de la zone plastique cyclique courante.
taille de la zone plastique monotone de surcharge.
taille de la zone plastique cyclique de surcharge.

taille de la zone plastique monotone courante en état de con-
trainte plane.

taille de la zone plastique monotone courante en état de défor-
mation plane.

taille de la zone plastique cyclique courante en état de contrainte
plane.

taille de la zone plastique cyclique courante en état de déformation
plane.

taille de la zone plastique monotone de surcharge en état de con-
trainte plane.

taille de la zone plastique monotone de surcharge en état de
déformation plane.

taille de la zone plastique cyclique de surcharge en état de con-
trainte plane.

taille de la zone plastique correspondant au facteur d'intensité de
contrainte appliqué du modele de WILLENBORG.

taille de la zone:plastique correspondant a un chargement aléatoire.
X

distance 2 la pointe de fissure.

largeur de la mini-éprouvette.
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distance représentant 1'émoussement de la pointe de fissure.
incrément de longueur de fissure dans le modele de STOUFFER.
parameétre du modele de GLINKA (avec accumulation de dommage).
valeur d'essai pour résoudre une équation non-linéaire ¥(X) = o.

la taille de zone plastique du modele basé sur la théorie des
dislocations.

).

taille de zone plastique correspondant a la surcharge (g

pic
taille de zone plastique correspondant 3 la charge minimum (o min)'
taille de zone plastique correspondant 4 la charge maximum ( Omax)'

Z

variable complexe (Z = X + i y)

contrainte locale.

contrainte résiduelle.

intensité maximum de la contrainte résiduelle.
contrainte moyenne.

contrainte correspondant aux pics de surcharge.
contrainte minimum.
contrainte maximum
facteur de réduction

contrainte correspondant i l'ouverture de fissure.
contrainte appliquée correspondant au point ot il y a contact.

contrainte de fermeture de fissure.
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contraintes principales a la pointe de la fissure.

contrainte normale.
contraintes provenant des charges extérieures.

contraintes créées par la déformation provenant de la fissure.
contrainte équivalente.

composantes des contraintes au voisinage de 1'extrémité d'une

fissure en coordonnée plane.

: contrainte de friction.

matrice ligne transposée de la matrice colonne
inctément de contrainte.
contraintes initiales dites de rééquilibrage.

amplitude de contrainte.

amplitude de contrainte ultime.

amplitude de la limite de contrainte.

amplitude de contrainte correspondant aux pics de surcharge.
amplitude de contrainte efficace

coefficient de résistance cyclique.

parametres sans dimension du modéle d"HUTCHINSON.

déformation locale.
déformation résiduelle.

déformation moyenne.
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déformation équivalente.
amplitude de déformation
amplitude de déformation dans la région X*,

amplitude de déformation au seuil de non fissuration.

amplitude de déformation au seuil de non fissuration en état de
contrainte plane.

amplitude de déformation au seuil de non fissuration en état de
déformation plane.

amplitude de la limite élastique de déformation.

amplitude de déformation élastique.

amplitude de déformation plastique.

constante numérique dans le modele de KANNINEN.

valeur de ductilité a la fatigue.

ouverture de la fissure mesurée 3 I'aide d'un capteur de déplacement
au niveau de l'entaille mécanique.

l'écartement de fissure calculée par le modele basé sur la théorie
des dislocations.

I'écartement de fissure correspondant au rapport de charge d'ouver-
ture a la fissure (R_ ).
ouv

I'écartement de fissure correspondant au rapport.de charge pour
lequel il y a fermeture Rfer'

amplitude de l'ouverture 2 la pointe de fissure dans I'état de con-
trainte plane.

amplitude de l'ouverture 1 la pointe de fissure dans 1'état de dé-
formation plane.
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symbole de KRONECKER

un parametre qui dépend du matériau.

un parametre qui dépend de l'écrouissage du matériau et la limite

d'élasticité monotone.

un parametre qui dépend de 1'écrouissage du matériau et la limite

d'élasticité cyclique.

parametre d'ajustement.
est un coefficient déterminé expérimentalement.

B

coefficient d'entrave 2 la plasticité.

paramétre lié 2 la déformation plastique avec la vitesse de char-
gement ( £ ).

le rayon du fond d'entaille.

la densité des dislocations.

la densité des dislocations correspondant aux pics de surcharge.
la densité des dislocations correspondent 2 la contrainte minimum.

la densité des dislocations correspondent 2 la contrainte maximum.

vitesse de charge.

variable
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parametre d'écrouissage.

incrément de parameétre d'écrouissage.

la déformation plastique cumulée

coefficient de LAME.

coordonnée polaire.

inclinaison de plan de glissement dans le modele de KANNINEN.

coefficient de POISSON.

fonction complexe.

fonction.

contrainte dans le modele basé sur la théorie des dislocations.



I - INTRODUCTION

Tout constructeur doit constater, un Jour ou l'autre l'apparition de
défauts considérés comme des fissures dans un produit de sa responsabilité ; leur
découverte étant faite soit pendant la fabrication, soit lors d'une inspection en ser-
vice.

Apres l'expertise métallurgique et les contrdles destructifs oy non des-
tructifs, venant d'analyse mécanique, la synthése de tous les renseignements permet-
tra de se prononcer sur les mesures 2 prendre :

- Peut-on laisser en 1'état ?
- Pour combien de temps ?
- Périodicité des contrdles de suivi en exploitation de cette fissure ?

- Ou leur réparation immédiate ?

Donc, pour assurer la fiabilité d'une structure, il est nécessaire de pré-
dire sa durée de vie, en tenant compte du fait qu'elle peut contenir des défauts, par

exemple des fissures de fatigue.

Le calcul de la durée de vie en fatigue de structures, soumise 3 des
chargements aléatoires n'est pas chose aisée. En etfet, en raison de I'existence inin-
terrompue de phénomenes transitoires, la connaissance des résultats d'amorcage et
de propagation de fissure de fatigue, sous chargement continu, n'est guére transpo-
sable directement au cas des chargements réels. Le probleme des chargements com-
plexes est généralement étudié, en simulant sur des éprouvettes soit le chargement
réel préalablement enregistré sur des éléments de structures aux contraintes signifi-
catives, soit un chargement considéré comme €quivalent (par exemple dans la métho-
de des blocs programmés). Toutefois, I'étude de la fatigue aléatoire se heurte actuel-
lement aux problemes de la représentativité de ces chargements équivalents, 3 la
complexité et au coiit de la mise en oeuvre des essais.



Le présent travail est une contribution 2 la résolution de ce probleme.
Il est axé sur la nécessité de la connaissance précise des phénomenes transitoires

élémentaires et de leurs interactions.

Cette étude sera composée de trois parties, dans chaque partie :

- nous commencons par une €tude bibliographique,

- puis, nous proposons un modele analytique dans la premiére partie,
une simulation basée sur la méthode aux €léments finis dans la
deuxiéme partie, et un modele basé sur la théorie des dislocations

dans la troisieéme partie,

- a la fin nous faisons la comparaison entre les résultats obtenus par
l'intermédiaire de modélisation et de résultats expérimentaux obte-
nus dans le cas stabilisé (un grand nombre de pics de surcharge,
dans notre cas Np = 50) pour justifier sa validité, dans le cas d'un

acier E 36 Z.



2 - PHENOMENOLOGIE

Au cours d'un essai de fissuration par fatigue, 1'application d'une ou
plusieurs surcharges se caractérise, aprés avoir retrouvé les conditions de charge-
ment initial, par un ralentissement ou un blocage (arrét total) de la progression de

la fissure.

Les paramétres essentiels qui jouent un rdle sur le retard ou blocage
de la progression d'une fissure sont généralement (Figure 2.1a) :

Rpic = rapport de surcharge,

Kmax = facteur d'intensité de contrainte maximum,

et Np = nombre de pics de surcharge.

Le phénoméne de ralentissement est décrit a 1'aide de cinq parametres

physiques (Figure 2.1b et ¢) :

Vmin = vitesse de fissuration minimale obtenue aprés 1'application des

surcharges (da/dN/min),

ay i = longueur de fissure pour laquelle la fissure a atteint la vites-
se minimale aprés surcharges, 1'origine étant prise au point
de fin d'application des surcharges,

a3 = longueur de fissure affectée par le raléntissement, l'origine
€tant prise au point de fin d'application des surcharges,

ay = longueur de fissure perturbée par les surcharges,

Nd = nombre de cycles affectés par le ralentissement.

La figure 2.1 représente les conséquences de 1'application de plusieurs
surcharges sur la progression d'une fissure soumise 2 un chargement dont I'amplitu-

de de la variation du facteur d'intensité de contrainte est constante :



- avant l'application de la surcharge, la progression se fait 2 vitesse constante
- apres l'application de cette surcharge, le phénomene se traduit par :
* une accélération
* un ralentissement de la vitesse de progression de fissure jusqu'a une
vitesse minimale atteinte pour la longueur ay
min,
* un retour progressif 2 la vitesse initiale pour une longueur aj,

* une phase de stabilisation.

Ky

Np
Kpic ! T
(::) Kmax BKpic
Ak
Kmin — —
N i~
{cycles )
da/dNQ Vmax N
Ya /’-\\\\\\\’————___
— el —_—— e - e e -
:: a; T \
2d | _J
Wmin o
——— S
a ' a (mm)
3 '
Ng
/\ r
—lp
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Figure 2.1 : Schéma de principe du phénoméne de ralentissement



Les causes du phénomene de ralentissement (blocage) d'une fissure apres
application de surcharge sont groupées en deux classes :

2.3.1. Phénoméne primaire : les contraintes résiduelles

Les contraintes résiduelles sont la cause du ralentissement (blocage) de
la fissure (expérience de Schijve [5])

2.3.1.1. Origine de contraintes résiduelles

Les contraintes résiduelles présentes dans le sillage de la fissure et la
zone plastique proviennent de la plastification qui se produit en fond de fissure au
chargement et au déchargement. D'une facon générale, ces contraintes résiduelles
sont des contraintes de compression prés de la pointe de la fissure et de traction
a une certaine distance en avant de celle-ci, et ceci pour une raison d'équilibre in-

terne.

2.3.1.2. Calcul de contraintes résiduelles

Deux cas de distribution sont habituellement considérés :

. Le cas d'une fissure idéale :

Les calculs sont effectués en supposant que la fissure n'avance pas et
qu'elle n'est pas accompagnée de sillage plastique. Dans ce cas, toutes les contrain-
tes résiduelles sont localisées 2 la pointe de la fissure.

Rice [ 1 ] a montré I'existence de deux zones plastiques 2 la pointe de

la fissure de fatigue soumise 2 un chargement cyclique 2 amplitude constante dans

les conditions d'état de contrainte plane:



¢ une zone plastique monotone dont la taille est donnée par la formu-
le suivante :

W(r)“ = (2.1)

ou Re est la limite élastique pour un chargement 2 amplitude constante.
¢ une zone plastique cyclique dont la taille est quatre fois plus petite

et donnée par la relation :

we -

I
o m

>R > (2.2)

ot A K est l'amplitude du facteur d'intensité de contrainte. Ceci pro-
vient du fait que I'amplitude de variation de la contrainte passe de (+Re) pendant

le chargement 2 (—Re) aprés le déchargement, soit une amplitude de 2 R..

Dugdale [2 ] a considéré que le matériaux est rigide parfaitement
plastique et que la zone plastique est confiné dans une bande étroite parallele 2
la fissure. Il a proposé une formulation différente des relations donnée par Rice [1 ]
(2.1.) et (2.2.) et qui s'énonce (Etat de contrainte plane):

m K
W= = (—g%p (2.3)
€
et
R (2.4)
€

. Le cas d'une fissure réelle

La tendance actuelle est de faire intervenir dans les calculs I'histoire
de la fissure par le biais du sillage enserrant le trajet de fissuration et de tenir compte
du fait que la fissure avance.



Plusieurs auteurs ont étudié la distribution des contraintes et des dé-
formations résiduelles dans le cas d'un chargement aléatoire par exemple Matsuoka
[ 11] et Fiihring[ 9 ]. Ces auteurs ont pris comme base le modele de Dugdale[ 2].

2.3.2. Phénoméne secondaire : le concept de fermeture

Le concept de fermeture appliqué aux probleémes des surcharges peut
expliquer aussi le phénomene de retard (blocage).

2.3.2.1. Origine du phénoméne de fermeture

C'est 2 l'existence des contraintes résiduelles de compression 2 la poin-
te de la fissure de fatigue que l'on attribue le phénomene dit de fermeture. Ce der-
nier a €té mis en évidence par Elber [ 3 Jsur un alliage d'aluminium en montrant que
la pointe d'une fissure de fatigue peut se fermer avant que l'effort de traction ap-
pliqué 2 l'éprouvette ne s'annule. C'est uniquement la partie du cycle o la pointe
de la fissure est totalement ouverte qui participe 2 I'endommagement ; c'est pour-
quoi ce phénomene est souvent invoqué pour essayer d'expliguer l'influence de cer-
tains paramétres importants dans le domaine de fissuration par fatigue tels que la
valeur maximale du facteur d'intensité de contrainte (Kmax)’ le rapport de charge

(R), I'épaisseur de 1'éprouvette, 1'environnement et bien sir les surcharges.



3 - MODELE EXPLIQUANT L'INFLUENCE DES SURCHARGES SUR LE RETARD
DE LA PROPAGATION DES FISSURES

3.1. Introduction

La propagation d'une fissure est influencée par de nombreux parame-

tres que l'on peut classer en deux catégories :

- les parameétres intrinséques qui dépendent de la nature du matériau, tels le modu-
le d'Young , la limite d'élasticité, les propriétés mécaniques cycliques et 1'état

microstructural.

- les paramétres extrinséques qui dépendent des conditions d'essai, tels le nombre
de pics de surcharges (Np), le taux de surcharges (Rpic), le rapport de charge (R),
'environnement, les dimensions de 1'éprouvette, etc.

Compte tenu de la multiplicité de ces paramétres, il n'est pas possible
de les considérer en totalité au cours d'une modélisation. Certains parametres intrin-
seques sont plus difficiles a introduire (propriétés mécaniques cycliques, état micro-

structural) etc.

Dans le cas de la représentation de la progression d'une fissure en fonc-
tion d'un chargement d'amplitude variable, on fait généralement appel au concept de
fermeture introduit par Elber [ 3 ] , qui constitue directement les fondements de
nombreux modeles. Au concept de fermeture de fissure associé aux contraintes rési-
duelles, le phénoméne d'émoussement de la fissure est souvent invoqué pour le blo-
cage mais aussi parfois pour les problemes de propagation.

Dans une premiére partie, nous examinerons différents modeles choisis
parmi les plus significatifs. Dans une deuxi¢me partie, nous proposerons une modéli-
sation qui permet de représenter analytiquement la fissuration sous chargement 3
amplitude constante aprés application de plusieurs surcharges.



3.2.1. Modéles basés sur le concept de fermeture de

fissure

3.2.1.1. Rappel du modéle d'Elber

Comme nous 1'avons indiqué précédemment, la plus grande partie des
modeles est basée sur le concept de fermeture de fissure qui fut introduit par Elber
[ 3 Jet que nous rappelons brievement. Cet auteur a postulé qu'une fissure ne pou-
vait se propager que lorsqu'elle était ouverte, il a mis en évidence, que les contrain-
tes résiduelles voisines de la fissure, et notamment celles dans la zone plastifiée,
ont pour effet de maintenir la fissure fermée durant une fraction du chargement. La
fraction du chargement durant laquelle la fissure est ouverte, est considérée comme
la partie durant laquelle se produit la progression de la fissure et il lui correspond

une amplitude efficace du facteur d'intensité de contrainte AKeff‘

Elber a proposé une loi de propagation des fissures dérivée de la loi
de Paris : ”
da

. m
d_N . C' AKeff (3-1)

ol C' et m' sont des constantes qui dépendent du matériau.

avec A Keff = Kmax B Kouv

ol Kouv est le facteur d'intensité de contrainte correspondant a l'ouverture de la

fissure.

Il est coutumier de caractériser 1'évolution du facteur d'intensité de
contrainte efficace ( A Keff) a l'aide d'une normalisation par rapport au facteur
d'intensité de contrainte appliqué en introduisant le rapport U (ol U est le taux
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d'ouverture de la fissure) :

A K gt

U = —AK— (3.2)

D'apres ses résultats expérimentaux sur les alliages d'aluminium, Elber

montre que :

U=o0.5+04R (3.3)

Cependant, cette relation n'est pas généralisable 3 d'autres matériaux
et d'autres conditions d'essais. De nombreux auteurs ont montré en particulier que U

dépend fortement de la valeur de Knax [7]et[ 61] .

3.2.1.2. Modele de Trebules

Trebules [4 ] a proposé le premier un schéma qualitatif de I'évolution

du facteur d'intensité de contrainte efficace apres application d'un bloc de surchar-
p pPp

ge (Figure 3.1).

g

Length,

Crock

Figure 3.1 :

WWU‘JUWUWWU
B C D £ F T’
G
//
O r
C
8 Allcu r
—— KmOI
4
Kopen _l_
. Kmm
Number of Cycles, N -

Schéma de Trubules [4 ] montrant 1'évolution du point
d'ouverture de fissure aprés surcharges.
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La figure 3.1 représente I'évolution du point d'ouverture et la longueur
de fissure en fonction du nombre de cycles. L'évaluation du point d'ouverture se
produit déja durant l'application du bloc de surcharge (partie CD). Aprés retour au
niveau initial du facteur d'intensité de contrainte (point D), le point d'ouverture
n'évolue plus pendant un certain nombre de cycles. L'amplitude du facteur d'intensi-
- té de contrainte efficace est plus faible, la fissure est donc ralentie (DE). Ensuite,
le point d'ouverture et la vitesse de fissuration retrouvent lentement leur niveau
initial.

Le modele de Trubules ne permet pas de rendre compte des accéléra-
tions aprés surcharge.

3.2.1.3. Modeéle de Schijve

Schijve [ s ] prédit 1'évolution du point d'ouverture aprés application
d'une ou plusieurs surcharges. Ce modtle est basc aussi sur la validité du modele
d'Elber, accélération et décélération de la vitesse de fissuration sont li€es d'une fa-
con biunivoque a I'évolution du point d'ouverture. D'apres Schijve, le blocage corres-
pondant 3 A K.¢e= O (Figure 3.2).

’l

[MW A ”u AR WW—«

re—
’ t' - 3
acceleration retardatlon

1y /ﬂ

AMUWWJ\ AAAAAATRAVAN,
e el

(TtL)’ G;nax —'AKeff =0

Figure 3.2 : Modéle de Schijve [ 5]



- 12 -

3.2.2. Modéles basés sur 1'interaction des zones

3.2.2.1. Modele de Wheeler

Wheeler [ 6 ] a proposé un modele empirique qui consiste 2 introduire
dans la loi de fissuration le rapport de deux zones plastiques (Figure 3.3.)

- la zone plastique monotone de surcharge W;n qui existe en fond de fissure.

- la zone plastique monotone créée par le chargement initial pour une longueur de
fissure a, W:)n (qui aurait été créée si le chargement avait été d'amplitude cons-
tante).

m
Ws - ZONE PLASTIQUE NEELLE

m
WO T ZONE PLASTIQUE FICTIVE

Figure 3.3. : Modéle de Wheeler [ 6 |

La loi de fissuration s'exprime par la relation suivante :

d d
d—ﬁl = C, (af‘l\l—)0 (3.4)
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ol Cp est un coefficient de retard.

wm =
- (—0 o . m m
avec Cp—(Wm-X ) ; quand X+Wo< Ws
o
et CP=1 ;quandX+W:)n g W;n

oll T est un coefficient déterminé expérimentalement,
(da/dN)0 , valeur de la vitesse initiale avant la surcharge, et
(da/dN) , valeur de la vitesse aprés la surcharge.

Notons que I'effet d'histoire s'évanouit pour Cp = 1, lorsque les deux

zones plastiques deviennent tangentes (Figure 3.3).

Les résultats de ce modele ont été comparés avec des expériences[7 ] .

On peut tirer les remarques suivantes :

- le rapport des vitesses de fissuration avant et aprés la surcharge ne dépend pas
uniquement du rapport C_ des zones plastiques. Il dépend également des condi-

tions d'essai. La loi proposée n'est donc pas intrinséque.

- le parameétre Cp ne tient compte que de l'histoire du chargement aprés la surchar-
ge.

- le modele n'explique pas le retard différé.

- enfin, un tel modéle ne traduit pas l'existence du phénomene de blocage des fissu-
res.

3.2.2.2. Modéle de Willenborg

Willenborg [ 8 ] a modifié le modele de Wheeler. Il considere une loi
de fissuration du type (Figure 3.4a) :



_I4_

g_; o AKL"f'fw (3.5)
avec AK ttw = Koadett - Koo eff (3.6)
ou (Kmax )eff - Km:ilx ) Kfed
et Krnin deft = Kmin ~ Kred

ol Kred est un facteur de réduction qui lorsque la fissure progresse dans la zone
plastique de surcharge pour un chargement donné est égal a (Figure 3.4b) :

red ~ Kap - Khax

et Kap est le facteur d'intensité de contrainte qu'il faudrait appliquer pour que la
zone plastique Wap correspondante vienne tangenter celle due a la surcharge W;n :

K
W - L (_ay _
ap = (Re ) | (3.7a)
ou
m
ap ° W - a (3.7b)

Quand la zone monotone courante vient tangenter la zone plastique de
surcharge, il n'y a plus de retard. La vitesse est alors déterminée en utilisant une
courbe de fissuration établie pour un chargement 3 amplitude constante. Remarquons

aussi que le modele de Willenborg n'explique pas le retard différé.
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Figure 3.4 : Modéle de Willenborg | 8]

3.2.2.3. Modele de Fihring

Fiihring [ 9] étudie la distribution des contraintes et des déformations
résiduelles dans le cas d'un chargement aléatoire. Il part du modele de Dugdale[ 2] ;
ce qui conduit 2 considérer que le matériau est rigide et parfaitement plastique et
que la zone plastique est confiné dans une bande étroite paraliele a la fissure. Le
calcul a été effectué sur une plaque de longueur infinie soumise 2 un état de contrain-

te plane qui est bien représentatif de 1'état plastique limite confiné .

Fithring a remarqué une série de discontinuités dans 1'état de contrain-
tes résiduelles qui correspond aux frontieres des différentes zones plastifiées. Ces
discontinuités constituent d'apres lui 1'effet de mémoire dii aux différents charge-

ments. A partir de ces observations, il propose une nouvelle formulation de la loi
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de progression de la fissure pour un chargement aléatoire :

da m
aN = €K' (3.8)

I'indice L.S. indique qu'il s'agit d'un chargement 2 amplitude aléatoire.

AKL.s. =Qp- Q- 4K (3.9)

ou QR est le facteur du retard,

et Qa’ le facteur d'accélération (que 1'on néglige dans le cas d'application d'un
seul pic de surcharge).

Fiihring pose que le facteur du retard est proportionnel 2 la racine
carrée du rapport des zones plastiques monotones correspondant respectivement 2
un chargement aléatoire WL.S. et 2 un chargement sous amplitude constante Wron et
fonction du rapport de chargement :

W
L.S. .
Qp = —=/ (1-R);siR 20
R wm
0
et
Qn =\ /LS
R Wi ; si RS o

3.2.3.1. Modéle de Clerivet

Clerivet [10] a proposé un modele pour calculer les nombres des cy-
cles Nd aprés surcharges. Ce modele est basé sur des résultats expérimentaux. Il a



_17...

supposé que la vitesse de fissuration est de type Elber :

da . oam
aN = Cp MK (3.10)
avec CE =Cc-ym

ot U est la constante d'Elber (I'évolution de l'ouverture de la fissure), et C, m sont

les constantes de la loi de Paris. U, C et m sont déterminés a partir d'un essai de
fissuration a rapport R nul.

Apres application d'une surcharge, Clerivet a supposé que la relation
(3.10) reste vraie, mais le rapport U devient une fonction de la longueur de fissure
jusqu'a atteindre sa valeur avant surcharge (valeur constante), au moment ou la fis-
sure sort de la zone perturbée.

Pour calculer le nombre de cycles N, aprés surcharges il intégre

numériquement la relation (3.10) par la méthode de Simpson :

dN =—L— (3.11)

. m
Cg " 8K

ol les bornes initiales d'intégration étant supposées connues, et les bornes finales
d'intégration sont déterminées par la connaissance de ang (1a longueur de fissure
correspondant a2 Nd).

Clerivet se base sur le modele de Wheeler [ 6] pour calculer la taille

de la zone plastique cyclique de surcharge (en état de contrainte plane) :

AK-R 5

wg = % (——RP—'C—— ) (3.12)
e
Il trouve :
_ C
ang = 3 * Ws

ol a est la longueur initiale de fissure
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Clerivet a calculé les bornes d'intégration dans deux zones suivant le
plan de propagation de la fissure :

- dans le cason X = W(S:

La borne initiale est AK .
effmin

et la borne finale est A Kefde » €€ qui correspond 2 la valeur de AKeff

N _ c
a aNd_ao+ WS

< c
- dans les cas ol X< WS

N . A .
La borne initiale est toujours Keffmln

et la borne finale demande la connaissance de la variation :

0 soit de U

0 soit de AKeff entre a et ang ou :

2 2
AK - AK .
effNd effmin 2
A Keff = \/( WS e X+ Keffmin (3.13)

S

On remarque que I'hypothese de Clerivet pour déterminer les nombres
des cycles Nd par la relation (3.11), reste a vérifier 2 cause de l'existence de 2 re-
lations pour calculer U ( CEchm et AK ¢¢ = U-AK ?). La relation (3.13) également

nécessite que 1'on identifie par l'expérience les quantités A K et AK

effmin effNd’

3.2.3.2. Modele de Matsuoka

Matsuoka [ 11 ] étudie la distribution des contraintes et des déforma-
tions résiduelles dans le cas d'un chargement aléatoire. Il part du modele de Dugdale
[ 2 ], et il se place dans le cas ot le taux de surcharge appliqué (R ic) est de 2
avec un rapport de charge R = 0. La distribution des contraintes résiduelles avant,
pendant et aprés surcharges est donnée par la Figure3.s. Les relations entre les dif-
férentes zones plastiques sont alors les' suivantes :
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W?: = 4 Wg avant la surcharge (3.14)
m _ m
Ws = 4 W0
pendant la surcharge (3.15)
C _ I ym _ ym
Ws =3 Ws = Wo

Lorsque l'on retrouve le chargement initial, la zone plastique monotone
devient 4 fois plus petite que précédemment. Ce résultat est l'inverse du résultat

obtenu avant l'application de la surcharge.

Dans le cas o la fissure progresse, le rapport des zones plastiques cy-

cliques et monotone tend progressivement a passer du rapport 1/4 au rapport 4/1.

Figure 3.5 : Schéma illustrant les tailles des zones plastiques et la dis—
tribution des contraintes résiduelles avant (a}), pendant (b)
et aprés surcharge (c, d, e), d'aprés le modéle de Matsuoka [11



Matsuoka a imaginé de remplacer I'influence des contraintes résiduelles
par une séquence de chargement équivalente (Figure 3.6)

ﬁc

—try

b 01

Avmini_.1~

Figure 3.6 : Schéma du chargement équivalent dans le modéle de Matsuoka[ ll] .

On retrouve la distribution du chargement initial 2 une distance équi-
valente de 1.5 fois la zone plastique monotone courante W'on . Cette longueur corres-
pond a la longueur affectée, si ce modele était vérifié.

Matsuoka a suggéré que I'augmentation momentanée de I'amplitude de
charge au cours de la fissuration par fatigue entraine un €moussement de la pointe
de la fissure. Le nombre de cycles Nd correspondrait alors au nombre de cycles né-
cessaires pour que la fissure émoussée retrouve sa forme géométrique initiale. Ce
phénomeéne d'émoussement existe, mais sur une longueur de fissure tres faible en

comparaison de la longueur de fissure ay
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Cette méthode a €té utilisée par Matsuoka pour en déduire un charge-

ment équivalent sans contraintes résiduelles.

Ce chargement varie de facon linéaire avec 'accroissement de la fissu-

re et conduit 32 une évolution de U de la forme :

U=1-1-( ai, - - a;* )+ X ; pour 0<X < ay min (3.16)
min
u=1. :;* ; pour ay . <X < ag¥ (3.17)

I'existence d'un émoussement immédiatement présente aprés surcharge qui s'introduit
par le facteur 1 dans les formules (3.16) et 3.17) (¥ =1)-

Dans 'expression (3.16), représente la longueur pour laquelle le

a .
Vmin
minimum de U est atteint et aj la longueur pour laquelle ce rapport a retrouvé

sa valeur normale.

Dans le cas d'un taux de surcharge (Rpic) égal a 2, cas considéré par
Matsuoka, le concept de chargement équivalent conduit 2 :

_ c
3ymin= 53 W (3.18)

ay =15 W: (3.19)

L'intér€t supplémentaire du modele de Matsuoka est qu'il présente la
possibilité de décrire le cas des surcharges multiples. L'auteur a postulé que 1'effet
de surcharges multiples pouvait &tre décrit a partir de 1'évolution de la limite

d'élasticité du matériau au cours du cyclage mécanique.

Les relations (3.16) et (3.17) sont alors modifiées en introduisant le

rapport (RC/RC'), des limites d'élasticité monotone et cyclique et le taux de sur-
charge R . .
pic

ReR'

piC ( I (3.20)
2R !

U=1-

- aI* ) X ; pour 0% Xéavmin
d



et

3.2.3.3. Modele de Taira

Taira [ 13 ] a déterminé expérimentalement la distribution des contrain-
tes résiduelles o (X) 2 la pointe de fissure 2 l'aide d'une méthode de rayonsX, et a
calculé le facteur d'intensité de contrainte qui lui correspond selon une formulation
du type Green :

le]
K, = 2 e X gy (3.22)
- X

- OO

Ce qui lui a permis de déterminer 1'amplitude efficace du facteur d'in-
tensité de contrainte :

AKeffT = Kap h Kouv (3.23)

ou Kap représente le facteur d'intensité de contrainte appliqué.

Les résultats expérimentaux représentés sur la Figure 3.7 montrent
que cette distribution de contraintes résiduelles est une distribution de contraintes
de compression. Son intensité est inférieure 2 celle prévue par la solution de Rice
[ 1 ], et qu'approximativement cette distribution est linéaire en fonction de la dis-
tance 2 la pointe de fissure. Cette distribution peut se mettre sous la forme :

o0 o0
or(X)zoo - cpa- L « X (3.24)

Cwe W

ol o? est l'intensité maximale, A a est I'incrément d'avancement de la fissure

et X est la distance au-dela de la pointe de fissure. Les contraintes résiduelles s'an-
nulent pour la distance W: qui correspond 2 la taille de la zone plastique de sur-
charge .
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"€
3
g
o solution de Rice
1
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~
Q
3 e
o~
g / Apres
. wdl © 1 pic
@
g xwwM ¢ 3 T
-; MM Aa 1700
by 9, *l4kg/mm?)
g % =28 -
0 ) % *6.0mmy
Q.5 0 Qs .0 15

Figure 3.7 . Distribution des Contraintes
L-Jule 5.7

rayon X par Taira

L'intégration de (3.24) conduit 3 la valeur de Ko

K w2-/T. 40
P r

ouv

13

uv *
2A
(I-saC )/ Mg
3 W,

(3.25)

Dans ce modele, 1'évolution du ra rt U est représenté sur la Figure
ppo p g

3.8, il décroit apres I'application de Ia surchar

remonter ensuite. Le minimum est atteint pour une progression de fissure égale 2

la moitié de WSC et correspond 2 la valeur :

4 o

K - r
ouv 3 /TW;:

;pour Aa = W:/z

ge comme l'indique P'expérience pour

(3.26)
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BKpic

0  os5WS -5W¢ a

Figure 3.8 : Evolution du rapport U selon Je modéle de Taira [13] .

3.2.3.4. Modele de Sunder

Sunder [14 ] a postulé une évolution du point d'ouverture dans le cas
particulier des chargements "haut-bas" et "bas-haut". Cette évolution représentée
sur la Figure 3.9 est formulée de la facon suivante :

- €as de chargements "haut-bas” ( 3 2a):

- o2 -
Kouv - Kouv2 + AKouv exp l -o4* (a aI) ). (3.26)

- €as des chargements "bas-haut" (3 2 a,):

2
Kouv = Kouvz + AKouv exp ( a, (a- az) ) (3.27)



K Kmax,
KmaX2
@ , “""“{,_ Kouvcas
aKouy* I Kouv,
| S— A ‘.
a, a
K o Ky Kmax,
AKouv™ _—
7
'
— K
Kouv,—I Kouv<a) ouv2
m—— b  E——— o
N a a

Figure 3.9 : Evolution de fissure selon le modéle de Sunder [14] dans
le cas des chargements “haut bas" (a) et "bas haut"” (b}

Sunder a considéré que 1'évolution des forces de fermeture se faisait

exponentiellement jusqu'a la valeur K relative au deuxieme chargement. Les
2

ouv
coefficients “p et o, sont définis par :

K K

ax a2 :
a = —_—— s O =
I K 2 ) AKZ (3.28)
max
oir K ap €t K ap Sont les coefficients de proportionnalité.

Sunder a précisé que ce modele peut &tre étendu au cas des surchar-
ges multiples. Pour tenir compte du rapport de charge R, il propose d'utiliser la
relation d'Elber [ 3] :

U-= KI + K2 R (3.29)

ol KI et K2 sont des constantes.



L'évolution de Kouv st représentée par une relation qui dépend des
quantités Kmax’ Kmin et Kpic :

Kouv = (- KI) Kmax * K- K, (r- Rpic) ] Kmin + 51 - KI) (Kbic - Kmax) )

(exp(—OLI2 (a-ao))—exp(—a:(a—ao))] (3.30)

Il résulte de cette relation, que I'évolution dy rapport U a la forme
décrite par la figure 3.10.

On remarque que le minimum de U est bien observé dans cette modé-
lisation mais sa position dépend du taux de surcharge et varie entre 1/8 et 1/4 de
W;n - Ceci est donc contraire aux observations expérimentales, décrites précédem-

ment [ 13 ] ot 1'on observe que le minimum est indépendant du point de fin d'appli-
cation de surcharge.

AKpic
AK

| { ]
© 174 & 1/8WD wm —e

Figure 3.10 - Evolution du rapport U selon Je modéle de Sunder dans le cas
des surcharges mul tiples.



La progression d'une fissure de fatigue peut étre modélisée en considé-
rant une propagation incrémentale par rupture de "mini-éprouvettes" soumises 3 une
déformation plastique importante.

Les auteurs de ces modeles ne tentent pas de préciser le mécanisme
de propagation. IIs supposent que le matériau en téte de fissure est fatigué sous
grande amplitude de déformation et se comporte comme un matériau massif subis-

sant les mémes déformations, c'est-a-dire obéissant aux lois de fatigue oligocyclique.

Ces modeles sont fondés soit :

* sur la propagation de fissure sans accumulation du dommage,

* sur la propagation de fissure avec accumulation du dommage.

Durant ces dernieres années, un grand nombre de travaux a été publié
sur ce sujet. Il est évidemment impossible dans le cadre limite de ce mémoire, de
tous les citer. Nous allons seulement essayer de présenter deux modeles 3 titre d'exem-
ple :

3.2.4.1. Modéle basé sur le concept de la mini-

éprouvette sans accumulation du dommage

Glinka [ 15] a propos€ un modele qui prédit la propagation des fissu-
res de fatigue dans le cas d'un chargement cyclique cst¥*et étendu ensuite 2 un
chargement cyclique non constant [16] .

Pour évaluer la progression d'une fissure de fatigue, Glinka fait 'hypo-
thése qui consiste 2 assimiler le fond de fissure sur une distance X* 4 une mini-
éprouvette se rompant en fatigue oligocyclique.

*constant



i - Description du modele :

Glinka fait I'hypothese que c'est la déformation Ae*
qui contribue au dommage et que cette déformation est uniforme

considéré comme une Caractéristique du matériau). I] s'agit donc :

sur la distance X*

sur X* (oli X* est

¢ d'évaluer analytiquement cette déformation Ae*,

¢ de déterminer i 1'aide de la courbe de Manson-Coffin le nombre de

cycles N* a rupture correspond 2 Ae*,

¢ la vitesse de fissuration est moyenne sur la distance X*

est donnée
par la relation (Figure 3.11) :

d *
N - 1)\5* (3.31)
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Solution d'Irwin
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Figure 3.11 : Procédure de calcul de la vitesse de fissuration

a. fissure dans une plague infinie

b. courbe d'écrouissage cyclique
distribution de 1'amplitude de déformation & la pointe
de fissure

d. relation entre la durde de vie et la déformation.

C.



ii - Calcul des déformations 3 la_pointe de la fissure

Deux solutions analytiques donnent 1'état de déformation : celle de
Hutchinson [ 17 ] et celle d'lrwin [18 ] . Bien que la solution d'Hutchinson ait été
développée pour des chargements monotones » Chalant [ 19 | a montré qu'il était
possible de I'étendre aux chargements cycliques en tenant compte du phénomene de
fermeture. Glinka Suppose que ces deux solutions s'appliquent au cas du chargement
cyclique.

Le calcul des déformations 3 1a pointe de la fissure est effectué en
€tat de contraintes planes, en raison du niveay du facteur d'intensité de contrainte
atteint durant la surcharge (Kpic)

A partir de la solution d'Hut chinson les relations définissant les con-
traintes et déformations en fonction de la distance X 2 Ia pointe de fissure sont

alors données par la formule suivante :

2 1/ N'/
AK (N' + 1) AK? (N' + 1)
_ eff eff (3.32)
AE_CIcp (T) +C2Cp (T)
/
A K? YN + 1)
Ao = C3cp (+ﬁ ) (3.33)
avec (N'-1)/ (N'+1) N'  (N'+¥)
~ ~ 2 1
CICp - (OO -V cIr) 1/(N'+1) (N"+2)/(N"+1)
1 E
N,
- ~ 5 (1-N) / (1 + N")
Cap={9% - 9y) N7 N+ D) (3-34)
(EK'1 )
N
N 2N D/ (N2 L N (N )
© O ' /(N" + 1) /(N"+ 1)
3Cp _I’ I E I I

et N' = 1/n' ol n' est le coefficient d'écrouissage cyclique.
ol 5@ R Br y etlll\’]sont les paramétres sans dimensions du modele d'Hutchinson,

et K', coefficient de la loi d'écrouissage cyclique, et E est Je module d'YOUNG
du matériau.



Shih [20] a montré que le modele d'Hutchinson n'est valable que sur
une distance X trés proche de la pointe de fissure, de l'ordre de plusieurs fois 1'ou-
verture Astcp de la fissure X < k Aot

cp
avec 2
AK
ff
ACStcp -T2 Re’ E (3.35)
e

Par ailleurs, la solution issue des travaux d'Irwin :

A _ B A Keff ( 6)
€ = 1cp \‘/X_ 3.3
avec
B =(-v)/E /21) (3.37)

Icp

n'est valable qu'au-dela de la zone plastique cyclique (ch’ ) dont la taille est don-
née par : cp
ARt

we - Lo __etf (3.38)
oCp AT Re'

Une relation empirique est proposée par Glinka pour décrire la zone
-intermédiaire :

) -1 )
A E_Alcp + Ach + Ln (X) + A3Cp - X + A4Cp X (3.39)

dont les coefficients Aic sont déterminés en imposant des conditions de raccorde-
ment aux €quations (3.32) et (3.36).

iii - Evaluation de la distance X*

La détermination de la distance X* peut se faire de deux facons :

- la propagation ne peut se faire que si Ae* est supérieure ou égale 3 I'am litude
propag P P g P



de déformation Aes

correspondant au seuil de non propagation. La déformation

Mg POUvant €tre considérée comme faible et seulement élastique. Selon la solu-
tion d'Irwin, on trouve :

(1-v) AK
X* = I ( eff S )2 (3.40)
27 A E
€ scp
avec A Keffs = Us A Ks
Dans le cas de l'acier E 36Z, connaissant :A Ks = 8 MPa\/m, Us = 0.§
et A% = 0.002, on trouve X* = 0.00735 mm.

- Pour les grandes amplitudesdu facteur d'i

ntensité de contrainte, la composante
€lastique de la déformation dans la solution d'Hutchinson (3.32)

Par conséquent, connaissant la loi de Paris du matériau et en

peut €tre négligée.
conditions ot AK

se placant dans des
eff €St connu, nous avons : '
g—l"{l = C-agm o XX
N*
Or N* est relié 2 Ae * par la loi de Manson-Coffin et par identification 2 1'équa-
tion (3.32) :
m=-2N/(c(N'+1))
. N'/(N'1) NN afe
€ !
Coa(f lehKLB)  x ) (4D
0@ - 0[‘/2
ou ¢ % est le coefficient de ductilité cyclique, et c, I'exposant de ductilité de la
relation de Manson-Coffin.
A yant déterminé pour I'acier E 36 Z : m - 2.9, C = 8.9 x 10-12, le
parametre X* calculé vaut : X* = 0.0071 mm.

Les valeurs de X* calculées par les deux méthodes sont équivalentes.



iv - Prise en compte du phénomene de fermeture

Pour exprimer 'amplitude de déformation Ae en fonction du rapport
de fermeture de U (U = A Keff /AK) les équations (3.32) et 3.36) deviennent :

1/ - NY/
(N' + 1) , (N'+1)
L2 2
be=C (%) C U. AK?

et
be=B _U- 4K (3.43)
P X *
Glinka [ 16] a fait I'hypothese que le phénomene de fermeture peut
eétre simulé par l'effet qu'induirait une zone de contact fictive 8¢, (correspond 2
I'état de contrainte plane) en fond de fissure. En effet, postuler I'existence d'une
telle zone revient 3 décaler la distribution de contrainte produite par I'amplitude du
facteur d'intensité de contrainte A K. Il suffit alors de déterminer 8.p, de telle sor-
te que cette distribution soit €quivalente 2 celle donnée par AKeff' Les déforma-

tions 2 la pointe de la fissure sont alors données par :

/N NY/ o
Ae=C ( _hK? N AK? (N'+1)

1ep X s gq') + Cch S can e (3.44)

et

Ae=B A K (3-45)

Icp :
v X*+ g

cp

La composition des équations (3.42) et (3.44) ou (3.43) et (3.45) nous
donne une relation entre le rapport de fermeture et le parameétre gcp :

g _ 112
.EL - l\U (3.46)
X* Uz

Dans le cas d'un spectre de charge comportant deux niveaux I'analyse
du déplacement en fond de fissure conduit Glinka a I'expression suivante :



= X* .2 (P (3.47)

ocp

ou W:;':p est la zone plastique monotone de surcharge en état de contrainte plane.

K.
m _ 1 pic
avec wscp‘ = ( - ) (3.48)
e

et Wg:: est la zone plastifiée monotone courante en état de contrainte plane

K
m X max .
ocp 7 ( R! ) (3.49)

Pour calculer la distance gcp; Chehimi [ 12] a pris I'hypothese com-
me dans des nombreux modeles de ce type, que I'amplitude efficace du facteur d'in-
tensité de contrainte gouverne la progression de la fissure sous chargement varia-
ble. 1l est alors nécessaire de se donner une loi d'évolution du rapport de fermeture U.

D'une facon similaire 3 Matsuoka [1r1 ], Chehimi a postulé que la
pente des courbes représentant les évolutions lin€aires du rapport U en fonction
de la longueur a, peuvent &tre modifiées par l'accroissement du nombre des pics

de surcharge.

Un facteur correctif UI est donc a introduire dans les formules (3.16)
et (3.17) pour tenir compte de ce fait. Chehimi considere que UI est dans le rapport
des limites d'élasticité monotone et cyclique (Re/Re'). Les formules (3>.I6)4 et (3.17) peu-
vent se réécrire :

U = - ! - . H 3
I UI (anin 33 )X ; pour os X g ay o (3.50)



et

_ Xy,
U_I—UI(I—T ),pouravming Xéag (3.51)

L'évolution du rapport U est reportée dans la relation (3.46) :

1-uz .,
gcp TTTUr X (3.52)

ol 3Vmin fePrésente la longueur de la fissure correspondant 2 la vitesse minimale ;

avec Wmin = Wsccp /3 (3.53)

et 'aé représente la longueur de la fissure affectée par le ralentissement qui est

égal a Wsccp (ol W:cp la taille de la zone plastique cyclique de surcharge).

3.2.4.2. Modeles basés sur le concept de la mini

éprouvette avec accumulation du dommage

3.2.4.2.1. Modéte de Glinka

Glinka [ 53] a Propos€ un autre modele 3 partir de ses propres tra-
vaux décrits précédemment [15-16 ]. Ce modele est fondé sur I'accumulation du
dommage dans le cas d'une fissure avec émoussement mais dans le cas de charge-
ment 3 amplitude constante. I 3 trouvé que la vitesse de propagation de la fissure
de fatigue est de la forme suivante :

g% = C agM
avec

m=-2/(c(N'+ 1)) (3.54a)
et

2 € (167 EK' ) I/(C(N 41) ) . I+I/(C(N’+I))

C - *p (3.54b)
@j X2 (N'+ 1)



ol @ . est une fonction dépendant de nombre, de cycles, et p * le rayon de fond
d'entaille (Figure 3.12).

@ =1 ; pour WE = L(AK)ng*

J 0 T Re (3.55)

0:1-0 (). (M) g (N5 5 pour WE > p »

] 7-3 Nf4 J-2 Nf3 J-1 N2 5 po s
avec

N x 2/ (¢(N'+1) )

f|= ( xl ) (5.56)
et

X = 1.633, X, = 0.8967, x3 = 0.6763 et x4 = 0.5641
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‘Figure 3.12 : Modéle de Glinka [ 53]



35.2.4.2.2. Modéte de Stouffen

Stouffer [ 21 ]a propos€ un modele de propagation de fissure par fa-
tigue basé sur celui de Majumdar [ 22] . Ce modele est fondé sur 1'accumulation
du dommage en avant de la pointe de fissure par déformation plastique d'amplitu-
de constante.’

i - Calcul dus déformations et des contraintes a la pointe de la fissure

Le calcul des déformations et des contraintes au voisinage de la pointe
de fissure pour un matériau €lastoplastique écrouissable.

A partir de la solution de Majumdar, la relation définit les contraintes
et déformations en fonction de la distance X 2 la pointe de fissure est alors donnée
par la formule suivante :

A K2
(n' + 1) B X

Ao * Ae= (3-57)

ou n' est le coefficient d'écrouissage cyclique du matériau.

Quand X tend vers o, on trouve la limite de Ao * Ae tend vers I'infi-
ni ( lm;_A»o %E-*oo). Stouffer a introduit un facteur X qui représente I'émoussement
de la pointe de fissure (Xc = 1/2 COD, ou le COD est I'écartement 2 fond de fissu-
re) et qui permet d'éviter la singularité quand X tend vers O. Donc, il remplace X

par X + XC dans 1'équation (3.57), on trouve (Figure 3.12).

A K2
(n' + 1) ETT(X+XC)

AG * Ae= (3.58)

D'un point de vue mathématique, cette situation peut s'analyser par
superposition d'une fissure de longueur a+XC soumise d'une part au chargement réel,
et d'autre part 2 des contraintes de compression €gale - 3 I'amplitude de contrainte
ultime ﬂ%t pour une distance X = Xc'



Les déformations et les contraintes 3 la pointe de la fissure sont

données par :

n'/(n. + I)
A K2 _
Ae = A Ey [ (n'+I) e Ac_yz (X N XC) ] (3.59)
et
K2 I/(n""l)
Ao= A g ] (3.60)
y (n'+1)em a0 2 (X + X))
y Cc
ol Aoy est I'amplitude de la limite €lastique de contrainte,
AE:y, I'amplitude de la limite €lastique de déformation.
et Xc’ représente 1'émoussement de la pointe de fissure, est tiré de I'équation
(3.60) aprés quand on applique la condition suivante :
pour X = O et Ao= Aoct, on trouve
(n'+1)/
2 Ao n'
X, = LK C () (3.61)
© (n'+1) 7 AC yz ct

Lorsque la taille de la zone plastique n'est pas négligeable par rapport
aux dimensions de I'éprouvette utilisée ou de la longueur de fissure, cette derniere
doit &tre corrigée. La longueur 3 considérer est alors une longueur dite effective

telle que (Figure 3.13) :

RS = X.+R (3.62)
avec
(n'+1)/ |
R - A K2 . [ _ Ao ) n ] (3.63)
P (n'+1)m *Acy? A%t

ou Rp est la taille de la zone plastique.



Figure 3.12 : Schéma représentant la relation entre X Rp et R; [21]

Stouffer a fait I'hypotheése que 1'

amplitude de la déformation plastique
AeP 3 une distance RS du fond de fissure est

donnée par :
reP Ae- Ae el= re - A9

E

On peut trouver pour X < Rp’ la relation suivante :

A K2 I/(n'+I) A K2 n_'/-n'+I)
—Ae}[

(n'+1) e Acyz (X + XC (3.64)

pe P ope [
y (n'+1)7 'Aoyz (X+XC)

Stouffer a pris en compte é

galement 1'hypothese que le dommage au
fond de fissure résulte d'

une fatigue plastique localisée, d'amplitude de déformation
croissante, cumulée selon la régle de Miner :

'
D - Z Di =1 (3.65)
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avece
D - L _ ¢ (Aepi )¢ (3.66)

Stouffer propose une nouvelle formulation de la relation qui donne la
vitesse de propagation de la fissure en tenant compte de l'effet de mémoire asso-
ci€¢ a la zone plastique a la pointe de la fissure (Figure 3.14) :

N N
SIT; Z_I D, (a - ) A X, o, ) AXJ-)AXJ. (3.67)

o =i =i

On peut réécrire 1a relation (3.67) sous forme d'intégrale :

R
P
da D (
9 = a-X, X)dX (3.68)
5 ,
avec
N
R - A X.
p Z XJ
j=1

D; b,ax;)

Di-l(o_mi-umi‘-f" Lxq)
O;Ao SAK; LAY,
AX X +aX;)

, .8i_2 8;_\, bS] é?\
AL

accumulation dy dommage

\ ..
° -
4 Ax; [*OK mra-Ax; X
_— o — {position de 1a pointe

de fissure

Figure 3.14 : L'accumulation du dommage pour chaque cycle aprés
l'application de chargement (§ = p)



3.3. Discussion

Les modeles utilisés sont, en majorité déduits du concept de fermeture
de fissure développé par Elber [ 3 ] pour décrire le ralentissement d'une fissure
apres surcharge.

Pour la bonne compréhension des mécanismes régissant le retard, une
analyse en terme de contraintes résiduelles 2 la pointe de fissure a €té menée. Le
phénomene d'émoussement de la fissure est souvent invoqué pour le blocage mais
aussi parfois pour les problemes de propagation.

i- Dans les modeles basés sur l'interaction des zones plastifiées, on
trouve de simples modeles empiriques comme ceux de Wheeler [ 6] et Willenborg
[ 8 Jet un modele analytique de Fiihring [ 9 ]. Ces modeles ne sont pas entiere-
ment satisfaisants. Ceci est principalement dii aux modes de calculs théoriques de
la zone plastique ol le phénomeéne d'écrouissage cyclique n'est pas pris en considé-
ration.

ii - Dans les modeles basés sur le concept de fermeture de fissure et
l'interaction des zones plastifiées, on trouve les modeles expérimentaux comme
ceux de Clerivet [10 ] et Taira [ 13] , et des modeles analytiques comme ceux de
Matsuoka [11 ] et Sunder [14]

Les désaccords entre les modeles de ce type existent surtout ayu niveau
de la relation U = f (a), relation qui sert de base de calcul. Ce désaccord existe plus

précisément entre les points suivants :

* le retour du rapport U depuis sa valeur minimale jusqu'a sa valeur normale se fait
d'une facon :
- linéaire pour Matsuoka [ 11]
- polynomiale pour Clerivet [ 10]
- parabolique pour Taira [ 13]

- exponentielle pour Sunder [ 14]



Des résultats expérimentaux |7 ] donnent une relation proche de la

forme linéaire.

* l'accroissement de fissure pour lequel la vitesse de fissuration atteint sa valeur
minimale est situé :

3ymin = 0-53 WSC pour Matsuoka
3V min = © pour Clerivet
Aymin = ©-5 WSC pour Taira

Ay min = (1/8 2 1/4) W: pour Sunder

* I'accroissement de fissure pour lequel la vitesse de fissuration retrouve sa valeur

initiale
a4 = LS W§ pour Matsuoka et Taira

ay = W;n pour Clerivet et Sunder

De I'ensemble de ces modeles, on remarque que les modeles de
Matsuoka et Taira n'ont pas de désaccord fondamental avec de nombreuses expé-
riences publ‘iées. Des imprécisions existent ay niveau des valeurs de agetay .,
mais les deux modeles donnent des valeurs voisines pour ces quantités.

Le modele de Taira nécessite une détermination expérimentale délicate
des contraintes résiduelles, le modele de Matsuoka uniquement analytique est donc
plus facile d'utilisation.

Les hypotheses concernant la loj de comportement du matériau dans
le modele de Matsuoka nécessiteraient d'étre modifices pour tenir compte des pos-

sibilités d'écrouissage cyclique.

iii - Dans les modeles basés sur le concept de la mini-éprouvette, on
trouve deux modeles analytiques, le modele de Glinka [ 16, 53 ] et le modele de
Stouffer [ 21] .



Ces modeles nécessitent une détermination expérimentale des données
de fatigue oligocycligues.

- Lemodele de Glinka [16] a été proposé pour le cas de la propagation de fissure
sans accumulation du dommage. Glinka, en faisant appel au principe de superposi-
tion a remarqué qu'ajouter des contraintes résiduelles de compression ou décaler
la distribution originelle des contraintes produisait un effet similaire sur la forme
de répartition des contraintes 3 la pointe de fissure. La modélisation de la ferme-
ture de fissure peut étre faite en décalant la distribution de la quantité gcp'

- Glinka [ 53] a proposé €galement un modele pour le cas de la propagation de
fissure avec accumulation du dommage dans la condition de chargement a ampli-
tude constante. Il se base sur les mémes hypothéses de modele précédent [16] ,
mais il calcule la vitesse de fissuration par l'intermédiaire de facteur de concen-
tration de contrainte. Dans ce modele, il n'a pas tenu compte de l'effet du phéno-

mene de fermeture.

En effet, la limitation du  deuxieme modele de Glinka réside dans la précision
des coefficients qu'il fait ajuster (ex. p¥, X, etc).

- Le modele de Stouffer a été proposé pour le cas de la propagation de fissure avec
accumulation du dommage dans la condition de chargement variable.

Stouffer n'a pas tenu compte de l'effet de fermeture.

- On remarque que les modeles de Glinka et Stouffer permettent de réaliser des
prévisions de comportement de la progression d'une fissure d'une facon rapide a
l'aide d'un petit calculateur et est, cela utile pour les concepteurs de structures.
Cependant sous leurs formes actuelles, nécessitent encore quelques développements,

notamment.

* Dans le premier modele de Glinka [16 J (sans accumulation du dommage), il
est nécesséire de vérifier sa validité en conditions de déformation plane en mo-
de I, en conditions de déformation plane et contrainte plane en modes II et o,
en outre le modele ne permet pas de prédire quantitativement le nombre de
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cycles de retard.

* Dans le modele de Stouffer [ 21] (avec accumulation du dommage), il est né-

cessaire d'introduire l'effet du phénomene de fermeture.

- Nous pensons que ces approches qui consistent 2 traiter le fond de fissure com-
me une mini-éprouvette de fatigue oligocyclique doivent &tre améliorées et en
particulier il serait intéressant de revoir I'expression de la zone de contact g qui
traduit le phénomeéne de fermeture dans les conditions d'état de déformation plane

et les conditions d'état de contrainte plane.

3.4. Modélisation

3.4.1. Introduction

Glinka [ 16 ] a proposé un modele basé sur la distribution des contrain-

tes et des déformations a la pointe de fissure uniquement dans ['hypothése de contrain-
tes planes. Or, dans la réalité, le processus de déformation a souvent un comporte-

ment tridimensionnel (3D) (contrainte plane et déformation plane) ou peut-&tre
assimilé a un comportement en déformation plane (éprouvette épaisse).

Une partie de notre étude consistera donc en I'adaptation du modele
proposé par Glinka en le formulant 2 partir de I'hypothese de déformation plane

(Annexe A.9.1.3.)

La validité de cette hypothese sera ensuite examinée grice 2 l'utili-
sation des résultats expérimentaux obtenus dans le cas de I'application d'un grand
nombre de pics de surcharge pour un Acier E36 Z.



_45-

3.4.2. Expression du champ des contraintes et des défor—

mations sous chargements cycliques en dtat de

déformation plane

Nous suivons une démarche similaire au modele de Glinka [ 16 ] mais
I'hypothese de déformation plane est introduite de la facon suivante :

- A partir de la solution d'HRR (17 ] (Hutchinson-Rice-Rosengren), les déformations
et les contraintes en fonction de la distance X 3 la pointe de fissure sont alors
reformulées comme suit :

N _ (1 -v?)aK2
pour X <K A(StDp ; ol AS tDp =~ 2 Ré E
AKZeff I/(N"" I) A Kzeff N'/(N'+I)
Ae= CIDP ( X ) + C2Dp ) (3.69)
A Kzeff I/(N'+I)
Ac= C3Dp ( X ) (3.70)

ol CIDp’ Csz et C3Dp sont les constantes de la relation d'HRR en état de défor-
mation plane (Annexe A.9.1.1.)

Avec c e | (1+v) [(1-v) B@ -V Br ]4‘_(1 N i) I/(Nv+1)
iDp Icp (?’e“’?’r) 24
(N'- 1) NY/
~ ~ (N'+1)
Capp = Cacp - e %g° ¢ (L2 (3.71)
/(1+N! - 28
5 (I+4 N )/(I N) (6@ —Or/;,)
1/,
(N'+1)
I-v?2
C30p = Cyep - 25 )

ouC ,C et C sont les constantes de la relation d'HRR en état de contiain-
Icp’ T2cp 3cp

te plane donnée dans la formule (3.34), 8 est le facteur d'entrave a la plasticité )
et B@ , Br’ et Be parametres sans dimensions du modele d'Hutchinson.



- Par ailleurs, la solution issue des travaux d'Irwin [ 18 ]en état de déformation

plane est donnée par l'expression suivante :

AK
c T I eff
pour X 2 Won ; ol Won = 38T ( Ré )2
_ A K
fe= BIDp /ef_;_ (3.72)
avec
- 2 -
B -B (1 -v3) (1 - 2v) (3.73)

1Dp Icp /B

ou Bl'c' est la constante de la relation d'Irwin en €tat de contrainte plane donnée
dans la formule (3.37).

- La solution analytique proposée dans le domaine transitoire est :

_ -1 -2
Ae= AIDP+-A2DpJn(X)+ A3Dp' X +—A4Dp. X (3.74
pour

C
kA<st Dp < X < Won

Les coefficients AiDp ont été identifiés en imposant les conditions

de raccordement avec les €équations ( 3.69) et (3.72) pour les valeurs de X = k AGtDp

_ wC
et X = Won

3.4.3. Calcul du coefficient d'entrave 4 la plasticité B

3.4.3.1. Calcul de B dans le cas _de chargement

monotone

Lorsque 1'on est en état de déformation plane, la triaxialité des con-
traintes augmente la limite d'élasticité d'un facteur B par rapport 3 un essai conduit



s

€n traction uniaxiaie en contrainte plane, (Figure 3.15). Il en résulte que la zone
plastique en déformation plane est sensiblement plus petite que la zone plastique
en contrainte plane (Figure 16). Ce coefficient B est appelé facteur d'entrave 2

la plasticité.

Déformtion plane

/
I

<1
—r

R
€pp

R Contrainte plane
€cep

- L‘_ 0-002 €

Figure 3.15 : Limite d'élasticitd
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Recp f——

Figure 3.16 : La distribution de contrainte approchée en état de
contrainte plane (a) et en &tat de déformation

plane (b).

La contrainte maximale dans la zone plastique en déformation plane
peut &tre B fois plus élevée que la limite d'élasticité en traction uniaxiale. Le rap-

port de contrainte maximale par rapport 2 la limite d'élasticité en traction uniaxiale
est appel€ facteur d'entrave 3 la plasticité :

9]
8 - __Mmax

(3.75)
€

Dans la littérature le facteur d'entrave 3 la plasticité B8 est calculé
de la maniére suivante :

La surface d'écoulement plastique est représentée dans 'espace des
contraintes principales par le critere de Von-Mises :

(OI - g, 2+ (02 -03)2 + (o3 - 01)2 =2 Rz (Ke) (3.76)

oiJoI, 0, eto, sont les contraintes principales a la pointe de la fissure. et Ke est
une variable d'écrouissage.

avec '
Kz 0 . 0
g = Cos (—) - (1 +Sin (29 )
T/ an 2 2
K e ) e
o_—I—-Cos(—)-(I—Sm(—-)) .
A V/z = I > 3.77
et




On se place dans les conditions of :

o =0 max’ %3 ° MIoI et 03 = MZOI (3.78)

avec MI =f(0) et M,y=f(o ,v)

On introduit les expression (3.78) dans (3.76), ceci conduit 3 la relation
suivante :

CCr-MpP e M- M (- lo? - 2Rz (3.79)

ou

o - 1/2
- - _ 2 2 _
T = ( I MI M2 + MI + M2 MI MZ) (3.80)

de I'expression (3.75) et I'expression (3.80), on trouve :

- 1/2
B=(I—MI—M2+M§+M3—MIM2) (3.81)

wvee (x - Sin @/, ) )
1° 0 et
(1 + Sin (T) )

2V

M - .
2 (I+sm(%))

(3.82)

Dans le cas o1 © = 0 etv = 1/3, le facteur d'entrave 3 la plasticité B
est €gal 2 3 (B= 3).

La solution précédente de 8 a été développée uniquement pour un char-
gement monotone. Dans notre cas de chargement cyclique nous avons proposé une
autre méthode de calcul de B .

3.4.3.2. Calcul de B dans le cas de chargement

cyclique

On suppose que la distance X* (relation 3.40) dépend seulement du
matériau, elle a donc la méme valeur en état de contrainte plane et en état de



déformation plane (XZ:‘p = Xl*)p = X*).

Nous connaissons la valeur de la déformation au seuil de non fissura-
tion A%scp en €tat de contrainte plane et la valeur du facteur d'intensité de con-
trainte seuil (AKS). En introduisant ces données dans la relation d'Irwin en contrain-
te plane (3.36), on peut en déduire la valeur de Xép en contrainte plane par l'inter-
médiaire de la relation (3.40).

La déformation Aeg déduite comme la limite d'endurance mesurée sur
€prouvette de fatigue oligocyclique est a priori en état de contrainte plane (Figure
3.17). Nous supposons que la distance X* reste constante que nous soyons en contrain-
te plane ou en déformation plane, ceci est justifié par le fait que cette distance est

théoriquement une caractéristique intrinséque du matériau.

En déformation plane la connaissance de X* (déterminé préalablement
en contrainte plane) et de la distribution de déformation au seuil permet de calculer

Acs- Dp (Figure 3.17). On peut déduire le rapport :

Ae D —
—3*P_ . 3 (3.83)
Aes. cp
A& *
Eprouvettes
CpP Déformation plane _DP
COmrainte plane _CP
Aescp 9
/ Asor . \
DP \\—
3
X* X

Figure 3.17 :




des relations (3.40), (3.72) et (3.83), on peut trouver la valeur de B, d'ou :

* dans le cas de I'acier E 36 Z, connaissant :
AK =8 MPa, m, Ae, = 0.002 et X* = 0.0073 mm,

on trouve B = 2.736
* dans le cas de l'acier 35 CDg {24 ] connaissant :

AK =7 MPa/m, Ag; = 0.00385 et X* = 0.0011 mm,

on trouve B = 2.758
* dans le cas de l'acier 35 NCD16, connaissant :

AK = 5 MPa/m, Aeg = 0.007 et X* = 0.00039 mm,

on trouve B = 2.689

La littérature donne beaucoup de valeur de g mais uniquement dans le

cas de chargement monotone avec :

B=24 2 3

3.4.4. Prise en compte des effets de fermeture de

fissure

On reprend I'hypothese d'une zone de contact [ 16] mais dont la -

taille est alors différente et égale 2 8pp’

Nous postulons que la valeur du paramétre gDp est proportionnelle au
rapport des écartements de fissure apres surcharge et avant surcharge en déforma-

tion plane (Figure 3.18).
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Figure : 3.18

La valeur de 8Dpmax €5t donnée par la proportionnalité entre les
deux triangles AOAB et A ACD (Figure 3.18b) 2 la pointe de fissure, on trouve:

O N
0A _ o _€TODp, /2
C~ AD~ S
CTODDp /2
S
CTODD



ou S
CTOD
—Up

D
8DPmax = X* 0
CTOD
Dp

(3.84)

ol CTOD?)p est 1'écartement de fissure apres surcharge correspon-
dant au chargement d'amplitude variable (AKpic)’ CTOD(I))p est I'écartement de
fissure avant la surcharge correspondant a la charge de régérence (Kmax)'

En état de déformation plane, I'écartement de fissure avant 1'applica-

tion de surcharge est donnée par l'expression suivante (Annexe A.9.1.4.) :
' /a1 -v?). K2 N/ it
CTQD(]))p =B, [ (L) o0 N B E ] (N'+ 1) (5 8¢)
ou Bgest 1'épaisseur de 1'éprouvette
avec
N' (1 - N
a'=E/ [ (K) .R
e
ol K'est le coefficient de la loj d'écrouissage cyclique .
et l'expression de I'écartement de fissure aprés surcharge :
S AN N (r-v3) . ak2, N/ (Nter)
CTOD’, ) = Be. [ (157 . o : B E - | (3.86)
avec
N' (1-NY
a"=2E/[ 2K .R
e

Dans le cas de l'acier E 36Z, connaissant :

_ _ - R
R = o.1, Rpic = 1.6, Km = 1,8 MPa/m, K' = 1255 MPa

ax

X* = 0.007 mm, N' = 4.762, R!
e

350 MPa

on trouve : 1.074 X 103 mm

* 8Dpmax =



On peut déterminer I'évolution du parametre gp (la zone de contact)
apres application de la surcharge en fonction de la distance X de la propagation (du
prolongement de la fissure). Cette zone est comprise entre les points zéro et AV min’

*

et a et a; . Cette évolution se décompose en deux parties :

Vmin

-Pour O <X<a

Vmin
i/ 2N!/
" (N'+1) AK . (N'+1) 5
gn, = X* (%) (B R ( ) (3.87)
Dp af Kmax pic Vmin
et
- Pour ay £X < a;
1/ 2N/ *
" (N'+1) AK. (N'+1) a, -X 2
Bpp = X* - () (e Ry (" (8
P max P 34~ ®Vmin

ol anin représente la longueur de la fissure correspondant 3 la vitesse minimale,
*

et a représente la longueur de la fissure affectce par le ralentissement.

Lorsqu'on sollicite une éprouvette €paisse avec un chargement variable,
on remarque que la plastification n'est pas uniforme en avant du front de fissure
(Figure 3.19).

Apres application de surcharge (Figure 3.9b), on remarque que l'accrois-
sement de la zone plastique en surface (en état de contrainte plane) est presque nulle.
Ceci conduit a supposer que l'accroissement de fissure pour lequella vitesse de fis-
suration atteint sa valeur minimale est proportionnelle 2 la taille de 1a zone plasti-
que cyclique de surcharge en état de contrainte plane :

_wC
4Vmin 'Wscp /8 (3.89)
avec AK .
R ic
Wscp =7 - (—E'L) (3.90)
e

et l'accroissement de fissure pour lequel la fissure retrouve sa valeur initiale :
. .

ay = Wgcp . (3.91)
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~— Contrainte plane
o h]

—_——t - Déformatian plane

- Contrainte plane

-—C»
<—Dp
«—C»r

7 —Cp
© ¥ |

—_—d—-— DD

«—Cr

Figure 3.19

: Influence d'une surcharge sur le front de fissure
de fissure avant Ja surcharge,

aprés une nouvelle propagation.

{a) front
(b) aprés surcharge et (c)

3.4.5. Vérifications expérimentales

3.4.5.1. Conditions expérimentales

La vérification expérimentale de ce modele a été faite a partir d'es-
sais de fissuration réalisé sur un acier E 36Z a 1'état normalisé,

couramment utilisé
dans la construction mécanique.

Les compositions chimiques (en % de masse) et les caractéristiques
mécaniques sont données respectivement dans les tableaux n° (3.1), (3.2) et (3.3).



_56_.

Tableau n® 31 : Composition chimique (en % de masse)

0,14| 1,4 | 0,29| 0,42 | 0,003

0,007 0,02 | 0,005 | 0,07 | 0,07| 0,035

Tableau n® 3.2 : Propriétés mécaniques

'

R e t 1
E Re %l K TEEf '
N N _[sta- S : N’ bf c |Ae
P=Il P |pilis¢ s

= 50

‘ Mpa

206000| 390(380 | 362] 350 550 | 1255/1194(0,6 (4.762 - 0.124(- 0,54| 0,002

Tableau n° 3.3. : Parameétres du modeéle d'HRR en déformation plane
pour N' = 4.762

2.2982{ 1.7809 0,5551 4.9815

3.5.5.2. Eprouvette utilisée

Les essais ont été réalisés sur des éprouvettes compactes CT 40 2

entaille en chevron, d'épaisseur 15 mm et de largeur 80 mm. Toutes les éprouvettes
ont subi un polissage mécanique (Figure 3.20).




ap=24 mm
D =20 mm
Be =15 mm
U =80 mmn
W1=100 mm
HT =26 mm
2H=94 mm

Figure 3.20 :

s

W1

Eprouvette utilisde

3.4.5.3. Comparaison avec les résultats expérimentaux

Des expériences de retard aprés surcharge ont été réalisées dans les

conditions suivantes :

- Rapport de charge

- Nombre de cycles de surcharge

- Facteur d'intensité de contrainte maximale

- Rapport de surcharge était variable

:R = 0.1
:Np = 50
: K = 18 MPa¢¥m

max

RPic = 1.6, 1.9
et 2.2

Le modele permet de prédire la vitesse de fissuration (da/dN) en fonc-

tion de la progression de la fissure et sous cette

sultats expérimentaux.

forme qu'il sera comparé aux ré-



3.4.5.4. Résultats et discussion

Influence du taux de surcharge R : (K = 18 MPa/ m, Np = 50 et B,= IS mm) :
pic max

Les évolutions de la vitesse de fissuration par la méthode analytique
en €tat de déformation plane, méthode analytique en contrainte plane [ 16 | et

les résultats expérimentaux sont reportés dans les Figures (3.21), (3.22) et (3.23).

On remarque que les deux modeles analytiques donnent des valeurs pro-
ches de résultats expérimentaux. On voit également que le blocage apparait trop
tardivement avec le deuxieme modele lorsque 1'on fait croitre le taux de surcharge.

Les paramétres expérimentaux, vitesse de fissuration minimale apres

),

surcharge (da/dN/min), longueur de fissure oi appara‘t la vitesse minimale @ymin
longueur de fissure affectée parla surcharge (ad) et leurs homologues calculés

sont reportés dans le tableau n° 3.4.

L'étude de la comparaison avec les résultats expé€rimentaux nous permet

de dire que :

- Le calcul en état de contrainte plane ou en état de déformation plane, nous don-
ne une bonne prédiction de la vitesse de fissuration minimale (da/dN/min) et leur

longueur de fissure qui correspond A cette derniere . (a ) dans le cas du faible

\ Vmin*
* taux de surcharge (R‘pic = 1.6 et 1.9).

- A plus forte valeur du taux de surcharge (R ic = 2.2), expérimentalement il exis-
te un nombre limite de cycles de surcharge (cycle stabilisé) a partir duquel Ia
propagation est bloguée.

La modélisation ne prévoit pasce phénomene de blocage dans les mémes condi-

tions de chargements.

- La comparaison entre les résultats expérimentaux et théoriques dans les états
de contrainte plane et déformation plane laisse supposer un mode de comporte-

ment tndlmensmnne{ (3D) c'est le cas de nos’ expériences.



Conditions d'essais

K = 18 MPa Vm da ay . *
max . Vmin a
R =01 /i (mm) | ()
Np = 50, Be= 15 mm (mm/cycle)
Mesures expé- -6
. 1.8 « 10 0.1 0.51
rimentales
R. Calculs | C.p* 1.2 . 10 0.14 0.401
Ip'g - analy- : 5
) tiques D.p**  1.02 + 10 0.14 0.402
Mesures expé- -7
rimentales 3 . 10 0.28 0.80
R .
pic = _
1.9 Calculs | C.p 2.69 . 1077 0.14 0.57
analy- -
tiques D.p 5.039 : 107/ 0.214 0.57
Mesures expé- fissure o _
R rimentales bloquée 4
pic = 3
2.2. Calculs |C.p 3.70 . 10 0.14 0.78
analy-
tiques D.p 2.0 . 107 | o.29 0.78

Tableau n° 3.4. : Comparaison entre les résultats
expérimentaux et les calculs analytiques

(C.P.* : contrainte plane, D.P ** ; déformation plane)

‘mmscycle)
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3.5. Conclusion

Le modeéle permet de réaliser des prévisions de comportement de la
progression d'une fissure d'une facon rapide 2 l'aide d'un petit calculateur et est,

dans cela, utile pour les concepteurs de structure.

Les caractéristiques essentielles de ce modele résident dans une appro-
~che de type mécanique des milieux continus, 'endommagement du matériau n'étant

pas pris en compte.

La comparaison entre les résultats expérimentaux et théoriques dans
les états de contrainte plane [ 16] et déformation plane (R ic = 1.6 et 1.9) laisse
supposer un mode de comportement tridimensionnel (3D).

Ce travail peut &tre considéré comme une €tape de modélisation de

la progression d'une fissure sous chargement variable.

Pour améliorer le champ d'application de notre modele (en état de dé-
formation plane ou en contrainte plane), nous proposons de le modifier en tenant
compte :

- du cumul de dommage ,

- de I'émoussement,

- du nombre de pics de surcharge.



4 - SIMULATION NUMERIQUE BASEE SUR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

4.1. Introduction

Les techniques de calcul des structures ont connu ces vingt derniéres
années un développement considérable, motivé par les besoins des industries de
pointe et soutenu par les progres effectués dans le domaine des ordinateurs. Ainsi
la méthode des éléments finis (en abrégé MEF) est-elle communément utilisée au-
jourd'hui pour I'analyse des structures dans de nombreux secteurs de l'industrie :
acrospatial, nucléaire, génie civil, construction navale, mécanique, techniques Off-

shore, etc...

Par ailleurs, il est intéressant de remarquer que la MEF appliquée au
calcul des structures est une technique récente, 2 caractere pluridisciplinaire (Fi-

gure 4.1), car elle met en oeuvre les connaissances de trois disciplines de base :

- la mécanique des structures : €lasticité, résistance des matériaux,

dynamique, plasticité, etc...

- I'analyse numérique : méthodes d'approximation, résolution des sys-

temes linéaires, des problemes aux valeurs propres...

- l'informatique appliquée : techniques de développement et de mainte-

nance des grands logiciels.

L'application de cette méthode s'est révélée tras efficace en analyse
linéaire élastique de structures en état de contraintes planes et de déformations

planes [i25-28 ] .

Paris [29 ], Erdogan [31 ] et beaucoup d'auteurs ont calculé le fac-
teur d'intensité de contrainte en utilisant des méthodes analytiques pour différentes
contigurations simples de fissure. Cependant, les géométries et les chargements des
structures réelles sont souvent complexes si bien que la détermination analytique
exacte est laborieuse et fait appel 3 des procédures mathématiques ot il est alors
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nécessaire d'avoir recours 2 des méthodes numériques : méthodes de Collocation
et méthodes des éléments finis (MEF) [ 28-31 ] .

Mécanique des

Structures

<

MEF

—7

Analyse lnformatique

Numérique , APDliquée

Figure 4.1.

La méthode des éléments finis a été largement utilisée pour déter-
miner la singularité des contraintes au voisinage de l'extrémité d'une fissure dans
le cas d'un comportement linéaire [ 27] [32-33 ] [ 62 ].

En analyse non-linéaire €lasto-plastique, on trouve peu d'auteurs qui
tiennent compte a la fois de la plasticité et du chargement cyclique surtout dans

le cas de structures fissurées sous chargement non-stationnaire.



Dans la majorité des simulations numériques basées sur la méthode
aux €léments finis pour avancer la fissure, on utilise la procédure de relichement
de noeuds sur le prolongement de la fissure.

Il existe plusieurs méthodes de relachement des noeuds. Parmi celles-
ci, par exemple la méthode basée sur la technique de relaxation des forces nodales

imposées (conditions imposées).

Dans le cas d'une structure possédant un plan de symétrie  dans le-
quel se trouve une fissure prééxistante que l'on va faire se propager (Figure 4.2),
la pointe de fissure est au noeud A, la levre  de la fissure est libre (ni efforts,
ni liaison), le prolongement AB de la fissure présente des noeuds bloqués dans la

direction Y (condition de symétrie).

8

— A B
X ANV ARAYS
[ is v
v "
Figure 4.2. : Conditions aux limites définissant une fissure dans un. calcul

par éléments finis.

Ce processus de progression est effectué a force constante. Supposons
donc que, soumise a une force F, 1'équilibre de la structure soit traduite par 1'é-

quation :

[STIF] . {U} = { F} (4.1)
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ol [ STIF ] est la matrice de rigidité €lastique de Ia structure, {IU} le vecteur dé-
placement total et {F} la force appliquée.

L'encastrement vertical du noeud de pointe (condition de symétrie) est
assur€ par pénalisation, c'est-i-dire que le terme diagonale de la matrice [ STIF ]

s e e, .

correspondant a ce degré de liberté est la somme d'une rigidité €lastique et d'une
trés forte raideur que 1'on note [ASTIF ]

On cherche le systeme d'équation incrémental que l'on va résoudre de
maniére itérative (plasticité par exemple) qui permet de passer de I'état initial

défini par 1'équation (4.1) 2 I'état final défini par :
([STIF]+[ASTIF]).({IU}+{AIU}):{IF}+{AIFP} (4.2)
par différence, on obtient :

[ASTIF ]. {WU} + ([ STIF]+ [ASTIF ). (AU} = {Ale} ( 4.3)

ol {MU} est le vecteur des incréments des déplacements nodaux et {AF_} par l'in-
crément des forces "plastiques" sur lesquelles on itere Jusqu'a stabilisation.

Comme {ASTIF} . {IU } n'est autre que la réaction en pointe avant

libération, on peut aussi bien écrire :

( [sTIF] + [asTIF 1) . {a0} = -{ R} +{AIFP} (4-4)

avec

(R} = [asTiF ].{u}

La résolution de ce systeme d'équations permet de passer de maniére
incrémentale de 1'état initial ot un noeud de pointe est bloqué a 1'état final ol
ce méme noeud est libéré, simulant ainsi une progression de longueur de fissure
€gale 2 la longueur de la maille dans la zone de progression.



Des méthodes de calcul des éléments finis ont été développés afin
d'analyser 1'évolution du point d'ouverture de la fissure apres application de sur-
charge en modélisant le comportement du matériau. Durant ces dernieres années,

peu de travaux ont été présentés sur ce sujet. Nous allons essayer d'en présenter
quelques uns.

4.3.1. Simulation ae Newman

Newman [ 34 ] considere un matériau élastique parfaitement plastique,
qui présente une limite d'élasticité Re = 350 MPa. L'éprouvette utilisée est une
éprouvette 2 entaille centrale (Figure 4.3) que l'auteur sollicite 2 une contrainte

maximale égale 2 0.4 Re pour un rapport de charge nul, dans les conditions de con-
traintes planes.

__{Zu}.

Figure 4.3 : Eprouvette utilisée par Newman [ 34]



A cause de la symétrie, seule un quart de l'éprouvette a été maillé
(Figure 4.4a). Le découpage de 1'éprouvette en éléments finis est réalisé selon
trois réseaux de finesse variable, les longueurs des mailles au voisinage de la poin-
te de la fissure étant respectivement égales 2 14 %, 3,5% et 2 % de la zone plasti-
fiée créée au cours du chargement (Figure 4.4b).

YV

.64 mm

I

x ooy X ,\4 {

|
-l —

0.16 m

ABCDEF
-N— il.l —‘-’ - 0.08 mm
Figure 4.4. : (a) Maillage utilisd par Newman [34 ] (A,B,C,D,E,F sont

les positions successives de la pointe de fissure)

(b) Forme de maillage a la pointe de fissure



Newman n'a pas utilisé un critéere de propagation de fissure. Il a choi-
si seulement de faire progresser la fissure d'un noeud du réseau a un autre (ex. du
noeud A au noeud B, Figure 4.4.2) dans la direction de propagation (prolongement
de fissure), chaque fois que la contrainte appliquée passe par sa valeur maximale.
Pour une longueur de fissure donnée, Newman: étudie donc les déplacements au voi-
sinage de la pointe de la fissure et leur point d'ouverture correspondant pour deux

cas de chargements.

4.3.1.1. Cas de chargements 2 amplitude constante

La figure 4.5. donne les résultats du calcul lorsque 1'éprouvette est sol-
licitée depuis un état initial, ou la pointe de la fissure est exempte de toute con-
trainte résiduelle. Au cours de la premiere montée en charge, on note la contrainte
globale pour laquelle le point le plus sollicité passe dans le domaine plastique. Au
cours de la décharge qui suit, le calcul met en évidence la fermeture a la pointe
de la fissure. Ce calcul montre €galement qu'il faut attendre un certain nombre de

cycles avant que se stabilise le niveau de contrainte pour lequel on a fermeture.

G = 150 MN/m:" x  Intual yicla
o ¢ (Closure stress

O Opening stress
~—= Stabilized opening stress

Figure 4.5 : Evolution de la contrainte & fermeture au cours d'une
sollicitation a amplitude constante [ 34



La figure 4.6 montre I'évolution de la forme de la pointe de la fissure
de fatigue au cours de la décharge de 1'éprouvette. Il précise la facon dont se fer-
me la fissure au cours d'une alternance Smax> 0> quand on la considere apres -
stabilisation du niveau de contrainte 3 fermeture.

(=]
S
—
x
w

) O

No cyclic
£ crack cxteasion
.

Residual plastic
deformation

ABncConr
frn—— 273 | b os4

X, mm

Figure 4.6 : Evolution du profil de la pointe de la fissure de fatigue
au cours de la décharge de 1'éprouvette [ 34 ] .

4.3.1.2. Cas de chargement 3 amplitude variable

(Figure 4.7)

Newman [ 35] a confirmé 2 I'aide de sa méthode de calcul I'hypothe-
se donnée par Trebules [4 ] : "I'élévation du point d'ouverture s'effectue durant
I'application du bloc de surcharge, et aprés retour au niveau initial du facteur d'in-
tensité de contrainte, le point d'ouverture n'évolue plus pendant un certain nombre
de cycles. L'amplitude du facteur d'intensité de contrainte efficace est plus faible,
la fissure est donc ralentie. Ensuite, le point d'ouverture retrouve lentement leur

niveau initial".



Les

figures 4.7a et 4.7b montrent qu'a la suite de passage niveau

bas-haut et niveau haut-bas, il existe une période transitoire pendant laquelle
la contrainte correspondant 2 l'ouverture évolye depuis la valeur stable ay pre-
mier niveau jusqu'a la valeur stable du second.

Fiqure 4.7 :

%

Na P

0.1

- o
02 P

0.4 o

0.3 o

0.2

Prévision par le calcul du comportement de ]la pointe
d'une fissure de fatigue dans le cas d'une sollicitation
& deux niveaux de contrainte [ 35

(a) niveau bas—haut

(b) niveau haut—bas)



4.3.2. Simulation d'Ogura

Ogura [ 40] considere un matériau €lasto-plastique avec €crouissage
cinématique, qui présente une limite d'élasticité Re = 300 MPa et le module tan-
gent de la courbe d'écrouissage H' = 0.06 E avec E = 200000 MPa. L'éprouvette
utilisée est une éprouvette i double entaille (Figure 4.8a), dans la condition de
I'état de contrainte plane.

A cause de la symétrie, seule un quart de I'éprouvette a été maillé.
L'éprouvette est maillée tres finement pres de la pointe de la fissure (Figure 4.8b),

les longueurs des mailles étant €gales a 1 % de la longueur de fissure initiale a-

Citttd
i

|
I I

ty =5 lo —

—_—125

—_—2bz=62 0.1 miy,

Figure 4.8 : (a) . Eprouvette utilisde (aO = 10) [40]

(b) . Forme de maillage a la pointe de fissure.

Ogura montre que le niveau de fermeture de la fissure, augmente tant
que la pointe de la fissure reste dans une région a fortes contraintes résiduelles
de compression induites par la surcharge (Figure 4.9a et 4.9b).

Il remarque aussi que le maximum de fermeture est obtenue quand la
pointe de la fissure atteint le point ot les contraintes résiduelles de compression
s'annulent. Le retour au niveau de fermeture initial se produit quand la pointe de
la fissure se trouve 2 la frontiere de la zone plastique de surcharge.
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(a) Exemple de distribution des contraintes résiduelles obtenu dans
le cas d'une simple surcharge
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(b) Variation du point de fermeture de fissure,

dans le cas d'une
simple surcharge.

Fiqure 4.9 : Simulation d'Ogura [40]

4.3.3. Simulation de Widstberg

Wastberg [ 41] consideére un matériauy élasto-plastique avec écrouissage

cinématique, qui présente une limite d'élasticité Re = 400 MPa et un module tan-



gent de la courbe d'écrouissage H' = 2000 MPa avec E = 205000 MPa. L'éprouvette
utilisée est une éprouvette compacte CT (Figure 3.20), dans les conditions de con-
trainte plane. L'éprouvette est maillée avec des éléments rectangulaires bilinéaires
pres de la pointe de la fissure, les longueurs des mailles étant égales 2 0.05§ mm
(Figure 4.10).

fissure

a, =49.6 0.05

Figure 4.10 : Forme de maillage a la pointe de fissure [41]

Wastberg a confirmé lui aussi, 'influence des surcharges sur le point
de fermeture de la fissure par le calcul aux éléments finis. 11 a2 montré luj aussi
que le niveau de fermeture de la fissure augmente tant que la pointe de la fissure

reste dans une région 2 fortes contraintes résiduelles de compression induites par
la surcharge.

4.4, Discussion

La majorité des simulations utilisées pour décrire le ralentissement
d'une fissure apres surcharge sont déduits d'une technique de relaxation des forces
nodales 2 la pointe de la fissure.

Nous remarquons que la différence entre les simulations étudiées pré-
cédemment existe surtout entre les points suivants :
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- le maillage 2 la pointe de la fissure,

- la procédure d'avancée de fissure;

i - Le maillage 2 la pointe de la fissure

*Newman et Ogura ont utilisé un maillage trés fin, convergeant 2 la
pointe de la fissure : éléments finis classiques 2 3 noeuds : un nombre suffisant
de secteurs doivent converger vers la pointe (au moins 3) (Figure 4.11).

4

3
Sens de f

z
COnvergence

1

ABCDEF
N

Figure 4.11 : Exemple de maillage par éléments finis [34]

* Wistberg a utilisé des éléments bilinéaires pour le voisinage de la poin-
te : €léments finis 3 4 noeuds (Figure 4.10).

ii - La procédure d'avancée de fissure :

*Newman a utilisé la procédure de relichement de noeud, lorsque la
charge atteint sa valeur maximale, il y a libération du noeud situé i la pointe de
fissure.

*Ogura, libere le noeud, lorsque les forces nodales 2 la pointe de la
fissure atteignent une valeur nulle.
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*Wastberg a utilisé une procédure spéciale de relaxation, qui a été
développéepar Rydholm [ s7] , Anderson [58 ] et Keegstra [ 59] pour le cas de
propagation dynamique de fissure oii les forces nodales sont contrdlées par la po-

sition de la pointe de fissure entre deux points nodaux consécutifs.

De I'ensemble de ces simulations, on remarque que la simulation de
Newman est le plus économique de point de vue maillage. En effet dans son cas
un seul maillage automatique est nécessaire pour traiter toutes les longueurs de
fissure ; également la procédure utilisée pour avancer la fissure est plus simple

a introduire dans le calcul aux éléments finis.

Dans le prochain paragraphe (4.5), nous proposons une simulation basée
sur la méthode des éléments finis similaire 3 la méthode de Newman, mais dans
laquelle un nouveau critére de propagation est introduit, ainsi que la loi de compor-

tement cyclique au matériau.

4.5. Simulation

4.5.1. Principe du programme d'éléments finis proposé

Le programme d'éléments finis propos€ permet actuellement de traiter
les problemes élasto-plastiques plans (contraintes planes, déformations planes) et
axisymétriques. Il est basé sur une méthode mixte “IS-VS-CBC" : méthode de la
contrainte initiale (Initial Stress [ 27] ) couplée 2 la méthode de la matrice de
rigidité variable (Variable Stiffness [ 25] ) et 2 la méthode de changement de la
condition aux limites (the Changing Boundary Condition [ 35] - [ 42-43] ).

4.5.2. L'approche numérique en élastoplasticité[ 63 , 64 ]

Pour un matériau élastique sans contraintes initiales, la formulation

conduit au probleme linéaire (relation 4.1).



Considérons maintenant un milieu €lastoplastique dans lequel 1'état
des contraintes est représenté par o (g i_j) et désignons pare ( ¢ ij) les déforma-
tions correspondantes, de sorte que :

_ T
dw = % d €= de , (4.5)

soit le travail par unité de volume fourni par les contraintes lors d'un accroissement
infiniment petit de fa déformation (la derniere expression de (4.5) correspond 2 la

- notation matricielle habituelle, 6" désignant la matrice ligne transposée de la matri-
ce colonne o).

En petites déformations et pour des conditions aux limites classiques,
la non-linéarité des problemes de I'élasto-plasticité est due aux lois de comporte-
‘ment suivantes relations entre incréments de contraintes et incréments de défor-
mations). Ce sont les relations :

d o= DeP de | (4.6a)

avec d'autre part les relations inverses, qui s'écrivent :

d —' D N d osde =d El’+d€el) : (4.6b)
_E - ep ) N ij ij 4.

ot la matrice élasto-plastique Depest définie par :

- T
) 3 F \T 3 F, 1! 9F o F
Pep = Per @M+ (G507 Dyl 559 1 Dt 30 Dy ()

et la matrice élasto-plastique inverse, définie par :

-1 -1 -1 T
D =D . +aM 3F.(g—OF)D

ep el 30 e (4.8)
: T
ol I si F=-0 et (%) do 2o
T - 3 T
o si F < 0 ouF=zoet (ﬁ) do<o

avec F est le potentiel plastique (le seuil d'écoulement), g_F est la matrice colon-
o

. T
ne de composantes gL et ( -gO—F) est la matrice ligne, transposée de g oF
g

ij




ot M est le module d'écrouissage, et, Della matrice des constantes €lastiques du

matériau. (matrice d'élasticité).

De la nature incrémentale de ces lois (relations 4.6a ou 4.6b), il résul-
te que la résolution numérique ne peut en général s'effectuer que pas 2 pas. On
¢tudie 3 chaque étape le probleme en incréments (inctéments de déplacements ou
incréments de contraintes) ; avant de passer & I'étape suivante, il est nécessaire
de déterminer les zones en chargement plastique.

Certains auteurs ont proposé la résolution des €quations (locales) par
différences finies, mais les principes variationnels sont d'une utilisation plus com-
mode et permettent de se ramener, soit aux méthodes de la programmation non-
linéaire (forme quadratique 2 minimiser avec des "contraintes" linéaires ou quadra-
tiques); soit a I'utilisation des méthodes itératives dont les significations physiques
sont simples et qui permettent d'obtenir tres rapidement la solution.

L'idée générale des approches itératives est de se ramener aux métho-
des numériques de 1'élasticité linéaire linéarisée : discrétiser les €quations différen-
tielles ou intégrales, ou les fonctionnelles introduites dans les principes variation-
nels puis, par approximations successives, remplacer la résolution du systeme liné-
aire jusqu'a convergence suivant un critéere qui dépend de I'approche choisie.

Dans les analyses aux petits déplacements de problemes d'élasticité
classique, on peut remplacer par ajustement la relation (4.6a) par une loi linéaire :

do® =D de® (4.9)
el

Par une approche itérative, cette relation (4.9) et la relation (4.6a)
conduisent aux mémes valeurs des incréments de contraintes et déformations. Le
choix de la grandeur 2 ajuster (Del oudo®€ oude®) dans le procédeé itératif dé-
pend d'une part de la méthode de résolution utilisée pour le probleme élastique li-
néaire équivalent et d'autre part de la nature de la loi physique reliant les incré-
ments de déformations (de) et de contraintes (do ).
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Si I'itération est conduite par ajustement de D el le procédé est
appelé méthode d'élasticité variable ou méthode de la raideur variable (approche
tangente).

Si I'ajustement porte sur d g € on parlera de méthode de la contrain-
te initiale.

Si I'ajustement porte sur d ¢ €, on parlera de méthode de la défor-
mation initiale.

La spécification de D o d e€etdoCestla donnée essentielle que 1'on
introduit dans n'importe quel programme d'analyse élastique. De tels programmes

vont constituer le noyau de toute nouvelle solution d'analyse élasto-plastique.

Dans le cadre de 1'élasto-plasticité et pour la méthode des éléments
finis aux déplacements, des diversesapproches itératives mentionnées cij- dessus,
nous en avons choisies deux : méthode de la raideur variable et la méthode de
contrainte lmtnale.

4.5.2.1. Méthode de la raideur variable [25]

Pour chaque élément fini, soit dlU' le déplacement des noeuds sous
l'effet des incréments de forces qui s'exercent en ces noeuds, et soit df' le vec-
teur représentant les forces nodales ¢quilibrant les contraintes et les distributions
de charges.

D'apres le théoreme du travail virtuel, compte tenu de (4.6a) et de
relation :

du' =N dU' (4.10)

et
de' = B dU' (4.11)

ol B est la matrice de passage de dIU' 2 d €', et IN la matrice d'interpolation .
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Pour tout déplacement virtuel § dU' des noeuds, on peut écrire pour
chaque élément e en déformation €lasto-plastique :

(sdu)T df' = j B sdu")T D,, B dU' dV

' e
-f Nsdun)T dp dV - ] (INchU’)T dgds (4.12)
e de

d'olt par élimination de §dU' :

df' = ST]FCP Cdu - dR(') (4.13)
avec
STIFS - f BT D Bav (4.142)
ep ep
€
et
. T T
d[Rozle dpdV+/|N dgds (4.14b)
(o) Jde

et par assemblage on obtient :

Yy (dU) = STIFep du - dR_ = o (4.15)

ou Yest le vecteur somme des forces internes et externes, dR0 représente l'incré-
ment de toutes les forces qui s'exercent en chaque noeud du modgle, et, dU repré-
sentant les incréments des déplacements de ces noeuds. STlFep est la matrice de
raideur élasto-plastique globale, assemblage des matrices de raideur élémentaires
ST]F:p données par (4.14a) qui dépendent de 1'état actuel des contraintes par l'in-
termédiaire de Dep' En ce sens STIFep n'est pas une matrice constante et (4.15)

est une équation non-linéaire.

L'équation (4.15) exprime que la résultante de toutes les forces noda-
les appliquées est nulle si 1'on assure I'équilibre du milieu. Elle peut s'obtenir plus
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directement, sans introduire les df', par I'application globale du théoreme du tra-
vail virtuel (les intégrales étant étendues i I'ensemble des €léments finis du milieu
considéré).

Pour résoudre une €quation non-linéaire du typey (X) = o, on peut uti-
liser le procédé de Newton : si une valeur d'essai X,, est trouvée, suffisamment
voisine de la solution exacte, mais telle que ¥ (X ) # 0, cette valeur d'essai peut

étre améliorée en trouvant :

avec

AX = (X)/( )

La convergence de ce procédé est illustrée par la Figure 4.12.

Figure 4.12
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Si I'on applique 1a méthode de Newton i (4.15), sur une valeur d'essai
dUn telle que :

¥ (dUn) = STlFepn . dUn - dRO %0

ol STIFepn est la matrice de raideur €lasto-plastique globale évaluée pour les dé-
formations correspond 2 dUn, on obtient en faisant varier diU :

S Y (dUn) = STIFepn . 8 dUn

de sorte que l'on peut écrire la valeur d'essai améliorée selon :

du I=dUn+Alen

n +

(4.16a)

+ I

avec

AdU L7 (STIFe ) LY (dlUn) (4.16b)

n+ pn

Afin d'accélérer la convergence du procédé, on peut utiliser comme

premiere approximation la valeur d'essaj leo, solution du probleme élastique,
soit :

du_ = STIF ; I, dR (4.17)

avec STIFe est la matrice de raideur élastique globale.

Le procédé étant ainsi amorcé, on a d'apres (4.16) et (4.5) la formule :

-1
dUn +1° STIFepn . dRO (4.18)

et 1'itération est poursuivie Jusqu'a ce que A dU soit suffisamment petit (Figure
4.13).

ot la loi de comportement s'écrit :
(I -1y -
do= (D, It Dp ) T de

ou Dp désigne la matrice des modules d€crouissage ; elle dépend de 1'état actuel
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(donc des inconnues dU).

d0§

FPigure 4.13 : Méthode de la raideur variable

Dans cette méthode, on doit donc, 2 chaque étape, spécifier les accrois-
sements de charges par un calcul particulier et, bien que le temps de calcul sur or-
dinateur puisse s'en trouver augmenté, le procédé a 'avantage de fournir le dérou-
lement de la plastification des divers éléments finis dans l'ordre correct. Clest une
méthode qui tient compte, non seulement des caractéristiques d'écrouissage du ma-
tériau, mais aussi du changement de forme dii aux grands déplacements. De plus,

il est simple d'y introduire les effets de déchargements ou de rechargement des
éléments.

4.5.2.2. Méthode de la contrainte initiale [ 27 ]

On utilise de méme le théoreéme du travail virtuel, mais en séparant
les contraintes réellement atteintes do' des contraintes do elcorrc:spondanl: au pro-
bleme élastique. Compte tenu de (4.6a), (4.7) et (4.8), on a :



- 83 -

Orééq =do” - do
=D ,de'-D__ de!
el ep

?

ep ’

ol I'on a posé :

jebd Kol

ep el dg¢ el o

de sorte que (4.12) s'écrit cette fois :

(sdunT g - ] ® sdun)T Bep B dU' dV - /(B sdunT Bep B dU' dV

c <€

- ](IN sdU"T dp dv - /(IN sdU"T dg ds
de

e
d'ou

df' = STIFC. du' - dRrééq . dU' - dR(')

I

e T
STlFelz /IB De.leU

€

T~ . T
R oo = /IB Dep B dU' dV_/IB d0egq 9V

€ €

avece

et

et par assemblage on obtient :

Y (dU) = ST]F"el .dU -dR (dU) = o

ol

dR (dU) = dR_ + dR (dU)

N 3 F\T 3F ' . 3 F T
D _OL.[M+ (W) D, —— D W(-—)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23a)

(4.23b)

© (4.24)
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dR ayant la méme signification que dans la méthode de la raideur variable, dR
(dU) €tant l'incrément de toutes les forces nodales, dR ééq correspondant aux

“contraintes initiales dites de reequ:llbrage d %ééq

Les d!Rrééq’ donnees par (4.23b) sont les forces qu'il faut appliquer aux
noeuds de chaque élément en déformation €lasto-plastique pour équilibrer la "con-
trainte initiale" dorééq nécessaire pour amener la solution élastique 2 coincider
avec les vraies contraintes (vérifiant (4.6a) ) requises par les déformations totales
atteintes. STIFe est la matrice de raideur globale, assemblage des matrices de
raideur €lémentaires STIF® par (4.23a).

L'équation (4.24) est encore une €quation non-linéaire de la forme
¥(X)=0 et on peut cette fois utiliser le procédé de Newton 2 pente constante qui
consiste a prendre 2 chaque stade d'itération une valeur constante (—d— ) afin

d'obtenir la valeur d'essai améliorée selon :

avec

AX . ——W(X)/( )

La convergence de ce procédé est illusttée par la figure 4:14

o4

Figure 4.14



Si I'on applique le principe de réduction de Pasternak 2 (4.24) sur une
valeur d'essai dUn telle que ll’(dlUn) # 0, on peut €crire la valeur d'essai améliorée

comme
dUn+1=d|Un+ AdU -, o
avec
AU = —STIF'I ¥ (dU )
soit d'aprés (4.24) :
dU,, = STIF | . dR (dU) (4-25)

qui remplace la formule (4.17) de la méthode de la raideur variable. On peut éga-

lement prendre comme premiere approximation la solution du probleme élastique :
-1
dUo = STIF el - AR,
puis, dIRo €tant indépendant de dU :

_I ~
len 1" STIF el dR (dUn) (4.26)
l'itération étant poursuivie jusqu'a ce que les forces de rééquilibrage CR

soient suffisamment petites.

La signification physique de la méthode est la suivante : 3 chaque sta-
de, on détermine en tout point de la structure la différence -do rééq entre le ni-
veau des vraies contraintes et celui correspondant 2 la solution élastique. Cette
différence de contraintes est ensuite redistribuée €lastiquement, suivant (4.26), pour
rétablir 1'équilibre (Figure 4.15).

ol la loi de comportement s'écrit :

do= Depds -d orééq



Figure 4.15 : Méthode de la contrainte initiale

Cette méthode est actuellement considérée comme étant la plus siire
au point de vue de la convergence. Le cas de la plasticité parfaite est automatique-
ment pris en compte et aucune modification n'est nécessaire si un déchargement
se produit dans un élément.

4.5.2.3. Comparaison de deux méthodes

Dans les deux méthodes décrites précédemment, le niveau des contrain-
tes et déformations atteint 2 la premiére approximation est le point 1 (Figure 4.13
et 4.15). Dans la méthode de la raideur variable, la pente Arctg (E(dU)) est ajustée
ensuite a chaque étape. Dans la méthode de la contrainte initiale, les contraintes
sont ramenées 3 un niveau correct par l'introduction des dorééqi'

Il est clair que la deuxieme méthode (Ia méthode de la contrainte ini-
tiale) est plus avantageuse par rapport 2 la premiere (la méthode de la raideur va-
riable) lorsque d € croissent rapidement par rapport aux do. Une méthode d'ajuste-

ment systématique peut ne pas étre toujours rapidement convergente ; par contre,
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il est possible d'étudier la convergence pendant le calcul et de 'accélérer par

autocorrection a chaque étape.

Dans nos travaux, la méthode de la contrainte initiale a été préférée,
elle y apparait comme la mieux adaptée, puisque toute décharge a partir du seuil
d'écoulement plastique (Figure 4.25 ex : (1) a (a) ) procede automatiquement de
base purerhent €lastique (ex : (a) ) jusqu'a ce qu'on intercepte de nouveau la surfa-
ce de seuil d'écoulement plastique (ex : 2), aspect important si des charges cycli-
ques sont introduites (commedans notre cas des chargements) et surtout pour assu-
rer la convergence. La méthode de la raideur variable est appliquée pour accélérer

cette convergence (Figure 4.16).

—
d€

Figure 4.16 : Méthode mixte (méthode de la contrainte initiale
(Méthode de la raideur variable)

4.5.3. Structure de programme

Le code de calcul proposé est composé d'un ensemble de modules d'analyse.

statique des structures bidimensionnelles par la méthode des éléments finis, ainsi
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que d'un module de maillage automatique et d'un module de dessin. Les résultats
de chaque module peuvent &tre sauvegardés sur fichier et servir de données a d'au-
tres modules.

Les structures sont soumises 2 des chargements mécaniques €évolutifs

en fonction du nombre de cycles.

Les lois de comportement qui peuvent &tre prises en compte sont du
type :

*

comportement élastique

* comportement élasto-plastique avec ou sans écrouissage.

4.5.3.1. La description de chaque module

4.5.3.1.1. Module de maitlage (option dans
Le code CASTOR-2D**)

Ce module réalise le découpage d'une pitce plane ou axisymétrique en
€éléments triangulaires isoparamétriques (6 noeuds).

Le découpage est élaboré i partir des données géométriques du con-
tour de la piece et des dimensions souhaitées pour les triangles, et la numérota-
tion des noeuds dans le maillage final est optimisée par le programme de facon 2
minimiser le temps de traitement lors des calculs par éléments finis.

4.5.3.1.2. Modufe de calcul éLasto-plas tique
(Code SIFMEPA**¥*)

Il s'agit d'un programme de calcul statique des structures 2 comporte-
ment non-linéaire élasto-plastique. ‘

** CASTOR : un programme de calcul statique et dynamique des structures 2
comportement élastique (plastique), écrit en FORTRAN 77, et développé au
CETIM-Senlis, par le département CALCUL.

*¥* SIFMEPA : un programme de calcul statique des structures 2 comportement
élastoplastique, écrit en FORTRAN 1V, par BIA [66 ]



On introduit la contrainte initiale dans les relations charge-déplacement,
en tenant compte des conditions qui satisfont le critére de plasticité pour le ma-
tériau étudié.

On peut représenter la relation charge-déplacement par une équation
non-linéaire matricielle écrite comme suit :
i i i-
[STlFel]{lU} { = {E} '+ {IFrééq} -1 (4.27)
ou {STlFel} est la matrice de rigidité élastique, | lU}i les déplacements nodaux
pour le i &me incrément de charge et de I &me itération,{ IF} ' la charge appliquée
au iéme incrément, et {'Rrééq };:; la charge de rééquilibrage (les efforts nodaux
¢quivalents aux contraintes initiales "de rééquilibrages") calculé pour l'incrément

de charge précédent (i-1).

4.5.4. Processus de résolution

On fait, au préalable, les entrées de données relatives au matériau et

aux noeuds :
* Propriétés mécaniques de matériau

* Paramétres analytiques de courbes de traction "cyclique"

Les opérations de traitement sont les suivantes :

a) - La relation incrémentale des déformations (de contraintes :
(4.6a) ou (4.6b) ).

La relation (4.6a) est valable i partir du moment ous les contraintes
atteignent la surface de seuil (F = 0 ou o= 1). Si F< 0 (a = 0) le comportement
est toujours dans le domaine élastique.

b) - Cette relation (4.6a) est seulement valable pour des variations in-
finitésimales des déformations. Pour des variations finies il est possible que les
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contraintes quittent quelque part la surface de seuil. Afin d'éviter ces inconvénients

on proceéde comme suit :

b-1) - aprés avoir exercé un incrément de charge, on résout
le probleme purement élastique par un programme standard par éléments finis.

b-2) - un test permet ensuite de spécifier parmi tous les élé-
ments finis de la structure étudiée ceux pour lesquels le critére est violé (F 20).

b-3) - on détermine pour chacun de ces éléments le champ de
contraintes pour lequel la déformation plastique commence et on calcule les forces
de rééquilibrage dRrééd données par la relation (4.23).

b-4) - 2 partir de cet état de contraintes (pour lesquelles F = o),
on obtient alors I'incrément de toutes les forces nodales correspondant aux contrain-
tes initiales {eréé } (ot le champ de forces de rééquilibrage dans toute la struc-
ture). Si ces forces sont suffisamment petites, la procédure est arrétée. Si: non, on
résout de nouveau le probleme élastique global pour la distribution de forces

{Rrééq l, c'est-a-dire 'expression suivante :

{dU} L= [sTlFel]“ AR L (@) | (4.28)

n + rééq

ol I'itéraction est poursuivie jusqu'a ce que les forces de rééquilibrage{ CRrééq }
soient suffisamment petites.

Le processus converge lorsque les forces de rééquilibrage s'évanouis«
sent. Lorsque la convergence s'est effectuée en un nombre de cycles inférieur 3
une limite fixée, le critere est vérifié en tout point de la structure. D'autre part,
le probleme plastique est résolu grice 2 une superposition de déformations élasti-
ques fictives qui vérifient chacune les conditions de comptabilité. Enfin, les forces
de rééquilibrage s'étant évanouies, les équations d'équilibre sont également vérifiées.

b-5) - la convergence étant assurée pour l'incrément de char-
ge considéré, on construit une nouvelle matrice de rigidité globale par assemblage



......

M
[STIF_, ] - jZ:tI (8] 7! [D,,

oll [STIFre ] est la matrice de rigidité imposée pour le ressort,

S

et{ j--—-- M& est le nombre des éléments finis (ex. triangle).

J[B]dV; + [ STIF ]

(4.29)

La nouvelle matrice de rigidité globale est alors adaptée 2 1'état actuel

de contraintes-déformations et on peut appliquer !'incrément de charge suivant en

reprenant la procédure de (br).

Pour un incrément de charge donné, le procédé d'ajustement des con-
traintes décrit en (br) - (bs) est illustré (Figure 4.17) dans un espace de contrain-

tes 2 deux dimensions. On peut constater graphiquement que, aprés un petit nom-

bre de cycles, les contraintes résultantes sont toujours ramenées 2 la surface seuil.

FI\‘T]:G};K)T-O

Figure 4.17 : Interprétation graphique de 1'ajustement des

contraintes.
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Bien que la relation (4.6a) soit seulement incrémentale, si les charges
sont appliquées en un seul grand pas, la méthode conduit effectivement 3 une solu-

tin équilibrée et qui n'exceéde pas les contraintes de seuil.
Par incrément de charge on entend implicitement tout ensemble de

charges extérieures ou de déformations initiales. La méthode s'applique donc aux

problémes de contraintes thermiques.

4.5.5. Critére de propagation de la fissure

Pour pouvoir rendre compte des phénoménes observés dans la propa-
gation d'une fissure, aprés application d'un chargement cyclique constant ou va-
riable, nous avons simulé l'avancée de la fissure en libérant les noeuds pour ne plus

les contraindre a rester fixés sur 1'axe de propagation de fissure.

Pour cela, il est nécessaire d'utiliser une procédure de relichement

de noeuds pour faire avancer la fissure.

Il existe plusieurs méthodes de relichement des noeuds. Parmi celles-
ci, nous avons choisi une méthode basée sur le changement de condition aux limi-
tes en imposant un effort vertical : les conditions sont réalisées simplement en
associant 2 chaque noeud situé au-dela de la pointe de la fissure, deux ressorts
dirigés respectivemént suivant les directions X et Y. La valeur de la rigidité des
ressorts appliquée est (Figure 4.18) :

¥ Pour un noeud fixe : la rigidité du ressort est égale a une valeur
extreme (STIFres = (103 . 108) multiplié par
le module d'élasticité).

* Pour un noeud libre : la rigidité du ressort est égale 2 une valeur
nulle (STIF___ = o).
res



Fissure

Axe de

Symétrie -
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Figure 4.18 : Conditions aux limites & la pointe des
fissures

Les conditions requises pour la libération de chacun de ces noeuds
(propagation de fissures) sont les suivantes :

Lorsque 1'écartement a fond de fissure CTODef (le fond de fissure a
€té défini dans le programme comme la zone entre la pointe de la fissure et le
noeud la précédente) (Figure 4.19) atteint une valeur seuil (CTODS). Cette valeur
seuil CTODS est calculée a partir du facteur d'intensité de contrainte du seuil de
non propagation ( AKS).

Le déplacement vertical seuil de non propagation (CTODS) du premier
noeud situé en avant de la pointe de la fissure est calculé par la formule suivante :

AK:
CTODs = 0.425 . ( E_.—R_') (4.30)

¢

ou Ré est la limite d'élasticité cyclique, et, AKs est 'amplitude de facteur d'inten-
sité de contrainte au seuil de non propagation.

Lorsque cette valeur est atteinte, il y a libération du noeud situé 2

la pointe de fissure. La fissure avance alors par bonds successifs, chacun des bonds
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€tant €gal a la longueur d'un élément du maillage (la distance entre deux noeuds
qui succede Aa) (Figure 4.19).

Figure 4.19

A ce critere est associée une définition particuliere de la vitesse de

fissuration :
g—; _A. CTODefB (4.31)
avec E R'e 2
A=C.
( 0.73
et
B=2m

olt C et m sont des constantes qui dépendent du matériau,

et CTODef est le déplacement vertical donné par le calcul aux éléments finis.



Les constantes C et m ont été identifiées sur une courbe expérimen-
tale de dans le cas de chargement monotone (ex. Acier E 36 Z, Figure 4.20).

T v0r

—
oI
~

da/dN (m/cycle)
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N 2
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Figure 4.20 : Vitesse de fissuration pour l'acier E36, R = 0.1,
A Ks = 8 MPa

4.5.6.Applications

Simulation de la progression d'une fissure soumise 3 un chargement
d'amplitude constante aprés application d'une surcharge (Annexes B.g.2.1.1. et
B.g9.2.1.2.).



4.5.6.1. Nature des essais simulés

Les essais ont été réalisés sur des éprouvettes compactes CT40 en
acier E 36 Z (Figure 3.20) dont les lois de comportement monotone, cyclique
stabilisée du matériau (un grand nombre de pics de surcharge, dans notre cas Np =

50) et la courbe d'écrouissage cinématique calculée (Annexe B.9.2.1.3) sont repor-
tés sur la Figure 4.21.

O (N/mmd

300

200

100

[+] L 3 A
[+] 0.5 1:0 1.5 2.
AE, (v

Figure 4.21 : Evolution de la courbe de traction cyclique de
l'acier E 36 2 au cours du cyclage mécanique

(1) monotone [ 65]
(2) cyclique [65]

(3) approximation de la courbe cyclique
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4.5.6.2. Confiquration du chargement

Les calculs ont été effectués au chargement et au déchargement. La

séquence de charge a été définie 3 partir d'une table de temps (Figure 4.22).

Figure 4.22

L'évolution de la longueur de fissure apres surcharge a été examinée
dans les conditions expérimentales suivantes :

* rapport de charge

:R = 0.1
* facteur d'intensité de contrainte maximal : Kmax = 18 MPa m
¥ taux de surcharge variable Rpic = 1.6, 1.9 et 2.2

4.5.6.3. Maillage

Le maillage a été réalisé 3 1'aide du programme de maillage automa-

tique M2D (option dans le code CASTOR-2D). En raison de la symétrie, seule une
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moiti€ de I'éprouvette a été maijllée. L'éprouvette est maillée tres finement preés

de la pointe de la fissure par des éléments triangulaires isoceles de largeur 0.06 mm.
II'y a 20 éléments de ce type qui servent a simuler la progression de fissure. La
taille des éléments augmente au fur et a mesure que I'on s'éloigne de la pointe de

fissure. Le maillage total comporte 381 noeudset 655 éléments (Figures 4.23).

X

\\4;'65.!‘ !'év

LR 1

Figure 4.23 : Maillage utilisé pour 1'éprouvette CT

4.5.6.4. Conditions aux limites sur les déplacements

Les noeuds situés dans le prolongement de la fissure sont astreints b
se déplacer sur 1'axe de celle-ci. Les noeuds de la fissure proprement dite sont
entierement libres.

La procédure de relichement des noeuds utilisés est celle décrite
au paragraphe (4.5.5.) (Figure 4.24).
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Figure 4.24 : Conditions aux limites & la pointe des fissures

4.5.6.5. Résultats et discussion

Les calculs ont permis d'étudier plus particulierement I'évolution de
la vitesse de fissuration.

Les évolutions de la vitesse de fissuration par la méthode des €léments
finis et les résultats de I'expérience sont reportés dans les Figures 4.25, 4.26 et
4.27.

Les paramétres expérimentaux, vitesse de fissuration minimale aprés
surcharge (da/dN/min), longueur de fissure of apparait la vitesse minimale (anin)’

*
longueur de fissure affectée par la surcharge (ad), et leurs homologues calculés
sont reportés dans leTableau n° 4.1

On remarque que la méthode des €léments finis donne des résultats
en bon accord aux expériences et prévoit le blocage (ou le retard) dans Ia progres-

sion de la fissure, dans les conditions d'expérience o le blocage (retard) se pro-
duit réellement.
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4.6. Conclusion

La méthode des éléments finis se révele un outil intéressant pour la
simulation de la progression d'une fissure soumise a des conditions de chargements

a amplitude variable.

De bons accords ont été obtenus entre simulation et expérience en cou-
plant la procédure de progression numérique de la fissure et les phénomenes physi-
ques qui la régissent et notamment l'ouverture de fissure de fatigue. Cette métho-
de constitue un progrés par rapport a la procédure d'avancée de fissure noeud par

noeud.

Le coiit de calculs en domaine non linéaire est toutefois un facteur lj-

mitant leur utilisation.



da/dN=F (a)
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Conditions d'essais x [
K = 18 MPa Vm da 3Vmin 34
max dN / min -
R =o. (mm/cycle (mm) (mm) —4
Np = 50, Bg= 15 mm 10 3
Mesures 6 .E.) :
R expérimentales | 1.8 * 16 0.1 0.51 0 .
pic=1.6 > pe | Hme—
Calculs aux 6 O ' E’E
E.F. 0.93516 0.24 0.66 \E -sf\ ,
£ 13 }* )
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R_. i
= e} |
pic=1.9 Calculs aux _ N Y / Rp=1.6
E.F. 0.334I0 7 0.24 0.72 o | * E Kmax={8 MPa.(m)~1,2
T
Mesures Fissure -6
expérimentales | bloquée 0-4 B 18}
R ic=2.2
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E.F. bloquée 0.42 - i #x_EXP. (B=15,6 N~50"
i EE-£.F,
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Tableau n° IV—1 : Comparaison entre les résultats expéri—

. . (
mentaux et les calculs par la méthode des Eléments a L mm)

Finis. Figure 4 .25
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Figure 4.27
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5 - MODELES BASES SUR LA THEORIE DES DISLOCATIONS

5.1. Introduction
Depuis les dernieres années, plusieurs modeles théoriques ont été pro-
posés pour expliquer la propagation d'une fissure 2 partir du mouvement des dis-

locations situées en pointe de celle-ci [ 2]et [44-40] .

L'origine de ces modiles est peut-&tre celui développé par Bilby,
Cottrell et Swinden (BCS) [ 44 ]. Ce modele imagine une fissure en déformation
plane et constitué d'un empilement de dislocation dont on calcule le déplacement,
sous l'effet des contraintes. Dans cette région, les dislocations subissent des for-
ces qui tendent a les faire sortir de la zone plastique. Une force de friction, que
Bilby et col [ 44] associent avec la limite d'élasticité du matériau, s'oppose 2
ce mouvement. Les auteurs [44 ] calculent I'équilibre qui s'établit et en dédui-
sent le déplacement a la pointe de fissure.

5.2. Etude bibliographique

_—— e T

5.2.1. Modéle de Mc Cartney

Mc Cartney [ s0] a utilisé le modele développé par Bilby, Cottrell
et Swinden (BCS) | 44 pour prédire les effets de surcharge sur la déformation
d'une extrémité d'une fissure de fatigue. Ce modele est basé sur une méthode de
superposition pour représenter l'effet de contraintes résiduelles dans les zones
plastiques.

Ce modele imagine une fissure en déformation plane et calcule le
mouvement des dislocations en téte de la fissure, sous I'effet de la concentration
de contrainte dans cette région, les dislocations subissent des forces qui tendent
a les faire sortir de la zone plastique. Une force de friction, que Mc Cartney
associe avec la limite d'élasticité du matériau, s'oppose 2 ce mouvement. Il cal-
cule I'équilibre qui s'établit et en déduit le placement en téte de la fissure.
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La composante normale du déplacement le long du plan de fissure est
donnée par la relation suivante (Figure s.1) :

a

(0]
V(X) - f o (X) dX | (5.1)
X

ol p (X) est la densité des dislocations

Figure 5.1.

Mc Cartney a utilisé le modele de BCS pour calculer la taille de zone

ce qui conduit a considérer que la plastification en fond de fissure se

fair selon deux bandes étroites de longueur Xg’ comme illustré sur la Figure S5.2.

plastique,

Ot = Re

Figure 5.2.
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D'un point de vue mathématique, cette situation peut s'analyser par
superposition d'une fissure de longueur z(ao + Xg) (Figure 5.2) soumise d'une part
au chargement réel, d'autre part 2 des contraintes de compression égales 2 la li-
mite élastique Re du matériau uniformément réparties sur les extrémités de la

fissure et sur une longueur Xg'

La taille de la zone plastique donnée par le modele de BCS est de la

forme suivante :

2R

X
£ _Sec (9. (5.2.)
% €

oli oest la contrainte appliguée, et a  est la longueur initiale de la fissure.

Mc Cartney a développé ce modele dans le cas d'un chargement 2
amplitude variable (Figure 5.3) pour rendre compte de l'effet de fermeture de fis-

sure.

Figure 5.3. : Chargement utilisé par Mc Cartney [50]



II a utilisé une éprouvette de longueur infinie 2 entaille centrale,
soumise suffisamment loin de la fissure de longueur 2a ) a un champ de contrainte

[ e}

uniforme Oyy =0 vy’ sollicitant la fissure en mode I (Figure 4.3).

Dans les premiers temps, il calcule la distribution de la composante
normale du déplacement le long du plan de fissure par les expressions suivantes :

- dans le cas ol la contrainte appliquée correspond au point A (Figure s5.3), la taille

de la zone plastique est donnée par la relation suivante :

X TO .
B - Sec (—poP€ ) (5.3
0 e _
ou opic est la contrainte due i la surcharge

et la distribution du déplacement est donnée par la relation suivante pour une
fissure dans une plaque infinie :

X,
X 1
VI(X):VO'H(T,Tg-) (5.4.)
(o] 0
avec
4 Re a,
V0 = m E

ou la fonction H (u, v) est définie comme suit :

(u+1) Cosh™! (‘y—z(ﬁ)—) -{u - 1) cosh™! (VLZ(%T) ; si Jul<v
H (u,v) = (s.5.)

0 ; dans le cas contraire

- par l'intermédiaire d'une méthode de superposition, on trouve dans le cas de con-
trainte décroit jusqu'au point B ( Aopic) (Figure 5.3), la taille de la zone plasti-
que est de la forme :
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X 2 T . Ao .
B2 . Sec (—___Dic ) (5.6)
a 4 R
o) e
ol
Ao . = g. -g .
pic pic min

et la distribution du déplacement le long du plan de fissure est de la forme
suivante :

X
| X gy
V, Xy =V, (X)-2V_ . H( 3, 2l ) (5.7)

- Dans le cas ot la contrainte croit jusqu'au point C (Ac) (Figure 5.3), la taille
de la zone plastique est donnée par l'expression :

H
B3 | gec (L B89 (5.8)
a 4 Re
ou
A o=

“max - © min
et la distribution de déplacement le long du plan de fissure est :

X
X
V3(X)=V2(X)+2VO.H(¥,—a§3—) (5.9)

Des relations (s5.4), (5.7) et (5.9), Mc Cartney dérive des expression
des écartements de fissure & (X), valable au cours de la propagation de l'extré-
mité de la fissure au travers de la zone de déformation plastique correspondant 3
la contrainte appliquée (Figure 5.4) :

X

g .
§ (X) = // p (%) dX:V(X)—V(Xg) (s5.10)

X
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Figure 5.4

- Dans lé cas ou la contrainte appliquée correspond au point A (Figure 5.3) (a la
surcharge), I'écartement de fissure est de la forme suivante :

pour (ao + XgI:) § X <=

—— X o
S (X) = Vo . 3 ). H{i, 3 ) (s.11)
0 0 -

- Par l'intermédiaire d'une méthode de superposition, on trouve dans le cas de
contrainte décrit jusqu'au point B (Aopic) (Figure 5.3), la nouvelle taille de la
zone plastique est de la forme ::

pour (aO + ng) < X< (ao + XgI) :

| _ T (o.. -0
Xv>=\/l)2_2(_x_).cos.( pIC max)+_ — I S
B2 = V', 3 - 2R sin ¢ "(%pic - Orax)
in M_
, 2Re
(5.12)

et I'écartement de fissure est donnée par la relation :
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H
- _ ] I + H X' _ X g ]
§(X) = VI (X) v, - {H (ng , —g—ao )+ H (——ao /a2 ) (;O—) H (1, (x) . ng )}

(5.13)

- Dans le cas ol la contrainte croit jusqu'au point C (Ag) (Figure s.3), la nouvel-
le taille de la zone plastique est donnée par la relation suivante :

pour (aj + X )< X sa_+ X__)

g3 0 g2

! X 2 X TAo I (s.14)
X :\/ ) -2 ( ) . Cos ( ) +

g3 a a, 2 R, Sin (1-4-9)

et I'écartement de fissure est donnée par l'expression :

X X
5(X)=V.2(X)—VO.{H(X'g3,—agl—)—2H(X'g3,—gi)—(%).H(I,(a—ox—).X' )

- H( X , X )} (5.15)

Pour tenir compte des effets de fermeture de fissure, Mc Cartney a
calcul€ le rapport de charge pour lequel il y a ouverture de la fissure (Rouv') et

le rapport de charge pour lequel il y a fermeture de la fissure (Rfer) de la manie-
re suivante :

" : : O incantan G ¢ < :
Quand la contrainte croit de min Jusqu'au O ( ouv Omax)’ la taille de

la zone plastique correspondant 3 'ouverture:de la fissure est de la forme :
p q P

ouv ™A Octf
=Sec ( —a——) - (5.16)
a, 4 Re
avec
B%ff = max " %ouv



et 'écartement de fissure est donné par la relation :

X
S(X):VO.4(3L).L0g (—E&) (s.17)
o o

Il suppose que dans 1'approximation de la zone plastique confinée (ZPC),
pour une fissure dans une plague infinie, avec OpiC << Re , la relation (5.17) est
réécrite de la facon suivante :

ER_ K2 2

§ (X) = + L(-R ) (5.18)

ou Rouv est le rapport de charge pour lequel il y a ouverture de la fissure.

* ' . -’ . - ' .
Quand la contrainte décroit de Omax Jusqu'av o, (Gfer >0min)’ la taille de

la zone plastique correspondant a la fermeture de la fissure est comme suit :

X T,0 ag_.
gfer= Sec (»( fer - mm))

(5.19)
e 4 Re
et 'écartement de fissure est donné par l'expression :
X X 3 X fer
6(X)=Vo.4(a—).{log(;g—)-log(-f'—)} (5.20)
0 0 o

II applique I'hypothese de I'approximation de la zone plastique confi-
née (ZPC) pour une fissure dans une plaque infinie, avec o pic <« Re’ la relation
(5.20) est réécrite de la forme :

ER_ . K , i
§ (X) = —_—. {Ga-Rr - (Rfer— R) } (s.21)

ou R est le rapport de charge,

et Rfer est le rapport de charge pour lequel il y a fermeture de la fissure.



Mc Cartney prédit les effets de surcharge sur les vitesses de propa-
gation d'une fissure de fatigue de la facon suivante :

Il suppose que la vitesse de fissuration est régie par une loi de type

Elber :

g—; =C'. AKeF;' (5.22)
ou

AK = U. AK
avec

2 2
3 (I -p) (__I ) Rouv)2 +p(1- Rfer) (5.23)
(1 -R)

ou le coefficient p, d'aprés Mc Cartney est égal 3 :

0 ; dans le cas contraire

Ce modele présente quelques difficultés d'utilisation. En outre, I'au-
teur n'apporte aucune justification sur la valeur de p utilisée dans la relation (5.23).

Mc Cartney n'a pas fait de comparaison entre les résultats obtenus
par l'intermédiaire de son modele et de résultats expérimentaux pour justifier
sa valitité.

5.2.2. Modéle de Kanninen

Kanninen [ s1] a proposé un modele proche de celui de Mc Cartney,
pour décrire la propagation d'une fissure de fatigue sous chargements cycliques,
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variant de facon arbitraire. Il s'est basé sur une représentation de la plasticité
a l'extrémité de la fissure (Figure §.5a) consistant en quelques superdislocations
associ€es a des écoulements plastiques en bandes suivant une certaine inclinaison

d'angle @(Figure s5.sb).

II a utilisé un modele dans lequel I'ensemble des paires de superdislo-
cations représentant la plasticité résiduelle sous amplitude de chargement varia-

ble, sont réunies en une seule paire (Figure s.5c).

Figure 5.5. : (a) — La déformation plastique en état de défor—
mation plane a la pointe de fissure

(b) — Représentation des superdislocations’a des
écoulements plastique

(c) — Représentation des écoulements plastique par
une seule paire de superdislocations.

Kanninen prédit les effets de chargement variable sur les vitesses de
propagation d'une fissure de fatigue de la facon suivante :

I suppose que la superdislocation se déplace dans des plans situés a

un angle 8sdu plan de propagation.

La fissure avance alors selon le plan le plus contraint. Kanninen postule



que la vitesse de fissure est régie par une loi du type :

% = 2K lbI Cos(€4) (5.24)

ol IbI est la résistance associé 3 la superdislocation, et KK est une constante qui

dépend du matériau et de l'environnement [ 6] .

Pour calculer le parametre bI, Kanninen a utilisé la méthode de

Muskhelishvili qui est basée sur Ia résolution de la distribution des contraintes
par la méthode de variable complexe :

o +0 =4R { 0'(2)} (5-25)|

XX yy eel

L Oy - Oy + i Ory = Z Q" (Z)+ (2) (5.26)

ol o, ., Oyy et oxy : des composantes de contrainte, Reel la partie réelle de
la fonction des variables complexes, et, @, une fonction. complexe avec la

variable Z = X + iY qui dépend de condition aux limites.

Par I'intermédiaire de I'équation d'équilibre, on trouve la solution de
deux relations (5.25) et (5.26) de la facon suivante :

T =¢_ R (5.27a)

ou

T=0 .. [ h () + Sin ©,) Cos (0g) ]+ 8E;r [IbI g (1) + IBI g@L,D](s.27b)

ol €, ©st une constante numérique, bI est la résistance associé 2 la superdislo-
cation avant la propagation, | sa position suivant le plan de glissement avant la
propagation (Figure s.6), et IBI est la résistance associée 3 la superdislocation
apres un incrément de propagation, L sa position suivant le plan de glissement
aprés un incrément de propagation (Figure s.6).
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avec
h(l):% \/21_3. sm(e).cm%)

g =- + (5.28

8L, D =-F (r-Cos (48 ) —2=Sin" (89 . Cos” (2.}
L m n (o) )

Pian de glissement
, avant propagatinn

Plan de glissement
apres propagation

—

Superdislocation apparait
apres propagation

Fond de fissure |

Superdislocation représente la
déformation résiduelle

Figure 5.6.: Représentation des superdislocations & des
écoulements blastique a la pointe de fissure,
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quation de la singularité tiré de deux relations (5.25) et (5.26) pour
une fissure dans une plaque infinie est donnée par 1'

expression suivante :
E bI
30 ax = g7 — [ b, 1 M+B, f(L) ] (5.29)
avec
£M) =6 F— sino, Cos () (5.30a)
et
f@L)=6 2_La Sin04. Cos (%) (5.;ob).
En résolvant les équations (5.27), (5.28), (5.29) et (5.30), on trouve
S L I T2 - L8 Sin (05 G (e I
lbI - 9oE [3- Sin® (69 Cos? | d) H “maxV "3 —8%? - Sin (8a) Cos (—T)/‘T}
E
1 - Cos (4%) . E . IBI -1
- Onax - Sin (G Cos (8 + L } (s.31)
et L =) L, 5 pour A,z (5.32)
IBI = 2|BO; pour A, £ (5.33)

ol Lo est la positionde la paire dedislocation correspondant au chargement d'
tude constante, et Bo

ampli-
» la résistante associée 3 la superdislocation correspondant
au chargement d'amplitude constante.

avec
K2 o -1
IBO - 21 max . ( I - & ) (5.34)
32/ 2 ER R
e €
et 2
' L - _ 147 Kmax (1- 9 max )"2
0~ 1024Tm ° Rz Re

(5.35)



Pour tenir compte du phénomene de la fermeture, Kanninen calcule
les distributions du déplacement normal le long du plan de fissuration par une re-

lation similaire 2 la relation donnée par la Mécanique Linéaire de la Rupture
(MLR) :

Vett X) = Vg p X - Vouy X) (5-36)
avec

VMLR = 4“Olap‘ Y 2 aX
et

% =§lB.V—X .Sin(Od).Cos(%’)

ouv i I L.

oll oap est la contrainte appliquée, et X la distance entre la pointe de fissure
et le point d'intersection de paire de la superdislocation avec le plan de propa-
gation.

Au déplacement Veff (X) = 0 est associé le facteur d'intensité de con-
trainte correspondant 2 la fermeture :

Vi EB
Kfer =0, V na-= i% . FLI Sin (64) . Cos (%‘) (5.37)

ol 0. est la contrainte appliquée correspondant au point o1 il y a contact.

On remarque que ce modele présente quelques difficultés d'utilisation
notamment car, l'auteur n'apporte aucune Justification sur la valeur de e, utilisée
dans la relation (5.27), sur les valeurs des paramétres B0 et Lo utilisé dans les
relations (5.32) et (5.33) ou (5.34) et (5.35).

Kanninen n'a pas fait de comparaison entre les résultats obtenus par
l'intermédiaire de son modele et de résultats expérimentaux pour justifier sa
validité.
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5.2.3. Modéle de Ma Delin

Ma Delin [s2 ] a utilisé aussi le modele de BCS [44] . II se base
en outre sur le travail de Mc Cartney [ 50 ] pour calculer les vitesses de propa-
gation d'une fissure de fatigue en tenant compte de l'effet de surcharge.

D'une facon similaire avec Mc Cartney, Ma Delin a utilisé une fonc-
tion logarithmique pour calculer la distribution de la composante normale du dé-
placement le long du plan de fissure au lieu d'une fonction cosinushyperbolique

utilisée par Mac Cartney (relation (5.5) :

X/(X; -2+ a A - Xz)',

2 2= 2 27
x/&g- a)- ao/&g- X)

HX, X)) =a,l }/(x; _az)+/(X;-X2) X1
’ = 2= 2 -l - o
g = o B | /&g-sz ©

g~ %>

(3.38)

et la deuxieme différence par rapport au modele de Mc Cartney, se trouve dans
le calcul du rapport de charge d'ouverture 3 la fissure (charge maxi) (Rouv) et
le calcul de rapport de charge pour lequel il y a fermeture (Rfer)' Ma Delin a
utilisé une autre formulation que celle donnée par Mc Cartney (5.17) et (5.20) :

Le calcul de Rouv se fait en utilisant la relation :

2
2

| E R
(Souv X) = m (- Rouv) (s.39)

et pour calculer Rfer

E R 2 R R ,
e (X) = e { LR (g (e 2
fer (r-v) K { 2 2[ ' I-R
_(ROUV;R)H]} (5.40)
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ol la fonction F (x) est définie comme suit :

FOXO=/1-X - (%) 1og |12 A= (5.41)

Ma Delin prédit les effets de surcharge sur les vitesses de fissuration

de la facon suivante :

Il suppose lui aussi que la vitesse de propagation de fissure est régie
par une loi de type Elber :

S—f{l = C'. AKe?E' (5.42)
ol
K= U.aK
avec
U= —((—II__RLC;) (5.43

Ce modele présente également quelques difficultés d'utilisation. En
outre, l'auteur n'apporte aucune justification sur les valeurs de § ouv € Sfer
utilisées dans les relations (5.39) et (5.40).

Ma Delin n'a pas fait de comparaison entre des résultats obtenus par

son modele et des résultats expérimentaux pour justifier sa validité.

5.3.'Discussion

La majorité des modeles basés sur la théorie des dislocations utilisés

pour décrire le ralentissement d'une fissure apres surcharge dérivent du concept
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de fermeture de fissure développé par Elber [ 3 ] .

Nous remarquons que la différence entre les modeles étudiés précé-
demment existe surtout dans la maniere de calculer la vitesse de fissuration. Ces
différences existent plus précisément entre les points suivants :

* Le calcul de la composante normale du déplacement le long du plan
de fissure,

* La prise en compte des effets de fermeture de fissure.

i - Calcul de la_composante normale du déplacement le long du plan
de fissure '

* Mc Cartney a utilisé une fonction cosinus hyperbolique(relation (5.5.) ).

* Kanninen a utilisé une fonction polynomiale du type Mécanique Linéaire de
Rupture (MLR) (relation (5.36) ).

* Ma Delin a utilisé une fonction logarithmique (relation (5.38) ).

ii - La prise en compte des effets de fermeture de fissure

* Mc Cartney a utilisé le rapport U par la relation suivante :

\/(I _ p) (x - Rouv)2+ p(r- Rfer)2
(t-R)

* Kannine a calculé le facteur d'intensité de contrainte correspondant uniquement
a la fermeture (relation (5.37),

* Ma Delein a calculé le rapport U par l'expression :
(I - Rf )
_ er

U -
(1-R)
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De l'ensemble de ces modzles, on remarque que la marche a suivre

pour calculer la vitesse de fissuration est similaire dans les trois modeles.
Leurs inconvénients sont les suivants :

- ils présentent quelques difficultés d'utilisation

- les auteurs n'apportent aucune justification sur quelques valeurs
ppo J quelq

utilisées, par exemple :

* la valeur de p utilisée dans la relation (5.23) (modele de Mc Cartney)

* les valeurs de €4y IBo et Lo (modele de Kanninen)

et

* les valeurs des écartements de fissure Gouv et § fer utilisées dans les relations

(5.39) et (5.40) (modele de Ma Delin).

Dans le prochain paragraphe (5-4), nous proposons un modele basé sur
la théorie des dislocations similaire aux modeles précédents mais dans laquelle
un nouveau type de loi de propagation, ainsi qu'une nouvelle méthode de calcul
de la composante normale de déplacement au plan de fissure sont utilisés.

5.4. Modélisation :

5.4.1. Principe du modéle

On propose dans ce qui suit un modele qui tient compte du phénoméne
de ralentissement (ou blocage) de la fissure, et précisément basé sur un empile-
ment des dislocations pour représenter la fissure. Ce modele est construit sur qua-

tre hypothéses :
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i - le déplacement le long du plan de fissure est supposé donné par

une méthode similair_e au modele de BCS.

ii - on suppose qu'en point trés proche de la pointe de la fissure est
localisée la totalité de la déformation plastique résiduelle provoqué par I'histoire
de chargement (Figure 5.3). Cette déformation plastique est évaluée par le dépla-

cement a l'intérieur de la zone plastique d'apres le modele de BCS.

iii - la vitesse de propagation de la fissure de fatigue est donnée par
une relation de type :

da

aN = f (CTODd) (5.44)

iv - les propriétés cycliques du matériau sont celles de 1'état stabilisé.

5.4.2. Calcul de la longueur de plans de glissements

On suppose que la déformation plastique en téte de la fissure est con-
centrée dans deux bandes de glissement situées 2 45° de coté du plan de propaga-
tion (Figure 5.7). Lorsque la contrainte atteint le maximum du cycle (o pic)’ il y

a décohésion entre les deux bandes de glissement.

La longueur X A (X A représente la longueur oli se trouve concentrée
la déformation plastique a la pointe de fissure) Hes plans de glissements correspond
au point A (Figure 5.3) est calculée i I'aide du modele de BCS (Figure s.7a) :

XgA TO e
= Sec (—zﬁ,L) (5.45)
a e
o

ol Ré est la limite d'élasticité cyclique.



T las —

Figure 5.7 : Schéma Illustrant la distribution des dislocations
a la pointe de fissure,

(a} pendant surcharge
(b) aprés surcharge : pendant la charge minimum
( o . )

min

(c) pendant la charge maximum (o )
max
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Lorsque la contrainte atteint sa valeur minimale au cours du cycle

( %min
est donnée par la relation (Figure 5.7b).

), la longueur XgB du plan de glissement correspond au point B (Figure s.3)

%8 mA o
- = Sec ( — P (5.46)
o 4 Re
avec
A%pic = %pic ~ min
Quand la contrainte croit jusqu'a la valeur maximale de la contrainte
( Omax) correspondant au point C (Figure s.3), la longueur XgC du plan de glisse-

ment est donnée par 'expression (Figure s.7¢) :

a = SCC n 4 |O) (5.47)
o] 4 R
e
avec
A0 0max ~ “min

5.4.3. Calcul de 1'écartement & la pointe de fissure

Une augmentation de la déformation globale élastique augmentera
la taille de la zone plastique, tandis qu'une augmentation de la déformation plas-
tique est accommodée par la création d'une nouvelle surface. La taille de la nou-
velle surface créée sera alors donnée par l'écartement 2 la pointe de fissure
(CTODd). L'écartement 2 la pointe de fissure (CTODd) (le saut du déplacement
normal au point X) est considéré comme la somme des vecteurs de Burgers de

toutes les dislocations passant 2 droite de ce’ point.

X
CTOD,, (x>=f & (9 dk (5.48)
X
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D'une maniéere purement formelle, il est commode d'interpréter la
fonction p (4) comme la densité de dislocations rectilignes (suivant I'axe de Z)
continues distribuées suivant I'axe de X, et dont les vecteurs de Burgers sont pa-

ralleles 2 1'axe des Y.

Une telle représentation permet d'écrire d'emblée l'expression pour

les contraintes normales o sur I'axe des X. Elles sont constituées par les con-

ext (X, O) provenant des charges extérieures et par les contraintes:

traintes o
°yy
derniéres sont créées par les dislocations distribuées sur le segment (o , ao) (Figu-

(X) créées par la déformation provenant de la fissure. Considérant que ces

re s.4), on obtient I'équation intérale :

ofis to o (&)
yy (X):= - DOJ ng de (5-49)
(0

avec D pour un milieu isotrope égale a (E' / 4 )

E ; dans l'état de contrainte plane

E/(I —\)2) ; dans 1'état de déformation plane

5.4.3.1. Conditions aux limites

La condition aux limites sur la surface libre de la fissure, rapportée

au segment correspond a l'axe des X, exige I'annulation des contraintes normales :

ext fis
- X, X
Oyy =0 yy o)+ gy (X)

Mais cette condition demande 2 é&tre précise étant donnée le probleme

suivant :

Ala pointe de la fissure, les deux levres de la fissure se referment



“tangentiellement" (Figure 5.8), de sorte que cette région les deux surfaces se
sont rapprochées a des dislocations tres petites. Dans ces conditions, il y a lieu
de tenir compte des forces d'attraction moléculaire entre les surfaces, dont 1'ac-
tion s'étend, comme on sait, 3 des distances I, grandes par rapport i celles entre
atomes. Ces forces vont jouer un réle majeur dans une bande étroite de la com-
missure ol : CTODd <r, (désignons 1'ordre de grandeur de la longueur de cette

région par d, Figure 5.8).

@ ® °
| [
[ e PS
Position de '| , ®e o0 o
. - . —
la pointe du . G ao-d:, a P ° "
fissure '
: s *
o0 ©®

Figure 5.8 : (a) — la forme du frond de fissure

(b) — distribution des forces d'attraction moléculaire
entre les surfaces

X< aO - dO : pas d'actions entre les lévres
a —d <X<a : actions non lindaires
0 0 0

X>a : actions élastiques lindaires

Soit G la force de cohésion moléculaire rapportée a l'unité d'aire de
la fissure ; elle dépend de la distance CTODd entre les surfaces. Compte tenu
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de ces forces, la condition 2 la limite s'écrit sous la forme :

5 ext tis _
%y (X, o)+oyy(X)—G_o (5.50)

ou la gnautité G est indépendante de ¢ ;;‘t (X, o)

Substituant dans (5.50) I'expression (5.49) de oi's (X), on obtient ainsi

I'équation intégrale suivante pour (X) :

a

(o)
j pa—_(-‘E))( dg= 5— o e"t (X, 0 - 5= GX)zw (X (s.s1)

o) o
0
ol w(X) est une contrainte

Les extrémités de la fissure étant supposées non maintenues, les con-
traintes doivent y &tre finies. Cela conduit en résolvant I'équation intégrale (5.51)
par la méthode de Muskhelishvili i la forme suivante pour l'équation de la densité
de dislocation (Annexe C.9.3.1.) :

(x>=JT, R S 0 w(E)dE (5.62)
i mE /at - X X- & >3

ol b est le vecteur de Burgers.

Quand X tend vers l'infini (X — ®), on trouve la condition :

a
aO

O

ext ‘

j 22(.2_) dX - Gz(i)z_ dX:=o (5.53)
0 \/_a 0 \/_ao—X
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Dans la région (::1o - X)# d, les valeurs de G (X) tendent vers zéro,
il se trouve que la seconde intégrale de I'expression (5.53) disparait. La condition
(5.53) se transcrit :

ext

o (X ’ O)

J)’z = dX:=o (5.54)
a_ -

Pour 1'évaluation du saut CTODd (aO , X, Xg) (I'écartement 2 la pointe
de fissure) on introduit l'expression (5.52) dans (5.48) en tenant compte de la condi-
tion (5.54). Ceci conduit 2 la relation (Annexe C.9.3.2.) :

X
g

CTODd (a0 , X, Xg) =b o (X)d X (5.55a)

ou

CTODd (aO , X, Xg) =h (ao , X) - h (aO , Xg) (s.55b)

i - Pour ch £ Xzg ng (Figure s.9) :

4b R
€
CTODd(ao,X,Xg)zTr_E'-—{ ao[A(go,X,XgA)+A(ao,Xg,XgA)+2.A
(aoyxyng)

+2A(ao,Xg,XgB)+A(ao,X;Xg)]—X[B(aQ,X,XgA)
+zB(ao,Xg,XgB)+B(ao,X,Xg)+B(X,X,Xg)—A(X,X,Xg)]

- Xg [B (ao , XI’g , XgA) + 2B (ao , Xg , XgB) 1} (5.56)
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Les fonctions A (X1, X2 , X3) et B (Xi , Xz‘ , X3) sont définies com-

me suit :

Vx - X \/X-

ALX 5 X, 5 X,) = log '-xz \/x (s.57a)

B (X ,XZ,X3):log

(5.57b)
I

Zone plastique (ZP)

Fissure

Figure 5.9 : Schéma représentant les zones

plastiques donndes par les
dislocations.,

- Pour X B_ Xs XgA (Figure s.9) :

1
4bRe

CTOD, (a  , X, xg) =—p— { a, (A (a , X, ng) + A, xg , ng) -A (aO,X,Xg) ]
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_X[B(aoyX’XgA)"B(X’nyg)'A(X7X7Xg)]

-xg[B(aO,Xg,XgA) ]} (5.58)

iv - Pour X 2 XgA (Figure s.9) :

4bR'e
CTODd(aO,X,Xg)z — { x[A(x,x,xg)-B(x,x,xg)]} (5.59)

5.4.4. Calcul de la vitesse de fissuration en fatiqgue sous

Chargement & amplitude variable

La vitesse de la propagation de la fissure est supposée proportionnelle
a la longueur des plans de glissements (X ) [ 60] . On peut donc exprimer la vi-
tesse de fissuration en fonction de 1'écartement 3 la pointe de fissure (CTODd).

Le calcul de la vitesse de fissuration est fait en effectuant la démar-
che suivante :

i - Calcul de I'écartement 2 la pointe de fissure :

Dans I'approximation de la zone plastique confinée (ZPC), I'écartement

"2 la pointe de fissure est donnée par la relation suivante :

CTODd (ao » X, Xg) = CTODd (ao » X, Xg » R, Rpic) = CTODd (X) (5.60)

- POU[ (ch - ng) £X«< (XgA - XgB) :

I+ V1- Mi |

CTODy (X) : A, { R

‘ "
[ /I—Mi-(z—')log

MO

plci_3 1-\/1-?\4; ,
_ 6 M. I+ Vi-M
CRee R T i g i ]
i=5 .



+ (T) } (5.61)

avec
2

81raob.0 . R. (1+R)
Br ° = (B ) (5 (5.62)
E' R'e R

A

ol la fonction Mi apparait dans la relation (5.61) est définie dans I'annexe (C.9.3.3.)

4 H.
CTOD (X) = Ab, { Roic 3 [Vi-H - (-1 log

2 \/TTHS
-1
2

+(5=)} (5.63)

avec ( )

R . 1+R
A . "2.b.E . (_pic ). (X) (5.64)

b2 ~ 8"1Tao O?nax R3(1 + R?

ou la fonction Hi apparait dans la relation (5.63) est définie dans I'annexe (C.9.3.3).

ii - Calcul de la vitesse de fissuration

Connaissant les constantes du matériau de la loi de Paris et en se



placant dans des conditions ot AKeff est connu, nous supposons que la vitesse de
fissuration est régie par une loi de type (Annexe C.9.3.4) :

B

da
dN = A . CTOD; (5.65)
avec
E Ré 2
A = C . ( 0.73 ) (5-663)
et
B=2m (5.66b)

ou C et m sont des constantes qui dépendent de la nature du matériau.

5.4.5. Comparaison avec les résultats expérimentaux

5.4.5.1. Vérification expérimentale

La vérification expérimentale de ce modele a été faite 2 partir d'es-

sais de fissuration réalisésur un acier E 36.

Les essais ont été réalisés sur des éprouvettes compactes CT 40 (Fi-
gure 3.20).

L'évolution de la vitesse de fissuration apres surcharge a été examinée

dans les conditions expérimentales suivantes :

* rapport de charge :R = o.1
* facteur d'intensité de contrainte maximale : Kmax = 18 MPa/m
* taux de surcharge variable : Rpic = 1.6, 1.9 et

2.2,



5.4.5.2. Résultats et discussion

Les calculs donnés par le modele basé sur la théorie des dislocations
ont permis d'étudier plus particulierement 1'évolution de la vitesse de fissuration.

Les évolutions sont réparties dans les Figures (5.10), (5.11) et (5.12).

Les parametres expérimentaux, vitesse de fissuration minimale aprés
surcharge (da/dN/min), longueur de fissure ot apparait la vitesse minimale (anin)’
*
longueur de fissure affectée par la surcharge (ad ), et leurs homologues calculés

sont reportés dans le Tableau n° s.r1.

On remarque que le modele proposé donne des valeurs proches des
résultats de I'expérience et prévoit le blocage (ou le retard) dans la progression
de la fissure, dans les conditions d'expérience ol le blocage (retard) se produit
réellement.

5.5. Conclusion

Ce modele permet de réaliser des prévisions de comportement de la
progression d'une fissure d'une fagon rapide 2 I'aide d'un petit calculateur, et est,
dans cela, utile pour les concepteurs de structures.

Les caractéristiques essentielles de ce modele résident dans une ap-
proche de type mécanique des cristaux (théorie des dislocations) au point de vue
macroscopique.

Ce travail peut &tre considéré comme une €tape de modélisation de
la progression d'une fissure sous chargement variable.

Pour €largir le champ d'application de notre modele, nous proposons
de vérifier sa validité dans le cas de chargement complexe (ex. mode mixte :
I+ 1L, 1+ III etc...).



1] 13

- ¢¢1 -

. , .
Condltlong d'essais i . a* D— 0——
=18 m TN . i
Kmax MPa Vm dN/min Vmin d ‘e
R - o1 (mm/IC);— (mm) (mm)
cle .
N =50 -5
p 3 10
Mesures 6
expérimentales 1.8,10 0.1 0.§1I -
Rplc - 1.6 6 E
1.6 Dislocations 1.9,10 0.2 0.5 0
>
Mesures _ U
R expérimentales 34107 0.28 0.80 é % Rp=1.5
iCc =1I. ] ) Z & =18 MPa.(m)~)/?
P 9 Dislocations 3.45*105 0.3§ 0.8 E Kmax=18 HPa "
Mesures = i
R . expérimentales Fissure © i
pic = 2.2 bloquée 0.4 - . !
™ \
o
Dislocation Fissure 1677
bloguée | o.25 - i k% EXP.C(B=15,N=58)
[ D D-D1SLOCA. -BIA
]
Tableau N° 5.1 : Comparaison entre les rdésultats expe— i
rimentaux et les calculs par le mo— ! a
déle basé sur la théorie des dislocations. % L.
V ] 9-8 ] 1 1 1 4 N § 1 N ) J 1
a {mm)

Figure 5.10



da/dN=F (

I NN SR S T T N N N T N R S T N

a)
1 T 11 T T 4 11 1 1] T | T 1 1 SR SR H T L L [
:* L
1
h 4
\ N
\ D D- |
3 \ /) ~ 5 \
'.E] - ’( ,Q/ -] 1 d \_“T
L ] 1
1\ ] [
o\ a ] |
L /D ] |
. \‘ / ﬁ \
7
-? \ ! D h
' ID
112°° [ Rp=1.4 . ‘iﬁusr *
» v Kmax=18 MPa.(m)~|/z |] ]|
D\ / ] [D |
\viD J 1 ‘
|
D . D!
|
- - »*®
12" | 4 1971
[ xx EXP. (B=15,N=52) |] [ '
D D-DISLCCE, -BIA ] \
j SN \
|
~ - . L \
g 1.8 2.0 g L
lz-t‘ ) I N B \ 1 I 3 188
a Tmmi

R ELELEARE I L L L L O L I

L IR L

Rp=2.2

Kmax=18 MPa. m) 1.2

rak EXP (B=15, N=5)

D D-DISLGEA. -B[A .
*
2. 3. 4]

LY

[

Figure 5.11

Figure 5.12

- ¥E€r1 -



- 135 -

6 - RESULTATS ET DISCUSSION

Les calculs donnés par les quatre modeles : modeles analytiques en
¢tat de contrainte plane (CP) et en état de déformation (DP), simulation numéri-
que basée sur la méthode aux éléments finis (EF) et le modele basé sur la théo-
rie des dislocations (DISLOC), ont permis d'étudier plus particulirement 1'évolu-
tion de la vitesse de fissuration aprés application de plusieurs pics de surchar-

ges.

Les conditions expérimentales ont été fixées de la facon suivante

* rapport de charge :R = o
* rapport de surcharge variable : Rpic = 1.6, 1.9 et
2.2.

* facteur d'intensité de contrainte

maximal : K = 18 MPa m
max

* nombre de cycles de surcharge :Np = 50

Les évolutions de la vitesse de fissuration par le calcul et les ré-
sultats de I'expérience sont reportés dans les Figures (6.1), (6.2) et 6.3).

Les paramétres expérimentaux, vitesse de fissuration minimale
apres surcharge (da/dN/min), longueur de fissure oui apparaft la vitesse minimale
*
(anin)’ longueur de fissure affectée par la surcharge (ad ) et leurs homologues
calculés sont reportés dans le Tableau n°® 6.1.
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La comparaison avec les résultats expérimentaux nous permet de

tirer trois points essentiels :

i - Le modele analytique

Le modele analytique basé sur I'analyse des contraintes et des défor-
mations a la pointe de fissure en état de contrainte plane ou en état de déforma-
tion plane, nous donne une bonne prédiction de la vitesse de fissuration minimale
(da/dN/min) et de 1a longueur de fissure qui correspond a cette derniere (av . )

min
dans le cas d'un faible taux de surcharge (Rpic = 1.6 et 1.9).

La comparaison entre les résultats expérimentaux et analytiques
dans les états de contrainte plane et déformation plane laisser supposer un mode

de comportement mixte : c'est le cas de nos expériences.
Pour une plus forte valeur du taux de surcharge (R ic = 2.2), expé-
rimentalement il existe un nombre limite de cycles de surcharge (cycle stabilisé,

dans notre cas Np = 50) a partir duquel la propagation est bloquée.

La modélisation par cette méthode ne prévoit pas ce phénomene

de blocage pour les mémes conditions de chargements.

Pour améliorer le champ d'application de cette modélisation, nous
proposons de la modifier en tenant compte :

* du cumul de dommage
* de I'"émoussement

* du nombre de pics de surcharge, pour prévoir le blocage (le re-
tard) dans la progression de la fissure, dans les conditions d'expé-
rience ol le blocage (retard) se' produit réellement.
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it - Méthode numérique (EF) :

La simulation numérique basée sur la méthode aux éléments finis,

nous donne de bons accords avec les résultats de l'expérience et prévoit le bloca-

ge dans les conditions d'expérience ol il se produit réellement (Rpic = 2.2 ; Np =
S0 et Ré = 350 MPa).

iv - Méthode basée sur la théorie des dislocations (DISLOC)

Le modele basé sur la théorie des dislocations donne des valeurs
proches des résultats de I'expérience et prévoit également le blocage dans la pro-
gression de la fissure, dans les conditions d'expérience ol le blocage se produit
réellement (Rpic = 2.2, Np = 50 et R'e = 350 MPa).

v - Comparaison de trois méthodes

Aprés comparaison entre les résultats expérimentaux et les modeles
proposes, nous pouvons classer ces modeles au vu des performances ainsi définies
dans l'ordre suivant (Tableau n° 6.2) :

* Simulation basée sur la méthode aux éléments finis (EF)
* Modele basé sur la théorie des dislocations (DISLOC)

* Modele analytique (ANALY)

Tableau n° 6.2

Conditions classement par classement
expérimentales parameétre final
Retard de la ANALY.
progression de E.F.
Performances tissure EF.
des DISLOC
. DISLOC
‘modeles EF.
blocage de
. DISLOC
la fissure . ANALY
Non prévu
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i - Le modele analytique :

Le modele analytique permet de réaliser des prévisions de compor-
tement de la progression d'une fissure d'une facon rapide 3 1'aide d'un petit cal-

culateur et est, dans cela, utile pour les concepteurs de structure.

Le colit modique des prévisions obtenues en fait un outil des plus
intéressants.

La limitation de ce modele analytique réside dans la précision des
coefficients qu'il faut ajuster, a partir de I'expérience.

ii - Méthode numérigue (EF) :

La simulation numérique basée sur la méthode aux éléments finis
est un outil précis elle demande du matériel informatique trés puissant.

Le coiit des calculs est toutefois un facteur limitant leur utilisation.

iv - Méthode basée sur la théorie des dislocations ¢

Le modele basé sur la théorie des dislocations permet de réaliser
des prévisions de comportement de la progression d'une fissure d'une facon plus

rapide qu'avec le modele analytique 3 1'aide d'un micro-ordinateur.

Cette méthode est aussi moins coiiteuse. Elle est donc l'outil le
plus intéressant.
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v - Comparaison de trois méthodes

Nous pouvons classer les modeles étudiés précédemment par préfé-

rence de point de vue facilité d'utilisation et de coiit de calcul comme suit
(Tableau n° 6.3) :

* Modele basé sur la théorie des dislocations (DISLOC)
* Modele analytique (ANALY)

* Simulation basée sur la méthode aux éléments finis (EF)

Tableau n° 6.3

classement par élément classement
de choix final
DISLOC
DISLOC
Facilité d'utilisation ANALY
EF
ANALY
DISLOC
¥ ANALY
Coiit de calcul -
EF

6.3. Hypothéses,données expérimentales et critéres de propagation_

utilis€s

i - Le modele analytique

Dans le modele analytique, pour évaluer la progression d'une fissure

de fatigue nous avons utilisé la démarche suivante :
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a) Hypotheses utilisées

* L'assimilation de fond de fissure sur une distance X* i une mini-
éprouvette se rompant en fatigue oligocyclique (absence de la
tfiaxialité),

* X* est un paramétre ajustable,

* La répartition de la déformation A €* sur la distance X* est uni-
forme et I'on ne considere que la déformation perpendiculaire au
plan de fissure

* Le calcul des déformations est basé sur trois solutions :

. Solution d'HRR
. Solution d'Irwin

. Solution analytique

b) Données expérimentales

* La loi de Paris, pour calculer la distnace X*

* La loi de Manson-Coffin, pour calculer le nombre de cycles N*

correspondant a la rupture de la micro-éprouvette.

c) Critere de propagation

La vitesse de fissuration, supposée uniforme dans l'intervalle X*
est définie par le rapport :

@N = R (6.1)

ii - Méthode numérique (EF)

La simulation de la progression des fissures de fatigue par la méthode
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des €léments finis est obtenue en utilisant la procédure suivante :

a) Hypothéses utilisées

* Le découpage de 'éprouvette en éléments triangulaires isopara-

métriques,

* La loi de comportement €lastoplastique avec écrouissage cinéma-
tique.

d) Données expérimentales

* La loi de Paris, pour calculer :

. les constantes A et B (relations 4.31)

. la valeur seuil de I'écartement 2 fond de fissure (CTODS)

c) Critere de propagation

Lorsque la charge atteint sa valeur maximale et que 1'écartement
a la pointe de fissure (CTODef) dépasse une valeur seuil, il y a li-
bération du noeud situé i la pointe de fissure. La fissure avance

alors par bonds successifs, chacun des bonds étant égal a la lon-
gueur d'un élément de maillage.

La vitesse de fissuration est calculée en faisant appel au concept

d'écartement 2 la pointe de fissure :

da
aN: f (CTOD o) (6.2)

iv-Méthode basée sur la théorie des dislocations

Dans le modele basé sur la théorie des dislocations, nous avons uti-
lisé la démarche suivante :
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a) Hypothéses utilisées

* Le déplacement le long du plan de fissure est supposé donné par

une méthode similaire au modele de BCS.

* En point trés proche de la pointe de la fissure est localisée la to-
talité de la déformation plastique résiduelle provoquée par I'his-
toire de chargement. Cette déformation plastique est évaluée
par le déplacement a l'intérieur de la zone plastique d'aprées le
modele de BCS.

b) Données expérimentales

* La loi de Paris, pour calculer :

. les constantes A et B (relation 5.65)

c) Critére de propagation

P

La vitesse de propagation est basée sur la détermination de 1'écar-
tement a la pointe de fissure calculé par la méthode de dislocation
(CTODd). Elle est définie par la relation suivante :

da
aN =f (CTOD) (6.3)

v - Comparaison de trois méthodes

On remarque que les modeles étudiés précédemment sont classés
par élément de choix comme suit (Tableau n° 6.4) :

* Modele basé sur la théorie des dislocations (DISLOC)
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* Simulation basée sur la méthode aux éléments finis (EF)

*Modele analytique (ANALY)

Tableau n° 6.4

Classement par Classement
élément de choix final

EF

Hypotheses utilisées DISLOC DISLOC

ANALY

DISLOC

Données expérimentales EF EF

ANALY

DISLOC

Critere de propagation EF ANALY

ANALY

6.4. Commentaires

Ces résultats nous amenent 2 faire un choix final sur la méthode de
modélisation a utiliser dans la pratique (dans le bureau d'étude). Nous voyons clai-
rement sur le Tableau n® 6.5 que pour les trois points comparés précédemment,
le modele basé sur la théorie des dislocations est plus adéquat que celui de la si-
mulation numérique ou du modele analytique.
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Tableau n° 6.5

Classement par || Premier “Classement
paramétre classement final
ANALY
EF
Retard EF
Performances
des DISLOC DISLOC
modeles EF DISLOC
Blocage
DISLOC
- ANALY
Non prévu
DISLOC
DISLOC
Facilité d'utilisation ANALY
EF
DISLOC ANALY
EF
Coliit de calcul ANALY
EF EF
EF
Hypotheses utilisées DISLOC DISLOC
ANALY
DISLOC
Données expérimentales EF EF ANALY
ANALY
DISLOC
Critere de propagation EF ANALY
ANALY




7 - CONCLUSION

A 1'aide de trois méthodes utilisées nous avons obtenu des courbes

tres voisines des résultats expérimentaux.

Nous pouvons conclure que parmi les trois méthodes €tudiées, celle
des dislocations qui est la plus aisée d'utilisation, est plus adéquate que celles de la
simulation numérique ou du modele analytique.

Nous pensons que cette approche qui consiste 1 traiter le fond de fi-
sure comme un empilement des dislocations doit &tre poursuivie. Cependant ce mo-
dele doit étre amélioré, et en particulier il serait intéressant de vérifier sa validité,
dans les conditions du chargement complexe : l'influence des surcharges sur la pro-

pagation des fissures de fatigue en mode mixte (1 + 11,1+ 111 etc...).
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- 9 - ANNEXES

9.1.1. Relations de comportement du matériau élastoplastique

i - Elasticité isotrope

Relations de Hooke -

0 =2H € * A trace (E) . 6ij (A.I)

le déviateur est :

S _o _1 I »
ij = i3 trace (°). dij (A.2)

ou u, A sont les coefficients de Lamé,

et trace (€) ou trace (5) est la variation volumique de déformation ou de

contrainte (ex. trace (c) =(err + e22 +€33)

et inversement :

= L I S -
“ij T 2u % 3h+ 2y trace (o).éij
ou encore
I+Vv Vv =
°ij=TE % - g trace (o)aij (A.3)

ol E est le modulé d'Young, v le coefficient de Poisson, et Gij le symbole de
Kronecker (symbole diagonal),

6..:{ I-pourin
4 opour iy j



I T R

ii - Elasticité non-linéaire

N-1
_ - I-2v P 3
s—:ij_E Eij—(l +\))Sij+ 3 trace (o)cSij+ 500 . Sij

ol O, est la contrainte équivalente au sens de VonMises (oe 2 Re)

avec og2=3g. 5.
e” 2 °ij Yij

et a est un parameétre qui dépend du matériau.

9.1.2. Analyse des contraintes et des déformations au

voisinage de 1'extrémitd d'une fissure

i - Elasticité plane en coordonnée polaire (Figure A.1)

La position du point sur le plan est déterminé par la distance r
de l'origine de coordonnée o et par l'angle © entre cette direction.

Fissure

X

Figure A.l1

(A.4)



ab = dr
a:rd@
ct
2 _ 2 2
r —XI+X2
X
@:arctg(Tz)
I
avec

Xlzrcos e)

X

r sin 0
2

et les composantes des déplacements :

IU:lU(XI,X2)=lU(r,®)

_ (A.s)

\ =W(XI , Xz) =V(,o0)
En état de déformation plane :
. . AU
r~ 9dr
U 1 oV
o T T 30 (A6)
I 3 U 3V \J
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Equations d'équilibre :

; _ -0
or r a0 * r

30 90 o (A.7)

Les équations d'équilibres sont vérifiées en écrivant certaines rela-

tions entre les composantes du tenseur des contraintes et une fonction A d'Airy
(A, 9)):

3% A 2 A 2 A
= a = a = - .a_— .
“r .0 % e e ro 3r 30 (A-8)
30
Equations de comptabilité en contrainte :
I—L:—(re)+ I azr_Laer 2 ) (raare)—o(A)
r o ¢ 2 ° 302 r or 2 3r 30 - 9
On remplace (A.6) dans la loi de comportement (A.4), on trouve :
N'- 1 N 5
€. =0_-V0.+0a0 o 1 G
r r Q) e ( ) O)
N'- 1 I
€g = G VT, *al GO- > 0, (A.10)
cl_e=2(l+\))o g *300, T o
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~ 2
r-0g ) +3 o.d (équation de Prandtl-Reuss)

On introduit (A.10) dans (A.y), on trouve la relation suivante :

\

o I A N-1 A A 1 A
T 3 oA 3

2 { r a—rr [Oe (2r 5 2 3T r aez) ]
I d 2 [ 22A 2 3 A 2 BZA) ]

. 37 3z Y ¢t §r Yt 2 302

B S [ N\-I( 2 JA 2 32 A 32A\)]
r dr ‘oe "t 3r T2 * 38z * a2
N-1
$ 2’ 3 L3 A _
r* 3 L0 (rge 3 r ( r 3 r ))} = O (A.11)

4 _ 3 2 I 3 I 3 2
V‘(arz‘”r 5t * = 307 )

On peut résoudre la relation (A.11) par une méthode d'Euler-Lagrange :

V4Y— =0
yI 2 Y3

donc, on trouve la solution de la relation (A.11) de la forme suivante :

avec

A=K _ ! A (0) (A.12)
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Conditions aux limites :

avec

et

3 A 3 2 A o A
f(A\’Br ’ 3 r2 * 33 )=o0

La loi de comportement (A.4) est réécrite de la maniere suivante :

N' p

Eij (6,1, N) =K EU? (0) + K_ % i€ N (A.13)
2 I/(N‘+I) I/(N‘+1) - 2/(N\+1) (A.14a)
K. = (12" . (IL) . (o) '
@ N
o = K2/ (71X | (A.14b)

ol l]\fzst un parametre sans dimension du modele d'Hutchinson

ou

et

Efl(@) =(r+v) [ (1-v) Br —\)BG)

Egl (e) = (I +\)) [(I _\)) 6’6 —\)6[_) (A.Isa)

?rele(e) =2(+v) o

ro
' N-1
E?(@,N’):—i—aﬁe (Br-BG)
p 3 = N-1 5
= o (0, N) = ¢ O ( % —or) (A.15b)
N N’ 3 )
Y, (6, N) = 2 ¢ e ro

0



_158_

Dans le cas ol 9= 0
Ee(o,r,N\)zEr(o,r,N‘) (A.16)
et

?r o,r,N)=o0

On introduit (A.14) et (A.15) dans (A.13) en tenant compte de la
condition (A.16). Ceci conduit 3 la relation suivante :

/g /(N 1/
- (N+1) (N+1) 2 (N+1)
¢ -e, B 1=y () AL S L) g-ve ]
Re a N T X
I/ \ N‘/ \ N‘/ \ \
2 (N+1) (N+1) (N+1) (N%1) o
s ) A5 ) I2az, (5550
(A.17a)
ou
K2 ! (N‘+ 1) K2 N‘/(N""I)
€= CI . ( X ) + C2 . (X—) (A.I7b)
- DP DP
avec
R, e Yo YiNur) Yinvn)
CI o ] (x-v) NOO'\) a. . ¢ S . ) R
DP - N
R, o o (Nw) ) 1/(N1) Y(Nvr)
Czbzp E [4 Oe Og 0,.).a (I—N) (ﬁz—?

(A.18)
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9.3.1) Organigramme

Modéle basé€ sur le concept de mini—éprouvette sans accumulation

du dommage

MCCELE BASE SUR LE CONCEFT R LA Mt -
EPROUVETTE SANS ACCUMULATION DU DOMNAGE

J

COMPORTEMENT DY
MATERIAU

, |
|

ETAT DE CONTRAINTE PLANE ETAT DE DEFORMATION PLANE

DONNEES
EXPERIMENTALES

. CETm DE LA
AES ET AKS LOI DE PARIS

DETERMINATION
DE Xx*
CHARGEMENT
APPLIQUEE
CHARGEMENT A CHARGEMENT A
AMPLITUDE CONSTANTE AMPLITUDE VARIABLE
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’ ETAT DE CONTRAINTE PLANE J
o
btcp¢X< HOCp > HOCp

l , l

MODELE ANALYTIQUE MODELE D [RWIN

l

) Wy
AKeff R | 2 7 Akeff
de=c,, \_) ( ) ' At= B Ragy X oAag X0k As=s8 oo (B e )
AKef Rwey ‘ l
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MATERIAU

ETAT DE DEFORMATION PLANE

PHENOMENE DE RALENTISSEMENT

9=gnp

)(:X*+g
X = X+
A€ - f( X, Akeff )
7m=f(X,Kmax)

LOI DE MANSON-COFFIN MODIFIEE
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£
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)
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9.1.4. Calcul de 1'dcartement de fissure (CIOD)

La loi de comportement donnée par Ramborg-Osgood dans le cas
de chargement cyclique est de la forme suivante :

N’
Ae= Ao+ a' Ac (A.19)
avec
pe P-gr ag N (A.20a)
ou
1/ 1/
N' N!
bo= (=) . (8eP) (A.20b)
et, l'intégrale J de Rice peut &tre calculée sur un contour qui entoure juste la
zone plastique :
CTOD
J- j Ao (CTOD) . d (CTOD) (A.212)
0
ou
CTOD/Be
J =B Ao (Ae) .d (Ae) (A.21b)
o .

avec Beest I'épaisseur de I'éprouvette
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On remplace (A. 20b) dans (A.21b), on trouve :

CTOD/Be I/N' 1/,

N
J = Be [ (—a‘,—) . (reP) . d (Ae) (A.22a)
0

et apres intégration :

I/N. ' (N'+'1)
N ( CTB‘ZD) N (A.22b)

J:Be'(OLL') '(I+N'

. Dans 1'approximation de la zone plastique confinée (ZPC), et dans la
condition de I'état de déformation plane I'expression de J est de la forme :

I/N, (N +1)

P (D) N (A

e ,
P=l-v) =B (5 TR

de la relation (A.23), on déduit I'expression de 1'écartement de fissure (CTOD,

comme suit :

1/ - N
1 N' “TNT
CTOD = Be [ (%).(av) . (I;VZHZ](NH) (A.24)

B
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9.2. Annexe B

9.2.1. Exploitation des programmes

9.2.1.1. La mise en donnédes

Le calcul sur ordinateur nécessite une préparation importante et
minutieuse. Les résultats en dépendent souvent de maniére négligeable et il est
recommandé de soigner cette étape.

i - Le maillage

A partir de la géométrie de la structure on définit un maillage affi-
né dans les régions ou la plasticité risque de se développer en cours de chargement.
La détermination de ce maillage constitue la partie la plus importante de la mise
en données. 1l faut en effet définir les connexions de chaque élément, la numérota-
tion et les coordonnées de chaque noeud. Une vérification par tracé automatique
est effectuée avant son utilisation définitive.

ii - Les caractéristiques mécaniques du matériau

En plus des constantes élastiques (module d'Young et coefficient
de Poisson), il faut préciser, soit la limite d'élasticité dans le cas d'un matériau
élastique parfaitement plastique, soit les courbes contraintes-déformations expéri-
mentales ou courbes rationnelles dans le cas o il y a écrouissage.

iii --Les conditions aux limites sur les déplacements

Il est possible d'imposer par exemple un déplacement nul dans une
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direction donnée, ou encore de fixer totalement un point. Ces conditions se tradui-
sent par une modification de la matrice de rigidité totale.

iv - Configuration du chargement

Il convient de définir tout d'abord la répartition des efforts : par
exemple les noeuds pour les charges ponctuelles ou les cotés d'éléments pour les
pressions ou pour les cisaillements.On précise ensuite l'intensité de ces efforts en
vue d'atteindre la limite d'élasticité en au moins un €lément de la structure pour le
premier cas de charge ; on procéde ensuite 3 un chargement incrémental jusqu'a
la charge finale.
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9.2.1.2. Organigramme global des programmes élastoplastiques
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9.2.1.3 Approche simplifiée des problémes de

plasticité cyclique bidimensionnelle

On sait que lors d'un essai de traction simple, la barre (0A) reste
€lastique (Figure B.r) tant que :

o< R (B.1)

le critére s'écrit donc :

7-R <o (B.2)

mﬂ'

Figure B.l1

Si la contrainte dépasse Reo il se produit une déformation plastique.
Soit la déformation plastique obtenue en B. Tout se passe comme si la limite d'élas-

ticité était repoussée. Soit ReI la nouvelle limite élastique. On a :
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deP - d A (B.3)

ou d X est l'incrément d'un paramétre interne
donc dans ce cas :

AN=¢P (B.4)

Le parametre Aest la déformation plastique cumulée

D'aprés la Figure B.1, ReI se calcule aisément 2 partir de ¢ P :

- - P
ReI = Reo + MA = Reo + Me (B.sa)

ou

Rel = Reo + ¢(eP) (B.sb)

Si la courbe de traction est linéaire, M représente sa pente.

Si elle n'est pas linéaire ¢ (eP) est son équation.

i - Prise en compte de I'écrouissage :

De la facon la plus simple de prendre en compte de la plasticité
dans le cas d'un chargement est de procéder de la facon suivante :

- on détermine la relation contrainte/déformation pour un chargement uniaxial
de traction,

- on suppose que la relation : RCI (A) est celle qui liecae P pour l'essai précédent.
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On pose Rel = 0, contrainte équivalente

déformation équivalente

Cela signifie qu'a chaque déformation deg , le rayon du cylindre C
(Figure B.2) augmente de deux facons :

oY

Figure B.2 : Interprétation de critére de V. Mises
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- Soit en gardant le méme axe D : ce comportement est appelé écrouissage isotro-
pe (Figure (B.3)

Figure B.3

Cette approximation est couramment utilisée pour des chargements
monotones, autrement dit lorsque le point représentatif des contraintes en fin de
chargement est voisin du point de premiere traversée de C. Elle n'est pas valable
pour des chargements cycliques ot I'on revient 3 1'état €lastique pour replastifier 2
un autre point de C.

- Soit la surface seuil d'écoulement est alors déplacée par translation : ce compor-
tement est appelé écrouissage cinématique (Figure A.4).

Cette approximation est utilisée pour des chargements cycligues
pour tenir compte de l'effet Bauschinger.
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Figure B.4

ii - Formulation de I'approche d'écrouissage cinématique

Soit le seuil d'écoulement est représenté par une relation de la forme suivante :
F(o. -a.)-= R2e (B.6)
le critére de plasticité est défini par :

p _ .

ou x est le paramétre d'écrouissage

et la vitesse de charge £ est exprimé par la relation suivante :

do. - (B.8)
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Trois conditions sont dérivées :

. Pendant le chargement :F=yet£>0

. Pendant le chargement _
neutre :F =yxetg= o

. Pendant le déchargement :F<yetE<o

La condition relative aux ¢ E et X pour ces trois cas de charges est

supposé avoir la forme suivante :

avece

. Pendant le chargement :

p _ — _ -
d S Bij E,etdy = vYE (B.9)
- Pendant le chargement neutre et le déchargement :

P _ -
deij_ dx=o0

Pour le cas de chargement, on peut écrire la relation suivante :

3 F

- o F P .
dF = o doij+ > d €l =d (B.11)
1] aeij

I+ ————— B..= ¥y (B.12)

En se basant sur les travaux de Prager, on peut écrire :

- Py .
F ( %5 O‘ij) =F (Oij y Me ij) = X (B.13a)

_ P
o i = h 3 (B.13b)
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ou
-1 i} P _ P
F-%(Sij hgij)'(sij h eij) (B.14)
avec
P _ - P R Y
de J_15(Sij hs:ij) (Ske hey )dSkl /MRe (B.15)
ou
I
%757 3 Ok S
Pour un essai de traction simple (Figure B.1) :
g 2 = E ; si o £ Re
(B.16)
d o E
et d€=1+£_E=M’ snc5>Re
3 h
avec
M
h=-—2
3 (1 - M/E)

On peut écrire la relation entre aij et M de la facon suivante :

o.== M EP. (B.Is)
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9.3. Annexe C

9.3.1. Distribution des dislocations

Considérons une multitude de dislocations rectilignes identiques si-
tuées parallelement les uns aux autres dans un méme plan de glissement, et dédui-
sons |'équation définissant leur distribution d'équilibre. Supposons 1'axe de Z paralle-

le aux dislocations, et le plan X , Z confondu avec le plan de glissement.

Désignons parp (X) la densité linéaire des dislocations distribuées sur
le segment (o, a,) de l'axe des X ; 0(X) dX est la somme des vecteurs de Burgers
des dislocations passant par les points de I'intervalle dX. Alors, la contrainte totale
créée au point X de 1'axe des X par toutes les dislocations s'écrit sous forme d'in-
tégrale :

o(X) =- D P (;’)ig (C.1)

(0]

ou DO est une constante de l'ordre de grandeur des modules élastiques du cristal.

Pour les points intérieurs au segment (o , ao) lui-mé&me (Figure C.1),
cette intégrale (C.1) doit &tre identifiée a sa valeur principale afin d'éliminer 1'ac-

tion, physiquement dépourvue de sens, de la dislocation sur elle-méme.

ext

IERERE

P ——

Fdgure C.1
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Si I'on a aussi dans le cristal un champ de contraintes plan (dans le
plan X, Y) o§Xt( X', Y) créée par des charges extérieures données, chaque disloca-
ext (x » Y)+p (X)) ) (best le vec-
(X , o). La condition d'équilibre consiste dans 1'an-

tion sera soumise 2 l'action de la force (b (o
ext

teur de Burgers et p (X) = Ouy

nulation de cette force :

Xt (X,Y)+p(X)=o0

Q

Yy
c'est-a-dire :
)
°PE)dE | e o oyx (C.2)
£ - X D0
o

out le signe _jcdésigne la partie principale de I'intégrale. On a I3 une équation inté-
grale pour déterminer la distribution d'équilibre p (X), qui appartient au type des
€quations intégrales singulieres 2 noyau de Cauchy.

La résolution d'une telle équation se raméne a un probleme de la
théorie des fonctions d'une variable complexe, ainsi formulé.

Désignons par © (Z) la fonction définie dans tout le plan de la varia-
ble complexe Z (coupé suivant le segment (o , ao) ) par l'intégrale :

aO
Q 2) = @) d g (C.3)
o) £-12
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Désignons par Q1X) et par @ (X) les valeurs limites de Q(Z) sur les
[évres supérieure et inférieure de la fissure. Elles sont €gales a des intégrales de ce
genre calculées sur le segment (0, a), le point Z = X étant contourné respectivement
par le bas (la levre inférieure) et le haut (la Iévre supérieure) sur une demi-circonfé-
rence de rayon infiniment petit, c'est-a-dire que :

a
o

ot (X) = 0@ G4 L iao (C.4)
£- X
(o]

Si p (£) vérifie I'équation (C.2), la valeur principale de I'intégrale
est égale 2 w (X), et I'on a :

2" X)) + 2 X) =2 0 (X) - (C.s)

2 X) - T X) =20 7 p(X) (C.6)

Ainsi, résoudre I'équation (C.2) revient i chercher une fonction ana-
lytique (Z) donnée de la propriété (C.s), puis p (X) est donnée par (C.6). Les con-
ditions physiques du probleme considéré exigent en outre qu'on ait () = 0 ; ceci
résulte du fait que, loin de I'empilement des dislocations ( X—» + ), les contrain-

tes Iy doivent s'annuler (d'apres la définition (C.3) ).

Envisageons le cas ou les contraintes extérieures ne sont pas absen-

tes o (X) = o€*t (X , 0) # 0. Désignons par @ _ (Z) une fonction de la forme :
Yy g 0

Q (Z) =—D(Z)_

(C.m)
° /' Z (a, - Z)
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et recopions 1'égalité (C.s) (en la divisant par Q; = - Q(_) ) sous la forme :
2t Xx) £ (X)  _ 2 w (X) (C.8)
+ - +
2, (X g, (X) 2, (X)

comparant cette égalité avec (C.6), on déduit que :

a
(0]
_2@) I wle) _dE 0@ (Co
2,(Z) i Q(’; (g) g -Z
(o]

Aprés quelques transformations de (C.0), on trouve :

o (X)) —4— | ! - w (£)dE (.C.10)
m E' b / az ) X2 0 X -
0
ou
B E ; en état de contrainte plane
{ E/(1 -v?) ; en €tat de déformation plane

9.3.2. Equilibre d'une fissure

La forme et les dimensions d'une fissure dépendent essentiellement des
contraintes extérieures agissantes. En conséquence, la spécification mathématique
du probleme d'équilibre d'une fissure de se donner des conditions aux limites sur
une surface a priori inconnue et qui sera déterminée par résolution du probleme
(la théorie quantitative des fissures de G. Barenblatt 1959).
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Considérons dans un milieu isotrope une fissure se trouvant dans
un champ de contraintes plan op (X', Y) (Figure C.2). Désignons sa longueur par
v

a, et sa largeur variable par h (X) (Figure C.1)

Figure C.2

Nous reporterons les conditions aux limites sur la surface de fissure
au segment correspondant de I'axe des X. En d'autres termes, la fissure est assi-
milée 3 une ligne de discontinuité (dans le plan X, Y) sur laquelle la composante

normale du déplacement présente un saut :
V (X) = + hT()()

Le saut h (X) du déplacement normal au point X est considéré com-
me la somme des vecteurs de toutes les dislocations passant a droite de ce point,
c'est-a-dire que :

h(X)=b p X)dX ;  o(-X)=- p(X) (C.11)
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ol p(X) est la densité des dislocations rectilignes trouvée précédemment par
la relation (C.10). L'égalité p(-X) = - dX), signifie que les dislocations ont des si-
gnes différents de part et d'autre du point X = o.

Une telle représentation permet d'écrire une autre forme d'expres-

sion qui sont en relation avec les contraintes normales G, sur I'axe des X (ce sont
A

les contraintes provenant des charges extérieures :

i - Au point A (correspond au contrainte 0 ) (Figure C.2)

o, (€) To, el e
X - £ 2 (C.12)
sag< | g« ng

ol XgA est la taille de la zone plastique (Figure C.3), P, (£) la densité des dislo-

cations correspondant aux contraintes 0, et O

. A la contrainte de friction cor-
v

respondant a O

y’v

h,('J(:X!A)

Figure C.3
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ii - Au point B (correspond aux contraintes ¢_. =g -g_)

picC Iy 2y
(Figure C.2) :

_02v ;|g|<ao

X - g (C-I3)

"Gz T Ty, 5 3 |g[<XgB

ou X p est la taille de la zone plastique correspondant 2 I'amplitude de contrainte
due a la surcharge (Acpic =0, - 02\), 0, (¢) la densité des dislocations corres-
v

pondant aux contraintes o ,cto la contrainte de friction correspondant 2 0,
v v

02’
Bilby et Heald [s54 ] ont montré que XgB est inférieur 2 XgA (Fi-
gure C.4), donc on peut réécrire (C.13) de la facon suivante :

X
gA gA RPN |£|<ao
o () p2(£)_p,(E)
X-¢ ¢¢° X- ¢

d £ = ' (C.I4)

“Ogp 0,5 3, < |gl< XgB

Figure C.4



- 1084 -

On introduit 1'expression (C.12) dans (C.14), on trouve la condition
suivante :

ADZI (g) = 02(5) QOI(E): o ; pour |£] > X

gB (C.IS)
Nous obtenons :
XgB .- 0
Apz(g) Iy 2y > |€'<30
g dE = (C.16)
o] -0

- + - H < <
or %02 *9 %y 3 R XgB

ol Ap, | (£ ) est la densité des dislocations correspondant 2 I'amplitude de contrain-

te Acpic (Acrpic = oIv— 02).

iii - Au point C (correspondant aux contraintes Ag =0, - 02\), (Figure
v

C.2):

gA © - o,  lel<a
4]
3 " 4 - | (C.17)
o) X- ¢

%03 93, ; ao<|€l<XgC

ol XgC est la taille de la zone plastique correspondant 2 l'amplitude de contrainte

Ao ( Ao = 03 —02), p3 (£) la densité des dislocations correspondant aux con-
\'} v

traintes O, et %03 de la contrainte de friction correspondant 2 7.
. v A
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Comme précédemment de la condition XgC< XgB (Figure C.s), on
peut représenter (C.17) par 'expression suivante :

XA Xgh -0, 5 lEl<a
o, (£) o, (£) - p, () 3 >
_X__g_dg,, X% dg¢ = (C.18)
o o} Oo?,_03;, P 85< I <XgC
En introduisant 'expression (C. 13) dans (C.18), on trouve la condition
suivante :

A %2(5) = () -0, (£) = o ;pour XgC <lg]< XgA (C.19)

ol Ap32 (£) est la densité des dislocations correspondant 2 I'amplitude de contrainte

A oA o= 9" 022/

Figure C.5
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Nous obtenons :

gC %, 9, sl el < a
(€) (C.20)

| + + - M < <
o 902 003 02v03v’ e ] XgC

La distribution des dislocations 2 1'état final (A——= B —— C) est

représentée comme la somme de trois relations précédentes (C.12), (C.15) et

(C.20) :

() + dp,, (E) + 8o, (£) (C.21)

p(g) = o 32

I

et la composante normale du déplacement h(X) est de la forme suivante :

h(X):hI(ao,X,XgA)—hzl(ao,X,XgB)+h32(ao,X,XgC) (C.22)

avec

AKX - X xmuo\/—x;_-;z

\/ 2 2

_ 40_b Xg - a Xy | o

h (ao’x’xg) T m ET o log 2 2 2 2 X log \/_2__2 2 5
\/Xg—a0 -\/Xg-X X Xg-ao-ao\/Xg—X
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9.3.3. Définition des fonctions Mi et Hl

Les fonctions Mi et Hi apparaissant dans les relations (5.61) et
(5.63) sont définies de la maniére suivante :

i - Les fonctions Mi :

pouri =0 a7y

MO: (X-XgA). X
MI: ‘Mo/(I‘R)‘(I-R)
M2= MO/(I—R)+(I—R)
M3 = Mo/Rpic

2 2
M4 = M2 / (2 Rpic)

2

2 2

M6 = M2 / (Rpic - R)
2

M7= 4MO/M2

i - Les fonctions H.

pour i : 12as§
H = Mo/(I-Rpic)—(I-RpiC)
H, - Mo /(0= R )+ (- R )
H, - My / Roje
H, - M,/ G.R )Y
H, = 4 M,/ H,




- 188 -

9.3.4. Organigramme : Calcul de la vitesse de fissuration

(» DEBUT )
1 Charge appliquée : Pmax,R,Rpic

{ ZL_____ Limite d'élasticité : Re'
Données Caractéristique du matériau: E,J

Dimension de 1'@prouvette : B.W,a

XgA’XgB et ch Taille de la zone plastique

Non

Qui
Xgc %gp & X < Xgp

CTOD

CToD

da _ B . . '
dN = A.CTODd ; A=C.(E.Re'/0.73
B=2m






