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CHAPITRE 1

Introduction :

Le déueleoppement actusl des matériaux manufacturés
composites, les lamellés collés en bais, k&ton
amorphes,...J) montre 1’importance prise par ces
dans les nouwvelles technigues 2 construction. 2
matérisux sont maturellement hétérogénes (polycristaux, béton,
tois ...). La description du comportement mecanigque de ces matériaux
demandes 13 prise en compte de ces hétérogénéités.,

Outre 1’ hétérogénéité, les matériaux réels sont le siege de
divers rhénomérnes P gues {physico-chimiqgues, thermigues.
métallurgiogues, ...J gul 3 1'origine de déformaticns inélastiquss
dgnt i1 faul tenir compte r =lles engen nt des contraintes gu'il
s’agit de maltrissr Ces déformations élastigues psuvent Etre
recherchées (grenaillage des précontraintes? bon emplol matériau

o
—

ie
ts

L= probi caleul 2es contraintss  internss a &te traité par
Wrdner [17] qui }’a formulé en contrainte [2]. Ensul 2 rmuie
en déplacement par R. De Witt [ 3] et Dederichs st Dette
formulation a #té reprise par BESrueiller et Zaouil | & une
fquation générale pour les milieux hitérogenes anisotropes avec  des
dtformalions inélastigues. C'sst de ces deux méthodes de calcul des
contraintes internss gue nous traitons dans ce travail. '

tour cela, cette é&tude s’articuls sur six chapitre

Dans le chapitre 11, nous rappelons respectiuvement, les &guations
fondamentalss de 1 &4lastostatique & résoudre pour les deux formulations,
le concept &’ incompatibilité =t contraintes internes iIntreduilt par
Kroner (61 et nous discuterons de certaines origines rphysigues ades
déformations inélastigues NDans la seconde partie de ce chapitre, nous
raprelons la formulatien en déplacement. MNous traitons alors
succéssivement le cas 2o milieu homogéne [ 3 ], celul du milieu
hétérogéne élastique 4] et le milieu hétérggéns, anisotrope et
inélastique [ 7]. Ensuite, nous appliguons cetts formulatlon au
probléme de 1’inclusion d’Eshelby i8]



Dans le chapitre 111, nous rappelons la fermulation en contrainte
pour les milieux homogénes et inélastiques [9]. Ensuite, nous proposons
d’élargir cette méthode au cas des milieux hétérogenes et inélastigues.
Nous la particularisons alers aux milieux hétérogénes et isotropes et
aux milieux homogénes mals anisotropes. Mous traitons ensulte les
problémes plans ol mnous détaillons les deux cas blen connus de
l’élasticité linéaire & savoir, le cas des déformations planes et celuil
des contraintes planes.

Dans le chapitre IV, ncus proposons une méthode de résclution des
équations aux dérivées partielles établies dans le chapitre précédent.
Cette méthode est basée sur l’utilisation de la fonction de Green [19] et
tient compte des conditions aux limites. Nous traltons successivemsnt le

]

cas tridimensionnel et 1z cas bidimensionnel.

Dane le cinqui&me chapitre, nous 1illustrens la théorie générale
présentée dans le chapitre 11!, en l’appliquant & une poutre hétérogene
Nous formulons le probléme e ontrainte plane =2t nous proposons une

2

la flexion pure.

n
solution analuytigue dans le cas

Enfin., dans le derni
en déplacement au calcul des
internes dues au restrait da
auto-cohérent gus nous appl
milieu hétérogene dilué.



CHRPITRE 11

Rappels des équations de 1’ élastostatique et de la formulation

en déplacement pour les matériaux hétérogénes avec deéeformations

incompatibles.

2.1} Introduction.
2.2) Considérations générales et égquaticns fandamentales
2.2.1> Tenseur des d4éformations.
2.2.23 Tenseur des contraintes
2.2.3) Elasticité lingairs
2.2.4> Déformation inélastigus st concept d'incompatibilité.,
a) inélasticité
b Incompatibilité et centrainte interne.
2.2.5) Position du probléms
2.3 Formulation en déplacement =t applications
2.3.13 Introduction
2.3.2) Milieu homogéne avec déformation incompatible
2.3.3) Milieuw hétérogéne élastigue
2.3.4) Milieu hétérogEnes auvec déformation incompatible
2.3.5) Solutions de 1'équation intégrale.

a) Approximatidn de Born.
b) Application de l’équation intégrale au probleme

d’inclusion.
1) Inclusion plastigue.

2) Inclusion hétérogéne et plastique.

2.4) Conclusign.



2.1) Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons les équations de base de
la mécanigus des milieux continus en petites déformations ainsi que
le concept de déformation inélastique incompatible introduit par Kréner

[6], ensuite, nous discuterons de certaines origines phuysique de

1" inélasticité

Dans la seconads partie, nous formulons le probléme en déplacement
sous la forme d'égquations intégrales pour les milieux homogénes
tncempatibles [ 3], les milieux hétérogenes élastiques [ 4] et enfin
pour les milieux hétérogenes, anisotropes et en présence ds d4formaticons
incompatibles [ & ]. Nous rappelons également la solution du probléeme
4" inclusion plastique et hétérogéne obtenus par cetts feormulation,
sclution qul nous servira dans l2 chapitre Y1

2.2) Considérations générales et éguations fondawentales

Pour préciser les notations utilisées par la sulte, nous rappelons
lee définitians Zlémentaires concernant les déformations, les
contraintes, le comportement élastigue dans le cadre des petites
déformatieons

Z.2.12 Tenseur des déformations

Nous considérsns  un milisu - continu qui subit une
transformation qui 1 améne de 178tat 1 & l7état !1. 81 au cours d4e la
transformstion un point P ss déplace de la position P, & la position
£, alors ls champ de 4 t est définl par

_— —
M(f) = FF;
le gradient du déplacement s’ écrit

Pij = YN Wej

champ de déformation 8 est le tenseur du se=cond ordre symétrigue
ini

1 9 )
dSﬂ- dS :iiﬂ'ﬂlx‘(_o{x)



! i
dSn P Q,t o‘St_. IF:I‘: Dtl Pn oL F‘.\: sont deux points infiniment

voisins de Fn et PI avant la transformation.

En petite déformation, le tenseur des dé&formations s’écrit

oo d . .
o = (M« M

2.2.2> Tenseur des contraintes

miliew soumis & un

Suivant la théaris de 1’4
no des déformations

lastl n
systzme de forces que sus notons d réagit en créant

Soit mj la normale orientée 4’une surface dS autour 4
paintx 2t soit Oy la gquantité définie

‘o
fu
=t

[

glors Oij est le tenseur des coniraintes du wmilieu. L=  tenseur des
contraintes ainsi défini doit satisfaire aux éguatisns d'éguilibre et
des moments. QCelles ci s’écrivent respectivement dans l’approximation
quasistatigue et en 1’ absence de forces wvolumiques

Dans c¢es formules et . dans tout ce gui wa suivrs,

nous utilisons la
conuention d'Einstein sur les indices répétés (latin

uniquement).

2.2.23> Elasticité linéaire

Dans 1'élasticité linéaire les tenseurs des déformations
elastiques et des contraintes sont reliés de facon unique par la loi de
Hogke. Cette lol s’écrit pour un milieu anisotrope.

¢



ou de facon duale :

& SL Ll sont les compliances

Cq&l sont les constantes d’élasticitéa,
ymétries suluantes :

élastigques. Elles admettent les
Cip = G = Cyjtn = Cheyg

2t sont reliées par la propriété CS=-1T ( Ttenseur unitéd

,

lLes constantes d'élasticité s écrivent pour un milieu isgtraope

Cijnr = 84554 +/*(5;k551 + Sk Sd)

Dans le rcas d’un milieuw homogeéne, les constantes 4’élasticité sgnt
constantes. Quand le milieu est anisotrope, comme dans le cas des
métaux, l'anisotropie est bilen reprécsentés par les constantes

d’élasticite.

plus de méme, guand le milieu est
3’ lus complexe gu’il exist
ans le polycristal, i
1 induisent wune anisotropi
la forme, de la ré
Du point de vus mécan
par la wariatlon
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des ,onftantps
tion. De plus, la lol de comportement
c gue localement <car contraintes et
] n de la position. !l est aleors nécessaire
pouvolr relier €s grandeurs microsceopiques aux grandeurs
croscopiguss, af duire le comportement global du matériac.
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2.2.4) Défnrmationtinélastique et concept &’ incompatibilité

al) Inélasticiteé




La théorie de 1’élasticité linéaire est suffisament
précise pour des déformations d’origine élastique. Par ailleurs, des
déformations inélastiques, non reliées directement aux contraintes,

peuvent exister. Les mécanismes physiques & l’origine des déformations
inélastiques peuvent avoir des causes diverses et variées. On peut citer

~ les déformations plastigques (origine mécanigue)

- les déformations associées & des changements de phase (origine
thermomécanique)

~ les déformations thermiques Corigine thermique)

- les déformations de retrait lors de réaction phuysico-chimigque
(origine physico-chimiguel (polumérisation, séchage,...).

Er général, un =solide présente toujours des déformations élastiques
gl se superposent aux dJdéformations inélastigues Pgir préseruver la
continuité du milisu,., il est nécessaire que les déformations totales
gbélissent & certaines relations dites de compatibilité. C’est ce que
nous explicitons dans le paragraphe suiwvant. -

b) Incompatibilité et contrainte interne [11] 2]
Mous direns gu’un champ de déformation sst compatibie,
s"1l wérifie les relations sulvantes (relations de compatibilité) :

- ELkme}Qm Eu =0

‘MM,

ou de mani#re symboligue

UAAL £ =0

m
w
(4]
pid
—

2 tenseur permutation, tel que

impaire de 1,2,3

0 si deux indices sont égaux.



le tenseur des déformations dérive alors d4’un champ de déplacement et
s’écrit

E,Lé = %KML‘Q + Méli

l1'existence d’un champ de déplacement unigue et continu impligue que
le milieu reste compact apres la transformation , c’est & dire qu’il n’y
ait ni wide nl recouvrement de matiédre.

Si la compatibilité de Ekf n'2st pas nulle, nous posons

t1A~L 2 = Al

" est un tenseur du s=cond ordre appslé tenseur d’incomnatibilité.
-

C'est une wmesure guantitative de 1’é&cart mpatibilité. EkQ ne
dérive plus d’un champ de déplacement et milieu reste
continu (sans vide ni recouvrement), il y a ¢ i de contraintes
dans le milieu gul créent 3 lsur tour des Jé&fF ions additionnelles
de fagon 4 ce gue la déformatian totale u milieu soit
compatible, su moins avant l'apparition 47 went =t la rupture

Danc tcocus lss cas, ¢’est la déformation totale qul est compatible, il
n'en est plus de méme pour une partie de la déformation gui aurait une
signification phusique propre (déformation plastigue, thermigue,...).
Sauf «cas particulier, la déformation imposée & un corps produit des
contraintes dans le milieuw. C'est l’incompatibilité de ces déformations
qui est la source de ces <contraintes gue nous supposons élastigues et
qul s’écrivent alers

O4 = Cuk tg

ces contraintes se superposent aux contraintes externes liées au
hargement mécanique.

(%]

81 la déformation imposée est compatible, i1 n’est nul bhesoin de
contrainte, par contre, si elle ne 1’est pas, 11 uyu a création de
contraintes qul produlsent & leur tour des déformations additionnelles
de fagon a4 ce que la déformation totale qui s’écrit

EA}_ 8 +£..

a
E;- est le tenseur des déformations inélastiques



a

soit compatible, c’est § dire :
e a

et que les contraintes vérifient les équations d’équilibre

Gj-_}'é:o

De plus, il faut vérifier les conditions aux limites. Dans ce gui suit,
nous appelons contraintes internes les contraintes dues aux
incompatibilité et contraintes externes celles dues aux forces
extérisures (surfacigues et volumlques).

2.2.5) Position du probléme

Les éguations d'incompatibilité, les équations 4 équilibre
et la loi de comportement constituent 1le systéme d'é&quations 4’0ol nous
pouvons calculer toutes les grandeurs mécanigues du systzme. Le probkléme
se résume donc & la résclution du sustdme d’é&quations suivant

. . -0 équation d équilibre

l«_(_(‘g'_i_ f{a’)-_-O relations de compatibilité

g =-C E, lai de cowmpertement pour la partie
élastique

A ce systdme d éguations, 11 faut ajouter les conditicns initiales =t
les conditions aux limites, ainsi que la loi de comportement pour la
parties inélastigue de la déformation totale.

Four résoudre ce systéme d’'éguations, 11 est commode de
l"&crire soit en déplacement, soit en contrainte. Ces deux méthode
bien gque comparables, s’appliquent & des preblémes différents. Le choix
de 1’une des deux méthodes est 1ié é&troitement & la nature du probléme
rosé et sux facilités de résolution.

s.

Ensuite, il faut spécifier la nature phusique de 1a
déformation incompatible, c’est-a-dire de la déformation inélastique.
Expliciter la déformation 1inélastique passe par la compréhension des
mécanismes physiques mis en jeu.

- Pour des déformations plastiques dues aux déplacements des
dislocations, la déformation plastique est décrite en fonction des
caractéristiques phusigues des dislocations.



— Pour des déformations thermigues, il faut résoudre le probléme
thermique correspondant, c¢’est-a-dire résoudre 1’équation de diffusion
de la chaleur.

— Pour Zdes problémes de séchage, responsable du retrait du bolis et
du béton, 1! faut résoudre l’éguation de diffusion de l’eau dans le
matériau. Dans certain cas, 11 existe un couplage entre les paramétres
physiques et les paramétres mécaniques, ce qul rend le probléme encore
plus difficile & résoudre.

Mous nous limitons ici au probléms 2lastique, c’'est-a-dire

celui gui consiste & calculer les contraintes 1internes pour un
déformation inélastique et un compertement 2lastique donné et connu.
Dans la suite de ce chapltre, nous rappelons la formulation
en déplacement «quil permet de résoudre le probléme posé, c’ast-a-dire
permet le «calcul des contraintes internes et des défaormations
correspondantes. Les chapitres 111 et 1Y sont consacrés & la formulation

o
[t
W
jast
1]



2.3) Formulation en déplacement et applications.

2.3.1) Introduction

Dans cette partie, nous rappelons la formulation en déplacement
que nous explicitons. HNous allons trajiter successivement 12 milieu
homogéne avec des déformations incompatibles et le milieu hétércegdne
€lastique, ensuite, nous établissons 1’éguation générale pour les
milieux hé&térogénes anisotropes avec des défcrmations incompatibles scus
dquation intégrsle. Nous appliquons cette é&quation au

probléme de 1’inclusion plastique et ensuite au cas de 1°inclusion
h&térogénes et plastique, problémes classiques dits d’Eshelby.

2.%2.2) nilieu homogéne avec déformation incompatible

Dans tout ce qui suit [(sauf indi
ravaillons dans un repére orthonormé dans lse

t 1
par s2s trois coordongss = (1=1,8,3) st nou

Il - » ’ : - o’
Cn congidérs un milieu homogéne de constantes 3°4lasticitsd Cng )
£ : - . . &L - v 1 -
subissant uns d&formation inélastigues incompatible £ Le prchbléme est
de vérifier les Zgquatiocns 4'2quilibre, dJde compatibilitd =t 1z 10l de
2
comportement. MNous cherchons la solution en déplacement [ 3 ]
u ns 4’7 tre s’édcrivent dans le cas guasi-statigue

Aa = (2.3.2]
Nous prenons la déformaticon totale scus la forms
e T Y
i =4 -
4 2/&/qué T /AL
2.32.2)

- _
El;a' - /“-’(L,")

ce qul permet de vérifier les relations des compatibilité.



Les parenthéses indigquent que 1’on symétrise par rapport aux indices
iet J.

La déformation totale est composés d’une partie &lastique et d’une
partie inélastique

e:-;(ﬂ) = €50 + €5

(2.3.4]

Les constantes d’élasticité 2tant constantes, lss équaticns (2.3.1) et
(2.%2.2) donnent,

e
C,L;u iked =0

En uvtilisant la relation (2.%.4). on a alors

Q-
r
r°

-S'Q
&
I
™
oL:
N
o
L -1
w
(&
]

, dont 1’inconnus est ).
X . . X a

on inélastique & sont
es #quations de Navier

cur réscudre  1’é&guation

(2.3 avantazeux d'utiliser la
technigues du tenseur d= Green 4 :

0o
(&Y
¢ 0]

Cipt G g () + 8 S0 = 0

éuhmest ls symbole de Kronocker.
S(a-a') est la fonction de Dirac définie par

3w)‘5(ﬂ-n’) drr = 3(n)

v/

Efk&§~ﬂ) est le déplacemsnt sulvant 1’axe k prodult en un point . par

une force unitéY; =S $(1-A) appliquée au point ' suivant la direction

m. Le tenseur de Green est sumétrique en k , m et.n,nf pour un miliesu
infini.



En identifiant le second membre de 1’équation (2.3.85) A& des forces
volumiques fictives :

6.
1= - Cue Ei

L’ éauation devient :
C M,' 0

La solution s’écrit alors :

/E;(/L) :J G"_M(IL-—/L') gL(N) dw’

wi
Scit
Vs /
w (~) - -J Gy, (a-n) Cb‘;kﬂ ekP,é(A) olw (2.3.7)
VI
BEn intégrant par partis, on arrive a

@ a
GLA&,&—A!)C(’JIM ikQ(A.') Mgds + GLM"QI CL)(D.Q E«ke(/\) A/V

G ‘(A’_Al) - DGLM(ll-A.')_:- BC’Lm(J\-/\.’) - - GLM’)({L‘,\") (2.%.8)

>l " 29(.5

Le déplacement total s’éerit alors

/{/D;(A) = -j Gj'mlé(a-,u) Cbék.?, Eze (A') AN/
v/



es déformations s’obtiennent en dérivant et en symétrisant par rapport
met an

o

E_'rh}ﬁ) = rmmi}-("'*') C'Lékp, ic;Q (A') L (2.3.9)

w
Avec

P a-n)z-2(Gon Gim
,MA~3KA ﬂ) = ) (c;un~,$n~'F LleQNJ

e T &
LWz & W_E  (n)

Les contraintes s’ obtiennent par la loi de Hooke

T (4= Gy Epnn )

iéhmn»

La déformaticn indlastique peut &trs plastique, thermique ou dus
3 des transformations physico-chimiques. Le formalisme ssrait le méme,
au moing avant le stade ou il faut l'expliciter. HNous verrons dans le
chapitre VI qus cstits dé&fcrmation indlastigque peut représentsr le
phénoméne de retrait du biton

£.%.%) Nilieu hétérogéne elastique [ 4 ][14]

Dans ce paragraphe, on considére un milieu hé&térogéne dont les
constantes 4’ &lasticitd A») varient avec 1la position, subissant une
contrainte macroscopigque 2 1'infini qui  produit des contraintes O(a) et
es défcrmations £H(A) qui . varient dans tout 1le milieu & cause ds
1’hétérozansité. On cherche & vérifier les é&gquations (2.3.1) 3 (2.3.4)
=t & cbtenir la soluticn en déplacement.

La 1loi de Hocke s’écrit

O tr) = Cripp ) gze(,.,) (2.3.10)



Avec

E/ZQ_ (n) = Mklg(ﬂ)

(2.3.11)

En injectant 1’24quation (2.3.11) dans [(2.3.10), on a :

O () = Gy (m) My (4]

nteg d’élasticité peuvent se décomposer en  une partis
2 est uns partie variable [ 4 ] :

C*-Jll?, (/L) = C:'Jk,p. + g(’l-ah,e, (ﬂ')
Les contraintes s’éZcrivent alors
Ty M) = Cla'u Mp g(#) + 8 q (#) My g ()

a7

2’'&quilibre donnent

g
03
2}
()

2quations
O, -0
A.),g

CA}U “‘k,%u) +(5C§jk€ () Mk‘g(“))ﬁ 0 (2.%.12)
/

De la mBme facon qu'avec 1'équaticn (2.3.B), en identifiant le terme
scus le signe de dérivée & des forces wvolumigques fictives et en
utilisant la technique du tenseur de Green, la solution g'écrit

M (n):‘j G (n- /L)g (') dw?

v/

La solution avec un déplacement en frontigre s’ écrit

/e (/\-) = (A) +S Gh\L. (/\.-—/L')% SCLJB.Q (£') ’U"A e(/u)} dA//
t
v 4!
On intégre cette #quation par partie, en supposant que le terme en
surface est nul. On obtient alors

M) = p 8) -G, i («-m)(Sa-;ke (W) My y(x) ) o’

:



Les déformations s’Zerivent, en tenant compte de (2.3.8)

)= Enf8) | LGS B O

vl

r - (/L-—/L‘) - - .'_;j GML,éMLA-N) + GML';)M (/L-n./)

Les contraintes s’obtiennent directement & partir des d4éformations.

Cette 2Zguation a £té donnéds initialement par Zeller et Dederichs
{4]. La gdifférence avec l’éguation (2.3.8) =t que cslls-ci est une
Zguation intdzgrals alors qus 17&guation (2.3.8) =gt une intégrals
gimple.Nous remarguons qus la difficulté essentlielle,c’est-a-dire
1’équation intégrale, vient de 1 hétércgsneitéd =t non pas de la
di&formation i{nélastique.

2.2.4) fNilieu hétérogeéne avec déformation incompatible [ g ]

i) -2 - - - + T A poey H —~ = Y -— -

(841 traite maintenant ls probléne mi . C'est-a-dire c= U
P I, L d Lam R P . PR T - o~ 8 L4 L £ —med ) i a — — - -
milieu hétérogéne, donce tcoutes les propriétés &lastigues varient avec la

£ B 3

-—— 4 : -1 & ) = - - - 2 2 - ASS - —_— i o~ % = —_ E —
position,celiui-2l Zgtant SCUmL 8 & ung QST OPMaTiohn ;E:lastigu:
FR. JETII W - -~ ok s - 3 . -
AHLJmpatlulc source de contraintes internss
T = P S o - & - P A Y - - 211~ - T - - - + - 2L - -~
La d&formation totales compatibls est la somme 4 uns d&formation
£ R 2 PR 8 - 2 ~
Zlastique et 4 une déformation inélastigus

De la mémes facon que dans le paragraphe précédent , nous décomposons les
constantes élastiques en un terme constant et un terme variable :

Cijie () = Ci’ékﬂ +8C ke (M



A 1’aide de la derniére &quation, les contraintes deviennent alors :

0 T
01) (n) = (C%Q_ + SCLJ'L,E (m)) ( zkﬁ (a) - ﬁie(ﬂ)) (2.3.16)

Les contraintes Cﬁ;(ﬂ) doivent vérifier les équations
d’équilibtre qui s’é&crivent :

CT:-- =0
41
Le tenseur dss déformations étant symétrigue, on peut &crirs 1’Zguation
(2.32.168) en déplacemsnt :

(S + SC‘W“)) (/"71;,8 R W) =0
y
y

1]
CJékQ étant ccnstante, 1’&guaticn devient alors

o T T /8
Cijkt“*k‘qéu) + S(L;'l&(’”) “k.e‘” ~ Ciju(ﬂ Ek@ “ﬂf 0 (2.3.17)

Cette #&quation aux dérivées partielles est résolus par 1’ intermédiairs
de la technigqus du tenseur ds Green, sn  cconsidérant le second terme
comme des forces volumigues fictives. Ls déplacement qus ces forces
applliquéss 2n un point A/ provoquent =n un point A est donné par
T
!
M (n) = Gm (r-1) SL('A.)AA/
vl
Soit
T T a
. ' i ! [ /
M. (n) = | G a-)l SC, () W)~ Cope W e, (2)] dw
MOEY R ke (7 I g gkt W) L))
v! ‘5
De  la mBme facon que dans les problémes précsdsnts et en rajoutant ls
déplacement A’ en surface, le déplacem=nt s’ écrit

. ‘ a
TR ER TS Cleé_(a—N)KSCLJ o) M—ZIQ () - chu (W) ikq('ﬂ))dﬂ’
v!

On obtient pour les déformaticns

T 0
6MM('\):£MM+JV'FMM5(A-N) gﬁ’i w)_ oC; MMEL“ 0\‘\/ (2.3.18)

r cA)=- 4 . e G
hmi (Aen') = E;(<;vnglgﬁ~*' /huqéh¢>



La déformaticn totale donnés par cetts &quation est compatible.
C’est une é&quation intéegrale dont 1l’inconnue est €' ,les données &tant
, € etSc ainsi que RWNL . Cestte Zgquation a 4té& donnée par Bsrveiller
et Zaouli [ 7 }]. C’est une  généralisation des é&quations (2.3.8) et
(2.3.13). On peut aussl noter gques les £guations (2.3.8),(2.%.12) et
{2.3.17) scnt des généralisations de 1’#guation de Navier en &lasticité
homogéne sans d&éformation inélastiqus.

2.2.5) Solution de 1’ équation intégrale

Pour les milieux micrchétérogénes et macrchomogénes, on peut
gsouvent supposer que la taille de 1'hétérogéneitd esst petite desvant
celis de 17&chantillon et que le milieu est faiblement hétérogéne.
L’ézart entrs la dé&formation totales du milisu h&térogéne et cells du
milisu homogéne correspondant reste alcrs pstit. L’ approximation de Born
permet dans ce cas d’'obtenir un résultat approchd mais satisfaisant

xa] Approximation de Born

La soluticon ‘EZguation {2.3.18) dépend de 1 hétirogéneits

du milieu Pour les igux wmicrohdtérogénes, ou les propriédtés
mé&caniquss varisnt lo =nt et sont macroscopiquemsnt homogines,
1"approximation de Bor 7 permst de calculer la dé&formation totals
avec uns précisicn suf te. Cette approximation te emplacer
la d&feormation totals 17intégrale de volume de 1’éguation (2.%.18)
par la Z2&format homogénes ; a lut ae=
cettes égquation u cale y

T g | T T WL (W) Egy(0)- Ligppw) £ 5|

T o o . A
£ - €& _& I éC.gb/'+ r1C-£ An!
v! vi
On n’a alcrs gque des integralss simples & calculer. Cettie approximation
est valable uniquement quand le milieu est falblement héiércss

Trés souvent, on a a faire 2 es milieux granulaires ou des
sux avant une structure sous la fr rme d’une matrice en présence
clusicns. Le prebléme de 1’'inclusion apparait alors comme le
o3 l1éme central a résoudrﬂ pour ces matériaux. I1 a été& traité par
Egh=slby [ B ] st c’est 1'objet du sous paragraphe suivant.



*b) Application de 1’équation intégrale au probléme de 1’ inclusion

Le protléme de 1l'inclusion a 4t& +traité par Eshelby. 11
considére un milieu homogéne infini ontenant une inclusion de
caractéristiques £lastiques différentes de celles de la matrice et
subissant une déformation inélastique homogéne. Pour traiter le probléme
d’inclusion, Eshelby utilise differents artifices astucieux permettan
d’cbtenir la solutlon de l’inclusicn hétérogéne et plastique.

Un résultat remarquable trouvé par Eshelby est que 1la
déformation totale dans une inclusion ellipsoidale sst uniforme. Ce
résultat permet 1’applicaticn directe de 1’é&quation intézrale formulés
en déplacement sans passer par 1’ approximation de RBorn.

Nous ferons cstte application pour 1’inclusiocn homogéne et
plastique. Ensuite, nous traitons 1l’inclusion hétércgéne et plastique.

1) Inclusion plastique

On considére une matrice infinie &lastiqgue, libre ds
contraintes sxtérisures =t de constantes d'élast:citéCiﬁkC constantes,
contenant une inclusicon de mme constantes 3 &lasticité et gqui subit une
d2formaticon  inélastiqus homogins | 9 ]. Reprencns 1’Zguation (2.%.8) qui
s’ écrit

o

T 0 a ,
2 (n) = V”E;n&g(ﬁfyf) (;iéke iﬁﬂ Gd) ULV

Nous pouvons  écrire gkeé 1’aide 3¢ 1la fonetion indicat 1oee(¢)définie

par

'{ A Sinély

\0 %i/u#(V

Q) =

L'é&quation s’écrit alors

€ )= »Jufu M-(“"‘) o
v



BEn prenant la valeur moyenne de la défcrmation totale dans 1 inclusi
on obtient :

Ve

Tz Y I a r e la A AV'AAW
E’mm.("')— — AJk,e £ke Wy, Mo (a- )

cn
La
Le t MMLJ' 141 par la
reiation
xT
S - A ] - Colp
Vv
I
Les d&fcormations #lastiques dansg 1'inclusion s’derivent alors
e1 E/T.r Za-
MM = AL T T .
En 1’zbsence de= contrainte sxtériesurs, les contraintes dans 1 inclus
s’ &crivent
I Cﬁ EL
E;‘l - L]
Ay T AQVnm. Y A
ou bien & 17aides de la rslaticn {2.7.14)
o ¢ eTF _g®
e . _
A‘J - NJW\-MK m v
ET Lar s
Bn remplacant par sa valsur en fonction du tenssur 3'Eshelby

a

moyennes dans i'inclusion, on peu
les contraintes dans la matr
Dans ce qui suit, nous trailtons le probléme de 1’ inclusion hétérogéne
plastique.

On peut ainsi ealculer le d&fcrmations et les contrain
-~
. 1

ussi calculer 1les déformations

=
ice, ce aue nous ferons dans le chapitre VI.

on,

t

1))

h
ch o

+
T



*2) Inclusion hétérogéne et plastique :

La matrice infinie élastique de constantes &’ Plast1c1té(,9hl
, litre de contrainte extéricurc contient une inclusion hétérogéne de
constantes d’élasticité C%ktconstantes et subissant une déformation
inélastique honugerPS MNous reprenons alors 1'&gquation (2.%.18) qui
s’écrit alors :

_r. o Q ! T [
Z’m,\(:) - E’MM. +S FMM%(/L-N){VC‘I;;‘QQ (A') ike (/L’) - chu (’\) Eka(/l) dA/(

Avec
r ) _ A G , G .
™ "('\'A’)-"'— vliim T IML Am
) 2 1ym 'y
es d’'&lasticité =t la d&formation indlastiqu
a fonction indicatrice B(a):

@
2}
an
¢}
1
o
<
i}
=
o
Q
fon

o a
akg(m)': Eﬁﬂ G(A)

] T ©
Cungwr= Gy + (Cg,'u 'Ci,;u) O

Elle devient aussi

QR
-
>
]
; (]
2
+
N—
ﬁ
’;

i
N
/_\

d:
_ .
Mo

(Y\
P
[
1
[
O
al:
b
~
m

Pt
o
~

PNy
~

En passant aux déformations movennes, on a done

i C r' A=A A’
m M Mmm + v i&\/j kaQ E/H’, Lé( ~)
- ) dw dw!
-%), iy =14 ACLAME ()
Xy

La déformation +totale dans 1’inclusion étant uniforme, on reut prendre
la déformaticn moysnne dans 1’inclusion dans 1’intégrale de volume, on a
en fonction deTrz

Tz ° T a _.II Ir Iz
EW\M 2 € m +.\./‘f; Ci;'kt ikl Tmm.,} - _C‘:;_ ACLJ’RQTMMLJ' £k€



On peut aussi Zcrirs de maniédre symboligue
T T o T i7
I:£+C‘£ T
V; VI
La résclution de cette équation permettra 1
movenne totale. Les déformations é£lastiques s

£ _ g™

a
ymm - M Emm

ul de la d&formation
ent 2lors

< 0

Les contraintes dans 1’inclusion s’Zecrivent
I I.e
O -c &1

ou btien :

En utilisant 2estte méthode, con peut obtenir les contraintes st
les dé&formaticons  dang une inclusion hétédrogéne =t plastique. Ls calcul
est rédult & celul 3u tenseur_rrrqui peut Btre calculd 3 partir du
tenseur d'Eshelby [14].

2.4} Conclusion

=y 3 1&iC

donnée par Berveill
rarticuligres de Ded
Ensuite, nous avons appli
1"inclusion d'Eshelby [ 8 ]

Dans l2 chapitre suivanit, nous formulons 12 problame en
contraintes, - ce qui permst 4d°&tablir des &quations analoguss 3 celles
formuléss en déplacemsnt mais gqul peuvent s’appliqusr & d'asutres classes
de problémss de contraintss internses dans les milisux hétérogénes



CHRPITRE I11

Potentiel de contraintes pour les milieux hétérogeénes,anisotropes

avec déformations incompatibles.

2.1) Introduction.
2.22 Théorie de Kriéner
3.3) Eguations générales.
2.43 Cas d4'un willeu isotrope,hétérogsene.
3.52 Cas d’un wilisu homogéne,anisotrope 2 syméirie cubigus.
2,83 Prohleémes plans
2.6.1) Milieu homogene et isgtrope
3.8.2) Milieu hétérogéne et isoirope.
2.5.3> Milisu homogéne anisotrope & symétrie cubigue.
2.72 Conclusions



111> POTENTIEL DE CONTRARINTES PCUR LES MILIEUX HETEROGENES. ANISOTROPES

AVEC DEFORHATIONS INCOMPRTIBLES :

3.1) Introduction

La formulation en déplacement du chapitre (1) part de la
vérification de co tibilité, c'est-&-dire impose gue la
déformaticn u c r dZe déplacemsnt on  peut aussi
formuler 1= il s 2t vérifier d’abord les éAguations
d’Eguilibre, entiel de contrainte

La mét ntr s d’autres
branches de »] atigusment les
équations 4’ ég ediair potentiel de
contrainte dusg cohn ule alors les
Egquations 4’1 contrainte par
1intermédia t & des £gustions
aux dériuvéss contrainte.
résalution =t
déformati ]

Mous rappeslons tout d7abord la théoris de Kridner [ 61 pour lss
milisux homogdnes =t isctropes avec défcrmations incompatibles. Ensuite,
s ti r =ral 1
2

O
Pt

7]
Q
[ e |

2.2) Thécrie de Krbner £2 1 :

Hous considérons u
inélastigues incompati
contraintes sont lides 2
et la déforwmation totale
des déformaticns inélast

n
[y
w

£ = Eij (1) + 62}- (x) 3.



Les équaticns d'incompatibilité s’fcrivant

-
€ G B g W20 (1ecfio) o

A l’aide 4= la relation (2.2.1) an a:

a

ELRMEQQW E,emf\f:)l Lo + € Chovn €$QM_ E‘m&?k@ =0

cn

-
(=)
“
{1}

@ N o
NL;A' (n) = ELkMEéeMEMMlke (n) ("1:—1\46 ) (2.2.3)

[}
s |

a

tars
vz

fu

< e
~ il €30 Crnnn ke (A>:~ggw e t=m) @20
ta loi des Hoske s’écrit pour un milieu isotrops 42 module 3=
cisaillement fL et de rappert d= Poisson V
£ S
I ((_r v
M = T ma W m
i ™AtV Rk
gue nous inj2ctons dans les éguations 4 incompatibilitéd (2.2.43
N G, ., - 7
lek:l\, + kzk, 4 ( Aklk\' h"’ljk),*’ ( OZBAC - /‘2./2,,8& gb)
- 2.9

A+ V Ulk,ig - Ulk,eé&j) T-i/”"zé‘j (3.

d"équilibre s’écrivent dans l= cas guasistatigue =t
2 rces volumiques

[ e |

= . =0 (z.2.8
fj:él}



Ce qui permet de réduire les équations (2.2.5) qui s’écrivent alors
sous la forme habituelle des relations de Beltrami (dans le cas ou

M= o 3

4

Tijohh 77 Ty ™ T, wi’ﬁi) oy <

[f})

2.7

tes éguations d'2gquilibre sont systématigquement yérifié=s, en prenant
les contraintes gqul découlent 3u potentiel de contrainte par
1’intermédiaire des relations sulvantes

car cn a:
':Db',:]ML.-O
U a5t commods 4’ introduire un opotentisl auxiliairs X otel qu=a
{2.2.9)
e X g X S'-) (4):6)()
Cha P o RR T
23 contraintss s’&crivent alors

Ty = 2 | Rigi + Xy~ (K Aigh)

A

+ (%t ke - Xpn 1) %5 4755 (X kkii| -ka.?fgiﬂ

’

la trace du tenseur des contraintes s’écrit alors




En injectant ces relations dans

gt = (K hiat + X )

+ 32X v

Xtk mmn

S..

A

i

1’ équation (2.2.7) an a:

A+V

H,hué M

A4V

)

3.2.10

9

si on 1mpose uns condition auxilialre sur )‘ telle qgue
X: . =0 (3.2.11
A)’Q = .2.
les éguations (2.2.10) s’édcrivent alors
Xt (~) - (z.2.182
L),uaw\.w\, = NL("‘) TTrEeEs
3
NUA)jéc:;le uniguement des diformations indlastiguss
L'édguation (2.2.123 correspond & 1 &quati
la condition auxilizire L;.&:D:ﬂaﬁs l=
verrcns alors gue l'on pesut tosujours calce
qui satisfalt & la fols zux éguaticns (3
3
méthode de aux cas dss miliesux
hé a G un milisu rogens, les propriétés
mécaniguss, 2n particulier les constantes =t pliances 2lastigues,
varisnt d'un  point & um autrs du willeu compoasons alors les
compliances élastigques &n un terme constan un terme wvariable. De
méme nous décomposons la défasrmation totals locale compatible en uns
parti=s élastique 2t unes partizs inélastique.
L3 d&formation totale s’écrit alors
e a
£.(n) = €,.(0) + 8 (0) (3.2.1>
A\ A /-J 3.3,
3 )
La déformation teotale &tant compatible, elle vérifis les équations
d’incompatibilite :
E, é, éT T
L]
- : A) = 3~4 = (2.2.2>
Lll\rw )Qm Mmlkﬂ()_o ( 6 O)



En injectant la relation (2.3.1) dans (3.2.2) on a:

™ ESQ,W(EF;WW + £:~A~),u =0

on pose .

I’y

Nl*’é = E’LkMEAQm EMM.IIQ,Q (%:‘ME'&) (3.2.49

e .

(3.3.4)

(Lnct'=m)

Comms dans le paragraphe précédent, ”t st le tenseur
d’incompatibilité.C’'=st une mssure quantitatiue de
compatibilité de la déformation inélastigue.

nt local du milieu est élastigue., ¢
2 Hooke gqul s’'écrit sous la forme

D

Mous supposcns gue le comportem
qui permet l7utilisation de la lei

L3

E'i'(«,i (n) = SLJLLQ (n) OEQ (r)

gue !’on remplace dans 1 équation (3.32.4)

n
s

- €L‘zh~€;(,w (SMMM (r) O ), Nl ) (3.3.

MNous d&composons compliances élastiques en une partie constante et

les
une partie fluctuante

SL{‘)UL (#) = Sé'ké + 55@'/& () (2.3.6)

(-]
Side représentent les «compliances élastiques d’un milisu
élastique homogéne. A l’aide de l’équation (3.3.8), 1’équation
(3.2.5) devient alors

- €LkME'AQMSMMﬁG“;C\ e S E:}QM(QSMKP({) o;q(ﬂ))he (3.2.7
I

/yl..(m)



Il reste 3 vérifier les équations d’équilibre, qui s’é&crivent an
l’absence d= forces volumiques et dans l2 cas statique :

O_Z)"))- = v

Les relations d'2guilibre sont systématiguement vérifiges en prenant les
contraintes qui d#coulent du potentiel d2 contrainte @&fini par 1la
relation habituslle

Ty = - €tk i Prame, k4

l’2quation (2.2.7) s’écrit alors

€ .

prt 6115"’ 4> Eu,nakl ()

+ELL,M63QM(S'SM,£;% E'P £ ‘15'“4)tu.,/u )AQ NlJ(.A’)

sotraop

liaire
(2.2.93
(3.2.100

gafficients d’élasticitd 4’un milieu thomogine

Le premier terme du premier membre de2 la relation (32.3.10) s’#crit alors

Ak = (Xgik +Rikjh) v X,k

(3.2.11)

S,




Pour simplifier l’expression (3.2.11) nous <choisissons le potentisl de

contrainte tel que sa divergence soit nulle, c’est-a-dire que

thS‘ﬁ =0

dans ces conditions l’expression (3.3.11) se réduit

X

v

A:J" ;?JQ/MM

1égquation (3.2.10 s’écrit alors

+ e/bla.w,éf)Q,M. S-SMM%;;X é’f:\.t Gqsq_CtMXQL‘M (&)

g est un champ de vsctesur est a déterminer de  facon Qus
potentiel d2 contrainte soit & divergence nulle, donc :

,_
1’}

i
(%]
0)
-
(3]

o




D’ ol nous déduisons :

CoL S YT (3.3.14)
£iAR “f/)‘;;[') ALin

1l suffit alors d2 résoudre les Zquaticns (3.3.14) pour trouver lz champ
de vecteurs Y & partir du potentiel M. . On peut alors calculer
la fonction ¥ =t par conséguent «calculer le potentielX%; a
divergence nulle. Les potentiels X et X' sont différents mais ils

donnent les m8mes contraintes puisgus :

\{’

e Xy Bt i 2 £ (g 0y )

nt nulle, on a alers pour les

A -~ Lt
J3ns Ces Conaitildns,

s'écri

Rkt 4

on paose

! (3.3.16)

/'-}' Al



A

ﬂ;s mesure l’incompatibilité due a la déformation inélastigue 2t &! 3 la

méma forme que 1’incompatibilité m . C’est pourquoi nous

l’appelons incompatibilité. Méanmoins, 1l est clair que m! dépend de
la solution du probléme par l’intermédiaire du tenseur X . nv

Joue le rBle "d'incompatibilités fictives” analogues aux forces

volumiques fictives de la formulation en déplacements.

Pour un miliesu homsg2®ne $$ -0 , nous retrouvons l'2quation (3.2.12)

de Krbner carNQ: 0 . Pour un milieu homogéne Alastigque sans

déformations inélastiguas, nous pouvons retrouver les potentiels de
contraintes classiques de la théorie de 1’élasticité {15].

fvant d2 chercher des sclutions de 17é&gquation (3.3.18), nous
allens ta particularissc, dans l2 cas de certains probl2mes pour
lesguels nous spacifions 1’hétérogéndita o l’anisstrcpi=z, ainst
gus dans l2s prchbléemes plans.

2.4) Cas d'un milieu isotrope hétéragéne

MNous nous proposcns  ds calculpr 17incompatibilité dus a des
hétérogénadités dans le cas d'un mwmilisu isotrope. Cette incompatibilits
s'Zerit dans le cas général

Vo S 5 ”"’V (S 5314.5354[{

~ N
XDIHD)v;)[;, sont dess constantes relifes par les relations usuelles

—

E _ o (3N, + M) ¢ Do
) ;\°‘+/LL0 ° -2{)\;+}kb)



Mous supposcons que 1’ hétérogéngité est isctrope, SS' s’écrit donc :

SNCE 5(- L) Suenpq + S(%ﬁ)(swsm{fs

E

sgit encors

- - ey = ) .
sn remplace C, par sa valsaur

g S

E’pmte qst\vgtwgmb * Ho ( gta, g,wfo + 9y, Sm)) xa‘s,ﬂ»

gul dewlsnt apres 4

[y

vsloppement

11)

NE. € X

°TpAw TS aa,np+/‘°eFr»w€qszﬂ«B‘/LA +#o€p~k€qsa.xa\o‘,u

que !’on multiplie par Ssvnkré,an a alors :

[/\oslqe €, 5. 5%

PAw Qs T imaT P M,Ms+)“vSAQPMEQSBSMMQPQXWL,AA

TP

+}4“$A €PM° €q$¢'£ s XD*BML: )\oé € S S X

¥ pooBE, 1€, 5,05

434" mp 'M]Xab,nA “'/\"’SBeFmeqsms’M%Mﬂ XM‘,LA*‘ ModB €ppa €

Y ewewgmémxabw] N
/

pAn~qsu O pTamgq TAA AL

+ }lOSB efvm,e ﬁ\s‘)

paa—gs

SRR

mp g abiaa

l’él’““is'“-f Xo\l:,,t 0



© Soit

[—-,\D%A EPAMQ PSwSMMXQ&,Ap + Mo o (:PA,A,E psb SMMX@IM +JodR epmkepsa,gmeab,A,A
+ Aod8 €an€Msmx0~M/\,A + Mo %8 thméngmhlﬂﬂ + Mo S8 émnkémsauxdakm,ﬁx

+ AR éM/‘Lw&MquM,A,o"'MbSB Emmaémshxmb,lt/& -+/.({,§53 émmbE’M,Sa\.X“’bl/\"J;ke

fprés un certain nombre de calculs et en utilisant le fait que v X=0,
on trouve :

[(2Xe8A+ 2488 2088) X an nn Smune, - LAo80 Kanma

+ Mo 58 (ehmémsb"' éywn.bemsa.* Emnabish + é/u./\,‘o(:bwsa.> X&‘D(/LA] | L0

on pose

C = ANS5A + Lo SR + 2N SB .

d’actre part, & cause de la sumétrie de X en 0»,5 st N~ ,8 , onoa

€ €

woaa wsht émn.lo €M.$a.+€/wf\.a,emsb+€/\~f\-‘=6m.sa, = Llémn,a,ém-sb

on a alars :

I

et l’expression de 1l ’incompatibilité s’écrit alers :

A"LL). ol [C’ € Lk,’w» 6;QM,XQA.|/L/‘L é\rvww - Q)\OSB éi’%\wééémx&&lmm

+ Y podB e&ué"glhemmemsb XDJD;/LA k4
IR



l2 cogefficient ( psut s’écrire en fonction g= é;

[ it S T

£ 0 W

} 2 . 4
M. s’écrit aprés calculs :
v

g < ((CKanna$yy) - Xaaun) (oA eheégmx%mm)’u

4

l:”}"oga(xuk X;(‘z il - X‘ve'ﬁk’+ 4 kﬁ)] k¢

t V’sachant que :

SA-S(__‘/_(Q) N S@J(M)
- E(r) E(n) ,

4]

C - or[S(-vw g(xl+m)J 4 5(_ V(r)
) <(E‘”>+ Ew ) #e £ ()

variatlion du moduls de Young st ssuvent plus importante gqgus celle du
efficient de Poissaon premisre approximation consiste & suppaser
2 Vv eEst une const b= simpliflie d'auantags | expresslion denﬁ
ns <2 dsrnier cas, p)
A
éA-__\/S( B = (+V 4
E () £n)
v sera £gals 4 vV, . l’expression 42 C s’écrit alors :

o craS i) ahte ) Sk - em)

Co 2 M- o) S E{m)

1’incompatibilité s’ é&zrit donc

!

- A (A+VO)KS(E(A)) éd‘“‘éﬂ"’*xu W‘”‘) ¥) +H}‘°(A+%)[S(;‘:ﬁ

(X}z% ,’)k,,;z B X}l,;)k + X&'y M)],RP



La donnée de EkAJ permettra 4’ avoir 1’4quation aux dérivées partielles
explicite satisfaite par X . Dans c2 cas, L’ équation (3.3.18) s’écrit :

X»),k.ﬁ.m(A) - /V&'A,‘J("") = NlLJV')

2.5) Cas d’un milieu homogéne anisotrope a symétirie cubique

tdant, nous allons
2 due & l’anisotropie
ation (2.2.16) gui s’écrit :

. 42 l’incompatlibi
cubigque. Pogur c2la, nous reprenons la r

X i) = Pl + )

’

B . [ st
1 'expressigon ”1"5 gecrit

P!
NU' (~) = - ebk\m SQ \%SM L~ P)qé nt qs‘“ctwmﬁxa“-‘aﬂm}, ol

2 paragraphe précs
N 11

L
<
el

c'est cetle exprassion gque nous NoOWs propissons ds ca“Llﬂ dans le cas
ot S posszde la symétrie cublgue. Mous reprenons le pre 2me depuis les
cantraintes

L auxitiaire X :

10}

s’écrit en fonction du potentdi
431«»\‘», ‘:.Q ° - P

= AM, KXMM'u +;?V$: Xftle ‘Sw\.m)

=S
3
g

|

c’scrivent en fonction de>(

1]
v
[y}
[}
]
-
lal
4]
—
s |
pos
1]
(7]
v

Ty = - eLkmé's’tmi'“*’(xM”' Mo el gwm>

qui dsvient aprés calcul

Vo .
T = — ik G *—A*"—(Xtmg‘q“xtt,zj)

2
v A=V



Comme S & la symétrie cubique, on pesut écrirs [17] .

! Y
+H %5'”1’ el krgfr

H' = 'Q“S“\{ + SA&,"SAA

sgit encore :

Sijkt = Sxa'u + 55@'/@2

- A+ Vo . S
- _.__E__ 8& g‘l Z_U (S&Sﬂ-{-g‘_gsgk)

8005705 &
R e
‘SSL)'U’_ s’écrit alors

Sk = Z— i e Pl 2l

E/._). :Ssx;u Gy

gn woit donc gue seuls less termes dlagonaux 4

4
z2rg, on & donc pour les composantes non nulles de S,’ :

2’_1 - 2}10 H (éMME,,sMXMM,M "'A_\_ffz‘ (xtthq - Xt‘t‘,lA))
[ f Vo
55.3 = - M, H (egmwéismthmﬁ —m(x tt,qq - Xtt, u))

{ '
Ty == Lot (Qmwéswxmwm - —VAX“'% - Xtt,zs))




Fpres développement on aura :

| 1_4._,\f W
211: - Q/WOH‘ (stlgt N ix‘ﬂ,‘y{" X“},‘h}) (X l‘gq' * Xft&t)
{ { 2 VOH
25‘}: _ L/(ADH kxgsl,&-ixq,% +X)«.X,§L) -%_(Xtt,u“ + Xftls“)

/

23;:-%;*&\4'(’( W ’“wa w@““) /M:;H (Xttﬂ”xth”

}'incompatibilité dues & 1’anisotropie 3w syste2me cubique s’écrit alors

Azlé ST VY
pour un tenseur € diaganal, les équations &’ incompatibilité se
rédiisant 3

Mn = - 53513‘ - g‘}‘m‘

gy = E33my

Nllzg - 51‘5‘3""}

finalsment les wt,s'écriuent :

eV, H (A= Vo)
m, = 2

v, | % (j“é‘mw“ X e Ty +X“‘L}“)+(Xttl (}tht”iv)

(Avovo) (XSSI"Q o S’X"S xgd ¥ X“a}") (Xttpfg‘b"' th’sﬂﬂ

|
NCB‘A: RA}‘i\::H [(A :/VJ (X‘H\%““ Q’X“‘}r Wy + X“\*“}L) N (X“’n ¥”+Xttﬂ‘l5t>



- ~v\:° (K5 Py + Xt ) + Keg s Keegad

MV | A-Vp
", 2 (Kisont= g g4 Ko pge) + (Xttu*"‘xec,w)

st~ s +Xuggye) + (oo + X, ZEY )

! 2/“-0% A=V,
”Ll = [ v, (X 34 = % oty X”\‘\‘}S) * (Xft: yx* ¥ Xtt,xf)

gmvoH' A=V,
"y = (o -

xgiye + Xux,x;&) +(Xtt,3%3 ¥ XU—'»"}SB)

-’

o iuov,H‘[A-Va )
/'\rL - (Xi}“f'g*i’x‘ﬂl‘}‘}m +X‘3‘}|'§53)+(Xtt“333+Xtt“}si)
J

De nambreux problémes pra de  deux
variables. Cz sont le2s problémes roblzmes
psut Birs sobtenus & partir d=  la il =2st
plus instructif d’2tablir diresct c23  Cas
particulisrs Ces é&guaticns  sont 2 cas
général.

Mgus  supposons donc gus toutes les  grandsurs ne 2épendent pas de
la wariable z. Mgous traltons successiuvement 1tz probléme avec un milieuw
isgtrope homogins 2t incswmpatible, ensuite aves un milieu hétérogene,
isatrops et 1incompatible Enfin, nous traitons le cas du milisu
hsmogzine, anisstrope & syméiris cubigue. Dans chacun 232 ces cas, nous
explicitons les deux «cas classiques de difermation plans =t 2=
contrainte plane

2.6.1) nNilieu homogéne et isotrope

Les relaticns d'incompatibilitéd s’écrivent dans ce cas



e

N A A ‘
x'x.,q)?. ‘3‘31*} +2,i,,u},w3 = /V(Si

"3"“3 nx = Myg

Esbm»_‘_{,}x’\é ,\1 (3.6.1)
¢

6331%7':”1“

623 4 ="

?‘;31%3:”Ll\}

la loi 242 Hooke s’écrit pour un corps iscirops

(&
£.. —_LQO/.,_ v G’. g/.'> {(3.5.23 7
AT J =
2 LM A Aev kk
/JL 23 g module 22 sisaillement 2t V' la rapport de Paissan
nous injectons (2.58.22 dans (23.£.12, on a alors

2 (6. v >
wﬂ i T D91 53)) - 2 (03 - 2 (Tt Ty + 33))

+2.———- xy = ,Q,uuvzzs

'a&
fﬁ(%%‘m(%*f T3)) = Ly,

—————————

.B‘L
" AT m“rm* %+ ) T P

2« 0—
97&3; ‘K} + ‘3 nl‘}}

‘L
..27\2; 32 }7’- :.9./.»\./’2%}

on 93< R (o-““' 3)) 'Q‘/“”Z



Les égquations (2) et (3) du systéme (3.6.3) donnent respectivement :

¢
2_0—5.}__3./%(/11—\/)/\1‘3 + v 2. D <011+o-:3‘3)

D 2% 2t

33
=~ - 2u(A+v
o o) ot v 2

gue l'cn remplace dans la premiére équation

, on a alors les quatre
fquations sulwvantes

J — .
_521(@”03%)*'\/(%35};%)(01”6-5})+2’ ’LS l}x/‘zzfi,uv-(w,xfml”)

P 3
jii a, :;_2¢&/7 (A-kv) +-V____ (O:;Mﬁ+ )
Bx,)\a %3’ 7&2 2 3
les relations {(3.2.8) donnant les contraintes en fonction du potentiel
de contrainte se réduisent dans ce cas a :

OES = - )Q' 33 IQZ—L - Qt%xx/;;t + 3\,431\}/9%);

Cl

Y ‘L‘{’%—/Dx?— -9 ‘}éxg,_/ }}

N

3=~ 1%%/9"9;"')%‘#%3/95"



Introduisons ces équations dans les éguations (3.5.4). Celles—ci
s’écrivent alors :

4)55,;1,%* ég,ﬁ* ( ‘f’gsl\yl 9‘“4’3;1*\} {D;}m") + 2’96;; Lt
Ty (M )
53;“(- ﬁ("}g.;m}q“""4’115,?3"4)5;:13""473)1,)3}):"Q‘/"’/yz.yg

—}a—(tﬁﬁkﬂg 763"1”3+ 43?34“‘} ‘#Lgn ) :_’t}h/\lxg

3 o - tw(Aav Ty + Ty
;)y,Qj 3% /A—( ) AI)&}#- K * )

Ces Zquations deviennent aprés calcul

(- V)H’ss.w“f’s; 3“*‘“"33 4 = T Mo + v (M, 8 ”‘w)

5_};_ (—;B—\J'q_ k— 47‘}3\""-'* ﬁﬁ’t;t'}) Dxﬁ-( 4)“3311"" ﬂ,x,g)) - " /%WLQS

%(%&(qél}%l*— 4731,5) +5}%;—.,T_ (47331%* 43"-3,1‘})) =T i/&/y(""g

ot ; 2"
S33y U533 97“('”\,).&13—" V;,La} (T + Ty )
On pose

‘#: c}’ 33 F= - 4)%(** 43*3:%



Les quatre équations s’ écrivent finalement

2
(/’-V) A# - i/“’”l}g"" Q}A,V(lel-‘- /Vlkété)

2 (4F) = -2

Py
(3.6.8)

2 (8F) = 2um,,

SHER zﬁﬁlm}(/u v) + V;m; Qo;,ﬁ 6’:”)

1"incompatibilité ds la déformation inélastique et
u e2st compatible m=0 , gon retrouve alors les
traintes classiques de la théorie de 1’é&lasticité.

I'l est & signaler gus pour avolr un problZme plan, le tenseur des
incompatibilités doit prendre alors des valeurs particulisres qui
induisent bien des problimes plans. Nous nous proposons dans ce gqui suit
de particulariser d’avantage les problémes plans en explicitant les
valeurs gue doit prendre le tensesur des incompatibilités.

a) % Cas des déformaticns planes

O
T
]
e
e,
os ©
oF
(@)

L =

Le tenseur des contraintes correspondant s’écrit alors (lsi de Hooke)

Taer
O:) - O‘,,U3




rmaticns inélastiques =st plan, il

(%]

Mous supposcns que le tenssur das dé&
s’édcrit donc

(313
Ly}
1]

W

3 dans ia
1
o2 % Lasz dss
Dans l= cas des nlanes, 12 tenssur des  contraintss
s 2crit:
. An ‘)\\} o
GL' -
d T O o
3 Kk
0 o] o
De la m8me facon que dans l2 cas dss d4formaticns planes,
nous supposons gue le tenssur 225 diformations indlastiguses est plan
quest alors la seule composante non nulle du tenseur 22s Es

incompatibilités.

Dans ce cas, il faut partir des relatiocns (3.8.3) sod on injecte la
deuxidme et la traoisi#me relaticn dans la premizre. La guatrizme et la
cinquigme relation sont indentiguement nulles, alors le systéme des
fguations £2.6.3) s= réduit au syst2me des daux équations sulvantes :



et

L’approximation des contraintes planes consiste a négliger la deuxiéme
relation qui est trop restrictives pour la réalité [18 ] puisgu’elle
implique gue A47 doit Atre linéaire en 3¢ et Y -

Pour les contraintes planes, on aura donc seulem2nt la relatiaon
suivante :

AiCF(“ﬂu}) = Q#Aqg(;“}) (3.6.8)

"approximation de2s contraintes planes est valable pour des plaques de

]
faible épaisseur chargfes dans leur plan.

()

.£.23 Nilieu hétérogiéne isctrope

Pogur un matériau hétérogéne les compliances élastiguss wvarient
‘un point & un autre, la lol de Hooke s’écrit alaers :

L

E’L} (/"’) = S/‘Qlﬂ.e (A’) OE’Q (A’)

La déformation totale s’ écrit

T a
E//-'j (M) = S/‘-Ol/ee (n) G}:@ + £”J(A)

rit pour un mwili=su iscitrope et en naotation

Explicitemant =lle c
ampliances {12] :

s’é
matricielle paur les c

€l = 5, (0 Ty S, (4) Ty 4 S5, (4) O + £ (1)
f,w(n,) = SA‘L(A«') o+ S (n.) 4y + S (n.) 23 + ic;y_(m)
T a
83300 = S4a () Top t Syp () Tgy + Sy (1) 0ss t 23;(4)

a
4309 2350, 0 03y €30



T a
Ex3 () =33,,(n) Oy +E5 (M)
T a
E,tém =45,(%) Oy + & xy (#)

Sachant que
S = (St - Spo)

l2s relations précédentes s’ écrivent :
T a
Z,W'Ux) = Sl\(_m) 0o + Sia(a) O—l:}"é'+ SA?,("") G;} + Tan (A)
T a
?,wu-) = SA‘LU') o+ SM (A) OTH + S,n,(“‘) OE}"' ¢ “}‘#(’L)
T a
Eap) = Sualw) Oop b S0 () Ty +5,,(0) Tp + €52 (#)
T G
Ly = ( S W= S () Ty +Eag ()
T a
6%}“’) = (Sl\("’)‘ SA‘L("’)) G—x} + & x%("')

4
21}(&) = (Sult) =S4 ) Trey* Exy (1)

fuant 4’ appli

tigquer les é&quations d'incaompatibilité, 1l est caommode de
distinguer le cas des contralntes planes du cas ol les défaormatians sont
planes. Mous allons traiter successivement les desux cas.

a) Cas des contraintes planes :

Dans 1l ’hypoth2ss des contraintzs planes, l2 tanseur des
contraintes s’écrit :

Tir Toy  ©
CIZ' -
¢ "\ og, ou o



a4

Les défaormations totales s’écrivent alors :

T
elx.("‘) = Sl\(”) Oon + SA.L(A') G_ + ixr.("')

5;0»): S ) Tt S, () Ty + By ()
EX (M) = Sal) Tonck S () Tyy + € (h)
Eg, () = £y ()
5—;}(@ = 513 (*)

oy = (S, = $ia9)) Tay+ Exy

Les édquations d’équilibre sont systématiquement vérifiées en prenant les
contraintes qul découlent du potentiel de contraintes ¢7 par :

Tyr == 47“3‘3
O'T}.}:—qé’,xx
CY;L%‘:‘+'C#I7L%y

Les déformations totales dsuiennent alars en fonction du potentiel ds
contraintes

()= = S ) Bryy - Sy (A) By + ¢ )

?IMLA«) == Sem) ¢ gy = Sul®) $n + Eciﬂ(m)

8 = - Saq () gy - Saal) bt gy ()
£y = Egp)

613(@ = 60;; (1)

a
£y (1) 2 S ) Brg = Sy () By + €5y (1)



Nous supposons que la déformation inélastiqus est plane, c’est-a-dire
que ii;: £5;= E%. —o . Nous appliquons alars les
équations d’incompatibilité aux déformatiaons totales.
équatians d’incampatibilité se réduisent dans le cas des contraintes

planes aux gquatre édquations suivantes :

T
_ 0
2 4% 33

Les

« T < T L T

£>1¢33

-r s

En remplacant<5jj par sa valeur, on a alers le systéme 4’ équatian :

ta (SALU') c#;y} -+ S/”_'("'.) 4)1 kk) =0

e

2 - (SAg("“) 4%%’4‘- Spelm) 4311&%—) -0

.._2— S, Sien) >:O
awat} ,{‘2.( )C#U}\}—i' i3 C#VM.’X.

‘ . .
'33—‘;_ K-' Sulr) 471 Yy ~ Siev) 47, T Zt_“‘) + -%—M-ﬁk— Slt(/\-) c]()l yu = S, ) “blln{' i”)

> a
- 9.,9’03 ("S,n,‘-"') ey + Sun) ch %3'4. 2%)

Les deux premiéres équations donnent respectivement :

;; (S0t bryy) = _% (Suut B

2 (St Fgg) == g5 (Sl oun)

Dt




b

que nous injectons dans la quatriéme équation qui s’écrit alors
(S"L )4)"3‘1 ( 12t7) 4"3‘1) St (5“ (+) ‘#nxn)
Iyt

+£;__ (S,,‘("-) ‘#,xx) ~ }(S“(A) 47,1.\}) }( ,«9,(*)47%!3)

2 &,

+2 Eyy 4 a _1_8

o 7133_ ‘}

Mous aboutissaons alors au syst2me des deux éguations sulvantes

_[ %1(5“(0 Piyy- Sep @w)*é‘% (s = Salrbin)

a a

'] t
2" A ~ 2 ___ _3.° 3 -0
+ 2‘3&3} (Sn( )491 1«.3_" SAL( ) C#nua):) +_-B-;?_{-3t} + E‘ La 2'9-1‘,3\) X‘é.

24t
Sx—B} S ("’)(4’,%}* 4’,xu)> =0

ariac hatér

[}
¢
'—’
o T S o}
3
=
o

W w3
AT

- =

v T

[ I e e

. o
[

[ B T i
(LI ;
1)}
=
f
3
Y]

o
[u]

gqua l’on injecte dans la premizre équation de (3.8.10)

"[(S:* S:e,) ‘h\&u +(S:" S:b) 4’, x4 + L(S:- S:L) 4)1 %"}'-
(ss,. due = 51 fug) - 2 2 (85udunt - Sabnt) e

L a a a
- 22-%5—(55” ¢I"~}— "SS”’%’N&) + 87,_;._'.)1. + 8.33',‘_\, - fl,fm,?m% =0



On a deonc :

(S-St ) B¢+ M e =0 o,

fAuec

@ '8 a - e s e e N
_ _3c . est 1’incompatibilité dus & la
" = (gxx,g} +E/H.,u,'~ XY ey |

déformation inélastique.

M :_(5511 471‘}5 - 95, /)‘})/.‘35—- (SS“#}””’- - SS”’ID"”"Z Xn

- QQBS” #w}- SSAL{’I%L}) ast "l’incompatibilitéd" dus a

Y

v o2

1’hétéraogénéita.

Quand le wmilleu est hamcgene,.ss est égal & z&ro =t on retrouva
l"&2quation (3.5.8) Ztablie dans le paragraphs (2.8).
Quant a la seconds équaticn, c’est c2lle qua l7an néglige habituesllemant
dans l’approximation des contraintes planes

b2 Cas des déformations planes :

ur des d&formations élastiques =st plan, ce qui lmplique l=2
gntraintes suiwvant :
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Mous supposons aussi qu2 la déformation inélastique est plane. Dans ces
conditions les équations (3.6.9) deviennent

T
& z_x(_"') - - SAAL,L) 4%}5 - SAL(A') 4%1-’(.'* S‘%(N) O—‘;‘S‘I‘ ia‘)'t.)\_(n‘)

T Q
S = =S40 Pryy = Sl P * Sl T3 + £y (4)
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T a
Ey ) = CHOEEM) A a,u} (2)

La troisiéme relation implique :

2
50 95y =22, ()

gue l’on remplace dans les deux premiéres égquations :

T Syq ()
61%’\'): > "'Su )
( (Sw - )4)“’ k

T Sf (~) st () a
E%(fb) = Q S,:A) - S,GL(AQ #,‘“j( ;t ~ S (#) dfmﬁ 8”(/\-)

n(AJ

- Sl?,('tj (#nm + ixx(’“)

T &
5;)%(/») = <S||(n) - 542(n)) 47,—&3 & ng (2)

Les égquations d'incompatibilité se réduisent dans ce cas & une seule
équation qui s’écrit :

T T
:flézq;l 4+ ZSLE/14; 14 :g'é?;L

27 o
2yt Dt D22y

ce qui donne :

2 a
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1l reste & décomposer les compliances élastiques en une partie constante
et une partie fluctuante. 11 est plus commode de le faire par partie
pour la simplicité des formules; on écrit alors :

r . o
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qui s’écrit encore :

0 (-] [~ ©
—Su jul — S/wcijl ’sz‘?‘ - SA‘L 431%9"-}?' - S‘u &4%"‘

_ 1(32\ - Ao,,)‘ é?,ﬁ-‘)"' = - M+ /Vl' (3.6.12)



enfin, elle s’écrit

S:A AAC%D = /VL+/V‘U (3.6.14)
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Quarnd le milieu est ha—ucﬁénegsl'_é=oet an': _\_/_AA47 , on retrouve
E

alors 1'éguation (3.8.7) avec

2

£.2.3) Hilieu homogéne anisotrope & symétirie cubigque

Mous nous proposons d'élargir les équations (3.8.68) de Krdner aux
cas des milieux anisotrepes. Le tenseur des incompatibilités doit
inclure alors 1 incompatibilité due & 1’anisctropie. Nous formulons le,
probléme dans le cas de l'anisotropie & syméirie cubique, le principe
tant le méme quelque soit 1l ’anisotropie introduite. Pour ce probléme,
nous supposons que le repére de travail colincide avec les trois axes de
symétrie cubigque du matériau.



Mous reprenons les éguations (2.€.3) auxguelles nous aduutons
l’incompatibilité due & l’anisoctropie cubique que nous notons NL
Ces équations deviennent alors : ")
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En utilisant les relations (3.8.5) les équations (3.6.15) s’écrivent
en fonction du potentiel de contrainte :

34 K 4’33 Yyt~ A+v( 4’3,3,. v 2?3,3;*&‘-' Cf"}%:l" ‘47*& \}“'+14)"3'*3)>
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En déueloppant la premi2re relation =t =2n sommant la deuxieme auvec la
troisi2me, le systéme d’ éguation 2evient

o Y A(" Tyys - #“‘“)”W“B'"g A I
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(3.6.17
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Auvant d’aller plus loin, calculons les expressions ds Nl dans le cas
L
plan. J

le calcul s2 fait de la m&me facon gue dans le parasraphe (2.5)

On pose

S,
Eé Lkl O

qui s’écrit en fonction du potentiel de contrainte :

= gs@kQ &‘ ékm\,\, Q‘QSM +MM,/LA>
Sachant gue pour l’anisotropie cubique :
/

E s’écrit alors :

4
€y = H Bup058, by, (‘ €l Els (#MMIM’)



Aprés développement, on trouve :

Ern = - H 4753“}1.

2'?} - - H‘yﬁj}, L

o= (s gy o by
sz_'Lés’écrit alors :

T b € T L

fpres calcul, on trouve

NL,I’)L: H'( c‘,ﬁwt‘am- 3”4)’“'}1""33 + 36"""3")
”’L‘m} = - H (c#‘ygn@ta - 14’x~}|n”\3"- + (f’xw\\wf)
NLI%%__ o (3.6.18)

NL,\é% = H (%%wuﬂ-&‘%x;p&a + +1x|q~9’\3“')
NL’zE - H' (47%3_',,}4 + 493;,54)
Ty = 0

En remplacant~ﬁlutet’7t*? dans la deuxiéme relation des équations
(2.8.173, celle-ci s’#crit alors :
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Cette relation s’écrit encore :
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Mo,

El

ue 1’aon injecte dans la premiére relation des égquations (2.8.17)
lo

fJ, Gon a
rs le systdme d’éguations suiuvant :
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Le sustzme des éguations s écrit enfin :
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Auvec

A J_.(A v
T A+v A-fuH (1+v)
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La deuxiéme et la troisigme relation des éauations (2.8.18) sont les
mémes que pour un milieu homcgéne. L’anisotrople du systéme cubique
n’intervient pas dans ces deux relations.

. . !
Pogur un milieu 1sotrope, H=o0 on & alors

Az (4-Vv)

B=-2mV
ol :~‘€,M—(A+V)
D=V
Hous retrouvons  donc les  E&gquations (2.6.58) du milisu homcgEne
et isotrope. Retrouvons les formules dans ce cas 4’anisctropie pour les
déformations planes et pour les contralntes planes.

a) Cas des déformations planes

Dans les mémes conditions que celles du paragraphe (2.68.1) a). Le
tenseur des incompatibilités inélastigues se réduit & la ssule
composantes M }et les contraintes G;I’ 63 sont nulles. Le systéme des
équations (2.6.18) se réduilt alers aux deux équations suivantes

A DA 4733 - 9»/&/\7334. 2 H' (4’33"” + J\)%“&q)

(3.6.19)

T3 = D (Tan+ Tyy)



Ces deux équations redonnent les équations correspondantes

du milieu
homogéne et isoptrope avec H' = o

b) Cas des contraintes planes :

Le tenseur des contraintes est plan, il s’écrit donc :

Tun Ty O
0} =

O’;u}

o o &

De mfwme pour le tenssur des Jdéformations

indlastigques, gqui Jdonne
alors l’incompatibilite nl
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dndy 13T ‘} 3 M 13 (3.6.20)
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A partir des relations (3.6.18), on a les wvaleurs de th qui sont en

fonction de 033 (3.6.5) :
/Vz‘xx = “ 03‘5’(‘31 =

Mgy =N ggat=0

Nﬂlﬁ; = Hl CTESImJﬁ =0

sy * H (a0 + By
|

Tyz = O

" 0

13 =

La premiére relation s’ écrit :

A O O'— a, - 0. L
‘H‘%‘L*‘,{.‘.v 'k')\,")\q- /(+V '}'9|7t

q +
A+vV 'xx‘xa A+Vv

R Ty iy = A A st + bi3o)

La deuxi2me et la troisi2me relation donnent successiuvement

-

O’;—,_,L‘\}?.‘ = - 0—.}%‘%‘7_

que nous remplacons dans la premizre éguation :
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En remplacant les contraintes par le potentiel de contrainte, on a
alors :

AAcﬁ - 2’”’73’%+ 3 H' #l1q++,.34

(3.68.21)

Dans le <cas des contraintes planes, c’est la seuls équation & résoudre
avec ¢7: +33 . En effet, la derniére relation des éguations (3.8.20)

’

est celle que 1'an néglige dans 1 huypothése des contraintes planes.

3.%2 Conclusion

Dans ce chapitre, nous awons établl une éguation aux drivées
partielles formulée en contraintes pour les wmilisux uetprugé nes,
anisctropes avec des défeormations incompatibles Cette é&guation aux
dérivées partieslles est semblable & 1’équation (2.3.17) formulés en
déplacement dans le chapitre I1.

Mous svons particularisé cette équation aux dérivées partielles, au
cas 4d’'un milieu hétérogéne, isoitrope ocu )l hétérogénéité est mesurée par
la variation du module de Young et du coefficient de Poissecn =t au cas
d’un milieu homogéne anisotrope & symétrie cubique.

Pour le cas particulier des problédmes plans, nous avons traité
succsssivement. le cas du milieu homogine et isotrope traité par Kriner,
le cas du wilieu hétérogéne isotrope et celui du milieu homogene
anisctirope a symétrie cubigue. Ces éguations sont alors plus simples, en
particulier pour les deux cas de déformation plane et de contrainte
plane, gie nous avons explicité dans chacun des cas du problzme plan.

2

chapitre suivant, nous traitons des méthodes dz résclutiocon
tions aux dérivées partielles par l’utilisation 4’une
grale. Mous présentons alors une méthode exacte avec des
conditiar aux limités non nulles et une wéthode approchée pour le
milieu i. D’autres méthodes de résolution directes peuvent 8Btre

utilisées. Mous présentons un exemple dans le chapitre V.

équation 1

e 3
(2]



CHAPITRE 1V

Equation intégrale pour le potentiel de contraintes dans les

N
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.22
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.5)

milieux hétérogénes et inélastigques

Introduction
Probléme tridimensiaonnel

s de la fonction de Green

o

4.2.12 Définition =t propriét

§4]

4.2.2) Résolution de |'équation aux dérivées partielles
Probliéme bidimensignnel

S

Solutions pour un mili=u infini - Scluticns approch

I
M

s -

Conclusion



IU> EQUATION INTEGRALE POUR LE POTENTIEL DE CONTRAINTES DBNS LES

MILIEUX HETEROGENES.

4.1> Introduction

Le probléme essentiel d'une théorie mécanigque est la résolution de
1"équation aux dérivées partielles & laguelle aboutit 1la formulation
d’un probléme donné. En mécanique des solides, ces équations sont
souvent résolues directement pour les milieux homogénes et isotropes.
FPour les milieux hétérogénes en  général et en particulier pour les
milieux icrohétérogénes pour lesguels on cherche les opropriétés
effectiues m oscopiques et les concentrations de contraintes, on a
scuvent  in a transformer l’équation aux dérivées partielles en une

ale en introduisant un tenseur de Green. C’est ce gui a
ur la formulation en déplacement et ‘est ce gue nous
¢ ce chapitre pour la formulation en potentiel de

(u

Mous allons transformer 17 éguation aux dérivées partielles (2.2.18)
2n une éguaticn intégrale & 1’aide de la fonction d=  Green Nous
traltons le cas tridimensionnel et le cas bidimensionnel successivement
dans le cas d'un milieu hétérogzne =t anisctrope. Ensuitse, nous
donnions une solution sous la forme 4'une équation intégrale dont nous
indigquons une méthode de résolution approchée.

4.2 Position du probléme

2

dguations aux dérivées partielles & résgudre s’ écrivent ici

-
D
(4]

X-- R ) = NZI/«')(/L) +”ZLJ. (~) (4.2.1)

NI.. incompatibilité due aux d&formations inélastiques

o~

incompatibilité” dus 3 1'hétérogénéité et/gu )’ anisctropie.

q aut associer les conditions aux limites gqui
sent en fonction des contraintes

!
~
N
Ny
n
7



4.2.1) Définition et propriété de la fonction de Green

Pour calculer 1l'effet d’une scurce d’incompatibilité située en un

point A/ sur un point A,
d’incompatibilité unité.

ncous

ANUn,n) =8 (n-n)

G

reen

Dirac d&finise

Vl
— La fonction de Sreen est symétrigue
- En utilisant cette fonction, on peut obtenir la sol
e . i . . — . . — [
avec =Am¢t M $0 > =t des conditions aux limites
(nullesd, la solution de 1’éguation avec (mehm! =
conditions adux limitss non homogEnes (différentes
dz ta linéarité Jdes équations, par superposition
soluticn de l’édguation non homogéns ( L hlf o
conditions auwx limites nsn howmoménes

4.2.2) Résolution de !’ éguation aux

par

e

1,

M

=

or

Q .y

:

Ngus reprencns !

Aguatil

on pose

l"équation devient
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o

cherchons d’abord l’effet d’une source
L’équation correspondante s’ écrit

.32



A laquelle nous associons l’équation relative & la fonction de Green
!
AN wa ) = S(a-n') C4.2.4)

en multipliant 1’équation (4.2.3) par UL(A,/L’) et 1’équation (4.2.4) par
XA'.)‘ et en faisant la différence, nous obtenons :
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. " . . !
en intégrant sur le volume du milisu et en changeant A en /L on a :

b J ) o)
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&)(,_} () DD W) — W) AAX,;;(A’)) dws/

%

nous pouvons écrire par la formule de dérivation 4’un produit

XL} ) W) g, = <XL}(N') WA) po X;JlM{Q“{/H/U),QM

= (K M)y X4 09 ”A‘”)),k

+ X/L')',kak(/"') Ui )



En passant & l’intégrale de surface, la solution s’écrit alors :

Xy = J”L (#) W) ! +S(" AR o+ Rl () W) )ﬂ‘ Js'

Sl

(4.2.5

&XLJ (w) (A(A./U) *}mk U.(/l./l’))/\/lk/S/

avant d’aller plus loin, explicitons davantage les conditions aux
limites.

TL—: CS‘;J/VL9

- - Eh‘lw\, EC)QM ct)\mmllzg /M,)
(‘i;wuw: i/{LOKXM/W i~ V thSMM’>

C#vvww,hﬂ = Q/M(Xw»m,u +/v°v Xtt,u gwwv»)

| s’écrit enfin
A

o= |- 0 G G g -2 (R 85 =K )4

Les conditions aux llmltcs portent donc sur les dérivées secondes

de X*A

Puisques les contraintes dépendent uniquement des dériuvées secondes de
®ii (W), par conséguent, on peut imposer en plus les conditions
suivantes sur Xij-

X

><jjlh~:;0 S S

=0 fikuv.s



Ces conditions annulent les intégrales de surface de la relation (4.2.5)
contenant xii et Xij|y~ la solution devient alors

X,:(‘) () = \,Ni“"iw) W) dw' 4 Xijmk“') W) (Q‘MMJSI
{ Sl
- X"’J’/Mkm(ﬁ") u.(/»,/t’) Mk/j/
S/

De plus, nous ajustons la fonction de Green afin qu’elle soit nulle
en surface et la solution devient

(4.2.8)

N / ' ) /
X%(ﬂ): M (W) Wt ) W XLJ',mk(’L} M(Aln)lkmka’s
v/ 4 s!
o
Dans le «cas d’un milieu Thomogéne Alv(ﬁ?-découle uniguement de la

éformation inélastique et elle est donc independante de X (a).
"équation se réduit & une intégrale simple pour le premier terme.

Tl
1]

£u
1]
[Z Y]

Mous allens donner la solution de 1% éguastion inhomogine awsc
déformations inélastiques, la solution de 1’#quation inhomogéne avec
incompatibilités dues & une hétérogénéité ou une anisotropie. Ces deux

solutions sont construites avec des conditions aux limites homogénes.
Ensuite, nous chercheons la solution de 1’&quation homog2ne avec des
conditions aux limites inhomog2nes. La solution générale est la somme

des trois solutions particuli2res.

La solution pour les déformations inélastiques s’écrit

m
=J
w

Xig ()= ) 1,0 ) o

™M;i (') dans cette relation découle uniguement des déformations
inélastiques.



La solution pour des incompatibilités dues & une hétérogénéité et/ou
une anisotropie s’écrit de facon générale :

X s (n

A S NL (Ar) Wa, ) dw’

V/

gqui s’écrit de facon explicite :

Rij () = E - €k Eila

w!

x{SSMM(&\) €P"'t éc\SWCtu,aLIDXD.B (n') u(A./L’)dA/’
ke

le dernier terme s’éérit :

P

. v £ ° ' rl) /
Xis () = J - €k €50,85, ), Cpnt EqsuCyatNab (3 W g M
vl

Par des intégrations par parties successives et en anrulant.)le ct.>(aL
en surface la solution finale s’écrit :



nl ° ' ] /
Xy J € E 055 2,ﬁméqwccm“wm)m}awW

V! (4.2.8)

Seb\uw QQM{QS ‘l Fﬂteﬂs‘* tquoX 5( }u{ﬁ'ﬂ)ﬂmkds

.S t

la solution pour les conditions aux limites s’écrit :

{
n Al As (4.2.9)
X i (1) = SX'LAIMH/L)MA‘ ),k/“*w
5/
En ajoutant les solutions £4.1.7) (4.1.8) et (4.1.9) on cbtient la
solution upn~ral=. 21 nous xotowa les termes en surface X (), cette

soluticn s’ écrit :
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Cette équation intégrale pour le potentiel de contrainte X est
a rapprocher de l’égquation intégrale de Berueiller et 2aoui [ 7 ] pour
la formulation en déplacement.
Dans le cas ou $S=0 (milieu homogéne), elle contient la solution de
Kréner [ 6 ] et dans le «cas cum=0, elle correspond & la formulation
duale de celle de Dederichs et Zeller [ 4 ].

Cette solution «contient un terme surfacique et deux termes qui
dépendent du volume. La fonction de Green de 1’équation (4.2.10) doit
Etre calculée par sa relation de définition et ajustée & &tre nulle en
surface pour chaque tupe de probléme.

Afin de simplifier ce formalisme, nous proposons de redémaontrer
ces relations dans un «cas de contrainte plane dans un milieu
hétérogéne. isotrope. En effet, dans ce cas le tenseur potentiel de
contrainte se réduit & une fonction scalaire (fonction 4d’ARiry) qui
vérifie une ssule équation.

4.3) Probléme bidimensionnel

Mous avons wvu gue lorsque toutes les grandeurs sont indépendantes
de la variable =z, les éguations du problime se trouvent simplifises.
Mous résolvons l’équation aux dérivées vpartielles relative au probléme
des contraintes planes dans un milieu héiérogéne et isotrope.

~

Mous reprencns donc 1'équation (3.8.11) qui s’écrit

o
s
Ay

<5:3 - S Al% (~) :-@(/L) +Az’(n)) (4.3
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la défurmatiop inélastique.
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+2’(SS'A.1 4,'.“5_ gs"‘) *m‘))ﬂ.g est "1l’incompatibilité" due

& l’hétérogénéité.

a



C’est 1"équation en contrainte plane d’un milieu hétérogéne isotrope. A
l1”équation (4.3.1) 11 faut ajouter les conditions aux limites, qui
s’écrivent

—

LT Oy

dans le cas des contraintes planes, elles deviennent

Toe = Oy M '*"Oﬂ’%g My

en fonction du potentiel de contrainte, cela s’écrit

Tz~ By Mo + 4):*&4/“‘3

—T‘é. = 4’115 Moy - 47:'vt)1. m'}

My et My sont les cosinus directeurs de la surface ol on aprligue le
vecteur de contrainte[; . Avec les deux équations de Tx et'TB on ne peut
auoir gque deux conditions sur'¢> a la foils, soit

I P

nous &crivons l’éguation (4.3.1) sous la forme

AQC# (r) = C Nil
Mz -(m+m')

C - 4

Sy~ St

les équations & résoudre sont donc

. |
A% - C /Yl” (4.3.2)



(4.3.3

AW ) = S(a-n)

En multipliant (4.3.2) par U{/L\/L' et 1'équation (4.3.3) par 43(») et
en faisant la différence, on obtient :

4?(/\-) d(a-nt) - CNl ') Wa ) = AU\(/L./L’) (f)(n) ACIS(/L) U(a, 1)

en intégrant, on a :

b= [ ) ern) dr

VI

(B ) - B0 e )

V/
le calcul d2 la sesconde intégrale de volume se fait de la mE€me facon que
dans l= cas tridimensionnel, c’est-a-dirs par intégration successiue. La
solu

ition s’écrit alors :

$(r) = J C M (n) Wan) !
N &47({“) W) ({)(/\,) U\{/hl/\. ) M, Js’

!

i
4- J (Wrr), )|+ Get) Were) g, )y 95°

s
la fonction de Green étant nulle en surfasce. De pilus les contraintes ne

dépendent gque des dérivées secondes ue<¥. hou° pouvons donc imposer & ¢
et aux dérivées premigres de ¢ d’8tre nulles en surface. De cette facon

la solution se réduit a :

& () :SCNL”(N) W, ') obv‘+g Afalu(f') u{/u,/u)mmk/s’

vi S!



la solution s’écrit :

b(n) = S C M (A) W) W' $ie

v/

! . .
#’(A) est la solution relative aux conditions aux limites. Reste &
expliciter l’intégrale de volume qui s’écrit :

", 1
j ¢ M) W) o
vl
}] . .
an remplacantht(n) par sa valesur, cette intégrals devient :

-JCNLW) W) dw'= | € m(a) Wa, ) dw!

Wi \V1j

La premisre intégrale reprécente la solution relative
aux déformations inélastiques. Quant & la seconde intégrale, nous
remplacons NL(A) par £a waleur, ce gul s’écrit :

e st 54l

(85,0 4;@) 55 q) )‘ ‘ f&ss ) !W)W.) 556 é‘”"*»),x; W)

En intégrant deux fols par partiess et en annulant les termes surfacigues
qui contiennent U$4yv}, cette derniére intégrale s’écrit :

S C { Qésmw) 4>(A')1 " SS,L‘)(/»') 49. Yy (ﬂ')) M(A./v’),”

v

+ ( SS‘K‘\\.(A’) +('t‘)l“‘\- ssx;('t’)¢(/l‘l)/)‘x) u{ﬁl /1—’)/ XN
+2 (5511(4')4’0.’)/ "y~ 58S N‘;'“{VWI ,ué) A(a,/u)lw] dw /



[ 85, (W) 4; =85, c()(a')nm) u.(Al/U)'k] Moy ds'
- f C {2(8SX&A') qg(,ﬂ)”u3~ gsm}(u) 47(,‘_1)[ x‘é) u{’\"nl),u] M. ds!

s! 3

fAiprés deux intégrations successives par parties et en annulant les
termes de surface contenant

2t les dérivées premiégres de # s
l1"intégrale de wolume dans cette dernié?

niere expression s’écrit

S\f [(%%éf)- Sskg*'))‘fww,gq + ($SJ:"- %SJ;’)’,& WA ) 8

+<SS () - $S (/\-‘)) g{nlﬂ,‘)luv.’}{l C‘)(A,’) dw'

la solution finale est la somme de ces différents termes, elle s’écrit

t‘)y

vt v

4)((») - S C,rvl(/b) W, N ow' j C_[( gslu(ﬁ,l) _SS,,_‘}(/L’))‘ ‘f’ W,
" (ssly'):- gs**aw))mz Wai) oy + (asugg)_sslw) l;(a(,x)
g (_[ S ) d;(m)m_ 63, () ch”(n')) u{mrd)l»] MgdSI
J C [ 8S nn (1') QL) o~ S (~)¢(a),“) w.ﬂ),k]m ss’
5[
L IC [‘2 SS”"(A’) 4)(,\1)/ "y SS")(N) 47(/\"):%‘3) ‘MMN)M] ngS’

+g ’C%(/L"kmlk{/\m‘)jmmk ds’ .
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elle s’écrit alors symboliquement sous la forme

b(r) = 7(r) | € MA) Wan) dn'

v

oY) g() !

v

s

c’est une éguation intégrale analogue a celle obtenue en déplacement.

auvec

g(a,n.’) = [(SSXQ\J) - gs,la(n’)z 5_ u{_A.,A,')‘t}q + ( SSuu(A‘) - 5345(4'))‘“2 e /l.’), Y

+ (831(:’) - SS,%UL’))

ll‘éu{"“m)‘ xtt)t

(-}
47(N) contient tout les termess de surface.

4.43 Solutions pour un milieu infini -solutions approchées-

Pour de nombreux problémes, en particulier les matériaux
microhétérogénes et macrohomogénes, il =st raisconnable de

SUpPPOSEer gque
le solide possgéde des dimensions caractéristigues tris supérieures &
celles des hétérogénéités. On peut aleors assimiler le solide & un milieu
infini. Pour une telle modélisation, la fonction de Green est

déterminée uniguement par sa relation de définitian.

Dans ce cas les fonctions de GBreen resp
connues [ 61 [19);

ctives sont

31]

— pour un milieu infini tridimensionnel, on a

Wa,nt) = - 8 S(n-n)



— pour un milieu infini bidimensionnel, on a

1 2‘ !
Wa, ) = —*; (n-n)" ()

A 1’ailde de ces deux Ffonctions on peut alors trouver 1’éguation
intégrale vérifiée par le potentiel de contraintes.

De la mEme fagon gque dans la formulation en déplacement, on peut
gbtenir une solution par la méthode de Born. La solution s’obtient alors
spous la forme d'une série. Ce moysn est particuliigrement interessant
pour construire la scluticn d’un prokbléme hétéroggne & partir de celle
du probleme du milieu homogine correspondant.

Caette méthode s’applique particuliZzremsnt pour l=s problémss plans
ol le potentiel de contraintes s= réduit souwent & des Ponctlons
classigues =t o0 on connait un grand nombre de  sclutions pour les
probl2mes homogénes

Lersque la solution du problzme homogéne est obtenus scus la forme
d’un polyntme, o¢’est le cas 42 la fonction 4 Aliry en élasticité par
exempie, le calcul des intégrales succéssives est itrés simple. En
revanche, guand la sclution du preblzwe howogine =sbt une fonctlion plus
complexe, le calcul des intégrales successives deulent plus compliqué et
cn ne peut réscgudre les éguations gue numdriguement

4.5) Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé une tran
dérivées ythlPL‘ES du chapitre précédent s
ale du mfme tuype que celle donnée par Beru
derichs et Zeller [ 4 ]. Cette #guation in
1" hétérogénéité st/ou de l’anisatreopie, de
ans inélastigues et des conditions aux limites. La

ution de cette égquaticn intégrale 3épend de la fonction de Breen
homogene considéré. Cette formulation peut Btre
appliquée aux problémes d'inclusions sphérigues cu ellipsocidales,

2lle peut aussi &tre simplifiée dans le2 cas 4’un milieuw infini.
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Pour un milieu infini, la fonction de Green est connue, nous auvons
proposé une méthode approchée ittérative pour le traitement Jes
équations aux dérivées partielles. Cette méthode est particuli’rement
pratique car elle utilisez la sclution du probléme homogéne, celle ci est
souvent obtenue exactement.

Les deux solutions présentées ici, conduilsent au calcul
d’intégrales simples dans le cas d’un milieu homogéne, isotrope et
infini. Ceci correspond & la solution de Kréner [6 ]



CHAPITRE V

Application a 1’analyse des contraintes dans le cas 4’une

poutre hétérogtne en flexion pure

5.1) Introcduction.

} Formulation &n contrainte plane.
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Résultats st discussion.



VIAPPLICATION A L°ANALYSE DES CONTRAINTES DaNS LE CAS D'UNE  POUTRE

HETEROGENE :

5.1) Introduction

Dans le chapitrae(IIll), nous avonsg formulé ls probléme en potentiel
de contraintes et nous avons particularisé cette théorie générale 3 un
certain noxbr cas particuliers. Dans c¢e chapltre nous illustrcns
cette théorie générale, =n 1l’appliguant 4 un cas particulier de miliesu

MNous nous intéressons i
1" hétérogineité varie de mani
. 4
[

w3
Q
ot
o
ct
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[n]
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2
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for
@
ot
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z i 1
Cn peut aussi avoir des hétérogénsités discontinuss comme dans le cas
des matériauvx composites. Ce type d hétérogéneité est en général 40 2 la
variation 3'uns grandsur physique dans ls matériau, par exemple la
températurs ocu 1 humiditd, ce gul se traduit du point de wvue mécanique,
1 ' d’&lasticitd et en particulier la
coefficient de Polsson dans le cas dess
Nous considédrons iei une plague isotropse 22 hauteur 2h st
d"&paisssur b petite par rapport 2 la hautsur. Cette plag st soumiss
a deg sollicitations sxtérieurss. Nous supposcons  gue is moddle d’Voung
est variabls =t gus la plagque est le sigge de 4d&formaticns indlastiguss
Neus nous proposcons de calculer le  champ des contraintss =t des
2éformaticons dans la plaque =n fonction de la d&formation inélastigue st
des p s mesurant 1 h&tércsénsité. La rplague 2tant mince. ncus
formal léms en contraints plans

B5.2) Formulation en contrainte plane

Nous reprenons  1'2guaticon [2.8.10) formulés en contrainte plane,
cstte Equation s’ éderit

A a
2 (050) g 42 G S Bne 2 0



Nous considérons d’abord le cas d'un milisu homogéne, snsulte nous
traitons celui d’un milieu h&térogéne.

#a) Milieu homogéne

Pour un milieu homcg2ne, les compliances élastigques sont
constantes et s’écrivent:

Su:—:’— J SAL:"'_i
E L

VvV est le coefficient de poisson.

E est 1= moduls ds Youne.

IS
i

(8}

.2.1) s’écrit alors
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¥ b) NMilieu hétérogeéne

Pour un milisu hétérocegins, les compliances &lastiques varisnt avec

1
us SUPPOSQHS Jque seu

s ¢

la positicon, no 1 1l module 4’Young varis avec 1’ axe
des y. En effet, la variation du moduls 4 Young sst scuvent plus grande
que celle du coefficient de Poisscon. Enfin, nous fercons cette étude dans
un milisu sans d4&formaticns inflastiques.



Nous reprenons 1’Zquation (5.2.1) dans laqueslle nous remplacons
les compliances élastiques en fonction du module d’Young et du
coefficient de Polsson. Cette é&quation g’ &crit alors sans les
déformations inélastiques

> Ay ) 2 (A g 2 (44 0
34+ \ Ey) ‘%‘3)*5}\5(% ‘%‘“)J’ 2):.23('5(‘3) '“‘&)'

Nous calculons les différents termes intervenant dans 1’24quation

K _ (et aﬂ)i E'ly) 4 )
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E(y)| E(y) E()

Le sgecond membre de cette &quation peut &tre interpréid comms des
incompatibilités fictives. A ce stade, nous n’'avons pas sncors sxplicité
la variation du moduls d’'Young, celle-ci dépend 4de la nature de
1’ hé&térogzéneitsd. Nous suppcesons qus le module d'VYoung varis lindairement
avec 1l'axe des v, cs gul s’édcrit

—_ . -0
E = c +‘lg
(-
3 &tant le module 4'Younsg mouen et k une constantes.

L’ 2quation (5.2.3) devient alors

k
i +59:+i; £+ hy g 7 %‘3’ - Qg =0 e




Nous remarqucns d’abord que pour }Q:o ,nnous retrouvons AA?S =0
relation classique vérifide par la fonction d’Airy dans le cas de
1’8lasticité et que le coefficient de Polsson n’intervient pas dans
1’ équation.

5.3) Application & une poutre hétérogéne

Pour un probléme général, 11 faut réscudre (5.2.4). Hous
simplifions le prcbléme général en nous intéressant au cas de la flexion
pure. Nous supposcns done gque la poutrse est soumise & un  moment
constant. Le potentiel de contraintes ne dépend que de la variable vy.
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Zquaticn du probléme ainsi posé, s’ écrit alors

3 kv ik
T lq,\} 4") (Eky ) ch‘)"' _mb

Nous =n proposons une résolutlion analwtigue. Nous multiplions 17'é&gquaticn
par [E°+Izy ), on a alors

(E"f‘z\})’"cﬁuq _LIQ(E°+5A;) 4:1\33 + iklcﬁj‘l— =0
Sachant qus

Tan=- 4’%

L’ équation s’écrit alors
2% %
° -0
- (E +k}) 0;'“‘ + 1k(E k}) x'np-a Q'k 0—;7& -
On fait le changement de variable suivant

L:°+k.3‘ :-@t = t:Q'w(E°+ng)
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calcul des différentes dérivées

3T _ 305xx It _ o' kgt
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L’&quaticon devient alors

kP o' 3kvo] 4 2kt L0

t =

Cette derniére est une #guaticn 4diffédrentislle du sescond cordre 3
coefficients constants. La sclution s’écrit
t .t
CTE_ = AL 4+ 82

ot en fonction de y
—0 4 L
O = A<C + A;) + 3(5 +/°~3)

Lz dérivés seconds du potentiesl de contrainte s’ éerit
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A.B,C,D et E sont des constantes & d28terminsr par les conditions aux
limites, on a: '
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En prenant C = 0O, les conditions aux limites relatives 3 GZ}et a;
seront toutes vérifiées. Il reste donc & les vérifisr pour d;h: 3
Pour x = 1 et x = -1, 1’effort normal doit &tre nul, ce qui s’écrit :
+h
I\ls = bo_;n%: O
W
d’on +L\
-0 -9 L
A(E7ky) +8(E 7y ) dy
-
Enfin, on a
o uz‘ el 2 o R
AE + E +L£_ = 0 [B.2.8)
3
D’zutre part, le moment est constant ce gqul se tradult par
+h
n - bo—a-o«.‘jd’a
W
Dol
+w
o -0 b7
_ c E+k
n -S b(Akt +l“})+'3( 4] 4 (5.2.8)
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Enfin. on a :
obhk %3 P bEkR 2 0

g &quations (5.2.85) et (5.2.8), nous pcouvons calculer lss valsurs de 4
B.
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solution du systéme donne les valeurs de A et B qui s’écrivent :
A--(E +k‘k‘/3>r1/t (%k’ot Boakhb
B - r’l/%kbé‘ak3_2,k3k‘£/£°)

L’ expression de U,y s'écrit alors

Goe= T ( (€% Rh3e7)[E% ey ) 4 (€% l%);) (%“ET- ’““3“1’/35)



soit :
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On pose

A = k/EJ’ est le facteur d’hétérogéneité du milieu.

I-2bW/3 = W :Qsa:/.?,l-.\)ﬁ3

I =st le moment 4’ inertis de la plagqus .
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x s’ &crit alors

o k- (A+By)(y-48)

7® = (5.2.72
3
Pour un miliesu homogéns k¥ = O donc A et B sont nuls. La contraints du
milisu homogéne est
st ) =



Ls contrainte du milieu homcgéne est linéaire. Alors que celle du milieu
hétérogéne ne 1’est pas. La déformation du milieu hétérogéne s’obtient
par la loi des Hooke

Com = Ton [ £(4)

Exx = G;,,,/f (/‘+B§’)
Elle s’ écrit donc

. I

Bille st maximale pour % =24

anwa?zﬁm

¢ _ 4+ Hh

7""‘(”\4/)1.) - = £°7T
A la différence des contraintss, la déformation 2w milisu hétérogine st
celle 4du milisu homozéne varient 1liéairement. L’ autre composante des
Aiformations g &crit
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Four un milisu humugcﬁc. cela s &crit

Pour cbtenir des quantités adimensicnnelles et pour pouvoir faire
des comparalsons, nous considércons le rapport des grandeurs mécanigues
du miliesu hétérogéne asux grandsurs mécanigues maximales du milieu
homogéne correspondant . On a alors pour les contralntes :

° (howe)
a

G_a (/‘+E§')(\»g— %fb) \/1-%51) (5.2.19)

3
9
54
J



Pour les déformations

3 = Ex'x./ E(r::\)m)

(5.2.11)

¢ - y -4 B ,4_436”

Enfin. pour l'sutre composants des déformations, on a

REHARQLE Le facteur 4’ hétércszéneitd 4 =t la hauteur h de la plagus ont
le m8me =ffet sur l=2g contraintss =t sur lss d&formaticons.

{5.2.7), nous avcons tracé la variation de
fonction ds 1'axe des v  (Figf(l)) pour
sur 4 hé&tércsgéneité) Pour 4 = 2 {miliesu
st lindaire, symitrique par rapport &
1le-ci Plus e facteur 4 h&térozénsitéd
2 l'origine sugments
cd la d&formation hétérogéns en fonction de

{(Fig(& 1 o réaire. passze par l'origine pour 4 = O
et 8’9 & a 1 qus A ecroft. Au signs prés, 1'&voluticon
de 1 L crmation sst semblable 3 la -:mnp-:;samte£mL
(F
G) donnent respectivemsnt la contraints et
le =s pour un facteur 4 hétérogdnédité donné,
ce =lles au moment appliqué.

u
sur les dé&formation
hétérogéns 3 la n

t nul {mllieu homogdne), ce
i est normal, plus le facteur
rt corcit pour atteindrs  des

Q
rapport e
r jgfchelela
scit le double quand A se rapproche de
s

4 hété ]
valeurs comprisss entre -8
limit m

o~ £
DESNS

2 s3 valeur limite. La m8me dépendance 2ast observée en ce quil concerns
le rapport de la d&formation du milisu hétérogéne avec la déformation du
milieu homogéne (Fiz{8313.

Pour ques l= module du matériau reste réel, le facteur
d’'hétérogénélité doit £ en valesur absclus. Cette valesur
limite dépend de 1a hauteur de la plaque, plus h croft, plus cette
valeur décroft st vie s



Dans ce chapitre, nous avons montré que ce formalisme permet de
traiter un corps hétérogéne. Nous avons ocbtenu les contraintes et les
d&formations de facon analytique et explicite en fonctlon des paramétres
du matériau et du facteur 4’ hétéroginéits.

Nous n’avons pas tenu compte de 1la d&formation inélastique. Si
elle est compatible, c’est—a—direnlzo, on la rajoute tout simplement aux
dé&formations élastigues pour obtenir la dé&formation totale. Quand
celle-ci sst incompatible, l1’équation du probléme correspondant comporte
un second membre qui dépendra de la solution du probléme indlastiqus.
Pour faire la liaiscn avec des cas résls ol ce formalisme peut €tre
appliqué, nous indigquons deux exemples de prcblémes, 1'un avec des
dé&formations thermiques ou un corps thermo-élastique, 1’autre exemple
est le retralt cobservé dans le bois ou dans le béton par exemrle.

Un premier exemple concerns  les  structures planes complexses
"gsandwiches" en multimatériaux utilisfs dans lsg technigquss d'isclation
thermiques. Dans ce cas, on associe différentes ccuches de matériaux,
les uns avant de bonnes charactéristiguses mécaniques, les autres ds
bonnes charactéristiques thermiques.

4}
s ¢t O
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£
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M
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Les figures 1,2,3 sont tracées pour les valeurs suivantes des parametres

de la poutre
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FIG(1)
Contraintes hé&téroz2ne =n fonction d= y'
pour differents facteurs d'hétérogénéité.
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. FIG(2)
Déformation hétérogans en fonctlon de y'
pour différents facteurs d’hétérogénédité.
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FIG(4)
Variations de= la contraints hétérogdne
sn.fonction du momsnt appligqué.
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acées pour les walsurs suivantes
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FIG(7)
Variations du rapport d= la contrainte du milieu
h&térogine avac la contrainte maximale du milieu
homozéns en fonction du facteur d’'hstérogsénéité.
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FIG(8)
Variztions du rapport ds la diformation du milieu
hi&tirog2ne avse la diformation maximale du milisu
homog2ns en fonction du facteur d° Atirogénéits.




Chapitre VIl

Rpplication de la formulation en déplacements a
1’ ¢valuation du retrait macroscopique et des contraintes internes

dans le béton

5.2) Propriétés =t modélisation mécanigue du béton
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Uiy Application de la formulation en déplacement & 1’ évaluation du

retrait macroscopique et des contraintes internes dans le béton

6.1> Introduction

Dans cetis partie, nous sppliguons la formulation en déplacements,
32 la théorie générals présentée dans le chapitre 1I, & 1’&tude du
retrait Ju EEton

Nous nous limitons & <calculer 1'effet du retrait sur les
Zéformaticns macroscopigques et sur les contraintes internes gui sont
responsables  du déueloppemsnt des fissures =n labsence de contralntes
extérizurses

le cowportement wmwécanique du béton est trés complexe, <& gul
explique !’absence de théories phusigues microscopliques st e
déuelopp 1t de théeriss phéneménclogiguss wacroscopigues. En 1'akb
de conirat extérisure, le béton subit au cours de son existence uns
déformaticn inélastigque appelée retrait.

En zénéral e retrait
est la cause des wmicrofissure
parfols de fissures précoces d

Sgus une centrainte donn
a une déformaticn de retr
Jdéformation de reirait a dss
et dans le bétaon p;écontraint
immeubles et le rel”achement 4
béton précontraint

Mous nous proposons de donner un apercu sur les théoriess utilisées
pour modéliser le Léton, ensuite rnous calculerons, en fonction du
retrait du liant les équations d’éuolution des déformations

r

oscopigues et les contraintes internes dans le matériau.

Nous suppos
contraintes extéri
dans le liant.

ns gue le matériau est hétérogeéne, libre de
ures et qu’il subit un retrait homogiéne et isoirope



6.2) Proprietés et modélisation mécanigque du béton

Le béton =2st un matériau hétérogene, qul impligue des intéractions
entre des phénoménes non linéaires tel gque la microdiffusicn, le
déueloppement des fissures et 1’ écoulement plastigue. La microstructure
2t les mécanismes en Jjeu dans le cas des bétons sont trés complexes.
fiinsi, 1l n'existe pas de tHéc ie compléte de mécanigue physigque pour
décrire et prévoir son compsrtement =t on a recours & des lois
phénoménologiques.

Afin de mieux comprendre le  comportement 42 ce watérisu, nous
cmmencons par donner quelgues constatations expérimentalss relatives au
etrait du béton. ut consulter des listes exhaustiues sur

—

2c propriétés du béton [20])

au chargewment =sst plus
ation du ciment.

- A un taux 3 humidité donné =t une température donnés, le fluags
du  béton dépend lindairement des containtes pour des chargements allant
jusgu’a 48 % de la contrainte 3 la rupture. Dans ces conditiens. on peut
arpligquer le principe de superpositicn de Boltzman

- Le wisillisement diminue auvec un=s Jdiminution humidité
=t augmente avec laugmentation de température

~ Le retrait ne dépend pas des contraintes déviatoriagu

©
“

i

béton. UCes théor

2 ies exp u uslgues proprié du
et & nos jours, il n'existe pas de théories permettant ' introducticn
de tous les paramétres gul entrent en jeu. En particulier,
V'influence des parémétres rhysigues tels qu2  humidité,
la températures, la porosité, la fissuraticn, sur la loi de comportement
demeure peu connue

Ceci est 4@ esseﬁiiellement & la complexitéd des =ffets et au
couplage entre les paramétres phusigues et mécanigues du matériau. Nous
rappelons les principales thécories utilisées pour modéliser le béton

Dutre le2 phénomé&ne de fluage, le béton est un matériau gqui
vieillit, l’ensemble des paraméires phusico-mécaniques varient auvec le
temps. La modélisation du fluage du béton se fait de deux facons



— soit par le calcul de fFonctions explicites en fonction du temps a
2 r ’ H =~
partir de courbes expérimentales [21]. Cette méthode n’a qu un interét

r
pratique et ne permet pas d’apprécier 1’influence des différents
paramétres.

Soit =n utilisant la théoris de la uiscoélasticité avec
- i . = b , -
lissement [227. Dans cette théorie on néglige couramment 1 effet
t2e | ! cou c
t de ’humidité et de la température sur le compariement au
i
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L’introducticon de l7effet du retrait sur L= comportement
mécaniaque du béton passe par la compréhension Au phénoméns de diffusion
de l’eéu dans le héton. Les études menées Jjusgu'ici ne lient ras de
facon explicite le retrait en fonction de 1"humidité [28] [;9]. En
pratique, on mesure le retrait en fonction du temps et on 17 &jcute
aux déformations wmécanigues faisant 1 hupothise d’un découplags
mécanique total



En toute rigueur, c’est d’une fagcon générale, la diffusiaon
dans les solides poreux gqu’il faut considérer et cecil doit amener a
inclure des paraméires phusigues dans les éguations mécaniques,
c'est-a-dire un effet de couplage du genre thermoélasticité couplée,
En effet, la solution du probléme de fluage et du retrait dépend
de celle de la diffusion de l’=au dans le béton. Le couplage en retour
est négligeable. La formulation thermodynamique de ces problémes a
été donnée par Aifantis [3e8) [31] sans faire allusion au matériau béton.

A travers cette biblicar

aphis succinte, on wvoit d’une part la
variété du comportement du béton et d’autre part la difficulté d’inclure
touts les paramdtres physigues, en conservant des théories simples.

Dans ce aqui suit, nous traitons un aspect particulier du
probleme général du compertement du bétom 11 s’agit de décrire le
retrait global et les contraintes internes dus au retrait du liant dans
1’hypothése d’élasticité lingaire mals hétérogéne et en 1’absence de
fissures st de décohésions aux interfaces Nous appliquons alors la
formulation en déplacement de manigére générale. Ensuite, nous traitsns
iz probleme dans le cas d’un milleuw homoggne et celul du wmilisu
hétérogene 4dilué

Mous considérons le béton comme un  matériauw biphasé constitué de
gravier {(inclusion? =t 2e liant C(matrice> Posur appliguer le modile
autocochérent au matériau, nous reprencns 1 éguation intégrale générals
formulée en déplacement dans le chapitre 1l. Le retrait du liant
rous suppcsons uniforme entraine une défcrmation totale macroscopiaque
béton =t dss coniraintes internes. Le couplage en retour est négligé

tes constantes d’élasticité bp t
ntermédiaire 4gde 1"humidité, nous SUpposSONsS que
ter-1 ’ s de diffusion a

Suant d’appliguer la formulation en déplacement, calculons 4’ abard
la déformation totale macroscopique =&n  fonction des déformations du
liant =t celle du grawvlier. HMous suppcscns gque le liant subit une
déformation totale gqui est la somme d’une déformation élastigue et du
retrait, alors gue le gravisr subit des déformations gue nous SUPPOSGNS
élastigues. La situation est résumée dans la figure ci-dessous



n P
] o] o - - C ! &.
/]
r ¢
) .
o 0 o———aC,E:O.
0
0 0 c
0
0 0 o

Cﬂ

I
C

constantes d’é&lasticité du liant
constantes d’élasticité du gravier
f X . .

retrait uniforme dans le liant

MNous notons x la Ffraction volumigque du gravier.

La déformation

T

e e

en intégrant sur tout le wuvolume, nous obtenons la
macroscopique gul s’écrit alors
—T‘
P L
£.. -4 6;-("-)-!'6/'_-("') ow
ty OV } 3
1%

elle s’#crit sncore
T .-_H P M L T Q1
E. - Vg + M ¢, +-L 3;;
4 v 4 Y,

en eg
‘}'2'5 déformation élastique dans le liant =t dans le gravier.
4 volume repectif du liant et du gravier.

déformation totale



Cette déformation macroscopique s’écrit en fonction de la fraction

uvolumigue

-
E. - (4- 3)6 +( )5 +3 (5.2.2)
o
en |’absence de contrainte extérieure, 1a contraints macroscopigue est
nulle
2 A |07 dw=0
CRY, 4
\
ce gui impliague
T H o
301}4-(4—&) 0—_;,} = €6.3.3
1
ch ‘Ctlé contrainte dans le liant et dans le gravier. Elles s’ écrivent
& 1'atde de la loi de Hooke
T 1 é1
O_'): C,;'u ﬁu
{(8.2.4)

que nous remplacons dans la relation (B.2.3) ce gqui donne

T . e n e
g Ckak?,ak; + (A "2) CZJ'_IL,A 6:5 =0

d’ ol nous tirons :

en r e
(A-g} ¢ - Sn C,;ju %\EH. (6.3.5)°

ns L")



n

S

En injectant (8.3

est la compliance élastique du liant

2.4) dans la relation (8.2.2), on a alors

I

' gsgkﬂ C'k,?ﬂA

e
ns

£

(8.

[

.EJ

+ g ]LL)A

Pour calculer 1la déformation totale macroscopique, il suffit alors
de pouvcoir «calculer la 4déformation élastique dans les inclusicns
(cailloux) et disposer de l'expression explicite du retrait en fonctien

de 1 humidit

s
z
2

e
culer £ z

gu du temps.

Pour ca ., nous allons appliquer 12 modéle auto-cohérent
a un site au matériau béton biphasé. Pour cela. nous ramsncns le
rrobléme réel & un preobleme 4’ interaction entre une inclusion et
un wilieu homogéne éguivalent a&u wiliew reéel, de constantes
d’élasticitéd C° inconnue et subissant la déformation macroscopigue E
4u retrait dont la valeur reste & calculer. Soit schématiguemsnt
o T
£‘P o 0 _____yc,lE
i (__-__
0
(@] o} ACI
c3 )
I
«——b 0 )
o 0
o 0 0
Probleme réel Probléme &guivalent
Pour calculer las déformation #lastique dans 1 inclusicn, nous reprenons
17équation{2.3.18)de Berceiller et Zaoul formulée dans le chapitre 11.
Cette éguaticn s'édcrit
T o-
£ w=¢ el C.,m€ " _SCp Nt W) dw’
( - + mats t kQ 9 u.
M mon, M"} v’



© T T
Dans notre cas E est &gale af, E étant la déformation macroscopigue du
milieu homogéne équivalent :

T T P T
- AN ) ! ! o | [} [
E/MI\UL) - E;Md.f FM(“Q )(CLAHLQ\) Eu(/») - SC%W) EM(L)) dv
VI
4 cette déformation, nous retranchons la déformaticn macroscopigue
uniforme E:

T T P 1 T ! T
3 ) - /;MM:j f; Ml}.(m-n') <C%Q(/L‘)(£MWLEIJ - S(%WL) \im‘*’- %))d«/l

le retrait =t les constantes élastigques s’écrivent a l'zide de la
fonction indicatrice B(A) d&finit par

AQ/LEV_I
e(/\-):
0 S«'n.¢ Ve

[

V} &tant le wvolume de 17inclusion

O

E’ZE () = E-;e (/1 - 9(~))

: [ I o
(-L(;u (*) = Cx‘gu * (C‘}h@ - CASML) Bimr-

dans l’inclusion cette é&quation devient :

T T N AT
S,MMV‘)- Em: I (a-nt) ijkQE



Avec

T )
BCope = Cagu - Caght

La déformaticn dans une -inclusion ellipscidale étant uniforme [ B8], on a
en notation symboligue ’

£ redor(de)d

4’ od nous tirons

A (4 +r'Ac)_A (A_ f‘a") E

EL G-y (s peracfire) L,

Dette relastign donnesla déformation totale macroscopique du milleu en
Les <contraintes dans 1 inclusion s’obtiennent par la
relation ¢ .43 e l=s contraintes moyennss dans la matrice par la
relation (5.3.2)

-]

Dansg cette relation, les constantes d7é&lasticité C du milieu
homeogéne éguivalent sont & calculer par des opérations de moyenne [32].
En =ffet, dans la relation (B.2.7) les coefficients de CP et ET "
peuvent 8tre interprétés comme des coefficients de localisation et sa

o

mouenne sur tout le milieu doit donc Etre nulle.



Dans ce oqul suit nous allons appliquer cette formulation au cas du
milieu homogéne et & celui du milieu hétérogéne dilué, la résolution est
alors plus simple gue dans le cas du probléme réel.

6.3.2> Milieu homogéne

Quand le milieu =st homogéne, les constantes d’élasticité du liant
2t du gravier saont égales, on a alors

S"cto 1

La relation (£.3.%) donne alors
E = (A - g) ' (5.2.8)
Cette déformation totale macroscopigue est due uniquement au retrait
Cette formule donne la 2&formation macroscopigue 2n fonction de la
déformation 4= retrait lLa contrainte macroscopligue est nulle. En
revanche, Les contraintss locales ne le sont pas

La loi de Hooks s’écrit alors

G - CE

.2.1). Mous pouwcns &crir
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£.2.3) Milieu hétéragezne dilué

Quand le milleu est dilué, on peut négliger les interactions entre
les graviers. Mous pouwvons alors assimiler le probléme 3 ungproblzme
4’ interaction entre une inclusion de constantes d’&lasticité € est une
matrice d= constantes d’&lasticité C", subissant une déformation de
retrait égale a &P. On a donc le schéma suivant

- 1 ] no_e
Inclusion C ¢ o o —t s MatriceC , &
) © o :
o ° C}————————+ InclusicnC
(¢}
0 o (V] &
MatriceC .,& €«4— 0 o
Probleme réesl Probléme éguivalent

T

T
E - ("‘3) QP (5.2.9)
-4
4 4(L _s"c‘)(“mc) (A_ F(_°)
on pose
Nl -4 o
%= (15" )(Mmc) KA_ e
Le milieu étant dilué, b prend des valeurs petites par rapport &8 1. Un
déusloppement limité au premier ordre donne pour £

ET- (A_Q)LAJ,SX)EP ~



soit

ET

4) €0 (1- g) g xe

En négligeant les termes contenant & on a alors la relation finale

M= (4-3)€ 4 (1-5"C) (4+ FAC)-A(A_ FC’) £ 5.0

su en fonction du tenseur S d'Eshelkby d&finit par

-A p
n €
£ (A £+.&_L_S SBC \(1_S (6.2.11>
CH
qui e=st la solution de 17 inclusion h&Lérogsne d'Eshelby avec une
déformation uniforme dans la matrice.
ies contralintes dans 1 inclusion s’écrivent

T .0
g CEF

i

-A
CTI:-_ o (C".,. ACS) K_‘[_S) CI E,P (6.3.12)

lLa contrainte dans 13 matrice psut Btre calculée par la relation
(£.3.3).

Le tenseur des déformations de retrait étant diagonal, explicitons les
dernigres formules dans un cas lsctrops awvec une inclusien sphérigue.

Reprenons donc 1’ équation (£.2.112

== (4-4) £P+§&1_s"c1) y +é_3f_ —AKI-S)



T : = 485 L
Pour une inclusion sphérique, le tenseurws a’ Eshelbg ueuxent 171

S. 4 A+v®
3 /1—V°
En prenant V;:AIQ,, valeur réaliste pour le béton, prend la wvaleur

sulvante
~ 4]

En rempia
ie

an
coefficient

S par sa valeur et les constantes d’élasticité par des
]

c
nts d compressibilité, on a alors

-A

£)£+%(I kI) y Kok

4 P
2 kN 3

2

(1-3) &% 4Kk

nous posons

;<ﬂ

ET':- U‘&')Q’P"% Xiﬁz) E*P | (6.3.13)

N

. s i .3.12).
Les contraintes s’ gbtiennent alors directement de 1'équation 14



6.4) Résultats et Discussion

En utilisant les formules (6.3.8) (8.3.13) , nous avons tracé le
rapport de la déformation totale du béton & la défarmation de retrait du
liant (ETIQP) en fonction de la fraction wolumique pour un rapport
d’hétérogénéité A censtant. On constate gue cette courbe est linéaire

(Fig (13.

De m&me, nous avons tracé({vép) en fonction de X & des
fractions volumiques constantes (Fig(22); c’est wune courbe de plus
en plus décroissante avec la fraction wolumique. Four le béton, la
fraction volumique du gravier wvarie en général autour de la valeur 0.5,

La figure (Fig(3)) représente le retrait du liant et celui du béton
mesurd expérimentalement dans une atmosphére & S8 % d'humidité [33]. Nous

nous proposons de calculer la courbe de retrait du béton & partir de
celle du liant en utilisant ces résultats.

Nous ferons d’abord le calcul par la formule (B.2.2) c’est-a-dire
dans le cas d’un milieu homogene. Ensuite, nous ferons le calcul par la
formule (8.2.123) <c’est-3-dire dans le cas 4’un milieu hétérocgizne. Nous
comparons les résultats obtenus par chacun de ces deux cas.

Sur 'a figure (47 nous awvons représenté les points calculés
théoriguement dans le cas du milieu homogéne. nous avons falt le calcul

1 glumiques .2 =t 2.5 les points thégorigues
p tale, de plus un accord satisfaisant est
1 tlz de £ dans lsz bfton

Dans les figures (5), nous avens fait le méme calcoul
milisu hétérogiEne, un bon accocord est gbservé au dEbut du
qui =st normal car le milisu est fortement hétérogéne au
les points théoriques s’écartsnt des points expérimentaux
aussi normal le milisu tendant s un miliew homogéns
quex ne prend pas une valsur tante au cours gu
décroit continusllement awvec le temps du  séchage, 171

valeur réelle de peut alors améliorer les résultats cb

La figure (8) permet de voir 17 écart entre les ual
dans le cas 3u wmilieu howmogene et celles calculées dans le cas du milieu
hétércgene. la courbe réelle dolt Etre composée des trols courbes
suiuvant la décroissance d= X.

Dans le cas 4’un milieu hétérogene non dilué. il faut appliguer la
formulation générale, c’est-3-dire calculer les coefficients effectifs
du matériau



Le couplage entre la formulation en déplacements et le phénoméne
de diffusion peut aboutir a un comportement viscoélastique 30j.

De plus, le caractere composite du matériau peu permettre
d’expliquer 1 hustérisis observée lsrs de 1 application de contraintes
cycligues [24].
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons rappelé deux méthodes de calcul des
contraintes internes. Ces deux wméthodes sont la formulation en
déplacement pour les milieux hétérogenes, anisotropes et en présence de
déformations incompatibles [3] [4] [5] et la feormulation en potentiel de
contraintes pour les mllleux hemogénes avec des déformations
incompatibles [9].

glargi la formulation en contrainte, aux cas des

es, anisotropes et en présence de déformations

équation aux dé s partielles obtenue généralise

Cette éEguatl & rapprocher ad celle donnée par

Zzoul dans le cas de la formulation en déplacement. Elle
H i

ussi les éguations de Beltrami de 17élastici

D
-~
[

Fneuite, nous avcns particularisé cette égquation au cas d'un milieu
& re 2lui 1 é des
L (roner
Ces
er
cne
lus
résclu s éguations aux dériuvées
ra u S enté une ans¥t tion de c=s éfguations en
une £quaticn intégrale en utilisant la technigue du  tenssur de Green
t ! t t compte d=s cognditions aUx limites, des
r ités que des S2&formaticons inélastigues. Elle donne la
solution dJde Krdrner pour le cas du milleu homogéne et ells e2st siwilaire
a zel T s 11 et Zaoul. Cette Aquaticn s= simplifie dans
le za i r lsquel le2 tenseur de Bresn est connu
particuliérement intéressante pour les
miliz macrohomogénes =t  pour les milieux
Grany
tnérals au cas 4'une poutre
hét es par la wvariation du module 4’7
Yaou éf ions 2t les contraintes de facon
explicite ro 2i1té et des paraméires de la poutre
Cette formulation peut Btre faite pour le cas des déformations planss =t
pour les milieux anisctropes et on peut toujours obtenir, a défaut d'une
résolution snalytique, une résolution numérigus.



Ernfin dans le chapitre V1, nous awvons montré que le modele
auto-cohérent peut &tre appliqué au calcul des déformations totales et
des contraintes internes dues au retrait du béton. Le formalisme est
simple et rpermet de prendre en compte le phénoméne du retrait d’une
facon découplée. Le Léton est considéré comme un matériau biphasé. Un
bon accord est obtenu dans le calcul des déformations totale dues au
retrait du béton.

La formulation en potentiel de <coniraintes présente plusieurs
auantagss sur la fermulation en déplacement. Tout d4’abord, dans le
calcul des incompatibilités, on ne prend en compte que la partie
incompatible des d&formations inélastiques

Psr contre dans la formulation en déplacement, 1l faut d'emblée
prendre en mpte toute la déformation inédlastiqus

Dans le cas des problemes plans, le notentlel de contraintes
se réduit & une sesule fonction scalaire ) alors qus pou
la formulation en déplacement, il faut gis composantes
des déformations nen nulles. Dans le ¢ bles du
probléme ne dépendsnt pas de la wvariab fintie2s  se
réguisent & une fonction scalaire

Darns le cas ou on peut obtenir des sglutions aralytigues (c’est ls
cas gues nous avons présenté dans le chapitre YY), on peut alors ajuster
sur !a soluticn exacte des méthodes numérigues. Ces méthodes numérigues
pauvent alors ftre utilisées pour obtenir la solution des problémss plus
généraux. DOn peut alors traiter des problémes wuariés tels gue des
matériaux composites, des plaguss cu dzs culindres de béton ocu du beis

[23]. Dans ces deux derniers cas, le formallswe gue nous avuons
présenté permet 1'introduction des  paramétrss phusigues Cette 2&tude
dcit alors Stre menée zuwec un programme expérimental bisn adapté

noter gue ce formalisme g appligque & 17 atude des
ai atisns g matériaux métalliques en #&lasticité isotrope et
homogéne [3¢4 ] 136 =t rpermet de calculer l'énergie des Joints de grains
dans le polucristal. Un prolongement de ce travall serait de calculer le
champ des contraintes produit par des dislocations dans un wmilisu
anisotrope Ce travall a été abordé, mais n'a pu ftre mené & terme dans
le cadre de cette Lhise
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