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s u c c É s s i , - , e m e n L  L e  c a s  , i i - i  m i .  l i e u  h o n o g è n e  i  3  ] '  c e l u i  ' i i i  n i  i  i e u

h é l é r o g è n e  é l . a s t - i q u e  i  4 l  e t  l e  r i i l i e i - i  h é L é r c g è n e ,  a r i s o t r o p e  e L

i n é l a s l i q u e  t  t  ] .  E n s i - i i t e ,  n c u s  a p p l i q l l c n s  c e l t e  f  c r n u i a L i c n  a u

p r c b l è m e  , f e  I ' i n c l u s i c n  d ' E s h e t i ' u  i 8  ] .



L

D a n s  I e  c h e p  i  t i - e  M  ,  n o u s  r a p p e  l  c n s
p o u r  l e s  m i  I  i e u x  h o n a g è n e s  e L  i n é l a s l i q u e s
d ' é I a r g i r  c e t t e  m é l h o , j e  a u  c a s  d e s  . ' n i  I  i e u x
N o u s  l a  p a r t i c u l a r i s o n s  a l o r s  a u x  n i l i e u x
a u x  r n i l i e u x  h c m c g è n e s  n a i s  a n i s c L r o p e s .
p r o b l è m e s  p l a n s  o ù  n o u s  d é t a i  I  l o n s  I e s
I ' é l . a s t i c i i é  I i n é a i r e  à  s a u 0 i r ,  I e  c a s  d e s
d e s  c o n t r a i n t e s  P i a n e s .

i a  f c r r n u l a t i o n  e n  c o n t r a i n t e
t 9 ] .  E n s u i t e ,  n o u s  F r o p o s o n s
h é L é r o - q è n e s  e L  i n É I a s t i q u e s .
h é t é r o g è n e s  e l  i  s o t r o p e s  e t
I , l o u s  t r a i L o n s  e n s u i L e  I e s

d e u x  c a s  b i  e n  c o n n u s  d e
d é f o r n a t i o n s  p l a n e s  e L  c e l u i

D a n s  l e  c h a p i t r e  I V ,  n o u s  p r o p 0 s o n s  u n e  n é L h o d e  d e  r é s o l u t i o n  d e s

é q u a t  i  o n s  a u x  d é r i v é e s  p a r t  i e  I  I e s  é t a b I  i e s  d a n s  l e  c h a p  i  L r e  p r é c é d e n t  .

C e t t e  m é L h o d e  e s L  b a s é e  s u r  I ' u L i l i s a t i o n  d e  l a  f c n c t i o n  d e  G r e e n  f t g j  e L

L i e n t  c o m p t e  d e s  c c n ' j i t i o n s , 3 u x  I i m i L e s .  l l o u s  t r a i l û n s  s u c c e s s i u e t n e r r  L  I e

c a s  l r i d i m e n s  i  o n n e  I  e L  l e  c a s  b i d i m e n s  i  o n n e  I  .

D a n s  I e  c i n q u i è n e  c h a p i t i ' e ,  n c u s  L l l u s l r c n s  I a  t h é c r i e  g é n é r a I e

p r é s e n t é e  , j e n s  I e  c h a p i L r e  i I I ,  e n  i ' a p p L i q u ; n L  è  u n e  p c i i L r e  h é t é r c g è n e .

l ' l o u s  f o r n i u l c n s  1 e  p r o b i è m e  e n  c o n L r a i n l e  p l a n e  e t  n o u s  F r 0 p o s o n s  u n e

s o l u I i o n  a n a l U t i q u e  d a n s  I e  c a s  d e  l a  f  ] . e x i  o n  F u r e .

E n f i n ,  d a n s  i e  d e r n i e n  c h a p i L r e -  n o u s  E p p l i q u E n s  l a  f o r m u l a L i c n

e n  d é r l a c e . n e n l -  a u  c a l c u l  , i e s , i É f c r m a L i r n s ' . c L a L e s  e t  ' i e s  c c n ' r i - a l n L e s

i n t e r n e s , l u e s  a u  r e L r a i L  ô a n s  i e  b , é t o n .  N c u s  u L i i l s c n s  a l o r s  l e  m a , i è l e

a u ' . c - c c h é r e n t  q l i €  i : c L i s  . : F F  i  i "  q u c n s  C a n s  l e s  l E s  , i u  n l  I  i e i .  h c m c g è n e  e  L  C u

m i  I  i e u  h É i é r c g è i i e  ' i i  I u é .



C]JÊPITRE I  I

R a p p e l s  d e s  é q u a t i o n s  d e  l ' é l a s t o s t a t i q u e  e t  d e  l a  f o r m u l a t i o n

e n  d é p l a c e r n e n t  p o u r  l e s  m a t é r i a u x  h é t é r o g è n e s  a v e c  d é f o r m a t i o n s

i n c o m p a t i b l e s .

?  1 \  i n + r n l " . - + i - . . - n .

? . ? )  C d n s i d é r ' a L i o n s  q é n é r r i € s  e i  é q u a t i c n s  i c n , j a n r e n t a L e s .

? . ? . 1 )  T e n s e u r  , i e s  , i é f  o r m a l i c n s  -

2 . . 7 . 2 >  T e n s e u r  , i e s  c c n L r a i n L e s .

? . ? . 3 >  E i a s t i c i t é  I i n é a i r e .

? . ? . 4 )  D É f  o r m a ' " i o n  i n É l a s L i q i - i e  e L  c c n c e p t  d ' i n c o m F a L i b i  I  i ' . é .

_ \  : _ 1 1 _ _ r : _ : t . : .
é /  t r i = i t l L I , _ i L c ,

b )  i n c c r p a L i b i l i L É  e L  c l n L r a i n t e  i n t e r n e .

? . 2 . 5 )  F c s  i .  L  i  c n  d u  r r o b l è m e  .

Z . 3 i  i c r m u l a t i c n  e n , i é p l a c e n i e n L  e L , = p p l i c a L i o n s .

2 . 3 .  1 )  I n t  i - o , i u c l  l .  c n  .

2 . 3 . 2 >  i l i , I i e u  h o m o E è n e  a u e c  ' j é f  c i - m a l i o n  i n c o m p a L i b l e .

2 . 3 . 3 )  f i i  I  i e u  h É i é r o g è n e  é  l a s t  i  q u e .

? . 3 . 4 )  i ' i i  I  i e u  h é t é r c g è n e  a , ; e c  d É f  a r m a l i o n  i n c o n p a L i b l e .

2 . 3 . 5 )  S o l u t i o n s  , i e  I ' é q u a t i o n  i n t é g r a I e .

a )  Êpp ro> : i r na t  i  c i n  de  Bo rn  .

b )  Ê p p  I  i  c a t  i  o n  d e  I ' É q u a t  i  o n  i n L é g r a i e  a u  p r o b l è m e
d ' i n c l u s i o n .

1 )  I n c l u s i o n  p l a s L i q u e .

? )  l n c l u s i o n  h é L é r o g è n e  e t  p l a s t i q u e .

2 . 4 )  C o n c l u s  i  a n .



2 . 1 )  I n t r o d u c t i o n

D a n s  c e  c h a p i L r e ,  n o u s  r a p p e l o n s  I e s  é q u a L i o n s  d e  b a s e  d e
I a  m É c a n i q u e , l e s  m i l i e u x  c o n L i n u s  e n  p e t i L e s  d é f o r n a L i o n s  a i n s i  g u e
i e  c 0 n c e p t  d e  d é f c r m a L i o n  i n é i a s L i g u e  i n c o m p a L i b ! . e  i n L r o d u i t  p a r  K r ô n e r

[ 9 . ]  ,  e n s u i L e ,  n o u s  d i s c u L e r o n s , i e  c e r t ; i n e s  o r i g i n e s  p h U s i q u e  d e
!  : i l = i d l L i L l L E .

D a n s  L a  s e c o n ' i e  p a r L i e ,  n c u s  f o r n i u l o n s  i e  p r o b i è m e  e n  d é p l a c e m e n t
s a L l s  l . ' :  i c r m e  ' â ' é q u a L  i  o n s  i n t é g r a l e s  p c u r  I e s  m i  I  i e u x  h c m o g è n e s
i n c c i r p a t i b i e s  i  3 I ,  l e s  m i l i e u x  h É t é r o g è n e s  é i a s L i q u e s  i 4  ]  e t  e n f  i n
p c u n  l e s  , n i  L  l e u " :  h é i É i - c g è n e s ,  a n i s o t i - o F e s  Ê t  e n  p r ê s e n c e  ' 3 e  , j É f  c r m a L i c n s
i n c c i i i p a L l b i e s  I S  ] . N o u s  r , f p F € I c n s  é g a i e n e n L  I a  s o l u L i o n  d u  p r c b l . è m e
, j ' i n c i u s i s n  F l a s L i q u e  e t  h é l é i - c g è n e  i b t e n i - i e  F , = r  c e i t - e  f  c r n u l a L i c n .
s c l u i i a n  q u i  n o u s  s e r v i r a  d a n s  i e  c h a p i l r e  ' " 1 .

2 . 2 )  C o n s i d É r a t i s n s  s É n é r ' a l e s  e t  é s u a t i o n s  f c n d a r n e n t a l e s

P c u r  F i - é c i s e r -  I e s  n c t a t i o n s  u L i  i  i s É e s  p a r  L a  s u i t e ,  n c u s  r e p p e l o n s
l e s  , l é È i n i t i c n s  é i é m e n t a i r e s  c û n c e r n a n l  I e s  d é f o i ' m a L i o n s ,  i e s
. ^ . . - . ! - - i * ! - ^  r -  ^ - * - - - l - - ^ - r  1 l - ^ r : - . . -  t - - ^c o r r  - L i - , 3 i n L e s ,  

i e  r û m p û i - L E a e i l L  t r t ( 1 > L ! ' - { u E  u Ê i l s  l e  c a , j r e  ' j e s  p e i i t e s

, i é i c r n a L i . c n s .

i .  Ê .  i  , r  T e n s e u r  d e s  d é f  o r m a t i  o n s

i l o u s  c o n s i d é r c n s  u n  r n i  L  i e u  c o n t i n u  g u i  s u b i L  u r r e
L i - a n s i c r n a t i o n  q u i  I ' a n è n e  ' j e  1 ' ê L a l  j  à  i ' é t a l  I I .  s i  a u  c o u r s , j e  I a
l r e n s i - a r n a t i i n  u n  p o i n L  P  s e  d é p I a c e  d e  l a  p o s i t i o n  p ,  à  I a  p o s i l i o n
L -  - - i  - F .  ! =  . - h - - -  . . l . -  l a - l  - ^ ^ - ^ - t  - - t  , l i 5 ' i - i  - -.  !  t ,  a i u r  ]  i =  ' - j t q i f t F r  u Ë  u Ë F i ù ' : t r i r i E i t l  E 5 L  , 3 e r i n l  p a r  :

---€ ->

lL(?,) = ?rlo

l  -  - F - i i  - F r  r . '  â 4 * i  -  !  - , a ^ - i  Il E  : l :  E u i E l l L  u t l  | J Ë i ,  j , d L t r l t l Ë { l L  5  È L I  I  u

à Lri f  àxi= [1,
T?rr =

I  e  cha r iF  de  dÉ  f  o rna t  i  on  t
d É f i n i  p a r  :

e s t  L e  L e n s e u r  d u  s e c o n d  o r d r e  s g r n é t r i q u e

ds'"- àxieti jdsÏ = d X;



d L = Ptr  PJ zt  dsr= Prt  
"--  

e)  *  f i  sonL , leux points inr in imenL

v o  i  s  i n s  d e  P a  e L  \  a u a n L  I a  t r a n s f  o r r n a t  i  o n  .

E n  p e L  i  l e  d é f o r n a L  i  o n ,  L e  t e n s e u r  d e s  d é t ' o r m a t  i  o n s  s ' é c r i  t  :

2 . ? . ? )  T e n s e u r  d e s  c o n t r a _ i  n t e s

i i u i r - r a n L  L a  t h é o r i e  ' j e  i ' é L a s t i c i L é ,  u n  m i l i e u  s o u . ' n i s  à  u n
- . . - ! : * -  ) ^  t - - ^ ^s s s  L t r i t t E  u Ë  i  u r  L t r S  q u e  n c u s  n o L o n s  / F ;  r â - a 1 i  L  e n  c i ' é a n + ,  , l e s  d É f  o r r n a L  i  o n s

tr"or ( L  
: l o i i  n t j  i a  n o r n a l e  o r i e n L é e , l ' u n e  s u r f  , r u  d S  a u t o u r , l ' u n

p o i n L  7 * e t  s o i L  O l i  l a  q u a n t i t é  d é t ' i n i e  p a r  :
",

r -  l  -
dt '  -  G .  rn . .dS* l )

a i c r s ,  g ] i  e s t  i e  L e n s e u r , j e s  ' : o n i r a i n L e s , j u  n i l i e u .  L e  t e n s e u r  ' j e s

c c n t r a i n t 6 s  e i n s i  C é f ! . n i  , l o i L  s a L i s f a i r e  a u x  é q u a L i c n s  , i ' é q u i l i b r e  e t
, i e s  i r c n e n L s .  C e I  l e s  c i  s ' é c r i , ; e n L  r e s F e c L i u e m e n t  d e n s  l ' a F p i - o x i r i i a L i g n
q u a s i s t a t i q u e  e t  e n  l ' a b s e n c e  d e  f o r c e s  r ; c l u m i q u e s  :

(T., - tG.
: , l t  -  -  ^ À

o ë

l a n s  c e s  f  o r m u l e s  e L  , d a n s  L o u L  c e  q u l  L , a  s u i v r e ,  n c u s  u t i  I  i s o n s  I a
c o n u e n t i o n  d ' E i n s L e i n  s u r  I e s  i n d i c e s  r é p é L é s  ( l a t i n  u n i q u e m e n t ) .

2r, = t(ut,r * Ai,r)

nrj,i = o

? . 2 . 3 )  E l a s t i c i t é  l i n é a i r e

D a n s  l ' é l a s t i c i t é  I  i n é a i r e  I e s  t € n s e u r s  d e s  , i É f  o r m a L i o n s
é l a s t i q u e s  e L  d e s  c o n L r a i n L e s  s o n L  r e l i é s  d e  f a ç o n  u n i q u e  p a r  l a  l o i  d e
H o o k e .  C e l t e  I o i  s ' É c r i t  p o u r  u n  r n i l i e u  a n i s o t r o p e .

rçe
"i) = 'Ljkt "bl,



o u  d e  f a ç o n  d u a l e  :

C i i L l ,  s o n t  l e s  c o n s t a n t e s
. 1  r  -  ^  !  :  - , .  ^  - E l  I e s  a , i r n e t L e n t

,';à = S;;le fr5g

t r Â l - - ! : ^ : r a  q  -r  e r a s r r c r r Ê ,  J i j [ C  s o n l
l e s  s g m é ' " i - i e s  s u i v a n t e s  :

= c;iLr, = c ttil

I e s  c o n p l  i a n c e s

c t)tt --C;irn
t

e t  s o n l  r e l i é e s  p a r  I a  p r o p r l é L é  C S  =

L e s  c c n s L a n t e s , j ' é l a s l i c i t é  s ' É c i - i r r e n L

I  =  ÀSr"Ljf"L

D a n s  I e  c a s  d ' u n  r n
- ^ - - l - - ! ^ ^  - r . . - - l  r ^  - :r - u i l 3 L é i t L E 5 .  U U É i r U  t E  r i r i

* Â !  - . . . . .  r ,  - - :  - ^ r * ^ - :  ^  -

: ,  a l  - ^ r :  - :  r  a

I  (  J t enseu r

. -  * :  r  :  ^ . .
P l U I  U l r  i l r l  I  I E L I

u n i i é )

:  ^ ^ ! - ^ * ^  .
I S U L i  U P E

\
I
I

I  l -
Lià LL * /'\>;[

i l i o , ,  l a n Ë n r è F o
r r u , , ! u s . - r r ç  t

l i e u  e s t  a n i s c
c *  , i - , i  e n  r e n r É c e n

5;t + Lp6il

L e s  c o n s L a n ' u e s ' i ' é l a s i  i c i  L É
l - - - ^  t - * ^  i  ^
L !  U l - . Ë , .  L U i l i l i i E  u é i t 5  I r =  L q s

t l ^  - - -  1 - ^

t - ^: iE 5

I  I  n ' € n  e s t  p l u s  ' i e  n â m e .  q u a n d  I e  ; " n i  I  i e u  e s l  h é t É r o g è n e .  L e

F r c b l è m e ' i e c r i . e n L ' i ' a u L a n L  p l u s  c c n p l e x e  q u ' i .  1  e x i s i e  p i u s i e u r s  s o r L e s
) ' t A f  ! - - - A - : i l a -  l - - - ; - ^  . - t - - -  l ^  - ^ 1 . . ^ * i - r = !  i n r l r r c i r . n, l  n e L e r 0 g e n e l L e S  \ E r A r n S  ' 3 a n S  I e  p O I U C T ! . 5 L * .  p o f e S ,

f  i s s u r e s ,  p r é c i p i t é u , . . .  )  q i i i  i n ' i u i s e n L  L l n €  a n i s o t r o p i e  t o ' u a L e .  C e t t e
a n i s c t r o p i e  L o L a I e  d é p e n d  d e  l a  i o r m e ,  i e  l a  r ' é p e r L i l i o n  e L  ' i e

i ' o r i e n L a t i c n  d e s  h É t é r c g É n é i L É s .  D u  p c i n L , i e  v u e  m é c a n i q u e ,  l ' e n s e m b l e
d e  c e s  h é l é r o g é n é i t é s  s e  t r a ' j u i L  p a r  L a  , ; E r i a L i o n  , j e s  c c n s t a n t e s
d ' é l a s L i c i L é  e n  f c n c t i o n ' l e  l a  F c s i t i o n .  D e  p I i i s ,  I a  l o i  d e  c o n i F s r l e m e n L
é I a s L i q u e  n Ê  p e u t  ê t r e  é c r i L e  q u e  I o c a l e m e n L  c a r  c c n L r a i n L e s  e t
d é f a i - m a t i o n s  u c n L  a u s s i  d é p e n d r e  d e  I a  F o s i t i o n .  i  I  e s L  a l c r s  n é c e s s a i r e
d e  p o u v o i r  r e I  i e r  l e s  _ o r a n d e u r s  m i c r o s c c p i q u e s  , 3 u x  g r a n d e u r s

- ^ - - a  - , . ^ -  - t :  -  r ,  - -  l i l , . I  - ^  l  -  ^ ê Ê - a F !  - - - - L  - l  - L - 1  J , .  - - !  Âi l a c r t r S C s p i q | j € s .  a r  i f i  a  E n  , f E ' J L i i i e  I Ë  C t r m F B i - L e n E n L  g ! E D A I  ' f , U  m ô L e f  L A i . l  .

? . ? . 4 )  n é f  o r m a t i o n  i n é l a s t i q u e  e t  c o n c e p t  d '  i n c o m p a t i b i  I  i  t é

a )  I n é l a s t i  c i  t é



L a  t h é a r i e
p r é c i  s e  p o u r  d e s  d é f o r m a t
d é f  o r r n a L  i  o n s  i n é  l a s t  i  q u e s ,
p e u v e n t  e x i s t e r .  L e s  m é c a n
i n é I ; s t i  q u e s  p e u u € n L  a v o i r

d e  l ' é l a s t i c i t é  I i n é a i r e  e s t  s u f f i s a m e n t
i o n s  d ' o r i g i n e  é I a s t i g u e .  P a r  a i l l e u r s ,  d e s
n o n  r e l  i é e s  d i r e c t e m e n t  a u x  c o n t r a i n t e s ,

i s m e s  p h g s i q u e s  à  l ' o r i g i n e  d e s  d é f o r m a t i o n s
d e s  c û u s e s  d i u e r s e s  e t  u a r i é e s .  C n  p e u t  c i L e r

I e s  d é f o r m a t i o n s  Ê s s o c i é e s
thermamécan i  que )

I e s  d é f c r n a t i o n s  L h e r n i q u e s

i l aus  d i i - ons  qu 'un  c l ' l amp  de
s ' i  i  r r é r i  f  i e  l e s  r e l a L i o n s  s i i i v a n L e s  ( r e l a t

-  l e s  d é f o r m a L  i  o n s  d e  r e l r a i  t  I  c r s  d e  r é a c t  i  o n  p h g s  i  c o - c h i n i  q u e
( o r i g i n e  p h g s i c s - c h i m i q u e )  ( p c l U n é r i s a t i o n ,  s é c h a g e ,  .  .  . ) .

E n  g é n É r a i ,  u n  s o l i ' j e  p r É s e n L e  L c u j c u r s , i e s , i é f o r m a t i o n s  é l a s L i q u e s
q u i  s e  s u p e r p c s e n L  a u x  ' j é f  o r n i a t  i o n s  i n é l a s l i q u e s .  P o u i '  p r é s e r i , e r  ] . a
c o n L i n u i L é  d u  n i l i e u .  i l  e s L  n é c e s s a i r e  q u €  l e s  d é f o r i n a L i o n s  L a t a l e s
c b é i s s e n t  à  c e r L a i n e s  : - e l a L i s n s  d i L e s  d e  c o m p a t i b i  i  i L é .  C ' e s t  c e  q u e
n 0 u s  e x p l i c i L o n s  d a n s  l e  p a r a g r , = p h e  s u i , ; a n L .

b )  I n c o r n p a t i b i l i t é  e t  c o n t r a i n t e  i n t e r n e I t r l  i rr ]

-  I e s  d é f o r m a L  i  o n s  p  I a s I  i  q u e s ( c r i g i n e  m é c a n i q u e )

à  o e s  c h a n g e r n e n L s  d e  p h a s e  ( o r i g i n e

( c r i g i n e  L h e r , n i  q u e )

d é f c r n a L i o n  e s L  c o m p a i i b i e ,
i c n s  d e  c o r n p a L i b l i i t é )  :
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I e  L e n s e u r  d e s  d é f o r m a L i o n s  d é r i v e  a l o r s  d ' u n  c h a m p  d e  d é p l a c e n e n L  e t
s ' é c r i t  ;

tr,

I ' e x i s L e n c e  d ' u n  c h a , n p  d e  , j é p l a c e n e n L  u n i q u e  e L  c o n L i n u  i m p l  i q u e
m i l i e u  r e s L e  c o m p a c t  a p r è s  I a  t r a n s f o r m a L i o n  ,  c ' e s L  à  d i r e  q u ' i I

n i  ' - , i d e  n i  r E c o u L ! r e m e n t  d e  r i a L i è r e .
S i  l a  c o m p a t i b i t i L é  , l e  € L 1 - .  

" ' e s L  
p a s  n u I i e ,  n c u s  p 0 s û n s

L^4L=a.

e c f  r i i  l e n s e q p  d u  s e c o n , j  o r d r e  a p p e l é  L e n s e u r  d ' i n c o m p a L i b i l i t É .L  
- - -  * "

D ' e s L  u n e  n e s u r e  q u e n t i t a t i v e  , i e  l ' é c a r L  à  I a  c c m r a l i b i  t  i L é .  t l t  n e
d é r i u e  p l u s  d ' u n  c h a n p  d e , i é p l a c e m e n L  e L . o c i i r  q i , i e  l e  n i l i e u  r e s L e
c s n L  i n u  ( s a n s  u i d e  n 1  r e c o u u r e n e n L ) .  i  I  g  a  c r É a L  i  o n  d e  c c n t r a i n t e s
, i a n s  l e  m i  I  i e u  q u i  c r é e n l  à  l e i - i r  L c u r  , i e s  , j é f  o r m a L  i  c n s  a d d i .  L  i  c n n e  I  I e s
' j e  f a ç c n  à  c e  q u e  t a  d é f s r n a L i c n  t c t a l e  r é s u l t a n t e  d u  r n i l i e u  s o i L
c c n p a L i b i e ,  E L l  f i r s i n s  a ' ; a n L  l . ' a p p a r i t i . o n  ' i ' e n , j c n n i a g e m e n t  e t  I a  r u p l i i i - e .

D a n s  i c i - i s  l e s  c a s .  c ' e s t  l a  d é f  c r n a l i c n  t s L a l e  q u i  e s t  c c n p a t i b i e ,  i  i
n ' e n  e s i  p l u s  C e  r n ê m e  p c u r  u n e  p a r l i e  ' j e  l a  d É f o r n a L i o n  q i . i i  a u r a i i  u n e
s i g n i f i c a l i a n  p h g s i q u e  F i - c p r e  ( o É f o r m a L i c n  F l a s l i q u e ,  l h e r r n i g u e , . . . ) .
S a u f  c a s  p a r t i c u l . i e r ,  I a  C e f a r n a L i o n  i m p c s É e  à  u n  c c r F S  p r a d u i t  d e s
c o n L r a i n t e s  C a n s  I e  m i i i e u .  C ' e s t  L ' i n c o m p a t i b i l i l é  d e  c e s  d é f o n n a t i o n s
q u i  e s L  L a  s s u r c e  d e  c e s  c a n L r a i n t e s  q L r e  n o u s  s r . i p p o s o i l s  é i a s L i q u e s  e L
q u i  s ' é c r i , . r e n t  a l  c r s  :

cqw tw

c e s  c o n t r a i n t e s  s e
c h a r g e m e n t  m é c a n i q u e

s u F e r F o s e n t  a u x c o n t r a i n t e s  e x L e r n e s  I  i é e s  a u

S i  i a  d é f o r m a t i o n  i m p o s É e  e s L  c o m p a L i b t e ,  i  I  n ' e s t  n u l  b e s o i n  d e
c c n L r a i n t e ,  p a r  c o n t r e ,  s i  e I I e  n e  i ' e s t  p E S ,  i i  U  a  c r é a t i o n  d e
c o n L r a i n t e s  q u i  p r o d u i s e n t  à  l e u r  L o u r  d e s  d é F o r n a t i o n s  a , i d i I i o n n e l l e s
d e  f a ç o n  à  c e  q u e  I a  d é f o r n r a t i o n  t o t a l e  q u i  s ' é c r i t  :

=i(r^i,l*r^i,t)

i l gI E

. :  Iq !  L

orj =

t:-*I - t"r1+ t 1

2ï: e s l  l e  L e n s e u r  d e s  d é f o r m a t i o n s  i n é l a s L i q u e s



s o i t  c o m p a L i b I e ,  c ' e s L  à  d i r e  :

1*;  (Lo *ût )  = o
\ l

e L  q u e  l e s  c o n t r a i n L e s  v é r i f i e n L l e s  é q u a L i o n s  d ' é q u i l i b r e

(T- . .  ,  ^"*r,â="

D e  p I u s ,  i l  f a u t  u é r - i f i e i -  l e s  c o n d i L i o n s
n o u s  a p p e  I  o n s  c o n L r a i n L e s  i n t e r n e s
i n c o m p a t  i b i  t  i  i é  e t  c o n l r a i n L e s  e x L e r n e s
e x L É r i e u r e s  ( s u r t ' a c i  o u e s  e  t  u n l r r m i  c u e s )  .

a u x  I i n i t e s . . D a n s  c e  q u i  s u i l ,
I e s  c o n L r a i n t e s  , l u e s  a u x

c e l l e s  d u e s  a u x  f o r c e s

3. 3. 5) Posi ti on {q_gtqb_LèE_c

|  - ^  Â - . . - t  I  ^ - ^
L g 5  E q U U L t U i l !

e L  1 a  I o i , i e  c o m p o r t e r n e n l
F c u u c n s  c a l c u L e r  i o u t e s  I e s
s e  r - é s u m e  d o n c  à  1 a  r é s o L u L

d '  i n c o n p a t  i b i  i  i ' " é ,  I e s  é q u . r L  i  o n  s  d ' é q u i  I  i b i - e
c o n s t i t u e n t  I e  s ' i s t è m e  d ' é q u a t i o n s  d ' o ù  n o u s

g ran '3eu rs  nécan  i  ques  du  sgs tè . ' ne  .  Le  p rcb lème
i o n  d u  s u s l è r n e  d ' É q u a L i c n s  s u i u a n L  :

orj , t =o é q u a t i c n  d ' é q u i l i b r e

r e l a t i c n s , l e  c o m p a t i b i  i i t é1^. (t'* t) -- o

F= CLL I s i  d e  c c m p c r L e m e n t

Â l  - - r :  - . . ^
E  r o >  L  I  L l L t t r

p Bu i - 1 a  p a r L  i e

f l  c e  s u s t è m e  d ' é q u a t i o n s ,  i  I  f a u L  a - i o u L e r  l e s  c o n , l i t i o n s  i n i t i a l e s  e t
I e s  c o n d i t i o n s  a u x  I  i m i t e s ,  a i n s i  q u e  I a  I o i  d e  c o n p o r t e m e n L  p o u r  I a
p a r L i e  i n é l a s t i q u e  d e  I a  d é f o r m a t i o n  L o t a I e .

F o u r  r é s o u , i r e  c e  s U s l è m e  , i ' É q u a t i o n s ,  i I  e s L  c o r n m o , l e  , j e
I ' é c r i r e  s o i t  e n  d é F I a c e m e n L ,  s o i L  e n  c c n t r a i n L e .  C e s  d e u x  m é L h o d e s -
b i e n  q u e  c o m p Ë r a b l e s ,  s ' a p F l i q u e n L  à  d e s  p r c b l è m e s  ' i i f f é r e n L s .  L e  c h o i x
d e  I ' u n e  d e s  , i e u x  m É t h o d e s  e s t  I  i é  é L r o i  L e m e n t  à  l a  n a t i i r e  d u  F r o b l è r n e
F o s é  e l  a u x  f a c i l i t é s  d e  r é s o l u L i o n .

E n s u i t e ,  i  I  f a u L  s p é c i f i e r  l a  n a t u r e  p h u s i q u e  d e  I a
d é f o r n a t i o n  i n c o m p a t i b l e ,  c ' e s L - à - d i r e  d e  l a  d é f o r m a L i o n  i n é I a s t i g u e .
E x p l i c i L e r  I a  d é f o r m a t i o n  i n é l a s t i q u e  p a s s e  p a r  I a  c o m p r é h e n s i o n  d e s
m é c a n i s m e s  p h u s i q u e s  m i s  e n  j e u .

-  P o u r  d e s  d é f o r m a t i o n s  p l a s t i q u e s  d u e s  a u x  d é p l a c e n e n t s  d e s
d i s l o c a t i o n s ,  1 a  d é f o r m a t i o n  p l a s t i q u e  e s t  d é c r i t e  e n  f o n c t i o n  , l e s
c a r a c t é r i s t i q u e s  p h u s i q u e s  d e s  d i s l o c a L i o n s .



ta

P o u r  d e s  d é f a r m a L i o n s  t h e r m i g u e s ,  i I  f a u L  r é s o u d r e  I e  p r o b l è r n e

L h e r m i q u e  c o r r e s p o n d a n t  ,  c ' E s t - à - d i r e  r é s o u d r e  I ' é q u a L i o n  d e  d i f f u s i o n

d e  l a  c h a l e u r .

-  P c u r  C e s  p i ' o b l è m e s  d e
d u  b é t c n "  i l  f a u t  r é s o u d r e
n a L é r i a u .  D a n s  c e r t a i n  c a s ,
p h U s  i  g u e s  e l  l e s  p a r a r n è i r e s
p i u s  d i  f f i c i  I e  à  r é s o u d r e .

s é c h a g e ,  r e s p o n s a b l e  d u  r e L r a i t  d u  b o i s  e l
I ' é q u a t i o n  d e  , j i f  f u s i c n  d e  I ' e a u  d a n s  l e
i l  e x i s L e  u n  c û u p l a g e  e n t r e  I e s  p a r a m è t r e s
m é c a n i q u e s ,  c e  q u i  r e n d  I e  p r o b l è I n e  e n c o r e

i ' . l o u s  n o u s  i  i m i t o n s  i c i  a u  p r o b l è r n e  É I a s t i q u e ,  c ' e s L - à - d i r e
c e l u i  q u i  c o n s i s L e  à  c a l c u l e r  l e s  c s n t r a i n t e s  i n L e r n e s  p o u r  u n e
d é f o i - n a L i o n  i n é i a s t i q u e  e t  u n  c o n p c r r t e m e n L  é l a s t i q u e , i s n n é  e L  c o n n u .

D a n s  l a  s u i . t e  d e  c e  c h a p i t r e ,  n o u s  r a p F e l o n s  I a  f a r i n u l a t i o n
e n  d é p l . a c e m e n L  q u i  F e r m e ' .  d e  r É s o u d r e  I e  F r - a b l è n e  F c s É .  c ' e s l - à - d i r e
p e r m e L  I e  c a l c u l  d e s  c o n L r a i n t e s  i n t e r n e s  e l  d e s  d é f c r , ' n a L i o n s

c o r r e s p o n ' j a n L e s .  L e s  c h a p i ' " i - e s  I I I  e L  I \ . r s o n L  c o n s a c r é s  à  L a  f o r m u l a t i o n
1 . .  -  I  ^
r i u É l E .
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g . 3 l  F o r n u l a t i o n  e n  d é p l a c e n e n t  e t  a p p l  i c a t i o n s .

2 . 3 . 7 )  I n t r o d u c t i o n

Dans  ce t te  pa r t i e ,  nûus  rappe lons  l a  f o rmu la t i on  en  dép laeenen t
que  nous  exp l i e i t ons .  Nous  a l  l ons  t r a l t e r  suceess i venen t  1e  n i  l i eu
homogène  avec  des  dé fo rma t i ons  l nconpa t i b l es  eL  Ie  m i l i eu  hé té rosène
é } a s t l q u e ,  e n s u i L e ,  n o u s  é t a b l l s s o n s  I ' é q u a t i c n  g é n é r a r e  p o u r  l e s
mI  l i eu : i  hé "é ragènes  an i so t ropes  avec  des  dé fc , rna t i ons  i ne , :mpa t i b l es  scus
Ia  f o rne  d 'équa t l on  i n tég ra le .  Nous  app l l quons  ce t te  équaL ion  au
p r o b l è m e  d e  I ' i n e l u s i o n  p l a s L l q u e  e L  e n s u i t e  a u  c a s  d e  f  i n c l u s i c n
héLé rogène  eL  p l . as t i o -ue ,  p rob lè rnes  c  l ass lques  d i t s  d 'Eshe lbs .

3 . 3 . 3 1  i i i l  i e u  h o r n o e è n e  a v e c  d é f  o r m a t i o n  i n c o r n o a t i b l e

Dans iout  ee qui  su l  L I  sauf  i  nd i  cat i  an contra i  r "e )  ,  n ,3us
L rava i l l ons  dans  un  repè re  a r thono rmé  dans  Leque ]  un  po in ' r ,  esL  de te rm iné
p a r  s e s  t r o i s  c o , : r , i c n é e s  z i  i 1 = 1 , 3 , 3 ' )  e l  n o , i s  f a i s a n s  j a  c c n v e n l l c n
d ' E i n s t e i n  s u r  i ' i n d i c e  r ê p é L ê  ( I a t t n  u n i q u e m e n ' r ) .

On c ' :ns i  ' lère un n i  i  i  eu honaÉène de cc 'ns lant=s , i 'é  iast i  c  i  ié  6 i j [0
sub i ssanL  une  Cé fo rma i i on  1néLas l i que  i nccmpaL ib Ie  t L  Le  p rc ,b jème  es i
ce  vé i= i f  i e r  l es  'Équa t i cns  ' l ' éc -u . i  L i b re ,  ce  , : ' : ' r z rpa ' , . i b i  L i i é  eL  j a  l i i  de
cc rnp , : r t enenL .  i - l ous  che rchcns  l a  so luL ion  en  CÉp lace r renL  [  ]  ] .

L e s  è q u a L i c n s  i i ' é q u i  i i b r e  s ' é c r i i ' e n t  t a n s  j e  c a s  q u a s i - s t a i i . q r i e
e t  en  l ' a .bsence  , i es  f a rees  vc lu r r i ' : ues  :

f ! - a  Z  1 ' l

I ' i * ' J l ^ -  t  - - - a -  l ê  . , i * - , . 1 ^  t F J : ^ . . ^  1 -  l r 4 f l - ^ -L  i n , 3 l . C Ê  J  â p l Ê s  L 4  v l r ë u r =  r j l u r . 1 u =  r a , J r r i = r = i r C i a t i O n  i
f  I  :  - i  r a  ? 1
( r , J  - f , = ) , ; ) t .

orà,'b = o

àÇ11 >';
L a  i o i  d e  H c c k e  s ' é c r i l  ;

q; . -  '  ' e

, 
"ij = e ty-0.b1(.

Nous prenons la dÉformal ion Lcta le scus La for= ine :

{r;=î\ù,,+Ë5,i)

{a = fr,',il

r ' L a  ?  + l

( u  7 .  a -1

e e  q u i  p e r m e t  d e  v é r i f l e r  l e s  r e l a l i o n s  d e  e o m p a L l b i l t t é .
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Les parenthèses  lnd iquent  que 1 'on  sgmét r lse  par  rappor t  aux  lnd lces
i  e t  J .

La  dé forna t lon  to ta le  es t  eomposée d 'une par t le  é las t i .que e t  d 'une
p a r t l e  l n é l a s t l q u e :

J  î 4  r L
L . .  tn)  :  L : . ( ru)  + L; t  (^)- L l .  . , . à - '  ' - * t -  

t e . g . 4 t

L e s  c o n s t a n t e s  d ' é l a s t i e i t é  é L a n t  e o n s t a n t e s ,  l e s  é q u a t i a n s  t 3 . 3 . 1 1  e t
( e . 3 . A l  d c n n e n L ,

L ' L1 . , , â > , ^  . 0-.)-)LL " bV,1 
-_

.  , )

E n  u t i  l i s a n t  I a  r e i a L i o n  ( 2 . 2 . 1 )  .  o n  a  a l o r s  :

^ J . ^ 0 .t i t t  Lu,i - Ltitg 
"âL,i 

= o

E n  i n j e c L a n t  i a  r e i a t i ' : n  { 2 . 2 . 3 i  C a n s  c e i - " e  d e r = n i è r e ,  o n  a  I

r  T  ?  - , - Luli[[, ]L l.,Ll = t ihl L h{, i 
te.3. si

C'es l  une  équaL lon  a i . : x  , i é r i vées  pa r l i e l l es ,  , i onL  l ' i ncc ,nnu -  
" r i , I ..  Les  consLan tes  , 1 ' é l as t l c i Lé  Cg t t  e t  l a  , JÉ fo rn raL i cn  i né las t i q r . r u  t ^  son t

des p 'aranèLres connus.  Cei le  éc-ual icn sénéral ise Les équat ïons , ie  l . lav ier
au  cas  , l es  dé fc rna l i ans  i né ias t , j . quÊs  .

P o u r  r é s o u ' i n e  I ' é q u a L i o n  ( 3 . 3 . 5 ) ,  i  i  e s t  a v a , n L a g e u > :  d ' u L i  l i s e r  L a
L e c h n i q u e  d u  t e n s e u r  d e  G r e e n  d É F t * r +  F = n  I r  r ' l '

C'ihl , ,Gl" ,* , t , (n-r)  +S;nS@-*) = o ie '3 '6)

a
à;r" , .est  ) .e  sgnboie de Kronocl ler .

! t n -o )  es t  I a  f onc t i on  de  D i rae  dé f i n l e  pa r  :

J tr.uf 5(,,- N) d',- = lt^)
V ,

?  . .
9Lr !3 -d /  es t  le , iép lacernent  su lvant  I 'axe  k  p rodu l t  en  un  po in t  n -  par

unÊ fo rce  un l té l i=5 i , * tç r - t )  app l iquée au  po ln tn '  su lvant  Ia  d i ree t lon
n.  Le  tenseur  de  Gneen es t  s lumét r ique en  k  ,  m eL n ,n)  pour  un  rn l l leu
i n f  i n i .
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En iden t i f i an t  l e  second  nembre  de  1 'équa t l on  (e .3 .5 )  à  des  fo rces
vo lum iques  f l c t i ves  :

î r cL
Ji= - t i j te Li l . , )

f  t  a - . . - +  !  ^ -  J ^ . - t  ^ - -
L  E r l  U o L  J .  U l l  U E V  I  E l l  L r

'  '  .0  -ôci lLQ- l t t ,hl  + Xi = u

L a  s o l u t i o n  s ' é c r i t  a l o r s  :

S c i t  :

(

,{,;"1 = I 
Gr^trt-il) }. t"'1 dn '

tvt

dwl

r,ir^r =-lr,*rO -,t)C9h]-ti*t"t nids.,;r:r^,5, (iiLt tor*t i*'

E n  p r e n a n t  l e  t e n s e u r , j e  Ë r e e n  q u i  d c n n e  u n  d é p l a c e m e n t  n u l  à  L ' i n f i n l
I e  t e r m e  e n  s u r f a c e  s ' a n n u l e  e t  i e , i é p i a c e m e n t  L a t a l  s ' é c r i L  :

r\t*t =J,lr,^,y(o-*)C,i* oiu t^, I l"u,

En uL i l i san t  La ,  p rapr ié té  su lvante  du  tenseur  de  Green l

c  t . . r \ _  ) G ; n , 1 n - ^ ' )  -  à G i ^ 6 - , t )  _  C , .  ' .  ' 1
b n , . , l , t r r - n ' / :  -  

- -  
'  - -  o ù r , ^ , i \ t L - r u 7  ( a . g . g )' ' t ' ù  

è x ' ^  à x ;  
' à

) )

Le  ' lép lacer ,enL to ta l  s 'éc r l t  a lc rs  :

- r  ( -  - r  .a '  , \
tt,."t^) : - | Gr_(n-,u) ci1hl., Lp.,5tn )

)r,

En intégr 'ant par parLie, on arrïve à :

r É . ! J .  i  J

,\t-1 = - 
I 

G^,.r(,t- n) C 1tt 
Ll,2Ut ) lw,

vt
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Les dé forna t lons  s 'ob t iennent
à m e t à n :

en dérlva,nt et  en syméLrl  sant par rapport

Q . 3 . 9 )

Avee

f 4  r  - r ' \
I t n ' t n * l i \ / t - ' l l  =  -

à

L e s  d é f o r n a t i o n s  é l a s L i q u e s
r l l - ^  - r { - - 1 , . - - +
È a  i E 5  5  E L t ' ! \ ' C l l U

. \
* s Ln, inrl

" t

à  pa r t l r  de  1 ' équaL i cn  (2 .3 .4 )

f t^r

Lt [^) :
^ a -
L_"*)

Ia  io i  de Hooke

^e.
L r-.^. (n)

f (t ùn 11r*-

s ' o b l i e n n e n t

-T

L Ln)-

Les  conL r ' a i nLes  s ' ob t i ennen t  Pan

S i i .  t ,

oiit,.) = Cri,.^^. (d,*r:, - t**r)
i t 6 r /

t ua ,  dé fc r r ra l i c ' n  i né las l i gue  pe i : t  ê i r e  p ) .asL ique ,

à  ' i es  t i - ans fo rma i i cns  ph :cs i co -eh i rn iques .  Le  fo rma l . i  sme

au  n ' : i ns  avan t  l e  sLade  ou  i I  f au t  1 ' exp l l c i t e r .  I ' I , : us

chap iL re  V I  quÊ  cE 'u -ue  dé fc r r l a t i on  i né las i i que  peu t

phénomène de reLra i i  du béLon.

2 . 3 . 3 1  h i  I  i e u  h é t É r o g è n e  é l a s t i q u e  t  +  l i  t + l

%iV) = Cr;*^*

n L(^) Lpl@)

r L - - * !  - . . -  ^ , .  J . . -
Y u . , '  u u  . r u v

- - - - t  !  1 -  - â - ^
u E r ' 4 i  u  i E  l l t E l l E ,

verrons da,ns Ie
^ - - - l - ^ - !  ^ *  1 ^
1 ' ( ' P l ' Ë i j C t t  r , Ë t -  L É

Dans  ce  pa rag raphe ,  cn  cons idè re  un  m l l l eu  hé té rosène  don t  l es

ec ,ns fan fes  d ' é l asL i c i Lé  A r )  va r !enL  avÊc  1a  pcs iL ion ,  sub i ssan t  une

conL ra in te  mac r ,3sc , : , p i que .  à  f  i n f  i n l  qu l  p rodu i t  des  conL ra ln tes  C ( . r )  e t
' les , lé fcrmat i , rns [ , " (^)  qul  var lent  , lans tout  le  mi  l ieu à causÊ àe

1 ' h é t é r o g è n e l t é .  t f n  e h e r c h e  à  v é r l f  l e r  l e s  é q u a t l o n s  ( 2 . 3 . 1 )  à  t " . 3 . 4 )

eL  à  cbLen i r  l a  sc luL ian  en  dép iaeenen t .

La  l o l  de  Hoc ' k -e  s ' ée r l L  :

C i;r.0.

t-  
) , ,

f,.^rt^- tl c*u tir tN) ^,'

%; t',-1 = r  2 .  3 .  10 )
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Avee

(,t) = lLp,y(*)L"bo
( 9  7 ,  1 1 1

f  ô  a  a ô \

E n  i n j e c t a n t  l ' é q u a t i o n  ( 2 . 3 . 1 1 )  d a n s  ( e . 3 . 1 0 )  ,  o n  a  i

Les  consLan tes  d ' é l as t i c l Lé  pe r : . ven t  se  décompose t r  Ên  une  pa r i i e
ccnsLan te  es t  i i n r  pa r t i e  va r i ab le  i ' 4  I  :

Çi;?) = Cti '-. t  @) / 'Lp,gLn)

Crjw u) = C;;at + SCijne (")

L e s  c o n t r a i n t e s  s ' é c r - i v e n t  a l o r s  i

6;5Ln) = Ùi;ut.,trp,gtr) rSltlttU) JL6,yU')

1  ^ -  t - . . ^ + :  ^ - ^  l r < ^ . . t  l t L - ^  J - - - ^ - .LeS eq' t - IaAl  ûnS û eqUI I  I  OIÊ . ]ûI I |ÊI ]L :

Orj,
d

t  l ^
L  l E

V E S

a +

ci;u rh,tit^) * (scr;r.e L4 ilcp,rrù),^=
t l

n ^  1 -  - ^ - -L , =  l a  t ! t = ! t É  r é ç u i r  * r u  4 v ç L  r  v . s u S t i û I i  ( g . 3 . 5 j ,  e n  i d e n L i f i a n

s , : , r . r . s  Le  s ! . gne  de  dé r i vée  à  des  f s r ces  vo lu ,n iques  f i c t i
u ' u i l i s a n L  i a  L e c h r r i q u e  ' i u  L e n s e u r  d e  G r e e n ,  l a  s o l u " j . c n  s ' é c r

d é p l a c e m e n L  e n  f r o n L i è r e  s ' é c r l t  :

"  
( -

= lLnL^) +) b, ' . i  (n--r"t lSC1 SgU) /IA.,L("J] 
, ,U'' v  '  t r )

uat lon par part le,  en supposant guÊ le Lerne en
obt len t  a lo rs  :

^lt\É) = lr n ù -l 
:nL,i,("-"tfC;le 

U:) /t6,su:) | d^t'
I,,,

L E t - i i l c

^ +
E L  E I I

, t rutn) = ( a,-  ;(n-N) 3,(n ) dw,
/ r ,

uJ")

La solut lon avec un

0n in tègre  ce t te
sur face  esL nu l

éq
nn

h^(
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L e s  d é f o r n a t i o n s  s ' é e r l v e n t ,  e n  t e n a n t  c o r r p t e  d e  t 2 . 3 . 8 1  :

( 2 . 3 . 1 3 )

Les  cont ra in tes  s 'ob t iennent  i i i recLenent  à  par l i r  , ies  dé fornaL ions .

Cet te  équat ion  a  êLê dannée in i t ia lement  par  Ze l le r  e t  Deder l .chs
f  â  1  1 -  : t 3 f  < * ^ Ê - ^  l r r - . , â + i . ^ . h  ( D  z  o \  c !  - - 1 1 -  ^ i  - ^ +
L ' f  f  .  L d  L i I r I = I ' E l l U t i  d V E U  i  E r . { L l d L a u r r  r t u . v , e )  - l '  ' . l u V  U E . t j , E - ( j j -  v $ L  U . i ! €

É - . , - r i ^ -  . F ! < - h - 1 ^  - ' t  -  1 , 4 . - r r = * i . r n  i t  ?  o l  . ^ a *  r : * . -  i - * 4 - - - 1equa l l on  l n rÊÉra ie  a l , 3 r s  que  l  e - * * - . - . ^  ÊsL  une  i nLeé . ra , . i e
s i m p L e . t { c u s  r e r r a r q r - l r n s  q u e  l a ' j l f f i c u l t é  e s s e n t . i e i l e , c ' e s t - à - d i r e
1 'équa t i cn  i n té€ ra Ie .  v i enL  t i e  I ' héLé r -ogène i t é  e t  nûn  pas  de  l a
l 4 t ' - * - - l !  - -  !  - { 1 - - ! l  ^ . . -
: j E 1  ' _ ' l ' j l i é L i  r _ , t i  i : j E  f  é =  L t  r j  u E .

'2, .2.4i  l t i  I  ieu hétérogène auec déf ormati  onj t içgg.Uql ih- l -C i  S I  :

^ -  t - - ! ! -  - - ! * ! ^ - - * !  l -  - - ^ L 1 : * -  - ! - - ! ^  r - i ' - - !  :  f  t - -  ^ - 1 . . :  1 , . . -
f , : l f  L I ' é i  U E  l i i c t , J ,  i i  L r = l l 4 i l  L  l E  ç ' 1 ' : i 9 1 A t U O  l l l . L ; - U =  .  L '  E J  L - é - U l  r - =  U =  I  U f  U  U l i

- : 1 ! ^ . .  \ / L / * ^ - l - ^  l - - ^  ! - . . ! - -  1 ^ -  - ' . - - - l l L A ^  d 1 ^ - r i - . . - - , , - - i - . * !  r -
j i i l  I t t t t t  t I = t , É L ' t - t ' ; = j L = ,  u r _ ' I l u  u L ; u L = ù  I E è  P i ' u ! - I ' i ç L U è  u i d . è  L r g u ç u  v 4 i  l E i t L  é v = u  ! &

p ' : s i t i on , ce lu i - c i  éLan t -  scun i i s  à  une  , i é fo r r : r aL i . cn  i - né1as ' ' - i que
inc inpa t i b l e  so i i r ca  de  c , : nL ra in tes  i n te rnes .

1  ^  l i e - - - ^ . !  - -  ! - t - 1 -  ^ - * - - r g L 1 -  - - +  1 -  t ' . . - -  J I S - - - - I l  ^ -
L 6  L i = i ' J i ' l l i é i J i r , ' 1 !  U U L é . l E  U U i l { I - é L r U t =  5 ë L  i é  È r - ' r i l j : i g  U  U : l E  U E i ' - r t ' l i i é L I r - , i i

é las t i que  e t  d ' . i ne  dé fo rmaL ion  i né Ias t l q - i t e .

- r O a
a ,  f  v  a , L  I

L;. t , t )  :  Lr j t^)  *L- i j@) = /* ' ( i ,1)  (^)  {2.2. t4)

La  pa r t i e  é ias t i que  es t  l i ée  aux  con t ra in tes  pa r  i a  La i  de  Hooke  :

l * ,* ' '1@-o) = - 
t(  

t - t ,  , tb@-N) ç Gn^l,  
i "*1"-t))

\ 
(^) - C;1at t4 ttt@ (a z 1E)

q u i  s ' é c r i L  Ê n c û r e  à  1 ' a i d e  d e  i ' é q u a t i c n  t ? . 3 . i 4 )

Ç1t^) = cilrt t"l( dirt"l - ei,t"l)

De Ia même façon que dans ) .e para,graphe précédent  ,  nous déeomposons les
constantes é las l iquÊs en un ternre eonsLant  et  un terne var iabie :

C i [t t") = C";iLt + 6cLjEaQ")
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A I 'a , lde  de  la  dern iè re  équat lon ,  Ies  eonLra in tes  dev lennent  a lo rs  :

w;,(n)= (.'i,;* +scrrd (")) (tl, @) -Slu(")) (e s 16)

Les contra ln tes O!( , . . ) , lo lvent
d 'équ i  I  l b re  qu i  s ' éc r i ven t  :

Ç i1 . , _
t , )  

_

Le Lenseur des défornat lons étant
( 2 . 2 . 7 r j )  e n  d é p l a c e m e n t  i

( ,  - "  . ,  . \

I (c+u* * 5C 'àh!@)
L

Cit t  é tani  ccnstante,  1 'équat i , :n

n o  , . T  ,  1  l r ,  - . - Tt11t o*h,t j 
('u) + 

f 
tirn,") &h,C

I  ,  a - . . ^ +  r  ^ *
I 'E  I  Egu.L ,U l .  U l . l

on

r i

a
A
(t

, . - +  |
u é L f

L é e

\-l' i l \

II
I

- !  |
a L I

éc

T
J,

UL

,t)

éq

Û U

(n

pe

g(

on

. L
Lk

:r s

vérl  f  I  er

0

slvmétr l  que

I T

[&6,9 
(")

I  ^ .  - a  ^ - t  -  1  ^
U E V A E I ] L  é . T U

(  D  7 .  1 t i \
!  È .  v .  !  r  I  f

CeLLe  égua l i on  aux  dé r i vées  pa rL ie lLes  es l  r éso1ue  pa r  f  i n te rméd ia i re
de  La  Lechn ique  du  tenseu r  ' i e  Green ,  en  cons idé ran l  Le  seeon , i  LÊ r r re
c '3 r î rne  des  fo rces  voLumiques  f  i cL i r ves .  Le  , i ép iaee rnen t  que  cÊs  f c r ces
af..pii,?'*ées Ên 'rln point ru' prûvoquÊni en un poirr^. rl est , jcnné par :

T  ( .
aJ"l = | 

G*i @- N) ïrti) /r,
'vt

ù U f  L

I rT . - . a - \
,tx'. (n\ = | G-i (n-N) 

l lCife L/") lLkl"(/) - Cgw.t^)ûit U:)l ,,à*,h^ '  ,  -  
I  f  ? ' t "  

-  ,  k , L '  '  
7 ^ ' -  

-R ( '  
l r i ,t v t  ' ô

I te  la  même façon que dans ies prab,  Iènres pr=écédenls et  en ra joutanl  le
dép iacemenL  ,+ t  en  su r face ,  I e  dép lacemen t  s ' éc r i t  :

(^) - c.jflllr"l tiur"),i=

'n^.rv' 'nt) =- L(t- t , in c,*",tà

{t^t = Ë,* *lu,r^r,â(n-nl(scïhe(^r) fr,r(^r) - Critt(^rt [Tr(^ lar,
0n obt ient pour les défornat ions :

d^"' = tou^' .J,l^*.i,^-^)[tiû:i'iot', - Scghr't' if^'l'"',. =. r, )
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La dé forna t lon  tc ta le  donnée pa , r  ceL ie  équa i ion  es t  ccmpat ib le .
C ' e s t  u n e  é q u a t l o n  l n t é g r a l e  d o n t  ] ' i n c o n n u e  e s L  é r , ] e s  d o n n é e s  é t a n t
tn ,  C  e t l c  a lns i  que l l . ^ i i  CetLe  équat lcn  a  éLé. , lonnée pa" r  Berve i l le r

e t  z a o u i  |  ?  l .  c ' e s L  u n Ê '  g é n é r a l i s a t i o n  d e s  é q u a t i o n s  ( g . g . g )  e L
( 2 . 3 . 1 3 ) .  0 n  p e u t  a u s s l  n o t e r  q u e  ) . e s  é q u a t l o n s  ( a . g . B ) ,  I e . g . 1 a )  e L
( 2 . 3 . 1 ? l  s o n t  d e s  g é n é r a l i s a t i o n s  d e  l ' é q u a t l o n  d e  N a v l e r  e n  é I a s t i c i t é
honogène sans  dé fonmaLion  iné lasL lque.

2 . 3 . 5 )  - g o f  u t i o n  a e  f  ' e q u a  i n t é s r a I e

Pour les mi  l ier :x  micrchétérogènes et  rnacrohonogènes,  ûn peut
scuven t  suFposÊr  que  l a  La iL le  de  l ' hé té rasène i tÉ  esL  pe l i Le  , l evan t
, : e j  L e  d e  I ' é c h a n t i  1 l o n  e t  q u e  i e  m i  I l e u  e s t  f a i b l e m e n t  h é t é r o g è n e .
L 'éca r ' u  enL re  l a  dé fo rma t i on  Lo laLe  du  rn i  l l eu  héLé rogène  e i  ce i l e  , l u
mi  I  i  eu homogène coï- ' respondant  reste a lors peLi  t  .  L '  approxi  mat i  on , je  Born
pe rne l  dans  ce  cas  , i ' cbLen i r -  un  résu lLa t  app r ' : ché  ma ls  sa t i s i ' a i san l .

)rt a) ÊEp_t_gllrns_!ig_!_ ig_âq_rn

L a  s o L u L i a n  ' j e  i ' e q u a t i c n  i e . E . 1 g l  d é p e n . , j , j e  l ' h é i é r . o g è n e i t é
, j u  r t i  1 i eu .  Fcu r  1es  ; i : i  L i e i u r  n i c rohé té rogènes ,  ûu  l es  p , r cp r i éLés
nécani  ques var i  =ni  locaier :e: i t  eL scni  ma,3r=ûsccpi  quenrent  homogénes ,
1 ' app ro r : i na i i on  ' i e  Bo rn  i iS j  pe rne i , j e  ca l cu l . e r '  l a  dé i ' c i=ma i i cn  i o ta le
avÊ .  une  p réc j . s i an  su f i - i =a : l i - e .  CeLLe  app rc : : i na t , i cn  c ' : ns i s l e  â  renp iace r
l a  d é f a r n a i i c ' n  L c L a L e , i a r i :  f  i n L é g i ' a j e  ' i e  v o L u r r e  d e  1 ' é q i i a t i i n  i e . g . 1 S )
Far la ,  , jÉt=crmaLion du : i i  i ieu h inoEène ccrrespûn, jani .  La scLur- icn , je
c e t t Ê  é q u a t i û n  s e  r é ' i u i i  a i o r = s  a u  c a l c u l  d ' u n e  i n t é g r a 1 e  s l m p i e .

L ' e q u a t i  o n  ( 4 .  3  .  1 b r  )  s '  É c r i  L  :

En renp'La,_:ani.

{^,n, = L:*",* *)"r;*rr[^- ^!)[crjho(') eint^rl -[ciu('') {*tlav

to ,  t ,n a alcr 's :

f,"^,S) = r;** l,\u;a- *l[c*o,o tfi w t - & Swtn ) r"*] d-

sc i t - , i e  r ' , an iè re  ssmb ,c l i que  :

{= t"- 5c J.v' 1c2"7*'

0n n 'a  a lc , rs  que des  in tegra les  s inp les  à  ea icu le r .  CeLte  appro ; : inaL lon
es 'u  va lab le  un iquement  quand Ie  ml l ieu  es t  fa lb lement  hé ié rcsène.

Très souvent,  on a à falre à des ni  11eu:< granul.aires ûu , les
ni l ieu: i  a1+ant une strueture sous la forme d'une matniee en présence
d ' l n c l u s l o n s .  L e  p r o b l è m e  d e  I ' i n c l u s l o n  a p p a r a l t  a l o r s  e o n n r e  l e
prcblème central .  à résoudrÊ pour ces natér lar.r : i .  I  I  a êLé Lral té par
Eshe lby  I  B  ]  e t  c 'es t  l ' ob- le t  du  sous  paragraphe su ivant .

7 I
f-  PaL'

* lu,," J,|
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x b )  Ê p p l i c a t i o n  d e  l ' é q u a t i o n  i n t é g r a l e  a u  p r o b l è m e  d e  l ,  i n c l u s i o n

Le  p rob lène  de  f  i ne lus i cn  a  êLê  L ra l t é  pa I '  Eshe lbS .  I I
c o n s i d è r e  u n  m l 1 1 e u  h o m o g è n e  i n f l n l  c o n t e n a n l  u n e  i n e l u s l o n  d e
c a r a c t é r l s t i q u e s  é l a s t i q u e s  d l f f é r e n l e s  d e  e e l l e s  d e  1 a  m a L r l c e  e L
sub l ssan t  une  dé fo rma t l on  i né las t i que  honogène .  Pou r  t r a i t e r  I e  p rob lè r re
d ' i n c l u s l o n .  E s h e l b s  u t i l i s e  d i f f e r e n l s  a r L l f i c e s  a s t u c i e u x  p e r n e t i a n l
d ' c b L e n i r  l a  s o l u L l o n  d e  l ' i n c l u s i i n  h é t é r o g è n e  e L  p l a s t i q u e .

LTn résul tat  remanquab).e t rouvé par  Eshelby esL que 7a
d é f o r m a t l o n  t o t a l e  d a n s  u n e  i n c l u s l o n  e l t i p s o î , i a l e  e s t  u n i f o r m e .  C e
résu iLaL  pe r r , e t  I ' app l i caL ion  d i rec te  de  1 'équaL ion  i n l ég ra le  f c , rmu lée
en  dép laee rnen t  sans  passe r  pa r  1 ' app r . , : > : i r , a l i cn  de  Bo rn .

i ' I c u s  f e r o n s  c e L l e  a p p l i c a L i û n  p o u r  l ' i n c l u s l o n  h o n o g è n e  e t
p l a s L i q u e .  E n s u i L e ,  n o u s  t r a l t o n s  l ' i n c l u s i o n  h é L é r o g è n e  e L  p l a s t i q u e .

x i )  l n c l u s i o n  p l a s t i q u e

Cn  cons i ' j è re  unÊ  r l a t ; - i , : e  i n f  i  n i e  é las t i que ,  j i b r=e  de
con l ra in tes  e : : t é r ' i eu r=es  e t  , i e  cons "uan tes  , l ' é l . asL i c  1Lâ  C ' i l 1 (  ccns tan les ,
c o n t e n a n t  u n e  i n c l u s i c n , l e  n ê i : n e  c c n s i a r r L e s , l ' é l a s L i c i t é  e É , ? u i  s u b i t  u n e
dé fo r r ra i i , : n  1 r :é lasL ique  hcnogène  l "B  ] .  Rep r=enc ,ns  i ' éq i i a t i on  t e .g . s l  q . , r i
s ' é c r i  t  :

{-,nl = J,,'^^r(n'n) 
c';;Ls tf,ru:) o;^t'

=1,!*',(^-^ ) c'iun t'u or*1 d*'

I  (^)

L ' é q u a t l o n  s ' é e r i i  a l o r - s  :

{ * ,

ci; lt
14.

"'72

*.*r = ciihr sî ,ll^,,@'n) t^1r
t

îo -
I " lous  pouvcns  écr l re  L r  n  à  i ' a i , je  Ce Ia  fcnc t lon  in , f i ca t r i " r  0 (^ )  Céf  in te
p a " ,  R '

ç n  €Vr

*t n-\u,

_t ,-I,
V.  esL  l e  r , ' c l . ume  de  f  i nc  Lus i c ,n .J.

- L  . ULlnti = Lçnoçn)

étanL des  cons tanLes,  c ,n  peuL éer l re  :



?a

{i ̂ rnt = +"c,or r;u I *Lr^ n"i(^- /) tu' au,

14 
- :  

. * ' l r  
' l  

=

Les  Cé fc , rna t i a r r s  é iasL i . : - ues  , l ans  l '  i nc  I , _ i s i , : n  s 'Ée i ' i ven t  a1 ,= rs  :

-Q , t  -T r  -0 .
Ù r *n=  Lu rn -  L r r . *

En  L 'ab ,sence , i e  c , : n ' u ra in ' , . e  e r : i é r i e . i r e .  l es  con i r=a in ies  , l a .ns  L ' i n , : l us i c ,n
- r 4 - - ! . - ^ - t

(
c,i - r. ' . .  çu- Lù - -,{rrr, 

nr. " }l,,wr,

c u  b i e n  à  i ' a i , i e  ' i e  L a  r e l a L i c n  [ 2 . 3 . 1 4 1  :

6rt, -- CoLir,,r,,- ( {t - L: )- t u à  
d  \  t ^ - - * r * /

t rn rÊnplaçant 6h-.  ,u,  '*r : .=*.  en t 'onct i , rn , iu tenseur , i 'Eshelb1r :

G: = c"i;s,-.-. ( s",^-Lo eia - to**)uà

On peu t  a ins i  ea l cu ien  l es  dÉ f , : r r naL ions  eL  i es  conL r -a in tes
n o y Ê n n e s  d a n s  l , ' l n c l u s l a n ,  c n  p e u l  a u s s i  c a l e u l e r  l e s  , j é f o n n a L i o n s  e i
I es  con t ra lnLes  , j ans  l a  na t r i ca ,  eÊ  que  nous  fe rcns  dans  Ie  chap iL re  t / I  .
Dans  ce  qu i  su i t ,  ncus  L ra ! . Lcns  l e  p rob lème  de  f  i nc lus ion  héLé rogène  = t
- 1 ^ ^ r r  - . . ^
I ' T O È L T q t j t ' .

En prenanL ia valeui -  nûgÊnnÊ ' ie  la
on  ob t l en t  ;

d é f c r n a t i o n  t c t a l e  d a n s  1 '  l n e l u s i o n .

on  pose  :

-rr ((rT^^i= 
I I 

ln^Lj(n-ru) J*A"t'
' ' r 'v"

L a , i é f o r n a t i o n  l n o : { e n n e  s ' é c r i t  a i o r s  :

"Tr 
, .t 4- , tr

L;,*=+ci1rt\trn*is
i . c  r c n ç s , r n  T t t - r ,  . : . u l t *  r -  t = r s + . r  5  , i , E s h e i b , ; rL t  L E i r s = L I i '  ,  y ' ! r * t j  y i j L  I ' E i l =  4

r e l . a t i o n :
s l e

S_ r o - ",t  T ^;Cp)h.A, r u rRL  -  
V  

.m t . -1  ,d , -



? t

x 2 )  I n c l u s i o n  h é t é r o g è n e  e t  p l a s t i q u e  :

L a  r r a t r l e e  i n f l n i e  é I a s t l q u e  d e  c o n s L a n L e s  d ' é l a s t i c i t é C " i i l [
,  l i b re  de  eont ra ln te  ex tér leure ,  con l len t  une lneLus ion  hé lé rcgène 'de
cons tanLes , l ' é las t l c i té  C lU cons tan tes  e t  sub i  ssanL une dé format lon
iné las t lque horno€;ène to  l . lous  rÊprenons a lo rs  I 'équat ion  (e .3 .18)  qu i
s ' é c r l t  a l o r s  :

f  t  
l '  

.  \r*^i1(^-ni) = - t IU,.*i,, )^* 
Ç,,^t,5'"*)

T  ^ -  - ^ - - r ^ - r - ^  l r l l - - t l  ^ l + a  - +  t -  t < f - - . * - + !  ^ -  r - I 1 ^ -
L E S  U U I J S L 4 I I L g S  U  U T é S U f U J L E  = L  i é  U E I U I ' I I I 4 L i U I I  I I I E f ù ù

f o n c t i o n  , i e  l a  f o n c t l o n  i n d i c a L r i ' 3 s  € 1 n J :

4  ^ A .
âp1 tr) = Lk1 0 o)

C6çyrt')= C:ftr. (ci ,*'Crrrr) ot*t
E l l e  , i e v i e n t  a u s s i  :

Qn) = C" + AC 9(^)
r - - - - -  r ^ - -  r ' 4 - . . - + . - -  

" ^  
Ç T - . . ,  è ' r - - ! Lr - l U E  ! ! r - : t j i j  I  E j i l i J l é ç U i l i j  u d , l l U  j  = r { É . a L f  r - r l l  u =  t y  ! t j I  ë  E u i ' 1 L

J .o  (  n  . f . t  .Lt^ r^) = t- ,",*)r,,'*^i("-")Lcij ru L Le - A

*  i  , r r r o  - '  â . - -  i  : r = n t! r g u ç  È  ç L t  i v E I l !  g I !

Ccnc :

cqLt {rn,l,,vtdu'

{,*, = tï^ +J l^*r;(n'/)14i" €i, - LCriat lrut) tu'
vt

En passar-rL a'Lii i  défar:maiiûns !no'-.rÊnnes-. cn a ' jonc :

*^,^. = Lo^^ . 
î\rr\ 

ctr,ru Lïtr^^i,(^-'') dwd\Nl

il ,,\I^'i^-*) ^cï* ttn)ùud*'
La dé fornaL lon  toLa1e dans  f  inc lus lon  é tan t  un l fo rne ,  on  peut  p rendne
Ia  dé format ion  mosenne dans  I ' l ne lus lon  dans  I ' l nLégra Ie  de  vo lume,  on  a
en fonc t lon  de  7rz  i

tT^ = t"^,^ n!- {4atLîtË:^ri - 
tôcrlhe 

,,i'^U iïe

i^ *, = t:,,, .J 
ïr^r,Ln- 

N,[ar;r-u (r) t0 (n') - sc guo) {rrt,tlar'

..4vec :

L!  U ! - l l !  r_ j I -E



çç

tn  peut  auss i é e r i
-r

a ' L(-

r Ê  d e  m a . n l è r Ê  s s r r b o l i q u e :

AC rfl ," - F.o , cJLn -rxî
" L - l -  

t  Ç  
- -  v  ï -

Va va
VJ

La réso l .u t ion  de  ceLte  équat ion  penmeLt ra  le  ca lcu1 de  la  dé format lon
! r ,o : \ 'ennÊ Lota Ie .  Les  dé fornaL ions  é Ias t iques  s 'écr lven t  a lo rs  :

t?,-={.,**-F-i,*
L e s  c o n L r a i n t e s  d a n s  l ' i n c l u s i o n  s ' é c r i v e n t

Gt = cr tu t
^ . .  L :  - -
u u  L r l  E l l

r
6

E n  u t i l i s
I  ^ -  J g f  ^ - - ^ l  |  ^ - ^
i g u  : j E ! ' _ r t - j l t é L !  r _ r ! l J

ÊsL  i=é ' i u i t  à  ce
, c
L e n s e u r  )  d ' E s h e l

-  .T  |  ,T ,  ca- \
-  ( r  l c /  - ( ,  ,

\ /
- * +  - - r I -  * É + L - l ^  - -  - - . . +  ^ L r  ^: â r i L  , J  ÈLLe  f l sL f i , f , ' f , e ,  Cn  peUL  COLen l

' i a i i s  une  i ne lus i cn  héLé rogène  a t
lu i  ' ju  tensaur T f iqu i  peut  êtne
b : ' r  [  1 4 ] .

n  i a c  . a . - . n * n = i n t a -  - +
I  r 9 è  ' - . J r r  L I  t i  l ! L E È  E  L

- 1 ^ - ! : - . . ^  I  -  - - 1 - - . t
Ë i d 5 u i ' J u Î ; ,  L J = , * < 4 . [ c u I

- -  1 - . . 1 4  À  - - _ !  Â  -  t - .
f d I U u l =  ê  l r é i ' t r 1 I -  u u

2 . 4 )  t o n c l u s i o n  i

n - - -  ^ ^  ^ L - - !  ! * -. i , r anS  ,=Ë  Cnap i -L fE ,  nOUS A ,VOnS

r é ç ' ^ , : i , i F Ê  D r - r l l F  r r n  - - - L 1 : - -  r - - - :
P r - L ' U  t = l t r r J  L . r J l i t i =  E i t

|  - +  - . . * ^ -  1 . .  !  - ^ - - - ^ +  ! L :  1 !  t É -  J - ^
i l t L = ! - l ! E J  u u E È  é l . g  r t l u L : l i i ? é L f  L !  I I L E È  u = Ë

' 1  4  1 ^ -  É - , . - t !  - - Ê  l ^  L - - ^  :
L  e Y V =  r E  j E 5  = \ ] U é L r : _ r j r s  u t r '  u 6 è ? -  d

vue  , i u  caLcu i  Ces  cû i - r t r - - a i n tes
J É f  - - - - r l  ^ * -  t  - 2 1 - - ! !  - . . - -
u = t  r _ , !  l i t é L i L : i i :  i  i t E , j ' < i , !  L i v u E S  .

l . lous avcns t 'ormul .é Le probLère Cu caLcul  des ccnl ra in les j . r : le i - - l - ,Ês

Ê i :  i ép iace : l , enL .  La  soLu i l cn  es t  cb lenue  s ' : us  f , : r r ne  C 'équaL i cn  i : . : t éÉ ra le
,Jc 'nnée par  Bervei  I  le : -  e l  Zacui  I  5  ]  e t  qui  génÉral  i  se les equai i , :ns
p a r ' L i c u l i è r = e s  d e  D e d e r i c h s  Ê ' u  Z e l i e r  l - 4  I  e t  e e i l e  d e  R .  D e  L . J i t  [  3  ] .
Ens i : i t e .  n ' 3us  avûns  app l i qué  ee i i a  Équa i i ' =n  au  p i - , : b i ème  cLass ique  de
i  '  i  nc  l us  i ' : n  d 'Eshe  l b : r  I  I  I  .

lar ,s  le  chapi  L i=e suivan-r- ,  nous f  armuLons je pr ' ib  1èrre en
c o n l r a i n l e s ,  c e  q u i  F , e r i r , e i  d ' é L a b l i r , j e s  é q i : a t i c n s  a n a l o g u e s  à  c e l i e s
for i r ru lées en ' iép lacenent  , .nai  s  qui  p€i i .verr l  s 'appl iq i ier  à d, 'auLres c lasses
' Je  p rob iènes  de  con t ra in tes  l n te rnes  ' j ans  l es  rn l  i i eu :<  hé té rogènes .
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CHÊPITRE I  I  I

P o t e n t i e l  d e  c o n t r a i n t e s  p o u r  l e s  m i l i e u x  h é t é r o g È n e s , a n i s o t r o p e s

a v e c  d É f  o r m a t i o n s  i n c o m p a t i b l  e s .

3 . 1 )  I n t r o d u c t i o n .

' i , L J  r  i { E U I  i E  U Z  t r - l  U i l E i  .

3  1 )  F q u a t  i  o n s  q é n é r a i e s .

-  , \  ^ - -  à , . , -  * : t : ^ . ,  : ^ ^ t - - * ^  L 4 t l - ^ - : - -
J . 1 i  L ' 1 5  l J  U l l  l l l L I I g U  I S U L I U F E . I i E L E I U g = l i E .

3 . 5 )  C a s  d ' u n  î ? 1  i  I  i e  u  h o m c ; è n e , a n i s o t r o p e  à  s g m é t r i e  c u b i  q u e .

' 1  r - ' - !  T ) - - L i. i . b . . j  i ' a = t i . Ë i T l Ê 5  l : a n s .

' : 5  / - .  1  \  t . r ;  r  i  - , ,  L - - - - : * ^  ^ !  ;  ê Ê t r Ê h ê- 1  . D . 1 . '  t l l I l E L t  t t u i i t u ! = i t E  E L  i l u L r u ! - r Ë ,

' 1  1 1  ' a \  r . i :  I  :  - . .  L Â l  l - ^ - \ - -  ^ I  :  - - I  - ^ - -
i . ? . c )  i ; i t l E u  J i ç L - l  u ! E i l =  c L  r l u L i  u ! : E .

: 1  . Ê . 3 )  i 1  i i i e u  h o m o g è n e  a n i s o t r c p e  à  s U n é t r l e  c u b i q u e .

= . 1 )  L U { r ! - l u : i u i l 5



2.4

I I I )  PT}TEHTIEL DE CÛNTRÊINTES PÛUR LES I i IL IEUX HETEROGENES.  ÊNISOTROPES

NUEC DEFI ]RNÊTIO i lS  INCONPÊÎ IELES :

3 . 1 )  I n t r o d u c t i  o n

L a  t ' o r , n u l a t i o n  e n  d é p i a c e n e n t  d u  c h a p i L r e  ( l  I )  p a r L  o e  I a

t , é r i f i c e L : . c n  i e s  é q u a t i o n s , i e  c c n r a L i b i l i L é ,  c ' e s L - à - d i r e  i n p c s e  q u e  l a

, i É f c r i n a L i c n  L c l a l e , i é r ' i u e  C ' u n  c h a n F  ' j e  ' j É p l a c e n e n t - .  C n  F e u L  a u s s i

f o r n u l e : -  i e  F r o b i è m e  e n  c o n L r a i n t e s  e L  i , é i ' i f i e r  d ' a b o r d  I e s  é q u a L i o n s

' l ' É q u i  I  i b r e .  , : ' e s t -  l a  n é L h c ' j e  d u  p o L e n l  i e l  â e  c c n L r a i n t e  '

L a  r n e + . . h o C e , l u  F a t e r ' t i e l ' i e  c c r r t r a i r ' . e , ' i t i l ' ; - s é e  d e n s  d ' 3 u t I ' e s

b i ' a n c h e s  , j e  l a  F h U s i q u e ,  F € i - E i e l  ' j e  t , , e i - i f i e r  s U s t É r n a t i q u e m e n l  i e s

é q u a l i o n s  C ' é q i L i  L  i . b r e  p a r '  L ' i n L e r r n é O l a l : : e  d ' i - i n  L e n s e u i :  p a l e n t  i e l  d e

c o n l r a i n t e  , j u q u e i  , l é c c u l e n ' u  i e s  c c n L i - a l - n r . e s .  Û n  i c r m i i i e  a ] . a i - s  I e s

e q u a ' r i c n s  d ' i n c c r i l F a t . i b i i : . 1 é  e n  l e r m e  d e  p o i e l - ; L i e i  d e  c o n L f ù i n L e  F a r

l ' i . n L e r n É C i , = l i - e  i p -  L a  i a i  , i e  c c n ç r r t e = e n i  ; L  c n  a b c u i i i  à  ' i e s  e q ' ; a l - l l n s

a u x  , i e r i u e e s  F a r l  i e  i  i e s  , : û n c t r n a n t  i e  F c r - e n i  i e  i  , j e  c c n L r a i n L e .  L a

r É s c l u L i s n  , j e  c e s  é q u a l l c n s  p e r - r i € - '  L e  c ; 1 . , : u i  i e s  c c n L r a i r L e s  = L , j - = s
l 4 ! - - - - ! :  - - ^

i i r , - i s  r a F F e l c n s  L a u i  ' i ' a b u - l * , j  i =  L h é . . 1 - L e  i e  K r ô n e r  |  6  ]  F c u r  I e s
= i ' l  i  p , r ' , '  h r ; n r è n e q  p f  i s r , t i - i r r e s  É 1 . r € c  ' i é i c i - n a i i i n s  i n c o ; F ; L i L i e  s .  f n s u i l e ,r r u r : r u 3 e

n r L ! . s  é i a t , i i s s c n s  l i n e  € q , - i É i i c n  a u : :  i É i - i . t , é t s  i - - e i - - r i . e i i e s  g é n è r a L e  p c u i -  l e E

m i - l i e u > :  h É r , É r c g € l : e s ,  a n i s o t r c p e s  e L  e n  p r é s e n c e  i e  ' j é f o r m a t i o n s
: - - - - - - r : L ! - -  + r î i r q  e : : r ' !  l c i L r n s  a e L l e  É q u a L i c n  . = u > :  C é : - i , - , É e s  p a i - l i e l l e s
! i l r - u i l r I J r L  i L : i = = ,  i i - * -

d a n s  d e s  c a s  p a r t  i c u l  i e r = .

! ' l c u s  l : - , = i L l i r s  s ; i c c Ê s s i v e . : n e n i  i e  c Ë s  , j
= . r i c n l r n n a  , - e l " :  J ' , -  - : 1 i ^  L a r ' - - - : - ^

L r  u È . s .  - - . * i  u  L I l l  l l i !  i : E u  I t E L E !  u g Ë l i s

é t a b l i s s c n s  l e s  é q i - r a t . i o n s  a u i :  ' i é r i . , , ' É e s  p e n r .
- l - - - : - . , ^ -  â ^ -  - - - l - ! - - . - ê  n l =c E S  C i a s s i q u e s  , f e s  F r E l i e i l e s  p i . a n s .

3 . 3 )  T h É c r i e  d e  K r ô n . e r  i 9 I  :

- : : :  - . .  L - * ^ - i . . -
i i i :  i  ! ! - U  i i U i i l u L i g i i E  i l l s i  f

i s c l r c p e .  E n f i n ,  n o u s
1 - ^  - - - - t - - !  - -
i t r 5  L u l  r  r = 5 . ! j u l l u i a l l L E 5  é u . n

u i !

I E  i

i ' i c u s  l c n s i , i é : - o n s  u n  c û r F S  h c n o E è . - . e  s c u n i s  à  ' i e s  C É i o i - r n a L i c i : s

i n é l a s L i q u e s  i n c n n r = L i b I e s .  s û u r c e s  ' i e  c i i n L r a i n l e s  i n L e r n e s .  L e s

c c n L i - e i n L e s  s c n ' .  l i é e s  a u > :  i é f o r r n a l i a n s  É i a s l i q u e s  F a r  i a  I o i  d e  H a o k e

e L  I a  , j é f  a r r n a t i o n  L o L a l e  e s t  L a  s o n m e  , l e s  , 3 É f  o r n a L i o n s  é l a s L i q u e s  € c  e l

d e s , i é f o r n a L i c n s  i n é I a s l i q u e s  f , a  :

.T
Lil@) = tLj .t,(r-) (*)



?s

L e s  é q u a L i c ; ' : s ' j ' i n c c m p a L i b i l i L É  s ' é c r i u e n L  :

- €i[,*, e 
bt^^, 

L-*,, ;re@) = o (r"^' {=o) (3.a.4)

c ù  €  : s l  I e  L e n s € u i -  p e i - i l l u i a r - i c n .

â  i ' a i i e , i :  I a  r e l a L i o n  ( : 1 . a . i )  c n  a :

€ . ,  €  .n  f - :  (n ) ,  n  -  € : r  € :o  *  ( ^ ) ,  ,  - -  O-rh,r*-  
)U-,  

vtwnn,,bt + -  Lh,r ,rn,  " ILr* *nrar, jh,(

u i l  F r u 5 =

arr,-, = ei[,* €ât,*rI*,L1. u) ("t =- ur') '|:-r 3.:,)

- € : ,  É . n  ç "  r ^ ( n \ - r v ,  / , \  
t a  ' e  \-  L iL " ^  t ) t ' *  v l r , ' r ^ -  

t lV r ' - t  
-  \ , , ( r " )  ( J " ^c  L  =1 )  t t  ' ? ' 4 )

,t)

L e  i o i  d e  l - ' r i i i : e  s ' ê c r i t  p c u : -  u n  n i l i e u  i s a i r o p e ' j :  n c , j . i .  l e  ' i e
- :  ^ - :  I  I  ^ - - - !  . r  - !  J -  - - - - - - !  l -  i r - :  ^ - - -  l a  .r - i 5 ë i i i = i i i = i t : -  

r  
E L  L j E  ! a i i : - r u l L  r i =  i ! 1 5 > u i l  v  .

î .u  " t  (G -  v  c  S \vrra.n^_ = 
, f  \  

"__, _ 
î ."  

"h.L 
o**)

5 r ; ê  i . î : : c  ! - : = . - l - - r . . 1  = n -  l = e  É d : ! = ! : - - -  J , : - - - - - - !
a s -  ! . J i ! 5 , J - r r 5  ! = )  ç , . u = r ! u i i è  ' i  r i t L U i i r ; . ' q L i b i . t i . L é  

( . 3 . : . 4 )  :

ft(%r, Li - qk,elui) - t*'lt)

L e s  É q u a l i c n s  d ' É q u i l i b r e  s ' é c r i u e n L , l a n s  l e  c a s  q u a s i s

e n  [ ' a b s e n c e  , i e  f  o r c e s  v o l u n i  q u e s  :

G."-0
i  L ) t 1

v î

si;, r..r" * %r,Lj- (-;l',hi + %;,y,,). (%r* - %u,tt)stj

t -  5 .  s .  . : J , ,

L a L i q u e  e L
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c p  n r i i  n e i - m p + , t e  r é c u i i - e  I e s  é q u s l i o n s  ( 3 . 2 . 5 )  q u i  s ' é c r i v e n L  a l o r s' / r  - 1 u r  
t s - r

s 0 u s  I a  f  o n m e  h a b i  L u e  I  l e  , l e s  r e  l a L  i  o n s  d e  B e  l  t r a m i  ( d a n s  I e  c a s  c ù

ÈL--  o  ) ;

6,1 hr " k(%r,r: 
- %r, er 6ii 

) ='n n,i ( 3 .e .7 )

L e s  é q u a L i c n s  d ' é q u i  t i b r e  s o n L  s U s L é , n a L i q u e m e n L  u é r i f  i é e s ,  e n  p r e n a n l '

I e s  c c n L r a i n L e s  q u i  d é c o u l e n L  ' j u  p c L e n L  i e I  ' i e  c c n L r a i n L e  p a r

i ' i n L e r n é ' i i a i n e  , i e s  r e l a L i e n s  s u i v a n L e s  :

(o=u{)  (3 a.s)or) = - € r.Lu€)t,* $,."*,L!.

Di" ]*! = o

i .  i  e s L  c o n n c . i e  , i ' i n L r o C u i i ' e  u n  p o L e n L i e I  a u ; : i  I  i a i i - e  X  L e l .  q u e  :

i e s  c c n L r e i . n ' . : s  s ' é c l ; . ' . ; e n L  a l  c r s  :

or)= - zr"€LL*e5r,*[X-^- +ftXLr,rn S-,--)

e n  c é , . r e  I  t F p a n L  c e s  é , j u a L  i  o n s ,  c n  , 3 I - r ' i v e  à  :

Qri= r* (x tj + #x*s,j) ({ =,x1 (:-r 2 :r)

4r= t* lxi;rkf +Xr"r.,;; - (*lo,h.i * Xr";,it)

i a  L r a c e  d u  L e n s e u r  d e s  c o n t r a i n L e s  s ' é c r i L  a l o r s  i

6r.[ = r/' [xr^,.'t,,.,..0 ffi X -*,**l

* (xhr, b0 - X[h,u)s;; +ft(t r.t.,r1 -xu.,erÉr;l
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E n  i n j e c t a n L  c e s r e  i a L  i  o n s  d a n s I ' é q u a l i o n  ( 3 . 2 . 7 )  o n  a :

X ri, kktt

*h xht,u,trl\ / v*il ^[t, h.t*^

s i  û n  i n p c s e  u n e  c c n , l i L i c n  a u : ' : i  L i a i r e  = * .  X  L e l  L e  q u e  :

r . /
À, ' :  :  r  U* ) t )

L e s  é q u a L i o n s  ( 3 . a .  i D )  s ' É c r i , . r e n L  a l o r s  :

L;,[L*'9 = \r5l*)

- (Xih,h,itt * X ti, ir..tt)

t j=nlu

/ ' _ r  ' _ ,  r  - r \

m r e \ r . â . - - , , 1 s , , - i  - r ; - ; - t ,  C e i  C = i c r n a L i A n S  i n é i a S L i ç . : : S .
L \ ' ' l  

J -  q : '  !  1 - -  u :  
" ' u L :  

s l r r  r  r r . =  l q r  L  .

L ' é q u a L i o n  ( : r . e . 1 e )  c r l - i - e s F c n , i  à  i ' é q u a i i o n  ' i :  K r u l n : r .  f , l c r i s  j u s - , i i i e r c n s
i a  c o n d i L i o n  a u i : i l i a i i - e  { i i ,  1 = 0 ' : a n s  1 s  - - . 3 i - , r g r a p h :  s u i ' ' , e r L .  i ' i : r . s
' r e r r c n s  a l c : - s  q u €  I ' c n  p e u L  L c u j o u r s  c a l ; u l e r  u n  F o l - e n L i e i  ' i e  c o n l r a i n l e
q u l  s a ' . i s f a i L  à  L a  i ' o i s  a u : :  é q u . a L i c n s  ( 3 . 2 . i 1 . r  e :  ( 3 . a . i 2 ) .

3 . 3 )  E s u a t i o n  g é n É r a l e

i " i i us  p i -o t ' oscns  , j ' â  I a rg i r -  i a  , rÉLhc ' l e  Ce  i - : . r 5ne r  au i :  ca !  ' i es  n i  L  i eu :<
l : É L É ; - i g è i e s  e l  a n i  s o t r c F : s .  P o u r  u ; ' i  n i  I  i e u  h é ' - é r o g è n e ,  ! . e s  p r o p r i é L é s
m É c a n i q u e s ,  e n  p a i - L i c u I i e r  i e s  c c n s L a n t e ' s  e L  l e s  c c m p l i a n c : s  é l a s t i q u e E ,
' - , e i ' i e r L , j ' u n  p o i n L  à  u n  a u L i - e  C u .  n i l i e u .  i i c i i s  C é c c f i p û s 0 n s  a l o r s  l = s
c o r n p i i a n c a s  é I s s L i q u e s  e n  u n  L e r , n a  c o n s L a n L  e L  u n  L e r m e  v a r i a b l e .  D e
n e t i n e  n o u s  ' 1 É c c n p c s o n s  I a  , l É f c r m a t i o n  L c L a i e  I o c a I e  c c n p a L i b i e  e n  L i . n e
p a r L i e  é I a s L i q u e  e L  u n e  p a i - l i e  i n é I e s i i q u e .

L a ' l É î a r n a L i o n  t o L a l . e  s ' é c r - i L  a l o r s  :

( 3 .e .10 )

( 3 .  a .  1 i  )

/ ^  â  a  \

l e s  é q u a L i o n s

f. 1^t =*T ti,t"t " t,rq
L a  d é f o r m a L i o n  L c t a I e  é L a n L  c o n p a L i b l e ,  e t l e  v é r i f i e
, f  i n c o m p a t i b i l i t é  :

( t-, {=o) ( 3 . 3 . 2 )
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E n  i n j e c t a n L  I a  r e l a t i o n  ( 3 . 3 . 1 )  ' j a n s  ( 3 . 3 . 2 )  B n  a :

'rj = e i[*€j {'* t"**,Ec ( t=-  \ ** )  (3 s  4)

- €LL,^* ê Jl,,-L"u*,to - ^tg (1*/ i= \) ( 3 . 3 ,  4 )

Co, ' n rne  c lans  Ie  pa ra_o raphe  p récéden t ,  r yL i i  es t  I e  Lenseu r
' f  i n c c r i p a L i b i t i t é . C ' e s L  i i n e  m € s u i ' e  q u a i r L i t a t i , e  i e  l ' É c a i - L  à  I a
c a n p a L i b i i i L é ' i e  i a ' j É f o r m a L i a n  i n é l a s L i q u e .

I t o u s  s u p p c s E n s  q i i e  l e  c o i n F o r L e r n e n L  I o c a i  d u  m i l i e u  e s t  é I a s L i q u e ,  c e
q u i  p e r , ' n e t  l ' u t i i i . s a l i o n , i e  l a  l c i , i e  H o o l : . e  q u i  s ' é c r i t  s o u s  I a  f c r m e :

{.
C ' \ Cc4@)

o é

g l r e  l . ' o n  r - e m p l a c e  , i a n s  i ' é q u e L i c n  ( 3 . 3 . 4 )  :

- € Lh-n-€rt.. (s--.r, c^l rr1 (.)), 
hQ, 

= 1,t (n) (3 ' 3 ' s)

l l o u s  d É c o m p B s o n s  L e s  c o m p l i a n c e s  é I a s L i q u e s  e n  u n e  p a r L i . e  c o n s t a n L e  e t
u n e  p a r t i e  f L u c l u a n L e  :

-L;LL (ru) = )ij|t + >>;1[1 ?) (3 3.6)

S i 1 f . e .  r e p r é s e n L e n t  l e s  c c m p  I  i a n c e s  É  l a s t  i  q u e s  , i ' u n  m i  I  i e u
é l a s l i q u e  h o m o g è n e .  ê  I ' a i d e  d e  l ' é q u a L i o n  ( 3 . 3 . 6 ) ,  I ' é q u a L i o n
( 3 . 3 . 5 )  d e v i e n t  a l c r s  :

- €ib* €;t*s**pq%q,hr - €,1o,,-€jt*(Ss**rï) Çq r.),rn (3'3'?)

= frLif*)
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I  r e s l e  à  v é r i f i e r  I e s  é q u a L i o n s  d ' é q u i l i b r e ,  q u i  s ' é c r i v e n L
' a b s e n c e  

d e  f o r c e s  u o l u m i q u e s  e L  d a n s  l e  c a s  s L a t i q u e :
€ n

f r '
* ) t )

L e s  r e l a L i o n s  d ' é q u i  I i b r e
c o n L r a i n L e s  q u i , i É c o u l ' e n L

r e l a L i c n  h . a b i l u e l l e  :

= t 0

s o n L  s g s L é r i a l i q u e m e n L  v é r i r ' i é e s  e n  p r e n a n L  l e s
C u  p o L e n L i e l  è e  c o n L n a i n L e  d e f i n i  p a r  l a

c'= - €ih.r-- €it^- Ôr-., '.,h.!.,)

l ' é q u a L i c n  G . . 3 . 7 )  s ' é c r i L  a i o r s :

e;b,-.  € *,*S,*--r? € p^b '1r*, {  r , . ,rro[o-( ')

*€iL,*6ju.(5s-J .r'r 'r-r€ 
1ro{r,.,rl: ') L0 

= ar)Ln)

P c u r
c e n n e
x i i

è

- :  * -  r  :  : 1  :  - -
! l l l i u l ! r i ! - I

f ' "  f a i L
l : ! r :  - :  - . - -
u = L  L i i l  f r !

4r, = '/'(xii

^ L ^ :  ^ :  ^ ^ ^ - -
r i u u 5  r - i i u t 3 i r 5 u i r 5

: - r - ^ i . . : - - - -  r -
t i i L i  u u u i S u i l ]  L =

u n  r : i .  i  i e u  S o  i  r " L r - r r n :  - = - !
- - !  - - ! :  - r  - . . . . :  t '  '

F C L e n r -  I €  i .  E L j . i : ! .  i  I 3 l I - e

(4 = ,"1) l - - i . j - = i+fT Xk," sr)

/ ô  - r  i  ^ \
( . , 1 . J .  i U l

? o
L  r e p r é s e n L e  l e s  c c e f f i c i e n L s  ' j ' é l a s L i c i L é  C ' u n  m i L i e u  h o m c g è n e

i  c n f  r n n c  l = t  n , ' -  a 6 ( o  a
! r u L r  u y r ,  : * É  ( -  J : I  .

L e  p r e m i e r  L e n m e  d u  p r e m i e r  m e m b r e  C e  I a  r e l a L i o n  ( 3 . 3 . 1 0 )  s ' é c r i L  a l c r s

Xtl,Lr*n- - (xâh i[ +\iL,iL); h *ru,r;on

X^. S" 1,^,c C"[ +]-{.  5SLJ C\ = 
1

x h,o, [t.*,*Sil
( s . 3 .  1  1  )
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P c u r  s i m p l  i r ' i e r  L ' e x p r e s s i o n  ( 3 . 3 . 1 1 )  n o u s  c h o i s i s s o n s  l e  p o L e  n L i e i  d e
c o n L r a i n L e  L e I  q u e  s a  d i v e r g e n c e  s o i L  n u l l e ,  c ' e s L - à - d i r e  q u e  :

d a n s  c e s  c c n d i t i c n s  I ' e > : p r e s s ! . o n  ( 3 . 3 . 1 1 )  s e  r é d u i L  à  i

Xt!,i = o

n ij 1Ebv.-*u

l ' é q u a i i o n  ( 3 . 3 . i 0 )  s ' é c r i ' .  a l . c n s  :

x ij,h.tn-r^'

r  ,  (  - -  ^  n ô  t r  I  
{ ' : i ' 3 ' i e )

+ til",^.'\\*1 55*^ff , L ?rt€lr,r, t**or,,.,p 
(*) 

\, ̂ = 1.1"1"Lr- l  ' rJrht ' ,J

\ . /  t
X. .  , .  to'  - Â " l r  

À  t
d ' I

l -  - - ! - - ! : - t  l ^  - ^ - r - - : - l ^  l : ! i : - '

f . 1  ^  t  ^ ' r

c ù  f  e s L  u n  c h a m p  d e  v e c t  e u r  e s t  à  , i é L e i - * i n e r  C e  f  a ç c n  q u e  l e  r c u , ; e a ' - i

F a t e n L i e l  C e  c o n L r a i n t e  s a i L  à  d i u e r g e n c e  n u I l e ,  d c n c :

XL): Xij * Lr(Yr,,*Yt i)

I a  r e l s l i o n  ( 3 . 3 . 1 a J )  s ' é , : r i L  a l o r s  :

X;,r+4(V;, ' \g \
?ir- T\ti,!I '  ,), ' ,51 

) = o

x4,I = o
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D ' o ù  n o u s  d é d u i  s o n s  :

? ' ô  ô  a  r \
\ é . 9 .  l ' 1 . /

i l  s u f f i L  a l o r s  d e  r é s c u C r e  I e s  é q u a L i c n s  ( 3 . 3 . 1 4 )  p o u r  l r o u v e r  l e  c h a m p

d e  v e c l e u r s  f  à  p a r L i r  , i u  p o L e n t i e l  X  O n  p e u L  a l o r s  c a l c u l e n

I a  f ' o n c L i o n  i  e L  p a r  c 0 n s é q u e n L  c a l c u l e n  I e  p o L e n L i e l  X ' i ;  à
, l i u e r g e n c e  n u l I e .  L e s  p o L e n L i e t s  X  e L  X '  s o n L  d i f f é c e n t s  m à i s  i l s

C o n n e n L  I e s  m â m e s  c o n L r a i n L e s  p u i  s q u e  :

1^{. X'r) = )^t X ri * 1-r. ï \V; i} 
*I 

i,ri)

l ' i - . - n n r = f  i F , i  l ;  f  É  , â ' r n  n r . : , i i ç n |  É l : n l  n ; i l  l p  n n  -  - r  - - -  - ^  -  !  ^ -
, : ' t s L .

- - - r - - : - l - -

. t
F t r . / n V

J :  
'J ,^^ l - -X 

= WF

, j a n s  c e s  c c n , l i i i c n s ,  L ' é q * a L i o r  a r . r :  d é l i u é e s  p a r " i a L l e s  à  r é s ' : u , " r e
_  ,  j .  _ _ :  r
>  E ' - !  I  L

Yr, i,i 
*\ 

i,i1= 
- 7l. ii, I

l ' é q u a L i o n ' j e v i e n L , : i o r s  i

YrjJcL **--

+€,h* êit*ltt--fi ep^e e1.*CtnnlxoL,^ù0, = a1
i - f  , 1  r  c \( - - 1 . . i , a j j

0 n  - E 0 s e  :

4.I = - êfL,*e g'*fss,*JË1 €p*t €qrntî,^^, Xo-b,r,n),
Lt

= ,lix ,i,Lz)" w,"- + n.,
"*)

( 3 . 3 .  1 Ê )
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^ 1 : j  m e s u r e  I ' i n c o m p a t i b i t i L é  d u e  à  l a  d é f o n m a t i o n  i n é l a s L i q u e  e t {  à  l e
m â m e  f o r n e  q u e  I ' i n c o m p a L i b i  I  i  L é  z 1  C ' e s L  p o u r q u o i  n o u s
[ ' a p p e l o n s  i n c o m p a L i b i l i L é .  f . l é a n r n o i n s ,  i l  e s L  c l a i r  q u e  

4 .  d é p e n d  d e
l a  s o l u L i o n  d u  p n o b l è m e  p a r  t ' i n L e r m é d i a i r - e  d u  t e n s e u r  X .  r 4 l
j o u e  l e  r ô l e  " , 1 ' i n c o m p a L i b i t i L é s  f i c L i v e s "  a n a l o g u e s  a u x  f o r c e s  

u

, , ^ L . - :  - . . - ^  ô :  ^ I  iv u L q , , , ! q q = è  !  ! ' - L r v e s  d e  l a  f  o r m u l a L i o n  e n  d é p I a c e m e n L s .
P o u r  u n  m i l i e u  h o m a g è n e  5 S - - O  ,  n o u s  r e L i - o u v o n s  I ' é q u a L i o n  ( 3 . 2 . i e )

d e  K r ô n e r  c a r n { :  0  P o u r  u n  n i l i e u  h o m o g è n e  é l a s L i q u e  s a n s
d É î o r m a L i r n s  i n é l a s L i q u e s ,  n o i - i s  p o u u o n s  t r e L i - o u v e r  l e s  p c L e n L i e i s  d e

c o n L r a i n L e s  c i a s s i q u e s  d e  I a  l h é o r i e  d e  l ' é l a s t i c i L é  [ t e  ] .
Ê r r a n L  , i e  c h e r c h e r  d e s  s c i u L i c n s  d e  l ' é q u a L i c n  ( 3 . 3 . i â ) ,  n û u s

a l  I  c n s  i a  p a i - L  i  c u l a r i  s a c ,  d a n s  i a  c a s  , j e  c e r ' ' " a i n s  p r o b l è r n e s  p o u r

l e s q u e l s  n o u s  s p é c i f i o n s  I ' h é L é r o g e n é i | . e  c ù  I ' a n i s o L r c p i e ,  a i n s l
n r F  r l : n c  l r i  n - - t t  l - - -  - l  - - -

I  U L r i € l l l E 5  P l s l l l S .

3 . , 1 )  C a s  d ' u n  m i l i e u  i s o t r o p e  h é t é r o g è n e  :

i i o u s  n c L i s  p f r F o s c n s  d e  c a l c u l . e r  l ' i n c o m p a t i b i I i t é  d u e  a  d e s
h é t é r o g é n e i l : s  C a n s  L e  c a s  ' j ' u n  r , r i l i e u  i s o L i - o F e .  C e L L e  i n c o m p a t i b i l i t é
- r a - - : !  l - - -  l ^  - t - 1 - - t  .

p c u ! -  i j n  . c r F S  i s c L : - u . F r ,  I e s  c c n s t a n L : s , i ' é i a s ' , - i c i L é  s ' é c r i v e n L  :

lro 
= \"tl;S kr + /Lt4( Srr.tit + EiL S*)

i e s  c c i n l l i a n , : e s  é l a s l i q u e s  s ' É c r i , ; e n L  :

l -
À o , l t o  r V o r E é  s o n L  C e s  c c n s L a n L e s  r e l i é e s  p a r  I e s  r e ] . s L i o n s  u s u e l l e s  ;

E (gÀ"+e., t r")
o - À"* t"

.  v- À") o -9(\"+fr")

' 
rr= -6 ;u,-,€àt*[sst^.f4 €p*r€r.,. L' t*Lx ;, /,A(n)],n,

t,u = 
? 

t ;ste* Ë(tro 
sâu * s,t slù
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i i c u s  s u p p c s c n s  q u e  I ' h é L é r o g é n é i L é  e s L  i s c r n o p e ,  S S  s ' é c r i L  d o n c  :

ss.. (ru) = 5(- l) s*,*Epqn 5( ̂ +)(t*rs*l*!r-1 s^.r)
**p1 \ 6- I

s c i L  e n c c r e  :

Ér-r = ,_

SA=S(-v\ ,t 56=S(ry\
\-Fl 

4 -\â-l

V , E , t A , 5 6  , l é p e n , j e n L  , i e  l a  F c s i L i c n .

i ' i : u s  i e r c n s  i e  c a l c u l  F a r  é L a . l e s  s u c c e s s i ' ; e s

I  ç  ( " ,  x  rLru)i - := i , :u i , i e  cp -b  t  
1S  *  u  t ,nub t '  u6 rn -a

5 S (n) = 5 A 5 ̂*s el* s B (t-rt- 1 + s*1s *r)
h-n^.p1

c n i 'enp l  ace Ct  Fai  s ,3 va l '  eu i -  :

€pnr' o'*t" S r*5o, * /)"t 5r^ S *L * 5ru t*)) lroL,,'n

q - . r i ' i e , . r i = n L  a F r è s  i é u : L c p p e n e n l

\o€ p,',,,. É,,,-Xoor ̂-p * lu€, **€1, b Xob, r.'- a t lL.Q p*L€ qtn-x nb, ̂ n

q r i e  l . ' c n  m u t t i p l i e  F a r 5 5 r r . r 4 r o n  a  a l c r s  :

[^e 
a(p^-e1r.,Er^^-sp,Xo,.,^o * /+sAeg eq,65,*^.. çeq X^b,oo

+/r"94 €r*aels*E**!iroXo,b,nn* troÉp,"*€qr*S,*pS*lXnn,ro*/osB€p,.Ê1rbt*pttflob,nn

+pto€7,,u€qrrs-r6ïXob tnA -l"!B€r*(1r*5,*p[-,1f,*,oo+ LçrBep^eqrblrySn pLb,no

+ f-58 épob € 
çnS-15^f X ̂ t,^i, 

l"t



34

S o i t  :

L^f 
o Êr,",.€ 9r*5**X a.^,(Lp+p\n epnn€prb 5*-.Xa[1run +4[A Ér,û Qprn|u,,loL4n

+ )roJB €nnn€ur,.X^r,^o + l;- la Ê,*r. 
n€*6 X^6lna +y'r.t8 êno6€*r*Xolorno

+À":a ê^,vwËr^^3uK oa"t /v.+t+[BE,*no€, "sbXa,b,n,a 
+/r . t8 ê*rhQ*tso\ûr^Jrte

Ê p r è s  u n  c e r t a i n  n a m b r e  , C e  c a l c u l s  e L  e n  u L i t i s a n t  i e  f a i I  q i i e  d r w X =  0 ,

o n  t r o u v e  i

[1:,1": 
n + 2/h5 A r r\": B ) x *, n n Eu* - LÀotB \, oa 1 tryL lw

+ )n;l| l i^,roê,*s6+ ê'^,'6é,',sa.t 0n*,,,o,ê-, 6 + €,,"n6ê,*ro,) Xo6, * 
4 ,At

o n  F t r s e  :

C = 9\o6A + 2plA + gÀ"58 .

C ' a i r L i - e  p a r l ,  à  c a u s e , l e  l a  s u m é L r i e , j e X  e n è , b  e t  r r , 5 ,  û n  a  ;

êunn€nrb* €r^^'zr-b €*n+ €r.-*€r' ,r;+€rn,tb€*n = 4 €rnn-o-€,r*sL

o n  a  a l o r s  :

[a*â"a1ÂÀ 
6*n^- t l ,EB X*,*r** rrplo Ç,-ê*rb Xot,n ol,oU

e L  I ' e x p r e s s i o n  d e  I ' i n c c n F a t i b i l i L é  s ' É c r i L  a l o r s  :

arj = 
f' 

ulfr,n*, €1;*l'o,-1nrv6wur"- t\.Sc êi6*€;t*\*yn"*

* V/es Êih.*êât* €n*€^.rb to!,^o], 
f t
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- t A ^ - i  !  - - - \ -  ^ - l ^ . . 1 -
5  t r L t  t L  O P r C >  L g r L U t S'ui

4rj = (. *^-, *os,i),ea (. **,nn),rr-(*su eu*1tJ*,uù,r,

l  -  ^ ^ - ! Ê :  - :  ^ - À 1  - ^ . , 1  - ,  a  - - :  - ^  - -l v  P = L r L  5  E L t  r !  g  E i l f o n c L i o n  , i e  E  e , ,  V

* ppsu(xlr,;; -X 5;,it -Xil,iL **r1, ou!, r,

(

t

*n)sW)

- (tr, ;1-x5L,;r-X;L,t[ + Xi;,*n)],uo

st#)

SB _ t )+ fb )

E@)
'ç#)

sG--)

5A =

^ ^  t  I  -  J . .

a  s u p F o s e r
-  r ' - . . - - ^ - - : - -  t = h r . . ,
=  r  ç / - l ! c ) ! ! U i r  u .  

* )

t_
\

i i r
o n

/ r t \

c = 2)* (s ( {4\ * 5 (r"ra )l* 4^ s\  \E tzu) /  \  E@) l l
\ t

i a  u à i - i a L  i o ; i  d u  n c ' i u i e  d e  ' i c u n g  e s L  s o u v € n l  p l . u s

c c e f ' ; ^ i . c ! . e n L , i e  P s l . s s o n  ;  u n e  F r e n i È : - e  a r t p r c x i i i l a L i
q ' - i Ê  V  e s L  u n e  c c r s - ; . : r L e  c €  q : . i i  s l n p l  i  È i e  ' l ' . f , ; e t ' r
f . - - -  l - * - :  - -
! : 5 i t 5  : _ =  ! i = t  i : L = L  : _ = 3  u t i  o

ffi) Xoo,,,,^:'i),u [æ x^^*ù, ri)

r  ,  :  *  - - - - - ù  :  L :  r  :  r  a  -  '  i .  - - :  t
l  1 i l , - u i i i P a L t u t  I  t  L z  >  = . - i  I  L

T:j= riÀ,-,-.vo)[t

sB _ (tsA=-vs(#)

€ L  v  s e r a  é g a i e  à  4 l ,  ^ . . - - ^ - ^ i  ^ -
r  E ^ P t = 5 5 t U i l i e  C  s ' é c r i . t  a l c r s  :

c = -rr"tr, 5 (-#) * r),(,1 * 4) - Lvl"

C = .1( \. - 1,r.v.)

5(*t,)

' i cn  c  :

- LÀ" (,t*n")(:(# €i[*€gt*Xaar*"J,lz +,+/,"(,{-n)[t çrà
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L a  , l o n n é e  a e  E L z - )  p e r m e L L r a  , l  , a v o i r  I ' é q u a L i o n  a u x  d é r i v é e s  p a r L i e l l e s

e x p l i c i L e  s a L i s f a i L e  p a r X .  D a n s  c a  c 3 s ,  l ' ê q u a L i o n  ( 3 . 3 . 1 6 )  s ' é c r i L  :

3 . 5 )

D c n n e  d a n  s  i e

c a l c u l e r -  l '  e x ? r e s s i  c n

c u b i q u e .  P o u t -  c e i a '

^l , t  t
d

c,-
L ) - Qu,",LQ

Xrr,r.g5*d
Q**,t g= â/'(X ' ' '*1LL +

%i= - €."h''-Li&^,slu(t^^^-, Lt, *#, X br,Lz É*^..)

s ' é c r i u e n L  e n

Xrj, h.t'-,13) - Ml,' 
Litp) 

= a rrn,

F a r a g r a p h e  P r ê  c é d e n  [  ,
, i e  i '  i n c c m p a L  i b i  t  l  

" é  
C u e

n o u s  t r e p r e n c n s  I a  r e  I ' a L  i  o n

l ri,n r.*#) = 4r[n) * \rr(")
l  ,  - . . - - - - - i  - *
I  t r , \ i i i c > > l u i l

c ' e s l  c e i L e  € x . o l e s s l o n  q u e  n Û u s  n o u s  p r û p c s c l Î s ' : e

c ù  S  p c s s è , f e  l a  s l r n é L r i e  c i i b i  g u e  -  l l c u s  i - : p r e n a n s

c o n . . r a i n r " e s :

4rirr= - €Lt,*. e'IL^ 
\Ss-^fù 

€e*t€q,nCt-nnLX o.b,^ù,o,

- €;h**e'bL,*

,  . .  . .
9 * * , L g  s  E c I - : .  1  e n  f c n c L i s n  ' j u  p c L e n L i e i  a u x l i i a i r e  X '  :

l e s  c o n L r a i n L e s f  o n c l i o n  a e  X

q u i  d e v i e n L  a P r è s  c a l c u l  :

n o u s  a I  i  o n s
à  l ' a n i s o L r o p i e

( 3 . 3 . 1 6 )  q u i  s ' é c r i L

c a i c u l e r  C a n s  i a  c a s
l e  n r n h l l r i : p  ' ' i ; c l i ' ; . 9  I e sl '  P r  u v À r l r v

% = - eih,,-.€àt*etsX**rht - 
#(X,,,r,r 

6'i - Xt t,ij)
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C c r r e  S  à  l a  s g m é L r i e  c u b i q u e ,  o n  p e u L  é c r i r e  I r Z 1  ,

( , \)iil"t (ru) = 5r, ['' )

+ H,L
P

5,.
4
d

6r,

+5;(,s$*

târs o,

srrr^) (srrs#
tn,

s 5b)

s c l L  e n c c r e  :

H' = gSu\ + Snr-Sn^

( -  . o  ( <
\ ' . r  ^  \  ' rJ, i j [ t  = rL)h"L +a) i jh.L

--v '  Er . ,S,  o* l *%
F 2 trL Eu-o

5S

(s;6sp +

Ç6,,5ârt Lç8Lr

t ti =55r)*%t
- n  

" i i  
l  , . l n n . -  n , r e

u 1 r  ' J U  !  L  J U r t s  A q !

- : - -  -  . l - -
L = L U '  U l l  q  U ! i l L  y U U !

s e u l  s  I e  s  L e r n e s  ' i i a E : n a u : :  ' i e

I e s  c o r ï l F c s a n t e s  n û n  n u I  l e s  d e

L '  s a n L
2 t :

I

t-a2c I -

lzr=

? l
L ' }=-

r

*t

x

X

X

â/b H

l4o tl

'(n'^''^

'('n'*

(ur^,'-

L1, n" \*^ t rv A -  
*Ç( 

t  r  r , , ,  
-

€rr^,X* MttLA -  
* . ( r tbr11

€=.- -X-  tu t f tA -  
* \X, , ,11 

-

tt

t ,

/A
)

))

, )

ttf t

{rEt33

* u' F 
É;16â1 5rrSn,

i S L L  s ' É c r i i  e l s r s

SSrjtt = H'

e I I e  c a r a c l É r i s e  a l c i ' s  ) . ' a n ; . s c t - r c p i e  d u , n i .  l i e u 1 1 -  - - . . 1r . j i i  ! _ , = : J L  P U s s r

L;s 5 ib)

ô  i  f  f  ë ren ' .  s  , Je

L/*H'
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f i p r è s  d é v e l o p p e m e n L  c n  a u n . e  :

L',n= - L1,t**, (x3r,5r - rxîr,11* X1î, ,) #( 
xrr,î" * xrr,r.)

t ,2T=-2., l l , |1tt*,, t- ,-LX*1,*3aXxx,f)#(X,,, , . .+Xg6., ')

L'13,- l

L,,r2,.7

-  L 'Zt tTLL -  { , . *^ûL

- L'2y,*'- L'xr,\"

t:*'r,

, . - - t

/ r
\^rrtt"'*"

.'{+(*rr, 
"," 

- Lx^',"13 + xr,.,1r) * (xrr,r"l"* *rror)l

- rX ,.î,*t' * X xrr î-) 
. (*.r,^.ï" * *rr,N)

21u\r,ttt lça -v")

^-t" L n

L,3,=-2p"u,(xxt.*..,X\,)oX"".f)-#(Xo,,,..*Xt,,,,-)

l ' i n c o i r p a t i b i l i L é  d u e  à  i ' a n i s o L r o p i e  û ' - t  s u s L è r n e  c u b i q u e  s ' é c r i t -  a i o r s  :

, ' ;)-- - €;1,*"€ 
5Q"* 

t '*r*,Lo

F c i . i i -  u n  L e n s e u r  E '  c l - * t r " " I ,  i e s  É q u a ' . i c n s
^ 4 r . , :  ^ - - L  \  ,
i  g  u i  i  5  =  i r  L  g

r n '  
' '  t l

, r " r r  -L35 , I t - .T ï r } t

/vll

"b,-
(X**,** - LXr"îr *'b * X*',r"î") * 

0rr, ,' 
* Xtq*'ç)
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. 
+ 

(xrr,r"rr- t'xîl,xf + Xg,rn) * (X4,",,* xt.,tttr!

nrr= ffi[+ (*rrrv - L\*t,r,", + x1r, -" tù* (X,r, *, * x,r, *"î")

* n l=uo (Xr, ,2, - Lxbî,113* xt.1,"a"1 
) * (Xru,ç * Xrrrr.r)]v "  \  t a t T '  o t d d  6 à ' a l  /  \  ' " 1 ? ' ' ' ' t t t '  

_ ,

n ; Hf*(X u,î,, - tx*î,*")" * X**,*ï,) * (trr, j*, **rrry,l

\r= - T \;"'W(xr, ;r - 'xrr,ù' * x,^,*3.)*(xu ,t^' *t r,'r.)]

4rr= #t+(xir,1'ç- ilzrrlrlc * Xrr,r,r)*(xrr,ï,1* xro:r,n
a . - t ! ^  - : ! L - l -  - ^ . , t  - l - a - - l : - - -  :  l r - . . t - - -  - . . - : ! - : - -  - - t a - : ^ l r - -
! = L ! E  l l i E L l i ! f ! -  ! Ë l L  5 =  5 - E i : = ! û l i S = i  !  ' i  É U L ! = 5  5 r : j : i i = ' - :  i : 3  i i l , : . i = !  i = ! r = 5 .

3.Ë) rrg!_LèqE:-pl_e-ls

D e  n r i n b r e u x  p r o b l è m e s  F r a L  i q u e s  n e  d é F e n , J e n L  q u :  ' j e  C : u x
v a l i . a b l e s .  C e  s o n l  i e s  p r o b i è m e s  p i a n s .  L a  s o l . u L i c n  C e  c e s  p i - o b l è n e s
p e u "  â L l e  c b L e n , ' :  à  p a r L i r  , i e  i a  L h é c r i e  q É n é r a i e .  C e F e n , l a n L ,  i  I  e s L
F i u s  i n s L r u c L i f  d ' é L a b L i r  d i r e c L = n e n L  i e s  É q e a l i o n s  C a n s  c e s  c a s
- - - ! :  ^ . ,  !  :  ^ -
i - : 5 !  L I L U I I = i  5 ,  r , c ]  E a u q L t U ; l ]  5 U ; ! L  É l U r  5  j i i . i i : :  ! i i : i f : E 5  q l i c  U 5 i l S  i =  L A b

* é n É r :  != - , , . ? r  s r  .

i , i c ' - i s  s u F p û s c n s , j s n c  q i i €  L c u l e s  l e s  g i - a n , i e , - i : - s  n e  C é - s e n C : n L  p a s , J e
L a  u e r i a b i e  z .  l i c u s  L r a i  L c n s  s i j c c e s s i u e n e n L  i e  p r ' : b l è m e  a u e c  u n  n i  l  i e u
i s o L r c p =  h c . t c g è n e  e t  i n c c * p a " i b i e ,  e r s u i L e  E L J € . :  i i i " t  r n i i  i e u  h é L é n o g è n e ,
i s ' : L r o p e  e L  i n c c ' n p e r , i b l e .  E n f  i n ,  n c u s  l r a i L o n s  I e  c a s  d u  n i  L i e r - r
h : n c s : È n : ,  a n i s c L r c F a  à  s u n é L r i e  c u i ' i q u e .  D ; n s  c h a , : u n , i :  c e s  c E S ,  n c u s
e > : p i i c i L a n s  l e s  ' j e u x  c a s  c l a s s i q u e s  , i e  C É l c i - , r a L i c ; i  p l a n e  e L  , i e
c c n L r a i n L e  p I a n e .

3 . 6 . 1 )  n i  I  i e u  h c m o s è n e  e t  i s o t r o p e

L e s  r e l a t i c n s  d ' i n c o n p a t i b i l i L é  s ' é c r i v e n L  d . : n s  c e  c a s  :
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- L"**,1"- Llrrrrrt * LLur*s,\= at
.Q '  ^Q .- ,"r1,\*L l l,*, = 'tz,

- Lil,*) + tr*,î" = 1*,
Lir,* = \xt
tir,\' = r.n

. 4

"71 ' -2= "çnT

I e  I o i  ' j :  l ' i o c k e  s ' é c r i  L  p o u r  u n  c e i - p s  i s c L r - o p e  :

i=hlor; hqrs'ù -râi)

t t  - ^ !  !  ̂  - - r ' '  r  -  i e  c i  s : i  I  l e r e n t  e L  V  l e  r a c l c r - L  , l e  F c i s s c n .
/ r t W  

= i i  : =  l i i U : i i l =  : i =  ' -  i S : i . i , i , = i r i = r l i  . .

i - i - - r - - -  i ' 1  a .  â \  J - - -  t ' -  a .  1 \  ^ -  -  - l - - -  .

*"(t.- 
-È;\.,u**5trnrr)) 

*t \z-;;(d"* *5t-q))

. 
** 

o-2 = nnnrî

r8- 
#(olr 

- 
h(q^* %r t gr)) = z*\\* 

i?  ̂  ai

- * ( o:^ -)(6^* *%v, %)) = ,n^t^*
) 5 1  \  t t  , { + V  \  ^ ' r '  2 " t '  t t / /  z  ( ? t } t

*re] ** q \= **,Lvt

-É-  o-  *É-4 -Zb * ,f %- = 4Pa*l

'*r(q, - ;." (6* * %t* %r)) = 
"o'r"lxî

( 3 . 6 . 1 )
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L e s  é q u a t i o n s  ( 2 )  e t  ( 3 )  d u  s g s t è m e  ( 3 . 6 . 3 )  d o n n e n t  r e s p e c t i u e m e n L :

* 
= - L'1r +v) \zt* r*( f*,,* %r)

>'42
àb"

= - Lp! +v) ar** , **tq.* * qï)

q u e  l ' c n  r e m p l a c e  d a n s  l a  p r e n i è n e  é q u a t i o n ,  o n  a  a l o r s  r e s  q u a t r e
É q u a t i c n s  s u i v a n t e s

c-- 
fi,rn"** 5ù. u [*,. +J tq** ,vù . ,*I= zr^?î { L/*n[nr^J

à l>  r r  Lqr \=-Zpr" t .>?\4- ' l -5* àùt '  { r&

tw)

È 
(* q z- ?;q.ù 

---7p1,&

PrrSr= -24tx1xâv*u) -'*r(q^^ *5v)

l e s  r e i a i i c n s  ( 3 . ? . 8 ) , i c n n a n L  I e s  c o n L r a i n L e s  e n  È o n c t i o n , j u  p o t e n t i e i
d e  c o n L r a i n l e  s e  r É , i u i s e n t  d a n s  c e  c a s  à ;

%.* -- - à'hrz/ >y"

nb*= - a"h*l >xL

Ç^7 = ,'irz./ >*àl

o l

%t = -r'#uu là*, - r'***l )*" * L *rvl>,e,

6lv= *|yol>-, - à"4,çl >f

( , . f .  o .  r J

( 3 .6 .  s )

r.t = - * 4w làùr*>' (*s/ 2y



42

l n t r o d u i s o n s  c e s  é q u a t i o n s  d a n s  l e s  é q u a L i o n s  ( 3 . s . 4 ) .  c e l  l e s - c i
s ' é c r i v e n t  a l o r s ;

4rr,V,t* hrr,*0" " (-hrr,1y.,-LÔ31,*"lL -frr,oo) * ,fgy*r."

= zP 1g, * t/*v (t*** au+)

f*s,*) * *(- É rerx* fr*,,r)) = -Ly\w

7*,2). + ({rr ,*- #*},u )) = - L/'1*t

+4"(- fr,,*

*Un,*-

*, t fr*, ry^* 
* (us, zt - *nræ3 * iy,.lg) = - LPa*t

>,(ùzr,*,- ft*,*b* hrr,\" - fr',f) = - '*\*l

,+r\* = - e-Y U n') n?^r* 
" *r( Ç* . 5, )

C e s  é q u a L i o n s  d e v i e n n e n L  a p r È s  c a l c u l  ;

(èx

à

) q
d

l,t -u) ( f , îtxy r *g r.x\ * r tra,*"ï") -- 21* \al* L,'v(1u** \vr)

*r%r= vu+v)trï+ V 
h(-** 

*nzz)

+

O n  p o s e

+ = *,r,
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L e s  q u a t r e  é q u a t i o n s  s ' é c r i v e n t  f i n a l e m e n L  :

(ar) =

(tt**à x22

oo

"r= (

Ç* q.)

q-r %t
oo {$*, j

*(^F) = -2vrw

t*,"tx"

nL
)xà 2\ l= 

-zt^1,xlV*n)'+
">r)

- 2  r LLxw .ry

gurî L"\î

o

o

L e  L e n s e u r , i e s  c c n t r a i n L e s c o r r e s p o n d a n l  s ' É c r i t  a l o r s  ( l o i  d e  H o o l . . e )

n n ; i  i - e p r é s e n t e  l ' i n c o m p a ' " i b i  l i L é  d e  I a  d é f  o r r n a t i c n  i n é I a s t i q u e  e L
q u a i i , i  i e  , n i  I  i e u  e s t  c c m p a t  i b l e  n 1 - -  o  û n  r e t r o u v e  a l .  o r s  l e s
F o t e n t i e l s  d e  c o n L r a i n t e s  c l a s s i q u e s  d e  l a  t h é o r i e  d e  t ' é I a s L i c i t É .

I  I  e s i  à  s i E n a i e r  q i r e  F G u r  a u o i r  u n  p r o b l è n e  p I a n ,  r e  r e n s e u r  d e s
i n c o m p a L i b i i i L É s  ' j o i L  p r e n d r e  a l o r s  d e s  u a l e u r s  p a r t i c u l i è r e s  q u i
i n c l u i s e n L  b i e n  ' i e s  p r o b l è m e s  p I a n s .  N o u s  n c u s  p r r p o s o n s  , 3 a n s  c e  g u i  s u i t
d e  p a r t i c u l a r i s e r  d ' a v a n L a g e  l e s  p r c b l è m e s  p l a n s  e n  e x p i i c i t a n L  I e s
v a l e u r s  q u e  d c i  t  p r e n , à r e  i e  t e n s e u r  d e s  i n c c n p a L i b i  I  i t é s .

a )  x  C a s  d e s  d é Ê o r m a t i o n s  p l a n e s

D a n s  c e  c a s ,  i e  l e n s e u r  d e s , i É f o i - m a L i o n s  É i a s L i q L r e s  s ' É c r ! .  1  ;

( 3 . 6 . 6 )
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N o u s  s u p p o s c n s  q u e  I e  L e n s e u r  i e s  C é f c r m a L i a n s  i n é l a s L i q u a s  e s L  p i a n ,  i  I
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i e  I a  n â r n e  l ' a i o n  q u e  d a n s  I e  c a s , j e s , i é i " c l n a L i c n s  p ! . a n e s ,

n o u s  s i - i . p p o s o n s  q u e  I e  L e n s e u r  â e s  d â f  o r m a l . i e n s  i n é ! a s L i q u e s  e s L  p l a n .

Â 1 1 3 e s L  a l o r s  l a  s e u l . e  c o m F c s g r L e  n o n  n i i .  I  I e  Ê i i .  L e ; ' l s e u i -  , i e s  ' r È :

i n c c m p a L i b i  I  i  t é s .
D a n s  c e  c a s ,  i l  f a u L  p a i - L i r  d e s  r e I a L i o n s  ( 3 . Ê . 3 )  c ù  c n  i n j e c L e  l a
, j e i i i : i è m e  e L  I a  L r o i s i è m e  r e l a i i o n  C a n s  l . e  p r e , ' n i è r e .  L a  q i i a t r i è m e  e L  l a

c i n q u i à m e  r e l a L i o n  s o n ' r  i n â e n L i q u e r n e n L  n u I l . e s ,  a l o r s  l e  s U s L è m e  d e s

é q u a t i o n s  ( : - r . 6 . 3 )  s e  r é ' j u i L  a u  s g s t è r n e  d e s  d e u x  é q u a L i c n s  s u i v a n L e s  :
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L ' a p p n o x i n r a L i o n  d e s  c o n L r a i n L e s  p l a n e s  c o n s i s L e  à  n é g t i g e r  l a  d e u x i è m e
r e l a L i o n  q u i  e s L  L r o p  r e s L r i c t  i v e s  p o u r  I a  n é a l  i L é  [  1 B  ]  p u i s q u ' e l  l e

r l
i m p l i q u e  q u e  A f  d o i L  â L n e  I i n é a i r e  e n  x -  e L  

T  
.

P o u r  l e s  c o n L r a i n L e s  p l a n e s ,  o n  a u r a  d o n c  s e u l e m e n L  l a  r e l a L i o n
s u  i  u a n  L e

Ê*rx,2) = Lr\#,r) ( 3 . 6 . 8 )

L ' a p p r o x i m a L i o n  d e s  c o n L r a i n L e s  p i a n e s  e s L  r . r a l a b l e  p o u n  d e s  p l a q u e s  d e
r - a i b l e  é p a i s s e u r  c h a r g é e s  d a n s  l e u r  p l a n .

3 . â . â : )  l l i  l i e u  h É t é i o g è n e  i s s t r o p e

P s u i -  u n  m a L É r i a u  h é L é r o E è n e  l e s  c o m p I i a n c e s  é [ a s L i q u e s  u a r i e n L
' J ' u n  p o i n L  à  u n  a u L r e ,  l a  L o i  d e  H o o ) l e  s ' é c r i L  a l o r s  ;  

'

. LLrro= SiissU) %t_@)

L a  d é f o r m a L i o n  L o L a l e  s ' é c r i L  ;
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f x p l i c i L e m e n L  e i l e  s ' é c r i L  p o u r  u n  r n i l i e r - l  i s c L r o p e  e L  e n  n o L a t i o n
m a l - r i c i e l  l e  p c u r  l e s  c r m p l  i a n c e s  i t f  1  :
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a )  C a s  d e s  c o n t r a i n t e s  p l a n e s

D a n s  l ' h g p o L h è s e  d e s  c o n L r a i n L e s
c o n  L r a i n L e s  s ' é c r i  [  :
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, i i s L i n g u € f  l e  c a s  d e s  c o n L r a i n L a s  p l a n e s  d u  c a s  o ù  I e s  d é l ^ o r m a L i o n s  s o n L
p l a n e s .  f ' l o u s  a l I o n s  L r a i I e r  s u c c e s s i v e m e n L  l e s  d e u x  c a s .
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L e s  é q u a L i o n s  d ' é q u i  t i b r e  s o n L  s u s l é m a L i q u e m e n L  u é r i f i é e s  e n  p r e n a n L  I e s
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e n  F s n c l i s n  d u  p o L e n L i e l  , i e
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{r,-, = - Srz@) i,vz - Sr^(^) 0r rtx
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{rrL4 = tTsyc*l

1-rr*', = t|*u ol

{^r(n) = S^^@) Q,ry- snrtnt Q,y+Ç}*t*l
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N o u s  s u p p o s o n s  q L r e  l a  d é f o r n a L i o n  i n é l a s L i q u e  e s L  p l a n e ,  c ' e s L - à - d i n e
q u e t T 3 = L \ r = L L r r = e  N o u s  a p p t i g u o n s  a l o r s  l e s
é q u a L i o n s  d ' i n c 6 f r p a L i b i  t  i  t é  a u x  d é f c r m a L i o n s  L o t a I e s .  L e s
é q u a L i o n s  d ' i n c o m p a L i b i t i L é  s e  r é d u i s e n L  d a n s  l e  c a s  d e s  c o n L r a i n L e s
p l a n e s  a u x  g u a L r e  ê q u a L i o n s  s u i , r a n L e s  :
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l , = n s  c e  s U s L è m e  , l ' é q u a L i o n s ,  r i l u s  n ' a i i r n s  F a s  e : : - e i  ! . c i L É  I e s
c c n p l  i a n c e c  é [ a s t i q u e s .  P o u r  u n  n a L é r i . a u  h É t é : - c E è n e ,  c e L  l e s  c i  d é p e n d e n L
, j . e  L e  F c s i t i o n  L r a , j u i s a n i  a i n s : .  l e  L i J F e  d ' h . é L É r c g é n é r i É .  i j o u s
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q u e  n o u s  i n j e c L o n s  d a n s  I a  q u a l r i è m e  é q u a L i a n  q u i  s ' é c r i L  a l o r s
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f q
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+(t^"*, (h**"4,,,)) = o

I  - c>, ' :  ( ru)= S; :+b5i '-  ) \à  \ ' - l  , )  -X

q u e  l ' o n  i n . j e c L e , i a n s  l a  p r e m i è r e  é q u a L i o n  d e  ( 3 . S . 1 r 1 )

-[t'l -s;ùd.1u*(t;- s:) + t4 *,(t;- s;) +,*r1

+ (tt,, 4,î. - âs^, t,t") *(tt,, d '" - És,. +, ,") (3 6. 1 1 )

,fr(tt,, {,*1 - 65,r+,4 * tI,,r, +L\x,'"1 - 'L\,ry= o '
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û u a n d  l e  m i .  t  i e i - i  e s i  h o m c g i n e ,  5 5  e s l  é g a l  à  z é r o  e L  o n  r e L r o u v e
l ' É q u a L i o n  ( 3 . 6 . S )  e L a b l i e  , l a n s  l e  F a n a g r a p h e  ( 3 . 6 ) .

L i u a n l  à  l a  s e c o n d e  é q u a L i c n ,  c ' e s L  c e l l e  q u e  l ' o n  n é g l i g e  h a b i t u e i l e m e n t
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u q t t s  r  q P l J i  u L i r i t u L t  u i l  u E 5  : - u i l L r c l  i i l L E 5  y l . l i l t r i 5 .

b )  C a s _ d e s  d é f o r m a t i o n s  p l  :
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N o u s  s u p p o s o n s  a u s s i  q u e  I a  d é r ' o r n a L i o n  i n é l a s I i q u e  e s L  p l a n e .  D a n s  c e s
c o n d i t i o n s  l e s  é q u a L i o n s  ( 3 . 6 . 9 )  d e v i e n n e n L :
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( 3 . 6 . 1 4 )

e n f i n ,  e l l e  s ' é c r i L  :

s:^ A

Êue c

-],,..

-i,,,,
rJrd,"

' * )  
{ ,

ç

S,or+ tsrrr^ù'

(sir* SSrrrnr)t

(s, :*[S,, tn))

(s,i +

\,,
S

LI
n)

s,, (^)) #,>t *

tt^,,^) f,ut

fl ($^",+s5,,)"

llttm';
[ ( t , ï "  LS^"@

L\--ffi (r++
5S,, t " l )

U I I  I E L I  U U V Etdtf,
E

r h t -
L -

L l u a n , l  l e  r n i  I  i e u  e s L  h c m c , : è n u  S  S l i = O = g
ô

a l  c r s  I ' é q i i a L  i  o n  ( 3 . 6 . 7 )  a u e c

n"-- at

2 w --E_
y '+v

6 . 3 . 3 )  1 1  i l t e u  h o n r o g è n e  a n i s o t r o p e  à  s u m É t r i e  c u b i q u e  :

i ' . l o u s  n o u s  p r o p B s o n s  d ' é l a r g i r  l e s  é q u a t i o n s  ( 3 . 6 . 6 )  d e  K r ô n e r  a u x
c a s  d e s  n i l i e u x  a n i s o t r c p e s .  L e  L e n s e u r  d e s  i n c o m p a t i b i l i L é s  d o i t
i n c l u r e  a l o r s  l ' i n c o m p a t i b i  I  i L é  d u e  à  I ' a n i s o L n o p i e .  N o u s  f o r n u l o n s  I e .
p r o b l è m e  d a n s  I e  c a s  d e  I ' a n i s o l r o p i e  à  s g m é t r i e  c u b i q u e ,  l e  p r i n c i p e
é t a n t  I e  r n â m e  q u e l q u e  s o i t  l ' a n i s o t r o p i e  i n t r o d u i L e .  P o u r  c e  p r o b l è m e ,
n o u s  s u p p o s o n s  q u e  I e  r e p è r e  d e  t r a v a i l  c o l n c i d e  a v e c  l e s  L r o i s  a x e s  d e
s u m é t r i e  c u b i q u e  d u  m a t é r i a u .
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I l o u s  r e p r e n o n s  l e s  é q u a L i o n s  ( 3 . 6 . 3 )  a u x q u e l  l e s  n o u s  a j o u t o n s
l ' i n c o m p a L i b i l i L é  d u e  à  l ' a n i s o L r c p i e  c u b i q u e  q u e  n o u s  n o t o n s  r 4 l - .
C e s  é q u a t i o n s , l e v i e n n e n L  a l o r s  ,  " )

*(q, l;(o***5r.our) 
-- avan*'*4ru (3 â 15)

#(-,,- ft(o^o* Tr * qr) = LP'1,-* tP(,*

+(t* h(%.+!:.-:a))

*,(t* 
-;;(o-* *Çl""%r))

* r-4"- -r l  = 2rntl* z/rnn

fr 
(*T -*U q, = L/* \vrn L/^4r,

-*, 5l .+ o*t : 2YnI-i* v'L!^,

#( 
-r, -#(4* + 6t'b. -rr) = 2Y'l*2+ 2)'' l*\



*. l- {rrrf 
-# t {rr, z'- ,,rz,.,,L- f ,r,^" - f*.,r'.ttr,rÙ

t'*,?. * r{*},"X)* f tu,,*" ft(- t,r, \,- hrr,^,-
tà frr,*î = 7p*?** r,-aln

Ê q

E n  u L i I i s a n L  l e s  r e l a t i o n s  ( 3 . 6 . 5 )  I e s  é q u a l i o n s  ( 3 . 6 . 1 5 )  s ' é c r i v e n L
e n  f c n c L i o n  d u  p c t e n t i e l  d e  c o n t r a i n t e  :

frr,*. -

*(-{ i l , f -{r , ,*)(s 
s 16)

,?ç trt,î"-t,,,*')**ttrx,^"- {*",'r'*

^ À 4rr .#o(- t*r,'" - t**,)*.ttt,{ -- e'rnlr{ zr 4tt

^(- t*,î.-{r*,{I (- {11,.,.*- f*",'"* Lf ,t*l) *

tt*t,u)* h

fr,*r).* t trï,',- f*,,5'* ?-
. l  +v

-  l 1 . f t 1  + lpn4 l-  * r  tg '1-- r ' -uy

_A
4 tv

{p r  4  +  2 ,wn l-t L^t -/ 
"*?

À \ .  v  f  ( t  r  \
Y'x,*1/ *É r"\t Tu,T' - fii,"" ; 

=

e l a t i o n  e t  e n  s o m n a n L  i a  d e u x i è m e
L i o n  , i e u i e n L  i

= *t^1*^ * Ll-*L'**

à1- tr-t\ 
"3 

*;ft- "3T =

' à" (T -a'- 
>.zZ "2' n 5S' "æ3' =

- /#*rt fî1,*' - f^',î'* &

F n  , ' i é r  r o  I  n n n = n f  t  =  - - : - i  à - -  *u r r  u s v s i u . l J l J q r t L  r ù  } J i E i i l I = l E  r

t r n i c i è m e  l e  c . . ^ r : * -  à , L - . . -
r g S L E l l l E  U  E r . l u . 1

t^ "l*l * .*4 
*,

2Y1"îr t*4'rl

a u e c  L a

)+v

_ )
f + v

( 3 .  ê .  1 7 )



** Q? * **ort = Ll'ax * Lt* 4rt

*, 
6îl * h 

o', = 2r1*r*'n\xt

- k*r (- trt, "" - f**r1r+ L{*1,'-r) *tr *oÇ tn,r. - fu, "l
= Yv.It.\+ LP4^r'

s6

A r r e n | , l ' : l l e r  n l ' , c  l . . i -  . - - l ^ , , r -y r i . i s  i t r l n ,  c , i t c u i o n s  l e s  e x p r e s s i c n s  , 3 e  r 4 t . , , f - n s  l e  c a s
p  l a n .  - T

Ca I  cu I  , ie  rn l  . .- 
""i

nti--- €i!*^€;t-fss^ ti,t €r-vLryn{r-ffi}, 
,,

i e  c a l c u l  s e  i a i L , i e  L a  n ê r i r e  f a ç c n  q u e  ' i a n s  l e  p a r a - r r a p h e  ( 3 . s )

O n  p o s e  :

- l  / -  I

L;i-- bb;jtQ. qt

q u i  s ' é c r i t  e n  f o n c t i o n , j u  p o L e n t i e l  d e  c o n L r a i n r e  i

/ri= ÉSrjt"t ( e [n-* €l-r^*+,----,^,

S a c h a n L  q u e  p c u r  I ' a n i s o L r o p i e  c u b i q u e :

- .  
1

5 S4tt- = lJ' 
E=,t'rti, 

s artt,e
F

. l
L i , t ' é c r i L  a l o r s :

, 'ri = Ht Sif6irSl-06t, (- €h,n,^*€!,r,^f^^,nù
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Êprès  , i é r . i e  I  cppemen t ,  on  t r ouve  :

c l  t r l  ,
Qxtt = - l -1 9n,*

dr* = - H'fro,.t

L'tÈ = - H'( 4tt, xL- 2 fry,*2* f*^,1")

= H' (tXr,*, -Ll*1,"ï n f .*,*'y)

= H' ( t l  ula + hrr,r)

|  ^ r t ^ - r ,  - l ^ - -
, . 5  

g L l  r L  û l u r :

T

Êpi-è s ce I  cu L ,  cn i rururre :

' 
,j= 

e iL* e io-. tï^, nt

\'r*= '' ( ttt,*"î' - Yi rl,-?, + f ,^,2r)

- H' ({rî,*'î - Lf*yxL*p * f '',n'*1,)

A ( {îî,*,- f**,r"* t{*},.r) --#A[-tir,î"-trr,*)

r ô  ^  4  ô \
\ ' J . | 3 . t . 5 J

|  - 6
)13 -

rLl -

4r,
\itt

l ! :9
E n  r e m p l a c a r L  d . *  e L  r r { O " ,  d a n s  l a  C e u x i è m e  r e l a t i o n  , J e s  é q u a t i o n s
( 3 . 6 .  1 7 ) ,  c e  l . 1 e - c i  s ' É c i i  L  a I  o r s  :

)

4+v

- :lH o (- tn,,,"* x{*1,."î +.",11 + \t(ol'** arr)
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C e L L e  r e l a t i o n  s ' é c r i L  e n c o r e  :

^(- frx,*"- t *,1'*rf,1,-ï)= -
l -9 ,w

\
+ / v l  I.?I ,

Fr' (,{ t v)
^l- t*,ï. - t,,,-)

t*,*)

q u e  l '
^  I  - - ^q  I  u l  5

)

A+v

i  -  i 3 -

|  ^  ^ . , - t  \
I  E  5  U  5  L E

I
^ ^ / an n . v ^ -t5 t

2pl /+v) (.nt*
lf H'(l+vJ -,'t

d a n s  I a  F r e m i è i - e  r e i a L i a n  d e s  é q u a L i o n s  ( 3 . 6 . 1 7 ) ,  r n  a
) t  a - . ,  ^ r :  ^ * ^  ^ . , : , ,o  e q u ê L l o n s  s u i L , a n

o

(U +n) (,t-zpu'(t+v))

+ .

a ô tr r 
-- LIL /'lza * 2r \!*

'ffi('l.,**4rr)
e

2- o*t ** 5t = tr'Lzt

%t * *u 
u", - a*rt*l

*r( t,r,*'- {r,'1t+ Ll^,,-)*à 
| trr,1 -

àxà2

ZL
) r . à u

0

_ À
^ + v

: e/. r1**+ LtrH'(- { rr, ̂, - f ,r, ,r, +"f*},"f)*t

L e  s u s t è m e  d e s  é q u a t i o n s  s ' ê c r i l  e n f i n  :

A^^ fsz= zyrLzz+ rAH'( {rr,* * trr,rr) B
;,

+ n-r*fi %r= "rrzà

# %l'#nt=2,,'1xî

,È %' = c,L.-* r+ (q,* %r)

( tl^** "trr)

( 3 .  6  .  1 8 )



=q

Êve  c

D= v  / , , t  + l *H l
À+v I  /+v

L a  , j e u x i è r n e  e t  l a  L r o i s i è m e  r e l a l i o n  d e s  é q u a L i o n s  ( 3 . 8 . 1 8 )  s o n t  l e s
m ê m e s  q u e  p o u r  u n  m i  I  i e u  h o m a g è n e .  L ' a n i s o t r o p i e  d u  s g s L è m e  c u b i q u e
n ' i n t e r v i e n t  p a s  d a n s  c e s  ' â e u x  r e l a L i c n s .

P c u n  u n  r n i  l  i e u  i s o t r c n e  .  H '  '  o  c n  a  a l s r s  :

A = ( ,1 -v)

B=-2/rv

c =-  4P(,1+v )

D= t ' r

f ' . i c i i s  r e L r c u , ; c n s  ' i c n c  l e s  É q u r a l i o n s  ( 3 . 6 . 6 )  C u  r i i l i = u  h o m o g è n e
e t  i s a l r o p e .  R e L n c u t r o n s  I e s  t ' o r r n u l e s  d a n s  c e  c a s  d ' a n i s c L r - c p i e  p o u n  l e s
C é f e r m a t i o n s  p l a n e s  e L  p o u i '  L e s  c o n L r a i n l e s  p l a n e s .

a )  Cas  des  dé f  o rma t  i  ons  p  I  ane_E  :

D a n s  l e s  m ê m e s  c a n d i t l o n s  q u e  c e l i e s  d u  p a r a g r a p h e  ( 1 . 6 . 1 )  a ) .  L e
L e n s e u r  d e s  i n c o m p a t i b i - I i t é s  i n é I a s t i q u e s  s e  r é d u i t  à  t a  s e u l e
c o m p o s a n t e  â J r .  e L  l e s  c o n t r a i n L e s  f i . '  ,  6 r ,  s o n t  n u I  l e s .  L e  s g s t è n e  d e s
é q u a t i o n s  C e i ' e . t s l  s e  r é d u i L  a i o r s  a û x  a Ë û x  é q u a t i o n s  s u i v a n t e s  :

A ̂  t fz&= Lho?Ss* 2,H' ({ l l , , t  * t l l , tr)

v

t"y

( t+

t -

1r H'

A= y(,r
4+v  \

6 = 2p"/

L

H.( l  +  r t )

) - )V+

c=-L/"1 h+&z-H'

%t= o(ca*"Tr)

( 3 . 6 .  1 9 )
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C e s  d e u x  é q u a t i o n s  r e d o n n e n t  I e s
h o m o g è n e  e L  i s o p t r o p e  a v e c  H '  =  o

é q u a L  i  o n s  c o r r e s p o n d a n t e s d u  m i  I  i e u

b )  C a s  d e s  c o n t r a i n t e s  p l a n e s  :

L e  t e n s e u r  d e s  c o n L r a i n t e s

or*

orï

D e  m â m e  F o u r  i e  l e n s e u r  d e s

l a n ,  i I  s ' é c r i l

\

2 "\

,'â o I
")

r L i o n s  i n é l a s L

f n

6"

6

c

t r m

fi,r

ô

i l i d

s t

I

f o

e

o-rj =

d o n c  :

r q u e s ,  q u i l - - - -
u u i t t r E

( 3 .  ê .  e0 )

- r - - ^  r ,  : - - - - - - '  i h i  I  i t É  Æ lq r u r  s  r  r r ( - u r i F . i = L L i ' ! !  t " a  , ' L 1 7 .

D a n s  c e s  c c n d i L i c n s .  l e s  É q u a t ! . a n s  ( : r . 6 . i 5 )  d e v i e n n e n i :

ô
?-
51' (** -#(q.-*

o à '
* o- F^u

ërL è5 6

* t Çxtt%ù= ,n4rz

+ ' t

#(o*'1%ù=LtnL' ,,

Ç3 **" -, r = 2tu4r,

%,.# ws= L*4^1

*r(*..%r)= 2*n:*,,

%r) *,(q, -#('***'r,)

= Lrarf z*n)r,

4+v

À+v

e

- 
r*î

à t ) q
0

A + v
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ê  p a r t i r  d e s  r e l a t i o n s  ( 3 . 6 . 1 8 ) ,  o n  a  I e s  v a l e u r s
f o n c t i o n  d e  F , ,  ( 3 . 6 . 5 )  l

'**= - H' %rr\r--o

- l-tt Çnj, rt

st oir,r1

H' \ f  g l t *u +

0

t  a  ^ - :  !  .g L I  I  L

ae o{g oui s o n t  e n

' n l =
(-aï
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7v1 |u3T

N.'lt,"t'. =

r41
r_ )tz _

d

L a  p r e m i è r e  r e l a t i o n  s

= O

= O

{,,,rù

-hcÇr,I*+#%T,T"*

* L o--p *î = L/* att â4 ({l

#c"u^"-ft%2,n,
( trr,ru\ * tr, , ç)

L a  d e u x i è n i e  e L  I a  t r o i s i è m e  r e l a L i c n  d c n n e n t  s u c , : e s s i , . , e m e n t  :

que

%-r^,,,rct Ctr22o+L

6.rc1Xr. = _ 
%1,ï"

n o u s  r e m p l a ç o n s  d a n s  l a  F r e r n i è r e é q u a L i o n  :
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E n  r e m p l a c a n t  I e s  c o n t r a i n t e s  p a r
o l  u !  5

I e  p o t e n t i e l  d e  c o n L r a i n t e ,  o n  a

AAd + rrH'-_ t**et (t,'.,, \
+ f,qq I'  o  I  3 .6 .a1)

n - - -  I  ^

a v e c  *  =  * *
^ - !  ^ ^ l  I  -  - . . ^

l - - c o n L r a i n t e s  p l a n e s ,  c ' e s L  I a  s e u l e  é q u a L i o n  à  r é s o u d r e
E n  e f f e L ,  I a  d e r n i è r e  r e l a l i o n  d e s  é q u a t i o n s  ( 3 . 6 . a 0 )

c n  n é g I  i g e  d a n s  I ' h u p o L h è s e  d e s  c B n t r a i n l e s  p l a n e s .

3 . S )  C o n c l u s i o n :

D a n s  c e  c h a p i t r e ,  n o u s  a u 0 n s  é t a b i  i  u n e  é q u a L i o n  a u x  ' l é r i , . , é e s

F a r t i e l  l e s  f  o r m u l é e  e n  c o n L i - a i n t e s  p o u r  l e s  i n i  i  i e u x  h é t é r o g è n e s ,
a n i s c L r c p e s  a v € c  d e s  d é f c r n a L i o n s  i n c o m p a L i b i e s .  C e t L e  é q u a L i a n  E u : {
' i é n i . i ' é e s  F a r t i e i l e s  e s L  s e m b l a b l e  à  l ' é q u a L i o n  ( 2 . 3 . 1 ? )  f  o r m u l é e  e n
, i é p l a c e m e " i  a - n s  I e  c h a p i t r e  I  I .

f ' { o u s  a u o n s  F a i - L i c u l a r i s é  c e l L e  é q u a t i c n  a u x  d É r i v É e s  p a r L i e l  i e s .  a u
c Ê s  ' i ' u n  n i  I  i e u  h É l É r o g è n e ,  i  s a t r o p e  a u  I ' h é l É r o - E É n é  i  t é  e s I  r n e s u r É e  p a r
L a  v a r i a t i o ; r  d u  m o d u l e  d e  V o u n g  e t  d u  c o e f f i c i . e n L  d e  P o i s s c n  € È  a u  c , r s
' i ' , - i . n  m i  I  i . e u  h c m c g è n e  a n i s o l r o F e  à  s u m é t r i e  c u b i q u e .

P o u r -  i e  c a s  p a r L i c u l i e r  d e s  p r c b l è m e s

s i i c L - = s s  i v e i r e n t  -  I e  c a s  d u  m i  I  i e u  h o m c E è n e  e L
I e  c a s  ' l u  m i  I  i e u  h é L É r s g è n e  i  s c L i - o p e  e L
- * :  - ^ ! - ^ - -  ;  - .  - é l - i c  , - " 1 - . i  n , ' e  l r - ^  Â - , , - r  i  - * -i i i i S u L L  u ! - ! E  a  > u l i r E t t  t ç  L u u t , + u s .  u t r : 5  ' = q i . l u L I U l l s

p a r t  i  c u l  i e r  p o u r  l e s  d e u x  c a s  ' j e  ' j É f  o r m a L
p i a n e ,  q u e  n c u s  a u o n s  e x p l i c i t é  d a n s  c h a c u n

p l a n s ,  n o u s  a r J o n s  t r a i  t é
i c n l r n n e  I r e i i É  n . r r -  K r h n e r

c e  l u i  d u  m i  I  i e u  h o m a g è n e
s c n t  a l o r s  p i u s  s i n p l e s ,  e n

i o n  p l a n e  e t  d e  c o n t r - a i n " e
J - ^  ^ - ^  : , ,  - - - L 1 : * -  - l  - -u E s  L q s  u L r  P r  u u I E i l i ë  P ! c l i l .

D a n s  i e  c h a p i t r e  s u i u a n L . .  n 0 u s  L r a i L o n s  d e s  m é L h o d e s  d e  r é s o l u t i o n
d e  c É s  é q u a t i o n s  a u x  d é r i v É e s  p a r t i e l i e s  p a r  I ' u t i l i s a t i o n  d ' u n e
É q u a L i o n  i n L É g r a l e .  f l o u s  p r é s e n L o n s  a l s r s  u n e  m é L h c d e  e x a c L e  a v e c  d e s
c o n d i  L  i .  o n s  a u > :  I  i m i  [ ê s  n o n  n u I  I e s  e L  u n e  n é t h o d e  a p p r o c h é e  p o u r  i e
m i l  i e u  i n f  l n i .  D ' a u L r e s  m é L h o d e s  d e  r é s o l u t i o n  d i r e c ' " e s  p e u u e n L  â L r e
u L i l i s é e s .  i l c u s  F i - é s e n L o n s  u n  e x e n p l e  d a n s  I e  c h a p i t r e  U .
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E q u a t i o n  i n t é g r a l e  p o u r  l e  p o t e n t i e l  d e  c o n t r a i n t e s  d a n s  l e s

n i  I  i e u x  h é t é r o g è n e s  e t  i n é l a s t i q u e s

4 . 1 )  l n t r c d u c L i o n

4 . ? )  P r o b I è n e  t i ' i , i i r n e n s i o n n e l

4 . ? . ! )  D é f i n i l i a n  e t  p r c F r - i e L é s , j e  I a  f o n c L i o n  d e  6 r e e n

4 . e . e )  R é s c l u t i o n , j e  i ' é q u a L i c n  a u x  d é r i v é e s  p a i - L i e i I e s

4 . 3 )  P r o b i è n e  b i d i m e n s i e n n e l

4 . 4 >  s o l u L i o n s  p o i i r  u n  m i l i e i i  i n f i n i  -  s r s l u L i a n s  a p p i - r c h É e s  -

4 . 5 )  C o n c l u s i o n
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IU)  EQUÊTIOH INTEGRRLE POUR LE POTENTIEL I }E  CONTRRINTES DÊNS LEs

I l IL IEUX HETEROGENES.

4 . L )  I  n t r o d u c t i  o n

L e  p r o b l è n e  e s s e n L i e l  d ' u n e  t h é o r i e  m é c a n i q u e  e s t  I a  r é s o I u L i o n  d e
I ' é q u a L i o n  a u x , j é r i u é e s  p a r l i e l l e s  à  I a q u e l l e  a b o u t i L  l a  f o r n i u l a t i o n
d ' u n  p r o b l è n i e  d o n n é .  E n  m é c a n i q u e  d e s  s o l  i d e s ,  c e s  é q u a t i o n s  s o n r
s o u v e n L  r É s o l u e s  d i r e c t e m e n t  p o u r  i e s m i  I  i e u x  h o m o g è n e s  e L  i  s o L r o p e s  .
P o i : r  i e s  m i  I  i e u : <  h é t é r o g è n e s  e n  g é n é r a I  e t  e n  p a r l i c u l  i e r  p o u r  I e s
m i  I  i e u x  n i i  c r c h é L é r a g è n e s  p G u r  I e s q u e  I  s  o n  c h e r c h e  l e s  p r o p r i é t é s
e f  f  e c ' r i r . r e s  n a c r o s ' : c F i q u e s  e i  I e s  c c n c e n t r a L i c n s  d e  c o n L r a i . n L e s .  o n  a
s c u u e n L  i n l e i ' ê L  à  l i - a n s f c r m e r  I ' é q u a L i o n  a u x  d É r i v é e s  p a r t i e t l e s  e n  u n e
É q u a t i o n  i n L é g r a l e  e n  i n t r o d u i  s a n t  u n  t e n s e u r  d e  6 r e e n .  c ' e s t  c e  q u i  a
é L ê  f a i t  p c u r  L a  f o r m u l a t i o n  € n  d é p I a c e , n e n L  e L  c ' e s L  c e  q u e  n 0 u s
F r 0 p c s c n s  d a n s  c e  c h a p i t r e  F s u r  I a  f c r n u t a l i o n  e n  p c t e n L i e l  d e
c c n L r a i n L e s .

l i o u s  a l l o n s  l r a n s Ê c r n e r  I ' é q u ; L i o n  e u : <  C é r i , - , É : s  p a r i i e l l e s  ( 3 . 3 . i S )
e n  u n e  e q u a t i c n  i n l é g r a I e  à  i ' a i . c e  , i e  i a  f  c n c l i o n  c e  G i - e e n .  N o u s
L r a i  L c n s  l e  c a s  t r i d i m e n s i c n n e l  e t  I e  c a s  b i d i n e n s i  o n n e l  s u c c e s s i , , r e m e n t
, i e n s  i e  c a s  d ' u n  m i  l  i e u  h É t É i - c g è n e  e l  a n i s c + , i : o p e .  E n s u : . r e ,  n c i - i s
d o n n o n s  u n e  s o i u l i o n  s o u s  l a  f o r m e  ' j ' u n e  é q u a L i o n  i n L é g r a i e , j c n L  n o u s
i n , i L q u c n s  u n e  m é t h o d e  d e  r é s o l u L i o n  a p F r c c h é e .

4 . 2 )  P s s i t i o n  d u  p r o b l è m e

L e s  É q u s L i c i - t  s  a u x  d é r i v É e s  p a r L i e L l e s  à  r É s o u d r e  s ' é c r i , ; e n L  i c i  :

( " )

i n c c m p a t i b i l i L é  d u e  a u x  C é f o r n a l i o n s  i n É l a s t i q u e s

i n c c n p a t i b i i i l É " ' i u e  à  l ' h é t é r c g é n é i L é  e i - / c u  I ' a n i s o L r o p i e

' 4  c e t l e  é q u a l i c n  i I  f a u L  a s s c c i e i -  I e s  c o n , i i t i o n s  a u x  l i n i t e s  s u i
s ' é c r i v e n t  e n  f o n c L i o n  d e s  c o n L r a i n t . e s  :

Xtr, h.L,'.' ^-('' -- nl t;@) +at; \ r ,  Ê .  I  - , ,

"Lrj

4ij

^+ (4 .  a .  e )



4 . ? . 7 )  n É f i n l t i o n  e t  p r o p r f t i i j g  l a  f o n c t i s L L e  S f e e n

P o u r  c a l c u l e r  I ' e f f e t  d ' u n e  s o u r c e  d ' i n c u m p a t i b i l i t é  s i L u é e  e n  u n
p o i n t  n j  s u r  u n  p a i n L  r l  ,  n c u s  c h e r c h o n s  d ' a b o r d  I ' e f  f  e L  d ' u n e  s o i i r c e
d ' i n c o m p a t i b i  I  i t é  u n i L é .  L ' é q u a t i o n  c o r r e s p o n d a n t e  s ' é c r i L  :

ÂÀ t l4r ,n-)  = 5(^-^)

i l { ^ , n  )  e s t  a p p e i É e  f  o n c l i o n  , i e  Ë r e e n

è ( n - l u  )  " = t  
I a  f o n c i i c n ' j e  D i r a c  d é f  i n i e  F a r '  :

f(^-^)itn) 
&'-- l(^)

|  -  ! - * - r :  - *  I ^  r a * - - -  ^ - !  ^ . . - l ! - :  - . . --  L O  L  U ! r L  L  I  U i l  U C  C r  = E i l  E l  L  : U i l r C  L l  r  t U E

-  f n  u ' . i  I i s a n L  c e L L e  t a n c t i c n ,  c n  p e u r -  o b l e n i r  l a  s c l u L i e n  ' j e  i ' É q u a t i c n
. t - ta i - j e c  i I &  n * o  i  e t  ' i e s  c c n É i L i c n s  , = i . r . : <  i i n i i e s  h c n c g è n e s

( n u l i e s ) ,  '  
I a  s o l u L i c n  d e  l ' é q u a t i o n  a v e c  ( r y , È  q !  =  o  )  e L  d e s

c c n , i ! . ' "  i  c n s  a u i :  i  i m i  l e s  n c n  h o m o g è n e s  t - d i  f  f  é r e n ' . e s  d e  z é r ' a )  e i  à  c a u s e
â e  i a  i  i n é a r i L É  , 3 e s  é q u a i i o n s ,  p a r  s u p e r p o s i i i c n ,  c n  o b t i e n L  1 a
^ - 1 . . i : - -  l ^  l r L -\ u r r i L i r i , i  l i t r  r  = r ; u E L i o n  n o n  h c i r c g è n e  (  n { 9 L  m t  +  O  )  a u e c  C e s
^ - - l :  ! ;  - - -  - , , . .  i : * :  !  -  L - - - - : - ^ ^  

e  r v

L U i r u l L r u r i :  É u i -  ! ! i l r t L = 5  i l u i l  l l u r i t u : J E i l g 5 .

L Z . ? )  R é s o l u t i s n  d e  l '  É q u a t i a n  a u x  d é r i u é e s _ _ E À r _ i j € l _ ! r _ g

t l À ! , F  F ^ n F  l  , l - , . - l  i  - -  (  4  , t  1 \  - . . i  ^ '  L ^ - )  Lr r u u s  r E P r t r i r u i r 5  i  r J q u q L I u t r  r . ' . 1  . É . J - - ,  r . { L r 1  5  t r L l  L L  :

À AX Lj -- 44 * nlri

c n  F E S e :

"tii= tri+ aLi

^ A X:j (^) i *l'i , tn)

I ' é q u a t i o n  d e v i e n t

( 4 .  ? .  3 )



- - -  -  Â Ê

Ê  l a g u e l l e  n o u s  a s s o c i o n s  I ' é q u a t i o n  r e l a L i u e  à  I a  f o n c t i o n  d e  G r e e n

AÂ q.n, L') = Sçn-,t) \ 4 .  a .  a ,

e n  m u l L i p l i a n L  l ' é q u a L i o n  G . ? . 3 )  p a r  U { q n J )  e t  I ' é q u a t i o n  ( 4 . 2 . 4 )  p a r
X r )  e t  e n  f a i s a n t  I a  d i f f é r e n c e ,  n o u s  o b L e n o n s  i

5("-'') Xiir, - n;f,') tltrq,tr) = X;j(") Aôtt(nr N) -tttn,n') Lb\ii!)

e n  i n L é g r a n l  s u r  l e  u o l u n e  d u  r n i l i e u  e t  e n  c h a n g e a n t  f u '  e n  Â -  o n  a  :

Xrltnt =)rrrr)t{,, N)&|*ltr, (t) bnrttn,i l)-rta, rv) Lbxil,\
- 

/u, ' )u'

l l o i i s  c a l . c r - i .  l o n s  C ' a b c r d  I a  ' i e i - n i è i ' e  i n l É g i - a i e , i u  m e i n b n e , l e , l r c l L e  ;

\ ( xr, [^') ôô u(y., N) - \\rtn',) LLx;i (d)) d^/l
/ \  i  t  I

n o u s  p s u u o n s  é c r i r e  p a r  L a  f o r m u l e  d e , j é r i u a L i s n  d ' u n  p r o , i u i t  :

XrjL*') (n,tJr'È u; Vl,n,N),6pu+x;s,^1.\l,n'),b),^( x;;t" )

- (X4, h-t/.,) tl[n1ru),lcn + Y ;i,r,^*h.,,,-1n') tt{nr nù,,

+ Xijr r^ r^.[b ç*) u{n,N)
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E n  p a s s a n L  à  f  i n L é g r a l e  d e  s u r f a c e ,  l a  s o l u t i o n  s ' é c r i t  a l o r s  ;

x|u)=Jr!'.o(,rJ) \,t1rt' )J.' -l!.**t,ut^r^r),u,**Xii,,*r.(,{) ut^,^),t)r*^/s'

/

I (*r, ,[) W,,,:,ln,j \;i,,,'to,-(',,,n,)) rnrls' (4 a s)
)  

\  d '

s'

a v a n L  d ' a l l e r  p l u s  I o i n ,  e x p l i c i L o n s  d a , , , a n t a g e  l e s  c o n d i L i o n s  a u x
I i m i L e s .

= qj*t

= - €iL* €ll,* $*'*,L0 ̂ 4

tlro( x,*^ *h"Xu t'-.-")
Ç*,* 

=

\  s ' é c r i L  e n f i n

\ =( ." ei[* €it^-X*n^,[t #(xrr,rh6Lj 
-\ rr,iiÙ ̂,

{*^,h0 -- 2/'t ' .,(X*^.,te *h" Xrr, d.É*ù

N4 = o Sr,^, 5

L e s  c o n d i  L  i  o n s  a u x  I  i m i  L e s  p o r L e n L  d o n c  s u r  l e s  d é r i v é e s  s e c c n , j e s
de  X r : .^d

P u i s g u e  l e s  c c n t r a i n L e s  , i é p e n d e n L  u n i q u e m e n l  d e s  d é r i u é e s  s e c o n d e s  d e
X i ï t n ) ,  p a r  c o n s é q u e n l ,  o n  p e u L  i m p o s e r  e n  p l u s  I e s  c o n d i L i o n s

su i u'an te s sur Xi5 .

Yr),y,..= o 5^^ S
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C e s  c o n d i t i o n s  a n n u l e n t  l e s  i n t é g r a l e s  d e  s u r f a c e  d e  l a  r e l a t i o n  ( 4 . e . S )
c o n L e n a n L  X i j  e L  X t j r r *  l a  s o l u t i o n  d e v i e n t  a l o r s  :

Xrit4 = 
Irlrr(/) 

tltqd ) du)'- 
[tr-h(d) 

t)\rtN),(*ds'

(

-J X ij,r*L'*(/) I\n, *') r'p/s'
st

D e  p l u s ,  n o u s  a j u s L o n s  l a  f o n c t i o n  d e  G r e e n  a f i n  q u ' e l l e  s o i L  n u l l e
e n  s u r f a c e  e L  I a  s o l u t i o n  d e v i e n L

. l t
Xrit^t =)r:,ou"') Wtnj) *'lX4,,^*L(/) \n,N\"^u/,t 

(4 a 6)
'vt o 

s,

t a n s  l e  c a s  , l ' u n  r n i l i e u  h o m o g è n e  ̂ t ' r , t n ?  C é c o u l e  u n i q u e m e n L  , i e  l a

l : : : : ï : : : " ^ ^ i n é l a s L i q u e  
e L  e l  I e  e s L  '  d o n c  i n , i e p e n d a n t e  , r e  X i 5 ( , r , ) .

L  e q u a r i o n  s e  r e d u i t  à  u n e  i n L é g r a l e  s i m p l e  p o i - i r  I e  p r e n r i e r  L e r m e .

l " l c u s  a l l o n s  , j o n n e r  I a  s o l u t  i o n  , l e  I ' é q u a t i a n  i n h c n o g è n e  a u e c  , j e s
d é f  o r m a L i o n s  i n é l a s t i q u e s ,  1 a  s o l u t i o n  d e  I ' É q u a L i c n  i n h c n r o g è n e  a , " r e c  , j e s
L n c o m p a L i b i t i L É s  d u e s  à  u n e  h É L É r o - E é n é i L É  o u  u n e , r n i s o t r o p i e .  C e s  d e u x
s o l u ' " i o n s  s o n t  c c n s L r u i t e s  a u e c , i e s  c o n d i l i o n s  a u x  I i m i L e s  h o r n o E è n e s .

f n s u i t e ,  n o u s  c h e r c h a n s  l a  s o l u t i o n  d e  l ' é q u a L i o n  h o n o g è n e  a u e c , j e s
c o n d i L i o n s  a u x  I i m i L e s  i n h o r n o g è n e s .  L a  s o l u L i o n  g é n é r a I e  e s L  l a  s o m r n e
d e s  t r c i s  s o l u L i o n s  p a r L i c u l  i è r e s .

L a  s o l u L i o n  p o u r  I e s , d é È o r r n a L i o n s  i n é I a s L i q u e s  s ' é c r i L  :

. . (

X,,, [n) = \ {, ,(N) I4n,N) datr
' )v, 

''l
( 4 .e .? )

\ i i ( n /  d a n s  c e L t e  r e l a t i o n  d é c o u l e  u n i q u e n e n t  d e s , l é f o r m a t i o n s
i n é t É s t i q u e s .
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i n c o n p a L  i b i  I  i  t é s  d u e s  à  u n e  h é t é r o g é n é  i  t é  e t l o u
d e  f a ç o n  g é n é r a l e  i

L a  s o l u t i o n  p o u r  d e s
u n e  a n i s o l r o p i e  s ' é c r i t

Xij (,,) -- 
Jr!rv''-) 

rdn ,,t) dw'

h  ê v h l  i  n i  I a, , . - ^ F

I

\ - €1h.,*, (t9"*

| .- , I- ( 5 S @') €r*, €,r,^ Lo rnobX^b ,;! \W,n')du'L 
**P1 -PÂu -  

fsw 
-  Eu 

J,h{

d e  f a ç oq u i  s ' é c r i t

u i l  I J U 3 =

X;y (n-) =

xgt^) =J li;u,ht, k,d) d^/'= 
f$"j.r 

nl te''- f"iqug,r
=/,!50e, 

L%,() nrts'-llult tL,s nrds'*lr,\rr*

Srrr* = -e iÀ*. €àL--[tt*rt'i €p-t€1.*cin L f,a[r-,"Ù

/ur

V,h't- àu'

l e  d e r n i e r  t e r m e  s ' é C r i t

€ ;6 * é 1 r ̂ 5 s* flq € ? * t ?, nC E *r-a\' a,fl u!, N ), k t. fu '
/
l

X;; (n)=l-'-à 
J
v l

P a r  , l e s  i n t é g r a t i o n s  p a r  p a r l i e s  s u c c e s s i v e s  e È  e n  a n n u l a n t  & g  e t  X n l o r n
e n  s u r f a c e  l a  s o l u t i o n  f i n a l e  s ' é c r i t :



Xi t"t s 5 * lpà( r * t€ 1 .,' i r,^*t't(^, d ), uo ), nI 
^ t $l dt r

r(
* 
J 
n,o*, rn -l rs **/r € r nt€ r,*.î,.o,b x ̂ rlfl-\ \r{n, N ) t 2 rn 1o/ sl

s, J

l a  s o l u L i o n  p o u r  l e s  c o n d i t i c n s  a u x  I  i m i t e s  s ' é c n i L  ;

( 4 . 3 . 9 )

f n  a - i o u t a n t  I e s  s o l u l i o n s  G . i . 7 >  ( 4 . 1 . s )  e l  ( 4 . 1 . 9 )  a n  o b L i e n t  I a
s o l u t i o n  g é n É r a l e .  S i  n o u s  n o t a n s  I e s  L e r m e s  e n  s u r - f a c e  { i g  ç a ; ,  c e l t e
s o l u t i a n  s ' é c r i l  :  ù

X;, tr) = 
l,X 

ij , r*h tnr) t^t^ , N), h"rvt * à sl

Xri(^) = Xïit"l - [ tl,,(n) u{i",4 d*'
'  )v r ' " )

O V E  L

7S

l:6**€;t*

I ,

- \ ( €iL*^Éit^^
/rr) ù

- 
L:,r* 

€i;*f t- */q€ent€r,ncrn*LXo'b :I\ul,^,^'), rr^pàs'

( 4 .e .8 )

( . 4 . 2 . 1 0 )

5 5,,* .t/q € r.t € q, nai,,o,r,(^, d h t )'{ ,'.o @' J lu'

Xi;t*l = 
| 

X ))t",.6t/) tt(n, N),brv--à s(
r /

5'
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C e t t e  é q u a t i o n  i n t . é g r a l e  p o u r  l e  p o t e n t i e l  d e  c o n L r a i n t e  X  e s L
a  r a p p r o c h e r  d e  l ' é q u a L i o n  i n t é g r a l e  , j e  B e r u e i  I  l e r  e t  Z a o u i  [  ?  ]  p o u r
I a  f o r m u l a L  i  o n  e n  d é p  I a c e m e n t .
D a n s  l e  c a s  o u  5 S  - -  o  ( m i  l  i e u  h o m o g è n e ) ,  e  I  l e  c o n L  i e n L  1 a  s o  I u L  i  o n  d e
K r Ë n e r  [  5  ]  e L  d a n s  l e  c a s  o u  , y , t  - - O  ,  e l  I e  c o r r e s p o n d  à  i a  f  o r m u l a t i o n
d u a l e  d e  c e l l e  d e  D e d e r i c h s  e t  Z e t l l e r  [  4  ] .

C e t t e  s o l u l i o n  c o n L i e n t  u n  L e r m e  s u r f a c i q u e  e L  d e u x  t e r m e s  q u i
d é p e n d e n L  d u  v o l u m e .  L a  f o n c t i o n  d e  G r e e n  d e  I ' é g u a t i o n  G . ? . i 0 )  d o i t
ê L r e  c a l c u l é e  p a r  s a  r e l a l i o n  d e  d é f i n i L i o n  e t  a j u s t é e  à  ê t r e  n u l l e  e n
s u r f a c e  p o u r  c h a q u e  t g p e  d e  p r o b l è m e .

Ê f i n  d e  s i r n p l i f i e r  c e  f o r m a l i s m e ,  n o u s  p r 0 p o s o n s  d e  r e d É n c n I r e r
c e s  r e l a L i o i . - s  d a n s  u n  c a s  d e  c o n L r a i n L e  p l a n e  d a n s  u n  r n i  I  i e u
h é l é r o g è n e  -  i  s c t r c p e .  E n  e f f e t ,  d a n s  c e  c a s  l - e  t e n s e u r  p c L e n l  i e  I  d e
c c n L r , : i n L e  s e  r é d u i L  à  u n e  f o n c L i o n  s c a i a i n e  ( f o n c t i o n  d ' É r i r ! i  )  q u i
u é r i f i e  u r ' e  s e u l e  é q u a t i s n .

4 . 3 )  P r o b l è n e  b i d i m e n s i o n n e l

f ' l o u s  a L r o n s  v u  q u e  l o r s q u e  l o u L e s  I e s  g r a n d e u r s  s 0 n l  i n d É p e n d a n L e s
d e  I a  u a r i a b l e  z ,  i e s  é q u a t i o n s  d u  p r c b i è n e  s e  L i ' o u u e n L  s i m p l i f  i é e s .
f l o u s  r é s o l v o n s  I ' é q u a t i o n  a u x  d é r i u é e s  p a n t i e l l e s  r e l a l i v e  a u  F r o b I è m e
d e s  c c n t r a i n L e s  p l a n e s  , j a n s  u n  r n i  I  i e u  h É + , é n o g è n e  e t  i s o L r o F e .

f l o u s  r e p r e n c n s  , i o n c  l ' é q u a L i o n  ( 3 . â . 1 1 )  q u i  s ' é c r i L  :

( rl? - s;,) t'i vr =-Q1r^ ) + \,?))

ry| (n) = (ti*,rl + LTr,^, '

I a  d é f o r m a t i o n  i n É l a s t i q u e
:

/ , ,

1-(^, =-(F .,.-t,r.r - tS'rt,*r)rî ltt,.* {,*,. - gs r) \,**)""
\

( 4 . 3 .  1 )

e s t "  I ' i n c o m p a L i b i  I  i t é "  C i . i e  àIt\2,*"t)

+r (ssa* ù,^v

à  l ' h é t é r o g é n é  i  t é

\

-  5S^ l ï  t , "5 ) r r )  es r  " r ' i ncompaL ib i r i té "  cue '

I
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c ' e s L  I ' é q u a t i o n  e n  c o n t r a i n t e  p l a n e  d ' u n  m i l i e u  h é L é r o g è n e  i s o t r o p e .  Ê
I ' é q u a L i o n  ( 4 . 3 . 1 )  i I  f a u L  a j o u t e r  l e s  c o n d i t i o n s  a u x  l i r i i t e s ,  q u i
s ' é c r i v e n t :

t -, i  =  a i i  /w^
d - à

, j a n s  l e  c a s  d e s  c o n t r a i n t e s  p l a n e s ,  e l l e s  d e v i e n n e n l  :

Tx = f** NL\ + Ct-b tub

T2= Ç-ZM-r %f Mb

e n  f o n c t i o n  d u  p o t e n t i e l  d e  c o n L r a i n t e ,  c e l a  s ' é c r i L  :

n o u s  é c r i u c n s  l ' é q u a L i o n  ( 4 . 3 . 1 )  s o u s  l a  f o r m e  :

T- = - h,r, &,,r- * {, *+ eî

TLI'b = fr*g /r ,a -9'x*tuT

4 x  € L n a 5  s o n l  I e s  c o s i n u s  , j i r e c L e u r - s  d e  L a  s u r f a c e  o ù  o n  a F l ,  l i q i - i e  I e
t - ; e c t e u r  , i e  c o n L r a i n r - u T i  .  Ê v e c , l e s  c e u x  é q u a t i c n s  , i e A  e L  T q  o n  n e  F e u t
a v c i r  q u e  , i e u x  c o n d i t i o , - , s  = u t f  à  I a  i o i s ,  s o i t  ,  è

*'rre *'*"tr cù 4,-* t 4,rI

a v e c :

t9-  I  -  r rLf (r)= C t'

tl"= -(t 
"4,)

C- 4
ç .o  qo
" xuj- - '>t)c

l e s  é q u a t i o n s  à  r É s o u d r e  s o n L  d o n c  :

Êf=,nt" ( 4 . 3 . 2 )



?3

Âtutn ,N) = 6çn-nt1

E n  m u l t i p t i a n t  ( 4 : 3  z )  p a r  t l { r u 1 ^ J )  e t  I ' é q u a L i o n  ( 4 . 3 . 3 )  p a r  $ 1 n 1  . t
e n  f a i s a n t  I a  d i f f é r e n c e ,  o n  o b t i e n L  :

hatÉ(,.- rr) - c nltott{n,ru)= d,qn ,N) +@) - É(vl wU,il)

e n  i n t é g r a n t ,  o n  a  ;

I

#U) = | , n" ln,) st^, ,,r) d^/,
Jv,  '1?-

.l!**zLrd) f t ut - n"Qtn') \noù J^/'

L e  c a l c u l  ' j e  I a  s e c o n ' i e  i n L é g r a l e , j e  u o l u r n e  s e  f a i l  , l e  I a , r â m e  f - a ç o n  q u e
, i a n s  L e  c a s  l r i d i m e n s i s n n e L "  c ' e s L - à - , J i r €  F t a r  i n L é r r a L i o n  s u c c e s s i u e .  L a
s o l u L i o n  s ' é c i ' i L  a l o r s  :

( 4  .  3 . 3 )

*t*, = jr? a," (n,) Lr(n,N) tu,

Vrru) 1

- -1!*, ,"')1,*Q t, ),k.,^+ +(// ut(n,z''l -h*) n, d s'
I a  f  o n c t  i  o n  , i e  L l r e e n  é L a n L  n u l  l e  e n  s u r f  a c e .  D e
d é p e n d e n L  q u e  d e s  d é r i v é e s  s e c c n , l e s  a "  ô .  N o u s
e L  a u x  d é r i v É e s  p r e m i è r e s  d e  f  d , ê t r e  n i r t t e s  é n
I a  s o i u t i o n  s e  r é d u i t  à  :

p l . i i s  l e s  c c n . . r a i n t e s  n e
p o u u o n s  d o n c  i m p o s e r  à  f

s u r f a c e .  D e  c e t t e  f a ç o n

rwu dsl-[,t+,ti"l ttt) u(,'",n:1,-b )

, (  ( t

4 t,-l =) . 4'W) r^(^, ,\ dN
vr 

(d) l'^(", ,\ dw'*!,t,r.9') WtN),#*./s'
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I a  s o l u L i o n  s ' é c r i t :

I i r n i L e s .  R e s L e  à

c e L t e  i n l é g r - a l e  d e v i e n L  :

( (

-J c \"1^) W,N) tu'-l L \'(,') \",r) fu,
l^, )r,

f t- (ss**' t Qt^D,îr-ssqtô,rn,rù**

* (ssru/ {r^;),,; ts*T) {t^),*J,i:(ttg) $rtl.l ttq, {ttl^,)},,,u'

lr,(nril),llSS.rrn') *,WLrù

- 6S*r(", {t^:),r)
l: [t"'*(') hv)'w-

+ ( ss*,,.{^')ftr),"*

f t,.) = \ c 1'tll uq.r, ,t) fu' * f'tn), )

t l
p ( r )  e s t  l a

p r - n l  i r i l e r  f  i

v l

s o l u l i o n  r e l a L
- r  a - - - l  -  t ^  . . ^
u L c : q l  ( 1 I t r  u €  v u

i v e  a u x
I u m e  q u i

c o n d i t i o n s  a u x
s ' é c r i L  :

J 
. ,'1"Cnl utn, ,r) dwr

v l

t l  .e n  r e m p l a c a n i  
1 ( n )  

p a r  s a  u a i e u r ,

L a  p r e m i è r e  i n L é g r a l e  r e p r é s e n t e  i a  s c i u t i c , n  r e i a L i , ; e
a u x  C é f o r m a t i o n s  i n é l a s L i q u e s .  Q u a n L  à  l a  s e c o n d e  i n t é g r a l e ,  n o u s
i - e m p l , = ç c n s  1 1 ' ( r " )  p a r  s a  : , ; Ë i € u r ,  c e  q u i  s ' é c r i L  :

v

E n  i n l é g r a n L , j e u x  f o i s  p a r  p a r L i e s  e L  e n  a n n u l a n L  l e s  t e r m e s  s u r Ê a c i q u e s
q u i  c c n t i e n n e n t  V 5 6 S N )  ,  c e l L e  d e r n i è r e  i n L é g r a l e  s ' é c r i L  :

u{.a i lùx.*

* t (ss,,rn') Qto),u,r-55ql {v4,*x) Un,n),^r)fu
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- 
lr,.[(tt".*(i) i@1zt- sS,"rtn',i,x{r){^,"}}] nn1 ds'

às'

â p r è s  d e u x  i n l é g r a t i o n s  s u c c e s s i v e s  p a r  p a r t i e s  e L  e n  a n n u l a n t
L e r r n e s  , i e  s u r t - a c e  c o n L e n a n L  +  e t  l e s  , l é r i . u é e s  p r e m i è r e s  d e  f
l ' i n L é g r a l e  ' j e  , ; c l u m e  d a n s  c e L t e  d e r n i è r e  e x p r e s s i o n  s ' é c r i t  :

Jj [tt.t^) 
- 55*64')r$^,'),1u + (ss^'i'r - 6sJ#.,)", utn ,^')

/ . ,  ( .  t t  
r  

- l

* ( sS,*1,.'.) - ss,",j"}'f , n),*,î! 4t^') a*'

i e s

rt'

l a  s o l u L i a n  f  i n ; i e  e s L  I a  s c n r n e  d e  c e s  d i f  f É r e n l s  L e i - r n e s ,  e l  I e  s ' é c r i t

$t" = I c,n(N) u+,nj)dr' .*ft[|^*tn')-SS*rrnrùf u{Â,,r),ïy
,v ,

r.r(r r rr ), rtr + (s s"gl - #^l*,),,1^,ulril[rrtlr'

- 55,*t,r) 4,u("')) ut^,,t ),f,uras'

- 
L,, Itt,-(n') tr/), xtL - 55,;"') 4rr]",) u{n,rt, 

] 
n*/st

- Irt fr( 
ss.; "t $u:t,*î - 5s*r, "'t Qt4,*ï) wtn,n),,] rurJs''

+(

I
ÉSrrt^') - ,S*î ,*r), 

_,

ô ttlrr

*1,

- 5S^çr$t^l"f ur^ ,^)J*,

t t^), L,,^^Q^,nl * nt, ds'
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e I  l e  s ' É c r i t  a l o r s  s g r n b o l  i q u e m e n L  s o u s  I a  f  o r m e  :

J(n,n) = 
[tt^* 

) - lS^rtn')) 
r.u,^,"J î, 

* ( ss**t^,t - ls^rL^: )), ̂, W, N), xl

+ 
[, 

,," , û + Ll ) d:::::::::::::::1w t

+ (ssr^r) - sS ^zLrù,rl*^,*),r"rl

l o

Ô ( r u )  c o n " i e n L  L o u t  i e s  L e r m e s  d e  s u r f a c e .
I

Qt*1 = f (o) -l c 1to') rtn,n) dwt
t v ,

c ' e s L  u n e  é q u a L i o n  i n t é g r a l e  a n a l o g u e  à  c e I I e  o b L e n u e  e n  d é p l a c e m e n t .

d v  = , -

4 . 4 )  S o ! u t i o n s  p o u l  u n  m i  I  i e u  i n f i n i  - s s l u t i s n s  a p r r o c h é e s -

P o u r  ' j e  n o m b r e u x  p r o b l è m e s ,  e n  p a r L  i  c u l  i e r  i e s  m a t é r i a u x
m i c r a h é L é r o g è n e s  e t  m a c r o h o m o g è n e s ,  i l  e s L  r a i s c n n a b l e  d e  s u p F G S e r  q u e
l e  s o i i d e  ç , o s s è d e  d e s  d i r n e n s i o n s  c a r a c l é r - i s t i q u e s  L r è s  s u p é r i e u r e s  à
c e l  l e s  d e s  h é t é r o g é n é i t É s .  O n  p e u t  a l e r s  a s s i r n i  i e r  I e  s o l  i , i e  à  u n  m i  I  i e u
i n f i n i .  P o u r  u n e  t e l l e  r n o d é l i s a L i o n ,  I a  f o n c L i o n  d e  G r e e n  e s L
, i é t e r m i n é e  u n i q u e m e n L  F , r r  s a  r e l a L i o n  d e  d é f i n i L i o n .

D a n s  c e  c a s  l e s  f c n c l  i  o n s  d e  G r e e n  r e s p e c L  i v e s  s o n L
c o n n u € s  [  6  ]  [ t a ] ;

-  F E u r  u n  r n i l i e u  i n f i n i  t r i d i m e n s i o n n e l ,  o n  a :

4l1n,n ' )  = -  8n E1n-n ' )
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p o u r  u n  n i l i e u  i n f i n i  b i d i m e n s i o n n e l ,  o n  a  :

1n ' )  =  ! -
\rr

Ê  l ' a i d e  d e  c e s  d e u x  f o n c t i o n s  o n  p e u L  a l o r s  t r o u u e r  I ' é q u a t i o n
i n t É g r a l e  u é r i f i é e  F a r  I e  p o t e n L i e l  d e  c o n t r a i n t e s .

t/1n gt t-,("-^)(n

D e  I a  n â m e  f a ç o n  q u e  d a n s  I a  f o r m u l a t
^ L l ^ - : -  . , - ^  - Â r , . t : ^ -  - - -  r -  - É r L - t ^  t -  n ^ - -
u u L c r  r l  u i l E  > u  l u L  r  u i l  F ù r  ! É  i l ; =  L J r u t l r =  u E  . o U t  i l .

s o u s  L a  f ' c r n e  d ' u n e  s é r i e .  C e  m o g e n  e s L
p o u - n  c o n s t r - u i r e  I a  s o l u L i c n  d ' u n  p r o b l è r n e
d u  p r o b l è m e  C u  m i i i e u  h o m o g è n e  c o r r e s p o n d a n l

i  - -  - *  â É - l  - - . - - h p n l  n n  n o r r lI U l l  E l l  U E I - l O L C l l i ç r t L ,  U t t  t s , ç U L

L a  s o l u L i c n  s ' o b l i e n t  a l o r s
p a r l  i  c u l  i è r e m e n L  i n L e r e s s a n t
h é t É r o g è n e  à  p a r l i n  d e  c e I L e

C e L L e  m é t h o ' l e  s ' a F , F l  i q u e  p a r i . i c u i  i è r e r n e n L  F c u r  I e s  p r a b l è m e s  p l a n s ,
o ù  I e  p o L e n t i e l  d e  c o n L r a i n L e s  s e  r é d u i L  s o u u e n L  à  , i e s  f o n c t i o n s
c l a s s i q u e s  e L  o u  o n  c c n n a i L  u n  g r a n d  n o , r b r e  d e  s o i u L i c n s  p o L l r  L e s
- - ^ L r  \ - ^ -  L - * ^ - : - - ^g f  u u l E i i l E 5  t t u i l t u u E i l E 5 .

L c i - s q u e  l a  s o  i i - i i  i  o n  i u  p n o b l è m e  h o n o E è n e  e s t  o b L e n u e  s o u s  l . a  f  c r m e
d ' u n  p c l U n ô n e ,  c ' e s t  I e  c a s ' j e  i a  i c n c L i a n  d ' Ê i r u  e r  é i a s i i c i t é  p a r
e x e r p i e .  I e  c a l c u l  d e s  i n L é g r a l e s  s u c c é s s i u e s  e s t  L r è s  s i n p l e .  E n
r e v a n c h e ,  q u a n d  i a  s o  I u L  i  a n  c u  p i - c b i è n r e  h c n c g è n e  e s + .  u n e  i ' c n c "  i  c n  p  ) . u s
c o m p l e > : e ,  l e  c a l c u l  ' l e s  i n t É g r a l e s  s u c c e s s i ' " ' e s  C e u i e n t  p l u s  c 0 m p l  i q u é  e t
Gn  , - l e  FeuL  rÉscu , i r e  I es  éque t  i  ons  que  n i - l i i é r i , ?uenen i  .

' l  . 5 )  C o n c l u s i s n

D a n s  c e  c h a p i t r e ,  n o u s  B V o n s  p r o p o s é  u n e  L r a n s f c r m a t i o n  d e s
é g u a l i c n s  a u x  i é r i . v é e s  F a r l i e i  i e s  d u  c h a F i t r e  p r é c é , i e n L  s o u s  f  o r i ' c e  d ' u n e
é q u a t i c n  i n l é g r a I e  ' i u  m ê i n e  t u p e  q u e  c e l l e  d o n n é e  p a r  B e r u e i l l e r  e L  Z a o u i

I Z ]  e L  p a r  D e , j e r i c h s  e t  l e I L e r  I 4  ] .  C e L L e  é q i . i a t i o n  i n L é g r a l e  t i e n t
c c , r p L e  d e  l ' h é L é r o g é n é i L e  e t l o u  d e  I ' a n i s o t r c F ,  i e ,  d e s
d é f  c i - i r a L  i  c n s  i n É  l a s l  i  q u e s  e t  d e s  c c n d i ' "  i  c n s  a i l > :  I  i m i  t e s .  L a
s o l u L i o n  d e  c e L t e  é q u a L i o n  i n L é g r a I e  C É p e n d , i e  I a  f a n c t i o n  d e  Ê r e e n
d u  p i - a b i è n e  h o m o g è n e  c s n s i d É r é .  C e t L e  f c r r n u l a t i o n  F e u L  â t r e
a p p l i q u é e  a u x  p r o b l è m e s  d ' i n c l u s i o n s  s p h é r i q u e s  r u  e l  I  i p s o î d a I e s ,

e l l e  F e u L  a u s s i  ê t r e  s i n r p l i f i é e  d a n s  l e  c a s  d ' u n  m i i i e u  i n f i n i .

P o u r  u n  n i l i e u  i n f i n i ,  I a  f o n c t i o n  d e  G n e e n  e s t  c o n n u e .  n o u s  a u o n s
p r o p o s é  u n e  m é L h o d e  a p p r c c h é e  i  t t é r a L  i v e  F o u r  I e  L r a i  t e n e n L  d e s
é q u a L i o n s  a u x  d É r i v é e s  F a r L i e l  l e s .  C e t t e  m é L h o d e  e s L  p a r t i c u l  i è r e m e n t
p r a L i q u e  c a r  e i l e  u t i l i s e  I a  s o i u t i o n  d u  p r o b l è m e  h o m o g è n e ,  c e l l e  c i  e s t
s o u v e n L  o b t e n u e  e x a c t e r n e n t .

L e s  d e u x  s o l u t i o n s  p r é s e n t é e s  i c i ,  c o n d u i s e n t  a u  c a l c u l
d ' i n L é g r a l e s  s i n p l e s  d a n s  I e  c a s  d ' u n  m i l i e u  h o r n o g è n e ,  i s o t r o p e  e t
i n f i n i .  C e c i  c o r r e s p o n d  à  I a  s o l u L i o n  d e  K r ô n e r  [  6  ]
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CHRPITRE U

Ê p p l i c a t l o n  à  l ' a n a l U s e  d e s  c o n t r a i n t e s  d a n s  l e  c a s  d , u n e

p o u t r e  h é t é r o g è n e  e n  f l e x i o n  p u r e

5 . 1  )  I n l r o , i u c L i o n  .

5 .e )  For .mu la i i ' 3n  Ên conLra in te  p lane.

5 .31  .4pp l i ca i ion  à  une pcut re  hëLé i -ogène.

5 . 4 1  P " é s u l L a t s  e t  d t s e u s s i o n .
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U).4PPLIC,CTICN É L"î].L4LYSE DES CONTRqINTES D,1liS LE CrqS D'Lll'IE POLITRE

HETEROGENE:

5 . 1 )  I n t r o d u c t i o n

Dans  l e  . : hap i t r e ( I I I ) ,  n ' f , us  avons  fo rmu lé  ] e  p rab lème  en  po ten t i e l

de  con t ra in ' ues  e t  n , f , us  avons  pa r t l cu la r l sé  ce tLe  théo r i e  géné ra Ie  à  un
ce r ta ln  i - r ûnb re  Ce  cas  pa r t l cu l i ens .  Dans  ce  chap i t ne  nous  i  l .  l us i r cns
c e t t e  t h é c , i - i e  g é n ê r a l e ,  Ê n  1 ' a p p l i q u a n L  à  u n  c a s  p a r t i c u l l e r  d e  m i l i e u
L a + 4 - - - : - -
i l = L E i  u 4 E i i = .

I ' laus nous inLéressons ic i  au- ' :  cûr 'ps maerohétérogènes pcur  lesqueis
l ' h é L é r c s è n e i L é  v a r - i e  d e  n a n i è r e  c c n L i n u e ' j a n s  1 e  n a t é r l a u .
L ln peut  aussi  avoi r  ' ies hé ' ' .ércsène i tés ' i i  sc,3nl inu.Ês et rnme dans Le cas
ces  maLé i= iaux  compos i t es .  Ce  t vpe  d 'hé té r ' osène i t é  es1 .  en  géné ra l  C t  à  t a
var iat lan i 'une É:r 'anCer i r  ph:rs i  que ' jans ie  natér i  au,  par  exernp, le la
Lempérature , :u  I  'huni  d i  tÉ,  ce qui  se l raCui  t  du poi  nL de vue r récani  que ,

1 -  - - - - : - i : ^ -  l ^ ^  ^ - * ^ 4 - - ! - ^  ) t ! 1 ^ - L t - l L /  - !  - - - ! l - . . 1 t - -  1 -
9 é ! ' i é  V & l - i é t r l : - ' , l i  u Î : s  U ' - r l l È t J è r l U l t J  u  l ; l . a s u i f , J , L E  E l ,  5 l l  P d , a ' U l r U l l E r -  r a

i - a r i a t i o n  C u : r r , : , l u l a , l ' Y o u n g  e t , i u  c a e f f i e i e n t , l e  P o i s s o n  C a n s  l e  c a s  d e s
- - t  a - !  - . . - -  t  - - ! - -IBaT.erI  a i i ; :  L Sa,LTODÊS .

t . r ^ . . -  - ^ - - :  r l - - - -  r  ^ :  . . - -  - 1 ^ - , . ^  :  - - ! - - - -  J -  L - , . r - . . -  ô L  ^ L
t l L ' L j . : j  U U l l : ; f  u E t ' U i j b  l ' ' J I  L t l l , =  U J ' c a r { i . | ' E  l  : j U L r . U P t t  | J t t  t l d u L E i j t '  É , l t  E t J

d 'épa i sse l i r  b  pe t i Le  pa r  rappo r r -  à  I a  hau teu r .  Ce t te  p laque  es t  soumise
à  ' i es  so l  i i c i ' ua " i c ' ns  e :<Lé r i eu i ' es .  l . l ' = . i s  s l r . ppûscns  que  i e  modu le  d 'Yau ;g
e s t  v a r i a b l e  e L  q u e  i a  p l a q u e  e s L  l e  s i è g e  d e  d é f o r n a t i c n s  i r , é l a s L i q u Ê s .
1 . t ^ . . -  - - . . -  J -  ^ - 1 ^ . . 1 - -  t ^  ^ L - * -  : - -  - - - l - - t - ! - -  - r  J - -
i ) , L r t l , t i  l r U U i i  l j l ' , J I J L : b r - r i l I  t J Î '  ! . 1 , 1 r - : u f E i '  i =  U l i é i i t l /  u = s  U U I I L I ' 4 t i l L = È  = L  | J = i J

' i é f o rnaL i cns  Cans  l a  p iaque  en  fonc t l on  de  Ia  dé fc rma t l . on  i né las ' r . i que  e t
J ^ ^  - ^ - - - : r  - . . * - - t  l  r L i ! z - - - : - - !  t  i  1 -  - 1 - - . . -  l t - * r  * r  - - -
u E u  P é , r - d , i i t E t J j . ' = s  r i t g 5 t l ' é l t L  I  t i E L E | U + E : l = r  L = .  ! é  ! i f  d l l u =  = L é t t u  J i ! f  l t L ( i .  ! i ' - ' L i 5

f o r= : i , u l ons  i e  ? rob ièn ie  en ' : on t ra in t . e  F lane .

5 .ÊJ  Fo rmu la t i  qn  en  cqq l r4 i l t t e  I _ !_sn_q  :

l i ous  rep ren ,3ns  1 ' éq ' r - i a t i cn  t 3 .6 .10 )  f o rmu iée  en  con l ra in , "e  p iane ,
^ - ! ! -  : - . . ^ r :  - -  - t  / ^ - a L  .
U E  L L l '  g ( J l J é L r : - : i l  i i  r = , - : r ' t  L  '

l+(s*- s^,1*,, ** (t,, - S,r) 4,,*
( 5 . 2 .  1 )

. ,*r(r,,- 5,,) àL ç&*  
r r t  

t r*  -rq.

"12+,,"rJ?s+-
) rL

'* tlr=o
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Nous cons l ,1érons d '  abord Ie eas d '  un mi  1 l  eu hor iogène,  ensui  te  naus

t r a l t o n s  c e l u l  d ' u n  m i l i e u  h é t é r o g è n e .

x a i  1 1  i l i e u  h o m o g è n e

Pour  un  m l  l i eu  hcmogène ,  l es  eomp l l ances  é IasL Iques  son t

c o n s t a n t e s  e t  s ' é c r i v e n t :

/-\ )J r y Z -  
)

E
i e  c o e f f i c i e n t  d e  p o i s s o n .

r  -  - ^ r . . 1 ^  À -  1 t ^ . . - -
r t t  l l i L r u u l E  u E  r , - : u I t ë .

Srl,= -{

V  e s t

F  e s i

t  ,  r - . . - !
!  E r f U é L

r- l
L

i o n  i 5 . 3 . 1 )  s ' é c r i L  a l c r s  :

ttry {,,,) -#" ty h" )- r*b tY+',)]

- â"L\î,*t)* 2 (, ,'r) = - (.ai*,î" *

A^ + ( *, ï) =# (.i,,r" * Lir, rrs - , ,:-r,ù

> L  1 4* #" "*2 *ff, ""- "*z=
ce  qu i  s  ' éc r - i  t  enca re  :

-)+{(+,,u+4,*q
E \  

.  . . '

g l l J , , i i l ,  r j i l  d  .

-a_
u1', txt

( 5 .2 .  a )

L le l i e  i ' e l a i i an  pe rme l  d ' éva lue r  l ' e f f  e t  , i e  l a  dé fo rna , t l on

i n é l . a s f , i ( j u e  s È r  i e  p o L e n L l e l  d e  c c n L r a i n l e s  e t  p a r  l a  s u i L e  s u r  l e s
conL ra in tes .  S i  on  ccnna i t  l a  dé fo r r , a t i on  i né las t i que ,  on  peu l  ca . l cu len

la soLi iL i , rn Ci :  - r ' robIèrne soi .L par  la  fcnct icn , je  Green,  so i l  par

I '  i - i t i  I i saL ion ' i e  ] a  t r ans t -o rma ' r , i cn  de  Fou r i e r .

x  b l  l l i l i e u  h é t é r q S È L C

Paur  un  r r i L i eu  hé té rogène ,  I es  ea r ,p l i ances  é lasL iques  va r i en t  avec
1^  - -Ê r  !  !  -F  seu l  l e  r rodu le  d 'Ycung  va r i e  avec  l ' a : rer 4  g , - r 5 r  L l , - , j j ,  i l L , u J  s u ! r P r - , b u l l s  q u E

des  - J .  En  e f f e t ,  I a  va r i a t j . on  du  m, :du ie  d 'Yaung  es t  souven t  p lus  g rande
que  ee ) .  l e  du  cce f f l c i en t  de  Po i sson .  En f l n ,  n ' Jus  f e r cns  ce t te  é tuCe  dans
u n  m i  I i e u  s a n s  d é f o r n a L i o n s  i n é I a s i i q u Ê s .
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N o u s  r e p r e n û n s  1 ' é q u a t i o n  ( 5 . 2 . 1 )  d a n s

l e s  c o n p l i a n c e s  é l a s t l q u e s  e n  f o n c t i o n  d u

e o e f f l c i e n t  d e  P o l  s s o n .  C e t l e  é q u a t i o n  s

d é f o r m a t l o n s  i n é l a s t i q u e s  :

l.lous

l aque I l e  nous  remp laçons
mcdu le  d 'Yc ,ung  e t  du

' é c r i t  a l o r s  s a n s  l e s

)

v)

Sc i  i

+,

4'y"-t'ï'- 4,.t

L E, t I )  L
1u - 

æ?,^'I

-0

- l l ,  . .  \

*  
t  ' l )  

4 ,u ,  is .e .3)
E(+) r 'à+=

(^-")+ à6t,rr)= .*4tù

'*,(ffit,.r= zQ+

*'tv)l E'('1)
trr)L tq)

AA

1  -  I  - ^ - L - ^  J -  - - ! +  -  i ^ . . - t :  - -  - - . . !  â . + - ^  r  * !  - - - * â t  <  - ^ - - ^  l - -
L =  i j = ' - i L r I l U  j t i = i l l U l ' t =  u E  U \ J t i U =  = t j U é L r . r U l l  P r = t r L  ç L , i ' i J  i i l L = l  l . I ' = L E  U ' - i l i i l l l =  L l € S

i . r r cc r rpa t i b i  l i Lés  f  i c l i p -es .  . 4  ce  sLaae ,  nûus  n 'avcns  pês  Ê r r c ,3 , r ' e  ev -p l i c i t é
la,  var i  aLl  on ' iu  in , :dule d 'Young. .  ce i  le-c i  Cépend ' ie  la  nature de
I ' héLé rogène i t é .  Nous  su .ppcsons  que  1e  no , j u i e  d 'Young  va r i e  j i néa i renen t

\ t - - - ^  t - -  . -  2  ^ r / - - 1 L
é V E U  . f  d - x - t t  | J = S  - \ ,  U l i  \ 1 U 1  5  U U ! - l  L  '

'  
. - o  I

L -  e  +Lq
0

- Q t
E é tan t  i e  modu le  d 'Yaung  mouen  e t  k  une  cons ta .n te .

L ' é q u a t l o r r  ( 5 . 9 . 3 )  d e v i e n t  a l o n s  :

è*  (  Â*n t  \
i.p\ e rp vtIT/ * r?'C..,",

c a L c u l o n s  l e s  d i f f é r e n t s  L e r m e s

^A+ .#,[fo +,rf f,r' -t, *il =, ( 5 . 2 . 4 )
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Nous rernarqucns ,â 'abond que pour A, =o ,nûus retrouvons ôô/ = O

r e l a t l o n  e l a s s i q u e  v é r l f l é e  p a n  I a  f o n c t l o n  d ' . { i r y  d a n s  1 e  c a s  d e
1 ' é l a s t l c l t é  e L  q u e  I e  e o e f f l c i e n L  d e  P o l s s o n  n ' i n L e r v i e n t  p a s  d a n s
I ' équati on .

5 . 3 )  â p p l i c a t i o n  à  u n e  p o u t r e  h é t é r o s è n e

P o u r  u n  p r o b l è n e  g é n é r a l ,  i I  f a u L  r é s c u d r e  ( 5 . 9 . 4 1 .  l { c u s
s imp l i f lons  ie  p rob lène eênêra l  en  nous  in té ressa i i t  au  cas  de  la  f lex ion
pure .  Ncus  suppcscns  dcnc  que }a  pout re  es t  sc ,umise  à  un  momÊnt
cons tan t .  Le  poLent ie l  de  cont ra in tes  ne  ' jépend que de  la  var lab le : r .

LLL

ry*'7'r f,r-#rt,Qry --o(8"*4)'
l { ous  en  p ropcs ' : ' ns  une  réso lu t l on  ana l : . r l i que .  Nous  nu lL ip l l ons  1 ' équaL i c ' n
p a r  ( E " * h q ) ,  o n  a  a l o r s  :

0

(r '" bù' f, l* - rh(ribl) ô,f + 2,L1'1,X, = Q

Sa,:hanl que :

a**

s ' é e r i t  a l o r s  :

, a t
L*) %*,?î +

ehangenent de v

--- *,u

rh(ej

ar l  ab Ie

L' équat i  on

/ - o- ( "  *

On fa l t  Ie

Eo*

hx)Ç.*,ï - tb'c** -- o

su lvant  :

b7=tt + t=0*Ç"+L5)



u5*-  -

D ' o ù

E"+b1 )o â I)
ca l cu l  des  , l i f f é ren tes  dé r i vées  :

T  '  l - . , - a t  - -  J - . . 1  - - t  -  I  - - -
L  = ( l U é L f U l l  U E V I l f l l U  c a I L ' t - S  .

k ' t r "  -  zkLtr '  +
tc

t
Pc'ur fr. { o. ,f,n a :

%"_3-e'*r% =o
CetLe  , j e rn iè re  esL  L ine  équa t i cn  d l f f é ren i i e l  l e  du  seccnd  c r , i r e  à
c o e f f i c i e n t s  c c n s t a n t s .  L a  s , : l u t i o n  s ' é c r i L  :

t -  q l -
6-:  AL'+BL*"tr

r c*2* Dî .,  É)

s  c o n d l t i o n s  a u z

T*,t -. - f ,vt

_ c

L

h

"h"% 
= o

1 -  l l - ! , - { -  - - - ^ - l ^  t . .  - ^ r - - r : ^ t  j ^  - ^ - t - - ! - t ^  - r { - - t !  .
! ù  u g t - I V E =  u g u u t t u =  u u  ' 1 t - ' L = t t  L I = L  L l t t  u L ' l t L I ' é l t i L t '  È  t = u I  1 t J

I  I  '  ^ l  , - . o  r -  \ e \ô (A (,t"*Lt J * Btt; LU)-)
ï ,âI=- 

\  
-  /

Le  po len t i a l  , j e  con t ra in te  s ' ob t l en l  pa r  i n tÉg ra t l on  ;

+ =- (+t AE"+uE"')\'*(+. q3) ,i++-,1"
'  

\ ' '  t a  \ é  31 "  ) L  d

A,  B ,  C ,  D  eL  5  son i  . j es  consLan tÊs  à  dé te rn l  ne r  pa r  l e
i i m i L e s ,  û n  a , :

^ -  ! ^ * - ! l  ^ *  IuL i  en  r ' : ,n t l i , t rn  { le  y

%* = A(E"+ Ll) * u(t"* rV)

=05t=
n*l= C

*, *,



s4-_

Ç1'.En prenant  C =  O,  les  cond i t lons  aux  l ln l tes  re ja t i ves  à  Ç"e t
s e r o n t  t o u t e s  v é r i f i é e s .  i 1  n e s t e  d o n e  à  l e s  v é r l f i e r  p o u r  

Ç r ,  
I

P o u r  x  =  I  e t  x  =  - 1 ,  I ' e f f o r t  n o r m a l  d o i t  ê t r e  n u I ,  c e  q u i  s ' é c r i t  :

/+L

N, =l t t-4= o
!L

1 ^  * ^ * ^
f  U  I I IUJ I IE

{ t "
=)b
!u

tL

d 'où  +L

J 
alr'rby) *o(c"+ h'tf 4

_ 1",

t r n f i n  r ^ , D  I  :

r R  t  É ' r

r 5 .  â .5 l

AE'*uG*.4 = o
L  ccns lan l  ce  qu i  se  L raCu i t  pa r  :I T  L  E È

- 2( )4- \4

r r  j  - . . r * -  * - - +
J  6 U U i ' E  H 4 I ' t r ,

!j cu

- t -

E n f l n ,  o n  a  :

z,bAh-L:*!uE'h.Ê -- n
33

d e s  é q u a t i o n s  ( 5 .  È . 5 J  e L  t 5 .  g .  r i l  ,  n o i j . s  p c u v o n s  c a l c u l e r  l e s  v a l e u r s  d e  3
e i  B .

La  so lu t i on  du  sys tème  Conne  i es  va leu rs  de  A  e t  B  qu l  s ' éc r i ven t  :

(r"'* L'tlr) n f ,"(i 
tt E"t: -r b'Lr | 1rc")

o = n lEh,Le"'r"= -xL,3lJ Llç"\
/ \3  ' ,  I

, --J u (n(rir"1) + n(r'+ ,y)'h q

L' expres s 1.:n de 6rr s '  écr i  t  alors :

o*= " ( 
(Eï E"r'Y 38")[r:q).(ri ,r))l(tl.tE"l3-"'t%l
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c n i  I

t l L  \ - -
. L L  

- : -

(+ r b6'LJ -
v

(i I

t 
l, 

- i no (arl tt)''')

*13z')(T'-1u)

bv lÉ")
rË.3hrb

E"

0n pose :

A  =  k - lE"  es t  Ie  fac ieur  ' l ' hé té rogène i  té  du  n l  1 i  eu .

. ? r  t  t  
, ( â

I  - -  Lb\ "  /3  â  k  =  (3 I /&b ) -, \ 1

I  e s t  l e  n o r n e n L  d ' i n e r t i e  , j e  l a  p l a q u e

. { vec  ces  no } -a i i cns ,  i ' exp ress ion  , l e  O- r "p  , j ev ienL  :

' - ' ) i  t s - È J

\  :  t r 'L"
ô ô

B = At
1  '  ^ - - * - ^ - - :  - -  J -
L  E J - i , i - 5 S  b  I  r v : l i  r i =

Çr.*
( À

Four un ni i i  eu hom,:gène k
n i  } i eu  hcnogène  es t  :

n (,r *n I ) (t - !n(rrl*)u')

e t p u i s q u e  - f ( : -:à -) <\' (*A

c ' é n n i i .  = 1 n p g  :
" x , a  

'

Ç * =

NL
a -

T.
( 5 . 2 . 7 )

!  D  - - - !
L  D  S U J ] L

- . . 1  -  t  ^
i t u a s .  L d con t ra in te  du

(r- iu")
=  0 d o n c , { e

6'*tt-^^,"1È*)= * rot r

La  con t ra in te  nax ima le  du  m i  l i eu  honogène  es t  :

L

Vç"(Â+

.t-\^4à , nl"vr,rqrn^ao,) = = 
T
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L a  c o n t r a i n L e  d u  n i l i e u  h o n c g : è n e  e s l  I i n é a i r e .

hé té rc ,gène  ne  I ' esL  p ' as .  La  dé fc rmaL lon  du  m1

par la  io i  de Hoake :

. â l o r s  q u e  c e l l e  d u  m l l l e u
l ieu  hé térogène s 'ob t len t

( s . 2 .8 )

1 . .  - t r t ^ . .  L : t i * - - l - -  ^ !
u i l ,  l i . t t  I . r E u  i l E L = t ' , - , 5 E j l =  E U

L'  autre cc 'm^posanLe Ces

(s .2 .  s )

L"-^= q* lrql

t*--- 6*, I t" V* Bl')

E l i e  s ' é c r i t  , l c n c  :

Lnn-- nr (1'- 4e) ltr-4s'
E"T \d  3  / / \  s  )

L a  C é t - c r ' n a L i o n  d u  m i l i e u  h o n o g è n e  s ' é c r i t  :

t,*(r.^{ts)+_I,
Ei ie  es t ,  ma- r : ima le  r . ' " .  5 l  

-  t4 ,

c\^rô 4à^& ç,r l
L  ,  _  +  Hn

a.a{h^aâ-)

. - i  1a ' i i f  t 'érence ' fes cc 'n i i=ain ' " - -s ,  1a i lé icr i l 'a i icn

c e i 1 e  d u  r n i I i e u  h , : ' i n a g è n e  v a l - i e n L  L i é a i r e m e n L .

C e f c , r n a i i , : n E  s ' é c r i i  ;

ç  È -  l rLTI = - v Ç,u l t ( l )

=-';l(r''1')
F, :u i -  ' r i n  n i  ]  l eu  t r o *cgèn* ,  ce la  s ' éc r i  L

( '  l t  \  \ttt,n'*l** ) -_ - u [1.' ' 
Ur

E" f  d

/(,,if

-â")/lo-rû)

Pour  a i , t en i r , i es  quanL ! .Lés  ad l , nens i cnne l l es  e t  pou r  pûuvo i r  f a i r e

des ecnparai  sûns . .  nûi rs  cc,ns 1dérons le  rapporL des grandeurs mécani  ques

, ju  r r i  j  ieu hétér=cgène auj {  È:ranCeui-s  néeanlques nanr i rnales du n l  I ieu

homogène eorrespondanl  [ ]n  a a] .ors pour  les contra lntes :

.ro - r**f q('ff".1

o-" = l) + 8f') ({
( s . 2 .  1A )



ffi
o l

Pour les dé fo rma t i ons  ;

{ =
t\ , .(ftt"^- )
Lx>t I Y tx(w*'.)

( 5 . 2 .  1 1 )
o

L

É r n â i n  r . , ^ . r r r  
' l  t = r r . -  - - - - ! -  J - -  l i - - - - - t !  ^ - -

,  F . Ju^  -  , . * L t r e  Cû lnpÛSanT-e  . fÊS  ûe lO r InaL l , 3nS ,  On  a  :

ç"
")I= -

= (r' - it)l (.,,- â u")

t  r  l r  ^ \
lq,_.r 6\ l l , t_lSr, l
\d  3  / / \  3  I

l r L i + a - - - : * - l t :  / r  ^ !  1 -  L - . , 1 - . . -  \
U  i t =  L = ! ' L r < Ç l 1 5 i  L t  : r  =  û  i ô  l a é U U E u i  l l

f e t  s u r  L e s  c o n t r a i n l e s  e l  s u r  l e s
Rn.yiFrrjlrE : J ^  t ^  - t - - . . ^  - * !

u E  r d  P r d l j L i =  L J l r i ,

d é f o n m a i l o n s .

5 . + i  F é s u ! - ! e ! s  a t  d i s c u s s i o n  :

É  : , a r t i r  , 1 e  l a  r e l a L i o n  i 5 . 2 . ? 1 ,  n , f , u s  a v t n s  t r a c é  i a  v a r i a i i i n  d e

La  ccn t , i - a i n+ -e  héLé i -ûgÊne  Ên  f cnc l i o i r  , i e  l . ' a ; t e  des  * ' i  {F ig (1 )  i  po 'ûn

p lus ieu rs  va leu i=s  , j eA  I i ' ac i=u r=  ' i ' héLé r ' c ' eene i t é )  Pcu r  . . {  -  û  {n i  j i eu

hom, :EÈne l ,  La  c , : , n - " ra in le  es t  i i néa i re ,  s -u r ,éL r i que  pa '?  rappc rL  à

f  i r i * i ne  e i  Fasse  ; -a r  ce l  i e - c ' i  .  PLus  1e  fa , : Leun  ' i ' hé té t=cxène i i é

a ' . r .g : i ! iÊn- ie.  p ius ia  ccnl , ra in l ,e  à I 'c , r " .5 ine a i :gnenle.

De mêne,  nor is  av, : 'ns i racé 1a , ié fc i ' : i 'a l i , :n  héLér ' rgène en f , :ncLion ' ie
. r r  l r : - r . - ) i i  ^ - 1 1 ^  - :  - - - 4 -  ! r - É - : - -  - - *  1 ' , - * l - !  t r  -  . 1

. : i  i ! . r E i < . j  i .  r È l l = - U i  : ' E L U E  l L l i E d L l ' E ,  P é ù : I t  y . i , ! '  - L  r - : r ' j ë l .  l l E  P U U I -  t - t  -  t J

Ê ' , .  s ' : . r  é , : a r i E  C e  p i u s  e n  p j u s  q u e . , 4  c r o i l . . 4 u  s i g n e  p r È s ,  1 ' é r , ' o i u t i o n
de ia ccrnpcsaal*  e l r  ie  la  , jê fc , r " ; ' - rat , icn esL seinblabLe à la  composanle [ ,11

( F i e t 3 l l '  
o t

Les  f  l gu i -Es  i+ i ,  { 5 : l  ,  i 6J  donnen l  respee t i ve rnenL  1a  conL ra l r r t e  e t
les , ié far 'na" j . , l r is  cûrr -esF,cndantes poi i i -  un facteui= â 'hêLérc,gènéiLé danné,
cas g i -an ' ie ' . i rs  scnt  p i -apcr t ic 'nnel  ler= au m,=r ,ÊnL appi iquÉ.

Pcu r  i - nesu re r  f  i , n f  Luence  de  i ' hé tÉ t ' cgèné iLé  sun  l es  conL ra l i - r t es  eL
sur '  les défc ' r - ,nai i , : 'ns,  nc l is  avûns i racé le  rapporL de ia  contra inte
héLé rogène  à  l a  conL ra in te  na ,> i lma , l e  du  i n i  l l eu  honcgène  (F ig (? )  )  .

Q u a n d  i e  f a c t e u r  ' d ' h é L é r o g è n é i t É  e s l  n u l  I n l l i e u  h o r r a g è n e ) ,  c Ê
r a p p o r L  e s i  c c m p r i s  e n t n e  - 1  e l  + 1 . ' 3 a  q u i  e s t  n o r m a l ,  p l u s  I e  f a c t e u r
d 'héLérogènei ié  augnente,  .n lus ee rappcr t  crc l t  p '3 l i i '  aL le in ' i re  Ces
va leu rs  conFr i ses  en t re  -â  e t  +2  sc i t  l e  Coub le  quand .4  se  rapp roche  de
2  sa  vaLeu r  j i r ' i t , e .  La  mêne  dépendanee  esL  obse rvée  en  ce  qu i  conee rne
le rapp, : rL de la  , lé farmal icn du rn i  l ieu héLérogène avec la  déformaLlon du
rn i  L l eu  hon ' : , gèna  iF ig  (81  i  .

Pou r  que  Ie  modu le  du  maLér iau  resLe  rÉe | ,  I e  f a , c teu r
d 'héLê roeèné lLé  do i t  êL re  i n fé r i eu r  à  2  en  va leu r  abso lue .  Ce t te  va leu r
l i m l L e  d é p e n d  d e  i a  h a u t e u n  d e  l a  p l a q u e ,  p l u s  h  c r o l t ,  p l u s  c e t L e
va leu r  Céc rc ' 1L  eL  v i ce -ve rsa .

I  ^  f - - r - . . - -

1 -  - ^ * -  ^ t
i  E  i l I ç I I I E  5 i
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Dans ce chapiLre"  n ' ius avûns nc 'nt ré quÊ ce formal lsne pernet  Ce
Lrai ter  un eorps hétérocène.  Nous avons obtenu les contra inLes et  les
dé fo rna t i ons  de  façon  ana l l L i que  e t  exp l i c i t e  en  foncL lon  des  pa ramè t res

du natér iau eL du faeteur  d 'hétéroEènéLLé.

I . lous n 'avons pas tenu cornpte de la  déf , r rnat lon inéias l ique.  Si
e l } e  e s t  c o n p a t i b l e ,  c ' e s t - à - d l r e 1 : 0 ,  o n  l a  r a J o u t e  t o u t  s i n p l e n e n t  a u x
dé fo rma t i ons  é las t l  ques  pou r  ob len l r=  l a  dé fo rma t i on  l o ta le .  Quand
ce l l e - c l  es t  i nconpa t i b l e ,  l ' équa t i on  du  p rob lème  co r t resp , f , ndan t  compor te
un  seeond  ne rnb re  qu i  dépendna  de  La  sc lu t i on  du  p rob lème  l né lasL ique .

Pou r  f a i r e  I a  l i a i son  avec  des  cas  rée l s  où  ce  fo r r ra l i sne  peu t  ê t re
app i i qué ,  nous  i n , i l quons  de i : x  e : ; enpLes  de  p ' r cb lèmes ,  ] ' un  avec  ' i es

dé fo rmaL ions  Lhe rm lques  ou  un  co rps  t he rmo-é las t i que ,  1 ' au t . r e  e> :emp) .e
esL  Le  reL ra l t  obse rvé  dans  i e  bc i s  ou  Cans  l e  bé ton  pa r  e> :emp le .

L ln prern ler  e>:emple cûncet-nÊ ies st ruc lur 'es p lanes complexes
" E a n ' j ' * r i c h e s "  e n  m u l L i n a t é r i a u > :  u L i l i . s é s , i a n s  1 e s  t e c h n i q u e s  ' j ' i s o l a L i o n

Lhe r i n iques .  Dans  ce  cas ,  on  ass ,3c ie  d l f f é ren tes  couches  de  maLér iau l  ,
i - -  . . - ^  ^ . . - - !  l -  L - - - - ^  - L - * - - L A - !  - r l  - . . - ^  - a - - -  |  - , , ^ -  1 ^ ^  - . . r * ^ -  l ^r = s  s r r È  d - \ é r r u  - o  b o n n È s  e h a r a c l é r i s i i q i - : . e s  - $ n g , 1 i 1 . i u v s ,  r E Ë  a u L l ' = $  ' J E

bonnes  cha racLé r l  s t l ques  the rm lques .

L ln aul re e>, :emple cûncerne ies probièmes de séchage ' iu  bois  ou ' iu

bé ton  pou r  Lesque l s  on  a  à  l a  f o i s ,  une  CÉfa r : raL ion  ' l e  re t ra i t  e t  une
va r= ia t  i cn  ' i es  cons ta ,n tes  d ' é i as t i e i i é  en  foncL ! ' =n  ' i i i  l a i : x  d ' hu i r , i ' i i t é .
Ce  f c rma l i s r , e  peu t  a lo rs  l r a i t e r  l e  ccup lage  en t re  va r i ab les  néean iques
- !  - - - - t - L 1 - ^  * L - . - l  - . . - -
= L  V é ! - r é U l E È  g r l ' i È r u u = u .



89

L e s  f i g u r e s  1 , 2 , 3  s o n l  t r a c é e s  p o u r  I e s  v a l e u r s  s u i u a n L e s  d e s  p a r a m è L r e s

d e  I a  p o u t r e  l

6= \ . r l , t '  r 'n -

h = \oohlfnz

t -
lr- = O.\ \^,r-

a,
L = ,,li krr//mr

A Vd^g{r,

V : -  O.3q
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F I G ( 1 )
Contna i  n ta  héLérogène en
poun d i  f  f .e ren ls  f  acLeurs

f o n c L l o n  d e  y '
d ' h é t é r o g é n é 1  t é .
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F I G ( 2 )

DéfonmàLion  hé téncsèna en

poun d lb fénents  fa ' :Leuns

f o n c t l o n  d a  Y '
d '  hÉténog ênêïLâ '  '
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F I G ( 3 )
Lq. r  Hé lérogène en  fcncL lon  de  s 'poun

"noJq*u  
va leur  du  fac teur  d 'hé ién-=eÊ-nêLLê '

2E-  o3
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L e s  f i g u r e s  4 , 5 , Ë  s c n t  L r a c é e s  p c u r  l e s  u a l e u r s  s i , i i , ; a n L e s , j e s  F a r a a è t r e s
d e  l a  p c u l r e  l

t = 4,{æ-3r^^.

l-t vd.^ltL Ln/ | -,

14- : o.J- n-

E = llW,,1-'

A = / .6

V: o. lq
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l / a r i a L i o n s  d e
e n .  f o n ' : L l o n

T,,MU,L

r  ! u ( T , ,

1 a  c o n L r a l n i a  h é t é r o g è n e

du r,ro:-neni aPP I i qué '

?oo

3rO3

o2
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F I G ( 5 )
t /a r i ,a l lans  , ie  Ia  dé for " i raL ion  héLérogène

' en f on': L i an du rt' ' ':nent '



FIG(E- ' )  l -
t / a r l aL ions  de  l a  ea ,n ! " r sanLeVb2- ' l es  dé fo r r ca i i ans

_  en  foncL lon  du  n ' :manL .
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L e s  f ! . q u r e s  ? , 8  s o n L  L r a c É e s  p o u r -  i e s ' - , ; l = u i ' s  s u ; r - r S n L e s  ' i e s  p a r a i i i e L i ' e s
À ^  I  -  - ^ , . 1 É -
U E  À U  I J U U L T  E

b = t{ ln- 
3 

r^,n

11 : q*hvfnz

t : o..r r.t

7 r
E: ^ f r  kN/  nL

A vd,il,,-LL

v = 0.3q
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F I G  ( ? )

l . / a n i a t l o n s  d u  n a P P a n L  d e  l a  c o n t n a i n t a  d u  m l  l i a u

hébénogà I j e  avec  l a  conL ra lnLe  ma :< lma le  du  n i  I i eu

h , i r nogène  en  fonc t i on  du  facLeu r  d ' hé iénogênê ïLê  '



I
lo
l4
t8

l /ar laL lonn ou 
" tooo" l t3 : t l "  

' lé ior rnat ion 'cu mi  l  leu

hé ténogène  avec  Ia  dé fcnnaL ion  ma : : i na la  ' l u  n i i  I i eu

h ,cn ,cgèna  e -n  f oneL ion  du  fa , : t eun  d 'hé iénogê tê lLê  '



9?

C h a p i  t r e  U I

Ê p p l i c a t i o n  d e  l a  f o r m u l a t i o n  e n  d É p l a c e n e n t s  à

l '  é u a l u a t i  o n  d u  r e t r a i  t  n a c r o s c o p i q u e  e t  d e s  c o n t r a i n t e s  i n t e r n e s

d a n s  l e  b é t o n

Ë . 1 )  l n t , r - c , i u c L i c n

â . 2 )  P r c p r i é L é s  e l  n c , j é i i s a i i . o n  m é c a n i q u e  d i i  b ' é L c n
' B i b i  i o E r a p h i e "

b r . 3 )  Ê p p t  i c a L i s n  ' i e  i a  f  o r , ' n u l . a L i c n  e n  i é p l a c e m e n L

â . : 1  .  i r t  F c r m u l o t i c n  ' - e n É i - a l e

S . 3 . e )  I i  I  i e u  h o n c - a È n e

Ê . - ? . 3 )  i ' l i  L  i e u  h é L É r Ë E è n E  C i  i u é

5 . , i )  F i É s u i L a t s  e L  l ' l s c u s s i c n
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U I )  â p p l i c a t i o n  d e  l a  f o r n r u l a t l o n  e n  d é p l a c e m e n t  à  I ' é u a l u a t i o n  d u

r e t r a i t  m a c r o s c o p i q u e  e t  d e s  c o n t r a i n t e s  i n t e r n e s  d a n s  l e  b é t o n

6 . 1 ) L:i-lrsdcç-lr-sir

t l e r s  c e t i e  p a r - L i e ,  n o u s  Ë F p l i g i i o n s  l a  i o i - n i i l a t i c n  e n  ' i é p l a c e m e r t s ,

, i e  l a  L h É c r i e  g é n é r a l e  p r é s e n L É e  d a n s  i e  c h a p i t r e  I 1 '  à  I ' é L u , i e  C u

r e L r a l i  , i u  L , é t o n .

i ' i c u s  n û u s  i i i n : . L o n s  à  c a i c u l e r  i ' e f  f e t  d u  r e L r e i L  s u r  I e s
, j é t c r n a t i c : t s  . ' i t a c i - E s c c p i q u e s  e L  s u i ' I e s  c c n L r a i n l e s  i n t e r i l e s  q u i  s c n t

F e s P ç n 5 ; 5 ' 1  = r  i u  i É r - r e l o F p e n r e n t , j e s  l l s s u r e s  E n  l ' a b s e n c e , j e  c c n l r a i n L e s
^ . . ! : - :  - . . * - -
L - l - L U i  i E L i i  L - : '

I " l cus  ccns lCé i - sns  l e  béLon  c t r i l ! f i e

i  i a n L  e i  i e  g r a r - ; l e r -  e L  n c u s  a p p i  i q i . l t r s

l e  c . : n F c i ' L e m e n L  - t i o b a l . ' i u  n a l é r i a u .

m a t é i - : . a u  b i : : h a s É ,  c û m p c s É  , i e

i o i  i e s  n é i E n - s Ê s  F e u i -  c b ' . e n i r
un

L e  . c m p o r i e n e n t  m É c a n i q u e  d u  b é l c n  e s t  i i - è s  c c n F i e > : e ,  c e  q u i

e x - p l i q u e  L ' a b s e n c e  d e  L h é c i - i e s  p h u s i q u e s  n i c r c s c o p i q u e s  e L  I e

C é ' , , e l o F F € i ; = n i  c =  l l : é c : - i e s  F h é r ,  c n É n c i c E i q u : s  T : i , = c r û s , : c p l q l i e S .  E n  i ' e L , s e . ' , c e
, l e  c u - n i i - a l r i e  e x i - é r i e u i - e  ,  i e  b ê L o n  s u b i  L  a u  c Ê i i r s  i e  s o n  e x i  s L e n c e  u n e
, j é i ' o r n a t - i c : i  i n é l a s l i q u e  a F p e L é e  r e L r - a i  L .

E n  l é n e r - a I  -  i e  r e L r a i l  e s L  u n e  d r . n i n u i i o n  , . ' c i u n i q u e  i s c r . r c p e .  1  i

e s L  I a  c a u s e  , j e s  n i c r c i i s s u i - e s  à  L ' é c h e l  l e  , i e s  g r a i n s  C u  E r , : r i u l a i  e l -

F e r i c i s  , j e  f  i s s u i - e s  F r É c o c e s  ' i e s  o u r - r t r a g e s .

S c u s  u r e  c o r l r a i n L e  d o n n É e ,  c u L r e  i a  ' i é i c r n a t i o n  i n s t a n L a n é e ,  i  I  i j

a  u n €  ' f É f  s r n a i  i c n  , j e  r e L r a i  t  e L  u n e  , j é f  o r n r a t  i  o n  , 3 e  f  i u a g e .  L a

C Ë i ' c i : i i a + . i c n  ' l e  r e i i - a i L  a  C e s  e t ' f e t s  i n F c r t a n L s  i a n s  I e s  g r a n ' 3 s  o i , I t i r a e i e s

e L  , j a n s  l e  b é L c n  p r é c c n L r a i n L .  O n  p e u L  c i I e r ,  I e  t ; s s e m e n L  d e s  - r r a n d s
i m m e u b i e s  r t  1 e  r e ] . i - a c h e m e n l  , i e  i a  t e n s i c n  d e s  f  i l s  ' j ' a c i e r , i a n s  L e

b é L c n  F r É c c n L r a i n t .
:

f . i o u s  n c u s  F r ' o p c s c n s ' j e  d o n n e r  u n  a F e r ç u  s u n  I e s  l h É c r i e s  u t i i i s é e s
p a u r  m o C é  i .  i  s e r  1 e  b é t ' o n ,  e n s u i  l e  n o u s  c a l  c u l e r o n s ,  E n  f  o n c t  i  c n  C u

r e L r a i t  , l u  I i a n i ,  L e s  é q u a L i o n s  d ' é u o l u L i o n  , i e s  d é f o r n a l i c n s

n € c i ' o s c c F n i q i i e s  e t  l e s  c o n L r a i n L e s  i n t e r n e s  d a n s  i e  m a t é r i a u .

N e u s  s L i p F c s t n s  q u e  i e  m a t é r i a u  e s t  h é l é r o g è n e ,  I  i b r e  , i e

c o n L i ' a i n L e s  e i : L é r ' i e u r e s  e L  q u ' i i  s u b i l  u n  r e t r a i L  h o r n o g è n e  e L  i s o t r o p e

d a n s  I e  i  i a n t .
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6 . 2 )  P r s p r i é t é S  e t  m o d É l i s a t i o n  m é c a n i q u e  d u  b é t o n

L e  b é L o n  e s L  u n  m a L é r i a u  h é L É r o g è n e ,  q u i  i m p l  i q u e  d e s  i n " é r a c t i o n s

e n L r e  d e s  p h é n o r n è n e s  n o n  l  i n é a i r e s  t e I  q u e  L a  n i c r o d i f f u s i c n ,  I e

d é v e i o p p e n e n L  d e s  f i s s u r e s  e t  I ' é c o u l e m e n L  p l a s t i q u e .  L a  m i c i - s s L r u c L u r e

e L  l e s  m É c a n i s m e s  e n  j e u  d a n s  I e  c a s  d e s  b é L o n s  s o n L  l r ' è s  c o T n p l e x e s .

Ê i n s i ,  i I  n ' e x i s t e  p a s  d e  t h É c r i e  c o n p l è t e  , i e  m É c a n i g u e  F h U s i q u e  F c u r
d é c r i r e  e t  p r é v o i r  s t n  c o m p c r t e m e n L  e t  o n  a  r e c o u r s  à  d e s  I o i s

F h é n o m é n o i o g i q u e s .

Ê f i n  d e  n i e u x  c c , n p r e n ' j r e  l e  c o m p o r | - e m e n t  ' i e  c e  r i a | - é r i a u ,  n G i - i s

a c m n € n ç B n s  p a r  d c n n e r  q u e l q u e s  c û n s i a L a l i c n s  e x p é r i n e r L a L e s  l - e I a L i v e s  a u

r e t r a i t  d u  b é L o n .  L e  i e c ' r e u r  p e u L  c a n s u l  L e r  d e s  I  i  s t e s  € x h a u s r , i , " , e s  s u r -

I e s  F r o F r i é t é s  i u  b é t c n  I e O J  :

-  i e  i  I u a g e  , j u  b É l o n  a i n i n i i e  s i  l ' â g e  a i i  c h a r g e m e n t  e s L  p l u s

g r e n d .  û ' e s t  l e  u i e i l l i s s e î n e n t , l u  a  I h u ' j r a l a l i o n  d u  c i m e n l .

-  â  u . n  L a u x , i ' h u m i ' i i i É , j o n n é  e L  u n e  t e r p é r a t . r - i r e , î o n i l é e ,  l e  f i u a - q e
' j u  b É l o n  ' j é p e n , j  L  i n é a i r e m e n t  ' j e s  c o n L a i n t e s  p o u r  d e s  c h a r g e m e n l s  a l  l a n t
j u s q u ' a  4 û  l i  d e  L a  c c n L r a i n t * e  e  I a  r i , i p L u i - e .  l a n s  c e s  c c n , l I  i  I  c n s  .  i n  p e i - i L

; p p l  i q u e r  l e  p r i n c i p e  , i e  s u p e r p a s i L i c n  , j e  S c I t z n a ; r .

-  r - - e  v i e i  I  T  i s e n e n L  , i i m i n u e  a u € c  i i n €  ' i i n i n i : t i o n
= l  I a  = r r c . -  l  '  - . . - - - - l  - t  i  - -  r -  t  - - - . - - ! . . - -
= L  s u : j i i r E i r L ! -  s v = L  i  a u g l i l E i i L û L  i  u i l  u E  L E i l i l - : E i  t L u r  E .

u  l t u i l t l u t  L c

-  L e  r e t r = i t  n e  c é F e n C  F a s , l e s  c c n i r a i n L e s  ' i é r , r i a l o r i q u e s

-  i e  b ' é L o n  i - é s i s L e  n i e u x  a r : r è s  i e  s É , : h a E e

-  I a  u i t e s s e  d u  s É c h ' = û e  a u E n : e n " e  a r . r e c  i a  t e , n p é r s i u i - e

F ' i u s i e u r s  m r d é l l s a " i c n s  n é c a t r i g u e s  c n L  é L É  a , - , a n c é e s  F c L i r  t r a i l e r
l e  b é t c n .  t e s  L h é c r i e s  e x p L i q u e n L  c h a c u n e  q u e l q u e s  F i - o F r - i É t é s  d u  b é t c n
e l  à  n c s  j c u r s ,  i  I  n ' e i : i  s t e  p a s  d e  L h é o r i e s  p e r m e t  L a n L  I ' i n L r c É u c t i c n
, l â  r  - . . ^  l  - -  h - F - - : r  - - ^  - " :  - - l  - F n I  e n  i e r r  F n  - - - !  :  - . .  i  :  - -
U E  L U i - i S  l e S  P o l  d i i l E f  i  r = 5  q t l l  s l ! L t  - , , L

l ' i n f  I u e n c e  , : l e s  p a r a m è i r e s  p h t ; s i q u e s  L e l s  q i - t e  I ' h u n i i d i L é ,
1 -  !  ^ * - l - - ! , . - -  r  -  - - - - - i  !  4  l  -  É !  - - , , - - I  !  - -  - , , -  I  -  l  - :  l -
i q  L E r r p E r q L u l E ,  r É  p u i  u l l L E ,  l q  r  l b > u ! d L r u i i ,  = u r  l u  r u l  : J E  ' - u i l i F d f t e " ï i Ê n t

: ^ * ^ . . - -  - - . ,
u E t i t E u l  E  g E u  , - u t r t t u g .

C e c i  e s L  d t  e s s Ê n t i e l l e n e n t  à  i a  c o m p l e : : i l é  d e s  e f f e L s  e L  B u
c o u n i a g e  e n t r e  I e s  p a r a m è L r e s  p h u s i g u e s  e t  m é c a n i q u e s  d u  m a L é r i a u .  N o u s
r a p F e l c n s  I e s  p r i n c i p a l e s  t h É c r i e s  u L i I i s É e s  F E u r  m o d é I i s e r  I e  b é t o n .

O u L r e  i e  p h É n o n r è n e  d e  f  l u a g e  ,  l e  L , ê t o n  e s t  u n  n a L é r i a u  q u i

ç i e i  I i i t ,  I ' e n s e m b l e  d e s  p a r - a m è t r e s  F , h U s i c o - n é c a n i q u e s , - , a r i e n t  Ë u e c  I e
t e n i p s .  L a  m o ' i É l  i s a t i o n  d u  f  l u a g e  ' i u  b é L o n  s e  f  a i L  d e  d e u x  f a ç o n s  :
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-  5 U t

p a r t  i r  d e
p r a L  i  q u e
paramè L  re  s

t  p a r  I e  c a l c u l  ' i e  f c n c L i o n s  e x p l i c i

c o u r b e s  e > : F é r i , r i e n L a I e s  [ ? 1  ] .  t e t t e

e t  n e  F e r m e t  P a s  d ' a P P r é c i e r  l '

L e s  e n  È o n c L i o n  d u  t e r n p s  à
m é L h o C e  n ' a  q u ' u n  i  n l e r ê t
i n f  I u e n c e  d e s  d i  f f é r e n l s

D a n s  i e c a s  i  i n é a l  r e , c e t L e  l h É o r i e  P e r n e L

c o m p c r t e m e n L  e n  f  I u a g e  ' f u  b é t - s r i '  O n  s u p p o s e  q u e  l e  r e L r a

s c n t  i n , i é p e n , l a n t  .  l - a  ' l É f  a r m a L  i  s n  t o l ' l i e  e s t  I a  s o m m e  d e

d e  r e t r a i  L  e L  c e i  I e  d u  f  I u a E e  m e s u r é e  s  l n d é p e r : d a . i ' - ' n e n t  e t

d É c c u p i a s e  F h u s i . , : o - m é c a n i q u e  t c i a l  [ e = ] f '

l - ' h u p c L h e s e , â e  i i n é a l - i t é  e s L  r . : s l a b I e  u n i q u e n e n t  p c u r  ' l e s  r ' ' a l e u ' i - s  ' l e

c c n t - r a i n ^ " e s  i i e  , j É p a s s a n t  F ' a s  4 O  i ' ' .  l - e  I a  c o n L i - a : ' n i e  à  l a  i : u p L u r e  a u  m ê n e

â g e  , j u  n a i é n i a u .  Ê r - r  , i e l à ,  l e  c c m p c r - l e n s n l  f , s r . ; i : r r L  n 0 i î  I  i , ' ' ë a i r e  '  L l e t L e

t h é c i ' i e  n e  i l e r î n e t  p a s ' f ' t > : F l i q u e l  i e s  p h é n c ' n è n e s  n c i r  i i n É a i r e s '

c e s  p h é n c n È r e s  s c n ' "  s i r . i ' L c u L  c u s  a u x  e f  f  e L s  c e  i a  ' j i f  i u s i ' - r n  d e  l ' e a u

d a n s  i e  b É L c r  e i  d u , f É u e i o p F € I I e n L  c e s  f i s s u r e s ,  e n  F i u = ' j u  c a r a c " è r e

c D n i p 0 s l l e  , i u  n e L É i - i a u .  R e s t e  à  s i E n a i e r  q u e  L a  f  o l - n e  r É e i l e  ' j u  F r o b i è m e

C e  r - i , i a a e  r , a , j m e i  F . 3 s  i e  s c i u L i c n  a n a i : i i i q u e  e i  q l i ' û n  u L i  I  i s e  C e s

mé tho , j e  s  nun ié r  i  que  s  .

L e  l é t  a . : i  e s r .  u t i  n e t é i - i a u  i i s s i j ; - é ,  l c i - s q u ' i  i  e s t -  s c i  i  I ' c i i É  a u  i e i à

, i e  l a  - D h a s e  é I a s i i . q u e '  i I  ' J  a  F t r Û p a g a - ' l o n  ' i e  c e s  f  i s s u r e s -

I  I  = > : i s L e  F i u s i e u r s  t h É c i ' i e s  i n , : i u a n i  i a  f  i s s u i - a L i c r '  i l c i - i s  c i ' L o n s

i c ' i  L i n  i r e i ; a i i  i - é c e n L , j t  à  I ' i c : - l i z  [ Z + ]  i a S i ,  c u i  c u l r ' e  I ' u l i i i s a l i o n  i r e

: r c , : è l e s  l n , : i u a n i  i a  p i - c p e g a L i o n  d e s  f i s s u i ' e s '  c o n s i ' j è r e  l e  c a r - a c t È i ' e

c c m F c s  i  l e  , i u  n a i é r i a u .  t n  c c n s  i c è r ' e  i e  b Ë [ o n  c Û n m e  u n  n a t é i - i a u  b i p h a s é

, ^ n n n n c É  , l e  i i . = n L  e L  , i e  g i - a , - r i e r .  Î n  n c , l é t i s e  s é p a r é i i e n l  c h a q u e  p h a s e  ' j u
L ç  I I I H  U

n a l é r i a i i  e L  o n  a F F L  i  q u e  L a  I o i  C e s  n é l a n g e s  ! l c u r  F r e ' : i r e  l e  c c n p c r t e m e n t

r l n h = l  ' : l u  n a ' - é r i e u .
3  À  v ! B

r - l i - i c i  q u e ,  c €  n o , l è i e  F e r n € l  d ' e > : p î l q u e r  q l l e l q u e s  p i ' o F i - i É l é s  n o n

i i n é a l i - e s  , j u  b é t o n , .  i i  n e  L i e n t  c s n p L e  n i  ' . i u  f  l u a E e '  n i  ' j e  ] ' n u m i ' i i t é  c u

, l e  I a  i - e + p e r s t u i - L .  f r t ' i n ,  c i t c n s  q u e  i e s  n É t h c ' j e s  i : i c r é n e n t a l e s

s , È p F I i q u e : . 1  + .  a u  t é i c n  i e S l  e "  p e r n e t L e n L  d ' i n c i u r e  t ' e f f e t ' j ' h i i m i d i t É '  L e

p r c b l , è i r e  f ' c r m u  
" ê  

Ô e ,  c e t L e  f  a ç o n  a b o u L i L  à  u n  s u s L È m e  ' f  ' É q u a L i c n  a u i :

, i É r i u é e s  p a i - l i e I I e s  E U e  i ' c n  r é s c u ' ]  p a r  I a  m é t h o d e  ' i e s  é l é n r e n t s  f i n l e '

-  S o i t .  e n  u L i l i s a n t  i a

v i e  i  I  I  i  s s e m e n L  i 2 2  l .  D a n s  c e L t e

, l i r e c l  d e  l ' h u m i ' j  j  t é  e L  d e  I a

m a t é r i a u .

L '  i nL ro , i i . i c l  i  on  de  I

mé  can  i  que  ' j u  bé  L  sn  Pa  s  se  Pa r

d e  I ' e a u  d a n s  l e  b ' é L s n .  L e s

f a ç c n  e > : F l l . c i t e  l e  r e t r a i L  e n
p r a t i q u e "  o n  m e s u r e  L e  r e t r a

aux dé f  crma L i  cn s rné can i  que s

mé can i  que L o ' "a I  .

L h é c r i e  d e  l a  u

L h é o r i e  o n  n é E I  i g e
l c m n é r = l ; r n p  q t t F
L r r r P L !

i s c c é l a s L i c i t é  a L r e c

c o u r a n m e n L  I ' e f f e t

L e  c o n P c r ' " e m e n L  , i u

l ' c . - . n !  i  c r r e r  l :' J  - ^ y  r  r  a s v À

i t  e L  I e  f l u a g e
i a  ' ' , é f c r n i a t i o n

^ , . - _ ^ ^ - . 1
g l l  S L i j - ! i U s q i i  I  L i i i

' e f f e t  d u  r e L r a i L  s u r  i e  c o I f l F c r L € ' î e n t

l a  c o m p r É h e n s i o n  d u  p h É n c m è n e  ' i e  i i i i i i s i c n

é l u , i e s  m e n é e s  - i u s q u ' i  c i  n e  I  i e n L  F a s  ' j e

f  c n c t i o n  , J e  l ' h u m i d i L É  i a e l  [ 2 9  ] .  E n

i t  e n  f o n c l i c n  d u  L e m p s  e t  o n  I '  e j s u t e

f  a i  s a n l  I ' h U F c L h è s e  d ' u n  d é c c u p  I a . q e
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E n  t c u l e  r i - q l l e u r ,  c ' e s t , i ' u n e  f a ç c n  g é n é r a l e ,  I a  d i f f u s l o n

, l a n s  I e s  s o i i d e s  F o r e u x  q u ' i l  f a u t  c o n s i d é r e r  e L  c e c i  d o i t  a m e n e r  à

i n c l u r e , j e s  p a r a m è l r e s  p h g s i q u e s  d a n s  l e s  é q u a l i o n s  m é c a n i q u e s ,

c ' e s L - à - d i r e  u n  e f f e L  d e  c o u p l a g e  d u  g e n r e  L h e r m o é l a s L i c i t é  c c u p l é e

E n  e f f e L ,  l a  s o l u L i o n  C u  p r o b l è n e  d e  f l u a g e  e L  d u  r e t r a i L  d é p e n d

d e  c e l l e  , l e  I a  d i f f u s i o n  C e  l ' e a u  d a n s  I e  b é t o n .  L e  c o u p l a g e  e n  r e t o u r

e s L  n É g I i - q e a b I e .  L a  f o r m u l a L i o n  L h e r , î s C U n a m i q u e  à e  c e s  p r c b l è m e s  . :

ê L ê  , l o n n É e  p a n  Ê i f a n t i s  [ 3 o i  [ 3 t ]  s a n s  f a i r e  a l l u s i o n  a u  m a L é r i a u  b é L o n

É i  L r a r ' e r s  c e l L e  b i b i  i c - l r a F h i e  s u c c i n L e ,  c n  v c i l  d ' u n e  r ' ; r t  i a

u a r i é t É  d u  c o m p c r r L e m e n L  d u  b é L c n  e L  d ' a u l r e  p a r L  I a  d i f f i c u l t é  d ' i n c l u r e

L c u t -  s  l e s  p a r a n è l r e s  p h U s  i  g u e s ,  e n  c o n s e r u ; n L  C e s  t h é o r i e s  s  i n . ' l . e s  .

D a n s  c e  q u i  s u i L ,  n o u s  L i - , : i L o n s  u n  a s p e c L  p a r L i c u l i e r  d u

F r c b l è m e  g é n é r a l  , l u  c c n F ,  c i - ' " e m e n t  ' i u  L ' é t  c n  ;  I  I  s ' a E i I  d e  C É c r i r e  i e

r e t r . a i  L  s l o b a l  e t  I e s  c c n L r a i n L e s  i n l e r n e s  , i u s  a u  r e L r a i L  ' i u  I  i a n L  ' i a n s

i ' h U p 0 t h è s e  d ' é t a s L i c i L é  l i n é a i r e  n a i s  h é L É r c g è n e  e t  e n  i ' a b s e n c e  d e

f i . s s u r e s  e t  d e  d é c n h é s i c n s  a u x  i n L e r f a c e s .  N o u s  a p p l i q u 6 n s  a l o r s  I e

i o i ' i n u l a L  i  c n  e n  ' i é p  l a c e r e n t  d e  m a n  i  È r e  a é n e r a l e  .  E n s u i  t e ,  n û u s  ' u r a i  L c ; r s

i e  l r c b I è m e  C a n s  l e  c a s  ' i ' u n  , n i  j  i e u  h i n c ! è n e  e i  c e i i i i  d u  n i L L e u
L 1 !  a * - - : - -  t i  t . , 1
l i = L = I  u l E i l =  u i  i u E .

6 . 3 )  â t  i  c a t i  s n  d e  l a  f o r m u l a t i  o n  e n  d é p l a c e m e n t

5 .  3 .  i )  F s r i r ; u l a t i  c n  q é n É r a l  e

i i o u s  c o n s i d é r c n s  l e  b É l c n  c 0 m a e , r n  , ' i a t É r i a u  b i p h a s é  c o n s t i L u é , i e
g r a v i e r  l - i . i l c i ' - i s i e n - ;  e L  C e  I  i a n L  ( n a i r t c e ; .  P c i - L r  s p F i  i q u e r  i e  m c i è i e

a u L o c c h é r e n t  a u  m a L é r - i a u ,  n c u s  r e p r E n c r - i s  I ' é q u a t i c n  i n t é g r a i e  g é n É : - e i e

t ' o r m u I é e  e n  d é p i a c e m e n l -  , i a n s  ] . e  c h a p i l r e  I  I  .  L e  r e + . r a i L  ' i u  I  i a n i  q u €

: î û u s  s i - l p F 0 s o n s  u n i f c r , n e  e n L r a i n e  u n e  d é f ' c i ' n i a t i c n  l c L a I e  m a c r o s c c p i q u e  i u

b , é t c n  e l  , i e s  c c n I r a i . r L e s  i n L e r n e s .  L e  c s u F ] a - a e  e n  r e ' . c u r  e s t  n é g l  i g é  i 2 o ' l

L e s  c 0 n s t a n L e s  d ' é  i a s L  i  c i  t é  p e u v e n L  d é p e n d r e  d u  t e m F s  F a ! '
i '  i n t e r n é d i a i r e  C e  I ' h u m i d l  L é ,  r c i , j . s  s r i p p Ê s o n s  q u e  I '  i n L e r i a ' : t

E i - a v i e r - i i a n t  e s l  c c n l i n G Ê  e L  q u ' i i  n ' ' J  a  p a s  d e  d i f f u s i c n  à  c e  n i u e a u .

Ê r a n t  d ' a p p I  i q u e r  I a  f o r m u l a t i o n  e n  d é p l a c e n e n L ,  c a l c u l s n s  d ' a b c r d

t a  d é f o i - m a t i o n  L o L a l e ' m a c r B s c o p i g u e  E n  f c n c t i o n  d e s  d é f o r r n a L i c n s  d u

I  i a n L  e  I  c e  I  i e  ' i u  g r a l r ! e r .  t " i o u s  s u F p c s o n s  q u e  I e  I  i a n L  s u b i  L  u n e

d é f o r m a t i o n  L c l a l e  q u i  e s L  l a  s o n m e  C ' u n e , i é f o r r n a l i o n  é I a s t i q u e  e L  i u

r e L r a i L ,  a l o r s  q u e  I e  g r a , . , , i e r  s u b i L  d e s , i é f o r n a t i c n s  q u e  n o u s  s u p p o s o n s

é I a s t i q u e s .  L a  s i t u a l i a n  e s l  r é s u m é e  d a n s  I a  f i g u r e  c i - d e s s o u s  i
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CN,

Tc,

LP

tP=o.

1 n

Ic
a ?
è r e

l . ious n

c o n s t a n L e s  d ' è l a s L i c i L

c o n s L a n L e s  d '  é  I a s t  i .  c i  t

L r a i L  u n i f o r m e  d a n s  I e

o
o l o n s  X  t a  f r a c t i o l t

(l

é  d u  I  i a n t

é  d u  g r a u i e r

I  i a n L

' , â 1 " H i n r : c  r i r r  t " 1 U i g f  .' J U r U r r r r q u g  u q  5 r  q

L 5 , l é f - o r r i r a | . i o n  L o t a i e , S a n s  I e  r i r i l i e u  s ' é c i - i L , J e  m a n i è r - e  - c é n É r a I e  i

t,i,t"r{r,*, -- tl,ot r

o b t e n o n s  I a ' i é f c i ' m a L i s n  t c L a I ee n  i n t e g r a n L  s u r  L c u L  I e  u o l u r n e ,  n 0 u s

i i a c t r û s c o p  i  q u e  q u i  s ' é c r i  L  a l  o r s  :

T
t,

Pl

T
E,, =
"J

-vt €l
VPd

*# .# Li

=+lrlt:,.^) + t:nw)

e l  L e  s ' É c r i L  e n c o r e  :

Li

nQn .otLti, L ti

vn,  v '

d É f o r m a l i o n  é l a s t i q u e  d a n s

v o l u m e  r e p e c t i f  d u  I  i a n L  e l

I e  I i a n t  e t  d a n s  l e  g r a v i e r ,

ooo

o
oso

du grav i .  er  .
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C e t t e  d é f o r r n a L i o n  m a c r o s c o p i q u e  s ' é c r i L  Ê n  f o n c t i o n  d e  l a  f r a c L i o n

u o  l u m i  q u e  :

d ' o ù  n o u s  t i r c n s  :

{i= Qt - I) tii *() - !) t; *l tÏ

e n  I ' a b s e n c e  , j e  c c n L r a i n L e  e x L é r i e u r - e ,  i a  c c n L r a i n t e  m a c r c s c o p i q u e  e s l
- , ,  t  1 a

- l
Lt' - ' t  lcn. AN--o

1- v ) *à
V

. p  r i : i  i m c i i a u e  ;

n  - t  .  - l {

|Çrt*(^-J,)ori =o (â' i3)

na
S : . 6 - r :  , : r n L i ' . ? i n L e , l a n s  L e  I i a n t  e l  ' j a n s  I e  g r a , r i e r .  E I I e s  s ' é c r i u e n t

p) r 'pà

à  i ' a i , l e  ' i e  i a  i c i  ' i e  H c c k e  :

t  - 1  ^Qaor) = Ciig LAt

oll = c\rn, Luo",

q u €  n û u s  r e n p l a ç c n s  d a n s  I a  r e i a L i e n  ( Ë . 3 . 3 )  c e  q u i  d o n n e  :

\ rT;Le. L?t* (r - g) cii.^ eul -- o

l, -1") t2 = - sl,ri.li* \ {, ( 6 .  3 . 5 ) '
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S t  
" r L  

l a  c a m p l i a n c e  é t a s t i q u e ' l u  I i a n l .

E n  i n j e c t a n t  ( 6 . - î . 4 )  d a n s  l a  r e l a t i c n  ( 6 . 3 . e ) ,  o n  a  a l o r s  :

4i= (, - I ) L,;* 3(1u^^- ltî* tinnn)'i'

P o u r  c a l c u l e r  l a  , i é È o r m a L i c n  t o L a i e  m a c r o s c o p i q u e ,  i  I  s u f f i t  a l c r s

d e  p o u u c i l -  c a l c u L e r  l a  , i é f o r i n a t i c ' n  é l e s i i q u e  ' i a n s  I e s  i n c l u s i c n s
( c a i i i c u > : )  e L ' i i s p o s e r  d e  I ' e > : p r e s s i o n  e > : p l i c i L e  , i u  r e L r a i L  e n  f c n c L i a n

' i e  l ' h u n i , i i  i É  o u  , i u  t e n p s .

P o u r  c a l c u i e r  t n '  ,  n o u s  a I  I o n s  a F F I  i q u e r  I e  m o , l è I e  a u t o - c o h é r e n L

a  u n  s  i  L e  a u  , n a t É r i a u  h ' é L c n  b i p h a s é .  P o u r  c e  I a .  n û u s  r a m e n 0 n s  I e

F r c b i è , r e  r é e I  à  u n  p r c i : l è m e  d ' i n t e r a c L i a n  e n l r e  u n e  i n c l u s i a n  e L

u n  n i  i  i e .  h c i n c g è n e  é q u i v a l e n L  a u  n ' i  i  L  i e u  r é e l ,  d e  c o n s t a r t e s  . r
, i ' é i e s i i c i i é  C "  i n c c n n u e  e t  s u b i s s a n L  I a  , i é f  c r , r i a L i o n  m a c r o s c c p i  q u e  E '
, i u  r e L r a i i , j c n L  i a  u a l e u r  r e s L e  à  c a l c u l e r .  S o i L  s c h é m , : L i q u e m e n L  :

cn,Lr cie.

ct
L

F i - c b l è n e  r é e l

P c u r  c a l c u i e r  I a  d é f  o i - r n a L i o n  É I a s L i q u e  C a n s  t '

i ' é q u a t i c n ( ? . 3 . 1 8 ) , J e  B e r c e i l l e r  e L  Z a o u i  f o r m u
t 1 = l  l s  é - ' , = +  i  n -  . - ' é . - - :  Ir * . E L L ! -  E ' - { U û L ! U i :  J  = L I  i L

P r c b l è m e  é q u i u a l e n L

: - ^ 1 . . - : - -
r l t L l L l b i u t i ,  i l u u S  r E P r E i l u i l 5

I  L ^  t - - ^  I  -  ^ L - - i  t - -  I  t
i r = E  u é i l 3  t E  L l t o P r L t E  t t .

C,rprv') ,[, r, - SCiur^,rt]rtul) ar,rig, = i^n*l t-, t^-n) [lv'

o

o

o
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D a n s  n o l r e  c a s  L  e s t  é g a l e

m i l i e u  h o n o E è n e  é g u i v a l e n t  :

LâÉ
. T T

" 8 ,  
E  é t a n L  l a  ' i é f  o r n a t i o n  m a c r o s c o p i g u e  d u

à  c e t  L e  , j é f o r m a t  i  c n ,  n o u s  r e t r e n c h o n s  I a  d É f c r m a t  i  s n  m a c r o s c c p  i  q u e
r t

u n l r o r m e  c ,  :

o(^)

aISr = t:--h,q",(ri*,rltfut^) - SCgrgtn'l {*t'l)a"'

ço{vI

vt

v,

L e  r e L r a i L  e t  l e s  c c i s L a n t e s  é i a s t i q u e s  s

f s n c t i o n  i n , l i c a t r i c e  g ( r u ) , 3 É f i n i L  p a r '  ;

. , -  L . - ^  l -

.P
tpg (rv)

={ 
uo

l ' i n c i u s i o n

=ri,(/-

t:-r *= -J [^lt'^, ,!rrn{r,tu'

_ \o(ù )

lciiae - ri,^ù
l ^ . , :  - - l
r iEv  t  E  i l  L

v
7

( n

) 
r^^'tn-^) ^c riro (4c @ - {e) u",

v1

it"l t* =Jl^rr-^,t(c9rt^'r(ti4-r q,) -{iuu)(t'st r- 'il!*'

, 1 _ _ : , . ^ - I  :  t r - : t -  ) ^  1 -
E L f  I V E I i L  É  !  É I U =  U E  I E

+, nê, Vt

Vr  é ianL

IL;i[c Ln) __
0 - -

' i a n s  l '  i n c l u s i o n  c e L L e .

n Qu4t| r
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€ r ' i u r 1  L i u t l
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É t u e c :

ÀC i*,r, = tu, - ciitt

L a  d É f c r m a l i c n  d a n s  u n e  i n c l u s i o n  e l l i p s o Î d a I e  é L a n L  u n i f o r m e  t  I  ] ,  o n  a

e n  n o L a L i c n  s U m b o l . i q u e  :

l- .-T t 1 r\ 
-T

L'- J= -f c"E' - r (t-c") t'
\ t

d ' o ù  n o u s  i  i r o n s  :

tT = (,,r * r Acf' (l -, ' *) ET

L"' -- (, * r ôc )" ? 
- r r") Er

.?
g u i  e s i  e u s s i  l a  C É f  o r n a t i c n  é i a s t i q i i e  , i a n s  i ' ' i n c l . u s i c n  p u i s q u e  L :  0

dans  V1  :

q u €  I ' s n  i - e n F i a c e  d a n s  l " a  r e i a " i c n  ( 6 . 3 . Ë )  c n  a  a l o r s  :

C e L t e  r e i , : t i c n  d o n n e ' , l a  ' i é f c r m a L i o n  t e t e l e  a a c r o s c a p i q u e  d u  m i l i e u  e n

f  o n c L i o n  d e  L ?  .  L e s  ' c o n L r a i n t e s  d a n s  I ' i n c l u s i o n  s ' o b t i e n n e n t  p a r  I a

r e l a l i o n  ( â . 3 . 4 )  e t  I e s  c o n L r a i n t e s  m o U e n n e s  d a n s  l a , ' n a L r i c e  p a r  I a

r e l a t i c n  ( 6 . 3 . 3 ) .

- Q

D a n s  c e L L e  r e l a t i o n ,  I e s  c o n s t a n L e s  ' j ' é I a s t i c i t é  L  d u  m i l i e u

h o m c g è n e  é g u i u a l e n t  s o n t  à  c a l c u l e r  p a r  d e s  a p é r a l i o n s  d e  r n o g e n n e  [ æ ] .
E n  e f f e L .  d a n s  l a  r e l a l i a n  ( Ê . 3 . ? )  I e s  c o e f f i c i e n L s  d e  g e  e t  E T '
p e u , ; e n t  ê L r e  i n t e r p r é t é s  c o r n m e  d e s  c o e f  f  i c i e n L s  d e  l o c a l  i s a L i o n  e L  s a

a 0 u e n n e  s u r  t c u t  I e  m i l i e u  d a i t  d o n c  ê L r e  n u I l e .

{=ç-I) cP-t(t -r".')(r-no.il, -r'c) tr
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D a n s  c e  q u i  s u i t  n o u s  a l l o n s  a p p l i q u e r  c e L t e  f o r m u l a t i o n  a u  c a s  d u

r n i l i e u  h o m o g è n e  e L  à  c e l u i  d u  m i l i e u  h é t é r o g è n e  d i l u é ,  l a  r é s o l u L i o n  e s L

a l o r s  p l u s  s i m p i e  q u e  d a n s  I e  c a s  d u  p r s b l è m e  r é e I .

6 . 3 .  e )  H i  I  i e u  h o n o g è n e

Q u a n d  I e  m i l i e u  e s L  h o m o g è n e ,  I e s  c o n s t a n t e s  d ' é l a s t i c i L é  d u  I i a n t

e t  d u  g r a u i e r  s o n L  é g a l e s ,  o n  a  a l o r s  :

L a  r e i a t i - c n  ( 6 . 3 . 5 )  d o n n e  a l o i ' s :

ET=(,t- l )€P
\  6 l

Sn ct= r-

r î  r 1  r o( - = r v = r -

L a  I o i  d e  H o a ] , . e  s ' é c r i t  a l o r s  :

é t o r L(J

E n  u L i l i . s a n t  l a  r e l a t i c n  ( U . 3 . i ) .  i ' l c u s  p o u , - , c r s  É c i - i r e  :

( D .  J .  ' 3 J

C e t t e  d é f o l n i a L i c n  L c L a l e  m a c r û s c c p i q u e  e s l ' j u e  u r i q u e n e n ' "  a u  r e L i - e i t .

C e l t e  f  o r n u l e  d c n n e  l e  , i É f  c r m a L  i  o n  r n a c r c s c c F  i  q u e  e n  f  c i r c l  i  o n  d e  I a
, i é f c r r n a t i c n , i e  r e L r a i ' . .  L a  c e n ' " r a i n L e  m a c t r E s c o p i q u e  e s ' c  n u l L e .  E n

: - e v a n c h e ,  i e s  c o n l r a t n t e s  i c c a l Ê s  n e  I e  s c n L  p a s .

L e  n i  i  i e u  é L a n L  h a n o , : è n e  -  o n  3 ;

ç ='Lo (f-  St )
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S . 3 . 3 )  l ' l i l i e u  h é L é r o s è n e  d i l u é  :

O u a n d  I e  m i l i e u  e s L  d i l u é ,  o n  p e u L  n é g l i g e r  I e s  i n l e r a c t i o n s  e n t r e
I e s  g r a u i e r s .  f { o u s  p c u u o n s  a l o r s  a s s i n i  I e r  l e  p r o b l è m e  à  u n 4 F r c b l è m e
d ' i n t e r ; c L i o n  e n t r e  u n e  i n c l u s i o n  d e  c o n s t a n L e s  , J ' é I a s t i  c i L ê  C '  e s t  u n e
n r e t r i c e  , l e  c o n s t a n L e s  d ' é l a s t i c i t é  C n ,  s u b i s s a n L  u n e  , l é f o r r n a t i o n  , i e
r e l r a i L  É g a l e  à  t P .  o n  a  d o n c  l e  s c h é m a  s u i v a n L  :

l-

r > - ^ L r : - -  L - . , a . ,  - t  ^ * !
r i  u u l E i i r E  Ë q u I v | a ! t r i t L

r {Ê
l ' 1a t r i . "C ,  e

. n T
l n c i u s r 0 n L

ô
L '  (6 .3 .  s  )

I n c i u s i o n  C a

I 1 a L r i  r . C l . t P

+ 11 L.i't - r'c") er

À -T(r -sncr[, - r AL)'^ (,t - r r')

t r ) * ^ L l : * ^  - : - l

|  -  r a É - - - - r : ^ -  - -  : - , . -  ! ^ r - 1 -  - r i ^ - : t  - l ^ * -
L É  U = I U I I i : é L i U I I  i ; I T t - I U : L U U i U U E  L U L q I =  5  E L I ! L  É I U I  5

(r - J )

0 n  F o s Ê :

R e F r e n o n s  I ' é g u a L i c n  ( 6 . 3 . ? )  q u i  s ' é c r i t -

-TE' = (, - I ) { *[(r - r". ' )(/

EÎ-

-- ( I '  Snct ) (,1 + t,ac)-' (,q- n c")
\  / \  I  \  /

n t  , i i  l u é ,  X  F r e n , l  , l e s  u a l e u r s  p e L  i  L e s ? p a r  r a p p o r t  à  1  .  U n
I i r n i t é  a u  p r e m i e r  o r d r e  d o n r r e  p c u r  É '  :

Er= (,t-f )(.^*\*)e'

x
L e  m i  I  i e u  é t a
d é v e  I  c p p e n e n L

r

O a

o o
o

oo

o

o

o
0
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S U  !  L

794

" (/-1)L?

E n  n é - q I i g e a n L  I e s L e r m e s  c o n L e n a n L

c i - l  en  f  ancL  i  on  Cu
_ a
L e n s e u r  S  , j ' E s h e i b , t  d é f  i n i t ,  Ë , a r

TXT'
a  a l o r s  l a  r e l a t i o n  f i n a ! . e  :

"PL  i 6 . 3 . 1 0 )

{  - -  
( ' - * )

{= ç-t)Lo*!(r -.".')k

fon

{ = (r , ) t'* l(r -t".') (, " 11 ^L)^ 
V 

, 
")

s = (C = r'ch

( a .  ^  1 1 \

q u i  e s "  i a  s c l u t i c n  , l e  i ' i n c l u s l c n  h É i é i - c s è n e  ' i ' f  s h e l b U  a u e c  u n €

a é f c i - , ' i a L i c n  u n i f a r n e  C a n s  l a  n i a t i - i c e .

L € s  c c n t r a i n L e s  , i e n s  i ' i n c i u s i c n  s ' é c r i u e n t  :

Tr-- tL"

- . ,  |  - ,  L  - - ' .  L
U U I  3  g L I  I  L  r - l l L U t  E  '

)r','
/ , \  â  4  â \
L O . - 1  . 1 4 l

L a  c o n t r a i n t e  d a n s  i É  m a t r i c e  p e u t  â t r e  c a I c u l é e  p a r  1 a  i - e l a t i c n
r ^  ^  ô \
r . c  .  J .  - l J  .

L e  L e n s e u r  d e s  d é f o r m a T i o n s  d e  r e t r a i t  é L a n L  d i a E o n a l ,  e x p i i c i t o n s  I e s

d e r n i è r e s  f  o r r i u l e s  d a n s  ' j n  c , 3 s  i s o t r o p e  , f r - r e c  u n e  i n c l u s i c n  s p h e r i g i - i e .

R e p r e n c n s  d o n c  l ' é q u a L  i  o n  ( 6 . 3 . 1  1  )  :

sac+-
cn

.+)r- t) r'

6'= .n, (.n + acs)-' (r - s

{=V -r) g'* L(r s"c')(r Ir'r t
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F o u r  u n e  i n c l u s i o n  s p h é r i q u e ,  I e  t e n s e u .  s  a ' E s h e l b g  , i e v i e n t  i  ?  ]  :

S=r 4
3 y ' -v"

c r

E n  p r e n a n L V " = 1 1 2 . ,  u a l e u r  n é a l i s L e  P o u r  I e  l r é t o n ,  P n e n d  l a  v a l e u r

s u i v a n t e :

S = ll z

E n  r e m p l e c a n L  5  p a r  s a  t r a l e u r  e L  I e s  c c n s L a ' l e s  d ' é I a s L i c i L é  p a r ' j e s

c o e f f i c i e n l s  d e  c e n p r e s s i b i l i t é ,  Û n  a  a l o r s  :

{=(^-t)r'r} (, 5)(r. nrf]^orr'

{= (,-*) s'* L(*{"J tt'

q u i  s ' é c r i l  a i c r s  :

o n  o b t i e n t  I i n a l e n e n L :

n o u s  p o s o n s  :

v -  KI-KH
pn

{= (r-t)tP- }ffi-) tt (6313,

L e s  c o n t r a i n t e s  s ,  o b L i e n n e n t  a l o r s  d i r e c L e m e n t  d e  l ' é q u a L i o n  ( 6 ' 3 ' 1 2 )  '
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5 . , t ) F é s u l t a t s  e t  D i s c u s s l s n

E n  u L i I i s a n L  I e s  f c r m u l e s
r a p p o r t  d e  t a  d é f o r m a L i o n  L o L a I e
I i a n L  ( E T l t P )  e n  f o n c t i o n  d e  l a
d ' h é L é i o g é n é i t é  *  c c n s l a n L .  o n
( F i g  ( 1  ) )  .

D e  m ê m e ,  n o u s  a u o n s  t r a c é  l t T t C P )  e n  f o n c L i o n  d e  X  à  d e s

f r a c L i s n s  u o l u n i q u e s  c o n s t a n t e s  ( F i g ( 2 ) ) ;  c ' e S L  u n e  c o u r b e  d e  p l u s

e n  p  I u s  d é c r o  i  s s a n L e  a v e c  l a  f  r a c L  i  o n  v o  I u m i  q u e .  P c u r  i e  b é + " 0 n ,  I a

f r a c L i o n  v o l u . m i q u e  d u  g n a v i e r  v a r i e  e n  g É n é r a i  a u L c u r  d e  l a  u a l e r L r  0 . 5 .

L a  f i g u r e  ( F i g ( 3 ) )  r e p r é s e n L e  I e  r e t r a i l  d u  I i a n L  e l  c e l u i  i u  b é i o n

m e s u r é  e x F é r i m e n t a l e m e n L  d a n s  u n e  a L m o s p h è r e  à  S C I  i i  d ' h u m i d i t é  [ 3 3 ]  .  h - û u s

n c i i s  p l o F 0 s o n s  , j e  c a l c u l e r  L a  c o u r b , e  d e  r e L r a i  L  d u  b ' é L c n  à  f ' a i - t  i l  d e

c e I I e , i u  l i a n L  e n  u L i l i s a n l  c e s  r é s u l L a L s .

N o u s  f e r o n s  , i ' a b o r d  I e  c a L c u l  p a r  i a  f o r m u l e  ( 6 . 3 . 8 )  c ' e s t - à - , i i r e
, l a n s  l e  c a s  d ' u n  n i i i e u  h c , r a g è n e .  f n s u i L e ,  r r  o u s  f e r o n s  I e  c a l c u l  F a r  l a

f  c r r u i e  ( â . 3 .  i 3 )  c ' e s l - à - d i r e  d a r i s  L e  c a s  d ' u t n  f i i  i  i . e u  h é t é r c g è n e .  i i o u s

c o n p e r o n s  L e s  r é s u I L a L s  o b L e n u s  p a r  c h a c u n  ' j e  c e s  d e u x  c e s .

( 6 . 3 . 8 )  ( 6 . 3 .  i 3 )  ,  n 0 u s  a v o n s  l r a c é  I e
d u  b é t o n  à  I a  d é f o r m a L i o n  d e  r e l r a i t  d u

f r a c L  i  o n  u o  I u n i  q u e  p o u r  u n  r a p p o r t
c o n s l a t e  q u e  c e L t e  c o u r b e  e s t  I  i n É a i r e

G )  n c u s  a v c n s  r e F r é s e n l é  l e s  p c i n t  s  c , r i c u l é s

l e  c a s  d u  m i l i e u  h c n o g è n e .  n o u s  a t r o n s  f a i L  i e  c a i c u l
u o i u m i q u e s  û . 3  € L  0 . 5 .  I e s  t c i r ' l L s  L h é c r i q u e s

- . - - r - r - - - r - r ^  r ^  - 1  - ^ - c r , l  s a t i s f a ! . s a n l  e s tË x l j t r j .  i i ; i t r i l L 1 1  1 r = ,  t - j z  ! L  u 3  u l l  û L , -

, ; € l e u r  i - é e i i =  , i e  i ' ' i a n s  i e  L ' É l c n .

1 r  1 ^ - - !  ^ - l - ^  r  - -  , . - 1 - . . - . -  ^ - l  - , . 1 4 - -
I  E L d I  L  E l l L r  E  i ! - 5  r J é i E U l  >  L ù i L U i E = 3

1  1  - -  - -  l  - . .  r  a - -  t - . - -  I  ^  à , ,  - :  I  :  - . ,
i  I E 5  r - q l  L L I I E E S  | J q i l : :  : =  L O >  U U  i l l l  t  I E U

ê t r e  c o m p u s É e  , i e s  L r a  i  s  c o u r b e s

J U i  i é
c . :  - . , * -

{  } r é n r i  n i i p n e , ' i t  , l a n SI Y U . e r r r ! | | L

Fc i - i i -  I es  f  r ac i .  i  cns
- - ^ - l - ^ - r  I  -  - - , . - L -
E r i , - É u l E r i L  t û  L U U ! u s

- L ê ^ É . . L  - - , , *  Ê  -  n  q
u j ' : : = l r J t r  i j u u i  r  -  . _ . . . J

l a n E  I e s  f  i q u r e s  t - 5 ) ,  n c u s  a L ; r n s  i a i L  i e  n â m e  c a L : u i  i , e n s  l e  c = s  ' i u

n i L i e u  h É t é i - c g à n e ,  u n  F û n  e c , : c r , l  e s L  c b s e r v É  a u  i é b u i  i u  s É c h a g e .  c e
q u i  e s L  n c l m a l  c a r  I e  n i  i  i e u  e s L  t - c r L e n e n i  h é L é i - c g è n e  a u  C é b , u L ,  e n s u i  l e

L e s  F a i n t s  t h É o r i q i - i e s  s ' É c a i - L = n i , j e s  p o i n i s  e x p é r i i r e r L a u x  c e  q i . i l  e s i

a u s s  i  n û i - m a 1 .  I e  r n l  i  i e u  L e n , i a n L  ( . j € r - s  L i ï i  m 1 l  i e u  h c , n o g è n e .  I  I  e s i  c L a i i '
q u e X  n e  F i - e n , j  p , : s  u n e  u a l e u r  c s n s ' . a n L e  s u  c c u r s  , l u  s é c h a g e  m a i  s
, i é c r o i L  c o n L i n u e l l e m e n t  a , ; e c  l e  l e n p s  , i u  .  s é c h a g e ,  l ' i n l r c ' i u c L i . c n  ' i e

t - , a l e u r  r é e l  L e  d e  X  p e u i  a i c r s  a r n É l  i o r e r  l e s  n é s u I t a L s  c - h ' . e n u s .

L a  i i E u r e  ( Ê )  p e r m e L  d e  v o
, i a n E  i e  c a s  ' i u  m i  I  i e u  h c n c g È n e  e L
h é t é i ' c q è n e .  I a  c o u r b e  r é e  I  I e  , j s

, , - r i , - , = n l  l a  ' i é c r - o i s s a n c e  d e  X .

D a n s  I e  c a s  ' j ' u n  r n i  i  i e u  h é L é r o g è n e  n o n  d i

f c r r u l a t i o n  g é n é r a I e ,  c ' e s L - à - d i r e  c a l c u l e r
d u  m e l é r i a u .

i r

I L

l u É .  i l  f a u L  a p p l i q u e r  I a
I e s  c o e i f i c i e n l s  e f f e c t i f r



ta?

L e  c o u p l a g e  e n t r e  I a  f o r r n u l a L i o n  e n  d é p l a c e n e n L s  e l  l e  p h é n o m è n e
d e  d i f f u s i o n  p e u l  a b o u l i r  à  u n  c o m p o r t e m e n L  u i s c o é l a s t i q u e  l 3 o ] .

D e  p l u s ,  l e  c a r a c L è r e  c o m p o s i  t e  d u  m a t é r i a u  p e u t  p e r n r e t t r e
' j ' e x p l i q u e r  i ' h u s t é r i s i s  c b s e r v é e  I c r s  d e  1 ' a F p l i c a l i s n  d e  c o n t r a i n t e s
c u c l i q u e s  i 2 { 1 .
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var ia t ions  , l e  ( t ' /  e r ) l  à  X  cons lan tfF x=O

tF  X=O.5
' lÉ  X=1

*  X=2
*  X=  3
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C a n c l u s i o n  g é n é r a I e :

D a n s  c e  t r a v a i  l ,

c o n L r a i n L e s  i n L e r n e s

d é p  l a c e m e n L  p o u r  I e s

d é f  o r m a L  i  o n s  i n c o m t ' a t  i

c o n t r a i n t e s  p t u r  i e s

i n c o n p a L i b t e s  i 9 l .

I

n o u s  ô v o n s  n a p p e l é  d e u x  m é t h o d e s  d e  c a l c u I  d e s

.  C e s  d e u x  i t é t h o d e s  s o n L  I a  f  o r m u i a t  i o n  e n

m i l i e r - i x  h é t é r c g è n e s ,  a n i s o t r o p e s  e L  e n  p r é s e n c e  d e

b l e s  t 3 l  i 4 l  I S l  e L  I a  f c r n u l a t i o n  e n  p o t e n t i e l  d e
n i i  i  i e u > :  } c n o g è n e s  s v e c  d e s  d é f o r n a t  i  o n s

i . . l o u s  a L r û n S  é l a r g i  1 a  f o r m u l a l i c n  e n  c o n L r a i n l " e ,  a u x  c a s  d e s

m i  I  i e u x  h é L É r o g è n e s .  a n i s o L r o p e s  e I  e n  p r é s e n c e  d e  d é f o r m a t i o n s
i n . - r n r = t  i h l p c  l - ' é q u a L i c n  a u x  , i é r i t , é e s  p a r L i e l l e s  c b t e n i i e  * s é n é r a l i s e! r l ! u r r : ! g

c e i i e , j e  f ( : - ô n e i - .  C e t L e  É q u a L i o n  e s L  à  r a p F n o c h e r  , j e  c e l l e  d c r n n é e  p ; r

B e r - u e i  i l . e i -  e L  Z a o u i  d a n s  i e  c a s  ' i e  l a  f  c n n u l a L i a n  e n  , l é p l a c e r n e n L .  S I I e
- Â - â - - r  :  - -  - , ! ^ ^ i  I  ̂ ^  a - , , - !  i  ^ - ^  d e  B e i L r - a m i  d e  i ' é l a s t i c i t é  i  i n é a i r e
- Q Ë { i È I ' l I I 5 =  É U S b f  I t r 5  E r - l u o L l U l l s

L ^ - ^ - : - -  - !  :  - ^ tn c m û g e n €  € L  i  s c L r t r p e .

f n s u l t e .  n r u s  e v o n s  p a r L i c u l a r i s é  c e L L e  é q u a L i o n  e u  c a s  d ' u n  n i l i e u

h é L é r c g è î r e  i  s û i r o F e ,  c e  l u i  C u  n i  I  : . e  e i  h c n o S è n e  e n i  s s t i - c , n e  e r .  , j e s

F r c b I è n e s  p L a n s .  i . l c u s  a u o n s  t r a i L é  L e  c a s  , l u  m i  I  i e u  h o m c : : è n e  d t  à  l " r ô n e l

e ' ,  I e  c a s , j u  m i l i e u  h . é t é r c g è n e  e L  e n s u i t e  i e  m i l i e u  a n i s o t i - a F e .  C e s

é q . i a L i c r - : s  . r u x  i é r i u É e s  F ô r L i e i l e s  - q é i r é r a l i , s e n t  L e s  É q u a i i c n s  d e  K r ô n e r .

D a n E  c h = c i - i n  C e s . : a s  F l a n s -  n c L i s  Ë t - r û n s  € i : F i i . c i t - é  l - e  c e s , i e s  d é f c r r a L i c n s
p l a n e s  e l  c e i i i i  d e s  c o n i r a i n l e s  p l a n e s ,  i e s  é q u a ' . i c n s  s c n L  a l c r s  F l u s
-  :  * -  r  -  -
> i i r i F i E f .

f n  . €  q l i : .  c c n c e r n e  l a  i - é s c i u L i o r r , i e  c e s  É q u a i i c n s  a i i : : , i É r i ' - , ê e s

F , a i ' t ; . e i  i = s ,  n o u S  E r - j c n S  p i - é s e n t é  ' i n €  i i : a n s i c r m a L i o n  , i e  c = s  é q u a t i c n s  e n
i ^ .  - r :  - F  r * ' . é s r a l e  e n  u l i l i s a n t  L a  l e c i t n i q u e  ' l u  i e n s e u r  ' i e  G r e e n .U i i E  E q U é L I U l l  l i l L - 5 !

C e L i e  s c L u * , ; . c n  L i e n i  c c r F L e  , i e s  : c n d i t  i c n s  E u : {  i  l . . n i t e s ,  ' i e s

h É L É r c r é n é ï i é s  a : . n s i  i i i e  a e s  i é f  o r n a ' , i c n s  i n é l a s t  i q u e s .  S i l e  ' i o n n e  i a

s o i u t i o n  , j e  r . r ô n e r  p c i i l -  l e  c a s  , j i i  n i  i  i e u  h c i t c g è n e  e i  e l  i e  e s t  s i r i  i  I a i : - e

à  c e l i e  , j c r i i é e  p a i -  B e r r - i Ê i t l e r  e t  Z a o u i .  C e t L e  é q u a t i c n  s e  s i m F i i f  i e  d a n s

l e  c a s  o ' u n  n i i i e u  i n i i r i ,  F c u r  L e q u e l  I e  L e n s e u n  C e ' i r e e n  e s t  c o n n L ! . .

L ' é q u a L i o n  i n L É g r a I e  e s L  p a r l i c u L i è r e m e n L

m i .  i  i e  u i :  n i  c i - c h é L é r o g è n e s  Ê L  r n a c i - o h c i i c E e n e s
r F = n r r !  = i - c c
: f  r  u , r u

: * r l - - ^ - ^ * r ^  r - ^
l i l L E l E b : u t i L E  i J U U I  t = 5

^ !  I  - -  * :  ) :  - . , . .
=  L  U U U i  i = 5  i i l !  I  l = U I -

i . i c u s  a r . ; c n s  , i F p I i q u É  1 a  L h é c i ' i e  g É n e r a i e  Ê u  c a s  , i ' u n e  p c ' L r e

h é t é r o _ q è n e  o ù  I ' h é l é r c g é n é i t é  e s L  a e s u r É e  p a r  l a  u e r i a L i o n  ' j u  r n c ' i u l e  ' i '
( ' ^ " - -  | ' r - " -  - " ^ - s  c a i c u l é  l e s  C é f o r i n a L i o n s  e L  l e s  c o n L r a i n t e s  C e  f ' a ç o n: u u r i ! J .  i i u l l  5  É r J U l l

e i : p l . i c i t e  e n  f  e n c l i o n  i d e  I ' h é t é r o g É n é i l é  e L  d e s  p a r a m è l r e s  , i e  I a  F c u l r e .
C e t L e  f c r m u i a t i o n  p e u l  ê t r e  f a i t e  p c u r  L e  c , : s  d e s  d é f o r m a L i c n s  p l a n e s  e t
- - , . -  I  ^ ^  - :  I  :  ^ . . . .  - - :  ^ - r - - - - -  - !  n n  n c r r l  I  n r r  i n r r r q  o b l e n i r .  à  d é f  a u t  d , u n eF U t l r  l E 5  l i l l ,  I l g l l J l .  O l l l , S U L l  U P E >  g L  U l l  P ç U L  L U q e l u u r  I  - - -

- l - ^ 1  ! :  - -  - - - r ' t I  i  n l r e  t t n e  r É c n l ' r ]  i  n n  n t t z É n i  n t i el E i u i u L i u i i  É l i ù l  I u  u L l u r i  l l q i i l E t  r L l s s .
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E n f i n  d a n s  I e  c h a p i t r e  V I ,  n o u s  a u 0 n s  m o n t r É  q l r e  I e  n c d è l e

a u t o - c o h é r e n I  p e u t  ê L r e  a p p l i q u é  a u  c a l c u l  d e s  d é f o r m a t i o n s  L o L a l e s  e L

d e s  c o n t r a i n L e s  i n t e r n e s  d u e s  a u  r e L r a i t  d u  b é l o n .  L e  f o r m a l  i s m e  e s L

s i m p l e  e L  F e r m e t  d e  p r e n d r e  e n  c o n p t e  l e  p h é n o r n è n e  d u  r e L r a i l  d ' u n e

f a ç o n  C É c c u p t é e .  L e  b é L o n  e s t  c o n s i d é r é  c o n m €  u n  m a t é r i a u  b i p h a s é .  U n

b o n  a c c o r d  e s t  o b L e n u  d a n s  1 e  c a l c u l  d e s  d é f o r m a t i o n s  t o L a I e  d u e s  a u

r e l r a i t  d u  b é t o n .

L a  f o r n u l a L i c n  e n  p o L e n t i e l  d e  c o n " n a i n L e s  F r é s e n t e  p l u s i e u r s

a u a n L a g e s  s L i r  I a  l ' c r m u l a t i o n  e n  d é p l a c e n e n L .  " l ' c u t  d ' a b o r , j ,  d . r n s  I e

c a l c u l  d e s  i n c s m p a L i b i  I  i  t é s ,  c n  n e  p r e n d  e n  c c m p t e  q u e  I a  p a r t i e

i n c o m p a l i b i e ' i e s  C é f a r n a t i o n s  i n é l a s L i q u e s .

P a r  c c n L r e  d a n s  l a  f o r ' r u l . a L i o n  e n  C é p l a c e n e n t
p r e n d r e  e n  c o r p ' u e  L c u t e  l a  ' i é f  o r ' n a r ' i e n  i n É l a s L i q i - i e .

:  1  ! - . . !  à '  - - L t  a ^
i L  I é U L  U  E I i I U I E E

D a n s  I e  c a s  d e s  p r c b l è r n e s  p I a n s ,  1 e  F o " e n l i e l  d e  c o n L r a i n L e s

s e  i - é d u i L  à  u n e  s e u l e  f c n c t i a n  s c a l a i r e  i r ' o n c L i a n  d ' Ê i r U )  a l o r s  - q L ( Ê  F c u r '
l a  f o r m u i a t i o n  e n  ' j é p l a c e m e n t ,  i L  f a u l  c a l c r - l l e r  I e s  t r c i s  û c ï n p c s a n L e s

d e s  d é f a r - m a t i c n s  n ! i r  n u i L e s .  D a n s  I e  ' : a s  c ù  l e s  v a r L a b ' l e s  C u
p r o b l è m e  n e  C é F e n d e n t  p e s  ' l e  i a  u a r i a b l e  z ,  I e s  i n c o n n u e s  s e

r é ' i u i s e n t  à  u n e  i o n c L i û n  s c a i a i r e .

f ; a n s  l e  c a s  t u  o n  r e u t  o b t e n i r , i e s  s c l i i L i o n s  a n a l U t i q u e s l . c ' e s L  i e

L û b  q u g  i r u u è  s , J u n S  p i - É = " n t é  O . n =  i e  c h a p i  L r e  i ) .  s n  p e u "  e I  c r s  a j u s L e n

s i i r  i a  s o i u l i c n  e : < a c L e  , 3 e s  m é t h o d e s  n u r n É r - i q u e s .  C e s , n é l h c , 3 e s  n u n é r i q u e s

p e u u e n i  a l  c r s  â L r e  u t  i  i  i  s é e s  p G u r  o t , L e n  i r  l a  s o  i u t  i  a n  ' j e s  p r c b l è n e s  F  l u . s
n É n é r s u x .  O n  r , e u t  a l c i - s  l r - a i t e r  d e s  p r c b i à n e s  , - , a r i é s  l e l s  q u Ê  d e s

n ; i é r i , = u x  c û m p c s l r , e s ,  d e s  p I ; q u e s  c u  C a s  c i i l i r , j r e s  i e  b â ' u c n  c u  C u  b c i s

t e 3 j .  D , r n s  c e s  , i e u x  , j e n n i e r s  c a s ,  L e  l c r n a l  i s n e  q u e  n c u s  a u c n s

; r É s e n L Ë  F € r r î e t  i ' i n r . r o ' i u c L i c n  , j e s  p a r a * è l i - e s  p h u s i q u e s .  C e L L e  É t u , i e
, i c l  t  e l a r s  ê t r e  m e n é e  a r , ' e c  u n  F i - c g i - a m n e  e > l p É r i m e n t a l  b i e n  a d a p L é .

E n f i r .  i 1  e s i  à  i l c " e r  q u e  c e  f e r n a i ! . s n e  3 ' ë p p i i q i - i e  à  i ' É l u , j e ' j e s
' j i s ] . c c a l i c n s , i ; n s  i e s  m s L é r i a u > :  m É t a l l i q u e s  e n  é l a s l i c i L é  i s r l i - c F e  e L

h o n c g è n e  i 3 {  I  i 3 5 ;  e  t  F e r m € t  C e  c a l c u l e r  l ' é n e r - s i e  , j e s  j o i n l s  , i e  E r a i n s
r - - -  1 -  * - i . . - * : ^ r - r  r r *  - - - r ^ - - ^ m e n L  d e  C e  L r a , . l a i l  S e r a i t  d e  C a I c u I e r  l er l a i i 5  i =  i - i U i U ; - i  i : L é 1 .  : J I l  l - I U l U l l g E

c h a m F  ' j e s  : c : ' ,  t r e , : ' l l e s  p r c , i u i t  F a r  d e s  d i . s l c c a L i o n s  d a n s  u n  r i  i  i e u
- - i - ^ l - - * -  - - - , , - i  I  -  A L A  - l - , n F . - t 6  n = i c  n ' =  n , ,  â ' t - ^  * . * A  À  l - - - ^  ! - * -
É n i S O L f  t r p €  .  u =  

- L i - a l . r , l L l  
d  Ë L t r  r i i u | J E ,  r i l q ! )  r r  q  F . l l  l ' L I r :  l i l E l i E  é  L E r  l i r E  u É l l s

I  -  - - l - ^  : -  ^ ^ :  I  ^  ! L : - -
t g  L ( : u t t r  u E  L E L L E  L l i = > = .
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[ 1 ]  E .  K r ô n e r

D i e  S p a n n u n g s f u n k L i o n e n  d e n  d r e i d i n e n s i o n a l e n  i s o L r o p e n
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