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CONTROLABILITE DES SYSTEMES

NON LINEAIRES EN FAIBLES DIMENSIONS

Structure et classification de ces systémes



INTRODUCTION

Cette thése concerne des problemes de contrélabilité de systémes non li-
néaires ; elle se décompose en 3 parties indépendantes :

3

1) étude de la contrélabilité sur IR® - {0} d'une paire de champs de vecteurs

linéaires ot 1'un des champs est nilpotent d'ordre 2

2) classification du point de vue de la controlabilité des systémes affines dans le

plan

3) classification des systémes quadratiques dans IR3.

Le cadre de 1'étude de ces systémes est le suivant :

On se place dans une variété différentielle M de classe Cm, connexe et
maitrisable ; une famille de champs de vecteurs sur M est un ensemble F de champs
de vecteurs de classe C .

Nous ferons aussi référence a des systémes de la forme :

x(t) = £ (x(t), u(t))
x(0)

Xo

La fonction u : IR+——— C est appelé contrdle, si Wb est 1'ensemble des
t —— u(t)
controles admissibles contient les fonctions constantes par morceaux et est contenu
dans 1'ensemble des fonctions mesurables.
A un tel systéme on associe la famille F = { xY/ue Cc}
ou X%(x) = f(x, u)

Définitions et notations

* Si X est un champ de vecteurs nous notons :

(t,x) —— Xt(x) le groupe local & un paramétre qu'il engendre

* Si F est une famille de champs de vecteurs nous notons S(F).



Le pseudo semi-groupe engendré par les difféomorphismes locaux Xt pour

t > 0, et G (F) le pseudo-groupe engendré par S (F).

* Si x est un élément de M nous notons S(F).x(resp. G(F).x) l'orbite de x sous
1'action de S(F) (resp. de G(F)).

* Nous dirons que la famille F est complétement contrélable sur M (ou traasitive)

si S(F).x = M pour tout x de M.

L'étude des systémes non linéaires a déja suscité une abondante littérature
et les problémes restants sont de plus en plus difficiles. Les systémes dits linéaires,

c'est-a-dire les systémes du type :

x(t) = Ax(t) + Bu, sont bien connus des ingénieurs
x(t)eR™ ue IRP

mais on s'est rendu compte de l'insuffisance de ces systémes dans l'étude des pro-
blémes concrets (par exemple le probléeme du satellite nécessite d'étudier des sys-

t&mes quadratiques).

Dans les années 1970 des mathématiciens tels que Lobry, Jurdjevic, Siss-
mann ont établi les premiers résultats de la théorie. En étudiant la contrélabilité
sur les groupes de Lie, Jurdjevic et Siissmann ont montré un critere de compléte
contrblabilité concernant les systémes bilinéaires :

D

x(t) = X(x(1)) + 1 uY.(x(1))

i>1

uieIR

Il est & noter que les résultats sont beaucoup plus difficiles & obtenir
lorsque les contréles ui sont bornés (|ui| <M pour i=1,...p) ; dans les mémes années
Lobry a établi un critére de contrdlabilité pour ces systémes dans le cas ol le

champ de vecteurs X est Poisson-stable.

En 1976 Jurdjevic et Kupka ont démontré un résultat vraiment non trivial
concernant les systémes du type :

x(t) = (A + uB) x(t)

uelR  x(t)e SL(n,IR)

Dans les années suivantes Boothby a classifié les groupes G(F) transitifs

sur IR® - {0 } ot F est une famille de champs de vecteurs linéaires sur IR". Jurdje-



vic et Kupka ont défini 1'équivalence de deux systtmes F et F' et ont mis au
point des techniques permettant de remplacer un systtme F par un autre systéme

F' plus grand qui lui est équivalent au point de vue de la contrélabilité.

En ce qui concerne les familles de champs de vecteurs linéaires, on peut
signaler le théoréme de Gauthier-Bornard qui donne une condition néces.aire et
suffisante de transitivité sur IR™ -{0} : c'est ce théoréme qui sera utilisé dans la
12re partie de notre thése. Dans la 2¢me partie, nous utiliserons un théoréme da 2
Jurdjevic-Sallet donnant un critére de complete controlabilité pour les systeémes

. n N . s s .. . s n
affines sur IR" lorsque le systéme linéaire associé est transitif sur IR™ - { 0}.

La premiere partie de cette these est consacrée a l'étude sur IR3 -{0} des
paires de champs de vecteurs linéaires { A,B}. Etant donné la complexité du proble-
me, il est illusoire de vouloir obtenir une classification compléte, du point de vue
de la transitivité, de ces paires { A,B}. Nous nous sommes donc limités aux paires
{AB} ot A est un champ de vecteurs linéaires quelconque et B un champ de vec-

teurs nilpotent d'ordre 2.

En utilisant le théoréme de Gauthier-Bornard, nous avons établi des condi-

tions nécessaires et suffisantes de compléte contrélabilité pour ce type de paires.

Les critéres obtenus sont relativement simples et sont donnés sous forme
invariante ; il nous semble que quelque chose de profond se passe au niveau des

champs nilpotents sans que nous soyons en mesure de préciser quoi.

Dans la deuxiéme partie, nous établissons une classification des systémes

affines dans le plan c'est-a-dire des systémes du type :
x(t) = Ax(t) + u(Dx(t) + b)

x(t) e IR2 uelR

Un article est déja paru sur le sujet dans la revue IEEE écrit par Narendra
mais il comporte de nombreuses erreurs, c'est pourquoi nous avons repris le probléme
- en utilisant une méthode différente - et nous donnons des conditions nécessaires
et suffisantes (sous forme invariante) de complete contrdlabilité ; ces conditions

sont purement algébriques.

Pour étudier de tels systémes, nous avons & notre disposition le théoréme
de Jurdjevic- Sallet qui donne un critére de transitivité lorsque le systéme linéaire

associé est transitif, nous avons examiné les autres cas et nous faisons apparaitre



que le systéme affine est transitif essentiellement dans les cas ou le systéeme li-
néaire associé l'est aussi ainsi qu'il sera précisé plus loin. On peut conjecturer que

ce résultat est encore vrai pour des dimensions supérieures.

Dans la 3éme partie, nous exposons une méthode de classification, du

point de vue de la contrdlabilité, des systémes quadratiques dans IR3
x(t) = Q(x(t)) + ub ol Q est un champ de vecteurs
uelR

dont toutes les composantes sont des polynémes homogénes d'ordre 2.

Ces systémes sont trés €tudiés : ils apparaissent dans le contréle de I'at-
titude du satellite mais ils ont aussi leur intérét propre puisque la différentielle en
O du champ de vecteur Q est nulle, la linéarisation n'apporte aucun renseignement :
d'oll la nécessité d'étudier de tels systémes méme si on se place d'un point de vue

local.

Ici encore nous utilisons le théoréme de Gauthier-Bornard qui peut s'adapter
aux systémes constitués de champs de vecteurs homogénes. Notre travail fournit
une méthode qui permet de décider si un systeme quadratique est contrélable ou
non : cette méthode peut aisément aboutir sur un algorithme et étre programmée

sur ordinateur.



lére PARTIE

CONTROLABILITE SUR IR3 - {0} D'UNE PAIRE DE CHAMPS
DE VECTEURS LINEAIRES AVEC L'UN DES CHAMPS
DE VECTEURS NILPOTENT D'ORDRE 2



INTRODUCTION

. . .« . n
Etant donnée une famille F de champs de vecteurs linéaires sur IR, le
théoréme de Gauthier-Bornard donne une condition nécessaire et suffisante de

compléte contrdlabilité pour F sur IR" - {0}

S'appuyant sur ce théoréme, P. Adda a obtenu, dans sa thése 3&éme cycle,
une classification, du point de vue de la contrdlabilité, des paires { A,B} de champs
de vecteurs linéaires sur IRZ. Le probléme en dimension 3 étant beaucoup plus
compliqué, il est illusoire de vouloir obtenir une classification complete de telles

paires, c'est pourquoi nous nous sommes bornés & étudier les paires {A,B} ou B est

un endomorphisme nilpotent d'ordre 2 et A est quelconque.

Nous exposons dans cette partie des conditions nécessaires et suffisantes

N T, . 3 ..
de complete contrdlabilité pour de telles paires dans IR™ -{ 0 } ; ces conditions
sont données sous forme invariante et sont, sauf dans un cas, particulierement

simples.

La méthode de démonstration consiste a examiner tous les cas possibles et

fait grandement appel 2 l'importante notion de normale accessibilité.



PLAN DE LA PARTIE I

Cette partie est divisée en 4 chapitres.

Chapitre 1 :

Chapitre 2 :

Chapitre 3 :

. Aprés quelques généralités et le rappel de quelques notations nous
introduisons la notion de contrélabilité directionnelle pour les Iamilles
de champs de vecteurs linéaires. Les trajectoires d'une telle famille F
étant homothétiques par rapport a l'origine nous voyons que cette
notion est équivalente 2 la compléte contrélabilité de la famille F
"projetée" de F sur sl

Nous présentons ensuite un critére de compléte contrélabilité pour
les familles de champs de vecteurs linéaires sur IR"™ -{ 0} di 3 Gau-
thier-Bornard puis une amélioration de ce criteére due a G. Sallet.
. Dans le dermnier paragraphe nous exposons l'importante notion de
normale accessibilité pour un systéme contrdlé, ce qui nous permet de
donner un critére de contrélabilité simple pour les familles de champs

de vecteurs en dimension 2 qui sera beaucoup utilisé par la suite.

Dans ce chapitre nous exposons une condition nécessaire et suffisante
de complete contrélabilité pour une paire {A,B} de champs de vecteurs
linéaires donnée sur IR3 avec A nilpotent d'ordre 2 et B tel que
Spec B C IR.

Une telle paire { A,B } est complétement contrdlable sur IR3 - {0} si

et seulement si :

i) dét (A+B-Ald) # O pour tout X de Spec B
ii) Tr AB< 0

Nous exposons dans ce chapitre une condition nécessaire et suffisante de
compleéte contrélabilité pour une paire {A,B} de champs de vecteurs
linéaires sur IR3 avec A nilpotent d'ordre 2, Spec B ¢ IR et avec la
valeur propre réelle de B égale a4 la partie réelle commune de ses va-
leurs propres non réelles.

Une telle paire { AB} est complétement contrélable sur IR3 -{0} si

et seulement si :

i) dét (A+B-AId) # O pour r€ Spec B 1 IR
ii) Tr AB £ 0



Chapitre 4 : Pour terminer notre étude, nous exposons dans ce chapitre une condition
nécessaire et suffisante de complete contrélabilité pour une famille de
champs de vecteurs linéaires donnée sur IR3 avec A nilpotent d'ordre
2, Spec B¢ IR et avec la valeur propre réelle de B différente de la
partie réelle commune de ses valeurs propres non réelles.

Une telle paire { A,B } est complétement contrdlable sur IR3 - {0} si

et seulement si :

i) \-a)dét(A+B-xId) <0
ou ii) dét(A+B-AId) # 0 et (A-o)Tr AB < 0

ou iii) dét(A+B-Ald) # 0 et :
T,+T

T1+T2 expl(Arctg'y—Arctgy T—l—”—l"} + “)< 1
\/7 3 3 R ¥ 2 1 - W2 +1
(T,-T )" + v“(T +T,)
a -8 0 B
ou B s'écrit <B a 0 dans une certaine base, y = s
0 0 -

T1=TrABetT2=Tr[AB



CHAPITRE 1

GENERALITES - DEFINITIONS ET NOTATIONS

1.1. SYSTEMES LINEAIRES

Définition

Accessibilité

Notation

Définition

Remargue

Soit F une famille de champs de vecteurs linéaires donnée sur IR" ;
nous noterons S(F) le semi-groupe de difféomorphismes engendré par
F. S(F) est défini par :
t,A, A t A
IR TR ) pop
S(F) = {e oe 0...0€ / tstyme- D
Nous noterons G(F) le groupe engendré par S(F) :

t,A

181 t A
G(S) = {e o.oe P P /¢ ..tpe IR Al,...APE F}

172"

Nous dirons que le point y est accessible & partir du point x par le
systéme linéaire F s'il existe ¢ , élément du semi-groupe S(F) tel

que vy = ¢(x).

Nous noterons A(x,F) l'ensemble des points de IR® accessibles 2

partir de x par le systéme F.

Nous dirons que le systéme F est complétement contrdlable ou

. . n . . . o .
transitif sur IR° -{ 0 }si le semi-groupe S(F) opére transitivement

sur IR" - {0}
Autrement dit : F est complétement contrélable sur IR® - {0} si et
seulement si A(x,F) = IR™ - {0} pour tout x de IR - {0}.

Il est évident que F est completement contrélable sur IR" - {0} si

. R A n
et seulement si -~ F est complétement contrélable sur IR™ - {0}.



Soit F une famille de champs de vecteurs linéaires, on note Lie(F) 1'alge-
bre de Lie engendrée par F. Nous dirons que F vérifie la condition du rang en un
point x si dim Lie(F)(x) = n.

Un champ de vecteurs linéaires étant analytique, nous avons le résultat suivant :

Proposition Pour une famille de champs de vecteurs linéaires F, le group. G(F)
N « - n . . b g
opére transitivement sur IR" - {0} si et seulement si F vérifie la

condition du rang en tout point.

1.2, CONTROLABILITE DIRECTIONNELLE POUR UNE FAMILLE DE CHAMPS DE
VECTEURS LINEAIRES

Définition Une famille de champs de vecteurs linéaires F est dite contrélable
suivant les directions si de tout point de toute demi-droite issue de
l'origine on peut atteindre un point de toute demi-droite issue de
'origine.

Autrement dit : F est contrdlable suivant les directions si :

V(x,y) € IR"-{0} xIR"-{0},Ja e IR* tel queaye A(x,F)

Remarquons qu'une condition nécessaire pour qu'un systéme linéaire F soit

o . n - a N . .
transitif sur IR” - {0} est que F soit contrélable suivant les directions.

Projection sur sn-1

Pour un champ de vecteurs linéaires A nous avons etA.(A X) = xetdx pour
tout (A,x)€ IR X IRn, ceci implique que les trajectoires de A sont homothétiques

par rapport a l'origine.

(4}
L2

Ax

La trajectoire issue de Ax est homothétique par rapport & l'origine 2 la

trajectoire issue de x.
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Ces considérations permettent de montrer la proposition suivante :

.. . n-1 . . .
Proposition Les projections sur S des trajectoires d'un champ de vecteurs li-
néaire A sont les trajectoires d'un champ de vecteurs A (appelé le
L n-1 PP
projeté de A sur S ) défini par :

;\(x) = A(x) - < Ax, x > x pour tout x de sl

tA
Démonstration Posons (pt(x) = LtA—;—X— pour t IR et x Sn_1

e+ x|

Montrons que la famille {¢ t} IR est un groupe a un paramétre de
difféomorphismes de sh-1

- <po(x) = X

e s"~! par définition deo |

On peut alors définir un champ de vecteurs A sur Sn-1 dont le groupe 2

un paramétre esto t en posant :

Alx) = —iq)t(x)

dt t=
tA tA
. d tA tA d tA < e - x, Ae X >
puisque (e . x) = Ae” - xeta- ||e - x]||= 2
de dt | I etA x | |
on obtient 4 (x) = AetA X < etA B AetA X > etA P X
dac % 7 tA tA 3
|| e x| | [le”™ « x ||
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d'ol ;\(x) = ad? @ t(x) =0 = Ax -< x, Ax> X

Remarque S TM’E\ .

Le terme < Ax,x > est la composante radiale du vecteur Ax relativement a

n-1 n-1

S77, A(x) est la "composante tangentielle" & S du méme vecteur.

Remarquons aussi que cette propriété reste vraie pour un champ de vecteurs
X donné sur IR™ dont toutes les composantes sont des polynémes homogenes de
méme degré (les trajectoires de tels champs de vecteurs sont également homothéti-
ques par rapport 2 l'origine). Cette propriété n'est évidlemment pas vérifiée par un

champ de vecteurs en général.

- . P n
Proposition Soient A et B deux champs de vecteurs linéaires sur IR, A et B

R . . -1 . - . .
ont méme projection sur S"™" si et seulement si il existe « réel tel
que B = A +ald

A +old

Démonstration * Supposons B

(A w«Id)x n-1

Ax +ax - < Ax +ax, x >x pour x S

I

Ax +ax - < Ax, x > x —a <x, x> X

Ax -<Ax, x > x + ax(1 -< x, x>)

Ax -<Ax, x > x car||x||2 =1
Ax

* Supposons que Ax = Bx pour tout x de sh-1
Ax = Bx <= (A-B)x = (<Ax, x> - <Bx, x>)x

donc pour tout x de IR", il existe a (x) tel que :

(A-B)x = a(x)x donc A-B est une homothétie.



- 13 -

On peut conclure de ce paragraphe que :

. - ‘ n o
Une famille de champs de vecteurs linéaires F donnée sur IR est contré-
lable suivant les directions si et seulement si la famille projetée F est contrélable

sur Sn_l.

1.3. LE THEOREME DE GAUTHIER-BORNARD

Ce théoréme expose une condition nécessaire et suffisante de compléte

contrdlabilité pour une famille de champs de vecteurs linéaires.

r'd b . . - rd . rd n
Théoréme Soit F une famille de champs de vecteurs linéaires donnée sur IR~ -
{0}, F est complétement contrdlable sur IR" - { 01}si et seulement
si:

i) F vérifie la condition du rang en au moins un point

ii) F est contrélable suivant les directions (ce qui revient a dire : F

contrélable sur Sn_l)

iii) F admet une direction rentrante et une direction sortante.

Précisons ce dernier point :
* F admet une direction rentrante signifie :

Ix e IR- {0}, J9eS(F),3r<]0, 1 tels que 9 (x) =Ax

* F admet une direction sortante signifie :

HyeIRn - {0},3¢eS(F),3ue N, t=o[ tels qued (y) = uy

Nous ne donnerons pas la démonstration de ce théoréme qui se trouve dans

Remargues ,

- les points i) et ii) impliquent que F vérifie la condition du rang en tout
point

- si F contient un élément avec une valeur propre de partie réelle <Oet si
F contient un élément avec une valeur propre de partie réelle > 0 alors

le point iii) est évidemment vérifié.
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Ce théoréeme a été amélioré de la facon suivante par G. Sallet :

Théoréme Soit F une famille de champs de vecteurs linéaires donnée sur IR"
avec n > 3, F est complétement contrélable sur IR" - {0} si et
seulement si :
i) F est transitif sur sh-1
ii) S(F) est non borné, c'est-a-dire :
- VNeIR%, IxeIR" -{ 0},3¢eS(F) tels que —LH%—}_L >N )
X

VeeIR% I yelR" - {0},3¢4S(F) tels que U—U_IT(X)II <€
X

Démonstration Nous allons montrer ~que les conditions i) et ii) de ce théoréme

entrainent les conditions i), ii) et iii) du théoréme de Gauthier-Bor-

nard.

* Montrons tout d'abord que les conditions i) et ii) entrainent la
condition iii) du théoréme de Gauthier-Bornard. Pour cela, nous uti-

lisons le lemme suivant :

Lemme Si un systeme F est transitif sur un espace compact M, il existe un

sous-systéme fini de F, transitif sur M en un temps borné.

Démonstration D'aprés un résultat de Sussmann, F est normalement transitif, c'est-

a-dire :

V(x,y)e M2, 3X1, X2,...Xke F et (t° el )e IRI: tels que

1

y = X,

00 we O Xl:‘,(x) et I'application :
1 k

(tl,...tk) — th 0 ...0 Xl: (x) est de rang
1 k

o [}
n en (tl’ .t k)

Par application du théoréme des fonctions implicites, il existe donc un

ouvert Ux contenant x et un ouvert Vv contenant v tels que tout point de Vv soit
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Onadonc: MX M= U 2 Ux X Vy et puisque M X M est compact :
p -
MXM-= U Ux, X Vyi ce qui démontre le lemme.

n-1 N
et F un systeme de champs de vecteurs

Appliquons ce lemme a M = S
linéaires sur IR™ : il existe FO = {Al""Ap} sous-systeéme fini de F tel que FO soit
transitif sur S*°! en temps borné, par conséquent pour ¢ eS(FO) | ||| est borné

donc :

3 (A,B) IR";2 tels que : A g Lo (0[] < B pour tout ¢ de S(FO)

Tl

et tout x de IR™ - {0}

D'aprés le point ii) Ixe IR® -{ 0}, 14 e S(F) tels que J—U%J—I <
1

ol -

il existe ¢eS(Fo) tel que ¢ (¢(x)) =ax -

He@G) |1 _ o G || [eCG)|| <Bx 1 _,

et : 7 B
TR TRATT

donc re]O,1[

e
wgu)
\ {

W (x)

De méme : Jye IR" - {0}, 1 6eS(F) tels que -J-llT(—x)HLI- > IK
X
il existe q>eS(Fo) tel que ¢(6(y)) =uy
or » ooyl _ H<P60(9()y)l| [loe (| A S
Y 1 Y70 Y 11

donc ue J1, = [

$o0(y)
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* Il nous reste & montrer que les points i) et ii) du théordme entrainent la con-

dition du rang. Pour cela nous utilisons le théoréme suivant :

Théoréme de Montgomery

Soit G un groupe de Lie connexe qui opére transitivement sur une variété
compacte simplement connexe M. Il existe un sous-groupe maximal compact K de
G qui opére transitivement sur M.

Posons M = Sn_l, sPL est compacte simplement connexe (n > 3)
soit G = G(F), F est transitif sur S* 7} par conséquent le groupe G opére transitive-

’ n-1 P
ment sur S par l'opération :

SZ

¢ (x)
T

G X S2

(¢,x)

. . s . n-1
Il existe donc un sous-groupe K compact de G qui opére transitivement sur S

Soit dk une mesure de Haar définie sur K et qui soit de masse totale 1.

Pour (x,y) e IR™ X IR"™ posons : 6(x,y) =J <kx,ky > dk
k

est un produit scalaire qui est laissé invariant par les éléments de K :

o(k'x,k'y) =J <kk'x,kk'y > dk =J < kx,ky > dk du fait de l'invariance de la mesure
k k
de Haar par translation.

1 . .. . . . .
la sphére unité relative au produit scalaire ©, K opere

n-

Appelons S!'

. - n-1 P . s ..
transitivement sur S par l'opération décrite plus haut, donc K opere transitive-

. . by [ n_l P H
ment sur les directions, donc K opére transitivement sur S' par l'opération :

K x sl ____, gn-l
(9,x) o (x)
1

(pour tout (p,x) de K X S, 9(x) e sl puisque le produit scalaire © est laissé

invariant par les éléments de K).

* On peut donc dire que pour tout (x,y)eIR™ -{0}, X IR® -{ 01} tels que || x| |6=

[ly||,, il existe une trajectoire ¢ de KCG(F) telle que ¢ (x) = y, la trajectoire
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permettant de passer de x en y restant inscrite sur la sphére passant par x relative

au produit scalaire© .

* L'hypothése

ii) du théoréme assure que de toute sphére relative au produit sca-

laire 6 on peut atteindre toute sphére relative au produit scalaire © grice aux tra-
jectoires de S(F)c G(F).

Conclusion

Remarque

I

Démonstration

Les deux points qui précddent permettent d'affirmer que G(F) est
transitif sur IR3 - {0} et donc F vérifie la condition du rang en

tout point de R3 - {0l

Si la famille F contient un champ de vecteurs linéaire nilpotent, la

condition ii) du théoréme est vérifiée.

Soit N F un nilpotent, dans une certaine base, on aura :

Mat N = 0 1\0 les éléments de la sur-diagonale étant
0 0

o\o

égaux a 0 ou 1.

Par conséquent la droite d'équation

- [e] o
xl-tx2+tx1
- 0
X2 = %2
x3=0
x =0
n

est une trajectoire de N

tN
pourxz"i,éOetx°=Oona'£g—_—x—|| = t+1 (¢£>0)

1 ) X

> 1
cette quantité peut donc étre rendue aussi grande que l'on veut
pour(xy = - At (t > 0)

x2° A
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N
Ona:IJet—_xll= l

1
171 "

cette quantité peut étre rendue aussi petite que l'on veut C.Q.F.D.

1.4. NORMALE ACCESSIBILITE

. - - . L4 ’ . Pl . @
Définition Soit M une variété différentielle (de classe C , connexe) et F une

famille de champs de vecteurs donnée sur M.
Nous dirons que le point y est normalement accessible & partir du

point Xx si :
- il existe X1 ... XP dans F

- il existe tf tF‘)’ p réels > O tels que

y = tho o...oxi)o (x) et si I'application :

1 1
(tl, e ) —> th 0...0 Xlt) (x) est de rang la dimension de
p 1 p
[¢] o
M en (t1 ) eee tp)
Remarques
1) Si le point y est normalement accessible depuis le point x et si z est accessible

2)

3)

depuis y, alors z est normalement accessible depuis x. Si le point y est normale-

ment accessible depuis le point x et si x est accessible depuis z, alors y est

normalement accessible depuis z.

Soit y un point normalement accessible depuis x, par application du théoréme
des fonctions implicites, on peut montrer l'existence d'un ouvert U x contenant
x et d'un ouvert Vy contenant y tels que tout point de Vy soit normalement

accessible a partir de tout point de U x.

En particulier si le point x est normalement auto-accessible, il existe un ouvert
U contenant x tel que tout point de U soit normalement accessible a partir de
tout point de U par le systéme F aussi bien que par le systéme opposé - F.

Ainsi, dans le cas d'un point normalement auto-accessible, il y a locale compléte

contrilabilité au voisinage de x.
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Dans la suite nous nous servirons abondamment du lemme suivant :

Lemme

Démonstration

Remargue 1

Remargue 2

Soit M une variété et F une famille de champs de vecteurs sur M.
Soit x un point de M normalement auto-accessible par le systéme
F. Supposons que de tout point de M on puisse atteindre un voisinage
arbitraire de x par le systétme F ainsi que par le systéme opposé - F,

alors F est transitif sur M.

x étant normalement auto-accessible, il existe un ouvert U conte-
nant x tel que tout point de U soit normalement accessible a partir
de tout point delJ . Soient y et z deux points de M,

J9e S(F) tel queo (y) = X,

Joe S(-F) tel que ¢ (z) = Xy

or x, est accessible a partir de X1 donc :

1oeS(F) tel quee(xl) = X,
donc z = ¢~ 0909(y)

Si le point x est attractif pour un champ X de F et pour un champ

y de -F, alors le lemme est vérifié.

Supposons que dim M = 2, soit F une famille de champs de vecteur
donné sur M. Supposons que le point y de M soit accessible a partir

du point x :

3 tpplps e L€ IR, 3X1 ... XPcF tels que :

y = Xi 0 ... O XE (x), si il existe i { 1, 2. p} tel que les
1 P
trajectoires de Xi et Xi+1 soient transverses au point Xtl+1 o ...
i+1
) Xlt) (x), alors le point y est normalement accessible & partir de

p

X.
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CHAPITRE 2

Nous étudions ici la contrdlabilité sur iR® - {0} d'une paire {A,B} de
champs de vecteurs linéaires ol A est un endomorphisme nilpotent d'ordre 2 (A4 0
et A2 = 0) et B un endomorphisme dont toutes les valeurs propres sont réelles. Le
théoréeme suivant donne une condition nécessaire et suffisante de transitivité sur

R3 - {0} pour une telle paire.

Théoréme 1 Soit A un endomorphisme nilpotent d'ordre 2 de IR3, B un endomor-
phisme de IR3 ayant toutes ses valeurs propres réelles.

La paire {A,B} est complétement contrdlable sur IR3 -{01}siet
seulement si :

i) dét (A+B-Ald) # O pour tout A de Spec (B)

ii) Tr AB< 0

Remarques * Puisque A est de trace nulle, Kill (AB) = 6xTr AB, la 2eme

condition équivaut donc a : Kill (A,B) <0

* Lorsque Tr AB # 0, dét (A+B-AId) # O pour toute valeur propre
A de B exprime exactement la condition du rang, ce qui est
équivalent 2 dire, dans ce cas, qu'il n'y a pas de droite ou de

plan invariant par A et B.

Ce théoréme pourrait donc s'exprimer de la fagon suivante :

Théoréme 1' La paire de champs de vecteurs linéaires { AB} est completement
controlable sur IR3 - {0} si et seulement si :
i) le systeme { A,B} vérifie la condition du rang sur 1IR3 - {0}
ii) Kill (A,B) <0

Rappelons enfin que, puisque A est nilpotent, établir la compléte contrdla-
bilité de la paire { A,B} sur IR} - {01} revient 2 établir la transitivité du systeme
projeté {A,B } sur s2.



Nous allons démontrer le théoréme précédent en étudiant tous les cas pos-

. - . . 2
sibles pour B, auparavant nous allons préciser l'allure des trajectoires de A sur S".

Dans une certaine base (i, j, k) nous avons Mat A = 0 0 O
0 0 O
1 0 0

Dans IR3 les trajectoires de A sont :

- un plan de points singuliers : le plan < j,k >
- des droites de vecteur directeur k, parcourues dans le sens des z croissants si
I'on est du co6té du plan ol les abscisses sont positives, dans le sens décroissant

sinon.

Choisissons comme norme euclidienne la norme rendant la base (i,j,k) orthonormée
. 2 . .. . e
et soit S” la sphére unité associée.

. . . . 2
Par projection des trajectoires de A sur S° nous obtenons :
. . . . . 2
- un grand cercle de points singuliers : le grand cercle intersection de S” et du
plan < jk >

- des méridiens : ces méridiens sont parcourus dans le sens ascendant si l'on est
dans la demi-sphére des abscisses positives, dans le sens descendant sinon (voir

figure 1).
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Figure 1 : Trajectoires du champ A sur SZ.

Dans le systéme d'axes (Ox, Oy’ OZ) la matrice de A est :

fo o o)
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ler cas : B est une homothétie de rapport A.
Il est clair que, dans ce cas, la paire { A,B} n'est pas complétement
contrélable sur IR3 -{0}, car {A,B} ne vérifie pas la condition du
rang.
Notons que dét (A+B-Ald) = dét A = 0.

2e cas : B ne posséde qu'une seule valeur propre réelle, le sous-espace propre
= o= b

associé étant de dimension 2.

A 0 0
Dans une certaine base Mat B =| 0 A 1
0 0 2
Il n'y a pas, dans ce cas, compléte contrélabilité sur IR3 - {01} pour le systeme

{A,Bl. 0 0
En effet : B a méme projection sur 82 que B-Ald. Mat (B-AId) ={0 0 1
0 0O

par conséquent le grand cercle intersection de S2 et du plan xOy est composé de
points singuliers pour B et comme parmi les orbites de A il existe également un
grand cercle de points singuliers A et B ont au moins deux points singuliers en
commun donc {A,B} n'est pas transitif sur Sz.

Notons que, dans ce cas, dét (A+B-Ald) = 0 (puisque dim (Ker A n Ker (B-AlId))>1

3e cas : B ne posséde qu'une seule valeur propre * , le sous-espace propre

associé étant de dimension 1.

A1 0
Dans une certaine base Mat B =10 A 1
0 0 A

. L 2 .
B ayant méme projection sur S° que B-AId, nous supposons dars la suite que » = 0,
donc que B est nilpotent d'ordre 3.
Nous cherchons tout d'abord & trouver une base ol A et B s'écrivent sous la forme

la plus simple possible.

- A est nilpotent d'ordre 2 donc dim Ker A = 2 et Im Ac Ker A

- B est nilpotent d'ordre 3 donc dim Im B = 2 et Ker Bc Im B
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* Si on avait Ker B ¢ Ker A, la droite Ker B serait stable par A et B et il n'y

aurait pas transitivité de { AB } sur IR3 - {0}, et dans ce cas dét (A+B) = 0.

* Nous supposerons dans la suite que Ker B ¢ Ker A.

Dans ce cas Im B # Im A et on peut trouver une base (i,j) de Im B telle que i

soit un vecteur directeur de Ker B et j un vecteur directeur de Im B n Ker A.

1
Ken A

<

& r's
v Im B

A
Dans le cas ol Im A c Im B (i.e. j est vecteur directeur de Im A) il est clair que

le plan Im B est stable a la fois par A et B, et il n'y a pas complete contrélabi-
lité du systeme {A,B }sur ir? - {0l
Dans ce cas dét (A+B) = 0 puisque Im (A+B)c Im B et donc dim Im (A+B) € 2.

* Nous supposerons dans la suite que Im A ¢ Im B.

.. 3
Dans ce cas, on peut trouver un vecteur k tel que (i,j,k) forme une base de IR

et tel que k soit un vecteur directeur de Im A.

 }
< Ker A

R
N
.
55

A

Dans la base (i,j,k) les matrices de A et B s'écrivent :

0 0 O 0 a' b
Mat A = 0 0 O Mat B = 0O 0 ¢ avec a'c'# 0
a 0 0 o 0 O

3. {0 } est équivalente & la contrélabilité

La contrdlabilité du syste¢me {A,B} sur IR
du systéme {-A,-B}, quitte a remplacer le systeme {A,B} par son opposé on peut

supposer que a a' ¢> O.
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Dans ce cas posons :

1
1
12=E|J
1
Iy = 300 K

Dans la base (11, 12, 13) nous avons :

0 0 O 0 1 b
Mat A= {0 0 O et Mat B= [0 O 1
a 0 O 0 0 O

bl

avec ¢ = aa'c'>0etb=—

ac

Choisissons comme norme euclidienne la norme rendant la base (11, 12, 13)
p . 2 5 . s
orthonormée et soit S” la sphére unité associée.

. - . . M T 2
Nous allons décrire les trajectoires de A et B sur S”.

* Les trajectoires de A sur 82 ont été décrites plus haut

* Les équations des trajectoires de B sont données par :

2
x=zo% + {y, + bt + x;

y=ZOt+y0

Z =12
o

Les orbites de B sont
- un axe constitué de points singuliers : 1'axe Ox
- des droites situées dans le plan xOy strictement paralieles & Ox

- des paraboles situées dans des plans strictement paralleles a xOy

On en déduit pour B :

- les points (1, 0, 0) et (-1, 0, 0) sont singuliers

- 1'équateur est stable par B

- pour tout point x de l'hémisphére Nord : lim ét(x) = lim ]~3t(x) = (1, 0, 0)

> 1+
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Cas o Tr AB > 0 (i.e. b 3 0)

Vu les équations des trajectoires de B, il est clair, dans ce cas, que le

quadrant { (x,y,z) rR3 / x>0,y >0et z>01}est stable par A et B ; il n'y a

donc pas complete contrélabilité pour le systeme {A,B}.

2. Cas ot Tr AB <0 (i.e. b< 0)

Nous allons montrer la transitivité de { A,B } sur 52

Pour cela, nous démontrons tout d'abord que les podles de 52 sont normale—]

ment auto-accessibles.

Pour les explications qui suivent, on pourra se reporter a la figure 3. Soit

C l'orbite de B passant par le pdle Nord, cette orbite a pour équations :

< = t2/2+bt
1Ry

y = LT oﬁ||.||2=(t2/2+bt)2+t2+1
"1
1

z = —

[
Puisque b < 0, il est possible d'atteindre a partir du pdle Nord et a l'aide du

1

champ B un point M, [xg tel que x; < 0,y,> 0, zy> 0.
z

1

La trajectoire de A passant par M, étant le méridien de M, parcouru dans le
sens descendant, il est possible d'atteindre un point M, [x,| avec x, <0, vy,> 0
Y2
)

et z, < 0, la latitude 6, de M, pouvant étre choisie arbitrairement proche de

2

Les équations de la trajectoire de B passant par le point M, sont données par :

Z, t2/2 + (y2 + bzz)t + X,

X =

L nien TR
11711
2

zZ =

Coarra traiantmita coime lo orand cerele v = O pour t = t. = - v. (t. > 0)
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et x(t,) = - y22/2z2 - b Yy + Xy

= cos o, < - cos 9, sin2<p2 - b sin (p2+COS(p2>
. 2 sin ¢
7] 2

oil 0, désigne la latitude du point M2’ ¢, sa longitude.

Si 6, est choisi suffisamment proche de 0 (92 < 0) il est clair que ~x(t(,) > 0, par

conséquent, a partir du point M,, on peut atteindre grdce au champ B un point M,

situé dans 1'hémisphere Sud et de longitude 93 < 0 arbitrairement proche de 0.

* Sur l'orbite C de B passant par le pdle Nord, on peut trouver un point M4 situé
dans 1'hémispheére Nord de longitude ?, < 0 arbitrairement proche de 0 ; ce

point M, étant, de plus, situé avant le p6le Nord sur la trajectoire C. Choisis-

4
SONS ¢ 3 =@ 4, la trajectoire de A passant par M3 étant le méridien de M, par-

couru dans le sens ascendant, M, est accessible & partir de M, grace au champ

4

N

A ; le péle Nord est accessible a partir de M4 grice a B.

* Nous avons donc montré que le pdle Nord est auto-accessible, les trajectoires
de A et B étant transverses en Ml’ le pdle Nord est normalement auto-accessi-
ble. Par symétrie le pdle Sud est également normalement auto-accessible.

Il existe donc un ouvert U,y contenant le poéle Nord, un ouvert U2 contenant le
pole Sud tels que tout point de Ui (i = 1, 2) soit normalement accessible a

partir de tout point de Ui par le systéme { ;\,l~3} ainsi que par le systéme opposé.

Démontrons que, de tout point SZ, on peut atteindre un point de Ul grace
aux systémes | A,é }et {-A,-B}.

Soit M, un point de SZ, on peut toujours supposer que M, n'est pas singu-
lier pour A car il existe t > 0 tel que ét (M,) n'est pas singulier pour ~A A partir
de M,, il est clair que l'on peut atteindre un point de U~1 _ou de U 2 grice au
champ A. Si on atteint un point M, de U 2 le syste¢me { A,B} permet d'att~eindre,

a partir de M,, un point de M2 de U2 d'abscisse positive, la trajectoire de A pas-

1’
sant par M, étant le méridien de M, parcouru dans le sens ascendant, il est possi-

ble d'atteindre un point M3 de U 1 a partir du point M2 et grace au champ A.
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Il existe un ouvert U, du poéle

étre ramené en U, grace au

opposé, tout point de U1 est

U, grdce au systeme {AB}, le

s2.

Nord tel que tout point de 52 puisse
systeme {A,B} ainsi qu'au systéme
accessible & partir de tout point de

systeme {A,B} est donc transitif sur




- 29 -

. - ? T - - — F
— ~
a' ~
~
_ ~
N
AN
P
Figure 2 : Trajectoires de B sur SZ, dans le systeme d'axes (0x, Oy, 0z)

0 1 b
Mat B = 0 0 1 avec b >0
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jectoire d'auto-accessibilité du podle Nord.

Dans le systzme d'axes (0x, Oy, 0z) la matrice de B s'écrit

[0 1 v)

\
~
~
S
- - “ —
-— - - -:,~—-—.:-‘
- -

Pl P -

n -
v
-~
- ~
-~
~N
* N
$
13
\
M,
f;
. . . . - 2 ..

Nous avons représenté les trajectoires de B sur S” ainsi que la tra-
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4e cas : B posseéde deux valeurs propres réelles distinctes o etB , la dimension

du sous-espace propre associé a a étant égale a 2.

o

Dans une certaine base Mat B =

O O e
O e

Dans ce cas le systeme {A,B} n'est pas transitif sur IR3 - {0}. En effer,
B a méme projection sur 52 que B -o Id, or le plan xOy est constitué de points
singuliers pour B - « Id, par projection sur SZ, on voit donc que le grand cercle
intersection de 52 et du plan xOy est composé de points singuliers pour B. Par
ailleurs nous avons vu que parmi les trajectoires de A sur S2 se trouve également
un grand cercle de points singuliers, par conséquent A et B ont au moins deux
~ points singuliers communs sur SZ, le systéme {A,é} n'est donc pas transitif sur Sz.
Notons que, dans ce cas, dét (A+B -ald) = O car dim (Ker A (Ker(B—lId)) >0.

S5e cas : B posséde deux valeurs propres réelles distinctes, la dimension des

sous-espaces propres étant égale a 1.

—
» © O

s ]

Dans une certaine base Mat B = 0 a

0 0

B a méme projection sur 52 que B -ald, par conséquent on peut toujours

supposer que o = 0 ; de plus, quitte & étudier la contrélabilité du systeme {-A,-B }
au lieu de {A,B}, on peut toujours supposer que B>a.

Enfin la compleéte contrélabilité d'un systtme {A,B} sur rR? - {0} est équivalente

a la complete contrélabilité d'un systéme {A,1B} pour tout A positif, on peut donc

supposer que B -aoa= 1. A

On s'est donc ramené i 1'étude d'un systeme {A,B} ou A est nilpotent

d'ordre 2 et ol B a pour matrice dans une certaine base :

Mat B =

[« =N -]

1 0
0 0
0 1
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Nous cherchons tout d'abord une base de IR3 dans laquelle A et B s'écri-

vent sous la forme la plus simple possible.

- A est nilpotent d'ordre 2 donc dim Ker A = 2 et Im A C Ker A

- KerBCIm (B -1Id) et dimIm (B - 1d) = 2

Soit P le plan P = Im (B - Id)

* Le plan P est stable par B, si on avait Im A C P, ce plan serait également
stable par A et il n'y aurait pas compléte contrélabilité du systeme {AB} sur
IR® - {0}

Dans ce cas on aurait dét (A+B - Id) = 0 car Im (A+B - Id) = Im (B - Id).

On suppose dans la suite que Im A¢ P

* Dans ce cas, on peut trouver une base (i,j,k) de R telle que :

i soit un vecteur directeur de Ker B

(i,j) soit une base de P

k soit un vecteur directeur de Im A

0 1 C
dans cette base : Mat B = 0 0 d
0 0 1

Si on avait d = 0, alors le plan P engendré par i et k serait stable par B
ainsi que par A car il contient l'image de A, il n'y aurait alors pas transitivité du
systeme {A,B} sur R - {0l
Dans ce cas on aurait : dét (A+B) = 0 puisque Im (A+B) CP'.

On suppose dans la suite que d #0

Posons alors :

L, = (§+1)i+j

1
13 =g k
0 1 -1 0 0 0
Dans la base (11, 12, 13) Mat B = 0 0 1 et Mat A= |0 0 O
0 0 1 a b o0
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Eliminons encore deux cas particuliers :

- si a = 0, la droite de vecteur directeur i est stable par A et B, le systéme
{A,B} n'est pas transitif sur iR3 - {ol.
Dans ce cas dét (A+B) = 0

- si b =0, la droite de vecteur directeur j + k est stable par A et B, le systéme

{A,B} n'est donc pas transitif sur rR3 - ol
Dans ce cas dét (A+B-1d) = 0

Nous supposerons donc, dans la suite, que a # 0 et b £ 0

Dans ce cas dét (A+B) = a £ 0 et dét (A+B-Id) = b # 0

Allure des trajectoires de A et B sur S2

* Les trajectoires de A sont :

- Un grand cercle grand C de points singuliers : C est le grand cercle intersec-

tion de 82 et du plan d'équation ax + by = 0

- Des méridiens situés de part et d'autre du grand cercle C, ces méridiens sont
parcourus dans des sens différents suivant que l'on est dans 1'une cu l'autre

demi-sphere définie par C.

Notons D, la demi-sphere déterminée par le grand cercle C et contenant
le point de coordonnées (1)), D2 la demi-sphére symétrique de D,.

0
. Sia >0 les trajectoires de A passant par les points de D, (resp. DZ) sont des
méridiens parcourus dans le sens ascendant (resp. descendants).
Si a <0 les trajectoires de A passant par les points de D1 (resp. D2) sont des

méridiens parcourus dans le sens descendant (resp. ascendant).

Les trajectoires de A sont représentées figure 4.
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Les équations des trajectoires de B sont données par :
x(t) = (YO - Zo)t + Xo

t
y(t) = 28 + Yo - Zo

z(t) = zt,et

B possede deux vecteurs propres : les vecteurs e, et e, + e

. les plans d'équations z = 0 et y - z = O sont stables par B.

en déduit pour B :

_ les points P(1,0,0), P'(~1,0,0) et Q(0,Y2/2,/2/2), Q'(0,-¥2/2,-V2/2) sont des
points singuliers pour B.
- 1'équateur et le grand cercle intersection de S2 et du plan d'équation y - z=0

sont stables par B.

- le bassin d'attraction du point Q est 1'hémispheére Nord

le bassin d'attraction du point Q' est 1'hémisphere Sud

- pour le champ opposé - B :
le bassin d'attraction du point P(resp. P') est la demi-sphere définie par

y -z < 0 (resp. y-z > 0).

Les trajectoires de B sont représentées figure 5.
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Montrons maintenant que le syst¢me {A,B} est transitif sur iR® - {0} si
et seulement si Tr AB < 0.

Nous montrons tout d'abord que le systeme {AB } n'est pas transitif sur

52 dés que Tr AB >0.

1. Cas ou Tr AB = -a +b >0
1.1. Cas ot Tr AB > 0 avec a >0 et b >0

Remarquons tout d'abord que, puisque a > 0, les trajectoires de A passant
par les points de D, sont des méridiens parcourus dans le sens ascendant. D1 est,

ici, la demi-sphere définie par :
2
D, ={(x,y,z2) S°/ax + by >0}

D'autre part, puisque -a + b > 0eta >0 etb>0,b >1
a

Considérons alors la partie E de la sphére définie par :

E = {(x,y,z) Sz/y>0,z>0etx+y>0}

XO
*  soit M, (yo) un point de E puisque b > 1 on a :
Zo a

ax, + by, > a(x, + yo) > 0 donc le point M, appartient a D, : les trajectoires

de A passant par les points de E sont donc des méridiens parcourus dans le

sens ascendant, E est donc stable par A.

* Montrons que la partie E est également stable par B :

Xo ~
soit M, (yo) un point de E, les équations de la trajectoire de B passant par
ZO

M, sont données par :

- [t
-1 y(e)

(YO = Zo)t + Xo

N 2 2 t 2 2 2t
zoet + Vo - Zo ot || 117 = ((Yo-zodt + Xo) + (2o +Yo-2o)" + Z'g€

Il-' |Z(t) = Zoet
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i) ||.||y(t) = zoet + Vo = \zg(et—l)-p.z3 >0
>0 >0 >0

donc y(t) >0 pour tout t positif.
ii) I].]|2(¢) = z,e' > 0 pour tout t positif.
iii) Posons f(t) =||.|[(x(t) + y(t)) = (yo-zo)t + Xo + zoet + Vo~2o

fr(t) = yo—z‘,+zc,et =\z_,o(et-1)+\):3> 0
>0 >0 >0

f'(t) est positive pour tout t de IR donc la fonction f croit de x, + yo> 0

a + @ lorsque t croit de 0 &+, donc f(t) est positive pour tout t de IR .

x(t) .
Conclusion  Si M(t) (y(t)) désigne le point courant de la trajectoire de B passant
z(t)

par M,, les points i), ii) et iii) ci-dessus montrent que M(t) appartient
a E pour tout t positif. E est stable par B comme E est également

stable par A le systéme {A B} n'est pas transitif sur 52

1.2. Cas ou Tr AB >0 avec a <0 et b >0

Remarquons tout d'abord que les trajectoires de A passant par les points

de D1 sont des méridiens parcourus dans le sens descendant. D1 est, ici, la demi-

sphere définie par :

D, = {(x,y,z) s / ax + by < 0}

Considérons la partie E de la sphere définie par :

E =1{(x,y,z) Sz/x>0,y <0etz>0}

xO
yo) est un point de E, ax, + by, < 0, le point M, appartient donc
Zo

* Si M,

a D, : la trajectoire de A passant par M, est donc le méridien de M~° parcouru

dans le sens descendant. Ceci prouve que E est stable par le champ - A.
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* Nous allons montrer que E est également stable par le champ - B :

Xo x(t)
Soit M, (yo) un point de E et M(t) (y(t)) le point courant de la trajectoire
Zo z(t)

de B passant par M,.

Nous avons :

i) ] x(®)

W

(Yo-2zo)t +X, donc x(t) < 0 pour tout te IR
N ~— -
<0 <0

t
Z,€ + Yo-2Zo

i) [ ] y(0)
5
zo(et~1) +yo donc y(t) <O pour tout t de IR _

>0 <0

iii) [|-]]z(t) = z,e' > 0 pour tout t de IR .

Conclusion les points i), ii) et iii) ci-dessus montrent que M(t) appartient a E
pour tout t negatlf E est donc stable par -~ B comme E est stable
egalement par - A on peut dire que la partie SZ—E est stable par A

et B, le systéme { A B } n'est donc pas transitif sur S

1.3. Cas ou Tr AB> 0 avec a <0 et b <0

Notons tout d'abord que les trajectoires de A passant par les points de D1
sont des méridiens parcourus dans le sens descendant. D1 est, ici, la demi-sphere
définie par : D, = { (x,y,z) s? / ax + by < 0}

D'autre part, puisque a + b >0 et a <Oet b< 0,a >1.

Considérons la partie E de la sphere définie par :

= { (x,y,z) Sz/x>0,z>0,y—z<0etx+y>0}

xO
*  Soit M, (yo) un point de E puisque a > 1 et b < 0 nous avons :
Zo
ax, + by, < b(x, * Vo) < 0, le point M, appartient donc & la demi-sphere D,,
la trajectoire de A passant par M, est donc le méridien de M, parcouru dans

le sens descendant ce qui prouve que E est stable par le champ - A.
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Nous allons montrer que E est également stable par - B.

avons :

—
N

i)
iii)

iv)

x(t) -
Soit M(t) (y(t)) le point courant de la trajectoire de B passant par M,, nous

z(t)

[].1]x(t) = (yo - zo)t + x, donc x(t) > 0 pour tout t de IR
e i —— -
<0 >0

[[.]]2(t) = zee' > 0 pour tout t de IR
[].]|(y(t) = 2(t)) = yo - 2o < O donc y(t) - z(t) <O pour tout t de IR_
Posons £(t) =| ]| |(x(t) + ¥(1)) = (Yo = Zo)t + Xo + Zo€' + Yo - Zo

£1(t) = yo + zole! - 1)

si yo < 0, f'(t) est négative pour tout t de IR_ donc la fonction f(t)

décroit de + © & x, + yo lorsque t croit de -« a 0, f(t) est donc

positive pour tout t négatif.

- si yo> 0 f'(t) s'annule pour t = t, = Log(l - y,) < 0 et on obtient le
Zo

tableau de variations suivant :

f'(v)
f(t)

avec f(1,) = (Yo-Zo)to + X0 > O

+ @ | XotYo o o e
\ £( / <0 <0 >0

donc f(t) est positive pour tout t négatif.

Conclusion les points i), ii), iii) et iv) montrent que M(t) appartient & E pour
tout t négatif : la pame E est stable par - B, comme elle est
stable egalement par - A on peut conclure que la partie S - E est

stable par A et B, le systéme {A B } n'est donc pas transitif sur

3 _ {o0}.
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2.Casou Tr AB=-a +b <0

Nous allons montrer que le systéme {A,B } est transitif sur 52 ce qui en-
trainera la transitivité du systéme { A,B} sur IR3 - {0}. La technique utilisée est
la méme que pour le 3e cas : 1l suffit, pour établir la transitivité de {A B} sur S
de montrer que les podles de S sont normalement auto-accessibles ce qui entraine,
vu que les poéles de S2 sont des points semi-attractifs pour :A, I'existence d'un
ouvert U contenant le pdle Nord tel que, de tout point de S2 on puisse atteindre

un point de U grdce aux systémes {A Blet{ A -B}.

2.1. Cas ou Tr AB <0 aveca >0etb >0

Pour les explications qui suivent, on pourra se reporter a la figure 6.

Remarquons tout d'abord que les trajectoires de A passant par les points
de D1 sont des méridiens parcourus dans le sens ascendant. D1 est, ici, la demi-

sphere définie par : D, =1{ (x,y,2) 52 / ax + by > 0}.

Les équations de la trajectoire de B passant par le péle Nord sont :
-1

1.1 x(t)
1] y() = e -1
1] 2(0) = &

2, (e - 1) 4 &2

* Soit f(t) la fonction définie par :
£(1) = || .| [(ax(t) + by(t)) = - at + b(e' - 1)

£f'(t) = b (-a +et), puisque - a + b <0 avec a> Oet b> 0,2 >1
b .

on obtient donc le tableau de variations suivant pour f :

Log %

£'(v)

|
- 0 +
0 /4,.» f<Log2>=a-b-aLog2<0
'

a partir du péle Nord un point

Ce tableau prouve que 1'on peut atteindre
Ml{y}\l dont les coordonnées vérifient : x; < 0, yq > 0, zy > 0 et ax, + by1 < 0.
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Le point M, est donc situé dans la demi-sphere D,, la trajectoire de A

1

, est donc le méridien de M1 parcouru dans le sens descendant.

A partir de M_, il est donc possible d'atteindre, grice au champ A, un point

17
X
2 c . g .
M2 ZZ dont les coordonnées vérifient : x2< 0, Y, > 0, ZZ< 0.
2

De plus, si 6, désigne la latitude de M., celle-ci peut étre choisie arbitrairement

proche de 0.

Les équations de la trajectoire de B passant par M2 sont données par :

- 1x
-1y

.4l = 26"

(y, - 2,)t + X

2
z§t+y —2,2 ou || ||2=(y—z)t+x 2+(zet+y-z)2+z2e2t
2 2 2 : 2 72 2 2 2 72 2

y(t) s'annule pour t = t, = Log ——— > 0

2 2 . .
et x(t,) = (y2 - z2) Log ———= + X,, si on exprime x,, y, et z, en coor-
données sphériques on obtient :
x(ty,) = cos 6, ((sin ¢, - tgez) Log (1 - cotgd, sin cpz) + cos<p2)

donc lim x(t,) = +=, si 6, est choisi assez proche de 0 x(1,) > 0

6,—-0
2
92<0

2

Ce raisonnement prouve qu'il est possible d'atteindre, a partir du point M,
- X
grice au champ B, un point M3 yg tel que X3 > 0, y3 < 0, z3 < 0 et dont
z
3
longitude ¢ 3 négative peut étre choisie arbitrairement proche de 0.

Sur la trajectoire de B passant par le pdle Nord, on peut trouver un point M,
situé avant le péle Nord (M4 = Bt(N) avec t < 0) et arbitrairement proche de
0, les coordonnées de M, vérifiant : x

4 4
sible de choisir les points M3 et M, de fagcon que leurs longitudes coincident, la

>0,y, < 0et z,> 0. Il est donc pos-
4 4

+ oA e PR Y Nn BN [ N 1 o~ P e~y T D Aarne 1A cana
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ascendant, le point M4, et donc aussi le pole Nord, est accessible a partir du

point M 3

Conclusion On a montré que le péle Nord est auto-accessible, comme les trajec-

toires de A et B sont transverses en M, le pole Nord est normale-
ment auto-accessible. Par symétrie, le pole Sud est également norma-

lement auto-accessibie.

C.Q.F.D.

2.2. Cas o1 Tr AB <0 avec 2 >0 et b <0

Remarquons tout d'abord que les trajectoires de A passant par les points
de D, sont des méridiens parcourus dans le sens ascendant. D1 est, ici, la demi-

sphere définie par : D, =1 (x,y,2) s? / ax + by > 0}.

Les équations de la trajectoire de B passant par le péle Nord sont données

par :
. x(2) = - ¢
Ny = et -1 oul].12 =+ (- 1) +e™
[ 2(e) = &
Soit f(t) la fonction : f(t) = || .]] (ax(t) + by(t)) = - a + b(et—l) puisque
a> 0 et b <0, f(t) est négative pour tout t de IR,. Il est donc possible d'attein-
~ X
dre, & partir du pdle Nord, et grice au champ B, un point M1 y} dont les coor-
z
1
données vérifient : Xy <0, ¥y > 0, et qui est situé dans la demi-sphere D2.

La trajectoire de A passant par M1 est donc un méridien parcouru dans le sens

descendant.

La démonstration de normale auto-accesdibilité du pole Nord est ensuite la
méme que dans le cas précédent : cette démonstration est en effet basée sur la
possibilité d'atteindre un point tel que M1 a partit du pdle Nord et sur le fait
qu'en tout point de longitude suffisamment proche de 0 la trajectoire de A est un

méridien parcouru dans le sens ascendant, ce qui est le cas ici.
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Figure 6 : Nous avons représenté la trajectoire de normale auto-accessibilité

du pole Nord dans le cas oii, dans le systeme d'axes 0x, Oy, Oz,
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2.3. Cas o Tr AB <0 avec a <Q0Qet b<0

Pour les explications qui suivent, on pourra se reporter a la figure 7.

Remarquons tout d'abord que les trajectoires de A passant par les points
de D1 sont des méridiens parcourus dans le sens descendant. D1 est, ici, la demi-
sphere définie par : D, = { (x,y,2) 52 / ax + by < OL

Les équations de la trajectoire de B passant par le pole Nord sont :

- 1x()

-t

@ = e =1 on [ [P =t - 12+
IREZOERS
*x Considérons la fonction f(t) = || .| |(ax(t) + by(t)) = - at+ b(e'-1)
Puisque b < 0, lim f(t) = -», par conséquent il est possible d'atteindre, & par-
1+
. X,
tir du pole Nord, et grice au champ B, un point M1 Yq situé dans la demi-
z
1

sphére D,. La trajectoire de A passant par M, est alors le méridien de M,

parcouru dans le sens descendant.

* A partir de My il est donc possible d'atteindre, grice au champ ;\, un point M,
dont les coordonnées vérifient : X, < 0, y, > 0 et z, < 0, la latitude 9, de M,

pouvant étre choisie arbitrairement proche de 0.

* Les équations de la trajectoire de B passant par le point M, sont données par :
[ x(0)

t
H-Hy(t) €6 + Yy -2y

14200 = zpe"

(y2 - zz)t * X,

Etudions les variations de la tangente de la longitude ¢(t) du point courant

de la trajectoire de B passant par M2.

t
tg(e(t)) = f(r) = 2% *¥2 ~ %5
(yz - zz)t + X,

Pour cela, il importe de connaitre le signe de 1'expression :

z., exp *2 +y2-z2=E

2



- 46 -

Si on passe en coordonnées sphériques :

E = sin® 5| exp cos?, + (cotge2 sin<p2 - 1)
tgez - simp2

puisque lim [ ex €os @, + cotg ©, sing, - 1) = -
q p 2 & %2 2
62*0 tgez - sing,

62<0

E est positive si 6., est choisi suffisamment proche de 0, on obtient alors

le tableau de variations suivant pour f :

t 0 tl t2 4+
fr(t) - - -
e
f(t) X2 -® ON -
x(t) - 0 + +
y(t) + + 0 -

- T +€
4
avec € un nombre positif pouvant étre choisi arbitrairement proche de 0 et situé

Ce tableau prouve que l'on peut atteindre un point M, de longitude

dans 1'hémisphére Sud.

"+ Erudions aussi les variations de la tangente de la longitude du point courant de

la trajectoire de B passant par le pole Nord. Cette tangente est donnée par

l—et

g(t) = , on a le tableau suivant :

g'(t) | , -
g(t) —3 -1

x(t) +
y(t) -

-

Ce tableau prouve qu'il existe un point M, situé avant le pdle Nord sur la
Y P q p 4 P
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positif pouvant étre choisi arbitrairement proche de 0.

X

Par ailleuts, soit M (y) un point de 52 avec x> 0 et y < 0, alors :

M D

z

, <=> ax + by > 0 <=> tg¢<-a ol ¢ désigne la longitude du point M.

Or -a +b< 0avec a<0etb<O0donc -a> -1, donc si e est choisi

b

assez petit on aura tge, < -a (¢, désigne la longitude de M,) et par conséquent
P gy < s (o, désie g 4 P q

M4 appartiendra a D2.

Conclusion

Il est possible de choisir M3 et M, de telle sorte que ces deux
points aient méme longitude et qu'ils soient situés dans la demi-sphe-
re DZ' La trajectoire de A passant par M, est alors le méridien de
M3 parcouru dans le sens ascendant, donc le point M,, et aussi le
pole Nord, est accessible & partir de M3 :on a piouvé que le péle
Nord est auto-accessible, les trajectoires de A et B étant transver-
ses en M,, le pdle Nord est normalement auto-accessible.

On prouverait de méme la normale auto-accessibilité du pdle Sud.

C.Q.F.D.
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Figure 7 : Nous avons représenté la trajectoire de normale auto-accessibilité

du pdle Nord dans le cas ol, dans le systeme d'axes 0x, Oy, Oz
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.

6e cas : Cas ou les valeurs propres de B sont réelles et distinctes deux a

deux.

On appelle @y, 0, et oy les trois valeurs propres de B, on suppose que

a, < a, < oy, soit i, j et k les vecteurs propres associés : dans la base (i,j,k)

al 0 0
Mat B = 0 az 0
0 0 a3

Nous cherchons tout d'abord une base de IR3 dans laquelle A et B s'écri-

vent sous la forme la plus simple possible.

A est nilpotent d'ordre 2 donc dim Im A =1 et Im Ac Ker A

- les plans (i,j), (i,k) et (j,k) sont stables par B

* Soit P le plan engendré par i et j si on avait Im A ¢ P, le plan P serait stable

par A et B et il n'y aurait pas contrdlabilité du systéme {AB} sur R® - {ok
Dans ce cas on aurait dét (A+B—0t3 Id) = 0 car dim Im (A+B—0t3 Id) < 2
Nous supposons dans la suite que Im A ¢ (i,j)

* Soit alors e; un vecteur directeur de Im A, (i,j,e3) forme une base de R et

dans cette base :

& 0 ¢ 0 0O
Mat B = Oaz d Mat A= |0 0 O
0 Oa3 a'b' 0

- Si on avait ¢ = 0, le plan (T,e3) serait stable par A et B, il n'y aurait donc
pas compléte contrélabilité du systéme {A,B} sur R3 - {0}

Dans ce cas on aurait : dét (A+B—ot1 Id) =0

- Si on avait d = 0, le plan (i,e3) serait stable par A et B, il n'y aurait donc
pas compléte contrdlabilité du systeme {A,B} sur IR3 - {0}

Dans ce cas on aurait : dét (A+Ba2 Id) =0

Dans la suite on suppose donc que ¢ # 0 et d # 0

L — C'Y Ci B —d' A o )
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Dans la base (el, €y e3) les matrices de A et B s'écrivent :
0 0 O oy 0 Bl

Mat A = [0 0 O Mat B = 0a,-8,
a b O 0 0 ay

Quitte & remplacer le systeme étudié { A,B }par le systéme opposé { -A,-B } on
peut toujours supposer que b > 0.

En effet si on avait b < 0 considérons la nouvelle base :

1 1 2 3
L

e’y = ¢,

L

e'y = e,

Dans cette nouvelle base les endomorphismes -A et -B s'écrivent :

al' 0 Bl' 0 0 0
Mat(-B) =} O az'-Bz' et Mat(-A)Y =} 0 0 O
0 0 0t3' a-b-b 0
ou (o' = _a3
v " _a' ot
a! = az 81 =Q u3
a! = _al 6'2 =a! o

,|< l<l -
on a :al ) ay et b >0.

Eliminons encore trois cas particuliers.

- Si a = 0, la droite de vecteur directeur e, est stable par A et B et il n'y a
pas transitivité du systeme {ABl.

Dans ce cas : dét (A+B—0L1 Id) =0

- Si b = 0, la droite de vecteur directeur e, est stable par A et B ; il n'y a
donc pas compléte contrdlabilité pour le systéme {ABL
Dans ce cas : dét (A+B—<>L2 Id) =0

- Si a = b, la droite de vecteur directeur - e, + e, + ey est stable par A et B

et il n'y a pas compléte controlabilité pour le systeme {AB}L
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Dans la suite on suppose donc que a # 0, b # 0, a # b : dans ce cas

cas dét (A+B-c¢1 Id) = aBl(cx1 -uz) 40
dét (A+B—ct2 Id) = bE>2(0L1 - uz) 40
dét (A+B—o¢3 Id) = (b - a)8 182 £ 0

Le champ de vecteurs B a méme projection sur S2 que le champ de vec-

teurs B-og Id, on peut donc supposer o, = 0.

Conclusion On s'est ramené & 1'étude d'un systéme { A,B} ol les matrices A et

B s'écrivent dans une base (el, € e3) :

0 0 O
Mat A= [0 0 O avec b>0,a+0eta#bhb
a b O
Bl OB1
Mat B = OE'Z—B;2 avecBl<82<0
0 0 O

Nous allons maintenant étudier l'allure des trajectoires de A et B sur SZ.

Allure des trajectoires de A et B

Les trajectoires de A ont déja été décrites : se reporter a la figure 4.

Les équations des trajectoires de B sont données par :

B, t
X(t) = (Xo + Zo)e - Zo
th
Y(t) = (Yo - Zo)e + Zo
z(t) = z,

- B posséde 3 vecteurs propres : les vecteurs ey €y et -e, + €, + e

- les plans d'équations z = 0, y -z = 0 et x + z = 0 sont stables par B

On en déduit pour B :

* les points P(1,0,0), P'(-1,0,0), Q(0,1,0), Q'(0,-1,0) et R(-V3/3, ¥ 3/3, V3/3),
R1(J372 _v3/3 --B/3) sont singuliers pour B
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. . . . 2 . .
*+ |'¢quateur ainsi que les grands cercles intersection de S° et du plan d'équation

y - z = 0 et intersection de S2 et du plan x + z = 0 sont stables par B

+ le bassin d'attraction du point R(resp R') est la demi-sphére définie par z > 0

(resp z < 0)

* le bassin d'attraction pour le champ de vecteurs _B du point P(resp P') est la

demi-sphere définie par x + z > 0 (resp x + z < 0).
. . o 2 < . .
Les trajectoires de B sur S~ sont representees figure 8.

Montrons maintenant que le systeéme {A,B} est transitif sur r3 - {0} si
et seulement si Tr AB < 0 : pour cela il suffit de montrer que le systeme {AB} est

transitif sur 52 si¥et seudement si Tr AB< 0.

Nous commencons par montrer que {A,B } n'est pas transitif sur 52 si Tr

AB > 0.

Comme précédemment, nous notons D, la demi-sphére déterminée par le
grand cercle de points singuliers pour A et contenant le point P(1,0,0), nous notons

D 5 1'autre demi-sphere.
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Nous avons représenté les trajectoires de B sur SZ, dans le systéme
1 0 B1
d'axes Ox, Oy, 0z, Mat B 40 82 -82
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1. Cas o Tr AB = a B -b82>0

1.1. Cas ot Tr AB >0 avec a <O et b >0

Remarquons tout d'abord que les trajectoires de A passant par les points
de D1 sont des méridiens parcourus dans le sens descendant.

D, est, ici, la demi-sphere définie par : D, = {(x,y,z)eS2 / ax + by < 0}

Considérons la partie E de la sphere définie par :

E={(x,y,z)eSZ/x <0,y >0etz>0}

Xo :
*  Soit M, (yo un point de E alors ax, + by, > 0 doncM, est un point de la
Zo .

demi-sphere D2, la trajectoire de A passant par M, est donc le méridien de M,

parcouru dans le sens ascendant, cette trajectoire est donc contenue dans D2.
. 2 N
On peut conclure que la partie E de S” est stable par A, montrons qu'elle est

également stable par B.

Xo -
*  Soit M, yo) un point de E, les équations de la trajectoire de B passant
Zo
par M, sont données par :
B.t
[ x(t) = (%0 + zo)e © - zq
2 Bit 2 Bt 2
Bt ot 114 =((xo+zo)e™ -2o) +((yo-z0)e = +20) +20
H-l IY(t) = (YO - Zo)e + Zo
. a2(t) = 2,
Bl t Bl t .
i) |]-] 1 x(t) = (x0+z0)e -z, = 30(1-e ) + X, donc x(t) est négatif
pour tout t positif >0 <0
o : th th o
i) | 1y(0) = (o-za)e © - 2o = zo(1-e ©) + y,  donc y(t) est positif
~— p
' .. >0 >0
pour tout t positif
iii) |- ]z(¢) = zo z(t) est positif pour tout t positif.

~—
>0
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Conclusion Les points i), ii) et iii) ci-dessus prouvent que le point courant
x(t) .
M(t) {y(t)] de la trajectoire de B passant par M, appartient a E
z t) ~

pour tout t positif, E est donc stable par B. Par ailleurs, nous avons
vu que E était stable par A le systéme {A B } n'est donc pas tran-
sitif sur IR3 - {0},

1.2. Cas ou Tr AB >0 avec a >0 et b >0

Remarquons tout d'abord que les trajectoires de A passant par les points
q q ) p p p

de la demi-sphére D, sont des méridiens parcourus dans le sens ascendant.

1

D, est, ici, la demi-sphére définie par : D, = {(x,y,z) 52 / ax + by > 0}

Considérons la partie E de la sphére définie par :
E = {(x,y,z)e 52 / x <0,y >0,z >0, xtz >0, y-z< 0 et 82x+81y <0}

E est l'ensemble des points de I'hémisphtre Nord situés au-dessus des

grands cejycles intersection de 82 et du plan d'équation y-z = 0 et intersection de

S2 et du plan d'équation x+z = 0 et dont la longitude est comprise entre —;— et
T - Arctg fg_
B1
xO
* Soit M, |y, un point de E puisque ali’v1 - sz >0 avec a >0 etb >0
Zo
a >,82 et puisque x, < 0 et y, > 0 on peut conclure
b B,
1
b
aXe + byo > 'B_ (Bzxo +Bly0) >0
1 N~ ——
<0 <0

Le point M, appartient donc a la demi-sphéere Dl'

Par conséquent la trajectoire de A passant par M, est un méridien parcouru
dans le sens ascendant : cette trajectoire est donc contenue dans la partie E.

Nous pouvons donc conclure que la partie E est stable par le champ A.
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Montrons que la partie E est également stable par B.

Xo x(t
Soit M, (O un point de E et M(t) (y(t) le point courant de la trajectoire
Zg z(t)

de B passant par M,, les coordonnées de M(t) sont données par :

Blt
I . IX(t) = (xo + Zo)e - 2o
th
Il-lly(t) = (yO - Zo)e + Z,
B, t B,t
ou H I |2 = ((xo+z0)e 1 zo)2 + ((yo-2z0)e 2 +z°)2+202
[ Jo( = 6
Byt Bt Bt
i) ] x(t) = (xo + Z,)€ -z, = zole" -~ 1) + x.€
N S —
>0 <0
donc x(t) est négatif pour tout t positif
B,t B,t B,t
i) [ ]19(0) = (o - zade 2 2o = zoll m € 2) ¥ yee
>0 >0
donc y(t) est positif pour tout t positif
iii) . 1z(t) = 2o > 0
z(1) est donc positif pour tout t positif
Bt
iv) |- (x(t) + 2(t)) = (xo + zo)e
\J
>0
x(t) + z(t) est donc positif pour tout t positif
th
v) |- ] (y(1) - 2(t)) = (yo - zo)e
<0
y(t) - z(t) est donc négatif pour tout t négatif
vi) Posons f(t) = |]|.}| (B2 x(t) +B y(t))

Byt Byt
= B,(xo + z,)e + B (yo - zo)e -6, - B,) Zo
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B.t (32 - Bl)t)

f'(t) = BZ Bl e 1 (xo + 2o + (Yo - 2zo)e

(82 - Bl)t
f'(t) s'annule pour e = Xo +2, > 0
Zo — Yo

Deux cas sont a distinguer :

@) cas ot x, + Zo < 1, on obtient le tableau de variations suivant :

Zo - Yo
t 0 L+ @
fr(t) -
Bzxo+81yo \
f(t) —(BZ_BI)ZO

f(t) est donc négative pour tout t positif

B) cas oll x, + z, >1, on obtient le tableau suivant :

ZO + yO
t 0 to 4+
|
fr(t) + 0 ~
f(t) - \ - (32 - Bl)Zo
82x°+61y°
B 1[0
o to = 1 Log X, + 2z, et f(t,) = (B2 - Bl)(e (Xo + Zo) = Zo)
Bz-Bl Zo - Yo
B.t,

puisque e 17 1, f(t,) < (82 - Bl)xo <0

f(t) est donc négative pour tout t positif

Conclusion les points i), ii), iii), iv), v) et vi) ci-dessus permettent de conclure

" Ao 1o naint courant de la rraiectoire de B passant par M, appartient
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également stable par ;\, le systeme {A,B} n'est pas contrblable sur

s2.

2. Cas ou Tr AB = ap, -be.z <0

Nous allons montrer que le systtme A,B est complétement contrblable sur

s% ce qui entrainera la transitivité du systeéme {A,B} sur IR> - {0}. Nous rappelons

. . . 2 .
qu'il suffit de montrer que les pobles de S° sont normalement auto-accessibles pour

établir la transitivité de {A,é } sur Sz.

Pour les explications qui suivent, on pourra se reporter a la figure 9.

Remarquons tout d'abord que b >0 et aB, - b[.%2 < 0 entraine a > 0. Les

trajectoires de A passant par les points de la demi-sphere D1 sont donc des méri-

diens parcourus dans le sens ascendant.

par :

*

Dl

Les
HEC
-1y =
THRESY

o) = ||

fr(t) = e

f'(t) s'annule pour e

est, ici, la demi-sphere définie par : D, = { (x,y,2z) € s? / ax+by > 0 }

équations de la trajectoire de B passant par le pole Nord sont données

B,t
=e1 -1
B.t B Lt
A o [[[12=(! -1 +@-e?) 1
=1

Considérons la fonction f(t) définie par :

B,t th

|[ax(1) + by(t) = ale © - 1) + b(1 - e ")
Bt B, -8Bt
l(aBl—sze2 1
(B, - Byt _ 3 5 >
= aB, (puisque aB, - bB2 0 ab, 1)
BB, BB,

2 2
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On obtient le tableau de variations suivant pour f :

T 0 to + ®
I
fr(t) - 0 +
O / sar b
f(t) \
Blto
to = 1 Log a8, et f(t,) = a e (82 - Bl)
B,-B bB B,
21 2 2

Ce tableau prouve qu'il existe to € IR% tel que f(t,) <0 : par conséquent,

a partir du pole Nord, et grice au champ B, on peut atteindre un point M, y}

“

situé dans la demi-sphére D2. La trajectoire de A passant par M, est donc un

méridien parcouru dans le sens descendant. De plus on a : x; +y; > 0.

: : : , : *2

* A partir de My il est donc possible d'atteindre un point M, |y, dont les coor-
: 2

données vérifient. : Xy <0, y,> 0, Z, <0 et Xy + Yy > 0.

* Les équations de la trajectoire de B passant par M, sont données par :

Bt
[]-] Ix(t) = (x2 + zz)e -z,
B,t B,t Bt
2 . 2 2 2 2 2 2
ol ly() = (v, - 25)e © + 2, ou [1.]19=((x+2,)e = ~25) +(y,-zy)e 7 +25) 42y
11240 = 2,
y(t) s'annule pour t = t, = 1 Log z,
B
2 2,-Y,
(0 < z, < let B, < 0 donc t, > 0) pour t = t, nOus avons :
272

)

\ B/ &

- ZaA
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or31<32<0donc51>1,0< z < 1etx +22<0

B 2 2
B2 2272
donc x(t,) > (x2 + 22)1 z, -z, =17, (x2 + y2) > 0 puisque x, + y, > 0
2272 IR

Ceci prouve que la trajectoire de B passant par M, coupe le méridien de longi-
tude 0 (en un point situé dans 1'hémisphere Sud) : il est donc possible d'attein-
dre & partir de M, et grice au champ B un point Mg de 1'hémispheére Sud de

longitude négative arbitrairement proche de 0.

* Par ailleurs, on peut trouver un point M, de 1'hémisphere Nord, situé avant le
pole Nord sur la trajectoire de B passant par le poéle Nord, de longitude négati-
ve arbitrairement proche de O.

Il est donc possible de choisir My et My de fagon que leurs longitudes coin~cident,
si cette longitude est choisie suffisamment proche de 0 la trajectoire de A pas-
sant par Mj est le méridien de M3 parcouru dans le sens ascendant : le point

M4 (et donc le péle Nord) est alors accessible a partir de M3.

Conclusion Nous avons montré que le pole Nord était auto-accessible, comme
les trajectoires de A et B sont transverses en Ml’ le pole Nord est
normalement auto-accessible. On montrerait de méme que le pole

Sud est normalement auto-accessible.

C.Q.F.D.



-~ 61 -

f»l'}
—
-
~
A
\
\n‘
R P \
— > < \
> ~ . W
- -~
- ~N RO«
gL \&
s PN
7 U S e LR
/ .- PR Y O
/ /’ //' \\\
- )/ ~ ~y \
~ ~
/ - -~ ~ \ N\
/ L ,/ ~N ~ \
,/ ,& .z r N \
/- e N NN\
~
4 id N \\Q
/ \-(
P N\
’
\
/
p \
4
{
L4
R’
M,
x
Figure 9 :

Nous avons représenté la trajectoire de normale auto-accessibilité

du pole Nord. Dans le systeme d'axes 0x, Oy, Oz

0 0 0 B1 0 B1
Mat A = 0 0 O Mat B =1} 0 BZ—BZ
a b 0 0O 0 O

R ) o N AN 0 oar SO
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CHAPITRE 3

Nous étudions ici la contrélabilité sur IR

- {0 }d'une paire { A,B} de
champs de vecteurs linéaires ol A est un endomorphisme nilpotent d'ordre 2 (A # O
et A2 = 0) et B un endomorphisme possédant une valeur propre réelle et deux va-

leurs complexes (non réelles) conjuguées dont la partie réelle commune est égale a

a B 0
la valeur propre réelle ; dans une base appropriée Mat B = { B o 0 ) . Le théore-
0 0 «

me suivant donne une condition nécessaire et suffisante de compléte controlabilité

sur IR® - 0} pour une telle paire.

Théoreme 2  Soit A un endomorphisme nilpotent d'ordre 2 de IR3 et B un endo-
morphisme de IR3 possédant deux valeurs propres complexes (non
réelles) conjuguées de partie réelle égale a la valeur propre réelle
de B.

La paire de champs de vecteurs linéaires {A,B} est complétement
contrélable sur IR - {0} si et seulement si :

i) dét (A+B- ald) # 0 (cest la valeur propre réelle de B)

ii) Tr AB #0

Remarques * Comme dans le chapitre 2 dét (A+B- «Id) # O exprime exactement

la condition du rang.

* Puisque A est de trace nulle Kill(A,B) = 6Tr AB, la 2e condition
est donc équivalente & Kill(A,B) # 0.

Démonstration du théoréme 2

a -B 0
Dans une certaine base de IR3 Mat B= |B « 0] , B ayant méme
0 0 «

projection sur 52 que B-a Id, la compléte contrdlabilité sur S2 du systéme {A,B } est

équivalente a la complete contrdlabilité du systéme { :A, B-a Id}, on peut donc sup-

poser quea = 0.
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Nous nous sommes donc ramenés & l'étude de la controlabilité d'un syste-

me {A,B}ol A est nilpotent d'ordre 2 et ot la matrice de B dans une certaine

0-B O
base est : Mat B = B8 0 O
0 0 O

* Nous cherchons tout d'abord une base de IR3 dans laquelle A et B s'écrivent

sous la forme la plus simple possible :

soit P l'unique plan invariant par B (P = ImB), si on avait Ker A = P le plan
P serait également stable par A et il n'y aurait pas compléte contrélabilité
du systeme {A,B }sur iR - {01

Dans ce cas on aurait : dét (A+B) = 0 car Im (A+B)cP

supposons que dim (P n Ker A) = 1, dans ce cas on peut trouver une base

(i,j,e3) de iR3 telle que :
- i soit un vecteur directeur de Pn Im A

- 3 soit un vecteur directeur de Ker B

0-8 0
- la matrice de B dans cette base (i,j,e3) soit : Mat B =|{8 0 O
r 00 0

On peut alors trouver un vecteur de Ker A qui s'écrive sous la forme
Aj + Hes. On ne peut avoir v = O car alors on aurait Ker A = P, cas qui a été
exclu. D'autre part, si on avait A = 0 le vecteur e; serait commun aux noyaux de

A,B donc la droite IRe3 serait stable par A et B et le systeme {A,B} ne serait

pas complétement contrdlable sur R3 - ok

car dim Ker (A+B) > 1.

— N
Notons que, dans ce dernier cas, dét (A+B) = 0
ey dans la base (i,j,k) la
X

Dans la suite on suppose donc que A # 0, posons k

0 -a a
matrice de B est inchangée et Mat A = |0 -b b
0 -¢c ¢

avec, puisque A est de trace nulle, b = c.
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. ez 3
En conclusion, dans le cas général, on peut trouver une base de IR” dans

0 -a a 0-8 0
laquelle Mat A = |0 -b b et Mat B = |8 0 O
0-b b 0 0 O

de plus dét (A+B) = 82 b.

Allure des trajectoires de A et B sur S2

Les trajectoires de A dans IR3 sont constituées de :

- un plan de points singuliers : le plan d'équation y = z
a

- des droites de vecteur directeur le vecteur de coordonnées (b et qui sont par-
b

courues dans un sens ou dans l'autre suivant que l'on est d'un c6té ou de l'au-

tre du plan d'équation y = z.

On en déduit que les trajectoires de A sont constituées de :

- un grand cercle de points singuliers : le grand cercle intersection de S2 et du
plan d'équation y = z a ’a2+2b2

- sur ce grand cercle deux points singuliers particuliers : les points P | b/Y a2+2b2

b/a2+2b

et Q symétrique de P par rapport a l'origine.

- les autres trajectoires de A sont les grands cercles passant par P et Q parcourus
de P vers Q ou de Q vers P suivant que l'on se trouve dans l'une ou l'autre

demi-sphere déterminée par le grand cercle de points singuliers de A.

Les trajectoires de B dans IR3 sont constituées de :
- une droite de points singuliers : la droite passant par l'origine et de vecteur
directeur k

- des cercles situés dans les plans paralléles au plan x0y

On en déduit que les trajectoires de B sont constituées de :

- 2 points singuliers : les pdles Nord et Sud

K . I § [N (PO T B B QU Gy
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On pourra se reporter aux figures 10 et 11 pour le dessin des trajectoires

deAetB

Cas ou dét (A+B) = 82 b=20

Dans ce cas les points P et Q sont situés sur 1'équateur, celui- c1 est donc
stable par le champ A et comme il est stable également par le champ B il n' y a

pas complete controlabilité du systeme {A B }sur S2

Casoﬁdét(A+B)=sz;40etot1TrAB=—aB =0

Considérons la calotte sphérique C constituée des points dont la cote z

vérifie z > v2/2. Nous allons montrer que C est stable par B et A.

. La fronticre de C est le cercle paralléle a I'équateur de latitude 6, =1/4, comme
les trajectoires de B passant par les points de C sont des cercles paralléles a

C, il est clair que C est stable par B.

. Pour montrer que C est stable par le champ de vecteurs A, nous allons montrer
qu 'en chaque point M de la frontitre de C, la troisitme coordonnée du vecteur
A(M) est positive ou nulle, ce qui prouvera que toutes les trajectoires de A

sont rentrantes dans C.

xO

Soit donc M, y() un point de la frontiére de C, &, sa latitude et ¢ , sa
Zo

longitude.

Le vecteur A(M) a pour coordonnées : [~ xob(zo-Yo)(Yot+zo)

b(zo‘YO) - Yob(zo'YO )(y0+ZO)

b(Zo‘YO) - Zob(zo‘YO )(Yo+zo)

Examinons la 3e coordonnée de ce vecteur, puisque

Xo = COS B, COS @,

yo = COS 0, sin ¢, elle est égale a : b(zo-Yo) coszeo (1 - tg8, sing,)

z, = Sin 6,

— * N . A

e as . d . ~ ren - 1 ef 7z.-v. > 0 par conséauent
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Cas ol dét (A+B)=82b¢0etTrAB=—aB¢O

On va montrer la complete contrdlabilité du systéme {1~\,l§ } sur 52 en
montrant que de tout point de 52 on peut atteindre un point de I'équateur gréce
au systéme {/~\1_5> } ainsi que grice & son opposé. Comme tout point de l'équateur
est accessible & partir de tout point de l'équateur grace aux champs B ou -B nous

aurons bien démontré la complete contrdlabilité du systeme {A B}.

0 -a a ,
Mat A = |0 -b b ab = 0 et on suppose b > 0
0 -b b

a/Va +2b2 —a/~/a2+2b2
Soient P b/w/a2+2b2 et Q --b/w/a2+2b2
b/w/:¢.12+2b2 -b/Va“+2b

notons encore D1 (resp D ) la demi-sphere déterminée par le grand cercle de
points singuliers pour A et contenant le pble Nord (resp. le podle Sud). D, (resp.

2

DZ) est l'ensemble des points M |y |[de S dont les coordonnées vérifient z-y > 0

(resp. z-y < 0). z

Le bassin d'attraction du point P (resp. Q) est la demi-sphere D1 (resp. DZ)'

Soit M un point de 1'hémisphere Nord, si M est situé dans la demi-spheére
D2 comme celle-ci est bassin d'attraction pour le point Q situé dans 1'hémisphere

Sud, la trajectoire de A passant par M coupe l'équateur.

Si M est situé dans la demi-sphére Dl’ la trajectoire de A passant par M
permet de s'approcher aussi prés que l'on veut du point P. Or la trajectoire de B
passant par P est un cercle parallele a 1'équateur, puisque a # 0 une partie de ce

N

cercle est situé dans la demi-sphére D2. On peut donc atteindre & partir du point
P et grace au champ B un point de D2 et donc un point de l'équateur, comme on
peut s'approcher aussi prés que l'on veut du point P, on peut atteindre a partir de

M un point de 1'équateur.

On montrerait de méme que de tout point de I'hémisphére Sud on peut
attemdre un point de 1'équateur ainsi que la méme propriété pour le systéme opposé
{-A,-BL

Si b < 0 la proposition reste vraie la démonstration est analogue a celle
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. . 5 N .~ 2 .
Conclusion On a montré que le systeme {A,B } est transitif sur S, ce qui

équivaut a la transitivité de {A,é} sur RS - {0} puisque A est

nilpotent.
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. . . . I 2
Représentation des trajectoires de A sur S".

Dans le systéme d'axes 0x, Oy, 0z A a pour matrice :

0 -a a
Mat A= |0 -b b
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’
\
/ \
\
p 8
Figure 11 : Nous avons représenté les trajectoires de B sur Sz.
Dans le systéme d'axes Ox, Oy, Oz la matrice de B s'écrit :
0-8 0
Mat B= |8 0 O avec B> 0

0O 0 O
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CHAPITRE 4

Dans ce chapitre nous abordons 1'étude du dernier cas de figure possible :
nous considérons une paire {A,B} o A est un endomorphisme nilpotent d'ordre 2
de IR3 (A # 0 et A2 = 0) et B un endomorphisme possédant deux valeurs propres
complexes (non réelles) conjuguées dont la partie réelle est différente de la valeur
propre réelle de B. Le théoréme 3 ci-dessous donne une condition nécessaire et

suffisante de transitivité sur R3 - {0} pour la paire { A,B}.

Quelques notations

a B 0
Dans une base appropriée la matrice de B s'écrit : Mat B = B o O
0 0 A
Nous noterons : - vy la quantité a = AB-a
- T, la quantité T1 = Tr AB
" t
- T2 la quantité T2 = Tr AB
Théoréme 3 Soit A un endomorphisme nilpotent d'ordre 2 de IR?’ et B un endo-

morphisme de IR3 possédant deux valeurs propres complexes conju-
guées de partie réelle différente de la valeur propre réelle de B.

La paire de champs de vecteurs linéaires {ABl est completement

3

contrélable sur IR - {0} si et seulement si :

i) A -o) dét (A+B-A11d) < O
ou ii) dét (A+B-2Id) # 0 et A-a) Tr AB< 0
ou iii) dét (A+B-Ar1d) # 0 et

T1+T

T,+T
2 1 177 2)+m< 1
exp = (Arctgy - Arctg)(———) —
i R T S T Ty iy 24

a) Description des trajectoires de A et B (u B 0\

o —p
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que B- ald, or les trajectoires de B-ald dans IR3 sont :

- des cercles centrés en l'origine situés dans le plan (0,i,j)

- deux demi-droites de vecteur directeur k

- d'hélices tracées sur des cylindres d'axes (O,E)

On en déduit que les trajectoires de B sont constituées de :

- un équateur invariant et sans point singulier
- deux points singuliers (les péles Nord et Sud)

- de spirales situées dans chacun des hémispheres Nord et Sud.
Les pbdles ou bien 1'équateur sont attractifs suivant le signe de (A -a). Les

trajectoires de B sont représentées figure 12, les trajectoires de A ont déja été

décrites (voir figure 10).

b) Sur la condition i) du théoréme 3

Le champ de vecteurs B se caractérise par:un équateur stable et deux pd-

les : dynamiquement les pdles ou bien 1'équateur sont attractifs.
H q p q

Le champ A se caractérise par : un grand cercle de points singuliers avec,
sur ce grand cercle, deux points singuliers semi-attractifs pour les autres trajectoi-
res. Lorsque X - a est positif la condition i) signifie que chaque pbdle de B se trouve
dans le bassin d'attraction d'un point singulier de A, lui-méme situé dans le bassin

d'attraction de l'autre pdle de B (voir figure 13).

c) Sur la condition ii) du théoréme 3

dét (A+B- A1d) # O équivaut, comme précédemment, a la condition du
rang. (A-a) Tr AB < 0 équivaut & (A-a) Kill(A,B) < O.

d) L'interprétation géométrique de la condition iii) sera vue dans le cours de la

démonstration du théoréme.




Figure 12 : Nous avons représenté les trajectoires de B sur Sz.

Dans le systéme d'axes Ox, Oy, Oz la matrice de B s'écrit :

a B O
Mat B = B o O avec B> Oet A > a
\OOA




Figure 13 :

\
\

Dans le systéme d'axes 0x, Oy, Oz les matrices de A et B s'écri-

0 -a a a 8 0
vent : Mat A = [0 -b bjetMat B = [B o« 0] (A>0 etr>a)
0-b b 0 0 A

Nous avons représenté les trajectoires de A et B sur S2 dans le
cas ot dét (A+B-A Id) < O : le pdle Nord se trouve dans le bas-
sin d'attraction (pour A) du point Q qui lui-méme se trouve dans

le bassin d'attraction (pour IB) du péle Sud.
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Démonstration du théoréme 3

___________________________ a 8 0
Dans une certaine base de IR3 Mat B = B o O ]|avecr#a etB> 0
0 0 A

La compléete contrélabilité du systéme {A,é}sur S2 est équivalente a la
complete contrdlabilité du systéme {A,E&— o Id}, on peut donc toujours supposer que
o = 0. Quitte & &tudier la contrélabilité du systeme { -A,-B} au lieu du systéme
{A,B}, on peut toujours supposer que XA -@ > 0 dans ce cas la compléte contrdlabilité
L Bh

du systéme A,B sur IR3 - {0} est équivalente a celle du systeme {A,

Nous nous sommes donc ramenés a l'étude de la controlabilité d'une paire

{A,B} ot A est nilpotent d'ordre 2 et ou dans une certaine base de IR3 la matrice

de B' s'écrit : 0« O
Yy 0 0 (v = T%E >0)
0 0 1

Nous cherchons tout d'abord une base de IR3 dans laquelle A et B' s'écri-

vent sous la forme la plus simple possible.

Soit P l'unique plan invariant par B' (P = Im(B' - Id))

. Si P =Ker A, le systeme { A,B } n'est pas contrélable sur IR - {0} car le plan
P est stable par A et B.

Dans ce cas Im(B' - Id) = P Im T?E cKer A =P

et donc dét (A +B'"-1d) = 1 3 dét (A+B-1r1d) = 0
A-a A -a)

donc dét (A+B- AId) = O

. Supposons dim (P Ker A) = 1, dans ce cas on peut trouver une base (i,j,es) de

IR3 telle que i soit un vecteur directeur de P Ker A et dans laquelle

0 -y O
Mat B = vy 0 0
0 0 1

On peut alors trouver un vecteur de Ker A sous la forme Aj + es. Puisque

Ker A # P;u #0 et si A= 0 la droite dirigée par le vecteur ey est stable par
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A et B : le systeme {A,B } n'est pas complétement contrdlable sur iR3 - {0} dans

ce cas.

Par ailleurs e e Ker A et e; € Ker(B' - Id) donc

dét| A +B'- Id) = 1 5 dét (A+B-11d) = 0
A-a A-o

Dans la suite nous supposons que X # 0, posant k = €3 la matrice de

B' dans la nouvelle base (i,j,k) est inchangée et la matrice de A est égale a :

0 -a a
Mat A = 0-b b
0 -c c
avec b = c puisque Tr A = 0.

En conclusion, dans le cas général, on peut trouver une base de IR3 dans laquelle

les matrices de A et B' s'écrivent :

0 -a a 0« 0
Mat A = [0 -b b Mat B' = |y 0 O
0-b b 0 0 1

Les poles Nord et Sud sont attractifs pour le champ de vecteurs B', les
a/va +2bZ
points P | b/Va +2b2 et Q symétrique de P par rapport a l'origine sont semi-at-

b/ w/a2+2b2

tractifs pour le champ de vecteurs A.

Le grand cercle de points singuliers pour A est le grand cercle intersection

de 52 et du plan d'équation y = z.

Notons encore D, (resp. DZ) la demi-sphere déterminée par le grand cer-
cle de points singuliers pour A et contenant le pdle Nord (resp. le pdle Sud). D,
(resp. D2) est l'ensemble des points M de S2 dont les coordonnées vérifient z-y > 0

(resp. z - y <0).
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A -[cas ot dét (A+B-1 Id) = (A-a)® b{yZ + 1) < 0 (i.e b < 0)

Dans ce cas le point P (resp. Q) est situé dans 1'hémisphere Sud (resp.
Nord) le bassin d'attraction du point P (resp. Q) est la demi-sphere D, (resp. DZ)

.

(on peut se reporter a la figure 13).
Nous allons montrer la compléte controlabilité du systtme { A,B} sur S2 en
montrant que, de tout point de S on peut atteindre l'équateur gridce au systéme

{A B }aussi bien que grace au systéme opposé.

Comme tout point de 1'équateur est accessible & partir de tout point de
1'équateur grice aux champs B ou -B le point i) du théoréme aura été démontré.

* Soit M, un point de 1'hémispheére Nord, on peut atteindre a partir de ce point
et grace au champ B un voisinage arbitrairement petit du pble Nord, et donc un
point My de la demi-sphére Dl’ Comme D1 est le bassin d'attraction du poirlt
P situé dans l'hémisphere Sud, on peut atteindre en suivant la trajectoire de A
passant par M, un point de 1'hémisphere Sud et donc un point de l'équateur.

On montrerait de méme que l'équateur est accessible de tout point de 1'hémis-

phere Sud.

* Montrons maintenant qu'a partir de M, le systéme { —A,—I~3} permet d'atteindre
un point de l'équateur.
La trajectoire de B passant par le point M, admet l'équateur comme cycle
limite, par conséquent la trajectoire de -B passant par M, passe par la demi-
sphére D2 Cette dem1 sphere est le bassin d'attractlon du point P pour le
champ de vecteurs _A donc toute trajectoire de A passant par un point de D2
coupe l'équateur. Ceci montre que, de tout point de 1'hémisphére Nord, on peut
atteindre un point de 1'équateur ; de facon analogue on montrerait la méme

chose pour un point de l'hémispheére Nord. C.Q.F.D.

B -|{Cas ou dét (A+B-x1Id) = 0 (i.e b = 0)

Les points P et Q sont alors situés sur 1'équateur : tout grand cercle pas-
sant par P et Q etant stable par A 1'équateur est stable par A et comme il est
également stable par B il n'y a pas complete contrdlabilité du systeme {A B } sur

SZ‘
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C -|Cas ou dét (A+B-2aId) #0 et Tr AB< 0

Dét (A+B- Ald) = (A—u)z b(‘y2 + 1), le cas b < 0 ayant déja été étudié nous

supposerons donc b > 0

Tr AB = (A-a)(b-ay), nous avons supposé X >a donc b-ay <0
Le bassin d'attraction de P est la demi-sphere Dl’ le bassin d'attraction de Q

est la demi-sphere D2.

* Soit C la trajectoire de B' passant par le point P, dans une premiere étape,
nous allons montrer que cette trajectoire passe par la demi-sphere D2.

Les équations de C sont données par :

I|.]|x(t) = a cos yt - b sinyt

1.]1y(t) = a sinvt + b cosvyt  ou ||.]|% = a% + b% + b* &

[[.1]2() = b ef

Il s'agit de montrer que la quantité z(t) - y(t) est négative pour un certain
t >0.

[1.]1(z(t) - y(t)) = f(t1) = b e' - a sinyt - b cosy t

Nous faisons un développement limité de f(t) au voisinage de 0 :

f(t) = (b - ay)t + a(t) : puisque b - a v < 0 cette quantité est négative pour
t > 0 assez petit. La trajectoire C passe donc par la demi-sphere D, et on
montrerait de facon analogue que la trajectoire de B' passant par le point Q

passe par la demi-sphere Dl'

* Dans cette deuxidme étape nous montrons que, de tout point de SZ, on peut
atteindre un point de l'équateur grace au systeme {A,é L
Soit M, un point de l'hémisphére Nord si M, est situé dans la demi-sphere D2,
bassin d'attraction du point Q situé dans 1'hémisphere Sud, la trajectoire de A
passant par M, coupe l'équateur.
Si M, est sit~ué dans la demi-sphere Dl’ bassin d'attraction du point P, la tra-
jectoire de A passant par M, permet d'atteindre un point M1 arbitrairement
proche de P. Or la trajectoire de B passant par le point P passe par la demi-
est choisi suffisamment proche de P, la trajectoire de

sphére D,, donc, si M

2’ 1
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B' passant par M, passe également par D2 d'oll nous avons vu qu'il était possible
d'atteindre 1'équateur.
On montrerait de facon analogue que, de tout point de I'hémisphére Sud, on

peut atteindre un point de l'équateur.

. . . . . 2 .
* Nous avons vu dans le premier cas étudié, que de tout point de S™ on pouvait

atteindre un point de l'équateur grice au systéme {-A,-B}.
p q g y ’

Conclusion Nous avons montré que, de tout point de S2 on pouvalt atteindre
un point de l'équateur grice aux systémes {;\ B} et {-A, B} comme
on peut se déplacer sur l'équateur griace aux champs de vecteurs B
et —1~3', le systéme {1~\,]§>'} est transitif sur s? ce qui équivaut 2 la
compléte contrélabilité de {A,B} sur r3 - o).

D -|Cas o T, = Tr AB > 0etT2=TrtAB >0

T, = (A-o) (-ay + b) et T, = (A-a) (ay + b), comme on a supposé x-a > 0,
nécessairement b > 0
T, + T T.+T
1 2 1 12 ,
exp = (Arctgy - Arctgy + 1) =
Jr,-1 )% o (T,41,)° K T
21 1772
b exp 1 (Arctg vy - Arctg bix )
[2 .2 Y a
yva“+b
b >
et puisque - ay+ b >0 et avy+ b > 0 on a toujours : ~/a2+bz /1+'YZ
T, + T T,+T
donc : 21 22 5 exp 1 ( Arctg v - Arctgy Tl -T2 + 7:)7/—77
‘/(TZ—Tl) +Y (T1+T2) Y 2771 V1wy

o 2
Nous allons démontrer la non- tran51t1v1te du systtme {A,B'} sur S” en

exhibant une partie E de s? invariante par A et B' : soit E l'ensemble défini par :

={M(x,y,z)652/z> b et z-y >0}
\/a2+b2
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Soit C, le cercle parallele a 1'équateur de latitude Arctg b et C, le
1 2.2
va“+b
grand cercle intersection de 52 et du plan d'équation y = z. La frontiere de E est

constituée de l'ensemble des points de C1 dont la longitude est comprise entre

n - Arctg|blet 2 n+ Arctg|b|et de l'ensemble des points de C2 dont la latitude
a a
est comprise entre Arctg b et n/4 (voir figure 14).
J 2.2
a“+b

Pour montrer l'invariance de la partie E par les champs de vecteurs A et
B' nous allons montrer qu'aucune trajectoire de A ou B' passant par un point de E

ne traverse la frontieére de cet ensemble.

Notons C'1 (resp. C'2) la partie de la frontitre de E située sur le cercle

o) (resp. CZ)'

* 11 est clair que toute trajectoire de 1;\ passant par un point de E ne peut traver-
ser la frontiere de E par C'2 puisque C', est constitué de points singuliers pour
A.
§oit M, (Xo,V0,2o) un point de C'1 de latitude 6, et de longitude ¢ ,, le vecteur
A(M,) a pour composantes : [a(ze-Yo) - Xo(Zo-Yo)(aXo+by,+bz,)

b(zo-Yo) - Volzo-Yo)(axo+byo+bz,)

b(2o-Vo) - Zo(2o-Yo)(axo+byo+bz,)

Montrons que la 3e composante est toujours positive, quel que soit le point M,

de C'l. Considérant que Xo = COSO 5 COS ¢,

Yo = COS B4 sin @, et tgeo=_%

vYa“+b

zo, = sin 0,
Cette 3e composante est égale a :
(z - y)b cos> 0, (1 - a CosS ¢, - b sin¢ o)

w/a2+b2 w/a,2+b2

=(z - y)b cos? 6, (1 - cos(p, - cpl)) ol cosg, = a sinq:1 = b

v a2+b2 v a2+b2
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Sur C'y la quantité z - y reste toujours positive et la quantité 1 - cos(e o-<P1)
est toujours positive quel que soit le point M, de C'l.

Le fait que la 3e composante du vecteur A(M,) soit toujours positive sur C',
prouve que les trajectoires de A passant par les points de E ne peuvent traverser

la frontiere de E en un point de C'l.

Conclusion Aucune trajectoire de A passant par un point de E ne traverse la
frontiere C de E par conséquent l'ensemble E est stable par le

champ de vecteurs A.

* Nous montrons maintenant le méme résultat concernant le champ B'.

La trajectoire de B' passant par un point M, (Xo,Y0,2,) de E a pour équations :

[[.]]x(t)
-] y(o)

Xo COS YU - yoSinyt

2
Xo SINY T + y, COS Yt (1= x%+y20+z% 2t

L1 12(0) = 20"

La tangente de la latitude du point courant M(i) de cette trajectoire est égale
a: f(t) = z.e ; f étant une fonction croissante, il est clair que la trajec-
VX + ¥
toire de B' passant par M, ne peut traverser la frontitre de E en un point de
1
C 1

Soit maintenant M, (x,,YV0,Zo) un point de c'y (Yo = zo) de latitude ©, et de

longitude ¢, et soit X, Y et Z les composantes du vecteur B'(M,).

X = “1¥o - Xos
Y = vXxo - Z%Yo
Z =1z, - zi
Z-Y=zo—zi— Xo * Zo Yo
= Yo =~ YXo puisque y, = Z,
= COS B, COS @, (tE 0o ~7v)
Puisque M, C'2 Arctg|{ b | € 9o £ © - Arctg b
a a
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donc tg ¢, > | b

a

et puisque -y est positif la quantité Z - Y est positive

b
a

pour tout point de C'Z.
Ceci prouve que le vecteur B'(M,) est toujours situé dans le 1/2 espace détermi-
né par le grand cercle C1 et contenant le péle Nord donc la trajectoire de B'

passant par M, ne peut traverser la frontiere de E en un point de C'2.

Conclusion Aucune trajectoire de B' passant par un point de E ne traverse la
frontiere C de E par conséquent l'ensemble E est stable par B',
comme il est stable aussi par A le systéme { A,B'} n'est pas transi-

tif sur S2. C.Q.F.D.

E -{ Cas ou T1 = Tr AB > 0, dét (A+B-11Id) #0 et

T, + T exp 1 (Arcigy - Arcigy

T1+T2 + 7 )( 21
ST, )" 44 % (T4T,)° Y Ty-Ty Yrie 1

T, = (\-o) (-a y + b) comme on suppose A > a, nécessairement -a vy + b> 0
comme il a été vu au point précédent, la 3e inégalité implique que
T2=TrtAB=(A-a)(a7+ b)< 0 donc ay + b< 0

cette 3e inégalité est équivalente a l'inégalité suivante :

b exp 1 (Arctgy - Arctgy T1+T2 * n)< 1

Y TZ_TI NAEAES |

a“+b

Nous supposons b > 0, le cas b < 0 ayant déja été traité.

Pour montrer la transitivité du systéme {;.,]~3'} sur 52 nous allons montrer
que, de tout point de Sz, il est possible d'atteindre un point de l'équateur grice
aux systémes {A,E;' } et {—A,—é'}. Le deuxidme point se démontre comme dans le
cas C, il nous reste donc 4 montrer le ler point : la démonstration est analogue a

celle faite dans le cas C mais les calculs sont différents.
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* Soit C la trajectoire de B' passant par le point P, dans une premidre étape
nous montrons que cette trajectoire passe par la demi-sphere D2 (ensemble des
. 2 - . .
points de S” dont les coordonnées vérifient : z - y < 0).

Les équations de C sont données par :

|].[|x(t) = a cosyt - b sinyt
||.]]y(t) = asinyt + b cosyt ot ||||2 - a2 4+ b% 4 b? 2t
1]]2(t) = b ef

Il s'agit de montrer que la quantité z(t) - y(t) devient négative pour certaines

valeurs de t.

[ )(z(t) - y(£)) = f(t)=b e' - asinyt - b cosyt

=bel —w/2+b2 sin (Yt +9,)

oll cos ¢, = a sin ¢, = b
VaZib? J atb?
f(t) <0&g(t) = e ' sin (vt +9 o) > b = sin ¢
2,2
va©+b

L'étude des variations de la fonction g nous permet de dresser le tableau sui-

vant :
t O l(n‘(po) t l(él'[ _(Po) l(zn_cpo) t l(é’l '(Po) g’i
Y ly 2 Y 2 y2 Y
g'(t) - - 0 + + + 0 - -
sing, [ — —

<@g, <1 9, = Arctg b + =

.a<0etb>0 donc =
2 a

.t, =1 (Arctg ¥ + T - 9,)

2

1 (Arctg v+ 2n - 9o)
i
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donc g(tz) = ¥ exp - 1 (Arcigy + 21n-9,)
\/‘Y 2+1 Y
= exp - 1 (Arctg ¥ + 1 - Arctg b)
w/72+1 v a
. T.,+T . s
et, puisque b=y "1"°2 |, on a g(tz) > b d'aprés nos hypotheses

a T,-T 2 .2
21 vYa“+b

Conclusion Nous avons démontré que la trajectoire C passe par la demi-sphere
. . . . 2 .
D2, la démonstration du fait que de tout point de S on puisse

atteindre un point de l'équateur grice au systéme { AB' } se fait

alors exactement comme dans le cas C.

F - Cas ou T1 = Tr AB > 0, dét (A+B-AId) 0 et

T +T, exp 1 (Arctg v - Arctg v T*Ty +1)> 1
J (T,-T,)" + 72(T1+T2)2_ Y T, Ty I

T, = (A-0)(- a y+ b), comme on suppose A > o, nécessairement - ay+ b3y 0

Si on avait T2 = Tr ' AB > 0, il n'y aurait pas transitivité du systéme {Z\,E;'} sur

2 . < .
S” comme il a été vu au point D. Nous supposerons donc que :

T, = Tr *

2 AB = (\-a)(a y +b) <O doncavy +b< 0

- La 3e inégalité est équivalente 2 :

b exp 1 (Arctg v - Arctg b + 1) 3 Y
Ja2ib? Y a ,/72+1

Appelons C, la trajectoire de B passant par le point P

C1 le cercle parallele & 1'équateur de latitude Arctg 12
vyT+1
C2 le grand cercle intersection de 52 et du plan d'équation y = 2
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< e R rn 2
Pour démontrer la non-transitivité du systeme {AB'} sur S° nous allons
. . 2 . .

exhiber une partie E de S“ invariante par ces deux champs de vecteurs et dont la
frontiére est constituée d'une partie de C,, d'une partie de C1 et d'une partie de
C,.
2

Pour préciser davantage la frontitre de E certains calculs prélininaires

sont nécessaires :

Soit M(t) le point courant sur la trajectoire C, et posons u(t) = (m(t).
Le vecteur tangent & C, en M(t) est : v(t) = Bu(t) - < Bu(t), u(t) > u(r). Un
vecteur orthogonal a v(t) et tangent 52 en M, est : u(t) « v(t), (u(t) » v(t) =

u(t) ., Bu(n)).

On s'intéresse a la position du vecteur w(t) = Au(t) - < Au(r), u(t) > u(t)
par rapport au vecteur v(t), pour cela on calcule w(t).(u(t)n v(t))
w(t).(u(t)n (1)) dét (w(t), u(t), v(t))
dét (u(t), Bu(t), Au(t)).

Nous nous intéressons donc au signe de dét (u(t), Bu(tr), Au(t)) cette
quantité est égale 2 : b(a2 + b2) (et(y cos Yy t - sin ¥y t) -y )a siny t + b cos
Yyt-b et).

L'étude du signe de la quantité e sin Y t +bcosyt -b et a été faite
dans le cas E, ici, puisque b exp 1 (Arctgy - Arctg b+n)> Y
v .':12+b2 v a w/72+1

. t o
asin yt +bcosyt - be est négatif pour tout t > 0.

Etudions alors le signe de h(t) = e' (ycos y t - sinyt) -y, nous obtenons

le tableau de variations suivant pour h(t) :

t 0 n/2y /Y 3y 2n/y

h'(¢) - - 0 + +

h(t) T

hty= -y 4 1) <oeth @iy - (2YT- 1) 0
Y
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Nous rappelons le tableau de variations de la fonction g(t) = e™' sin(y t +

(po) ((Po = ArCtg _b +n )

a
1{n-9,) 1(3n-9,) 1(21-9,) 1(5n-9,) 2n
t 0 = t, =5 = t, =5 —
A 1 v2 Y IZ v 2 Y
g'(t) - - 0 + + + 0 - -
/’
/ -\"
g(t) B I
53 =1 (Arctg v + 2n -95)
Y
La tangente de la latitude du point courant M(t) de la trajectoire C, est
égale 3 : b e puisque T1 > 0 et T2 <0 b < 8 4 et donc il existe
v e12+b2 J a%+b? ~/72+1
. .. T
T strictement positif tel que b e = Y
w/a2+b2 v 'yz+1
Nous allons montrer que T € [0, 21] et h(T) < 0
B
Puisque g(tz) < sin ¢, be2 » Y donc T g t,& 21
\/a2+b2 \/72+1 ¥

Considérons la fonction f(t) = ycosyt - sin Yyt son tableau de variations

sur l'intervalle [ x 2n/y] est le suivant :
Y

t n/y 3n/2y to 2n/y

fr(t) + + 0 -

£(x) | —
-y //
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f(t,) = J'yz+1 te =21 - Arctg 1

Y

9o = Arctg b + n donc 9, > 1/2 (b >0 et a< 0)
a

on en déduit : Arctg vy + 2 1 - ¢, = t2< 2n - Arctg 1 = t,
Y
Par conséquent : - Si T<[0, n/y] h(T) <0
- Si Te [ vy, 2n/y] puisque T < t,< t, on peut écrire :
Yy cos yT -siny T < ycos v ty - sin v t,

et donc : h(T) eT (ycos v t, - sin vy tz) -y =0 C.Q.F.D.

Conclusion Nous avons montré I'existence d'un point M(T) (T > 0) sur la trajec-
toire C, de latitude Arctg Y tel que pour tout t 0§ t< T on
2
Yyl

ait dét (u(t), Bu(t), Au(t)) >0

Nous définissons maintenant la partie E de 52 invariante par A et B (on
peut se reporter a la figure 14) : la frontitre de E est constituée de l'arc FI\—A—(_T\)
de la trajectoire C,, de l'arc de cercle de C1 joignant les points M,(T) et le point
M1 de C2 de longitude Arctg vy et de l'arc de cercle de C2 joignant les points M,
et P. La partie E est l'ensemble des points de S2 situés au-dessus de ces 3 portions

de courbe.

Comme dans le cas D pour montrer l'invariance de la partie E _par les
champs de vecteurs A et B nous allons montrer qu'aucune trajectoire de A ou B!

passant par un point de E ne traverse la frontiere de E.

Il est clair que toute trajectoire de A passant par un point de E ne peut traver-
——
ser la frontitre de E en un point de l'arc de cercle M._P puisque cet arc de

- 1
cercle est constitué de points singuliers pour A.
Nous avons vu, dans le point D, que la 3e composante du vecteur A(M ) érait
/\
positive pour tout point M, de l'arc M‘,(T)M1 donc une trajectoire de A passant

par un point de E ne peut traverser la frontiere de E en un point de MO(T)M
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Enfin nous avons établi que dét (A(OM(t), OM(t), B(OM(t)) 3> O pour tout t tel
que 0 <.t £ T ce qui signifie que les trajectoires de A passant par un point de
I'arc PM(T) sont rentrantes dans E ; donc toute trajectoire de A passant par un

point de E ne peut traverser la frontiere de E en un point de PM(T).

* Nous montrons maintenant le méme résultat concernant le champ B'.
II est clair que toute trajecteire de B' passant par un point de E ne peut tra-
verser la frontiere de E en un point de m) puisque cet arc est une partie de
trajectoire de ]%'.
Au point D il est établi que la latitude du point courant M(t) d'une trajectoire
de B' était une fonction croissante de t par conséquent les trajectoires de B'
passg}_pa\r un point de E ne sauraient traverser la frontiere de E en un point
de M(T) M.
Enfin, il a été également établi au point D que les composantes X, Y et Z du
vecteur B'(M,) (pour M, point de C2) vérifiaient :
Z -Y > 0 dé&s lors que la latitude de M, était supérieure a Arctg Y ou

w/72+1

que I'abscisse de M, était négative ; par conséquent toute trajectoire de B!
passant par un point de E ne peut traverser la frontitre de E en un point de
M P

Conclusion Aucune trajectoire de A ou B' passant par un point de E ne traverse
la frontiere de E par conséquent l'ensemble E est stable par A et

B le systéme {A B' } n'est donc pas transitif sur 52

C.Q.F.D.




!
/
Q
2®
Figure 14 : Cas F : T1 >0 dét (A+B-rId)# 0 et
T, + T, expl(Arctgy - Arctgy T,+T, +12 1
AT,-T )+ (T +T,)> 7 -1 Iyl

Nous avons représenté la zone E invariante par A et B'
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2éme PARTIE

CONTROLABILITE DES SYSTEMES AFFINES
DANS LE PLAN
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INTRODUCTION

N

Cette partie est consacrée a l'étude des systémes du type :
(1) x(t) = Ax(t) + u(Dx(t) + b) ob :

x(t) est élément de IRZ

- - A et D sont deux matrices 2 x 2 non nulles

b est un vecteur non nul de IR2

le contréle u est non borné (u e IR)

Nous allons donner des conditions nécessaires et suffisantes de complete
contrdlabilité pour les systémes du type ci-dessus. Ces conditions sont purement
algébriques : l'ensemble des couples (A, D + b) tels que le systeme (1) soit compleé-

tement contrdlable est un ensemble algébrique de ir10

, de plus elles seront données
sous forme invariante : les calculs a faire pour décider de la contrélabilité du sys-

teme (1) ne dépendront donc pas de la forme des matrices A et D.

Par ailleurs, l'examen de ces conditions nécessaires et suffisantes qui

N

seront exposées dans le chapitre 1 donne lieu a l'importante remarque suivante :

A un systéme du type (1) nous associons le systéme homogene :

(2) | x(t) = Ax(t) + u Dx(t)
u IR x(t) e IR2 -{01}

On sait que l'ensemble des couples (A,D) qui rendent le systgme (2) com-
pletement contrdlable est un ouvert U de IR8 et que, si le systéme (2) est comple-
tement contrdlable et si les champs de vecteurs A et D + b n'ont pas de point

singulier commun, le syst¢me (1) est complétement contrélable.

On peut se demander ce qui se passe dans le cas ol le systéme (2) n'est
pas complétement contrdlable. Les résultats que nous allons démontrer permettent

d'établir que si A; D et b sont choisis tels que :

- le systéme (2) n'est pas contrdlable

- le systéme (1) est complétement contrdlable

.

alors (A,D) appartient & la frontiere de U . Autrement dit, la projection sur iR8 de
I'ensemble des triplets (A,D,b) qui rendent le systéme (1) complétement contrdlable

est incluse a 1'adhérence de U .



PLAN DE LA PARTIE II

Chapitre 1 :

Chapitre 2 :

Chapitre 3 :

Chapitre 4 :

Chapitre 5 :

|

|

Dans ce chapitre nous énongons notre résultat principal puis nous
exposons brigvement des conditions nécessaires et suffisantes de
compleéte contrdlabilité pour le systéme linéaire (2) : dans ce cas,
le théoréme de Jurdjevic-Sallet donne une condition nécessaire et
suffisante de compléte controlabilité pour le systeéme (1).

Nous terminons le chapitre en mettant en parallele les conditions
nécessaires et suffisantes des systémes (1) et (2) : nous faisons ap-
paraitre que le systéme (1) est complétement contrdlable essentielle-
ment dans le cas ol le syst&me (2) l'est aussi.

Au passage nous rappelons des résultats concernant les techniques

d'extension qui nous seront utiles pour la suite.

En vue de la démonstration de notre théoréme, nous introduisons
dans ce chapitre des techniques propres 2 la dimension 2. Nous dé-
montrons la proposition suivante : Une famille F = { X, £ Y} est
complétement controlable sur IR2 si et seulement si le long de
chaque trajectoire C de * Y le champ de vecteurs X est dirigé vers

chacune des deux régions déterminées par C.

Nous démontrons notre théoréme dans le cas ou D est semblable a
"10)(7‘1 #1,) (a(D) > 0)

OAZ

Nous démontrons notre théoréme dans le cas ou D est semblable a

(Ao) ou u) (a (D) = 0)
(VY (VY

g

Nous démontrons notre théoréme dans le cas ou D est semblable
o -e) (e B#0) (A(D) <0 et Tr D # 0)
B o



Chapitre 6 :
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Nous démontrons notre théoréme dans le cas ol D est semblable a
(o —B) (840) (A(D)<OetTrD =0)
B O
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CHAPITRE 1

1. RESULTAT PRINCIPAL

Nous noterons D + b le champ de vecteurs affine : x —— Dx + b. Sur
I'espace des champs de vecteurs linéaires, nous disposons d'une forme bilinéaire: la

forme de Killing notée ¥.

En dimension 2 on a : X(A,B) = 4 Tr AB - 2 Tr A Tr B. Nous noterons
A la forme quadratique associée (A (A) =x (A,A)).

Théoréme x(t) = Ax(t) + u(Dx(t) + b)

Considérons le syst?me (1) x(t) e IR2 et u c IR

ol A et D sont deux matrices 2 x 2 non nulles et b est un vecteur

non nul de IRZ.
. N R 2 .

Le systéme (1) est complétement contrdlable sur IR” si et seulement

si:

* Cas o D posseéde deux valeurs propres réelles distinctes (A(D) > 0)
-X (A,D)2 -A (A) A (D) > 0 et les champs de vecteurs A et D

+ b n'ont pas de point singulier commun
ou .)((A,D)2 -5 (A) A(D) =0 et dét D = 0 et dét A # 0 et
A(Ker D) ¢ Ker D et Ju* € IR tel que :
i) dét (A + u*D)> 0
ii) D(D + b) (A+u*D)™! (—u*b) = 0

ou .x(AD)? - A (A) A (D) = 0 et dét D = 0 et AZ = 0 et

A(Ker D) ¢ Ker D et b ¢ Im D

* Cas ou D posséde une valeur propre réelle de multiplicité 2 (A(D)=0

- X (A,D)2 - A (A) A (D) > O et les champs de vecteurs A et

D + b n'ont pas de point singulier commun

ou .x(AD)2 -a (A) A (D) =0 et dét D = 0 et AD = 0 et
beg Im Aetb ¢Im D




- 94 -

ou .x(AD)® - A(A) A(D) =0 et dét D =0 et AD - 2 DA = 0

et Ab £ TrA.betbeg¢ImD
3

* Cas ol D ne posséde pas de valeurs propres réelles (A(D) < 0)

. Tr D £ O et les champs de vecteurs D + b et A n'ont pas

de point singulier commun

ou .TrD=0¢et A (AD)> 0 et les champs de vecteurs D + b et

A n'ont pas de point singulier commun.

2. TECHNIQUES D'EXTENSION

Soit M une variété différentiable et F une famille de champs de vecteurs
sur M. On note S(F) le pseudo semi-groupe engendré par les difféomorphismes lo-
caux X pour X € F et t > 0 ; on note G(F) le pseudo-groupe engendré par S(F).
Pour x € M, nous noterons encore S(F).x (resp. G(F).x) l'orbite de x dans l'action
de S(F) (resp. G(F)) sur M.

Définition On dira que les systémes F et F' sont équivalents si :

i) Vxe M G(F).x = G(F")x
ii) Vx e M S(F).x = S(F').x (1'adhérence est prise dans G(F)x)

Remarque Si F et F' sont deux systémes équivalents, il est aisé de démontrer
que la compléte contrdlabilité de 1'un entraine la compléte contréla-

bilité de l'autre.

Dans la suite nous utiliserons le théor&éme suivant :

Théoréme Soit F une famille de champs de vecteurs définie sur une variété M,
” I'enveloppe conique convexe fermée de F est équivalente a F.
Conséquence

Une conséquence de ce théoréme est que le systéme (1) qui peut étre

regardé comme l'ensemble F des champs de vecteurs :
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F = {A +u (D+h) / u €IR} est équivalent au systeme défini par

F'= {A, £(D+b) } car les familles F et F' ont méme enveloppe convexe fermée.

De méme, le systéme pomogéne (2) est équivalent au systeme F'" défini
par : F* = {A, £ D}

3. ETUDE DU SYSTEME HOMOGENE ASSOCIE AU SYSTEME (1)

Il est intéressant d'étudier le systéme homogéne (2) associé au systéme
y g y

(1) car nous disposons du théoréme suivant :

Théoréme de Jurdjevic-Sallet

Soit F une famille de champs de vecteurs affines sur IR" et F la
famille constituée par les parties linéaires des champs de vecteurs
de F.

Si la famille F est complétement controlable sur R" - {0} et si
les champs de vecteurs de F n'ont pas de point singulier commun,

s . n
alors F est complétement contrélable sur IR".

x(t) = Ax(t) + u Dx(t)

x(t) € IR2 u €IR

L'étude du systéme linéaire (2)

est contenue dans la these de P. Adda qui a donné des conditions nécessaires et
suffisantes de complete contrdlabilité pour une paire de champs de vecteurs liné-
. 2 irs P . s
aires sur IR® en utilisant le Théoréme de Gauthier-Bornard que nous avons déja

exposé dans la premitre partie de ce travail

Rappelons que le systeme (2) est équivalent & la donnée de F" = { A/t D}

(AIO) (a c)
ler cas : D est semblable a : OAZ avec 1, AZ,A= b d

Puisque F" contient D et -D il est clair que le point iii) du théoréme de
Gauthier-Bornard (existence d'une direction rentrante et d'une direction sortante)

est vérifié.



Aprés projection sur S1 les trajectoires de D et -D ont l'allure suivante :

Ar

Sibx0etc >0 (resp. b 0 et ¢ < 0) l'arc de cercle AB (resp. KE') est laissé
stable par A et t D projetés sur S1 des champs de vecteurs A et * D.

Si bc < 0 les champs de vecteurs A et t D permettent de faire un tour complet
sur S1 le point ii) du théoréme de Gauthier-Bornard est alors vérifié.

Puisque b # 0, le point i) du théoreme de Gauthier-Bornard est également vérifié

(condition du rang en un poin).

Dans ce ler cas le systeme (2) est donc complétement contrdlable sur R? - {o} si

et seulement si bc < 0.

Remarquons que, dans ce cas, )((A,D)2 - A{A)A (D) = - 16bc (AI—AZ)Z

(A 0) (a c)
2e cas : D est semblable a : 0 et A = b d

Dans ce cas D = O et il est clair que le point ii) du théoréme de Gauthier-
Bomard n'est vérifié que si A n'a pas de valeurs propres réelles mais alors toute
boule de centre 0 ou l'extérieur d'une telle boule est stable par A et *+ D : le

point iii) du théordme de Gauthier-Bornard n'est pas vérifié.




\l

Dans ce cas le systeme (2) n'est donc jamais controlable, remarquons que 1'on a :

(aD)2 -4 (A) A (D) =

(x 1) (a c)
3e cas : D est semblable a : 0 et A = b d

Les trajectoires de D, projeté de D sur Sl, ont alors 1'allure suivante :

1T

Les 2 arcs de cercles délimi-
tés par les points singuliers

A et A' peuvent étre parcou-

, A rus dans les 2 sens.
—
L 4

~ ~
Sib=0, A et A' sont des points singuliers pour A et l'arc de cercle AA' est

stable par Aet+D:le point ii) du théoreme de Gauthier-Bornard n'est pas véri-
fié.

Si b #0, il est cla1r que lon peut effectuer un tour complet sur S grice aux
champs de vecteurs A et % D : le point ii) du théoréme de Gauthier- Bornard est
alors vérifié et le point i) également (condition du rang en (1, 0)).

Si A #0 l'existence d'une direction rentrante et d'une direction sortante est claire
car D et -D appartiennent a la famille F".

Si A= 0, D est nilpotent et ce dernier point est alors également vérifié.

Nous pouvons donc conclure que le systeme (2) est completement controlable si et
seulement si b £ 0 ; remarquons que X (A, D) - A(A) A(D) = 16b
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s 4

—B) a ¢
3e cas : Cas ol D est semblable a : (B o (o B £0) et A= (b d)

Dans ce cas [3, le projeté de D sur Sl, n'a aucun point singulier le point
ii) du théoreme de Gauthier-Bornard est donc vérifié.
Puisque o0 et que *D e F", il est clair que le point ii) du théoreme de Gau-
thier-Bornard est donc vérifié.

Le point i) de ce théoreéme est vérifié si D et A ne sont pas colinéaires.

On peut donc conclure que le systéme (2) est complétement contrélable sur IR2 -

{0} si et seulement si A et D ne sont pas colinéaires.

B O b d

~ 0 -8 a ¢
4e cas : Cas ou D est semblable i : (B £0) et A =

Pour la m&me raison que dans le cas précédent, le point ii) du théoréme
de Gauthier-Bornard est vérifié.
Pour le point iii), il suffit d'étudier le signe du produit scalaire < Ax,x > pour
x e sl si< AXo, Xo > > 0 on aura || A, (xo) || > 1 pour t, assez petit, d'ol
I'existence d'une trajectoire sortante car0 les trajectoires de D sont des cercles
centrés en 0.
De méme si < Axy, Xy > < 0 pour x, € Sl, il existe une trajectoire rentrante. Le
produit scalaire < Ax, x > vaut : ( cos e))

*= (sin ¢]
< Ax,x > = a (cos 8+ (b+c) sin® )2 + (d - (b+c)2 ) sinze
‘ 2a 4a

Ce produit scalairé ‘n'est pas de signe constant si et seulement si :

ad - (b+c)® < 0
7

Lorsque cette dernidre condition est réalisée, il est facile de voir que le point i)

du théoreme de Gauthier-Bornard 1'est aussi (condition du rang en un point).
g p

N . . o 2
On peut donc conclure que le systéme ii) est complétement contrdlable sur IR™ -

{0 }si et seulement si : ad - (b+c)2 <0
3

Remarquons que A (AD) = 2 32 ((b+c)2 - 4 ad))



RESUME

Le systéme (2) est complétement contrdlable sur IR2 - {0} si et seulement
si:

A(D) 3 0 et x(AD)® - 4 (A) A (D) >0

ou bien A(D) < 0 et Tr D # O et les champs de vecteurs A et D ne sont pas coli-

néaires

ou bien A(D) < 0 et Tr D =0 et A (AD) >0

4. QUELQUES CONSIDERATIONS SUR CE QUI PRECEDE

Ce que nous venons d'exposer et le théoréme de Jurdjevic-Sallet permettent

de démontrer partiellement le théoréme énoncé dans le paragraphe 1 de ce chapitre.

Par ailleurs, il est facile de démontrer & partir des conditions exposées
ci-dessus que l'ensemble des couples (A,D) qui rendent le systeéme (2) complétement
controlable est un ouvert U de IR8 ; ce résultat est d'ailleurs encore vrai en dimen-

sions supérieures.

Le fait remarquable est le suivant : en rapprochant notre résultat principal
des conditions nécessaires et suffisantes de compléte controlabilité du systéme (2),
on constate que si le triplet (A,D,b) est choisi de fagon a rendre le systéme (1)
complétement contrdlable, alors le couple (A,D) appartient a 1'adhérence de 1'ouvert

U.
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CHAPITRE 2

Dans ce chapitre nous exposons des techniques propres a la dimension 2

qui seront utilisées dans la démonstration de notre théoréme ; en particulier nous

utilisons de nouveau la notion de normale accessibilité (voir la l&re partie, chapi-

tre 1).

1. UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE DE COMPLETE CONTROLABILITE

DANS LE PLAN

Soit M une variété différentielle et F une famille de champs de vecteurs

sur M, rappelons que si x de M est auto-normalement accessible il existe un ouvert

U contenant x tel que tout point de U soit normalement accessible a partir de x

rdce au systéme F ainsi qu'a son opposé.
q

Proposition 1

I

Démonstration

Si tout point de M est auto-normalement accessible, le systeme F

est complétement contrdlable sur M.

Pour x élément de M notons Sx l'orbite de x sous l'action du pseudo-
semi-groupe S(F), nous allons montrer que Sx est a la fois ouvert

et fermé.

Sx est ouvert : soit y € Sx, il existe un ouvert U contenant y de

points normalement accessibles a partir de y grdce au systéme F. Il
est clair que tous les points de U sont également accessibles a
partir de x, donc UcSx ce qui prouve que Sx est voisinage de chacun

de ses points.

e

Sx est fermé : soit y € Sx, il existe un ouvert U contenant y de

points normalement accessibles depuis y grice au systéme -F. Puis-

que y € 5{, Jz ¢ Sxnh U. z est accessible depuis x grace a F et
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depuis y grace a -F donc y est accessible depuis x grice au systéme

F:ye Sx et Sx = Sx.

Sx étant ouvert et fermé pour tout x, on a Sx = M pour tout x d'ou la proposi-

tion.

Application M = IR2 , F={X, Y}, on suppose que chaque trajectoire de * Y

partage le plan en deux parties disjointes C1 et CZ'

i . R 2 .
Proposition 2 Le systéme F est complétement contrdlable sur IR® si et seulement

si pour toute trajectoire C de t Y, il existe deux points x, et x

1 2
de C en lesquels les trajectoires de X sont transverses 4 C et tels
qu'en x, (resp. x2) la trajectoire de X soit orientée de C1 vers C2

(resp. de C2 vers Cl).

Démonstration La condition est évidlemment nécessaire, montrons qu'elle est suffi-

. . 2 .
sante : soit x un point de IR”, nous allons voir que x est auto-nor-
malement accessible.

Appelons C la trajectoire de * Y passant par x, x, et Xy 3 les deux

1
points de C vérifiant les hypotheses de la proposition.
Cy " *
xs

La
4 Cz

Le point X, est accessible a partir de x grice au champ de vecteurs Y

(ou -Y), & partir du point x, on peut atteindre un point x', = Xt(xl) (t > 0) de

1
e

1
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CZ' Si t est choisi assez petit, la trajectoire de Y (ou de -Y) passant par x'1
coupe la trajectoire de X passant par X, puisque cette derniére trajectoire est
orientée de C2 vers C1 ; on peut donc atteindre le point X, et par suite le point
X.

Ceci montre que le point x est auto-accessible, de plus en x,, les trajectoires de

17
. . 2
Y et de X sont transverses puisque dim IR” = 2, cela prouve que x est normalement
auto-accessible.

. . 2 . ..
Puisque tout point de IR” est normalement accessible, la proposition 1 permet

d'affirmer que le systéme F est complétement contrdlable sur IRZ.

2. APPLICATION A L'ETUDE DES SYSTEMES AFFINES DANS LE PLAN

Rappelons que 1'étude du systéme (1) :

x(t) = Ax(t) + u(Dx(t) + b)

x(t) € IR2 uelR

est équivalente a celle de la famille F ={ A, £ (D + b)}

Soit C une trajectoire de * (D + b), d'aprés ce qui préceéde le systéme
(1) est contrélable si et seulement si le champ de vecteurs A "pointe" dans chacune
des deux régions déterminée par la courbe C.

Nous avons alors deux méthodes différentes :

* Soit x(t) le point courant de la trajectoire C, le vecteur tangent en x(t) & C

est : Dx(t) + b, un vecteur orthogonal & celui-ci est : J(Dx(t) + b)

1 0

seulement si l'expression < Ax(t), J(Dx(t) + b) > change de signe lorsque t par-

(ol J = (0 —1)) , les conditions de la proposition 2 sont donc réalisées si et

court IR.
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* Une autre méthode consiste & étudier la courbe définie par :
< J(Dx + b), Ax> =0
Cette courbe est, en général, une conique qui sépare le plan en plusieurs régions
ou le signe de < J(Dx + b), Ax > est différent.
Les conditions de la proposition 2 sont donc réalisées si et seulement si chaque

trajectoire de = (D + b) coupe cette courbe.

La premidre méthode sera utilisée dans les chapitres 4 et 6, la 2&me dans

le chapitre 3.
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CHAPITRE 3

2 2

li(t) = Ax(t) + u(Dx(t) + b)
(1)
,uelR, b IR

x(t) € IR

0
Nous étudions ici le cas ol D est semblable i (0 >‘2) (Al # Az)

dans une certaine base G,T) de IRZ, D a la forme ci-dessus et

A = (a C) etonposeb:(bl)
b d b2
On a : A(D) = 2(x, - )2> 0
) 1 2
2 2
x(A,D)" - A (A) a (D) = - 16bc Ay -2,)

1. Cas ol X(A,D)2 -AA)A (D)> 0

Nous sommes dans le cas ol le systdme linéaire associé au systéme (1)
est complétement contrdlable sur IR2 - {0} (voir chapitre 1), dans ce cas le théo-
réme de Jurdjevic-Sallet donne une condition nécessaire et suffisante de compléte
controlabilité pour le systéme affine : celui-ci est transitif sur IRZ si et seulement

si les champs de vecteurs A et D + b n'ont pas de oint singulier commun.
p p p g

2. Cas ol X (A,D)2 -A(A) A(D) <0 et D+b posséde un point singulier

Dans ce cas 7\1 )\2 # 0 ou AZ =0etb-= (bl) et on a aussi bc > 0

On note b' =(b'1) le point singulier de D+b : b' = _bl/ll)
b’y by,
ou bien b' = —bl/Al)
0

-

On peut toujours supposer que b', > 0 et b’2 > 0 quitte & changer i en eli et_Jr
2.

1
en e,j ol g € {-1, 1} pour i =1,
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Le systeme (1) est équivalent, du point de vue de la contrdlabilité, au systeme
F = {A, #(D + b)} , la transitivité de ce derier systtme étant équivalente 2
celle du systéme F' = {-A, £ (D + b) }

on peut toujours supposer que b> 0 et ¢ > 0.

2.1. Cas ou ab'1 + cb'2 >0

bb', + db', >0

-
o C I
L
LT
AA
s v
B 7
% .
ol %

Dans ce cas pour x, > b'1 on a : bx1 + db'2 > 0 et pour Xy > b'2 on a :

1

ab'1 + cx, > 0 ce qui prouve qu'aucune trajectoire de A passant par un point du

2
quadrant I ne traverse la frontiére de ce quadrant : celui-ci est donc stable par

les champs A et £ (D + b).

Il n'y a donc pas compléte controlabilité dans ce cas.

2.2. Cas ou ab'1 + cb'2 >0

bb'1 + db'2 <0

3

ITTITT

VYY) VAR

a3
‘ '*‘
QA
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Dans ce cas pour xls b'1 on a bx1 + db'2 < 0 et pour Xy % b'2 on a :

ab'1 + CX, > 0. Ceci prouve qu'aucune trajectoire de A passant par l'un des qua-
drants I, Il ou IV ne traverse la frontidre de la réunion de ces 3 quadrants : cette
réunion est donc stable par les champs de vecteurs A et £ (D + b).

Le systeme (1) n'est donc pas transitif dans ce cas.

2.3. Cas ou ab'1 + cb'2 <0
bb'1 + db"2 > 0 I
T
Yy 111
&«
]
g m —
K] . s v Y
0 * &

Dans ce cas pour x; 2 b'1 on a : bx1 + db'2 > 0 et pour x2\< b'2 on a :

ab'1 + cy < 0. Ceci prouve qu'aucune trajectoire de A passant par les quadrants I,
Il ou HI ne traverse la frontiere de la réunion de ces 3 quadrants : cette réunion
est donc stable par les champs de vecteurs A et * (D + b).

Le systéme (1) n'est donc pas transitif dans ce cas.

2.4. Cas ou ab'1 + c:b'2 <0

bb'1 + db'2 <0

T I
"l
F S A )
"4
/
> lﬁ Y I‘z
™ /
ol %
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Dans ce cas pour x, < b'1 on a bx1 + db'2 < 0 et pour X, & b'2 on a :

1
ab'1 + Cx, < 0. Ceci prouve qu'aucune trajectoire de A passant par un point du 3e
quadrant ne traverse la frontiere de celui-ci : le quadrant Il est donc stable par
les champs de vecteurs A et *(D + b).

Le systéme (1) n'est donc pas transitif dans ce cas.

2.5. Résumé de la partie 2

Lorsque x(A,D)2 - A (A) A(D) < 0 et D+b admet un point singulier le
systeme (1) n'est pas transitif. Notre théoréme est donc démontré dans ce cas :
en effet méme si )((A,D)2 -A(A)A(D)=0etdét D=0
'existence d'un réel u* tel que : A)dét (A + u*D) > 0

i5)D(D+b) (A + u*D)™} (cu* b) = 0
n'est assurée que si dét A # 0, d'autre part l'existence d'un point singulier pour

D + b implique que b € Im D.

3. Cas ol D+b est sans point singulier et b = (O)

b

Dans le but de simplifier les calculs nous supposons ici que b = (0)

by

.

nous verrons dans le paragraphe 4 comment on peut toujours se ramener a ce cas.

Dans ce cas D = )\1 0 avec A, # 0
0 0 1

Le systeme (1) est équivalent du point de vue de la contrdlabilité au systeme
F = {A, (D+b), - (D+b)}, puisque F contient le champ de vecteurs D+b et son
opposé on peut supposer que Al > 0.

D'autre part, quitte & changer j en -j, on peut toujours supposer b2> 0.

Nous nous plagons dans l'hypotheése ou le théordme de Jurdjevic-Sallet ne s'applique
pas, c'est-a-dire que : x(A,D)2 - A (A) A (D) £ 0 donc

a ¢
b d

A = avec bc2 0
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Pour étudier la controlabilité du systeme (1) nous utiliserons la méthode (exposée

.

dans le chapitre 2) consistant & étudier l'intersection des trajectoires de

et de la courbe définie par :

< J(Dx +b), Ax >=0

Nous avons : <J(Dx + b), Ax > = A%y (bx1 + dx2) - b2 (ax1 + cxz)

Précisons encore l'allurg des trajectoires de *(D + b)

Elles ont pour équations : X) = xf e)\lt

X, b2t+x§

~n "X.'L

<

Ay

Les trajectoires de * (D + b) sont composées de :
- 'axe des ordonnées

- des courbes logarithme d'asymptote 1'axe des ordonnées

3.1. Cas o x(A,D)%2 - A(A)A (D) = 0

Dans ce cas A = (a c) avec bc = 0
b d

+ (D+b)
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3.1.1. Cas ott dét A > 0 et A(Ker D) Ker D

A(Ker D) c Ker D entraine ¢ = 0 on a donc :

1]

< J(Dx+b), Ax > = xl()\lbx1 + dx2 - abl)

La courbe définie par < J(Dx+b), Ax > = 0 est donc la réunion de l'axe des ordon-
nées et de la droite d'équation )lex1 + dx2 - .':1b1 = 0, puisque l'une des trajectoi-
res de * (D+b) est entidrement contenue dans cette courbe, le systéme (1) n'est
pas transitif (les demi-plans définis par X, < 0 et Xy > 0 restent stables par A et
+ (D+b)).

3.1.2. Cas ol1 dét A > 0 et A(Ker D) Ker D

A(Ker D) ¢ Ker D entraine ¢ # 0 et puisque bc = 0 A est de la forme :
a
0 d

A = quitte a changer i en -i, on peut toujours supposer ¢ < 0

a

< J(Dx+b), Ax > =7\1dx1x2 - bz(ax1 + cx2)

La courbe définie par < J(Dx+b), Ax> =0 est donc une hyperbole d'équation :

ab,x

X, = 21 ses asymptotes sont les droites d'équations respectives :
2 Alaxl - b2c
. bzc . ab2

= =, ==
1 Ald 2 Ald
Puisque dét A = ad >0 b,c et ab

T °  xq <O

1 1

On a donc le schéma suivant pour la courbe définie par < J(Dx+b), Ax > = 0.
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3

O
Jd

il est évident que chaque trajectoire du champ de vecteurs = (D+b) intersecte

cette courbe. Le systéme (1) est donc transitif dans ce cas.

3.1.3. Cas ol1 dét A = 0 et A(Ker D) c Ker D

Le systeéme (1) n'est pas transitif, la démonstration est la méme que dans

le paragraphe 3.1.1.

3.1.4. Cas ou dét A = 0 et A(Ker D) ¢ Ker D

A(Ker D)¢ Ker D entraine ¢ # 0, donc b = 0 puisque nous sommes dans
le cas ot x (A,D)* - a(A) a(D) = . |

a

A s'écrit donc A =( C) .avec ¢ # 0 et ad = 0.

o d

3.1.4.1. Cas ou A2 £0

A2 =(a2 c(a+d)) Nous devons distinguer deux cas de figure sui-

0 4 vant que a # O et d = 0 ou bien a = 0 et d # O.
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3.1.4.1.1. Cas ou a # 0etd =0

Dans ce cas < J(Dx+b), Ax > = - b2 (ax1 + cxz)

Pour la méme raison qu'au paragraphe 3.1.2. on peut toujours supposer que ¢ < 0.

a
La courbe définie par < J(Dx+b), Ax >= 0 est une droite d'équation
I |
c
v
o/ %
X
Pour xi’ > _bZC (e : base des logarithmes népériens), la trajectoire de % (D+b)
A ae
1
Yy O
passant par (xl) ne coupe pas la droite d'équation X, = - 2 X;. Le systéme
c
0

(1) n'est donc pas transitif dans ce cas.

3.14.1.2. Cas oh a =0etd #0

Dans ce cas < J(Dx+b), Ax > = Xy (>\1dx1 - b2c)

Pour la méme raison qu'au paragraphe 3.1.2., on peut toujours supposer que c > 0.

La courbe définie par < J(Dx+b), Ax > = 0 est la réunion de l'axe des abscisses et

de la droite d'équation X, = bzc.

M
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P 2

[o]
Soit xp = b2C , la trajectoire de * (D+b) passant par le point X1 coupe la cour-
A d

1

be définie par < J(Dx+b), Ax > = 0 uniquement en ce point mais elle est entidre-

ment contenue dans une partie du plan ou le signe de < J(Dx+b), Ax > est constant

)
le syst¢me (1) n'est donc pas transitif dans ce cas.

3.1.4.2. Cas ou A2 = ¢

Dans ce cas A s'écrit : A = |2 ) avec ¢ £0
o o
On a : < J(Dx+b), Ax > = - b2 C X,, la courbe définie par < J(Dx+b), Ax> = 0

est donc 1'axe des abscisses.

Comme chaque trajectoire de * (D+b) coupe l'axe des abscisses, le systeme (1) est
transitif dans ce cas.

3.1.5. Cas ol dét A < 0O

Dans ce cas A = (a C) avec bc = 0 (car x(A,D)2 - A(A) a(D) = 0)
b d

et ad < 0, si ¢ = 0 le systtme (1) n'est pas transitif : la démonstration
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est la méme qu'au paragraphe 3.1.1.
Nous supposerons donc, dans la suite, que ¢ # 0, par conséquent : b = 0.

Quitte a changer i en -i, on peut toujours supposer que : ¢ > 0

Dans ce cas < J(Dx+b), Ax > = )xldxlx2 - bz(ax1 + cx2), la courbe défirie par

< J(Dx+b), Ax > = 0 est une hyperbole d'équation

X, = ab2 *1 d'asymptotes les droites d'équations : x, = bZC, X, = ab2
2 Y& - b L o o
1771 2 1 1
bee
Md
Y
bzc
Il est clair que la trajectoire de * (D+b) passant par le point d
1
alb2
A

ne coupe pas la courbe définie par < J(Dx+b), Ax > = 0.

Le systeme (1) n'est donc pas transitif dans ce cas.

3.2. Cas ou x(A,D)% - A(A) A (D) < 0

a

Dans ce cas A = ( C) avec bc > 0

b d




- 114 -

2
et < J(Dx+b), Ax > = A bxi + A dx1 Xy - ab2 X, - b2 c X,

N

Plusieurs cas sont a distinguer pour 1'étude de la courbe définie par
< J(Dx+b), Ax > =0

3.2.1. Cas ou d = 0

Dans ce cas A = |2 ©| et < J(Dx+b), Ax > = A b X% - ab.x, - b,cx
1 1 271 2772
b o
Quitte a changer-f en —T, on peut toujours supposer que : a < 0
b
La courbe définie par < J(Dx+b), Ax > = 0 est une parabole de sommet
ab2
leb
> , d'axe parallele a l'axe des ordonnées et dont la concavité est tournde
-2 b2 vers les ordonnées positives.
4. bc
1
ﬂ;
ol/ 2

. x? . . . . . . .
Soit ( 1 un point de l'axe des abscisses, il est clair que si x‘l’ est choisi assez
0

grand, la trajectoire du champ de vecteurs * (D+b) passant par ce point ne coupera
pas la courbe définie par < J(Dx+b), Ax > = 0.

Le systeme (1) n'est donc pas transitif dans ce cas.
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3.22. Casoud O et dét A =0

Dans ce cas A = (a C) avec ad - bc = 0, on en déduit que :
b d

< J(Dx+b), Ax > = 1%1 (bx1 + dxz) - b2 (ax1 + cx2)
b,c

= (x, - 27 ) (x, +b x,)

Quitte a changer i en -i, on peut toujours supposer que - b > 0.

La courbe définie par < J(Dx+b), Ax > = 0 est la réunion des deux droites d'équa-
b,c
2

tions respectives x; = et X, = b Xq
X d d
1
b,c
(On a - b >0et 2~ <0 car bc >0)
d A, d
1
ll&
0 <

e

o

Soit (xl) un point de l'axe des abscisses, il est clair que, si x‘l’ est choisi assez
0

grand, la trajectoire de *(D+b) passant par ce point ne coupera pas la courbe dé-

finie par < J(Dx+b), Ax > = 0.

Le systéme (1) n'est donc pas contrblable dans ce cas.
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3.2.3. Cas ou d #0 et dét A 40

Pour la méme raison qu'au paragraphe ci-dessus, on peut supposer que :
> 0.

alo

On a : < J(Dx+b), Ax > = N Xy (bx1 + dx2) - b2 (ax1 + cx2)

< J(Dx+b), Ax\> =0
_ , ’
= b2[x +1 (dx, - ab, 4] A bz(ad - 2bc 2 _ bb,c dét A
1 A d x “d
1 1
La courbe définie par < J(Dx+b), Ax > = 0 est donc une hyperbole passant par

I'origine et d'asymptotes les droites d'équations respectives

x1=b2C etx2=-bx1+b1detA
2x.d d 2
1 A 1d
(Ona -b>0et b2(:<Ocarbc>0).
d ZAIH

Deux cas de figure sont possibles :
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v

Dans les deux cas, il est clair que, si x¢ est choisi assez grand, la trajectoire de

° 1
+ (D+b) passant par le point (xl ne coupe pas la courbe définie par :
0

< J(Dx+b), Ax > = 0.

Le systéme (1) n'est donc pas complétement contrélable dans ce cas.

3.3. Résumé de la partie 3

Soit D = (1 0) ,A:("l C) etb=(0)
0 0 b d b,

Dans le cas ou le théoreme de Jurdjevic-Sallet ne s'applique pas (c'est-a-dire
)((A,D)2 - a(A) A(D) < 0) le systtme (1) est complétement contrélable si et

seulement si :

. x(AD)* - a(A) A (D) =0et dét A >0 et A(Ker D) ¢Ker D

ou . X (A,D)2 - A (A)A(D) =0et A2 = 0 et A(Ker D) ¢ Ker D.
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4. Cas ou D+b est sans point singulier et b = tl))l avec b, £ 0
2
A 0 .
Dans ce cas D = 1 , rappelons que l'on peut toujours supposer
0 O

que : A . >0, b1<0etb

1 > 0 (voir paragraphe 2).

2

Les trajectoires de (D+b) ont pour équations :

)\lt
X, = (b1 /)L1 + xi’) e - b1 /)\1

x2=b2t+xé"

BN

(@]
¥ &

Les trajectoires de *(D+b) sont composées de :

- la droite d'équation Xy = - bl

!

- des courbes logarithme d'asymptote cette droite.

4.1. Cas ou A(Ker D) Ker D

Dans ce cas A s'écrit A = |2 0
b d
En étudiant le vecteur Ax le long de la droite d'équation X; = - bl , on
A
1

voit que ce vecteur "pointe" toujours vers le demi-plan défini par x; > - 1 lors-
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que a >0 ou vers le demi-plan défini par Xy - _::_1_ lorsque a < 0. On peut donc
1

dire que 1'un ou l'autre de ces demi-plans est laissé stable par le champ de vecteurs

A et comme chacun d'eux est stable par * (D+b) on peut conclure a la non-transi-

tivité du systéme (1) dans ce cas.

4.2. Cas ou A(Ker D) ¢ Ker D

Nous allons voir que l'on peut se ramener aux cas déja égtudiés dans le

paragraphe 3.

a ¢C

Dans ce cas A =
b d

)avecc;éO

Le systeme (1) s'écrit :

il(t) ax, (1) + cx,(0) + u(xx, (1) + by)

(1)

;(Z(t) bx,(t) + dx,(t) + u b,

Faisons le changement de variables :

X, = x, + b1
11 5
1

ab
lX2=x2- 1
Alc

Le systeme (1) devient :

5<1(t) = a X (1) + ¢ X,(t) +ur X (1),
an ., .
X,(t) = b X (1) +d X, (1) + "1 dét A +ub,
A,C
1
Posons u* = - bl dét A
lezc

Le systéme (1') peut encore s'écrire :

X, (0

X,(0)

(1) (a + u* )\1) Xl(t) +C Xz(t) + (u - u*) Xl Xl(t)

b Xl(t) +d Xz(t) + (u - u*) b2



- 120 -

c'est-a-dire : X(t) = (A + u* D) X(t) + (u - w*}(D X(1) + b') ot b' = (:)
2

Le systeme (1) est donc équivalent du point de vue de la contrdlabilité au systeme

F' ={A +u*D, (D + b')} oub'-= (bO\'
2

nous nous sommes donc ramenés aux cas étudiés dans le paragraphe 3, on peut

donc dire que le systéme (1) est transitif si et seulement si :

0 et dét (A + u* D) > 0

0etA'2=O

x(A1,D)% - A(A") & (D)
ou. x(a1,D)? - AA") & (D)

mais x(A',D) - a(A') A (D) = x (A,D)2 - 4 (A) 4 (D)

et A% - 0 et x (AD)? - A(A) A (D) = 0<>A% = 0 et x(A,D)* - A(A) a(D) =0

Le systeme (1) est donc completement contrdlable si et seulement si:

«(A,D)2 - a(A) A (D) = 0 et dét (A + u* D) > 0

ou. x(AD): - a(A)A (D) =0et AZ=0
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CHAPITRE 4

X(r) = Ax(t) + u(Dx(t) + b)

0 x

(1) )
x(t) IR u IR
p . N N A 0 . s A1
Nous étudions le cas ou D est semblable a ) ou bien a ) ; dans une
0 2 0 A
certaine base (i,j) D a l'une des deux formes ci-dessus et A s'écrit A = a C)
b d
sip= [* 0) x (AD)? - a (A) A (D) =0
0 A
SiD = (* 1) x (D)2 -4 (A)a (D) = 16b°

1. Cas otix (A,D)% - A(A) A(D) >0

Nous sommes dans le cas ou le systéme lindaire associé au systéme (1)
est complétement controlable sur IR% - {0} (voir chapitre 1), dans ce cas le théo-
reme de Jurdjevic-Sallet donne une condition nécessaire et suffisante de transitivi-
té pour le systeme affine : il faut et il suffit que les champs de vecteurs A et

D+b n'aient pas de point singulier commun.

2. Cas ot D+b admet un point singulier et x(A,D)2 - a(A)A (D) =0

Dans ce cas D = A 0) ouD = A 1) avec A £ 0
0 A 0 A

ou bien D = 0 1) avec b = (bl)
00 0

—_ —

Quitte a changer i en -i et j en -j, on peut toujours supposer que b1 < 0 et b2

< 0 et quitte & remplacer le systéme étudié F = { A, * (D+b) } par le systéme

(équivalent du point de vue de la contrélabilité) F' = {-A, * (D+b) } on peut toujours
supposer que A s'écrit : A = 2 €l avecd 20 (b=0 carx (A,D)2 - A(A) A(D)
o d

= 0).
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Le point singulier de D+b est le point de coordonnée (_bl /k)
-b, /X
b by
dans le ler cas, — T dans le 2e cas ou (
A
-b

0 ) dans le 3e cas.
2
A

-bl

La droite passant par le point singulier de D+b et parallele a 1'axe des abscisses

est stable par D+b donc le demi-plan défini par Xy > - b2 (dans les 2 premiers

A

cas) ou x, > - b, (dans le 3e cas) est stable pour le champ de vecteurs D+b.

2
Puisque d > 0, ce demi-plan est également stable pour le champ de vecteurs A

on peut donc dire que le systéme (1) n'est pas transitif dans ce cas.

Conclusion Si be Im D ety (A,D)2 - aA(A) A (D) = 0, le systtme (1) n'est

pas transitif sur IRZ.

3. Cas ol b¢ Im D et x(A,D)? - a(A) A(D) = 0

Dans ce cas D = (O 1) et b = bl avec b2¥ 0,
0 0 b

X(A,D)2 - A(A) A(D) = 0 entraine que : A = (a C)
o d

N

On peut toujours supposer que b2 > 0 quitte a changer j en -j.
Les trajectoires du champ de vecteurs D+b sont alors des paraboles d'axe commun

la droite passant par le point (g] et paralléle a l'axe des abscisses ; leur conca-
1

vité est tournée vers les abscisses positives.

3
\}z:\




C - 123 -

Toutes les trajectoires de * (D+b) coupent l'axe des abscisses, soit (x°) un point
0

de l'axe des abscisses et C la trajectoire de * (D+b) passant par ce point, les

équations de C sont :

b2t2+b1t+x°

xl(t)

xz(t) b,t (t IR)

Le vecteur tangent en x(t), point courant de la trajectoire C, est :
Dx(t) + b et a pour coordonnées : b2 t+ b1
bZ
un vecteur orthogonal a celui-ci est n(t) = J(Dx(t) + b), il a pour coordonnées :
- b, )
b2 t o+ b1

Le produit scalaire de n(t) et du vecteur Ax(t) est égal i :

abg b2d) +t(-ab.b -bZca+b. b d) b
_——+2 + -321—2C+12 - a 2X°

2

f(t) = t2 ( -

Le systéme (1) est transitif si et seulement si f(t) change de signe lorsque t varie

de -3 += (voir chapitre 2).

On peut donc dire que le systéme (1) est transitif sur IR2 si et seulement si :

. a

Oetbld—bzc;éo

ou . a 2detb1d+b2c;é0

Dans tous les autres cas, le discriminant de f(t) est :

A = bg [(bl(d-a) - bzc)2 + 4 ab, x, (d- a)} et peut étre rendu négatif par un bon
2

choix de x,, et dans ce cas f(t) ne changera pas de signe.

I}

Conclusion a =0 et b1 d-b2 c # 0 équivaut 3 AD =0 et bg Im A

2d et b,d+b, ¢ # 0 équivaut 2 AD-2 DA = 0 et Ab # TrA b
3

Y]
"

Notre théoréme est donc démontré dans le cas ou A(D) = 0.
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CHAPITRE 5

x(1) = Ax(x) + u (Dx(t) + b)

x(t) IRZ, u IR

Nous nous plagons dans le cas ol A(D) < 0 et Tr D # 0 ; dans une base (ij) D

D= |% _B)uB;éOetA= a C)
B a b d

Nous nous plagons dans le cas ol le théoreme de Jurdjevic-Sallet ne s'applique pas,

s'écrit :

c'est-a-dire dans le cas ol les champs de vecteurs A et D sont colinéaires.

On a donc A = AD, commeX D = (-A)(-D) et que le systéme é&tudié contient le
champ de vecteurs D+b et son opposé, quitte a changer nos notations on peut suppo-
ser que A >0.

Les trajectoires de D+b sont des spirales, le point D lb est attractif pour le

champ de vecteursD+b ou -(D+b).

Le systeme (1) est équivalent au systéme F = { A, +(D+b)} et F est équivalent, du
point de vue de la contrdlabilité, & son enveloppe conique convexe fermée LS(F).
Puisque A>0, A -A(D+b) = - X b appartient & LS(F), les trajectoires du champ de

vecteurs constant - Ab sont des droites de direction b.

Le point -D~1b est normalement auto-accessible (voir figure ci-dessus et la 1&re
partie de cette thése pour plus de détails) et un voisinage arbitraire de ce point
' peut étre atteint, & partir de n'importe quel point du plan, grace au champ de
vecteurs D+b ou -(D+b), donc grice au systéme F ainsi qu'a son opposé, on peut

donc conclure & la transitivité du systéme (1).
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CHAPITRE 6

x(t) = Ax(1) + u (Dx(t) + b)

x(t) IR2 u € IR
Nous étudions le cas oh :A (D) < 0 et Tr D = 0. Dans une certaine base (f,_]’) D

s'écrit : D = o -8 et A= |2 €
B 0 b d

A(AD) = 28 2 ((b+c)2 - 4 ad)

. . . . -1
Les trajectoires de D sont des cercles centrés en le point : -D b

de coordonnées —b2 /B)
b, /B

1. Cas ou A(AD) >0

Nous sommes dans le cas d'application du théoréme de Jurdjevic-Sallet
(voir chapitre 1), le systeéme (1) est transitif sur IR2 si et seulement si les champs

de vecteurs A et D+b n'ont pas de point singulier commun.

2. Cas ou A(AD) <0

Les trajectoires de D sont des cercles qui peuvent étre paramétrés de la

fagon suivante :
b

xl(t) =rcost - _32 (r eIR+)
xz(t) =rsin t + b1
B

Le produit scalaire de n(t), vecteur normal a une trajectoire de D et de Ax(t) est
égal a :
f(r) = r2(a coszt + (b+c) cos t sin t + d sin? t)+r(b'1 cos t +b', sin t)
ou b'1 = blc - a.b2 b'2 = bld - bb2
B B
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Etudions le signe de 1'expression g(t) = a cos?t + (b+c) cos t sin t + d sin® t ; si
t est tel que cos t = 0 g(t) = d (d # 0 car A(AD) < 0), si t est tel que cost #
0, g(t) = cos® t (d tg2 t + (b+c) tg t + a) et puisque A(AD) = (b+c)2 - 4 ad est
supposé négatif, g(t) est du signe de d.

g(t) ne s'annule donc pour aucune valeur de t et admet donc un minimum stricte-
ment positif ou un maximum strictement négatif comme I'expression b'1 cos t +
b', sin t reste bornée lorsque t varie f(t) reste toujours positif, ou toujours néga-
tif si r est choisi suffisamment grand.

Ceci prouve qu'il existe une trajectoire de * (D+b) telle que le champ de vecteurs
A est "pointé" vers l'intérieur (ou vers l'extérieur) de cette trajectoire, le systeme

(1) n'est donc pas transitif dans ce cas.

3. Cas ou A(AD) =0

Faisons le changement de base :

T=cos 61 +sin®j

[

6el-n ,

- ——

n
] = sin 81 + cos O j 2 2

Dans la nouvelle base D s'écrit toujours D = (0 —B)
B8 0

et A(D) = cosze(d tg2 8 + (b+c) tg 6+ a) T+b'J
puisque (b+c)2 - 4 ad = 0, il existe toujours & tel que cos® 6 (d tgze + (b+c) tg

® +a) = 0, par conséquent, on peut toujours supposer que A s'écrive : A = ° C)
b d

A(AD) = 0 implique alors : b+c = 0.

Le produit scalaire défini au paragraphe précédent s'écrit alors :

2 b,c b, - b,d - bb,

f(t) = r2 d sin 1
B B

1] 1 H ™ [
ttr(blcost+bzsmt)oub1_

bl

(b,l) représente les coordonnées de A (-D_lb) si b = b, =0, les champs de
2

vecteurs A et D+b ont un point singulier commun (le point —D-lb) et le systeme

(1) n'est pas transitif.

Dans la suite, on suppose donc que b'1 # 0 ou b'2 £0

f(0) =1 b'1 et f(n) = -r b'1
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- donc si b'1 4 0, le produit scalaire f(t) change de signe le long de toute trajec-

toire de £(D+b), le systéme (1) est donc transitif dans ce cas

- si b'1 =0, f(t) = r sin (dr sint + b'z) et b'2 £ 0
si (t) est choisi assez petit r d sin t + b'2 est du signe de b'2 tandis que r sin t
peut étre négatif ou positif, le produit scalaire f(t) change de signe le long de

chaque trajectoire de * (D+b) et le systéme (1) est donc transitif sur IR2.
4. Conclusion
Nous avons bien montré que : le systéme (1) est transitif si et seulement

si A(AD) > 0 et si les champs de vecteurs A et D+b n'ont pas de point singulier

commun.
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3éme PARTIE

CONTROLABILITE DES SYSTEMES
QUADRATIQUES DANS IR3
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INTRODUCTION

. . N . 3
Dans cette partie nous étudions les systémes quadratiques dans IR”, c'est-

a-dire les systemes du type :
x(1) = Qx(t) + u b

x(t) e IR3, u € IR, b < IR®

. L 3 3
ol Q est une application de IR” dans IR™ dont toutes les composantes sont des

formes quadratiques.

Nous exposons une méthode permettant de décider de la complete contrdlabilité
d'un tel systéme sur IR3 ; cette méthode peut, en outre, aboutir a un algorithme
et étre programmée sur ordinateur. Les systémes quadratiques interviennent dans le
probleme du satellite et ont aussi leur intérét propre du fait que la linéarisation
d'un systéme quadratique n'apporte aucun renseignement sur les propriétés locales

puisque la différentielle en 0 de l'application Q est nulle.

La classe des systemes quadratiques est stable sous l'effet des transformations sui-

vantes :

i) Changement de base dans l'espace des états
ii) Changement de base dans l'espace des entrées
iii) Bouclage de la forme Q - Q + Q'b ou Q' est une forme quadratique sur

IR3.

Le groupe G engendré par ces transformations agit sur la classe des systémes qua-
dratiques. Une classification de ces systémes en dimension 2 est effectuée dans la
these d'état de B. Bonnard : pour cette dimension le groupe G induit 3 orbites et
I'auteur donne un élément représentatif de chacune d'elles.

En dimension 3, le probleme est un peu plus difficile car le nombre d'orbites est
infini. Notre méthode s'appuie, comme dans la premigre partie, sur le théoréme de
Gauthier-Bornard qui reste valable pour les systémes homogénes mais, alors que
dans le cas des paires de champs de vecteurs linéaires les trajectoires sont parfai-
tement connues, nous n'avons que peu d'information sur les trajectoires de champs
de vecteurs quadratiques. Un raisonnement simple mais astucieux qui utilise une
fois encore la normale accessibilité, nous permet cependant de mener a bien notre

classification.
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PLAN DE LA 3éme PARTIE

Cette partie est divisée en deux chapitres : dans le ler chapitre nous con-
sidérons les systémes quadratiques en général et nous exposons une condition néces-
saire et suffisante pour laquelle un systéme quadratique vérifie la condition du

rang.

Dans le 2&me chapitre nous exposons notre méthode permettant de décider

- 5 . 3 s .
si un systéme quadratique dans IR™ est complétement contrdlable ou non.
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CHAPITRE 1

Dans ce chapitre nous exposons quelques généralités sur les systémes qua-
dratiques en général.

On considere les systémes de la forme :

(1) x(1) = Q(x(t)) + B u
ot x(1) e IR, u « IRP B est une matrice nxp et Q est une application de IR"
dans IR™ dont toutes les composantes sont des formes quadratiques.

On note bl’ b2’ bp les vecteurs colonnes de la matrice B.

1. CONDITION DU RANG

Rappelons que si F est une famille de champs de vecteurs analytiques sur
une variété M, le groupe G(F) opere transitivement sur M si et seulement si F
vérifie la condition du rang, c'est-a-dire si et seulement si dim Lie (F)(x) = dim
M pour tout x. La condition du rang est donc une condition nécessaire de complete

controdlabilité pour F.

Ce qui suit est emprunté 2 la partie de la these d'état de B. Bonnard traitant des
systemes quadratiques, nous allons démontrer un critére trés simple permettant de

décider si un tel systéme vérifie la condition du rang.

Définition Au systeme (1) on associe une algébre A (commutative mais pas
” forcément associative) définie par la table de multiplication suivan-
te :
n 1
e, e = )1 q; e ik =12, ... n
T=

. t
(SiQ = Ql 41 1<j<n désigne la matrice associée a la
* 9y ] g
Q X1 1 <k<n
n

forme quadratique Qi)'

. n
Lemme 1 Soient Vi et vy deux vecteurs de IR alors :

" [Aavl] (V2) = [ [Q7V1]7 V2] = 2V1- VZ
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- [q, vl] désigne le crochet de Lie du champ de vecteurs défini par 1'application

Q et du champ de vecteurs constant ayant pour valeur v

-V

- Yy désigne le produit des vecteurs v

et v, au sens de l'algebre définie plus

1 1 2
haut.
Démonstration Il suffit de démontrer ce lemme pour (Vl' VZ) = (ej. ek) j,k = 1,..
Rappel Puisque les controles ui ne sont pas bornés le systéme (1) est équi-
valent, du point de vue de la controdlabilité, a la donnée de
= +
F={Q,t bl’ bp}
Lemme 2 On note :
* Vk(IRn) I'ensemble des champs de vecteurs polynomiaux homogenes
de degré k
* Y° le plus petit sous-espace vectoriel de IR" tel que :
i) b, e d.° pour i = 1,2, ... p
-ii) si Vi Vo € £° alors [ [Q, Vl]’ v2]e e
3 S plus petite sous-algébre de Lie de Vl(IRn) contenant les
éléments de la forme [Q, v] avec ve &°
+Q
= 42 la plus petite sous-algébre de Lie de & Vk(an) contenant Q
k=2
et les éléments de la forme : ad Ly ad L2 ... ad Lq Q pour L,
e8! (ad L, X = [L;, X])
L'algebre de Lie engendrée par la famille de champs de vecteurs
{Q, by - bp}est égale é:{o @11 @i‘ .
g 1 2
Démonstration Dans un premier temps on montre qued.=%° @Y~ @®L” est une

algébre de Lie.

[+] o
* Soit ve a et Le &1 on va montrer que [L,v] € & par récurren-

sur le nombre maximum k d'occurences d'éléments bi dans les
crochets définissant L .

o
.Si k=1L est de la forme [Q, ] bi] et donc [L,v] € ‘i par
iel

définition de L.



- 133 -

.Sik>1et L est de la forme [Q, v'], [L, vl = [[Q, v'], v]
appartient ékio par définition de io.
Si L n'est pas de la forme ci-dessus, alors il existe L,
et L, de¥ ! tels que L = [Ll, Lz], le nombre maximum
de bi dans L, ou L, est inférieur 2 k et on a :
(L), L) W] = = ([Ly, v), L] = [lw L), Ly) qui ap-
partient a¥’ par application de l'hypothése de récurren-

ce.

* Soit Le \il et X € \{2, on va montrer que [L, X] € L 2 sur le

. {4 2 _
nombre maximum k de générateurs de présents dans les crochets

définissant X.

.Sik=1X=QouX=adL1 asz... aquQet [L, X] ap-

partient a‘&z par définition de 5&2.

.Sik>1X = [Xl’ XZ]’ le nombre maximum de générateurs de
“lz présents dans les crochets définissant X1 ou X2 est
inférieur 2 k et on a :

(L, [X;, X,0 = [[X), L], X,] + (L, X1, X,]
qui appartient a Y “ par application de I'hypothese de

récurrence.

* Soit enfin ve &« et Xe ¥ 2, montrons que [v, X]e %1 @‘&2.

. c 2 2
. Si X est un, générateur de ¥ , alors :

_soit X = Q et [v, Qle ¥ ! par définition de &'

. soit X = ad Ly - ad Lqg Q et nous montrons le résultat

par récurrence sur q.

. Si q = 1 [Vy [L].’ Q]] = [[Q7 V]1 Ll] + [[V1 Ll]’ Q]

e Q! TS ¢y’
\_____/ \__'_/
€Y e $A

donc [v, X]e ¥ 1

.Sig>1([v,X]=[[lad L, ... ad Lq Q, v], L,] + (lv, L,], ad L,
Lq Q] [ad Ly - Lq Q, vl ¢ % par application de
I'hypothese de récurrence, [v, Ll] e ® par définition
donc [v, X]e ‘&2.
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. 2 . . .
. Si X est quelconque dans L , la démonstration se fait comme
plus haut par récurrence sur k, le nombre maximum de généra-

2 . e
teurs de & présents dans les crochets définissant X.

~ o
Conclusion ®-4q @%1 @&2 est une algebre de Lie contenant Q, bl’ bp
donc r e (iet comme il est clair par ailleurs que & ¢ X on a 1'éga-~

lieed = 9 41 L 92,

Proposition La famille F = { Q, bl’ bp} vérifie la condition du rang en tout
point si et seulement si la condition du rang est vérifiée en 0 si et
seulement si l'algébre engendrée par les vecteurs bl’ bp est

égale a IR™

[ [o]
Démonstration 5{(0) = i et pour tout x de IR" i C S-((x) par conséquent si la

[+
condition du rang est réalisée en 0 on a A = R" et d (x) R"

pour tout x de R".

Par ailleurs, il résulte du lemme 1 quei est égale a l'algebre .

2. GROUPE AGISSANT SUR LA CLASSE DES SYSTEMES QUADRATIQUES

La classe des systémes quadratiques de IR™ : x(t) = Q(x) + B u est stable

sous l'effet des transformations suivantes :

i) Changement de base dans l'espace des états IR" ; si la matrice de passage

est P l'effet de cette transformation est :

(Q, B) — (P! Q op, P! B)
ii) Bouclage de la forme Q —— Q + izl aibi oﬁai est une forme quadratique
de IR".
iii) Changement de base dans l'espace des entrées IRP de matrice de passage
K ; 1'effet en est : (Q, B) — (Q, BK).

Le groupe G engendré par ces transformations agit sur les systémes quadra-
tiques, 2 systémes appartenant & une méme orbite sont équivalents du point de vue
de la contrdlabilité. En dimension 3 lorsque u ¢ IR, le nombre de ces orbites est

infini.
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CHAPITRE 2

On consideére dans ce chapitre les systémes du type :

(1) x(t) = Q(t) +u b

3

ou x(t) e IR, Q est une application de ]R3 dans IR3 dont toutes les compo-

. 3 ¢
santes sont quadratiques, b est un vecteur de IR” fixé et u < IR.

Rappelons qu'un tel systéme est équivalent, du point de vue de la contrélabilité, a
la donnée de F ={Q, * b }(car le contréle u n'est pas bormé, voir 2e partie, chapi-
tre 1).

Nous allons exposer une méthode permettant de décider si un tel systéme est tran-

sitif sur IR3.

1. EXPOSE GENERAL DE LA METHODE UTILISEE

Rappelons le théoréme de Gauthier-Bornard (voir 1&re partie, chapitre 1

pour plus de détails).

PR . . « 4 s . n
Théoréme Soit F une famille de champs de vecteurs linéaires donnée sur IR,
5 A n . .
F est compleétement contrblable sur IR™ - {0} si et seulement si :

i) F vérifie la condition du rang en au moins un point

.. . L .. n-1
ii) La famille "projetée" F est transitive sur S

iii) F admet une direction rentrante et une direction sortante.

Rappelons que si A est un champ de vecteurs linéaires, les projetés de ses trajec-

1 sont les trajectoires d'un champ de vecteurs A "projeté" de A sur

toires sur S™-
sn-1 (;\(x) = Ax - < Ax, x> x pour x Sn-l). Ceci est vrai parce que les trajec-
toires de A sont homothétiques par rapport a l'origine or les trajectoires d'un sys-
t¢me quadratique possédent également cette propriété (car les composantes de Q
sont homogénes de degré 2) par conséquent le théoréme de Gauthier-Bornard est

encore valable pour un systéme quadratique.
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Soit donc F = {Q, * b }un systéme quadratique défini dans IR3. Le point iii) du
théoréme est évidemment vérifié 4 cause de la présence des champs de vecteurs
constants *b dans F.

Le chapitre 1 nous fournit une méthode permettant de vérifier le point i). En ce

qui concerne le point ii) le théoréme suivant est facile a démontrer :

Proposition Soit F ={Q, b} un systeme quadratique donné dans ir3 ; on sup-
pose€ que b = 8 et Q = (Q17 Qz’ Q3)
1

F est transitif sur IR3 si et seulement si :
i) Q(0,0,1) #0
ii) Q, (0,x,,x,) change de signe lorsque le point (0,x,,x,) varie
1 273" 5 273
sur la sphere S,
iii) Q2 (xl,xz,x3) -a Q1 xl,xz,x3) change de signe lorsque le point

(x,,x,,x,) varie sur le grand cercle de la sphere défini par le
1°72°73

plan d'équation Xy- Xy = 0 et ceci pour tout o réel.

. . D . . 2
Démonstration La projection des trajectoires des champs de vecteurs * b sur S

donne :

- 2 points singuliers : les deux podles

- des méridiens qui peuvent étre parcourus dans les deux sens
La condition i) signifie que les champs de vecteurs Q et * b n'ont pas de points
singuliers communs.
La condition ii) signifie que sur le méridien de longitude 0 et sur le méridien de
longitude =n il existe deux points au moins en lesquels le champ de vecteurs Q
"pointe" vers chacune des deux demi-sphéres définies par le plan d'équation Xy = 0.

La condition iii) signifie la méme chose pour tous les autres méridiens.

Les conditions i) ii) et iii) sont évidemment nécessaires (si ii) ou iii) n'était pas
réalisée, il existerait une demi-spheére stable par Q et * b) montrons qu'elles sont

suffisantes.
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Soit A un point de 52 différent des péles etcm,le méridien passant par A.S;lrm, il

existe deux points B, et B, tels que définis plus haut

MN

81 8;

8.k B2

Du point A on peut atteindre, grice au champ de vecteurs b ou -b, le point B, a
partir duq1~1el on peut atteindre un point B'1 grice au champ Q. Comme la trajec-
toire de Q passant par B, est dirigé en sens inverse de celle passant par Bl’ si
B'1 est choisi suffisamment~proch? de Bl’ on peut atteindre a partir de B’1 et
grace au champ de vecteurs b ou -b un point B‘2 situé sur la trajectoire de Q
passant par B2 et donc le point B, lui-méme puis le point A.

Le point A est donc auto-accessible et méme normalement auto-accessible puisque

les trajectoires de b et Q sont transverses en Bl‘

Considérons alors la restriction du systtme F ={ Q, £ b} a la sous-variété ouverte

- {N,S} ({N,S } est l'ensemble des poles Nord et Sud). Pu1sque chaque point de
S2 - {N,S} est normalement auto- accessxble F est transitif sur S - { N,S} (voir 2e

partie chapitre 2) et, puisque Q et * b n'ont pas de point singulier commun, on

N

peut conclure 4 la transitivité de F sur SZ.

2. TRANSITIVITE DE l;‘ = {Q, + b }sur S2

Nous commengons par chercher une base de iR? ou le systeme F ={ Q, t b}
s'écrive sous la forme la plus simple possible.
Tout d'abord, il existe une base (gl,ﬂz, e,) dans laquelle les cooEdonnées de b sont
(0,0,1) ensuxte si Q1 (0,0,1) = Q2 (0,0, 1) : nous avons vu que F n'était pas transi-
tif sur S2 nous supposerons donc, dans la suite que Q, (0,0,1) £ 0 ou Q, (0,0,1) £ 0.
On peut toujours supposer, d'ailleurs, que Q, (0,0,1) # 0 quitte a permuter les
vecteurs de base e, et e,.
Si Q = (QI’QZ’Q3) nous noterons f la forme b111nea1re symétrique associée a Q1
et (q) 1<j<3  Sa matrice ; on suppose donc que : q33 £ 0.

1<j<3
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1
7 - - - 1 9723
[ = = ! =z - —_——
Posons e', = e, + a e, , fl(ez,e3) = Qj3 + @ Qg3, donc, pour a = 7
933
T e ) =
f1 (e 2,e3) =0
Choisissons a tel que ci-dessus et posons e—71 = ‘;1 + b e_"2 +C g3
f(e'_’e_')=q1 + cq,t donc f (e ,6.) = 0 ourc:—q1
1'¢1°3 13 * 433 1'°1°3 p 13
1
933

T 7y 1 1 1 1
t,(e"1,e')) = qp, + aq3 + blay, + aq,3)

| 1 -
Si q,, + ag,3 # 0, on peut trouver b tel que fl(e'l,e 2) =0
. T o7y T oel ) =

sinon fl(e ,e'2) = 0 et on pose fl(e 1€ 2) =B

La matrice de passage P de la base (gl,e;,e;) a2 la base (e—"l,e_)'z,e_:s) est :
1 0 0
P=1]Db 1 0 , le systeme F s'écrit donc dans cette nouvelle base :

ab+c a 1

F' = {Q', £b }
0 t
— r 1 ! 1 T 1 —
avec b - 2 et Q = (Q 17Q 27Q 3) ou Q 1 - p Q]. p
o de O | 9'yp O 0
La matrice de Q , est alors du type : 0 q'22 0
0 0 q 33
: 'y 0 : ,
ou bien : et quitte a faire un nouveau changement de base
0O o
0 0 33

du type e—"'i =a, eTi, on peut toujours supposer que les coefficients q'll’ q'22 et
q33 sont égaux a 0, -1 ou 1 (avec d33 £ 0).

On peut donc toujours trouver une base dans laquelle le systéme F s'écrive :

F=1{Q, b lavec b = (0,0,1) Q = (QI’QZ’Q3) et ol Q, est de 1'une des 16

formes suivantes :
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. 2 2 N 2 2
i) x1+ZBx1x2+x3 i') —x1+2(3x1x2—x3
.. 2 2 2
ii) -x] + 2 Bx; X, + X3 ii') X[+ 2Bx) X, - X3
iii) X2+ %%+ x2 iii') 2 X
1 2 3 1 2 3
iv) -x2 + X5 + x2 iv') x2 - x2 ~ x2
1 2 3 1 2 3
v) x2 + x2 v') —x2 -x2
2 3 2 3
vi) x2 - x2 + x2 vi') —x2 + x2 - x2
1 2 3 1 2 3
vii) —x2 - x2 + x2 vii') x2 + x2 - x2
1 2 3 1 2 3
viii)  -x% 4 x2 viii') K - x2
2 3 2 3

Du point de vue de la contrélabilité le systtme F = { Q, * b } est équivalent au
systéme opposé F' = {-Q, = b} , quitte & nous reporter a ce dernier systéme nous

n'étudierons donc pas les cas i') a viii').

N s R R 3
Dans les cas i) & v) le systtme F n'est pas complétement contrdlable sur IR™, en
effet lorsque Q. est sous l1'une des formes i) & v) on a :

QI(O’XZ’XS) = X3 ou QI(O’XZ’X3) = xg + xg, expressions qui ne changent pas de si-

gne lorsque le point (0,x2,x3) varie sur la sphere. Dans les cas i) a v), le point ii)
de la proposition du paragraphe 1 n'est pas vérifié et le systéme 'projeté" F n'est

donc pas transitif sur SZ.

Il nous reste a examiner les cas vi), vii) et viii), lorsque Q1 est sous l'une de ces

3 formes on a : Q,(0,x,,x,) = —x2 + x2 expression qui change de signe lorsque le
1°7%20%3 2 * X3 °XP q q

point (0,x2,x3) varie sur SZ.

Etudions alors le signe de Qz(xl,xz,x3) -« Ql(xl,xz,x3) pour (xl,xz,x3) e s et

X, —aXx, = 0.

N 2 2 2
A - Cas ou QI(XI’XZ’X3) = X] - X5 + X3
(q i )1<i<3 désigne la matrice symétrique associée a Q2

1Kj<3
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On a :
Q,(x,,X,,%,) - aQ,(x,,x,,x,) = ( —a)x2+(q +o¢)x2+( -a)x2+2q X, X
2\%10%20%3 1\%17%20%3 93 1 22 2 933 3 12 *1%2
+ 2q13 xlx3 + 2q23 x2x3
Passons aux coordonnées sphériques :

X, = COS O cos ¢

avec tge = o puisque X, —aX; = 0

X, = COS 6 sin ¢ 1

2 2 .
Q2(x1,x2,x3) - an(xl’XZ’x3) = cos 6[(q33—u)tg 0+ 2(q13 COS 9 + q,y SiNQ ) tg ©

+ (qll-a)cosch + (q22 +u)sin2(p + 2 qq5 cos ¢ sing |

Cette expression doit éhanger de signe lorsque le point (XI’XZ’X3) varie sur le grand

-ax, = 0 privé des pobles et ceci pour tout a réel.

cercle défini par X, ]

En particulier, poura = 933

2 . 2
Qz(xl,xz,x3) - an(xl,xz,x3) = cos” © [2(q13cosq> + Q,3 sing ngo + (qll— a )cos” @
+ (q22+m)sin2 ¢+ 2 q 5 COS® sin ¢ ]
QZ(XI’XZ’X3) - qu(xl,xz,x3) change de signe si et seulement si
qy3 COS @+ qyq sing # 0.
Or g9 = @ =33 Qg3 COSQ+ g,y SiNY = cose / Q3 + 9p3 8 ®) = COSQ (q13
+ Gp3 d33)

Donc QZ(XI’XZ’X3) - an(xl,xz,x3) change de signe si Q3 + 93 933 £ 0

Sia # d33

On peut considérer l'expression Qz(xl,xz,x3) -a Ql(xl’XZ’x3) comme un polyndéme

‘du 2&me degré en tg © dont le discriminant (réduit) est

A(a) = (q13 COS @ + q,, sin q>)2 - (q33-a) [(qll-m)cos2 9+ (q22+0t)sin2 9+ 29,

cos ¢sin ¢ |
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2 2 2
= COoS (p[(q13+ uq23) - (q33—u)((q11—a) + (q22+a)u + 2 qlza]

(tgo= o, 9e]l -n, n[)
2 2

L'expression QZ(XI’XZ’XS) - Ql(xl,xz,x3) change de signe si et seulement si 1'é-
. A s .
quation Qz(xl,xz,x3) - an(xl,xz,xs) = 0 (d'inconnue tg ©) admet deux racines
distinctes, donc si et seulement siA '(a) > O pour tout o, donc si et seulement si

le polynéme du 4&¢me degré :
4 3 2 2
PIX) = X7+ X7 (ay; - a33) + X" (a3 - 955 933 + 2q;, ~ 1) + X (29,5 q,,

: 2
* 433 * 957 - 29, 9+ 9y3 - d33 9,

n'admet aucune racine réelle.

B - Cas ou QI(XI’XZ’X3) = -xf -xz2 +x§

Un raisonnement identique au précédent permet d'affirmer que le systéme

F = {Q, *b lest transitif sur 5% si et seulement si :

Qy3 * 43 433 # 0 et si le polynéme :

4 3 2, 2
P(X) = X' + X (q22 - q33) + X (q23 - Gy, G35 + 2q12 +1) + X (2q13 dy3 +
5 2
917 ~ 933 - 495, @ * Q43 - 934 933

n'admet aucune racine réelle.

C - Cas ol Ql(xl’XZ’x3) = -xz2 + x32

Un raisonnement identique 2 celui fait en A permet d'affirmer que le sys-

t¢me F = {Q, *b lest transitif sur s? si et seulement si :

dy3 + Gp3 933 * 0 et si le polynéme :
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p(X) = x*

+X3(q —q)+X2(q2—q Qar + 29,,) + X (29,5 Q5 + g
22 ~ 933 23 ~ 922 933 12 13 923 11
-2 d:2) + G 2

912 933 13 ~ 911 933

n'admet aucune racine réelle.

3. CONDITION DU RANG

Le systtme F = {Q, b} vérifie la condition du rang en tout point si et
seulement si l'algébre engendrée par b est égale a IR3. On suppose toujours que
0
b=10 = e; et que Q, est sous 1'une des 3 formes vi), vii) ou viii).

1

Dans les trois cas on a :

€3- €3 = €5 + q33 €, + Q'33 €

ey-(€3 e3) = q'33 € + € (a3 + 4p3 d33 + a33 Q'33) + 3 ('3 + a33 9'p3 + A'33)

(q i )1<i<3 désigne la matrice symétrique associée a Qg
1<j<3

On a : dét (e3, €3 €3, e3.(e3. e3)) = Q3 + 4y3 933

expression qui n'est pas nulle si l'on suppose que le systéme "projeté" F est tran-
.. 2 . e e . - . .
sitif sur S“. Par conséquent la transitivité de F sur S2 entraine la condition du

rang.
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