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INTRODUCTION

Cette thèse concerne des problèmes de contrôlabi l i té de systèmes non l i -

néaires ;  el le se décompose en 3 part ies indépendantes :

1) étude de Ia contrôlabi l i té sur IR3 - {  O } d 'une paire de champs de vecteurs

l inéaires où I 'un des champs est ni lpotent drordre 2

2) classi f icat ion du point de vue de la contrôlabi l i té des systèmes aff ines dans le

plan

3) classi f icat ion des systèmes quadrat iques dans IR3-

Le cadre  de  l 'é tude de  ces  sys tèmes es t  le  su ivant :

On se place dans une variété di f férent iel le M de classe C-, connexe et

maîtr isable; une famil le de champs de vecteurs sur M est un ensemble F de champs

de vecteurs de classe C-.

Nous ferons aussi référence à des systèmes de la forme:

i ( t ) = f ( x ( t ) , u ( t ) )

x ( 0 )  =  x o

La fonct ion u :  IR - C est appelé contrôle, s iLL est I 'ensemble des

t  -  u ( r )

contrôles admissibles cont ient les fonct ions constantes par morceaux et est contenu

dans I tensemble des fonct ions mesurables-

A un tel  système on associe la famil le F = {  Xu /  ue C }

oùr xu(x) = f(x,  u)

Déf ini t ions et notat ions

* Si X est un champ de vecteurs nous notons :

( t ,*)  -  Xr(x) le groupe local à un paramètre qu' i l  engendre

* Si F est une famille de champs de vecteurs nous notons S(F).
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Le pseudo semi-groupe engendré

t ) 0, et G (F) le pseudo-groupe engendré

par les difféomorphismes locaux X, pour

Si x est un élément de M nous notons

I 'ac r ion  de  S(F)  ( resp .  de  c (F) ) .

par  S  (F) .

S(F) .x ( resp .  G(F) .x )  I 'o rb i te  de  x  sous

Nous dirons que la famil le F est complètement contrôlable sur M (ou tra 'rs i t ive)

si  S(F).x = M pour tout x de M.

L'étude des systèmes non l inéaires a déjà suscité une abondante l i t térature

er les problèmes restants sont de plus en plus diff ici les. Les systèmes dits l inéaires,

c'est-à-dire les systèmes du type :

x(t)  = Ax(t)  + Bu, sont bien connus des ingénieurs

x(t)elRn u e IRP

mais on s 'est rendu compte de I ' insuff isance de ces systèmes dans lrétude des pro-

blèmes concrers (par exemple le problème du satel l i te nécessite d'étudier des sys-

tèmes quadrat iques).

Dans les années l97O des mathématic iens tels que Lobry, Jurdjevic,  Sùss-

mann ont établ i  les premiers résultats de la théorie.  En étudiant la contrôlabi l i té

sur les groupes de Lie, Jurdjevic et Sùssmann ont montré un cr i tère de complète

contrôlabi l i té concernant les systèmes bi l inéaires :

I i t t )  = x(x( t ) )  * fov,(*( t ) )
I  i ; t '  I

lu.elR
l l

I l  esr à noter que les résultats sont beaucoup plus dif f  ici les à obtenir

lorsque les contrô les u i  sont  bornér  ( l r i l<  M pour  i= l , . . .p)  ;  dans les mêmes années

Lobry a établi  un critère de contrôlabil i té pour ces systèmes dans le cas où le

champ de vecteurs X est Poisson-stable.

En 1976 Jurdjevic et Kupka ont démontré un résultat vraiment non trivial

concernant les systèmes du type :

i ( t )  =  (A  +  uB)  x ( t )

ue lR x( t )  e  SL(n, lR)

Dans les années suivantes Boothby a classifié les groupes G(F) transitifs

sur IRn - { 0 } où F est une famil le de champs de vecteurs l inéaires sur IRn. Jurdje-
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vic et Kupka ont défini lréquivalence de deux systèmes F et Ft et ont mis au

point des techniques permettant de remplacer un système F par un autre système

F'plus grand qui lui est équivalent au point de vue de la contrôlabil i té.

En ce qui concerne les famil les de champs de vecteurs l inéaires, on peut

signaler le théorème de Gauthier-Bornard qui donne une condit ion néces-aire et

suff isante de transi t iv i té sur IRn -{0} :  c 'est ce théorème qui sera ut i l isé dans la

lère part ie de notre thèse. Dans la 2ème part ie,  nous ut i l iserons un théorème dt i  à

Jurdjevic-Sal let  donnanr un cr i tère de complète contrôlabi l i té pour les systèmes

aff ines sur IRn lorsque le système l inéaire associé est t ransi t i f  sur IRn - {  0}.

La première part ie de cetre thèse est consacrée à létude sur IR3 - {  0} des

paires de champs de vecreurs l inéaires {  A,B}.  Etant donné la complexi té du problè-

ffi€, il est il lusoire de vouloir obtenir une classification complète, du point de vue

de la transi t iv i té,  de ces paires {  A,B}.  Nous nous sommes donc l imités aux paires

{ A,B } où A est un champ de vecteurs l inéaires quelconque et B un champ de vec-

teurs ni lpotent d 'ordre 2.

En ut i l isant le théorème de Gauthier-Bornard, nous avons établ i  des condi-

t ions nécessaires et suff isantes de complète contrôlabi l i té pour ce type de paires-

Les cr i tères obtenus sont relat ivement simples et sont donnés sous forme

invariante ; il nous semble que quelque chose de profond se passe au niveau des

champs nilpotents sans que nous soyons en mesure de préciser quoi.

Dans la deuxième partie, nous établissons une classif ication des systèmes

aff ines dans le plan c'est-à-dire des systèmes du type :

i ( r )  =  nx( t )  +  u (ox( t )  +  b )

x(t)  e IR2 uelR

Un article esr déjà paru sur le sujet dans la revue IEEE écrit par Narendra

mais i l  comporte de nombreuses erreurs, crest pourquoi nous avons repris le problème

- en utilisanr une méthode différente - et nous donnons des conditions nécessaires

er suf f isantes (sous forme invariante) de complète contrôlabil i té ; ces condit ions

sont purement algébriques.

Pour étudier de tels systèmes, nous avons à notre disposition le théorème

de Jurdjevic-Sallet qui donne un critère de transit ivi té lorsque le système l inéaire

associé est transitif. nous avons examiné les autres cas et nous faisons apparaître
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que le système aff ine est transit i f  essentiel lement dans les cas où le système l i-

néaire associé lrest aussi ainsi qu' i l  sera précisé plus loin. On peut conjecturer que

ce résultat est encore vrai pour des dimensions supérieures.

point de

Dans la 3ème partie, nous exposons une méthode de classif ication, du

vue de la contrôlabi l i té,  des systèmes quadrat iques dans IR3 :

i ( t )  = Q(x(t))  + ub où Q est un champ de vecteurs

UCIR

dont toutes les composantes sont des polynômes homogènes drordre 2.

Ces systèmes sont très étudiés :  i ls apparaissent dans le contrôle de I 'at-

t i tude du satel l i te mais i ls ont aussi  leur intérêt propre puisque la di f férent iel le en

O du champ de vecteur Q est nul le,  la l inéarisat ion nrapporte aucun renseignement :

d 'oir  la nécessité d'étudier de tels systèmes même si  on se place d'un point de vue

local.

Ic i  encore nous ut i l isons le théorème de Gauthier-Bornard qui peut sradapter

aux systèmes const i tués de champs de vecteurs homogènes. Notre travai l  fourni t

une méthode qui permet de décider si  un système quadrat ique est contrôlable ou

non :  cette méthode peut aisément about ir  sur un algori thme et être programmée

zur ordinateur.
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l è re  PARTIE

CONTROLABILITE SUR IR3 - { O } D 'UNE PAIRE DE CHAMPS
DE VECTEURS LINEAIRES AVEC L'UN DES CHAMPS

DE VECTEURS NILPOTENT D 'ORDRE 2
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INTRODUCTION

Etant donnée une famil le F de champs de vecteurs l inéaires sur IRn, le

théorème de Gauthier-Bornard donne une condition nécessaire et suf f isante de

complète contrôlabi l i té pour F sur IRn - {  0}.

Stappuyant sur ce théorème, P. Adda a obtenu, dans sa thèse 3ème cycle,

une classi f icat ion, du point de vue de la contrôlabi l i té,  des paires {  A,B } de champs

de vecteurs l inéaires sur IR2. Le problème en dimension 3 étant beaucoup plus

compliqué, i l  est i l lusoire de vouloir  obtenir  une classi f  icat ion complète de tel les

paires, c 'est pourquoi nous nous sommes bornés à étudier les paires {  A,B } où B est

un endomorphisme ni lpotent d 'ordre 2 et A est quelconque.

Nous exposons dans cette partie des conditions nécessaires et suf f isantes

de complète contrôlabi l i té pour de tel les paires dans IR3 - {  O } ;  ces condit ions

sont données sous forme invariante et sont,  sauf dans un cas, part icul ièrement

simples.

La méthode de démonstrat ion consiste à examiner tous les cas possibles et

fai t  grandement appel à I ' importante not ion de normale accessibi l i té.
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PLAN DE LA PARTIE I

Cette part ie est divisée en 4 chapitres.

Chapitre 1 : . Après quelques généralités et le rappel de quelques notations nous

introduisons la notion de contrôlabil i té di lectionnelle pour les lamil les

de champs de vecreurs l inéaires. Les trajectoires d'une tel le famil le F

étant homothétiques par rapport à Itorigine nous voyons que cette

norion esr équivalente à la complète contrôlabil i té de la famil le F

"projetéerr de F sur tn-t.

.  Nous présentons ensuite un critère de complète contrôlabil i té pour

les familles de champs de vecreurs linéaires sur IRn - { 0 } dri à Gau-

thier-Bornard puis une amélioration de ce critère due à G. Sallet.

.  Dans le dernier paragraphe nous exposons lr importante notion de

normale accessibi l i té pour un système contrôlé, ce qui nous permet de

donner un crirère de contrôlabil i té simple pour les famil les de champs

de vecreurs en dimension 2 qui sera beaucoup uti l isé par la suite.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre nous exposons une condition nécessaire et suffisante

de complète contrôlabil i té pour une paire { A,B } de champs de vecteurs

l inéaires donnée sur IR3 avec A ni lpotent dtordre 2 et B tel que :

Spec B c IR.

Une tel le paire { A,B } est complètement contrôlable sur IR3 - { 0 } si

et seulement si :

i)  dét (A+B-rld) I 0 pour tout tr de Spec B

i i )T rAB<0

Chapitre 3 : Nous exposons dans ce chapitre une condition nécessaire et suffisante de

complète contrôlabil i té pour une paire { A,B } de champs de vecteurs

l inéaires sur IR3 avec A ni lpotent drordre 2, Spec B ç IR et avec la

valeur propre réelle de B égale à la part ie réelle commune de ses va-

leurs propres non réelles.

Une tel le paire { A,B } est complètement contrôlable sur IR3 - { 0 } si

et seulement si :

i)  dét (A+B-Àld) I 0 pour À€ Spec B 1 IR

i i )T rAB l0
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Pour terminer notre étude, nous exposons dans ce chapitre une condition

nécessaire er suff isante de_ complète contrôlabi l i té pour une famil le de

champs de vecteurs l inéaires donnée sur IR3 avec A ni lpotent d 'ordre

2, Spec B É IR et avec la valeur propre réel le de B di f férente de la

part ie réel le commune de ses valeurs propres non réel les-

Une tel le paire {  A,B } est complètement contrôlable sur IR3 - {  0 }  s i

et  seulement si  :

i )  (À  -s )dé t (R+e- r ld )  <  0

ou i i )  dé t (A+B-r ld )  #  0  e t  ( l -e ) t r  AB <  0

ou i i i )  dé t (A+B-À ld)  *  o  e t

T r+T, " ' { tnrctgl-Arctsï  #r.  
"  ) '  

7=îffi
o ù  B  s ' é c r i t

T1=T tAB

(sii)
e tT r=T1

dans une certaine base, ï = 
ft

t A B
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CHAPITRE 1

GENERALITES - DEFINITIONS ET NOTATIONS

1.1 .  SYSTEMES L INEAIRES

Défini t ion Soit  F une famil le de champs de vecteurs l inéaires donnée sur IRn ;

nous noterons S(F) Ie semi-groupe de di f féomorphismes engendré par

F. S(F) est déf ini  par :

s(F)  =  { " "o to" "o 'o . . .o . tooo /  t y t2 , . . . tp>  0 ,  A1, . . .o0 .  F  }

Nous noterons G(F) le groupe engendré par S(F) :

G(s)  =  { " t to to . . .ou 'ooo /  t , t r , . . . toe  IR A1, . . .Ap€ F}

Accessibi l i té Nous dirons que le point y est accessible à part ir du point x par le

système l inéai re F s ' i l  ex is te g,  é lément  du semi-groupe S(F)  te l

que y = q(x) .

Notat ion Nous noterons A(x,F) I 'ensemble des points de IRn accessibles à

part i r  de x par le système F.

Déf init ion Nous dirons que le système F est complètement contrôlable ou

transit i f  sur IRn - { 0 }si le semi-groupe S(F) opère transit ivement

su r  IRn  -  {o } .

Aurremenr dit :  F est complètement contrôlable sur IRn - { 0 } si et

seulement  s i  A(x,F)  = IRn -  t0 l  pour  tout  x  de IRn -  t  01.

Remarque I l  est évident que F est complètement contrôlable sur IRn - {  0 }  s i

er seulement si  -  F est complètement contrôlable sur IRn - tOl.
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Soit  F une famil le de champs de vecteurs l inéaires, on note Lie(F) I 'a lgè-

bre de Lie engendrée par F. Nous dirons que F vérifie la condition du rang en un

po in t  x  s i  d im L ie (F) (x )  =  n .

Un champ de vecteurs linéaires étant analytique, nous avons le résultat suivant :

Proposit ion Pour une famil le de champs de vecteurs l inéaires F,

opère transit ivement sur IRn - {0 } si er seulemenr

condition du rang en tout point.

le

si

group!  G(F)

F vér i f ie la

1.2. CONTROLABILITE DIRECTIONNELLE POUR UNE FAMILLE DE CHAMPS DE

VECTEURS LINEAIRES

Défini t ion Une famil le de champs de vecteurs l inéaires F est dite contrôlable

suivant les directions si de tout point de toure demi-droite issue de

I'origine on peur atteindre un point de roure demi-droite issue de

I 'or ig ine.

Autrement dit :  F esr contrôlable suivant les directions si :

V (x , y )  e  IRn - {0 }  x tRn- {0 } ,3e  e  IR I  t e l  que  o  ye  A (x ,F )

Remarquons qurune condit ion nécessaire pour qurun système l inéaire F soi t

t ransi t i f  sur IRn - tOl est que F soi t  contrôlable suivanr les direct ions.

Project ion sur Sn-l

Pour un champ de vecteurs l inéaires A nous avons utA.( l  *)  = À etA.* pour

tout (r , ,x)e tR X IRn, ceci  impl ique que les trajectoires de A sonr homothét iques

par rapport  à I 'or igine.

La trajectoire issue de Àx est homothétique par rapport à lrorigine à la
trajectoire issue de x.
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Ces considérat ions permettent de montrer la proposit ion suivante :

Les project ions sur Sn-l  des trajectoires drun champ de vecteurs

néaire A sont les trajectoires drun champ de vecteurs A (appelé

projeté de A sur sn-1) déf ini  par :

À(* )  =  A(x )  -  (  Ax ,  x  )  x  pour  tou t  *  de  sn- l .

t A
Posons e r(x) = 

ffil 
oout t IR et x tn- t

Montrons que la famil le {q ,}  IR est un groupe à un paramètre de

d i f féomorph ismes A"  S-1

eo(x)  = x

o, (x)  S-1 pu,  déf in i t ion deq r

Proposit ion

Démonstrat ion

On peut alors définir

paramètre est g 
t en posant

Â(*) = :t  v,(*) 
|  ,=o

, t A  \  r  t A
t e  . x . r = A e  x

t A  
" t A . xr  r - s A  - - r  I

o o o ( x ) -  l l e - ' x l l
Y  t - Y s  

\ " /  s A

l l  e t ^  e  -  '  x  l l
l l  l l" 'A.,. l l l l

l i -

le

" ( t+s)A 
.  x= 

lftda . .1;

champ de vecteurs
- 1

sur Srr-r  dont le groupe àAun

d
u t F

. dpulsque ar

d
iiî

/ \  A " t A  x
9r (x /= læ-

| |  e .* l l

l l  " rA 
.  * l l  - '  " tA ' - I ,  

A" tA *

l l  " tA 
.*  l l

a  
" tA  

.  * ,  A " 'A  * ,  
" 'A  

.  x

l l " tA .*  l13

( t+s)A
e '  .  x
' sA  '

E  , X

e '  r  X

l l " 'A '* l l

on obt ient
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=  Ax  - (  x .  Ax )  xd ' o ù  À ( * )

Remarque

Le terme < Ax,x > est la composante radiale du vecteur Ax relat ivement à

Sn- l ,  Â( * )  
" r ,  

la  "composante  tangent ie l le r 'à  Sn- l  du  même vec teur .

Remarquons aussi que cette propriété reste vraie pour un champ de vecteurs

X donné sur IRn dont toutes les composanres sont des polynômes homogènes de

mêm.e degré ( les trajectoires de tels champs de vecteurs sont également homothét i-

ques par rapport  à l ror igine).  Cette propriété n'est évidemment pas vér i f iée par un

champ de vecteurs en général .

Proposit ion

il
Soient A et B deux champs

ont même project ion ,u,  S-1

que B = A +orld

vecteurs l inéaires sur IRt,  A et B

et seulement si  i l  existe or réel  tel

de

s i

Démonstrat ion * Supposons B

(A  * r l d )x

Supposons
Àx=Bx

donc pour

(R-g )x  =

x

x

= f i

=Ax

=Ax

=Ax

=Ax

=Ax

+ e  I d

+ c x  -

+ o x  -

- ( A x ,

_ ( A x ,

A x + o l x r x ) x p o u r x  S n - l

A x r x ) x - o ç X r x ) x

)  x  +  a x ( l  - <  x ,  x > )

)  x  car l  lx l lz  = t

que Ax = Bx
G> (R-g)x =

pour tout * de S-1
(<Ax,  x> -  < Bx,  x>)x

tout x de IRn, i l  existe o (x) tel  que

a(x)x donc A-B est une homothét ie.

<[x ,x>x
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On peut conclure de ce paragraphe que :

Une famil le de champs de vecteurs l inéaires F donnée sur IRn est contrô-

lable suivant les direct ions si  et  seulement si  la famil le projetée F est contrôlable
^n- 1sur )

1.3.  LE THEOREME DE GAUTHIER-BORNARD

Ce théorème expose une condit ion nécessaire et suf f  isante de complète

contrôlabi l i té pour une famil le de champs de vecteurs l inéaires.

Théorème Soit  F une famil le de champs de vecteurs l inéaires donnée sur IRn

{0},  F est complètement contrôlable sur IRn - {  0 }  s i  et  seulement

s i :

i) F vérifie la condition du rang en au moins un point

i i )  F est contrôlable suivant les direct ions (ce qui revient à dire :  F

contrôlable sur Sn-1)

i i i )  F admet une direct ion rentrante et une direct ion sortante.

Précisons ce dernier point :

*  F admet une direct ion rentrante signi f ie :

f x e l R " -  { 0 } ,  f  , p e S ( F ) , f À e 1 0 ,  1 [  t e l s  q u e s ( x )  = L *

* F admet une direct ion sortante signi f ie :

l l y  e tRn -  {0 } , loes(p ' ) ,1u .  11 ,  1 - [  te ls  que0 (y )  =  uy

Nous ne donnerons pas la démonstration de ce théorème qui se trouve dans

Remarques 
,,

- les points i) et i i )  impliquent que F vérif ie la condit ion du rang en tout

point

- si F contient un élément avec une valeur propre de part ie réelle < Oet si

F contient un élément avec une valeur propre de part ie réelle > 0 alors

le point i i i )  est évidemment vérif ié.
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Ce théorème a été amél ioré de la façon suivante par G. Sal let  :

Soit  F une famil le de champs de vecteurs l inéaires donnée sur

avec n )  3,  F est complètement contrôlable sur IRn - {  0} s i

seulement si  :

i )  Ë 
"r ,  

t ransi t i f  su. St- l

i i )  S(F) est non borné, c 'est-à-dire :

.  yNelRf ,  f  xe IRn - {  0 } ,  I  <pe S(F) tels que

. V e e  I R * , l y e l R n  -  {  0 } , l Q . S ( F )  t e l s  q u e

Théorème

Démonst rat ion

IRN

e t

l l* l l
l l+(*) l l
l l r l l

>N

<É

ce théorème

Gauthier-Bor-

Nous al lons montrer ^que les

entraînent les condit ions i ) ,  i i )

nard.

* Montrons tout d 'abord que

condit ion i i i )  du théorème de

l isons le lemme suivant :

condit ions i )  et  i i )  de

e t  i i i )  du  théorème de

les conditions i)

Gauthier -Bornard.

et i i )  entraînent la

Pour cela, nous ut i -

L e m m e

Démonstrat ion

( t r , . . . tu)

n en ( t l , - - -  ,  [ )

Par appl icat ion du théorème

ouvert u x contenant x et un ouvert Vv

Si un système F est transit i f  sur un espace compact M, i l  existe un

sous-système f ini de F, transit i f  sur M en un temps borné.

Dtaprès un résultat de Siissmann, F est normalement transit i f ,  crest-

à-dire :

v(x ,y)  .  M2, lx l ,  x2, . . .xk  F et  ( t i  , . . . r1  ) .  tRT te ls  que

1 1 .

Y = X,roo ...  o xf.(x) et I 'application :' 1  ' k

*1, o ... 
" 

x[ (x) est de rang

des fonctions implicites, il existe donc un

contenant y tels que tout point de Vy soit
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On  adonc :  M  X  M  -  U  ,  Ux  X  Vye t  pu i sque  M  X  Mes t  compac r :
( * , y )  M '

M X M = Û Ux.  X Vy.  ce oui  démontre le  lemme.
| ' l '

l = l

Appl iquons ce lemme à M = 5n-1 et F un système de champs de vecteurs

l inéaires sur IRn :  i l  existe Fo = {  Al , . . .Ap } sous-système f ini  de F tel  que Ëo soit

t rans i t i f  sur  Sn- l  en  temps borné,  par  cànséquent  pour  I  e  S(Fo)  l lq l l  es t  
-borné

donc :

!  (n,e)  t* Ï

et tout x de

D'ap rès  l e  po in t  i i )  l xE  IRn  - {  0 } ,  lO .S (p )  t e l s  que < 1
B

$=r

q tz )

eeS(F) tels que > 1
Â

De même ,  l y .  IRn  -  {0 } ,  ]

i l  existe ç.S(Fo) tel que e (e(y)) = u t

o **=  t
| |v  t l
t t t l

donc  u€  ] 1 ,  -  [

tels que : A r( 'Ïfif -< B pour tout e de S(Fo)

rRn  -  {0 }

I  lo(") |  |
l l . l l

i l  ex is te  QeS(Fo)  te l  que q( t l , ( * ) )

er :  l lq(+(*)) l l  = l l ,e !o(.))  l l
l l .  l l  ; ;atxr11

donc r.e ]0,tI

=Àx

l lo(* ) l l  <  B x

l l " l l

l le(x) l l
l l . l l

y" g tr)

I  lq o,o(v) l  I  I  le (v) l  I
1;etrr ; ;  l lv  l l
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* I l  nous reste à montrer que les points i )  et  i i )  du théorème entraînent la con-

di t ion du rang. Pour cela nous ut i l isons le théorème suivant :

Théorème de Montgomery

Soit  G un groupe de

compacte simplement connexe

G qui opère transi t ivement sur

( ç , x )

connexe qui opère transi t ivement sur une variété

I l  existe un sous-groupe maximal compact K de

Lie

M .

M .

est laissé invariant

f
= l  <  kx ,ky  >  dk
Jk

Posons M = Sn-l ,  Sn-l  est compacte simplement connexe (n > 3)

soit  G = G(F),  Ë 
"r ,  

t ransi t i f  su, Sn-l  par conséquent le groupe G opère transi t ive-

ment sur St- l  pa, l 'opérat ion :

GX52 S2

q  ( x )

rmTr
I l  existe donc un sous-groupe K compact de G qui opère transit ivement

Soit dk une mesure de Haar définie sur K et qui soit de masse totale 1.

Pour  (x ,y)  e lRn X IRn posons :  e(x ,y)  = |  <kx,ky > dk
Jk

est un produit scalaire qui
f

o(k ' x , k ' y )  =  |  <kk ' x , kk ' y>  dk
Jk

de Haar par translat ion.

^n-1sur )

par les éléments de K :

du fait de lr invariance de la mesure

Appelons 5rn-1 la sphère unité relative au produit scalaire o, K opère

transit ivement su, St-l  par l 'opération décrite plus haut, donc K opère transit ive-

ment sur les directions, donc K opère transit ivement sur 5rn-1 par l topération:

K X S' t r - l  - *  5rn-1

( ç , * )  
+  

q ( x )

(pour  tout  (q ,x)  de K x S 'n- l ,  q(x)  e  5rn-1 puisque le  produi t  sca la i re  0 est  la issé

invariant par les éléments de K).

*  on  peu t  donc  d i re  que  pou r  tou t  ( x , y )e  IRn  - {  0 } ,  x  IRn  - {  o }  t e l s  que  l l  * l l e=

l l r l l " ,  i t  ex isre une t ra jecto i re  rp de KCG(F)  te l le  que I  (x)  = y t  la  t ra jecto i re
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permettant de passer de x en y restant inscrite sur la sphère passant par x relative

au produit scalaire o .

* L'hypothèse i i)  du théorème assure que de toute sphère relative au produit sca-

laire O on peut atteindre toute sphère relative au produit scalaire o grâce aux tra-

jecto i res de S(F)  c  G(F) .

Conclusion Les deux points qui précèdent permettent d 'af  f  i rmer que G(F) est

transi t i f  sur IR3 - {0 i  et  donc F vér i f ie la condit ion du rang en

tout point de IR3 - {  o } .

Remarque Si la famil le F contient un champ de vecteurs l inéaire ni lpotent, la

l[  condit ion i i)  du théorème est vérif iée-

Démonstrat ion Soit  N F un ni lpotent,  dans une certaine base, on aura :

Mat N - 
IO 1:0 \ tes éléments de la sur-diagonale étant

lq o'-\l
\Ô \o/

égauxà0ou1 .

Par conséquent la droite dtéquation

x1=tx t+ tx i

*z=*L
*3=o

x -0
n

es t  une  t ra jec to i re  de  N  r r  ,N  _  *  l lpourxj  40et t î=oona:" f f i =  t  +  t  ( r >  O )

cette quantité peut donc être rendue aussi grande que lron veut

pou r l x ro  =  - I t  ( t  >  O )

t
[ * j =  I
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l l  
" tN  

-  *  l l  Io n a :  = t f l

l l . l l

cette quantité peut être rendue aussi petite que lron veur C.e.F.D.

1.4.  NORMALE ACCESSIBILITE

Déf  in i t ion Soit M une variété différentiel le (de classe C-, connexe) er F une

famil le de champs de vecteurs donnée sur M.

Nous dirons que le point y esr normalement accessible à part ir du
point x si :

- i l  existe X I . . .  XP dans F

-  i l  ex i s t " , i . . .  t f  R  rée l s  >  0  te l s  que

y = x: o...oXf,'1  . i

( t1 ,  to)  -e

M en (t i  ,  . . .  t i )

(x)  e t  s i

*1, o.. .o

I ' app l i ca t i on :

xl (x) est de
p

rang la dimension de

Remarques

1) Si le point y esr normalement accessible depuis le point x

depuis y, alors z esr normalement accessible depuis x. Si le

et  s i

point

z est accessible

y est normale-

z,  a lors  y  estment accessible depuis le point x er si x esr accessible depuis

normalemenr accessible depuis z.

2) Soit  y un point normalement accessible depuis x,  par appl icat ion du théorème

des fonct ions impl ic i tes, on peut montrer l texistence drun ouvert  U x contenant

x et drun ouvert  Vy contenant y tels que tout point de Vy soi t  normalement

accessible à part i r  de tout point de U x.

3) En part icul ier si le point x est normalement auto-accessible, i l  existe un ouvert
U contenant x tel que tout point de U soit normalement accessible à part ir de
tout point de u par le sysrème F aussi bien que par le système opposé - F.
Ainsi, dans le cas drun point normalement auto-accessible, i l  y a locale complète

contr'-'rlabilité au voisinage de x.



Dans la

L e m m e

Démonstrat ion

Remarque I

I  ee S(F)  te l  que 0 (xr )  = x2

donc  z  =  0 -1  oeoq (y )

_19_

suite nous nous servirons abondamment du lemme suivant :

Soit  M une variété et F une famil le de champs de vecteurs sur M.

Soit  x un point de M normalement auto-accessible par le système

F. Supposons que de tout point de M on puisse atteindre un voisinage

arbi traire de x par le système F ainsi  que par le système opposé - F'

alors F est t ransi t i f  sur M.

x étant normalement auto-acceSsible, i l  existe un ouvert  U conte-

nant x tel  que tout point de U soit  normalement accessible à part i r

de tout point deU .  Soient y et z deux points de M,

J  e€  S(F)  te l  que q  (y )  =  x t

I  pe  S( -F)  te l  que 4 'Q)  =  xz

or xZ est accessible à part i r  de x,  donc :

)
ï

Si  le point x est at tract i f  pour un champ X de F et pour un champ

y de -F, alors le lemme est vér i f ié.

Remarque 2 Supposons que dim M = 2, soit F une famille de champs de vecteur

donné sur M. Supposons que le point y de M soit accessible à partir

du point x :

J  t , t 2 , . . .  t pe  IR* ,  Jx l  . . .  XP  e  F  te l s  que  :

v  = X1 o . . .  o  x? (x) ,  s i  i l  ex is te i  t  1 ,  2 , . - -  p l  te l  que les'  t l  ' p

trajectoires àe Xi et Xi*1 soient transverses au point * i+1 o
t i *1

o Xl (x), alors le point y est normalement accessible à part ir de

x .P



. rt:i

:  :F .

- 20 -

CHAPITRE 2

Nous é tud ions  ic i  la  cont rô lab i l i té  sur  IR3 -  {O}  d 'une pa i re  {R,n}  de

champs de vecreurs l inéaires oir  A est un endomorphisme ni lpotent drordre 2 (A I  0

et A2 = 0) et B un endomorphisme dont toutes les valeurs propres sont réel les. Le

théorème suivant donne une condition nécessaire et suf f isante de transitivité sur

IR3 -  {o }  pour  une te l le  pa i re .

Théorème 1

Remarques

Soit  A un endomorphisme ni lpotent d 'ordre 2 de IR3, B un endomor-
?

phisme de IR" ayant toutes ses valeurs propres réelles.

La paire { A,B } est complètement contrôlable sur IR3 - { 0 } si et

seulement si :

i)  dét (e+g-rtO) I 0 pour tout I '  de Spec (B)

i i )T rAB<0

Puisque A est de

condition équivaut

Lorsque Tr AB I

I de B exprime

équivalent à dire,

plan invariant par

t race nul le,

donc à :  Ki l l

K i l l  (A ,B )  =  6xT r

(A ,B )  <  o

AB,  la  2ème

valeur propre

ce qui est

droite ou de

o,  dé t  (R+e- r ta )  |  o  pour  tou te

exactement la condit ion du rang'

dans ce cas, qur i l  nty a pas de

A e t B .

Ce théorème pourrai t  donc srexprimer de la façon suivante :

Théorème 1r

Rappelons enfin que,

b i l i té  de la_pai re {  A,B }  sur

projeté t À,g t su, 52.

La paire de champs de vecteurs l inéaires {. R,a }

contrôlable sur IR3 - t  o I si et seulement si :

i)  le système { A,B } vérif ie la condit ion du rang sur

i i )  K i l l  (A ,B )  <  o

est complètement

rR3 -  t0 l

puisque A est ni lpotent, établir la complète contrôla-

IR3 - { o } revient à établir la transit ivi té du système



Nous al lons démontrer le théorème précédent en étudiant tous les cas pos-

sibles pour B, auparavant nous al lons préciser I 'al lure des trajectoires de A su, 52.

Dans une certaine base (i, j, k) nous avons Mat i{ = 
fO 

0 O\

lo  o 0 l
\ tooJ
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?
Dans IR" les trajectoires de A sont :

-  un plan de points singul iers :  le plan < j ,k >

- des droi tes de vecteur directeur k,  parcourues dans le sens des z croissants si

lron esr du côté du plan où les abscisses sont positives, dans le sens décroissant

sinon.

Choisissons comme norme eucl idienne la norme rendant la base ( i , j ,k)  orthonormée
)

et soi t  S- la sphère unité associée.

Par project ion des trajectoires de A su, 52 nous obtenons :

-  un grand cercle de points singul iers :  le grand cercle intersect ion de 52 et du

plan < j ,k >

- des méridiens :  ces méridiens sont parcourus dans le sens ascendant si  l ron est

dans la demi-sphère des abscisses posit ives, dans le sens descendant sinon (voir

f igure  1) .



: - .  ,  : g - : .
t

, .i: ;*-*. t
. :  +  -

t l

. ' . , : ' ,  , * i '  : ' '  j '
'.: E

E

- 22 -

\

\

. \

\  
- -

I

I

Figure 1 : Trajectoires du champ À *, S2.

Dans le système dtaxes (O*, Or, Or) la matrice de A est :

l0  o o l
t l



Dans une certaine base Mat 
" 

= 
(l 

; i)
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ler  cas :  B est une homothét ie de rapport  À.

I l  es t  c la i r  que,  dans  ce  cas ,  la  pa i re  {  A ,B}  n tes t  pas  complè tement

cont rô lab le  sur  IR3 -  i  0 I ,  car  {A ,B}  ne  vér i f ie  pas  la  cond i t ion  du

rang.

Notons que dét (A+B-ÀId) = dét A = 0.

2e cas : B ne possède qu'une seule valeur propre réelle, le sous-espace propre

associé étant de dimension 2.

3e cas : B ne possède qurune seule valeur propre À , le sous-espace propre

associé étant de dimension 1.

/ r  1  o \

Dans une certaine base Mat e = | o ^ t I
\o o À/

B ayant même projection su, 52 que B-).Id, nous supposons dans la suite que tr - 0,

donc que B est ni lpotent d 'ordre 3.

Nous cherchons tout d 'abord à trouver une base oùr A et B srécr ivent sous la forme

la plus simple possible.

-  A  e s t  n i l p o t e n t  d ' o r d r e  2  d o n c  d i m  K e r  A = 2  e t  I m  A c  K e r  A

-  B  e s t  n i l p o t e n t  d t o r d r e  3  d o n c  d i m  I m  B  = 2  e t  K e r B c  I m  B

I l  nty a pas, dans ce cas, complète contrôlabil i té sur IR3 - t  O l pour le système

{A,B} . . fooo\
En ef fe t  :  B a même pro ject ion su,  52 que B-Àld.  Mat  ta+rO) ={o 0 1 l

\o ooJ

par conséquent le grand cercle intersection de 52 et du plan xOy est composé de

points singuliers pour B et comme parmi_les orbites de A i l  existe également un

grand cercle de points singuliers A et B ont au moins deux points singuliers en

commun donc {A,B} nrest pas transit i f  sur 52.

Notons que, dans ce cas, dét (n+e-rld) = 0 (puisque dim (Ker A n Ker (B-rld))>1



S i o n a v a i t K e r B c K e r A , l a d r o i t e K e r B s e r a i t s t a b l e p a r A e t B e t i l n ' y

aura i t  pas  t rans i t i v i té  de  i  A ,n  l  sur  IR3 -  {O} ,  e t  dans  ce  cas  dé t  (R+g)  =  0 '

* Nous supposerons dans la suite que Ker B Ê rql-4-

-24 -

Dans ce cas Im B * Im A et on Peut

soit  un vecteur directeur de Ker B et j

t rouver une base ( i , j )  de Im B tel le que

un vecteur directeur de Im B n Ker A-

* Nous supposerons dans la suite que Im A É Im B.

Dans ce cas, on peut trouver un vecteur k tel  que ( i , j 'k)  forme

et tel  que k soi t  un vecteur directeur de Im A-

Dans la base ( i , j ,k)  les matr ices de

/o o o\
MatA= lo  o  o l  MatB=

\"ool

s t é c r i v e n t :

b r \
I

c '  I  a v e c  a r c r  +  0

ol
-  {0 }  est équivalente à

système { e,n }  par son

A e t

r:
\o

B

a '

0

0

La cont rô lab i l i té  du  sys tème tA ,B)  sur  IR3

du sys tème {  -A , -B  } ,  qu i t te  à  remplacer  le

s u p p o s e r  q u e  a  a r c >  0 .

Kù' A

$

t r rB

^

Dans le cas oir  Im A c Im B ( i .e.  j  est vecteur

le plan Im B est stable à la fois par A et B,

l i t é  d u  s y s t è m e  t R , g  ) s u r  I R 3  -  { o } -

Dans ce  cas  dé t  (n+e)  =  0  pu isque Im (A+B)  c

directeur de Im A) i l  est c lair  que

et  i l  n 'y  a  pas  complè te  cont rô lab i -

Im B et donc dim tm (R+s)  <  2 .

une base de IR3

la contrôlabi l i té

opposé on peut

t,



Dans

[ "

l''
l l r

posons :

1
â '  J

I
E' k

( l r

0

0

0

Dans la base l r) nous

M a t  A

ce cas

- i
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avons :

e t M a t B = fi:)
lz,

: )fi
avec q,  = a ar  c '  >  0 et  b  = 

#,

Choisissons comme norme eucl idienne la norme rendant la base ( l r ,  lZ,  l f )

orthonormée et soi t  52 la sphère unité associée.

Nous al lons décrire les trajectoires de À 
",  

Ë ,u,  52.

trajectoire" de Â 
"u, 

52 ont été décri tes plus haut

équations des trajectoires de B sont données par :

*  Les

* Les

x

v
z

2
= Z t

%
= z t +

o

= r O

* ( y o + b ) t + x o

yo

Les orbites de B sont :

- un axe constitué de points singuliers

- des droites situées dans le plan xOy

- des paraboles situées dans des plans

:  I 'axe Ox

strictement paral lèles à Ox

strictement paral lèles à xOy

On en déduit  pour B :

-  l e s  p o i n t s  ( 1 , 0 , 0 )  e t  ( - t , 0 , 0 )  s o n t  s i n g u l i e r s

- l 'équateur est stable pu, Ë

-  p o u r  t o u t  p o i n t  x  d e  I ' h é m i s p h è r e  N o r d , l i m  Ë r ( x )  =
t+-@

l im  Ë
t++@

. (x )  =  ( t ,  o ,  o )
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1.  Cas o i r  Tr  AB > 0 ( i .e .  b  > 0)

Vu les équat ions des trajectoires de B, i l  est c lair ,  dans ce cas, que le

q u a d r a n t { ( * , y , ù  t R 3  /  x  >  0 ,  Y  >  0  e t  z  >  0  } e s t  s t a b l e  p a r  A  e t  B ; i l  n ' y  a

donc  pas  complè te  cont rô lab i l i té  pour  le  sys tème {R,e} .

2. Cas où Tr AB < 0 ( i .e.  b < 0)

Nous al lons montrer la transi t iv i té de { À,8 }  sur 52-

)
Pour cela, nous démontrons tout d 'abord que les pôles de S-

auto-accessibles.

pour les expl icat ions qui suivent,  on pourra se reporter à la

C I 'orbi te de B passanr par le pôle Nord, cette orbi te a pour équat ions

t2/2 * bt
X =

l l ' l l
y -  t  où l l . l l 2=GZlz*b t )2* t2+r'  

| ' l l
1

Z =

i l ' l l

L"",
-1

sont normale- |
J

f  igure 3. Soit

puisque_b ( 0, i l  est possible d'atteindre à part ir du pôle Nord et à I 'aide du

champ B un point M, 
/.r\  

tel que x, < 0, Yl > 0, zr> 0-

I  Yr l
lr i l

La trajectoire de À passant par M, étant le méridien

sens descendant, il est possible d'atteindre un point M,

M, pouvant être choisie

Mt parcouru dans le

avec xZ < 0, yZ> 0

proche de

passant par le point M, sont données par

de
^ l

| *z\

\'41
arbit  rai  re mente t

0.

Les

X =

v-

Z =

,2 .  0 ,  la  la t i tude o,  de

équations de la trajectoire deB
,,

z, to/z * (yz + bzr)t + x,

,Z t *Yz

)rl' t t
I  t .  I  I
t t  t l
t t  t l

t  r a  i cn f  o i  r ê  aô r rneC o t t c le  sra.nd cerc le v  = 0 D o u r t = r ^ = - y ^ ( t . > 0 )
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er x(to) = - y27zr, - b y, + x,

= çoS 02

| | ' t l

| | ' t l

/  
-  cos  o rs inze ,

\  -7x i "%
-  b  s i n  g2  +  cos  r r )

où 02 désigne la lat i tude du point MZ,9z sa longitude-

S i  e2  es t  cho is i  su f f i samment  p roche de  0  (eZ.  0 )  i l  es t  c la i r  que x ( t " )  >  0 ,  par

conséquent,  à part i r  du point M' on peut atteindre grâce au champ B un point M,

s i tué  dans  I 'hémisphère  Sud e t  de  long i tude p3 .0  a rb i t ra i rement  p roche de  0 .

* Sur l 'orbi te C de Ë passant par le pôle Nord, on peut trouver un point MO si tué

dans I 'hémisphère Nord de longitude g 
4 

< 0 arbi trairement proche de 0 ;  ce

point M 
O étant,  de plus, s i tué avant le pôle Nord sur la trajectoire C- Choisis-

sons q3 = I  4,  
la trajectoire de A passant par M, étant le méridien de M, Par-

couru dans le sens ascendant,  Mo est accessible à part i r  de MS grâce au champ

Â ; le pôle Nord est accessible à part i r  de Mo grâce à B-

* Nous avons donc montré que le pôle Nord est auto-accessible, les trajectoires

de À et Ë ér"n, rransverses en M' le pôle Nord est normalement auto-accessi-

ble. Par symétr ie le pôle Sud est également normalement auto-accessible.

I l  existe donc un ouvert  Ul contenant le pôle Nord, un ouvert  U, contenant le

pôle Sud tels que tout point de U 
i  

( i  = 
! ,  _Z) 

soi t  normalement accessible à

parr i r  de tout point de U, par le système { A,B } ainsi  que par le système opposé.

)
Démontrons que, de tout point S",  on peut atteindre un point de U 

,
s y s t è m e s  {  A , B  } e t  { - A , - B } .

Soit  Mo un point de 52, on peut toujours supposer que Mo D'est-  pas singu-

l ier pour Â 
"u, 

i l  existe t  > 0 tel  que n, {r t ro) n 'est pas singul ier pour A. A part i r

de Mo, i l  est c lair  que I 'on peut atteindre un point de U_l 
_ou 

de U 
,  

grâce au

champ Â.  S i  on  a t te in t  un  po in t  M,  de  U 
, ,  le  sys tème {  A ,B}  permet  d 'a t te indre ,

à part i r  de Ml,  un point de M, de UZ d'abscisse posit ive, la trajectoire de A pas-

sant par M, étant le méridien de M, parcouru dans le sens ascendant, il est_possi-

ble d'at teindre un point M, de U 
t  à part i r  du poin^t M, et grâce au champ A.

*'u"1
[".
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Conclusion Il existe un ouvert U t

')
que_tout point de S- puisse

{n ,n  }  a ins i  qu tau  sys tème

à 
_part i r  

de tout point de

{R.g }  est donc transi t i f  sur

ètre ramené en U t
opposé, tout point de

U.r1 grâce au sYstème

so.

du pôle

grâce au

-Yr est
{A ,B  } ,  l e

Nord  te l

système

accessible

système
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Trajectoires de B sur

Mat B = [ :  ;  i )

s2, d"n, le système draxes (ox, oY, 0z)

avecb>0

Figure 2 :
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/  -  -  ----{ \ \ , .
__

I
t
v
t
t
I
{.

-l
l'1j

Nous avons représenré les trajectoires de Ë sur 52 ainsi que la

jectoire drauto-accessibi l i té du pôle Nord.

Dans le système d'axes (0x, 0y, Oz) la matrice de B s'écrit  :

Figure 3 :

(: I :\
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4e cas : B possède deux valeurs propres réel les dist inctes e et B ,  la dimension

du sous-espace propre associé à a étant égale à 2.

Dans une certaine base Mat B =

Dans ce  cas  le  sysrème {A,B}  n res t  pas  t rans i t i f  sur  IR3 -  {  0 } -  En e f fe t ,

B a même project ion ,u,  52 que B -a Id,  or le plan xOy est const i tué de points

singul iers pour B - a Id,  par project ion sur 52, on voi t  donc que le grand_cercle

intersect ion de 52 et du plan xOy est composé de points singul iers pour B. Par

ai l leurs nous avons vu que parmi les trajectoires ae À sur 52 se trouve également

un grand cercle de points singuliers, par conséquent À et B ont au moins deux

points singul iers communs ,u, 52, le système tÀ,Ë I  n 'est donc pas transi t i f  sur 52.

Notons  que,  dans  ce  cas ,  dé t  (A+B -a ld )  =  0  car  d im (Ker  A  ( tcer (g -o td ) )  >o '

5e cas : B possède deux valeurs propres réelles dist inctes, la dimension des

sous-espaces propres étant égale à 1.

Dans une certaine base Mat B =

B a même projection sur 52 que B -cld, par conséquent on peut toujours

supposer que o = 0 ; de plus, quitte à étudier la contrôlabil i té du système { -A,-B }

au l ieu de {ArB} ,  on peut  tou jours supposer  que B>4.

Enfin la complète contrôlabil iré d'un système {A,B} sur IR3 - { 0 } est équivalente

à la complète contrôlabil i té drun système { AIB } pour tout À posit i f  ,  on peut donc

supposer  que  B -a=  1 .

( : ; : )

(:;i)

O n  s r e s t

drordre 2 et oùr B

donc ramené à

a pour matr ice

lo  1 o\
t l
lo  o o l
l l
\o  o tJ

l 'étude drun système {A,B} où A est

dans une certaine base :

M a t B =

ni lpotent
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Nous cherchons tout dtabord une base de tR3 dans laquel le A et B srécr i-

vent sous la forme la plus simple possible.

A  es t  n i lpo ten t  d 'o rdre  2  donc  d im Ker  A  =  2  e t  Im A C Ker  A

K e r  B  C  I m  ( B  -  I d )  e t  d i m  I m  ( B  -  I d )  =  2

Soit  P le plan P = Im (B - Id)

* Le plan P est stable par B, s i  on avait  Im A C P, ce plan serai t

stable par A er i l  n 'y aurai t  pas complète contrôlabi l i té du système

rR3  -  {0 } .
Dans ce  cas  on  aura i t  dé t  (R+B -  Id )  =  0  car  Im (A+B -  Id )  =  Im (B

On suppose dans la suite que Im A fr, P

éga lement

{  n,e } sur

- rd).

* Dans ce cas, on peut trouver

- i  soi t  un vecteur directeur

- (i,j) soit une base de P

- k soi t  un vecteur directeur

- dans cette base : Mat B =

une base ( i , j ,k)  de IR3 tel le que :

de Ker B

d e l m A

ft; :)
\o orJ

Si on avait d = 0, alors le plan P engendré par i  et k serait stable par B

ainsi que par A car i l  contient l l image de A, i l  n'y aurait alors pas transit ivi té du

système {A,B }  sur  IR3 -  {O} .

Dans ce cas on aura i t :  dét  (A+B) = 0 puisque tm (n+g)  Cp' .

On suppose dans la suite que d I O

Posons alors :

- i

t  C  - \ .=  \  a  
+  r / l  +  J

1 ,=a K

I t

lz

lr

(::l)(:ii)Dans la base (lr,  12, l) Mat B = e t M a t A =
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Eliminons encore deux cas part icul iers :

-  s i  a = 0, la droi te de vecteur directeur i  est stable par A et B, le système

{A,B}  n res t  pas  t rans i t i f  sur  IR3 -  to } -

Dans ce cas dét (A+g) = o

-  s i  b  =  0 ,  la  d ro i te  de  vecreur  d i rec teur  j+  k  es t  s tab le  par  A  e t  B ,  le  sys tème

{A,B }  n res t  donc  pas  t rans i t i f  sur  IR3 -  {o } .

Dans ce cas dét (n+g-td) = o

Nous supposerons donc, dans la sui te,  que a I  0 et b l0

D a n s  c e  c a s  d é t  ( n * e ;  =  a  l 0  e t  d é t  ( A + B - l d )  =  b  I  0

Al lure des trajectoires de À et Ë sur 52

* Les trajectoire. de Â sont :

-  Un grand cerc le  g rand C de po in ts  s ingu l ie rs :  C  es t  le  g rand cerc le  in te rsec-

tion de 52 et du plan d'équation ax + by = Q

- Des méridiens si tués de part  et  d 'autre du grand cercle C, ces méridiens sont

parcourus dans des sens di f férents suivant que I 'on est dans I 'une ou lrautre

demi-sphère déf inie Par C.

Notons D, la 
$emi-+hère 

déterminée par le grand cercle C et contenant

le point de coordonnéesf ô1, O, la demi-sphère symétrique de Dr.

to/
- Si a > 0 les trajectoire. de À passant par les points de D, (resp. Dr) sont des

méridiens parcourus dans le sens ascendant (resp. descendants)-

. Si a <0 les trajectoires de Â p".rtn, par les points de Dt (resp. Dr) sont des

méridiens parcourus dans le sens descendant (resp. ascendant)-

Les trajectoires de À .orrt représentées figure 4-
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Les équat ions des trajectoires ae Ë sont données par :

x ( t ) = ( y . - z o ) t + x o

y ( t ) = r o " ' * y o - z o

z(t)  = Tost

.  B possède deux vecteurs propres :  les vecteurs el  et  eZ + e3

.  l e s  p l a n s d ' é q u a t i o n s  z = 0  e t  y  -  z = 0  s o n t  s t a b l e s p a r  B '

On en déduit pou, Ë ,

-  les  po in ts  P(1 ,0 ,0 ) ,  P ' ( -1 ,0 ,0 )  e t  Q@, 'E /2 ,J -z /2 ) ,  Q ' (0 , -J -z lz , -J7 /z )  son t  des

points singul iers pour B.

- l 'équateur et le grand cercle intersect ion de 52 et du plan d'équat ion y -  z= O

sont stabl", pu., Ë-

- le bassin d'at tract ion du point Q est I 'hémisphère Nord

le bassin dtattract ion du point Qr est I 'hémisphère Sud

- pour le champ oPPosé - g ,

le bassin drarr racr ion du point P( resp. P')  est la demi-sphère déf in ie par

y - z < 0 ( r e s P . Y - z > O ) -

Les trajectoires de Ë so.rt  représentées f igure 5.
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Nous avons représenté

r{ f a *oc ôw ôrr ôz l\rt a t

les trajectoires

^ = [ :  : : \

de À sur s2, dans le systèmeFigure 4 :
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Nous avons représenté les

^ - - ^ . : - ^  J r ^ . . ^ -  ^ -  ^ , ,  n .

t  ralectoires du champ(:: r\
Figure 5 :

À i l o t  R

;  sur s2, dans le



37 -

Montrons mainrenanr que le système {A,B} est transit i f  sur IR3 - to} si

et seulement si Tr AB < 0.

Nous montrons tout d'abord que le système {A,B } n'est pas transit i f  sul
7

S- dès que Tr AB ).0-

l .CasoùTrAB=-a+b>0

1 . 1 .  C a s  o ù  T r  A B  > 0  a v e c  a  > 0  e t  b  > 0

Remarquons tout d 'abord que, puisque a > 0, les trajectoire, a" À passant

par les points de Dl sont des méridiens parcourus dans le sens ascendant.  Dt est,

ic i ,  la demi-sphère déf inie par :

')
D 1  = { ( x , y , " )  S " f  a x + b y > 0 }

D r a u t r e  p a r t ,  p u i s q u e  - a  +  b  ) 0  e t  a  > 0  e t  b  >  0 ,  !  > 1
â

Considérons alors la part ie E de la sphère déf inie par :

E  =  {  ( * , y , r )  S 2  I  y  ) 0 ,  z  >  0  e t  x  +  y  >  0  }

/ *"1
* soit Mo ly"l un point de E puisque b ) 1 on a :

l r " l  a

axo 
-+ 

byo >. a(xo + yo) > 0 donc le point Mo appart ient à Dt :  les trajectoires

de A passanr par les points de E sont donc des méridiens parcourus dans le

sens ascendant, E est donc stable par A.

* Montrons que la part ie E est également stable par B :

l*À
soit  M" [y" l  un point de E, les équat ions de la trajectoire de B passant par

lz"l

Mo sont données par :

l l .  l | * t , l  =  (yo  -  zo ) t  +  xo

l l . l l v ( t )  =zoê t  +yo  -zooù l l . l 12  = ( (yo - ro ) t  *  * )2  * ( roe t *yo- r )z  * "2o .2 t

I  l .  I  lz( t )  = zoêt
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i ) l  l . l  l y ( t )  =  zoe t  r  yo  =3 (Ù )+Yo  >  o

>0 >0 >0

donc y(t) > 0 pour tout t Posit i f-

I  l - l  l r ( t )  =  zoet  > 0 pour  tout  t  pos i t i f -

Posons  f ( t )  = l  l . l  l ( * ( t )  *  y ( t ) )  =  ( yo -2 , ) t

f ' ( t )  =  yo - ro * ro . t  =g " (d j ) * y ">  0

>0  >0  >0

f  ' ( t )  est posi t ive pour tout t  de IR* donc la

à + -  lorsque t  croît  de 0 à+-,  donc f( t )  est

t
+  xo  +  zoe  t  Yo -zo

fonct ion f  croît  de xo + Yo )

positive pour tout t de IR*.

i i  )

i i i  )

Conclusion
fx( t ) \

S i  M(t )  ly ( t ) l  dés igne le  point
t z ( t  ) l

par  Mo,  les points  i ) ,  i i )  e t  i i i )

à E pour tout t positif. E_ e_st

stable par A, le système {Rrn }

courant de la trajectoire de B passant

ci-dessus montrent que M(t)  appart ient

s tab le  par  B ,  comme E es t  éga lement

n'est pas transi t i f  ,u,  52.

1.2. Cas où Tr AB >20 avec a < 0 et b > 0

Remarquons tout d,abord que les trajectoires de À passant par les points

de D, sont des méridiens parcourus dans le sens descendant.  Dt est,  ic i ,  la demi-

sphère déf inie par :

)
Dl = {(x,y,r)  S'  f  ax + by < 0}

Considérons la partie E de la sphère définie par :

,)
E  = {  ( * , y , r )  S "  I  x >  0 ,  y  < 0  e t  z >  0 I

/ *"1
* Si Mo lt ; l  est un point de E, axo + bYo < 0, le point Mo appart ient donc

l zo  I

à Dr: la trajectoire de A passant par Mo est donc le méridien de M-o parcouru

dans le sens descendant. Ceci prouve que E est stable par le champ - A'
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* Nous al lons montrer que E est également stable par le champ - g ,

f  *" \  / l , ( , ) \
S o i t  M o  l y o l  u n  p o i n t  d e  E  e t  M ( t )  l V ( t ) f  l e  p o i n t  c o u r a n t  d e  l a  t r a j e c t o i r e

l r" l  lz(t) l
de Â passant par Mo.

Nous avons :

i )  l l . l l x ( t )  =  
Qk3 ,  +xo  donc  x ( t )  <  0  pou r  t ou t  t e  IR

<0  <0

i i )  l l . l l v ( t )  =zoe t  t yo - zo

= zo(et - l )  *yo donc y( t )  <  0 pour  tout  t  de IR-

>0  <0

i i i )  |  l . l  l z ( t )  =  zoe t  >  0  pou r  tou t  t  de  IR

Conclusion les points i),  i i )  et i i i )  ci-dessus montrent que M(t) appart ient à E

pour rout t négatif ,  E est donc stable par - B comme E est stable

également par - A: 
_on 

peut dire que la part ie s2-B^ est stable par ;

et B, le système t À,8 ] n'est donc pas transit i f  su, 52.

1.3 .  Cas  où  Tr  AB >  0  avec  a  <  0  e t  b  <0

Notons tout d 'abord que les trajectoires de À p"".urn par les points de D,

sont des méridiens parcourus dans le sens descendant.  Dt est,  ic i ,  la demi-sphère

déf in ie  par  :  D ,  =  { (x ,y ,z )  52  /  u*  +  by  <  0} .

D 'au t re  par t ,  pu isque a  +  b  >  0  e t  a  <  0  e t  b  <  0 ,  a  >  1 .
5

Considérons la part ie E de la sphère déf inie par :

E  = {  ( * , y r r )  s 2  /  *  ) o ,  z >  o ,  y  -  z < o  e t  x  +  y  > 0 }

/ * " \t  S o i t  M "  l y " l  u n p o i n t  d e  E  p u i s q u e  a >  1  e t  b  < 0 n o u s a v o n s :

\ ' "1  b

axo + byo < b(x" j  yo) < 0, le point Mo appart ient donc à la demi-sphère D'

la trajectoire de A passant par Mo est donc le méridien de Mo_parcouru dans

le sens descendant ce qui prouve que E est stable par le champ - A.



- 40 -

* Nous al lons montrer que E est égalemenr stable par -  B-

/* ( t I
Soi t  M(t )  [ f ( t ) l  le  po int  courant  de la  t ra jecto i re  de B passant  par  Mo,  nous

I  z( t  ) /
AVONS :

i )  l l . l l x ( t )  =  
W) t  

*3  donc  x ( t )  >  0  pou r  t ou t  t  de  IR -

<0  >0

i i )  l l . l l z ( t )  =  zoe r  >  0  pou r  t ou t  t  de  IR -

i i i )  l l . l l (V ( t )  - t ( r ) )  =yo  -  zo10  doncy ( t )  - z ( t )  <0pou r tou t  t  de  IR

iu )  Posons  f ( t ) = l l . l l f * t r l +y ( t ) )=  ( yo  - zo ) t  +xo  +  t o . ' *Yo -zo

f ' ( t ) = y o * z o ( e t - l )

-  
" i  

yo (  0,  f  ' ( t )  est négat ive pour tout t  de IR_ donc la fonct ion f( t )

décro î t  de  +  -  à  xo  +  yo  lo rsque t  c ro î t  de  -@ à  0 ,  f ( t )  es t  donc

posit ive pour tout t  négat i f .

-  
" i  

yo> 0  f t ( t )  s 'annu le  pour  t  =  to  =  Log( l  -  y " )  <  0  e t  on  ob t ien t  le
z o

tableau de variations suivant :

f ' ( t ) l  -  0  +
rl

r ( t )  |  
* - \  

I  -?  
Xo+Yo'\'v/ 

I 
-" rtl."l/

I

donc f( t)  est posi t ive pour tout t  négat i f .

Conclusion

il'
tl
tl

l es  po in ts  i ) ,  i i ) ,  i i i )

t o u t t n é g a t i f : l a

stable également par

s tab le  par  A  e t  B ,

rR3  -  {0 } .

avec  f ( to )  =  
@") t "  

*  x "  >  0

<0  <0  >0

et iv) montrent que M(t)  appart ient à E pour

part ie E est stable par -  B, comme el le est

-  A on peut conclure que la part ie 52 - E est

le système t  À,É ]  n 'est donc pas transi t i f  sur
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2 - C a s o ù T r A B = - a + b < 0

Nous al lons monrrer que le système tÂ,g I  est t ransi t i f  sur 52 ce qui en-

rraînera la transi t iv i té du système { R,B } sur IR3 - {  0}.  La technique ut i l isée e:t

Ia  même gue pour  le  3e  cas :  i l  su f f i t ,  pour  é tab l i r  la  t rans i t i v i té  de  fÀ ,Ë l  r , r ,  52 ,

de montrer que les pôles de 52 sont normalement auto-accessibles ce qui entraîne,

vu que les pôles de 52 sonr des points semi-attract i fs po,rr-  À, I 'existence d'un
2

ouvert  U conrenanr le pôle Nord tel  que, de tout point de S",  on puisse atteindre

un po in t  de  U grâce aux  sys tèmes {A ,B }  e t  {  -A , -B} -

2 . 1 .  C a s  o ù  T r  A B  <  0  a v e c  a  > 0  e t  b  > 0

d e  D ,

sphère

Pour les expl icat ions qui suivent,  on pourra se reporter à la f igure 6 .

Remarquons tout d 'abord que les trajectoire, Ae i  passant par les points

sont des méridiens parcourus dans le sens ascendant- Dt est '  ic i ,  la demi-

d é f i n i e  p a r  :  D ,  = {  ( x , y , z )  5 2  /  u *  +  b y  >  0 } -

Les équations

l l . l lx ( t )  = -  t

l l - l  lv ( , )=et-
I  l . l  |  " t r )  

= ut

de B passant par le pôle Nord sont :de la trajectoire

oi , l  l . l  12 = ,2

Soit  f ( t )  la fonct ion déf inie Par :

f ( t )  =  |  |  . l  l ( u * ( t )  +  b v ( t ) )  =  -  â . t  +  b ( e t  -  t )

f ' ( t )  =  b  ( - a  + e t ) ,  p u i s q u e  -  a  +  b  < 0  a v e c  a >  0 e t  b >  0 ,
5

on obtient donc le tableau de variations suivant pour f :

*  (e t  -  t ) 2  *  ez t

+ @

a > 1
6

, ar-o8 E

f ' ( t )

f ( t )

Ce tableau prouve que I 'on peut atteindre

dont les coordonnées véri f ient :  x l  a 0, 11

z  ^ \

f ( L o g : )  = @ -  b - a
\  b ,

à part ir du pôle Nord un point

>  0 ,  z l>  0  e t  ax ,  +  by ,  <  0 .

Log  u<  o
b

Mt til

o\1
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point M1 est donc si tué dans la demi-sphère DZ, la trajectoire

M, est donc le méridien de Ml parcouru dans le sens descendant-

d e À

passant

Le

par

A pa,rt i r  de M' i l  est donc possible d'at teindre, grâce au champ À, un point

t  x ^ l
Mz lr"rl dont les coordonnées vérif ient i xz< 0, Yz > 0, zr< o-

Vzl
De plus, s i  0,  désigne la lat i tude de M, cel le-ci  peut être choisie arbi trairement

proche de 0.

Les équations de la trajectoire de b purru.n, par Mrsont données par:

l l . l l .  = (y t -z r ) t+x ,

l l  l lv  =,rZt . r r - r i  où l l . lP =(yr- , r ) r**22 *( , ret*yr- , r )2 * ,?,""

l l . l l ,  = zzèt

y( t )  s 'annu le  pour  t  =  to  =  Log 
"=-  

t '  
>  o,z

et x( to)  = (yz -  zr)  LoE 
+ 

+ x2t  s i  on expr ime *2,  yz et  zz en coor-

données sphériques on obtient :

x(to) = cos 02 ((sin e, -  tgor) t -og ( l  -  cotgo, sin er) + cos<l , )

donc l im x(to) = +' ,  s i  ez est choisi  assez proche de 0 x(t")  > 0

or-o
, ; .  0

et

la

Ce

grâce au

longitude

raisonnement prouve qu'il est

champ Ë, t '  p" i . ,  
"3 [ ;3]

Vtl
o, négat ive peut être choisie

possible d'at teindre, à part i r  du point M,

tel  que x, > 0, y3 < 0, z,  < 0 et dont

arbi trairement proche de 0.

Sur la trajectoire de B passant par le pôle Nord, on peut trouver un point M4

situé avant le pôle Nord (Mo = Bt(N) avec t  < 0) et arbi trairement proche de

0, les coordonnées de MO vérifiant : x4 > 0, Y4 < 0 et zO> 0. Il est donc pos-

sible de choisir les points M3 et MO de façon que leurs longitudes coÎncident, la

-  :  ,  I  r r  ! - ^ - -  r ^  - ! - : . I : ^ -  l ^  l ,  À o n o  l a  o o n c
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ascendant,

point M 
3.

Conclusion

le point Mo, et donc aussi Ie pôle Nord, est accessible à part i r  du

on a montré que le pôle Nord est auto-accessible, comme les trajec-

toires de A et B sonr transverses en Mt le pôle Nord est normale-

ment auro-accessible. Par symétr ie,  le pôle sud est également norma-

lement auto-accessible.

c.Q.F.D.

2.2 .  Cas  o i r  T r  AB <  0  avec  a  >0  e t  b  <  0

Remarquons tout d 'abord que les trajectoires de À passant par les points

de Dt sont des méridiens parcourus dans le sens ascendant- Dt est '  ic i ,  la demi-

sphère  dé f in ie  par  :  D ,  =  t  (x ,y ,z )  sZ  /  ax  +  by  >  0 I -

Les équat ions de la trajectoire passant par le pôle Nord sont données

par :

aeË

l l . l lx(t)

I  l . l  lv(t)

l l . l l , ( t )

= - t

" t - l
t

e

où l l . l f  = ,2 *  ( " t  -  r )2,  
"2t

So i t  f ( t ) l a f onc t i on :  f ( t )  =  l l . l l ( u * ( t )  +  by ( t ) )  =  -  à  +  b (e t - l )  pu i sque

a > 0 et b < 0, f(t) est négative pour tout t de IR*. I l  est donc. Possible d'attein-

dre, à part ir du pôle Nord, et grâce au champ Ë, un point Mrfi l ' |  dont les coor-

lzil
données véri f ient .  I t  

.  0,  Y1 > 0, et  qui  est s i tué dans la demi-sphèrc D,.

La trajectoire de A passant par M 
t 

est donc un méridien parcouru dans le sens

descendant.

La démonstrar ion de normale auto-accesùibi l i té du pôle Nord est ensuite la

même que dans le cas précédent :  cette démonstrat ion est en effet  basée sur la

possibi l i té d'at teindre un point tel  que M 
t 

à part i r  du pôle Nord et sur le fai t

quren tout point de longitude suff isamment proche de 0la trajectoire de Â 
"" 

'n

méridien parcouru dans le sens ascendant, ce qui est le cas ici.
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_1
\

\ l
fl. \

Nous avons rePrésenté

du pôle Nord dans le

[o o o\

la t rajectoire

cas où, dans

de normale auto-accessibi l i té

le système d'axes 0x, 0Y, 0r,
Figure 6 :



- 45

2.3 .  Cas  où  Tr  AB <  0  avec  a  <0  e t  b  <  0

Pour les expl icat ions qui suivent,  on pourra se reporter à la f igure 7'

Remarquons tout d 'abord que les trajectoires de À passant par les points

de Dl sont des méridiens parcourus dans le sens descendant.  D, est,  ic i ,  la demi-

sphère déf inie par :  D, = {  (x,y,z) 52 /  a* + by < 0} '

Les équat ions de la trajectoire de b pu.run, par le pôle Nord sont :

l l l ' l l * t t )=-t

l f f . f lv( t )  = 
" t  

-  1 oir  l l - l f  = t2 *(" '  -  r )2 *  "2t
I

l l l . l l , (r)  = " '
a t  *  b ( e t - l )Cons idé rons  l a  f onc t i on  f ( t )  =  |  l . l  l ( ax ( t )  +  bv ( t ) )

Puisque b < 0, l im f(t) = -æ, pât conséquent i l
t++o

t i r  du pôle Nord, et  grâce au champ Ë, , ,n poi" t

sphère Dt.  La trajectoire de À passant par Mt

parcouru dans le sens descendant-

est

M t ('l
alo rs

d 'a t te indre ,  à  par -

si tué dans la demi-

le  mér id ien  de  Mtest

A part i r  de M, i l  est donc Possible

dont les coordonnées vérifient i xz

pouvant être choisie arbi trairement

d 'a t te indre ,  g râce  au  champ A,  un  po in t  M,

<  0 ,  yZ  >  O e t  z ,  <  0 ,  la  la t i tude  o f  de  MZ

proche de 0.

* Les

l l l. l
1il.1
lrr.r

équat ions de la trajectoire de B passant par le point M, sont données par:

l x ( t )=  (yz-zr ) t+x ,

ly(t)  = ,r . '  *  Yz - rz

I z(t) = zret

Etudions les variations de la rangente de la longitude ,p (t) du point courant

de la trajectoire de Ë pasrant Par Mr-

t
t g (e ( t ) )  =  f ( t )  = ' 2  "  

*  Yz  -  22

WrE4

Pour cela, importe de connaître le signe de lrexpression :

*yz  ,z=E

i t

*z
z2 exp



Si on passe en coordonnées sphériques :

s i ne ,  -  t ) )
" \  tge2 - sinqz /

pu isque l im /  exp ="ot  
* , ,  +  cotg 0,  s in* ,  -  t )  =  -@

e r-0 \ tgo2 - srn92 /
e ̂ .<o

E est posi t ive si  e,  est choisi  suff isamment proche de 0, on obt ient alors

le tableau de variations suivant pour f :

- 4 6 -

f ' ( t )

f ( t  )

x ( t )

y ( t )

Ce tableau prouve que I 'on peut atteindre un point Mt

avec e un nombre posit i f  pouvant être choisi  arbi trairement

dans I 'hémisphère Sud.

YZ
*z

0

'  * Etudions aussi

la trajectoire
- t

/ \ I - e
R ( t /  =  -- L

les variations de

de B passant par

, on a le tableau

la tangente de la longitude du

le pôle Nord. Cette tangente

suivant :

de long i t ude  
-T * '

proche de 0 et situé

point courant de

est donnée par :

g ' ( t  )

e( t )
x ( t )

y ( t )

o 
-1

Ce tableau prouve qu' i l  existe un poin, M+ situé avant le pôle Nord sur la
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posit i f  pouvant être choisi

Par ai l leurs, soi t

M  D Z a = ,  u *  *

arbi trairement proche

/x \
M l; l  un point de s2

l z l

b y  >  0 . = t  t g 9 < - a  o t r
b

de 0.

avec  x>  0  e t  y  <  0 ,  a l o r s :

9 désigne la longitude du point M.

O r  -  a  +  b <  0  a v e c  a  <  0  e t  b  <  0 -1, donc si  e est choisi

de *+) et par conséquent

donc -a >
T'

la longitudeassez pet i t  on aura tg 94 <

Mo appart iendra à DZ.

Conclusion

-a (q n désigne
T - T

I l  est possible de choisir  M g et M+ de tel le sorte que ces deux

points aient même longitude et qu' i ls soient s i tués dans la demi-sphè-

re Dr.  La trajectoire de A passant par M, est alors le méridien de

Ml parcouru dans le sens ascendant,  donc le point M4, et aussi  le

pôle Nord, est accessible à part i r  de Ml :  on a prouvé que le pôle

Nord est auto-accessible, les trajectoires de A et B étant transver-

ses en M' le pôle Nord est normalement auto-accessible-

On prouverai t  de même la normale auto-accessibi l i té du pôle Sud.

c.Q.F.D.
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Nous avons représenté

du pôle Nord dans le

lo o o\
t l

de normale auto-accessibi l i té

l e  s y s t è m e  d ' a x e s  0 x , 0 Y , 0 2

la t rajectoi re

cas où, dans

Figure 7 :
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6e cas :  Cas où les valeurs propres de B sont réel les et dist inctes deux à

deux.

o, I  les trois valeurs propres de B, on suppose que
5

vecteurs propres associés :  dans la base ( i , j ,k)

de tR3 dans laquelle A  e t  B  s r é c r i -Nous cherchons tout dtabord une base

vent sous la forme la plus simple possible.

-  A est ni lpotent d 'ordre 2 donc dim Im A =

- les plans ( i , j ) ,  ( i ,k)  et  ( j ,k)  sont stables par

o 1 ' o 2

* Soit  alors

dans cette

M a t B =

O n  a p p e l l "  o y  o 2  e t

.  o3, soi t  i ,  j  et  k les

[ t  
o o\

MatB= [0oz  0 l

\o o"r l

1 e t

B

I m  A c  K e r  A

* Soit  P le plan engendré par i  et  j  s i  on avait  Im A c P, le plan P

par  A  e t  B  e t  i l  n 'y  aura i t  pas  cont rô lab i l i té  du  sys tème {A,B}  sur

Dans ce cas on aurai t  dét (R+g-c, Id) = 0 car dim Im (A+B-o, td)

Nous supposons dans la sui te que Im A Ê ( i , j )

se rait stable

rR3 -  {  0 } .

<2

vecteur directeur de Im forme une base de IR3 et
3)

t)
A ,

( :

e3 un

base :

(zo
[or
\ 0  0 J) M a t A =

( i , i , e

0

0
r b l

Si on avait c = 0, le plan (ier) serait stable par A et B,

pas complète contrôlabil i té du système {A,l l}  sur IR3 - {0}

Dans ce cas on aurait :  dét (A+B-o, Id) = 0

Si on avait d = 0, le plan (i ,er) serait stable par A et B,

pas complète contrô lab i l i té  du système {A,B}  sur  IR3 -  {0} -

Dans ce cas on aurait :  dét (A+Bc, Id) = 0

Dans la suite on suppose donc que c I 0 et d I 0

i l  n 'v aurai t  donc

c l - .  ^ +  d

i l  nrv aurai t  donc



Dans

Mat

( e  
1 ,

0

0

b

Qui t te  à remplacer  le

peut toujours supposer

En effet si on avait b
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e,  )  les matr lces

M a t B =

système étudié

queb>0 .

< 0 considérons

d e A e t B

( " t  o  81 \

| :"t:I

e t  - B  s t é c r i v e n t :

(o o o\
= |.":o T :/

Dans cette nouvel le ba

va,(-8, ft {-ï)

"2 ,

il
la base

lo
A -  

[o
\ u

s ' é c r i v e n t :

{  A,B } par le système opposé { -A,-B } on

la nouvelle base :

e t

e t

e l

-  -  e r
I

- ô- " 2

- ê- " 3

où 
[" ' r

l";t"i

1

2

3

+ez+e3

se les endomorphismes -A

e t  M a t ( - A )

on  a : c i  <  o j  <  a j

="i -"j
="i -";

e t  -  b  >0 .

Eliminons encore trois cas part icul iers.

-  Si  a = 0, la droi te de vecreur directeur e1 est stable par A et B et i l  nry

pas transi t iv i té du système {,1,n}.

Dans ce cas :  dét (A+B-o, Id) = 0

-  S i  b  =  0 ,  la  d ro i te  de  vecreur  d i rec teur  e2  es t  s tab le  par  A  e t  B ;  i l  n 'y

donc  pas  complè te  cont rô lab i l i té  pour  le  sys tème {R,e} -

Dans ce cas :  dét (A*B-o, Id) = 0

- Si a = b, la droi te de vecteur directeur -  
"1 

+ eZ + e3 est stable par A et

e t  i l  n ry  a  pas  complè te  cont rô lab i l i té  pour  le  sys tème {A,B} .

=  -o3

= -oz

= -o1

Bi
g '2
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Dans la sui te on suppose donc que a f  0,  b I  0,  a I

cas  dé t  (R+B-o ,  Id )  -  u ï I (o t  a r )  I  0

dét  (R+B-o ,  Id )  =  bÊr (o ,  -  c - r )  I  0

dét  (R+B-c ,  Id )  =  (b  -  a )  B  tB  Z  I  0

Le champ de vecteurs B a même project ion 'u '  52 qu"

teurs B-% Id, on peut donc supposer cr,3 = 0'

b : dans ce cas

le  champ de vec-

{  A,B }  où les matr ices  A e t

0 e t a + b

Conclusion On s 'es t  ramené à  l 'é tude drun  sys tème

B s'écr ivent dans une base (e'  e2, er)  :

(o o o\
MatA=  

[o  
O  O l  avecb>O,a+

\a  b  0 /

fu, o Br\
Mat  B  =  

[  
o  Bz - \  

|  
au " .  B t t  Bz '

\o o o/

maintenant étudier I 'a l lure des trajectoires

0

deAe t
^2sur 5BNous allons

Al lure des trajectoires de A et B

Les trajectoires d" Â ont déjà été décri tes :  se reporter

Les équat ions des trajectoires de B sont données par :

à la f igure 4.

B1 '
x ( t ) = ( x o + z o ) e  - z o

Bzt
y ( t ) = ( y o - z o ) e -  t z o

z ( t )  =  7 o

B possède 3 vecteurs propres :  les vecteurS ê1r eZ et -e1 * tZ * tJ

les plans d'équat ions z = 0, y -  z = 0 et x + z = 0 sont stables par B

On

*

en déduit pour B :

l es  po in t s  P (1 ,0 ,0 ) ,  P ' ( -1 ,0 ,0 ) ,  Q(0 ,1 ,0 ) ,

R,(JTl3.  - ,Et l .  -E l )  sont  s insul iers  pour
e'(0,-1,0) er R(-613, J- i /E, . [Tl l ) ,

B



+
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* l 'équateur ainsi  que les grands cercles intersect ion de 52 et du plan-d'équat ion

y -  z = 0 er intersect ion de 52 et du plan x + z = 0 sont stables par B

*  le  bass in  d 'a r r racr ion  du  po in t  R( resp  R ' )  es t  la  demi -sphère  dé f in ie  par  z  >  0

( resp  z  <  O)

* le bassin d,arrracr ion pour Ie champ de vecteurs -Ë Ou point P(resp Pt) est la

demi-sphère déf inie par x + z > 0 (resp x + z < 0) '

Les trajectoires de Ë ,u, 52 ,o. , t  représentées f igure 8'

Montrons maintenant que le système tA,Bl est t ransi t i f  sur IR3 --  {0} s i

er seulement si  Tr AB < 0 :  pour cela i l  suff i t  de montrer que le système { A,B } est

transi t i f  .u,  52 sf  et  seulement si  Tr AB< 0.

Nous commençons par  mont re r  que t  À ,Ë t  n res t  pas  t rans i t i f  sur  52  s i  T r

A B  ) . 0 .

Comme précédemment ,  nous  no tons  Dt  la  demi -sphQre dé terminée par  le

grand cercle de points singul iers pour A et contenant le point P(1,0,0),  nous notons

D,  I 'au t re  demi -sphère .
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Nous avons représenté

dtaxes 0x, 0y, 02, Mat

les trajectoires

, {a ,lj;)
Figure 8 : de Ë su, s2, dun, le système
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1-CasoùTrAB=af i .2>o

1 . 1 .  C a s  o ù  T r  A B  ) 0  a v e c  a  < 0  e t  b  > 0

Remarquons rour d,abord que les trajectoires de Â passant par les points

de D. sont des méridiens parcourus dans le sens descendant.
I

r )

i i )

I  l . l  I  x( t )

pour tout

I  l - l  I  v(t)
pour tout

l l . l lz( t )

Br t
(xo+zo )e 

'

posi t i f

Br t
( y o - r o ) e '

posi t i f

B r t
-  z o  =  z o ( l - e  

'  
)

;

B r t
-  zo  =  

;1 " (1 -e '  )  *  5  donc  x ( t )  es t  négat i f

> 0  < 0

+ Y o

>0

donc y(t)  est posi t i f

- z o

>0

D, est ,  ic i ,  la  demi-sphère déf in ie  par  :  D,  = { (x ,y ,z) .52 f  ax + by < 0 }

Considérons la part ie E de la sphère déf inie par :

E  =  {  ( * , y , r ) . S Z  I  x  ( 0 ,  y  >  0  e t  z  >  0 }

/.J
Soit M" lt"l un point de E alors axo + byo > 0 doncMo est un point de la

lz"l
demi -sphèrà  i , la  t ra jec to i re  de  A passant  par  Mo es t  donc  le  mér id ien  de  Mo

parcouru dans le sens ascendant,  cette trajectoire est donc contenue dans DZ.

On peut conclure que_la part ie g de 52 est stable pu, Â, montrons qu'el le est

également stable par B.

/ * . \  .  - - , ,  ,  
-

Soit  M. lV" l  un point de E, les équat ions de la trajectoire de B passant

l'"1
par Mo sont données par :

I  l - l  l * ( t )  =  (xo  *  ,o ; "81 t  -  ,o  ^  Ê , r  .  B . t  . ,
B. t  où  |  l . l  l 2  = (  ( *o* ro)er -  - r )z* ( (yo-zo)e  "  * 'o \ " * 'o

I  l . l  l y ( t )  =  (yo  -  zo )e  "  *  ,o

I  l . l  l  r ( t )  = 
""

l l l , z(t) est posit i f  pour tout t posit i f-
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de Ë purrant par Mo appart ient à E

stable par B. Par ai l leurs, nous avons

sys tème tÀ ,g  t  n 'es t  donc  pas  t ran-

1.2. Cas où T r  A B  >  0  a v e c  a  >  0  e t  b  > 0

Remarquons

de la  demi -sphère  D,

D ,  e s t ,  i c i ,

tout d 'abord que les trajectoires de A passant par les points

sont des méridiens parcourus dans le sens ascendant-

la demi-sphère déf inie par :  D, = {(x,y,z)  s2 I  a* + by > o}

Conclusion

Considérons la part ie E de la sphère déf inie par :

E  =  {  ( * , y , r ) .  S z  /  x  ( 0 ,  y  >  0 ,  z  ) 0 ,  x + z  )  0 ,  Y - z <

E est I 'ensemble des points de I 'hémisphère Nord

grands cqlcles intersect ion de 52 et du plan d'équat ion y-z =

52 
"t  

du plan d'équat ion x+z - 0 et dont la longitude est
R

r  -  Arc tg  
-2

Br

ci-dessus prouvent que le point courant

0  e t  B ^ x + B . v  <  0  )
L L '

situés au-dessus des

0 et intersection de
r

comPr lse  en t re  T  " t

toi  re

donc

A ,  l e

Les  po in ts  i ) ,  i i )  e t  i i i )

/ . f ,ù
M ( t )  l V ( t ) f  d e  l a  t r a j e c

\ z ( t  ) /
pour tout t  posi t i f ,  E est

vu que E étai t  stable par

s i t i f  sur  IR3 -  {o  } .

*  S o i t  M o

axo + byo ( B r x o  + B r y o )  >  0
{-----

< 0

Le point Mo appart ient donc à la demi-sphère Dt.

Par conséquent la trajectoire de À passant par Mo

dans le sens ascendant :  cette trajectoire est donc

Nous pouvons donc conclure que la partie E est stable

rt
> /ù

<0

un point de E puisque aB, -  bBZ)zO avec a

^ u.B|et puisque xo ( 0 et yo > 0 on peut
6q

>0e tb  >0

conclure

est un méridien parcouru

contenue dans la partie E.

par le champ A.
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* Montrons que la part ie E est également stable pu, É-

/."\ /.t,ù
Soi t  M" l t " l  

un point  de E et  M(t )  I tJ r lJ  le  po int  courant  de la  t ra jecto i re

\ t " l  l z ( t /

de Ë passant  par  Mo,  les coordonnées de v t ( t )  sont  données par :

I  l .  I  l x ( t )  =  (x ,  * ' ) "Br '  -  ro

l l . l l v ( t )=(yo -ù ! "  * ,o

où l l .  l |2  = ( (x"+zo)"h 
t  

-  ,o)2 *  ( (v" - " ) ! "  * r " )2*"3

I  l .  I  l z ( t )  =  zo

B r r  B r t  B t '
i )  l  l . l  l x ( t )  =  ( * o  +  z o ) e  

t  - , o  =  - z o ( e '  
-  1 )  * - X o ê  

-

; : -

donc x(t)  est négat i f  pour tout t  posi t i f

Btt  B^t B 2'
i i )  |  l . l  l v ( t )  =  ( y o  -  r o ) e  

z  t  z o  = 3 ( t  -  e  "  )  * - y o ê  
o

>0 >0

donc y(t)  est posi t i f  pour tout t  posi t i f

i i i )  l l . l l z ( t )  =  7o  )  0

z(t)  est donc posit i f  pour tout t  posi t i f

iu )  l l . l l (x ( t )  +  z ( t ) )  =  
U: )uut '

>0

x(t) + z(t) est donc posit i f  pour tout t posit i f

v)  l l . l l (y( t )  -  z( t ) )  = ( I .  -3  ) "u"
<0

y(t) - z(t) est donc négatif  pour tout t négatif

u i )  Posons  f ( t )  =  l l . l l ( gz  x ( t )  +0 ,  r ( t ) )

B r r  .  B t t
=Bu (xo+zo )e  t  *  B r ( t o  - zo )e '  - (Bz -B r ) zo



8, ,  t
f  ' ( t )  =  B ,  B ,  e  

-

f  ' ( t  )  s 'annu le  pour

1

ffi
B ,  t o

e -
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z o + \ Y o -

-  B r ) t

, "y " (gz  
-  e t ) ' )

( x o  *

@z
e

Deux cas sont  à d is t inguer :

o )  cas  où  xo  +  zo  (  1 ,  on  ob t i en t
z o  -  Y o

f ' ( t )

oùr to -

le tableau de var iat ions suivant :

-(or-or)2"

f ( t )  est donc négat ive pour tout t  posi t i f

B) cas où xo + zo )  1,  on obt ient le tableau suivant :
z o * Y o

= Xo ' l- Za

z o - Y o

>0

Gz - Br)zo

puisque

L o g  x o  +  z o  e t  f ( t o )  =  ( B z -  B l X i  
" o ( * o  

+  z o )  -  z o )

z o - Y o

1 ,  f ( t o )  <  G ,  -  B r ) x "  <  0

f(t) est donc négative pour tout t posit i f

Conclusion
l l

les points  i ) ,  i i ) ,  i i i ) ,  iv ) ,

n : r c  l c  no in f  cou ra .n t  de  l a

v) et v i)  c i-dessus permettent de conclure

rraiectoire de B passant par Mo appart ient

B rxo+Bryo

f ' ( t )

B rxo+B ryo
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également stable Par

s2.

l e  sys tème {A,B }  n res t  pas  cont rô lab le  sur

2. Cas oir Tr AB = aB1_!9 . o

Nous al lons montrer que le système A,B_est complètement contrôlable sur

s2 
"" 

qui  entraînera la transi t iv i té du système tÂ,g t  sr,r  IR3 - {0}-  Nous rappelons

qu, i l  suff i t  de montrer que les pôles de 52 sont normalement auto-accessibles pour

é tab l i r  la  t rans i t i v i té  de  {A ,B } .u ,  52 '

Pour les expl icat ions qui suivent,  on pourla se reporter à la f igure 9.

Remarquons rou t  d 'abord  que b  >  0  e t  aB,  -  bB| .  0  en t ra îne  a  >  0 '  Les

trajectoires de Â passant par les points de la demi-sphère Dt sont donc des méri-

diens parcourus dans le sens ascendant-

D, esr ,  ic i ,  la  demi-sphère déf in ie  par  :  D,  = {  (x ,Y,z)uSz /  ax+by > 0 }

Les équations de la trajectoire de É pu.r"n, par le pôle Nord sont données

par  :

l  l . l  lx( t )  = e

l l ' l  lv( t )  = 1

I l .  I  lz( t)  = t

ut '_ ,

B{
-e où l l . l12 = 1uB1t  -  ù2 *  ( r  -  ! " ) '  *  ,

Considérons la fonction f(t) définie par
B ' t

f ( t )  =  l l . l l ( ax ( t )  +  by ( t ) )  =  a (e '  -

B r r  G ,  -  o r ) t
f ' ( t ) =s r  ( aÊ r  - 682 "  ' )

(8"  -  B, ,  ) t
f ' ( t )  s 'annule pour  e '  '  =  jU,

w

Brt
1 )+b (1  -e ' )

bBZ .0  aB1  >  1 )

v
(puisque 

"Bt 
-



t
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On obt ient le tableau de var iat ions suivant pour f  :

f ' ( t )

I o

t o  =

Ce tableau Prouve

à par t i r  du  pô le  Nord ,  e t

si tué dans Ia demi-sphère

méridien parcouru dans le

I R *  t e l  q u e  f ( t " )  <  0  :

B, on peut atteindre un

1

æ

qut i l  ex is te  to  E

grâce au chamP

D^.  La  t ra iec to i re
L -

sens descendant.  De

- a + b

(0,  -or)

d e A

plus on

passant par M

a : x l * Y l

f .r1
point M, lvll

\ t z l

Y2 ,  0 -

par conséoiîi,
po in t  M,  

[ ï , l

1 
est donc un

0.

* A part i r  de M, i l  est donc possible d'at teindre un

données véri f ient !  X. (  0,  Y. )  0,  zn < 0 et xt  +- ' - z  - " 2  '  z  z

Les équat ions de la trajectoire

I  l - l  lx( t )  = (*z *  , r ) "ut t  -  , ,

l l . l l v ( t )  =  (yz  -  , r ) "u"  +  z ,  o î t  l l . l l t= ( ( *  r * r ; !2 ' - r r )2* ( (y2-zr )eg2t* r r )2* r |

d e Ë

l l . l l ,(t) = ,,

y( t )  s tannu le  pour  t  =  to  =  1
g 2

(O<  ,Z  <  l e tB r<0donc

'z-Yz

= { v

' \ _

Log aB t  e t  f ( t " )
bB;

B  1 ' o= â €

E

passant par M, sont données Par :

Log ,2

'z-Yz

t o > 0 ) p o u r t = t o

dont les coor-

x ( t  )

|  ,^  \  Br lb
* ' ) l  z  |  - r ^

nous avons :
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o r  B 1  <  g Z  0  d o n c  9 1  >  1 ,  0  <  
" Z  

<  1  e t  x ,  +  z ,  < 0

d o n c  x ( t o )  ,  ( ^ Z  *

B2

zr) t 
"2

'z-Yz

- z, = z, (x, + Yr) > 0

' z -Yz
puisque x, + V, > O

'z-Yz

Ceci prouve que la trajectoire de È passant par M, coupe Ie méridien de longi-

tude 0 (en un point s i tué dans I 'hémisphère Sud) :  i l  est donc possible d'at tein-

dre à part i r  de M, et grâce au champ B un point M, de I 'hémisphère Sud de

longitude négat ive arbi trairement proche de 0-

par ai l leurs, on peut rrouver un_point MO de I 'hémisphère Nord, s i tué avanr- le

pôle Nord sur la trajectoire de B passant par le pôle Nord, de longitude négat i-

ve arbi trairement proche de 0.

I l  est donc possible de choisir  M, et MO de façon que leurs longitudes coîncident,

si  cette longitude est choisie suff isamment proche de 0 la trajectoire de A pas-

sanr par M, est le méridien de M, parcouru dans le sens ascendant :  le point

Mo (et donc le pôle Nord) est alors accessible à part i r  de Mr-

Conclusion

lr
ll

Nous avons montré 
_que 

t_" pôle Nord étai t  auto-accessible, comme

les trajectoires de A et B sont transverses en l t l '  le Pôle Nord est

normalement auto-accessible. On montrerai t  de même que le pôle

Sud est normalement auto-accessible.

c.Q.F.D-



a

-6r -

- '-  
\  R-

- - \ t -
n " I r

normale

oY, oz

ur\,:l

de

0x,

0
g2

0

Nous avons représenté la trajectoire

du pôle Nord. Dans le système d'axes

lo o o\ lu,I -  I  I
MatA= lo  o  0 l  MatB= lo

\ '  b ol  \o
Â n \ Â ^ t t ' > O

auto-accessibil itéFigure 9 :
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C H A P I T R E  3

Nous é tud ions  ic i  la  cont rô lab i l i té  sur  IR3 -  {  O }  d 'une pa i re  {  A ,B }  de

champs de vecteurs l inéaires où A est un endomorphisme ni lpotent d 'ordre 2 (A I  0

et A2 = 0) et B un endomorphisme possédant une valeur propre réel le et deux va-

leurs complexes (non réel les) conjuguées dont la part ie réel le commune est égale à

f" -' o\
la valeur propre réel le ;  dans une base appropriée Mat B = 

|  0 cr 0 |  .  Le théorè-

\oo'J
me suivant donne une condit ion nécessaire et suff isante de complète contrôlabi l i té

sur IR3 - {o }  pour une tel le paire.

Théorème 2 Soit  A un endomorphisme ni lpotent d 'ordre 2 de lR3 et B un endo-

morphisme de IR3 possédant deux valeurs propres complexes (non

réel les) conjuguées de part ie réel le égale à la valeur propre réel le

de B.

La paire de champs de vecteurs l inéaires {  R,n }  est complètement

contrôlable sur IR3 - {  o }  s i  et  seulement si  :

i )  dé t  (R+e-  c td )  l0  (  oes t  la  va leur  p ropre  rée l le  de  B)

i i )  T r  A B  { o

Remarques Comme dans le chapitre 2 dét (R+g- . ,  Id) *  0 exprime exactement

la condition du rang.

puisque A est de trace nul le Ki l l (A,B) = 6Tr AB, la 2e condit ion

est donc équivalente à Ki l l (A,B) + 0.

Démonstrat ion du théorème 2

Dans une certaine avant meme

project ion su, 52 que B-o

équivalente à la complète

poser  quee -  0 .

(" -B 0\

basede tR3MatB= lo  e  o l  ,
\o o ol

Id, la complète contrôlabil i té sur- t t  
1u

contrô lab i l i té  du système {  A,  B-  o ld f  ,

sys tème {A,B }  es t

on peut donc sup-
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Nous

me {A ,e  }  où

base est :

Nous cherchons tout d 'abord une base

sous la forme la plus simple possible :

contrôlabi l i té drun sYstè-

de B dans une certaine
nous sommes donc ramenés à

A est ni lpotent d 'ordre 2 et

[o -u o\
MatB= ls  o  o l

\o o o/

l ' é tude de  la

oir  la matr ice

soit  P I 'unique plan invariant par B (P =

P serai t  également stable par A et i l

du  sys tème {A,B }  sur  IR3 -  {  0  I

Dans ce  cas  on  aura i t  :  dé t  (A+B)  =  0  car  Im (R+g)  c  p

supposons que dim (P n Ker A) =

( i , j ,e r )  de  IR3 te l le  que :

-  i  soi t  un vecteur directeur de P n Im A

- e. soi t  un vecteur directeur de Ker B
5

-  la  mat r ice  de  B dans  ce t te  base ( i , l j e3)  so i t :  Mat  B  =

on peut alors trouver un vecteur de Ker A qui stécr ive sous la forme :

Àj + Ue3. On ne peut avoir  U = 0 car alors on aurai t  Ker A - P, cas qui a été

exclu. D,autre part ,  s i  on avait  À = 0 le vecteur e, serai t  commun aux noyaux de

A,B donc la droi te IRe, serai t  stable pal A et B et le système { R,g }  ne serai t

pas complètement contrôlable sur IR3 - t  0) '

Notons que, dans ce Je"' ie"cas, dét (n+g) =

Dans la suite on suppose donc que l' ?Ê 0, posons k =

(o -" 
"\

matrice de B est inchangée et Mat A = 
lO 

-O b 
I

\o -" cl

avec, puisque A est de trace nul le,  b = c '

de IR3 dans laquel le A et B s 'écr ivent

ImB), s i  on avait  Ker A = P le Plan

n 'y  aura i t  pas  complè te  cont rô lab i l i té

1, dans ce cas on peut trouver une base

car  d im Ker  (A+B)

e, dans la base (i , j ,k) la

fi:i)

0

u
T



En

laquelle Mat

conclu

A -

trouver une base

fo -u o\
ls o ol
\oool

sion, dans le

lo  - "  a \

lo-o bl
\o -u al

=92b .
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cas général ,  on peut

e t M a t B =

de IR3 dans

et qul sont Par-

cô té  ou  de  I 'au-

ffi)
d ' u n

de p lus dét  (n+B)

Allure des trajectoires de Â et Ë sur 52

Les trajectoires de A dans IR3 sont const i tuées de :

un  p lan  de  po in ts  s ingu l ie rs :  le  p lan  d 'équat ion  Y =  z

des droi tes de vecteur directeur le vecteur de coordonnées

courues dans un sens ou dans lrautre suivant que I 'on est

tre du plan d'équation y = 7.

on en déduit  que les trajectoire. Oe À sont const i tuées de :

un grand cercle de points singul iers :  le grand cercle intersect ion

plan d'équat ion Y = z

sur ce grand cercle deux points singul iers part icul iers :  les points

et Q symétr ique de P par rapport  à l lor igine-

les autres trajectoires ae À sont les grands cercles passant par

de p vers Q ou de Q vers P suivant que I'on se trouve dans

demi-sphère déterminée par le grand cercle de points singul iers

de

P et Q parcourus

I tu_ne ou l raut re

de A.

Les trajectoires de B dans IR3 sont constituées de :

une droite de points singuliers : la droite passant par I 'origine et de vecteur

d i recteur  k

des cercles situés dans les plans paral lèles au plan xOy

on en déduit que les trajectoires ae Ë sont constituées de :

2 points singuliers : les pdles Nord et Sud

J - ^  ^ , - ^ l ^ ^  ^ ^ . ^ l l À t ^ .  À  l l Â n r r a f a r r r

52 et du

l"{"Tz}\
lo/" 1
\w{" J



On

deAe tB .
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pour ra  se  repor te r aux f  igures 10 et 11 pour le dessin des trajectoires

Dans ce cas les points P et Q sont si tués sur l 'équateur,  celui-c i  est donc

s tab le  par  le  champ A e t  comme i l  es t  s tab le  éga lement  par  le  thu tp  Ë  i l  n 'y  a

pas  complè te  cont rô lab i l i té  du  sys tèm"  tÀ ,Ë lsur  52 '

Cas o i r  dét  (A+B) = 92 b I  O et  o t  f t  ne = -  aB {

Considérons la calotte sphérique C constituée d": points dont la cote z

véri f ie z > JZIZ. Nous al lons montrer que C est stable par B et A-

- La front ière de C est le cercle paral lèle à l 'équateur de lat i tude e o =î/4,  comme

les trajectoires de Ë p". .un, par les points de C sont des cercles paral lèles à

C, i l  est c lair  que C est stable Par B.

.  pour montrer que C est stable par le champ de vecteur.  À, nous al lons montrer

quren chaque point lr4 de la frontière de C, la troisième coordonnée du vecteu-r

Âtf t f  I  est posi t ive ou nul le,  ce qui prouvera que toutes les trajectoires de A

sont rentrantes dans C-

soit donc Mo t;l un point de la frontière de c, o o sa latitude êt s o sa

I zol

longitude.

Le vecteur R(tvt) a pour coordonnées :

3e coordonnée de ce vecteur '  pulsque

c o s  9 o

s in  go  e l l e  es t  éga le  à  :  b ( zo -yo )  . o r2eo  ( t  -  t geo  s in  <p  o )

( -  xob(zo-yo)(yo*zo)  
\

I  
utr .-y. l  -  vob(zo-v";1Y.* ' . )  

|
\u{""-v")  -  zob(zo-yo)(y o*ro) l

Examinons Ia

Xo =  COS 0o

Y o  =  C O S  0 o

z o  =  s i n  0 o

d é t ( R + B ) = B ' b = 0

l ^  f . ^ n t i À r a  à o  C  t o ê  =  1  e t  7 , ^ - v ^  >  0  D a I  c O n s é o u e n t
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C a s  o ù  d é t  ( A r B )  =  g 2  b  +  0  e t  T r  A B  =  -  a B  I  0

On va  monr rer  la  complè te  cont rô lab i l i té  du  sys tème {  À ,8  }  sur  52  en

monrrant qu" j"_ tout point de 52 on peut atteindre un point de l 'équateur grâce

au système t  À,È l  ainsi  que grâce à son opposé. Comme tout point de l 'éq-uateur

est accessible à part i r  de tout point de l 'équateur grâce aux champs B ou -B nous

aurons  b ien  démont ré  la  complè te  cont rô lab i l i té  du  sys tème {A,B} .

lo  -u  a \
f l

Ma tA=  lO -U  b l  ab ; t 0e tonsupposeb>0

\o -o bl

Soient e rQ

norons encore Dt (resl. D) la demi-sphère déterminée par le grand cercle de

points singuliers pour A et cont"??1t le pôle Nord (resp. le pôle Sud)' Dt (resp'

Dr) est I 'ensemble des points r"r lV lae 
Sz dont les coordonnées vérif ient z-y > 0

(resp.  z-y  < o) .  
l ' I

Le bassin d'attraction du point P (resp. Q) est la demi-sphère D, (resp' Dr) '

Soit  M un point de I 'hémisphère Nord, s i  M est s i tué dans la demi-sphère

D, comme cel le-ci  est bassin d'at tract ion pour le point Q si tué dans l thémisphère

Sud, la trajectoire de A passant par M coupe l 'équateur '

Si  M esr si tué dans la demi-sphère D' la tralectoire Ae À passant par y

permer de s 'approcher aussi  près que lron veut du point P. Or la trajectoire de B

passant par P est un cercle paral lèle à l 'équateur,  puisque a + 0 une part ie de ce

cercle esr si tué dans la demi-sphère Dr.  On peut donc atteindre à part i r  du point

P et grâce au champ B un point de D, et donc un point de l 'équateur '  comme on

peut s 'approcher aussi  près que l fon veut du point P, on peut atteindre à part i r  de

M un point de l téquateur.

On montrerait de même que de tout point de lrhémisphère Sud on peut

atceindre un point de l 'équateur ainsi que la même propriété pour le système opposé

{  -A, -B } -

Si b < 0 la proposit ion reste vraie la démonstration est analogue à celle



Conclusion
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on a montré que le système { Â,8

équivaut à Ia transit ivi té ae t À,Ë t

ni lpotent.

l  es t  t rans i t i f

sur  IR3  -  to ]

^2
s u r S , C e q u l

puisque A est
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2  -  - 1 - L 1

^2su r ) .

a pour matrice :
Représentation des trajectoires de A

Dans le système d'axes 0x, 0Y, 0z A

(o -"  
" \

r . ratA= [o-o uf

Figure 10 :
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- - -

é les trajectoires de Ë su, s2.

res 0x, Oyr 0z la matrice de B

sent

d t a :

: )

ax

repré

tème

0-B

BO

00

syst

( ,

avons

le syr

B_l

Nous

Dans

Mat

s ' é c  r i t  :

a v e c  B >  0

Figure 11 :
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CHAPITRE 4

Dans ce chapitre nous abordons l 'étude du dernier cas de f igure possible:

nous considérons une paire {  R,e }  oùr A est un endomorphisme ni lpotent drordre 2

de IR3 (e + 0 et A2 = 0) et B un endomorphisme possédant deux valeurs propres

complexes (non réel les) conjuguées dont la part ie réel le est di f férente de la valeur

propre réel le de B. Le théorème 3 ci-dessous donne une condit ion nécessaire et

su f f i san te  de  t rans i t i v i té  sur  IR3 -  {  0  }  pour  la  pa i re  {R,n} -

Quelques notat ions

Dans une base appropr iée  la  mat r ice  de  B s 'écr i t :  Mat  B  =

1 la quantité a = -1!-

T,  la  quant i té  T,  = Tr  AB

T, la quantité T2 = Trt AB

-70  -

Nous noterons :

Théorème 3

B="JEglgEgt= '

a) Descript ion des trajectoires de À et b

Soit  A un endomorphisme ni lpotent d 'ordre 2 de IR3 et B un endo-

morphisme de IR3 possédant deux valeurs proPres complexes conju-

guées de part ie réel le di f férente de la valeur propre réel le de B.

La paire de champs de vecteurs l inéaires {Rre }  est complètement

contrôlable sur IR3 - {  0 }  s i  et  seulement si  :

(À- " )  dé t  (n+e- r  Id )  <  0

dét (R+e- À Id) I o er (r -c) Tr AB < 0

d é t  ( A + B - I  I d )  l 0  e t

(î;i)

i )

ou i i )

ou i i i )

"*n * (Rrctg 1 - A,",dPr\). I ffi
T r+T,

( "u 0\
^2
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?
que B-  a ld ,  or  les t ra jecto i res de B-  e ld  dans IR-  sont  :

- des cercles centrés en I 'origine situés dans le plan (Oi1*1

- deux demi-droites de vecteur directeur i

- d'hél ices tracées sur des cyl indres d'axes (0,Ë)

On en déduit  que les trajectoire, Oe â sont const i tuées de

un équateur invariant et sans point singulier

deux points singuliers ( les pôles Nord et Sud)

de spirales situées dans chacun des hémisphères Nord et Sud.

Les pôles ou bien l 'équateur sont attract i fs suivant Ie

trajectoires de B sont représentées f igure 12, les trajectoires

décri tes (voir  f igure 10).

de (r. -o ). Les

onr déjà été

précédemment,  à la condit ion du

<0.

slgne

d e A

b) Sur la condit ion i )  du théorème 3

Le champ de ue.teur,  Ë se caractér ise par:  un équateur stable et deux pô-

les ;  dynamiquement les pdles ou bien l réquateur sont attract i fs.

Le champ Â ,"  .uructér ise par :  un grand cercle de points singul iers avec'

sur ce grand cercle, deux points singul iers semi-attract i fs pour les autres trajectoi-

res. Lorsque À - e est positif la condition i) signifie que chaque pôle de B se trouve

dans le bassin d'at tract ion d'un_point s ingul ier de A, lui-même si tué dans le bassin

d'attract ion de lrautre pôle de B (voir  f igure 13).

c) Sur la condit ion i i )  du théorème 3

dét  (n+e-

rang.  ( l -c)  t r  Rg <

À Id) # 0 équivaut, comme

0 équivaut  à  ( r -a)  K i l l (A,B)

d)  L ' in te rpré ta t ion  géomét r ique

démonstrat ion du théorème.

de la condit ion i i i ) sera vue dans le cours de la
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Nous

Dans

Mat

avons représenté

le système draxe

("  -u o\
B= iB o 0f

\o  o r l

les trajectoires de Ë ,u, s2.

s  0x,  0y,  0z la  matr ice de B s 'écr i t  :

avecB>0e t ) . ) o

Figure 12 :



I
I

I

t
l

I

Dans le  sys tème d 'axes  0x ,Oyr  0z  les  mat r ices  de  A e t  B  s 'écr i -

(o-u u\  ( ,+ o\
t t_t- l

venr :MatA= lo -U b f  e tMatB= [o  s  0 l ( r>oe tL>o)

\o-o u/  \o o r /

Nous avons représenté les trajectoires de À et B sur 52 dans le

cas où dét (a+g-r Id)_ < 0 :  le pôle Nord se trouve dans le bas-

sin drattract ion (pour A) du point a qui lu i-même se trouve dans

le bassin d'at tract ion (pour B) du pôle Sud.

Figure 13 :
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Démonstrat ion du théorème 3

Dans une certaine base de IR3 Mat B = e rB>  0

La complè te  cont rô lab i l i té  du  sys tème {  Â ,Ë} .u ,  52  es t  équ iva len te  à  la

complète contrôlabi l i té du système {Â,Ë- o Id},  on peut donc toujours supposer que

c  =  0 .  Qu i t te  à  é tud ie r  la  cont rô lab i l i té  du  sys tème {  -A , -B}  au  l ieu  du  sys tème

{A,B},  on peut toujours supposer que À -o > 0 dans ce cas la complète contrôlabi l i té

du système A,B sur IR3 - tOl est équivalente à cel le du système { o,  t r-o|  B}.

["  
-u o\

Ie  "  o lavec) , lo
\ooL/

{A,e  }
d e  B '

Soit  P I 'unique plan invariant par B'

.  S i  P  =  Ker  A ,  l e  sys tème {A ,B

P est stable par A et B.

Dans ce cas Im(B'  -  Id)  = P

ramenés à l 'étude de la contrôlabi l i té d'une paire

2 et où dans une certaine base de IR3 la matr ice

R
( t=  x -_o to )

Nous cherchons tout d 'abord une base de IR3 dans laquel le A et B'  srécr i-

vent sous la forme la plus simple possible.

Nous nous sommes donc

où A est ni lpotent d 'ordre

s 'écr i t  :  
lO  

- t  0  
\

I t  o oJ
\o  o r l

( P  K e r  A )  =  1 ,

i soit un vecteur

(o - t  o\

l r  0  0 l
\o o r l

(p  =  tm(e '  -  rd ) )

nres t  pas  cont rô lab le su r IR3  - {o } ca r l ep lan

et donc

donc dét

B '  -  I d )  =d é t ( A  +
) , - c r

t t *  c K e r A = P

1 .  dé t  (R+g-  À  Id )  =  0
G:E)J

dans ce cas on peut trouver une base ( i r j ,er)

directeur de Pô Ker A et dans laquel le

(e+g -  À td )  =  0

Supposons dim

IR3 tel le que

M a t B =

de

On peut alors trouver un vecteur de Ker A sous la forme À j + ue3. Puisque

Ker  A  lP ;v  l 0  e t  s i  À=  0  l a  d ro i t e  d i r i gée  pa r  l e  vec teu r  e3  es t  s tab le  pa r
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A e t  B  :  le  sys tème {A,B }  n 'es t  pas  complè tement

ce cas.

e t  e3  e  Ker (B '  -  Id )  donc

1  ,  d é t  ( R + g - À  I d )  =  o
(f;)r

contrôlable sur IR3 - {  O} dans

Par ai l leurs e3 €
i

d é t l A  + B r -
t -

\  ) ._o

Ker  A

t.) =

Dans la suite nous supposons que I I  0, posant U = 
+ ", 

la matrice de

B' dans la nouvelle base (i , j ,k) est inchangée et la matrice de É est égale à :

M a t A =
lo -"  a\
lo-u bl
\o -" "J

c puisque Tr A = 0.avec b =

Les  pô les  Nord  e t  Sud sont  a t t rac t i f s  pour  le  champ de vec teurs  B ' ,  les

polnts symétr ique de P par rapport  à l ror igine sont semi-at-

tract i fs pour le champ de uecteurs Â.

Le grand cercle de points singul iers pou, Â est le grand cercle intersect ion

de 52 et du plan d'équat ion y = z-

Notons encore D, (rejp.  Dr) la demi-sphère déterminée par le grand cer-

cle de points singul iers pour A et contenant le pôle Nord (resp. le pôle Sud).  Df

(resp. Dr) est l 'ensemble des points M de 52 dont les coordonnées véri f ient z-y > 0

( r e s p .  z  -  y  < 0 ) .

on peut trouver

M a t  B t  =

une base de IR3 dans laquelle

fili)
En conclusion, dans le cas général ,

les  mat r ices  de  A e t  Br  s 'éc r iven t

(o -"  ' \
MatA=  l 0 -b  b f

\o -o bl
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A - Cas où dét  (A+B-À ld)  = ( r -a) 'b( r ' *  1)  < 0 ( i .e  b < 0

Dans ce cas le point P (  resp. a) est s i tué

Nord) le bassin d'at tract ion du point P (resp. Q) est

(on  peut  se  repor te r  à  la  f igure  13) .

Nous al lons montrer la complète controlabi l i té

montrant que, de tout point de 52, on peut atteindre

{A,B }aussi bien que grâce au système opposé.

dans I 'hémisphère Sud (resp-

la  demi-sphère D,  ( resp.  oZ)

du systèm" { À,Ë } sur s2 en

l 'équateur  grâce au système

si tués sur l téquateur :  tout grand cercle pas-

l réquateur  es t  s tab le  par  A  e t  comme i l  es t

complète contrôlabi l i té du système {À,Ë } tut

Comme tout point de l 'équateur est accessible à part i r  de tout point de

l 'équateur grâce aux champs B ou -B le point i )  du théorème aura été démontré.

Soit  Mo un point de I 'hémisphère Nord, on peut atteindre à part i r  de ce point

et grâce au champ B un voisinage arbi trairement pet i t  du pôle Nord, et  donc un

point Mt de la demi-sphère Dr.  Comme D, est le bassin d'at tract ion du poi l t

P si tué dans I 'hémisphère Sud, on peut atteindre en suivant la trajectoire de A

passanr par M, un point de I 'hémisphère Sud et donc un point de l réquateur.

On montrerai t  de même que l 'équateur est accessible de tout point de I 'hémis-

phère Sud.

Mont rons  mainrenant  qu 'à  par t i r  de  Mo le  sys tème {  -À , -Ë  }  permet  d 'a t te indre

un point de l 'équateur-

La trajectoire de -Ë passant par le poi l t  M o admet l 'équateur com me cycle

l imite,  par conséquenr la trajectoire de -B passant par N{o passe par la demi-

sphère D2. Cette demi-sphère est le bassin drattract ion du point P pour le

champ de vecreurs -A donc toute trajectoire de -A passant par un point de D,

coupe l 'équateur.  Ceci montre que, de tout point de l thémisphère Nord, on peut

atteindre un point de l 'équateur ;  de façon analogue on montrerai t  la même

chose pour un point de I 'hémisphère Nord. C.Q.F.D.

B- Cas où dét (A+g- r Id) = 0 (Le b = 0)

Les points P et Q sont alors

sant par P et Q étant_ stable pu, À,

éga lement  s tab le  par  B ,  i l  n 'y  a  pas

s2.
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c- Cas où dét (a+e- r td) I 0 et Tr AB < 0

.  Dét  (R+g-  Àtd)  = ( r  -  o12 6112

supposerons donc b> 0

.  Tr  AB = ( l -aXb-ar) ,  nous avons

Le bassin d'attraction de P est

est  la  demi-sphère Dr .

+ 1),  le cas b < 0 ayant déjà été étudié nous

s u p p o s é  À  > o d o n c  b - a 1  < 0

la  demi -sphère  D '  le  bass in  d 'a t t rac t ion  de  a

Soit  C Ia trajectoire de Ë'  passant par le point P, dans une première étape,

nous al lons montrer que cette trajectoire passe_par la demi-sphère Dr.

Les équations de C sont données par :

I  l . l  l x ( t )  =  a  cos  r t  -  b  s in  1 t

l l . l l y ( t )  =  a  s in l t  +b  cos î t  où  l l . l f  =u2  *b2  *b2  
"2 t

I  l . l  l z ( t )  =  b  e t

I l  s rag i t  de  monr rer  que la  quant i té  , ( t )  -  y ( t )  es t  négat ive  pour  un  cer ta in

t  > 0 .

l l . l l ( r f r )  -  v ( t ) )  =  f ( t )  =  b  e t  -  a  s in ï t  -  b  cos ï t

Nous faisons un développement l imité de f( t )  au voisinage de 0:

f ( t ) = ( b - a r ) t + a ( t ) : p u i s q u e b  -  a  ^ (  <  0  c e t t e  q u a n t i t é  e s t  n é g a t i v e  p o u r

t  > 0 assez pet i t .  La trajectoire C passe donc par_ la demi-sphère DZ et on

monrrerai t  de façon analogue que la trajectoire de Br passant par le point a

passe par Ia demi-sphère Dr.

Dans cette deuxième étape nous montrons gue, de tout point de 52, on peut

atteindre un point de l 'équateur grâce au système {A,B}.

Soit  Mo un point de I 'hémisphère Nord si  Mo est s i tué dans la demi-sphère D2,

bassin drarrract ion du point Q si tué dans |hémisphère Sud, la trajectoire de Â

passant par Mo coupe l téquateur.

Si Mo esr si tué dans la demi-sphère D' bassin drattract ion du point P, la tra-

jectoire de A passanr par Mo permet d'at teindre un point M 
t  

arbi trairement

proche de P. Or la trajecroire de É'  passant par le point P passe par la demi-

sphère DZ, donc, si  Mt est choisi  suff isamment proche de P, la trajectoire de
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Ë' p"rr"n, par M1 passe également par D, d'oir  nous avons

dra t te indre  l 'équateur .

On montrerait de façon analogue guê, de tout point de

peut atteindre un point de l 'équateur.

vu qu' i l  était possible

I 'hémisphère Sud, on

Nous avons vu dans le premier cas étudié, que de tout_ point de SZ on pouvait

at teindre un point de l 'équateur grâce au système { -A,-B}.

Conclusion Nous avons montré guê, de tout point d" j1, on pouvait- atteindre

un po in t  de  l 'équateur  g râce  aux  sys tèmes {A ,B}  e t  {  -A , -B  }  comme

on peut se déplacer sur_lréquateur grâce aux champs de vecteurs B'

e t  -Br ,  le  sys tème {À,È ' }  es t  t rans i t i f  su ,  52  ce  qu i  équ ivaut  à  la

complè te  cont rô lab i l i té  de  {n ,a }  sur  IR3 -  {0 } .

D. CasoùT .  =T rAB>  0e tT^=T r tAB  >0

Tt  =  ( r - " )  ( -a r  +  b )

nécessairement b > 0

T ,  +  T ,

Jfrr-r;z *? (rr+rr)z
(A rc tg l -  A rc t s r  

æ  
+  n )  =

""p + 
( Rr"tg ̂ 1 - Arctg 1

e t  T ,  =  ( L - a )  ( a t  *  b ) ,  c o m m e  o n  a  s u p p o s é  À - e  t  0 ,

exp 1
\

b_Ttr
I va  +D

et puisque

exp (A rc tg^1  -A rc tg * * * l

b> .
-  a^ (+  b  >  0  e t  a r+  b  >  0  on  a  tou jou rs  ,  G ry ;F

t
"(

T

æ

t  îr-Tt)z *tz { 'rr*rr)z

Nous al lons démontrer la non-transit ivi té

exhibant une partie e de 52 invariante p", À et Ë'

E= {M(x , y , z ) . s2  l z ) .  b  e t z - y>o }

JrZ*b2

T r T

: ': - ,"))---t-Tz-Tt  "  J l * r2

du  sys tème tÂ ,8 ' l  su r  s2  en

: soit E I 'ensemble défini par :

T ,  +  T ,
donc :



_79  _

Soit C, le cercle paral lèle à |équateur de lat i tude Arctg 
+_ 

et CZ le

v a  + D

grand cercle intersect ion de s2 et du plan d'équat ion Y = z '  La front ière de E est

const i tuée de lrensemble des points de Ct dont la longitude est comprise entre

n  -  A r c t g l !  1 " ,  2  n +  A r c t g l l  1 " ,  
d e  l r e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  d e  C Z  d o n t  l a  l a t i t u d e

l a l  l a l
est  compr ise  en t re  Arc tg  b  e t  n l+  (vo i r  f igure  14) .

J^2*b2

Pour  mont re r  l r invar iance de  la  par t ie

nous al lons montrer qutaucune trajectoire de

traverse la front ière de cet ensemble.

P Par les

A  o u  B l

champs de

passant par

vecteurs À et

un point de EÉ '

ne

Notons  C ' ,  ( resp .  C ' r )  la  par t ie  de  la  f ron t iè re  de  E s i tuée sur  le  cerc le

C,  ( resR.  Cr ) .

*  I l  est c lair  que toute trajectoire de A passant par un point de E ne peut traver-

ser la front ière de E par C',  puiseue C',  est const i tué de points singul iers pour

A .

So i t  Mo (Xo,yo ,Zo)  un  po in t  de  C ' ,  de  la t i tude  go  e t  de  long i tude g  o ,  lê  vec teur

A(M")  a  pour  composantes  :  

1a(2" -V" )  

-  *o ( ro -yo) (axo+by. .Or . ] \

I  
U{ r . -v . )  -  yo(zo-y ) (axo+byo+br , )  

|

\  o(r .-r"  )  -  zo(zo-yo )(axo+b y 
"+bz) 

I

Monrrons que la 3e composante est toujours posit ive, quel que soit  le point Mo

de C' r -  Considérant

^be t  t guo  =  
ZT
v a  + D

Cette 3e composante est égale à :

a  c o s q o  -  b  s i n g o )

æ æ

que I  Xo =  coso o  cos  9o
I
l t "  

=  cos  oo  s i n  9o

I r "  =  s in  oo

(z  -  y)b 
"or2 

ro (1 -

)
=  ( ,  -  y )b  cos ' o "  ( 1  -  cos (<p "  -  e1 ) )  où  cose1  =  

#v a  + D

s i n g ,  -  b
' æ

v a  + o
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Sur  C ' ,  la  quant i té  z  -  y  res te  tou jours  pos i t i ve  e t  la  quant i té  1  -  cos(9o-91)

est toujours posit ive quel que soit  le point Mo de C'r-

Le fai t  que la 3e composante_ du vecteur A(M.) soi t  toujours posit ive sur C'1

prouve que les trajectoires de A passant par les points de E ne peuvent traverser

la front ière de E en un point de C'r .

Aucune trajectoire de Â passant par un point

f  ront ière C de E par conséquent I 'ensemble

champ de vecteurs A.

d e E

E est

ne t  raverse Ia

stable par le

Nous montrons maintenant le même

La trajectoire de d' pu..u.,t  par un

I  l - l  l x ( t )  =  xo  cos  1 t  -  Yos in  1 t

l l . l  l y ( t )  =  xo  s i n  r  t  +  yo  cos  r t

I  l . I  l r t , l  =  zoet

résultat concernant

po in t  l l  o  (xo ,yo ,zo)

l e  c h a m p  Ë ' .

de E a pour équations :

( l l.l lt= *2o * yzo , 2
z o

2 t ,e )

La

à :

rangenre de la lat i tude du point courant M(t)  de cette trajectoire est égale

f( t)  = zoêt ;  f  étant une fonct ion croissante, i l  est c lair  que la trajec-

to i re  de  B 'passant  par  Mo ne peut  t raverser  la  f ron t iè re  de  E en  un  po in t  de

c t 1 '

So i t  ma in tenant  Mo (Xo,yo ,Zo)  un  po in t  de  C ' ,  (y "  =  zo)  de  la t i tude  O o  e t  de

long i tude qo  e t  so i t  X ,  Y  e t  Z  les  composantes  du  vec teur  B ' (M. ) -

X = -TYo

Y = T X o

Z = z o -

2-  x o z o

2-  zoYo

3
z o

Z  -Y  = 3
z o  -  z o  -

Yo  -  I xo

cos eo cos

2
x o + z o y o

puisque yo = zo

- " ( )ç o  ( t g  q o

nrctc 
|  
! !

a

X o  +  Y o

Puisque Mo C'z
l **o-(r 

-nrctcl



donc tg * .  ,  
l :  |  " ,  

puisque -^( est posi t i f  la quant i té Z -  Y est posi t ive

pour tout point de C'r .

Ceci prouve que le vecteur B'(Mo) est toujours si tué dans le 1/2 espace détermi-

né par le grand cercle C, et contenant le pôle Nord donc la trajectoire de Ë'

passant par Mo ne peut traverser la front ière de E en un point de C'.r .

- 8 1  -

Aucune trajectoire de É'  passant par un point de E ne traverse la

f  ront ière C de E par conséquent l rensemble E est stable par bt,

comme i l  es t  s tab le  auss i  par  A  le  sys tème {  À ,É ' }  n res t  pas  t rans i -

t i f  zur s2. c.q.r.n.

!
a

Conclusion

lt
il

tl

E

Tt  =  ( r . - " )  ( -a  T  +  b)  comme on suppose À )  a ,  nécessa i rement  -a 'y  +  b> 0

comme i l  a été vu au point précédent,  la 3e inégal i té impl ique que

, ,  =  r r  
t  A B  =  ( r - o ) ( a 1 +  b )  <  o  d o n c  a 1  +  b  <  o

cette 3e inégal i té est équivalente à I ' inégal i té suivante :

b-Tn
V A  + D

exp  1  (A rc tg l  -  A r c tg ï  T t f i Z  +  n1<  T

ï '{6

Nous supposons b > 0, Ie cas b < 0 ayant déjà été traité.

Pour  monrrer  la  t rans i t iv i té  du systèm" {  i , ,É ' }  sur  52 nou,  a l lons montrer
t

que, de tout point de S",  i l_ est possible d'at teindre un point de l 'équateur grâce

aux sys tèmes {  A ,B ' }  e t  { -A , -B ' } .  Le  deux ième po in t  se  démont re  comme dans le

cas C, i l  nous reste donc à montrer le 1er point :  la démonstrat ion est analogue à

celle faite dans le cas C mais les calculs sont différents.

Cas où Tl = Tr AB

Tr+T ,

> 0, dét (R+g- À Id) I O et

{1rr-rr)' *rz {rr*tr)z
(Arc tg l  -  Arc tg  t  

T tÆz +  7r  ) '+
TZ-T' J1-+ |

exp I
"r
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* Soit  C la t  rajectoire de B I  passant par

nous montrons que cette trajectoire passe
' ) -

points de S" dont les coordonnées véri f ient

Les équations de C sont données Par :

le point P, dans une première étape

par la demi-sphère D, (ensemble des

: z - y < 0 ) .

[  
|  l - l  l x ( t )  =  a  cos  r t

|  |  l - l  l v ( t )  =  a  s in  "Y  t

Irr.rrz(t)=6st

b  s i n l t

b  cos .y  t

- t
e  

-  
s l n  ( T  t

où l l .1 l2 = az * b2 * b2 
"2'

+

I l  s 'ag i t  de  mont rer  que la  quant i té  z ( t )

valeurs de t.

I  l . l l ( r t t l  -  y ( t ) )  =  f ( t ) :b  
" '  

-  u  s in t  t  -  b

. t lTZ= D ê  - v a  + D  s i n ( f  t

où cos go = â sin
,  2  ,2

V a  + D

-  y(t)  devient négat ive pour certaines

cos ï  t

+  I  o )

9 o  =  b

J u2*b2

f ( t )  <oee( t )  =

Lrétude des var iat ions de la fonct ion g nous permet

vant :

t 1 t ( 1n  - v " )
v2

de dresser le tableau sui-

1(ln - p")
^ r2

+ 9  o )  >  b
,2  ,2

v a  + D

=  s i n g o

1 ( n - q o )
"(

1 ( 2 n  - q " )  r
T"2

2n
T

g ' ( t )

e( t  )
stn 9o

. a 1 0 e t b > 0  d o n c  r
2

t 1 ( A r c t g y + r - q o )

9 o ( [ g  o  =  A r c t g b + n
a

= 1
T

= 1
^(

,2 ( A r c t g  ^ t + z t r - 9 o )



donc g( t r )  =

et,  pursque
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( A r c t g l  +  2 n - q o )

( A r c t g l  + r  - A r c t g= ï e x p

J  yz* t

= yTl*Tz ,  on a
Tz -T t

Jy2 * t

e x p - l
^(

-1
^l U

a

!
a

Nous avons démontré que la trajectoire

DZ, la démonstrat ion du fai t  que de

at te indre  un  po in t  de  l 'équateur  g râce

alors exactement comme dans le cas C.

d 'après  nos hypothèses

C passe par

tout point de

au système {

g ( t , )  >  b' ----
v a  + D

Conclusion la demi-sphere
^z) on pulsse

À , Ë '  l  , "  f a i t

Cas où T1 = Tr AB > 0, dét

T r+T,

(e+g-ÀId I  o  e r

(A rc tg  1 -  A rc tg  1  
T t+T ,  

+ r )>  I

ETl T,T

T t

S i

S2

=  ( l - a X -  a

on avaft T,

c o m m e  i l  a

T 2 = T ' t

3e inégal i té

T +  b ) ,  c o m m e  o n  s u p p o s e À  >  a ,  n é c e s s a i r e m e n t  _  a ï +  b 2  0

= Tr  t  
AB >  0 ,  i l  n ty  aura i r  pas  t rans i t i v i té  du  sys tème {Â,Ë, }  sur

été vu au point D. Nous supposerons donc que :

A B  =  ( r - " ) ( a  I  +  b )  < 0  d o n c  a r  +  b <  0

est équivalente à :- L a

b_ ,
V A  + D

exp 1  (Rrc tg  1  -  Arc tg  b  *  n )  ) .  ^ (
^( a Jf*r

Appelons Co la rrajecroire de É'  passanr par le point p

C,  le  cerc le  para l lè le  à  l ' équateur  de  la t i tude  Arc tg

J 12*t
c, le grand cercle intersection de s2 et du plan d'équation y = z



Pour démontrer la non-transi t iv i té du sysrème { À,Br }  sur 52 nous al lons
exhiber une part ie E de s2 invariante par ces deux champs de vecteurs et dont la
f ron t iè re  es t  cons t i tuée d 'une par t ie  de  Co,  d 'une par t ie  de  c ,  e r  d rune par t ie  de
c2.

Pour préciser davantage la front ière de E certains calculs prél in inaires
sont nécessaires :

Soit  M(t)  le point couranr sur la trajectoire co er posons u(t)  = ôi t( , ) .
Le  vecreur  tangenr  à  Co en  M( t )  es t  :  v ( t )  =  Bu( t )
v e c t e u r  o r t h o g o n a l  à  v ( t )  e t  t a n g e n r  à  s 2  e n  M o  e s r :  u ( t ) , .  v ( t ) ,  ( u ( t ) , r  v ( t )  =
u ( r )  , ,  B u ( t ) ) .
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à la  pos i t ion  du  vecreur  w( t )  =  Au( t )  _  <  au( t ) ,  u ( r )  >  u ( t )
v ( t ) ,  pour  ce la  on  ca lcu le  w( t ) . (u ( t )n  u ( t ) )

d é t  ( w ( t ) ,  u ( t ) ,  v ( r ) )

d é t  ( u ( t ) ,  B u ( t ) ,  A u ( t ) ) .

On s r in té resse

par rapport  au vecteur

w ( t ) . ( u ( r ) n  v ( t ) )  =

Nous nous

quant i té est égale à

y r - b " t ) .

L ré tude du  s igne

dans le cas E, ic i ,  puisque

in té ressons  donc  au  s igne de  dé t  (u ( t ) ,  Bu( t ) ,
,  b (a2  *  bz)  ( " t ( r  cos  ï  t  -  s in  1  r )  -  r  ) (a  s in

n u ( t ) )  c e r r e
^ (  t + b c o s

t 
a été faitede la quant i té

b  e x p l

lÆ 
'i

C s t n  1
( A r c t g  1

t  +  b  c o s T  t

-  A r c t g  b  + n
a

- be

)>

Jy

a  s i n  T t  +  b  c o s y t  -  b  
" ' " . t

négatif  pour rour t > 0.

Etudions alors le signe de h(t)  =

le tableau de var iat ions suivanr pour h(t)

t  ( t " o ,  î  r  -  s i n l t )  - y ,  n o u s  o b t e n o n se

h ' ( t  )

h(-L)=
"(

- ,  1sn / " (  +  t )  <  0  e t  h  ( zn /ù  =  (u2o / ,  -  t ) ,  0
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Nous rappelons le tableau de var iat ions de la fonct ion g(t)  = e-t  s in(1 t  +
q " )  ( 9 o  =  A r c t g  b  + n  )

a

1 ( r - q " )
^(

( A r c t g  " ( + 2 r  - p o )

t ,  1 ( jn  -e" )  1 (2n-<p" ) .  l ( 5 n - p " )' 2  i7
2n
ï

g ' ( t )

B ( t )

0 0

,2 = 1
^{

La tangente de la

é g a l e à :  b e t  p u i s q u e
,--2

v a + D

lat i tude du point

T t )  0  e t  T r <  0

t ra jec to i re  Co es t

et donc i l  existe

courant

b-,-:2,
v a  + D

M ( t )  d e  l a

< Y

T s t r i c tement  pos i t i f  te l  que b  eT

Ju2 *b2

= T
, )

,/ 7- +l

Nous al lons montrer que

Puisque g(tr)  -< sin go b et2

JuZ*b2

Considérons la fonction f(t) =
sur  I ' in terva l le  In  2n/1]  est  le  su ivant

ï

T e [0 ,  2r l  e t  h(T)  < 0
B

T cos

donc T  (  ,24

T t  -  s in  1 t son tableau de var iat ions

Jy2* t
_2 ,
"(

f  ' ( r )
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f ( to )  =  l rT  to  =  zn  -  Arc tg

e o  =  A r c t g  b  +  n  d o n c  a o  >  r / Z  ( b  > 0  e r  a (  0 )
a

on en  dédu i t  :  Arc tg  " l  +  2  r r  -  qo  =  tZ< 2n  -  Arc tg

Par conséquenr : - Si T e [0, n/r] n(f) < 0

-  S i  Te  l nh ,2nh l  pu i sque  T  <  , 2 .  t o

T cos f T - sin 1 T r( Tcos 1 t, - sin ̂ y

et donc : h(T) -( eT ( tcos 1 t,  - sin 1

I
"(

1  =  t o
T

on

t2

tz)

peut  écr i re  :

- ^ t  -  0  C.Q.F.D.

Conclusion Nous avons  mont ré  I 'ex is rence d 'un  po in t  M(T)  (T  >  0)  sur  la  t ra jec-

toire Co de lat i tude Arctg tel  que pour tour r  0 < t  r(  T on

TT
a i t  dé t  (u ( t ) ,  Bu ( t ) ,  Au ( t ) )  >  o .

Nous déf inissons maintenant la part ie E de 52 invariante pu, À er B'  (on
peut se reporter à la f igure 14) :  la f  ront ière de E est consri tuée de l ,ur" f f i
de  la  t ra jec to i re  Co,  de  I 'a rc  de  cerc le  de  C,  jo ignant  les  po in ts  M"(T)  e t  le  po in t
M,  de  C,  de  long i tude Arc tg  1  e t  de  l ra rc  de  cerc le  de  C,  jo ignant  les  po in ts  M,
et P- La part ie E est I 'ensemble des points de 52 si tués au-dessus de ces 3 port ions
de courbe.

Comme dans le cas

champs de vecteur,  À 
",  

Ë'

passant par un point de E ne

D pour  mont re r  I ' i nvar iance de  la  par t ie  E  
_par

nous al lons montrer qutaucune trajectoire de A ou

traverse la front ière de E.

les

B l

I l  est c lair  que toute trajectoire de Â passant par un point de E ne peut rraver-
ser la front ière de E en un point de l rarc de cercle 

Ç 
puisque cer arc de

cercle est const i tué de points singul iers pou, À.

Nous avons vu, dans le point D, que la 3e composanre du vecreur À(rur")  étai t
posi t ive pour tout point Mo de l 'ur"  uJG,| ,  donc une trajectoire de Â passant

-
par un point de E ne peur traverser la front ière de E en un point de M"(T)M'.
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Enfin nous avons établ i  que dét (À(Orr,r( t ) ,  OM(r),  b(Orr,r( t ))  )  0 pour rour t
que 0 (  t .< T ce qui s igni f ie que les trajectoires de A passanr_par un point

I ta rc  PM(T)  sont  ren t ran tes  dans  E;  donc  roure  t ra jec to i re  de  A passanr  par

point de E ne peut rraverser la fronr ière de E en un point de pM(T).

tel

de

un

Nous montrons mainrenant le même résultat concernant le champ Ë'.
I l  est  c la i r  que roure t ra jecto i re  ae Ë 'passant  par  un point  de E ne
verser la frontière de E en un poinr de ft l  puisque cet arc esr une
t ra jec to i re  de  Ë ' .

Au point D i l  est établ i  que la lat i tude

de B' étai t  une fonct ion croissanre de

passgll--pa{ un point de E ne sauraient

peut  t ra -

par t ie  de

du po in t  couranr  M( t )  d 'une r ra jec to i re

t par conséquent les t  rajectoires de B '

t raverser la front ière de E en un point

de  M(T)  Mr .

Enfin, t l_a été également établi  au point D que les composantes X, y et Z du
vecteur  B ' (Mo) (pour  Mo point  de Cr)  vér i f ia ient  :
z - Y > 0 dès lors que la lat i tude de Mo était supérieure à Arctg "( ou

Gn
que I 'abscisse de Mo étai t  négat ive ;  par conséquenr roure trajectoire de ; '
passant par un point de E ne peut traverser la front ière de E en un point de
M 

tP'

Aucune trajectoire de A ou B'passant par un point de E ne traverse

la front ière de E par conséquent I 'ensemble E est stable par ;  er

B le  sys tème {A,B ' }  n 'es t  donc  pas  t rans i t i f  sur  52 .

c.Q.F.D.

Conclusion
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Figure 14 : C a s F t T l r 0 d é t

Tr+T,

( A + B - À l d ) 7  g  s 1

I
l
I

i

l

I

Jîr-rr)Z , ^r2 {rr*rrf

Nous avons représenté la

e x p t ( A r c t g  1  -  A r c t g l  T  
t + T ,"( TT

zone E invariante p"r À 
",  

Ë'

+n>  L

J12 * t

. F -

t \
l -

+
I
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2ème  PARTIE

CONTROLABILITE DES SYSTEMES AFFINES

DANS LE PLAN
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INTRODUCTION

Cette part ie est consacrée à l 'étude des

( r )  i ( t )  =  A x ( t )  +  u ( o x ( t )  +  b )  o ù  :

On sait  que I 'ensemble des

plètement contrôlable est un ouvert

tement contrôlable et s i  les champs

s ingu l ie r  commun,  le  sys tème ( t )  es t

systèmes du type

x( t )  es t  é lément  de  IB2

A et D sont deux matr ices 2 x 2 non nul les

b est un vecteur non nul de tR2

le contrôle u est non borné (u e IR)

Nous al lons donner des condit ions nécessaires et suff isantes de complète

contrôlabi l i té pour les systèmes du type ci-dessus. Ces condit ions sont purement

a lgébr iques :  I 'ensemble  des  coup les  (A ,  D +  b)  te ls  que le  sys tème ( t )  so i t  complè-

rement contrôlable est un ensemble algébrique de IR10, de plus el les seront données

sous forme invariante :  les calculs à faire pour décider de la contrôlabi l i té du sys-

tème (t)  ne dépendront donc pas de la forme des matr ices A et D.

Par ai l leurs, I 'examen de ces condit ions nécessaires et suf f isantes qui

seronr exposées dans le chapitre I  donne l ieu à I ' importante remarque suivante:

A un système du type (r) nous associons le système homogène:

i ( r )=Ax ( t )+uDx ( t )(2 )

coup les  (e ,D)  qu i  rendent  le  sys tème (2)  com-

U de IR8 et que, si  le système (2) est complè-

de vecteurs A et D + b nront pas de point

complètement contrôlable.

On peut se demander ce qui se passe dans le

pas complètement contrôlable. Les résultats que nous

d 'é tab l i r  que s i  A ,  D e t  b  sont  cho is is  te ls  que:

- le système (2) nrest pas contrôlable

- le système (t)  est complètement contrôlable

a lo rs  (A ,D)  appar t ien t  à  la  f ron t iè re  de  U .  Aut rement

l 'ensemble des tr ip lets (A,D,b) qui rendent le système

est incluse à |adhérence de U .

cas  où  le  sys tème (2)  n fes t

al lons démontrer permettent

di t ,  Ia project ion sur IRSde

(t)  complètement contrôlable



- 91  -

PLAN DE LA PARTIE I I

Chapitre I

Chapit re 2

Chapitre 3

Chapitre 4

Dans ce chapitre nous énonçons notre résultat  pr incipal puis nous

exposons br iève ment des condit ions nécessaires et suf f  isantes de

complète contrôlabi l i té pour le système l inéaire (2) :  dans ce cas'

le théorème de Jurdjevic-Sal let  donne une condit ion nécessaire et

suff isante de complète contrôlabi l i té pour le système (1)-

Nous terminons le chapitre en mettant en paral lèle les

nécessaires et suff isantes des systèmes (t)  et  (2) ,  nous

para î t re  que le  sys tème ( r )  es t  complè tement  cont rô lab le

ment dans le cas où le système (2) I 'est aussi .

Au passage nous rappelons des résultats concernant les

d'extension qui nous seront ut i les pour la sui te.

condit ions

faisons ap-

essent iel le-

techniques

En vue de la démonstrat ion de not le théorème, nous introduisons

dans ce chapitre des techniques propres à la dimension 2. Nous dé-

montrons la proposit ion suivante : .  Une famil le F = {  X, t  Y} est

complètement contrôlable sur IRZ si  et  seulement si  le long de

chaque trajectoire C de t  Y le champ de vecteurs X est dir igé vers

chacune des deux régions déterminées par C.

théorème dans le cas où D est semblable à

> 0 )

théorème dans le cas oir D est semblable à

( l  (o )  =  0 )

démontrons notre théorème dans le cas où D est semblable à

I  ( "  B+o)  ( l (o )  <  o  e t  T r  D /  o )
I
I

Nous démontrons notre

| [^rol tr ,  /  À2) (^(D)
\o ^zl

Nous démontrons notre

l^ol ou i^t\
lo r  /  \o r  I

Nous

( ; :

Chapitre 5
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Chapitre 6 :  Nous démontrons notre théorème dans le cas où D est semblable à

/o  -e\  te+ol  ( r (o)  < o et  r r  D = o)
t l
\s o /
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C H A P I T R E  I

1 .  RESULTAT PRINCIPAL

Nous noterons D + b le chamP de

I 'espace des champs de vecteurs l inéaires,

fo rme de K i l l i ng  no tée  X.

Théorème

: x ----------à Dx + b. Sur

drune fo rme b i l inéa i re  :  la

vecteurs af f  ine

nous disposons

En d imens ion  2  on  a :  x (A ,B )  =  4  T r  AB  -  2  T r  A  T r  B .  Nous  no te rons

a la  forme quadrat ique associée ( l  (n)  = x  (A,A)) .

Cons idérons  le  sys tème ( t )

oir  A et D sont deux matr ices 2 x 2 non nul les et b est un vecteur

l ï .;::. i""t[1 
"r, 

complètement contrôlable sur IR2 si et seulement

si  :

* Cas où D possède deux valeurs propres réelles dist inctes ( l(D) > 0)

. x  (A ,D)z  -n  (n )  I  ( o )  >  0  e t  l es  champs  de  vec teu rs  A  e t  D

+ b n'ont pas de point singulier commun

ou  . x  (R ,o )2  -  A  (A )  ^  (D )  =  0  e t  dé t  D  =  0  e t  dé t  A  I  o  e t

A(Ker  D)  Ê Ker  D et  Ju*  e IR te l  que :

i )  dé t  (A  +  u *D)  >  0

i i )  D (D  +  b )  (A+u*o ) - l  ( -u * [ )  =  0

ou  . x (A ,D )2  -  ^  (A )  A  (D )  -  0  e t  dé t  D  -  0  e t  Az  -  0  e t

A (Ke r  D )Ê  Ke r  D  e t  b  É  Im  D

* Cas où D possède une valeur propre réel le de mult ipl ic i té 2 (^(D)=0

-x  (n ,o)2 -  ^  (e)  A (D)  > 0 et  les champs de vecteurs A et

D + b nront pas de point singulier commun

ou  . x  (e ,o )2  -  ^  (e )  a  (D )  =  0  e t  dé t  D  -  0  e t  AD -  0  e t

be  Im  A  e t  b  r lm  D

i ( t )  =  Ax ( t )  +  u (ox ( t )  +  b )

x ( t ) e  IR2  e t  u  e  IR
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)
ou  . x  (A ,D) -  -  a  (A )  ^  (D )  =  0  e t  dé t  D  =  0  e t  AD -  2  DA -  0

e tAb lT rA .be tbe lmD
3

* Cas où D ne possède pas de valeurs propres réelles ( l(o) < O)

.  Tr D I  0 et les champs de vecteurs D + b et A n'ont pas

de point s ingul ier commun

o u  . T r D  = 0 e t  A ( A D ) >  0  e t  l e s  c h a m p s  d e  v e c t e u r s  D  +  b  e t

A n'ont pas de point s ingul ier commun.

2 .  TECHNIQUES D 'EXTENSION

Soit  M une variété di f férent iable et F une famil le de champs de vecteurs

sur M- On note S(p')  le pseudo semi-groupe engendré par les di f féomorphismes lo-

caux X, pour X e F et t  )  0 ;  on note G(F) le pseudo-groupe engendré par S(F).

Pour  x  €  M,  nous  no terons  encore  S(F) .x  ( resp .  G(F) .x )  I 'o rb i te  de  x  dans  I 'ac t ion

de S(F)  ( resp .  c (F) )  sur  M.

Déf in i t ion  On d i ra  que les  sys tèmes F  e t  F 'son t  équ iva len ts  s i :

i )  Vxe  MG(F ) . x=G(F ' ) x

i i )  Vx e t r , t  s (F) .x  = S(F ' ) .x  ( l 'adhérence est  pr ise dans G(F)x)

Remarque Si F et Fr sont deux systèmes équivalents, i l  est aisé de démontrer

que la complète contrôlabi l i té de I 'un entraîne la complète contrôla-

b i l i té  de  I 'au t re -

Dans la sui te nous ut i l iserons le théorème suivant :

Théorème Soit F une famil le de champs de vecteurs définie sur une variété M,

ll lenveloppe conique convexe fermée de F est équivalente à F.
t l

Conséquence

Une conséquence de ce théorème est que le système (t)  qui  peut être

regardé comme I 'ensemble F des champs de vecteurs :
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p  =  { A  +  u  ( D + b )

F '=  {  a ,  t (o+b)  }

De mème, Ie système tromogène (2) est équivalent au système F" défini

pa r :F "=  {A , tD }

3.  ETUDE DU SYSTEME HOMOGENE ASSOCIE AU SYSTEME (1)

I l  esr inréressanr d'étudier le système homogène (2) associé au système

(t)  car nous disposons du théorème suivant :

Théorème de Jurdjevic-Sal let

/ u

car

e IR l  est équivalent au système déf ini  par

Ies famil les F et Fr ont même enveloppe convexe fermée-

Soit  F une famil le de champs de

famil le const i tuée par les part ies

vecteurs af f  ines sur IRn et É la

l inéaires des champs de vecteurs

de F.

Si la famil le Ë 
"r t  

complètement contrôlable sur IRn - {  0 }  et  s i

les champs de vecteurs de F nront pas de point s ingul ier commun,

alors F est complètement contrôlable sur IRn.

L 'é tude du  sys tème l inéa i re  (2 ) i ( t ) = A x ( t ) + u D x ( t )

x ( t ) e I R 2 u e l R

est conrenue dans la thèse de P. Adda qui a donné des conditions nécessaires et

suff isantes de complète contrôlabi l i té pour une paire de champs de vecteurs l iné-

aires sur IRZ en ut i l isant le Théorème de Gauthier-Bomard que nous avons déjà

exposé dans la première part ie de ce travai l .

Rappelons que le système (Z) est équivalent à la donnée de Fr '  = {  A,+ D}

ler cas : D est semblable à a v e c l , {  À "  ,  A

-D i l  est clair que

direction rent rante

Ia  c ]
= 

[u d/

point i i i )  du théorème de

drune direct ion sortante)

Puisque

Gauthier-Bornard

est vérif ié.

F" cont ient

(existence

l^, o' to 
\

D e t

d tune

le

et
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Après  pro jec t ion  ru ,  51  les  t ra jec to i res  de  D e t  -D on t  I 'a l lu re  su ivante :

S i  b  > .  0  e t  c  )  0  ( resp .  b  < .0  e t  c  <  0 )  l ta rc  de  cerc le  AB

stable par A et t  D projetés sur S'_des champs de vecteurs A

Si bc < 0 les champs de vecteurs A et + D permettent de
1

sur St le point i i )  du théorème de Gauthier-Bornard est alors

puisque b + 0, le point i )  du théorème de Gauthier-Bornard

(condition du rang en un poin).

(resp. ÀÉ')  
"r ,  

la issé

e t  t D .

faire un tour complet

vé r i f ié.

est également vér i f  ié

su r  IR2  - { o }  s iDans ce  le r

et seulement

2e cas : D est semblable à

le système (Z) est donc complètement contrôlable

b c < 0 .

cas

si

Remarquons  que ,  dans  ce  cas ,x (n ,o )2  -  ^ (A )^  (o )  =  -  16bc  { x r - x r ) z

, ( ; : )
e rA = ( ;  

: )

Dans ce cas D = 0 er i l  est clair que le point i i )  du théorème de Gauthier-

Bornard n'est vérif ié que si A nta pas de valeurs propres réelles mais alors toute

boule de cenrre 0 ou |extérieur d'une tel le boule est stable par A et t  D : le

point i i i )  du théorème de Gauthier-Bornard n'est pas vérif ié-
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donc jamais contrôlable, remarquons que I 'on a :
l l 

Dans ce cas

I t  x(A,D )z - o

l e  sys tème (2)  n 'es t

(n) l (n)=o

3e cas : D est semblable à ,(: j =  ( ;  : )e t A

Les t ra jec to i res  Oe ô ,  p ro je té  de  D sur  51 ,  on t  a lo rs  I 'a l lu re  su ivante :

Les 2 arcs de cercles dél imi-

tés par les points singul iers

A e t  A t  peuvent  ê t re  Parcou-

rus dans les 2 sens-

S i  b  =  0 ,  A  e t  Ar ,  sonr  des  po in ts  s ingu l ie rs  pour  A  e t  I 'a rc  de  cerc le  AAr  es t

s tab le  par  A  
" ,  

t  ô :  le  po in t  i i )  du  théorème de Gauth ie r -Bornard  n 'es t  pas  vér i -

rié. 1
si  b I  o,  i l  est c lair  que l ' :n peut effectuer un tour complet sur s^ grâce aux

champs de uecteurs À er t  D :  le point i i )  du théorème de Gauthier-Bornard est

a lo rs  vér i f ié  e t  le  po in t  i )  éga lement  (cond i t ion  du  rang en  (1 ,0 ) ) .

Si  I  I  O I 'existence d'une direct ion rentrante et d 'une direct ion sortante est c laire

car D et -D appart iennent à la famil le F"-

Si , r .  -  0,  D est ni lpotent et ce dernier point est alors également vér i f ié-

I r

f f  Nout pouvons donc conclure que le système (2) est complètement contrôlable si et

l l  , " u1 " ,n " r , ,  s i  b  l 0 ;  remarquons  queX(A ,D)z  -  a (A )  ^ (D)  =  t6b2 '
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3e cas : Cas où D est semblable à : ( uB l0 )e tA

Dans ce cas D, le projeté

i i )  du théorème de Gauthier-Bornard

Puisque or;e 0 et que t  D e F",  i l

th ie r -Bornard  es t  donc  vér i f ié .

Le point i )  de ce théorème est vér i f ié si  D et A ne sont pas

On peut donc conclure que le système (2) est complètement

{0 }  s i  et  seulement si  A et D ne sont pas col inéaires.

l a  -B \

[u "/

de D sur

est donc

est  c la i r

= ( ;  
: )

51,  n 'a  aucun point

vér i f  ié .

que le point i i )  du

singulier le point

théorème de Gau-

col inéaires.

contrôlable sur IR2

4e cas r CtJoù D est semblable à , ( : : )

dans le cas

(B  lo )  e r  A = ( ;  
: )

Pour la mème raison que

de Gauthier-Bornard est vér i f ié.

précédent,  le point i i )  du théorème

Pour le point i i i ) ,  i l  suff i t  d'étudier le signe du produit scalaire < Ax,x > pour

r . 51 .  S i  <Axo ,xo  >>0onau ra  l lO r "  ( * . )  l l  >1pou r  t o  assez  pe t i t ,  d ' o i r

I 'existence dtune t rajectoire sortante car les t rajectoires de D sont des cercles

centrés en 0.

De même s i  <  Ax '  x l  )  <  0 pour  x ,

produit scalaire ( Ax, x > vaut : I

It=
<  A x , x  )  =  â  ( c o s  O +  ( b + c )  s i n O  ) 2  +

2a
, '

Ce produit  scalai iè 'nrest pas de signe

a d -  ( b * c ) 2  <  o

1
e S',  i l  existe une trajectoire rentrante. Le

\
/ c o s  e \  |
I  t l
ls in s l  ]
(a - (u*c)2 ) , in2 e_T

constant si  et  seulement si  :

Â
T

Lorsque cette dernière condit ion est réal isée, i l  est faci le de

du théorème de Gauthier-Bornard I 'est aussi  (condit ion du rang

voir  que le point

en un point) .

i )

On peut donc conclure que le système i i) est complètement contrôlable sur IR2

{0 } si et seulement si :  ad - (b*c)2 < 0
+

Remarquons que a (AD) = 2 B2 ( (b*c;2 -  a  ad))
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RESUME

(2) est complètement contrôlablesu r  lR2  -  t o }  s i  e t seulement

>0

de

(A )

les

e t

e t

il si:

il::
^(D) > o

bien Â(D) < 0

néaires

b ien  a (D)  <  0

x(R,D )z -  t

T rD l0e t

r  (D)

champs vecteurs A et D ne sont Pas col i -

e t  T r  D  =  0  e t  ^  (AD)  >0

4. QUELQUES CONSIDERATIONS SUR CE QUI PRECEDE

Ce que nous venons

de démont rer  par t ie l lement

drexposer er le théorème de Jurdjevic-sal let  permettent

le théorème énoncé dans le paragraphe 1 de ce chapitre '

par ai l leurs, i l  est faci le de démontrer à part i r  des condit ions exposées

ci-dessus que I 'ensemble des couples (A,D) qui rendent le système (2) complètement

cont rô lab le  es t  un  ouver r  U de  IR8;ce  résu l ta t  es t  d 'a i l leurs  encore  v ra i  en  d imen-

sions supérieures.

Le fai t  remarquable est le suivant :  en rapprochant notre résultat  pr incipal

des condit ions nécessaires et suff isantes de complète contrôlabi l i té du système (2),

on consrate que si  le tr ip let  (A,D,b) est choisi  de façon à rendre le système (t)

complètement contrôlable, alors le couple (e,O; appart ient à l tadhérence de I 'ouvert

U .
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CHAPITRE 2

Dans ce chapitre nous exposons des techniques propres à la dimension 2

qui seront ut i l isées dans la démonstrat ion de notre théorème ;  en part icul ier nous

ut i l isons de nouveau la not ion de normale accessibi l i té (voir  Ia 1ère part ie '  chapi-

tre I  ) .

1. UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE DE COIUPLETE CONTROLABILITE

DANS LE PLAN

Soit  M une variété di f férent iel le et F une famil le de champs de vecteurs

sur M, rappelons que si  x de M est auto-normalement accessible i l  existe un ouvert

U contenant x tel  que tout point de U soit  normalement accessible à part i r  de x

grâce au système F ainsi  qu'à son opposé-

Proposit ion 1

l l
Si tout point de M est auto-normalement accessible, le système F

est complètement contrôlable sur M.

Démonst ra t ion Pour x élément de M notons Sx I 'orbi te de x sous I 'act ion du pseudo-

semi-groupe S(F),  nous al lons montrer que Sx est à la fois ouvert

e t  fe rmé.

Sx est ouvert : soit y € Sx, il existe un ouvert U contenant y de

points normalement accessibles à part i r  de y grâce au système F. I l

est c lair  que tous les points de U sont également accessibles à

part i r  de x,  donc gcSx ce qui prouve que Sx est voisinage de chacun

de ses points.

la^r u

"Q

Sx est fermé :  soi t  y e Sx, i l  existe un ouvert  U contenant y de

points normalement accessibles depuis y grâce au système -F. Puis-

q u e  y .  
- S * , 3 r .  

S x n U .  z e s t  a c c e s s i b l e  d e p u i s  x  g r â c e  à  F  e t



depuis y grâce à

F t y e S x e t S x

- 1 0 1  -

-F donc y est accessible depuis

=S
x grâce au système

et fermé pour tout x,  on a Sx = M pour tout x d'oir  la proposi-

App l i ca t i on  t r r l  =  1B2 ,F={X ,  *Y } ,  on  suppose  que  chaque  r ra jec to i re  de  +  y

partage le plan en deux parries disjointes C, et Cr.

Proposit ion 2 Le système F est complètement contrôlable sur IR2 si  et  seulemenr

si  pour toute trajectoire C de t  Y, i l  existe deux points *1 et *  z
de C en lesquels les trajectoires de X sont transverses à C et tels

qu'en x,  (resp. xr)  la trajectoire de X soit  or ientée de C, vers CZ

( resp .  de  C,  vers  Cr ) .

Démonst ra t ion La condit ion est évidemment nécessaire, montrons qu'el le est suff i -

sante ;  soi t  x un point de IR2, nous al lons voir  que x est auto-nor-

malement accessible.

Appelons C la trajectoire

points de C véri f iant les

cr

Sx étant ouvert

tion.

Le

_ Y ) ,  à

point *l est accessible à

part i r  du point *1 on peut

de t Y passant

hypothèses de la

*

par t i r  de

atteindre

par x,  x l  et  *2 i  les deux

proposition.

*r

cz

x grâce au champ de vecteurs

u n  p o i n t  x r ,  =  X r ( x r )  ( t  >  0 )

Y

de

6h
\*t'.,f

(ou
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CZ. Si t  est choisi  assez pet i t ,  la trajectoire de Y (ou de -Y) passant par * '1

coupe la trajectoire de X passant par *2 puisque cette dernière trajectoire est

or ientée de C, vers C, ;  on peut donc atteindre le point xZ et par sui te le point

X.

Ceci montre que le point x est auto-accessible, de plus en *1, les trajectoires de

Y et de X sont transverses puisque dim IR2 = 2, cela prouve que x est normalement

auto -accessible.

Puisque tout point de IR2

d 'a f f i rmer  que le  sys tème F

normalement  access ib le ,

complètement contrôlable

proposit ion 1 permet

IR2.

l a

SUI

esl

est

2.  APPLICATION A L IETUDE DES SYSTEI \4ES AFFINES DANS LE PLAN

Rappelons que l 'étude du système (f  )  :

i ( , )  =  Ax ( t )  +  u (ox ( t )  +  b )

x ( t ) e lR2ue lR

est équivalente à cel le de la famil le F = {  A, t  (D + b) }

Soit  C une trajectoire de t  (D . .  b),  d 'après ce qui précède le sysrème

( t )  es t  con t rô lab le  s i  e t  seu lement  s i  le  champ de vec teurs  A  I 'po in te 'dans  chacune

des deux régions déterminée par la courbe C.

Nous avons alors deux méthodes di f férentes :

point courant de la trajectoire C, le vecreur tangenr en x(t)  à C

+ b, un vecreur orthogonal à celui-ci  est :  J(Dx(1) + b)

-1\)  ,  les condit ions de la proposit ion 2 sont donc réal isées si  et
I

0/

I 'expression < Ax(t) ,  j (Dx(t)  + b) > change de signe lorsque r par-

*  So i t  x ( t )  le

e s t  :  D x ( t )

(oùr j = lo
I
\ 1

seulement si

court  IR.

A(*ttl)
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* Une autre méthode consiste à étudier la courbe déf inie par:

<  J ( D x  +  b ) ,  A x >  = 0

Cette courbe est,  en général ,  une conique qui sépare le plan en plusieurs régions

où le signe de < J(Dx + b),  Ax > est di f férent-

Les conditions de Ia proposition 2 sont donc réalisées si et seulement si chaque

trajectoire de t  (D + b) coupe cette courbe.

La première méthode sera ut i l isée dans les chapitres 4 et 6,  la 2ème dans

le chapitre 3.



I  i ( t )  =
(r ) I

I  x ( t )  e

C H A P I T R E  3

A x ( t ) + u ( D x ( t ) + b )

I R 2 , u e l R , b  I R 2

le cas où D est sem

)
base ( i , j )  de  IR" ,  D

et on pose b =

^z)

aussi bc ) 0

-?

J

Nous

dans

A-

Dans

On note br  -

ou b ien  b t  =

peut toujours

e2Joue i  q t

r \z loouÀ2

point singulier

= 0 e t b

de D+b :

[^ ,  o \
brabreà[ôa]  ( r ,  I

a la forme ci-dessus et

/o'l
\bz l

étudions ic i

une certaine

( "  c \
t l
l b  d ,

On a  :  a (D)  =  Z ( ) \ I  - ) \ 2 )2>

x (A ,D  )2  -  t  (A )  l -  t6bc {x, -  xr)z

1 .  C a s  o ù  x ( R , o ) 2  -  a ( R )  a  ( o )  >  o

Nous som mes dans le cas -oi t  le système l inéaire associé au système ( r  )
est complètement contrôlable sur IR2 - {o }  (voir  chapitre 1),  dans ce cas le théo-
rème de Jurdjevic-Sal let  donne une condit ion nécessaire er suff isante de complète
cont rô lab i l i té  pour  le  sys tème a f f ine :  ce lu i -c i  es t  r rans i t i f  sur  IR2 s i  e t  seu lement
si  les champs de vecteurs A et D + b n'ont pas de point s ingul ier commun.

2. Cas où x LD)z  - ^ (A)  ^ (D)  <oe tD+b sinsulie r

0

(D )  =

a

tr)

ce cas À

(  o ' , ' \  re

\h 'z l

[-0,u,'l
\ol

On

en

supposer que
-1 ,  1 l  pou r  i

> .0e t

2-

b'z ) '  ob t 1

-  1 ,
l e nquit te à changer ?

e . l  e t
I
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Le système (t  )  est équivalent,  du point de vue de

F - {A, t  (D + b) }  ,  la transi t iv i té de ce dernier

ce l le  du  sys tème F '  =  {  -A ,  t  (D  +  b)  }

on peut toujours supposer que b ) 0 et c ). O.

2-1- Cas où a b ' ,  +  c b ' ,  ) -  O

b b ' ,  +  d b ' ,  ) , O

Dans ce  cas  pour  * l  t  b '1  on  a  :  bx ,  +  db ' ,  >  0  e t

ub' l  + cx. > 0 ce qui prouve quraucune trajectoire

quadrant I  ne traverse la f  ront ière de ce quadrant

les champs A et t  (D + b).

I l  n 'y a donc pas complète contrôlabi l i té dans ce cas-

la contrôlabi l i té,  au système

système étant équivalente à

pour x2 , b'Z on a :

de A passant par un point du

: celui-ci est donc stable par

2.2. Cas où ,  +cb ' r )  0

,  +db ' r<  0
I "o'
I uu'
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Dans ce cas

" b t l  
+  c x z

drants I ,  I l l

réunion est

Le système

pour  x ,  - (  b ' ,  on  a  bx ,  +  db ' ,  <  0  e t  pour  x2  , .  b 'Z  on  a  :

)0.  Ceci prouve quraucune trajectoire de A passant par I 'un des qua-

ou IV ne traverse la front ière de la réunion de ces 3 quadrants :  cette

donc stable par les champs de vecteurs A et i  (D + b)-

( t )  n 'es t  donc  pas  t rans i t i f  dans  ce  cas .

D a n s c e  c a s p o u r x ,  ) b ' l  o n a :  b x t  + d b ' r )  0 e t p o u r x 2 : (  b ' r o n a :

ab' ,  + cy < 0. Ceci prouve quraucune trajectoire de A passant par les quadrants I ,

I I  ou I I I  ne traverse la front ière de la réunion de ces 3 quadrants: cette réunion

est donc stable par les champs de vecteurs A et t  (D + b)-

Le système (1) n 'est donc pas transi t i f  dans ce cas-

2.4- Cas où a b ' ,  +  c b ' ,  < 0

b b ' ,  + d b ' 2  < 0



Dans ce  cas  pour  x1 \<  b ' ,  on  a  bx ,  +  db t ,  <  0  e t  pour  x r - (  b t ,  on  a  :

ab ' ,  +  . *Z  .0 .  Cec i  p rouve quraucune t ra jec to i re  de  A passant  par  un  po in t  du  3e

quadrant ne traverse la front ière de celui-ci  :  le quadrant I I I  est donc stable par

les champs de vecteurs A et t  (D + b).

Le  sys tème (1)  n res t  donc  pas  t rans i t i f  dans  ce  cas .

2.5. Résumé de la paltie 2

Lorsque x (a ,O)2  -  ^  (e )  I  (O)  <  0  e r  D+b admet  un  po in t  s ingu l ie r

sysrème ( t  )  n resr  pas  t rans i t i f .  Not re  théorème es t  donc  démont ré  dans  ce  cas

e n  e f f e t  m ê m e  s i  x ( A , D ) z  - ^  ( A )  ^  ( D )  =  0  e t  d é t  D  =  0

I ' e x i s r e n c e  d ' u n  r é e l  u *  t e l  q u e :  . i ) d é t  ( A  +  u x D )  >  0

À{D(D+b)  (A  +  u *D) - l  ( -u *  b )  =  0

10,  d 'aut re par t  I 'ex is tence d 'un point  s ingul ier  pour

D.

3. Cas où D+b est sans point s ingul ier et  b =

- r07  -

I 'hypothèse où le théorème de Jurdjevic-Sal let  ne s 'appl ique

x(A,D )2 -  t  (A) A (o) -< o donc

l e

ntest assurée que st

D + b i m p l i q u e q u e

dét A

b e  I m

( ; )

Dans le but de simpl i f ier les calculs nous supposons ic i

nous verrons dans le paragraphe 4 comment on peut toujours se

/ \
Dans ce cas D = | 

^t o 
I avec À, I o

\0  0 l  r

que b = [o ' \
\  bz l

ramener à ce cas.

Le système (t  )  esr équivalent du point de vue de la contrôlabi l i té au système

F -  {A ,  (D+b) ,  -  (O+b) } ,  pu isque F  cont ienr  le  champ de vec teurs  D+b e t  son

opposé on peut supposer que À 
r_t 

0. 
_

Drautre part ,  qui t te à changer j  en - j ,  on peut toujours supposer br> 0-

Nous

Pâs'

f i =

nous plaç

c ' e s t - à - d i

r\
t;:l

ons dans

re que :

avec bc) 0
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<  J ( O x  +  b ) ,  A x
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contrôlabi l i té du système (t  )  nous ut i l iserons la méthode (exposée

2)  cons is tan t  à  é tud ie r  I ' i n re rsecr ion  des  t ra jec to i res  de  t  (D+b)

déf inie par :

) = 0

Nous avons :  <J(Dx + b) ,  Ax )  = Àrx,  (bx,  *  dxr)  -  b ,  (ax,  + cxr)

Préc isons encore I 'a l lurp des t ra jecto i res de t (D + b)

Elles ont pour équat ions : *1 = x lo eÀl  
t

*2=b2 t+x i

x L

Les trajectoires de t  (D + b) sonr composées de :

-  l taxe des ordonnées

- des courbes logari thme dtasymptote l taxe des ordonnées

3.1. Cas où x(e,o)2 -  ^(A) ^ (D) = o)

( ;  
. "

Dans ce cas A = avec bc = 0
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3 . 1 . f .  C a s  o ù  d é t  R  >  0  e t  A ( K e r  D )  K e r  D

A(Ker  D)  c  Ker  D en t ra îne  c  =  0  on  a  donc  :

<  J ( D x + b ) ,  A x  )  =  x 1 ( À 1 b x 1  *  d x ,  -  a b r )

La courbe déf inie par < J(Dx+b),  Ax )  = 0 est donc la réunion de I 'axe des ordon-

nées  e t  de  la  d ro i te  d 'équat ion  Àrbx ,  +  dx ,  -  ub t  =  0 ,  pu isque I 'une  des  t ra jec to i -

res  de  t  (D+b)  es t  en t iè rement  contenue dans  ce t te  courbe,  le  sys tème ( t )  n res t

pas transi t i f  ( les demi-plans déf inis par xl  a 0 er x1 > 0 restenr stables par A et

t  (D+b) ) .

3 . 1 . 2 .  C a s  o ù  d é t  A  >  0  e t  A ( K e r  D )  K e r  D

Ker D entraîne c I  0 et puisque bc = 0 A est de la forme :

quit te à changer i  en - i ,  on peut toujours supposer c < 0
a

A(Ke r  D )  É

n = [" " l
Io d,

< J(Dx+b) ,  A

La courbe déf inie par

abrx,
=ÀFE-6f

b2"
x r  =Ç ,

Puisque dé t  A  =  ad  )0  b rc

xft-'o

x  )  =Àrdxrx ,  -  b r (ax ,  +  cx2)

< 1(Dx+b),  Ax> =0 est donc une hyperbole d'équat ion :

ses asymptotes sont les droi tes dtéquat ions respect ives :*2

ubz
xz = r.f

On a donc le schéma suivant pour

e t  ab ,

TF-.O

la courbe déf inie par  <  J (Dx+b) ,  Ax )  =  0 .



- 1 1 0 -

I l  est évident

cette courbe.

que chaque trajectoire

Le système (1) est donc

du champ de

transit i f  dans ce

vec teurs  t  (D+b)  in te rsec te

cas.

le

3 . 1 . 3 .  C a s  o ù  d é t  A  =  0  e t  A ( K e r  D )  c  K e r  D

Le sys tème (1)

paragraphe 3 .1 .1 .

nrest pas transi t i f ,  la démonstrat ion est la même que dans

3 . 1 . 4 .  C a s  o ù  d é t  A  =  0  e t  A ( K e r  D )  É  K e r  D

le

A (Ke r  D )  Ê  Ke r

cas oir x (A,D )2 - A (A )

A s 'écr i t  donc A

3- 1-4.1-

A2

c  10 ,  donc  b  =  0  pu i sque

avecc l0e tad=0 .

nous sommes dans

f  igure sui-

0e td l 0 .

D entraîne

^  (D )  =  0 .

= [ " ' \

\ o  d /

casoù ezto

= (:' "l;.'l Nous devons distinguer

v a n t q u e a t O e t d =

deux cas de

0 o u b i e n a =
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3-I-4.1-1. Cas où a I  0 et d = 0

Dans ce cas < J(Dx+b),  Ax > = -  b,  (ax, + cx2)

Pour la même raison qu'au paragraphe 3.1.2. on peut toujours supposer que 9
a

<0 -

La courbe déf inie

X r = - â X r
L _ I

1

par  <  J (Dx+b) ,  Ax  )  =  0  es t  une dro i te  d 'équat ion

-b2,
Pour xro ) (e ,  base des logari thmes népériens),  la trajectoire de t  (D+b)

xr .  Le système

(1) n 'est donc pas transi t i f  dans ce cas.

3.1-4. I .2 .  Cas où â = 0 et  d  I  0

Dans ce cas (  J(Dx+b) ,  Ax > = x ,  (Àrdx,  -  brc)

Pour la même raison qurau paragraphe 3.1.2., on peut toujours supposer que c > 0'

La courbe définie par < J(Dx+b), Ax > = 0 est la réunion de lraxe des abscisses

de la droite d'équation x, = btc-

trnd

?
c

et



Soit  x,o = b2'
'TF

be déf inie par

ment contenue

le  sys tème ( t  )

,  la  t ra jecto i re

< J(Dx+b) ,  Ax

dans une part ie

n'est donc pas

- 1 7 2 -

de t (D+b) passant par le point xi 
coupe la cour-

) = 0 uniquement en ce point mais el le est entière_
du plan où le signe de < J(Dx+b), Ax > esr consranr :

transit i f  dans ce cas.

3-t-4.2- Cas où e2 = O

Dans  ce  cas  A  s 'éc r i t :  A  =  ( "  " \  avec  c  f  o

\o  " l
O n a : < J ( D x + b ) , A x > _ - b 2 C x 2 l l a c o u r b e d é f i n i e p a r <

est donc I'axe des abscisses.

comme chaque trajectoire de t  (D+b) coupe I 'axe des abscisses,
transi t i f  dans ce cas.

3 .1 .5 .  Cas  où  dé t  A  <  0

J (Dx+b ) ,  Ax>  -  0

le  système ( l )  est

Dans ce cas A =

e t a d < 0 , s i c

[ ; : )

= 0 l e

avec  bc  =  0  ( ca r  x (R ,O)2  -  ^ (e )  a (D )  =  0 )

sys tème ( t )  n 'es r  pas  t rans i r i f  :  la  démonst ra t ion
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est  la  même qurau paragraphe 3 .1 .1 .

Nous supposerons donc, dans la suite, que c I 0, par conséquent : b = 0.

Quit te à changer i  en - i ,  on peut toujours supposer que :  c > 0

Dans

<  J (D

*2=

ce cas

x+b) ,  Ax >

ab, x,

d

J(Dx+b), Ax > = Àrdxrx, - br(ax, + cx2)t la courbe définie par
= 0 est une hyperbole d'équation

I l  est c lair  que la trajectoire de t  (D+b) passanr par le point

coupe pas la courbe définie par < J(Dx+b), Ax ) = Q.

système (t) n'est donc pas transit i f  dans ce cas.

3-2. Cas où x(R,o)2 - )<o

avec bc > 0

À fd\

d'asymptotes les droi tes dtéquat ions :  x.r  = b| t  
,  x.  = àbZ'îT',\q- b2,

(d
ne

Le

^(A)  ^  (D

=(; tDans ce cas A
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et  < J(Dx+b) ,  Ax

Plusieurs cas sont

<  J (Dx+b) ,  Ax  )  -

> = r.rbxf +

à dist inguer

0

À, dx,  x ,  -

pour  l 'é tude

abrx r -b rcx ,

de la courbe déf inie par

3 .2- l -  Cas  où  d  =  0

Qui t te  à

Dans ce

changer

et  < J(Dx+b) ,  Ax > =

toujours supposer que :

b4^ t abrx, - brcx,

<0

/ t

cas A = Iu " l
\b  o l

-.: ?
I  en -1, on peut a

6

La courbe

f+\
\#/

définie par < J(Dx+b), Ax > = 0 esr une parabole de sommer

d'axe paral lèle à I 'axe des ordonnées et dont la concavité est tournée

vers les ordonnées positives.

de I 'axe des abscisses, i l  est clair que si xi est choisi assez

du champ de vecteurs t (D+b) passant par ce point ne coupera

pa r<J (Dx+b ) ,Ax )=0 .

donc pas transitif dans ce cas.

/ \
I  v  o l

Soit |  
^t 

I  un point
\o l

grand, la trajectoire

pas la courbe définie

Le sys tème ( t )  n res t
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3.2.2-Cas oùr d 0 e t d é t A = 0

Dans ce cas A

<  J (Dx+b ) ,  Ax  )  = t r 1 *1

=  ( x l

avec ad - bc = 0,

)  -  bz  (ax ,  +  cx t )

,  + !  x . , )
' d

on en déduit que :

>0 .

des deux dro i tes d 'équa-

=  ( "  
" \

\u  d /
(bx, + dx,

-bz"  )  ( *
T

Quit te à changer i  en - i ,  on peut toujours supposer q u e - b
d

La courbe déf inie

t ions respect ives

( 0 n a - b > 0 e t
?

par  < J(Dx+b) ,  Ax > =
b^cx r  =  "2 "  e t x?= l * ,' faL

bz t  <o  ca r  bc  >o )

F

0 est la réunion

il

ce

, \
|  *  o l

Soi t  l^1 |  un point
\o l

grand, la trajectoire

f in ie  par  <  J (Dx+b) ,

Le  sys tème (1)  n res t

de I 'axe des abscisses,

de t (D+b) passant par

Ax )=0 .

donc pas contrôlable dans ce cas-

est clair  que, si

point ne coupera

x? est choisi assez
I

pas la courbe dé-
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3 .2 .3 .  Cas  où  d  l 0  e t  dé t  A  lO

Pour la même raison qurau paragraphe ci-dessus, on peut supposer que :

- b>0 .
E

On a  :  <  J (Dx+b) ,  Ax  )  =  À1 *1  (bx ,  +  dxr )  -  b ,  (ax ,  +  cx2)

<  J (Dx+b) ,  A \>  =  0

+> b2[ * r + 1 ( d x "
2  E L

ubz 
)l 

2

TF
br(ad - Zbc

)
bb-^c dét A

= L-dz
4 l *z 

-
^ro' ^ 10',

hyperbole passant parLa courbe

I 'o r ig ine  e t

b^c
x i = z' â-F

déf inie par

d 'asympto tes

e t x ô - - b
"d

J(Dx+b),  Ax > -  0 est donc une

les droi tes d'équat ions respect ives

*1  *

( ona -

Deux cas de figure sont possibles :

bz"<ocarbc>o) .

ry
b > 0 e t
a



Dans les deux

t (D+b) passant

< J(Dx+b) ,  Ax

Le  sys tème ( l )

3-3. Résumé de la

Soit D =

Dans le cas où

x (R,o )2  -  a  (A)

seulement si :

.  x (A ,D)z  -

ou .  x (R ,n )2 -

cas, i l  est c lair  que, si  xf  est choisi  assez grand, la
I x-"1 

t
par le point l^t l  ne coupe pas la courbe déf inie pat

\o l
)=0 .

n'est donc pas complètement contrôlable dans ce cas-

("  " l  er  b =
\u d/

Jurdjevic -Sal let

sys tème ( t )  es t
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de

le

t rajectoire de

partie 3

( '  
o \  

,A
\o o,

l e  théorème

^ ( D )  <  0 )

t 'o \
\ orl

ne s 'appl ique pas (c 'est -à-d i re

complètement contrôlable si et

^ ( D ) = 0 e t

a(D)=0er

A

A

(n)

(n)

d é t A > 0

A 2 = o e t

e t  A (Ke r  D )  ÉKe r  D

R(Ker  D)  É  Ker  D .
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4. Cas otr D+b est sans point singulier et b = 
if avec b, I 0
"z

Dans ce cas D = |r^, 
0l l  

,  rappelons que lron peut toujours supposer
I

\o ol
0e tb r>

(D+b) ont

*1)  
" r t t  

-

que

Les

,À1  >0 ,b '<

trajectoires de

x ,  =  (b ,  l \ t  *

*2=b ' t +x )

0 (voir  paragraphe 2).

pour équat ions :

br  /^ ,

Les trajectoires de t  (D+b)

- la droi te d'équat ion x,  =

sont composées de :

b .
- I

T;

-  des courbes logari thme d'asymptote cette droi te-

4-1. Cas où A(Ker D) Ker D

Dans ce  cas  A s récr i t  A  =

En étudiant le vecteur Ax I

voi t  que ce vecteur rrpointe" toujours

f" o\
\ b  

d ,

e long de la droi te d'équat ion x,

vers le demi-plan déf ini  Par x1

- -b r ,on
Àt

> -  b1  lo ts -
À
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que a )  0 ou vers le demi-plan déf ini  par x1 
F 

lorsque a < 0- On peut donc

1

dire que I 'un ou I 'autre de ces demi-plans est la issé stable par le champ de vecteurs

A er comme chacun d'eux est stable par t  (D+b) on peut conclure à la non-transi-

t iv i té du système (1) dans ce cas-

4-2. Cas où A(Ker D) É Ker D

ner aux cas déjà étudiés dans le

Faisons le changement de var iables :

X1  = *1  . - - b r
^1

xz= *z " \
^1"

Le sys tème (1)  dev ien t  :

l r { t )  =  â  Xr ( t )  *  c  x r ( t )  +  uÀ,  x r ( t ) .

s al lons voir  que I 'on Peut se rame

; .

/ r
A  -  f "  

t l  avec  c  f  o

\b  d l

( 1 )  s ' é c r i t  :

r )  =  a x r ( t )  +  c x r ( t )  +  u ( r . r x r ( t )  +  b t )

t ) = b x t ( t ) + d x r ( t ) + u b ,

Noul

r e 3

cas

n e l

a ,

x ,  ( t

i . ( ,

Nr

raphe

ce c€

s t è m t

l .

l * t
I
l o
l x ^

ra

c(

st

palag

Dans

Le sy

(r)

(1 ' )  1  .\ r  /  
[  l r t t l  =  b  x r ( t )  +  d  Xr ( t )  .  5  dé t  R  +  u  b ,

Posons u* = - bt dét a

rr
Le sys tème (1 t )  peut  encore  s 'écr i re  :

l l , t r l  =  (a  +  u*  Àr )  x r ( t )  +  c  Xr ( t )  *  (u  -  u* )  À,  x r ( t )
( 1 " )  {  

^

[ * r t t l  
=  b  Xr ( t )  *  d  x r ( t )  *  (u  -  u * )  bz
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c ,es t -à -d i re :  X ( t )  =  (A  +  u*  D)  X( t )  +  (u  -  u *XD X( t )  *  b ' )  où  b '=  l ' l l
\ 
orl

Le système (1) esr donc équivalent du point de vue de la contrôlabi l i té au système

F'  =  {A *u*  D,  t (o  +  b ' ) }  o i r  b ,  =  
[J . l
I  z t

nous nous som mes donc ramenés aux cas étudiés dans le p'aragraphe 3, on peut

donc d i re  que le  système ( t )  est  t rans i t i f  s i  e t  seulement  s i :

.  x (A ' , o )2  -  ^ (A ' )  A  (D )  =  0  e t  dé t  ( n  +  u *  D )  >  0

ou .  x (R ' ,D )2 -  ^ (A ' ) ^ (D )=oe t  A ' 2=o

ma is  x (A ' ,D )2  -  a (A ' )  ^  (D )  =  x  (A ,D )z  -  A  (A )  ^  (D )

e t  A ,2  =  0  e t  x  ( n ,o )2  -  ^ (A )  ^  (D )  =  0<>A2  =  0  e t x (n ,n )2  -  l ( n )  l ( n )  =  o

Le système (t) est donc complètement contrôlable si et seulement si :

.  x (R ,o )2  -  a (A )  a  ( o )  =  0  e t  dé t  (A  +  u *  D )  >  0

ou -  x (R ,o )2 -  a (n ) l ( o )  =oe t  A2=o
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C H A P I T R E  4

+ b )(r, l:l:l 
=Ax( r )  +  u (ox ( t )

IR2 ., IR

Nous étudions le cas

certaine uase (ij] n

S iD=

S iD=

x  (R ,D)z  -  t  (e )  n  (D)  =  o

x  (R ,D)2  -a  (n ) r (D) = r6b2

' ( :

s ' é c r i t

ou D est se*utaute :r f  
r o\

\o  r  I
I 'une des deux formes ci-de

ou bien

ssus et A

l)
Â -

; dans

( ;  .

(;i)
(:i)

1.  cas  oùx(A , r ) '  -  a (n )  ^ (D)  >0

Nous sommes dans le cas où le système l inéaire associé au système (t  )

est complètement contrôlable sur IR2 - {0 }  (voir  chapitre 1),  dans ce cas le théo-

rème de Jurdjevic-Sal let  donne une condit ion nécessaire et suff isante de transi t iv i -

té pour le système aff ine :  i l  faut et  i l  suff i t  que les champs de vecteurs A et

D+b n'aient pas de point s ingul ier commun.

' ' t

2.  Cas où D+b adnlet  un point  s ingul ier  e t  x(A,D)"  -  l (n)  I  (DI : - .

Dansce. " "o=/À o \  ouo=/À 1 ' l  avec) .  10
\o  ; t l  \o  À l

oub ienD= fo  
r i  avecb= | ,o r \

\o  o l  to l

Quitte à changer i 
"n 

-i et j- en -1] on pe,rt toujours supposer que bt \< O et bz

r (0e r  qu i t t eà  remp lace r  l e  sys tème  é tud ié  F  = {A ,  t (D+b ) }pa r  l e  sys tème

(équivalent du point de vue O" 
l i  

contrôlabil i té) F' - {-A, t (D+b) } on peut toujours

suppose r  que  A  s réc r i t :  A  =  l t  : l  avec  d  >0  (b  =  0  ca rx (n ,o )2  -  l ( n )  ^ (D )

=o ) .  \ o  d ,
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Le point singulier de D+b esr le point de coordonné" [-u1 
l^ 

\

I o, o, \ ^ (rtt", 
'^ ',

dans  le  le r  cas ,  l é  + l  dans  le  2e  cas  ou  
| ' I  

d "n r  le  3e  cas .
I  ^" -b^^ |  \ -b t /
\" 

-bz 
I

\Àl
La droi te passanr par le point s ingul ier de D+b et paral lèle à I 'axe des abscisses

esr  s tab le  par  D+b donc  le  demi -p lan  dé f in i  par  xZ ,  -  y  (dans  les  2  p remiers
- À

cas) ou x,

Puisque d > 0, ce demi-plan est également stable pour le champ de vecteurs A :

on peut donc dire que le système (1) n 'est pas transi t i f  dans ce cas.

S i  be  Im  D  e t x (e ,o )2  -  a (A )  A  (D )  =  0 ,  l e  sys tème  ( r )  n tes t

pas transit i f  sur IR2.

Conclusion

Dans ce cas D

x(A,D )2  -  Ne)  ^ (D)  =

cas  o i r  b  e  tm o  e t  x (n ,o )2  -  a (R)  a (o)  =  03 .

avec

A -

0 ,

c \

dJ

bz{

( :

b -  ( ' ; )
=  ( :  

: )  
e ,

0 entraîne que

d 'axe  commun

; leur conca-

On peut toujours supposer que b, > 0 quitte à changer j en -j.

Les trajectoires du champ de vecteurs D+b sont alors des paraboles

la droite passanr par le point I  I  I  et paral lèle à l 'axe des abscisses
l-"11

vité est tournée vers les abscisses positives.
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Toutes les trajectoires de t  (D+b) coupenr I 'axe des abscissesrsoit

de l raxe des abscisses er C la trajectoire de t  (D+b) passanr

équations de C sont :

On peut donc dire que le système (r) est transit i f  sur IR2

.à=0e tb rd -bZc l0

ou .a=2de tb rd+b rc l 0

Dans tous les aut res cas,  le  d iscr iminant  de f ( t )  est :
)  _ ,  ' )

o - b; [(br(d-a) bz") '  + 4 ab, xo (d- g)J et peut être
2

choix de xo, et dans ce cas f(t) ne changera pas de signe.

un point

point, les

si  et  seulement si  :

rendu négat i f  par un bon

( ; )

par  ce

x r ( t )  =  b z 1 2  * b . ,  r  +  x o' z r

xr(t)  = brt  ( t  rR)

Le vecteur tangent en x(t) ,  point courant de la,  t ralectoire C, est :

Dx(t)  + b et  a pour coordonnées :  Ior  
t  *  ot l

\bzl

r ( t )= t2  ( -  "2 ;  *a la  )  + t  (  -ubzor -b ' rc+b,  bzd)  -abrxo--2

vec reu r  o r thogona l  à  ce lu i - c i  es t  n ( t )  =  J (Ox ( t )  +  b ) ,  i l  a  pou r  coo rdonnées :

f ,
|  -b,  I
l ' f
\b ,  t  "  b l

Le produ i t  sca la i re  Oe i ( t )  e t  du  vec teur  Ax( t )  es t  éga l  à :

2 ^

Le système (1) est t ransi t i f  s i  et  seulement si  f ( t )  change de signe lorsque t  var ie

de - -  à  +-  (vo i r  chap i t re  2 ) .

Conclusion

ll
t l
ll

â = 0 et b, d-b, c I 0 équivaut à AD =

a = 2d et  brd+b,  c  l0  équivaut  à  AD-2

Notre théorème est donc démontré dans

0 e t b É l m A

DA=0etAb l t rnb-r

l e  cas  où  A(D)  =  0 .



Iir,r ='l 
.t,l

Nous nous plaçons dans le

s t é c  r i t  i  -r ç v r r L  

D -  F  
- u \ " u

\e  " /
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CHAPITRE 5

A x ( t ) + u ( o x ( t ) + b )

IR2,  u  IR

Nous nous plaçons dans le cas

c'est-à-dire dans le cas où les

On a  donc  A =  ÀD,  comme À

champ de vecteurs D+b et son

ser que À >0.

Les trajectoires de D+b sont des spirales,

champ de vecteursD+b ou -(O+b).

cas oùr n(D) < 0 et Tr D + 0 ; dans une base (-i i l  D

loe tA= ( "  " \
Iu d/

otr le théorème de Jurdjevic-Sal let  ne s 'appl ique pas'

champs de vecteurs A et D sont col inéaires-

D =  ( -À) ( -D)  e t  que le  sys tème é tud ié  cont ien t  le

opposé, quitte à changer nos notations on peut suppo-

le point -o 
-1U 

est at t  ract i f  pour le

Le système (f  )  est équivalent au système F = {  A, t (D+b) }  et  F est équivalent,

point de vue de la contrôlabi l i té,  à son enveloppe conique convexe fermée LS(F)-

Pu isque À>0,  A  - f (D+b)  =  -  À  b  appar t ien t  à  LS(F) ,  les  t ra jec to i res  du  champ

vecteurs constant - Àb sont des droites de direction i-

Le point -O-1b esr normalement auto-accessible (voir  f igure ci-dessus et la 1ère

part ie de cetre thèse pour plus de détai ls) et  un voisinage arbi traire de ce point

peut être atteint ,  à part i r  de nr importe quel point du plan, grâce au champ de

vecteurs D+b ou -(n+b), donc grâce au système F ainsi qutà son opposé, on peut

donc conclure à la transi t iv i té du système (1)-

du

de



l * ( r )  =  A x ( t )  +  u  ( n x ( t )  +  b )
J

[ * ( t ) .  
I R z  u e  I R

N o u s  é t u d i o n s  l e  c a s  o ù : A  ( D )  <  0  e t  T r  D

s 'éc r i t :  D  =  [o  
-B l  

e r  A  =  ( "  " \
\o ol [u di

^(AD )  =  2g  2  ( (u*c )2  -  +  ua)

Les trajectoires dre D sont des cercles centrés

de coordonnées l-bz 
/ Bl

\  b l  / B /

- r25-

CHAPITRE 6

le cas d'appl icat ion

( r )  e s t  t r a n s i t i f  s u r

pas de point s ingul ier

- 0. Dans une certaine base GJ) D

en le point ;  -D 'b

1 .  C a s  o ù  A ( A D )  >  0

Nous sommes dans

(vo i r  chap i t re  1 ) ,  le  sys tème

de vec teurs  A  e t  D+b nron t

du théorème de
,)

IR-  s i  e t  seu lement

commun.

Ju rdjevic -Sal let

si  les champs

2.  Cas ot r  a(Ro)  < 0

Les trajectoires de D sont des cercles qui peuvent être paramét rés  de  la

façon suivante :

l * . , ( t )  = r cos  t  -

I
I x r ( t )  

= rs in  t  +

Le produit  scalaire

égal à :
, , )

f ( t )  =  r ' ( a  c o s - t  +

où b '1  =  b l "  -  ubz

tr

bZ  ( r  e tR* )
3
D1

B

ae i ( t ) ,  vecteur  normal  à

(b+c )cos t s i n t+ds in2

b '2  =  b1d  -  bb2

ti

une trajectoire de D et de Ax(t) est

t )  +  r ( b ' ,  c o s  t  +  b ' ,  s i n  t )
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Etudions le signe de l 'expression g(t)  = a cos2t + (b+c) cos t  s in t  *  d sin2 t  ;  s i

t  e s r  r e l  q u e  c o s  t  -  0  g ( t )  =  d  ( d  l 0  c a r  ̂ ( A D )  <  0 ) ,  s i  t  e s t  t e l  q u e c o s t  f

0 ,  g ( t )  =  
" o . 2  

t  ( d  t g 2  t  +  ( b + c )  t g  t  +  a )  e t  p u i s q u e  A ( A D )  =  ( b + c ) z  -  4  a d  e s t

supposé négat i f ,  g(t)  est du signe de d-

g(t)  ne s 'annule donc pour aucune valeur de t  et  admet donc un minimum str icte-

ment  pos i t i f  ou  un  max imum s t r i c tement  négat i f  comme I 'express ion  b '1  cos  t  +

b' ,  s in t  resre bornée lorsque r var ie f( t )  reste toujours posit i f ,  ou toujours néga-

t i f  s i  r  est choisi  suff isamment grand-

Ceci prouve qu' i l  existe une trajectoire de t  (D+b) tel le que le champ de vecteurs

A es t  "po in té"  vers  I ' i n té r ieur  (ou  vers  I 'ex té r ieur )  de  ce t te  t ra jec to i re ,  le  sys tème

(t)  n 'est donc pas transi t i f  dans ce cas-

3 .  C a s  o ù  ̂  ( A D )  =  0

Faisons le changement

i  = cos ei  + s in o j

j  =  s in  e i+  cose  j

de base :

e. l  -

Dans la  nouvel le  base D s 'écr i t  tou jours D = ( '  
" l"  

\B  o ,

e t  R0- )  =  cos2  o (d  tg2  e  +  (b+c )  t g  o+  a )  Ï  +  b '  j

puisque (b*c)2 - 4 ad = 0, i l  existe toujours e tel qu" 
"or2 

e (d tg2 e +

g +a) = 0, par conséquent, on peut toujours supposer que A srécrive : A =

^(AD) = 0 impl ique a lors  :  b+c = 0.

Le produit scalaire défini au paragraphe précédent s'écrit  alors :

f ( t ) =  12d r i n2 r t r ( b ' ,  cos  r+b t r s i n t ) oùb r l  =  b l c  b ' ? ,=ao -oo t
l -  . :

représente les coordonnées de A ( -o- lu )  , i  b '

t r ,  t r [
22

(b+c)  tg(;:t

I o't\
\  b 'z l

vecteurs

(  1 )  n ' e s t

Dans la

|  
=  b 'z  = 0,  les chamPs de

point -o-1u) et le systèmeA et D,+b ont un point s ingul ier commun ( le

pas transi t i f .

sui te,  on suppose donc que b' t  I  0 ou bt,  I  0

b ' l  e t  f ( n )  -  - t  b ' lf ( 0 )  =  r
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-  donc  s i  b ' ,  10 ,  le  p rodu i t  sca la i re  f ( t )  change de  s igne le  long de  tou te  t ra jec-

to i re  de  t (D+b) ,  le  sys tème ( t )  es t  donc  t rans i t i f  dans  ce  cas

-  s i  b ' 1  =  0 ,  f ( t )  =  r  s i n  ( d r  s i n t  +  b ' r )  e t  b ' z  l  o

si  ( t )  est choisi  assez pet i t  r  d sin t  + b' ,  est du signe de bt,  tandis que r s in t

peur êrre négari f  ou posit i f ,  le produit  scalaire f( t )  change de signe le long de

chaque trajectoire de t  (D+b) et le système (1) est donc transi t i f  sur IR2-

4. Conclusion

Nous avons bien montré que :  le système (f  )  est t ransi t i f  s i  et  seulement

si  A(AD) > 0 et s i  les champs de vecteurs A et D+b n'ont pas de point s ingul ier

commun.

*

* rl.
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3 è m e  P A R T I E

CONTROLABILITE DES SYSTEMES

QUADRATIQUES DANS IR3
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INTRODUCTION

Dans cette part ie nous étudions les systèmes quadrat iques dans IR3, crest-

à-dire les systèmes du type :

l i ( , )  =  e(x( t ) )  +  u  b
I' l * ( t )  

e  IR3 ,  u  e  IR ,  b  .  IR3
t ' .

où a esr une application, de IR3 dans IR3 dont toutes les composantes sont des

formes quadratiques.

Nous exposons une méthode permettant de décider de la complète cont rôlabi l i té

drun tel  systèrne sur IR3 ;  cette méthode peut,  en outre, about ir  à un algori thme

et êrre programmée sur ordinateur.  Les systèmes quadrat iques interviennent dans le

problème du satel l i te et ont aussi  leur intérèt propre du fai t  que la I inéarisat ion

d'un système quadrat ique nrapporte aucun renseignement sur les propriétés locales

puisque la di f férent iel le en 0 de I 'appl icat ion Q est nul le.

La classe des systèmes quadrat iques est stable sous I 'ef fet  des transformations sui-

vantes :

i )  Changement de base dans I 'espace des états

i i )  Changement de base dans I 'espace des entrées

i i i )  Bouc lage de  la  fo rme Q -  Q +  Q 'b  où  Q 'es t  une fo rme quadra t ique sur

IR3.

Le groupe G engendré par ces transformations agit  sur la classe des systèmes qua-

drat iques. Une classi f icat ion de ces systèmes en dimension 2 est ef fectuée dans la

thèse d'état de B. Bonnard: pour cette dimension le groupe G induit  3 orbi tes et

l 'auteur donne un élément représentat i f  de chacune d'el les.

En dimension 3, le problème est un peu plus di f f ic i le car le nombre d'orbi tes est

inf ini .  Notre méthode s'appuie, comme dans la première part ie,  sur le théorème de

Gauthier-Bornard qui reste valable pour les systèmes homogènes mais, alors que

dans le cas des paires de champs de vecteurs l inéaires les trajectoires sont parfai-

temenr connues, nous ntavons que peu dt information sur les trajectoires de champs

de vecteurs quadratiques. Un raisonnement simple mais astucieux qui util ise une

fois encore la normale accessibi l i té,  nous permet cependant de mener à bien notre

classi f  icat ion.
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PLAN DE LA 3ème PARTIE

Cet te  par t ie  es t  d iv isée  en  deux  chap i t res :  dans  le  1er  chap i t re  nous  con-

sidérons les systèmes quadrat iques en général  et  nous exposons une condit ion néces-

saire et suf f  isante pour laquel le un système quadrat ique véri f  ie la condit ion du

rang.

Dans le 2ème chapitre nous exposons notre méthode permettant de décider

si  un système quadrat ique dans IR3 est complètement contrôlable ou non-



-  131

C H A P I T R E  I

Dans ce chapitre nous exposons quelques général i tés sur les systèmes qua-

drat iques en général .

On considère les systèmes de la forme :

( r ) i ( t )  =  e (x ( t ) )  +  B  u

oir  x(t)  e IRn, u e IRP B est une matr ice nxp et Q est une appl icat ion de IRn

dans IRn dont toutes les composantes sont des formes quadrat iques.

On note  b I ,  b2 , . . .  bp  les  vec teurs  co lonnes  de  la  mat r ice  B-

1 .  CONDIT ION DU RANG

Rappelons que si  F est une famil le de champs de vecteurs analyt iques sur

une variété M, le groupe G(F) opère transi t ivement sur M si  et  seulement si  F

vér i f ie  la  cond i t ion  du  rang,  c 'es t -à -d i re  s i  e t  seu lement  s i  d im L ie  (p ) ( * )  =  d im

M pour tout x.  La condit ion du rang est donc une condit ion nécessaire de complète

contrôlabi l i té pour F.

Ce qui sui t  est emprunté à la part ie de la thèse d'état de B. Bonnard trai tant des

systèmes quadrat iques, nous al lons démontrer un cr i tère très simple permettant de

décider si  un tel  système véri f ie la condit ion du rang.

Déf in i t ion

N T
ô  ô  -  t  ^  e i  j , k  =  1 r 2 r . . -  î" j  ' k -  

I  " j k '
t = 1

/n ' \  f  ï  \
,  

(si  Q = 
{-= I  loiuj  l : l : î  

désigne la matr ice associée à la
L  \ O " l  

t - n - n  f o r m e q u a d r a t i q u e Q i ) .

Au sysrème (t)  on associe une algèbre A (commutat ive mais pas

forcément associat ive) déf inie par la table de mult ipl icat ion suivan-

t e :

Soient vl  et  v,  deux vecteurs de IRn alors :

[A ,v1J  $r )  =  1  [Q,v1 l ,  v2)  =  Zvr .  v ,

L e m m e  1
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[Q, vt ]  désigne le crochet de Lie du champ de vecteurs déf ini  par I 'appl icat ion

Q et du champ de vecteurs constant ayant pour valeur v,

uI.  uZ désigne le produit  des vecteurs vl  et  v2 au sens de I 'a lgèbre déf inie plus

haut.

Démonst ra t ion I l  su f f i t  de  démont rer  ce  lemme pour  (v r .  ,Z )  =  (e j .  ek )  j , k  =  1 , . . .

Rappel Puisque les contrôles ui  ne sont pas bornés le système (t)  est équi-

valent,  du point de vue de la contrôlabi l i té,  à la donnée de

F  =  { Q ,  !  b 1 ' . . .  o o }

L e m m e  2 On note :

*  vk(tRn) l 'ensemble des champs de vecteurs polynomiaux homogènes

de degré k

* y" le plus pet i t  sous-espace vector iel  de IRn tel  que :

i )  b ,  e  Lo  pour  i  =  1 ,2 ,  . . .  p
- i i )  s i  , ! r  r ze  t "  a lo rs  [  [Q ,  u r1 ,  u rJ .  H . "

* Ll la plus petite sous-algèbre de Lie de v1(lnn) contenant les

éléments de la forme [Q, u] avec v . X, o

* l2 l" plus petite sous-algèbre de Lie de $- uut,*n) 
"ont"r,".rt  

a
k=2

et les éléments de la forme : ad L, ad L, .-.  ad tO a pour Li

.  H, I  1 .a  L i  x  = [ l - i ,  x ] )

Lralgèbre de Lie engendrée par la famil le de champs de vecteurs

{e, bl, ..- bp } est égale aX' O f,t @ f,t .

Démonstrat ion Dans un premier temps on montre
1 . ,

H." @tC.' @H.' est une

algèbre de Lie.

* Soit  u .  H. 
o 

et L .  8.1 on va montrer que

sur le nombre maximum k dtoccurences

crochets définissant L

.  S i  k  = 1 L est  de la  forme [Q,  I  b , ]
i e  I  

I

définit ion a" [".

qu"{  =

[L,u] .  8." p", récurren-

d 'é léments b.  dans les
I

er donc [L,u] .  f ," p",



.  S i  k  >  l  e t  L  e s t  d e  l a  f o r m e  [ Q ,  v ' ] ,  [ L ,  v ]  =  [ [ Q ,  v ' ] ,  v ]

appart ient à 
tJ.o 

p",  déf ini t ion ae t ' -

Si  L nrest pas de la forme ci-dessus, alors i l  existe L,

e t  L2  de l .  
1  

te ls  que L  =  [L '  L rJ ,  le  nombre  max imum

de b, dans L, ou L, est infér ieur à k et on a :

[ [ l '  t - r l ,  uJ = -  ÏLLz,  v] ,  LrJ -  [ [v,  L1l ,  azl  qui  ap-

part ient àXo par appl icat ion de I 'hypothèse de récurren-

ce.
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so i t  L .  
lâ .1 et  x  .  H,2,  on va montrer

nombre maximum k de générateurs del .2

définissant X.

\.----
e f r

donc  [v ,  X ] .  K  
1

.  S i  q  >  1  [v ,  X ]  =  [ [ad  LZ . - -  ad  Lq  Q,

Lq Ql lad L, - . -  Lo Q,_ uJ

I 'hypàthèse de récurrence, [v,

donc [v,  x]  .  3.2.

S i  k  =  1  X  =  Q o u  X  -  a d  L '  a d  L ,  . . .  a d  L ^

part ient ag.2 pu, dé' f in i t ion'0" 3.2. 
Y

Si  k  > 1 1 = [X1,  xz] ,  le  nombre maximum de générateurs

9.'  présents dans les crochets définissant Xt ou XZ

i n f é r i e u r à k e t o n a :

lL,  [x '  xzl)  = l lx2, L],  xl l  *  [ [L,
qui appart ient à K' par application

récurrence-

* Soit enfin u. L 
o 

et X e H, 2, ron,rons que [u, X]. Y-l gt2

t a  )

- Si X est un générateur deX.-, alors

-  so i t  X = Q et  [v ,  Q] .  f  
t  

ou,

. so i tX=adL1  adLqa

par récurrence sur q.

a" 9,1

.  s i  q -  1 [v,  [L1,  Q] l  = [ [Q, j ,  5]  
.  [ [ -u,  I - t ] ,  QJ

e { , t  e {  € E o

x1 l '  x2 l
de I 'hypothèse

et nous montrons le résultat

x l  tK2  sur  le

dans les crochets

Q  e t  [ L ,  X ]  a p -

* [[u, Lr), ad t,

par application de
t n  o

Ë, par définit ion

que [L ,

présents

v ] ,  L ,  J

e g, t

Lt l  '

de

est

de

:

déf ini t ion
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.^ ,,
Si  X est quelconque dans X' ,  la démonstrat ion se

plus haut par récurrence sur k,  le nombre maximum
, " )

teurs de {-  présents dans les crochets déf inissant X.

fai t

de

c o m m e

généra-

Conclusion û. = g." 
@g1 @s.2 esr une

don" R C tu,  comme i l  est

l i téX= l .o  *Kl  *  9 ,2 .

algèbre de Lie

c la i r  par  a i l leurs

contenant Q, b'  b_
.1. ^ r' P

q u e  X c '  o n  a  l ' é g a -

la condit ion du rang en tout

rang est vér i f iée en 0 si  et

les vecteurs bl ,  OO est

Proposit ion

ll
il

L a  f a m i l l e  F  = { Q ,  b 1 ,

point s i  et  seulement si

seu lement  s i  I ' a lgèbre

égale à IRn.

OO ) vér i f  ie

la condit ion du

engendrée par

Démonsrrarion f (O) = H.o 
", 

pour rout x de IRn K' c K (*)  par conséquent s i  la

o  on  uKo =  IRn  
" rH . ( * )  

=  IRn

q,r"  Lo est  égale à l 'a lgèbre .

condition du

pour tout x

Par  a i l leurs ,

rang est réal isée en

de IRn.

i l  résu l te  du  lemme I

SOUS

i )

i i  )

l i l /

2. GROUPE AGISSANT SUR LA CLASSE DES SYSTEMES QUADRATIQUES

La classe des systèmes quadrat iques de IRn :  x(t)  = Q(x) + B u est stable

Itef fet  des transformations suivantes :

Changement de base dans I 'espace des états IRn; si  la matr ice de passage

est  P  l re f fe t  de  ce t te  t rans format ion  es t  :

(e ,  B)  -  1p-1 e op,  p- l  e)
R

Bouc lage de  la  fo rme q  -  Q +  iÈr  " ib i  
oùs .  es t  une fo rme quadra t ique

de IRn.

Changement de base dans lespace des entrées IRP de matrice de passage

K ;  I 'e f fe t  en  es t  :  (Q,  B)  -  (Q,  BK) .

Le groupe G engendré par ces transformations agit  sur les systèmes quadra-

tiques, 2 systèmes apparrenant à une même orbite sont équivalents du point de vue

de la contrôlabi l i té.  En dimension 3 lorsque u e lR, le nombre de ces orbi tes est

inf ini .
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CHAPITRE 2

On considère dans ce chapitre les systèmes du type :

i ( , ) =Q( t )+ub

x( t )  e  IR3,  q est  une appl icat ion de tR3 dans IR3 dont  toutes les compo-

santes sont quadratiques, b est un vecteur de tR3 f ixé et u e IR.

Rappelons qu'un tel  système est équivalent,  du point de vue de la contrôlabi l i té,  à

la  donnée de  F  ={Q,  t  b  } (car  le  cont rô le  u  n 'es t  pas  borné,  vo i r  2e  par t ie ,  chap i -

t r e  1 ) .

Nous al lons exposer une méthode permettant de décider si  un tel  système est t ran-

s i t i f  sur  IR3.

1.  EXPOSE GENERAL DE LA METHODE UTILISEE

Rappelons le théorème de Gauthier-Bornard (voir  1ère part ie,  chapitre

pour plus de détai ls).

Théorème Soit  F une famil le de champs de vecteurs l inéaires donnée sur lRn

F esr complètement contrôlable sur IRn - {0 }  s i  et  seulement si  :

i )  F vér i f ie la condit ion du rang en au moins un point

i i )  La famil le I 'projetée" F est t ransi t ive .u,  Sn-l

i i i )  F admet une direct ion rentrante et une direct ion sortante.

Rappelons que si A est un champ de vecteurs linéaires, les projetés de ses trajec-

to i res ru,  Sn- l  sont  les t ra jecto i res d 'un champ de vecteurs A ' rpro jeté"  de A sur

sn -1  (Â ( * )  =  Ax  -  (Ax r  x )  xpou r  *  sn - l ) .  Cec i  es t  v ra i  pa rce  que  l es  t ra jec -

toires de A sont homothétiques par rapport à I 'origine or les trajectoires d'un sys-

tème quadratique possèdent également cette propriété (car les composantes de a

sont homogènes de degré 2) par conséquent le théorème de Gauthier-Bornard est

encore valable pour un système quadratique.
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Soit  donc F = {  Q, t  b }  un système quadrat ique déf ini  dans IR3. Le point i i i )  du

théorème est évidem ment vér i f  ié à cause de la présence des champs de vecteurs

constants +b dans F.

Le chapitre I  nous fourni t  une méthode permettant de vér i f ier le point i ) .  En ce

qu i  concerne le  po in t  i i )  le  théorème su ivant  es t  fac i le  à  démont rer :

Proposit ion F = t  Q, tb )  un système quadrat ique donné dans IR3 ;  on sup-Soit

pose

Fes

i )

i i  )

i i i  )

.  /o\que  b  =  
|  ; l  " ,  

Q  =  (Q '  Q2 ,  Q3)

\  r /

t  t ransi t i f  sur IR3 si  et  seulement si  :

Q (0 ,0 ,1 )  I  0

Q1 (o,x,xr) change de signe lorsque le point (0,x'x,) varie

sur la sphère Jl

ô, {*, ,x2,x3) - 
" ô, *!,*2,*3) change de signe lorsque le point

(x1,x2,x3) varie sur le grand cercle de la sphère défini par le

p lan d 'équat ion *Z-o*1 = 0 et  cec i  pour  tout  o  rée l .

Démonstrat ion La project ion des trajectoires des champs de vecteurs t bsu r52

donne :

- :":"i::J,':::';",i ;":::j"ïjlï"",,,s dans,es deux sens

La condit ion i )  s igni f ie que les champs de vecteurs ô u, t  L n'ont pas de points

singul iers communs.

La condit ion i i )  s igni f ie que sur le méridien de longitude 0 et sur le méridien dp

longitude n il existe deux points au moins en lesquels le champ de vecteurs a
I 'poinre" vers chacune des deux demi-sphères déf inies par le plan dréquat ion *1 = 0.

La condit ion i i i )  s igni f ie la même chose pour tous les autres méridiens.

Les condit ions i )  i i )  et  i i i )  sont évidemment nécessaires (si  i i )  ou i i i )  nrétai t  pas

réal isée, i l  existerai t  une demi-sphère stable par Q et t  b) montrons qu'el les sont

suffisantes-
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8l

Bz

/l/t
B1

B.

soit A un point de s2 différent des pôles urJt/î ,  le méridien passant pu' R.' f ;" JWtt

existe deux points B, et tels que définis plus haut

Du point A on peut atteindre, grâce au champ de vecteur,  Ë ou -Ë, lu point B, à

par t i r  duque l  on  peut  a t te indre  un  po in t  B ' ,  g râce  au  champ ô .  Cotme la  t ra jec-

toire de Q passant par B, est dir igé en sens inverse de cel le passant par 81, s i

B '1  esr  cho is i  su f  f  i samment  
_  

p roche de  B 
1 ,  

on  peut  a t te indre  à  par t i r  de  B '1  e t

grâce au champ de vecteurs b ou -b un point Br,  s i tué sur la trajectoire de a

passant par B, et  donc le point B, lu i-même puis le point A.

Le point A est donc auto-accessible et même normalement auto-accessible puisque

les trajectoires de I  
" t  

ô sont transverses en Br-

considérons alors la restr ict ion du systèm" Ë ={ Q, t  b} à la sous-variété ouverte

52 - tN,S l  ({N,S } est l 'ensemble des pôles_Nord et Sud).  Puisque chaque point de

s2 - {N,S } est normalemenr auro-accessible F est t ransi t i f  su, 52 -  {  N,S } (voir  2e

part ie chapitre 2) et,  p.r isq.re Q et *  Ë^ n'ont pas de point s ingul ier commun, on

peut conclure à la transi t iv i té de É ,r ,  52.

2. tRRlqsrrrvrre oB Ë = {ô, t Ë }ru, s2

Nous commençons par chercher une base de tR3 où le système F = { Q, t b}

s'écrive sous la forme la plus simple possible.

Tout d'abord, i l  existe une base (Jr,ù,i) dans laquelle les coordonnées de b sont :

(0,0,1) ensuite rt Qr (0,0,1) = QZ (0,0,1) : nous avons vu que F nrétait pas transi-

t i f  sur 52 nous supposerons donc, dans la suite que Q, (0,0,t) I  O o,, Q2 (0,0,1) I 0-

On peut toujours supposer, d'ai l leurs, que Q1 (0,0,1) I 0 quitte à permuter les

vecteurs de base i, 
"t i.

S i

et

Q = (Q1,Q2,Q3) nous norerons

(oî.r) 
l:;:3 

sa marrice I on
f t  la forme bi l inéaire symétrique associée à Ql

suppose donc que r qjl + o.
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Posons €i^ = e. +
L L

* u cl l l ,  donc, pour a = -+
9 r r

f  1( ;2 ' {  )  =

f l (+'i)

qLt

=0

Choisissons a tel

1
f r (e ' r ,ea)  =  g1 i

1
f  , ( e ' ,  , e '  , )  

=  g 1 )

1 1

"' 9zz + aqz3 +

sinon f , {.îr,.?r)

1
*  4 9 1 3  +

0, on peut

= 0 e t o n

que ci-dessus et posons er,

1 +

* .O tâ  donc  f r ( e ' r , e r )  =  0

-  g i  +
I

pour c

b 
"', 

* 
" "*3

I= - 9 1 3
-T
9EE

t
1 =

0

9'zz
0

supposer que les coef f icients g' 11, 9' Zz
I  0 ) .

dans laquel le le système F s'écr ive :

(Q'Q'Q,) et  otr  Ql est de I 'une des

. 1  I
b(qzi + aq)t)

trouver b tel que f,(el 'eir) = o

pose fr(eîr,eir) = B

la base (e1,e2,e3)  à la  base (e ' r ,e ' r ,e '3)  est  ,

système F stécrit  donc dans cette nouvelle base

La matr ice de passage

î )

P d e

, l e,=(i,."
F '  =  { Q '

avec b =

0

1

a

, t b )

tlt
ce de  Q 'La  mat r i

ut toulours

(avec q*

r une base

( ' ' t t  
t , )

100
\o  o  q3

" i i  
= c,  ei i ,  on pe

égaux à 0, -1 ou I

donc toujours trouve

du

eg l
On

e t  Q '  =  ( Q ' 1 , Q ' 2 , Q '

, est alors du type :

, )  
o ù  Q '

(i"
QrP

o\
0 l
q ,r l

nouveaou bien :

type

sont

peut

F  =  { Q ,  t  b  } a v e c  b  =  ( 0 , 0 , 1 )

formes suivantes :

et  qui t te à f  aire un u changement de base

et

a= 16
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2*z-*3

2*z-^3

2
3

2*3

z
3

i ' )  -4-28x,

i i ' )  *? ,  *  2Bx ,

i i i ') -4 -?, -""

i u ' )  ^ î  -  ^22  -  *

u,) _-?, _-?,

ui') -*? * "?z 
-

vi i ' )  ?,  *  * l  -  *

vi i i ' )  ?, -  *?,

. \  2  2  2rv)  - *1 *  *2 *  ,3

,22v)  *2 *  *3

, \  2  2  2v r )  x l - x2+x3

' . \ 222vu/  -x l  -  *2 *  *3

. ' . \  2  2vul /  -x2 + x3

)2
i )  x ' r+2Bxrx r+x l

1 2
i i )  - * i  *  2  Bx,  x ,  +  x i

. . . \ 222
l i l /  * l * ^ z * *3

Du point de vue de la contrôlabi l i té le système F = {  Q, t  b }  est équivalent au

sys tème opposé F '  =  1 -q ,  t  b )  ,  qu i t te  à  nous  repor te r  à  ce  dern ie r  sys tème nous

n 'é tud ie rons  donc  pas  les  cas  i ' )  a  v i i i ' ) .

Dans  les  cas  i )  à  u )  le  sys tème F n 'es t  pas  complè tement  cont rô lab le  sur  IR3,  en

ef fe t  lo rsgue Qr  es t  sous  I 'une  des  fo rmes i )  à  v )  on  a :
1 , 2 2

Qr(0,x 'xr)  = * i  ou Qr(O,xZ,*3) = xi  + xl ,  exPressions qui ne changent pas de si-

gne lorsque Ie point (O,x,xr)  var ie sur la sphère. Dans les cas i )  à v),  le point i i )

de la proposit ion du paragraphe 1 nrest pas vér i f ié et le système "projeté" F nrest

donc pas transi t i f  
"u,  

52.

I l  nous reste à examiner les cas vi) ,  v i i )  et  v i i i ) ,  lorsque Q, est sous I 'une de ces

3 formes on a :  Qr(o,x,x,  )  = -*î ,  *  *r2 u*pression qui change de signe lorsque Ie

point (o,x2,xr)  var ie sur 52.

Etudions alors le signe de Qz(*r ,xz,x3) -  e Qr(x 'x,xr)  pour (x 'x 'xr)  .  52 et

* Z - o * 1 = 0 .

A - Cas où Qr(x, ,x2,x3) = *l - *3 . *?

(0 ,  
j  ) r . t . ,  dés igne la  matr ice symétr ique associée à Q,

k  j <3
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O n a :

Qz(* t ,x ,xr )  -  oQr(x ,  ,x2,x3)  = (or r - " ) r , ]  *  Grr*o)?z *  (q l l  - " ) *? ,  *  29tz  * r*z

2913 *1*3 *  2923 *z*3

Passons aux coordonnées sphériques :

* l = t o t 0 c o s g

x2 = cos o sin ,p uuec tgq = ot puisque *2 -o * l  = 0

Q z ( * r , x z , ^ 3 )  -  o Q t ( x 1 , x 2 , x 3 )  =  c o s 2  e  [ ( q r g - o ) r g 2 e  +  2 ( q *  c o s  q  *  9 2 3  s i n g  )  t g  e

*  (q t r -o ) "o r2 ,p  *  (gzz  *o)s in2  I  +  2  e12 cos  9  s inq  ]

Cette expression doit  changer de signe lorsque le point (x1,x2,x3) var ie sur le grand

cercle déf ini  par x2 -  o*1 = 0 pr ivé des pôles et ceci  pour tout a réel.

En par t i cu l ie r ,  pour  a  =  q . .

Q r ( * r , x 2 , x 3 )  -  o Q r ( * ,  , x z , x 3 )  =  c o s 2 e  [ 2 ( q r t c o r g  *  g 2 3  s i n  I  ) t g ,  *  ( l r r -  o  ) " o r 2  I

+ (qrr+o)sin2,p * 2 qn cos<p sin q ]

Q2(x1,x2,\  )  -  oQ1(x1,x2,xr)  chan8e de signe si  et  seulement si

g 1 3  c o s  9 *  g 2 3  s i n q  I  0 .

o r  t g 9 =  o =  e 3 3  g 1 3  c o s r +  9 2 3  s i n q  =  c o s g /  g t 3  *  9 Z 3 t E Q )  =  c o s e ( 0 1 3

+  Q 2 3  9 3 3 )

Donc Q2(x 'x2 ,x r )  -  
"Qr ( *y*2 , *3)  

change de  s igne t i  g t3  *  gz3  gsr  I  0

S i e  l q g l

On peut considérer I 'expression Qr(x'xr,*r) - o Qr(xt,x.,x3) comme un polynôme

du 2ème degré en tg o dont le discriminant (réduit) est

^'(a) = (9t3 cos I + 923 sin ,e )2 - (crr-o) [(a11-o)"or2 ,p* (qzzn)si.r2 ,p * 29tz

c o s  p s i n  ç ]
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= cos2 e[ (er r+ o9z)2 -  (cr r -o ;1(or r -o)  +  (qr r+o. )J  *  z  Qrzo ]

( t g q =  c r  9 € ]  -  n  ,  r  [ )
22

Lrexpress ion  Qr (x 'xz ,x3)  -  a  Qr ( * t ,xz ,x3)  change de  s igne s i  e r  seu lement  s i  l ' é -
quat ion  QZ( t ,  , xyxr )  -  o  Qt ( * t  , x ,x r )  =  0  (d ' inconnue tg  o )  admer  deux  rac ines

d is t inc tes ,  donc  s i  e t  seu lement  s i  Â  ' (o )  >  O pour  tour  a ,  donc  s i  e t  seu lement  s i
le polynôme du 4ème degré :

P(X)=x4*X3 ( r r r -  Qt t ) *  xzG:3-9zze33*  2qn 1)+X (zqngzs

*  Q 3 3  *  9 1 1  -  2 9 1 1 , q  + , r ' ,  -  9 : g  9 f f

n radmet  aucune rac ine  rée l le .

B - Cas où Qr(x, ,xZ,x3) = -^?, -^1 .*tr

Un raisonnement ident ique au précédent permet d'af f i rmer que le système
p = { Q, t  b }  est t ransi t i f  su, 52 si  et  seulemenr si  ;

913 * 9Zl 9n + 0 et si le polynôme :

P(x) = x4 *  x3 (qzz -  q:g) *  x2 G|,  -  9zz et t  *  2912 + t )  + X (2qrz 9zt+

er r  -  e tg  -  29 t29  *  q l t  -  9 r r  9g t

n'admet aucune racine réel le-

C - C a s o ù Q . ( x .  '  2  2
' t '  ! ' x2 'x3)  

=  -x ,  +  x ,

Un raisonnement identique à celui fait  en A permet draff irmer que le sys-
tème p = {Q,  t  b  }est  t rans i r i f  su,  52 s i  e t  seulement  s i  :

g t3 *  9Zl  e lg  + 0 et  s i  le  po lynôme :



P(x) = x4 * *3 Gzz

-  29n  9 l r )  *

ntadmet aucune racine

- 1 4 2 -

' r )
-  Qsrl  + x'  ( t i3

2
9 r t  -  9 t t  9 lS

réel le .

*  29n)  + X (2qr ,  923 *  9 t t- 9zz 9ll

3.  CONDITION DU RANG

Le sys tème F =  {Q,  t  b  }  vér i f ie  la  cond i t ion  du

seuleqent si  I 'a lgèbre engendrée par b est égale à IR3.
/o \

b = I o I = el et gue Qt est sous I 'une des 3 formes vi),

\ ' /  

5

Dans les trois cas on a :

rang en tout polnt s l  et

On suppose toujours que

v i i )  ou  v i i i ) .

ui. i l= i*egr

- / + € \

e3 . (e3 .  e r l  =  9 ' 33

( ^ t  \\ Y  i  j  / l < i €

l<j  €

9 '33  "3

i ,  ( r r ,  *  923 933 *  Q33 9'23 * r'lr)

"z

" 1
9 ' t l )  *  e l  (a '13 *  e33

désigne la matr ice symétr ique associée à Q,

on a:  dét ( i ,  i .  i , i . ( i . i r ) )  = e13 * ezl  etr

express ion qui  n 'est  pas nul le  s i  I 'on suppose que le  systèmerrpro jeté"

sit i f  sur 52 . Par conséquent la t ransit ivi té de F sur 52 ent raîne la

rang.

F es t  t ran-
r i  .

conol t lon ou
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