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C H Ê P I T R E  I

I NTRBI}UCT I ON

D a n s  l e s  p r o b l è m e s  d e  m é c a n i q u e  F h U s i q u e  o u  d a n s  l e s  t e c h n i q u e s  d e

t r a n s i t i o n s  d ' é c h e l l e s  ( p a s s a g e  m i c r o - m a c r o ) ,  l e s  p r o b l è n e s  d '  i n c l u s i o n s

j  o u e n L  u n  r ô l e  d é t e r m i n a n t ,  a u  m ê m e  t  i  L r e  q u e  l e s  a u L r e s  d é f  a u L s  , i e

s t r u c t u r e  ( d é f a u t s  p o n c t u e l s ,  d i s l o c a L i o n s .  .  .  ) .  C e s  p r o b l è m e s

d ' i n c l u s i o n s  o n L  é t é  a b o r d é s  p a r  d e  n o i i l b r e u x  a u L e u r s ,  r n a i s  c ' e s L

E s h e l b u  [ 1 ]  q u i  e n  a  d o n n é  u n e  f o r r n e  c s m p a c t e  e L  g l o b a l e .  L a  s o l u t i c n  d e

c e s  p r o b l è n e s  e s L  s i m p l e  e t  a n a l g t i q u e  d a n s  I e  c a s  d ' i n c l u s i o n s

s p h é r i q u e s  d a n s  u n e  m a L r i c e  à  c o m p o r t e m e n t  i s o t r o p e .  P o u r  d e  n o m b r e u x

p r o b l è m e s ,  l e s  h u p o L h è s e s  (  i n c l u s i o n s  s p h é r i q u e s ,  i n a t r i c e  i s o L r o p e )

s o n t  s o u u e n L  t r o p  r e s t r i c t i v e s  e t  é I o i g n é e s  d e  l a  r é a l i L é  p h u s i q u e .

I  I  e s L  a l o r s  i n d i s p e n s a b l e , i e  d i s p o s e r  d e  I a  s o l u L i o n  a u : <

p r o b l è r n e s  d ' i n c l u s i o n s  d o n L  I a

t o u j o u r s  e l  I  i p s o î d a l e ,  p o u r

f o r m e  e s L  p l u s  c o m p l e x e  ( m a i s

c o n s e t r u € r  c e r t a i n e s  p r o p r i é t é s

i n L é r e s s a n t e s )  e L  s i t u é e s  d a n s  u n e  m a L r i c e  d o n t  l e  c o r n p o r L e m e n t  e s t

a n i s o L r o p e .  L e  p r e m i e r  o b j e c l i f , i e  c e  t r a v a i l  c o n s i s t e  d o n c  à

é l a b o r e r  c e s  m é l h o d e s  ( a n a l g L i q u e s  e L  n u m é r i q u e s )  p e r m e L t a n L  d e

c a l c u l e r  t o u s  l e s  c h a m p s  n é c a n i q u e s  ( c o n t r a i n t e s ,  d é f o r m a L i o n s ,  -

r o t a L i o n s )  à  l ' i n t é r i e u r  d ' u n e  i n c l u s i o n  e l l . i p s o l d a l e  s i t u é e  d a n s

u n e  n r a t r i c e  i n f  i n i e  à  c o r n p o r t e m e n L  I  i n é a i r e  e L  a n i s o t r o p e .  P o u r

a b o u t i r  à  c e t [ e  s o l u t i o n  n o u s  r e p r e n o n s  I a  t e c h n i q u e  d u  t e n s e u r  d e

G r e e n  e I  m o n L r o n s  q u e  L o u s  l e s  p r o b l è m e s  d ' i n c l u s i o n s  ( p l a s t i q u e ,

h é t é r o g è n e ,  p r o b l è m e  m i x t e )  s e  r a m è n e n t  à  l a  d é t e r m i n a t . i o n  d ' u n



?

t e n s e u r  d ' o r d r e  4  d o n L  l a  c o n n a i s s a n c e  p e r m e t  d ' a b o r d e r  t o u s  l e s

p r o b l è m e s  d ' i n c l u s i o n s .  L a  m é t h o d e  n u m é r i q u e  d e  c a l c u l  d e  c e

[ e n s e u r  d ' o r d r e  4  p a s s e  p a r  l a  t r a n s f o r m é e  d e  F o u r i e r  d u  L e n s e u r  d e

E t r e e n  e t  l e s  c a l c u l s  n u m é r i q u e s  s o n t  r a m e n é s  à  u n e  i n t é g r a l e  d c u b l e .

L a  s o l u t i o n  d u  p r o b l è m e  d e  I ' i n c l u s i o n  e s L  e n s u i t e  a p p l i q u é e  à

d e u x  s i t u a t i o n s  p h u s i q u e s  d i f f é n e n t e s .

L a  p r e m i è r e  r e l è u e  , i u  d c r n a i n e  d e  l a  p l a s t i c i t é  d e s  p o l g c r i s t a u x

m é L a l l i q u e s  e L  c o n c e r n e  1 ' e f f e t  d e  f o r m e  ( i n i L i a l e  0 u  i n d u i t e )  d e s

g F a r n s  s u r l e s c o n L r a i n L e s i  n  L e r n e  s d ' i n c o m p a t i b i l i t é s

p l a s t i q u e s  i n t e r g r a n u l a i r e s  t e l  I e s  q u ' e I  I e s  s o n L  p r i s e s  e n  c o i n p t e

d a n s  l e  m o , i è l e  d e  K r b n e r .  E n  e f f e t ,  l o r s  d e  g r a n d e s  d é f o r m a t i c n s

p l a s t i q u e s ,  l a  r n i c r o s t r u c t u r e  d u  p o i U c r i s L a l  é v o l u e  e L  l e s

c o n d i L i o n s  d e  c o m r a t i b i l i t é  e I  d ' é q u i l i b r e  p r e n n e n t  u n e F - - - ^
I  U I  I i I E

p a r L  i c u l  i è r e  a u x  j o i n L s  d e  g r a i n s .  D a n s  I e  c a d r e  d u  r r r o , i è l e  d e

K r i i n e r ,  c e c i  s e  t r a d u i L  p a r  u n e  l o i  d ' i n t e r a c L i o n  q u i  p r e n d  I a  f o r m e

c,, = 1,, * &A (l-;nr- 5roo.) (t i .-  st*) (r.1)- à  -  - & à  - . r  \  - 0 c !  e * ' - ,  \  -

É q u a t i o n  d a n s  l a q u e l l e  l a  f ' o r m e  d e s  g r a i n s  i n t e r v i e n t  p â r

l ' i n L e r m é d i a i r e  d u  [ e n s e u r  d ' E s h e l b g  S ; ;  p s  .

L e s  r É s u l  L a t s  q u e  n o u s  o b L e n o n s  s o n L  e n s u i  t e  c o n p a r é s  à  l a  t h é o r i e

p r e p o s é e  p a r  H o n n e f P  e t  l l e c k i n g  t 2 ]  c o n s i s t a n t  à  r e l a x e r  c e r L a i n e s

c o n d i L i o n s  c i n é m a L i q u e s  d u  m o d è l e  d e  T a g l o r  p o u r  t e n i r  c o m p t e  d ' u n  e f f e t

d e  f o r m e  d e s  g r a i n s .



l a  f o r m e  d e s  g r a i n s  s u r  l e s  c o n t r a i n t e s

I  d e  l a  f o r m e  s u r  l e s  r o t a t i o n s  d e  r é s e a u

u e s  s ' é c r i u e n L  :

I ç  P \
,  ? -  f  I

\ th t -  .qL I  cr .z>

p a r t i c u l i è r e s ,  l a  t h é o r i e  d é j à  p r o p o s é e

s o l u t i o n  d u  p r o b l è n e  d e  l ' i n c l u s i o n

e  a p p r o c h e  d u  m é c a n i s m e  d e  p l a s L i c i L é  d e

c a s  d ' u n e  L r a n s f o r m a L i o n  m a r t e n s i t i q u e .

( U e s c h l e r  L i b e r m a n  e t  R e a d ,  [ 4 ]  B o u l e s -

l i o n  i n é l a s L i q u e  d e  B a i n  e s t  a c c o n m o d é e

é s e a u  i n u a r i a n t  ( e t  i s s e m e n L  o u

d a n s  l a  m a r t e n s  i  t e  .  C e L t e  t h é o r i e

t s  d a n s  d e  n o m b r e u x  c a s  m a i s  n ' e x p l i q u e

o b s e r u a L i o n s  e x p é r i m e n L a l e s  I e s  p l u s

i l  u  a  e u  a c c o m r n o d a t i o n  p l a s L i q u e  d a n s

n  d e  l a  m a r L e n s i t e .

c a l c u l o n s ,  à  p a r l i r  d e  l a  s o l u L i o n  ' i u

i e  é  l a s t  i  q u e  a s s o c i é e  a u x  c o n t r a i n L e s

e  n a r l e n s i L e  n o n  r e l a x é e  e l  c h e r c h o n s  l a

n i s a t i o n  d e  c e t t e  é n e r g i e  é l a s L i q u e .  N o u s

e n t a t  i  o n  d u  p  l a n  d ' h a b i  t a t  (  i n t e r f a c e

I  ' é v o  l u t  i  o n ,  a u e c  l a  p a r t .  i  t  i  o n  d e

o n  d e  B a i n  e s t  t r è s  s e n s i b l e

P a r a l  l è  l e m e n l  à  l '  i n f  l u e n c e  d e

i n t e r n e s ,  n o u s  a n a l g s o n s  l ' e f f e

c r i s t a l l i n .  L e s  r e l a t i o n s  o b t e n

, . o  / r P  ^
Q^i : - -ri * ,-trihq-

e t  i  I  l u s L r e n L ,  p o u r  d e s  f o r m e s

p a r  B e r u e i t t e r  e t  Z a o u i  t 3 l .

L a  s e c o n d e  a p p l i c a t i o n  d e  I a

p l a s L i q u e  c o n c e r n e  u n e  p r e m i è r

t r a n s f o r m a t i o n  c o u p l é e  d a n s  l e

D a n s  c e  c a s ,  s n  a d i î e L  L c u j o u r s

f 4 a c k e n z i e  [ 5 ]  q u e  l a  d é f o r n a

p a r  u n e  t r a n s f o r m a l i o n  à  r

m a c l a g e )  i n L e r r ; e n a n L  u n i q u e n e n L

p r é v o  i  L  d e s  r é s u l  t a L s  c o i ' r e c

p a s  c e r t a i n e s  s i L u a t i o n s .  L e s

r é c e n t e s  m o n t r e n L  s o u v e n L  q u '

I  ' a u s  L é n  i  t  e  p e n d a n l  l a  f  o r r n a t  i  o

P o u r  a b o r d e r  c e  p r o b l è m e ,  n o u s

p r o b l è m e  d '  i n c l u s  i  o n ,  l ' é n e r g

i n t e r n e s  d u e s  à  l a  f o r m a l i o n  d

s i L u a L i o n  r e l a x é e  p a r  u n e  n i n i

c a l c u l o n s  e n  p a r l i c u l i e r  l ' o r i

a u s  L é n  i  L e - t l a r [ e n s  i  [ e )  d o n t

l ' a c c o m m o d a t i o n  d e  l a  d é f o r m a L i
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C e  c h a p i t r e  e s L  c o n s a c r é  a u x  d i f f é r e n t s  p r o b l è m e s  d ' i n c l u s i o n s  d o n L  I a

s o l u t i o n  e s t  c o n n u e  e L  r , r a i n t e n a n L  c l a s s i q u e .  C e s  p r o b l è n e s  s e  s u b d i u i s e n t

e n  t r o i s  c a t é g o r i e s

L e  p r o b l è m e  d e  l ' i n c l u s i o n  p l a s t i q u e  p o u r  l e q u e l  u n e  r é g i o n

( l ' i n c l u s i o n )  s u b i l  u n e  d é f o r m a t i o n  i n é l a s L i q u e  h o m o g è n e  e t  c r é e

d e s  c o n t r a i n t e s  i n L e r n e s .  L e  c o m p o r L e m e n L  d e  l ' i n c l u s i o n  e t  d e  l a

m a t r i c e  e s t  s u p p o s é  é l a s L i q u e  e L  i 1  s ' a g i L  d e  t r o u v e r  l e s  c h a m p s

m É c a n i q u e s  ( d é f o r m a t i o n  L o t a l e ,  r o L a L i o n s ,  c o n L r a i n t e s )  d a n s  I e

m i  l  i e u .

L e  p r o b l è m e  d e  I ' i n c l u s i o n  h é t é r o g è n e  p o u r  I e q u e l  I ' i n c l u s i o n

p o s s è d e  d e s  c o n s L a n t e s  é l a s L i q u e s  d i f f é r e n t ' e s  d e  l a  n a t r i c e ,  c e I I e -

c i  é L a n t  s o u m i s e  à  , l e s  f  o r c e s  d e  s u r f a c e .  D a n s  c e  c a s ,  i  I  n ' u  a  p a s

d e  c o n t r a i n t e s  i n L e r n e s  ( o u  r é s i d u e i  I e s ) .

x  L e  p r o b l è m e  m i x t e  p o u r  l e q u e  l  l '  i  n c l u s  i  o n ,  d e  c o n s t a n t e s  é  l a s t  i  q u e s

d i f f é r e n t e s  d e  l a  m a L r i c e ,  s u b i L  u n e  d é f o r m a t i o n  i n é l a s t i q u e

s o u r c e  d e  c o n t r a i n t e s  i n L e r n e s .  D e  p l u s ,  l a  r n a t r i c e  e s L  c h a r g É e  à

l ' i n f i n i .

C e s  d i f f é r e n t s  p r o b l è m e s  o n L  d e s  a p p l i c a L i o n s  n o m b r e u s e s  e n  m é c a n i q u e

d e s  s o l i d e s ,  p h u s i q u e  d u  n é t a l  e L  m é t a l l u r g i e  p h g s i q u e  e L  o n l  r e ç u  d e s

s o l u t i o n s .  L ' a r t i c l e  d ' E s h e t b g  [ 1  ]  c o n s t i t u e  u n e  s g n L h è s e  r e r n a r q u a b l e  d e

c e s  p r o b l è r n e s .  C e p e n d a n L ,  s i  l e s  s o l u L i o n s  d e  c e s  p r o b l è n e s  s o n L  p l u s  o u

r n o i n s  s i m p l e s  d a n s  l e  c a s  d ' u n e  m a t r i c e  é l a s t i q u e  i s o [ r o p e ,  e l l e s

n é c e s s i L e n L  l e  r e c o u r s  à  d e s  m é t h o d e s  n u m é r i q u e s  s p é c i f i q u e s  d a n s  l e  c a s

d ' u n e  i n c l u s i o n  e l l i p s o l d a l e  e l  d ' u n e  m a l r i c e  a n i s o t r o p e '



L e  b u L  d e  c e  c h a p i t r e  e s L  d e  r a p p e l e r  l e s  d i f f é r e n L e s  s o l u t i o n s  p o u r  l e s

p r o b l è n r e s  d ' i n c l u s i o n s  e n  u t i  I  i s a n L  n é a n m o i n s  d e s  m é t h o d e s  p l u s  m o d e r n e s

e L  p l u s  c o m p a c t e s  d ' a n a l g s e .  C e L t e  P r é s e n L a t i o n  a  l ' a u a n L a g e  d e  m o n t r e r

I a  g r a n d e  u n i t é  d e  c e s  p r o b l è m e s  e L  d e  l e s  r é d u i r e  f i n a l e m e n L  a u  c a l c u l

d ' u n  I e n s e u r  !  q u i  g é n è r e  I a  s o l u t i o n  d e s  d i f f é r e n t s  p r o b l è r n e s

, l ' i n c l u s i o n .  f l o u s  r a p p e l o n s  t o u L  d ' a b o r d ,  d a n s  l e  p a r a g r a p h e  s u i v a n t ,

I e s  é q u a l i o n s  d e  I a  m é c a n i q u e  d e s  m i l i e u x  c o n l i n u s .  C e  r a p p e l  n o u s  p e r m e t

s i m u l L a n é n i e n L , l e  p r é s e n t e r  l e s  n o t a L i o n s  u t i t i s é e s  d a n s  c e L L e  L h è s e .

z . 1 )  R a p p e l  d e s  é q u a t t o n s  d e  l a  m é c a n l q u e  d e s  r n l I I e u x  c o n t i n u s

N o u s  n o u s  l i m i L o n s  d a n s  c e  L r a v a i I  a u  c a d r e  c l a s s i q u e  d e

l , é l a s L i c i L É  e n  p e L i L e s  d é f s r m a t i o n s ,  c ' e s t - à - d i r e  a u  c a s  o ù  l e s

, l é f  o r m a t i o n s  e t  r o L a t i o n s  s o n L  i n f  i n i t é s i n i a t e s .  D e  p l u s ,  n o u s  n G u s

t i m i L o n s  à  l ' a p p r o x i m a t i o n  q u a s i - s t a L i q u e  q u i  s u p p o s e  q u e  l e s

f o r c e s  d ' i n e r L i e  s o n t  n é g l  i g é e s .

N o u s  r e p é r o n s  l e s  c o o r d o n n é e s  d ' u n  p o i n l  m a L é r i e I  x r ,  K , ,  Y s  ( o u

x ;  )  , J a n s  u n  s u s t è n e  d e  c o o r , f o n n é e s  c a r L é s i e n n e s  e t  n c u s  a p F e l E 1 i S  u 1

u ,  e t  u .  ( u ; )  l e s  c o m p o s a n t e s  d u  v e c L e u r  d é p l a c e m e n t  d ' u n  p o i n L

d o n n é  .

a )  c i n é m a L i q u e

L e  g r a d i e n t  d u  d é P l a c e m e n L

B; i= t l Lnn i=  )& ;
t  ô  /ù  -ù* i

e I  s a  p a r L i e  s g m É L r i q u e  Ë i  . ; ,

P i :  e s L  d o n n é  P a r

( r  r -1)
q u i  e s L  l e  t e n s e u r  d e  d é f o r m a L i o n

s ' é c r i L  :

F..  .À
-^ô J,
Le Lenseur  r

(P"i " Fe^)
o t a t i o n  t . t ; ;

( F,,- Fi

À

*

s '  o b t  i e

(rr,1 * /rd," )
n L ' p a r  :

i(ur,à-/r;,'); )  =À
al/

( l  t - 2 )

i l  t -3)



I

L e  c h a m p  d e  L e n s e u r  F i :  c a r a c t é r i s a n L  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  d o n n é e

n ' e s t  F a s  l o u i o u r s  i n t é g r a b l e .  P o u r  q u e  l e  m i l i e u  n e  p e r d e  p a s

s a  c o n p a c i [ é  d a n s  I ' e s p a c e  e u c l i d i e n ,  i l  f a u t  q u e  F ; - ;  d É r i u e

d ' u n  c h a m p  d e  d é p l a c e m e n t .

F i . ;  d o i t  ê L r e  u n e  d i f f é r e n L i e l  l e  L o L a l e  e x a c t e  e t  u é r i f i e r  l a

c o n d i L i o n  d '  i n L é g r a b i  l i t é  d e  C a u c h u

/  t \  _  -  0  . 1 '  ' \\ iQr Prâ r  h -  \ " '  ( t  t -4)

o u  e  i r . e  d é s i g n e  u n  s g m b o l e  d ' a n t i s U m e t r i e  d é f  i n i  p a r  :

e i k e  =  o  s i  d e u x  a u  m o i n s  d e s  i n , l i c e s  s o n L  é g a u x

e i  r e  =  [  s i  l a  s é q u e n c e  i  k e  s ' o b t i e n L  p a r  u n  n o m b r e  p a i r

d e  p e r m u [ a L i o n s  à  p a r l i r  d e  l a  s é q u e n c e  t , 2 , 3

Ê i  r . p  
-  -  1  s i  l a  s é q u e n c €  i  r . ,  s ' o b t i e n L  p a r  u n  n o m b r e

i m p a i r  d e  p e r m u t a L i o n s  à  p a r t i r  d e  l a  s é q u e n c e

1 ^ -
! , c - r . )

N o u s  a v o n s  u L i I i s é  1 a  c o n v e n L i o n  d ' E i n s t e i n  d e  s s m m a t  i o n  s u r

l e s  i n d i c e s  r é p é t . é s .

U n e  a u t r e  f o r n e  C e s  i - e l a [ i o n s  d e  c o m p a L i b i t i l é  e s L  d o n n É e  p a r

K r b n e r  t 6 l  c u i  i n t r o d u i L  l e  t e n s e u r  i n c o m p a L i b i l i t é  I n c  e t

é c r i L  :

r  Ê  , ^ \  . l _ S )Im.C L = \-'

E n  g é n é r a l  p o u r  l e s  p r o b l è r n e s  q u i  n o u s  i n t é r e s s e n t  i c i ,  l a

t r a n s f o r m a t i o n  t o L a l e ,  c o m p a t i b l e  r é s u I t e  d ' u n e  p a r t i e

i n é l a s t i q u e  9 P  e t  d ' u n e  p a r L i e  é I a s L i q u e  . E '  a s s o c i é e  a u x

c o n L r a i n t e s  i n t e r n e s  ( e L  a p p l i q u é e s ) .  E n  p e t i t e s  d é f o r m a t i o n s ,

o n a :

l3l, *P'o = F"ri
i l  r -6)



b)  S t .a t  i  que

Ê u x  d é f o r m a L i o n s  é l a s t i q u e s  s o n L  a s s o c i é e s  l e s  c o n t r a i n L e s

6 : i  . ,  c o m p o s a n t e s  d ' u n  t e n s e u r  s u m é L r i q u e  ( é q u a t i  0 n s  d ' é q u i  I  i b r e )

e L  q u i  v é r i f i e n t  I e s  é q u a L i o n s  d ' é q u i  t  i b r e

..4= \,;
(

Çiràn l ;  = o

o ù  f ;  d é s i g n e n t  l e s  f o r c e s  d e  u o l u m e

S u r  l a  f r o n t i è r e  d u  s o l i , i e ,  l e s  r e l a L i o n s

1 a  f o r m e  p a r L i c u l i è r e  :

nrâni = Ti

( r r -7)

d ' é q u i  I  i b r e  p r e n n e n L

( r r -8)

(n -9 )

Dans le  cas

o ù  n  d é s i g n e  I a  n o r m a l e  u n i t a i r e  e x t é r i e u r e  Ê u  s o l i d e  e t

l e s  f o r c e s  s u r f a c i q u e s  i m p o s é e s  à  l a  f r o n t i è r e .

c )  C o m p o r L e m e n L  ( é  l a s t  i  q u e )  ' i u  m a t é r i a u

l { a u s  n e  p r É c i s s n s  i c i  q u e  l a  f o r m e , i u  c s m p o r t e r n e n L  é l a s L i q u e  ' i u

n a t é r i a u ,  t a  d é f o r m a t i o n  i n é I a s L i q u e  é t a n L  s u P p o s é e  c o n n u e .

D a n s  c e  c a s  I e s  c o n t r a i n L e s  l o c a l e s  e n  r  s o n L  r e l i é e s  a u x

, l é f o r m a t i o n s  é l a s t i q u e s  p a r  l a  r e l a t i o n  :

T ;

c, (r) = Crro. (t) €[r t ';
o ù  C i  j  u ,  d é s  i g n e  l e s  c o n s t a n t e s  é l a s t i q u e s  e n  ! .

d ' u n  m a t é r i a u  h o m o g è n e ,  C i i * .  n e  d é p e n d  p a s  d e  r .

E n  g é n é r a l  C t  j  u .  p o s s è ' j e  I e s  s U m é t r i e s  s u i ' . r a n t e s

C l  i  r . .

c i  i u ,

C i  i  u ,

c i  i ,  u

c i  i u ,

C * e  i i

i l  t  -10)



1 0

d )  E l a s t o s t a t i q u e

R é s o u d r e  u n  p r o b l è m e  d ' é l a s L o s t a L i q u e  r e u i e n L ,  p o u r  u n  s o I  i d e

d o n n é  e L  u n  c h a r g e r n e n t  c o n n u ,  à  L r o u v e r  l e s  c h a m p s  c i n é m a t i q u e s

( u ,  E ,  e )  e L  s L a t i q u e s  ( g . )  s a t i s f a i s a n L  a u x é q u a t i o n s  ( l I - 4 )

( l  I . 5 )  e t  ( l  I  . ? ) .

E n  r è g l e  g é n É r a l e  d e u x  m é L h o d e s  o n t  é l é  p r o p o s é e s  ;

-  c e  I  I e  q u i  p a r t  d ' u n e  f o r n u l a L  i  o n  c i n é m a L  i  q u e

-  c e l l e  q u i  e x p r i n e  l e  p r o b l è m e  e x L e r n e  d e  c o n L r a i n [ e s  o u  d e

p o L e n l i e l  d e  c o n l r a i n t e s .

N o u s  r a p p e l o n s  l a  p r e m i è r e  f o r n u l a t i o n  e n  l ' a d a p L a n t  a u  p r o b l è m e

q u i  n o u s  i n t e r e s s e  i c i  ( p r é s e n c e  d ' u n e  d é t ' o r m a L i o n  i n é I a s l i q u e ) .

Ê  p a r t i r  d e  ( l l - 6 )  e [  d e  ( l l - i ) ,  o n  a  :

PÏi = )L';'ti
s o i L  p o u r  I e s

n t- l5;;
t d

c o n t r a i n L e s  ( d a n s  u n  n i l i e u  h o m o g è n e )

a t  1  1 1 \
\  I  I  - r  r  /

(  i l  -14)

.  6 s n  e s L

D i r a c .  D e

- t4 ) ,  on

Ç4 = C;iar (ur,n- P;r)
L ' é q u a L  i  o n  d ' é q u i  I  i b r e  (  I  I  - ? )  s ' é c r i  t  a l  o r s

cràu, )Lt,kL Cràw PTr,, " Ça = o
(  I  I  - 1 3 )  c o n s  i  s L e  e n  u n e

l a  s o l u t i o n  u ( r )  d é p e n d

P o u r  i n t é g r e r  ( l l - 1 3 )

d e  g r e e n  G ; n ( r )  q u i  e s l

p o i n , t  r  d t à u n e f o r c e

O n  a  d o n c  p o u r  0 ; n

É q u a t i o n  a u x  d É r i u é e s

d e s  d o n n É e s  f 3  e L  J j I e .

( r  I - 1 2 )

i l  I - 1 3 )

p a r È i e I I e s  d o n L

i l  e s L  c o n m o d e  d ' i n L r o d u i r e  l e  L e n s e u r

L e  d é p l a c e m e n L  d a n s  l a  d i r e c t i o n  j  a u

u n i t é  a p p l i q u é e  s e l o n  n  à  I ' o r i g i n e .

c;trur- e;#u + Çt* 5 tY) = o
a u e c  l a  c o n d i  I  i  o n  a u x i  I  i a i r e  q u e  G ;  n

l e  s g m b o l e  d e  K r o n e c k e r  e L  E ( r )  e s L

L a  d é P i n i t . i s n  d e  c e t t e  d e r n i è r e  e t  d e

t i r e

s ' a n n u l e  à  t ' i n f i n i

l a  d i s L r i b u L i o n  d e

I a  r e l a t i o n  ( l l



1 1

( r  I -1s )

( r  r -16)

( l  r  - 1? )

r
-b*(r) = [ 5r^5 G-s') )tt (r ') âv '

Jv

s o i L  d ' a p r è s  ( l  I - 1 3 )

-,w,-(r) = - I"rr*, 
G â,*,;i- 

t )-. tt ') dv'

o n  a  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  p o u r  G . ;  n ,  i  u ,

16 t r - r ' )  1G (r- r ' )

"- 
=-ff i

( l l  . 1 6 )  s ' ê c r i L  a l o r s  I  , ,
(  r  ( r -E '

,r,r. (r) = - lc;;un 
|et.2ïh'

'/v
tr1, ru') dv'

2 . ? )  L e  p r o b l è r n e  d e  l ' l n c l u s l o n  p l a s t l q u e .

i l  I - 1e )

h o m o g è n e  d e  c o r s t a n L e s  é l a s L i q u e s

u n e  i n c l u s i o n  d e  u o l u r n e  V  l i m i t é e

E n  u t i l i s a n t  I e  t h é o r è m e  d e  l a  d i v e r g e n c e ,  o n  a  :

.LL*(t) = - Irrrroroà,*r, 
tr'r') 2;"(r') âs'q + 

(r,)

I .gt* G;-, (r'r') )L&,t' 1c.!àsi - I""iu, 
G; $'t') )L',kn)' 

'âv ' (t I -1e)
- s  

N o u s  s u p p o s o n s  q u e  I e  d é p l a c e m e n L  L o L a I  L e n d  u e r s  o  l o r s q u e  t r

t e n d  u e r s  l ' i n f i n i .  D a n s  c e  c a s  i I  r e s t e  :

A.u(r) = - lrrurG;-.- 
(r-r ' )  ' r t tra' ; ' (r ' )  dv' 

(r r-eo)JY

s o i L  e n  t e n a n L  c o r n P t e  , i e  ( l  I - 1 3 )

)L^tr) = l;;(r-r'i I ç't" 
- c;iat Plr,' 

tr')l dv' 
. r-a1)J Y

L o r s q u ' i 1  n ' U  a  p a s  d e  f o r c e s  u o l u m i q u e s '  i 1  r e s L e

)L..(v) :  -  [nr^,t  
' ' t ' )  CnàuL P[r,; ,  

(É) dv' (rr-ea)
)uo

È ?  é L a n L  c o n n u  ,  L ' i n t é g r a I e  ( l  I - 2 e )  p e r m e L  d e  L r o u u e r  l e

d é p l a c e r n e n L  L o t a l  L l n  s i  o n  c o n n a i L  l e  L e n s e u r  d e  g r e e n  G ;  n  .

c e  f o r m a l i s m e  e s L  u t i  t i s é  d a n s  I e  p a r a g r a p h e  s u i v a n L  p o u r

e x p r i m e r  l a  s o l u L i o n  d u  p r o b l è m e  d e  l ' i n c l u s i o n  p l a s L i q u e .

c o n s  i d é r o n s

A u  s e i n  d e

s u r f a c e  S .

u n  m i  I  i e u  i n f i n i ,

ce  mi  I  ieu  se  l rouve

l '{ous

c? iu . .

par une



N o u s  s u p p o s o n s  q u e  c e L t e  i n c l u s i o n

i n é l a s t i q u e  u n i f o r m e  E P .  L e  p r o b l è r n e  r é s o l u  p a r  E s h e l b u  r e v i e n t  a l o r s  à

c a l c u l e r  l e s  c h a m p s  d e  c o n t r a i n t e s  e L  d e  r o L a L i o n s  d a n s  I e  r n i l i e u  i n È i n i .

P o u r  r e L r o u u e r  l a  s o l u L i o n  d ' E s h e l b u  n o u s  u L i l i s 0 n s  u n e  m é t h o d e  d i r e c L e .

L e  g r a , i i e n L  d u  d é p l a c e n e n L  u ; . ;  s e  c o n p o s e  d ' u n e  p a r t i e  é l a s L i q u e  J 3 f  ;  e L

d ' u n e  p a r t i e  p t a s L i q u e  J l l . ;  q u i  s ' é c n i L :

( r  r -e3)p! o =FTa $tr)
o ù  g ( r )

$ tu)

I a  f o n c L i o n  i n d i c a t r i c e  d ' H e a r r i s i d e

s;!fv

s; 16 v

d é s i g n e

Io
:l

Lâ
O n  a  d o n c

e L

PT, + fÏt
d e  l a  s u m é L r

r  \  r o  |  , ,  ( r )  ôP  (E )  )  
( l l - e6 )

i  
(:) = Crârr [aà,L'- ' Pzq 

\' '  
I

l e s  c o n d i L i o n s  d ' é q u i  I  i b r e  d o n n e n L ,  e n  l ' a b s e n c e  d e  f o r c e s  v o l u n i q u e s

Orrà =

A cause

s ' é c r i v e n L  :

i e  e n  ( k , l )  , i u  t e n s e u r  t ? - . ;  u *  ,  l e s  c o n t r a i n L e s  o ; ;

q

%â,à.r) : %n, !,u-.àtt)- c"ràqr r,lr,àrr) = o

L e  t e r n e  C ? . i * .  F f , e , :  s ' a p p a r e n t e  à  d e s  f o r c e s  u o l u m i q u e s

p o u r  l e  m i l i e u  i n f i n i  :

-4^ (:) = - J*ur^'(r-r') 
ci:6ar Plrri tt ') àv'

L e  L e r m e  F [ , , i '  s ' é c r i L  c o m p t e  t e n u  d e  ( l l - 2 3 )

Pir,, ,t') 
= - oL2 5 (s) 

I3it

( t  |  - 2 7 )

F i c L i v e s  e L  o n  a ,

il t -a8)

L (

a  s u b i  u n e  L r a n s f o r m a t  i  o n

il l -24)

i l  I -2s)

il I -es)
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a :

Cliu, Ê.lv ̂t' 5 (s) dv'
e L  o n

(s-r ')
o ù  F [ ,  e s L  c o n s L a n t e

t'
,t/ tr) = l lf' JY

( r  r -30)

d e  S t o k e s ,  e n i n t é g r a I e

( r r -31)

( r  r -3a)

( r  r -s3)

i l  I -34)

( r  r -3s)

( r  r -36)

i l  I -3?)

I  ,  U i l  A

i l  I -38)

|3['

Fia
s ' é c r i  t  :

C e t t e  i n L é g r a I e  s e  [ r a n s f o r m e  à  l ' a i d e  d u  L h é o r è r n e

s u r  l e  v o l u m e  V ,  s o i L  :

),1^(E) = [q^,-(:-r ') co;6wr PT. ou'
-/y '

L e  g r a d i e n t  d u  d é p l a c e m e n L  L o L a l  s ' é c r i L  :

,, -cr) = [a6,*r;rll-t ') c"ràat P[- dv'
&Et-'o- _ 

)u

s o i l  p u i s q u e  C ! ; u .  F E e  e s L  u n i f o r m e

,tl*;n-(r) = ai;., pl, Ja6*t;"#-t'' 
uu'

r- (t)
S o i L  L m n , i , t r  [ e  L e n s e u r

J"nà^,r#-t'' au'
o n  a  a l o r s  :

R ( f )  P  
r r )  :o  oP

I 'r**v -"nn,i;,i LràÈ.e Pq.t
L a  d é f o r m a l i o n  L o t a l e  €  e n  r  s ' é c r i L

ç (E) ^ f | .-  (t l  ,* l '  
(ç)..)ro',

r - ^^nn  =T  \L ry , . ^nà  . ^ - , J . - ' Là )L*àh \

e L  I a  r o t a L i o n  t o t a l e  s ' o b L i e n L  à  p a r L i r  d e

r l  cE)- ^( l  (r). .  t-  ! :) . ,)(o,,l ,Jr \J'  =, t  -,^,**à -, ' -*àd / .)àk\

l l  r e s t e  a l o r s  à  c a l c u l e r  I e  t e n s e u r  L r n ; ; ( r )  q u i

f  ̂  (r). = (n^^iï'l dv,
.-rh^^ .À, à ./y
S i  o n  n o t e  x ;  I e s  c o o r d o n n é s  d e  r  e t  x i  c e l l e s  d e

? (g - r ' )  î  . ( ; ' I ' )
ar  ' r r ) r  = la i tm*I6

o n  a  d o n c  :

( r  r -39)r (u) (.. (r 'Y')
f^"^^A = ^)râ1*tb* '  dv'
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E n  g é n é r a l  l e  t e n s e u r  L  n ' a  p a s  d e  p r o p r é t é s  p a r t i c u l i è r e s .  P a r  c o n t r e ,

E s h e l b g  [ 1 ]  a  m o n t r é  q u e  d a n s  l e  c a s  d ' i n c l u s i o n s  d e  f o r m e  e l l i p s o Î d a l e s ,

t  e s t  u n i f  o r m e  d a n s  I ' i n c l u s i o n  e t t i p s o l d a l e .  f { o u s  a p p e l o n s  L l  c e L t e

v a l e u r  e l  l a  c a l c u l o n s  à  p a r L i r  d e  l a  v a l e u r  m o u e n n e  d e  L  d a n s  V

r  I  I  ( r - v ' )

l - '  :  r  ' t  {  t  G;^r ; ) i - "  àu t t '  (* - . ï r l . }
L n^ . raa ,D =  -  

1  ) *  ) " .  o

L o r s q u ' 0 n  n e  s ' i n L e r e s s e  q u ' a u x  c h a m p s  c i n é m a t i q u e s  e t  s [ a t i q u e s  à

l , i n t é r i e u r  d ' u n e  i n c l u s i o n  e l l i p s o l d a l e  ( e L  p l a s L i q u e )  l e  p r o b l è m e  s e

r a m è n e  a l o r s  à  l a  c o n n a i s s a n c e  d u  t e n s e u r  L l '

D a n s  c e  c a s ,  o n  a  l e s  f o r m u l e s  s u i u a n L e s  p o u r  I e s  c h a n p s  c i n é m a t i q u e s

e l  s t a L i q u e s  d a n s  I ' i n c l u s i o n .

Bf  . ;  ( r )  =  J ] l . ;  dans  V

F i :  =  t l i , . e  C f l e , n n  F f i n

Ê i  j  =  !  ( t f ; p s  +  L j i u r ) C ? e ' n D E n

e î :  =  à  ( t l ; * ,  +  L j i u , ) C t u e ' n F Ë n  -  e F ;

û r i  j  =  à  ( t l : u .  -  t J i u , ) t ? r ' n P E n

u : î . ;  =  â  ( t l ; u .  -  t J r u r ) C Ê e ' n F E , '  -  u : Î . ;

G ; i  =  C ? . . ; " " t â ( t l " k e  +  L I " u , ) C 9 * e ' n F E n  -  € Ë " 1

L e  t e n s e u r  S  d ' E s h e l b U ,  r e I  i a n L  t a  d é f o r m a t i o n  L o L a I e  d a n s  I ' i n c l u s i o n

à  1 a  d é f o r m a L i o n  p l a s t i q u e  9 F  s ' o b L i e n L  p a r

t -  r  / r -1  l - '  )  r '
5ràt,  = 

î  \L;U. ' ,^-+ Li ; ' r*"*  Jt"* /" '& 'L ( l l -41)

t r e n a f q u e s :

0 n  v o i L  q u e  p o u r  c a l c u l e r  e x p l i c i l e m e n L  I  i l  s u f f i t  d e  c o n n a l t r e  l e

L e n s e u r  L l  .  O n  r e m a r q u e  é g a l e r n e n L  q u e  S i  i  u e  p o s s è d e  I e s  s g m é t r i e s

s u i u a n t e s :

S i  i u .  =  S i i r . e

S i  i u e  =  S i i r ' . ( t l -42)
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T n a i s  e n  g é n é r a l  S i j u e  I  S r . e i i

L e  c a l c u t  , l e  t t  n é c e s s i L e  I a  c s n n a i s s a n c e  d u  t e n s e u r  d e  g r e e n  G  d u

m i L i e u  i n f i n i  d e  c o n s t a n t e s  é I a s t i q u e s  C s  '

D a n s  , l e  n o m b r e u x  p r o b l è m e s  i  I  e s [  é g a l e n i e n L  n é c e s s a i r e  d e  c o n n a l t r e

l ' é n e r g i e  é l a s t i q u e  t J  a s s o c i é e  a u x  c o n t r a i n L e s  i n t e r n e s  d u e s  à  l a  p r é s e n c e

d ' u n e  i n c l u s i o n  p l a s L i q u e .

0 n a .

W:
( - e r

i  /  c,  èiô6v
J \æ

S o i L  d ' a p r è s  ( l  I - 1 1

V/=

P a r  i n t é g r a t i o n  p a r  p a r L i e s  e n  L e n a n L  c o m p t e

n u l  s u r  l a  f r o n L i è r e  d u  s s l i d e ,  o n  a  :

t -[,",

r= i J"n'à 4t

)

r  - P  r

I  A;rà -  6;ô) àu

i l t -43)

( r  r -44)

d u  f a i l  q u e  f ; i n ;  e s t

il r -4s)dv

e L  p u i s q u e  c ; ;  e s L  u n i f o r m e  d a n s V  ( a i n s i  q u e  e P )  o n  a  ;

i 
u Ç[ e?;;,

On remarque donc

c o n t r a i n t e  d a n s

t r .

O n a :

q u e  l e  c a l c u l  d e

l ' i n c l u s i o n ,  c ' e s L

se rarnène à

d i r e  f i n a l e m e n L

i l  r  -46)

ce lu i  du  champ de

a u  c a l c u l  d u  L e n s e u r

U

à

w -- - tv ciàrr 
{t (Ç,*,* i,u* ) tî*-,^- *^^- ri, } rJt 

c"-47)



ê v a n t  d ' a t t a q u e r  l e

p r o b l è m e  d e  l '  i n c l u s  i  o n

h é t é r o g è n e ) .  O n  v e r r a

I i é e  a u  c a l c u l  d e  L r .

p r o b l è m e  d u

h é t é r o g è n e  e t

q u e ,  d a n s  c e s

c a l c u l  d e  L l ,  n o u s

l e  p r o b l è m e  m i x t e

d e u x  c a s ,  l a  s o l u t i o n

1 6

f o r n u l  o n s  I e

( p l a s t i q u e  e I

s e r a  é g a l e m e n L

2 . 3 )  L e  p r o b l è n e  d e  l ' l n c l u s l o n  h é t é r o s è n e -

I ' J o u s  c o n s i d é r o n s  u n  r n i l i e u  i n f i n i  V -  d e  c o n s t a n t e s  é l a s t i q u e s  C e  e n

t o u s  I e s  p o i n t s  s a u f  à  l ' i n L é r i e u r  d ' u n e  i n c l u s i o n  e I  I  i p s o Î d a l e  d e  v o l u r n e

V  o ù  e l l e s  s o n t  é g a l e s  à  C t .  C o m r n e  d a n s  l e  c a s  d e  l ' i n c l u s i o n  p l a s L i q u e ,

n 0 u s  s u p p o s o n s  q u ' à  I ' i n t e r f a c e  S ,  l e  d é p l a c e m e n t  e s L  c o n L i n u '

D a n s  I ' é t a t  i n i t i a t ,  n o u s  s u p p o s o n s  q u ' i l  n ' U  a  p a s  d e  c o n t r a i ' n t e s  e L

n o u s  c h e r c h o n s  l e  c h a m p , l e  d é f o r m a L i o n  ( é l a s L i q u e  c a r  n o u s  s u p p o s o n s  q u ' i I

n ' u  a  p a s  d e  d ê f o r m a t i o n s  i n é l a s L i q u e s )  d t  à  d e s  f o r c e s  s u r f a c i q u e s  q u i

c r é e n L  u n  c h a r n p  u n  i  f  o r r n e  E ,  e o  d a n s  l e  m i  I  i e u  i n f  i n  i  h o m o g è n e  .

Ê u e c  l e s  n o t a [ i o n s  d u  p a r a g r a p h e  p r É c é d e n t ,  s n  a  :

(  ç ' -

Lc

- o

t ^ g
: r * +

C (r) Ç") g cr;

0 cr;

E n  u t i l i s a n L  I ' é q u a L i o n  i n t É g r a l e  o u

Z e I t e r  [ ? ] ,  l e  d é p l a c e m e n L  u ( r )  s ' é c r i L  :

L . S . D .  p r o p o s é  p a r  D e d e r i c h  e t

s o i L  p o u r  l e  g r a d i e n t  p  e t  e n  t e n a n L  c o m p l e  d e s  p r o p r i é t é s  d u  0

f l  I -48)

/r-,f ) = ï^::, - 
/,n,^fi;t',o,r,** 

Eur!'.\ dv' i l t -50)



D ' a p r é s  E s h e

h g p o t h è s e ,  i l

t t  ( r )
,.Powlav =

t b g  [ 1 ] ,  € k e  e s I  u n i f o r m e  d a n s  I '

en  es t  de  même de Â-c  eL  on  a  donc

o ( r )  P  
{ r \

, l l r r* . ' i '  + . r r* ; ; ;  Lc*6Af

= Jr,)i;l 
dv'

i n c l us i on

f'ft?.
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e l l i p s o î d a l e .  P a r

( I  I - s1 )

il l -s2)

( n -s3)

E q u a t i o n  d a n s  l a q u e l l e  o n  a  p o s é ,  c o m m e  d a n s l e  p a r a g r a p h e  p r é c é d e n t :

L a  d é f o r r n a t i o n  d a n s  l ' i n c l u s i s n  e s L  d o n c  s o l u t i o n  d e

e L  l a  r o t a l i o n  s ' é c r i L  :

[,*-.,ra ]

L^-,,;J

I
Êt &.1

I

/ l
w/tt\- .tL

LC;6çs L'ç,

O n  u o i t  d o n c  d ' a p r è s  (

p r o b l è m e  d e  I ' i n c l u s i o n

d é L e r m i n a L i o n  d u  m ê n e

l '  i n c l u s i o n  p l a s t i q u e .

I  I -s2)  i l  I -s3)

hé té rogène  se

Lenseur  L l  que

e L  ( l l - 5 4 )  q u e  l a

r a m è n e ,  € f ,  f i n  d e

c e l u i  i n t r o d u i L  l o r s

( r  r -54)

s o l u L i o n  d u

c o m p L e  à  l a

du prob lème de

2 . 4 )  L e  p r o b l è m e  r n l x t e

I  I  s ' a g i t  d u  P r o b l è m e  d ' u n e

c ' e s t - à - d i r e  u n e  i n c l u s i o n  a g a n l  d e s

d e  c e l l e s  d e  l a  m a t r i c e  C o  e t  a g a n t

u n i f o r m e - g F .

i n c l u s i o n

con s  tan  [e  s

sub i  une

p l a s t i q u e  e t

é t a s L i q u e s  C I

d é f o r m a I i o n

hé té rogène

d i  f f é r e n t e s

i n é l a s t i q u e

€;^, = eï*. â tL^ *Là Ac;âqr

I r(,i^- *a I l-,-,,,-r5-= \)- /dfu?r\ '  *Z 
L



P o u r  r é s o u d r e  c e  P r o b l è n e ,

i n t é g r a l e  p r o P o s é e  p a r  B e r v e i l l e r

O . F a s s i  F e h r i  e l  H i h i  t 8 l  P o u r

d ' i n c l u s i o n s .

ê v e c  l e s  r n o t a L i o n s

r r  ( r )  r r o  ( ç )  ùALtwTow = - r4e)a r

ave  c

d e s  p a r a g r a p h e s  P r é c é d e n t s , c e t t e  é q u a L i o n  s ' é c r i L

n o u s  p a r t o n s

e L  Z a o u i  [ 3 ]  e t

r é s o u d r e  l e

1 8

d ' u n e  a u t r e  é q u a t  i  o n

r e p r i s e  p a r  B e r v e i l  l e r ,

p r o b l è m e  d e  l a  p a i r e

[d,;;'[..,;i')e;'r
- S c.,;.i,) r-î '] du',, r -ss)

s.,âil =
D a n s  n o t r e

e!; ts) =

scrtti \

l ' é q u a t i o n

)r:*

s o i t  :

areut;' CTào,

c a s ,  o n  a  :

el; 0 cr ')

= (trinr- ci;nr)g (i) LC;;pr I  (u')

( l l - 5 5 )  s e  L r a n s f o r m e  e n  :

( r  r -56)

il r -57).1",*:;i') l.qio' '1, -

p*) : lLI\ * 1^9i l'L*,ti,

= 4t1'j o'rio, Eqtj ar'

- o c;â ,*n Eqr\
il r -s8)

D a n s  c e  p r o b l è m e  m i x t e ,  o n  v o i L  à  p a r t i r  d e  ( l l - 5 8 )  q u e  l a  s o l u L i o n

d é p e n d  é g a l e r n e n l  d u  t e n s e u t r  t r n l ; r  d e  l a  m ê m e  f a ç o n  q u e  p o u r  l e s  p r o b l è n e s

, f  i n c l u s i o n s  p l a s t i q u e  e t  l e s  p r o b l è m e s  d ' i n c l u s i o n s  h é t é r o g è n e s .

C e  r é s u l t a L  j u s t i P i e  p a r  a i l l e u r s  L a  m é t h o d e  d e  I ' i n c l u s i o n  p l a s t i q u e

é q u i v a l e n t e  , 1 ' E s h e l b g ,  q u i  u t i  I  i s e  u n e  d é f  o r m a t i o n  p l a s t ' i q u e  f  i c t i v e  p o u r

r é s o u d r e  I e  p r o b l è m e  d e  [ ' i n c l u s i o n  h é t é r o g è n e .

0 n  p e u L  f a c i l e m e n t  u é r i Ê i e r  q u e  l a  r e l a t i o n  ( l l - 5 8 )  c o n L i e n L  l e s

s o l u L i o n s  ( l  I - 5 3 )  e L  ( l  I - 5 4 ) .
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2 . 5 .  C o n c l u s l  o n

L a  p r é s e n t a t i o n  c o n p a c L e  d e s  p r o b l è m e s  d ' i n c l u s i o n s  p l a s L i q u e s ,

d ' i n c l u s i o n s  h é t é r o g è n e s  e L  I e s  p r o b l è n e s  m i x t e s  n o n t r e n L  q u e  l e u r

s o l u t i o n  s e  r a m è n e  e n  f i n  d e  c o m p t e  a u  c a l c u l  d e  l ' i n t é g r a l e  L t .

C e t l e  c i  n e  p e u L  s e  f a i r e  q u e  l o r s q u e  l e  t e n s e u r  d e  G r e e n  d u  m i l i e u

C o  e L  c 0 n n u ,  c €  C u i  n ' e s t  n a l h e u r e u s e m e n L  l e  c a s  q u e  d e s  m i  I  i e u x

i  s o t r o p e s .

D a n s  l e  c h a p i t r e  s u i u a n L ,  n o u s  p r o p o s o n s  u n e  m é t h o d e  n u m é r i q u e  P o u r

c a l c u l e r  l e s  t e n s e u r s  t t  p o u r  d e s  i n c l u s i o n s  e l l i p s o Î d a l e s  d e  f o r m e

q u e l c o n q u e  e L  p o u r  d e s  a n i s o L r o p i e s  d e  l a  m a t r i c e  q u e l c o n q u e .



D h a p t t r e  I I I

D é t e r m i n a t i o n  d u  t e n s e u r  S  e t  r é s u l t a t s  p r é l i m i n a i r e s
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CHRPITRE I  I  I

DETERHINRTION DU TENSEUR S ET RESULTRTS PRELININRIRES

3 . 1 .  t a l c u l  d u  t e n s e u r  d e  g r e e n  p o u r  u n  n i l l e u  i n f l n l  a n l s o t r o p e

3 . 2 .  D a l c u l  d u  t e n s e u r  t I  p o u r  u n e  l n c l u s l o n  s p h é r i q u e

3 . 3 .  D a l c u l  d u  t e n s e u r  t l  p t r u r  u n e  l n c l u s l o n  e l l l p s o ï d a l e

3 . 4 .  R é s u l t a t s  c s n c e r n a n t  u n e  i n c l u s l o n  e l l l p s o l d a l e  d a n s  u n  r n l l l e u

l s o t r o p e  e t  u n e  l n c l u s l o n  s p h É r l q u e  d a n s  u n e  m a t r l c e  c u b l q u e .

3 . 5 .  R é s u l t a t s  c o n c e ç n a n t  u n e  I n c l u s l o n  e l l l p s o l d a l e  d a n s  u n e  n a t r l c e

c u b  I  q u e .

3 . 6 .  C O N C L U S I O N .
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I NTRODUCT I ON .

L a  m é t h o d e  d é v e l o p p é e  p a r  E s h e l b g  ( 1 )  p o u r  r é s o u d r e

r e l a L i f s  a u x  c h a m p s  d e  c o n t r a i n t e s  e L  d e  d É f o r n a L i o n

i c i  é L e n d u e  a u x  m a t é r i a u x  a n i s o t r o P e s .

c e r t a i n s  p r o b l è m e s

d e s  i n c l u s i o n s  e s L

E s h e l b u  ( 1 )  a  c a l c u l é  l e  L e n s e u r  S  p o u r  u n e  i n c l u s i o n  e l l i p s o l d a l e  d a n s

u n e  m a t r i c e  i s o L r o p e .  N o u s  é L e n d o n s  e n  e f f e L  l e  c a l c u l  p o u r  u n e  i n c l u s i o n

e l  I  i p s o î d a l e  d a n s  u n  m i  I  i e u  i n f i n i  a n i s o t r o p e .

L a  c o n n a i s s a n c e  d e s  c o r n p o s a n t e s  d u  t e n s e u r  I  p e r m e L  d e  L r o u u e r

d é f o r m a t i o n  t o L a I e  e r  à  l ' i n t e r i e u r  d e  l ' i n c l u s i o n ,  e n  f s n c t i o n  d e

déf  o r rna t  i  on  de  t rans f  o rna t  i  on  e  .

(  I  I  I  _ 1 )

L e  c a l c u l  e s L  d é v e l o p p é  t o u L  d ' a b o r d  p o u r  u n e  i n c l u s i o n  s p h é r i q u e  p u i s

d a n s  l e  c a s  d ' u n e  i n c l u s i o n  e l l i p s o î d a l e .

L e  p r o c É d É  e s L  f c r , j É  s u r  l ' e r n p l o i  d e  1 a  L r e n s f o r m a t i c n  ' j e  F o u r i e r .

N o u s  e x a m i n o n s  e n f i n  q u e l q u e s  a p p l i c a t i o n s  p r é l i m i n a i r e s .

-  c a l c u l  d e s  c o n p o s a n t e s  l i L t e r a l e s  d u  L e n s e u r  S  p B u r  u n e  i n c l u s i o n

a p p l a t  i e  ( d i s q u e )  d a n s  u n  m i l i e u  i s o t r o p e .

-  c a l c u l  d e s  c o m p o s a n L e s  n u m É r i q u e s  d u  L e n s e u r  S  p o u r  u n e  i n c l u s i o n

s p h é r i q u e  e L  é l t i p s o l d a l e  d a n s  u n e  m a t r i c e  c u b i q u e .

-  r é s u l t a L s  c o n c e r n a n L  I ' a n i s o t r o p i e  n é c a n i q u e .

I a

l =

l ag = 5e
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3 . 1 .  D a l c u l  d u  t e n s e u r  d e  G r e e n  p o u r  u n  m l l l e u  l n f l n l  a n l s l t r q p e .

L e  t e n s e u r  d e  G r e e n  q u i  i n t e r v i e n L  d a n s

d e s  é q u a L i o n s

l ' e x p r e s s i o n  d e  L I  e s L  s o l u t i o n

l a  f o r m e  e x p l  i c i t e  d e

q u e l c o n q u e ,  i  I  e s L

i l  I  r -e)

Q  e s L  c o n n u e .

d i f f i c i l e  d e

Cr)
c;iut Gi'*,Lh + 5r* Sct)= O

d é m a r c h e  u s u e l l e  q u i  c o n s i s t e

t l E  ( t .

(n  t -3 )

duh
( I I I - 4 )

l e  s U s t è r n e  l i n é a i r e

a v e c  l a  c o n

P o u r  u n

P a r  c o n t r e

L r o u u e r  u n e

P o u r  L r o u v e

i n t r o d u i r e

0 n  a  l e s  r e

G.  .  ( r )_/La =

,  ; È . î
le

de  ( l  I  I - 3 )  on  t i r e  l a  r e l a t i on  :

t -  ( r )  ,  ( r ,  , Jc,,-;,nr. = - +. ),frn 
k4 i. - l%"

ug

e t  on  ob t i en l  à  l a  p l ace  de  ( l l l - e )

ciit<r %; f u 44^ rÈl

d i L i o n G + o l s r s q u e F + - .

m i l i e u  à  s g m é t r i e  i s o t r o p e ,

p o u r  u n  m i  I  i e u  à  s g m é t r i e

e x p t r e s s i o n  e x p l i c i t e  d e  G .

r  G ,  n o u s  p a r L o n s  d e  l a

l a  T r a n s f o r m é e  d e  F o u r i e r  Ë

I a L i o n s  u s u e l  l e s  :
.  . ; : ?

f *  t o  \  . + R . r
â 1  2 , ,  \R /  a .  dvç .
ffir ),,"^î

"à
.>

1  . o  ' 7

I  -  (E )  - *? . 'Y

)  Çi i " 'a  dv
-/v

-ù

r ;h.Ê
)S(r)e dV= 4Çrit =

irulu't :

( i l  t - 5 )
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En

,:

i n t r o d u i s a n L  I e  m o d u l e  k  d u  v e c t e u r  i ,  o n

,rtaL x; xq ir,*dl = St*.

e L  e n p o s a n L

q
U attt

o

' r l r *  h  ) t k  =  Oat  ,  ( l l t -6 )  dev ienL

5".,.

+
l a q u e l l e  x  d é s i g n e  l e  v e c t e u r  u n i t a i r e  d a n s  l a

l ' i n u e r s e  d e  A . ; .  e x i s L e ,  c e  q u i  n é c e s s i t e  q u e

s o i t  d é f i n i e ,  o n  a  p o u .  i ; n

-,{oi^

5r, 5;a )

ffi x;:c;)

( r  I  r -6)

( I  I  I - 7 )

d i r ec t i on  i

l a  f o rme

( I I I - 8 )

( I  I  I - 9 )

i l  I  I - 1 0 )

(  r  I  r  -1  1  )

-t

wAàt

c;,àat

i ̂ .tÈ)

ci;tct =

o n  o b t i e n t

g: (Ê)
"nt

e x p r e s s i o n  d a n s

E n  s u p p o s a n L  q u e

X;)t t

p o u r

À
- p r ^

R

Dans ce

G;'o ( r)

.|

È

(i)

À 5;i 5a, + 4 (:;o 5àr*

P o u r  l e  t e n s e u r  d e  G r e e n  G ;  ;  ( r ) ,  o n  a  , J o n c

( .  ^-4 ,*r  ;d.7c;i (r) = *, ) i 
oà,- (J" I {*' ârr.

'uu
C a s  p a r t i c u l  i e r  d ' u n  s o l  i d e  i s o t r o p e .

Dans ce  cas ,  on  a  ;

cas o n

I

f o r n e  e x p l i c i t e  d e  Q  :

\+ , !  r  , '  \- " t t r .  t tàô  
l

t rouv

(5,,

p e u t e r  l a

rr R?r8nl

i l  r  r -1a)
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L e  t e n s e u r  L r  q u i  d é c r i L  l a  s o l u t i o n  d e  t o u s  l e s  p r o b l è m e s

d ' i n c l u s i o n s ,  e s L  d o n n é  p a r  :

,1 (r
f  .  .  _  , r  I  t  c .  ( l -Y ' )  dv  dv '  

( l  I  I -13 )
' ràg, =-u I I  

eL1tQL
J ,  ) v '

D ' a p r è s  ( l l l - 4 ) ,  o n  s u b s t i t u e  d a n s  ( l l l - 1 3  )  G " - ; , r i  p a r  s o n  e x p r e s s i o n  e n

f o n c [ i o n  d e  E ,  o n  a  :

r r  ( (  f  . \ . î ) . ,  "  
i€.( ï i ' ; .  ,  , , .I I 'r 

I I I i. . làl8r?-* e- ùv àv'dvgLràh t=  Vâ '1 ,  
1 )u , )u rd "à  

\E '  ' c%^ /4 /b  5 r  - ' r c  
on-14)

^ - t  ,  - )  r
D'ap rès  ( t t t - s ) ,  g -  p ren , l  t a  f o rme  

#  
^ tA  \  X  )  ,  on  peuL  donc

s i r np l i f i e r  ( l l l - 14  )  sous  I a  f o rme  :

r., À ( ( t .-{ ;8.(F'-?')
Liar"t=gfr l{ I Ar,,aç?(;e avùv'àvq(rrr-ls)

t  )u )u,)ug 
'o

I I  e s L  c o m m o d e  d ' e x p r i m e r  l e  v e c L " , . .  t  e n  c o o r d o n n é e s  s p h é r i q u e s  s o g s  l a

fo rme :

3 . 2 .  D a l  c u l  d u  t e n s e u r  t r p o u r  u n e  l n c l u s l o n  s p h é r l q u e .

=  k  s i n O  c o s 0

=  k  s i n 9  s i n @

=  k  c o s 0

de dO À?e

( i l  t - 1 6 )

( I  I  I _ 1 ? )

= kxr

= kxz

= kXc

f,',"r.Ëi,

k r

k 2

l .
r r3

o n  a  a l o r s  :

,^z
dVfr : t s;'e

e t  t l  s ' é c r i L  :

{r t(\fi[,Jd;fl,i,4,r r r-18,ù,*o = ti)x
8nlv



c.ô

P o u r  u n e

@  e L  v a u L

0 n  a  d o n c

P o u r  u n  m i l i e u

k  e s [  i n d é p e n d a n t e  d e  g  e L

l.(,
À -^  v  .Y  ÀÂ 0 l t -19 )
"Lànn^ f r - -

dô ( r  r  r -ao)

s p h é r i q u e ,  l ' i n L é g r a l e  s u r

t.,. I (l^,^, on f' * iXhr=r+T(. . - -J  
Jo

s;n e deu, -# 
1"" [in\aYr,s;." 

roao] ( r r r -a1 )

i s o t r o p e ,  t I  s ' e x p r

( t
l . ;n ae | (s

)  

- N , \ v  s w  

)  
,  r l i

o o

1.

laL)à?&rL  -  
+ /

i n c l u s i o n

?n"  v .

s o u s  I a  f o r m e  :

)rilt

^*L /

do dd

AAI= o

m a n i è r e  c o n d e n s é e  :

l m e

\xxa)x;xu.

â h a n 1 3s o i t

1

l-uLXUr. x%
r la rzr=*+l 1".1t,,,

i l i l -22)

( r r r -23)

( t  |  |  - 2 4 )

L e s  L e r m e s

f (et(
Ar, = I IXixtsi,^ededg
e L  

t o  J o

rr (Lf
^  I  I  X ;FÂIk2qgS i , ^O/ \ijtt : )o ). o
s e  c a l c u l e n L  f a c i l e m e n L  e L  o n  o b t i e n L

.  , r t r L a -
L,^t = [,^ f."rte .^'d àe a6 = { n

r t l  f l t l  -  r ^  t . r  l +  *
Aar, = 1." J,*"t'.*e 

ei'nté do d S : + l(

As3=J"/"tX,*otx?Q ào ào = $x

de

4, = An.

s o  i  L  e n c o r e

(n ("n

,L l" *" l+
3

il I r-a5)n S;ç"Xk si*ê âs dq
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L e  s e c o n d  m e m b r e  d e  (  I  I  I - e 3 )  s e  c a l c u l e

l e s  c o n p o s a n t e s  d e  A  s o n t  n u l l e s  s a u f  :

\ ^^n  ,  Ar r r ,  )  433)3  )  Aea2 '1  )

Id TA.X. sr*ededd -

a u s s  i  f a c i  l e m e n t  .  T o u t e s

A, l r ,  l g 4,, , ,

f l  I  l -e6)

( I I I - A ? )

3rr
4s

E n  e f f e L :

Âartr = l:1il*e 
c"fe de do = i3 t'

rf 19'nAzrrz= J' J-r.^'" 
*.1+ ào àQ -- & r

,1( 124

Ârrrr = J" J:tt-""'lt 
do d $ = !?-rc

htrpz-= J" J"lr" *'4 'i '34 ae do = * 'o

(a  (L<
A^^., = J"' J" r;'in ̂*" 'Jo àe dd = *

f i  (La
Azzrt= | [ s;"le ,*e sr,3É .le d 0 =

Jo  Jo

S o i L  e n c o r e  d e  m a n i è r e  c o n d e n s é a  ;

*6,'- iL,.S,t s-\r)

*çlr l*r*SroSrfi-DU]

1"" l"';,
d o n c

ïi-

s ' é c r i L

Is,-
L e  t e n s e u r  L l

t
I
f ÀLiikl = 

T
i l  r r-a8)
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3 . 3 .  C a l c u l  d e  t t  p o u r  u n e  I n c l u s l o n  e l l l p s o l d a l e .

s i o n  e l l i p s o l d a l e  d o n L  l e s  a x e s  p r i n c i p a u x  c o l n c i d e n t

t r a u a i  I  e t  d o n t  I e s  a x e s  p r i n c i p a u x  s 0 n L  a r  ,  a ,  e t  a . ,

r  à  l a  l a  f o r m e  p r é c é d e n L e  e n  e f f e c t u a n l  l e s  c h a n g e n e n L s

)

)

R (*^,

t (r^

P o u r  u n e  i n c l u

a u e c  l e  r e p è r e  d e

on peuL se  ramene

d e  v a r i a b l e s  s u i v a

I
[ ( , - , t *2 r73  t

&(e^,1,, e,)

_>

+

T*t,

,*1,

O ^  X a
a3

,*4,
( i l  t - 2 9 )

( r  r  r -so)

i l i l - 3 1 )

p r o p r  i  é  t él a

B

0 n  a  a l o r s

r.& = K
x ;  s e  n e L L e n [  a l o r s  s o u s  l a  f c r m e

\,( .
"1

c ornp o san Le s

=Vi

|  - -
L E 5

V-  - /V

(^" i oo'
\" ? ât

à  p a r t i r  d e  ( l  I  I - 1 9 )

= # l,:,^e de l'i,y* vu^, \<,* k,' ôf
I

t--)lUL

( r r r -32)

e L  o n  a  d i r e c t e m e n [

il u -33)

é q u a L i o n  q u i  p e r n e t  d o n c  l e  c a l c u l  d e s  c o m p o s a n t e s  d u  t e n s e u r  l t  à  p a r t i r

d e  l a  P o r m e  d e  l ' i n c l u s i o n  d é f i n i e  p a r  ( a 1 ,  a r ,  a r )  e L  l e s

c o n s t a n t e s  é l a s t i q u e s  c ; ; p .  d e  l a  m a L r i c e  q u i  i n t e r u i e n n e n t  d a n s  A ; i .
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3 ' 4 '  R é s u l t a t s  c o n c e r n a n t  u n e  l n c l u s l o n  e l l l p s o l d a l e  d a n s  u n  m l l l e u

I s o t r o p e  e t  u n e  r n c r u s t o n  s p h é r r q u e  d a n s  u n e  n a t r r c e  c u b r q u e .

1 )  c a l c u l  d e s  c o n p o s a n t e s  d u  t e n s e u r  s  e L  d u  t e n s e u r  s - l  d a n s  u n  m i l i e u

i  s o t r o p e .

E n  u t i l i s a n t  l e  c a l c u l  d e  b a s e , l ' E s h e l b g  ( 1 )  o n  d o n n e  l e s  c o m p o s a n t e s

l i L t e r a l e s  s i s n i f i c a t i u e s  d u  t e n s e u r  s  e l  s - l  d a n s  I , a p p r o x i m a t i o n  c  < . 1cr
s o u s  l a  f o r m e  d ' u n  [ a b I e a u .

I  e s t  l e  t e n s e u r  u n i  t é  , J ,  o r d r e  q u a t r e ,  d é f  i n i  p a r  :

T t  ( c  (  ,  I  c  \r;;tt = à \ Ù;Y àVt ' )r, >ik 
)
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â. .1 S, ;u ,  -  S i j r . r -  l i j r . r

S ' jn ' S'in'

s,rtt= 2-a k
1- U 4a

2-O ffi-t1- U

^ 2A-1 7t  cr t t2z= 
çO B-. .

2U-1
1- o

7tc

F

ê 2A-1 7t  c
J22ii  =-:-

t -u  B a
2rI-1
1-A

7tc

B"

srrss =# 2A-1 7t  c---=_
1_U B d

szz22 = ?- o, k
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2-O 7tc I
@-t1- A
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2A-1
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7tcr
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8i-at
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aBt1 -O t
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2 )  D a s  d ' u n e  m a t r l c e  à  s g m é t r i e  c u b l q u e  e t  d ' u n e  l n c l u s l o n  s p h é r l q u e

p l a s t l q u e .

D a n s  l e  c a s  d ' u n e  i n c l u s i o n  p l a s L i q u e ,  l e s  c o n t r a i n t e s  d a n s  l ' i n c l u s i o n

s ' é c r i v e n I  d ' a p r è s  l e s  r é s u l t a t s  d u  c h a p i t r e  I  I  I  ]

-r '  /^ I , /r '  t  f"^ \ .  trP FP I
9,i  = trào.o 

l i( t tr"^l 
t ' tk^^lL^'-?1 cm-c&0 

J 
.rr-34)

q u e  n o u s  m e t t o n s  s o u s  l a  f o r m e  :

r  FP
";i ( ru-35)

L a  c o n n a i s s a n c e  d e  L ; ; p q  p € r m e t  a l o r s  d e  c a l c u l e r  d i r e c L e m e n L  l e s

c o n t r a i n t e s  d a n s  l ' i n c l u s i o n  d u e s  à  u n e  d é f o r m a t i o n  p l a s L i q u e  g p .  D a n s  l e

c a s  d ' u n  m i  I  i e u  i s o t r o p e ,  d ' u n e  i n c l u s i o n  s p h é r i q u e  e t  , i ' u n e  d é f o r m a L i o n

p l a s t i q u e  i n c o m p r e s s i b l e ,  o n  a u r a i L  :

qi = - tv(^-P) tla = -,/^elC
fl il -36)

où[esLésa là .  &  + -Sù
, ts  , { -ù

D a n s  l a  f o r m e  p l u s  g é n é r a l e  ( l l l - 3 4 ) ,  i n t e r v i e n t  l ' a n i s o t r o p i e  d e  o  à  l a

f o i s  p a r  C  m a i s  é g a l e m e n l  p a r  I ,  i n t e r m é d i a i r e  d e  L r .

N o u s  n o u s  I i m i t o n s  i c i  a u  c a s  d ' u n  m i l i e u  à  s u n é t r i e  c u b i q u e  p o u t r  I e q u e I

C i  . ; * .  p e u t  s e  m e t t r e  s o u s  l a  f o r r n e  :

Crà* y --C^csrt!ou* cn* (5ro Sitn 5;rt ià- H*;75irSef," 
(rrr-3?)

H = LC,*+*Ctz-Ct , t

ave c



éc

que I  que sL e  t a b l e a u  ( a )  i n d i q u e

m o n o c r i s [ a u x  c u b i q u e s

l e s  v a l e u r - s  c r  r ,

c o u r a n t s .

c t  2 ,  c a a e t  H  d e

T a b l e a u  a  :

NÊTER I RUX c r r C l  2 c a a H

f{ i  cb ium

P l  o m b

Cu i  vre

L a i t o n

2 4 . 5 5

4 . 9 5

76.84

72.79

1 3 . 9 0

4 . 2 3

1 2 . 1 4

1 0 . 9 1

â o ?

L . 4 9

T . t 4

8 . ? 2

-  4 . 8

2 . 3

1 0 . 6

7 4 . 6

l { o u s  d o n n s n s  e n s u i [ e  p o u r  c e s  m a t é r i a u x  l e s  t e n s e u r s  S  e L  S - 1 ,  d a n s  l e

c a s  o ù  l a  p o s i t i o n  d e  l ' i n c l u s i o n  p a r  r a p p o r t  à  I a  n a t r i c e  e s l  d o n n é e  p a r

t r o i s  a n g l e s  d ' E u l e r  0 r  =  g  =  0 z  =  9 6 o .

D a n s  l e s  m a t r i c e s  S  e t  S - l  n e  f i g u r e n L  q u e  I e s  u a l e u r s  s i g n i f i c a l i u e s .

O n  p c s e  :  S '  =  S - 1 .

x  CUIVRE

o .450  0 .131
@.450

x  L â l T O f {  0

o .383

o .  131
o .131
@.4s@

I
I

I
0 . 2 8 6  |

0 . 2 8 6  |
@ . " 8 6 1

I
o."8o Io '2a@ 

o.z*ol

@ . 1 8 2
4 . 3 8 3

o. ta?
o. ta?
@ . 3 8 3
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x  N I O B t U N

@ . 6 ? ?  O .  A 8 9
@ . 6 ? ?

X PLOMB

o .45?

X CUIVRE

- o . 3 4 t  @ .  1 3 1
- o . 5 4 1

X  L Ê I T O N  P

- 0 . 6 1 5  0 . 7 8 2
- o . 6 1 5

X I{ I OBI UI1

- 0 . 3 8 A  0 . 0 8 9
-o .38@

)'( PLOHB

a.  a89
o .089
o .ê?2

o .?a@

a.  191
4 .191

a .  131
o .  131

-o .347
-o .?13

o .18?
o. taa

- 0 .  6 1  5
- 0 .  e 1  I

a.  a89
0. a89

- 0 . 3 8 0
- 0 . 4 9 9

@.?ao , .rrl

Io.a8s I
o.ess Ia. zss I

o .191
9.45.2

-a.at's -, .r.l

- @ . 2 1 9
_ o . 2 1 9

S ' =

-rarrf

- @ . s 4 7  A . 1 9 1  A . 1 9 1
- @ . s 4 7  0 . 1 9 1 ,

-o .54?

- 0 . 2 9 9

- o .?14
-@.?L4

-o.241
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L e  L e n s e u r  S  a d m e L  é g a l e m e n L  l a  s u m é t r i e  c u b i q u e  e t  s e  m e L  s o u s  l a

f o r m e  :

S^iu, : Snrîr;tnr* S*u (iro f;r* 5;rsar\- u'6r+sirsrrSq (, r r-3s)

auec H'= 2 S++ + S. tz-  Sot

L e s  d i f f e r e n t e s  c o r n p o s a n t e s  d e  I  o t t t  ê L ê  c a l c u l é e s  p o u r  l e s

m é l a u x  c u b i q u e s  i n d i q u é s  d a n s  l e  t a b l e a u  ( a )  e L  o n  a  o b t e n u  l e s  r é s u l L a t s

c o n t e n u s  d a n s  l e  t a b l e a u  ( b ) .

F i n a l e m e n l ,  l e  t e n s e u r  L  e s L  d é c o m p o s é  d e  n a n i è r e  a n a l o g u e  s e l o n  l a  f o r m e

L4t, = Lnzâ^iî62+ L+ï (5;ç56^* 5,, 96a\- H"|rpt{rlr t;, (r r r-3e)
e t  o n  a  :

L.jkt : c;jrt (Srr*, - rrtfrn ) = C*àrt Slrrot f l  I  r -40)

L e s  L e r m e s  L s r ,  L r o  e L  H "  s ' e x p r i m e n l  e n  f o n c t i o n  d e  c 1 r ,  c r a ,  H  e t  S i r ,

: l : .  e $  l - l '  ç n n q  l a  f  O f m e  :

Ln, = 3 cns$'rr+ L Cu+ lnz - H Sn** 2 Sio',r' A' caz

Lr*+ : &.C++ S*n

H" = 3 H H' - I H s'** - 2 H' c++

( r  r  I -41 )

L e  t a b l e a u  ( b )  i n d i q u e  l e s  v a l e u r s  H ,  H ' ,  H " ,  L t z ,  L o o  d u  N i o b i u m ,  d u

m a t é r i a u  i  s o t r o p e ,  d u  P l  o r n b ,  d u  C u i u r e  e t  d u  L a i  t o n  F  .
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T a b l e a u  b :

o n  t r a c e  e n s u i t e  l e s  c o u r b e s  d e  c o u p l a g e  H '  e n  f o n c t i o n  d e  H  e L  H "  e n

f o n c t i o n  d e  H .  C e s  c o u n b e s  m a r q u e n L  l ' a n i s o t r o p i e  m é c a n i q u e  d u  p I o m b ,  d u

l a i L o n  F ,  d u  c u i v r e  e L  d u  n i o b i u r , r .

C e  s o n l  I e s  i i g u r e s  ( 3 . 1 )  e L  ( 3 . 4 )

f l t  oBtufl }lATERI AU PLOIlB CUI VRE L Ê I T O N  B

H

I  I trt

H "

L r r

L o o

- 4 .3

-0 .1e9

-0.  e568

-1  .8591

-L.75?r

o
-ô. aa30
@.oo4a

-0 .3400

- @ . 3 8 7 5

?.3

a .??aa

?.442A

-a .39SO

-o.6377

ro .4
o .276

8 .8796

-3 .13e2

-3.?12@

14 .6

o .4?4

1 7.  996?

-  3 . t r ??

-  3 .6A0@
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3 . 5 . b )  C a s  d ' u n e  n a t r l c e  à  s u n é t r l e  c u b l q u e  e t  d , u n e  l n c l u s l o n

e l  I  l p s o l d a l  e  p l a s t l q u e

P o u r  I a  f i n  C e s  r é s u l t a t s  p r é I i m i n a i r e s ,  o n  d o n n e  l e s  t e n s e u r s  S  e t

S - l  p o u r  l e s  r n a t é r i a u x  c o n m e  l e  c u i v r e  e L  r e  r a i  t o n s  J l  d a n s  l e s

c o n d i L i o n s  s u i v a n t e s :

D a n s  l e  c a s  d u  c u i u r e  :

o n  c o n s i d è r e  u n e  i n c l u s i o n  e l l i p s o î d a r e  L e l l e  q u ' u n  d e  s e s  a x e s

p r i n c i p , i u x  s o i L  c o n f o n d u  à  L ' a x e  c r i s t a l l o g r a p h i q u e  [ 1 1 1 ] .

L a  p o s i l i o n  d ' u n e  L e l  I e  i n c l u s i o n  p a r  r a p p o r t  a u  r e p è r e

c r i s [ a l l o g r a p h i q u e  e s I  d o n n é e  p a r  l e s  a n g l e s  Q t  =  4 5 o ,  e  =  s s o  e L

Q z  =  7 3 . 8 9 7 o  q u i  s o n l  d e s  a n g l e s  d ' E u l e r .

D a n s  l e  c a s  d u  l a i t o n  [  :

L ' u n  d e s  a x e s  p r i n c i p a u x  d e  l ' i n c l u s i o n  e l t i p s o l d a l e  e s L  d a n s  l a

d i r e c t i o n  n ,  n s r n a l e  , j e n t  l e s  c o m p o s a n L e s  s o n L  d o n n É e s , l a n s  l e  r e p è r e

c r i s L a l  l o g r a p h i q u e  p a r  :

I

I  o .64ss
+ \
n  )  - O . L 4 I

)
I  _O.?481
I
L a  p o s i t i o n  d e  l ' i n c l u s i o n  d a n s  c e  c a s  p a r  r a p p o r L  à  l a  m a t r i c e  l i é e

a u  r e p è r e  c r i s t a l l o g r a p h i q u e  e s L  d o n n é e  p a r  l e s  a n g l e s  d ' E u l e r  q u i  s o n t :

f r  =  7 7 . ? 3 3 1 â ,  g  =  1 3 3 . 4 e 6  ,  Q z  =  S g . É 0 1 '

-  C e s  d e u x  d e r n i è r e s  f a m i l l e s  d e  r é s u l t a L s  n o u s  m o n t r e n l  I e  c a r a c t è r e

a n i s o t r o p i q u e  q u e  p r é s e n t e n t  I e s  t e n s e u r s  S  e l  S  -  I  =  S ,

D a n s  l e s  d e u x  c a s  I ' i n c l u s i o n  p r e n d  d e s  f o r m e s  s u c c e s s i v e s  :

- d i s q u e  a = b = 1 0 , c = 1

-  d i s q u e  p l a t  a  =  b  =  1 O O ,  c  =  1
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P o u r  l e c u l u r e :

x  A  =  b  =  1 O  ;  C  =  1

S =

0 .  1 3 8
0 . 0 1 9
o . 4 ? 1
0 . 4 5 9

-  0 . 0 4 9
^  ^ 4 ô-  L J .  L r É ô

0 . 0 6 5
0 . 0 @ 3
a . 4 9 6
o.337
4 . 4 9 0-  o .oaz

-  0 .8êe
o .o tg
o .4? t
0 .  a59

-  o .o49
-  o .a?8

-  4 . 9 3 5
o . @ @ 3
@ . 4 9 6
0 . 3 5 7

-  o .o90
-  o .o@2

0 . 0 1 5
0 .  1 7 8
0 . 3 0 2
0 . 0 4 9

-  0 . 0 0 7
o .  0 1 4

o.ao4
0 . 0 Ê 6
@ . 3 7 7
o.aa t

-  o .o??
O.e ,At

ô  ô a E
U .  U I J

- 0.8e.2-
o .3@2
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-  o .ao?
-  @.o14

o.aa l
-  0 .934

a3?7
@.oa t

-  @.o22
-  o .@a t

0 . 0 0 5
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0 . 9 4 7
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o. o00
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11 â14

o.oL4
â  oâq

-  o .o t3
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a.or4

.1 hatÇ
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-  0 .453
-  o .@to

o.aaa
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-  o .oL4
-  4 . 0 6 5
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o . 4 t 4
0 . 0 2 4-  o .oDz
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-  a .ao t

o .@o@
o.486
o .oo l
o .oog

o.8 ta
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-  o .013
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-  o .o t4

o .@o4
o .aa@

-  0 .002
0 .000
o .004
o .023
o .44?
0 .000

o.gaa,
o .oog
s .oo@
A.Ae,4
o.  491
o .oo4

ô ôàô- t, . r4t ,c,
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C a s  d u  L a i t o n  p

* a = b = 1 @ ; c = 1

ù -

y a = b = L @ @ ; c = 1
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3 . 6  C O N D L U S I O N

N o u s  a v o n s  p r é s e n L é  u n  c a l c u l  e t  u n e  a n a n l g s e  n u m é r i q u e  d u  L e n s e u r

d ' E s h e l b g  C e  r é s u l t a t  n o u s  a  p e r m i s  d e  f a i r e  a p p a r a l t r e  l e s  e f f e t s  d e

I ' a n i s o t r o p i e  m é c a n i q u e  d e  c e r t a i n s  m a L é r i a u x ,  e t  s u r t o u L  u a  n o u s

F e r m e t t r e  , l ' a c c é d e r  à  d ' i n p o r t a n t e s  a p p l i c a t i o n s  d u  m o i n s  d a n s  l e s  I i m i t e s

d e  t ' o b L e n L i o n  d e s  r é s u I L a t s  n u m é r i q u e s .

N o s  r é s u l L a l s  m o n L r e n L  c l a i r e m e n L  I e s  e f f e t s  d e  l ' a n i s o t r o p i e  d u s

d , u n e  p a r L  à  l a  m o r p h o l o g i e  d e  I ' i n c l u i i o n ,  e L  d ' a u L r e  p a r l  à  s o n

o r i e n L a L i o n

E n  e f  f e L ,  l a  t e x L u r e  c r i s t a l  I o g r a p h i q u e  d a n s  s a  f  o r r i l e  g é n é r a l e  L i e n L

c o m p t e  d e  l ' e f f e L  m o r p h o l o g i q u e  d e s  g r a i n s .

L e  p r s b l è m e  d e  I ' i n c l u s i o n  é L a n L  a l o r s  e n L i è r e m e n L  r é s o l u  p a r  l e s

c a l c u l s  p r é s e n L é s  d a n s  c e  c h a p i t r e ,  o n  u a  c o n s a c r e r  l e s  c h a p i t r e s  s u i u a n t s

a u x  a F p l i c a t i s n s .



D h a p i t r e  I U

E f f e t  d e  l a  f o r m e  d e s  g r a i n s  s u r  l e s  c o n t r a l n t e s

l n t e r n e s  e t  l e s  r o t a t i o n s  d u  r É s e a u  l o r s  d e  l a

d é f o r m a t l s n  p l a s t i q u e  d e s  p o l g c r l s t a u x  m É t a l  I  l q u e s '
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D h a p i t r e  I U

E f f e t  d e  l a  f o r m e  d e s  g r a i n s  s u r  l e s  c o n t r a l n t e s  i n t e r n e s

e t  l e s  r o t a t i o n s  d u  r é s e a u  l o r s  d e  I a  d é f o r m a t l o n  p l a s t i q u e

d e s  p o l u c r i s t a u x  m é t a l  I  i q u e s .

4 . L .  G é n é r a l  i  t é s

4 . 2 .  T h É o r i e  d e  l a  d é f o r m a t i o n  p a r t i e l l e r n e n t  i m p o s é e

4 . 3 .  I n t e r a c t l o n  g r a l n  -  m a t r l c e

4 . 4 .  C h a n g e n e n t s  d ' o r i e n t a t l o n

4 . 5 .  I J l s c u s s l o n  e t  c o n c l u s l o n
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IU .  EFFETS NE LÊ FORNE DES GRRINS SUR LES CONTFÊINTES INTERNES ET LES

ROTRTIONS DE RESERU LORS I1E LR DEFORNRTION PLÊSTIQUE DES

POLYDRISTÊUX NETRLLIQUES.

D a n s  c e  c h a p i t r e ,  o n  u L i l i s e  l a  s o l u L i o n  d u  p r o b l è n e  d ' i n c l u s i o n s

p l a s t i q u e s  e I  t  i p s o Î d a l e s  p o u r  a n a l U s e r  l e s  e Ê f e t s  ' j e  l a

f o r m e  d e s g r a i n s  s u r  l e s  c o n L r a i n t e s  i n t e r n e s

, f  i n c o m p a t i b i  I  i t é s  i n t e r g r a n u l a i r e s  q u i  F r e n n e n t  n a i  s s a n c e  l o r s

, j e  I a  d é f o i ' m a I i o n  p l a s L i q u e  d e s  p o l U c r i s L a u x  m e L a l l i q u e s '  0 n  m o t r t r e

a i n s i  q u e  l a  f o r n e  d e s  g r a i n s  i n i L i a t e  c l t  i n d u i t e )  p e u L

a f f e c L e r  d e  n r a n i è r e  s i g n i f i c a t i v e  l e s  c o n t r a i n t e s  i n t e r n e s  e l

j o u e i -  i i n  r ô l e  i m p o r t a n t  s u r  I ' é c s u l e n e n L  p l a s L i q u e .  U n  d e u x i è m e

e f f ' e L  d e  l a  f o r m e  , l e s  g r a i n s  c o n c € r n a n L  l e s  r o t a L i o n s  C u

r é s e a u  c r i  s L a l  I  i n  e L  i n d u i  L  p a r  l a  r o t a L  i  o n  p l a s t  i  q u e  e s L  m i  s  e n

é u i d e n c e  e t  m o n t r e  d e s  d i f f é r e n c e s  s e n s i b l e s  p a r  r a p p o r L  a u x

i - e l a L i o n s  u L i t i s É e s  u s u e l l e n e n L  d a n s  I e  c a s , i e  g r a i n s  É q u i a : < e s -  Ë i e n

q u e  l a  f o r m e  d e s  g r a i n s  m o d i f i e  s e n s i b l e m e n L  I e s  r é s u I t a L s  d e

t e x l u r e ,  l e s  a n a l U s e s  p r é s e n L e s  s o n L  l i m i L é e s  a u  c a s  d ' u n e  a c c o m o d a -

t i o n  é l a s L i q u e .

4 . 1 .  G é n é r a l l t é s

D a n s  l e s  , J i x  d e r n i è r e s  a n n É e s  u n  e f f o r L  a  é t é  Ê a i t  p o u r  p e r n e L t r e

d e  r e l i e r  l e  c o m p o r L e m e n l  n a c r o s c o p i q u e  d ' a g r é g a t s  p o l u c r i s L a l l i n s  a u x

c a r a c t é r i s I i q u e s  g r a n u l a i r e s  d e  s e s  c o n s t i t u a n t s .  L ' é c r o u i s s a g e
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m a c r o s c o p i q u e  p e u L  ê t r e  a L t r i b u é  à  d e s  d i f f é r e n L s  f a c t e u r s  L e I s  q u e  l a

I e x L u r e ,  l a  f o r m e  d e s  g r a i n s ,  l e  , j u r c i s s e m e n L  m i c r o s c o p i q u e .  L a  t e x t u r e

i n d u i t e  p a r  l ' o r i e n t a t i o n  c r i s t a l  l o g r a p h i q u e  d e  c h a q u e  g r a i n  c o n s L i t u a n L

l e  r n a t é r i a u ,  e s L  I i é e  a u x  c o n d i t i o n s  a u x  l i r n i t e s  q u i  s o n L  a p p l i q u é e s  à

c e l u i - c i  ,  c ' ê s L - à - , l i r e  à  I ' i n t é r a c t i o n  e n t r e  c e  c r i s t a t t i L e  e L  s o n

e n u i r o n n e m e n t .  L e  d u r c i s s e m e n L  m i c r o s c o p i q u e ,  d û  a u x  i n t e r a c L i o n s  d e s

d i s l o c a t i o n s  n e  s e r a  p a s  c o n s i d É r é  i c i  '

P o u r  r , i o , i é t i s e r  1 a  p l a s t i c i l é  p o L g c r i s t a l l i n e ,  i l  e s L  n é c e s s a i r e  d e

p o u u o i r  é v a l u e r  I e s  r e l a t i o n s  m é c a n i q u e s  e n L r e  u n  g r a i n  e t  s o n

e n t o u r a g e .  D è s  q u ' i l  u  a  g l i s s e r n e n L  r n i c r o s c o p i q u e  s u r  d e s  s g s t è m e s  d e

g l i s s e m e n t s  d o n n é s ,  l a  , l é s o r i e n l a t i o n  e n L r e  I e s  g r a i n s  c r é e  d e s

i n c s m F a t i b i  I  i t é s  ' l e  d é f  o r r n a L i o n ,  c e  q u i  e n g e n ' l r e  ' l e s  c h a r n p s  d e

c o n t r a i n t e s .  L e s  m o , à è l e s  s t a L i q u e s  ( 1 )  n e  L i e n n e n t  p a s  c o n p t e  d e s  c h a n p s

, l e  c o n t r a i n t e s  i n t e r n e s .  C e s  m o d è l e s  s e m b l e n t  p r É d i r e  c o t r r e c t e m e n L  l a

t e x t u r e  d u  l a i L o n .  E n  r e v a n c h e  i l s  n e  L i e n n e n L  p a s  c o m p t e  d e

p h é n o m è n e s  t e l s  q u e  l e  g r a n d  d u r c i s s e m e n L  l a t e n L ,  e L  I e s

h é t é r o g é n é i t é s  d e  d É f o r m a L i o n .

C e s  r n o d è l e s  o n t  é t é ,  p a r  l e  p a s s é ,  n i o i n s  d é u e l o p p é s  q u e  l e s  r n o d è l e s

, l e  T a U l o r  ( 2 , 3 ) . C e s  d e r n i e r s  f  o n L  i n t e r u e n i r  d e s  c h a n i p s  d e  c o n t r a i n t e s

i m p o r t a n t s  q u i  e m p ê c h e n L  t o u L e s  l e s  h é L é r o g é n é i t é s  d e  ' i é f o r m a t i o n .

L , i m p o r t a n c e  d u  c h a m p  d e s  c o n t r a i n L e s  p r o v i e n L  d e  l a  r é p o n s e  é l a s t i q u e

d e  l a  d é f o r m a L i o n  i n c o m p a L i b l e  g r a i n - n a t r i c e .

L e  m o d è l e  d e  T a g l o r  a  p e r m i s  d e  p r é d i r e  u n e  g r a n d e  v a r i é t é  d e

L e x t u r e  d e  d é f o r m a t i o n  à  u n  n i u e a u  m o g e n  d e  d é f o r m a L i o n  C 4 , 7 ) -  C e p e n d a n L

l e s  n o d è l e s  d e  T a u l o r  s o n L  i n a d a p t é s  a u x  g r a n d e s  h é t é r o g é n é i t é s  d e

d é f o r m a t i o n  c e  q u i  e s t  I e  c a s  p o u r  l e s  m a t é r i a u x  p r é s e n t a n L  u n e  f o r t e



a n i s o t r o p i e  p o u v a n L  ê t r e  d u e  à  l a  f o r m e  d e s  g r a i n s  t

c r i s L a l t i t e s  ;  à  I a  s u r f a c e  d ' é c o u l e m e n L  a n i s o L r o p e

b i e n  à  , l e  t r è s  f  o r t e s  d i  f  f  é r e n c e s  d e  t a i  I  l e s  e n t r e

( m a t é r i a u x  p o l U p h a s é s  p a r  e x e m p l e ) .

E s h e l b u  ( 9 )  a  c a I c u I é  a n a l g t i q u e m e n I

u n  g r a i n  p l a s L i q u e  d o n n É  e t  s o n  e n L o u r a g e '

K r ô n e r  ( 1 0 )  a u  c a s  d ' u n  g r a i n  p l a s t i q u e
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' o r i e n t a L i o n  d e s

m o n o c r i  s t a u x  o u

g r a i n s  v o i s i n s .

I '  i n t e r a c L i o n  é l a s L i q u e  e n t r e

C e  c a l c u l  a  É L é  a P P l i q u é  P a r

s p h é r i q u e  d a n s  u n e  m a L r i c e

c o n L r a i n t e s  e t  d e  d é f o r m a L i o n

r e s p e c l i u e m e n t ;  J . r  d é s i g n e  l e

à t

: - -
u c s

l e s

p l a s L i q u e n e n t  d é f o r m é e .

L o r s q u e  I e  g r a i n  e L  I a  m a t r i c e  s o n L  é t a s l i q u e m e n L  i s o t r o p e s ,  e L  q u e

l a  m a L r i c e  i n f i n i e  p o s s è d e  u n e  d é f o r m a [ i o n  p l a s t i q u e  u n i f o r m e ,  p o u r  u n

g r a i n  d e  t o r m e  s p h é r i q u e ,  I a  l o i  d ' i n t é r a c L i o n  s ' é c r i L  a l o r s  :

r^r- I;à+v(tl,-e"r,)
( i u . 1 )

o ù  û ,  € P ,  E ,  E , P  s o n L  I e  t e n s e u r  d e s

p l a s t i q u e  d a n s  l e  g r a i n  e L  d a n s  l a  m a t r i c e

m o d u l e  d e  c i s a i l l e n e n t  é I a s L i q u e .

B u , l i a n s k i  e L  t J u  ( 1 1 )  o n L  n o n L r é  q u e  d a n s  l e  c a s  d e s  m o n o c r i  s l a u : <

É l a s L s - p t a s L i q u e s  p a r f a i t s ,  I e  m o d è l e  s e l f - c o n s i s t e n L  d e  K r ô n e r  a b o u L i L

à  l a  r n ê m e  r é p o n s e  q u e  c e l l e  d u  m o d è l e  d e  T a u l o r  p o u r  c e r t a i n

p o u r c e n t a g e  d e  d é f o r m a t i o n .

p o u r  p r e n , f r e  e n  c o m p t e  l a  F o r n e  d e s  g r a i n s ,  i t  c o n v i e n L  d ' u L i I i s e r

I e  c a l c u l  d ' E s h e l b g  p o u r  u n e  i n c l u s i o n  e l l i p s o Î d a t e .  C ' e s L  c e  q u i  e s I

f a i t  p a r  l a  s u i t e  m a i s  a u p a r a v a n L  n o u s  r a p p e l o n s  l a  t h É o r i e  d e  H e c k i n g  ( 2

)  c o n c e r n a n L  I e  m s d è l e  d e  T a U l o r  r e l a c h é .
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4 . 2 .  T h é o r t e  d e  l a  d é f o r m a t l o n  p a r t i e l l e m e n t  l m p o s é e '

L , h u P o t h è s e , d e T a g l o r s u r l , u n i f o r m i L é d e I a d é f o r m a t i o n

s u p p o s e  i m p l i c i t e m e n L  u n e  f o r m e  d e  g r a i n  p r a l i q u e m e n L  é q u i a x e '  c e  L u p e

d e  r n o d è l e  e s t  n o m n é  D T I  ( D é f o r m a L i o n  T o t a l e m e n L  I m p o s é e ) .

L o r s q u e  l a  f o r m e  d e s  g r a i n s  e s L  p r i s e  e n  c o r n p t e ,  c e r t a i n e s

c c n F o s a n L e s  d e  I a  d é f o r i n a t i o n  s o n L  r e l a c h é e s .  c e  L u p e  d ' a p p r o c h e  e s L

n o m m é e  D P I  ( d é f o r n r a L i o n  p a r t i e l l e m e n L  i m p o s é e )

H a n n e f f  e L  l l e c k i n g  ( 1 5 )  o n L  o b s e r u é  1 e  p h é n o m è n e  s u i v a n L  :

L o r s q u , u n  g r a i n  e s l  a p p l a L i  ( F i s .  1 .  a ) ,  c e r t a i n e s  c o m p o s a n L e s  d e

c i s a i l l e n e n L  d e  c e  g r a i n  p a r [ i c u l i e r  p e u u e n L  â t r e  t r è s  d i f f É r e n t e s  d e s

c o m p s a n t e s  h o m o l o g u e s  d e  l a  m a I r i c e  e n v i r o n n a n L e .  c e s  d i f f é r e n c e s

p e u v e n L  p a r  c o n s é q u e n L  s ' . â c c o m m t d e r  l o c a l e m e n L ,  e L  I e  f o r n a l i s n e  ' j e

K r ô n e r ,  B u d i a n s k i  e L  l J u  L r o u v e , i a n s  c e  c a s  s s n  a p p l i c a l i o n .  L a  t o i

, j ,  i n L e r a c L i o n  d e  K r b n e r  s ' a p p l i q u e  a u x  g r a i n s  s p h é r i q u e s ,  m a i s  l 0 r s q u e

l e  g r a i n  d e u i e n L  t r è s  p l a L  l e s  c o n l r a i n t e s  d e  r é a c L i o n  d u e s  à

I ,  i n c o n p a t i b i t i L É  d e  c e r L a i n e s  c o m p o s a n t e s  d e  d é f o r m a L i o n  s ' a n n u l e n L '  L a

r e l a x a t i o n  d ' u n e  c o m p o s a n L e  d e  d é f o r m a t , i o n  d o n n é e  e n t r a i n e  l ' é g a I i t é  d e

l a  c o m p o s a n L e  d e  c o n t r a i n t e  c o r r e s p o n d a n L e  e l  d e  l a  c o m p o s a n t e  d e

c o n t r a i n t e  m a c r o s c s p i q u e .  L a  c o m p o s a n t e  , i e  d é f o r m a L i o n  r e l a x é e  n e  c r É e

p a s  d e  c o n t r a i n t e .

D ' , a p r è s  I e  f  o r m a l  i s m e  , l e  K r i 5 n e r ,  l e s  c o m p o s a n t e s  d e  d é f  o r m a L i o n  n o n

r e l a x é e s  s o n t  e n  f a i t  t o t a l e m e n t  i m p o s é e s .  E n  a p p l i g u a n L  c e L L e  t h é o r i e

a u x  m a L é r i a u x  î n o n o p h a s é s ,  p o s s é d a n L  u n e  g r a n d e  é n e r g i e  d e  f a u t e

d , e r n p i l e r n e n t ,  o n  p e u L  m o n t r e r  e n  p a r t i c u l i e r  q u ' u n e  c o m p o s a n L e

e x p é r i m e n t a l e  d e  l a  [ e x t u r e  d u  l a m i n a g e  n e  p e u L  p a s  ê L r e  r e p r é s e n t é e  p a r
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l a  t h é o r i e  d e  T a g I o r ,  B i s h o p  e L  H i I t .  C o n c e r n a n t  l a  | e x t u r e , l u  l a m i n a g e ,

o n  t r o u v e  é g a I e n e n L  q u e  l a  c o n p o s a n L e  d e  c i s a i l l e m e n L  e 1 2  F i g '  4 ' â '  n e

s o i L r e l a x é e , c e q u i n , e s L p a s c o h é r e n L a u e c l , a r g u m e n L d e l a f o r m e d u

g r a i n .

L e s  c a l c u l s  d e s  c h a n g e m e n L s  d ' o r i e n L a L i o n  n e  p o u r r a i e n L  ê L r e  f a i t s

q u ' e n  u L i l i s a n L  I a  m é t h o ' l e  c l a s s i q u e ,  c o m m e  1 e  m o n L r e n L  H o n n e f f  e t

i ' l e c k i n g  ( 1 5 ) ,  e L  ' l a n s  u n  t a s  p l u s  g é n é r a I  p a t r  K o c k s  e L  t h a n d r a

( Ê 1 ) ,  q u i  c o n s i s t e  à  s a u s t r a i r e  I a  r o t a L i o n  p l a s L i q u e  d e  I a

r o L a L i o n  L o t a l e  m o g e n n e  d a n s  I e  b u L  d ' o b L e n i r  l a  r o t a t i o n  d u  r é s e a u '

p t t | o L q u e d e c h e r c h e r à d é L e r m i n e r q u e l l e d i r e c t i o n e L q u e l p l a n

m a L é r ï e r  r e s t e n t  f  i x é s  d a n s  l , e s p a c e .  c e  L r a v a i  l  r n o n L r e  q u e  I a

r e l a x a t i o n  d e  c e r t a i n e s  c o m p o s a n L e s  d e  d é f o r n a t i o n  d i m i n u e  I e  n o m b r e

d e s s g s L è m e s d e g l i s s e r n e n L n é c e s s a i r e s . N o u s p o u v o n s d i t r e e n r é s u m é

q u e  t a  L h é o r i e  D P I  r e p r é s e n L e  n i e u x  I e s  l e x L u r É s  e n  s r a n d e  d é f o r m a t i o n

a u s s i  l o n g L e n p s  q u e  l e s  g r a i n s  o n L  à  p e u  p r è s  l a  r n ê m e  f o r m e  q u e

I , é c h a n t i l l o n  e n L i e r .  s o n  a p p t i c a t i o n  s ' a u è r e  n a u v a i s e  e n  c o m p r e s s i o n

u n i a x i a l e  a u  c o u r s  d e  l a q u e l l e  c e r L a i n s  g r a i n s  n e  c o n s e r u e n t '  p l u s  l a

f o r m e  c g l i n d r i g u e  d e  l ' é p r o u u e L t e ,  m a i s  s e  d é f o r r n e n L  e n  c i s a i l l e m e n L  e L

s , a c t i v e n L  é g a I e n e n L  e n  d é f o r m a L i o n  p l a n e  ( c ' e s t  l e  c a s  d e s  m é L a u x

c u b i q u e  f a c e  c e n t r é e ) .

L e s  h é t é r o g é n é i L é s  d e , j é f o r m a t i o n  n e  s o n [  p r i s e s  e n  c o m p t e  q u e  p o u r

l e s c o r n p o s a n t e s d e d é P o r m a t i o n r e l a x é e s , C , ê s L - à - d i r e q u e l e s

c o r n p o s a n [ e s  d e  d é f o r m a L i o n  n o n  i m p o s é e s  s o n L  d i f f é r e n t e s  d ' u n  g r a i n  à  u n

a u t r e ,  c o n t r a i r e m e n L  à  c e L l e s  q u i  s o n L  i n p o s é e s '

L e s  s o l L l c i t a t i o n s  f a i t e s  s u r  l e s  m o n o c r i s L a u x  p a r  J '  D r i v e r  ( 2 ? )

d a n s  d e s  c o n d i l i o n s  a s s e z  c o n L r a i g n a n t e s ,  a i n s i  q u e  l e s  s i m u l a t i o n s
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e f f e c t u é e s  s u r  l e s  p o l u c r i s t a u x  ( L o r s i o n ,  l a m i n a g e )  [ e n , l e n [ , à  c o n f i r m e r

l a  u a l  i d i t é  d ' u n  t e l  m o d è l e .  c e p e n d a n t  l e  p h é n o m è n e  , l e  c o u r b u r e  , l a n s  l e s
g r a i n s  e n  c o n p r e s s i o n  m o n t r e  é g a l e m e n t  q u e  l e s  c o m p o s a n t e s  d e
d é f o r m a [ i o n  n o n  r e l a x é e s  p e u v e n L  ê t r e  t r è s  , l i f f é r e n t e s  d , u n  g r a i n  à  u n
a u t r e .  c e s  p h é n o m è n e s  s o n L  d e s  c o n L r e s  e x e m p  l e s  c o n c e r n a n t  l e s
c 0 m p o s a n t e s  d e  d é f o r m a l i o n  i m p o s é e .

D a n s  l e  p a r a g r a p h e  s u i v a n t ,  n o u s  a p p l i q u g n s  l e s  c a l c u l s  r e l a t i f s  à
l ' i n c l u s i o n  n r a s t i q u e  a u K  e f  f e t . s  d e  l a  f  o r m e  , c u  g r a i n  , l a n s  l e  p r o b r è m e

d e  K r ô n e r .  L a  f o r n u l a t i o n  d e  K r ô n e r  p o u r  u n  g r a i n  s p h é r i q u e ,  d o i t  ê t r e
n i o d i f i é e  e n  t e n a n L  c o m p t e  d e  l ' é u o l u t i o n  , l e  r a  f o r m e  , l u  g r a i n .  L a
p r é d i c t i o n  d e s  t e x t u r e s  p e u l  d é s o r m a i s  â t r e  f a i t e  e n  c o n s i d é r a n t  d e u x
c a s  e x t r è r ' i e s  :  o u  l e s  g r a i n s  s o n L ,  s o i t  É q u i a x e s ,  s o i t  t r è s  a n i s o t r o p e s
g é o m é t r i q u e m e n t ,  c ' e s L - à - d i r e  d a n s  r e s  c o n d i  L i o n s  D T I  o u  D p r  .

4 . 3 .  I n t e r a c t l o n  g r a i n _ m a t r l c e .

l {ous

l ' e f f e I  d e

C e t L e

prov  o  quée s

d É f o r m a L  i  o n

u t i l i s o n s  l a  s o l u t i o n  d u  p r o b l è m e  , l , i n c l u s i o n  p o u r

l a  f o r m e  d e s  g r a i n s  s u r  l e s  c o n t r a i n t e s  i n L e r n e s .

é t u d e  u a  n o u s  p e r m e t t r e  d , e s L i m e r  l e s  c o n t r a i n t e s  d e

p a r  d e s  d i f f é r e n c e s  e n I r e  l e s  c o m p o s a n t e s  d e

é t u d i e r

réac t  i  on

P o u r  m e t t r e  e n

é l a s t i q u e s  d u  g r a i n

i  s o t r o p e s .

é v i d e n c e  c e t  e f f e t ,  o n

e L  d e  l a  m a t r i c e  d a n s

l e s  p r o g r i é t é s

e s t  i n c l u  s o n l

c o n s  i d è r e

l a q u e l  l e

que

i l
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L a  l o i  d ' i n t e r a c t i o n  p o u r  l e  g r a i n  a l o r s  :

(  rv .2)

s  e s t  I e  t e n s e u r  d ' E s h e l b g  e t  r -  I e  t e n s e u r  u n i t é  , l  , o r d r e

q u a t r e .  E n  s u p p o s a n t  q u e  l e s  e s s a i s  d e  L r a c L i o n  e L  d e  c o r n F r e s s i o n

s o n L  e f f e c L u é s  r e s p e c r i u e m e n L  s u i u a n t  r e s  a x e s  1  e t  3 ,  e L  q u e  I e

l a m i n a g e  e s t  f a i t  e n  c o m p r i m a n t  s u i v a n t  I , a x e  3  ;  l a

d i r e c t i o n  d e  l a m i n a g e  é t a n t  c e t e  , l e  l , a x e  r ,  i l  e s I  i n t e r e s s a n L

d ' é t u d i e r  l a  u ; r i a t i o n  d u  c h a n p  d e  c o n t r a i n t e s  e n  f o n c t i o n  , j e  I a

d é f o r m a t i o n  e L  d o n c  d e  l a  f o r m e  d e s  g r a i n s .  o u a l i L a t i v e m e n L ,  p l u s

l e s  t e r m e s  s i  i u .  s o n t  g r a n , J s ,  p l u s  r e s  c o n t r a i n L e s  d e  r é a c t i s n s

p r o v o q u é e s  p a r  l a  d i f f é r e n c e  E [ e  e I e  s e r o n L  f o r t e s .  c e p e n d a n L ,  u n e

r é a c t i o n  f a i b l e  a u r a  t e n d a n c e  à  p e r m e L L r e  u n e  g r a n , l e  d é u i a t i o n  e n t r e

l e s  d é f o r m a L i o n s ,  E L  d a n s  I e  c a s  r i m i t e ,  u n e  n é a c t i o n  n u I I e

F e r r n e t t r a  , i e  r e l a x e r  e n t i è r e n i e n t  r a  c o m p o s a n t e  d e  c é f o r m a t i o n

c o r r e s p o n d a n t e .

P o u r  f a c i  r  i t e r  l a  r e c t u r e  , l e s  r É s u l t a t s ,  o n  a  c h o i s i  u n e
r e p r é s e n t a t i o n  v e c t o r i e r l e , l e s  t e n s e u r s  d ' o r d r e  q u a t r e , 3 e  l a  m a n i è r e

s u i u a n t e  :  l e s  i n d i c e s  ! , a , g , 4 , 5  e t .  6  s e  r a p p o r t e n t  a u x  c o m p o s a n t e s  d e s
t e n s e u r s  L r , 2 ? ' 3 3 , 4 3 , 1 3  e l  1 2  r e s p e c t i u e n i e n t .  L e s  t e n s e u r s  d e  c o n t r a i n L e

e t  d e  d é f o r m a L i o n  é t a n L  s u m é t r i q u e s ,  s i x  i n d i c e s  s u f f i s e n t .

I
i
l'

qi = ;ri * J / (r,ào t- - s*ih, ) (rî.- Êi.)



E i
J I

6  e s L  l e  L e n s e u r  d e s  c o n t r a i n L e s ,  6 '  e s L  l e  d é u i a t e u r ,  o n  p o s e

tÇz\r%t,ûi)

,  Q [r3 '  2et3 22'  , r )tr, , ér,

g'=(q;,

g =(tu,

o ù  l e s  G ; . ;  s o n L  d o n n é s  à  p a r L i i -  d e s  S i  . ;  r . e

EnposanL Qrà^^^^ = ef  F^â^^-$r- ,ù.ona:

t f , r a  =  
:  ( t  ^ r  t 2 2  -  0 . . r "  -  n = r r . )

Q t s  =  
:  

( t  t t r 3 s  -  Q " r s E  -  n . = r . )

Çe

n , ,=  
|  ( .  n , ' , ,  -  o22 r r  -  n . . , , )

fez )

i l  v . 3 )

É l , . r e c  c e s  n o t a L i c n s ,  1 a  f o r m u l e  ( l V . ê )  s ' é c r i L :

q = f ;  *  Qi i  Ât;
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-  0 . . r r )
û t "  = 0 t  r  r z  -  2 â r  r  z c  - o r *e  - Q r r r ,  -  o . r r .

ô
s l  S  

- o r r r s  *  2 O r  r  s r -  O z a t g  - O e z s t  -  O s s r c

O 1  1 1 2  *  2 O r  r  z r -  Q z z t z  - Q z z z t  -  O s s r  z

O z r Q 2 2 r r  -  G r r r r

n' - 2 2  - Q r " r ,  -  o r r e e

;F
:F
!(,
6 \

o,  .  . r )

o .  r  r r )

a r  r ,  , )

0 . . .  r )

:F
:F
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1 , t
ozg  =  

U  (a  a ,  2 r s  -  o r  r  c s  -  0 . . . r )

o r o  = :  ( a  e r r . ,  +  a  0 2  2 z r  -  o r r c z  -  0 r r r .  -  0 .  r 3 2  -  0 . . r . )

-  0 r r s r  -  0 s s c t  -  0 . . , . )

-  Q r r z r  -  O = r r .  -  0 r . r t )

L /
O z s  =  -  [ 2  O . e r c  *  ?  Q 2 2 s r  -  O r r r c

6 \

L /
Q z s  =  =  1 2  0 r z r z  *  ?  Q 2 2 2 r  -  Q r t r e

6 \

I /
o s r  = ; ( t o 3 g r 1  - o r r r r  - a r r , , )

t l  \
G s e  =  

E  [ , t  
n .  s ? 2  -  o t  t  z e  -  a z z z 2 )
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Q c c  =  
:  ( . . r . s s  -  o r r s s  -  o r r r . )

Q s a  = :  ( a  a r . . z  r  2  0 . . r ,  -  0 r  2 ? z  -  e r . r ,  -  0 r r r .  -  n , , . r )

L /
O s s  =  

i  ( t  n r r t c  *  2  G 3 s 3 r  -  O z a r s  -  O e z c r  -  O r r , ,  -  n , , . , )

1 t
! l

Q s e  =  
e  ( ,  

n . c t e  *  2  O s 3 2 r  -  O r ,  t 2  -  Q 2 2 2 t -  Q r r , ^  ^  ;t ,  -  o r , r , r l

Q o t  =  Q 2 3 t r  i  O o z  =  Q z z z z  i  O o =  =  O z s . =

O o o  =  û e c e ,  i  D o s  =  0 e s r g  i  0 a e  =  Q z s t z

O s t  =  0 t c t t  i  O s z  =  Q r t z z  i  Q s .  =  û r s s a



qc

^ - ^u s a  -  u t  3 2 3  ,

^ - ^ ,u 6 l  -  u l 2 1 t  t

^ - ô
u 6 a  -  l u l l ? 2 3  !

Q s s  =  O t c t g  i  O s s  =  O t c t z

O e e  =  ( t r r z z z  i  0 e c  =  O r e s s

G s s  =  O t z t c  j  O a s  =  Q t a t a

L ' É t u d e  d e s  c o m p o s a n t e s  O i 1  e s L  i n t e r e s s a n t e  p o u r  l a  r a i s o n  s u i u a n t e  :

L o r s q u ' u n e  c 0 m p o s a n L e  O i . ;  e S t  i m p o r t a n L e  c e l a  s i g n i f i e  q u ' u n  i n c r é m e n L

d e  I a  c o m p o s a n t e  d e  d é f o r m a t  i  o n  e ;  c o n d u i  L  à  u n e  f o r t e  c o n L r a i n L e  q u i

d a n s  u n  s e n s  L e n d  à  d i m i n u e r  l a  d é f o r m a L i c n  c o r r e s p o n d a n L e ,  e L  d o n c

c o n d u i L  p a r L i c u l  i è r e n e n t  à  u n e  c e r L a i n e  h o n o g É n é i s a t i o n  d e  c e L L e

c o m p o s a n t e  d e  d é f o r m a t i o n  e t  p r é v o i L  s u r L o u L  I e s  d é u i a t i o n s  d e  I a  v a l e u r

m o U e n n e  d e  I a  c o m p o s a n t e  d e  d é f o r m a t i o n  m a c r o s c 0 p i q u e  c s r r e s p o n d a n t e .

P a r  c o n L r e  I o r s q u e  0  a  u n e  v a l e u r  f a i b l e ,  c ' e s L  l i b é r e r  I a  c o m p o s a n t e  d e

C é f o r m a t i o n  c o r r e s p o n d a n L e  e t  a f f a i b l  i r  l e s  c o n t r a i n L e s  d e  r é a c L i o n

a s s o c i é e s .  C ' e s L  à  d i r e  a u t o r i s e r  d e s  d é u i a L i o n s  i n i p o r t a n L e s  a u t o u r  d e

I a  v a l e u r  m o U e n n e  d e  I a  c o r n p o s a n t e  ' i e  d é f  o r r n a t i o n  r n a c r o s c o p i q u e .

L e s  v a l e u r s  i n i t i a l e s  d e s  c o m p o s a n L e s  d u  L e n s e u r  Q  ( q u a n d  l e  g r a i n

e s L  s p h É r i q u e )  c o r r e s p o n d e n L  à  l a  f o r m u l a L i o n  d u  m o d è l e  d e  K r i i n e r ,  q u i

p e u t  â t r e  a s s o c i é  à  t a  t h é o r i e  d e  I a  d é f o r m a l i o n  L o t a l e m e n L  i m p o s é e .

S u a n d  c e r t a i n e s  c o m p o s a n t e s  0 ;  1  L e n d e n L  u e r s  d e s  r , r a l e u r s  n u l  I e s ,  c n  e s L

a m e n é  à  s e  p l a c e r  d a n s  l e s  c o n d i t i o n s  d e  d é f o r m a t i o n  p a r l i e l l e m e n t

i m p o s é e  o u  l e  m o d è l e  s [ a t i q u e .



l ' J o u s  é t u d i o n s  d a n s  l e s  e x e m p l e s  s u i v a n t s  I

c a r a c t é r i  s  t  i  q u e s  d e s  t e r m e s  d e  r é a c t  i  o n  O ;  . ;  e n

u a r i a t i o n  d e  l a  f o r m e  d u  g r a i n ,  a u  c o u r s  d e s  p r o c e s s u s

q u e  l a  t n a c t i o n ,  l a  c o n p r e s s i o n  e L  l e  l a m i n a g e .

D a n s  l e  c a d r e  d e  l a  t r a c t i o n ,  u n  g t r a i n  q u i  p o u r  s i m p

d e  f o r n e  i n i t i a l e  c u b i q u e ,  v a  s e  d é f o r m e r  e n  t r a c t i o n

i n d i q u é e  s u r  l a  f i g u r e  ( 4 . b ) .  L e s  a x e s  v o n L  , l o r é n a v a n t

m a n i è r e  à  g a r d e r  I ' o r d r e  s u i v a n t  :

q u i  s ' a n n u l e  e n  l ' a b s e n c e  d e  f r o L t e m e n L  d e  s u r f a c e .  L e s

o n t  é L é  o b t e n u e s  e n  r é u n i s s a n L  t o u t e s  l e s  c o n d i L i o n s

L r  )  L 2  )  L s  ( t V - 4 )

C e s  t r o i s  p a r a m è t r e s  r e p r é s e n L a n t  l e s  l o n g u e u r s  p r i n c i p a l e s  d u  g r a i n

s u i u a n t  l e s  d i r e c L i o n s  1 , 2  e t  3 .  L e s  r e l a l i o n s  , i e  c o m p a t i b i  I  i t é  s u r  I e s

f a c e s  ?  e L  3  d e u i e n d r o n L  p r é p o n d é r a n t e s .  E l l e s  s ' é c r i u e n [  :

€ z z = E z z , e c c = E s a e r z  =  E r e  e t L l 3  -  E l  3

( r v-s)
L a  r e l a t i o n  d ' é q u i l i b r e c o i n p l é m e n t a i r e  e s L  :

- - ru 2 ! '  ù 2 2 ( r v-Ê)
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' é u o l u t i o n  
d e s

f o n c t  i  o n  d e  I a

m é c a n i q u e s  t e l s

I  i f i e r ,  e s t  p r i s

s u i v a n t  l a  f o r m e

ê t r e  c h o i s i s  d e

r e l a L i o n s  ( l V - ? )

d e  c o m p a t i b i I i t é

s u r  l e s  f a c e s  2  e t  3 ,  l a  r e l a L i o n  ( l v - 6 ) ,  e n  g a r d a n t  l , é q u i L i b r e  c o î n m u n

à  c e s  f a c e s .

E n  c o m p r e s s i o n  u n i a x i a l e ,  l o r s q u e  l e  g r a i n  e s t  c o m p r i m é ,

l a  g é o r n é t r i e  s h é m a t i s é e  s u r  r a  f i g u r e  ( 4 .  c ) .  L a  f a c e

p r é p o n d é r a n t e ,  i l  e s I  p o s s i b l e  d e  d é t e r n i n e r  d e s  c o n d i t i o n s

i  I  a d o p L e

3 devenant

p o r t a n L  s u r



C D

l e s  d é f o r m a t i o n s  :

€ t r  =  E r t  ,  e 2 2  =  E z z  e t  Ê r e  =  E r z

l e s  c o n d i t i o n s  d , é q u i  I  i b r e  r e s t a n L e s  s o n t  :

o t c  =  E r c  e L  6 z s  =  Z z t

(  I  V_?)

( r v-s)
E n  c e  q u i  c o n c e r n e  r e  l a m i n a g e ;  i  r  e s t  i n p o r t a n t  , i e  n o t e r  c $ ,  i  r

s ' a g i t  d ' u n  p r o c e s s u s  i n , r u s t r i e l  t r è s  c o m p r e x e  q u e  l , o n  p e u t  a p p r o c h e r
n u m é r i q u e m e n t  p a r  u n e  s i m u l a t i o n , l e  l , e s s a i  d e  c o m p r e s s i o n  p l a n e .

E n  r é a l i t é  l e  f r o t t e m e n t  e x e r c é  p a r  l e s  l a n i n o i r e s  s u r  l e s  L ô r e s
i n f  l u e  s u r  l e  d é v e l o p p e m e n t  , l e  l a  t e x L u r e  d e  s u r f a c e .

f i é a n m c i n s ,  c e  f r o L L e m e n t  é t a n r  s g m é t r i q u e ,  i r  e x i s t e  u n , l o n a i n e  o ù
i  I  n ' , i n f  r u e  p r u s ,  e t  q u i  e s t  p r o c h e  , r e s  c s n , l i t i o n s  s i m u r é e s  i c i .  L e s
c o n d i t i o n s  s o n t  l e s  m ê m e s  q u e  d a n s  l e  c a s  d e  r a  c o m p r e s s i o n  u n i a x i a r e .

l l o u s  L r a ç o n s  r e s  c o u r b e s  r e p r é s e n I a n L  l e s  c o e f f i c i e n L s  e i . ;  e n
f o n c t i o n  d u  r a p p o r I  d e  f o r m e  g é o n é t r i q u e  d e s  g r a i n s .  Ê i n s i  r a  c o m p o s a n t e
Q z r  r e f  r è t e  l ' i n f  l u e n c e  s u r  l a  c o m p o s a n t e  , l e  c o n t r a i n t e  6 z z  d e  l a
c o m p o s a n t e  d e  d é f o r m a L  i  o n e r  r  .  S u r  l a  f i g u r e  ( 4 . b )  c o r r e s p o n d a n t  à  u n
E r a i n  É L i r é  u n i a x i a r e m e n t ,  r e s  t e r m e s  , l e  r é a c L i o n s  r e r  i é s  à  r a
c o m p o s a n t €  c r 1  c F o i s s e n t  d e  t e l l e  s o r t e  q u e  l e s  g r a i n s  s o n t  s u c e p t i b l e s
d e  n ' a v c i r  q u ' u n e  f a i b l e  d é v i a t i o n  a u t o u r  r l e  l a  v a l e u r  E r  r  .  L e s
c o m p o s a n t e s  d e  c i s a i l l e m e n L  o n r  u n e  c e r t a i n e  d é v i a t i o n ,  e l r e s  n , o n L
a u c u n e  r a i s o n  d ' ê t r e  r e l a x é e s ,  l e s  c o n t r a i n È e s  d e  r é a c t i o n s  a s s o c i é e s  n e
t e n d e n t  p a r  u e r s  z é r o .  L e s  t e r m e s  d e  r é a c t . i o n  a s s o c i é s  à  l a  c o m p o s a n t e
E z z  e t  à  l a  c o m p o s a n L Ê  € r s  d o n n e n t  d e s  c o u r b e s  q u i  s o n t  à  p a r t i r , l , u n e
c e r t a i n e  d é f o r r n a t i o n  m o i n s  é r e v é e s  q u e  c e l r e  d e  l a  c o n p o s a n L e  e r r .  ( L a
t r a c t i o n  s ' e f f e c t u e  d a n s  l a  d i r e c t i o n  a s s o c i é e  à  e r r ) .



L a  f i g u r e  ( 4 . C )  i  I  l u s I r e  l a  c o n p r e s s i o n  u n i a x i a l e ,

c a r a c t é r i s É e  p a r  r e x p a n s i o n  é q u i b i a x é e  d e  I ,  i n c l u s i o n ,  d a n s
l e s  c o m p o s a n t e s  O r  r  e L  O r .  c r o  i  s s e n t  p r o g r e s s  i v e m e n t  e t
i m p o r t a n l e  c o m m e  l , i n d i q u e  l a  f i g u r e
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q u i  e s t

l a q u e  I  l e

man i  èrede

L e s  t e r m e s  d e  r é a c t i o n  o 1  r  e I  e r .  p r o u ' q u e n t  u n e  a u g m e n t a t i o n
a s s e z  i m p o r t a n t e  d e s  c o m p o s a n t e s  . i u  c h a n p  , r e  c o n t r a i n t e s  ù s s o c i é e s  à  e  1  1
e L  € z z  c e p e n d a n I  r e  t e r m e  c o r r e s p o n . l a n L  à  e r = , l o n n e  u n e  c o u r b e  q u i
d é c r o i  t  p r o g r e s s  i u e r n e n L  a u e c  u n e  f  o r t e  p e n L e  a u  , r é p a r t  e t  q u i ,  t r è s
u i t e '  s e  s t a b i l i s e  p o u r  e n g e n d r e r  d e  f a i b l e  c o n t r a i n t e , l a n s  l a , l i r e c t i o n
c o r r e s P o n d a n L e  à  c e t t e  c o r n p o s a n t e .  I  I  f a u t  n o t e r  l , e Ê f e L  d u  t e r m e
c o r r e s p o n d a n t  à  l a  c o m p o s a n t e  e 1  

"  
d e  c i s a i l l e m e n t ,  I a  c o u r b e  o . .  q u i

t r a d u i t  c e t  e f  f e L  c r o i t  , i e  n - a n i è r e  s i s n i f  i c a t i u e ,  p u i s  s e  s t a b i  l i s e .  L e s
c o n L r a i n t e s  e u , e n g e n d F e  c e  t e r n i e  s o n L  é l e u é e s .

o n  c o n s t a t e  q u e  l e s  a u t r e s  c o m p o s a n t e s  , l e  c i  s a i  l  l e m e n t  . r =  e L  â 1  ,
p e u u e n t  ê t r e  r e r a i : é e s  c t r m m e  l , i n , l i q u e n t  I e s  c o u r b e s  r J r "  e L  Q . r .  c e t L e
d e r n i è r e  r e m a r q u e  c o n f i r m e  l e s  h g p o t h è s e s  s i n r p r e s  d e  H o n n e f f  e L  H e c k i n g .
L a  r e l a x a t i o n  d e s  c o m p o s a n t e s  e 1 =  e L  e r c  p a r a i I  r a i s o n n a b l e .  L e s  a u t r e s
c o m p o s a n t e s  d e u a n L  e n  r e u a n c h e  e - t r e  i m p o s é e s .  L a  d é u i a t i o n  d e  l a
c o m p o s a n t e  e  r  2  d e  c i s a i  r  l e m e n t  e s L  p o u r  a i n s i  , l i r e  i n t e r d i t e ,  a l o r s  q u e
l e s  d e u x  a u l r e s  d e u i e n n e n L  d e  p l u s  e n  p l u s  r e l a x é e s

E n  e x a m i n a n t  I e s  c o u r b e s  o n  p e u L  c o n c r u r e  q u e  l a  t h é o r i e  D p r  e s t
u a l a b l e  p o u r  u n  c h a m p  d e  d É f o r m a L i o n  i n f i n i e .

D ' , a p r è s  E s h e l b g ,  l e  c h a m p  d e  d é f o r m a t i o n  e s L  u n i f o r m e  à  l , i n t É r i e u r
d u  g r a i n '  e t  l a  d é c r o i s s a n c e  g r a d u e l  l e  d e s  t e r m e s  o ; . ;  e x p l  i q u e
s i m p l e r n e n I  q u ' i r  u  a  d e  p l u s  e n  p l u s  d ,  i n c o m p a t i b i l i t é  d e  d é f  o r m a t i o n
e n t r e  l a  m a t r i c e  e t  l e  g r a i n .
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L e s  c o n d i t i o n s  d e  c o m p a t i b i  l i t é  a p p l  i q u é e s  a u x  s u r Ê a c e s  d e  g r o s

g r a i n s  d e v i e n n e n t  d e  p l u s  e n  p l u s  i m p o r L a n t e s ,  e l  l e s  s o n I  i n t r o d u i t e s

p o u r  r e l a x e r  c e r L a i n e s  c o m p o s a n t e s  d u  t e n s e u r  d e  d é f o r n r a t i o n  d a n s  t e  b u L

d e  d é c r i r e  d e  r n a n i è r e  a d é q u a t e  l e  p h é n o m è n e  d e  c o u r b u r e  d e s  g r a i n s

o b s e r v é s  e n  c o m p r e s s i o n  d a n s  I e s  n r a t é r i a u x  à  s t r u c t u r e  c u b i q u e  f a c e

c e n  L r é e  .

P a r  u n  r a i s o n n e m e n L  a n a l o E u e ,  l a  f i g u r e  4 . d  m o n t r e  q u e  € e c  e L  e r  3

p e u u e n t  â t r e  r e l a x é e s  c e  q u i  c o n f i r n e  l e s  h u p o t h è s e s  s i r i r p l e s  f a i t e s  p a r

H o n n e f f  e t  f l e c k i n g .  L e s  c o n c l u s i o n s  q u ' o n  p e u L  t  i r e r  d e  l ' e x a m e n  d e

c e t t e  f i g u r e  s o n t  a s s e z  s i m i l a i r e s  à  c e l l e s  d e  l a  c o m p r e s s i o n  u n i a x i a l . e .

D a n s  I e  c a s  d u  l a i L o n ,  l e s  g r a i n s  l a r n i n é s  e t  o r i e n ù é s  o n l  L e n d a n c e  à

u o u l o i r  s ' a c L i u e r  e n  c i s a i l l e m e n L  m a i s  d e  t r è s  f o r t e s  c o n t r a i n L e s

d ' i n L e r a c L i o n  g r a i n - m a t r i c e  d é v e l o p p é e s  d a n s  l a  f o r r n u l a t i o n  d e  K r ô n e r

e m p ê - c h e n L  c e  r n é c a n i s m e  d e  d é f  o r r ' r a t i o n  e n  p r o u o q u a n L  u n e  d e s t a b i  i  i s a t i o n

d e  l ' o r i e n t a L i o n  d u  l a i L o n .

E n  d ' a u t r e s  t e r m e s ,  l ' o r i e n L a l i o n  d u  I a i t o n  e n  l a r ' r i n a g e  e L  l a

d i r e c t i o n  ( 1 1 0 )  d e s  f i b r e s  e n  c o m p r e s s i o n ,  s o n t  d e s  c o m p o s a n t e s  d e

t e x t u r e  a s s o c i é e s  à  u n e  c e r t a i n e  h é t é r o g é n é i t é  d e  d é f o r m a t i o n  q u i  n ' e s t

p a s  e x p l i c a b l e  p a r  l a  u a r i a L i o n  d e  I a  f o r m e  d u  g r a i n .  s i  l e  m o d è l e

a p p l i q u É  n e  t i e n t  p a s  c o m p t e  d e  c e L t e  h é t é r o g é n ê î L ê ,  a l o r s  l e s  r é s u l t a t s

p r é d i t s  n e  c o n v i e n d r o n L  p a s  à  c e s  c o r n p o s a n L e s  d e  t e x t u r e .  I  I  e s t

n é c e s s a i r e  , l e  n s L e r  q u e  l a  , l i s c u s s i o n  s e  t i m i L e  i c i  à  l ' e f  P e L  d e  l a

f o r m e  d u  g r a i n ,  l e s  a u t r e s  e F f e I s  d ' a n i s o t r o p i e  o n L  é t é  n é g t i g é s  p a r

h u p o t h è s e ,  à  s a u o i r  l e s  e f f e t s  d ' a n i s o t r o p i e  s u r  l e s  s g s t è m e s  a c t i f s  d e

g I  i s s e m e n t  q u i  p e u u e n t  a v o i r  u n e  c a u s e  r n é c a n i q u e  (  i n t r a  o u

i n I e r g r a n u l a i r e ) ,  e t  q u i  p e u v e n L  m o d i f i e r  l e s  c o n c l u s i o n s  P i n a l e s .
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N o u s  a v o n s  d é c r i I  d a n s  c e  c h a p i t r e  c o r n r n e n t  l e s  é t a L s  d e

c o n t r a i n t e s  d u  g r a i n  p e u v e n L  ê t r e  c o n n u s  e L  q u e l s  s o n t  l e s  s g s L è m e s  d e

g l i s s e r n e n t  q u i  p e u u e n L  ê t r e  a c L i u é s .  f l i s  à  p a r t  l e s  c a l c u l s  d e  L e x t u r e ,

i I  e s t  é g a l e m e n t  i n t é r e s s a n t  e L  i m p o r t a n L  d ' ê t r e  c a p a b l e  d e  c o n n a l [ r e

l e s  r o t a t i o n s  d u  r é s e a u .  D a n s  1 e  c h a p i L r e  s u i v a n L  n o u s  p a r l e r o n s  d e s

c h a n g e m e n t s  d ' o r i e n L a L i o n  d a n s  u n  c a s  g é n é r a I  e t  p o u r  u n e  f o r r i e  d o n n é e .

4 . 4  C h a n g e m e n t s  d ' s r i e n t a t i o n

D a n s  l a  f o r m u l e  d e  K r ô n e r ,  T a u l o r ,  B i s h o p  e L  H i l l ,  l e  g r a d i e n t

L o t a l  ( m a c r o s c o p i q u e )  d e  d é p l a c e r n e n t  p  s u p p o s é  u n i  f o r n e ,  l a  r o L a t  i o n

É l a s L i q u e  d u  r é s e a u  e s L  c b L e n u e  p a r  l a  f o r m u l e .

oi :  -  At 1. ;  -  ul l ; (  I  V-9)

o ù  o [ "  e s l  I a

a n a l U L i q u e  e s L

p a r t i e  a n L i s u m é t r i q u e  d u

d o n n ê e  p a r  ( l  I - 3 O )

I  - - - - . . -  Ê
L E i l s C s r  y e t  d o n l l a  f o r m e

L a  p a r t i e  p l a s t i q u e  d e  l a  r o t a L i o n  u P  e s L  d o n n é e  p a t r  :

. . P
UJi J

( b f  nJ  -  b j  nP )  r s / ? (  r  v - l0 )

o ù  S  r e p r é s e n t e  l ' i n d i c e  d u  s u s t è m e  a c t i f ,  n s  ê t  b s

s o n L  r e s p e c L i v e n e n L  l e  u e c t e u r  n o r m a I  a u  p l a n  d e  g l i s s e n e n L  e t  I a

d i r e c t i o n  d u  g l i s s e m e n t ,  T s  e s L  I ' i n c r é m e n L  d e  d é f o r n a L i o n  e n

S
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c i  s a i  I  l e m e n t  d e  c e  s u s t è m e  a c t  i  f .  L o r s q u e  l e s  g r a i n s  n e  s o n L  p a s

é q u i a x e s ,  t o u t e s  l e s  c o r n p o s a n t e s  d u  g r a d i e n L  d e  d é p  l a c e m e n l  L o t a l

n e  p e u u e n L  p a s  ê t r e  t r a n s n i s e s  d e  g r a i n  e n  g r a i n  e L  u n  c a l c u l

a p p n o p r i é  a  é t é  f a i l  e n  L e n a n t  c o m p t e  d e  l a  f o r r n e  d u  g r a i n  ( 1 8 ) .  L a

f o r m u t e  ( l V - 1 1 )  e s t  e n c o r e  v a l a b l e  l o c a l e m e n L  l o r s q u e  l e  t e n s e u r  d e

r o t a L i o n  I o c a l e  Q r  e s t  d i f f é r e n t  d e  l a  r o L a l i o n  t o t a l e  m o g e n n e  c ) T o

C e c i  p a r c e  q u e  l e s  g r a i n s  n e  s e  d é f o r m e n L  p a s  e x a c t e n i e n t  c o m m e  l a

i n a t r i c e ,  e t  p a r t i c u L i è r e m e n t  p a r c e  q u e  l a  r o t a t i o n  d e s  a x e s

p r i n c i p a u x  d e s  g r a i n s  n e  p e u v e n L  p a s  L o u j o u r s  ê t r e  c e l l e  d e s  a x e s  d e

l ' é c h a n t i l l o n .

P a u r  l e  L e n s e u r  d e  r o t a L i o n , i u  r é s e a u ,  o n  s a i t  q u e  l e  g r a d i e n t  d e

d é p l a c e m e n L  t o t a l  s ' é c r i L  :

Ë^,S) = ,,J;.,-,- - I:rrn, 
er^T^"l'' arT" dv'

f l v - l 1 )

o ù  f I 9 ,  e s L  l e  g r a d i e n L  d e  d é p l a c e m e n L  t o t a l  à  l ' i n f i n i  q u ' o n

s u p Ê r p o s e  à  c e l u i  d e  [ ' i n c l u s i o n  p o u r  a u o i r  I e  g r a d i e n t  d e  d é p l a c e m e n t

t o t a l  I [  n ( ' ) ,  Â  e F  e s L  l e  t e n s e u r  d ' i n c o m p a t i b i l i t é  d e  d é f o r m a l i o n

p l a s l i q u e  e n t r e  I ' i n c l u s i o n  e L  l a  m a t r i c e .

O n  e n  d é d u i L  l a  p a r t i e  s g m é t r i q u e  d u  g r a d i e n L  d e  d é p l a c e m e n L  L o L a l .

€ I ,  =  € t f ,  *  S [n , ] u .  ÂÊ [ , (  I  V-12)
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où

i n d i

t [ n r ]  u ,  d é s i g n e  l a  p a r t i e

c e s  n  e L  m .

a I ' n  =  o I f ,  t  Ênmr< .  Âe [ .

s g m é L r i q u e  d e S n r k  e  p a r r a p p o r L  a u x

(  I  V - 1 3 )

a n t  i  s U m é t r i  q u e  d up a r t i e

L e n s e u r  S n r u ,  p a r  r a p p o r t  a u x  i n d i c e s  n  e L  m .

L e s  d i Ê f é r e n t e s  f o r m e s  q u e  p r e n n e n t  l e s  i n c l u s i o n s  m o d i f i e n t  l e s  v a l e u r s

d e s  c o r n p o s a n t e s  S  e t  â  c e  q u i  a f f e c L e  l e s  i n t e r a c L  i  o n s  e t  l e s

c h a n g e r n e n t s  d ' o r i e n t a t  i  o n .

0 n  a :

Q I r = o : f , r * 0 1 f , ,

QI '  =  a IH  + ô  À - Pr r n m k Ê  o g k P (  r  u-1.1)

â  p a r L i r  d e s  e x p r e s s i o n s  ( l U - 1 5 )  e L  ( l V - 1 4 )  o n  a :

û J f , ,  =  a I f ,  -  o r f , ,  +  â n m r e  ( e [ ,  -  e [ . ) ( rv -1s)

â n r r e  =  t ] n . [ u ,  e t  o ù  a ] n r [ * .  d é s i g n e  l a

s ù  o : "  r e p r é s e n t e  l a  r o L a t i o n  d u  r é s e a u  d e

q u e  I  o r s q u e  l e s  i n c l u s  i  o n s  s o n t  s p h é r i  q u e  s

t e n s e u r  Ê  s o n L  n u l  l e s .  P o u r  c l a s s i f i e r  l e s

l '  i n c l u s  i  o n .

L o u L e s  l e s

r é s u l  t a t  s  s u r

I t  f a u L  n o L e r

cor i rposanLes du

l e s  r o t a I i o n s
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d u  r é s e a u ,  o n  p e u L  é c r i r e  q u e  I ' e x p r e s s i o n  d e  I a  r o t a t i o n  l o c a l e  t o t a l e

Q T  e s L  :

( I  v -1  6 )

d a n s  l a q u e l l e  l e  d e r n i e r  L e r m e  d u  s e c o n d  n e m b r e  d e  c e t L e  e x p r e s s i o n

é c r i t e  s o u s  f o r m e  m a t r i c i e l  l e  r e p r é s e n t e  l ' e r r e u r  q u ' o n  c o m m e t  l o r s q u ' o n

a p p l  i q u e  l a  m é t h o d e  c l a s s i q u e  p o u r  l e s  c a l c u l s  d e  r o t a t i o n s .

Â e P  e s L  1 e  t e n s e u r  d ' i n c o n p a t i b i t i t é  d e  d é f o r m a t i o n  p l a s L i q u e  e n L r e  u n

p o i n t  e t  s a  n a L r i c e  e n u i r o n n a n t e ,  e n  d ' a u t r e s  t e r m e s ,  c ' e s L  I a

d i f f é r e n c e  e n t r e  l e  t e n s e u r  d e  d é f o r m a L i o n  p l a s L i q u e  l o c a t  e t  l e  t e n s e u r

d e  d é f o r m a [ i o n  p l a s L i q u e  m a c r o s c o p i q u e .  L a  u a r i a t i o n  d e s  L e r m e s  p , q  e L  r

e s t  p r é s e n L é e  c o m m e  f o n c t i o n  d e  l a  d é f o r m a t i o n  p o u r  l e  c a s  p a r l i c u l i e r

d e s  c s n d i L i s n s  d É j à  a n a l u s é e s  a n t é r i e u r e m e n t .

S u r  l a  f i g u r e  ( 4 . e )  s o n L  r e p r é s e n L é e s  l e s  u a r i a L i o n s  d e s

t r o i s  p a r a m è L r e s  P , q  e t  r  p o u r  l e  c a s  d e  l a  t r a c L i o n ;  o n  r e m a r q u e  q u e  r

g a r d e  u n e  v a l e u r  n u l l e .  I t  f a u l  é g a l e m e n L  v o i r  q u e  n i  P ,  n i  q  n e

t e n d e n L  u e r s  l a  u a l e u r  a s u m p t o t i q u e  1  q u i  a u r a i t  é t é  c e l l e  d é d u i L e  d e  l a

t h é o r i e  D P I .

C e c i  n o u s  a m è n e  à  d i r e  q u e  l a  È e x t u r e  c a l c u l é e  p a r  l e  f o r m a l i s n e

g é n é r a l i s é  d e  K r i J n e r  p e u L  ê t r e  c a l c u l é e  e n  u t i l i s a n L  l a  t h é o r i e  d e  l a

d é f o r m a t i o n  p a r l i e l l e m e n t  i m p o s é e  a v e c  u n e  I é g è r e  d i f f é r e n c e .

l o  
PÂe[ ,  aÂe ls

Q r - Q r o + l x  O  r Â e ! ,
I
l x  x  O



C e l à  m o n t r e  é g a l e m e n L  q u e  s i  l a  L h é o r i e

p o u r  s i m u l e r  l a  t e x t u r e  d e  t r a c t i o n  ( 1 9 , 2 O ) ,

p o i n L  d e  v u e  d e s  c h a n g e m e n L s  d ' o r i e n L a t i o n .

E n  c e  q u i  c o n c e r n e  l a  c o m p r e s s i o n  l e s

I e n t e n e n L  v e r s  I a  u a l e u r  a s g m p t o t i q u e  1  d e

e s L  c o n s t a r n m e n L  n u l .  L a  t h é o r i e  D P I  e L  c e l

c o n d u i s e n t  à  I a  m ê m e  r é p o n s e .

Ô tq>'1

D P I  e s t  s o u v e n L  u L  i  I  i  s é e

c ' e s L  e n  d é s a c c o r d  a v e c  l e

L e r m e s q e l r L e n d e n L

l a  t h é o r i e  D P I  t a n d i s  q u e  P

I e  d e  K r i l n e r  g é n é r a l  i  s é e

E n  l a m i n a g e  l e s  c o u r b e s  d e s  p a r a n r è t r e s  p , q  e L  r  s o n [  m o n t r é e s  s u r  l a

f i g u r e  ( 4 .  f ) ,  o ù  r  e L  q  t e n d e n L  v e r s  l e s  v a l e u r s  a s g m p t o t i q u e s  d e

l a  t h é o r i e  D P I  ,  a l o r s  q u e  P  r e s t e  f a i b l e .

4 . 5  D i s c u s s l o n  e t  c s n c l u s i o n

D a n s  l e  p a s s é  i  I  a  é t é  p r o u v é que  I  ' app roche  c lass  i  que  de  K r i j ne r

e L  l a  l h é o r i e  d e  D T I  s o n t  é q u i u a l e n t e s  à  I a  t i m i L e  d e  g r a n d e

d é f o r m a t i s n .  f { o u s  a u o n s  m o n L r é  d a n s  c e  c h a p i t r e  [ 4 ]  q u ' i I  U  a  u n e

f o r t e  s i m i l a r i L é  e n [ r e  l e  n s d è l e  d e  K r ô n e r  g é n é r a t i s é  e t  l a  t h é o r i e  D p l .

L e s  r é s u l l a t s  ï i o n t r e n I  q u e  l e s  m s d è l e s  l i m i t é s  s t r i c t e m e n [  à  l a

L h é o r i e  D T I  o u  D P I  s e u l e r n e n t  r e p r é s e n t a n t  l e s  e x t r e m a  . i e  l ' i n t e r a c t i o n

m é c a n i q u e  r é e l l e .

Dans le  cas  de

j u s t i f i é e  e n  t r a c L i o n

d i f f è r e  é g a l e m e n t  d e

p r é c i s .

L a  t h é o r i e  D T

r é s u l  t a l s  d e s  P i g u r e s

d e s  t h é o r i e s  I  i m i t e s

I  n ' e s L  p a s  s o u u e n L  j u s t  i f i é e

4 . b  e t  4 . e  m o n t r e n L  q u e  l a  r é a l

D T I  e L  D P I .  L e s  c a l c u l s  m o n [ r e n L

é g a l e m e n t ,  l e s

i t é  e s t  a u  m i l i e u

n é a n m o i n s  d a n s  c e

g r a n d e  d é f o r m a L i o n ,  l a  L h é o r i e  D P I  n ' e s L  p a s

c o m m e  l ' o n L  p r É d i  t  K o c k s  e t  C a n o v a  ( 1 9 ) ,  e l  l e

l a  t h é o r i e  d e  K r ô n e r  g é n é r a l i s é e  d a n s  c e  c a s  b i e n
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c h a p i t r e  q u e  l e  p r i n c i p e  d e  l a  t h é o r i e  D P I  e s L  a s s o c i É  à  I ' i n t e r a c L i o n

d u  g r a i n  a v e c  s e s  u o i s i n s  e t  U  e s L  l i m i t é .

'  L e s  c o m p o s a n t e s  d e  d é f o r m a t i o n  n o n  r e l a x é e s  d o i u e n L  ê t r e  é g a l e s  à

c e l  l e s  d e  l a  , i é f  o r m a t i o n  m a c r o s c o p i q u e ,  c e  q u i  , l o n n e  , j e  L r è s  g r a n d e s

v a l e u r s  d e s  t e r m e s  d e  r é a c [ i o n s  c o r r e s p o n d a n L s .  L e  f o r m a l i s m e  d e  K r ô n e r ,

e s t  f o n d é  s u r  I ' i n t e r a c L i o n  é l a s I i q u e ,  d o n c  s u r  l , h o m o s é n é i t é  , l e  l a

d é f o r m a t i o n  p l a s t i q u e  d a n s  I a  m a t r i c e  i n f i n i e .  C e p e n , J a n t  l e s  f a i t s

e x p é r i m e n I a u x  m o n t r e n L  q u ' i  I  u  a  u n e  c e r L a i n e  h é t é r o E é n é i t é  d e

d é Ê o r m a t i o n  a u s s i  b i e n  d a n s  l e s  g r a i n s  q u e  d a n s  l a  n a t r i c e ,  e L  q u e

f  i n L e r a c t i o n  e s L  p l u s  u n  p r o b l è m e  é I a s t o p l a s t i q u e .

T o u s  I e s  f a c L e u r s  c o n d u i r a i e n L  à  , l i m i n u e r  p l u s  s û u v e n t

l ' i n t e r a c t i o n  m é c a n i q u e ,  p e r m e t t a n t  a i n s i  u n e  c e r t a i n e  I  i b e r t é

s u p p l é m e n t a i r e  d a n s  l a  d é f  s r m a L i o n  , j u  g r a i n .

I  I  u  a  u n e  d i f f é r e n c e  e n t r e  I e  p h é n o m è n e  d e  r e l a x a t i o r r  d e

c e r t a i n e s  c o n p o s a n t e s  d e  , l é f o r m a t i o n  ( c e  q u i  e s t  é q u i u a l e n L  à  a n n u l e r

I e s  c o n t r a i n t e s  c o r r e s p o n d a n t e s  e t  à  c o n d u i r e  à  I a  , j é s a c t  i v a L  i  o n  , j e

c e r t a i n s  s g s L è m e s  d e  g l i s s e m e n t )  e t  c e l u i  d e s  g r a n d e s  d é u i a l i o n s  , l e

c e r t a i n e s  a u t r e s  c o n p o s a n t e s  ( q u i  e s L  i n d u i t  p a r  d e s  c o n t r a i n t e s  d e

r é a c L i o n  m a i s  n e  c o n t r a i n t  p a s  à  l a  d é s a c t i u a t i o n  d e s  s u s t è m e s  , l e

g l i s s e r n e n t ) .

E n  e f f e t ,  p r e n o n s  l e  c a s  d ' u n  g r a i n  a p p l a t i  ( t h é o r i e  D p l ) ,  s i  l e

p h é n o m è n e  d e  c o u r b u r e  d e s  g r a i n s  e s L  t r a i l é  p a r  I a  m ê m e  L h é o r i e  ( 2 1 )  a u

c o u r s  d e  l ' a p p l a t i s s e m e n t  d e  c e  g r a i n  ( e n  c o m p r e s s i o n  u n i a x i a l e  p a r

e x e m p l e ) ,  a l o r s  l e  g r a i n  v a  s e  d é f o r m e r  s u r  u n  s e u l  s g s t è m e .

C e p e n d a n t ,  s i  l e s  t r o i s  c o n p o s a n t e s  d e  d é f o r m a È i o n  c o n d u i s a n t  à  d e

f o r t e s  c o n t r a i n l e s  d e  r é a c t i o n  s o n L  d é v i é e s  d e  l e u r  u a l e u r  n o u e n n e  e n
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a c c o r d  . â v e c  Ê e r t a i F e s  r É g l e s  ( Z a o u i  e L  B e r u e i t l e r  ( e a ) ,  K o c k s  ( A 3 )  )

a l o r s  l a  d é f o r r n a t i o n  e s I  a c t i u é e  s u r  t r o i s  s g s t è m e s  d e  g l i s s e m e n [ ,  q u i

n e  s o n L  p a s  l e s  m â m e s  q u e  c e u x  c h o i s i s  p a r  I a  [ h é o r i e  D p l .

D a n s  l e  p r e m i e r  t r a i t e r n e n L ,  i l  g  a  u n e  g r a n d e  d é v i a t i o n  d e  I a

d é f o r m a L i o n  p l a s t i q u e  p a r c e  q u e  l e s  c o n t r a i n t e s  d e  r é a c t i o n  e t  l e s

d é f o r m a t i o n s  é l a s t i q u e s  s o n t  s u f f i s a n t e s  p o u r  r e m e t t r e  I e  g r a i n , l a n s  u n

é t a l  d ' é q u i l i b r e  a u e c  s e s  v o i s i n s .

E n  d ' a u L r e s  L e r m e s ,  l ' a c c o r n m o d a L i c n  d e  l a  d É t ' o r r i r a L i o n

p l a s L i q u e  j o u e  i c i  u n  r ô l e  i m p o r t a n t .  I l  s e m b l e  q u e  l e  p h é n o m è n e  d e

c o u r b u r e  , i u  g r a i n  e n  c o m p r e s s i o n  u n i a x i a l e  p o u r r a i l  ê t r e  e x p l i q u é  p a r

l e s  a n a l g s e s  d e  c e  d e u x i è m e  l e s L .

D a n s  l e  c a s  d u  l a i t o n  e n  l a m i n a g e ,  s i  I e s  c o m p o s a n t e s  d e  d é f o r m a L i o n

i m p o s é e s  s o n t  é g a l e s  a u x  c o m p o s a n t e s  m o u e n n e s  c o r r e s p o n d a n t e s ,  a l o r s

I ' é t a t  d e  c o n l r a i n t e  à  l ' i n l É r i e u r  c e  c e s  g r a i n s  e s t  d é u i é  c e  l , É t a t

d e  c o n t r a i n t e  m o g e n n e  d e  l ' É c h a n t i  I  L o n ;  c e  q u i  n é c e s s i t e  u n e

a c c o m n o d a t i o n  p l a s L i q u e  q u i  c o n t r i b u e  à  l ' é t a b l  i s s e r n e n L  d e

l ' é q u i l i b r e .  U n e  t e t l e  s i t u a t i o n  t e n d  à  p r o n o u u o i r  u n

c i s a i l l e n r e n L  q u i  e s t  h a b i t u e l l e r i r e n t  i n t e r , l i t  p a r  l a  t h é o r i e  D p l  .

c e l à  e x p l  i q u e  p s u r q u o i  l a  c o m p o s a n t e  d e  I a  t e x L u r e  , l u  l a i t o n  n e

F e u L  ê t r e  p r é d i L e  n i  p a r  l a  t h É o r i e  D T I  o u  l a  t h é o r i e  D p l .  c e t t e

c o m p o s a n t e  d e  t e x t u r e  e s t  a t t r i b u é e  à  l ' a b s e n c e  d e  c i s a i l l e m e n L ,  e t

s i  c e t t e  d e r n i è r e  n ' e s L  p a s  p r é u u e  p a t r  u n  m o d è l e ,  a l o r s  s o n

o r i e n t a L i o n  n ' e s L  p a s  r e p r é s e n L é e  d a n s  l e s  r é s u l t a t s  p a t r  u n  m o d è l e

thÉ or i  que .

I  I  U  a  b i e n  u n e  b o n n e  s i m i l a r i t é  e n t r e  l e s

c e s  t h é o r i e s  e L  c e u x  d e  n o s  c a l c u l s ,  b i e n  q u e  n o u s  n o u s

r é s u l  t a t s  d e

s o U o n s  t  i m i  t é s
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a u x  i n t e r a c L i o n s  p u r e m e n t s  é l a s t i q u e s ,  e L  a u x  m a t é r i a u x  i s o t r o p e s  d a n s

c e  c h a p i  t r e .

L e s  r é s u l t a t s  d e s  c a l c u l s  s ' a p p l  i q u e n L  m i e u x  à  l a  r é a l  i t é  p h u s i q u e

s i  o n  t i e n t  c o n p t e  d e  l a  n o n  h o m o g é n é i t é  d e  l a  d é f o r m a t i o n  p l a s L i q u e  e n

d e h o r s  d e  l ' i n c l u s i o n ,  c ' e s L - à - d i r e ,  q u ' e n  r é a I i t é ,  p o u r  t e n i r  c o m p t e

d u  f a i L  q u e  l a  m a t r i c e  e s L  e n  é c o u l e m e n l  p l a s L i q u e ,  i l  f a u t  p r e n d r e ,

d a n s  l e  c a l c u l  d u  p r o b l è n e  d ' i n c l u s i o n s ,  u n  c h a m p  - U  é l a s t o p l a s t i q u e

e L  n s n  s i r n p l e m e n L  é l a s L i q u e .  C e c i  a  é r r i d e m , ' n e n t  F o u r  e f f e L  d ' a n é l i o r e r

l e s  f o r m u l e s  d ' i n [ e r a c L i o n s  e t  d e s  r o t a L i o n s  d u  r é s e a u  d a n s  l ' i n c l u s i o n .
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.Ussle-l=ê

G é o r n é t r i e  , l ' u n  E r Ë i n  p l a t  '  L e s  c o m p o s a n L e s

Ë z r  e L  c r 2  p e u u e n L  e ' t r e  r e l e : < é e s  p u i s  l e s

d i m e n s i o n s  i n d u i t e s  p e u v e n L  ê t r e  a c c o m o ' l é s

l e s  o r a i n s  v o i s i n s .

de  ' l ê  f  o rnaL  i  on

chan*qe r ren ts  ' i e

l o c a l e m e n t  P a r
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o i l

o.9

G i i

o.3

o

F l q u r e  { ' b

E v o l u t i o n  d e s  c o e f Ê i c i e n L s  m o n t r a n L  l a  t e n e u r  ' l e  l a  r É a c t i o n  d e s

c o n p o s E n L e s , l e  c o n t r a i n t e s  ô s s o c i é e s  a u x  c o m p o s a n t e s  d e  d é f o r m a t i o n

p l a s I i q u e  p o u r  u n  g r a i n  é L i r é .  o n  n o [ e  e n  p a r L i c u l i e r  I ' i n ' p o r t a n t e

e u g r n e n t a L i o n  , l e  l a  c o n , p o s a n t e  E ,  1  ,  e L  I ' , i n , p o r t a n t e  d i r n i n u I i o n  d e s

c o m P o s a n t e s  E e a ,  E r l  e I  E r r '

Q21 z"d

( ) ) Q x n J

Otza"r 013
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F i g u r e  4 .  c

E v o I u L i o n  d e s  t e r m e s  d e  r é a c L i o n  l o r s  , l e  l a  c o n ' p r e s s i o n  ' l ' u n  g r a i n  '  L e s

c o u r b e s  , j u  , l e s s u s  r é p r é s e n t e n L  l e s  c a r a c t é r i  s t  i  q u e s  d e s  L e r m e s  d e  r é a c t i o n

a s s o c i é s  e u x  c o m p o s . a n t e s  d e  l a  d i a g o n a l e  d u  t e n s e u r  ' l e  ' l é f  o r m a t i o n '  c e I  l e s  d u

d e s s o u s  c o r r e s p c n d e n L  a u x  c i  s a i  l  l e m e n L s .  L e s  c o m p o s a n L e S  E r  ,  '  e L  E "  '  e L  E "

a u g r n e n t e n L  a l o r s  q u €  I e s  c o m p o s a n t e s , C e  c i s a i l l e m e n L  L e n d e n t  à  ê L r e  r e l a : < é e s '

o
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O,i

o .7

o.6

P i q u r e  4 . d

E r ' r o l u t i o n  d e s  L e r r , i e s  d e  r é a c t i o n  d e s  c o n t r a i n L e s  p o u r  u n  g r a i n  l a m i n é .

L e s  c o u r b e s  a , b ,  e L  c . i e  l a  ( f i g .  4 . d )  s o n L  r e s p e c t i v e m e n t  a s s o c i é e s  e u x

c o n i p o s , i n t e s  d e  c o n L r a i n t e s  6 1 1  , 6 . 2 7 ,  e L  o s ,  a l o r s  q u e  l e s  d e r n i è r e s  c o u r b e s

c o r r e s p o n , J e n t  e u : <  c o n t r a i n L e s , l e  c i s a i l l e r n e n t .  O n  n o L e  u n e  s i m i l a r i t é  a v e c

l e s  c o u r b e s  c o r r e s p o n d a n t e s  à  l a  c o m p r e s s i o n  u n i x i a r e  d u  g r - a i n .
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e 55  "na  C44

F l q u r e  4 . d  ( s u i t e )



7
3

clt
T

J
O

E.J
 

c
)

Jl-l 
/\

É
d

o
v

.u

O
JC
J

(t 
.r

.a
X

r0 
r0

rr 
.r

>
tr

3
=.)

C
)

E
0

L
C

J
o

!.
î, 

tr-
.{} 

=
'I:'o

o

-Àa' 
r0

f{X
J

'À
ô

!
 

-I

r
E

tr.o

w
)

U
U

t{O
n

L
,.qJ 

r)

|i'r0
trûÀ

e
,

o
v1qt 

Lî
o

o
C

JI 
t)

*'l 
É

ç
lo

u
l'ru

G
J

I 
J

L
l 

É
5

l 
.1

 
t

trtr.=
-

l 
tllo

lrl

roo
s

o-
utt

N



7
4

":
.cJ=udI|JLJntoa.c)
,T

JlitG
J

n7Jt)
ttr

J
',

fu
c.,

U
=-E

Ê
o

U

c(l 
q,

L
b

l

,0
, 

ç
E

.J
'T

I 
E

f{ 
rd

fia

J
t4 

ct
q,

!tâ
q

l 
c

t
.l 

c
u

vl 
('

l'J
a

J
o

jlJ
a

L
l 

to
J

l 
,r 

L
.

ë
!r.3

.-l 
.tl 

o
Ê

.1

\IJ

^\i5



CFI4FITF€ V

; lpp l i ca t ion  à  la  t rans for rna , t lon  mar tens i t ique



ëE
a u

C H Ê P I T R E  U

Ê P P L I D Ê T I O NÊ LÊ TRANSFOFNÊTI t ]NN Ê R T E H S I T I Q U E

5 . 1  G é n é r a l  i  t é s  s u r  l e s L r a n s f o r n a t i o n s m a r t e n s i l i q u e s

5 . 2  l i o u r - r e l l e  a p p r s c h e  d e  l a  t r a n s i o r m a L i o n  n a r t e n s i L i o - u e

5 . 3  Ê p p l i c a l i o n  a u  c a s  d e  I ' a l l i a g e  F e r - l J i c k e L  ( 3 O " 1 )

5 . = 1  D i s c u s s i s n ' e L  c o n c l u s i o n
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D ' u n  p o i n L  d e  u u e  s L r u c t u r a t  l a  t r a n s f o r m a t i o n  m a r t e n s i t i q u e  e s I

c a r a c t é r i s é e  p s r  l ' i n t e r f a c e  e n L r e  l ' a u s t e n i t e  e s I  l a  n a r t e n s i t e  ( p l a n

d ' h a b i L a t )  I ' o r i e n t a t i o n  c r i s L à I l o g r a p h i q u e  d e  l a  m a r t e n s i t e  p a r  r a p p o r t

à  l ' a u s t e n i L e  e t  l a  d é f o r m a t i o n  m a c r o s c o p i q u e  a s s o c i é e  à  l a

t r a n s f o r m a L i o n .  L e s  L h é o r i e s  p h é n o m e n o l o g i g u e s  d é u e l o p p é e s  p a r

I . IESLTF{LER-LlBERflÊl{-REÊD (tJ.L.R) [4]  eL BOLILES-|IÊCKENZIE (8.11) [5]

F e r , r e t L e n t  g é n é r a l e m e n L  d e  d é t e r m i n e r  t o u s  l e s  é l é m e n t s  g é o m é L r i q u e s  C e

I a  t r a n s f o r m a t i o n .  E l  l e s  r e p o s e n L  s u r  p l u s i e u r s  h U p o t h è s e s  d o n L  I e s

p r i n c i p a l e s  s o n L  l e s  s u i v a n t e s :

l ' e x i s t e n c e  d ' u n  p l a n  i n u a r i a n t

l a  p r É s e n c e  d ' u n e  d é t ' o r m a t i o n  s u p p l é m e n t a i r e  d a n s  l a

n a r t e n s i t e  ( p a r  r a p p o r t  à  l a  d é r ' o r m a L i o n  d e  B a i n )  à  r é s e a u  i n v a r i a n L .

C e L t e  ' i e r n i è r e  d é f o r m a t i o n  e s L  n É c é s s a i r e

l a  d é f o r n a t i o n  d e  E a i n .

I ' , f  ccomr ' .odaL i  on , ie

L l e s  L h é o r i e s  n e  F e r î i e t t e n t  F a s de  rend re  conp te d e  c e r t a i n e s

o b s e r v a t  i  o n s  ( p  l a n  d ' h a b i  I a t ) ( a a S ) t h é o r i q u e  a u I  i e u  d e

( 2 5 9 ) e x p é r i m e n L a l e  d a n s  I e  F e -  3 1 2  N i .  E l I e s  o n L  ê L ê  c o m p l é t é e s

par  CRûKEl ' . t  eL  BILBV 121)  cu i  onL inLrodu iL  la  no t ion  de

doub le  c i  sa i  I  lenent  .  BOTJLES e t  DUNE [  25  ]  onL éga lement  n iod i  f  ié  ces

t h é o r i e s  e n  i n L r o d u i s a n L  u n e  a c c o m n o d a L i o n  p l a s t i q u e  d a n s  l ' a u s t é n i t e

L ' a p p r o c h e  s i m p l i f i é e  q u e  n o u s  p r o F o s o n s  d a n s  c e  c i n q u i è r n e  c h a p i t r e  e s t

u n e  f o r m u l a L i o n  e n  p e L i t e s  d é f o r m a L i o n s  d e s  t h é o r i e s  p h é n o n é n o l o g i q u e s
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q u i  d É c r i u e n l  l a  t r a n s f o r m a t i o n  m a r t e n s i t i q u e .  L a  n o u u e l l e  a p p r o c h e  e s L

f o n d é e  s u r  l a  n o L i o n  d ' é n e r g i e  é l a s t i q u e  a s s o c i É e  a u x  d é f o r n r a t i o n s

i n i l a s t i q u e s  d e  l a  t r a n s f o r m a t i o n .

E l  I e  p e r m e t ,  p a r  l '  i n L e r m é d i a i r e

é l a s L i q u e  d e  d é L e r m i n e r  l ' a m p l i t u d e

I  '  L  - L  :  I  -  t
U  I I q U I  L E L .

l a  r n i n i m i s a L i o n  d e  l ' é n e r g i e

c i s a i l l e m e n L ,  l a  n o r m a l e  d u  p l a n

de

I ^
u c

P o u r  i  I  l u s L r e r

a p p l i c a t i s n s , i e

l a  n o u u e l  ! . e  f  o r m u l a t i o n ,

n a t u r e s  d i f f é r e n L e s  :

n û u s  e n v i s a g e o n s  d e u x

-  c a s d e  I ' a c c o m m û d a È i o n  p u r e  d a n s  l a m a r t e n s i t e  ( E P =  O )

-  cas où (EP #  O) ,  aceommodat ic ,n  au  se ln  de  I 'aus tén1te .

Toutes  ces

du problène

i-orrriée.

app l ica t ions  seron t

d e  I ' l n c l u s l o n  q u l

f a l i es  à  pa r t i

s e r a  a s s i n i  I é e

n des  so luL ions  numér lques

à la plaquette rnarLensl ie
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5 . 1 .  G é n é r a l i t é s  s u r  l e s  L r a n s f o r n a t l o n s  n a r t e n s i I i q u e s

Les t rans forna t lons  par  c lsa l  I lenent  cons t l tuent  un  groupe de

Lrans format lc ,ns  dans  1 'é ta t  so l lde  Lrès  lmpor lan t ,  que I 'on  rencont re

dans les  a l l iages ,  eenta ins  néLaux purs  e t  rnême des  composés n lnéraux .

L 'exernp le  le  p lus  imporLanL de  ce  type  de  t rans format lon  es t  ce lu l  de  la

Lrans forna t lon  mar tens  l t i  que .

L a  n o n  d e  " n a r i e n s i t e "  d é s i g n e  à  I ' o r l g l n e  ,  l e  p r o d u i t  r é s u l t a n t  d e  i a

Lrans forna t ion ,  au  cours  du  re f ro ld lssement  rap ide  de  l 'aus tén i te  des

aI I lages  fe r -earbone.

5 . 1 . 1 .  D é f i n i L i o n

Les  L rans fa rma t l ons  marLens iL iques  son t  c l assées  dans  1a  ca tégo r i e

d e s  t r a n s i i l o n s  d l s p l a c l v e s .

D a n s  c e t t e  c a t é g c r l e  d e  L r a n s l L l o n ,  1 I  n ' g  a  p a s  d i f f u s l o n  d ' a t o m e s ,

n l  d ' i ons ,  i 1  y  a  eependan t  un  dÉp la r :e ;nen t  re la i i f  des  i ons .  Les

dlstances F,arcol ipuÊs scnt  in fér leui=es à 1a,  d imension m,3 'SÊnne de la

r i a l  1 l e  du  réseau  i nè re .  t  1O- t  à  1O-?  t ' o l s  l e  pa ramè t re  de  l a  rna l l l e  )

On  peu t  a lns i  dé f i n t r  1a  t r ans fo r r ra t i on  r i a r t ens l t i que  co i r ,me  su i t  :

-  C ' e s t  I e  p a s s a g e  d e  l a  s L r u c t u r e  c r i s l a l l l n e  d e  l a  p h a s e  l n i t i a , l e

(phase  nè re )  à  ee l I e  , l e  I a  nouve l l e  phase  (p rodu lL  de  t rans fo rma t i on )

s 'ef  fectuant  par  Lrn mécanl  sne cr i  s ta l  lographlque,  r i racr 'oscopiquenent

équ l va len t  à  un  c i sa l l l e rnenL ,  qu i  nène  l es  aLomes  de  l euns  pos l t i ons

p r i m l t l v e s  a u  s e l . n  d u  r é s e a u  i n i t i a l ,  e n  l e u r s  p o s l t l o n s  f  I n a , l e s  a u  s e l n

du réseau de t ransformat lon.

Dans  tous  l es  cas  l a  eompos iL lon  ch lm lque  du  p rodu lL  de

t rans fo rma t l on  es t  l den t  l que  à  ce l  l e  de  l a  phase  mère .  Ces

t rans fonna t l ons  son t  appe lées  ésa lemon t  " t r ans fonmat lon  sans  d l f f us lon " .
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Par  ex tens lon ,  le  te rme de " t rans formaL lon  nar tens l t lque"  a  éLé

Sénéna l i  sé  à  un  grand nombre  de  s .gs tèmes d 'a I  l lages  donL les

t rans forna t lons  possèdent  cerLa lnes  carac tér ls t lques  Lyp lques  de  Ia

t rans formaL lon  rnar tens l t ique  des  ac ie rs .

5 . 1 . e .  L è s  a s p e c t s  d e  l a  t r a n s f o r m a t l o n  m a n t e n s i L i q u e

Plus leurs  aspeets  des  tnans fur rmaL lc ,ns  mar tens l t iques  sant  é tud iés

d iscu tés  dans  la  11 tLéra ture .  Un grand nonrbre  de  , lé f in iL ions

phénonènes rencontrés dans eÊs LransformaLions sonL Protrosées

p l u s i e u r s  a u l e u r s .

a ) , 4 s p e c t  c i n é L i q u e

L 'é tude c inéL ique a  per rn ls  de  mÊL ' t re  en  év idence les  d lvers  nodes de

déeor,postLion de Ia phase de hauLe tenpéralune Dans Ie cas des

ae iers ,  la  déeompos l t ion  de  1 'aus tén i te  s 'e f fec tue  se lc 'n  la  tempéra ture

de t ra i tenenL iso ther i 'ne  (ou  se lon  1a  v i tesse  de  re f ro ic i i ssernent )  se lon

t ro ls  modes pr inc lpaux  :

-  La  Lrans format lon  per l lL ique

- La Lransfornat lon eutectolde

-  La  t rans format lon  ba in i t ique

-  La  t rans format ion  rnar tens l t ique

La dernière Lra,nsforma,t ion débute au refroldlsser,ent à une tenpératuro

appelée l ' t ,  ( l I  pour nartenslte,  S poun "Start") .  Le point l ' I r  dépend du

Lype d 'a I ] lage  eons ldéré ,  des  Leneurs  en  é lénents  d 'a l I la ,ge ,  éga lement

de cerLa lns  fac teurs ,  te ls  que la  g rosseur  du  gra ln  de  la  Phase de  haute

ternpérature ,  les tral tenents therur lques ou méeanlques qul lu l  ont été

^ +

d e s

Par

app I  lqués .

la ,  v l  tes se

La,

de

tenpératune H, est cependant,  en général ,  lndépendante de

re f ro ld l  s  senent .
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On dés tgne éga lernent  par  l l ,  1a  tenpéraLure  de  f ln  de  t rans format lon ,

Ie  po lnL  l '1 .  es t  éga lemenL lndépendant  de  la  v l tesse  de  re f ro ld lssemenL.

La c ro lssance des  p laquetLes  de  mar tens l te  s 'e f fee tue  avec  une v l tesse

a,ssez  ImporLanLe eL  peut  êLre  supén leure  à  l05cm s- r

La ,  compos l t lon  ch in lque du  produ i t  fo rné  es t  sens ib lemenL ce l le  de

la  phase rnère .  On admet  que la  t rans format lon  s 'opère  sans  d i f fus lon .

b )  É s p e c t s  e r i s t a l l o g r a p h l q u e s

La s i ruc tu re  du  produ i t  mantens i t ique  dépend essent le l lenenL Ce 1a

nature  de  I 'a I l lage .  Les  s t ruc tu res  c r is ta l lograph lques  sont  donc  t rès

v a n l é e s .

Dans Ie  cas  des  a l l iages  fepreux ,  on  peut  env isager  t ro is  c lasses

pr lnc lpa les  Ce mar 'Lens l te .

-  La martenslte quadrat lque centrée

- La narLenslte eubique centrée

- La nartenslte de structure hexagonale

1)  P"e la i ions  d 'o r len ta f  ion

LIne des cara,etér ist lques inpontantes des Lransfor inat lons nartenslt lques

es t  1a  re la t ion  d 'o r len ta t ion  enLre  les  réseau:c  de  1a  phase mère

(a ,us tén l te )  e t  de  1a  phase rnar tens l t ique  (p rodu lL  de  Lrans formaL lon) .

En d 'au t res  te rnes ,  1 I  ex ls te  des  re la t lons  d 'o r len taL lon  enLre  le

résea,u  er ls ta l l in  du  produ l t  mar tens l t lque  eL  ce lu1  de  Ia ,  phase rnère .

El les peuvent être établ ies expénlmentalement avec une très bonne

p r é c l s l o n ,  à  l ' a l d e  d e s  t e c h n l q u e s  d e  d l f f r a c t l o n  d e s  r a y o n s  X .  E I l e s

dépendenL du  type  d 'a l l lage  cons ldéré ,de  la  s tnuc ture  c r ls ta l lograph lque

des deux  phases  en  quesL lon ,  de  la  compos l t lon  de  I 'a I lLage,  vo l re  rneme

de la  tempéraLune à  la ,gue l lo  s 'es t  fo rné  Ie  p rodu l t  narLens lL lque.
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El les  s 'expn l rnent  so i t  en  préc isant  les  ang les  fo rnés  pa t r  cer ta ins

vec teurs  c r lsLa l lagraph lquÊs,  convenab lement  chots ls  eL  apparLenant

a i rx  réseaux des  deux  sLrue tures ,  so i t  en  spéc l f lan t  Ie  para l lé11sme

ent re  cer ia ins  p lans  e t  d i rec t lons  c r is ta l lograph iques  propres  aux  der :x

réseaux.

Nous ciLerons col i rme

Kurdjuncv eL Sachs
( F "  -  D )

l e s  r e l a t i o n s  d ' o r i e n L a L i o n  d e :

/  /  ( 0 1 1 ) , . r

/  /  l T r L l n

exenp 1e

I  
{ 111 )  R

[ [or r ] "

( { 1 1 1 ) Ê  / /  ( 1 0 1 ) h
r , t rsHry.4l . t {  (F" _ N; )  

l t rar l ,  / /  l ro l l t l

Plusieurs Lhécr les ont  3-Lé é lab 'orées pour t rc ,uver  des re lat lans

ma thémat lques  re l i an t  I e  réseau  marLens l t l que  à  ce lu l  de  l a  phase  nè re .

E I l e s  s o n t  I i é e s  à  I ' é n e r g i e  é l a s t l q u e  d ' i n e o r , p a t i t ' i  l i t é  , j e s

dé fo rna ,L ions  1  né las t l ques  .

Ê .  L e  p l a n  d ' h a b i i a t .

Les p la,o-ueLtes const lLuanL le produi t  de t ransformat ion sont  séparées de

Ia phase r r rère par  une inter fa,ce p lane appelê "p lan l lml te"  au "p lan

d 'hab i t aL " .  La ,  déLe rn lna t l on  de  l a  non rna le  à  ce  p lan  d ' hab l t a i  es t

a s s o e l é e  é g a l e m e n t  à  I ' é n e r g i e  é l a s L i q u e , l '  l n c o m p a t i b i  l i t é .

3 .  I l o rpho log ie  de  Ia  marLens l t e .

On  d l s t l ngue  hab l t ue l l emen t  deux  Lgpes  de  morpho log le  ca ra , c té r i s t l que

de la rnarLenslLe fornée qul  sont  :

Le rnarLenslLe en laLtes ou marLensl te ma,ss ive

La ,  mar tens lLe  en  p laqueL tes  ou  mar tens l t e  l en t l cu la i re .

Ces deirx tspes de martenslLe eoprespondent non seulement

caraetér l  s t lques  norpho log lques  d l  s t lncLes ,  ma l  s  éga lement à

des

d e s

earac tér ls t lques  c r ls ta l lograph lques  ( re la t lons  d 'on len taL lon ,  p lan

d 'hab l ta t )  d l f fé ren tes  a lns l  qu 'à  des  mécan lsmes de  fo rmaL lon

d l f fé renLs .



83

La mar tens l te  en  la tLes  cor respond à  une sLruc ture  morce lée  en

b lc ,cs ,  à  contours  déch lquet tés .  La  s t ruc tu re  es t  cons t l tuée de

p l a q u e t t e s  d e  d l m e n s l o n  a ) b ) ) c  é I é n e n t s  c o n s L l t u t l f s  d e  b a s e ,  a l t g n é s

paral  tèlement ]es unes aux auLres et groupées au seln d'enseir 'b les

a p p e l é s  " p a q u e t s "  o u  " b l o c " .

La nartenslLe en plaquettes correspond à un enchevêtremenL de

p l a q u e t t e s  a u  l e n L l l l e s  l n d l v i d u a l i s é e s  e L  o r l e n L é e s  s e l o n  C e s  a n g l e s

d é f i n i s  a u  s e i n  d e  c h a q u e  g r a l n  d e  1 ' a u s L e n s i t e .  C e t t e  m o r p h o l o g l e  s e

d i s t l n g u e  d e  e e l l e  d e  l a ,  m a r L e n s l t e  e n  l a t t e s ,  e n  c e  s e n s  q u ' i l  n e  s e

forne pas de plaquettes adJacentes paral lèles Les unes aux autres.

c )  ,4speets  
.géonét r iques  , ie  la  L rans format lon  nar tens i t lque .

1  '  ^ - - ^ - t  I  !  - -u oLrpùL r  ururr  de Ia martensl te s 'acegmpagne d 'une déforr ,at ion

nacroscoplque de '  1 'éehant i  I lon qul  se mani feste génêealenenL pap

l ' ex l s tence  d 'un  re l i e f  supe r f l c i e l  qu i  pe r r , eL  de  l a  réve le r  pa r

m i c r o s c o p i e .

Les cbservat ions e: . :pér i i r ,enta les per : t 'ÊLlLÉnt  d 'enetLre les h: iPolhèses

sulvantes :

x Le plan d'a,ccolement ne sublt  aucune rotat ion eL tous les vecteurs de

ce p lan  d 'acco le inent  sont  conservés  en  rnodu le  e t  en  d i ree t lon  (n i

d l s t o r s t o n ,  n l  r o L a t i o n  d a n s  I e  p l a n ) .

x Nous pouvons esLlmen alors que la Lransforrnat lon rnartenslt lque est une

t rans forna t  lon  a f f  lne  e t  qu 'e I  le  la I  sse  lnvar lan t  le  p lan  d 'a ,cco le rnenL

x L 'hypothèse d 'un  c lsa l l lemenL homogène sur  le  p lan  d 'acco le rnenL es t

a lo rs  cohérente  avee 1 'appar l t lon  de  ce  ne l le f  e t  une ana log le  es t

fal te avec le naclage.
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5. I  .3.  Théori  e maLhématl  que de Li  ebernan, l "Jechs ler et  Read

La théonte maLhémaLlque de ces auteurs condulL à Ia détermlnaLlon des

carac tén ls t lques  c r ls ta l lograph lques  de  Ia ,  dé format ion  qu l  permeL de

p a s s e r  d e  l a  n a i l l e  d e  ] a  p h a s e  m è r e  à  c e l I e  d e  I a  p h a s e  n a r L e n s i L l q u e ,

en se fondant unlquernent sur les valeurs expérimentales des paramètres

, le  ees  der . rX  phases .  Le  ca lcu l  reP,3se sur  les  deu l  ax io rnes  su ivants  :

-  Parnr i  toutes les , léfor inat ions géonétr lques Possibles permettant

d e  p a s s e r , l e  I a  m a i l l e  d e  l a  p h a s e  n è r e  à  l a  ; ' n a i I I e  d e  l a  m a r t e n s l t e ,

ce l le  qu l  se  reprodu i ra  é f fec t l vement  es t  ce I le  qu i  en tna inera  Ie

n l n l n u m , l e , l i s L o r s l o n  e t  n é e e s s i L e r a  a i n s i  u n e  é n e r g i e  m i n i n a l e .

-  L ' ln te r face  sÉparant  les  deu: *  phases  (ou  p lan  d 'hab l ta t )  es t

supposée ê t re  un  p lan  lnvar lan t ,  e 'esL  à  d i re  un  p lan  de  d is to rs lon

nu l le  e t  dont  la  pos l t lon  resLe f l xe  au  cours  de  la  dé fornaL lon .

a)  I lodè le  de  Êa in .

Baln a proposé le inodèIe suivanl pour r=endre compLe du passage d'une

sLrueture cublque à faces centrées à une slructure quadrat lque centrÉe

ou cub lque cent rée .  Le  nodèIe  s 'app l ique en  par t tcu l le r  à  !a '

L rans format lon  aus tén i t tque ( rnar tens lLe  des  a l l iages  fe r reux) .  Dans

cette ,léformaLi on, chaque aLome cc,nsetrve son entourage . Ce nrodè le

co t r respond donc  b len  à  une tnans format ion  sans  d i f fus lon .  l la is  1 I

n ' l n p l l q u e  p a s  u n  r n é e a n l s m e  d e  c l s a i l l e r n e n t .

Une tel le défoÉnatlon est dlLe déformatlon honogène de réseau, et

représentée pan la rnatr lce :

a1p

c

ao

$ =
^1p



où ao  es t  le  pananèt re  de  la  ma l l le  cub lque à  facereent rées ,  e t  a  e t

sont  les  paranèt res  de  la  na t l le  quadraL lque centnée rée l le  de  I

rnar tens iLe .

En effeL selon Baln, Ia strucLure cubique à facelcentrées peui être

décnlte en adopLant une mal l le quadraLlque cenLrée donL les a-xes ox' ,

oy"  oz '  ssnL para l lè les  à  des  d i recL lons  du  tspe  <110> eL (OO1)  e t ,  dont

Ies  paramèLres  sonL :  ao /  1 [  se lc ,n  OX'  e t  OY"  e t  ao  se lon  OZ ' .

L e  p a s s a É e  d e  l a  m a i I I e  q u a d r a t l q u e  e e n L r ê e ,  a i n s i  l s o l é e ,  à  l a  n a l l l e

qua, lrat ique centrée réel le de Ia nartensi le peut être réal lsée par une

, léfornat i ' : ,n pi-rre,  homogène de néseau, qui se eanar:Lérl  se paP une

compress ion  e /a  se lon  OZ '  e t  une d l laLat lan  se lon  les  a , ; . :es  OX'  e t  0Y '

avz
.  La maLriee B donnée ci-dessus est rapportée aux a;res pr lnclPaux

ao
x"y"z ' .

La dé formaLtÇn homogène de  Ba in  condu l i  à  1 'ex lsLence d 'un  cone non

d isLordu,  donc  . je  l ' ex is tence des  cont ra ln tes  ln te rnes ,  cee i  ex ige  done

q'unÊ défornal ion supplémentaire sol t  aJoutée à Ia défornaLion homogène

Ce réseau , le fa, :on à ee que Ia, défcrrnaLton globale sol t  à plan

I nvarl ant .

b .  DÉformat ion  lnvar lan te  de  réseau

Les contralntes l r , ternes lndultes pa,r Ia défornalton honoÉène de Ealn

sonL relaxées par une déformatlon supplémentalre.

EIIe doit  cûnservetr Ie réseau pulsque la défornaLlon de Baln en donne

les  paranèt res  cor rec ts .

Cette déformatlon aceomrnodante qul assure 1' lnvarlance du

p lan  d 'aceo lemenL ne peut  ê tne  qu 'un  g l l ssement  ou  un  mac lago

(déformaL lon  lnvarante  de  réseau)  réa l l sé  so lL  dans  1 'a ,us tén l te

so l t  dans  la  mar tens l te .
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Pour  que Ie  p lan  non d ls to rdu  garde sa  Pos l t lon  par  rappor t  à  ]a

matr lce 1l  faut aJouter une roLaLlon à ees deux déformaLlons honogène3

de réseau et lnvarlanterrde réseau.

, 4 1 n s 1 ,  l a  d é f o r m a t l o n  t o t a l e  a s s o c l é e  a u  p l a n  i n v a r i a n L  s ' é c r | t  :

!  =  B.B.E

B :  représente la  LransforrnaLion homogène de Bain '

P  :  r e p r é s e n t e  I e  c i s a l  I l e m e n L  ( g l i s s e r r e n t  o u  m a . c i a g e )

E  :  r o t a L l o n  q u l  l a l s s e  i n v a r l a n L  I e  p l a n  d ' h a b l t a t .

Dans la théor ie de I 'Jechsler ,  L ieberman eL Read (4)  ,  pour  a juster  Ia ,

dé fo rma t i on  Lo ' "a le ,  de i i x  so lu t l ons  sonL  p roposées  :  I ' une  suppose  que  Ie

p rodu iL  ma i=Lens i t i qua  es t  consL iLué  d 'un  e inp l  l e i nen t  Ce  rna ,e Ies ,  don t

I 'êpai .sseup re laLive est  ca lculée de te l le  nanière que Ia défc ' r l ' - ,a t lcn

inac rûscop lque  toLa le  condu l se  à  1 ' ex l sLence  d 'un  p lan  i nva r i an t  ;

L ' au t re  so luL ion  i np l i que  un  c i sa ' i I I emen t  h ' :mogène ,  comb lné  à  unÊ

dé fo r i i r aL lon  pa , r  g l i s se rnen t ,  don t  I ' anp l l Lude  es t  ca l cu lée  de  te l l e

manière quÊ Ia déforruat lon ma, : roscopiqua tota le la l  sse i . i i l  p lan

I  nvar l  ant .

L ' l n t é r ê t  d e  e e t L e  t h é o r 1 e  r é s l d e  d a n s  I e  f a i i  q u ' 1 1  e s t  p o s s l b l e  à

pa r t i r  de  l a  eond i t l on  du  p lan  l nva r i an t  e t  de  l a  d lagona l l saL ion  de

B .P ,  de  ca l cu le r  pou r  ehaque  L rans fo rma t l on  rna r tens l t i que :

-  l a  nonma le  au  p lan  d ' hab i t aL

-  I a  d l r e c t l o n  d e  c l s a l l l e m e n t

-  I ' a m p l l t u d e  d e  c i s a l  l l e n e n t

-  1 ' o r l en ta , t l on  re la , t l ve  enL re  l es  deux  phases .
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It  faut cependant noten que cette théon1e est punement phénoménologlquo

eL qu 'e I le  ne  dÉcr l t  pas  cb t lea to l rement  les  dép lacements  rée ls  sub is

par  les  a tomes au  cours  de  la  t rans forna t lon .  Par  a l l leurs ,  la

théon le  de  l . l  .L .P . .  possède un  cer ta in  nonbre  Ce nes t r l c t ions  qu i  ne

penmeLLent  pas  tou ta  la  cénéra , I i té .  En par t l cu l le r ,  Ia  Lhéor le  suppose

une aceomnodaL lon  de  la ,  dé formaL lon  de  Ba ln  par  l ' i n tenvent ion  d 'un

néean isme à  réseau lnvar lan i  dans  la  nar tens i te .  E I le  exe IuL

d o n c  1 a  p o s s i b l l i t é  d ' a c e o m n o d a L l o n  p l a s L i q u e  d a n s  I ' a u s L e n i L e .

,4 f in  d 'éLud ien  les  e f feLs  d 'une accotn tnodaL ion  p lasL ique dans

I 'aus ten l te ,  nous  reppenons la  méLhode d 'ana, Igse  de  la  t rans format lon

mar tens i t ique  proposée par  Ben Sa lah  (26)  e t  nous  I 'app l lquons  au

c a s  o u  i l  g  a  p l a s L l c l i é  d a n s  l ' a u s L é n i L e .



5 . 2 .  N o u u e l l e  a p p r o c h e  d e  l a  t r a n s f o r m a t i o n  m a P L e n s i t i q u e

Les dé fornaL lons  mlses  en  Jeu dans  la  t rans fonmat lon  nar tens l t lque  sont

généna lement  de  l 'o rd re  de  10  %.  l Jne  fonmulaL lon  en  peL iLes  dé format lons

peuL donc  êLre  Jus t i f lée .

La  théor ie  de  I , l .L .R.  ou  8 .F1.  cons idére  une ln te r face  p lane e t  In f in le

e n L r e  I ' a u s L é n l t e  e L  l a  n a r t e n s l t e .  C e L t e  h v p o t h è s e  s i m p l i f i c a t n l e e

permeL de s lmPl l f le r  les  ca lcu ls  géo iné i r lques .  Una auLre  ma 'n iè re

da décr i re  le  vo lume d 'une p laquet te  de  nar tens lLe  cons isLe à

I , a s s i m i  l e r  à  u n e  l n c l u s l o n  e l l i p s o i d a l e  a p P l a L i  e  c . a , . d .  d e  r a ? P o r | -  c / a

Lrès  fa ib le .

Pour analyser les di f férents

norpho log iques  assoc iés  à  Ia

uL l  1  i  sons  done Ia  so luL lon  de

(homogène)  pour  déer l re  I 'énarg le

inéIast iques de Ia transforrnaLion.

l.lous nêgligeans I 'hê'"ê-ro9ênéi àé

Lransfor inaLion et  suPposons que 1a

é las t i que  l soL rope .

aspec ts  c r l  sLa , I  l og raPh l  ques  e t

Tra,nsforn iat lcn nar tensiL ique,  nous

p r o b l è n e  d e  1 ' l n c l u s l o n  P l a s L l q u a

é las t l que  assoc iée  aux  dé fo rmaù ions

é tas l i que  engend rée  Pa t r  l a

matr ice possède u.n comPorLenenL

1  )  A s F e e t s  c l n É m a l i q u e s

f l cus  suppûsûns  que  , Jans  l ' i nc lus l c ,n  de  marLens l t e ,  deu :c  dé fo r raa ' t l ons

iné lasL lques  se  sonL  P rodu i t es  :

-  Ia  déformat lon da Ba, tn :  €8

-  l a  t r ans fo rmaL lon  a  réseau  i nva r l an t  eR I  +  uR l
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qul  conpotrLe une déformat lon pure eR I

u lR t  Dans  l a  ma t r l ee ,  nous  supposons  qu 'une

et  une roLaL lon  "p lasL lque"

défonnaL lon  p lasL lque EP

de nar tens i te ,  Ia

( v .1 )

dans

( t t  D \

, u t l d t .

tv .v )

(  r \\ -  J

d e  I ' l n c l u s l o n

I e  m l  l i e u  s ' é c r l t

,  r . r l l  -  F:  .  \  g
+ ,ilLà - -LA 

)

rêVt

I e Vr

L,"t ç- P

Fq (r) = r.^à +

n 'ues  app l l quées ,  1 ' éne rg le  é las t l que  1 ' l

assoe lée  aux  conL ra lnLes  i nLe rnes ,  on  a  i

e
t, '  (r) àvna

de

un

)u

volune

Lout

r R l
"ix

s;"

S;

un l fonme s 'es t  p rodu l te .

S l  on  dés lgne par  Vr  le

déformat lon  iné las t lque dans

('lr .

[ ,

ou 0tt):

Aspee ' "s  s ta t i  ques

contral

iquement

Ç5 (r)

I ' a b s e n c e

m l  l i e u  e s t

0 t

En

I E

\,V = .,|

T

= 6Ti" t;pul  squÊ [t,àI

f ç ..rr (ry,u- e;; )
)rt d '\M= i

o ù  c l 3  d é s l g n e  t o u t e s  l e s  d é f o r m a L l o n s  d ' o r l g l n e  l n é l a s L l q u e s

s o l  t

i I"r, ( v .4 )tr) ,t-ttg,,i) ùu\,V =
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en

f l / . 5 )

( r / .6 )

(v .7 )

t - u . . 3 . 1

La prenlère Intégrale se transforme en lntégrale de surface et

lntégrale de volume après lnLégra' t lon par parLles

(  t -  ( r \  r  r  ^ i*

w = + lq trl i;^i dt -  ̂ r):r,6")i ' au ̂  i )uÇà 
t') ë;' 'à àv

*J,  o

Le terme efr l  s 'écr l t  d 'aPrès w-I)

r{ rrl = PÏ,à * (ri - t;; tic ) o (r)

Le pre ;n le r  te rne  esL  nu l  pu isque c ; . ;  n . ;  es t  nu1 sur  S

L e  s e c o n d  t e r n e  e s L  n u l  à  c a u s e  d e  l a  p r o p r i é L é  G ; ; ' ;  =  o

on a done :

eL on a pour l ' l

I  t r - *  
"R l  

f

w = -î)":, ('î,.';; )a"-â,,l"u*c! av

o u  t / ,  d é s l g n e  l a  v o l u m e  d e  I a  m a r t e n s l t e  e L v n  I e  v o l u n e  d ' a u s t é n l t e '

pour  une lnc lus lon  e l l lpso lda le  eL  une dé fonnat ion  1né las t lque un l fo r rne

dans [ / ,  ,  cr  est unl forme dans l / ,  '  On a donc :

(

= -#Ju.%t"EiT(r) dv

= - â v, q Gi. rÏ ) - + Eià F,l v*
( r / . 10 )
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(u .  11 )

La.  valeur  rn, f , -JennÊ sur  touL le volunre des eontra lnLes lnLernes éLa,nf

n u l l e  ,  o n  a :

( v .  1e )

Où ë t t  dés lgna  l a  va leu r  noyenne  des  conL ra , i n tes  dans  l a  ma t r l ce

r
û,* = r \  q,* ôu^XYq)^x

Yt'n

(  [ - *  ,  ( . r

+ .J Çi trl ôv = + Jfr àv + + )"3, dv = o

* u, c; (ei;. €l; ) - â r},1 ci v'

+ v, qi (ETà * ,i El'a )

ssrr V* Ef * v, 6i;

on  a  f i na lemen t  :

W= ( v . 13 )

W =-

L 'é taL  de  cont ra ln te  dans  I ' l ne lus lon  se  ea , lcu le  a lsé inen l  à  parL i r  de  la

s o l u L l o n  d u  p n o b l è m e  d e  I ' l n c l u s i o n  p l a s t l q u e .

o n  a :

çà' = Crroo (Irr^*; 5*r-,*) [**- 
(e]-,. u:^) ]

( v . 14 )



92

S o l L  :

V = i v, crioo (h,"^; ?,,,^JttL,; (€:^-'iJltf, - (t:à. tï)] 
(y 1B)

La  p laquaL te  de  mar tens l t e  va  se  fo rmer  en  che rchan t  à  m in lm lse r

l ' éne rg ie  i . J .  P tus leu rs  so luL ions  scn t  poss ib les  se l cn  I e  cc inpo rLenan t

rhéo tag lque  de  I ' aus tén i t e  e t  de  l a  na r tens l t e .

pas d 'acconmodat ion  p tas t lque dans  I 'aus tén iLe  ;  EP =  0

a lo rs  :

v = j- u, ct5w(lrr^ ; 5n,-*) (É:"--" ÉiJ (ti * €ï )

tu .1c)

L 'accomnodaL lon  se  fa i t  a , I o r s  pa r  f  i n te rméd ia l re  de  Ia

déformaLlc 'n à réseau inva,r lant  e RI  et  par  une forr ie  et  unÊ

o r t e n t a t l o n  d e  1 ' e l l l p s o l d e  a d a p t é e .

accommodaL lon  un lquemen t  dans  1 'aus tén l t e  eR t  =  0

a l o r s :

\,v = i v. c;;qr (hr^^; 1r-^) (4,**- €:"^.) ({,- à)
w.L7)

Là encore ,  Ies  dé format lons  Ep e t  1 ' lnc lus lon  Peuvent  s 'a jusLer

pour que l'J = O

accommodatlon mlxte eRr t  O, EP I  O

Dans ce  cas ,  les  lnconpat lb l l l tés  de  la  dé fonnat lon  de  Ba in  sont

accommodées à la fols par une transformatlon à réseau lnvarlant

de  l 'aus tén l te  e t  par  une dé fonnat lon  p lasL lque de  la  mar tens l te .
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5 . 3  â p p l  i c a L i o n  a u  e a s  d e s  a l l l a g e s  F e r - l ' l l c k e l  { 3 0  Z )

a )  H é L h o d o l o g i e  -  p , : F a n i è t r e s  d u  c a l c u l .

D a n s  c e s  a l  I  i a g e s ,  I a  d é f o r m a L i o n  d e  b a i n ,  d é c r i t e  d a n s  l e

r e p è r e  d e  l ' a u s L É n i l e  s ' é c r i L  s o u s  l a  f o r m e

âu€c â1 - 0.13.273'6

c r  =  - $ . 1 3 9 4 5 9

Le  sgs " , , è ; i e  de  g l i ssemenL  condu i san t  à  l a  L rans fo r=maL ian  à  r -éseau

inva r l an t  es t  cho l s i  sous  Ia  f o rme

H. BCTU.4OUIIE ,4.EBER!{'IP',DT ei }'{.BERI/EILLER IAITI onL nontré que c'est

e f fec t i vemÊnt  un  te l  sgs tène qu i  suppor te  la  p lus  g ranCe c lss lan  rédu l te

sous  I 'e f fe t  des  cont ra ln tes  ln te rnes  dues  à  eB

Le tenseup €B e! €R I  prend donc la fonme

eP:=( : '  

: ,  : , )

ià(i) * G (i)

eF:+€ri=(: 
: :) 

+e (::;t



^ À
.:.1

Où e  dés igne I 'ampl l tude du  g l l sser renL dans  la  nar tens lLe  servanL à

accomrnoder  Lo ta lement  ou  par t le l lemenL,  les  inconpat lb l l iLés  dues  à  eF

Poun les  cons tanLes é las t lques  nous  eho ls issons  un  matér lau  lsoLrope e t

honogène teI que

À =  1  .?14O da l { /mme

y = 7540 dal'|,/mma

L ' a c c o r u n o d a L i o n  p l a s t i q u e  d a n s  I a  m a t r i c e  e s t  d i t ' f i c i l e  à  a n a l g s e r

e n  g é n é r a l  c a r  e I I e , i é p e n d  d e s  c o n L r a i n L e s  i n t e r n e s  p e n d a n t  l a  t ' o r i n a L i o n

d e  l a  p l a q u e t [ e  d e  l l s  e t  d e s  c o n t r a i n t e s  a p p l i q u é e s .

n a n s  c e  l r a u a i  I  n o u s  a u o n s  u n i q u e m e n L  t e n t é  d e  m e l t r e  e n  é v i , J e n c e

l ' e f f e t  d ' u n e  a c c o m m o d a l i o n  p l a s t i q u e  d a n s  I a  m a t r i c e  s u t r

l ' o r i e n t a t i o n  f  i n a l e  d u  p l a n  , i ' h a b i t a L .  Ê  c e t  e f  t ' e t ,  n o u s  a r r o n s

c h o i s i  d e s  f o r m e s  p a r L i c u l i è r e s  d e  E f ;  e n  l a i s s a n t  n é a n m m o i n s

u a r i a b l e  I a  q u a n t i t é  d e  d é f o r m a t i o n  p l a s I i q u e  d a n s  l a  m a [ r i c e .  L e s

, l é L a i l s  d e  l a  f o r m e  p r É c i s e , l e  E P  s o n L  p r é c l s é s  l o r s  d e s  r é s u l t a t s .

La  né tho , ie  généna le  de  ca lcu l  cons ls te  à  ehereher  Ie  mln lmurn  de  I , l

fonc t l  on  de  a ,  b ,  e  ,  c r ,  P  , ' (  eL  g

-  a  b  c  s o n L  l e s  p a r a m è L r e s  d e  l ' é l l i p s o î d e

-  n  P  a  r e p è r e n L  l ' o r i e n t a t i o n  d e  I ' e l  I  i p s o l d e  F a r  r a p p o r l  à

l ' a u s t é n i L e

-  S  m e s u r e  à  l a  f o i s  l e  g l i s s e m e n L  p l a s L i q u e  d a n s  l a  m a r L e n s i t e

e L  l a  p a r L  d e  E P  d a n s  I ' a c c o n n o d a t l o n  d e  e B .  P o u r  l l m l L e r  l e s

ca , leu ls ,  nous  avons  f l xé  les  va leurs  de  a  b  e t  c  en  cho ls lssanL un

é l l tpso îde  de  révo lu t lon  (a  =  b )  e t  de  nappor t  de  fo rme c /a .  =  1O-r
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pour  les  d l f fé ren ts  cas  env lsagés ,  nûus  t raçons  des  courbes  de  n lveau de

ru , lans 1e repène cr istal lographlqua courbes qul permetLent de trouver

l ' o r t e n L a t l o n  d e  l a  p l a q u e t t e  w  e s L  m i n l m a l e .  C e L t e  o r i e n t a t l o n  d é f t n l t

le  p lan  d 'hab l t ,a t .  L In  exemple  es t  dcnné sur  Ia  f  lgure  t5  '  1 )  '

/ n P  -  ô  \
[ f J '  -  v  J

L a  f i g u r e  ( 5 . 2 )  r e p r é s e n t e  l a  u a r i a t i o n , j e  u  e n  F o n c t i o n  d e  g .

b )  R é s u l t a t s

Les  résu lLaLs  Lhéor iques  o-ue  nous  présentûns ,  son t  sous  la  fo rne  de

f i g u r e s  i n v e r s e s  d e  p ô } e s  s u r  l e s q u e l l e s  o n  r e p r ' é s e n t e  l e s  p o s i t l o n s  d e s

nor ina les  au  p lan  d 'hab iLaL t rcuvées  Pour  des  Énerg ies  mln ina les .

1  .  * cco i i cCa ' .  i  cn  Fu i -e  Cans  Ia  ma i -Lens  i  Le  (EF  =  l i )

Dans ce cas,  la ,  normale au p lan d 'habi laL t rouvée corres l iond au vecfeur

f  ca .?9s  ;  -0 .e69  ;  o .Go l )

S u r  l a  f i g u r e  ( 5 . 1 )  o n  a  l e s  c s u r b e s  d ' i s o é n e r g i e  t r a c é e s  e n  f o n c t i o n  ' i e

l a  n o r n a l e  a u  p l a n  d ' h a b i t a l .

L ' o r i e n L a t i o n  d e  l a  p l a q u e t t e  d e  r n a r t e n s i t e  c o r r e s p o n d a n L  a u  m i n i m u m

d ' é n e r g i e  d e  d é f o r m a L i o n  é l a s L i q u e  e s L  d o n n é e  p a r  l e  p l a n  d ' h a b i t a l

c r i s L a l l o s r a p h i q u e  ( ? . 9 5  0 . 6 9  6 . 0 1 .  ) ,  c ' e s L  à  d i r e  ( 1 1  T  9 )

L e  p l a n  d ' h a b i t a t  o b s e r v é  e x p é r i m e n t a l e n e n L  p a r  N I S H I V A | I A  [ 2 8 ]  p o u r  d e s

t e n e u r s  e n  n i c k e l  s ' é t e n d a n t  e n  L r e  ? ?  e L  3 4 " , 4  e n  p o i d s  e s L  s e n s i b l e m e n t
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c e  p l a n  c r i s t a t l o g r a p h i q u e  ( 2 5 9 ) .

O n  r e m a r q u e  u n e  d i f f é r e n c e  e n t r e  l e s  d e u x  p l a n s

D e r g e  ( 2 9 )  o n L  r n o n t r é  q u e  l e s  p l a n s  d ' h a b i t a L s

a l l i a g e s  F e - i { i  d é p e n d a i e n t  d e  l a  L e m p é r a t u r e  d e

d ' h a b i  t a t s .  l l e h l

p r é  s e n  [ é  s  p a r

d é f o r n a L i o n  , i e

e I

l e s

l a

m a r L e n s i L e .

S i  o n  o b s e r v e  p a r f o  i  s

p r é s e n t é s  p a r  d i  f f é r e n t s

a u s s i  , j e  l a  c o m F o s i t i o n

e i : F é r i n e n L a l e  C e s  i n d i c e s

J i l :  - - r  -
U E  I  !  I - T L E .

u n e  d i s p e r s i o n  n o t a b l e  e n I r e  l e s  r é s u l L a L s

a u t e u r s  c ' e s L  p a r c e q u e  l e  p l a n  d ' h a b i t a L  d é p e n d

d e  l ' a I  I  i a s e  ;  d e  p l u s  l a  d é L e r i n i n a t i  o n

c r i s L a l  l o g r a p h i q u e s  , i u  p l a n  d ' h a b i t a L  e s t

2 )  Ê c c o n s i o d a t l  o n  m i x t e

L a  f c r n a l i o n  d e s  F l a q u e t t e s  d e  n a r L e n s i t e  i n r p l i q u e  u n  c i s a i l l e n e n L

d o n c  u n e  n o d i f i c a l i o n  d e  f o r m e  d e  I a  r é g i o n  L r a n s i o r m É e .  I  I  s ' a i o u L e

e n  o u t r e  u n e  u a r i a t i o n  r e l a t i v e  d e  v o l u m e ,  l o r s q u e  l e  p r o d u i L

n a r t e n s i t i q u e  e t  l a  p h a s e  m è r e  o n L  d e s  d e n s i t é s  d i f f é r e n L e s .  E n

c o n s é q u e n c e  I a  f e r n i a L i e n  d e  l a  i - c a r t e n s i t e  e n t r a i n e  l a  c r é a t i o n  d e

c o n t r a i n L e s  a u  s e i n  d e  I a  m a t r i c e  n o n  t r a n s f o r r n é e ,  d o n t  l ' i m p o r t a n c e

e s L  d ' , : u t a n L  p l u s  g r a n d e  q u e  l e s  p l a q u e t L e s  d e  r n a r t e n s i L e  s o n L  p l u s

É n . e i  c c p c

L e  n i v e a u  d e  c s n t r a i n t e s  p e u l  a t t e i n d r e  l a  l i m i t e  d ' É l a s L i c i L é  d e  I a

p h a s e  m è r e .  C e l  l e - c i  s e  d é P o r m e  p l a s L i q u e m e n L  e L  c e t t e  d é f o r m a t i o n

p e u l  é g a I e m e n L  a f f e c L e r  l a  m a r L e n s i t e  e l l e - m ê m e .

l . l o u s  i l t u s L r o n s  s u r  l e s  f  i g u r e s  s u i v a n t e s  l ' i n f  l u e n c e  d e

l ' a c c o m n o d a t i o n  a u  s e i n  d e  l a  p h a s e  m è r e  s u r  l ' o r i e n t a t i o n  d u  P l a n
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d ' h a b i  t a L  .

On no te  EP le  Lenseur  de  dé format lon  p las t tque macroscop lque de  Ia  phase

mère .  Nous cho is lssons  d l f fé ren tes  fc ' rmes pour  EP mals  au tor lsons  Par

f  i  nt  ernéd 1al i .e , j '  un f  acteur d'  a.ccon,roca,ài  cn 'a une répart l  Lï  on

de ce l le -c l  en l re  la  phase mère  e t  Ia  mar tens l te .

1er  cas

La forme de EP esL donnée Par : E ? = a g (i::)
Dans ce cas Ia normale au p lan d 'habi tat  t rouvée c iépend de la,  va le i : . r  de

t t .  S u r  l a  f i g u r e  ( 5 . 3 )  o n  r n o n t r e  l e s  d l f f é r e n t e s  p o s i t l o n s  d e s  p l a n s

d 'hab i t a t s  en  i - onc t l c ,n  de  u .  La  pos lL ion  l  es t  une  pas iL lon  da  ré fé renee

où  cc  =  0  a lo rs  que  Ia  pos l t l on  2  eo r respond  à  a  =  7 /2  e t  au  p l ' an

(8  O  6  )  comrne  i l  f a l l a i t  s ' . J  a t t end re ,  ûn  cbse rve  une  i n f l uenee

ncLab le  de  I ' accc r r rnoda t ton  p lasà ique  dans  1 'aus tén i tÊ  su t r

1 ' , o r i en taL l cn  du  p la ,n  d ' hab i i a t .  Dans  eÊ  cas ,  I a ,  no r i r a l e  au  p lan

d ' h a b i t a t  s e  r a p p r o c h e  d e  l a .  z o n e  ( 1 O O ) ,  ( 1 1 1 ) ,  c Ê  q u l  e s t  P I u s

confor ine au-=c obser=vat lans expér lnenta les.

2 e  c a s  :  â c c o m o d a t l o n  p a r  c l s a i l l e m e n t  d a n s  l e  p l a n  ( 2 , 3 )

D a n s  c e  c a s ,  o n  a  :

(:i:)E P = u g



L a  n o r m a l e

rapprochen

l a n  d ' h a b i  L a L

' a - x e  ( 1 0 0 ) .

t e n d a n c e ,  I  o r s q u e  a

3 e  c a s  :  â c c o m m o d a t i o n p a r  u n  d o u b l  e  c i  s a i  I  I  e m e n t

E P =  a g

D a n s  c e  c a s ,  l ' D r i e n t a l i o n  f i n a l e  d u  p l a n  d ' h a b i t a l  l o r s q u e  u  a u g m e n t e

Lend à se rapprocher de I 'c ' i=lentat lon {935) qul est courammenù

observée dans  le  cas  de  cerLa ins  ac lens  (Fe  g%ee L? ' "e \

4 e  c a s  :

L ' a c c o - * n c d a L i o n  p l a s t i q u e  d a n s  l ' a u s t é n i L e  d É p e n d  à  l a  f s i s

d e s  c o n t r a i n L e s  i n l e r n e s  a s s o c i é e s  à  l a  f o r m a t  i  o n  d e s  p  I a q u e t I e s

d e  n i a r L e n s i t e  e L  d e s  c o n t r a i n t e s  a p p l  i q u É e s  c u i  p e u u e n t

c r i e n t e r -  l ' é c o u l e m e n L  p l a s t i q u e  d a n s  l ' a u s t é n i  L e .  P o u r  p r e n d r e  e n

c o m p t e  l ' e f f e L  d e s  c o n t r a i n t e s  a p p l  i q u é e s  n o u s  s u p p o s o n s  q u e  l ' é l a L

d e  c o n L r a i n L e s  a p p l i q u é e s  e s L  u n e  t r a c L i o n  s i m p l e .

L a  f o r m e  d e  l ' é c o u l e m e n L  p l a s t i q u e

e s L  c h o i s i e  d ' a p r è s  l a  l o i  d e  L e u g  f l i s e s

a s s o c i é e  à  c e L t e  c o n t r a i n t e

d  E i ;  =  s ; ;  d À

Dans le  cas  ou  une cont ra ln te

Ei;  pnend la forne

98

augmente à se

de t rac t lon  es t  app l lquée se lon  1 'a :<e  3 ,

É u P

d e I

(i:i)
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. E l ;  = a g ( : : : )

L a  f l g u r e  ( 5 . 6 )  r e p r é s e n t e  I ' é v o l u t i o n  d e  l a  n o r n a l e  a u  p l a n  d ' h a b i L a t

dans  ce  cas .  0n  obset rve  que ceLte  normale  Lend à  se  rapProcher  de  I 'axe

[111 ]  Io rsque I 'acconmodat ion  p lasL lque dans  la  n ra tn ice  aug: "nenLe.

Cec l  peut  se  fa l re  par  augnenta t lon  des  con l ra in tes  app l iquées  e t

do l t  pouvo i r  s 'observer  expér inenLa lemenL.

De la  mêrne man lère ,  Io rsque t r  
"on t " t inLe  

de  t racL lon  es t  para l lè Ie

à  [ 1 1 1 ]  o n  c , b s e r v e  ( f i É -  5 . 7 )  q u e  l a  n o r m a l e  a u  p l a n  d ' h a b i L a , t  L e n d  à  s e

rapprccher de I 'a; :e [  2SS ]
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5 . , 1  .  D l s c u s s l o n  e t  c q n c l u s i o n s

Le mécani  s i ie  phgstque de défor i i ra t ion assoclé à une t ransforrnat ion de

phase  es t  comp le : : e  e t  d l f f i c i  l e  à  ana l yse r  dans  l e  cas  géné ra l .  Pcu r  l es

L rans fc , r= r ,a t i cns  marLens lL iques ,  l es  t héo r l es  c l assTques  supposen t  o -u ' une

L rans fo rmaL ion  à  réseau  i nva r i an t  (g l i s semen t  ou  i nac lage )  su f f l sen t  pou r

aceo inmader  l es  con l ra inLes  i n te rnes  dues  à  I a  , j é fa r i na t l sn  i né las t i que  de

Ba in .  Dans  de  nc , r rb reux  cas ,  i 1  en  es t  a i ns l .  Ces  cas  co r responden t  en

g :éné ra I  aux  s i t ua l l ons  ' j ans  l esque l  l es  1 ' aus tén i t e  possède  une  l im l t e

é las i l que  su f f i samr ren t  ê levée ,  pouP  que ,  Ê t r  1 ' absence  de  con t ra ln tes

a p p l i q u é e s ,  i I  n ' s  a l t  p a s  d ' é c o u l e m e n t  p l a s t i q u e  d a n s  l a  P h a s e  n è r e .

Par conl r=e,  1 i  e>: . ! .  s ta de n, :nbreus-=s s lLuaLions F,ûur  lesquel  les 1a,

t L . 4 ^ - r  -  - L < - - - t -ur r su ! ' rE  y t r r= t rw . t t t o r {3 loÉ ique  e lass ique  es t  i nsu l f i san te  ca r  e I I e  ne  p rend

pas  en  co inp le  l a ,  poss ib i l i t é  de  re laxa t i on  p lasL ique  dans  l a  phase  mère .

t ' es t  1e  do : i i a i ne  Ce  Ia ,  p l as t i c i Lé  de  L rans fo r r raL ion  coup lée  te l  l e

q u ' e l l e  a ,  ê L é  d é f i n i t  p a r  P a t o c r  e t  B e r v e i l l e r  [ 3 0 ] .  C e  c a s  e s t

r reLLerrrenL p lus ecmpl .exe à anal 'Jser .  I {ous avûns ,nontrÉ sur  des cas

s i m p l e s  e t  a v e c  d a s  h g p o t h è s e s  s i m p l l f i e a t r i c e s ,  q u e  l e s  e f f e t s  d ' u n e

aceo : r ,mc , j aL ïon  p ) .as t l que  dans  1 'aus tén l tÊ  su r  1 ' a r l enLa t l on  de  l a  no rma le

au  p lan  d ' hab i t a t  sonL  L r ' ès  i r npo r tan ts .

Ce t te  p re rn iè re  app roehe  es t  ac tue l l emenL  rep r i se  dans  un  con tex te  p lus

g l o b a l .
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U I  )  C o n c l u s l  o n

Le bu t  de  ce  Lrava l i  é ta i t  doub le .

1) é laborer  un prûgrarnme pernie l tanL de t ra l  Ler  les problèrnes

c o m p l e : : e s  d ' i n e l u s i o n s  ( l n c l u s i c ' n  é l l i p s o I d a l e  d a n s  u n e  r n a L r i c e  1 1 n é a l  r e

anisofrope) .  CeL object l f  a  éLê aLLein i  eL ce p l - tgra;nrne est  actuel le : i ien l

u t i l i sé  pa r  de  nc 'mbreuses  pe rsûnnes  au  l abo ra fo l re .

" )  
a p p l l q u e r  l e s  s o l u L l o n s  , l u  p r o b l è m e s  d e  I ' i n c l u s i o n  é I l i p s o i , l a l e

à , iegx s l tuat ions phEsl . fu .Ês pûur lesquel les les ef ie ' "s  de for i -ue scnt

i npc'rtants :

-  1e  prob lène de  I 'évo luL icn  du  champ de eont ra in te  ln te rne  e t

d e  r o t a t l o n d e  r é s e a u  c r l s t a l l ! . n d a n s  l e s  p o i s c r i s t a i . x  p o s s é d a n t  u n e

texture inorphologi que

- Ie F,r=oblène , ie l 'a.ecomrncdaLian plaet ique d'une pIa'quefLe

de marLer rs i te  pa , r  dé formaL lon  p las t ique de  I 'aus tén l te .

Dans ces deux si tuât lons phsslques, nLîus avons montré que les effets de

formes e t  d 'o r len ta t ton  Jouent  un  rô Ie  cons ldérabIe  qu l  do lvent  ê t re

pr ls  en  compte  dans  les  modè les  p lus  g lobaux  de  dé terminat lon  des

p iopr lé tés  e f fec t l ves  des  maLén laux  héLérogènes.
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