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I  N T R O D U C T  I  O N  G E N E R A L E

U n e  t e n t a t i v e  i n t é r e s s a n t e  d ' e x p l  i c a t i o n  d e  l a  n a i s s a n c e  d e

l a  t u r b u l e n c e  e s t  f a i t e  p a r  L A N D A U  t t , 2 J  .  L ' a u t e u r  a t t r i b u e  c e

p h é n o m è n e  à  u n e  s u c c e s s i o n  d e  m o d e s  d ' i n s t a b i  I  i t é s  ( r É g i m e

t r a n s i t o i r e ) . n É s  d e  I ' a m p l  i f i c a t i o n  d ' u n e  p e t i t e  p e r t u r b a t i o n  e u

s e  i n  d e  I  '  é c o u  I  e m e n t  .

C e  s c h é m a  p e u t  Ë t r e  m i s  e n  É v i d e n c e  d a n s  d e s  m o u v e m e n t s

-  c o n v e c t i f s  ( p r o b l è m e  d e  R a y l e i g h - B É n a r d )  r  g é n É r É s  d a n s  u n e

c o u c h e  d e  f l u i d e  h o r i z o n t a l e , d ' É p a i s s e u r  d o n n É e , s o u n i s e  à  I a

p e s a n t e u r  e t  â  u n  g r a d i e n t  d e  t e m p É r a t u r e  v e r t i c a l  .  e t  o r i e n t É

v e r s  I e  b a s  t 3 l

-  t o u r n a n t s .  c o n t '  i n é s e n t r e d  i  v e r  s e s g é o m É t r i e s

c o n c e n t r i q u e s ,  [ 4 ]  :  s p h è r e s [ 5 r 6 1 , c Ë n e s  t 7  i r e l  I l p s o ï d e s  t B ] . . . .

D a n s  l e  s e c o n d  c a s ,  l a  g é o m é t r i e  c y l  i n d r i q u e r  c o n n u e  s o u s  l e

n o m  d '  é c o u  I  e m e n t  d e  T a y  I  o r - C o u e t t e ,  a  s u s c i  t é  d e  n o m b r e u x  t r a v a u x

t a n t  t h é o r i q u e s  q u ' e x p é r i m e n t a u x , d e p u i s  b i e n t Ë t  u n  s i è c l e

L e s  a u t e u r s  s ' a t t a c h e n t  g é n é r a  I  e m e n t  à  é t u d  i  e r  q u a  I  i  t a t  i  v e m e n t  e t

q u a n t i t a t i v e m e n t  I e  p r o c e s s u s  d ' a p p a r i t i o n  e t  d e  d é v e l o p p e m e n t

d e s  i n s t a b i  I  i t é s  e t  d e  l a  t u r b u l e n c e  .  I  I s  c o n s i d è r e n t  q u e  l e s

p a r t i c u l e s  s o l  i d e s ,  é v e n t u e l  l e m e n t  p r é s e n t e s  à  d e s  f i n s  d e

v i s u a l  i s a t i o n  t 9 l  o u  t e c h n i q u e s ,  ( e f f e t  D o p p l e r  s u r  d e s  p a r t i c u l e s

s p h é r i q u e s  e n  a n É m o m É t r i e  l a s e r .  t l o J ) , n e  m o d i f i e n t  p a s  l a

r h é o l o g i e  d u  f  l u l d e  e n  m o u v e m e n t
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O r ,  i  i  e s t  d i f f i c i  l e  d e  n É g l  i g e r  d é f i n i t i v e m e n t  t a n t  d a n s  l a

n a t u r e .  ( m É t é o r o l o g i e ,  .  .  .  )  q u e  d a n s  I '  i n d u s t r i e  ( a é r o n a u t i q u e ,  .  .  .  )

q u i  y  t r o u v e n t  u n e  a p p l  i c a t i o n  t 1 1 , 1 2 J ,  l e s  e f f e t s  I  i é s  à  l a

p r  ê s e n c e  d e  p a r  t  i  c u  I  e s  s o  I  i  d e s

D a n s  c e  c h a m p  d ' é t u d e s ,  I ' e s s e n t i e l  d e s  t r a v a u x  e s t

l a  r é d u c t i o n  d u  f r o t t e m e n t ,  o b t e n u e  p a r  I ' i n t r o d u c t i o n

a p p r o p r i e s  à  l ' É c o u l e m e n t  e n  r é g i m e  t u r b u l e n t  t  1 3 1

C ' e s t  l à  u n  p h É n o m È n e  c e r t e s  i m p o r t a n t  m a i s  d o n t  l e s

p e u v e n t  d i f f i c i  l e m e n t  Ë t r e  g É n é r a l  i s É s r d u  f a i t  q u ' i  I s

c o n s a c r Ë  à

d ' a d d i t l f s

r É s u  I  t a t s

s o n t  I  i  È s

a u  c o u p l e  " s o l v a n t - a d d i t i f ' r  u t i l i s é  .

P a r  a i  I  I e u r s .  l a  s o l u t i o n  o b t e n u e  e s t  g É n É r a l e m e n t  n o n - n e w t o n i e n n e

E t 4 ) .  C e c i  c o m p l i q u e  d a v a n t a g e  l e  t r a i t e m e n t  t h é o r i q u e  e t  t e n d  à

, i u s t i f  i e r  I a  r a r e t É  d e s  p u b l  i c a t i o n s

I I  s e m b l e  d o n c  q u e  l a  m a l t r i s e  d u  p r o b l è m e  d e  T a y l o r - C o u e t t e  p o u r

I  e s  s u s p e n s  i  o n s  p a s s e  p a r  u n e  p r é a  I  s b  I  e  i n v e s t i  g a t l o n  d e  m o d è  I  e s

d e  b a s e ,  o t r  l a  f o r m e  d e s  p a r t i c u l e s  p r é s e n t e  u n e  c e r t a i n e

s y m é t r i e .

L e  c a s  d e s  s p h è r e s

h é m o r h É o  I o g i e ,  [  1 5 1 ,  e s t

a p p r o c h e ,  d u  f a  i  t  d e  l  e u r

r i g i d e s  q u i  t r o u v e  u n e  a p p l  i c a t i o n  e n

n a t u r e  I  I  e m e n t  i n d i q u É  p o u r  c e t t e

i  s o t r o p  i  e

D a n s  l a  p r a t i q u e ,  I e  m o u v e m e n t  d e  I a

É q u a t i o n s  u s u e l  l e s  d e  c o n s e r v a t i o n  d e  l a

d e  m o u v e m e n t  .  A u s s  i ;  I  e  p r o b  I  è m e  s e

d é t e r m i n a t i o n  d e s  l o i s  r h é o l o g i q u e s

s u s p e n s i o n  e s t  s o u m i s  a u x

m a s s e  e t  d e  l a  q u a n t i t é

r a , m è n e  à  c e  I  u i  d e  I  a

à  u t  i  I  i  s e r  d a n s  c e s

é q u a t  i  o n s  .
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A  f a i b l e s  c o n c e n t r a t i o n s  ( c  <  O . 2 5 ) ,  l e s  s u s p e n s i o n s  c o n s i d É r ê e s

s o n t  n e w t o n i e n n e s  t  1 6 1  .

C e p e n d a n t ,  i a '  I o i  d e  v a r i a t l o n  d e  l e u r  v i s c o s i t É  e n  f o n c t i o n  d e  l a

c o n c e n t r a t  1 0 n n t  e s t u n a n  i  m e m e n t a o m  t  s e ( f o r m u l e

d '  E i n s t e i n ,  [  1 7 J  ) ,  q u e  p o u r  c o .  1 0  ,  [  1 6 ,  1 8 ,  1 9 ]

L o r s q u e  c  >  O . 2 5 ,  I a  s u s p e n s i o n  e s t  n o n - n e w t o n i e n n e

c o m p o r t e m e n t  e s t  c e l u i -  d ' u n  f  l u i d e  d e  B i n g h a m  t 1 6 l

0 r , l à  e n c o r e , l ' é t u d e  p u b l i é e  p a r  G R A E B E L  f . 2 0 )  d e m a n d e

c o m p  I  é t é e

5 o n

à Ë t r e

L e  p r é s e n t  t r a v a i  I  c o m p o r t e  t r o l s  p a r t i e s

D a n s  I  e  r a p p o r t  b i b  I  i o g r a p h i q u e ,  n o u s  p r é s e n t o n s  I  ' é t a t  d e s

r e c h e r c h e s  s u r  l ' é c o u l e m e n t  d e  T a y l o r - c o u e t t e  e n  f  I u i d e s

n e w t o n i e n  e t  n o n - n e w t o n i e n

L e s  c a l c u l  s  s u r  I a  t r a n s i t i o n  a u  p r e m i e r

( t r a n s i t i o n  I a m i n a i r e - t o u r b l  I  I o n s  d e  T a y l o r )

n é c e s s i t e n t  l a  c o n n a i s s a n c e  d u  c h a m p  d '

s o  I  v a n t .

m o d e  d ' i n s t a b i l i t É

d a n s  I a  s u s p e n s i o n

é c o u  I  e m e n t  d a n s  I  e

A u s s i , p r é s e n t o n s - n o u s  c e t t e  é t u d e  d a n s  I a  s e c o n d e  p a r t i e  .  U n e

t h é o r i e  I  i n É a i r e  s u f f i t  p o u r  c e l a  c a r ,  s e u l s  l e s  p a r a m è t r e s

c r i t i q u e s  e t  l e  c h a m p  h y d r o d y n a m i q u e  i n t e r v i e n n e n t .

D a n s  I a  t r o i s i È m e  p a r t i e ,  q u i  t r a i t e  d e  l a  t r a n s i t i o n  e n  p r é s e n c e

d e s  p a r t i c u l e s , n o u s  é t u d i o n s  I ' e f f e t  d e  l a  c o n c e n t r a t i o n  s u r

I ' a p p a r i t i o n  d e  I  t  i n s t a b i l i t é  d a n s  I e  m o d è l e  n e w t o n i e n , p u i s  n o u s
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c o m p l É t o n s  I ' É t u d e

B i n g h a m

d e  G R A E B E L '  d e l a  i r a n s i t i o n  d a n E  u n  f  l u i d e



T 5

P R E M  I  E R E  P A R T  I  E

R A P P O R T  B  I B L I  O G R A P H  I Q . U E
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I  N T R O D U C T  I  O N

L a p l u p a r t d e s t r a V a u x s u r l , É c o u l e m e n t d e T a y l o r - C o u e t t e o n t

P o u r b u t d e d É t e r m i n e r l e s é t a p e s P a r l e s q u e l l e s l ' é c o u l e m e n t

d e v i e n t  t u r b u l e n t .  a i n s i  q u e  l e s  p a r a m è t r e s  q u i  i n f  l u e n c e n t  I e s

t r a n s i t i o n s  é v e n t u e  I  I e s

N o u s  p r É s e n t o n s  q u e  I  q u e s  é  I  É m e n t s  d e  r É p o n s e  '  d É g a g é s  d e

b i b l i o g r a p h i e , a i n s i q u e l e s p r i n c i p a l e s m é t h o d e s t h é o r i q u e s

e x p é r i m e n t a l e s  q u i  Y  o n t  c o n d u l t

L a p r é s e n c e d e p a r t l c u l e s d a n s u n é c o u l e m e n t d e f l u i d e

n e w t o n i e n  a  p o u r  e f f e t  d ' e n  m o d i f i e r  l e  c o m P o r t e m e n t ' à  p a r t i r

d '  u n e  c e r t a i n e  c o n c e n t r a t i o n

A p r à s  a v o i r  r a p p e l é  d e s  é l é m e n t s  e s s e n t i e l s  d e  l a  r h é o l o g i e  d e s

s u s P e n s i o n s ' n o u s p r É s e n t o n s l e s p r l n c i p a u x r é s u l t a t s d e s t r a v a u x

s u r l e s t o u r b i l l o n s d e T a y l o r e n f l u l d e n o n - n e w t o n i e n

l ^
l é

e t
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C H A P  I  T R E  1 .  1 .

P H E N O M E N O L O G I E  D A N S  L ' E C O U L E M E N T  D E  T A Y L O R - C O U E T T E

1 .  1 .  1 . R é g i m e s  d '  É c o u l e m e n t

L e s  p r e m i è r e s  é t u d e s  s u r  I r é c o u l e m e n t  e n t , r e  d e u x  c y l i n d r e s

c o a x i a u x  e n  r o t a t i o n  ( É c o u t e m e n t  d e  T a y l o r - c o u e t t e )  e t  d e  r a y o n s
t r È s  v o i  s  i  n s  f u r e n t  e f  f e c t u É e s  p a r  c 0 U E T T E  t z t J  .  s o n  É t u d e .  q u i

a v a i t  p o u r  b u t . d e  d É t e r m i n e r  l a  s i g n i f i c a t i o n  p h y s i q u e  d e  r a
v i s c o s i t é  r é v é l a  u n e  d i s c o n t i n u i t é  d a n s  l a  c o u r b e  d e  v a r i a t i o n  d u
c o u p l e  d e  f r o t t e m e n t  e n  f o n c t i o n  d e  l a  v i t e s s e

I  I  a t t r i b u a  c e t t e  d i s c o n t i n u i t é  à  u n  c h a n g e m e n t  d e

n ' é t a i t  p a s  p r é v u  p a r  l a  t h é o r i e  l a m i n a i r e

L e  c r i t è r e  d e  s t a b i l i t É  d e  R A Y L E I G H  t 2 2 J  r e l a t i f  a u  f  l u i d e
p a r f a i t  d a n s  c e t t e  g é o m é t r i e  n e  p e u t  n a t u r e l  i e m e n t  s , a p p l  i q u e r
q u ' a u x  É c o u r e m e n t s  s a n s  e f f e t s  d e  p a r o i s  ( m é t É o r o l o g i e . e t c  . . .  )

c ' e s t  e n  1 g z 3  q u e  T A y L o R .  t 2 s r ,  d a n s  u n e  é t u d e  d e v e n u e
c l a s s i q u e r a m é l i o r a  c e  c r i t è r e  p a r  l a  p r i s e  e n  c o m p t e  d e  r a
v i s c o s i t É

e t

e x t é r  i e u r  r  r e s p e c t i  v e m e n t ,  I  e

T a y l o r - C o u e t t e  c e s s e  d ' ê t r e

s u i v a n t e s .  I g , 2 4 J  t

p r o c e s s u s  p â r  l e q u e l

l a m i n a i r e  p e u t  a v o i r

r é g i m e  q u i

t e s s e s  d e  r o t a t  i  o n

l 4 t É r  i  e u r e t

I  '  é c o u  I  e m e n t  d e

l e s  d e u x  f o r m e s

E n  d é s i g n a n t  p a r  ( f l r , e z )  e t  ( R r , R z )  I e s  v i

I  e s  r a y o n s  d e s  c y  I  i n d r e s
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Pour  un

rég ions

t u r b u  I  e n t e ,

-  t s 1  c 1

n o m b r e  d e  R e y n o l d s

- d i  s t i n c t e s

s é p a r ê e s  p a r

f l r  )  f l z , l a

-  D a n s  l e  c a s  o ù  f l r  (  f t 2 ,  l a t r a n s i t i o n  e s t  b r u s q u e

R e  d o n n é ,  I e  c h a m p  s e  d i v i s e

I ' u n e  l a m l n a i r e . e t

d e s  s u r f a c e s  s u s c e p t  i b  I  e s  d e  s e

t r a n s i t l o n  s ' e f f e c t u e  à  l a

e n  d e u x

I  t  a u t r e

P r o P a g e r

s u i t e  d e

b i f u r c a t i o n s

A  p a r t i r  d e  l ' é c o u l e m e n t  d e  C o u e t t e  d e  b a s e .  f a i s o n s  c r o f t r e

p r o g r e s s i v e m e n t  Q ,  L o r s q u e  R e  e s t  l ê g è r e m e n t  s u p é r i e u r  à  u n e

v a l e u r  c r i t i q u e  R e . , , i l  s e  p r o d u i t  u n e  b r i s u r e  d e  l a  s y m É t r i e  d e

I  ' É c o u  I  e m e n t  s e  I  o n  I  ' a x e  d e s  c y  I  i n d r e s  .

L ' é c o u l e m e n t  q u i  r e s t e  l a m i n a i r e r s e  p r o d u i t  d a n s  d e s  c e l l u l e s

t o r o Ï d a l e s  c o n t r a r o t a t i v e s ,  I  i m i t É e s  p a r  d e s  p l a n s  t r a n s v e r s a u x

L e s  I  i g n e s  d e  c o u r a n t  d a n s  c h a q u e  c e l  l u l e  s o n t  s e m b l a b l e s  à

c e l  l e s  d ' u n  t o u r b i  I  l o n ,  ( f i g .  1 a r  1 b ) .  L a  t r a v e r s é e  d e  R e . ,  p a r  R e

a  d o n n é  n a i s s a n c e  à  d e s  t o u r b i  I  I o n s  p e r m a n e n t s  d e  T a y l o r  d a n s

I ' É c o u l e m e n t  d e  C o u e t t e ,  d o n t  o n  d i t  q u ' i  I  a  s u b i  u n e  b i f u r c a t i o n

C ' e s t  I e  r é g i m e  d e s  t o u r b i l  l o n s  d e  T a y l o r  ( T . T .  ) .

F a i s o n s  e n c o r e  c r o t t r e  p r o g r e s s l v e m e n t  e r  A  p a r t i r  d ' u n e

d e u x i È m e  v a l e u r  c r i t i q u e  R e . 2 , l e s  c e l l u l e s  h o r i z o n t a l e s

p r é c É d e n t e s  p r e n n e n t  u n e  f o r m e  o n d u l é e ,  ( f i g .  1 c ) .

P a r  a i l l e u r s ,  l ' É c o u l e m e n t r q u i  r e s t e  e n c o r e  l a m i n a i r e . e s t

p é n i o d i q u e  d a n s  l e  t e m p s  .  I  I  a  s u b t  u n e  b r i s u r e  d e s  s y m é t r i e s

a z i m u t h a l e  ( p a r '  r o t a t l o n  p a r  r a p p o r t  à  0 z ) .  e t  t e m p o r e l  l e  .  c e t t e

d e u x l È m e  b i f  u r c a t i o n  f  a i t  a p p a r a l - t r e  d e s  t o u r b i  I  l o n s  o n d u l a n t s  d e

T a y l o r  ( r É g i m e  T . 0 . T .  ) .
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I  I  e s t  c e r t e s  P o s s i b l e  d e  m e t t r e  e n  É v i d e n c e  q u e l q u e s  a u t r e s

b i f u r c a t i o n s .  l a  t r o i s i è m e  f a i s a n t  a p p a r a r t r e  d e s  t o u r b i  I  I  o n s

o n d u  I  a n t s  m o d u  I  É s  d e  T a y  I  o r  ( T .  O .  M .  T .  )  ,  m a i  s  t r è s

v i t e .  l ,  É c o u l - e m e n t  d e v i e n t  p l e i n e m e n t  t u r b u l e n t

N o t r e  é t u d e  c o n c e r n e  r e  s e c o n d  c a s  d e  t r a n s i t i o n

s a n s  r e s t r e i n d r e  l a  g é n é r a l  i t É  d e s  r é s u l  t a t s .  n o u s  n e

c o n s i d é r e r o n s  g u e  l e  c a s  c l a s s i q u e  d u  c y r  i n d r e  e x t Ê r i e u r

i m m o b  i  I  e

L e s  r é g i m e s  T .  T .  e t  T .  O .  T .

f a i t s  e s s e n t i e l  s  s u i v a n t s  :

s e  c a r a c t é r i s e n t  p a r  l e s  t r o i s

-  à  l ' é c o u l e m e n t

p e r t u r b a t e u r  à  t r o i s

p r i n c i p a l ,  s e

c o m p o s a n t e s

s u p e r p o s e un m o u v e m e n t

-  I  a  s t r u c t u r e  d u  c h a m p  d ' é c o u  l  e m e n t  n ,  e s t  p  l  u s  e n t  i  ê r e m e n t

d é t e r m i n é e  p a r  l e  s e u l  n o m b r e  d e .  R e y n o l d s  .  L e s  f a c t e u r s

g é o m é t r i q u e s  ( c o n d i t i o n s  a u x  e x t r é m l t é s  e t  l o n g u e u r  L  d e s

c y l i n d r e s ) . e t  l e s  c o n d i t i o n s  i n i t l a l e s . j o u e n t  e n  e f f e t  u n  r Ë l e

i m p o r t a n t

-  l e  n o m b r e  d e  c e r  r u l e s  d e  T a y l o r  o u  a n n e a u x  t o r o r d a u x

e s t  p a i r  s r  l e s  c o n d i t i o n s  i m p o s é e s  a u x  e x t r É m i t É s  s o n t

i d e n t i q u e s  ( s y s t è m e  s y m é t r i q u e ) .  I  l  e s t  i m p a i r  d a n s  l e  c a s

c o n t r a i r e  ( s y s t è m e  d i s s y m é t r i q u e ) .

c e  p r  i n c i p e  i n t r o d u i t  s y s t é m a t l q u e m e n t  u n e  i n c e r t i t u d e  Â n  =  [

s u r  l e  n o m b r e  d e  c e r  l u l e s ,  d a n s  t o u t e  e x p ê r i e n c e  E t  p a r t a n t ,  u n e

i n c e r t l t u d e  d e  ô k  =  L / n , s u r  r a  l o n g u e u r  d ' o n d e  d e  l , É c o u l e m e n t

a x i a l  .
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L . t . 2 . A p p a r i t i o n  e t  d ê v e l o p p e o e n t  d e s  T . T .

a )  .  A p p a r  i  t l o n  d e s  1 ' .  T .

L a  r e p r é s e n t a t i o n  d e  l ' é c o u l e n e n t  p a r  d e s  c y l  i n d r e s

i n f  i n i m e n t  I  o n g s  d o n n e  d e s  r é s u  I  t a t s  e n  b o n  a c c o r d  a v e c  I  e s

e x p ê r i e n c e s  u e n é e s  s u r  u n  a p p a r e i  I  l a g e  d e  r a p p o r t  d ' a s p e c t  r

( r a p p o r t  e n t r e  l a  l o n g u e u r  e t  I ' e n t r e f e r  d )  s u p ê r i e u r  à

Ë r t 2 5 J r e t  d e  l o n g u e u r  s u f f i s a n t e  r l 2 S  à  2 8 l .

C ' e s t  a i n s i  q u e  C O L E  t Z S l  a  o b t e n u  d a n s  d e  t e l l e s  c o n d i t i o n s

d ' e x p É r i e n c e r u n  n o m b r e  d e  T a y l o r  c r i t i q u e  T .  ( p r o p o r t i o n n e l  a u

R e y n o l d s  c r i t i q u e ) r t e l  g u e  T "  -  T . .  <  O . O O B  T .

N o t o n s  e n f i n  q u e  l e  p a r a n è t r e  l o n g u e u r  d e s  c y l i n d r e s  n ' a  g u e

t r È s  p e u  d t i n f l u e n c e  s u r  T "

L e  d é c o l l e n e n t  d e s  T . T .  n e  s e  f a i t  p a s  d e  m a n i ê r e  s i m u l t a n é e

s u r  I ' e n s e m b l e  d e s  p a r o l s  s o l i d e s  t g o r 3 1 1  .  I l s  a p p a r a i s s e n t  e n

p r e m i e r  a u x  e x t r é n i t é s .  c e c i  s , e x p l i q u e  a i s é m e n t  p a r  l e  f a i t  q u e

d a n s  c e s  r é g i o n s ' p r É e x i s t e  u n e  t e n d a n c e  à  d ê v e l o p p e r  u n  m o u v e m e n t

n o n  t a n g e n t i e l r d u  f a i t  d e s  c o n d i t i o n s  a u x  f r o n t i è r e s

c û L E  t 2 s l  m e t  e n  é v i d e n c e  c e s  p r e m i e r s  m o u v e u r e n t s  p o u r d e s

v a l e u r s  d u  n o m b r e  d e  T a y l o r ,  v o i s i r r e s  d e  O . 7  T ,

A i n s i ,  I  '  ê t a b l  i s g e m e n t  d u  r é g i n e  d e s  T .  T .  n ' e s t  p a s  i n s t a n t a n ê .

P A R K  e t  C o .  t 3 2 I  o b s e r v e n t  p o u r  R ,  / R ,  =  O , 6 7 8  e t  O . E B , d a n s  u n

s , p p a r e i  I  l a g e  s y n é t r i q u e ,  u n e  t r a n s i  t i o n  ' I  .  T .  a v e c  d e

I ' h y s t é r é s i s r à  c o n d i t i o n  q u e  I ' a c c ê l É r a t i o n  n e  s o i t  p a s  t r o p

é  I  e v é e
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b ) . l ' J o n - u n i c i t é  d e s  É t a t s  d ' É i o u l e m e n t  .

L a  I  o n g u e u r  d ' o n d e  a x  i a  I  e d u  m o u v e m e n t p e r t u r b a t e u r  e s t

f o r t e m e - n t  d é p e n d a n t e  d e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s

L o r s q u e  I a  m i s e  e n  r o t a t i o n  d u  c y l  i n d r e  i n t é r i e u r  e s t

p r o g r e s s i v e ,  k  e s t  c o n s t a n t  p o u r  d e s  v a l e u r s  d u  r a p p o r t  R '  / R z

( n o t é  l l  ) ,  c o m p r i s e s  e n t r e  O . 1  e t  1  E n t r e  c e s  d e u x  v a l e u r s .  l a

l o n g u e u r  d ' o n d e  n e  c r o l t  q u e  d e  7  p o u r  c e n t , a l o r s  g u e  T .  e s t

m u l  t i p l  i é  p a r  1 0 ,  t 3 3 l  .

I  I  f a u d r a i  t  c e p e n d a n t  n o t e r  I ' e x c e p t

K O S C H I " I  I  E D E R  l 2 6 J  ,  p o u r  , l  =  Q .  5 2 5

I ' e n t r e f  e r  é t r o i t  (  , l  =  O . 7 2 7 )  .

E n  f a i t ,  l a  I o n g u e u r  d ' o n d e  c o r

s u p e r c r i t i q u e T ( s u p é r i e u r e à T .

p a r  f a i  t e m e n t  d é t e r m i  n é e  d a n s  I  e

p r o g r e s s i v e  d u  c y I  i n d r e  i n t é r i e u r

S i  l e  c y l  i n d r e  i n t É r i e u r  e s t  m l s  e n

e t  K O S C H M I E D E R  t 2 6 l  o b t i e n n e n t  d e s  I

k .

L e s  É c o u  I  e m e n t s  o b t e n u s

p e r t u r b a t i o n s  a x i s y m É t r i q u e s

a v e c  l e  m o u v e m e n t  s e c o n d a i r e

i o n  r e  I  e v é e  p a r  B U R K H A L ' l ' E R  e t

o È r  i l s  r e t r o u v e n t  l e  c a s  d e

r e s p o n d a n t  à

) ,  d u  n o m b r e  d e

c a s  d e  I a  m i s e

u n e  v a  I  e u r

T a y l o r  e s t

e n  r o t a t i o n

r o t a t i o n  s o u d a i n e ,  B U R K H A L T E R

o n g u e u r s  d ' o n d e  i n f é r i e u r e s  à

s o n t  s t a b  I  e s  p o u r

t 3 4 l  e t  a z i m u t h a l  e s

d e  p e t  i  t e s

t 2 6 1 .  e n  p h a s e

C e s  é c o u l e m e n t s  p e u v e n t  Ë t r e  g é n É r É s  p o u r  d e s  v a l e u r s  d e  T , a l  l a n t

j u s q u ' à  B O  T .

T o u t e s  I e s  l o n g u e u r s  d ' o n d e  c o m p r i s e  e n t r e  k "  e t  c e l  I

o b t e n u e s  d a n s  l a  m i s e  e n  r o t a t i o n  b r u s q u e ,  p e u v e n t  Ë t r e  m i s e s

é ù  i  d e n c e ,  e n  j  o u a n t  s u r  I  '  a c c é  I  é r a t  i  o n  d o n n é e  a u  r o t o r  .

e s

e n



2 3

A i n s i , à  u n e  m E m e  v a l e u r  s u p e r c r i t i q u e  d u  n o m b r e  d e  T a y l o r . i l

c o r r e s p o n d  u n  g r a n d  n o m b r e  d e  l o n g u e u r s  d ' o n d e  r e p r ê s e n t a n t  d e s

É t a t s  d ' ê c o u l e m e n t  s t a b l e s ; e t  c e .  c o n t r a i r e m e n t  a u x  é c o u l e m e n t g

c o n v e c t i f s ,  [ 3 5 ]  .

c  )  .  D É v e  I  o p p e m e n t  d e s  T .  T .

t " J A L T O N  t 3 6 l  i n t e r p r È t e  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e s  T .  T .  c o m m e  I a

p r o p a g a t i o n  d ' u n  f r o n t  t o u r b i  I  I o n n a i r e

E n  r é g i m e  s u p e r c r i t i q u e ,  ( T  =  T .  +  €  .  E  )  O ) .  I e s  p a r o i s  s o l i d e s

d e  I ' a p p a r e i l l a g e  s o n t  l e  s i è g e  !

-  d ' u n e  c o u c h e  d ' E k m a n  a u x  e x t r é m i t é s

-  d ' u n e  c o u c h e  I  i m i t e  s u r  I  e s  p a r o i s  v e r t i c a l  e s  .

L a  d i f f u s i o n  d a n s  I ' e n s e m b l e  d e  l a  c o l o n n e  f  l u i d e .  d e s

t o u r b i  I  I  o n s  g é n é r é s  d a n s  c e s  c o u c h e s ,  c o r r e s p o n d  d a n s  c e r t a i n e s

c i r c o n s t a n c e s .  à  l a  p r o p a g a t i o n  d ' u n  f r o n t  d e  T .  T .

P a r  l a  r É s o l u t i o n  n u m é r i q u e  ( a u x  d i l f é r e n c e s  f  i n i e s ) ,  d e s

É q u a t i o n s  d e  N a v i e r - S t o k e s .  l [ j C X e  e t  C o .  t 3 7 ]  o b t i e n n e n t  l a

v i t e s s e  d e  p r o p a g a t i o n  d e  c e  f r o n t ,  p r o p o r t i o n n e  I  I  e  à  - I Ë .  p o u r  u n e

g a m m e  d e  n o m b r e s  d e  T a y l o r  t e l s  q u e  O . O l  <  Ë  <  O . l  d a n s  l e s  t r o i s

c o n f  i g u r a t i o n s  Ë  =  O . 5  ,  O . 7 5  e t  O . 9

E n  f a i t r a u  c o u r s  d e  c e  d é v e l o p p e m e n t .  l ' é c o u l e m e n t  n ' o c c u p e r a

p a s  I ' e n s e m b l e  c o n t i n u  d e s  é t a t s  d é c r i t s  e n  b

T o u t  s e  p a s s e  c o m m e  s i  l ' é c o u l e m e n t  n e  p o u v a i t  o c c u p e r  q u e  d e s

é t a t s  s t a b l e s  b i e n  d é t e r m i n é s , e t  s é p a r é s  p a r  d e s  b a r r i è r e s  d e

p o t e n t i e l  q u t  n e  p e u v e n t  Ë t r e  f r a n c h i e s  q u e  p a r  I ' a p p o r t  d e

q u à n t i  t é s  f  i n i e s  d ' é n e r g i e



2 4

L ' e n c a d r e m e n t  d e  I a  l o n g u e u r  d ' o n d e  d e  c e s  é t a t s  d ' é c o u l e m e n t

e s t  d o n n é

-  e n '  t h é o r i e  I  i n é a i r e , p a r  C H A N D R A S E K H A R  t 3 l  d a n s  l e  c a s  d e

I ' e n t r e f e r  É t r o i t

I  I  p r o p o s e  q u e  t o u t e s  l e s  I o n g u e u r s  d ' o n d e  p e r m i s e s , a p p a r t i e n n e n t

à  u n e  c o u r b e  ( d e  s t a b i  I  i t É  m a r g i n a l e ) ,  d ' É q u a t i o n  !

T  1 6 a z  C h e  a / 2
-  =  ( n 2  +  e 2 ) s  x  t C  T .  a 2  ( 1  - - - - - ) l - r  ( 1 . 1 . 1 )
T .  ( t r z  +  a 2  ) 2  ( a  +  s h a )

o r l  a  =  Z n / k  e t  C  e s t  u n e  c o n s t a n t e

-  e n  t h é o r  i e  n o n -  l  i n é a i  r e ,  p a r  K O G E L M A N  e t  D  I  P R  I  M A  t  3 8 l  .  p o u r

u n  e n t r e f e r  q u e l c o n q u e  I  I s  o b l i e n n e n t  u n e  g a m m e  p l u s  É t r o i t e

q u e  c e l l e  p r É v u e  e n  ( 1 . 1 . 1 )  :

k .  k r  J3
1 4 =

k "  +  k r  ( J 3  -  1 )
( L . 1 . 2 )

o È r  k .  e s t  I a  l o n g u e u r  d ' o n d e  c r i t i q u e  e t  k r  ,  c e  I  I e  o b t e n u e  e n

t h é o r i e  l i n é a i r e

S i  I e  c r i t è r e  d e  s É l e c t i o n  d e  l a  l o n s u e u r  d ' o n d e  ( 1 . 1 . 2 )

c o n c o r d e  a v e c  I e s  r é s u l t a t s  e x p é r l m e n t a u x  d e  S N Y D E R  e t  K A R L S O N

t 3 9 l , e t  d e  S N Y D E R  t 4 0 l , i l  n e  p e r m e t  m a l h e u r e u s e m e r l t  p a s  d e

d é t e r m i n e r  I e s  v a l e u r s  p a r t i c u l  i è r e s  q u e  p r e n d r a  l a  I o n g u e u r

d ' o n d e  a u  c o u r s  d u  d É v e l o p p e m e n t  d e s  T . T .



2 5

1 . 1 . 3 . A p p a r i t i o n  e t  d é v e l o p p e m é n t  d e s  T . 0 . T .

a ) . A p p a r i t i o n  d e s  T .  O . T .

L o r s q u e  T  c r o ï t  d a n s  I  e  r é g i m e  s u p e r c r  i  t i q u e ,  i  I  s e  s u p e r p o s e

a u x  c e l  l u l e s  d e  T a y l o r  p r É c é d e n t e s r à  p a r t i r  d ' u n e  d e u x i È m e  v a l e u r

c r i t i q u e  T c z . u t l  s y s t è m e  d ' o n d e s  c i r c o n f  É r e n t i e l  l e s

L e  m o u v e m e n t  s e c o n d a i r e  e s t  p é r i o d i q u e  d a n s  l a  d i r e c t i o n  a x i a l e

e t  d a n s  l a  d i r e c t i o n  a z i m u t h a l e

*  N I S S A N  e t  C o .  t 4 L )  o b s e r v e n t  q u e  p o u r  Ê  =  O . 8 5  ,  T . z  s ê

r a p p r o c h e  d e  T . '  , à  m e s u r e  q u e  p ' d é " r o l t

C O L E S  t 9 l  c o n f  i r m e  c e  r é s u l t a t  p o u r  t ]  =  O . 8 8 r  l e s  d e u x  v a l e u r s

d e v a n t  c o T n c i d e r  p o u r  y t  =  -  3

*  C O G N E T  1 4 2 1  n o t e  q u e  l e  d o m a i n e  d e  s t a b i l i t É  d e s  o n d e s  e s t

b e a u c o u p  m o i n s  é t e n d u  q u e  c e l u i  d e s  c e l  l u l e s  .

x  S i g n a l o n s  l e  c o m p o r t e m e n t  p a r t i c u l i e r  r e l e v é  p a r  J O N E S

[ 4 3 ] ,  d a n s  u n  t r a i t e m e n t  n u m é r i q u e ,  e t  c o n f  i r m é  e x p é r i m e n t a l e m e n t

p a r  P A R K  e t  C o .  8 4 4 , 4 5 J  p o u r  l l  v o i s i n  d e  O . 7 8

A v e c  c e t t e  c o n f i g u r a t l o n ,  l e s  o n d e s  c i r c o n f é r e n t i e l  l e s

a p p e r a i s s e n t  d a n s  u n e  p l a g e  d ê t e r m l n é e  e t  r e p r o d u c t i b l e ,  à  I '  i n t é

r i e u r  d u  r é g i m e  T .  T .

r t  K I N G  e t  C o .  t 4 6 l  m e s u f e n t  l a  v i t e s s e  d e  p r o p a g a t i o n  d e s  o n d e s

c i r c o n f  é r e n t i e l  l e s  e n  f  o n c t i o n  d e  Q r  ,  p o u n  O . 6 3  S  , l  !  O . 9 5

A  B  d o n n é r l o r s q u e  O r  a u g m e n t e r e l l e  d é c r o f t  p o u r  a t t e i n d r e  u n

p l a t e a u  .  L a  v a l e u r  p r i s e  s u r  I e  p l a t e a u  c r o i t  d e  O . 1 4  f l r  p o u r

B  =  O . 6 3  à  O . 4 5  Q r  p o u r  f i  =  O . 9 5

U n e  v a . r i a t i o n  c o m p a r a b l e  e s t  o b t e n u e  p a r  C O G N E T  1 4 2 1
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b ) .  N o n - u n i c i t é  d e s  é t a t s  d ' é Q o u l e m e n t  '

C o m m e  e n  T . T . , l ' é c o u l e m e n t r e n  r é g i m e  1 " 0 ' T '  P r é s e n t e  u n e

m u l t i p l i c i t é  d ' é t a t s  s t a b l e s , p o u r  u n e  c o n f i g u r a t i o n  d o n n ê e

L e s  n o t b " t t  d e  c e l  l u l e s  n  e t  d ' o n d e  5  a z i m u t n " f . =  *  q u i  d É c r i v e n t

I a  s t r u c t u r e  o b s e r v é e ,  d É p e n d e n t .  n o n  s e u l  e m e n t  d e  I  a  v i t e s s e

a n g u l a i r e  d u  r o t o r , m a i s  a u s s i  d e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s .  [ 9 , 4 2 J

L e  r É g i m e  T .  O .  T .  s e  c a r a c t é r  i s e  P a r  I  e  P h é n o m ê n e  d e s

m u t a t i o n s  :  l o r s q u e  T  c r o I t .  l a  s t r u c t u r e  d e  l ' é c o u l e m e n t  s e

m o d i f i e ,  l e  c o u p l e  ( m , n )  n ' e s t  P â s  p r é s e r v É  .  L a  t r a n s i t i o n  d ' u n

é t a t  à  u n  a u t r e  s e  f a i t  P a r  l e  c h a n g e m e n t  d e  m , d €  n  o u  d e s  d e u x

c o G N E T  1 4 2 )  m o n t r e  q u e  l e  c h a n g e m e n t  d e  m  s e u l  p e u t  s ' e f  f e c t u e r

s o i t  d e  t e l l e  m a n l è r e  q u e  d a n s  u n e  p é r i o d e , l ' a m P l i t u d e  d ' u n e

o s c i  I  I a t i o n  c r o i s s e ,  e t  q u e  c e l  l e - c i  s e  s u b d i v i s e  e n  p l u s i e u r s

a u t r e s r s o i t  p a r  f u s i o n  d e  d e u x  o n d e s  e n  u n e  s e u l e

L e  c h a n g e m e n t  d e  n  s e  f a i t  p a r  a p p e r i t i o n  d e  d e u x  n o u v e l  l e s

c e l l u l e s  a u x  e x t r é m i t é s  d e  
' i  ' " = P a c e  a n n u l a i r e r a u q u e l  c a s ' l a

t r a n s i t i o n  e s t  b r u s q u e ;  s o i t  P a r  u n e  l é g è r e  m o d i f i c a t i o n  d e  l a

l a r g e u r  d e s  c e l  I u l e s ,  P o u r  e n  l a i s s e r  u n e  s e  f  o r m e r  à  I ' e x t r É r n i t É

o u v e r t e ,  d a n s  u n  a p p a r e i  I  l a g e  d i s s y m è t r i q u e  e t  d a n s  c e  c a s .  l a

r n u t a t i o n  e s t  l e n t e  8 4 2 )

B E N J A M I N  1 2 7 1  d é m o n t r e  q u e  l e s  m u t a t i o n s  d a n s  u n  a P p a r e i  I  l a g e

d e  f a l b l e  I o n g u e u r ,  s e  f o n t  a v e c  d e  I ' h y s t é r i s i s ,  d a n s  u n e  f a i b l e

p l a g e  d e  n o m b r e s  d e  T a Y I o r

C e  r é s u l t a t  e s t  c o n f i r m É  P a r  M U L L I N  1 4 7 )
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I . 1 . 4 .  M a r c h e  v e r s  I  e  c h a o s  .

L a  m i s e  e n  v a l e u r  d e s  É t a t s  d ' É c o u l e m e n t  n o n _ t u r b u l e n t s  a u _
d e l à  d u  r é g i m e  T . O . T .  e s t  t r è s  d é l i c a t e

E n  e f f e t ,  l a  t r o i s i è m e  t r a n s l t i o n ,  T .  O .  T .  _  T .  O . M .  T .  e s t  s o u m i s e  à
d e s  c o n d i t i o n s  m i s e s  à  j o u r  p e r  R 0 s s  e t  H U S S A I I { ,  i 4 g l
L e s  a u t e u r s  r e m a r q u e n t  q u e  I  e  T a y  I  o r  c r  i  t  i  q u e
c o r r e s p o n d a n t ,  T . ,  ,  v a r i e  e n  s e n s  i n v e r s e  d u  r a p p o r t  d ,  a s p e c t  I  l
d É p e n d  é g a  I  e m e n t  d u  n o m b r e  d ,  o n d e  a z  i m u t h a  I
F o u r  u n e  v a l e u r  d o n n é e  d e  m ,  l a  t r o l s i è m e  t r a n s i t i o n  a p p a r a r . t  p o u r
c e r t a i n e s  c o m b i n a i s o n s  b i e n  d é f i n i e s  d u  c o u p r e ' r a p p o r t  d , a s p e c t
d e s  c e l r u l e s ' I - '  ;  v i t e s s e  d e  p r o p a g a t i o n  d e s  o n d e s , v ,  , ,  .
A u s s i  e s t - i  r  n é c e s s a i r e  d e  s e  p r a c e r  d a n s  u n  d o r n a i n e  a d É q u a t  d u
p l a n  ( I - ' ,  v '  )  p o u r  o b s e r v e r  l e  r é g i m e  T . 0 .  f { .  T .

L a  c o m p r É h e n s i o n  d e ' a p p a r i t i o n  d e  l a  t u r b u l e n c e  p a s s e  p a r
I  a  m a î t r  i  s e  d e  c e s  é t a t s  d  i  t s  p r É t u r b u  I  e n c s

D a n s  c e  r É g i m e '  l ' é c o u l e m e n t  d e v i e n t '  c e r t e s  c o m p l e x e , m a i s  i r
p r é s e r v e  u n e  s t r u c t u r e , r o r d o n n é e r f .

G O R M A N  e t  C o . ,  I 4 g l  c a l c u l e n t  u n e  p é r i o d e  t e l  l e  q u e .  d a n s  u n
r e p è r e  r i É  a u x  o n d e s  e z i m u t h a r e s , r e  c h a m p  à  r ' i n s t a n t  E  +  ^ t  n e
d i f f è r e  d e  c e l u i  o b s e r v é  à  l ,  i n s t a n t  t ,  g u e  d ,  u n e  r o t a t i o n  q u i
s o i t  u n  m u l t i p l e  d e  2 n / m

C O G N E T  t S O l  m o n t r e  q u r  e n

T a y  I  o r  p e r s  i  s t e ,  b i  e n  a p r È s

é c o u l e m e n t  t u r b u l e n t .  l a  c e l  l u l e

l a  d t s p a r i t i o n  d e  I ' o n d e  .

d e
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1 . 1 . 5 . E f f e t  d ' e x c e n t r i c i t é  O e s

I  '  é c o u  I  e m e n t  .

c y l  i n d r e s  s u r l a  s t a b i  I  i t e d e

I ' s t a b i l i t É

c o m p t e  d e

t i o n  à  9 O o

U n e  
- a p p l  

i c a t i o n  d e  l ' é c o u l e m e n t  d e  T a y l o r - c o u e t t e  e s t  f o u r n i e

p a r  l e  f o n c t i o n n e m e n t , e n  f i l m  m i n c e  ( d / R ,

h y d r o d y n a m i q u e  n o n  c h a r g é

c e p e n d a n t .  I o r s q u e  c e l u i - c i  t r a n s m e t  u n e  c h a r g E ,  l  ,  a r b r e  e f _  l e

c o u s s i n e t  n e  s o n t  p l u s  c o a x i a u x ,  e t  l ' ê t u d e  p r é c é d e n t e  d o i t  e t r e

m o d i f  i é e  I  I  e s t  a l o r s  n é c e s s a i r e  d e  c o n s i d é r e r  l a  s t a b i  I  i t É  d e

l ' ê c o u l  e m e n t  e n t r e  d e u x  c y l  i n d r e s  e x c e n t r É s  t S l , 5 2 l

L e s  É t u d e s  t h é o r i q u e s .  q u l  d o n n e n t  d e s  r é s u i  t a t s

d i v e r s ,  p e u v e n t  Ê t r e  c l e s s é e s  e n  d e u x  c a t ê g o r i e s r a s s o c i é e s  à  d e s

t r a v a u x  e x p é r i m e n t a u x  e n  a c c o r d

-  L a  t h É o r i e  b a s é e  s u n  l ' h y p o t h è s e  d e  " s t a b i l i t é  i o c a l e , ' , q u i

P e r m e t  d e  n é g l i g e r  I a  c o m p o s a n t e  r a d i a l e  d e  I a  v i t e s s e  m o y e n n e  d u

f l u i d e , m o n t r e  q u e  l e s  t o u r b i l  l o n s  c o m m e n c e n t  à  s e  d é v e l o p p e r  d a n s

I a  r é g i o n  d e  l ' é c o u r e m e n t  o ù  l e  J e u  e s t  m a x l m u m .  I s 3 , s 4 ]  .

E l  l e  e s t  v É r l f  i é e  e x p É r i m e n t a l e m e n t  p a r  y o u N E s  e t  c o .  t s s l ,  p u i s

P a r  V E R S T E E G E N  e t  J A N K O T J S K I  t 5 6 l  C e s  a u t e u r s  o b t i e n n e n t  u n

n o m b r e  d e  T a y l o r  c r i t i q u e  ( p r e m i è r e  t r a n s i t i o n )  q u i  d é c r o î t

d ' a b o r d ,  p u i s  c r o T t  a v e c  I ' e x c e n t r i c i t é  e  ( r J i s t a n c e  e n t r e  l e s

c e n t r e s  d e  I ' a r b r e  e t  d u  c o u s s i n e t )

-  L a  t h é o r  i e  b a s é e  s u r  I  '  h y p o t h è s e  d e

g l o b a l e ' r , d É v e l o p p é e  p a r  D I p R I M A  e t  s r u A R T  i s T , s g r  t i e n t

l a  c o m p o s a n t e  r a d i a r e  d u  f r u i d e  .  E t l e  s i t u e  l a  t r a n s i

e n  d e ç a  d u  p o i n t  o ù r  l e  J e u  e s t  m a x i m a l
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E I  I e  e s t  v é r i  f  i  é e  e > : p é r i m e n t a l e m e n t  p a t '  C O L E  t 5 9 l  p u i s  p a r  C A S T L E

e t  C o .  t 6 û l  .  E e u x - c i  o b t i e n n e n t  u n e  c r o i s = a n c e  c s n t i n u e  d e

T e l . r a v e c .  I ' e ; < c e n t t ' i c i t é  r e l a t i v e t €  =  e / d
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C H A F I T R E  1 . 2 .

PRINCIPALES } ' IETHODES D '  INVESTIGATION

1 .  ? .  t .  L e g  É t u r d e s  t h é o r i g u e s

I I  e x i s t e  3  c l a 5 ' s e s  d ' é t u d e s  t h é o r i q u e s :  l e s  l i n É a i r e = , I e s

n o n - l i n é a i r e s  e t  c e I I e s  a u x  b i f u r c a t i o n s r P a t '  o t * d t ' e  c h t ' o n o l o g i g u e

d ' a p p l i c a t i o n  a u  p r o b l è m e  d e  T a y l o r - C o u e t t e

1 .  2 .  1 .  1 .  L e s  t h É o r i e s  I  i n é a i r e s

F a r c e I l e s - c i , 1 . é c o u l e m e n t d e C o u e t t e e g t s u p e t - p o s É à u n e

p e t i t e  p e r - t u r . b a t i o n ,  a d m e t t a n t  u n e  f o r m e  à  v a r i a b l e s  s é p a r ' é e s  :

f ( r } . e l . ( w t + f t € , + k - ) o t r t d é = i 5 n e 1 e t e m p s , $ u n e c o n s t a n t e e t

c o o n d o n n é e  t ' a d i a l e  d a n s  u n  p l a n  h o r i z o n t a l

L e s  e q u a t i o n s  d e  N a v i e t ' - s t o k e s  e t  I a  c o n d i t i o n  d ' a d h É r e n c e

a u x P a r o l s d e g c y l i n d r e s , i m p o s é e s a u c h a m p r é g u l t a n t ' e n

nÉg l  igeant  Ies  te rmes quadra t  iques  du  rnouvernent

s e c o n d a i r e , d É { i n i s s e n t u n p r o b l è m e a u x v a l e u r g P ] . o P r E l S :

F ( k r T r f l r d )  =  O
(  1 . 2 .  1 )

L a  g t a b  i  1 i  t é  d e  I  ' é c o u l e r n e n t  e s t  c a r a c t é r i s é e  p a t '  I  ' , é v a n e g E e n c e

d e  l a  p e r t u r - b a t i o n  d a n s  I e  t e m p s  .  L ' , a m p l i t u d e  d e  c e l l e - c i  n ' e s t

p a s  a c c e s s i b  I e ,  d u  f  a i  t  q u t e  I a  s o l u t  i o n  d e  (  1 . 2 .  1 )  e s t  d é t e t ' r n i n é e

à  u n e  c o n s t a n t e  m u l t i p l i c a t i v e  p r è s

La pr -emi  è r .e  rÉsoIu t  ion  de  (  1  .  2 .  1  )  f  u t  p t -opogée Par  Tay Ior

E 2 3 l  d a n s .  l e  c a s  d e  I ' , e n t r e f e r  é t r o i t  .  L e  c h a m p  e s t  d é c o r n p o s é  e n

Lrne sêr ie  de  Four ie r -Eesse l
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C e t t e  f o r m e  d e  l a  s o l u t i o n  t r â n s f o r m e  l e  p r o b l è m e  a u x  v a l e u r s

P r o p r e s  c i - d e s s u s  e n  u n  s y s t è m e  i n f i n i  d ' é q u a t i o n s  h o m o g è n e s . d o n t

l e s  i n c o n n u e s  s o n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  l a  s É r i e

L a  c o n d i t i o n  d e  n u l  I  i t é  d u  d é t e r m i n a n t  d e  c e  s y s t è m e  d é t e r m i n e

l e s  p a r a m è t r e s  c r i t i q u e s  T .  e t  k .  ,  c a r a c t é r i s a n t  l a  t r a n s i t i o n

C H A N D R A S E K H A R  t 3 l  u t i l i s e  l a  m É m e  m é t h o d e , a v e c  l e s  f o n c t i o n s

c i r c u l a i r e s  .

S Y N G E  I 6 1 l  v a i n c  l e  h a n d i c a p  d e  l a  t a i l l e  d u  d ê t e r m i n a n t . i n h e r e n t

à  c e t t e  a p p r o c h e  d i t e  d e s  f o n c t i o n s  d ' e s s a i s ,  e n  f a i s a n t

a p p a r a ï t r e  u n e  f o n c t i o n  d e  c o u r a n t  d a n s  ( L . 2 . 1 ) .

L e s  m é t f r o d e s  d e  G a l e r k i n  E 6 z J ,  a s y m p t o t i q u e  t 6 3 l  e t  a u x

v a r i a t i o n s  t 6 4 l  p e r m e t t e n t  é g a l e m e n t  u n  t r a i t e m e n t  m o i n s  i o u r d

q u e  c e l u i  d e s  f o n c t i o n s  d ' e s s a i s

L I  N  t 6 5 l  p r É s e n t e  u n e  r e v u e  g é n é r a l e  d e s

u t  i  I  i  s é e s  d a n s  n o t r e  p r o b  I  è m e

t h è o r i e s  I  i n É a i  r e s

N o t o n s  e n f  i n

C o .  t 6 6 l

I  '  é t u d e  n u m é r  i  q u e .  r  é a  I  i  s é e  p a r  K R U E G E R  e t

C e r t e s ,  l e s  m é t h o d e s  l i n é a i r e s . d u  f a i t  q u ' e l  l e s  n é g l i g e n t  l e s

e f f e t s  d ' i n t e r a c t i o n  e n t r e  l ' é c o u l e m e n t  p r i n c i p a l  e t  l e  m o u v e m e n t

s e c o n d a i r e .  n e  s o n t  p a s  a p t e s  à  p r é d i r e  l a  s é q u e n c e  d e s  é t a t s

d ' é c o u l e m e n t .  m a i s  e l  I  e s  d É t e r m i n e n t  d e  i a ç o n  s a t i s f a i s a n t e  l e s

t r a n s i t i o n s  .  L e u r  u s a g e  n ' e s t  p a s  a b a n d o n n é ,  e t  e  I  I  e s  c o n t i n u e n t

d e  s e r v i  r  t 6 7 1 .
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1 . 2 .  L . 2 . L e s  t h É o r i e s  n o n -  I  i n é a i ' r e s

I n t r o d u i t e s  p â r  S T U A R T  t 6 8 l  e t  T J A T S O N  t 6 9 l  e l  I e s  f  u r e n t

c o m p l é t é e s  p a r  D A V E Y  L 7 O , 7 I )

A u  c o u r s  d u  t e m p s .  l a  f o r m e  e x p o n e n t i e l  l e  a d m i s e  p a r  l e s  t h é o r i e s

I  i n é a i r e s r  p o u r  I a  p e n t u r b a t i o n ,  r e n d  n o n - n é g l  i g e a b l e ,  e n  r e g i m e

s u P e r c r i t i q u e ,  l a  p r é s e n c e  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  d e  N a v i e r - 5 t o k e s .  d e s

t e r m e s  q u a d r a t i q u e s  d u  m o u v e m e n t  s e c o n d a i r e

C e s  e f f e t s  n o n - l  i n é a i r e s  d o n n e n t  n a i s s a n c e  à  u n e  s u i t e  i n f i n i e

d ' h a r m o n i q u e s  e t  à  u n e  d i s t o r s i o n  d u  m o u v e m e n t  m o y e n  C e  d e r n i e r

t r a n s f è r e  d e  I  ' é n e r g i e ,  e n  p e r m a n e n c e  a u x  h a r m o n i q u e s ;  I  e  m o d e

f o n d a m e n t a l , J o u a n t  l e  r Ë l e  d e  I ' c a t a l y s e u r r '  .

E n  f a i t .  c e s  e f f e t s  n o n - l  i n é a i r e s  s e  m e s u r e n t  p a r  u n e  a m p l  i t u d e

A o  '  g u i  m u l t i p l  i e  l a  f o r m e  a d m i s e  p a r  I e s  t h é o r i e s  I  i n é a i r e s  p o u r

l a  v i t e s s e  d e  l a  p e r t u r b a t i o n

E n  é c r i v a n t  q u ' à  l  t  é q u i  I  i b r e ,  l a  d i s s i p a t i o n  v i s q u e u s e  e s t

c o m p e . n s é e  p a r  l e  t r a n s f  e r t  d ' é n e r g i e  p r é c é d e n t . l ' é q u a t i o n

s u i v a n t e  e s t  é t a b l  i e  p o u r  I ' a m p l  i t u d e  !

l i _  
2  2  1

A o  =  c F  A o  -  â r A o  ( L . 2 , 2 )
2à t

Pou r  un  é ta t  d ' écou lemen t  dé te rm iné  pa r  un  nombre  de  Tay lo r

T  =  T .  +  E  ,  €  >  O  ( 1 . 2 . 3 )

D A V E Y  t 6 9 l  d o n n e  I a  s o l u t i o n  d e  ( L . 2 . 2 ) , à  I ' o r d r e  l ,  s o u s  l a

f o r m e  s u i v a n t e :



S t J I N N E Y  e t  G O L L U B  8 7 2 7  m o n t r e n t  q u ' a l o r s , I ' a m p l i t u d e  d u  m o d e

f o n d a m e n t a  I  e s t  d e  I  ' o r d r e  d e  e L  t  
"

C e l  l e s  d u  p r e m i e r  h a r m o n i q u e  e t  d u  m o u v e m e n t  P r i n c i p a l  s o n t  e n

E s t 2 .  a i n s i  d e  s u i t e

L e s  m é t h o d e s  n o n -  I  i n é a i r e s  p e r m e t t e n t  é g a  I  e m e n t  d ' a c c É d e r  a u

c o u p l  e  a g i s s a n t  s u r  l e  c y l  i n d r e  e x t É r i e u r  8 7 3 , 7 4 J  '

S o n  e x p r e s s i o n  g é n é r a l e , v a l a b l e  e n  T . ' I  .  e t  e n  T . O . T .  e s t  I a

s u i v a n t e  :

G  =  K R  B o  +  E r  +  E z
( 1 . 2 . 5 )

3 3

2

A o  =  o r  /  a t

â r  é t a n t  u n  r È e l  P o s i t i f  .

a v  e c

K  =  n  L  g  V .  ( 1  +  Ê l  /  2 ( L  -  ' l ) 2

R  =  [ ( 1  +  I ] )  /  2 ( L  -  I J ) l r z z  T L t "

g o  =  -  I  / ( I  +  Ê ) t

B r  =  F t r ( R r ) ( -  â o . /  a r )

E z  =  { F ' s  ( R ,  )  -  ( a r  /  a r  ) F ' ,  ( R ,  )  } I l :

( L . 2 . 4 )

( 1 . 2 . 6 )

o t r  F ' ,  ( R r  ) , F ' s  ( R r  )  e t  l e s  c o n s t a n t e s  a r  s o n t  d o n n é e s  e n  t 7 5 1 .
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L ' a p p r o c h e  n u m é r i q u e  d e s  m É t h o d e s  n o n -  l  i n é a i r e s

p a r  N E I T Z E L  L 7 6 J ,  D I p R I M A  e t  C o .  t 7 7 l

L . 2 . 7 . 3 .  L e s  t h é o r i e s  a u x

L e s  t h Ê o r  i  e s  n o n -  I

s t a b i l i t é  d ' u n e  p e t l t e

I ' a m p l i t u d e  o b é i t  à  u n e

C o u e  t  t e

b l f u r c a t i o n s

1 n É a i r e s  d é c r i t e s

p e r t u r b a t  i  o n  d e

é q u a t  i  o n  p r  é Ê t a b  I

e s  t  p r  o p o s  é e

c i - d e s s u s ,  é t u d i e n t  l a

f o r m e  i m p o s é e ,  e t  d o n t

i  e ,  d a n s  l  '  É c o u  l  e m e n  t  d e

L e s  t h é o r i e s  a u x  b i  f u r c a t i o n s  r e c h e r c h e n t  I  e s  s o  l u t i o n s

e n g e n d r É e s  p a r  I ' i n s t a b i  I  i t É  d ' u n  é t a t  d ' é c o u l e m e n t  d o n n É  e t

p a r t a n t '  l e s  s é q u e n c e s  u l  t é n i e u r e s  d u  m o u v e m e n t  .  E t  c e ,  h o r s  t o u t e

h y p o t h è s e  s u r  l ' é v o l u t i o n  e t  l a  s t r u c t u r e  f  i n a l e  d e  l ,  è c o u l e m e n t .

A i n s i .  I  '  é t a b  l  i s s e m e n t  d e s  é q u a t i o n s  q u i  d É t e r m i n e n t  r  e s

s o l u t i o n s  b i f u r q u É e s  à  l a  p r e m i è r e  t r a n s i t i o n  s ' e f f e c t u e  e n

u t i  I  i s a n t  u n e  p e r t u b a t i o n  a y a n t  l a  f o r m e  s u i v a ' t e  :

t Û t r ,  z ) , p ( r ,  z )  )  ;  e r  r e  e s t  s u p p o s é e  p é r i o d i q u e  e n  z  < e t  p a s

n é c e s s a i r e m e n t  s l n u s o i d a  I  e )  .  t T g l

L ' é c o u l e m e n t  r é s u l t a n t  e s t  s o u m i s  a u x  é q u a t i o n s  g É n É r a l e s  ( n o n -

I  i n é a i r e s )  d e  N a v i e r - s t o k e s  e t  d e  c o n t i r r u i t É .  e t  à  l a  c o n d i t i o n

d ' a d h É r e n c e  e u x  p a r o i  s  d e s  c y l  i n d r e s

V E L T E  t 7 9 l  d é m o n t r e  l ' e x i s t e n c e  d e s  s o l u t i o n s  d e  c e  p r o b l  È m e  d a n s

u n  a p p a r e i  I  l a g e  i n f l n i m e n t  l o n g  .

L ' é t u d e  p r é s e n t é e  p a r  G U I R A U D  e t  c o .  t g o l  e t  p a r  r O s s

1 8 L , 8 2 1 ,  É t a b l  i t  p o u r  l ' a m p r  i t u d e  d e  l a  p e r t u r b a t i o n , u n e  ê q u a t i o n

i d e n i i  q u "  à  c e  I  I  e  d e s  t h É o r  i e s  n o n -  I  i n é a i  r e s
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L ' é t u d e  e n  g é o m é t r i e  , r r , r .  e s t  p r É s e n t ê e  P a r  B E N J A M I N

t 8 3 . 8 4 l r e u i  m e t  e n  é v i d e n c e . o u t r e  l e s  d i v e r s e s  b i f u r c a t i o n s ,  l e

p h é n o r I r è n e  d '  h y s t é r i s i s  d a n s  c e r t a l n e s  c o n d i t i o n s .

E n  f a i t , d e s  r É s u l t a t s  p l u s  c o m p l e t s  s o n t  o b t e n u s  d a n s  l e s

r É r  é r e n c e s  i 8 5  à  8 8 1  p o u r  I  e  p r o b  I  è m e  d e  R a y  I  e i  g h - B É n a r d  .

L e s  É q u a t i o n s  d e  N a v i e r - S t o k e s  e t  d e  l a  c h a l e u r  s o n t  é c r i t e s  p o u r

l ' É c o u l e m e n t  r É s u l t a n t r e n  n É g l i g e a n t  l e s  t e r m e s  n o n - l i n é a i r e s

d ' o r d r e  s u p É r i e u r  à  2 .  L a  f o n c t l o n  d e  c o u r a n t  e t  I a  t e m p É r a t u r e

s o n t  d É v e l o p p é e s  e n  s É r i e  d e  F o u r i e r  s e l o n  l e s  v a r i a b l e s

d t e s p a c e r x  e t  z  .

L e s  c o e f  f  i c i e n t s  d e  c e s  s É r i e s  n e  d é p e n d e n t  q u e  d e  X ' t Y  e t

Z , f o n c t i o n s  u n i q u e m e n t  d u  t e m p s  C e s  f o n c t i o n s , q u i  s o n t  I i e e s  à

I ' a m p l  i t u d e  d u  m o u v e m e n t  c o n v e c t i f r d É f i n i s s e n t  I ' e s P a c e  d e  p h a s e s

d u  p r o b l  è m e  .  E l  I  e s  o b é i s s e n t  à  u n  s y s t È m e  d ' é q u a t i o n s

d i f f é r e n t i e l  l e s  o r d i n a i r e s , n o n - l  i n É a i r e s . d a n s  I e s q u e l  l e s  I e  t e m p s

n e  f  i  g u r e  p a s  e x p  I  i c i  t e m e n t  .

D a n s  c e  m o d ê l e ,  l e s  a u t e u r s  m e t t e n t  e n  é v i d e n c e  :

-  I  e s  r É g i m e s  T .  T .  e t  T .  O .  T .

-  u n  r é g i m e  n o n  p é r i o d i q u e , a n a l o g u e  à  l a  t u r b u l e n c e , a d m e t t a n t

u n  a t t r a c t e u r  é t r a n g e

-  I  '  l n f  l u e n c e  d e s  c o n d l t i o n s  i n i t i a l e s  s u r  l ' é v o u l  t i o n  d e

l ' É c o u  I  e m e n t  .

U n e  é t u d e  g é n É n a l e  d e  l a  s t a b i l i t É  d e  I ' é c o u l e m e n t  P a r  l e s

t h é o r i e s  a u x  b i f u r c a t i o n s  p e u t  Ë t r e  c o n s u l  t É e  e n  t 8 9 . 9 0 l  .
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L . 2 . 2 . L e s  é t u d e s  e x p é r i m e n t a , l  e s

I l  e x i s t e  t r o i s  c l a s s e s  d , É t u d e s

m é t h o d e s  o p t i q u e s ,  d e  n e s u r e  d u  c o u p l  e ,  e t

e x p é r i m e n t a l e s  :  l e s

d e  m e s u r e s  I  o c a  I  e s

L . 2 . 2 .  1 . L e s  m é t h o d e s  o p t i q u e s  .

L e s  m É t h o d e s  o p t l q u e s  d o n n e n t  u n e  d e s c r i p t i o n  s a t i  s f a i  s a ' t e

d e  l a  p h é n o m é n o l o g i e  d a n s  l ' é c o u l e m e n t  .  D e s  e f f o r t s  s o n t

e n t r e p r i s  p o u r  e n  t i r e r  d a v a n t a g e  d e  m e s u r e s  q u a n t i t a t i v e s  .

E l  l e s  c o n s i s t e n t  à  v i s u a l  i s e r  r ,  é c o u l e m e n t ,  p â r  i n t r o d u c t i o n

d ' a d d i t i f s a p p r o p r i É s ,  q u i p e u v e n t  Ë t r e  s o  i  t
( c o l o r a n t s )  '  [ 2 3 ] ,  s o i t  s o l  i d e s  ( p a i  l  l e t t e s  d , a i u m i n i u m .

N o t o n s  q u e  l a  v i s u a l  i s a t i o n  r e s t e  u n  o u t i  I

c o n t r ô l e  d e  l ' é c o u l e m e n t  a u q u e r  r e c o u r r e n t  d , a u t r e s

A i n s i  '  B R A N D S T A T E R  e t  s l J r h l N E y  t  1 o r  u t i  l  i s e n t  d e s

s y n t h é t i q u e s  ( K a l  I  i n o s c o p e ) ,  d a n s  l e u r  t e c h n i q u e  d e

I  a s e r  .

L . 2 . 2 . 2 . L e s  m é t h o d e s  d e  m e s u r e  d u  c o u p l e

L a  m e s u r e  d u  c o u p l e  a g i s s a n t  s u r  l e

q u e  c e t t e  g r a n d e u r  d é p e n d  d e  l a  v i t e s s e

9 4 1

L a  c o u r b e  c o r r e s p o n d a n t e  p r é s e n t e

l ' a p p a r i t l o n  d e s  t n s t a b i  I  i t É s

E n  r ê g l r n e  l a m i n a i r e  d e  C o u e t t e ,  c e t t e  v a r

s o u s  l a  f o n m e  :

I  i q u i d e s

)  t g . 9 1 l

I  m p o r  t a n t  d e

m é t h o d e s

p a r t i c u l e s

I ' a n É m o m É t r i e

c y l  l n d r e  e x t é r i e u r  m o n t r e

a n g u l a i r e  d u  r o t o r  t g Z  à

u n e  d i s c o n t i n u i t É à

i a t i o n  e s t  d o n n é e  e n  t 7 5  l
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2 2

4 r  F  f l r  R , R z  L
G  =  - -

2  2  
\ L , 2 . 7 )

R ?  -  R '

E n  r é g i m e  T . T . , D O N N E L Y  e t  s r t ' i 0 N  t 9 4 r . à  p a r t i r  d e  m e s u r e s

e x p É r i m e n t a l e s , d é d u i s e n t  l a  r e l a t i o n  e m p i r i q u e  s u i v e n t e  :

G'  =  a  o , ' *  b  o : ' " " '

Lo r sque  T

<  1 . 2 . 8 )

Gx = r -  e  f i :  R:  . '  - -J -  - - ) ' "  , l_ . , '  "
o r R ,  d  R ,  

t l ' 2 ' 9 )

L e s  v a l e u r s  o b t e n u e s  d a n s  c e s  m e s u r e s , s o n t  e n  b o n  a c c o r d  a v e c  l e s
r e l a t i o n s  é t a b l i e s  e n  t h é o r i e s  n o n _ l i n é a i r e s

D u  f a i t  q u ' e l  l e s  r e n d e n t  u n e  v a l e u r  m o y e n n e ,  l e s  m é t h o d e s  d e
m e s u r e  d u  c o u p  l  e  n e  s o n t  p e s  e p p r o p r  i  É e s  à  u n e  É t u d e  e n
p r o f o n d e u r  d e  l ' É c o u l e m e n t  .  C e l  l e _ c i  n é c e s s i t e  e n  e f f e t  d e s
m e s u r e s  l o c a l e s

L . 2 . 2 .  3 .  L e s  m é t h o d e s  d e  m e s u r e s  I  o c a  I  e s

L a  m i s e  e n  o e u v r e  d e s  m É t h o d e s  d e  m e s u r e s  l o c a l e s  e s t  t r ê s
'  d É l i c a t e ' d u  f a i t  q u e  l e s  s o n d e s  g é n É r a l e m e n t  u t i l i s é e s  p e r t u r b e n t

n o  t a b  I  e m e n t  I  '  é c o u  I  e m e n t  .
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D O N I { E L Y  e t  C o .  t 9 5 , 9 6 J  p r o O o t " t t  l a  t e . c h n i q u e  à  i o n s  o u  m ê t h o d e

d e  l a  d o u b l e  c o u c h e :  u n e  É l e c t r o d e  a n n u l a i r e . s i t u é e  â  l a  s u r t ' a c e

d u  c y l ' i n d r e  e x t é r i e u r  r e c u e i  I  l e  l e  c o u r a n t  t r a v e r s a n t  l e  c h a m P

d ' É c o u l e m e n t ,  P r é a l a b l e m e n t  r e m p l  i  d ' u n  I  i q u i d e  f a i b l e m e n t

c o n d u c t e u r  L e  c o u r a n t  m e s u r É  e s t  s e n s i b l e  à  l a  c o m p o s a n t e

r a d i a l e  d e  I a  v i t e s s e

L e  p r i n c i p a l  i n c o n v é n i e n t  d e  I a  m é t h o d e  e s t  d e  f o u r n i r  d e s

m e s u r e s  r e l a t i v e s r d u  f a i t  q u ' e l  l e  n e  P e r m e t  P a s  d e  m e s u r e s  e n

r é g i m e  l a m i n a i r e  s t a b l e

S N Y D E R  e t  L A M B E R T  t 9 7 . 3 9 J  p l a c e n t  à  l a  p a r o i  d u  c y l  i n d r e

e x t é r i e u r , u n e  s o n d e  à  t h e r m i s t a n c e  c h a u f f è e r q u i  d i f f u s e  d e  l a

c h a  I  e u r  a u  s e i n  d u  I  i q u i d e  E n t r e  l '  é t a t  d e  m o u v e m e n t  e t  c e  I  u i

d e  r e p o s ,  l a  v a r i a t i o n  r e l a t i v e  d e  l ' É c a r t  d e  t e m p é r a t u r e  e n t r e  l e

l i q u i d e  e t  l a  t h e r m i s t a n c e  e s t  p r o p o r t i o n n e l  l e  à  l a  p u i s s a n c e  L / 3

d u  g r a d i e n t  d e  v i  t e s s e ,  à  s â  s u r f a c e

L ' a n é m o m é t r i e  à  f  i  l m  c h a u d ,  u t i  I  i s é e  p a r  F R E N E  t 5 2 l  e s t  b a s ê e  s u r

l e  m Ë m e  p r i n c i p e

L ' i n c o n v é n i e n t  d e  c e t t e  m É t h o d e  e s t  l a  d i f f i c u l t é  q u e  p r é s e n t e

I ' i s o l e m e n t  d e  l ' é l Ê m e n t  c h a u f f a n t ,  p a r  r a p p o r t  à  l a  p a r o i  .

R é c e m m e n t , H O C Q U A R , T , e t  C o .  t 9 8 l  o n t  a P P I i q u ê  I a  b i r é f r i n g e n c e

d ' é c o u l e m e n t  o u  e f t e t  M a x w e l l  a u  r é g i m e  t r a n s i t o i r e  d e

l '  é c o u  I  e m e n t  d e  T a Y  I  o r - C o u e t t e

C e t t e  t e c h n i q u e , c l a s s i q u e  e n  M é c a n i q u e  d e s  F l u i d e s '  [ 9 9 . 1 O O ]

u t i  I  i s e  . l ' e f f e t  o p t i q u e  d e  s o l u t i o n s  d i  l u é e s  d e  p o l y m è r e s . a y a n t
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I a  f o r m e  d ' e  I  I  i p s o r d e s  o u  d e  b É t o n n e t s  L e  T .  M .  V .  ( T o b a c c o

M o s a T c  V i r u s )  d a n s  I ' e a u , e s t  l a  p l u s  u t i l  i s é e

D a n s  l ' '  a p p a r e i  I  l a g e  d e  C o u e t t e ,  I a  d i s t r i b u t i o n  d e s  o r i e n t a t i o n s

d e s  p a r t i c u l e s  n ' e s t  p a s  u n i f o r m e , d u  f a i t  q u ' e l  l e s  s o n t  s o u m i s e s

à  i a  c o m p é t i t i o n  e n t r e  l e s  m o u v e m e n t s  h y d r o d y n a m i q u e  e t  b r o w n i e n .

H ù C O U A R T ,  t l O l l  p r É s e n t e  u n e  É t u d e  d É t a i l  I é e  d e  c e  p h ê n o m È n e

L a  d i r e c t i o n  L r , d e  d e n s i t é  d ' o r i e n t a t i o n  m a x i m a l e  d e s  p a r t i c u l e s

t f i g .  1 . d ) r e t  s a  n o r m a l e  d a n s  l e  p l a n  d e  l ' é c o u l e m e n t . L z

d É f  i n i  s s e n t  I  e s  I  i  g n e s  n e u t r e s

L e s  s o l u t i o n s  é t u d i é e s  m o d i f i e n t  l a  p o l a r i s a t i o n  d ' u n  f a i s c e a u  d e

I  u m l  è n e  p o  I  a r  i  s é e

C e p e n d a n t r u n  f a i s c e e u  p o l a r i s é  s e l o n  L r  o u  L z  c o n s e r v e  s o n  é t a t

d e  p o l a r i s a t i o n

I  I  s ' a g i t  a l o r s  d e  t r a c e r  l a  c o u r b e  d e  v a r i a t i o n  d e  I ' a n g l e  f , . ,

e n t r e  L r  e t  l a  d i r e c t i o n  d e  I ' é c o u l e m e n t ,  e n  f o n c t i o n  d u  r a p p o r t

c r  =  A / B , o u  A  e s t  l e  g r a d i e n t  d e s  v i t e s s e  , € t  B .  l e  c o e f f i c i e n t  d e

d i f f u s i o n  b r o w n l e n n e , a c c e s s l b l e  à  I ' e x p é n i e n c e

C e t t e  c o u r b e  p r é s e n t e  u n e  d i s c o n t i n u i t é  à  l a  t r a n s i t i o n

l a m i n a l r e - t o u r b i  I  l o n s  d e  T a y l o r

L e s  t r a v a u x  a c t u e  I  s  v i s e n t  à  o b s e r v e r  l e s  s ê q u e n c e s  u  I  t É r  i e u r e s

d e  I ' É c o u  I  e m e n t ,  p â r  c e t t e  m É t h o d e  e n  d É v e  I  o p p e m e n t  .

T e c h n i q u e s  d e  m e s u r e s  l o c a l e s  a y a n t  l a r g e m e n t  c o n t r i b u É  à  l a

c o m p r é h e n s i o n  d e s  t r a n s i t i o n s  s u p É r i e u r e s ,  I ' a n É m o m É t r i e  l a s e r  e t

l a  p o l a r o g r a p h i e r c o n t i n u e n t  d ' a p p o r t e r  à  l ' é c o u l e m e n t  d e  ' I a y l o r -

C o u e  t  t e
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F lgu re  L .  d  :  l i cpé r r ' "ge  dc ,s

soumis  à  un

l i gnes  neu t res  d run  I l qu lde  b i r é f r l ngen t

g rad ien t  de  c i sa l l l emen t
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-  L e  p r i n c i . p e  d e  I ' a n é m o m é t r i e  l a s e r  e s t  l e  s u i v a n t  t 1 0 2 . l 0 3 l  :

d e s  p a r t i c u l e s  s p h é r i q u e s  s o l  i d e s  s o n t  p l a c é e s  d a n s  I ' é c o u l e m e n t .

L ' a p p a r L i l t a g e  e s t  s o u m i s  à  u n  f a i s c e a u  l u m i n e u x

L ' e x p l o i t a t i o n  d e  I ' e f f e t  D o p p l e r  r é s u l t a n t  p e r m e t  d e  m e s u r e r  l a

c o m p o s a n t e  r a d i a l e  d e  l a  v i t e s s e

A v e c  c e t t e  m é t h o d e .  B R A N D S T A T E R  e t  c o .  t  l o l  o n t  p u  m e t t r e  e r - r

É v i  d e n c e ,  u n  a t t r a c t e u r  É t r a n g e  p o u r  |  '  É c o u  I  e m e n t  d e  T a y  i  o r -

C o u e t t e

-  L ' " p p l  i c a t i o n  d e  l a  p o l a r o g r a p h i e  a u  p r o b l È m e  d e  T a y l o r -

C o u e t t e  e s t  d i i e  à  C O G N E T , l 3 2 , 4 L , L O 4 , 1 0 5 l

U n e  é  I  e c t r o d e  i n a t t a q u a b  I  e  e s t  p  I  o n g É e  d a n s  u n  s y s t è m e  o x y d o -

r É d u c t e u r  .  D e s  p r É c a u t i o n s  s p é c i f  i q u e s  p e r m e t t e n t  d e  r e s t r e i n d r e

I ' o r i g i n e  d u  c o u r a n t  d i l  à  u n  p o t e n t i e l  d i f  f  É r e n t  d e  c e l u i

d ' é q u i  I  i b r e  d e  l ' é l e c t r o d e ,  à  :

-  I a  d i f f u s i o n  d e s  i o n s . p r o v e n a n t  d , u n  g r a d i e n t  d e

c o n c e n t r a t i o n  é l e v é  a u  n i v e a u  d e  l t É l e c t r o c l e

-  l e u r  t r a n s p o r t ,  p â r  É c o u l e m e n t  d e  l a  s o l u t i o n

L a  m e s u r e  d u  c o u r a n t  p e r m e t  d ' a c c é d e r  a u  g r a d i e n t  d e  v i t e s s e  à  l a

p a r o i  .

C e t t e  m É t h o d e  c o n d u i t  à  u n e  d É t e r m i n a t i o n  s a t i s f a i s a n t e  d e s

p a r a m è t r e s  c r i t i q u e s ,  d e  I ' a m p l  i t u d e  d e  l a  p e r t u r b a t i o n .  d e  l a

v i t e s s e  d e  P r o p â g a t i o n  d e s  o n d e s  c i r c o n f É r e n t i e l  l e s  e t  d u

c o e f  f  i  c i  e n l  d e  f  r o t t e m e n t  m o y e n

E l l e  s ' u t i l i s e  b i e n  d a n s  l e s  d i v e r s  r Ê g i m e s  d ' é c o u l e m e n t s

t 1 0 6 '  1 0 7 l  e t  d a n s  l ' é t u d e  d e  l a  r É d u c t i o n  d e  f r o t t e m e n t  t 4 9 l
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t r H A F ' I T R E  1 . 3

FLUIDE_S NON-NEIÀITONIENS : LIEN AVEC LA RHEûLÛEIE DES SUSFENSIONS

1 . 5 . 1 . G É n é r ' a l i t É s

L ' é t u d e  d e s  p r o p r i é t é s  r h é o l o g i q u e s  d ' u n  f l u i d e  e s t

d é t e r . m i n é e  p à t ^  u n e l  l o i  d e  c o m p o r t e m e n t  q u i  n e l i e  l e  t e n s e u t '  d e s

c o n t r a i n t e s  t r r r  à  c e l u i  d e g  t a u x  d e  d é { o t ' m a t i o n  € r :  d É f i n i  p a n :

1
€ r . r  =  -  ( V r , r  +  V r , r )

2
(  1 . 3 .  1 )

e n  t r o o r d c r n n É e s  c a t ' t É s i e n n e s  x r  ,  i  =  1 r 2 1 5

D e  m a n i è r e  g é n é r a l e r  t r e t t e  l o i  n ' e s t  P à s  a c t r e s s i b l e  P a t '

1 ' e x p É r ' i e n c e  t l O E l  .

E e p e n d a n t ,  I ' é c o u l e m e n t  d e  c i s a i l l e r n e n t r q u i  c o n g t i t u e  I a  b a g e

d e s  m e t s ; L r r - e s  v i s c o r n É t r i q u e s  E  1 0 9 ,  1 1 O 1 ,  p e r ' m e t  d e  d é t e r m i n e r  I e s

g n a n d e u r s  q u i  c a r a c t É r i s e n t  I e  c o m p o t ' t e m e n t  d u  f l u i d e

I 1  s ' a g i t  d e  I ' é c o u l e r n e n t  P e r r n a n e n t  d e  v i t e s s e  ( O r A x r O )  e n t n e

d e u : <  p l a n s  p a r - a l 1 è l e s  .  L e  c o e f  f  i c i e n t  d e  v i s c o s i t é  e s t  d é f  i n i

P a r  :

t l z

F = - - -
A

(  1 . 3 .  ? )

L e s  t n o i s  q u a n t i t é s  F r $ r e  -  t r : s : s  r t  Ç = z  -  r s i r  s 1 1 n t  a p p e l é e s  l e s

f  o n c t  i o n s  v i g c o s i r n É t r i q u e s  .  D a n s  I a  = u i  t e ,  n o u s  d e s i g n e r ' o n s  Ç  : - z .

Par ( '
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H o r m i s c e r t a i n =  é c o u l e m e n t s ,  t e l s  l e s Écou I  ernen ts

é l o n g a t i o n n e l s  ( c a t - a c t é r i s é s  P à r  u n  g r a d i e n t  d e  v i t e g s e

I o n g i t r - r d i n a l )  t 1 1 1  à  1 1 3 1  d o n t  I ' é t u d e  n é c e s s i t e  I a  d É t e r r n i n a t i o n

d e  d e u x  g r a n d e u r s  s u P P l é m e n t a i r e s r  l e s  f o n c t i o n =  v i = c o r n é t t ' i q u e s

s u f f i s e n t  à  d É c r i r e  I a  r h é o l o g i e  d e  n o m b r e u x  f l u i d e s  u s u t e l s  t l u g l

E l l e s  p e r m e t t e n t  d e  l e s  c l a s s e r  e n  d e u x  c a t é g o r i e s  :

I e s  f  l r - r i d e s  n e w t o n i e n s r P o u r  I e s q u e l s  p  e s t  i n d É p e n d a n t  d e  Ë t e t

t l r r  s : s : s  =  t = =  ( F s =  =  O  ( I ' J ' 3 )

I e g f l u r i d e g n o n - n e w t o n i e n g ' P ( ] u r l e s g l t e l s l e s { o n c t i o n g

v i s s o m É t r i q u e s  v a r i e n t  a v e c  € r : z r n o t é  €

L e s  r h É o g r a m m e s ,  ( c o u r b e s  r  ( € )  )  ,  p e t ' m e t t e n t  d e  d i s t i n g u e r  l e s

f l u i d e s  r h é o - { I u i d i f i a n t s  e t  l e g  f l u i d e s  v i s c o - é p a i s s i s s a n t s  :

f  i g , l . e r c o u r b e s  ( 1 )  e t  ( 2 )  r r e s p e c t i v e . n e n t  .  c e s  c s u t ' b e s  m o n t t ' e n t

g u e r d a n = I a l i m i t e o t r € t e n d v e r s O r t o u s l e s { t u i d e s s o n t

newton iens

Nous nous  in tÉresserons  au  t rë rs  concre t  deg suspens ion=

h o r n o g è n e s r q u i  c o n c e F n e  n o t r e  é t u d e  .  E I I e s  s o n t  c o n s t i t u r é e s  d ' u n e

p h a s e  s o I  i d e  ( p a r t i c u l e s  i d e n t i q u e s )  , u n i f  o r m é r n e n t  r ' é p a r t i e  d a n s

u n e  p h a s e  I i q u i d e  ( s o l v a n t ) .

D e  n o f n b r e u x  t r a v a u x  t h é o r i q u e s  e t  e x p é r i m e n t a u x  t 1 é l  f o n t

a p p a t - a l t r e  q u e  I e s  p r i n c i p a u x  p a r a m è t n e s  i n f l u t e n ç a n t  I a  r h é o l o g i e

d e s  s u s p e n s i o n s  à  t e m p é n a t u r e  d o n n É e  e t  à  l ' e x c l u s i o n  d e  t o u t e

t r a n s f  o r m a t  i o n  p h y 5  i c o - c h  i n i q u e  ( c r i s t a l  I  i s a t  i o n ,  m a g n é  t  i s a t  i o n  t

r é a c t i o n  ç h i m i q u e r e t c . . .  )  s o n t  :



44

1 a  n a t u r e  d e g  m a t é r ' i a u x  e n  p t " é s e n c e

I a  c o n c e n t r a t i o n  d e  I a  p h a s e  s o l i d e

I a  f o n m e  e t  l e s  d i r n e n s i o n s  d e s  p a t ' t i c u l e s

5 i  l e  s o l v a n t  e s t  u n  I i q u i d e  n o n - n e w t o n i e n r l a  s u s p e n s i o n  a  u n

c o r n p o r t e r n e n t  n o n - n e w t o n i e n  à  f a i b l e s  e t  à  g r a n d e s  c t r n c e n t n a t i o n s

L o r s q u e  1 e  s o l v a n t  e s t  n e w t o n i e n ,  ( p a n  e : < e m p I e  1 ' e a u )  r  I a

suspens ion  a  un  componternent  newton ien  pout '  des  concentna t ions

i n f  é n i e u r e s  à  u r n e  v a l e u r  c r i t i q u e r  c =

A u - d e 1 à  d e  c e  s e u i l t l a  s u s p e n s i o n  e s t  n o n - n e w t o n i e n n e

VAND t  1  141 mont re  que Ie  f  o r rna l  i sme newÈon ien  nE l  peut  Pas

È t r e  à p p  l  i q u t é  I o t ' s q u e  I a  c o n c e n t r a t i o n  e x c È d e  t : l  . 3 7

L e s  r * é s u l t a t s  e x p é r i m e n t a u x  p r ' é s e n t é s  p à r '  d i v e r s  a u t e u t t ' s t o n t

é t é  r ' a s s e n b l É s  p a t '  T H O M A S  E 1 1 5 1  .  I I s  É t a b l i s s e n t  g L t e  I a

v i s c o s i  t É  c r o T t  l e n t e m e n t  e v e c  1 a  c o n c e n t r a t  i o n  p o t - t t '  d e s

E u s p e n s i o n s  d i l u é e s  d e  p a r t i c u l e s  s p h é r i g u e s  t ' i g i d e s

L o r s q u e  c  ?  E -  , c e t t e  c r o i s s a n c e  d e v i e n t  r a p i d e  d u  { a i t  d e s

i n t e r a c t  i o n s  d e s  p a r t i c u l e s  g o I  i d e s  ( c o l  I  i s i o n s ,  m o u v e m e n t

b r o w n i e n ,  i n t e n a c t i o n s  h y d r o d y n a m i q u e s ,  e t c .  .  .  )

D a n s  c e r t a i n s  c a s ,  I e  c o m p o n t e m e n t  n o n - n e w t o n i e n  d é p e n d  d u

temps

N o u s  a l l o n s r d ' u n e  p a r t r d é c r i r e  l e s  p r i n c i p a u x  t y p e s  d e

c o m p o r t e m e n t s  n o n - n e w t o n i e n s r e t  d ' a u t t ' e  p a t ' t t p t ' é s e n t e r  d e s  l o i s

d e  c o r n p o r t e m e n t  u s u e l  l e s  .  ( E l  l e s  é t a b l  i s s e n t  u n e  r e l a t i o n  e n t t ' e

I e  t e n s e u r  d e s  c o n t r a i n t e s  s  e t  c e l u i  d e s  t a u x  d e  d é { o r r n a t i o n  € ) .



4 5

L . 3 . 2 . S u s p e n s i o n s  d o n t  l e  c o m P o r t e m e n t  n e  d é p e n d  F a s  d u

a )  .  C o m P o r t e m e n t  d i  l a t a n t

C ,  e s t  u n  c o m P o r t e m e n t  v i s c o - é p a i s s i s s a n t  q u i  5 '

d '  u n  a c c r o  i  s s e m e n t  d u  v o  I  u m e  d e  I  a  s u s p e n s  i  o n  â v e c  I  a

r  I  s e  m a n i f e s t e  p a r  e x e m p r e  à  g r a n d e  c o n c e n t r a t i o n

s u s P e n s i o n s  d e  S i  I  i c a t e  d e  P o t a s s i u m  d a n s  I ' e a u

L e s  f i g u r e s ( 1 '  f ' a  e t  b )  p r é s e n t e n t  r e s p e c t i v e m e n t  I e

e t  I a  v a r i a t i o n  p ( € )  P o u r  c e s  s u s p e n s i o n s

t e m P s

a c c o m P a  g  n e

c o n t r a i n t e

p o u r  d e s

r h É o g r a m m e

f  o n c t  i  o n  u n  i  v o q u e

c o n c e n t r a t i o n '  P a r

v a l e u r s  m u l t i P t e s

b  )  .  C o m p o r t e m e n t  p s e u d o - p  l a s t i q u e

D a n s . Û e c a s , I a v i s c o s l t é d i m i n u e l o r s q u e l a c o n t r a i n t e c r o l t

I  I  e x i s t e  d e u x  t y P e s  d e  c o m P o r t e m e n t s  P s e u d o - p l a s t i q u e s  
:

-  I e s  s u s P e n s i o n s  d o n t  l e  r h é o g r a m m e  e s t  u n e

( f  1 g . 1 . g , a  e t  b )  :  o x y d e  d e  Z L n c  à  g r a n d e

e x e m P  I  e

-  c e l  l e s  d o n t  l e  r h é o g r a m m e  e s t  u n e  f o n c t i o n  à

( f i g .  l . h r a  e t  b )  :  b e n t o n i t e ' p a r  e x e m p l e

c )  .  C o m P o r t e m e n t  v i s c o P l a s t i q u e

C e r t a i n e s S u s P e n s i o n s n e s e m e t t e n t e n m o u v e m e n t q u e q u a n d l a

c o n t r a i n t e  a t t e i n t  u n e  v a l e u r  I  i m i t e  c r o

I l e x i s t e d e u x t y P e s d e c o m P o r t e m e n t s v i s c o p l a s t i q u e s :

-  l e s  s u s p e n s i o n s  v i s c o p l a s t i q u e s  d e  t y P e  B i n g h a m  ( s u s p e n s i o n s  d e

b a r i t e P a r e x e m p l e ) . L e u r r h é o g r a m m e e s t r e P r e s e n t é e n t r a l t

p l e l n  s u r  I a  f l g u r e  l ' i  '  D a n s  t a  p r a t i q u e ' o n  u t i l i s e  u n
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r h Ê o g r a m m e  l i n É a i r e , c ' e s t - à - d i r e  q u ' o n  p r e n d  
" ;  

=  o "  =  r F o

-  l e s  - s u s p e n s i o n s  v i s c o p l a s t i q u e s  d e  t y p e  H e r s c h e l  I  - B u l  k l e y

( d i o x y d e  d e  T i t a n i u m  à  g r a n d e  c o n c e n t r a t i o n ,  p a r  e x e m p l  e )

E l  I e s  p e u v e n t  É t r e , s o i t  p s e u d o p l a s t i q u e s  ( c o u r b e  a , f i g . 1 .  j ) , s o i t

d i l a t a n t e s  ( c o u r b e  b ) .

d )  .  C o m p o r t e m e n t  v i s c o é  l a s t i q u e

I  I  s e

C ' e s t  I e

i  m p o r  t a n c e

r h é o l o g i e

c a r a c t é r i s e  p a r  I ' e x i s t e n c e  d e  c o n t r a i n t e s  n o r m a l e s

c a s  p o u r  c e r t a i n e s s o  I  u t  i  o n s  d e  p o  I  y m È r e s

c o n c e p t  p e u t  e n  e f f e t  c o u v r i r

s o n  e n s e m b  I  e

L e u  r

t ^l ae s t  É v  i  d e n t e C e

d e s  s u s p e n s i o n s  d a n s

e )  .  C o m p o r t e m e n t  v i s c o É  I a s t o p l a s t i q u e

D e  t e  I  I  e s  s u s p e n s  i o n s  p r é s e n t e n t s  i m u  I  t a n é m e n t  u n

.  C t e s t  l e  c a s  d ec o m p o r t e m e n t  v i s c o é l a s t i q u e  e t

c e r t a i n e s  e n c r e s  d '  i m p r i m e r i e

v i s c o p l a s t i q u e

1 . 3 . 3 . s u s p e n s l o n s  d o n t  l e  c o m p o r t e m e n t  d É p e n d  d u  t e m p s

a )  .  C o m p o r t e m e n t  r h é o p e c t l q u e

P o u r  d e  f a i b l e s  v a l e u r s  d u  g r a d i e n t  d e  v i t e s s e  ,  l e  r h e o g r a m m e

d e  c e r t a i n e s  s u s p e n s i o n s  ,  k a o  I  i n  à  g r a n d e  c o n c e n t r a t  i o n  p a r

e x e m p l e ' p r é s e n t e  u n e  b o u c l e  d e  t y p e  h y s t É r i s l s  t f i g . 1 . k , a )  :

c h a r g e  ( c o u r b e  0 A B ) ,  P u i s  d é c h a r g e  ( c o u r b e  B C A )  e t  r e t o u r  à  l ' é t a t

i n i t i a l , a p r è s  u n  c e r t a i n  t e m p s  d e  r e l a x a t i o n
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L a  f  i g u r e  ( 1 .  k ,  b )  i  I  l u s t r e  l a  v a r i a t i c , n  d e  l a  v i s c o s i t É  d e s

s u s p e n s i o n s  r h É o p e c t i q u e s  e n  f o n c t i o n  d u  t e m p s

b )  .  C o m p o r t e m e n t  t h i x o t r o p i g u e

L e  r h ê o g r a m m e  d e  c e s  s u s p e n s i o n s  ( c e r t a i n e s  p e i n t u r e s )

p r É s e n t e  é g a l e m e n t  u n e  b o u c l e  d e  t y p e  h y s t É r i s i s  ( f i g . 1 .  l . a l

C o n t r a i r e m e n t  a u x  s u s p e n s i o n s  r h é o p e c t i q u e s .  l e u r  c o u r b e  d e

c h a r  g e ,  0 A B ,  s e  s  i  t u e  a u - d e s s u s  d e  c e  l  l  e  d e  d É c h a r  g e  B C O

P a r  a i  I  l e u r s .  l e u r  v i s c o s i t é  d é c r o I t  a u  c o u r s  d u  t e m p s  d e

r e l a x a t i o n  ( f  i g .  1 .  l , b )
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6

F lgu re  1 .è  :  Rhéog ramme d ' un  f l u i de

(a ) ,  rhéo  f  l u i d i f i an t  
)  l ù I r i sco  épa lss i ssan r  , (3 / r , u " ton ien

(

r)
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b
F lgu re  1 - . f  :

b ) .  Va r l a t l on

t

Po

pour

r-r fr \
l- u* ,l
une  suspens ion

et

d l la tan te .

a) .  Rhéogramme

b) .  Var la t lon p (e)
t \

P,
r

Ch
Flgure

a) .

av
1 .g  :

Rhéogramme et

po r  une  suspens lon  Pseudo

arr l! r/,.

p las t l que .



'rclg V,
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6^

Itr

e 'b  U )

pseudo -p las t i ques  à

tu
F igu re  1 .h  :

a)  .  Rnéogramme

ll

. va r ia t ion  p  ( f )

va leurs  mu l t lp les

t- % 6E,I

pour  des  suspens lons

F lgu re  L . i  :  R i r éog ramme d rune

suspens ion  v i  scop las t i que
'  

de type Bingham

F igu re  1 . j  :  R l r éog ramme d rune

susPens ign  v i sco -

p las t i que  de  t ype
Hersche l  I -  Bu Ik lev

6'

t

a

b

t
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I
v

F igu re  1 . k  :

a)  .  Rrréogramme / (t)

I

lrz

l^t

t
t,

DOUr Une

e t  b ) .Va r i a t i on

suspens ion  i f r éopec t i que

lv

a
Aë'

F igu re  1 - . 1

a ) .  Rhéogramme

lr,

/rt

u ) . vari ati on A 
(r)

t h i  xo t rop ique

I

e l

pour  une  suspens ion

// c lgl z
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L . 3 - 4 . L o i s  d e  c o m p o r t e m e n t  :  p r i n c i p e s  d ' É l a b o r a t i o n

L ' é l a b o r a t i o n  d e  l o i s  d e  c o m p o r t e m e n t  o b é i t  a u x  q u a t r e

p r i n c i p e s  s u i v a n t s  t 1 1 6 ,  I I T J

a ) . D É p e n d a n c e  d u  p a s s é  o u  p r i n c i p e  d e  c a u s a l i t é

L e  t e n s e u r  d e s  c o n t r a i n t e s  u ( M ,  t  )  a u  p o i n t  l " l  e t  à  I  '  j . n s t a n t  t

e s t  p a r f a i t e m e n t  d é t e r m i n é  p a r  l e  m o u v e m e n t  a n t ê r i e u r  d u  t  i u i d e

b ) . P r i n c i p e  d e  l o c a l  i s a t i o n  s p a t i a l e

L e  m o u v e m e n t  d e s  s e u l e s  p a r t i c u l e s  i n f i n i m e n t  v o i s i n e s  r J e  f , l

i n f  l u e n c e  l  e  t e n s e u r  d e s  c o n t r a i n t e s  u f i , l  ,  t  )  .

c ) . P r i n c i p e  d e  I ' i n d i f f é r e n c e  m a t É r i e r  r e  o u  d ' o b i e c t i v i t é

L e s  l o i s  d e  c o m P o r t e m e n t  d o i v e n t  É t r e  i n d É p e n c l a n t e s  d u  r e p È r e

d a n s  l e q u e l  e l l e s  s o n t  é c r i t e s

d ) .  P r i n c i p e  d e  l ' i n d É t e r m i n a t i o n  d ù e  a u x  r  i a i s o n s  i n t e r n e s

L e  t e n s e u r  d e s  c o n t r a i n t e s  e s t  d É t e r m i n é  à  u n e  p r e s s i o n

h y d r o s t a t i  q u e  p r è s

u n e  r e v u e  g É n é r a r e  d e s  m o d è r e s  n o n - n e w t o n i e n s  p e u t  Ë t r e

c o n s u l  t é e  e n  t  1 l g ,  1 1 g l  .

N o u s  e n  p r é s e n t o n s  q u e l q u e s - u n s ,  r e p r É s e n t a t i f s  d e  r a

c l a s s i f i c a t i o n  q u i  e n  e s t  g é n é r a l e m e n t  f a i t e

D a n s  c e s  r o l s  d e  c o m p o r t e m e n t r t o u t e s  l e s  g r a n d e u r s  a u t r e s  q u e

&  e t  È  s o n t  l e s  p a r a m è t r e s  d u  m o d è l e



1 . 3 . 5 .  F i u i d e s  n e w t o n i e n s  g È n é r a l  i s É s

D ' a p r è s  l a  d è f i n i t i o n  d o n n É e  a u

c o m p o r t e m e n t  d e s  f  l u i d e s  n e w t o n i e n s

p a r a g r a p h e  r 1 . S . l ) . l a

a u r a  l a  f o r m e  s u i v a n t e

l o i d e

o { r  1 r  e s t

; = p . è

u n e  c o n s t a n t e  a p p e l é e  v i s c o s i t é  n e w t o n i e n n e

(  J . . 3 . 4 )

d e
L e s  m o d È  I  e s

c o m p o r t e m e n t  d o n t

n e w t o n i e n s  g é n É r a r  i s Ê s  É t a b l  i s s e n t  u n e  l o i

l a  f o r m e  e s t  l a  s u i v a n t e :

L a  r e l a t i o n  ; r ( € ) , d o n t  l a  d ê t e r m i n a t i o n

e n t r e  a u t r e s  .

( 1 . 3 . 5 )

e s t  e m p i r i q u e . d i s t i n g u e

a  )  .  L e  m o d  è  I  e  d '  O S T T J A L D  D E  W A E L E

; r ( € )  =  m  € n ( 1 . 3 . 6 )

o t ]  m  e t  n  p e u v e n t  d é p e n d r e  d e  l a  c o n c e n t r a t i o n .  d e  l a  p r e s s l o n  e t
d e  l a  t e m p é r a r u r e

l l  d É c r i t  l e  t ' l u i d e  n e w t o n i e n  p o u r  m  =  p  e t  n  =  I

I  I  d o n n e  e n  c o n d u i t e s .  d e s  p r o f i  I  s  d e  v i t e s s e  e t  d e s  c o e f f  i c i e n t s
d e  f r o t t e m e n t  s a t i s f a i s a n t s  .  p a r  a i  I  l e u r s .  i  I  f o u r n i t  d e s
r h é o g r a m m e s  c o r r e c t s  d e  s o  l  u t  i  o n s  c o n c e n t r  é e s  t  4 g  r  .

M a i s  i  I  p r é s e n t e  d i v e r s e s  l a c u n e s r  r o t a m m e n t  l a  d l v e r g e n c e  d e  l a
v i s c o s i t É  p o u r  d e s  g r a d i e n t s  d e  v l t e s s e  ( e n  c i s a i  I  l e m e n t )  t r è s
f a i b l e s  o u  t r è s  g r a n d s ,  r ' i n a d é q u a t i o n  à  d é c r i r e  d e s  c o m p o r t e m e n t s

d é p e n d a n t  d u  t e m p s  .  ( p a r a g r a p h e  1 . 3 . 3 )
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b ) . L e  m o d È l e  d e  C A R R E A U

I  I  c o m b l e  l e s  i n s u f f i s a n c e s  p r é c É d e n t e s  p a r

d e s  p a r a m è t r e s  , (  .  t e m p s  c a r a c t é r i s t i q u e  d u  m i  I

F . . V i s c o s i t É s  p o u r  l e s  g r a d i e n t s  d e  v i t e s s e s  n u l  e t

s ' é c r i t  :

l ' i n t r o d u c t i o n

i e u  i  l l o  e t

i n f i n i t l

P - Ë .
=  L l  

+  ( k  € ) 2  J t " - , ) , 2 ( 1 . 3 . 7 )
F c -  P .

I  I  a  é t é  u t i  I  i s é  a v e c  s u c c è s  d a n s  l a  r h é o l o g i e  d e s

p o l y m È r e s , m a l  g r É  l a  d i f  f  i c u l t É  q u e  p r é s e n t e  l a  d Ê t e r m i n a t i c r n  d e

H .  .  E n  e f f e t ,  l e s  g r a d i e n t s  é l e v é s  p r o v o q u e n t  u n  é c h a u f f e m e n t  d u

f l u i d e  q u l  p o u r r a i t  m o d i f i e r  l e s  p r o p r i é t é s  d e s  p o l y m È r e s  e n

s o l u t i o n  t l 2 0 l

1 . 3 . 6 . M o d è l e s  v i s c o É l a s t i q u e s  I i n é a i r e s

D u  f a i t  q u e  l e s  m o d è l e s  n e w t o n l e n s  g é n é r a l  i s è s  p r è s e r v e n t  l e

c o n c e p t  d e  l a  v i s c o s i t é  n e w t o n i e n n e  (  I  i é e  a u x  c o n t  i g u r a t i o n s  d e

c i s a i l l e m e n t ) , i l s  n e  p e u v e n t  d é c r i r e  d e s  p h é n o m è n e s  p l u s

c o m p l e x e s  t e l s  q u e  l a  v i s c o É l a s t i c i t É  ( p a r a g r a p h e  L . a . z ) .

I c i '  I e s  I o i s  d e  c o m p o r t e m e n t  f o n t  a p p a r a l t r e  d e s  d é r i v É e s

t e m p o r e l  l e s  d e  t o u s  o n d r e s  d e  É  e t  Ë

E l  I  e s  p e u v e n t  i n d i f f é r e m m e n t  s ' é c r i r e  s o u s  f o r m e

-  d i f f é r e n t i e l l e  :

H ( t ) . a  =  K ( t ) . € ( 1 . 3 . 8 )
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o t r  H ( t )  e t  K ( t )  s o n t  d e s  o p é r a t e u r s  d i f f É r e n t i e l s  l i n é a i r e s  p a r

r a p p o r t  a u  t e m p s  .

-  o u  i n t é e r a i e  :

( 1 . 3 . 9 )

G ( t  -  t ' )  e s t  I e  m o d u l e  d e  r e l a x a t i o n  .  S a  d é t e r m i n a t i o n

e m p i r i q u e  c o n d u i t  à  l e  d é v e l o p p e r  e n  u n e  c o m b i n a l s o n  I  i n é a i r e

d ' e x p o n e n t i e l l e s  :  '

' f t
n  =  J  G ( t  -  t , )  .  Ê ( t ' )  d t '

- @

Ë  
(  F "  /  k u )  e x p [ -  ( t  -  t ' )  /  k v )

F r  e t  k r .  d é s  i  g n a n t  d e s  c o n s t a n t e s  .

D e u x  e x e m p l e s  d e  t e l l e s  l o i s  d e  c o m P o r t e m e n t  s o n t  f o u r n i s  P a r :

a )  .  L e  m o d È  I  e  d e  M A X W E L L

L a  l o 1  d e  c o m p o r t e m e n t  s o u s  f o r m e  d i f f é r e n t i e l  l e  e s t  d o n n é e

p a r :

( 1 . 3 . 1 0 )

( 1  ?  1 1 )

i , . .s . tz,

; + k o : - ; = F o Ë

ù t

e t  sous  f o rme  i n tÉg ra le  pa r  :

É o  e s t  l a  v i s c o s i t é  e t  k o , l ê  t e m p s  c a r a c t ê r i s t i q u e
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E n  r é g 1 m e  p e r m a n e n t ,  c e  m o d è l e  d é c r i t  u n  t '  l u i d e  n e w t o n i e n  d e

v i s c o s i t É  F o  i e t  p o u r  d e s  v a r i a t i o n s  r a p i d e s  d "  è  e v e c  l e

t e m p s , l _ ' i n t é g r a t i o n  d e  ( 1 . 3 . 1 1 )  d o n n e  l a  l o i  d e  H o o k e

b ) . L e  m o d È l e  d e  J E F F R E Y S

I  I  s ' o b t i e n t  e n  i n t r o d u i s a n t  d a n s  ( 1 . 3 . 1 1 )  o u  d a n s

( 1 . 3 .  1 2 ) , u n  t r o i s i è m e  p a r a m è t r e . c a r a c t É r i s t i q u e  d u  t e m p s

, à à
( t  +  k r  t  =  F o  ( €  +  k z  € )  ( 1 . 3 . 1 3 )

à t  à t

[ t =

+ 2 - t

k ' )  I ( 1  -  k z  /  k t ) e x p i -  ( t  -  t , ) /  k t J  +  . . .

' ) l i . € ( t ' )  d t ,

I r
J  t (  P o

k z  E ( t ( 1 . 3 . 1 4 )

l c i ,  l a  f o n c t i o n  d e  D i r a c  t ( x )  e s t  d é f i n i e  p a r  :

f + a
J

- a
( 1 . 3 . 1 5 )

o

1 . 3 .  7 .  M o d è l e s  v i s c o é l a s t i q u e s  q u a s i - l  1 n é a i r e s

L o r s q u e  I  e s  d É f o r m a t i o n s  e t  I  e s  t a u x  d e  d é f o r m a t i o n s  n e  s o n t

P a s  i n f i n i t é s i m a u x .  l e s  l o i s  d e  c o m p o r t e m e n t  I  i n é a i r e s  c e s s e n t

d ' É t r e  v a  I  a b  I  e s

L a  g é n é r a l  i s a t i o n  d e s  l o i s  d e  c o m p o r t e m e n t  I  i n É a i r e s  a  p o u r

b u t  d ' a s s u r e n  l e  p r i n c i p e  d ' o b i e c t i v i t É  ( p a r a g r a p h e  1 . g . 4 ) . a u q u e l

n e  s o n t  p a s  s o u m i s e s  c e s  d e r n i è r e s

I'a
f  ( x )  E ( x )  d x  =  I  J  t < * l  Ë ( x )  d x  =  f  ( O l
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U n e  m é t h o d e  P o u r  a s s u r e r  I ' o b J e c t i v i t é  d e s  I o i s  c o n s t i t u t i v e s

c o n s i s t e  à  l e s  é c r i r e  d a n s  u n  r e p È r e  s e  d È p l a ç a n t  a v e c  l e

f  l u i d e ,  e l  s u b i s s a n t  u n e  r o t a t i o n  é g a l e  a u  t o u r b i  I  l o n  i o c a r

+i +t( -rl+
L e  m o u v e m e n t  d e s  v e c t e u r s  u n i t a i r e s  ê r  t  ê z  e t  E s

d e  c e  r e p è r e  à  I ' i n s t a n t  t  e s t  d é f i n i  p a r  l e s  r e l a t i o r r s

s u i v a n t e s ,  d a n s  l e s q u e l  l e s  t ' <  t

d + i 1 + *
( 1 . 3 . 1 6 )

( 1 . 3 . 1 7 )

( 1 . 3 . 1 8 )

++t

e r ( t ' )  =  [ e ,  .  Q ( t , t ' ) ]
a

f l ( t , t ' )  =  É

o ù  S  e s t  l e  t e n s e u r  r o t a t i o n  e t  w  e s t  u n  t e n s e u r  q u i  c a r a c t é r i s e

l e  t o u r b i  I  l o n  l o c a l  I  I  e s t  d É f i n i  p a r  :

L e  s y m b o l e ; ^  r e p r é s e n t e  l a  t r a n s p o s é e  h e r m i t i e n n e  d u  t e n s e u r ; .

+
d / d t '  e t  ê r  d é s i g n e n t  I ' o p é r a t i o n  d e  d é r i v é e  p a r t i c u l a i r e  e t  l e s

v e c t e u r s  u n i t a i r e s  d ' u n  r e p è r e  f i x e ,  r e s p e c t i v e m e n t

I 1  s ' a g i t  a l o r s  d ' é c r i r e  u n e  r e l a t i o n  e n t r e  r .  e t  € r  .  L a  l o i

c o n s t i t u t i v e  s ' o b t i e n t  e n  é c r i v a n t ,  c e t t e  r e l a t i o n  d a n s  l e  r e p è r e

t ' 1 x e . ( o ( E ) ) .
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D e u x  e x e m p l e s  d e  I  o i s  c o n s t i t u t i v e s  q u a s i -  I  i n é a i r e s  s o n t  f o u r n i s

p a r  :

a  )  .  L e  m o d è  I  e  d e  F R O E L  I  C H  e t  S A C K

I l  g é n É r a i i s e  l e  m o d è l e  d e  J E F F R E Y S

S i  n o u s  é c r i v o n s  (  1 . 3 . 1 3 )  e t  ( 1 . 3 . 1 4 )  d a n s  l e  r € P ê r e  o b j e c t i f  e t

q u e  n o u s  t r a n s f  o r m i o n s  I a  r e l a t i o n  Ê ' c Ë ' )  o b t e n u e  d a n s  l e  r e p È r e

f i x e , i l  v i e n t  :

. D D
î t  +  k r  - -  v  =  -  F o  ( E  *  k z  Ê )  ( 1 . 3 . 1 9 )

Dt  D t

0 r =

+ 2

k r  )  [  (  I

) . r ( t .

rr-J

k z  E

t (  F o  /

( t  -  t ' ) l + t

K 7

) d t

/  k r ) e x p [ -  ( t  -  t ' ) /  k t )  + . . . .

I

o È r  D / D t ,  d É r i v é e  d e  J a u m a n n  o u  d é r i v É e  o b j e c t i v e  e s t  d é f i n i e  P a r  z

( 1 . 3 . 2 0 )

(  1 . 3 . 2 1 )
D d 1

€ = - - € + - ( w . € - Ë . w )
D t  d t  2
a

I . ( t ,  t ' )  e s t  I e  t e n s e u r  o b j e c t i f  d e s  t a u x  d e  d É f o r m a t i o n

a a

F ( t , t '  )  =  {  f l ( t , t '  ) . € ( t '  ) . Q ^ ( t . t '  ) J ( t . 3 . 2 2 )

E n  f a i t .  c e t t e  p r o c é d u r e  p e r m e t  d e  g é n é r a l  i s e r  t o u t  m o d è l e

I i n é a l r e  ( d e  l a  f o r m e  ( 1 . 3 . 9 )  )

b ) . L e  m o d è l e  d ' O L D R 0 Y D

L a  n o n -  I  t n é a r  i  t É  d e  (  l .  3 .  1 9  )  e t  (  f  . 3 .  2 0 )  e s t  d i i e  a u x  t e r m e s

( w .  q )  e t  ( ' w .  E ) .
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t e r m e s  n o n -  I  i  n É a i  r e s

I  I  o b t i e n t  a  l o r s  l a  I
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d ' y  i n t r o d u i r e  t o u t e s  I e s

e n  o  €  e t  l e u r s  d é r i v É e s

o i  c o n s t i t u t i v e  s u i . v a n t e  :

p o s s i b i  I  i t e s d e

' o  
a  k r

D
u +

D t

I
- F o

2

3_
Dt

1 .  1
( t .  r ) Ë  t s . Ë  +  Ë . t r 1  +

2 2

è  -  t t z (è .Ë ,  -  :  ï 2 . . , è , i ,
z

o ù  t .  ( T )  d é s i g n e  I a t r a c e  d e  T

L e s  l o i s  c o n s t i t u t i v e s  q u a s i -

m É t h o d e  e m p i  r  i q u e  d É c r  i  t e  c i  - d e s s u s

i  I  e s t  n é c e s s a i  r e  d e  s  t  a s s u r e r

( 1 . 3 . 2 3 )

i n é a i  r e s  o b t e n u e s  p a r  I  a

s o n t  c e r t e s  o b i e c t l v e s .  m a i s

à  p o s t É r i o r i  q u ' e l  l e s

r o  t Ë  +  k z

c o r r e s p o n d e n t  à  u n  É c o u l e m e n t  r é e l

1 . 3 . 8 .  M o d è  I  e s  n o n -  I  i n é a i  r e s

L a  m é t h o d e  d ' é l a b o r a t i o n  d e s  m o d è l e s

e f f e c t u e r  u n  d é v e l o p p e m e n t  i n t é g r a l  d e

d e  €  e t  s e s  ( n  -  1 )  p r e m i è r e s  d é r i v é e s  (

n o n -  I  i n é a i  r e s

l a  c o n t r a i n t e

f  I  u i d e  d ' o r d r e

c o n s i s t e  â

e n  f o n c t i o n

n ) .

es t

un

I ' h i

P a r

n r h é

è l é m

s t o i

L a l

rr-J
- u t

c e t t e  m é t h o d e r n o u s  s u p p o s o n s  q

o I o g l q u e m e n t  s i m p l e " ,  c '  e s t - à - d

e n t  d o n n é  d u  f  I  u i  d e  n e  d É

r e  d e  c e t  é l é m e n t

o i  c o n s t i  t u t i v e  c o r n e s p o n d a n t e

G , ( t  -  t , )  E ,  d t '

u e  l e  f l u i d e  v i s c o É l a s t i q u e

l r e  q u e  l a  c o n t r a i n t e  d a n s

p e n d  ( u n i q u e m e n t  )  q u e  d e

r r=

a  l a  f o r m e  s u i v a n t e  :



1 ! ' t  t ' t

2  - i D  - c t

6 0

a v e c  l a  n o t a t i o n  e u i v a n t e  :

€ t  =  € ( t r t t )
t  |  â  ô t r  \
\  I  .  9 .  4 9  /

L e  n o v a u  G ,  ( t  -  t ' )  e s t  i d e n t i q u e  à  G ( t  -  t ' )  ' m o d u l e  d e

r e i a x a t i o n d e l a v i s c o é l a s t i c i t É I i n é a i r e ( p a r a g r a p h e r . 3 . 6 ) .

L a  d É t e r m i n a t i o n  r i  g o u r e u s e  d e  G '  '  G "  e t  G r  n ' e s t

m a l h e u r e u s e m e n t  P a s  é t a b l i e  d a n s  l e  c a s  g é n é r a l

P o u r  d e s  é c o u l e m e n t s  I e n t s  e t  I e n t e m e n t  v a r i a b i e s

c e p e n d a n t , à t t ,  t ' )  p e u t  E t r e  d é v e l o p p é  e n  u n e  s é r i e  d e  T a y l o r

a u t o u r  d e  t ' =  t  e t  ( f  ' 3 ' 2 4 )  d e v i e n t  :

D . D 2 .

ç  =  -  { K r o  E  t  o , z o  E  -  d r r  t € ' € l  -  f l s o  €  +  " " '

Dt  D t2

.DD.
t  t x r z  t E .  €  +  ( - -  € ) ' E l  -  c t t t t  ( € : € ) ' €  r  " '  

( 1 ' 3 ' 2 6 )

Dt  D t

L e s  d  s o n t  d e s  c o n s t a n t e s  d é t e r m i n È e s  p a r  G , , G t  r  r G t  r  t  e t c "  '

S i  I a  s é r i e  ( I . 3 . 2 6 )  e s t  t r o n q u é e  a u :

-  1 "  t e r m e ' n o u s  r e t r o u v o n s  I e  t '  l u i d e  n e w t o n i e n
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D " - 1
-  t e r m e  e n  . n o u s  o b t e n o n s  l e  f  I u i d e  d ' o r d r e  n

D t "  -  I

D e u x  e x e m p l e s  d e  l o i s  c o n s t i t u t i v e s  n o n -  I  i n è a i r e s  s o n t  f o u r n r s

P a r  :

a ) .  L e  m o d ê l e  d e  C R I M I N A L E - E R I C K S E N - F I L B E Y

I  I  d é c r i t  l e s  é c o u l e m e n t s  d e  c i s a i  I  l e m e n t  L a  l o i

c o n s t i  t u t i v e  c o r r e s p o n d a n t e  s ' é c r i t  :

1 l D
q  =  -  p  Ë  -  ( -  Ë . '  +  ë z ) ( € . € )  +  

;  
ë '  

; ;  
€  ( 1 . 3 . 2 7 )

o È r  ; r  e s t  l a  v i s c o s i t é ,  d é p e n d a n t  d u  g r a d i e n t  d e  v i t e s s e  d e

c i s a i l l e m e n t

Ë t  e t  Ë z  s o n t  l e s  c o e f  f  i c i e n t s  d e  c o n t r a i n t e  n o r m a l e . p r i m a i r e

e t  s e c o n d a i r e ,  r e s p e c t i v e m e n t  .  I  I s  s o n t  t e l s  q u e  :

-  É t  e s t  u n e  f o n c t i o n  p o s i t i v e  e t  d é c r o i s s a n t e  d u  g r a d i e n t  d e

v i t e s s e  d e  c i s a i  I  l e m e n t

-  E "  e s t  n é g a t l f .  5 a  v a l e u r  a b s o l u e  e s t  c o m p r i s e  e n t r e  I O  p o u r

c e n t  e t  4 0  p o u r  c e n t  d e  É '

b ) . L e  m o d à l e  d e  R E I N E R - R I V L I N

l l  d É c r i t  l e s  é c o u l e m e n t s  i r r o t a t i o n n e l s  L a  l o i

c o n s t i t u t i v e  c o r n e s p o n d a n t e  s ' é c r i t  :

r F  =  -  f  ,  Ë  -  t ' z  t € . € l  ( 1 . 3 . 2 8 )
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o ' : l  f r  e t  f z  s o n t  d e s  f o n c t i o n s

i n v a r i â n t s  d e  è

e t d u  t r o i s i è m e

l e  p r e s e n t  c h a p t t r e :

I  e s  m o d È  I  e s  n o n -

g é n é r a l e  d e s  l o i s

p r é c e d e m m e n t  d e c r  i  t s

d u s e c o n o

l . 3 . 9 . D i s c u s s i o n

L e s  d e u x  r e m a r q u e s  s u i v a n t e s  c o n c l u e r o n t

-  d e  l  '  É t u d e  p r É c é d e n t e ,  i  l  r e s s o r t  q u e

I  i  n é a i  r e s  d o n n e n t l a  f o r m e  l a  p i u s

c o n s t i t u t i v e s  .  L a  p l u p a r t  d e s  m o d è l e s

p e u v e n t  e n  e f f e t  s e  d é d u i r e  d e  ( 1 . 3 . ' 2 4 ) .

-  I e s  s u s p e n s i o n s  d e  p a r t i c u l e s  s p h É r i q u e s  r l g i d e s  q u i  n o u s

i n t é r e s s e n t  s o n t  n e w t o n i e n n e s  à  f a i b l e  c o n c e n t r a t i o n  (  i n t É r i e u r e

à  O . 2 5  ) ,  e t  v i s c o p l a s t i q u e s  ( m o d è l e  d e  B i n g h a m ) .  p o u r  d e s

c o n c e n t r a t  i o n s  s u p É r  i e u r e s  t  1 6  l

-  à  n o t r e  c o n n a l s s a n c e .  i  I  n ' e x i s t e  p a s  d a n s  l a  I  i t t ê r a t u r e . d e

c a l c u l  d e  l a  v i s c o s i t é  d e s  s u s p e n s i o n s  q u e  n o u s  é t u d i o n s  e n

r É g  i  m e  d e  t o u r b  i  I  I  o n s  d e  T a y  I  o r

L a  d é t e r m i n a t i o n  d e  c e t t e  g r a n d e u r  s e r a i t  i n t é r e s s a n t e  p o u r  I a

c o n n a i s s a n c e  d e  I a  r h é o l o g i e



6 3

C H A P  I  T R E  T "  4

E c o U L E M E N T D E T A Y L o R - c o U E T T E D E S F L U I D E S N o N - N E t . j T 0 N l E N S

t . 4 .  L .  G É n é r a  I  i  t e s

L a m o t i v a t i o n e s s e n t l e l l e d e s t r a v a u x e X p ê r i m e n t a u X s u r l a

s t a b i l i t é d e s f l u i d e s n o n - n e w t o n i e n s e n é c o u l e m e n t d e T a y l o r -

C o u e t t e e s t l a r é d u c t i o n d e f r o t t e m e n t ( c f . i n t r o d u c t i o n

g é n É r a l e ) .

L e c h o i x d e s c o u p l e s s o l v a n t - a d d i t i f n , e s t p a s q u e l c o n q u e . A u s s i

s e r a i t - i l d É l i c a t d e t i r e r d e s c o n c l u s i o n s g é n é r a l e s d e s

r  é s u  I  t a t s  P u b  I  i  É s

L e s t r a v a u x t h é o r i q u e s s o n t P e u n o m b r e u x

L e s  é t u d e s  I  e s  p  I  u s  c o m P  I  è t e s  e n  m o d è  I  e

I  1 n é a i r e ,  l e q u e l  d é c r i t  I a  p l u p a r t  d e s  f

( p a r a g r a p h e  1 . 3 . 8 ) ,  o n t  É t é  p r é s e n t é e s  P a r

t h é o r l e  a u x  b l f u r c a t i o n s  e t  P a r  L O C K E T T  e t

t h é o r i e  n o n -  I  i n é a i r e

v i s c o é l a s t i q u e  n o n -

I u i d e s  n o n - n e w t o n i e n s

J  O S E P H  t  8 9  I  '  d a n s  u n e

C o .  t  1 2 1 ,  L 2 2 ) ,  d a n s  u n e

C e s - d e r n i e r s t r a i t e n t l a s t a b i l i t é c i ' u n f l u i d e d u s e c o n o

o r d r e ' e n c o r e a p p e l é f I u i d e d e R I V L I t { - E R I c K S E N d a n s u n s y s t è m e d e

c y l i n d r e s i n f i n i s à e n t r e f e r é . t r o i t , s o u m l s à u n e p e r t u r b a t i o n

a x i s y m é t r i q u e .

I  I  s  é t a b t  i s s e n t  u n e  é q u a t i o n  c a r a c t é r i s a n t  I ' a p p a r i t i o n  d e s  ' f '  T '

E I  l e  d É P e n d  d e .  9  P a r a m è t r e s

C O L E I { A N  e t  N O L L  t L 2 3 l  m o n t r e n t  q u e  P o u r  u n  l i q u i ' d e

i n c o m p r e s s l b l e v i s c o é I a s t i q u e à f a i b l e m è m o i r e . ( L . l . V . ) . l a l o i
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c o n s t i t u t i v e  ( 1 . 3 . 2 6 )  a u  s e c o n d  o r d r e  p e u t  É t r e  v a l a b l e m e n t

r e p r é è e n t e e  p a r  I ' a p p r o x i m a t i o n  s u i v a n t e  :

.  !  o  '  -  D  L  ( 1 . 4 . r )
; = - p $ + t r r E ç t X z E z l f i s e

D t r

c e c i  r é d u i t  n o t a b l e m e n t  l e  n o m b r e  d e  P a r a m e t r e s .

L ' é c o u l e m e n t  s e r a  r É g i  P a r  l e s  e q u a t i o n s  c l a s s i q u e s  d e  l a

D y n a m i q u e  d e s  t '  l u i d e s r à  s a v o i r , c e l  l e s  d e  c o n s e r v a t i o n  d e  l a  m a s s e

e t  d e  I a  g u a n t i t é  d e  m o u v e m e n t

I  I  s e r a  é g a l e m e n t  s o u m i s  à  I a  c o n d i t i o n  P h y s i q u e  d ' a d h É r e n c e  a u x

f  r o n t  i  è r e s  s o  I  i  d e s  .

L . 4 . 2 . 5 t a b i  I  i t é  d e  l ' é c o u l e m e n t  d e  T a y l o r - c o u e t t e  P o u r  u n  L '  l  '  v

a  )  .  L '  é c o u  I  e m e n t  d e  C o u e t t e

D a n s  u n  s y s t è m e  d e  c o o r d o n n é e s  c y l  i n d r i q u e s  ( r , ë , 2 ) ,  o È t  z  e s L

p r i s  l e  I o n g  d e  I ' a x e  d e s  c y l  i n d r e s .  I e s  É g u a t i o n s  d u  m o u v e m e n t

a d m e t t e n t , à  b a s  R e y n o l d s , u n e  s o l u t i o n  d o n t  l e  c h a m p  c l e s

v l t e s s e s '  p u r e m e n t  t a n g e n t i e l ,  s ' é c r i t  :

V .  =  V .  =  Q

B
V e  =  A f  +  -

r

a v  e c

\  I .  4 . 2 )

I  -  Ç 1 2 / f h  ( R z l R r  ) 2

A = - Q r
( ' R z l R r  ) z  -  1

( 1 . 4 . 3 )
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( 1  -  { 2 2 / { 2 t ) R z
B = f l r

( R 2 / R ' ) 2  -  1

b  )  .  E q u a t  i  o n s  d u  n o u v e m e n t  p o u r  I  e s  T .  T .

A  g r a n d s  R e y n o l d s ,  l ' é c o u l e m e n t  c i - d e s s u s  d e v r e n t

t r i d i m e n s i o n n e l  .

L e s  a u t e u r s  a b o r d e n t  g é n é r a l e m e n t  I , e  p r o b l  è m e  d e  l a  s t a b i  I  i t É

d ' u n e  p e t i  t e  p e r t u r b a t i o n  a x i s y m É t r i q u e  q u ' i  I  s  s u p e r p o s e n t  a u

c h a m p  ( L . 4 . 2 ) , d e n s  l e  c a s  d e  I ' e n t r e f e r  é t r o i t  ( R ,  R z  ) .

I  l s  d o n n e n t  a l o r s  à  l a  p e r t u r b a t i o n ,  l a  f o r m e  s u i v a n t e  :

a z
p r  ( r r z , t )  =  p ( r )  c o s (  - - - ) e ' t

R u  -  R r
(  1 . 4 . 4 )

+ +
v 1  =  u r  ( r r z r t ) . e ,  +  v r  ( r r z r t ) . e s  +  w r  ( r r z r t ) e ,

a v e c

{ X r a a Z
u r  ( r t Z t l )  =  .  u ( X ) . C O s ( - - - - - - - ) . e ' r

€ ( R z  -  R , )  R z  -  R l

a z
v r  ( r , z ) t )  =  -  a  f l r  R r  a . v ( x ) . c o s ( - -  - ) . e n r  ( 1 . 4 . S )

R z  -  R r

o ( r  d  u ( x ) a 1

.  s i n ( - - - - - - - ) . e ' tw t  ( r r z r L )  =

Q ( R z  -  R r )  d  x R z  -  R r
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o u
r  -  R r

x =
R r

ÇIz
r x - L

er

( 1 . 4 . 6 )

L e s  4 [ r  É t a n t  p r i s  c o n s t a n t s ,  l a  p e r t u r b a t i o n  c i - d e s s u s  e s t

s u p e r p o s É e  à  l ' é c o u l  e m e n t  d e  C o u e t t e  d a n s  I e s  é q u a t i o n s  d e

c o n s e r v a t i o n  d e  l a  m a s s e  e t  d e  l a  q u a n t i t e  d e  m o u v e m e n t .

A p r Ê s  I  i n ê a r i s a t i o n ,  e l  l e s  s e  r É d u i s e n t  a u  s y s t è m e  s u i v a n t  e n

r é g i m e  p e r m a n e n t  ( s t a b l  I  i t é  m a r g i n a l e ) .

d 2  d 2
( - - -  -  a 2 ) v  =  -  u  +  ( P r  +  2 P z ) ( - - -  -  e 2 ) u  ( L . 4 . 7 )

d x 2  d x 2

d 2  R r  d 2
( - - -  -  a 2 ) 2 u  =  T a 2 [ ( 1  -  f i  x ) v  -  P z { x  ( - - -  -  a ? ) v  +

d x 2  
' R z  -  R r  d x â

clv
+  2 ( P r  +  P z ) a  I  ( 1 . 4 . 8 )

d x

L a  c o n d i t i o n  d ' a d h é r e n c e  a u x  p a r o i s  d e s  c y l  i n d r e s  s ' É c r i t  :

d u
u = - - = v = Q e n x = O e t l ( 1 . 4 . 9 )

d x

P r  e t  P z  s o n t  l e s  f o n c t i o n s  v l s c o s i m é t r i q u e s  r é d u i t e s .  o u  n o m b r e s

d e  l r J e i s s e n b e r g  I I s  s o n t  d é f  i n i s  p a r  :

P r  =  -  4 t s  /  q ( R 2  -  R t  ) t
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( 1 . 4 . 1 0 )

P a  =  ( f i 2  +  Z r y l )  /  2  e ( R ?  -  R , ; z

e t  T  I  e .  n o m b r e  r l e  T a y  I  o r  d o n n é  p a r

2  q2  J?2  d r  R l
e t  T  =

( 1 . . 4 . 1 1 )

o"

c ) . E t u d e  d e  l a  s t a b i  I  i t é  d e  l ' é c o u l e m e n t

L e s  n o m b r e s  d e  t J e i s s e n b e r g  c a r a c t É r i s e n t  r e  r a p p o r t  d e s

f o r c e s  É l a s t i q u e s  à  c e l  l e s  d ' i n e r t i e

I  r s  d É t e r m i n e n t  l a  m o d i f i c a t i o n  a p p o r t ê e  p a r  I a

v i s c o é l a s t i c i t é  à  l ' a p p a r i t l o n  d e  r  i n s t a b i  r  i t É  d a n s  l e  p r o b l è m e

n e w  t o n  i  e n

L e  p r o b l è m e  a u x  v a l e u r s  p r o p r e s  ( 1 , 4 . 7 )  à  ( 1 . 4 . g )  q u i

c o n t i e n t  d e u x  p a r a m è t r e s  a  e t  T ,  p o u r  d e s  v a l e u r s  d e  p ,  e t  p z .  e s t

s e m b l a b l e  a u  p r o b l è m e  N e w t o n i e n  ( c h a p . L . Z ) .

L a  d é t e r m i n a t i o n .  d u  n o m b r e  d e  T a y l o r  c r i t i q u e  e t  d e  l a

l o n g u e u r  d t o n d e  c o r r e s p o n d a n t e  s , o p È r e  d e  r a  m E m e  m a n i è r e

L a  m É t h o d e  g É n é r a l e m e n t  u t i  r  i s È e  e s t  c e r  l e  p r o p o s e e  p a r

C H A N D R A S E K H A R  d a n s  l  e  p r o b  l  È m e  n e w t o n i e n  (  c h a p  .  L . 2 )  ,

L e s  c o u r b e s  (  1 .  m )  e t  (  1 .  n ) .  o b t e n u e s  p a r  G r N h r  e t  D E h r t {

L L 2 4  I ,  d o n n e n t  r e s p e c t i v e m e n t  l a  v a n i a t i o n  d e  a c  e t  d e  T "  e n

f o n c t i o n  d e  ( P z R t  /  ( R ,  -  R ,  )  ) ,  p ,  É t a n t  p r i s  c o m m e  p a r a m È t r e

L e u r s  r é s u l t a t s  s o n t  e n  b o n  a c c o r d  a v e c  c e u x  p r o p o s é s  p a r  l e s

a u t e u r s  c i  t É s  a u x  r é f é r e n c e s  t  1 2 5  à  t Z T J
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P o u r  P '  =  Q  e t  P z  =  Q  ( f  l u i d e  n e w t o n i e n ) ,  i l s  r e t r o u v e r - l t  l e s

v a l e u r s  c o r r e c t e s  p o u r  l e s  p a r a m è t r e s  c r i t i q u e s  !  â .  =  3 . 1 2  e t

T .  =  3 4 O O

1 . 4 . 3 .  D i s c u s s i o n

D s n s  l e  Ê s E  c l u  f  l u i d e  c l e  E i r r g h s n  q u i  n E r L r Ë  r n ç é r , Ê E E Ê r  â Ë L t l Ë  L l r - l Ê

É t u d e  d e  i a  s t a b i l i t É  m a r g i n a l e  a  É t é  p u b l i é e  p a r  G R A E B E L  l z o l

E l l e  n é c e s s i t e  d ' ë t r e  c o m p l é t é e
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D E U X  I  E } 4 E  P A R T  I  E
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I  N T R I ] D U C T  I  O N

L ' É c o u l e m e n t  d e  T a y l o r - C o u e t t e  à  l a  p r e m i è r e  t r a n s i t i o n  e s t

d É c r i t  p a r  l e  s y s t è m e  d ' é q u a t i o n s  d e  N a v i e r - s t o k e s  e t  d e

c o n s e r v a t i o n  d e  l a  m a s s e r a p p l i q u É e s  à  I a  s u p e r p o s i t i o n  d e

l ' é c o u l e m e n t d e C o u e t t e ,  e t

à  l a  c o n d i t i o n  d e

d t u n e p e r t u r b a t i o n

a x  i  s y m é t r  i  q u e ,  a s  t r e  i n t e

p a r o i s  d e s  c y l  i n d r e s

n o n - g l i s s e m e n t  s u r  l e s

L a  s o l u t i o n  c o n d u i t  à  I a

c r i t i q u e ,  à  I '  É t a b l  i s s e m e n t

d u  c h a m p  h y d r o d y n a m i q u e  d u

d é t e r m i n a t i o n  d u  n o m b r e  d e  T a y  I  o r

d ' u n  c r  i  t è r e  d e  s t a b i  I  i  t é .  e t  a u  c a  I  c u  l

m o u v e m e n t  s e c o n d a i  r e
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C H A P  i T R E  2 .  L .

E O . U A T I O N  D U  M Ù U V E M E N T  E T  M E T H O D E  D E  R E S O L U T I O I I

2 ,  t .  L .  E c o u l e m e n t  d e  C o u e t t e  e n t r e  d e u x  c y l  i n d r e , s  c o a x i a u x

A v e c  I  e s  n o t a t i o n s  u t  i  I  i s é e s  d a n s  I  e s  c h a p l t r e s  p r é c ê d e n t s  e t

r É s u m É s  s u r  i a  f  i g u r e  ( 2 . a ) r  l e  c h a m p  d e s  v i t e s s e s  d e  I ' e c o u l e m e n t

P e r m a n e n t  b i d i m e n s i o n n e l  a  I a  t ' o r m e  s u i v a n t e  :  t l 3 2 l . d a n s  l e

s y s t è m e  d e  c o o r d o n n é e s  
" r ,  

r n d r i q u e s  u s u e l  ( r '  , f r . 2 )  .

U = Q

[ J = O

2 2

L  z  z  R t R z
V  =  - -  [ r ' ( Q z R z  -  O r R , )  ( O z  -  Q t ) ]

z  2  r t
R z  -  R r

2 2
q  2  2  z  ( r t  -  R ,  )  2  2

P o  =  P ' o  +  - - -  [ ( Q 2 R 2  -  Q r R r  )  -  z R r R z  ( i ) z  -  Q ,  )

z z z 2
( R z  -  R r  )

2  2  r t  .  4  z  L  1
( Q z R z  -  Q r R r  )  L o g  +  R r R z  ( f l ,  -  8 r  )  ( - - -  -  - - ) l

R r  z  ?

r  t  R r

( 2 . 1 . 1 )



73

Rz

(

I

ii
ti
1--î-
[+

I
I
I
I
I
l- r -

I

- :  )

fz
I
I
+û
l--.*.

z r '1e - f - * l - - . - -
,t '  I ,  t-- l  - -.,1 

- - *
( t l' -_-_l 

_-/ . /

r
-)>

V

'r

\

F i g u r e  2 . a  :  E c o u l e m e n t  e n t r e cy l i nd res  coax iaux  tou rnan ts



7 4

E n  u t i  I  i s a n t  l e s  p a r a m è t r e s  l l  - -  R r  / R z  e t  p ' =  Ç l z  / Q r ,

l e  c h a m p  d e s  v i t e s s e s  t a n g e n t i e l l e s  s ' É c r i t  :

. B
V  =  A r t  +

r t

1  -  l '  / l ] 2

A =  - f i ,  l J z ( 2 . L . 2 )

L - J J 2

2

R '  (  1 - . u '  )
$ = f l '

1 - l l z

2 .  L . 2  E q u a t i o n  d u  m o u v e m e n t  d e  l ' É c o u l e m e n t  P e r t u r b é

S u p e r p o s o n s  à  I  '  é c o u  I  e m e n t  d e  C o u e t t e  p r  é c e d e n t .  u n e

p e r t u r b a t i o n  d e  l a  f o r m e :

u r t r  =  u ( r t  ) . e E t  . c o s k z

V t t r  =  v ( r t  ) . e E t  . c o s k z
( 2 , L . 3 . a )

w t t r  =  w ( r t  ) . e t t  . s I n k z

p t t ,  =  p ( . r t  ) . e E t '  . c o s k z

o ù r  k  d é s i g n e  I e  n o m b r e  d t o n d e  d e  l a  p e r t u r b a t i o n . d a n s  l a

d i r e c t i o n  a x i a l e  e t  E  e s t  u n e  c o n s t a n t e  p o u v a n t  É t r e  c o m p l e x e

P a r  a i  I  l e u r s ,  l a  p e r t u r b a t i o n  e s t  p r i s e  p e t i t e , c ' e s t - à - d i r e  :
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u r v r w
( 2 . I . 3 . b )

P <<  Po

L e s  É q u a t l o n s  d e  N a v i e r - S t o k e s  a p p l  t q u é e s  a u  c h a m p  r é s u l  t a n t

s ' é c r i v e n t  a i o r s  s o u s  l e u r  f o r m e  I  i n é a r i s é e  :

à u t V 1 à p r u r
-  2  V 1  =  -  -  - - -  +  l t ( À  u r  -  - - - )

à t '  r t  p  à r '  r ' 2

à v r d V V v
+  ( - -  +  - ) u ,  =  p ( ^ v  -  - - - )  ( 2 .  L , 4 )

à t t  d r  r  r t 2

- l :  
I  àP'

= - - - - - + p ô w r

à t '  P  à z

A  c e  s y s t È m e ,  i  I  f a u t  a d J o l n d r e  l ' É q u a t i o n  d e  c o n t i n u i t é  :

à u ,  u r  à w t
+  - -  +  - - -  =  O

à r t  r t  è z

e t  l a  c o n d i t i o n  d ' a d h é r e n c e  a u x  p a r o i s  d e s  c y l  i n d r e s  :

U r  =  V r  =  \ . f r  =  Q  e n  f  =  R r  e t  e n  f  =  R e

( 2 . 1 . 5 )

( 2 . 1 . 6 )

E n  u t i  I  i s a n t  I e s  e x p r e s s i o n s  ( 2 . 1 . 3 )  p o u r  l a  p e r t u r b a t i o n ,  I e s

É q u a t i o n s  p r É c e d e n t e s  d e v i e n n e n t  :

z  E  V  t d p
f ( D L l *  -  k  -  - - ) u  +  2  -  v  =  -

y  r  t  d r
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" L
} / t D D x - k - - - ) v - ( D * V ) u = Q b .

Y  ( 2 .  L . 7 )

' 2 E k

P ( D r ( D  -  k  -  - - ) w  =  -  -  p
q

D t + u  =  -  k w

a v e c :

d

D =  - - -
d r t

d 1
D J t  =  - - -  *

d r t  r t

( 2 . 1 . 8 )

L ' É l i m i n a t i o n  d e  w  e n t F e  l e s  é q u a t i o n s  1 2 .  L . 7 )  c .  e ù -  d .  c o n d u i t

à :

v
( 2 .1 . s )

k 2

P
C e t t e  e x p r e s s i o n  d e  -  t r a n s f o r m e  l ' É q u a t i o n  ( 2 .  L . 7 >  a .  e n  3

e

l z E z V
( D D .  -  k  -  - )  ( D D .  -  k  )  u  = ' /  v  ( 2 . 1 . 1 0 )

z  I  r '
k

D e  s o r t e  q u e  I ' É c o u l e m e n t  e s t  d é c n i t  p a r  l e  s y s t è m e  d ' é q u a t i o n s

( 2 . L 7 )  b .  e t ( 2 .  1 . 8 ) .

o .

e

E

v
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L a  f o r m e  a d i m e n s i o n n e l  l e  d e  l a  c o o r d o n n É e  r '  s ' o b t i e n t  e n  l a

d i v i s a n t  p a r  R z

D é f i n i s s o n s  e n s u i t e  l e s  p a r a m è t r e s  a  e t  v  p a r  :

a = ! . ç R a

z

E R '
v  =  - - - -

( 2 . 7 . t I )

v

E n  o p é r a n t  u n  c h a n g e m e n t  d ' É c h e l  I e  d e  u  p a r  s a  d i v i s i o n  p a r

2 A R z

, n o u s  m e t t o n s  e n  é v l d e n c e  l e  n o m b r e  d e  T a y l o r  T . d e f i n i
v

P a r :

2 a

4 A B  z  4 Q r R r  ( 1  -  p ' ) ( 1  -  y , / B r )
T  =  -  R z  =  - - - - -  ( Z . I . L Z )

Y '  Y '  t ( 1  -  r l 2 ) J 2

L e s  É q u a t i o n s  d u  m o u v e m e n t  s ' é c r i v e n t  a l o r s  :

2 ? z L
( D D . D  -  a  -  n  )  ( D D .  -  a  )  u  =  -  T a  ( - - -  -  s )  v

r t 2

( D D .  -  a 2  -  o  )  v  =  u
( 2 . 1 . 1 3 )



7 8

a  v e c

A R .  1 -  l ! ' / Ê 2
s  =  =  - -

B l - t r '

N o t r e  é t u d e  s e  l i m i t a n t  a u x  s y s t è m e s  à  e n t r e t ' e r  É t r o i t  :

Ê + 1

n o u s  p o u v o n s  a d m e t t r e  I ' a p p r o x i m a t l o n

D*f l  D

E f  f e c t u o n s  a  I  o r s  I  e  c h a n q e m e n t  d e  v a r  i a b  I  e

r t  -  R t
x =

R z - R r

( 2 .  l .  L 4  )

( ' 7 . 1 . 1 5 )

( )  I  t A \

\ 2 . 1 . 1 7 )

o ù  r '  e s t  c o m p t é  à  p a r t i r  d u  c y l  i n d r e  i n t é r i e u r ,  e t  l e  c h a n g e m e n t

d ' é c h e l l e  d e  u  p a r  s a  d i v i s i o n  p a r  :

2 2

2 { 1 ,  ( R "  -  R ,  )  a

v

l e s  é q u a t i o n s  d u  m o u v e m e n t  a d i m e n s i o n n e l  l e s  s e  r é d u i s e n t  à  ( c f .

t 2 3 l )  :

? 7 2 2 2 2
( D  -  a  -  r  )  ( D  -  a  )  u  =  -  T a  ( 1  +  . r ' x )  v  ( 2 . 1 . 1 8 )

d
o r l  D  =  - -

d x
( 2 . 1 . 1 9 )
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e t

c [ '  =  - ( 1  - p )

A v e c  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  p r É c é d e n t e s ,  l e  n o m b r e  d e  T a y l o r  e s t  à

p r é s e n t  d é f l n l  P a r  :

4AQ, .
f  =  ( R t  -  R r )

v'

a l o r s  q u e  l e s  c o n d l t i o n s  a u x  l t n i t e s  s ' é c r i v e n t  .

( 2 ,  L , 2 0 )

2 2 ? 2

v  =  ( D  -  a  -  u )  v  =  D ( D  -  a  -  $  )  v  =  Q  e n  x  =  o  e t  1  ( 2 . L . 2 L >

2 . L . 3  M é t h o d e  d e  r É s o l u t i o n

L a  t e c h n i q u e  q u e  n o u s  u t t  I  i s e r o n s  P o u r  r é s o u d r e  ( 2 '  1 '  1 8 )

( é q u a t i o n  d l f f é r e n t l e l l e  l i n é a i r e  d u  6 è r n e  o r d r e  a v e c  u n  c o e f f i -

c i e n t  v a r i a b l e )  e s t  e x p o s é e  e n  t 6 3 '  1 3 3 1  '

E l l e  p e r n e t  d ' o b t e n i r  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  i n t é g r a l e  d e  l a  s o l u t i o n

s a n s  r e c o u r i r  à  d e s  f o n c t i o n s  d t e s s a i s  o u  à  d e s  d é v e l o p p e m e n t s  e n

s é r  1 e

S o n  p r i n c i p e  e s t  l e  s u i v a n t  :

-  s o i t  à  r é s o u d r e  l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  l i n é a i r e  :

L x  t y ( x ) l  =  O

r e c h e r c h o n s  u n e  s o l u t i o n  d e  l a  f o r m e :

( 2 -  L . 2 2 )
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( ' 2 .  L . 2 3 )

a v e c  K ( x . t )  d o n n ê  e t  t J , I .  , c o n v e n a b l e m e n t  c h o i s i s

P o u r  q u e  ( 2 . 1 . 2 3 )  s a t i s f a s s e  à  ( 2 . L . 2 2 ) , L l  s u f f i t  q u e  v ( t )

s a t i s f a s s e  à  l ' É q u a t i o n  i n t É g r a l e  s u i v a n t e  :

L x  i K ( x , t ) l  v ( t )  d t  =  Q ( 2 . I . 2 4 )

A d m e t t o n s  q u ' i l  e x i s t e  u n  o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  M t  t e l  q u e  :

L x  t K ( x ,  t )  I  =  M t  t K ( x ,  t )  l

L '  é q u a t  i  o n  ( 2 .  L . 2 4 )  s '  é c r  i  t  a  I  o r s  :

t ' >  1  ' ? c . \

( 2 .  L . ' 2 6 )

E n  u t i l i s a n t  M ' , 1 ' o p é r a t e u r  a d j o i n t  d e  M t  e t

P ( K ( x , t )  ,  v ( t ) ) ,  I a  f o r m e  b i l i n É a l r e  a s s o c i É e  à  K ( x . t )  e t

v ( t ) , ( 2 . 1 . 2 6 )  d e v i e n t  a l o r s  :

Ir
y  =  J  K ( x , t )  v ( t )  d t

Ê

fF
J

lj

fI-
J  M .  t K ( x , t ) l  v ( t )  d t  =  Q

tl

rr.à
J  c K ( x , t )  l 4 t  t v ( t ) l  +  P ( K ( x , t )  .  v ( t ) ) l  d t  -  o

É à t

S i  v ( t )  p e u t  Ë t r e  p r i s  t e l  q u e

( 2 . .  1 . 2 7  )



F i t

( 2 . 1 . 2 A )

( 2 . 1 . 2 9 )

M :  t v ( t ) t  =  e

o n  p o u r r a  t r o u v e r  u n e  i n t é g r a l e  e x a c t e  d e  ( Z . L . 2 7 )

l r
P ( K ( x . t )  ,  v ( t ) )  |  =  O

I t l

N o u s  p r e n d r o n s  , l  e t  f  d e  f a ç o n  à  s a t i s f a i r e  ( 2 . L . 2 9 )



a2

C H A P  I  T R E  2 . 2 .

D E T E R M  I  N A T  ]  O N  D E  L A  T R A N S  I  T  I  O N

2 . 2 .  L .  G ë n é r a  I  i  t é s

L ' é t u d e  d e  I a  s t a b i  I  i t é  d e  . l ' é c o u i e m e n t  d e  T a y l o r - C o u e t t e

c o n s i s t e  à  d è t e r m i n e r  l e  c o m p o r t e m e n t  d ' u n e  p e t i t e  p e r t u r b a t i o n

q u e  n o u s  s u p e r p o s o n s  à  I  ' é c o u  I  e m e n t  i n i  t i a  I

L ' é c o u l  e m e n t  e s t  s t a b l e  s i  t o u t e  p e r t u r b a t i o n  d e  l a  f o r m e

( 2 . 1 . 3 )  e s t  é v a n e s c e n t e  I  I  e s t  i n s t a b l e  s ' i l  e x i s t e  u n  m o d e  d e

p e r t u r b a t i o n  d o n t  I ' a m p l  i t u d e  r e s t e  c o n s t a n t e  d a n s  l e  t e m p s  o u

c r o l - t  .  D a n s  c e  d e r n i e r  c a s ,  l e  s y s t è m e  s ' é c a r t e  p r o g r e s s i v e m e n t

d e  s o n  e t a t  i n i t i a l  d e  m a n i è r e  i r r é v e r s i b l e  t 3 '  1 3 4 1

S i  n o u s  c l a s s o n s  t o u s  l e s  é t a t s  i n i t i a u x  s e i o n  c e  c r i t È r e  d e

s t a b i  I  i t é ,  l a  c o u r b e  s ê p a r a n t  c e s  2  c l a s s e s  d ' É c o u l e m e n t  d a n s

I ' e s p a c e  d e s  p a r a m è t r e s  ( a ,  T ,  P '  )  q u i  d è c r i v e n t  l e  s y s t è m e

p e r m a n e n t , d é f i n i t  l e s  é t a t s  d e  s t a b i l i t é  m a r g i n a l e  ( o u  n e u t r e )  d u

s y s t è m e

L ' É t u d e  d e  l a  s t a b i l i t ê  d e  l ' ê c o u l e m e n t  c o m m e n c e  p a r  l e  t r a c é

d e  I a  c o u r b e  d e  s t a b i  I  i t é  m a r g i n a l e  .  P o u r  c e l a .  n o u s  d e v r o n s

i m p o s e r  l a  c o n d i t i o n  d ' a d h é r e n c e  ( 2 . L . 2 L )  à  l a  s o l u t i o n  d e

l ' é q u a t l o n  d u  m o u v e m e n t  ( 2 .  1 .  1 8 )  d a n s  I e  c a s  d ' u n e  p e r t u r b a t i o n

s t a t i o n n a i r e

L a  d é t e r m i n a t i o n  d ' u n  c r i t è r e  d e  s t a b i  I  i t é  c o n s i s t e  a l o r s  â

f i x e r  l e s  3  p a r a m è t r e s  â , T r  F '  e t  à  f a l r e  v a r i e r  u  . d a n s  l e

p r o b  I  è m e  i n s t a t  i  o n n a i  r e



N o u s  d  i  r o n s  q u e  l '  i n s t a b i  l  i  t É  a p p a r a r t  p o u r  c e t t e  v a  l  e u r  d e  s

d a n s  l ' é c o u l e m e n t  d é f i n i  p a r  l e s  3  p a r a m È t r e s  p r é c é d e m m e n t  f i x É s .

l . l o u s  p o u v o n s

I  o r s q u e  u

I  I  e x i s t e

m a n i  è r e  d o n t

s t  é v a n o u i t

D a n s  I  e

o s c i  I  l a t o i r e ,

83

p a s s e r  a l o r s  d e  l ' É t a t  s t a b l e  à

p r e n d  u n e  v a  I  e u r  c r  i  t  i  q u e

2  t y p e s  d ' é t a t s  d e  s t a b i

I  ' a m p  I  i  t u d e  d ' u n e  p e t  i  t e

I  ' é t a t  i n s t a b  I  e

l i t é  m a r g i n a l e , s e l o n  l a

p e r t u r b a t i o n  c r o i t  o u

c e s  o ù I a  c r o i s s a n c e

l a  t r a n s i t i o n ( d e

i n s t a b l e ) . p r ê s e n t e  u n e  f r é q u e n c e  c a r a c t é r i s t i q u e  d o n n ê e

A u  c o n t r a i r e , s i  l a  c r o i s s a n c e  ( o u  l ' é v a n e s c e n c e )  d e  I ' a m p l i t u d e

d e  l a  p e r t u r b a t i o n  e s t  a p é r i o d i q u e ,  i a  t r a n s i t i o n .  q u i  f a i t

a P p a r a l t r e  d e s  c o n f i g u r a t i o n s  d ' é c o u l e m e n t  s t a b l e s , d ê f i n i t  l e

p r  i n c  i  p e  d '  é c h a n g e  d e  s t a b  i  I  i  t é

C e s  2  t y p e s  d e  t r a n s i t i o n s

T a y  I  o r - C o u e t t e  i  l 3 5 ,  1 9 6 ,  1 3 7 1

( o u  l t é v a n e s c e n c e )  e s t

l ' É t a t  s t a b l e  à  l ' É t a r

c o e x i s t e n t  d a n s I  ' é c o u  I  e m e n t  d e

2 . 2 . 2 .  S o l u t l o n  d e  l ' è q u a t i o n  d u  m o u v e m e n f ,  p o u r l a  s t a b i  I  i t é

m a r g i n a l e

A i n s i  q u e  n o u s  I ' a v o n s  t n d i q u é  a u  p a r a g r a p h e  p r é c é d e n t .  I a

s t a b i  I  i t é  m a r g l n a l e  d e  l ' É c o u l e m e n t  e s t  d É f i n i e  p a r  l a  c o n d i t i o n

d e  s t a t i o n n a r i t é  d e  l a  p e r t u r b a t i o n  ( r  =  O ) .

L ' é q u a t i o n  d u  m o u v e m e n t  ( 2 . 1 . 1 9 )  s ' é c r i t  a l o r s  :

7 2 3

( D  -  a  ) v = - T a ( 1  + . ! t t x ) v \ 2 . 2 .  O  )
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L e s  c o n d i t i o n s  a u x  l  i m i t e s  s u i v a n t e s  ( d é d u i t e s  d e  ( 2 .  L . z t ) )  :

2 2 2

v  =  D  v  =  D ( D  -  a  ) v  =  e  e n  x  =  O  e t  1 <2 .2 .1 )

I ' é q u a t i o n  ( 2 . 2 ,  L )  p e u t  Ë t r e  d é v e r o p p é e  s o u s  l a  f o r m e  :

ê 2 a a 2 5 2 2

t D  -  3 a  D  +  3 a  D  -  ( a  _  T a  ) l v  =  T a  { x  x  v  ( 2 . 2 , 3 )

S i  n o u s  c h e r c h o n s  u n e  s o l u t i o n  s o u s  l a  f o r m e  :

I  I  e s t  u t  i  l  e  d e  r e m a r q u e r  q u e  c ( '  n e  p e u t  Ë t r e  q u e  n é g a t  i  r  o u  n u , l
t 9 l

E n  n o t a n t :

t X = - t X ,
( 2 . 2 . 2 )

( 2 .  2 .  4 )

(  c e  c h o i  x  e s t  s u g g é r É  p a r  l  e  n o v a u  q u i  a p p a r a r - t  d a n s  l  a
t r a n s f o r m a t i o n  d e  L a p l a c e ) .

L a  d é r i v é e  d ' o r d r e  i  d e  v ( x )  s , é c r i r a  :

f I -  r t
v ( x )  =  J  e  v ( t )  d t

B

( t )  
f t  I  r r

v  ( x )  =  J  t  e  v ( t )  d t
B

( 2 . 2 . 5 )
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L ' e g u a t i o n  ( 2 . 2 . 3 )  d e v i e n t  a l o r s  :

c ' e s t - à - d i  r e  2

l v z l  1 2 6 z
' u  i t  3 a  t  +  3 a  t  -  ( a  -  T a  ) r  e  v ( t )  d t

"  f "  r r-  T a  o  J  x  e  v ( t )  d t  =  O

2  | t  d v ( t )  ,  f l .  d  - .+  T a  c {  e  d t  -  T a  
"  

J  : _  [ " "  v ( t ) ]  d t  =  e  ( 2 . 2 . 7 )d t  , l  d t

< 2 . 2 . 6 )

ol-

l t  - . "  
2  '  a  z  é  2  r  rt U  t t  -  3 a  t  +  3 a  t  _  ( a  _  T a  ) l  e  v ( t )  +  . . . .

C h e r c h o n s  l a  s o l u t i o n  v ( t )  d e  t e l l e  s o r t e  q u e  :

5 2 a

t t  - 3 a  t  +  g " ' t '  -  ( " "  -  T a '  l r  v ( t )  +  T a  c x : : , a , ,  =  o  ( 2 . ? . 8 )
c l t

( 2 ' 2 ' 8 )  e s t  u n e  é q u a t i o n  d i f f É r e n t i e l  l e  I  i n É a i r e  d u  1 e r  o r d r e  à
c o e f f  i c i e n t s  c o n s t a n t s  d o n t  l a  s o l u t i o n . t a b u i a i r e , s r é c r i t  :

, Z S

t 3 a t . r ô z
( -  +  - - - - -  -  â  t  +  ( a  -  T a  )  t

7 S
v ( t )  =  Ç  e x p  i  _ _ _ _ _ l  ( Z , Z . g )

2

T a u

L a  s o r u t i o n  v ( x )  d e  l ,  é q u a t i o n  d u  m o u v e m e n t  e s t  a r o r s  d o n n é e
P a r  :
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l I .  r t  1  t  g " ' t "  .  r  6  2v ( x )  =  J  e  e x p l -  ( - -  +  a  t  -  ( a  _  T a  ) l  ( z . z . r a )

T " t o  
7  5

P o u r v u  q u e  :

z  l l -  d  , .
T a  o  j  t e  v ( t ) l  d t  =  O

t ]  d t
( 2 . 2 .  L I )

I l  e t  I -  s e r o n t  c h o i s l s  d e  t e l  l e  s o r t e  q u e  :

7 2 3

x t  1  t  3 a  t  .  r  6  2e  e x p t -  t -  +  _ _ _ _ _  _  a  t  +  ( a  _  T a  )  t l  =  e  ( Z . Z . L Z J
2 7 5

Ta c{

D a n s  l e  p l a n  c o m p r e x e  d e  l a  v a r i a b l e  t , t o u t  c o n t o u r

d '  i n t é g r a t i o n ,  t e  I  q u e  :

7 a s

t 3 a t . r ô z
R e  t -  +  - - - - -  -  e  t  +  ( a  -  T a  )  t l  =  -  { D

7  5  
t q  t  L J  @  ( 2 ' 2 ' 1 3 )

a u x  e x t r É m i t é s  s e r â  s a t i s f a i s a n t .

c o m m e  à  I ' i n f i n i ,  r e  c o m p o r t e m e n t  d u  p o r y n ô m e  p r É c ê d e n t  e s t

d É t e r m i n é  p a r  l e  t e r m e  :
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l e  l e r  c o n t o u r d ' i n t ê g r a t i o n s e r a  C r ( f i g . 2 . b ) .

d e  c e c o n t o u r ,  a v e c  l  a r e l a t i o n  ( 2 . " . 1 O ) . n o u s  p o u v o n s

L e  I  o n g

É c r  i  r e  :

t 1 l
V  ( X ) ="f e

( C ,

r t  1

e x p [ - - - -
)  T a 2 q

,
t

( -  +
7

2 5

3 a t

5

c ' e s t - à - d i r e  i

r l ' l

v  ( X )  =  v 6  ( X )

a v e c  :

f * .  , ,
J.
o

[* .  i?r. /  7-  J  e x p l x t  e  ]
o

a

a t

LZr t
M ( t )  e x p t - - - J

+  ( â - I a ) t l d t
( 2 . 2 .  1 4 )

( 2 . 2 . t 5 )

-  T a  ) t l d t
( 2 . 2 .  t 6 )

z  Z i n r  7
T a  ) t e  l

d t

V o  ( X )  =

f 2 5

1  1  3 a t
M ( t )  =  e x p t - - - - ( -  +  _ _ _ _ _

2 7 5
T a t x

1

e x p l  (
2

T a a -

3 a t  .
+  - - - - -  -  a  t

5
+  ( a

7

L O i n 7 7  ,  s  6 i n i 7  ô
e  -  a  t  e  +  ( a

( 2 . 2 .  L 7  )

D e s  t r a n s f o r m a t i o n s  t r i g o n o m é t r i q u e s  É l é m e n t a i r e s  c o n d u i s e n t  à
É c r i r e  l e s  d e u x  p r e m i è r e s  s o l u t i o n s  s o u s  l a  f o r m e  s u i v a n t e :

v r  ( x )  =  v o ( x )  -  J * t " o " ( M r  ( x , t ) ) . N r  ( x , t )  d to

f + -
V z ( x )  =  -  J  s i n ( M r  ( x , t ) ) . N r  ( x r t )  d to

( 2 .  2 .  L 8 )
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a v e c

4 2 2 = a 5

( a  -  T a  )  2 n  3 a  t  3 r r  a  t  r r
M r  ( x , t l  =  [ x  +  - - -  - - - ] t  s i n  s i n  s i n  -  +

z 7 z 7 z 7
T a r l . S T a r x T a u

2 n
+  - -

7

7 2 2

7 T a  a  S ' I a  a

( 2 .  2 .  L 9  )

( ' 2 . 2 . ? 2 )

é 2 J 7 2 J

( a - T a ) 2 n t 3 a t 3 n
N 1  ( x , t )  =  e x p t t x  +  - -  - - - - l t  c o s - -  -  -  c o s  - -  +

2

Ta {x

a 3

a t r r
+  - - - -  c o s  -  ) ( 2 ,  2 .  2 0  )

7

Ta o(

L e  I  o n g  d u  c o n t o u r  C z  (  f  i  g .  Z . b ) ,  n o u s  o b t e n o n s  :

4 t t t / 7  4 i r r -
e x p I x t  e  ]  P ( t )  e x p t - - - J  d t  ( 2 . Z . Z L )

7

a v e c

7 2 3

l t 3 a t Z 9 i r r - / 7 . s b z
P ( t )  =  e x p t - - - -  ( -  +  - - - - -  e  -  a  t  e t z ! r t 7  +  ( a  -  T a  ) t .

2 7 5
Ta cx

7

t z l  f * .
v  ( x )  =  vq  ( x )  -  J

o

4 i n / 7
. e l



f * -
V s ( x )  =  v o ( x )  -  J  

" o "  
( M z ( x , t ) ) . N z ( x , t ) d t

o

[ + .
V r ( x )  =  -  j  s i n  ( M z ( x , t ) ) . N z ( x , t ) d t

a l

9 0

L e s  d e u x  s o l u t i o n s , d É d u i t e s  d e  ( 2 . 2 . 2 1 ) , s o n t  :

e t

6 ? r ? 5

a - T a 4 r . t 3 a t n
N 2 ( x r t )  =  e x p t t x  +  - -  - - l t  c o s  c o s  -  +

( 2 . 2 . : Z 3 )

( 2 . 2 . 2 4 )

t ,  . t  . > Ê  \

o l r

6 2 2 t a 5

a + T a 4 l t 3 a t x a t 2 *
M z ( x , t )  =  [ x  +  - -  - - ] t  s i n  +  - - - - -  s i n  -  +  s i n  +

z 7 ? 7 T a 2 7
T a c x S T a r x

4 n
+  - -

7

2

Ta €[
7 2 2

7 T a  q  S T a  d

a l

a t Z n
c o s  )  (  2 . 2 . 2 e . )

2

T a r y -

L e s  d e u x  d e r n i è r e s  s o l u t i o n s  s ' o b t i e n n e n t  l e  l o n g  d e  c s  ( f i g .  z . b )

o È r  n o u s  p o u : o l s  É c r  i  r e  :

7
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t 3 l
v  ( x )  =  V o

l * . o  6 L n / 7
-  J  e x p I x t  e  ]  Q ( t )  e x p t 6 i n  / 7 l d t

o

E I  I  es  on t  pou r  exp ress  i  ons  :

f * .
V g ( x )  =  v o ( x )  -  J  a o s  ( M r ( x , t ) ) . N s ( x , t ) d t

l + -
vs ( x )  =  -  J  s i n  (H5 (x , t ) ) .N r ( x , t ) d t

o
o ù

a v e c

7 2 5

I  t  3 a  t  3 0 L n / 7  4  s  L B i n / 7  .  z
Q ( t )  =  e x p t - - - -  ( -  +  - - - - -  e  -  a  t  e  +  ( a  -  T a  ) .

2 7 5
Ta cx

t  e x  p L 6 i r t / 7 l ( 2 . 2 . 2 A )

( ' 2 .  2 .  2 9  )

( 2 . 2 . 3 { Ù )

4 2 7 3 a 5
.  -  Ï a  a i  5 a  t  3 r  .  t  , t n

t 3 ( x r t )  =  [ x  +  - -  - - ] t  s i n  +  - - - - -  s i n  s i n  - - + . . .

z 7 z 7 z 7
T a q S T a q T a r x

6l r
+  - -  ( 2 . 2 . 3 L )

7

6 2 7 2 5

a  - T a  6 r r  t  3 a t  5 n
N s  ( x .  t )  =  e x p {  [ x  +  - -  - - ] t  c o s  c o s  +

( 2 .  2 .  2 7  )

2

Ta {x

a t

a t 4 n
c o s  )

2

T a r x

7 ? z

7Ta  . r  STa  d
7

7
( 2 . 2 , 3 2 )
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L a  s o l u t i o n  g é n é r a r e  d e  l ' ê q u a t i o n  d u  m o u v e m e n t  ( 2 . 2 . 3 )  e s t
u n e  c o m b i n a i s o n  l  i n é a i r e  d e  c e s  6  s o l u t i o n s  q u i  s o n t  l  i n É a i . r e m e n t
i n d é p e n d a n t e s  (  c f .  p a  r a . 2 . 2 , 3 )  .

P a r '  a i  l  l e u r s ,  t o u t  a u t r e  c o n t o u r  d ,  i n t é g r a t i o n  d a n s  r e  p l a n
c o m p l e x e  d e  l a  v a r i a b l e  t ,  s a t i s f a i s a n t  à  l a  c o n d i t i o n  ( 2 . 2 .  t 3 )
e s t  u n e  c o m b i n a i s o n  I  i n é a i r e  d e  C ù  ,  C .  e t  C s

2 , 2 . 3 .  C a l c u l  n u m é r i q u e  d e  l a  s o l u t i o n

L e s  c o n d i t i o n s  a u x  l i m i t e s  ( 2 , 2 . L )  d É f i n i s s e n t  u '  p r o b l à m e
a u x  v a  I  e u r s  p r o p r e s

i  l  s ' a g i t  d o n c  d ' é c n i r e  c e  s y s t è m e  d e  6  é q u a t i o n s  a l g É b r i q u e s
h o m o g ê n e s ,  q u i  n e  s e r a  s o l u b l e  q u e  s i  s o n  d É t e r m r n a ' t  e s t  n u l  .
L e s  6  s o l u t i o n s  p r é c é d e m m e n t  d É t e r m i n é e s  s e  c a l c u l e n t
n u m é r  i  q u e m e n t  .

c e  c a r c u r  p e u t  s e m b  l e r  e  p r i o r i  l a b o r i e u x ,  m a i s  q u e l q u e s  r e m a r q u e s
' i u d i c i e u s e s  r e n d e n t  l a  t È c h e  r e l a t i v e m e n t  a i s é e :

a ) .  L e s  s o l u t i o n s  o n t  u n e  e x p r e s s i o n  s i m i  I a i r e
E n  e f f e t , v s  ( x )  e t  v r  ( x )  s e  d é d u i s e n t  d e  v r  ( x )  e t  v 2  ( x )  â  l , a i d e
c l e s  s u b s t i t u t i o n s  s u i v a n t e s  :

2 æ

7

3 x

p a r

p a r

4 r t

tr

2 n
ta

P a r

( 2 , 2 . 3 3 )
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D e  m ë m e r v 5  ( X )  e t  v a  ( x )  s e  d é d u i s e n t  d e  v r  ( x )  e t  v r  ( X ) r à  I ' a i d e

d e s  s u b s t i t u t i o n s  s u i v a n t e s  :

2n  6 r r

P a r
7 7

3x  5 r r

P a r  r 2 ' ' ? ' 3 r + )

7
tt

7

7
4 t

p a r
7

b ) .  I  I  n '  e s t  p a s  n é c e s s a i r e  d ' e x p r i m e r  l e s  d i v e r s e s  d é r i v é e s

d e s  s o l u t i o n s  t a n t  d a n s  I e  c a l c u l  d u  d é t e r m i n a n t  q u e  d a n s  c e l u i

d u  w r o n s k i a n

E n  e f f e t ,  s i  n o u s  n o t o n s  :

( 2 . 2 . 3 5 )

N o u s  p o u r r o n s  é c r l r e  l e s  d é r i v é e s  d ' o r d r e  i  d e  v r  ( x l  e t  v 2  ( X )  c l e

I a  m a n i  è r e  s u i v a n t e  :

f + .  l + -
v1 (x )  =  J  r  d t  -  J  A r  d t

oo

l * .
v z ( x )  =  -  I  B r  d t

U

( i )  f + .  f + .
D  V r  ( x )  =  J  t  d t  -  J  A r  d t

oo

( i )  f + t
D  V z ( x )  =  -  I  D  B r  d t

o

( 2 . 2 . 3 6 )
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( i )  ( i )  ( i )

o ù  l e s  D  I  .  D  A r  e t  D  B ,  s o n t  d o n n é e s  p a r  :

( i )

D  I  =  t '  I ( 2 . 2 . 3 7  )

2 n  2 n
D A r = - t s i n . B r + t c o s . A r

( 2 . 2 . 3 8 )

2 n  2 n
D B t = l s i n . A r + t c o s . B r

D e  m É m e

2t 2n '2r- 
Zn

D " A '  =  ( c o s 2  

; -  

-  s i n z  - - ) t â A r  -  2 s l n  
;  

c o s  
; -  

t ! 8 ,

( 2 . 2 . 3 5 )

2 n  2 n  2 n  Z n
D 2 B t  =  ( c o s 2  

- -  
-  s l n 2  - - ) t 2 B r  +  2 s i n  c o s  t . A ,

7 7 7 7

Z t t  ?n  2 *  Zn  Z*
D t A ,  =  ( -  3 c O S 2  S i n  +  s i n s  - - ) t s B r  +  ( C o s s  -  3 s i n 2

7 7 7 7 7

2n
.  C O s  - - ) r A r

7

2 n  2 n  2 n  2 n
D t B ,  =  ( 3 c o s :  s i n  -  S i n r  - - ) t s A r  +  ( c o s r  -  3 s i n :

7 7 7 7

(  2 .  2 .  4 0 ,

2tY

.  c o s  - - ) t 5 8 ,

7

7

7
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2 n  2 n  2 n  Z n  Z n
D n A ,  =  ( c o s {  -  6 s i n 2  c o s :  +  s i n .  - - ) t . A r  +  4 ( s i n r

Z t t  2 t  2 *
.  c o s  - -  -  c o s j  s i n  - - ) t a B r

7 7 7
( 2 . 2 . 4 1 )

2 *  2 n  2 t  2 r
D ' B r  =  4 ( c o s r  s i n  -  s i n s  c o s  - - ) t . A r

7 7 7 7

2n 2n 2n 'Zn

+  ( c o s '  +  s l n .  -  6 s i n i  c o s 2  - - ) t a B r

E t  e n f i n

2 n  2 t  2 r  Z n  Z n
D " A r  =  ( c o s 3  -  l O g o s 3  S i n z  +  5 s i n 4  c o s  - - ) t s A r  +  . . .

2 n  2 n  2 n  2 n  Z r r
+  (  -  s i n s  +  1 0  s i n r  c o s 2  -  5 c o s 4  s i n  - -  )  t r  B ,

7 7 7 7 7
( , 2 ,  ? .  4 2 )

2x Z tx  Z t t  Zn  Zn
D " B t  =  ( s i n 3  -  1 0  s i n r  C o S 2  +  5 6 o s 4  s i n  - - ) t s A r  +  . . .

7 7 7 7 7

2 n  2 n  2 n  2 n  Z n
+  ( c o s s  -  l O c o s r  s i n 2  +  S s i n r  c o s  - - ) t r B r

7 7 7 7 7

L e s  4  a u t r e s  s o  I  u t  i  o n s  e t  I  e u r  s  d É r  i  v é e s  s '  e x p r  i m e n t  p a r  d e s

r e l a t i o n s  s i m i  l a i r e s  à  ( 2 . 2 . 3 5 )  e t  ( 2 . 2 . 3 6 ) ,  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e s

s u b s t i t u t i o n s  m e n t i o n n É e s  e n  ( 2 . 2 , 3 3 )  e t  ( 2 . 2 . 3 t + ) .

77

777

777
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c  )  '  L e s  i  n t é g r a  I  e s  a p p a r a i  s s a n t  d a n s  I  e s  e x p r e s s  i  o n s  d e s
s o  I  u t i o t r s  c o n v e r g e n t  t r è s  r a p i d e m e n t ,  a u s s i  t o u t e s  I  e s  m é t h o d e s
c l a s s i q u e s  d '  i n t é g r a t i o n  n u m é r i q u e  ( t r a p è z e s r s i m p s o n , . . .  )  p e u v e n t
Ë t r e  u t i l i s é e s

I  I  n e  s e r a  d o n c  p a s  n é c e s s a i r e  d e  p o r t e r  t r o p  I  o i n  l a  b o r n e
s u p é r i e u r e  d e s  i n t É g r a r e s ,  c e  q u i  r ê d u i t  s e n s i b r e m e n t  r e  c o , - i t  d e
I ' o p é r a t i o n

L a  s e u l e  p r é c a u t i o n  à  p r e n d r e  e s t  d e  p l a c e r  c e t t e  b o r n e  a u _ d e i à
d e  l a  p l u s  g r a n d e  r a c i n e  r é e r  l e  d u  p o r y n Ë m e  s u i v a n t  :

t 7  3 a 2  t g
+  a { t r  _  ( a .  _  T a : ) t  =  e7  5  2 . 2 . 4 3 )

2 . 2 , 4  D é t e r m i n a t i o n  d u  n o m b r e  d e  T a y l o r  c r i t i q u e

L e  p r o b  I  à m e  a u x  v a  I  e u r s  p r o p r e s  ( 2 . 2 , 2 )  e x p r  i n e  u n e  r e  I  a t  i  o n  d e
I  a  f o r m e  !

( a ' T )  =  Q

L e s  p e r a m È t r e s  a  e t  T  é t a n t  d e s  r é e l s  p o s i t i f s

( 2 . 2 . 4 4 )

L ' e n s e m b l e  d e s  c o u p r e s  ( a , T )  s a t i s f a i s a n t  à  ( 2 . 2 . 4 4 )  d é t e r m i n e
l a  c o u r b e  d e  s t a b i  I  i t é  m a r g i n a l e

E n  g é n é r a r ,  i  l  e x i s t e  u n e  i n f i n i t é  d e  c o u p l e s  ( a ,  T )  r e p o n d a n t  à
c e t t e  c o n d l t i o n  '  c e p e n d a n t ,  c ' e s t  l e  m o d e  d ' i n s t a b i  I  i t é  m i n i m u m
q u i  e s t  r e  p r u s  i m p o r t a n t ' c a r  c ,  e s t  l u i  q u i  a p p a r a i . t  e n  p r e m i e r
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N o u s  p o u v o n s  l e  d é t e r m i n e r  à  p a r t i r  d e  l a  c o u r b e  d e  s t a b i  I  i t É

m a r g i n a i e ,  s u r  l a q u e l  l e  i a  v a l e u r  u n i q u e  a ç  c o r r e s p o n d  à  l a  v a l e u r

m i n i m a l ' e  d e  T  .  C e  m i n i m u m  d é f i n i t  l e  n o m b r e  d e  T a y l o r

c r i t i q u e , T .

L e s  f i g u r e s  ( 2 .  c )  e t  ( 2 . d )  r e p r é s e n t e n t  l e s  c o u r b e s  d e  s t a b i  I  i t é

m a r g i n a l e  P o u r  p t  =  O  e t  F t  =  - 1 ,  F e s p e c t i v e m e n t

I  I  a p p a r a i t  q u e  n o s  r é s u l t a t s  c o n c o r d e n t  a v e c  c e u x  p u b l  i é s  â  c e

j  o u r  A  1  n s  i  ,  D A V E Y  e t  C o .  | T O J  d o n n e n t  T .  =  3 3 8 9 .  I ,

S C H L I C H T I N G  t 1 3 8 1  : 3 4 1 6  e t  K R U E G E R  e t  C o .  t 6 5 l  : 3 3 9 O . 1 .

P o u r  F t  =  Q

N o u s  a v o n s  d É t e r m i n é  I e  g r a p h e  d e  l a  c o u r b e  d e  s t a b i  I  i t é

m a r g i n a l e  p o u r  d ' a u t r e s  c o n f l g u r a t i o n s  d ' é c o u l e m e n t  .

N o u s  n e  p r é s e n t o n s  q u e  l e  t a b l e a u  ( 2 , u )  q u i  d o n n e  l e s  n o m b r e s  d e

T a y l o r  c r i t i q u e s  e t  l e s  v a l e u r s  c o r r e s p o n d a n t e s  d e  l a  l o n g u e u r

d ' o n d e ,  a f  1 n  d e  n e  p a s  a l o u r d i r  l e  t e x t e

U n e  s y n t h è s e  d e s  r é s u  I  t a t s  e s t  p r  é s e n t e e  p a r  D R A Z  I  N  e t  R E  i  t )

t 1 3 9 1

N o u s  a v o n s  é g a l e m e n t  t r a c é  I e s  c o u r b e s  ( 2 .  e )  e t  ( 2 . t )  q u i

r e p r é s e n t e n t  l a  v a r i a t i o n  d e  l o g ( T .  I  e t  d e  2 n  / e ,  e n  f o n c t i o n  d e

F t  ,  r ê s p e c t  i  v e m e n t  .

E l l e s  m o n t r e n t  q u e ,  l o r s q u e  F '  t e n d  v e r s  1 ,  ( l a  v i t e s s e  a n g u l a i r e

d u  c y l  i . n d r e  i n t é r i e u r  Q ,  t e n d  v e r s  z é r o , e n  r e s t a n t  s u p é r i e u r e  à

f ) z ) '

-  l e  n o m b r e  d e  T a y l o r  c r i t l q u e  d é c r o t * t  r a p i d e m e n t  e t  l o g ( T .  )

t e n d  v e r s  3 . 2 3
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-  I  e  n o m b r e  d '  o n d e  c r  i  t  i  q u e  d É c r o t t  É g a  I  e m e n t  e t  t e n d  v e r s  z .  o

C e s -  r é s u l t a t s  s o n t  e n  b o n  a c c o r d  a v e c  c e u x  o b t e n u s  p a r

C H A N D R A S E K H A R  t  3  ]
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I  7 0 7 .  O

3 3 8 9 .  3

4 4 6 ( ] . 1

6 4 L 2 . O

1 0 5 3 r .  Ù

T a b  I  e a u  ( 2 '  4 )

C o n c o r d a n c e d e n o s r é s u l t a t s a v e c c e u x d e C H A I | D R A S E K A R p o u r l e

n o m b r e  d e  T a y l o r  e t  I a  I o n g u e u r  d ' o n d e  c r l t i q u e s .  P o u r  d i v e r s e s

v a l e u r s  d e  g t .
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C H A P I T R E  2 . 3

STAB I L I  TE ET CHAI.IP HYDRODYNAI.I  I  QUE

2 '  3 '  1 '  s o r u t i o n  d e  I ' é q u a t i o n  d u  , o o u v e m e n t  e n  r ê g i m e

t r a n s i t o i r e

E n  r é g i n e  t r a n s i t o i r e  ( c  o ) ,  i  r  e s t  i n t é r e s s a n t  d , o p É r e r  u n e

t r a n s l a t l o n  d e  I ' o r i g i n e  d u  s y s t È r o e  d e  c o o r d o n n é e s  a u  c e n t r e  d e

l a  c e l  l u l e

L ' é q u a t i o n  d u  m o u v e m e n t  ( 2 . 1 . 1 8 )  s ,  é c r i  t  a r o r s  s o u s  l a  f o r m e

s u i v a n t e  :  t 3 l

( D 3  -  a L ) ( D z  -  a L  -  v ) z  v  =  -  T a z ( l  -  Ë , x ) v

e t  l a  c o n d i t i o n  d e  n o n - g l i s s e u e n t  ( Z . L . Z L ,  :

( 2 . l J . l )

v  =  ( D Z  -  4 L  o )  v  =  D ( D t  -  a z  -  r )  v  =  O  € n  x  =  _ L / ? ,  e t  L / z
( 2 -  3 . 2 '

o ù  l e s  p a r a m è t r e s  € r  e t  T  s o n t  d É f l n i s  p a r  :

1  -  
F t

E t  = !

I  +  1 1 t

( 2 . 3 . 3 )

r = 1 (r + u),__il_il_ll:_:_l:l i
2v t

t ou tes  choses  res tan t  éga les  pa r  a t l l eu r s

E n  d É v e l o p p a n t  ( 2 . 9 . 2 ) , n o u s  o b t e n o n s  :



( 3 a r  +  s )  ( a 2 l a 2  ( a â c F ) 2

( 2 .  3 .  4 )

L '  É q u a t i  o n  ( 2 . 3 . 4 )  e s t  s i m i  I  a i r e  â  c e  I l e d u  m o u v e m e n t e n

r É g i m e  p e r m a n e n t  :  ( 2 . 2 . 3 ) .

N o u s  p o u v o n s  a l o r s  é c r i r e  s a n s  c a l c u l r d e s  e x p r e s s i o n s  a n a l o g u e s  â

c e l l e s  o b t e n u e s  a u  p a r a g r a p h e  ( 2 . 2 . 2 ) , p o u r  l e s  6  s o l u t i o n s  d e

t

T a 2

( 2 . 3 . 4 )  .

A i n s i . l e s

s u  i  v a n t e  :

V r  ( x )  =  V o

l J ;  t  { .1  =

a v e c :

V o  ( x )  =

D â  -  ( 3 a 2

I  -  T a 2  E t x

+ ?

) v

1 0 5

r )  D +

= Q

p r e m i ê r e s  s o l u t i o n s  s , e x p r i m e r o n t  d e  l a  m a n i e r e

s ( t ) l d t

2 n  ( 3 a 2  +  2 v )

( 2 . 3 . 6 )

( 2 . 3 .  r - )

( 2 . 3 . 8 )

3rr rE /t t
t 3  s i n  -  E ( t )  s i n  -  +

7 7 7
( 2 . 3 . 9 )

f + o
( x )  -  J  c o s ( M ,  ( x , t ) ) . N r  ( x , t )

o

l + -
-  i  E i n i t ' 11  ( x , t ) ) .N ,  ( x , t )  d t

o

d t

l + -  I
J  

" '  
t  e x p t  - - - - -

O  T a 2  € '

S( t )  =

+  u ) 2

t t
+

7

-  T a z l  t

i :: i_t_3:l:: _ :: l i_:_:11:: + o, t '3
+  [ a 2  ( 4 2

53

M 1  ( x r t )  =  K ( x , t ) s i n
7  S T a r  E '
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2 n  I  t 7  ( 3 a 2  +  2 ç )

N r  ( x ,  t )  =  e x p t K ( x ,  t ) c o s  - -  +  - - - - -  ( -  t 3

7  T a 2 € '  7  5

' 3 n t t

.  c o s  - - )  +  E ( t )  c o s  - l ( 2 . 3 . 1 0 )

[ a 2  ( a 2  +  6 ) 2  -  T a 2  ]

K ( x . t )  =  {  x  +  - - -  - - - - -  }  t  ( 2 ' 3 ' 1 1 )

T a z  € t

( 3 a 2  +  r ) ( e 2  +  t t )  t r
( 2 . 3 , 1 ' , 2 )

E( t )
T a 2  E '

L e s  2  s o l u t i o n s  s u i v a n t e s  é t a n t  d o n n é e s  P a r  :

( 2 . 3 . 1 3 )

( 2 . 3 .  L 4  )

o ù M z ( x , t ) e t N z ( x , t ) s e d é d u l s e n t d e M l ( x . t ) e t N r ( x . t ) P a r l e s

s u b s t i t u t i o n s  ( 2 . 2 . 3 3 ' )

L e s  2  d e r n l è r e s  s O l u t i o n s  q u a n t  à  e l  l e s ,  s ' É c r i v e n t  :

( 2 . 3 . 1 5 )

l + -
Vs (x )  =  Vo (x )  -  J  

" os (Mz (x , t ) ) 'Nz (x ' t )  
d t

o

f + .
V r ( x )  =  -  J  s i n ( M z ( x , t ) ) ' N z ( x , t )  d t

o

l + .
V r ( x )  =  Vo (x )  -  J  

" os (M : ( x r t ) ) 'Ns (x ' t )  
d t

o

l * .
V . ( x )  =  -  J  s l n ( M s ( x . t ) ) . N s ( x ' t )  d t

o

( 2 . 3 . 1 6 )



2 . 3 . 2  C r i t è r e  d e  s t a b i  I  i t é  d e  l ' é c o u l e m e n t  .

L ' É t u d e  d e  l a  s t a b i  I  i t é  c o n s i s t e  à  p r É d i r e  d ,  u n e  p a r r  t a

c r o i s s a n c e  o u  l ' é v a n e s c e n c e  d e  I ' a m p l  i  t u d e  d e  I a  p e r t u r b a t i o n  q u i

a  é t é  s u p e n p o s é e  à  I  '  é c o u  I  e m e n t  d e  C o u e t t e  e t  d ,  a u t r e  p a r t .  I  a

v a r i a t i o n  d u  t a u x  d e  c r o i s s a n c e  d e s  t o u r b i  I  l o n s ,  ( r ,  e n  f o n c t i o n  d e s

p a r a m è t r e s  d u  p r o b  I  è m e  (  a ,  T )  ,  p o u r  u n e  c o n f  i  g u r a t  i o n  d '  é c o u  I  e m e n t

d o n n  é e

c o m p t e  t e n u  d e  l a  f o r m e  c h o i s i e  p o u r  l a  p e r t u r b a t i o n

( 2 . L . 3 ) , l e  c a r a c t È r e  s t a b l e  o u  i n s t a b l e  d e  I ' É c o u l e m e n t  s e r a

d é t e r m i n É  p a r  l e  s i  g n e  d e  l a  p a r t i e  r é e  I  I  e  d e  ç

P a r  a i  I  I e u r s ,  l e s  p e r t u r b a t i o n s  é t u d i ê e s  s o n t  s u p p o s e e s  s i

p e t i t e s  q u t  e l  I e s  n ' o n t  a u c u n  e f f e t  s u r  l  t  É c o u l e m e n t  s o u s -

. 1  a c e n t ,  c o n t r a i r e m e n t  a u x  t h é o r i e s  n o n -  I  i n Ê a i r e s  q u i  c o n s i d è r e n t

q u e  I ' a m p l i t u d e  d e l a  p e r t u r b a t i o n ,  p a r s u  i  t e  d e  s o n

a m p l i f i c a t i o n , p e u t  d e v e n i r  s i  i m p o r t a n t e  q u ' i l  s ' é t a b l i t  u n

t r a n s f e r t  d ' é n e r g i e ,  d e  l ' é c o u l e m e n t  s o u s -  j a c e n t  v e r s  l a

p e r  t u r b a t  i  o n

to7

H s  ( x , t )  e t  N s  ( x , t )  s e  d e d u i s a n t  d e  l l r  ( x , t )  e t  N r  ( x ,  t r

s u b s t i t u t i o n s  \ 2 . 2 , 3 4 )  .

A l n s i ,  I ' h y p o t h è s e  f o r m u l é e  p a r  l a  t h é o r i e  I  i n é a i r e  n ,

q u ' a u  v o i s i n a g e  d e  l a  t r a n s i t i o n ,  [  1 4 0 ,  L 4 L )

E f f e c t l v e m e n t ,  l e s  r é s u l t a t s  e x p é r i m e n t a u x  d e  D 0 N N E L Y

t 9 5 l  c o n c o r d e n t  s i  b i e n  a v e c  l e s  c a l c u l s  d e  R û B E R T S

c o n c l u e n t  à  l a  v a l  i d i t é  d e s  t h é o r i e s  I  i n é a i r e s

p a r  I  e s

e s t  v a l a b l e

e t  SCHI^ ,ARTZ

t L 4 2 J . q u ' i l s
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S a n s  r e s t r e i n d r e  l a  g é n é r a l  i t é  d e  l ' ê t u d e ,  n o u s  p o u v o n s  n o u s

I  i m i t e r  a u  c a s  d e s  s y s t è m e s  d o n t  l e  c y l  i n d r e  e x t é r i e u r  e s t

m a i n t e n 3 - r  f  i x e  ( F ' =  O ) .

A i n s i  q u e  n o u s  I ' a v o n s  i n d i q u é  a u  p a r a g r a p h e  ( z . z L ) , l e

p r i n c i p e  d e  d É t e r m i n a t i o n  d ' u n  c r i t È r e  d e  s t a b i  I  i t É  e s t  d e  f a i r e

a p p a r a i t r e  l e s  t o u r b i  I  l o n s  d e  T a y l o r  à  I ' e x t É r i e u r  d e  l a  c o u r b e

d e  s t a b i  I  i t ê  m a r g i n a l e

P o u r  u n  t e l  c o u p l e  ( a . T ) , n o u s  d e v o n s  d o n c  t r o u v e r  l e  r é e l

t F ,  s o l u t i o n  d u  p r o b l  è m e  a u x  v a l e u r s  p r o p r e s  ( Z . g , z ) ,  c ' e s t - à - d i r e

c e l u i  q u i  a n n u l e  l e  d é t e r m i n a n t  c o r r e s p o n d a n t ,  p o u r  l e s  s o l u t i o n s

d é t e r m i n É e s  a u  p a r a g r a p h e  p r é c É d e n t

L e  c a  I  c u  I  n u m é r  i q u e  d e s  i n t é g r a  I  e s  q u i

I ' e x p r e s s i o n  d e  c e s  s o l u t i o n s  e s t  e f f e c t u é  e n

i n t e r v i e n n e n t  d a n s

t e n a n t  c o m p t e  d e s

r e m a r q u e s  f o r m u l  é e s  a u  p a r e g r a p h e  ( Z . Z . g )

c e  c a l c u l  a  d o n n é  u n  s l g n e  u n l q u e  à  o ,  p o u r  l e s  c o u p l e s  ( a , T )

s i t u ê s  d u  m Ë m e  c ô t é  d e  l a  c o u r b e  d e  s t a b i l i t é  m a r g i n a l e

A y a n t  o b t e n u  d e s  v a l e u r s  p o s i t i v e s  p o u r  r  d a n s  l e  d o m a i n e

s u p é r i e u r . e t  d e s  v a l e u r s  n ê g a t i v e s  d a n s  l e  d o m a i n e  i n f é r i e u r . n o u s

d é d u i s o n s  q u e  I  '  é c o u l  e m e n t  e s t  i n s t a b  I  e  d a n s  I  e  p r e m i e r  c a s  o u

q u e  l e s  p e r t u n b a t l o n s  c o r r e s p o n d a n t e s  s o n r  s u p e r c r i t i q u e s ,  e t

s t a b l e  d a n s  l e  s e c o n d  c a s  ( p e r t u r b a t i o n s  ' s u b c r i t i q u e s ) ,  
( f i g .  2 . g ) ,

e n  a c c o r d  a v e c  I  e s  r  é s u  I  t a t s  a n t é r  i  e u r  s
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2 . 3 , g  L o i  d e  v a r l a t i o n  d u  t a u x  d e  c r o i s s a n c e  d e s  t o u r b i l  I o n s

D ' a p r ê s  I a  t h é o r i e  d e  L a n d a u  l L , 2 ) ,  l e  c h a m p  d e  v i t e s s e s  d e s

p e r  t u r  b a t  i  o n s  à  u n  ê c o u  I  e m e n t  p  l  a n  P o u r  d e s  n o m b r e s  d e  R e y n o  I  d s

R ,  p e u t  s '  ê c r  i  r e  d e  I  a  m a n i  è r e  s u i  v a n t e  .

v ( r , t )  =  A ( t )  f  ( r ) ( 2 .3 .  r 7 )

ol t f  (  r  )  e s t  u n e  f  o n c t  i o n  d e s  c o o r d o n n ê e s  .

L a  c r o i s s a n c e  d e  A , q u a n t  à  e l  l e , e s t  d É c r i t e  P a r  u n e  é q u a t i o n

l a  f o r m e  :d e

(D

=  f , b .
m =  I

A  2 . t t )  ?  l Q l
\ 4 . 9 .  ! V /

û  =  c o n s t a n t e  x  ( T  -  T . )  ( 2 . 3 . 1 9 )

r e l a t l o n  0 l ( T ) , R O B E R T S  L L 4 2 l  m o n t r e  q u e  l a  l o i  a ( T )  e s t

I i n è a l r e

d é t e r m i n a t i o n  d e  l a  c o n s t a n t e  a P p a r a i s s a n t  d a n s

p o s e  l e  p r o b l è m e  i m p o r t a n t  d e  l a  d i r e c t i o n  l e  l o n g  d e

l a  I o n g u e u r  d ' ô n d e  a I ô i t - E t r e  e h o i S i e

A y a n t  d é v e l o p p é  r  e n  s é r i e  d e  ( R  -  R .  ) ,  L A N D A U  d é d u i t  a l o r s

u n e  r e l a t i o n  d e  P r o P o r t i o n n a l i t é  e n t r e  s  e t  ( R  -  R .  ) '

D a n s  l e  c a s  d e  I , é c o u l e m e n t  d e  T a y l o r - C o u e t t e '  l e s  t r a v a u x

t h é o r i q u e s  d e  s T U A R T  t 1 4 1 l , W A T 5 O N  i 6 8 l  e t  D A V E Y  t 6 9 l  m o n t r e n t  q u e

l ' é q u a t i o n  ( 2 , 3 . L 7 )  p e u t  Ë t r e  u t i l i s é e ; e t  d u  f a i t  d e  l a

p r o p o r t  i  o n n n a  I  i  t é  d e s  n o m b r e s  d e  T a y  i  o r  e t  d e  R e y n o  I  d s

( 2 . L . 2 O ) , l a  r e l a t i o n  p r o p o s é e  p a r  L A N D A U  s ' , é c r i t  a l o r s  :

0 u t r e  l a

é g a  I  e m e n t

L a

( 2 . 3 .  1 9  )  ,

l a q u e l  l e



1 1 0

L e s  t r a v a u x  d e  D O N N E L Y  e t  S C H W A R Z  t 9 5 l  e t  c e u x  d e  R O B E R T S  t I 4 2 )

m o n t r e n t  q u e  l a  v a r i a t i o n  d e  a  a u t o u r  d e  l a  t r a n s i t i o n  e s t

n é g l  i g e a b l e ; a u s s i , p o u v o n s - n o u s  m a i n t e n l r  a  c o n s ç a n r  e t  è e a l  à  s a

v a l e u r -  c r i t i q u e ,  ( a .  =  3 . 1 2 )  d a n s  l a  v é r i f i c a t l o n  d e  l a  l o i  d e

L A N D A U

L e s  r é s u l t a t s  d e  n o s  c a l c u l s ,  ( t a b l e a u  2 . Ê )  c o n d u i s e n t  â

u  =  1 3 . 1 O  ( 1  -  T . / T )

C e t t e  r e l a t i o n  e s t  à  r a p p r o c h e r  d e  c e l  l e  É t a b l  i e

[  6 9  I  .  q u i  a  o b t e n u  u n e  c o n s t a n t e  é g a  I  e  à  1 3 .  O l  d a n s

s i m i  l a i r e

v a l e u r s d e

é c r i r e  :

( 2 . 3 . z C J )

p a r  D A V E Y

u n e  l o i

s  t  É c a r  t e n t

L a  f  i  g u r e  ( 2 ,  g  ) ,  q u i

r e m a r q u e s  s u i v a n t e s  :

i l l u s t r e  n o s  r É s u l t a t s . a p p e l l e  l e s

-  d a n s  l a  r é g 1 o n  s u p e r c r i t i q u e ,  l a  l o i  ( z . 3 . z o )  e s t  r e s p e c t e e

a v e c  u n e  p r é c i s l o n  d e  O . 8  p o u r  c e n t  p o u r  d e s  v a l e u r s  d u  n o m b r e  d e

T a y l o r  i n f é r i e u r e s  à  3 4 9 0 C e t t e  p r é c i s l o n  v e  e n  d i m i n u a n t ,  d u

f a i  t  q u e  I  e s  p h é n p m è n e s  n o n -  I  i n é a i  r e s  n e  p e u v e n t  p  I  u s  É t r e

n é g l i g é s  t 4 2 J

E n  o u t r e ,  M E Y E R  t  1 4 3  I  m o n t r e  q u e  I  a  v a r  i a t  i  o n  d e

d ' o n d e  d o i t - É t r e  é v a l u é e  s i m u l  t a n é m e n t

I  a  I  o n g u e u r

-  d a n s  l a  r é g i o n  s u b c r i t i q u e .  l e s

p é r i o d i q u e m e n t  d e  l a  d r o l t e  ( 2 . 3 . 2 C > .

L ' e x i s t e n c e  d ' u n e  p a r t i e  i m a g i n a i r e  d a n s  l ,  e x p r e s s i o n  o e  s  p o u r

d e s  p e r t u r b a t i o n s  s u b c r i t l q u e s ,  s u g g é r é e  p a r  D 0 N N E L Y  e t  S C H T J A R Z

t 9 5 l  '  c o n t r a i r e m e n t  a u x  c o n c l u s i o n s  d e  Y I H  t  1 3 5 . 1 3 6 1  f u t  d é m o n t r é e

p a r  D I  P R I M A  e t  H A L L  t 1 3 7 1  E I l e  e x p l i q u e  c e  p h é n o m è n e



1 1 1

2 . 3 .  4  C h a m p  h y d r o d y n a m i  q u e

A  l a  p r e m i è r e  t r a n s i t i o n , s N y D E R  t g T r  m o n t r e  q u e  d a r r s  u r . l e

a p p r o c h e  n o n -  I  i n é a i r e ,  i  I  e s t  p o s s i b l e  d ' o b t e n i r  d r v e r s e s

I  o n g u e u r s  d '  o n d e s  a x  i a  I  e s  â  p a r  t  i  r  d '  u n e  m e m e  c o n f  i  g u r a t  i .  o n

d ' é c o u l e m e n t  .  D a n s  r e  c a s  d e  c v l  i n d r e s  i n r i n i m e n t  r o n g s .  u n e

i n f i n i t é  d e  l o n g u e u r s  d ' o n d e s  a x i a l e s  p e u t  È t r e  o b t e n u e  s e l o n

i e s  p r o c e s s u s  d ' a m p l  i f i c a t i o n  d e s  i n s t a b i  l  i t ê s  L L a 4 )

S N Y D E R  p r o u v e  a  l  o r s  q u e  r  a  l  o n g u e u r  d ,  o n d e  e s t  u n i  q u e m e n t

d É t e r m i n É e  p a r  l e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  ( c h a p .  1 .  1  )

D u  f a i  t  d e  l ' h y p o t h è s e  d e  l  i n é a r  i t é  d e  n o t r e  é t u d e ,  l  e  p r o b  l  è m e

d e  l a  m u l t i p r i c i t é  d e s  é t a t s  d ' é c o u r e m e n t  s t a b l e s  n e  s e  p o s e  p a s .

c o m p t e  t e n u  e n  o u t r e  d e  l '  e x p r e s s i o n  ( 2 ,  L . 3 )  d o n n é e  a u x

p e r t u r b a t i o n s ,  l a  d É t e r m i n a t i o n  d u  c h a m p  h y d r o d y n a m i q u e  d a n s  l a

c e l  l u l e (  p r o b  I  è m e  a u x  v a  I  e u r s  p r o p r e s  )  e s t  e t  f e c t u È e s u r

I  '  É c o u  I  e m e n t  s t a t i  o n n a i  r e

A  l a  t r a n s i t i o n . l a  s o l u t i o n  g é n É r a l e  d e  c e  p r o b r è r n e  e s t  u n e

c o m b i n a i s o n  l  i n é a i r e  d e s  6  s o l u t i o n s  o b t e n u e s  a u  p a r a g r a p h e

( 2 . 2 . 3 )

v ( x )  =  F t r  v s  ( x ) |  =  L , 2 . . . 1 6 ( 2 .  3 .  2 L  )

=  Q  a u x  v a  I  e u r  s  s u  i  v a n t e s
L e  c a l c u l  a l g é b r i q u e  c o n d u i t  p o u r

p o u r  l e s  c o n s t a n t e s  :

= 1

=  -  6 . 1 O 4

F t

F t

p '



L L 7

T

1  1 1 )

V a  I  e u r  d u  t a u x

d é  T a y i o r

3 4 9 0 .  o

3 4  7 0 .  o

3 4 6 0 .  o

3 4 5 0 .  O

3 4 4 0 .  o

J 4 J U .  U

3 4 2 0 .  o

3 4 1 0 .  o

3 3 9 9 .  O

3 3 8 9 .  4

3 3 8 9 .  O

3 3 8 5 .  O

3 3 7 9 .  O

3 3 7 5 .  O

J 5 / U . 9

3 3 6 5 .  O

3 3 6 0 .  O

3 3 5 5 .  O

3 3 5 0 .  O

3 3 4 5 .  O

3 3 + O .  O

3 3 3 5 .  O

3 3 3 0 .  O

3 3 2 0 .  O

3 3 1 5  .  O

3 3  1 0 .  o

T a b  I  e a u

c r o i  s s a n c e  d e s

( 2 .  B )

t o u r b i l l o n s

o .385

o .  309

a .270

9 ,  Z J Z

o . 1 9 4

o .  1 5 6

O .  L t 7

o .  o 7 9

o .  0 3 6

o.  ooo

-o.  o02

-o.  or7

- o .  04  1

-o .  058

-o .  o75

-o .094

-o .114

-o .134

-  ( r  t  q. ' {

- o .  L7 :Z

-u .192

-o .211

-o .250

-o .270

-o .  289

-o .  309

d e
p o u r  d i v e r s  n o m o r e s



F igu re  2 .g  :  I l l us t ra t i on  de  Ia  l o i  de  Landau

q -=  c ( l  -  Tc /T )



t r 4

F ' r  =  -  5 . 4 O 7

F t .  =  -  4 . 9 6 4

F ' t  =  O . O l ' 6

F ' "  =  -  O . O S S

L e  t a b l e a u  ( 2 . I . )  m o n t r e  q u e  n o s  r é s u l t a t s  s o n t  e n  b o n  a c c o r o  a v e c

c e u  x  c i  e  D A V E Y  i  b 9  l

L e s  c h a m p s  d e  v l t e s s e s  r a d l a l e  e t  a x i a l e  e t  d e  p r e s s i o n  s o n t

c a i c u l é s  à  p a r t i r  d e  I a  s o l u t l o n  p r è c è d e n t e  p a r  i e s  r e i a t i o n s

d É d u i  t e s  d e s  t r a n s f  o r m a t i o n s  d e s  é q u a t i o n s  d e  N a v i e r - S t o k e s  q t r J .

c o n d u i s e n t  à  i ' É q u a t i o n  ( 2 . 1 . 1 8 )  t 3 l

A i n s i  :

r 2 . 3 . 2 3 . a )

Et

( D r  -  a r )
p ( x ,  =  l ,  -  D u ( x )  ( 2 . 3 . 2 3 . b )

e 3

L e s  c o u r b e s  d e  v a r i a t i o n  d e  v .  u ' w ,  P '  e t  E .  ( é n e r g i e

c i n É t i q u e ) , a p r è s  n o r m a l  i s a t i o n  s o n t  r e P r ê s e n t é e s  s u r  l e s

f  l g u r e s  ( 2 h . 2 i , 2 J ,  2 k , 2 1 )  r e s P e c t l v e m e n t

a



t l q

V 9

- o .  50

-o .  45

-o .  40

-o .35

-u .30

-o .25

-o .20

-o .15

-o .10

-o .  05

o.  oo

o .  05

o .  10

n  r q

o .20

o .25

o .  30

o .  35

o .40

o .45

o .5

o.  ooo

o .  L44

o .  288

o .  431

o .  569

o .  695

o .  806

o .  895

o .  958

o .  994

l .OOO

o.  977

o .927

o .  853

o .  758

o .  646

o .524

o .  394

o .262

o .  r 30

o.  ooo

o.  ooo

o .143

o .  ?88

O .  z + 3 1

o . 5 6 8

o .  6 9 5

o .  8 0 8

o . 8 9 4

o .  9 5 7

o .  s93

o .  999

o .  976

o. 92tri

o . 852

o .  757

o .  646

o .523

o .  394

o .  ?62

o .  r 30

o.  ooo

C o n c o  r  d a n c e

c h a m P  d e s

s e c o n d a i  r e

d e  n o s

v i t e s s e s

T a b  I  e a u  ( 2 . f  >

r é s u l t a t s  a v e c  c e u x  d e  D A V E Y

t a n g e n t i e l  i e s  n o r m a i  i s ê e s

t T O i  p o u r  l e

d u  m o u v e m e n t



F igu re  2 .n  :  Champ  des  v i t esses  t angen t l e l l es  no rma l i sées  du

mouvemen t  seconda i re



-0,5 
: 

0 0r5

F lgu re  2 . r  :  champ des  v i t esses  rad ia res  no rmar l sées  du

mouvemen t  seconda l re .



Charnp  des  v i t esses

seconda l  re

F igu re  2 . j  : ax iaLes  no rmaL isées  du  mouvemen t



F lgu re  2 .k  :  Champ des  p ress lons  no rmaL isées  du  mouvemen t  seconda l re



F igu re  2 .1  :  Champ des  éne rg ies  c iné t i ques  no rma l l sées  du  mouvemen t

seconda l  re



t 2 t

C H A P  I T R E  2 , 4 .

A P P L I C A T I O N  D E  L A  M E T H O D E  A  L A  D E U X I E M E  T R A N S I T I O N

2 . 4 . 1  E q u a t i o n s  d u  m o u v e m e n t  .

L e s  r é s u l  t a t s  s a t i s f a i s a n t s  o b t e n u s  d a n s  l ' é t u d e

p r È c É d e n t e ,  n o u s  s u g g È r e n t  d ' a p p l  i q u e r  n o t r e  m é t h o d e  à  I  a  z è m e

t r a n s i t i o n

L e  m o u v e m e n t  e s t  d é c r i t  p a r  u n  s y s t è m e  d ' é q u a t i o n s  é t a b l i e s  d e  l a

m Ë m e  m a n i è r e  q u e  p o u r  l a  p r e m i È r e  t r a n s i t i o n

C o n s i d é r o n s  u n e  p e t i t e  p e r t u r b a t i o n  d e  l a  f o r m e  s u i v a n t e .  d a n s

u n  s y s t è m e  d e  c o o r d o n n è e s  c y  I  i n d r  i  q u e s  d é f  i n i e s  c o m m e  a u

p a r a g r a p h e  ( 2 .  L .  L )

V z  =  V t  ( 1 .  t  )  .  e À  
( r t  t  . ù  +  t l ( 2 .  4 .  1 )

a v e c  d e s  e x p r e s s  i o n s  s  i m i  I  a i  r e s  p o u r  I  e s  a u t r e s  c o m p o s a n t e s  d e  I  a

v  i  t e s E .  ê t  p o u r  I  a  p r e s s  i  o n

E n  t h é o r i e  I  i n é a i r e ,  l e  s y E t è m e  d ' é q u a L i o n s  d e  N a v i e r - S t o k e s  e t

d e  c o n t i n u i t é ,  a P P l  i q u é  a u  c h a m p  r é s u l  t a n t  d e  l a  s u p e r p o s i  t i o n  d e

l ' é c o u l e m e n t  d e  c o u e t t e  ( 2 .  L ,  L )  à  l a  p e r t u r b a t i o n  p r é c é d e n t e .  s e

r É d u i t  a u  s y s t È m e  s u i v a n t ,  d a n s  l ,  a . p p r o x i m a t i o n  d e  I ' e n t r e f e r

é t r o i t  :



1 2 2

L ( D ,  -  a 2 )  U ' ( x )  =  -  e 2  T  I 1  -  ( 1  -  s ) x l  V ' ( x )

L  V t  ( x )  =  U t  ( x )

( 2 . 4 . 2 )

m u n i  d e s  c o n d i  t i o n s  d e  n o n - g l  i s s e m e n t  s u r  l e s  p a r o i s  d e s

c y i  i n d r e s  :

d  U ' ( x )
U ' ( x )  =  V ' ( x )  =  =  Q  e n  x  =  O  e t  x  =  1  ( 2 . 4 . 2 )

d x

o t r  o n  a  p o s é  :

x  =  ( r  -  R i  ) / d

D  =  d / d x

L  =  D 2  -  a 2  -  i  t  u  +  k T  t 1  -  ( 1  -  s ) x l ]

( 2 . 4 . 4 )

L e s  g r a n d e u r s  a ,  T ,  o ,  k  e t  s  s o n t  d e s  c o n s t a n t e s  I  i  ê e s  â

I  '  é c o u  I  e m e n t  e t  d o n n é e s  e n  t  6 5 ,  7 2 ,  1 4 5  l

L e  s y s t è m e  ( 2 . 4 . 2 ) , a s s o c i é  a u x  c o n d i t i o n s  < 2 . 4 . 3 ) . d É f i n i s s e n t

u n  p r o b l è m e  a u x  v a l e u r s  p r o p r e s  d e  l a  f o r m e  :

F ( p t , a r k r c r T )  -  O \ 2 . 4 . 5 )

L a  s t a b i  I  i t è  m a r g t n a l e r d é f i n i e  p a r  l a  n u l  I  i t é  d e  I a  p a r t i e

i m a g i n a i r e  d e  o  s e  d é t e r m i n e  d e  l a  m a n i è r e  s u i v a n t e ;

-  p o u r  u n e  c o n f i g u r a t i o n  d ' é c o u l e m e n t  d o n n é e ,  ( g '  f i x É ) .  i  I

s ' a g i t  d e  t r o u v e r  l a  p l u s  p e t i t e  v a l e u r  r é e l  l e  p o s i t i v e  d e  T .  p o u r

t o u t  r é e l  e  )  O , e t  p o u r  t o u t  r é e l  k  Z  O , p o u r  l a q u e l l e  l ' é q u a t l o n

( 2 . 4 . 5 )  a d m e t  u n e  s o l u t l o n  a v e c  I m ( s )  =  O
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C e t t e  v a l e u r  d e  T r T . ( p ' )  e s t  l a  v a l e u r  c r i t i . q u e  d u  n o m b r e  d e

f o n c t i o n s  e t  d e  v a r i a b r e s  a p p r o p r i é s ,  d a n s  i l a p p l  i c a t i o n  d e  n o t r e

m é t h o d e ,  m e t  e n  é v i d e n c e  d e s  p r o p r i é t é s  n o u v e l  l e s  d e  l ,  e c o u l  e m e n t

d e  T a y  I  o r  - C o u e t t e

2 -  4 . 2  T r a n s f o r m a t i o n  d e s  è q u a t i o n s  d u  m o u v e m e n t

P o s o n s :

C  =  i  k  J T  ( s  -  l )

T a y l o r ,  p o u r  i a  c o n f l g u r a t i o n  c h o i s i e

L ' é t u d e  d e  l a  s t a b i  I  i t É  d e  l ,  é c o u l e m e n t

g r a n d e  d i f f i c u l t è , L I 4 Z f  m a i s  I ' u t i l l s a t i o n

p e u t  Ë t r e  m e n e e  s a n s

d e  c h a n g e m e n t s  d e

( 2 .  4 . 6 )

( 2 .  4 . 7  )

a z  +  i  t u  +  k  T  t 1  -  ( 1  -  s ) x l ]
=  - -

i  k  J T  ( s  -  1 )

s i  n o u s  c h e r c h o n s  u n e s o l u t i o n  d e  l a  f o r m e :

U t  ( x t  )  = U ( t )  e È . d t  ;  V ' ( x ' )  = V  (  t  )  e ù  , d t

o ù  d  e t  B  s o n t  d e s  c o n s t a n t e s  q u e

s y s t è m e  ( 2 , 4 . 2 )  d e v l e n t  !

n o u s  c l e v r o n s d é t e r m i n e r . l e

i a ^  d
CJT

k  d t

x t

JU
(x

JU
cx

l'Ê
J  t ,  t t>  e r '

tx

f'l
d t  +  J

d
{ c  [ ( a 2  _  t 2 ) e r x

d t

l e t '  V ( t ) ] i  d t  =  e

u ( t ) l



f,l fr d
J  I r t t l  t t ,  d t  -  c  I  - -  [ e r .  V ( t ) ]  d t  =  e

rx  s  d t

L 2 q

1 2 . 4 .  B  )

o ù :

d a: at-l' d
I r ( t )  =  [ C ( t z  -  a 2 ) - -  +  t .  -  a 2 t 2  +  Z C ]  U ( t )  +  -  t i c  +  . . .

d t  p  d t

-  ( t r  -  i a 2 ) l  V ( t )

(  2 .  4 . 9 )

d
I a ( t )  =  ( C  +  t ? )  V ( t )  -  U ( t )

d t

C h e r c h o n s  u n e  s o  I  u t i o n  t e  I  I e  q u e  :

I r ( t )  =  Q  ;  I ? ( t )  -  O ( 2 .4 .  t o )

P o u r  c e  f a i r e ,  e f f e c t u o n s  I  e  c h a n g e m e n t  d e  f o n c t i o n s  s u r v a n !  :

U ( t )  =  e x p l -  t 3 / 3 C ] . t ' ( t )  ;  V ( t )  =  e x p l -  L t / g C ] . g ( t )  ( Z . 4 , L I )

( 2 . 4 . L O )  d e v i e n t  a l o r s  :

kc  d  zkc t  o
[ - - - - - ( t e  -  a 2 ) - -  +  - - - - - ] f  ( t )  =  [ - i c  +  o ,  +  i ( t 2  -  a r ) J g t t )

a 2  J T  d t  a z  J T  d t

d  g ( t )
f  ( t )  =  Ç

d t

e n  p o s a n t :

e t

( 2 . 4 .  L 2 )
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k c 2
] .  =  - - - - -

E2 JT

e t  a v e :  l e  c h a n g e m e n t  d e  v a r i a b l e  :

t
Y = -

a

s u i v i  d u  c h a n g e m e n t  d e  f o n c t i o n :

( 2 , 4 .  L 3 )

\ 2 . 4 , 1 4 )

( 2 , 4 ,  L 5 )

i o n  s u i v a n t e :

2  -  t )  d y

d u l t  à  I '

I  t  i c
i -  -  J  ( - -

2 I'a

( 2 . 4 .  L 2 )

8 ( y )  =

I  e  s y s t

e x P

è m e

/ ( Y

s e  r é

l . h ( y )

é q u a  t

d 2 h ( y )  d  h ( y )  { t  i a z

( 1  -  y â )  -  2 Y  +  h ( Y ) t -  -  ( 1  -  Y z t  +  " " '

d y z  d Y  I -  f

c 2
+  - -  - - - l  =  Q  

( 2 ' 4 ' L 6 i

4 f 2 a 2 ( L  -  y 2 )

2 . 4 . 3  I n t e r P r é t a t i o n

L ' é q u a t i o n  ( 2 . 4 .  1 6 )  e s t  u n e  é q u a t i o n  d ' o n d e  s p h é r o i d a  i  e

t 1 4 6  à  1 4 8 1

E l  l e  g o u v e r n e  l e s  P r o j e c t l o n s  d e  l ' é q u a t i o n  d ' o n d e

À  h ( y )  +  b ?  h ( Y )  -  O
( 2 . 4 . 1 7 )

s u r  l e s  a x e s  q ( d i r e c t i o n  r a d i a l e l  e t  F l  ( d i r e c t i o n  t a n g e n t i e l  l e l

d ' u n  s y s t è m e  d e  c o o r d o n n é e s  s p h é r o i d a  I  e s
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L a  t r a n s f o r m a t i o n  d ' u n  s y s t È m e  d ' É q u a t i o n s  d ê c r i v a n t

l ' é c o u l e m e n t  d ' u n  f l u i d e  i n c o m p r e s s i b l e  e n  c e t t e  e q u a t i o n  d , o n d e

s p h é r o i i l a l e  q u i  t r a d u i t  u n  p h é n o m è n e  d e  p r o p a g a t i o n  o a n s  u n

m i  I  i e u  é l a s t i q u e  m o n t r e  q u ' i  l  e s t  p o s s i b r e  d e  b Ë t i r  u n e

s  i m i  I  i  t u d e  e n t r e  r  ' É c o u  I  e m e n t  d e  T a y  l  o r - c o u e t t e  e t  d e s

é c o u l e m e n t s  c o m p r e s s i b l e s  t 1 4 9 l

L e  s u c c è s  d e  l ' e l a b o r a t i o n  d e  c e t t e  s i m l  r  i t u d e  a u r a i t  d e u x

c o n s É q u e n c e s  e s s e n t i e l  l e s  :

-  e l  l e  p e r m e t t r a l t  d e  c o n s t r u i r e  u n e  n o u v e r  l e  c r

s o  I  u t  i  o n s  e x a c t e s  d u  p r o b  l  è m e  d e  T a y  l  o r - c o u e t t e  :  l  e s

a s s e  d e

s o l u t i o n s

c o m p r e s s i b l e s

-  c o m m e  I ' e x p é r i e n c e  d e  T a y l o r - c o u e t t e  e s t  p l u s  a i s é e  â

p r o d u i r e ,  i  I  s e r a i t  p o s s i b l e  d e  s i m u l e r  c e r t a i n s  p h é n o m è n e s

c o m p r e s s i b l e s  d a n s  u n e  c e l  l u l e  d e  C o u e t t e

C e  r e s u l t a t  t e n d  A  c o n f i r m e r  c e u x  d e  G R E E T { S p A h l  t l S o l  q u i  a v a i t

É t a b l i  u n e  é q u a t i o n  i d e n t i q u e  p o u r  d é c r i r e  l a  r o t a t i o n  d , u n

l l q u i d e  i n c o m p r e s s i b l e  d ' u n e  p a r t , e t  l e  m o u v e m e n t  n o n - t o u r n a n t

d ' u n  f  l u i d e  s t r a t é f  l é ,  d ' a u t r e  p a r r
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T R O I S I E M E  P A R T I E

P R E M  I  E R E  T R A N S  I  T  I  O N  E N  P R E S E I { C E  D E  P A R T  I  C U L E S  S P H E R  I  O - U E S

R I G I D E S
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I  N ' T R D D U C T  I  O N

L a  p r  É s e n c e  d e  p a r  t  I  c u  I  e s

e f  f e t  d e  m o d i f  i e r  l e  c h a r n p

r h ê o l o g i q u e  d u  f l u i d e

s p h É r i q u e s  d a n s  l ' é c o u l e m e n t  a  p o u r

h y d r o d y n a m i q u e  e t l e  c o m p o r t e m e n t

D a n s  l e s  c h a p T t r e s  q u i  s u i v e n t ,  n o u s  m e n o n s  d a n s  I ' h y p o t h è s e  d ' u n

ê c o u i e m e n t  r a m p a n t  s u r  I e s  p a r t i c u l e s ,

-  u n  c a l c u l  d e  l a  p e r t u r b a t i o n  a u  m o u v e m e n t  s e c o n d a i r e  d u e  a u x

s p h È r e s

-  u n  c a l c u l  d e  l a  l o i  d e  v a r i a t i o n  d u  n o m b r e  d e  T a y l o r  c r i t i q u e

e n  f o n c t l o n  d e  l a  c o n c e n t r a t i o n  d a n s  l e  m o d È l  e  n e w t o n i e n  e n

r é g  i m e  d e s  t o u r b i  I  I  o n s  d e  T a y  I  o r

-  u n e  É t u d e  d e  l a  p r e m i è r e  i n s t a b i  I  i t é  e n  f  i u i d e  d e

B i n g h a m l c e l u i - c i  d é c r i t  l e  c o m p o r t e m e n t  d e  l a  s u s p e n s i o n  à  g r a n d e

c o n c e n t  r a t  i  o n

N o u s  n o u s  I  i m i t e r o n s  a u x  s u s p e n s i o n s  h o m o g è n e s  d e  p a r t i c u l e s

r i g i d e s  a y a n t  u n  d i a m è t r e  p e t i t  d e v a n t  I ' e n t r e f e r  d e  l a  c e l  l u i e



C H A P  I  T R E  3 .  1 .

C H A M P  H Y D R O D Y N A M  I Q U E  D A N S

S P H E R I Q U E S  E N  E C O U L E M E N T  D E

1 2 9

Ul . lE  SUSPENS I  O l ' 1

C O U E T T E

D E  P A R T  I  C U L E S

3 .  1 .  1  C h a m P  h Y d r o d Y n a m i q u e

c e n t r e  d e  l a  c e l l u l e

L e  c h a m P  h Y d r o d Y n a m i q u e

b ,  p t a c è e  a u  c e n t r e  d ' u n e

r e p o u s s a n t  a u x  i n f  i n i s '  I e s

r e l a t i v e s  d e  l a  P a r t i c u l e

a u t o u r  d ' u n e  P a r t i c u l e  P l a c É e  a u

c e t t e  o p é r a t i o n  r e v l e n t  à  a s s i m l  l e r  l e s  c y l  i n d r e s  â  d e s  P l a n s '

L ' é c o u l e m e n t  d e  b a s e  e s t  a l o r s  c e l u i  d e  C o u e t t e  p l a n

+ + +

D a n s  c e t t e  O p é r a t i o n ,  I e s  a x e s  d e  C O O r d o n n É e 5  ê a  r  ê r  e t  e t

+ +

t f i g . 3 . a )  s ,  i d e n t i f i e n t  a u x  c o o r d o n n é e s  c a r t É s i e n n e s  e r  ' e y  e t

->
ê ' r f e s P e c t i v e m e n t ( f i g . 3 . a ) , e t s i n o u s f a i s o n s t e n d r e r v e r s

l r  i n f i n i  d a n s  I ' e x p r e s s i o n  d e s  r e l a t i o n s  ( 2 . L ' 2 ) , l e  c h a m p  d e s

v i t e s s e s  d e  l ' é c o u l e m e n t  d e  c i s a i  i  l e m e n t  e n  I ' a b s e n c e  d e  l a

p a r t l c u l e  s ' é c r i t  :

a u t o u r  d ' u n e  p e t i t e  s p h È r e  d e  r a y o n

c e l l u l e  d e  C o u e t t e  s e  c a l c u l e  e n

c y l  i n d r e s ,  d u  f a i t  d e s  d i m e n s r o n s

L a  p e r t u r b a t l o n

c a l c u l e r  a l o r s '

s u i v a n t e  !

+
A x t .  e y

à  c e t  é c o u l e m e n t r d r - i e  à  l a

e n t r e  a u t r e s  r n é t h o d e s  t  1 5 1

( 3 . 1 . 1 )

p a r t i c u l e  P e u t  s e

à  1 5 3 l . d e  l a  m a n i è r e

+
V =



1 3 0

+
-  l a  v i t e s s e  e s t  d É c o m p o s é e  e n  2  c h a m p s  É l  é m e n t a i r e s ,  V r  t s v m é t r r q u e )

+
e t  V z  ( a n t i - s y m é t r i q u e ) ,  c i - d e s s o u s  :

+ A + A +
V r  =  -  y t ê ,  +  -  X t ê y

+ A + A +
V z  =  -  -  Y t e ,  +  -  X t e t "

22

I  I  I  ' . 1 ' l

( 3 . t . 3 )

?

+
L a  p e r t u r b a t i o n  à  V r  e s t  d o n n é e  p a r  L A N D A U  e t  L I F S C H I T Z  t 2 l . e t

+
c e l l e  à  V z , p a r  F O R ' I I E R  t 1 5 4 1

P a r  r a p p o r t  à  d e s  a x e s  I  i é s  à  l a  p a r t i c u l e ,  l â  s u P e r P o s i t i o n  d e s

d e u x  p e r t u r b a t i o n s  p r é c é d e n t e s  c o n d u i t  à  l a  s o l u t i o n  s u i v a n t e :

+ 5 b r b s y b s b r + 5 b s b 5
v ' =  t -  x : y  ( - -  -  - - )  -  -  ( - -  -  - - ) l  A  e ,  +  [ -  x y â  ( - -  )  + . . .

2  1 7  1 3  2  r !  r s  2  r 7  r g

x b s b r + 5 b 5 b s +
( - -  -  - - ) l  A  e y  +  -  x Y z  t - -  -  - - l  A  e r  ( 3 . 1 . 4 )

2  1 5  r r  2  1 7  1 3

a v e c  :

r  =  J ( X 2  +  y z  +  Z 2 )



1 3 1

L a  p r e s s i o n  e s t  d o n n É e  p a r  l ' é q u a t i o n  d e  S t o k e s

I l  f a u t  n o t e r  q u e  l a  p a r t i c u l e  s u b i t , e n  p l u s  d e  c e t t e

t r a n s l a t i o n . u n e  r o t a t i o n  a u t o u r  d e  j , , 0 "  m o d u l e  !

r t= 1
2

D e  s o r t e  q u e  l e  c h a m p  d e s  v i t e s s e s  t o t a l e s  a u r a  p o u r

e x p r e s s  i  o n  :

( 3 . 1 . 5 )

+ 5 b 5 b r A b s + 5 b J
v '  =  [ -  A ( - -  ) x r y  y ) e ,  +  [ A x  +  -  A ( - -  +

2  1 7  r s  2  r s  Z  r ,

b s A b r s b s b r +
-  - - ) y t x  x J e ,  +  -  A ( - -  -  - - ) x y z  e r  ( 3 . f . 6 )

r s  2  1 5  2  1 7  r s

L e  t r a c é  d e s  I  i g n e s  d e  c o u r a n t  c o r r e s p o n d a n t e s  i n d i q u e  q u e

l ' é c o u l e m e n t  e s t  r a d i a l  a u  l o l n ,  e t  q u e  l e s  t u b e s  d e  c o u r a n t  s o n t

d e s  c i i n e s  d e  r é v o  I  u t i o n  t  1 5 3 l

P o u r  u n e  p a r t i c u l  e  p l a c é e  e n  u n  p o i n t  M ,  d e  c o o r d o n n ê e s

( x x  r y x  , z ^ ) ,  d i f f é r e n t  d u  c e n t r e  d e  l a  c e l  l u l e r m a i s  É l o i g n é  d e s

p a r o i s '  l e s  e x p r e s s i o n s  p r é c ê d e n t e s  r e s t e n t  v a l a b l e s ,  à  c o n d i t i o n

d e  r e m p l a c e r  x , y t z  p a r  ( x  -  x ;  ) ,  ( y  -  y n  )  e t

( z  -  z n ) , r e s p e c t i v e m e n t  .
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F igu re  3 .a  :  Pa r t i cu l e  sphé r l que  en  écou lemen t  de  c i sa i l l emen t



t 3 3

3 , I . 2  E f f e t  d e  p r o x i m i t é  d e s  p a r o i s

L o r s q u e  I a  p o s i t i o n  d e  l a  p a r t i c u l e  d a n s  l a  c e l  l u l e  e s t

s u f f i s a m m e n t  p r o c h e  d e  I ' u n e  d e s  p a r o i s  p o u r  q u e  I ' e f f e t  d e

c e l  I e - c i  n e  p u i s s e  p l u s  Ë t r e  n É g l  i g ê '  I a  m o d i f i c a t i o n  d u  c h a m p

p e u t  Ë t r e  c a l c u l é e  p a r  I a  m é t h o d e  d e s  i m a g e s  .  t 1 5 5 i

+
N o t a n t  v t ,  ,  V t ,  e t  V t ,  I  e s  c o m p o s a n t e s  d e  v '  ,  t  p a r a g r a p h e

+
3 . 1 . 1 ) , l e  c h a m p  v r ' , c a l c u l é  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e  l a  P r o x i m i t ê  d e

I ' u n e  d e s  p a r o i s  e s t  d o n n é  p a r  :

à v t ,  x 2  à p '
V t t ,  =  V r ,  -  2 x  +  - -

à x  l r  è x

à v t ,  x z  à p '
V t t ,  =  -  v ' ,  -  2 x  +  - -

à y F à y

è v t .  x z  t p t
V t t ,  =  -  V t ,  -  2 x  +  - -  ( 3 . 1 . 7 )

àz ràz

àp '  àu
P t t  =  p t  +  2 x  -  4 t !

à x  à x

C e  p h é n o m È n e  d u  s e c o n d  o r d r e  s e r a  n é g l i g é  d a n s  l a  s u i t e  d e  n o s

c a l c u l s

3 .  1 . 3  E f f e t  d '  i n t e r a c t i o n  h y d r o d y n a m i q u e

D a n s  l e  c a s  d ' u n e  s u s p e n s i o n  c o n c e n t r e e  ( d i s t a n c e s  r ê d u i t e s



1 3 4

e n t r e  l e s  p a r t i c u l e s ) ,  l e s  p e r t u r b a t i o n s  p r é c é d e n t e s

s u p e r p o s e r  p a r  I  i n é a r i t é  t  1 5 3 , 1 5 6 .  t S T l

C o n s  i d e r o n s  2  s p h ê r e s  i  s o  I  É e s  d a n s  I '  É c o u  I  e m e n t  .

v o n t  s e

A u t o u r  d e  c h a c u n e  d ' e  I  I  e s ,  s e  d é v e  I  o p p e  u n  c h a m p  d e  t a u x  d e

d é f  o r m a t i o n s  € ' r .  ,  s u p e r p o s é  a u  c h a r n p  i n i t i a l  Ë " 1 . ,  d e  s o r t e  q u e  l a

s e c o n d e  s p h è r e  s e r a  s o u m i  s e  à  € o ,  .  r  € t  r  .  .

C e p e n d a n t ,  l a  p r e m i è r e  s p h è r e r q u l  e s t  e l  l e - m È m e  s o u m i s e  à  u n  c h a m p

s u p p l É m e n t a i r e  Ë ' , . ,  d ù  à  l a  d e u x i è m e  s p h Ê r e ,  d é v e l o p p e r a  u n e

n o u v e l  l e  p e r t u r b a t i o n  € " r . , a f i n  d e  s a t i s f a i r e  à  l ' É q u a t i o n  d e

c o n t i n u i t é

D e  c e t t e  m a n i è r e ,  n o u s  o b t i e n d r o n s  u n e  s ê r i e  d e  c h a m p s

€ ' , .  r € " , .  r . . .  r d e  p l u s  e n  p l u s  f a i b l e s r  p o u r  c h a q u e  p a i r e  d e

s p h è r e s  ,  c o m p o s a n t  l a  s u s p e n s i o n

L e  c h a m p  i n i t i a l  s ' o b t i e n t  p a r  i n t é g r a t i o n  s u r  t o u t e s  l e s

p o s i t i o n s  P o s s i b l e s  d e  l a  s e c o n d e  s p h è r e ,  p o u r  u n e  p o s i t i o n  d o n n é e

d e  I a  p r e m i è r e

V A N D ,  t  1 5 3 i ,  g u i  a  e f t ' e c t u é  c e  c a  I  c u  I  p o u r

C o u e t t e  p l a n ,  o b t i e n t  I  e s  r é s u l  t a t s  s u i v a n t s  :

l  t  É c o u  I  e m e n t  d e

-  l e s  t e r m e s  d e  r a n g  l m p a i r  d a n s  l a  s é r i e  p r é c ê d e n t e  s o n t

n u l s

-  a u  s e c o n d  o r d r e r  l e  c h a m p  € " "  
"  

a p r e s  i n t é g r a t i o n  d a n s  u n

v o l u m e  d e  s u s p e n s i o n  d e  c o n c e n t r a t i o n  c  d o n n è e .  a  p o u r  e x p r e s s i o n

a v e c

E t t " "  =  Q c  E ' " . ( 3 .  r . 8 )



1 3 5

39
A  =  - -

64
( 3 . 1 . 9 )

-  à  I ' o r d r e  n ,  l e  c h a m p  e s t  p r o p o r t i o n n e l  à  I a  c o n c e n t r a t i o n

e t  a u  c h a m p  d ' o r d r e  ( n  -  2 )

Ë t ô )  =  Q C  € , ^  
-  2 ,

L a  s É r i e  o b t e n u e  c o n v e r g e  a l o r s  v e r s  !

( 3 . 1 . 1 0 )

Q c
Ë  =  E o  ( 1  t  - -  )  ( 3 . 1 . 1 1 )

1 - 8 c

q u i  e s t  I ' e x p r e s s i o n  d u  c h a m p  t o t a l  .

3 . 1 . 4  E f f e t  d e  c o l  I  i s i o n  d e s  p a r t i c u l e s  .

U n  a u t r e  p h é n o m è n e  i m p o r t a n t  à  p r e n d r e  e n  c o m p t e  d a n s  u n e

s u s p e n s i o n  e s t  c e l u l  d e s  c o l  I  i s t o n s  e n t r e  l e s  p a r t i c u l e s  .

P o u r  u n e  s u s p e n s l o n  f o r m é e  d e  s p h è r e s  d e  m ë m e  d i a m è t r e  d .  s i

n o u s  s u p p o s o n s  q u e  2  p a r t i c u l e s  p u i s s e n t  s e  r a p p r o c h e r  I e  l o n g

d ' u n e  I  i  g n e  d e  c o u r a n t  s a n s  l a  p e r t u r b e r .  e t  e n t r e r  e n

c o l l i s i o n ,  l e  n o m b r e  f  d e  c o l l i s l o n s  p a r  p a r t l c u l e  e t  p a r  u n i t é  d e

t e m p s  e s t  d o n n é  p a r  V A N D  t 1 5 3 J , s o u s  l a  f o r m e  !

8 c A
f = ( 3 . t . L 2 )
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o ' l  c  e s t  l a  c o n c e n t r a t i o n  d e  l a  s o l u t i o n  e n  p a r t i c u l e s  .

L e s  2  s p h è r e s  f o r m e n t  a I o r s  u n  d o u b I e t  q u i  t o u r n e  a u t o u r  d e

I  t  a x e  É 2 ,  a v e c  u n e  v i t e s s e  a n g u l a i r e  c o n s t a n t e  :

A
= -

2

( 3 . 1 . 1 3 )
Qo

L e s  2  s p h è r e s  s e  s É p a r e n t  d e  n o u v e a u  I  o r s q u e  i  e  d o u b  I  e t

a t t e i n t  I a  p o s i t i o n  s y m é t r i q u e  P a r  r a p p o r t  a u  p l a n  ( 0 '  y '  z )  d u

p o i n t  d e  c o n t a c t  i n i t l a l .

D a n s  l e  c a s  o u  l a  s u s p e n s i o n  c o n t i e n t  d e s  s p h è r e s  d e  d i a m è t r e s  d '

e t  d a ,  ê t  q u e  l e s  c o l  I  i s l o n s  o n t  I  i e u  d a n s  l e s  m É m e s  c o n d i t i o n s

q u e  c i - d e s s u s ,  l e  n o m b r e  d e  c o l  I  i s i o n s  f r  z  '  s u b i e s  P a r  u n e  
. s p h è r e

d e  I ' e s p è c e  ( 1 )  a v e c  I e s  s p h è r e s  ( 2 ) , e s t  d o n n é e  P a r  u n e  r e l a t i o n

a n a  I  o g u e  à  ( 3 . 2 .  1 Z - )  s o u s  I  a  f  o r m e  :

( d r  +  d " ) t

f r z  =  - -  c z  A  ( 3 . 1 . 1 4 )

c z r d é s l g n a n t

I

r t  dz

I  a  c o n c e n t r a t i o n e n  s p h è r e s  d e  I ' e s P è c e  l 2 )

L a  f  r é q u e n c e

p a r  I ' e n s e m b  I  e

2

2 4 A  c r
F  =  - - -  t - - -  I

ttz !

d t

d e  c o l  I  i s i o n ,

d e s  s p h è r e s

F r e s t  l e  n o m b r e

(  1 ) ,  c ' e s t - à - d i  r e

d e  c o l  I  i s i o n s  s u b r e s

f r z î r  E l l e  s ' é c r i t

2

C z

+

!

d z

( d r  +  d r  ) t
- - - - - l c ,

J I

4 d r  d z

C z ( 3 . 1 .  i 5 )
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s e  d É d u i t  l a c o n c e n t r a t i o n  c ' d e  l a s u s p e n s  i  o n  e n

c '

D e  ( 3 . 1 , 1 5 )

d o u b  I  e t s

2

=  a a

?

+  8 c z

d é p e n d a n c e  d e

p a r t i c u l e s , m Ë m e

c o n c e n t r a t  i  o n

d i r e  q u e  l a

I ' u t i l i s a t i o n

d i f f ê r e n t s

d r
+  ( l  +  - - ) 3

d z

l a

â

s
d z

+  ( 1  +  - - )

I

d r

L e s r e l a t i o n s c i - d e s s u s  m o n t r e n t  d ' u n e  p a r t ,  l a  f o r t e

v l s c o s i t é  a u  p h é n o m e n e  d e  c o l  t  i s i o n  d e s

f a i b l e  c o n c e n t r a t i o n ; e t  d ' a u t r e  p a r t  q u e  l a

( 3 . 1 . 1 6 )

=  d z  r c ' B s t - â -

a c c r u e  P a r

e n  d o u b l e t s  c ' ,  e s t  m i n i m a i e  p o u r  d r

c o n c e n t r a t i o n  e n  d o u b  I  e t s  e s t

d ' u n e  s u s p e n s  i o n  c o m p o s é e  d e  s p h ê r e s  d e  d  i a m è t r e s
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C H A P I T R E  3 , 2 .

P E R T U R B A T I O N  A U  I V I O U V E M E N T  S E C O N D A I R Ë  D U E  A U X  P A R T I Ç U L E S

3 . 2 . L  E q u a t i o n s  d u  m o u v e m e n t  .

s u p p o s o n s  l e  r a y o n  b  d e  l a  p a r t i c u l e  s u f f i s a m m e n t

q u e  I ' e f f e t  d e  c o u r b u r e  p u i s s e  Ë t r e  n ê g l  i g É  e t

p a r t i c u r e  n e  p u i s s e  d é v e l o p p e r  u n  s i  l  l a g e  d a n s  n o t r e

i a m i n a i r e  L e s  t e r m e s  n o n  l  i n é a i r e s  d e s  é q u a t i o n s

S t o k e s  p e u v e n t  a  I  o r s  Ë t r e  n é g  I  i  g é s  i  1 S B  l

p e t  i  t  p o u r

q u ' a i n s i . l a

e c o u  I  e m e n  t

d e  N a v i e r -

L a  p e r t u r b a t i o n  a p p o r t é e  à  l  ' é c o u  I  e m e n t  d u  t o u r b i  l  l  o n

T a y l o r  p a r  l a  p a r t i c u l e  o b é i r a  à  l ' é q u a t i o n  d e  s t o k e s

+
=  F  A V t r

d e

+
v  P t  t

C e t t e  É q u a t  i  o n  c o n c o r d e  d ,  a i  I

I  ' é c o u l  e m e n t  r a m p a n t ,  é m i s e  d a n s  I  ,

p a r t i e  d u  m ê m o i r e

( 3 . 2 .  L )

I  e u r  s  a v e c  I  '  h y p o t  h È s e  d e

i n t r o d u c t i o n  d e  l a  t r o i s i è m e

L e s  é q u a t i o n s  d e  s t o k e s  s o n t  e n  e f f e t  l e s  s e u l e s  à  d é c r i r e  u n

m o u v e m e n t  c o m p o s ê  d ' u n e  t r a n s  l a t i o n  e t  d ,  u n e  r o t a t i o n  t  1 5 9 l  ;  l a

r é s o l u t i o n  d e s  é q u a t i o n s  d e  N a v i e r - s t o k e s .  c o n d u i s a n t  â  d e s

m o u v e m e n t s  s e c o n d a i r e s ,  c e n t r l f u g e s  a u  v o i s i n a g e  d e  l ,  É q u a t e u r  e t

c e n t r  i p è t e s  a u x  p Ë  I  e s  t  1 6 0 ,  1 6 1  l

L e s  é q u a t i o n s  d e  s t o k e s  c i - d e s s u s  s o n t  a s s o c i É e s  à  l ,  É q u a t i o n  d e
c o n t l n u i t é ,  d ' u n e  p a r t  ;



+
V

+

+
+  v t r

= Q

+
= Q

1 3 9

sur  (s )

e t  à  l a  c o n d i t i o n  d e

s o l i d e s , d ' a u t r e  p a r t  ;

n o n - g l  i s s e m e n t  d u  f l u i d e  s u r

i ' : .  ' f  ' ) \

l e s  p a r o i s

( 3 . 2 . 3 )

q u i  s ' e x p r  i m e  s o u s

t  1 6 2 .  1 6 3  J

+

C e  p r o b  I  è m e  p o s s è d e  u n e  s o  I  u t i o n  e x a c t e

f o r m e  i n t é g r a l e r a u  m o y e n  d u  t e n s e u r  d e  G r e e n

L e  t e n s e u r  d e  G r e e n ,  q u i  g é n É r a  I  i  s e  p o u r  n o t r e  p r o b  I  è m e  I  a

f  o n c t i o n  d e  G r e e n  o r d l n a i r e  d e  l a  t h é o r i e  d u  p o t e n t i e l , e s t  p l u t i j t

m a l a i s é  à  f o r m e r '  c e  q u i  r e n d  I a  c o n s t r u c t i o n  d e  i a  s o l u t i o n

d i f f i c i l e  d a n s  l e  c a s  g é n É r a l

L a m b d  é v e  I  o p p e l a  s o l u t i o n  a u m o y e n  c l e s n a r m o n  I  q u e s

s p h É r i q u e s  t  1 5 5 , 1 6 4 1

L a  t e c h n  i  q u e  r  a p p  I  I  q u é e  a u  p r o b  I  è m e  d e

e n  É c o u  I  e m e n t  u n i  f o r m e  t  1 6 4  I  o u  à

s p h è r e  d a n s  u n  c h a m p  d e  c i s a i l  l e m e n t

s a t  i  s f a l  s a n t s

l a  t r a n s  l a t i o n  d ' u n e  s p h ê r e

I  t  é c o u  I  e m e n t  a u t o u r  d ' u n e

l .  1 6 5 I  d o n n e  d e s  r  é s u  I  t a t s

L e s  c a l c u l s  d e  L a m b  s o n t  f o r m e l s  e t  p e u v e n t  È t r e  u t i  I  i s É s

p o u r  u n  c h a m p  q u e l c o n q u e  â  I ' i n f i n i

c e t t e  m é t h o d e  p e u t  a u s s  i  s ' a p p  I  i  q u e r  a u  c a  I  c u  I  d e

l ' É c o u l e m e n t  a u t o u r  d e  p a r t i c u l e s  a u t r e s  q u e  d e s  s p h è r e s  t 1 Ë Ë l

c ' e s t  e l  l e  q u e  n o u s  u t i  I  i s e r o n s  p o u r  r é s o u d r e  n o t r e  p r o b l  è m e



1 4 0

3 . 2 . 2  M é t h o d e  d e  r é s o l u t l o n

P a r  c e t t e  m É t h o d e ,  I  a  p e r t u r b a t i o n  V t  r  à  I  ' É c o u  i  e m e n t  v r  s Ê

c a l c u l e  d e  l a  m a n i è r e  s u i v a n t e ,  d a n s  l e  s y s t è m e  u s u e l  d e

c o o r d o n n é e s  s p h é r i q u e s  ( . r  r ê , t )  d o n t  I ' o r i g i n e  e s t  p l a c e e  a u

c e n t r e  d e  l a  s p h è r e  :
a ) .  s u r  I a  p a r t i c u l e ,  l e  c h a m p  d e s  v i t e s s e s  d u  t o u r b i  I  l o n  d e

T a y l o r  n o n  p e r t u r b é  e s t  d é v e l o p p é  e n  s É r i e  d ' h a r m o n i q u e s

s p h É r i q u e s ,  s o u s  l a  f o r m e  s u i v a n t e  :

-+
f a t D

V 1  =  f ,  X ^

r  n = l

+ + o
-  f  V  V r  =  f ,  Y ^

n = 1

( 3 . 2 .  4  )

+ + + o
r  .  V  v r  =  f ,  Zn

n = 1

b ) . n o u s  f o r m o n s  e n s u i t e  l e s  h a r m o n i q u e s  s p h é r i q u e s  p n r É r . , 1 - l ^ , P a r

I  e s  r e  I  a t  i  o n s  s u i  v a n t e s  !

p ( 2 n  -  1 )  I  b  ô r l
p - r ^ . r r  =  - -  ( - )  [ ( n  +  2 )  X ^  +  Y " ]

( n  +  1 )  b  r

I  b  n + l

É - ( n + r )  =  - - - - - - -  b  ( - )  ( n  X ^  +  Y . )  ( 3 . 2 . 5 1

2 ( n  +  1 )  r

+



L 4 L

l l - r n + r r
D  n t
- )

r
z n

a v e c  !

c ) . l a

n ( n  +  1 )

F = q P

p e r t u r b a t i o n

+ +
I r o t ( r  f ' l _  r ^ *

( 3 . 2 . 6 )

+ @

- l -

c h e r c h e e  e s t a l o r s  d o n n é e  p a r  :

( n - 2 )
r r  ) ( ô r  t  I

1 . r . 2 n ( 2 n  -  1 )

+
+ v€ ,_

1 2  x .  .

+
X  V p - ( n + t r

( n  +  1 )
t  - - -

1 t . n ( 2 n  -  1 )

+
I  P - r . . r r \ J . 2 .  t )

u n e  É t u d e  d é t a i  l  l  é e  d e s  h a r m o n i q u e s  s p h é r  i q u e s  e s t  p r É s e n t É e  d a n s
l e s  o u v r a g e s  c i t É s  a u x  r é f é r e n c e s  t  1 6 7 ,  l 6 B l

3 . 2 . 3 .  H a r m o n l cl u e s  s p h é r  i  q u e s  .

F o r m e  I  I  e m e n t ,  u n e  h a r m o n  i  q u e s p h é r i q u e  e s t  d é t  i n i e  p a r  u n e
e x p r e s s i o n  d e  l a  f o r m e : t 1 6 9 1

I A ' c o s  p 2  t ï t  +  B ' s i n  r o  ë J ï . C , p t s l c o s g l

Yz
( 3 . 2 . 8 )

m '  C a r  t o u t e s  I  e s

v a  I  e u r  a u  b o u t  d  r  u n

Fz
+  D ' Q  (  c o s e )  l

l "
lz

o o  t r r t c o s r ) )  d É s i g n e  l a  f o n c t i o n  d e  L e g e n d r e  a s s o c i é e  d e

p r e m i  è r e  e s p è c e

I c i r ; 1 6  e s t  n ê c e s s a i r e m e n t

g r e n d e u r s  d e  l r é c o u l e m e n t

t o u r

é g a l  à  u n  e n t i e r

r e p r e n n e n t  I  a  m È m e
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D ' a u t r e  p a r t . I J , =  O  e t

d e v  i  e n n e n t  i  n t  I  n i  e s

I  ' e x p r e s s  
t o n  p r ê c È o e n t e

r f ' '
f  (Ë , tâ )  =  J

4tt - tt

V,

aux

c ê

f ( È ' , Ë ' ) s i n t l ' . t E  ( 2 n  +
n=o

l e  p o l y n ô m e  d e  L e g e n d r e

=  n ,  p o u r  é l  i m i n e r  I  e s  f  c r r c t  t o n s  , f , u  j

p ô l e s  d e  l a  s p h è r € ,  d e  s o r t e  q u e

r é d u i t  à  :

1 ) P "  ( c o s d )  J d { j ' d , i , ,

r 3 . 2 . I O )

d t o r d r e  n

c o s g  =  c o s È  c o s r j r +  s i n ê  s i n g r c o s ( Ê t  _  l â ,  )

D a n s  n o t r e  p r o b l è m e .

( c f  .  p e r a g r a p h e  J . Z , Z ) .

l a  s É r l e  c i - d e s s u s p a r t i r a  d e  n  =  1

( 3 . 2 . 1 1 )

3 , 2 . , + .  p e r t u r b a t l o n  
a u

a r . D é t e r m l n a t i o n  d e

A v e c  I  e s  n o t a t  i  o n s

t e r m e s  d u  p r e m  i  e r

s p h é r  i  q u e s  d e

l e r  o r d r e

X f  e t  Z l

d u  c h a p i t r e  p r É c ê d e n t , X ,  .

o r d r e  d u  d é v e  i  o p p e m e n t

Y '  e t  Z ,  s o n t  l e s

e n  h a r m o n i q u e s

[ A ' c o s  m  t i i  +  B , s i n  m  e ,  ]  p ^ '  ( c o s È r
r c . l . g r

U n  t h É o r è m e  é t a b l  i t  g u ' i  l  e s t  t o u - ' r  o u r s  p o s s i b l e  o e  c i é c o m p o s e r  u n eT o n c t i o n  e n  u n e  s é r i e  d ,  h a r m o n i q u e s  s p h é r i q u e s  t L 6 g l
E n  f a i  t .  d a n s  d e s  c a s  c o m m e  I  e  n ô t r e .  o È t  I  e s  d o n n É e s  (  s u r  I  a
s p h è r e r  à  d é c o m p o s e r  î t g . É r )  s o n t  h a r m o n i q u e s , H ' c H S T A D T  

t 1 7 0 1
d o n n e  l a  r e i a t i o n  s u i v a n t e  p o u r  l a  d e c o m p o s l t i o n :

frr
I

J

o

P "  ( c o s É ) ,  d É s i  g n a n t

a v e c  :



V t t t . ,  f  - 2 v " ,  n

e t
+

r ( r o t  v r t ,  ) .

1 à
- . - -  ( s i n € r . v r e ) J
s i ntl àtt

1 4 3

r e s p e c t  i  v e m e n t
e n  r  =  b ,

x l

E n u

L ' i n t É g r a t i o n

3  c o s É

t i l i s a n t  ( A . Z . g ) r i l  
v l e n t  :

3 fn l.n
l t

4 n  
' - r . u o  L u  s i n H ' .  c o s ( k b  c o s r i '  )  +

n r j t  I c o s r i .  c o s r J ,  +  s l n r )  s i n { i ,  c o s  (  f

t c f .  ( 3 . 2 . 4 ) )

w  c o s É '  .  s i n (  k b  c o s H ,  )  l .
.  s i

-  f ' ) l  d e '  d { , ,

fx
i J  u

o

x,
2

fn
. lr J

3 f n f r r
Y, = --  J J r_

4 t t  - E  
O

p a r  r a p p o r t  à  f ,  c o n d u i t  à  É c r l r e  :

s  i  n :  É '  .  c o s  (  k b  c o s É ,  )  .  c o s É ,  d r ) ,  +

w .  c o s â  € r t  .  s i n ( k b c o s E ' ) . s i n r ] ,  d e ,  l

( 3 .2 .  r 2  )

( 3 . 2 .  1 3 )

D e  m ë m e ,

2 t u  c o s ( k b  c o s È ,  ) .  s i n È ,  +

s i n ( k b  c o s Ë , ) . c o s É , J  _  _ _ : -  ù

s i n e l ; ; ;  
r s i n r ) ' . u

w  s l n ( k b  c o s r j ,  ) s i n a t , ,  l ) .  s l n È ,  I c o s € .  c o s É ,  +

f ,  )  l d Ê ,  d f ,

c o s  (  k b  c o s Ë '  )  c o s r ] ,  + .

s i n È ' . c o s ( f  + . .

E n  i n t é g r a n t  p a r  r a p p o r t  à  f , , i l  v i e n t :

( 3 . 2 .  I 4 )
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In
Y r  =  -  3 c o s Ë  J  f  r - ,  s i n 2  Ë r ' c o s  (  k b  c o s Ê '  ) c o s É ,  +

o
3 c o s g  f n  ô

w  s i n ç ' - c o s 2  É ' s i n ( k b  c o s g ' ) l d Ë ' -  - - - - -  J  I s i n r i ' . u
2 o ' )H '

fn
Y '  =  -  3 c o s Ë  J  t r - ,  s i n 2 r ) ' c o s ( k b  c o s € ' ) c o s g , r

o

+  w  s i n É t c o s 2 t J t s i n ( k b  c o s r l t  )  l d r J '

U n e  i n t é g r a t i o n  P a r  p a r t l e s ,  d a n s  l e  d e u x i è m e  t e r m e  d e  c e t t e

e x p r e s s i o n .  a m è n e  :

( 3 . 2 . 1 6 )

E t  p o u r  Z 1  I  r t o u s  a v o n s  :

( b  u  c o s ( k b  c o s Ë ' )  -  b  w  s i n ( k b  c o s É ' ) ) l ) s i n r j , .
à f '

x I c o s ê . c o s Ë '  +  s i n É . s i n g ' . c o s ( f  -  f ' )  ]  d é ' d f ,  ( 3 . 2 . L 7 )

L ' i n t É g r a t i o n  p a r  r a p p o r t  à  f '  a m è n e  3

3  c o s É  f + r t  à
Z t  =  - -  J  c o s g , .  I v . c o s ( k b  c o s Ë , ) . s i n g , ]  d ô ,  ( 8 . 2 . 1 g )

2oèË'

u n e  i n t é g r a , t i o n  p a r  p a r t i e s  t r a n s f o r m e  c e t t e  e x p r e s s r o n  e n  :

3  c o s g  l + r .
Z t  =  - -  J  = i n 2  Ë '  .  v .  c o s  (  k b  c o s Ë '  )  d Ë ,

Z  O  
\  r ( u  ç r r s ( z .  . ,  c t v .  ( 9 . 2 .  1 9  )

3 f r r f x I
Z t  =  - -  J  J  b t - -  i - - -  ( b . v . c o s ( k b  c o s t i ' ) . s i n Ë , ) . . . . .

4 t r  - r r  O  b 2  s i n ê t



L e s  i n t ê g r a l e s

d É v e  I  o p p e m e n t  I

z l

Y ,

x l

= - Z X r = O

1 4 5

c r - d e s s u s  p e u v e n t  Ë t r e

i m i  t É  a u t o u r  q e  b  =

c a l c u l é e s  à  , l  a

O  ( p a r t i c u l e

s u i t e  d r u n

i n f  i n i m e n tP e t i t e )

A u  p r e m i e r  o r d r a r  f l o u s  p o u v o n s  é c r i  r e  :

3 u  c o s È  f n- - -  - - -  J  = i n z É ,
2 O

3 v  c o s Ë
=  _ _ _

2

c o s r j ,  d Ë ,  =  o

3 n v .  c o s Sr
o

s l n 2 g , . d g , =

( 3 . 2 . 2 0 )

( 3 . 2 . 2 1 )

( 3 . 2 , 2 2 )



1 4 Ê ,

3 .  2 .  5 .  P e r  t u r b a t  i  o n  a u  s e c o n d  o r d r e

a , r .  D - é t e r m i n a t i o n  d e  X r  r y z  e t  Z z

L e s  r e l a t i o n s  ( 3 . 2 . 4 )  p e r m e t t e n t  d ' É c r l r e . a u  s e c o n d  o r d r . e  i

5  f r r f r t
x ?  =  

; ;  
' - * ' o  t u  s i n t r " c o s ( k b  c o s t i '  )  +  w  c o s ' ' .  s i n ( k b  c o s É ,  )  J x . . ,

I
- t 3 L  c o s Ë r  c o s r J '  +  s i n € r  s i n ê ,  c o s  ( l i t  _  ë t  )  J 7  _  1 i d Ê ,  d r 4 ,

L ' i n t É g r a t i o n  p a r  r a p p o r t  à  Ë ,  c o n d u i t  â  É c r i r e  :

1 5  c o s 2  È  [ x
X z  =  - -  

i  f , ,  s i n e r j r . c o s r € , . c o s r k b  c o s Ë , )  +  . . . . . .4 O

+  t ,  s i n e ' ë o s r  É ' s i n (  k b  c o s É ,  )  l d Ê ,  +  .  .  .

+  W  c o s t ) ,  s l n r g ' s i n ( k b  c o s Ë ,  )  I  d Ê r r  + .  .  .

5 f n
J  f u  s i n â Ë '  c o s ( k b  c o s g ,  )  +  . . .4 0

+  [ d  s i n Ë ' c o s r J ' s i n ( k b  c o s È , ) ]  d Ë ,

D e  m È m e  :

1 5  s i n 2 È  [ x
+  - - -  

J  f u  s i n a t à r . c o s ( k b  c o s r ] , )  +  . . . .8 O

( 3 . 2 . , i . 3 )

( 3 . 2 , 2 4 )
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5 f n f n
Y z  =  - -  J  J  t  -  2 t u  c o s  (  k b  c o s r ] ,  ) .  s i n É r +

4 n  _ n  O

2É]  f r r
J  C u  s i n : t J r . c o s . Ë , . c o s ( k b  c o s g , )2 O

: ' . . i n ( k b  

c o s € r ' )  l d e '

: :

S J

I
J

1 5 c
I 2

+  w s  i  n r j ,  c o

l 5 s i n z  ç

rà+  w  s i n t t < b  c o s r j t ) . c o s r i r , J  
I s i n g r . u  c o s ( k b  c o s e , ) . c o s Ê ,

s i n É '  à , 1  '

1-  w s i n ( k b c o s t i ' ) .  s i n z r j ' l ) .  s i n Ë ,  _ t 3 t c o s r J c o s r l  ,
2

+  s i n t i  s i n t j ' c o s ( , J  _  Ë r , ) 1 2  _  l j . d . J , d Ë ,

E n  i n t é g r a n t  p a r  r a p p o r t  à  f , .  I  I  v i e n t  :

2 O
I u  s l n f É t . c o s ( k b  c o s g ,  ) + . .

1 5 c o s r  Ê r  f r r+  u J  s i n r  r ] ' c o s Ê ' s i n ( k b  c o s r j ,  )  l d Ë ,  _ _ _ _ _ _  i  c c , s ,  ç ,  . r .  .
4 o

à

; ; ;  
t = i n r i "  u  c o s ( k b  c o s Ë ' ) c o s ê '  -  w  s i n ( k b  c o s Ë ' ) s i n : r j ,  r d H ,

1 5 s i n â Ê  
l - n  è
J  s i n r Ë t  - -- - - - -  J  s i n r Ë '  - - -  [ s i n Ë ' . u  c o s ( k b  c o s Ë , ) c o s É ,  r . . .1 6  O  à ç '

( 3 . 2 . 2 5 )

5 f x  à-  w  s i n t k b  c o s Ë ' ) s i n â Ë ' l d ê ' +  -  I  _ : _  [ s i n r J , .  u  c o s ( k b  c o s € r ,  ) .
2 oàe '

c o s É , -  w  s i n ( k b  c o s É ,  ) s i n : g , l d g , +  
:  I ' -  [ u  s l n : É ,  c o s ( k b  c o s r J ,  )  + . .
2 0

+  w  s l n Ë t c o s ê , s l n ( k b  c o s É r ) J d Ë , ( 3 . 2 . 2 6 )



L 4 A

t 2

1 5 s i n !  É i  f y t+  u ' r  s i n r l ' . c o s r g ' . s i n ( k b  c o s o ' ) r d È ' -  - - : -  I  I ^ u  s i n . r j , .
?o

c o s ( k b  c O s É ' )  +  i \ ,  s i n s È r . c o s r J r  s i n ( k b  c o s r ] ,  )  l d Ë ,  +

l S c o s :  Ë r  
! , .

J  t s i n â É ' . c o s 2 t j t . u  c o s ( k b  c o s t l  , )  _  s i n r t i , ., ) n
v

1 5 s l n 3 Ë  f xc o s r J ' . w  s i n ( k b  c o s È ' )  l d t f  r +  j  C s l n a r j r . c o s â + ] r .
8 O

u  c o s ( k b  c o s . l ' )  -  s i n r È ' . c o s g r . w  s i n ( k b  c o s È ! , )  j d È ,  +

5 f ' .
+  -  i  t , ,  s i n 2 Ê ' . c o s ( k b  c o s ê ' )  +  w  s i l t ] , . c o s È , . s i n t k b  c o s t ] , ) l d t j ,2 0

( 3 . 2 . 2 7 )

, ) r
-  - - - ( b  u  c o s ( k b  c o s Ë ' ) -  b  w  s i n ( k b  c o s r j '  )  )  l J s i n r J , .  _  t 3 r c o s Ë  c o s Ê ,  + . . .à? '  )
+  s i n $  s i n e '  c o s ( f  -  f , ) 1 2  -  l l d r J ' d f '  

\ 3 . Z , Z g )

L ' 1 n t é g r a t i o n  p e r  r a p p o r t  à  f ,  a m ê n e  :

1 5 c o s

2
. c o s : € r t . c o s t k b  c o s r j ' )  +  . . . .

['rr
J  t , ,  s i n 2 É r '
o

â {:t

E t  p o u r  Z z  r  n o u s  a v o n s  :

5  f n f x  1  à- r i
L z  =  - -  J  J  b t - -  _  t _ _ _  ( b . v . c o s ( k b  c o s t i r ) . s i n t r , )  r . . .4 n  - x  O  b 2  s  i  n Ë '  à , ] '

1 5  c o s r  È  f r t  à
Z z  =  - -  J  

" o s z Ê ' .  
- : -  [ v . s i n g , . c o s ( k b  c o s t ] , ) l d t ] ,  +4 0 à t ' ,

1 5  s i n a É  f r r
+  - -  

J
à

s i n â È r .  I v . s i n É ' . c o s ( k b  c o s Ë r ) ] d Ë ,  +
à Ë '8 O

5 f n  ù
j  - - -  [ v .  s i n t j , .  c o s ( k b  c o s g ,  )  ] d g ,

4  o à É ' ( 3 . 2 . 2 9 )
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U n e  i  n t ê g r a t  i  o n  p a r  p a r  t  i  e s  d a n s  I  e s  d e u x

q u a o r a t u r e  d a n s  I  e  d e r n l  e r ,  p e r m e t  d e  s  i m p  I

A v e c  I  e s  f  o r m u  I  e s  p r è c é d e n t e s  p o u r

d e  d é t ' i n i t i o n  d e  p - r , 1 4 _ s  B t  X _ s

s u  i  v a n t e  p o u r  I  e  c h a m p  d e  v  i  t e s  s e  :

p r e m i e r s  t e r m e s  e t  u n e

i f i e r  c e t t e  e x p r e s s t o n .

X z . Y z  e t  Z z  e t  l

,  n o u s  o b t e n o n s

e s  r e l a t i o n s

I  ' e x p r e s s  i . o n

b
[ ( -  j 1 ( 3 s i n 2 Ë r  +  4 4 )  +

r

b
( - ) 1 ( 3 s i n 2 r J

r

+

E i 4 ) l e .

S r r u  b  _ +
( - ) 4  s i n Ë  c o s É  e e

6 4 r

3 n v  b
+  - - - -  ( - ) 2

8 r

+
c o s É  e r ( 3 .2 . r 0 )

L e s  e x p r e s s i o n s  o b t e n u e s .  p o u r  l e s o r d r e s s u p ê r  I  s u r  s .  s o n t

d é c r o i s s a n t e s

L a  s o l u t i o n  ( 3 . 2 . 3 0 )  v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  d ' a d h é r e n c e  s u r  l e s

p a r o i s  d e s  c y l i n d r e s . d u  f a i t  g u ' e l  l e  e s t  p r o p o r t i o n n e l  t e  a u  c h a m p

d e s  v i t e s s e s  d u  m o u v e m e n t  s e c o n d a i r e

D e  p l u s .  e l  l e  s ' É v a n o u l t  à  l ' 1 n f  l n i

E l  l e  p e u t  P a r  c o n s é q u e n t  r e p r é s e n t e r  l a  p e r t u r b a t i o n  c h e r c h É e

P o u r  u n  e n s e m b l e  d e  p a r t i c u l e s , l e  c h a m p  d e s  v i t e s s e s  r n d u i t e s

s ' o b t i e n t  p a r  a p p r  t c a t i o n  d e  r a  m é t h o d e  d e s  i m a g e s  r c h a p .  3 . 1 )  à

I ' e x p r e s s i o n  ( 9 . 2 . 3 0 )
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C H A P  I  T R E  3 .  3

M O D E L E  D E  D E T E R I . {  I  N A T  I  O h I  D E  L A  V  t  S C O S  I  T E  D E S  S U S P E h J S  I  O N S

L a  p r É s e n c e  d e  p a r t i c u l e s  r l a n s  u n  t '  i  u i d e  n e w t o n i e n  d e
v i s c o s i t É  g  a  p o u r  e f f e t  d e  p o r t e r  c e i  r e - c i  é  u n e  v a r e u r  , , , ) u  .
L e  r a p p o r t

I r
| J n  =  - -

lt

e s t  l a  v i s c o s i t é  r e l a t i v e  d e  l a  s u s p e n s i o n

L a  q u a n t i t é  ! / p .  d é s i g n e  l a  f  l u i d i t ê  d e  r a  s u s p e n s i o n

à V r  à V *
€ , "  =  -  p  ( - - - -  +  - - - - )

à  x r r  à  X 1
i r k  =  l r Z , S

3 ' 3 '  1 ' V i s c o s i t Ê  r e l a t i v e  d ' u n e  s o l u t i o n  t r è s  d i  l u e e
I  l  e x i s t e  d e u x  p r l n c l p a r e s  m é t h o d e s  d e  c e i c u l  t h é o r i q u e  d e  i a

v i s c o s l t é  d ' u n e  s u s p e n s l 0 n  d e  p a r t i c u l e s  s o r  i d e s  t 1 7 1  â  l T i J l  :
-  I ' a p p r o c h e  c i n é m a t i q u e . à  p a r t i r  d e  I a  d É t e r n i n a t i o n  d u  t e n s e u r
d e s  c o n t  r a  1  n t e s

( 3 . 3 . 1 )

( 3 . 3 . 2 )

e n  c o o r d o n n É e s  c a r t é s i e n n e s

-  I ' a p p r o c h e  é n e r g É t ' i q u B . à  p a r t i r  d e  l a  f o n c t i o n  d e  d i s s i p a t i o n
v  i  s q u e u s e

à V t  à V r  à V k
t i r o  =  -  

, r  i - - - -  ( - _ _ _  +  _ _ _ _ ) l

è  X r r  à  x r  è  x r
( 3 . 3 . J )
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I J a n s  i e  c a s  l i m i t e  d ' u n e  s o l u t i o n  t r è s  d i l u é e . l l  s r a c i t  a l o r s

d ' É t u d i e r  l a  v i s c o s i t é .  s o i t  e n  c o n s i d é r a n t  l a  p e r t u r b a t i o n

a P P o r t e - e  à  l ' é c o u i e m e n t  p e r  i a  p r é s e n c e  d ' u n  n o m b r e  d ê c r o i s s a n t

d e  p a r t i c u l e s  P a r  u n i t é  d e  v o l u m e  ( L 7 4 1  s o i t  e n  c o n s r d é r a n t

I ' i n t e r a c t i o n  d ' u n  n o m b r e  c o n s t a n t  d e  p a r t i c u l e s  o e  t a i  I  l e

d é c r o  i  s s a n t e  t  l 8  l

L a  d i f f É r e n c e  e s s e n t i e l l e  e n t r e  c e s  d e u x  m é t h o d e s  e s t  q u e  l a

n t e r a c t i o n  à  l o n g u e  d i s t a n c e  e n t r e  l e ss e c o n d e  p r e n d  e n  c o m p t e  I  '  i

p a r t i c u i e s . a l o r s  q u e l . a  p r e m i è r e  l a  n é g l i g e

L e s  d i v e r s e s  t h É o r i e s  c o n c o r d e n t  e n  c e  q u r  e

u n e  v a r i a t i o n  I  i n é a i r e  d e  I a  v i s c o s i t é  r e l a t i v e

d i l u é e  e n  f o n c t i o n  d e  l a  c o n c e n t r a t i o n . c

I t .  =  |  +  k r  Q

E n  d é v e l o p p a n t  l a  f  l u i d i t é  a u

( 3 . 3 . 4 ) ,  i l  a p p a r a t ' t  q u ' e l  l e  o b é i t

I l e s  é t a b l i s s e n t

d '  u n e  s u s p e n s  i .  o n

\ V .  g .  + /

p r e m r e r  o r d r e .  s u r  l a  b a s e  d e

é g a l e m e n t  â  u n e  l o i  l i n É a i r e

L e s  P r e m i e r s  t r a v a u x  d e  c a l c u l  d e  l a  v i s c o s i t ê  r e l a t i v e  d ,  u n e

s u s p e n s i o n  d i  l u é e  d e  p a r t i c u l e s  s p h é r i q u e s  r i g i d e s  f u r e n t

e f  f e c t u ê s  p a r  E I N S T E I N  t  1 7 1  q u l  o b t i n t  R t  =  2 . 5

c e t t e  v a l e u r  d e  k r  e s t  c o n f i r m é e  p a r  l ' e x p é r i e n c e  p o u r  c r e s

c o n c e n t r a t  i  o n s  i  n f  é r  i  e u r e s  à  O .  1 O  t  1 6 .  1 9 .  1 g  l
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3 . 3 . 2 . V i s c o s i t é  t ' e l a t i v e  d ' u n e t  s o l u t i o n  à  c o n c e n t r - a t i o n  f  i n i e

L e s  é t u d e s  s u n  l e l s  s u s p e n s i o n s  à  c o n c e n t r a t i o n  f  i n r e  t  1 5 J .  1 7 5

à 1B(-l l d o i v e n t  p r e n d r e  e n  c o m p t e  d e s  p h É n o m È n e =

s u p p l é m e n t a i r * e s ,  t e r s  g u e  l ' i n t e r a c t i o n  h y d n o d y n a m i q u e  e t  l a

c o l l i s i o n  d e s  p a t - t i c u l e s r n o t a m m e n t  .  ( c h a p i t n e  j .  1 )

L a  p t ' i n c i p a l e  d i + + i c u l t é  à  r é s o u d r e r p o u r  é l a b o r - e r .  u n e  t h é o r . i e

d e  r a  v i s c o s i t é  p o u r  d e s  s u s p e n s i o n s  n o n  d i l u é e s ,  o . 1 o ( c { o . z S

( c f . t L 7 7 r L 7 B l ) r v i e n t  d u  f a i t  q u e  l a  r é p a r t i ù i o n  d e s  p a r - t r c u l e s

d a n s  I ' é c o u l e m e n t  n e  p e u t  p a s ,  d a n s  I e  c a s  g é n é r a l ,  Ë t r e

r e p r é s e n t é e  p a r .  u n  m o d è l e  s i m p l e

L a  p r u p a r t  d e s  t h é o r i e s  e x i s t a n t e s  e t  d e s  é t u d e s

e x p é r i m e n t a l e s  à  c o n c e n t r a t i o n  f i n i e r s ' a c c o n d e n t  à  d é v e l c r p p e n  l a

v i s c o s i t é  r e l a t i v e  e n  u n e  s é r i e  d e  p u i s s a n c e s  d e  c  :

F - = 1 + k r C + k z c z + k s t r s a

d a n s  l a q u e l  I e  I a  v a l e u r .  g é n é r a l e m e n t  a t t r . i b u é e

2 . 5  ( E i n s t e i n )

( f , . 3 . 5 )

l'; r egt

( 3 . 5 . 6 )

i n t é n È t

L e  t a b l e a u  ( 3 .  q )  d o n n e  q u e l q u e s  v a l e u r - s  d e s  c o e f  f  i . c i e n t s

k r r P n o p o s é e s  p a n  d i v e r s  a u t e u r s  .  t 1 5 3 , 1 1 5 , 1 7 9 ,  l E O l

L a  d i s p a n i t é  q u i  a p p a r a Ï t  d a n s  c e  t a b l e a u  p r o u v e  q u e  l e s

p h é n o n è n e s  n e  s o n t  p a : ;  e n c o r e  t o t a l e m e n t  r n a l t r i s é s  .  A u s s i r d e s

n e l a t i o n s  d e  I a  f o r m e  d e  A r n h e n i u s  t l B l J r t e l I e  c e l l e  d e  I I O O N E Y

E  1 A ? l
2 . 5

F-  =  exp  ( - - - - - - )
1 - k c

o ù  k  e s t  d é t e r m i n é  e x p é r i m e n t a l e m e n t ,  p r . É s e n t e n t  u n

c e r t a i n
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Auteuns F - = 1 + 2 . 5 + k r E a

E I L E R S  T . L 7 9 - 7

HARBARD I lBO]

VAND t  1531

THOHAS T 1 15]

k r E a  =  4 . ? 4  c =  +  B . 7 A  c s  + .  -

6 . 2 5  c 2  +  L 5 . 7  s : s  + . .

7 .  4 9  E z  +  L 6 . 2  E : r  + .  .

1 C ) . O S  c æ  +  O . ç l ( , 2 7 3  e t é - é c

Tab leau (3 .  cx )

D i s p a r i t é  d e s  d é v e l o p p e t n E l n t s  d e  I a  v i s c o s i t é  e n  f o n c t i o n  d e  I a

c o n c e n t r a t  i o n
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3 - 3 . S . c o n p o r t e m e n t  n o n - n e u t o n i e n  d e s  s u s p e n s i o n s  c o n c e n t r é e s

D e  n o m b r e u s e s  s u s p e n s i o n s  p r é s e n t e n t  u n  c o n p o D t e n e n t  n o n -

n e w t o n l e n  à  g r a n d e  c o n c e n t r a t i o n  ( c f . c h a p l t r e  1 . 3 ) r s u r t o u t  d u

f a i t  d e s  i n t e r s c t r o n s  h y d r o d y n a n i q u e s  t t g g  à  t B É l  .

D a n s  I  e  c a 6  0 ù  r  e s  p a r t i c u l  e s  s o n t  d e s  s p h è r e s

r i g i d e s ,  l ' é c o u l e u e n t n ' a f f e c t a n t  p a s I ' o r i e n t a t i o n d e s

e f f e t
p a r t i c u l e s ,  l e  t n o u v e n e n t  b r o w n i e n  d e  t r a n s l a t i o n  n r a  a u c u n

s u r  l e u r  v i t e s s e  a n g u r a i r e  q u i  r e s t e  é g a r e  à  A / 2 .  r . g g l

A i n s i ,  l e  c o t r p o r t e m e n t  n o n - n e w t o n i e n  d e  c e s  s u s p e n s i o n s ,  à

g r a n d e  c o n c e n t r a t i o n ,  q u i  a  é t é  o b s e r v É  p a r  d e  n o m b r e u x  a u t e u r s

t 1 6 '  1 8 7  à  1 8 a 1 r a  u n e  o r i g i n e  p u r e n e n t  h y d r o d y n a n i q u e  ( i n t e r a c t i o n

d e s  p a r t i c u l e s , e t c . .  .  ) .

L a  f i g u r e  ( g . b ) r t i r é e  d e  t l o g r  p r é s e n t e  r a  v a r i a t i o n  d e  p ,  ( A )

à  c  =  O . 5 O

L e  p r o b l è n e  i n p o r t a n t  d e  l a  v a r i a t i o n  d e  l a  v i s c o s i t é  d e  l a

s u s p e n s i o n  a v e c  l a  c o n c e n t r a t i o n  a  é t é  t r a i t é  p a r  p l u s i e u r s

a u t e u r s  t l g o , 1 g 1 l

A  p a r t i r  d e  r é s u l t a t s  e x p é r i u e n t a u x  d i v e r s r T H o H A S  t 1 1 5 1  a  t r a c é

u n e  c o u r b e  q u r  r r r u s t r e  , , '  ( c )  -  N o u s  r a  p r é s e n t o n s  E u r  r a  f i g u r e

( 3 .  c )  .

D ' u n  p o i n t  d e  v u e  t h é o r i q u e ,  r e  n o d è r e  p r o p o s é  p a r  A L L E N  e t

K L I N E  t  1 5 r  1 9 1  à  1 g 4 I  p o u r  l ' é t u d e  d e  c e t t e  v a r l a t i o n  e s t

l n t é r e s s a n t  p o u r  d e u x  r a i s o n s  e s s e n t i e l  l e s  :

l l  p e u t  s t u t l l l s e r  d a n s  u n  é c o u l e n e n t  q u e t c o n q u e

-  i  I  t i e n t  c o m p t e  d e  l ' é t a t  p h y s i g u e  d e s  m a t é r i a u x  e n  p r e s e n c e
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3 .  3 .  r + .  L e  m o d  è , 1  e  d  '  A L L E I !  e  t  K L  I  N E

L e s  a u t e u r s  r e p r é s e n t e n t  l a  s u s p e n s i o n  p a r  u n  e n s e m b r e  d e
- +

p a r t i c u i e s : c l ' r a c u n e  é t . a n t  r e p é r é e  p a r  u n  t i È d r . e  d o
+

D é s i g n o n s  p a r  d É ,  l e s  v e c t e u r s  d é f i n i s  p a r  l a  r e l a t l o n  s u i v a n t e  :

o È t  I  e s  g r  c o n s t  i  t u e n t  I  a  b a s e  d  r  u n  s y s t è m e  d e  c o o r d o n n e e s

c u r v i l i g n e s  d a n s  l e  c h a m p  d ' é c o u l e m e n t . d o n n e n t  l e s  m o d u i e s  e t  l e s

a n g l e s  e n t r e  l e s  d .

I  I  e s t  a i s É  d e  m o n t r e r  q u e  l a  d É r i v é e  p a r t i c u l a i r e  d e  D n , t  a  p o u r

e x p r e s s  i  o n  :

d .  .  d o  =  6 .

L e s  p r o d u i t s  s c a l a i r e s  D o .  ,  d é f i n i s  p a r  :

D , r  =  d n  .  d r  =  b s n  =  ( g r  .  o l l . < g .  a . l

d , ,
D . r  =  I  l r l  , r r r  d .  e a

d t

o u  W 1  1  1  1  d é s i g n e  l a  p a r t i e  s y m É t r i q u e  d u  t e n s e u r

q .

[ J r r  =  d r  d c r

. ?  ' i  7 )

( 3 . 3 . 8 )

( 3 . 3 . 9 )

( 3 .3 .10 )

L a  c o n d i t i o n  d e  r i g i d i t é  d e s  p a r t i c u l e s  ( t r i e d r e  c l * ,  ,  n o n -

d é f o r m a b l e ) . s ' é c r i t  :

D c e  =  Q .  ( 3 . 3 . 1 1 )
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L ' u t i  l i s a t i o n  d e  ( 3 . 3 . 7 )  m o n t r e  a l o r s  q u e  [ . l r  r  e s t  t e l  q u e

W r  r  l  r  =  Q ( 3 . 3 . 1 2 )

S a  p a r t i e  a n t i s y m É t r i q u e  { r J r ,  r ,  r e p r é s e n t e  l a  v i t e s s e  d e  r o t a t i o n
+

d u  t r i è d r e  d .  E l  l e  p e r m e t  d e  d é f  i n i r  u n  t e n s e u r  t i . a p p e l É  s p i n

o u  m o m e n t  a n g u  i  a i  r e

L e s  é q u a t  i  o n s  d u  m o u v e m e n t ,  e n  é c o u  I  e m e n t  p e r m a n e n t  e t  e n

I ' a b s c e n c e  d e  f o r c e s  e x t é r i e u r e s r  s o n t  c e l  l e s  d e  c o n s e r v a t i o n

-  d e  l a  m a s s e

V r ,  r  =  Q

-  d e  l a  g u a n t i t é  d e  m o u v e m e n t

d v ,
o r l , ,  =  Q

d t

-  d u  s p i n

I  d J ,
F < r r r , r  € l l r . { r 1  1  =  Q

d t

+
o ù  J  d é s i g n e  l e  m o m e n t  c i n é t l q u e  d e  l a  p a r t i c u l e

L e s  t e n s e u r s  t r  e t  ;  é t a n t  d é f l n i s  p a r

{ F r r r r  =  -  P  € r l  +  Z t X z  V r r J r

| I t r l r  =  Z { J . t  ( v r r . r :  T  [ ^ l c r r r )

F r r r r  =  J J r . Q . . r . E r r  +  l l z . Q r r , r  +  l l s . Q r . r

( 3 . 3 . 1 3 )

( 3 . 3 . 1 4 )

( 3 . 3 . 1 5 )

( 3 . 3 . 1 e i )
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a v e c

t

f l r  =  -  Ë r J t . . , , , * ,

2

W . r * t  =  Ë i j r . Q r

o t l

I i r  + Bz + IJs = 11 r

r | r  1  i lz  + n!  = JJs

É t  +  I l z  =  -  ( n z  +  n s  )

l ' : .  Q  l ? \\ 9 .  g .  I  t  /

( 3 . 3 . 1 9 )

L e  d e u x i è m e  P r i n c i P e  d e  l a  T h e r m o d y n a m i q u e  f o u r n i t  l e s  r e l a t i o n s

s u i v e n t e s  e n t r e  l e s  p e r a m è t r e s  a ' z ç g , t  e t  i l r , g u i  d é p e n d e n t  d e

I  '  é t a t  p h y s  I  g u e  d e s  m a t É r  i  a u x  e n  p r  ê s e n c e  :

d e n s i t é '  t e m p é r a t u r e .  d i a m ê t r e  d e s  s p h ê r e s r  n o t a m m e n t  .

g - z l O

c ( a j O

r r  Z O

D !  +  f l z  +  D s  z  o

-  r r  S  n ,  !  n r / Z

L e s  c o n d l t l o n s  a u x  I  i m i t e s

-  s u r  [ . l r r r r r s o h t  l i é e s  à  l a  c o n c e n t r a t i o n

a l  1  t , t )

( 3 . 3 . 2 0 )
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P o u r '  d e s  s u s P e n s i o n s  d i  l u é e s ,  I e  s p i n  t e n d  v e r s  l e  t o u r b i  i  I o n

l o c a l  .

A  g r a n d e  c o n c e n t r a t i o n ,  l e  s p i n  d o i t  s ,  é v a n o u i r

A u x  f r o n t i è r e s  s o l  i d e s r n o u s  é c r i r o n s  d o n c  !

l ^ l c  ,  l  t  =  -  5  V r  r  ,  t :

( 3 . 3 . 2 1 )

O 5 s : 1

+
-  a u x  î r o n t i è r e s r v r d o i t  Ë t r e  é g a l  à  l a  v i t e s s e  d e  l ' é c o u l e m e n t

s o u s -  j a c e n t  .

D a n s  c e  m o d è l e . A L L E N  e t  K L I h I E  o n t  r e t r o u v é ,  e n  é c o u l e m e n t  d e

C o u e t t e ,

.  l a  r e l a t i o n  d r E l n s t e i n  p o u r  d e s  s u s p e n s i o n s  d i  l u é e s

.  I  e s  r É s u l  t a t s  e x p é r i m e n t a u x  d e  V A N D  t  1 s 6 .  1 5 7 1 ,  à  g r a n d e

c o n c e n t r a t  i  o n

I l  n o u s  a  P a r u  i n t é r e s s a n t  d e  l ' a p p l i q u e r  a u x  t o u r b i l l o n s  d e

T a y  I  o r ,  p r o b  I  È m e  q u i ,  à  n o t r e  c o n n a i  s s a n c e ,  D t  â  p a s  e n c o r e  é t é

a b o r d é
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C H A P I T R E  3 . 4

E F F E T  D E  L A  C O I ' J C E N T R A T  I  O N  S U R  L A  T R A N S  I  T  I  O N

3 . 4 .  1 .  E q u a t i o n s  à  r é s o u d r e

A v e c  l e s  n o t a t i o n s  d u  c h a p i t r e  p r é c é d e n t , n o u s  d e v o n s  r É s o u d r e

I  e s  é q u a t  i o n s  d e  c o n s e r v a t i o n  :

a ) . d e  l a  m a s s e

V r .  r  -  O ( 3 . + . 1 )

s o i t

V t . r  +  V z , z  t  V s . s  =  Q ( 3 . + . 2 )

b ) .  d u  m o u v e m e n t  I  i n ê a i r e

d v ,
f r r . r  =  Q

d t

c ' e s t - à - d i r e

( 3 . 4 . 3 )

d v t

e  =  ( F r r , r  t  o z r , z  f  g " s r . r
d t

d V z

e  =  ( F r z . r  t  t z z . z  *  o s z . s  ( 3 . 4 . 4 )
dr

d v r
e  =  ( F r s . r  t  F z r . z  t  ( f l l . r

d t
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c i .  c l u  m o u v e m e n t  a n s u l a i r e

,  d J r

-  F r r . r  -  

;  
Ë r i l  u r ,  =  a ; ; -  ( 3 . 4 . S )

q u i  s e  p r ' o . i e t t e  e n

d J ,  F z r  -  f r z

e  =  ( -  - - - - )  +  F r r , r  +  l l z t , z  r  l l r r . s
d t  2

d J z  t s r  -  ( r r s
g  =  ( - - - - - - - - - )  +  É , 2 . r  +  l l z z , z  +  | l s z . s  t 3 . 4 . 6 )

d t  2

d J r  $ t z  -  ( î z r

q  =  ( -  - - - - )  +  p r s . r  +  p z r . z  +  p s s , s
d r  2

L e s  l o i s  c o n s t l t u t i v e s  é t a n t  d o n n é e s  p a r

t ,

t t t  =  -  
P  E ,  I  +  2 g z  v r r , J r  r  Z r x r t v r r . r r  f  Ë r  Q r l

( 3 . 4 . 7 )

F r r  =  E r  { ? . . ,  t r t  +  È z  Q r . r  +  l J s  ( l l  , . ,

a v e  c

1
Q r  =  -  € ,  l *  l J , r . ,

2

e t  W , r . r  =  Ë , r r  f l r

( 3 . 4 . 8 )
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E n  p o s a n t

f l ,  +  i }z  +  l J :  =  T1r

l3 r  =  l1  t  +  Dr  +  Ds

Ê ,  +  l ] z  =  -  ( n z  +  ; 1 s , f
n o u s  p o u v o n s  d é v e l o p p e r  l e s  s y s t è m e s  ( 3 . 4 . 4 )  e t  ( 3 . u + . 6 , r  s o u s  l a

f o r m e  s u i  v a n t e  :

o V r

e  =  -  
P , r  +  2 u z  v r r . r r . r  +  2 d z  V r ? , r r . 2  +  2 r x c [ v , . , , r . .  T . . .

d t

-  f l s . z l  +  z r x z  V r j . r r , r  +  Z d e [ v , r . , r , r  +  Q z . r ]

=  -  
P . r  +  Z c z  V r . r r  +  c Ë z [ V z . r z  +  V r . z z ]  +  f X z L V t . r s  +  V r . s s l

+  f l a [ V z . r z  -  v t , z z  r  V r , r s  -  v r . s s ]  +  Z q a  [ f l s . z  -  ( ? z . r ]

=  -  P , r  +  t X z E V r . r r  +  V r . z z  *  V r . s r l  +  { K t [ V z . r z  -  9 t . z z  + . . .

r  V r . r r  -  V r . s s l  +  Z u s l -  Q r . "  +  Q z , r l

d v z
q  =  Z d z  V t r . z r . r  + ' 2 c x e [ v c , . z r . ,  -  f l r . t ]  -  p , z  +  . . .

d t

Z a z  v r z . z t , z  +  Z a z  V r t , z r . r  +  2 4 ; . o l v c s , z r . r  +  Q r . s ]

( 3 . 4 . 9 )

=  -  P , z  +  g z [ V . . r ,  +  V z , z z  +  V u . s r ]  +  4 ( c [ V r . z r  -  V " . , ,  + . . .

t  v r . s r  -  V z , s s l  +  Z d t l -  f l r . s  +  f l s . r l ( 3 . 4 . 1 0 )

o V s

e  =  -  
P . s  +  ( X z [ V r . r r  t  V r , z z  +  V s . s s ]  +  c r c [ V r . s r  -  V s . r r  + . . .

d t

*  V z , s z -  V 1  . 2 2 J  +  Z q t t -  f l z . ,  +  Q r , z l ( 3 . 4 . t 1 )
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,)J '
e  =  Z t x : [ v , ,  s ,  +  Q , ]  +  ( l i ] r  +  B "  +  f 3 s ) O ,  , ,  +  Ê r f ) z ' z r  +  " '

è t

+  Ê , Q s . s z  +  i ) z { ! z . t z  +  p 5 Q 1  . z z  +  p 2 f l s , r s  +  Ê s Q , . s r  ( 3 ' 4 ' 1 2 )

à J t
e  =  Z r y ' a l v , r . , r  *  Q . ]  +  ( l i l r  +  B "  +  I J s ) Ç 1 r , " .  +  l J r Q t . r z  + " '

à t

+  f i s f ) s , s z  +  l ] z Q r . z r  + ; J 5 O 2 . r r  +  f l z Q s , a s  +  J 3 3 Q e . s s  ( 3 ' 4 ' 1 3 )

e t

à J r
e  =  z u t l v c , . z r  +  f l s ]  +  ( l ] r  +  Ê "  +  l J ! ) Q s . r s  +  l l r Q r . r s  + " '

à t

+  f l r Q e . z r  +  t 3 2 Q r . s r  +  t 3 3 Q 3 . r r  +  Ê z f l z , s z  +  l 3 r i l s . z z ( 3 . 4 , L 4 )

3 . 4 . 2 . E c o u l e m e n t  l a m l n a i r e  s t a b l e  d e  C o u e t t e

L '  é c o u  I  e m e n t  é t a n t  t a n g e n t  I  e  I  ,  n o u s  P o u v o n s  é c r  i  r e  :

V 1  =  v s  =  Q

:__ '=  o
à x a

d e  s o r t e  q u e  l e s  é q u a t i o n s  P r é c é d e n t e s  s ' é c r i v e n t  :

a ) .  é g u a t i o n  d e  c o n t i n u i t é

( 3 . 4 . 1 5 )

V t  .  t  t  V l  .  s  =  O
( 3 . 4 . 1 6 )
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b ) .  é q u a t i o n s  d e  c o n s e r v a t l o n  d u  m o m e n t  I  i n ê a i r e
'  

O  =  _  p , r

d v z

e  =  l a z l v z . r r l  -  € ( c l V z . , , l  +  2 { x â ( l s . r  -  p , z  ( g . 4 . 1 7 )
d t

O  - -  2 r l . e f , 2 2 . t

c / .  É q u a t i o n s  d e  c o n s e r v a t i o n  d u  m o m e n t  a n g u l a i r e

d J '
q  =  Z t x t  [ v , " . " ,  +  Q t ]  +  ( B r  +  l J z  +  l ] s ) f ) , . , r  +  ( l ] ,  r

d t

l 3 z ) Q z , t z  +  ( l ] r  +  I J z ) f l r , r s  +  I l s [ f l ,  
" .  

+  f l r . s r ]  ( g . 4 . l g )
e t

d J z
€  = ' 2 r y . e  [ v r s . , r  +  Q a  j  +  ( l ] r  +  B z  +  t ] s ) ( I r . z ,  +  ( f ] r  +

d t

l 3 z ) Q r . t z  +  ( É r  +  Ê z ) ( l r . z s  +  t J r [ f ) r , , ,  +  e z , s s ]

d J s

e  =  Z g . s t v c z . " r  +  O r l  +  ( r ] r  +  l j ,  +  Ê r ) e r . s s  +  ( Ê r  +
d t

I J z ) f l , . , r  +  ( l ] r  +  f i 2 ) f l z . z s  +  I l s [ f ] " . r ,  +  O s . z z l

E n  f a i s a n t  I a  c o r r e s p o n d a n c e

( 3 . 4 . 1 9 '

( 3 . 4 . 2 0 . ,

Q r  =  l J r z s r Q z  =  l r J r s r r  e t  f l :  =  L l r r z r ( 3 . 4 . 2 1 )
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e t  e n  n é g l  i g e a n t  l e s  t e r m e s  q u a d r a t i q u e s .  a i n s i  q u e  i ' i n e r t i e  d e

l a  p a f t i c u l e .  l e  c h a m p  d e s  v i t e s s e s  à  I ' i n t É r i e u r  d ' u n e  c o u e t t e  à

e n t r e f e r  é t r o i t  e t  d o n t  l e  c y l  i n d r e  i n t ê r i e u r  t o u r n e  a v e c  l a

v i t e s s e  a n g u l a i r e  f l  ,  e s t  :

K  o ( r  s t  e r ( " - ' t ) - 1  g - r t c - ' r ) - l

V z  =  -  t d  -  X r  +  - -  ( - - - -  - - - - - - ) l  ( 3 . q . 2 2 )

^  t p z  -  t ; s  l -  e r  +  I  e - r  +  1

R / 2  t  e r l o - r , )  e - r ( d - r r )

Q :  =  - - -  [ s ( - - - -  +  - - - - - - - - - )  -  l ]  ( 3 . 4 . 2 3 )

A  e l  +  1  e - r  +  t

a v e c

2 a .  s '  e r  -  1

A =  1 +
. a z - r l ' a  T t  ( e r ' + 1 )

1 - s
s t  =

d r

l + s
dz -  lXs

R ' Q
K  =  - - -

\ 3 . 4 . 2 4 )

d

I '  e t  T '  s o n t  d o n n é s  e n  ( 3 . 4 . 4 8 )

P a r  l a  s u i t e  o n  u t i  I  i s e r a  I ' a p p n o x i m a t i o n  d u  p r e m i e r  o r d r e  :

K g , t
V z  =  -  t l  +  - -  -  s l t d  -  x r  l

A txz - €[a

( 3 . 4 . 2 5 )
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3 . 4 . 3 . E c o u l e m e n t  à  i a  t r a n s i t l o n  l a m i n a i r e - t o u r b i  l  l o n s  d e  T a y l o r .

a ) . E q u a t i o n s  à  r é s o u d r e

-  L ' É q u a t i o n  d e  c o n t i n u i t é  e s t  i d e n t i q u e  à  c e  I  I  e  d u  r é g i m e

l a m i n a i r e  s t a b l e

-  D a n s  i  e  c a s  d e  I  '  e n t r e f e r  é t r o  i  t .  n o u s  p o u v o n s  t ' a i  r e  I  e s

a p p r o x  i  m a t  i  o n s  s u i  v a n t e s  i

V r r  V z  *  V z r  V 5

o ù  v z  e s t  I  a  s o  l u t l o n  d é t e r m i n é e  e n  r é g i m e  l a m i n a i  r e

L a  c o n f i g u r a t i o n  d u  c h a m p  d ' É c o u l e m e n t  p e r m e t  d e  p r e n d r e  p o u r

I  e s  g r a n d e u r s  d e  I  t  é c o u  I  e m e n t .  I  e s  e x p r e s s  I  o n s  s u i  v a n t e s  :

r 'S  R ,  +  x r

r ' dË r  f l  dxz

L '  écou  I  emen t  r  êsu  I  t an t  es t  donné  pa r

V 1  =  v ' r  ( x r  )  c o s k  X r

V z  =  v t z  ( x r  )  c o s k  X s

V s  =  v t s  ( x r  )  C O S k  X r

p  =  P t  ( X r  )  C O S k  X r

f l r  =  l , J r z s r  =  f l t r  S i n k  X s

Q z  =  L J r r r r  =  Ç I ' z  s l n k  X r

f l r  =  l , J r r z :  =  f l t s  c O S k  X s

( 3 . 4 . 2 6 )

( 3 . 4 . 2 7 '

( 3 . 4 . 2 8 )
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E n  t h é o r i e  I  i n é a i r e .  l e s  É q u a t l o n s  d e  c o l ' l s e r v a t l o n  d u  m o m e n t

I i n é a i r e  s ' é c r i v e n t  a l o r s  :

-  Z V z V ' z  =  -  P t . ,  +  1 1 z [ V t r , , r  -  v t 1 [ r ]  + , : ( ô [ V r . r  , k  +  V , r k : ]  + . .

+  2 q e  k  f i ' "  ( J . A . Z g )

e t

V z , ,  V t r  =  t x z l V t z , r ,  -  v ' 2 k a ]  +  o ' a l -  V r z . r r  i  v t z k z J  +

+  Z s s [ ( i ' s , ,  -  f l ' , k J  q 3 . 4 . 3 O )

O  =  p  k  +  { x z [ v t s . r ,  -  V , s k : ]  -  â c [ v ' s , r r  I  v ' s . s k J  -  Z â . e i ] ' z . r
( 3 . 4 . 3 1 )

A l o r s  g u e  c e l  I e s  d e  c o n s e r v a t i o n  d u  m o m e n t  a n g u i a i r e  s ,  e x p r i m e n t

d e  l a  m a n i è r e  s u i v a n t e :

1
V z { 7 t z  =  r y , c l -  V t 2 k  +  2 Q , , 1 +  [ Ê r  +  l f z  +  l ] s l ( ] ' , . , r  r . . . .

R r

-  ( 1 3 '  +  f ] a  ) k  Q ' s .  ,  -  k â  I J s e ' ,  ( 3 . 4 . 3 2 )

1
o  =  Z d ' . c -  -  v t r . r r  +  k  V t r  +  f l t z l  +  r i r t f l t 2 , r r  -  k â e ' z l  ( 3 . 4 . 3 3 )

k
I

f l t " . ,  .  v r  =  z r x b E - . -  u r " , ,  +  e r r l  -  k . ( t i ,  +  l l z  +  Ê r ) l - ) r s  + . . .
K

+  ( l l r  +  I l z ) k  Q r , . r  +  B r  Q t r . , , ( 3 . 4 . 3 4 )

b  )  .  T r a n s  f  o r m e t  i  o n  d e s  É q u a t  i  o n s

E n  r e p o n t a n t  d a n s  ( 3 . 4 . 2 9 ) , 1 ' e x p r e s s i o n  d e  I a  p r e s s i o n , t i r e e

d e  ( 3 . 4 . 3 1  ) ,  i  i  v i e n t  :
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2 V 2  v t  2  1
=  ( t x z  -  c x . ) [ v ' , . r ,  -  v t r k 2  ( V r r . r , , r  -  k r v r , . , , ) ] . .

R ,  k z

2u"
-  t n t z . , r  -  k t Q t r l

k  
t  r  ( 3 . 4 . S S ;

A l o r s  q u e  ( 3 . 4 . 3 3 )  p e u t  s ' é c r i r e  s o u s  I a  f o r m e  s u i v a n t e

2c"
f l t z , , r  -  k t f l t r  =  - - -  [ v r r . r r  -  k r v , r  -  k f l  , r ]  ( S . 4 . 3 6 )

Ê s k

S u b s t i t u o n s  d a n s  ( 3 . 4 . 3 5 ) ,  I ' e x p r e s s l o n  d e  ( Q , . .  ,  ,  _  k :  e ,  z  ) ,  d o n n é e

p a r  ( 3 . 4 . 3 6 )

2 V z v z  
2

4t [ t  ( ,1 [a  -  f ie  )
=  ( v t , , r ,  -  k 2 v t r ) [ , x z  -  r x t  -  - - - ]  -  [ v r ,  r r r r r . .R r  

B s  k e  k 2

2

4rr.,-
-  k 2 v t r . r r l  i  { l r ,

k t l r
( 3 . 4 . 3 7 )

D e  s o r t e  q u e  V 1  e t  { l r : .  s o n t  d é t e r m i n é s  p a r  l e  s y s t e m e

s u i v a n t '  c o m p o s é  d e  ( 3 . 4 . 3 3 )  e t  d e  r ' é q u a t l o n  p r é c é d e n t e  ;

2

Z V z e t z  k I S s  4 a .
Q t "  =  -  -  [ c x "  -  f i a  - - ] ( v r , , r ,  -  k 2 v r r )  + . .

R r  z  2  l l s k z
4a, 4rl , .

(  cxz  -  cx r  )  kËr
+  - -  ( v t , . r , , ,  -  k 2 v , r . r , )

k â  z
4,x.

( 3 . 4 . 3 8 )
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2rl."

2 a . Ç ! ' r . +  J l s t { l  ' r . r ,  -  k " Q t a l  =  - - -  [ v t r . , ,  -  k z v t ' ]
k

L e  g r a d i e n t  d e  v i t e s s e s  é t a n t  c o n s t a n t  d ' a p r è s  l e s  r e i a t l o n s

p r  é c é d e n t e s

àV"
= f l

à x '

( 3 . 4 . 3 9 )

A i n s i  ( 3 . 4 . 3 0 )  d e v i e n t

A v t ,  ( c r z  -  f i c )  { } ' r . r

Q r ,  =  -  +  - -  [ v t r . r ,  -  k z v t z ]  +  - - - -  ( 3 ' + ' 4 O )

Z r x 6 k  z o . è k  k

E n  r e p o r t a n t  c e t t e  r e  l a t i o n  d a n s  ( 3 . 4 . 3 4 )  ,  n o u s  o b t e n o n s  :

( l l r  +  l ) z  +  f ] r ) ( l t r . , r  f  E z d t  -  k 2 ( l J r  +  l ] z  +  f 3 1  ) J { } ' s  =  d a V ' z , r  + . .

'  ( 3 ' 4 ' 4 L )

A ( I l  ,  +  l l z )  ( f l  ,  +  B 2 ) ( c x z  -  t x r )

+  - - -  v r r . r  ( v t z , r , ,  -  k z v t " . , )

2a ,  2a ,

L a  m Ë m e  s u b s t i t u t i o n  d a n s  ( 3 . 4 . 3 4 )  a m è n e  I  ' É q u a t i o n  s u i v a n t e .  d a n s

I a q u e l  l e ,  I ' i n e r t l e  d e  l a  P a r t i c u l e  a  é t é  n É g l  i g ê e '  d u  f a i t  d e s

d i m e n s i o n s  d e  c e t t e  d e r n i è r e

k z ( J s  A ( Ë t  +  l l z )  Ë s ( c x z  -  f i r )

A t 1  - - l v t ,  v ' , . t t  -

Zct  Zat  2rr ,

k : l J s  ( a z  -  t x s )

+  ( { x z  -  f i e  ) t - - - -  -  1 ) v t 2 . 1 1  +  [ ( Ë ?

2a.  2a"

r 3 . 4 . 4 2 )

A  c e t t e  é q u a t i o n ,  n o u s  d e v o n s  a d . i o i n d r e  c e  I  l e  q u e  n o u s  o b t e n o n s  e n

s u b s t i t u a n t  d a n s  ( 3 . 4 . 3 3 ) ,  I ' e x p r e s s i o n  d e  Q ' z  ,  d o n n é e  P a r

( 3 . 4 . 3 8 )  E l l e  s ' é c r i t  :
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2

(za.  -  k3/ ls) r_ ?u_"_: '_ '_  i l :  _  I ! "_ i -( c x z  -  t x 5  - - ) ( v t , , r ,  i  . . .
R r  z  ?  f l r k s

4x1.  4a t

(uz  -  4 ( r  )  l Js
-  p a y r r ' )  +  - -  ( v t , . r , , ,  -  k 2 v t r , , , ) l  +  l 3 s [ +  . . . .

k 2

4tX"

2

2kl3t  k j ls  4tx ,
( V z V ' z ) , r t  -  ( d z  -  { t c  - - ) ( v t , . , r r ,  -  k : v t r . r t ) + . .

z z JJr  l< '
R r  4 a g  4 a .

(  az -  {x .  )  IJr  2a,
+  - -  ( v ' , . r r t r r r  -  k t v t , . r r r r ) ]  =  + - -  ( v t r , , ,  I  . .

k 2 k

4 a t

-  k a  v t  r  ) ( 3 . + . 4 3 )

Q u e  I  q u e s  t r a n s f o r m a t  i o n s  n o u s  p e r m e t t e n t  d e  I  '  é c r  i  r e  s o u s  I  a

f  o r m e  s u  i  v a n t e  ;

2 k B s V z  k I 3 "  ( k l l r )
V t 2 . r ,  -  A v t z . r  -  -  ( Z g , c  -  k r J l s ) V 2 v t 2  =

2

4R r cxc
z

Rr {Xr
2

2Rt de

v t r k r l l s  d t ( d z  +  { x c )  k 2  l J s
=  - -  -  t -  ( c x .  -  , 1 z ) l  +

4 5

k É s  3 k :  r J J
' t  V t r . r r  [ c r g ( c ( z  +  t x o )  +  - - - - -  ( { t e  -  d z ) ]  +

z 4
(Xr

Ês Ctr ( €tz + tX: ) 3kâ , lr
+  v t r . t r r r  t  -  ( a r  -  { x z ) J  +

2 2 4
k q c

z  ( d z  -  d r  )
-  V t  r . ,  r  r  r  r  r  l J s

2

4 k a c

42

( 3 . 4 . 4 4 )
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A i n s i , l e  s y s t à m e  d e  d é p a r t  ( ( 3 , 4 . i 2 9 )  à  ( 3 . 4 . 3 r + ) ) ' s e  r é d u i t  à  :

Z q t  ( q z  r  . I s  )

V t r . , r l t r t  +  v t r . t r r t  t -  -  3 k l ]  +

J l r ( c r "  -  d z i

4 k 2 g ' s \ u z  +  o ( r  )  Z a t ( a z  +  d o  ) k a

i  V r r . r r  t - - - -  - - - - -  +  3 k 1  I  +  V ' , r  t -  + . . .

1 1 3 ( t x c  -  { x z )  f J s ( a s  -  o . z )

v e  4 k 2  I  4 k :
-  k é l  =  -  -  V t z . r r  A  -  V t z . ,  +  . . . .

2 R .  ( c r c  -  t x z )  R r  ( 4 t .  -  t x r )

- Y: :\'-:::'--: -l'-11 ,, ,
R r  2 Ê s  t t x t  -  e z  )

Ztxz dt Ztxz rxt k '

V t z . r r r r  -  v r z . r r  t - - -  +  2 k 2 )  +  v z [ -  +  . . . . .

B r ( c x e  -  g . z )  Ê s ( 4 "  -  c l - z )

A  ( 2 u û  -  k 2 Ê r )  A ( l l r  +  B z )
+  k . l  =  -  V t r  +  - -  -  V ' r . r r  ( 3 . 4 . 4 5 )

l l s  ( t x r  -  c x z )  B 3 ( f i a  -  r l . z )

A v e c  l a  n o t a t i o n  h a b i t u e l  l e '

d
D  =  - -

d x

C e  s y s t è m e  s '  é c r  i  t  :

( 3 . 4 . 4 6 )

Z a z  a t  V z  4 k z

( D r  -  k : ) 2 [ D 2  -  k 2  - ] v t ,  =  -  -  V ' 2 . r ,  + . .

l J s ( c x .  -  g - z )  2 R ,  ( c t r  -  t x z )

L  4 k 2  V a  A k z  ( Z a t  -  k 2  l J s  )

A  V t z .  r  V ' z

Rr rxs - rrz Rr do - t l .z Zl ls
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/ txz tx"  A (Zs.s -  kz l ls  )
( D 2  -  k 2 ) [ D :  -  k 2  - ] v r ,  =  -  V , ,  + . .

, J r ( a s  -  { K z )  l l s  ( { K s  -  r y - z )

A ( l l ,
+  - - -  V t  r .  r  r

l l s  ( q a  '  r y . z )

L ' a d i m e n s i o n n a l  i s a t i o n  d e  c e s  é q u a t i o n s  s ' e f f e c t u e  e n  p o s a n t

a = k d

X t

y  =  - -

d

2 a z  g t

I . 2  =  - -

\ 3 . 4 . 4 7 )

( 3 . 4 . 4 C )

Ils ( cre - cxz )

T ' =  I .  d

a v e c d = R z - R t

E l l e s  s ' é c r i v e n t  a l o r s

Vz  a r  l Js
( D 2  -  a 2 ) r ( D 2  -  a 2  -  T t z ) V t r  =  -  T t e V t " . r ,  +  . . . . .

R r  8 z  4 t

- i- lY"- ::: l : l : '  - Y'- '  ;", r. o" ,:- - i '- l :--- rv,e
R t  à y  d z  d t  R r  ( x z  2 d '  a z  g c

d V "  I  a :  t i l r
( D 2  -  a 2 ) ( D 2  -  a e  -  T t 2 ) V t z  =  -  T t 2 d  t - -  - l v t ,  + . . .

d y  c ( z  2 d z  a z  q s

d V z  ( t l  ,  +  J 3 2 )  T ' , ?
+  _ _  _  V r  r  .  r  r

dy  d  z { xz€x r

( 3 . 4 . 4 9 )



r 73

L e  s y s t è m e  ( 3 . 4 . 4 9 , r  q u e  n o u s  a v o n s  e t a b l  i  c i - d e s s u s  a  u n e  r o r m e

a n a l o g u e  à  c e l u i  q u i  r é g i t  l ' a p p a r r t i o n  d e  l a  p r e m r e r e

i n s t a b i - l  i t ê  d a n s  l ' ê c o u l e m e n t ,  e n  I ' a b s e n c e  d e  p a r t l c u i e s  .

A u s s i ,  l a  m é t h o d e  i n t é g r a l e  e x p o s é e  a u  c h a p i t r e  ( 2 .  l )  p e u t - e l  l e

Ë t r e  u t i  I  i s É e  p o u r  s a  r é s o l u t i o n

L a  s o i u t i o n  c o n d u i r a i t  à  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  V 1  e t  d e s  i , l  ,  r  e t

p a r t a n t .  â  c e l  l e  d u  t e n s e u r  d e s  c o n t r a i n t e s

L a  v i s c o s i t é  r e l a t i v e  d e  l a  s u s p e n s i o n  e s t  a l o r s  d o n n é e  p a r

V 2

F .  =  - - ( 3 . 4 . 5 0 )
tFr

o ù  { F r  e t  t z  d É s i g n e n t  l e s  t e n s e u r s  d e s  c o n t r a i n t e s  s a n s  e r  a v e c

I  e s  p a r  t  i  c u  I  e s  r  r e s p e c t  i  v e m e n t  .

c e  c a l c u l  n e  p o s e  a u c u n e  d i f f i c u l t É  m a i s  i l  n o u s  p a r a r t  p l u s

i n t É r e s s a n t  d e  d É t e r m i n e r  I a  v a r l a t i o n  d u  n o m b r e  c i e  T a y i o r

c r i t i q u e  T .  e n  f o n c t i o n  d e  l a  c o n c e n t r a t i o n , d u  f a i t  q u ' e l  l e  e s t

p  I  u s  u t  i  I  e  p o u r  I  e s  e x p é r  i m e n t a t e u r s  .

D ' a l  I  l e u r s ,  l a  v i s c o s i t é  a b s o l u e  d e  l a  s u s p e n s l o n  p o u r r a  a i s é m e n t

Ë t r e  r é d u l  t e  d ' u n e  t e  I  I  e  I  o i

N o u s  u t i l i s e r o n s  l a  m é t h o d e  é l a b o r é e  p a r  C H A N D R A S E K H A R  a f i n

d ' o b t e n i r  I a  m o d i f  i c a t i o n  a p p o r t é e  p a r  l a  c o n c e n t r a t i o n  a u  T .

c ) .  E l a b o r a t i o n  d ,  u n e  l o 1  a p p r o c h é e  T .  ( c , r  .

D o n n o n s  à  v ' 2 ,  l a  f o r m e  s u i v a n t e

V ' z  =  E  C .  s i n  m r r y t 3 . / + . 5 1 )
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V z  r  â y â r I t  t o u j o u r s  p o u r  e x p r e s s i o n

V z  =  ! |  k t d  -  x '  l

V t  r  p e u t  a l o r s  s '  ê c r i r e

( 3 . 4 . 5 2 )

w â : J l s T t 2  C .  .  .
V t r  =  - - - - - - -  E  -  t A r  c h a  y  +  B r s h e y

t X z t r t  ( m r n z  +  a 2  ) !  ( m t ' I l  +  a l  +  T 2  )

a a a a

1  C r  c h a t y  1  D r  S h a t y  1  A z  y  c h a  y  +  B e  y  s h a  y  +  [ J 1 : r t a  +  . . .

4 ( c  az
-  d 2 ( - -  - ) l t y  s i n  m  r t  Y  -  2 B  m  r r  c o s  m  n  y  +  B [ m : t t 2  +  . . .

l lr 2d2

4 t  e :  4mt r
-  d 2 ( - -  - ) J i y  s i n  m  r r  y  +  - -  c o s  m  r r  y  +  . . . . .

l ls 2a2 JIl: rt: + a:

2mn
+  - -  c o s  m  ' r  y l

m 2 1 2  +  a 2  +  T t 2

e V e C  a t  =  J a 2  +  T t 2

( 3 . 4 . 5 3 )

E c r i v o n s  l e s  c o n d i t i o n s  a u x  I  i m i t e s  s u r  c e t t e  d e r n i È r e  f o n c t i o n

( c h a p .  3 . 3 ) . c ' e s t - à - d i r e

V t  t  =  Q P o u r Y - O e t Y = t

( 3 . 4 . 5 4 )
d v t  t

= Q P o u n y = Q e t y = l

d y

N o u s  o b t e n o n s  l e  s y s t è m e  s u i v a n t
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d t  a l  A m l r

A :  *  C ,  -  2 B m n  +  B [ m 2 r r e  -  d z ( - -  - ) ] ( -  +  " " '

l l r  Zdz tn2 r t2 + a2

' 2 m ' .  ( 3 ' 4 ' 5 5 )
+  - -  -  ' - - )  =  Q

p 2 x 2  +  a 2  +  T t â

.  '  t  
d t  â '

a B ,  +  â r D r  +  ^ ;  +  m ' t  [ m a r r z  -  a ' a ; :  -  

; ; ; r ,  

=  Q  ( 3 ' 4 ' s 6 )

a t 
" 

"

A r  c h a  +  B r  s h a  +  C r  c h a t  +  D r  s h a t  +  A z  c h a  +  B z  s h a  +  " '

U.c  a2  4m l t
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lJr  Tdz t t12 r t !  + aâ

2mrt
+  - -  - - - - l  =  O

*2  l r 2  +  A2  +  T2

( 3 . 4 . 5 7 )

a l ' l

A r  a  s h a  +  B r  a  c h a  +  C r  a t s h a r +  D r  a t c h a t +  A z ( c h a  +  a  +  s h a )

. o t â '

+  B z  I s h a  +  a  c h a ]  +  m t r ( m a r t z  
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l ] "  zdz

d c  a 2  t ' 2  / '  q l l  \

+  B [ m 3 : r 2  
-  d 2  ( - -  -  - - - ] "  C O S m r r  =  O  

\ u ' - ' s v '

l J s  z d z

D e m Ë m e , l e s c o n d i t i o n s a u x l i m i t e s s u r Q z ( c h a p . 3 . 3 ) s e

t r a d u i  s e n t  P a r

T, ,c ;  , : - - - l  -  - l ' - - ,  .  ( s  -  1 )B ;  +  F  =  Q (3 '4 ' se )

Za  4ade

. ' s - L d z "
T r â  [ c r  c h a ' +  D r  S h a t  ] ( - - - - -  +  - - - - )  +  ( A z  s h a  +  B z  c h a ) ( s  -  1 ) + "

2a  4ad r

( 3 . 4 . 6 0 )
+ F C O S m r r = Q



L

a v e  c

F =

c o n c e n t r ê e s  T 2  e s t

P  I  a ç o n s  - n o u s  o a n s
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C r
2mrr
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m 2 n 2  +  a 2  t  T t a

rX t  e2

IJr 2d2

e t

a

D t  =
c o s m r r  -  c h a r  .
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s h a '

a
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B r  =  - -  i a X  -  ( s h a  +  a c h e ) Y  +  s h a Z l
a 2  -  s h t a

e t

A z  =  - -  t -  s h 2 a x  +  a ( s h a  +  a c h a ) Y  -  a s h a Z l
a e  -  s h z a

B z  =  - -  [  ( s h a c h a  -  a ) X  -  a ?  s h a Y  +  ( a c h a  -  s h a ) Z ]

a a  -  s h 2 a

a v e c

u,5  ar

X  =  +  B m ' t [ m 2 y r â  -  d 2  ( - -  -  - - - ) ]  -  â ' D r

É "  2 d 2

a a a

Y  =  A r c o s m n  -  c h a  A r  -  c h a ' C ,  -  s h a ' D r

a a a

Z  =  -  a s h a  A r  -  e t  s h a ' C r  -  e t  c h a t  D l ( 3 . 4 . 6 ? )

O n  s u b s t i t u e  e n s u i t e  V ' r  e t  v ' z  p a r  l e u r s  e x p r e s s i o n s  d a n s  l a

s e c o n d e  é q u a t i o n  d u  s y s t è m e  ( 3 . 4 . 4 9 ) . p u i s  o n  m u l t i p l i e  c e l  l e - c i

p a r  s i n m n y  e t  e n f l n  o n  i n t È g r e  s u r  I e  d o m a i n e  d e  l a  v a r i a b l e  y

L e  r é s u l t a t  d e  c e t t e  o p É r a t i o n  e s t  q u e  I ' o n  a b o u t i t  à  u n  s y s t è r n e

d '  É q u a t  i  o n s  h o m o g è n e s  d e s  c o n s t a n t e s

R .  =  C . /  ( m : r r z  +  a : ) ( m 2 r t e  +  a 2  +  T t 2 ) ( 3 . 4 . 6 3 )
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R r  a :  d l l s  B
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tJ, + l lz
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( 3 . 4 . 6 4 )
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-  f f i z n ?

l l r 2d7
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O  s i  m + n  e s t  P a i r  a v e c  m  n

X , .  =  L / 4  5 i  m = n
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Ê,  +  l } z
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N o u s  o b t e n o n s  a l o r . s  l e  n o m b r e  d e  T a y l o r , s o u s  l a  f o r m e  :
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Bz  16a 112 ch"  L  /  Za
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{ X z - C [ e  T t e r  + 1  t A z - g . a  T t e r  + 1

o r  I  e  d é n o m i n a , t e u r  d e  c e t t e  e x p r e s s i o n  e s t  p r É c i s ê m e n t  ê g a  I  a u
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N o u s  c a l c u l o n s  a l o r s  l a  v a l e u r  d e  a  q u i  r e n d  M  m i n i m u m , n o t ê  M .  e t

n o u s  e n  d é d u i s o n s  l a  v i t e s s e  d e  r o t a t i o n  c r i t i q u e :
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n o u s  v o y o n s  q u e
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S i  n o u s  s u p p o s o n s  q u e  l a  s o l u t i o n  s e  c o t r p o r t e  c o m n e  u n  l i q u i d e

P U r r a l o r s
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R r d t  t l  ' 5 / Z  c l ?

( 3 . 4 . 7 6 )

E n  c o r D p a r a n t  c e s  d e u x  f o r m u l e s r n o u s  p o u v o n s  f a i r e  l e s  r e n a r q u e s

s u i v a n t e s :

-  c o r u n e  c / t  e s t  p l u s  g r a n d  q u e  c ,  l ' a p p a r i t i o n  d e  l a  t r a n s i t i o n

p o u r  c  d o n n é e r a  l i e u  p o u r  u n e  v l t e s s e  c r i t i q u e  p l u s  é l e v é e  q u e  n e
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-  i l  e s t  p o s s l b l e  q u e  l a  c o u r b e  Q s  e n  f o n c t i o n  d e  c  p a s s g  p a r

un l l laximum

C e s  D e m a r q u e s  o n t  p u  Ë t r e  v é r i f i é e s  e x p é r i m e n t a l e u e n t

t s o , 1 9 5  à  1 9 7 1
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C e t t e  t h è o r i e .  e s s e n t i e l  l e m e n t  b a s e e

d e  I  a  s u s  p e n s  i  o n ,  d o n n e  u n e  v a  r  i  a t  i  o n

e n  a c c o r d  a . v e c  i  e s  e x p ê r i e n c e s  e f

p o l y m É r i q u e s  d i l u è e s

g u r  u n e  s t r u c t u r e  n e w t o n i e n n e

d u  n o m b r e  d e  T a y  I  o r  c r  i  !  i  q u e

f e c t u É e s  s u r  d e s  s o l u t i o n s
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C H A P  I  T R E  3 . 5

S T A B I L I T E  D E

P A R T  I  C Ù L E S

L '  E C O U L E M E N T  D E  T A Y L O R . C I ] U E T T E  E t ! P R E S E N C E  D E S

A  j . n s  i  q u e  n o u s  I  ' a v o n s  i n d i q u é  a u  c h a p i  t r e  1 . 3 ,  I  e s

s u s p e n s i o n s  d e  p a r t i c u l e s  s p h é r i q u e s  s o n t  n e w t o n l e n n e s  à  f a i b l e

c o n c e n t r a t i o n  ( c  <  O . 2 5 ) .  L ' é t u d e  d e  l a  s t a b i l i t é  d e  l a

s u s p e n s i o n  s e  r a m È n e  a l o r s  à  c e l  I e  q u i  a  é t é  c o n d u i t e  a u  c h a p l t r e

2 .  4 .

L o r s q u e  I a  c o n c e n t r a t i o n  e x c ê d e

c r i t i q u e ,  l e  c o m p o r t e m e n t  d e  l a  s u s p e n s i o n  e s t

d e  B i n g h a m  ( c f .  c h a p .  1 . 3 )  .
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a v e c

( t r o ) 2  =  L / 2  F o 1 1 . 0 o 1 1
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I  '  é c o u  I  e m e n t  d e C o u e t t e .  I  a

R r  f l !
V  =  [ - - - - - ]

2

R r
( 1 -  - - )

2

R z

Q z

R r  R z
- - l  l n ( - - )
r t  R r

2

R r
-  N ( 1  -  - - ) .

2

R z

r t  r t
- - . I n ( - - )

R r  R r

r t
t N i - -

R r

F ,

+  - -  t
t r  I

2

R r Rr flz
I  -  ( - -  -  r ) l

r t  f l r7

R z
Q r

( 3 . 5 . 9 )
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o ù  l r l  , I e  n o m b r e  d e B i n g h a m  ( o u  d ' t f , l d r o y d )  a p o u r  e x p r e s s i o n  :

t '
N

r f l '
( 3 . 5 . 1 O )

3 . 5 . 2 .  E q u a t i o n s  d u  m o u v e m e n t  e n  r é g i m e  d e s  t o u r b i  I  l o n s  d e  T a y l o r .

E n  r ê g i m e  d e s  t o u r b i  I  l o n s  d e  T a y l o r .  l ' ê c o u l e m e n t  e s t

r e P r ê s e n t É  p a r  l a  s u P e r P o s i t i o n  d e  l ' ê c o u l e m e n t  d e  C o u e t t e  c i -

d e s s u s  à  u n e  p e t i t e  p e r t u r b a t i o n  a x i s y m é t r i q u e  :

( v r r p r )

L a  f o r m e  I  i n é a r i s é e

(  3 .  5 .  6  )  p r  É c é d e n t e s  e s  t  I  a

d e s  ê q u a t i o n s  d u  m o u v e m e n t  ( 3 . 5 . J )

s u i v a n t e :

èu ' 2 V  v '

è t r t

à P '
.f

à r '

6 0

( p  +  - - ) aw '
E ,

g o  u t
( p  +  - - ) ( ^ u '  -  - - )  +

E t  r  t  l

- t

à u '  d E ,

à r  t  d r  t

( 3 . 5 . 1 1 )

( 3 . 5 . 1 2 )

( 3 . 5 . 1 3 )

2 v "

à v t

Q t  - - -  +

à t

à w '

è t

: : :

à r t

d V
( - -
d r  t

à P '

àz

V  v t
- ) u t l  =  p ( d v t  -  - - )  +
r t  r t 2

à w '
+  g " ( - - -

à r '

: _  : : : :

E '  è 2 2

- t

à u '  d E r
+  - - - ) ( - - - - )

àz d r  t

u t
+  - -  +

r '

l:_
à z

= Q ( 3 . 5 . 1 4 )



A p r ê s  é l  i m i n a t i o n  d e  w '  e t  p , ,  p u i s  a d i m e n s i . o n n a l i s a t i o n  d e  t o u t e s

l e s  g r a n d e u r s ,  d o n n o n s  à  u r  e t  v r  l a  f o r n e  s u r v a n t e  :

a v e c d V  V
E r  =  - - -  -

d r  t  r  t

k z
u '  =  R r  f l r  u  s i n ( - - )  e x p t E . e r  t l

R r

k z
v '  =  R ,  f l ,  v  s i n ( - - )  e x p t E . l - t r t l

R ,

or l

E '  =  f l ,  J l

1 8 8

d V '  V ,
J l  =  - -

d r  r

r '  =  R r  r

( 3 . 5 . 1 5 )

( 3 . 5 . 1 6 )

( 3 . 5 . 1 7 )

( J . 5 . 1 9 )

L e s  é q u a t i o n s  d u  m o u v e m e n t  ( g . s .  l l )  à  ( 3 . s .  r 4 )  c i - d e s s u s  s e

r ê d u i  s e n t  a  I  o r s  e u  s y s t è m e  s u i  v a n t  :

- t
( L  -  k 2 ) ( L  -  k 2  -  E  R ) u  +  N  J ,  i ( L  -  k ? ) : u  +  . . . . .

- t

d  J r  d ( L u )  d u  I  _ z  d J l
+  - - - - -  1 2  z k z  ( L  -  k 2 ) u l  +  J r  t Z ( _ _ _ ) 2  r  . . .

d r  d r  d r  r  d r

d " J r  v
-  J r  - - - - l ( L  +  k 2 ) u l  =  I  k 2  R  V '  -  x

d r z  r
r ' l  q  r R r

N K 2  d V  V
x ( L  -  k 2  -  E  R  -  - - - ) v  =  R ( - -  +  - ) u

J r  d r  r

V t =  R r  f l ,  V



e t

1 8 9

2

Ç  R '  Ç l r R z  -  R r
, J '  =

R l

R - -

d 2  1  d  1
L  =  - - -  r

d r 2  r  d r  r â
( 3 . 5 . 2 0 )

L a  c o n d i t i o n  d e  n o n - g l  i s s e m e n t  a u x  p a r o i s  d e s  c y l  i n d r e s  s ,  e c r i t  :

d u
u  =  v  =  

. -  
-  O  e n  r  =  1  e t  t  +  f J ,  ( 3 . 5 . 2 1 )

o r

c e s  é q u a t i o n s  P r e n n e n t  u n e  f o r m e  n e l a t i v e m e n t  s i m p l e  d a n s  l e  c a s

d e  I ' e n t r e f  e r  é t r o i t  ( J l ' < <  1 ) .

E n  p o s a n t :

d
r  =  1  +  J J t x  D  =  _ _

d x

a  =  E ' k R t =  B r 2  R ( 3 . 5 . 2 2 )

Q z  Z a ,  R ,  z
g t  =  - -  -  1  T  =  -

O t  
B '

Nrl '  c r "  rJ '
P  =  =  - -

d '  l r ( f l z  -  e r  )

E l  I  e s  s e  r é d u l s e n t  à  :

u
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( D 2  -  a . ) ( D 2  -  a z  -  f ,  R t ) u  +  p ( D a  -  a 2 ) 2  u  =  ( l  +  d r X ) v

( D 2  -  a 2  _  E  R r  _  a 2  F ) v  =  _  T  a 2  u

C e  s y s t è m e  r é g i t  l a  s t a b i l i t é  l i n é a i r e  d e  l ' é c o u l e m e n t  d e T a y l o r -

C o u e t t e  d ' u n  t  l u i d e  d e  B i n g h a m  d a n s  u n  a p p a r e i  I  l a g e  i n f  i n i m e n t

I  o n g  â  e n t r e f e r  é t r o i  t

I  I  f u t  é t a b l i  p a r  G R A E B E L  I 2 0 l  L ' a u t e u r  u t i l i s e  l a  m ë t h o d e  d e s

f o n c t i o n s  d ' e s s a i  d e  C H A N D R A S E K H A R  ( f o n c t i o n s  c i r c u l a i r e s / .  p o u r

l a  s t a b i  I  i t é  m a r g i n a l e

P o u r  n o t r e  é t u d e ,  n o u s  r e m a r q u o n s  q u e  l e  s y s t ê m e  ( 3 . 5 . 2 3 )  e s t

a n a l o g u e  à  c e l u i  q u i  d é c r i t  l e  m o u v e m e n t  d , u n  f  l u i d e

n e w t o n  i  e n .  d a n s  I  a  m È m e  c o n f  i  g u r a t  i  o n

L a  d i f f é r e n c e  e n t r e  l e s  d e u x  p r o b l è m e s  e s t  q u ' i c i .  l a  s o l u t i o n

d é p e n d  d e  l ' e n t r e f e r , c e r t e s  p e t i t , , à  t r a v e r s  l e  p a r a m ê t r e  p

A f i n  d ' a p p l i q u e r  l a  m é t h o d e  d é c r i t e  a u  c h a p i t r e  t z . l ) . n o u s

r é d u i s o n s  ( 3 . 5 . 2 3 )  â  u n e  é q u a t i o n  u n i q u e

P a r  s u b s t i  t u t i o n .  i  I  v l e n t  :

{ D Ô  ( 1  +  F )  -  D 4  [ 3 a t  +  4 a 2  +  2 E R '  +  a 2 p 2  +  E R ' p ]  +  D 2  [ 3 a .  + . . .

+  5 a 1 P  +  2 a . P 2  +  4 a 2 E R t  +  E 2 R t  +  E 2 R r 2  +  3 f , R r a a p l  -  [ ( a "  +  . . .

+  2 a . E R t  +  2 a ô P  +  2 E R t P a .  +  3 e p r  +  a 2 E ? R r 2  )  -  T a :  l l  v

=  -  T a z c ( t x  v  ( Z . S , Z 4 )

A s s o c i é e  a u x  c o n d i t i o n s  a u x  I  l m i t e s  ( 3 . 5 . 2 1 ) . c e t t e  é q u a t i o n  e s t  u n

p r o b l è m e  a u x  v a l e u r s  p r o p r e s  à  S  p a r a m È t r e s ,

F ( a r T , E , P , l ] ,  )  =  Q ( 3 . 5 . 2 5 )
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p u i s q u e  ( 3 . 5 . 2 2 )  p e r m e t  d ' é c r i r e  R '  s o u s  l a  f o r m e  :

T , } '
R '  =  J ( -  - - - )

2 a '

S a n s  r e s t r e i n d r e  l a  g é n é r a l  i t é  d e  l ' é t u d e .  f l o u s  p o u v o n s  n o u s

I  i m i t e r  a u  c a s  c l a s s i q u e  d u  c y l  i n d r e  e x t é r i e u r  i m m o b i  l e

O z

I t '  =  - -  =  Q
Q r

N o t o n s  ( 3 .  5 .  2 4  )  d e  I  a  m a n l  è r e  s u i  v a n t e  :

[ A 6 D â  -  A r D .  +  A z D 2  -  A o ] v  =  T a : x  v ( 3 . 5 . 2 6 )

3 .  5 .  3 .  S t a b i  I  i t é  m a r g i n a l e

E n  é c o u l e m e n t  s t a t l o n n a i r e .  l e s  c o e t f  t c i e n t s  A r  s o n t  d o n n é s

p a r  :

A c = f + P

A r  =  3 A z  +  4 a 2 P  +  a 2 P 2

( - 1  q  ' , - ) 7 \

A z  =  3 a '  +  5 a 4 P  +  Z a + P z

A o  =  a ô  +  2 a . P  +  a â P 2  -  T a 2

P a r  a n a l o g i e r n o u s  P o u v o n s  é c r i r e  s a n s  c a l c u l .  t a  s o l u t i o n  d e

( 3 . 5 . Î 1 6 )  ,  c o m m e  l a  c o m b l n a l s o n  I  i n é a i r e  d e s  6  s o  I  u t l o n s  s u i v a n t e s



l * .
V r  ( x )  =  v o  ( x )  -  J  . o s [ M t  r  ( x .  t )  ] . N t ,  ( x ,  t )  d t

o

[ * -
v z ( x )  =  -  J  s i n t l " l ' r ( x , t ) i . N , r ( x r t )  d t

o

f + .
v s ( x )  =  v s ( x )  -  J  c o s [ M ' s ( x r t ) ] . N ' s ( x . t )  d t

o

f + o
V g ( x )  =  -  J  s i n t l , l  ' 3 ( x r t ) l . N , s ( x , t )  d t

o

l ' *  .
V r ( x )  =  v o ( x )  -  J

o

[ * .
V r ( x )  =  -  I  s i n t M '

o

1 9 2

a  ?  q  ) ( ]  r

( 3 . 5 . 3 0 )

a v e c

[ * t  1  A 6  t t  A r  t s  A z  t 5
V o ( x )  =  J  e x p [ x t ] . e x p t - - -  ( -  +  - - - -  +  A o t ) l  d t

O T a 2 7 5 3

i  ?  ç .  ? t  \

Ao Zt r  Ar  ts  3 r t  Az  t r  r r  2n
M ' r  ( x r t )  =  [ x  +  - - - ] t s i n  -  s i n  s i n  -  +

T a 2 7 S T a : 7 3 T a 2 7 7

( 3 . 5 . 3 2 )

A o  2 n  A .  t '  A r  t 5  3 n  A z  t r  r r
N t r  ( x , t )  =  e x p ( t x  +  - - - l . t c o s - - l  c o s - -  +  c o s -

Ta .  7  7T  a .2  5Ta2  7  3T 'a :  Z

c o s i l ' l ' z  ( x r  t )  l . N ' z  ( x ,  t )  d t

2 ( x , t ) l . N ' z ( x . t )  d t



l " l t z  ( x , t )
Ao 4 t r

=  [ x  +  - - - ] t s i n

T a 2  7
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A.  t "  t t  Aa  t3  21  4 rE
s i n  -  r  s i n  r  - -

5 T a 2 7 3 T a 2 7 7

] r l t r ( x . t ) =  e x p i c x  +
A o 4tx
- - - l . t c o s - - l

T a 2  7

- 1:l-
T T a z

. : r  c .  ' a l f

A r t s  t t  A a t 3  Z t t
-  c o s -  c o s - -

S T a :  7  3 T a 2  7

M t s ( x , t )

Ao 6r r
=  [ x  +  - - - ] t s i n  +

T a 2  7

A r  t 3  5 n  A z  t t  4 n  6 n
s i n  s i n  +  - -

5 T a 2 7 3 T a : 7 7

e t

N t s ( x , t )

e t

=  e x p { t x  +

( 3 . 5 . 3 4 i

A o  6 r r  A " t t  A . t e  5 r r  A z t s  4 r t
- - -  l .  t c o s - -  )  -  c o s - -  c o s - -
T a r  7  7 T a :  S T a r  7  3 T a 1  7

I  A ô  t '
L o ( t )  =  e x p {  t - - - -  +  A r

Ta2 cr 7

t 3  A .  t "
+  - - - -  +  ( A o  - ' I a : ) t l l

5 3

( 3 . 5 . 3 5 )

M t r  ( x r t )
A o  -  T k z  2 n  A r  t r  3 x

=  [ x  +  - -  - - ] t s i n  +  - - - - -  s i n
T a z q  7  5 T a l s  7

A e t l  t t  2 n

s i n  -  +

3 T a 2 s  7  7

N t  1  ( x ,  t ) =  e x p t t x  +
Ao -  Ta2 2n

I t c o s  - -

T a z c  7

( 3 . 5 . 3 6 )

A .  t 2  A r  t 3  3 r t
+  - - - - -  c o s  + . . .

7Ta.2 a STa:  cx 7

Az t l  t r
+  - - - - -  c o s  - - i

3 T a 2  s  7

( 3 . 5 . 3 7 )



M t z ( x r t )

P a r t ,  s e

( 2 .  2 .  Q 3  )

e t  l ' l ' z  ( x ' t )

1 9 4

u n e  P a r  t ,

r  ( x , t )  e tc le

l " l t  s

N '

d t

M t

( x r t )  e t  l . l ' s ( x , t )  d t a u t r e

r  ( x , t )  p a r  l e s  p e r m u t a t i o n sd É d u i s e n t

e t  ( 2 . 2 . 3 4 ) ,  r e s P e c t  i  v e m e n t

L e  c a  I  c u  i  n u m é r  i q u e

m a n i  È r e  q u ' a u  c h a p l t r e

A  l a  d i f f é r e n c e  d u  f

d é t e r m i n e  p l u s  I a  s t a b l

p  I  u s  h a u t

L a  f  i  g u r e

p a r  P ) r s o n t  u n

I ' a p p a r i t i o n  d e s

m a r g i n a l e , c e r r e s p o n d a n t  à  d i v e r s e s  v a l e u r s  d e  P  ( n o m b r e  d e

B i n g h a m )  E l  l e s

d e  l a  s o l u t i o n  s ' e f f e c t u e  d e  l a  m É m e

( 2 .3 )  .

I  u l de  new ton ien ,  I  e  seu  I  pa ramè t re  p  ne

I  i t é  m a r g i n a l e r a i . n s i  q u e  n o u s  i ' a v o n s  n o t ê

( 3 . d )  r e p r é s e n t e  u n e  f a m i  I  l e  d e  c o u r b e s  d e  s t a b i  I  i t É

m o n t r e n t  q u e  l e s  e f f e t s  n o n - n e w t o n i e n s  ( m e s u r ê s

f a c t e u r  d e  s t a b i  I  i  s a t e u r ,  p u i  s q u '  i  I  s  r e t a r d e n t

t o u r b i l  l o n s  d e  T a y l o r

P a r  a i  I  l e u r s , e l  I e s  i n d i q u e n t  u n e  d i m i n u t i o n  d e  I a  i o n g u e u r  d ' o n d e

c r i t t q u e r  â  m e s u r e  q u e  P  c r o ï t

N o s  c o u r b e s  o n t  l a  m Ê m e  a l  l u r e  q u e  c e l l e s  p r o p o s é e s  p a r  G R A E B E L

M a l s  c o m m e  I ' a u t e u r  n e  f o u r n i t  p a s  d e  v a l e u r s  n u m ê r i g u e s .  n o u s  n e

d i s p o s o n s  d ' a u c u n e  b a s e  d e  c o m p a r a i s o n  p o u r  :

-  l e s  r é s u l t a t s  q u e  n o u s  p r ê s e n t o n s  s u r  l e s  t i g u r e s  ( 3 . e )  e t

( 3 .  f  )  e t  s u r  l e  t a b l e a u  ( 3 . 1 3 ) , q u i  r e p r e s e n t e n t  I e s  g r a p h e s  d e s

p a r a m è t r e s  c r i t l q u e s  e n  f o n c t i o n  d e  P

-  l ' é t u d e  q u e  n o u s  m e n o n s  d a n s  t e  p a r a g r a p h e  s u i v a n t
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â ç T .
- - - . - - - -

3  J 8 9o

o.  10

a1 ':) q.

1 . O O

1  ? q

1 q .a i

3 .  1 2

3 .  0 6

3 .  O O

2 . 9 1

2 .  7 5

2 . 7  L

3  9 r , 1

4  750

b 29:

I  9 1 +

1 1  9 8 4

L q  2 2 3

T a b l e a u  ( 3 . , 1 )

L o n g u e u r  d ' o n d e  e t  l { o m b r e  d e  T a y l o r  c r i t i q u e s  d e  q u e l g u e s  f  l u i d e s

d e  B i n g h a m
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Pr  0 ,2  5

Pr  015 O

Pr  1 ,00

P. 1,25

P:1150

2  2 0 0
1.0

F igu re  3 .d  :  Cou rbes  de  s tab l l l t é  ma rg ina le  pou rA '  =  O
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LoeTc

F igu re  3 .e  :  va r i a t i on  du  nombre  de  Tay lo r  c r i t i que  en  fonc t i on

du nombre de Bingham



2n
o.

F igu re  3 . f  :  Va r i a t l on  du  t r ombre  d ronde  c r i t i que  en  f onc t i on

du nombre de Bingham
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3 . 5 . 5 . C h a m p  d e s  v i t e s s e s

E n  p r o c é d a n t  c o m m e  a u  p a r e g r a p h e  ( 2 . 3 . 4 )  ,  I  e  c h a m p  d e s

v i . t e s s e . s  e s t  u n e  c o m b i n a i s o n  I  i n é a i r e  d e s  s i x  s o  l u t i o n s

p r  é c É d e n t e s

v ( x )  =  F t r  V 1  ( x )  i  =  L r 2 r 3 r . . . . 6

L e s  v a l e u r s  d e s  F ' ,  s o n t  d o n n é e s  s u r  l e  t a b l e a u  ( 3 . I - )

( 3 . 5 . 3 9 )

-  L a  c o m P o s a n t e  r a d i a l e  d u  c h a m p  d e s  v i t e s s e s  e s t  d o n n é e  p a r

( 3 . 5 . 2 3 )

I
u ( x )  =  -  [ D 2  -  a 2 ( 1  +  P ) ] v ( x l  ( 3 . S . + O )

T a 1

-  E t  l a  c o m p o s a n t e  a x i a l e , p a r  l ' é q u a t i o n  d e  c o n t i n u i t é

1
w ( x )  =  -  -  D u ( x ) ( 3 . 5 . 4 1 )

a

L e s  t a b l e a u x  ( 3 .  s , 3 . Ê , 3 . r r )  r e p r é s e n t e n t  l a  v a r i a t i o n  d u  c h a m p  d e s

v i  t e s s e s  n o r m a  I  i  s ê e s  d a n s  I  ' e s p a c e  e n n u  I  a i  r e

L e  t a b  I  e a u  ( 3 .  p )  m o n t r e  q u e  I e s  e f  f  e t s  n o n - n e w t o t ' l i e n s  o n t

t e n d a n c e  à  d é p l a c e r  v e r s  l e  c y l  l n d r e  i n t e r i e u r .  l e  p o i n t  d e
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t h é o r i q u e s  s o i e n t  m l s  e n  o e u v r e  P O u n  c e t . t e  c o n f i g u r a t i o n

t ' o n d a m e n t a l e  d u  p r o b l è m e  d e  T a y l o r - C o u e t t e
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é c o u  I  e m e n t s  d e  p o  I  y m è r e s  f  o n d u s
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.  o f  n o n - n e w t o n i a n  f  l  u i d s " .

E d .  S p r i n g e r  V e r  l a g  N e w - Y o r k  (  1 9 6 Ê i )

1 1 0 .  T R U E S D E L L . C .  A n n .  R e v .  F l u i d  M e c h .

6 ,  1 1 1  ( t 9 7 4 '

I 1 1 .  C O L E M A N , B . D . N O L L , t l j .  P h y s .  F l u i d s

5 .  8 + O  (  1 9 6 2  )
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L t l .  S T E V E N S O N , J . F . , C H U N G , S . C . K . . J E N K I N S , J . T .  T r a n s  . S o c .

R h e o  I  .

1 ! J ,  3 9 7  ( 1 9 7 5 )

1 1 3 .  C R E S S E L Y .  R .  T h ê s e  d ' E t a t

M e t z  (  1 9 8 2 )

L I 4 ,  V A N D ,  V .  N a t u r e

1 5 5 ,  3 6 4  ( 1 9 4 5 )

1 1 5 .  T H O M A S , D . G .  J o u r .  C o l  l o i d  S c i .

2 Q ,  2 6 7  (  r 9 6 5  )

1 1 b .  G E R I ' I A l N  " C o u r s  d e  I ' t  Ê c a n i q u e  d e s  m r l t e u x  c o n t i n t J s "

T o m e  I , l ' l a s s o n  e t  C i e  P a r i s  ( 1 S 7 3 )

1 L 7 ,  N O L L .  ' $ J .  A r c h .  R a t .  M e c h .  A n .

2 ,  1 9 7  (  1 9 5 8  )

1 1 8 .  B I R D . R . B .  A n n .  R e v .  F l u l d  l " l e c h .

6 ,  1 3  (  1 9 7 6  )

l 1 g .  T R U E S D E L L . C .  ' r l n t r o d u c t i o n  à  l a  l ' l é c a n i q u e  r a t i o n n e l l e

d e s  m i  I  i e u x  c o n t l n u s ' l

M a s s o n  (  1 9 7 4  )

L z A ,  A B D E L W A H E D , L .  T h è s e  d ' E t a t

S t r a s b o u r g  (  1 9 8 3 )
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l z t .  L O C K E T T , F . J . . R I V L I N . R . S .  J o u r .  t i è c a .

7 ,  4 i 5  (  1 9 6 g )

L 2 1 .  S m j f f r . M . M . . R I V L I N . R . S .  J c r u r .  M ê c a .

1 1 .  6 9  (  L g 7 ' 2 . )

L 2 3 .  C O L E I ' I A N ,  B .  D .  .  N ù L L .  l , J .  A n n .  N .  y .  A c a d .  S c  i  .

8 9 ,  6 7 2  (  1 9 6 1  )

L 2 4 .  c l N N . R . F . . D E N h l , M . M .  A .  l .  C h .  J o u r .

1 5 .  4 5 0  (  1 9 6 9  )

L 2 5 .  T H 0 l ' t A S , R . H . , W A L T E R S . K .  J o u r .  F l u r d  I ' t e c h .

1 8 .  3 3  (  1 9 6 4 )

L 2 6 ,  D A T T A , S . D .  P h y s .  F t u i d s

7 ,  1 9 1 5  (  1 9 6 4 )

L 2 7 .  R A O . P . B . B .  A p p l .  S c i .  R e s .

A  1 4 ,  l g g  ( 1 9 6 4 )

L z B .  M A R O N . 5 . H . M A D t l t ^ , , B . P . , K R l E G E R ,  l . l " l .  J o u r .  c o l  I o i d  s c r .

6 ,  5 9 4  (  1 9 5 1  )

1 2 9 .  J O R D A N .  H .  ,  B R A S S ,  P .  ,  R O E ,  C .  I  n d .  E n g .  C h e m .

9 ,  L B z  (  1 9 3 7 )

1 3 0 .  t . l l N D l N G , C . C . , K R A N I C H , W . L . . B A U M A N N , c . p .  C h e m .  E n g .

P r o g r .

4 3 ,  5 2 7  (  L g 4 7  )
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1 3 1 .  K R t E G E R ,  I . l ' l .  r l ' t A R O N , S . H -  J o u r .  C o l  l o i d  S c i '

6 , 5 2 8  (  1 9 5 1  )

L 3 , z .  C O ! { O L E T ' R .  l l é c a n l q u e  e x p é r i m e n t a l e  d e s  f  l u i d e s  T o r u e  2

l ' lasson (  1976 )

1 3 3 .  P E A R S O N ,  C .  E .  ' H a n d b o o k  o f  a p p l  i e d  l ' , t a t h e m a t i c s '

E d .  V a n  N o s t r a n d  R e i n h o l d  C o m p a n y ,  N e w  Y o r k  ( 1 9 7 4 )

1 3 4 .  A P P E L ,  D .  l , r .  e t  a l  .  A d v a n c e d  n e c h a n i c s  o f  f  I  u l d s

E d .  J o h n  t J i I e y  a n d  s o n s , N e w - Y o r k  ( 1 3 5 9 )

1 3 5 .  Y l H , C . S .  A r c h i v .  R a t .  M e c h .  A n a l '

4 7 ,  2 t A  (  1 9 7 2 )

1 3 6 .  Y t H ,  C .  S .  A r c h l v .  R a t .  l ' t e c h .  A n a l .

4 7 ,  2 A A  ( 1 9 7 2 )

t g 7 .  D I P R I I { A , R . C .  ;  H A L L T P .  T h i r d  T a y l o r  v o r t e x  f l o w  w o r k l n g

p a r t y

5 . /7  Apr l  I  1983 Nancy

1 3 8 .  S C H L I C H T I N G ' H .  B o u n d a r y  L a y e r  T h e o r y

l ' l c  G r a w  H i l l  ( 1 9 6 4 )

1 3 9 .  D R A Z I N , P . G .  ;  R E t D , t f . H .  H y d r o d y n a m l c  s t a b l l i t y

C a n b r i d g e  U n i v e r s i t y  P r e s s  ( 1 9 8 1 )

1 4 0 .  S T U A R T ' J . T .  J .  A e r o .  S c I .

2 3 , 8 6  ( 1 9 5 6 )
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1 4 1 . S T U A R T , J . T .  J .  F I u i d  l ' l e c h .

4 .  1  ( 1 9 5 8 )

L 4 2 .  R Û B E R T S . P . H .  P r o c .  R o y . S o c .  A p p e n d i x

A  2 8 3 .  8 3 ,  5 3 1  ( 1 9 6 5 )

1 4 3 .  t ' l E Y E R .  K .  L o s  A l a m o s  R e p o r t  L A  -  3 4 9 î

L o s  A  I  a m o s  ,  U .  S .  A .  (  1 9 6 6  )

t 4 4 .  A L Z I A R Y  D E  R 0 Q U E F O R T , T .  ;  G R I L L A U D , G '  C o m p '  a n d  F l u l d s

6 ,  2 5 9  (  1 9 7 8 )

1 4 5 .  D I P R I M A , R . C .  P h Y s .  F l u i d s

4 ,  7 5 1  ( 1 9 6 1 )

1 4 6 .  E R D E L Y I . M .  ;  O B E R H E T T I N G E R , J .  H i g h e r  t r a n s c e n d e n t a l

f u n c t i o n s  .  V o l . 1  ( 1 9 5 3 )

L 4 7  .  E R D E L Y  I  ,  M .  ;  O B E R H E T T  I  N G E R ,  J .  H i  g h e r  t r a n s c e n d e n t a  I

f u n c t i o n s  V o l . 3  ( 1 9 5 3 )

1 4 8 .  A B R A I . I O V I T Z . M . , S E G U I N , l . A .  " H a n d b o o k  o f  H a t h e m a t i c a l

f  u n c t  i  o n s

D o v e r  F u b l  i c a t l o n s  N e w - Y o r k  ( 1 9 6 É )

1 4 9 .  N S O t " l  E Y E N G A , B .  i  H O C Q U A R T , R .  I  C R E S S E L Y ' R '  i  L ' E C R U P P E ' J ' F '  i

S y n o p s l s  o f  t h e  5 t h  T a y l o r  v o r t e x  f  l o w  w o r k i n g  P a r t y

2 5 - 2 7  M a r c h  P h o e n i x  -  U . S . A .  ( 1 9 8 7 )
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f 5 0 .  G R E E N S P A N ,  H .  P .  " T h e  t h e o r y  o f  r o t a t i n g  f  l u i d s "

C a m b r i d g e  U n i v e r s i t y  P r e s s  ( 1 9 6 9 1

1 5 1 .  G R E E N S T E i I ' , l . T . . H A F P E L . J .  J o u r .  F l u i d  l ' l e c h .

3 4 ,  7 0 5  (  1 9 6 8 )

L 5 2 .  l , l S O M  E Y E I { G A ,  B .  T h ê s e  d e  3 è m e  c y c  I  e

T o u  I  o u s e  (  l g B l  )

1 5 3 .  V A N D .  V .  J .  P h y s .  C o l  l o i d  C h e m .

5 2 ,  2 7 7  (  1 g 4 B  )

1 5 4 .  F O R T I E R  A .  " M É c a n i q u e  d e s  s u s p e n s i o n s "

M a s s o n  (  1 9 6 7 )

1 5 5 .  H A P P E L . J . . B R E N N E R , H .  . " L r ) w  R e y n o l d s  n u m b e r  h y d r o d l l n a m t c s " .

E d i t i o n  P r e n t i c e - H a l  l .  l n c .  ( 1 9 o 5 )

1 5 6 .  V A N D .  V .  J .  P h y s .  C o  I  I o i d  C h e m .

5 2 ,  3 0 0  (  1 9 4 8 )

1 5 7 .  V A I { D ,  V .  J .  P h y s  C o l  l o i d  C h e m .

5 2 ,  3 L 4  (  1 9 4 8 )

1 5 8 .  M A S L 0 V . V . P .  ' r T h ê o r i e  d e s  p e r t u r b a t i o n s  e t  m É t h o d e s

a s y m p t o t i q u e s " .

D u n o d . G a u t h i e r - V i  I  l a r s  ( t 9 7 ' 2 )
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1 5 9 .  5 A l T 0 . h l . J . .  J .  P h Y s .  S o c .

5 ,  4  (  1 9 5 0 )

1 6 0 .  B l C k : L E Y .  t J .  G .  F h i  l .  I ' l a g .

2 5 ,  7 4 6  (  1 9 3 8 )

1 6 1 .  C O L L I N 5 . t J . D .  M a t h e m a t i k a

2 ,  4 2  (  1 9 5 5  )

1 6 2 .  F L U G G E , S . , T R U E S D E L L , C . ' r F l u i d  D y n a m i c s  I  l "

S p r  i n g e r  V e r  I  a g  (  1 9 6 3 1

1 6 3 .  K A N W A L L .  R .  P .  L i n e a r  i n t e g r a  I  e q u a t l o n s  T h e o r y  a n d

t e c h n  I  q u e

A c a d e m i c  P r e s s . N e v r - Y o r k  ( 1 9 7 1 )

1 6 4 .  L A l " l B , H .  " H y d r o d Y n a m i c s r l

6 t  u  e d .  D o v e r  P u b l  i c a t i o n s ,  N e w - Y o r k  (  1 9 3 2 . t

1 6 5 .  L I  N ,  C .  J .  ,  P E E R Y ,  J .  H .  ,  S C H o I J A L T E R . I ^ ' .  R .  J  o u r .  F  I  u i  d  I ' l e c h .

4 4 ,  1  ( 1 9 7 0 )

1  6 6  .  B R E N N E R ,  H .  C h e m .  E n  g  .  S c  i  .

1 9 ,  5 1 9  (  1 9 6 4 )

1 6 7 .  H O B S t l N . E . t J .  " T h e  t h e o r y  o f  s P h e r l c a l  a n d  e l l i p s o l d a l

h a r m o n i c s t '

C a m b r l d g e  U n i v e r s l t y  P r .  (  1 9 3 1 )
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f 6 8 .  R 0 B I N . L .  ' r F o n c t i o n s  s p h é r i q u e s  d e  L e g e n d r e  e t  t o n c t r o n s

s p h ê r o i d a l e s i l

G a ] : t h i e r - V i l  l a r s  ( 1 9 5 7 )

1 6 9 .  A N G O T .  A .  C o m p l  e m e n t s  d e  M a t h é m a t i q u e s  à  I ' u s a g e  d e s

i n g e n i e u r s  d e  l  t  é l e c t r o t e c h n i q u e  e t  d e s  t é l  é c o m m u n i c a t l o n s ' l

E d i t i o n s  d e  l a  R e v u r  d ' O p t i q u e . P a r i s  ( l g b l )

L 7 O .  H O C H S T A D T ' H .  I L e s  f o n c t i o n s  d e  l a  P h y s i q u e  m a t h é m a t i r l u € t t

M a s s o n  (  1 9 7 3 )

1 7 1 .  F R  I 9 C H ,  H .  L .  ,  S  I  l 1 H A ,  R .  " R h e o  l o g y , '  V o  I  .  I

A c a d e m i c  P r e s s .  N e w - Y o r k  (  1 9 5 6 )

L 7 2 .  R U T G E R S , I . R  R h e o l .  A c t a .

2 ,  2 0 2  (  1 9 6 2 )

L 7 3 ,  B  I  R D .  R .  B .  . S T E W A R T ,  t J .  E .  .  L t G H T F 0 o T .  E .  N . " ' l r a n s p o n t

p h e n o m e n a  t t

E d .  t ^ J i  l e y ,  N e w - Y o r k  (  1 9 6 0 )

L 7 4 .  B U R G E R S , J . I ' 1  .  I ' S e c o n d  r e p o r t  o n  v i s c o s t t y  a n d  p l a s t i c y , '

p .  I 2 8

N . V .  N o o r d - H o l  l .  V i t g . , A m s t e r d a m  ( 1 9 3 8 )

1 7 5 .  F R A N K E L ,  N .  A .  ,  A C R I V O S ,  A .  C h e m .  E n g .  S c i .

2 2 ,  8 4 7  (  1 9 6 7  )
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L76 .cHoN6 ' J . s . ' cHRIsT IANSEN 'E .8 . 'BAER 'A . .D . Jou r .App I .Fo I .

S c  i .

1 5 ; 7 E Q 7  ( 1 9 7 1 )

L77.  I " IARON,5.  H.  ,  LEVY_FASCAL'  A .  E .

1 O ,  + 9 4  (  1 9 5 5 )

I 7 e -  H A R O N ' 5 . H .  r P I E R C E ' P . E .  J o u r '  t r o I I o i d  S c i

1  1 ,  B O  (  1 9 5 6 )

t 7 9 .  E I L E R S ' H .  K o l l o i d  Z .

r û ? t  1 5 4  (  1 ? 4 5 )

1 B O .  H A R E A R D , E , H .  C h e m .  I n d '

? 2 ,  4 9 1  ( 1 9 5 6 )

1 8 1 .  A R R H E N I U S ' S .  Z .  P h Y s .  C h e m '

1 , 2 E } 5  ( 1 E } E } 7 )

l E 2 .  M O O N E Y T H .  J o u r .  t r o I I o i d  5 c i '

b r  1 ô 2  ( 1 9 5 1 )

1 8 3 .  K I R K W O O D T J . 6 .  T P L O t r K ' R . J .  J o u r '  C h e m '  P h y s '

? 4 ,  6 6 5  ( 1 9 5 6 )

184.  BUEt rHE'F .  Jour .  Chem.  PhYs.

2 O ,  1 9 5 ?  ( 1 9 5 2 )
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1 8 5 .  B U E t r H E r F .  J o u r .  C h e m .  P h y s .

? 2 ,  6 û 3  ( 1 9 5 4 )

1 E } 6 .  B U E C H E T F .  J o u r .  C h e m .  P h y s .

? ? ,  1 5 7 ( )  (  1 9 5 4 )

L e 7 .  K R I E G E R ,  I . H . , D O U Ë H E R T Y T T . J .  T r a n s .  S o c .  R h e o l .

r  r  r ,  t37  (  1959)

lE }E} .  HETZNER,  A.  E .  ,  WHITLOCK, l ' t .  T rans .  Soc .  Rheo l  .

1 1 ,  2 3 5  ( 1 9 5 8 )

1 E } 9 .  B A R T H E S - B I E S E L T D .  T A C R M S T A .  I n t .  J .  M u l t i p h a s e  F I o w

t ,  1  (  1 9 7 3 )

1 9 O .  H O F F M A N T R . L .  T r a n s .  S o c .  R h e o l .

1 6 ,  1 5 5  ( L 9 7 2 '

1 ? 1 .  E R I C K S E N T J . L .  K o I l o i d  Z .

t73 ,  L r7  (  1960)

L 9 2 .  A L L E N T S . J . T D E  S I L V A ' C . N . ' K L I N E ' K . A .  P h y s .  F I u i d s

1 O , 2 5 5 1  ( L 9 6 7 '

195.  DAHLERT J .  S .  T  S t rRMN'  L .  E .  Proc .  Roy .  Soc .

A 7751 5O4 (1965)

L 9 - 4 .  A L L E N ' S . J . r D E  S I L V A T E . N .  J o u r .  F I u i d  M e c h .

? 4 ,  B O l  ( 1 9 6 6 )
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1 9 5 .  C O N D I F F ' D . t r . , D A H L E R ' J . S .  P h y s .  F l u i d s

7 ,  A 4 2  (  1 9 6 4 )

1 9 6 .  H A Y E S , J . U .  ' H U T T O N , J . F .  P r o g .  H e a t  T r a n s f '

5 , 1 9 5  ( 1 9 7 O )

1 9 7 .  D E N N , I { . H .  ' R O I S M A N , J . J .  A I C H E  J o u r .

1 5 ,  4 5 4  (  1 9 6 9 )




