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PRINCIPALES NOTATIONS .

R, , &, Raypn et vitesse angulaire du cylindre intérieur
R., {2 Rayon et vitesse angulaire du cylindre extérieur
3 Rapport des rayons : R,/R:

u' kRapport des vitesses angulaires : &, /.,

o Taux de croissance des tourbillons

< Masse volumique du fluide

y Viscosité cinématique du fluide

Re nombre de Reynolds

T nombre de Taylor

k longueur d’onde du mouvement secondaire

n Viscosité dynamique du fluide : €9

He Viscosité de la suspension

Hr Viscosité relative de la suspension : He / 1

L Tenseur des contraintes

€y Tenseur des taux de déformation

(X,¥,2) Systéme de coordonnées cartésiennes
(r',¥,2z) Systéme de coordonnées cylindriques
(r,5,9) Systéme de coordonnées sphériques

Les concentrations sont exprimées en pour cent .
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INTRODUCTION GENERALE .

Une tentative intéressante d’explication de la naissance de
la turbulence est faite par‘LANDAU £1,21 . L’auteur attribue ce
phénoméne 4 une succession de modes d’instabilités (régime
transitoire),nés de l'amplification d'une petite pertufbation au
sein de 1’écoulement
Ce schéma peut 8tre mis en évidence dans des mouvements
- convectifs (probléme de Rayleigh-Bénard),générés dans une
couche de fluide horizontale,d’épaisseur donnée, soumise = la
pesanteur et & un gradient de température wvertical,et orienté

vers le bas [3]

- tournants,confinés entre diverses géométries
concentriques,[4) : sphéres(5,6],cénes [7],ellipsoides [81,...
Dans le second cas, la géométrie cylindrique,connue sous le

nom d’'écoulement de Taylor-Couette,a suscité de nombreux travaux
tant théoriques qu’expérimentaux,depuis bientét un siécle .

Les auteurs s’'attachent généralement & étudier qualitativement et
quantitativement le processus d'apparition et de développement
des instabilités et de la turbulence . lls considérent que les
particules solides, éventuel lement présentes & des fins de
visualisation [9] ou techniques, (effet Doppler sur des particules
sphériques en anémométrie laser,[10]),ne modifient pas la

rhéologie du fluide en mouvement .
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Or,il est difficile de négliger définitivement tant dans la
nature, (météorologie,...) que dans |'industrie (aéronautique,...)
qui y trouvent une application [11,12],1les effets liégs a la

présence de particules solides .

Dans ce champ d’'études, l’essentiel des travaux est consacré &
la réduction du frottement,obtenue par l'introduction d’additifs
appropriés a l’écoulement en régime turbulent [131
C'’est 1l& un phénoméne certes important mais dont les résultats
peuvent difficilement 8tre généralisés,du fait qu'ils sont liés
au couple "solvant-additif" utilisé .

Par ailleurs,la solution obtenue est généralement non-newtonienne
{141 . Ceci complique davantage le traitement théorique et tend a
justifier la rareté des publications .

Il semble donc que la maitrise du probléme de Taylor-Couette pour
les suspensions passe par une préalable investigation de modéles
de base,ol la forme des particules présente une certaine
symétrie.

Le c¢as des sphéres rigides qui trouve une application en
hémorhéologie, [15],est naturel lement indiqué pour cette

approche,du fait de leur isotropie .

Dans la pratique,le mouvement de la suspension est soumis aux
equations usuelles de conservation de la masse et de la quantité
de mouvement . Aussi;le probléme se raméne a celui de la

détermination des lois rhéologiques & wutiliser dans ces

équations.
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A faibles concentrations (c < 0.25),1les suspensions considéreées
sont newtoniennes (161 .-

Cependant, la loi de variation de leur viscosité en fonction de la
concentration n'est unanimement admise (formule

d’Einstein,[171),que pour c¢c < 0.10 , (16,18,19]1 .

Lorsque ¢ > 0.25,1la suspension est non-newtonienne . Son
comportement est celui- d’un fluide de Bingham [161 .

Or,la encore,l’étude publiée par GRAEBEL ([20] demande & @8tre

complétée .

Le présent travail comporte trois parties .
Dans le rapport bibliographique,nous présentons [’'état des

recherches sur ltécoulement de Taylor-Couette en fluides

newtonien et non-newtonien .

Les calculs sur la transition au premier mode d’instabiliteé

(transition laminaire-tourbillons de Taylor) dans la suspension
nécessitent la connaissance du champ d’écoulement dans le
solvant.

Aussi,présentons-nous cette étude dans la seconde partie . Une
théorie linéaire suffit pour cela car,seuls les paramétres
critiques et le champ hydrodynamique interviennent .

Dans la troisiéme partie,qui traite de la transition en présence

des particules,nous #&tudions l’effet de la concentration sur

|’apparition de 1'instabilité dans le modéle newtonien, puis nous
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complétons 1'étude de GRAEBEL,de la transition dans un fluide de

Bingham .
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PREMIERE PARTIE .

RAPPORT BIBLIOGRAPHIQUE
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INTRODUCTION .

La plupart des travauX sur |*dcoulement de Taylor-Coustte ont
pour but de déterminer les étapes par lesquel les 1"écoulement
devient turbulent,ainsi que les paramétres qui influencent |les
transitions éventuelles .

Nous présentons quelques éléments de réponse,dégagés de la
bibliographie,ainsi que les principales méthodes théoriques et

expérimentales qui y ont conduit .

La présence de particules dans un écoulement de fluide
newtonien a pour effet d’en modifier le comportement.a partir
d’une certaine concentration .

Aprés avoir rappelé des éléments essentiels de la rhéologie des
suspensions,nous présentons les principaux résultats des travaux

sur les tourbillons de Taylor en fluide non-newtonien



CHAPITRE 1.1.

PHENOMENOLOGIE DANS L’ECOULEMENT DE TAYLOR-COUETTE

1.1.1.Régimes d'écoulement .

Les premiéres études sur 1’ écoulement entre deux cylindres
coaxiaux en rotation (écoulement de Taylor-Couette) et de rayons
trés wvoisins furent effectuées par COUETTE [21]. Son étude, qui
avait pour but,de déterminer la signification physique de la
viscosité révéla une discontinuité dans la courbe de variation du
couple de frottement en fonction de la vitesse .

Il attribua cette discontinuité & un changement de régime qui
n'était pas prévu par la théorie laminaire ..

Le critére de stabilite de RAYLEIGH [22] relatif au fluide
parfait dans cette géomeétrie ne peut naturel lement s'appliquer
qu’aux écoulements sans effets de parois (météorologie,etc ...)

Cl'est en 1923 que TAYLOR, [23], dans une étude devenue
classique,améliora ce critére par la prise en compte de la
viscosite .,

En désignant par (Q¢,Q:) et (R,,R;) lesg vitesses de rotation
et les rayons des cylindres intérieur et
extérieur.respectivement,le processus par lequel 1’écoulement de
Taylor-Couette cesse d'&8tre laminaire Peut avoir les deux formes

4

suivantes, [9,24]
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- Dans le cas ol Q; < ., la transi£ion est brusque .
Pour un nombre de Reynolds Re donné, le champ se divise en deux
régions -distinctes : l1"une laminaire,et 1'autre
turbulente,séparées par des surfaces susceptibles de se propager

- Et si > flz,la transition s’effectue & la suite de
bifurcations
A partir de 1'écoulement de Couette de base,faisons croitre
progressivement , . Lorsque Re est légarement supérieur & une
valeur critique Re.,, il se produit une brisure de la symétrie de
l"écoulement selon l'axe des cylindres .
L*écoulement qui reste laminaire, se produit dans des cellules
toroidales contrarotatives, limitées par des plans transversaux .
Les lignes de courant dans chaque cellule sont semblables &
celles d’un tourbillon,(fig. 1a,1b). La traversée de Re., par Re
a donné naissance & des tourbillons permanents de Taylor dans
1”écoulement de Couette,dont on dit qu'il a subi une bifurcation
C’est le régime des tourbillons de Taylor (T.T.).

Faisons encore croitre progressivement , . A partir d'une

deuxiéme valeur critique Rec.., les cellules horizontales

précédentes prennent une forme ondulée, (fig. ie).

Par ailleurs, i’écoulement, qui reste encore laminaire,est
périodique dans le temps . Il a subi une brisure des symétries
azimuthale (par rotation par rapport a 0z).et temporelle . Cette

deuxiéme bifurcation fait apparaitre des tourbillons ondulants de

Taylor (régime T.O0.T.).
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Il est certes possible de mettre en évidence quelques autres
bifurcations,la troisiéme faisant. apparaitre des tourbillons
ondulants modul és de Taylor (T.0.M.T.),mais trés
vite,l'écou{ement devient pleinement turbulent .

Notre étude concerne le second cas de transition .
Sans restreindre la généralité des résultats, nous ne

considérerons que le cas classique du cylindre extérieur

immobile .

Les régimes T.T. et T.O.T.. se caractérisent par les trois

faits essentiels suivants :

- a 1’écoulement principal, se superpose un mouvement

perturbateur & trois composantes

- la structure du champ d’écoulement n’est plus entiérement

déterminée par le seul nombre de- Reynolds . Les facteurs
géométriques (conditions aux extrémités et longueur L des
cylindres),et les conditions initiales Jouent en effet un rgle

important .

- le nombre de ceilules de Taylor ou anneaux toroidaux
est pair si les conditions imposées aux extrémités sont
identiques (systéme symétrique). Il est impair dans le cas

contraire (systéme dissymétrique).

Ce principe introduit syStématiquement une incertitude An = 1
sur le nombre de cellules,dans toute expérience . Et partant,une
incertitude de ak = L/n »Sur la longueur d’onde de 1’ écoulement

axial .
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1.1.2.Apparition et développement des T.T.

a).Apparition des T.T.

La représentation de {’écoulement par des cylindres
infiniment longs donne des résultats en bon accord avec les
expériences menées sur un appareillage de rapport d’aspect T
(rapport entre lta longueur et 1’entrefer d) supérieur &

6,[25]1,et de longueur suffisante,[25 & 28].

C'est ainsi que COLE [29] a obtenu dans de telles conditions
d’expérience,un nombre de Taylor critique T. ({proportionnel au
Reynolds critigque), tel que T. - T.. < 0.003 T. .

Notons enfin que le paramétre longueur des cylindres n'a que

trés peu d'influence sur T,

Le décollement des T.T. ne se fait pas de manié¢re simultanée
sur l’ensemble des parois sclides [30,311 . Ils apparaissent en
premier aux extrémités . Ceci s’'explique aisément par le fait que
dans ces régions, préexiste une tendance a deévelopper un mouvement
non tangentiel,du fait des conditions aux frontiéres .
COLE [29]. met en évidence ces premiers mouvements pour des
valeurs du nombre de Taylor,voisines de 0.7 T. .
Ainsi,l’établissement du régime des T.T. n'est pas instantaneé.

PARK et Co. [32]1 observent pour R, /R: = 0.678 et 0.88,dans un
appareillage symetrique, une transition T.T. avec de

I"hystérésis,a condition que |’acceélération ne soit pas trop

élevée .
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b).Non~unicité des états d’écoulement

La longueur d’'onde axiale du mouvement perturbateur est
fortemgnt dépendante des conditions initiales .

Lorsque la mise en rotation du cylindre intérieur est
progressive, k est constant pour des valeurs du rapport R, /R:
(note g3 ),comprises entre 0.1 et 1 . Entre ces deux valeurs, la
longueur d’onde ne croit gque de 7 pour cent,alors gue Te est
multiplié par 10,0331 .

Il faudrait cependant noter ['exception relevee par BURKHALTER et
KOSCHMIEDER [286],pour # = 0.525 o ils retrouvent le cas de
1’entrefer étroit ( B = 0.727) l

En fait, la longueur d’'onde correspondant a une valeur
supercritique T (supérieure a T.),du mnombre de Taylor est
parfaitement déterminée dans le <cas de la mise en rotation
progressive du cylindre intérieur .

Si le ¢cylindre intérieur est mis en rotation soudaine,BURKHALTER
et KOSCHMIEDER [28] obtiennent des longueurs d’onde inférieures &
ke

Les écoulements obtenus sont stables pour de petites
perturbations axisymétriques [34] et azimuthales [26l,en phase
avec le mouvement secondaire .

Ces écoulements peuvent &tre générés pour des valeurs de T,allant
jusqu'a 80 T.

Toutes les longueurs d’'onde comprise entre Ke et celles
obtenues dans la mise en fotation brusque, peuvent 8tre mises en

évidehce,en jouant sur 1’accélération donnée au rotor
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Ainsi,a& wune mé&me valeur supercritique du nombre de Taylor,il
correspond un grand nombre de longueurs d’onde représentant des
états d'écoulement stablesi;et ce,contrairement aux écoulements

convectifs,[351 .

c).Développement des T.T.
WALTON [381] interpréte le développement des T.T. comme la
propagation d’un front tourbillonnaire .
En régime supercritique, (T = T; + €, € > 0),les parois solides
de l'appareillage sont le siege :
- d'une couche d'Ekman aux extrémites
- d'une couche limite sur les parois verticales
La diffusion dans l1’ensemble de la colonne fluide,des
tourbillons générés dans ces couches,correspond dans certaines
circonstances,a la propagation d’un front de T.T.
Par la résolution numérique (aux différences finies),des
équations de Navier—Stokes,LUCKE et Co. £371] obtiennent fa
vitesse de propagation de ce front,proportionnelle a -E,pour une
gamme de nombres de Taylor tels que 0.01 < € < 0.1 dans les trois
configurations g = 0.5 , 0.75 et 0.9 .
En fait,au cours de ce développement, |’écoulement n'occupera
pas l'ensemble continu des états décrits en b .
Tout se passe comme si 1'écoulement ne pouvait occuper que des
états sfables bien déterminés,et séparés par des barriéres de

potentiel qui ne peuvent 8tre franchies que par ltapport de

quantités finies d'énergie .
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L’encadrement de la longueur d’onde de ces é&tats d’écoulement

est donné

- en  théorie linéaire,par CHANDRASEKHAR (3] dans le cas de

I1’entrefer étroit .

Il propose que toutes les longueurs d’onde permises,appartiennent

4 une courbe (de stabilité marginale),d’équation :

- = (n? + a%2)% x [C T a® (1 - =-=----oomomernmma Y14 (1.1.1)
Te : (2 + a?)2(a + sha)

ot a = 2n/k et C est une constante

- en théorie non-linéaire,par KOGELMAN et DIPRIMA [38], pour
un entrefer quelcongue . Ils obtiennent une gamme plus étroite

que celle prévue en (1.1.1) :

K = mmmmmmmmmm—mmmmm (1.1.2)

ol ke est la longueur d’onde critique et k;,celle obtenue en
théorie linéaire .

Si le critére de sgélection de la longueur d’onde (1.1.2)
concorde avec les résultats expérimentaux de SNYDER et KARLSON
{391,et de SNYDER (401,i]l ne permet malheureusement pas de
déterminer les valgurs particuliéres que prendra la longueur

d’onde au cours du deéeveloppement des T.T.



1.1.3.Apparition et développemént des T.0.T.
a).Apparition des T.0.T.

Lorsque T croit dans le regime supercritique,il se superpose
aux cellules de Taylor précédentes,a partir d’une deuxieme valeur
critique T.2.un systéme d’ondes circonférentielles
Le mouvement secondaire est périodique dans la direction axiale
et dans la direction azimuthale .

* NISSAN et Co. (411 observent que pour g = 0.85 , T2 se
rapproche de T.,,a mesure que u'décroit .

COLES (9] confirme ce résultat pour # = 0.88,les deux valeurs
devant coincider pour u’= -3 .

*¥ COGNET (421 note que le domaine de stabilité des ondes est
beaucoup moins étendu que celui des cellules

* Signalons le comportement particulier relevé par JONES
{43]),dans un traitement numérique,et contfirmé expérimentalement
par PARK et Co. [44,45] pour B voisin de 0.78 .

Avec cette configuration, les ondes circonfeérentielles
apparaissent dans une plage déterminée et reproductible,a l’'inte
rieur du régime T.T.

* KING et Co. {461 mesurent la vitesse de propagation des ondes

circonférentielles en fonction de &, ,pour 0.63 = g £ 0.95

A B donné, lorsque augmente,elle décroit pour atteindre un
plateau . La valeur prise sur le plateau croit de 0.14 O, pour

B = 0.683 a 0.45 @, pour B = 0.95 .

Une vgriation comparable est obtenue par COGNET [42] .
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b).Non-unicité des états d’égoulement .
Comme en T.T.,l1’écoulement,en reégime T.0.T. présente une
multiplicité d’états stables, pour une configuration donnée
Les noébres de cellules n et d’ondes azimuthales m qui decrivent

la structure observée, dépendent, non seulement de la wvitesse

angulaire du rotor,mais aussi des conditions initiales.(9,42]

Le régime T.O0.T. se caracterise par le phénoméne des
mutations : lorsque T «croit,la structure de l1*écoulement se
modifie,le couple (m,n) n'est pas préserve . La transition d’un

4tat A un autre se fait par le changement de m,de n ou des deux
COGNET [42] montre que le changement de m seul peut s'effectuer
soit de telle manieére que dans une période,|l’amplitude d’une
oscillation croisse,et que celle-ci se subdivise en plusieurs
autres,soit par fusion de deux ondes en une seule .

Le changement de n se fait par apparition de deux nouvelles
cellules aux extrémités de i'espace annulaire, auquel cas, la
transition est brusque ; soit par une légere modification de |la
largeur des cellules,pour en laisser une se former & l’extrémite
ouverte,dans un appareillage dissymétrique et dans c¢ce cas,la

mutation est lente (421 .

BENJAMIN [27) démontre que les mutations dans un appareillage
de faible longueur,se font avec de 1’hystérisis,dans une faible
plage de nombres de Taylor .

Ce résultat est confirmé par MULLIN [471 .
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l.1.4.Marche vers Je chaos .

La mise en valeur des états d’ écoulement non-turbulents au-
dela du régime T.0.T. est tresg délicate .
En effet,la troisiéme transition, T.0.T. - T.O.M.T. est soumise a
des conditions mises & jour par ROSS et HUSSAIN, (48]
Les auteurs remarquent que le Taylor critique
correspondant, T.s,varie en sens inverse du rapport d’aspect . [}
dépend également du nombre d’onde azimuthal .
Pour une valeur donnée de m, la t;oisiéme transition apparait pour
certaines combinaisons bien définies du couple "rapport d’aspect
des cellules, ;i vitesse de propagation des ondes,v' "
Aussi est-il nécessaire de se placer dans un domaine adéquat du
plan (I'',v") pour observer e régime T.0.M.T.

La compréhension de [’apparition de la turbulence Passe par
la maltrise de ces états dits préturbulents
Dans ce régime, l'écoulement devient certesg complexe,mais il
préserve une structure "ordonnée".
GORMAN et Co.,[49] calculent une période telle que.,dans un
repére lié aux ondes azimuthales, le champ & l’instant t + At ne
différe de celui observe & 1”instant t,que d’une rotation qui
soit un multiple de 2n/m .
COGNET 1[50 montre qu’en eécoulement turbulent, la cellule de

Taylor persiste,bien apreés |a disparition de 1" onde .
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1.1.5.Effet d’excentricité des cylindres sur la stabilite

1’ écoulement

Une ‘application de l'eécoulement de Taylor-Couette est fournie
par le fonctionnement, en film mince (d/R, << 1),d’un palier
hydrodynamique non charge
Cependanﬁ.lorsque celui-ci transmet une charge,l’arbre et le
coussinet ne sont plus coaxiaux,et |’étude précédente doit @&tre
modifiée , I'l est alors nécessaire de considérer la stabilite de
1" écoulement entre deux cylindres excentrés [51,52)

Les etudes théoriques, qui donnent des resultats
divers, peuvent @tre classées en deux catégories,associées & des

travaux expérimentaux en accord .

- La théorie basée sur |"hypothése de "stabiliteé locale", qui

permet de négliger la composante radiale de la vitesse moyenne du
fluide, montre que les tourbillons commencent & se développer dans
la fégion de l’écoulement ot le jeu est maximum, [53,541 ,

Elle est vérifiée expérimentalement par YOUNES et Co. (551, puis
par VERSTEEGEN .et JANKOWSKI (561 . Ces auteurs obtiennent un

nombre de Taylor critique (premiére transition) qui décroit

d’abord, puis croft avec I"excentricité e (distance entre les
centres de |l'arbre et du coussinet)
~ La théorie basée sur |*hypotheése de "stabilité

globale",développée par DIPRIMA et STUART {57,581 tient compte de

la composante radiale du fluide . Elle situe la transition a 90°

en de;a'du point od le jeu est maximal .

de
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Elle est vérifide expérimentalement par COLE (591 puis par CASTLE
et Co. £60] . Ceux—ci obtiennent une croissance continue de

Tci1,avec. 1 'excentricité relative,€ = e/d .



CHAFITRE 1.2.

PRINCIFALES METHODES D INVESTIGATION .

-

1.2.1.Les &tudes théoriques .
11 existe I classes d’études théoriques : les linéaires,les
non—-linéaires et celles aux bifurcations,par ordre chronologique

d application au probléme de Taylor-Couette .

1.2.1.1.Les théories linéaires .

Far celles-ci,l’écoulement de Couette est superposé a une
petite perturbation, admettant une forme & variables séparées @
f(r).etwermorkzd g4y t désigne le temps,c une constante et r la
coordonnée radiale dans un plan horizontal .

Les équations de Navier-Stokes et la condition d’ adhérence
aux parois des cylindres,imposees au champ résultant,en

négligeant les termes quadratiques du mouvement

secondaire,définissent un probléme aux valeurs proptres :
F(k,Tym,d} = O (1.2.1)

La stabilité de 1 écoulement est caractérisée par 1’ évanescence
de la perturbation dans le temps . L amplitude de celle—ci n’est
pas accessible,du fait que la solution de (1.2.1) est déterminée
A une constante multiplicative prés .

La ﬁremiére résolution de (1.2.1) fut proposée par Taylor
(23] dans le cas de 1l ‘entrefer étroit . Le champ est décompose en

une sSérie de Fourier-Bessel -
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Cette forme de la solution transforme le probléme aux wvaleurs
propres ci-dessus en un systéme infini d’équations homogénes,dont
les inconnues sont les coefficients de la série .

La conéition de nullité du déterminant de ce systéme détermine
les paramétres critiques T. et k.,caractérisant la transition
CHANDRASEKHAR [31 wutilise la mé&me méthode,avec les fonctions
circulaires

SYNGE [61]1 vainc le handicap de la taille du déterminant, inhérent

a cette approche dite des fonctions d'essais,en faisant

apparalitre une fonction de courant dans (1.2.1).

Les méthodes de Galerkin (62],asymptotique [631] et aux
variations [64] permettent également un traitement moins lourd
que celui des fonctions d’essais
LIN [65] présente une revue générale des théories lindaires
utilisées dans notre probléme .

Notons enfin 1’ étude numérique,réalisée par KRUEGER et

Co.[661 .

Certes, les méthodes linéaires,du fait qu’eliles négligent les
effets d’interaction entre 1’'écoulement principal et le mouvement
secondaire,ne sont pas aptes A prédire la séquence des états
d’'écoulement,mais elles déterminent de facon satisfaisante les

transitions . Leur usage n'est pas abandonné,et elles continuent

de servir (671.
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1.2.1.2.Les théories non-linéaires

Introduites par STUART [681 et WATSON [869] elles tfurent
complétees par DAVEY [70,711 .
Au cours du temps.,la forme exponentielle admise par les théories
linéaires, pour la perturbation,rend non-négligeable,en régime
supercritique, la présence dans les équations de Navier-Stokes.des
termes quadratiques du mouvement secondaire
Ces effets non-linéaires donnent naissance & une suite infinie
d’harmoniques et & une distorsion du mouvement moyen . Ce dernier
transfére de l'"énergie,en permanence aux harmoniques;le mode
fondamental, jouant le réle de "catalyseur"
En fait,ces effets non-linédaires se mesurent par une amplitude
Ao ,qui multiplie la forme admise par les théories linéaires pour

la vitesse de la perturbation .

En écrivant qu’a |’équilibre,la dissipation visgueuse est
compensée par le transfert d’énergie précedent, |’ équation
suivante est établie pour l'amplitude :

12 2 2 s

- -- Ao = U Ao - a|Ao (1.2.2)

2 3t

Pour un état d’écoulement déterminé par un nombre de Taylor
T = T. + € , € > 0 (1.2.3)

DAVEY [69] donne la solution de (1.2.2),a& |l’ordre l,sous la

forme suivante :
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2

Ae = & / a, (1.2.4)

a, étant un réel positif .

SWINNEY et GOLLUB £72] montrent qu’alors,l’amplitude du mode

fondamental est de l’ordre de €' /%2 .

Celles du premier harmonique et du mouvement principal sont en

€3/2 aingi de suite .

Les meéthodes non-linéaires permettent également d'accéder au
couple agissant sur le cylindre extérieur (73,741 .
Son expression générale,valable en T.T. et en T.O0.T. est la

suivante :

G = KR go + g1 * 82 (1.2.5)

avec

K =L @ yz (1 + 8) / 2¢1 - B2

R = [(1 + @) /7 2(1 - prir/2 Trsz
go = - 8 /(1 + B2 (1.2.6)
g, = F",(Ry)(~ as ./ a;)
2
g2 = {F':(R;) - (2 / a.)F',(R,)}ﬁ.

ot F', (R,),F’s(R,y) et les constantes a, sont donnees en [(751.
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L'approche numérique des méthodes non-linéaires est proposée
par NEITZEL [761 , DIPRIMA et Co. [771 .
1.2.1.3.Les théories aux bifurcations .

Les théories non-linéaires décrites ci-dessus, étudient la

stabilité d'une petite perturbation de forme imposée,et dont

I"amplitude obéit & une équation préétablie,dans |’écoulement de
Couette
Les théories aux bifurcations recherchent les solutions
engendrées par I"instabilité d’un état d’écoulement donné et
partant, les séquences ultérieures du mouvement . Et ce, hors toute
hypothése sur 1’évolution et la structure finale de |’'écoulement.
Ainsi,!’établissement des équations qui déterminent les
solutions bifurquées & la premiére transition s'effectue en
utilisant une pertubation ayant la forme suivante

(U(r,z),p(r,z)) i elle est supposée périodique en =z (et pas
nécessairement sinusoidale),[781]

L' écoulement résultant est soumis aux équations générales (non-
lindaires) de Navier-Stokes et de continuité,et a la condition
d’adhérence aux parois des cylindres .

VELTE (73] démontre l’existence des solutions de ce probléme dans
un appareillagevinfiniment long .

L’étude  présentée par GUIRAUD et Co.  [80] et par  10SS
[81,821,établit pour l"amplitude de la perturbation,une équation

idenfique a celle des théories non-linéaires
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L'étude en géométrie finie est présentée par BENJAMIN
(83,841, qui met en évidence,outre les diverses bifurcations, le
phénoméne d’hystérisis dans certaines conditions.

En fait,des résultats plus complets sont obtenus dans les
références (85 & 881 pour le probléme de Rayleigh-Bénard
Les équations de Navier-Stokes et de la chaleur sont écrites pour
1’ écoulement résultant,en négligeant les termes non-linéaires
d’ordre supérieur a 2 . La fonction de courant et la température
sont développées en série de Fourier selon les variables
d'espace,x et z .

Les coefficients de ces séries ne dépendent que de X,Y et

Z,fonctions uniquement du temps . Ces fonctions,qui sont liees &
1’amplitude du mouvement convectif,définissent |'espace de phases
du probléme . Elles obéissent a un systéme d’ équations

différentielles ordinaires,non-linéaires,dans lesquelles te temps
ne figure pas explicitement
Dans ce modéle, les auteurs mettent en évidence :

- les régimes T.T. et T.O0.T.

- un régime non périodique,analogue & la turbulence,admettant
un attracteur étrange

- 1'influence des conditions initiales sur 1'évoultion de
1'écoulement
Une étude générale de la stabilité de 1’ecoulement par les

théories aux bifurcations peut Btre consultée en [89,901 .



1.2.2.Les études experimentales
I'l existe trois classes d'études expérimentales : les

méthodes optiques,de mesure du couple,et de mesures locales

1.2.2.1.Les méthodes optiques

Les méthodes optiques donnent une description satisfaisante
de la phénoménologie dans |'écoulement . Des efforts sont
entrepris pour en tirer davantage de mesures guantitatives
Elles consistent A& wvisualiser l’écoulement,par introduction
d’additifs appropriés, qui peuvent 8tre soit liquides

(colorants),[231,s0it solides (paillettes d’aluminium,...) (9,911

Notons que 1Ia visualisation reste un outil important de
contrsle de Il’écoulement auquel recourrent d’autres methodes .

Ainsi,BRANDSTATER et SWINNEY {10 wutilisent des particules

synthétiques (Kalliroscope),dans leur technique de |’anémométrie

laser .

1.2.2.2.Les méthodes de mesure du couple

La mesure du couple agissant sur Je cylindre extérieur montre
que cette grandeur dépend de la vitesse angulaire du rotor t9z2 a
841 .,
La cdurbe correspondante présente une discontinuite a
l’apparitioﬁ des instabilités

En régime laminaire de Couette,cette variation est donnée en (75]

sous la forme



G = mmommme (1.2.7)

En régime T.T.,DONNELY et SIMON (941, a partir de mesures
expérimentales,déduisent la relation empirique suivante

-1 - 344

1
G' = a @ + b @ (1.2.8)

Lorsque T >> T.,1'auteur obtient :

G" = L € @, R, (--=---- ) (--) (1.2.9)

Les valeurs obtenues dans ces mesures, sont en bon accord avec les
relations établies en théories non-linédaires

Du fa;t qu'elles rendent une valeur moyenne, les méthodes de
mesure du couple ne sont pas appropriées & une etude en

profondeur de 1’ écouiement . Celle-ci nécessite en effet des

mesures locales .

1.2.2.3.Les méthodes de mesures locales

La mise én oeuvre des méthodes de mesures locales est trés

délicate,du fait que les sondes généralement utilisées perturbent

notablement |"écoulement .
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DONNELY et Co. [95,96]1 proposent la technique & ions ou methode
de la double couche : une électrode annulaire,situge & la surface
du cylindre extérieur recueille le courant traversant le champ
d’écoulement,préalablement rempli d’un liquide faiblement
conducteur . Le courant mesuré¢ est sensible a la composante
radiale de la vitesse

Le principal inconvénient de la méthode est de fournir des
mesures relatives,du fait qu'elle ne permet pas de mesures en

régime laminaire stable .

SNYDER et LAMBERT 1[87,39] placent & la paroi du cylindre
exteérieur,une sonde & thermistance chauffée,qui diffuse de la
chaleur au sein du liquide . Entre !’'état de mouvement et celul
de repos,la variation relative de 1'écart de température entre le
liquide et la thermistance est proportionnelle a la puissance /3
du gradient de vitesse,a sa surface
L'anéﬁométrie A film chaud,utilisée par FRENE [52] est basée sur
le mé@me principe .

L’inconvénient de cette méthode est la difficulté que presente

1’isolement de l’élément chauffant,par rapport & la paroi

Récemment, HOCQUART, et Co. {981 ont appliqué la biréfringence
d’ écoulement ou effet Maxwell au régime transitoire de
1’ écoulement de Taylor-Couette .
Cette technique,classique en Mécanique des Fluides,[99,100]

utilise .l1'effet optique de solutions diluees de polymeéres,ayant
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;
.

la forme d’ellipsoides ou de bdtonnets . Le T.M.V, (Tobacco
Mosaic Virus) dans l'eau,est la plus utilisée
Dans 17 appareillage de Couette,la distribution des orientations

des particules n'est pas uniforme,du fait qu’'elles sont soumises
a la compétition entre les mouvements hydrodynamique et brownien.
HOCQUART, (101] présente une étude détaillée de ce phénomene

La direction L,,de densité d’orientation maximale des particules
(fig. i.d),et sa normale dans le plan de 1'écoulement, L,
définissent les lignes neutres .

Les solutions étudiées modifient la polarisation d’un faisceau de
lumiére polarisée .

Cependant,un faisceau polarisé selon L, ou L. conserve son etat
de polarisation .

Il s’agit alors de tracer la courbe de variation de l'angle ...

entre L, et la direction de 1'écoulement,en fonction du rapport

o = A/B,olu A est le gradient des vitesse ,et B,le coefficient de
diffusion brownienne,accessible a 1'expérience
Cette courbe présente une discontinuité a la transition

laminaire-tourbillons de Taylor .
Les travaux actuels visent & observer les séquences ultérieures

de l'écoulement,par cette méthode en développement .

Techniques de mesures locales ayant largement contribué a la
compréhension des transitions supérieures, |!’anémométrie laser et
la polarographie,continuent d'apporter a l’écoulement de Taylor-

Couette .
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- Le principe de l’anémométrie laser est le suivant [102,103]
des particules sphériques solides sont placées dans |'écoulement.
L’apparbillage est soumis & un faisceau lumineux

L’exploitation de l’effet Doppler résultant permet de mesurer la
composante radiale de la vitesse

Avec cette méthode, BRANDSTATER et Co. {10] ont pu mettre en

évidence, un attracteur étrange pour 1" dcoulement de Taylor-
Couette
-~ L'application de la polarographie au probléme de Taylor-

Couette est diie & COGNET,[(32,41,104,105]
Une électrode inattaquable est plongée dans un systéme oxydé-
réducteur . Des précautions spécifiques permettent de restreindre
I'origine du courant did & un potentiel différent de celui
d’équilibre de 1’électrode, a

- la diffusion des ions, provenant d’un gradient de
concentration élevé au niveau de ('électrode

- leur transport,par écoulement de la solution .
La meéure du courant permet d'accéder au gradient de vitesse & la
paroi
Cette méthode conduit A& une détermination satisfaisante des
parametres critiques,de |'amplitude de la perturbation,de la
vitesse de propagation des ondes circonférentielles et du
coefficient de frottement moyen .
Elle s'utilise bien dans les divers régimes d’écoulements

[106,107] et dans l’étude de la réduction de frottement [49)]
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CHAFITRE 1.3

FLUIDES NON-NEWTONIENS : LIEN AVEC LA RHEOLOGIE DES SUSFENSIONS

1.3.1.6Généralites .

L étude des propriétés rhéologiques d’'un fluide est
déterminée par une loi de comportement qui relie le tenseur des
contraintes 6,3 a4 celui des taux de déformation €;; défini par :

€14 = (Vy,3 + V3, a1) (1.3.1)

Nl -

en coordonnées cartésiennes X, , 1 = 1,2,3
De maniére générale,cette loi n'est pas accessible par
l1'expérience L1081 .

Cependant,l ' écoulement de cisaillement,qui constitue la base
des mesures viscométriques [102,110]1,permet de déterminer les
grandeufs qui caractérisent le comportement du fluide .

Il s‘agit de 1 'écoulement permanent de vitesse (0,Ax,0) entre

deux plans paralleéles . Le coefficient de viscosité est deéefini

par =
Ci12
p = ——= (1.3.2)
A
Les trois quantités p,0,1 — 0x= ¢ 022 — == sont appelées les

fonctions viscosimétriques . Dans la suite,nous deéesignerons o¢i=

par ¢ .
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Hormis certains écnuiements,tels les écoulements
élongationnels (caractériseés par un gradient de vitesse
longitudinal) [111 & 11313 dont 1 étude nécessite la détermination
de deux grandeurs supplémentaires,les fonctions viscométriques
suffisent & décrire la rhéologie de nombreux fluides usuels [108]
Elles permettent de les classer en deux catégories :

- les fluides newtoniens,pour lesquels p est indépendant de €,et

- les fluides non—-newtoniens,pour lesquels les fonctions
viscométriques varient avec €i=z,noté € .

Les rhéogrammes, (courbes v (€)),permettent de distinguer les
fluides rhéo—-fluidifiants et les fluides visco—épaississants :
fig.l.e,courbes (1) et (2),respectivement . Ces courbes montrent
que,dans la limite ou € tend vers O,tous les fluides sont
newtoniens .

Nous nous intéresserons au cas concret des suspensions
homogénes,qui concerne notre étude . Elles sont constituées d une
phase solide (particules identiques) ,uniformément répartie dans
une phase liquide (solvant).

De nombreux travaux théoriques et expérimentaux L1461 font
apparaitre que les principaux parameétres influencant la rhéologie
des suspensions & température donneée et &4 l'exclusion de toute
transformation physico—-chimique (cristallisation,magnétisation,

réaction chimique,etc...) sont :
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— la nature des matériaux en preésence
— la concentration de la phase solide
— la forme et les dimensions des particules
Si le solvant est un liquide non—-newtonien, la suspension a un
comportement non—newtonien a faibles et & grandes concentrations
Lorsque le solvant est newtonien, (par exemple 1'eaul),la
suspension a un comportement newtonien pour des concentrations
inférieures a une valeur critique,c. .

Au-deld de ce seuil,la suspension est non—newtonienne .

VAND [1143 montre que le formalisme newtonien ne peut pas
gtre appliqué lorsque la concentration exceéede 0.37 .

Les résultats expérimentaux présentés par divers auteurs,ont
été rassemblés par THOMAS [11331 . Ils établissent gue 1la
viscosité croit lentement avec la concentration pour das
suspensions diluées de particules sphériques rigides .

Loréque C > Ce ,cette croissance devient rapide du fait des
interactions des particules solides (collisions,mouvement
brownien, interactions hydrodynamiques,etc...)

Dans certains cas,le comportement non—newtonien dépend du
temps .

Nous allons,d’une part,décrire les principaux types de
comportements non—-newtoniens,et d autre part,présenter des lois
de comportément usuelles . (Elles établissent une relation entre

le tenseur des contraintes o et celui des taux de déformation €).
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1.3.2.Suspensions dont le comportement ne dépend pas du temps
a).Comportement dilatant
C'est un comportement visco—épaississant qui s’'accompagne
d'un accroissement du volume de la suspension avec la contrainte
[l ce manifeste par exemple a grande concentration pour des
suspensions de Silicate de Potassium dans 1'eau

Les figurestl.f,a et b) présentent respectivement le rheogramme

et la variation H(€) pour ces suspensions

b).Comportement pseudo-plastique
Dans ce cas,la viscosité diminue lorsque la contrainte croit
1] existe deux types de comportements pseudo-plastiques
- les suspensions dont le rhéocgramme est une fonction univogue
(fig.1.g,a et b) oxyde de Zinc & grande concentration, par
exemple
- celles dont le rhéogramme est une fonction a valeurs multiples

(fig.1.h,a et b) : bentonite, par exemple

c).Comportement viscoplastique
Certaines suspensions ne Se mettent en mouvement que quand la
contrainte atteint une valeur limite o
[1 existe deux types de comportements viscoplastiques
- les suspensions viscoplastiques de type Bingham (suspensions de
barite par exemple) . Leur rhéocgramme est représenté en trait

plein sur la tigure 1.i . Dans la pratique.,on utilise un



46

h b
rhéogramme linéaire,c’est-a-dire qu’'on prend o, = &, = @,
- les suspensions viscoplastiques de type Herschell-Bulkley

(dioxyde de Titanium & grande concentration, par exemple)

Elles peuvent 8tre,soit pseudoplastiques (courbe a,fig.1.jiJ),s0it

dilatantes (courbe b).

d).Comportement viscoélastique

Il se caractérise par l'existence de contraintes normales
C'est le cas pour certaines solutions de polyméres . Leur
importance est évidente . Ce concept peut en effet couvrir la

rhéologie des suspensions dans son ensemble

e).Comportement viscoélastoplastique .
De telles suspensions preésentent simul tanément un
comportement viscoélastique et viscoplastique . C'est le cas de

certaines encres d'imprimerie .

1.3.3.Suspensions dont le comportement dépend du temps
a).Comportement rhéopectique .
Pour de faibles valeurs du gradient de vitesse yle rhéogramme
de certaines suspensions , kaolin a grande «concentration par
exemple,présente une boucle de type hystérisis (fig.1.k,a) :

charge (courbe OAB),puis décharge (courbe BCA) et retour & 1'état

initial,apr&s un certain temps de relaxation .
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La figure (1.k,b) illustre la variation de la viscositeé des

suspensions rhéopectiques.en fonction du temps
b).Comportement thixotropique .

Le rheogramme de ces suspensions (certaines peintures)
présente également une boucle de type hystérisis (fig.l.1l,a)

Contrairement aux suspensions rhéopectiques, leur courbe de
charge,0AB,se situe au-dessus de celle de décharge BCO

Par ailleurs,leur viscosité décroit au cours du temps de

relaxation (fig.1.1,b)
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Figure 1.e : Rhéogramme d'un fluide

({\)5 rhéo fluidifiant }. (L)visco épaississant ,(3/‘,'newtonien
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1.3.4.Lois de comportement : principes d’élaboration
L*élaboration de lois de comportement obéit aux quatre

principes suivants [116,117]

a).Dépendance du passé ou principe de causalité
Le tenseur des contraintes ¢(M,t) au point M et & |’instant t

est parfaitement détermineé par le mouvement antérieur du fluide

b).Principe de localisation spatiale .
Le mouvement des seuiles particules infiniment voisines de M

influence le tenseur des contraintes o(M, t)

¢).Principe de l’indifférence materielle ou d'objectivite
Les lois de comportement doivent &tre indépendantes du repére

dans lequel elles sont écrites

d).Principe de l'indétermination die aux liaisons internes .

Le tenseur des contraintes est déterminé A& une pression
hydrostatique pres .

Une revue générale des modéles non-newtoniens peut E8tre
consultée en (118,1191 .
Nous en présentons quelques-uns, représentatifs de la
classification qui en est généralement faite

Dans ces lois de comportement, toutes les grandeurs autres que

& et € sont les paramétres du modeéle
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1.3.5.Fluides newtoniens généralisés
D'apreés la définition donnée au paragraphe (1.3.1),la loi de
comportement des fluides newtoniens aura la forme suivante

c = p ., € (1.3.4)

oU u est une constante appelée viscosité newtonienne .

Les modéles newtoniens généralisés établissent une loi de

comportement dont la forme est la suivante :
c = (&) ., € (1.3.5)

La relation p(€),dont la détermination est empirique,distingue

entre autres

a).Le modéle d’OSTWALD DE WAELE
UCE) = m €En-1 (1.3.6)

o m et n peuvent dépendre de la concentration.de la pression et
de la température .

Il décrit le fluide nevwtonien pour m = H etn-=}

Il donne en conduites,des profils de vitesse et des coefficients
de frottement satisfaisants . Par ailleurs,il fournit des
rhéogrammes corrects de solutions concentrées [49] .

Mais il présente diverses lacunes, notamment |a divergence de Ia
viscosité pour des gradients de vitesse (en cisaillement) treés
faibles ou tres grands, |’ inadéquation a décrire des comportements

dépendant du temps . (paragraphe 1.3.3)
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b).Le modéle de CARREAU .
Il comble les insuffisances précédentes par I”introduction
des paramétres K ,temps caractéristique du milieu ; Ho et

Ha s, viscosités pour les gradients de vitesses nul et infini . Il

s'écrit
H - He . .
------ = [+ (k€2 Je-a)az (1.3.7)
’-lo" He

Il a ete utilisé avec succeés dans la rhéologie des
polyméres,malgré la difficulté que présente la détermination de
He En effet,les gradients élevés provoquent un échauffement du

fluide qui pourrait modifier les propriétés des polyméres en

solution . [120]

1.3.6.Modéles viscoédlastiques linéaires

Du fait que les modéles newtoniens généralisés préservent le
concept de la viscosité newtonienne (lide aux configurations de
cisaillement),ils ne peuvent décrire des phénoménes plus
complexes tels que la viscoélasticité (paragraphe 1.3.2).

Iei, les lois de comportement font apparaitre des dérivées
temporelles de tous ordres de & et €
Elles peuvent indifféremment s’écrire sous forme

- différentielle

H(t).,.e = K(t).E (1.3.8)
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ot H(t) et K(t) sont des opérateurs différentiels lineaires par

rapport au temps .

- ou intégrale :

. f't .
¢ = J G(t - t') . ECt’) dt’ (1.3.9)
-
G(t - t’) est le module de relaxation . Sa détermination
empirique conduit & le développer en une combinaison linéaire
d’exponentieiles :
? ( g 7/ k) expl- (t - t') / ki) (1.3.10)

He et k, désignant des constantes .
Deux exemples de telles lois de comportement sont fournis par :

a).Le modéle de MAXWELL .

.

La' loi de comportement sous forme différentielle est donnée

par:

. by .
¢+ ke =- 0 = po € (1.3.11)
ot

et sous torme intégrale par

T =) (e / kod.expl- (t = t') / kel €Ct’) dt’ (1.3.12)

o est la viscosité et ko,le temps caracteristique
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En régime permanent,ce modeéle décrit un fluide newtonien de
viscosité p.;et pour des variations rapides de € avec le

temps, l’intégration de (1.3.11) donne la loi de Hooke

b).Le modéle de JEFFREYS
i1 s'obtient en introduisant dans (1.3.11> ou dans

(1,3.12),un troisiéme parametre,caractéristique du temps .

R o . > .

o + k] -= O = Ho (e + kz -- €) (1.3.13)
2t ot

. J't

G = {( Ho / ky) (¢ - kK / k|)eXP[‘ (t - t?y/ kl.l + .

+ 2 ka2 2(t - t'))}.E(L') dt’ (1.3.14)

lci,la fonction de Dirac £(x) est définie par :

f+a fa
J f(x) S(x) dx = 2 f(x) £(x) dx = £(0) (1.3.15)
-a 0

1.3.7.Modeles viscoélastiques quasi-lineéaires .

Lorsque les déformations et les taux de déformations ne sont
pas infinitesimaux,les lois de comportement linéaires cessent
d’étre valables

La généralisation des lois de comportement lindaires a pour
but d’assurer le principe d'objectivité (paragraphe 1.3.4),auquel

ne sont pas soumises ces derniéres .
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Une méthode pour assurer 1’objectivité des lois constitutives
consiste & les écrire dans un repére se déplagant avec le

fluide,et subissant une rotation égale au tourbillon local

»* »* »¥

Le mouvement des vecteurs unitaires e, y €2 et e;
de ce repeére A& I"instant t est défini par les relations
suivantes,dans lesquelles t'< t
d _}* . _}*
- oe (7)) = - - [w(t').e (t?)] (1.3.186)
dt’ 2
a¥ >
e, (t') = [e; . Q(t,t")] (1.3.17)

[ 4
Q(t,t’) = £

o & est le tenseur rotation et w est un tenseur qui caractérise

le tourbillon local . |l est défini par
w = (Vv) - (Vv (1.3.18)

Le symbole T" représente la transposée hermitienne du tenseur T.

-

d/dt’ et é. désignent |’opération de dérivée particulaire et les

vecteurs unitaires d'un repére fixe,respectivement .

Il s'agit alors d’'écrire une relation entre o* et €x . La loi

constitutive s’obtient en écrivant cette relation dans le repére

tixe, (c(€)).
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Deux exemples de lois constitutives quasi-linéaires sont fournis

par

a).Le modéle de FROELICH et SACK .
Il généralise le modéle de JEFFREYS
Si nous écrivons (1.3.13) et (1.3.14) dans le repeére objectif et
que nous transformions la relation &'(é') obtenue dans le repére

fixe,1l vient :

. D . . D .
o+ K -- 0= - Ho (E + Ky -- €) (1.3.19)
Dt Dt
‘ Xt
v o= - (C o / kiDLCL = ke / kidexpl= (t - t')/ k,1 +....
-
# 2 ks EC(t - £')1).FC(t,t*) dt’ (1.3.20

ot D/Dt,dérivée de Jaumann ou dérivée objective est définie par

b . d . T .. . .

-- € = -- € + - (Ww.E - E.W) (1.3.21)
Dt dt 2

rct,t’) est le tenseur objectif des taux de déformation

Cet,t') = ( QCt, ") . €(L7). Q7 (L, t")) (1.3.22)

En fait,cette procédure permet de géneéraliser tout modele

linéaire (de la forme (1.3.9)) .

b).Le mod#&le d'OLDROYD .

La non-linédarité de (1.3.19) et (1.3.20) est diie aux termes

(Ww.o) et (w.€).



OLDROYD propose d'y introduire toutes les possibiliteés de

termes non-ltinéaires en ¢ , € et leurs dérivées

Il obtient alors la loi constitutive suivante :

. D . 1 . . 1 . . . 1 o e
o+ ki -- ¢ + -y (t, F)E - - [6.€ + €.0) + - Py (g:€)E = ,..
Dt 2 2 2
. D . . . 1 e .
= = Ho [e + kz ~- e - H2 (€. €) + - yz (E:E)EL] (1.3.23»
Dt 2

o t,.(T) deésigne la trace de T .

Les lois constitutives quasi-linéaires obtenues par la
méthode empirique décrite ci-dessus sont certes objectives,mais
il est nécessaire de s’assurer a postériori qu’elles

correspondent & un écoulement réel .,

1.3.8.Modeles non-linéaires .

La méthode d’'élaboration des modeéles non-linéai;es consiste &
effectuer un développement intégral de la contrainte en fonction
de é et ses (n - 1) premiéres dérivées (fluide d’ordre n),

Par cette méthode, nous supposons que le fluide viscoélastique
est "rhéologiquement simple",c’est-a-dire que la contrainte dans
un éelement donné du fluide ne dépend <(uniquement) que de

l’histoire de cet é&lément .

La 1loi constitutive correspondante a la forme suivante

t .
t.r=-.{ Gy (t - t') € dt°’

- o
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1 ft Tt .. .
- o) ) Ga(t - ', t - tMILET.E" + EN.ET] dt" dt7
- -@
1 Pt Pt ft ..
-] ) d r26s(t - £, t - EMILETETIETTE 4oLl
2 -~ -0 -@

+ Ga(t - t7,t - t", t - grry{er.em.e"r o+ Err L e, E} It dLdt?

(1.3.24)
avec la notation suivante
€' = €(t,t") (1.3.25)
Le noyau G;(t - t') est identique a4 G(t - t'),module de

relaxation de la viscoélasticité lineéaire (paragraphe 1.3.6).

La détermination rigoureuse de Gz,Gs3 et Ga n'est
mal heureusement pas établie dans le cas général .

Pour des écoulements lents et lentement variables
cependant,é(t,t’) peut @tre développeé en une série de Taylor

autour de t’= t et (1.3.24) devient :

. . D D?

g = - &Kio E + Oz -~ € - o [E.EJ - flzo ~——7 E + .0
Dt Dt2
. D . D . . DL
+ X2 [E. -- €+ (== €).€] - o1 (E:€).€ *+ ... (1.3.26)
Dt Dt

Les o« sont des constantes détermineées par G,.G,,,G},; etc...
Si la série (1.3.26) est tronguee au :

- {*r terme,nous retrouvons le fluide newtonien
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- terme en --~--- .nous obtenons le fluide d'ordre n

Deux exemples de lois constitutives non-linéaires sont fournis

par

a).Le modéle de CRIMINALE-ERICKSEN-FILBEY

11 décrit les écoulements de cisaillement . La loi

constitutive correspondante s'écrit :

. 1 . . 1 D .
o= - g€ - (- &F + (€. + - & -- € (1.3.27)
2 2 Dt

ou p est la viscosite,dépendant du gradient de vitesse de
cisaillement

21 et $; sont les coefficients de contrainte normale,primaire
et secondaire,respectivement . Ils sont tels que :
- ést une fonction positive et décroissante du gradient de

vitesse de cisaillement

- &, est négatif . Sa valeur absolue est comprise entre 10 pour

cent et 40 pour cent de &, .

b).Le modéle de REINER-RIVLIN
i1 décrit les écoulements irrotationnels . La loi

constitutive correspondante s’écrit :

g = - f € - f, [€.€] (1.3.28)
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o £y et t2 sont des fonctions du second et du troisieme

invariants de €

1.3.9.Discusgsion

Les deux remarques suivantes conclueront le present chapitre:

- de 1’ étude préceédente, il ressort gue les modeles non-
linéaires donnent la forme la plus geénérale des lois
constitutives . La plupart des modéles préceédemment décrits

peuvent en effet se déduire de (1.3.24). .

- les suspensions de particules sphériques rigides qui nous
intéressent sont newtoniennes & faible concentration (inteérieure
a 0.25),et viscoplastiques (modele de Bingham), pour des
concentrations supérieures [16] .

- & notre connaissance,il n'existe pas dans la littérature.de
calcul de la viscosité des suspensions que nous etudions en
régime de tourbillons de Taylor .

La détermination de cette grandeur serait intéressante pour la

connaissance de la rhéologie .
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CHAPITRE 1.4

ECOQLEMENT DE TAYLOR-COUETTE DES FLUIDES NON-NEWTONIENS

1.4,1.Généralités
La motivation essentielle des travaux expérimentaux sur la

stabilité des fluides non-newtoniens en écoulement de Taylor-

Couette est la réduction de frottement (cf.introduction
générale).

Le choix des couples solvant-additif n'est pas quelconque . Aussi
serait-il délicat de tirer des conclusions générales des

résultats publies

Les travaux théoriques sont peu nombreux .
Les ¢études les plus complétes en modéle viscoélastique mnon-
linéaire, lequel décrit la plupart des fjuides non-newtoniens
(paragraphe 1.3.8),0ont été présentées Ppar JOSEFPH (881,dans une

théorie aux bifurcations et par LOCKETT et Co. {121,122]1,dans une

théorie non-linéaire .

Ces-derniers traitent la stabilité d’un fluide du second
ordre, encore appele fluide de RIVLIN-ERICKSEN dans un systéme' de
cylindres infinis & entrefer étroit,soumis a une perturbation
axisymétrique .

I[ls établissent une équation caractérisant |'apparition des T.T.
Elle dépend de 9 parameétres .

COLEMAN et NOLL (1231 montrent que pour un liguide

incompressible viscoélastique & faible mémoire, (L.1.V.),la loi
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constitutive (1.3.26) au second ordre peut @#tre valablement
représentée par |'approximation suivante

p .

F = - p é + oy € + X2 €z + x; --- € (1.4.1)
Dt®

Ceci réduit notablement le nombre de parametres .

L' écoulement sera régi par les équations classiques de la
Dynamique des fluides,a savoir,celles de conservation de la masse
et de la gquantité de mouvement .

1] sera également soumis a la condition physique d'adhérence aux

frontiéres solides .

1.4.2.5tabiliteé de |’écoulement de Taylor-Couette pour un L.I1.V
a).L'écoulement de Couette .
Dans un systéme de coordonnées cylindriques (r,9,z),0u Z est
pris le long de 1'axe des cylindres, les équations du mouvement
admettent, a bas Reynolds,une solution dont le champ des

vitesses, purement tangentiel,s’écrit :

V., =V, =0
(1.4.2)
Ve = Ar + -
r
avec
1 - 2/ (R /R, )Z
A = - Q; —————————————————

(R /RyD)% - 1
(1.4.3)
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2

(1 - Qz/Ql )RZ

(Rz/R])z - 1

b).Equations du mouvement pour les T.T.

A grands Reynolds, |’ écoulement ci-dessus devient

tridimensionnel

Les auteurs abordent généralement le probléme de la stabilité
d'une petite perturbation axisymétrique qu'ils superposent au
champ (1.4.2),dans le cas de l’entrefer étroit (R, R2).

Ils donnent alors & la perturbation,la forme suivante :

az
pi(r,z,t) = p(r) cos(-=-~---—-- et
R: - R|
(l.4.4)
> > > >
Vi = uyy(r,z,t).e., + vy(r,z,t).ee + wy(r,z,t)e,
avec
oy a a 2
Uu; (r,z,t) = = ~=-------- s U(x).cos(=-=-==-=~- J.e*t
Q(Rz - R1 ) Rz - R|
a z
vi(r,z,t) = - a  R; oa.v(Xx).cos(~=-=-=~-= ).e’t (1.4.5)
Rz - Rl
& d uix) a z
Wi {r,z,t) = =-=--wcc-ov- —nee-- . sin(-=-~w-- ).e"t
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o
P—R|
N
8 R,

(1.4.86)

{1z

zx =1 - --

Q,
Les oy étant pris constants,la perturbation ci-dessus est

superposée a l'écoulement de Couette dans les équations de
conservation de la masse et de la gquantité de mouvement
Apreés linéarisation,elles se réduisent au systéme suivant en

regime permanent (stabilité marginale).

dz d=

(=-=- - @a?)v = - u + (P + 2P;)(--- - a?)u (1.4.7)

dx? dx?2

d?2 R, dz

(=-- - a?)2y = Ta?2[(l - & x)v - P, &xx -=-~=----~ (=-- - a2)y +

dx? - "Rz - R dx*
dv

+ 2(Py + Paloa -=- 1] (1.4.8)
dx

La condition d’adhérence aux parois des cylindres s’'écrit

du
u = -- =v =0 en x = 0 et 1 (1.4.9)
dx

P, et P, sont les fonctions viscosimétriques réduites,ou nombres

-de Weissenberg . lls sont détinis par :

P, = - Xy / Q(Rp - R,)?



(1.4.10)
Pz = (& + 203) 7/ 2 @(R, - R, )2
et T ]e_nombre de Taylor donné par
2 € 2 d5 R,
et T = ;oo (l.4.11)
2
.81
c).Etude de la stabilité de I’ écoulement

Les nombres de Weissenberg caractérisent le rapport des
forces élastiques a celles d’inertie ,

Ils déterminent la modification apportée par la
viscoédlasticiteé & I"apparition de 1’'instabilité dans le probleéme
newtonien

Le probléme aux valeurs propres (1.4.7) & (1.4.9) qui

contient deux paramétres a et T, pour des valeurs de P, et P,,est
semblable au probléme Newtonien (chap.1.2).

La détermination . du nombre de Taylor critique et de ta
longueur d’'onde correspondante s’'opére de la mEme maniéere

La méthode généralement utilisée est celle proposée par
CHANDRASEKHAR dans le probléme newtonien (chap.1.2).

Les courbes (1.m) et (1l.n),obtenues par GINN et DENN

[124],donnent respectivement la variation de a. et de T. en
fonction de (P,R, / (R, - Ry)),P, étant pris comme parametre .
Leurs résultats sont en bon accord avec ceux proposeés par les

auteurs cités aux références [125 & 127)
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Figure 1.n : Variation de la longueur d'onde critique en

fonction des nombres de Weissenberg .
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Figure 1.m : Variation du nombre de Taylor critique en fonction

des nombres de Weissenberg .



Pour P, = 0O et P, = 0 (fluide newtonien),ils retrouvent les
valeurs correctes pour les paramétres critiques : a. = 3.12 et
T. = 3400

1.4.3.Discussion
Dans le cas du fluide de Bivngham Jui nous intéresse, seule une
étude de la stabilité marginale a été publiée par GRAEBEL [20]

Elle nécessite d’&tre complétée
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DEUXIEME PARTIE

FPREMIERE TRANSITION EN FLUIDE NEWTONIEN PUR
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INTRCDUCT ION

L'ecoulement de Taylor-Couette & la premiére transition est

décrit par le systéme d’'équations de Navier-Stokes et de
conservation de la masse,appliquées & la superposition de
1" écoulement de Couette, et d’une perturbation

axisymétrique,astreinte & la condition de non-glissement sur les
parois des cylindres .

La solution conduit & la détermination du nombre de Tavylor
critique,a 1’établissement d'un critére de stabilité,et au calcul

du champ hydrodynamique du mouvement secondaire



~J
[\

CHAPITRE 2.1,

EQUATION DU MOUVEMENT ET METHODE DE RESOLUTION

2.1.1, Ecoulement de Couette entre deux cylindres coaxiaux

Avec les notations utilisées dans les chapitres préceédents et
résumeés sur la figure (2.a),le champ des vitesses de 1'écoulement
permanent bidimensionnel a la forme suivante : [132],dans le

systéme de coordonnées cylindriques usuel (r',#d,2z)

Uu =20
W =20
2 2
1 2 2 R R2
V = mmese— [r’(Q'zRQ - QlRl) - Ts== (Q? - Ql)]
2 2 r'
R - R]
2 2
< 2 2 2¢(r’" - Ry 2 2
Po = P,Q t mmmm - [(Qsz - QlR|) ________ - ZR‘Rz(Qz - Ql)
2 2 2 2
(Rz - Rl)
(2.1.1)
2 2 r’ 4 a 2 1 1
(2R: - Ry LDg -- + RiRa (22 - €, (--= - ==
Rl 2 2
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Ecoulement entre cylindres coaxiaux tournants

Figure 2.a
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En wutilisant les paramétres B = Ri/R: et u'=  Q:/{,,

le champ des vitesses tangentielles s’écrit

. B
V = Ar’ + --
r,
1 - u'/32
A= - Q $2 -------- (2.1.2)
1 - B®
2
Ry (1-u’)
B = -----==--
1 - 32
2.1.2 Equation du mouvement de 1'écoulement perturbé
Superposons a 1’ écoulement de Couette précédent, une
perturbation de la forme :
u, = u(r’),ett’ ,coskz
v, = v(r').ef* ,coskz
(2.1.3.a)
w'y = w(r’).e*t’ .sinkz
P": = plr').eft* .coskz
o k désigne le nombre d'onde de la perturbation,dans Ila

direction axiale et I est une constante pouvant 8tre complexe

Par ailleurs, la perturbation est prise petite,c’est-a-dire
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u,v,w << V
(2.1.3.b»

P << Po

Les ¢équations de Navier-Stokes appliquées au champ résultant

s’écrivent alors sous leur forme linéarisée :

aul V 1 apl U,
—-=-= - 2 == vy = - - ===+ PAU = =-==)
>3t r!? P or’ r'sz
AV dv ' v
—-=-=- + (== + =)uy = plav - =---) (2.1.4)
a2t? dr T r'z
ow 1 ap:
= = - - ===+ P Aw,
at’? P oz

A ce systeme, il faut adjoindre 1’équation de continuiteée :

ouy Uy oW,
~== ¢+ == 4+ === =0 (2.1.5)
or’ r’ oz

et la condition d'adhérence aux parcis des cylindres
u, = vy, = wy, =0 enr = R, et en r = R; (2.1.6)

En wutilisant les expressions (2.1.3) pour la perturbation,les
équations précédentes deviennent :
2 z V 1 dp

y(DD* - k - --)u + 2 - v = - -- a.
14 r ¢ dr



2 I
ybD* - k - -=)v - (D* Viu = 0O b.
)'s (2.1.7)
. 2 o
y(D*D - k - --Jw = - - p c
14
D¥u = - kw d
avec
d
D= ---
dr’
(2.1.8)
d 1
D¥ = --- + --
dr? r’

L'élimination de w entre les équations (2.1.7) c. et d. conduit

3 .
14 P
--- (D.D - k2 - -) Dsu = - (2.1.9)
k2 4
P
Cette expression de - transforme ]’'équation (2,.1.7) a. en :
¢
y 2 L 2 Vv
--- (bDy - k - -) (DD, -k )Y u =2 -- v (2.1.10)
2 )4 r'
k

De sorte que l'écoulement est décrit par le systéme d’équations

(2.1.7) b. et(2.1.8).
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La forme adimensionnelle de la coordonnée r' s'obtient en la

divisant par R,

Définissons ensuite les paramétres a et o par :

a=kRz
(2.1.11)

L R.

o = —-=-—--

En opérant un changement d’échelle de u par sa division par

2 A R
------ , NOUS mettons en évidence le nombre de Taylor T,défini

14
par

2 4
4AB 5 4R, (1 - p'i)(1 - p'/p2)
T = - === Rz = —=-oc mmm e (2.1.12)
¥? ¥ [¢(L - gz)]=

Les equations du mouvement s'écrivent alors

(DD.D - a - & ) (DD. - a ) u = - Ta (~-- - s8) v

(2.1.13)
(DD, - a* - ¢ ) v = u
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avec

§ = - m=- = mmmeeeo (2.1.14)

Notre étude se limitant aux systémes A entrefer étroit :

B 5 1 (2.1.15)
nous pouvons admettre |'approximation
Dx 4 D (2.1.16)

Effectuons alors le changement de variable

K % ommmmee (2.1.17)

ou r' est compté & partir du cylindre intérieur,et le changement

d’échelle de u par sa division par

les équations du mouvement adimensionnelles se réduisent a (cf.

{231

~
=)
|
)
!
9
=)
'
w
o
"
L}

Ta (1 + &’x) v (2.1.18)

ou D = -~

(2.1.19)
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et

x? = -(1 -u)

Avec les transformations précédentes, le nombre de Taylor est a

présent défini par :

4AQ, .

T=- -——— (R; - R;) (2.1,20)
yz

alors que les conditions aux limites g?écrivent :

v (D - a =-¢)v=D(D-a -o¢)vz=0enx-= 0 et 1 (2.1.21)

2.1.3 Méthode de résolution .
La technique que nous utiliserons pour résoudre (2.1.18)
(équation différentielle lineéaire du G6éme ordre avec un coeffi-

cient variable) est exposée en (63,1331 .

Elle permet d’obtenir une représentation intégrale de la solution
sans recourir A des fonctions d’essais ou & des développements en

série .

Son principe est le suivant :

- goit & résoudre l1'équation différentielle linéaire :
Lx Cy(x)]l = O (2.1.22)

- recherchons une solution de la forme :
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r
y = j Kix,t) v(t) dt (2.1.23)
B

avec K(x.t) donné et B, ,convenablement choisis

Pour que (2.1.23) satisfasse a (2.1.22),11 suffit que vit)

satisfasse & |l'équation intégrale suivante :

fr
J Lx [K(x,t)) v(t) dt = 0 (2.1.24)
B

Admettons qu’'il existe un opérateur différentiel M¢ tel que :
Lx [K(x,t)] = My EK(x,t)] (2.1.25)

L’ équation (2.1.24) s’'écrit alors :

r
I Me [KC(x,t)] v(t) dt = O (2.1.286)
3

En utilisant M., |l’opérateur adjoint de M, et

P(K(x,t) , v(t)),la forme bilinéaire associée & K(x,t) et

v(t),(2.1.26) devient alors

r . 2
I [K(x,t) My L[v(t)] + -- P(K(x,t) , v(t))] dt = O (2.1.27)
= ot

Si v(t) peut Btre pris tel que
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-

M fv(t)l =0 (2.1.28)
on pourra trouver une intégrale exacte de (2.1.27)
- r

P(K(x,t) , v(t)) = 0 (2.1.29)
B

Nous prendrons 3 et I' de fagon & satisfaire (2.1.29)
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CHAPITRE 2.2.

DETERMINATION DE LA TRANSITION .

2.2.1.Généralités

L’étude de la stabilité de .l'écoulement de Taylor-Couette
consiste & déterminer le comportement d'une petite perturbation
que nous superposons a l’écoulement initial

L'écoulement est stable si toute perturbation de la forme
(2.1.3) est #évanescente . Il est instable s'il existe un mode de
perturbation dont l1’amplitude reste constante dans le temps ou
croit . Dans ce dernier cas, le systéme s’écarte progressivement
de son état initial de maniére irréversible . [3,134]

Si nous <classons tous les états initiaux selon ce critére de
stabilité,la courbe séparant ces 2 classes d'écoulement dans
1’ espace des parameéetres (a, T,p’) qui décrivent le systéme
permanent,définit les états de stabilité marginale (ou neutre) du
systéme

L'’étude de la stabilité de 1’écoulement commence par le tracé
de la courbe de stabilité marginale . Pour cela,nous devrons
imposer la condition d’adhérence (2.1.21) a la solution de
1’ équation du mouvement (2.1,18) dans le cas d’une perturbation
stationnaire .

La détermination d’un critére de stabilité consiste alors &

fixer les 3 paramétres a,T,p’ et & faire wvarier ¢ ,dans le

probléme instationnaire
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Nous pouvons passer alors de 1'état stable & 1'état instable
lorsque o prend une valeur critique .

Nous dirons que I’instabilite apparalt pour cette valeur de ¢

dans 1’'écoulement défini par les 3 parametres précédemment fixés,
Il existe 2 types d’'états de stabilite marginale,selon la
maniére dont I"amplitude d’une petite ©perturbation croit ou

s'évanouit
Dans le cas ou la croissance (ou |'évanescence) est
oscillatoire, la transition (de I1"état stable a I1Tétat

instable),présente une fréquence caractéristique donnée

Au contraire,si la croissance (ou |l'évanescence) de I'"amplitude
de la perturbation est apériodique,la transition, qui fait
apparaitre des configurations d’écoulement stables,définit le

principe d’échange de stabilité

Ces 2 types de transitions coexistent dans I’ écoulement de

Taylor-Couette . £135,136,1371

2.2.2. Solution de 1"équation du mouvement pour la stabilite

marginale

Ainsi que nous I”avons indiqué au paragraphe précédent, la
stabilité marginale de |'écoulement est définie par la condition
de stationnarité de la perturbation (o = 0).

L' équation du mouvement (2.1.18) s'écrit alors :

~

o
[
W
<
n

-Ta (1 + a’x)v (2.2.0)
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Les conditions aux limites suivantes

2 2 2
v = D v = D(D - a Jv = 0 en x =

Il est utile de remarquer gque !

(91

En notant ;

1’ équation (2.2.1) pPeut &tre développée sous

Si nous cherchonsg une solution sous la forme
Ir ut
vix) = e v(t) dt
B
(ce choix est suggeré par le noyvau qui

transformation de Laplace).

La dérivée d’ordre i de v(x) s'écrira :

[T} j‘r i X t
v (x) = t e vit) dt
3 .

(déduites de

O et 1

ne peut #tre que négatir ou

la forme :

apparait

(2.1.21))

nul

(2.2.2)

o
(\N]
w

dans la



L’ équation

(2.2.3)
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devient alors :

ry & 2 4 4 2 [ 2
J [t - 3at + 3at - (a - Ta )1 e vit) dt ....
B3
4 rr‘ x t
- Ta « | X e  wvi(t) dt = 0 (2.2.6)
B
c'est-A-dire
Pr 6 2 4 4 2 & 2 ¥t
J (t - 3at +3at -(a -7Ta )l e vty «
B
2 Xt dV(t) 2 J‘l‘ d ¥t
+ Ta o e -- dt - Ta « -- le v(t)] dt = © (2.2.7)
dt B dt
Cherchons la solution v(t) de telle sorte que
6 2 4 2 6 2 2 dv(t)
(t -3a t + 3a t - (a - Ta )] v(t) + Ta o -- = 0 (2.2.8)
dt
(2.2.8) est une équation différentielle linéaire du ler ordre &

coefficients

La

par :

solution v(x)

constants dont la solution.tabulaire.s’écrit

? 2 s
t 3a t 4 3 . 2
(= ==+ ~=-u- T at+ (a - Ta )t
7 5
oo . ] (2.2.9)
2
Ta «

de |'équation du mouvement est alors donnée



7 2 3

' D 1 t 3a t 4 3 & 2

vix) = ] e expl- === (== - -—cno- + a t - (a - Ta )] (2.2.10)

i 2 7 5

. Ta «

Pourvu que

2 rr d x t

Ta o« J -- I[e v(t)] dt = 0 (2.2.11)

B dt

B et I' seront choisis de telle sorte que :

7 2 3
¥t 1 t 3a t 4 3 6 2
e expl---~- - ==+ - —at+ (a =~ Ta ) tJ = 0 (2.2.12)
2 7 5
Ta «
Dans le plan complexe de la variable t, tout contour

d’intégration, tel que :

Re [- -- + -——-=- —at + (a -Ta ) tl] = - w (2.2.13)

aux extrémités sera satisfaisant

Comme & 1’infini, le comportement du polynéme precédent est

déeterminé par le terme :



87

le ler contour d’intégration sera Ci (tig.2.b).

Le long de ce contour,avec la retation (2.2.10), nous Pouvons
écrire
7 2 3
[1] J" ¥t 1 t 33 t 4 3 IS z
v (x) = e expl---- (- -~ 4+ ____ —at + (a - Ta )tildt
(Cy Ta2 g 7 5 (2.2.14)

c’est~a-dire

(11 f+m i2n/7 i2w
v (x) = vg(x) - explxt e I MCt) expl---1 gt (Z2.2.15)
0 7
avec
7 2 S
J‘-«-m - 1 t 3a t 4 3 6 2
Vo (X)) = e expl---- (- ~- 4+ _____ -at + (a - Ta Jtldt
0 2 7 5 (2.2.16)
Ta «
7 2 S
1 t 3a t 10in/7 o Cin/7 . 2 2im/7
MUt) = expl-=-==(- —u 4 —____ e - at e + (a - Ta Jte ]
2 7 5

Ta o (2.2.17)

Des transformations trigonométriques @lémentaires conduisent &

écrire les deux premiéres solutions Sous la forme Suivante

+o
Vi (X)) = vo(x) - J‘ cos (M, (X, X)) N, (x,t) dt
0

f+o (
- Sin(M, (x,t)).N, (x,t) dt
0

[\
[\
—
(84

Va (x)
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Figure 2.b : Contours d'intégration dans le plan complexe
de la variable t .



avec
] 2 2 S 4 3
(a - Ta 2n 3a t 3 a t
M (X, ) = [x + —----m-wn-- It sin -- - ----- sin -- - ----
T2 7 2 7 2
Ta « 5Ta « Ta «
27
+ ——
=
& 2 3 7 2 E]
(a - Ta ) 2n t 3a t
Ny (x,t) = exp{lx + --=-=-==----- Jt cos-- - ~----- - mm--- cos
2 7 2 2
Ta « 7Ta « 5Ta «
4 3
a t Tt
+ =---- cos - }
2 7
Ta «
Le long du contour C. (fig.2.b),nous obtenons
(21 I+m 4in/7 4ir
Y (x) = vo(x) - explxt e } P(t) expl---1 dt
o 7
avec
7 2 3
i t 3a t 20in/7 4 3 &
P(t) = expl---- (- -= + -=--- e - at et?tr/7 4+ (a -
2 7 5
Ta o
4im/7
. e ]

(2.

[N

Ta ) t.

.19

N
N
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Les deux solutions,déduites de (2.2.21),sont :

-

+ @
Vs (X) = vo(x) = I cos (M2 (x,t)).N:(x,t)dt (2.2.23)
0
[‘+m
Ve(x) = = § sin (M2 (x,t)).N; (x,t)dt (2.2.24)
0
ol
& 2 2 s 4 3
a + Ta 47 3a t Tt a t 2n
Mz (x,t) = [x + =~-—----~ It sin -- + -=--- sin - + ---- sin -- +
2 7 . 2 7 Taz 7
Ta « 5Ta o
4
+ —- (2.2.25)
2
et
& 2 7 2 S
a - Ta 4x t 3a t 1
Nz (x,t) = expl{lx + -------- Jt cos -- - -=--- - —--=-- cos - +
2 7 2 2 7
Ta « 7Ta « 5Ta «
4 3
a t 2n
- ==-- €08 -- 1} (2.2.26)
2 7
Ta «

Les deux derniéres solutions s’obtiennent le long de C;y (fig.2.b)

ol nous pouvons écrire
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(313 §+m 6in/7
v (X) = vy - explxt e ] QCt) expl6in /71dt (2.2.27)
O
avec
7 2 3
1 t 3a t 30im/7 4 3 18in/7 s 2
Q(t) = expl-~=- (- == + =-=--=- e - at e + (a - Ta ».
2 7 5
Ta «
t expl6in/71 . (2.2.28)
Elles ont pour expressions :
J‘+m
Vs (X) = v (X) - cos (M3 (x,t)).Ns(x,t)dt (2.2.29)
o}
[‘+cn
Ve(x) = = J sin (Ms(x,t)).Ns(x,t)dt (2.2.30)
0
ol
- 2 2 S 4 3
a - T a b n 3 a t S x a t 4n
Ms(x,t) = [X + ~===--w--- It sin -- + -=---- sin -- - -~-- s5in -~-+...
2 2 2 7
Ta & 5Ta « Ta «
[S3; 3
+ -- (2.2.31)
7
& 2 7 2 3
a - Ta 6x t 3a t Sn
Ns(x,t) = exp{lx + -------- It cos -- - -=---- - mem-- cos -- +
2 7 2 2 7
Ta « 7TTa o 5Ta «
4 3
a t 4n
- =--=-- c0s -- 1} (2.2.32)
2 7



La solution générale de 1" équation du mouvement (2.2.3) egt
une combinaison lindaire de ces 6 solutions qui sont linéairement

indépendantes (cf.para.2.2.3).

Par’ ailleurs, tout autre contour d’intégration dansg le plan
complexe de la variable t,satisfaisant & J]a condition (2.2.13)
est une combinaison lindaire de C, , C. et C;

2.2.3. Calcul numérique de la solution

Les conditions aux limites (2.2.1) definissent un probléme
aux valeurs propres .

I'l s’agit donc d’écrire ce systéme de 6 édquations algébriques
homogénes,qui ne sera soluble que si son déterminant est nul
Les 6 solutions precédemment determinées se calculent
numériquement
Ce calcul peut sembler a priori laborieux,mais quelques remarques

judicieuses rendent la tdche relativement aisée

a).Les solutions ont une expression similaire
En effet,vs(x) et Ve (X) se déduisent de v, (x) et vaix) A 1Taide

des substitutions sSuivantes

2n 47

- par --

7 7

3n by

-~ par ~ (2,2.33)
7 7

n 2

- par -
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De mé&me, vs (X) et v.(x) se déduisent de v; (x) et vz (x),a |'aide

des substitutions suivantes

- 2n [S%4
-- par -
7 7
3rn 57
-- par -~ (2,2.34)
7 7
14 47
- par --
7 7

b). 1l n’est pas nécessaire d’exprimer les diverses dérivées

des solutions tant dans le calcul du déterminant gue dans celui
du wronskian .

En effet,si nous notons :

f+m r+m
vi(x) = J 1 dt - J A, dt
) 0 (2.2.35)
r+m
v (x) = - J B, dt
o

Nous pourrons écrire les dérivées d’ordre i de v.(x) et vz (Xx) de

la maniére suivante :

(i) I+m +m
D V](X) I dt - A) dt
0 0

(i) I+m
D ve (X)) - D B, dt
0
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(i 1) (i
ol les D I . D A, et D B, sont donneées par :
(i
v D I = t+ 1 (2.2.37)
27 2
DAy, = - t sin -- B, + t cos -- A,y
7 7
(2.2.38)
27 Z2n
DB, = t sin -- Ay + t cos -- . B,
7 7
De méme
2T 2n 27 2n
DZA, = (cos? -- - gin? --)t*A, - 2sin -- cos -- t2B,
7 7 7 7
(2.2.39)
2 2n 2n 21
D2B, = (cos? -- - sin? --)t?B, + 2sin -- cos -- t?A,
7 7 7 7
27 2n 2n 27 in
D3 A, = (- 3cos? -- sin -- + sin® --)t3B, + (cos® -- 3sin® --
7 7 7 7
2n
. COS —--)3A,
7
(2.2.40)
2n Z2n 2n 27
D*B, = (3cos? -- sin -- - sin® --)t%A, + (cos® -- - 3sin®
7 7 7
2r
. cos --J)t3B,
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2nr 2n 2n 2n 2n
D*A, = (cos* -- - Bsin? -- cos? -- + sin* --Jt*A, + 4(sin® --
7 7 7 7
. 2n 2n 2n
cos -- - ¢os® -- sin --)t*B,
7 7 7
(2.2.41)
2rn 2n 2rn 2n
D*B, = 4(cos3® -- sin -- - gind® -- cos --)t*A,
7 7 7 7
2% 2n 27 ;3
+ (cos* -- + sin* -- - Bsin® -- cos? --)t*B,
7 7 7 7
Et enfin
2 2n 27 2r 2n
D*A, = (cos® -- - 10cos® -- sin? -- + 5sin* -- cos --)t%A, +
7 7 7 7 7
2 2n 2n 2 21
+ (- sin®* -- + 10 sin® -- cos? =-- - 5cos* -- sin --Jt3B,
7 7 7 7 7

Zn 27 2 27 27
D*B, = (sin% -- - 10 sin® -- cos? -- + B5cos®* -- sin --)t3A, +
7 7 7 7
2n 2n 2n 2n 2%
+ (cos® =-- - 10cos® -- sin? =-- + 5gin* -- cos --)t3B,
7 7 7 7 7

Les 4 autres solutions et leurs dérivées s’expriment par des
relations similaires & (2.2.35) et (2.2.36),en tenant compte des

substitutions mentionnées en (2.2.33) et (2.2.34),
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c). Les intégrales apparaissant dans les expressions des
solutions convergent treés rapidement,aussi toutes les méthodes
classiques d’intégration numérique (trapézes,Simpson,...) peuvent
Btre ut;lisées
Il ne sera donc pas nécessaire de porter trop loin la borne
supérieure des intégrales, ce qui réduit sensiblement le coiit de
l1"opération .

La seule précaution a prendre est de placer cette borne au-deiga

de la plus grande racine réelle du polynéme suivant

—— e mmeme + attd - (a* - Tai)t = (2.2.43)

2.2.4 Détermination du nombre de Taylor critique
Le probléme aux valeurs propres (2.2.2) exprime une relation de

la forme :

Fta,T) = 0 (2.2.44)

Les paramétres a et T étant des réels positifs

L’ensemble des couples (a,T) satisfaisant a (2.2.44) détermine

la courbe de stabiliteé marginale .

En général,il existe une infiniteé de couples (a,T) répondant &
cette condition . Cependant,c’est le mode d’instabilité minimum

qui est le plus importantt*car c’'est lui qui apparait en premier
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Nous pouvons le déterminer & partir de la courbe de stabiliteé
marginale, sur laquelle la valeur unique a. correspond a la valeur
minimale de T . Ce minimum définit le nombre de Taylor
critique,T: .

Les figures (2.c) et (2.d) représentent les courbes de stabilité
marginale pour p’= 0 et p’'= -1,respectivement .

Il apparait que nos reésultats concordent avec ceux publiés & ce
jour . Ainsi,DAVEY et Co. [(70)] donnent T. = 3389.9,
SCHLICHTING (1381 : 3416 et KRUEGER et Co. [65]1 : 3390.1,

pour u' = QO

Nous avons déterminé le graphe de la courbe de stabiliteé
marginale pour d'autres configurations d'écoulement
Nous ne présentons que le tableau (2.x) qui donne les nombres de
Taylor c¢critiques et les valeurs correspondantes de la longueur
d’onde,afin de ne pas alourdir le texte .
Une synthése des résultats est présentée par DRAZIN et REID
(1391

Nous avons egalement tracé les courbes (2.e) et (2.f) qui
representent la variation de log(T.) et de 2n /a. en tonction de
', respectivement .
Elles montrent que, lorsque p’ tend vers 1,(la vitesse angulaire
du cylindre intérieur Q, tend vers zéro,en restant supérieure a
Q2),

- le nombre de Taylor critique décroit rapidement et log(T:)

tend vers 3.23



98

- le nombre d’onde critique décroit également et tend vers 2.0

Ces résultats sont en bon accord avec <ceux obtenus par

CHANDRASEKHAR [31
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u’ ac ac2 Te Te 2
1.00 3.12 3.12 1708.0 1707
0.00 3.12 3.12 3390.3 3389

-0.25 3.13 3.14 4462.5 4460
-0.50 3.20 3.20 6414.8 6412
-0.75 3.38 10531

Tableau (2.
Concordance de nosS résultats avec ceux de CHANDRASEKAR
nombre de Taylor et la longueur d’onde c¢ritiques,pour

valeurs de u'.

pour le

diverses
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Figure 2.f : Variation du nombre d'onde-critique en fonction de )L'
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CHAPITRE 2.3

STABILITE ET CHAMP HYDRODYNAMIQUE .

2.3.1. Solution de 1’équation du mouvement en regime

transitoire .

En régime transitoire (¢ 0),il est intéressant d’opérer une

translation de 1’origine du systéme de coordonnées au centre de

la cellule .

L*'équation du mouvement (2.1.18) s’écrit alors sous la forme

suivante : [31

(D& - a2 )(p2 - zz - 6)* v = - Ta?(l - E'x)v (2.3.1)

et la condition de non-glissement (2.1.21)

v = (D2 - a2 - 45) ¢ = D(D* - az - ) v = 0 on x = -1/2 et 1/2
(2.3.2)

ou4 les paramétres €' et T sont définis par

1 -
€' = 2 ——eu-o
1 +
(2.3.3)
T == (1 + ) [---cmmmee____ 1
2 Vz

toutes choses restant égales par ailleurs

En développant (2.3.2),nous obtenons :



{ De -~ (3az2 + 2 ¢)D* + (3a% + 0¢)(a? + ¢)D* - [a?(as + ¢z -

Taz]l - Ta® €’x } v = 0 (2.3.4)

L' équation (2.3.4) est similaire & celle du mouvement en
régime permanent : (2.2.3).
Nous pouvons alors écrire sans calcul,des expressions analogues a
celles obtenues au paragraphe (2.2.2),pour les 6 solutions de
(2.3.4).

Ainsi,les 2 premiéres solutions s’exprimeront de la maniére

suivante :

{+o
Vi(X) = Vo(x) - J cos(M; (x,t)).N; (x,t) dt (2.3.5)
0
{‘+m
Vaess = - ) mINGM.(x, £))0N, (x,£) dt (2.3.9)
0
avec
J‘+cn 1
Vo (x) = e*t expl----- . S(t)ldt (2.3.7)
0 Taz g’
t? (3a2 + 2¢)t® (3a2 + ¢)(az + o)t
S(t) = - ~- + ----commmmm ittt + [aZ(az +...
7 5 3
+ )2 - Tazl) t (2.3.8)
2n (3a2 + 2r) 3n n 2n
M, (x,t) = K(x,t)sin == =~ =-c-eceea-- t* sin -- - E(t) sin - + -~
7 S5Taz g’ 7 7
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2r 1 7 (3a* + Z2Z0)
N, (x,t) = explK(x,t)cos -- + —-==== (= == = ====-=="-< 1A
7 Taz g’ 7 5
° 3n T
. cos --) + E(t) cos -1 (2.3.10)
7 7
(a2 (a? + o) - Ta?]
K{x,t) = { X + -——-=---—=-==-=-===--< Y .ot (2.3.11)
Taz €’
(3a2 + o¢)(a2 + o) t3
E(t) = ———==-==--==-=-—=-====-= (2.3.12)
Ta2 €’
Les 2 solutions suivantes étant donneées par :
j‘+m
Vs (x) = Vo (X)) = cos (M, (x,t)).N2(x,t) dt (2.3.13)
0
j‘-ﬁ-m
Ve (x) = - sin(Mz (x,t)). Nz (x,t) dt (2.3.14)
0
ot Mz (x,t) et Na(x,t) se déduisent de M, (x,t) et N{(x,t) par les
substitutions (2.2.33)
Les 2 derniéres solutions gquant a elles,s’écrivent @
3‘+m
Vs (x) = Vo (x) = cos(Ms (x,t)).Ns(x,t) dt (2.3.15)
0
j+m
Ve (x) = - sin(Ms (x,t)).N3(x,t) dt (2.3.169

Q
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Ms (x, t) et N; (x,t) se déduisant de M, (x,t) et N, (x,t) par les

substitutions (2.2.34).

-

2.3.2 Critére de stabilité de 1'écoulement

L’étude de la stabilité consiste & prédire d’une part la
croissance ou |'évanescence de l'amplitude de la perturbation qui
a eté superposeée & l'écoulement de Couette et d’autre part,la

variation du taux de croissance des tourbillions,eo,en fonction des
parametres du probleéeme (a,T),pour une configuration d’'écoulement
donneée

Compte tenu de la forme choisie pour la perturbation
(2.1.3),1le caractére stable ou instable de |’'écoulement sera
determiné par le signe de la partie réelle de o .

Par ailleurs,les perturbations étudiées sont supposées si
petites qu’elles n’ont aucun effet sur l1'écoulement sous-
jacent,contrairement aux théories non-linéaires qui considerent
que 1’amplitude de la perturbation, par suite de son
amplification, peut devenir si importante qu’il s'établit un
transfert d’ énergie, de l1”écoulement sous- jacent vers la

perturbation

Ainsi,l’hypotheése formulée par la théorie linéaire n’est valable

qu’au voisinage de la transition,[140,1411 .

Effectivement, les résultats expérimentaux de DONNELY et SCHWARTZ
(95) concordent si bien avec les calculs de ROBERTS (1421,qu’ils

concluent a la validité des théories linéaires
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Sans restreindre la généralité de 1’'étude, nous pouvons nous

timiter au c¢cas des systeémes dont le cylindre extérieur est
maintenu fixe (u'= Q).
Ainsi gque nous l*avons indiqué au paragraphe (2.21),le

principe de détermination d’un critére de stabilité est de faire
apparaitre les tourbillons de Taylor & l’extérieur de la courbe
de stabilité marginale .

Pour un tel couple (a,T),nous devons donc trouver le reéel
g,solution du probléme aux valeurs propres (2.3.2),c’est-a-dire
celui qui annule le déterminant correspondant, pour ies solutions
déterminées au paragraphe précédent .

Le calcul numérique des intégrales qui interviennent dans
|'expression de ces solutions est effectué en tenant compte des

remarques formulées au paragraphe (2.2.

w

)

Ce calcul a donné un signe unique & o, pour les couples (a, T
situés du mé&me coté de la courbe de stabiliteé marginale .

Ayant obtenu des valeurs positives pour ¢ dans le domaine
supérieur,et des valeurs négatives dans le domaine inférieur, nous
déduisons que 1'écoulement est instable dans le premier cas ou
que les perturbations correspondantes sont supercritiques, et
stable dans le second cas (perturbations‘subcritiques),(fig.2.g),

en accord avec les résultats antérieurs .
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2.3.3 Loi de variation du taux de croissance des tourbillons
D'apres la théorie de Landau [1,2]),ie champ de vitesses des
perturbations & un écoulement plan pour des nombres de Reynolds

R, peut s’écrire de la maniére suivante

vir,t) = A(t) f(r) (2.3.17)

ot f(r) est une fonction des coordonnées

La croissance de A,quant & elle,est décrite par une équation

de la forme :
______ = T b. A 2o (2.3.18>»

Ayant développé ¢ en série de (R - Rc),LANDAU déduit alors
une relation de proportionnalité entre ¢ et (R - Rc).
Dans le cas de l1’écoulement de Taylor-Couette, les travaux
théoriques de STUART {1411,WATSON (681 et DAVEY (681 montrent que
1’ équation (2.3.17) peut Btre wutiliséejet du tait de la
proportionnhalité des nombres de Taylior et de Reynolds

(2.1.20),1a relation proposée par LANDAU s'écrit alors :

¢ = constante x (T - T¢) (2.3.19)
Qutre la relation ¢(T),ROBERTS [142] montre que la loi a(T) est
également lineaire .

La détermination de la constante apparaissant dans
(2.3.19), pose le probléme important de la direction le long de

laquelle la longueur d’onde doit-8tre choisie
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Les travaux de DONNELY et SCHWARZ [95]1 et ceux de ROBERTS [142]l
montrent que la variation de a autour de la transition est
négligeable;aussi, pouvons-nous maintenir a constant et égal & sa
valeur. critique, (a, = 3.12) dans la vérification de la loi de
LANDAU
Les résultats de nos calculs, (tableau 2.8) conduisent & écrire

¢ = 13.10 (1 - T. /T (2.3.20)
Cette relation est A& rapprocher de celle établie par DAVEY
[691,qui a obtenu une constante égale & 13.01 dans une loi
similaire

La figure (2.g),qui illustre nos résultats,appelle les

o

remarques suivantes

- dans la région supercritique,la loi (2.3.20) est respectée
avec une précision de 0.8 pour cent pour des valeurs du nombre de
Taylor inférieures & 3490 . Cette précision va en diminuant,du
fait que les phénpoménes non-linéaires ne peuvent plus @&tre
negligés [42]) .

En outre,MEYER (1431 montre que la variation de la longueur

d’'onde doit-8tre évaluée simultanément

- dans la région subcritique,les valeurs de ¢ s'écartent
périodiquement de la droite (2.3,20),.
L’existence d'une partie imaginaire dans l’'expression de o pour
des perturbations subcritiques,suggérée par DONNELY et SCHWARZ
(95]), contrairement aux conclusions de YIH (135,136] fut démontrée

par DI PRIMA et HALL (1371 . Elle explique ce phénoméne
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2.3.4 Champ hydrodynamique

A la premiére transition,SNYDER [97] montre que dans une
approche non-lindaire, il est possible d’obtenir diverses
longueurs d’ondes axiales a partir d’une méme contiguration
d’écoulement . Dans le cas de cylindres infiniment longs,une
infinité de longueurs d’ondes axiales peut Btre obtenue selon
les processus d'amplification des instabilites [144) .
SNYDER prouve alors que la longueur d’onde est wuniguement

determinée par les conditions initiales (chap. 1.1) .

Du fait de 1'hypothése de linéarité de notre étude,le probléme

de la multipliicité des étatg d’écoulement stables ne se pose pas.

Compte tenu en outre de l'expression (2.1.3) donnée aux
perturbations,la détermination du champ hydrodynamique dans la
cellule (probléme aux valeurs propres) est effectuée sur

l'écoulement stationnaire

A la transition, la solution générale de ce probléme est une
combinaison linéaire des 6 solutions obtenues au paragraphe
(2.2.3)

vix) = F', wv;(x) i =1,2.....,6 (2.3.21)
Le calcul algébrique conduit pour p' = 0 aux valeurs suivantes

pour les constantes :

F'y =1

F'; = - 6.104



a T o
_______ T T  hisee T T Tolses
3470.0 0.309
3460.0 0.270
3450.0 0.232
3440.0 0.194
3430.0 0.156
3420.0 0.117
) 3410.0 0.079
3399.0 0.036
3389.4 0.000
3389.0 -0.002
3385.0 -0.017
3379.0 -0.041
3375.0 -0.058
3370.0 -0.075
3365.0 -0.094
3360.0 -0.114
3355.0 -0.134
3350.0 -0.153
3345.0 -0.17z2
3340.0 -0.192
3335.0 -0.211
3330.0 -0.250
3320.0 -0.270
3315.0 -0.289
3310.0 -0. 308

Tableau (2.8)
Valeur du taux de croissance des tourbillons pour divers nombres

de Taylor .



113

0,3

02

0.1 =

11 ]
3290 © 3340 Te 3440

0.1

0.3 -

Figure 2.g : Illustration de la loi de Landau
Q= c(l - Tc/T)
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F'y = - 5.407

F'e = - 4.964
- F's = 0.016

F'e = - 0.039

Le tableau (2.7) montre que

ceux de DAVEY [68] .

Les c¢champs de vitesses radiale et axiale et de

calculés & vpartir de la solution precédente par

déduites des transformations des équations de Navier-Stokes
conduisent & 1'équation (2.1.18) [3]
Ainsi :
(D2 - a?)
u(x) = - =—===—===-- vix)
2 T a2
Du(x)
Wi(X) = = —----~-
a
Et
(D2 - a*)
p(x) =2 P --==—-=--- Ducx)
az

Les courbes de variation de v,u,w,p, et E. (énergie

cinétique),aprés normalisation sont représentées sur
figures

(2h.2i,23,2k,21) respectivement

pression

les

les

[y
W
o
W]

nos résultats sont en bon accord avec

sont

relations

qui

(2.3.23.b>



X Vo VN
""""" 050 eo00 o000
-0.45 0.144 0.143
-0.40 0.288 0.288
.~0.35 0.431 0.431
-0.30 0.569 0.568
-0.25 0.695 | 0.685
-0.20 0.806 0.808
-0.15 0.895 0.894
-0.10 0.958 0.857
-0.05 0.994 0.993
0.00 1.000 0.999
0.05 0.977 0.976
0.10 0.927 0.9285
0.15 0.853 0.862
0.20 0.758 0.757
0.25 0.646 0.646
0.30 0.524 0.523
0.35 0.394 0.394
0.40 0.262 0.262
0.45 0.130 0.130
0.5 0.000 0.000

Tableau (2.1
Concordance de nos résultats avec ceux de DAVEY [70] pour le
champ des vitesses tangentielles normalisees du mouvement

secondaire .
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Figure 2.h Champ des vitesses tangentielles normalisées du

mouvement secondaire
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Figure 2.1 Champ des vitesses radiales normalisées du

mouvement secondaire.

XY



w
118
1 |-
0 ! ' >
1
- 0.5 0 0'5 x
-1

Figure 2.J : Champ des vitesses axiales normalisées du mouvement
secondaire .
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Figure 2.k : Champ des pressions normalisées du mouvement secondaire
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Figure 2.1 : Champ des énergies cinétiques normalisées du mouvement

secondaire
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CHAPITRE 2.4.

AFPLICATION DE LA METHODE A LA DEUXIEME TRANSITION

2.4.1 Equations du mouvement .

Les résultats satisfaisants obtenus dans |"2tude
précédente, nous suggérent d’appliguer notre méthode & la Zéme

transition .

Le mouvement est décrit par un systéme d’équations établies de la

mé&me manieéere que pour la premiére transition

Considérons wune petite perturbation de la forme suivante,dans
un systéme de <coordonnées cylindriques définies comme au

paragraphe (2.1.1) .

ve = v’ (r?) . etiwt + w9 ki (2.4.1)

avec des expressions similaires pour les autres composantes de la

vitese,et pour la pression

En théorie linéaire,le systéme d’'équations de Navier-Stokes et
de cohtinuité,appliqué au champ résultant de la superposition de
I’ écoulement de Couette (2.1.1) & la perturbation précédente,se

réeduit au systéme suivant, dans }'"approximation de I1’entrefer

étroit
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LDz - &%) U'(x) = - a2 T [1 - (1 - s)x] V'(x)
(2.4.2)
L V'i{x) = U’ (x)
muni des conditions de non-glissement sur les parois des
cylindres
d U’ (x)
U(x) = V'(Xx) = —-—=-=-== = 0 en x = 0 et x = 1 (2.4.3)
dx

ol on a posé

Xx = (r - Ry)/d

D = d/dx (2.4.4)

L = D2 - a2 - i { ¢ + KT (L - (1 - srxl}
Les grandeurs a,T,o,k et s sont des constantes |idées a

l|"écoulement et données en [65,72,145]
Le systeéme (2.4.2),associé aux conditions (2.4,.3),définissent
un probleme aux valeurs propres de ia forme

F(u',a,k,e,T) = 0 (2.4.5)

La stabilité marginale,définie par la nullité de la partie
imaginaire de ¢ se détermine de la mani@re suivante :

~ pour une configuration d'écoulement donnée, (W’ tixe),il
s'agit de trouver la plus petite valeur réelle positive de T.pour
tout réel a > O,et pour tout réel k z O,pour laquelle l1'equation

(2.4.5) admet une solution avec Im(g) = O
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Cette wvaleur de T,Te(p’) est la valeur critique du nombre de
Taylor,pour la configuration choisie .

L'étude de la stabilité de 1’écoulement peut Btre menée sans
grande difficulté,(142) mais 1'utilisation de changements de
fonctions et de variables approprieés,dans l'appltication de notre
méthode,met en évidence des propriétés nouvelles de 1'écoulement

de Taylor-Couette .

2.4.2 Transformation des equations du mouvement
Posons :

C =1k \T (s - 1)

si nous cherchons une solution de la forme

B Iﬂ
Ur (x?) = j UCt) et*  dt ; V?(x') = Vit) et dt (2.4.7)
& [+ 4

ol « et B sont des constantes que nous devrons déterminer,le

systéme (2.4.2) devient :

IB IB d ia® d
by (t)Y et dt + {C == [(a? - t2)et*’ UY(t)l - --- CdT --
oL & dt k dt

fet*" V(t)1} dt = 0O
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JB 8 d
Iz Ct) ttx" dt - C == [et*" V{(t)]l dt = © (2.4.8)
x x dt
ol )
d a: JrT
Iy Ct) = [C(t?2 - az2)-- + ¢4 - g2tz 4+ 2] Uct) + ----- {ic -- + ...
dt k dt
- (o5 - ia2)] V(t)
(2.4.9)
et
d
Iz (t) = (C == + £2) V(t) - U(t)
at
Cherchons une solution telle que :
I, (ty = 0O : I.C(t) =0 (2.4.10)
Pour ce faire,effectuons le changement de fonctions suivant
UCt) = expl- t3/3Cl.f(t) : V(t) = expl- t*/3Cl.g(t) (2.4,11)
(2.4.10) devient alors :
kC d 2kCt d
[--~-- (t* - a2)-- + =--w-- Jt(t) = [-ic -- + o + i(t* - a?)lg(t)
a? T dt az 4T dt
d g(t) (2.4.12)
f(t) = C -=----

en posant



et avec le changement de variable :

suivi du changement de fonction :

1 7 ic
glty) = expli- - J (-- 7 (y2 - 1) dyl.h(y)
2 Ma

le systeme (2.4.12) se réduit a l’équation suivante

d?2 h(y) d h(y) o ia®
(1 - y*)-=----- - 2y =------ + h(y) (- - === (1 - y*)
d y? d y r r
CZ
+ —mmmm - ] = O

2.4.3 Interprétation .

L’équation (2.4.16) est une équation d’onde

[146 & 1481 .

Elle gouverne les projections de 1’équation d’'onde

A h(y) + b? h(y) = 0

sur les axes €(direction radiale) et ¥ (direction

d’un systéme de coordonnées sphéroidales .

+

(2.,4.13)

(2.4.14)

(2.4.15)

(2.4.167

sphéroidale

(2.4.17)

tangentielle)
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La transformation d’un systéme d’équations decrivant
|?écoulement d'un fluide incompressiblie en cette eéquation d’'onde

sphéroidale qui traduit un phénoméne de propagation dans un

milieu élastique montre qu’'il est possible de b#&tir une
similitude entre 1"écoulement de Taylor-Couette et des
eécoulements compressibles . [149]

Le succés de 1'élaboration de cette similitude aurait deux
conséquences essentielles :

- elle permettrait de construire une nouvelle classe de
solutions exactes du probleéme de Taylor-Couette : les solutions
compressibies

- comme 1'expérience de Taylor-Couette est plus aisée a
produire, i serait possible de simuler certains phénoménes
compressibles dans une cellule de Couette
Ce résultat tend & confirmer ceux de GREENSPAN (1501 qui avait
établi wune équation identique pour décrire la rotation d’un
liquide incompressible d’une part,et le mouvement non-tournant

d'un fluide stratéfié,d’autre part .



TROISIEME PARTIE

PREMIERE TRANSITION EN PRESENCE DE PARTICULES SPHERIQUES

RIGIDES
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INTRODUCTION .

La présence de particules sphériques dans |’'écouiement a pour
effet de modifier le champ hydrodynamique et le comportement

rhéologique du fluide .

Dans les chapitres qui suivent,nous menons dans |’hypoth&ése d’un
eécoulement rampant sur les particules,

- un calcul de la perturbation au mouvement secondaire due aux
sphéres

- un calcul de la loi de variation du nombre de Taylor critique
en fonction de la concentration dans ie modéle newtonien en
régime des tourbillons de Taylor

- une étude de la premiére instabilité en tiuide de

Binghamjcelui~ci décrit le comportement de la suspension a grande

concentration .

Nous nous limiterons aux suspensions homogénes de particules

rigides ayant un diamétre petit devant i'entrefer de la cellule .
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CHAPITRE 3.1.

CHAMP HYDRODYNAMIQUE DANS UNE SUSPENSION DE PARTICULES

SPHERIQUES EN ECOULEMENT DE COUETTE

3.1.1 Champ hydrodynamique autour d’une particule placée au
centre de la cellule .

Le champ hydrodynamique autour d’une petite sphé&re de rayon
b,placee au centre d'une cellule de Couette se calcule en
repoussant aux infinis, les cylindres, du fait des dimensions
relatives de la particule

Cette opération revient a assgsimiler les cylindres a des plans.
L'écoulement de base est alors celui de Couette plan

= - >
Dans cette opération,les axes de coordonnges €, 4 €8 et e,

>
(fig.3.a) s’identifient aux coordonnées cartésiennes e..,e, et

>
e; ,respectivement (fig. 3.a),et si nous faisons tendre r Vers
1'infini dans 1’expression des relations (2.1.2),le champ des

vitesses de 1’ écoulement de cisaillement en l1’absence de la

particule s'écrit :

> >
V = Ax'. ey (3.1.1)
La perturbation a cet écoulement,dilie &4 la particule peut se

calculer alors,entre autres méthodes (151 a 1531,de la maniére -

suivante :



-}
- la vitesse est décomposée en 2 champs élémentaires,V;, t(symétriqgue)

>
et V., (anti-symétrique),ci-dessous :

> A - A >
V, = - y'e, + - x'e, (3.1.2)
- A * >
V2 = = - Y,Eu + - x’ey (3.1.3)
2
-

La perturbation a V. est donnée par LANDAU et LIFSCHITZ (2].et

celle a V,,par FORTIER [1541 .

Par rapport & des axes liés & la particule, la superposition des

deux perturbations précédentes conduit a la solution suivante

- 5 b3 b3 y bSs b3 > 5 bs b3
v'= [- x*y (-=- = ==) = = (== = =-=2)) A e, + [- xy* (-=- - -=-) +...
2 r’ r® 2 r*® r3 2 r’? rs
bs b3 3 5 b3 b3 >
- - (-- - ==-)]1 A e + - xyz [-- - --1A e, (3.1.4)
2 r3 rs r’? r?

avec

r = J(x2 + y2 + z2)
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La pression est donnée par 1'équation de Stokes

Il faut noter que la particule subit,en plus de cette

+
translation,une rotation autour de e,,de module :

A
= - (3.1.5)
2
De sorte que le champ des vitesses totales aura pour
expression
= 5 bs b3 A bs - 5 bs
vl = [ A(~- - -=)x%*y - - -- yle, + [Ax + - A(-- +
2 r? rs 2 r3 2 r’
b3 A b3 1) b3 b3 >
= ") yix - - -- xley, + =~ A(-- - --)xyz e, (3.1.6)
rs rs 2 r’? rs

Le tracé des lignes de courant correspondantes indique que
|’ écoulement est radial au loin,et que les tubes de courant sont
des cdnes de révolution . [153]

Pour une  particule placée en un point M,de coordonnées
(Xu,y¥Yn,2n),différent du centre de la cellule,mais @éloigné des
parois,les expressions précédentes restent valables, &4 condition
de remplacer X,¥Y,2 par (x - Xn),(y - ¥Yun) et

(z - zw),respectivement .



. . e
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ment d
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3.1.2 Effet de proximité des parois

Lorsque la position de la particule dans

suffisamment proche de I’une des parois pour

la cellule est

gue |"effet de

celle~ci ne puisse plus Etre négligeé,la modification du champ

peut &tre calculée par la méthode des images

Notant v,V et v, les composantes

-

{1551
_:..
de v', (paragraphe

3.1.1),le champ Q",calculé en tenant compte de

l'une des parois est donné par

av'. Xx* ap’
v, = v, - 22X ---- + == ===~

oX TR B

av’, X% ap’
vy = - v', - 2 ===~ + -- ---
oY TR 3%

AV’ x? Jp’

v, = - y', - 2Xx --~-=- + -- ---
oz B oz

apv au’?

p" = pl + 2% === = 4p ---

X X

Ce phénoméne du second ordre sera neégiigé dans

calculs

3.1.3 Effet d’'interaction hydrodynamique

Dans le cas d’une suspension concentreée

la proximite de

la suite de nos

(distances réduites
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entre les particules),les perturbations précédentes vont se
superposer par linéariteé [153,156,1571

Considérons 2 sphéres isolées dans !'écoulement
Autour de chacune d’elles,se développe un champ de taux de
déformations €',.,superposé au champ initial €¢%,.,de sorte que la
seconde sphére sera soumise & €°,, + €',,
Cependant, la premiére sphére,qui est elle-méme soumise & un champ
supplémentaire é’..,dﬁ a4 la deuxiéme spheére,développera une
nouvelle perturbation €",.,afin de satisfaire a4 |'équation de
continuité
De cette maniére, nous obtiendrons une seérie de champs
€42,€"4a,...,de plus en plus faibles,pour chaque paire de
sphéres ,composant la suspension .
Le champ initial s'obtient par intégration sur toutes les
positions possibles de la seconde sphére,pour une position donnge
de la premiére .

VAND, [153],qui a effectué <ce calcul pour 1" écoulement de
Couette plan,obtient les résuitats suivants

- les termes de rang impair dans la série préceédente sont
nuls

- au second ordre, le champ €",, apres intégration dans un

volume de suspension de concentration ¢ donnée,a pour expression

€E".a = Qc €°%,4 (3.1.8)

avec
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39
Q = -- (3.1.9)
64
- a4 1’ordre n,le champ est proportionnel & la concentration
et au champ d’ordre (n - 2)
gtr? = Qe € - 20 (3.1.10)

La série obtenue converge alors vers :

e__:en (1 $ m e ) (3.1'11)

qui est l’expression du champ total .

3.1.4 Effet de collision des particules .

Un autre phénoméne important & prendre en compte dans une
suspension est celul des collisions entre les particules .
Pour wune suspension formée de sphéres de méme diamédtre d.si
nous supposons que 2 particules puissent se rapprocher le long
d’une ligne de courant sans la perturber, et entrer en

collision, le nombre f de collisions par particule et par unité de

temps est donné par VAND [(1531,sous la forme :

8c A

f = ---- (3.1.12)

T



ol ¢ est la concentration de la solution en particules
Les 2 sphéres forment alors un doublet qui tourne autour de

]’axe @z,avec une vitesse angulaire constante :
Qo = - (3.1.13)
2

Les 2 spheres se séparent de nouveau lorsque le doublet
atteint la position symétrique par rapport au plan (0,y,2) du
point de contact initial .

Dans le cas o la suspension contient des sphéres de diametres d,
et ds;,et que les collisions ont lieu dans les mémes conditions
que ci-dessus,le nombre de collisions f,2.,5ubies par une sphere
de l'espéce (1) avec les sphéres (2),est donnée par une relation

analogue & (3.2.12) sous la forme :

(d, + dz)>3
flz S mmommeEss Ca A (3.1.149
3
n d,
c»,désignant la concentration en sphéres de |'espece (2)

La fréquence de collision,F,est le nombre de collisions subies

par l'ensemble des spheéeres (1),c’est-a-dire f,2n, . Elle s'écrit
2 2
24A Cy Cz (dj + d2 )3
F = === {-=- + == 4 =—-—-e---==-- Je, ¢ (3.1.15)
n? 3 3 3 3
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De (3.1.15) se degduit la concentration c¢' de la suspension en

doublets

2 2 dl d2

¢! = 8c, + Bca + (1l + -=)3% + (f 4+ -=-) (3.1.16>
d: 3
d,

Les relations ci-dessus montrent d'une part, la forte
dépendance de la viscosité au phénoméne de collision des
particules,méme A& faible concentrationjet d’autre part que la
concentration en doublets c’,est minimaie pour d, = d,,c’est-a-
dire que la concentration en doublets est accrue par

1utilisation d’une suspension composee de sphéres de diamétres

différents .
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CHAPITRE 3.2.

PERTURBATION AU MOUVEMENT SECONDAIRE DUE AUX FARTICULES

3.2.1 Equations du mouvement

Supposons le rayon b de la particule suffisamment petit pour
que l'effet de courbure pPuisse @&tre néglige et gu’ainsi, la
particule ne puisse developper un sillage dans notre écoulement
laminaire . Les termes non linéaires des tquations de Navier-

Stokes peuvent alors 8tre négligés (1581}

La perturbation apportée &4 |'écoulement du tourbillon de
Taylor par la particule obéira a 1'équation de Stokes
+ >
Vp's = g av, (3.2.1)
Cette équation concorde d’ailleurs avec 1”hypothése de
|’ écoulement rampant, émise dans l’introduction de la troisieéme

partie du mémoire .

Les équations de Stokes sont en effet les seules a décrire un
mouvement compose d’'une translation et d’une rotation £1591;1a
résolution des équations de Navier-Stokes,conduisant a des
mouvements secondaires,centrifuges au voisinage de |'équateur et
centripétes aux psles {160,1611

Les équations de Stokes ci-dessus sont associsges a l"équation de

continuité,d’une part
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7. v', =0 (3.2.2)

et a la condition de non-glissement du fluide sur les parois

solides,d’autre part :

.;.
'y = 0 sur (58) (3.

.
w

Ce probleme posséde une solution exacte qui s’'exprime sous

forme intégrale,au moyen du tenseur de Green [162,163]

Le tenseur de Green,qui geénéralise pour notre probléme la
fonction de Green ordinaire de la théorie du potentiel,est plutst
malaisé & former,ce qui rend la construction de la solution

difficile dans le cas général

Lamb développe la solution au moyen des harmoniques
sphériques [155,1641]1 .
La technique,appliquée au probléme de la translation d’une sphere
en écoulement wuniforme [164] ou & 1'écoulement autour d'une
sphére dans un champ de cisaillement [165] donne des résultats
satisfaisants

Les calculs de Lamb sont formels et peuvent @&tre utilisés
pour un champ quelconque & !'infini .

Cette methode peut aussi s'appliquef au calcul de
1’ écoulement autour de particules autres que des sphéres . [166]

C'est elle que nous utiliserons pour résoudre notre probleme
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3.2.2 Méthode de résolution

> >
Par cette méthode, la perturbation v', a 1’'écoulement v, se
calcule de la maniére suivante, dans le systéme usue | de
coordonnées sphériques (r,9,9) dont l’origine est ©placee au
centre de la sphére
a).sur la particule,le champ des vitesses du tourbillon de
Taylor non perturbé est développé en série d’'harmoniques
sphériques,sous la forme suivante :
g
T Y o
- . Vi = I X,.
r n=1
> > @
- r V. vy =L Y (3.2.4)
n=1
> > 3> o
r . 9 Vy = E Zn
n=1

b).nous formons ensuite les harmoniques sphériques pas,.,{l, par

les relations suivantes :

B2 = 1) 1 b aay
P-tne+e1ry = ——mmmo=-- . = (=) [(n + 2) X, + Y,
(n + 1) b r

B, (pety) = —====-~= b (=) (n Xa + Yo (3.2.57
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B = @eyp (3.2.6)
C).la perturbation cherchee est alors donnée par

© - > 3 (n - 2)
V'] =X [I‘Ot(r n-(nql)) +vg-(n’l) T T T T T e rix..

-

-> (n + 1) Y
X Vp-(n-ﬁl) M ' Potnasr; 1l (3.2.7)

Une étude détaillée deg harmoniques sphériques»est Présentee dans

les Ouvrages cités aux références {167,168)

3.2.3.Harmoniques sphériques .

Formellement,une harmonique spherique est dérinie par une

expression de la forme : {1691

M2 H2
[A’cos p, @ + B'sin u, #ltC'PpP (cos&) + p'Q (cose) ] (3.2.8)
1 £ V2
H2
ol P (cosw) désigne 1la tonction de Legendre associée de
| £]
Premiére espeéce ,
Ieci, p, @St nécessairement égal a un entier m,car toutes ifes
grandeurs de I"écoulement reprennent la maénme valeur au bout d’un

tour



—
£
N

D'autre part,D'= ¢ et ¥2 = n,pour éliminer les fonctions gui
deviennent infinies aux péles de |a sphere,de sorte que
1’expression Précédente se réduit & ;

fA’cos m v + B'’sinm @ 3 Pn (cosoy t3.2,9)

En fait,dans des cas comme le nétre,oq les donnéesg tsur la
Sphére) & décomposer T(9,d) sont harmoniques.HOCHSTADT {1701

donne la relation suivante pour \|a deécomposition :

1 [‘7: (‘n @
te, 3 = -~ [ | £CO', @ )sine'. [T (2n + 1)P, (cosa) ida’ g@:
4 - O n=0 (3.2,10)

Pn(cose),désignant le polyname de Legendre d'ordre n

avec :

COS& = cos® cose!’+ sine sind’'cos(@ - @) (3.2.11)

Dans notre probléme, la sérije ci-dessus pPartira de n = 1

(cf.paragraphe 3.2.2).

3.2.4.Perturbation au ler ordre .,
a).Détermination de X, et Z,
Avec les notations duy chapitre précedent,X..Y. et Z, sont Jjes

termes du Premier ordre du dévelioppement en harmoniques

sphériques de



1 o
V"lrvl:_ 2V"lr e (Sine.V|o)J
sing 3@
et r(fot V") en r = b,respectivement . (cf, (3.2.4))

En utilisant (3.2.9),il vient

3

frr e
Xy = ~- j fu sinB’.cos(kb Cosa’') + y COsY’' . sin(kb cosdg’ ) ],

4 -x @

.sin@’[cos&.cosQ’ t sin® gjing’ cos(y - ¢y, de’ d¢

L’intégration Par rapport g ' conduit 4 écrire

Xo = -l CJ u sinze'.cos(kb Cose’ ), cosu’ dae’ +
2 0]
[r
+ J w.cosze’.sin(kb cos®’),sing’ de’' ]
0
De méme,
3 J‘n fn:
Yy = -- (- 2(y cos (kb Cos®’).sine’+ “ e
4n  -x 0
i .
W sin(kb cose').cosB’J B == [sine’ g Cos(kb cosg
Sing’ Jjg°

(3.2,

. 13)

’)cose'+..

= W sin(kb cosB’)sin’é’J}.sine'[cose.cose'+ sine'.cos(? +..

- P1der g

En intégrant Par rapport & P',i1 vient :

(3. 2.

14)
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fr
Y. = - 3cos® J fu sin?¥’'cos(kb cose')cose’+
0
3cos® 3
W sin®’cos? @'sin(kb cos®’)1ldg’'- ----- --- [sing’.,u

2 o ae’

Une intégration par parties,dans le deuxieéme terme de cette

expression,améne :

T
Y = - 3cos8 j fu sin?®’cos(kb cos®’ )cosB’ +
0
+ W sin®’cos?8'sin(kb cose’)lde’ (3.2.16)

Et pour Z,,nous avons :

= --=- (b u cos(kb cos®') - b w sin(kb cos®'))l})sing’,
o

x[cosB.cos®’' + sind.sin®’ .cos(P - ¢')] de’'dyy’ (3.2.17)
L’intégration par rapport & ¥’ améne :

3 cos® [+=m o
Zy = ~=-e-- cos8', ~-~- [v.cos(kb cos®’).sin6'] de&’ (3.2.18)
2 0 o8’

Une intégration par parties transforme cette expression en

3 cos® f+n
2, = —--=--- sin?©’.v.cos(kb cos&') do’ (3.2.19)
2 0
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Les intégrales Ci-dessuyg Péuvent atre Calculées 4 la sujte d'un
développement limitea autour (e b = o (particule infiniment

petitey .

Au premier ordre, nous Pouvons écrire

Xo = - __ sinze'.cose’ de’ = ¢ (3.2.20)
2 0
Yl = 2X‘ = 0 (3.2.21)
3V cos@g fn SnV. cosg
2y = - __ Sin?@’ . de’'= - _____ (3.2.22)



l4g¢€

3.2.5.Ferturbation au second ordre
a’.Détermination de X2,Y2 et Z, .

Les relations (3.2.4) permettent d’écrire,au secand ordre

s ftre fn
X, = -~ J J fu sin®’,cos (kb cosea’) + y cose’,sini(kb cose’ 3 Ix.,..
4n  -w
1 .
-(3lcos® cose' + Sin® sin®'cos(@w - B')Y17 - 11de’dp’ (3.2.23)
2
L'intégration Par rapport & #’ conduit a écrire
15 cosze fr _
X; = ~=---_- J Lu sinze’.cosze'.cos(kb cosa’') + ..
4 0
* W sin®'cos®8’sin(kb cos®9')Iide'+ ..,
15 sinze In
t v em——- {u sin*e’.cos (kb cosv’') + ...
8 O
+ W cos®’sin*®’sin(kb cosB’)] ders+, ..
rn
- - J lu sin?é®' cos(kb cose’)y + ..,
o)
+ W Siné’cos®’sin(kb cCos®’)) de’ (3.2.24)

De méme
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7

5 fre e
Y, = -- J J {- 2{u cos(kb cosB’).sing'+ ...,
4 -n O
. 1 3
+ W sini(kb cosB' ), cosB’] - —-a__ --- (sin®’.u cos(kb cose’ ). cosa’
sing’ 3g’
1
- wsin(kbcose’).sin’@']).sine' -[(3lcosBecose?
>
+ sin® sing'cos(@ - #')12 -~ {],de'dw’ (3.2.25)

En intégrant par rapport & ¥ .,1i] v

ient

15cos®* 8 ftrr
Yo = = - (u sin*®’,cos?28’, cos (kb cosv’)
2 0
* Wsin®’cos?e’.sin(kb cose’) lde!
15sin® & fn
Rl lu sin*®’,cos (kb cosg' )+, ,
2 0]

W sin®6'cos®'sin(kb cos®’)ldg' -

2

29’

{sin®’.u cos (kb cosg’ ycosH! -~

2

o’

[sing’.,u

2

0

16 o)

W sin(kb cos&’)sin?’ jda' +

Nt

Cos®’- w sin(kb €0s89')gin?®’ Jde’ +

t W sinB'coss’sin(kb cosB’ ) 1do?

15cos? ¢

W sin(kb cosB’)siniB’ 1da’

cos(kb cosé&’'jicose’ +

« s 0

o
--=- Isin®.u cos(kb cosg’ ),
o8’
5 fx
- J [u sin*®' cos(kb cosg’) +,,
2 0
(3.2.26
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Y2 = ~ —ce-meneo J lu sin?e’.cos*6’, cos (kb cose') + ...
2 0
15sin<e fn
t W sin®’,cos3*6€',sin(kb cos®’)1dE’ - —---ooo. [u sintegr,
2 Q

cos(kb cose’) + w sin*@’'.cosB®'sin(kb cose’ ) idé’ + .. ....

15cos? 8 fre

R J [sin?®’ . cos?®’'.u cos(kb cose') - gin3g’,
2 0
15sin®e fn
cos@'.w sin(kb co0s9’)1de’+ -—--ewoo_ J {sin®*g’,cosz@a’,
8 0
u cos(kb cosa’) - Sin*e’.cos9'.w sin(kb coss' ) lde’ +

5 fn
+ - lu sin?é&’',cos(kb cos8’') + w sin®’.cos®'.sin(kb cose’ ) lde’
2 0 (3.2.27)

-

Et pour Z,,nous avons :

Z: = -- J J b{------- {--- (b.v.cos(kb cosB’),sind’; +, .,

o 1
- -=--(b u cos(kb cos®')- b w sin(kb cosB'))lisine*, - {3lcose cose'+. ..
o 2
+ sin® sin®' caos(y - 1312 - 11da'dy (3.2.28)
L’intégration par rapport a ¥ ameéne :
15 cos:o pPn o
Ly = ==cee-emoo cos?@’, --- [(v.siné&’.cos (kb coss') lde’ + .,
4 0 e
15 sing pn o
t o—e—- e sin?9’, --- [v.sin®’.cos (kb cosg’')ide’ + ,....
8 (0] o9’
S o
== --- [v.sine’.cos (kb cos®’)1de’ (3.2.29)
4 0 e’



Une intégration par parties dans les deux premiers termes et une

quadrature dans le dernier,permet de simpiitier cette expression.

Avec les formules précédentes pour X..Y, et Z; et les relations
de définition de p.s,¥.; et X_s,nous obtenons |"expression

suivante pour le champ de vitesse :

- Sm u b b >
vI= ---= [(-)*(3s5in?® + 44) + (-)2 (3sin* @& - G4)Je, + ..
128 r r :
5@ u b > 3n v b =
- ~==- (=)* 3in0O cos® e, + ---- (-)2 cpse ey (3.2.30)
64 r 8 r
Les expressions obtenues, pour les ordres supeérieurs, sont

décroissantes .

La solution (3.2.30) véritie la condition d’adhérence sur les
parois des cylindres,du fait gqu'elle est proportionnelle au champ
des vitesses du mouvement secondaire .

De plus,elle s’évanouit & 1’infini .

Elle peut par conséquent représenter la perturbation cherchée
Four un ensemble de particules, le champ des vitesses induites
s'obtient par application de la méthode des images (chap. 3.1) a

1"expression (3.2.30) .



CHAFITRE 3.3

MODELE DE DETERMINATION DE LA VISCOSITE DEs SUSPENSIONS

La présence de Particules dans un fluide newtonien de
viscosité H & pour effet de Porter celle-ci a une valeur u,,u

Le rapport

He

est la viscosité relative de la suspension .

La quantiteé 1/p, désigne la fluidité de la suspension

3.3.1.Viscosite relative d’une solution tres diluée

Il existe deux Principales méthodes de caicul théorique de |a
viscosité d’une Suspension de particules solides (171 a 173)

- l'approche cinématique, a partir de la détermination du tenseur

des contraintes .

o V, 2 Vi
€iv = - P (~=—=u 4 -———u) ik = 1,2,3 (3.3.2)
2 X Q Xy

&n coordonnées cartésiennes .
- l’approche énergétique, & Partir de la fonction de dissipation
visqueuse ,

o V, o V, o V.

Q’o = o H [---- (=== & —===)]) (\3.3.3)
d X 9 X 3 X,
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Dans le cas limite d'une solution trés diluée, 1] s'agit aiors
d’étudier la viscosité,soit en considérant la perturbation
apportée & l'écoulement par la présence d’'un nombre décroissant
de particules par wunité de volume (1741 soit en considérant
1”interaction d'un nombre constant de particuies de tailie

décroissante (18]

La différence essentielle entre ces deux méthodes est que la
seconde prend en compte l'interaction a longue distance entre les

particuies,alors que La premiére la néglige

Les diverses théories concordent en ce qu'elles établissent
une wvariation linéaire de la viscosité relative d’une suspension

diluée en fonction de la concentration, ¢

He = 1 + k\C {

w
Qi

. 4)

En développant la fluidité au premier ordre,sur la base de

(3.3.4),il apparait qu'’elle obéit également & une loi linéaire

Les premiers travaux de calcul de la viscosité relative d'une

suspension diluee de particules sphériques rigides furent
ef fectués par EINSTEIN [17] qui obtint ky = 2.5 .
Cette valeur de k, est confirmée par l’expérience pour des

concentrations inférieures & 0.10 (16,118,191
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3.3.2.Viscosité relative d 'une solution & concentration finie .

Les études sur‘les suspensions & concentration finie [153,179
a 1801 doivent prendre en compte des phénoménes
supplémentaires, tels que 1’'interaction hydrodynamique et la
collision des particules,notamment . (chapitre 3.1}

La principale difficulté & résoudre,pour élaborer une théorie
de la viscosité pour des suspensions non diluées, O0.10<c<0.25
(cf.[177,1781),vient du fait que la répartition des particules
dans 1l écoulement ne peut pas,dans le cas général,étre
représentée par un modéle simple .

La Plupart des théories existantes et des etudes
experimentales & concentration finie,s’ accordent a développer la
viscosité relative en une série de puissances de c :

Hr = 1 + kic + kzc® + kzc™ + .... ' (Z.3.9)
dans laquelle 1la valeur généralement attribuéde a k. est
2.5 (Einstein) .

Le tableau (3.x) donne quelques valeurs des coefficients
ki,proposées par divers auteurs . [153,115,179,1807 .

La disparité qui apparait dans ce tableau prouve que les
phénoménes ne sont pas encore totalement maitrisés . Aussi,des
relations de la forme de Arrhenius [181],telle celle de MOONEY

£1821 .

Hew = BXp(————— ) (3.3.6)

oa k est déterminé expérimentalement,présentent un intérsét

certain .



Auteurs

153

H = 1 + 2.5 + k;c?

EILERS [1721

HARBARD [1801

VAND [153]

THOMAS [115]

Kict* = 4.94 c= + 8.78 c= +..

6.25 c= + 15.7 = +..

7.349 c2 + 14.2 c= +..

10.03 c® + 0.00273 gle-oc=

Tableau (3.«

Disparité des développements de la viscosité en fonction de

concentration .

la
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3.3.3.Comportement non-newtonien des suspensions concentrées .

De nombreuses suspensions présentent un comportement non-
newtonien & grande concentration (cf.chapitre 1.3),surtout du
fait des interactions hydrodynamiques [183 & 186] .

Dans le cas ol les particules sont des sphéres
rigides, 1’écoulement n'affectant pas l’orientation des
particules, le mouvement brownien de translation n'a aucun effet
sur leur vitesse angulaire qui reste egale & A/2 . [99]

Ainsi,le comportement non-newtonien de ces suspensions,a&
grande concentration,qui a été observé par de nombreux auteurs
{16,187 & 1881,a une origine purement hydrodynamique (interaction
des particules,etc...).

La figure (3.b),tirée de (1081 présente la variation de H. CA)

ac=0.50 .

Le probléme important de la variation de la viscosité de 1la
suspension avec la concentration a éte traité par plusieurs
auteurs [180,191] .

A partir de résultats experimentaux divers, THOMAS [115] a trace
une courbe qui illustre g, (c) . Nous la présentons sur la figure
(3.¢c) .

D’un point de vue théorique, le modele proposé¢ par ALLEN et
KLINE 1([15,191 & 194} pour 1’étude de cette variation est
intéressant pour deux raisons essentielles :

- il peut s’utiliser dans un écoulement quelconque

- il tient compte de 1'état Physique des matériaux en preésence .
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-
.
>

10 . y ' Y T ’
0.01 - 0.0 1.0 10.0 A

Figure 3.b : Variation ‘de la viscosité relative de 1la suspension

en fonction du gradient des vitesses .

Y

Figure 3.c Variation de la viscosité relative de la suspension

en fonction de sa concentration .
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3.3.4.Le modéle d’'ALLEN et KLINE .

Les auteurs représentent la suspension par un ensemble de
particules;chacune étant repérée par un tiédre d,
-
Désignons par d*,les vecteurs définis par la relation suivante

d, . d* = &, (3.3.7)

Les produits scalaires D.,.définis par :

k [}
D‘.. = d, . d. = Dg. = (gu . d.).(g. . da) (3.3.8)
on les g« constituent la base d’un systéme de coordonneées

curvilignes dans le champ d’écoulement.donnent les modules et les
angles entre les d, .

Il est aisé de montrer que la dérivée particulaire de Daw a pour

expression :

d ' '
=~ Daa = 2 Wiy, da dg (3.3.9)
dt
oa W(y,, désigne la partie symétrique du tenseur
Wiy = di da, (3.3.10)
La condition de rigidité des particules (triédre d..non-

deformable), s’ écrit

Das = 0O - (3.3.11)
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L’utilisation de (3.3.7) montre alors que W,; est tel que

Wiy = 0 (3.3.12)

Sa partie antisymétrique W(,,, repreésente la vitesse de rotation
du triédre ;. . Elle permet de définir un tenseur {,appelé spin
ou moment angulaire .

Les équations du mouvement,en écoulement permanent et en
|’abscence de forces extérieures,sont celles de conservation

- de la masse

Vi,s = 0O (3.3.13)

- de la quantité de mouvement

dv,
iy, = € --- (3.3.14)
dt
- du spin
1 dJd,
Hewss,w = - EY4% oy = @ ---- (3.3.15)
2 dt

>
ou J désigne le moment cinétique de la particuie

Les tenseurs ¢ et p étant définis par

Tesgr = = P £y + 202 Vi
Tosg1 = 28 (Vg , 53 + Weaga)
Hes g1 = By o v - 80 + 4 Qiy,y + B:.Q,. (3.3.16)
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avec

1
Qr = - E14R Wi, (3.3.17)
W(,.‘, =E""‘.Qg (3.3.18)
o

Bs

n; + n; + ns

B, + B2 = - (n2 + ns) (3.3.19)

Le deuxiéme principe de la Thermodynamique fournit les relations
suivantes entre les paramétres «:,x et n,,qui dépendent de
17état physique des matériaux en présence

densiteé, température,diamétre des sphéres,notamment .

[+ €3 >0
x, 2 0
ng £ Q (3.3.20)

ng + Nz + njx z 0

Les conditions aux limites

- sur W¢y5:,50nt lides & la concentration
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Pour des suspensions diluédes,le spin tend vers le tourbillon

local .
A grande concentration,le spin doit s’évanouir .

Aux trontieéres solides,nous écrirons donc

Weigyr = - s Ve, 3

>
- aux rfrontiéres,v,doit 8tre égal & la vitesse de |’ écoulement

sous- jacent .

Dans ce modéle, ALLEN et KLINE ont retrouvé,en écoulement de
Couette,
la relation d'Einstein pour des suspensions diluées
. les résultats expérimentaux de VAND (156,157],& grande
concentration .
[l nous a paru intéressant de i'appliquer aux tourbillons de

Taylor,probléme qui,& notre connaissance,n'a pas encore été

abordé .



CHAFITRE 3.4

EFFET DE LA CONCENTRATION SUR LA TRANSITION .

3.4.1.Equations & résoudre
Avec les notations du cha

les équations de conservation

a).de la masse

soit

Vi.y * V2,2 + vy, 5 =

b).du mouvement |inéaire

dv,
Cvi.w = € ~--
dt
c’est-&-dire
dv,
C --- = 6,,,, + Gz,
dt
dv.
¢ --- = ¢y2,, + Cz22
dt
de
¢ --- = Fis, 1 + 023

dt

PIitre précédent,nous devons résoudre

(3.4.1)
0 (3.4.2)
(3.4.3)

2 t O3,
2 t Oyz,3 (3.4.4)

.2 vt G333



c).du mouvement angulaire

1
N
- 2
qui se projette en
dJ, G2z - G332
Q@ -=-=- = (==m-me——- oot My,
dt 2
dJ2 Oz - 0O
e____ = [ ) + ulQ'l
dt z
dJs Ty2 - Gz,
@ =~ = (mmmc———e- ot Hy3,
dt 2
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dJ,
= Q -
dt
t Uz ,2 +
t Hzz2,2 +
t M2z, 2 ¥

Hx

Hs 3,

Les lols constitutives é&tant données par

avec

Q, =

et Weswa

202 Vi, g,

s Y B2 Q.
€igw Wegus
€,

i

+ 2“.[\1(1,,

+ Bs

Qll.l

y +

=

Q]

(3.4.5)

(3.4.6)

(3.4.7)

(3.4.8)
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En posant
By * @32 + Bs = n,

Bs = Ny + na + ns

B: + Bz = - (n2 + ns)

nous pouvons développer les systémes (3.4.4) et (3.4.6) sous la

forme suivante :

dv,
€ --=- = - p,1 t 282 Vir,1r.1 t 282 Viz,i1r,2 *t 28, 0Vviz,11.,2 *t...
dt
- 3,21 + 28 Vis,aa,3 t 2% [ves, i, v Q2,3
= - P,y Y 202 Vi, * @2lvae,i2 + Vy,22] + &lvs, ;3 t Vi, 33
+ Oelva, 12 - Vi,22 + V3,13 = Vi,335) + 20, [5.2 ~ $2,31]
= - p,oy v 02 lVy g Y Vi 22 + vy 33) 4+ e lve 2 - V22 ...
+ Vs, 3 'Vg‘;xl +2‘X5[‘ Q;,z +Qz,;] (3.4.9
de
€ --- = 2¢2 Veir.21,1 * 20, [ver.23,3 = Q5,01 - P,z *t «..
dt

282 Viz.23,2 * 202 Viy,21,3 * 20 Lves,21.3 * Q.35

= - P,g + oalVa, sy + Vz,22 + Va2 _ 333 * o[V, 2y = Va2, *+...
+ Vx,s3 -~ Vz.:s] + 2% [- Q4,3 + Q;,;] (3.4.10)
dV3
€@ === = = p,3 + &zlvy, 4y *+ vy, 22 + vy, 33] + X (V.31 ~ Vs, Teo.
dt

+ V2,32~ Vs,221 + 200, [- Q2,, + Q(,2] (3.4.11)
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+ BiQds,32 *

Jd2
ot

+ B, 03,352 *

+ B, Q2,23 +

3.4.2.Ecoulement

L’eécoulement

X2

de sorte que

a).équation de

20 [vez. 3

B2QZ.I2

200, vz, 1

B2Q, 24

2xe [Ver, 23

B0 .31

les

+ Q.1 +

+ B3

+ Q.1 +

+3s Q2,1

+ Q1 +

+ B Qs

laminaire

continuite
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(By + B2 + B3I .1 v £.182,
Lz22 t B33 t Bs, s
(By + Bz + B3)0Q2,22 * B,

v+t BzQs,2s + B3z, 33

(By + B2 + PB3)0Q3,3535 +

v1 t B2Q2,32 + P32, 22

stable de Couette

étant tangentiel,nous pouvons ecrire

équations preécédentes s’ecrivent :

B, 8,

(3.4.13)

(3.4.14)

(3.4.15)

(3.4.186)



b).équations de conservation du moment linéaire

dV2

€ -=- = &2lva,11) - &elva, 4] + 202,10 - P.2 (3.4.17)
dt

0 = 2,92, ,

c).eéquations de conservation du moment angulaire

dJ,
€ --- = 2o, [vez, 37 + Q1 + (R, + B2 v B30y, v (B, +
dt
B2)Qa, 42 + (B, + Ba)Qs. 35 + Bs [Qy .22 + Q,351 (3.4.18)
et
dJ.
R --= = 20 lvrs, 3 + Q21 + (3, + B2 + P3IQz. 22 + (B, +
dt
32)91.12 + (B, + B2)0Qs .25 + B;[Qz,|| + Q7,331 (3.4.19)
dJs
R === = 20 (vez.,21 + Q31 + (B, + By + By)IQy.s3s + (B, + .
dt
B2 8,05 + (By + B2)Qa.23 + BslQy,,, + 3,221 (3.4.20)

En faisant la correspondance

Q| =W(1;] Qz =W(;11 et Qx =W[|21 (3.4.21)
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et en négligeant les termes quadratiques ainsi que I|I’inertie de
la particule,le champ des vitesses & I’intérieur d’une couette &
entrefer etroit et dont le cylindre intérieur tourne avec la

vitesse angulaire Q,est :

Qs = --- [s{--~-=--- * ommo---me-- ) - 1] (3.4.23)
FaX e’ + 1 e 7 o+ 1
avec
2“& s’ eT - 1
H =1 + --=--=- - e e
X2~y T' (7' +1)
1 - s
'S emmm—————
X,
1L+ -==-- s
[ P (3.4,24)
R, 2
K = ---
d

' et T' sont donnés en (3.4.48)

Par la suite on utilisera |'approximation du premier ordre
K [ 9% .
V? = = [ 4 = meua slf{d -~ xl] (3.4.25)



3.4.3.Ecoulement & la transition laminaire-tourbillons de Taylor.

a).Equations & résoudre

- L’eéquation de «continuité est identique & <celle du régime

laminaire stable .

- Dans le cas de l’entrefer étroit,nous pouvons faire les

approximations suivantes :
r'# R o+ ox,
(3.4,26)
I"de# dXQ
L’ écoulement résultant est donné par
Vi, V2 + vz, vj3

ou v2 est la solution déterminéde en régime laminaire

La configuration du champ d'écoulement permet de prendre pour

les grandeurs de 1'écoulement,les expressions suivantes

vy = v' (X,) cosk xs
vz = v?’,(x,) cosk xx
(3.4.27)
Vs = V'3 (Xx;) cosk xs3
P = P"(x,) cosk xj3
2y, = W23z = @', sink xs
22 = Wesya = Q2’2 sink xs (3.4.28)

13 = Wey23 = Q' cosk xs



En théorie linéaire,les équations de conservation du moment

linéaire s’écrivent alors

- 2V2V'2 = - P',| + a:[V'|,|| - V'1k2] + /.x‘[V',;,]k + V']k:'] +t..

+ 24, k Q' (3.4.29)

et

V2,| V,l = “2[V'2'|1 - V’zkzl + 0(5[" V,2‘1| + V’zkzl + ..

+ 20,0023, - Q", k] (3.4.30)

O =P k + C('Z[V,S,ll - V’;kzl - ’.'X(.[V’;_xl + V,l,lk] - 2’15{2,2.1
(3.4.31)

Alors gque celles de conservation du moment angulaire s'expriment

de la maniére suivante :

1
- == Vo Q' = e [- vk + 2Q',3 + (B + Bz + B51Q", ¢ +....

R,
- (B + 320k Q' - k¥PBsQ', (3.4.32)
QO = 200, [ - - V'l.ll + k v'y + Q21 + l?f:[Q';,lg - k=2 Q', ] (3.4.33)

k
1

R's.,y « vy = 20,[- =~ Ve, t Q'31 - K2UB, + B2 + B:0Q's +...
t (B + B2k Q' o+ By Q5. ., (3.4.34)

b).Transformation des équations
En reportant dans (3.4.29),]1'expression de la pression, tirée

de (3.4.31),1il vient :



2V2V’2 1
- = =-=--- = (Xq ‘ﬂ,)[V';‘|1 "V,lkz - == (V'|,|;|1 ‘RZV'|_11)]..
R, k2
R
- m== IRy - KEQY, D (3.4,35),
K

Alors que (3.4.33) peut s’'écrire sous la forme suivante

2%,
Q,'z,;g - kzﬂ,z = == [V';,]] - kZV'l - kQ'z] (3.4.36)
Bs k
Substituons dans (3.4.35), 1'expression de (2,11 - K¥*Q’,),donnée
par (3.4.36)
2
2Va v, 4, (A7 ~ &Ko)
- e = (V’l'gl - kzv’|)[’.x: = Qg e B (V'|'1|||+..
R1 B;k‘ k=
2
4“5
LA U RS, T (3.4.37)
KB
De sorte que v, et Q7. sont déterminés par le systeéme

suivant, composé de (3.4.33) et de 1"équation précédente

Q72 = - ------ e ¥ - CONE Y- PR L LS N2 ' RYE RN S
Ry 2 2 B3 k2
4, 4,
(&2 - o, ) ks
T memmm--- o= (V'l.llll -kzv’,,..)
k? 2
4“5

(3.4.38)
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20,
20,272+ Bs [ 2,40 - KEQR 2] = --- [v?,i.sy - k*v', ]
k
Le gradient de vitesses étant constant d’'apreés les relations
précédentes
oV:
--- = A (3.4.39)
3X,
Ainsi (3.4.30) devient
AV'| (0(2 - ag) ‘1’3 1
', = - --=-- 4 —-w--=--- fv’a,11 = K3v'2) + ~---- (3.4.40)
20, k 2a. k ‘ k
En reportant cette relation dans (3.4.34),n0us obtenons
(B, + Bz + B3IQ'3,,1 + [2&, - K2(B, + Bz + Bs)1Q's = &uVv’2, 1 *..
(3.4.41)
ACB, + B2) (By + Bz2)(xz - &)
t —=-mmmmm==- v!',,y - =-mmemomssosssss=-- (V'2, 414 -~ K2v?la,
2“5 2«&
La mé&me substitution dans (3.4.34) améne |'équation suivante,dans

laguelle,l’inertie de

dimensions de cette derniére

k2 B33 ACB, + £2) Bs (o - o)
Al - ----1lv', - —==mm—-—-~ V' ., 4q T mmememmmo—-m- v't,
2“5 2“5 2“5
kzﬂg (’.Xz - 0Dy )
+ (X - &Ky)l===-=- - 11v’2 4, + {002 - --—=--—==~- k235 1k?
2% 20,

A cette équation,nous devons adjoindre celle que nous

substituant dans (3.4.33),1’expression de

(3.4.38) Elle s'écrit :

la particule a été neéegligee,du

Q',,donnee

fait des

(3.4.42)
obtenons en

par
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2Va v? 2 kBs KBs 4,
(2 - k*ips)0- ------ mTm m Tt (X2t e T ommmm) (v,
R, 2 2 B k*
4, 4o,
(Xy =~ Dy ) ]33
- k?Tv') 4 —mmmmm—— - === (VT gy = KEVT 000 ] + B+
Kk 2
4ax,
2
2k 8Bs ks 44,
- —-===- (Vav?2) v = === (X2 = e = ====)(V', 14y - K3V', 1, 0%..
2 2 Bs k?
R 4oty 400,
(X2 = &Ko) Bs 20xe
t - it S AR A S A TR T IR I B R Y
k 2 k
40X,
- k*v'y) (3.4.43)

Quelques transtormations nous permettent de |'écrire sous la

forme suivante :

2 2

2kBs V., kB3s (kBs)

- Temmee- v'ia, 4y - ---- Av’y 4 = ==--- (2, = Kk¥FPs)Vav',y, =
2 ] 2

4R1 [+ 99 R: L+ 93 ZR: Xe

v?ik®gBs o (X2 + o) k? Bs
= oo [~ - e P 7102

2 2 4
Xe
kfi3s 3k* 3y
* vy - Lo (e v Xy ) e (e — &)1 + .
2 4
L+ 99
Bs K, (Ol + Xy ) 3k* Bs
L R L L el et (X, - X221 + (...,
2 2 4
kag
2 (X7 - Xy )
- V' s By e (3.4.44)
2
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Ainsi,le systéme de départ ((3.4.29) a (3.4.34)),se reduit a

AV 113314 "’V'] 1111 [- ____________ '3k2]+ -----
Bs (e - &2
4K2 0 (X2 + &Ko) 20, (X2 + X ) K*
+ V'l 11 [ _____________ + Sk‘] + V'l [." _____________ +
,33 (G¢, - O2 ) ’31 (0(6 - Oz )
Ve 4k3 1 4x?
- k*t] = - -=- —-emm——-=- V'z_;: - == A ===~ --- V,z,l + .
2R| (Xy - o2 ) R,g (e — &2 )
V: 4k2(20(¢. - kzﬂg)
e et e m e ————— v,
R] 2133 (Xy -~ (Xz)
23Xz XK, 2% Oy K<
Viz, 1111 v'a, 4y [---=-mmmm - + 2k?) + vpl------m-mm—- + .. .
B: (o, - o2 ) B;(’.Xb - &3 )
A (20, = k2 Bs) A(B, + B2
+ k‘] = - TS memsmossEssss V,| P T m—— - V'|‘|| \3.4.45)
By (e - &2 Bs (X, - o2 )
Avec la notation habituelle,
d
D = -- (3.4.46)
dx
Ce systéme s'’'écrit :
202“5 V‘z 4k?2
(D? - Kk#)2[D? = k? = ==—=-==--=-=- V', = - mmm mmmem—m——- Viraa te.
Bs (g - 2) 2R, (ae - o&x2)
1 432 V: 4K2 (ZG. - k‘B;)
- == A == -- V’z t - m. TEmssTmTm memSsEmmSesssss V’z
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20z X, A (20, - Kk2fs)
(D2 - k2)[D® - k? - ----------- July &= = == memmmmm e~ v, +
’33 ((Xé - (x;) ]33 (K - Kz )
ACB, + 82
t o v, (3.4.47)
B (X - &X2)

L’adimensionnalisation de ces équations

a = kd
Xy
y = --
d
2“2 [+ ¥'%
2 = —————c————=~-
B! (0, - 2 )
T'= T d
avec d = R - Ry

Elles s’'écrivent alors

Vz azl:f;
(D2 - a?)2 (D2 - a2 - Tr'2)y'y = = == —--=-=- T'3y', ,, +
R: &2 o,
1 oVz: 2a2p5T'2 Va2, i a2 fs
e - -- 2a2T3d? [-- - ---=-=--- v,
Rl BY Oz Ky R) X2 2d* &2 Sg
dV. 1 a® 3y
(D2 - a2)(D? - a? - T'2)y’, = = === T'2d [== = ===-==--~
dy X2 2d? &, X
dVa (B, + £.) T2
4 = mmmmmmeee ——--- v’

s'effectue en posant

(3.4.48)

(3.4.49)



Le systéme (3.4.48) gque nous avons établi ci-dessus a une forme
analogue a celui qui régit I|’apparition de la premieéere
instab{lité dans l1'é&coulement, en l1’absence de particules
Aussi,la meéthode intégrale exposée au chapitre (2.1) peut-elle
8tre utilisée pour sa résolution
La solution conduirait &4 la détermination des v, et des Wiy et
partant,a celle du tenseur des contraintes
La viscositeée relative de la suspension est alors donnée par

02

He = -- (3.4.50)

o,

ou o, et v, désignent les tenseurs des contraintes sans et avec

les particules,respectivement .

Ce calcul ne pose aucune difficulté mais il nous parait pilus
intéressant de déterminer la variation du nombre de Taylor
critique T. en fonction de la concentration,du fait qu’elle est
plus utile pour les expérimentateurs .

D’ailleurs,la viscosité absolue de la suspension pourra aisément
Btre rédulte d'une telle loi .

Nous wutiliserons la méthode élaborée par CHANDRASEKHAR atfin

d’obtenir la modification apportée par la concentration au Te .

c).Elaboration d'une loi approchée T. (c)

Donnons & v’,;,la forme suivante

v’ = K c. Sin mny (3.4.,51)
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V2 ,ayant toujours pour expression

Va2 = B kl{d - x,1] (3.4.52)
v'y peut alors s'écrire
wa‘f3s T2 Ca - .
v, = -—-==~=--- L —--m-mmmmmmmm oo {A, cha y + B,shay
Xy Mg (m2n? + a2)2(m?n? + g% + T2)
+ C; cha'y + D, sha’y + A2 y cha y + B; y sha y + [(m®n® +
[+ 9% a‘
= d®(-- - ---)lly sinm nmy - 2B m m cos m m y + Blm*n? +
Bs 2d2
oA, a? 4mre
- d*(~=- - --=) )iy sinm ®my + ---------- cos m my + ,
Bs 2az mnw: + a*
2mr
Lt el cos m ®x yJ] (3.4.53)
m2nw2 + g% + T2
avec a’ = Jd a% + T2
Ecrivons les conditions aux limites sur cette dernieére fonction
(chap. 3.3),c'est-a-dire
vy = 0 pour y = O et y = 1
(3.4.54)
dv?’,
-=-=-= = 0 pour y = O et y = 1
dy
Nous obtenons le systeéeme suivant
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'y n [+ 9% a“ 4mr
A, + C, - 2Bmm + Bimzn? - d?(-- = --=))(-==-==""" + .
Bs 2dz m: w2 + a‘
2mie
§ —mmm—— - )y = 0 (3.4.55

- - - [+ 99 a“
aB, + a'D, + A + mm {mem2 - d2(-- - -=--)1 = 0 (3.4.56)
Bs 2d*

A, cha + B, sha + C, cha' + D, sha'’ + A. cha + Bz sha + ...

Xe a? 4mm
- 2Bmm cosmm + BIm3n? - d?(-- - --=-)3l-=------=" cosmm + ...
BS 2d2 m2 e + ai‘

b mmemmm—— ] =0 (3.4.57)

A, a sha + B, a cha + C, a’sha'+ D, a'cha'+ Az (cha + a * sha)

-

[+ % a“

+ B, [sha + a chal + mrx(mEwz - a?(-- - ==-))COSmMIT * ....
Bs 242
' a®
+ Blm2nz - d2(-- - =---1*%" cosmm = 0 (3.4.58)
Bs 2d?2
De m&me,les conditions aux limites sur {2 (chap. 3.3 se
traduisent par
- s - 1 Xz a
T'2C; (==~-- 4 ——==-) + (g - 1)B, + F =0 (3.4.59)
2a 4ae
- - s - 1 o2 - -
T'2[C, cha'+ D, sha’'J(----- ¢ --=-=-) 4+ (A, sha + Bz chal)(s - 1)+..

2a 42,

+ F cosmr = O (3.4.60)



avec
2mnT? 2 e
F = = (2Bmm(m?*n? + a%2) - B(mZn: - ¢ (-- +,,,
m2m2 + ¥ + Tz . Bs
az s - 1 ls mZ x? x,
- === )[----- = T - mmeeeo ]
2dz 2a 4ax, q4a¢, T2 (3.4.61)

ALLEN et KLINE montrent qQue lorsque les solutions sont peu
concentrées T* est grand en m&me temps que s voisin de l'uniteé
Plagons-nous dans ces conditions . Alors, on peut trouver une
torme approchée aux différents coefficients intervenant dans
l1’expression de v', .

On trouve :

Ci = ==---mmmmeao (Z2Bmm(m3n? + a?) - B(m*n: +

X, a?
- d3(-=- - -==-))]
3 2d®
et
- cosmn - cha'’ -
Dy = [--v---ecs 1C,
sha’
P >e a‘ 4mn
Ay = 2Bmm + BIm*n? - g2 (== - cow)Jlocommmmunmn L
BS 2d2 m2 2 + a:
2mn .
t e - - J = C|
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. 1
B, = -=-=-=-~-=---- faX - (sha + acha)Y + shalZl
a2 - sh?a
et
- 1
Ay = ==—===----= {- sh?ax + a(sha + acha)l)Y - ashall
a® - sh*a
- 1
B = -=--=-~--=~-~ ((shacha - a)X - a?*sha¥Y + tacha - sha)Z]
a®? - sh?a
avec
X a?®
X = + Banlm*xw®* - d2(-- - ---33 - a'D,
Bs 2d:z
Y = Aycosmm - cha A, - cha'C, - sha’'D,
Z = - asha A, - a'sha’C, - a’cha'bD, (3.4.62)
On substitue ensuite v', et v'; par leurs expressions dans la

seconde équation du systéme (3.4.49),puis on multiplie celle-ci
par sinmmy et enfin on intégre sur le domaine de la variable y
Le résultat de cette opération est que 1'on aboutit a un systéme

d' équations homogénes des constantes

Re = Ca/(m*m?2 + a?)(m2wmz + a2 + T?2) (3.4.63)



Le fait que les Ra

l'équaiion séculaire

1 R.a*dj3sB
—(miwE: o+ ar)3(m2m? + a? + T'I)FE.. TY4Q? -------- .
i X7 XKe
az (g, + B2 + Bs) a2fy + a'? (g, + B2
. mmmm—mmmm s === )G + (L/@g = =———-----=-soTsoooos JH + .
2d? oo & 2d?% ®2 X
a(f, + B2 4mr
- mmme=m--—o- I + JK(1/2B&na BXn Bi---=-=---- +
d? &2 & m:mz + a‘
Z2mmw B, B2
4 —mmmmmoommmmm o ) Yna) + mmBl ------- Yoa - 2Bamm KYoal =
mznz + a? + T'? 2d? &z M
avec
nmn a 'y
G = --=----—- [(1 + (-1)r*tcha)A, + (-1)~*'sha By *+ .....
n2n2 + a2
2anw . Zanm »
+ (-1)r*t(cha - --—=--=--- YAz + (-1)r**(sha - —--~--~-=°< )B:
nsn2 + 32 n?-n: + a..‘
nn " -
H = -=-=--===--- {(1 + -1)r*tcha’)C, + (-1)r*isha'D, )
nznz + az .
nw - 'y
| = ---—==-"-- {(-1)r+tsha D, + (1 + (-1)r*ichalB.l
nznz + 32 i
(2 9% as
J = mint - d2(-- - ---)
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ne sont pas toutes égales a zero

suivante

B3 2d*

conduit a

(3.4.64)

(3.4.65)



0 si mtn est pair avec m n
Xoa = 174 si m=n
) 4nm
- mm-mmmm--- si m+n est impair
w3 (n%-m*)*

a’fls B, + B2
K = = = =s-c—cw--- $ m—mm -
2 2d2 g o 2d? & X

0O si m+n est pair avec m n
Yna = O si m=n
2n
————————— si m+n est impair
n? (n?-m?)

Une premiére approximation de |’équation précédente consiste a
gécrire que l'élément (1,1) de la matrice est nulle
Il vient alors

la relation :
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-

- (2 + 32)3(1[2 + a: +T|2) =

2T’*(1* a?dBs kR, B n a*(ff, + B2 + B3 1

+ cha)A, + sha B, + cha A, + cha Az + sha B, + ....

Za : 2a
- mm=ee-- sha A; - ------- (1 + cha)BL1/2) + ....
e + a2 T2 + a2
n azps + a'?(By + Bz2) 1 ! 1
+ m-e---- (m-mmmmmmm s o - -=-)(sha'D, + (1 + cha’)C,J) ~+..
w2 + a? 2d?% &z X x2
n a(p, + 29 ! 1
+ —----=- m-mmmme——- (sha Az + (1 + chaJ)B2) + ....

En remplagant dans cette expression les coefficients A, , B, ,

1 1 1 1
Aj ' B2 ’ D, et C, par leur valeur,on peut formellement

déterminer

202 R, d3
T = ---m--- ,le nombre de Taylor,en fonction de a‘tet des
2
Xz
caractéristiques du milieu . Mais les parametres 8, , B2 ,8s et

L« 8 qui dépendent de la concentration du miiieu ne sont pas,pour
l"instant,suffisamment connus . Toutefois.on sait que 3, , B2 et

Bs tendent vers O lorsque la solution est diluée

[a]]



la

En se réfrant,d’autre part

aux

viscosité d’une solution est de

T s A c

-- = 1/01 - -=-=-=-=--- --1

1) Xz ~ Xe Ca

ou p = x, et c, ca désignent

la concentration maximum ;3

En solution dilueée,la relation

respectivement

(3.4.66)
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travaux

la forme

on voit que a,

se simplifie et

d’'ALLEN et KLINE montrant

(3.4.67)

la concentration et

u ca/l1 - Ca

to
o1

devient :

1 a?TB:B s ' 1
-(m2 + ga%?)% = - -—----- [-=-==--- ({1 + chal)A, + shaB, + ....
2 3 n? o+ g°
dzag [+ ¢
1 1 2a 1 2a 1
+ chaA: + shaB, - -~-==-==-- shalh, - --=----- (1 + cha)Ba) +
2 + a2 n2 + a?
1 «,d2*B
- e ] (3. 4.68)
4 B! d2
avec
1 d= X 4n
Ay, = B ---- -—-----
BJ n2 + a2
1 dzab 1 4%
B, = B ==-=- =--------- (-==----- (sha + a cha + sha cha + a) - an]
Bs a® - sh%a n? + a2
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et
1 d? o, 1 4n
Az = B ---- ------a-o (---=-=--- (a sha + a®) - msh¥al]
Bs a? - gh?a =n? + a2
1 dzﬁa 1 41
Bz = B ---= —--eeo--- [--==- (a? sha + a sh*a) + a - sha chal
35 a? - sh?a w2 + a2 (3.4.69)
Nous obtenons alors le nombre de Taylor,sous la forme
2 (n2 + z2)3
T = == mmmmmm e e e - (3.4.70)
Bz 16a m® ch?1/2a
1 - e e e e e o e e e e e e e e e o
(n2 + a2)2Z(sha + a)
avec
X
1 + ---- g?
oz Ks 1 - 5/2 g'’c.
B = —--cemmem e e (3.4.71)
20, s'e' -1 28, s’'e? -1
1 + ---=- - m—e——— 1 + —~w-- - e ————
Oz ~&, T'e'™ +1 X~y T'eT +1
Or le dénominateur de cette expression est précisement egal au
rapport u/yu,
Nous calculons alors la valeur de a qui rend M minimum, noté M. et
nous en déduisons la vitesse de rotation critique
2 1715 L1 - 5/2 ¢c12
Qe = ---- | e (3.4.72)
R, ds {1 - 5/2 s’c¢c. 12
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En posant

£ = - cmmmeoon (3.4.73)

nous voyons que

C

2fs'= -~-- (3.4.74)
c.

2 1715 {1 - 5/2 ¢c)z

Qe = ==== | P? cccmemmmmem e~ (3.4.75)
R,d® (1 - 574 c/fl¢

Si nous supposons que la solution se comporte comme un liquide
pur,alors

2 1715 ye

Q. = cmmm mmmmm—mmmeo (3.4.76)

R,d*®* [1 - 5/2 c1?

En comparant ces deux formules,nous pouvons faire les remarques

suivantes :

-~ comme c/f est plus grand que c,l’apparition de la transition
pour c¢c donnée,a lieu pour une vitesse critique plus élevée que ne

le laisse prévoir un liquide pur équivalent

- il est possible que la courbe {}. en fonction de ¢ passe par

un maximum .

Ces remarques ont pu gtre vérifiédes expérimentalement

[50,195 & 1971 .
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Cette théorie,essentiellement basée sur une structure newtonienne
de la suspension,donne une variation du nombre de Tayior critique

en accord avec les expériences effectuées sur des solutions

polymeériques diluees .



185

CHAPITRE 3.5

STABILITE DE L'ECOULEMENT DE TAYLOR-COUETTE EN PRESENCE DES
PARTICULES
Ainsi que nous l"avons indiqué au chapitre 1.3, les
suspensions de particules sphériques sont newtoniennes a faibie
concentration (¢ < 0.253. L'etude de la stabilite de la
suspension se ramene alors & celle qui a été conduite au chapitre
2.4,
Lorsque la concentration = excéde cette valeur

critique,le comportement de la suspension est celui d’un fluide
de Bingham (cf. chap. 1.3) .
Sa loi de comportement est la suivante : (201}

iy = - P &y + 20lp + 0°(2 €an €an) t21E, (3.5.1)
avec

(¢g®)2 = 1/2 VOA’-G'°|3 (3.5.2)

3.5.1.Ecoulement de Couette .
Les équations de conservation de la masse et de la quantité
de mouvement pour cette loi de comportement s'écrivent de la

manieére suivante,dans un systéme de coordonnées cylindriques

(fig. Z2Za).
2U & 3 vz oP [\ u 29V
CQLl-- + (Vv.THU - ==1 = - == + (pu + --)[AU - -= - -=-=-1 + ...,
ot r’ dr’ E r's rrzay
- 10) oE- 2 Y vV 2U oE- 2 U oW BE-!
+ TPL2(===),(====) + (== = = ¥ ===)(====) + (== + ==)(=-=-=--=)]
or’ ar’ or’ r’ r'd3¥Y r'avy o2 or’ - ¥-3

(3.5.3)
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oV > uv oOF c° Vv 20U
€l-- + (V.VIV + ==] = = —coc & (g + ==)[AV = -== + —meu- 1+
ot r’ r*ay E r'z r’:sy
oV v U SQE- oV 8] oE-! oV
POl (-mm = mm 4 mmmo)(mmmm) 4 2(-mmm 4 ==y (mm--) 4+ (==
or’ r’ r'a¥ oar’ r’a¥  r’' r’'a¥ z
oW oE-!
t e——— ) (=-===)] (3.5.4)
r’aYy oz
oW 3 > oP c° oW ou SE-
RUL-= + (V.U = = == 4 (p + ==)pAW + 0°L(=== + ==)(====) + ..,
ot oz E or’ 9z dr’
oW oV JE-! oW  JdE-!
* (=mmm 4t == (mmm=) 4 2(==)(---=)] (3.5.5)
r'ay oz r'of oz oz
U U aV oW
SSs + m= 4 m--- 4 -- = 0 (3.5.6)
or’? r’ r'aY oz
avec
E? 2€, .6, (3.5.7)

Ces équations admettent,pour |’ écoulement de Couette, la

suivante

Uu=WWw=29
2
R, Q, r’ Rl Rz R’ r'’ r!
V= [----- ]l IN[-- - -=-] In(--) - N(1 - “=)e--Jdn(=-=) +
2 R, r’ R, 2 R, R,
R| R2
(1- --)
2
Rz
2
r’ Q. R, R, 97
* o= == = ==] = == (== - 1))
R: Ql 2 r’ Q]

solution

(3.5.8)

(3.5.9)
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o4 N, le nombre de Bingham (ou d'Oldroyd) a pour expression

. N = ---- (3.5.10)

3.5.2.Equations du mouvement en régime des tourbillons de Taylor.
En régime des tourbillons de Taylor,!|’'écoulement est
représenté par la superposition de 1’écoulement de Couette ci-
dessus & une petite perturbation axisymétrique
(j’,p’)
La forme linédarisée des équations du mouvement (3.5.3) a

(3.5.8) précédentes est la suivante :

-1

au’ 2Vv! 2p' e* u’ ou’ dE,
Q=== - ==-=) = = —== 4+ (g + ==)(AU' - -=) + 20° —ee . oo
ot r’ or’ E, r’:z or’ dr’
(3.5.11
av’? dVv Vv v' c° 32!
Ql--=- + (-- + -Hu’l = pP(AV' - -=) + == —c-- (3.5.12)
Bt dr’ r’ r?'2 E‘ azz
-1
ow’ op' ¢° 2w’ du’ dE,
€ - % = ===+ (P + ==)AW' + 6°(=== 4 —=)(===n) (3.5.13)
ot o2z E, or’ oz dr?
ou’ u’ ow?
= ot ==+ --=- = 0 (3.5.14)

or’ r’ o2



avec dv Y
E, = === - --

dr’ r’

Aprés élimination de w' et P’spuis adimensionnalisation de toutes

les grandeurs,donnons & u' et v' la forme suivante :

kz

u’ = Ry @, u sin(--) explEZ.Q, t]
R,
kz

v' = Ry Q, v sin(--) explZ.Q t]
R,

Les @équations du

réduisent alors au systéme suivant

-1

(L - k*)(L - k? - £ R)u + N J, [(L

av’

dr

d J, d(Lu) du 1
+ ----- (2 ----- - 2k* -- - - (L -
dr dr dr r
dz2J, v
- Juy =---3(L + k2)ul = 2 k2 R V' -
dr?2 r
Nk?2 dv Vv
x(L - k* - ER - ---)v = R(-- + -)u
Jg dr r
ou
E, = & J, J, = --
V= R| Ql Vv r’ = R|

mouvement (3.5.11)

(3.5.16)

(3.

[4)]
—
~l

a (3.5.14) ci-dessus se

k#)iu + .....

-2 dJ]

k2)ul + J, [2(---)2 + ,,.

dr

(3.5.18)

Vl

r

(3.5.19)
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et
2
¢ R, Q R, - R,
R = ___._____ | — S
n R,
d= 1 d 1
L = —~- 4+ = —= - __ (3.5.20)
dr?2 r dr r?

La condition de non-glissement aux parois des cylindres s’ecrit

du ,

u = v = -- = en r = 1 et 1 + g’ (3.5.21)
dr

Ces équations prennent une forme relativement simple dans le cas

de l’entrefer étroit (#'<< 1).

En posant

d
r = 1 + g'x D = --
dx
a = B’k R'= 8’2 R (3.5.22)
Q2 2%’ R'?
« = -- - T = = —ccea-
£, B’
NB) c.ﬁB’
P = = = oo

Elles se réduisent a :
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(D* - a2)(D? - a? - EZ R')u + P(D? - a2)? u = (1 + &'x)v

(3.5.233
(D2 - a* - Z R’ - a2 P)v = - T a2 u
Ce systéme reégit la stabiliteé linédaire de 1’édcoulement de Taylor-

Couette d'un fluide de Bingham dans un appareil lage infiniment
long & entrefer étroit

I'l fut établi par GRAEBEL [201] . L'auteur utilise la méthode des
fonctions d’essai de CHANDRASEKHAR (fonctions circulairesy, pour
la stabilité marginale .

Pour notre étude,nous remarquons que le systéme (3.5.23) est
analogue a celui qui deécrit le mouvement d’'un fluide
newtonien,dans la m&me configuration .

La différence entre les deux problémes est gu’ici,la solution
dépend de l’entrefer,certes petit,a4 travers le paraméetre P
Afin d’appliquer la méthode décrite au chapitre (2.1),nous
réduisons (3.5.23) & une équation uniqué

Par substitution,il vient :

{D* (1 + P) - D* [3a® + 4a® + 2ZR’ + a?P? + ER'P1 + D2 [3a* +...

+

5a*PF + 2a*P? + 4a“ER' + I2R’ + E*R’2 + 3LR'a®Pl - [(as + ...

+ 2a*ER' + 2a*P + 2LR'Pa* + a*P? + a?f*R’2) - Ta®l} v

- Ta2a’x v (3.5.24)

Associée aux conditions aux limites (3.5.21),cette equation est un

probléme aux valeurs propres 4 S5 paramétres,

F(a,T,Z,P,$3') = O (3.5.25)
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puisque (3.5.22) permet d'écrire R' sous la forme :

Ta’
R'" = (- ---)
2!
Sans restreindre la généralité de |’étude,nous pouvons nous

limiter au cas classique du cylindre extérieur immobile

Qq
u’:-——:O
Q,

Notons (3.5.24) de la maniére suivante :

LA, D¢ - A.D* + AzD2 - Aglv = Ta¥®x v (3.5.

W

O

3.5.3.5tabilité marginale .

En ecoulement stationnaire,les coefficients A, sont donnés
par :
A, = 1 + P
As = 3a? + 4a?P + a2p2

(3.5.2

A2 = 3a* + 5a*P + 2a*Pp:z
Ao = a* + 2a*P + a*P? - Ta?
Par analogie,nous pouvons écrire sans caicul,la solution de

(3.5.26),comme la combinaison’linéaire des 6 solutions suivantes
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"‘-Hn
Vi (X) = voixy - | cos(M’, (x,t)I.N’, (x,t) dt
O
. (3.5.28)
‘[‘H:D
v (x) = - sinfM", (x,t)J.N", (x,t) dt
0
J‘+m
Vz (X)) = Vg (x) - coslM’2 (x,t)I.N", (x,t) dt
0]
(3.5.29)
§+m
Ve(x) = = SinfM", (x,t)>). N2 (x,t) dt
o . .
“+m
vs (X) = vo (x) - cosIM's (x,t)I.N"5(x,t) dt
0]
(3.5.30)
f+
Ve(x) = - )  sinlM’;(x,t)1.N's(x,t) dt
(0]
avec
J‘+m 1 A, t7 Ay L8 A ts
Vo (X)) = explxtl.expl--=- (- ==== + -ww-- - ——-—-- 4+ A.t)] dt
0 Ta? 7 5 3
(3.5.31)
Ao 2n Al ts 3r A t3 n 2n
My (x,t) = [x + ---)tsin -- - ---- sin -- - ---- gin - + --
Ta?z 7 5Ta? 7 3Ta* 7 7
(3.5.32)
Ao 2 A, t7 Agts CE Az T3 n
N’ (x,t) = expl{lx + ---},tcos--} - ---- = —---- CcOS-- + ---- cos-

Taz 7 7Ta? 5Ta* 7 3Ta* 7
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Ao 47 N T A, t3 21 47
M?2(x,t) = [x *+ =---ltsin -- + ---- sin - + ~---- gin -- + --
Taz 7 5Ta® 7 3Taz 7
i (3.5.33)
Ao 4m As 17 A, te T As t3 2
N’ (x,t) = expllx + ---].tcosg--} - ---- - --=-=- CcOS- - ---- COS--
Taz 7 7Ta? 5Ta* 7 3Taz 7
Ao 6 A ts 5n Ay ts 4T on
M's(x,t) = [x + ---)tsin -- + ---- sin -- - ---- sin -- + --
Ta? 7 5Ta? 7 3Ta? 7 7
(3.5. 34
et
Ao en A, t? AL t3 5n Az t3 4
N*'s(x,t) = exp{lx + ---1.tcog--} - =-=--- - =---- CcO8-- - —---- COS-—-
Ta? 7 7Ta? 5Ta? 7 3Ta* 7
et
1 A, t7 ts Az t3
Le (t) = exp{- ---- [--=-- + Ay, -- + --—-- + (Aq - Ta*)tl} (3.5.35)
Ta? « 7 5 3
A, - Tk? 2n A, t® 3 Az t3 n 2
M, (x,t) = [x + ====-=---- ltsin -- + ----- sin -- - ----- sin - + --
Ta? « 7 5Ta® o 7 3Ta®* x 7 7
(3.5.36)
Ao - Ta?z 2n A, t? A, ts 3
N, (x,t) = exp{lx + -===-=--- lJtcos -~ = ----- + e-=-- cos -- +
Ta2 a 7 7Ta? o 5Ta* & 7
A: t3 T
+ —---- cos --} ' (3.5.37)



194

M2 (x, ¢) et N'2(x,t) d'’une part,M's (x,t) et N'x3(x,t) d'autre
part,se déduisent de M’, (x,t) et N’,(x,t) par les permutations

(2.2.33) et (2.2.34),respectivement .

Le calcul numérique de la solution s’'effectue de la méme
maniére qu'au chapitre (2,.3) .
A la différence du fluide newtonien,le seul parametre B ne
détermine plus la stabiliteé marginale,ainsi que nous 1'avons note
plus haut
La figure (3.d) représente une famille de courbes de stabilite
marginale,carrespondant a diverses valeurs de P (nombre de
Bingham) . Elles montrent que les effets non-newtoniens (mesurés
par PJ),sont un facteur de stabilisateur,puisqu'ils retardent
l1’apparition des tourbillons de Taylor .
Par ailleurs,elles indiquent une dimiﬁution de ia longueur d'onde
critique,a mesure que P croit
Nos courbes ont la mé&me allure que celles proposées par GRAEBEL
Mais comme l’'auteur ne fournit pas de valeurs numériques,nous ne
disposons d’'aucune base de comparaison pour :

- les résultats que nous présentons sur les tigures (3.e et
(3.f) et sur le tableau (3.8),qui représentent les graphes des
paramétres critiques en fonction de P

- 1'étude que nous menons dans le paragraphe suivant .
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P Ac Te

0 3.12 3 389
0.10 3.06 3 911
0.25 3.00 4 750
0.5 2.91 6 283
1.00 2.75 g9 Bl4
1.25 2.71 11 984
1.50 2.65 la 223

Tableau (3.8)

Longueur d’'onde et Nombre de Taylor critiques de quelques fluides

de Bingham .
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A p
(]+p)2 =0,00
J Pz 0,10
P=0,25
Peo,50
3400
Pe1,00
. P=1,25

30001

26001

2200 . . >
1.0 3,0 a

Figure 3.d : Courbes de stabilité marginale pour}&' =0



197

l..og-TC

10,0 <

8,0 T 7 q —>

0,0 1,0

Figure 3.e : Variation du nombre de Taylor critique en fonction

du nombre de Bingham .
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»
A

198

o]

240+

220

2.00 ‘ . ,
0.0 1.0 2.0

Figure 3.f : Variation du nombre d'onde critique en fonction

du nombre de Bingham



3.5.5.Champ des vitesses

En proceédant comme au paragraphe (2.3.4),le champ des
vitesses est une combinaison linéaire des Six solutions
précédentes

vix) = F'{ vy (x) i= 1,2,3,....6 (3.5.39)
Les valeurs des F', sont données sur le tableau (3.7 .

- La composante radiale du champ des vitesses est donnée par

(3.5.23)
1

uix) = = === [D?* - a2(1 + P)lv(x) (3.5.40)
Tasz

- Et la composante axiale,par I'équation de continuité

wix) = - = Du(x) (3.5.41)

Les tableaux (3.8§,3.€,3.7n) représentent la variation du champ des
vitesses normalisées dans |'espace annulaire
Le tableau (3.p) montre que les effets non-newtoniens ont

tendance & déplacer vers le cylindre intérieur,le point de

vitesse maximale .



200

P F, F2 Fs Fe Fs Fs
0.00 1 -6.104 -5.407 -4.964 0.0186 -0.039
0.10 1 -7.335 -6.219 -5.456 0.018 -0.044
0.25 1 -9.696 -7.752 -6.437 0.021 -0.0562
0.5 1 -15.561 -11.511 ;8.800 0.029 -0.071
1.00 i -51.982 -34.423 -22.733 0.076 -0.186
1.25 1 -231.212 -145.892 -91.,2z227 0.301 -0.728
1.50 1 178.871 108.749 64,102 -0.218 0.514

Tableau (3.7

Coefficients de la combinaison linéaire définissant le champ des

vitesses de quelques fluides de Bingham & la transition .

> -

V(x) = Fy Vi (x)



0.441

0.580

0.707

0.816

0.903

0.964

0.825

0.911

0.969

0.895

0.962

0.901

0.815

0.710

P = 0.00 0.10

0.00 0. 000 0.000
0.05 0.143 0.145
0.10  0.288  0.291
0.15 0.431 0.435
0.20 0.568 0.573
0.25 0.695 0.700
0.30 0.808 0.810
0.35 0.894 0.898
0.40 0.957 0.960
0.45 0.993 0.894
0.50 0.999 0.998
0.55 0.976 0.973
0.60 0.9286 0.921
0.65 0.852 0.844
0.70 0.757 0.747
0.75 0.646 0.634
0.80 0.523 0.510
0.85 0.394 0.381
0.90 0.262 0.250
0.95 0.130 0.120
1.00 0.000 0.000
Champ des vitesses

Tableau (3.%5)

tangentielles

normalisees

secondaire pour divers nombres de Bingham

du mouvement



u pour
S
0.00 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.05 0.043 0.043 0.043 0.0489 0.048 0.049 0.05
0.10 0.151 0.153 0.154 0.163 0.166 0.170 0.172
0.15 0.298 ©0.302 0.305 0.315 C.325 0.329 0.333
0.20 0.4861 0. 466 0.471 0.483 0.497 0.503 0.508
0.25 0.621 0.627 0.634 0.646 0.662 0.669 0.674
0.30 0.764 0.768 Q.777 0.789 0.804 0.811 0.816
0.35 ©.878 0.883 0.889 0.900 0.913 0.917 0.92z
0.40 0.957 0.960 0.964 0.971 0.979 0.982 0.984
0.45 0.996 0.897 0.998 0.999 1,00 0.999 0.999
0.50 0.994 0.992 0.989 0.985 0.976 0.971 0.967
0.55 0.953 0.948 0.939 0.928 0.909 0.899 0.892
0.60 0.877 0.867 0.854 0.834 0.803 0.789 0.777
0.65 0.772 0.758 0.738 0.710 0.666 0.647 0.631
0.70 0.644 0.627 0.601 0.564 0.506 0.483 0.a62
0.75 0.504 0.482 0.450 0.405 0.334 0. 306 0.282
0.80 ©.361 0.335 0.298 0.245 0.162 0.130 0.102
0.85 0.2286 0.197 0.156 0.097 0.002

0.90 0.111 0.081 0.386

0.95 0.005 0.001

1.00 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

Tableau (3.€)
Champ des vitesses radiales normalisées du mouvement secondaire

pour divers nombres de Bingham .



W pour

T ey oo TTozs oso 100 i.zs 150
0.00 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0. 000 0,000
0.05 0.490 0.513 0.545 0.581 0.646 0.668 0.682
0.10 ° 0.802 0.814 0.832 0.850 0.884 0.896 0.897
0.15 0.963 0.967 0.875 0.979 0.991 0.983 0.986
0.20 0.998 0.997 0.987 0.990 ©.985 0.980 0.9638
0.25 0.933 0.927 0.921 0.906 0.888 0.878 0.862
0.30 0.780 0.776 0.769 0.749 0.722 0.708 0.630
0.35 0.592 0.580 0.565 0.540 0.505 O.489 0.471
0.40 0.359 0.346 0.328 0.300 0.2860 0.242 0.225
0.45 0.112 0.097 0.077 0.046 0.003 -0.016 -0.031
0.50 -0.133 -0.149 =-0.171 -0.203 -0.249 -0.267 -0.280
0.55 -0.360 -0.378 -0.401 <-0.434 -0.480 -0.498 -0.509
0.60 -0.442 -0.576 -0.600 -0.633 -0.680 -O.6Q6 -0.704
0.65 ~0.715 -0.733 -0.758 -0.790 -0.836 -0.851 -0.856
0.70 -0.822 -0.840 =-0.864 -0.897 -0.941 -0.954 -0.957
0.75 -0.872 -0.889 -0.912 -0.944 -0.987 -0.998 -0.999
0.80 -0.857 -0.873 -0.895 -0.925 -0.966 -0.976 -0.976
0.85 -0.772 -0.785 =-0.804 -0.832 -0.870 -0.880 -0.879
0.90 -0.608 -0.617 -0.631 -0.654 =-0.689 -0.638 -0.698
0.95 -0.355 -0.357 -0.364 -0.380 ~-0.408 -0.417 -0.419
1.00 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

Tableau (3.m)
Champ des vitesses axiales normalisées du mouvement secondaire

pour divers nombres de Bingham .
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P = 0.00 0.10 0.25 0.50 1.00 1.25 1.50
Vaax pour
X = 0.49 0.48 0. 48 0.47 .46 Q.46 G.45
Uaaw pPOUr
X = 0.47 Q.47 Q.46 0.46 0.45 0.44 0. 44
Wasx pOUT
X = 0.19 0.19 0.18 .18 0.17 0.17 0.76

Tableau (3.u) .
Déplacement du point de vitesse maximale vers le cylindre

inteérieur causé par les effets non-newtoniens .



CONCLUSION



Nous avons effectué wune étude théorique de la transition
"Laminaire-Tourbillons de Taylor",entre cylindres coaxiaux
tournants,en présence de particules sphériques rigides .

Pour ce faire,il a fallu d’abord considérer le cas du solvant
pur .

La stabilité marginale est régie par une équation differentielle
du sixi&tme ordre,avec un coefficient non-constant .

Celle-ci a été résolue par une methode d’intégration exacte,en ce
sens qu'’elle ne fait appel ni & une approximation,ni a 1'usage de
fonctions d'’essais .

La solution comporte des intégrales infinies qui convergent treés
rapidement .

Elle a permis de déterminer.des paramétres critiques et un champ
hydrodynamique en bon accord avec ceux fournis par ia

bibliographie .

En régime transitoire,une loi linéaire de croissance des
tourbillons,comparable & celle de DAVEY a été etablie .

La méthode,qui peut &tre appliquée & la deuxiéme transition,a
permis de mettre en évidence,une propriete nouvelle de
l1*écoulement,a savoir,une stucture analogue & celle des fluides

compressibles,en mouvement non-tournant .
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L'introduction d’une particule sphérique rigide dans
1"écoulement,modifie son profil . La perturbation au mouvement
secondaire obéit aux équations de Stokes . Celles-ci ont eteé

résolués par la technique des harmoniques spheriques
Le champ total induit par un ensemble de particules s'obtient a
partir de cette solution,par la méthode des images

L? étude de 1’écoulement d'une suspension est celle d'un
fluide pur,dont ila rhéologie est différente de celle du solvant
A faibles concentrations, les suspensions de particules sphérigues
rigides étant newtoniennes,!’étude précedente reste valable., &
condition de déterminer la viscosité du milieu .

Le modeéle de microstructure proposé par ALLEN et KLINE pour ce
calcul est intéressant pour deux raisons essentielles ; il permet
de retrouver :

- la formule d’Einstein pour des suspensions tres diluées

- les résultats expérimentaux de VAND .

L'avyant appliqué au régime des tourbillons de Taylor,nous
avons déterminé la variation du nombre de Taylor critique en
fonction de la concentration,dans ce régime d’écoulement
Cette relation conduit naturellement.a la viscosité relative de
la suspension .

Les suspensions concentrées sont viscopiastiques
Les équations du mouvement & la premiére transition,établies par
GRAEBEL,dans le cas d’un faible espace annulaire,sont analogues a
celles du tfluide newtonien,a la différence qu’'elles font

intervenir un parameétre supplémentaire,P,nombre de Bingham
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Ainsi, pour un méme rapport des vitesses angulaires des

cylindres,on obtient une famille de courbes de stabilite
margin;le,dépendant de P .

La méthode intégrale utilisée en fluide newtonien a pu Etre
adapteée
Les courbes obtenues sont analogues & celles proposees par
GRAEBEL
Les valeurs numeriques des paramétres critiques ont éte
précisees.

Leur variation a été établie,dans la gamme

0.00 £ P =& 1.50 .

La solution a permis de déterminer le champ des vitesses du

mouvement secondaire pour toutes les valeurs étudiées de P

Ce dernier calcul a indiqué que les etfets non-newtoniens avaient

tendance & déplacer vers le cylindre intérieur,le point de

vitesse maximale .

L’ensemble de ces résultats souffre du manque d’une base de
comparaison dans la littérature .
11 est donc souhaitable que des travaux tant expérimentaux que
théoriques soient mis en oeuvre pour cette contiguration

fondamentale du probléme de Taylor-Couette .



Une @&tude dans des suspensions de spheéres deéftormables serait
une suite intéressante & notre travail,du fait qu’'elles
présentent un comportement viscoelastique et que par la,elles se
rapprochent davantage des modéles wutilises en réduction de
frottement
De " plus,elles seraient une base intéressante pour |{’eétude des

écoulements de polymeéres fondus .
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