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0 - INTRODUCTION

Nous nous intéressons a certaines propriétés topologiques des
ensembles d'accessibilité d'une famille de champs C* de vecteurs, en
abrégé F.C.V., sur une variété M, C° métrisable et connexe.
Soit X un champ de vecteurs et Xt le groupe local a un
paramétre défini par X. On appelle trajectoire de X passant par le
point x _€ M, Tla courbe intégra]e't—————9.Xt(x0).
On considére F= {X], X2,.., X',... } une F.C.V.. Soient

x et y deux points de M, on dit que y est accessible depuis x en un

temps t > o si 1'on atteind,y a partir de x en empruntant les

trajectoires des champs de F dans le sens des temps positifs dont la

somme est égale & t. L'ensemble des tels points est noté A(x,t) et

1'ensemble A(x)=UA(x,t) est 1'ensemble d'accessibilité depuis x (avec t >o).
Notre étude concerne Tes ensembles A(x,t), plus précisément

on s'intéresse a la propriété.

(1) Int Alx,t) = Int A(x,t)
ol Int(A) désigne 1'intérieur d'un ensemble A, A Ta fermeture de A.
Cette propriété est fausse en général. Considérons par
exemple dans R2 la famille

+:a_ X i_ ‘ in _(&_
{R(ax1 , R‘-P(])QXZ,RM Xo ax]

ol les champs sont exprimés en coordonnées locales x=(x],x2) et LP

une fonction C s'annulant pour les valeurs négatives de la variable

et strictement positif autrement. Alors il est bien connu (G. SALLET /357)
que

A(o,t)= RZ - (x1, km ) /x;40, k €#Z} et la propriété (1)
est fausse. La famille considérée est C , 1'algébre de Lie engendrée

par cette famille, évaluée en un point de Rz, a pour dimension 1 ou 2.

Si x40 la dimension est 1, et 2 si Xy7 O- L'ensemble de; points
accessibles par la famille, et de la famille opposée est R et 1'espace
tangent n'est pas toujours donné par 1'algébre de Lie de 1a famille.



Ce qui nous améne a considérer dans la suite, une importante
classe de famille, notamment les familles auto-variantes / chapitre 1_/
comprenant entre autres les familles analytiques.

En fait ce travail montre qu'on a 1'égalité (1) pour les
familles F pour lesquelles la famille notée (3 {(X,1) /(X,1) (x,t) =
(X{(x),1) et X€F} définie sur la variété M x R, est auto-invariante
(ce qui n'est pas le cas de 1'exemple) et F est constituée des champs
de vecteurs complets. On donnera un contre exemple si les champs ne sont
pas complets.

Ces récentes années, une grande attention a été portée sur
Tes ensembles A(x,t), leur description a été développée dans plusieurs
articles. Par exemple 1'Accessibilité forte (c'est-a-dire
Int A(x,t) # @) est &tudiée dans SUSSMANN-JURDJEVIC / 16 _/ et / 10 7,
la compléte contrdlabilité (c'est-a-dire A(x,t)=M) est étudiée dans
/7137 et /74_7.

I1 est montré (G. SALLET /718 7) que 1'intérieur de la
fermeture des ensembles A(x) est contenu dans cet ensemble, pour les
familles auto-invariantes (non nécessairement complets). Ensuite
certaines familles vérifient A(x,t)=A(x) comme exemple considérons le cas
linéaire dans R" 1a famille

£ xY | x4 (x) = Ax + Bu}

ou A, B sont des matrices de dimensions nxn, nxm respectivement et

u = (u], Ups oo un) les u, sont des fonctions continues définies sur des
intervalles de R @ valeurs dans un sous ensemble & de IRm. SiQ = IRm,
A(o) = A(o) = A(o,T) pour tout T» O (voir RHODES /Z%/, BROCHETT /45 7/,
LEE-MARKUS /76 7 ).

IT est donc naturel par analogie aux ensembles A(x) de
faire notre Etude, malheureusement la démonstration des A(x) ne peut se
recopier pour prouver 1'égalité (1), celle-ci n'étant pas toujours vraie
quand les champs de vecteurs ne sont pas supposés complets.

Suivant KUNITA /"Z_7, la fermeture de A(x,t) est le support
de 1a probabilité de transition, partant de 1'état x d'un processus de
diffusion.



Le processus est régi par une équation différentielle
stochastique dont la donnée est équivalente & la donnée de la famille qui
engendre les A{x,t). Enfin KUNITA énonce dans cet article que (1) est
réalisée si la famille considérée est une famille auto-invariante,
compléte. Malheureusement sa démonstration est prétendue identique a celle
des A(x), ce qui n'est manifestement par vraie.

Ainsi, 1'objet de ce travail est 1'exposé d'une démonstration
de (1) qui est une propriété extrémement importante dans 1'étude qualitative
des ensemble en temps exact.

Une autre motivation de notre Etude est de montrer que les
techniques d'extension et 1a notion d'équivalence obtenue par G. SALLET
/718_/ sont aussi adaptées aux ensemble A(x,t). On dit que deux familles
de champs de vecteurs sont fortement équivalentes si elles sont
équivalentes au sens de V. JURDJEVIC et I. KUPKA (voir aussi / 11_/)
et si pour tout point, les fermetures des ensembles d'accessibilité au
méme temps exact sont identiques. Ce travail permettra d'établir que la
fermeture, Ta frontiére et 1'intérieur des ensembles d'accessibilité
en temps exact sont les mémes pour les familles fortement équivalentes,
vérifiant (1).

Pour prouver (1), notre démarche est la suivante. Etant
donné une F.C.V., nous construisons un groupe de difféomorphismes de M.

Ce groupe induit une action naturelle sur M. I1 est montré que les orbites
de cette action, notées GO(F).x,xeM, sont en fait des sous variétés
connexes de M et que A(x,t)c:rGo(F).y pour tout point y&€ A(x,t), en
particulier A(x,t)c:CEb(F ) Xt(x), X€& F. L'inclusion est minimale,

dans ce sens que A(x,t) est d'intérieur non vide relativement a la
topologie de (3§F).y. I1 y a deux cas :

i) quand i1 y a accessibilité forte, alors (36<F7>y =M
ii) quand i1 n'y a pas accessibilité forte, alors
GF) induit un feuilletage de codimensian 1.

Par suite on s'intéresse a la famille F définie sur M x R.
En fait 33 est le prototype des familles caractérisées par la propriété
X ¢ GO(F). Xt(x) pour tout réel t#o, X€ F. L'intérét de ces familles
est que, d'une part les orbites Go(F) x deviennent des feuilles fermées
du feuilletage défini par les champs de vecteurs, d'autre part elles
vérifient A(x) N GO(F).y = A(x,T) pour tout y appartenant & la fermeture
de A(x,T).



C'est ainsi qu'en exploitant de fagon trés technique la
topologie G,-orbite associée a la famille ? et grace a A(x,o),?)
contient 1'intérieur de sa fermeture, on prouve que 1'intérieur de la
fermeture de A(x,0),t, F ) est contenu dans cet ensemble. Ce résultat
passe immédiatement deF aF et donne

Int A(x,T) = Int A(x,T)

relativement & la topologie de GO(F)X%X)

Le plan de ce travail est comme suit :

Le chapitre I donne des préliminaires, définitions et des
rappels de quelques résultats généraux. Familles de champs de vecteurs et leurs
orbites. Distributions et variétés intégrales.

Le chapitre II est consacré a 1'étude des orbites C%(F).X
et leur structure différentiable. La structure de Go(le permettra de
situer Ta topologie avec laquelle nous déduirons astucieusement nos
résultats. On essayera de décrire les familles qui vérifient (1), c'est-
a-dire familles fort auto-invariantes.

Le chapitre III s'intitule "Structure topologique de A(x,t)".
IT démontre (1) et propose des applications : Equivalence forte des
familles.



CHAPITRE I

PRELIMINAIRES

Ce chapitre comporte essentiellement les définitions et
quelques résultats classiques qui nous seront utiles dans la suite de
notre travail.

1.1. PRESENTATIONS ET NOTATIONS

Le mot variété désignera toujours une variété différentiable
de dimension finie, connexe, métrisable, de classe C* ou analytique.

Si M est une variété alors le sous ensemble N de M est
appelé sous variété de M si N est une variété et 1'injection de N est
une immersion C° . En particulier tout son ensemble de M peut étre
muni d'une structure C° de variété différentiable.

On désignera par V(M), 1'ensemble des champs de vecteurs
C*  (respectivement analytique), C(M) les fonctions différentiables
(respectivement analytiques) de M dans 1'ensemble R des réels. V(M)
est une algébre de Lie avec le crochet défini par la fagon habituelle
/X, Y/ = XY-YX, X, YE V(M). Le fibré tangent sera noté TM et 1'espace
tangent au point x par TXM.

Si X est un champ de vecteurs, Xt(xo)’ X, € M est par
définition, la valeur a 1'instant t de 1'unique solution du probléme de
CAUCHY

dXt(xo)

— = X(X-(x ) X,(x0) = x_ pour t=o
dt t=7 7o t °



Le champ X est appelé complet, si 1'intervalle maximal de
définition de 1a courbe intégrale t —— Xt(xo) est R tout entier, dans
ce cas 1'application x —_— X‘t(X) est un diffeormorphisme de M dans M.
Dorénavant, on ne considérera que de tels champs. ‘

Une famille de champs de vecteurs est appelée aussi systéme ou
polysystéme selon le contexte. Soit F une F.C.V. si X& F , on note X(x)
le vecteur tangent de TXM et par F (x) 1'ensemble des X(x) lorsque X parcourt

F

A toute F.C.V. F , on associe le groupe de diffeomorphismes

noté G ( F ) constitué des €léments de la forme

1 p
g=X_ o0..0X
t] tp
avec X], X2,.., xP appartenant dans F et t],.., tp dans R. Le groupe G ( F )

opére sur M de fagon naturelle g.x = Xl o..oXE (x). L'orbite du point
X est notée (G ( ¥ ).x. I1 est bien cohny P sussmann /1.7 que G(F ).x
est une variété différentiable connexe, séparé stricte (MOLINO [247) de M.
Le fait que 1a sous-varisate soit stricte implique 1'unicité de Jla structure
différentiable qui fait de 1'orbite une variété immergée.

Le semi-groupe engendra par les difféomorphismes { Xt(') |ty o,X

€ F! seranoté S ( F). L'orbite de x par S ( F ) est 1'ensemble

d'accessibilité a partir de x. Donc on a

- —— p i
A(x) = S (F).x = {Xt]o.oXtp (x), t1.>/ 0, XegF }

et 1'orbite positive en un temps TS o est 1'ensemble A(x,T, F) on a

- ! P U i
Alx,T, F ) = { Xt]o..o ti (x), t1.>/ 0, £t; =T, X'€}

on dit que F a 1la propriété d'accessibilité forte si A(x,T) est d'intérieur
non vide.



Soit X € V(M), l,Pun diffeomorphisme de M. La différentielle ¥,
est une application linéaire de TXM dans T‘P(x) M telle que

(G X) () =0 g1 X (¥7100) et (0, (x ) =
\POXtO\P_] (x) , x €M

Xt représente le groupe a un paramétre de X. On a

d \JoX, (x)
" =§ XX (x)
d(*t), Y
= (XD [XY], Yevm
dt

la derniére égalité montre 1'interprétation géométrique du crochet de Lije.

A la famille F , on associe le C(M)-sous module engendré par F .
On Te notera M. . Si g est un diffe/omorphisme de G(F), dire que M.
est invariante par g si on a g, (M (x) ) = M (gx). Dire que M.
est G {F )-invariant si il est invariant pour tout diffeomorphisme g
de G(F)

En général une F.C.V. F n'est pas G(F)- invariante, c'est

pourquoi nous introduirons le sous module noté 4 engendré par
F

1'ensemble { g.X, ge {F) » XeF }

A pest le plus petit sous module de VIM),G ( & )-invariant
donc G(F)~invariant, qui contienne F . On sait d'aprés SUSSMANN [1 _7
que 1'espace tangent en un point y de la variété G (F )x est & F(y).



On appelle dimension de l1a famille F au point x, la
dimension de 1'espace vectoriel engendré dans TXM par les valeurs en x
des champs de AF . Cette dimension est la dimension de la variété
orbite G ( F )x. On la note dim Ap {x) ou dim G ( F )x.

On désigne par Lie (F ), 1'algébre de Lie engendré par F ,
c'est la plus petite sous algébre stable par le crochet de Li€ et
contenant F . Pour tout x € M, Lie (F) (x) C T M. L'Etude de Lie (F)a
beaucoup d'importance pour 1'Etude de 1a F.C.V. F . On appelle rang de

F au point x noté rg( -F )x 1a dimension de 1'espace vectoriel engendré
par Lie(F)(x). En général rg(F )x & dimG(F}(x). On dit que la famille
F vérifie Ta condition du rang en x si Lie (F) (x) = TXM.

Une famille de champs de vecteurs F est auto-invariante si le
plan tangent en un point de 1'orbite est donné par 1'évaluation de Lie (F)
en ce point. Une telle famille se caractérise par

sp = Lie(F), c'est-a-dire" Y X,YEF, xe M on a (X,)x Yix)eLie(F)(x)

Autrement dit pour les familles auto-invariantes, la condition
du rang est vérifiée en tout point de 1'orbite G(F ).x. Cette propriété
assure une symétrie de comportement entre la familleF et -F

IT est bien connu /716-3_7 ou / 8-12_7 qu'une famille F est
auto-invariante si elle appartient a 1'une des classes suivantes :

- F est analytique
- Lie (F ) est de rang constant
- Lie (F ) a un nombre fini de générateurs



1.2. THEOREME (G. SALLET 4'18_7,_CH0w”g'14,uq]

Soit F wune F.C.V. auto-invariante sur une variété M de
dimension n. S(F).x est d'intérieur non vide dans G ( F).x, donc en
particulier dans 1a topologie de M si et seulement si rg(F )x est égale
an.

Une distribution sur une variété M est une application 4 qui
a tout point x de M associe un sous espace linéaire 4 (x) de 1'espace
tangent TxM. On dit que 1a distribution 4 d la propriété de variéte
intégrale (respectivement maximale) si en tout point M, i1 passe une
variété intégrale (respectivement maximale). Une variété intégrale de &
est une sous variété N de M telle que pour tout x € N 1'espace tangent
TN est exactement & (x). En particulier N est une varigté intégrale
maximale si N est connexe et toute variété intégrale connexe d'intersection
non vide avec N, est une sous variété ouverte de N. Les variétés intégrales
maximales de .a forment une partition de M, appelée feuilletage de M
défini par 4 . Elles sont également appelées feuilles de ce feuilletage.

1.3. THEOREME (SUSSMANN /71 7, LOBRY /12.7)

Le sous module A g st une distribution, elle a 1a propriété
de variété intégrale maximale et les variétas intégrales maxima]es_sont
les orbites G ( F ).x. |
Ensuite si 4 est une distribution engendrée par une famille F
> alors A a la propriété de variété intégrale maximale si et seulement
Si A = A F e

1.4. THEOREME

Une famille F a 13 propriété de variété intégrale si et
seulement si Te sous module M- est une algébre de Lie G ( F)-invariante.
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N
On définit sur la variété M x R, la famille F qui est

constituée des champs §>de la forme ? = (X,1), c'est-a-dire la valeur

de (X,1) dans 1'espace tangent T(x,t) Mx R A TX M x R est

(X,1) (x,t) = (X(x),1) pour tout (x,t) € Mx R. Il est clair que le champs
X est complet si X 1'est. L'ensemble d'accessibilité S ( F ).(x,0) du
point (x,0) est trés clairement

S(?)(x,o)={(xl

P oy S
]0..0 ti(x), t]+t2+..tp) ; X'eF, tiy o}

donc on a

Alx,T)x (T3 = S (F ) (x,0) (\Mx (T)

Si on considére la distribution A§~ définie par‘F , i1l est

bién connu / KALOUPSIDIS 7 que 1'ensemble ((g, X,1) ; g& G(F) , Xe F 1
engendre A
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CHAPITRE 11

FAMILLES DE CHAMPS DE VECTEURS AUTO-INVARIANTES
ET VARIETES DE CONTROLABILITE EN TEMPS EXACT.

Soit F une F.C.V., on s'intéresse 3 1'ensemble d'accessibilité
- 1 p _ i <
Alx,T) = { X; 0..0 Xt(x), ti+.. +tp =T, tiyo 0, Xe F1, & son
intérieur et la fermegure. :
L'astuce de base est d'introduire la famille ‘F définie sur

Mx R et d'exploiter 1'égalite
(*)  Ax,T) x (T} = S(F)(x,0) A Mx (T

pour déduire la structure topologique de A(x,T) 3 partir de celle de
1'ensemble d'accessibilite § ( F ).(x,0) qui est connue /" G. SALLET (18)_7,
LOBRY /73 7).
Quand on é&tudie les ensembles A(x) = S ( F ).x pour une

famille F quelconque, que les champs soient romplets ou non, celan'a
pas d'importance. En effet si on écrit F= {Xi } le 1 alors / GODBILLON :
géométrie différentie]]e_7 pour tout champ Xi, il existe une fonction fi

(Z(”strictement positive telle que le champ (fi.X1) soit complet. Donc
la famille F" = {fi X" est une famille de champs de vecteurs

i€ I

complets et pour tout x e M

SCF )x=5s(F").x

Mais pour 1'Etude de A(x,T) on ne peut remplacer un champ X
par f.X, d'ot la difficulté. Nous sommes donc amenés i considérer, dans
notre travail, des champs complets. s les champs ne sont pas supposés
complets, (1) peut &tre fausse (exemple 3.1.2. chapitre II1).



- 12 -

La premiére étape consiste a trouver une variété contenant
A(x,0), T,l/-: ) = A(x,T) X {T1} , puis une autre variété contenant A(x,T).
On regarde ensuite les disfributions A p » respectivement & g et leurs
variétés intégrales G( F ).(x,0), respectivement, G{ F).x.

KALOUPSOUDIS /9 _7, introduit T1a distribution A’ engendrée
par 1'ensemble {g,X-h,Y ; g,he G(F ), X, YEF } c'est-i-dire pour tout
point x de M

po (%) ={Z N Z (x) ;ZL:93<L,X°6F, >N =0
F

I1 est établi dans cet article que les orbites Go{ Fo)x
(paragraphe 2.1) sont des variétés intégrales maximales de A° _ et que
A(x,T)c 6 { F )y si y appartient & A(x,T). Naturellement 1'espace
vectoriel 2°(,) est de codimension o ou 1 dans -A(x), ce qui se
caractérise par A . (x) = R Z (x) + AF’F(x) que]qu{é soit Z:g*X
en particulier si Z¢g F .

Soit Xg F , nous voulons montrer les propriétés

. IntA(x,T) A(x,T)

. IntA(x,T) Int A(x,T)

par rapport a la topologie de GO(F) (XT(x)), mais puisque nous avons besoin
de la relation (*), i1 est clair qu'il faut avant tout examiner
1'ensemble d'accessibilité 5( F ) (x,0) de l1a famille /f:' . Par exemple,
on sait d'aprés /G. SALLET (18) et KUNITA /"% 7 que 1'intérieur de la
fermeture de S ( F ). (x.0) est contenu dans cet ensemble si l1a famille

F est auto-invariante. Ceci nous laisse penser & considérer les familles
de champs de vecteurs F telle queT—‘\ soit auto-invariante. En fait si ce
n'était pas le cas on peut avoir

Int A(x,T) = @ ou Int A(x,T) # A(x,T) dans GO(F)(XT(X), XeF

un exemple est donné (exemple 2.3.3).
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A partir de ce qui suit, nous considérons, sauf mention du
contraire, 1es familles F des champs des vecteurs complets pour Tesquelles
la famille F est auto- 1nvar1ante Nous les appelerons familles fort
auto invariantes en abrégé F.C.V.A..

Dans ce chapitre, nous allons &lucider raisonnablement la
structure différentiable des orb1tes G ( F).x (étudiée par KALOUPSIDIS/Q 7/
dans le cas des champs (: et de la topologie associée des familles
fort auto-invariantes.

I1 sera montré qu'une famille fort auto-invariante est nécessaire-
ment auto-invariante. On rappelle qu'une famille F est auto-invariante si
1'espace tangent en tout point de G ( F )x, x € M, est donné par
1'évaluation de Lie (F ) en ce point. Autrement dit Lie ( F ) est
1'Algébre de Lie associée & la distribution . Maintenant nous pensons,
par analogie aux orbites G ( F )x a 1'algébre de Lie associée 3 la
distribution A} dont 1'évaluation en tout point x serait 1'espace
tangent a GO( F').x en ce point. C'est pourquoi nous introduisons 1'idéal
noté J ( F), qui est 1'algébre de Lie engendréepar les différences des
champs de F et par D] Lie ( F ), 1'algébre dérivée de Lie (F).

Nous verrons dans les paragraphes suivants que 1'idéal J (F )
détermine en grande partie le comportement des ensembles A(x,T). Suivant
SUSSMANN JURDJEVIC /716_7, KRENER /710_7, KALOUPSOUDIS /g 7 A(x,T) est
d'intérieur non vide dans Go( F) Xe(x), X € F,si 1a famille F est
analytique. Notre probléme est la classe des systémes fort auto-invariants.
Ainsi, nous montrarons par une méthode différente et assez originale que
les familles fort auto-invariantes se comportent comme les analytiques.
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2.1. TOPOLOGIE Go - ORBITE D'UNE F.c.V.A.

On considére F une F.C.V.ﬁ. définie sur une variété M. Soit
GO(F ) un sous ensemble de G(F) constitué des éléments de la forme

1

g=Xt

o“oﬁ, >t.=o0,t; € R, XeF
. 0 i i

I1 est clair que GO(F) est un groupe de diffeomorphismes de M.

Puisque les champs de F sont complets, GO(F) est un sous groupe normal
de G(F ).

Le sous groupe GO(F) induit une relation d'équivalence sur M.

Nous notons Go ( F)x, T'orbite d'un point x M. Clairement
G, (Flx < 6 ( F )x.

Soient x],..,xP p champs appartenant & F . Posons ¢ = (X],..Xp).
Considérons 1'application
Pe () ¢ Rp'4-—————e M telle que
-] ! p'.I
P ooy (tyseeat o) = XP o XP o-o X, (x), T= Z ¢,

définie sur un ouvert connexe de Rn']. On muni GO(F )x de la topologie

la plus forte rendant continues les applications Pe (x) Pour tout

pe Netee FP, Alors Go( F ).x est connexe puisqu'elle peut s'écrire
comme réunion d'ensemble connexes d'intersection non vide, et elle est
séparée car la topologie de M, rend continue les applications PE(X), elle
est donc plus fine que la topologie de M induite sur G0 (F ).x, qui est
séparée.

Nous pouvons aussi définir sur Go ( F)x, une topologie qui
soit indépendante, du choix du point x. A ce propos nous montrons d'abord

que 1'idéal J (F ) est égale a AOF .
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2.1.1. Lemme

L'idéal J ( F ) est de codimension 0 ou 1 dans Lie ( 7;)
ﬂ
Preuve On désigne par {F> 1'espace vectoriel engendré par les différences
— —_
de F , i1 est clair que J(F ) = LF> + D! Ltie ( F ). On remarque que
si S est un ensemble de champs vecteurs, Lie (S ) ={ Sk D' Lie S )

oi 1S} est 1'espace vectoriel engendré parS . D' autre part RX +457 =
e.v.

{St pour tout X& S , d'ol Lie (S ) = RX+ J( S ). Il est donc clair
e.v

que si X€& J(F ) alors Lie (F ) = J(F ) c'est-a-dire J(F ) est de
codimension o dans Lie ( F ) et si X4J(F),L1'e (F ) est 1a somme directe
RX@® J(F ) ce qui exprime que J(F ) est de codimension 1. Le lemme est
complétement démontré.

Nous constatons que J( F ) est de codimension 1 si J(FINF =
et vice versa. Cette condition implique que la famille F vérifie
nécessairement les propriétés suivantes :

RFA F = F , c'est-a-dire A FA F= @, \ # 1

. Toute combinaison linéaire de champs de F dont Ta somme des
coefficients est différente de 1 ne peut appartenir a F

I1 en découle que si Xe&F , o #Alatorsd F \JaX) = Lie (F ). Soit
x € M, J(F )x est évidemment un sous espace vectoriel de Lie (F )x de
codimension 0 ou 1. Si J(F ) est de codimension 1, alors la famille F est
telle que J(F ) est de codimension 1 dans Lie (F), mais la réciproque n'est
pas vraie en général.

2.1.2. Proposition

N
Soit F une F.C.V.A. Alors on a 1'égalité :

Preuve : L'inclusion J(F )4’ (voir aussi KALOUPSIDIS /9.7).
I1 reste a montrer que &° F (x)c J(F )x pour tout x & M. Pour cela nous

établirons que dim 2% (x) & dim J(F )x.
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Considérons la distribution & ? définie par la famille F

dans Mx R. nous pouvons voir que 1'ensemble

((gX, 1), g€ G(F) , X €

engendre 4 o . En effet si 3¢ G(F ), gest de 1a forme

t

g = (Xl o..oxf | n o..hy ) = (g, h)
1 pl P ;

od XeF t, e R et h sont des translations, c'est-a-dire h (x) x+t;
Par définition (Prehm1na1}es chapitre 1), 1la d1str1but1on AA est engendree
par 1' ensemb]e{g*X ge G F) XeF} mais g,\ = (g4 X, 1) puisque :

gxX& ,t) =11/ g,h) o (X, 1) o(g,h)_] (x,t)-(x,t)/

$-30 s

-1

= (Tim/{g,0X 0 g~ (x), t+s) - (x,t)/

$S—0 S

= (1im go X_o g-]‘(x)-x, 1)

S—»0 S

= (g* X(X), ]) = (9* X, ]) xst)-

I1 découle que A"f;(x,o) = A% (x) x {o} . Donc Al‘;(x.,o) =

R(X,1) (x,0) @ A° (x)x{o} ', on en déduit aisément
F

dim a __ (x,0) = dim a°® (x) + 1
F F

Par hypothése T est auto-invariante, c'est-a-dire a £ (x,0) =
Lie F (x,o)) par suite

R (X(x), N® A (x)x {0} = R (X(x), 1) +J (F) (x,0)
mais J(F ) (x,0) = J( F) x {0}, il apparait que dim A° (x) = dim J(F )x.
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La seule chose qui reste a vérifier est que J(F )=J(F)x{ o} .
Commengons par calculer les crochets, nous avons immédiatement

[(X,1), (Y,1) 7 = (/X, Y 7, 0)
/7,0, (Y1) 7 = (/7 X,Y_7, 0)
/ (X,0), (Y,0) 7/ = (/X,Y_/, 0)
I1 est clair que D! Lie ( F) = Dj Lie(F) x {o}. Ensuite les

différences (X,1)-(Y,1) = (XAV,O) appartiennent clairement é<7;;x{ 0}.
D'oi J(F ) = J(F) x {0 }. Ceci achéve 1a démonstration de la proposition.

2.1.3. Corollaire

Soit F une F.C.V.K. Alors la famille F est auto-invariante.
Preuve : I1 faut montrer que a - (x) = Lie ( F) (x) pour tout x g M.
Cela est & peu prés évident. En effet soit d'aprés / KALOUPSIDIS / que

1'espace vectoriel a- (x) s'écrit a (x) = R X(x) + AOF (x) pour tout

F
Xe F , mais on vient de voir (proposition 2.1.2.) A°F (x) = J(F )x, donc

bg (x) = R X(x) + J(F)x = Lie ( F)x. C.Q.F.D.

2.4.1. Corollaire
Py
Soit F une F.C.V.A. Alors :

a) J(F ) est auto-invariante, c'est-a-dire J( F) = &
JUF)

b) G.(J(F ).x = GO(F)x, xe M

Preuve

a) 1'idéal J( F ) est G ( F)-invariant puisque A’ est G( F )-invariant
(voir KALOUPSIDIS). Par hypothése (grace au corollaire précédent) Lie (F)

est auto-invariante. Autrement dit Lie(F) est G (Lie(F)) - invariant, d'ou
(NOGANO /26/) G (Lie(F))x = G ( F )x pour tout x &€ Ii. I1 en découle que

J(F ) est G (Lie F )- invariant, en particulier J{( F ) est G(J(F )-
invariant, ce qui n'exprime autre chose que 1'idéal J( F ) est auto-invariante.
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b) Suivant KALOUPSIDIS /'9_/ G (F)x est maximale pour la
distribution a® g -On peut donc écrire queG (° F )x = GO(F ) x )
(théoréme 1.2. voir aussi SUSSMANN /" 1_7, LOBRY /712.7. On en déduit que
6 (J()F).x=G_(F)x puisque(proposition 2.1.2.)8° e = J(F).

Maintenant nous rappelons un procédé permettant de définir une
structure différentielle sur un sous ensemble de E de R" ou plus
généralement d'une variété différentielle M.

On fappel]e paramétrisation locale de E au point x, une
application

. RgP
\P . Re——— L

différentiable (de RP dans M) définie sur un ouvert de RP contenant o
envoyant 1'origine sur le point x. De plus \PX doit étre injective et de
rang maximum p.

Pour tout couple (x,y), qu (Jm W y) est un ouvert de RP.
Cette propriété assure la compatibilité des cartes locales.

On munit E de la topologie 15 induite par la famille
d'application ?x’ topologie a priori plus fine que celle induite sur E par
la topologie de M et on vérifie que 1'axiome de séparation est satisfait.

I1 découle alors, du théoréme du rang que p est constant sur
les composantes connexes et que les applications \Q-loLPy sont
différentiables.

Alors Tla famille \Px définit une structure de variété
différentiable sur 1'espace topologique (E,?g). Si M est connexe, (5,18)
est aussi connexe.
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2.1.5. Théoréme
/N
Soit F une F.C.V.A. sur M

i) L'orbiteG 0(F ).x du point x admet une unique structure de
variété différentielle telle qu'elle soit une sous variété de M et une
variété intégrale meximale ce J(F ).

ii) Si 6= 6 (F ).x,G0 (F ).x avec la structure différentielle
de i) est une sous variété de G . Si dim J( F)x = dim Lie (F).x alors

G;o( F).x = G.

Preuve Nous avons vu que 1'idéal J( F ) est de codimension 0 ou 1 dans
Lie (F), ainsi que J( F )x de coodimension 1 ou 0. Nous supposons d'abord que
dim J(F ).x # dim Lie ( F)x = k. Comme nous 1'avons vu (lemme 2.1.1.),

Lie F (x) peut s'écire Lie (F)Xx) = R X(x)® J(F)x, Xe F . Soient

X(x), X 1(x),.., X' (x) une base de Lie(F)(x), avec X¥=x et x¥72, x! k-1

champs de vecteurs appartenant a8 J(F ). Cela étant il existe un voisinage

2-1

ouvert V de 1'origine de R et un voisinage ouvert | de 1'origine de

IR telle que 1'application ‘P : RET x R g (F).x définie comme
k k-4 2 1
(tys..t,) =X, o X 0..0 X; o X_ (x)
\P 4 k tk tk-] t2 t]

soit un diffeomorphisme de V x W dans‘yY (Vx W) un ouvert de G(F).x.

Clairement les couples (W ,V x W )définissent une structure différentiable

pour laquelle G ( F ).x est une variété intégrale maximale de Lie F = L
Maintenant on définit 1'application L?: Rk-]———é M comme étant

la restriction de W sur 1'ensemble V x{0} , composée avec 1'injection

de G( F).x dans M. L'application ‘P a les propriétés suivantes :

k-1

D Yt p) - )

0..0 Xl (x) appartient a G_(F ).x
] 0

k-1

2) LP(o,..,o) = X

3 89 (0,0 < xix), ie1,. ke
ot,

1'application \Q est de rang k-1 sur V.
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Ces propriétés impliquent que le couple (V,l? ) définit une
paramétrisation de rang k-1 deG, ( F)x, au point x.

Le lemme suivant permettra de montrer que la famille de
paramétrisations locales est compatible.

2.1.6. Lemme

Soient N et N' deux variétés intégrales de 1'algébre J(F ),
telles que N N' soit non vide. Alors N N N' est ouvert relativement a N
et relativement @ N', et les structures différentiables induites sur N N'
par celle de N et par celle de N' sont identiques. Enfin N |) N' est une
variété intégrale de J(F ).

Preuve. Soit z un point de N N'. Puisque N et N' sont des variétés
intégrales, alors T N=T_N' = J(F )z. Soit k-1 = dim J(F)z.

1 k-1

I1 existe Y],.., Y appartenant a J(F ) tels que les vecteurs

Y'(2),..,Y% 1 (2) soient indépendants.
Soit lQ 1'application

\F;(t],..,tk_]) —> Yy oY “o..0Y (2)

définie sur un voisinage ouvert V de 1'origine de Rk_], a valeurs dans M.
En restreignant éventuellement V, on peut donc faire en sorte que 1'image
de 1'ap?]ication \9 soit contenue dans N r\N'. On notera \QN : V—N
et \PN : V—— N' 1'application \Q lorsqu'on la considére prenant ses
valeurs dans N (respectivement dans N'). D'aprés le théroréme de 1'inversion
locale on peut a nouveau restreindre le voisinage V de tel sorte que‘P N’
N : V—>N' soient des diffeormorphismes. La composée
\?NO (\P NI)] est 1'application identique de P (V) (muni de 1a structure
différentielle induite par celle de N') sur (V) (muni de la structure
différentiable induite par celle de N). Ceci prouve que \Q (V) est ouvert
dans N et dans N' et que les structures différentiables induites sur cet
ouvert \Q(V) par celle de N et par celle de N' sont identiques. Par la
suite toutes les affirmations de 1'énoncé en découlent aisément.
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Pour montrer la compatibilité des paramétrisations locales,
il suffit évidemment de montrer que les sous-variétés: y (image de
1'application \-Py) sont des variétés intégrales de J( F ) et d'appliquer
le lemme précédent & 1'application

k-1 .
(tyseety ) ——> ¥ 0.0 ¥ (2), Ye J(F)
' t t
k-1 1
qui définit une paramétrisation Tocale ( \PZ., V) au point z. Le seul
point que nous ayons & vérifier est donc que J( F ) est tangente & Iy.
L'espace vectoriel tangent & Z, au point Py (t) est 1'espace
vectoriel, de dimension k-1, puisque ‘P est de rang k-1 engendré par les

vecteurs

D—\’L(t) = 1,00,k
Dt

c'est-a-dire, ces vecteurs sont : (Y & J(F ))

k-1 k-1 k k-1 2

-2
Y gyt (y AR R MUY tk_]o..oY )Y

(\Py(t))

et appartiennent tous & J(F ) \?y(t) puisque J( F ) est auto-invariante.
Comme J(F ) est de rang constant surG (F )x, la dimension de J(F) (\.Py (t))
est égalea k-1. Nous avons prouvé qu'au point k?y (t) les valeurs prises
par les champs de vecteurs de J(F ) sont tangentes & la sous variété Iy
1'image de 1'application .

g pp ¢,
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Ainsi Tes paramétrisations locales définissent une structure de
variétés différentiables sur GO( F).x, telle que GO( F ).x devienne
une sous variété de G = G (F ).x, donc une sous variété de M. Pour voir
que GO( F ).x est une sous variété de G , nous allons montrer que
1'injection canonique de G (F ).x dans G est une immersion. Pour cela,

0
considérons le diffeomorphisme ¥: VxW

> G et la paramétrisation
locale associée k? . Clairement \{) est la composée de deux immersions
f1.f, ou fy e Rk — 5 RN est definie par

f](t],..,tk_]) = (t],-.,tk_],O)

et f, : R ——> M est définie par

1

k-1
t t

k-1

o..Xzo X

(x).
t,

_yk
fz(t]atzs--tk_]aO) = XO o X :

Dans ces coordonnées, 1'injection canonique
i \-P(tl,..tk_]) —> Y (ty,..t,_q,0)

est représentée Tocalement par 1'immersion f1.. Donc G ( F ).x est une

0
variété immergée dans G

I1 reste @ montrer que deux structures différentiables
= (- /. afini {
—{\Py,yeG ( Fixy et P'-= 0y ve G (F )x définies sur G {F )x,

sont équivalentes. Naturellement on peut supposer que la structure L()est
celle qui est définie par les paramétrisations locales.Ensuite GO(F)X,kf)
et ( G, ( F)x, P ') sont deux variétés intégrales de J( F ) d'intersection
non vide, automatiquement (lemme précédent) les structures différentiables
induites sur G  ( F )xNn G { F )x =G

Alors les deux structures sont identiques.

( F )x sont identiques.
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ii) Si dim J(F )x = dim Lie (F) (x), alors dimG/ (F )x =
dim G( F).x.

En tant que sous variété, G, (F )x est alors ouverte dans(5
Mais J(F) est de dimension constante surG (F ).x, c'est-a-dire dim
J(F )y = dim G, (F )y = dim J(F )x. Par conséquent les orbites
Go( F )y, ye G( F)x sont toutes des variétés ouvertes et constituent
une partition de G(F ).x . Mais G(F )x est connexe, nécessairement
G (F).y =G (F).x, en particulier GO( Fix= 6 (F )x.

0
Ceci termine la démonstration du point ii)

2.1.7. Remarqgue

La topologie de la structure différentielle qui vient d'étre

p
€ (x)
pour tout p ¢ N etce fp . Nous appelerons cette topologie, topologie

G_. - orbite notée ( Gyt F ),\P ).

définie coincide avec 1a topologie induite par les applications

0

e
2.2. QUAND EST-CE QUE F EST AUTO-INVARIANTE ?

Nous avons vu que si une famille de champs de vecteurs F est
fort auto-invariante, J( F ) est G(F )-invariante,par suite F est
auto-invariante. Que se passe-t-il inversement si on fait 1'hypothése
que la famille F est auto-invariante ?

En général une famille auto-invatiante n'est pas fort auto-
invariante. Considérons par exemple dans R2 la famille

Q

F = {‘ax > Px) 9

Dy

1
I

ou (Q est une fonction C® définie de la fagon suivante :
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En effet (X,), T01)=((X),Y00, 1) = (X(x),1) + ((,),¥-X,0).
Mais X(x)=(Xt)*X(x) .d'ol ((Xt)*Y(x),l) =(X(x),1) + (Xt*(Y-X),O). Par
hypothése (X; ), (Y-X)(x)€& J( Flx, donc ((X.),(Y-X)(x),0) e J(F ,1)(x,t).

Par suite i1 est facile de voir que (ft)*?(x,t) e Lie (F J(x,t).
C.Q.F.D. '

Dans Ta suite de ce paragraphe, nous allons déterminer les
familles de champs de vecteurs fort-auto-invariantes, c'est-a-dire on
va décrire les familles auto-invariantes telles que J( F ) soit G {F )-
invariant. On rappelle qu'une famille F est auto-invariante si elle
appartient a 1'une des classes suivantes :

- F est analytique
- Le rang de F est constant
- Lie(F) a un nombre fini ce générateurs, c'est-a-dire qu'il

existe X], X2, X9 q champs de Lie (F ) tel que pour tout X & Lie (F),

q i
X= Sdix.
i=1

2.2.2. Proposition

Soit (F) une famille auto-invariante, telle que J(F ) soit de
codimension o dans Lie (F ). A]ors'? est auto-invariante.

Preuve : Si J(F ) est de codimension o, J(F ) = Lie (F) . Par hypothése
Lie (F ) est G ( -F)-invariant, alors J(F ) estG (F )-invariant.
Ceci termine pa proposition.
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2.2.3. Proposition

. Toute famille analytique est fort-auto-invariante
. Toute famille auto-invariante commutative (c'est-a-dire le
crochet / X,Y_/= 0 pour tout X,YE F ) est fort auto-invariante.

Preuve : Si une famille F est analytique, il est facile de voir que la
famille ? est aussi analytique,donc Fest auto-invariante. Soit F une
famille commutative, on a (Xt)*Y(x)=Y(x) puisque

d(Xt)*Y(X) _
= (X))« £ X,¥/(x) =0 et la courbe t—— (X, ) Y(x)

dt

est alors constante. I1 en découle évidemment que J(F ) estG{ F )
invariant. La proposition est complétement démontreée.

Nous concluons ce paragraphe, en s'intéressant a un exemple
particulier de famille fort auto-invariante, dont on se servira par la
suite de notre travail (chapitre suivant).

SoitF une famille auto-invariante et Xe F . On note
Fy =(FU(X,0) } définie dans M x R ((X,0)(x,t)=(X(x),0)). La famille F
est auto-invariante. pour le voir il suffit de remarquer que les algébres
de Lie, Lie (F U (X,0)kt Lie {FU(0,1) sont égales. Vérifions le.

En effet le champ (X,0) peut s'écrire (X,0)=(X,1~(0,1), d'od (X,0)
appartient a Lie (F v (0,1), donc ?U(X,O) est contenu dans Lie(

(F U (0,1))et immediatement Lie (F U (0,1)) contient Lieff v (x,0)
Inversement le champ (0,1) s'écrit (0,1) = (X,1)-(X,0), donc F Q(0,1)
est contenu dans Lie((l?U (X,0)) par conséquent Lie (F V(0,1))est
contenu dans Lie((? U (X,0)) . Ceci termine l1a vérification.

Par ailleurs Lie (?U(O,l)) est auto-invariante, puisque on
voit clairement F | (0,1) =F/U\0 ~ { 1e champ 0 est le champs nul dans M) et
la famille ﬂl\o est une famille auto-invariante du type "J(F ) est de
codimension 0 dans Lie(F)", donc elle est fort auto-invariante, c'est-a-dire
Lie (ﬁl?),‘r est auto-invariante. I1 apparait évidemment que Lie (/I;U(X,O'))
est auto-inviante, ceci exprime que la famille ?X = FU(X,0) est
auto-invariante.
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I1 est facile de voir que la famille U F < F Ul F,0) }
est donc auto-invariante. On remarque, en notant F—{FU F ,0)} , aue
WF ) = J(F ) x R. Ainsi nous voyons que pour tout point x, JTF ) est
de codimension o et si et seulement si J(F ) est de codimension o.

Ceci dit,la structure topologique des ensemblesA(x,t) de 1la fami]]g_f est
manifestement équivalente & la structure des A(x,t) de la famille F dans

M x R. Nous exhiberons cet argument au chapitre prochain pour la preuve

de certaines égaliteés.

Enfin la famille =U-(0,0) est clairement fort auto-invariante.

2.3. CONDITIONS POUR QUE A(x,T) SOIT D'INTERIEUR NON VIDE

2.3.1. Définition et présentation

Vel
Soit F une F.C.V.A., x € Met T> o. L'unique variété
intégrale de J(F ) qui contient A(x,T) est notée GT( F ).x et est
appelée sous variété de contrdlabilité en temps exact T au point x. On a

GT(x) = {X ]o .0 Xp (x), X1€F s Ztlz T}
P

Soit y € G {{x), alors i1 est facile de voir que G (F ).x est contenu
dans GO( F).y. En effet, soit z € G F).x, il existe des champs de

vecteurs X], X2,..Xk dans F et t],..tk € R, tels que z s'écrive
k
_— k g .
z= Xt]o..oxtk(x) avec 1-21 t.=T.En plus, puisque y€ Gr (F).x, nous

pouvons trouver Y],..Yp dans F et Sys+-S, dans R tels que

1

- p _ _yl Z oyl k p 1
y = X' 0.0, (x), = s.=T- Donc z=X; o..0X} (x) Xi_0.0X 0 ! 0..0Y (y)

. t
p i 1 Y Y h s,
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Par conséquent z ¢ G0 (F )y. Ce qui prouve que GT.( F )xcGO (y)
si y'g,GT ( F).x en particulier si yg A(x,T).

Soit X un champ quelconque de F . Puisque G, ( F) est normal
dans G ( F ) alors on a

Gr{ F )x = Go( FOXp(x) = X; G, ( F).x
D'une maniére générale

GT+h( F ).X = XT Gh( F ).X N h, TG R.,

Pout tou nombre réel T on a la relation
Vel
(**) GT(F).X x{Tr=6 (F)(x,0)AM x{ T}

2.3.2. Théoréme

Soit F une F.C.V./A\. et x ¢ M. Alors A(x,T) est d'intérieur
non vide dans la topologie de GT( F ).x, plus précisément les points
intérieurs de A(x,T) sont denses dans sa fermeture.

SUSSMANN-JURDJEVIC /" 16_/ (KRENER /" 10_/ démontrent ce théoréme
dans le cas analytique. Notre but ici est de prouver ce résultat dans la
classe des familles fort auto-invariantes. Nous donnerons une démontration
qui utilise astucieusement et de fagon technique 1a topologie GO -orbite.

Esquisse de la démonstration

L'ensemble d'accessibilité A(x,T) est 1'ensemble des points z
de Gy ( F )x tels que (z,T) appartiennent a S (1?).(x,o), ce qui se
traduit par

A(x,T)x{T} = S(F) (o) N6 (Flxx (T}

Cette égalité est trés avantageuse, elle est 1'astuce de base a
partir de laquelle nous déduirons les résultats concernant la structure
topologique de A(x,T) & partir de celle de S (?>)(x,o) (dans 1a
topologie de G (F )(x,0)). Ensuite on exploite 1'égalité (**),.

Nous compléterons la démonstration au chapitre prochain.
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Si on prend une famille de champs de vecteurs complets,
auto-invariante (non nécessairement fort auto-invariante), le théroréme
ci-dessus est faux. Le contre exemple est donné par

2.3.3. Exemple
Considérons, comme au paragraphe précédent la famille

F"={Gi— , Y(x) %;——} . I1 est facile de voir que si nous prenons x
X y

1'origine de R2 et T4 1-¢ alors A(x,T)= {(x,y) | x+y =T,
2

0<Xx<£T,0dy& T . Ensuite dim A°F. (x)=2, 6¢ (F )x = R" et A(x,T)
est d'intérieur vide dans R2. Donc la propriété demandée est fausse.

Si on prend maintenant T3 1+€ et x toujours 1'origine, cette
fois-CiA(x,T) est d'intérieur non vide dans G1J F )x, mais les points
intérieurs a A(x,T) ne sont pas denses dans sa fermeture (voir figure 2.1
¢i-dessous).

2.3.4, Lemme

Soit M une variété de dimension n et P une sous variété
connexe de dimension k. Si k { n, alorsP a un intérieur vide dans M.

Preuve : Soit p appartenant a P. I1 existe une carte locale U de p dans M
telle que Un P soit une carte Tocale de p dans P. L'ouvert U est
homéomorphe a R" et UNP est homéomorphe a Rk or Rk
dans Rn, donc UNP est d'intérieur vide dans M. Nous avons montré que

tout ouvert de la structure différentielle de P, est un ouvert vide dans
M, donc la variété P qui est recouverte par ces ouverts est par conséquent
d'intérieur vide dans M. C.Q.F.D.

a un intérieur vide

/\;\
-3
“ﬁfo

~ L



Le cas ou A(X,T) est d'intérieur vide dans GT( F).x (T=3)
(en pointillé sont les trajectoires correspondant & F )

el

SRRSO

(09 5,

cas ol A(X,T), T:% est d'intérieur non vide, mas A(X,T)glnt.A(X,T)



- 31 -

2.3.5. Proposition

Soit x €& M, F une famille fort auto-invariante. On suppose
que dim Lie( F )x=k. Alors une condition nécessaire et suffisante pour
que A(x,T) soit d'intérieur non vide dans G ( F ).x est que dim J{ F )x=k.

a) Condition suffisante

On vient de voir (théoréme précédent) que A(x,T) est-d'intérieur non vide dans
GT( F )x.mais GT( F )x = G{F )x si dim J(F )x=k, d'ot A(x,T) est
d'intérieur non vide dans G{ F ).x quand dim J(F)x=k.

b) Condition nécéssaire

Nous allons procéder par 1'absurde. Supposons A(x,T) soit
d'intérieur non vide et dim J( F)x=k-1. Dans ces conditions la dimension
de la variété G (F )x est égale a k-1 puisque J(F )y = Ty G;(F )x ;
y € GT( F )x. En d'autres termes dim GT(F' ) X <: dim G(F ).x, donc
(Temme précédent) G, (F ).x est d'intérieur vide dans G(F )x, ce
qui implique que A(x,T) est d'intérieur vide, d'ol la contradiction.

Remargque

. Si on remplace la variété G(F )x par M, la proposition
reste valable

. dans le cas général (champ C~ ), la condition nécessaire
est vraie en remplacant 1'idéal J( F) par la distribution A°F

. dans le cas ol la famille F est auto-invariante (pas
forcément fort auto-invariante) la condition suffisante est vraie, ceci
nous est donné par le théoréme de CHOW -KRENER que nous énongons pour

conclure le paragraphe.
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2.3.6. Theoréme (SUSSMANN /71_/,KRENER /710_7,LOBRY /"3 7)

Soit F une famille de champs de vecteurs sur M et T définie
sur M x R. On suppose que dim M=n. Alors une condition suffisante
pour que A(x,t) soit d'intérieur non vide dans M est que la dimension
de T'algébre de Lie engendrée par la famille '? au point (x,0) soit

égale a n+l.
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CHAPITRE III

STRUCTURE TOPOLOGIQUE DE L'ENSEMBLE
D'ACCESSIBILITE A(x,T) DE CERTAINES FAMILLES

Dans ce chapitre, nous démontrons 1a.prior1té (1) et d'autres
résultats concernant la topologie de A(x,t). On rappelle que Tes familles
considérées sont des familles de champs de vecteurs complets fort auto-
invariantes. En guise d'application nous en tirerons des conséquences
concernant 1'Etude des familles fortement équivalentes ou 1'équivalence
forte des familles. Une conséquence importante de (1) est que 1'on montre
finalement

(1') Int A(x,T) = Int A(x,T) dans GT(F).x

si la famille F est une famille auto-invariante compléte et si 1'idéal
J(F) est de codimension o au point x.

3.1. PRELIMINAIRES

Ici nous rappelons quelques notions de Topologie. En particulier
nous redémontrons la propriété analogue a (1) en ce qui concerne les
ensembles d'Accessibilité A(x).

3.1.1. Théoréme (KRENER /7 10_7, G. SALLET /18_7

Soit F une famille de champs de vecteurs définie sur M.
L'ensemble des points accessibles S(F).x est contenu dans la fermeture
de son intérieur pour la topologie de M si le rang de 1a famille F
au point x est égale a la dimension de la variété M. En particulier si
‘la famille F est auto-invariante S(F).x est contenuedans la fermeture
de son intérieur pour la topologie de G(F).x.
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De ce théoréme nous avons la

3.1.2. Proposition (G. SALLET /7 18_/, KUNITA /" 77)

Int S(F).x = Int S(F).x

Preuve Soit y & Int S(F)x. Considérons le systéme opposé -F et
1'ensemble S(-F)y qui est 1'ensemble des points z tels que y soit
accessible a partir de z. Comme l1a famille -F est aussi auto-invariante,
d'aprés le théoréme précédent, S(-F).y est d'intérieur dense dans sa
fermeture et contient le point y. Ainsi nous avons

Int S(-F)y () Int S(F)x # 8

Par suite
Int S(-F).y [} S(F).x#4
ou encore

S(-F)y N S(F)x # @ (puisque dans un espace topologique

si Int(A)/\ B # o—==>A N B # @). Par concatenation des trajectoires, il
est clair que y est dans S(F).x. En d'autres termes Int S(F)x e S(F)x,

par conséquent il est démontré Int (S(F;x) = Int (S(F).x)

3.1.3. Remarque

Que les champs soient complets ou pas les théorémes 3.1.1.
et 3.1.2. sont vrais. En effet, soit F une famille que 1'on écrira

F = %_Xi}' el Alors on sait (GODBILLON / 5 /: géométrie différentielle).



M
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que pour tout champ X, il existe une fonction ¢ strictement positive

telle le champ f.X soit complet. Donc la famille F'=%fixi} est
ie 1

une famille de champs complets et pour tout x ¢ M

S(F)x = S(F')x

on peut donc se contenter d'étudier F' pour ce qui est de la structure

topologique de S(F).x

Maintenant quand on étudie A(x,t), i1 est clair qu'on ne

peut remplacer X par f.X

En particulier si les champs ne sont pas complets. Alors on

peut avoir

Int(A(x,T))# Int (A(x,t)

Comme exemple, prenons M=R- ([l]]J X [-2,1_7)et la famille

F=\a a + b Ei__ : lal 415 1bl ¢ d'ou 1a figure (3.1).
QX Ay

Les trajectoirescorrespondant & la famille F sont :

. ! /
i I l/ .
\‘.. \'\ . l /7, ‘/
N
l

'/“- ——— e
< I e “J s"\\ / -4 | >
\ c >
<- - -/-/ \I\ Y 1\\'\ { ! '
. gy \,"\\:,\.'_\:" R/:l— - >
. i \ N J
N \ T ; >
AN - LTI FAN \( N
Sl - L/iﬁ'\ ,\- ‘ “‘E\i‘ > -
RETET T _4/- S & -(‘\"\A € i\ -1 &\ hr 2
SO NI N SN o g
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-2

N

Fig. (3.1)

. A(0,2) est le carré / -2,2_/x/ -2,2_] pris avec son

intérieur sauf les pointillés.Il1 estclair que IntA(O,Zkg; Int A(0,2).
Ceci prouve que pour A(x,T), le fait d'étre complet est

nécessaire. Alors que pour S(F).x cela ne joue pas. 1'affirmation de

KUNITA selon laquelle la démonstration des propriétés de A(x,T) serait

automatique a partir de la démonstration des propriétés de S(F)x est
manifestement fausse.
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3.1.4. Quelgues résultats de Topologie

j) Soit (X,0) un espace topologique, A,B ¢ X

Si A ouvert, alors AN B < AnB

ji) f :X ——> Y une application continue, alors ¥+ A X

— —_ [+]
TN

fFM c fA) et FIN < fR) faigﬂi\g&?w

en plus si f est ouverte

(o]

I e . -1
f'(A)= f '(A) et £ (B) =f (B)

i et ii) sont des exercices &lémentaires de topologie générale.

3.2 STRUCTURE TOPOLOGIQUE DES ENSEMBLES A(x,T) DES FAMILLES
FORT AUTO-INVARIANTES

On considére un ensemble A. En général, outre 1'ensemble A,

i 1'aide des opérations de fermeture et d'ouverture(c'est-a-dire prendre

1'intérieur d'un ensemble) on ne peut obtenir que 7 ensembles distincts / 2_/.
Les Ensembles d'Accessibilité en temps exacts, dans la

topologie de 1'orbite G(F)x les contenant, sont beaucoup plus simples.

Ce paragraphe montre que, pour une F.C.V.ﬁ: F, 1'ensemble d'accessibilité

en temps exact A(x,T) ne permet de définir a 1'aide de la fermeture et

de 1'ouverture que 1'intérieur de A(x,t) et son adhérence. En particulier

les frontiéres de A(x,T), de son intérieur, de son adhérence sont

identiques.
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3.2.1. Proposition

Soit F une F.C.V. auto-invariante possédant la
propriété suivante : x n'appartient pas a GT(F).x
si T # o. Alors dans la topologie de Gp(F).x on a :

Int(A(x,T) = Int(A(x,T)

Cette proposition est destinée, étant donné une famille F fort
auto-invariante, a la famille F définie sur M x R. En plus J(?) est
de codimention 1 dans Lie F en tout point (x,t), donc la famil]e‘? est
fort auto-invariante. On pourra alors utiliser la topologie Go-orbite de ?.
Nous démontrerons aussi, au passage, que A(x,o),T,?) est

d'intérieur non vide, de ce fait nous déduirons le théoréme 2.3.2. du
chapitre précédent.

Cependant la démontration de 1a proposition ci-dessus nécéssite
quelques lemmes et corollaires intermédiaires que nous allons exposer

maintenant.

On considérera dans les énoncés suivants la méme famille F et

suppposons dim Lie F(x) = k

3.2.2. lemme 1

Gy (x) N Gtz(X) =0 si t # t, t], t,e R

1

Preuve
Nous allons procéder par absurde. Supposons Gy (x) N Gy (x) # 0,
1 2

alors il existe un point z appartenant & Gt (x) et & Gt (x), ce qui

implique clairement que x appartient a Gt]-lZ(X) ol a

Gtz—t](X)’ ty-t, # 0, d'od la contradiction avec 1'hypothése.
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3.2.3. Corollaire
Alx,t) = S(F).x N G (F).x

Preuve
Nous rappelons que S(F)x = yA(x,z). Nous pouvons donc
%0
écrire

S(F)x N GT(x) = (gesx,z)) N Gt(x) = U(A(x,2) NGy (x))

Zy0

- et 0 s ] U [t 0 Gix)
z#t

Pour tous les réels = différents de t, Alx,z) N Gt(x)c: G,(x) N G (x) = g.
I1 est donc clair que S(F).x N Gt(x) = A(x,t).

3.2.4 lemme 2

y € G(F)x, alors y¢ Gi(y), t #o

Preuve

Nous procédons par absurde. Si y ¢ Gt(y), t#d, i1 existe

1

X ,..Xp p champs de F tels que

-yl p : -
y = xt]o..oxtp(y), tieR, > t.=t

mais yeG(F).x, c'est-a-dire y = W(x) avec Ve G(F). Finalement on a

P(x) = X o .0 Xp P (x)
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ou encore X = \P—]oxl 0 oXE o P (x) et appartient & Gt(x). Ce qui est
1 p

impossible.

3.2.5 lemme 3

i) G(F)x ne posséde aucun point singulier
ii) La famille F ne posséde aucun champ périodique

Preuve

i) on procéde, comme les lemmes précédents, par absurde
Soit y ¢ G(F)x, un point singulier du champ X ¢ F.Autrement dit Xt(y)=y,

\{ teR. Ce qui exprime y ¢ Gt(y), t # o, impossible
ii) si X est un champ périodique, il existe un réel Z, appelé
période tel que XZ: (y) = y pour tout y & G(F)x. Ce qui est impossible.
3.2.6. lemme 4
Les variétés G (F)x, T ¢ R sont fermées dans G(F).x
Preuve

Rappelons G(F)x est muni de la topologie rendant continues

les applicationéﬂ(t],..tp) _ Xl.o..xg (x)s X],.,Xp e Fyp e N.
X 1 p

I1 faut montrer que 1'image réciproque de GT(F)x par ces
applications est un ensembie fermé de Rp, p quelconque.

Soit (t],..tp)e LP;] (Gr(x)), c'est-a-dire \Ox (t],..tp) e Gi(x).

ou encore XL 0..0 XE (x) € GT(x), nécessairement t]+..t =T.
1 p P
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Les champs X' &tant complets, alors \?-] (GT(x)) est bien défini,
X

et c'est 1'ensemble de tous les points tysenty RP tels que 3 ti=T.

Cet ensemble n'est autre chose que 1'hyperplan R$ qui est un fermé de RP.

Ceci achéve la démonstration du Temme.

3.2.7. Corollaire

A(x,T) C UA(x,t) dans G(F).x

0t «T

Preuve On pose ST(x) = UA(x,t). Soit y ¢ A(x,T),y peut s'écrire
o¢t«T

y = Xl o..oXE (x), X!
1 p

que 1'ensembie {'Xl(y) s -ty tg i} est contenu dans ST(x). On

» i=1,..p,appartenant a F. I1 est facile de voir

considére 1'application t ——> Xl(y). On sait que Xl (y) #y (lemme 3.2.5)

et cette application est continue de R dans G(F)x, on a de facon évidente

/--t],o /c al (S;(x)). Par passage a la fermeture on a

[-typ07c £Hs (0 e 1 (5. Done y = flo) g Spix). C.Q.F.D.

Maintenant nous démontrons le théoréme 2.3.2. c'est-a-dire

_ ' A

A(x,T) C Int A(x,T) dans Gr(x). On rappelle que la famille considérée est F.
Soit ye A(x,T) et £y un ouvert de y dans GT(x). On rappelle

que £ y est 1'image 2y =P ( \/)) de 1'application paramétrisation
Tocale de GO(F)y au point y. Considérons le voisinage ouvert ‘Y (VxW)

dans G(F).x associée & Sy et posons Wy = W/).7-=,0 /et W = W(17-, 0_/
W, est un ouvert contenu dans W. Nous affirmons que :
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WV X WIASLIx) = WV x Wy) N Splx)

En effet soit z¢ YV x W) n S;(x), z= W (tys..t, ) avec t, EWet
Ko xT e Fet XK1,
k k-1

appartenant & J(F). Autrement dit 1'intersection Xt GO(F).y(\ST(x) est
k

(tys..5t q) €V. On a z= X 0..0 Xl](y) avec X

non vide ou encore,puisque yg GT(x),

U (GT+t (x) n A(x,z)) # @
o<2¢ T k :

et GT+tk(X) n A(x,z)=0 pour tk>,0 (lemme 3.2.2.), d'ol 1'intersection X:kGo(y)

N A(x,z) qui implique que t < 0, c'est-a-dire tkew; .

Le point y 'est pris dans A(x,T) alors (lemme précédent y e ST(x)

donc tout voisinage de y rencontre ST(x), en particulier 1'ouvert WY (V xW)
rencontre Sp(x). On a W (V x WA S(x) = PV x W) N So(x) # 0 et

comme ST(X)C S(F)x, on obtient finalement

SIFIXNW(V x W) # 0

L'ensemble Y (V x W,) est un ouvert de G(F).x et S(F).x <

Int (S(F).x), (théoréme 3.1.1.), i1 découle

Int(S(F).x) N W(V x W,) # 0

IT existe alors un point z = X,t 0..0 Xl (y) appartenant a
k 1
Int S(F)x et le point Xk (z) = Xk~ 0..0 x) (y) appartient a XK (Int(S(F)x
t k-1 Y ty

donc a Int (Xt (S{(F)x)) puisque 1'application x —-)K',é (x) est un
k k
diffeomorphisme.
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Mais t Lo, i1 s'ensuit que IntS(F)x N Ey # 8. En d'autres termes

2y n(Int(S(F)x N G;(F)x) # @, d'ou (corollaire 3.2.3.)  Zy N IntA(x,T)
# @. Nous avons donc démontré que A(x,T)C Int A(x,T) on en déduit

immédiatement A(x,T) = Int A(x,T).

3.2.8. Démonstration de la prbposition 3.2.1. :

Int A(x,T) = Int A(x,t)

I1 suffit de montrer Int A(x,T) C S(F)x

o
Notons A=A(x,T) et S=S(F)x. On désigne par U (respectivement U)
1'intérieur (resp. la fermeture) d'un ensemble U dans Rk.

Soit yelnt A ians GT(x), il existe un ouvert Z.y contenu
dans A, donc contenu dans Scar A ¢ S. 0Or 2y = LP(V) d'ol LP(V) cS
ou encore V CLF] (S). En regardant soigneusement les applications
V——— (V) et VxW ——— Y (VxW), i1 est clair que V c,\\_!] (S)

on peut encore é&crire V C -\\]J (SN (VXW ) 3 W = WN_7=e5,0/.
s s k-1 k-1
Considérons la projection p : R XR—> R
telle que

p(t],tz,..tk_],tk) = (t],..tk_])

on ach(\V_](§) N VxW ). Nous savons (théoréme 3.1.1.) que Int S =S,
a partir de 1a, nous obtenons

VC p( \V-](Int S)N VxW )
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On détermine 1'ensemble p( l,U-](Int(S)(]VxW_). On trouve

p( W_](Int(S) N VxW )c p ([(U W-] (XE"( (1'nt(5>f\ Y} x W). L'application

€0

X—> ka, (x) est un diffeomorphisme (car le champ XX est complet), il

en découle

Ve p(W-](Int(S)n VxiW ) C LP'](Int(S) nv

Par suite i1 est facile de voir que (grace a p(A)c p(A), Ac Rk)

Vo=p (W NInt(s) A (vxH)

on peut trouver un ensemble w£ tel que V x we C \V_](int(s)n VX~

avec W c W, Naturellement i1 s'ensuit
0 0

Vep v x W) < pl kp_](int(S)(\(wa-)

donc Ve pl Y int(5) n Txi)

ou encore, puisque int S = Int(S) (proposition 3.1.2.)

Vep( §llnt(S)n T @ §(Int(s)AV

il apparait que 1'ouvert T y= Y(V) est contenu dans Int(S), en particulier
y appartient & int(S). Nous avons donc montré Int A(x,T)c S(F).x N G (x),

mais GT(F)X = GT(F)X, car GT(F)estfermé. On en déduit Int A(x,T) = Int A(x,T)

C.Q.F.D.
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Remarque Une chose importante apparait dans cette démonstration, c'est
qu'il est montré que 1'intérieur de A(x,TJ], par rapport a la topologie
de GT(F).x, est contenu dans 1'intérieur de S(F).x par rapport a la
topologie de G.(F).x. Les arguments de taille pour avoir ces inclusions
sont, d'une part la compietion des champs de vecteurs (ici on a
utilisé les diffeomorphismes x —— Xt(x), X F), d'autre part 1la
topologie de la structure différentiable de 1a famille auto-invariante F.
Si F n'était pas auto-invariante, mais si un point x est tel

que 13°F(x) = J(F).x, donc Lie(F)x=l§F(x), aiors 1'intérieur de A(x,T)

serait toujours contenu dans 1'intérieur de S{F)x. On montrerait aussi
facilement que 1'intérieur de A(x,T) inclus dans 1'intérieur de S(F).x
3.2.10. Théoréme

PaS
Soit F une F.C.V.A. Alors pour tout point x de M et tout T> o
on a

(1) Int A(x,T) = Int A(x,T)

- A A
Preuve : D'aprés la proposition précédente Int A(x,0),T,F) = Int A((x,0),T,F)
par rapport a la topologie de GT(? ).(x,0). Des relations Alx,0),T,F) =

N
A(x,T)x {T} et G;(F).(x.0) = Gr(F)x x {T }, on tire aisément le

résultat (1). Ceci termine la preuve.

Avec les mémes hypothéses, nous avons aussi prouvé (corollaire
3.2.7.) que A(x,0),T,F = Int A(x,o),T,fT. On en déduit aussi facilement
le résultat (théoréme 2.3.2.) c'est-a-dire A(x,T) = Tnt A(x,T) pour
tout x de M et tout T> 0.

3.2.11 Corollaire

On note maintenant A, A 1'intérieur, la fermeture de A(x,T).
Alors
Fr(A) = Fr(A) = Fr(R)

ol fr fA) désigne Ta frontiére de A.
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o]

o K3
Démontration I1 vient d'étre montré les égalités A = A et A = A dans

GT(F).x. L'adhérence d'un ensemble est la réunion disjointe de son

intérieur et de sa frontiére, on en déduit immédiatement Fr(A) = Fr (&) = Fr (A

3.2.12 Définition

On dit que deux familles F et F' sont fortement équivalentes si
pour tout point x de M, quelque soit te&R, les variétés Gt(F)x et

Gt(F')x sont identiques. En plus les fermetures des ensembles
d'accessibilité en temps exact sont égales c'est-a-dire pour tout réel
T strictement positif on a

A(x,T,F') = A(x,T,F)

Cette équivalence est plus forte que celle introduite par
JURDJEVIC-KUPKA /49,20 7, SALLET /718 7. Les familles équivalentes
définissent 1a méme structure Gd-orbite.

Voici un exemple assez trivial.

soit F une famille de champs de vecteurs. On note wg(F) 1'enveloppe
convexe de F et on a

%(F) = %(XH]—D() Y; X,Ye F; oso(u}
Alors F et (@(F) sont fortement équivalents. En effet, si X
et Y sont deux champs de F, on a

tim o (X, 0 ¥, )M () = (V) (x) ; teR
h>o h h
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A partir de 13, i1 est clair que GO(F).x = q;kg(F).x, de la

méme maniére G, (F).x = Gy( Q&F).x et A(x,t,F) = A(x,t, Y(F) pour tout

t > o. I1 est donc facile de voir que si F est une famille fort
auto-invariante, alors Fr(A(x,t,F)), respectivement Int A(x,t,F) et
Fr (A(x,t,\e(F)),respectivement Int A(x,t,kg(F), sont identiques.

Remarque

L'intérieur, respectivement la frontiére, des ensembles d'accessibilité
au méme temps exact, des sytémes fort auto-invariants, fortement
équivalents sont identiques.

Nous avons établi 1'égalité (1) dans la classe des systémes

" fort auto-invariants. Le probléme qui nous préoccupe en ce moment quand
nous avons affaire a 1'ensemble des familles auto-invariantes en général.
La question que 1'on se pose est la suivante : peut-on avoir

(1') Int A(x,t) = Int A(x,t) dans Gt(F).x

si 1a famille F est auto-invariante(non fort auto-invariante) ?
Lorsqu'on considére la famille g:%%—- , Yix) -%%——i} dans RZ
X y

(exemple paragraphe 2.2.), on a vu que A(o,t) est d'intérieur vide si

t £ 1-gdonc nous affirmons que Torsque une famille de champs de vecteurs est
auto-invariante, nous pouvons avoir Int A(x,t) = @, dans ce cas nous

sommes en face d'une ambiguité, ce cas se produit éventuellement quand
1'idéal J(F) est de codimension 1 au point x. Mais si J(F)x est égale

a Lie(F)x on a la

3.2.13 Proposition

'Soit F une famille auto-invariante compléte. Si J(F) est de
codimension o au point x on a :

(1') Int A(x,t) = Int (A(x,t)) dans Gt(F).x
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Démonstration : Soit y appartenant a int A(x,T), J(F) est de codimension

o ou 1 au point y. Nous allons distinguer les deux cas pour la suite de
la démonstration et 1'on suppose que dim Lie(F)x=k

1) dim J(F)y = k ou J(F)y = Lie(F)y

~N
Alors 1'espace tangent & la variété G(?).(y,o) coincide avec Lie F(y,o0)
A
c'est-a-dire A’I;(y,o) = Lie F(y,o0) et par symétrie on a A/I-} (y,0) =

. A . . - A
Lie(-F)(y,o0). Mais lie (:?)(y,o) = Lie(-F)(y,t) pour tout t € R, en
particulier on a

A
A (y,T) = Lie(-F)(y,T)
N
-F
En d'autres termes, il y a condition du rang au point (y,T) pour la
famille -F, ce qui nous donne d'aprés le théoréme 3.1.1. que

Int S(-F(y,T) = S(F)ly,T)

oS A
par rapport a la topologie de G (:E).(y,T)= G(F).(x,0) = G(F).x x R

Puisque y est pris dans Int A(x,t), donc, d'aprés la remarque
faite sur le théoréme 3.2.8.,(y,T) appartient & Int (S(F)(x,0). I
découle que :

Int S(-F)(y,T) [ Int(s(F)(x,0)) # @

P A A
par suite S(-F)(y,T) n S(F)(x,0) # 4, donc (y,T) appartient & S(F)(x,0),
ce qui veut dire que y appartient & A(x,T), ainsi nous avons montré
que y appartient & Int A(x,T)

2) dim J(F)y = k-1 ou J(F)y # Lie F(y)

on rappelle que Lie F(y) = RX(y) + J(F)y quelque soit Xe&F. Alors dire que
J(F)y est de codimension 1 dans Tie (F)y, c'est-a-dire que le point y ne
peut &tre singulier pour la famille F, c'est-a-dire X(y) # o pour

tout Xg F.
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Par hypothése de la démonstration y e Int A(x,T). Soit X& F
et ¢¢€R, on peut écrire y=2(£oX£(y), il est clair que y appartient

a A(Xéy) > £ »-FUO) ou 0 est le champ nul dans M. Puisque 1a famille
-F est auto-invariante, alors la famille -F U0 est fort auto-
invariante. On a donc, d'aprés le théoréme 2.3.3., A()gy), £ ,-FUQ) est

contenu dans Int A()&(y), € , -FUO), ce qui nous donne que 1'intersection

Int(A(x,T)) N Int A(X&(y),g,-FUO) est différent de 1'ensemble vide.
Par suite on a :

A, T) n Int(A(X(y), €, -FUD)) # @

mais A(x,T) est égale a Int A(x,T). I1 en découle que
Int(A(X,T) () Int A(X(y), € ,FUO) # 0

par conséquent Xa(y) € Int A(x,T+p), pgg . On a cette derniére
appartenance parce que les champs sont complets, plus précisément
on a utilisé le fait que les applications x ———>Xt(x), X€ F sont
des diffeomorphismes.

Par suite on a clairement

(1) by, T+p-€) € It (s(F)(x,0)), . ©0¢9e
ou encore en posant €- p =&

(X, 1), (y,T-%) € Int (s(F)(x,0),

£

En d'autres termes on a

Vxef, Veo0, Jue [0,67 tel que (6,1) (y,T-&) Int S(F).(x,0.

on prend ¢ assez petit et comme le champ (X,1) est continue, on peut
trouver «€/ 0,5/ tel que (y,T-o) appartienne a Int(s(F).(x,0),
c'est-a-dire le point y appartient a Int(A(x,T-«)). On peut aussi le
voir de cette fagon :
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On rappelle que Int A(x,T) x {T} = (Int S('ﬁ\(x,o)ﬂ(M X {T)
(remarque théoréme 3.2.8.). On sait que y € Int A(x,T), donc le point (y,T)

appartient & Int (S(F).(x,0), c'est-a-dire Int S(F)(x,0) est un voisinage
ouvert de (y,T). il existe alors un réel z>0 tel que pour tout \t\<z on

ait (X,])t(y,T)g Int (S(/f:')(x,o), donc (Xt(y),T+t) appartient a Int S(/I;)(x,o).
En particulier pour-t négatif et t<T on a (X (y),T-t) qui appartient &

Int (S(F)(x,0) d'oi

X (y) € Int A(x,T-t) XEF et t {z.

~t
mais le point X_t(y) appartient a 1'ensemble d'accessibilité A(y,t, -FUO )
ou -F est la famille opposée de F et 0 est le champ nul dans M. La
famille -FUO est fort auto-invariante, donc d'aprés le théoréme 2.3.2.

Aly,t, -FUO ) C Int A(y,t,-FU O ). De X_(y) qui appartient a
t

Int A(x,T-t) et & A(y,t FUO) , 41 découle

Int A(x,T-t) N Int Aly,t FU0) # ¢

ou encore
Int (A(x,T-t) N Aly,t, FU0 ) #8

mais A(y,t,- FUO) = UA(y,d,-F), alors il existe x€/ o,t 7 tel que

o&st

Int A(x,T-t) N Aly,o, -F) # @. On en déduit que ye Int A(x,T-(t-«)).
On choisi t assez petit, de deux choses 1'une

.si A=t , ye Int A(x,T)

- 81T 04Ak(t, alors ot ¢ z et le réel t-« est trés petit.
Soit X €& F, puisque X(y) # o, on peut trouver z, tel que pour tout l¢zo
X:y (t) ¢ Int A(x,T-(t-o)). On peut choisir Z, 7z ou t{zlzet comme t-x<¢ t
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a]orscfgy) € Int A(x,T-(t-%)), d'ol y ¢ Int A(x,T). Ceci exprime que
Int A(x,T) C Int A(x,T)

On a donc montré Int A(x,T) = Int (A(x,T))

Remarque : Trois facteurs essentiels ont joué dans 1a démonstration
ci-dessus.

. Int A(x,T) x {T} = Int S(?)(x;o) 1M x 5T} et
Int A(x,T) x ST} C Int S(F)(x,0)

. La continuité des champs de vecteurs, c'est-a-dire si un
point y appartient a un voisinage’UP, on peut trouver, pour X tel que
X(y) # B,un réel z assez petit et pour tout [t|¢z on ait Xt(y) 6122;.

. Dans un espace topologique, si Int(A) B # @ alors AnB # 0
(voir préliminaire topologique 3.1.4.).

Enfin, en suivant scrupuleusement 1a démarche de cette
démonstration, on constate qu'il est prouvé

Int (S(F){x,0)) = Int (5(F)(x,0))

Maintenant nous allons proposer une deuxiéme démontration de
cette proposition, en utilisant directement la propriété (1). En quelque
sorte nous allons prouver le cheminement

(”ﬁ (1)

Considérons la famille { (F,0)U (F,lﬁrdéfinie sur M x R
(chapitre précédent). On rappelle que cette famille est auto-invariante
et i1 est clair que la fami]]e?o = «(F,00U (F,1) U (0,030l (0,0) est
le champ nul sur M x R} est fort auto-invariante, donc d'aprés (1)

Pas ~
Int A(x,0) T, FO) = Int A(x,0), T, Fo)
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L'ensemble d'accessibilité A(x,0),{T}, (F,0) U (F,1) ) est
exactement égal a A(x,T) x [_o, T), on a donc 1'inclusion

A(x,T) x /70,T.7 < Al{x,0), T;?O)

Par passage aux intérieurs, et fermetures, i1 s'ensuit

- N
Int A(x,T) x JO,T[ < Int Alx,0),T,F ) = Int(A(x,0)T,F,)
mais A(x,o0), T,?O) = U (A(x,0),t,(F,0) U(F,1)) = U (A(x,t) x / 0,t_7)
ost «T ogkyT
Donc

Int A(x,T) x .]O,T'[ c Int (U (A(x,t) x / 0,t 7))
oct &T
si onprend t € Jo,T[ on obtient

Int AGGT) x {t} < It U (A x Lot 7)) i x {t)
o¢tgT

Int AG,T) x ft} < Int (UA (x,00) {t} s oqteT
T-t ¢l (T

On en déduit 1'inclusion

Int A(x,T) ¢ Int ( UA(x, o ); 0¢t¢T
T-t¢o

que 1'on peut encore écrire

Int A(x,T) < Int(UA(x,T-o )3 0t <T.
0¢d{t
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On pose A, = Int (U(A(x,T-%)). On a clairement
04«4t

Int Alx,T) < Int ( [1A) 5 0ct<T
oLt(T

La famille At est une famille croissante d'ouverts, donc leur

intersection est égale a 1'ensemble A£ avec €= in f (ti ;5 0 (ti< T)

on a donc
Int A(x,T) < Int (A%)

Si on prend un point y appartenant,a.Int?;ﬁ3, ilest facile de voir quey appartier
a Int A(x,T-g ). soit X € F tel que X(y)#0, puisque Int A(x,T-&) est un
voisinage de y, il existe un nombre réel <3 o tel que pour tout \t\(d on

ait Xt(y) ¢ Int (A(x,T-€ ). Vraisemblablement 24, on a donc ¥£(y)

Int A(x,T-& ). I1 apparait évidemment que y appartient a int A(x,T).
Ceci montre Int A(x,T) = Int A(x,T).

La seule chose a vérifier est
A(x,T) x /0,77 = Alx,0), T, (F,0)U(F,1) pour tout T>0

Cela est & peu prés évident. En effet 1'inclusion A(x,0),T(F,0)U(F,1)) est
claire. Soit maintenant (z,t) e A(x,T)x / 0,T_/. Le point (z,t) s'écrit
par définition de A(x,T)

= (x! P L -
(z,t) = (Xt]o..o ti(x),t) avec X ¢ F et ti?"?ziti =T
qui peut encore s'écrire

(z,t) = (X,1)t]o..o(xp, Uit o(Xp,o)t (x,0)
Y P
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I1 est clair que (z,t) appartient A(x,0), T,(F,1)U(F,0)).
La proposition 3.2.12 est complétement, moyennant (1)—=(1'), démontrée.
Remarquons qu'on a les égalités

A(X,T) x h}==Au,m,L(ROHKR1H[)Mx§t}= A(X,0),T, (F,0)UE1)U(0,0))

M x §TT .

A partir de 1a, la propositon 3.2.13 est prévisible, en tant
que résultat.

Si on considére la famiile J(F,0)U(0,1) sur M x R on a
1'égalité A(x,T)x 50} = A(x,0),T (F,0)u(0,1 )N MXx 30} et cette
famille est fort auto-invariante. Donc on tire la propriété (1')

a partir de celle de A(x,o0), T,{(F,0)U(0,1)). Mais nous omettons cette
procédure.
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CONCLUSION

Soit F une famille de champs de vecteurs, auto-invariante
compléte sur une variété M de dimension n de rang x au point x (si ce
n'était pas le cas il suffirait de remplacer M par G(F).x). L'idéal J(F)
est de rang n ou n-1 au point x. Si ce rang est n, alors Int A(x,t) =

Int A(x,t) et A(x,t) = Int A(x,t). Si le rang de J(F) est n-1 et si la
fami]]e‘? est auto-invariante alors G(J(F).x = GO(F).x est une sous
variété de codimension 1 on a Tnt A(x,T) = Int A(x,t) et A(x,t) =
Int A(x,t) par rapport a la topologie de GT(F).x. Mais si le rang de J(F)

est n-1 et F non auto-invariante on peut avoir Int A(x,t) # A(x,t).

Le cas ou je n'ai pu rien dire si Int (A(x,t)) = Int A(x,t)
quand J(F) est de codimension n-1 au point x et F non auto-invariante.
Il serait intéressant de voir cette propriété et de donner une conclusion

du genre Int A(x,t) # Int A(x,t). Pour certains exemples on peut avoir
Int A(x,t) = @ = Int A(x,t) par rapport & la topologie de GT(F).x.
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