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.  La théor ie du contrôle géométr ique ' introdui te à METZ par
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proposé  de  t rava i l l e r  dans  ce  domaine ,  i1  a  d i r igé  e t  an ' imé ce  t rava i l .
Son ense' ignement a été de grande envergure,  ses conse' i ls  et  sa sympathie
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.  J 'expr ime toubma gra t ' i tude  à  Mons ieur  le  Pro fesseur
D.  ARNAL a ins i  qu 'à  Mons ieur  le  Pro fesseur  A .  ROUX qu i  m 'on t  fa i t
I ' honneur  de  par t ' i c iper  à  ce  Jury .

.  Je voudrais témoigner ma profonde reconnaissance à mon père
qu i ,  dans  sa  qua l i té  d ' i ns t i tu teur  à  1 'époque ,  ava i t  t rava i l l é .  mon
cerveau '  en  m' imprégnant  ra isonnab lement  le  ca lcu l  a r i thmét ique du  cours
moyens.  Que ce t te  thèse so i t  sa  p lus  g rande récompense.

.  Mons ieur  le  Pro fesseur  SEKOU TRAORE,  a1gébr is te  à  l 'UNIVERSiTE
MARIEN NGOUABI  m 'ava ' i t  i nc i té ,  pendan t  nos  d iscuss ionsrà  poursu iv re
mes recherches  en  Mathémat iques .  I l  m 'ava i t  o f fe r t  son  amour  qu ' i l
por te  en  Mathémat ique.  c 'es t  un  grand p la is i r  pour  mo i  de  le  remerc ie r .

.  C 'es t  avec  p)a is i r  que je  remerc ie  le  Dépar tement  de
Mathématique de METZ et à tous ses membres, qui  m'ont permis de préparer
ce  t rava i l  dans  d 'exce l len tes  cond i t i ons .

.  Enf in je remercie Madame F.WUNSCH qui  a dactylographié et
mis en page ce texte avec compêtence, Monsieur Jean-Luc cOyARD du
serv ' i ce  reprograph ie  qu i  a  assuré  le  t i rage.
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O -  INTRODUCTION

Nous nous  in té ressons  à  cer ta ines  propr ié tés  topo log ' iques  des

ensembles  d 'access ib i l i t é  d 'une  fami l l e  de  champs C-  de  vec teurs ,  en

abrégé F .C.V. ,  sur  une var ié té  M,  C*  mét r isab le  e t  connexe.

So i t  X  un  champ de vec teurs  e t  Xr  le  g roupe loca l  à

paramèt re  dé f in j  par  X .  0n  appe l le  t ra iec to i re  de  X passant  par

po in t  xo€  M,  la  courbe in tégra19 t  
; - - -+  .Xr (xo) .

0n  cons idère  F=  {  X ' ,  X t , . . ,  X ' , . . .  }  une  F .C.V .  .

x  e t  y  deux  po in ts  de  M,  on  d ' i t  que  y  es t  access ib ledepu is  x  en

temps t  >  o  s ' i  l ' on  a t te lnùV à  par t ' i r  de  x  en  empruntan t  les

t ra jec to i res  des  champs de  F-  dans  le  sens  des  temps pos i t i f s  dont  la

somme es t  éga1e  à  t .  L 'ensemble  des  te ls  po in ts  es t  no té  A(x , t )  e t

I ' ensemble  A(x )=UA(x , t )  es t  I ' ensemble  d 'access ib i l i t é  depu ' i s  x  (avec  t>o) .

Not re  é tude concerne les  ensembles  A(x , t ) ,  p lus  p réc ' i sément

on  s ' i n té resse  à  la  p ropr ié té :

( t )

où  I n t (A )  dés igne  I

Cet te
2

exemp le  dans  R '  l a

In t  Â- [FI  =  In t  A(x , t )

un
l e

Soi  ent

un

' ' in té r ieur  d 'un  ensemble  A,  n  tu  ta . te tu re  de  A.

propr ié té  es t  fausse en  généra l .  C  ons idérons  par

fami l l e

R* ̂l- ,
dx l

p tfsrr}., Rsi'-r&J

où les  champs sont  expr imés en  coordonnées loca les  x=(x . , ,x r )  e t  tP

une fonc t ion  C-  s 'annu lan t  pour  les  va leurs  négat ives  de  la  var iab le

et str i  ctement posi  t ' i f  autrement.  Al  ors i  I  est  b i  en connu (G. SALLET Urf-7 |

que

A(o , t )=  RZ -  {  ( x . , ,  k  n  )  / x . ,  <0 ,  keZ}  e t  l a  p ropr ié té  (1 )

es t  fausse .  La  fami l l e  cons idérée  es t  C  ,  
' l ' a1gèbre  

de  L ie  engendrée

par  ce t te  fami l le ,  éva luée en  un  po in t  de  R2,  â  pour  d imens ' ion  I  ou  2 .

S i  x l  (  o  la  d imens ion  es t  l ,  e t  2  s ' i  x l  Z  o .  L 'ensemble  des  po ' in ts

access ib les  par  la  fami l l e ,  e t  de  la  famj l ' l e  opposée  es t  R2  e t  1 'espace

tangen t  n 'es t  pas  tou jours  donné  par  1 'a1gèbre  de  t ie  de  la  fami l l e .
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Ce qu i  nous  amène à  cons ' idérer  dans  la  su i te ,  une ' impor tan te

c lasse  de  fami l l e ,  no tamment  les  fami l l es  au to -var ian tes  f chap i t re  1_7
comprenant  en t re  au t res  les  fam' i11es  ana ly t iques .

En  fa i t  ce  t rava i l  mont re  qu 'on  è  1 'éga l i té  ( l )  pour  1es
fami l l es  F  pour  lesque l les  la  fam ' i l l e  no tée  î  =  {  (X , l  )  /U ,1 )  (x , t )  =
(X(x ) ,1 )  e t  X€F I  dé f in ie  su r  la  va r ié té  M X  R,  es t  au to - jnvar ian te
(ce  qu i  n 'es t  pas  le  cas  de  l ' exemple )  e t  F  es t  cons t i tuée  des  champs
de vec teurs  comple ts .0n  donnera  un  cont re  exemple  s i  1es  champs ne  sont
pas  comple ts .

Ces récentes années, une grande at tent ion a été portée sur
les  ensembles  A(x , t ) ,  l eu r  descr ip t ion  a  é té  déve loppée  dans  p lus ieurs

ar t j c les .  Par  exemple  I 'Access ib ' i l i t é  fo r te  (c 'es t -à -d i re

In t  A(x , t )  I  0 )  es t  é tud iée  dans  SUSSMANN-JURDJEVIC / -16_7 e t  /  10_7,
1  a  compl  è te  cont rô l  ab i  I  j  té  (c  'es t -à -d i  re  A(X,  t  )= [v l )  es t  é tud  j  ée  dans

/ -B-7 et  / -a-7.
I l  es t  mont ré  (G.  SALLET / -18_7 )  que l  ' ' i n té r ieur  de  la

fe rmeture  des  ensembles  A(x )  es t  con tenu dans  ce t  ensemble ,  pour  1es
fam' i l les  au to- ' invar ian tes  (non nécessa i rement  comple ts ) .  Ensu i te
cer ta ines  fam ' i l l es  vé r i f i en t  A (x , t )=A(x )  comme exemple  cons idérons  le  cas
l inéa i re  dans  Rn la  fami l l e

{xu lxu (x )=Ax+Bu}

où A,  B  sont  des  mat r ices  de  d ' imens ions  nxn ,  nxm respec t ivement  e t
u  =  (u . , ,  ,2 , . . .  un )  1es  u ,  son t  des  fonc t ions  con t inues  dé f in ' i es  su r  des

in te rva l les  de  R à  va leurs  dans  un  sous  ensemble  o  de  lRm.  S i .n  =  lRm,
A(o)  =  A(o)  =  A(o ,T)  pour  tou t  T ;  0  (vo ' i r  RHODES l2 l_1 ,  BROCHETÏ  / l s_7 ,
LEE-MARKUS l -6_7 ) .

I l  es t  donc  na ture l  par  ana log ' ie  aux  ensembles  A(x )  de
fa i re  no t re  E tude,  ma lheureusement  la  démonst ra t ion  des  A(x )  ne  peut  se
recop ' ie r  pour  p rouver  1 'éga1 i té  ( l ) ,  ce l le -c i  n 'é tan t  pas  tou jours  v ra ie
quand les  champs de  vec teurs  ne  sont  pas  supposés  comple ts .

Su ivan t  KUNITA l7_7 ,  la  fe rmetu re  de  A(x , t )  es t  l e  suppor t
de  la  p robab ' i l ' i té  de  t rans ' i t ' i on ,  par tan t  de  l 'é ta t  x  d 'un  processus  de

d ' i f f  us i  on  .
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Le  processus  es t  rég i  par  une équat ion  d ' i f fé ren t ie l le
s tochas t ique dont  la  donnée es t  équ iva len te  à  la  donnée de  la  fami l le  qu ' i

engendre  les  A(x , t ) .  En f in  KUNITA énonce  dans  ce t  a r t i c le  que  (1 )  es t
réa l i sée  s i  l a  fam ' i l l e  cons idérée  es t  une  fami l l e  au to - invar ian te ,
complè te .  Ma lheureusement  sa  démonst ra t ion  es t  p ré tendue ident ' ique  à  ce l le
des  A(x ) ,  ce  qu i  n 'es t  man i fes tement  par  v ra ie .

A ins i ,  I ' ob je t  de  ce  t rava i l  es t  I ' exposé  d 'une  démons t ra t ion
de (1 )  qu ' i  es t  une propr ié té  ex t rêmement ' impor tan te  dans  l 'é tude qua l i ta t i ve
des ensemble en temps exact.

Une autre mot ivat ion de notre Etude est  de montrer que les
techn iques  d 'ex tens ion  e t  la  no t ion  d 'équ iva lence ob tenue par  G.  SALLET
/ -18-7  son t  auss ' i  adap tées  aux  ensemble  A(x , t ) .0n  d i t  que  deux  fami l l es
de champs de  vec teurs  sont  fo r tement  équ iva len tes  s i  e l les  sont
équ iva len tes  au  sens  de  V .  JURDJEVIC e t  I .  KUPKA (vo i r  auss i  / -11_7)
e t  s i  pour  tou t  po in t ,  les  fe rmetures  des  ensembles  d 'access ib i l i té  au
même temps exac t  son t  iden t ' iques .  Ce t rava i ' l  permet t ra  d 'é tab l i r  que la
fe rmetu re ,  l a  f ron t iè re  e t  I ' i n té r ieu r  des  ensembles  d 'access ib i l i t é
en  temps exac t  son t  les  mêmes pour  1es  fami l les  fo r tement  équ ' i va len tes ,
vé r i f i an t  ( l ) .

Pour  p rouver  ( l ) ,  no t re  dêmarche es t  la  su ivante .  t tan t
donné une F .C.V. ,  nous  cons t ru ' i sons  un  groupe de  d i f féomorph ismes de  M.
Ce g roupe ' indu i t  une  ac t ion  na tu re l le  su r  M.  I l  es t  mont ré  que  1es  o rb i tes
de ce t te  ac t ion ,  no tées  Go(F) .x ,xeM,  sont  en  fa j t  des  sous  var ié tés
connexes  de  M e t  que  A(x , t )C  Go(F) .y  pour  tou t  po in t  y€  A(x , t ) ,  ê r
par t i cu l ie r  A (x , t ) c  Go(F  )  X t (x ) ,  XE,  F .  L ' i nc lus ion  es t  m in ' ima1e,

dans  ce  sens  que A(x , t )  es t  d ' ' i n té r ieur  non v ide  re la t i vement  à  la
topo log ie  de  C{ f ) .v .  I l  y  a  deux  cas  :

i )  quand  i1  y  a  access ib ' i l i t é  fo r te ,  a lo rs  Q( f )V  
=  N

i  i  )  quand i  I  n 'y  a  pas  access ib i  l  i té  fo r te ,  a ' lo rs

Got f ;  indu i t  un  feu ' i11e tage de  cod imens ion  l .
Par  su ' i te  on  s ' ' i n té resse  à  la  fami l l e  î  aé t in ie  su r  M x  R .

^
En fa i t  f ' es t  le  p ro to type des  fami l les  carac tér isées  par  1a  propr ié té
-  

É  
Go(F) .  Xa(x )  pour  tou t  rée l  t l o ,  X€ f .  L ' i n té rê t  de  ces  fami l l es

es t  que,  d 'une par t  1es  orb i tes  Q(F)  x  dev ' iennent  des  feu i l les  fe rmées
du  feu i l l e tage  dé f in i  pa r  1es  champs de  vec teurs ,  d 'au t re  par t  e11es
vér i f i en t  A (x )  4  Go(F) .y  =  A(x ,T )  pour  tou t  y  appar tenan t  à  la  fe rmetu re
de  A(x ,T ) .
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C 'est  a i  nsi  qu 'en expl  o ' i tant  de f  açon très techn' ique 1 a

topo log ie  Go-orb i te  assoc iée  à  la  fami l l e  î  e t  g râce  à  A(x ,o ) ,1 )

cont ien t  I ' i n té r ieur  de  sa  fe rmeture ,  on  prouve que f  in té r ieur  de  la

fe rmeture  de  A(x ,o ) , t ,  Ê  )  es t  con tenu dans  ce t  ensemble .  Ce résu l ta t

passe immédiatement de 1 à F et  donne

In t  A (x ,T )  =  In t  A (x ,T )

re la t i vement  à  1a  topo log ie  de  Go(F)XJx)

Le p lan  de  ce  t rava i l  es t  comme su i t  :

Le  chap ' i t re  I  donne des  pré l im ina ' i res ,  dé f in i t ions  e t  des

rappe ls  de  que lques  résu l ta ts  généraux .  Fami l les  de  champs de  vec teurs  e t  leurs

orb ' i tes .  D is t r ibu t ions  e t  va r ié tés  in tégra1es .

Le  chap i t re  I I  es t  consacré  à  l ' é tude  des  o rb i tes  Q(F) .x
e t  leur  s t ruc tu re  d i f fé ren t iab le .  La  s t ruc tu re  de  Go(F) .x  permet t ra  de

s ' i tuer  1a  topo log ie  avec  laque l le  nous  dédu i rons  as tuc ieusement  nos

résu l ta ts .  0n  essayera  de  décr i re  les  fami l l es  qu i  vé r i f i en t  ( l ) ,  c 'es t -

à-d'i re f am'i I I es f ort auto- i nvari antes .

Le  chap i t re  I I I  s ' i n t i tu le  "s t ruc tu re  topo log ique  de  A(x , t ) " .

I l  démont re  ( l )  e t  p ropose des  app l ica t ions  :  Equ iva lence fo r te  des

fami I  I  es.
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CHAPITRE I

PREL IMINAIRES

essent ie l  lement  les

nous seron t  u t i les

dé f in i t i ons  e t
dans  la  su ' i te  de

I . I .  PRESENTATIONS ET  NOTATIONS

Le mot  var jé té  dés ignera  tou jours  une var ié té  d ' i f fé ren t iab le
de  d imens ion  f in ie ,  connexe ,  mét r i sab le ,  de  c lasse  C-  ou  ana ly t ique .

S i  M es t  une var ié té  a lo rs  le  sous  ensemble  N de  M es t
appe lé  sous  var ié té  de  M s i  N  es t  une var ié té  e t  1 ' ' i n jec t ' ion  de  N es t
une ' immers ion  C-  En par t i cu l ' ie r  tou t  son  ensemble  de  M peut  ê t re
mun i  d 'une s t ruc tu re  C-  de  var ié té  d i f fé ren t iab le .

0n  dés ' ignera  par  V(M) ,  l ' ensemble  des  champs de  vec teurs
C-  ( respec t ivement  ana ly t ique) ,  C(M)  les  fonc t ' ions  d ' i f fé ren t iab les
( respec t ' i vement  ana ly t iques)  de  M dans  I 'ensemble  R des  rée ls .  V(M)
es t  une a ' lgèbre  de  L ie  avec  le  c rochet  dé f in i  par ' la  façon hab i tue l le
/ -X ,  Y_7  =  XY-YX,  X ,  Ye  V(M) .  Le  f ib ré  tangen t  se ra  no té  TM e t  l ' espace
tangent au point  x par T*M.

S i  X  es t  un  champ de vec teurs ,  Xr (xo) ,  xo€  M es t  par
dé f in i t i on ,  l a  va leur  à  l ' i ns tan t  t  de  I ' un ique  so lu t ion  du  p rob lème de
CAUCHY

dXa(xo)

t=z 
= x(xt(xo)

dt
Xr (xo)  =  Xo pour  t=e
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Le champ X es t  appe lé  comple t ,  s i  l , in te rva l le  max imat  dedé f in i t i on  de  la  courbe  in tégra le  t  __ l  X r (xo )  es t  R  tou t  en t ie r ,  dansce cas  I 'app l i ca t ion  x  - )  x ,1 (x )  es t  un  à i r t .o r ro rph isme de M dans  M.Dorénavant,  on ne considérera qùe de te. ls champs.
Une fami l le de champs de vecteurs est  appelée aussi  système oupo lysys tème se lon  le  con tex te .  So i t  F  une  F .C.V .  s i  Xg  F  ,  on  no te  X(x )le  vec teur  tangent  de  T*M e t  par  F  ( * )  l ,ensemble  des  X(x )  lo rsque X parcour tF . ' ^ ' ,

A  tou te  F .C.v .  F  ,  on  assoc ie  re  g roupe de  d i f feomorph ismes
noté G (  F )  const i tué des éléments de la forme

I  =  Xl  o. .o X*P
" l  "p

avec x l  ,  x2 , . . ,  xP appar tenant  d
opère sur M de raçon naturer,. nll '=tl"r:];; i '  l l, l ' i l .,^l;.| ' i l ïï,: 

( F )
x est  notée G( + ) .x .  I l  est  b i .n  .J ln ,  

tp  
sussMANN /- r_7 que G (  F ) .xest  une var ié té  d i f fé ren t iabre  connexe,  séparé  s t r i c te  (M 'L IN '  r l+h  de  M.Le  fa i t  que  la  sous-var ié té  so i t  s t r i c te  imp l ique  I ' un ic i té  de  la  s t ruc tu red i f fé ren t ' iabre  qu i  fa i t  de  'o rb i te  une var ié té  immergée.

Le semi_groupe engendré par les di f fÉ
eFt sera noté s ( F ). L'orbite de x par, 

' l ' :"Tn::T';  
* l : i ; l . t  

t2'  o'x
d 'access ib i l i t é  à  par t i r  de  x .  Donc  on  a

A(x) = s (F ) .x = r  x l ,o.oxf  (x) ,  t i  ù o,  x i€ p )- l  u p

et  l ' o rb i te  pos i t i ve  en  un  temps  T>  o  es t  l , ensemble  A(x ,T ,  F  )  on  a

A(x,T, F )  = ,  * l ,o. .o x!  U),  t r7,  o,  ,  t i  = T,  x i€ r" l  u p

on d i t  que  F  a  ra  p ropr ié té  d 'access ib i r i té  fo r te  s i  A (x ,T )  es tnon  v ide .
d ' i n té r ieu r
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So i t  X  €  V(M) ,  Prn  d ' i f feomorph ' i sme de M.  La  d i f fé ren t ie l le  9*
es t  une  app l i ca t ion  l i néa ' i re  de  T*M dans  tV( r ,  M te1 le  que

(  l , .p* l t )  (x )  =V*,  g-r(*  )  x (9- l ( r  )  et  (  t l .x)r(x )  =

\goxtot?-t(x)  )  x e M

Xa représente le groupe à un paramètre de X. 0n a

d {ox . (x )

dt
= trp. X(tf o)(r(x)

a {xt )*v
-  (x t )* l -x ,Y_7 ,  Ye v(M)

dt

la  dern iè re  éga l i té  mont re  I ' i n te rpré ta t ion  géomét r ique du  c rochet  de  L ' ie .

A  la  fami l l e  F  ,  on  assoc ie  le  C(M) -sous  modu le  engendré  par  F .

0n  le  no tera  Mr  S i  g  es t  un  d i f fdomorph isme de G(F) ,  d ' i re  que MF

es t  invar ian te  par  g  s i  on  a  g*  (M,  (x )  )  =  MF (gx ) .  D i re  que  MF

est  G (  f  ) - invar ian t  s i  i l  es t  invar ian t  pour  tou t  d i f feomorph isme g

de  c (F)
En  généra l  une  F .C.V .  F '  n 'es t  pas  G(F) -  i nvar ian te ,  c 'es t

pourquoi  nous ' introduirons le sous module noté o,  engendré par

I 'ensemble  {  o*X,  ge  G(F)  ,  f ,eF  }

a ,  es t  1e  p lus  pe t ' i t  sous  modu le  de  V(M) ,G 1  a ,  ) - ' i nvar ian t

donc  G(F) - invar ian t ,  qu i  con t ienne F  0n  sa i t  d 'après  SUSSMANN l - l  - i
que  1 'espace tangent  en  un  po ' in t  y  de  

' la  
var ié té  G (  F  )x  es t  t  

t {V) .
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0n appe l le  d . imens ion  de  la  famj l l e  F  au  po . in t  x ,  l a
d imens ion  de  1 'espace vec tor ie l  engendré  dans  T"M par  les  va leurs  en  x
des  champs de  a r .  ce t te  d imens ion  es t  l a  d imens ion  de  la  va r ié té
orb i te  G (  F  )x .  0n  la  no te  d im a ,  ( x )  ou  d im G (  F  )x .

0n  dés igne  par  L ie  (F  ) ,  r ' a rgèbre  de  L ie  engendré  par  F  ,
c 'es t  la  p lus  pe t i te  sous  a lgèbre  s tab le  par  le  c rochet  de  L ie  e t
con tenan t  F  Pour  tou t  x  ê  M,  L . ie  (F )  (x )  C  TxM.  L 'E tude  de  L ie  (F )o
beaucoup  d ' impor tance  pour  l , t tude  de  la  F .C .V .  F  0n  appe l le  rang  de

F au no in t  x  no té  rg (  F  )x  la  d imens ion  de  l ,espace vec tor ie l  engendré
par  L ie (F) (x ) .  En  généra1  rg (F  )x  _4 .  d imÇ( f ) (x t .  0n  d i t  que  ta  fami i l e
F  vér ' i f  ie  la  cond i t ion  du  rang en  x  s i  L ie  (F)  (x )  =  TrM.

Une fami l le  de  champs de  vec teurs  F  es t  au to- invar jan te  s i  le
p lan  tangen t  en  un  po in t  de  I ' o rb i te  es t  donné  par  1 'éva lua t ion  de  L . ie  1p ;
en  ce  po in t .  Une te l le  fami l le  se  carac têr ise  par

oF  =  L ' i e  (F )  ,  c 'es t -à -d i r . .V  X ,y€F,  x€ .  M on  a  (Xa) *

Au t rement  d i t  pour  les  fami l l es  au tc - invar ian tes ,  l a  cond i t i on
du rang es t  vér i f iée  en  tou t  po in t  de  I 'o rb i te  G (  F  ) .x .  ce t te  p ropr ié té
assure une symétr ie de comportement entre la fami l le F et  -  F

I l  es t  b jen  connu / -16-g_7 ou  l -g - l?_7 qu 'une fami l le  F  es t
au to - invar ian te  s i  e l l e  appar t ien t  à  l ,une  des  c lasses  su ivan tes  :

F  es t  ana ly t ique
L ie  (  F  )  es t  de  rang cons tan t
Lie (  F )  a un nombre f in i  de générateurs

Y(x)€  r ie (F/ (x )
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1 .2 .  THEOREME (E . SALLET /- lg_.7 ,  _cHol^t-/- l  +,tOJ

Soi t  F
d imens ion  n .  S (F) .x
par t i cu l ie r  dans  la
à  n .

une  F .C.V .  au to - invar ian te  su r  une
es t  d ' i n té r ieu r  non  v . ide  dans  G (
topo log ie  de  M s i  e t  seu lement  s i

var iété M de
F ) . x ,  donc  en
rg (F  )x  es t  éga le

une d is t r ibu t ion  sur  une var ié té  M es t  une appr ica t ion  a  qu ià  tou t  po in t  x  de  M assoc ie  un  sous  espace  l i néa i re  a  (x )  de  l ,espacetangent  TrM.  0n  d i t  que 1a  d is t r ibu t ion  a  ê  ra  p ropr ié té  de  var ié téin tégra le  ( respec t ivement  max imare)  s i  en  tou t  po in t  M,  i r  passe unevar ié té  in tégra ' le  ( respec t ivement  max imale) .  une var ié té  jn tégra le  de  Âest une sous var iété N de M tei le que pour tout  x Ç N |espace tangentT*N es t  exac tement  a  (x ) .  En  par t i cur ie r  N es t  une var ié té  in tégrare
max imale  s i  N  es t  connexe e t  tou te  var ié té  in tégra1e connexe d , in te rsec t ion
non v ' ide  avec  N,  es t  une sous  var ié té  ouver te  de  N.  Les  var ié tés  . in tégra les
max imales  de  Â fo rment  une par t i t ion  de  M,  appe lée  feu i l le tage de  Mdéf in i  par  a  E tes  sont  éga ' rement  appe lées  feu i res  de  ce  feu i l re tage.

I .3. THEOREME(sussMANN /= t  _7, LOBRY /- t2_i )

l

de var iêté
les  o rb i tes

,  a lo rs
s i  [  =  oF

Le sous  modu l .  o  
F' in tégra le  

max imale
G (  F  ) . x .

Ensu i  te  s ' i  Â  es t
a  a  la  p ropr ié té

es t  une  d is t r ibu t ion ,  e l le  a  la  p ropr ié té
et les var iêtés . intégra' les 

maximales sont

une d is t r ibu t ion  engendrée par  une fami l le  F
de var ié té  in tégra le  max imale  s i  e t  seu lement

1 .4 .  THEOREME

Une  fam i l l e  F  a
seu lemen t  s i  l e  sous  modu le

l a  p ropr ié té  de  var ié té
Mf est  une a' lgèbre de

in tégra le  s i  e t
L ie  G(  F ) - invar ian te .
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0n  dé f in i t  su r  la  va r iê té  M X  R,  la  fami f fe  î
cons t i tuée  des  champs î  O .  ta  fo rme î  =  (X , l ) ,  c ,es t -à -d i re
de  (X , l )  dans  I ' espace  tangen t  T (x , t )  M r  R  g  T*  M x  R
(X , l )  ( x , t )  =  (X(x ) , . | )  pour  tou t  ( i , t )e  Nx  R.  I l  es t  c la i r' ^ - ^
X es t  comp le t  s i  x  I ' es t .  L 'ensemble  d 'access ib i l i t é  s  (  1
po in t  ( x ,o )  es t  t rès  c la i rement

donc on a

qu i  es t

I  a  va leur

es t
que 1 e champs

) .  ( x ,o )  du

s (  Ê )  (x ,o)  = {  tx l . ,o . .o  * lo(x) ,  t t+ tz+. . tp)  ;  x ie  F,  t i7 /  o  }

A(x,T)x tT]= S( î ) . (x ,o)  f l r *  {T}

b ien  connu

engendre Â

on cons idère
KALOUPSIDIS-7

si
/

l a  d is t r ibu t ion
que  1 'ensemble

^ . f  dé f in i .  pu r î  ,  i t  es t
{  (g *  X ,1 )  ;  9€c (F)  ,  Xe  F  }
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CHAPITRE I I

FAMILLES DE CHAMPS DE VECTEURS
ET VARIETES DE CONTROLABILITE

-  - , _ 3 i . . * t w - 6 - - -

AUTO- I NVAR IANTES
EN TEIVIPS EXACT.

A(x ,T )  =

i  ntér i  eur

Mx Ret

So i t  F  une  F .C.V . ,
,  x l . ,o..o x!(x),  t . ,+..
et Sa fermeture.
L 'as tuce  de  base es t

d 'exp lo i te r  l , éga l i té

on  s ' i n té resse  à  I ' ensemble
* tp = T '  t iTto '  o,  xt  F ]  '

d ' in t rodu i re  la  fami l l e F

d 'access ib i  1  i té
à son

dé f in ie  su r

pour  dédu i re  ra  s t ruc tu re  toporog ique de  A(x ,T)  à  par t i r  de  ce i le  deI 'ensembre  d 'access ib i r i té  s  (  î  ) . ( x ,o )  qu i  es t  connue  / -G.  'ALLET ( rg )_7 ,
L0BRY / -  3  _71 .

Quand on  é tud ie  les  ensembles  A(x )  =  S  (  F  ) .x  pour  unefami l le  F  querconque,  que res  champs so ien t  compre ts  ou  non,  ce . ra  n ,apas  d ' impor tance.  En e f fe t  s i  on  écr i t  F=  {x . ,  }  
. .  _  a rors  / -G 'DBILL.N :
ie  I  

-

t t i*: l : . l l t tu..ntiei le-7 pour tour champ xi, . ir existe une foncrion f,.C sr r j c iement  pos i t i ve  te l le  que le  champ ( f . .X i )  so i t  comple t .  Don. il a fami l l eF ' '= { f .X i }  ,  
' . . r " i '

' . i  n  ,  

, , ,  
. r ,  une  fami l l e  de  champs de  vec teurs

complets et  pour tout  x g M

(* )  A (x ,T )  x  {T }  = S(F) (x ,o )  0  M x  {T  l

S (  F  )x  =  S(F , ) . x

Mais  pour  I 'E tude de  A(x ,T)  on  ne  peut  remplacer  un  champ Xpar  f .X ,  d 'où  ra  d i f f i cur té .  Nous sommes donc  amenés à  cons idérer ,  dansnot re  t rava i r '  des  champs comple ts .  s i  res  champs ne  sont  pas  supposéscomple ts ,  ( l )  peu t  ê t re  fausse  (exemple  3 . . | .2 .  chap i t re  I I I ) .

iÈ

F
F.
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La première êtape consiste à t rouver une var iété contenant
A(x ,o ) ,  t ,1  )  =  A(x ,T )  x  {  T }  ,  pu is  une  au t re  va r ié té  con tenan t  A(x ,T ) .
0n  regarde ensu i te  les  d is t r ibu t ions  a  

Ê  ,  respec t ivement  Â  F  e t  leurs
var ié tés  in tégra les  G(  î  ) . ( x ,o ) ,  respec t i vement ,  G(  F ) .x .

KAL0UPS0UDIS l -9  _7 ,  in t rodu i t  la  d js t r . ibu t . ion  a0 ,  engendrée
par  1 'ensemble  {  g *x -h*y  ;  g ,h€  G (  F  ) ,  x ,  y€F  }  c ,es t -à -d . i re  pour  tou t
po' int  x de M

. : 1

o o  
( x )  =

F
I À : z'(*)I

I ,Z'=g- ,X:F,fÀi =. I
J

I l  es t  é tabr i  dans  ce t  a r t i c le  que res  orb i tes  Go{  F  )x
(paragraphe 2 . . |  )  son t  des  var ié tés  in tégra les  max imales  de  a ;  _  e t  que
A(x ,T )c ,  e^ i  f  ) y  s i  y  appar t ien t  à  A(x ,T ) .  Na tu re l lement  I ' e lpace

O n
vec to r ie l  o i , * ,  es t  de  cod imens ion  o  ou  I  dans  .AJr ) ,  ce  qu i  se
carac té r i se  par  a  

,  
( x )  -  R  Z( * )  +  lo r (x )  que . lq r le  so i t  V=g*X

en par t i cu l ie r  s i  Ze  F
So i t  Xe  F  ,  nous  vou lons  mont rer  les  p ropr ié tês

.  In tA(x ,T )  =  A(x ,T )

.  In tA(x ,T )  =  In t  A (x ,T )

par  rappor t  à  la  topo log ie  de  Go(F) (x r (x ) ) ,  ma is  pu isque  nous  avons  beso in
de  la  re la t ion  ( * ) ,  i l  es t  c la i r  qu ' i l  f au t  avan t  tou t  examiner
l ' ensemble  d 'access ib i l i t é  9 t  Ê  )  ( x ,o )  de  la  fami l l e  î  pa r  exemple ,
on  sa i t  d 'ap rès  l -G .  SALLET ( lg )  e t  KUNITA I  +  _7  que  l , i n té r . ieu r  de  la
fe rmeture  de  S (  F  ) .  (x .o )  es t  con tenu dans  ce t  ensemble  s i  la  fami l le

Ê es t  au to- invar ian te .  Cec i  nous  la isse  penser  à  cons idérer  les  fami l les
de champs de  vec teurs  F  te l le  que Ê so i t  au to- ' invar ian te .  En fa . i t  s i  ce
n 'é ta i t  pas  le  cas  on  peut  avo i r "

In t  A (x ,T )  =  0  ou  In t  A (x ,T )  I  A (x ,T )

un  exemple  es t  donné  (exemple  2 .3 .3 ) .

dansGoF)(xr (x )  2  xEF
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A  par t i r  de  ce  qu i  su . i t ,  nous  cons jdérons ,  sau f  ment ion  du
cont ra ' i re ,  les  fami l les  F  des  champs des  vec teurs  comple ts  pour  lesque l les
la  fam ' i l l e  Ê  es t  au to - invar ian te .  Nous  les  appe le rons  fami l l es  fo r t
au to  invar jan tes  en  abrégé  F .C.V .A . .

Dans ce  chap ' i t re ,  nous  a l lons  é luc ider  ra isonnab lement  la
s t ruc tu re  d i f fé ren t ' iab le  des  orb i tes  Go (  F  ) .x  (é tud iée  par  KALOUPSIDIS/g_ l
dans  le  cas  des  champs C '  )  e t  de  1a  topo log ie  assoc iée  des  fami l l es
fo r t  au to- invar ian tes .

I l  sera  mont ré  qu 'une fami l le  fo r t  au to- invar ian te  es t  nécessa i re -
ment  au to - invar ian te .0n  rappe l le  au 'une  fami l l e  F  es t  au to_ invar ian te  s j
1 'espace tangent  en  tou t  po in t  de  G (  F  )x ,  x  e  M,  es t  donné par
l ' éva lua t ion  de  L ' ie  (F  )  en  ce  po in t .  Au t rement  d i t  L ie  (  F  )  es t
I  'A l  gèbre  de  L i  e  assoc ' iée  à  I  a  d i  s t r i  bu t i  on .  Ma in tenant  nous  pensons,
par  ana log ' ie  aux  o rb i tes  G (  F  )x  à  1 ,a1gèbre  de  L je  assoc iée  à  la
d i  s t r i  bu t i  on  A 0F dont  I  ' éva l  ua t ' ion  en  tou t  po i  n t  x  sera i  t  I  ' espace

tangen t  à  Go i  F  ) . x  en  ce  po in t .  C 'es t  pourquo i  nous  in t rodu ' i sons  l , i déa l
no té  J  (  F  ) ,  qu i  es t  I 'a lgèbre  de  L ie  engendræpj r  les  d i f fé rences  des
champs de  F  e t  pa r  D l  t i e  (  r  ) ,  1 'a lgèbre  dér i vée  de  L ie  (F ) .

Nous ver rons  dans  les  paragraphes su ivants  que 1 ' idéa l  J  (  F  )
dé termine en  grande par t ie  le  compor tement  des  ensembles  A(x ,T) .  Su ivant
sussMANN JURDJEVIC / -16_7,  KRENER l -10_7,  KAL0UPSOUDTS lg  _7  A(x ,T)  es t
d ' i n té r ' i eu r  non  v ide  dans  Go(  F  )  X t (x ) ,  X  Ç  F ,s i  l a  fami l l e  F  es t
ana ly t ique.  Not re  p rob lème es t  la  c lasse  des  sys tèmes fo r t  au to- invar ian ts .
A ins i '  nous  mont rerons  Par  une méthode d i f fé ren te  e t  assez  or ig ina le  que
les  fam' i l les  fo r t  au to- jnvar ian tes  se  compor ten t  eomme les  ana ly t iques .
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2. . | .  TOPOLOGIE Ge -  ORBITE D 'UNE F .C.V .A .

0n  cons ' idè re  F  une  F .C.V .A .  dé f in ie  su r  une  var ié té  M.  So i t
G^(F  )  un  sous  ensemble  de  G(F)  cons t i tué  des  é léments  de  la  fo rmeU

g = x l ,  o. .o x l  ,  Zr i  -  o,  r . i  ê R, xr€ F
" l  ' p

I l  es t  c la i r  que Go(F)  es t  un  groupe de  d i f feomorph ' i smes de  M.
Pu ' i sque 1es  champs de  F  sont  comple ts ,  Go(F)  es t  un  sous  groupe norma ' l
de  c  (  F  ) .

Le  sous  g roupe  Go(F)  indu i t  une  re la t ion  d 'équ iva lence  sur  M.

Nous  no tons  Go (  F  )x ,  l ' o rb ' i t e  d 'un  po in t  x  M.  C la i rement
Go(F)xce(F)x .

So ien t  X l , . . ,XP p  champs appar tenan t  à  F  posons  .  =  (X l , . .Xp) .

Cons idérons  1  'app f  i ca t ion

P t  ( r ) RP-{---t M te l  1e  que

P. ( i) (t t , . . . tp-t ) = *1, o - i ; : ,  o-o xl,(x), T = 
i ]  

. . ,

déf in ie  sur  un  ouver t  connexe de  Rn- ] .  0n  mun i  Go(F )x  de  la  topotog ie
1a p lus  fo r te  rendant  cont inues  les  app l i ca t ions  P.  (x )  pour  tou t

p€ .  N  e t .É  FP.  A lo rs  Go(  F  ) . x  es t  connexe  pu isqu 'e l le  peu t  s ,éc r i re
comme réun ion  d 'ensemble  connexes  d ' in te rsec t ion  non v ide ,  e t  e l le  es t
séparée  car  la  topo log ie  de  M,  rend  con t inue  les  app l i ca t ions  P . ( * ) ,  e l l e
es t  donc  p lus  f ine  que 1a  topo log ' ie  de  M indu ' i te  sur  Go ( r  ) .x ,  qu i  es t
séparée.

Nous pouvons auss i  dé f in ' i r  sur  Go (  f )x ,  une topo log ie  qu i
so i t  indépendante ,  du  cho ix  du  po in t  x .  A  ce  propos  nous  mont rons  d 'abord
que f  idêa l  J  (  F  )  es t  éga le  à  ^oF
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2 .1 .1 .  Lemme

L ' idéa l  J  (  F  )  es t  de  cod imens ion  0  ou  I  dans  L i "  ( f  I

+
Preuve 0n  dés igne par  (F ;>  1 'espace vec tor ie l  engendré  par  les  d i f fé rences

de  F  ,  i l  es t  c1a ' i r  que  J (F  )  =  <F t  +  D l  L ie  (  F  ) .  0n  remarque  que

s i  S  es t  un  ensemble  de  champs vec teurs ,  L ie  (  S  )  = t  S l . l  D l  t i e  ( .S  )
o.v +

où  {  S }
e .  v .

{S}  pour tou tXÉS,d 'oùL ie (S  )  =  RX+J(S  ) .  I l  es tdoncc la i r
e .v

que  s i  X  e  J (  F  )  a lo rs  L ' i e  (  F  )  =  J (  F  )  c 'es t -à -d i re  J (F  )  es t  de

cod imens ' ion  o  dans  L ie  (F  )  e t  s ' i  x f ; t f ) ,L ie  (F  )es t  l a  somme d i rec te

RX O J(  F  )  ce  qu ' i  expr ime que J (F  )  es t  de  cod imens ion  l .  Le  lemme es t

compl ètement démontré.

Nous cons ta tons  que J (  F  )  es t  de  cod imens ion  I  s i  J (  F  )n  F  =  A

e t  v ' i ce  ve rsa .  Ce t te  cond i t i on  imp l ique  que  la  fami l l e  F  vé r ' i f i e

nécessa i rement  1es  propr ié tés  su ivantes  :

.  R  F4  F  =  F  ,  c 'es t -à -d i re  )  F f l  F=  O,  ) r *  I

.  Toute  combina ison l ' i néa i re  de  champs de  F  dont  la  somme des

coef f i c ien ts  es t  d i f fé ren te  de  I  ne  peut  appar ten i r  à  F

I l  en  décou le  que s i  XeF ,  a  11a1,ônJ(  F  \ laX)  =  L ie  (F  ) .  So i t

x  e  M,  J (  F  )x  es t  év idemment  un  sous  espace vec tor ie l  de  L ie  (  F  )x  de

cod ' imens ion  0  ou  l .  S i  J (F  )  es t  de  cod imens ion  1 ,  a lo rs  la  fami l l e  Fes t

te l le  que  J ( f  )  es t  de  cod ' imens ion  I  dans  L ie  (F ) ,  ma is  la  réc ' ip roque  n 'es t

pas  v ra ie  en  généra1.

2 .1  .2 .  P ropos i  t i  on

So i  t  î  une  F .  C .  V . î .  A l  o rs  on  a  I  ' éga1  i  té  :

es t  I 'espace vec tor ie l  engendré  par  S  D 'au t re  par t  RX +<.S '7  =

Preuve  :  L ' ' i nc lus ion  J (  F

I l  res te  à  mont re r  que Ao

étab l  i rons  que d im ao,

o o F  =  J ( F  )

)6  ao  
,  

(vo i r  aus$ KAL0UPSIDIS l -9  -7 )  .

,  
( x )c  J (  F  )x  pour  tou t  xe  M.  Pour  ce la  nous

(x )  4  c i ' im  J (F  )x .
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:rJ

Cons idérons  la  d is t r ibu t ion  a  î  dé f in ie  par  la  fami l l e  Ê
dans Mx R.  nous  pouvons vo i r  que l 'ensemble

t  (g *X ,  l ) ,  g€  G(F)  ,  X  €F t

engendre  ^  Ê  
En e f fe t  s i  Q € '  G(  Ê  ) ,  !  es t  de  la  fo rme

9 = (* l .o . .ox l ,  h t .o . .ht  )  = (g,  h)
" l  ' p  - l  -p

où  x ie  F  ,  t i  €  R  e t  ha .  son t  des  t rans la t ions ,  c 'es t -à -d ' i re  ha .  (x )=x+ t . ,  .

Par  dé f  in i t i on  (Pré l im ina ' i l es  chap i t re  I  ) ,  l a  d ' i s t r i bu t ion  AÈes t  
lengendrée

par I 'ensembl .J i l Î ,  geGt È l ,XeF I  ma' is  ! Î  =  (g*  x ,1)  puisque :
LJ*

g*X(x , t )  =1. \ fg ,h)  o(X, l )s  o(9 ,h) - l  (x , t )  -U,QJ

s to  s

=  ( l im l lg ,ox  o  g - l  ( x ) ,  t+s )  -  G , t l7

( l ' im  go  Xro  g - l ( * ) - r ,  l )

9+o

R(X, I  )

S--à O S

= (9*  X(x ) ,  l )  =

I l  décou le  que  ao  f  
( x ,o )

(x ,o )  @a '  (x )x to ) , , .0n  en

( g *  X ,  l )  x , t ) .

-  ooF  ( x )  x  t o ]

dédui t a' i  sément

Donc  ̂ p  (x ,o)  =

F

d im  a  ̂  ( x , o )  =  d im  ^o  ( x )  +  I
FF

Par hypothèse F

l ' ie  î  (x ,  o  ) ,  par  su i  te

R (X (x ) ,  l )@ ^0 .  ( x ) x  { o }  =

ma is  J (Ê  )  ( x , o )  =  J (  f  )  x  r o l ,  i l  appa ra î t

es t  au to - invar ian te ,  c 'es t -à -d i re  ^ F
( x ,o )  =

R (X(x ) ,  l )
que  d im ooF

+J t î l ( x ,o )
(x )  =  d im J (F  )x .
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La  seu le  chose  qu i  res te  à  vé r i f i e r  es t  que  J (Ê  )= ,1 (F)x f  o t .

Commençons par calculer les crochets,  nous avons imméd' iatement

/ - (X, l ) ,  (Y , l )_7 =  ( l -X ,  Y_7,  0 \

l -  (Y ,1) ,  (Y, l  )  -7  =  ( / -X,Y -7 ,  0)

/ - (X,O) ,  (Y,0)  -7  =  ( / -x ,Y-7 ,  0)

I l  es t  c la i r  que Dl  L ie  (  î  I  =  D l  L ie(F)  x  to t .  Ensu i te  les

d ' i f férences (X, l  ) - (Y, l  )  =  (X-V,0)  apoar t ' iennent  c la i rement  a  <Tix  {  c  }  .
D 'où J(  Ê )  =  J (F)  x  {o  } .  Cec i  achève la  démonst ra t ion  de la  propos ' i t ion .

2.1  .3 .  Coro l  I  a ' i re

So i t  F  une  F .C.V .A .  A lo rs  la  fami l l e  F  es t  au to - invar ian te .

Preuve :  I l  f au tmont re rque^ ,  (x )  =  L ' i e  (F )  (x )  pour tou t  x6  M.

Ce la  es t  à  peu près  év ' iden t .  En  e f fe t  so i t  d 'après  / -KALOUPSIDIS-7  que

1 'espace  vec to r ie l  a ,  ( x )  s 'éc r i t  a ,  ( x )  =  R  X(x )  +  ooF (x )  pour  tou t

xeF ,  ma is  on  v ' i en t  de  vo ' i r  (p ropos ' i t i on  2 .1 .2 .  )  ao ,  ( x )  =  J (  F  )x ,  donc

^F  (x )  =  R  X(x )  +  J (  f ) x  =  L ie  (  F )x .  C .Q.F .D.

2  .4  .1 .  Coro l  I  a i  re

So i  t  F  une  F .c .  V . î .  A l  o rs  :

a )  J (F  )  es t  au to - invar ian te ,  c 'es t -à -d i re  J (  F )  =  o r l  
, )

b )  o . (J ( r  ) . x  =  Go(F)x ,  x€  M

Preuve

a)  l ' ' i déa l  J (  F  )  es t  G  (  f  ) - i nvar ian t  pu jsque  ao ,  es t  G(  F  ) - ' i nvar ian t
(vo i r  KALOUPSIDIS) .  Par  hypo thèse  (g râce  au  coro l la i re  p récêden t )  L ie  (F )

es t  au to - invar ian te .  Au t rement  d i t  L ie (F )  es t  G  (L ie (F) )  -  i nvar ian t ,  d 'où
(N0GAN0 l2A7)  e  (L ie (F) )x  =  G (  F  )x  pour  tou t  x  I  l : i .  I l  en  décou le  que

i (F  )  es t  G  (L ie  F  ) -  ' i nvar jan t ,  en  par t i cu l ' i e r  J (  F  )  es t  G(J (F  ) -

invar ian t ,  ce  qu i  n 'expr ime aut re  chose que f  idéa l  J (  F  )  es t  au to- invar ian te .
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b )  Su ' i van t  KALOUPSIDIS /  I  _7  Go(F)x  es t  max ' ima le  pour  1a
d is t r ibu t ionao ,  .0n  peu t  donc  éc r i re  quec  ho  F  ) *  =  Go(F  )x
( théorème I  .  2.  voi  r  aussi  SUSSM$NN l-  1 _7, L0BRY /_- 12-7.  0n en dédu' i t  que
G (J (1p) .x=Go(F)x  pu isque(p ropos ' i t ' i  on  2 .1 .2 . )oo  F  

=  J (F ) .

Maintenant nous rappe' lons un procédé permettant de déf in ' i r  une

s t ruc ture  d i f fé ren t ie l le  sur  un  sous  ensemble  de  E de  Rn ou  p lus

généra lement  d 'une var ié té  d i f fé ren t ie l le  M.

paramét r isa t ion  loca le  de  E au  po in t  x ,  une

app l  i  ca t i  on

0n fappel  1e

v*: RP--+ E

d i f fé ren t iab le  (de  RP dans  M)  dé f in ie  sur  un  ouver t  de  RP contenant  o

envoyan t  I ' o r ig ine  su r  1e  po in t  x .  De  p l r r  V*  do i t  ê t re  in iec t i ve  e t  de

rang max' imum p.

Pour  tou t  coup le  (x ,y ) ,  
{ - l  

( ;m fy )  es t  un  ouver t  de  Rp .

Cet te  p ropr ié té  assure  1a  compat ib ' i l i té  des  car tes  loca les .

0n  mun i t  E  de  1a  topo log ' ie  €  inOr i te  par  la  fami l l e

d 'app l i ca t ion9x ,  topo log ie  a  p r io r i  p lus  f i ne  que  ce l le ' i ndu i te  su r  E  par

1a topo log ' ie  de  M e t  on  vér i f ie  que I 'ax ' iome de sépara t ion  es t  sa t is fa i t .

I l  décou le  a lo rs ,  du  théorème du rang que p  es t  cons tan t  sur

1 es composantes connexes et  que 1 es appl  i  cat ' i  ons V 
- .10 

p. . .  sontr  x  l y
d i  f fé ren t i  ab l  es .

A lo rs  la  fami l le  r fx  dé f in i t  une s t ruc tu re  de  var ié té

d j f fé ren t iab le  su r  l ' espace  topo iog ' ique  (E ,  €  ) .  S i  M es t  connexe ,  (E ,€ )

es t  auss i  connexe.
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2 .1  .5 .  Théorème

So i  t  F  une  F .  C  .  V . î .  su r  M

i )  L 'o rb i tec  o (  F  ) . x  du  po in t  x  admet  une  un ique  s t ruc tu re  de
var ié té  d ' i f f é ren t ie l l e  te l l e  qu 'e l le  so i t  une  sous  var ié té  de  M e t  une
var ié té  in tégra le  me;< i ru1g  r le  J (  F  ) .

j i )  S i  G  -  G  (F  ) .1 ,G6 ( f  ) . x  avec  la  s t ruc tu re  d i f fé ren t ie l l e
de  i )  es t  une  sous  var ié té  de  G S i  d im J (  F )x  =  d im L ie  (F ) .x  a lo rs

Go( F) .x=c.

Preuve Nous avons  vu  que I ' idéa l  J (  F  )  es t  de  cod ' imens ion  0  ou  I  dans
L ' ie  (F ) ,  a ins i  que  J (  F  )x  de  cood imens ion  I  ou  0 .  Nous  supposons  d 'abord  que

d im J (F  ) . x  I  d im L ie  (  F )x  =  k .  Comme nous  l ' avons  vu  ( lemme 2 .1 . . | . ) ,
L je  F  (x )  peu t  s 'éc i re  L ie  (FXx)  =  R  X(x )  @ J (  F  )x ,  X€ .  F  So ien t
xk (x ) ,  xk - l ( r ) , . . ,  x l ( x )  une  base  de  L ie ( r ) t x t ,  avec  xk=x  e t  xk -2 ,  x l  k - l
champs de  vec teurs  appar tenant  à  J (  F  ) .  Ceta  é tan t  i l  ex is te  un  vo is inage
ouver t  V  de  I ' o r ig ' i ne  de  * l t - l  e t  un  vo is inage  ouver t  14  de  l ' o r ig ine  de

lR  te l le  que  1 'app l j ca t ion  Y ,  Rk- l  *  R+  G ( f  ) . x  dé f in ie  comme

V tqr,.  . tk) = *1, .  *1,4,0..0 tf^ o xL_ txl
}  o  "k  "k - l  ' z  " l

so i t  un  d ' i f feomorph isme de  V  x  td  dansg  (Vx  W )un  ouver t  de  G(F) .x .
C la i rement  les  couo les  (  Y ,V  x  W )dé f in ' i ssen t  une  s t ruc tu re  d i f fé ren t iab le
pour  1aque l le  G (  F  ) . x  es t  une  var ié té  in tégra le  max ima le  de  L je  F  -  oF

Main tenant  on  dé f in i t  l ' app f  i ca t ion  $ :  Rk- l - -+  M comme é tan t
la  res t r i c t ion  de  Y  sur  l ' ensemble  V  x {c }  ,  composée  avec  f  i n jec t ion
de  G (  F  ) . x  dans  M.  L 'app l i ca t ion$  a  1es  p ropr ié tés  su ivan tes  :

I  )  t l t r , , . . . tk- t  )  = xk- l  o . .o  x l ,  tx)  appart ienr  à Go (  r  ) .x
t t  - t  " l

2)  9(0, . . ,0)  = x

3)  ^Ag (o, . . ,0)  = x i  (x) ,  i=1, . . ,k- l
dt i

1  ' app l ' i ca t ' i on  
\  es t  de  rang  k -1  su r  V .
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propr ié tés  imp l iquent  que

de rang k -  1  deGo (  F  )x ,
lemme suivant permettra de

loca les  es t  compat ib le .

le  coup le  (v ,  f  )  oe f in i t
au po ' in t  x .
montrer  que la  fam' i l le  de

2.1 .6 .  Lemme

So ien t  N  e t  N '  deux  var ié tés  in tégra les  de  1 'a1gèbre  J (F  ) ,
te l l es  que  N4 N '  so i t  non  v ide .  A lo rs  N  n  N '  es t  ouver t  re la t i vement  à  N
e t  re la t i vement  à  N ' ,  e t  l es  s t ruc tu res  d i f fé ren t iab les ' indu i tes  su r  Nn  N '
par  ce ' l l e  de  N e t  pa r  ce l le  de  N '  son t  iden t iques .  En f in  N  U N '  es t  une
var ié té  in tégra1e  de  J (  F  ) .

Preuve. So' i t z  un  po in t  de  N  n  N ' .  Pu isque  N e t  N '  son t  des  var ié tés

{ :  
( t ,  , . . , tk - t  )  - - - - -+

i n tégra1es ,  a lo rs  T -N=T-N '  =  J (  F  )2 .  So ' i t  k  - l  =  d im '  J (F )2 .
I1  . * i i r .  Y ] , . . ,  Yk - l  appar tenan t  à  J (  F  )  te l s  que  les  vec teurs

v l  ( z ) , . . ,Yk - l  { r )  so ien t  indépendan 'cs .

So i t  t {  l ' app l i ca t ' i on

t i ; ] ,  .  t[01r...0 vlr h)

déf in ie  su r  un  vo is inage  ouver t  V  de  l ' o r ig ine  de  Rk- I ,  à  va leurs  dans  M.
En res t re ' ignant  éventue l lement  V ,  on  peut  donc  fa i re  en  sor te  que l ' ' image
de  I ' app f  i ca t ion  q  so i t  con tenue  dans  N  ̂ N ' .  0n  no te ra  q*  :  V  - )  N
e t  Y"  :  V - )  N '  1 'app l i ca t ion  \ |  l o rsqu 'on  la  cons idère  p renan t  ses
va leurs  dans  N ( respec t i vement  dans  N ' ) .  D 'après  le  thé ro rème de  l ' ' i nve rs ion
loca le  on  peut  à  nouveau res t re ' indre  le  vo is inage V de  te l  sor te  que \PN :
V  +  N '  e t  çN :  V  -N '  so ien t  des  d ' i f feormorph ismes.  La  composêe
t l *o  t  \P  N ' ) l  ' . r t  

1 'app l i ca t ion  iden t ique  de  f  t v t  (mun ' i  de  ta  s t ruc tu re
l l

d i f fé ren t ' i e l l e  indu i te  par  ce l le  de  N ' )  su r  
{  tU)  (mun i  de  la  s t ruc tu re

d i f fé ren t iab le  indu i te  par  ce l le  de  N) .  cec i  p rouve que \ |  tu )  es t  ouver t
dans  N e t  dans  N 'e t  que  les  s t ruc tu res  d i f fé ren t iab les ' indu i tes  su r  ce t
ouver t  \ tV l  pa r  ce l le  de  N e t  pa r  ce l le  de  N 'son t  iden t iques .  Par  la
su i te  tou tes  les  a f f i rmat ions  de  l 'énoncé en  décou len t  a isément .



Pour  mont re r  Ia  compat ib i I ' i té  des  paramét r isa t ions  Ioca les ,
' i l  su f f i t  év idemment  de  mont rer  que les  sous-var ié tés  E y  ( image de

I 'app f  i ca t ' i on  { ,  )  son t  des  var ié tés  in tégra ' les  de  J (  F  )  e t  d 'app l iquer

le  lemme précéden t  à  I ' app l i ca t ion

( t l , . . t t  _ ï )
k_ t

Y  o . .o  Y l  ( z ) ,  Y i6  J (F  )
t k - t  t t

qu i  dé f in i t  une  paramét r i sa t ion  loca le  (  V r ,  U)  au  po in t  z .  Le  seu l
po ' in t  que nous  ayons  à  vér i f ie r  es t  donc  que J (  F  )  es t  tangente  à  Ey .

L 'espace vec tor ie l  tangent  à  r ,  au  po in t  YV 
( , )  es t  1 'espace

vec to r ie l ,  de  d imens ion  k - l ,  pu isque  fes t  de  rang  k - ' l  engendré  par  1es
vecteurs

-21

i  =  . | , . . , k - lî+ (,)
0t :

c 'est -à-d ' i re ,  ces vecteurs sont  :  (  y  j  e  t r (  f  ) )

k - t  t< - l  k -2  k - t  2
Y (fy(t)) ;  ( t  

n_.,)* 
y (trt t) ; . . .(y 

,o_., 
o..ot 

.rLY

(9, (t))

et  appar t iennen t  tous  à  J (F  )  Y r t t )  pu isque  J (  F  )  es t  au to - invar ian te .
Comme J (F  )  es t  de  rang  cons tan t -su rG (  F  )x ,  l a  d imens ion  de  J (  F  )  ( t1 r ( t ) )

es t  éga1eà  k - l .  Nous  avons  p rouvé  qu 'au  po ' in t  Y ,  t t )  l es  va leurs  p r i ses
par  les  champs de  vec teurs  de  J (F  )  son t  tangentes  à  la  sous  var ié té  ,y ,
I  '  ' image de I  '  appl  i  cat i  on I  V.



-22-

Ains i  1es  paramét r isa t ions  loca les  dé f in ' i ssent  une s t ruc tu re  de
var ié tés  d i f fé ren t ' i ab les  su r  G o (  F  ) . x ,  te l l e  que  G o (  F  ) . x  dev ienne
une sous  var ié té  de  G =  G (F  ) .x ,  donc  une sous  var ié té  de  M.  Pour  vo ' i r
que  Go(  F  ) . x  es t  une  sous  var ié té  de  G ,  nous  a l lons  mont re r  que
i  ' ' i n jec t ion  canon ique de  G o(  F  ) .x  dans  G es t  une immers ' ion .  Pour  ce ' la ,
cons' idérons le dj f feomorph' isme $ :  Vx W --)  G et  1a paramétr isat ion
loca le  assoc ié .  f  , .  C la i rement  r f  es t  1a  composée de  deux  immers ions

I
f j , f . .ou f . ,  :  RK- '  - - - - - - - t  RK est  déf in ie  par

f l ( t l  , . . , t k - l )  =  ( t , . , . . , t ; ._1 ,0 )

et f, , Rk ---- M est définie par

Dans  ces  coo rdonnêes ,  f  i n j ec t i on  canon ' i que

i  :  \P ( t t , . . t k_ t )  -  tP  ( t1 , . . t ; ._1 ,o )

es t  représentée  loca le rnent  par  l ' immers ' ion  f r .  Donc  Go (  F  ) .x  es t  une
var iété ' immergée dans G'

I l  res te  à  rnont re r  que deux  s t ruc tu res  d ' i f fé ren t iab les
={ rg r ,VeG (  F  )x t  e t  .? '  =  {y ' v  ;  . yÉGo(F  )x  dê f in ies  su r  Go iF  )x ,

sont  équ iva len tes .  Nature l lement  on  peut  supposer  que la  s t ruc tu re  fes t
ce l le  qu i  es t  dé f in ie  par  les  paramét r i sa t ions  loca les .Ensu i te  Go(F)x , . f )

e t  (  Go  (  F  ) * ,  Y ' )  son t  deux  var ié tés ' in tégra les  de  J (  F  )  d ' i n te rsec t ion
non v ide ,  au tomai iquement  ( lemme précédent )  les  s t ruc tu res  d i f fé ren t iab les
indu i tes  su r  Go (  F  )x f l  Go  (  F  )x  =Go (  f  ) x  son t  iden t jques .
A lo rs  les  deux  s t ruc tu res  sont  iden t ' iques .

fz(tr , tz,. tk-t,o) = *5 o - i ; ] . ,o..xfro xl. '  (x).
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i i  )  S i  d im J (  F  )x  =  d im L ie  (F )  (x ) ,  a lo rs  d jm Go (  r  ) x  =

d ' im G(  F ) .x .

En tan t  que sous  var ié té ,  Go (  r  )x  es t  a lo rs  ouver te  dansÇ

Mais  J (F )  es t  de  d imens ' ion  cons tan te  su rG (F  ) . x ,  c 'es t -à -d i re  d im

J(F  )y  =  d ' im  Go ( f  ) y  =  d im J (F  )x .  Par  conséquen t  les  o rb ' i tes

Go (  F  )y ,  ye  G (  F  )x  sont  tou tes  des  var ié tés  ouver tes  e t  cons t i tuent

une par t i t ' i on  de  G (  F  ) .x  Ma is  G (  F  )x  es t  connexe,  nécessa i rement

Qo(F) .v  =G (F) .x ,  enpar t i cu l ' i e r  Go(F  )x=  G ( r  ) x .

Ceci  termine la démonstrat ion du po' int  ' i ' i  )

2 .1  .7  .  Remarque

La topol  og' ie de I  a structure di  f férent i  e1 1e qu' i  v i  ent  d '  être

dé f in ie  co înc ide  avec  1a  topo log ' ie  indu i te  par  les  app l i ca t ' i on t  P€( * )

pour tout  p €,  N et  t  € FP .  Nous appelerons cette topolog' ie,  topôio 'g ie

Go -  o rb i te  no tée  (  Go i  F  ) ,Y  ) .

.^
2.2 .  QUAND EST-CE QUE F EST AUTO- INVARIANTE ?

Nous avons vu que si  une fami l le de champs de vecteurs F est

fo r t  au to - invar jan te ,  J (  F  )  es t  G(  F  ) - invar ian tÊ ,par  su ' i te  F  es t

au to- invar ian te .  Que se  passe- t - ' i l  ' i nversement  s i  on  fa i t  l ' hypothèse

que 1a  fam' i l le  F  es t  au to- invar ian te  ?

En généra l  une fam' i l le  au to- inva t ian te  n 'es t  pas  fo r t  au to-

invar ian te .  Cons idêrons  par  exemple  dans  R2 la  fami l le

F = ,F, \p(-) 9- i'èx ô v

où (p  es t  une fonc t ' ion  Cw déf in ie  de  la  façon su ivante  :
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En ef fet  t î r t *  1(r , t )=((xa)*y(x) ,  l )  =  (x(x) ,1)  + ( (x t )*y- l<,0) .
Mais  X1x)=(X1) *X(x )  ,d 'où  ( (X t ) *Y(x ) , . | )  = (X(x ) , . | )  +  (X t * (Y-X) ,C) .  Par
hypo thèse  (X t ) *  (Y -X) (x )e  J  (  F )x ,  donc  ( (X t ) * (Y-X) (x ) ,0 )  e  J (F  , t ) ( x , t ) .

Par  su i te  i l  es t  fac i le  de  vo ' i r  que  (X t ) *Y(x , t )  e
c .  Q .  F .  D .

l i e  (Ê  ) (x , r )

Dans la  su i te  de  ce  paragraphe,  nous  a l lons  dé termjner  les
fami l les  de  champs de  vec teurs  fo r t -au to- invar ian tes ,  c 'es t -à -d i re  on
va  décr i re  les  fam ' i l l es  au to - ' i nvar ian tes  te l l es  que  J (  F  )  so i t  G  iF  ) -
invar ian t .  0n  rappe l le  qu 'une  fam ' i l l e  F  es t  au to - invar ian te  s i  e l l e
appar t ' i en t  à  I ' une  des  c lasses  su ivan tes  :

-  F  es t  ana ly t ique
- Le rang de F est  constant
-  L ie (F )  a  un  nombre  f in i  Ce  généra teurs ,  c 'es t -à -d i re  qu ' i1

ex is te  X1 ,  X2 ,  Xq  q  champs de  L ie  (  F  )  te l  que  pour  tou t  Xê  L ie  (F ) ,

9 i
x -  

àdi  x ' .
' l  = l

2.2 .2 .  P ropos i t i on

So i t  (F )  une  fami l l e  au to - invar ian te ,  te l l e  que  J (  F  )  so i t  de
cod imens ion  o  dans  L ie  (  F  ) .  n to .s  î  es t  au to- invar ian te .

Preuve :  S i  J (  F

L ' ie  (F  )es t
Cec i  te rmine  pa

)  es t  de  cod ' imens ion  o ,  J (  F  )  =  L ie  (F)  .  Par  hypothèse
G (  -F  ) - invar ian t ,  a lo rs  J (  F  )  es tG (  F  ) - invar ian t .
p ropos ' i t i  on .



.  Tou te  fami l l e

.  Tou te  fami l l e

crochet l -X,Y _l= 0 pour tout

for t -auto- i  nvar i  ante
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2 .2 .3 .  P ropos i t i on

analyt ' ique est

auto- i  nvar i  ante conunutat i  ve (c '  est-à-d ' i  re

fo r t  au to- invar i  an te .x,Ye F )  es t

S' i  une  fami l l e  F  es t  ana ly t ique ,  i l  es t  fac i le  de  vo i r  que  la
, \ ^
F es t  auss ' i  ana ly t ique,donc  Fes t  au to- invar ian te .  So i t  F  une

commuta t j ve ,  on  a  (Xa) *Y(x )=Y(x )  pu isque

le

Preuve :

f am i l l e

f am i l l e

d(Xr)  *  Y(x)
(Xt ) *  l -x , !7 (x)  =  0  e t  la  courbe (XrL  Y(x)

est  a lo rs  cons tan te .  I l  en  décou le  év ' idemment  que J (F  )  es tG {  F  )
invar ian t .  La  propos i t ion  es t  complè tement  démont rée .

Nous conc luons  ce  paragraphe,  en  s ' ' i n té ressant  à  un  exemple
par t ' i cu l ie r  de  fam' i l le  fo r t  au to- ' invar ian te ,  dont  on  se  serv i ra  par  1a

sui  te de notre t rava' i  1 (  chap' i t re sui  vant )  .

So ' i tF  une fami l le  au to- ' invar ian te  e t  Xe F  0n  no te
/\ za ,1

F X 
={FU(X,o )  }  dé f in ie  dans  M x  R  ( (X ,o ) (x , t )= (X(x ) ,0 ) ) .  La  fam ' i l l e  F  X

es t  au to- ' invar ian te .  pour  1e  vo i r  i l  su f f i t  de  remarquer  que les  a lgèbres
de  L ie ,  L ' i e  ( î  U  (X ,0 )b t  l i e  t îu  (0 , . | )  son t  éga ' les .  Vér i f i ons  le .

En  e f fe t  1e  champ (X ,0 )  peu t  s 'éc r i re  (X ,0 )= (X , l r (0 ,1 ) ,  d 'où  (X ,0 )

appar t ien t  à  L ie  ( î  U  tO, l ) ,  oonc  Ê  U(X,0 )  es t  con tenu  dans  L ie (

tÊ  U (0 ,1 ) )e t  ' imméd ia tement  L ie  ( î  U  t0 , l ) )  con t ien t  L i .Ê  U  (X ,0 ) )

Inversement  le  champ (0 ,1 )  s 'éc r i t  (0 , . | )  =  (X , l ) - (X ,0 ) ,  donc  î  U(O, t )
es t  con tenu  dans  L ie ( (ÊU (X ,0 ) )  pa r  conséquen t  L ie  ( î  U t0 , l ) )es t
con tenu  dans  L ie t t î  g (X ,0 )  )  Cec i  te rm ine  la  vé r i f i ca t ion .

l a  f an i l l e  FUO est  une fam' i l le  au to- invar ian te  du  type  "J (  F  )  es t  de

cod imens ion  0  dans  L ie (  F ) ' l  Oon .  e l le  es t  fo r t  au to - invar ian te ,  c 'es t -à -d i re
-^. ' .^

L ' ie  (  FUO )  es t  au to- invar ian te .  I l  appara î t  êv idemment  que L ' ie  (FU(X,0) )

es t  au to- ' inv ' ian te ,  cec ' i  expr ime que 1a  fami l le  îX  =  îU (X ,0)  es t

auto- ' i  nv ar i  ante.

dt

Par  a i l l eu rs  L ie  (F -U(0 , . | ) )es t  au to - invar ian te ,  pu isque  on

vo i t  c la ' i rem{ t  Êg(O, t )  = fu  (  l e  champ 0  es t  1e  champs nu l  dans  M)  e t
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I l  es t  fac i le  de  vo ' i r  que  la  fam ' i l l e  U  F , ,  = {  î  U(  f  ,o )  t
es t  donc  au to- invar ian te .0n  remarque,  en  no tan t  F={FU I .F  ,0 ) I  ,  QUê

J

J (F  )  =J (F  )  x  R .A ins i  nousvoyonsquepour tou tpo ' in tx ,  J (F )es t
de  cod ' imens ion  o  e t  s i  e t  seu lement  s i  J (  F  )  es t  de  cod ' imens ion  o .
Cec i  d i t , l a  s t ruc tu re  topo log iquedes  ensemblesA(x , t )  de  la  fan r i l l . f  es t
man ' i fes tement  équ iva len te  à  la  s t ruc tu redes  A(x , t )  de  la  fami l l eFdans
M x R. Nous exh' iberons cet argument au chapi t re procha' in pour 1a preuve
de certai  nes éga' l  ' i tés .

En f in  la  fami t te  f î (0 ,0 )  es t  c la i rement  fo r t  au to - invan ian te .

2 .3 .  CONDIT IONS P0UR QUE A(x ,T )  SOt r  D ' INTERITUR NON VIDE

2.3 .1 .  Dé f in i t ' i on  e t  p résen ta t ion

So i t  F  une  F .C.V .A . ,  X  e ,  M e t  T2  o .  L 'un ique  var ié té
in têgra1e  de  J (  F  )  qu i  con t ien t  A (x ,T )  es t  no tée  GT(  F  ) . x  e t  es t
appe lée  sous  var ié té  de  cont rô lab i l i té  en  temps exac t  T  au  po in t  x .  0n  a

$(x) = (x) ,  x ]€ F , f t t=l-1,o. .o xl 'J
Soi t  - v  6  G , (x ) ,  a lo rs  i l  es t  fac i le  de  vo i r  que  GT(F  ) . x  es t  con tenu
dans Go(  F  ) .y .  En e f fe t ,  so ' i t  z  € .  Gf (  F  ) .x ,  i  I  ex i  s te  des  champs de

vec teurs  X l ,  X2 , . .Xk  dans  F  e t  t . , , . . t k  €  R ,  te l s  que  z  s 'éc r i ve

,  =  x l .o . .ox! ,  (x)  avec .*  r r*En p1us,  pu ' isque ye Gr (F ) .x ,  nous
" l  ' k  i - I  ,

pouvons  t rouver  Y l , . .YP dans  F  e t  , l , . . sn  dans

y = x l r . ,o. .ov!  (x) ,  r  r .=T. oonc z=Xl_o..oxf{x l
"p " ' i  ' l  "k

R te l  s  que

= tl..o.oxfo- l : . . .oYr(v)
- s l

e t  r t i x  s i  -  ï  -  T  =  o .
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Par conséquent z€ Go (F ) ,v.  Ce qui  prouve que G. ' -  (  F )xcGo (V)

s i  ygG,  (  F  ) . x  en  par t i cu l ie r  s i  y  € ,  A (x ,T ) .
So i t  X  un  champ que lconque de  F .  Pu isque Go (  F  )  es t  normal

dans  G(F  )a lo rsona

G, (  F  )x  =  G^(  F  )X- (x )  =  X .  G_ (  F  ) . xt o t t o

D'une  man iè re  généra1e

Gt*n (  F  ) . x  =  X ,  G6(  F  ) . x  :  h ,  TÊ R.

Pout  tou  nombre  rée l  T  on  a  la  re la t ion
( * * )  cT(F) .x  x {  T i  =  e  t î l ( x ,o ) f lM x {  T  }

2 .3 .2 .  Théorème

So i t  F  une  F .C.V .1 .  e t  x  E  M.  A lo rs  A(x ,T )  es t  C ' in té r ieu r
non v ' ide  dans  1a  topo log ' ie  de  Gf  (  F  ) .x ,  p lus  p réc isément  1es  po in ts
in tê r ieurs  de  A(x ,T)  sont  denses  dans  sa  fe rmeture .

SUSSMANN-JURDJEVIC l -16_i  (KRENER /-10_7 démontrent ce théorème
dans le  cas  ana ly t ' ique .  Not re  bu t ' i c ' i  es t  de  prouver  ce  résu l ta t  dans  la
c lasse  des  fam' i l les  fo r t  au to- invar ian tes .  Nous donnerons  une démont ra t ion
qu i  u t i l i se  as tuc ieusement  e t  de  façon techn ique 1a  topo log ie  Go -o rb i te .

Esqu isse  de  la  démonst ra t ion

L 'ensemble  d 'access ib ' i l i t é  A(x ,T )  es t  l ' ensemble  des  po in ts  z
de  Gf  (  F  )x  te l s  que  (z ,T )  appar t ' i ennen t  à  S  f  î  t .  ( x ,o ) ,  ce  qu ' i  se
t radu i t  par

A(x,T,  - l t ]  =  s( î ) (x ,o)  0Gr(F)xx {T}

Cet te  éga1 i té  es t  t rès  avantageuse,  e l le  es t  I 'as tuce  de  base à
par t i r  de  laque l le  nous  dédu i rons  les  résu l ta ts  concernant  la  s t ruc tu re
topo log ique  de  A(x ,T )  à  par t i r  de  ce l le  de  S  (  Ê  ) (x ,o )  (dans  la
topo log ie  de  G (  1  )  ( x ,o ) ) .  Ensu i te  on  exp ' lo i te  l ' éga ' l i t é  ( * * ) .

Nous complé terons  la  démonst ra t ion  au  chap i t re  p rocha in .

l
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S i  on  prend une fami l le  de  chanps de  vec teurs  comple ts ,
au to- invar ian te  (non nécessa i rement  fo r t  au to- invar ian te) ,  1e  thérorème
c i -dessus  es t  faux .  Le  cont re  exemple  es t  donné par

2 .3 .3 .  Exemple

Cons ' idérons ,  comme au paragraphe précédent  la  fami l le

f n  ^  1
f  = l  *  ,  \ptx)  5 l  n est  raci te de v

Ldx av )
I  ' o r ig ine  de  R2 e t  T  - (  l -€  a lo rs  A(x ,T )=
o  <x  (  T ,  o1y  (  T  Ensu i te  d im r " ,  t x )
es t  d ' i n té r ieu r  v ide  dans  R2.  Donc  la  p rop

Si  on  prend main tenant  T7  1+€
fo ' i s -c i  A (x ,T )  es t  d ' i n té r ieu r  non  v ' i de  dans
in té r ' ieurs  à  A(x ,T)  ne  sont  pas  denses  dans

ç, i  -dessous )  .

0 ] r  que  s ]  nous

c

l ( * ,y)  lx+y
=Z,Gr (  r  )x  =
r iété demandée

et x toujours

GT(F  )x ,  ma

sa fermeture (

prenons x

=T,

R2 e t  A (x ,T )

es t  fausse .

I ' o r ig ine ,  ce t te
i s  les  po in ts

vo i r  f i gu re  2 .1

2 .3 .4 .  Lemme

Soi t  M une var ié té  de  d ' imens ion  n  e t  p  une sous  var ié té
connexe  de  d imens ion  k .  s i  k  (  n ,  a lo rsp  a  un  in té r ieu r  v ide  dans  M.

Preuve:  So i t  p  appar tenant  à  P .  I l  ex is te  une car te  loca le  U de  p  dans  M

te l le  que  Uô P  so i t  une  car te  loca le  de  p  dans  P .  L 'ouver t  U  es t

homéomorphe à Rn et  UôP est  homéomorphe à Rk or Rk a un jntér ieur v ide

dans Rn,  donc  UnP es t  d ' in té r ieur  v ide  dans  M.  Nous avons  mont ré  que

tou t  ouver t  de  la  s t ruc tu re  d i f fé ren t ie l le  de  P,  es t  un  ouver t  v ide  dans

M, donc la var iété P qui  est  recouverte par ces ouverts est  par conséquent

d ' ' i n té r ieu r  v ide  dans  M.  C .Q.F .D.

f 'Ë"\



t
..i
.!

.t
,i
l

-ï
I
. l

l

-30 -

F =lh,
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(F i9 .  2 .1 .1

^ / t ^ ^

A__^-__^ > l_
l ' l ;- - - i . - :  - r -> i - '

i -  ' i - - -+ - ->  I  ' - '
r l

I  - - ' _  
'  

,,  
-  - t -T ->  1- -

' r r l
i l t l

Le cas  ou  R(X,T)  es t  d ' i n té r ieu r  v ide  dans  GT(  F ) .x  (T=â)

(en  po ' in t i l l é  son t  les  t ra iec to i res  cor respondant  à  F  )

cas  où  A(X ,T) ,  T= l  es t  d ' i n té r ieu r  non  v ide ,  mas  A(X ,T)g i In t .A (X ,T)
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2 .3 .5 .  P ropos i  t ' i on

So i t  x  e  14 ,  F  une fami l le  fo r t  au to- jnvar ian te .  0n  suppose
que d ' im L ie (  F  )x=k .  A lo rs  une cond i t ion  nécessa i re  e t  su f f i san te  pour

que  A(x ,T )  so i t  d ' i n té r ieu r  non  v ide  dans  G (  F  ) . x  es t  que  d im J (  F  )x=k .

a )  Cond' i t i  on suf f  i  sante

0n  v ien t  de  vo i r  ( théorème p récéden t )  que  A(x ,T )  es t  d ' i n té r ieu r  non  v ide  dans
GT(  F  ) ;< ,ma ' i s  Gr i  F  )x  =  G{  F  )x  s ' i  d im J (F  )x=k ,  d 'où  A(x ,T )  es t

d ' i n té r ieu r  non  v ide  dans  G(  F  ) . x  quand  d im J (F1x=L .

b )  Condi  t ' ion néc6ssai  re

Nous  a l lons  p rocéder  par  I ' absurde .  Supposons  A(x ,T )  so i t

d ' ' i n té r ieu r  non  v ide  e t  d im J (  F )x=k- ] .  Dans  ces  cond i t ' i ons  la  d ' imens ion

de  la  va r ié té  GT(  F  )x  es t  éga1e  à  k - l  pu isque  J (F  )y  =  Ty  GT(  F  )x ;
y  e .  Gr (  F  )x .  En  d 'au t res  te rmes  d im GT(  F  )x
( lemme précéden t )  GT(  F  ) . x  es t  d ' i n té r ieu r  v ide  dans  G(  F  )x ,  ce
qu i  ' imp l ique  que  A(x ,T )  es t  d ' i n té r ieu r  v ide ,  d 'où  la  con t rad ic t ion

Remarque

.  S i  on  remplace la  var ié té  G(  F  )x  par  M,  la  p ropos i t ' i on

reste val  abl  e

.  dans  le  cas  généra1 (champ C 
-  

) ,  la  cond i t ion  nécessa i re

es t  v ra ie  en  remp laçan t  l ' i déa l  J (  F )  par  1a  d is t r ibu t ion  ao ,

.  dans  le  cas  où  la  fami l l e  F  es t  au to - invar ian te  (pas

forcément  fo r t  au to- invar ian te)  la  cond i t ion  su f f i san te  es t  v ra ie ,  cec i

nous est  donné par 1e théorème de CHOW -KRENER que nous énonçons pour

conc lu re  le  paragraphe.
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2.3.6.  Théorème (sussMANN / -1_I ,KRENER l -10_i ,L0BRY l -  3  _7)

Soi t  F  une fami l le  de  champs de  vec teurs  sur  N e t  î  dé f in ie
sur  M x  R.  0n  suppose que d im M=n.  A lo rs  une cond i t ion  su f f i san te
pour  que  A(x , t )  so j t  d ' i n té r ieu r  non  v ide  dans  M es t  que  la  d imens . ion
de  I ' a1gèbre  de  L ie  engendrée  par  la  fami l l e  î  au  po in t  ( x ,o )  so i t
éga le  à  n+ l .



-33 -

CHAPITRE I i I

STRUCTURE TOPOLOGIQUE DE L 'ENSEMBLE

D'ACCESSIBIL ITE A(X ,T)  DE CERTAINES FAMILLES

Dans ce  chap ' i t re ,  nous  démont rons  1a  pr io r i té  ( l )  e t  d 'au t res

résu l ta ts  concernan t  1a  topo log ie  de  A(x , t ) .  0n  rappe l le  que  les  fami l l es

considérées sont des fami l les de champs de vecteurs comp' lets for t  auto-

invar ian tes .  En gu ise  d 'app l i ca t ' ion  nous  en  t i re rons  des  conséquences

concernant  I 'E tude des  fam' i l les  fo r tement  équ ' i va len tes  ou  l 'équ iva lence

fo r te  des  fami l l es .  Une  conséquence  impor tan te  de  ( l )  es t  que ' l ' on  mont re

f  i  nal  ement

( l ' )  In t  A (x ,T )  =  In t  A (x ,T )  dans  Gr (F) .x

s i  l a  fam ' i l l e  F  es t  une  fam ' i l l e  au to - invar ian te  comp lè te  e t  s i  I ' i déa l

J (F )  es t  de  cod imens ion  o  au  po in t  x .

3 .  I  .  PREL IMINA IRES

I c i  nous  rappe lons  que lques  no t ions

nous redémont rons  1a  propr ié té  ana logue à  (1 )

ensembl es d 'Accessi  b i  I  ' i té A(x )  .

Topo' logi  e.  En part i  cul  i  er

ce qui  concerne I  es

de

en

3.1  .1  .  Théorème (KRENER l -10-7  ,  G . SALLET / -  18  7

So ' i t  F  une fami l le  de  champs de  vec teurs  dé f in ie  sur  M.

L 'ensemble  des  po in ts  access ib les  S(F) .x  es t  con tenu dans  la  fe rmeture

de  son  in té r ' i eu r  pour  la  topo log ie  de  M s i  l e  rang  de  la  famj l l e  F

au po in t  x  es t  éga ' le  à  la  d imens ' ion  de  la  var ié té  M.  En par t i cu l ie r  s ' i

l a  fam' i l le  F  es t  au to- ' invar ian te  S(F) .x  es t  con tenuedans la  fe rmeture

de  son  in té r ieu r  pour  la  topo log ie  de  G(F) .x .
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De ce théorème nous avons I  a

3 .1 .2 .  P ropos i t i on  (e  .  SALLET / -18_7 ,  KUNITA [7_ i l

In t  S (F) .x  =  In t  S (F) .x

Preuve So i t  y  €  In t  S(F)x .  Cons idérons  le  sys tème opposé -F  e t

I ' ensemble  S( -F )y  qu i  es t  I ' ensemble  des  po ' in ts  z  te l s  que  y  so i t

access ' ib le  à  par t i r  de  z .  Comme la  fami l le  -F  es t  auss i  au to- ' invar ian te ,

d 'ap rès  le  théorème p récéden t ,  S ( -F ) .y  es t  d ' i n té r ' i eu r  dense  dans  sa

fermeture  e t  con t ien t  le  po ' in t  y .  A ins i  nous  avons

In t  s( -F)y a l  In t  SG)x I  A

Par  su i te

rntS(-F) .y  n s(F) .x lA

ou encore

s  (  -F  )y  n  S  (F  )x  I  A  (pu ' i  sque dans  un  espace topo l  og i  que

s i  In t (A)  A t r  I  o€A nB l6 ) .  Par  conca tena t ion  des  t ra iec to i res ,  i l

es t  c la ' i r  que  y  es t  dans  S(F) .x .  En  d 'au t res  te rmes  tn t  S (p ) r -  6 ]  S (F)x ,

par  conséquen t  i l  es t  démont ré  f  n t  (S ( f  X )  =  In t  (S (F) .x )

3 .  I  .3 .  Remarque

Que les  champs so ien t  comple ts  ou  pas  1es  théorèmes 3 . . | . . | .

e t  3 . . | .2 .  son t  v ra is .  En  e f fe t ,  so i t  F  une  fam ' i l 1e  que  1 'on  éc r i ra
r l

F  -  
l * r  f  

i e r .  A lo rs  on  sa ' i t  (GODBILLON I  5_ / :  séomét r ie  d ' i f f é ren t ie l l e ) .

\)



que pour  tou t  champ X,  i l  ex is te  une fonc t ion  C{  s t r i c tement  pos ' i t i ve

te l le  1e  champ f .X  so i t  comp le t .  Donc  la  fami l l e  F '= \ t r * r ]  es t
t -  J i €  I

une fami l le  de  champs comple ts  e t  pour  tou t  x  @ M
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Ma ' in tenan t  quand  on  é tud ie  A(x , t ) ,  i l  es t  c la ' i r  qu 'on  ne

remplacer  X  par  f .X

En par t i cu l ' ie r  s i  1es  champs ne  sont  pas  comple ts .  A lo rs

avoi  r

S(F )x  =  S (F ' ) x

on peut  donc  se  conten ter  d 'é tud ' ie r  F '  pour  ce  qu ' i  es t  de  la  s t ruc tu re

topo log ique  de  S(F) .x

peut

peut

x r t )

(t']
;  l b

(A(

ett -r,, -ù

J 
d'où'=l

In t (A(x ,T ) ) l  In t

exemple ,  p renons

r\
+  b  * - :  la l  4 l

dv

M=R2 X

r<

,/

.(

<-  -4 -

S' ' - t

Comme

2_
?x

Les t ra jec to i rescor respondant  à  la  fam' i l le  F  sont  :

l a  f am ' i l l e

1a f igu re  (3 .1 ) .

1--  -a



j
. t.{
I
I

. s

1
I

j

I  . : :
i r

I t

1:
l
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F ig .  ( 3 .1 )

A(0,2)  es t  le  car ré  l - '2 ,2-7x l - -2 ,2-7  pr is  avec son

' i n té r jeu r  sau f  les  po ' in t j l l és . I l  es tc la ' i r  que  In tA(0 ,2ç  In t  A (0 ,2 ) .

Cec ' i  p rouve que pour  A(x ,T) ,  le  fa i t  d 'ê t re  comple t  es t

nécessa i re .  A lo rs  que  pour  S(F) .x  ce la  ne  joue  pas .  l ' a f f i rmat ion  de

KUNITA se lon  laque l le  la  démonst ra t ion  des  propr ié tés  de  A(x ,T)  sera i t

au tomat ique à  par t i r  de  la  démonst ra t ' ion  des  propr ié tés  de  S(F)x  es t

man i fes tement  fausse.
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3 . . | .4 .  Que lques  résu l ta ts  de  Topo log je

i  )  So i t  (X ,0 )  un  espace  topo log ' ique ,  A 'B  c  X

S ' i  Aouver t ,a lo rsA0B C AnB

' i i  )  f  :  X  - - -+  Y  une app l ica t ion  cont inue,  a lo rs  l f  A  X

en p lus  s i  f  es t  ouver te
o

f - ]  (Â)  =  tQl  e t  f - l  (E)  =  r - l  (B)

i  e t  i ' i )  sont  des exerc ices é lémenta i res de topolog ' ie  généra le .

3 .2  STRUCTURE TOPOLOGIQUE DES ENSEMBLES A(X 'T )  DES FAMILLES

FORT AUTO-INVARIANTES

0n cons idère  un  ensemble  A.  En généra l ,  ou t re  l ' ensemble  A,

à  I 'a ide  des  opéra t ions  de  fe rmeture  e t  d 'ouver tu re(c 'es t -à -d ' i re  p rendre

I ' i n té r ieu r  d 'un  ensemble  )  on  ne  peu t  ob ten i r  que  7  ensembles  d is t inc ts  / - -2 -7 .

Les  Ensembles  d 'Access ib ' i l i té  en  temps exac ts ,  dans  la

topo log ie  de  l 'o rb i te  G(F)x  les  contenant ,  son t  beaucoup p lus  s ' imp les .

Ce  paragraphe  mont re  que ,  pour  une  F .C.V . 'A .  F ,  I ' ensemble  d 'access ib i l i t é

en  temps exac t  A(x ,T)  ne  permet  de  dé f in i r  à  l ' a ide  de  la  fe rmeture  e t

de  I ' ouver tu re  que  l ' i n té r ieu r  de  A(x , t )  e t  son  adhérence .  En  par t i cu l ie r

les  f ron t iè res  de  A(X,T) ,  de  son in té r ieur ,  de  son adhérence sont
' ident i  ques .

rrnl c.r(A) et ô c rtÂl df^X.,F,-
f1 <J
\
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3 .2 .1 .  P ropos i t i on

So i t  F  une  F .C.V .  au to - invar ian te  possédan t  la
p ropr ié té  su ivan te  :  x  n 'appar t ien t  pas  à  Gr (F) .x
s i  T  I  o .  A lo rs  dans  la  topo log ' ie  de  G. , . (F ) .x  on  a

In t (A(x ,T )  =  In t (A(x ,T )

Cet te  p ropos ' i t ion  es t  des t ' inée ,  é tan t  donné une fami l le  F  fo r t
au to - invar ian te ,  à  la  fami l l e  F  dé f in ' i e  su r  M x  R .  En  p lus  J (Ê)  es t
de  cod iment ion  I  dans  L ie î  en  tou t  po in t  ( x , t ) ,  donc  la  fami l l e l  es t
f  or t  auto- i  nvar i  ante.  0n pourra al  ors ut i  I  i  ser I  a topo' logi  e G,. , -orbi  te Oe î .

- r a -Nous  démont re rons  auss i :  ôu  passage :  QUê A(x ,o ) ,T ,Ê)  es t

d ' i n té r ieu r  non  v ide ,  de  ce  fa ' i t  nous  dédu i rons  le  théorème 2 .3 .2 .  du
chap' i t re précédent .

Cependant  la  démont ra t ion  de  la  p ropos i t ion  c ' i -dessus  néc6ss i te
que lques  lemmes e t  coro l la i res  in te rméd ia i res  que nous  a l lons  exposer
mai  n tenant .

0n  cons ' idérera  dans  les  énoncés  su ' i van ts  la  même fami l le  F  e t
suppposons  d im L ie  F (x )  -  k

3 .2 .2 .  l emme I

Gt.,(x) 4 nrr,*)=a s i  t l  I  tZ  :  t r ,  t2€  R

Preuve

Nous a l lons  procéder  par  absurde.  Supposonr  n r . . (x )4  n r r , * )  I  A ,

a lo rs  i l  ex is te  un  po ' in t  z  appar tenan t  à  Gr , (x )  e t  à  Gr^ (x ) ,  ce  qu i
imp l ique  c la i rement  que  x  appar t ien t  à  n , . ' _ i r ( x )  où  à  z

n r r - r . , ( x ) ,  t l  - tZ  10 ,  d 'où  la  con t rad ic t ion  avec  I ' hypo thèse .



Preuve

ecr l  re
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3  .2 .3 .  Coro  I  I  a i  re

A(x , t )  =  S(F) .x  Â  Gt (F ) .x

Nous  rappe lons  que  S(F)x  =  UA(x ,z ) .  Nous  pouvons  donc
7>to

s(F)x f l  Gr(x) = (uA(x,z)) 61 Gr(x) = yr l j ,x,z) l  Gr(x))

= lu(A(x,z) n G.(x), ]  U [ ,A(x,t)  O errx]
z l t

Pour  tous  les  rée ls  z  d i f fé ren ts  de  t ,  A (x ,z )  O  Gt (x )C  Gr (x )  4  Gr (x )  =  A .

I l  es t  donc  c l  a ' i r  que  S(F)  . x  I  Ga(x )  =  A(x , t )  .

3 .2 .4  lemme 2

Preuve

Nous procédons par  absurde.  s i  y€  Gt (y ) ,  t ld ,  i l  ex is te

X l , . .XP p  champs de  F  te ls  que

v = x l -o. .ox!  (v) ,  t ie R, f  t . ,=t
" l  -p

ma is  y6G(F) .x ,  c ,es t -à -d ' i re  y  =  V(x )  avec  t0e  C( f  ) .  F ina lement  on  a

y 6G(F)x,  a lors v f  er tv l  ,  I  lo

$t*l = *l . 'o..o xloo 9txt



-  40 -

i  mposs i  b1  e .

3 .2 .5  I  emme 3

' i )  G(F)x  ne  possède  aucun  po in t  s ' i ngu l ie r
' i ' i  )  La  fami l le  F  ne  possède aucun champ pér ' iod ique

Preuve

. i )  on procède, comme les lemmes précédents,  par absurde

So ' i t  y  6  G(F)x ,  un  po in t  s ingu f  ie r  du  champ X e  F .Au t rement  d i t  X . (Y)=V,

V  U.n .  Ce  qu i  expr ime y  ê  Gt (y ) ,  t  I  o ,  ' imposs ib le

i i )  s i  x  es t  un  champ pér iod ique ,  j l  ex ' i s te  un  rée l  7 ,  appe lé

pér ' iode  te l  Que X,  (y )  =  y  pour  tou t  y  e  GG )x .  Ce qu i  es t  imposs ' ib1e.

3 .2 .6 .  l emme 4

Les  var ié tés  Gr (F)x ,  T  é  Rrson t  fe rmées  dans  G(F) .x

Preuve

ou encore *  =  V- ]oX] -o  oXl  o  Vt t t  e t  appar t ien t  à  Gr(x) .  Ce qu ' i  es t
" l  " p

Rappe lons  G(F)x  es t  mun i  de  1a  topo log ' ie  rendant  cont inues

1es appl  icat ionr f i ( t t  , . . t0)  -â 
4 i . .  .x [o(x) i  x l ,  .  ,xP ê F;p e N.

I l  fau t  mont re r  que 1 ' ' image réc ' ip roque de  Gt (F)x  par  ces

app l ica t ions  es t  un  ensemble  fe rmé de RP,  p  que lconque.

soi r  ( t t , . . to)e l . f : t  (Gr(x)) ,  c 'est -à-d i re V* ( r r , . . ro)  € Gr(x) .
X

ou encore / r -  o . .o  x l  (x )  6  Gr(x) ,  nécéssa i rement  t l * . . tp=T '
" l  ' p



i  |  . ô  - l
Les  champs X '  é tan t  comp le ts ,  a lo rs  Y  

'  (GT(x ) )  es t  b ien  dé f in i ,

e t  c 'es t  I ' ensemble  de  tous  
' l es  

po in ts  t . , , . . tp  RP te ls  que  Z t i= t .

Cet  ensemble  n 'es t  au t re  chose que I 'hyperp lan  R!  lu i  es t  un  fe rmé de RP.

Cec i  achève la  démonst ra t ion  du  lemme.

-  4 t -

3 .2 .7 .  Coro l  l  a i  re

A(x ,T )  C UA(x , t )  dans  G(F) .x

o  < t  (T

pose  Sr (x )  =  UA(x , t ) .  So i t  y  E  A(x ,T ) ,y  peu t  s 'éc r i re
o< t<T

Preuve 0n

y  =  X l .o . .ox !  { x ) ,  X i ,  i= l , . .p ,appar tenan t  à  F .  I l  es t  fac i le  de  vo i r' l  ' p

que t 'ensembt.  
Ix l tv l  

;  -  t t  *  r  a 
t  

est  contenu dans Sr(x) .  0n

cons idère  l 'app l ica t ion t  >  x l tv ) .0n sa i t  que x l  tv )  lv  ( temme 3.2 .5)

et  cet te  appl icat jon est  cont inue de R dans G(F)x,  on a de façon év idente

- t
/  - t l ,o  I  C  f  '  (Sr (x ) ) .  Par  passage à  1a  fe rmeture  on  a

/ - - t t ,o-7c r - ' l  tsr (* )  c  f l  (W. Donc y = f  (o)É Sr(x) .  c .Q.F.D.

Ma' in tenant  nous  démont rons  le  théorème 2 .3 .? .  c 'es t -à -d i re

A(x ,T )  C  Tn t  ATxJ)  dans  Gr (x ) .  0n  rappe l le  que  la  fami l l e  cons idérée  es t l .

So i t  ye  A(x ,T )  e t  Ey  un  ouver t  de  y  dans  Gr (x ) .  0n  rappe l le

que  5 .  y  es t  f  image  Ly  = .P  (  V  ) )  Oe  1 'app1 ica t ion  paramét r i sa t ion

loca le  de  Go(F)y  au  po in t  y .  Cons idérons  le  vo is inage  ouver t  $ (VxW)

dans  G(F) .x  assoc iée  à  Ey  e t  posons  W*  =  Wp-7-c ,o  / -e t  W-  =  W0-7-e ,  o -7

W; est  un ouvert  contenu dans W. Nous af f i rmons que :
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g(V x  W)nSr(x)  =  \ (V x  r { ; )  nSr(x)

En e f fe t  so i t  z€  V(V x  W) n  S- r (x ) ,  z= y( t . , , . . tn  )  avec tn  é  t^ l  e t
( t r , . . , tk- t  )  eu.  0n a z= xloo r l ; ] ,o. .0 x l . , (v)  avec xf  F et  xk- l , . . ,x l

appar tenan t  à  J (F ) .  Au t rement  d j t  I ' i n te rsec t ion  X f  G^(F) .ynS_(x )  es t
" k v l

non v jde  ou  encore ,pu isque  y6Gr (x ) ,

" . | . ( rcr* tn(x)  
n A(x 'z) )  la

et  Gï * tO(x )  n  A(x ,z )=0  pour  tV70  ( lemme 3 .2 .2 . ) ,  d 'où  I ' i n te rsec t ion  X lneo(V)

n  A(x ,z )  qu i  imp l ique  que  tk (  0 ,  c 'es t -à -d i re  tne  t , { ;  .

Le  po in t  y  es t  p r i s  dans  A(x ,T )  a lo rs  ( lemme précéden t  y6  Sr (x )

donc  tou t  vo is inage  de  y  rencon t re  s r (x ) ,  en  par t i cu l ' i e r  l , ouver t  V (v  xw)
rencon t re  s r (x ) .  0n  a  S(v  x  w)nSr (x )  =  ç ( l /  x  t ^ l * )nsT(x )  I  0  e t

comme Sr (x )c  S(F)x ,  on  ob t ien t  f i na lement

S(F)xnY(VxW*)  l0

L 'ensemble  {  (V  x  W*)  es t  un  ouver t  de  G(F) .x  e t  S (F) .x  C ,
In t  ( s (F ) .x ) ,  ( théorème 3 . . |  .1  .  ) ,  i  l  décou le

In r (S(F) .x )^V(v  x  t l ; )  I  0

I l  ex is te  a lors  un po. i  n t  z  = * lOo .o  x l . , tv )  appar tenant  à

Int  S(F)x er le point  xfo (z)  = - i ; ] . ,0. .0 x l . , (v)  apparr ienr à xfotrnt(s(F)x

donc à  In t  tx f  tS(F)x) )  pu isque t 'app l ica t ion x  - - )  r f  t * )  es t  un
" k  r k

d i  f feomorphi  sme.
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Ma' is  tO(0,  ' i l  s 'ensu i t  que In tS(F)x  f l  Lv  I  A .  En d 'aut res  termes

2v A( In t ts tF)x  Q Gr(F)x)  I  g ,  d 'où(coro l la ' i re  3 .2 .3 . )  Zv  n  In tA(x ,T)

I  A .  Nous avons donc démont ré  que A(x ,T)CIn t  A(x ,T)  on en dédu i t

imméd ia tement  A(x ,T )  =  In t  A (x ,T ) .

3 .2 .8 .  Démonst ra t ' ion  de  I  a  p ropos i  t  j  on  3 .  2 .  I  .  :

i n t  A (X ,T)  =  In t  A (x , t )

I l  su f f i t  de  mont re r  In t  A (x ,T )  C  S(F)x

Notons  A=A(x ,T)  e t  S=S(F)x .  0n  dés ' igne par  Û { r . rp .c t i vement  U)

l ' i n té r ieu r  ( resp .  la  fe rmetu re )  d 'un  ensemble  U  dans  Rk .

So ' i t  y  e  In t  n  Oun,  Gr (x )  ,  i  1  ex i  s te  un  ouver t  I y  con tenu,

dans  Â ,  donc  con tenu  dans  5  ca r  Â  c  5 .  0 r  ) y  =  t f  t v l  a 'ou  $ (v )  c  S

ou  enccre  V  cV l  tS ) .  En  regardan t  so igneusement  les  app l i ca t ions

V -_J  $(V)  e t  VxW - - - -2  p  (VxW),  i t  es t  c la i r  que V .V l  (5 )

on peut encore écrire v c. r.1} (5) n (vxw-) ; w- = t,tn -7-*,o-7.

Cons idérons  1a  pro jec t ion  p  :  Rk- l  x  R +  Rk- l

te1  I  e  que

p( t l , t z , . . t k_ l , t k )  =  ( t l , . . t k - l  )

on aVcp(V- l (5)  n  VxW-) .  Nous savons ( théorème 3. . | . . | . )  que In t  S =  S,

à par t i r  de  là ,  nous  ob tenons

vc p( t.y-l t  tnt s) n vxtl )



0n dé termine I 'ensemble  p(  tp - l  (  In t (S)  f l  VxW-) .  0n  t rouve

p( V- l ( rnt(s)  n vxw-)c o ( | ( tJ 
l t  

(x l  ( int(s)n 
1/  

x w-) .  L,appt icat ion
Lt E>zo t I

X j  t x )  es t  un  d i f fêomorph isme (car  le  champ Xk es t  comple t ) ,  i l
L

en  décou le

vc p(V 
- l  

t  In t (s)  f l  vxw-)  C 9 l (  rnt (s)  n r l
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Par  su i te  i l  es t  fac i le  de  vo i r  que  (g râce  à  p (Â)cp(A) ,  RcRk)

v = p (  V- ' ( ln t (s)  n (vxt , { ' )

on peut  t rouver  un ensemble  w,  te l  qu.  v  x ' fc  V- l t in t (S)0  Vxw-

avec  [6Wl  Na tu re l lement  i l  s 'ensu i t
vo9

V.,p (  v  x  w-)  c  p(  \ r l ( ln t (s) f l  (vxw-)

donc Vc p(  V ' t . inr (S)  4 Vxw-)

ou encore ,  pu isque  in t  5  =  In t (S)  (p ropos ' i t i on  3 .1 .2 . )

vc p(  Vl t in t (S)q-vxw-)  c ,  tg l t rnt (s)6v

i l  appara î t  que  1 'ouver t  ) y=  t l tV l  es t  con tenu  dans  In t (S) ,  ê r  pa r t ' i cu l ie r

v  appar t ien t  à  ' in t (S) .  Nous avons  donc  mont ré  ln t  ÂTxTIcs(F) . *  6 { * '1 ,

ma is  Gr (F)x  =  GT(F)x ,  ca r  Gt (F )es t fe rmé.  0n  en  dédu i t  In t  A (x ,T )  =  In t  A (x ,T ) .
c .Q.F .D.
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Remarque une chose ' importante apparaî t  dans cette démonstrat ion,  c 'est
qu ' i l  es t  mont ré  que l ' i n té r ieur  de  Â- fxT f ,  par  rappor t  à  la  topo ' log ie
de  Gr (F) .x ,  es t  con tenu  dans  I ' i n tê r ieu r  de  S(F) .x  par  rappor t  à  la
topo log ie  de  G. (F ) .x .  Les  a rguments  de  ta i l l e  pour  avo ' i r  ces  inc lus ions
sont ,  d 'une par t  1a  comple t ion  des  champs de  vec teurs  ( i c i  on  a
u t i l i sé  les  d i ' i f eomorph ismes  x  - -  Xa(x ) ,  X  F ) ,  d 'au t re  par t  1a
topo log ie  de  la  s t ruc tu re  d i f fé ren t iab le  de  la  fami l le  au to- ' invan ian te  F .

S i  F  n 'é ta i t  pas  au to - invar ian te ,  ma is  s i  un  po in t  x  es t  te l

que  A ' r (x )  =  J (F ) .x ,  donc  L ie (F)x=Ar (x ) ,  a lo rs  I ' i n té r ieu r  de  A(x ,T )

serai t  toujours contenu dans l  ' ' in tér ieur de S[F-JÏ .  0n montrerai t  aussi
fac i lement  que  I ' i n té r ieu r  de  A(x ,T )  inc lus  dans  l ' i n té r ' i eu r  de  S(F) .x

3 .2 .10 .

So i t  F

Théorème

.^
une F .C.V .A .  A lo rs pour  tou t  po in t  x  de  M e t  tou t  T1  o

(1 )  In t  A (x ,T )  =  In t  A (x ,T )

Preuve  :  D 'après  1a  p ropos ' i t i on  p récéden te  In t  ^ ( - " ) ,LÔ =  In t  A ( (x ,o ) , f  f  )
pa r  rappor t  à  la  topo log ' ie  de  GT(Ê ) . ( x ,o ) .  Des  re la t ions  A( (x ,o )1 ,Ê)  =

A(x ,T l -  
t t ]  e t  e r (Ê) . (x .o )  =  Gr (F)x  x  {T  } ,  on  t i re  a isément  le

résu l ta t  ( l ) .  Cec i  te rm ine  la  p reuve .

Avec les mêmes hypothèses, nous
3.2.7. )  que nf i ,  T'F=
le  résu l ta t  ( théorème 2.3 .
tout x de M et tout T> 0.

nt  A(x ,o ) ,T ,1 ) .

2 . )  c 'es t -à -d i re

3 .2 . . | . |  Coro l la i re

ona

Al  o rs

où F^  {A)

avons  auss i  p rouvé (coro l la i re

0n en dédui t  auss' i  faci lement

ÂETT-= lffi) pour

0n no te  main tenant  Â ,  Â  I

F r (A)  =  F r (A)  =  F r (Â)

dés ' igne la  f ron t ' iè re  de  A.

' i n té r ' i eu r ,  l a fe rmeture  de  A(x ,T) .
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Démont ra t ' ion  I l  v ien t  d 'ê t re  mont ré  1es  éga1 i tés  Â  =  A e t  A  =  Â dans

Gr (F) .x .  L 'adhérence  d 'un  ensemble  es t  l a  réun ' ion  d is jo in te  de  son
I

i n té r ieur  e t  de  sa  f ron t iè re ,  on  en  dédu i t  immédia tement  Fr (A)  =  Fr (Â)  =  Fr (Â

3 .2 .12  Déf  i  n i  t i  on

0n  d i t  que  deux  fami l l es  F  e t  F ' son t  fo r tement  équ iva ' len tes  s ' i
pour  tou t  po in t  x  de  M,  que lque so ' i t  te  R,  les  var ié tés  Gr (F)x  e t

Gt (F ' )x  sont  ' i den t iques .  En p lus  les  fe rmetures  des  ensembles
d 'access ib i l i t é  en  temps  exac t  son t  éga les  c 'es t -à -d ' i re  pour  tou t  rée l
T  s t r i c tement  pos i t i f  on  a

A(x ,T ,F ' )  =  A(x ,T ,F )

Cet te  équ iva lence es t  p lus  fo r te  que ce l le  in t rodu i te  par
JURDJEVIC-KUPKA l lg ,ZO_7,  SALLET / -18_7.  Les  fam' i t1es  équ iva ten tes
def in jssent  la  même s t ruc tu re  G;orb i te .

Vo ic ' i  un  exemple  assez  t r j v ia l  .

so ' i t  F  une fami l le  de  champs de  vec teurs .  0n  no te  $ t r )  1 'enve loppe
convexe de F et  on a

Wtn = 
[nx+n-4)Y;

Alors  F et  t { t r l  sont  for tement  équiva lents .  En ef fe t ,  s i  X
et Y sont deux champs de F, on a

l im (x t  o  Yr  )h  ( r )  =  (x+Y) , (x )  i  te  n
h+o h '  h

X,Y €. F; "atr,rl



-47 -

A  par t ' i r  de  là , ' i l  es t  c la i r  que  Go(F) .x  = Vtt r .x ,  de la

même man. iè re  Ga(F) .x  =  ca (  ( tF ) .x  e t  A (x , t ,F )  =  A(x , t ,  $ f  )  pour  tou t

t  2  o .  11  es t  donc  fac ' i le  de  vo ' i r  que s i  F  es t  une fami l le  fo r t

au to - jnvap ian te ,  a lo rs  F r (A(x , t ,F )  ) ,  respec t i vement  In t  A (x , t ,F )  e t

F r  (A(x , t ,  S (F) ) , respec t i vement  In t  A (x , t ,  { (F ) ,  son t  ' i den t iques .

Remarque

L ' . i n té r ieu r ,  respec t i vement  la  f ron t iè re ,  des  ensembles  d 'access ib i l i t é

au même temps exact,  des sytèmes fort  auto- invar iants,  for tement

équi  val  ents sont i  dent ' iques .

Nous  avons  é tab l ' i  1 'éga1 i té  ( l )  dans  la  c lasse  des  sys tèmes

fort  auto- invar iants.  Le problème qu' i  nous préoccupe en ce moment quand

nous avons  a f fa i re  à  I 'ensemble  des  fami l les  au to- ' invar ian tes  en  généra1.

La  ques t ion  que  I ' on  se  pose  es t  l a  su ivan te :  peu t -on  avo i r

( l ' )  In t  A (x , t )  =  In t  A (x , t )  dans  Ga(F) .x

s i  l a  fami l l e  F  es t  au to - invar ian te (non  fo r

Lorsqu 'on  cons idère  la  fami l l e

(exemple  paragraphe  2  .2 . ) ,  on  a  vu  que  A(o

t  L l - f ,donc nous af f i rmons que lorsque une

auto- invar ian te ,  nous  pouvons avo i r  In t  A(x

sommes en face  d 'une ambigu i té ,  ce  cas  se  p

I  ' ' i déa l  J (F)  es t  de  cod imens ion  1  au  po in t

à  L ' i e (F )x  on  a  la

R2

G(o

t auto- ' i  nvar i  ante )  ?

n^  -  n  I
l+, \?(x) *-[ uans
t? x ?v J
,  t  )  es t  d '  i  n té r i  eur  v ' ide  s i

fam' i l le de champs de vecteu

, t )  =  0 ,  dans  ce  cas  nous

rodu i t  éventue l lement  quand

x .  Ma is  s i  J (F )x  es t  éga1e

rs  es t

3 .2 .13  Propos ' i t i  on

So ' i t  F  une fam' i l le  au to- invar ian te  complè te .  S i

cod imens ion  o  au  po in t  x  on  a  :

( l  '  )  In t  A (x , t )  =  In t  (A (x , t ) )  dans  Ga(F)  . x

J (F)  es t  de
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Démonst ra t ion  :  So i t  y  appar tenant  à  jn t  A(X,T) ,  J (F)  es t  de  cod ' imens ' ion

o ou  I  au  po in t  y .  Nous a l lons  d is t ' inguer  les  deux  cas  pour  la  su ' i te  de

la  démons t ra t ion  e t  1 'on  suppose  que  d im L ie (F)x=k

l )  d ' im  J (F)y  =  k  ou  J (F )y  =  L ie (F)y

A lo rs  I ' espace  tangen t  à  la  va r ié té  G(Ê) . (y ,o )  co înc ide  avec  f  i e? (y ,o )

c 'es t -à -d i re  A f (v ,o )  =  L i .  Ê (y ,o )  e t  pa r  symét r ie  on  u  ArÊ  (y ,o )  =

r ie ( -1 ) (y ,o ) .  Ma ' i s  l i e  (1 ) (y ,o )  =  L ie ( -Ê) (y , t )  pour  tou t  t  E  R ,  en

par t i cu l  i e r  on  a

À_Ê, t , t ,  =  L ie ( - î ) ( v , r )

En  d 'au t res  te rmes ,  i l  y  a  cond ' i t i on  du  rang  au  po ' in t  ( y ,T )  pour  1a

fami l l e  -F ,  ce  qu i  nous  donne  d 'après  le  théorème 3 .1 .1 .  que

i l;ffi= s(+)(yr)
^ ^ A

par  rappor t  à  la  topo log ie  de  G ( -F ) . (y ,T )=  G(F) . (x ,o )  =  G(F) .x  x  R

Puisque y  es t  pr is  dans In t  A(x , t ) ,  donc,  d 'après 1a remarque

fa i te  sur  le  théorème 3.2.8. ,  (y ,T)  appar t ' ient  à  tn t  f f ikJJ.  t l

découle que :

r r t  s1J1 (yJ) n rnt tsTl t* ,o l  I  I  g

^ ^ ' \
par  su i te  S( -È) (y ,T )  61  S(F) (x ,o )  I  6 ,  donc  (y ,T )  appar t ien t  à  S(F) (x ,o ) ,

ce  qu i  veu t  d i re  que y  appar t ' ien t  à  A(x ,T) ,  a ins i  nous  avons  mont ré

que y  appar t ien t  à  In t  A(x ,T)

2 )  d im , l (F )y  =  k_ t  ou  J ( r l y  I  L ie  F (y )

on  rappe l le  que  L ie  F (y )  =  n ) ( (y )  +  J (F )y  que lque  so i t  XeF.  A lo rs  d i re  que

, l (F )y  es t  de  cod imens ion  I  dans  l i e  (F )y ,  c 'es t -à -d i re  que  1e  po in t  y  ne

peu t  ê t re  s ingu l ie r  pour  la  fam ' i l l e  F ,  c 'es t -à -d i re  X(y )  I  o  pour

tou t  X  Ç F .



Par  hypo thèse  de  la  démons t ra t ion  yâ  In t  A (x ,T ) .  So i t  Xê  F
et  é  €  R,  on  peut  écr i re  V=[o [ (V) ,  i l  es t  c la i r  que y  appar t ' ien t

a  n ( fV) ,0 , -FUO)  où  0  es t  1e  champ nu l  dans  M.  Pu isque  la  fami l l e
-F  es t  au to- invar ian te ,  a lo rs  la  fam' i l le  -F  U 0  es t  fo r t  au to-
invar ian te .  0n  a  donc ,  d 'ap rès  le  théorème 2 .3 .3 . ,  n t [ v ) ,  € , -FUO)  es t

con tenu  dans  In t  n ( [ t v ) ,  E  ,  -FUO) ,  ce  qu i  nous  donne  que  I ' i n te rsec t ' i on

In t (A(x ,T ) )  n  In t  A ( {v ) ,€ , -FU0)  es t  d i f fé ren t  de  I ' ensemble  v ' i de .
Par  su ' i te  on  a  :

A(x,T)  11 In t (A(Xfv) ,  € /  -FUO))  I  A

mais  A(x ,T )  es t  éga le  à  In t  A (x ,T ) .  I l  en  décou le  que

Inr (A(x,T)  n Int  A(Ur) ,  g  ,FUO) I  A

par  conséquent  Xr (y )  g  In t  A(x ,T+p ) ,  p (Ê 0n  a  ce t te  dern iè re
appar tenance parce  que ' les  

champs sont  comple ts ,  p lus  p réc isément

on  a  u t j l i sé  le  fa i t  que  ' l es  
app l i ca t ' i ons  x  Xr (x )  ,  X  €  F  son t

des di f feomorphi  smes.
Par  su i te  on  a  c la i rement

(x , l ) .  ( y ,  T  +  p -  €  )  e  In t  t s tÊ l (x ,o ) ) ,  o (  P . (e
è

ou encore en posant Ê- p = o(

(x , r )c  (y ,T-o()  e rnr(s(Ê)(x,o) ,
è

En d 'au t res  te rmes on  a
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on prend g  assez  pe t i t  e t  comme le  champ (X, l )  es t  con t inue,  on  peut
t rouver  o l€ ,1 -o ,e -7  te l  que  (v rT -o ( )  appar t ienne  à  In t (s tÊ t . t x ,o ) ,
c 'es t -à -d i re  le  po in t  y  appar t ien t  à  In t (A(x ,T -d  ) ) .  0n  peu t  auss i  l e
voi  r  de cette façon :

!x e r ,  Vero,  J<e l -0, t -7 tet  que (X,tL (v,T-(  )  Int  S(Ê).(x,o)
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0n rappe l le  que rn t  n(x , r )  *  l rT  =  ( ln t  'Æt- tnÂ '  "  I  ' \

(remarque théorème 3.2.8. ). on sait qu5 j g ,n, #:': l lur: l l l .  (y,T)
appar t ' i en t  à  rn t  f f i l . t r r l ,  c 'es t -à -d i re  In ,  y t ' , o l  es t  un  vo is inage
ouver t  de  (y ,T ) .  i l  ex is te  a lo rs  un  rée l  z )o  te l  que  pour  tou t  l t \S=  on

a i t  (X , l ) t ( y ,T )6  In t  (S (F) (x ,o ) ,  donc  (Xr (y ) ,T+ t )  appar t ien t  à  in t  S (Ê) (x ,o ) .
En  par t i cu l ie r  pour - t  néga t i f  e t  t cT  on  a  (X  (y ) ,T - t )  qu i  appar t ien t  à

^|-- _t
In t  (S (F) (x ,o )  d 'où

X (y )  €  In t  A (x ,T - t )  X  e  f  e t  t  _ (  z .
-t

ma ' i s  le  po jn t  X_ , (V)  appar t ' i en t  à  I ' ensemble  d 'access ib i l  j t é  A(y , t ,  -FUO )
où  -F  es t  la  fami l le  opposée de  F  e t  0  es t  le  champ nu l  dans  M.  La
fami l l e  -FU0 es t  fo r t  au to - invar ian te ,  donc  d 'après  le  théorène  2 .3 .2 .

A(y , t ,  -FUO )  C  In t  A (yJ , - ru  0  ) .  De  X-  (y )  qu i  appar t ien t  à
t

In t  A (x ,T - t )  e t  à  A(y , t  FUO)  ,  i l  décou te

In t  A(x,T- t )  n  rnr  A(y, t  FUo) I  A

ou encore

In t  (A (x ,T - t )  n  A(y , t ,  FUO )  I  A

ma is  A(y , t , -  FUO)  =  UA(y ,o { , -F ) ,  a lo rs  i l  ex is te  4ê l -o , t_7  te t  que
o(.aS b

In t  A (x ,T - t )  n  A(y ,d  ,  -F )  I  A .  0n  en  dédu i t  que  
le In t  

A (x ,T - ( t -d  ) ) .
0n  cho is i  t  assez  pe t ' i t ,  de  deux  choses  I 'une

.s i  o (= t ,  !g ln tA(x ,T )

.  s i  0  So( (  t ,  a lo rs  o ( (  t  <  z  e t  le  rée l  t -o (  es t  t rès  pe t i t .
So i t  X  €  F ,  pu isque X(v)  I  o ,  on  peut  t rouver  zo  te1  que pour  tou t  [ . : l . t z "
Xr  ( t )  g  In t  A (x ,T - ( t - *  1 ) .  On  peu t  cho ' i s ' i r  ZoTz  ou  t (6 (ze t  comme t -o (< ,  t

J



a lo rs  X(y )
o(-L

J-

In t  A (x ,T )

e In t

C InT
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A(x ,T - ( t - ' (  ) ) ,  d 'où  y€ .  In t  A (x ,T ) .  Cec i  expr ime

A(x ,T )

que

0na

Remarque :  Troi  s

c ' i  -dessus .

donc  mont ré  In t  A (x ,T )  =  In t  (A (x ,T )  )

f  acteurs essent ' ie l  s ont joué dans I  a démonstrat ' ion

.  rnt A(-;t) ' { tJ = rnt f f i)  nM * i t} . t
In t  A(x,T)  x  {4 a rnt  s(Ê)  (x ,o)

.  La  cont inu i té  des  champs de  vec teurs ,  c 'es t -à -d i re  s i  un
po ' in t  y  appar t ien t  à  un  vo ' i s ' inage W,  on  peut  t rouver ,  pour  X  te1  que

X(y)  I  0 ,  un  rée l  z  assez  pe t i t  e t  pour  tou t  l t l * l z  on  a j t  x r (v )  € ' l Jv .
.  Dans  un  espace  topo log ique ,  s ' i  I n t (A)n t r  I  0  a lo rs  AnB I  A

(vo i r  p ré1 im ' ina i re  topo log ique  3 . . | .4 .  ) .
En f jn ,  en  su ivant  sc rupu leusement  la  démarche de  ce t te

démonst ra t ion ,  on  cons ta te  qu ' i1  es t  p rouvé

In t  (S (Ê) (x ,o ) )  =  In t  ( s ( î ) ( x ,o ) )

Ma in tenant  nous  a l lons  proposer

cette propos' i t i  on,  en ut i  I  ' i  sant di  rectement

sor te  nous  a l lons  prouver  le  cheminement

une deuxième démontrat ion de

1a  p ropr ié té  ( l ) .  En  que lque

(1) -  ( r ' )

Cons ' idé rons  la  fami l l e  {  (F ,0 )U ( f  , l ) t  dé f in ie  su r  M x  R
(chap i t re  p récéden t ) .0n  rappe l le  que  ce t te  fami l l e  es t  au to - ' i nvar ian te
e t  i l  es t  c ta i r  que  ta . fami r reQ =  { (F ,0 )u  (F , l )  U  (0 ,0 ) } (où  (0 ,0 )  es t
le  champ nu1  sur  M x  R)  es t  fo r t  au to - invar ian te ,  donc  d 'après  (1 )

In t  A (x ,o )  r ,  Êo) = In t  A(x ,o) ,  f  ,  Q)



L 'ensemble  d 'access ib i r i té  A(X ,0 ) , l t ] ,  (F ,o )  u  (F , r )  )  es t
exac tement  éga1  à  A(x ,T )  x  l -o ,  T ) ,  on  a  donc  l , i nc lus ion

A(x ,T )  x  / -0 ,T -7  c  A( (X ,o ) ,  T , îo )

Par  passage aux  in té r ieurs ,  e t  fe rmetures ,  i l  s ,ensu. i t

In t  A (x ,T )  x  lO , r [ '  6  In t  A (x ,o ) ,T ,Fo)  =  In t (A(x ,o )T , 'Fo)

ma isA(x ,o ) ,T , îo )  =  l f  (A (x ,o ) , t , (F ,o )U(F , l ) )=  U(A(x , t )  x  / -o , t_7 )
o( t  -<  T  o(b(T

Donc

In t  A(x ,T)  x  lO, t I  C In t  (  U (A(x , t )  x  / -o , t_7) )
o- ( t . (T

s i  on prend t  €  ]  o ,T[  on obt ient
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d 'où

0n  en  dédu i t  I  ' i n c l us i on

In tA(x ,T )  C  In t (UA(x ,d ) ;  o ( t<T
T-t_(q

que l 'on  peut  encore  écr i re

In t  A(x ,T)c ,  In r ( [JA(x ,T-d  ) ;  0<t<T.
o ("(( t

rnt  n(x,r)  -  l . ]  c-  rnt  (  u (A(x,  t )  x / -oJ_7))  n(M -  [ . ] )
o_<t  ç ï

In t  A (x ,T )- l+ 6 Int (uA (x,d ) - 14 ; o<tcT
T - t ( { ( T  v J
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0n  pose  A ,  =  In t  (U(A(x ,T -d  ) ) .  On  a  c la i rement

o (4 ( t

In tA(x,T)  C Int ( f lor l  ,0( t (T
o( t ( Ï

La fami l l e  A ,  es t  une  fami l l e  c ro issan te  d 'ouver ts ,  donc  leu r

in te rsec t ion  es t  éga le  à  I ' ensemble  Aa  avec  €=  ' i n  f  ( t j  ;  o  ( t i (  T )

on a donc

In t  A (x ,T )  c  tn t  (A r )

S i  on  prend un  po in t  y  appar tenant ,a  In t f f i ) ,  i l  es t  fac i le  de  vo i r .quey  appar t ie r

à  In t  A (x ,T -6  ) .  so i t  X  € .  F  te l  que  X(y ) lO ,  pu isque  In t  A (x ,T - t  )  es t  un

vo js inage de  y ,  i l  ex is te  un  nombre  rêe l  4>  o  te l  que pour  tou t  f t l (d  on

a i t  X r (V)  e  In t  (A (x ,T -  e  ) .  V ra isemb lab lement  E ld  ,  on  a  donc  I . (V t

In t  A (x ,T -e  ) .  I l  appara î t  év idemment  que  y  appar t ien t  à  in t  A (x 'T ) .

Cec ' i  mont re  In t  A (x ,T )  =  In t  A (x ,T ) .

La  seu le  chose  à  vé r i f i e r  es t

A(x ,T l  x  l -o ,T -7  =  A(x ,o ) ,  T ,  (F ,0 )U(F , l )  pour  tou t  T>0

Ce là  es t  à  peu  p rès  év iden t .  En  e f fe t  I ' i nc lus ' i on  A(x ,o ) ,1 (F ,0 )U(F , l ) )  es t

c la ' i re .  So i t  ma in tenan t  (z , t )  e  A(x ,T )x  / -o ,T -7 .  Le  po in t  ( z , t )  s 'éc r i t

pa r  dé f in i t i on  de  A(x ,T )

(z , t )  =  (x l . -0 . .0  x [  ( x ) , t )  avec  x i  6  F  e t  t . i> ,  o ,  Z t j  
-  T

' l  -p

qu i  peut  encore  s 'écr i  re

(z , t )  = (x , , , r . ,  . .0(xP,  , , r - ro (XP,o)ao(x,o)
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I l  es t  c la i r  que  (z , t )  appar t ien t  A (X ,o ) ,  T , (F , l )U(F ,0 ) ) .
La  p ropos i t i on  3 .2 .12  es t  comp lè tement ,  moyennan t  (1 )= - ) ( l ' ) ,  démont rée .

Remarquons  qu 'on  a  les  éga l i tés

A(x,T)  
"  l r !  =  n{X,o) ,T, (F,0)U(F, l ) )n ux [ r f  = A(x,o) ,T, (F,0)U(Et)U(o,o))

MxJTV. 
'  ' )

, )

A par t i r  de  1à ,  la  p ropos ' i ton  3 .2 .13  es t  p rév is ib le ,  en  tan t
que  résu l ta t .

S i  on  cons idère  ta  fami i l e  l t r ,O)U(O, l ) l  su r  M x  R  on  a
l 'ésa ' l i té  A(x, r )x  jo j  = A(x,0) ,T (F,0)uto, t  )  n  M'-  t t )  er  cet te
fam ' i l l e  es t  fo r t  au to - invar ian te .  Donc  on  t i re  la  p ropr ié té  ( l ' )

à  par t ' i r  de  ce l le  de  A(x ,o ) ,  T ,  (F ,0 )U(0 , . | ) ) .  Ma is  nous  omet tons  ce t te
procédure.
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CONCLUS I ON

so ' i t  F  une fami l le  de  champs de  vec teurs ,  au to- invar ian te
complè te  sur  une var ié té  M de d imens jon  n  de  rang x  au  po in t  x  (s i  ce
n 'é ta i t  pas  le  cas  i l  su f f i ra i t  de  remp lacer  M par  G(F) .x ) .  L , . i déa l  J (F )
es t  de  rang  n  ou  n - l  au  po in t  x .  s i  ce  rang  es t  n ,  a lo rs  tn t  R( * , t )  =

In t  A (x , t )  e t  A (x , t )  =  In t  A (x , t ) .  s i  1e  rang  de  J (F)  es t  n - r  e t  s i  ra
a\

fam ' i l l e  F  es t  au to - ' i nvar ian te  a lo rs  G(J (F) .x  =  Go(F) .x  es t  une  sous
var ié té  de  cod ' imens ion  I  on  a  InTTIx ,T)  =  In t  A(x , t )  e t  A(x , t )  =

In t  A (x , t )  pa r  rappor t  à  la  topo log ie  de  GT(F) .x .  Ma is  s j  1e  rang  de  J (F)
es t  n - l  e t  F  non  au to - ' i nvar jan te  on  peu t  avo i r  In t  A (x , t )  I  A (x , t ) .

Le  cas  où  je  n 'a ' i  pu  r ien  d i re  s ' i  I n t  (A (x , t ) )  =  tn t f f i )
quand J (F)  es t  de  cod imens ion  n- l  au  po in t  x  e t  F  non au to- ' invar ian te .
I l  sera i t  in té ressant  de  vo ' i r  ce t te  p ropr ié té  e t  de  donner  une conc lus ion
du  genre  In t  A (x , t )  I  In t  A (x , t ) .  Pour  ce r ta ' i ns  exemples  onpeu t  avo i r
In t  A (x , t )  =  A  =  In t  A (x , t )  pa r  rappor t  à  la  topo log ' ie  de  Gr (F) .x .
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