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0.Introduction

I-e résultat principal de cette thèse est une propriété dc monotonie, et donc d'unicité, pour une

classe importante dinéquations variationnelles à o$raæurs A foræment non linéaircs du type:

ueK

<A(x,u,Vu),v-u>à<f,v-u> V v e K.

( Les notations senont précisées plus loin .)

La technique utilisée nécessite un choix précis de "fonctions test " .Ceci nous conduit à une

caractérisation abstraite (mais assez souple) des convexes adaptés à notre méthode.Pour les

problèmes correspondants, nous obtenons ainsi, dans la partie 2 un résultat de monotonie

pennettant de comparcr les solutions de deux problèmes dont les convexes sont, en un certain sens

comparables.précisons en ouut, qu'aucune hypothèse de différentiabilité (sauf dans la partie 7) ne

portera sur I'opéraæur du problèmc. Ces résultats généralisent et unifient ceux obtenus par M-

Artola l1;1 , L.Boccardo [3] , H. Brezis [6] , H.Brezis - D. Kinderlehrer - G. Stampacchia [8]' J.

Carrillo - M. Chipor [9] , J.I.Diaz-M.Pierre U3] , J. Douglas Jr. - T. Dupont - J. Serrin [14] ' G.

Gagneux U5l , N.S. Trudinger [17] ,f271-

Dans un deuxième temps, nous donnons dans la partie 3, des exemples concrets de différens

problèmes où la monotonie est vérifrée.Pour cela nous 'Jouons"aussi bien sur I'opérateur que sur le

convexe.

La panie 4 est consacée à l'étude d'un contre-exemple à I'unicité montrant qu'une propriété

suppldmentaire du tenDe de transport de I'opéraæur considéé est nécessaire pour pallier certains

cas de défaut dunicité. Cette dernièrc remarque nous conduit dans la panie 5 à étendre alors dans

ces cas le théoÈme 2.1.

I-a partie 6 est consacréc à une démonstration élémentaire d€ I'existence d'une solution pour les

problèmes envisagés cidessus . Quelques hypothèses supplémentaires sont nécessaires.

Notre résultat dc monotonie nous permet, dans la partie 7, dedémontrcr lbxisænce d'une frontière

libre pour certaines inéquations variationnelles lorsque lbpéraæurprésente ' en un certain sens' une

singularité en 0.
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, Enfin, dans la partie 8, nous traitons l'analyse numérique d'un problème élémentaire où la non

O linéarité provient d'un temre de transport.Pour la mise en ceuvrc d'un algorithme de résolution nous

utilisons certains résultas des parties 2 et6.

Avant d'aborder la partie 2, donnons dans une prcmière partie quelques notations et précisons

O lecadrefonctionneldanslequelnousnousplaçons.
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t.lh*iryctnqùindrFlUe.

Soir O ua ou\ærr borné de Rn de frontiêre I LipochitziennePom p> I on lotera WI,P1O;

I'espace de Sobolerr des fonctions de LP(O) (à valeurr dans L ) dont les dérirrËec au æns des

disributions soû daos Ll(O) ; É(O) ftanr l'eqpoce des fonaions de puissrnce y'hu

inrégrables.Nous notemns | [ 
ta aorn" usuelle de IJ .On pouna se référtr à [] ou [?] pour

plus de détails sur les eslaces de Sobolerr.

Porn K convexe fecmé de lVl 'p(O) ,V désignera Ie sous espace fecme de llrl'P10) engen hé

K-K={t - t ' l t , t 'eK} . (1 .1)

v* désignera le duat de V pour la topotryie hduit€ par Wt'P1O;.Pour f e t'nous allons

éurdierdes in{uationsrnariæionoelles dutyçe

Paf

ÙEK

<A(x,u,Vu),v-u>à<f,v-u> V vg K.

(t.21

o

où A esr nn op&aûeûr trm li!éaire de K dans Vr æ où < , > désigne le cnochet de ûnlité otre

t' etV.

Précisots notte opérat€or ANous supposemûs que A es donné (avec la cmvemion des hdices

r{pétés}pc:

<A(x.u.Vu),rt = ln,{r,u,Vu).ùvrùt+ a(r,u).vdr +[1r,u1.vdo V v e V. (1.3)

(i.e. .{r,u,Vu).ùvlùq signifie Xi,\fi,u,Vu).ùy/ùr;, où la soonnion en i est pise de I ù n
Cette covemion serautili!ée danstooûela $dæ.Da$la dernièreintÉgrale do désigaela mesw

mperliciellesur f etu etvdésigne (aræclamênenaadon) leutracereryeaivemrl (wir [] ,

lrEl, [æ]).
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Dans le but de donner un sens à (1.3) nous supposerons que pour i = 1,...,n

Ai(x ,u ,Vu) ,  a(x ,u)  e I -P ' (o) ,  T(x ,u)  €P ' ( r )  Vu€K (1 .4)

O (p' = p/(p-l) est I'exposant conjugué de p. On notera que (1.4) nous assure que I'operateur A

defini par (1.3) est dans V*).

Une condition simple pour que (1.4) soit vérifié, est par exenlple , de supposer que

Ai(x,u,E) , a(x,u) ,I(x,u) sont des fonctions de Caratheodory . (1.5)

(i.e.me-surables en x et , pour presque tout x, continues en les autres variables) , et que

3uneconstanteC,etdesfonct ions C'el-P'(ç l ) ,C"eI-p ' ( f ) ,C,C' ,C" > 0 te l lesque

lA i (x ,u ,6 )  t sC(  lu  lP - l  +  l ( t l - t  )  +C(x ) ,  l a (x ,u )  l<c lu  lP - l+C ' (x )  (1 .6 )

V u e R, V Ë e Rn, x-p.p.dans C), I T(x,u) | < C I u I P-l + C"(x), V u e R, x-p.p.sur f

où x-p.p. signifie "pour presque tout x..."

( On notera que grâce au théoÈme d'injection de Sobolev ainsi qu'au théorème de trace , ( voir [1]

,123J), I'exposant de I u I dans les inégalités ci-dessus pourrait ênc pris supérieur à p-1).

Nous supposerons que

u + a(x,u) est croissante x-p.p.dans O .
(1.7)

u -+ {x,u) est sroissante x-p.p.sur I.

Nous ferons enfin les deux hwothèses fondamentales suivantes sur A.

a Tout d'abord nous supposerons que cet opérateur est elliptique c'est à dire qu'il existe une

constante v stricærentpositive ælle que:

(Ai(x,u,€) -A(x,u,()$i - (i) > v I g - ç | P
( 1.8)

V q ,çe Rn,  Vu €  R,x-p .p .dansO.

'  (q=(Ër ,  Ç, . . . ,Ën) , (=( (1 ,  Ç2, . . . ,Çù, lE-ç ldés igne lanormeEuc l id iennede 6- ( ,  ( . ) te

O produitscalaireusuel).

o
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De plus , nous supposerons qu'il existe une fonction co positive , croissante , continue , une

constante C et une fonction ge l-P'1O; telle que:

lA(x,u,$ - A(x,v,() I < C ol ( lv-u lX l€ lP-l + g(x))
(1.e)

VEe Rn,  V u ,v  e  R,x-p .p .dans O.

(Cene hypothèse nïnærvient pas dans la partie 6. Ici, A désigne le vecteur de composantes Ai et

I I sa nonne Euclidienne.)

O pour <o nous serons amenés, sauf dans la partie 6, à considérer les deux hlpothèses

[o.utr lP- l (s)ds=ioo

Io.u o)P'(s)ds = * oo.

(1.10)

et

(1 .1  1 )

Remarquel.l: Il est clair que (1.10) implique (1.11) puisque p' = p/p-l > 1/p-1.De plus lorsque

pg , en tenant compte de (1.9) , (1.10) est vérifié pour des Ai Hôlderiennes en u d'exposant

supérieur où égal à p-l Qa constante de Hôlder dépendant de 6 - se reporter à la partie 3 pour des

applications convaincantes), et de même (1.11) est vérifié pour des AiHôlderiennes en u

d'exposantsupérieuroù égat àllp', o étant le moduledecontinuitéen u de Ai. Pourp>2

I'hypothèse (1.10) n'est vérifiée que lorsque tes Ai ne dépendent pas de u.

On notera (sauf dans , la partie 7) qu'aucune hlpothèse de différentiabilité ne poræra sur les Ai

et que seules les hypothèses de stnrcflre (1.8) , (1.9) interviendront ( comme dans [17] , [27] pour

le cas Lipschitzien).
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Soieut & , Ke deu coovexes fermés de ITI'P(O).Nous difons que Iq , Ç pocsèdeola

protriété (fI) si et seulement si:

I  
ur+F(ur-q)eq,  %-F(%-ut)eL VureKr,Vu'ÉK2 GI)

pour roure foûction Lipchiuieane F alant un nodole de Lipschitz inférialr à I et telle que F(r)4

POUTXSOST Posi f  ive '

O 
Remrqueû-l:cenepropiété impliqueenpartictliec

q +(u,-or)*  = Ma(ur,g)e Iq ,  b-  (9-or)*= Min(ur,g)e fy

pour chaque q e K, , g e IÇ. ("ofutupartie3 orl mutilistra ceterenatque). Une æIle

proçrieté senble caractéri$iquedecoavexes dêtinis pardescootraintes Potctuelles.

Pouri = l2norpns Vil'eqpace eagendr,éparIq- q(voir(1.1) æparVi* sort drnl. Notre

principak€mlut est alcs le mivanr :

IErtlrleLl : SoienrKl ( i = 1,2 ) deux convexes f€rmés de l/l'P(O) vcritiant{0.Soimt
t

fi e V1' telles que

<f1,v> > <fr,v> V vÊ VrnV, , Y>0. (2.1)

Suppæons (L3).(l.a).(1.7).(1.E).(1.9) verifiées pour Kr s! L €t soieq ui ( i = 1,2 ) une

solutionde

uiE q

@i

<A(x,q,Vui),v-ui> > <fi,v-ui> V v e \.

8.2)
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(i) : (1.11) est vérifié et si

ouo

(ii) : (1.10) est vérifré et si

u -t a(x,u) est strictement croissante x-p.p sur O. (2.3)

u -+ a(x,u) est stricæment croissante sur une partie de nrcsure non nulle de Q (2.4)

ou

u -> (x,u) est strictement croissante sur une partie de I (2.5)

ou

Il existeune constante C telle que I v I n SC I I Vv I ln V v e VtnV, (2-6)

alors:

u2(x) < u1(x) P.P dans O. (2.7)

Remarque 2.2 : On notera que le cas (i) est simple et général (voir plus loin le théorème 3.1). I-e

cas (ii) est plus compliqué mais nous verrons que ce résultat est d'une certaine manière optimal en

ce qui concerne I'hlpothèse sur rrl .

Démonsnation: Posons

{-o

l . 1

I (e)=l-#cr (2.8)

; orr (s).

t @n prenant ol suffisarrment granddans (1.9)' on peut supposer :

+oo

[1a'
i rP (')

).



o

o

o

o

a

I

I

I

Considérons F€ définie par

pourx>e

r€1x; = (2.e)

pourx S e

O Il est clair que F€ est une fonction Lipschitzienne qui s'annule pour x < 0. Grâce à (H) , pour ô

suffisemment petit, nous avons :

u r+ôFe(ur -u r )e  K ,  ,  r r2 -  A f€ ( t j -u r )e  Ç .

En substituant ces deux fonctions dans (2.2) nous obtenons :

<A(x, ur,Vu1),6pe(uz - ur ) > t <fr, çe (uz - ur) >

<A(x,uz,Vur),-ôFe(g - ur ) > > <f2rôFe(uz - ur) >.

Et en additionnant

<A(x,ur,Vu1) - A(x,ur,Vu2), ôF€(ur- u1) ) >><ft, ôF€(%- ur) > - 42,ôFe(u, -ur) >.

G'râce à (2.1) on a:

<A(x,ur,Vur) - A(x,u2,Vu2), Fe(u2 - u1) ) > > 0

(On remarquera que par la propriété (H) , Fe(u2 - ur) e V, n V2 ),

ou encore

<A(x,ur,Vu1)-A(x,g,Vu1),Fe(u2-ur)>à<A(x,ur,VU)-A(x,ur,Vur) ,Fe(ur-ur)> '

En tenant compte de (1.3) nous en déduisons (pour alléger les notations nous omettrons les

mesur€s dintégration)

x

' [ * *

I(e)j rP (')

0

o

a

o

o



I

In (Ai(x,u2,Vu2) - Ai(x,ur,Vu1)) âFe(ur - u1)/âxi

o 
+ Iç2 (u{*,ur1 - a(x,u1))F€(u2 - ur) + Ip ff*,u2) - {x,u1))F€(u, - u1)

o 
En remarquant que

âF€(u2 - u1) /âxi = @Xuz - ur).ô(u2 - u1)/ôxi

o
et en utilisant (1.8),(1.9) nous obtenons après avoir allégé l'écriture de (Fe)'(u, - u1) par (Fe)':

vJg2 lvlur-u1) lP çpe)' + Ig("{*,ur) - a(x,u1))Fe(uz- ur) + Ip(r(*,o2) -{x,u1))Fe(u2-u1)

Utilisant I'inégalité de Young

O 
ab< e'PaP/P + ( e')-P'5PiP'

avec e' = (vpt2lllP nous obtenons :

t'
O 

JOCco( lur -ur  l ) ( lVur  lp -  l+g(x) )  Ge) ' tV(uz-ur ) l

<v tZIç2 lvlur- u1) lP (Fe)' + (C/e')P7p'lotn'( loz-ur l) ( lVurlP - 1+ g(x) )p'(re)'.

o

a

I

De (2.9) et (2.11) nous déduisons :

v n[91v(u2 - ur) lP @)'* Ig2 (a(*,o2) - a(x,u1))F€(u2 - u1) * lr (r(*,uz) - (x,u1))Fe(u2 -u1)

s -ç- |. ( Fu, F-r+ e(x))P (2.r2)
I(e) r[ur-ur>e]

C est une constante positive et [u2-u, > e] désigne I'ensemble des x de O où ur-u, est

O stricæmentplus grandquee.

o
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o
Considérons d'abord le cas (i).

Par Q.l2) et puisque gÉ)'est positive et u -à T(x,u) est croissante nous obtenons :

I
o Jg (a(x,ur; - a(x,u1))re1u, - u1)

CI<- |  ( lvu,F-t*e(x))P
I(e) ,[u;ur>e]

o

I(e) 'o

)
(Noær que pour utiliser la monotonie de l nous devons prouver que si qTYl'P(O) -à I.P(f)

désigne I'opéraæur trace alors r(FE(ur - u1)) = Fe(t(uz) - t(u1)). Il est facile d'établir cette

propriéé en utilisant une approximation ,'l par des fonctions Cl ' Nous utiliserons encore cette

a rcmaftlue dans la suiæ.)

S i  e+0,  a lo rs l (e )++"" ,F€1x ;+0s i  x<0et  l  s i  x>0.Doncpar (2 .13)nousobtenonsen

faisanttendre evers 0:

o t ^-(a(x,ur)-a(x,ur))J [u;u, > o]

ce qui par (2.3) donnc (2.7).

O On se place maintenant dans le cas (ii).

En revenantù (2.12) nous obtenons en faisant tendre € vers 0 (rappelons que (1.10) entraîne

(1.11) et donc que I(e) -r r'") :
r f

| | . ^ - (a (x ,u , ) -a (x ,u , ) )dx+ | . ^ -g4x ,u , ) - {x ,u , ) )do<J [u;u, > 0] [ur-u, > 0l

et dans les deux premiers cas de (ii), u2 - ul est donc négative sur une partie de mesure non nulle

,  deOoudef .

D'autre part grâce ù (2.12) et à (1.7) nous avons apÈs simplifrcation par I(e) :

o

o
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lvlur-ur) F
Jo

où C'est indépendant de e. (On remarquera que I Vu, lP-l+ g(x) e Lp'(O)). Si nous posons

o

o

t

o

o

o

a

a

o

pourx> t

a

[ur-u, > e] cop'1ur-ur)

x
t1J;q*

selx; = (2.r4)

pour  xSe

nous obtenons :

,. lV(o,,-u,) F F
I -# = l^ tvs'tbu,)F s c'.
J 

1ur-u, > e1 toP 1ur-ur) 
J cl

Mais puisque S€ est Lipschitzienne et s'annule pour x < 0 , Se( rb -ur ) e VrnV2 (voir la

propriété (II)) et I'inégalité de Poincaré est vérifiée. Dans les cas (2.4) , (2.5) cela Ésulte du fait
que Se( u2 -ur ) est nulle sur une partie de mesure non nulle de fl ou de fdans le cas (2.6) cela
provient de I'hypothèse.Nous obtenons donc:

f
Jç ts€1u2 -u, ) lP s C"

et (2.7) est obtenue grâce à (1.10) après avoir fait tendrc e vers 0.

C.eci termine la démonstration.

Remaroue 2.3 : On remarquera que (2.1) alieu par exemple lorsque fi e É'1O) et f, 2 fz p.p.

dans O.

Sous I'hlpothèse (1.11) on saitquTl ne suffitpas en généralde supposeru -+ a(x,u) seulement

croissante (voir [9] exemple 2.2.L etla section 4 qui suit ); cependant, avec quelques hypothèses

supplémentaires et poru certains opérateurs la monotonie sera maintenuêdans ce cas (voir pour

cela la partie 5).

Nous ne savons pas, dans ce cadre général , lorsqu'on suppose (i) et seulement ro(t) tendant vers

0 avec t au lieu de (1.11), si la monotonie est encorc vérifiée-Des résultats paniels ont cependantété

obænus (voir [10],[1 1]).
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Nous aurions pu prendre deux oSrateurs différents pour des convexes K, et Iq. Si Ai désigne

I'opérateur correspondant à Iq , nous obtenons le mêrne résultat de monotonie pourvu que :

<A{x ,u ,Vu) -A l (x ,u ,Vu) ,v>  >  0  Vue K l ,Vve VrnV2,v20

avec les hypothèses sur A transférées à Al et A2.Il est facile de voir par exemple que I'inégalité

ci-dessus a lieu pour q 2 ar,y22T1, où ai, Ti sont les fonctions aJY correspondant à Ai , i=1,2.
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3. 0uelques annlications

Nous voudrions montrer que le théorème 2.1 conduit en par:ticulier à I'unicité d'une solution

pour certaines équations etplus généralerrentpour certaines inéquations variationnelles associées

à des convexes définis par des contrainæs ponctuelles lorsque I'opérateur est par exemple quasi

linéafue.htroduisons donc quelques convexes fermés .

Pour i = 1,2 considérons les fonctions

gi: I  +1, ,

-
(D i :Q+R

ty i : f+R

-
Yi :O+R.

(3.1)

(3.2)

où pour presque tout 1C(x) est un convexe fermé de Rn et où la restriction de v à f est prise au

sens des traces. (Il est facile de voir que Ki ,i = !,2 sont des convexes fermés de Wl'p(O)).

On a alors:
:

Proposition 3.1 . Supposons que (gzyz,Qz,Yz ) < (gr,Vr,Or,Y1 ) alors Kr, & vérifient

(H).

((qzlyz,QzJfz ) < (gr,r[r,Or,Y1 ) signifie que chaque composante du premier vecteur est

inférieure à chaque composante du second et ceci prcsque partout str f ou dans Q ).

Démonstration : SoitF est une fonction Lipschitzienne positive, de constante de Lipschitz inférieure

à l ,e t te l leque F(x )=0pour  x<0.So ien t  u re  K ,  ,  t r2€  IÇa lors (vo i r [17 ] ) :

ur+F(u2-u1 )  ,  tz-  F(ur-u1 )  e Y/ l 'p(O)

Soit

Ki = {v e V/l'P(O) I qi(x) s v(x) < V(x) p.p.sur f ,

Oi(*) < v(x) . Yi(*) , Vv(x) e C(x) p.p.dans A )

9r ,@r 'or 'ur  +F(u j -u1)  s  ur  +  (uz-or  ) *  =Max(ur ,u2)sV1,Yr

gz,Qz -<Min(ur,u2)=uz- (uz-or )+ 3 ur 'F(%-u1)S u23rl2Y2

p.p. dans f et p.p. dans O respectivement.

(3.3)

(3.4)

(3.5)



O
14

O De plus,

V[u,  +F(u2-u,  )J=Vu, +(F')V(uz-u1 )e C(x) p.p.dans Çl
(3.6)

a  Vt%-F(uz-ur ) l=Voz-  F)V(uz-u1)e  C(x)p .p .dans  O

puisque F'e [0,1] et C(x) est convexe pour presque tout x dans O . Ceci démonre (H).

o

Comme conséquence immédiate du théorème 2.1 nous avons alors:

O 
Theorème 3.1: Soit ui ( i = 1,2 ) une solution de

uie Ki
(3.7)

<A(xgi,Vui),v-ui> ) (fi,v-ui) V v e \.

Où-Ki est donné par (3.3) et fi e Vi*. Supposons que (1.3).(1.4).(1.7).(1.8).(1.9) soient

vérifiées pourKl ÊLÇ et que

(i) : (1.11) est vérifiée avec

u + a(x,u) strictement croissante x-P.p. dans O. (3.8)

oou

(ii) : (1.10) est vérifiée âvec:

u + a(x,u1 est strictement croissante sur une partie de mesure non nulle de C) (3.9)

ou

a

o

o

a

o

o
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(3.10)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

ou

ilexiste uneconstante C telleque I v lO<C | | Vvl In

Alors si (f2,{p2,{2,OzYz) s ( fi,gr,V1,o1,Y1) on a

V v e V,nV, (3 .11)

u2(x) < u1(x) p.p. dans O. (3.12)

Remarque 3.1. fzSf, est prise au sens de (2.1). On remarquera que le résultat ci-dessus est

très naturel. En oubliant pour I'instant les contraintes sur le gradient et en interpr'étant u comme le

déplacement vertical d'une membrane élastique sous I'action d'une force verticale d'intensité f ,

g,\y,O,V étant des contraintes sur ce déplacement , il est clair que moins la force est grande et

plus les obstacles sont bas, moins la membrane se déplace vers le haut.

Corollaire 3.1: Soit

K = {v e WI'P(O) | ç(*) < v(x) <V(x) p.p.sur f ,

O(x) < v(x) ( Y(x) , Vv(x) e C(x) p.p.dans Q )

au

-+R

-+R

-1 ,

-+R

a
9: f

O: f,)

v:f

,  Y:cl

sont des fonctions de I et O dans R, et C(x) est un convexe fermé de Rn. Supposons que

(1.3) (1-4)-(1.7)-(1.8).(1.9) aient l ieu et que:

(i) : (1.11) est vérifiée avec

u -+ a(x,u) est strictement sroissante p.p. dans O.
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aou
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o
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o

o

o

a

o

a

a

(ii) : (1.10) est vérifiée avec :

u -+ a(x,u) est strictement croissante sur une partie de mesure non nulle de O

9U
u + (x,u) est strictement croissante sur une partie de mesure non nulle de f

au
i l ex i s teunecons tan teCte lque  lu  lp<Cl lVv l ln  V  ve  V

Alors si f e V (voir (1.1)) il existe au plus une solution de:

ue  K
(3.16)

<A(x,u,Vu),v-u> 2 <f,v-u> V v e K.

Démonstration : I1 sufFrt d appliquer le théorème 3. 1 avec Kr = & = K, ft = fz = f.

Les résultats ci-dessus donnent I'unicité ou plus généralement une propriété de monotonie

pour de nombneux problèmes. Donnons quelques exemples.

l) Problèmes aux limites. elliptiques non linéaires.

Enef fe t ,oncho is i t i c i  <DË€rY =+oo,C(x)=Rt r  Vxe C l '  Enprenant  Qdans

WIB(Q) etenchois issantg=V-0 surunepart ie fO de f  ,9=-- ,V =+""ai l leurs '  ona

K = 0 + V où V est deflrni conune étant le sous espace :

V = ( v e Vfl'P(Q) lv =0 sur fs)

Et donc, pour f e v* défini par

1 1

<f,v> = Jg2 fi.v + Jp f2.t

(3.16) est équivalent à :
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u€ K

<A(x,u,Vu),v) = d,v>

et u est la solution du problème

Comme ci-dessus, prenons ici g = V = 0 sur
ailleurs, C(x) = Pn Vx e Q .
De plus si E"F sont deux panies mesurables de

V ve  V

lo où fo estunepartie de f,q=-æ,\y = +oo

f,l posons

(3.17)

-ôAi(x,u,Vu)/âxi * a(x,u) = fl dans O

u=0 sur  fo

Ai(x,u,Vu).ni +{x,u) = P sur l/To.

Ainsi, dans les cas (i) ou (ii) et si I'existence d'une solution est prouvée , cette solution est unique
et sa dépendance en les données O, fi, f2 est monotone. Dans le cas (ii) , tonque (3.9),(3.10) ne
sont pas vérifiées nous devons supposer (3.11). Si f0 a une mesure non nulle il est bien connu
que I'inégalité de Poincaré est vérifiée et nous obtenons donc I'unicité et la monotonie en fonction
des données. Dans le cas particulier où fo = | nous avons un problème de Dirichlet non linéaire.
Dans le cas où lo=@ le problème est un problème de type Neumann pour lequel nous avons
I'unicité dans les cas (i),(ii) mais dans ce dernier cas lorsque (3.9), (3.10), (3.11) ne sont pas
vérifiées I'unicité peut tomber en défaut comme c'est le cas pour les problèmes linéaires. En effet,
la solution du prroblème de Neumann linéaire ( ici a = 0 ) est définie à une constanæ additive près:

-Âu=f  in  O

ôu/ân=0 on f

2) Problèmes d'obstacles :

(3.18)

O=O dans E

Y=Y dans F

@  = - o o dans çW

Y =+- dans CtÆ.
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Alors K devient

K= [v e V/l'P(O) I v(x) -0 sur fo,O(x) <v(x) p.p. dans E, v(x) <V(x) p.p. dansF ]

et potu un tel convexe on obtient I'unicité pour le problème (3.16) ainsi que la monotonie par
rapportauxdonnées f ,0,O,Y. Onremarqueraquelorsque E=f,1 ,F=Q nousobtenonsun
problème classique à un obstacle et que lorsque E=F=f,I nous obtenons un problème à double
obstacle .

3) Problèmes de Signorini ou problènes à obstacles minces

Enprenant O =-- ,Y =+-". ,  C(x)-Rn Vxe f , )  etE,Fdeuxpart iesmesurablesde f
avec

9=9 surE  ,  (p=-oo  sur lÆ

V=V sur F , V ={o sur l/F
alors K devient

K=[ve  WI 'P(O) lq ( * )<v(x )  p .p .dansE ,  v (x )SV(x)  p .p .dans  F ]

Pour un tel convexe, pouruu que nous soyons dans les cas (i) ou (ii), nous obtenons alors l'unicité
ainsi que la monotonie par rapport à f,Q,V pour le problème (3.16).

Remarquons que nous avons choisi les obstacles snr f mais que nous aurions pu les prendre sur
O^

sz .

4) Problèmes avec contraintes sur le gradient :

PrenonsparexempleI=V:0 sur F,O =-- ,Y =+oo nlsrsKdevient

K=(ve  WI 'P(Q) ly=q sur  F ,Vv(x )e  C(x)p .p .  dans  Çf  ) .

Dans le cas p=2, 0 = 0, C(x) = Br où 81 est la boule unité fermêde Rn nous obtenons le

convexe d'un problème de tpe torsion élaso-plastique :
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a
K={ve  V /1 '21O1 |  v=0  sur  f  ,  lVv (x ) l<  lp .p .dans f l } .

. Plus généralement si A(x) est une matrice définie sur Cl , nous obtenons I'unicité pour les convexes

O du qpe

K={ve  WI 'P(O) l  v=0sur  f ,A(x )Vv(x )e  C(x)  p .p .dansCl  } .

(A: Rn -+RQ étant linéaire et C convexe fermé de RQ, A-lC = t É lA( e C )est en effet un

O convexe fermé de Rn).

En prenantparexemple A(x) = (ai5(x)), i= 1,..,9, j = 1,..., n et C(x)=fl i[ct, i(x;, c2,i(x)J

où c1,i , c2,i sont des fonctions de Q dans R, K devient

K={ve Wr,P(Q) l r=0 surF,  cr , i (x )  =  E ja i5(x)âv/âx5 < cr , i (x )  p .p .dans Q, i=

1, . . ,q ) .

Pogr ces convexes dans les cas (i) et (ii) nous avons I'unicité et la monotonie par rappoft aux

O données.

Examinons maintenant quelles sortes d'opéraæurs satisfont aux hypothèscs (1.4) , (1.8) , (1.9).

Pour simplifier et illustrer ce qui suit, nous nous restreignons au cas le plus important i.e:p=2.

Notons ei(x,u) , Fi(x,u) des fonctions de Caratheodory pour lesquelles il existe une constante C

positive et une fonction C'e L21Q1 telles que :

lq5 (x ,u ) l<C,  lp i ( x ,u ) l  <C lu l+  C ' (x )  Vue  Rn,x -p .p .dansQ ,  V i i=1 , . . . ,n .

(3.1e)
On suppose qu'il existe une constante positive v telle que

ai5(x ,u)E iË3> v  lÇtz  V (e  Rn. (3.20)

Alors si I'on pose

Ai(x,u, Ç ) = aii(x,o) 6 j * Fi(x,u) (3.2r)

o

O

o

o

o

o'

et si les hypothèses (1.5) , (1.6) sur a(x,u) , {x,u) sont vérifiées , l'opérateur quasilinéaire A
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<A(x,u,Vu),v) = Iç2 ,i5(*,u)ôu/ôxi.àv/âxi + pi(x,u).âv/ôxi + a(x,u).v * * IJ,. y(x,u).v do

est bien défini pour v e V et pour Ai vérifiant (1.8). De plus, s'il existe une fonction positive

strictement croissanæ continue co, telle que :

la l i (x ,u ) -a i i (x ,v ) l  <Co( lv -u  l )  V  ue  Rn,x -p .p .dans  O
(3.22)

I pi(x,u) - pi(x,v) l< C o{ lv-u l) (g(x)) V u e Rn , x-p.p.dans o

pour une fonction g de L2(O;, nous avons (1.9). Un tel opérateur satisfait donc toutes les

hypothèses de la partie précédente , et le théorème (3.1) ainsi que son corollaire (3.1) s'appliquent.

Dans le câs p=2, (1.10) et (1.11) s'écrivent

[s*I tco(s)ds=*oo (3.23)

?

Jo*r lnÊtOat=*oo (3.24)

Ainsi, en particulier si les Ai(x,u, Ç) sont Lipschitziennes en u (avec une constante de Lipschitz

dépendante de E) (1.10) est vérifiée.(Ce cas , sans terme de transport , aété étudié par Artola [2],

dans le cas particulier du problème à un obstacle , et avec d'autres fonctions test que celles utilisées

ici.)

Si les Ai(x,u,E) sont Hôldériennes d'exposant supérieur où égal à ll2, (1.11) est vérifiée.Sous

I'hypothèse (3.22) , (3.23) et (3.24) correspondent aux cas où les aii,.Fi sont respectivement

Lipschiuiennes en u et Hôldériennes en u d'exposant supérieur où égal à lD.Comme nous I'avons

déjà mentionné , lorsque (3.23) n'est pas vérifiée, I'unicité peut être en défaut même si (3.9),

(3.10) , (3.11) sont vérifiées.Nous donnons un exemple illustrant cette dernière remarque dans la

partie qui suit.

et
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O 
4.Un contre-exemple

Considérons une fonction p = p(r) qui satisfait pour 0 < c < I à :

o
F(r )=O s i r<0 our2 l  ,  F( r )>O s i0<r<1

F(r ) -  ro  pour  r>0,  r -+0,  P( r ) -  ( l - r )cpour  r (1 ,  r -+  I

a

et définissons U(r) par

U( r )=g  s i r<  0o

o

o

o

u(r)
r=  | .  

u t  
s i  osr< l

d F(s)
(4.1)

O U( r )= l  s i r> l .

Soit Cl la boule ouverte de centre 0 et de rayon 2 de R2 et notons (r,0) les coordonnées polaires

d'un point x = (x1,x2) de OV0,0), ( r= | x | ).
a Soit l, une fonction positive appartenant à f(O) et qui vérifie:

î ,1x1=X(r)=1 si  r  s l l4 ,  X(x)=1"(r)=0si  r  > l f2 .

O Soient

F1(x,u) =-cosg.F(u) , F2(x,u) =-sine.F(u) , a(x,u) = X(x).u , T(x,u) = u

i
O (Si I'on souhaite que Fi soit regulier, on peut remplacer cos0 et sinO par des fonctions régulières

égales à cosO et sinO pour r > lùPour 12 3 ro 3 1 posons

u(x)=U(r - rd  ,  ( r= lx l ) .



o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

22

Il est alors facile de voir que u vérifie:

lO taula*i + pi(x,u)).ôv/âxi + a(x,u).v * * Ia1(x,u).v do

= lp t.r co v v e wl,2(o) (4.2)

@nef fe t  a (x ,u )=0 dansQ,  T(x ,u )  =1  sur  fe tpar (4 . l )

lO {arfa*i + p1(x,u)}.âv/âxi = lç2 Vu.Vv - cos O.B(u).âvÆx, - sin O.p(u ).àvlàx2

= l, = y2àulàr.èvlàr -p(u).âv/ôr = 0 .).

Ainsi, puisque rs peut prendre toute valeur ente l/2 et I le problème (4.2) a une infinité de
solutions même si

u + a(x,u) est strictement croissante sur une partie de mesure non nulle de O

u + {x,u) est strictement croissante sur une partie de mesure non nulle de f .

De plus si I'on considère

K =  {v  eWl '21Ç l ;  I  v= l  su r  f  }

v = K-( = wol'2(o)

alors,

i lexisteuneconstanteCtel lequelv lz.Cl  lVvl l r  V ve V

et u est un élément de K vérifiant(4.2) pour tout v de V !

o

o
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O 
On remarquera égalernent que u est solution du prroblème non linéaire de type Neumann

-âlâxi(ôu/ôxi+ft(x,u)) = 0 dansQ

O 
ôuôn = 0 sur f-

o

o

o

o

o

o

o

o

o

et ceci monte que, dans le cas non linéaire, deux solutions ne diffèrcnt pas nécessairement par une

constante.

Nous allons montrer dans la partie qui suit que le "défaut" dunicité est dû à la présence du

tenne de transport (i.e. aux pi ).
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5.Ouelques extensions

Dans cetæ panie nous nous restreignons au cas p4 et aux opérateun A où Ai est donné par

Ai(x,u, Ë ) = q3(x,o) 6 j * Pi(x,u) (5.1)

Comme nous I'avons vu dans la partie précédente, lorsque a(x,u) n'est pas strictement croissante

p.p. dans Çl I'unicité est en défaut même si (1.11),(3.9),(3.10),(3.11) ont lieu.

Nous allons montrer que, dans le cas des problèmes à obstacles, et donc également dans le cas

d'équations, lorsque a(x,u) est seulement supposée croissante, I'unicité et la monotonie par

rapport aux données peuvent être préservées, ceci toujours dans le cas (i) i.e.quand (1.11) a lieu.

On ajoutera pour cela certaines conditions sur les Fi(x,u).
Plus précisément , s'il existe des constantes âi , i = l,...,tr non toutes nulles telles que

n
s

\ + La, p;(x,u)
i =1 '

(5.21

(5.3)

est monorone alors on a I'unicité de (1.2) sous une hypothèse plus faible que (1.10). ( i.e.

Ai(x,u,E) = ai5(x,u) Ë5 + p(x,u) satisfait à (1.9) avec o vérifiant (1.11)).

On remarquera que pour que (5.2) ut lieu il suffit que I'un des pi ne dépende pas de u ou soit

monotoneenu(enef fe ts i  F1(x ,u )es tmonotoneenu,a lo rspour  â t=1 ,4 i=0  V i+1 , (5 .2 )

est monotone en u).

Pour i = 1,2, soient 01e IVI'21Q) , et gi, Vi , Oi , Yi des fonctions vérifrant (3.1) ,

(3.2).
Pouri = 1,2 soit

Ki= {v e Wl'21Q; I v =0i surfo, gi(x) <v(x) <Vi(x) p.p. surf ,

Od*) Sv(x) <Yi(*) p.p dans O )

où Io est une partie de f.

Alors on a:

o
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Theorème 5.1: Soilui ( i = 1,2 ) une solution de

uie Ki
(s.4)

<A(x,ui,Vui),v-ui>2<fi,v-up V ve Ki.

où Ki est donné par (5.3) et f,i e Vi*.On suppose de plus que :

n
s

û + La, ft(x,u)
l = I

A est donné par'(1.3) (5.1). et (1.4).(1.7).(1.8).(1.9) sont vérifiées avec p = 2 pour Kr el&.

Il existe des constantes ai, i = 1,..., D,@:

est monotone.

o

Pour tout u dans R. aii(x.u) appartient à V/1'-

u + 1(x,u) est strictement croissante sur F/ f0 .

Alors si (1.11) est vérifié et si (f2,Q2,gz,Yz,Q2,Y2) S (f1,01,91,V1,O1,Y1) on a

(5.5)

(5.6)

u2(x)<u1(x) a.e.xe (1.

( 0z S Q, signifie ici Q2 S 01 sur Fs).

Corotlaire 5.1;Sous les hypothèses du theorème 5.1 il existe au plus une solution de

o
ue K

(s.8)
<A(x,u,Vu),v-u>)d,v-u V ve K

O où K est un co4vexe du tlpe IQ.

lôai i (x,u)/âxpl  S C x-p.p.dans O, V u € R, V i i ,k=1,. . . , I r .

(s.7)

o
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{

Nous prouvons directement le Theorème 5.1 , ce corollaire en étant une conséquence

immédiaæ .

O Démonstration du Theorènp 5.1: On utilise une æchniçe de [9].

Pr,emière étape:Nous dérnontrons ici

Jror-o, t olo'(*'u ''Yu2) - Ai(x'u"v"')' 
Ë 

dx = 0 vEecl(O) (5.e)

a Considê'rons Ë e Ct(3I), É >O.SoitF =Ft définiepar(2.9). Pourô suffisammentpetiton a:

ul  +fr ,Fe(u2-ur)e Kt ,  r r2-  ô6r€(u2-ur)e K2

O 
(ô est choisi de sorte que q < 1 et la démonstration est identique à celle de (3.5)). En substituant

ces deux fonctions dans (5.a) nous obtenons (voir la démonstration du théorème 2.1):

< A(x,ur,Vu1) - A(x,ur,Yu2), ËF (o, - u1) ) > > 0

c'est à diæ

Ig1 (A1*,ur,Voz) - Ai(x,u1,Vur)) â€,Fe(uz - u1)/ôxi

+ Ig (a(*,o2) - a(x,u1)) 6f(oz - ur) + lr (r(*,o2) - 1x,u1)) EFe(uz - u1) s 0. (5.10)

En conséquence ,

' 
Ig (A1*,u z,Yoz)- Ai(x,u1,vur)) âElàxi FE(u, - u1)

+ Ig (a(*,o2) - a(x,u1)) €.pu(uz - ur) + Ir (r(*,u2) - ï(x,ur)) Çre(ur - u1)

O 
= - lr, (Ai(x,u2,Vu2) - Ai(x,u,,Vu1)) E ôFe(u2 - u1)/ôxi (5.11)

I

o

o

o

Estimons le membre de droiæ, noté RH, de (5.1l).On a:
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t ^-{x,u2) - 1x.ur).6J [ur_u, > o]

Avec (5.6) nous en déduisons que (u2 - u1)+ = 0 sur n f0. D'autre part sur Io on a (uz - u1)+=

(02 - fi)+= 0. Ceci montre que (u2 - u1)+e w01'2(Q).

Troisième étape : Fin de lia démonstration.

En tenant compte de (5.1) , (5.9) s'écrit

o fturo,'o1tu'3(*t")l 
- a',(x'u')l 'Ë

+[ g,(x,ur)-F;(* ,o,) .$ = 0 vE=cttbl  .  (5.14)
[uz -u t>0 ] -^  

'  -L  ' d i

O Nous choisissons E = 
"ct(a.x) 

d*r (5.14), où (a.x) est le produit scalaire usuel entre les deux

vectegrs a = (a1,..,â1) et x = (xr,..,xn) de Rn , et où o est une constante positive si (5.2) est

décroissante "négative 
si (5.2) est croissante.On obtient alors:

Jturo, r o.r{uij(*'"') Ë 
- a'r(x'u') 

fi 
' "a'ea(a'x)

O

t. ^,Ai(*,u'Vur) - Ai(x,u'vor). #J [ u ; u r > o ]  r '  L  L  I  '  o * i

En échangeant (enM- E où Mestune constante supérieure à( dans I'inégalité ci-dessus,on

aboutit bien à (5.9).

deuxième étape: Nous démontrons que (u, - u1)+e \ry01'2(O).

Grâce à (5.9) et (1.7) , (5.13) devient

PosonsI

a

o

u

Ar,(x.u) = [aiq(x,s)ds- J ô

(5.16)
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O Alors,pour k= 1,2, Aii(x,up) e W1'21Q; et

ôAr,(x,up) auk 
uf 

au't*,r)
#=a,r(x,up)i  + J Ëur.

o-- lJOJ
Ainsi (5.15) devient '

Jrr-o,r0r{ &,oi,o,ur)-Ai3(x,u,)} 
-Ïry a, }.ou,ro("'*) ' 0.(5.17)

posant w - (u2 - or)+ il vient

a l; ù 
{A'(x,ur+w) 'â,r(x,u,)}.cr 

". "o(u'*)

o

a Or Ai5(x,ur+w) - Aii(x,u1) e Wol,2{Q) ; en intégrant par parties et en tenant compte de (5.16) ,

(1.8) nous obtenons donc

o ul+lv

I  t  t-&vra12+crai+tdsea(a'x) >' tJ ,  -  I  o* j

o

ul+\f,,
|  |  ^  .  âar t (x 's ) - .  c (a.x)
|  |  t -& ai3(x,s)aia5 + craiË ldse- '

o 
-o' i

'

Avec c su:ffrsemment grand (voir (5.5)) cetæ inégalié conduit à une contradiction sâuf dans le cas

. où w = 0 . Ceci temrine la dénonstration.

o
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Remarque 5.2 : la condition u + I(x,u) stricternent croissante sur f- f o est nécessaire. En effet

considérons dans R le problème:

a
utt+ 1p1u1;t=O dans (0,2) , u(0)==0, u(2)=1

a où B est choisi comme dans le contre-exemple de la partie 4 (voir aussi [9] ). (On sait que ce

problème possède une infinité de solutions ). Soit Q=(0,2)x(0,2) et fo = fo,r u fo,z (voir la figure

ci - dessous)

lo,a

t

t Pour (xr,x2)e Çl posons u(x1,x2)=u(xt) où u est une des solutions précédentes. Il est clair que u

vérifie:

- Âu+ôB(u)/âx1=0 sur Çl

u=Q sur f o

âu/âxi.ni=O sur I - f o ( (ni) désignant le vecteur normal extérieur à I-)

où O=0 sur f o l et 1 sur f 6r.

5i y={veV/tp(O) / v4 sur F s} et K=@+V, le problèrne équivaut alors à:

ueK et

=0 Vvdans V

a

.)

o
I

o

o

Jvo.v"-[ *r#
'o 'o
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Les hypothèses (1.11),(1.7),(1.8),(1.9),(5.5) sont vérifiées ainsi que la relation (5.2) avec ar=0;

Br=B; %=l etBr=O alon que (x,u){.

Donnons une légère amélioration du théonème précédent en affaiblissant lh]'pothèse (5.5).

Soit (a,b)={qxi /x=(xi)e Çl} où qxidi{xi avec la convention des indices répétés.Dans le cas où

n>2, on définit 2*p* U2*=lf2-1ln et on note (2*)'son conjugué (on a alors (2*)'=2n ln+2 <Z).On

considère I'hypothèse suivante:

Dans le cas n>2:
I*

o\
Il existe fe L' 

'(a,b) 
telle que:

lqâq1(x,u)/âx1l < f(aixi) V k=l...n; ,Vj=l...n,VueR

Dans le cas n=2:

Il exisæ qe I1,+".1 et fe L9(O) ætle que I'inégalité ci-dessus soit encore vérifiée (5.5 bis)

ov 
@ar exemple si u +p1(x,u) est monotone, (5.5 bis) devienc lôa1g(x,u)/âxp l<f(xr) )

Théorème 5.2: Sous les hypothèses du théorème 5.1, en substituant I'hypothèse (5.5 bis) à

O I'hypothèse (5.5), on a la même conclusion.

Demonstration:

Comme dans la démonstration du théorème 5.1 on a

a

o

o

o

t'

o

o

a

a
I!.ut*,ur)$ 

- u,r{*,o,)\')Ë .. Jtg."r,- F,(x,u,)) S = o
tut-o'i*toutÇei,n, r rtoiot{

o
Soit alors (=((s) Oans C2(R). Considèrant Ç=((qxN, on obtient:



a

o

o
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l. âu^ âu, - , '

,"J,L}|.'o') # 
-au(x'ur) 

f ) ai6 (a'*)x

pour tout ( vérifiant (>0 si (5.3) est décroissant et Ç'<0 si (5.3) est croissant

Avec les notationS du théorème 5.1 on obtient alon:

ul+w

J,+.u(x,u,+w)-A,,(x,u,)){ws}a,€(a,x)>0(5.18)
Complétons (q) en une base orthonormée de Rn ((q) est supposé de nomte l).On notera H

O I'i.somo{phisrne orthogonal associé:

H: Rn-------.->Rn

X------------)x &vec X=(Xl,X2,...Xn) où Xp=ck,ixi pour k=1...n, et gn,i= ai pour

i=1 . . .no

Soit q = (-r,r) n où r est assez grand pour que fl c Q .On remarquera que dans la nouvelle base

(-r,r)n-1x(a,b) cH-l(Q) =(-r,r)n . Démontrons alors le lemme suivant:

I-emme:Avec I'hypothèse 6.5 bis) nous avons:

(Au{*,ur*w)-A,,r(x,ur))u, . wol't {Q)

O Preuve du lemme: Par une rcmarque faiæ dans la section 2, il est facile de voir que cette fonction

s'annule sur I au sens des traces dans Wl'1(Ç)).D'autre part nous avons:

h+u/

o

O

fitout-,u,+w)-Au(x,u,))=a,,(x,u,)*.h(x,u,lfr-Jp'
et il suffrt de prouver que :

ul+w

Jdg*estdansiltol
ur

o

o

o
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o JIJ+P*

Pour cela on a:
ul+w

w ainsi que f par 0, on

u1+w

P

= | f(a,x)w et, avec le changement de variable It après avoir prolongé

i1
obtient:

o 
J,J+3* l:,t* 

wrlacHr*;1,,",,)wrJa*rrdX'il,,

C oi )ç=(X')Ç)e (-r,r)"-lx(-r,r), W=woH et où lJacH I =1, H étant orttrogonale.

Considérons tout dabord le cas où n>2 .En utilisant l'inégalité de Hôlder le deuxième membre se

majore pano++
,1 (z*\ '  

(2 \ '  t  r  2
(J a<*"ll " 'dx'dx,,) ' 

(J rn/ ' )
o (-r,r)t Cr,r)t

I

Iæ premierfacte'restégal u 
"(J<*"1(2.)') 

" 
'' 
.+- d'après (5.5 bis)

o crîl

D'autre part wewol''(O) * w ewli?r,r)Tet par injection de Sobolev wt&r)e l'lo,r)'

O Le deuxième facteur est donc fini ce qui termine la démonstration du lemme dans ce cas .

Dans le cas n = 2 , il suffit d'utiliser I'inégalité de Htiider comme cidessus avec q substitué à (2.)'

a et de remarquer que wttï,tË{lr,r)F désignant te conjugué de q .

Revenons à (5.18). I

a

a



" *Ê({rtx'u,+w;-Â,r(x'u,))o,,j J,#au,ds 
} u,€'{x") > o

o

o

o

e

a

o

o

o
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(Arr{*,or*w) - A,r(x,ur))a, prolongé par 0 ainsi n* 3(oç(x,ur+w; - Ar,(x,ur))a,

O (ceci grâce au lemme précedent) et w ainsi que ('(a,x) sur Q - C) donne :

f.A, \utfT",.,t*,r).,
ltËG,,(x,u,+w1-A,,(x,u,))-Jqs}a,((a,x)>o(5.19)a'o,

(où on a gardé les mêmes notations.).

D'auæ part en utilisant les notations

Â,r{x,s)=Ai;GI(X),s) , 4;(X,s)=a,r(H(X),s) e t ur(x )= ut(H(x))

IV(X )=w(H(x))

et après changement de variable,l'inégalité (5.19) conduit à:
ur+w

(s.20)

(On omettra Ia mesure dX).

ParFubini (5.20) devient:

J t J f,{r'r*,u,+w)-Âij(x,u,))o*; *û' -
(-r,r) (-r,r)"-t 

^

ur+w

t l'3#-n;qdrdx') q'(x,,)dx,,> o (s.zr)
J J A)Ç

' 
(-,,,)t-1 ul

or pour presque tout Xn , x'+(Àq(X,U1+W)- ÂqCX,U1))q est dans \r'l((-r,r)n-l). Nous

obtenons donc:

o



o

o

I

o

o

e

o

35

J 5ft{^r,(X,u,+v[-Âr,{x ,u,))o*, a.a>(' { pour k=1"'n-1
(-r,r)t-t 

^

(5.21) devient alors:.

ur+w

J Jry"*;.d*x,) (,{x,,;04"> o (s.zz)
(-r,r)t-l ul

O D'après (5.5 bis):

o

O

L O

o

J t J ${ar,<*,u,+w)-Àij(x,u,)) a,adX' -
(-r,r) (-r,r)n-1 

"

I
Posons u(X,,)= 

J 
(Âutx,ur+w) - À,r{x,ur) )a,adx'

(-r,r)t-t

(On remarquera, en revenant à I'expression de Àq , gue (1.8) entraine U(X')>O)

I aâ,,r{x,r)^ " I
l j {an :a i  I

| ôa,,(x,s) |
= | *n-", | <f(Xn) pourj=l...n

J .

En remarquant alors que f(Xn) S (f(Xn)/v) âri;(X,s)a5ai et en nevenant à I'expression de U,
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o
(5.22)conduit à:

r , ,  f (x-)  
t  s i  I  >o

o f (utx"l*6 r gçç"))€cx"ru<"x ou o{ -r si É <0
Gr,i) 

v

c'est à dire

r  ia,
ffiutx")K(x"))K1x,,rt€'cx")dx;o (s.23)

çri) 
n

x

. où K(Xn)=e*1"Ji,nù
a

Choisissons Ë'(Xn)= crK(Xrr)edn où le signe de cr est adapté à la monotonie de (5.2)

a (5.23) conduit à:

f  o ,  \  d ( -
lr(u<x,,)K(X,,))ce'dxn>o (5.24)

1-til 
n

a Il est facile de voir que U(Xn)K(Xn)eWor,1((-r,r)).Une intégration par parties dans (5.24) donne

alors:

f a cr)L

J utçrtx,,)cr'e-- dxtso
(-r,r)

ce qui conduit à une contradiction sauf si w=o.

O

o

o

O



o

o

o

a

o

37

6.Un résultat d'existence

O 
Nous allons donner, dans cette partie, une démonstration élémentaire de I'existence d'une

solution pour les problèmes considérés précédemment.Pour d'autres résultats avec d'autres

hypothèses on porura se référer à [4] , F] , Uql , [19] , I24l,t25l-

O 
Soit K un convexe fermé de rWlB(Q) et A(x,u,Vu) un opéraæurde K dans V* défini par (1.3).(V

est un sous espace ferrré de WIB(O) engendré par K-K).

On suppose que

Ai(x,u,€) , a(x,u) , T(x,u) sont des fonctions de Carathéodory (6'1)

etqu'i lexistedesconstantesC, et q.desfonctionsCre I-P'(O),C+G I-P'çD,q t 0,telles

que

lA(x ,u ,  E ) t<C,  lu lP - l+  C2 lE1P- l+qk) ,  Vue  R,VE.  Ro

pour presque tout x de O 6.2)

I a(x,u) l. Cz I u lP-l + Ca(x) V u e R, pourprcsquetoutxde O (6.3)

a 
l { x ,u )  l sq lu lP- l+Cr (x ) ,Vue  R,pourp resque tou tx  de f  .  (6 .4 )

(A désigne le vecteur (Al,...,An) , | | sa nonne Euclidienne ).

a

On suppose de Plus que

O 
u -+ a(x,u) est croissante pour presque tout x de Q.

(6.s)
u + T(x,u) est ctoissante pour prcsque tout x de f .

O 
PourueK,w_e Kondéfinitl'opérateurA(x,w,Vu)par 

f
<A(x,w,Vu),v> = J() {(x,w,Vu).}v/?xi + a(x,u).v dx + Jpflx,u).v do V v e V (6-6)

o



o

o

o

o

o
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et on fait lhlpothèse

<A(x,w,Vv)-A(x,w,Vu) ,v-u> > v( lv -u l r , /  V u,veK,*= R.  6 .7)

ff Cerignr l'adhérence de K dans Il(O) )
oùvestuneconstantestrictementpositiveet l. h,p- l. b+ llV.lln désignelanormeusuellede

wlB(o).
Nous avons alors :

Theorème 6.1: Soient K un convexe fermé de Wl,p(Q) gg A(x,u,Vu) un opérateur de K dans

V* vérifiant (6.1)-(6.î.si de plus:

(i) Kest borné dans I.P(O)

au
(ii) Çrs-v'

' 
alors pour f e V*il existe une solution de

.

ueK
(6.10)

<A(x,u,Vu),v-u>àd,v-u> V v e K.

O 
Remarque 6.L: On remarquera tout d'abord que s'il existe des constantes Cl', C2, et une

fonction C, ælles que pour e>0 et pour presque tout x de O

lA(x ,u ,  E l  t<Cr ' lu  lP- l -e  +Cbl€  tp- t  +  Cr(x) ,  Vue R,V 6 .  Rn

(6.8)

(6.e)

o

o
(6 .11)

alors (6.9) est automatiquement vérifiée pour C1 aussi petit que I'on veut .L'existence est donc

réalisée dans ce cas . -
Pour I'hypothèse (6.7) , on nofera que si (1.8) est vérifiée, on a:

o

<A(x,w,Vv) - A(x,w,Vu),v - u> > v (lV(v - u )tp)p

*  ln(a(x,v)  -a(x,u)) . (v-u)dx*[ 'q* ,u)- 'y(x,u)Xv-u)do V u,ve K,*e I
o

et (6.7) est vérifiée par exemple (voir (6.5)) sT exisæ une constante c telle que
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(a(x,v) - a(x,u)).(v - u ) >c lv- u lP p.p.dans unepartiede f,lde mesure non nulle

ou

ffix,v) -{x,u))(v- u) >c lv-u lP p.p.surunepartiede f de mesurenonnulle

ou

i lex isæuneconstanæCæl leque lv  ln<Cl lVv l ln  V  ve  V

Démonstration du théorème 6.1.:

O Première étape: Soit *r .lnn(0,R) où B(O,R) est la boule fermée de centre 0 et de rayon R de

Lp(O) .On considère u = T(w) la solution de :

ueK
(6.r2)

<A(x,w,Vu),v-u>à<f,v-u> V v e K.

' Une telle solution existe et est unique.En effet, grâce aux hypothèses de croissance (6.2),(6.3) et

o (6.4)

Vu + Ai(x,w,Vu), u + a(x,u), u âT(x,u)

O sont des opéraæurs de Nemyckii et donc continus de IJ(O) dans LP'(O) (voir tzll p.184 ou

t23l p.37 ). u + A(x,w,Vu) est donc continu de K dans V;* on peut alors résoudre (6.12)

dans lintenection de K avec tout sous espace de dimention finie de V (voir 18). En utilisant (6.7)

ainsi que le lemme de Minty il est alors facile de conclure à I'existen(e de u (on poura se Éférer à

a [18] , [20] pour les détails techniques).

deuxième étape: T envoie le convexeln B(0,R) dans lui même pour R suffisamment grand.

Dans le cas (i) il n'y a rien à prouver si R est sufFrsarnment grand.

O Dans le cas (ii) en prenant vo e K de (6.12) nous obtenons

<A(x,w,Vu),vo-u) 2 <f,vo-u>

O 
(â < A(x,w,Vvp -A(x,w,Vu),v6u> < <A(x,w,Vvo),vo-u> - d,vo-u>.

a

a
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(6.13)v (l vs - u l1,n)P

Estimons le premier tsnne du membre de droiæ de (6.13).

lcA(x,w,Vvg),vg-u>l =

I lo {nit.,w,Vvs).âvadâxi + a(x,v).vo-o }d* * L11*,ts).v6u do I

où C est une constante positive .

(cela résulte facilerent do (6.2) puisque

I lA(x,w,Vvs)l lp, < | Crl w I P-l + C2l Vvo 1P-l + C3(x) In'

En revenant à (6.13) nous obtenons

v{  lvo-u lo}P- l  <  v ( lv0-u ' r ,oP- t  =  c , ( l  w ln)P- l  +  c .  (6 .14)

Ce qui implique
l l

o tvo-u,n=(T,*Ë'*9r"=,Ttrrwrn+,:-

Et donc
o

lu ln  <  (Cr  lv1 l lP- t  lw!  +  C ' .

Si on suppose o = ( Cr/v 11/p-1 < l alors pour R > C7(1-a), I'inégalité ci-dessus montre que
O T envoieln B(0À.) dans lui même.Ceci ærmine la démonstration de cette étape.
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Troisième étape: Hn de la dérnonstration.

a De (6.14) et de la compacité de l'injection de WI,P(O) dans IJ(O) il est clair que T(E n B(O,R) )

est relativement compact dans K n B(O'R).

Nous allons utiliser le théorème du point fixe de Schauder (voir t17l). Pour terminer la

démonstration il reste alors à montrer la continuité de T.

O Soit w1. I ^ B(O,R) telle que rr,k + w dans IJ(O) , et u1 = T(wk) une solution de (6.12)

coresPondantàw=wk.

Nous déduisons de (6.14) que I uklr,p est bornée indépendamment de k et nous pouvons extraire

une sous suite (encore notée uk ) telle que uk converge faiblernent dans Wl'P(Çl) et fortement dans

r Drg21 vers uoo quand k -l + o" .o
s Par le lemrne de MintY

UKF K

<A(x,w1,Vul),v-up2<f,v-uP V v e K-o

a

o

o

o

est équivalent à

uçe  K

<A(x,w1,Vv),v-uP>d,v-uk> V v e K'

L'inéquation de (6.15) peut s'écrire :

ô(v _ up) f
I A,{*,*u,Vv) n3 + a(x,v) (v - un) + J T(x,v) (v - up)

JO 1 '  '  K '  d* i  " f

et en faisant k -+ r* nous voyons que uoo satisfait à

(6.r5)

u-eK
(6.16)

<A(x,w,Vv),v-u->2<f,v-u-> V v Ê K.

o pourvu que nous Prouvions que

{(x,w1,Vv) + Ai(x,w,Vv) dans IJ'(cr). (6'17)

Mais grâce aux hlpothèses de'croissance (6.2) w + ,\(x,w,Vv) est un opérateur de Nemyckii
o (6.17) est donc bien vérifiée

En appliquant de nouveau le lemme de Minty nous obtenons

u o o e K

o

<A(x,w,Vuoo),v-uoo>><f,v-uoo> V v e K.
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7-Existence d'une frontière libre

Considérons le problème suivant:

< A(x,u,Vu),v-u> à 0 VveKqrrr

ueK"*

où A(x,u,Vu) = - 
$. 

o,{*,u,Vu) + a(x,u)
I

"r 
K.,*= {ue otnj(a) / o<v(x)gy(x) p.p. dans o et I Vv(x) I <R p.p. dans o }

R>0; Y)0 p.p. dans Q et O20 P.P.sur f .

(7.1)

Nous supposerons également: a(x-O) =0 et Aj(l-0-0)=0 ç.2\

a pour O non identiquenrent nulle sur une par:tie de f, nous montrons que si I'un des Ai(x,u,0)

n'est pas régulier au voisinage de 0 I' ensemble N(u) = { xe Q / u(x)=0 } est de mesure non

O nulle pourvu que O soit assez petit .

Nous utiliserons les résultaS de monotonie des sections 2et5,c'est pourquoi dans tout ce qui

suit on se placera dans les conditions d'application des théoèmes (2.1) , (5.1) et (5.2).

les hypothèses supplémentahes suivantes:

Hypothèses sur les Ai(x.u.0)

Nous

Hwc

faisons

thèses t

On notera pour toute la suite Fi(x,u) --\(x'u'0) et on suppose que :

3 ioe [1...n] tel que Fn(x,uFF(u) où p R**R* satisfaità:

F e c(t0nl,R) nC100,nl,R)

p(0)=0 ; p'>0 ; PP .-irrant sur 10, nl ,, J fr. 
* *

ûà

Q.3)



o

' 44

o

(Remarquons que nos hypothèses sur p sont locales en 0+ et qu'un exemple d'une telle fonction

O est fourni par : p(t)4(t où c e U/2,ll.On supposera par la suite que b=1).

On suppose 
""fit #{.,u) 

<0 v î=2.--n, v u e lR Q'4)

o

hypothèses de structures:

a

O et en posant a'(x,u,

o

o

o

o

o

I
f -

=f d,ar1*,u,t[,)dt

6 dÇ:

a.B.

Il exisæ C>O æ1q*, lae,(x,u,() lcC Y j = 1...n V i = 1...n
aE..J

Ë)

On notera qu'alors Ai(x,u,E) = ail(x,u,6)85 +Ai(x,u,O)

= ail(x,u,Ë)€5 +Pdx,u)

et on remarquera que

n | ç I z<q(x,u,Ç)ÇÇ5<c I E | 2vË . Rn

On suppose de plus que aij(x,u,Ë)eCl(OxnxRn) avec:

lfu*,o,Ë) I <c , I aâï' 
t.,u,Ë,) lsc

I

,âuii (*,u,8) l,<c,

O Avec nos notations ainsi qu'avec (7.3) et (7.4) il est facile de montrer que. :

(7.5)



o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

â
A(x,u,Vu) = - *.o,,.,u,Vu) + a(x,u) = - 

fr(n 
at,",o"r*/*

Ë#t,{x,u)) 
+ a(x,u)

et nous utilisetons cette exPression par la suite, qubn notera A(u).

Notations et hloothèses sur O et sur Q:

NousnoteronsÉ=[*.f /<D(x)=0 ] "t 
p={*.f /O(x)>O}

Définissons os = top { o1*;,xe O } et on supposera que 0<or< 4

On posc également

x*=sup {x1 Zx=1x1,x')e f+}

x+ + o(o)

Théorème 7.1: Sous les hypothèses Q -2)-(7.6) et pour O,

G<'l)

45

(7.6)

Q.7)

o

assez pctit vérifiant :
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o
< A(w), v ) à OVvetd(O), v à 0p.p sur O .

o 
Daprès l'expression de w on ., S= 

- pF(w)ôi,r , #= 
p2ô,,rô1,1F@)p'(w) où ô", ={:Ï;

r J

â, \  aB, AP,
D'aure p.n f(F,(x,w)) 

= 
;;f(*,w) 

- pF(w)ôi,;f*,*;

gO,*, pour i =2...n

I 
o*,

=L
- PF(w)F'(w) Pour i = 1

D'après I'expression (7.6) on obtient alors:

o A(w)=(-",#.afo<*r,).+Ë+ËË##Ë
-î.9h.,w) + a(x,w)
É . d * i

o

o

o
(On a omis la variable (x,w,Vw) pour ne pas alourdir I'expression)

O er grâce à (7.2),Q.4) ,la croissance de u +a(x,u) et à ce qui précède :

A(w)> pp(w)F'(w)(l - pa,,,) - pÊ(w) + * ppt*)* - p2p(*)p'1*l 
aut-; 

1'''l
oÇr

o

Donnons une minoration du deuxième tenne de Q-7):

o l*-qsp:-pg(w)(-*t'.rpt*)$-p2p(u,)P'(*)F)=-p'p(*)Ê'(w)DC(p)---i - oÇr

où c(p) = c + p9(q)c + p2F(n)P'(q)c'

o

o
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o
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Or x1+B(w) est convexe:

eneffet - sur{xe0/ x12x++@(0) } o"nv=Q=p(w)

- sur{xeA/ x1<x++@(0) } ona0<w<qetd(F(w))/dxt=-FF(w)F'(w) qui est

croissante de la variable x1 ( croissance de 9F'et décroissance de w).

On adonc :

p(w(x++@(0))-F(w(x1))= - p(w(x1))

>(x++@(0)-x1) d(F(w(x1))/dx1>-pÊ(w)F'(w)D ce qui termine la preuve

du lemrne.

o

Revenons à la démonsnation du théorème: en revenant à (7.7) et grâce au lemme précédent on

obtient:

o

A(wPpp(wtp'(*)(1-p(a1,1+C(p1n)) et ' avec l'expression de C(p):

A(w)>pp(w1p'1w1( l-pC(D+ l)-CDF(n)p2- DF(OF'(n)C'p3) à0 pour pe la,b[

Derxiènp éape:
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Grâce àQ.2) 0 est solution du problèrne:

< A(0) , v-0 ) > 0 V v€lt,v

Comme d'autre part u est solution du problème :

< A(u) , v-u > 2 0 Vve K.,* ,ue K

le théorème 1.1 assure que OSu p.p sur Ç1.

o

D'après la première étape < A(w) , v ) ) 0 Vve Hlo{Ct), n>0 -

Nous remarquons de Plus : .
o

min(u.w)2O p.p dans O; lVw l<n p.p dans C) pour p ela,b[ (en effet pcR/Ê(q) ) (7.8).

s* É , wàu=0 et sur I+,*1<*+ d'où w(x1)>w(xf=6r2o et donc-w2u-p,p-,sur f (7.9).

O Une extension facile du théorème 1.1 donne alors u S w B.p sur f) :

En effet avec les notations des sections précédentes il sufEt de prendre v = u - F (u-w) comme

fonction test dans le problème < A(u) , v-u ) > 0 Vve Kr,*, ue Ko,.y ce qui est loisible grâce à

o
(7.8) et Q.9) etde prendre v = Fe(u-w) dans < A(w) , v > >0 .

On a donc 0SuSw p.Ir sur f), ce qui entrdne que u s'annule sur { xe O/x1>x++@(0) } .Ctt

O ensemble n'est pas vide potr [t >a , ce qui ærrrine la démonstration.

o
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o
8 Etude numérique d'un problème comportant un terme de transport

Dans cetæ partie nous allons taiter nudriquerrent le problèrre non linéaire simple suivant :

oâ
Au - *(Ê(u)) = f tur ç)=(0,1)x(0,1)

dxl

u.w|'2{o)

O 
où p est continue dans R, vérifre les conditions de monoonie des parties 2 et 5 et F(u)e L2(Q),

f€L2(O) .On noæra (*r,*z) les points de O.

Cette équation est non linéaire et de plus ne correspond pas à la recherche du minimum d'une

O fonctionnelte. Mise sous forrre variationnelle, elle équivaut à:

r fâvf
f v*vu qd.r.f Foff.o.,ô.r:ltud\&, vvewf'2{o)

o it 
- -11 -^1 it

,,.wf'2{o). (8.1)

(On omettra par la suite les nresures dxt et dx2.).

O On montre (on sereportera à la fin de cetæ section pourplus de détails ) que u est dans L-(Q) et

qo" I o 1..= C lf l, oft C ne dépend pas de p et de f ce qui Frmet, après troncature de supposer p

ée . ( voir [9] ).

o

Uidée de base pour obænir un algorithme de nésolution de (8.1) est liée aux techniques utilisées

dans les démonstrations d'existence et qui sont fondées sur la recherche d'un point fixe pour

O I'offrateurT défini Par:

r r v/02{o; -+ wo1'2{Q)

wewf'2(o) 
-u = T(v) est solution oans wfzto) de :

o

o

o

Joo.o' 
. 
Jo<*rfr 

=J" vvewf'2{o) .
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On notera que T esr bien défini" continu de l-2(O) dans L2(O) et compact (on se reportera à la

partie 6 et à [9] pour plus de détails).Nous verons d'autre part que I'unicité de la solution du
a problème (8.1) (voir la partie 2) joue un rôle essentiel dans la convergence de I'algorithme qui suit.

Algorittrme de base.
a

A la lumière de ce qui Fécède , nous considérons alors I'algorithme suivant:

u0 est donné arbitrairement dans W012(O),

O 
pour n20, un étant connu , on déærmino un+l solution de:

î f r Ê

f vo,,*r.vu . I n<""1#-,= lt'n vvewf'2{o) (8.1),,
il ô 

-^r It

o
On remarqueraque la suiæ (un)n vérifie unal=T(un).On a alors le théoÈme de convergence

suivant:

Théorème 8.1. Soit (urr)1la suite définie par I'algorithme ci-dessus, alors :
o

un converge vers la solution u de (8.1) dans Wl2(O) (fort) .

Démonstration.

première étape . On démontre que un converge verc u dans L2(Q) fort .Il est facile de montrer

o
qu" I on | ,,, S C où C est une constante indépendante de n (voir t91 ).tr existe alors une sous suite

de un encore notée un qui converge vers uæ dans W1'2(O) -faible.On en déduit que uoo est dans

'wnr,2(f)).

o
D'autre part par compacité de I'injection i: W1'21O)+L2(O), pour une sous suite (toujours notée

un), un converge vers uoo dans t2(O) fon et par la continuité de T: L2(O)+L2(O) (cf partie 6),

O uoo=T( uoo).ceci prouve que ; e$ une solution de (8.1) eq par unicité que. uoo=u.

On a donc, pour une sous suiæ un-u dans L2(Q).Cetæ sous suiæ étant dans un relativement

compact de L2(O), il suffit de monrer que u est sa seule valeurd'adhércnce ce qui est clair en

o

o
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reprduisant le raisonnement ci-dessus pour une sous suite.

Deuxième étape.Il sufEt de prouver qo" I Vun lr- lVu 12.

a En prenant v = un+l dans (8-1)n, on obtient

1 fôu f

J I von*, l' * 
J PG")# = 

Jf u,,*r c'est à dire
ito"^1 Ô

o 
[loo"*,1'* [Gt",,) - F(u*,))k *JFtu"*,lb =Jru*, (8.2)n

it f, 
- '^1 

ô ""r fi

O Pourle second tenne de (8.2)n on a, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwalz et une remarque de

lapremière étaPe: 
. 

I

l l '^  ' \4.  t  ?
- I l(pto"l-p1u"*1))# I =c( lptu"l-p1o"*,)12)2 oùcnedépendpasden.
oitxrd"

o

o

Mais v-rp(v) est un offrateur conrinu de L2(O) Oans t21fl1 (voir la paftie 6 ) de sorte qu'en

utilisant la première étape, ce second tenne ænd vers 0 .

tr est clair d' autre part que lf o,,*, tend vers It o .

i l f  a.. ô p
Il suffit donc de prouver q* lp(u"*,)F 

-Lno 
u.* | 

^ âu

ii 
dxr 

i{Bttât 

pour avoir ' en passant à la

limite darrs (8.2),, le résultat cherché

s

o Pour cela posons B(s) = 
JUUru, 

.
o f a ' 

L-')) Fndvers Pqnt"l) .Nous devons alors prouver q"eJ5;;(B(u,,*,. 
do*,

Déjà ltfBluo*1)) lr=" lVon*rl, <c (Cdésignedifférentesconstantesindépendantesde n,

onr4pelle que p est supposé borné. ) .

e

a
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a

#ta"-r1) 
a aton une valeur d'adhérrence aans l-21O)-faible et il reste donc à prouver qu'elle est

o eale à 
frC"Oll 

(ele sera alors unique ).8 étant Lipschiuienne on u lB(uo*,)-B(u) lr<c lun*r-ulz

ce quiprouv e, gfuàlapremière étape qw B(uo*r) +B(u) dans t2(O)-fort , donc dans D'(Q) er par

ccnséquent w. 
fi(n(un*r) 

)- fi(n(u)) 
dans D'(Q) æ qui temine la démonstration .

Remarque 8.1.

O 1) tr est facile de monter que lorsque F . ClC lu I oo ,lu | ..) la solution un+1 & (8.1)n est dans

y,rz'z1o).En effet on a p(un)ewt'z1Q) et (8.1)n équivaut à

l ' ? i1 a(5ù+fappartientàL2(cl).
- lVun*r.Vv = 

J svvvew|'tol où g= =r*,odr)

Il est alors classique (voir [5] ) que rn+l est dans W221Qet qoe la2,t,,*rpxpx, lr<C le lr.

O ( C désignera différenæs constantes indépendanæs de n). Grâce à la première étape de la

dérnonstration du théorème 8.1, il est facile de voir qo, I Vo,,*, lr=C et donc que lh+l Lr.;g

En utilisant une rrÉthode semblable à celle de la première étape du ttréorènre 8.1 (la compacité de

a I'injection l:W2'2(Ct)-+Wt'z1O) étant ici le principal argument) on montre d'une autre manière le

théorème pécédent.

a 
2) Lonque I P't,> | S M où la constante M est assez petite, il est possible de donner une estimation

de la vitesse de convergence de cet algorithme.En posant en effet v=un+l- u dans (8.1) et (8.1)n,

on obtient après différence et utilisation de lTnégalité de Cauchy-schwarz:

o lv(un*,-"rl iMl;"-ulrlv{o"-u)lz.
En utilisant rinégaliÉ de Poincaré 6 l" l, s I Vv I ,porrr tout v ae w|'2tO ) où sFbn2est la plus

petite valeurpropre de -Â dans le carré O (voir [2il)on endéduitfacilemenc
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Gt lo*,- o lr* lv(o*,- ol lr) < (1+ Gl tv(u,,*r-u) l,

=tfr)it.f 'lot"""rl'
et donc lu,,*r- o lr, . K lo;o l1,2ot 

"=( #);ff " "t

a pourM. oG,, Kesralorsinfériurà l, T estcontracsnt Aans Wf2tO)etonal'estimationde

O+J af
la vitesse de convergencet lun- ul ,,, S a" l"o- o I ,,, poor*t que I'on connaisse une estimation a priori

o 
de lu l , , r .

J;: "!î .

O Le résultat du théonèrne précédent nous conduit à résoudre à chaque itération n un problème

linéaire (8.1)n.La stratégie que lbn adopæra est alors la suivante: pour tout n de N

a) On disclétise avec intégration numérique le problème (8.1)n en un problème linéaire en

O 
dimension finie (8.1)n5 où h sera le pas de la discrétisation.Ce pas sera constant en n.

a

b) Nous résolvons le sysÈme ainsi obtenu parune méthode direcæ (une méthode itérative

introduirait des itérations "emboîtées").On utilisera la méthode de Choleski.

c) On passe ensuite au calcul d'une valeur approchée de una2 du problème (8.1)n+1,h dans lequel

on a reporté une valeur approchée un+l,h de una-1 calculée dans l'étape b)

Discrétisation de (3. 1)n.

On décompose f) en triangles isométriques coûrme sur la figurc ci-dessous

a

a

a

o
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o

On a h=1Â.[+1 ,le nombne de points intérieun à O est alon IS.On notera T5l'ensemble des

triangles décomposant Q et T l'un quelconque de ceux-ci.On désignera par pk,l le point intérieur à

Cl de coordonnées (kh,lh) où k=l...N,1=1...N.

De manière classique on définit les fonctions 9k,l pour k=l...N, 1=1...N par:

9g,1(P1,1) = 1

9s;(ni1) = 0 si (ii)*(k'l)

gkJ est continue sur Çl et coincide avec un polynôme de degré L sur chaque

tiangle de T6.

On notera Dg1 la réunion des six triangles de sommet commun pk,l, Dk,Ii ,i=1...6 désignera

chacun de ces triangles.On remarquera qu'alors qk,l est et de suppoft DkJ .

On désignera par W0l'2'h le soùs espace de \t'2(O) engendré par les qk,l .tr est clair qu'alors

dim(V/oLeJr)=N2.

Pour discrétiser totalement (8.1)o,1 on utilisera la fomrule d'intégration approchée dbrdre 1
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a

a

O

o
suivante (voir [26] ):

p i=3
I I S T T

lv(x) dx = i mes(I) à"tp, I pour tout tout triangle T,où pi i=l...3 sont les sommets de T
J 5

aT- i= l

. On sera amené à utiliser, pour I'estimation de I'erreurdans \l'2(O) due à la discrétisation, le

résultat suivant :

O læmme 8.1: Soit geV/l,-(T) et PePICI) où P1(T) désigne I'ensemble des rcstrictions à T des

polynômes du premier degré.On a alors:

ll- F"OlXrlp(pl | < c ln l' I e I r,-,r lP I ,,r,, où c est une constante qui ne dépend pæ de

h,T,g,p et où | | ,,-,r, I t ,,r, 
Utrt*ent les normes de Wl'-(T) et W121t1 respectivement.

Démonstration. Dans ce qui suit C désignera différentes constantes indépendantes de h,T,g et P.

Pour toute foncrior r' -^+^-ô ; - I S"f#l . Avec cette ftr v, notons O = 
+à,nl) 

. Avec cette notation nous avons:

I J* fæ | 
=J'ep-eFt .Jtæ-æl

Estimons le premier temre du membre de droiæ de cetæ dernière inégalité, on a:

1 î

J 
I Sr - gF | < I S | -.J lp - pl tt, tn utilisantle théorèrne delamoyenne

T T

< c lg l-,, ttt l tr lvP l-,r)

or,Vpétantconstant,rr lVpl-r-rr lVpl =;JlOtl  etparl ' inégal i tédeCauchy--Schwarz,

T

<c lpl , , rr .

et nous obtenons donc

l ep - gp | < crrtl s |,,-,,I n |,*,

a

o

l'
L '

a
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Estimons enfin le secondtenne, on a:

F . f +

I l tt 
- -gP 

I < lf | -rJ I g--g l t,, en utilisant encore le théorème de la moyenne,

ï r
<clpl-,y'tr, lel,,-,)

Mais , pour tout P de P1(T) il est classique qu'il exisæ C indépendante de h et P telle que:

Ip I -, < 
g 

II> l' cequipermetdonc la majoration suiuante du second terme :,  , æ , r  
. , h  z , l

1.  ,  ô

J 
tæ - æ | < ch2 JEI ,,-,t ln | ,rr et le lemme 8.1 et donc démontré '

T

' Iæ problèmc dissétisé avec intégation numérique (8.1)r,Sslcrit:

J3ry * * I+-,,<,rfu r"*,oîry =,àî'or*oïre,,(nfr

o

a

pour tout g,j d" *l't'nt âv@ ur,+l,h dans W|2r et où u*est la solution du problème discrétisé

(8.1),r-t,t, et où uo,n = uo= 0 .

(Il est clair que pour tout ne N , (8.1)n,6possède une unique solution.Porrr davantage de précisions

on pourra se rcporter aux propriétés de la matrice A de ce système, explicitée ci-dessous.)

En posant ur,*r,h=IxïTg*,rpour tout n ,
hl  =1. . .N

en adoptant la numérotæion suivante: pour tout réel Y"r indicé par (kJ) , on pose Ykr=YN(r-r)g

( pour k fixé de 1à N, I varie de 1à N ); en expliciunt les fonctions de base ainsi que leurs dérivées

partielles (de rrcdule 1/T),le problème (8.1)n,h s'écrit:

l rF l  
3  - - l  g

AÀ +fr L +g*st},";ntrfll 
- 
Ià-"'tr1)(u*nrpllll 

= r
'ï=oi,, 

oi l=1 t=4, Dij r=r

( la notation t 1 désignant un vect€ur colonne de lignes indicées par N(i-t)+j )

o
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a

I

a

a

o

a

a

..N,1=1...N avec FN(k-1n;tt2(1.! qu'on norera

suivante:

avec les matrices Nx N suivantes:

a

Ai'i= 

N 
Ak'k*r=Ak*r,k= 

[ X]

i=  I  . . .N k= I  . . .N-  I

Il est classique (voir t21l ) que A est définie positive (de plus petite valeur proPre g sin2(ætlZ) ).

Une analyse précise du deuxième tenne du premier membre de ce système donne enfin:

- 3 , 2

I**'nllto*ntni>i( z F,-, j * F., ;*1 + F ç- 1 + 2 F ry )
t=4, Éi l=1

$-"rolfuto".n{niD{troi;+F1.;*1+Fi+r ;-r+2 Fi+r;)
reolr, É1, r=1

Fi,j =Ê(xiri-rl*:) si (i;)e (t,...,N)2 
", F"j= F(0) sinon .

ce qui donne:

o

58
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B=(BNG-rlu)k=r...N,t=t...N où BxG-t)*t= trl6 (2p*-r,r+F*-r,,*r*F*,,-r-F*,r*r-F**rl-r-2F**r,,)

Résumons:

I-e problème (8.l)n,h consisæ à résoudre à chaque itération n, le système linéaire

AX =F-B uu"" X=(4*d-rpr)sr (l = 1...N

F*,,=F(xrf,k-1)+1) si (k,1) e { 1,...,N}2 ; Fs,=Ê(0) sinon

N N

La solution sera alors u*r,'=I|X,iË ,,+rehr et u',r,= 0
k=l l=l

O Le théorème suivant précise I'ordre de I'erreur due à la discrétisation.Nous utiliserons, pour ce

théorème, I'abus de notation suivant , lu | ,.r= lVv l, (ces deux normes sont en fait équivalentes.).

ThéorèmeS.2.OnsupposequeF=ClGlul  oo, lu l  J avec lp ' t r l ls iVI  etquefewl ' - (Q).On
a

a alors I'estimation suivante:

VneN, lun,n-unlr,r< Clnl où Cestuneconstmteindépendanædeh(dépendantéventuellementden ).

Démonstration.Dans tout ce qui suit C désignera différentes constantes indépendantes de h.

O 
Notons ùr.n la solution du problème discrétisé sans intégration numérique (8.2)* défrni par

ol,n= ooù (= uo) et ParVheN :

o

J++.Ju.;,Ë=J- 
Vuewf'2'h

ol*r.o.wà'''n

FN*-r)*r=h4t*t et B"n-r)q= t/6 (2fu-r,r*Ft-t,t+t+F$-t-Fç,*r-F**r,r-r-2Ê**t,r)'

' (9.2),,,r,



Première éta!e.

On esnnæ l'erreur rn* ,i, et u' dans wf''to) .

' 
I*g--g.8?-: Pour tout n de N on u I 

"*" 
ool ,,, s c lrr I

(C étant une constante indépendante de h)

Démonstration du lernræ 8.2:

O elle se fait par récurrence sur n.Par le choix des fonctions initiales, I'inégalité ci-dessus est bien

vérifiên à I'ordre O.Considérons alors le problème "intermédiaire" (8.3)nn suivant:

(9.3),,,r,

o"*rn.wf'2'h

o

o

a

o

O
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(8.2)

n.wf'2ù

o 
(voirparexemple b trréonème 3.L2det26lavec a(u,v)= fvu.vu etL(v)= - [0,çp. *

etoùv=wl2(o).). 

.wrvuv J*-wLæt 
d il' 

' 
" o*t

O Si flu,,*, désigne lînærpolé L Ugr*g, & o*, dans \1,2'h, nous avons (car \*reWzz(A)

a Il estd'auæ part facile de voir que :

a

o

l++.Jo.", +=J'" v vewf,z'r'

En prenant u=Çr,n- ol*r,n dans (8.2)*et (8.3)*, apÈs différence et en utilisant I'inégalité de

Cauchy-Schwalz on obtient:

l"*r,n- ui,*,,n1 ,,r= I p(Ç - Ft5nl l,

Pr l'inégalité de Poincaré jointe à I'hypothèse de récunence, on obtient alors:

I "".r,n- 
ul*r,r, l ,,, s lvrc ln I '

lol*r,n- o*, I ,p 
< inf( lv - u,,*1 I 1,

(8.3)

d'après laremarque 8.1) :

I or,*r- iluo*r | ,,r< C In I I o"*, la, {r" reporter égatement à [20démonstration du th.5.1-4 pages

109-110 ).
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o
L'inégalité (8.3) conduit alors à:

l"ll,,n- u,,*r | 1p < c lt | | o,,*, l,

O Or, d'après la remarque 8.1 on u lo*, l r,r3Coù C ne dépend pas de n.On obtient donc

(8.4)lo"-r,n- ur,*r | 1p < c lrt I

Les estimations (8.2) et (8.4) donnent alors :
o 

lul*r,n - un+l | ,r< 
c ln I où c est une constante indépendante de h

ce qui termine ladémonsration du lemme.

Deuxième étapc

' on estime l'eneur 
"nto, 

,i* et r urr oans w|'21oy .

I-emme 8.3.

Sous les hlpothèses du théoÈme 8.2,ilexisæ une constante C indépendanæ de h ælle que :

o lo"'n- unr.l ,,rS c lr' l pour tout n de N'

Démonstration du lemnæ 8.3:

On raisonne parécunence sur n.L'inégalité énoncée est bien vérifrée por:r n=0 par notre choix des

O 
fonctions initiales.Pour n21, de (8.2)* et de (8.1)* on déduit par différence:

fa(u:+l,h-u,,*r,1) ôv lr^ * .,\ âu
, 4ffi q . 

l$(u,,l)-F(u*)) 5ç
â.1 .  

âv  s r t * '  * {

. *(J$ro*r)Ë - àF"'rrlLB<u".r<nit>rfnlr)
il "^1 reTi r=1

= ( [* - IhrorlÉtrnlxn|l ) pour tout n ae w]'2'h. (8's)

o ô reTf l=1

ponr le deuxière tenne, la propriété de p joinæ aux indgaûtés de Cauchy-Schwanet de Poincaré

conduit à:

lJtx';"r-po"ù))+ | = t | ";- o,,,0 | r,, I u 1,,,o

a

a

et donc par hlpottrèse de récurrence:
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o

o
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lJrx'Lr-o<o",nr)fr| =clnl 1,,1,, (8.6)

(8.7)

Estimons le noisième tenne et le second membne qu'on notem respectivement I et J de (8.5).Pour

cela nous utilisons le lemme 8.1 rappelé cidessus.De ce lemme on déduit que pour tout T de T1 :

, F  3

f lfoc",,n) -]-",t'lÉptu*noî) | l+,, | =clhl3 lP(u",n) 1,,-, lË,r'
âv  âv ,  T

(on remarquera que la restriction à t notê 5q. l, 
est constanæ et égale à 

q{pi) 
pour l=1...3;on a

d'autre part utilisé le lemme 8.1 avec P=l .).

D'après les hlpottrèses faires sur p et avec la remarque cidessus, on a:

lx'*11,,-r=c(r+ | lt trl) .

En revenant à \ on obtient donc:

h= clr,llr,l '(,,*l+ trl) l*,rl

< c I n I Jtr. l# I ) l# | . p,, cauchv-schwarz
T

< c ltr l(hr lun,nl ,,r,r) lrl ,,r,, 
1où | | ,r. dériene la norme de w1'2(T) .).

Après sornmation en T de T5 l'estimation (8.7) donne lf l< C In I (f * lu* I ,.r) l" | ,,r.

Mais, par hypothèse de récurrence, en utilisant le lernme 8.2,et en remarquant que lu,r l ,,r< C où

C est indépendanæ de n (se reporter à la démonstration du théorème 8.1 ) nous obtenons :

I o,rn | ,,,r= lor,,r,-o,ir, | ,,r*l.orro-u'l ,,r*l onl ,,,

<clrr l+c

Uestimationdelci-dessusdonnealors ll l<clrtl Inlt,zoùCnedépendpasdeh. (8.s)

a

l'"

a
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Estimons enfin J. I-e lemme 8.1 donne :

et apês sommation en T

(8.e)l r l<clr ' l  l r l  r ,- lvl  r,z .

Enreportant (8.5), (8.8), et (8.9) dans tinégalité (8.4) avec v = ul*r,n- un+l,h on obtient alors

lol*r,o-o*r,nlr,rs C lhl oùC nedépendpas dehcequitermineladémonsnationdulemme 8.3 .

Dernière étape. Estimation de I'erreur enE€ un+l €t un+I,h.

Il suffit de regrouper les résultats des lemmes 8.2 et 8.3 pour obtenir:

I o,,*r- ùn+l,h | ,,rs lo,,*r-oi*r,n | ,,r*l o;r,n- ur,*r,r,lr,z

< C lft I où C ne dépend pas deh . Fin de la démonstration .

Avant de passer à la résolution effective du systènæ (8.1)n.h sur un exemple, donnons lbstimation

de I u I oo annoncée au début en explicitant les constanæs intervenant dans les différentes

majorations.

Théorème 8.3. la solution du problème 8.1 est dans L-(Q) avec lo 1..<tAt lf lr.

(cetæ estimation êst optrmale au sens précisé dans [22] )-

Dénpnstration.Nous allons utiliser une technique due à J.Mossino; J.M.Rakotoson et R.Temam,

utilisant la notion de réarangenænt décrcissant et lTnégalité isoffrimétrique de De Giorgi @.f.PZ)

; |'f..4l; [25] .). 
' 

.
Estimons d'abord supess(u).Pour t danslO, supess(u)[ prenons v=(u-t)+ dans (8.1). (si supess(u)

est négatif ,on n'a rien à prouver.) On a:

lJ- ]-',ellrnîxtpîl | = c ln l2 lrl,,-,rlu 1,r,,

l'

o

a
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o

J'o" r".Jo,rr!(o+f) = Jn*,
[u t ]Ç l ' [u> t ]s

O Comme dans t9l posons : B(s)=Jp<o+O ao
0

on obtient 
""* [tv" lt*J.f-n((u+)*) = 

Jn*n
o f r j ,1  o '  [p t ]

Mais il est facile de voir en utilisant le ttréoÈme de la divergencc et le fait que B((u+)*) = 0 sur f que

o

O En reprenant la démonstration de1?21p.24 (avecc=0; N=2 i qN=r) on aboutit à:

,* I f [t I rrttl-trriO où p(0 = mes([u>r]) . (8.10)
o ot 

t,r9,l
Mais , en utilisant lTnégalité de Hôlder :

r l

o Jt =rtt l2lr l ,
lPtl

et en rcportant cetæ dernière inégalité dans (8.10) on obtient alors:

o

o

^
t  - V  -  I
t c  / v ?

t -rl9

o

- [4. 
"trro*) 

= o .(c.f. te] )O Jdx. , -
lutl

f .  , r  f
On obtient alors | | Vo l'= | flu+) et tout revient à rechercher une estimation de supess(u) pour le

J J
lu>tl ,. [u>t] r

prroblèrre linéaire f vu.vn = 
| ru a*s wf'2tQ) avec v = (u-t)+.

ôn
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,  - !
1<- llf lrptt) 

2 
[r'(t) cequi conduit,enintdgrant entreoetsupess(u) dansR à:

4 n L

r , ,tuïtt(t]t
supess(u) <-:lf l2f lr(t) 

2[r,(t) dt.4nt

Enfin, grâce au lemme 4.1.2. de [2U

rjo) t r

supess(u)g I 
| t l ,  [" ioo=ltt l r-esloyt= 

I l r l ,- 
4n 

'J 
2n 

'  
2f i

p(supess(u))

Pour estimer infess(u), il suffit de remarrquer que -u est solution d'un problème identique avec

F*(, )= - FGt I
On obtient alors la même estimation pour supess(-u) ce qui correspond bien au Ésultat énoncé.

Nous allons tester I'algorithme ci-dessus sur I'exemple suivant:

F(t)=t', f(xrxr)= - zlxr-xf -z6r-xl) -zçxr-xN$r-r|)'$a*r) et de solution xr(1-xr)xr(1-xr) .

Iæ programme de calcul utilise le résultat classique suivant : dans la méthode de Choleski la matrice

triangulaire suffrieure S telle que SIS=A et la matrice A ont même profil.Ceci implique que S est

une matrice bande supérieure de largeur n+l et nous permettra de gagner un peu de temps de calcul

dans la Ésolution de chaque système.

Nous donnons cidessous les résultats obtenus sur Goupil G4.
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