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d e  s y s t è m e s  a f f i n e s  c o n t r ô l a b l e s  o u  n o n  c o n t r ô 1 a b 1 e s
a y a n t  l e u r  p a r t i e  h o m o g è n e  s u r  l a  f r o n t i è r e  C h  .

A u p a r a v a n t ,  d o n n o n s ^  u n
s y s t è m e  a f f i n e  d a n s  R t .

r é s u l  t a t

P R O P O S I T I O N  i

S o i t  
L C  u n e

s u r  R  s i
d a n s  c h a c u n e
C .

1  e r  E X E M P L E  :

( 1 )  e s t
( n x ( t ) , . 1 ( D x (

t r a j  e c t o i r e  d e  ! (
e t  s e u l e m e n t  s i  1 e

d e s  d e u x  r é g i o n s

D + b ) ,  ( 1 )  e s t  c o n t r ô I a b 1 e
c h a m p  d e  v e c t e u r  A r r p o i n t e r l

d é t e r m i n é e  D a r  l a  c o u r b e

:) b- (:l) ,^  =( :

1 a  t r a j e c t o i r e  C .  L e
x ( t ) + b  ;  u n  v e c t e u r
., -to - 1\
" \  o /

: )
,  = ( : b r )  o

v e c t e u r
o r t h o g o n a l

I r e x p r e s s i o n

S o i t  x ( t )  u n  p o i n t  c o u r a n t
t a n g e n t  e n  x ( t )  à  C  e s t  :

à  c e l u i - c i  e s t  :  J ( D x i b )  (

d e
D

o ù

c o n t r ô I a b l e  s i  e t  s e u l e m e n t  s i
t ) + Ï ) ) c h a n g e  d e  s i g n e  p o u r  t  e  R

E n  e f f e t ,  l e s  t r a j e c t o i r e s  d e  D + - b  s o n t

D r a x e  c o m m u n  l a  d r o i t e  p a s s a n t  p a r  l e  p o i n

1 è 1 e  à  l r a x e  d e s  a b c i s s e s ,  l e u r  c o n c a v i t é  e s t
l e s  a b c i s s e s  p o s i t i v e s .

d e s  p a r a b o l e s

(3J "t  parar

t o u r n é e  v e r s



T o u t e s  l e s

s o i t  / " . \
\ o /

d e  + ( D + b )

6

t r a j e c t o i r e s  d e  + ( p + 1  )  c o u p e n t  l r a x e  d e s  a b c i s s e s

u n  p o i n t  d e  I ' a x e  d e s  a b c i s s e s  e t  C  l a  t r a j e c t o i r e

p a s s a n t  p a r  c e  p o i n t  l e s  é q u a t i o n s  d e  C  s o n t  :

{ . ' ' '

( * r t t

o r t h o g o n a l  à

ces / -n ,  
\

\b r t+br /

s c a l a i r e  d e

)  =b^ t?u .  t+x
2 . ro

)=ur t  t  €  R

L e  v e c t e u r  t a n g e n t  e n  x ( t

d e  C  e s t  D x ( t ) + 1  e t  a  p o u r

U n

p o u r

L e  p r o d u i  t
é g a l  à  :

? ( t )  e t  du v e  c  t e u r

t r a j  e c t o i r e

t ) = J ( D + b )  i 1  a

A  x ( t )  e s t

)  ,  p o i n t  c o u r a n t  d e

c o o r d o n n é e s  ( o  r t  
+

I

\  bz

c e l u i - c i  e s t  i (

1 a

' )

v e  c  t e u r

c  o o r d o n n

9 2
f (  t  )  = -b l t - - u "  u^ t  - b^x

Z . L z 1 0

^  - 2  2
A  = b ;  ( o ;  - Z b r x o )

q u i  p e u t  ê t r e  r e n d u  n é g a t i f  p a r  u n  b o n  c h o i x
f ( t )  n e  c h a n g e  p a s  d e  s i g n e

d e * o ,

+  ( I )  e s t  n o n  c o n t r ô l a b l e .

L e  s y s t è m e  h o m o g è n e  n r e s t  p a s  c o n t r ô 1 a b l e .
E n  e f f e t ,  b = o  t r a d u i t  q u e  l e s  c h a m p s  A  e t  D  o n t  u n  a x e
p r o p r e  e n  c o m m u n .



O n  a  u n e  z o n e  i n v a r i a n t e , ( 2 )  n r e s t  d o n c  p a s c o n t r ô l a b l e .

3-èsg_EIEME :

[ o  1 \  l tA  = l  I  o  = l
\ o  o l  -  

\ o

P o u r  é t u d i e r  I a  c o n t r ô I a b i l i t é  d u  s y s t è m e  (L  r  i n t e r s e c t i o n  d g "  t - r a j  e c t o i r e s  d e  +  ( O + U  j
dé f  in i  e  par  ( .1  (  Ox+U-  )  ,  n*E ;  .

: )

t+*Z

'{l) bz  I  o

1 - )  o n  v a
e t  d e  l a

é t u d i e r
c  o u r b  e

E n e f f e t , I e s  t r a j e c t o i r e s  d e  + ( D + b )  o n t p o u r  é q u a t i o n

*r.

*z

o I t ,=*r-  e

= b 2

L e s  t r a j e c t o i r e s  d e  + ( O + b )  s o n t  c o m p o s é e s  d e  :

- 1  |  a x e  d e s  o r d o n n é e s .

- d e s  c o u r b e s  l o g a r i t m e s  d , a s y m p t o t e  l r a x e  d e so r . d o n n é e s .

2
A - = oO n

O n

a

a ( . r rn* '6) ,e*y= -b; \



C o m m e  c h a q u e
( 1 )  e s t  d o n c

( 2 )  e s t  n o n

t r a j  e c t o i r e  d e  +  (  D + b  )
c o n t r ô 1 a b I e .

c o n t r ô l a b I e  e n  e f f e t :

c o u p e  l r a x e  d e s  a b c i s s e s

b c = o  t r a d u i t
e n  c o m m u n

q u e  l e s  c h a m p s e t  D  o n t  u n  a x e  p r o p r e

O n  v o i t  s u r  I e  d e d s i n  q u r o n  a  u n e  r é g i o n  i n v a r i a n t e
D o n c  r  o r r  a  d o n n é  d e u x  e x e m p l e s  d e  s y s t è m e s  h o m o g è n e s
n o n  c o n t r ô l a b l e s  d o n n a n t  l i e u  s o i t  à  u n  s y s t è m e  a f f i n e
n o n  c o n t r ô l a b I e  ( 1 - e r  E X E M P L E )  s o i t  à  u n  s y s t è m e  a f f i n e
c o n t r ô I a b l e  ( 2 è m e  E X E M P L E )  .

I l  e x i s t e  c e r t a i n s  s y s t è n e s  h o m o g è n e s  n o n  c o n t r ô l a b l e
q u i  d o n n e n t  l i e u  s e l o n  l e  c h o i x  d u  v e c t e u r  

- b  
s o i t  à  u n

s y s t è m e  a f f i n e  c o n t r ô l a b l e  s o i t  à  u n  s y s t è m e  a f f i n e  n o n
c o n t r ô l a b l e  .  ( C f . ( i i ) )

I l  d é c o u l e
C a  e s t  u n e
c e l l e - c i  (
t y p e s  d e
p l u s  l o i n ,
f r o n t i  è r e s  )

7 1
de  LA .  S .  vJ  que

c o n s é q u e n c e  d e  c e l l e
i .  e  l a  f r o n t i è r e
p o i n t s  f r o n t i è r e s

i l  y  a u r a i t  p û
t

I r é t u d e  d e  l a  f r o n t i è r e  d e
d e  l a  f r o n t i è r e  d e  C [  ;

d e  C a ) ,  f a i t  a p p a r a î t r e  d e u x
( a  p r i o r i ,  c o m m e  o n  I e  v e r r a
a v o i r  t r o i s  t y p e s  d e  p o i n t s

L e s  d e u x  t y p e s  d e  p o i n t s  f r o n t i è r e s  s o n t :

\a 4  =  F r  C a  =  F r ( E x t ( C a ) )  o ù  o n  r e n c o n t r e  l e s  s y s t è m e s
a f f i n e s  c o n t r ô 1 a b 1 e s  o u  n o n  c o n t r ô I a b l e s

o
2L  =  F rCa  n  G  con t i en

c o n t r ô l a b I e s  p o u r  l e s q u e l s  l e s
d e s  c y c l e s

t  l e s  s y s t è m e s  a f f i n e s  n o n
t r a j  e c t o i r e s  d e  D  s o n t



d a n s  l e s  d e u x
t  s o n t  d e  t y p e  (  1

c a s ,  l e s  s y s t è m e s  h o m o g è n e s

)  ae  ch .

s y s t è m e s  a f f i n e s  n o n
l e s  p a r t i e s  h o m o g è n e s

d e s  s y s t è m e s  { . 1 .  s )  e t  d e s
a u x q u e l s  c o r r e s p o n d e n t
n t r ô l a b l e s  c a r a c t é r i s é s
r a l e s  1 i é e s ,  (  i .  e  l e s
c h ) ) .

N o t o n s  q u e
c  o r r e s p o n d a n

A  l r e x t é r i e u r
c o n t r ô l a b l e s
a p p a r t e n a n t  à

d e  C a  o n  t r o u v e  l e s
a u x q u e l s  c o r r e s p o n d e n t
1  I . e x t é r i e u r  d e  C h  .

L r i n t é r i e u r  d e  C a  e s t  c o n s t i t u é
s y s t è m e s  a f f i n e s  c o n t r ô l a b l e s
l e s  s y s t è m e s  h o n o g è n e s  n o n  c o
p a r  l e s  c h a m p s  c o l i n é a i r e s  (  s p i
s y s t è n e s  f r o n t i è r e s  d e  t y p e s  ( 2 )  d e

L r  e n s e n b l e  C a  e s t  d o n c  1 a  r ê u n i o n  d i s  j  o i n t e  a e  ( . 1 .  S )  a e
1 a  f r o n t i è r e  d e  C a  e t  d e  I r e n s e m b l e  d e s  a f f i n e s  c o n t r ô -
l a b l e s  a u x q u e l s  c o r r e s p o n d e n t  l e s  s y s t è m e s  h o m o g è n e s
n o n  c o n t r ô l a b l e s  c a r a c t é r i s é s  p a r  l e s  c h a m p s  c o l i n é a i r e s
(  s p i r a l e s  1 i é e s  )  ,  c e s  d e u x  d e r n i è q e s  . p a r t i e s  é t a n t  d r i n t é -
r i e u r  v i d e ,  I ' e n s e m b l e  ( o u v e r t )  ( . t . S ;  e s t  d o n c  d e n s e  d a n s
C a .



1_0

I I !E!!]U$AIB[! :

D a n s c e p a r a g r a p h e o n r e d é f i n i t r a p i d e m e n t l e s n o t j - o n s
u s u e l l e s  d u  c o n t r ô 1 e  g é o m é t r i q u e

] - .  G E N E R A L I T E S :

S o i t  M  u n e  v a r i é t é  c o n n e x e .

T x  M  d é s i g n e  I r e s p a c e  t a n g e n t  e n  ! ^  à  M
o o

F  u n e  f a m i l l e  d e  c h a m p  d e  v e c t e u r  s u r  M

p o u r  X  e  F ,  X t ( . )  d é s i g n e  I e  g r o u p e  l o c a l  à  u n  p a r a m è t r e

e n g e n d r é  p a r  X

r a

- S o i e n t  x  e t  y  d e u x  p o i n t s  d e  M  '  O n  d i r a  q u e  y  e s t  a c c e s -

s i b 1 e .  à  g a r t i r  d e  x  s ' i 1  e x i s t e  k  c h a m p s  d e  v e c t e u r s

e  F  X r . . . X Â e t  K  r é e l s  p o s i t i f s  t t  " ' t K  t e l  q u e :

1 v
y  =  x :  o . . . . . ox ;  ( f )  .

' r- "t<

- L r e n s e m b l e  d e  t o u s  l e s  é t a t s  a c c e s s i b l e s  à  p a r t i r  d e

x  à  l r a i d e  d u  s y s t è m e  F  s e r a  n o t é  S ( f ) ' x '

- L e s y s t è m e F v é r i f i e l a p r o p r i é t é d I a c c e g s i b i l i t é s i
p o u r  t o u t  p o i n t  S o  e  M  I ' i n t é r i e u r  d e  S ( F ) ' x o  p a r  r a p p o r t

à  l a  t o p o l o g i e  d e  M  e s t  n o n  v i d e '

- F  e s t  a l i t  c o n t r ô l a b l e  s u r  M  s i  p o u r  t o u t  p o i n t  * o  d e

M r S ( F ) . x  -  M, o

on  no te ra  f x *  ,  *n - l  r e  c roche t  de  l i e  des  chanps  x t ,  e t

xv .  b  )

o n a :

e  l i e  e n g e n d r é e  P a r

n g  e n  * o ê  M

c h a m p s  l i n é a i r e

( F  )  l r a l g è b r e

l a  c o n d i t i o n  d u
( F )  ( x o ) =  T x o M .

R a p p e l o n s  q u e  P o u r  1 e
I  u  - - v 1  - - t . : t _ x t x t .
L\ ' x )=^ , r

O n  d é s i g n e  P a r  I i e

F .

- O n  d i t  q u e  F  v é r i f i e

s i  e t  s e u l e m e n t  s i  1 i



1_ 1-

L a  c o n d i t i o n  d u  r a n g  e n  t o u t  p o i n t  M  e s t - u n e  c o n d i t i o n

n é c e s s a i r e  d e  c o n t r ô l a b i l i t é  p o u r  l e s  f . c ' v '  C

C r e s t  u n e  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  p o u r  l r a c -

c e s s i b i l i t é  s i  F  e s t  a n a l y t : - o u e [ ' { 3 ]

2. I91r9Ig-q:gqqry1lqNq-qg-gElguq :

D E F I N I T I O N  :  o n  d i r a  q u e  d e u x  f a m i l l e s  d e  c h a m p s  d e

v e c t e u r s  F  e t  F ' s o n t  é q u i v a l e n t e s

t ,

r - r€+Vx  c  M ,  SG) .x  =  -sTÉ)  
x

P R O P R I E T E S :

1 0  )

2 0 )

3 0  )

4 " )

P R O P O S I T I O N S  :

Vtr o, Ir,^'r
. r- \

où \F=( \x ;X€FI .

I  t  a d h é r e n c e  d u  c ô n e  c o n v e x e  C  e n g

p a r  F  e s t  é q u i v a l e n t  à  F

s i+XFa lo " "V reF
T

{ txt l  Y} u FpF
t  t *  t

s i  +  X  e  F  e t  +  Y  e  F  a lo rsb , {u

e n d r é

F^JF .

L e  s y s t è m e  F =  
{ o * r o ) u . R . " " ,  

é q u i v a l e n t  a u  s v s t è m e  ( ^ ' - ù



L 2

P R E U V E :

I l  s u f f i t  d e  m o n t r e r
d u  c ô n e  c o n v e x e  C

E n  e f f e t

d o n c  :  l i m  l -  ( A + m D )  ê  C  .
m

fi -+Oo

P R O P O S I T I O N :

D e u x  s y s t è m e s  a n a l Y t i q u e s
t a n é m e n t  c o n t r ô l a b l e s  .

C O N S E Q U E N C E  :

T H E O R E M E :

S o i t  F  u n e

F  e s t

q u e \ ,  + D  n  - D  s o n t  d a n s  I ' a d h é r e n c e

A + m D )  0  C

é q u i v a l e n t s s o n t  s i m u l -

p o u r u = o A e C

t t

VtneN , (A+mD)€ (2 )+ l (
m

(c

A u  r i e u  d ' é t u - d i e r  { a * r o \  u  e  R  o n  p e u t  f a i r e  I ' é t u d e  d u

s y s t è m e  f i n i  { n , * o \  p r r - i " q , , , 1 i t s  s o n t  é q u i v a l e n t s  e t  a n a l y -

t i q u e s ,  e t  à o f r c '  s i m u l t a n é n e n t  c o n t r ô l a b l e s  ;  d t a p r è s

l a  p r o p o s i t i o n  c i - d e s s u s .  M a i n t e n a n t ,  o n  v a  d o n n e r  I e

t h é o r è m e  s u r  l e q u e ]  e s t  b a s é e  I a  s u i t e  d e  n o t r e  t r a v a i l ;
c e  t h é o r è m e  e s t  u n  c a s  p a r t i c u l i e r  d e  c . N . s .  d e  c o n t r ô -

l a b i l i t é  d e s  F . C . V .  l i n é a i r e s  o b t e n u e  p a r  G A U T H I E R - B O R N A R D .

[^l
f .  c . v .  l i n é a i r e  s u r  R 2 .

c o n t r ô l a b l e  s u r  n 2 - ! )  
" i  

e t s e u l e m e n t  s i

F  e s t  a c c e s s i b l e .

F  e s t  c o n t r ô l a b l e  s u r  l e s  d i r e c t i o n s

F  a d m e t  u n e  d i r e c t i o n  r e n t r a n t e  e t  u n e  d i r e c t i o n
s  o r t a n t e  .

i )

i i  )

1 1 1 , |

P r é c i s o n s  1 e  s e n s  d e  1 a  c o n d i t i o n  i i i )  e t  i i )



1 3

r r  F  a d m e t  u n e  d i r e c t i o n  r e n t r a n t e
i l  e x i s t e  x  I  o ,  ê t  i l  e x i
I * o  a v e c  o < ? \ <  1  D e  m ê m e  o n  d i
t i o n  s o r t a n t e t t .

S i  :  i l  e x i s t e  x  I  o  e t  i I  e x i s t e
h  (  x -  )  = P x _  a v e c  l p ) o

1  r  1  l -

I t s i . g n i f i e  q u e :

s t e  e €  S ( F )  t e l  q u e
r a  q u e  I '  F  a d m e t  u n e

h €  S ( F )  t e l  q u e

g ( x ^ ) =
d i r é c -

I

L a  c o n t r ô l a b i I i t é  d i r e c t i o n n e l l e  s i g n i f i e  q u e
t r a n s p o r t e r  p a r  S ( F )  t o u t  r a y o n  d e  v e c t e u r  s u r

l r o n  p e u t
t o u t  a u t r e .

0 n  s e  p r o p o s e  d ' é t u d i e r  d a n s  1 e  p a r a g r a p h e  s u i v a n t  1 a
t o p o l o g i e  d e  l r e n s e m b l e  d e s  h o m o g è n e s  c o n t r ô l a b l e s  C h .

D o n n o n s  a u p a r a v a n t  q u e l q u e s  r a p p e l s  d e  t o p o l o g i e  g é n é r a I e
c o n c e r n a n t  1 a  f r o n t i è r e  d r u n  e n s e m b l e

E n  g é n é r a r  p o u r  u n  e n s e m b l e  q u i  a  u n e  f r o n t i è r e  d t i n t é r i e u r
v i d e  r  o r r  d i s t i n g u e  t r o i s  t y p e s  d e  p o i n t s  f r o n t i è r e s

i  )  - c e u x  q u i  s o n t  d a n s  I  t  i n t é r i e u r  d e

i i  )  - c e u x  q u i  s o n t  d a n s  I  t  i n t é r i e u r
d u  c o m p J .  é m e n t a i r e  .

i i i )  - c e u x  q u i  s o n t  à  l a  f o i s  f r o n t i è r e
e t  f r o n t i è r e  d e  l t e x t é r i e u r

l a

d e

f e r m e t u r e .

l a  f e r m e t u r e

d e  I ' i n t é r i e u r

c e a  t r o i s
o n  é c r i t :

c l a s s e s  s o n t  d i s j o i n t e s  e n  d  I  a u t r e s  t e r m e s

Fr A = ( r r (n) f \ l )  u  (Fr(Alnf  I  u  (Fr(A) /1 r " rT l  Ar"  td l
d i s j  U  d r s 3  U

) .

L
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P R E U V E  :

O n a

o

C O R O L L A I R E :

- Â l
=  ' F r A  = Q  p a r  h y p o t h è s e ., '

o
o
-7ÀnÂ
l,Fn u =

n i  c o n t e n u  d a n s

x ,  d o i t  c o n t e n i r

i  n r e s t  p a s  d a n s

u n  é 1 é m e n t  d a n s
d a n s  F r  ( A  )  d e

M a i n t e n a n t ,  s o i t  x  e  F r ( A )  q u i  n r e s !
O 6

À ,  n i  d a n s  t r  ,  a l o r s  t o u t  o u v e r t  c o n t e n a n t
l,

u n  é l é r n e n t  q u i  n  t  e s t  p a s  d a n s  Â  e t  q u

l E  ,  d o n c  u n  é I é m e n t  d a n s  I r i n t é r i e u r  e t
1 " ' e x t é r i e u r ,  d o n c  d a n s  I e  c o m p l é m e n t a i r e
o o o
Â U  fT  es t  b i en  F r (A )Or r (ex r (A ) )

b

e s t  o u v e r t
o o

(ÂrÀ) u (Ârn)
- J J

I
I

F r ( E x t ( A )  )

S i  A

F r A  =
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r r r Erupq_2E_!4_tEgulqBE_qE_llElqquElE_qEg_ggry9glgg
C O N T R O L A B L E S  C .

] -  )  I N T R O D U C T  I O N  :

0 n  v a  d a n s  u n  p r e m i e r  t e m p s  d o n n e r  t o u s  l e s  c a s  p o s s i b l e s
d e  p o i n t s  f r o n t i è r e s  q u i  p e u v e n t  s e  p r é s e n t e r  e t  q u r o n
r e g r o u p e r a  d a n s  u n  t a b l e a u .  o n  d o n n e r a  u n  p e u  p l u s  l o i n
l r i n t e r p r é t a t i o n  g é o m é t r i q u e  d e  c h a c u n  d r e u x .

0 n  c o n s i d è r e  I e  s y s t è m e :

( 2 )

[:=

( A + u D ) x
2  r .

I  R - { o \ .  u  e  R .
v )

0 n  v a  d r e s s e r  u n
c o m p l è t e  d e  C h ,

c o n t r ô l a b i l i t é  d a n s

L a  c o n t r ô l a b i l i t é
d r i n v a r i a n t s  d e  I
e s t  e x p r i m é e  à  I
c h a m p s  s p i r a l e s  m
t o i r e s ,  d e  A (  A  )
d e  A  q u i  d é t e r m i n e
d e  t r  D , Â ( o ) .

S o i t  A , D  C  M ^ ( R )  ;  1 '
z

O n  d é f i n i t  l a  f o r m e
f o r m e  d e  K i l l i n g  p a r

K{e ,o ;  =  t r ( ad  Ao
e t
Atn l  =  %Y( l , r )  sa

onne, l  l  q
tA 'D)

e t r A
e  c a r a c t
i n a n t  d u
e  d e s  v a l

t a b  I  e a u
o b  t e n u e

_ 2  / \n - to I  .

d i r e c t i
a  p a i r e
r a i d e  d
e s u r e  I
(  d i s c r i m
1 a  n a t u r

q u i  n o u s
p a r  a p p l

d o n n e r a  u n e  d e s c r i p t i o n
i c a t i o n  d u  t h é o r è m e  d e

e s t  e x p r i m é e  à  I r a i d e
,  p l u s  e x a c t e m e n t  e l l e

( t r a c e  A )  q u i  p o u r  l e s
è r e  e x p a n s i f  d e s  t r a j e c -
p o l y n ô m e  c a r a c t é r i s t i q u e
e u r s  p r o p r e s  d e  A  )  .

e n s e m b l e  d e s  m a t r i c e s r é e I l e s  2 x 2 .

l i n é a i r e  s y n é t r i q u e  s u r  M 2 ( R )  a p p e l é eb i

a d  D )  -  4  t r  A D - 2

f o r m e  q u a d r a t i q u e

t r  A .  t r D

a s s o c i  é e  .
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D a n s  l e  c a s  o ù  D  a d m e t  d e u x  v a l e u r s  p r o p r e s  r é e l l e s
( i . e  A ( D ) > o )  a l o r s  ( A + u D )  e s t  c o n t r ô l a b l e  s u r  l e s
d i r e c t i o n s  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  i 1  e x i s t e  u n  c o n t r ô 1 e
u e R t e l o u e :

o '

( A + u ^ D )  p o s s è d e  d e s  v a l e u r s  p r o p r e s  c o n j u g u é e s .o

C r e s t  à  d i r e

(  A + u

X( e*,,

A p r è s  c a l c u l

L a  f r o n t i è r e
(  C f .  t a b l e a u  )

O n  v a  d o n n e r
p l è t e  d e  C h ,

d i t

p a r  l e  t a b l e a u  s u i v a n t  l a
o b t e n u e  p a r  a p p l i c a t i o n  d u

A( o ) )o

de  c i nq  pa r t i es

A , D ) ' - Â ( O ) .

s t  c o m p o s é

s i  e t  s e u l e n e n t  s i

o D  )  ( o  a u t r e m e n t

oD,  A+uoD) (o  .  t l

c e c i  é q u i v a u t  à  X (

d e  I  I  e n s e m b l e  C h  e

d e s c r i p t i o p  q o m -
théorème LA,  cJ

f o r m e
a n o n i  q u e

d e D

c o n d i t i o n  d u
r a n g  ( A , + D )

:
:  d i r e c t i o n s
:  r e n t r a n t e
:  e t  s o r t a n t e
:  ( A r + D )

c o n t r ô l a b i l i t é
d i r e c t i o n n e l  1 e

( A , + D )

:
:  ( A , + D )
:  c o n t r ô t a 6 t e
:  sur  Rt  -  {o \ -
.  L . '

(}

\ *

; :
r 3  :

9 l.ra q.
\/:\u dt

\ ;  ;

x (e ,o )2

b c

-a (A) .4 (n ) *o ;

I o :

. D

:  x ( A , D ) 
--a( A ) .  Â( D ) :

:>:
x (A ,  D )2 -d (e l .Â (D ) )

b c ( o

x (A ,n )2 -a (A) .a (D) lo Â1e ) (o
(  a - d  ) ' + 4 b c ( o

x (A ,D )2 -a (A ) .4 (D ) '

io*yo. rVyenr

.A (o )p t

.  t f

A I V D  '
' l a(nu) )o  t

) 2
(  b + c  )  

- - 4 a d ) g

:
: Â (  a D  ) ) < r
2 2
.  ( b + c ) *  - 4 a d ) od = o



{ to , *o )  /A (D) )o ;  x  (A ,D) t -A(o ) .A(D)  = . )

[ te , *o )  /  (o ;=5  ;  K te ,D)2 -A te l .Ao l  =  o )

{ {o , *o )  /ND)=o  ;  D l  r  ;  K (n ,o )2 -A tA) .A(o )=o)

t  o ,ao )  /L(o ) (o ;  r rDlo et  o=ro )
( o , t o )  / 6 (D ) (o  i  t rD=o  e t  A (a .n )  =  o )

l 7

D o n c  o n  a  l - e s  c i n q  p a r t i e s  q u i  c o m p o s e n t  F r  
I  

.

C A S  I

C A S  I T

gA!_I]I

C A S  T V

C A S  V

EgTABqgg :

P o u r  l e  c a s  I I  l a  q u a n t i t é  :

X(a ,o )2 -Â(A) .4 (D)  =  oç )À(A)  =  o
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2 ETUDE DE LA , IB9I I IqBE DE L_lEIqquqLE DES HoMocENES______==_:__________===_
gqIM!{Pl_E s c, :----h

Thu"3"t0"""., lï]! lf r"u"oulu[*::::":: .::"t;:l:Sï:
p o u r  u t i l i s e r  l e  r é s u l t a t  d e  t o p o l o g i e  g é n é r
d a n s  l e s  p r é l i m i n a i r e s ,  o n  v a  d r a b o r d ,  m o n t rf r o n t i è r e  e s t  d r i n t é r i e u r  v i d e .

" )

)

) .4 (o )  =

i

"  )  { (4 ,  +o )  /a (n)>o

")  (e ,+o)  /  o= l r

" ) { e ,+o )  / L (D )  =

son t  d r i n té r i eu r

ûl, l l  ) /  + l?)(o. ,  t rDro e. t  n=folest
.r ;31:r." [oài3] 'r '1= Po ] c'èsi un

0,,".Ëlflï" ",ul "iloiï'l(f,?lf;": ::i;.til,1jî;?l;:Ir
* t l " t  

u n  s o u s - e s p a c e  v e c t o r i e l  d e  d i m e n s l , _ o n - ,  u ^ ^ i )

r  l a  f r o n -
C h  ,  e t

a l e  d o n n é
e r  q u e  s a

E n  e f f e t :  l e s  t r o i s  p a r t i e s  s u i v a n t e s :

,  x (A ,n )2 -A(A) . ^ (D)  =

,  x (A ,D)2-Ae l .A (o )  =  o

o  ;  o lÀ r  ,  x (A ,n )2 -c l ( t
v i d e .

En  e f f e t  :  1 ' app l i ca t i on  ,  n8  >R

(A ,D ) t - - ) x (A ,D  )2 -a (A ) .a (D )  =  o  es t  c " .
ca r  l es  f onc t i ons  Xe t  Âson t  C t .

. )

D o n c  c h a c u n
,
( (  A , 1 o  )  /

t i  t u é  d e s
r i e u r  v i d e ,

de  ces  t r o i s  ensenb les  es t  i nc l us  dans
X( l , n )2  -A (n ) . 4 (o )=o \ ;  ce t  ensemb te  é tan t  cons -

z é r o s  d  I  u n e  f o n c t i o n ' a n a l y t i q u e ,  i 1  e s t  d , i n t é _
d ' o ù  I e  r é s u I t a t .

d e  m ê m e  *  )
d ' i n t é r i e u r  v i d e  i n c l u s
s o u s - e s p a c e  v e c t o r i e l  d e

e s t
q u i
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d o n c  l e u r  r é u n i o n e s t  d ' i n t é r i e u r  v i d e .

C o m m e  O n  f  r
C h  e s t  o u v e r
f r o n t i è r e  d e
c o m p o r t e  d e u x

a  r a p p e l  é  d a n s
t  e t  s a  f r o n t i

l r e n s e m b l e  d e s
t y p e s  d e  p o i n t s :

l e s  p r é l i
è r e  e s t  d  '

h  o m o g è n  e s

m i n a i r e s ,  p u i s q u e
i n t é r i e u r  v i d e ,  1 a

c o n t r ô l a b I e s  
I

0 n  p e u t  e x p r i m e r c e c i  e n  t e r m e s  d e  p e r t u r b a t i o n s :

* )
t r a d u i t  q u r i l  e x i s t e

i l  e x i s t e  u n  o u v e r t  d e
l - e  p o i n t  f r o n t i è r e  d a n s

x  A t , .

c o n t r ô I a b l e  e t
l a b l e  c o n t e n a n t

u n  o u v e r t  d e  s y s t è m e

s y s t è m e  n o n  c o n t r ô _
l e u r  a d h é r e n c e .

E n  d  I  a u t r e s  t e r m e s  :

x  t  t r ê#U  ouve r r c ,Ca

e t

t e l  q u e

Ju  ouve r t  C  Ex t  (  q . )  .

xeù e t  x  e  V .

x  ê  , ,  s i g n i f i e  q u e

u n  s y s t è m e  c o n t r ô l a b l e
p e r t u r b a t i  o n

%À

x )

d o n n e

i . e x  e  r r çgJu  ouve r r c . ch  t e l  que  x  e  û .

r"t$d)

g é n é r i q u e m e n t  t o u t e

fÀ\h)
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M a i n t e n a n t ,
r e g r o u p  e r a
é t a n t  l a  m ê m e

E T U D E  D U  C A S  I  :

L E M M E l _ :

S i  I e  s y s t è m e

p r o p r e s  r é e 1 1 e s

P R E U V E  :

S o i t  U ,  =

S o i t  V ,  =

U t  e t  V t

Ut  i nc l u

fonc t i ons  f ,

-  vrc

a r g u m e n t ,  d o

e t  i l  e s t  c I

o n  v a  f a i r e
c e r t a i n s  c a s

( 2 )  e s t

d i s t i n c t e s

a l o r s  :  (  A ,

u n e  é t u d e  c a s  P a r
e n  u n  s e u l ,  l a

t e l  q u e  D  a d m e t t e

e t  t e l l e  q , r "  X { A , D ) 2

+ D ) €  r r ( E x t ( c *  )  ) .

c a s ,  o ù  l r o n
d é m o n s  t r a t i  o n

d e u x  v a l e u r s

-&a) .À(o )=o

d i  r e  c -

l e  m ê m e

l a b i l i t éo

2

i f i e  p a s  l a  c o n t r

=o e t  A (o ) )o .

/A (o ) )o  e t  K (a ,o )
g é n é r i q u e "  e n  :

/A (o t )>o  e t  Ia ,n )

L e  s y s  t è

t i o n n e l l e

a l o r s  t t  p a

o n  r r a r r i v

m e  ( A , l D )  n e  v é r

X(e ,D)2-a (A) .4 (D)
t

r t a n t  d e r r  \ (  n , l o  )

e  p a r  p e r t u r b a t i o n

{ td '*dl
L -

{atdl>" ,  x({ , t )2
L

Stdl>",  x{R' ,o ' ) l

s o n t  d e s  o u v e r t s  :

)

)

s  d a n s  C h  ( C f .  t a b l e a u )  o u v e r t '  c a r  l e s

e t  A é t a n t  c o n t  i  n u

0
l 9 f  

p a r  d é f i n i t i o n ,  V ,  e s t  u n  o u v e r t  p a r
v r f , \

nc  VF[c r=Ex t  c [ . .

a i r  que  (  A ,  +D )  e  Ï f l Î l ca r

= {(o ' ,  *J l  t  a( i ) ) ro et  Xt  d,  d lz-Ard)  .a(  i )>o
L -

= {{n ' ,d) /A(o l ) "  er  Xrd,d l  2-a(r ) .4(d)r (o

-A ( l ) .À (o ,=o )

t -a (o)  .  a (o  ) lo  ) .

-a(dl .  atdl>.)

-À(A') .  ato ' l<.)

u1

v t
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P a r  s u i t e : ( A , + D )  o  F r  ( E x t ( c h  ) ) .

E T U D E  D E S  C A S  I I  E T  I I I

L E M M E  2

S i  1 e  s y s t è m e  ( 2 )

A ( o ) = o  e t  X ( A , D ) 2

a l o r s  :  ( A , + D )  e

e s t  t e l  q u e

-A (e ) .  Â (o )=o

F r  (  E x t  (  c *  )  )  .

D  v é r i f i e

P R E U V E :

t t p  a r  t a n t

O n t t a r r i v e

s o i  t

U Z  e s t

V Z  e s t

e t  i l  e

c a r :

( A , + D ) € F r  E x t ( C 5  )

o lÀr  e t  x (e ,o )2

Kgl ' -a(o) .^ (D l=o)

g é n é r i  q u e  e n r l

* (T)2-AA) .4(D) lo)

x  t  a ' ,  n1 2 -  t t  { .  ô t  o ' l )  o}

C h  ( C f .  l e m m e  L )

x (A ,D )2 -Â (A ) .ÂD) ( . )

Ex t (C5 )  (C f .  l emme 1 - ) .

(  A ,1D )  Û2nV2

t  
d,  a;  )  /  L$i tvo et K(d, o )  2-A(A')  .A( dr>)

{ t  
d, *o')  /adlVo et N.{d, n')  2-at d) .  â(d )r<o}.

-Â(n) .Â(o)=" )

d e  t t

I

{ ( e , *o ) /À (D )=o  ,
\ -

uz

u n

vz

u n

s t

r
IA ,+D) /  D=Æ e t

p a r  p e r t u r b a t i o n

1(  d ,  *o  )  /Ad l  *o  e t
\ -

( t

= { A , + D ' ) / A ( d ) 7 o  e t
L -

o u v e r t  i n c l u s  d a n s

= (  d,  *d l  zA(  d l>o et

o u v e r t  i n c l u s  d a n s

c l a i r  q u e  :

uz=

- 2

P a r  s u i t e  :
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L E M M E

S i  l e  s y s t è m e  ( 2 )  e s t  t e l  q u e :

D a d m e t t e d e s v a l e u r s p r o p r e S c o n p l e x e s c o n j u g u é e s
e t  A , D  s o i e n t  c o l i n é a i r e s

A I o r s :

(  A , .+D  )  e (  F r  T  
F r (Fz  )

c o n t i n u i t é  d e

c o n t i n u i t é  d e

{ '

P R E U V E  :

A  e t  D  c o l i n é a i r e s

a l o r s r r p a r t a n t  d e r t

ri\
\l/

a  b i e n  u n

s
Dlo  e t  A=f lD  I

D = o  e t Â ( A D ) = o )

l e s  d e t .  2 X 2  l o  P a r  c o n t i n u i t é  d u

{ (e . *o ) /a (D) (o ;  t r
\  - -

o u
( { 4 , * o ) / Â ( D ) ( o ;  t r

O n  r r a r r i v e  p a r  p e r t u r b a t i o n  g é n é r i q u e "

u^= dd ,+pr ) /A(o ' ) (o  t rD '#o  e t  d lyo '
3 l .  l

U g  e s t  u n  o u v e r t .

E n  e f f e t  :
/  \  _ 8

{ t  d ,  o ' )  l i b r e }  o u v e r t  d a n s  R
t J

d e t  :  M , ( R ) # R  c o n t i n u e

e n :

l ,  \VI,J

A

1 a

D e  m ê m e  :

{ ,n,.0)/L(d)(")

{  
d ,  *u  )  /  l ' l d l o }

{l) l i b r e ( *  t o u s

d e t .

o u v e r t .o n

e s t  u n  o u v e r t  P a r

e s t  u n  o u v e r t  P a r t r .
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d o n c  l e u r  i n t e r s e c t i o n d o n n e  b i e n  u n o u v e r t

P a r  a i l l e u r s  o n  a  :

(A ,+D)  e  f
Ĵ

i I  e s t  c l a i r  q u e

\)_(" J=t
urccj, et

R', +o') / Ad

d o n c  ( A , + D )  e s t  u n p o i n t  f r o n t i è r e  d u  t y p e  F r .

EqUABqgE : I n u t i l e  d e  t r a i t e r  s é p a r é m e n t  l e  c a s

l a  d e m o n s t r a t i o n  é t a n t  I a  m ê m e .

t r  D  =  o ,
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T H E O R E M E  :

L e s
p a r  l e

r é s u l t a t s  d é m o n t r é s
t a b l e a u  s u i v a n t :

c i - d e s s , u s p  e u v e n t s e r é s u m e r

C A S  I : s€b (Ex t  ( ch . )  )

C A S  I I :  S e ) ( E x t  ( C a : )  )

C A S  I I I : se? (Ex t  ( ch  )  )

C A S  I V :  S  C d a n s
o

ch

S  €  d a n s

BquaBqsq :

A i n s  i  ,
c o n t r ô 1 a
f r o n t i è r
C -  q u i
( rv  u v)

1  I  é t u d e
b l e s  C È ; ,
e a ; à

c o n t i e n t
s o n t  d a n

d e  l a  f r o n t i è r e  d e  I  I  e n s e m b l e  d e s  h o m o g è n e s
f a i t  a p p a r a Î t r e  d e u x  t y p e s  d e  p o i n t s

s a v o i r  I a  f r o n t i è r e  d e  I  I  e x t é r i e u r  d e

I e s  c a s  ( I  U  I I  U  I I I )  ,  I e s  a u t r e s  c a s

s  I  I  i n t é r i e u r  d e  I a  f e r m e t u r e  .
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i v Ergqg-qg-!ê-rEqr1lESg_gg_!:grgguqlE_qE!_lrtrEuE!_
AIIM!_gqUEg!Ag!E!_9e.

1  )  I N T R O D U C T T O N

2 5

c o n s a c r é  à  t
a f f i n e s  c o n
u n  o u v e r t  :

1 a  f r o n t i è r e
C a

C e  d e u x i è m e  c h a p i t r e  e s t
d e  l r e n s e m b l e  d e s  s y s t è m e s
R a p p e l o n s  q u e  C a  n r e s t  p a s

I  é t u d e  d e
t r ô l - a b I e s

F.'l
D r a p r è "  f e . t : Ù .  ,  r a  f r o n t i è r e  d e  c a  e s t  u n i q u e m e n t  c o n s t i -t u é e  d e  Ë y s t è ï e s  a r r i n e s  a y a n t  r e u r  p a r t i e  h o m o g è n e  àI a  f r o n t i  è r e ,  d e  c L  ;  (  d o n c  n o n  c o n t r ô l a b l e s  )  .  c  r  e s  tp o u r q u o i  1 r é t u d e  d é  r a  f r o n t i è r e  d e  c a  d é c o u l e  d e  c e r r e
1 : - , f  

'  c e t t e  f r o n t i è r e  ( a e  c a )  
" o . , t i e n t  

a u s s i  b i e n  d e ss y s t è m e s  c o n t r ô r a b l e s r  Q U € .  d e s  s y s t è m e s  n o n  c o n t r ô r a b l e s( c f .  e x e m p t e s  i n t r o d u c t i o n ) .  O n  
- ; ; ; ; "  

s e  d e m a n d e r  à  q u e tt y p e  d e  f r o n t i è r e ,  c e s  s y s t è m e s  
" p p " " t i e n n e n t  c o n n a i s s a n t

i : r " ; Ë : :  
r r o n t i è r e  

" ' "  
l e q u e l  s e  t r o u v e n t  r e u r  p a r r i e

C o n t r a i r e m e n t
d e  f r o n t i è r e
p r é 1  i m i n a i r e s  )
q u e  d e u x  t y p e s

L  I  i n t é r i e u r  d e
-  D r u n e  p a r t ,

c o n t r ô l a b l e

à  c e  à  q u o i  o n  s  r a t t e n d a i t ,  t r o i s  t y p e sd u  f a i t  q u e  
^ 9 "  n r e s t  p a s  u n  o u v e r t  ( C f .i 1  n  t  a p p a r a î t  d a n s  I a  f r o n t i è r e  d e  C ad e  p o i n t s  f r o n t i è r e s

C a  e s t  c o n s t i t u é :
d e s  s y s t è m e "  

{ r .  s )  ( n a r t i e
)

- D t a u t r e  p a r t ,  d e s  s y s t è m e s  a f f i n e sl a  p a r t i e  h o m o g è n e  e s t  f o r m é e s  d e  d e u x

( p a r t i e  h o m o g è n e  s y s t è m e  f r o n t i è r e  d e  t y p e
( V o i r  f i g u r e .  )

h o m o g è n e

c o n t r ô I a b 1 e s  d o n t
s p i r a l e s  l i é e s .

( 2 )  d e  c . ) .'r

)::
Lrr
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A u x  s y s t è m e s  h o m o g è n e s ,  f o r t e m e n t  n o n
(  i .  e  a p p a r t e n a n t  à  l r e x t é r i e u r  d e
d e s  s y s t è m e s  a f f i n e s  a p p a r t e n a n t  à  1  |

c o n t r ô l a b l e s
c t  )  ,  c o r r e s p o n d e n t

e x t é r i e u r  d e  C a .

F i n a l e m e n t ,  I '
C a ,  s e  p r é s e n t e

e n s e m b l e  d e s  s y s t è r n e s  a f f i n e s  c o n t r ô l a b l e s
c o m m e  é t a n t  l a  r é u n i o n  d e  :

d e  I ' e n s e m b l e  d e s  s y s t è m e s  c o n t r ô 1 a b 1 e s  a p p a r t e n a n t
à  l a  f r o n t i è r e  d e  C a

e t  d e  s y s t è m e  d o n t  1 a  p a r t i e  h o m o g è n e  e s t  c o n s t i t u é e
d e  s p i r a l e s  1 i é e s  .  ( v o i r  f i g .  )

C e s  d e u x
e n  d é d u i t

O n  v a
p 1 è t e  d e

d o n n e r  p a r
C a ,  o b t e n u

de rn iè res  pa r t i es
que  l es  sys tèmes  { . r .(

l e  t a b l e a u
par E.  t .  u I

.  é t a n t  d ' i n t é r L e u r  v i d e
S )  s o n t  d e n s e s  d a n s  C a .

o n

s u i v a n t  1 a  d e s c r i p t i o n  c o m -
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N o t a t i o n s : ^  = ( :

D a n s  t o u s  l e s  c a s  1 e  s y s t è m e  h o m o g è n e  n r e s t  p a s  c o n t r ô l a b l e .

A v a n t  d  I  a b o r d e r  I  '  é t u d e  t o p o l o g i q u e  d e  1 a  f r o n t i è r e  C a ,
o n  v a  d r e s s e r  u n  t a b r e a u  d a n s  l e q u e l  o n  t r o u v e r a  t o u s
l e s  d i f f é r e n t s  c a s  d e  p o i n t s  f r o n t i è r e s  d e  c h  ,  a u x q u e l s
c o r r e s p o n d e n t  d i f f é r e n t e s  s i t u a t i o n s  d e  s y s t è ' r i r e s  a f f i n e s
a s s o c i é s  d a n s  c a  .  o n  f a i t  é g a l e m e n t  r é f é r e n c e  a u  t a b l e a u
h.  s .  v1
L J

T



2 A

f o r m e  .  E x p r e s s i o n  a l g é b r i q u e  d u  i  t O , + ( n + U - )  )  c o n t r ô l a b l e
o n i q u e  .  p o i n t  f r o n t i è r e  d e  :  

-  
s u r

â z p  .  t A , l D )  :  R 2

C a s I

il

n

0

: a

c

(

c
r

:  l A .
L

s. vl

",1* ,.
.Vb ',  * , o ,D )2 -Â (A ) .4 (o1=o

:{r' v
:  b c = o

:

:  X (A ,D ) ' -A (A  )
. ^.  . v
.  O C = O

( A , + ( D + 6 )  )  n o n
c o n f r ô 1  a b  1 e

( b  e . r m ( D ) )

(r a)

. Â ( D ) = o
;
: : l b - ,  t e r  que  (A ,+ (nù l

.  . on t rô tab t l

( r ) (3)

(o) ,

, (z),

(4) '
b)\rbo

C a s I I  :

b )  ) r=o

C a s  I I I  :

\ \
p ),.t a )l lo

tVS ,  (A ,+ (o+u - )  )  non
:  co t t r ô l ab te
t  ( 6 ' e  rm(D) )

:  F (n ,D )2 -Â (A ) .4 (D )=o (  4 , 1 . (  D + 6  )  )  n o n

c o n t r ô l a b l e
___lE e  rm(D))

'Vo-, ( t o ):11
r . q r^ r fo  :  b i=o
------;-

r  K (A ,D) : -A(A) .4 (D)=o
.o'v
: b = o êr)

:

:  f rA ,D^)2' ,fl.
: V
. b = o

-&e) .Â(D)=o ! lu ,  te r  que  1e , l (o+ l )

c o n t r ô 1  a b l e

:

" ( t ) , (e )  
, (n ) ,

, (t.) , (")

C a e  I V  :

o( -0\
P* l

{ l o . A = tD
I

A(  Ro;  =o
t

( b + c ) -  - 4 a d  =  o

Vo- ,  (A ,+ ( .D+E)  )

c o n t r ô I a b I e

C a s v:
.  r l

:  vb ,4=o . (A ,+ (O*1 l l

c o n t r ô I a b l e
(t n)
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C O M M E N T A I R E S :

P a r m i - l e s  s y s t è m e s  h o m o g è n e s  a p p a r t e n a n t  à  r a  f r o n t i è r e
d e  I  r e n s e m b l e  d e s  s y s t è m e s  h o r n o g è n e s  c o n t r ô l a b l e s  % , ,o n  o b s e r v e  t r o i s  c o m p o r t e m e n t s  p o s s i b l e s  v i s  â  v i s  d u
p a s s a g e  a u x  s y s t è m e s  a f f i n e s .  c e s  t r o i s  c o m p o r t e m e n t s
c o r r e s p o n d e n t  à  d i f f é r e n t e s  p r o p r i é t é s  d u  s y s t è m e  h o m o g è n e
( A , + D )  d u  d é p a r t .

C e s  t r o i s  t y p e s  d e  s y s t è m e s  s o n t  :

- r t  L e s  s
vb  g  R

(v) et
pa r  I
de  t ype

M a i n t e n a n t  o n  v a
é t u d e  s e  f a i t  c a s
b l e  C L ,  o n  r e g r o u p e
e s t  1 â  m ê m e .

c o n t r ô l a b i l i t é  a f f i n e i l  i .  e
+  ( O + U  )  )  e s t  c o n t r ô l a b l e s  c a s

s y s t è m e s  s o n t  c a r a c t é r i s é s
c e  d e s  p o i n t s  f r o n t i è r e s

I  t  e t u d e  p r o p r e m e n t  d i t e ,  c e t t e
c o m m e  o n  l r a  f a i t  p o u r  l r e n s e m -

p o u r  l e s q u e l s  1 a  d é m o n s t r a t i o n

Ëiiu-"" (;:'(r'rrl 
, ces

r a p p a r t e n a n

( 2 )  d e  c h .

f".0î*t

* L e s  f I s , t , è m e s  
' r o r d j r n a i r e s "  

-  i .  e  p o u r  l e s f  q u e l s
J b  €  R - -  { o }  ( m a i s  p a s f b )  ( c a s  U b ) ,  ( r r r b )  ) ,

c e s  s y s t è m e s  s o n t  c a r a c t é r i s é s  p a r  I  I  a p p a r -
t e n a n c e  à  I  I  e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  f r o n t i è r e s
d e  t y p e  ( 1 )  d e  C h ,  e t  D  s i n g u l i è r e .

L e s . , s y s t è q e s  r r à  n o n - c o n t r ô l a b i l i t é  a f f i n e , r
i . e [ u  e  R ' - { " }  t l , + ( n + l ) )  e s t  n o n  c o n t r ô r a b l e
( c a s  ( r a ) ,  ( ' r ' r 1 ,  ( r r r a ) ) ,  c e s  s y s t è m e s
s o n t  c a r a c t é r i s é s  p a r  I t a p p a r t e n a n c e  à  I r
e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  f r o n t i è r e s  d e  t y p e  ( 1 )
d e  C h  e t  D  r é g u l i è r e .

3 )  E T U D E  D E S  C A S  F R O N T T E R E S  :

a b o r d e r
p a r  c a s ,
l e s  c a s
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S o i t  u n  s y s t è m e  ( A , l D ) e  F r ( E x t ( c r ) )

A t - o r "  V 5 - "  n 2 -  { o } ,  r .  s y s t è m e  a f f i n e  ( A , 1 ( o + E ' )  )  a p p a r t i e n t
à  F r ( n x t ( c a )  )

D e  p l u s ,  U F C a  p u i a q u e  t o u t  s y s t è m e  € U t , a  s q  p a r t i e  h o m o g è n e
c o n t r ô l a b I e '  e t  n r a  p a E  d e  p o i n t  f f x e  ( t  d , o ' l  i n v e r s i b l e
e t  b  *  o ) ,  p a r  a p p l i c a t i o n  d e  J . S .

3.1 gryqg-PE9-94!-:--ILII-e!-IU) :

L E M M E  ] - :

P R E U V E :

a lo rs  1e ,  11  )  €  t ] r  f  r .
f . t

-  
u l _=  (d , *o ' ) /A (o t )  ) o ;X (A t ,  o ' ) 2 -Â (d ) . a (o ' )  ) o Ï ,

ou
v1= fur ' ,ao ' l lA(o ' )  )o ;  x(d,  n ' l ' -a(d) .A(D' )  ( " ) .

U 
,  

ouver t  c .  Cr r

u t  o u v e r t q E x t ( c * )  

,  ô  - .
a l o r s  n o t o n s  :  U ' r =  u r Â ( d , * o ' )  i n v e r s i b r e )  x  * t -  ( . )

U ' .  e s t  u n  o u v e ; t -  d e  s y s t è m e s  c o p t r ô l a b l e s  d a n s  C a
E n '  e f  f e t  :  { t d , o ' l  i n v e r s i b l e )  e s t  u n  o u v e r t  (  d e n s e  )  s o n
i n t e r s e c t i o n  a v e c  U . ,  e s t  d o n c  u i r  o u v e r t

( A ,  + D )  e  p r ( E x t ( c h . )  )  a n a l y t i q u e n e n t  i . e / ô t  D ) 7 2  o

\ * t o , D ) 2 - a ( A ) . Â ( D )  =  o

De même:  
Y ' : 1 r *  1 ' - ( . )  ,  f o rme  un  ouve r t  de  sys tème

non  con t rô fab Ie .
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E n f i n  p a r  c o n s t r u c t i o n  :

d o n c  :  ( A , + ( D + b - ) )  C  U i n f l

L E M M E  2  z

P R E U V E :

1 . e  : ( e , + ( p + b ) )  e  F r ( E x t ( c a ) ) .

et  î t ,ïi= 2
UrxR- 2=v ,  xR -

So i t  (A ,+D)  ( r r ( c *  ) -F r (T  )  ) d e u x  c a s  s o n t  à d i s t i n g u e r :

a n a l y t i q u e m e n t :

i )  s i A ( D ) ( o  :  t r D = o  , & R . D ) = o  a l _ o r s  :

V6*o ,  (A ,+ (o+u- ) )  ( r r  ca -Fr  e ; )

i i )  s i A ( o ) ( o  ,  t r D l o  e t  ( R , o )  t i é s  a l o r s
-q

Vu#o,  (A ,+ (D+b)  )e  G

( A , + D )

A

( F r ( c h . ) - F r ( Ç )  )  i . e

D ) (o  e t  [e ,=yn ,  r rD lo
\  o u '

[A t  o .  D  )  =o ,  t r

U Z  o u v e r t c C ^  ( C f  .  C h a p . I )

u ' "  =  u4{ ( l ,n l  i nvers iu re ) *n2- to ) .
u v e r t  d e  s y s t è m e s  c o n t r ô l a b l e s  d a n s

c é d e m m e n t .

D = o

i )

(A ,+D)  ( r r ( ch ) ) - r r ( { ) )  a ro r s  :

(R ,+o ;61 ,  où  uz  =  
{d , *d l  /A$ j ) (o , t ro ' l o ,  e t  n?yo , )

a l o r s  n o t o n s
, , iu 2  e s E  u n  o

J .  S  c o m m e  p r é

o

C a ,  d ' a p r è s
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e t  l r o n  a  r  I Ï t 2  =  û 2 *  R 2 d , o ù  ( A , t ( o * f l e û !

(A , t (D+Ë)e  ( r r  ( ca - r "  (G l  ) .d-onc  :

3 e ;o  ter  o . , "  V tA ' ,  tD ' )e  6  t  to ,  to  )  ,  É j  te l  qu

Atd l  4  " ,  
t r ( d ) l o  e t  (C ,D ' )  l _ i és  ou  non

D'après [^ .  r .4

i i  )

S o i t  ( A , t ( n + U - )  )  t e t  q u e  A ( D )  (  o ,  t r D l o  A , D  t i é s

61"

r o n  a i t  :

s i  ( a ,o ' 1  r i b res  ,  a to r s  ( d , t ( n *ù l I  con t rô l au reVT lo

S i  ( . { , d )  l i é s  ,  a l o r s  (A ,  t  o+Ë)  
"o . r a "U r "u f  eVu }o

Donc  V t ' *o  ;  (A ,L (o+u)  )cG
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9grglsgpr :

O n  v a '  d o n n e r
I a  s i t u a t i _ o n

u n t a b l e a u  r é c a p i t u l a t i f q u i n o u s  r é s u m e

S

S

6 r r (Ex t (Ca ) )

€ ,F r (Ex r ( ca ) )

C A S  I T I S € F r ( E x t ( c a ) )
o

s eG

s  €  (F r (c { - r r (dâ) )  .

C A S  T V

C A S  V

O n  o b t i e n t
1 e  t h é o r è r n e
d e s  s y s t è m e s

c o n r n e  c o n s é q u e n c e ,
s u i v a n t  q u i  e s t  u n e

a f f i n e s  c o n t r ô l a b l e s

d e s  d e u x  l e m m e s  p r é c é d e n t s
d e s c r i p t i o n  d e  I r e n s e m b l e

C a

IEE9EEUE :

L r e n s e m b l e  d e s  s y s t è m e s  a f f i n e s
l e s  t r o i s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  :

c  o n t r ô  I  a b  I  e s C a  v é r i f i e

c o n t r ô 1 a b 1 e s
l e s  s y s t è m e s

o ù  K  d é s i g n e  l r
e t  n o n  c o n t r ô l a b
f r o n t i è r e s  d e  t y p e

(  a i s S  o i n t e  )  .

a))Utr r (catr4Gl) .
d i Ê  i

e n s e m b l e  d e s  s y s t è m e s  a f f i n e s
I e s  (  a u x q u e l s  c o r r e s p o n d e n t

( 1 )  d e  c  )
h

i
I 1

1 1 1

C a =
C a =
F r ( C

tt.ùur ur'
{1. sJur'
a ) = F r ( E x t ( C
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E t  K '  ,  l r e n s e m b l e
q u e l s  c o r r e s p o n d
l e s  s p i r a l e s  1 i é e s .

d e s  s y s t è m e s  a f f i n e s
l -  e  s y s  t è m e  h o m o g è n e

c o n t r ô 1 a b 1 e s  a u x -
c a r a c t é r i s é  p a r

P R E U V E  :

a )  ( t

o
i i )  d â = { ,

o
.s)uKcG

. s) ur'

t . A
K c C a (  l e m m e

^
b )  G.k.  s)  ur '

.  ca= t r .ù  uK uK'  (  i  )

o
So i t  *  6G  =+  x€  Ca

On sa i  t  -  q .ue  K C.  Fr  (  Ca )  donc
à K i Kç.câ,

{ t . t}= d car (.r .  s

u .  K.

t .

x  n e  p e u t  p a g a p p a r t e n i  r

)  o,rrre"t ' l' 
l=+ (,. ')u*td

2 ) /  l

d o n c  :

D r ô ù  l e

.  c( ' .ù

r é s u l  t a
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2  è m e  P a r t i e

q9rlErrlg_gE_llErqE{E lg_qgg_qlgtgug!_EgIqgErg!
99IIB9!A9!E!-.cr :-n

1 - .  I n t r o d u c t i o n  :

o n  v â ,  d a n s  u n  p r e m i e r  t e m p s r  ê x p r i c i t e r  e t  c a r a c t é r i s e r
g é o n é t r i q u e m e n t  c e s  d i f f é r e n t e s  c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s .
o n  u t i l i s e r a  c e t t e  s t r u c t u r e  p o u r  o b t e n i r  c o m m e  c o r o l r a i r e
l e  f a i t  q u e  C ;  e s t  c o n n e x e .- t r

D a n s  c e  c h a p i t r e  r  o n  s r i n t é r e s s e  à  l a  s t r u c t u r e  d e  I  r
e n s e m b l e  d e s  s y s t è m e s  h o m o g è n e s  c o n t r ô r a b l e s  c ;  ^  p o u r
c e l à ,  m o y e n n a n t  l e  t h é o r è m e  d e  c o n t r ô r a b i r i t é  s u r  i = - { o \ .
c i t é  d a n s  l a  I  è r e  p a r t i e ,  o n  p a r t i t i o n n e  C r  e n  u n  . " " . t à i n
n o m b r e  d d  c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s  ( c f . t a b l e a u  c g ' r  è r e  p a r t i e ) .



f a m i l l e s  d e  c h a m p s  d e  v e c t e u r s  l i n é a i r e s
q u i  n o u s  s e r o n t  u t i l e s  p o u r  I a  s u i t e  d e

a ) gquBg!aEr!rE_trBg9u9rrg!!g_g:q$-r4u!!g-qq-ggaut
n  l r

PE-YE9$9B-!IIE AIEg-qgB-B-:Jg )

U n e  C N  é v i d e n t e  d e  c o n t r ô l a b i l i t é  s u r  R n
d e  c o n t r ô l e r  s u r  l e s  d i r e c t i o n s ,  c  t  e s t
d  I  u n  r a y o n  d e  v e c t e u r  à  u n  a u t r e .  L e s

d e  R n  j o u i s s e n t  d  I  u n e  p r o p r i é t é  i n p o r t a n t e  e s t  q u r i l s
s o n t  h o m o t h é t i q u e s  p a r  r a p p o r t  à  l r o r i g i n e ,  d o n c  I e s
t r a j e c t o i r e s  h o m o l o g u e s  ( i . e  i s s u e s  d r u n  m ê m e  r a y o n - v e c t e u r
e t  c o r r e s p o n d a n t  a u x  m ê r n e s  c o n m u t a t i o n s  )  1 e  s o n t  a u s s i :

fe€(r))

2 )  P R E L I M I N A I R E S

0 n  v a '  d a n s  u n
e t  r é s u l t a t s

d o n c  p a r  u n  d i
u R  r a y o n  v e c t e u r

3 6

p r e m i e r  t e m p s ,  d o n n e r
c o n n u s  c o n c e r n a n t  1 a

f f é o r m o p h i  s m e
s u r  u n  r a y o n

C  e  S ( F )  o n  p e u t  t r a n s p o r t e r
v e c t e u r ;

q u e l q u e s  d é f i n i t i o n s
c o n t r ô l a b i l i t é  d e s

t .
sur  R- -  {o )

n o t r e  t r a v a i l .

- { o \  e s t  I e  f a i t
a  o r r e  p a s s e r

c h a m p s  1 i n é a i r e s

f (Ât-) - 2,1t* )
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D E F I N I T T O N  1  :

U n e  f .  c .  v  I  i n é a i r e
l e s  d i r e c t i o n s  s i :

e s t  d i t e  c o n t r ô I a b l e  s u i v a n t

V(y , r )  e  (Rn- fu ) ) ' ,3a>o  te l  que4 ,z  e  s (F ) .y

b  )  p R o J E c r r o N  D E S  c H A M p s  L T N E A T R E S  D E  R n  s u R  s n - 1

C o m m e  o n  v i e n t
d o n t  j o u i s s e n t
t h é t i  q u e s  p a r

m ê m e  p r o j  e c t i o n

d e  l r i n d i q u e r  c i - d e s s u s ,
I e s  c h a m p s  l i n é a i r e s ,

r a p p o r t  à  I ' o r i g i n e ,
^ n - L

S U T D .

p a r m i  l e s  p r o p r i é t é s
e t  q u t i l s  s o n t  h o m o -
d o n c  a d m è t t e n t  u n e

E n  ,  e f f e t ,  s i  X

x  e  nn - (o ) .

d é s i g n e  u n  c h a m p  1 i n é a i r e ,  o n  a  p o u r  t o u t

d o n

F =

c à

{ ^ ù '

p  e u t

=gù
q u e  :

t o u t e  f a m i l l e

€ f s u r R n

l u i  a s s o c i e r  u n e

i e l s u r S t - l

-x  tÀ*)  =Ix(*)

- . t * ( ) r x )=  \ ( " t * * )

f a m i l l e

a p p e l é e

d e  c h a m p s  d e

p r o j  e c t i o n  d e

x  ê  S t - l . '

p o u r > o

v e  c  t e u r s
n - 1

F sur  S . .

d e  c h a m p s  d e  v e c t e u r s  l i n é a i r e s

0 n

T
t e l

P o u r  t o u t  A  €  F ,  p o u r  t o u t

l ( * )  =  A x - G x , x )

o ù  l e  ( ,

d é s  i g n e

v e c  t e u r

)  d é s i g n e  1 e  p r o d u i t  s c a l a i r e

d o n c  1 a  p r o j e c t i o n  o r t h o g o n a l e
+

x  R ' .

dans  nn .$x ,  x7

de  Ax  su r  l e

x

r a y o n
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G é o m é t r i q u e m e n t ,  1 (  *  )  d é s i g n e  r a  c o m p o s a n t e  t a n g e n t i e r r e
à  s t - l  d u  v e c t e u r  A x .  c e  q u i  n o u s  d é f i n i t  b i e n  u n  c h a m p
d e  v e c t e u r s  s u r  s n - 1 .  c e r t a i n e s  p r o p r i é t é s  a e ?  s e  d é d u i s e n t
à  p a i t i r  d e  c e l r e  d e  F , -  t e r r e s  q u e  r r a c c e s s i b i r i t é ,  1 ac o n s e r v a t i o n  d u  c r o c h e a  . . . [ o ]

1 1  a r r i v e  a u s s i  q u e  2  c h a n p s  d e  v e c t e u r s

R n  , A r D ,  a d m e t t e n t  1 a  m ê r n e  p r o j e c t i o n  s u r
c a s  s e  p r o d u i t  s i  e t  s e u l e m e n t  s l  :  A  = { I d + D .

I i n é a i r e s  s u r

S t - 1 .  u n  t e l -

O n  d i r a  d e  2  t e l s  c h a m p s ,
p o i n t  d e  v u e  d i r e c t i o n n e l .

q u ' i 1 s s o n t  é q u i v a l e n t s  d u

M a i n t e n a n t ,
1 a  s u i  t e  d e
d é m o n s  t r a t i  o n

o n  v a  d o n n e r  u n  r é s u l
n o t r e  t r a v a i l ,  p u i s

d e  l a  c o n n e x i t é  d e  q r .

t a t  s u r  l e q u e l  e s t  b a s é e
d é g a g e r  l r i d é e  d e  1 a

a) sqIIEqlAqMIE-ssE-!3:lù

S o i t  u n e  f a m i l l e  d e  c h a m p  d e  v e c t e u r  s u r  * r _  t +

F  e s t  c o n t r ô I a b l e
i l  e x i s t e  d a n s  1 e
u n  c h a m p  s p i r a l e .

s u r  l e s  d i r e c t i o n s
c ô n e  c o n v e x e  f e r m é

s i  e t  s e u l e m e n t
e n g e n d r é  p a r  F ,

S I :

l ? p p e l o n s  q u  I  u n  c h a m p  s p i r a l e  D
À ( D ) ( o  ,  t r D  I  o  i o ù  A e t
l e  d i s c r i m i n a n t  d u  p o l y n ô m e
t r a c e  D ) .  ( C f .  C h a p .  I I ) .

b)  qquBglAEMq_qqB sL(2,R)  .

0 n

s l

d e
d e

e s t  c a r a c t é r i s é  p a r  :
t r D  d é s i g n e n t  r e s p e c t i v e m e n t

c a r a c t é r i s t l q u e  d e  D ,  e t

v a  d o n n e r  d ' a b o r d  u n e  d e s c r i p t i o n
(2 ,R)  =  

t t  "  
, ,  (R)  /  t ro  =  oJc

d i m e n s i o n  3 .  C r e s t  a u s s i  l r a
L i e  s L ( 2 , R )  d é f i n i "  p a " { D  e  M 2 ( R )

d e  s t ( 2
I  e s t  u n

1 g è b r e
/  d e t D

v e c t o r i e l

d u  g r o u p e

, R ) .

e s p a c  e

d e  L i e
= 1 . \

)

N o t o n s  p a r :



3 9

4  =  {o  e r ( z ,R ) /A (D ) (o } re  cône
D e  s Î ( e ,R )  es t  d i t  con ipac t  s i  X
va leu rE -p rop res  imag ina i r es  pu res  )  .

d e s  c h a m p s  c o m p a c t s
( o , P ) ( o  ( i . e  a d m e t  d e s

la

S o i e n t  H =  ( "
\o

(  H ,  P ,  e  )  f o r m e

D o n n o n s  u n e
H ' P ' Q .

:)''=(i

u n e  b a s e

a= (i :)î '

d e  s 1 ( 2 , R )

r e p r é s e n t a t i o n  g r a p h i q u e  d e  2 3  d a n s  l a  b a s e

I

P o s  o n s

b a s e  d e

H

x= [1 : )  :  Y= /o  ] - \
\ o  - L l  \ i  " l t  

a l o r s  ( x 'Y 'Q )  cons t i t ue

s1 (2 ,R )  qu ron  u t i l i se ra  pa r  l a  su i t e .

u n e



4 0

P R O P O S  T T  I O N ' [c3

U n e  f a n i l l e  d e  c h a m p  d e  v e c t e u r  F  C  s l ( 2 , R )  e s t  c o n t r ô l a b l _ e
s u r  r ê s  d i r e c t i o n s  s i  e t  s e u l e r n e i E  s i  l e  c ô n e  c o n v e x e
e n g e n d r é  p a r  F  c o n t i e n t  u n  é I é m e n t  c o m p a c t .

N o u s  a r r o n s  m a i n t e n a n t  u t i l i s e r i  r e s  d i v e r s  r é s u l t a t s
c i - d e s s u s  à  n o t r e  c a s  à  s a v o i r  F = ( e r + o ) ;  r e  s y s t è m e  ( A , t D )
e s t  é q u i v a l e n t  d u  p o i n t  d e  v u e  i i e  l a  c o n t r ô l a b i t ï t é
r a d i a l e  a u  s y s t è m e  ( T , + î ) .

A e t D é t a n t  l e s  c h a n p s  p r o j e t é s  d e  A  e t  D  s u r s l ( 2 , R ) .

C o m p t e  t e n u  d e  l a
d o n c  (  A ,  + D  )  e s t
s e u l e m e n t -  s i  l e
. d

( 4 , + D ) ,  ( q u i  e s t
i . e - i n t e r s e c t e  H .

M a i n t e n a n t ,  o n
d u  d e m l - p I a n
c h a m p s ' c o m p a c t s

J
A = A  -  t r A

2
^t

i .  e  D = D  t r D
T

i - :_  1  t '1 :J  : ; . i i l : , . : .  : , : '

. rd

. rd

p r o p o s i t i o n  f c ] l c i - a e s s u s ,  t î , 5 1  e t
c o n t r ô l a b l e  

-  
s u r  l e s  d i r e d t i o n s  s i  e t

c ô n e  c o n v e x e  e n g e n d r é  d a n s  e ! ( z , R )  p a r
u n  d e m i - p l a n ) c o n t i e n t  u n  c t r â m p  c o m p a c t

: : i : , ' '  :

v a  d o n c  e  t  i q _ t é _ r e s s e r  à  . l  i . l n t e r s e c t i o n
e n g _ e n d r é  p a T  6 ,  f î l  a v e c  t  t  g n g e r u i "  

- d e s

de  16  dans  g I ( z ,R )  I  ùo i r ,  dees in r ' 41 : - ,  -  '

t .

' , . t  "  : , i

i iiiir
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3.1 ) g!gqE-P.g-9r,

Rappe lons  que  c1  =  ( t n , *o )  / ^ , (D ) )o  e t  x (A ,D ) " -o (o ) .Â ( r )> " )

o n  v a '  d o n n e r  u n e  d e s c r i p t i o n  c o m p l è t e  d e  c  -  e n  t e r m e s
d e  c o n p o s a n t e s  c o n n e x e s  i  c e t t e  d e s c r i p t i o n  s e  f a i t  e n
p l u s i e u r s  é t a p e s  q u r o n  é n o n ô e r a  s o u s  f o r m e s  d e  l e m m e s .

3)E-${:-{g-r-g-"-o-tt:lrlc--{g--{rllit"-tl"-"--p-1llle-s--È"__cn

N o u s  a r r o n s  é t u d i e r  d u  p o i n t  d e  v u e  d e  l a  c o n n e x i t é  d e s
d i f f é r e n t e s  p a r t i e s  d e  c .  ,  o b t e n u e s  p a r  a p p r i c a t i o n  d u
t h é o r è m e  d e  G . B .  ( C f .  f  è r e " p a r t i e ) .

!guug__! :

S o i t  ( A , + D )  a p p a r t e n a n t  à  C t

A l o r s  :

- s o i t ,  i l  e x i s t e  u n  c h e m i n  c o n t i n u  d a n s  c ,  q u i  j o i n t
l '

(e , !n)  a  (e ,+x)  : ,  , ' ,

- S o i t , u n c h e m i n c o n t i n u d a n s C , q u i J o i n t ' . . .

( A , + D )  à  ( - Q , + X )  ' = '  

, ' , , '  

' ' ; ' r ' .  , "  :

'  . '  , a  -  '  : .

" 
" ."' 

"tt:it.'tt,:'-';t 
"-';"'ï ' l ' l ' ' it 

t' ' ' ' t: litt" ' '

gqlggaqqNgg : '  '  :  ' ' , .  i '  1t:  ; ; r  "
: : 1  

' r ' - 1 1

C l  a  d o n c  d e u x  c o n p o s a n t e s  c o n n e x e s .
I

P R E U V E  :

Dans  c ,  ,  l a  con t rô rab i t i t é  <+  con t rô rab i l i t é  su r  r es
d i r ec t i ons  (e t  d i r ec t i on  du  rang ) .

x (A ,D )2  -  A (e ) .  Â (D )
t i o n n e l l e .

0 n  r a m è n e  D  à  u n e  f o r m e  d i a g o n a l e  D '  .

i
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D  a  d e u x  f o r m e s  p o s s i b t e s  ( y er (y

d e s  d e u x  f o r m e s  D t e l l e  q u e  o ' = p - l o p .

e t  V Z  é t a n t  l e s  v e c t e u r s  p r o p r e s

À r " a à )  a p p a r t e n a n t  à  c L + ( 2 , R )

a l o r s  P t  a p p a r t i e n t  à  G L - ( 2 , R )

r.o ) SaIglq!!'!_4_grE_rg3Ig_qrag9r4!E :

G L + ( 2 , R )  é t a n t  c o n n e x e  p a r  a r c s ,  i r  e x i s t e  u n  c h e m i n Y d a n s
c t +  (  2 ,  R )  t e l  q u e  :

t e l  q u e
[",1.--3--+P

l (o ) - rd ;  \ t r )=n

i)i")
O n  c h o i s i t  c e l l e s

v. ,  v2
avec  ,=  

/ . '  
. f  ( où

\ .  . l

a ssoc iés  aux  va leu

s i  on  p rend  
\  

=  
l . '
\'

(  i .  e  d e t  P l _ =  - d e t

r o p r e  s

ut

r s p

ue.

: )

P )

\  >1.
ou 

t> \

d a n s  C ,  q u i  r e l i e

{/i,d},---*(rr.l .^lt-t (t), '  ît i l  . (" )-l{ itr) \
i .  e  on  ' peu t  

dé fo rme , r  con t l num" l i  . - , 1

donc  (A ,+D ,  aans  c t f a  
î \ ,  * ( \  p \ \-t\b dl ' r \o I"l t

f i n a l e n e n t , ,  i 1 .  e x i s t e  u n  c h e m i n  c o n t i n u
( e , + o )  à  ( Â , + d )  a v e c  n ' d i a g o n a r e .

D = ()' ï")

pu i sque  A (o ;=Aoa )  e t  x (A ,D )2 -a (a )

son t  des  i nva r i an t s  de  base .

4

d a n s  C " .. I

.a (D  )  =x  (  A t .  o .  ) ' -A  o ,  )  .  A (A t  )
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O n  v a  f a i r e  c e t t e  t r a n s f o r m a t i o n  d a n s  C . ,  , c a r  c o m m e  o n

v i e n t  d e  f  i n d i q u e r  :  X (  A , D ) 2  -  A ( e ) .  A ( n )  )  o  s e  t r a d u i t
p a r  b c ( o  d u  f a i t  q u e  D ' e s t  d i a g o n a l e .

I I  c o n v i e n t  d e  d i s t i n g u e r  d e u x  c a s :

2 O  )  A N N U L E R  L A  D I A G O N A L E  D E  A

ç b ) o  e t  c < o
b c  ( o {

\ o < o  e t  c ) o

O n  v e r r a  q u e  c e s  d e u x  c a s ,  c o r r s e p o n d e n t  a u x  d e u x  c o m p o -
s a n t e s  c o n n e x e s  d e  C 1 .

O n  v a  t o u t  d t a b o r d  a n n u l e r  l a  d i a g o n a l e  d e  A '  :

P o u r  t = 1  o n  a u r a  :

(; ;) ' , () î))-(';' '" r,l.ru) ' r(1, il)' "F,!

{(; g' 1(l' il)
N o t o n s  q u e :

x ( A t , D ) 2 - À ( A t )  . A ( D )  =  b c ( o

\ r
V t  e  Ë , r J  p u i s q u e  D '  e s t  d i a g o n a l e  ;  c e t t e  d é f o r m a t i o n  e s t

d o n c  b i e n  d a n s  C l _ t .
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3o ) IEAIgLgEEEE-!!ril-eg-!1':!)-gg-!:1'1 ) .

" ) gAg-gq-De-i--e!-e-<e,

E n  e f f e t :

o \ \aans c .  I f  o
re l j+ \  r - t  )b+t

( 1 - t ) c - t ) , . ( )  
ï , ) )

t i  t é s  n é g a t i v e s  )  .

- t ( 1 - t ) b  +  t ( 1 - t ) c - t 2 (  o

.  c a ( o  ( s o r , r m e  d e  q u a n

r - t l " - t ]=  ( t - t )2u .

(r; :)' ,(à,
é v i d e m e n t  b t

[ ' - .  r0.. ]  [ r
l. u [",1

il)

0' il)
(t il)

; l

; l

tt
o,Ztr
Rr

;  : ) ' =  ( )

-1)

: )

( A , +

Pour t=r. on aura 
tt :) , r (à' l))

* ) gAq_gq_q(o_et_c )o_:

tft :), '() ;J) '""" 
",((i-.ro-. 

(r-t)c + ').(), iJ) u F,f

P o u r  t = l -

E n  r é s u m é :

o n  a u r a  :
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4o ) IlAIgl$ugB-!g-gqqt!E--l!,-hlel!!, -!).

M a i n t e n a n t ,  o n  v a  f a i r e  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  a u r  1 e  c h a m p
D .  P u i s q u e  D  a p p a r a î t  a v e c  I e  s i g n g  +  d o n c  o n  a u r a  d e u x
c a s  à  é t u d i e r  s e l o n  l e  s i g n e  d e  À r - e t ) ,  ( i . e  o ù  À 1  e t

À 2  s o n t  t o u s  d e u x  d e  n ê m e  s i g n e ;  o ù  d e  s i g n e  o p p o s é . )

O n  v a  c o m m e n c e r  p a r  é t u d i e r  l e  c a s  o ù  \ ,  e t \ ,  s o n t  d e

s i g n e  o p p o s é .

\* ) qqu-!)q-el\a(q=.

0n  va  p rocéde r  à  ce t t e  t r ans fo rma t i on .

/  f "  - r -  \ .  ( \  ?  \ \  dans  cn  f (o  - r .  \  *  ( (1 -1 ;  \ r+ r  o  \  \
\ \ r  " ) ;1 \ "  

^2) t  -  b \ \ r  o )  '= \o  '  - ( r - t )Àr - t )  )

t)) 
u"" 

"n

EEUAB99E :

A u s s i  p a r  l e  m ê m e  p r o c é d é  d e  t r a n s f o r m a t i o n  s u r  l e  c h a m p
D  o n  a u r a i t  o b t e n u  :

[ ( "  r \ .  ( ) ,  e \ \
\ \ ,  o l ,  i \o -) ,2) t  - t ( - î  : )  ' . ( :  f  ) )

l r* )r ).r. ]  ' )  o V. c 
[. ,1

n  a u r a  :

A(o-)  = [ t t - . l tI , L

P o u r  t  e  [ . , ù  o

I to -i-\ f\
\ \ t  " ) i  

l \ " {(r -:) ' ,(: :,)\
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Àr)À, '

L r i dée  es t  de  t r ans fo rmer  D=  
0  ; J  

en

d o n t  o n

c h e n i n

Dr-=

d o i t

(  c a r

CI'-î.)
f o r c é m e n t
]
Ato*  ) ) "  e t

La  t r ans fo rma t i on  cons i s te  à  dé fo rmer  t r r " r ,  - 12 .

E n  e f f e t :

Aro., = ft- (,-2,$,j=Ji ,:l-"'^J 
'ù e[''l

* ) eas-qq-b)s--Es-l ?>e..

O n  v A  s e  r a m e n e r

c o u p t e  ( \ , À 2 )

(À r , I r )  en  (1 , - t - ) .

a u

e n

S u p p o s o n s :

t

( a e t  d ) o )  e n

d e t = o  t o u j o u r s
. )

x(A,Dr) - -a(Dt )

N o t o n s  q u e  1 a
l e  c a s  d e t = o .

(ae t  d ,  (  o )
d a n s  C t  r  p â r  u n

. Â ( e ) ) o  ) .

c o n t r ô l a b i l i t é

c a s  p r é c é d e n t  (  i

( trr. ,-b ) et par

n e Ê e r a  p a s  a f f e c t é e  p o u r

.  e  t r a n s f o r m e r  1 e

s u i t e  t r a n s f o r m e r

p a s s  e r
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Pour  l a  va leu r  de  t=% on  au ra  :

( \  f) dans c* (Àl o ). \ o  oz /  - l  \  o  o /

Pou r  t  e  
& ,  

t ]  on  au ra  :

(c i) , .C x,)) 0""" ', , ttt 
'), ,(À: -,1,,) )

é v i d e r n b n t ,  t o u t e s  c e s  t r a n s f o r r n a t i o n s  s o n t  d a n s  c -  c a r

ôto . )2o  e t  x (A ,o . ) t -Ae l .Â (D. )  )o

F i n a l e m e n t ,  i 1  e x i s t e  u n  c h e

rÀr  ^  \
| . ;  -X r )  ( l ' e  qu i  on  s res t  r a

.  (À ,  . o \  -  t t  odonc  u "  \ ;  I ;  /  
à  ( ;  _1

so i t  à  t  { 0 ,1 * }

so i t  à  , { -n ,a" )

min  con t inu  qu i  , " r " *  $  f !  )  
a

m e n é  a u  c a s  c i - d e s s u s ) .

C O N C L U S I O N :

o n  a  d o n c  t r o u v é  u n  c h e m i n  c o n t i n u  d a n s  c t  q u i  j o i n t

( A , + D )  :
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gglqgqsgI9g

C .  . a  d o n c  d e u x
I

+ -
C "  e t  C "

I I

Ci  ensemb le

n u m e n t  d a n s  C ,

c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s  p a r  a r c s  q u r o n  n o t e r a

d e  C ,  q u f o n  p e u t  d é f o r m e r  c o n t i -d e s  s y s t è m e s

""  {0,  rx)

d e s  s y s t è m e s

." {-o , *x)
C t  e n s e m b l e

n u m e n t  d a n s  C t

d e  C ,  q u ' o n  p e u t  d é f o r m e r  c o n t i -

C e s  d e u x  c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s  c o r r e s p o n d e n t
c a s  r e n c o n t r é s  d a n s  1 a  d é m o n s t r a t i o n .

a u x  d e u x

IIIgBBEqlAI]qLqssUslErsss :

L r  i n t e r s e c t i o n  c o r r e s p o n d  à  C l  =  %  p l a n n % - .
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3.2o) g!g! .E-qg-92,

Rappe lons  que  , r=  
4 .A ,+D)  

/  D=  ̂r  e t  A (o r< . )

L E M M E  2  z

S o i t  ( A , + D )  a p p a r t e n a n t  à  C 2 .

a l o r s :

- S o i t  i 1  e x i s t e  u n  c h e m i n  c o n t i n u  d
( n , 1 0 )  a  ( q , + r d )  

r n  c o n t i n u  d a n s  c z  q u i  j o i n t

- S o i t  u n  c h e m i n  c o n t i n u  d a n s  C Z  q u i  j o i n t  ( e ,  + O  )  à  ( _ q ,  + I d )

gqlEgqsgwg :

C ,  a  d o n c  d e u x  c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s .

ruqgyE :

L a  d é m o n s t r a t i o n  é t a n t  r a  m ê m e  q u e  p o u r  l e  c a s  c i - d e s s u s
( l e m m e  L ) .

R e m a r q u o n s  q u e  d a n s  c e  c a s  r a  p r o j e c t i o n  d u  c h a m p  D  s u r
s l  (  2 ,  R )  d o n n e r a i t  l e  c h a m p  n u l .

o n  v a  é t u d i e r  l r i n t e r s e c t i o n  d u  c ô n e  c o n v e x e  e n g e n d r é
d a n s  s l (  2 ,  R  )  p a r  ( 1 ,  S ' )  q u i  d a n s  n o t r e  c a s  e s t  u n e  d e m i -
d r o i  t e  a v e c  1  |  e n s e m b l e  d e s  c h a m p s  c o m p a c t s  d e  9 1  (  Z ,  n  )  .

a l o r s ,  p a r  u n  c h a n g e m e n t  d e  b a s e r  o r r  r a m è n e  D  à  ( r l  , . o \
e t  p a r  t - e  m ê m e  p r o c é d é  ( v o i r  t e m m e  L  )  o . ,  

t o r " ? l s f o r m e

^  1 4  c \  l o  - 1 \^ = ( u  
d )  e n  

\ t  o )  
d a n s  l e  c a s  o ù  b ) o  e t  c ( o

. "  ( - i  : )  dans  re  cas  où  b<o  e r  c )o



E N  R E S U M E  :

gqrylqglgl :

O n  a  d o n c

( A , + D )  :

5 0

( A , l D )

t r o u v é  u n c h e m i  n

i))

c o n t i n u  d a n s C Z  q u i  j o i n t

- : ) ;1 ( :

:);1(: i))

s o i t

s o i t

( Q , + r d )

( -e ,+ ta )

a

a

,"ft
\ ( '

i
, . . ; l  )  4
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3 . 3o ) EIgqE-qq-93.

R a p p e l o n s  q u e  C a  =

L E M M E  3  :

D a n s  C ^  l a
J

d i r e c t i o n s  e t

D  a  d e u x  f o r m e s

- ( )  
)

l -  e r  C A S  :

e t  x (A ,D ) ' - t ( o ) .Â (D )

S o i t  ( A ,  + D  )  a p p a r t e n a n t  à  C a .

a l o r s  :

- S o i t ,  i l  e x i s t e  u n  c h e m i n  c o n t i n u  C g  q u i  j o i n t

( A , l D )  à  ( H , 1 P )

- S o i t ,  u n  c h e m i n  c o n t i n u  d a n s  C "  q u i  j o i n t

( A ,  + D  )  à  ( - H ,  + P )

I

\ (  e ,  * o  )  / L (D  )=o
D Itr I

>")

gqIgE9sEIgg :

C g  a  d o n c  d e u x  c o m p o s a n t e s

P R E U V E  :

c o n n e x e "  a à

c o n t r b l a b i t i t é

c o n d i t i o n  d u  r a n

c a n o n i q u e s  p o s a i b l e s .

e t  c : .
J

e
e

c o n t r ô l a b i l i t é  s u r  l e s

,-û il

l r r  e  cL+ /

E n  e f f e t  G L +

e t  p a r  s u i t e

et  e rne ;1=d

- 1
P l D P ;  =

é t a n t  c o
- , 1

PIDP i  =

I d

(: i)
n n e x e

(à i)
d a n s  G L -

o o n c  P  -

c e t t e  d é f o r m a t i o n  s e  f a i t  d a n s  C g  ( c a r  A ( D )

s o n t  d e s  i n v a r i a n t s  d e  b a s e . )

et  x  (A ,D) ' -a (o ) .4 (D)



? t  
r i D - 1  ( À  o \3pz  e  G t  /  p2Dp2  =  

\ i .  i )

e n  e f f e t  G L -  é t a n t  c o n n e x e  p a r

e t  donc  D-+ t ,  (à  i )  r ; t =

c e t t e  t r a n s f o r m a t i o n  s e

X ( A , D ) 2 - a ( A )  . À ( D )  s o n t

2  è m e  C A S  :

p o u r  t = 1 o n a :

5 2

f a i t  d a n s  C g

d e s  i n v a r i a n t s

a r c s

(| i)

d a n s  G L
d o n c  P  

Z

(  c a r

d e

à (

= O

)

À(n l
b a s e  )

ài)

e t

F i n a l e m e n t  o n  p e u t  t o u j o u r s  r a m e n e r  D

L  è r e  E T A P E

E n  e f f e t

i) ""
\
oD E F OEsE!-{

' :G il)(;

tt;
c e t

x(

:) '=(| i)) '"""'!,(6 
ï'r( (11*)ÀÏ '8,!

C g  ,  c a r

e t  A (D t )

r - t  D
o

b l od a n s

2
>o

t e  t r a n s f o r m a t i o n

) -
A,Dt ) - -A(A)  .A (Dr )

e s t

= b

:)
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, .  . i

i - , i

rl-.:j
'.a.1

.:
i ' t i

t.;
f i' , 1

;:.1
1,1' l

LJ
l

i
:-i

i,r-l
':.1
al,'i
rl;l

.-g
:li
d
5i
.-l

-;

.
;.;
,i

o n  v a  f a i r e  c e t t e  t r a n s f o r m a t i o n  d a n s  c g  
" . "  

o =  ( l  : )

e s t  c o n s t a n t e  d o n c  x ( A , D ) 2 _ a ( A ) . Â ( D ) = u 2 ) o .

t(3 ;) ' .(: ;)) u""" '. r('t-' " ,,I,rJ,, (l :)). , F,l

3-èsg-EIAEg__AIIg!gE_!4_qIAq9!A!E DE A.

9'-èss-Er4lE-qqNrgrE-a-rBArlrqEuqE-lE cout!E_!!, s ) _en_!!re)
s i  b ) o  e t  e n  ( - t , o )  s i  b ( o

x (A*D)2-A(A t ) .A (D)  =  u lo

arors  pour  t= l  on  a  :  
{ f ;  : )  ,  .  ( :  : ) )

e n  e f f e t :

( r1. ,0. ,  
( l - t )c)  

; r ( : : ) }  *s6,r ]

{G il;+(::))

d e  m ê m e  s i  o n  s u p p o s e  b ( o  o n  a u r a  , ( _ l  
: )  , t ( :  : ) )

pour la quant i ré x(A.,o)2-dA.) .A(o)= l , r_r lo. f>.V* ,  b, t r  .

p o u r  t = L  o n  a  :

R E M A R O U E  :-____;__
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C O N C L U S I O N :

O n  a  d o n c  t r o u v é
( A , + D )

u n c h e n i n  c o n t i n u  d a n s C g  q u i j  o i n t

s o i t  à  ( H , + P )

s o i t  à  ( - H ,  + P )

ggllgguEIlE :

C g  a  d o n c  d e u x  c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s  p a r  a r c s  q u r o n

c ;  e t  c ;
n o t e r a

c ;  e n s e m b l e  d e s  s y s t è m e s  d e  c g  q u ' o n  p e u t  d é f o r m e r  c o n t i n u m e n t

d a n s  C g  :  e n  ( H r + P )

C g  e n s e m b l e  d e s  s y s t è m e s  d e  C g  q u r o n  p e u t  d é f o r m e r  c o n t i n u m e n t

d a n s  C g  :  e n  ( - n , + P ) .
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3.40  )  E lgqq-q .E  c ,  :- - -4

L E M M E  4  :

S o i t  ( A r + D )  a p p a r t e n a n t  à  C o

A l o r s  i l  e x i s t e  u n  c h e m i n  d a n s  C A  q u i  j o i n t  ( R , + O )  à  ( X , + Q )

q9lgEssglgE :

C q  e s t  c o n n e x e .

P R E U V E  :

D a n s  C q  l a  c o n t r ô l a b i l i t e  S )  c o n t r ô l a b i t i t é  r a d i a t e
( e t  c o n d i t i o n  d u  r a n g ) .

Â { o )  ( " ,  a l o r s  p a r  u n  c h a n g e m e n t  d e  b a s e  o n  d é f o r m e  D
d a n s  C a  c a r  i n v a r i a n t s  d e  b - -  ^ t  b  - c lase en  o= (Ë  

-o 'J " " " .  
Ê=+1

o ù  o n  a u r a  à  d i s t i n g u e r  d e u x  c a s  
" ô r o r r ' l '  

q u e  â = 1  o u  g = - l -

L a  c o n t r ô l a b i t i t é  d u  s y s t è m e  ( d ,  * d )  e s t  e x p r i m é e  p a r

l a  q u a n t i t é  A ( d . d l = ( b + c ) 2 - + " a > .  t - l a  c \ .^=\o dJ '
L e  b u t  e s t  d e  t r a n s f o r m e r  c o n t i n u n e n t  d a n s  c  q  (  A ,  + D  )  e n  (  1 ,  * q ;

A v a n t  d e  p r o c é d e r  à  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  s u r  r e  c h a m p  A ;
o n  p e u t  s u p p o s e r  q u e  ( b + c ) ) o .

Rappe lons  que  c4  =  
{ , o ,ao ) /A (o ) (o  

i  t rD=o  e t  A .1A .D )>ù

En  e f f e t ,  s i  b+c=o i  comme O=  
! , " , 0 , c , d )  / ( b+c )2  _4ad  > " )

es t  un  ouve r t  de  R4  3g>  t e t  que  t (  Ë ,b , c , { , t l eO
e t3 (  J , é , " ' , j ) c ' s  t e r  que  d *#o  e t  (É *ô2 -a "d>o .

i i t . [ " ; l ; i ;È ;  . t '  
dés igne ra  boure ouver te  du cent re [ " ,u , " , { f
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* ) !4-1-èrs-EIAtE-:--4Ug!gB-e-e!-9

E n  e f _ f e t  :

(g :) , r (î -l))u""" 'o ,t(';''" r,l.,J ,'6; -:)) . . F, !
Âte . .D)=(b+c) ' -o ( t - t )2aa ;o  V t  u  8 , i l  ( ca r  I  ( r - t )2aa ; ( laa l  ) .

* ) !4-3Èse-EL4tE-:--IEAIEgqEggE-!q-9998!E-Lg, o )-en- ( I , ! ).=

( ,

l(; :) ; r (; :)) 0"""'o 
, t(; :) ; r (î -:ù. u1",il

Â(e t .D)=(b+c)2+a tzyo  V te  p , !  =à  dans  c4 .

P o u r  t = 1  o n  a u r a  :

(G :) ' .( :))

p o u r  t = 1  o n  a u r a  :

tc -i) ; + (i ;))

d a n s  C  
4 .

è m e  E T A P E  :  A N N U L E R  b e t c .

t

b

l_

9

e

)

)

A-

f f

1
- t

. D

t

* )  !

E n e

(r
t\'

Àt e.

p o u r

tr- i l ) ; !( l :)) . ,8,1

[ , t - . ) (u*. t ]2,a)o to F, l
o n  a u r a  :

I  F o\  (o -1\ l
\ \ ' t ) ' l \ t  . ) )
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C O N C L U S T O N  :

e x i s t e

_i)

u n  c h e m i n

. ( î  : ) ]

I 1

(:

c o n t i n u  d a n s  C o g u i  j o i n t  ( R , + O )  à

3.  50  )  g ryqg-DE-c- :
- - - 3

Rappe lons  que  . u=  
{ t , lD  

)  /& tD  )<o ,  t rD lo  e t  A I | aÙ

L E M M E  5  :

C S  a  d e u x  c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s .

P R E U V E  :

O n t e m p s  c o n s i d é r e r  l r e n s e m b l e

D  é t a n t  f i x é .

v a  d a n s  u n  p r e m i e r

1n c  Mr (R)  /  A -z r - ' ' \
\ - -l 'J'

t  e n s e m b l e  n t e s t
n n e x e  p a r  a r c s .

C e
c o

\ \ \ \

N\

N
r-.:. 

\". 
)

,\

N
ù\
\\\

\\

A
a u t r e  q u e  :  R \ n p  q u i  e s t  m a n i f e s t e m e n t
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M a i n t e n a n t l r e n s e m b l e

M 2 ( R )  /  ^ ( D ) ( o

s o i t  I ' a p p l i c a t i o n  f  :  Q - - . . + 3 "
D + f . ( o ) = 1 " 9 . p ( D )

I

où p (D)=x(Q,n ) .

t r D  m e s u r e  l e  c a r a c t è r e  e x p a n s i f
t r a j e c t o i r e s  p o u r  u n  c h a m p  s p i r a l e .

X ( Q , D )  m e s u r e  l e  s e n s  d e  r o t a t i o n  d e

;  t r O l o )

o n  v a  é t u d i e r

O=f' / D e

o ù  c o n t r a c t i l e  d e s

D ,  e n  e f f e t :

d e r o t a t i o n  q u e  s a  p r o j e c t i o n  s u r  s 1 ( 2 , n )D  a  m ê m e  s e n s
- i= \ -% 

t rD.  rd .

a =(: - :)' = ( :  
: )

' = ( :  
_ : )
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so i t  T  e  a | (2 ,n1

T = d H  + B P + T Q  o ù  H , p , Q  e s t  u n e  b a s e  o r t h o g o n a l e
r e l a t . i v e m e n t  à  I a  f o r m e  b i l i n é a i r e  X .

s i  Â ( f ) < o  a l o r s  T  a p p a r t i e n t  a u  c ô n e  K

T  e  X + g [ 7 o  f f i X ( T , Q ) ) o  ( i . e  q u e  T  a d m e t  u n e  c o m p o s a n t e
) o  s e l o n  Q  d a n s  s t ( 2 , n )  r e l a t i v e m e n t  à  l a  b a s e  H , p , Q ) .

T  €  K F à Ù < o g { x ( T , Q ) ( o  ( i . e  q u e  T  a d m e t  u n e  c o m p o s a n t e
( o  s e l o n  Q  d a n s  s l ( 2 , R )  r e l a t i v e m e n t  à  l a  b a s e  H , p , Q ) .

En  e f f e t  :

x (T ,Q)=o {x (n ,Q)  +  f {P ,Q)  +Ux (Q ,Q)  = f

X ( H , Q ) = o  ;  X ( P , Q ) = o  ;  x ( Q , Q ) = l -

R e m a r q u o n s  q u e  f ( D  ) = f ( - D  )

E n  e f f e t  :  f  ( - D ) = r r ( - D ) . p ( - D ) = - t r o .  ( - p ( D )  ) = f  ( D )

d o n c  O  n r e s t  p a s  c o n n e x e .

M o n t r o n s  q u e  c h a c u n e  d e  c e s  p a r t i e s  e s t  c o n n e x e s .

A ( D ) (  o  ,  a l o r s  p a r  u n  c h a n g e m e n t  d e  b a s e  o n  d é f o r m e  D
d a n s  C - .

c

I ' a p p r i c a t i o n  f  e s t  m a n i f e s t e m e n t  c o n t i n u e  e t  n o n  n u l l e
s u r  0 .
d o n c  o  a d m e t  u n e  .  p a r t i t i o n  e n  d e u x  s o u s - e n s e m b l e s  o u v e r t s
q u t o n  n o t e r a  p a r  O -  e t  O - .

où o+=(+o /  D  e  u r (R) ;  A (o ) (o ;  t rD lo  e t  e (D) . t ro )o ) ,

o -= { to l  D  e  u r (R) ;  A (o ) (o ;  t rD lo  e t  e (D) . t rD(o } .L - z \ t 7



6 0

, rG 

-l)= P-1o P

t(-î 
{ )

.([::] l l t 
-[ l: l ] l ; l) 

*.F,i l 
convient

À(  n .  )4o

a lo r s ,  i 1  ex i s t e  un  chem in  con t i nu  dans  o -  (  donc  dans  au  )  .

qu i  j o i n t  *1d  B r  '  t t  1 \
-çB a l  a  1\ - t  l

P C G L

s i  D  e  O *  ,  p u i s q u e  
e  

( D )  e t  t r D  s o n t  d e s  i n v a r i a n t s  d e
b a s e  :

t
o n  a u r a  :  p ( 6 ) . t r d ; , o  i . e  o ( B ) o

a l o r s  i l  e x i s t e  u n  c h e m i n  c o n t i n u  d a n s  o *  ( d o n c  d a n s  c ^ )

qui joint .( l  i )  '  r( i  i )

] e  c  cL *  t e l  que  r - l oe f ,  
ï ) =o ,  ou  d t i n  son t  r es  va reu rs

p r o p r e s  c o m p l e x e s  d e  D .

E n  e f f e t ,  l a  t r a n s f o r m a t i o n  s u i v a n t e :

p o u r  t = L  o n  a u r a  :

E n  r é s u m é  O *  e s t  c e n n e x e  p a r  a r c s .

= (i -t)

D e  m ê m e ,  s i  D  €  o - r . p u i s q u g  P ( D )  e t  t r D  s o n t  d e s  i n v a r i a n t s
d e  b a s e  o n  a u r a  :  f ( D ) .  t r D ( o  i . e  c { B ( o
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pour  r=1 on aura ,  a  ( .1  i )

O -  e s t  d o n c  c o n n e x e  p a r  a r c s .

M a i n t e n a n t  o n  v a  f a i r e  l a  t r a n s f o r m a t i o n  c o n t i n u e  s u i v a n t e
L

d a n s  O '  .

d a n s  O + t'u,.(i 
-il ,)c o n t i  n u m e n t(A r ,+o )  e  o+

I  t t  - r ù

to ' r ( i  

- i ) )  
é tan t  le  Pro to tYpe  de  o+ .

E n  e f f e t :

Soi t  D  f i xé  u=  
f ,  ta *yn \  é tan t  connexe  par  a rcs

donc nr-s.J ' ' r6

( I d , + D )  a p p a r t i e n t  t o u j o u r s  à  O +

L  |  é tape  su i van te  cona i s te  à  dé fo rmer  con t i numen t  +D  dans
^+ I t  -1 \u enlb 

I

- (1 1) dans o+

ptexe"l! t  t t , tr

*o dans o+ * (l:; lî l i  
- 
[ï: l i i ;ï ) * , F, {

p o u r  t = l -  o n  a u r a  :

a l e u r s  p r o p r e s  c o mÂto . l ( o  ( v

o "  A ( I d )=s
t ,

d o n c  D  e t  I d  s o n t  l i b r e s  V t .
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C O M M E N T A T R E :

0 n  a  e x p l i c i t é  e t  c a r a c t é r i s é  g é o m é t r i q u e m e n t  I e s  d i f -
f é r e n t e s  c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s  p a r  a r c s  d e s  s o u s - e n s e m b l e s
C t  , C Z  , C a r C 4 r C 5  e n  e x h i b a n t  p o u r  c h a c u n e  d e  c e s  c o m p o s a n t e s

c o n n e x e s  u n  s y s t è m e  t y p e .  o n  v a  u t i r i s e r  c e t t e  s t r u c t u r e
p o u r  o b t e n i r  c o m n e  r é s u l t a t  a n n e x e  1 e  f a i t  q u e  a h  e s t

c o n n e x e .

EEUABqgE :

+ - + -
1 '  ô  F '  t 1  ( 1u l _  r  u l _  r  u 3 ,  u 3  r  u 4  s o n t  c o n n e x e s  p a r  a r c s .



P R O P O S I T I O N :

P R E U V E :

6 3

C t U  C g U  C A  e s t  c o n n e x e .

O n  v a  t o u t  d

L  I  i d é e  e s t
( a , + o )

a p p  a r t e n a n t

a p p  a r  t e n a n t
t o u t  l e  l o n g

I  a b o r d  d o n n e r

d e  t r o u v e r  u n

u n e  i n t e r p r é t a t

c h e m i n  c o n t i n u

i o n  g é o m é t r i q u e .

j o i g n a n t  u n  s y s t è m e

à c .  u  c^  u  c ,  à
l J 4

a u  m ê m e  e n s e m b l e
d u  c h e m i n .

u n  a u t r e  s y s t è m e  (  A t ,  + D ' )

;  e n  r e s t a n t  d a n s  c e t  e n s e m b l e

s;

R E S U M E :

rl

L  I  i d é e  e s t  d e  m o n t r e r  q u  t  i l
qu i  j o i n t  @-@+@+@

Y; v;

e x i s t e  u n  c h e n i n  c o n t i n u

O n  v a  c o m m e n c e r  p a r  p r e n d r e  u n  s y s t è n e  ( A , + D )  €  C t  e t

1 e  d é f o r m e r  c o n t i n u m e n t ,  e n  d r a u t r e s  t e r m e s  t r o u v e r  u n
c h e m i n  c o n t i n u  q u i  p u i s s e  j o i n d r e  ( ! * @ * € - @

E n

S o i c  c t

e f f e t :

t 
{rx, o}
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u n e  p r e m i è r e  t r a n s -
c e t t e  t r a n s f o r m a t i o n

O n  v a  d a n s  u r ;  p r - e m i e r  t e m p s ,  f  a i r e
f o r m a t i o n  d e  

l f x , O ;  ,  p l u s  e x a c t e m e n t

c o n c e r n e  1 e  c h a m p  X

:i)/ cos  
t0

= 
ls in  to

-  s i n

c o s
A l o r s  ,  J t n u  n a t r i c e t t e  S L ( 2 , R )  o ù  P a

avecÔ=f /q ;e t t c  F , !

.  ro
P . X P : a  =  [ t

t t \

- l

PrQPr -  -  a

: )

c t

n e x e  p a r  a r c s  )  .

c h e m i n  c o n t i n u  d a n s

- L \  ( o  r - I \
;) ; + \i ;l J

S L ( 2 , R )  c o n

t r o u v é  u n

;)) -{c

{ .  
( ï  : )

l e  m ê m e  a r g u m e n t  ( i . e

a  d o n c  f i n a l e m e n t

,  l r "  -1 \  tL
Jo ln t  

l \ t  "  )  
' 1  ( o

p a r

O n

q u i

d o n c  p a r  d é f i n i t i o n  d e  C i

M a i n t e n a n t ,  o n  v a  p a s s e r  à

' ( î  : )  )

+e c. .
I

'6j

s  e c  o n d e

- - - - -

s{\

tP+
s t
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I 1  s u f f i t  d e  p r e n d r e  1 a  t r a n s f o r m a t i o n  s u i v a n t e  :

q u i  c o n s i s t e  à  d é f o r m e r

:)

:) ;

,t on

r - t )yoVt  tk , tL

x (A t , o . )  t -A (A t )  .A (D t )  es t

( c a r  D t  e s t  d i a g o n a l e ) .

E n  e f f e t  :  b t . " t = - ( 1 - t ) ( o

p o u r  t = L o n  a u r a

E n  e f f e t :

C O N C L U S I O N  :

'))-(i -l) ,. € ))

----------+(;

ci.

, l( i{tr

.ti il)
e s t  d a n s

(to

\r'
pour  t  c  b ,

e n  e f f e t :

A(o- )  =  q (

- ' l ') ' t ("-.'"))' ' F,'.1

c a r a c t é r i s é e  p a r b . .  c r ( o

V. r Ë,,f

:I. ci
("

'  

{ Ë : )

X ( A , D ) 2 - A ( A )

, +e )

' r(3

.À (o ) ; o

C n  C u i  j o i n t u n  s y s t è m eO n  a  t r o u v é  u n  c h e m i n  c o n t i n u  d a n s

e  c i  e n  u n  a u t r e  t  . ; .

L t é t a p e  s u i v a n t e  c o n s i s t e

u n  s y s t è m e  a p p a r t e n a n t  à

à  d é f o r m e r  c o n t i n u m e n t  d a n s
+

C  e n  u n  a u t r e  a P P a r t e n a n t
3

* )

c
h

à c4 .

\

ç,
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: ) ' )) - ' [ : .  l_), I

pou r  t =o  on  es t  dans  C i .

pou r  t  e  ] . , i l  on  es t  dans  C4 .

En  e f f e t  :  { ( o - )  =  - 4 t  ( o  V .  t  ] " , !

er  6(At .o . )=  1r - t )2*a tz) ,o  Sr  r  1 ,q

E n  e f f e t :

p o u r  t = l -

C O N C L U S I O N :

t(i ( :  : )  
)

r€

o n  a u r a  :

t(i :) , .(ï l)) . co

O n  a  t r o u v é

t è m e e C I : e n
3

*  )  M a i n t e n a n t

u n  c h e m i n  c o n t i n u  d a n s  C n  C u i  j o i n t  u n  s y s -

u n  a u t r e  a p p a r t e n a n t  à  C o .

o n  v a  p a s s e r  à  a ;

8,,r

r (ï-,

E n  e f f e t  :

tft -;), r(r, :))
pour t .E , { .on e s t  d a n s  C 4 .

- ,r l r , )  ' :)) . e F,l
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E n  e f f e t

Â ( 1 . )

A{n- .o . )

P o u r  t = l -

- 4 ( t - t  )  ( o

t 2  + 4 (  L - t  ) ' >  o

rI
't

{Cl $;r(::))

Y-

Vt

È ,

E,

o n  e s t  d a n s

E n  e f f e t :

C O N C L U S I O N :

I 1  e x i s t e  u n

t è m e  e  C O  e n  u n

c h e m i n  c o n t i n u  d a n s  C f ,

a u t r e  a p p a r t e n a n t  à  C ,

q u i  j o i n t  u n  s y s -

* ) L a  d e r n i è r e  é t a p e  c o n s i s t e
d a n s  C f ,  d e  C a  à  C ,

p a s s e r  c o n t i n u e m e n t

\

E;

E n  e f f e t

p o u r  t + o

p o u r  t  €

:))'-tc I
ca
d a n s  C 1 -

t e E'q{t-; :)' - (:
o n  e s t  d a n s

3,  t ]  on  es t

: ) ): )  , (:
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À(D t ) : 4 t>  pou r  t  e Ï , f

K (A t , o - i  -A (ea ) .Â (o t ) ) o  es t  ca rac té r i sée  pa r  b t . c t ( o

b t . . t  =  - t ( o  pou r  t  e  ] o ,  t ]

pour t=l on " (_i :) , 1 (i i l)

o n  a  t r o u v é  u n  c h e m i n  c o n t i n u  d a n s  c n  ,  e u i  j o i n t  u n
s y s t è m e  e  ' a C ;  e n  u n  a u t r e  a p p a r t e n a n t  à  C -

f i , n a l e m e n t  ( p a r  I e  m ê m e  a r e u m e n t  p a 0  S r , t z l n l  )

on aura 
f (T :) ,(i :)) --*É(: -ï) ,(i :))

E n  e f f e t :

C O N C L U S I O N :

C O N C L U S T O N :

I l  ex is te  un  chemin  cont inu  qu i  jo in t  C i :>Cl -+  oa ia i
c h a c u n  d r e u x  é t a n t  c o n n e x e  p a r  s u i t e  c t u  c g u  c q  e s t  c o n n e x e
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L E M M E  5  :

C "  U  C -  e s t  c o n n e x e .
4 3

P R E U V E  :

R e m a r q u o n s  q u e  :

R a p p e l o n s  q u e  i  î
c4=  

{ t n , *o  )  /  A l r ^ )  1o  ;  t rD=o  e t  Â (a .n ) )o  
}

*=(:  - i l )  c €s pour ÉarutX:î î ; ' ' " "" '

C A  U  C S  e s t  c o n n e x e

cq -  F r ( cu ,

E n  e f f e t  :  .
l  . ( o  _ 1 \

lo= [i ;l
e f f e c t i v e m e n t :

to= (i Ë)
à  p r é s e n t  m o n t r o n s  q u e

*=(:  _ï  ù '  
crn rr(cu)

S o i t  x  €  C q

x€Frc i

o n a :

cic ci U.c,{

^ +  . L - - L  -  - +t 5  e t a n t  c o n n e x e '  c l o n c  C 5  '  P â r  s u i t e  C U  U x ( d ' a p r è s  u n  r é s u l t a t  d e

t o p o l o g i e ) .
o r  C 4 n  ( a ;  U  x )  +  g  o ù  C o  e s t  c o n n e x e  ( v o i r  L e m m e  3 ) .

p a r  a p p l i c a t i o n  d  I  u n  r é s u l t a t  d e  t o p o l o g i e  g é n é r a 1 e ,
o n  p e u t  c o n c l u r e  q u e  C a  U  C ;  e s t  c o n n e x e .

d e  m ê m e  a v e c  C ;

f i n a l e m e n t ,  C 4  U  C U  e s t  c o n n e x e .
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L E M M E  6  :

C t  U  . C Z  e s t  c o n n e x e .

P R E U V E  :

=  
{e ,+D) /o=À l  

e t  A (A )<o )

{o, sra} e clr" r  ci  I

t1; 
-il, 1(L',)) € ci

R a p p e l o n s  q u e  C Z

R e m a r q u o n s  q u e  :

donc  , t r  U  C i  p " t  connexe  (  l a  r éun ion  d run  ouve r t  connexe

e t  d run  po in t f i f Fon t i è re  es t  connexe ) .

de  même s i  on  p rend  
{ -O ,1 ra )  

c  c l u r  (  c ;  )  .

C ;  U  C ,  es t  connexe  pa r  I e  même a rgu lhen t

C rCFrCr .

E n  e f f e t :

e f f e c t i v e m e n t :

f i n a l e m e n t

C t  U  C Z  e s t  c o n n e x e .

L E M M E  7  :

C t  U  C Z  U  C g  U  C a  e s t  c o n n e x e .

P R E U V E  :  L a  d é m o n s t r a t i o n  e s t  i m m é d i a t e

E n  e f f e t  o n  a  m o n t r e r  q u e  C t  U  C g  U  C A  é t a i t  c o n n e x e .

( v o i r  p r o p o s i t i o n ) .

e t  o n  v i e n t  d e  m o n t r e r  q u e  C t  U  C Z  e s t  c o n n e x e  ( l e m m e  6 )  ,

d r a p r è s  u n  r é s u l t a t  d e  t o p o l o g i e  g é n é r a l e  j
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L  I  i n t e r s e c t i o n  d e u x  à  d e u x  d e  c e s  d e u x  e n s e m b l e s  é t a n t
n o n  v i d e  d o n c  C .  U  C ^  U  C ^  U  C .  e s t  c o n n e x e .

L Z J 4

C O R O L L A I R E  :

L ' e n s e m b l e  d e s  s y s t è m e s  h o m o g è n e s  c o n t r ô l a b l e s  C -  e s t
n

c o n n e x e .

P R E U V E  :

L a  d é m o n s t r a t i o n  é t a n t  l a  m ê m e  q u e  c i - d e s s u s  ( l e m m e  7 ) .

E n  e f f e t :

C O  U  C U  e s t  c o n n e x e  ( l e m m e  5 )

C t  U  C Z  U  C g  U  C a  e s t  c o n n e x e  ( l e m m e  7 )

t e  f a i t  q u e  I  I  i n t e r s e c t i o n  d e u x  à  d e u x  d e  c e s  d e u x  e n s e m b l e s

e s t  n o n  v i d e ,  o n  p e u t  c o n c l u r e  q u e  I  
u f  

C i = C h  e s t  c o n n e x e .
f-/
i = L
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3  è m e  P A R T I E

E T U D E  D E  L A  C O N N E X I T E  D E  L I E N S E M B L E  D E S  S Y S T E M E S  A F F I N E S

C O N T R O L A B L E S  C a .

I N T R O D U C T I O N  :

D a n s  c e  c h a p i t r e r  o D  s r i n t é r e s s e  à  1 a  c o n n e x i t é
d e  l t e n s e m b l e  d e s  s y s t è m e s  a f f i n e s  c o n t r ô l a b l e s  C a .
O n  s a i t  m a i n t e n a n t  (  c f .  I è r e  p a r t i e  )  q u e  l e s  s y s t è m e s

t t .  t )  s o n t  d e n s e s  d a n s  l r e n s e m b l e  d e s  s y s t è m e s  a f f i n e s
c o n t r ô l a b 1 e s  C a ,  c e  q u i  v a  n o u s  p e r m e t t r e  d e  c o n t o u r n e r
l e  p r o b l è m e  e t  d r a b o r d e r  p l u s  f a c i l e m e n t  1  t  é t u d e  d e  1 a

c i  s ' a P P u i g  s u r  l a  c o n n e x i t é  d r u nc o n n e x i t é  d e  C a .  C e l l e
e n s  e m b  1 e  d e n s  e  d a n s  t t  .  t  ï  .

h o n n o g  è  n e
P o u r  c e  f a i r e r  o t r  a  b e s o i n  d e  m o n t r e r  a u p a r a v a n t  l a  c o n -
n e x i t é  d r u n  e n s e 4 b l - e  d e n s e  d a n s  I  I  e n s e m b l e  d e s  p a i r e s
c o n t r ô l a b l e s  s u r  R : t t  ,  q

P o u r  g e L a r  o D  v a  m o y e n n a n t  l e  t h é o r è m e  d e  c o n t r ô l a b i l i t é
s u r  R f u  p a r t i t i o n n e r  C r  e n  u n  c e r t a i n  n o m b r e  d e  p a r t i e s
(  c f .  t à b l e a u  L è r e  p a r t i e ' )  o ù  l r o n  i m p o s e r a  u n e  c o n d i t i o n
s u p p l é m e n t a i r e  s u r  A  e j t  q u e  6 o n  d é t e r m i n a n t  s o i t  n o n
n u l .
L t i d é e  e s t  d o n c  d e  t r o u v e r  u n  c h e m i n  q u i  p u i s s e  d é f o r m e r
t o u t e  p a i r e  ( A , + D )  a v e c  d e t  A  n o n  n u l  e n  u n  s y s t è m e  t y p e
( R '  , l D '  )  a v e c  

- d e t  
A '  n o n  n u l ,  l e  c h e m i n  r e s t a n t  d a n s  l t

e n s e m b l e  d e s  p a i r e s  c o n t r ô l a b l e s  p o u r  l e s q u e l l e s  d e t
A  n o n  n u l ,  c e t  e n s e m b l e  n r e s t  m a n i f e s t e m e n t  p a s  c o n n e x e ,
o n  v a  r e c o l l c f  l e s  d i f f é r e n t e s  p a r t i e s  e n  a j o u t a n t  d e s
p o i n t s  q u i  s o n t  c a r a c t é r i s é s  p a r  d e t  A  n u l ,  p a r  s u i t e
o n  p e u t  c o n c l u r e  q u e  c e t  e n s e m b l e  e s t  c o n n e x e ;
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Q u a n t  a u x  s y s t è m e s  a f f i n e s  r  â u  c o u r s  d e  l a  d é f o r m a t i o n
d a n s  I  I  e n s e m b l e  d e s  p a i r e s  c o n t r ô l a b I e s  s u r  * - t \  ,  o o
n r a  p a s  l a  p r é s e n c e  d u  p o i n t  f i x e  ( d e t  A  é t a n t  n o n  n u l )
c e t  - e n s e m b l e  n r é t a n t  p a s  c o n n e x e ,  o n  v a  u t i l i s e r  I e  p r o -
c é d é  d e  r e c o l l e m e n t  e n  a j o u t a n t  d e s  p o i n t s  q u i  s o n t  c a r a c -
t é r i s é s  p a r  d e t  A  n u l ,  t o u t  e n  é v i t a n t  l e  p o i n t  f i x e
a v e c  u n  b o n  c h o i x  d u  v e c t e u r  6 .

F i n a l e m e n t r  o r 1  p e u t  a f f i r m e r  q u e  c e t  e n s e m b l e  e s t  d e n s e
e t  c o n n e x e  d a n s  t l . s \  r  p â r  s u i t e  o n  p e u t  c o n c l u r e  q u e
l r e n s e m b l e  d e s  s y s t è m e s  a f f i n e s  c o n t r ô I a b l e s  C a  e s t  c o n n e x e .
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I I  R E S U L T A T  P R T N C I P A L

0 n  v a  é n o n c e r  I , s  r é s u l t a t  p r i n c i p a l  d e  c e  c h a p i t r e .

! ! É , g f È g g  :  L ' e n s e m b l e  d e s  s y t è n e s  a f f i n e s  c o n t r ô l a b l e s
C a  e s t  c o n n e x e .
L a  d é m o n s t r a t i o n  d e  c e  t h é o r è m e  s e  f a i t  e n  p l u s i e u r s
é t a p e s  q u t o n  é n o n c e r a  s o u s  f o r m e  d e  l e m m e s ,  m a i s  a u p a r a v a n t
o n  v a  d r e s s e r  u n  t a b l e a u  o ù  l r o n  f a i t  a p p a r a î t r e  l e  c h o i x
d u  v e c t e u r  6  p o u î -  r e q u e l  o n  n ' a  p a s  l a  p r é s e n c e  d u  p o i n t
f i x e ,  i e  K ê r  .  f l  O - t 6 = O

R a p p e l o n s  q u  I  u n  p o i n t  f i x e  d r u n  c h a m p  d e  v e c t e u r  x  e s t
u n  p o i n t  x  t e l  q u e  X ( x ) = o .
L ' e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  f i x e s  d r u n  c h a m p  d e  v e c t e u r  a f f i n e
D + b  e s t  l r e n s e m b l e  - p - 1 b  ,  c e t  e n s e m b l e  p e u t  ê t r e  :

V i  d e
u n  s i n g l e t o n

o u  u n e  d r o i t e  d e  d i r e c t i o n  K è f D .

o n  a u r a  à  d i s t i n g u e r  d e u x  c a s  s e l o n  l e  d é t e r m i n a n t  d e
A .

l - e r  C a s :

9r-9s!-41,g :  (a bi ject i r )

2 è m e  C a s  :

S i  d e t  A = o  :

K e r  A -  o  ;  d a n s  c e  c a s  l e  c h o i x  d e  b -  . " t  n 2 -  ( o ) .  ( E ' l o )
i ' e  q u e  l r e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  s i n g u l i e r  - b - t - b  e s t  u n  s i n g r e t o n

a l o r s  d e u x  c a s  p e u v e n t  s e  p r é s e n t e r  s e l o n  l e  d é t e r m i n a n t
d e  D .

r9s!-o-Ée-
a l o r s b É p ( x " " A )
P a r  s u i t e  l e  c h o i x  d u  v e c t e u r  b -  e s t  R é - D  ( K e r A  )  .
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* d e t  D = o

: î1" : l r?" f lHor"  des po inrs  s ingur ier  -D- lb  es t  v ide.

* ) s i 6e rmD.

-  - 1 -
a l o r s  - D  - b  =  - * o *  K e r  D  a v e c  D x o = E .

L r e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  s i n g u l i e r s  - D - 1 6  ,  e s t  l a  d r c i t e
d e  d i r e c t i o n  K e r  D

O  ê  - x  + K e r D .' o

E n  e f f e t  s i  0  g  - x o + K e r D ,  a l o r s  X o O  K e r D  e t  5 = 9

F i n a l e m e n t  o n  v i e n t  d r e n v i s a g e r  t o u s  l e s  c a s  p o s s i b r e s
s e l o n  l e  d é t e r m i n a n t ,  d e  A  e t  d e  D ,  l e  c h o i x  d u  v e c t e u r
5  o ù  1 r  o n  a  K e r  A  ( \  - D - ' b = @
c e l a  n o u s  p e r n e t t r a  d r é v i t e r  l e  p o i n t  f i x e  a u  c o u r s  d e
l a  d é f o r m a t i o n .
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O n  v i e n t  d e  v o i r  (  c f .  c h a p i t r e  I I I  )  q u r i l  e x i s t e  u n  c h e m i n
c o n t i n u  q u i  j  o i n t  t o u t e  p a i r e  (  R ,  + 0  )  à  s o n  p r o t o t y p e

( A ' , + O ' )  o ù  D t e s t  m i s e  s o u s  s a  f o r m e  c a n o n i q u e  :

d e  p l u s  s i  l r o n  i m p o s e  l a  c o n d i t i o n  d e t  A  I  o  c e l l e -
c i  r e s t e  v r a i e  t o u t  a u  l o n g  d e  l a  d é f o r m a t i o n .

t a  d é m o n s t r a t i o n  s e  f a i t  e n  p l u s i e u r s  é t a p e s  q u r o n  é n o n c e r a
s o u s  f o r m e s  d e  l e m m e s .

L e m m e  l -  :

()'î,) '(l i) '(] ;) '(î -l) '(; :) .

N o t r e  b u t ,  d a n s  u n  p r e m i e r  t e m p s  e s t  d e  m o n t r e r ,  q u e
t o u t e  p a i r e  c o n t r ô 1 a b 1 e  ( A , + D )  a v e c  d e t  A l o  p e u t  ê t r e

d é f o r m é e  e n  u n  s y s t è m e  t y p e  ( A '  , * D '  )  ;  o ' = ( l  
l )  a v e c

a e t  e '  l o  e t  d  f  * r f

t o u t  e n  s r a s s u r a n t  q u e  c e t t e  d é f o r m a t i o n  r e s t e  d a n s  I  I
e n s e m b r e  d e s  p a i r e s  c o n t r ô l a b r e s  p o u r  l e s q u e l l e s  d e t A l o

i  c e  q u i  n o u s  p e r m e t t r a  d r a b o r d e r  f a c i l e m e n t  l a  c o n -
n e x i t é  d e  c e t  e n s e m b l e ,  o n  r e m a r q u e r a  q u e  c e l u i - c i  e s t
d e n s e  d a n s  l r e n s e m b l e  , d e s  p a i r e s  c o n t r ô l a b l e s ,  d t o ù  1 e
r é s u l t a t  a n n e x e  q u  I  o n  o b t i e n d r a  e s t  q u e  c e r l e s - c i  s o n t
c o n n e x e s .

S o i t  ( A , t D )  t e t  q u e  Â ( D ) ( o ;  t r D = o  e t Â ( A . D ) ) o  e t  d e t  A l o

d o n c  i 1  e x i s t e  u n  c h e m i n  q u i  j o i n t  ( A , + D )  à  ( e ' , + O ' )
t  1 1

avec  D=1, ,  i \  ;  d  d  an '  e t  de t  7 *o
\ T  L I  T
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P r e u v e  :

R a p p e l o n s  q u e  ( A ,  + D  )  e s t  c o n t r ô I a b I e  s u r  n 2 - ! )  e s t  d o n n é
p a r  l a  q u a n t i t é

A ( a . D ) = ( b * " ) 2 - a " d > o

lÈrs--Elepe :

(  c f .  C h a p .  I I I  )

r s

dl

L e m m e  2  :

o r m a t i o n  s u i v a n t e  :

t  e  p , r ]  on  se ramène r ( l  
-T)  

o . " "  t=1

o n  r a m è n e  D  à  ( i  : )

e n s u i t e  p a r  l a  t r a n s f

f+o.= (l -l)

i  o n  p r e n d  b l - 1  l , a  q u a n t i t é  A ( e . o ) = ( b + c i  - o " u  e s t  t o u j o u
p o s i . t i v e  e t  A  ç  R D '  t o u t  a u  l o n g  d u  c h e n i n

i n a l e m e n t  i 1  e x i s t e  u n  c h e m i n  q u i  j o i n t  ( A , + D )  à  ( 1 , *

'A^  , , , '  -  ( t  -1 \  
;  d  e  no ,  e t  de t  É to\ r  L l

S o i t  ( A , + D )  t e t  q u e  A ( D ) ( o  ;  t r D  t o ;  A  É  n o  e t  d e t  A l o

a l o r s  i 1  e x i s t e  u n  c h e m i n  q u i  j o i n t  ( A , 1 O )  a  ( d , * d )

avec D'= (l 
-l) 

; a' c nn' et aet dlo

f

a

on se ramène . t ( :  
: )  ,  ^  

)

P r e u v e  :
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O n a

s i

d e u x  c a s  à

.  o ( B > o

d i s t i n g u e r :

a l o r s  ( o ( , B ) - + ( f , f 1

e t  a l o r s  l a  d é

s i  d B ( o  i

c a s  p r é c é d e n t

!èrs-E!,eP.s :

E n  e f f e t ,  o n  v a  d é f o r m e r
( n  n r e s t  d o n c  p a s  c o l i n é a i r e  à

1 a  s e c o n d e  E t a p e  t r a n s f o r m e r
At n loD o

E n  e f f e t  :  o n  a  a d l b c

é  v i  d e n t  e

o n  v a  e s s a y e r  d e  s e

f o r m a t i o n  e s t

o  - ( ' ^  c \- \ b  
d l

(  l - emme l -  )

r a m e n e r  a u

o n  p e u t  p r e n d r e  ( U - . ) 2
t e n d r e  b  v e r s  + æ  o u  -  @

lù A(,

L<.

f i n a l e m e n t  o n  a  d é f o r m é  A

l a  d e r n i è r e  é t a p e  c o n s i s t e

d e  t e l l e  s o r t e  q u e  b l - c

f a ç o n  à  a v o i r

a u s s ] . g r a n d  q u e  l r o n  v e u t  e n  f a i s a n t
b

Àl-  R >o

L . ro

A
D ) .

A d e

I
/

p a r  s u i t e  o n  a  r e n d u  ( b - c
L

- 4  d e t  A  =  ( b + c )  - 4  a d ) o

- --
a

/ Ec<o

t e 1  q u e  ( b + c ) 2 - a . a ; o  e t  b l - c

à  f a i r e  t e n d r e  o ( - + o .
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C o n c l u s i o n :

' o  
)

e t  d e t  A l o

I 1  e x i s t e  u n  c h e m i n  q u i  j o l n t  c o n t i n u m e n t  { + f 4  
- B \

(-\n a /

. l  A (  a .  o  ) )o

s  p r é c é d e n t .
o'r o')

A'lo

où  o (B (o  '  I  l o  - r \à t(i 
-:)' ̂)

d i r e  q u r o n  s r e s t  r a m e n é  a u  c a
o n  p e u t & r a m e n e r  a i s é m e n t  à  ( f

d= (1 -il ; R' f nn' et det
\r tl

d e t  A l o

c t e s t  à
e t  d o n c

L e m m e  3  :

P r e u v e

q u e  D  e s - b
u n  c h e n i . n

A ' ç  R D / ,

n i l p o t e n t e  e t  r l e t  A l o
q u i  j o i n t  ( a , + o )  à  ( A ' , + D ' )

det  i t "

S o i t  ( A ,  + D  )  t e t
a l o r s  i 1  e x i s t e

^, ft -]. \u =  l t  r  l i
Y - t

( A , r D )  e s t  d o n n é  p a r

a l {  ( c e  q u i  a s s u r e  q u e  d  e t
o n  c h o i s i r a  a u s s i  c e t t e  d é f o r -
o  q u i  e s t  u n  o u v e r t  d e n s e

I i t é  d e

= uto.
n  s u i v a n t e

àf  1\
\o  o l

u e  1 a  c o n t r ô I a b i

x ( A , D ) 2 - a ( A ) .  À ( D )

e  l a  t r a n s f o r m a t i o

ft -1\ (a c\
\ r  t / t  [o '  u) I

d è s  1 e  d é p a r t
p a s  c o l i n é a i r e s  )

qu  I  on  a i  t  ad-b 'c  #

a u r a  :

O n  s e  r a m è n e

R a p p e l o n s  q

l a  q u a t i t é

o n  v a  p r e n d r

[*
t

l r t  -1 \  (a " l \l.k Ll '(o ^/ t
a  t r o u v é  u n  c h e m i n  q u i  j o i n t

-1)  
|  /  dno '  der  t to

L /

o n

(t

o n  ] - m p o s e
D .  n e  s o n t

E .m a l r o n  p o u r

p o u r  t =  l -  o n

f i n a l e m e n t .
à (  Rt,  +u')

I
f =

( A , + D )  a e t  A l o
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L e m m e  4  :

P r e u v e  :

L e m n e  5  :

Â(o )=o  ;  D  lÀ r  l ^  1 \on  se  ramène  à  ( ;  i )

l a  démons t ra t i on  es t  imnéd ia te  on  f a i t  t end re  À - -+o
e t  on  es t  au  cas  p récéden t .

S o i t  ( A , + D )  t e f  q u e  D  e s t  s e m b l a b l e  à  u n  b l o c  d e  J o r d a n .

d e t  A l o

a l o r s  i 1  e x i s t e  u n  c h e m i n  c o n t i n u  q u i  j o i n t  ( A , + D )  à  ( / , * o ' )

d=( :  
-1 )  

i  A '  É  no '  ,  der  { to
v  t l  r

S o i t  ( A , + D )  /  D = À I  e t  d e t  A l o

a l o r s  i 1  e x i s t e  u n  c h e m i n  c o n t i n u  q u i  j o i n t  ( A , + D )  à  ( R ' , + n ' )

t  l "  r \
D'= l: 

-i 
) ; e' é no' ; det lto

v  L l  '

p o u r  t = l -  o n  s e  r a m è n e  a u  c a s  4

p a r  s u i t e  o n  s e  r a m è n e  à  ( d ,  * o t )  a v e c  D ' =  ( ' ) '  - 1 \  ;  a e t  & o
. . ,  j . t  -  \ l -  L l

e t  A  ? R D

P r e u v e  :
R a p p e l o n s  q u e  l a  c o n t r ô l a b i l i t é  d e  ( A r + D )  e s t  d o n n é  p a r
l a  q u a n t i t é

x (A ,D)2-o (A)  .a (D) )  oeâ  a (A) (o

[(\ e\ ^] A= f3 1\
\ \ o  \ )  ' ^ )  

\ o  d /

A(n l=  ( t rA )2 -+a" te4o  =+  de t  A)o

O n  v a  d a n s  u n  p r e m i e r  t e m p s  d é f o r m e r  A  t o u t  e n  r e s p e c t a n t
A ( n )  (  o  e t  o n  e s s a i e r a  a u  c o u r s  d e  c e t t e  d é f o r n a t i o n
à  a v o i r  b l o  ,  p u i 6  o n  d é f o r m e  D  

" " ( I  t \  ?  î
\  ^) .r lg,S
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a d m e t t e  d e u x
e x i s t e  u n

; où Jt _l),

L e m m e  6  :

S o i t  ( A ,  + D
d i s t i n c t e Ë ,

( A ' l D )  a e t

P r e u v e  :

)  t e l  q u e  D
a l o r s  i  1

Alo  à  (d , *d )

3 ) 1"0-0"*.

e s t  d o n n é  p a r( A , + D )

<o

m e  4 )

c  on t rô  I  ab
-Â (e ) . 4 (D )

r a m e n e r  a

t_ 1À,tt \
f: \o rrl

t  
"e(  

Àr-

Ê= l-

c

.  [ " , Û

e s t  d u

ensu i t e  on  va  f a i r e  t end re  À ,

I a  t r ans fo rma t i on  su i van te  :

( \ t
t t \
\ o  ( r - t ) \ r + tÀ r /  r

f .  \  .^ l  \  r

n-(1-t)  42-t  tJ = ( l - t)  (  t -  à)

f i n a l e m e n t  o n  o b t i e n t :

) . t x  t \  [a  e ' \
1 t (â  \ ) ,G  ; )T " t  Par  su i te
t '  \  ' / )

* " F,l

tu  [ . '  L2a2* rLb(a-d)  (  \ -  L) - (  t r r -Àr l 'o i ,

o n v i  e n t

à -  à ,

on se ramène r tC'il,^)
r a p p e l o n s  q u e  l â ^
l a  q u a n t i t é  X ( A , D ) 4

O n  v a  e s s a y e r  d e  s e

a l o r s  o n  d é f o r m e  e n

o ù  t = + 1  t e l  q u e

s i  â = d  o n  p r e n d

( / ; + o * )  r e s t e  c o n t r ô l a b l e

e n  e f f e t _ x ( A , o a ) ' - A ( i ) .  Â ( D t )  =

, o=(i

i l i t é  d e
) o ê : } b c

u  c a s  ( l e m

( ;  ; ) )

l . l  (a -d )Ê

v e r s  ^ 2 .

m ê m e  s i g n e  q u e  (

v a l e u r s  p r o p r e s  r é e l l e s
c h e m i n  c o n t i n u  q u i  j o i n t

e ' É  n n '  ;  d e t  d l o

o n  s r e s t  r a m e n é a u  c a s  ( 4 )
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I I T C o n c l u s i o n :

N o  t o n s

P -

1 1  e s
q u r o n

O n  v i e n t  d e  m o n t r e r  q u ' i I  e x
d i f f é r e n t s  e n s e m b l e s  e t  q u e
d e t  A l o  p e u t  ê t r e  d é f o r m é e  e

- t  l L  - 1 \  . t  t  t  Iavec  D=  [ ;  i  I  ;  A  f ,  np '  e t  de t  A ' l o\À ,/

d "  
. r p l u s  t o u t  a u  l o n g  d e  I a
C  e n s e m b l e  d e s  p a i r e s  c o n

d e t  A # o

t (o , to)  z  (A,+D)
( t n , *n )  /  (A ,+D)

o=(;  : )  ;  A i

P t =

D -

) '

r ceaux  en

( t  o \ \=\o 
" l)  

=

c o n n e x e

d e u x  m o

- i \ ;  A' l
n t  a l o r s

P +

P -

n o n  v i d e
u {uJ est

{u)  aev i  e

{u) e r"

tu) .  Fr

d e s  c h e m i n s  e n t r e  l e s
p a i r e  (  A ,  + D  )  a v e c

s y s t è m e  t y p e  (  d ,  + O ' )

d é f o r m a t i o n ,  o n  r e s t e  d a n s
t r ô l a b I e s  p o u r  l e s q u e l l e s

/  ( e , + n )  c o n t r ô l a b t e ,  d e t  n l o  )

t  c l a i r  q u e  c e t  e n s e m b l e  a  d e u x  c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s
n o t e r a  p a r  :

c o n t r ô 1 a b l e ,  d e . t  A ) o

c o n t r ô l a b l e ,  d e t  A ( o

i  s t e
t o u t e

n  l e

p a r  :

(a , *o)

)

)

o= (l -l

O n  v a  r e c o l l e r c e s

d e t  A l o

r e j o u t a n t  u n , t p o i n t "

U

,  p â r  u n  r é s u l t a t  d e  t o p o l o g i e
c o n n e x e

R D

9ererf,ags

L r e n s e m b l e
c o n n  e x e

:

d e s  s y s t è m e s

i '

tr
l -

caractér isé n"" { tn=( l

I ' e n s e m b l e  p  U

e n  e f f e t :

I t i n t e r s e c t i o n  é t a n t
o n  p e u t  c o n c l u r e  q u e  p

h o m o g è n e s  c o n t r ô I a b l e s ah  es t
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P r e u v e  :

e u {u )es
d a n s  I

i)^{:)

O n  v i e n t  d e  m o n t r e r  q u e  d  I  u n e  p a r t  l  , e n s e m b l e
c o n n e x e ,  d t a u t r e  p a r t  r  c ê t  e n s e m b l e  e s t  d e n s
e n s e m b l e  d e s  p a i r e s  c o n t r ô l a b I e

En e f  fe t  
T^=  (o ,1o  )  /  (e ,1D )  con t rô1ab1ùU 

to ,  +o  )  /n {

, .= 
t (o ,1o)  /  (A , lD)  conr rô taUre  )

c e t  a r g u m e n t  o n  p e u t  c o n c l u r e  q u e  
I  

e s t  c o n n e x e .

n

p a r

t
I

Af"')

9ef" f lgfre 2 :

so i t  d=(o , * (o . * -u l )  Z  (1 ,1n)  ,  
" )

s i  Vo- *o  ,  p l  es t  cons t i tué  de  pa i res  con t rô rabres  su r  * r+ !

soir i=(f o\ . -(( ' -1\ , /1\\ \"-[\o o) , lF LJ . \"/ lJ
?  .  , l

a l o r s  P  U  
[ U ' )  e s t  c o n n e x e  p a r  a r c s

P r e u v e  :

L a  d é m o n s t r a t i o n  e s t  i m m é d i a t e

: l  
e f f e t ,  c o m m e  c r é t a i t  l e  c a s  p o u r  l r e n s e m b l e  p

r  a  d e u x  c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s  ( c a r  d a n s  p  d e t  A l o )

P x R 2 - { o )  a d m e t  d e u x  c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s

q u r o n  n o t e r a

d*= t to , t (D+6' ) ) / (n,+o)  € r* )
'  p ' - =  

{ , o , - (D+6 )  ) / (A ,1D)  e  p -  
)
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a l o r s  p a r  l e  m ê m e  a r g u m e n t  (  c o r o l l a i r e  f -  )
e n  a j o u t a n t  l e  p o i n t :

,, '- lF o\ lF -1) - /t\\\u= 
l\; ;) ' { i Ll .\;// I

/  u  [ u ' )  d e v i e n t  c o n n e x e

E n  e f f e t :

t r . r)={rn,+(o1t))/(A,+D) e p u 
{f :  : ) ,{ t l  

- l ) .Ë)))

L r e n s e m b l e  e '  u  { u ' ) e s t  d e n s e  d a n s  ( t .  t )

C o r o l l a i r e  3 :

P r e u v e  :

C o r o l l a i r e  4  :

L r e n s e m b l e  t t . t )  e s t  c o n n e x e  p a r  a r c s

P r e u v e  :

L a  d é m o n s t r a t i o n  e s t  i m m é d i a t e  d r a p r è s  l e s  c o r o l l a i r e s  2  e t  3

M a i n t e n a n t  o n  v a  d o n n e r  I a  d é n o n s t r a t i o n  d u  t h é o r è m e  p r i n c i p a L

T h é o r è m e :

L r e n s e m b l e  d e s  s y s t è m e s  a f f i n e s  c o n t r ô I a b I e s  C a  e s t  c o n n e x e .

P r e u v e  :

O n  s a i t  (  c o r o l l a i r e  4 )  q u e  I  I  e n s e m b l e  J .  S  e s t  c o n n e x e s
p a r  a r c s  d e  p l u s  ( c f .  C h a p .  I )  q u e  l e s  J . S  s o n t  d e n s e s
d a n s  C a .

D  I  o ù  1 e  r é s u 1 t a t .
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C O N C L U S I O N  G E N E R A L E

A i n s i ,  p a r  c e t t e  é t u d
s a t i s f a i s a n t e  d e  l r e n s e m b l e
l a b l e s  C a  e n  d i m e n s i o n  2 .
d r a p r è s  l e s  a r t i c l e s  [ t .  t ]  ,  [ o
t i o n s  t r è s  f o r t e s  e n t r e  l e s
I ' e n s e m b l e  d e s  s y s t è m e s  a f f i
ct .
E n  p a r t i c u l i e r ,  l e s  p r o p r i é t é s  d e  F r ( C a )  e t  l a  c o n n e x i t é
d e  C a  d é c o u l e n t  d i r e c t e m e n t  d e  p r o p r i é t é s  a n a l o g u e s  p o u r
q.
L e  r é s u l t a t  q u r o n  a  o b t e n u  e s t  q u e  d r u n e  p a r t  C a  f a i t
a p p a r a Î t r e  d e u x  t y p e s  d e  p o i n t s  f r o n t i è r e s  o u  à  p r i o r i
i l  y  a u r a i t  p û  a v o i r  t r o i s  t y p e s  d e  p o i n t s  f r o n t i è r e s ,
l t i n t é r i e u r  d e  s a  f e r m e t u r e  c o n t i e n t  l e s  s y s t è m e s  a f f i n e s
c o n t r ô l a b l e s  p o u r  l e s q u e l s  l e s  t r a j e c t o i r e s  s o n t  d e s
c y c l e s ,  l e  r e s t a n t  d e s  c a s  s o n t  s u r  I a  f r o n t i è r e  d e  s o n
e x t é r i e u r ,  d  I  a r u t r . e  p a r t  I t  i n t é r i e u r  d e  C a  e s t  c o n s t i t u é  u n i -
q u e m e n t  d e s  ( J .  S l  e t  d e s  s y s t è m e s  a f f i n e s  c o n t r ô l a b l e s
a u x q u e l a  c o r r e s p o n d e n t  l e s  s y s t è m e s  h o m o g è n e s  n o n  c o n t r ô l a -
b l e s  c a r a c t é r i s é s  p a r  l e s  c h a m p s  c o l i n é a i r e s  (  s p i r a l e s
1 i é e s  )  .

D u  p o i n t  d e  v u e  d e s  a p p l i c a t i . o n s ,  l e  r é s u l t a t  l e  p l u s
i m p o r t a n t  e s t  I e  f a i t  q u e  ( J . S ' |  e s t  u n  o u v e r t  d e n s e  d a n s
C a .  D o n c ,  I o r s  d ' u n e  m o d é l i s a t i o n  d  I  u n  s y s t è m e  g u i d a b l e
c o n t r ô l a b l e  p a r  u n  s y s t è m e  a f f i n e  d e  t y p e  ( 1 ) ,  o n  p o u r r a
s e  c a n t o n n e r  à  u n  s y e t è m e  J .  S

O n  p e u t  s u p p o s e r  q u e  c o n m e  d a n s  R 2  ,  1 a  c o n t r ô I a b i l i t é
d r u n  s y s t è m e  a f f i n e  e s t  p r e s q u e  é q u i v a l e n t e  à  l a  c o n t r ô -
l a b i l i t é  d e  s a  p a r t i e  h o m o g è n e

L e  p r o b l è m e
b i  l i n é a i r e s

d o n c  1 a  c o n t r ô l a b i l i t é  d e s  s y s t è m e s

e  o n  a  o b t e n u  u n e  d e s c r i p t i o n
d e s  s y s t è m e s  a f f i n e s  c o n t r ô -
C o m q e  o n  p o u v a i t  1 e  p r é v o i r' t -

. S . U l  i l  e s t  a p p a r u  d e s  r e l a -
s t r u c t u r e s  t o p o l o g i q u e s  d e

n e s  c o n t r ô l a b l e s  C a  e t  d e

c e n t r a l  e s t
sur *"-  

{"}  .
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t  d e  s a v o i r  é t a b l i r  d a n s
c e ' U X ' , , ;  o b t e n u 6 . ;  e n  d i m e n s i o n

I 1  s e r a i  t  i n t e r e s s a n
r é s u l t a t s  a n a l o g u e s  à

I e s  e n s e m b l e s  C a  e t  C h  .

n e  s a c h e  p a s  d é c r i r e  Ç '  ,  o n  p e u t  n é a n n o i n s
c e  p r o b l è m e .  C r e s t  v r a i s e m b l - a b l e n e n t  u n  p r o b l è m e

q u i  s e  p o s e  p u i s q u r i l  n e  s e m b l e  p a s  r a i s o n n a b l e
d e  f a ç o n  e x h a u s t i v e  C ,  e t  à  f o r t i o r i  C a .

R n  d e s
2  e n t r e

B i e n  q u r o n
s e  p o s e r
d e  m é t h o d e
d e  d é c r i r e

L e  c h o i x  d r o u t i l s  m a t h é m a t i q u e s  a d é q u a t s  p o u r  d é m o n t r e r
c e t t e  c o n j e c t u r e  a s s e z  i n t u i t i v e  r e s t e  u n  p r o b l è m e  o u v e r t .
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