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INTRODUCTION

Notre travail consiste & étudier du point de vue topologique
la stpucture de l'ensemble des systémes affines contrdlables
sur R » quli sont de la forme

M) {i:Ax +u(Dx+b)

X € R2 ; b € R

oll u désigne l1le¢ contrdle non borné.

Puisque u € R et d'aprés 1les techniques d'extensions
de Kupka , au lieu d'étudier (1), nous allons étudier
les familles finijes (A,+(D+b)) qui est équivalente a
(1) du point de vue de la contr&labilité.

Il existe de nombreuses publications concernant les systémes
affines, la principale motivation de ce travail est essen-
tiellement constituée par deux articles Q.S ; ﬁ.S.a.
On identifiera donc un systédme par 1le triplet (A,D,b)

€lément de Rlo, muni de sa topologie usuelle.

A tout systéme (1) on peut associer le systéme homogéne

x=(A+uD)x
(2)

x€R2—(o§ u € R

I1 est établi dans EI.% que si (2) est contrblable sur
R2 —{aSet (1) sans point fixe alors (1) est contrdlable.

Ces systémes qu'on notera {J.S} forment un ouvert dans

Rlo , c'est un sous ensemble ouvert de l'ensemble des

systémes affines contrblables qu'on notera Ca, rappelons
que ce dernier n'est pas un ouvert &.i} c'est a dire
qu'en général 1les systémes affines contrdlables ne le
restent pas sous 1l'effet de perturbations arbitrairement
petites.



D'aprés [A.S.ﬂ qui ont donné une description
compléte de 1l'ensemble des systémes contrdlables de type
(1), il s'est avéré que dans certain cas (1) peut &tre

contrdlable sans que (2) 1le soit . Notamment le cas ol
on a deux champs colinéaires (spirales liées) et certains
cas ol les champs D et A admettent un axe propre en commun
(i1 s'agit du cas ol D est & valeurs propres réelles).

Ces systémes possédant cette propriété sont
sur la frontiére des systémes fJ.S) et cette frontiére
contient aussi des systémes non contrdlables.

Notre but est d'étudier l'ensemble des systémes
affines contrdlables Ca du point de vue topologique.

La premiére partie sera consacrée a 1l'étude
de 1la frontiére de l'ensemble des systémes affines contrdé-
lables Ca .

En effet, a la lecture de [A.S.ﬂ la frontiére de Ca est
uniquement constituée de systémes affines ayant leur
partie homogéne & la frontiére Ch (donc non contr&lable).

Il n'apparalit dans 1la frontidre de Ca que deux types
de points frontiéres et de ce fait on aura comme conséquence
que les systémes (J.S) sont denses dans Ca.

Dans la deuxiéme partie, on s'intéressera A
la structure de 1l'ensemble des systémes homogénes contrd-
lables Ch, ot moyennant le théoréme de contrdlabilité

2 s s .
sur R—@ P on partitionne Ch en un certain nombre de
parties, caractérisée par des propriétés géométriques
particuliéres, on exhibera pour chacune de celles-ci

un systéme type.

On wutilisera cette structure pour obtenir comme résultat

annexe le fait que q{ est connexe.

Quant a la troisiéme partie, elle traitera
la connexité de l'ensemble des systémes affines contrdlables
Ca, on verra que pour démontrer la connexité de celui-
ci, on a besoin de montrer tout d'abord 1la connexité
d'un ensemble dense dans l'ensemble des paires homogénes

contrdlables sur Rz—{oy.



I ére PARTIE

ETUDE DE LA FRONTIERE DE L'ENSEMBLE DES SYSTEMES AFFINES
CONTROLABLES Ca .

I INTRODUCTION

L'objet de cette partie est 1'étude de la frontiére
de l'ensemble des systémes affines contrdlables Ca .
Il s'avére, et nous 1le Justifierons dans cette intro-
duction que le point central de cette é&tude est celle
de la frontiére de C . Il est bien connu ) que la con-
trdlabilité des systémes bilinéaires homogénes est ouverte
i.e que Ck est ouvert .

En général dans un ouvert, les points frontidres se ré-
partissent en deux classes disjointes

- ceux qui sont fronti&re avec l'extérieur (i.e 1'inté-
rieur du complémentaire .)

- ceux qui sont contenus dans l'intérieur de 1la fermeture.

Dans le cas de Ch ces deux classes sont bien présentes.



ﬁﬂ
1) Fr(Ck)=Fr(Ext(Ch))

(o]
2) T, N Fr(c, )

La frontiére du type (2) est constituée des systéme-
homogénes ayant leurs champs A et D colinéaires, e-.
a4 valeurs propres complexes conjuguées tous 1les autres
systémes appartenant a Fr(C‘) sont des points frontiéres
de type (1).

Pour notre é&tude on dispose

-d'une part du théoréme de B"S.ﬂ oli 1'on a
une description compléte de Ca.

-d'autre part du théoréme de JURDJEVIC-SALLET
(qui en dimension 2 est contenu dans le théoréme
de @.S.V ) qui affirme que si l'on_.a contrd-
labilité du systdme homogéne sur R={o) et
pas de point fixe, alors (1) est contrdlable

sur R2.

A la 1lecture de B.S.il, on observe les relations suivantes
entre la contrdlabilité des systémes homogénes (2) et
leurs systémes affine associé (1). :

i) si (2) est contrdlable et (1) sans point
fixe alors (1) est contrdlable (on retrouve
J.S). ’

ii) si (2) appartient & 1la frontidre de Cy» les
systémes (1) associés peuvent @&tre contrd-
lable oll non (selon b).

iii) si (2) appartient a 1'extérieur de C,» les
systémes (1) sont non contrdlables quel que

soit b appartenant a R2.
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Il n'existe donc que deux types de systémes affines con-
trdlables les (J.S) et certains systémes dont la partie
homogéne est a la frontiére de Ch'

A titre de motivation, on va donner quelques exemples
de systémes affines contrdlables ou non contrdlables
ayant leur partie homogéne sur la frontiére Ch'

Auparavant, donnons_ un résultat de contrdlabilité de
systéme affine dans R .

PROPOSITION
Soit 2p une trajectoire de i(D;B), (1) est contrblable
sur R si et seulement si le champ de vecteur A '"pointe"

dans chacune des deux régions déterminée par la courbe
c.

1 er EXEMPLE
1 0 0 1) b,
A=\o o i D=l o) b=b);b2>°

Soit x(t) un point courant de la trajectoire C. Le vecteur

tangent en x(t) & C est : D x(t)+B ; un vecteur orthogonal
3 celui-ci est : J(Dx+b) (ol J{? _é)
(%) est contr6lable si et seulement si 1l'expression

{Ax(t),J(Dx(t)+b))change de signe pour t € R .

En effet, les trajectoires de D+b sont des paraboles.

D'axe commun la droite passant par le poin%?S) et paral-
1

léle a 1'axe des abcisses, leur concavité est tournée vers

les abcisses positives.

|
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Toutes les trajectoires de t(D;B) coupent l'axe des abcisses

soit (xo) un point de 1l'axe des abcisses et C la trajectoire
o .

de i(D#%) passant par ce point 1les équations de C sont

2
xl(t)=22t+blt+x0

x2(t)=b2t t € R

Le vecteur tangent en x(t), point courant de la trajectoire

de C est Dx(t)+b et a pour coordonnées b2t + b1

by

Un vecteur orthogonal & celui-ci est 7(t)=J(D¥%) il a
pour coordonnées(—b )

2
b2t+b1

Le produit scalaire de (t) et du vecteur A x(t) est
égal a

2 2
A =b (b1 —2b2xo)

qui peut &tre rendu négatif par un bon choix de xO ,
f(t) ne change pas de signe .

=» (I) est non contrdlable.

Le systéme homogéne n'est pas contrdlable.
En effet, b=0o traduit que 1les champs A et D ont un axe
propre en commun. '

.\*\\\




On a une zone invariante, (2) n'est donc pas contrdlable.

2 éme EXEMPLE

Pour étudier 1la contrd8labilité du systéme (1) on va é&tudier
l'intersection des trajectoires de +(D+b) et de la courbe
définie par(J(Dx+b),A£} o .

En effet, 1les trajectoires de +(D+b) ont pour équation

Les trajectoires de +(D+b) sont composées de
-l'axe des -ordonnées.

—-des courbes logaritmes d'asymptote l'axe des
ordonnées.

On a : A = o .,

On a : <J(D¥E),Ax)= —bziz



Comme chaque trajectoire de t(D;B) coupe l'axe des abcisses
(1) est donc contrblable .

(2) est non contrdlable en effet

bc=o traduit que 1les <champs A et D ont un axe propre
en commun .

\\
.

AN

On voit sur le dessin qu'on a une région invariante

Donc, on a donné deux exemples de systémes homogénes
non contrdlables donnant lieu soit & wun systéme affine
non contrdlable (ler EXEMPLE) soit & un systédme affine
contr8lable (2&me EXEMPLE) .

I1 existe certains systémes homogénes non contrdlable
qui donnent lieu selon 1le choix du vecteur b soit a un
systéme affine contrd3lable soit & un systé&me affine non
contrdlable . (Cf.(ii)) .

Il découle de {}.s.ﬂ que 1l'étude de la frontiére de
Ca est une conséquence de celle de la frontiére de Ch s
celle-ci (i.e la frontidre de Ca), fait apparaitre deux
types de points frontiéres (4 priori, comme on le verra
plus 1loin, il y aurait pli avoir trois types de points
frontiéres) ;

Les deux types de points frontiédres sont

- )4 = Fr Ca = Fr(Ext(Ca)) oll on rencontre les systémes
affines contrdlables ou non contrélables .

o
- ?L = FrCa [\ Ca contient les systémes affines non

contrdlables pour lesquels les trajectoires de D sont
des cycles . )



Notons que dans 1les deux cas, les systémes homogénes
correspondant sont de type (1) de Ch'

@)

L'intérieur de Ca est constitué des systémes{;.s)et des

systémes affines contrdlables auxquels correspondent
les systémes homogénes non contr8lables caractérisés
par les champs <colinéaires (spirales 1liées, (i.e les

systémes frontiéres de types (2) de Ch))'

A 1'extérieur de Ca on trouve 1les systémes affines non
contrdlables auxquels correspondent les parties homogénes

-

appartenant a4 l'extérieur de Ch -

L'ensemble Ca est donc 1la réunion disjointe de(ﬁ.S)de
la frontiére de Ca et de l'ensemble des affines contrd-
lables auxquels correspondent les systémes homogénes
non contr8lables caractérisés par les champs colinéaires
(spirales 1liées), ces deux derniéres parties étant d'inté-
rieur vide, l'ensemble (ouvert) J.S) est donc dense dans
Ca.
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II PRELIMINAIRES

Dans . ce paragraphe on redéfinit rapidement 1les notions
usuelles du contrdle géométrique .

1 . GENERALITES

Soit M une variété connexe.
TxoM désigne l'espace tangent en xo am.
F une famille de champ de vecteur sur M .

pour X €& F, Xt(.) désigne le groupe local & un parameétre

engendré par X .

-Soient x et y deux pcints de M . On dira que y est acces-
sible1 a Rartir de x s'il existe k champs de vecteurs
€ F X ...X et K réels positifs t1 ...tK tel que

y = X1 o.....oxK (x).

e y

-L'ensemble de tous 1les états accessibles a partir de
x 4 l'aide du systéme F sera noté S(F).x.

-Le systéme F vérifie 1la propriété d'accessibilité si
pour tout point xo € M 1'intérieur de S(F).xo par rapport

a4 la topologie de M est non vide.

-F est dit contrdlable sur M si pour tout point x_de
o
M)S(F).xo= M .

[ v o
03 notera [?‘ , xf] le crochet de lie des champs x“, et
X . a ‘

Rappelons que pour les champs linéaires on a

[x“, xV)= xUxV-x"x".
Oon désigne par lie (F) 1'algébre de lie engendrée par
F.

-On dit que F vérifie la condition du rang en x°€ M
si et seulement si lie (F) (Xo)= TxoM.
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La condition du rang en tout point M estapne condition
nécessaire de contrdlabilité pour les f.c.v. C .

C'est une condition nécessaire et suffisante pour l'ac-
cessibilité si F est analytiqueBB]

2. NOTIONS D'EQUIVALENCE DE SYSTEME

DEFINITION : On dira que deux familles de champs de
vecteurs F et F sont équivalentes

EyEégij cM, S(F).x = S(F) x .

PROPRIETES

1¢°) V)\)O, PN
ol %F::(ﬁ(; X € ﬁ}‘

20) 1'adhérence du cdne convexe C engendré
par F est équivalent a F .

3°) si + X F alorsVY €F

%x) ﬂ U FaF .
t ¥
409) siiXSFettYGF alors&(,{{}UFNF.

PROPOSITIONS

Le systéme F= {A+uDX est équivalent au systéme (ﬁ,+ﬁl

uelh
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PREUVE

I1 suffit de montrer que A,+D,-D sont dans l'adhérence
du cd®ne convexe C .

En effet pour u=o A € C

Vm € N, (A+mD) € (2)=» 1 (A+mD) € C .
m

donc : 1lim (A+mD) € C .

L
m

M - 00

PROPOSITION

w
Deux systémes analytiques (C ) équivalents sont simul-
tanément contrélables . ’

CONSEQUENCE

Au lieu d'étudier {A+uD} u € R on peut faire 1'étude du
systéme fini 4A,+D} puisqu'ils sont équivalents et analy-
tiques, et donc” simultanément contrdlables H d'aprés
la proposition c¢i-dessus. Maintenant, on va donner le
théordme sur lequel est basée la suite de notre travail;

ce théoréme est un cas particulier de C.N.S. de contrd-
labilité des F.C.V. linéaires obtenue par GAUTHIER-BORNARD.

Soit F une f.c.v. linéaire sur Rz.

F est contrdlable sur RZ—%)si et seulement si

i) F est accessible.
ii) F est contrdlable sur les directions .

iii) F admet une direction rentrante et une direction
sortante.

Précisons le sens de la condition iii) et ii)
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" F admet une direction rentrante " signifie que

il existe x # o, et 1l existe ge€ S(F) tel que g(x )=
*x, avec 0{% 1 . De m&me on dira que " F admet une direc-
tion sortante "

S5i : il existe x # o et il existe h€ S(F) tel que
h(x )=px avec 2o .
1 F 1 ‘b

La contr8labilité directionnelle signifie que 1l'on peut
transporter par S(F) tout rayon de vecteur sur tout autre.

On se propose d'étudier dans 1le paragraphe suivant la
topologie de l'ensemble des homogé&nes contrdlables Ch.

Donnons auparavant quelques rappels de topologie générale
concernant la frontiére d'un ensemble .

En général pour un ensemble qui a une frontiére d'intérieur
vide ’ on distingue trois types de points frontiéres
i) -ceux qui sont dans l'intérieur de la fermeture.

ii) =-ceux qui sont dans l'intérieur de la fermeture
du complémentaire .

iii) -ceux qui sont & la fois fronti&re de l'intérieur
et frontiére de l'extérieur .

ces trois classes sont disjointes en d'autres termes
on écrit :

(o} [« o] ’g
Fr A = (Fr(ANE) U (Fr(A)r\'t'A) U (Fr(A)NFr(A) NFr (CA)).
disj

disj
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PREUVE

o o
(o] (o] TS
ANE = tKﬂA = FrA =(15par‘ hypothése.

Maintenant, soit x € Fr(A) qui n'est ni contenu dans
o 0
K, ni dans IK , alors tout ouvert contenant x, doit contenir

un élément qui n'est pas dans A et qui n'est pas dans

’ donc un élément dans l'intérieur et un élément dans

=

1'extérieur, donc dans le complémentaire dans Fr(A) de
) o o
A U (A est bien Fr(A)Fr(ext(a)) .

COROLLAIRE

Si A est ouvert
o
FrA = (A\A) U (A\A)
Syt

1

Fr(Ext(A))

o
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IIT ETUDE DE LA FRONTIERE DE L'ENSEMBLE DES HOMOGENES
CONTROLABLES C, .
”n

1) INTRODUCTION

On va dans un premier temps donner tous les cas possibles
de points fronti&res qui peuvent se présenter et qu'on
regroupera dans un tableau. On donnera un peu plus loin
l'interprétation géométrique de chacun d'eux.

On considére le systéme

(2) {)’c:(A+uD)x

xeRZ-@,ueR.

On va dresser un tableau qui nous donnera une description
compléte de Ch, obtenue par application du théoréme de

contrdlabilité dans R?—éﬁ.

La contrdlabilité directionnell est exprimée & 1l'aide
d'invariants de 1la paire A,D » Plus exactement elle
est exprimée & 1'aide de tr A (trace A) qui pour les
champs spirales mesure 1le caractére expansif des trajec-
toires, de A(A) (discriminant du polyndme caractéristique
de A qui détermine la nature des valeurs propres de A).

de tr D,A(D).

Soit A,D C MZ(R) ; l'ensemble des matrices réelles 2x2.

On définit la forme bilinéaire symétrique sur M2(R) appelée
forme de Killing par

X(A,D) = tr(ad Ao ad D) = 4 tr AD-2 tr A. trD .

et .
Aa) = 4 X(A,A) sa forme quadratique associée.



16

Dans le cas ou D admet deux valeurs propres réelles
(i.e A(D)yo) alors (A+uD) est contrdlable sur les
directions si et seulement si il existe un contrdle
uoe R tel que

(A+uoD) posséde des valeurs propres conjuguées.

C'est a dire si et seulement si
(A+uoD)<o autrement dit
X(A+uOD, A+u D)o . [G]

Aprés calcul ceci équivaut a X(A,D)Z—A(A).A(D)>o

La frontiére de l'ensemble Ch est composé de cing parties
(cf. tableau).

On va donner par le tableau suivant la description com-
pléte de Ch, obtenue par application du théoréme A,a

orme : : condition du tdirections : contr8labilité : (A, +D)

onique : A : rang (A, +D) :rentrante : directionnelle :contrdlable
e D : : - :et sortante: (A,+D) : sur R - @)-
: : : (A,+D) - :
L& o)f “X(A,D)2-A(A).A(D) 40" *X(A,D)2-A(A).A(D) x(A,D)2-A(A).A(D)
o Wb d R >
NEN : : bc # o : : : bc{o
* ix(a,D)%-A(A).A(D) 40" . : B(a)o f Ala)<o
T . . . (a-d) " +4bc<o © (a=d)“+4bco
=§fo : : bc#o : :
(‘{\ 1,) . ix(A,D)2-NA).AD)#o: X(A,D)2=A(A) .A(D)o: X(A,D)2-A(A).A(D)
7\ ¢ n o H + H H
b#o
-8 P ) f )
d)q#o A #‘JD + + ;A;élun. (V‘uen)
X A #pD FA(AD)Yo : + :A(AD) Yo

: : : : 2
K=0 : : :(b+c)2—4ad)9 .(b+c)” -daddo
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Donc on a les cing parties qui composent Fr C" .

cAs I :{(a,+D) /A(D)Yo; x (A,D)2-A(A).A(D) = o}
cAS__II :{(A,+D) / (D)=N ; K(a,0)%-A(A).A(D) = o)

CAS III :{(A,tD) /D)=o ; D#£ I ; K(A,D)Z-A(A).A(D)=o'}

CAS 1V :{(A,iD) /B(D){o ; trD#o et A=‘JD}

CAS \'A :{(A,iD) /A(D)(o ; trD=o et N(A.D) = o}

Pour le cas II la quantité :

X(a,0)2-A(8).A(D) = o&> AA) = o
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2 ETUDE DE LA FRONTIERE DE L'ENSEMBLE DES HOMOGENES
CONTROLABLES C,

C est un ouvert de RS(;]dans le but d'étudier la fron-

tiére de 1'ensemble des homogénes contrdlables Ck’ et
pour wutiliser 1le résultat de topologie générale  donné
dans les préliminaires, on va d'abord, montrer que sa

frontiére est d'intérieur vide.

En effet : les trois parties suivantes

) {(a,+0) /AMY0 , x(a,0)%-A(4).A(D) - 0 )
*) {(A,+D) / D=AT , x(a,0)2- AA).A(D) - o)
*){(A,in) /A(D) = o ; DANI , X(A,D)2-A(A).A(D) - o)

sont d'intérieur vide.

En effet : 1'application : R§——ﬁ>R

(A,D)—>X(A,D)°-4A(A).A(D) = o est c¥.

car les fonctions Xet Asont cv.

Donc chacun de ces trois ensembles est inclus dans

«A,:D) / X(A,D)2 ~A(A).A(D)=0Y; cet ensemble étant cons-
titué des zéros d'une fonction“analytique, il est d'inté-
rieur vide, d'ol le résultat. ‘

de méme *) {_(A,tD)/ A(D)(o i trD#o et A=PD'}est
d'intérieur vide inclus dans {éA,+D)/ A=tJD } c'est un
. . . - 8
Sous-espace vectoriel de dimension dans R .

enfin * ) {(A,iD)/A(D)<o ; trD=0 et A(A.D):o}
est d'intérieur vide car il est inclus dans (A,iD)/trD=o
qui _est wun Sous-espace vectoriel de dimension 7 dans

RS,
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donc leur réunion est d'intérieur vide.

Comme on l'a rappelé dans les préliminaires, puisque
Ch est ouvert et sa frontidre est d'intérieur vide, 1la
frontiére de 1l'ensemble des homogénes contrélables C“

comporte deux types de points

T

On peut exprimer ceci en termes de perturbations

*) x € F1 traduit qu'il existe un ouvert de systéme

contr6lable et il existe un ouvert de systéme non contré-
lable contenant le point frontiére dans leur adhérence.

En d'autres termes

x € F1@3U ouvertec C, ..

'E:d: ("@4\) -

et 3V ouvert Ext(Ck.).

%,

tel que x € U et x € V.

*) X € F2 signifie que génériquement toute perturbation

donne un systéme contrélable

i.e x € FzéaU ouvertc €. tel que x € {.

TARL)-
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Maintenant, on va faire wune é&tude cas par cas, ou l'on
regroupera certains cas en un seul, la démonstration
étant la mé&me.

ETUDE DU CAS I

Si 1le systéme (2) est tel que D admette deux valeurs

propres réelles distinctes et telle que X(A,D)Z-A(A).A(D)=o

alors : (A,iD)C Fr(E#t(CR)).

PREUVE

Le systéme (A,+D) ne vérifie pas la contrbdlabilité direc-
tionnelle X(A,D)2-A(A).A(D)=0 et A(D)Do.
alors "partant de" {ﬂA,tD) /A(D)Yo et X(A,D)Z-A(A).A(D)=o\

on "arrive par perturbation générique" en

{4,18) 788150 et Xa,0)%-Aa). ADI4o ).

Soit Ul

{A(D’))o . x(A’,d)z-Am).A(n’»o)

Soit V1

v , x(A‘,D')‘-A(A').A(ﬂKo)-

U1 et V1 sont des ouverts

- U1 inclus dans Ck (Cf. tableau) ouvert, car les

fonctions X et Aétant continu .

- V1 c Ck par définition, V., est un ouvert par le mé&me

argument, donc szlc =Ext Ck‘

et il est clair que (A,+D) e

1

ﬂ\vlcar

U,- {(A’,+D’)/A(D')>/o et X(A’,D’)Z-A(d).A(D’)zo}

V1= {d 0) /a0 et KA, 1)2-d(n) . AD)o



Par suite :
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(A,+D) € Fr (Ext(Ck)).

CAS II ET III

LEMME 2

Si le systéme (2) est tel que D vérifie

A(D)=0 et

alors :

PREUVE

X(A,D)Z—A(A).A(D)=o

(A,iD) € Fr(Ext(Ch)).

"partant de"

ou

{(A,iD)/A,(D)=o , DNI et X(A,D)Z—A(A).A(D)=o}

{(a, 401/ D=N et Xap)Z-A(a).A(D)=0)

On "arrive par perturbation générique en"

soit

(.20 /80D #0 et x(ap)Z-An). (D) 40}

U2={A',iD')/A(].'f)7o et X(A,D)2-A(4) A0}

U est un

2

ouvert inclus dans Ck (Cf. lemme 1)

V= {(4,+8) /(01 >0 et x(A,D)Z-d(A).A(D)<o)

V2 est un

et il est

car

Par suite :

ouvert inclus dans Ext(Ck) (Cf. lemme 1).
clair que :

(A,+D) TSV,

{(A +B) /A0 po et X(4,0)2-A4) . A(D) %0
&

{(A( +D) /A(B)po et X(H,D) _A(K) .0 ) o Y-

(A,+D)€Fr Ext(C, )

)
}
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Si le systéme (2) est tel que

- D admette des valeurs propres complexes conjuguées
- et A,D soient colinéaires .

Alors

(A,2D)E(Fr ¢ - Fr Cw.) (F2)

PREUVE

A et D colinéaires

alors '"partant de"

-«A,:D)/A(D)(o ; tr Dfo et A=pD }
ou
((A,:D)/A(D)(o ; tr D=o etA(AD)=o}

On "arrive par perturbation générique" en
U,= {(A’,tD‘)/A(D')(o trD#o et A';érD' V‘J}

U3 est un ouvert.

En effet

{SA’,D’) librej ouvert dans RB.

det : M2(R)—————+R continue

a d )

2 3 libre&d tous les det. 2X2 #0 par continuité du
d S det.

on a bien un ouvert.
De méme

%d,iﬁ)/A(d)Co} est un ouvert par continuité de A

«K,tﬂ)/ trﬂ#o} est un ouvert par continuité de la tr.
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donc leur intersection donne bien un ouvert .

Par ailleurs on a : Ug:Ck et il est clair que

(4,+D) € U, = {(A’,tD')/A(D.)\(o}

donc (A,iD) est un point fronti&re du type F2.

REMARQUE : Inutile de traiter séparément le cas tr D = o,

la demonstration étant la mé&me.
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THEOREME :

Les résultats démontrés ci-dess us peuvent se résumer
par le tableau suivant

CAS____I: sed(Ext (C)))
CAS__ II: sed(Ext (C.))
CAS__III: s&d(Ext (C))
P
CAS_ __IV: S €dans Cp’
KR
CAS __ V: 5 €dans Cy,
REMARQUE :

Ainsi, 1'étude de la frontiére de l'ensemble des homogénes
contrdlables Cy;, fatt apparaitre deux types de points
frontiéres : & savoir la frontiére de l'extérieur de
C. qui contient les cas (I U II U III) , les autres cas
(IV U V) sont dans l'intérieur de la fermeture .



Maintenant on va donner l'interprétation géométrique des perturbations effectuées dans 1!

différents cas. On rassemble ces résultats sous forme de tableau.

Sur le dessin, le petit cercle muni de deux fléches figurera les champs +D protégés sur Sl,

le grand cercle figurera le champ A projeté sur Sl,

facilement la contr8labilité directionnelle.

cette représentation permet de déterminer

étude

des

systéme (A,+D)

caractérisé par
\le champ
sa forme

D sous

canonique®

situation géométrique

correspondant au point

frontiére avant
perturbatign
(projeté sur S7)

Commentaire

situation géométrique
correspondant aprés
perturbation

: (projeté sur Sl)

Commentaire

X(A,D)2-A(A).A(D)

bc=o

(o]

A et D ont un axe
propre en commun
donc il n'y a ni
condition du rang
ni contrélabilité
directionnelle.

:X(A,D)2-A(A). AD)Yyo € be o

icontrdlabilité
!directionnelle:
‘on peut parcourir

:Slé l'aide des |
.champs projetés.
D a1 valeur pro—‘
:pre non nul, il
:existe direction ‘
.sortante et
.rentrante
.contrdlabilité de
: (A,+D)

ee 40 ee e

:X(A-D)Z -&A).4A(D){o&> bedo

‘non contrdlabilit;
:directionnelle.Enl
.effet le cadran
(I)est invariants
‘non contrdlabilit
.de (A,+D).




Systé

caractérisé par le

hamp
forme

me (A’i'D)

D sous sa
canonique

‘ Situation Géométrique .
‘ correspondant au point °
* frontidre avant per- :
‘ turbation
‘ (projeté

sur S )

Commentaire

Situation Géométrigue
‘correspondante apreés
perturbation’
(projeté sur S )

Commentaire

ou

CAS III

‘Il existe une direction
:rentrante
‘mais on a pas la con-
‘trd8labilité sur les
‘directions (la projec-~
‘tion du champ D
‘S’ donne 1le
fnul) .

et sortante

sur
champ

-

//f(Contr6lable)

.0n a rendu différentes
.les 2 valeurs propres
.réelles de D et placé
. les axes
A et D de fagon a
.obtenir contrdlabilité
.directionnelle .

propres de

*I1 existe une direc-
‘tion sortante et

‘rentrante et on a
‘"presque"
‘bilité
‘directions

f(il existe un

la contrdla-
sur les

axe

propre en commun ).

(non contrdlable)

.0On a rendu différentes
.les 2 valeurs propres
réelles de
.placé les axes propres
de A et D de
.4 obtenir non contrdla-
"bilité directionnelle

(il existe un quadrant

D et

fagon

invariant)




N3

A(A.D)'= o

toujours & 1l'inté-

rieur ol a l'extérieur.

des trajectoires de

D qui sont des cycles.;

K#VIY

5ystéme (A, +D) tSituation Géométrique ‘=Situation Géométrique ‘
caractérisé tcorrespondant au ‘correspondante aprés
yar le champ D point frontiére Commentaire : perturbatlon Commentaire
sous sa forme tavant perturbation , (projeté ur st )
canonique :(projeté sur S ) :
. " Il existe une direc- ;
CAS 1V . +ion sortante et .
- . rentrante, il y a 1la. .
D= *-ﬁ) ; contr8labilité sur .
T \p & . les directions . Aprés perturbation
) Le point frontiére . générique, on obtient
. est caractérisé par . deux champs spirales
: la non condition . non 1liés A' et p!
du rang . . d'ol contrdlabilité .
K #0 ; A= pD
CAS__ V . On n'a pas la contrd- ;
; labilité radiale . .
. A(A.D):o signifie )
: que les trajectoires .
. de A pointent .
& =o
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IV ETUDE DE LA FRONTIERE DE L'ENSEMBLE DES SYSTEMES
AFFINES CONTROLABLES Ca.

1) INTRODUCTION

a

Ce deuxiédme chapitre est consacré 3 l1'é&tude de la frontiére
de l'ensemble des systémes affines contrdlables Ca .
Rappelons que Ca n'est pas un ouvert : pﬂé]

D'apreés @.S.ﬂ. » la frontiére de Ca est uniquement consti-
tuée de systémes affines ayant 1leur partie homogéne 3
la frontiére de C.. ; (donc non contrdlables) . C'est
Pourquoi 1'étude de la frontidre de Ca découle de celle
de C. . Cette frontiére (de Ca) contient aussi bien des
systémes contrdlables, que des systémes non contrdlables
(Cf. exemples introduction). O0On peut se demander & quel
type de frontiére, ces systémes appartiennent connaissant

le type de frontié&re sur lequel se trouvent leur partie
homogéne .

Contrairement 3 ce a quoi on s'attendait, trois types
de frontidre du fait que Ca n'est bPas un ouvert (Cf.
préliminaires), il n'apparaift dans la frontiére de Ca
qQue deux types de points frontidres .

€.

L'intérieur de Ca est constitué
- D'une part, des systémes {J.S}(partie homogéne
contrélable)

~D'autre part, des systémes affines contrélables dont
la partie homogéne est formées de deux spirales liées.
(partie homogéne systéme frontiére de type (2) de Q})'

(Voir figure.)
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Aux systémes homogénes, fortement non contrdlables

(i.e appartenant & 1l'extérieur de ¢ ) , correspondent

~

des systémes affines appartenant 3 l'exterieur de Ca.

Finalement, l'ensemble des systémes affines contrdlables
Ca, se présente comme étant la réunion de

- {v.s) .

- de 1l'ensemble des systémes contrdlables appartenant
a la frontiére de Ca .

- et de systéme dont la partie homogéne est constituée
de spirales liées . (Voir fig.) .

Ces deux derniéres parties étant d'intérieur vide on
en déduit que les systémes {J.S sont denses dahs Ca.

On va donner par 1le tableau suivant 1la description com-
pléte de Ca, obtenu par @.S.i} .



STANT

Il | Kerta)

A s Ax ¢+ u(Dxed)

|I|I 4(D)»0 I

yeos

m[ X0 - ataLator>0 —

I——"—' no
(o} Tr(D} 4 O

no

yes

yes

| Im
1| A(KerD) ¢ KerD

hll“A(l-D)C InD’ l
u{ m:(am lm

xeR | ueRiAdO
l no
N o) - ¢ |
no
A.n no
(1) colinear|
l yes yeu
no
122) "(D’E—_-_
you
- no
N ey M
yes
no
[oa) | Dotin,av) 4 ol——
no
W Ty
‘ yes
3_
you
yoo
R |
no
Det{A) .(-h-lA)2 "o
—] e yes l241aD » xerta-Zren. )|
L] hr(A-liTrA.l)
you.. Ker(A) = Is(D)
" .
fo21) | o ¢ 1) yes
you
yes no
[ 1) =0 <

(7]

Jutt 0{Dsb) {(Asubeub) 101} = toO)

Det( A+u*D) >0

Cantrollable

el

Eonlrol luhla Eontrclldﬂj

et

(an

eentrollanie]

|control lab lcl

(13)

(1)

LR

|controlhble"controllnbla"controllnble“gcnr.rollnbldlcontroillba
T To e

20)

ey
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Avant d'aborder 1'étude topologique de 1la frontiédre Ca,
on va dresser un tableau dans 1lequel on trouvera tous
les différents cas de points frontiéres de Ch’ auxquels
correspondent différentes situations de systémes affines

associés dans Ca . On fait également référence au tableau
[A.s.v'} .

a c
Notations : A =
b d

Dans tous les cas le systéme homogéne n'est pas contrdlable.
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forme fE)épression algébrique du (A,+(D+b)) contrédlable [A s \;—\
canonique point frontiére de - sur : e
de.D (A,+D) R2
Cas I : © %(a,p)%-A(A).A(D)=0 ‘Y6, (A,+(D+5)) non (La)
; ; contrdlable
()&, %) a)y£ ) ) _
o A : bc=o (b €.Im(D))
X(a,D)%-A(A) . A(D) =0 :35, tel que (A, +(D+b)) : (), @, @
b))\‘#)fo b§=o ' : contrdlable : (@) (6)
Cas II : X(a,p)2-A(A).A(D)=0 V5, (A,+{D+b)) non (14)
| : contrdlable
dedgo bc=o (b_€ _Im(D))
Cas III : X(a,0)%-A(A) .A(D) =0 ;VS, (A,+(D+b)) non
# : contrdlable (14)

b =0

(b € Im(D))

A 1\
o M a)kfo

X(a,0)2-A(A).A(D)=0

)

. 35, tel que (A,+(DsD)) . (), 6.6,

b)N=0 b =o contrdlable ; @l», @ﬂ
Cas IV d#o: A =‘->D VS, (A,+(D+b))
o -P . (16)
P A contpolable
Cas V c(:o: A(AD)=0 - VS, (A,i(Dﬁ)))

(b+c)2 ~4ad = o

(19).

contrdlable




29

COMMENTAIRES

Parmi les systémes homogénes appartenant & la frontiére

de l'ensemble des systé&mes homogénes contrdlables Ch»

on observe trois comportements possibles vis a vis du
passage aux systémes affines. Ces trois comportements
correspondent a différentes propriétés du systédme homogéne
(A,iD) du départ.

Ces trois types de systémes sont

- Les sgstémes "4 contrdlabilité affine" i.efewe
Vb € R-{o . (A,+(D+b)) est contrdlables cas

(7)) et (IVW), ces systdmes sont caractérisés

par l'appartenance des points frontiéres

de type (2) de Gy -

- Les ystémes ‘"ordinaires" i.e pour lespquels
35 € R —{dr(mais pasvs) (cas Ib), (ITIb)),
ces systémes sont caractérisés par 1l'appar-
tenance a l'ensemble des points frontiéres
de type (1) de Cks et D singuliére.

- Les systéaes "4 non-contrdlabilité affine"
i.eVb € R -k&(A,+(D+b)) est non contrdlable
(cas (Ia), (II), (IIIa)), ces systdmes
sont caractérisés par l'appartenance a 1!
ensemble des points frontiéres de type (1)
de C, et D réguliére.

3) ETUDE DES CAS FRONTIERES

Maintenant on va aborder 1'etude proprement dite, cette
étude se fait cas par cas, comme on l1l'a fait pour l'ensem-
ble Ch’ on regroupe les cas pour lesquels la démonstration
est la méme.
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3.1 ETUDE DES CAS : (I.II et III)

LEMME '1

Soit un systéme (A,+D)E€ Fr(Ext(Ch)) .

Alors Vb-e R2— {o}, le systéme affine (A,J:_(D+F)) appartient
a Fr(Ext(Ca)) .

PREUVE

(A,+D)€ Fr(Ext(C_)) analytiquement i.e{A(D)zo
X(A,D) 2~ A(A).A(D) = o

alors (A,+D)€ Gl \71.
u= {4, 40h/a0) Yo 5 x4, Y 2-a4).8(0) 30}

v= {& D /am) > s x, o) Ra(d).600) (o)

U 1 ouvert cCh;

\'s 1 ouvert cExt(Ci‘»)

alors notons : U'1=7U1(\((A',+Dt) inversible) x R2— {o)
U’ est un ouvert de systémes contrélables dans Ca .

En effet : (A’,D') inversible}] - est un ouvert (dense) son
intersection avec U‘l est donc un ouvert .

De plus, Uf:Ca puisque tout systémeéU’la sa partie homogéne
conErGlable et n'a pas de point fixe {(A',D') inversible
et b # 03, par application de J.S.

De méme, V’ =V _x Rz—{o) , forme un ouvert de systéme
non contrafabfe o
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Enfin par construction : B&: ﬁlxR et Vl=V1xR

donc : (A,t(D+S)) C ﬁ?qvl

i.e (A,i(D+5)) € Fr(Ext(Ca)).

e

ya

a

LEMME 2

Soit (A,+D) (Fr(%{)—Fr(q:)) deux cas sont & distinguer:

i) siA(D)<o : trD=o ,MA.D)=o0 alors
Vb4o, (A,+(D+B)) (Fr ca-Fr Ta) .

ii) sid(D){o , trD#o0 et (A,D) liés alors
Vbso, (A,+(D+b))e Ca

PREUVE

(A,tD) (Fr(qf)-Fr(E:)) i.e analytiquement :

A(D)<o et A=‘JD, trD#o
ou

A(A.D)=0,trD=o0

i)

(A,+D) (Fr(ch.))-Fr(é':)) alors

(A, +D)eT, od U, = {(A’,+D’) /8(0)<0, trD%o, et A%pr')

U2 ouvertcC (Cf. Chap.I)
’ . . 2
alors notons U2 = UJWQA,D) 1nver51ble}xR - @E.

U; est un ouvert de systé&mes contrdlables dans Ca, d'aprés

J.5 comme précédemment.

[«]
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- - o - -
et l'on a : U'2 = U,x R d'on (A,t(D+b)EU'2 .
donc : |(A,+(D+b)€ (Fr{Ca-Fr(Ca)).
ii)

Soit (A,+(D+b)) tel que A(D) <o, trDfo A,D 1iés
E;éo

3&)0 tel que V(A’,iD')e ‘B((A,tD),E) tel qu'on ait

A(D) o, tr(D)#o et (A,D) 1iés ou non .

D'aprés [A.S.V]. .

Si (A’,D') libres , alors (A',i(D'+l;)) contralablev-;;éo .

Si (A,D) 1iés , alors (A,+ D+b) contrdlableVbso .

[+]

DochT)-;éo H (A,t(D+b))c62 .
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CONCLUSION

On va donner un tableau récapitulatif qui nous résume
la situation .

CAS__ I : S €Fr(Ext(Cca)) .
CAS__II : SeFr(Ext(ca)) .
CAS III : S €Fr(Ext(Ca)) .
CAS__IV : s et3 .
CAS__ VvV : S €(Fr(cd-Fr(Ca)) .
On obtient comme conséquence, des deux lemmes précédents

le théoréme suivant qui est une description de l'ensemble
des systémes affines contrdlables Ca .

THEOREME

L'ensemble des systémes affines contrdlables Ca vérifie
les trois propriétés suivantes :

1) ca= {7.JUK UK’ (disjointe) .
ii) Ca= {J.S)Ux .
iii) Fr(Ca):Fr(Ext(Ca))U(Fr(Ca)—Fr(Ca)) .

disj

o K désigne 1l'ensemble des systémes affines contrdlables
et non contrdlables (auxquels correspondent les systémes
frontiéres de type (1) de Ch) .
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Et K’ s l'ensemble des systémes affines contrdlables aux-
quels correspond le systéme homogéne caractérisé par
les spirales liées.

PREUVE

a) {i.)vkecta

. {J.S}cé car {J.S}ouvert o
= {J.syuk'=Ta

[0}
K'ca (lemme 2) ¥
9
b) Cac{J.s}UK'
. Ca= {J.s}ux Uk’ (i)

Q
Soit xsﬁg = x € Ca

On sait %Ee K = Fr(Ca) donc x ne peut pas appartenir

a K ; K¢
donc : xG(J.S} U.K.

D'oll le résultat .
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2 éme Partie

CONNEXITE DE L'ENSEMBLE DES SYSTEMES HOMOGENES
CONTROLABLES C,
"

1. Introduction :

Dans ce chapitre, on s'intéresse & la structure de 1
ensemble des systémes homogénes contrdlables Ch Pour
celd, moyennant le théoréme de contr8labilité sur R-—%ﬂ,

cité dans 1la I ére partie, on partitionne C, en un certain
nombre de composantes connexes (Cf.tableau C‘ I ére partie).

On va, dans un premier temps, expliciter et caractériser
géométriquement ces différentes composantes connexes.
On utilisera cette structure pour obtenir comme corollaire
le fait que Ck est connexe.
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2) PRELIMINAIRES

On va dans un premier temps, donner quelques définitions
et résultats connus concernant la contr8labilité des

P 2
familles de champs de vecteurs linéaires sur R -1{o
qui nous seront utiles pour la suite de notre travail.

a) CONTROLABILITE DIRECTIONNELLE D'UNE FAMILLE DE CHAMP
DE VECTEUR LINEAIRE SUR R"- {o)

Une CN évidente de contrdlabilité sur Rn—-kﬁ est le fait
de contrdler sur les directions, c'est &a dire passer
d'un rayon de vecteur A& un autre. Les champs linéaires

~de r™ jouissent ‘d'une propriété importante est qu'ils
sont homothétiques par rapport a 1l'origine, donc 1les
trajectoires homologues (i.e issues d'un mé&me rayon-vecteur
et correspondant aux m&mes conmmutations) le sont aussi:

4(h) = 240 )
3@)
ge@(F)) :

Snah A

Lo\

donc par un difféormophisme g € S(F) on peut transporter
un rayon vecteur sur un rayon vecteur;



DEFINITION 1 :

Une f.c.v 1linéaire
les directions si

F

est dite contrﬁlablé suivant

V(y,z) € (Rn—{o\)z,a'o\)o tel quedz € S(F).y

1

b) PROJECTION DES CHAMPS LINEAIRES DE rR" sur s"~ .

Comme on vient de l'indiquer ci-dessus,
champs linéaires,
l'origine,

les
rapport

sur s%1

dont jouissent
thétiques par

méme projection

En. effet, si X

X € Rn— @\.

donc a toute famille

F={Ai}i€Isuar.

On peut 1lui associer

F o= 'K§ i € I sur
i

tel que™

a

désigne un champ linéaire,

tx
-e

de

une

sh~

parmi les propriétés
et qu'ils sont homo-
donc adméettent une

on a pour tout

M (x)
pdur}'>o

(W)= X(etxx)

champs de vecteurs 1linéaires

famille de champs de vecteurs

appelée projection de F sur sh~

1

Pour tout A € F, pour tout x € s" ™ *.'

o~

A(x) =

Ax-{€Ax, x>

ol le {,» désigne le produit scalaire dans Rnxﬁx,x) X

désigne donc la projection orthogonale de Ax sur le rayon -

+
vecteur x R .

1
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Géométriquement, ﬁ%x) désigne la composante tangentielle
a Sn_l du vecteur Ax. Ce qui nous définit bien un champ

- ~
de vecteurs sur S" l. Certaines propriétés de F se déduisent
a partir de celle de F, telles que l'accessibilité, 1ia
conservation du crochet .. JA

Il arrive aussi que 2 champs de vecteurs linéaires sur

r" »A,D, admettent 1la méme projection sur Sn—l. Un tel
cas se produit si et seulement si : A =qu+D.

On dira de 2 +tels champs, qu'ils sont équivalents du
point de vue directionnel.

Maintenant, on va donner un résultat sur lequel est basée
la suite de notre travail, puis dégager 1'idée de la

démonstration de la connexité de QV'

a) CONTROLABILITE SUR R>- {5\

Soit une famille de champ de vecteur sur R%-%%

F  est contrdlable sur 1les directions si et seulement si:
il existe dans 1le cdne convexe fermé engendré par F,
un champ spirale.

Rappelons qu'un champ spirale D est caractérigé par :
A(D)o , trD #£ o (ot Aet trDd désignent respectivement
le discriminant du polyndme caractéristique de D, et
trace D). (Cf. Chap. II).

b) CONTROLABILITE SUR SL(2,R).

On va donner d'abord une description de sl(2,R).
sl(2,R) = {P € M2 (R) / trD = 6}c'est un espace vectoriel

de dimension 3. C'est aussi 1l'algdbre de Lie du groupe
de Lie SL(2,R) définie par{D € M2(R) / det D=1.)

Notons par
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® = {D sl(2,R)/ A(D) (o.) le c¢dne des champs compacts
D € sl(2,R) est dit compact si X(D,D)<o (i.e admet des
valeurs propres imaginaires pures).

Soient H=(z 3‘)); P= (‘; Z); Q= G —:.))

(H,P,Q) forme une base de sl1(2,R)

Donnons une représentation graphique de I dans la base
H,P,Q.

Posons X=C; _i) y Y= (i (];); alors (X,Y,Q) constitue une

base de sl(2,R) qu'on utilisera par la suite.
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PROPOSITION : [g]

Une famille de champ de vecteur F € s1(2,R) est contrdlable
sur les directions si et seulement si le cdne convexe
engendré par F contient un élément compact.

Nous allons maintenant utiliser 1les divers résultats
ci—-dessus & notre cas & savoir F= hqiD); le systéme (A,iD)
est équivalent du point de vue de la contrdlabilité

radiale au systéme (ﬁﬂfﬁ).

Y etD étant les champs projetés de A et D sur sl(2,R).

~
A=A - trA ., 1Id
2
o~
i.e D=D - trD . Id
‘ >

Compte tenu de la proposition @301 ~dessus, (A +D) et

donc (A,+D) est contrdlable sur 1les directions si et
seulement si le c¢8ne convexe engendré dans s1(2,R) par
(K,#ﬁ), (qui est un demi-plan)contient un champ compact
i.e intersecte H.

Maintenant, on vé donc ‘s 1ntéresser ‘a'gi
du demi-plan engendré par A iD) avec~f
'champs compacts deﬂﬁ.dans sl(2, R) . voir dessi;

ntersection
mble des,

[P R
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On va donner wune description compldte de C. en termes
de composantes connexes ; cette description se fait en
Plusieurs étapes qu'on énoncera sous formes de lemmes.

3) Etude de la connexité des différentes parties de C,

Nous allons étudier du point de vue de la connexité des
différentes parties de ¢, , obtenues par application du
théoréme de G.B. (Cf. I &re partie).

3.1) ETUDE DE ¢

Rappelons que C. = {(A,iD) /A(D)>o et X(A,D)Z—A(A).A(Dx>o}

LEMME 1

Soit (A,tD) appartenant 3a C1 .

Alors

-Soit, il existe un chemin continu dans Cl‘ qui joint

-S0it, un chemin continu dans C1 qui jdihtfﬁ’"' -

(A,+D) a (-Q,+X)

CONSEQUENCE :

C1 a donc deux composantes connexes. - e

PREUVE :

Dans Cl » la contrdlabilité &p contrdlabilité sur les

directions (et direction du rang).

x(A,D)% — A(A). 4(D) > o traduit la contrélabilité direc—
tionnelle.

On raméne D & une forme diagonale D’.
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D a deux formes possibles (k‘ ;) et (&' o)
(o] r3 (o} X‘

On choisit celles des deux formes D telle que D;P-lDP.

~

avec P=(. .) (on V1 et V2 étant les vecteurs propres

associés aux valeurs propres Alet)ﬁ) appartenant 2a GL+(2,R)

)Y \)

si on prend §:=(" .falors P_ appartient a GL (2,R)

1

(i.e det P_= -det P)

1

1°) RAMENONS D A UNE FORME DIAGONALE

cL? (2,R) étant connexe par arcs, il ex1ste un cheminfdans

gL? (2,R) tel que :

o,ﬂﬁ—:i——bP
tel que ¥(o)=1d; Y(1)=P

At D

(i D}’-_—’{\“t’ A ‘f_l‘t) ‘(’(t) ™ ‘f‘%t‘iﬁ) o o

‘i.e on ‘peut jﬂéfopmgr continument;f identité dgns Cl'

dans C c o A
donc (A,+D) 1 {( d)'; ,t,(g. X.,))
finalement, il existe un chemin continu dans C1 qui relie

(A, +D) a (A +ﬂ) avec D' diagonale.

o Ao
05y = AN

puisque A(D)=A(D,) et X(A,D)2—A(A).A(D)=X(At.Dt)2—A(Dt).A(At)

sont des invariants de base.
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2°) ANNULER LA DIAGONALE DE A .

On va faire cette transformation dans Cl ,car comme on

vient de 1l'indiquer : X(A,D)2 - A(A). A(D) > o se traduit
par bcfo du fait que D' est diagonale.

Il convient de distinguer deux cas

b et c(o
bc(o)’
b{o et <c¢Po

On verra que ces deux cas, corrsepondent aux deux compo-
santes connexes de Cl'

On va tout d'abord annuler la diagonale de A

& 3e G N——{""" «0ds 0 )b

Pour t=1 on aura

Notons que
2
X(At,D) -A(At).A(D) = bego

‘Vt € E,i} puisque d est diagonale ; cette déformation est

donc bien dans Clh
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3°) TRANSFORMER (b,c) en (1,-1) ou (-1,1).

*) CAS 0OU bYo ; et co .

En effet :

K(g g) i@' ()X)}m«(lft)b+t e t)c t) (A' ,\z))

évidement bt'ct<° (soume de quantités négatives).

[-trpegd [(1-tre-t)= (1-0)%be  —t(1-t)b + t(1-t)e-t2l o

Voo b
Pour t=1 on aura {G _(1)) ; i(g‘ f,))

*) CAS 0U b€o et cdo :

GRS R (LR N
Pour t=1  on aura : {(_‘1’ i);t@" X))
En résumé : (A,+D)Z«§ _i) ; iﬁ‘ 0)}

g
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4°) TRANSFORMER LE COUPLE (Al,)Q) en (1,-1).

Maintenant, on va faire wune +transformation sur le champ
D. Puisque D apparait avec 1le signe + donc on aura deux
cas a étudier selon 1le signe de Xl et}\2 (i.e ou )& et

AZ sont tous deux de méme signe ; ol de signe opposé.)
On va commencer par étudier 1le cas ol Xl et)\2 sont de

signe opposé.

*) SOIT M So et 22¢0.

On va procéder & cette transformation.

{G’ 'i); ¥ C\i 3‘2)} dans C { ,((1;t)kl+t _(11)/\2-3}

A, = [(l—t)()xl+>\2)+2t 25, Vi e [oq

1+

Pour t € [o,l) on aura

(€ 90 e {6

1+
—
[o 0
I ©
Lt .
N
\-—-/

REMARQUE

Aussi par 1le méme procédé de transformation sur le champ
D on aurait obtenu

(G2 Gl ——s e )
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*) CAS 0OU }\1>o ET >\2)o.

On va se ramener au cas précédent (i.e transformer le

couple ( Al R )\2 ) en ( )\1 "AZ ) et par suite transformer

ALN,) en (1,-1).

Supposons : Al>k2 .

L'idée est de transformer D= }“ ° en D = (x‘ 0 .
(] 1 (] —)\z

/
(det D Y0) en (det d1< o) dont on doit forcément passer
det=o0 touJours dans C , par un chemin (car A(Dt'))o et

X(A,D,) -A(D ). A(A)')o ).

Notons que 1la contr8labilité ne sera pas affectée pour
le cas det=o.

La transformation consiste & déformer kzen —)\2

En effet :

( ))) dans C (): ;. 2t)%) tE[O,IJ
A ) =(—(1 2t))\\’>o ¥t e fo.1]
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Pour la valeur de t=)% on aura

(fi 3 dans C (Al 0

. o *2) ——3 o o
Pour t € o,l] on aura

{G)ea () emmea, 4o o sy)

P Y .
évidement, toutes <ces transformations sont dans C. car

Ad) >0 et x(a,p)%-A4).AD,) Do

Finalement, il existe un chemin continu qui joint (o Ag ) 3

%l
[ _§2) (i.e qui on s'est ramené au cas ci-dessus).

o
donc de &A(l) }\;) a (i _i)

CONCLUSION

On a donc trouvé wun chemin continu dans C qui joint

1
(A,+D)

- Soit

[0l

o

'
\-’/

- Soit a :{—Q,tx}
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CONSEQUENCE,

C1 .a donc deux composantes connexes par arcs qu'on notera
+ -
Cl et Cl .

CI ensemble des systémes de Cl qu'on peut déformer conti-

nument dans Cl en {Q,iX)

CI ensemble des systémes de C1 qu'on peut déformer conti-

nument dans C1 en{—Q,tX)

Ces deux composantes connexes correspondent aux deux
cas rencontrés dans la démonstration.

INTERPRETATION GEOMETRIQUE :

L'intersection correspond a CI =% plan(\%+.
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3.2°) ETUDE DE C,:

Rappelons que Cg=((A’iD) / D=)AI et A(A)(o}

LEMME 2

Soit (A,tD) appartenant a C

5*

alors

-Soit il existe un chemin continu dans C2 qui joint
(A,+D) & (Q,+Id)

-Soit un chemin continu dans C qui joint (A,+D) 2 (-Q,+1d)

2

CONSEQUENCE :

02 a donc deux composantes connexes.

PREUVE

La démonstration étant 1la méme que pour le cas ci-dessus
(lemme 1).

Remarquons que dans ce cas 1la projection du champ D sur
s1(2,R) donnerait le champ nul.

On va étudier l'integgection du cdne convexe engendré
dans sl1(2,R) par (Z,+D) qui dans notre cas est une demi-

droite avec l'ensemble des champs compacts de sl(2,R).

alors, par un changement de base, on raméne D 3 (é i)
et par 1le méme procédé (voir 1lemme 1) on transforme

A=(a c) en (: _i) dans le cas ol b)o et c{o

o 1 N
ou<4_ o) dans le cas ol b{o et cdo .
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EN_RESUME
o -1\ . 1 o
ke
(A,+D) \\\:fL‘
o 1 1 o
{ 1 o) P I (p 1)}
CONCLUSION

On a donc +trouvé un chemin continu dans 02 qui joint
(A,+D)

- soit a (Q,iId)

- soit & (-Q,+Id)
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3.3°) ETUDE DE C,.

Rappelons que C, = {(A,+D) /A(D)=o0 et X(A,D)Z—A(A).A(D)>o')
| - D£MNI

LEMME 3 :

Soit (A,+D) appartenant a CS'

alors

-Soit, il existe un chemin continu C3 qui joint

(A,+D) & (H,+P)

-Soit, un chemin continu dans C_ qui joint

3
(A,+D) & (-H,+P)

CONSEQUENCE

C3 a donc deux composantes connexes C; et C;.

PREUVE

Dans 03 la contrdlabilité Q;;> contrdlabilité sur les

directions et condition du rang

D a deux formes canoniques possibles .
A\ © N1
D'V( 1 >> ; DN(O A )

1 er CAS

1

Ar. € oLt / p.DBL - A X
1 1 1 0o +
En effet GL+ étant connexe donc Pl _2323.5&) Id

, =1 A1
et par suite PlDP1 = (9 A)

1

- /
et PlAP1 =A

2
cette déformation se fait dans 03 (car A(D) et X (A,D)"-A(A). AD)

sont des invariants de base.)
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3P2 € qL”/ P2DP;l = (? i)

- - 1
en effet GL é&tant connexe par arcs donc P2 dans GL ;(; 03
N S\o-1 (N 1)
_— =
et donc D Pz(l A P2 o A

cette transformation se fait dans C3 (car A(D) et

X(A,D)Z-AKA).A(D) sont des invariants de base).

1
Finalement on peut toujours ramener D 2 (g A)

(X l) (o 1)
1 ére ETAPE DEFORMER \o Menlo o

En effet :

(G L) S (i R Cout Y 3 20

cette transformation est dans C_ , car b#o

3

X(8,0)%-A(A).A(D,) = bDo et AD,) = o

pour t=1 on a
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2 éme ETAPE ANNULER LA DIAGONALE DE A.

On va faire cette transformation dans C3 car D=(z i)

est constante donc X(A,D)Z—A(A).A(D)=b%>o.
a c\ . o 1 dans C (1-t) a c .. fo 1
<Q> d) : i(o o))—\e‘)« b (1—t)d)’i() o)}t e[:)’lj
2
X(A,D)-A(A).A(D) = bRo

o ¢ o
alors pour t=1 on a : {(b o) ; t(? o))

=

3_éme ETAPE CONSISTE A TRANSFORMER LE COUPLE (b,c) en (1,0)
si bdo et en (-1,0) si b<&o

en effet

{((l(—)t)b+t (lgt)c) Pt (2 i)} cefo.q]
pour la quantité X(At,D)Z—A(At).A(D)= gl-—t)bn-f)o\dt e E),Q ’

pour t=1 on a
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CONCLUSION

On a donc trouvé wun chemin continu dans 03 qui joint
(A,+D) ’

- soit & (H,+P)

- soit a (—H,iP)

CONSEQUENCE

C3 a donc deux composantes connexes par arcs qu'on notera

+ -—
C3 et C3 .

C; ensemble des systémes de C3 qu'on peut déformer continument

dans C3 : en (H,iP)

C; ensemble des systémes de C3 qu'on peut déformer continument

dans C3 : en (—H,tP).
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3. 4°) ETUDE DE C,

Rappelons que 04 =~§A,1D)/A(D)<o ; trD=o et A(A.D)>&)

LEMME 4

Soit (A,iD) appartenant 3 C4 .

Alors il existe un chemin dans C4 qui joint (A,tD) a (X,iQ)

CONSEQUENCE :

C4 est connexe.

PREUVE

Dans C4 la contrdlabilité <;::==§ contrd6labilité radiale
(et condition du rang).

AU))((M alors par un changement de base on déforme D

' -
dans C4 car invariants de base en D=(% :')avec €=i1

-

ol on aura & distinguer deux cas selon que £=1 ou €=-1

La contr8labilité du systéme (d,tﬁ) est exprimée par
4 ’
la quantité [MK.D):(b+c)2—4ad>o. A=<: g)-
Le but est de transformer continument dans C4 (A,tD)en(X,iQ)

Avant de procéder 3 une transformation sur le champ A;
on peut supposer que (b+c)do.

En effet, si b+c=o; comme C3= {_(a,b,c,d)/(b+c)2 —4ad‘>o}
est un ouvert de R4 ,33)0 tel que B( %,b,c,cﬂ,ﬁ)c_ﬁ

' '
eta(d,g,cﬁdX:B tel que b+c#0 et (6+J)2—4ad)o.

(B( {a,b,c,d| £) désigne la boule ouverte du centre [a,b,c,cﬂ
et de rayont).
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*) LA 1 dre ETAPE : ANNULER a et d .

En effet :

(G I A R G LA P e R O
A(At.D)=(b+c)2—4(l—t)2ad)o Vi e E,a (car |(l—t)2ad|<|ad|).

Pour t=1 on aura :
o ¢\ .  (° -1
(b o/ ' - o
*) LA 2&me ETAPE : TRANSFORMER LE COUPLE (o0,0) en (1,1).
o ¢ o -1 dans C t ¢ o -1
{(‘0 o) it (1 o)} — (b VIR (1 o)}t efo.1)

A(At.D)=(b+c)2+4t2’>o Vte [o,g ==, dans C4.

pour t=1 on aura :
(1 c\ ., (o -1
b -l> - (1 o) .

*) LA 3 é@me ETAPE : ANNULER betc.

En effet :
et R ) BRI
Ba .p)= El-t)(b+°;_\2 + 470 G dans C,.

pour t=1 on aura :
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CONCLUSION

Il existe un chemin continu dans CAqui joint (A,iD) a

-0 ¢

P

a,

3.5°) ETUDE DE_C:

Rappelons que 05=~{A,1D) /&(D){o, trD#o et A#FD}

LEMME 5

C_ a deux composantes connexes.

PREUVE

On va dans un premier temps considérer 1l'ensemble

{A C M, (R) / A;é‘.D'), D étant fixé.

Cet ensemble n'est autre que : RQRD qui est manifestement
connexe par arcs.
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Maintenant on va étudier l'ensemble

C):{;D / D & M,(R) / A(D)o ; trD#d}-

soit l'application f: O——bR*
DP—--*f(D):trD.e(D)

ol ?(D)=X(Q,D).

¥ trD mesure 1le caractére expansif ol contractile des
trajectoires pour un champ spirale.

* X(Q,D) mesure le sens de rotation de D, en effet:

D a méme sens de rotation que sa projection sur sl(2,R)

~F
D=D-% trD.Id.
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soit T € s1(2,R)

T=adH +BP+%Q ol H,P,Q est une base orthogonale
relativement & la forme bilinéaire X.
si A(T){o alors T appartient au cdne K

T € K+(§K7o & X(T,Q)%0 (i.e que T admet une composante
0 selon Q dans sl1(2,R) relativement & la base H,P,Q).

T € Kz—ﬁ&o ==X (T,Q){0 (i.e que T admet une composante
{o selon Q dans s1(2,R) relativement & la base H,P,Q).

En effet

X(T,Q)=«X(H,Q) + BKP,Q) +¥X(Q,Q) =%

X(HQQ)=° ’ X(P’Q)=O ’ X(QvQ)=1

Remarquons que f(D)=f(-D)

En effet : f(—D)=tr(—D).e(-D)=—trD. (—P(D)):f(D)
l'application f est manifestement continue et non nulle
sur O.

donc O admet |une partition_en deux sous-ensembles ouverts
qu'on notera par 0 et o .

ol O+=<;D/ D € M2(R); A(D)<o; trD#o et P(D).trD)o}‘

o‘:{tD/ D € M,(R); A(D){o; trD#o et P(D).trD(o)~
donc O n'est pas connexe.

Montrons que chacune de ces parties est connexes.

A(D)L o ’ alors par un changement de base on déforme D
dans CS'
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C“ M- plpp P € GL
6
Y

5 <)

3P ¢ GLT tel que P_lDP{: :i):D‘ ou of+\8 sont les valeurs

propres complexes de D.

+

si D € O » Ppuisque e(D) et trD sont des invariants de
base

]
on aura : P(D).trﬁ)o i.e aBdo

alors il existe un chemin continu dans oOF (donc dans 05)
ui joint % -8 a + 1-1
ui J e o1

En effet , la transformation suivante :

Lfi-t)ast  —(1-t)B-1% convient
I\(1-t)B+t  (1-t)a+t t C E,q
A(Dt)(o
1 -1\ .
pour t=1 on aura : i(l 1)

En résumé O est cennexe par arcs.
De méme, si D € O » puisque P(D) et trD sont des invariants
de base on aura : P(D). trD{o i.e aAB{o

alors, il existe wun chemin continu dans 0  (donc dans C5).

C. o By . 1 1
t
qui join + QB o) & i(—l 1)
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pour t=1 on aura : + Ll l)

0~ est donc connexe par arcs.

Maintenant on va faire 1la transformation continue suivante

dans 0+.

(A.,+D) € ot cont1nument4§i (Id,+(1 =1 )
1= dans ot -\l

{Id,i(i -:]L.)) étant le prototype de o*.
En effet

Soit D fixé B"@l/A#FD) étant connexe par arcs
dans B

donc Ala————__ald

(Id,tD) appartient toujours a oV

L'étape suivante consiste a déformer continument iD dans’

+ 1 -1
0 en i(; 1)

p_dans ot (1-t)k+t —(1-t)B-t
P {(1-t)B+t (1-t)e(+t

teE,i]
1 - +
pour t=1 on aura : +( J dans O

A(Dt)<o (valeurs propres complexes)Vt CE,i]

or A(Id)=o donc D et Id sont libres h&.
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COMMENTAIRE

On a " explicité et caractérisé géométriquement 1les dif-
férentes composantes connexes par arcs des sous—ensembles

C1 ,02 ,03,04,05 en exhibant pour chacune de ces composantes

connexes un systéme type. On va utiliser cette structure
pour obtenir comme résultat annexe 1le fait que C. est

h

connexe.

REMARQUE

toocT ¢t

l’ 3’C

;,04 sont connexes par arcs.
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PROPOSITION

Clu C3U C4 est connexe.

PREUVE

On va tout d'abord donner une interprétation géométrique.

L'idée est de trouver un chemin continu joignant un systéme
(A,+D)

appartenant 2 C1 U C3 U C4 4 un autre systéme (Aﬁtd)

appartenant au mé&me ensemble ; en restant dans cet ensemble
| tout le long du chemin.

RESUME

L'idée est de montrer qu'il existe un chemin continu

qui joint @Q—=@-Q-0

On va commencer par prendre un systéme (A,+D) € C1 et

le déformer continument, en d'autres termes +trouver un
chemin continu qui puisse joindre Q—Q

En effet :

Soit iX,Q}C c,
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On va dans un premier temps, faire une premiére trans-
formation de {:X,Q} y Plus exactement cette transformation

concerne le champ X .

a

sin +@ cos t8

cos t - sin t@\
Alors aune natrice Pt € SL(2,R) ol Pt= (

avec 6:'“/4 ; et t € E),]J

av]
>
e}
(32}
I
Pam
= 0
[o I
"

par le mé&me argument (i.e SL(2,R) connexe par arcs).

On a donc finalement trouvé un chemin continu dans C

i soine {2 20—l 2 € )

PP + o 1 o -1 +
~donc par définition de C1 {i(@ 0) ,(1 o) } € Cl'

Maintenant, on va passer & la seconde étape




qQui consiste a déformer

Il suffit de prendre la transformation suivante

(IR H ) SR R

pour t C (9,][ on est dans C

+
1°
en effet

A(D.) = 4(1-t)>th 6(9,1{

2 P
X(At’Dt) —A(At).A(Dt) est caractérisée par bt.ct<o

(car D, est diagonale).

t

En effet : bt.ct=—(1—t)<th € E.J{

ooy
1+

o
~—

o
pour t=1 on aura : {G o) H

En effet : X(A,D)%-A(A). A(D)do
CONCLUSION

I+
0
o~
S

®

aQ
w '+

On a trouvé un chemin continu dans Ch qui joint un systéme

+ +
€ C1 en un autre € C3'

*) L'étape suivante consiste & déformer continument dans
+

C un systéme appartenant a C en un autre appartenant

3

A 4




En effet

pour t=o on est dans cr.

o
(o]
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)‘ i(g i)} —_"'«1

3

pour t € ]o,ﬂ on est dans C4.
En effet : A(Dt) = -4t Lo Vt € ]o,IJ
et A(At.D )= (1-t)2+4t2>o Vt € },,q

t

pour t=1 on aura

CONCLUSION

On a trouvé

N +
téme € 03 :

€ )«

t o
-t -t

e

un chemin continu dans C

h

en un autre appartenant a C4.

*) Maintenant

En effet

629Gy — {0 L

on va passer a C3 .

): (3 8))

€4

qui joint un sys-

pour t € ((_),1[ on est dans C4.
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En effet

£(D,)

~4(1-t) <o Vs 6 [91[

Aa, .p) t%sa(1-t)°>0 V¥t € k.

Pour t=1 on est dans C3 .

En effet : ‘

CONCLUSION

Il existe un chemin continu dans Ch qui joint un sys-

téme € C4 en un autre .appartenant a C; .

*) La derniére _étape _consiste a passer continuement
dans Ch de C3 a Cl .

R ,;’h T

v

@2y PN—{C Y= Y =e b1

pour t=o on est dans C;

pour t € jo,l] on est dans Cl‘
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En effet :

A(Dt)?4t)o pour t € b, 1}

2
X(At,Dt) —A(At).A(Dt)>o est caractérisée par bt.ct<o

b,.c, = -t{o pour t € ]o,l}

t t
o 1 o 1
pour t=1 9on a-l{(_l o) 3+ (1 o)}

CONCLUSION

On a trouvé un chemin continu dans Ch » qQui joint un
systéme € &CE en un autre appartenant a CI

finalement (par le mé&me argument PtC SL(2,R))

e {0 ) ER——tE D€ )

CONCLUSION

Il existe un chemin continu qui joint CI-——»C;—;C4_,C;_,CI

chacun d'eux étant connexe par suite CIU C3U C4 est connexe
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LEMME 5

cC, uc est connexe.

Rappelons que

C,= {(A,tD)/A(D)4o ; trD=o etA(A.D)}o}

Remarquons que

En effet
o -1 1 o
{Q=(1 0) : x=(o 1 ))e 04('] Fr(Cg)

effectivement :
d=(£ I 3 X= . 0) C €. pour Earbitrairement
1 & o -1 5 L
petit

a présent montrons que C4 U 05 est connexe .

Soit x € C4

+
x € Fr 05

on a :

+ + *
CSC CSUXC;C5

l

Cg étant connexe, donc C

topolo ie)+
or C4 (05 U x) 4@ ot 04 est connexe (voir Lemme 3).

. + : .
» par suite 05 Ux(d'aprés un résultat de

ot +

par application d'un résultat de topologie générale,
on peut conclure que C4 U C5 est connexe.

de mé&me avec C;

finalement, C4 U 05 est connexe.
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LEMME 6

C. U C_, est connexe.

PREUVE :

Rappelons que C2={(A,tD)/D=)\I et A(A)(o\

Remarquons que : Cchrcl.

En effet :

 {o.r1d}e cperce

effectivement

(R A R

+ + . .
donc 02 U Cl est connexe (la réunion d'un ouvert connexe

et d'un point f%ontiére est connexe).
de méme si on prend {—Q,tld) C CQFr(Cl).

c, U CI est connexe par le mé&me arguhent

finalement

C1 U 02 est connexe.

LEMME 7 :

C1 U 02 0] C3 U C4 est connexe.

PREUVE : La démonstration est immédiate

En effet on a montrer que C1 U C3 U C4 était connexe,

(voir proposition).

et on vient de montrer que Cl U C, est connexe (lemme 6) ,

2
d'aprés un résultat de topologie générale ;
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L'intersection deux & deux de ces deux ensembles étant
non vide donc C, U C_ U C_ U C, est connexe.
1 2 3 4
COROLLAIRE
L'ensemble des systémes homogénes contrf6lables C est

h
connexe.

PREUVE

La démonstration étant la méme que ci-~dessus (lemme 7).

C, U C_ est connexe (lemme 5)

C1 U C2 U C3 U C4 est connexe (lemme 7)

Le fait que l'intersection deux a4 deux de ces deux ensembles

est non vide, on peut conclure que \5' Ci=ch est connexe.

i=1
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3 éme PARTIE

ETUDE DE LA CONNEXITE DE L'ENSEMBLE DES SYSTEMES AFFINES
CONTROLABLES Ca.

I INTRODUCTION

-

Dans <c¢e chapitre, on s'intéresse & la connexité
de l'ensemble des systémes affines contrdlables Ca.
On sait maintenant (cf. Iére partie) que les systémes
.S} sont denses dans 1l'ensemble des systémes affines
contrdlables Ca, ce qui va nous permettre de contourner
le probléme et d'aborder plus facilement 1'étude de 1la
connexité de Ca. Celle <c¢i s'appuie sur la connexité d'un
ensemble dense dans {IS} R

Pour ce faire, on a besoin de montrer auparavant la con-
nexité d'un ensepble dense dans 1l'ensemble des paires
contrdlables sur R-I\o& ; C"‘ .

Pour ela, on va moyennant le théord&me de contr8labilité
sur Ra{s partitionner C en un certain nombre de parties
(cf. tableau 1lére partie oli 1'on imposera une condition

supplémentaire sur A et que son déterminant soit non
nul.

L'idée est donc de trouver un chemin qui puisse déformer
toute paire (A,+D) avec det A non nul en un systéme type
(A’ ,tD' ) avec det A’ non nul, le chemin restant dans 1°'

ensemble des paires contr8lables pour lesquelles det
A non nul, cet ensemble n'est manifestement pas connexe,
on va recolter les différentes parties en ajoutant des

points qui sont caractérisés par det A nul, par suite
on peut conclure que cet ensemble est connexe;

homogén
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Quant aux systémes affines, au cours de la déformation
dans l'ensemble des paires contrdlables sur Rﬂﬁl' , on
n'a pas la présence du point fixe (det A étant non nul)
cet ensemble n'étant pas connexe, on va utiliser le pro-
cédé de recollement en ajoutant des points qui sont carac-
térisés par det A nul, tout en évitant 1le point fixe
avec un bon choix du vecteur b.

Finalement, on peut affirmer que cet ensemble est dense
et connexe dans (J.S} ’ par suite on peut conclure que
l'ensemble des systémes affines contrdlables Ca est connexe.
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IT RESULTAT PRINCIPAL

On va énoncer le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme : L'ensemble des sytdmes affines contrdlables
Ca est connexe.

La démonstration de ce théoréme se fait en plusieurs
étapes qu'on énoncera sous forme de lemmes, mais auparavant
on va dresser un tableau ol l'on fait apparaftre le choix
du vecteur b poup_ lequel on n'a pas la présence du point

fixe, ie Ker NAD “b=g .

Rappelons qu'un point fixe d'un champ de vecteur X est
un point x tel que X(x)=o.
L'ensemble des points fixes d'un champ de vecteur affine

D+b est l'ensemble —D_lb » cet ensemble peut &tre

- Vide
- un singleton
— ou une droite de direction Kerp.

On aura & distinguer deux cas selon le déterminant de

S5i det A#fo : (A bijectif)

Ker A= o ; dans ce cas le choix de b est Ro- (9)_ _(-E;éo)
‘e que l'ensemble des points singulier -D “b est un singleton

alors deux cas peuvent se présenter selon le déterminant
de D.

wdet D#o

alors b £ D(Ker A) _ 5
Par suite le choix du vecteur b est R“-D(KerA).



75

(*) si b ¢ImD 1
alors-l'ensemble des points singulier -D "b est vide.

*) si b € ImD.

alors -D 1B = -x + Ker D avec on=5.
L'ensemble des points singuliers -5 - est la drcite
de direction Ker D
0 ﬁ -x_+KerD.

o
En effet si O € -x +KerD, alors X _€ KerD et b=o

Finalement on vient d'envisager tous les cas possibles
selon le déterminantl de A et de D, le choix du vecteur
b ol 1'on a Ker AN-D "b=g

cela nous permettra d'éviter 1le point fixe au cours de

la déformation.
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On vient de voir (cf.chapitre ITI)qu'il existe un chemin
continu qui joint toute paire (A,+D) a son prototype

(A ,iD’) ol D‘est mise sous sa forme canonique
A o) LA S Cl - ) . (o ~-B} |
o Al 7 \o M T o %) "\ 2 \B o

de plus si 1l'on impose la condition det A # o celle-
ci reste vraie tout au long de la déformation.

Notre but, dans un premier temps est de montrer, que
toute paire contrdlable (A,+D) avec det A#o peut &tre

2 " - ’ ‘ ) 1 -1
déformée en un systéme type (A »+D ) 5 D =(1 1) avec

det A #0 et A ¢ e

tout en s'assurant que cette déformation reste dans 1'

ensemble des paires contrdlables pour 1lesquelles detA#o
s ce qui nous permettra d'aborder facilement la con-
nexité de «cet ensemble, on remarquera que celui-ci est

dense dans 1l'ensemble des paires contrdlables, d'ou le
résultat annexe qu'on obtiendra est que celles-ci sont
connexes.

La démonstration se fait en plusieurs étapes qu'on énoncera
sous formes de lemmes.

Soit (A,+D) tel que A(D){o; trD=o etA(A.D)D>o et det A#o
donc il existe un chemin qui joint (A,iD) 3 (A',:d)

¢ 1 -1 ! ) /
avec D=(l 1) ; A ¢ RD et det A#o
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Rappelons que (A,iD) est contrdlable sur Rz—é}est donné
par la quantité

A(A.D)=(b+c)’-4ad>o

lére Etape

on raméne D 3 (i _i) (cf. Chap. III)

ensuite par la transformation suivante

[

t -1 .
Dt=(1 t) t € [6,]:] on se rameéne

1 - .
(1 J pour t=1

z
si on prend b#-c la quantité A(A.D)=(b+c) -4ad est toujours
positive et A ¢ RD tout au long du chemin .

finalement il existe un chemin qui joint (A,+D) a (d,id)

[} -
avec D = (i i) ; A € RrD et det K#o

Lemme 2

Soit (A,+D) tel que A(D){o ; trD #o ; A ¢ RD et det A#o

alors il existe un chemin qui joint (A,iD) a (K,tﬂ)

([ -
avec D= G i) . A cRD et det Afo

Preuve :

L -8B
On se raméne 3 {+ ; A )
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On a deux cas a distinguer

- si w«Byo alors (A, B)=—>(1,1)

et alors la déformation est évidente
. a ¢
- s1 A&B<o ; A =(b d) on va essayer de se ramener au

cas précédent (lemme 1)

- En effet, on va déformer A de telle sorte que b#-c
(A n'est donc pas colinéaire a D).

~ la seconde Etape transformer A de fagon & avoir

A(AD)S0o

En effet : on a ad#£hc

on peut prendre (b—c)2 aussi grand que l'on veut en faisant
tendre b vers +00 ou - o0

dt Ao /

7
,/LCL.-;
/

L
-4 det A = (b+c) -4 addo

par suite on a rendu (b-c
finalement on a déformé A tel que (b+c)2—4ad)o et b#-c

la derniére étape consiste 3 faire tendre X—>»0.
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Conclusion

I1 existe un chemin qui joint continument {;(q _B) ;A:}
53 «

det Ao ol ®B< o & {i(;_) 'i); A} tdl A(A.D)>o et det A#o

c'est a4 dire qu'on s'est ramené au cas précédent.
. P -~ '
et donc on peutsramener aisément a (+D,A)

! 1 - ’ [; 4
D=(1 1) ; A ¢ RD' et det A#o

Lemme 3 : N

Soit (A,+D) tel que D es: nilpotente et det Afo ,
alors il existe un chemin qui joint (A,+D) a (A,+D)

{1 -1 { / /
D=(l 1); A" ¢ rD', det A#o

On se raméne a (0 1)
o o

Rappelons que la contrdlabilité de (A,iD) est donné par
la quatité X(A,D)2-A(A).A(D) = bo.

on va prendre la transformation suivante

HRAEN )

. o . ’ . /
on impose dés le départ azb (ce qui assure que A et
D ne sont pas colinéaires) on choisira aussi cette défor-

. . Y .
mation pour qu'on ait ad-bc # o qui est un ouvert dense

RN

finalement, on a trouvé un chemin qui joint (A,iD) det A#o

a (K,+ﬁ)
- r 1 - / ’ '
D=Q 1) ; K @Rp det A#o

pour t=1 on aura
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Soit (A,tD) tel que D est semblable a4 un bloc de Jordan.
det Afo

’
alors il existe un chemin continu qui joint (A,iD) a (A.td)

d:(i ‘i) ; A ®D, det Afo

Preuve
A(D)=0 ; D #M A1l
on se raméne 3
(o A)
la démonstration est immédiate on fait tendre A——)o

et on est au cas précédent.

Soit (A,+D) / D=AI et det Ao

’
alors il existe un chemin continu qui joint (A,+D) 2 (A,iﬁ)

1 -1 ] ! !
D_(l l),AfRD : det Ao

Preuve

Rappelons que la contrélabilité de (A,tD) est donné par
la quantité

X(A,D)2-B(A).A(D)Y 0&=> A(A)<o

9. ()
A(A)= (trA)2—4detA(o = det A

On va dans un premier temps déformer A tout en respectant
A(A) C o et on essaiera au cours de cette déformation
4 avoir b#o , puis on déforme D eﬂs t

A tG@,B

pour t=1 on se raméne au cas 4

/
par suite on se raméne a (A,+d) avec ﬁ:(l -l) ; det A#o
1 1

et A ¢RD
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Lemme 6

Soit ~ (A,+D) tel que D admette deux valeurs propres réelles
distinctes, alors il existe un chemin continu qui joint

(A,+D) det A#o 2 (A’,iD'); ot ELG '1); A" ¢ RD ; det A#o
Preuve
) o
On se raméne a {+( | ;A ;. A= a8 S).ad-beto
\o A b d))

rappelons que la2 contrdlabilité de (A,iD) est donné par
la quantité X(A,D) -A(A).A(D)>o &> bce(o

On va essayer de se ramener au cas (lemme 4)

GSIE 9) cebd

oll E=tl tel que €= sg()\l- >\2) (a=-d) €

alors on déforme en

1+

si a=d on prend €-1

(l(,iDt) reste contrdlable

en effet-X(A,Dt)z—A(A’).A(Dt) = 16[t2$_2b2+ teb(a-d) ( Al-hz)—(fl-/\2)2b<]>

ensuite on va faire tendre )‘1 vers %2. &

la transformation suivante

(Xl t convient
o (1—t)>‘2+t)\l> t 6{0,13

‘}1_(1—1:) >‘2-t )‘]]= (l-t)()‘l— /\2) est du mé&me signe que (Al-)‘z)

finalement on obtient :

t
{i A X)’G g)}et par suite on s'est ramené au cas (4)
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Conclusion

On vient de montrer qu'il existe des chemins entre les
différents ensembles et que toute paire (A,iD) avec
det Afo peut &tre déformée en 1le systéme type (A4,+D)

(1 - ! ' /
avec D=(~1 1)' A ¢ RD et det A#o
de ,plus tout au 1long de 1la déformation, on reste dans
!ensemble des paires contr8lables pour lesquelles
det A#o

Notons par
P= QA.tD) / (A,+D) contrdlable, det A#o}

Il est clair que cet ensemble a deux composantes connexes
qu'on notera par

P+=‘QA,iD) / (A,+D) contr8lable, det Ado }
P_=<(A.+D) / (A,+D) contr8lable, det A<o )

D=G‘ ‘1); A=(§ g) ; A ¢ RD ; det Afo

On va recoller ces deux morceaux en rejoutant un "point"
P y 1 -1\ (1 o _

caractérisé par{ﬂ}f(l 1) ; A—(o 0)) = U

l'ensemble Pl}{U)devient alors connexe

en effet : {U&G Fr Pt
u}e Fr P~

l'intersection étant non vide, par un résultat de topologie
on peut conclure que PlJQQest connexe,

Corollaire 1 :

L'ensemble des systémes homogénes contrdlables C‘ est
connexe
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Preuve

On vient de montrer que d'une part l'ensemble P Llﬁﬁest
connexe, d'autre part, cet ensemble est dense dans 1
ensemble des paires contrdlable .

En effet G .= {(A,:D)/(A,J_rD)contrE‘)lable U{EA,iD)/Dzﬁ—i)As((]; 2));\ % RD)

- ={(A,iD) / (A,+D) controlable}

par cet argument on peut conclure que q‘ est connexe,

Corollaire 2 :

Soit P'=KA,1@)j+B)) / (A,+D)e P)

Si Vs#o . P'est constitué de paires contrdlables sur Rz-@k
. ' {1 o 1 -1 1
Soit U—{(o o) H i((l 1 ) + (o)) )

o
alors P U {Uj est connexe par arcs

Preuve

La démonstration est immédiate

en effet, comme c'était le cas pour l'ensemble P
P  a deux composantes connexes (car dans P det A#fo)

Pxﬂz—@)admet deux composantes connexes
qu'on notera
' -
P'= {(A,+(D+5))/(A,+D) € P* )

P = {(A,i(D{S))/(A,iD) € P')
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alors par le mé&me argument (corollaire 1)
en ajoutant le point

o) 42 )

/
P U‘Uq devient connexe

Corollaire 3

En effet

| {J.S}:{(A,+(D{b))/(A,iD) €P U {(o

=
o O
~——
A
[l
|
=
N —
+
A =
SN—
S
S

Corollaire 4 :

L'ensemble SJ.S) est connexe par arcs

Preuve

La démonstration est immédiate d'aprés les corollaires 2 et 3

Maintenant on va donner la démonstration du théoréme principal.

Théoréme :

L'ensemble des systémes affines contr8lables Ca est connexe.

Preuve : - - -

On sait (corollaire 4) que 1l'ensemble J.S est connexes

par arcs de plus (cf. Chap. 1I) que les J.S sont denses
dans Ca.

D'ou le résultat.
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CONCLUSION GENERALE

Ainsi, par cette étude on a obtenu une description
satisfaisante de 1l'ensemble des systémes affines contrd-
lables Ca en dimension _2. Comme on pouvait le prévoir
d'aprés 1les articles EIJS, P.S. y il est apparu des rela-
tions trés fortes entre 1les structures topologiques de
l'ensemble des systémes affines contr6lables Ca et de
Cq.

E: particulier, les propriétés de Fr(Ca) et la connexité
de Ca découlent directement de propriétés analogues pour

QV'

Le résultat qu'on a obtenu est que d'une part Ca fait
apparaitre deux types de points frontié&res ou & priori
il y aurait p@ avoir trois +types de points frontiéres,
1'intérieur de sa fermeture contient les systémes affines
contrblables pour lesquels 1les trajectoires sont des
cycles, le restant des cas sont sur la frontiére de son
extérieur, d'autre part l'intérieur de Ca est constitué uni-
quement des (J.S et des systémes affines contrélables
auxquels correspondent les systémes homogénes non contrdla-
bles caractérisés par les champs colinéaires (spirales
liées).

Du point de vue des applications, le résultat le plus
important est 1le fait que (J.ﬂ est un ouvert dense dans
Ca. Donc, lors d'une modélisation d'un systéme guidable

contrdlable par un systéme affine de type (1), on pourra

=

se cantonner & un systéme J.S .

On peut supposer que comme dans R2 , la contrdlabilité
d'un systéme affine est presque équivalente & la contrd-
labilité de sa partie homogéne .

Le probléme centﬁal est donc la contrdlabilité des systémes
bilinéaires sur R —{o}.



86

n I1 serait interessant de savoir établir dans

R des résultats analogues a cetl .. obtenuS: en dimension
2 entre les ensembles Ca et q‘.
Bien gqu'on ne sache pas décrire Ty on peut néanmoins

se poser ce probléme. C'est vraisemblablement un probléme
de méthode qui se pose puisqu'il ne semble pas raisonnable
de décrire de fagon exhaustive Ck et a fortiori Ca.

Le choix dc'outils mathématiques adéquats pour démontrer
cette conjecture assez intuitive reste un probléme ouvert.
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