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_0.Introduction et notations

Dans ce travail , nous étudions le probléme suivant
<A(x,uDu),v-u>2 <f,v-u> Vvek

uekK
les notations seront précisées par la suite , mais indiquons déja que K est un convexe fermé

de (H{(Q))N ot NeN et que cette inéquation variationnelle modélise dans certains cas

particuliers le probleme des N-membranes (cf [2] ).

Tout d'abord on présente dans la partie 1 un résultat d'existence.Nous nous intéressons ensuite
au cas ot le systeme est diagonal et fortement non-linéaire.Ainsi on donne dans la partie 2 une
propriété de monotonie permettant de comparer les solutions de deux problémes du type précédent
lorsque les convexes correspondants sont en un certain sens comparables.Aprés un bon choix de
fonctions test on géneralise le résultat de monotonie de [6 ] obtenu dans le cas d'une inéquation
variationnelle fortement non- linéaire.

Dans les chapitres suivants,on étudie plus particuliérement le probléme des N-membranes et on
donne différents résultats de régularité.Ainsi la partie 3 est consacrée a la régularité COaer Cle
dans le cas d'un systéme diagonal et linéaire .On utilise pour cela les techniques de M. Giaquinta
[3] qui consistent & approcher la solution d'une inéquation variationnelle par la solution d'une
équation 2 coefficients constants.

Partant du systéme pénalisé on présente, dans la partie 4, un résultat de régulanité W2P,

Ceci généralise un résultat obtenu dans {2] dans le cas ol les membranes sont identques.

Enfin on présente un résultat partiel de régularité Wl**pour le probléme quasi-linéaire des
N-membranes .1l s'agit d'une estimation a priori dans L™du gradient de la solution au voisinage du
bord dans des cas particuliers.Cette estimation est obtenue par construction d'une sur-solution et
d'une sous-solution . On arrive 2 obtenir une estimation globale pour un probléme & un obstacle
dans le cas quasi-linéaire.



Indiquons maintenant le cadre fonctionnel dans léguel nous nous placons.

Soit Q un ouvert borné de R?, de frontiére I" supposée 'lipschitzienne.Pour NeN¥, I'espace

(L%))N sera noté L2 et sa norme T | | , 0 | | , désigne la norme de LX) , sera notée | | 2
Les espaces de Sobolev (H(Q))N et (H!(Q))N seront notés respectivement H' et Hy! et leur norme

| |H1(= 2N | | HI(Q)).V est le sous espace fermé de H! engendré par K-K={k-k |k k'eK}, on

suppose de plus que K est tel que I'inégalité de Poincaré est vérifiée dans V. (ce qui est le cas par
exemple si: '

2) V=Hy

b)V={v=(v1 ,...,vN)e H'! /v'=0 sur I‘; i=1...N} ol 1":) est une partie de I' de mesure non nulle.)
Nous utilisons également les notations suivantes: Da=a/ axc , Du=(Daui) i=1,...,N et

o=1,...,n., \'al désigne le dual de V, < , >est le crochet de dzalité entre V¥ et V, I | v la norme

induite par H! dans Vet | | v celle de v*.

Précisons l'opérateur A

N ' _ ~.
<A(x,u,Du),v>= Z J.AJB(x,u,Du)DBv’ +{!a(x,u).v ,YueH  Vve Hl.

j=1 o)
(a(x,u).v désignant le produit scalaire de (aj(x,u))j etde (vi)j dans RN. )

ol

N N
Ajﬁ(x,u,é) sont de Carathéodory (i.e. mesurables en x et x-p.p continues en (ut) eR an ) (0.1

N N
a(x,u) : QxR =R est de Carathéodory et (a(x,u) - a(x,v) ).(u-v) 20 0.2)
N
x-p.p. et Vu,vde R

T existe deux constantes ¢, C et une fonction C' de L3(Q) telles que :



N N
| AP(x,u.8) |<clul +ClE]l +Cx) , x-pp. v(EEeRXR

0.3)
N
| a(x,u) | <clul + C'x) x-p.p ,YueR
N
(pour ne pas alourdir les notations, on notera de la méme mani¢re les normes dans R,R et R J)
L'opérateur est supposé elliptique dans le sens smvant
Aa(x u,t)- A (x,u,€' ))(§J —&'J y>v|EE |2 X-pp VueR et pour tout & et E'de R (0.4)

v étant une constante strictement pOSlﬂVC .



L.Résultats d'existence
Nous allons donc étudier ici , avec les notations et les hypothéses de structure précisées en

introduction, le probléme :

f[AJB(x,u,Du)D B(vi- uj) +{!'z(x,u). (vau)2 < f v-u>VvekK ,
(1.1)

uek

OileV*

Théoréme 1.1:
Pour ¢ (de (0.3)) suffisamment petit le probleme (1.1) posséde au moins une solution.

Démonstration: Cette démonstration s'inspire de celle de [6].

Dans la suite nous utiliserons 1a notation suivante:

<A®x,w,Du),v> =J.Pjﬂ(x,w,D|.1)Dﬁvj +J.a(x,u).v pour tout u, v de K et tout w de KonK
Q Q

désigne I'adhérence de K dans L”.
On considére alors pour chaque w de K le probléme: <A(x,w,Du),v-u>2<f,v-u> VYveK

ueK (1.2)

Premiére étape: _
Nous démontrons ici le lemme suivant:

Lemme 1.1 : Le probléme (1.2) posséde une unique solution.

Pour établir ce résultat nous utilisons un théoréme Classique de Lions-Stampachia {7 ].En notant

Aw(u)=A(x,w,Du) nous devons montrer que:

a) Ay, estun opérateur monotone stricternent coercif.

b)A,, est continu sur les sous espaces de dimension finie de V.
a) est vérifié grice 2 (0.2) , 4 (0.4) eta 1'inégalité de Poincaré:plus précisément on a
<A ()-A (v), u-v >2v | D(u-v) li2+ J.(a(x,u)-a(x,v)) (u-v)

>v|uvl2. Q@ (1)




ol V'est une constante strictement positive dépendante de v et de  (voir la remarque(1.2) qui
suit 1a démonstration pour plus de précision sur cette constante.).
Quant A b) cela provient de la continuité de u—)AjB(x,w,Du) de V dans V par la décomposition

. 2 *
suivante: VoL -V , le deuxiéme opérateur étant un opérateur de Nemyckii [4].
u—Du—AP(x,w,Du)

Deuxiéme étape:
Nous allons montrer que l'opérateur T défini grice & I'étape précédente par :

T:K-K
w—u=T(w) (ol u est la solution du probleme (1.2) )

posséde au moins un point fixe en utilisant le théoréme du point fixe de Schauder (51

Dans cette étape nous allons montrer le lemme suivant:

Lemme 1.2: Pour ¢ suffisamment petit , il existe R tel que T(BAK) c BAK ot B est la boule

fermée de centre O et de rayon R de L2.

Preuve du lemme:

Pour v, dans K nous avons:

< A(x,w,Du),vy-u>2<f,vy-u>

&> <A(X,w,Dvy) - A(x,w,Du),vgu>< < Ax,w,Dvy), vg-u>-< f,vgu>

Par (1.3) on obtient alors:

\2 | vo-u|€ < |<A(x,w,Dv0) » Vp-u >| + If V,y-u I v (1.4)

v

Estimons alors le premier terme du membre de droite de (1.4) .En utilisant l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, on a:



l <A(x,w,Dv0) Vou> |= |§!'(Ajﬁ(x,w,Dv0)Dﬂ(vé-uj) +a(x,v0).(v0-u)) l

S.lvo-ulv( IAjﬂ(x,w,Dvo)l 2 +|a(x,v0)|L2)
et grice 4 (0.3)

Slvo-ulv(c|w|L2 +C)

nN
La norme dans (Lz(Q))nN étant Z| |2 , C étant une constante positive.
: k=1

En revenant a (1.4) on obtient
v' |v0-u|LzSV' l Vo‘ulv < c|w|L2+C

d'o |ul zsilwl ,+C ou Cestune constante .
L v' L

Si on suppose que a:=c/V' <1, alors , pour R>C/(1- a) l'inégalité ci-dessus montre que T(BNK)

est bien incluse dans BAK  cBAK.
Troiséme étape: fin de la démonstration.

De l'étape précédente et de la compacité de l'injection de H! dans L2, il est clair qﬁe TBAK) est
relativement compact dans BK.

Il reste & prouver que T est continu.Soit alors w,e BNK tel que w,—w dans L? et soit u, =T(w,).
D'apres la deuxiéme étape | Uy | y &st bomné indépendamment de k.On peut donc extraire une sous

suite encore notée u, telle que: u, —u,, faiblement dans V

2
u,—Uu,, dans L

Par le lemme de Minty , (1.2) écrit pour uj et w) est équivalent 2
<A(x,wk,Dv),v-uk >2<f,v-uk >

(1.5
u € K

ce qui peut encore s'écrire :



f[Ajﬂ(x,wk Dv)D(v 1) +Ja(x,v).(v -u)2<f,v-u >VveK

en faisant k— + ¢ dans cette demiére inéquation et en remarquant que K est faiblement fermé

dans V, nous obtenons :

<A®Xx,w,Dv),v-u _>2<f,v-u > Vvek

eK

uoo
pourvu que nous montrions que AjB(x,wk,Dv) - AjB(x,w,Dv) dans L2 Q) (1.6)
Mais, grice & notre limitation (0.3) sur la croissance, les opérateurs:
w— Ajp(x,w,Dv)
sont des opérateurs de Nemyckii et (1.6) est bien réalisée.Appliquant de nouveau le lemme de

Minty on obtient u=u ., et T est donc bien continu.

L'opérateur T posséde alors au moins un point fixe qui est solution du probléme (1.1).

Remarque 1.1;
On peut expliciter une valeur de ¢ pour que ¢/V' < 1.En effet v'=v A avec
A= min J.DI.DV
2
|V | V=1 Q

convient dans (1.3) .On obtient donc c < VA .
On peut, pour l'existence, ommettre I'hypothese (0.2) si on remplace la condition

l a(x,u) I <C | u | +C'(x) par | a(x,u) | <c | u | +C'(xj (en effet la démonstration est semblable a

la précédente aprés avoir posé:
< A(x,w,Du),v> =J’,A,.J!5(x,w,Du)DIB\ri +fa(x,w).v pour tout v et tout w de L2
Q

Q

et en considérant le probléme (1.2 bis) correspondant au lieu de (1.2) ).

Comme cas particulier important de type de probléme (1.1) considérons le probléme suivant:



, i j )
J%‘f,-‘%x.u)Da" D)2 <f, vu>V veK (a7

-ueK

ot f et K vérifient les hypothéses faites précédemment et ou :

ai‘:,?B(x,u) sont des fonctions de Carathéodory de Q xRdans R c'est & dire continues

‘ N
en u pour presque tout x de Q et mesurables en x pour toutude R . (1.8)

a,l“J:B(x,u) sont des fonctions bornées (1.9

8 i i 2 iy "N s o
,a.% (x,u)éaé’ﬁZV Iél pou:tout§=(§a)eR odv>0 etod | | désigne lanorme

N
euclidienne dans Rn . (1.10)

Le théoréme (1.1) conduit alors au résultat suivant:

Corollaire 1.1;

Sous les hypotheses (1.8),(1.9) et (1.10), l'inéquation variationnelle (1.7) posséde au moins une

solution .

Démonstration:

11 suffit de remarquer que Af(x,u,&) = a;"J:B(x,u)ﬁiJL vérifie les hypothéses du théoreme 1.1.
- N
Comme cas particulier de cette étude , prenons V=(H0 (Q)), considérons le convexe:

K= { v=(v1 ye- .,vN)e H' /vi=<.pi surCet v’ (x)2v2 (x)=.. .ZvN(x) p.p. dans Q }

ol (pi désigne par exemple la trace d'une fonction de HY(Q) surT.
etles a?'jﬂ définis par: a.ftl'.5= 0 si i=j

, i i
a,"fiB(x,U)—al'JL B(x,u )

On a alors:



Sous les hypothéses du théoréme (1.2), le probléme:
i iy i
a)2 -
Jaa'ﬂ(xfu )Dau DB(V' v)2<f,v-u> Wek
Q
~uekK
posséde au moins une solution.
r 1.1:
L'inéquation variationnelle du corollaire 1.2 modélise le probléme dit des N-membranes (voir la

figure ci-aprés) dont l'interprétation est la suivante: on considére N- membranes €lastiques tendues
sur différents supports au dessus de Q et 1'on applique sur chacune d'elle une force d'intensité fl

avec f = (f},....fY) , fl L2 ui désigne alors le déplacement de la iM€ membrane.

Le convexe K traduit la contrainte suivante: les membranes ne peuvent pas s'interpénétrer et de

plus leur position est fixée sur le bord I de Q.
Les (a;l B(x,ul ))0’ B sont des matrices décrivan: 1'élasticité des différentes membranes .Leur dépendance

enu' traduit le fait que I'élasticité des matériaux est fonction du déplacement .

R \

Q
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Propriété
On considere ici les problémes généraux du type (1.1) sous les hypothéses (0.1),(0.3),(0.4) mais
dans le cas ol (Aj(x'u’é))jﬂ,... N=( (AjB(x,u,é))B )i=1,...N T &x,u) est diagonal , c'est a dire dire:

Aixu.8) = Aj(x,ui,gi) ol Ele RM, désigne 1a £ ligne de la matrice de & ; a;(x,u)=a;(x,u)).

On fait I'hypothése d'ellipticité suivante : pour presque tout x de
(Aeug) - Alcn8)(5, -8 ) 2v 1E-817 Vj=1,..N VueR , V ELe R’

ol | désigne ici la norme euclidienne dans R” . (2.1)

On suppose la propriété de continuité suivante : il existe une fonction w positive , croissante ,

continue, une constante C et une fonction ge L%(Q) telles que:

| AP E)- APGxE) [ <Caxlui-vil) (18] +800))
Vj=1,...N,VB=1,...n, 2.2)

VEeR"V u,veRN, x-p.p. dans Q.

Par la suite w sera supposé€ vérifier I'une des propriétés suivantes:

(ds _,.. _ (2.3)
J (02(5)
0+
ﬁd(z_) — oo (24)
o+

Enfin on suppose pour l'instant que K est du type :

K={ v=(v1,...,vN)e Hl /vi=<pi sur et vl(x)sz(x)z...ZvN(x) p.p. dans Q }

on remarquera qu'alors V=K-K={v=(v1,...,vN) e HI/vi=0 sur I}
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Théoréme 2.1.

Pour i=1,2 soit u; une solution du probleéme:
<AGuDu) ,v-1u;>2 <f,v-y> Vvek;

yeK; 2.5)

ol K; est un convexe du type précisé ci- dessus avec (pi=((pij)j._.1 __netoufie V*=V1*=V2* Sous

les'hypothéses 0.1), (0.3), (2.1),(2.2), Mzggzl et si f,<f,_dans les deux cas (i) et (ii) suivants

on 3 u,su,
@)V j=1,...N s—-)aj(x,s) est stictement croissante p.p. dans Q et (2.3) est vérifié.
@)V j=1,...N s—)aj(x,s) est croissante p.p. dans Q et (2.4) est vérifié.

(les notations Q,<@;, u,<u; et f,<f signifient respectivement ¢JX)<QI(x) x-p.p. sur T,

U (x)Sui(x) x-p.p. dans Q et <fpv> <<fy,v> ¥V ve V,vi20 Vi=1,...N )

Démonstration.

Démontrons tout d'abord le lemme suivant: _

Lemme 2.1. Les convexes K; précédents vérifient la propriété suivante:

ueK; etueK, = (uj+ F(uy -ulj))j eK, et (uy) - F(u) -ulj))j €K, pour toute fonction F
croissante, Lipschitzienne de module de Lipschitz inférieur ol €gal & 1 et telle que F20 et F(x)=0
pour x<0.

Démonstration du lemme:

Démontrons tout d'abord que uyJ + Fuy) -uyi) =p,J et vy - F(uyl -uyi)= @) sur I3.Cela est immédiat

si on remarque que u,J =@, 20, = uy) sur I3 et que F(x) =0 pour x<0 .

1l reste 2 prouver que uyJ + F(uy -u,J )2 u*1 + F(ugh*! -u;*1) et que
uy) - Flug) -uyi )2 uyitl - Fuyitl -ui+l).
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Pour cela il suffit de remarquer, grice aux propriétés de F, que les applications suivantes :

u—u+F(c-u) et u—u-F(u-c) sont croissantes .On a donc par exemple
uyJ +Fugi -uyi )2 u,i+1 + Fuy -uyft1) 2 u i+l + Flu ! -u i+l)
l'autre inégalité se démontrant de la méme manicre.
Le fait que uj + F(uyJ -u;j) et uyl - F(uy) -u,J) sont dans HY(Q) est classique.La démonstration du

lemme est terminée.

Considérons la fonction Fsdéﬁnic par:

0 sit<e
_ t
Fe(t) =
1 ds
— t2¢€
Ie)Y o?(s)
£
400
ds

ou I(e) = (on peut en effet choisir o assez grand pour que I(€) <+e<.)

@?(s)

€

1l est facile de voir que 8F; vérifie toutes les propriétés de F introduite au lemme 2.1 pour d posidf
suffisamment petit.Nous en déduisons donc que si v1j= u lj + 8F€(u2i -ujl) et

Cvol=uyi- 8F¢(uy) -u,d) , les fonctions vy et v, sont respectivement dans K et Ky.

En prenant successivement ces deux fonctions test dans (2.5) nous obtenons 'apr‘es avoir noté
SFg(uy-u)) =(BFguj-umy, . N :
< A(x,ul,Dul) , 8F€(UZ - ul) >2< fl ’ SFe(UZ - ul) >

<A(x,up,Duy) ,- OFg(uy-uy) >2< fy, - OF¢(u, - uy) >

et aprés sommation , il vient :

< A(x,u;,Du;) -A(x,up,Du,) OF (uy -uy)>2 <1}, OFg(uy-up) >- < fy, OFg(u,y - uy) >

Comme f;>f,et 8F¢(uy-u,$)>0 Vj , on en déduit que
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< A(x,u;;Du;) -A(x,u9,Du,) ,8F¢ (u; - uy) >20 ce qui équivaut
< A(x,u,5,Du,) -A(x,u,,Duy), Fe (u, - u) ><< A(x,ul,Dul) -A(x,u,Du,) ,Fe (uy - uy) >et, par
définition de l'opérateur A(x,u,8):

![(Af(x,ui,Vui) - APx,u}, Vu))DF, () + | (aycn)-ay 0oy )F, (-]

< I(Af(x,uj,,Vu"l) - ABGx), V) ))D,,FE(U’;-H’D (2.6)
Q .

En utilisant (2.1) et (2.2) et en notant Fs'(uzi-ulj) par ( Fe')j, (2.6) conduit  :

v i |V -u)) 1)+ | (o)) 2, xou))E, @ -4n)

i i Bry 1) Tl ' jJ
< | 1A, Vg )- APy Fu) |y | Vg |
Q
< JCu o o] ) (V0] [+¢00 )E ), | Vo -u)) | 2.7)
Q
En utilisant l'inégalité de Young ab< %(%az+%b2) le demier terme de 1'inégalité de (2.7) se majore par

%J'l vad-u) |E, >j+—C—2J'eﬁ (o x| vl |+ 800" ),
Q VY

En utilisant la définition de Fg et cette derniére estimation , (2.7) donne (cf la définition de Fy) :

N
%{[ | V(ujz _ujl)lz(Fe)j + (33 (x’u; )_aj(x,qu ))FE(“Jz'“Jx) S_I(_e-)-; | I(IVui | +g(x) )2 (2.8)
[ujz-u’l>e]

ol C est une constante positive et [u,-u,i>€] désigne l'ensemble des x de Q o uJ(x)-uJ(x)>€.

Considérons le cas (1),
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Comme (F¢ )20 (2.8) conduita :

Jlr(aj(x u2) a,(x,uy ))F (u.z-u ) ‘—z J-(IVu" |+g(x))

_|-1
(| vl | +gex) y?
1(8) j=1

[u';-u >€]
(2.9)
en faisant tendre € vers 0, I(€) tend vers +ec et Fe(uzi-ulj) tend presque partout vers la fonction

caractéristique de [uzi—u1j>0] et I'inégalité (2.9) conduit a:
j j i
J.aj(x,uz)-aj (x,ul) <0 Vj=1,...,N
[w)-u] >0]

ce qui donne, avec nos notations, u2jSu lj pour tout j =1,...,.N et donc u,<u; .

Traitons maintenant le cas (ii
Puisque le second terme de (2 8) est positif , on obtient également pour tout j=1,...,.N
|Vud-ul)[2 L 2C 0% -
o 2 J-(IVuJ l+g@)) <) J.(Ivu{ l+g))?<C’ (2.10)
j sz(luz Jll) v j Vit G
[u >e] [uz-u >€]

ot C' est une constante indépendante de € .
X

ds .
_ si X >E
L ols)
Posons alors SE x)=
0 si x<e

S étant Lipschitzienne, Sg(uy-uy)) eHY(Q) etil est clair qu'alors (2.10) s'écrit
i e 12 s
E!'lVSE(uz-u’l) |’sC'vj=1,..N.

Comme S est nulle pour x <0, il est facile de voir qu'au sens des traces Se(uzi-ulJ) Osur? et

par suite, grice a I'inégalité de type Poincaré, l'inégalité ci-dessus conduit a :
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I!Ise(\g-u{) |2<c'vj=1,...,N

et en faisant tendre € vers 0, on aboutit & une contradiction grice a (2.4) sauf si u2jSulJ' .
Remarque 2.1,
Le théoréme (2.1) entraine comme corollaire I'unicité pour le probléme

< A(x,u,Du), v -u>2 < f,vu> Vvek

uek
ot K est un convexe du type K; .(il suffit en effet de prendre K;=K,=K et f;=f,=f).

Nous allons , dans le cas ol I'opérateur Ajﬁ(x,s,i) estégal aa,Bj(x,s)é‘H yjﬁ(x,s) Vvj=1,....N,V
s dans Ret V £ dans Rn , affaiblir I'hypothése (ii) en supposant toujours (2.4) mais seulement

S —>ai(x,§) croissante pour tout j =1.....N.Pour cela nous sommes conduits a faire une hypothese

sur les ij.

Nous supposerons que pour j=1,...,N, aa’Bj(x,s)iaQBZV |e|2vE=(E%) dans R®  (2.1bis)

il est clair que (2.1 bis) entraine I'ellipticité (2.1).
Nous supposons laa,ﬁj(x’s)' aa’ﬁj(x,s') | <Ca(|s-s']) (2.2bis)
| Ppexs) - Ppx.s) | <Ca(ls-s'|)(gex)
Vs, s' dans R et pour presque tout x de Q , g étant une fonction de L2(Q).
Théoreme 2.2
Avec les notations précédentes, soient u; i=1,2 des solutions de deux problémes du type (2.5)

avec l'opérateur défini par AjB(x,u,é) = aa,Bj(x,uj)§a+ yib(x,uj) Vj=1,...,N.On suppose que (0.1),
" (0.2), (0.3),(2.1bis),(2.2bis) et (2.3) sont vérifiés et de plus que

@) s-—>aj(x,s) est croissante pour tout j

(ii) Il existe une constante C telle que pour tout s de R, | 8aa,3i(x,s)/3xk |<c
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presque partout en x et Vj,o.,B et k.(les amﬁj sont supposés par exemple de classe Cl.)

(iii) 1 existe des constantes cgs B =1,...,n non toutes nulles telles que pour tout jles

applications s—X cg 'yiB(x,s) sont monotones

alors si ,<0, et f<f; onau,su

Démonstration.
Premiére étape:
On montre d'abord que
J.(AB(x ] Vu})-APGx,u},Vu}))D £ =0 pour tout § de c'@ 2.11)

[uz-u >0]

Considérons pour cela § dans CY()), €20, alors, en reprenant la démonstration du lemme 2.1 et

en utilisant les notations du théoréme précédent , il est facile de voir que pour d suffisamment
petit,ona:
uy+E3F(uy-uy) €Ky et u,-£0F(uy-u;) €Ky En prenémt ces deux fonctions test dans (2.5), on

obtient aprés sommation:

2 J.(Aﬂ(x uz,Vuz) AB(x i Vu ))D (EF (u2-u ) +J(a (x, u2) a.(x,u ))&F (u -u ) <0
Tl 501

et par conséquent
N

,2 J(Aﬂ(xuz Vu) }AP(x,0], Vu)))DE F @-11) +:J;(aj ()2 (cu) JEF, (1))
[ué-u >0]
J-(Aa(x,u Vuz)'A (xu v ))§DB(F (uz v ») (2.12)

[Lg-u ]

Estimons alors le second terme de (2.12) noté I



17

N
=3 Nt vy At e F ko
=t .

i -/ >0]

N
R z J‘(Ajﬂ(x,uj],Vu{ )-Af(x,lf'z,vu{))&DéFe(ujz-lﬂ'l))

=t
[Lé-ujl>0]
et par (2.1 bis) et (2.2bis)

| |
I<- ,21 ( vilvm’z-u{) |2§(Fe)j+‘lcw( |ud - x| V] | +g00EE ), | V-] )

On utilise alors l'inégalité€ de Young dans le second terme et on obtent

N .2 N , 2
=23 v -w)l &F), ,Zl‘ T(%J'(lvu;hg(x)) :
= -Q

j
N C . 2
SZI_(5 (Iva) lrg)) & (2.13)
Fl
Grice 4 (2.13), (2.12) devient

N
j; (J(Ajﬁ(x,ug,vu;)-Af(x,u{ Vu))Dg F )+ J.(aj(x,u; ya,(x.u))EF (0, ) )
15,>0) .

ole _ ) (2.14)
s ;@J(IWI l+5)) &

en faisant alors tendre € vers 0 dans (2.14) , comme Fg(uy)-u;J) tend vers la fonction caractéristique

de [ uyi-u,i>0] nous obtenons grice a I'hypothese (i)

N
z:‘ J'( APxu) Vug AP Gu) Vu)))DE<0 VEe '@ &0 (2.15)
J= . . .
g -w >0]
ce qui donne (2.11) pour tout €20 apres échange de § en M-§ dans (2.15) , o M est une constante

positive superieure a sup l§| Changeant 2 nouveau & en M-£ on obtient (2.11) pour tout &.
Q
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Deuxi {tape: Fin de la démonstration.
En reprenant la définition de notre opérateur , (2.11) s'écrit

i{_[(a (xupDw, -2 (xu; >Du’)D§+J.(f(xu2)f(xu’))D§} 0 2.16)
[, 4>0 (1,1} >0]

pour tout & de Cl(ﬁ) .En prenant alors &(x)=exp(i(c.x)) ol c.x désigne le produit scalaire dans
R (c.x =X chB) et |L une constante positive si les s-—)ZZl3 CB yiﬁ(x,s) sont décroissantes et

négative si elles sont croissantes (2.16) donne aprés avoir remarqué que pour un tel choix de

Vj=1,...,N | J.(Y’.B(x,ui )-'y;;(x,ujl ))ucﬂexp(u(cx)) <0
W8>0
J-(aj (xu))D 1 - & _o(x,u})D ) Juc exp(u(cx)) 20 2.17)
[uJ -w>0]

S

Définissons alors Aja B(x,s) = J‘a{}l B(x,t)dt pour tout j,o,B.

Grace 2 notre hypothése (ii), on apour k=12 A, .j(x,uki) e H(Q) pour tout j,o,p et on a
j ,
ll.k
j iy _ iymy i .
A, p60) = 2, gD + jDaém gDdt et donc (2.17) devient
0
N . dz
Z J.{ Du(AL 'B(x,u"z) - A’a 'B(x,qu)) D a’ gx0dt }uc exp(j(c.x)) 20 (2.18)

=1 .
iy j
[uy-u;>0] U
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Soit wi = (uy-u,J)* (on remarquera que les wl sont dans Hpl(Q) ), (2.18) s'écrit

i . W +w
<) {D A xal+w)- A ) - JDaaja’B(x,t)dt Yue exp((c.x) 20
' J
u

1

. : . i NN i 1
Or, il est facile de voir que Aa, l3(x,u1 +W) - Aa, B(x,u1 ) estdans Hy(Q) .

Aprés une intégration par parties, et en revenant a la définition de Aa,Bj , I'inégalité précédente

donne:

u+“/

J J a e HuZc o Dy a’ RETES }expu(c.x))dt dx < 0

1
ce qui entraine grice a notre hypothése d'ellipticité
W
N
Z J. J- {vu2 le]*>  + Daaju B(x,t);,Lc B} exp(u(c.x))dt dx £ 0
m

j=1

(ou |c | 2désigne la norme euclidienne de ¢ dans R?)

En choisissant L assez grand (voir (ii) ) pour que chaque intégrande de chaque int¢grale de la
somme ci dessus soit positive , on aboutit 2 une contradiction sauf si pour tout j on a wi =0 ce qui

termine la démonstration du théoréme .

Remarque 2.2;
Dans le cas du problemc 2.5 avec comme nouvcau convexe
K={v=(vhyooo e B 1V =g sur T et (v )2l (P 00220 v ) x-p.p dans @ }

ol 1 :R—R est définie par 1 (x)—L X + o, L #0 et L e R, 'unicité est encore vérifiée.

En effet u solution de (2.5) avec K;=K' et f;=f équivaut a
a=(l, (u"),..., L(u")) solution du problme

<A(x,5,D0) , v-u>2<f, v-u> VveK

uek
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ol K={ve Hl/\ri= chpi+ aj sur 1'" . v1 (X)ZVZ(X)?....ZVN(X) x-p.p.dans Q }

1
i =——etc.=- ,ona:
Si on pose bj— Lj etc;

Ll

AJ (x,8,8) = Aj (x,bjs+cj,bj §)bj
aj(x,s) =2, (x,bjs+cj)bj

<°f,v>=<f,(iji)j>

On obtient alors un probléme avec un convexe du type K pour lequel on a donc l'unicité, le nouvel
opérateur vérifiant en effet toutes les hypothéses du théoréme 2.1 .
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3. Régularités g:°»°l et g;l’a Jocale pour le probleme des N-membranes,

.. bans ce chapitre nous montrons que la solution du probléme des N- membranes (voir la partie 1)
" "dans le cas linéaire est localement dans C1.% (On suppose également que les opérateurs sont
voisins en un sens que l'on présisera plus loin). Pour cela on utilise une technique die a
M.Giaquinta qui consiste & "approcher” localement la solution par une fonction harmonique.
Commengons tout d'abord par donner quelques définitions et propriétés (cf [3] ).

On pose Q(x,p)=02MB(x,p) ou B(x,p) est la boule de R de centre x et de rayon p.On notera D le
diamewe de Q. Pour p>1,A20 1P-M(Q) désigne l'espace de Morrey défini par

PMQ) = {uelP(@Q)/sup p™ Jlu [P < oo }
xefd

0<p<D Q(xwp)
onnote u = ———1——— J u(y) dy ot |Q(x,p) | désigne 1a mesure de Lebesgue de Q(x,p)
x| Qexp)l

x,p)
D'autre part LPM(Q) désigne I'espace de Campanato défini par

P - P
uelL (QQ)/sup p J'Iu(y)-ux'pl dy <+eo

PA
L @@= xeQ
0<p< D Q(x,p)

On munit |' espace 1P2 de la norme suivante
1

P
) P 2
lu | 2 = Sup| P * J lul | etsur I'espace produit (1 (Q) )rlN J]a somme de ces normes

Q
@ foinl o)
Enfin CO%(Q) désigne l'espace des fonctions Holderiennes d'exposant . sur Qet Cl’a(ﬁ) est

l'espace des fonctions u de CY($)) dont le gradient est dans CcOxQ).L! espace C0.% est muni de la
semi -norme
lu(x)-u(y)|
a
I x-y |

On sera amené 2 utliser le théordme suivant ( cf [3] )

(uly,
0,0,Q x.y€Q

Théoréme : si Q est assez régulier ( par exemple de fronti¢re Lipschitzienne) et si n<A<n+p alors

LPAMQ) est isomorphe 2 CO.%QY) avec a=(A-n)/p.
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Considérons le prqblémg suivant:
<A V> 2 < -D.{f;,v'-u’ > V veK

uekK (3.1
oi1 K est ici un convexe fermé du type {ve H1 W =(pisur et v(x)e C x-p.p.}, C étant un
convexe fermé de RN et o

- j Y Jds —. l¥n el
A,(x)u = - Dy(a, 4(x)Du ) et <Dyf;, vVads=- jfj D)

Q
On notera que le convexe du probléme des N-membranes est un convexe du type ci-dessus avec
C={xe RN / x;2x,2..2x\}

On supposera que
i) a;BeL”(Q) Vi=1,...N;apB =1,...n

. 2
il) &), q()EeEg2 V le| vi=1.....N

Théorém
On suppose que les opérateurs A, vérifient i ), ii Javecles 30[ peontinues sur €2 et il existe assez petit
tel que :

A5=A+8BJ. ol A est elliptique et BJ. est a coefficients dans L™(Q2). Si de plus f=(fj7)j . est dans

2,
a Y(Q))"Npour O<A<n alors:

2.2 nN
Due (I]OC(Q)) et pour tout QOCCQ on a:

IDu| o+ |f]
<C(Q,Q )[ L2 2,2 nN
(12-1(90))11N 0 Q a «)

ol C(R,Q) est une constante ne dépendant que de Q ,Q et du module de continuité des

|Du‘

coefficients.En particulier ue (C; 0% (Q))N.
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Démonstration .
Soit BR(xo) la boule de centre x et de rayon R telle que BR(xo) ccq et soit UJ la solution du probléme

de Dirichlet :
-A(x)U =0 dans Bp(x;)
U= surd By(x,) (le bord de Bp(x))) (3.2)
On note alors par
UJ dans Bg(x)
Ui=
ul dans Q- By(x)

1l est classique que C est ' intersection de demi-espaces C; de RN qui le contiennent.
Supposons que C; ={x/1;(x)20} ol ]; est une forme affine ce R" dans R.Alors ue C; :xp-p dans Q

entraine que Ii(u) >0. On a donc en faisant une combinaison Lﬁé@e de (3.2) (1 (x)=ZBjixj+0Li )
j=1
-A(x, )li(U)=O dans B, (x;)

1(U)20 sur le bord de By (x,)

. Donc d'aprés le principe faible du maximum ,on al(U)20 czas Bo(x), ce qui montre que
UeC; x-pp pour touti.Dou U eK
Deplussip<Rona
2 2 2 2
_[ |Dul =J | DU+D-U)| “<2| DU +2j| Du-U)’ (33)
Bp(xo ) BP(XO) Bp(xo) Bp(xo )
et par (3.2) (cf[3] )on a

n 2
DU IZSC{%] J |IDU| ot C est une constante indépzndante de p et de R

By{x,) Br(x,)

et de plus , en écrivant U=u+(U-u) dans le second membre de l'inégalité ci-dessus , (3.3) devient
Ioul*<c(®)" [Ioul*+c {Ip-vl”
ul sc(g) |Ipul +c |Ipe-v) (3.4)

Biv) Bl Byl

Estimons alors cette derniére intégrale .En prenant U com:=2 fonction test dans (3.1) (on a prouvé

en effet que Ue K) il vient

<-A(x)u" Uad>><- f D(UJuJ) >
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Comme -A(x, )Uj=0 dans BR(xO) on a

<AGU?) U > (Al A, U'v><<f,D (U ) > ce qui conduit 2

v, [l < <(A-AGY , U > <], DU ) > (v, éantla constante dellipticit de A)

Bg(xy)

en utilisant le fait que A=Aj -ij

< <-(Aj(x)-Aj(x0 ))uj , lJ"-uJ >+ <ny , D.,(UJuJ) > +<-€B, u, UJ o > (3.5)

Dans cette inégalité on a Ul=wd sur Q - Br(xg) et toutes les intégrales ci-dessus se prennent sur

Bgr(xg) -On en déduit alors
3 % ¢ [iflibwo
jID(u-U)I e J]a’ms(x) 2,55 | IDul D@y + & € [I51IDED)

By (x,) 1 BLy) Bp(xp)
+ Ce J.! Du| | D@-U)] (3.6)
Br(%g)
En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans (3.6) on obtient
2 . . 2 2 2 2
D0yl sc J.I 8, 42,0 [Dul +C [ l¢]+ce|lDul” 3.7
Bpxp) Bp(xg) Bp(xg)  Brxy)

2 2
o 1£l°= ) If|
iy

En désignant par w(R) la quantité

@(R)=max { sup (Z| op®)- ama("o)l )2 }
j=1..N BR(x) aB

2,A
et comme ijel (Q) , (3.7) conduit 2

2 2,
J.lD(u-U)I SC(mz(R)+e)J|Du| +CR
Bp(x) Bp(x,)

En revenant 4 (3.4) , il vient
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|Dul <C((—-) +@? (R) +€ ) J‘|Du "+ cr (3.8)
By(x,) Bplxg)

On utilise alors le lemme suivant (cf [3] ) :

Lemme; Soit ®(t) une fonction positive croissante telle que :
O(p)<A ((%)a+e)d>(R) + BRPpour tout P<R<R, avec A,0: et B des constantes positives

et B<a ,alors il existe une constante €,=€, (A,a,p) telle que si €<E, On a pour tout p<R<R;:
ap)<c(2 2 Po®) + Bp? ) ot C est une constante qui ne dépend que de ot,B,A .

2
On applique ce lemme a <D(r)=J‘|Du | ce quiconduitd, pour R<R, ete<g:

B/(x4)
2 2
| Dul sc((%ljlbul +p* )
Bp(x) Br(xg)

cequi termine la démonstration.

Théorém
Siles operateurs A vérifient (1) et (ii) , A est elliptique et B est & coefficients dans L™(Q) et si les

coefﬂaents 2 B sont dans C (Q), O<u<l, f= (fj) (C1 (Q)) alors Due(C1 (Q))
pour tout Q,ccQ ona: [Du]O,p Qos C(82,,L2) ( | Dul LZ:;')[S]O'# —Qo)

0’ v
(1] désignant cila semi-norme sur (C Q)
WHo 0

Démonstration

Pour tout BR(x0 yccQet Bp(xo)CBR(xo) on a l'estimation suivante par (3.2) (cf [3] ):

2
J |bu<ow), | <CE&S™ jIDU-(DU)RI (3.9)

By(x,) ' Bg(x,)

ou (DU), désigne ( (DQUJ)X ,r)j o 3Vec les notations déja indiquées .
0 ’

R

R
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2 2 2
On a alors J.I Du-(Du),| <2 j|DU~(DU)P | +2 J‘ID(u-U)-(D(u-U))p |
Bp(xy) Bp(xp) By(xp)
et par (3.9)

P.\n+2 2 2
<cd) J.lDU-(DU)Rl +C jl D(u-UHD(u-U))g | (3.10)
Bp(%) B(%o)

En remplagant alors u par U=u+(U-u) dans la premiére intégrale de (3.10) et en utilisant & nouveau

2
LS
A teR"
(3.10) devient
2 P\n+2 2 2
J'IDu-(Du>pI <C(R leu—(Du)Rl wle(u-U)I (3.11)
B,(xo) Bylx,) Be(xy)

En remarquant que <-D f.y, UJ-uj >=<-D. f.y-(f.y o) Ud> et que
1 i VIR

< aBj (xo)uj , uj-Uj >=< .sBj(xO)(uj -(uj )R) , uj-Uj >

procédant comme en (3.7) on obtient

Inv-wl’<c 13 0-8 .o Ipul*sc {161 +ce | §
D(U-)l <C |12, j00-a, 4x)l 1Dul +C|li-E)l +Ce |IDu-Du)g
Br(xg) Br(%p) Brxy) B ()
L, 2 2 2
<C(max [a) glg  oR )flml +« |l +CeJ|Du-(Du)RI (3.12)

Bp(xg)  Bglxg) Br(xo)

2.n-
etd aprés le théoréme (3.1) on sait que Due (1 i T](Q))"N vn>0 ce qui entraine d'aprés (3.12)

2 ; 2 2 2
D) "< Cmaxtd, gl R +CR +Ce Jl Du-Du)g | ¥n>0
jag HPOA

Brxg) - Bp(xp)

En revenant a (3.11), I'inégalité ci-dessus conduit a :

2 2 .
p.n+2 D+2p- M
J IDJ'(DU)P I'< C((ﬁ') +e )J. | Du~(Du)g | +CR * On applique alors le lemme
Bplxp) 2 Brlxy) 08 N
avec O(r)= lDu-(Du),l et on obtient Due (CEOC(Q)) pour tout B<p.

Bi(xy)

En particulier Du est localement borné et donc par (3.11) et (3.12) on a
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2
|Du-u),| SC((%)"+2+E)J.|DU-(Du)R|2+CRn+2"

Bp(x,) Bp(xp)
En utilisant A nouveau le lemme , on aboutit au résultat pourvu que € soit assez petit.

Remarquons qu' on a obtenu comme cas particulier la régularit¢ Holderienne pour le probléme

des N-membranes.
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4.Résul réoularité W2P p>2,

On considére le probléme

<-Aj(x)uj , \r'uJ >2 <fj . v’uJ >VveK
wek 4.1)

ott K est le convexe du probléme des N-membranes avec de plus (plchzz. . .Zq)N sur I" et ol Aj

vérifie i) et ii) de la partie précédente.
On suppose que Aj= A+ ch ol A est un opérateur elliptique et Bj est A coefficients dans L™(Q).

On sait que si les Aj ,Qet & sont assez réguliers alors pour tout ge LP(Q), la solution du probleme
-Aj(x)u = g dans

u= Oj sur I
est dans Wz'P(Q).Dc plus il existe une constante C=C(g,(D,jQ,Aj) telle que Iu | z‘ps C (cf[3)]) .
(Ju Iz,p désigmznt 1a norme usuelle de u dans Wz'p(Q) )
Théoréeme 4.1
Sous les hypo:hzses ci-dessus et si fje LP(Q) pour j =1,..., N,alors, pour ¢ assez petit, 1a solution

u du problems (<.1) est dans (W2P(Q)N.

(Ce théoreéme g#-éralise un résultat obtenu dans le cas ol les opérateurs A j sont égaux par

M.Chipot et G.Vergara - Caffarelli dans [2] )

Avant de passer & 1a démonstration , précisons quelques points. Soit [ une fonction Lipschitzienne

pénalisé de (4.1 cf[2])
Acou- Bt ul) + Bad-w™) = £ dans Q pouri= 1,...,N
- j(x)us——e—(ua ‘uE)+-€—( - Ug )—j ans Q) pourj=1,...,

ui =(pj sur I’ (42)

On sait (cf[2]) qu'il existe ug= ( uel,. .oy uEN) unique solution de (4.2) et que si € tend vers O alors

ug converge forizment dans AN versu.
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mar 4

Dans le probleme (4.2) on a fait la convention ue°= ug_:1 et uEN = ua . Ainsi les expressions

%—(ug - ué ) et %(ugI - ugm ) sont nulles .

Démonstration
Démontrons d'abord le lemme suivant:

L emme: Si fJ eLP(Q) pour j=1,..., N et si ug désigne la solution de (4.2) alors il existe une

constante C indépendante de € telle que :

. N
' lujelz'pSCE |fj|p pour j=1,....N (sic est assez petit )
i1
Démonstration du lemme :
considérons le probléme (4.2) et soustrayons la (j+1)i€Me gquation de la M@ équation .Cela

donne pour j = 1,...,N-1 (en tenant compte de Aj= A+ch )

51
_]+1€

Al-d )+ 2%@ =g -f 4 %(uf._" o)+ %(u - o] yre(B,ul- ) (4.3)

Soit alors F

P
R B l-ul))

: R—R définie par Fp(t )= |t|P2¢ . Multiplions chaque terme de (4.3) par

(on peut en effet supposer que %(ui-uiﬂ) est borné , ainsi Fp(-%(ui-ui+1 )) est dans Hé (Q) cff 11)
Grice a la monotonie de FpoB ona:
.A(uJ I l) FP (E ui-uiﬂ)) > 2 0 et on obtient:

21540 M)lp',[(” Bt by B iy (Bu-B,ﬂd*‘)Fp(%ﬁi-ui’l)

L. Pl -
Apres avoir remarqué que IFP(E'(“J{“?] ))Ip'_—_ I%(ui_ .ulsﬂ)lp avec p' =_p1_>_1’ et en utilisant
l'inéga]ité de Holder , il vient :
2|—(u’ ’+1)|p_|f £ 1|p+|-(uJl Dl +|—(uJ+l oy el +lu; 1|2 ) ot M est une

constante indépendante de € .
Additionnant ces inégalités, il vient:
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N-1

N1 N1
2z| Buad™y s, Ity + 215l adlr 21l
J:

j=1 j=1

N-1
+2Mcz ™,

1
etdonc :
N-1

|—(ueu)l +|—(uN1 <Y, 5,1, +21VhZ|uE -

j=1

<2Z|f I +2Mc2|uE 20

B,

~On transpose alors %ugl -ug) et E(us i -ug") au second membre de (4.2) on obtient N-2 équations et on

reproduit le procédé ci-dessus , ce qui donne pour j=1, ...,N-1 :

. [} N :
Bl afy s (15 lyelil, )
j=1
Par (4.2) etcomme |-A. uJ |p.>_C | uj | cette derniere inégalité conduit a:

|ue 5 p_Cz | i si ¢ est assez petit (j=1,...,N ) oi C est une constante indépendante de € .

1
Ceci termine 1a démonstration du lemme.

Le théoréme (4.1) en découle immédiatement.
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5.Régularité Wi
On considére le probleéme quasi-linéaire:

<-A(x,uj)uj , \?-u’ >2<f. , v’-u" > Vvek
j o i (5.1)
ue K ={ve Hl/v‘=(p1 sur I ,vi(02 vix)2... >vN(x) x-pp dans Q }
\ oD ()
ou AJ x,u)v —DB(a a.B(x’“)DaV)
On voudrait montrer que ue (W 1:>(Q))N, pour A, fJ et (p] réguliers.Nous n'avons

malheureusement pas pu obtenir ceci et nous donnons dans cette partie quelques résultats partiels

dans-eette-direction.’

Lemme 5.1:

Soit u solution de <-A(x,u)u,v-u>2<f,v-u>VveK .
ue K={ve H{(Q) / v=p sur T et v(x)>®(x) x-p.p. dans Q } (5.2)

ou A(x,u)v= DB(amB(x,u)Dav ). On suppose d'autre part que P<¢ sur I.

da
Si a, g(x.u)e C(TxR) avec I%B(x,u) l<c (5.3)

oo 1,00 2,00 . .
feL™(Q) ,0eW  (Q),0e W (2),Q régulier, alors, pour c assez petit, on a |Vu(x)l.<_C VxeTl

ol C est une constante positive .
Démonstration du lemme:
Considérons le probléme pénalisé correspondant 2 (5.2) (B étant défini dans la partie 4) :

-A(x,uu, + —E?(ue- ®) =fdans Q 5.4)
n=gsul
Une telle solution u;, existe , de plus par (5.3) on a dS . teo0d w(t)=sup |auﬂ(x,u)-aa’p(x,v)| ,
0+(1)2(S) xjuvigt

le probléme (5.2)posséde donc une unique solution et u, converge fortement dans HI(Q) versu

lorsque € tend vers 0.
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Des estimations sur ug vont nous permettre d'en déduire le résultat sur u .

Posons wg=Ug-0 , B(x,u,v) = A(x,u+@)(v+p) et y=0-¢, alors wy vérifie :

B(X, W, W, )+l—2(we-\|’) =fdans Q | (5.4bis)

w=0surl".
1l est facile de voir que B vérifie les mémes propriétés que A et que le théoréme de comparaison

des solutions de [6 ] est vérifié.

On suppose que Q vérifie la propriété de la sphére extérieure. Alors pour tout point x, de T, il existe
une boule de Q de rayon R qui ne rencontre Q qu'au point Xg- S n=1 Q est un intervalle bomné et cette
hypothése a lieu. Dans le cas n>2, on vérifie que cette hypothése a lieu pour € de classe C?. Soit xp€T,

en prenant alors pour origine des coordonnées le centre de la sphére ne rencontrant Q qu'au seul point

. . + o
X, On construit deux fonctions S et & telle que:

5 (xg)=we(x)= 8 (x0) | (5.5)
5™ (X)<w ()< 87 (x) VxeT (5.6)
-B(x,5.8)+ %(5'- Y)f < -B(x,8+,8+) +%(8+-\If) pour presque tout x de .. (5.7

- -k
Pour cela , on pose 5+(x)=k(R k. | x| ) ol k, p sont des constantes positives qui seront

dterminées par la suite et 6 (x)=- 8+(x) .
1l est facile de voir que (5.5) et (5.6) sont vérifiées , de plus on a:
- (1+2)
D5 (x) = kyixg | x| (58)

. -(@2) - @)
Dy(Da8 )(x) =kiid g x| k)| x| (5.9)

Soit alors D un réel tel que Q soit inclu dans la boule de centre l'origine et de rayon D.On choisit

d'abord k et pt tels que l'on ait
L - @) et »
|vs*(x) | = ke x| kD V= C > Wl (5.10)
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Pour xe Q , soit y le premier point d'intersection du segment (x,0) avec I', on a alors par le fait

que 8% est radiale :
8'(x)28" (x)-8 ()2 vyl Ix-yl2y*x)-y*(y)=y*(x)

Ainsi si (5.10) est vérifiée ,on a : 8+(x)2\y+(x)2\|l(x) (5.11)

On a de plus pour xe Q :
98 D5 .D.5" 9, g +Pop
DO.D38+- __&:i Daa Dﬂa - Da5 (Dﬂaa.ﬁTDB (P) - DBS —uDa(p

B(x,8'8)= -a,, 3

aaa'B

(3, gDaDp + —-=Do@Dg® +Dya, gDu) (5.12)

On désigne par M , M, des majorants dans les troisiémes et quatriémes termes des facteurs de
Da8+ etde DI38+respectivement et par M3 un majorant du dernier terme de I'expression (5.12)
Grace 2 (5.8), (5.9), (5.10) ainsi qu'a (5.3) et I'hypothese de régularité sur ¢, on obtient :

@) - Gs) )
B8 82 s(kudigldd  kuuexaxghel )<l valm VT v vaTlm,

-(+2) (U42)a, oXgX
sl (2R ) )<l
xl

2@+) 1) -1
Ml Mkdxl M

- (2) 5y 20D ' -+
2hplxl  (vprd)-Yag ) -ckw MMl <l M

- (u42) -B
2hplxl  (vr2)- T 2 oM, M) xl-ckulxl )M,

- (u+l) - (]
Ona choisi kulxl  2kuD’ ' ’=c1 slvytl

C D|.1+1
2 (v(2)-Y 20,0 M, M)l xl <C, o )M,

)-M - ouM estuneconstantemajoxaml ) ag o(M; + )!xll
3 4 1M,

Cl DM
E-F(v(u+2)-M 4-<;C1 Rp
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N
On choisitc < (%)
C
> -EI(V(},HZ)—,M 4-C1D)-M3 >, pourvu que  soit assez grand.

On obtient l'autre inégalité de (5.7) en effet:
o - (42)
-B(x,0,0 )< -amB(kuS aﬁl -ku(u+2)xax x| )+c| Ve |+M1 Ivs |+1\42|V8 |+M3

D), (W2)a, g 2(1) G )
( l TB oXp N aa.a)‘f c(ku)2 Il +Mlkp|x| +M2kulx| +M,
X

- (2) 2(p+1) (u+1)

Sku|x| (-V(]J.+2)+Zau Ol)+c(ku) Ixl +(M1 +Mz)IXl M,
- (142)

<kplxl (-v(u+2)+2aa OL+(1\/[1+Mz)| x| +ckplxl )+M3

- (u+1) - (u+l
Onachoisi kulxl kD =5l vy,

pu+l

C
1 D
ST VDY, 2 o MM ey 7

-kul xl

M,

s(%l(-v(u+2)+M5+cCl D}:: ol M est un majorant de 2“am'm+(1v[1 +1\/12)| x|
On choisit ¢ £ (%)u
S%(—V(u+2)+M5+ClD)+M3 < -lfL, pouvu que pt soit assez grand.
Ce qui donne (5.7) grice a (5.11) et les propri€tés de B.On en déduit alors de (5.5) , (5.6) , (5.7)

etde (5.3) (cf[6]) que:
& (x)sw, (x)38+(x)p PpxeQie d<u, -(pS5+=>8'Su-(p$8+ (car u converge dans H' (Q) faible)

ce qui conduit a | Vu, (x) | SkuR'OM )+| Vo | » VxeTl
Remarque 5.1: '

La premiére inégalité ci-dessus assure que ug appartient a L™(Q2) et que | ug | SCol Cestune

constante indépendante de €.

Dans le cas ol aa’B(x,u) = Sa,Ba(u) , on donne une estimation du gradient de la solution au

voisinage du bord sous des hypothéses moins restrictives sur f, peta, a savoir :
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a(s)e CI(R) avec O<v<a(s)<M pour tout s de R (5.13)

fe LP(Q) , pe WZP(Q) avec p>n et Ge W1=(Q) (5.14)

En effet si on pose :
t

A(t)=|a(s)ds et A(u)=u . (5.4) peut alors s'écrire :

0
_ B .1
AL +2 A1) - 0) =fdans Q
et (5.15)
u =@ sur I’

De plus , en introduisant w solution du probléme de Dirichlet -Aw=f dans Q2 (5.16)
w=@sur I’
on remarque que w, =1,- w est solution du probleme : -Aw, +E£(A‘ l(w£+ w)-®)=0dansQ

w=0sur I’ (.17)

On considére les fonctions 8~ et &7 définies précédemment , ainsi (5.5) et (5.6) sont vérifiés et au

lieu de (5.7) on va montrer que

A5+ % A (F+w)-D)<0<-AS+ %(A'](8++ w) - @) dans Q (5.18)

Pour ceci on remarque tout d'abord que grice a (5.14), (5.16) et au fait que A est Lipschitzienne ,

on a @, w e W1->().0On choisit alors au lieu de (5.10) k et t tels que l'on ait :
- (e —~ <
|vs ool 2kuD 1= [ v(@-wy'l. (5.19)

de plus , comme A est croissante ,onasur I', @-w=-§ <0
Ainsi on montre par un raisonnement similaire au précédent que 5 >Bwou A (6++w) >® (5.20)

S@2) | V(@ -w)'
Enfin par (5.9) (5.19)on a AS'2 kp(u+2-n)D w2 J_(QLEV_QL.; (u+2-n) 2 0 pour { assez grand.

~ Ceci conduit 2 (5.18) grace 2 (5.20) et aux propriétés de B.
B

. -1 . e -1
D'autre part comme A~ est croissante , I'opérateur u— -Au + E(A (u+w) -P) est monotone .

Ce qui montre , en vertue de (5.6) et (5.18) que :
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o < wesﬁ"' dans Q et donc

- @+
|5, Va0l < kR ™ [ Vw . vxeT
( On remarquera que la premiére inégalité entraine | ug | .SC oll C est une constante indépendante

de € .).Dans le cas ci-dessus on peut encore faire mieux et montrer :

Lemme 5.2 ;

Soit u solution de (5.2) avec amB(x,u)=8aBa(u) . Alors sous les hypothéses (5.13) et (5.14)
1,00
onaueW (Q).

Demonstration:

En dérivant (5.15) par rapport 2 x, (k=1,..., n) eten notant u_ , = \ U il vient

- B, -1 dy e
AT A (@) -2 )(A) @),  -D, @) =D, f (5.21)
Soit B une constante majorant strictement |Vﬁel,,° sur I. On pose T=max(B, M|Vd>|°°) (cf(5.13)) eton

désigne par:
Ql={xe Q/ ﬁe,k(x) >T}, Qz={xe Q/ ﬁe’k(x) <-T} etpar v, =ﬁ£‘k-T , v2=ﬁ&k+T .Onav,20et v,<0

respectivement p.p sur Q, et Q,.

De plus comme Best 20 et (A'1 )'(ﬁs'k )ﬁe'k D, ®= a(_llx—)-ﬁe k-DkGD 20 dans 2, et<0 dans Q,
€
l'expression (5.23) conduit alors & :
‘Av,<Df dansQ, 6.22)
(5.23)

-Av,2D, f dans Q, |
On applique alors le lemme de Stampacchia 3 v, et a - v, dont nous rappelons la partie utile:
Lemme:

Soit  un ouvert borné de R?, A un opérateur linéaire elliptique 2 coefficients bornés et f;e LP(6),

- p22eti=I,...,n .Soit ue Hy}(6) vérifiant :
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I
-Au< ) Df dans 0
i=1

u=0

T
alors sip>n, on aueL”(0) et |u|‘,‘,SCZ|fi |p.
i=1

Comme feLp(Q) , p>n, on adonc vieL"(Qi)et |vi |”'Q_SC |f]., dou leﬁEISC surQ .

Comme A est Lipschitzienne on a également | D,u, | <C v e qui termine la démonstration du lemme
puisque u, converge vers u dans H' () faible .
Revenons au systéme (5.1) , la fonction P étant définie précédemment, on suppose que :

(plz (p22. o2 (pN et on considere le problémc pénalisé correspondant :

-Aj(x,ui)ui-%(ug'l-ugﬂ B(u -u ) f dans Q,j=1,...,N
(5.24)

uj:=qJj sur”

11 est facile de voir qu'en utilisant les techniques de la partie 1, une telle solution u= (uel,...,uEN) existe.

De plus si ® désigne le module de continuité des Aj , le probléme (5.1) posséde une unique solution

pourvu que =+oo (ce qui est le cas si 1'on suppose (5.3) ou (5.13) ) .

ds
@ (s)
0
De plus u; converge fortement dans (I-Il(Q))N vers u lorsque € tends vers 0 et comme

precedemment 11 sufﬁt de raisonner sur ug. On sera amen€ i faire les hypothéses suivantes:

Dans le cas particulier o aa‘B(x,u)=5uBaj(u) (=1...,N) on supppose

oo
a©)eC (R), O<vsa ()M, £eL™@), g'eW "~ (@) ponetj=l,...N (5.25)

Introduisons des fonctions barri¢res pour le probléme (5.24).Plus précisément définissons deux

N-uplets :
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Lgr_‘,...,y_n)et (W1 ..... w N)

, et solution de -Ax,w)w =1 dansQ), =1, ..., N (5.26)

j
vni:(pJ s T

Onpose w =W, etpom'j=2,...,N.]1estsoluthnchp'dﬂéme:

<AQwm vE>2<f,vE > VK, 627

wek = {veH (O)/ =g’ surT et WX)<E, ,(x) p.p.doos )

On pose emsvite w =w et pour =N-1,N-2,....1 i' estsolwtionde :

<-Ai(x,wi)wI VW > 2 < fi VW, > VvEK' (5.28)

W,ER| = (veH'(Q) Iv=q‘ sor [ & vix)2 W, (x) p.p. dans (1 )
Notoas que daas e s o0 (5.25) est erifié, onawt , w , WEW " (@),1,..N.

Proposition:
Sous 1 hypothese (5.25), on & ,(X)su,(x)sW (x) pp. dans 0. (5.29)
En particulier , ag ay_i(x)su’(x)si'i(x) et & aprés le lemme (5.2) , legradieat de ol st borné sor T

Preuve
Par (5.26) & les propriésés def , on a:-A (x.0p)u; 2 f, = -A (x ¥, ), .Commeo{ =w, swT, on

en deduit alors en vertu de (5.25) queu:zni pp. dans() .
Supposons qneu’;"(x) 2 ui_l(x) ( 2!1(1) )p.p dans Q) (5.30)
Par (5.27)on a: fiz -.Al(x.gzl)u1 #u sens des distrbutions

On en deduit alors d apres (5.30) et des propriétés de B, que:

Al -Jo '« Gl - Awam- Bt mpe By
Comme “‘f LA sur [, on en déduit per le prindpe de monownie (f partie2 )queu’c 2W, pP- dans ()
cequt donoe (5.29).
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