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0.Introduction et notations

Dans ce travail , nous énrdions le problème suivant

<A(x,u,Du),  v -  u >2 < f ,  v-u > Vv eK

ueK

les notations seront pécisées par la suite , mais indiquons déjà que K est un convexe fermé

de ( Hl(e))Noù NeN et que cene inéquation variationnelle modélise dans certains cas

particulien le problème des N-membranes (cf [2] )'

Tout d'abord on présente dans la partie 1 un résultat d'existence.Nous nous intéressons ensuite

au cas où le système est diagonal et fortement non.linéaire.Ainsi on donne dans la partie 2 une

propriété de monotonie permetrant de comparer les solutions de deux problèmes du type précédent

lorsque les convexes correspondants sont en un certain sens comparables-Après un bon choix de

fonctions rest on géneralise le résultat de monotonie de [6 ] obænu dans le cas d'une inéquation

variationnelle fortement non- linéaire-

Dans les chapitres suivants,on étudie plus particuliérement le problème des N-membranes et on

donne différents Ésultats de régularité.Ainsi la partie 3 est consacrée à la Égularité C'a et Cl'o

dans le cas d'un système diagonal et tinéaire .On utilise pour cela les techniques de M. Giaquinta

t3] qui consistent à approcher la solution d'une inéquation variationneile par la solution d'une

équation à coefficients constants.

partant du système pénalisé on présente, dans la partie 4, un résultat de régularité V/2'P'

Ceci généralise un résultat obtenu dans [2] dans le cas où les membranes sont identiques'

Enfin on présente un résultat partiel de régularité Wl'-Po* le problème quasi-linéaire des

N-membranes .Il s'agit d'une estimation a priori dans L-du gradient de la solution au voisinage du

bord dans des cas particuliers.Cette estimation est obtenue par construction d'une sur-solution et

d,une sous-solution . On arrive à obtenir une est mation globale Pour un problème à un obstacle

dans le cas quasi-linéaire.
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Soit fl un ouven borné de Rn, de frontière f supposée lipschizienne.Pour Ne N*, I'espace

(lttol)*seranotéL2etsanormeLl lrou, I Iro"tign"lanormedeL2(o),seranotée | 1"2

I-es espaces de Sobolev GIt(O))N et 0{9t(A))N seront notés respectivement Hl et Hsl et leur norme

I l"tt= :* I I sllop.V esr le sous espace fermé de Hl engendré par K-K={k-k'lk,k'e K}, on

suppose de plus que K est tel que l'inégalité de Poincaré est vérifiée dans V ( ce qui est le cas par

exemple si:

a) v= t{

b)V={v=(vt ,...,u*). Hl /vi{ t* 4 
j=l...N t ot' 4 est une panie de f de mezure non nulle. )

Nous utiiisons également les notations suivantes: Dé/âx", Du=@oui; i=l,...,N et

çp=t, . . . , t r . ,  V*désigneledualdeV,(  ,  )est lecrochetdei :a l i téentreV*etV, l  lu luno.rn.

induite parHl dans v et I lu*ceue de V*.

Précisons I'opérateur A

<A(x,u,Du), v > = Ë [d]",uDo)Dp/ * f*,or.n,vueH:. 
YveHr.

j= ld d
( a(x,u).v désignant le produit scalaire de (a,(x,u)), et de (y')j dæs RN. ;

où

R.jÊ{x,u,6) sont de Caraùéodory (i.e. meswables en x et x-p.p co;irinues en (u,l)

N N
a(x,u) : QxR +R est de Carattréodory et (a(x,u) - a(x,v) ). G - u) > 0

x-p.p. et Vu, 
" 

de RN

Il existe deux constantes c, C et une fonction C'de L21O) telles que :

N n N
eR xR )  (0 .1 )

(0'21



l{t*,u,O I s . lol +clË, I +c'(x), x-p-p, v(u,Ë)eRn*Ro*
(0.r1

lr(*,o)l <Clul +C'(x) x-P.P ,vu.t

(pou ne pas alourdir les notations, on notera de la même manière les normes dans RRNet Ro*.)

L'opéraæur est suPposé elliptique dans le sens suivant :

($x,u,(,1-ef{x,uË'))f€r'{il N lË{'l'*-pp ,Vu.t tporu tout ( et (de Ril (0'4)

v âant une constante stricæment positive.
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l.Résultats d'existence

Nous allons donc étudier ici , avec les notations et les hypothèses de stnrcture précisées en

introduction, le problème :

por,o")De(/- O,.J* u). (v-u) 2 < r ,v-u >vve K
(1 .1 )

ueK
*

o ù f e V

Théorème l. l:
pour c ( de (0.3) ) suffisamment petit Ie problème (1.1) possède au moins une solution.

Démonstration: Cette démonstration s'inspire de celle de [6J'

Dans la suite nous utiliserons la notation suivante:
f ^ : I

<A(x,w,Du) , v> =J{tx,w,h)OU/ +J{x,u).v pourtoutu, vdeKettoutw deK où K

oo

d&igne I'adhérence de K dans L2.

On considère alorspourchaque wdeK leproblème: <A(x,w,Du), v -u > 2 < f ,v - u > VveK

ue K Q.2)

Première étape:

Nous démontrons ici le lemme suivant:

l,emme 1.1 : Le problème (1.2) possède une unique solution'

pour établir ce résultat nous utilisons un théorème classique de Lions-Starnpachia [7 ].En notant

A*(u)=A(x,w,Du) nous devons montrer que:

a) Aw est un opérateur monotone strictement coercif'

b)Aw est continu sur les sous èspaces de dimension finie de v.

a) est vérifié grâce à (0.2) , à (0.4) et à I'inégalité de Poincaé:plus précisément on a

<A*G)-A*(v), u-v >>v lD(u-v) li. 
JGf-")-a(x,v))(u-v)

ru, lu-"1?.o
(1 .3)
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où v'est une constanæ strictement positive dépendanæ de v et de Çl (voir la remarque(1.2) qui

suit la démonstration pour plus de précision sur cette constante.).

Qant à b) celaprovient de lacontinuité de u+ArF(x,w,Du) de V dans V'p.r ladécomposition

suivanæ: V+l-2+V] , b deuxième operateur étant un opé.rateur de Nemyckii [4].
u+Du+Af (x,w,Du) 

operateur étant un opérateur de Neml

Deuxième étape:

Nous allons montrer que I'opérateur T défini grâce à l'étape pécédente par :

-
T: K-lK

w->u=T(w) (où u est la solution du problème (1-2) )

possède au moins un point fîxe en utilisant le théorème du point fixe de Schauder [5].

Dans cette étape nous allons montrer le lemme suivant:

I-emme 1.2: Pour c suffisamment petit, il existe R tel que T(B^K) c BnK où B est la boule

fermée de centre 0 et de rayon R de L2.

@--du !e$æ:

Pourvo dans K nous avons:

< A(x,w,Du), vo - u > à < f ,vg-u >

<+ <A(x,w,Dvo) - A(x,w,Du), vo-u

Par (1.3) on obtient alors:

u'  luo-o l i  = l<A(x,w,Dvs) ,  vo-u t  |  *  l r lu '  luo-o lu (1 '4)

Estimons alors le premier tenne du membre de droite de (1.4) .En utilisant I'inégalité de

Cauchy-Schwarz" on a:
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| <A(x,w,Dvs) ,vr-ut l= I ft4,*,,",Dv0)Dp(4d1+a(x,vp.(no-u) ) I
ii

agâaæ, à( 0.3)

sluo-uly( lA,(x,w,oçl '., 
*1.(",n0)lr, )

s lvo-u lu (.1 w l12 + c )

nN

La norme oans Cr-2to;)N etant )l l, , C étant une constante positive.
k=l

En revenant à (1.4) on obtient
u' luo*r l l rsu ' lno-o lu.  r l *  l r r . "

d'où lu | , =llw | "+ 
C où C est une constante .

L' v' l:

Si on suppose que q= c/y'<1, alors , pour R>C/(l- a) I'inégalité ci-dessus montre que TGnR)

est bien incluse dans BôK cAôK.

Troisème étape: fin de la démonstration.

De l'étape précédente et de la compacité de I'injection de Hl dans L2, il est clair que T(BnR) est

relativement compact dans BnK.

Il reste à prouver que T est continu.Soit alors w*e B.nK æl que wk-)w dans L2 et soit u*=T(w1).

D'après la deuxième etape lu* lu.rt borné indépendamment de kOn peut donc extraire une sous

suite encore notée un telle que: uk-)uoo faiblement dans V

uk->uoo dans L2

Par le lemme de Minty , (1.2) écrit pour uç et wg est équivalent à

<A(x ,w . ,Dv) ,  v - \  >>< f  , t -  \  t  
(1 .5 )

q.€K

ce qui peut encore s'écrire :
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: :  f
JAftr.,**,D\,)Dp(r'-4) 

*Ju(t,n).(" - u,,) à< f , v -u. >VveK
i id
en faisant k+ + oo dans cene demière inQuation et en remarquant que K est faiblement fermé

dans V, nous obtenons :

< A(x,w,Dv), v -u oo ) à ( f , v - uoo ) VveK

uooeK

poun'u que nous montrions que Arp(x,wk,Dv) + Af(x,w,Dv) dans L21O1 (1.6)

Mais, grâce à nore limitation (0.3) sur la croissance, les opérateurs:

w-r Af(x,w,Dv)

sont des opérateurs de Nemyckii et (1.6) est bien Éalisée.Appliquant de nouveau le lemme de

Minty on obtient u=u oo et T est donc bien continu.

L'opérateur T possède alors au moins un point fixe qui est solution du problème (1.1).

Remarque I.l:

On peut expliciter une valeur de c pour que c/v'< l.En effet v'=v l, avec
I

l,= Th lnu.Ov
l , lçr  Jn

convient dans (1.3) .On obtient donc c < vî" .

On peut, pour l'existence, oûtmettre lhypothèse (0.2) si on remplace la condition

la(x,u) l< C lu l+C'(x) par la(x,u; l<. lu l+C'(x) (en effet la démonstration est semblable à

la précédente après avoir posé:

< A(x,w,Dû) , v t =fft*,w,Du)D'y' *Jut*wl.u poru tout v et tout w de L2
oo

et en considérant le problème (1.2 bis) correspondant au lieu de (1.2) ) .

Comme cas particulier important de tlpe de problème (1.1) considérons le problème suivant:
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r
Jai;P(x,u)Dou'Du{y'-ur)> 

<f , v-u >V veK (1.7)

ç)

ueK

où f et K vérifient les hypoùèses faites précédemment et où :

a$P(x;u) sont des fonctions de Carathéodory deO >iRdans R c'est à dire continues

N

enupourpresquetoutxdeQetmesurablesenxPourtoutudeR- .  (1 '8)

ao:F(x.u) sont des fonctions bornées (1'9)
r,J - -

afiFtx,u)Ell = u lËltpo*tout Ç =(q;)€R"Noù v > 0 et où I I aerign, Ianorme

nN (1 .10)
euc[dienne dans R

I-e théorème (1.1) conduit alors au résultat suivant:

Coro l la i re  l . l :

Sous les hypothèses (1.8),(1.9) et (1.10),I ' inéquation variationnelle (1.7) possède au moins une

solut ion.

Démonstration:

Il suffit de remarquer que ef(x,u,E) = aT.ip(*,u)Ëi vérifie les hypothèses du théorème 1.1 .

Comme cæ particulierde cene érude , prenons v=(Hf COi)) consiAerons le convexe:

ç={v=(vl,...,rN)€Hl /vi=g' surf et ut1*;>u'1*)>...>uN(*) P.p. dans o }

où gi désigne par exemple la trace d'une fonction de Hl(Q) sur F.

et les alÊ définis par: ."1F= 0 si i+j
l.J J 

.'J

t"flP{*,u)=i,u{*,ut)

On a dors:
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Corolfairel.2
Sous les hlpothèses du théorème(1.2),le problème:

f  i ' -  -o  - -  - - -  r - r - - .
Ji,u{*,ut1o""'oil/-d) 

> < f , v - u > vre K
o

ueK

possède au moins une solution.

Remaroue 1.1:

L'inéquation variationnelle du corollaire 1.2 modelise le problème dit des N-membranes (voir la

figure ci-apÈs) dont l'interprétation est la suivante: on considère N- membranes élastiques tendues

sur différents supports au dessus de f) et I'on applique sur chacune d'elle une force d'intensité fl

avec f = (f1,...,fl) , i et].ui désigne alors le déplacement de la ième membrane.

Iæ convexe K traduit la contrainte suivante: ies membranes ne peuvent pas s'interpénétrer et de

plus leur position est fixée sur le bord f de f).

t€s (a;,p(*,ui )).,,F sont des matrices décrivanr lélæticité des di.fférentes membranes .Leur dépendance

.n ot *doir le fait que l'élasticité des mæériaux est fonction du déplacement .
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2.Propriété de monotonie .

On considère ici les problèmes généraux du tlpe (1.1) sous les hlpothéses (0.1),(0.3),(0.4) mais

dans le cas où (A1(x,u,Ë)!1,...N =( (ArF(x,u,Ç))p )pr,...N + a(x,u) est diagonal , c'est à dire dire:

A,(x,u,E) = Aj(x,uJ,6j) où Ej.pn, désigne la jeme ligne de la matrice e Ë; ai(x,u)=1(x,uJ).

On fait I'hlpothèse dellipticité suivante : pour prcsque tout x de C)

t*,u,€) - Af(x,u,Ë'lXeu - Ë'u) > u | Ë - E'12 vj =l,...,N,vue R, v f,l'e Ro

où | | aerignr ici la norme euclidienne dans Ro . (2.1)

On suppose la propriété de continuité suivante : il exisæ une fonction ol positive , croissante ,

continue, une constante C et une fonction get2lQ; telles que:

I qÊ1*,ur,Ej)- ArFlx,vl,Ej) I <co1 lur-vj | ) ( l6i | +g(x) )

Vj=l , . . . ,N, Vp=1,. . . , I1,  (2.2)

V 6j.Rn V u, v €RN, *-p.p. dans Çt .

Par la suite or sera supposé vérifier l'une des propriétés suivantes:
f
| 9s =r* (2.3)
JofG)

0'
fas
Jffi 

=* (2.4)
o'

Enfin on suppose pour l'instant que K est du type :

ç={ vqvl,...,"N)eHl /yi=g'srn I'c 
"t1r;>nt1*1>...=n*(*) 

p.p. dans a }

on remarquera qu'alors !=t(-t(={v=(nl,...,vN) eHl/vi=O sur P}
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TJréorème 2.1.

Pour i=1,2 soit q ute solution du problème:

<A(x,q,Dui), v - ui> à . f i, v-l l i  ) Vv e\

uieKi Q5)

où Iq est un convexe du type précisé ci- dessus avec Ai=(<p/)j=l...rq et où fie V*=V'*=V2* .Sous

les hypothèses (0.1), (0.3), (2.1),(2.2), si <prs!q, et si fzSf, dans les deux cas (i) et (ii) suivants

on a ue:s1

(i)V 5=1,...,N s+a,(x,s) est stictement croissante p.p. dans Q et (2.3) est vérifié-

(ii)V 3=1,...,N s+ai(x,s) est croissante p.p. dans O et (2.4) est vérifié.

(les notations g23pt, u2Su1 et f2Sf, signifient respectivement gjx)<9rj(x) x-p.p. sr:r f ,

u2J(x)<urj(x) x-p.p.dans Ç) et (f2,v) Scf1,v> V veV,vjàO V5=1,...,N .)

Démonstration.

Démontrons tout d'abord le lemme suivanc

I-emme 2.1. I-es convexes Il pÉcedents vérifient la propriété suivante:

u1eK1 etu2e\+ (urj+F(ul -urj)1eK, et 1ul - flul -urj)): eI! pour toute fonction F

ctoissante, Lipschitzienne de module de Lipschiz inférieur où égal à 1 et telle que P0 et F(x)=Q

pour xSO.

Démonstration du lemme:

si on rernarque que urj =grj >9/ = uy' sur Il et que F(x) 4 pogr xSg .

Il reste à prouver que urj + F(uf -u1J )? urj+l + F(uf I -urtsl) et que

ul - rqul -urj )> uf+t - F(uf I -u,j+t; .
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Pour cela il suffit de remarquer, grâce au propriétés de F, que les applications suivantes :

u+u+F(c-u) et u+u-F(u-c) sont croissantes .On a donc par exemple

urj + F(uf -oJ )> oftl * ftÇ -ui+r) > u,1*l + F(u2r+l -url*r)

I'autre inégalité se démontrant de la même manièrc.

I-e fait que urj + F(uf -uf) et uy' - F(uy' -uf) sont dans Ul(O) est classique.La démonstration du

lemme est terminée.

Considérons la fonction Frdéfinie pan

0 si tSe

F ( t )=  t
€" . ,  fat- - - t - l -  s i t>e

I(e)'t 62,t,
e

+oê

fat
où I(e) = l; (on peut en effet choisir o assez grand pour que I(e) <+"' -)

.r 0f (s)
e

Il est facile de voir que ôF, vérifie toutes les propriétés de F introduite au lemme 2.1 pour ô posicif

suff,rsamment petit.Nous en déduisons donc que si vrj= ut.i+ ôFr(uy' -u;l) et

vi=ui- tfe(u/ -utj) ,les fonctions vl et v2 sont respectivement dans K, et K2-

En prenant successivement ces deux fonctions test dans (2.5) nous obtenons après avoir noté

ôFr(g-u1) =(ôFr(uf-uy'))1=1,..., N I

<A(x,u1Du1),  ôFs(uz- ur)  >> < f1,  ôFs(u2- ur)  >

< A(x,u2,Dg) ,- ôF.(uz - ur) > > < ft , - ôFr(uz - ur) >

et après sommation , iI vicnt:

< A(x,u1,Du1) -A(x,u2Duz),ôF. (u2 - ur) > > < ft, ôFg(u2 - ut) > - <fz, ôFs(u2 - ut) >

Comme ft2lzet ôF (uy'-urj;>O Vj , on en deduit que
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< A(x,u1,Du1) -A(x,u2puz) ,ôFe (u2 - ul) > 20 ce qui équivaut à

<A(x,u2,Du2)-A(x,u2pu1),Fg(u2-u1)><<A(x,u1,Du1)-A(x,u2,Du1),Fs(9-u1)>et 'Par

défrnition de I'opérateur A(x,u,l):

Jf"lo"l,vui 
) - af tx,r{, v" i r)ou1 <4 *l I .JC1 t*,,,1 )-., {*,o1 1) r, t { *l I

= [{o1o,ul,vuj,) 
- af {x,ul,v"l l)nu1t,{*i I

ô

En utilisant (2.1) et (2.2') et en noiant Fr'(uf-urj; p. ( Fe)j, (2.6) conduit à :

I f, :

{ | vt"l-"{ I l' cr,1. J (a, {x,ul )- ., {*,uj, ))r, t'i-"i I
ë ,  

- ô

I
=J ln|t*,r1,vu{)- Rf{*,u',,vuil lcr,1 lvt"i*ll I
O

I
sJcrrl"rr-'l ll t lvul l+-e(x) XF'I lvr"r*il I
o

f11 gtiliqxnr I'inégatité de Young rn< 
|ff.ë] 

n demier terme de I'inégali té de (2.7) se majore par

{' 
t,o'/,1 l'cr,l.fJt ( | "i-4 I x I v"i | + e(x) l'ct l,

En urilisanr la definition de F, et cene dernière estimation , (2.7) donne (cf la defrnition de F ) :

{t 
v<"|-"i r l' rr.1 

{} 
(x,ul ; 1 r*,ui r)r.r4-"i, =#,à,Jlï", I *e(*) )2

(2.6)

(2.7)

(2.8)

où C est une constante positive er [uf-urj>e] désigne I'ensemble des x de O où uy'(x)-urj(x)>e-

Considérons Ie cas (i).
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Cornme Cr")x (2.8) conduit à:

JG,o,"1,- ",{*,uj,))r,t,,l*lr *à. {,'vuj, 
l+g(x) )2

é tq-"i"t

=gÈ [, to"i t+e(*) )2 (z.s)
rrelJï d

en faisant tendre e vers 0, I(e) tend vers r. et Fr(uf-urj; ænd presque partout vers la fonction

canctéristique de tuf-utj{1 et lïnégalité (2.9) conduit à:

I

J 
a,tx,ui)-1(x,ul ) < o vj=l,..., N

1ul-olxr
ce qui donne, avec nos notations, uy'-<utj pour tout j =1,...,N et donc u2Su1 .

Traitons maintenant le cas (ii)

Puisque le second terme de (2.8) est positif , on obtient également pour tout j= I , . . .,N

lll(ii;"if. =,cË f,to"i l*e(*))2 =?9È f,to"i l+e(x)),<c'
_ i 

' ,d(lui-ui l) v ;=t . r. u j=t ôt"l-"iiei' 
-z -t '' ' 

t4*lttl

où C' est une constante indépendante de e .

(2.10)

s l  x>e

Posons alors Sr(x) =

si xSe

S, étant Lipschitzienne, Sr(uf-ur) eHllQ) et it est clair qu'alors (2.10) s'écrit

F

I  lvs.t" j-41 lt=c'vj = r,.. . ,  N.
o

Comme S, est nulle pour x S0 , il est facile de voir qu'au sens des traces S6(uf-urj; = 0 sur I.j et

par suite, grâce à I'inégalité de type Poincaré,I'inégalité ci-dessus conduit à :

fd t

J '(')
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1.
I  ls t  l ,* l)  l2 s c'  vj  = 1,.. . ,  N

J E ' Io

et en faisant tendre e vers 0, on aboutit à une contradiction gÉce à (2.4) sauf si Ç<utj .

Remarque 2.1.

I-e ttrôÈme (2.1) entraine cornme corollaire I'unicité pour le problème

<A(x ,u ,Du) ,v -u>à  < f  , v -u>  VveK

ueK

où K est un convexe du type Iq .( il sufÏit en effet de prendre K1= I(r=l( et ft=fr=1;.

Nous allons , dans le cas où I'opéraæur AlF(x,s,E) est égal à a*f{x,s)Ea+ t'p(x,s) Vj=l,. ..,N , V

s dans R et V Ë dans Rn , affaiblir I'hypothèse (ii) en supposant toujours (2.4) mais seulement

s +ai(x.s\ croissante pour tout j =1.....N.Pour cela nous soûrmes conduits à faire une hypottrèse

. i
sur les fp.

Nous supposerons que pour j=1,...,N, a*pj(x,s)Éa(bv lB l2v6=ç [a; aans Rn (2.1bis)

il est clair que (2.1 bis) entraîne I'ellipticité (2.1).

Nous supposons lao,pj{x,s)- a..pj(x,s') l<cr( lr-r' l) (2.2bis)

| t'p{*,s) - t'p(x,s') | <ct( lt-t'lXg(*))

Vs, s'dans R et pour presque tout x de C) , g étant une fonction ae t2(O).

Theorème 2.2

Avec les notations précédentes, soient ui i=lp des solutions de deruc problèmes du type (2.5)

avec I'opérateur défini par A5Ê(x,u,(; = a*f(x,ol)Eo* t'p(x,uD Vj=l,...,N.On suppose que (0.1),

(0.2), (0.3),(2.1bis),(2.2bis) et (2.3) sont vérifiés et de plus que

(i) s+1(x,s) est croissante pour tout j

(ii) n existe une consmnte C ælle que pour tout s de R, lâao,y'(x,s)/ôxt l<C



t6

presque partout en x et Vj,cr,F ct k.(les a*f sont supposés par exemPle de classe Cl.)

(i i i) trexistedesconsuntêSCprF=l,...,nnontoutesnullestellesquepourtoutj les

applications s-rE cp t'p(x,s) sont monotones

alors si gz3gr etf2Sfron au2Su1-

Démonstration.

Première étape:

On montre d'abord que
N fs

L J{4C,.,"1,vui>eftx,u1,vuJ,))opB 
= 0 pour tout E de ct (O) (2.11)

j= l ;'1ùrr-ul>01

Considérons pour cela Ç dans Cl(O), €>0 , alors, en reprenant la démonstration du lemme 2.L et

en utilisant les notations du theorème précédent, il est facile de voir que pour ô suffisamment

petit, on a :

ur+(ôFr(u2-u1) e K, et u2-EôFr(u2-u1) e K2.En prenant ces deux fonctions test dans (2.5), on

obtient après sommation:
N F  ,  ^  :  : \  :  ;  I

t f{4c.,"'r,vul>eftx,oj,,vull)ourçrrcul-ur,)l*J(.,t*,'il-a,(x,ur,l)errt'l-'ll<o
i=l ' -' 

O'1ùJr-ul>ot

et par conséquent

=- Ë [(rfo,"l,v,{)-,{r",u1,v,/,1)pec.r4-4ll 
Q.rz)

'='r4ït

à J(of o,q ,v4 {e,o; ,vu1 l)of r.t4*i , . 
J* 

{x,ui)-a, c*,oi l)Er,tol-ol )
'='t4*i1'q

Estimons alors le second terme de (2.12) noté I
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I= -i .li^,ft.,4,v,{>nfr*,{,voiXo6 r,r4*ilr
'=tq-4'0,

- \ r
. 

à. J {^;0c,.,,l,,vul >eft*,4,vui l)Ëo6r,tr{-,{)
tdr-ol>ot

et par (2.1 bis) et (2.2bis)

r<- 
à, "l'vq,J,*il 1'n1*"r l,{*i lxl v"i | +g(x))((rir, lvt4-4, 1,

On utilise alors I'inégalité de Young dans le second tenne et on obtient

' = -i -rJ o*,-"i i'€cr,r, 
Ë *J,lvul l+91*1)26

N

=ï=+ fCro"i l+g1*v)2(-î\ùa

Grâce à (2.13), (2.12) devient

= 
à#l,lvul l*sr*r)'€

à 
,J*x,ur,vujr)-nft*,ui ,v"i i)uf r,c,{ *,{ il * J(i r-,r1 }a, (x,ul ùEe,t"j 'i I )

't,lr-,/rtOt o

/ ?  I ? \

(2.14)

(2.1s)

en faisant alors tendre e vers 0 dans (2.I1), coûlme Fr(uf-utj; tend vers la foncdon caractéristique

de I uf-urj>0J nous obtenons grâce à lhlpothèse (i)

Ë Jf"loo"l,vui >{tx,ul ,vui l)ouq s o v(e cr@; , q>0
'iul-4'ot

ce qui donne (2.11) pour tout f>0 après echange de Ç en M-f dans (2.15) , où M est une constante

positive superieue a sup | [1. Changeanr à nouveau Ç en M-( on obtient (2. 1 1) por:r tout (.
o



1E

Deuxièrne étape: Fin de la démonstration.

En reprenant la définition dc nore opérateur ' (2.11) s'écrit
-À t  - f  l - .

à tl,"lur*,ulrlo;,{ - do,ut*,ui )D"oj, )oe5.. .|Cou,-,q,tt",,l,l)ouË }= o Q:6)
'Ï,{-i,tot 

tdr*ixf

pour tout q ae CltOt .En prenant alors ((x)æxp(p(c.x)) où c.x désigne le produit scalaire dans

Rn.(c.x =E cpxp ) et p une constante positive si les s-rEp cp t'p(x,s) sont décroissantes et

négative si elles sonr croissantes (2.16) donne 
7rès 

avoir remarqué que pour un tel choix de p

vj=1,..-,N 
J{1ur.,"1>/ut*,oll)rtuexp(p(cx))<0

t4-4'ot

Ë ftU*u,*,ulp"4 
- i,u{*,u'lp ul)rr.pexP0r(c.x)) >0 (2'17)

'-i,{-u|'ot

s
.  f .

Définissons alors do,U{*,t) = 
J.'o,U(*,,)dt 

pour tout j,c,B-

0

Grâce à notne hypothèse (ii), on a pour k= 1,2 Ao,pj(x,uy') egl(A) pour tout j,o'p et on a

4
N.  I f

\
+, l{ 

o"rn;,p(*,4) - nl,utx,r/,ll - 
Jo 

d u(x,t)dt } rcut*p1p1c'x)) > 0 (2'18)
'='tu1-o'rxl 

"1

4
DrC*u{x,ul) = d.ru{*'ullo"d . J""du(x,t)dt 

et donc (2'r7)devient
o q p ^ c , P 0 P
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Soit wj = (uzi-utj)+ (on remarquera que les wj sont dans IIgt(Ç)) ), (2.18) s'écrit

sN. 
ul+#

àJ to",e'o,u{*,ui*#) - 4,p(*,uj,) ) - 
Io"t",u,x,t)dt 

} pcuexp(p(c.x)) > 0

u{

Or, il est facile de voir que e'",Uf*,u{ *d ) - n'..Ut*,o{) est dans nifOl .

ApÈs une intègration par parties, et en revenant à la définition de A*d , I'inégatité precédente

donne:

u]+'/
ër r

àJ J { 
uf,,ut*,t)t z.fo* Dodo,u{*,t)F"u}txp(p(c.x))dt dx ( 0

u{

ce qui enraîne grâce à notre hypothèse d'ellipticité

o1 *#
J \  F ' n

à J J {up' l.lt + Dodo,p(*,0r.u} 
"*n(u(c.x))dt 

dx < 0
-oul

I

(où lc I 2oerign" la norme euclidienne de c dans Rn )

En choisissant !t assez grand (voir (ii) ) pour que chaque intégrande de chaçe intègrale de la

sonrme ci dessus soit positive , on aboutit à une contradiction sauf si pour tout j on a wj =0 ce qui

termine la démonstration du théorème.

Remarque 2.2:

Dans le cas du problème 2.5 avec colnme nouveau convexe

ç={r=1v1,...,u*).Hl ty'=g' srul{ etl,{vl(x)>5{v2{x)>...à,du*(x)) x-p.p dans o }

où \:R+R est définie par \(x)=\x + aj , Lj+o et L;, crreR, I'unicité est encore vérifiée.

En effet u solution de (2.5) avec Ki=K'et fi-f équivaut à

u{r(ul),..., lN(uN)) solution du problème

<Â(x,Û,OD, v-t) > <-f , v-E > VveK

ueK
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oi[={ve Hl/y'= Lrrd+ oj *It,"t(x)>v2(xP...>"n(*) x-p-p'dans Q }

r C L^  
e tc .= -J  '  ona :Si on pose bj=il r L

' J

Âfx,s,() = Af{x,urs+c,,bj q)bj

1(x,s) 
= a, (x,brs+cr)b,

<- f , n>=< f ,O j / ) j t

On obtient alors un problème avec un convexe du type K pour lequel on a donc I'unicité, le nouvel

opérateur vérifiant en effet toutes les hlpothèses du théorème 2.1 .
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3.Régularités CO,atrcl'ato.tl. Oout l. otoblè-. d.t N.*.-b.tn.t.

Dans ce chapitre nous monrrons que la solution du problème des N- membranes (voir la partie l)

Tans le cas linéaire esr localement dans Cl'a.1on suppose également que les opérateun sont

voisins en un sens que l'on présisera plus loin). Pour cela on utilise une technique dûe à

M.Giaquinta qui consiste à "approcher" localement la solution par une fonction harmonique.

Commençons tour d'abord par donner quelques déf,rnitions et propriétés (cf [3] ).

On pose C)(x,p)=g26g(x,p) où B(x,p) est la boule de Rn de centre x et de rayon p.On notera D le

d.iamèue de Q. Pour p>1,I>0 lp'À(o) désigne I'espace de Morrey défini par
I

tP'r(o) = {ue LP(o) / sup p-r I l" lo < +.. }
x e Q  n , '

0<pcD S2(x'P)

. ?

Onnote  U =- ;
x,p ,#;il_ J 

utl) dy où lo(*,p) | aerign" la mesure de læbesgue de Q(x,p)
'  ' '  'c {x ,p)

D'autre part lJÂi<f) désigne I'espace de Campanato défini par

|  '  f '  rP

rn,^(o) = ] 
u. Le{ct) / sul P-t J 

luCvl-u*,p I

I olp?o a(f,P)

On munit I'espace lpÂ de la norme suivante

Or a.*)

tl \P

lu l "  1 = ,un[  o-^ [ l " l t  I  oru,  l 'espaceprodui t t r t ' t to l f*hsommedecesnorrnes
f 

^fç2l  xeo I  - .J .  IÀ \r_i, oei nf C{x,p) )

Enfin ao,c1Q) désigne l'espace des fonctions Hôlderiennes d'exposant G sur O et C1'sid1 est

l'espace des fonctions u de Cl(O) dont le gradient est dans C0'G(O).L'espace Co'c est muni de la

semi -nomre

lu l  
lu(x)-u(Y)l

o,".olflnn 
];. 

-

On sera amené à utiliser le théoÈme suivant ( cf [3] )

Théorème : si Q esr assez régulier ( par exemple de frontière Lipschitzienne) et si n<î,Sn+p alors

I}'r(çt) est isomorphe à C'41CI) avec cr=(I-n)/P.
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Considérons le problème suivant:

<-4,(x)r/,y'-d> > < -Dï{,/-d > v ve K

(3 .1)
ueK

oùKest ic iunconvexefemrédutype {veHl7vi=gisurf ietv(x)eCx-p.P.} ,Cétantun

convexe fermé de RNet où

{(x)u = - Dp("Lp(x)Dou ) et < Drf,, y'-d > = - 
fi+,u*"o

On noæra que le convexe du probléme des N-membranes est un convexe du tlpe ci-dessus avec

6={xe RN / xr>-xzà...>xN}

On supposera que

i l . l ,p.L-(O) Vj=l , . . .N ;  0,F =1,. . .Jt

;i1 d",uc*i€"Ep> u | Ë I 
tvj=1,...,N

Théorème 3.1

On suppose que les opérareurs Arvérifient i ), ii)avecles do,Ucontinues surQ et il existeeassez petit

tel que :

Ar=A+eB, où A esr elliptique et B, est à coefficients dans L*(Ç)). Si de plus t=({),,, est dans

(tt "(o))n 
* pour o<}.<n alors:

nre 1f"f1o))nN.t pour toutfloccf) on a:

lpor j \ -sc(o,er,l_'*'+jtl nr,\n,,*l
1f 

'^qoo))nn

où C(O,O') est une constante ne dépendant que de Q ,O0et du module de continuité des

coefficients.En particulier ue (Cto.o,o (O))N.
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Démonstration

Soit B*(xo) la boule de cenue x'et de rayon R telle que B*(xs) ccÇ! et soit d la solution du problème

deDirichlet:

-A(xo)d 4 dans B*(xo)

rt + sur ô B*(xo) fle bord de B*(xo) ) (r.z)

On note alors par

Uj aans B*(xs)

Ui=
r'rt dans O- Bp(xg)

Il est classique que C est I'intersection de demi-espaces C1 de RN'qui le contiennent.

Supposons que C1 ={xi l1(x)20} où l; est une forme affine ie Rn dans R.Alors ue.Ci:xp-p dans Q
N

enrraîne que l,(u) 20. On a donc en faisant une combinaison L-:éaire de (3.2) ( ltS)=f.P;xj+q'i )
l = l

-i(xo)1,(U)=0 dansB*(xo)

\(U>O sur le bord de B*(xo)

Donc d'aprés le principe faible du maximum ,on al,(lJ)>O i-s B*(xsI æ qui monue que

Ue Cg x-pp pour tout i . Doù U e K

Dep luss ip<Rona

f t^l '=f lDU+D(u-ull '=zlloul'*2 l l Hu-u) 
: 

(3.3)
J  J  

-J  
J

Bo{xo ) np(xo) Bo(xo) Bo{*o )

et par (3.2) (cfl3l ) on a

r .  , z  l .o ' tn f  
'

Ilou l'={ËjJ lru l' où c est une constante indé;trdante de p et de R

nofxo) BP(xo)

et de plus , en écrivant U=u+(U-u) dans le second membre de I'inégalité ci-dessus , (3.3) devient

Jtu'= c(fr)"Jb"t'.cJlx"-url' (3.4)
Bo(xo) h(*J h(*o)

Estimons alors cene dernière intégrale .En prenant U com;: fonction test dans (3.1) (on a prouvé

en effet que Ue K) il vient

<-A,(x)r/, r-/-,/t =. - 
{, Dï(t-/-d ) >



Comme -a1xo1t-/{ dans B*(x*) on a

<-n(*oXd-,J ),r/ -,/ > r<-(eGo)t(x))i, d -,/> < .{, orCt/./) > ce qui conduit à

uo fiUu*ylt <.-(ar(x)-e(xo))J , d -ujr*{, D,{t-/ -,/l r (% éant la constante d'ellipticité de A)
.J

\(xo)
en utilisant le fait eue A=4, +n,

< .-(e,{*)-e,{xoDuj ,I/-i t*.f, , DII/d ) t *-rt,u' , tJ./ t (3's)

Dans cette inégalité on a Uj=u, sur f) - Bp(xg) et toutes les intégrales ci-dessus se prennent sur

BR(xd .On en déduit alors

flu"-url'= I. f d*ur.>dp(xo)llp,llD(u-u)l .It J'{l lpc"-url
,*t*ol iî ,*tlol 

-' 5" " r'T BR('*o)

+ ., JlPu I loru-ul I
B*(xo)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwan dans (3.6) on obtient

24

(3.7)

(3.6)

J I o"-ur l' = cJt ";,uc.i-.i,,p (h) l' I nu l'.c J 1 r l'* _crJ I oo l'
nod*ol BRÉo) n*(xo) BR(io)

ou lr l '=;lr; l '
j,T

En désignant par cofi.) laquantité

r  F r r  i  i  |  
-

o{R)=ma:r { *pf)l/*ut*)-du(xol l-l t }
j=I.-J.r \(xo) 

a,P

et comme {.f 
't (ct) , (3.7) conduit à

J t 
ot"-ul l'= c r"cn)*oJl ou | 

2*cnr

B*(xo) B*(xo)

En revenant à (3.4), il vient
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J' ̂  l'<c(rfrf *,*rnl *e] 
I':" 

| 2 + cRr
Bo(*o) h(*d

(3.8)

On utilise alors le lernme suivant (cf [3] ) :

I-emme: Soit @(t) une fonction positive croissante telle que :

O(p)<A((gR)"+e)O(n) + BRPpour tout psRsR' avec A,cr u p des constantes positives

et pca ,alors il existe une constanæ eo=€0 (A,a,F) telle que si eceo on a pour tout pcR<\:

O(p)<C(( 
g,R)pO(*) * BpF ) où C esr une consrante qui ne dépend que de s,B,A .

On applique ce lemme à a(r)=JlD" lt * qui conduit à , pour RsR, et e<%'

Br(xo)

J'*l'<c(tA'J'*l'* 
p^ )

nofto) B*(xo)

ce qui termine la démonstration.

Théorème 3.2
Si les opérateurs A, vérifient (i) et (ii) , A est elliptique et B, æt à coefficients dans L-(Q) et si les

coefficients {,u ron, dans c0'p1o), 0<p<1 , r= ({)i,r=Cq0jfoll"Nalors Duetql'liolf 
*"

poru tour QoccQ on a : [Du]o,uJros C(Q',Q) ( lo" lrr[[5r.r", )

( t l^ ^ désignant ici la semi-norme sur 1co'u1oo)nt )
0,[r,O o

Démonstration

Pow tout B*(xo)ccQ et Bo(xo)cB*(xo) on a l'estimation suivanæ par (3.2) (cf [3] ):

J lou-touo I 
's c (Ëf .'z 

Jlou<oul* l' (3 e)
Bofto) B*(xo)

où @U), d&igne ( @J)x'ù ,o âv@ les notatiors déjà indiquees .

f">,w/



En remplaçant alors u par U=u+(U-u) dans la première intégrale de (3.10) et en utilisant à nouveau

or a arors 
Jt 

*<*l,l' = zJt"u-cool J' * _rJt 
ot"-u1"ro(o-tD)p l 

2

BeGo) Bo(xo) Bo(xo)

et par (3.9)

< c(Rgf .2 
J I 

ou<ou* | 
'* c Jlu"-uxD(u-o)* 12

BR(xo) B*(x6)

J '*-"^ l':-ip Jlo"-,1'
Â t e R Â
(3.10) devient

J t*-co"lo l'= c (g*)"' J l*-ro"r* | 'T 
Jlor" u I '

Bo(xo) B*(xo) B*(xo)

En remarquant que . -Dr{, IJ-uj t = .-DlfiÏ{1T)*), tJ-uj t et que
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(3 .10)

(3 .1 i )

(?.r2)

*cJl r-a*ll'."rj *-pu1*l 
2

B*(xo) B*(xo)

<c( mr r"L p ri *" {5J' î,'ïJ, :,r,' 
.:',|.' 

î-(h)*l'
\(xo) B*(xo) B*(xo)

J 
t 
"r-co"to 

| 
'= 

ccrfrf -t* ,J I oo-1oo1* | 
'**o'' u'. n 

G, .pprique alors le lemnp
torllfro,=Jl--*,, 

I 
t 

.Tâ*'r,,."t o". rcl"lie)nN pour tout pcp.
s,(*d

En particulierDu est localementborné et donc par t3.11) et (3.12) on a

< eB,(xpuj, uj-tJ > = < eB,(x'XJ{ujh), u'-lJ t

procedant comme en (3.7) on obtient

Jl ou-",t'= . Jl 
a",u rxy-du(xo )l' l^l'

h(*o; B*(xo)

er d' après le rhéorème (3.1) on sait que Due (12'n-n(Q))'N Vn>0 ce qui entraîre d'après (3.12)

J 
toc"-ul I 

'= 
c-otd*pl3,u.nt'-tu'n*cR'ou*:, 

Jlo*o")* 
l' vn'o

e*(xo) B*(xo)

En revenant à (3.11),I'inégalité ci-dessus conduit à :
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I 
o"-co"lo l' <cttl* f ' 

î,J' :"-çou;*l 

2 
rc*n +2 F

not'xo) B*(xo)

En utilisant à nouveau le lemme , on aboutit au résultat Pourvu que e soit assez petit

Remarquons qu'on a obtenu comme cæ particulier la régularité Hôlderienne pourle problème

des N-membranes.
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4.Résultat de régutarité TV2'pp=a

On considère le problème

i i i
<-A.(x)J .  /-d > > <1, y '- , /  >VveK-  - l t - - ' -  

J '

ueK

où K esr le conr.exe du problème des N-membranes avec de plus gl>92)...>9N surf et où A,

vérifie i) et ii) de la partie précédente.

On suppose que Ai = A + cBl où A est un opérateur elliptique et Bj est à coeff,rciens dans L-(Q).

On sait que si les A1 , C) et Oj ront assez Éguliers alors pour tout ge lP(O), la solution du problème

-Ar (x )u=gdansQ
I

u=Ô-  su r f

est dans w2'p(e).De plus il existe une constante C=C(g,ob,Ar) telle que I u lr,o< c (cf t5l)

(l u lr,o désip-t Ia norme usuelle de u dans w''o(O) )

Théorème 4.1

Sous les hlpo:. i .àses ci-dessus et sif iel-P(O) pourj =1,... ,  N,alors, Pourc assezpetit , la solution

u du problème ii.l) est dans çfVz'n1O);x .

(Ce théorème gé:.éralise un résultat obtenu dans Ie cas où les opérateurs A1 sont é-eau par

M.Chipot et G.\-e;gara - Caffarelli dans [2] )

Avant de passe; à la démonsration , précisons quelques points. Soit B une fonction Lipschitzienne

continue , croiss-.:e , vériflanr F(r)= 0 pour t >0 et B(t) <0 pour t<0 et considérons le problème

pénalisé de (4.1) icf [2 ] )

-A,(x)ur.- 
{.{r:'' 

-ul) +€.tU, ui*t; = f, dans Q pour j= 1,-..,N

ul=</ sur f

On sait (cft2l) q,.i'il existe ur= ( ur1,..., urN ) unique solution de (4.2) et que si e tend vers 0 alors

ue converge fo:::ent dans (FII(Q))N ven u .

(4.1)

(4.2)
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Remarque 4.1

Dans le problème (4.2) ona fait la convention utO= uel et urN*l= urN. Aiosi les expressions

9, d - url ) "t 9 aX - u}*t ) sont nulles .

Démonstration

Démontrons d'abord le lemme suivant:

I-emme: Si f; e I-n(O) pour j= I ,. . . , N et si u, désigne la solution de (4.2) alon il existe une

constante C indépendante de e telle que :
N

ldrlr,o<cl ltrl, pour j=1,...,11 (si c est assez petit )
j=1

Démonstration du lemme :

considérons le problèm e @.2)et soustrayons la (+t;ième équation de la iième équation .Cela

donne pour j = 1,...,N-1 (en tenant compte de A.,= A+cB, )

R-A(ul-d,*t 1*z$'3 -ul*t)=r, -f,*r*&"i't-41*9,"1.t-uf,'x.o,u1-n,*,ul-t) (4.3)

Soit alors FO : R+R définie par FO(t )= | t lp-2t . Multiplions chaque terme de (4.3) par
R

FP( Ë(uj- ul*') )

(on peut en effet supposer ou. S4*l"t) "r, 
borné , ainsi trf$"i-"|-t)) .r, oans Hjto) .cft 1l )

Grâce à la monotonie de FooP on a :
n

<-n(uj-ul*t), rn tlul*l*t)) t > 0 et on obtient:

r l€<4-"1.'l lf = 
J(l-l.,.Sr{1-uli 

*$ui*'-ui.2}r c(B,ui-n *, dJ')Fp(&4-ui-')
O

Après avoir remarque que lrrt$t4-"X')) ln.= I $"3.';tl lft .u.. o'=#, e1 sn udrisanl

I'inégalité de Hôlder, il vient:

rl-B{":-"|.t)lnslt,-r,., lo.lg"i-t-4llo*l€*"1.t.'r"lln+v{tur.lr,n*1,{*tlr.o) oùMesrune

constante indépendante de e .

Additionnant ces inégalités, il vient:
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rr,-r,., r, .T, I Su;' *) I n+ Ë't&"1' -"x'r I n
j=l j=l

et donc :

l{<"J*3lln*l$"}-'*}tl, =f lr,-r," In *r*}lui l.n
j= l  j= l

N N

<z>lr, lr*zl',tf lui lrn
j=l j=l

On transpose ators $"J.3, " $,{-t-") au second membre de @.z)on obtient N-2 équæions et on

rcproduit le procédé ci.dessus , ce qui donne pour j=l , .. .,N-1 :

^ N

| *":4.'r ln< cf( l1 ln*l 4 lrn)
j=l

pæ (4.2) ercomme l-nr4 In>C lrl lr,o, cette demière inégalité conduità

N

l"i l r,o<C) | f, I o si c est assezpetit 6=1,... N ) où C est une constante indépendante de e'

F1
Ceci termine ladémonsræion du lemme.

læ théorème (4.1) en découle immédiatement.

NI NI

zIt8,"i4-',',=à

N-l

.2MrI l4*'lr,n
tsl
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5Àégslsrité-Wl'*.

On considèrc le problème quasi-linéaire:

i ; i i
<- l ( * , t / ) r / , / -d  >><f . ,y ' -d> vveK 

(5 .1)
u. ç ={ve ul / I =q' sur f ,vl (xp 

"'(*P... 
>"*(*) x-pp dans O }

où | 
(x,u)v =DU(al,U(xù)Dov)

On voudrait montrcr que ue (WI'-(Q))N, po* Ai, fi et r/ réguliers.Nous n'avons

malheureusenrent pas pu obtenir ceci et nous donnons dans cetæ partie quelques résultaa partiels

dansËtffiletion.''

læmme 5.1:

Soit u solution de <-A(x,u)u, v-u > >< f ,  v-u > VveK

u61ç={ve Ul(O) I v=e sur f et v(x)>O(x) x-p.p. dans O } (5.2)

où A(x,u)v = D'(a.r'(x,u)Dov ). On suppose d'autre pafi que <DS<p sur f.

(5.3)

f€ L-(o) ,oe wl'(Q) ,,p. w2'-1o1,Q régulier, alors, pour c assez petit , on u lvol*;lsc vxe f

où C est une consunte positive .

Démonstration du lemme:

Considérons le problème penalisé correspondant à (5.2) (F étutt défini dans la panie 4) :

Si a*u(x,u)ect(OxR) a * |k*,u, I =.

-A(x,ur\ .&q- O) = f durs O

q=gsruf

(s.+1

Une telle solution u, existe , de plus par (5.3) on . [$={o où <o(ù=sup ta*U(x,u)-a..p(x,v)l ,

J*tO xJuvre

le problème (5.2)possède donc une unique solution et ue converge foræment dans Hl(O) Yers u

lorsque e ænd vers 0.
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Des estirnations sur u€ vont nous pennetfe d'en deduire le résultat sur u .

ù(v+9) et V 
- (D-9 , alors w, vérifie :Posons wr= ug-9, B(x,u,v) = A(x,u*ç

R
-B(x,w.,w, )+fwr-V ) =f dans Q

ô-(xg)=ws(*0)= ô+(xg)

ô-(x)<wr(x)< ô+(*) Vxe f

we=O sur f '

Il est facile de voir que B vérifre les mêmes propriétés que A et que le théorème de comparaison

des solutions de [6 ] est vérifié-

On suppose que Ç) vérifie la propriété de la sphère extérieure. Alors pour tout point xo de f , il existe

une boule de e de rayon R çi ne renconrre O qu'au point xo. Si n=1 Ç) est un intervalle bomé et cette

hypothèse a lieu. Dans le cas n)2, on vérifie que c€ne hypothèse a lieu pour Q de classe C2. Soit xoe I.,

en prenant alors pour origine des coordonnées le cenre de la sphère ne renconEant CI qu'au seul point

xo, on constnrit deux fonctions ô'et ô telle que:

(s.4bis)

(5.5)

(5,6)

R  - + ^ + .  B  - +  -
-B(x,ô-.ô-)*3ô-g<f<-81x,ô*,ô*1 *30.-Vl  pourpresquetoutxdeQ. (5 '7)

pour cera , on pose ô*1x1=ç(p- 
u- 

l- l- ) où k, p sonr des consr,antes positives qui seront

determinées par la suite et ô-(x)= - O*t*) '

Il est facile de voir que (5.5) et (5.6) sont vérifiées , de plus on a:

Doô*1x; = kËxa l* l- 
**" 

(58)

. -0 r+2)  |  r -0 r+ '1 )
ou{ooô*Xx) =kFôop l* | 

' 
-kp(p+2)xoxu lx | (s'9)

Soit alors D un réel tel que f,l soit inclu dans la boule de centre I'origine et de rayon D.on choisit

d'abord k et P tels que I'on ait

lvo*(*) | = kp | * l- 
**t'= 

*uo o+r) = c, > lRy* l- (5.10)
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Pour xe O , soit y le premier point d'intersection du segment (x,0) avec F , on a alon par le fait

que ô+ est radiale :

ô*(*)>ô*(*)-o*(v)>l vry*l J x-yl >v*(x )-\t*(y)=v*(x)

Ainsi si (5.10) est vérifiée ,on a : ô*(xÈ\r*(x)>V(x) (5.11)

on a de plus pour xe Ç) : 
! + - .^ ,aa^ R

-B(x,ô*,ôl= -a*uD.,Dud + 
noo*ofl - o"o.r De.",p+Dp g - Dpô*+!-D"a

-( 
"*pDoDp* 

* 
$o"*op9 

*Dpu*pDoe ) (5.12 )

On désigne par Ml , M2 des majorants dans les troisièmes et quatrièmes tennes des facteurs de

Doô* et de Dpô+respectivement et par M3 un majorant du dernier terme de I'expression (5.12)

Grâce à (5.8) , (5.9) , (5.10) ainsi qu'a (5.3) et I'hypothèse de régularité sur g, on obtient :

-81x,ô*,ô*;>-u..u(trfuul*l-*-"-op(p+2)xoxu!*l'**)*lvô*l-lra,lvo.l-rnqlvo.l-rvq

=kpl * | 
- trr*z ), (p+2)aonxax u - ru,o) -c(kp)' | * l-' 

o*t )-M,kpt 
*l 

- *.tlrL 
oul * l- 

*- t 
lr,

l*l '

xpl xl 
*.' 

hgr*r)-fao,) -c(tt )t | *l 
-'o*t'-(t,*rL)kpl 

*l 
- o.t)-M3

xpl * | 
- *.' 

tu(u*2)-Ir,,"- (M, +IvI, )l xl -*pl J 
- 
) -rur,

ona choisi r<plxl 
**t'=*rro**1lcr 

ttvr4l-

=${u,u*r)-!aoo-(M, *NL)l *l .c, 
Ë- 

t*

=fiqp*Z>fr,ro*C,$)-U, d Mo esr une constante m4iorant l!a"o<u,+Iv[r)lxll
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ûr choisit, = (9*

c.,
=#u0*2)-.M4-CrD)-M, > lfl- poo."u que [r soit assez gand.

tr obtient I'autre inégalité de (5.7) en effet :

-B(x,ô-,ô-) < -u*u(rrôoul*l 
**t'-up(u*y*o*ul*l-o*)*dvo 

l+rrr,lval+qlvùl+rra,

=kpl*t-o*D,- 
(tt+z)-1fx"xp 

*ao,o)*c(kp)21*1"*t'*,tl,l*l-*.t'**oul*l-*.t'."1

<tp | *l 
- *t' 

Gu,u*2)+)a*)*o(kt )2 l*l 
-t **t )+çt'I, 

+N! ) t *l 
-o*t )*M,

<kpl *l 
*'Gu,u*rp;*,"*çt, 

*My'l xl raçlxl 
- u)*tL

on achoisi r<plxl 
**t'*r- o*t'=crrl v\fl-

$G* u.2)+ | a*o+M r+I"b) | . t *c, 
{ul)*rr,

${r,u*r)+rvrr+cc,$)+rra, où M, est un majorant de )a*o+Gv! +rv! )l xl

onchois i tc=(Ë)*

fCuffr*2)+Mr+C,D)*tL 
= -lfl* pouuu que Ir soit assez gtand.

Ce qui donne (5.7) grâce à (5.11) et les propriétés de B.On en déduit alors de (5.5) , (5.6) , (5.7)

et de (5.3) ( cfl6l ) que :

ô-(x)sw.(x)sô*(*)p.p xe Ç) i.e. ô-s ur-çÉô*+ô-<u-g<ô* lcar urconverge dans gt (o) faible)

ce qui conduit 1 | vur(x) | =uu***t 
)*l vq | - vxe r.

R,emarque 5.1:

La prernière inégalité ci-dessus assure que ue appartient à L-(Q) et que I u. | -<C où C est une

constante indépendante de e

' Extension du résultat p,rÉcÉdent dans le cas d' un oI{rateqr paftictlbr

Dans le cas où a*p(x,u) = ô*Ua(u) , on.donne une estimation du gradient de la solution au

voisinage du bord sous des hypothèses moins restrictives sur f, I et a , à savoir :



a(s)e Cl(R) avec O<vsa(s)<M pour tout s de R

feIJ(O) , geV/2,P1O) avec p>n et O€V/l'-(Cl)

En effet si on pose :
t
f

A(t)= la(s)ds et A(u)=[. (5.4) peut alors s'écrire :
J

^0
-^4 * | te-tCu.l - o ) = f dans o

u.{ sur I.
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(5.13)

(s.14)

(5 .1  5 )

(5 .18)

(5.19)

De plus , en introduisant w solution du problènr de Dirictrlet -Âw=f dans f) (5.16)

w--Q sur f

on remarque{uew. =[r- westsolution duproblème: -a*.*t, l t(*r* w ) -O) =0 dansQ

we=f lsur1- 
(5 '17)

On considère les fonctions ô- et ô+ déf,rnies précédemment , ainsi (5.5) et (5.6) sont vérifrés et au

lieu de (5.7) on va monrer que
R r * R - t +

-Âô-+ 
Ë(A'1f+ w ) -  o) < 0 < - Âô'+' f . l ' (ô '+ w) - o ) dans Ç)

Pour ceci on remarque tout d'abord que grâce à (5.14), (5.16) et au fait que A est Lipschizienne ,

on a O, w eW1,-(O).On choisit alors au lieu de (5.10) k et p tels que I'on ait :

I vo*txl I > tpu 0+r)- | vt6 - *)* l-

de plus, corrlme A es croissante, on a sur f, 
-O- 

w = 6- I < O

Ainsi on mong1e par un raisonnement similafue au pÉcédent que ô*>êw ou Al (ô++w) 20 (5.20)

Enfin par (5.9) (5.19) on a -Âô*> kp(p+2-n)D 
$+2)- | v(6:*). l- g+2-n) > 0 poru p assez gand.

Ceci conduit à (5.18) grace à (5.20) et aux propriétés de I .

D'autre part comme A-l est croissante, l'opérateu u-r -Au . $o- 
l1u+w1 -@) est monotone .

Ce qui montre , en vertue de (5.6) et (5.18) que :



36

ô-SwrSô+dansQ etdonc

t - ,  . t  l - -  . t  - .  - - ( l t+ l ) *  
lV* l_Vxe fI fu.(x) l,lVQ(x) l< kFR

- ( On remarquera que la première inégalité entraine I o, | -<C où C est une constante indépendante

de e .).Dans le cas ci-dessus on peut encore faire mieux et montrer :

I-ernme 5.2 :

Soit u solution de (5.2) avec ao'(x,u)=ôo'a(u) . Alors sous les hlpothèses (5.13) et (5.14)

on a u.wl ' - (Q).

Demonstration:

En dérivant (5.15) par rapport à x* (k= 1 ,. .., n) et en notant t ,r= DrQ, il vient

R t l - 1  ^ (s.2r)-^te,k++{À t(t ) - o )(À1 ) G€F1,k-D*o ) = D*f

SoitB une constanre majorant strictement lVql- sur f. On poseT=nra:r@, nAlVOl-1(cf(5.13)) et on

désigne par :

Qr=fxe Q/ [..n(x) >T] , Qr={xe CU ur,*(x) <-T} et Ptr vr -ur*{ , vr=û"*+T . On a vr20 et vr<O

respectivement p.p sur Ç), et q.

De plus comme p' est >0 et (A1 ) 
'Gr,n 

4* 
-D*o= 

At r-Dk o >0 dans Q, et <0 dans Q,

I'expression (5.23) conduit alors à :
(s.22)

-An, 'D*f  dans Qt

-Â"rt Dnf dans Q, 
6'23)

On applique alors le lemme de Stampacchia à v, et à - v2 dont nous rappelons la partie utile:

læmme:

Soit 0 un ouvert borné de Rn , A un opérateur linéaire eltiptique à coefficiens bomés et flelP(0),

p>2 eti=I,...,n .Soit ue H0l(0) vérifiant :
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\-t-AuS 
LDrf dans 0
i=l

È0

alors si p>n , on a u€ L-(0) et lu | ; cf lr, lo.
i=l

comrrrc retP(Q), px, on adonc v.ef(Q,)* 1", l-,n,S c lr l- doù I D*4ls c zurQ .

Comrrr A est Lipschitzienne on aégalement lO.u. l-= 9* qui ærmine la démonstræion du lemnp

puisque u€ converge vers u dans Hl (A) faible .

Revenons au système (5.1) , la fonction p étant définie précedemment, on suppose que :

gl> g2>... > gN et on considèrc le problème pénalisé corrcspondant :

-,t,cx,ul)uj- $ai-t-"i1.$r"i -ul*t) =f dans Q, j=1,... , N
(s.24)

d=t/ sur f
Il est facile de voir qu'en utilisant les techniques de la partie 1 , une telle solution u.= (u.1 , . . . ,u) existe.

D plus si ol désigrre le module de continuité des A., ,le problènn (5.1) possède une unique solution

pourvu qu" [$ =r-" (ce qui es le cas si l'on suppose (5.3) ou (5.13) ) .

oJ.or(s)

De plus ue converge fortement dans Gtl(O))N vers u lorsque e ænds vers 0 et coûrme

pÉcédemmenl_il 
luffit 

d3_rarsonnely_lç On sera amené à fairc les hypothèses suivantes:

Dans le cas particulier où aro,U(x,u)=ôo'ar(u) (i=1... ,N) on supppose

!(s)e ct(R), 0<vSa.,(s)sM , f:. L-(o) , .d. wt'o(Q) p>n ot j=1,...,1r, r5.2S)

Introduisons des fonctions barrières pour le problème (5.24).Plus précisément définissons deux

N-uplets:
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q, ' . . , \ )d (Fr ' . . . fJ

'fr, tfitsduio de -âr8,w,)w,=f,&ns0 , F1,..., N (5.26)

",4 sr r
On Pose &=rt c pcmr i2,...,N, q est nlUbo ô pmbh :

.1(r.1E' ,"q ' t . ff '"-!t ' V".E 
6.Zn

5.\ = l veHtlo)teçisurre (r)*,-r(r)Rp.tuso )

On poæ ecuiteln=r n e pcnr |N- l,N-e .. ., I l, estsohrioo de :

.-A,(r.î,F'l ,"-fi > à < fi, v-l > VveK, 
(J.2S)

r,E t 
= {vE Ht(o) I wt' sr r É ve)}Tt+r(r) nn. ùns o }

Nctonsquedar leæ ct (S25)estvÉrifiq onslf , 
", 

, 1e#''1O;,;1,...,N.

Prooosition:

Sæs lbyp<râ6e (525) , on a q{r}sJr(r}sxie) pp. drns O.

Ër pruoilia, - r q{t}rJ8F;,€) É d çrÈ lc hûæ (5.2), tegrrdear ô d ct bcne s t

Pa (526) e les popiêê de p, oo a :-Ar(r.u!Fl . f, = -4€q)q .Cooæ d = q sû f , @

eodedricabrs o vero &(525) queu!>q pp. ûasO .

Sçpo,mnsqued;telrE-r(r)(=+) )p.p drro (5.30)
Par (5.27)oo a: f,> -{(r,"ftsl - æosd€s dsubrnios

Or en dédrir abn d qrË 15.30) e der popriêél ê p, que:

tc J,)4 . 9,{'4, - |<4-{', = I . - to,E B- Ê,4'- E) - +Grd')
conne d.= I rurf , o en dédrirpr lepincipe ê nmon'ûie(d Fde2 lq*Jr rq p.p. tns o

cequr donæ(529).
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