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TROISIEME PARTIE

GENERALISATION DE LA THEORIE DE MARKOFF CLASSIQUE
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A / DEFINITIONS CONCERNANT LES SUITES DE NOMBRES ENTIERS POSITIFS

Dans la suite, on considére des suites finies de nombres entiers

strictement positifs :

S =(a,, a,, +o0 , 3,) (Yi=0,...,n a;en=

o
A toute suite S ainsi donnée, on associe dans le groupe multiplica-
tif /m,_(l )* des matrices 2 x 2 a coefficients dans Z et de déter-

minant + 1 (noté aussi GL,(Z)), la matrice :

{a, l] [a4 1] a, 1 m PV -m
M= e e =
S _ . - -
1 0 1 0 1 0 %_ m ;m Y1 Vi+ W
ou mW = V, v, + (--l)m1
0gm<V <2m

0L m<KV, £2m

On note m(S) =m ; Y1(S) =V, Vz(S) =V, et W(s) = W,
neAd
On pose: [ g(s) = ¢ = det Mg = (-1)
Kq(S) = K4 =V, (s8) - m(S) 0 <Ky gm
1 K, (S) = K, = 2m(S) - Vy(S) 0 Ky <m
| 1 (s) =1 = 2m + 2K - K,- W
La condition mW = W Vi+ (-l)m1 se transforme en :
]
ml = KK+ (-1) = K K, - €
On a alors :
‘ [m K,
s =
m - K, K, -1

C'est cette expression que l'on utilisera plus usuellement dans la
suite, avec la convention suivante pour S = P suite vide :
m(@) =1 K (@) =0 K@ =1 1(=-1 n=-1
v, (p) =1 v, (9) =1 Ww(g) = 2
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Il en découle les développements en fractions continues suivants :

m
= [la,, a,, ... a,1 = [s]
KA
=[a,, a;, «cv a4yl (soit -1 ¢ | ¢ K, )
K= 1
m
—=1la,, ..., a,, a,] = [s*]
Ky
m - K,
= [a,, ... a4]
K, - 1

ou l'on pose :

DEFINITION

S* = (a“, ) ’ a

ao) est la suite miroir de S = (a,, a,, ... a,).

4 4

Une suite S telle que S = S* est une suite palindrome.

Une suite palindrome est caractérisée par la condition :

K4+ Kz =m

Dans le cas le plus général, pour toute suite S, on pose :

DEFINITION
On note Q (Mg) = a(S)=<\=m-K4— Kz(:l

On dit que (\ est la cotrace de la matrice Mg .

d
Plus généralement, pour toute matrice M = [ P]

Y ]

on appelle cotrace de M le nombre :

A (M) = Y -p

Par construction, le nombre é = Q(S) vérifie pour toute suite S

la condition :
-m< é <m

Si ¢ = 0, on a la condition K, + K, = m et la suite S considérée

est palindrome.
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De fagon plus générale, le nombre a(S) mesure pour la suite S
une différence par rapport a la propriété d'étre palindrome.

On pose ainsi :

DEFINITION a(s)  m - K - K,

on note P(Ms) = P(S) = P = = e
m(S) m

On dit que P(S) est l'écart de palindromie de la suite S.

On introduit d'autre part :

DEFINITION
On note )J(Ms) = )é(S) =)) = K- Kg €1

On dit que )J est l'antitrace de la matrice M .

& B
Plus généralement, pour toute matrice M =[ J

y 0

on appelle antitrace de M le nombre :

i )’(M )= P+Y - &

Par construction, le nombre f = ))(S) vérifie pour toute suite S

la condition :

-m <‘P £ m

En fait, le cas P m est assez particulier. Il impose en effet

Ky = m Ke = 0 soit VW =V, =m

ned
V1Vi+ (-1)

i

Et la condition mW donne alors m = 1.

1 0
Il reste alors : Ms =
0 1

Ce cas est celui ol la suite S ne contient aucun élément. On peut

ne pas le considérer dans la suite et se limiter alors a l'inégalité :

-m< r < m

[ DEFINITION

(s) K, - K
On note r(Ms) =r(S) =r = )J 4 -

= €@

m(S) m

On dit que ce nombre est l'écart d'antidromie de la suite S.

L On appelle antidrome une suite S telle que r(S) = 0.
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Les suites antidromes peuvent étre caractérisées grace aux dévelop-
pements en fraction continue donnés ci-dessus.

On introduit encore :

DEFINITION
On note Q@ (MS) = Q(s) = Q = pgcd(m,K, + K,) = pgcd(m, Vo~ V, )

On dit que (@ (S) est l'amplitude de la suite S.

B / NOMBRES ALGEBRIQUES DE DEGRE 2

Dans la suite, on considére l'action du groupe multiplicatif /Y']z(l)*
dans l'ensemble des nombres réels irrationnels x définie par :
U,y u, X + u,

Vu: “ ’ e/mz(l)* ux = !

U, Ugy X + Uyy

Le Théoréme de SERRET (voir [1]) indique en effet que 1l'on a

équivalence, pour X} et Y, irrationnels réels des propriétés

. suivantes :

(1) Les développements en fraction continue de U; et }3 coincident
a partir d'un certain rang.

(2) ‘% et ‘t sont dans la méme orbite pour l'action du groupe ﬂnz(l.)*.

Les nombres réels algébriques de degré 2 correspondent pour cette
action aux nombres irrationnels dont le stabilisateur n'est pas
réduit a {1 l} .
Leur développement en fraction continue est périodique a partir

]

d'un certain rang : 'X = la,, a4, .o ag, ap, + <+« a,

I

Deux algébriques de degré 2 réels ‘L et Y‘ sont dans la méme
orbite si et seulement si leurs périodes se déduisent par permu-
tation circulaire.

On étudie plus directement dans la suite ces orbites.

Pour ce faire, on introduit différents nombres particuliers :

B.1l - Les nombres associés

Une suite S étant donnée, on pose pour tout a é )N * :

Zi (s) = [a-1,S,a]
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[ DEFINITION
On dit que Znﬂs) est le nombre associé a3 S et a (ou a la suite
(s,a)).

En posant : A,(s) = [(a-2)m + v, + V,]t+ ac-1)™

ned

[(a+l)m + K, - Kl]l+ 4(-1)

(a+r+1) mt+ 4(--1)M

On a par un calcul évident fait a partir de Ms :

m(a-2) + V- V, + \ A, (s)
g, (s)

2m
_m(a-1) - K- Ko+ \ 4, (s)
2m

Ce nombre est racine du polyndme :

P, (X)

. mx* - [(a=2)m + V, - V, JX - [(a=2)V, + W]

= mx' - [(a-1)m - Ky,- K, I1X - [a(m + K, ) - K,-11 ¢ 4 [x]
= fl,(x,l)
ou fz, est la forme quadratique indéfinie de Z [X,Y] s'écrivant :
£,(X,¥) = mx" - [m(a-2) + V- V, IXY - [(a-2)V, + Wly?

= mx" - [m(a-1) - K,- K, IXY - [a(m + K, ) - K,- 1 1Y

Le discriminant A (fc) de cette forme vaut Aa(s).
Le nombre [,(S) posséde une constante de MARKOFF (voir (1] ou [2])

que l'on écrit sous la forme :

c(Z.(8)) = —malsS)

Y 4, (s)

Le lemme de DICKSON [3] précise comment calculer m,(S) a partir
du polyndme PL(X) et d'une réduite adéquate de Za(s).
L'expression de PL donne : ma(S) £ m.

Cette constante est reliée a la forme £, .

Le minimum arithmétique de cette forme est :

M(£, ) = Int {|f,_ (p,a)| ; (poe ZP- [(0,00}} = my(s)
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Il est majoré par : m(S) = [£,(1,0)] ma (S)

La constante de MARKOFF de f, vaut : C(f;) = ———= = c(g,(8))

\] 4, (8)

Les constantes sont calculapnles par le programme "FRACTION" donné

en annexe.

B.2 - Nombres quasi-réduits et super réduits

Dans les conditions précédentes, on introduit le nombre suivant :
h+\JAA(S) h + x Vd
fa(s) = (a-&,5,a] =4 (S) +1 -a = =
2m 2m

ou ol ¢ I déterminé de facon unique par la condition :
0 <h=m(a+l - 244 ) - K, - K, < 2m
et d ¢ N * nombre sans facteur carré , x € I =

DEFINITION

On dit que Pa(S) est le nombre gquasi-réduit défini par S et a

(ou la suite (S,a)).
Plus généralement, on dit qu'un nombre e réel algébrique de degré

2 est quasi-réduit si et seulement s'il existe une suite (S,a)

telle que l'on puisse écrire :

h+\lA.(S) h+x\—d-1

€ ) (‘(S) ] 2 m ) 2m

Pour un tel nombre, on a
2
h* = [m(a+l) - K- K, 1 = Ay(s) (mod 4m)

ht - Aa(s)
La valeur Y = pgcd(m , h , ———— ) permet de calculer le
4m

polyndme minimal de (" (S) qui s'écrit :

h t Aa(s)
(2 ) - =224
v v
pc(x)=(5“;)x‘—(%)x+[ e Z (x]
4 (1)
2

Ceci conduit i poser usuellement dans Z :
A(S)

A((gs)) =A = n
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X( () =x=§
MU(S)) =M = 2 (A=x"a)
H( 0y(S) =H=%

Ces notations permettent d‘'énoncer :

THEOREME I.l (Théoréme de quasi réduction)

(1) Pour toute suite (S,a) de nombres de I *, il existe une unique
valeur d¢ Z telleque ¢g=1[ a-«, S, al soit quasi réduit.
(2) Tout nombre réel algébrique de degré 2 est dans l'orbite pour
l'action de M,(Z)* d'au moins un nombre quasi-réduit.

(3) Pour tout nombre réel f algébrique de degré 2 s'écrivant sous
la forme : H +VK-

p=— (CA,M,H) € 23 )
2M

on a équivalence des propriétés suivantes :
(a) ¢ est un nombre quasi-réduit

(b) le triplet (A ,M,H) vérifie les conditions de gquasi-réduction

suivantes

(Q ) + 0 ¢ H<2M

(@ ) : H = A (mod 4M)
H:- A

(Q; ) ¢ pgcd(M,H, ———— ) =1

4M
Py

2M

1'opposé du conjugué de e vérifie :

(Q“ ) : Le nombre o = “ “ = [-ET ] partie entiere de

L + C > 1
De plus, dans le cas ou e est quasi-réduit
(4) le polyndme minimal de f est :
HE -

A
P (X) = MX?- HX + ——— € Z [X]
¢ aM

2M - H +TK-

2M
est quasi-réduit et définit méme orbite que le conjugué(—de C? avec
4*= a-o-1

(5) Le nombre (’-"= = [+ 1,8*%,a] = ("(S*)
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Démonstration

(1) est évident par définition des nombres quasi-réduits.

(2) a ==> b est évident par construction, hors la condition (Q4 )

qui s'établit comme suit :
f=[a-d,&a]==>(u+€)=[a5]

En appliquant le Théoréme de GALOIS [8], on obtient :

1
- =[s*'a]
d-+€'
Soit -'e'=[.,t ,S*,al
[P |
Le nombre o ¢ Z est donc bien la partie entiere de - F'.
De plus, d-+c =[a,s]1>a 21
(b) === a _ - +\R
D'aprés la condition (Q, ), ona : d < -f = ——< A+ 1
2M
Soit : -1<a+€<o
Et L<d+p
En appliquant le Théoréme de GALOIS [8], on peut écrire :
oL+€=[a,S]
h +\{8,(s) #+{4
Soit : C = [a ~o,S5,a] = =
2m 2M

En identifiant les deux expressions de 6 , on obtient :
Mh = mH
]
m*d =M A;,(S)

On en tire avec la condition (Q, ) le systeéeme :

mH = Mh
A - H D.(s) - nt

) = M( —m8m8 —— )
iM 4m

m(

Avec la condition (QS ) il en résulte que M divise m.
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Si on pose alors : m=9VM avec ve N
on trouve h=VH et Aa(s) = vt
Avec (Q, ), on en déduit : 0 £ h< 2m

Ceci permet de conclure que P est quasi-réduit : P = @,(S).
Il est alors évident que le polyndme minimal de f est :

]
H* -
Pe (X) = Mx*- HX + ——— € 7 [X]
4M
_ u-\p -1 1] _ 2v - H +\}
Pour le conjugué f = =, on a : ¢ =
2M 0 1 2M

Ce dernier nombre vérifie de fagon évidente les conditions (Q, ),

(Qy ) et (Q3 ). Pour ce qui est-de (Q,) :

f“_(ZM;MH) +VK‘H= ﬂ_l_'_#‘ﬂ:a_o(-l

N

a_d_l+2M-H+YA_=a_“'_Eﬂ=a+(ﬂ)_ﬂ'”_:\g_}ﬂ

‘ 2M 2M 2M

Le Théoréme I.l est donc complétement établi, tous les compléments
nécessaires étant évidents.

La valeur Y = pgcd(m,h, ——————— ) est calculable & partir des
m

coefficients de Ms , grace aux expressions :
h=m(a +1-2d) - Ky- Ky
t 4
As(s) = [(a+l)m + K, - K, ] + a(-1)"

On a de fagon évidente :

[ PROPRIETE I.1
On a

~<
"

pgcd(m, K4+ Ky, 1 - (a+l)K,)

pgcd(m, V, - V,, (a=2)V,+ W)

Ce nombre est un diviseur de l'amplitude de S :

@ (s) = pgcd(m, K+ K;) = pgcdi(m , Vy - V,)
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Pour ce qui est des constantes de MARKOFF, on peut écrire avec le

polyndéme minimal de fﬁ(s) et le Théoréme de SERRET :
Mt(S) m;_(S)

CLL(8)) = clpls)) = e = 5
A VA,

En comparant a l'expression de A,(S) en fonction de A, on en

déduit que Y divise m,(S) avec l'égalité : m,(S) = ¥ Ma(S).

La considération des nombres quasi-réduits permet donc de simpli-

fier l'expression des constantes de MARKOFF par recours au facteur v .

Il se peut d'ailleurs gque ce nombre ne soit pas le plus grand par
lequel simplifier l'expression de la constante de MARKOFF.

Exemple
q 104
Pour C = =[2,1,1,4]
4
On obtient : S = (1,1) soit m= 2 K, = Ky =1 1=0
@(s) = 2 d'od V=1

A

Aa(S) = 104 soit X =x =2 et d = 26
M=m= 2 et H=20
Le polyndme minimal du nombre quasi-réduit € est

e (X) = 2x" - 13

2

Sa constante vaut : C(e) = —T===
104
1

Elle est simplifiable sous la forme : C((?) = 7r-=a
26

Cependant, en considérant l'action du groupe /ht(lj* sur l'ensemble
des nombres réels irrationnels définie avant, le Théoréme de
SERRET montre que deux nombres quasi-réduits distincts 65(5) et

Pa (S') peuvent définir la méme orbite. Il suffit que les suites
(s,a) et (S',a') se déduisent par permutation circulaire.

Pour diminuer le nombre de quasi-réduits considérés dans ces
orbites, on pose :
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DEFINITION

Pour toute suite de nombres entiers strictement positifs

S = (ao, a“, se e a")

on note t(S) le plus grand élément apparaissant dans S :

t(s) = Max a; € N*
i = 0...1’1

Une suite S telle que t(S) = a est une suite frontiere pour a, ou

encore une a-suite.

Grace au Théoréme de SERRET, tout nombre quasi-réduit d'une orbite
est équivalent pour l'action de /M,(Z,)* a un nombre CL(S) de
méme orbite telle que a > t(S).A4
De plus, grdce au lemme de DICKSON, on peut choisir (S,a) de fagon
gue la constante de MARKOFF associée soit obtenue sur la réduite

m - K,
(a -y,S] =a-d + —— .,

m

En calculant alors explicitement cette constante grice au polyndéme

minimal, on obtient :

. m - K,
m*P (a -+ — ) m
c(p(8s)) = = ——
(s Au(s) \8,(s)
yl
Il reste : mal(S) =m

On peut donc énoncer :

THEOREME I.2

Pour l‘action du groupe Aﬂz(lj* sur l'ensemble des nombres

irrationnels, tout nombre algébrique réel de degré 2 est dans
l'orbite d'un nombre quasi-réduit 84(5) vérifiant les conditions :

(S4 ) : a > t(s)-4

(Sy ) : ma(S) = m(S)

Ce résultat diminue le nombre de représentants a considérer dans

chaque orbite. Il conduit a poser :
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[ DEFINITION
On appelle nombre super-réduit tout nombre quasi-réduit C;(S)

vérifiant les deux conditions de super-réduction :

(5, ) = a2 t(s)-4

(Sy ) = m (S) = m(S)

Toutefois, et ceci limite un peu leur intérét, il existe des nombres
super réduits différents situés dans une méme orbite.

En fait, la démonstration du lemme de DICKSON que j'ai donnée par
ailleurs [a] établit que la condition (s,) implique la condition
(S,). Le seul critére de super réduction est donc en fait la
condition(S,). (On se reportera au Théoréme II.3 pour confirmer

cette remarque).

po

Exemgle

Considérons les deux nombres super réduits

f
e

Il est évident qu'ils sont dans la méme orbite.

(M,1,2M,2M-1,2M]

!

[M,2M-1 ,2M,1,2M]

Les nombres super réduits présentent cependant un intérét par rapport
aux nombres quasi-réduits puisqu'ils sont moins nombreux dans chaque

orbite et que 1l'on a :

PROPRIETE I.2 H +\ A
Tout nombre super réduit C = —— a pour constante de MARKOFF
2M
M

En particulier, on a la condition de HURWITZ (H) : 'k <A

Ceci résulte de ce qui précéde et du classique Théoréme de HURWITZ
(voir [1] ou [al).



ITr.13

En fait, ce résultat peut étre complété par un Théoréme de super

réduction que l'on donne ultérieurement. On a aussi :

[ PROPRIETE I.3

Soit

2
Alors on a : o 2 0

H+V'A_
M

eals) =

avec a = 2 ¢

= [a -4 ,S,a] un nombre super réduit

a=2g +1loua=2¢g+ 2

1 1

On a la relation de PELL FERMAT

(F) Avi= 2t 4+ a(-1)™

.o

YH +2
avec les conditions : ————
2

pgcd (
2

fa -4,8]

[L&,5*]

Démonstration
Soit

L'expression de

1l'égalité : - C‘(S) = [ ,85*%,al

De plus : - C{(S) = [« ,S*,al
M
C(R(8)) = =
Ca Ty
En posant : YH =
T =

i

YH + 2

 fals) - @(S)  [a,8] + [0,§%,a]

m(a - 28) + Vg=- Vy =m(a - 2L+ 1) - K,- Ky

m(a - 2) + Vo+ Vy, = m(a+l) + K, - K,

Z-YH
— €l
2
2 - YH
,m) = pgcd(———, m) =1
2
YH +¢
2
(réduite de 63}5))
m
- VyH
2 e ———
(réduite de - 6%(8))
m

eg(s) = [a -« ,S,al un nombre super réduit .
fa(S) donne, avec le Théoréme de GALOIS [8]

La condition de HURWITZ (H) impose avec (Q, ) : HY < A\

On en déduit f;(S) <0 et

e

oL 20

La condition (Q,) :0 £ — = (g(s) + Ga(8) <2

=
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impose une contrainte entre les parties entiéres o de - EE—TET et
a -4 de @i(s).

Les seuls cas possibles sont : a =24 , a=2¢ +1, a=2«¢ + 2
La condition a = 2 & + 2 n'est possible qu'avec 2M > H > M

STy

En effet, avec A << L +1
2M

H H
On trouve A+ —-< CalS) <A+ 1+~
M M

Et puisque a -d= &K + 2 est la partie entiere de (.OA(S), on trouve :

oL+2<oL+l+%

Soit ‘ M <H
De méme, la condition a = 2l n'est possible qu'avec 0 L H < M.

Les troiscas considérés se produisent d'ailleurs effectivement :

Exemple 1+ VEE;
Pour C = —————— super réduit a = 4 et o = 2 soit a = 2«
6
5 + y229
Pour © = —————— super réduit a =4 et 4 =1 soit a = 2a + 2
L 6
L Le cas a = 2 + 1 se trouve par exemple avec le nombre d'or.

Le reste de la propriété I3est évident, l'équation de PELL FERMAT
(F) résultant de l'expression de B,(s) = Y!A

B.3 - Nombres et formes de MARKOFF - Langages associé:

On pose, avec S* suite miroir de S :

1l
V):(S) =[a,8]1= [a(8) +1=-——=- [(s5) = g,l(s)
,(8)
: - G :
(s) = 0,8*, === - (s) -1 = - 8) -« = -
a C al 7‘(8) T,(s) Guls) g, (s)
DEFINITION

On dit que 9;(5) est le nombre de MARKOFF défini par S et a

(ou la suite (s,a)).
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des derniers nombres introduits peut étre

donnée
m(a - 24 ) + V- VA+m(?) m(a - 2 + 1) - K,+ K4+Vm
G(S) ) 2m ) 2m
ma + V, - V4+m m(a+l) - K,- K, + m
7*(5) ) 2m ) 2m
b (s) Vy- V, - ma + \ Aus) K, + Ky- m(a+l) + \ d.(s)
X = =

2m

2m

Elle est simplifiable par VY .

Le nombre de MARKOFF (. (S) est la racine positive du polyndme
fg(X,1) € 4 [X] ou fg est la forme quadratique indéfinie de Z [x,Y]

suivante :

£o(X,Y)

@.(s) est aussi racine

mxt+ [ma + V- V, IXY + [(a-1)(m-V,) + v, - Wiyt

mx*+ [m(a+l) - K, - K, IXY + [ 1 - (a+l)k I¥°

positive du polyndme Fe(X,l) ou

Fe(X,Y) =-l- £y (x,Y) ¢ Q Cx,Y]
m
i, [m(a+l) - K- K,_] ‘y +[]- (a+l) K, ]Y
m
. [ma + V, -V, ]xy+[(a—l)(m—v4)+v,_-W1Yg

La forme quadratique FB
que l'on rencontre dans
de MARKOFF.

DEFINITION
Ondit dans la suite que

par_S et a (ou la suite

est la bonne généralisation des formes F,
l'exposé fait par CASSELS [5] de la Théorie

Fg (X,Y) est la forme de MARKOFF définie
(s,a)).
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Exemple

Dans le cas de la Théorie de MARKOFF [5], il convient de prendre

Vv, =m + Kk soit K, k

= 2m - Kk soit Kz k

o~
|

a=2
Aa(S) = 9m"- 4

2k - 3m + \ 9m*- 4

Il reste : 9.(3) =
2m
racine positive du polyndme
3m - 2k 1 - 3k
Fo(X,1) =X + [———— ] x 4 ——— ] = F_(x,1)
o m - ™

On retrouve ainsi les formes F, utilisées par CASSELS [5].

Par construction, on a pour les constantes de MARKOFF :

my (S) ,
CUZ(8)) = CLOUSN) = CLBIS)) = CN(8)) = —=——= = C (E(S))=CFS))
A, ()

On introduit alors :

[ DEFINITION
Soit Ba(S) un nombre de MARKOFF défini par S et a, on dit que
fa (S) est un nombre de MARKOFF super réduit si et seulement si

on a la condition :
(Sz) H m‘(S) = m(8S)

(et la condition s‘'en déduisant (s,) : a > t(s) =4

Dans ce cas, on dit que la forme FO(X,Y) associée a 9;(8) est une
forme de MARKOFF super réduite.

Une conséquence du Théoréme I,2 est alors la premiére partie
du résultat suivant :
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[ THEOREME I.3

Tout nombre réel algébrique de degré 2 est équivalent pour l'action
du groupe /M,(Z)* & un nombre de MARKOFF §, (S) super réduit.

Son conjugué est alors dans l'orbite du nombre de MARKOFF super
réduit 0, (s*).

Cependant, 1a aussi, il arrive que deux nombres de MARKOFF super
réduits distincts soient équivalents pour l'action du groupe ﬂ?z(ZL)*.
Ces nombres de MARKOFF présentent donc aussi une insuffisance pour

bien désigner les orbites pour l'action du groupe M,(Z)*.

La seconde partie du Théoréme I.3 s'établit en considérant :

bats*) = (o,s,al = f;(s) - a+a

On trouve : OA(S*) + 9&(5) = - a

Il en résulte que le nombre {;(S) est dans l'orbite de Ba (s*).
Et comme il est facile de vérifier que ce nombre est lui-méme

super réduit, le Théoréme en résulte.

Les nombres super réduits 95(5) ou 6‘(5) permettent d'introduire

un langage en procédant comme suit.

Soit a € N * un nombre donné.

soit x ¢ |1,2, odal o= JilieN *et1g1ig ad}

On dit que X est l'alphabet et a le nombre entier de référence.
On note X* le monoide libre engendré par X. Il est composé de mots

écrits avec des lettres de X, sous forme de suites finies.
On appelle langage sur X toute partie L de X¥*,

Le lien avec les constantes de MARKOFF s'effectue de la fagon
suivante :

Un mot § = (a,, a,, ... 38,) € X* étant donné, on lui associe le
nombre algébrique de degré 2 :

0, (8) = [a -4,8,al
( o
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On définit aussi, comme cela a été fait ci-dessus, les divers
nombres m(S), m,(S), K, (S), K,(S) etc ...

On introduit alors l'application :
Vo:oxr —— {0,1¥
a
définie comme suit :

¥, (s)
¥, (8)

Dans le second cas, on a nécessairement m,(s) < m(s).

1 si et seulement si m,(S) = m(S)

0 si et seulement si ma(S) # m(S)

L'application qa permet alors de définir le langage :

-1
L) = g fil ¢ ox
Oon dit que L,(X) est le langage de MARKOFF défini par 1l'ensemble X

et l'entier a.

Compte-tenu du Théoréme I.3, le langage L, (X) peut étre défini a
partir des nombres Z‘ (S) au lieu des nombres fL(S). Ceci ne

change rien car on a de facgon évidente: § € L, (X) ==> S* € L, (X).

Au lieu de considérer le langage L,(X), on peut s'intéresser aussi
au langage des périodes : P, (X) = L,(X)a.

Par construction, pour toute suite S de L,(X), on a t(S) < a¢l
On peut donc trouver dans L, (X) des a-suites telles que t(S) 3 a
ou des suites vérifiant t(S) < a. En complétant avec le lemme de

DICKSON, on peut énoncer :

THEOREME I.4
(1) Pour tout S € Lp(X), on a aussi S* € L,(X).

(2) Pour a € N* donné et i € IN * vérifiant i < a, toute i-suite
S € X* fait partie du langage de MARKOFF L,(X).

La difficulté pour étudier le langage L,(X) concerne donc les cas
frontiéres pour aet atl

Pour ceux-ci, la Théorie de MARKOFF [4] montre que pour les a-suites

S € X*, les deux cas S ¢ L,(X) et s ¢ L,(X) sont en général possibles.
Le langage de MARKOFF L,(X) est donc non vide, et distinct de X*.
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Par ailleurs, en notant <a> = {i € N+ | 1 ¢<i gha}

la construction précédente donne :
X* C <a>*
et L, (X) ¢ L,(<a>)

Ceci conduit & comparer les deux ensembles L,(X) et X* n L,(<a>).
On a de fagon évidente, avec L, (X) ¢ X*, la condition :

La(X) ¢ X* N L,(<a>)
Inversement, pour S & X* N L, (<a>) définissant&;s)on a, par la
condition S ¢ L,(<a>) 1l'égalité m,(S) = m(S).
Il en résulte : S € La(X).

L'inégalité que l'on vient de voir est donc une égalité.

DEFINITION
Dans la suite, on note L, le langage L,(<a>).

On dit que c'est le a-langage de MARKOFF.

Ce qui précéde permet d'énoncer :

THEQOREME I.5

Pour a € IN * donné, et tout ensemble X ¢ <a>,
on a : Ly (X) = Ly N X*

De plus, on a La ¢ <a>* ¢ Lay ¢ <at+l>*

Enfin, pour tout mot S € X*, on a équivalence des propriétés

suivantes :

(1) S € La(X)
(2) ba(S) nombre de MARKOFF super réduit
(3) f;(s) némbre super réduit.

Ce résultat permet de limiter dans la suite l'étude aux langages

Une production automatique du langage L, est possible par les
principes suivants :

Pour toute suite S ¢ <a>* s'écrivant S = (a,, ... a,) :

- la valeur m(S) est calculable en déterminant la réduite

m

= [a,, a‘, e e e aq]
Vo- m
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Le programme informatique "RATIO" donné en annexe effectue cette

opération :

- la valeur m,(S) est calculable, éventuellement par recours au
lemme de DICKSON.

Le programme informatique "SEQUENCE" donné en annexe effectue

cette opération :

- en comparant alors pour S donné les valeurs m(S) et m,(S), on
détermine si l'on a S € L,.
En se fixant donc a, et en énumérant systématiquement toutes les
possibilités pour S, on engendre L,. Le programme informatigue
"MOTS" donné en annexe est construit sur ce principe. Il four-

nit les mots de L, , par longueurs croissantes.

C / TABLE DES ORBITES DE NOMBRES ALGEBRIQUES REELS DE DEGRE 2

C.l - Construction de la table

On cherche a énumérer les orbites des nombres algébriques réels
de degré 2 pour l'action du groupe Ansz)*. Par le Théoreme I.2,

il suffit pour cela d'énumérer des nombres super réduits adéquats

H +{A’

61(5) = — , c'est-a-dire des triplets (A ,M,H) a partir
2M

desquels ils s'écrivent,

Pour ce faire, on décrit par ordre croissant toutes les valeurs
A ¢ N * possibles.

Pour chaque A , on considére les valeurs M ¢ N * vérifiant la
condition de HURWITZ : 5M* < A (H)

Elles sont en nombre fini et peuvent étre décrites par ordre

croissant.
Pour chaque valeur M € N* vérifiant cette condition, on considére

les valeurs H € JN vérifiant trois des conditions de quasi-

réduction :

0 < H<2M (Q, )

HY = A (mod 4M)  (Q, )
H'- A

pgcd(M,H, —— ) =1 (Q3 )

4M
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Ces valeurs de H sont encore en nombre fini, et peuvent étre envi-
sagées par ordre croissant.

Le procédé fourni permet d'énumérer des triplets (A ,M,H) tels que

H +\A

les nombres correspondants ————— fournissent toutes les orbites
2M

de nombres réels algébriques de degré 2, mais il se peut encore

que deux triplets différents correspondent a une méme orbite.

Pour éviter cela, on procéde a un tri grice au Théoréme de SERRET.

A chaque triplet (A ,M,H) on associe le développement en fraction
H +Yp

2M

les triplets rencontrés antérieurement dans l'énumération, on n'a

continue du nombre . On ne conserve le triplet que si pour

pas obtenu une période se déduisant par permutation circulaire de
H +Vp

2M

Ce tri construit autour de l'ordre lexicographique des triplets

celle de

(A,M,H) permet de n'énumérer qu'une seule fois toute orbite, par
un unique représentant.
DEFINITION H +wr

On appelle nombre représentatif tout nombre — — algébrique réel
2M

de degré 2 retenu par le procédé d'énumération décrit ci-dessus.

Les nombres représentatifs constituent donc par leur définition

un systéme de représentants des classes d'équivalence que sont

les orbites des nombres algébriques réels de degré 2 pour l'action
du groupe /ml( a)x*,

H +\p

Par construction, tout nombre représentatif f = —— vérifie
2M

la condition (Q4 ) et est donc quasi réduit. Il peut étre écrit
sous une forme 6 = fl(S) = [a -4 ,S5,al.

- H +\&

En effet, si l'on considére le nombre - ? =
2M

En combinant (Q, ) et (H), on trouve :

H' < am® < su* ¢ A



D'ou 0o gH<\Vb

Et encore avec (Q4 ) qui donne M > 0 : - 6' > 0

La partie entiére A =

.y

2M

Soit, avec (Q, ) et (H) :

JA_;
2M

d+—f > €==

En fait, on a aussi :

-
THEOREME I.6 (Théoréme de super réduction)
(1) Pour l'action du groupe M,(Z)* sur 1l'ensemble

réels irrationnels, tout nombre algébrique réel de

dans l'orbite d'un et un seul nombre représentatif
H +1A

2M
M

i

est super

(2) Tout nombre représentatif e

pour constante de MARKOFF C(e]

| -'E ] appartient donc 2 N

'8
_>
2
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1

des nombres

degré 2 est
(Q(S).

réduit et a

(3) Pour tout nombre réel c algébrique de degré 2 s'écrivant sous

la forme

H + x\d

2M

H +VK‘
(=7

on a égquivalence des propriétés suivantes :

(a) f est un nombre super réduit

(( A ,M,H) € 2Z%)

(b) le triplet (A ,M,H) vérifie les conditions de super réduction

suivantes :

(Q,) : 0 < H< 2M
(Q,) : v = A (mod 4M)
HI- A
(Qs) : pgcd(M,H, ) =1
4M
H +YA M
(c) :C(———) = ==
2M VA

Pour mémoire, on a aussi lorsque (C) est assurée, la condition

de HURWITZ :

(H) :

m< (4
5

4A

5

(soit (QH) : 0 g H < 2M <

~

lorsque l'on a aussi (Q,))
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Démonstration

(1) Résulte de la définition des nombres représentatifs.

(2) soit P( (X) le polyndéme minimal de(o :
1 A - u?
P(X) = MX"- HX - ( )
f am

Sa constante de MARKOFF s'écrit donc sous la forme :

Ma(S) M
c((’) = <
(A |2

Si l'on avait Mu(S) < M, le nombre e serait dans la classe

H,+VD
d'un nombre ———— pour l‘action de ﬂﬂl(ZZ)* tel que le triplet
2Ma(S)

(A ,Ma(S),H ) ait été considéré avant ( A ,M,H) dans le procédé

d'énumération décrit ci-dessus. Le nombre (: ne pourrait pas étre
représentatif.

On a donc : Ma(s) = M

Par la démonstration que j'ai donnée par ailleurs du lemme de

DICKSON [a], on a aussi nécessairement :
(S4) : a» t(s)=-1

Et par un raisonnement comparable a celui fait pour montrer 1l'égalité

Ma(S) = M, on obtient aussi :

(S,) : my(S) = m(s)

(3) (b) ==> (a) s'établit par les mémes arguments que ceux que
"l'on vient d'utiliser. On établit d'abord que les conditions (Q, H)
(Q,) (Q,) imposent que 4 soit quasi réduit.

Et comme en (2), on en déduit avec la condition (C) que e est
super réduit.

(a) ==> (b) résulte directement de la propriété I.2.

Le Théoréme 1.6 est donc établi.

Il permet d'introduire :
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DEFINITION
On appelle nombre de MARKOFF représentatif tout nombre de MARKOFF

B,(s) tel que le nombre quasi réduit associé (S) soit représen-
a q 2

tatif.

On dit alors que la forme Fe(x,Y) associée a f%(s) est une forme

de MARKOFF représentative.

On appelle a-langage représentatif et on note LR l'ensemble des

suites S telles que le nombre §,(S) soit un nombre de MARKOFF

représentatif.

On obtient ainsi :

THEOREME I.7

Pour l'action du groupe /m,(l.)* sur l'ensemble des nombres réels
irrationnels, tout nombre algébrique réel de degré 2 est dans

l'orbite d'un et un seul nombre de MARKOFF représentatif el(S)).

Une production automatique des triplets (A ,M,H) correspondant
aux nombres représentatifs est possible.
Le programme informatique “"CLASSES" donné en annexe effectue cette

opération. Il produit la table des orbites.

En réalité, il n'effectue pas le tri introduit grdce au Théoréme
de SERRET.
Par contre, le programme "CLASSES" utilise l'expression de la

M
constante de MARKOFF C(P ) = —= donnée par le Théoréme I.6

V&

pour limiter les tris a faire. Il en reste cependant a effectuer.

Ces tris sont facilités par le résultat suivant :

PROPRIFTE 1.4 H4+WK: ‘ \
(1) Soit e. = ——— un nombre quasi réduit appartenant a
2 HE
l'orbite d'un nombre représentatif e = , alors QA =4,
2M
et M, > M (avec de plus H, > H si M, = M).

(2) Dans les conditions précédentes, on a équivalence des propriétés

(a) : @, nombre super réduit
(b) M =M,
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Démonstration
On a d'abord A, > A
Et par hypotheéese

A B] A(H +VX) + 2BM

] A B e m [
(Z1)* =

[c D] e ¢ C D c(H +YA) + 2DM
N(X)

€Q A =)XA avec D(XIEN*  NIX)EN
et pged(N( X),D(X) =1

D'oﬁ:3}=

Soit:( AD - BC = ¢ = + 1

C( A + HyH) + D(2MH, ) = 2AM,H + 4M, BM

C(Y H + H) + D(2 kM) = 2aM,
De la, on en déduit M; et H,

M, = £X [(cH + 20M)* - Act]

4 am

H = %[AC(H"-A) + 2MH(AD + C) + 4BDM']
2M

La condition Hls A (mod 4M) garantit que les nombres M, D( X) et
H4D(p sont multiples de N( X) dans Z .

Par ailleurs, on a

H -4, H'- A
3

= €Y (MB'+ HAB +

aM, aM

Ceci impose que ce dernier nombre soit multiple de N(X).

al)

D'ol par la condition de quasi réduction (Q3 ) pour C% : N()(qn()&)
et avec pgcd(N()L),D()L)) = 1 la condition N(X) = 1.

2
On obtient ainsi : D(},) A,1 = A £ A,‘, soit D(X) =1 et )(,: 1

Le reste de la propriété découle du Théoréme de super réduction.
Le programme "CLASSES" fournit donc la table des nombres super réduits.

C.2 -~ Quelques propriétés de la table des orbites

On examine la table des orbites du point de vue de ce qu'elle

donne pour les constantes de MARKOFF
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C.2.1 - Analyse selon le dénominateur des constantes de MARKOFF

(1) Considération de Aa(S)

Le nombre M,(S) est congru a3 0 ou 1 modulo 4.
Inversement, si l'on se donne un nombre A ¢ N * congru i 0 ou 1

modulo 4, et si l'on s'intéresse a la relation :
1 4
A= A(s) =[(a-2)m + Y+ V, 1 + 4(-1)"

on ne trouve qu‘un nombre fini de possibilités pour a,m,V,,V, et
donc S.
Ceci établit :

PROPRIETE I.5

Pour tout nombre donné A G-N-*, congru a 0 ou 1 modulo 4, il

n'existe qu'un nombre fini de nombres quasi réduits (respectivement
de nombres super réduits) (respectivement de nombres représentatifs)
[a -d,S,al]

A

s'écrivant :

et vérifiant A(s)

(2) Considération de A (@)

La condition (Qg ) vue ci-dessus :
B =A(p) (mod 4M( )

montre que A (e ) est congru a 0 ou 1 modulo 4.

Inversement, si l'on se donne un nombre A € Jf*, congru a 0 ou 1
modulo 4, considérons la condition A (p) = A , avec (0 super

réduit s'écrivant sous la forme :

H +{A

2M
On a par la propriété I.2 : 5Ml‘$ A (H)
Et par la propriété (Q,), on a : 0 £ H< 2M

On ne trouve donc qu'un nombre fini de possibilités pour f .
Et puisque dans l'orbite de tout nombre super réduit on ne trouve

q ombre fini de nombres quasi réduits, on peut énoncer :
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[ PROPRIETE I.6

Pour tout nombre donné J € J{*, congru a 0 ou 1 modulo 4, il

n'existe qu'un nombre fini de nombres quasi réduits e (respec-

tivement super réduits) (respectivement représentatifs) tels que :

A((»)=A

C.2.2 - Analyse selon le numérateur des constantes de MARKOFF

(1) Considération de m(S)

on suppose donné un nombre m € IN * et l'on considére les nombres
guasi réduits e = [a -4 ,S,al] tels que m(S) = m.

En utilisant leur égalité m - 1 = uV et la relation s'en déduisant :

u 1 v 1 m u
1 0 1 0 v 1
on trouve pour a > m - 1 une infinité de nombres représentatifs

comme par exemple €= [a -o,u,v ,al ou C= la -, V ,yal

tels que : m

C(C) = ——Z:?;;

Ceci permet d'énoncer :

" PROPRIETE I.7

Pour tout nombre m eJﬂ'*, il existe des suites S en nombre fini

non nul permettant de construire des nombres quasi réduits
(respectivement super réduits) (respectivement représentatifs)

C = [a -« ,S,al] et telles que 1l'on ait :
e

m(S) =m

La vérification compléte de la propriété I.7 résulte directement

des contraintes sur V, et V, :

A
m<V, £ 2m

m<V £ 2m

mW = Y‘ :

<
I+
'—l
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(2) Considération de M( P )

On suppose donné un nombre M ¢ J\ * et l'on considére dans la table

des nombres représentatifs ceux qui sont tels que :
M(e) =M (avec €=&_(S))
En introduisant un nombre Ye X *, on peut supposer que l'on a

m(S) = ¥ M

Par la propriété I.7, on peut effectivement déterminer S.
Par exemple : S = (1, YM -1) ou S = (M - 1,1)

Oon peut donc énoncer :

PROPRIETE I.8

Pour tout nombre M € J(*, il existe une infinité de suites S

permettant chacune de définir une infinité de nombres représentatifs
(respectivement quasi réduits) (respectivement super réduits)
€= [a -d,S,al] tels que 1l'on ait : M(C) = M.
L ——

La suite S étant fixée, on peut préciser ce qui se passe pour les
valeurs a » t(S).1

Dans le cas d'un nombre représentatif quelconque :

8 = [a -«,S,al (ol a > t(s) -1)
Oon pose :
P Pn Pny m Ky
*x = [s,al et Ms = =
— q, 9n. m - K, KA-]

Le nombre “ est racine du polyndme
P(X) = (aq,+ q,., yx- (ap, + Pa., = 9a)X - Pa

Par le lemme de DICKSON, le minimum arithmétique associé pour la
v X P,
forme Y P ( — ) est obtenu pour la valeur — .,
Y d,

v p"
Il vaut : q,P ( — ) =p
S

En considérant alors l'amplitude de S :

@ = pgcd(m,K + K,) = pgcd(p,, Pay - Qa)
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Oon a pgcd( G, ga) = pgcd(p,,q,) =1

)
Il en résulte pour tout diviseur @ de @ 1la possibilité de déter-
. . fo s . )
miner des valeurs a, en progression arithmétique de raison @
telles que l'on ait :

(D) : @ | age + Qau

1
Lorsque cette condition est vérifiée, on a — P(X) € L [x)

@

Et si (o,, est le diviseur maximum de @ vérifiant (D), le polyndme
1

o

On en déduit sans peine l'expression du polynéme minimal de C’.

P(X) ¢ Z [X] est le polynéme minimal de 7Y .

m

On trouve ainsi : M(() = E,’

En comparant avec la condition m=Y M(f )
c . . )

vue antérieurement, on obtient Q@ =Y

Il est facile de voir que la condition (D) est équivalente a :

a E,(-l)m’ Pa  Da. (mod Y )
nél

C'est-a-dire a a =(-1) Ky1 -1 (mod Y )

On peut donc plus précisément énoncer

[ PROPRIETE I.9

Soit S une suite de nombres entiers positifs donnée.

Soit a € J{ * suffisamment grand (asl> t(S)) définissant le nombre

représentatif C = [a -4,8,al.
m m
On a alors la condition : — | M(f ) = = | m
@cs) v

oi VY est un diviseur de l'amplitude (g (S),maximum tel que l'on
ait la condition :

§) a= (-D™ k1 -1 (mod ¥ )

Inversement, tout diviseur 4 de GL(S) définit avec cette condition
(¢) une progression arithmétique de valeurs a, de raison 4,

définissant des nombres représentatifs :

€=[a'*ﬂﬂ3] (a.> t(s))

Pour ces nombres, on a M( e ) = , ou Yy est un multiple de 4 et

m
¥y 'a
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un diviseur de @.(S) maximum tel que la condition (€ ) soit

vérifiée, Le nombre Y est aussi le pgcd des coefficients de la

1 3
- H
forme £4(X,Y) = V[ Mxl+ (2MA+ HIXY + (Mot el = —————) ¥2]
2 M +VA 4
ol §,(S) = [0,5%,a) = - H - ———— =
_ 2M

En d'autres termes, S étant fixée, pour les diverses valeurs de
al> t(S), on trouve pour les valeurs de M(f’) tous les multiples de
m(S)

@(s)

divisant m(S).

m(S)
et divisant m(S)

Inversement, toute valeur M multiple de G
(8)

peut s'écrire sous la forme M = M( CJ) pour une infinité de valeurs
atl> t(S) bien choisies.
La considération des valeurs M( e) donne quelques résultats complé-

mentaires dont la démonstration est évidente

PROPRIETE I.1l0

(1) si est un nombre représentatif tel que M(p ) = 1, alors
P ¢

. (7 et ? sont dans la méme classe pour l'action de /})),(Z_)*

\f 1 +VT
. on a €= —A— ou = ———— selon que A est pair ou impair.
2 2

Inversement, si e s'écrit selon l'une des expressions précédentes,

on a : f représentatif tel que M‘Lﬁ) =1 et A( r) = A
A

A 1l +
De plus, =~ = [ ,5,2¢] et —— = [t + 1 ,S,2+ 1]
2 2

ol S = S* est une suite palindrome.

(2) si A = 25 (mod 40) est un nombre entier positif non carré ,
1 +TA_

4

alors le nombre fz
(3) Si A =85 (mod 120) est un nombre entier positif non carré,
1 +YA_

est représentatif et tel que M((’) = 2

alors le nombre =

et A(e)=A.

est représentatif et tel que M( (O) = 3
6 .
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D / QUELQUES COMPLEMENTS

D.1 - Compléments pour les formes gquadratiques

On a introduit dans ce qui précéde différentes formes quadratiques

qui sont toutes reliées entre elles par diverses formules :

£g (X,Y)

mFe(X,Y)

fl(X,Y) £q (-X-Y,¥) = mFy (-X-Y,Y)

I1 est donc égquivalent dans la suite de travailler sur 1l'une ou
l'autre de ces formes. En privilégiant les formes de MARKOFF Fy
il est possible d'établir :

[ THEOREME I.8 (Propriété des formes de MARKOFF)
Les formes quadratiques de MARKOFF Fg vérifient les trois condi-

tions suivantes qui, inversement, les caractérisent :
(1) Fe (L,0) =1
n
(2) Eb(K1,m) = (-1)
(3) Fg(Ky- (a+l)m,m) = (-1)

De plus, on a les propriétés suivantes

(4) Le discriminant de Fg vaut
ALS)
A(Eb) = —
m (S)

[(a=2)m + v, + V‘]L+ 4(-1)"'1

m‘L

[(a+l)m + K, - K, 1"+ 4(-1)™"

Lt
m

(5) On a l'écriture

m(a+l) - KA- Kl 3 A‘(S)
Fe(X,Y)=[X+ Y ] - —— Y
2m 4mt

L

(6) Les formes de MARKOFF FO vérifient les conditions :

F

o LK X + [(a+l)k - 11¥ ; mx + [m(a+l) - K,1¥] = (—l)“Fe(X,Y)
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(7) Le minimum arithmétique de la forme de MARKOFF F
my (S) M,(S)

M(E‘e) = = <1
m(s) M(("(S))

0vaut :

La démonstration de ce résultat est évidente.
De fagon générale, ceci introduit l'action du groupe /hl( Z)* sur

les formes quadratiques binaires définie par :

Uy Upy

Wy Uy
u = c .’m,_(Z)* foulx,y) = f(unx + U, Y § Up,X + uny)

On dit que ces deux formes quadratiques indéfinies f et g sont

équivalentes si et seulement s'il existe u € /m,_(l)* telle que
fou = g.

Si fou = £, on dit que u est un automorphisme de £, ou encore

que u appartient au stabilisateur de f pour l'action du groupe
M L)+,

L'énoncé (6) du Théoréme précédent détermine des automorphismes
des formes de MARKOFF E‘9 .

Par ailleurs, en considérant les nombres :

- Ba(s) = [-1,1,3,- 1,3a, , o+ , 35, @, 3a,] = £,(8) +1 =€i(5)

- Ba(s) = N*(s) = [a,51 = {(8) + 1 = &,(5)
Il est facile de s'assurer que l'on a :

1
EolS) = p*(s) = - T Bals) > 1
) ..(S)

- 1< 5.(s) = T (S) = -l oo f(s) <o

ou - BP,(8) et - H,(s) sont les deqtﬁcsracines du polyndme Fg (-X,1).

En posant alors :

DEFINITION
On dit qu'une forme quadratique indéfinie £(X,Y) € R [X,Y] est réduite
au sens de MARKOFF si et seulement si on peut l'écrire sous

la forme :  £(X,Y) = A(X - ¥ Y)(X - g'v) = A(X*-bXY + cy®) = AxiBXy+CY®

avec 'l<;
-1<g’<0

A ER
Pour £(X,Y)e R (X,Y), on dit aussi que f(X,Y) est réduite au sens de
GAUSS.
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Il est possible de caractériser les formes de MARKOFF FO par

le résultat suivant :

THEOREME I.9 (Caractérisation des formes de MARKOFF)
Pour toute forme quadratique £ € @ [Xx,Y], on a éguivalence des

propriétés suivantes :
(1) £ est une forme quadratique réduite

(2) Il existe une forme de MARKOFF F9 et un nombre A ¢ () tels gue

l'on puisse écrire :

£(X,Y) =A Fb(-X,Y)
' b , A(f)

| Pour £(x,y) = A(X™-bXY + cY®) on a : Fy (X,¥)=X"+bXY + c¥'= (X + s ¥ - —

Ce résultat fait le lien entre la Théorie de la réduction classique
introduite par GAUSS [9], le Théoréme de GALOIS [8] utilisé ci-

dessus et le Théoréme de réduction utilisé par MARKOFF [4] au

Yl

début de ses articles originaux.

Une forme indéfinie £f¢ @ [X,Y] étant donnée, on peut la réduire

et en déduire une suite double (foJaez de formes contigies.

En considérant les formes f, (-X,Y), on est assuré par le Théoréme I.9
de trouver avec elles, a un facteur multiplicatif prés, des formes

de MARKOFF.

On fabrique ainsi des formes de MARKOFF situées dans la méme orbite.

Certaines peuvent étre privilégiées car toute forme fe Q [X,Y]

peut étre associée par réduction 3 une suite purement périodigue

J

(b, by, «.. by)

En posant : a

t(b,, ... b ) = Max b = (T ou  a:t(d-1
r i=0...p

On peut, a un décalage d'indice prés, poser :

Si M(f) est le minimum arithmétique de f, on peut construire une
infinité de couples (p,g)e Z}- {(0,0)} tels que :

f(p,q) = + M(f)

On peut faire en sorte, d'aprés le lemme de DICKSON, que S soit
un mot du a-langage de MARKOFF. A 1l‘'équivalence prés, on peut donc

supposer que la forme de MARKOFF F, du Théoréme 1.9 est super

]
réduite.
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Les formes super réduites correspondent aux formes de M.HALL [6]
atteignant leur maximum.

Elles permettent d'énoncer :

THEOREME I.10 (Théoréme de super réduction pour les formes)

(1) Toute forme quadratique binaire indéfinie de Z [X,Y] est
équivalente pour l'action du groupe M, (Z)* & au moins une forme

s'écrivant sous la forme A F ou A ¢ 7 * et F, forme de MARKOFF

8’ e

super réduite.

(2) On a équivalence pour Fy forme de MARKOFF définie par (5, (S)
des propriétés suivantes :

(a) Fy forme super réduite

(b) M(Fy ) =1

(c) S est un mot du langage de MARKOFF L, : S € L,

(@) m(S) = m,(s)
(e) @, (S) nombre de MARKOFF super réduit.

En poursuivant dans le méme sens, mais avec cette fois le

Théoréme I.7, on obtient :

THEOREME TI.ll

Toute forme quadratique binaire indéfinie de Z [X,Y] est équivalente
pour l'action du groupe /M,(Z )* & une forme et au plus deux
s'écrivant sous la forme A Fg ou Ae Z* et Fy forme de MARKOFF
représentative.

Démonstration

L'existence découle de la méthode proposée ci-dessus.

L'unicité résulte de la considération d'une relation :
AFy =Fgou (we M(ZL)*)

Avec M(A F

o ) |la | = M(Fgo u) = M(Fg) =1

on trouve A =4+ 1

En notant B (S) et 0,(S) les racines assocides a Fy Da(s') et

(S') celles associées a Fp , plusieurs cas sont envisageables :
L4 8

(1x u( B,(8)) = Buls*)
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Par le Théoréme I.7, on a alors 6&(5) = ag(S')
Soit : E‘9 = Fd

(2): ut( Ba(s)) = Bp(s*)

Ce nombre est par le Théoréme I.3 et le Théoréme de SERRET dans

l'orbite du nombre 6;(8*). Par le Théoréme I.7, on ne trouve

gu'au plus une possibilité pour eﬂs‘) hors le nombre représentatif
0.(S) : celui de l'orbite de ERE;.

Le cas ou les formes FG et Fen sont distinctes se produit effec-

tivement.

Exemple

Avec les deux nombres représentatifs :

s
Pa

On construit les deux formes de MARKOFF représentatives E1 et FL :

{2,1,2,4]

£3,2,1,41]

3F, (X,¥) = 3x'+ 13 xy - s5y*

3F, (X,Y) = 3x+ 11 XY - 9y?

Avec : 14 - 61
u = G/WQ(Z)* , on obtient :
3 13
E;ou=—Fz

Si l'on veut n'en conserver qu'une parmi les deux, par exemple

pour énumérer les orbites des formes quadratiques indéfinies
. . * .

entiéres pour l'action de M, (Z), il suffit de conserver celle

qui a le plus petit coefficient pour le terme XY.

D.2 - Compléments pour les suites

Le Théoréme de super réduction donne directement. :-

THEOREME I.12

Pour toute suite finie T de nombres de Il * telle que l'on ait :

a = t(T)
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il existe au moins un mot S du a-langage de MARKOFF L, tel que T
se déduise de la suite (a,S) par permutation circulaire.

De plus :

(1) Si S n'est pas une suite frontiére pour a, il y a unicité de
la suite S définie par T.

(2) Si au contraire S est une suite frontiére par a, il peut

exister une suite S, # S définie de méme par T.

L'unicité de S si elle n'est pas frontiére pour a découle du
lemme de DICKSON.
La possibilité de trouver S, dans le cas contraire peut étre

illustrée sur un exemple :

Exemple
Considérons T = (1l,a,a-1,a) et les deux suites distinctes pour
az3: S =(l,a,a-1)

sS* = (a-1,a,l)

Ce sont deux mots du a-langage L.

On en déduit :

THEOREME I.1l3

Soit § = (a,, a,, ... a,) une suite de nombres de N *, telle que

a, = a, = t(s) = a

On a éguivalence des propriétés suivantes :
(l) Vi = O'COQ'n a1 = a

(2) S est un mot du a-langage de MARKOFF L,.

Démonstration

(1) ==> (2) On considére T = (b,, b,, ... b,,, ) telle que
Yi=0 ... n+l b; = a

La conclusion s'obtient par application du Théoréme I.12.

Une démonstration directe est faisable en posant :

Fapq (2) F, (a)

S Fo(a) F _(a)
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Par récurrence, on établit que l'‘on a :

i=u ]
% sin = 2u pair F, (a) =Z-. C::i al
i=0
i= .
* si n = 2u + 1 impair F, (a) =Z. C::::' aliv4
i=0

(Pour a =1 , F, = F, (a) est le n iéme nombre de FIBONACCI).

De fagon évidente, compte tenu de l'expression de %l(s) :

m, (S) 1
cl g, (8)) = =

V*A,(S) \Qal+ 4

Et par un calcul direct issu de la forme de M  :

1 1
A(s) = (a'+ 4)F,,, (a)
Il en résulte que l'on a : m,(s) = F ., (a) = m(s)
La suite § = (a) , est donc bien dans L,.
(2) ==> (1) On va d'abord illustrer le phénoméne qui permet de

conclure.
Supposons donnée une suite S différente de (a),, et soit
ieg {O ce n} 1'indice tel que :

V j = i+l,i+2, ... n aj = a
a; # a
Notons S; = (ai'4 b @ 4 see 8L, 34, e a;)
On a par construction : a > 2
D'autre part, en notant a = a,,, et en considérant la suite
purement périodique J, = (a,, +.. , a,, a,4 ) a partir de laquelle
on construit pour tout j :
J; = (a;,, a

b 850 34y 1 cce Bgingg )

On peut poser :

OhﬁJ ' - k(Jj) G T (a: as ] * [a: a. ]
Jer 0 Fjekez o oo Jokr Bjekar e

On a alors avec le lemme de DICKSON [a] :

1 1 7 r
= = Sup 0O, (J_ ) = Sup O (J, )
ClZ,(8))  cl(X(s;)) ke ° ° 0 < kg n+l
akf" = a a,"‘ = a
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L'indice i vérifie par définition i < n soit a4 = aj, = a4,3= a
On en déduit

] 1 1
0;(3,) = 8, (J;) > a + +
(a,a,a,l] [a,1]

2a'- 2a% + 2al- 3a - Ua‘+ 4a qa‘+ 4a - a
+

2(ad- at- 1) 2a

= a +

Pour i+l < k < n+l, on a a, =

S = a

a k4

D'ou : BK(J ) £ a+ é

Or, il est facile de vérifier, pour a » 2, l'inégalité

2 2a% - 2a%+ 2a1— 3a - ua2+ 4a Ua?+ 4a - a

- < Y 2 +
a 2(a” - a" - 1) 2a

D'ou dans ces conditions :

- VAL (s) . \ Aals)
0,(3,) = 0(0) = ——— < 8:(3,) = 9,(Jj) = ——
m(s, ) | m(S;)
1 \/Aa(s)
< =
C(E.(8)) m, (S)

Et  m,(S;) = m,y(S,) =m,(s) < m(s;) < m(S,)

Aucune des suites S, (i+l < k < n+l) ne peut correspondre a un
mot de MARKOFF.

Par le méme raisonnement, en notant I ¢ {0 cee n} 1'indice tel que
¥ j=0...1-1 a; = a
ay # a
Aucune des suites S, (0 £ k € I-1) ne peut correspondre a un
mot de MARKOFF,
Pour démontrer le Théoréme I.13, il suffit d'appliquer ce qui
précéde a S = S,.

Corollaire du Théoréme I.13

Soit S = (ae, @, ... a,) un mot du a-langage de MARKOFF L, tel
que 1l'on ait : J i € {0,1, .o n} a; # a

Alors on a : a, < a ou a, < a
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D.3 - A propos de la réduction des formes quadratiques

On a vu au Théoréme I.9 comment les formes de MARKOFF Fy, sont liées
aux formes réduites. On va montrer ici comment effectuer pratique-

ment cette réduction.

Une forme binaire indéfinie réelle quelconque f étant donnée :
£(x,y) = ax*+ Bxy + cy!
=A(x -Ey)lx - 2'y)

On peut lui associer les deux développements en fraction continue :

Lai Jaeye

o | e W

[a_i];“(* = ?

et la suite double J = (a;);,, -

Pour réduire la forme £, il est possible d'appliquer a la suite J

les régles d'équivalence suivantes :

(E.1) : (...,o«,l,-l,l,F.,...) n (...,d-l,l,p-l,...)
(E.2) : (...,o&,o,?,...)N(...,o(+ls,...)

(E.3) : (...,,-1,p,0c) v (Lo0,®-2,1,p-2,...)
(E.4) : (.oopel,-2,,00e) v (o..,4-1,2,B-1,...)

(Eos) H (...,d,-n,ﬁ,...)N (ooo,d-l,l,n-z'l,P-l,o.o)
(Eos) H (---,d,-m,-n,’,.oo)N (...,d-l,l,m-l,n-l,l,?-l,...)
Par application répétée de ces régles, on peut toujours construire

a partir de J une suite J, vérifiant les conditions :

Jo ~v J

J, = [bjliezg avec((l) V¥ieZ b; e N*
(2) 3neNVi 3 n a; = by
(3) ImeNVi 2 m a.j = b

La suite J, détermine de fagon directe une forme réduite :

£, (x,y) =A(x - & y)(x - 2 y)

qui par construction et grice au Théoréme de SERRET est équivalente

af.
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1
Il suffit de poser : ;,= [b;liex et - 5— = [b ;)i x*

[}
o

-

La validité des régles (E.l1) & (E.6) s'établit par des relations

matricielles évidentes :
[1 o} 11 [—1 1]
0 -1 1 o] 1 0
v 1] [0 17 ¥
(E.2) : ‘f«,pel
1

(-1 1] 1 o] 1 11 [1 -2
(E.3):— =

(E.1)

-2 1T 1 o] [2 1] 1 -1
(E.4) : - =
| 1 0] -1 1 11 0] LO 1
-n 1 1 0] 1 1 n-2 1 1 1
(E.5) : V nel - =
1 0 -1 1) L1 0 1 1 0
(E.6) :Vm,n el

[ Exemple d'application

Pour f(x,y) = (x - Ey) (x - V12 y)

avec [ ¥ = Vl_2_= [3,2,6]

j 1 1l

}\ -g,= - —‘5 = [-1,3,2]
On trouve J = (2,3,-1,3,2,6)

Et avec (E.3) : I~V J, = (2,1,1,1,2
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UTILISATION DES FRACTIONS CONTINUES ET CONSTRUCTION D'UNE

T R —

Dans ce qui précéde, on a construit un certain nombre de notions
a partir de développements en fractions continues particuliers.

L'objet du présent chapitre est de rechercher, en fonction de
caractéristiques de la suite S dont on part, les conditions qui
peuvent lier les numérateurs et dénominateurs de réduites

construites a partir de S.

Le but est de pouvoir, inversement, rechercher des suites S
correspondant a des constantes de MARKOFF données : c'est en
effet par ce moyen que l'on peut construire une généralisation

partielle de la Théorie classique : la (a,0,& ) Théorie de MARKOFF.

Dans le présent chapitre, on donne la définition de cette (a,0,& )
Théorie, ainsi qu'une illustration de ce qu'elle fournit sur

l'exemple particulier de 1la (3,0,-1) Théorie.

On remarque aussi qu'une telle théorie fournit des constantes de
MARKOFF dont le point d'accumulation vaut E%T . Compte tenu de ce
gui est connu par ailleurs sur le spectre de MARKOFF ,il en ressort

!
que cette premiére généralisation est trés partielle. Elle montre
cependant que des possibilités de généralisation existent pour la
Théorie de MARKOFF classique, que l'on détaillera dans les chapitres

suivants.

A / LE RESULTAT DE BASE

m
La relation — = [a_, a,,, «.. , 3,, a.] = [s*]

Ky
permet d'écrire, en introduisant une écriture sous forme de
réduite :
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{ Pj, =M (1)

q5|_1 = K4 (2)
D'ou l'expression :

a l][a, 1[a, 1 a, 1 (a+l)m - K, ; (a+l)K,- |
1 oJlr oflr o |1 o Lm K,

On convient de noter cette matrice :

-e

pi_‘ ; qi_q
Pip 7 954
avec les conditions :
P4
= [a,s]
Pi.2
3.4
= [a, ao, a4, L3N I ) afl-l ]
q4.q

soit de fagon équivalente :

Pi.4
2 = [s*,a]
934
{ o .
o [s*] = —
t d1.2 K.,
Pi.4 Pia o ;
Les nombres et sont des réduites particuliéres de
9 3-14 9121
L (s) = [Ss*,a), avec possibilité de préciser pour les indices i = n+2:
Y ——
n
Piq 9.2 ~ 944 Pig = (-1) (3)

La relation matricielle présentée ci-dessus donne avec N=K - K2

Py, = (a+llp;, - aq;, + P (4)
iy (Qi -p ) + (-1)°
d;., = (a+l)qi¢ LI F (5)
Piq

Par ailleurs, on peut aussi écrire :
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[ap,-,, + Piy ¢ Pig

aqj, + 943 I Qiq

En comparant a (4) et (6), il reste :

Pijey = P3q - 495, + P (7)
Q$1 - P Qi * (-1)"
q.i.; = qi-l - (8)
P,
En particulier, p;, lqzq S P A, t (-1)"

Dans ce dernier systéme, la valeur a n'apparait plus.

On peut écrire :

Pia
i =[s*] =(a, ¢oo , a,, a°]
T2
Piy
— =1(a,, «.. , 3,1
9iqy

Ou encore de maniére équivalente :

Pi. m
! = [a.' a1, o e e ’ a ] = [S] =
P m - K&
(9) i-3
q..
LAl = [a,, a,, ...an_1]
q4-3

La premiére relation de (9) découle de (7) avec les expressions données
antérieurement pour qj, et ¢ .

Elle donne

1 1
81 = ) ( )
K K, -
LI Tl
m m
1
B 1
1+ t -
m [s*]
1l + 0
= [s*]
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Ceci établit, toutes les vérifications complémentaires étant évidentes :

[ THEOREME II.1

Soit S = (a,, a,, ... a,) une suite de n+l éléments de N *,
m(a-1) - K, - K, + QA, (s)
Posons : Z‘(S) = [a-1,s5,a] = :
e

2m
+ 2

n
" =[ao 1] [a,, 1 [a,, 1] =[m P Ky ]=[pﬂ q\'-,]
1 ofJLl o 1 0 m- K, ; K,-1 pis i
F
P

r=%¢ J-1,+1[ our =1sim=1
m

i=

Ky - Ky (compris entre -m et +m)

On a alors les propriétés suivantes pour les réduites du nombre :
(a+l)m - K, - K, + 4 A,(s)

/73.(5) = [S*,a] -

2(a+l)K,~ 2 [——-—
m
P (a+l)m - K,
(R.a) : —2 - [a,S] = ——————
Pi.a m
q'i-4 (a+l)K4-]
(Rob) H = [a,ao' a" X ’ an_4] = —_—
Qi Ky
Pj. m
(R.c) : LI [(s] =
Pi.y m - K,
9., Ky
(R'd) H = [ao, a g oo e, a ] =
4 n-1
d;.3 K,- 1
P (a+l)m - K,
(R.e) : 1 = [S*,a] = —m8M8Mm8M8 —
P;. m
(R.E) : —2_ - [S*] = —
q“'l K,
Pi.g m - Kp
(Rog) H = [an' e e e a‘] =
qi_; K4-1
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On a aussi les conditions :

(R.l) H pi-l =m
(R.2) : 0<qy, =K Spj,=m .
1 n
(R.3) : P, Qj.q = Dijuq Pjg = (1) = (-1)
(R.4) : pj4 = (a+llp;, - Qiq + F
} 8 n
(RJ)‘:lequl-Pth+(—U
[ X n
qi_z - q._ + ("l)
(R.6) : gy, = (a+tl)g;, - P i
pi'l
(Re7) & Piy = Pig = Gica + P
c'est-a-dire encore : K, = pj, - Piy
A n
Qi.y ~P Ay, + (-1)
(R.8) : q'i-} = q,i.l- L
Pi q:.t-))q,‘_,'+ (-1)"
c'est-a-dire encore : | =
p-f.l
1 s 0 m s 0
(R.9) : [S] = [s*] = [s*]
l+4r ; -1 mtp 5 o-m
Enfin :
1
(R.,10) : Le nombre 91(8) = [0,S*,a] = ——— est racine du polyndme :
_ 7 (s)
a
-xt “ "
(——-)[q{q X + (qL- - Pi., )X - Py ]
m
(a+l)m - K,- K 1 - (a+l)K
= xt +[ 1 x+ !
m m
= Fy(X,1)

(R.11) : Pour a assez grand (a > t(S)), on a pour les constantes de
MARKOFF :
c(Z.(s)) = c(?i(s)) = c( p,(s)) =

1

Q 4(-1)™
(a+r+l)+

Cette méme égalité vaut pour a £ t(S) et S € L,.
Elle est donc valable pour tout nombre de MARKOFF 6,(S) super réduit.
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B / LES CAS QUI ECHAPPENT

Un probléme particulier intéressant, complémentaire du Théoréme précé-
dent est d'examiner les valeurs C(l‘(s)) pour a € N * tel que
a g t(s).

Dans ce qui précéde, on a vu gue

1

0.(S)

= Ot(s) = [0,8*,a]
est racine du polyndme Fe(x,l).

B
On en déduit l'existence d'une réduite —- de [0,S*,a] telle que :

Qe
|mpi+ [(a+l)m - K, - Ky Ipp g, + [1 - (a+l)K, ]q:I

C(Z,(s)) = clg(s)) =

ney |

“ [(a+l)m + K, - Kz]t+ 4(-1)

Cette expression conduit, en observant ce que donne le remplacement

de a par a+l, a introduire les deux nombres

t t By K4
Pe = mpeqp- Kyqp = mq, | — - =
dy m
L )
Y, = mp, + [2m - K, - Ky lp,qy+ [ 1 - 2K4 g,
1 ne)
« TP 2m - K, - K, \* (2m + K,- K,)+ 4(-1)
= mqt — + - :
q, 2m 4m
D'aprés la relation (R.f), on a :
K
_1.= [0,s*]
m
Fe Py Ka . .
Le nombre -0 = — - - s'interprete donc comme une différence de
mq, . m

deux réduites d‘'un méme nombre. L'indice t considéré ici est celui
permettant de définir une constante C(6‘(S)) pour a < t(S), on peut
donc supposer, d'apres le lemme de DICKSON que l'on a :

pe K4
de m
On a aussi :
2 2 (2 F o+ a(-1)™
vb_ Pt +m+K1-Kt ) m+ K, - K, ) + - J
mqt mq: 2m 4m
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n
= + +
mq } mq: m m?
PROPRIETE II.1l
Y A
Les nombres ;&L , —J% , ytet rtsont de méme signe.
mq;  mq, .

En effet, par un résultat classique de la Théorie des fractions conti-

nues, on a pour la différence des deux réduites :

P -
< — g1
mqt de
2m + K - K & m + K, - K
Le nombre B + 2 2 = Pz + 1] + _____i___})
mqt m mqg m

est donc positif et supérieur a

|T|+K“ Kz
——— > 0
m

Il suffit alors de s'assurer que l'on a:
2m + K, - K 1
Pt P A 1) s

ml ml.+ 1
d¢ dy m m

Pour cela, on utilise la relation classique de la Théorie des fractions

continues, ou Kt désigne le quotient complet d'ordre t de K :

y-2 :
e 9 (ql' xk»+ Qg4 )
K4
En l'occurence, on prend 5 = -
m
Supposons que l'on ait :
2m + K, - K 1
¢
Pbl ( P.. s RN —
mQt mqt m m
L Pt 2m + K4' Kz
“ Alors : m + < q.(q + g )
= Pe
= T +2m + K - K )< (qbn"+ 9, )

En effet, les nombres g, , g et sont positifs, avec de plus
t t- tn

qt < m.
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P

Par ailleurs, on a <1
mqt
Soit : -m < HB?< m
ql
t

Et :

<(P—:+2m+K‘—K!)<3m+K-K
q
6

1&m+ K- K

On en déduirait l'inégalité
m < qt 1tu+ S '

Mais il est facile de voir, compte tenu que m est dénominateur d‘'une

K
£ a s . Ly 4 L. s . .
réduite particuliere de — =7 . que cette inégalité est impossible.

Il en résulte que les deux nombres £ et sont de méme signe.

mg, mg,
Ce signe est aussi celui de Ptet‘% puisque m > 0, ce gqui termine la
démonstration de la propriété.

Celle-ci permet d'établir, de fagon évidente :

THEOREME I1I.2
Soit 5 = (a,, a

P
e an) une suite de n+l éléments de N *, et £
dg

4 ’
une réduite du nombre [0,S*].
Les valeurs :

M, (a) = |mp, + [(a+l)m - K,- K,Ip, g, + [ 1 - (a+l)K, Ja} |
constituent pour a € j{* une progression arithmétique de premier terme

]

| Y% | = Imp: + [2m - K, - K, Ip,q,+ [ 1 - 2k, 19, | >0

et de raison :

2
I)’ti = |mp,q,- Kq, | >0

A partir de ce résultat, si l'on considére pour une suite S les diverses
valeurs ou a € jf* de la constante de MARKOFF
m._(S)

c( 0, (s)) =c(g,(s)) = T
A.(s)

En fonction de a, la fonction m,(S) est concave, composée par morceaux
de progressions arithmétiques, constante pour a > t(S).

Elle a un graphe ayant l'allure suivante :
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mi(S) A

5
Vv

0 t(s)-2 a
t(s)+1

Il n'est donc pas envisageable de donner une expression de cette

constante de MARKOFF dans les cas ou l'on a
1 < agt(s)

sans rentrer dans le détail de la structure de la suite S. En
particulier, les cas frontiéres ol a = t(S) relévent de cette
derniére remarque.

Par contre, on peut énoncer

THEOREME I1TX.3
Pour ad t(S), on a : m,(S) < m soit S ¢ L, avec:

m,(S) m

[ A, (s) < \A.(s)

Soit pour les conditions de super réduction : (§;) ===> (S5,).

cl B,(8)) = c(,(s)) =

C / UN EXEMPLE D'APPLICATION : PREMIERE GENERALISATION DE LA
THEORIE DE MARKOFF

On s'intéresse aux nombres algébriques de degré 2 réels, dont la

constante de MARKOFF s'écrit :

c(y) = (eel+1,-1})

m
‘ (a+l)'m'+ 4¢
D'aprés le Théoréme I.3 et la propriété (R.1ll) du Théoréme II.l,
il suffit pour en construire de considérer des nombres situés
dans l'orbite pour ﬂML(ZL)* de nombres irrationnels de MARKOFF
super réduits eA(S) avec r(s) = 0
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La recherche de suites S convenables peut étre faite gréce aux

conditions du Théoréme II.1l :
(R.0) : n de parité fixée (-1)"" =¢)

(R.2) : 0<q;, =K, Pig=m

(R.5) : p,, | af + (-1)
pi.g

(R.7) : —— = [8*]
9i-1

En décrivant toutes les valeurs m € N *, et pour chacune d'elle
les valeurs K, vérifiant (R.2) et (R.5), on détermine par (R.7)
diverses possibilités pour S.

Celles qui sont telles que t(S)l> a vérifient par construction :
ma(S) < m(S) =m
et par le ThéorémeIL3 :

m

c(g,(s)) <

T]a+l)‘m‘+ ag

Elles n'ont pas a étre considérées.
Conservant les suites S qui sont telles que t(S)lg a et ma(S) = m,
on fabrique des mots S du langage de MARKOFF L, qui vérifient par

construction :

m
c( Bi(s)) =

Va+1)im' + 4

Les nombres de MARKOFF correspondants 6,(s> sont super réduits.

[ Exemples
ZXemp:es m

. Avec a =2 , £ =-1 , la condition —————
Q9m'— 4

garantit que l'on retrouve par ce procédé tous les nombres apparais-

1
> -
3

sant dans la Théorie de MARKOFF classique.

. Avec a = 1 ¢= + 1 , on trouve le nombre d‘or.

’
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1 m
.aveca=1  §g=-1, la condition — ———0r
V§1 2ymt-1

montre l'impossibilité de trouver une suite S.

. avec a € j{* - 41,2} et § =+ 1, on trouve une infinité des

suites frontiéres S, correspondant des constantes de MARKOFF

a

1

dont le point d'accumulation est .
a + 1

[ DEFINITION
On appelle premiére généralisation de la Théorie de MARKOFF ou
encore (a,0,¢ ) Théorie de MARKOFF 1l'étude des nombres §,(S)

T A
super réduits tels que r(S) =0 , D Y

La Théorie de MARKOFF est ainsi la (2,0,-1) Théorie de MARKOFF.

En utilisant les suites S = (1,a-1,(1)sp,a) il est facile de
s'assurer que toute suite (a,0, § )JThéorie recouvre une infinité de

possibilités pour les suites S considérées.

1

Les constantes de MARKOFF associées ont pour point d'accu-

a+ 1

mulation.

On donne en annexe une table concernant la (3,0,-1) Théorie pour

les valeurs de m inférieures a 1 000.

Hors les suites S = (1), telles que t(S) = 1 et gui donnent donc
des cas de la (3,0,-1) Théorie, avec my(S) =m, la table fournit des
suites S de cette Théorie telles que t(S) = 2 ou t(S) = 3.

Elle n'en donne qu'une parmi les deux suites S et S* correspondant
a une méme valeur m y celle correspondant 4 la condition :

m
0 < K4 = KL < ;-.
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III. PROPRIETES DES FORMES DE MARKOFF FG

A / GENERALISATION DE LA RELATION DIOPHANTIENNE DE MARKOFF - FORMES ¢e:

Désormais, on concentre l'attention sur les formes de MARKOFF :

] ¥

m(a+l) - K, - K,] [1 - (a+l)K,
XY +
m m

Fg (X,Y) = xt 4+ (

(a+l)m - K, - K,

Convenons de noter : A, =
m
1- (a+l)K,
AeAt =
m

On peut écrire pour (x,y) e_lRl , en introduisant un déterminant :
X 7 - Agy
E‘9 (x,y) = det
A,y X + Ay
En particulier, si l'on a la relation

E‘e(k,,,m") = A #0

Il vient :

AFe(x,y)

[k, 7 - Agm, X T - A,y
= det

A, m, 5 K, + Aymy Ay 7 X + Ay

'kﬁx—AaA,_mAy ;- Aj(k,y + mx + A my)
= det

(A, (myx + k,y + A,my) ; (kK x - A A, my)+A,(mx + K,y + Am y)

(a+1)K, -] (a+l)m - K,- K,
=Fe(k4x+[———] m, y ;m4x+k4y+[ ]m"y)
m m

En multipliant les deux membres par m* , il reste :

Asz‘e(x,y) = F (k mx+[ (a+1)K, - Timy ; mmx + (k,m+(a+l)mm, - K, m,— K m,)y)
En posant : z =mx - K,y Gx', = K,mg- kym
. ] _ ot
et aussi : d)o(z,y) =m Fo(x,y)
Il reste :
L =
Am l.=‘o (x,y) = A (i)e(z,y)

N
= F (K z + ((a+1)K, m, - 1 m, + K, KyJy + myz + ((a+l)mm, - m, 1y)

b
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et : A 4%(a+l)mm4— ®, ; -my)

t .t
= [m [(a+l)(kym - K,m,) + 1 m - k,(K,+ K,)] + kym]
En introduisant le nombre L défini par la relation :
ml, = k,(K,+ K,) + (a+1l) (K, m,~ k m) -1m,

on obtient :

A Q ((a+l)mmy- m, ; -m,)
3 LI ]
= (k, - m‘L )m
La relation : Fe(k‘,ml) = A
3
= kA- m41‘

donne alors par simplification, puisque A # 0

¢e((a+l)mm4- r?u'z 2

Or, la forme gquadratique d% peut elle méme étre calculée :

;o-m ) = Am

[ PROPRIETE II.1l
L

On a : q%(X,Y) = Xz + [m(a+l) + K, - K, ]XY + (-1)" ¥

¢b(mx - Ky vyl

En effet : q%(z,y)

ane(x,y)

+ [m(a+l) + K, - K, lzy + (-1) vt

=Z‘

Il reste en développant

Am? = (a+l)tmlmt

~ ~
A" 2(a+l)mm4mi+ my

- [m(a+l) + K, - K, I{(a+1)mm, - ﬁ,]m4+v(-l)"m:
soit : (-A)m*+ (-1)"mf+ ml+ (K, - K,)W, m,

= ~ 3
= (a+l)mm m, + (K, - K,){(a+l)mm
On peut donc énoncer :

[ THEOREME TI.1l
Pour toute forme de MARKOFF

XY +
m m

m(a+l) - K,- K
1 4 2
Eb(X,Y) = X+ [ ]

. n
ouml = K, K, + (-1)
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En définissant avec Z = mX - K;Y la forme :
G, (z,¥) = m'Fy (X,Y) = z'+ [m(a+l) + K,- K, 12¥ + (-1)"¥"
Si A est un nombre représenté par Fg , avec :
Fe(k4,m4) =A #0
2
(ky ,my) € Z
et si l'on pose :
mt=&%-gm
on a 1l'égalité :
4% ((a+l)mm, - ﬁt ;o-my) = am?

c'est-a-dire la relation diophantienne (M,) :

(-a)m*+ (-1) m®

NL ~N
At M+ (Ka‘ Ky )m, m,

= o4 !
= (a+l)mm,m, + (K, - K,)(a+l)mm,

La relation diophantienne obtenue généralise celle de la Théorie
de MARKOFF classique :

x"+ yt+ z¥ = 3 xyz
Pour la retrouver, il suffit en effet de considérer le cas :
A = -1 n pair K, =K a = 2
On peut donner une autre forme a cette relation en posant plutdt :

Ht =£m, + (K, - K,)m, (&= 2+ 1)

THEOREME II.2 (Relation de MARKOFF généralisée)
Pour toute forme de MARKOFF :

: m(a+l) - K, - K 1 - (a+l1l)K
1
Fy (X,¥) = X o t 2] xy 4 2] v
m m
Si A est un nombre représenté par Fo , avec :
Fo(k,,m4) = A #£0
b
(k4,m4)e:Z
et si 1'on pose :gm, = K;m, - k;m (ol g, =+ 1 et §=¢g,. -1")

on a la relation diophantienne (M,) :

:
—(EJA)m"+ €, m,+¢ m: = (a+l)mm my+ (K, - Ky)m m, = (a+r+l)mm, m,
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B / ACTIONS SUR LA FORME Fy ET APPLICATIONS:

Considérons l'expression :

F (X, ¥) = (-BIFg (X,Y) + Fp kX = 1, ¥ i mX - k,¥)
On obtient facilement :

F (1,00 =F (k, ,m) =F (1,,x,) =0

ot ml =k, (K, + K,) + (a+1)(K,m, - k,m) = 1 m

4

On en déduit:

" THEOREME II.3

Pour toute forme de MARKOFF F, représentant un nombre A # 0 avec
Fo(k,,m ) = A et (k, ,m,)e z* ., si 1, ¢ @ défini par :

ml, =k, (K, + K,) + (a+1)(K,m,- k,m) - 1m,
On a : A = k:- m, 1,
Et i AR (X,Y) = Fplky X - Ty ;5 mX - k, Y)
[(a+1)K,- 1 1m k,m + (a+l)mm, - (K, + K,)m
= Fp (kg X+ - Y 5 mx o+ [— UL AR s 1
m m nel
Ky+ (-1)
En particulier, pour k, = K, et m, = m, on obtient -t= — et:
m
Fy (K, X +[(a+1)K, =1 I¥;mx+ (a+1)m - K, 1Y) =(-1)" Fy (X,¥)
K, (a+l)K,-1 0 1 a 1][0o 1
m  (a+l)m - K, 1 o) ST 1 o1 o

permet de définir le groupe des rotations hyperboliques associé

L a la forme Fp .

En considérant maintenant ea(s) qui est racine positive du polyndme
Fg(x,l), 1'égalité obtenue dans le Théoréme précédent impose que

1'une des relations suivantes soit établie :
k, O.(s) -1,
m, Bals) - K,

k, By (S) -1
0,(s) = —— d

m4 ek(s) - k4

0.(s)

Supposons que la premiére soit assurée, elle donne :
)
m By(s) - 2k By(s) + 1, =0

Elle impose, puisque @, (S) irrationnel, les conditions suivantes
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My
- 2k, = ;— (m(a+l) - K, - K?.]
m
]4 = ;1 (1 - (a+1)K,]
Soit A = k:- “‘4]4
mt mt
= = [m(a+l) - K - K, 1= 2 [1 - (a+1)K,]
4nmt m
2
m
= — A,s)
4mt

et encore, avec le Théoréme I.8 :

A = Fe(kJ,m4)
m(a+l) - K,~- K A,(s)
= [K4+ A t m4]z— - m:
2m 4m?
1
m
= - = A(s)
amt

Comme on suppose que Od(s) est algébrique de degré 2, on a A,(S) # 0.

La comparaison des deux expressions de A obtenue ci-dessus implique :
m =0=k, =A

Elle donne une contradiction avec l'hypothése faite ci-dessus que
A est non nul.

On a donc en réalité toujours l'égalité

k, Dals) -1,

,(s) =
2 m, Ha(S) - k,

Ceci établit

[ THEOREME II.4
Pour toute forme de MARKOFF FO représentant un nombre non nul A,

avec :

FG(K‘,m4) = A #0

t
(k, ,m,)eZ
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Pour ]4 ¢ défini par

ml, = kK, (Ky+ Ky) + (a+l)(K,m - k, m) -1 m,

on a :
ke Bats) -1, [x, -1,
ea (s) = = 9; (s)
m, 0 (s) - ky M, -k
ou le déterminant de la matrice apparaissant vaut m',]4 - kA" = - A,

Réciproquement, la condition :

k, =1
Oa () = [ B ]91‘3’
- k,

my

2

est équivalente a :
m [ Ba(s) 0a(5)] =k, [ Du(S) + Ba(8)1 - 1,

<===> m14 = k4 (K4+ K, ) + (a+l)[K4m4- kAm] - ] m,

On retrouve la relation de définition de L . Ceci confirme de fagon

directe le Théoréme II.4 et en donne la signification profonde.

Avec 'n\',_ = Kym,~- k, m, cette relation permet 1l'évaluation directe
1 & n 1 ~r e ~ }}

du terme [(-A)m + (-1) m + m, + pmm,.- pla+tl)mm,].

Il vaut

[(-a)m*+ (-1) m:'+ K:m:'+ k:m‘- 2K, k, m,m +,.;Ktm:—jak4 mmd—y(_a+1)mm:]

=m' (k;- A) + m:(K:+})K,_+ (-1)") - mm4[2K3k4+)) ky+ p (a+l)m, ]
. Ky + pKy+ (-1
=mml, + mim . ) - mm (2K, k- p ko + P (a+lim, ]

m n
= mm, [m 1, + ;i (K'i+)> Kyt (-1) ) - (2K,k, + P ky+ pla+lim,)

m
= mm, [k, (K, + K ) + (a+l)[K, my~ k m] - 1 m, + 2 (K:+)) K, + (-1) )
m

- 2K, k, - Kok o+ Kk, - P (a+lim ]
m

= mm, [ ;1- (K K, + (-1)") + (a+l)[K,m - k, m] - 1 m ] = (a+1)mm4ﬁz

On obtient ainsi une vérification directe de la relation de MARKOFF

’ rd . , N
éné = -
g ralisée (M,), avec m, E,m,+ (Kz K,)m,
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Dans les Théorémes III.3 et III.4, on a en général I, ¢ Z .
Un cas particulier exceptionnel, donnant Le L. est celui ou
l'on a :

K’_ =m - K.1

n
Avec k, = K, : L = K4—] + A = (-1), on trouve alors :

3
fl
3

Fy (Kyx = (K -T)y,mx - Ky) = (-1 F, (x,y)

K Ba(s) - (K- 1)

= - Bi(s) - a

<D
’A
%)
|

m 91‘5) - K,

De fagon plus générale, méme si on n'a pas 1'égalité Ky =m - K, ,

on a la relation :
(m - k) Bu(s) - (x,- 1)

m-KA—K'_

= - 91(5) - a= Ga(s) +

m O(s) - K, m
La vérification s'effectue de fagon directe ou au moyen des
développements :
B.(s) = [0,8%,a]
L e )
-e.(S) - a=[-a-1,1,49,- l’i‘"’ cee , @, @, a”l]
6;(5) =[-a-1,1,3,-1, 3, ... , a,, a, a,]
On trouve ainsi :
(m - Kl)[ea(s) + al] - (a - aK, + K4-'|)
= - [e‘(S) + a]

m[ 9.(5) + al) - (am + K,)

A partir du développement de - 9a(s) - a , cette égalité donne :

m-K, ; -(am+KA)+(aKz+]) _ 0 1| m K, 1 -a

m i -(am + K,) 1 0of|mK K-1jL0 -1
Et avec le développement 0,(s) + a =[a,s*]
L ——d

Cette derniére expression conduit a :

" PROPRIETE III.2
Pour toute suite finie S, on a :

0 1 0 1 E 0

-1 0
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On note aussi que si l*aon souhaitait relier 94(8) et 81(3) par une

relation en nombres entiers, on pourrait écrire :

mk, ; - k, (K + K,) - (a+l)[K,m,- k,m] + | m
e‘(s) - 4 y ] Y 2 2 e 4 A ‘1 BG(S)

mm, ; - k,m

C / CONSEQUENCE POUR LA PRESENTATION DES GROUPES HYPERBOLIQUES:

Dans ce qui précéde, le nombre A est seulement supposé différent de 0.

Plusieurs cas particuliers sont envisageables :

. Si (ka,m4) = (1,0)
Il vient ﬁ, = -m
ml, = Ky, + K, - m(a+l)

La relation notée (M,) se réduit a : - m*+ mi= 0

On a aussi

(K, + K,)
Fp (X + ((a+l) = ———]Y ; - ¥Y) = Fp (X,Y)
m
K, + K, _
_ 1 ; (a+l) - SRS
vl (S) = m EL(S)
0 s -1

« Si (ky,myu) = (K,,m)
Il vient s%, = K,m - K,m = m(K, - K,)

4

K, (Ky+ Ky) = Tm, = Kf- (-1)"

1 m, K (K, + Kg) + (a+l)(K,m - Ky,m) - ] m

La relation notée (My) se réduit a :
av) ? LA % t t
0 = (-1) m+ (=1) m + m (Ki- Kq) - (K4--K,) m

(a+1)m® (K, - K, ) - (K, - K,)(a+L)m®

3

On a aussi : .
K - (-1) .
[ B, (K, X -[T—]Y Pm X - KY) = (-1) F(X,Y)
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B,(s) = m B (5)

« Si (k, ,my) = (Ky~ (a+l)m : m)

Il vient : ﬁt = K,m - [K,~ (a+l)mlm = (a+l)m'
{ ml, = -ml + [K,- (a+l)m](K,+ Kp)

+ (a+l)[K,m - K,m + (a+l)m*]

L [k, - (a+1)m1" - (-1)"

La relation notée (M,) se réduit a :
» T 3
~(-1) m'+ (1) m'+ (a+l) m"+ (K,- K )(a+l)m

= (a+lf m“+ (Ku' K,_)(a+l)m3

On a aussi

[Ky- (a+l)m)*= (-1)
Fo [Ky- (a+l)mlXx - L ]Y ;o mX - [K,- (a+l)mly)
m

= (-1) Fo (X,Y)
[Kl- (a+l)m] -

8, (s) = 6, (s)
: m A [Kz' (a+l)m] 4

[K,- (a+1)m3*- (-1)"

. Une conséquence : présentation des groupes hyperboliques

La premiére relation obtenue entre Ga(s) et ea(s) donne par

conjugaison :

K, + K,

1 ; (a+l) - ———
9;(5) = m ed(S)
| o -1

Soit en combinant avec les autres relations trouvées :

[ -k, - (a+l)m] ;- (a+l)K,
94(3)

B, (s)
L— m i K,

- K, : ] - (a+l)K,
= bi(s)
-m 7 [K, - (a+l)m]
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Une vérification directe de ces relations est faisable & partir de

l'expression de la forme de MARKOFF Fy .

En revenant a 4L(S) = [S*,a], on obtient :
rK4 $ - m
(s) = (s)
/Q‘ _-[(a+1)&‘- 1  [(a+l)m - K1] %u
[ [(a+l)m - K,1 ; m
= (s)
| ((a+1)K, - 11 ; K, ‘?‘

Ces relations sont

accord avec les exp

m
-—= [a ’ e s e ’
K, "
m - K

3
—_ o [an'
Ky - 1

inverses

ressions

Celles-ci donnent en effet

a, 1 a,
1 0 1
On obtient ainsi :

[-[Kl- (a+l)m] ;

Convenons alors de

x- [

L 0

[ &,
¥ .
7z . [ (K, -

Ky

noter :

: (a+l)

[
)

(a+l)m]

l'une de l'autre. Elles sont en parfait

= [s*]
1 (a+l)m = Ky ; m
of (a+1)K, - 1 ; K,

1 - (a+l)K, - Ky ] - (a+1l)K, ne
= (-1)

-m ; [K, - (a+l)m]

K, + K,

[K,- (a+l)ml*- (-1)

m
i [K, - (a+l)m]

4
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On obtient facilement :

) A PR

. ’\)’ = (-1)
) (-1)% =X (-1)
(-1)11 =‘H (-1)
E = - :X)\JCL

On fait ainsi apparaitre les présentations de deux groupes engendrés
par -1, X ,ﬂé , sous tendant toutes les constructions qui précédent.

Avec ces présentations formelles, on pose :

DEFINITION

On note 36,le groupe engendré par (-1), a:et'g , pour n pair. On
note 361 le groupe engendré par (-1), X , pour n impair. On dit
que ){Pest le groupe hyperboligue pair et‘X&le groupe hyperbolique
impair.

Une fagon particuliére de considérer ces groupes est donnée pour

les valeurs suivantes :

m = l n
. 1 1+(-1)
1 =(-1)=-¢ 2
K = =0 M =
b 8 a " S .
1+ (-1) 1 1-(-1)
[(4 = — 2 -

2

On trouve ainsi la représentation matricielle :

( (-1)

<x=F1;——2—

| O s =1
1+ (1) 1 - (-1) ]
’\} = 2 ' 2
\ n
1 + (-1)
1 ¢ e —
L 2 .
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On en déduit facilement

[ THEOREME I .5
Les groupes hyperboliques ﬂ; et 3@tsont isomorphes a des sous

groupes infinis de M), (Z )*.
Les conditions (PF) en constituent une présentation formelle, avec

n pair pour )(P et n impair pour )(1

D / QUELQUES PROPRIETES CONCERNANT LE MINIMUM ARITHMETIQUE M(Fp)

D.l - Relations pour les formes ¢

Dans ce qui préceéde, on a 1ntrodu1t la forme qk(z Y) = m? Fb(x Y)
= z2t+ [m(a+l) + K,- K, 12Y - ¢ v (od 2 = mX - K4Y). L'expression de<#b
donnée par la propriété III.1l conduit a3 1l'identité :

Dz ¥) = -t Gp (¥, -82) (ob £ = (-1

D'autre part, l'identité fournie par le Théoréme III.3 permet
d'écrire :

- ¢ m"Fg (X,Y)

3 cPa(z,Y)

m‘FO(K4x + [(a+1)K, - 11Y ; mX + [(a+l)m - K, 1Y)

G ey : 2+ [asdim + Ko- K, 1Y)

Ceci permet d'énoncer, toutes vérifications étant évidentes :

" PROPRIETE III.3

La forme qb vérifie les propriétés suivantes :

(2,Y) = - Y,-¢& 2
% ) "4’9‘ ¢ 2)
¢$(Z + [(a+l)m + K,- Kl]Y,-Y)

¢9(-z P Y - [(a+l)m + K- K, 1§ 2)

D.2 - Applications a la forme Fg

On peut alors reprendre un raisonnement de CASSELS [5].
Tout d'abord, la définition du minimum arithmétique M(Fb) garantit
l'existence d'une infinité de couples (p,,q, )¢ Lt tels que :

I8 (B, vq, )| = M(F)
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Ceci assure que l'une au moins des deux équations diophantiennes :

Fe(po,q,) =6 M (F)

Fe (p. ,q.) -EM(Fo)

admet une infinité de solutions (p,,q,) € Z.g .

Plusieurs cas peuvent alors étre distingués :

« Si F (p, ,9g) = - ¢M(Fp) n'admet pas de solution

Dans ce cas, l'équation Fy (p ,q,) = tM(F, ) admet des solutions.
q 0 *Fo e '}

Avec la relation donnée par le Théoréme III.3 :

FO(K4X + [(a+l)K4-'l Y ; mX + [(a+l)m ~ K, 1Y) = -¢ Fg (x,Y)
le cas § = 1 est impossible.
Il donnerait en effet :

Fy (K, p, + [(a+1)K, -1 lq,; mp, + [(a+l)m - K,Ilq,) = - £ M(Fy)

On trouverait donc une contradiction avec l'hypothése faite.
Dans ce cas, on a donc nécessairement g = -1.
La relation E"(K4 ,M) = —-§ montre aussi que l'on a M(Fg) # 1.

. Si Fp(po,de) = -€ M(Fg) admet des solutions

DAns ce cas pour un couple (p, ,q,) € l!- 1‘.(0,0)} , on a :
-£ M(FD) = Fp(p. g, )

En utilisant le Théoréme III.3 et la matrice :

K (a+1)K, - |
4 A
g = EM (L)~
m (a+l)m - K,
Cette condition s'écrit, avec P, p,] sous la forme
=g
q, q,

Fy (P, +q,) = M(Fg)
A PP C L.
Parmi les couples (p, ,q,) € 1 - {(0,0)\ vérifiant la condition de
départ, on considére ceux qui sont tels que soit minimum le nombre :
|q°| + |mp, - K4q.| Gﬁ

On convient de noter dans la suite r, = mp,- K, q,
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Plusieurs cas peuvent alors étre distingués en laissant de cété ici

le cas m = 1 pour lequel on trouve aisément M(FD) =1 :

Avec ©4 =g Po
q, q,

et r, = mp - K4q,

On a : q, = [(a+1)m + L K, Jg + r,
, = tq,

On a aussi : m‘M(Fo) = m"E‘e(p‘ ,q“)

tfo(r, 14, )
¢°(£q., ((a+l)m + K, - Kz]qo+ r,)

4)9(-5, Qg s T, ) (propriété III.3)

-€ @9 (r, ,q,)

-enm Fo (P 19, )

-elr,q,-£q;1]
Avec m # 1, la condition mFo(x,Y) ¢ Z[X,Y] impose :
T
m Fo(p4 \q,) > 2
Soit, avec ce qui précéde :
2 - q:' £ -¢r,9, = -¢ re- g (a+l)m + K, - K, lq, 1,

Avec -¢gq,r, < 0, il vient : 2 - qt < -E,r:' < rt

L] ~ o

8 L

Avec |g,| < |r, |, on a aussi : - r; < 2-rf < 2-q% < - r,q,

On obtient donc 1l'inégalité

-r:<—8r,q‘<r:'
Elle donne : la,| < |z, |
Et avec : |r4 | = lq, |
On trouve : la, | + |5 | < g, | + |z, |

On obtient donc une contradiction avec l'hypothése faite au départ

sur (p,,q.). Ceci montre que le présent cas est impossible.
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(2) si (-eqger,) < 0 et |q]| > |, |

On utilise cette fois la transformation g“' , avec :

Py -4| Pe
=49
q-‘ q.
et r =

-4 mp, - K, q,
On a : q, = Er,
ir_4 = qgo- ¢glla+l)m + K,- K, Ir,

Avec le Théoréme III.3 : F9 (p,,q4) = M(FB)
Et avec les relations vues avant :

3 3

m M(Fy ) = m Fg(p,,q,)
% (r,.q.)
2
B (B, .q,)

i ]
i

(o)

3

]

|

o
o S g

(5, ,q,)
2

]
o]

Avec m # 1, la condition ml?'9 (X,Y) e Z[X,Y] impose :

mlE‘0 (p,,9.,) 2 2
Soit ¢ 2 + ¢ r:' L ok = q'; -gl(a+l)m + K, - Kz]roqo

La condition (-¢q,r,) < 0 impose : q,r, < q:'

La condition |qo| > |r, | donne : rl g q:'

Et deux cas se présentent

a) si £ = -1 Onobtient:—q}<2-q:'$2-r:'
Soit 2 e, | < lq,l
Avec : layl = Iz, |
On trouve :'Iq_‘l + |yl < la,l + Iz, |

On obtient une contradiction avec l'hypothése de départ avec (p, yQ, ).

b) si £ =1 On obtient - q¥ < 2 + re = 2 + g £t

On trouve comme précédemment une contradiction.
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(3) Si (g qger,) >0

On peut distinguer différents sous cas :

. S' gs = 0
On a alors -¢ M(FO) = p:' > 1

Dans ce cas, on trouve M(Fb) 1 et ¢ = -1

. 8ir, =0
On a alors sz(Fa) = q:
La condition r, = mp,- K,q, = 0 impose avec pgcd(m,K,) = 1

d'avoir m diviseur de q,.
Il en résulte M(FO) =1

« S1 gore # 0

Dans ce cas, ona : (-8q,r,) >0

Ceci permet d'énoncer, toutes les vérifications complémentaires étant

évidentes :

[ THEOREME III.6

Toute forme de MARKOFF F9 vérifie au moins l'un des cas suivants :

Cas a : l'éguation diophantienne
FO (p, 19,) = -E M(E‘e)
1
(po ,a,) €L

n'admet pas de solution.

Dans ce cas, l'équation :
Fy (P, 19y) =€ M(Fy)
(p, ,q,) € 2}

admet des solutions,

De plus, on a g = -1 et M(Fp) # 1 de sorte que dans ce cas, la forme
Fg n'est pas super réduite et le nombre et(s) n'est pas super réduit.
Cas b : l'équation diophantienne

Fe(po'qo) = -EM (Fe)
1 X
(p, ,q,) € Z

admet des solutions.
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Dans ce cas, - ou bien M(Eb) =1

- ou bien M(Eb) # 1 et 11 existe alors une solution
(p, +q,) &€ Zt telle qu'en notant r, = mp - K. g , on
ait :

lagl + |lrg| minimum

-¢q,r, >0

On peut examiner de fagon plus précise le cas particulier ou l'on a :
Eb(p,,q,) = —EBHFb)
avec M(Fe) # 1
et la condition { |q,| + |r,| minimum
{—tq,ro >0
En appliquant a [gﬂ une puissance g”‘de la matrice g, on peut

)
supposer que l'on a, pour ]nlejf suffisamment grand :

5,
= # B,(s)
e
Dans ce cas, on ne considére plus la minimalité de :
la, | + Imp,- K, q,l

Si la condition - § q,r, > 0 avait encore lieu pour une infinité des
valeurs de n, en la divisant par qf > 0, et en faisant tendre |n|

vers l'infini, on obtiendrait :

- & (m Ba(s) - k,) 20

! )
Soit "5V£K4' Ky + m(a+l)]'+ 4 > -£[K4- K, + m(a+l) ]
En testant les deux cas ¢ =+ 1 ou ¢ = - 1, on observe gqu'aucun

des deux n'est possible.
En d'autres termes :

PROPRIETE III.4
On a la condition :
(X‘) H -5(“‘ 9‘(5)-[(‘)(0

Une démonstration directe de cette condition est faisable par les

fractions continues :
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Avec 0.(s) = [0,8*,a]
K
== [0,s*]
m
K‘ nsl 1
On obtient : ek(S) - == (-1)
m (m{a,s*] + m - K,)

” ] r'd . ’ r'd r'd “"
L'inégalité de la propriété III.4 en résulte avec € = (-1)
Par le méme procédé, on peut considérer :

Ke- (a+l)m 1
-_—=-a - —— = - [a,S8]
m m

9&(5) = - [a,s]

On obtient ainsi :

PROPRIETE III.5
On a la relation :
(J) -8 (m Bu(s) - K, + (a+l)m) > 0

Cette derniéere relation est égquivalente & la précédente puisque

l'on a, avec l'expression de FO :

K,

+ K, - (a+1l)m

Buis) + Buis) =
m

Elle peut aussi étre écrite sous la forme :
-8 (m Bu(s) - Ky) > ¢ (K‘- K, + (a+l)m)
En revenant aux développements qui ont donné le Théoréme III.6,

ceci conduit a considérer la nouvelle condition :
¢ q:(K4- K,+ (a+l)m > - € q,r,
En cas d'égalité, on a : r + [(a+l)m + K, - Kz]q° =0

Soit : m"Fe(po q,) = d)e(r. g, )

4%(r;+-[(a+l)m+K4-Kz]q,. -q,)
-%aq;



Et comme on a aussi

On trouve que m divise g,

Si l'on avait au départ : Fg (P , 9, )
Il en résulterait : M(Eb) =1

(Ky- (a+l)mlq, = mp,

= - ¢ M(Fe
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)

Comme on s'intéresse a la situation M(FD) # 1, on peut se limiter

a ne considérer que l'inégalité stricte.

On va maintenant étudier l'interprétation géométrique des conditions

- ¢ g,r, >0

¢ ayl(a+l)m + K,- K;1 > -

D.3 - Interprétations géométriques

Deux situations se présentent selon la valeur de & .

On consideéere la famille des hyperboles d'équation :

F (x,y) = A
g Y

als) 0 :

2.4 (e[xa-@n)n], €m)

) : = fo(x:A>0
7
7
/4
/4
74
Par le Théoréme I.8, on a : Fe(K4,m) = -8 =1

La valeur de g permet de situer le point P, (K,,m) dans la figure
précédente, et donc la droite OP, d'équation :

- ¢ (mx - Kyy) = (mx - Kdy) =0
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La condition -2 (m BalS) - K,) < 0 situe le point Q( B (s),1),
par rapport a cette droite.

Si l'on consideére alors un point SL(sg,q,) tel que l'on ait q, > 0,
on peut interpréter la condition :

-t g, =-¢ q,(mp, - K,'q,) >0
Elle donne : - € (mp,- K4q,) > 0
Le point Sl,(p.,q.) n'est pas situé dans le méme demi plan limité
par la droite OP, que Q( 9‘ (s),1).
Si 1'on a au contraire q, < 0, on a : - ¢ (mp, - K,9e) < 0.

Le point Sl.-}(p. 1d,) est situé dans le méme demi plan gque Qf &(s),1).
On obtient ainsi la figure suivante :

A

R R B QN
. e k.- ) A\
R e LA

T | TRET ‘
ll T DI L et et
i - oo o ° -, ~
| Qo< o
SRREARE '
é;! i . L/
]
i
Pidd }

‘De méme, par le Théoréme I.8 : F;(K,- (a+l)m,m) = -¢
Ceci permet de situer le point Pm‘( ¢ (K - (a+l)m],g m) et donc 1la
droite OP, d'équation :

mx - (K,- (a+l)m)y = 0 = (mx - K49) + (KA- K,+ (a+l)m)y
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Situer le point Q(& Bu(s), &) par rapport a la droite OP_, revient

a considérer le signe du nombre :

em Bals) - ¢ [Ky~- (a+l)m]

= e (m 0u(8) - Kg) + € (K, - K+ (a+l)m) < 0

S
Ce signe est négatif puisque Q n'est pas dans le méme demi plan li-

mité par OP_4 que le point P, (1,0) pour lequel le signe est positif.

Si 1l'on considére alors un point Jfl;(p,,q,) tel que l'on ait

doe < 0, on peut interpréter la condition :
'3 q';[(a+l)rp + Ky,= Kol > -g g1, = -€£q,(mpe- K, qp)
Elle s'écrit : (mp,- K,q,) + (K- Ky+ (a+l)m)g, > 0

Le point L1;(py ,q,) est situé dans le méme demi plan limité par la
droite OP4 que P,.

Si au contraire, g, > 0, on trouve :
(mp, - K, do) + (Kn- K, + (a+1)m)qgy< 0

Le point Q.',(p, ,9,) est dans le demi plan limité par OP_, ne contenant

pas Po .

En remarquant encore que l'on a :

l\g"w.) = P4
g (Py) =P,
on déduit de £ = -1 que si l'équation Fe(po,qo) = -8M(Fe) = M(Fp )

admet des solutions, il en existe tel que le point correspondant
L, (p, ,q,) soit dans l'angle (OP, ,OB, ) avec -gq,r, > 0 (ou
respectivement dans l'angle (OB, ,0P,) avec la condition
gaslla+l)m + K,- K,] 3 - €q,r,).

Notons aussi, puisque P, Pyet P4 sont sur le polygone de KLEIN qui
est convexe , que l'on a alors 0 £ g, < m (respectivement
-m< g, £0) et 0 < po < K, (respectivement (a+l)m - K,< po < 0).

On a alors la situation suivante :
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4\
Ly ([xe-20)m,m ]
Q ]
| T~ 1
| |
1 1 >
5:(_‘) fio -
Par le Théoréme I.8, on a :
FB(KJ ,m) = - ¢ = -1
F9( t[(Ky~ (a+l)m] ; €m) = -¢ = -1

Ceci permet de situer les deux points P, (K, ,m) et P, ([K,- (a+l)m],m)
par rapport aux asymptotes des hyperboles.

La droite OB, a pour équation : -¢ (mx - K,y) = 0

La condition - ¢ (m Ga(S) - K,) = - (m Qals) - K,) < 0 situe le
point Q ( 0a (S),1) par rapport a cette droite.

La condition -8 (m fu(S) - K4) > € (K4- Ky+ (a+l)m) situe de méme
le point 5 ( 6a(S),1) par rapport i OP.,.

Ceci permet encore l'interprétation géométrique des deux conditions :

-t g,r, >0
¢ g}l(a+l)m + K- Ko,1 > -€q,r,
En se limitant & gqo > 0, la premiére s'écrit : - £(mp,- K,q,) > 0

Le point .Q_:,(p. ,d,) se trouve dans le demi plan limité par OP, ne
contenant pas Q.
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La seconde correspond de méme a des points (;(p,,q,) se trouvant
dans le demi plan limité par OP,, ne contenant pas Q.

En remarquant encore que l'on a :

g-‘(P. ) = P.4
g (Py) =P,
on déduit de £ = 1 que si 1l'équation Fp(p, ) = - E,M(E‘e,) =-M(E‘9)

admet des solutions, il en existe tel que le point correspondant

f;(p,,q,) soit dans 1l'angle (OP,,0R,) avec la condition :
eqel(a+l)m + K, - K,1 >=£q,r, > 0

Notons aussi, puisque P, et P.) sont sur le polygone de KLEIN qui
est convexe gue l'on a alors : 0 < go £ m et K,- (a+l)m < p,£ K,
Dans le cas limite ou g, =m : py =K, et ry =20

Ceci permet d'énoncer, les vérifications complémentaires étant

évidentes avec ce qui précéde :

THEOREME III.7

Soit Fp une forme de MARKOFF permettant de définir les points
P, (K, ,m), Pp(1,0) et P,,(E[Ky~ (a+l)m] gm).

Si l'équation diophantienne Fp(po /dp) = - € M(F9) admet des

solutions, il en existe tel que le point correspondant Qi(p, ,q,)
soit situé sur le bord du polygone de KLEIN défini par }3‘9 entre
P, et P, .

De fagon plus précise, on peut supposer que l'on a : qp > 0

et les conditions suivantes pour ;, ou r, = mp,- K qg :

(1) Si & = -1
- € 4q,5, > 0;£q3[(a+r_.)m + K - K, ]
0 £ ge <m et 0 £ pp <K,
(2) si g =1
gq:[(a+l)m + K- KZ] > -&q,r, 20
{0 < g, &M et K,~ (a+l)m < p, < K,

avec si q, = m les conditions p, = K, et r, =0
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D.4 - Valeurs négatives représentées par Fg.Maximum négatif Ap

On convient de poser :

DEFINITION

Pour toute forme de MARKOFF FO' on note Ay < 0 le plus grand nombre
A , . . Np

négatif representé par Fb. On pose aussi AD = ; .

Dans ces conditions, si l'on a : - M(Fp) < Ag < 0

on peut trouver (x,y) € Z' tel que 0 < [Fg(x,y)| = |Ag| < M(Fy)

On obtient une contradiction avec la définition de M(FO) qui garan-

tit en retour que l'on a :

THEOREME III.S8
Pour toute forme de MARKOFF FO' on a

Ap < - M(Fp) <0

De plus, l'égalité Ap = - M(Fp) est assurée si et seulement si

l'équation diophantienne Fy (x,y) = - M(Fg) ((x,y) €& Z[l) admet des
) , 0

I solutions,

Selon la valeur de £ , on va voir que la réponse a la gquestion de

savoir si Ag = - M(Fp) est diverse.
- Cas 1l : & =1
Il est possible d'avoir Apg = - M(Fg) comme par exemple dans le cas

de la Théorie de MARKOFF classique.
Il est aussi possible d'avoir : Ap # - M(Fg).

Exemple
Pour a =3 m=46 1=10 K, =17 K, = 27
, 140 58
On trouve : FG(X,Y) = X 4+ —— XY - — Y
46 46

]
=

s =1(2,2,1,2) € Ly et M(Fo)

56

Dans ce cas, on a A9 = - 76

< -l = - M(Fe)
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Ceci permet d'énoncer :

THEOREME III.9 (Cas ou g = -1)
Soit Fg une forme de MARKOFF telle que £ = -1, 1'inégalité Ag < - M(Fp)

peut étre une égalité ou une inégalité stricte selon que Fg représente
ou non - M(Fg) = ¢ M(Fg).

Les deux cas peuvent effectivement se produire.

Dans tous les cas, la forme Fo représente Ag., avec une relation

F (k4,m4) = Ap.

Et 1l'on peut faire en sorte que cette égalité corresponde a une
relation de MARKOFF généralisée ou Apg <0, m>0, m,>0et my >0

(M

4 1

) ¢ (-Ao)ml+ m:+ m: = (a+r+l)mm4m

Les vérifications complémentaires se font grice a l'interprétation
géométrique qui a donné le Théoréme III.7, avec p, = 1 )90 = M,
£4=l,mz=-r,, = -¢ =1.

En particulier, dans les cas ou Ag = -1, par exemple si S & L,

et Ap = - M(Fg), cette équation de MARKOFF se réduit a (M,)

1
m® + m, + m: = (a+r+l)mm, m

2
Ce cas est celui que l'on rencontre dans le cas de la Théorie de

MARKOFF classique. Mais il n'est pas général.

En appliquant le Théoréme III.6 (cas a) avec £ = 1, on trouve une

impossibilité car celui ci impose ¢ = -1.
L'éguation diophantienne Fe(p.,q,) = - £M(F9) = - M(Fg)

admet donc toujours des solutions, de sorte que dans ce cas, on a :

Avec la relation donnée par le Théoréme III.3, il en est de méme
de l'équation diophantienne Fo(p g ) = M(FO)'
On peut ainsi énoncer :
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THEOREME III.1l0 (Cas ou £ = 1)
Si Fp est une forme de MARKOFF pour laquelle on a g£= 1, alors :

0>A9=-M(F9)2—l

Dans ce cas, les deux équations diophantiennes :

Fp (x,y) = - M(Fg) = - £ M(Ep) (x,y) € 21

Fp(x,Y) M(FU)

admettent toutes deux des solutions.

Dans tous les cas, la forme E‘e représente AO = -EJHFb) avec une
relation Fe(k" ,m4) = Ao = -EM(FO).

On peut faire en sorte que cette égalité corresponde a une relation

’ ’ . ’ :
de MARKOFF généralisée (M,) : M(Fp)m - m:+ m: = (a+r+l)mm, m,

avec . m>m, >0
mm, [a+r+l] > my, > 0
K, 2k, > K- (a+l)m

(Dans le cas limite oum = m,, on a myg = 0 et k, = K,)

4'
En particulier, si S € L,, on trouve A9 = -1 et cette relation
diophantienne se réduit a :
(M,) : oma4m o=
M) s m-m+m, = (a+r+l)mm, m,

Les vérifications complémentaires se font grice au Théoréme III.7
en posant p, = k, g, = m, £,= 1 et mg = -I, .
La condition m > 0 est donnée par construction.

La condition m, > 0 peut aisément &tre obtenue d'aprés l'interpréta-

A
tion géométrique vue ci-dessus.,

Avec g =1, on a g=-€ = -1.

Les conditions m > m, >0 et m, >0 sont alors assurées si
l'on fait en sorte que le point Qi(k,,m,) soit situé dans l'angle
(op, ,0P,,).

Dans ce cas : my, = - (mk,- K,m, ) > 0.
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Dans la suite, on donne un algorithme qui, basé sur les considérations

géométriques qui précedent permet le calcul effectif des valeurs

M(Fe) et Ag a4 partir de la donnée de a,m,],KA,K:.

E / ALGORITHME DE DETERMINATION DE M(Fg) ET Ap

On s'intéresse a4 l'ensemble des hyperboles d'équation :

m(a+l) - K, - K 1 - (a+1)K
Eb(x,y) = A = x‘+[ : : ] Xy + [ ] Y

Avec la représentation déja vue

y y
Fo(x.y)=A>0
M
|
! ! S
0.(5) X5 *
X - R
0a(5) y Bals)

Supposons pour commodité a # 1.

- Dans le cas ol n est pair, la période de la racine B, (S) de
Fb(x,l) a un nombre pair d'éléments (£ = -1).

Le groupe des relations hyperboliques est engendré par :

K, ; (a+l)K, - 1 0 1 a 1]lfo 1
= Ms’
m ; (a+l)m - K, 1 0 1 0 1 0
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En utilisant alors les points du polygone de KLEIN construits
avec 9.(8)'4 = [S*,al > 1
1

0
[ Q,0,1) = [
1 0

0 1 a, 1
2,(1,a,) = [ ] [ } 0..(1,0)

1 0 1 0

= 0 1 a, 1 apy 1
/ -Q-z(an-l: agang + 1) = [ } [ J [ J -Q.4(1'0)
0

] f.,(1,0)

1 0 1 0 1

K, ; K,-1

J-Q_4 (1,0)

m ; m - K,

et ceux construits avec Ba(s)" = [-1,1,a-1,S5,a] € ]-1,0(

o 1
[ Q,a,0 = [ ]_Q,(o,l)
1 0

—
p
L")
———
1]
o
[}
+
'—l
.—l
|
[+}}
e o
i
—
-~ O
o =
—
e ——
—
-
-]
o
— )
—
-
o ~
L
]
-
Ob
-
o
=

\

Et avec la remarque que l'on a :

a 1]Jo 1
[ J [ ]51_4(1,0) =£(1,0)

0 1l 1 -
Q_n_(3e,g_[(a+l)m - K,];-a,ezm) = [ 0} (Ms* [a ] )" _Qo(o,l)

1 0 1 0
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[ K4 (a+1)K, - 1 1
On trouve : .Q,M = 4 -Q.4
| m (a+l)m -~ K, |
[ K (a+l)K,- 1 7
-Q.4 - 4 4 Q-u-s
| m (a+l)m - K, ]

bes valeurs négatives A, et donc la valeur Ag sont déter-

minées sur les poin-ts.Q.,.Q,_, coe ,.Q,’- ou j =% .

Des valeurs positives A, et donc la valeur M(Fa) sont déterminées
sur les points 1, .Q.. R .Q,, cee .Q.,j_4 .
On peut alors faire la figure suivante :

J | //
B i /
meky -
/f
aky-fat)m )4
/1,
7
//
Ll /
>
Y a, e *
41- (-9,
m
En posant = [8] = a,+ x (x > 0)
m = Kz
On trouve a,Kg= (a,- 1)m = (m - K, )x > 0

D'ou l'expression des coordonnées du point .
En situant l'un par rapport a l'autre les points N, et OQ.,, on
trouve :

[agl -{ a, - 1)K, ) € [K4-] ]
[a,Ky~ (ap- 1)m] < [m - K, ]

Et ainsi de suite avec les points f); et ,;,(0 < i < n).

I1 en résulte que des valeurs A positives ou négatives, et donc
les valeurs Aoet M(E’) sont -obtenues sur les points entiers distincts
de (0,0) du rectangle de diagonale 0Q, , caractérisé par les
inégalités :
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- Dans le cas ol n est impair, la période de la racine 0, (S)

de Fg(X,1l) a au contraire un nombre impair d'éléments (&= 1).
La forme mFy (X,Y) représente alors -1.

Le groupe des rotations hyperboliques est engendré par :
Ky 3 (a+l)K, -1 72
mo ;3 (a+l)m - KzJ

On peut considérer comme avant les points Sli, avec cette fois

la disposition :

¥
J a 2ne}
'mex'
L,
Q,
b3 -ﬂ... ,x
)
) J2
Oon trouve : Q Ky (a+l)K, - i 9
2n4d
" [ m (a+l)m - Klj -
[ K (a+l)K, - 1
2] 4
= Qn+4
| m (a+l)m - K, |

Avec :

Shmé[(a+l)K‘-'l][m - K1+ KIK=-11; [(a+l)m - Ky J(m-Ky ) + m(K, - 1)1])

Il suffit alors de considérer tous les points entiers (x,y) dis-
tincts de (0,0) du rectangle de diagonale 00,,, caractérisé
par les inégalités :

0 ¢ x g [(a+)K -1 1Im - K1 + K, [K,~ 11

0 <yg [(a+l)m - K Mm - K, ] + mlK, - 1]
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On détermine sur l'un d'eux la valeur Ae , gui en l'occurrence

m&(S)
vaut : Ag = - =-M(Fp)
m
On trouve aussi ainsi M(Fp) = - Bp -

Mais le rectangle que l'on considere ainsi contient celui que
l'on mettait en évidence pour le cas n pair.
Une vérification directe étant de plus faisable pour le cas a = 1,

on peut énoncer :

THEOREME III.11(Calcul des valeurs extrémes d'une forme de MARKOFF)
Pour toute forme de MARKOFF

m(a+l) - K, - K 1 - (a+1)K
Fy (X,Y) = x"+ L 2 2 IXy + [ i 1y
m m

b3

les deux valeurs extrémes M(Fy) et Ag sont obtenues sur un point
] L

entier (x,y) # (0,0) du rectangle déterminé par les deux inégalités :
0 & x g [(a+l)K, -1 1m - K, 1 + K, [K,-1]
0 gy l(a+l)m - K, Jm - K, ] + mlK, - 11

De plus :

(1) Si n pair (& = -1)

La valeur Ay est obtenue sur un point entier (x,y) # (0,0) du

rectangle :

0 ¢ x gK,-1
£

0 y<m-=-K

2

Ceci correspond a un des points {,, Q, , ... , Q. .

Dans ce cas, il existe (x,y) = (k, ,m,) vérifiant les conditions
précédentes tel que B (k,,m ) = Ag.

De méme, la valeu; M(Fo) est obtenue sur l'un des points Sg,.Qs, ces
f,.,, du rectangle considéré ci-dessus.

(2) Si n impair (& = 1)

On a alors : Ap = - M(Fo)

La valeur Ay est alors obtenue sur l'un des points entiers :

Y+ TP « NN «

Il se peut par contre qu'elle ne soit obtenue sur aucun des points

ﬂoi ﬂ,_' cse .Q.n.|.
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La partie (2) du résultat précédent peut étre illustrée par un

exemple :

[ Exemple : Dans la (2,0,1) Théorie, avec les valeurs

a= 2

m= 12

K, =K =5 soit r = 0

1= 2

N+

S = (2,2,1,1) n =3 soit £ = (-1) =1
on trouve 12.F, (X,¥) = 12X - 26XY - 13y
et Ap = -1

Cette valeur est atteinte pour les deux couples :
(x,y) = (5,12)
(x,y) (31,74)
Tous deux sont dans le plus grand rectangle donné par le Théoréeme III.ll
0 < x < 106
0 <y < 253

Par contre aucun des deux n'est situé dans le rectangle

0 < x K-1 =3
0y m=12
Aucun ne correspond donc a l'un des points Q, , Q, , ... , Q.. -

Le ThéorémeIII.ll permet de déterminer explicitement les deux valeurs
Ag et M(F9)°

En réalité, il peut étre affiné pour la mise au point d'un algo-
rithme permettant le calcul rapide des coordonnées des points

adéquats.

- Cas ou n_pair (g = -1)

On utilise les deux points :
nq(K4-], m"Kz) = Q.\(Pnp Q“)
QufKy, m ) = QuPay o Qnus )

Avec ceux-ci, on écrit :
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3 ;
an = b::: : Z: Q. soit QM(P,,,,, Q.. !
2, - [Pa 7 o] 9., soit 9 (P, ,Q, )
[ Q0 7 Qan
ou l'on a :
Paw § P, [ P, Pa., a, 1]
[Qnﬂ : Qn] ) [ Qn Qn|] [ 1 0.
[a, P, + P, : P, ]
) | 8, Q, + Q.. : Q,
On en déduit :
Pa. = Pau - a, P,
Quy = Qna - 3,Q,

avec par transposition l'expression :
Pnn Q ney . Pnu an
a, = = partie entiere de et
P, Q, P, Q.

n
Et réitérant ce calcul a partir de {1, et {,, et ainsi de suite, on

a finalement la regle algorithmique générale pour 0 i £ n+l :

Piy
Pl = P - | P;
1
0.
T+
Q. =0Q,, - o ﬂ Q;
1

Celle-ci donne les coordonnées de tous les points Q; (&"Qi)
et permet le calcul des valeurs de la forme F;, en ces points.
On en déduit facilement les expressions xo et M(FO)’

- Cas ou n est impair (£ = 1)

La détermination de Ag peut étre faite par le méme algorithme

a partir des deux points :

Ilb“3(K4[(a+l)m + K41 -m] 3 ml(a+l)m + K, ] - mK, )

O, ([a+)K, -1 Mm - Ky) + K, (K, -1) 5 [(a+l)m - K, J + m(K, - 1))
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On peut aussi procéder, d'aprés le Théoreme III.3 a partir seulement
de fl, et £, en comparant l'inverse de la plus petite valeur positi-
ve trouvée a la plus grande valeur négative trouvée sur les points
(0 ¢ i < n+l).

La procédure précédente a été automatisée sur un programme informa-
tique baptisé "EXTREMUM". Il calcule en fonction des parametres
a,m,K, ,K,, £J=(-lfMQUi lui sont fournis les valeurs M(FS)’ Ay et les

couples (k, ,m,) associés.

Exemple
a =2 m = 985 E = -1
K, = 408 K, = 408 1 = 169
£(X,Y) = 985 X+ 2139 X.Y -1055 Y
ky = 408 m, = 985 a,= 1 £(x,y) = 985
k, = 239 m = 577 a,= 1 £(x,y) =-1393
k, = 169 m, = 408 ay= 2 £(x,y) = 1393
k, = 70 m, = 169 a;= 2 f(x,y) = -985
k, = 29 , = 10 a,= 2 £(x,y) = 1055
ke, = 12 m, = 29 ag= 2 £(x,y) =-1043
k, = 5 m, = 12 a = 2 f(x,y) = 1045
ky = 2 m, = 5 a,;= 2 f(x,y) =-1045
ke, = 1 m, = 2 a =2 f(x,y) = 1043
k, = 0 m = 1 f(x,y) =-1055
soit Ay = -1
et M(Fp '~ ! matlsS)
Ce meme programme, a partir de l'expression M(Fo) = permet
m

le calcul explicite de la valeur ma(S), calcul que l'on faisait
antérieurement par le programme "SEQUENCE".

Il permet aussi, a partir de l'expression Ag ., d'expliciter comple-
tement les relations de MARKOFF (M,) données dans les Théoremes III.9
ou III.10.

On peut vouloir, a partir de celles-ci, constituer un développement
comparable & celui présenté dans CASSELS [5]. Mais on verra, a
1'occasion de l‘'examen de la (2,0,1) Théorie, que cette approche

ne peut &tre adoptée sans précaution ; 1l'équation possédant trop

de solutions par rapport a ce que l'on cherche a faire.
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IV. CONSTRUCTIONS DE SUITES DEDUITES DE S - REPRESENTATIONS ET DEFINITIONS ASSOCIEES

A / PREMIERE CONSTRUCTION

Pour une forme de MARKOFF Fg , les relations obtenues précédemment

entre 0,(S) et 0.(S) suggérent de considérer les nombres :
K; = Ky- (a+l)m
Ky - (a+l)m = K,

Cependant, avec les conditions du départ :

0 <K, gm
0 Ky <m

~

On obtient : | - (a+l)m < K, < -am
{ (a+l)m < Ky < (a+2)m

On doit donc plutdt considérer les nombres :

{K4 K, + (a+l)m

K
K

2
1

K, = K; - (a+l)m

Dans Z , les conditions :

K, K, + (-l)n
& K!i_l
K4Kztle{m] -2, ml ,m]+2}

o1

m 1

imposent, hors le cas particulier ou m = 2, la contrainte :

] =]

En posant S = (bg, ... b;) on suppose que l'on a :

b, 1] [bi 1} m s Ky m ;K
LI = — = M.
1 0 1 0 T -K ; K -1 m-K, ;K- S

On compare a Mg

En transposant cette dernieére matrice

et avec les produits :

© 1 0 ][m ; m-Kl] [m m - K, ]
L1 -1 Ky K= 1 m - K,

-e

3
i
o
P
1
R
+
pa—




Irr.87

On obtient :

(1 11fa,- 1 1] [a..-. 1] fa, 1]
|1 01 0] 11 0 |1 0.
b, 1 bj., 1 [bi- 1 1] 1 1]
1 0 1 o] l1 0 1 0

Le calcul des déterminants donne :

" 1
(-1) = (-1)

Les deux nombres n et i sont donc de méme parité.
L'application de ces deux matrices a ¢0 donne
[l,an- l ’ a“-‘ ’ * 00 a°] = [bo, b4o'o' bi_" ' bi- l,l]

D'ol plusieurs possibilités résumées par le tableau suivant :

a, = 1 soit b, >1 a, >1 soit b, =1

b; =1 Cas 1 : i =n Cas 2 : 1 =n + 2
soit be = ap4+ 1 by=asy; oo |bg =1, Q' =a,-1; ...
a, > 1 bas=a,-1 , b, =1 bpy = 3g- 1, b, =1

soit b, > 1 et a, > 1 soit b, =1 et a, > 1
b, > 1 Cas 3 : i =n - 2 Cas 4 i=n
soit by = apu+ 1 ; by= ap, «.. b, =1:b, =a,-1; ...
a, =1 bay = a,+ 1 b, =a,+1

soit b, >l et a, =1 soit b, = 1 et a, =1

Inversement, il est possible de vérifier que ces cas redonnent les
égalités recherchées. _
On constate aussi que le tableau précédent définit une transforma-
tion involutive S ——> S, 1i ol elle est définie.

DEFINITION

On dit que S est la suite conjuguée de S.

On a alors facilement :
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[ PROPRIETE IV .1

m 7 K,
Pour toute suite S associée a la matrice MS = [ ]
m- K, ; Ky=1
m N Kz
on a : M= = ]
3 m - KA N Kz-‘l
3 1 o0
avec [S] = [s*]
1 -1
P = - P (s) = K- K
Q(5) =  Q(S) =m - K- K,

De plus, pour S

(ap, a,, «.. , @a,) on trouve :

. sia, =a,=1 S = (ag,+ 1, apy s oo , a, + 1)
. sl a, =1et ag #1 S =1(1, ap- 1, «.. , a, + 1)

. 8ia, #1 et a, =1 S =(ayn,+1, ag, , eee 3,- 1,1)

. Sl ag # 1 et a, #1 S=1(,a,-1, ... , a,- 1, 1)

Par ailleurs, il est aisé de calculer

Ky + Ky - m(a+l) + QA.(E)

2m

6,(5) = [0,5%,al =

ou Al(g) = [{(a+1l)m + K, - K, ]l+ 4(-1)""4

Ceci introduit la forme de MARKOFF associée a 64(57
(a+1) (K, - K,)

3

B(X,Y) = Fg(X,Y) + Y
m
DEFINITION

On dit que F;(X,Y) est la forme conjuguée de la forme de MARKOFF
Fg (X,Y).

On remarque que les discriminants 4, (S) et A.(S) sont égaux si
et seulement si K, = K,, c'est-a-dire encore si et seulement si
E; = Fy . La condition équivalente 0.(S) = Bal(s) impose alors
d'avoir, par unicité du développement en fraction continue la

condition équivalente S = §.

On peut donc énoncer :
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‘THEOREME IV .1 (Caractérisation des suites antidromes)

Pour toute suite S, on a équivalence des propriétés suivantes :

(1) S = S
(2) aa(S)

= 6.(3)
(3)  Au(S) = By
(4) Ky = Kq (c'est-a-dire r(S) = 0 ou }J(S) = 0)
(5) Fy = Fy

(6) S suite antidrome

Dans ce cas, on a les seules possibilités suivantes :

(a) ou bien a, = 1 (cas 1 du tableau précédent)
La suite (1, a,- 1, a,, ... , a,,, a,) déduite de S est
palindrome.

(b) ou bien a, # 1 (cas 4 du tableau précédent)
La suite (1 , a,- 1, ap , -+« , a,, a,) déduite de S est

palindrome.

On peut fabriquer une infinité de suites antidromes en considérant
les expressions :

S = (1,u,T,T*,u+l) S
S = (1l,u,T,v,T*,u+l) S

{(u+l,T,T*,u,l)
(u+l,T,v,T*,u,l)

Ces expressions donnent tous les cas qui peuvent étre rencontrés.

B / SECONDE CONSTRUCTION

En comparant les deux relations :

m
= [s]
m-K,_
m
- = [8*]
Ky

On est conduit a envisager la situation :
K: =m - Kz
Kf = m - K,
On a alors :
* n
* - - - -
KXkt + (=1) = (m - K - K+ 1)m

On pose donc :

1 =m - K, - K, + 1
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Et hors le cas particulier oum = 1 :
0 <Ky <m==> 0<Kt<m
0 < Kg<m ===> 0 < K: <m

On peut parfaitement considérer la forme de MARKOFF définie par S*
et a.

Son discriminant wvaut :

L nr4
Di(s*) = [(a+l)m + K¥ - K* 1 + 4(-1)
L n#
= [(a+l)m + K,- K, 1 + 4(-1)
= A, (s)
Elle s'écrit :
K+ K,- m K, + K- m
A 2 4 2
Fe(X,Y) = Fg(x,¥) + 2 Jxv + af ———]v
m m
Avec :
m—
- (K, + Ko+ m(a-1)1 + Y 4,(5) m - (K, + K, )
By(s*) = = Bi(s) +
2m m
DEFINITION
On dit que Fg(X,Y) est la forme miroir de la forme de MARKOFF Fe(X,Y).

Il est facile de vérifier que l'on a :

PROPRIETE IV .2 m B
P . A4
Pour toute suite S associée a la matrice MS = [ ]
m - K, ; KA-]
on a : [m som - KL]
M =
s* ..
Ps*) = ps) = K- K
d(s*) = - A(S) = K, + Ky- m

Cn dit donc aussi que S* est la suite transposée de S (et Fg la

forme transposée de Fy).

L'égalité F; = F, vaut si et seulement si on a : K,+ K, = m
m m
Soit : [8] = —— = — = [S§*]
m - K K
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Et puisque S et S* sont de méme longueur, on a la condition équi-
valente S = S*.

On a ainsi établi :

THEOREME IV .2 (Caractérisation des suites palindromes)

Pour toute suite S, on a équivalence des propriétés suivantes :
(L) S = S* (c'est-a-dire S suite palindrome)
(2) K,+ Ky = m (c'est-a-dire @¢(S) = 0 ou P(S) = 0)

(3) Fe* = Fo

On peut fabriquer une infinité de suites palindromes s'écrivant
(T,T*) ou (T,u,T*).

Ces expressions donnent tous les cas qui peuvent &tre rencontrés.
De fagon plus générale, la suite S* présente un autre intérét

compte tenu que l'on a établi avant le résultat suivant :

THEOREME IV .3

Pour toute suite S, les deux nombres U,(S) et 0,(S*) sont dans

——

la méme classe pour l'action du groupe ﬂn,(l)*.

De plus, si S € L, , on a S*¢ L,.

Dans ce cas, le conjugué 0,(S) du nombre de MARKOFF £,(S) est
dans la classe du nombre de MARKOFF super réduit b,(S*).

Ceci permet de ne pas rentrer dans les détails de ce qu'il advient

des nombres 9,(5) et divisent par deux le nombre de suites S

étudiées.

C / REPRESENTATIONS DE CE QUI PRECEDE ET APPLICATIONS

C.1l - Les représentations

Dans la suite, par le passage d'une forme a sa forme miroir, il
sera possible de réduire le nombre de couples (K,, K,) examinés.

De fagon plus précise, la transformation :

(K, /K, ) > (KF,K¥) = (m - Ky, m - K,)

peut étre visualisée sur la figure suivante :
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N

/ '
s )
K .’
L f\ :
N AN '
o i B A,
o K4 E K: K4

Elle s'interpréte comme symétrie par rapport a la diagonale AB

du carré OACB de cdté m.

Sur la droite AB, on a la condition K;+ Kq = m.

Les suites correspondantes sont palindromes. Les droites paralléles
3 AB ont pour équation : y = - x + (m -Q).

Le nombre O mesure leur écart par rapport & AB, c'est-a-dire un
écart de palindromie pour m donné interprété aussi de fagon
géométrique.

On peut de méme considérer le passage d'une forme a sa forme
conjuguée qui correspond a une symétrie par rapport a OC.

Sur la droite OC, on a la condition K; = Kj.

Les suites correspondantes sont antidromes. Les droites paralleles
a OC ont pour équation : y = x - PN .

Le nombre p mesure leur écart par rapport a 0C, c'est-a-dire un
écart d'antidromie pour m donné interprété aussi de fagon
géométrique.

Avec cette représentation, on voit bien apparaitre différents cas
limites ol un certain nombre de notions dégénéerent ou ne peuvent

plus étre définies.

e Sim=1

Le contenu du carré se réduit au seul point A, avec :

Ky = 1
Kg = 0

1 1
ST o

En général, ce cas est évacué dans la suite.
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. Sim#£1

Le cdété AC du carré correspond a K, = m.
Avec la condition ml = K, Ky + (-1)" , il impose Ky =m =1
on n'a donc aucune forme a considérer, représentée par un point

(K, Ky) situé sur AC, hors le cas vu précédemment : m = 1.

Le cdté OA du carré correspond a K, = 0, il impose de méme m = 1.

Il n'a donc pas non plus & étre considéré dans la suite.

Ainsi, hors la situation (m = K, =1 ; Ky = 0), on peut dans la

suite, se limiter aux contraintes :

0 <K, <m

4
0 < Ky <m

On peut donc ne travailler que sur l'intérieur du carré OACB.
Il est possible, en divisant toutes les grandeurs par m de super-
poser les représentations précédentes sur une représentation dans
un carré unité.
L'ensemble des suites possibles S définit ainsi un ensemble de
Ky K,
points ( — ; — ) du carré unité présentant d'aprés ce qui préceéde
m m
des symétries. Mais, inversement, un point du carré unité corres-
pond a une famille de suites.
Cette derniére représentation n'est donc pas adaptée a 1l'étude
des suites S mais plutdt & celle de familles de suites S présentant

mémes écarts de palindromie et d'antidromie.

C.2 - Un exemple d'application

Au moyen des symétries du carré OABC, il y a possibilité de
déduire de cette représentation de toute suite (S,a) les
représentations d'autres suites, les formes de MARKOFF Fg corres-
pondantes et les nombres algébriques associés,

Ainsi, on peut établir par exemple :
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PROPRIETE IV .3
Pour toute suite d'éléments de N =

S = (a°, a4, e oo ,an)

3

K4
définissant : MS =

3
|
~

K, -1
En définissant la suite S de la fagon suivante :
* si a, =1

y oeee 4 3y, 3+ 1)

* sia, #1 = (a,, ana 4 ¢oo , a,, a,, a,- 1 ,1)

On a : Mg

] ]
—
= 3
-
— ~
®©
—

n
i
|

(D=

0
[
b
+
o

re
[}
3

™
n
—
]
—
wn
*
—

DEFINITION
on dit que S est la suite transformée de S.

De fagon précise, la transformation :

m - K, )

) = (K, , ’

~N ~N

peut étre visualisée sur la figure suivante :

Ky »
B
,,.,ﬂ ¢ 0 <K, <m
0 < Kl <m
2 1
Kl ————————— 1 "
AR
] )
! ! A_o
0 E Ky m K,
_ m m
Son seul point fixe est le p01nt.Q( — ;3 — ) qui ne correspond a
2 2

une suite S que dans le cas ou m = 2,
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La transformation considérée est une rotation de centre

et d'angle T . Elle laisse invariant le carré OABC et n'est
2
définie que si m # 1.

La vérification de la propriété IV .3 s'effectue comme suit

v

. ~
* Si a°=l S = (a“, a"_4 ) e e az, a4+ l)

On a dans ce cas :

a, 1 1l 0
"8 Ms'[l 0] [1 1]
'm ; om - K, [1 1
=LK4 K, -]] 0 -1]
[ m i Ky
-_K4 P
* Si ag # 1 S = (a,, @pay 4 eoe , @y, 3,, @8- 1,1)

On a dans ce cas :

M?s' S

L]
=
*
—
[ (o
[
= o
—_—
—
-
(e [
| SE—— |
W
—
e 3
-
ol =
"
| SN ]

Dans tous les cas, on vérifie bien l'égalité :
¢ (8s) = f (S) = K4- K,

et aussi : ))(g ) = = A (S) = K+ K,=m

On peut calculer le nombre ea(g) :

Ky - Ky - am + vi(am + K, + Kz)t+ 4(-1)"

Q ~
1(S) =
2m
La forme associée est :
am + K, - K akK, + 1
~ X b 4 4 2
Fp (X,¥) = X+ - Jxy - ]y

DEFINITION
~
On dit que FO(X,Y) est la forme transformée de la forme quadratique

Fe (X,Y) .
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C.3 - D'autres exemples

On va maintenant utiliser la médiatrice du segment OA pour

considérer la figure suivante :

L?]
fa 1 c
m I
(]
! v
v M .Q. 4]
A
S A .
o x | K Xy

Ceci revient a utiliser la transformation :

v v
(Ky s Ky) . > (m - Ky Kg) = (K,, K;)
4
avec ml = (m - Ky Ky + (-l)"+
= MKy~ K, Ke- (=1)"
= mKt— m]
A4
Soit : 1 =x-1
v

La suite S associée vérifie

m m - Ky
Mg =[

1 1]
=M
Slo -1

En utilisant alors la relation

O S 2 S Y I

On en déduit qu'avec S = (a,, a,, <.« , a,) on a:
_ v
. Sl a" # l S = (a°, ad, LI ) ’ a“-' ’ an"' l'l)
v
.sia =1 S = (a,, 3, eee , a,, +1)
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DEFINITION
- v
On dit que S est la suite V-symétrique de S.

m
La condition =[a, a, «c. , 3,1 =1L[s5]
m - K,
v
=[a,, 3,, «oc , a,, , ap=- 1,11 = [s]
v
montre que S correspond au second développement en fraction conti-
: m
nue du nombre rationnel = [S] , dont un premier développement
m - K,
est S.
v

La condition S = S n'est éventuellement possible qu'avec m = 2.

Hors ce cas, la médiatrice de OA ne contient aucune représentation

d'une suite S. D'ou de fagon évidente :

PROPRIETE Iv .4 o D m - K, 11
On a My = = Mg
S m-K ;m+1-K-K, 0 -1
v
A(S) = )i(s) = K, - K
v
P(S ) = A (S) =m - K, - K,
v v
S est le second développement du nombre rationnel [S] : [S] = [S]
v ~
S = (S¥*)

On peut encore calculer :

-am - K, + K, + Y((a+2)m - K, - Kz)l+ 4(-1)"

v
Ba(s ) =
2 2m

v
Et la forme quadratique associée Fy .

DEFINITION
A4
On dit que Fgy est la forme de MARKOFF V-symétrique de Fg -

En utilisant la médiatrice du segment OB, on pose encore :
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DEFINITION
A
On note S la suite construite a partir de S par la transformation
A A
On dit que S est la suite H symétrique de S.

Elle définit la forme quadratique 69 dite H symétrique de Fy -

PROPRIETE IV .5 m . Ka] 1 0
Oon a MA = = M
s
S Ky ; 1 1 -1
avec é (g) = - )l(S) = Ky - K,
P(s) =~ &(s) =K+ K-m
1 0
[s] = [s]
1 -1
ra) ~
Et pour S =1(a,, a,, ««. , 3,), on a S = (S)*, avec
. sl a, #1 /S\=(l,a°—l,a4,...,a)
A
.sia, =1 S=(a4+l,az,...,a,.)
A v
De plus (s*) = (8)

Enfin, en utilisant la symétrie par rapport au point )} , on a

DEFINITION

on note s? 1a suite construite a partir de S par la transformation

(K Ky) —> (m - K;; m - K,)

A r

on dit que S® est la suite Q symétrique de S.

Elle définit la forme quadratique E‘é" dite {1l symétrigue de Fy

PROPRIETE IV .6

On a _ m m - K,
qu =

Ky Ky~ 1

avec ¢ (s?) = - (\ (S) = K, + Ky- m
r(s“) = - PUS) = K- K,
Et pour s = (a,, a,, ... , a,) on trouve :
- Sl a°=a" =l Sn= (a4+l ’ a‘, e e e ’ an-z, aﬂ-l+ l)
a

. sia, =1let a, #1 ST =1(a+1, 8, «e0c , @ap,y, a,-1,1)
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.sia, =1leta, =1 st - (L, ag= 1, eoo , @a,, + 1)
.siag, #1leta, #1 s®=1(,a-1, ... , a-1,1)
Soit les expressions (sH* =5 = (s*)T

[s™1 = (8]

Avec les transformations présentées, toutes les symétries du

carré OABC peuvent &tre considérées et explicitées pour les suites.

C.4 - Repére adapté

Les nombres ( et r) conduisent a considérer le diagramme :

/\8 c yza-p
m
QS
Py 4
\T, \J3
Ky — /"~ »
! A S
a/// K7 \\\\m
S=X+m-
: ya-rem-e ok OB
Un point M de coordonnées (K, ,K,) dans le repere ( — ' — )
m m
—
20 ar
a pour coordonnées (¢ ; r) dans le repere ( —_; — ).
m{2 m\2

On retrouve ainsi de fagon directe toutes les relations qui ont
été données avant pour cotraces et antitraces des suites déduites
de S.

on a de plus les relations évidentes :

[ 2m
—_— = [5]
m+ N+
2m
« — = [S*]
m+P-é
2m
= [s]

m -)hré
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Le point M(K; ,K, ) peut aussi étre représenté par le point de

m - K,- K K - K
rd Al z -~
coordonnées ( i : £ ) = ( : 2 ) dans le repére
m m m m
00 ma -

DEFINITION
On appelle repére adapté le repére (N, W, V).

Dans le repére adapté, toute suite S est représentable par un
point s( P, r) du carré 0aP®e correspondant au carré OACB introduit

avant mais s'en déduisant par division par m.

DEFINITION : On note % l'ensemble des points s(P,r).

Cet ensemble a une forme de “tréfle a quatre feuilles" complété
de points situés sur l'axe d = 0.

Pour ces derniers points, on a : m = K + K,
L

m| K +1

0 <m < K,

Les suites correspondantes S sont les suites palindromes.
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(De 1la méme fagon, l'axe )J = 0 correspond aux suites antidromes).

La structure en tréfle a quatre feuilles résulte de l'impossibilité

d'avoir pour tout point s(g ,I)) différent de f1 (0,0) la condition

C\=+r.

En effet, Q =)) donne m = 2K, et avec m | (K, K, + 1) la condition
Ky =1, m=2,K =1,¢=0, p=0.

De méme, (_\ = -)) donne m = 2K, et la méme conclusion.

Le carré de diagonale £ G correspond aux relations r > P > 0
et r > - P >0 soit 2K, >metm>2KL .

Pour les suites S correspondantes, on a : a, = a, = 1.

Considérons alors la transformation

S

> (1,s,1)

Elle transforme les valeurs (m, K,

valeurs (N, X, ,X,,{) associées a (1,S,1) avec

K1,1 ) associées &4 S en les

(m + K4)(2m - K, )

m

2m+2KA-K,_-'| # -

x"!

2m—Kl

(m + K, )(m - K,_)

1 2
m
L =m- K,
Soit : ; ( é& # " = !
m Ky
m+K4 1] 4 —
m

1 iy

)ji#m-i(l= m
m Ky

\ 2m - K, 2 - -

m ™
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Ceci conduit a considérer la transformation :

1 l -y
£ : (x,y) > ( : )
1 + x 2-vy

Elle transforme le carré ©Geden le carré de diagonale f.4,.
Elle approche d'autant mieux la transformation :

K K
(AL s (K

m m m m
gue la valeur m est grande.
Ceci permet d'expliquer la structure fractale apparaissant dans
la figure précédente, pour lesquelles on peut utiliser le repérage
suivant :

$1L____________F?
: b
'0:6 epenaof O
: b .
-y ; 5 EE(s) !y
' C"' _4_. I
0 X 1+x Q-‘-?;

Le point s(x,y) se transforme en le point suivant

X y
s' = £f(s) (x' = Ty = ———)
1l + x 4 - 2y

I

’, ’ ) l 14 v rd -
Et en ramenant le carre @(’1.‘855 a un carre unite, tout revient
donc a étudier le comportement de la transformation du carré unité
dans lui méme

2x Y
glx,y) = ( ; )
1l + x 2 -y
K 1

Ainsi, la condition =p correspond a X = — = — , elle se

1 m 2
transforme en x' = — . Cette droite apparait nettement dans la

3

structure représentée dans le carré 0ae3.
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K

1
. 3
De méme, la condition A = —}J correspond a y = — = — , elle se
m 2
1
transforme en y' = — .,
6

Et par exemple, les points situés dans le carré limité par les

droites x' =0 , y*' =0 , x' = % P A % correspondent a des

suites s'écrivant sous la forme :

(1,1, b,, by, ... , b,, 1,1) b, >1 b,>1

Pour les autres points du carré 6GdC non situés dans l'image de £,

on peut utiliser pour les étudier i partir des points du carré

da®'e’ les symétries déduites de celles mises en évidence avant

(passage a la suite H-symétrique ou a la suite V-symétrique).

FRACTALITAS

THEQREME IV .4
L'ensemble ? est dense dans le carré (0Gde .

Démonstration

é rd .
Dans ((96.,(9?) soit S(x,y) un point de coordonnées irrationnelles

posons :

1
- [acp a*, cee , a", s ]
X

1
l1-y
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Pour chaque valeur n € ﬁf*, considérons :

s, =0 a,, «.. , a,, by, bos, «=- , b,, b, ]
On a : 1
Lim (s,] = —
n o0 X
: 1
Lim [S*] = ——
L}
n oo l-y
m(n) K, (n)
Et si MS =
" |m(n) - K,(n) K,(n) = 1(n)
K4(n)
on obtient : Lim = X
no m(n)
Ky (n)
Lim =y
no m(n)
m(n) - K, (n) - K,(n) Ky(n) - K, (n)
Le point s( ; ) est dans F

m(n) m(n)

et tend vers le point S.
Le Théoréme s'en déduit de fagon évidente.

[ corollaire (Approximation simultanée de deux nombres réels)

Soient x et y deux nombres réels quelconques.

< . . 2
Pour tout nombre réel H > 1 , il existe (p, ,p, )€ L et g€ N =
tels que q < H et :
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V. IDENTITES DE MARKOFF GENERALISEES ET APPLICATIONS

A / PREMIERE IDENTITE

A.l - L'identité et une application directe

m + K, - KL
On part de : r+1= ——mm—m—m
m

= e—— e —
m m

1 1

= — 4+

(sl [s*]

~N
En raccourcissant ou allongeant S*, c'est-a-dire en utilisant S, du
fait que tout nombre rationnel admet deux développements en fraction

continue, on obtient une écriture

1 1 1 1
l +r = + = + —
- 1 . 1 (s] (sl
a+ - a + -
° a " a
4 L
* o e l * & o l
+ - + -
a, x
Avec (s)=1(a,, a,, «-. , a,)
(§)= (a“' a".‘ ) e e o' ) et [S*] = [g]
Supposons que l'on puisse en déduire une identité :
1 1
(1) = l+r = —m—— +
1l 1
a + ; a, + ;
4+ (3N}
e o0 *® o l
+ +
Ax + B 1
a + —— o + —

Cx + D X
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Pour expliciter A,B,C,D il suffit de considérer les matrices

a, l] [a“ l] {m P Ky
S 1 o T s O_m-K,_;K4—1]

=
"

e o [m Kl
g_
K, 1
On obtient :
1l 1
+ =r +1
m 7 Ky Cx + D m K,
—_— X
m- K ;K -1 Ax + B K, 1

[(m-K,_)C +(K,-1)Alx + [(m - K,)D + (K, -7 )B] Kyx +1

<z===> +
[mC + K,Alx + [mD + K, B] mx + K,
(m - Kg)C +(K, - 1)A K, (m - K,)D + (K,-1)B 1
=D + - = + — =71 +
mC + K, A m mD + K, B Ky

En revenant a 1l'identité (I), pour x =00 , on trouve que l'on a
nécessairement : A = 0.

Ceci donne bien :

(m - Ky)C + (K,-1)A K, m - K+ K,

+ — = =r + 1
mC + K,A m m
La seconde relation :
(m - K, )D + (K, -1)B 1
+—=r +1
mD + & B K,

détermine le rapport de D et B. Elle se simplifie en :

1 K,D +1B Ky - Ky

— -— ——-—_—r-

K, mD + K, B m

+

1
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D K- K,
=_— —-— O e——
B m

Il reste alors a examiner la relation :

C
[(m - K, ) gm Ix + [(m - K, )(K - K,) + (K, -1)Im] K x +]
+ =r +
C
(m g m Ix + [m(K,- K,) + K;m] mx + K,
Ky
Pour x = - — , elle impose
m
C
m B (-Kz) + sz =0
., C
soit B = 1

Inversement, avec cette expression, on obtient dans la relation précé-
dente :
(m - Kydmx + [(m - K;)(Ky= Ky) + (K- TImd K x + 1

+
mimx + K,) mx + K,

(m - K,+ Kydmx + [(m - K,) (K- K,) + (K,=1)m + m]

m{mx + Kz)

m-Kz"'K‘
m
=r + 1

On peut donc énoncer :

[ THEOREME V.1

Il est équivalent de se donner une relation

1 1 1 1
r + 1 = <+ = +~6Q
[s] [s*] [s] [S]
ou une identité :
1l 1l
r+1-= + - (Y xe R)
[s,x-rl £s,x]
avec, si S = (a,,a , ses , 84) les cas suivants :
- sia, =1 g = (ah, Qg 1 ocee 0 3, F 1)
~
-sia #1 S = (an, Baq 1 cee s 3, 8 - 1,1)
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1 1 K,x +1
Appliqué avec X = — = =
[S,x] Mg .x mx + K,

Soit x racine positive du polyndme :
H
mX"+ (K, - K, )X - 1
1 1l

on obtient : x - r =1 - = —
[S,x-r] [S*,x-r]

1 Ky (x-r) + 1

I

[
I
"

Ms(x—r) m(x-r) + K4

Soit r-x racine du polynéme : mx" + (Ky - K, )X -1
Le discriminant du polyndme cité vaut :

= (K1+ K, ¥+ 4(-l)n
La condition K, + K, > 1 montre que ce ne peut étre un carré pour
n pair. Ce ne peut étre un carré pour n impair qu'avec la condition
K.+ K, = 2.
Soit le seul cas possible : K, = Ky =1 1=0 s=1[1,m1] r =0
Hors ce cas,-s n'est pas un carré et les deux nombres x et r-x sont
deux nombres algébriques de degré 2.
Leur développement en fraction continue est périodique a partir d'un
certain rang, et en additionnant, on trouve pour r+l une nouvelle

décomposition en somme de deux fractions continues.

[ PROPRIETE V.l
Hors le cas K, = K, =1, 1 =0 , h impair correspondant a S = [1,m-1]
et r = 0, les nombres :
Y W
(K= Ky) + V(K + K )+ 4(-1)

2m
K- Ky- Y (K, + K )+ 4(-1)"

r-x =
2m

sont algébriques de degré 2, conjugués et de somme r.

Leur développement en fraction continue est périodique & partir d'un
certain rang et donne par addition une décomposition de r+l en somme
de deux fractions continues infinies.
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La propriété précédente peut étre développée pour établir :

PROPRIETE V.2

Soient K, , Kl' m, n des nombres entiers tels que l'on puisse

écrire :
m
- =1[s*] =1[a, ..., a,, 3,1]
Ky
m
=[s]l =1(a, ... , a,]

Plusieurs cas se présentent
(1) Sim = 2K,

soit m = 2 et Ky = 1, deux cas sont envisageables :

(1.1) S = (2) et n =0 K, =1
; —
K, - K, + \ (K, + K, )b+ 4(-1)"  \2
= — =1[0,1,2]
2m 2
(1.2) S =(1,1) etn=1 K, =1
K, - K+ | (K.+ K, )b+ 4(-1)" .
2m
(2) si ZKL <m
alors a, = 1 et l'on peut écrire :

(K, - K,) +\ (K, + K, b+ 4(-1)"

o, a,, Qa4 eee 4 @y, @,+ A+ %]

2m

alors ap 2 2 et 1l'on a :

(K, - Ky) + N (K, + K, )+ a(-1)

"
™
o
o

>

V]

2
0
.
.
V]

™
[}

(-]

]
.—l
[43]

3
+

L +—
[ )

2m

La démonstration s'effectue en considérant la forme commune :

x= laa+ 1, ... 184 86— 1]

(]
—
©
-
—
= 3
= 3
| 1
—~ z
(I

[
- o
<X
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tm
t
m
o
[
=
'Y
3
L
-
L]
*
L]
[+ 1)
s
+
L
—
"

o
e,
—

[

|

-

—
=4

0 1
JNNE

On en déduit, en explicitant x’ la relation

(K, - Ky) +\ (K,+ K,) + 4(-1)"

[0,a , Bpy o eee 4 3y, 4= 1, ag+ 1] =

2m

Selon les diverses possibilités reliant m et K, , c'est-a-dire
selon la valeur de a, , la propriété V.2 en résulte avec
l1'identité (£.2):[ ... , a,0,b, ...l =1 ... ,a+b, ...]

a 1 0 1l b 1l
ou la relation matricielle associée :

a+b 1
l 0

1 0 1 0 1 0
1
En considérant alors X* =-F- [ag- 1, a3, ... , a,+ 1]
ou 1@ conjugué du nombre quadratique Y - ona aussi :

[ PROPRIETE V.3
Dans les conditions de la propriété précédente et a l'identité (E .,2)

prés on peut écrire :

(K,- Ky) -V (K,+ Ky )F+ a(-1)

= [-l,a,,.aA, eee 4, an+ 1, a,-11

2m

Il en résulte de fagon évidente la premiere partie du résultat
suivant, qui explicite la propriété V.l, tout le reste s'en

déduisant facilement.

: 1l
T THEOREME V.2 (Construction d'une forme d'une constante de MARKOFF )
_ a+r+l
Dans les conditions précédentes, a 1'identité (E.2) pres
on a : K - K+ m
l+r = ————;r——— = [0, @, 8., 4 ees 4 8, 3,- 1, ant4}]

+ [o, a ? a ? e 0o ’ a.‘+ 1 ’ a.- l]
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Pour a € IN * assez grand, cette relation permet de construire une
forme quadratique f, dont la constante de MARKOFF vaut

1
C(£,) =
a+r+1
Cette forme est réduite et associée a la suite double :

J = (ao' l ’ an+ l ’ al‘\-4 )y e a‘)laplalal\liﬂd ’ "‘raqlao' lr an+' lj)

Avec 6 = (K, + Kl)‘+ 4(-1)" elle peut étre écrite sous la forme

a-1 — a+l
fa(x,y) = mx* - [(a-1)m +{§‘]xy +[f——4\5 +1- am -{ —_) (K, - Kz)]yl
2 2
= mFy (x,y)
Elle a pour discriminant : A(f,) = m¥(a + r + 1)%
Son minimum arithmétique vaut : M(f,) = m = £,(1,0).
K, - K, + 2am +\r_b-ﬂ
Avec g = = [a,ap,8p4 + +0e, 3,,3,-1, a,+ 1]
2m
{ o e o L
\ 2m [%,q‘,a‘ ¢ oeee 4, 8,,3,- 1, a,+ 1]
On peut poser : fa{(x,y) = m(x - g y)(x - g'y) ou F (x,y) = (x -3y)(x —f'y)

Les nombres § et ;' ont une constante de MARKOFF égale a celle de

la forme mx®- (K, - K,)xy - 1 v s'écrivant sous la forme

c(¥) =c() =E—< %

w5

En particulier, la relation donnée par ce résultat peut étre

comparée avec la relation vue avant :

1 1
r +1 = +
[s] [s*]
En posant :
DEFINITION
Pour tout a € IN*, on note K, ou F(0,a) l'ensemble
{? ¢e R | x= [ai]{&ﬂ avec a, = 0 et Vi € K+ a; £ a }

Le nombre r doit vérifier :
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[ PROPRIETE V.4

Pour que le nombre ré ] -1 , 1 [ soit 1'écart d'antidromie d'une

suite S telle que :
t(s) = a

il faut que l'on ait : r + 1 € K+ K,

Cette propriété limite le choix des valeurs r a considérer.

En se référant alors a HALL [6], on peut donner les indications
suivantes :
(1) K5 est un ensemble de CANTOR contenu dans

[qa‘+ 4a - a ua‘+ 4a - a]
2

2a

!

(2) Ya e N* vérifiant a > 4, on a :

[y
Vat+ d4a - a —_
K.+ Ka = [ ; \al+ 4a - a ]
a

Ainsi, plus a augmente, et plus on a un vaste choix sur r.

B / SECONDE IDENTITE

On va voir maintenant que la valeur r donne naissance a une autre
identité comparable & celle utilisée dans l'article original de
MARKOFF [4] :

Considérons en effet l'expression :

E(x) = +
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[(m - K,)C + (K,- 1)Alx + [(m - K,)D + (K,-1)B] K,x + ]

= +
[mC + K,Alx + [mD + K,B] mx + K,

Imaginons qu'elle soit indépendante de x et vaille ® , on devrait

avoir, pour x =00 et x = 0 :

(m - Ky)C + (K, - 1)A K, 0Om-K
mC + Ky A ) ) :r ) m
(m - K,)D + (K,-1)B _p. 1. 0K -1
mD + K; B B ) K4- K
[m - Ky K‘—]
En inversant alors la matrice on obtient :
m K,
cC (1 -pIKm+ (-1)™
A (6 - 1)m*
{ D (1 -9 )k}
T LK m + (-1)™

Ceci conduit a considérer la matrice :

A B] (p- 1)mt S (0 - Lgm o+ (-1)"
c ol | @a-gigm+ (-1, (1-§)&
Son déterminant vaut - 1.

]
<

Elle donne par un calcul direct : E(x)
On obtient ainsi une nouvelle identité.

En vérifiant alors :

[ PROPRIETE V.5

Four toute suite S = (a,, a,, ... , a,) la suite H-symétrique
A rd 3 rd A

S de S vérifie 1l'égalité S = (S)».

\ A . . .
La suite S s'écrit sous la forme suivante :

.Siaa=l

(a,+ 1, ay, occ , a,)

0> L

L) Si a° # l (l, ao- l I} a/l' ® 00 ’ an)

L

Avec la valeur 9 = 1, elle donne
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~ THEOREME V.3 (Identité de MARKOFF généralisée)
Pour toute suite S et tout x ¢R, on a :

1 1
1 = +
[s,x] [s,x]

[ Exemple
Avec S = (a), on a : S = (1, a-1)
On trouve l'identité :
1 1
1 = +
1 1
a+ — 1+ ———
X 1l
a-1+-

X

On obtient bien une généralisation de l'identité utilisée dans
l'article original de MARKOFF [4].

C / REMARQUES FINALES

Dans le chapitre IV , on a établi un certain nombre de relations
- 1 0
(5] = [s*] = [(s9)T)
1 -1

~ v
(S]] = [s*] = [(s*)]

{ (1 = ts] = ((sm1]
A 1 0 a
(s] = (sl = [5™] = [(S)*]

\ 1 -1

Ces relations découlent en réalité des expressions des matrices

MS* ’ Mg, Ms, M‘s', Mg, Mga .

L'égalité [S] = [S*] a été utilisée pour établir le Théoréme V.1.
~ ” ’ ] 3 . » v

Par le méme procédé, on pourrait vouloir utiliser [S] = [s]

avec une relation du type :
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1 1
r +1 = +
v Cx + D [s*,x]
[s. ]
Ax + B
Pour x = ¢9 , on trouve A = 0.
C D
Il en résulte la détermination de — et — , d'ou une nouvelle
B B

~N
identité se déduisant de la précédente en remplagant S* par S.

1 0
A
L'égalité [S] = [S] a été utilisée pour établir le
1 -1
Théoreme V.2.

Par le méme procédé, on pourrait vouloir utiliser la relation :

1 0
(81 = [s*]
1 -

or, il est clair, en remplagant S par S* que grice a l'égalité
[gl = [S®™], on obtiendra une nouvelle identité se déduisant
directement de la précédente.

Les identités que l'on a donné permettent d'en déduire d'autres

sur lesquelles je n'insiste pas, grice aux symétries du carré OABC.
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vI. ETUDE DES PROPRIETES DES SUITES S PAR L'ANTITRACE ET LA COTRACE

A / INTRODUCTION

On fait d'abord la remarque gque la condition :
ml = K, Kg + (-1)"

traduit en réalité 1l'égalité :
det(Mg) = (-1)"*

Cette dernieéere condition s‘'écrit aussi, compte tenu de 1l'expression
de M_ :

m(K,-1) = K (m - k) + (-1)""

]

4
Ki+ Q K, + (-1)"
1

2 n+
(m - K, ) -a(m - K,;) + (-1)
ol l'on a convenu de noter :
QM) = d = A (S) =m - K, - K,
(la cotrace de la matrice Ms).
n
On a encore : m (Qd+1) = (m - Klf - pm - Ky) + (-1)
ou de facon équivalente : m1 = Ki+ P K+ (-1)
n
= K- p K+ (-1)
avec cette fois : P(Ms) = y = )J(S) = K, - Ky
(antitrace de la matrice Ms).
Ces écritures se déduisent en fait des suites construites dans ce
qui précéde a partir de S.

On a donc :

[ PROPRIETE VI.l

Soit 8§ = (ag, a,, +«. , @an) une suite de n+l éléments de N *
de cotrace : Q= &S) =m - K- K,
et d'antitrace : y = P(S) = Ky - K,

on a les conditions suivantes qui sont équivalentes entre elles :




t
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r K, + (-1)"

ne4
ml K}"'éKA‘l’ ("'l)

m| (m - K ) = P m - Kp) + (-1)
))

m| (m - Kz)L- ¢ (m - Kp) + -

La cotrace ( présente cependant une propriété trés remarquable qui
a été découverte par BARRUCAND et DUBOUE [7] et que 1l'on utilise

maintenant pour en déduire des propriétés de la suite S.

Soit S une suite associée a m, K K, et 1

m

MS =

m-K’_ :K4"-I

4 ’

; Ky

Soit, d'autre part, s une suite associée a m, 54, K,et 1 avec :

-

23

L

m - K5 K-l

: Ka

La suite sSs* détermine :

[ m,

Mygst =

Xy

| Mm%y X-b

Cette derniére matrice est calculable explicitement :

n

mmy + K, mm - K, K @m o+ DK K+ K K K- 541 K

~

L Z
=m (m) + K,mlm - K, + K,) + K, (K, - 1)

Xy

A

Soit l'expression

(Keym + Tm -
~ ~

(mm + Kym - KK ) (m - K) + (mK,+ K K= K1) (K= 1)

N
Vkom + (kek,+ 1 K- 110K,

x4+3<.l-7TZ;= KK (K + Ky-m) - m] (K + K- m

Ceci permet d'énoncer, avec tous les résultats déja établis avant

det (M, ).(K, + K, - m)

+ (K, + Ky - m)
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PROPRIETE VI.2 (Propriétés de la cotrace)

Si S et s sont des suites d'éléments de N *, on a :

(1) A(sSs*) = det(Mg). O (S) =+ A(S)
(2) Q(s*) = - A(s)
(3) d(3) = ¢ (s)

B / PROPRIETE DE ( &€ ,¢& ) ADMISSIBILITE

On pose en liaison avec la propriété vI.l :

DEFINITION
Etant donné un entier quelcongue (_\ , un nombre § € {+ 1, - l}
on dit que le nombre entier u est (£ ,A )-admissible si et

seulement s'il existe deux entiers a, et a, tels que :

w-Qdu+ ¢ =aa

, 3, avec 0 <a,gu

et 0<a gu

On note A _( ) l'ensemble des nombres u qui sont (1,4 ) admissibles,
A.(d ) l'ensemble des nombres ((-1),0 ) admissibles.

Plus généralement, Ag( A ) désigne l'ensemble des nombres (g ,Q )
admissibles.

Les ensembles A ( Q) peuvent étre étudiés, en généralisant la méthode que
BARRUCAND DUBOUE [7] ont développéspour les seuls ensembles A (Q).

(1) Si € =+ 1l et A0, ona A (Q) =29

En effet, Y a,, a, vérifiant 0 < a; guet0<a gu

~
és0=>u"-éu+1>ul+l>aa

14 2

(2) si g =-1et A0, on a:
w-Qdu+g yut-

L'égalité n'est possible que pour Qdu = 0 soit C\ = 0.

Dans les autres cas.ol A< 0, on a A_(Q) = 9.
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Pour le cas Q = 0, la condition
l-_ 1 =
u = a,a,
se réduit, en posant ay, =u -, et a, = u -d,

. le cas ¢, = 0 impose u=1 d'ol une contradiction.
- le cas {/,= 0 donne de méme une contradiction.

. Hors ces cas, on a :

3
u;-l=a..r':lg\<(l.1-l)=u2—2u+l

<1

On trouve de méme une contradiction.

soit u

(3) Si €=+ 1et & >0 :
La condition u‘- cu + 1 = a, 3 donne :

ul-Qu + 1 u'-Qdu +1
a4= > >u—(\
a, u

Soit:a4>,u-(\+1

De méme a,>u-a+1

En posant : a, = U - d, (0 L4 < A- 1)

a,

On obtient :
Cette égalité dégénére lorsque o, +«, - ¢ = ald.(‘- 1 =0
Soit A= 2 od =y = 1
A 2 ‘ A"
Hors ce cas, en faisant varier olAGt .lt entre 0 et (_\ - 1, on fabrique

équations du premier degré déterminant chacune une unique valeur u.
t ’, I
L'ensemble A, (d) est donc fini, contenant au plus ¢ éléments.

Le cas Q = 2 se réduit a :

]
(u-l)—a4az
0 <agu
0 <agu

= * -
En posant a, = a, = u - 1, on trouve A _(2) N {117
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(4) Si g = -1 et &> 0 :
La condition u'- du - 1 = 3 a,donne :
ut-dqu -1 uwl-Ju -1

o
]
\Y4
A\ %
c
|
g
|
=

dy u
De méme : a, > u - A-~-1

On pose :

On obtient :
(ofy + oy = Q Ju = of,ofy+ 1
rd v I'd ’ ’ Id ’ I} l
Cette égalité ne peut dégénérer. Elle détermine au plus (é-+ 2) valeurs

dans A_(Qd ) qui est donc fini.

On a ainsi établi :

PROPRIETE VI .3

Les ensembles de nombres A ( ¢ ) vérifient les propriétés suivantes :
(1) si dg¢ © A (d) =A_(Q)=¢

(2) siaQ >0 A_(Qd) ensemble fini

(3) 8i & >0 et Q# 2 A (A) ensemble fini

(4) A_(2) = N- ’\O,l}

En fait, les valeurs extremales des ensembles A, ( ¢ ) peuvent

étre explicitées lorsque A (3 ) est fini.

PROPRIETE VI.4

On a les propriétés suivantes :
(1) si A > 0, le plus petit élément de A(Q) est &,
(2) Ayp(1l) = 1
(3) si @ > 2, le plus grand élément de A () vaut
L :
g+ 28 -4 A +2Q -3

si Q pair et si é impair.
4 4
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(4) si ¢ > 0, le plus petit élément de A_(A ) est A+ 1.
(5) A_(1) = {25
(6) si p > 1, le plus grand élément de A_(Q ) vaut

a}+ 270 + 4 }1+ 20 +5

si é pair et
4 4

si a impair.

La démonstration s'effectue comme suit, pour a >0 et g =+ 1.

= = = : L_ =
. pour a =a, =1 u = A est solution de u é u+l=aa
. 1
.siu<gd ,ona:u-du+lg-u+1g0
D'ou l'impossiblité de trouver a, et a, .

Ainsi, é > 0 est toujours le plus petit élément de A_(Q ).

. Pour é =1, en posant a, = u -d, eta, =u-of ,

on devrait avoir comme dans la démonstration de la propriété IvV.3 (2) :
(o, +oly=p Ju =oot, - 1

(A) 0 £ <4 <4A-1
0 £ oy g é -1

D'ou nécessairement, o, = o&,= 0 et u =1

C'est-i-dire : A (1) = {1}

. Pour é # 1, le systéme (A) rappelé ci-dessus donne plusieurs
cas :
* si o, =0, il reste : (-3 )u = -1

soit u =1 dy=¢ -1

D'apres ce que l'on vient de voir, il faut alors e =1,

soit a, = a, = l et “% = ¢Q= 0.

* si £, # 0, et par symétrie o, # 0
- 1'équation de (A) peut dégénérer si a== 2
- si au contraire é:> 2, 1l reste :
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& +oy- A

u =

Cette fonction en °(4 et <, €st maximale pour .14 et £, minimaux,
avec de plus, nécessairement :.(4 + oy > 0.

Elle est donc maximale pour o, +o, = & + 1 et A, o, Maximal, c'est-a-
dire pour les valeurs suivantes :
(1) si (,\=2] ,(4=.| '(l=]+l

(& + 2)
weTalo o882
: [ 3
On a bien alors : u'- L\u+l=(1z- el -2)
(2) si @ =21+1 J4=J’_=.\+l

(Q+ 3)(pa-1)
u = ](]+ 2) =

4
1 )
On a bien alors : ul— Qu +1 = (1 +1 - 1)

Pour le cas ou d> 0 et £ =-1, on procéde comme suit :
.siuggd , ona: u&-éu -1 -1. D'ou 1l'impossibilité de trouver

ay et az .

. Siu=3+1 u’-c\u_1=l\
On peut cette fois choisir : a, =@ a, =1
On a donc C\ + 1 plus petit élément de A_(Q ).
. Pour A = 1, en posant a, =u-o et a,_=u-.(<,onse
ramene a :
(d+d, - )u =44+ 1
(B) 0 € L0+ 1
-0 g+l
Soit les trois possibilités suivantes :
oy =0 dz = 2 u=1 contradictoire avec a, > 0
.(4=1 dy = 1 us=2 soita4=a,_=l
oda= 2 dy =0 u=1 contradictoire avec a_ > 0

Pour finir, il reste seulement A_(1) = }2} .
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. Pour d # 1, 1'égalité de (B) ne peut dégénérer car on a :

d44!+ 1>1

Oon peut donc toujours écrire :
0‘4dl+ 1

u = ————

alq+ dl—é

Le maximum de cette expression est obtenu pour Jaet dzsimultanément

les plus petits possibles, donc leur somme minimale :
.14 +&,= (X+ 1

u est alors maximal si a&dlmaximal, soit |%1—4t| minimal, ce qui

donne les cas suivants :

(1) si ¢= 21 2= dy=1+ 1
(&+ 2)
Il reste : u = ]1+ 141 = ji_______ + 1
4
1
a4=]+l
a1=1z
2 .
ul- du -1 = ]t T+1+ 278+ 21% 21 - 213- 21;_ 21 -1
S LI L a, a,
(2) si a=21+1 dy=d= T+ 1
Il reste : (a4 2) + 5
wu=1%21+2-= ¢
4
a, = a,-= 1+ 1
wtoQdu -1 =1% 4% 4 +ald ol s8l - 21 a1 a1 10

_21-2-1
=1+ 2P+ 313+ 21+ 2

) 14
= (V+l+ 1) = a ay
Ceci termine complétement la démonstration de la propriété 1IV.4.

C / APPLICATION A L'ETUDE DES SUITES:

On pose maintenant en introduisant des suites contenant des 0
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DEFINITION

Soit S = (a,, a,, ... a,) une suite d'éléments de ﬁ{* et soit j le
plus petit indice tel que a; # ap.j -

Si j n'existe pas, on dit que la suite S est palindrome

(S = S*), Pour le développement associé, on peut écrire

[s] = [sS;s*] ol 5, suite vide ou égale a (0) ou a (0,1,0).

Si j existe, la suite S permet d'écrire pour les développements en

fraction continue : [S] = [sS,s*] avec :
s = (a,, ... a4 . Min( aj, a“j ))
S4 = (aj“ ) eee a"_J - aj ’ 0)
ou 8§, = (0,a; - Aaj r Bjed oo anﬁq)

On dit, dans tous les cas, que Sy est le centre de S.

La convention utilisée est bien sr 1la propriété (E.2) :

[-o-;a'O,b,ono]=[.o.,a+b, o-.]
On peut alors établir :

THEOREME VvI.l

Soit n ¢ J){ donné, & e]( et soient m et u des nombres entiers positifs

vérifiant
u>a
m>u -¢

. c . b2 At . . PP
Si m divise u' - du + (-1) et si l'on convient d'écrire sous forme de
développement en fraction continue :

m
—=1(sl=1(p, b, ... b1
u

ou la longueur t + 1 de S est de méme parité que n + 1.
Alors, on a les conditions suivantes :
(1) si A = 0, la suite S est symétrique : S = S*

Elle donne [S] = [s§5,s*] ol S, centre vide ou réduit a (0) ou (0,1,0).

(2) Si n impair et |a | = 2, alors le centre S, de S a la forme
(l,b ,1,0) ou (0,1,5 ,1) ou :
u'-du + 1
6 = pged(m, ————— ) -1

m
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(3) Dans les autres cas, il existe un ensemble fini € ( A ) de centres S,

de S, ne dépendant que de Q , tel que l'on puisse écrire :

M M

s = M Ms, Mpn
et [S] = (a5,4*]

ol s, e G()

Démonstration

. 2 n+l nel
Le nombre m divise u - du + (-1) =u(u -&) + (-1)
avec la condition : m>u-a>0

Il en résulte la possibilité d'écrire :

b, 1 [br 1 m  ou-Q
1 o li oof Lu u-é-]]
i

r4
(-1)
m(u -3 -1) - u*+du

o)
<
(1]
0
~~
|
[ aad
]

[}
Soit : - du + (-1 = mlu - a-1)
En posant S = (b,, ... , br) et en notant S5, le centre de S, on a par
la propriété V.2 et la définition de Q(S)

A(S) = +A(5,) =u- (u-) =4
On est maintenant en mesure d'utiliser les conditions sur A .

(1) si e = 0, par transposition on trouve S = S*, d'ou l'expression
de [s].

(2) Si @ # 0, avec la propriétévI .2 (2), on peut choisir pour T la
suite A ou S% telle que l'on ait :
A(T) = &) >0

En notant T = (¢, ¢, -.. C,)

On obtient :

Et puisque ¢, = 0 ou ¢, = 0, on a 4'abord

{0<p<q
0<q'<gq
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Par calcul du déterminant de My , on a aussi

kv g 2]
(-1) = (-1)"
(1]
= (-1)"
= pq' - p'qg
Soit encore, avec p' = q - lal :
2 nel
pa' =g - |dlg + (-1)
. |
Il en résulte que g est un nombre ((-1)" .1 d])-admissible.

Avec la propriété VL3, si |Q | # 2, on ne trouve qu'un nombre fini
de possibilités pour q, donc pour p et aussi pour T. On fabrique ainsi
l'ensemble fini £ ( A) du ThéorémeVI.l.

On note que ces centres sont explicitement calculables, avec les

conditions
z nel
( pla’- | ¢la + (-<1) = pg'
0<pggq
1 0<q' €4
p k .
. — = (ce, Cov see ck] ou (-1) = (-l)"'
q
LY
Enfin, pour le cas |Q | = 2 et (-1) = 1, la démonstration de la
propriété vI.3 impose : p=qg' =g - 1
Il reste :
g-l1 ; g-2 0 1 1 1 g-2 ;1 1 1
M = =
T g . g-1 1 of]1 ofl2 .0l |1 o
Soit : T = (0,1,9-2,1)
En posant alors :
b, 1 b; 1| [« &
MA= e s e =
1 0 1 0 gy

Il est facile de voir que 1l'on a : pgcd(« + P',‘x' + E) =1
Et en calculant explicitement Mg = My MpMy, ou Mg = M M. M,

on en déduit facilement : g-1 = pged(m, u-a-1).

Ceci termine la démonstration du Théoréme VI .l.



En revenant aux notations antérieures,

u=m—K,_

avec

C=m-K-K =u-K,

On a bien : m > K, >0 (hors le cas m = 1).

Or la propriété vI.l donne :

m| (m - Kz)l- a

(m - K, ) + (-1)™
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Le Théoréme VI.l est donc applicable. Il donne pour la suite §,

m
qui vérifie
m - K,

THEOREME VI.2 (Propriété de

Pour toute suite d'éléments

S =1f(a_, a,, «cee ,

définissant M. =

de cotrace : é =Q(S) =m -

On a les propriétés suivante

(1) On a équivalence de ¢Q =
(2) on a équivalence des pro

(a) n impair et | Q| = 2

palindromie des suites)
de N = :

a,)
7 K,y
; K, -1
K- K

s

0 et de S = s*,

priétés suivantes :

(b) la suite S a la forme suivante :

S = (a
(pour e = 2)

o ¢ 34, LI I} a'-

ou
S =1(a,, a,, «v. , aj,
(pour A = ~ 2)

avec 0 = pgcd(m, KA-] )

—si pged(m, K, -1) =1, i

S= (a,, 34, LU ] I} aj-" ’
ou
S = (ao, B, eee s 354,

aj, 1 ,g, a;+ 1, aj.4

-1 _
1l reste seulement :

aJ-, aj+ 2, aJ-_,, :r e

= [S], la structure particuliére suivante :
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(3) Hors les cas précédents, on peut écrire :
S = s§5,8*
ou s, e €(¢)

et €L () ensemble fini de centres ne dépendant que de l'ensemble

A(_l)m-l ( I b I ).

Par ailleurs, en utilisant la transformation § —> S§'
telle que A(S') = p (s) et p(st) = d(s), la propriété IV.2
donne directement

PROPRIETE VI.5 (Propriété des antitraces)

Si S et s sont des suites d'éléments de N *, on a :
(1) y(s‘s’ 3= ps) = dsEsn) = A(S)

(2) }) (s*) = y(S)

(3) p (5) = - p s

Et aussi, a partir du Théoréme VI.2

THEOREME VI.3 (Propriété d'antidromie des suites)

Pour toute suite d'éléments de N *

S = (a,, a,, eoe , a,)

d'antitrace ))= P(S) = K - K,

on a les propriétés suivantes :
(1) on a équivalence de }J =0etde S =S (ou$= é‘ palindrome)

(2) on a équivalence des propriétés suivantes :

(a) n pair et I)) | = 2

(b) S a la forme suivante ou 5 = pged(m, 1) - 1

S = (a,, a,, «.. ,aj_d,aj,l,g,aj+l,aj_4, cee , a,, a,-1,1
pour P = 2.

s = (a,, gy oo 4 Bja, aj+ 1,5 ,l,,aJ-, Ajag 4 cee 8, A - 1,1)

pour y = - 2.
(3) Hors les cas précédents, on peut écrire § = sS, s
o s, ¢ € (p).
avec ‘e()’ ) ensemble fini de centres ne dépendant que de
l'e bl A a -
nsemble ® (|y|)
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UNE SECONDE GENERALISATION DE LA THEORIE DE MARKOFF

A / DES TABLEAUX DE SUITES

On suppose donné p o= Ky~ K, e 1
On utilise les conditions données par le Théoréme II. 1 :

(R.0) : n de parité fixée

(R.2) : 0 < d;, = K, < pj,=m

X ’ n
(R.5) : piy | 94, S Pt (-1)
p;.
(R.7) : —% = [5*]
d4.

En décrivant toutes les valeurs m ¢ J¥ *, et pour chacune d'elle les
valeurs K, vérifiant (R.2), on détermine avec (R.5) les possibilités
correspondantes pour p;, , 49;, - La relation (R.7) permet de cons-
truire la suite S et le nombre t(S).

On fabrique ainsi des périodes (S,t(S)) qui correspondent a des
valeurs diverses de t(S) . Elles peuvent étre classées en divers
tableaux selon la parité de n et les valeurs de t(S).

Le programme informatique "T2" donné en annexe effectue automati-
quement cette opération en fonction des trois parameétres P , (-1)"
et t(S) qui lui sont fixés.

Au moyen de la transformation miroir, le programme "T2" ne fournit
qu'une suite S parmi les deux (S,t(S)) et (S*,t(S)) qui existent

pour une méme valeur des parameéetres.

Il s'agit de celle vérifiant l'encadrement :

oy
Sup(0, p ) < K, g

2

Avec P = 0, le programme "T2" fournit les suites permettant de
constituer la premiére généralisation de la Théorie de MARKOFF :
la (a,0,¢ ) Théorie.

Avec le programme “EXTREMUM", on peut vérifier la condition de
superréduction intervenant dans la définition de cette (a,0, &)

Théorie.
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Le cas extréme K, = n'est possible que si m et F sont de méme

n- p

4

parité et tels que : m | ( + (-1))

Cette condition implique : m| PL- 4(-1)"

Elle montre que si ) est fixé, distinct de + 2 si n pair, il
n'existe qu'un nombre fini de possibilités pour m.

Si au contraire n pair et }): + 2, on trouve une infinité de

possibilités pour m.

Exemple
Pour y = 2, on trouve : S = (1,1,a,1,1) (a¢e JN*)
avec m = 4a + 4
Ke = 2a + 1
Ky = 2a + 3
\ =a+ 1
Pour ) = - 2, on trouve : S = (2,a,2) (a ¢ N *)
avec m = 4a + 4
K =2a + 1
K =2a + 3
1=a+1

m +
Le cas K, = ———li est précisément celui ou l'on a K,+ K, =m,

c'est-a-dire S suite palindrome.

On remarque maintenant que la condition (R.5) permet l'application

du Théoréme VI.l, sous réserve d'avoir :
p'i-l > 9. -}) 20

Dans ce cas, avec

Pi.a

[s*]

di2
On fabrique le développement :
pt'.)_ ~
— = [s]
Qe
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~n
ou la suite S est la suite transformée de la suite S = (a,, a,, ... a,)

I n

définie comme suit

. 81 a, =1 (a,, a,, , ¢« , 3,, 3+ 1)

mz_ mz .o

.81 a, #1 = (a,, @4, 4 oee , 2y, 3,, 35-1, 1)

o ~ A
La longueur n+ 1 de la suite S est de méme parité que n.
Si l'on considere alors le Théoréme VI.l, on peut distinguer les

cas suivants :

Cas 1 : Si on n'a pas : p;, > 9, -p 20
Il se présente donc deux possibilités :

(1) p>gq;,>0
On ne trouve ainsi qu'un nombre fini de possibilités pour q,, et
avec la condition (R.5) un nombre fini de possibilités pour p;, ,
donc pour S.

(2) g4, =P 2 Pia>qiy >0
Dans ce cas, le nombre )) est strictement négatif et vérifie :

=P 2P - Qi, >0
T L]
Pi | (Pin = Qi )+ PPy - Qig ) + (-1)

On ne trouve ainsi qu'un nombre fini de possibilités pour Py, — 9y »

puis pour Piy donc pour q;, , et enfin S.

Dans les deux hypothéses examinées, c'est-a-dire dans le cas envi-

sagé ici, il n'existe d'un nombre fini de possibilités pour S.

Cas 2 : Si on a : pyy > gy, - ) >0
On peut fabriquer la suite S telle que é(g) = K,- K, = }J(S)
et lui appliquer le Théoréme VI.2 et la propriété VI.2.

Ceci permet de distinguer les cas suivants parmi les suites S
vérifiant F (s) = y :

(1) Il n'en existe qu'un nombre fini telles que l'on n'ait pas
1'inégalité : p;, > q;, - P > 0.

(2) Il en existe au contraire une infinité telles que l'on ait
l'inégalité : Piy > Qi - 2 0.

Elles vérifient les propriétés suivantes :
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~ A
(2.1) si p = 0, la suite transformée S est palindarome S =8
(2.2) Si n pair et |y| = 2, on trouve pour S la forme
suivante :
S = (ao raAl "'laj-4lajIlfngd(ml])-ll aj+ l, aj-‘l LA ra4 lao" lrl)
pour y= 2
's = (a,,a,, ceendjy. A+ 1, pgedim,1)-1, aj,2j4s eee,3,,8,- 1,1)
pour p= - 2

(2.3) Hors les cas précédents, on peut écrire :
oy »
S = s§;/s*

ou SA*E € ())) ensemble fini de centres ne dépendant gue de

l'ensemble des nombres admissibles A(_,,n (I)Jl).
On retrouve ainsi les résultats fournis par le Théoréme VI.3.
Inversement, a partir de ce résultat, en utilisant la propriété
VI.2 ainsi que des suites s composées uniquement des nombres

1,2, ... a , on obtient facilement

THEOREME VII.1l
Pour toutes valeurs ) ¢ 4, ¢ = + 1, il existe un nombre T(p ) € N=*

tel gue pour tout a > T(pP ) on puisse trouve une infinité de suites
S = (ap, a,, ... a,) vérifiant les conditions

(1) j-’(S) = }1
(2) t(s) = a
(R.0) : n de parité fixe ( g= (-1)")

(R.2) : 0 < g4, =K, < pjy =m

(R.5) : p;, | q,{', =P ia (-1
P..

(R.7) : —= = [s*]
° PY

Ce résultat montre que pour t(S) = a assez grand, tous les
tableaux donnés par le programme informatique "T2" contiennent

une infinité de possibilités pour m, K,, S.

4 ’
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En ce qui concerne maintenant les cas qui ne sont pas des cas frontieres,

on peut énoncer :

THEOREME yI1.2 (Cas non frontiéres)

Pour y = K, - K,el et a ¢ JN* fixés, s'il existe une infinité de
valeurs p;, = m, g;, = K, vérifiant :

(R.0) : n de parité fixée

(R.2) : 0 K< diq =K, £ pjq=m

] n
(R.5) : Pi., | a,, -Pa;, + (-1)
p.
(R.7) + XX = [8*]
R Y
ot § = (a,, a,, ... a,) définit t(S) < a
Alors :
1
(1) La valeur est point d'accumulation des constantes de MARKOFF
a + 1

correspondantes C(CI(S)). C'est le seul point d'accumulation de ces
nombres.
(2) si P < 0, on a pour toutes ces constantes sauf un nombre fini

l'inégalité : 1

AT

(3) si P > 0, on a pour toutes ces constantes sauf un nombre fini

l'inégalité :

C(Z,(8)) <
a+ 1

(4) si r = 0, la condition
1l

c(Z,(s)) > —

n'a lieu que si et seulement si n pair. De méme, la condition
1

C(Z,(s)) <
a+1

n‘a lieu que si et seulement si n impair.
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Démonstration

Dans les hypothéses  retenues, la constante de MARKOFF a une expression
donnée par la formule de DICKSON :

m

q[(a+l)m +r:]‘+ 4(-1)""

Le point d'accumulation est obtenu pour m augmentant indéfiniment, ce

ciZ,(s)) =

gui est possible car il existe une infinité de possibilités pour S.
Et puisque a,’) fixés, ce point vaut :
m 1

Lim — — =
m 6o ﬁ(a+l)m +p 1T+ a(-1)™ a+1

. Si r < 0, on a :
0 £ (a+l)m + p < (a+l)m - 1

Soit dans tous les cas sauf un nombre fini :
m 1

c(la(s)) 3 >
A QE(a+l)m - 11*+ 4(-1) a+1

. Si P >0, on a :
0 € (a+l)m + 1 < (a+l)m +f

Soit de méme

m 1l
c(l,(s)) € <
a vt(a+l)m + 11%+ 4(-1)™ a+ 1

. Si r =0, on a :

m 1
c(L,(s)) = — >

C12]

“ [(a+l)m]¥+ 4(-1 a+1

<mmx> 0 > (-l)“'l

<===> n pair

Le Théoréme VII.2 est donc totalement établi.

L'analyse des cas frontiéres est plus délicate, car on a alors seule-

ment :

m, (S)

m
C(Z,(8)) = fF——————————————= ——= =
! q[(a+l)m +,1]‘+ 4(-1)" q [((a+l)m +)J]l+ 4(-1)"
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1
Mais on s'assure facilement dans ce cas que

est plus grand
a+1

ou égal au plus grand point d'accumulation des nombres C(8,(s)).
Il peut étre égal si l'on parvient a établir que la situation
ma(S) = m se produit une infinité de fois.
Or, pour a assez grand, ceci résulte directement du Théoréme VI.3
avec l'écriture :

~n

S = sS¥s*

Mg = M' MS:MS'
ol 1l'un des cas suivants a lieu :

*

S, =9

st (1,pgcd(m,1 )-1,1,0)

s¥ = (0,1,pged(m,1 )-1,1)

sye () ) (ensemble fini)

Il suffit de choisir s = (a,(l)y ) ol a-1 supérieur aux nombres
entiers pouvant apparalitre dans S¥, que l'on peut borner.

On se raméne ainsi a une écriture :
s = (l'a-l,(l)t_4 'dﬁ' ..-J, (l)t—4 ,a) = (ao' a4' o e e an)

ou les termes <y ++. & sont en nombre borné, et tous strictement
inférieurs a4 a si ce dernier nombre est choisi assez grand.

Pour l'application du lemme de DICKSON dans le calcul de C(6,(8)),
on a alors deux possibilités dont il est facile de voir, par des
inégalités évidentes que seul l'indice i = n-2 convient.

On a donc dans ce cas my(S) = m

Et en faisant varier t, on voit que cette égalité est assurée une
infinité de fois.

En utilisant maintenant une suite :

S = ((1),, ,a,l,d4...dr,l,a,(l)h3,2) = (age0. a,)

ou les nombres o, +++ o, SONt en nombre borné et tous strictement

4
inférieurs a a.

On trouve par le lemme de DICKSON, dans une infinité de cas :

m,(s) <m
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En faisant varier t convenablement, cette inégalité est aussi
assurée une infinité de fois.

On peut donc énoncer, et ceci compléte le Théoréme I.5 :

THEOREME VII.3
Pour toutes les valeurs y(:Z et € =+ 1, il existe un nombre

T(p ) € N * tel que pour tout a > T())) et pour 1'infinité des

nombres ©a(S) ou :

(1) s = (a,, ... , a,) vérifiant (R.0), (R.2), (R.5) et (R.7)

(2) p(s) =p

(3) t(S) = a (Cas frontiéres)

on ait les conditions suivantes :

(a) 1'égalité m,(S) = m est assurée dans une infinité de cas. Elle
correspond a des mots de MARKOFF S ¢ L, frontiéres pour a. Ils
existent en nombre infini dans L, - <a-1>%*,

(b) L'inégalité m,(S) < m est assurée dans une infinité de cas.
Elle correspond a des mots qui ne sont pas dans le langage L, ,

et gqui sont frontiéres pour a. Ils existent en nombre infini dans
<a>* - L, .

B / FORMES PARTICULIERES DES SUITES APPARAISSANT DANS LES TABLEAUX

Si l'on observe les diverses tables données par le programme "T2",

on voit apparaitre des formes communes, exprimables a partir de

suites de polyndmes en t(S) = a, de degré au plus égal a 1.
Exemple
Pour S = (l1,a,a-2) on trouve :

m=at-a -1

K, = a+ 1

K, = a - 2

(-1)" =1

1=1
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Ces formes donnent pour m des expressions polynomiales de degré 2 et
pour K, et K, des expressions polynomiales de degré 1, de méme que
pour )): K, - K, .

Elles donnent pour m,(S) des expressions polynomiales de degré au

plus 2, avec dans une infinité de cas :
ma (S) = m

et dans une autre infinité de cas :
my (S) # m

Ceci résulte du Théoréme VII.3.

En notant : S(a) = (a,(a), a,(a), ... a,(a))

et

a,{a) 1 a,(a) 1 m(a) K,(a)
M(S(a)) = coe =
1 0 1 0 m(a) - K,(a) K,(a) - 1(a)

Et aussi : Z;(S(a)) = [a-1,8,al
On obtient :
[m(a)(a-1) - K,(a) - K, (a) +\A,(s(a))

Zl(s(a))
2m(a)

ou . A,(8) ((a+l)m(a) + K, (a) - Kl(a)]t+ 4(-1)"" est un polyndme

en a de degré inférieur ou égal a 6

. m(a)(a-1) - K, (a) - K, (a) polyndme en a de degré inférieur

ou égal a 3.

Exemple '
} 1 1 [} 8 ’
(a+l)(a "+ 1) - 2(a "+ a + 1) + \ (a+1)* (a'+ 1) - 4

2(a + 1)

= [a-1,1,a-1,a,al
e —————

Les calculs que l'on vient de faire expliquent l'observation que
l'on présentait avant : il suffit de remplacer a par toute valeur
adéquate de N * pour faire apparaitre les formes de périodes

évoquées ci-dessus.
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Ils donnent des résultats comparables a ceux que l'on trouve par
exemple dans PERRON [11].

Ces calculs généralisent en partie la Théorie de MARKOFF classique.
Ils étendent pour le cas Y # 0 la premiére généralisation que j'ai
évoquée précédemment : la (a,0,¢ ) Théorie de MARKOFF.

Cependant, cette nouvelle généralisation est assez limitée puisqu'elle
ne permet pas de se libérer de la valeur d'accumulation 3—%—I.
C'est la raison pour laquelle on doit envisager une nouvelle situa-
tion. Dans celle-ci, la valeur )) ne sera plus fixée, une fois

pour toutes. De sorte gque le résultat de BARRUCAND et DUBOUE ne

sera plus immédiatement applicable.



III.139

VIII. LE CADRE PLUS VASTE DE LA (a,r, ¢ ) THEORIE DE MARKOFF

A / DEFINITION DE LA (a,r, £ ) THEORIE DE MARKOFF

On généralise ici la méthode utilisée a la fin du chapitre II.

On suppose donnés :
(1) le nombre a € JN *

(2) lenombrere @ N 1 -1, +1[

(3) le nombre ¢ € {+ 1, - 1}
Ry

On pose r = — avec R, > 0 et pgcd(R,,R,) = 1.
Ry

On s'intéresse aux nombres ‘[ algébriques de degré 2 vérifiant :

m

cly) = , (m ¢ N *)
Y ‘Ta +r + 1)¥m+ 4¢

Avec les Théorémes I.3 et II.l, si Yy se trouve dans l'orbite

d'un nombre de MARKOFF super réduit 0, (S), tel que r(S) = r,
1'égalité est assurée.

La recherche des suites convenables S = (a,, Ay, e an) peut étre
faite gradce aux conditions du Théoréme II.l

(R.0) : n = i-2 de parité fixée (£ = (-1)™= (-1)™ )

(R.2) ¢+ 0 <qgj, =K, <pjy=m (on suppose m > K, si m # 1)

Rym
A

La condition y =K-K =rm=— ¢ 1 impose que m soit
Ry

multiple de R, .

On pose donc :

(R'1) : pj, =m e R, L
(R'2) : 0 < g4 < Pig

De méme, la condition (R.5) s'écrit

m . » m
Rl ( - ) I [q.i_l + ("l) ] - R4 ( _— )qi',.
R’_ RL
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m »
Elle suppose ( — | [q:'_t + (-1) 1 (R'.5)
Ry
aj, + (-1)"
et aussi R, | [ 1 -R q,, (R".5)
m
( =)
Re

Inversement, la conjonction de ces deux conditions est égquivalente

a (R.5).

Ces conditions permettent, en décrivant toutes les valeurs possibles

my., = =t € )V , puis les valeurs possibles 9, Vvérifiant (R.2),

(R'.5) et (R".5) d'énumérer toutes les possibilités envisageables

pour S avec (R.f).:

Pip
[s*] = —

Qi
Avec la condition (R.0), on définit de fagon unique la suite S*
parmi les deux vérifiant (R.f).
Ceci détermine au plus une suite S pour tout couple contenant
(p{.ll qi'l) e
Cette suite détermine a son tour r(S) et l'on ne retient le couple

(Pi, d4., ) que dans le cas ou l'on a :
(R.r) : r(s8) =r

Parmi les couples sélectionnés, les valeurs t(S) permettent de ne
retenir que ceux qui sont tels que l'on ait (S4) : t(S) < as1l.
Enfin, on ne retient parmi ceux-ci que ceux gui sont tels gque
(s2) : m a(S8) = m.

On dit que leur étude constitue la (a,r, § ) Théorie de MARKOFF.

La Théorie de MARKOFF classique [4] s'interpréte ainsi dans le
cadre de .1a (2,0,-1) Théorie.

De fagon précise, on pose :
DEFINITION

Pourae_[ﬂ'*,ge{-c—l,—l} etre@N 1-1, +1[, on
appelle (a,r,¢ ) Théorie de MARKOFF 1'étude des nombres de

MARKOFF super réduits 0,(S) ol les suites S vérifient les

conditions suivantes :
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. . ned
(R.0) : n = i-2 nombre de parité donnée : ¢ = (-1)"
Ry
(R) :r =-—avec - Ry <R <R, et pgcd(R,,R,) =1
Ry
(R*.1) : pi-l =m = R‘mp)_ € Ry /A
(R.2) : 0 <Qqjp < Pyy = Rymy,
(R*.5) :myy | qf + (-1)"
ql, + (-1)
(R".5) : R, | - R,qj,
mi,
Pi.
(R.£) =L = [s*]
9.y

(R.r) :r(s) =r
(54 ) : t(S) < a+l (déductible de (S, )d‘'aprés le Théoréme II.3).

(SL J :mu(sS) =m (soit S ¢ L,)

La (a,r, ¢ ) Théorie de MARKOFF concerne de maniére équivalente
1'étude des formes de MARKOFF super réduites Fp(X,Y) ol D = 6,(8)

ou des suites S .

Le programme informatique "GENERAL" donné en annexe effectue
automatiquement la détermination des suites S en fonction des

paramétres R,, R,, ¢ et a qui lui sont fixés.

Au moyen de la transformation miroir, qui donne
r(s*) = r(s)

le programme "GENERAL" ne fournit qu'une suite parmi les deux
qui existent (S,a) et (S*,a) pour une méme valeur des paramétres.
Il s'agit de celle vérifiant

m m R4+ Rz
(R.q) ¢ Sup(0 ; (=) . R, <K, (=) ———)
R, R, 2

Les mots déterminés par le programme “"GENERAL" sont frontiéres
pour t(s) ¢ aslCe sont des mots de MARKOFF de L, non nécessairement

frontieres pour a.
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Ils définissent la (a,r, ¢ ) Théorie de MARKOFF en considérant les
nombres super réduits 0,(S) et ,(S*). Ceci résulte du Théoréme I.3.
et se fait avec le programme "EXTREMUM".

Et puisque les deux programmes déterminent seulement des nombres
super réduits, et pas uniquement des nombres représentatifs, il

est possible qu'on obtienne des nombres distincts contenus dans

une méme classe pour le groupe /mz(l)*.

Maintenant, soit C la constante de MARKOFF d'un nombre )’ algébri-
que de degré 2 réel : C = C(y ).
Par le Théoreme I.3, on peut supposer que 1 est dans l'orbite d'un
nombre de MARKOFF super réduit 0, (s), avec :

C =ClY) = clh(s))

En posant

s = (a,, a,, ... a,)

£ = (-1)™ (R.O)
R/I

r = r(8) = — (R)
R!.

Pi, et a,, définis comme dans le Théoréme II.l, c'est-a-dire
vérifiant (R'.1l), (R.2), (R'.5), (R".5), (R.f).

Comme 01(5) est un nombre de MARKOFF super réduit, on a aussi :
(§4) & t(sS) g asl,

(s, ) : ml(S) =m

2
Le nombre b.(S) apparait donc dans une (a,r, £) Théorie.

Ceci permet d'énoncer :

[ THEOREME VIII.l (Généralité de la (a,r, g ) Théorie)
Toute constante de MARKOFF d'un nombre réel algébrique de degré 2

est la constante d'un nombre de MARKOFF super réduit 8,(S) d'une
(a,r,g ) Théorie.
Elle s'écrit sous la forme

m

_—-- (m € N*)
\I(a+r+l)"m"+ d4¢ i
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I1 suffit ainsi d'étudier les constantes données pour les diverses
(a,r, & ) Théories pour disposer d'informations sur tout le spectre
des constantes de MARKOFF des nombres algébriques réels de degré 2.

B / PROPRIETES DE LA (a,r,£ ) THEORIE

Pour toute suite s = (a,, a,, ... a,) d'une (a,r,g ) Théorie donnée,
on a :
m
C((A(S)) = C(L‘(S)) =

Y@+ r + L)tmbt+ 4g
Avec A > 1, g =+ 1, considérons la fonction :

X

VAlx‘+ 4

Elle a un graphe qui présente l'allure suivante :

(x > 0)

y = glx)

g(x)

E<o

>

D'ou les cas suivants

1
nel

. si n impair, soit g€ = (-1) > 0 : C(L‘(S)) <
a+r +1
N4 1
. si n pair, soit £ = (-1) < 0 : C(Zd(s)) >
a+r+1

Ceci permet d'énoncer :
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[ THEOREME VIII.2
Pour toute suite S d'une (a,r,¢ ) Théorie, on a l'inégalité :

£

€ ClBals)) = g clg(s)) <
a+r +1

En faisant maintenant appel a la propriété V.4, on a :

[ THEOREME VIII.3

Pour qu'il existe une (a,r,f ) Théorie, il faut que l'on ait la

condition :

r +1 ¢ Ky Kb'

Ceci limite les valeurs possibles pour r lorsque a est donné.

Dans une (a,r,¢ ) Théorie de MARKOFF, supposons qu'il soit possible
de trouver une infinité de suites S.

Celles-ci permettent de définir les nombres de MARKOFF super réduits :
B.(s) = [0,5*,a]

et les formes de MARKOFF associées Fb(X,Y).

Celles-ci vérifient les conditions :

M(Ey) = 1 et £C(E) < 2

a+r + 1

Les contraintes sur K,et K, imposent pour les coefficients de Fe

les inégalités suivantes :

m(a+l) - K"- Kl
a -1« < a+1
m

1 - (a+l)Kn
- (a -1) < <1
m

Or, par hypothése, il existe une infinité de suites S dont les
termes sont bornés par ajl.Celles-ci sont de plus en plus longues

et telles que m tende vers l'infini. Pour les formes de MARKOFF E‘e ,
on peut par compacité construire au moins une forme limite F. Ses

coefficients sont obtenus comme limites des coefficients de formes Eb.
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(a + r + l)tm'+ 4¢

ona: A(F) = Lim = (a+r + l)z
m w m?

et aussi : F(1,0) =1
Soit pour la constante de MARKOFF de F :

, M(F)
C(F) = ——
V A (F)
ou M(F) = Inf { |F(p,q)| ; (p,q) € Z*- {(0,0)S} <1

facilement : 1

C(r)
a+r +1

1
Si l'on avait alors 1l'inégalité stricte C(F) < ,
a+r +1

on pourrait trouver (p,, q,) € Z?-{}0,0)s tel que :
IF(p' lqo)l < l
Par continuité, on trouverait aussi 9&(5) tel que
|Fg (p, vq,) | <1
Or, 9&(5) étant supposé super réduit, on a dans le cas présent
M(Fy) = Inf [ [Fy(p,@)| 5 (p,@) € 2" - [(0,00}} =1
) 0
On trouve donc une contradiction qui, en retour, garantit que l'on a
1
C(F) =

a+r +1

A partir des conditions

o
FAN
I
AN
[

o
A
N
[

L'infinité des formes Fy permet de supposer que toute forme limite
considérée F correspond a des limites de suites extraites pour

lesquelles on a :
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K

Lim — = u,

m ¢o m
0] KL

m 0 m

La condition m] = K K-¢ impose alors :

_ 1

Lim —=uwu,

mo m

De sorte gque l'on peut écrire :

F(X,Y) = X" - [u4+ (4, - (a+1)1XY + u, [u, - (a+l)]Y,'

(X - u,YI[X - (u,- (a+l)Y]

Le discriminant de F vaut

A(F) = (a + u,+ 1 -yt

(a+l)m + K, - K, ,
Lim [ 1 2
m (0 m

(a +r + 1)m
Lim [ ]
m &0 m

13

X
= (a+r + 1)

Et en comparant avec l'expression de C(F), il en résulte :
M(F) =1 = F(1,0)

Les conditions

Ky K, 1
{ Lim — = u, et —_— =
me m m [s5*]
K, m - K, 1
Lim — = v, et =
{ mge m m [(s]
m + KA- Kz 1 1l
\ r +1 = = + =u+ (1 - u,)
m [s] [s*]

montrent gu'on peut supposer
(l-uz) =[0, ao' a ’ see a

u
A

(0, a,, a3, sev , @y, ooo ]
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ou les nombres u, et u, sont des nombres irrationnels dont les

X
développements en fraction continue sont obtenus a partir des

débuts de l'infinité des suites S et des suites S* considérées.

Ona:Viel—g-ly 0 £ a; £ atl.

On peut poser : ay, = a

Ainsi : a+l-u >1 et -1<-uwy <0

Et : (a+1-u) - (-u) =a+r+1-= 1
C(F)

Il en résulte que la forme F(-X,Y) égquivalente a F pour l'action du
groupe M,(Z )* est réduite au sens de MARKOFF. Ceci fait le lien
avec le Théoreéeme I.9.

De plus, la forme F(-X,Y) atteint son maximum, au sens de M.HALL [6] :

1

=a+r+1=1[a, a,

... 1 + [0, a a

C(F) v

ol J = (a;);¢z suite double associée a F(-X,Y) par la réduction
de MARKOFF. En convenant de poser © = u, et b= u ~ (a+l),
On a donc établi

[ THEOREME VIII.4 (Formes limites définies par une (a,r,g ) Théorie)
Dans toute (a,r, g ) Théorie de MARKOFF, les formes de MARKOFF super

réduites associées Fy vérifient :

M(Fg) = 1nf L IR (o, )] 5 (paa)e Z' - [0,0}] =1

& R S
£ ClF) = ————e ey <

Q(a +r + 1)tm¥+ 4e a+r+1
De plus, s'il existe une infinité de telles formes dans la (a,r,g )
Théorie, alors :
(1) Il existe au moins une forme limite F pour les formes de
MARKOFF Fy de cette (a,r, £ ) Théorie.
(2) Toute forme limite F vérifie :

1

c(f) = ———————r
a+r +1
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1
La valeur ——— est l'unique point d'accumulation des nombres
a+r +1

(C(Fy )) donnés par la (a,r, ¢ ) Théorie.

(3) Toute forme limite F atteint son maximum

M(F) =1

F(1,0)

et vérifie : A(F) = a +r + 1.
Elle s'écrit sous la forme F(X,Y) = [X - 0 virx -'6 Y]

ol (B et © irrationnels

4 B=r-a-1,1,a,-1,38,, «ev ay.e. 1 ==& (€ >1)

8 =100, a,, a3, «ee , @y, oes 1 = - %’ ( -1< §'< 0)

L I = e - 6-- a -1

La forme F est équivalente a la forme réduite F(-X,Y)= (X -2 Y)(X -gIY),
associée a la suite double J = (a;)5¢2

ou a, = a

{Viel 1 <a; asrl

La forme F(-X,Y) atteint son maximum, tout comme les formes réduites
FB(-X,Y).

(4) La condition EZC(Fe) < ¢ C(F) donne

(4.1) Si ¢ = + 1, la constante C(F) de toute forme

a+r+l
limite F est plus grande que celle de toute forme de MARKOFF
Fo de la (a,r,l) Théorie considérée.

. _ _ 1
(4.2) si ¢= l, la constante C(F) = ST de toute forme

limite F est plus petite que celle de toute forme de MARKOFF

Fg de la (a,r,-1) Théorie considérée.

Dans ce qui suit, on va chercher a détailler ce résultat en
examinant comment construire une infinité de formes F9 dans une
(a,r, ¢ ) Théorie, et comment les organiser.

On va pour cela s'appuyer sur les méthodes de CASSELS [5] bien
que la comparaison avec le Théoréme V.2 laisse pressentir qu'une

utilisation des identités de MARKOFF généralisées est possible.
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IX. DEVELOPPEMENT DE LA (a,r,-1) THEORIE DE MARKOFF SELON CASSELS

—_——====———_===——=.—==_—_"=—-==-'—==—-—=—_==_-'-_==-‘-.——-.—=-—====——==——==_-__—._-——=__—-=

INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES CALCULS

A / INTRODUCTION

. 4 . AY 4
Dans la suite, on considere une (a,r,g¢ ) Théorie ou £ = (-1 = - 1.
Celle-ci généralise la Théorie de MARKOFF classique [4] obtenue
pour a = 2, r = 0.

Pour une (a,r,-1) Théorie, on va établir successivement et dans
le méme ordre tous les résultats mentionnés dans CASSELS [5], a
l'exception de ce gqui concerne la construction de l'arbre. Ceci
donne, inversement, une interprétation de ce que présente cet

auteur.

Avec le Théoréme I.8 vu ci-dessus et la condition n pair, on

obtient pour toute forme de MARKOFF Fo de la (a,r,-1) Théorie
Fg (K, ,m) =1 (1)
Eb(Kz' (a+l)m,m) =1 (2)

On pose :

DEFINITION
On note Ag < 0 le plus grand nombre négatif représenté par la
forme Fy (X,Y) avec :
Py Ny
F(k, ,m ) = Ay, = — = — (3)
¢ A4 e
Qg m
ou pgcd(Py , Q) = 1 Qg > 0 et Pg < 0 Qolm
]
(k, ,m,) e Z° tel que pgcd(k,,m,) = 1
- Noel
Ainsi, dans le cas présent, en posant encore :
L
m Fb(x,y) = 4%(z,y) (4)
ou z =mx - K,y (5)
On obtient : ¢5 (z,y) = zt+ [m(a+l) + Ky - K, lzy + & (6)

Et

¢%(y,z)
¢%(-z Yy + [m(a+l) + K, - Kz]z)

q%(z,y)

¢b(z + [m(a+l) + K- KDy 5 -y)  (7)
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En posant alors, en conformité avec le Théoreéeme II.2

DEFINITION
On note : {mz =Km-km¢Z
ky =m 1 -Kk, €2

On obtient la relation

Fo(kz' (a+l)mz; ml) = Ae (8)
Et donc :

PROPRIETE TX.1l

FO(KA'm) = FO(KL- (a+l)m : m ) =1
F (k, ,m,) = Fp(k:,' (a+l)mz; m,) = Aﬁ

On en déduit de fagon immédiate

| Corollaire

Soit F(x,y) = X + b Xy + ¢ yz une forme quadratique réelle telle que
F(K, ,m) 21 F(K,- (a+l)m , m) > 1
F(K‘,m4) £ AO F(kL- (a+1)mz,m1) < Apg

Alors : Fix,y) = Fe(x,y)

Par ailleurs, il découle du Théoréme II.5 :

PROPRILTE 1X.2

Fo (kX - LYy 5 mX-kY) = BgFg (X,Y)

:
avec k, - m414

Ay

Ainsi, dans le cas olu l'on a Ag = -1, il en résulte que les deux
formes Fb et -Fb sont équivalentes. Mais on peut établir sur la (a,0,-1)
Théorie de MARKOFF qu'il est possible que l'on ait : AO # -1,

[ Corollaire
Les racines 9‘(8) et 0, (s) de Fg (X,1) vérifient :
k, Bats) -1,

m, 6& (s) - k4
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Ce résultat n'est autre que le Théoreme 1II.4.

PROPRIETE IX.3
Vix,yye Z'- lco,0 |Fg(x,y) | 21

Ce résultat est par construction une évidence. Il provient ici du
fait que l'on travaille sur la (a,r,-1) Théorie et que l'on a donc,

par définition :

M(FO) =1

B / INTERPRETATION GEOMETRIQUE:

On s'intéresse aux équations diophantiennes Fyp (k, ,m,) = Ag -

En se ramenant dans Z , tout revient a déterminer un groupe de rotations
hyperboliques. Or, la période de la racine B, (s) de Fp (X,1) s'écrit
(S*,a) et contient un nombre pair d'éléments (il y en a n + 2). Il en

résulte que 1'équation :
2
-1 =x*+ [m(a+l) - K,- K,JIxy + [K,K,+ 1 - (a+1)K, mly
n'a pas de solution (x,y) ¢ Zf.
Le groupe des rotations hyperboliques est donc engendré par
K, ;(a+1)K,- 1 0 ljjaa 1| fag, 1 a, li|fa 1}]]0 1

m ;(a+l)m - K, 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

Ce groupe opére dans l'ensemble des hyperboles d‘'équation :

F,(x,y) = A

6
Avec la représentation déja vue (o @y (S) = [0,5*,a] et Ba(s) = - [2,SD
Jﬂ Fo(x.y)zA>o
A
""" ‘-l
5 o/ 1 \ R

Bals) - X x
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Le point (x,y) = (1,0) se transforme par la matrice donnée ci-dessus
en (x',y') = (K ,m).

On retrouve ainsi la relation.F;(K,,m) = F_(1,0) = 1 donnée par le

6
Théoréme I.8, parce qu'ici, n est un nombre pair.

En inversant par ailleurs cette matrice, on trouve de méme:
Fp (K- (a+l)m,m) = Fg(l,O) =1,

La Théorie du polynéme de KLEIN permet d'envisager la figure suivante :

J 4
X
a(S)
"\‘@i-‘- cace
e‘()r > X
Avec les notations classiques, utilisant les réduites de
ea(S) = [0,S*,al, on note Q;(p,,q;) les points construits avec la
[ |
X
premiére asymptote d‘'équation y = ——— .,
: B, (S)
Ainsi : 0 4(1,0)
0,(0,1)
{ N4(1,a,)

Nilaga, aga, +1)

k etc ...
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Par ailleurs, avec 91(5) = - [a,S], on introduit le point.Qi(-a,l)
et l'on poursuit la construction du polyndme de KLEIN avec la seconde
asymptote X

B4 (s)

La détermination de la valeur Ap est alors faisable a partir des
coordonnées des points fl,; (i ¢ Z ).
Le transformé du point Q. (-a,l) par la rotation hyperbolique consi-
dérée ci-dessus s'écrit :

Qm(Kd'] pm - K,)
En effet, ona : m -~ Ky > 0

Par ailleurs, la relation ml = KK+ 1 impose aussi : K, 2 ]

On est donc assuré d'avoir bien affaire au point {], , compte tenu

que n pair, et du fait de la longueur des périodes utilisées.

1 - (a+1)K,
En {, , on a : Fp (0,1) = <0
m
ak, +1 - K,
En Q‘-z et I, , on obtient : Fo (-a,l)=———————"- a = 1=‘9 (K,-1; m-K, ) < 0

m

On peut donc énoncer :

PROPRIETE IX.4
La plus grande valeur négative non nulle représentée par F peut

)

étre recherchée en un point ILﬁ ou 0 £ 2i £ n.

C / APPLICATION : DEFINITION DES ENSEMBLES DE MARKOFF ORDONNES
Avec les développements précédents, on voit que Ay pourra étre

déterminé avec les coordonnées d'un point

(0 < i ¢ -’21)
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On peut convenir de définir k, et m, a partird'unpoint Q1i(kAlm1)
tel que Fo(k4,m,) = Ag .

On a alors nécessairement m > m, > 1 et avec les pentes :
0$k4<m4.

Avec de plus : pgcd(k, ,m,) = 1, par définition de Ag -

On peut aussi considérer alors le point :

Q (kL— (a+l)m, ; m,)

Y
On a :
ky- (a+l)m]  [m 7 - Kyky- (a+1) (K,m, - k,m)]
my L kym, - k.m .
[ (a+1)m - Ky ;- (a+1)K‘+1- K,
L -m M Ky J m,

La matrice 2 x 2 intervenant dans cette relation est l'inverse de celle
associée a la rotation hyperbolique considérée précédemment. Il en

résulte que le point 'Qlj se trouve sur le segment d'hyperbole ]Q_n_“;Q_z[

ky- (a+l)m,
On a donc les inégalités : m, > 1 et £ -a
My

k,
La derniére s'écrivant aussi : k, < m, soit — (K1

m

3

On a encore : pgcd(kz,mz) = 1 et avec le pointg _,, : m £ K, < m.

De méme, en étudiant les pentes des droites intervenant : k, > 0.

DEFINITION

En définissant k, et m, & partir du point Q,. (k, ,m,) (0 g 1 g

N

tel que Fb(k4va) = Ag

on dit que le septuplet

(m,K‘,Kz: m,, Kk,
correspond a un ensemble de MARKOFF ordonné.
Dans le cas ou r = 0, c'est-a-dire K, = K, = k, on dit seulement que
le sextuplet (m,k ;' m

VI
MARKOFF ordonné.

m‘,k,)

k,: m,, kz) correspond a un ensemble de

On a alors :
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. [ PROPRIETE IX.5
On a les inégalités {m >m

\"

4 1 et 0 £k, < m,

m2>m 21 et 0 <k, £m

2
Et la relation pgcd(k4 ,ma) = pgcd(kt,mz) =1

On a la relation de MARKOFF,cl §,=¢,=1

(-Ae)m"+ m:'+ m‘z = (a+l)mm'1 m, + (K, - Kz)m4mz = (a+r+l)mm4mZ
On a aussi les expressions :
m, =mK-mk, ky = ml - Kk,
m, = mkz— m’_K,‘ ky, = ls‘kz- mz'\
I (a+l)m, m, + Aom =m kz- mzk4 = (a+l)m, m,+ N,
Démonstration

Les résultats fournis résultent de ce qui a été vu ci-dessus, a

l'exception de l'expression de m, qui s'établit comme suit :

mk, - m,K, = mm,1 - mK,k,- K mK + k,mK,

mA(mT - KAK,) = m,

Avec les expressions de m, et m et la seconde relation de MARKOFF,

z ’
on obtient :

t ]
m‘+ m‘ = m4mkz— m, m,K:+ mszK‘- m, m k,

]
(a+l)mm,m, + (K, - K, Jmym + Ay m

Soit : m(m4k1- mzkd) = (a+l)m m, m, + Agm"

En simplifiant par m, il reste :

m Kk, - mk, = (a+l)m4ml+ Aom
Pe
Cette derniére relation confirme en écrivant Apg = —
que l'on a dans J * : Qg | m Q
Par ailleurs, avec les expressions que l'on vient d‘'obtenir, on peut

écrire :

pgcd(m'1 My ) pgcd(m ; mK -m Kk,

4

= pgcd(m, ; mk,)

= pgcd(m,; m) (car pgecd(m, ,k,) = 1)

4t 1Ky
= pgcd(mk, - myK, ; m,)
= pgcd(mk, ; m, )

1)

= pgcd(m ; m,) (car pgcd(m",kl)



ITI.156

PROPRILTE IX.6

On a : pgcd(m,m,) = pgcd(m,m,) = pgcd(m, ,m,)
Cependant, on n'a ici aucune indication sur la valeur de ce plus grand
commun diviseur. Et sur des exemples, il peut étre différent de 1.

On pose pour la suite :

DEFINITION

On note : d = pged(m,m,) = pgcd(m, ,m,) = pgcd(m,,m)

En reprenant alors la propriété IX.5, on peut écrire :

meKy = my (mod m) mK = -my, (mod m)
- mzkA = Agm = Ne(mod m, ) -mk, = m, (mod my,)
mk, = m, (mod m, ) mk, = Aem = Ne(mod m, )

On en déduit
m,(K K,+ 1) = 0 (mod m)
Cette premiére relation est évidente avec K K + 1 = ml .

On a aussi :

H 3
mk = -Nk =smKk' (mod m,)
Soit puisque pgcd(m, ,k,) =1

Il en résulte que l'on peut écrire

2
m k4- N‘9 = m4L.4

avec L,¢ 1
Or, il ressort de la propriété IX.2 que l'on a aussi :

N
9 2
Ae=-;-=k4-m4]4 (14€0)

. {1
Soit : m k,«' N9 m4m1

1
On a donc, puisque m, # 0 L=ml, € VA

De la méme fagon, on obtient : .

m ki EzNo k, (mod m, )
Soit: ky,(m k;- Ny) = 0 (mod m,)
Ceci permet d'écrire, avec Ll

1
mlkl- No = myL,

On a donc établi, en complétant avec le Théoréme III.4
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PROPRIETE IX.7
Oon a dans IN * 1a relation Qy |m.

Par ailleurs, il existe L,e¢Z et Lzel tels que, dans Z :

m ky- Ny = m, L, (soit ki- Ay = m,1, )
m Ky~ Ny = m,L, (soit k;- Ay =m, ],)
avec la relation
Ly=mly =k, (K, + K, ) + (a+l)(K,m, - k,m) - Im eZ

On a ainsi:d | Ng

Ainsi, on a obtenu l'éguivalent de toutes les relations données par
CASSELS.
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X. EXTENSION DU CALCUL DE CASSELS POUR L'ETUDE DE TOUTE (a,r,g ) THEORIE

e — —— — s A — T T S T iy N m S S S P Ak T A S S S S S S S N SN T SEN S e e S A e e ey S T TP N S S S S S S e wmm o e e e

A / INTRODUCTION

On part de la situation générale suivante :

S* = (a,, @pq 4 eee , 3,)
= X
(X, ,b,X,)

On pose conformément aux notations antérieures :

K,
(a) :+ — = [0,X] = [0,S*]
m
Et aussi :
[ m m - K,
(m) : M, = (on note ]x= 1)
K, K- |
On pose encore :
Ky
(b) : — = [0,x4]
m,
et aussi :
my m, = &l
(my) : M, = (avec k, = k, )
§ Mk k -1 oo
4 4 Xy
Enfin, on note :
ky
— = [O,T] = [0,114 'ul, e e o u"]
My
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my my, - Kk,
Soit : M? =
M M - K
Ceci permet de poser,en convenant K = ]& et M = k,, ¢

my my, - Ky
(avec k, = k,)

(my) = M_ =
h [k“ kll— ]Xg

On en déduit la condition :

On considére alors la relation matricielle suivante correspondant

a la relation X = (X,,b,X,) :
b 1
tT M =M M
(p) b 3 X, 1 0 Ry

Dans cette situation trés générale, on a :

(cy) m = (b+l)m, my+ ky my- k,, my
(c,) : K, = (b+limyk, + kyky - my Iy,
(cy) Ky = (b+l)m k, - k,, ky+ m, ]X:.
(cy) 1= (b+1l)k, ky + k4 ],‘1— Ky ]"4

Au moyen des déterminants, on suppose que l'on a :

(q,) : ml - KK =66 (det My = - §E =& = (-1)" )
(dl) H k‘ k". - m‘]x"= E‘ (det MXA'—' 84)
(d4,) : kpkyy = my le= €y (det My = &)

Grice a (c,) a (cy) et (d4,) & (d;), on obtient :

(a,) : m Ky - mky = g my
(ag) = m, 1 - K ke =g, kg
(ag) : mky = m,K, = g, m,
(ag) : Ky ky - my | = €y Ky

En réalité, ces relations sont extraites des expressions :

b 1] -4
M, =M M
% "( 1 0 “’-)
"b 1) -4
M =M M
lxl ( X 1 04) X
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On note que ces expressions fournissent quatre autres égalités
sur lesquelles je n'insiste pas.

Dans la situation présentée ci-dessus on convient de poser :

K, - K
{3
(r ) : r=—_21*
m
(g, ) = r, = ——————
my
Ky - kg
(ry ) r, = ——
my

On a par (a,) et (a;) :

e 3
8). m4+ 81 my

my (mky = myKy) + my(m,K, - mky)
= m(mky- mk,) + (K, - K,)mmy

En convenant alors de poser, pour a eJN'* :

DEFINITION
($) %(z,y) = §z'+ [m(a+l) + K, - K, Jzy + E,,y"
(q;) : ¢e(z,y) = z'+ [m(a+l) + K,- KyJzy + g¢, yt

=z'+m(a+r + 1l)zy - & yt

Il reste :

(\k) : We(m4, -m,) = mlm, kg - mk, -~ (a+l)m‘mt] = § (1)9( E, M, -m, )
Et si l'on pose, ce qui définit A :

(f) \k)(m“ -my) = g A mt = ¢ cbe( o m, , -my)

On retrouve directement la relation de MARKOFF généralisée :

(M) (- ¢, A)mt+ €, mr o+ E, m:' = (a+r+l)mm m,

On obtient aussi, en comparant (\h) et (\h) :

(as.) : (a+l)m4m

, + E Am = (m"kl- myk,)

On généralise ainsi des relations qui ont antérieurement été
présentées dans le cadre restreint de la (a,r,-l1) Théorie de MARKOFF.
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B / UNE AUTRE RELATION DE MARKOFF ET APPLICATION

Les conditions (a)(b) et (c) vues ci-dessus permettent d'appliquer

le résultat suivant

[ THEOREME X.1l
Soient b € IN* et X,X,et X, trois suites de nombres de N* tels
que X = (X4'b'xz)

Alors en posant

am + K am,+ k bm, + k
[a,x] = ——'  [a,x,] = — [b,x, 1 = —+—*
m m4 L m
2
1 +r =1[0,Xx]+ [0,x*]
1+, =100,%x1+ [0,X)]
l+r = [o,xt] + [0,x¥]
Cand
84 = (-l) ‘4
¢, = (_l)Gudxl
On a, avec (b + 1 +r,+r,-r)e @ , la condition (My) :
I3 i z
] m*- g m, - g m, = (b +1 + r,+ r, - r)mrr[1mz
Démonstration

On pose b = a; et:

P
4p

-_—= [a,X,,] = [a, an ) e e a1‘41 ] i = [a, an 'y * ey aipL]
Qa Qay

Pyo P!

£ (b,X,1 = [b, 8, , ...3]] L2 - (b, a;,0 esesa,]
Qpo Q)

p Pl

~ -[a,x] =Ila,a,, ...a,,a,] == =1[a,a,, ... a,]
Quo Q0

On obtient les formules :

Qw = Q‘é Pfu + Q;‘é Q)ao

(1) {
P,, = &Q 5b + P} Q}Q
\ Quo = Qy Ppo * QU Qo
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On convient alors d'écrire, ce qui définit r:

1 0 X *
X o1 S

l1+r -1 (l+r)[x*] - 1

Et l'on introduit les matrices assocides & X et 3 sa suite palin-
drome X* :

Q. Q'
M =
X
P = aQuy Plo - aQl,
rQJw Pup - aQuw
MX* =
Q;w RLO - aQLw

Elles permettent d'établir la relation :

(2) Q, = (a+r+l)o,, - B,

De plus, au moyen du déterminant de My , on peut écrire :
L

P + §&

(3) Pi, = (a+r+l) Py - —mmm—

Qo

De la méme fagon, avec X; et X, , on peut supposer dans la plus
grande généralité que l'on a en conformité avec (r, ) et (r,)

{ Qi = (a+g +1)Q, - Py
(4)
Q';,_, = (b+r, +l)Q),“, - Puo
B¢
P! = (a+r, +1)B,, - % -
2 4 0
"
(5) .
Pos - €,
P,;w = (b+r._+l)P,,,., - 5
P
Soit en substituant dans (1) :
3
P-GH = P‘é P)’w + [(a+r4 +1)P“\ - ———— ]er\)
Qu
(6) ﬁ Quo = Q Ppo + [la+r, +1)04 - Py IQpw
2
P -6
Q. = Q. [(b+rz+l)gyu el X 1)
Qpw

{ + ([(a+r, +1)Q, - P ] x [(b+r, +1)Q,, - Ppu ]
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En remplagant alors dans la relation (2) et multipliant par Qua . Q

on trouve : Fe
L 2
(b+r, + 1)By, Qi Qo - O Ppo + €, Qb
+ (a+ry +l)(b+r,+l)Q:¢ Q;,.a = (b+r, +1)Py Q, Q;;co

2
(a+ +1)Q, Pp Quu + Que Qpuw Py Bpu
(a+r + 1)

1 3

i St Y, S p b -

(arr, o) e T % Qe Fpo Qo B Qo T - Py Bo Q4 Qo
13 2 1 2

- (a+r, +1)PB, Qf” Q, + P, qu - & Qpo

Soit en regroupant et en utilisant encore (6)

(a+r+1) , N .
Q - €, Q - € Q
(a+r4+l)"w 1 T S

=(b+r1, -a-z5 )0, Q. [PP._,QQ - Qo B
S

- [P Q - P Q ]
po E4 « f” a+r +1

t ]
+ (a+r +1)(b+r, +1)Q o] + | —————Q Q - P 0 1o
A 2 Q4 Xpe (a +r,+ 1 L6 Fpw Ly PR e

Avec la relation suivante, déduite de (6)
Qup Ppo = Pua Qo= Q, - (a + g+ 1)Q,, Q)u.o
Cette derniére expression s'écrit :

-(b+r,-a-rl)la+r+ l)Q;c Q;,:4

-QL,+ 2(a + r, + l)QQ Q),,, Quo = (@ + r, + l)"Q:"\ Q;,'Q

+ (a + L, + 1)(b + r, + l)QI} Q;,,,

(a+r+l 1
+(——) 0 - {a+r + 1)Q Q Q
a+rA+1 w0 - 'w a

En regroupant tous les termes, il reste :
: :. 2
Qu - & Q4 - & QP" =(b+1+r,+0r-rlQ, Q. Q),.‘,

Ceci termine la démonstration du Théoréme X.l. En effet,
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dans le cas qui nous intéresse, avec l'observation complémentaire

faite ci-dessus que l'on a:

Qda'-' m Q“(\= m, Q)’U= mz'

on trouve la nouvelle relation de MARKOFF indépendante de a

L 8 A
(M,) m* - g, M- ¢ My = (b + 1 +1r,+r, - r)mm,m,
—Exemgle
Pour m = 182 K, = 83 Ky = 57 1=26 a=35
on trouve : 202
A=-—-= ¢ A
182
X =1(2,5,5,2,1)
et X, = (2,5) X, =1(2,1) b =35 &= =1
et aussi : k, =5 m =11 k=9 lIgx=4
ky = 1 m = 3 Ky = 1 lg= 0
26
La relation (M) s'écrit avec r = —
182
202 v . 26
—_— . 182 + 117+ 3 = (5 + — + 1)182 . 11.3 = 36 894
182 182
4
La relation (M,) s'écrit, avec r, = - — et r, =0 :
11
N : N -4 26
182°-11"- 3" = (5 +1 4+ — 4+ 0 = — )182.11.3 = 32 994
11 182
LL.es deux relations (M4) et (M, ) sont différentes.

C/ APPLICATION AU CALCUL DE VALEURS REPRESENTEES PAR LES FORMES

La comparaison des relations (M,) et (M,) donne :

(ag) = (1 - g, A)m = [(a+l) + (b + 1 + r,+ r,_)]m4m,_

(ag) = (1 - g A)(¢g m:+ g, mg) = [(a+r+l) + g, A(b+l+r, +r, -r) Imm m,

On note que dans le raisonnement conduisant ci-dessus a (M,), on
a aussi rencontré :
k k
. (1 ] L 1
(ag) = (¢ m, + Em) =(—-—+ r)mm1ml
my m4
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En comparant a (a,), on obtient seulement :

(a+r+1)+ A (b+ 1+ +r1~-71)

(as) : l - ¢ A=

alx
~
RN

e
N

Soit, avec (r,) et (r;) :

[ THEOREME _ X.2
Dans les conditions générales qui précédent, on a la relation :
k, k,
a+l+(—-—)
m m,
() : A= - 2
k K
2
b+ 1+(— - %)
m, m,
[ Exemple
Dans l'exemple précédent, la formule (A) donne avec § =1 :
5 1
S+1T -3 198 + 4 202
A e — e e — . = e ——
1 9 198 - 16 182
®+3-11

D'ou encore avec (r,) et (r;) :
a+l+b+1+r+r1

(A, ) : (1 - g A) =
ky kK,
b+l+ (—-—=)
m, my,
En substituant dans (ag) :
Kn Ky
m=(b+1l+—-—)mm
mye my,

(b + l)m4ml+ Ky, My = Hzmz

On retrouve ainsi la relation (c,) qui est donc, avec (A), équiva-
lente a (ag).

D'autre part, la relation (ag) dérive directement de (a;) et (a;),
c'est-a-dire de (cq) & (c,) et (d,) & (d;), et donne avec (A) la
relation (ay).

Et comme de (a,) et (a;) se déduisent (M) et (M,), on a établi

que de (¢, ) a (c,), (4,) & (d;) et (A) se déduisent (M) et (M,).
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En ce qui concerne la relation (A), écrite sous la forme :

(a+l)m4mz+ k4mz- kymy

A= -¢
(b+l)m4 m, + kym - Kk, my

On voit apparaitre au dénominateur, d'aprés la relation (cq) 1le

nombre m = (b+l)m4mz+ kym,- Kk,m,

Elle se réduit donc a la relation (ag) que 1l'on peut prendre pour

relation de définition de A.

Prises en sens inverse, les remarques que l'on vient de faire

constituent une nouvelle démonstration du Théoréme X .1.

On remarque encore gque la comparaison de (ag) et (a,) donne

(agg) ¢ mky~myky, =m - (b+1+r+ r,)m,m,

Si l'on considére la forme quadratique qg(x,y)
Et la matrice :
a 1 (a+1l)m - Ky, ¢+ m
e
1 0 (a+l)K,- 1 ; K,

Le polyndme caractéristique de cette derniére s'écrit

P(x) = x'- x [m(a+l) + Ky - Ko 1 + m]l - K, K, 1
En utilisant la relation (dA), il reste, puisque E: =1 :

g P (- & x) = %(x,l)

Ceci permet d'énoncer :

PROPRIETE X .l

Le polyndéme caractéristique de la matrice :

a l] (a+l)m - K, ; m
M =
x .
1 o0 (a+)K, - 1 K,
s'écrit : 4%(-6‘x,1).
On a écrit précédemment : S* = (X,,b,X,) = X
En notant : 7‘(8) = [s*,al = [X,a] = [X,b,X ,al
1
{ Ba(s) = [0,8%,a] =
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On obtient : -

K « (a+l)K, -1
Qus) = | ! B, (s)
m  ; (a+l)m - K, |
F—K, ;: 1| - (a+l)K,]
- 4 e 9‘(8)
J{—m ¢+ K - (a+l)m |

Le polyndme caractéristique de la derniére matrice apparaissant
vaut :
Q(x) = x'+ x[m(a+l) + K, -~ K, 1 + [m]1 - K, K,]

Au moyen de la relation (d,), il conduit a énoncer :

PROPRIETE X.2 (Interprétation de la forme 4% )
Le polyndme caractéristique de la matrice :

[o 1] [a 1] 0 1] [-K4 N (a+l)K4]
- M =
1 o) *li ol fr o -m ; Ky- (a+l)m

s'écrit : ¢%(x,l).

On note qu'avec : S* = [a,, ... , a,, 3,1, on a :
L
£4€l= ("l)

La relation (¢ ) d%(x,y) = x*+ [m(a+l) + K, - K, Ixy + (—lf yz
est cohérente avec les formalismes généraux que l'on avait définis
antérieurement,

Avec z =mx - Ky, ona:

(a+l)m + K, - K 1 - (a+1)K
¢o(2,y) =mt (xt+ [ : Ixy + L . 1y*)
m m

Ceci conduit a considérer comme avant :

. m(a+l) - K,- K, 1 - (a+1)K,
(F) : Fo (x,y) = x + [ Ixy + [ ly
0 m m

2

PROPRIETE X.3
Fy est la forme de MARKOFF définie par S = (x:,b,x:) et a.

On retrouve l'égalité :

(F, ) : ¢%(mx - Ky ; y) = mlFs(x,y)
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Maintenant, la relation (M,) s‘'écrit aussi

(-A)m" + €, € m:+ m: =(a+r+ 1) ¢ mmm,

. t 3 2
Soit Am~ = m - [(a+l)m + K, - Ky 1§ mm,+ g¢, my

ou (‘p‘) : Am' =4)e(- E my; my)

Et avec (a,) et (F,) :

'3
Am = ¢e(mk4- Kymy; m,)

m* Fy (kys my)

Soit par simplification : Fe(k ,m

PROPRIETE X.4
Dans les conditions générales vues ci-dessus, en définissant A
par la condition ( 4& ) 4b(m4; -m,) = gAA)mL

ou la condition équivalente (a.), on a :

(F’.): Fe(k4,m‘)=A
(my kg= m,k, ) - (a+l)m, m,

De plus, la condition (ag) : ( g A) =
m
montre que A est un nombre rationnel que l'on peut écrire sous

N

m
£, (m, k

la forme (3,) : A

ou (N) : N

= mk,) - (a+l) £ m m,
D/ CALCUL SELON CASSELS - ENSEMBLES DE MARKOFF ORDONNES

Cette propriété garantit que l'on puisse utiliser les propriétés

générales vues au chapitre II.

En définissant en particulier ]Jeﬂ} par :

(1) :ml, = k(K + K,) + (a+l) (K m- kK,m) - | m,

on a :
]
(A,) A=k~ ml,
(Fs) : Fe(kAx —Ly ;omgXx - k4y) = AFe(x,y)
k, 0,(5) - 1
4 VR 4
() : Bu(s) =

m, fa(S) - k,
Maintenant, il ressort directement des relations (a,) et (ay)
et de la définition des nombres m,m, et m, a partir de suites

X , &4, Xz gue l'on a :
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PROPRIETE X.5

(a): m >0 m4>0 mg > 0
(b) m = Max(m,mA,mL) > Max(m, ,m,)
(c) pgcd(m,, m,) = pgcd(m,m,) = pgcd(m,,m)

Sur des exemples, on verifie que rien n'impose a'avoir :rm,eéZ ou rmye

On pose :

DEFINITION
On note d = pgcd(m“mz).
La construction générale faite ci-dessus montre que le nombre d
peut étre quelcongue, et que rien n'impose que l'on doive avoir

d = 1 comme dans la Théorie de MARKOFF classique.

En reprenant alors les relations (a,)(a,;) et la propriété X.4,
on obtient :

mK = g m (mod m) myKy, = - ¢ m, (mod m)
- & mzk4EN (mod m,) - mk,= ¢ m, (mod m, )
mky = € m, (mod my) € Mk, =N (mod m )

Oon en déduit modulo m :
m4K4 K,=- Eggm, {mod m)

Cette relation est évidente d'aprés la condition (4,).

On a aussi modulo m,

- ¢, m,_k:ENk4=-:m kf ({mod m, )
Soit, puisque 1l'on a pgcd(m, ,k, ) = 1 la relation :
mk:-NEO (mod m, )

En introduisant L, ¢Z tel que

(L) = mk} - N=mL,
. Ly N
On obtient : kg=m(—) =—=a~
m m
L,
Et en comparant a (A,), il reste : ]4 = — ,
m

En comparant a ( ]4), on obtient :

Lo=ml =k (K+ Ky + (asl)(Km-km) -1 m ¢2

On a enfin, modulo m, : .

1 3
g, mk, = Nk = gemk (mod my,)
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Soit puisque l'on a pgcd(mz,kz) =1 la relation :

mk:- g6, N =0 (mod m, )

Ceci permet d'énoncer :

[ PROPRIETE X.6

Il existe L,€Z et L, e Z tels que :

(Ly) = mk:- N =mL,
. ) -

(Ly) = mk; - t,¢, N = m,L,

Lavec Ly =m 14 = k, (K, + Ka) + (a+l)(KAm4- k4m) -1 m_,

Oon en déduit :

THEOREME X.3 (Equivalence des relations (M,) et (M,)

On a : d|N et cette condition permet grace a (ag) et (c,)

d'établir l‘'équivalence des conditions (M4 ) et (M,).

La démonstration du Théoréme X.3 s'établit comme suit.

Considérons les deux relations :

(cy) ¢ (b+l)mym - m = k,m, - k,m,

(ag) : (a+l)mym+ ¢, N = k,m - k m,

Elles donnent

[e,N(b+l)+m(a+l) Im, my= m, [mk, - € Nky ] + mg [ &Nk, - mk, ]

Et avec la condition pgcd(m, ,my) = d| pgcd(m,N), il existe Q€ Z
tel que l'on puisse écrire :

lTIk4 - E‘NK"_

Qm,

et aussi : mky - &Nk, = [§ N(b+l) + m(a+l) +@ Im,

Ces expressions donnent :

ky = Ky LN -m kg QA
L =2 o (— ) — 4 —
my m: my m
Ky = ky m-&N ky [gN(b+l) + m(a+l) +31]
r,- 2 — ( ——— ) — -
m, m my m

Elles permettent d'écrire la relation (My) sous la forme :

m"-elm:- E,m:'_ = mm, m, [b+l-r + ( J(— - —)=(a+l)- =~ (b+1)]
gN m, my m

En simplifiant le second membre de cette expression et par recours

- . _ .
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-(g N)m +elm:’+gdm{' = (a+l+r)mm, m,

On retrouve donc seulement la relation (M,).

Inversement, le calcul qui précéde redonne une démonstration nouvelle
de la relation (My) a partir de (My).

Il montre que, comme dans la Théorie de MARKOFF classique, il suffit
de concentrer l'attention sur une seule équation diophantienne parmi
les deux relations (M,) et (M,).

L'intérét de la relation (M,) est'qu'elle ne fait appel qu'a des
grandeurs issues de 1l'égalité : X = (X,,b,X,).

Elle est indépendante du choix fait pour a.

L'intérét de (M,) est plutdt de faire le lien avec la présentation
moderne de la Théorie de MARKOFF (CASSELS [51]).

D*autre part, on a de fagon évidente par calcul (cf. Propriété III.3).

[ PROPRIETE _X.7

( q& ) d% (x,y)
() - P (x,¥)
L (Q{) ¢b(x,y)

¢$(x + [m(a+l) + K, - Kzly ;o~y)

EuEs Cbe(y P o6&y X)
%81¢5(— E ey ;x + [m(a+l) + K - K, ly)

Enfin, on a :

F, (k,~ (a+l)m, ; m,)
1l

= ;} *% (mk, - (a+l)mmz— K,my; m,) (avec (F,))
1l

= ;} ¢%( Eznu-»mS(a+l)m + K, - Kz] ;om,) (avec (a,))
1

= ;} 4%( gy My -my) (avec (q%))
1 . : z]

= ;‘[m‘,- gy [(a+l)m + K, - K, Im m,+ £ m,

- & nlo g [(aslim + K - K, ] 2

oY gy Llatlim + K - Ky Im m,+ &€ m,

= A% (-¢g m,; m, )

= 6 A (avec (¢4 ))
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Et aussi avec ( ¢% )
{ & (& mys -m) = EE, ¢, ¢ -my: g my)
d)e(‘&mL: m,) = E,E,CPQ (my; = & my)

Ceci permet d'énoncer, toutes les vérifications complémentaires

étant évidentes :

PROPRIETE X.8

On a les égalités suivantes :
((h) : Am' =¢e(—£‘m,_;m4)

g, & (be(m,,; -&m,)
6 ¢9(E;m,17 -m, )
Q (-my; £, m,)

(Fg) = Fg (kg5 my) = A
(Fg) Fg(ky- (a+llmy; my) = £ A
(F) 1 EglK,,m) = Fg(Ky- (a+l)m,m) = &¢,

Inversement, la propriété (F, ) est & rapprocher du Théoreme X.2
qui montre comment calculer ces valeurs A représentées par Fg

a partir du développement en fraction de By (S).

Les calculs que l'on a fait découlent de la seule relation :
S* = X = (x4,b,xl)

Ils ont été faits indépendamment de la valeur b choisie.

La valeur A est quant a elle définie a partir du b choisi par

les relations 4% ) ou ( 4& ). Rien n'impose que cette valeur
corresponde 3 la valeur négative maximale Ay représentée par Fp.
Les calculs précédents sont donc en réalité valables pour d'autres
valeurs A que Ay . Ils posent le probléme de déterminer les valeurs
b telles que A = A,.

On introduit de fagon plus précise :
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DEFINITION

de la suite S*, on dit que le nonuplet (m,K ,K,; m ,k, K ;

est, s'il existe, un ensemble de MARKOFF ordonné associé a la
N
forme de MARKOFF Fe lorsque l'on a Fb(ku,ml) = A9 = ;9 plus grande

valeur négative non nulle représentée par la forme Fy .

m,  Keys Ky )

E / CONSIDERATIONS GEOMETRIQUES ET APPLICATIONS A LA CONSTRUCTION
DES ENSEMBLES DE MARKOFF ORDONNES

Les considérations géométriques qui ont conduit avant a la mise
au point du programme "EXTREMUM" sont encore applicables.
Elles donnent directement a partir du Théoréme III.1l1l :

(THEOREME X.4

m(a+l) - K, - 1 - (a+1)K
Fe(X,Y) = xt+ [ 2 KL]XY + [ 2 Jy
m m

X

les deux valeurs extrémes M(Eb) et A, sont obtenues sur un point
entier (x,y) # (0,0) du rectangle déterminé par les deux inégalités

0 ¢ xg [(a+D)K, = T1Im - K, ] + K, [K,- 1]
0 g ys [asldm - K, 1 [m - K, 1 + mlK,- 7]
De plus :

(1) Si n pair (& = -1)

La valeur Ao est obtenue sur un point entier (x,y) # (0,0) du

rectangle :

0 g xgK -1
Osysm-K

Ceci correspond & un des points Q,, &Q,, ... ,.
Dans ce cas, il existe (x,y) = (Kn'm4) vérifiant les conditions

précédentes tel que Fb(k‘,mq) = AO'

Dans les conditions les plus générales présentées ci-dessus a partir
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De plus, il existe alors un ensemble de MARKOFF ordonné associé

a la forme F9 définie a partir de S.

(2) Si n impair (&€ = + 1)

On a alors N9 = - M(FB) et Ag = -1

La valeur AO est alors obtenue sur 1l'un des points de coordonnées

entiéres :
'Q'D'Sll' cee I'Qn-ll"‘ :nzml
Il se peut qu‘'elle ne soit obtenue sur aucun des points j&,.Ql, cee
fl»r
Dans ce cas, la suite S ne permet pas de définir un ensemble de

MARKOFF associé A la forme F9 .

[ Remargque

On a donné ci-dessus un exemple illustrant la seconde partie du
résultat précédent.

Dans la (2,0,1) Théorie, avec :
+ 26 13
F, (X,Y) = X"= — XY = — Y
J 12 12

on trouve Ag = -1, avec (x,y) = (5,12) ou (x,y) = (31,74).
Ces deux points sont dans le plus grand rectangle donné par le

2

résultat précédent, mais aucun ne correspond a l'un des points

R PR W

E.1 - Application a l'étude des (a,r,-1) Théories

Pour une telle Théorie, dont la Théorie de MARKOFF constitue le
prototype, le Théoréme X.4 (1) est applicable.

On peut donc toujours définir au moins un ensemble de MARKOFF
ordonné et le calculer avec le programme "EXTREMUM".

Ceci précise les définitions que l'on donnait antérieurement.

Dans ce cas, puisque le couple (k, ,m,) tel que l'on ait :
Fo (k4 ,m“) = Ae

est obtenu sur un point 0L 2ign
On a nécessairement & =1
Et avec &g = (-1) =1 (n pair)
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Il vient aussi : g =1

Dans ce cas particulier, les deux relations (a,) et (a,) s'écrivent
(a; ) = my = mK, - mk,
(ai ) H kz = m4] - Klkd

On retrouve les relations données dans la propriété X.5.

Avec la méthode développée dans le présent chapitre :

THEOREME X.5 (Ensembles de MARKOFF ordonnés d'une (a,r,-1) Théorie)
Dans toute (a,r,-1) Théorie de MARKOFF, toute forme de MARKOFF F,
admet un ensemble de MARKOFF ordonné défini a partir de la suite

associée S,
On a £4= g, = 1

Et les relations s'en déduisant :

(a, ) : mp = mK,- mk, (ag) : m, = mk,- m,K,
(a} ) : ky =m1 - KKk, (a)) & ky = Kyky= my]
(M) 2 (-As)ml+ m:+ m: = (a+r+l)mm, m,
m >0 my >0 m, >0
ou m = Max(m,mq,mz) > Max (m4,mz)
pgcd{m,m, ) = pgcdlm, ,my) = pgcd(m&,m)
N A S S _
(M) :m = m - m = (b+1l+r, + r, r)mm, m,
(a;.) : - ND = (a+l)mym, - kym,+ Kk, my
ky K,
(a + 1 + - - -
my My
Ky ke
b+1l+-—---
my, m,

Ce nombre est d'autant plus petit que a est grand devant b. Il peut
vérifier Ap < -1.
(cy) = m = (b+l)mymy+ kymy - kym,

E.2 - Application a l'étude des (a,r,l) Théories

On a vu au Théoréme X.4 que pour une telle Théorie, il peut y
avoir des difficultés pour définir un ensemble de MARKOFF ordonné.

Au lieu de considérer S = (a,, a «es , a,), on considére d'abord la

4'
suite :
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= (b.' b‘ ’ ® e o b )

Inet

Par construction, on a :

0. (sas) = [0,S*,a,s*,a]

= EO'S*'a] = e‘(s)

Nt

- [a,s,a,s]

r——————

6, (sas)

= - [a,s] = b,(s)

|

Il en résulte :

PROPRIETE X.9

Pour a ¢ N* et S = (a,, a,, -.-. , a,) donnés, la forme de MARKOFF
définie par (S,a) coincide avec la forme de MARKOFF définie par
(s,a,s,a).

La différence est que la suite (S,a,S) contient toujours un nombre
impair de termes, et correspond donc a une valeur n paire.

Cette nouvelle suite correspond aux valeurs

m{ (a+l)m + Ky- K,

K [(a+l)m + K, - K, 1 + (-1

m
X,
X, = K l(a+l)m + K, - K, ] - (-1)""

L

Ceci permet de vérifier la propriété X.9 par un calcul direct.

1[(a+l)m + K, - Kl] + (-l)m. (a+l)

on vérifie aussi sans difficulté que 1l'on a :
LYY 3
ML = X Xy + (-1)

Siona : a2 t(s), il est clair que 1l'on a aussi a > t(Sas).
Par ailleurs, le calcul de m,(SasS) peut étre fait avec

8 my (S) ma (Sas)
c (S)) = —m— = ———
* VA.(S) VA‘(SaS)
et A.(sas) = [(a+l) M+ X, - X, 1t a1t

[(a+l)m + K - K, 1" 4,(s)

On obtient ainsi : m,(Sas) = m(S) [(a+l)m + K,- K, ]
Ceci permet d'énoncer :
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PROPRIETE X.1l0
Pour tout mot de MARKOFF S ¢ L, , on a aussi SaS €& La.
Dans ce cas, le nombre de MARKOFF super réduit défini par (S,a)

est aussi le nombre de MARKOFF super réduit défini par (S,a,S,a) :
Ba(s) = Qa(sas)
Il vérifie les conditions suivantes :
m(SasS) = [(a+1l)m + K, - Kt]m(s)

my (Sas) = [(a+l)m + K, - K, Im,(S)

Ay (sas) = [(a+l)m + K, - K, 1' A4,(S)
K, (Sas) = [(a+l)m + K, - K, JK, + (-1)"
K, (5as) = [(a+l)m + K, - K,1K,- (-1)""

En particulier, on peut calculer ainsi :

¢ (sas)

-1
]

2(—1)'10

r(sas) r(s) +

ml (a+l)m + K, - K, ]

Ceci permet d'énoncer différents résultats

THEOREME X.6 (Coincidence entre Théories de MARKOFF)
Tout nombre super réduit b, (S) d'une (a,r,(-1)" ) Théorie de

2(-1)""
MARKOFF fait aussi partie de la (a ; r + ;7 - 1)
ml (a+l)m + K - K, ]

Théorie de MARKOFF.

Et aussi :

THEOREME X.7 (Ensembles de MARKOFF ordonnés d'une (a,r,l) Théorie)
En remplagant éventuellement la suite S par la suite SaS, toute

forme de MARKOFF Fg d'une (a,r,l) Théorie admet un ensemble de

MARKOFF ordonné correspondant a Ag = -1l.
‘Pour S elle-méme, on a E, =1 §&=-1
Pour SaS si nécessaire, on a £q = 1 g=1

Et l'on dispose des relations données par le Théoréme X.§ :

(a; )(ay )(a}y )lay )(ay ) (M) (M) (A)(c,).

4
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£.3 - Remarque générale pour le cas ou Ag = - 1
Avec A9 = -1 , on trouve :
k k k k
A t
a-b+—+—”‘=—+—q

m, m, m, my,

Soit : a-b = P(X,) - P(X,)

Les seuls cas possibles, compte tenu des diverses contraintes sont :
P(X,) ='P(xl) (a=b)
P(X,) = P(X,) + 1 (a=b+l1)

La réciprogue étant évidente, on peut énoncer :

THEOREME X.8 (Représentation de -1 par une forme de MARKOFF)

Pour toute forme Fy d'une (a,r, ¢ ) Théorie associée a une suite S,
on a équivalence des propriétés suivantes :

(1) le nombre négatif -1 est représenté par Fg

(2) on peut écrire S* = (X, ,b,X,) avec det MK‘= 1

et ou bien a =b et P(X,) = P(X,)
ou bien a = b+l et P(X,) = P(X,) + 1
L A
[ Exemple :
Avec a = 2, X, = (1,1) et X, = (1,2,1)
on trouve L 56 41 ?
F (X,Y) = X + — XY = — Y
b 26 26
et F (1,2) = -1
v 4
La suite S associée est : S = (1,1,2,1,2,1) (r = — )
! 13

Ce résultat montre la grande particularité du Théoréme d'isolation
de REMAK et ROGERS ([5].p 25) que l'on cherche dans la suite a ne
pas utiliser.

Remarquoﬁs que pour la suite SaS, il est facile de trouver un
ensemble de MARKOFF ordonné :

Avec : X = S*aS¥* X, = X, = S* b =a

On obtient : m, =m =m

kK, = kg = K
ky = Ky = Ky

Soit en remplagant dans la relation (A) :
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a+ 1+

a+ 1+
m

L'ensemble de MARKOFF ordonné associé est :
(m(SaS),K4(SaS),Kz(SaS),m,KA,Kl,m,K4,Kz)
La relation de MARKOFF (M,) se réduit aprés simplification a

m(SaS) = [(a+l)m + K1— Kz]m

F_/ CONSTRUCTION DE (a,r, £ ) THEORIES CONTENANT UNE INFINITE DE

SUITES S

F.l - Les résultats généraux

A partir de la propriété X.1l0, on a pour toute suite S et tout

nombre b € IN * :
Q (SbS) = m(SbS) - K, (SbS) - K, (SbS)
=[(b+l)m + K, - K, J(m - K,- K,)
=[(b+1)m + K, - K, 1 A (S)

D'ou avec la méme propriété :

PROPRIETE X.1l1l
Pour tout b € JN * et toute suite S = (a,, a

4’
les écarts de palindromie :

P(SbsS) = P(S)

En comparant alors avec la propriété IV .3 :

(s) (3) .~
r(s) = pee) _d — = P(5) = P(SbS) = r(sf)
m(s) m(S)

- R ~ ~ o~
ou par construction : S} = SbS

La suite S! peut étre explicitée :

§=1(a,, 3,, «c. , 3,)

§ = (8, , @py + «ee , a,, 3,-1,1)

St =88 = (a,, ... , 3,-1,1,b,a, ... , a,- 1,1)

S8 =(a,, a,, ¢eo ,a,,b,1,a-1, ..., a,)
= sb8

Elle permet d‘'énoncer :

.+« a,) on a pour
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PROPRIETE X.12

Pour tout b ¢ IV * et toute suite s = (a,, a,, ... a,) on a pour
les écarts d'antidromie :
A
r(s) = r(sbs)
. . A .
ou la suite St = SbS est strictement plus longue que S.
I'd 13 A

En effet, en écrivant : SbS = (b, , b,, ... by)
On voit que m est minimal lorsque l'on a a, =1
Dans ce cas : m=n+1+n=2n+12>n

A
La suite SbS est donc strictement plus longue que S, elle est
différente de S.
Elle vérifie par construction un certain nombre de propriétés

évidentes :

PROPRIETE X.13

(1) on a pour la suite S} = sb§ les expressions :
[ m(s}) = mlbm + K, + K, ]
K, (S{) = K, [bm + K, + Ky 1 + (-1
( Ku(si) = K Ibm + K+ K] + (-1
1(st) = 1(bm + K, + K, 1 + (-1)"' b
£(st) = (-1)" =1

(2) Il en découle l'égalité :

r(sb8b8) = r(s)

Et de facon plus générale, ¥ tel r(S.(bgk ) = r(S)
avec . si t impair £ (S.(bgk) =1= g(s)"
ts
. si t pair £ (s.(b8) ) = £(s) = £(s)

(3) Soit S une suite vérifiant la condition (S,) : t(S) £ a
et b € IN* un nombre vérifiant : b £ a

On a équivalence des propriétés suivantes :
A
() = t(SbS) £ a

(B) :a #1oula, =1leta <a-1)
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En particulier, si ces propriétés n'ont pas lieu, on a :

a, =1
a‘ = a
t(s) = a

Le point (2) s'établit en calculant les paramétres correspondant a
A N .
la suite sbSbS a partir de m(Ss) =m , K, (S) = K, , KZ(S) = K, .

On trouve facilement :

m(sbSb8) = mlTt+ (-1)"1

K, (sb8b8) = K, '+ (-1)" (T + K,)

A A
Ky (Sb8b8) = K, T'+ (-1)" (T + K,)

ouT=bm+K4+K,_

p . . .z A A
Il en résulte de fagon directe 1'égalité r(SbSbS) = r(Ss).
En considérant la base ol diagonalise la matrice ML§ et donc les

matrices M“’g)e , on trouve plus généralement :
VeenN r(s(p8), ) = r(s)
A
L'expression de £ (S(bS),) est quant a elle évidente.

Un cas extréme, intéressant pour la suite, est celui ol l'on
convient de prendre b = 0.

[ DEFINITION
A
Pour toute suite S = (a,, a,, ... a,) on note S§ = S0S la suite
définie comme suit :
4 = (a,, a,, «e. , a,+ 1, 3,-1, ..., a,) si a, # 1
St = (ag, a4, «ee , @pa , 3+ A+ 1, 3, coo , 3) sia, =1
Plus généralement, soitSs =S (b§)|= la suite définie comme suit avec be¢ N :

t
Sy = (3,, 2, ... 3p.r39,(b,1, 3a,- 1, a,, ¢cc @p, , 3 )

Moyennant l'application de la regle (E.2) pour b = 0 ou a, = 1.
Notons enfin S: = S.

On reconnait alors dans ces constructions la suite qui apparait

dans les propriétés V.2, V.3 et le Théoréme V.2 pour b = 0.
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on vérifie facilement 1'égalité : r(s)) = r(sf) = r(s).

Sin>1l, les suites S} et St sont strictement plus longues que S.

F.2 - Un exemple d'application

Supposons donné a ¢ N * - xlk , et considérons les deux nombres
de MARKOFF 0,(8) et @, (s,) :

0,(s) = [0,a0, ¢v. , 3, 2]

-

Bu(sd) = [0, 8y, eco , @4, 3= 1 , @a,+1 , @ny 4 <=0 3, 2l

Si 1'on suppose que l'on a n > 1l et S € <a-1> , on trouve, d'apres
les Théorémes I.4 et I.5 que 0,(S) est un nombre super réduit,

tel que
(s,) : a > a-1 2 t(8)
(Sg) : my(sS) = m(8)

Plusieurs cas sont envisageables :

Cas 1 : si § = (a-1),, € <a-1>
On obtient S} = ((a-1),, a-2 , a , (a-1),)

Plusieurs cas doivent étre envisagés :

Cas 1.1 : si a =2, il reste t(S,) = 3
soit S} ¢ <1> = <a-1>
Cas 1.2 : Si a # 2 , il reste t(S,) = a

soit encore S:ﬁ <a-1>

Cas 2 : Si S # (a-1l),,
A une permutation circulaire prés sur S, on peut supposer que

l'on a : a, < a-1

Cas 2.1 : Si a, # 1

La suite SAvérifie alors S! ¢ <a-1>
Et puisque l'on suppose n > 1, on peut écrire :

v

avec b, a, # 1
b, = a, < a-1
v = 2n+l1 > 1

La suite S? permet & son tour de construire s’ , s3

et ainsi de suite.
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On trouve ainsi une (a,r,l) Théorie contenant les
nombres B.(S!), e,(s.’ ), ... dont les constantes

1
de MARKOFF tendent vers ——————— par valeurs
a+r+1

inférieures. Ceci résulte du Théoréme VIII.4.

Cas 2.2 ¢ 5i a, = 1
La suite S vérifie S2 € <a-1> pouvu que l'on
ait : a, + a, £ a - 2.

on a alors : S} = (b,, b,, ... by)

avec : ¥y =2n-1>1
b, =a, =1
b, = a,
b, = a, < a-1
b+ by = a,+ a, L a -2

La suite S} permet a son tour de construire s , ss
et ainsi de suite pour lesquelles on conclut comme
ci-dessus.

Ceci permet d'énoncer :

THEOREME X.9 (Construction de (a,r,l) Théories contenant une infinité de suites)

Soit S = (ag, ... , a,) une suite vérifiant les conditions suivantes,
pour a¢ N * - {l‘

n>1

S ¢ <a-1>

a, < a-1

n

a, # L oua, =1eta+a, a-2

S permet de construire une suite de suites Sg, Sg, ...Sﬁistrictement

de plus en plus longues, et vérifiant les mémes conditions que S.
Les nombres de MARKOFF 9,(5:), el(Sf ), ... sont tous dans la
(a,r(s),l) Théorie de MARKOFF qui contient ainsi une infinité de
nombres distincts non deux & deux égquivalents pour l'action du

groupe /"]1( )*.
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1
Leurs constantes de MARKOFF tendent vers par
a+r(s) +1

valeurs inférieures.

Ce résultat compléte, dans le cas ol € = 1 , le maillon manquant
entre le Théoréme VIII.4 et le Théoréme V.2, et qui consiste a
construire explicitement une infinité de formes F9 tendant vers

une forme limite £ telle que :

1
C(f) =
a+r+1
En l'occurrence, il suffit de considérer les formes F:, F3 , ...

construites avec 0,(s}), By (s? ) ...

£F.3 - D'autres exemples:

Par le méme raisonnement que ci-dessus, mais en utilisant cette

fois S! au lieu de S}, on a :

[ THEOREME X.l0((a,r, & ) Théories contenant une infinité de suites)

Soit une (a,r, & ) Théorie contenant une suite S = (a,, «.. , a,)
vérifiant les conditions suivantes pour a ¢ N* - {l) :
n>1
S € <a-1>
{ a, < a-1
= ¥ loua, =1et a,+a, a-2

Cette (a,r, ¢ ) Théorie de MARKOFF contient l1'infinité des nombres
de MARKOFF GQ(S:), Bl(sf ), Balst ) etc ... deux a deux non
équivalents pour l'action du groupe /M, (Z.)*.

Maintenant, au lieu de limiter a b = 0 , on peut envisager
A

> SbS = St (b e N*).

En appliquant la propriété X.13 (3), on a alors de fagon

d'utiliser la transformation S

évidente :
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THEOREME X.ll((a,r,-1) Théories contenant une infinité de suites)

Soit une (a,r,-1) Théorie contenant une suite S = (a,, a,, «.. , a,)
S = (a,, 3,, ... , a,) € <a-1>

telle que 1l'on ait :
a, # 1

ou ap =1 et a, < a-1

A

Alors, pour tout nombre b € IN * vérifiant b { a-1 et tout nombre

pair t ¢ N , la suite

" A

st = (s,(b,8),)
vérifie r(st)= r(s)

ty =

i(Sb) -l

t(sf)g a
De plus, on a m,a(S)) = m(si).

Et la (a,r,-1) Théorie considérée contient 1l'infinité des nombres
de MARKOFF 5;(5:) tels que t pair. Ils sont super réduits et non
deux a deux équivalents pour l'action du groupe /M,L( Z)*.

De méme on peut énoncer :

THEOREME X.l12 ((a,r,l) théories contenant une infinité de suites)

Soit une (a,r,l) Théorie contenant une suite S = (a,, a,, ... , a,)

A
S = (ao ’ a o e @ I} a“) é <a-l>

A ’
telle que l'on ait :

a, # 1
ou a, =1 et ay<a-1

Alors pour tout nombre be N * vérifiant b  a - 1 et tout nombre
t ¢ X , la suite S, vérifie :

r(si) = r(s)
g(sé) =1
t(sf) < a

m (Sf) = m(S;)

La (a,r,l) Théorie considérée contient l'infinité des nombres de
MARKOFF B,(S.) (t € N ). Ils sont super réduits et non deux &

deux équivalents pour l'action du groupe /Mz(l)*’
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XI. DES EXEMPLES DE (a,r, ¢ ) THEORIES

A / RAPPELS PREALABLES

Une (a,r, g ) Théorie est déterminée par les conditions suivantes

Ry
(R) :r=— (R, >0 ; - R, <R, £ Ry ; pgcd(Rq,Rz) = 1)

Ry

*4
(R¢y) : n nombre de parité donné : g = (-1)"
(Ry) = p;, =m=Rm, € RZ
(RL) : 0 < q'i-'l. < p'i-L
n
(R}) = my, | af, + (-1)
L3

q{t + (-1)

(Rg) : Ry | - R a;,
Mie
P;.
(Rg) :+ —= = [5*]
9.,
P;. Pi-; R, + R,
(Rq) : Sup(0 ;-—LL R,) < q;, < . .
R, Ry 2

(S4) : ap»t(s)-1
(S3) : ma(8) =m (avec (S,) ==> (S,))

La condition (Rq) permet de limiter l'énumération a une seule des

deux suites S ou S* convenant.

B / DES EXEMPLES DE (a,r, & ) THEORIES AVEC r = 1

7et E = -1

B.l - Construction d'exemples

on considére ici les valeurs particuliéres suivantes :
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On travaille donc sur les (a, % , -1) Théories, avec a € NN *.

On décrit les valeurs successives m;., € N *.

Pour chacune d'elles, on calcule avec (R}) la valeur

Piy = Rymi, =m
Avec celle-ci et la condition (R, ), on décrit toutes les valeurs
possibles g;, € N * telles que q;, £ P;, -
Pour chacune d'elles, on teste les deux conditions (R;) et (R;).

Et si elles sont vérifiées, on retient le triplet (qi4 v M.y Pyog e

Ce dernier permet, avec la relation (Rp) et la parité fixée de n
de déterminer S* de fagon unique et donc de déterminer la valeur
t(s).

Dans un premier temps, on n'utilise pas la condition (%) de maniere
a examiner ce que sont les valeurs possibles de t(S). Dans un second
temps, pour toute valeur adéquate a, on peut ne retenir que les
triplets correspondant au cas ou la condition (S) a lieu.

Cette méthode définit le programme "GENERAL". Si l'on se limite
a 1'étude des cas frontiéres, on adapte "GENERAL" comme indiqué

dans la suite.Si 1'on veut assurer (S,), on compléte par le programme "EXTREMUM'".

La condition (Rq) est utilisée limitativement pour diviser par
deux les possibilités de valeurs de d;, pour m donné.

Et de fagon plus précise, on note qu'en posant :

M = Mia
qit = (R, + Rz)mﬁz Qi {mod m;, )
PY = Piy
On a :
 § n
(R ).: m:z = Ma | G, + (-1 = gy + (-1 (mod mj., )
qry 4+ (-1)"
(Rg ) — - R,q¥%,
12 n
@ q;, + (-1)
= (R, + RyIm, - 2(R, + R’_)qi_l + - R, (R + RyImy, + R q;,
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L n
dy., + (-1)
= R, [(R,+ Rl)mi!- 2q‘..t ] + —_— R|qi2 ]
Mmq.g
= 0 (mod RL)
pX Pi.
Avec : = [s'*] et = [s*]
q:; iy
1 1 R, + R, 1 1
On trouve : + = =1l +r = +
[s*] [s'*] R, [s*] [s]
p¥
Soit : — - [s]
af,

Et du fait de la

définie par p*,

parité de n, il apparait

et q?i .

Ceci garantit que l'on trouve la méme valeur a =

gue S est la suite

t(S) = t(s*).

L'annexe 1 fournit les diverses possibilités obtenues avec

"GENERAL" pour m,, £ 170.

i1 S

B.2 - Diverses remarques

On peut faire le lien avec les notations de base que l'on a

introduites antérieurement

(0) + m=p;, =Rmy,
(1) : K, = d;,
(2) :r = EL:—EL = Ei

m R,
Oon en déduit :
(2.1) : m;, = pgcd(m, K, - K,)
(2.2) : K,- K, = Rym,_,
Et encore :
(2.3) : K, = q;, - Rymy,

N n

PIVTIR I g Bl R q,, ]

R, m i
(3) : B,(s) = (0,5*,al] racine positive du polyndme

£g (X,1) = mx"+ [m(a+l) - K,- K 1Xx + [] - (a+l)k,]

avec S* = (aq, Ap, 4 oeee 4 A, ao).
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Dans le cas que l'on étudie, n est pair, de sorte que S* est une

suite de longueur impaire.

(4) Pour les constantes de MARKOFF, on a :

m;(S)

c( B,(s)) = Clf,) =

RA ' m:
(a + — + 1) mt+ 4(-1)
Ry

Dans le cas présent, n est pair et r vaut L On a donc au

-_7' .
dénominateur de cette expression :
2t
D,(s) = (a + % Jm - 4
Au numérateur, on a seulement, compte-tenu de l'expression de f, :

0 <m,(S) &m

I1 est possible de trouver parmi les résultats donnés par le pro-
gramme "GENERAL" des cas ol l'on a l'inégalité stricte :

m,(s) < m
En effet, le programme "GENERAL" n'utilise pas la condition (5S,).

Exemple

Pour m = 203 K, = 75 Ky = 46 1=17 R, = 1
et Ry = 7

on trouve £y (X,1) = 203x'+ 691X - 283

avec £b(l7,46) = m,(S) = 201 < m = 203

Il est donc indispensable de calculer explicitement m,(S) (par
exemple par le programme "EXTREMUM") si l'on souhaite a partir
des possibilités données par "GENERAL" étudier plus spécifiquement

le cas de la (a,%,-l) Théorie de MARKOFF.

(5) Le programme "GENERAL" détermine aussi diverses valeurs possi-
bles pour a. Il fournit des résultats ol ces valeurs a ¢ N * se
superposent. On se reporte a l'annexe 1 pour constater ce phénoméne.
Ceci conduit & la mise au point d'un programme plus spécifique
(programme "GENTRI") extrayant de ce que fournit "GENERAL" les

cas frontiéres correspondant a une valeur donnée au départ a € N *.

Ce nouveau programme permet de trier les diverses (a,%,—l) Théories

se superposant dans l'annexe 1 en fonction des valeurs de a.
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Exemple

La valeur a = 2 se rencontre pour le cas suivant :
m= 7 K, = 3 Ky = 2 1=1 m=1 k =0
Soit [s*] =10[2,2,1] t(S) =2 et m(S) =m=7
On a alors pour (M,) : % m+ m o+ my o= 2% mm, m,
avec m, =1 k4=0,mtl=3,k,_=ku=k,,_=letrm4¢l,rmz¢l,

Ceci garantit que la (2,=,-1) Théorie de MARKOFF recouvre au moins
un cas qui existe.
Ce cas, que l'on vient d'expliciter, fournit les identités :

8 1 1
¥ xeR - = +
7 1 1
1+ 2 +
1 1
2 + 3 4+ -
1 X
2 +
1
x——
-
8 1 1 3 5
(Elle est associée & : r+l = — = + ==+ - )
7 (2,2,11] (1,2,2] 7 7

1 1

£2,2,1,x] (1,1,2,1,x]

Oon trouve grice a "GENTRI" d'autres cas ou a = 2. Les premiers sont :

m= 574 K, = 237 K, = 155 1= 64 [s¥]=10(2,2,2,1,2,2,1,2,1]

= (2,2,1,0,1,1,2,1,0,1,1,2,1]
m=1799 K, = 755 K,= 498 1=209 ([s*]=(2,2,1,1,1,1,2,1,1,1,1,2,1]
m= 3710 K, =1567 K, =1037 |=438 [s*]=1[22,1,2,1,1,2,1,2,1,1,2,1]

I1 est facile de vérifier que ces cas sont en nombre infini.

Ils peuvent en effet étre construits a partir de la suite (2,2,1)

A A

grice aux transformations S > st = (s,0,5,0,S)
A A

S > s = (s,1,5,1,8)

s —» s = (s5,2,8,2,8)

Ceci résulte directement des résultats vus au chapitre X.

La (3,%,

de PERRON atteint par valeurs supérieures :

-1) Théorie définit ainsi un point d'accumulation du spectre

1 7
avr Ll - 39 # 0,24138 ...
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N P,
, ] (]
(6) La plus grande valeur négative non nulle Ag = — = —
représentée par la forme quadratique : Qs
1 X fe(X,Y)
% (X,Y) =—Y f9( -, 1) =——
m Y m

.

est calculable a partir des grandeurs m, K,, K, , a , par le programme
"EXTREMUM". Dans le tableau donné en annexe 1, les indications

correspondantes ont ainsi été mentionnées.

B.3 - Considération des ensembles de MARKOFF ordonnés : introduction

de nouvelles notations

Grdce au programme "EXTREMUM", on peut déterminer des valeurs
(ky, m, )€ Z! telles que

Fg(k", m4) = Ae

et en déduire les valeurs (k;' m,) € L introduites dans les(a,%,—l)
Théoriesde MARKOFF :

{kz =m4] -Kf-k4
my = m,K, - mk, .
4 rd .
Sur le tableau fourni en annexe 1, compte-tenu que — est necessai-
my
rement une réduite de 93(8), on a fait apparaitre un signe — pour

indiquer le développement de

k4
-_— = [o,X4]
m4
[ Exemple
Pour m = 182 K, = 83 Ky = 57 1 = 26 , on trouve
s* = (2,5,5,2,1)

soit @, (s) = [0,2,5,5,2,1,a]

avec dans le cas frontiere a = 5 = t(S*),
La forme correspondante est :
.1, 952 472
Fb(x,y) = X'+ 7g7 XY g2 Y
. . 202 :
Elle détermine Ay = - 183 # - 1,1098901 pour le couple

(kd,m4) = (5,11) € Z} , ce qui donne (k, ,m,) = (1,3).
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k, 5
On a alors : — = [0,2,5] = — = [0,X,]
my 11
La suite S4 = (2,5) apparait au début du développement en fraction

continue de e,(S). D'ou l'apparition dans l'annexe du symbole — :

P —_
= 12,5,5,2,1]
qia
ky
On peut aussi déterminer les développements de — .
My

On a vu au chapitre X que l'un des deux s'écrit toujours sous la

forme [0,T], ol la suite T = X, correspond a la fin de la suite S*.

De maniére précise, cette suite X, est mentionnée par le symbole M.
Elle est séparée du symbole —/™ par un seul nombre noté b de la suite S*.
Ces symboles seront adoptés dans la suite pour indiquer les ensembles

de MARKOFF ordonnés correspondants sur les développements en frac-

tion continue mis en évidence.

Exemple

Sur 1l'exemple précédent, on avait (k,,m,) = (1,3)
kl

Soit — = [0,3]
My

On obtient X, = T = (2,1)
Soit la notation qui apparailt en annexe 1

p. _—
2 _ [s*] =1(2,5,572,1]

qi-z

C / LE CAS DE LA THEORIE DE MARKOFF CLASSIQUE (LA (2,0,-1) THEORIE)

Supposons ici que l'on reprenne le programme "GENTRI" avec les
valeurs : Ry =0 R, =1 et (-1)" =1 a=2

Comme indiqué précédemment, on obtient des cas frontiéres corres-
pondant a la valeur a = t(S) = 2.

Le seul cas échappant par rapport a la (2,0,-1) Théorie est du fait

de la condition (54) : a2 t(s) le cas du nombre d'or : S (1).

Exemple

Pour m= 2 K, = 1 = K, 1=1 on trouve .a = 2

m = 10 K, = 3 =K, 1=1 a=3
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Certains de ces résultats correspondent a un cas ol l'on a :

mi(S) <m
Exemple
Pour m = 73 K, = 27 = Ky 1 = 10 on trouve a = 2
on a £ (X,Y) = 73x'+ 165xy - 71y} soit m,(S) =71 <m = 73

Dans ces cas particuliers, puisque l'on sait que la valeur m,(S)
K

~ I'd » A . . 3 0 I'd
peut étre obtenue sur une réduite de — , il y a possibilite,
m
moyennant une permutation circulaire de (S,a) de se ramener au cas
ol ma(S) = m, c'est-a-dire a la condition (S,). _ R
1
Il peut cependant s'ensuivre un changement de la valeur de r = — .
Ry

La valeur a ne changera pas quant a elle car elle apparait dans
S (a = t(S)) : tous les cas étudiés sont des cas frontieres.
Cette remarque conduit & ne considérer que les cas ou l'on a,
conformément aux définitions générales de la (a,r, &) Théorie,
la condition (S;) :

m‘(S) = m

Dans le cas qui nous intéresse, on retrouve ainsi la Théorie de
MARKOFF classigue,
Les premiéres valeurs obtenues sont données par le tableau joint

en annexe 2. Elles sont complétées au moyen du programme "EXTREMUM".

C.l - Les résultats préalables:

(Uy) : On remarque que l'on a toujours Ny = - m.
Or, dans la présentation classique de CASSELS, on établit que l'on
a:

E, (k, ,m,) = F, (k,-

w (K2 3mg; m,) = -1

Et puisque la forme F, correspond a Fy, on a bien de facgon générale

l'égalité :

3

(Uy) : Les valeurs m,,k et m, ,k, sont calculées par le programme
"EXTREMUM" ,

k k m
‘2 4 l . .
La relation liant les développements de — et — a celui de —
m, m, K,

est encore observée.
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Il convient toutefois de constater que ce n'est pas toujours le
k

re z . ~ « = & r
developpement le plus court de — qui doit étre considéré.
My
[ Exemple
k, 12
Ave¢ ~— = — = [0,2,2,2,1,1] = [0,T]
m, 29
~
On fabrique T = (1,1,2,2,1,1,) qui apparait bien dans
m 433 }
— = — = (2,2,2,1,1,2,2,1,1)
K, 179
Ky
(Uy) : La valeur b séparant les deux développements associés a —
m
Ky 4
et — vaut toujours 2 et l'on a ¢, = ¢ = 1.
m,

Ceci est équivalent au fait que l'on ait :

| 3
(My) m 4+ m+ m, = 3mm,m,
(Mg ) m* - m:- mg = (3 + r, + r, )mm m,
et aussi :
(c,) m = 3m,m + kym, - k,m,
(ag) : 3mym,-m =mk, - mKk,
En comparant :
m, k, - m2k4 = k“mz- k‘.m1
Soit puisque l'on a aussi dans ce cas d = pged(m , m,) =1 :
k,+ k= ¢ m,
Kyt Ky = d my
m m - k
Or 1l'écriture : MX = [ 1 4 41] =M 4
4 k, K, - ]x1 3
suppose que l'on ait : {'0 < K4 £ my
0 £ ky <,
Soit 0 < k4+ k“ < 2m1

La seule possibilité est donc d'avoir A = 1.

Il en résulte directement :
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PROPRIETE XI.l
La Théorie de MARKOFF classique s'identifie a la (2,0,-1) Théorie.

Elle contient une infinité de formes FO‘ Pour celles-ci, on a :

(ay, ) : k41 =m - k,
(a4l) H kﬂ' = l'n,_— k’

Les matrices M, et Mxlsont égales a leurs transposées.,
Les suites X, et X, sont palindromes et la suite (XA,b,xz,a) est

semi-palindrome , c'est-a-dire concaténation de deux suites palindromes.

On a :
k, v
(ry) ¢ r(X)=r, = 2. — - 1 (ry) : r(X,) = P(X,) = 0 = r(Xx)
4
kz N
(ry) @ r(X)=r, =1-2— (ry) r(X,) =-P(X,) = 0 = r(X)
My
Ly
(1o L=k- 1 ==
¥ m
L
)
(]1) : ],_:kz_]x = -
2 m

On peut, a l'aide des expressions de r, et r, examiner ce gue

devient la relation (M,). Avec (ag), elle s'écrit :

] 2 ' m
m-md—m1=(2. —3)mm"'mZ
mom,
Soit par simplification :
1 ] 1
3mm4m1 =m + m4+ m,

On retrouve la relation (M,) qui dans ce cas contient toute 1l'infor-
mation (voir Théoréme X.3).

La relation (A) s'écrit avec (a,) et (a,) et la relation a =b
A= - ¢,
Compte-tenu qu'ici 54= 1, on retrouve la remarque (U, ) que l'on

faisait ci-dessus :

(a ,m ) = A = -1

Eb n,

Cecl garantit bien inversement que l'on a :

b=as=2 et €, = €= 1

Le fait que l'on a b 2 résulte aussi directement du Théoréme X.8.
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C.2 - Autour de l'arbre de MARKOFF

(Uy) : Si l'on considere les lignes de l'annexe 2, on voit apparaitre

les triplets (m,md,mz) suivants :

(5,1,2)
(13,1,5)
(29,5,2)

etc ...

Ce sont exactement les triplets utilisés par CASSELS dans sa présen-

tation de l'arbre de MARKOFF avec le diagramme suivant :

(m ¢ m,; m,)

G D
l I
@, 6. 6 S Y
(m"; mf, m?) (m” m ; m; )
= (m; Pom m) = (m; sm mz)
= (3mm4- m,; m,; m) = (3mm,- m, s m ; m,)

Avec les suites S*, l'arbre peut étre présenté comme suit dans sa

partie supérieure :

| |
2'1.1,1,1) (2,2%2,1)
G I D G | D

I ! | |

(21,1,1,1,1,1) 2,1,1,2,2,1,1,1,1) 2,2,2,1,1,2,2,1,1) (2,2,2,2,2,1,1)
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(Us) : Il est possible de décrire comment construire cet arbre
de fagon directe sur les périodes, selon les chemins considérés.
Ces derniers sont exprimables par des mots écrits avec les deux
opérateurs G et D mentionnés sur 1l'arbre précédent.

En ce qui concerne l'action de ces deux opérateurs sur les diffé-

rents paramétres, on peut établir les formules suivantes :

THEOREME XI.1l

On a pour la Théorie de MARKOFF classique :

(D,) : n’ = m, = 3mm,- m, (G,) : m = m; = 3mm, - m,
(Dy) : mP =m (G,) : m% =m,

(Dy) m: =m, (Gy) : mg =m

(p,) : k" = 3km, - k, (6,) = k& = 3km, - k,

(Dg) : k] =k (Gg) : k% =k,

(D) : k) = k, (G) : k§ =k

(Dy) = Lo = 2kk,+ k Ty + K]y (Gy) : lew = akk,= Kk, 1 - k 1y,
(Dy) = Tgp = k -1y (Gy) = lye =y,

(Dy) = T =Ty (Gy) = T =k - I,

La vérification de ces expressions s'effectue a droite a partir

des relations suivantes

- - - »_ »
3mm, - (3mm,- m, ) =m k- m Kk, (u )
m, = mk” - (3mm, - m4)k: (u,)
m = (3mmg- m, )ky- m, k’ (u,)

Ces derniéres ne sont autres gque les relations (34)(33) et (ag)
combinées avec les égalités évidentes (D, ) (D, ) et (Dy).

]
[

La comparaison de (a,) et hﬁ ) impose, avec pgcd(m,m,)

_ LY
k’ = k’ + Y m

k =kj + ym

[y ’ I3 ’ ' ’
Avec les inégalités 0 <k, ¢ m, £ m et 0<ky <mg =m, &m
il résulte de la premiére égalité Y = 0, soit k, = k} k = K:
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En substituant dans (a,) et en comparant a (u,), il vient :

_
ky = 3mk, k

On établit ainsi les relations (Du)(Ds) et (Dg), d'olu se déduisent
facilement les expressions (D3) a (Dy) :
avec (d,) et (4,) :

= Kk? - o? - —Kx) - = k!
1=Kk} m‘]x: = k(m-k) m])st- k'+ m 1
D'ou en simplifiant : ]X= k ']A (Dyg)
‘A

De méme avec (d3) et (d,), on déduit (Dy).
Avec (c,) on déduit alors (Dj3).
Les vérifications de (G,) a (Gy) s'effectuent de méme.

Exemple
Avec m = 29 et k = 12, on trouve k4 = 2 m, = 5 ke =1
y = 1x =

On obtient ainsi

m,

— = [2,2] soit X, = (2,2) Iy, =1

k A ]

A

m

(1,1)

|
]
]
—
<
n
o

[1,1] soit X,

A partir de la :

. m? = - -
(D1) :m” = 3mmy-m = 169
(Dt) : m: =m = 29

e m? = =
(Dz) :mg o= m, 2

»

(D,) : kK = 3km,- k= 70
(D) : k) = k = 12

e K = =
() : o= 2kk,+ k1 + K, 1,7 = 29

(Dy) + ho=k -1=7
(Dy) : ]x{= ]%f 0

m?
Ces expressions sont compatibles avec — = (x’] ou XD = (2,2,2,2,2,1,1)

kb
169 99
et Mx’ =

70 41
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De méme :

s m® = - =
(G,) : m” = 3mm, m, = 433

. k& = =
(G,) : k 3km, - K, = 179

Oon trouve ainsi : X% = (2,2,2,1,1,2,2,1,1)

433 254
Soit M

[ et ] 6= 74
X 179 105 X

Ceci est conforme a ce que donne la relation (Gy).

En ce qui concerne maintenant la décomposition de X’, on a :

") y ) 4

m, m, - "Sn m k
Mx: = » » =

kK- kT

" m m-k
Avec M =

* 1k k 1,]

qgui donne My =

1

m
m-
m

k
k k-
[ k]
et Moy =
X k1,
X = (X*) =

On obtient : = X
k
En d'autres termes, X: est 1l'un des deux développements de — , et
X est l'autre. m
Les conditions det Mx’ =1
J ]
det My = -1

permettent de préciser. Et l'on généralise aisément comme suit :

THEOREME XI.2 (Construction des périodes de la Théorie de MARKOFF)

A partir de l'expression X = (XJ,Z,XI), on peut écrire

x? = (X:; 2 x:)et x"=(x:‘; 2 3 X:)oﬁ:

(1) &f est la suite de longueur paire, palindrome, apparaissant
dans l'un des développements en fraction continue de % . Elle se
déduit de X qui correspond au développement de longueur impaire

k . Y v _ v
de = : X, = X= (XA,Z,Xz)

m 4
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(2) X3 = X,
(3) X:" = X4

(4) X& est la suite de longueur paire, palindrome apparaissant dans

m
1'un des développements en fraction continue de . Elle se
m - k

déduit de X par le fait que X* et Xf sont les deux développements

~ . A A
d'un méme nombre rationnel : x: = X = (x4,2,xl)

(5) X et (X)* sont des suites palindromes.

Ce résultat permet de construire algorithmiquement les suites S = X¥*
de fagon directe.

Exemple
A partir de X = (2,2,2,1,1) ou X, = (2,2) et X, = (1,1)

v

on trouve Xy = (1,1) et X} = (2,2,2,2) =X

N - —— —r —_— |
Soit xD = (212I2I2I2llll) = (x:' 2 ’ Xl) = (XA 121;2 'zlxl)
A
et aussi Xﬁ = (2,2) et X = (1,1,2,2,1,1) = X
. a _ I T by _ R

L501t x* = (2,2,2,1,1,2,2,1,1) = (X}, 2, X}) = (X, ,2,%X,,2,X%,)

Dans le tableau donné en annexe 2, les Théorémes XI.2 et XI.l

donnent la distribution suivante

m k = K, =K, o k, m, k, My
m k k, m, k, m,
m* kb k, m, k m
m? k? Kk m k, m,

On constate que dans ce tableau succint, on a :
k > sup(k, ,k,)

Un couple (m%, k“) se caractérise par le fait que l'on a k,> k, :
le terme apparaissant dans la colonne k, est plus grand que celui
apparaissant dans la colonne k,. Les colonnes m, et k, donnent

le couple (m,k) dont le couple (m®, k®) est le successeur i gauche.
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De méme, un couple ( mn, k¥) est caractérisé par le fait que
le terme apparaissant dans la colonne k, est plus grand que
4 et k,
donnent le couple (m,k) dont le couple (m”, k?) est successeur

celui apparaissant dans la colonne k,. Les colonnes m
a droite.
Par ce procédé, le tableau de l'annexe 2 permet la reconstruction

compléte de l'arbre de MARKOFF.

D / EXEMPLE DE LA (2,0,1) THEORIE DE MARKOFF

On utilise maintenant le programme "GENTRI" avec les valeurs :

R, =0 R, = 1 (-1) = -1 a=2

A b

On obtient ainsi des cas frontiéres correspondant a a = t(S) = 2.
Le seul cas éventuellement échappant par rapport a la condition
(S4) : a > t(S) est celui du nombre d'or. Il est aisé de s'assurer
qu'il n'entre pas dans la (2,0,1) Théorie.

Du tableau donné en annexe 3, on extrait les lignes correspondant
a la (2,0,1) Théorie grace a la condition (S;) : m,(S) = m.

Les valeurs Ny, k,, m,, k,, m,, m,(S) sont calculées grace au
programme "EXTREMUM".

D.l - Quelques suites apparaissant dans la (2,0,1) Théorie:

(V,) : De méme que dans la Théorie de MARKOFF classique, on voyait

apparaitre les suites :
S*= (2,(1), )

on voit ici apparalitre les suites :
S*= (2,(1)g,, )

La vérification se fait en introduisant les nombres de FIBONACCI,

définis par :

Fnu:Fn"'Fn-n , \Vné.m’*
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le F..o m m - Kz
On a pour S* = (2,(1),) M = =1
Fa Fy. Ka K= 1
On trouve ainsi : m = F_, Ky= Ky = F, 1= Faoz
Soit : Fy (x,y) = Frg X'+ (Fpyy+ Fp, )Xy - Fooe V°
Et puisque K, = K,, on trouve toujours r =0
L 2 ne)
Aussi : det Mg = Fn, Fo, - Fp = (-1)

On obtient

THEOREME XI.3

De méme que la Théorie de MARKOFF classique contient l'infinité

des nombres 9,(8) ou l'on a :
S* = (2,(1)&)

De méme, la (2,0,1) Théorie de MARKOFF contient 1'infinité des

nombres 9;‘5’ ou l'on a :

s* = (2,(1)y,)

La vérification que 1l'on a m, (S) = m(S) se fait grdée au lemme de

DICKSON. On trouve les valeurs (K‘,m4) = (0,1) ou (k,,m,) = (K,,m )
les deux convenant.
En effet :
Fg (K, ,m) = -¢ = -1
1- 3k, F,,~- 3F Fret
Fy (0,1) = .t . S
m F“.‘ F“.t

Ceci donne : M(Fo) =1, soit m,(S) = m(S)

Les constantes de MARKOFF correspondantes s'évrivent :

Fuos 1

C(Fb) = = < -

9%»; + 4 3
Soit la suite croissante de constantes :
3 8 4 21 tho;

Y85 ~Yssa Y146 Y3 973 VorE "+ 4

Et la forme limite F(x,y) = xt+ fgky - y! déja donnée par la

Théorie de MARKOFF classique.



11L.203

(V,) : De méme, dans la Théorie de MARKOFF classique, on voyait
apparaitre les suites :

S*= ((2)g 4 ,1,1)
Dans la (2,0,1) Théorie, on voit cette fois apparaitre les suites

S*= ((2)y ,1,1)
Pour le vérifier, il suffit de constater gue l'on a

det Mg =1

t(s) = 2

Et en notant S*= T ol T = (2);0.4 , on peut écrire :

Fy  (2) Fp (2)

Fge (2) Fp., (2)

Or la suite F, (2) vérifie : I Fo(2) 1
F, (2) = 2
l Fpoy (2) = 2F, (2) + F,., (2)

On obtient pour la matrice M; et pour M¢# les valeurs :

(m(T)= Faeig (2) [ m(S*) = Fy,, (2)

Ko(T) = Fy (2) 1 K, (S*) = Fp, (2) + Fy, (2)
TK‘(T) = Fu (2) + Fuy (2) | K (s%) = Fy(2) + B, (2)
L] (T)= Fypy (2) + Foe g (2) [ T (8%) = Fy (2) = Fy(2)

Soit pour la matrice Mg les valeurs o
m = th‘4 (2)

!

On trouve donc bien r = 0.

La vérification que 1l'on a m, (S) = m(S) se fait grdce a la méthode
utilisée pour établir le Théoréme I.13. .

On trouve la seule possibilité (k,,m ) = (K, ,m) avec :

£ (x,y) = Fpg (2)X0+ [2Fy (2} + Fy (2)Ixy = [3F,, (2) - Fy (2)1y"
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Ainsi, on peut énoncer :

THEOREME XI.4

De méme que la Théorie de MARKOFF classique contient 1'infinité

des nombres P,(S) ol 1l'on a :
%= ((2)g,4 ,1,1)

De méme, la (2,0,1) Théorie de MARKOFF contient l'infinité
des nombres {,(S) ol l'on a :

S*= ((2)y ,1,1)

Les constantes de MARKOFF correspondantes s‘'écrivent :

Fogy (2)

C(F, ) = —
0 y —
Vgpltﬂ(Z) + 4

Soit la suite croissante des constantes :

2 1 12 6 35 Fagy (2)
m V10 “1300 \325 V44104 11026 Vor,. (2) + 4

Et la forme limite F(x,y) = x*+ (2{3-- l)xy - ‘2 yi

déja rencontrée dans la Théorie de MARKOFF classigque.

1l
Elle montre que — est point d'accumulation a droite et a gauche

des spectres de PERRON et de MARKOFF.

(VB) : A partir des constructions faites dans le chapitre X, et
en considérant le Théoréme XI.3, une suite S = (2,(1), ) détermine
A

S = (l)t'ft d'o‘\l H

st =2, (1), , 2, (L), )

tn
-~
]

4= (2, (L), )

“
[

(2' (l)t, 2 ’ (l)t.z )
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Par le lemme de DICKSON, il est facile de s'assurer que les nombres
de MARKOFF 6,_(5:) et 92(8'1) ne sont pas super réduits.
On ne se situe pas dans les conditions des Théoreéemes X.9 et X.1ll.

Pour le nombre 9,(51), ces conditions ne sont pas non plus assu-
rées, mais le lemme de DICKSON montre que ce nombre est super
réduit et se situe dans la (2,0,1) Théorie. On retrouve ainsi les

nombres donnés par le Théoreme XI.3.

(Vq) : De méme, avec les suites S = ((2),, 1,1), on détermine
A
S =(1,1,(2)p4 ,1,1)

d'ou : sa ((2),, 1,2,1,(2)y, ,1,1)

4
S4

((2), , 1,1,1,1,1, (2)p4 ,1,1)
sg = ((2), 1,1,2,1,1, (2)¢4 ,1,1)

Comme précédemment, il est possible de vérifier que les nombres
92(81) et Hl(si) ne sont pas super réduits.
Pour le nombre §,(S}) il en est de méme.

Ceci est vérifiable au moyen du lemme de DICKSON

D.2 - L'équation diophantienne correspondante

(Vg) : On a établi antérieurement la relation de MARKOFF
( - &, Ae)m"+ & m}‘+ €4 mi = (a+r+l)mm,m, (M

Dans le cas qui nous concerne, on a Ae =-1,r=20, €, = 1,

et = - lc

On obtient donc seulement l'équation diophantienne (M4) :

:
m —m:"' m"

g = 3mm m,

L'autre relation de MARKOFF s'écrit :

. ,
(My) : mt+ m, - m{' =(b+1+r+r)nmm
Avec aussi

(c,) : m = (b+l)m m,+ kym, - k,m,

(ag) : 3mm,-m=mk, - mk,
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Avec le Théoreme X.2, pour que la valeur - Agsoit égale a 1, on
observe qu'il est nécessaire que l'on ait b = 2,
Ceci est conforme aux observations faisables sur l'annexe 3.

En comparant les deux derniéres relations :
m4k;' mk, =k, m- ku m,
Au moyen du nombre d = pgcd(m,m, )

il reste :

~
+
x
"
3

On trouve aussi :

k
m, d
kK
r =i_2_
t d m

L
Ces expressions simplifient la relation (M,;) sous la forme
Ky Ky

(3 +42.— - 2. - )mm,m,

. ! t 1
(M,) : m+ m - m,

Et avec l'égalité (a,), cette expression est équivalente i :

2 X X
(M) m - m,+ my, = 3mm, m,

De sorte que, comme dans la Théorie de MARKOFF classique, il suffit
de concentrer l'attention sur cette seule équation diophantienne.

Cependant, si l'on observe dans ce cas les valeurs (k,,m,) = (K, ,m)
qui ont été calculées pour établir le Théoréme XI.4, on voit que dans
ce cas, ona : m=d = pgcdim,m,) # 1 et my = 0.

Il se présente donc une situation trés différente de celle qui
apparaissait dans la théorie de MARKOFF classique : les développements
du chapitre X ne sont pas directement applicables.

On va prolonger cette remarque par une étude directe de l'équation
(M, ) dans le cas particulier ou 4 = 1.
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(VL) : Considérons l'équation :

3 1 T
- m -
m m‘+ ' 3mm, m

]

avec les contraintes données par la propriété X.5 :
(a) :m>0 m, >0 m, >0

(b) : m = Max(m,m,,m,) > Max(m,,m,)

(c) : 4

pged(m,m,) = pgcd(m, ,m,) = pgcd(mt,m)
Si 1'on se limite au cas d = 1, on trouve des solutions gqui n'appa-

raissent pas dans le tableau annexe fourni par "GENTRI" pour la
(2,0,1) Théorie.

Exemples :

m= 33 m, = 10 my =1
m= 091 m, = 10 mt =
m = 360 m, = 109 m,= 1l

Le phénoméne est explicable sur un exemple.

Avec (m,m, ,m,) = (33,10,1), on trouve :

. par (a,) : my = m,K,- mk, K, = 10 ke = 3
. par (ay) : - m, = mk,- mK, K, = 10 k, =0
soit 1= 3 et £ =1=KK - m 1

Avec K, = K, = 10, on a aussi : r =0

La détermination de la suite S s'effectue de la fagon suivante

m 33
- =—=[3,3,3] =10[3,3,2,1] = [s*]
K, 10
m 33
—_—= — = [1,2,3,3] =(1,2,3,2,1] = [s]
m-K, 23
On obtient : S = (1,2,3,3)
Soit X = (3,3,2/1)

Avec a = 2, on considére la forme de MARKOFF

. 79 27
F, (X,Y) = X + — XY - — y?
b 33 33
Elle vérifie : E‘o(k",m‘) = F9(3,10) = -1
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On trouve bien, associée a Fg une relation de MARKOFF s‘'écrivant :

8

13 2
m-m + m,Z2 = 3mm,m
A7t
| t 27
Cependant, dans ce cas, on obtient :fAg = - — = Fb(o,l)
33
27
M(Fg) = — = Fg (1,3)
p) = 5; "%

On a donc : S ¢ L,
Si 1'on avait voulu utiliser la relation de MARKOFF donnée par le
Théoréme III.10, on aurait donc plutét dl utiliser :

1 3 X 1
) %% m - m+ my, = 3mm,m,

Cette remarque montre qu'au contraire de ce qui se passe pour la

(M,1

Théorie de MARKOFF classique, il n'y a pas équivalence entre
1'étude de la (2,0,1) Théorie de MARKOFF et l'étude des solutions
de 1'équation diophantienne : '

: L
m - m,+ m: = 3mm, m,

Ceci confirme l'ultime remarque que l'on faisait a la fin du

chapitre III.

D.3 - Remarques complémentaires

(V;) : Si l'on considére les suites S*

((2),,1,1) qui ont été
prises en compte dans le Théoreme XI.4, on note dans l'annexe que

l'on trouve

- pour la Théorie de MARKOFF classique :

] r
(2 ,2,T.1)

soit (k, ,m, ) =(F,,(2) ; Fy (2))

- pour la (2,0,1) Théorie de MARKOFF :

——

((Z)k ,1,1)

soit (k, ,m,) =(E"_t (2) 5 Fy,, (2)) = (K,,m)
La différence est explicable, d'aprés la définition des symboles
—/ et r—avec AQ' 4 cause du changement de signe distinguant les

deux théories,
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De fagon plus globale, la suite ((2),,1,1) correspond a :
£y (X,y) = F,, (2)x + [2F,, (2) + F., (2)Ixy - [3F.(2) - F,_ (2)1y"
Et l'on a par un calcul simple les identités :
{.fo(FML(Z),Fnﬂ(Z)) = (=1) Fa, (2)

L]
£, (Fy (2),Fay (2)) = (-1)7 By, (2)

(Vg) : Les expressions utilisées par exemple dans le cas de la
Théorie de MARKOFF avec S = ((2); ,2,1,1) donnent :

®
. 2 1] _[th (2) ;F“_,(z)] [ ;m4-k4t]

Fu_‘(Z) ’ th_l(Z) k4 ' k4 - ]X,'

]
]
o

soit r

1

Dans ce cas, l'équation (M,) prend la forme
2F,, (2) + 2F, ,(2)

L 1  }
m-m-m -{ mm, m
F 2)

zt(

Elle dépend de la suite S choisie.

Ceci confirme qu'il y a intérét pour 1l'étude des (a,r, £ ) Théories

a concentrer l'attention sur l'équation (M,), au demeurant équiva-
lente a (M,) comme on 1'a vu avant. En effet, (M,) varie en fonction de
S.
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E / UN EXEMPLE DE (a,r, ¢ ) THEORIE NﬁwCONTENANT QU'UN NOMBRE FINI DE
SUITES

on part de la (2,0,-1) Théorie et d'une suite qu'elle définit, par

exemple :

S* = X = (2,2,2,1,1,2,2,1,1)

Dans ce cas :(m = 433 K, = Ky = 179 1= 174 a=2
my = 5 k, =2 r =0
m, = 29 ke = 12
On considére la suite (S,a,S). 2
Elle fait partie d'aprés le Théoréme X.6 d'une (2, - — -1)
3.433

Théorie.
Or, avec le théoréme VIII.2, dans cette théorie, on a pour toute

suite S

1
c(h (s > > —
2 3

+ 1
3.433

Par les résultats connus sur la Théorie de MARKOFF classique,
on ne trouve ainsi qu'un nombre fini de possibilités pour 97.(5')‘
Ceci permet d'énoncer, l'exemple précédent étant généralisable

a toute autre suite de la Théorie de MARKOFF classique :

THEOREME XI.5

Il existe une infinité de (a,r, &€ ) Théories ne contenant qu'un nombre

fini de formes % .
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XII. DES RESULTATS GENERAUX POUR L'ECART D'ANTIDROMIE

APPLICATION A UNE GENERALISATION DE L'ARBRE DE MARKOFF

A / LES RESULTATS

Soient S et T deux suites de nombres de Jr*et b un nombre de N™*.

On cherche a comparer les nombres :

r(Sbng)
r(SbT)
 m(S) K, (S) |
En posant : Ms =
| m(S) - K, (S) K, (8) - 1(s)]
(m(T) K, (T) ]
M =
T e - K (T K (T) - T(T)]

s

on trouve l'équivalent des formules (C,) a (C,) :

(F;) = m(sSbT) = (b+L)m(S)m(T) + K, (S)m(T) - m(S)K,(T)

(Gy) & K (SbT) = (b+l)m(S)K, (T) + K, (S)K,(T) - m(S) 1(T)

() & K, (SbT) = (b+1)K, (S)m(T) - K,(S)K,(T) + 1(S)m(T)

(G) ¢ 1(sbT) = (b+1)K, (S)K, (T) + 1 (S)K,(T) - K,(5) 1(T)

En utilisant alors les expressions :
A
m(S) = m(S)

K, (S) = K, (S)

K, (S) = m(S) = Ky (S)

1 (8) =k, (s) - 1(s)

On trouve avec les formules précédentes les expressions données

antérieurement (propriété X.13) :
A
{ m(SbS) = m(S)F

K, (5b8) = K, (S)F + (-1)"

1 Ky (sbS) = K, (S)F + (-1)"

{ 1 (sb8) = 1(s)F - (-1)"b
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n+4

ou F = bm(S) + KA(S) + Ky (S)
E (s) = (~1) = £

D'ou les expressions suivantes :

([;) & m(sbSbT) = [(b+LIm(SIm(T) + K,(S)n(T) - m(S)K,y (T)IF - & m(T)

() @ K, (SSBT) = [(b+LIm(SIK, (T) + K,(S)K,(T) = m(S) 1 (D)IF - K,(T)

(G

Ki(SbébT) = [(b+1)Ky (SIM(T) = Ky (S)K, (T) + 1(SIM(T)IF - € (m(T) - K, (T))

F{K4(SbT) - K,(SbT) + & [m(T) - K,;(T) - Kg(T)]

r(Sbng) =
Fm(SbT) - & m(T)
L'égalité r(SbT) = r(Sbng) s'écrit :
KA(SbT) - K;(SbT) F[KA(SbT) - KL(SbT)] + ¢ a(T)
m(SbT) B Fm(SbT) - & m(T)

Soit de fagon équivalente :
r(SbT) = - P(T)

A < <
En remplagant T par T, et en utilisant la propriete IV .5, on

en déduit la premiére partie du résultat suivant :

THEOREME XIT.l
(1) Soient be N*et s,T deux suites de nombres de Jc*, on a

équivalence des propriétés suivantes :

A
(a) r(T) = r(SbT)
A A
(b) r(sbT) = r(sSbSbT)
(2) Plus généralement, dans les conditions précédentes, on a aussi :

Vten r(T) = r(sb(8b), T)

La démonstration de 1'égalité pour tout t € N * se fait par
récurrence.

On suppose que l'on a pour t € JN * la propriété suivante :
(B) :¥S,T,b (r(T) = r(sbT))

—=> (Yue N+  ugt==>r(r) = r(sb(Sp), 1))
On a aussi pour u = t et u = t-1 :

— T ——
r(sb(8b),, ™) = r(sb(Sb(Sb),, T))
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En remplagant alors dans la premiére partie déja démontrée du
A A
Théoréme XII.l la suite T par Sb(Sb),, T, on obtient :

A A A A
r(sb(sb),, T) = r(sb(Sb), T)

r(Sb(8Sbly,, T)

On en déduit la propriété (P,).
Comme la propriété (P, ) n'est autre que la premiére partie du
Théoréme XII.1l déja établie, ce résultat est complétement démontré.

Exemple d'application

Avec la propriété X.l1l2, pour T = S, on a :
A
r(s) = r(sbs)
Il en résulte par le Théoréme XII.l l'égalité :
A
Y tenN r(s(bS), ) = r(s)

On retrouve l'égalité de la propriété X.1l3.

On a aussi :

THEOREME XII.2
Soient be N¥et S et T deux suites de nombres de JN * telles que

l'on ait :

A
r(T) r(SbT)

Alors, on a aussi :

¥ e £(T)

A
r(Sb(Sb), T)

A
Il suffit en effet de remplacer T par T dans le Théoréme XII.l.

THEOREME XII.3
Soient b ejf*et S,T deux suites de nombres de N * telles que l'on

ait :

r($) = r(som)

Alors, on a aussi :

V t eﬂ( r(g)

v
r(sb(Tb), T)
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Il suffit dans le Théoréme XII.2 d'appliquer la transformation

miroir.

L'égalité r(T) = r(sbT)

donne r(T*bs*) = r((f)) = r((T*))

Et en substituant S a T* et T & S*, on trouve la condition de
départ : r(§) = r(SbT)

L'égalité r(f) = r(sb(8p) T)

donne r(f) = r((T*)) = c(T*b((5)*b), S*)

= r(T*b(($*)b) s%)

En substituant encore S a T* et T a S*, on trouve la conclusion

v v
r(S) = r(sb(Tb), T)

B / UNE APPLICATION POUR LA CONSTRUCTION D'ARBRES

Comme dans la Théorie de MARKOFF classique, on considére le
diagramme permettant de construire deux suites X% et x? a partir
d'une suite X :

X = (XJ, b, X?.)
| |
4 A A o v v
X' = (X4 b,X) = (X4 b, (X, ,b,Xy) X" = (X ,b,Xz). = ((XA ,b,Xz)b,XL)

I1 donne les expressions suivantes :

(Go) : Ej=§€ et gfi=g¢, (Do) : g'= 6.6, et &=,

(64) = m'= (brl)mm,-gmy+ mim = k= kp) (D, ) : nl= (brlimmy-§m,~ mim,= ko k)
(Gy) : mi=m, (D) :m=m

(G3) : M= m (Dg) : my=my

(Gyy) : K:= (b+2)mk, - K k, - mT," (D) 3 Ky = DK, my + Iy my+ K, Koy

(Gy) : Kf= (b+2)Kymy- m g - Ky Koy (D) : Ky = bmk, + Kpky + m ]x,_

(Ggy) : K= Kk, (Dgy) : k= K,

(Ggy) : Kiy= k,, (D) : Ky=m - K,

(Gy) : k= m - K, | (Dy) : k= ky
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(G‘z) : k(;.= K’_ (D‘z) : k:-—- k’.

(G4) 1,&: (b+2)K, k, - k, |, - Kz]x,. (D3) : ]xo= bK, k, + K4]x,.+ k, Iy
(GB) e ]x}: ]X4 (Dy) : ]X== K4—.|x

(G) = L=k -1y (Dg) = Tp=1,

On suppose que l'on a :

v A
(rf) ¢ r(X) = r(X,) = r(X) =r
Avec le Théoréme XII.2, on a :

A
r(X,) = r(x,bX,)

A A (7]
=D r(X,) = r(X,bX,bX,) = r(Xx")
==> r(XG) = r(X)
L & 9 _ %
avec, par les conditions X/ = X et Xy = X, b X,
. G v Ve
les expressions :{ r(x*) = r(Xx) = r(x,) = r(xg)
A .
Gy _ _ _ aq
r(Xg) = r(X,bX,) = r(X) = r(x’)

C'est-a~dire encore :

A
(r*) r(x%) = r(x4) = r(x}) = r
Avec le Théoréeme XII.3, on a :
v
r(X,) = r(X,bX,)
v Y o
m—> r(X,) = r(Xb X;b X,) = r(X")
=D r(x?) = r(x)
Iy v
avec, par les conditions X; = X, bX, et X: = Xy

les expressions : r(§:) = r(X,bX,) = r(X) = r(x°)
r(x®) = r(x) = r(X,) = r(x’)

C'est-a-dire aussi :

(

b v »
) = r(X") = r(X,) =r(Xy) =r
Les conditions (r%) et (r?) garantissent & leur tour la possibilité
de renouveler le procédé i partir des suites X° et X8 .
Ceci permet d'énoncer :
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| THEOREME XII.4 (Construction d'un arbre)
Soient X, et X, deux suites de nombres de N* et b ejf*tels gue :

v A
(rt) : r(X,bX,) = r(X,) = r(X,) =r

Alors il est possible de construire un arbre de MARKOFF de suites

ayant toutes r pour écart d'antidromie, de sommet X = (x,,b,xl) avec
a chaque niveau du diagramme la figure :
(x, ,b,x,)

| |
(x‘b(;?,bx,))=(x§bx‘:l ((x,b X, )b %, )=(x0 bx3)
ou xj = x, et xi = X, bx, ou x: = x,‘bxg et x) = x,

[ DEFINITION

Dans la suite, on dit que l'arbre donné par ce Théoréme est obtenu

L par la construction de MARKOFF a partir de X = (XA'b'xz)'

v A
Si 1l'on suppose X, = X, = T, un calcul facile montre l'impossibilité

de trouver b ¢NN tel que l'on ait
r(X, bX,) = r(T)

La condition (r?) est donc assez forte.

On peut l'expliciter. Elle donne

(BrLIm(X, ) K, (X ) 4K, (X 40K, (Xg)-m(X, ) T(X,) = (b1 Ky (X, Im(Xy ) +K o (X K, (X,) =1(X,)m(X, )

(b+1)m(X,) m(Xy )+K, (X, )m(Xy) — m(X,)K, (X,)

Ky (Xg) = m(Xp) + Kp(Xp)  m(X,) = K,(Xa) = Kp(X,)

I'l'l(xl) m(x4)

(b+LIm(X4)K, (X )+m(X, ) [K 5 (X4 )=T(X5) I-(o+L)m(X,)Kq (X, )+m(X, ) (K (X) - T(X) 1-2K(X)K, (X)

(b+1)m(X, Jm(X, )

Soit :

m(X, )R (Xy) =T(Xg) J+m(Xy ) LK, (%) =T(X )] = 2K, (X )Ky (X,)

(1) : (b+l) =
m(Xy, JKy (X)) + m(Xq)Ky (Xy) = m(Xy)m(Xg)

Et aussi :
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miXy ) Ky (X )=T(Xg) ] + m(X) (K, (X,) = T(X,)1-2K, (X, )K, (X,)
(2): (b+l) =

La comparaison des deux relations (1) et (2) donne, compte tenu

que le numérateur du second membre est le méme :
m(Xy ) LK, (X)) + Ke (X)) + m(X))[K, (X)) + K, (X,)]
= Zm(x4 )m(X,_)

C'est-a-dire encore :

Ky (Xg) + K, (X,) Kq (X,) + Kp(Xy)
2 = +
m(Xy) m{ Xy )
ou P(Xy) + P(X,) =0
En fait, cette derniére expression n'est autre que la condition :

\ A
r(XA ) = r(xz)

Les conditions (1) et (2) se réduisent donc a une seule que l'on

peut écrire sous la forme :

Kp(X,)  1(X)  Ko(x)  1(xp Ky(X0) K, (X,)
- + - -2
m(X,) m(Xy) m(X,) m( X, ) m(X4q) m(X,)
(3) (b+l) =
Ky (X,) Ky (Xp)
+ -1
m(X, ) m(X,)
Soit : £(X) E(X)
G 0F mix)?
K,(X,) K, (X,) m(X,) m(X, )
(4) (b+l) + ——tn - 2 1 1 :

mC %) ml %)

Mais revenons a la suite X, c'est-a-dire aux notations utilisées

antérieurement :

. - (m(%,) Ky (X,) | ] ) fm, : my- kT
I mix ) -Ky (X)) K (X)) =T (X, )] Lk, 1 ke x,
-m(xl) K, (X,) T {ml 7 my - Ky

" = | m(Xe ) -Ky (Xy) Ko (%) = 1(xy)] i RLIYRE R T ])‘&_J
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La derniére relation donne, avec E (X,) =€, et E(X,) =€,
et la relation (¢,) :

Elmt+ Ezm: [(b+l)m,m, + k,m, - 5zml][(m4— k,)m, + (m, = Ky, )m - mm, ]

m[m4 m, - K, my - k,y,m, ]

= mlmk, - mk, ] + (K,~ K,)m m,

Il reste ainsi

mm, (m, - ko) = mm, k, + (K - K,)m m,
Soit
(5) : my= ky= ky+ rm,
Par ailleurs, la condition P(X,) + P(X,) = 0 se traduit par :

2 =— 4 — 4+ — + —

m, my m4 m,

Combinée avec la relation déduite de (5) :

k, Ko,
~ 4+ — =1 -7
ml mz
Ez ki
Elle donne : l +r = — 4 —
m_, m,

Soit (6)

(mA-kAz) +mr =k,

On peut ainsi énoncer :

[ THEOREME XII. 5
Soit X = (x1b Xz) une suite d'écart d'antidromie r telle que l'on

‘puisse écrire :
[ m k,- m,r

1 A A

My = (avec €,= det M&)

| K4 ko= lx,
(c'est-a-dire P(X,) = r)
[ m k,+ m,r
) U 2
M, = (avec £,= det sz)

Ay
Lku ko= Txy

(c'est-a-dire P(X,) = -r)
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Alors, la suite X = (X;b XL) permet de construire un arbre de
suites ayant toutes r pour écart d'antidromie, grdce a la
construction de MARKOFF.

rm, ) 623

De plus on a : r(m,m4,ml) = (rm,rm

4'
Le cas de la Théorie de MARKOFF rentre bien dans ce Théoreme,

-1 ‘s
avec r = 0 et b = 2.(Par contre, sur l'exemple de la (A,7,—1) Theorie,
on a noté que l'on n'avait pas r(m,m,,m,) € 23)

C/ UNE NOUVELLE RELATICON DE MARKOFF

Plus généralement, lorsque valent pour X, et X, les relations du

Théoréme précédent, on a :

k, = kqp K, k
(q:) o= B 2 — - (1L +r)=(Y+71r) -2 2t
m4 m4 m,,
k’.l- kl kz kz'
(r{) tr =— = (L ~-r) -2—=2—+-(1-1r)
m, m, may

La relation (ML) s'écrit alors, avec ces expressions :

k«z Ky
(b+1 + 1 +4r -2 —+2 — -1+ - r)mmm,
m, mz

LN 3 L
m - gm- éimt

(b+1)m, m, + 2k,m, - 2k,m,
= [ + rlmm m
m, m,

2

2m

L

- (b + 1) + r]mm'mL

m, m,
(avec la relation C,).

Il reste, en simplifiant la relation diophantienne :

(Ms) : mis+ Ez m:+ 54'“: = (b +1 - r)mm4m1

Et ceci permet d'énoncer, toutes les vérifications complémentaires étant
évidentes :

" THEOREME XII.6 (Equation de MARKOFF)

Dans les conditions du Théoréme précédent, on a la relation

diophantienne suivante, ou b + 1 - r > 0 :
. 3 1- L —
(Mg) : m+gme+gm = (b + 1 - r)mm,m,

L 3
avec la condition : r(m,m4,mz) = (rm,rm, ,rm,) € Z
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Et : (a) m >0 my> 0 my> 0
(b) m = Max(m,m4,mb) > Max(m, ,m,)
(c) pgcd(m,m,) = pgecd(m, ,m,) = pgcd(m, ,m)

Remarquons en complément que le cas r = 1 donne :

v - [m4 k, - m4]
% Kk, ky - 1&

avec nécessairement, par les conditions habituelles :

0 gm-k, <m,

0 <ky-my £&m,
Soit : 0 <ky £ my

m, <k, £ 2m,

Il est donc impossible de trouver une suite X4 correspondante.

Ceci permet d'énoncer :

PROPRIETE XII.1l
Dans l'équation de MARKOFF donnée par le Théoréme XII.6, on a

nécessairement r # 1 et donc aussi b+ 1 - r > 0.

D / EXAMEN DE L'EQUATION DIOPHANTIENNE MISE EN EVIDENCE ET
APPLICATION

On considére ici 1l'éguation diophantienne :

(Ms) : mt+ elm:+ §4m; = (b +1 - r)mm4mz
ou l'on suppose E, + £ € {.t l&
' benN*

r € (x vérifiant - 1 <r <1

\ (m,m,',m,_)e,m-3 tel que r(m,m}1 ,m,_)(:z3

Pour m = 0, on trouve les solutions (O,QA,i m4) avec éventuellement
m, = 0 comme seul cas possible.

Si (m,m, ,my) est une solution, (-m,-m, ,m,) en est une autre,

de méme que (m,-m, ,-m,).

On peut donc se limiter a l'étude des cas m > 0 et m, > O.
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Il est facile d'établir, grice a la condition rm € Z que l'on a :
pged(m,m,) = pgcd(m,,m,) = pgcd(m, ,m)

Il est possible que ce nombre, noté d, soit distinct de 1.

Remarquons maintenant que si l'on a sous forme irréductible :

Ry
r = ;— avec R, >0, -R, <R, <R, , pgcd(R, ,R,) = 1
|1

La condition r(m,m4,mz)6;2} impose R, |d.

Soit R =dr el , avec -d < R < d

L'équation de départ s'écrit donc encore :

m m, 2 m, ¢ “m m, m,
(-) + 61( — ) +€( — ) = [(b+l-r)dl( =) ( — ) ( — )
d d d d d d
m m m
avec cette fois: (b+l-r)d € N*xy=—; M =—; M =—
m m, m, m, m, m
1l = pgcd(—~ , — )=pgcd( =—,—)=pgcd{( —,—)
d d d d da d
. m m m
Et si 1'on pose L = (b+l-r)d ¢ N*, M=_ .y 2. M = —t ; tout revient
] A ’ Y =
d d d

a étudier 1'équation diophantizane :

3 L
MY + € My + € My = LMM, M,

3
(Myreg) (M, My ,My) € X tel que M=Max(M,M,,M,) > Max(¥, ,M,)
pgcd(M,M,) = pgcd(M, ,M,) = pgcd(ML,M) =1

Deux cas peuvent étre distingués :

* Cas 1 : &= €3=1

Ce cas est celui ou la relation diophantienne (M3) construite a
chaque niveau de l'arbre de MARKOFF fourni par le Théoréme XII.d
est la méme : ceci résulte des relations (D,) et (G,) données
ci-dessus.

L'étude de l'équation (Mreg) par la méthode de CASSELS [5] permet
facilement d'établir que pour L > 4, cette équation n'admet pas
d'autre solution que (M,M,,M,) = (0,0,0). (Voir Théoréme XIII.9).

Pour avoir des solutions non triviales a (Ms), il faut donc :

0 < L= (b+l-r)d £ 3
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Cette inégalité ne donne, compte tenu des hypothéses sur b et r,

qu'un nombre fini de possibilités :

[ b = 2 r =20 d=1
b =20 r=% d=2

*’ b=1 r =% d = 2
\ b=20 r =20 d =3

. Le cas b = 2 r =20 d = 1 correspond a la Théorie de MARKOFF

classique. Il est connu, et peut donc étre aussi laissé de cdété.

. Seuls restent trois cas non évidents :

b =20 r =% d = 2
b=1 r =% d = 2
b =20 r =0 d =3
0 Cas 1.1 : b =0 _r=0_.d-=3
Il faut pouvoir écrire :
\ M, kg
% kA k4']x4
avec  det My = 1 = 3My(k - 1lg,) - Ky

Modulo 3, il est clair que cette relation ne permet pas de trouver
k, € 1. , puisque seuls 0 et 1 sont résidus quadratiques modulo 3.

Ce cas est donc impossible.

I1 faut pouvoir écrire :
2My k= M, ]|
Mx =
4 k4 kd- ]X,'
avec, par le calcul du déterminant :
3
M, 1, = k- 3k M+ L

Cette condition impose que l'on ait k, impair et k, + M, impair,

soit M, pair (avec M, non multiple de 4 sans quoi K:a-J.(mod 4)).
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De méme, il faut pouvoir écrire :

2M, Kyt My ]

K ky - Ix

M*t =

Avec, par le calcul du déterminant :
L
- ZM'-]"2.= kyy = Mpky,+ 1
Et donc aussi ky impair et M, pair non multiple de 4.

Mais alors la condition pgcd(M; ,M,) = 1 donne une contradiction.

Ce cas est encore impossible.

On peut donc énoncer, en regroupant en un méme résultat tous les cas

vus ci-dessus :

THEOREME XII.7
Le cas de la Théorie de MARKOFF classique est le seul ou l'on

puisse considérer par la construction de MARKOFF un arbre engendré

par une suite :

X = (X,b X )
v A
telle que r(Xb X,) =r(X,) =r(Xy) =r
{ £ (X,) = E(X,) =1

On a alors nécessairement b =2 r =0 et d = 1.

* Cas 2 : Si on n'a pas &= £, =1

Dans ce cas, la relation diophantienne (M) trouvée a chagque niveau
de l'arbre de MARKOFF fourni par le Théoreme XII.4 change, mais

on trouve toujours l'un des trois suivants :

v 2 r _
m - mgi- my = (b+l-r)mm4mz
1} L L _
m-- m/+ my = (b+l—r)mm4mz

[}

3
-

]

(b+l-r)mm, m,

A une permutation pres des variables M , M on peut toujours

4' z'
se ramener & une équation :

t_ . .t
M = M+ M, = LM MM,

avec par la propriété XII.l la condition : L € N~*.

Celle-ci admet toujours une solution non triviale :

M =1L M,= M =1



ITI.224

Ce cas est donc susceptible de contenir des possibilités nouvelles,

ce que confirment les constructions suivantes :

(1)/ Considérons la situation issue de l1'étude de la (2,0,1) Théorie :

1 0
X, =@ My, = o 1 £, =1
v
X, = (1,1,1) X, = (1,2) €, = -1

1 0
On a formellement : Ma = }
%y 1 -1

b 1 b 1 1 11[b-1 1
et la propriété Ma = =
11 o b-1 1 1 oJl1 0

que l'on traduit par :
A
(pb) = (1,b-1)

Ceci donne naissance au diagramme de MARKOFF suivant

(¢,2,1,1,1) = (2,1,1,1)
|
| l
(2, (1)) (2122111)
On peut alors considérer, avec r = 0 et b = 2 :
8 3
X, = (2,1,2) M, = (g, = -1)
4 “ o ls o1 !
(3 2]
X, = (1,1,1) M, = (§ = -1)
L Xy 2 1
[ 73 46
X =1(2,1,2,2,1,1,1) Mx =
L 27 17

L'égquation de MARKOFF donnée par le Théoréme XIIL.6 s'écrit :

734~ g*- 3% = 5 256 = 3.73.8.3

La construction de MARKOFF fournit alors, & partir de X = (X 2 X,)
un arbre de suites ayant toutes r = 0 pour écart d'antidromie et

dont la partie haute est :
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(2122111)

I I
(212211}22111) : (2122122111)

I I | I
(21221112211122111) (21221112212211122111) (212212211122122111) (2122122122111)

On voit cependant, grdce au lemme de DICKSON, qu'aucune des suites

ainsi construites n'est un mot du Langage de MARKOFF défini par

{1J}.

(2) / Considérons plus généralement la situation :

(pbx ) = (bx)
|

[ I
v v
(Pb(Pbx )) = (b,1,b=1,% ) ((PbX)bX) = (bXbx)
A
avec : r(bx) =r(XxX) =0
[ m K4 A
On peut écrire : My = (r(X) = 0)
LK, Ky - 1
[bm + K, (b+1)K, - ]
Et aussi : M =
bl .m K4
La condition r(bx ) = 0 donne : bK, - (b-1)m =1
m K4
Soit : Mx =
K, (b-1)(m-K, )
avec det M, = + 1 = (b-1)m*- (b-1)mK, - &f

Cette équation en m et K, a pour discriminant :

(b-1) + k(b-1) = (b+l)' - 4

Elle est associée au polyndme :
(b-1)x*- (b-1)X - 1

dont une racine est :
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(b-1) + Y (b+1)*- 4
- = [1,p-1,1]
2(b-1) —

On en déduit aisément toutes ses solutions.
On trouve par exemple ainsi : m = b+l K, =Db 1=1

v A
correspondant a X = (1,b-1,1) soit x= (1,b) et %= (b,l)

En posant : X, = bx = (b,1,b) associé a m, = b+ 2b
Xg= X associé am, = b + 1
v A A
On obtient : r(X,) = r(bx) = r(X,) = r(x) =0
On a aussi : €= &= -1

Et par un calcul simple :

r(x, b X,) = r(b,1,b,b,1,b-1,1) = 0

La suite X = (XAb X,) est associée a m = bk + 4b3+ 5p*+ 2b + 1

Dans ce cas, on obtient : pgcd(m,m,) = pgcd(m,,m
(B'+ 4b*+ Sp*+ 2b +1)* - (b*+ 2ot - (o+l)*
= (b+l)(b'+ 4bd+ Sbt+ 2b + 1)(b*+ 2b) (b+l)

Plus généralement, on peut énoncer :

,) = pgcd(m, ,m) =1

[ THEOREME XII.S8

Pour toute valeur b ¢ JN *, il existe au moins un arbre obtenu par

construction de MARKOFF a partir d'une suite X = (X b X,) telle
v )
que : r(X) = r(X,) = r(Xy,) =r
Il existe en particulier pour tout b€ N * un tel arbre avec
r = 0 associé 3 :
{ o ¢

. = (1)

>
I

Cet arbre montre que pour tout b e‘ﬂ(*, l'équation

L X 3
m-m4+mt

= (b+l)mm, m,
admet une infinité de solutions telles que :
(a) m >0 m, >0 mg > 0

(b) m = Max(m,m,,m,) > Max{(m, ,m,)

(c) pged(m,m,) = pgcd(m,,m,) = pgcd(m,,m) =1




De méme, les deux éguations qui se déduisent l'une de

1 LR A

m - m+m = (b+1)mm, m,
1 L L _

m- m'-m = (b+1)mm‘m’

admettent une infinité de solutions telles que :
() m>0 m >0 m >0
(b) m = Max(m,m4,mz) > Max(m, ,m,)

(c) pged(m,m,) = pgcd(m4,ml) = pgcd(m, ,m) = 1.

1I1.227

1'autre :

On va dans la suite étudier de fagon compléte l'équation (U!reg)

et montrer la généralité de la construction qui a conduit a ce

dernier théoreéme.
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1
XIII. ETUDE DETAILLEE DE L'EQUATION DIOPHANTIENNE(M):M"+ & M, +gn:'= LMM, M,
et
pacd(M 'MA) = pr_:;ccl(M4 'ML) = pgcd(ML,M) =1

A / POSITION DU PROBLEME ET DEBUT DE SOLUTION

A.l - Position du probléme

Dans l'étude des écarts d'antidromie, on a été conduit a

introduire 1l'équation diophantienne, ou (m,mq,mz)ejf3

m‘+gim:+;‘m: = (b+l-r)mm, m,
ou &, r € é'{ i.l}
b €

reQ tel que -l <r«<l1l1
r(m,mA,mz)é Z}
On suppose ici plus généralement que l'on a : (m,mA,mz)e Z_s .
Un certain nombre de remarques préliminaires peuvent étre faites
pour l'étude de cette équation.
Si (m,m ,m )e Z? est une solution, (-m,-m,, m,) et (m,-m ,-m
en sont deux autres.

2)

On peut donc se limiter a étudier les cas
m >0
m, 20

. B S, 1
Avec m = 0, il reste : L m +g my = 0

On trouve la seule possibilité (m ,mA,mL) = (0,m, ,+ md) avec,
éventuellement la condition supplémentaire m, = 0.

L = 0'

On peut donc se limiter a considérer pour la suite le cas non

De méme, se traitent les cas m, = 0 et m

évident : m >0
m, >0
mg #0Q
En posant : d = pgcd(m,m, )
Et sous forme irréductible :
R

r = —avec Ry >0 -R, <R, <R, pgcd(R, ,R;) =1
R
2
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s 3
La condition r(m,m, ,m) ez
impose, par exemple avec le Théoréeme de BEZOUT :

Ry | d

Soit R=dr¢e¢d , avec -d <R <K d

D'autre part, en posant :

m, 3 m 2 m 2 m m, m,
gl =) =-(=)-¢(=)+ (b+l-rjd.( =) = ) =)
d d d d d d
my
La condition  (b+l-r)d — = (b+l-r)m, ¢Z
d
Mg
impose d'avoir : — € Z
d
Soit encore :d | m,
m m
En posant alors 6 = pged( — ; - )
d d
. . . My
il faudrait ¢ | ( =)
d
m m,
Mais avec la condition : 1 = pgcd( — ; —)
4 d
la seule possibilité est d'avoir 6 =1,
m, My
De méme, on établit que l'on a : pged( — ; — ) =1
d d

C'est-a-dire finalement

pgcd(m,m,) = pgcd(m, ,m,) = pgcd(ml,m) =d

2
Tout revient donc, en posant L = (b+l-r)d € N * et

my

M, = — a étudier 1'égquation diophantienne
d d

<4
[}
Q|3
=
™
[}
|

] L L
M" 4+ g M + g M, = LMM, M,
. 3
() - (M,M, M) €T
pgcd(M,M,) = pgcd(M, ,M,) = pgcd(M, M) =1

C'est ce probléme que l'on va complétement résoudre dans la suite.
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Compte tenu de ce que l'on vient de voir, on suppose de plus gque
l'ona : M>0 ; My>0 ; M, # 0.

A.2 - Point de départ de l'étude de 1l'équation diophantienne ((/’17)

La relation pgcd(M,M,) = 1 permet de trouver K;&‘Z défini a un

multiple prés de M tel que :
(e, ) : Myo Ky = &0 My (mod M)

On a aussi, avec l'équation de départ :

MK, = - & M, {mod M)

Et si Ky € Z est tel que K, = K/ - RM = K} - rm
on a :

(ez) : &,.M,‘z. - M, K, (mod M)

On suppose pour la suite que K, est choisi tel que 0 £ K, < M.
Ceci détermine K, de fagon unique et donc aussi K; de fagon
unique a partir du triplet (M, M, ,M,) .

De méme, on peut trouver k;ej( et k,e N tels que :

(e5) : M, . ky = M (mod M, )
(eh) - MK = €. M, {mod M4)
(eg) : M .k, = €. My (mod M, )
(e¢) = - Mk, =M (mod M,)

On obtient avec (e,) et (e,) :
(e_,) : EA MzE M,‘K"‘ - Mk,; {mod MM, )
De méme, avec (e, ) et (e;) :

(ey) : g M, = Mk, - MK, (mod MM, )

En choisissant bien k, modulo M, on peut faire en sorte d'avoir
avec (eg) :

)z g M, = Mk, - M,K

3 L R 3

En choisissant bien k; modulo M, , on peut faire en sorte d'avoir
avec (ey) :

(a“') : EAMz = M Ky - Mk,

Ces conditions déterminent k, et kL de fagon unigque a partir de

(M,MA,M,-).
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En comparant (e, ) et (e;), on obtient :

KiK, =~ 2,6 (mod M)

Ceci permet d'écrire :
' . '
(d}) & K K, + g8y =M1
Pa la définition de K, , on a :

K, - K Ky - K,
(r) : R = dr = _1__-—?(ou r =

M m

Et puisque l'on a choisi 5; 2 un multiple prés de M prés pour avoir :

)

0 LK = KA -rM < M
M
on peut développer ——— en fraction continue :
M - Ky
M
= [s]
M - K,

avec S suite de nombres de D

Hors le cas ol l'on a M =1 et K, = 0, on peut choisir pour S le

M n
développement de dont la longueur est telle que (-1) = g¢,
M - K,
(avec 5 = (a; ,a,, ... a,)).

A.3 - Elimination de différents cas particuliers

. Lecas M =1 Ke= 0 se raméne a l'étude de 1l'équation

guadratique : ELM:’ LM, My + & M: = -1,

* Si L > 2, cela se fait a partir du développement en fraction

continue :

N ey (Ll sige = -l

2

(L-1,1,L-2] si Eey =1
. Si g, = -1, on trouve M, =1L M, =§
. Si ;4= l =-¢g , on trouve My = Ll+ 1l M, = §L
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On en déduit dans ces deux cas une infinité de solutions,

. Si ¢, =8 =1, il faut distinguer deux cas :
¢ Si L = 3, on trouve la solution M=L-1=2 ; M, = 1
qui permet d'en construire une infinité d'autres. Ce cas
est celui de la Théorie de MARKOFF classique.

¢ Si L > 3,on ne trouve aucune solution. (On reviendra sur

ce point dans la suite au Théoréme XII.9).

Le {1,2} , une étude directe est faisable a partir de la
P (x,y) = gx*- L xy + €y?

. SiL=2 et &g =1, on se ramene a (M4-£,_M,_)"= - &
On trouve les solutions (l1,+ 1 - My, M,) si § = -1 =€,

Compte tenu des contraintes M > 0 M,> 0 et My, # 0,

on doit sélectionner les cas : + 1 - M, > 0

On remarque gue toute solution (1, 1-M, ,M,) définit une
autre solution (1,M,- 1 , -M,) = (1 , -l-ﬁ,, ﬁ;).

Les deux formules que l'on vient de donner se déduisent
1'une de 1'autre.

D'autre part, si ¢ = ¢, = 1, on ne trouve aucune solution.

. SiL=2et ¢¢ =-1
On trouve des solutions a partir de :
M‘=L=2 ML=£1
On fabrique ainsi la solution (1,2,1) et celles s'en

déduisant s1 =1, ¢, =-1,
. Si g =-1 et §,= 1, On n'en trouve aucune.

. SiL=1et &t =1, la forme Y est définie.
D'ou un nombre fini de solutions (1,1,0) et (1,0,1)
si & =§ = -1 . Aucune des deux ne vérifie les contraintes
M >0 M,>0 et My # 0. De méme, on ne trouve aucune

solution si g = EL= 1.

.SiL=1et ¢g¢ =-1
On trouve une infinité de solutions exprimables en fonction

des nombres de FIBONACCI : (1,F, =, F,, ) ou (1,F, , Fg ).
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* De fagon plus générale, en écrivant 1l'équation étudiée sous
la forme :
3 t _ ']
g M -~ (LM)M M+ & M, = - M

on est conduit a considérer la forme quadratique :
Y (x,y) = ele- (LM)xy + € y*
Son discriminant vaut :
Ay =L'u - age,

C'est un nombre strictement positif hors les trois cas :

L =1 M=1 g =§
L =1 M =2 E4=EL
L =2 M =1 E4=£t

Ces cas ont été étudiés ci-dessus, hors le cas particulier
Ce dernier donne :

g (M, - e,M,_)z= - 4

Il n'admet de solution que pour §g = t, = -1
Et dans ce cas, on obtient les solutions (2, + 2 - M,, M,)

(ol M, impair) a partir de la condition :

M+ M, =+ 2

On remarque encore gque toute solution (2,2—M2,M2) définit une
autre solution s'écrivant (2,M,- 2 ,-M,) = (2"2'§;:ﬁt)°

Les deux formules que l'on vient de donner se déduisent l'une de
1'autre.

En dehors des trois cas particuliers cités, on a A (yY) > 0.

Il est facile de voir avec L€ JN * et M > 0 que ce nombre ne peut
étre un carré, La forme q) est donc indéfinie.

Dans toute la suite, on suppose gque l'on n'est pas dans l'un
des cas particuliers cités ci-dessus.
On conviendra en particulier que l'on est dans la situation

dite situation standard qui est celle ou l'on n'a pas :

L 1 et M= 2

ou
M =1 et K, =0
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A.4 - Etude de la situation standard

L'hypothése : M #lou K, # 0 est telle que 1l'on puisse écrire avec
les notations introduites avant :

M Ka
M =
S
M - Ky K, -1
avec : Ml - KoK, = &€, ,
Mais la condition (d;) donne aussi : M1 - K/;Kz = E¢, = M1 - K, K,
]
Soit T =1 +& K
de 1
Ky = K+ &M
Dans (r), on a ainsi :
K, - K
4 L :
R = + «
M
avec, par construction (¢Z , R eZ
et, par définition de Mg :
K, - K,
-1K< <1
M K- K,
La seule possibilité est d'avoir : =0
M
Soit K, = Ky , vérifiant par construction : 0 < K, = K, < M.

La suite S définie précédemment est donc antidrome.
Par construction, on a aussi les relations :

Ny

(a,) : gM, = M, K, - Mk, (ou ky = k) + o« M)

(ag) : €M, = Mk,- M,K,

(d,) : KK, + &g, = M1

- z L
D'oll : & M+ g M, = M, (Mk,- M,K,) + M, (MK - Mk,)

M, Mk, - M, Mk,
= LMM, M, - M%
4L
C'est-a-dire (ag) : M = LM,M,+ Mk, - Mk,

La suite S permet de considérer la forme de MARKOFF associée a
la suite (S,L-1) :
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LM - K .- K T - LK
2 *ixy + 2
M M

2

(F) : Fy(X,¥) = e [ 1y

Pour celle-ci on vérifie :

(F) & FolK,,m)

En posant :

() : ¢ (x,¥)

F (K,- LM,M) = £,

2 z
X"+ [LM + K - Ky IXY + §E, ¥

X+ LMXY + £g Y%
On a 1'égalité :

*
() & (Mx - KY ; ¥) = MR (X,Y)
a partir de laquelle :

MTE, Ok M) = 4;9 (Mk, - K, M, ,M,)
= 4)9(-5,, M, M, )
% 18
= My - &, LMM M, + E&, M,
= - QQM:
Soit (Fy) = Fplk, M) = - &€ {+1 . -1J

De méme :

MEF (k, = LM, ,M, ) )

¢, (Mk, - LMM, - K, M, ,M

[~} A 2
= q)e(Mk,_— KyM - M, [LM + K, - K, 1 5 M,)
= q;e( €, M- M [LM + K,- K, 1 ; M,)
=c|>9( Ey M, , -My)
= Mj- &, LMM, M + f¢ M,
= - &.Mz
Soit (Fg) & Folky= LMy, M) = - g €[+1 ; -1}

Le discriminant de la forme FB vaut :

B (g = iui- 4 ge,

C'est un nombre strictement positif dans la situation standard.

La forme Fy est donc indéfinie., Elle définit un groupe de rotations
hyperboliques permettant d'écrire, en comparant (F,) et (Fo) et
grace a (a,) :
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K, i LK=1 0 17 L-1 1] fo 1
g = = Ms* '

M s LM - K 1 0 1l 0 1l 0
Ceci donne encore :

M, L-1 1 My
&2 , = s [ 1 o] |k - LM,]

On trouve ainsi l'expression :
(3y) : gk, =Kk - M]
Soit en multipliant par K, et utilisant (4,) et (a;) :

(a,) : gk, =M - KKk,

B / RECOURS AUX CONSTRUCTIONS GEOMETRIQUES POUR L'ETUDE DE LA
SITUATION STANDARD

B.l - Utilisation du polygone de KLEIN

En reprenant l'interprétation géométrique présentée avant et les

trois points du polygone de KLEIN associé a Fy ¢
‘Q'nvi(Kd 'M)
£_,(1,0)

Qpst &€ (LM - Ky 13- €€y M)

Les relations (F,) et (F,) garantissent l'existence d'un point
de ce polygone de KLEIN :

N o~
Q, (kM)
(avec -1 < i ¢ n+l c'est-a-dire 0 < qu M)
tel que les deux points définis & ¢/ el+l ; —l} prés :
- ! Y
S (e (ky- LM, )5 g/ My)
—Qj'm.z( k4 ; M4)

se déduisent de Ih par une puissance de la matrice :

2
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K, ; LK,~-1
M ; LM - K,

Comme par hypothése, on suppose M, > 0, 1la considération du point
I;hMlne pose pas de difficulté. '
Par contre, il faut, pour le point Izj que l'on ait : e’Mz >0

. o . N )
La condition (a) impose alors d'avoir : ¢ = g, et g, My >0
Si la suite S s'écrit S =(a,, a,, +0o , a,), les mémes consi-
dérations géométriques permettent d'écrire :
M
O -]
~ = L3, e s 345,
kA

Elles permettent de décomposer :

S* = (S* a . S¥*)
4 n. 2

(a" ’ e e 0 r an.i..)

avec { S:
S: = (a

“.1--" * & e ' a.)
et donc de définir :

rN ~N ~N

M, M, - k,
MS, = ~ ~ ~

4 L Ky Ky = Ta,
~ ) ~ ~

. My My - k,]
* = ~ ~ -~

k L kb k,-l - 1‘1

. ~o Y ~ ~ e+
Supposons que le point Q; ,(k - h4; M, - &z) se transforme par g

en un point :

Qo Uy - ket M= k) (avee 1, > 0)
Oon a :
_ N
k, - ]x4 e | Ky = T‘A
= g ~ ~
| My - Ky M= Ky

Ceci donne :

ke = Ty,

De méme, avec f); et Qj on peut écrire :

ey

~
M L-1 17, [M,
 ky 1 0 k,

D'ou finalement une écriture :
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~ ~ ~N
M, M,- ky L-1  1]qu [M, M,- K
= (M‘s* )

k_‘ k4 - ]AA ) l 0 4 XA

Pour les déterminants :

1 14
My (ky= Tg) = Ky (M= k) = (- §€ ) (-1)

Ainsi, on peut toujours trouver une matrice

M M, - k
A A A
My, = [ ‘] em(Z )+
vérifiant : det M, = &,?4 ( )1= + 1)

De la méme fagon, mais en utilisant cette fois g®, le point
v g ~ .
Ssa (k4-]&; M, - Qn) se transforme en un point que l'on peut

convenir d'écrire :

'Qj-4

Son ordonnée détermine k,, ¢ Z a partir de L et M,.

(- € ([hi- Lkyd + a,; [ky= LM0) 5 = g lkyt @y M, 1)

A partir de 13, son abscisse détermine 7‘25 VA .

Les points i) utilisés avant sont représentables sur la figure :

-Qj.ml
J A 304 g
o
-Qn'l
ﬂe
gy
3
Q.4 *
Par construction, on a :
~N ~
'[11,_' Lky, J-a 4.5k, - LM, ] e K= i,
= g ~ ~
= k1|_ an*\.Mi MA- k'n

En considérant les deux points Sliet I?j' on peut aussi écrire
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: My oo kyma M ]-(M;[L-l 1}); {MA
Pltky- Ly 5 D= Lk a, k- L) L1 o R

. . My ¢ M- K, " L-1 1 M, = ks ag,,
2 My T2 =
’ ky 1Kk - Tg, L1 o] Lrg- tMy 5 -CT-tk,J-a, 0k~

M?- v k1|_ . Ml

Ceci donne aussi :

M =M
. S* u
/ 2 11 0 |Lky Ky~ lx,

si l'on suppose gque la matrice

Ml ML- kq
Mu =
N kzu ku' 1*:
vérifie det Mu1= Ezpz

On a en particulier les déterminants
det 72 Ms*= - %&2 = - det Ml-|4 det Muz = - E,&'q D"Dz

D1

On note 9 cette valeur commune.

Ceci impose : 94

Le calcul effectif du produit valant 9 M¢x est faisable.

Il donne diverses relations telle :

(ag) : g)M, = Mky- MK,

.bdt

ky - My [ku"‘ any M, 1-[ L‘l+ By kl]
= MS*

~ 4.1

|

o]

|

En comparant a la relation (a,) disponible ici, et puisque M,> 0,

on voit que 1l'on a : = 1l.

Toutes les vérifications nécessaires étant évidentes, on peut ainsi

énoncer :
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THEOREME XIII.l
Pour toute solution (m,mA,mz)e;Z} vérifiant m > 0, m>0 , my # 0,

d'une équation diophantienne :

mt+ €, m_:+ €, m:" (b+l-r)mm, m,
O\‘J &' 'EZ é ,\+ l ?

1y
be )X
r¢@R vérifiant -1 < r <1
r({m,m ,m, ) € z3

Oon a :

)

(1) pgcd(m ,m pgcd(m, ,m,) = pgcd(m,,m) =d e N*

A

My
(2) Enposant M = — , M, = — , M, = — , L = (b+l-r)d € N *
d d d

on obtient la relation diophantienne :

2 RS T
M+ g M+ €M, = LMM M,

)
ou pgcd(M,M,) = pgcd(M,,M,) = pgcd(M,,M) = 1.
(3) Hors les cas particuliers qui correspondent a la situation

standard, on peut construire une suite S = (ag,a,, «.. , a,)

de nombres de _j{* telle que l'on ait :

Eg, = (-1)7
. “ ]
M- K, K-1
S suite antidrome (KA = Kz)
S* = (SA* a“_" S; )
et deux matrices :
M M, - k
4 £ g
My, = Ll m
| k., k - 1)‘4 -
"M M, - k, -
2 3 :
Mu'). = € ‘ml (Z_)*
Lkzn Ky, = 1"1.

vérifiant : [ det M, =§,
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De plus,

. la forme de MARKOFF Fy associée a S est indéfinie et vérifie :
(Fy) = Fy (K,,M) = Fyp (K, - LM,M) = g¢,
(F, ) aa(& M) = - g,
(Fz ) : Fg (k- LM, ,M,) = - &

. la relation de MARKOFF généralisée (cf. Théoréme II.2) associée
a Fp n'est autre que la relation :
Q 2 t
(M,) : M+ €€ My+ (& M) = LMM, (g M, )
Elle est équivalente & la relation diophantienne de départ :
t ? 3
M + 8 M+ g M, = LMM M,
. On a de nombreuses relations entre les paramétres introduits
telles les suivantes @

(an) = €M, = MK, - Mk,
(ag) : & ky, =M, 1 - KKk,
(ay) : e My, = Mk, - M,K,
(a,) : €k, = K, k, - M1
(d,) : KK + g€, = M ]
(d) & k,k,- M, 1x = ¢

(d;) H k2 k.“— M2 ]’),= €q
(cp) = M = (a,y+ LIM M+ Mk, - Mk,
)

(c K (a,i+ LIM k, + Kk Kk - Mz]&,
k. k
A

2

A
(g) K, = (a,i+ LIM k, - Kk k, + Mﬂ"z

1 = (a,;+ Dk, k + kA'T)‘z - k, 1"4
M

(c~)
)

(a

; = LM, M, + M Kk, - Mk,

B.2 - Des relations supplémentaires

on peut compléter le dernier résultat par diverses relations :
Ainsi, on remarque qu'en effectuant le produit de matrices qui a
conduit & la définition de M, :

€M, 0 (M- kﬂz)] _ [Ez Mo kKem Mk, -2, €, M]
Ekyi gy (K= 1) g Ky 3 Kyl KAI*{ 3n.i €, Kq

w:\



III.242

Mais pour que cela soit assuré, il faut que l'on ait :
€ Ma— €y Ky, = KK, - M ]%z
(s,) : € ky- €15, = K, 1 - K4],‘z
Et par élimination, puisque 1%lexiste, il faut :
%81 ka
G lla+ 1) (Mk - 8 K ) + Kk - MT, 1]

ky(M1 - K K,)

C'est-a-dire encore :
(£,) : gk, = (a,+ L) (MK, - M K,) + (KK, - Mg )

De méme, a partir de la relation définissant M, :

: . o ][M . Kz]
- M =
t M 1& - (a .+ Ik (a,,+ 1IM - k JIK, K- 1

En effectuant ce produit de matrices, et en comparant avec (q1) et
(a, ), on obtient :

{Ed(a,,_# LM+ g Ky = kK K = M Iy

gla,i+ 1)k, + €, ]"z= Keo 1- K,_1,(4

Par élimination, puisque ]& existe :

- ]Sll E‘Ez
g, [la, i+ 1)(MK - Mk, )+(K K, = M7 )]

k(K K, = M)

C'est-a-dire encore :

(£,) : - €k, = (a,;+ LMK - Mk,)) + (K k - M 1,2)

La comparaison de (ﬁ1) et (fz) donne :
1
N I [(ayq+ 1) g k,+ '\& K, + '],15,,]

1
I [(a, 4+ 1) & k - ],4 €, + _l,(’_ K,]

=
]

x~
]

Et aussi, en inversant :

1 e
() ly, = 5K K8 Ky €, M, (2p5+ 1)
1’2= %(El lS‘l"'r'sz'a- g, My (a 4+ 1))

Ceci permet d'énoncer, en complément du résultat précédent :
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THEOREME XIII.2

Dans la situation standard, on a :

(s,,) : (a.3+ llg, M, - E k,, = KK - M1,
(s,) t (api+ l)g, k- ¢, I, = ky 1 - K, 1x,
(s,,) : & (a,;+ LIMy+ ¢, ky = K K - M ]"4
(sy) t € (aui+ 1)ky +E T =K, 1 - K, 1,
(£

W) 2 gk = (ana+ L)(MK, - MK ) + (K k - MT, )

(£,) 2 €2 ky, = (a,;+ 1)(Mk, - M K,)

(Ko ky+ M y,)

1
(k) &gy = = [(a, i+ 1)g k+ T K+ 1xe ]

1
(ky, ) : Kk, = - [(a, i+ )6 k- T8 +1x, K]

(K K= Ekpm (2, ¢ 1) g M,]

,\
o—)
2>
~
e
—
ax
]
=2 |+

1
(.(,&) 2 g, = ; L& k,+ Kk, - (a, ,+ 1) ¢ M 1]

Si l'on reconsidére maintenant les développements qui préceédent,
on constate que la décomposition S* = (S* aM{S:) n'‘a en réalité

été utilisée qu'en ayant recours a la matrice :
~ ~N

~
" M, M -k,
DN A |
k,' k“ - ‘4

et aux deux points associés :
~;Nooa
Al (k, M)
~ g ~ ~
"&L"(k"_]"n; t'l‘-/{‘t) ~ ~ N
M, M- ky
On aurait pu envisager d'utiliser MS,; =1 “n N
t Ky

et les deux points :

~ As A~
Qina (€ lky - LMy ] ;5 €, M)

1-a

Q. .3(-5"([1"; L.E.] + a,\_,-['lg- Lﬁt 1)-§lk, + a,; M, 1)

Avec l'équivalence des relations (a, ) et (az), on trouve :
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~ ~ o~ ng ~N ~
ky, - LM, M,1 - K k, - LM K + LMK
E4 ~ = ~N ~
Mg M, K, - Mk,
- ~
LM - K, ; - (LK;-1) k,
= ~
| - M ; K, M,
C'est-a-dire en inversant la matrice 2 x 2 :
~ ~ -~
k, K, LK, -] g, (k, - LM, )
la'd = ~
M, tM ;LM - K, €M, .
K, 1 LK -1
On voit apparaitre la matrice g = qui confirme
M + LM - K

“~ ~ s
bien que le point -inhg(iz_[k;‘ LM, 1 ; €, M,) est bien celui qui
doit étre considéré.

Au moyen des formules vues avant, on a

@)
]

0 1[LM-1’E’ M

i
|
e
t
<

A, (0,1)

Et 1'égalité qui permet de confirmer les coordonnées de Szi-n

-3
M- Ky 5 (la- LK) (K,- LM, )
LM, - ; - L + a,. 4 - LM
2 t ! Ry ) n.1 } 3
n‘i.n-; = -E'L { e ~ ~ '\)o (o'l)
- My Tt Kgy v A, M,

~

~ g ~
Ce point se transforme par g en le point Slt’(%‘-1x4; M, - K“).

Ceci se traduit par 1'égalité :
~n ~ N ~ ~N N
{k,-l,,] [-e,_ (- Lk + an;lk, - LM,])J
~N = g ~ ~
M, - ’lz,n - & [ky+ M, ]
o ~N ~ ~
-6 (K= 1 k) + any (K k-1 M) ]

2 ~
-8 M- K KD+ any (Mk, - K, M) ]

En comparant cette derniere expression avec :

N ~ ~ ~
k} g, (ky - LM,) & (kK -1 M,)

n
~

~

= g ~ ~ ~
| & M, €, (Mk, - K, M, )

'}



IIT.245

On obtient :
~ ~ ~
M €, Mk, = KoM, Ky Ky~ M, ] [l T 8wy
S* = ~ ~ N ~
2 KAkz-] M, 1 k, = KA],,1 0 1
Soit
l a) o~
a . K - M - M
- 1 1
Ms"[‘ ]=€'[1 ]I\S' :
A 1 0 L - K/' Xy ~ kt
Ou encore :
ra,.; 1 M M - K,
M_ % M x =
SA [l 0 5 K4 K4-1
= M.S*
On retrouve l'égalité du Théoréeme XIII.l.
En revenant alors aux calculs faits avant :
{M, P = k= (a,, )M,
ke - LM, 5 =[h - Lkyd - (a, )0k, - LM, ]
~ Y] o
L-1 1 e M, ;o= k- oaLMy
= (Mgp 1 o ) ~ ~ ~ ~ ~ ~
k,- LM, ; = [y~ Lk, I-a, 0k - LM, ]
Avec
9
[ M, ;- k- (a,a)M,
Sky- LMy 5 - [~ Lky = (3, )0k, - LM, 1]
[M.,_ 1 = Ky, ] 1 ~(a,j)]
Ky-= LM, ; Lk,= %, ] (0 1
Et
[o 1] [Mz i = Ky, ]-1 [0 l][[,k,,-h!; k,.J
= &
2
1 0J Lk,= LM, ; Lky-x |1 0j{LM- k,; M,
(LM, - k, ; M,
= &1
LLKZ\— “xL M kz
L-1 1
=€ M

On obtient ainsi 1l'égalité

]
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M’. PR k’.l - ( a“_i ) Ml

kl— LIM,_ r = [1x1- Lklll_(aﬂ-f)[kt- LM‘]
0 1 -1 11V'ro 1170 1
1 0 t 1 0 1 of|1 -(a,;)

~ ~ ~ ~
On trouve une relation comparable avec Mt,kt,km,'hbet Ms{ .

En substituant dans la relation vue ci-dessus, il vient :

[L-1 17 -e-1
M = M M
u *
ol | )
Cette relation est comparable a 1l'égalité vue avant :
M L-1 l" et+d
M = | Mx MR
" Sl o) A
L _
Elle redonne, & partir de l'expression S* = %: amiSi , 1l'égalité

du Théoréme XIII.1l :

[ THEOREME XIII.3

Dans la situation standard, on a
[L-1 17\ . r &’4 pl’.« - ?:n. -1
My, = (Ms“ \ . ) M* ol Mg = R - i‘M ]
M " [L-1 l} M-64 . a; ﬁz‘ gt ]
= Oou M« = ~
h S;-A _l 0 5 _l:u }‘(’u— ]‘t i

B.3 - Une nouvelle relation de MARKOFF

On est maintenant en mesure d'établir une nouvelle relation de

MARKOFF.
Considérons les nombres :
K, - K
r=r(s) = —1
M
k, - k
A A
r = r(Mu ) = t
4 4 M
‘A
Ky - K,
rL = r(M“z) =
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On trouve :
MkA- K“M4 Kz“;" Mk, M, kz,— Mz k’z
L+r-r = + +

)
MM, MM, M, M,

-E4 M, €, M4 M - (a,;+ LM M,
- +

MM, MM, M, M,

(avec les relations (g')( ) et (c,) du Théoréme XIII.1l).

a
3
Soit

p 3
(M) : M- gM-g M= (as + 1 +r,+r,- MMM,

L

Ceci permet d'énoncer, puisque l'on ar = 0 :

THEOREME XIII.4
Dans les conditions des théorémes précédents, on a la relation :

2 2 v
(M) : M- M- gMy = (a ;+ 1+ 7+ 1, MMM,
et aussi : k, ky
(L-1) + 1 + — - =
M, M
b
1=
k»ﬂ_ kl?.
a,;+1 + —--
Ml My

La derniére égalité s'établit en notant que la comparaison de

2 .
(M,) et (M,) donne : 2(g, M4+ aqM:) = (L -a,;-1-r, - rz)MMAMz
Or, avec (a4) et (a3), on a aussi :
k k
R t 4
g M +g M, = (=~ = MMM,
M! MA

La comparaison des deux égalités permet de conclure.

B.4 - Fin de l'analyse

Maintenant, si l'on compare les deux relations (c¢,) et (a;), on

obtient :

(a,, + 1 = LIM M+ M (ky+ k,) = M (k, + k)

N1
Avec la condition : pgcd(% 'Mz) =1, il existe e el et })6 y/A
tels que :

§+gz=bm=(P+aﬁ+l-Lm4
ky+ ky = (- a,;= 1 + LIM,= P M,
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- Si e > -1, la matrice My, est d'aprés le Théoréme XIII.3 la matrice

définie par la suite d'éléments de )\ * notée :

U, = ((S*,L-1),,, ,S¥) (e+l > 0)
Oon a donc, avec les inégalités habituelles valables pour les

matrices associédes i des suites :

Ky < M

0 <M ,
0g M-k <M
<

N

,

Soit par addition O k + k. < 2M
AL A

A
Ceci impose que l'on ait : A =1 et )’ =L - a
Soit : k, + 52 =M,

On trouve aussi dans ce cas : k, > 0 et k, >0

N

L-1 1 ce-1
Pour la matrice M”z = Mga ( M & )
l 1 0
On a :
» L-1 1 e |L-1 1 a,; 1
MU' = L MS*) MS*
1 0 10 w1 o
=M
Y2
oll V, est la suite d'éléments de Nox o
v, = ((L—l,S*)"; L-1 ; s* , a,.) (e 2 0)
Ceci donne :
M" M Ky - ];, ka - M
u, vy “&| Ky, M.

Avec les inégalités habituelles valables pour les matrices associées

a des suites, on trouve les inégalités :

0 < & k- .M, < €K~ & lx, (0 < K, £ m)
"0 € 28 ky-€lx, <€ ky- E,_]Az (0 < K, < m)
-1 S 8 K- 28 My £ § K- M, (-1 < 1< K,)

Avec la derniére condition, on retrouve : E M 2 0
Avec l'avant dernieére : €, Kk, <0
Avec la premiére : € Ik, < 0

£, k,< 0
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La condition établie ci-dessus : k, + kAt= M,

donne pour M, la forme : -
A

My K, ]
M =
Uy
k, k=T,
Il en résulte que la suite U, est palindrome : M* = My,
L
Avec : u, = (S:,and ,S:,L—l,(S*,L-l%.,Qf) ou e >0

on obtient, par palindromie les conditions :

a,, = L-1 H S, = S} ; S, = SF
Ceci donne aussi : }>= 1
Soit : kz+ k“ = Mz
Mz Kaq,
et Mu =
' kl. ku - 11,

- Si e < -1, la matrice M, est d'aprés le Théoréme XIII.3, la

matrice définie par la suite d'éléments de IN * notée :

U, = (85, (L-1,5%) ¢.,)

On a donc, avec les inégalités habituelles valables pour les

matrices assocides a des suites :

0 < M- k,

N
<

0

N

My -k, < M,

Et par addition 0 < 5_+ ku < 2M

Ceci impose que l'on ait P =1 et d=a,;+ 2 -1L
Soit k, + k,, = M,
avec de plus, k, > 0 et k,, > 0

Avec la matrice MW , on a :

N an; 1 L-1 1 L-1 1 7\®2
My = Mg (M » )
‘ [1 of 2 |1 o\ |1 o

En introduisant la suite d'éléments de N * :

vV, = (a, :,S* ,L-1,(S*,L-1)_o.,) (-e-2 > 0)

n-1? [

Mo =M, = K= Tny Ko~ M
=y '84

A
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Avec les inégalités habituelles :

0 < g K- E My S g kimEylx (0 < K4 < m)
0§ 2¢€ ke- € 1, <&k, +6€ Ix, (0 < Ky < m)
~1 S8 Kym 26, My SEK,- E M, (-1 < 1<K,

On trouve avec la derniere condition : g M, > 0

Ceci impose, puisque M, est supposé positif : ¢, =1

Avec la seconde relation : k, <0
Avec la premiére ‘{]L.< 0

k4!> 0
La condition établie ci-dessus : k,+ k,, = M,

donne pour Mulla forme :

" M, ks,
Uy =
Ky, kt"]"t
Il en résulte que la suite U, est palindrome : M“z= M: .
!
Avec U, = (s¥,(L-1,8%),,,L-1,8%,3,;,S¥)

ol -e-2 > 0, on obtient par palindromie les conditions :

a,.; = L-1 S, = S¥ S,= Sk
Ceci donne aussi Q =1
Soit k + k =M,
A 1
M, ky
et MM =
4 kr‘ kA -114
- Si e = -1, on trouve Mw = MS? et Mu‘= Ms?

En considérant alors les deux suites Y, = S: et U,= S:, on obtient

par la méme méthode que précédemment les deux conditions :

{ 5'* 5: - M'1
k1+ ku Mz

[M4 k, L "

et les expressions : Mu4= k, kA_]NH %f
M = [MZ kn 1= M
U k2| ku _ 71(, st*

qui montrent que l'on a : S = S: et S, = S}

Dans ce cas, le Théoréme XIII.4 est directement applicable. Il
donne :
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k, kg k, kg
(L-1) + 1 + — - W L + — - —
M,. M, M
2
l = =
K ky ky
(a . +1 + —- l—S-z) a;+l+—--—
L M M M M
) A 4 ?
C'est-a-dire : a,, =L -1
Aussi, peut-on énoncer, dans tous les cas :
THEOREME XIII.S5
Dans la situation standard, on a :
(1) a, =L -1
soit S* = (§:,L—l,sz) suite antidrome
- L-1 1
et M = M M
Sk u, u,
1 0
(2) k4+ k/\‘l = MA
(3) k,.+‘ku = M,y
(4) s, = S* suite palindrome
(5) S, = S* suite palindrome
= M, K, )
(6) On peut écrire : M, =
u4
_kd k‘-1AA-d
M! K,, 7
Mu =
t -
_kll kll ]x‘l,

avec les divers cas suivants :

(6.1) Si e+l > 0, on a k, > 0

My, est la matrice définie par la suite U, = ((S*,L-1)¢,, ,S¥)

My, = My oU V, est la suite V, = (((L-1),8%), ,(L-1)8),L-1).

(6.2) Si e+l < 0, on a k, <O
My, = M, oU V, est la suite V, = (L-1,8%,L-1,(S*,L-1) ¢, )

My,est la matrice définie par la suite U, = (S¥,(L-1),5%) ¢ 4)

(6.3) Si e = -1, alors on a : Mu4= Mﬁf et MuL= Ms; .

Ce résultat permet i3 son tour d'interpréter 1l'équation (Mz) donnée
par le Théoréme XIII.S.
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On a en effet : r =r(M ) = = - =1
A U,
M4 M »
k\! = k'. kl
rL = r(Mu) = =1 -2 —
! M, M,

r = r{(s*) =0

En appliquant la relation (M,), on trouve :

k1 1] L
M -E M - g M (L-1+1+r +r, -r)Mn4%

? t 2
2k, 2k,
= (L $ — - —)MM4M2
M, M.
= LMM M, + 2M(k, M, - k, M, )

LMM, M, + 2M(M - LM M )
. 4 2
(avec (ag))

3 ? L
<===> M + & MA+ EA M; = LMMAM?_

On retombe sur 1l'équation de départ qui, en sens inverse, établit
la validité de la condition (M,).

On peut donc énoncer :

THEOREME XIII.6

Dans la situation standard, 1l'équation diophantienne de départ :
bl (X LY
M+ € M+ g M) = LMM M

est équivalente a la relation (M,) :

L 2 r _
M- g M - My = (L + 1 +r - r)MMM

A
L-1 1
tirée de la relation M =M M
SX u, 1 0 Ue
K, ky
On a en effet : r, =r(M,) =2 —-1letr, =1r(M,) =1-2-—
A
MA M?
ainsi que r(sS*) =r = 0. -
'
En particulier, si l‘'équation diophantienne ML+ E M + ;,M:= LMM, M,
admet une solution (M,M, ,M,) € 23 telle que M >0 ; M>0 ; M#0

et pgcd(M,M, ) = pgcd(M, ,M,) = pgcd(M,, M) = 1, elle admet aussi ,

avec M% = M et M,

;3 Ms» une solution (M,M, ,M,) ¢ 23 telle que
a) M>0 ; M>0 ; M>0

b) M = Max(M,M, M) > Max (M, ,M,)

c) pgcd(M, M, ) = pgcd(MA,Mz) = pgcd(Mz,M) =1



IIT.253

C / CONSTRUCTION D'ARBRES ET APPLICATIONS

C.1 - Considérations générales et définition de solutions réguliéres

Dans les conditions précédentes, c'est-a-dire dans la situation
standard, on peut donner des formules permettant la construction

d'arbres.

~ Ly M4 ' kA
De maniere formelle, a Mu = on associe
4 k, : kA-'l)‘4
’ 1 1 M, M-k,
My = M, =
* *lo -1 k, 1 Ix,

On obtient : r(M& ) = P(My,, ) =0

Mz H kz' )

A la matrice M, = on associe

3 . _'l
kz( ' kz. Kq
l 0 M! M kll-
MG = M, =
) 1 -1 t M- ky o g,
On a : r(MQ') = - P(Mul) = 0

On trouve donc les conditions :

L-1 1l
Msr = MW M“L

1 0

r(Mgy) = r(M%) =r(Ma) =0

Ceci permet d'envisager, comme dans le Théoréme XII.4 la construction
d'un arbre de MARKOFF, avec des formules comparables a (D,) = (Dg)

et (G,) —(G)), mais se simplifiant a cause du Théoreme XIII.5 sous

la forme :

(M, M, ,M,) € Zf
avec €, , g,

I
- >
6 >
(M7, M, M) | (M, M,

b
M)
3
= (LMM, -E M, ,M, M) € Z = (LMM, - €, M, ,M,M,)
>
avec ef=£,, et €:= €&y avec g =f£g¢, et £f=EL
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Et par exemple, & droite, la vérification est évidente :

(M%) + e () 4 g (M) - L MM = 0
<==> L*M'MI- 2 €, LMM,M, + M)+ € M"+ £,€, My- L(LMMy—€ M MM, = O
<===> £, M'+ Mi+ gg, Mi- g LMM,M = 0

1 ] 2 -
==> M + fl M+ 21 M!.- LMM4 MQ =0

DEFINITION

on dit que (M”,M:,M:) et (M“,Mj,Mi) sont obtenus par la construction

de MARKOFF a partir de (M,MA,MZ).

Inversement, en remontant dans l'arbre, on trouve les formules

suivantes :

& L4 ud
(M ,MA,MI)
]
= (M, -—g M +E¢ LMAMZ,ML)GZ
4 A
avec a = ;Et et E;=ez

I
2
(M, M, ,M,) €2

avec g etE,

r
3
(M,M4,MZ)GZ

avec g, et g,

Et par exemple, sur cette derniere formule, la vérification est
facile :

)+ g} (uhte eh )t - LePuPe} < 0

! 2 t 2.b..2
==> M+ €& M+ € M - 2g, LMM M+ €L M M - LM,M (- M +¢ LM M) =
<=> g M+ E€, Mi+ Mj- £ LMM, M, = 0

? 2 2 =
<===> M+ £2M4+ & M,~ LMM M, = 0

0
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Il est bien évident qu'a chaque étape d'une telle construction,
le nombre pgcd(M,M,) = pgcd(M, ,M,) = pgcd(M,,M) = 1 se conserve.
A partir d'une solution (M,MA,Mt) associée aux relations M, = Mo
, /]
et Mu‘= Ms:, selon le Théoréme XIII.6, les constructions qui

précédent donnent :

THEOREME XIII.7

Dans la situation standard, si l'équation diophantienne
M+ €, M+ € M} = LMM,M, admet une solution (M,M, ,M,) € 2°
telle que :

{M)O M;> 0 M, # 0

pgcd(M,M, ) = pgcd(M, ,M,) = pgcd(M, M) =1
elle en admet une infinité telles que :
a) M >0 M, > 0 Mz> 0
b) M = Max(M,q1,Mz) > Max(MJ,Ml)

c) pged(M,M,) = pgcdi(M, ,M ) = pgcd (M, ,M) = 1.

On pose a partir de la :

DEFINITION

On appelle solution réguliére de 1l'équation diophantienne (JZ)

tout triplet (M,M, ,M,) ¢ 13 la vérifiant et tel que de plus :

a) M>0 M,>0 M, >0

b) M = Max(M,M, M) > Max(M4,Mz)

c) pgcd(M,M,) = pged(M,,M, ) = pgcd(M, M) =1

Ces trois conditions, adjointes a (d@) définissent l'équation
diophantienne (Mreg) dont la résolution est équivalente par ce

qui précéde a celle de (W,).

Considérons alors le diagramme :

(M, M, ,M,)
|
| I

S 6 4 » [ »
(M ,MA,Ml) (M 'M*'MZ)

Si (M,M‘,Mz) est une solution réguliére, on a les propriétés

suivantes :
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(1) M = LMn- g, M, vérifie M° M, = M+ ¢ M;> 0
et avec M,> 0, il reste M) >0

(2) =M>0

=

(3) M

M,> 0

[

(4) Max(M),M)) = Max(M,M;) = M =M <M

Cette condition résulte par exemple de LM, > 2

»
(5) pgcd(M, ,M;‘) = pgcd(M, M) = 1

3
A

le résultat suivant qui précise le Théoreme XIII.7 :

Avec un raisonnement comparable sur (M‘,M ,Mf), on peut énoncer

THEOREME XIII.8

Dans la situation standard, toute solution réguliére de l'équation
. . 1 . 3 t PP

diophantienne M+ € M +¢ M, = LMM M, verifiant LM, > 2

donne naissance, par la construction de MARKOFF a deux autres

solutions réguliéres des équations diophantiennes auxquelles elles

sont associées. On détermine ainsi un arbre de solutions réguliéres

i d'équations diophantiennes en nombre fini.

C.2 - Détermination compléte des solutions réguliéres pour L > 3

En remontant dans un tel arbre, et en considérant les valeurs
décroissantes M > 0, on établit qu'un tel arbre posséde nécessai-
rement une racine lorsque l'on suppose L 2> 3.

Pour cela, on considére les deux transformations :

4 ’ J
(M,M, ,M,) > (MM ,m0)
Y M3 M3
(M,M, M) > (u¥,u},m?)

Elles conservent la condition c).
L'une au moins des deux permet de remonter dans l'arbre en conser-

vant la condition a), a moins que 1l'on ait la condition :
g, (LM M - M) £ O et ¢, (LM M - M) <O

C'est-a-dire aussi, de fagon équivalente grice a la relation

diphantienne liant M,M, et M, :

] 2 ! 2
M+ g€, M) L0 et M.+ g€, M L0
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.Cas J :si €==¢€=2%1

Il reste M4= Mz= 0
Cette condition est exclue en partant d'une solution réguliere

(M,MA,MZ). La condition a) se conserve en remontant dans l‘arbre.

.Cas B :sif, =-¢,=%1

S

Il reste { M

Soit M, =M,
Et avec l'équation de départ :

=

won

= C
=

n =
=

—~

=

I

c

Avec la condition c¢)

Hors les cas que l'on vient de voir, la condition a) se conserve
en remontant dans l'arbre par l'une des deux transformations
envisagées.

L'examen de la condition b) est alors faisable.

Supposons que l'on ait : GL(LM4M1- M) > 0 et considérons

d 9 4.
(M, M, M) = (M,

les conditions c) et a) étant vérifiées.

g, (LM,M -~ M), ,M,) en remontant dans l'arbre,

La condition b) s'écrit :

M, = Max(M, , & (LM M, - M) ,M,) > Max(E, (LM M, - M),M,)
Elle impose % My, > Ml
M, > ¢, (LM,M, - M) > 0
C'est-a-dire encore : M, >M,>0

2

s > 0

e
MM, > M+ €g, M
De méme, avec (M‘,M},M?), la condition b) s'écrit :
{M,’ >M, >0
2 l
MM, > £ F, M+ M, >0

La condition b) ne se conserve pas en remontant dans l'arbre

lorsque l'on a :

2 ?
ou M>M >M, >0 et M+ gg, M, > MM,

t !}
ou M>M,> M/1 >0 et €&, M7+ Mz > MM,

7
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. 2 ]
.Cas 1 : SIiM>M>M>0et M+ g5, M > MM,

On doit distinguer plusieurs sous-cas :

* Cas lol H £‘£l = —1

1
Il reste My > MM,
Soit M4> M
On trouve une contradiction avec M > % > Mz> 0

. a9 1 t v
On considére ¢ (x) = x = LxM, M + M, + M,
et sa racine positive x = M

L'autre racine de ce polyndme M' vérifie :
M' = LM4ML- M
MM' = M'+ M©

4

(soit M* > 0)
Dans le cas que l'on considére, on a M > M et
]
(M) = M- LMM + M M <O
Ay A ]
En effet, on suppose ici que l'on a la condition : L > 3

Il en résulte la situation :

M > M,> LM M- M= M

. ] L
So1it MM4 > MM*' = Q‘+ Mt

On trouve une contradiction avec l'hypothese faite.

s 1
On consideére <P (x) = x'- LXM M - M'- M
4 A t

et sa racine positive x = M

L'autre racine M' vérifie :

MM' = -M'- M!
a )

Elle est négative.

On obtient le diagramme suivant :



ITII.259

(E‘
.-‘:

- el - mmn - p— —p  — - G—

b 4
xY

"
LT,

3LM, M
141 . . s
En calculant @ ( =/ —— ) qui est un nombre strictement positif,
2 LM, M,
on établit que l'on a : M - LM M < .
2

LM, M
, . . 4
Par décroissance de la fonction y = ¢ (x) sur le segment [0 ; |

2
il est équivalent d'affirmer que l'on a ¢ (w ) < ¢>(M - LM M,)

ou la condition : M, > M - LMAML.
. = - Ly _ M2

o : P (M) = - LMM, M11<L0

- ot -

Q (M - LM M) = 20F MNP~ 2LMM, M,

= ZLM,‘MI(LMAM,’— M) <0

[P . -
D'ol : ¢(M4)<¢(M LM, M, )
— ? X 9 L L.L
Lmmme> 2LMM, M < LMPM, + My 4 207 MEM
? t
LM M, + M+ 207 M M,
L===> CP ( ) >0
2LM, M,
. .3 300,12 Lt uY 2 kgl
< > MO+ 2Ly M3s 20 M) M) > 2t Ml M)+ 3L Mimd

X ] 3o 2., 2,2 IR
==> M; + 2LM4M1+ 2L M‘ Mz > 2L M4M1+ 3L M,
Avec la condition LM, > LM, > 3, issue du fait que l'on suppose
ici que 1l'on a L > 3, on trouve :
LMM > 3M]
A2 A

M. > 2M!

]
LMA t L

Soit par addition :
1 3 4
2LM;M, > 2M,+ 3M,
ou encore : 20 M'M, > 2L'M M4 3L' M/
' A At A
et s M+ 2LM'M + 2L3M'M
3 Y A

> 2Lt MM+ 3Lt mb
2 4 @ A
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La condition M, > M - LM M, résulte danc de ce qui précede.

Or elle est contradictoire avec la seconde condition de 1'hypotheése
faite, qui s'ecrit aussi : M - LMM, 2 M .

On trouve donc encore une contradiction qui garantit, pour finir,

que le cas 1 est totalement impossible.

. s : 2
. Cas 2 : SI1M>M, >M >0et M+ee M4 > MM,

On trouve de méme une impossibilité. Ce cas se déduit du cas 1

en échangeant les rdles de M, et M, .

. Cas 3 : Si MA = Mz

La condition ¢} impose : @4 =M =1
Il reste la relation :

M's € +¢, = LM

* Cas 3.1 : si €4

On trouve M L

* Cas 3.2 : si £4=g2

On trouve M| 2
Soit deux cas possibles : M = 1 avec 1 + g +¢, =1L
M =2 avec 4 +¢ +¢, = 2L
La condition L > 3 impose € = €, = 1, et on ne retrouve ainsi que

le cas de la Théorie de MARKOFF classique, obtenu pour L = 3.
En posant alors :

DEFINITION
On appelle solution singuliére de l'équation diophantienne

- LM M

2 ?
M+ g M+ g M =LMM,

tout triplet (x,1,1) racine de cette égquation ﬁel:que X €N *.

On peut énoncer :
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THEOREME XIII.9 (Détermination des solutions singuliéres pour L 2> 3)

Dans la situation standard, et si 1l'on suppose de plus que l'on a

L > 3, toute solution réguliére de l'équation diophantienne
) ) v
M+ g M +g, M, = LMMM, (L e ﬂf*-{l,z})

se déduit d'une solution singuliére par la construction de MARKOFF.

En particulier, on peut distinguer les cas suivants :

(1) si g = f'_= 1

L'équation n'admet pas de solution hors le cas ol 1'on a L = 3.
Dans ce cas, on retrouve la Théorie de MARKOFF classique et les

deux solutions singuliéres racines de 1l'arbre de MARKOFF :

(1,1,1)
(2,1,1)

(2) Si l'on n'a pas €, = & = 1

Toutes les solutions se déduisent par la construction de MARKOFF

de la solution singuliére (L,1l,1) racine des deux équations :

X ? 2
M - M+ M, = LMM,M,
MP+ MI- MT o= LMM, M,
Pour tout L ¢ JN * - kl,z} , on trouve ainsi une infinité de

solutions i l'équation diophantienne considérée.

A partir des deux équations mentionnées dans la seconde partie du
résultat précédent, on peut considérer les deux arbres en résultant

construit a partir de la méme racine (L,1,1) :

(L,1,1)

| |
(L + 1,1,L) (L - 1,L,1)
e4=—l'; El=_l £4=—l; €!=l
(L,1,1)
€4 =1 H Ets -1
|
| |
(- 1,1,0) (L¥+ 1,L,1)
£, =1 ¢ =-1 €, = -1 £, = -1
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Il est facile de s'assurer qu'ils se déduisent 1l'un de l'autre par
une transformation qui revient sur la racine a permuter M et ML
(et donc g et ¢ ).

A

THEOREME XIII.lO0

Dans la situation standard, avec de plus L > 3, il existe une

bijection de l'ensemble des solutions régulieéres associée a
. . 1 .
1'équation M* - M, + M: = LMM M, sur l'ensemble des solutions

s

réguliéres associé a l‘'équation :

Mo+ M'= MY = LMM, M
+ N - N = 4y

Dans la suite, il suffit donc de se limiter a la considération
de l'arbre donné par la seule équation :

3

My M+ M
4 A

|+

LMM, M, (L > 3)

M >0 M, > 0 M, # 0

pgcd(M,M, ) pgcd(M, M,) = pgcd(Mz,M) =1

Ses solutions réguliéres sont déterminées par le Théoréme XIII.9.
Ses solutions non nécessairement réguliéres sont déterminées par
recours aux expressions matricielles du Théoreme XIII.3. Parmi
celles-ci, les solutions réguliéres correspondent au cas ou l'on
a.e = -1,

Dans ce cas, on a : u = sx U, = s*
A A t

v A
r(Ms:) = r(MS;) = r(MS:) =0
Les solutions réguliéres sont donc associées a l'arbre obtenu par

la construction de MARKOFF sur les suites gue l'on envisageait

au chapitre précédent :

X = S* = (&1,L-l,xl) = (S:,L—I,S;)
| .
| I
X® = (X ,L-1,%) = (X ,0-1,(% ,L-1,X )) 2 = (X,1-1,%,) = ((X, ,L-1,% )L-L,X.)
4 P ! A 4'7 7' "2

Avec, au début de l'arbre :
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[ |
x* = (L-11L-2,1) x> = (L,L-1,1)
X, =0 X, = (1,L-2,1) X, = (L) X, = (1)
M=L-1 M, =1 M,=L =Lt+1 M, =L M, =1
g, = 1 £, = -1 €, = -1 £, = -1

On réinterpréte ainsi aisément le Théoréme XII.8 (avec b = L-1).

On voit aussi sur les suites qui apparaissent l'intérét qu'il y
avait a considérer l'hypothése L 2> 3.

Sous la suite (L-1,1,L-2,1) toutes les suites construites s'écrivent
avec les nombres 1,L-2, L-1.

Sous la suite (L,L-1,1) toutes les suites construites s'écrivent
avec les nombres 1,L-1,L.

Et de facon générale, on peut énoncer, sans entrer plus dans les
détails :

THEOREME XIII.1l1l

Il y a une correspondance bijective entre l'arbre des solutions

A t
s M, = L.MMAMz (L > 3)

et l'arbre des suites obtenu & partir de la construction de MARKOFF

a partir de la suite S* = X = (L-1,1) (X, =@ X, = (1)).

Cet arbre de suites ne contient pourL > 3, que des suites dont

réguliéres de l'équation ME- M

les éléments sont tous bornés par L.

C.3 - Détermination compléte des solutions réguliéres pour L €& {1,2}

Si 1'on reprend le raisonnement qui précéde, et que l'on considere

les deux transformations :
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4
(MM, ,My) ——> (M4, My, ;)

)
(M,M, ,M,) — (M7, M3, M)

Elles conservent la condition c).
L'une au moins des deux permet de remonter dans l'arbre en conservant

la condition a) sauf le cas ou l'on a :

M=L M =M =1 E;= € =21

Ce cas correspond a une solution singuliére qui, avec le Théoréeme XIII.¢
donne naissance a un arbre généralisant celui obtenu dans le
Théoréme XIII.9 pour les cas L £ 2. Cet arbre est un arbre de

solutions régulieéres.

La question qui se pose est de savoir s'il peut exister d'autres

solutions réguliéres en dehors de cet arbre.

Une telle solution permet en remontant par les deux transformations
considérées ci-dessus de conserver a chagque niveau les conditions
a) et c).

Le seul probléme qui se pose alors est de savoir ce que devient

la condition b). Pour cela, on procéde comme on l'a fait avant

en distinguant les cas conduisant & ce que la propriété b) ne se

conserve pas @

. Cas 1 : M, =M, =1
Il reste : MT+ E + £z= LM

*
@]
]
0
o
L]
=

Si g = - €= l, on trouve L = M

On retombe sur l'arbre évoqué ci-dessus : ce cas peut

’

étre laissé de coté.

*cCas 1.2 : Sig=§
On a M + 2¢, = LM

D'ou les possibilités suivantes :

]

- sig=1 L =3 exclus ici
- si g= -1 L =1 M =2
Ce dernier cas est obtenu par :

(1,1,1)
€ =1 €=-1
|

(2,1,1)
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I1 peut donc aussi étre laissé de c6té, puisque l'on

retombe sur une partie de l'arbre évoqué ci-dessus.

. 2 t
.Cas 2 : SiM>M, >M >0et M+ g M 2 MM,
On peut encore distinguer divers sous-cas :
* Cas 1.2 : ¢f, = -1

On trouve comme ci-dessus une contradiction.
* Cas 2.2 : £,=E,.L=-l

 as 2 2 v
On considere d?(x) = x" - LxM,M, - M /- M,
et ses deux racines x = M et x' = LMQML- M
La condition MM' = - M:- Mf impose M' < 0
3LM, M,

En calculant # ( ) qui est strictement positif

2

hors le cas ou LM, = 1, on peut reproduire le méme
raisonnement que précédemment pourvu que l'on ait

LM, > 3

Les seuls cas posant éventuellement problemes sont
ceux ou l'on a : LM, £ 2

. Le cas LM, = 2 se traite de facgon directe et se
raméne alinégalité :

1 L t
My + LMS > M

1
Celle-ci est vérifiée pour L

]

N
=
il

[
A
=<

0
,—l

. Le cas LM,= 1 donne L = M,
Il se raméne a :

2 T _

Mé - MMA- MA =1
On trouve ainsi des triplets qui s'écrivent avec les
nombres de FIBONACCI :

M,M,,M,) = (F

in !

F 1)

tn.g!
Mais de fag¢on évidente, ces triplets apparaissent dans

l'arbre issu de (1,1,1) comme suit :

(2,1,1)
l
(3,2,1)
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De plus, ils recouvrent les solutions que l'on donnait
dans le cas non standard pour L = 1 et €&, = -1.

”’

Le cas considéré peut donc étre laissé de cdoté.

* Cas 2.3 ¢ ¢, =¢,=1

A 2 s
Le polyndme ¢ (x) = x°- LxM, M, + M/ + M: posséde deux
racines : x = M et x' = M' = LM M, - M
. Le cas M > M, > M' = LM/M, - M peut étre traité
comme avant. Il donne : MM, > MM' = M:+ M:

Il est en contradiction avec les hypothéses faites

et peut donc étre laissé de cdté.

. Le cas M > M4 et M' > M est envisageable.

Il est facile de voir qu'il suppose en réalité M' > M,
Il donne : LM, M, > M1+ M > 2M4

Soit : LMy > 2

Dans ce cas, le nombre (LM;) - 4 est un nombre
strictement positif non carré.

Il permet de définir le développement en fraction

continue :

Y im It - 4
LM, + { (LM, )" - 4

= [LM - 1,1,LM,- 2]
2

a partir duquel on peut résoudre l'équation :

L L
x - (LM, )xy + yl = - M,

2
] LM, - 1 LM, (LM.) - (LM,) -1
Avec les réduites —— ; —
1 1 LMt- 1

on obtient les plus petites valeurs représentées par

la forme : .

x - (LM,) xy + y*"

On trouve :
(1) La valeur 2 - LM, qui ne peut &tre égale a - M}
que pour My, =1 ou My, = 2, Or avec L £ { 1,2} ,

l'égalité 2 - LM, = - M?

g, est impossible.

(2) La valeur 1 ne peut étre égale a - M: .
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(3) La valeur 2 - (LMif - 2(LM,)5qui ne peut étre
égale a - M: que pour M, = 1 ou M, = 2
. Le cas M, = 2 conduit a 2 - 161} - 4L = - 4

il est manifestement impossible.

. Le cas M, = 1 donne 2 - 2L3- Lt = -1
il est envisageable avec L =1
Mais on a alors LM, =1 , ce qui est contradictoire

avec l'hypothése faite : LMy > 2

Le cas considéré peut donc encore étre laissé de cdté.

. T
. Cas 3 : SiM>M, >M, >0 et g M+ My 3 MM,

Le cas se traite comme le cas 2., Il peut étre éliminé de méme.

On peut donc énoncer puisque l'on établit facilement 1l'équivalent
du Théoréme XIII.10 :

THEOREME XIII.l2 (Détermination des solutions réguliéres pour L € {1,23)

Dans la situation standard, toute solution réguliére de 1l'équation
diophantienne : X . L
Mo+ og, Mok g My o= LM, (Le | o1,2))

se déduit d'une solution singuliére par la construction de MARKOFF.
(1) Si € =¢,=1

L'équation n'admet pas de solution singuliére et donc pas de

solution réguliére.

(2) Si l'on n'a pas £ = €, =1

Toutes les solutions (a une permutation prés) se déduisent par
la construction de MARKOFF de la solution singuliére (L,1,1)

racine de :
Mi- MY4 MY = LMM M
1 2 4

On remarque que pour l'application du Théoréme XIII.8, la condition
LM, > 2 ne vaut pas lorsque l'on a L = 1. Dans ce cas, le haut de

l'arbre est un peu perturbé.

Il se présente sous la forme suivante :
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(1,1,1)
& = 1 £L= -1
(2,1,1)

Dans ce cas, pour avoir comme ci-dessus une liaison avec des suites,

il faut considérer au départ X = (0,1)
1 0]
Soit : M, = = M
*
X 1 1 )

Ceci permet d'ailleurs de retrouver certaines des solutions mentionnées
ci-dessus, dans le cas non standard, avec le procédé issu du
Théoréme XIII.3.

On a en effet, dans ce cas, avec les nombres de FIBONACCI :

£ R R Il

e e+

Feq Fo e
On en déduit : M, = [ & = (-1)"

1 F F

[ e+

F - F

e -4 e

Mu! = l: ) El= (-1)
. . . e+4

On retrouve ainsi les solutions (l,ELA,F&l) avec Q1= (-1) = ~&,

mentionnées dans le cas non standard pour L = 1.

De maniére trés générale, on peut dans ce cas construire les suites
correspondantes par la méme méthode que ci-dessus, en évacuant les
valeurs L-1 et L-2 qui peuvent valoir 0 ou -1 grédce a des formules

utilisées pour la réduction des formes quadratiques et notamment :
(EOl) : ( LI ) A,l,-l,l,B,ool)N (occ,A-l,l,B-l,.-o)
(E.Z) H ( e e e A'O'B'.O.)N(...,A+B'..Q)

(E.3) H ( e o e A,-l,B,...)N(...,A-Z,l,B—Z,...)
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La particularité est cette fois que les nombres qui en résultent
dans les suites S ainsi obtenues ne sont pas bornés.

Par exemple, pour L = 2, on obtient :

(L-1,1)~ (1,1)
(2,1,1) §,= 1 §=-1

1
| |
(L-1,1,L-2,1)~ (1,2) (L,L-1,1)~(1,1,1)
(3,1,2) ¢=+1 £,= -1 (5,2,1) ¢,=-1 €= -1
I
| |

(L-1,(1,L-2), ,1)~ (1,3) (t-1,1,L-1,L-1,1,0-2,1)~s(1,1,1,1,2)
(8,1,3) ¢4=+1 &= -1 (13,3,2) g =-1 ¢g=-1

On voit ainsi apparaitre les suites (l,n) ou n ¢ N * qui correspon-

dent a : n+l 1
MS“ =

n 1

Dans ce cas, comme dans le cas le plus général, on peut compléter
le haut de l'arbre par

(1,0,1) (1,1,0) ,
Ea= =1 &= -1 €, =1 §=-1
L |

1
(L,1,1)
g, =1 €= -1

Le triplet (1,0,1) = (M,M ML), pour les valeurs £ = -1 et ¢g,= -1

’ A ’
est associé aux matrices suivantes :
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La formule : M hg,donne par récurrence dans

1

(Msw[b-l 1])@,4

1 0

le cas ou L = 2 :

fe+2 : e+l (O 1 e+l ; -e
Mu = =
4 -e-1 -e |11 -2 -e ; e-1

Ju-1 1] -€-4 [-e 1]
M, =M M-_,,) =
Uy Sf( 1 o] ? 1 0
Et 1'on trouve avec ces expressions G=6 = -1, ainsi que les
solutions (M,M,,M,) = (1,e+l,-e) = (l,l-Ml,Mz) que l'on évoquait

dans le cas non standard.

D / CONCLUSION GENERALE POUR L'EQUATION ETUDIEE

. , . , gt L3
L'équation {M): M b+ 3 M+ g My = LMM M,

(M, M, ,M,) ¢ 23 tel que
pgcd(M,M4) = pgcd (M WMy) = pgcd(Mz,M) =1

peut étre totalement résolue, de méme que l'équation (M reg) dont

la résolution est équivalente i celle de (dm).
En se ramenant au cas M > 0 M, >0 et M, # 0, apres évacuation

des cas évidents (M = 0 ou M, = 0, M, = 0) et utilisation de
permutations sur M,M, ,M, ou de transformation (M,M, ,M,) —> (—M,-MA,MJ

on a les cas suivants :

(1) Si & =¢&, =1

Les cas standards ne fournissent aucune solution, de méme que les
cas non standards, hors le cas ou l'on a L = 3.

Ce cas particulier correspond a l'équation de MARKOFF classique.
Il donne un arbre de solutions réguliéres.

Toute solution réguliére correspond a une suite S = (s, ,L-1,s,)

telle que l'on puisse écrire :

M *
M =
-]

Elle permet de construire d'autres solutions (M,M4,Mz)

avec 3
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! L-1 1 e+ 4 [ M4 *
M = M ) M. %t =
u“ \ S* L1 0 ] 54 | * * J

[L-1 1 -e-1 M *
* M ) =
Uy 5;( 1 0 s* -
" On fabrique ainsi toutes les solutions telles que M > 0, M >0
et M, # 0.

(%)

(2) Si 1l'on n'a pas &,=¢, = 1

Toutes les solutions réguliéres du cas standard apparaissent (a une
permutation prés) dans l'arbre de MARKOFF construit a partir de la

solution singuliére (L,1,1) de l'équation :

13 t t
ME- M+ M, = LMM, M,
Toute solution réguliére correspond & une suite S = (SA,L-l,Sz)

telle que 1l'on puisse écrire :

rm %
M =
s Tl .
Elle permét de construire d'autres solutions (M,M4,M,_)6213 avec
les formules ( H ) données ci-dessus.
On fabrique ainsi toutes les solutions telles que M > 0, M, > 0

-1
et Mz # 0 du cas standard et certainesdu cas non standard.

Dans le cas L = 2, d'autres solutions peuvent étre données pour le
cas non standard avec cette méme formule (K ), 3 partir de 1la
solution (1,0,1) ( €, =t = -1).

Elles correspondent aux expressions (M,M4,ML) = (l,l-Mt,ML).

Dans ce méme cas L = 2, et pour le cas non standard, il existe

encore les solutions exceptionnelles (M,M4,Mz) = (1,2-M, ,M,).

Toutes les solutions de 1l'équation (d¥,) sont constructibles par
ce qui précéde.
Par ailleurs, on déduit de fagon évidente de (U) toutes les
solutions de l'équation diophantienne plus générale :
m"+E‘m_,'+ E,,m: = Lom 4mg
ol (m,.n4,nn,_)61" et L€EeN *

Il suffit de diviser par dlou 4 = pgcd(m,m,) = pgcd&n4,m‘) = pgcd(ml,m)
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X1V . UNICITE DE LA GENERALISATION DE L'ARBRE DE MARKOFF

FE T+ttt -+ttt 3t &ttt gt

A / INTRODUCTION

On a introduit dans ce qui précéde une généralisation de l'arbre
de MARKOFF. On a montré au Théoréme XII.6 qu'elle est reliée a
l'équation :
t
(My) & m +£,m:'+e‘m;" = (b+l-r)mm, m,
ol € ¢ Ey € {_+_ 1§

be JN*

r € Q vérifiant -1 < r <1
3 3
(m,m, ,ml) ¢eN tel que r(m,m4,mz)€Z
On a montré qu'en posant L = (b+l-r)d ¢ N* ou

d = pged(m,m ) = pgcd(m4,ml) = pgcd(m, ,m)
tout revenait a étudier avec

M = M = ot M. o=
= - A = = -
d d *a
l'équation :
: t 2
MO+ g M +E M = LMM M,
((Ab reg) M >0 M4> 0 Ml> 0

M= Max(M,M4,M¢) > Max(M, ,M,)
pgcd(M,M,) = pgcd(My,M,) = pgcd(M:,M)= 1
On a traité complétement le cas ou § = ¢, = 1 qui redonne simplement

la Théorie de MARKOFF classique.

Or on a de plus donné toutes les solutions de 1l'équation (UZ reg)
dans le cas ou l'on a (g.,il) # (1,1).

Il en résulte que l'équation (M; ) peut a partir de 13 étre totalement
résolue avec :

(m,m4,ml) = (dM,dM, ,dM,)

Ceci conduit a l'idée de déterminer & partir de la toutes les
généralisations de l'arbre de MARKOFF.
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B / DEMONSTRATION DE L'UNICITE DE LA GENERALISATION DE L'ARBRE
DE MARKOFF

Supposons que le triplet (m,m, ,m, ) corresponde a la suite S

décomposée sous la forme :
S* = X = (x4,b,xz)
v A
avec r(X) = r(X,) =r(Xy)=r
On peut écrire avec les méthodes du chapitre XII :
(3¢) : gmy = m K - mk,

Mais dans la résolution de (Oﬂ;reg), on peut supposer gque le triplet
(M,M, ,M,) corresponde a la suite antidrome (S') décomposée sous la
forme :

S'* = X' = (XA',b',X’:)
ol avec les méthodes du chapitre XII :

(ay) : g4 My = MK, - MkS

A

(aj) : g, M, = Mk - MK}

et par antidromie de S' : K; = K

En comparant ces expressions a (a,) et (a;) :

3ot'[;el JIK4=K4'+¢M 0ga<ad
Ky = K3 + pM 0g p<d

KA-KL J—P

Avec r(s) = =r
m d
Oon trouve : F'= o - dr
Soit Ky = K +« M
{K,_ = K, + (& - dr)M

On trouve aussi :

{ k4 = ky + o M,

ky = kj + (&L= ar)M,

Ces expressions sont utilisables avec :
' . - [ ]
(al) : M = LM, M.+ M Kk, M4kz
Elles donnent apreées multiplication par 4 :

m = (b+1-2r)m4m + kym

) e~ KM,
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Cette relation doit étre comparée a (c,) :
m = (b+l)m,m, + k,m, - kum,_

Elle s'en déduit puisque l'on a établi dans la généralisation de

l'arbre de MARKOFF les expressions :
k,+ kg = (1 - r)m,
Kyt Kyg = (1 + r)m,

Comparons maintenant les relations

(d,) : KK, + gg, = m]

(d3) = KJKJ + &€ = M ]

Elles donnent

dm ]

(Ky +2a M) (K} + (« - dr)M) + €€,

Ml o+ MOy K; + (ol - dr)K; + o (L - dr)m]

En simplifiant par M, il reste

al = V4 Mlak] + (& - Ar)Ky + o (& - dr)M]
Utilisons ensuite (d,) et (4})
Avec ky = = k+ (l+r)m,

On peut écrire (dQ sous la forme :

3
ky+g = (l+r)km - m 1y

My [(l4r)dk, - dly, ]

Et compte tenu des propriétés vues avant, la relation (d;) peut
étre écrite : ¢ . ’
Kyt = MyLk)—- 1"4]

On en déduit par substitution :

1 1
Ky -, = (ky +at M) + €,
- ' 1’] k! Y N |
= MLky = I 1 + 2 kyM+ LM,
= M [(l+r)d . [k +uM 1 -dl,]
Soit : d]x‘= ];’+ ki [(1+r)d - 1 - 2] + M [(l4r)de -]

Toutes les expressions données permettent d'écrire :

" ) m, m,- K, ) am, Pk (ol - Td)M,
X - - ' .1 ' t )
4 ™ ke +d M, 5 F(ki[l+2a -rd1+M,[ 4 - rd « I- 1‘4)
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De méme :

dam, P kg + (A - - 1)M + rdM,
M, = T
ky + (d=ot=1)My ; Z[ky[1+2(d-o-1)+rd]+M, [ (d-A-1)+rd(d--1) -, 1

Pour que ces matrices soient a coefficients dans Z., il faut et

suffit, puisque rd ¢ Z gque l'on ait :

!
ky (1 + 2&- rdl + M (L= (rd)ue ] =]y (mod d)
(G) - kg [1 - 2(k+1)+rdleM, [ (w+1) - (rd)(&+l)]g];t (mod d)

Inversement, dans ces conditions, on vérifie sans peine que l'on a
v A
r(X,) =r(X,) =r
Et en effectuant le produit, avec la condition supplémentaire :

L

(b+l-r)d = -rd (med d)

On trouve : r

r(XAbx!)

On peut donc énoncer :

PROPRIETE XIv,1

Pour que l'on puisse trouver deux suites X, et Xz et un nombre b é'pf*

tel gque
g v A
r(x4bxl) = r(X,) = r(X

Il faut que l'on puisse trouver un nombre L ¢ jf*, deux suites XJ

et X/ associées a une solution de 1'équation

1 2
(M + € M+ g M, = LMM, M,

M >0 M,> 0 M,> 0

v(d% reg) 1

M= Max(M,M4,Ml) > Max(MA,Mz)

\ pgcd(M,M,) = pgcd(M4,Ml) = pgcd(Ml,M) =1

et un nombre cLle'vérifiant, avec les coefficients des matrices

M et M,y les deux conditions :

ﬂ. *1 .
(Gy) t kj[1 + 24+ L) + M [L+L&]= ]4 (mod d)

(C‘h) : - kg (1 + 2o + L] + Mt[('“" l)"+ L+ 1)]= 1,‘:_ (mod d)
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[ Exemple
Partant de s' =(L,L-1,1) = (3,2,1) = (x;,z,x;)
avec L = 3 on trouve :
My =3 M, =1 M = 10
ky =1 kg =1 K, =
ké=2 k, =0 K, =
I =1 ly=1 V' =
Ceci donne les deux congruences :
(Cy) : (34" + 11 + 3) = 0 (mod Q)
(C) : (d'+ 3&-1)= 0 (mod d)
soit : 24 + 6 =0 (mod 4)

puis : 2 =0 (mod 4)

Le cas d = 2 impose A(o + 1) = 1 (mod 2)

il donne une impossibilité.

Le cas d = 1 donner =0 avec b+ 1 -L=1r ¢4

La suite S' considérée ne permet de construire aucun exemple nouveau
d'arbre de MARKOFF.

On va maintenant montrer que les remarguas faites sur cet exemple
sont générales.

. On part des deux conditions
(Cg) = Myd'+ [2k/+M L1 + [k + kjL - ]x/1 = 0 (mod d)

({mod 4)

i
o

. l ] ) ]
(C,{) D Myd 4 [Zkz + M LId+ [ky + k{L - ]k:]
En supprimant le terme en dl:
! . ' ' )
(Gg) & Ty My= kM 102 + Lo+ 1T 4+ [, - M 1=o0

En additionnant les expressions données par les relations :

(cy) : Ky = LMykj + kyk;! - My ! (w,) = M= ki + k!
(c3) = Kj = K = LMKk - kj ki + M4]X{ (u,) = M= k¢ + k

et en substituant dans (Cﬂ) :

(Cgy) = 2(LkyMy~ kyM, T+ [M, 1= kiM,+ kik! 1) = 0 (mod d)

D'autre part, en multipliant (Cﬂ) par k; et (Cﬂ) par k) et
soustrayant :

! o [ [ 1 [ 1 ' ,_ '
(Cy) = (k) My= kyM Jol + (KyMy= kfM L&+ (il = ki) =0
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En multipliant cette derniére relation par 2 et soustrayant de (%;)
multipliée par & , on obtient avec (C,) et (G ) :

! ] [] ] ] ! (] Y
() = 2(LTMy = koM + kiky Jat+ (kjly - ki el =0 (mod d)

Et en éliminant o entre (Cqy) et (Cﬁ), on obtient une contrainte
pour d indépendante de d{ :
1

20 My 1¢ T - Mo Ty koM + kST m,

- kM, ]x;M;+ kyk, M My~ koKL,

+ ki - ki koM + k?kﬁ) = 0 (mod 4)

A TR 43 3 a4 e -

Remarquons alors que l'on a :

(1) k'k; 't H s el
My M, - Ky kIMy - KUkIM, + Kk

4 14
= (kM = k k) (KM, - kyk}')
= Kk kK,
(2) kimy ] - Mdukale = My bk
' ) = - '
(3) kg 1y, - kmy M, = -l gk
En utilisant alors les deux relations :{(dz) : kiky - M]# =¢,
(dg) = k,'k;' - MJ,{:gz

la contrainte pour d s'écrit alors

0

'Y_ - '
2(M, le,"]n M,L{k"k;l My Tk Ky + kR kK )

20M, T = kykp ) (M /= K'ky)

2(-¢, )1(-8g) =+ 2 (mod Q)

I
[\§

Les seuls cas envisageables sont donc d = 1 ou &

* Si d =1

On a alors : r =b +1-1L

Et avec la contrainte - 1 < r <1, il rester = 0

On trouve dans ce cas, S = S', de sorte que S est simplement une
suite déterminée par 1'équation (U req).
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La condition rd € Z donne plusieurs possibilités :
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]
o

r
r =1
r

se traite comme ci-dessus. Il donne seulement une suite déterminée

par ( t/%reg).

impose avec 0 < d&@ = 2 deux possibilités pour o :

¢ Si o

2,
M =

) 9 k"'

0, i1 vient :

s (kp - M, )]
;U= Tt

On trouve une contradiction avec le fait que les coefficients

de My, sont positifs.
A

0 Si ol =1,
-ZM, ik, 7]

MX =
4 Lky o+ M, k(2k) - )
[ 2m, Pk, o+ My ]

M =

X o 1 -1

1 | Ky, ; 52k 1,&)_

Il faut ]4 et LQ pairs, avec par le calcul des déterminants :

= det M
& Xy
Ceci impose

% = det MN
Ceci impose
Mais alors,
pgcd(M4,Ml)

= - ks M k! - 2M (M)
- u At 7] lz

kt" impair (car § = + 1) et aussi M, pair
t 2 Ins
- J -
= - kT Mk - 2m ()
2
k), impair (car 4= + 1) et aussi M, pair.
on tombe sur une contradiction avec
= 1.

Le cas r = % est donc impossible.
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impose avec 0 L of < d = 2 deux possibilités :

0 Si o 1, il reste
(kgy = M)
b5 (=~ )

On trouve une contradiction avec le fait que les coefficients

-e

2M,
M =
X '
k&l

-e

de M, sont positifs.

X
O Si f =0,
" 2M, ki + M,
x 3
. 3! JETCIYRER VAR
2M, 7Ky T
MAt = )
e 1L -
| kg + My k(2K 1&’4

Il faut encore ]x" et ]"I pairs.
Et avec le calcul des déterminants, on conclut comme précé-
demment a une impossibilité :

: 1x4
£4 = det qu = - k4+ M4 k; - ZMA( 7 ) = + 1
Ceci impose que k,/ soit impair et M, pair.
_ C g - Iy,
Q.- det Mxl— Ky + Myky 2M, ( ) =+ 1

2
Ceci impose que k& soit impair, et que M, soit pair.

On trouve alors une contradiction avec la condition :

pgcd(M, ,M,) = 1

Ainsi, dans tous les cas, on a démontré :

THEOREMEXIV.1

Tous les arbres obtenus par la construction de MARKOFF correspondent
ar =0,

On trouve ainsi, a une bijection prés :

. pour b = 2 et E,= El= 1, 1l'arbre de la Théorie de MARKOFF classique.
. pour tout b ¢ N et (€, &) # (1,1) les arbres construits a partir

de la suite S* = X = (b,1) = (X, bX,) ol X, =@ et X, = (1).

=
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Ainsi, l'équation (M;) qui avait une forme un peu particuliére
par rapport aux relations de MARKOFF vues avant se réduit seulement

a l'éguation:

: m?+ tlm:+g' m: = (b + l)mmdmz

Elle peut étre interprétée comme une équation (M,) définie par une

forme de MARKOFF Eb associée a une suite S et a a=bs=L -1,

On trouve en effet en comparant a (M,) :

[ THEOREME XIV.2
Pour b g J* et (g.€) # (1,1) si S* = (X, bX,) est une suite

construite par la construction de MARKOFF a partir de X = (b,1)
définissant avec a = b la forme de MARKOFF E‘e , alors on a :

F (k;‘ (b+l)mz,ml) =- €,

b
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AV. ETUDE DE M(Fe) ET DE Ag POUR CERTAINES FORMES DE MARKOFF

T+ -+t + + tt P+ £ 2 2+ 3 2 & P 2t 1 i s ]

A / INTRODUCTION

On considére ici le cas ou L ¢ jJ* - 4 1,2‘ pour 1l'équation

diophantienne :

( 2 L X
M - M4+ ML = LMMAMz
a) M >0 M,> 0 M,> 0
( o reg){
b) M= Max(M,M4,ML) > Max(M, ,M,)
\ c) pgcd(M,M,) = pgcd(MA,Ml) = pgcd(M,, M) =1

Ses solutions sont données par la construction de MARKOFF présentée

avant :

X = §* = (X,,L-1,X,) = (S¥,L-1,S})

(M,M,,M,)
& &
|
I I

' A A D v v
X"= (%X, ,L-1,X) = (X,,L-1,X,,L-1,X,) X = (X,0-1,X,)=(X,,0L-1,X,,L-1,X,)

& b yhy . . D w» MP) = -
(MY, M7, M) = (LMM,- g4 M,; My M) (M%,M),M)) = (LMM, ElM‘,M,M,_)

3 4 >

G =& E:‘= Gty &=t £,
La racine correspond a (M,M,,Mt) = (L,1,1) g,=1 £, = -1 Xy =9
et X, = (1) qui donnent X = S* = (L-1,1).
Pour toute suite X = S* = (XA,L-l,xz) apparaissant dans cette

construction, on considére la forme de MARKOFF FD associée a S
et a = L-1.
L'application du Théoréme X.2 donne, avec b = L-1 et la remarque

que les deux suites X, = S: et xz = S; sont palindromes :

A0= -~ €4
En particulier, si ¢,= 1, ce qui arrive dans une infinité de cas,

on trouve A0= -1.
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On est alors assuré que la forme Fy représente -1

N8 > ~g
avec g4 = det MA‘= M, (k,-];‘) - Kk
) v ~ N ~ ~ ~
soit ky= M, (k, -'l,“) = =1 = Fﬂ(k‘ ,m, )
Cette condition permet d'appliquer le Théoréme III.3 avec dans ce cas :
~N

N ~

]4 = K, -]’\4
Et dans l :
Fa

La forme Fy représente alors - M(Fo), de sorte qu'avec le

~nN ~ N N ~N
(k,X = (ky=Tg)Y ; M X - k,¥) = - Fp(X,Y)

Théoréme III.8 on est certain d‘avoir alors :

Ao = - Mﬂ%)
Si au contraire, ¢ = -1, uh raisonnement comparable est faisable
si 1'on a §,= 1.
Et puisque la condition ¢ = - £ =1 est équivalente a £4= 1 ou
g, = 1, elle donne aussi : Ag = - M(Eb).
Le cas le plus délicat est celui ou l'on a &= £ = €= -1
Il est moins évident d'établir que l'on a encore Ag = —M(Fo).
[ Exemple

Soit S* = X = (L,L-11)

, L-1L Lo 1 .
Dans ce cas, FO(X'Y) = X+ T—XY - z Y

L+ 1 L+ 1

Pour les réduites successives — de [0,S*,al, on trouve :

q
2
p =20 q=1 F,(p,q) = -(1 - )
8 L+ 1
p=1 qg=1L Fb(p,q)=l
. 2L
p=L-1gq=L"-L+1 F,(p,q) =- (L -2+ = )
L+ 1

p=L q=L+1 Fo(P,q) =1

( 2

L v L¥+ 1 o

On peut cependant énoncer :
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THEOREME XV.1l
Soit F une forme de MARKOFF construite a partir d'une suite (S,L-1)

ol S donnée par la construction de MARKOFF associée a l'équation
diophantienne (U% reg).

Alors :

(1) si € =1 (soit =1 ou &= 1) alors la forme Fg représente la

valeur -1 et 1l'on a :
Ao = - M(Fo)

Dans ce cas, les deux formes Fy et -.Eb sont équivalentes.
(2) si ¢=¢ = ¢g= -1, si 1'on n'a pas 1l'égalité Ag = - M(Fe),
on a nécessairement :

M(Fo) =1
La vérification de la condition M(FD) = 1 s'effectue pour le cas
€ = § = ¢= -1 comme suit :

- ou bien Fy ne représente pas M(Fy)

Dans ce cas F, représente - M(Fg) et 1l'on a

M(Fe) <1
Ab = - M(Fe)
- ou bien Fy représente M(Fg) = - € M(FO)

On peut alors appliquer le Théoréme III.6 qui impose l'une des

conditions suivantes :

ou
(2) : 3 (p, ,q,) elt tel que

Fo(po,qo) = - ¢ M(F,) = M(Fy)
[dol + |mp, - K, g, | minimum
- ¢ q,(mp, - K,q,) = q,r, <0
Or, dans ce second cas, si l'on utilise la transformation définie par
9y =L = MR- K q,

Ty

]
\
Q0

o = M- K,
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c'est-a-dire q, m -K, 11 p,
Py K, 1 d,
on a, par recours aux propriétés de4b:
2
|m" By (py,qy) | = l%(mpt- K, 9,9 |
= I be (r‘ vq;)l

| ¢ (-9p.70) ]
= | at- miger, + Ty |
> mM(Fy ) = |m'Fy (g ,q,) |
= | ry + MLQoT, + q. |

La condition g,r, > 0 conduit alors a une contradiction.

Aussi le seul cas possible est-il ici : M(FO) = 1.

Dans un certain nombre de cas, tel 1l'exemple présenté ci-dessus,
il est facile de vérifier que la condition M(Fp) = 1 n'a pas lieu.
I1 suffit par exemple de constater gque S, contenant L, ne peut étre
un mot du L-1 langage de MARKOFF.

Dans ce cas, avec le Théoréme I.10, on conduit a :
M(FG) £#1

Ct'est-a-dire, avec le Théoréme XV.l : AO = - M(FQ)'

B / CALCUL DE Ag ET M(F§) SUR LES SUITES (S,L-1) OU S DEFINIE
PAR L'ARBRE

Dans ce qui précéde, on a fait la remarque que pour les suites,

le haut de l'arbre s'écrit :

(L-1,1)
: L
| I
(L-1,1,L-2,1) (L,L-1,1)
| I
I | | |
(L-1,1,L-2,1,L-2,1) (L-i,1,L-1,L-1,1L-2,1)(L,L-1,1,0-1,L-1,1) (L,L,L-1,1)

On en déduit
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PROPRIETE XV.1l

Sous la suite (L-1,1,L-2,1) toutes les suites construites s'écrivent

avec les nombres 1,L-1,L-2 et elles commencent par (L-1,1) et
terminent par (L-2,1).

La vérification est évidente par récurrence avec :

X = (L-1,1,T,L-2,1)

|
I I

"= (X,,L-1,1,L-2,1,T,L-2,1) x’= (L-1,1,T,L-1,L-1,X,)

De plus,

. a _gauche : ¢ si X4 =9 , la suite X% commence par (L-1,1) et finit
par (L-2,1)
¢ si X, # @ , la suite X, commence par (L-1,1). Il en
est de méme de X% qui finit aussi par (L-2,1).

. a droite : ¢ X, = @ est impossible car X termine par 1 < L-1.
¢ si X, # 9 , la suite X, se termine par (L-2,1). Il
en est de méme de X” qui commence par (L-1,1).

De méme,

PROPRIETE XxV.2

Sous la suite (L,L-1,1) toutes les suites construites s'écrivent
avec les nombres 1,L-1,L et elles commencent par L et se terminent
par (L-1,1).

La vérification est évidente par récurrence, avec :

X = (L,T,L-1,1)

I .
[ I
= (x,,L-1,1,L-1,T,L-1,1) x’= (L,T,L,L-1,X,)

X

De plus,

. a gauche : ¢ X = ® est impossible car X commence par L > L-1.
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0 si X, # @ deux cas sont possibles :
* si X, = (1) alors X? commence par L et termine par
(L-1,1)
* si X, # (1) alors X, termine par (L-1,1).

Il en est de méme de X’ qui commence par 1.

En appliquant alors ma démonstration du lemme de DICKSON ([a]
Théoreme III.l), on en déduit :

THEOREME XV.2

Soit FO une forme de MARKOFF construite a partir d'une suite (S,L-1)

ou S donnée par la construction de MARKOFF associée a l'équation
diophantienne ( d% reg).

Si S se trouve dans l'arbre sous la suite (L,L-1,1), alors on a :
Ao = - M(Fo)
0 < M(Eb) <1

La suite S n'est pas un mot du L-1 langage de MARKOFF et le nombre
qu(s) ne fait pas partie de la (L-1,0, € (S)) Théorie de MARKOFF

correspondante,

Remarque :

Avec L = 3, on voit apparaitre dans le résultat précédent des suites
s . . . b2

correspondant a des solutions de l'‘equation M- My+ M: = 3MM‘Mz

non associées a des suites de la (2,0,1) Théorie. On retrouve ainsi

la remarque (V‘) du chapitre XI.

Pour les autres suites apparaissant dans l'arbre, valant S* = (L-1,1)
ou situées sous S* = (L-1,1,L-2,1), on peut d‘'abord étudier celles

qui, situées le plus a gauche, s'écrivent :
| s* = (L-1,(1,L-2), ,1) (g, =1 €= -1)
Pour celles-ci, les réduites permettant de calculer M(FO) sont :

. oubienp =Ky, g=m

FO(K"'m) = -8 = -1

. Ou bien p = 0 q=1

F(0,1) = 1= (atl)Ky g

)

m
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Si cette expression vaut -1, on a :
] $ m = LK4
Soit de fagon équivalente, en multipliant par m # 0 :
LmK, = K,K,- & + m" = K.+ m?- 1
A 41 4
Comme dans le cas présent, m vaut M et par la construction de

MARKOFF My =1, il reste :

i 3 t
M - M+ K = LMM,K,

Soit K, = M, ou K, = LMM, - M,
Mais remarquons qu'avec K, = LMM, - Mz' on aurait :
L t
K‘Ml = LMM4M1- Mt =M-12 MMz

Soit Ky 2 M , ce qui est incompatible avec les conditions existant

sur la matrice Mg.

On a donc équivalence de la propriété Fo(O,l) = -1 et de K, = M,.
Or, dans le cas qui nous intéresse, on a toujours :

A
X{ =@ et X =X

La derniére égalité donne :

My M- kB M M - K,
Mg = = Ma =
Xy R X M-K, M-K-K-+I
Elle impose donc : Mf =M
A
Par ailleurs, avec X% = (L-1,X) :
mé Moo k! L-1 1 [M M - Ke
M(‘_ =
X G G
K2 Kd-1 1 oJLM - K, M- K- K+]
Soit K =M
En comparant les égalités obtenues : K: = M? .
On a donc bien : Fo(O,l) = -1.
[ Remarque :
Pour s* = (L-1,1)
On am-=1L Ky = K, = 1 T1=0
1
y L-2 ?

F,(X,Y) = X 4 =——— XY - Y
b L
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p
Pour les réduites successives — de [0,S*,a] , on trouve :
q
p=0 g=1 Fe(p,q)=-l
2
p=1 g = L-1 F, (p,q) =L - 2 + —
6 L
p=1 q=1"L Fo(p,Q) = =1
.

Dans tous les cas, on a donc établi

THEOREME _XV.3

Pour toute forme de MARKOFF Eb associée a une suite S telle que

s* = (L-1,(1,L-2), ,1)
on a . € =1 §= -1 t=1
et Fg(0,1) = Fp(K,,m) = -1 = Ap = - M(FO)

Toutes les suites considérées font donc partie de la (L-1,0,1)
Théorie de MARKOFF.

Remargque
Avec L = 3, on retrouve les résultats que l'on donnait dans le

L Théoréme XI.3.

Pour finir, il faut examiner les suites qui sont sous (L-1,1,L-2,1)
et qui ne sont pas de forme (L-l,(l,L-Z)t,l).
On se propose d'établir qu'elles vérifient M(FD) < 1.

Exemple
Pour L = 3 Eg=E =€ = -1
s =(,L-2,1,-1,L-1,1,L-1)
= (1,1,1,2,2,1,2)
Dans ce cas, on obtient :

165 71 2
Fe(X,Y) = X4y — XY - — Y
73 73
71
D'ou facilement : M(Fb) = — < 1

73
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L'idée générale est encore de considérer :
1- Lk, LK, - ]
M M

Comme on a vu que de fagon générale on a -1 & | < K

, » avec L > 3,

ce nombre est strictement négatif.

On a alors : F9(0,l) > -1
< > M+ > LKy
<===>  M'+ K;- & > LK,M
<==> K.~ LMK,+ (M'-g) >0

Puisque K, £ M, cette condition est équivalente a :
f 1

LM - quM‘— 4M 4+ 4 ¢

K <
2
Ky L-YLt- a4+ g2
C'est-a-dire a : — = [0,8*] <
M 2

Or il est facile de s‘'assurer que l'on a, pour un certain i ¢_JU :
to,s*] = {0,L-1,(1,L-2);,1,L-1, ... ]

Et comme on a, si M grand

V L? + —% L - VET:—Z‘= :

#
2 2

= [(0,L-1,1,L-2]
L ——

L'inégalité recherchée a toutes chances d'étre assurée.

De fagon plus précise, notons :
P(E)
alg)

= [o,L-1,(1,L-2);,1,L-1]

On a :

K,
= [0,s*] <
M

o(§> <%
.Sig = -1 V__:—Z" L-Vt- a4

o :
n a ¥ = ; ”

En continuant avec l'inégalité donnée avant, on conclut :

Im

=

0> F°(0,1) > -1



III.290

Dans ce cas, on a donc 0 < M(Fo) < 1, et avec le Théoréme XxV.1 :

A9=—M(Fo)
.8i¢ =1
on a L-\[L‘-4+ﬁ7 : L-Vi- 4
< = —
2 2
Avec :

: 2 . 4 q:
L-E-4+m—ﬂ-4+m— L - 4 1
2 2 VL.'—-4' Mt

Dans l'arbre de MARKOFF, on trouve pour la suite S* une configuration :

)|<= (9,L-1,(1,L-2); ,1) = (§,L-1,X,)

L
1) v Y r
X'= (X,L-1,%)= (L-1,(1,L-2);,1,0L-1,L-1,(1,L~2);, ,1)

/N

S*

On a donc, de fagon évidente : M 2 m(x®) > (L-1) 1Q(% )
D'ou 1l'on déduit :

L-VL‘-4+5—' 1

g - < 2 A
2 “L‘- 4 (L-1)'Q(g)

Plusieurs cas se présentent

P(2) L-qu-4+i—
o Si zs PR 1

Dans ce cas, on conclut comme précédemment :

0o > Fo(O,l) > -1

Soit 0 < M(Fg) = - A5 <1
L-Vit- 4 +3 p(¥)
o Si V M E <3
2 Q(g)

On a alors l'inégalité :
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P(Y) L—ﬂ-4+% 1

- <

a(§) 2 \oi- 4 (-n*ocg)t
P(¢ )

Par le Théoréme de LAGRANGE,

Y (¥ )

Mt

est une réduite du nombre

L - “L‘- 4 +

. Et compte tenu de la structure de g , le dévelop-
2

pement de ce nombre s'écrit :
1
L - ‘Lz— 4 + %7

= [0,L-1,(1,L-2);,1,L-1, ... ]
2

Pour conclure, il faut procéder plus finement.

Considérons :

p
- =(o0,L-1,(1,L-2);,1,L-1,L-1,11]
q

On a par construction :

P(%)

Q(g)

K,
M

P
L=< <

q
Le nombre g n'étant pas une réduite de g , on a par le Théoréme de

LAGRANGE

P 1

Pt
q 2q

On a aussi : (L-l)zQ(g) <q<L.zQ(§)

Ceci résulte des formules courantes pour les fractions continues,

P P({ )
en comparant -— et .
q Q(¥ )
p 1 1
On obtient donc : E -_— D — D —
g 2q% 2uYa( s)l
1
L-‘L"-4+-€1—{ 1

En comparant avec @ - <
3 2 Vr- 4'(L-1)‘Q(§)"

4_

On obtient l'inégalité

Q | o
A

pourvu que l'on ait

“L‘- 4'(L-1)'Q(§ 2> oY

ou simplement, puisque L 2> 3 : (L-l)Q(g ) > Lt
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. Si 1'on suppose i > 0, le nombre Q(g ) est supérieur au dénomina-

teur de :

(o,L-1,1,L-2,1,L-1] to,L-1,1,L-2,1,L-2,1]

L*- 1
L~ 2L
on a donc at ) > - 2u> Lt

Dans ce cas, on a : 0 > F0(0,1)~> -1

. Si 1'on suppose i = 0, on trouve :

P Ll+ 1
-=1[0,L-1,1,L-1,L-1,11 =
q L?
P 1
Soit \g- ->—
q 2L

En reconsidérant la configuration donnée ci-dessus pour S*, on
trouve : M > m(x') =LV~ 1 > L3

L—1L1-4+%

1 1
2 < VLt - 4 Mi< \l[}- 4 Lb

On constatant que l'on a, ce qui est évident avec L 2> 3 :

VL‘-4 > 2

ﬂ 4
2 -
K, L - YL*- 4 + Mt

2
> Fo(O,l) > -1

Soit : % -

P

On obtient encore : — ¢ — <
M q

soit : 0

En synthétisant tout ce qui précéde, on peut alors énoncer :

[ THEOREME _ XV.4
Soit FO une forme de MARKOFF construite a partir d'une suite (S,L-1)

ou S donnée par la construction de MARKOFF associée a 1l'équation
diophantienne ( lﬂ, reg).
Alors : :
(1) On a 0 < M(Fg) < 1 sauf les cas ou l'on peut écrire :
s* = (L-1,(1,L-2);,1) (t e X))
Dans ces cas, on a en effet M(Eb) =1

(2) On a toujours : Ao = - M(FO)'

L
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C/_CONSEQUENCZS POUR LA (a,0,1) THEORIE DE MARKOFF

le résultat que l'on vient d'établir confirme en la généralisant
une remarque que l'on faisait avant : il n'y a pas éguivalence entre
l'étude de la (L-1,0,1) Théorie de MARKOFF et 1'étude de l'équation

diophantienne :

1 1 T
m - m‘+ m, = me‘"'l

En effet, si l'arbre construit a partir de cette équation donne

bien des suites telles que r = 0 (Voir Théoréme XIV.l) et situées
dans le langage < L-1 >* pour ce qui concerne celles apparaissant
sous (L-1,1,L-2,1), si l'on a bien aussi £ = - £, = 1, la condition
-Ag = M(FQ) ¢ 10,1[ établie dans différents cas par le Théoréme XV.4
montre que ces suites ne font pas nécessairement partie de la
(L-1,0,1) Théorie de MARKOFF.

Les seules pour lesquelles ceci est assuré sont les suites s'écrivant :
s* = (L-1,(1,L-2), ,1) (t 6 3¢ )

Ce premier découplage entre l'étude de la (L-1,0,1) Théorie et
l'étude de l'équation considérée s'aggrave d'une second concrétisé

par la propriété suivante :

PROPRIETE XV.3
Pour toute valeur a¢ J{ *, la (a,0,1) Théorie de MARKOFF contient

une infinité de formes FQ dont celles définies par les suites S

suivantes :

(1) s* = (a,(l,a-l)t,l ) (t el )

(2) 8* = ((a)&,a-l,l) (t esl )

(3) s* = (a,(l)u ,a-1,1) (t e )

Pour vérifier que les suites S* = ((a)k ,a-1,1) conviennent, on

introduit (Fn(a)heﬂ suite définie par :

Eb(a) 1

F, (a) a

l Vonegls £, (a) =aF(a) +F _ (a)
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On trouve ainsi :

(a) F (a) - Fy (a)

Flbﬂ it

Fpe (2) For (a) - Fy, (a)

Par le Théoréme I.1l3, on observe alors que le minimum arithmétique

de la forme

(a+1)F (a) - 2F, (a) (a+l)F,, (a)-Fy.,(a)
F(X,¥) = X + [ e % ixy-l al 1Y

¢ Fi, (a) Fapn (2)

est obtenu pour les valeurs :

{ k, = K, =Fu (a)

m, =m= Fu“

On trouve ainsi : M(F,) =1

Le reste des vérifications est évident.

Les suites S* = ((a)¢ ,a-1,1) apparaissent bien dans la (a,0,1)
Théorie de MARKOFF, mais non dans l'arbre que l'on considere.

On remarque d'ailleurs gue pour ces suites, on a :

pgcd(m,m‘) =m=m,

Pour les autres suites mentionnées dans la propriété Xv.3, les

calculs s'effectuent de méme.
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XVI - EXEMPLES D'ARBRES DANS LA (3,0,-1) THEORIE DE MARKOFF

A At R 2 2t 2t st -ttt + &+ Frr T

A / INTRODUCTION

On utilise ici les moyens qui ont été développés aux chapitres X et
XI et dont il s'agit maintenant d'illustrer l'efficacité.

Gridce au programme GENTRI, avec a = 3, on fabrique diverses possibilités
de suites S*, avec les valeurs correspondantes m, Ky, = K,,

nri
£ =(-1) =-1,1.

Par recours au programme EXTREMUM, on sélectionne parmi les suites
Oobtenues celles gui sont telles que l'on ait : m = m,(S) : elles
correspondent a la (3,0,-1) Théorie de MARKOFF.

Ce méme programme fournit le polyndme fe(X,Y), ainsi que les valeurs
N9 Ky fMy .
A partir de celles-ci, en observant que l'on a toujours §4== ., = 1,

on détermine k, et m,, d'on k, et my par les formules :

m, = m4K4- m&,

k, = m1 - KKk,

Ceci permet d'équiper la suite S* des deux symboles — correspondant

am et kK, , et — correspondant a k, ,m; par les formules :

4
k
A

mA
kt
— = [0,%,]

|

- ~

S* = X = (X,,3,%)
K,

| — =[0,x] = [0,8*]
m

On obtient ainsi le tableau donné en annexe qui décrit pour m ¢ N*

.

inférieur ou égal a 3050 toutes les possibilités pour S*,



III.296

B / ARBORESCENCES

L'analogie avec l'arbre de MARKOFF permet d'envisager une organisation

arborescente dont le sommet serait le suivant :

13,2,1)
r— - ‘ T v
T3T1,1,2,1) 1372,2,2,1) (2,3.3/1,1) (3,3,3/2,1)
_ eem—— —_ pr— J r — —
(3,0, 2,1) (3,2, D (2,3,(2,2), ,3T1)  ((3),,3,2,1)

B.1 - Suites (3,(1)¢ ,2,1)

Les paramétres intervenant pour ces suites sont calculables :
D'abord :

. m m - Kk, _(F& FM'] [2 1} [1 1]
. =
L ky  ky= gy | Byt Fieg 1 of J1 o
_ E& + th ; Fun,
L%bl+ auu i Fku
donne : my, = ﬁ“l + E&
ky, = F,
."‘z= Fop-y
Ensuite :
T m m-Kt= 3 1 " ) thfl.+2Fu¢z+F2t:F”"l
X Xe .
K, K -1 1 0 Faeeg + Fip i Fopug
donne : m = F 2F + F

~

>
]
o
|

= ]
]
]

Enfin : [1 0]
Mx =
4 0 1

+

fen
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donne : m, =1

k, = 0

Ky = 1

Tg,= -1

. . ket
On trouve ainsi : a = 3 r=K-K =0 £ =(-1) = -1
soit : £, (x,¥) = mx*+ (4m - 2k )XY + (] - 4K Y’
L
= (me+ Zthl + Fy )X+ (4E‘M+ 6Fy,, + ZFu_ ) XY

3

Et a partir de l'expression 93(8) = [0,8*,3], on peut calculer les
valeurs ms(S) et Np, par exemple en utilisant le lemme de DICKSON.

On trouve ainsi
m,(S) =m =:% (&‘,m)
N9 = f’(O,l) = - 4F&‘L - 3F2b = -(m + th")

Les suites considérées font donc bien partie de la (3,0,-1) Théorie
de MARKOFF, tout en étant telles gue l'on ait : N9 # - m.,

De fagon plus précise, on peut énoncer :

PROPRIETE XVI.1l
La (3,0,-1) Théorie de MARKOFF contient une infinité de suites S*,

dont celles qui s'écrivent sous la forme :
s* = (3,(1)y, ,2,1) (te N )

Pour celles-ci, on a : Ng = - (m + Fypoy )

B.2 - Suites.T3,(2)uu ,1)

Les parametres intervenant pour ces suites sont calculables :

o - _ =
I Fp (2) F, (2)) |1 o0
donne : '
my = Fy, (2) + Fp (2)
ky = F& (2)
ky = Fy (2) + Fy,, (2)

1M= Fe., (2)
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m m - K, 3 1
T K, Ky-1 ] ) [1 O]M"f
donne : m = 2F2t¢1 (2)
Ky = Fgey (2) + Fy (2)
4 Ky = Fyyy (2) + Fg (2)
\ 1 = Py (2)

Enfin, comme dans le cas précédent :

m, =1
k4 = 0
-le= ‘-l
L. ) At
On trouve ainsi : a = 3 r =K-K =0 t=(-1) = -1
En calculant comme avant fB , et en appligquant le lemme de DICKSON,

on vérifie sans difficulté gue les suites considérées font partie
de la (3,0,-1) Théorie de MARKOFF.

On peut ainsi énoncer :

PROPRIETE XVI.Z

La (3,0,-1) Théorie de MARKOFF contient l1'infinité des suites S*

qui s'écrivent sous la forme :
S* = (3,(2)geq +1)

Pour celles-ci, on a : NQ = -(m + Fyp (2))

Pour les autres formes de suites mentionnées ci-dessus dans le haut
de l'arborescence, des calculs comparables sont faisables sur

lesquels on n'insiste pas.

C / CONSTRUCTION D'ARBRES DANS LA (3,0,-1) THEORIE DE MARKOFF

Sur le tableau annexe, on trouve dans tous les cas pour expression

de NO la forme suivante :

Ng = - (m + uo) (ute x*)

Cette écriture est trés générale.
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Avec ¢, = ¢,=1, elle permet d'écrire la relation de MARKOFF
généralisée sous la forme :

. ) : t
(Mp) = m°+ m + mg

Cette condition montre que m divise m} + m:

= 4mm4mt— uom

2 L
m, o+ m,
Et 1'on a : Ug = 4mAn5- —_— -

m
La difficulté est cette fois que la valeur Ug change a chaque niveau
de l'arborescence que l'on étudie. Ceci est donc différent de la
situation rencontrée dans la Théorie de MARKOFF classigue, ou l'on

avait a tous les niveaux Uy = 0.
Une autre différence est qu'il arrive gue l'on ait :.pgcd(qq,ml) # 1.

EXEMPLE

m=578 m =76 m, =2

donne pour S* = (2,3,3,3,3,1,1) la condition :

pgcd(m ,mz) = 2

L'étude de 1'éguation (M!) peut cependant se faire en appliquant
des principes comparables & ceux utilisés dans la Théorie de MARKOFF

classique.

Oon établit alors :

,

THEOREME XVI.1

Pour u, ¢ N , considérons 1l'équation diophantienne :

xL+ yt+ 2t = 4xyz - Ug X

Supposons qu'elle admette au moins une solution. Alors elle admet
un arbre de solutions descriptible a partir de toute solution

(x,y,2) = (m,mA,mt) par la figure suivante :
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G D
| I
(m®; mf; mi) (m’; m; m))
(Gy) : m% = 4m, [ 4mm, - ml-m-u, (Dy) : m? = am, [4myM - m 1 - M - u,
(G,) : m® = m, (Dy) = m) =m,
(Gy) : mt = 4mm, - m, (Dy) : m; = dmyM - m,
ou

(D) : M =4m,m, - m - u,

La vérification de ce résultat est évidente.

Et par exemple, avec uy = 1, ces formules donnent 1l'arbre suivant
(10,1,3)
|
| | |
(137,1,37) (130,3,11)
| |
| I I |

(51906,1,511) (212665,37,1479) (18457,3,1549) (1802,11,41)

Si l'on compare & ce qui apparaissait dans le tableau donné en

annexe, ceci suggere d'organiser les suites y apparaissant et

correspondant a ub = 1 selon l'arbre suivant :
®7Z,1)
(10,1,3)
|
I I
i1,1,2,1) (2,1,3/3,1,1,1)
(25,1,7) (130,3,11)
I |
| | [ I
71,2,2,1,2,1) (3,2,3,1,1,3,2,2,1) (2,1,3,3,3,3,1,1,1,)(2,1,2,1,3,3,1,2,1,1,1,1)

(137,1,37) (1537,7,55) (1417,3,119) (1802,11,41)
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Le Théoréme XVI.l décrit imparfaitement l'arbre que l'on met ainsi
en évidence, mais tous les résultats fournis ici illustrent malgré
tout la pertinence de la méthode d'analyse développée dans tous

les chapitres antérieurs.

De plus, ce théoréme permet de décrire a partir des autres valeurs
u, qui peuvent étre rencontrées dans la (3,0,-1) Théorie -certaines
de ces valeurs sont fournies par les propriétés XVI.l et XVI.2- de
nombreux autres arbres apparaissant dans la (3,0,-1) Théorie de
MARKOFF.

I1 donne une idée de ce que peut étre la complexité de cette derniére

théorie.
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10
20
30
40
45
46
47
48
49
S0
60
70
80
30
100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200
210
220
230
240
250
260
270
280
290
300
310
320
330
340
350
360
370
380
390
400
410
420
430
440
450
460
470
480
430
S00
S10
S20
530
S40
SS0
260
S70
580
S90
€00
610
620

PROGRAMME "FRACTION® Bl.1

FPRINT"E)cran, I)mprimante, "I INPUT AS$

IF A$s="E" OR As="e" THEN OPEN "O", #1,"SCRN:"ELSE OPEN "O",#1,"LPT1:z"
FPRINT#1, "FPROGRAMME DE CALCUL DU DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE"
REM Les donnees se rentrent a 1’ instruction suivante
DIM A#(100)
DIM B#(100)
DIM C#(100)
DIM G#(100)
DIM M#(100)
DATA 142008, -2,83164,8
RERAD A#,B#, C#, 6 D#
REM On teste ici si D est un carre
LET FAC#=1
MAX#=INT(SQR(D#) +1)

FOR K=1 TO MAX#

IF(DH#/ (K*¥K) ) =INT(D#/ (K#K)) THEN GOTO 120 ELSE GOTO 160
LET FAC#=K

IF K#K=D# THEN GOTO 140 ELSE GOTO 1&0

PRINT#1, "ATTENTION! D=":D#:"est un carre"

GOTO 1160

NEXT K

LET COMPTEUR#=0

LET I=0

REM On est pret a effectuer le developpement de 1’ algebrique considere
REM Il faut creer des fichiers pour les matrices utilisees
REM On demarre les calculs sur les donnees initiales

LET A#(I)=A#

LET E#(1)=B#

LET C#(I)=C#%#

LET S#=C#(I)#C#(I)

LET R#=—(Z¥Q& (1) *C#(I))

LET TH#=((AH(I)"2)—((B# (1) ~2)#D#))

LET UU#=ABS (R#)

LET VV#=ARS(S#)

LET WW#=ABS (UU#—(VWH#*INT (UJU#/VV#)))

LET UU#=VV#

LET VVH#=WW#

IF VWH#=0 THEN GOTO 340 ELSE GOTO 300

LET ZZ#=ABS(T#)

LET PP#=ABS (UU#—-(ZZH*INT (UU#/ZZ#)))

LET UU#=ZZ#

LET ZZ#=PF#

IF ZZ#=0 THEN GOTO 390 ELSE GAOTO 3350

LET S#=(S#/UU#)

LET R#=(R#/UU#)

LET T#=(T#/UU#)

LET J#=((R#"2)—(4%S#H#TH#))

REM La plus petite valeur entre S et T est utilisee

IF ABS(S#) (ABS(TH#) THEN M#(I)=ABS(S#) ELSE M#(1)=ABS(T#)
REM La valeur M(I) est utilisee pour la constante de MARKQOFF
IF COMPTEUR# =0 THEN GOTO 470 ELSE GOTO 300

LET M#=mM#(I) ‘

FRINT#1, "Valeurs determinant G:"

PRINT#1, "A=" ;A#, "B=";B#, "C=";C#, "D="3;D#

FRINT#1, "Polynome minimal de G3 ( (" ;S#:") #X#)X)+((":R¥:") %X+ (" sTH#H:")"
PRINTH#1, "DELTR=":J#, "Quadratfrei=" ;D#/ (FACH#*FACH) , "Facteur=":FACH
PRINT#1,"Le developpement donmne les valeurs suivantes:"
PRINT#1, "A(I+1) ", "B(I+1) ", "C(I+1) ", "Entier", “G(I)"

REM On passe maintenant aux calculs du developpement

LET G8(D)=((A#H(I)+(BH (1) *SQR(D#) ) ) /C# (1))

LET AS(I+1)=((CHR(II)*AB(I))—((CH(I)~2)#INT(GH(I))))

LET B#(I+1)=—(B#(I)#C#(I))

REM Le calcul de C(I+1) doit etre decompose

LET X8=((AH(I)-(CH(I)®*INT(GH#(I))))"2)

LET Y#=((B#(I)"2)*D#)

LET CH(I+1)=X#-YH

REM C(I+1) est maintenant calcule
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630 REM Il faut calculer le PGCD de A(I+1),B(I+1),C(I+1)
640 LET U#=(R#(I+1))
650 LET V#=(B#(I+1))
660 LET WH#H=U#—-(VH#XINT (U#/V#))
670 LET U#=V#
680 LET V#=W#
690 IF V#=0 THEN GOTO 700 ELSE GOTO 660
700 LET Z#=(C#(1I+1))
710 LET P#=U#~- (ZH#XINT(UH#/Z%))
720 LET U#=Z#
730 LET Z#=P#
740 IF Z#=0 THEN GOTO 7S0 ELSE GOTO 710
750 REM La valeur du PGCD est disponible en U
760 LET A#(I+1)=(A#(I+1) /UH)
770 LET B#(I+1)=(B#(I+1)/7U#)
780 LET C#(I+1)=(C#(I+1)/U#)
730 REM Pour commodite on va maintenant imposer que C(I+1) soit positif
800 IF C#(I+1))>0 THEN GOTO 840
810 LET A#(I+1)=—QA# (I+1)
820 LET B#(I+1)=-B#(I+1)
830 LET C#(I+1)=-CH(I+1)
840 REM Mainterant C(I+1) est positif
850 LET S#H#H=CH#(I+1)#C#(I+1)
860 LET R#=—(2#A#H(I+1)%CH(I+1))
870 LET TH=((A#(I+1)"2)=((B& (I+1)"2) *xD#))
880 LET COMPTEUR#=1
830 GOTO =80
00 IF mM&M#(I) THEN GOTO 3930
910 LET M#=M#(I)
920 REM On a mis en M la plus petite valeur trouvee avant
330 FRINT #1,A#(I+1) B#(I+1),CH(I+1), INT(GH#(I)), G#<(I)
940 IF I=1 GOTO 1110
950 REM La boucle suivante determine ou commence la periode
960 FOR K=1 TO (I-1)
970 REM
980 IF(A#(K+1)=A#(I+1)) THEN GOTO 390 ELSE GOTO 10390
990 IF(B#(K+1)=B#(I+1)) THEN GOTO 1000 ELSE GOTAO 1090
1000 IF(C#(K+1)=C#(I+1)) THEN GOTO 1010 ELSE GOTO 1090
1010 PRINT #1,"Le developpement devient periodique a partir du rang K=":K+1
1020 PRINT#1, "La periode a pour longueur L="sI -K
1030 PRINT#1, "La constante de Markoff est domnee par M=":M#3"et DELTA=":J#
1040 FRINT#1, "Une valeur approchee de cette constante esti"iMH/SQR(JT#)
1050 PRINT#1, "FIN" ‘
1060 LET M#=0
1070 LET COMPTEUR=0Q
1080 GOTO 1170
1030 NEXT K
1100 REM On traverse la boucle si la periode n’est pas trouvee
1110 LET I=I+1
1120 IF I< 100 THEN GOTO 5SSO
1120 PRINT#1, "———ATTENTION!-——-CRFACITE DU PROGRAMME ATTEINTE=—-D=":J#
1140 REM Le programme calcule les periodes de longueur moindre que 100
1150 GOTO 1050
1160 IF A% () "E" AND A% > ( "e" THEN CLOSE 1
1170 END
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EXEMPLE :

PROGRAMME DE CALCUL DU DEVELOFPPEMENT EN FRACTION CONTINUE
Valeurs determinant G:

A= 7 B= 1 C= 8 D= 96
FPolynome minimal de G3(( 64 )#X#X)+((~112 )*X+(-47 )
DELTA= 24576 QRuadratfrei= 6 Facteur= 4
Le developpement donne les valeurs suivantes:t
A(I+1) B(I+1) C(I+1) Entier G(I) .
72 8 15 2 2.099744915962213
33 4 2 [10 10,.02557830810547
78 a 15 39 39.09531865539551
9 1 8 10 10.4235357830810547
S6 a8 a7 2 2. 349744315962213
19 4 S0 2 2.83592271196081:28
62 8 23 1 1.16383674621582
19 2 4 6 6. 103638027025306
€8 8 35 9 9. 648373663848877
27 8 S7 1 1.540880785420337
19 a4 46 1 1.84883633686386
62 8 25 1 1.178083419733805
63 8 a7 S 5. 615346984863 z281
3 1 8 1 1. 625093708234046
40 8 71 1 1.599744915962213
31 8 73 1 1. 667375698835522
21 4 30 1 1.498406501665507
78 8 1 2 2, 006394377026367
339 4 30 156 156. 383674621582
42 8 73 2 2. 6063945770:26367
31 a8 71 1 1.6439091433172357
S 1 8 1 1.84061513551524
24 =} a7 1 1.849744315962213
€3 a8 25 1 1.176823846225081
31 4 46 ) S5.655346984863281
30 a8 S7 1 1. 5259095067563 26
27 8 95 1 1.901467973817223
17 2 4 1 1.109301838121916
76 8 23 9 9. 148379663848877
31 a4 S0 =3 6. 7123336791339219
38 a8 a7 1 1.40383674621582
7 1 a 2 2.476248336203873
72 8 15 | 2 2.0939744915962213
39 4 2 10 10,02557830810547

Le developpement devient periodique a partir du rang K= 2
La periode a pour longueur L= 32
La constante de Markoff est donnee par M= 1 et DELTA= 24576

Une valeur approchee de cette constante est: 6.378879306359163D-03
FIN .
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11

20

30

40

=10

60

70

80

30

100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
250
260
270
280
230
300
310
320
330
340
350
60
370
380
330
400
410
420
430
4490
450
460
470
480
490
200
S10
S20
530
540
=50
S&0
370
Sao
590
€00
610

PRIN
IF A
PRIN
DATA
RERD
REM
LET
LET
REM
FOR
IF
LET
IF
PRI
GOT
NEX
LET
LET
REM
REM
REM
DIM
DIm
DIm
DIm
DIm
REM
LET
LET
LET
LET
LET
LET
LET
LET
LET
LET
LET
IF
LET
LET
LET
LET
IF
LET
LET
LET
LET
REM
IF
LET
GOT
LET
REM
IF
LET
PRI

620 PRI

€30

PRI

Bl.4

PROGRAMME "CONTINUE®

T"E)ecran, IDmprimante?” : INPUT A%
$="E" OR As$="e" THEN OPEN "0O",&£1,"SCRN:" ELSE OPEN "0O",£1,"LPT1:"
TZ1, "PROGRAMME DE CALCUL DU DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE"®
1,1,3,51
A,B,C,D
On peut entrer ici des series de donnees dans 1’ instruction DARATA
APER =0
PER=0
On teste ici si D est un carre
RAC=1 TO (INT(SER(D))+1)
RAC=(INT(S@R(D))+1) THEN GATO 160
CAR=(RAC*RAC)
CAR=D THEN GOTO 130 ELSE GOTO 150

NT"ATTENTION! D=":D:%est un carre"
0 1560
T RAC

COMPTEUR=0

I=1 :

On est pret a effectuer le developpewent de 1’algebrique considere
I1 faut creer des fichiers pour les matrices utilisees
I1 faut dimernsiomer les matrices utilisees

A (200)

B(200)

C(200)

G(Z00)

M(200)

On demarre les calculs sur les donnees initiales
AR(I)=A

R(I)=R

C(I)=C

S=C(I)»C(1)

R=—(2Z2#A(I)*C(I))

T=((RA(I)2)=((B(I)"2)*D))
UU=RBS (R)

VW=ABS (S)

WW=ABS (UU-(VV*INT (ULU/VYV)))
Uu=vwv

V=W
VV=0 THEN GOTO 440 ELSE GOTO 400
ZZ=ABS(T) ’

PR=ABS (UU-(ZZ#INT(UU/Z2)))
Uu=22

1Z=PP

ZZ=0 THEN GOTO 490 ELSE GOTO 450
S=(8/7UW)

R=(R/UW)

T=(T/UW)

J=((R™2) = (4%S5%T))

La plus petite valeur entre S et T est utilisee
RABES (S) (ABS(T) GOTO S350 ELSE GOTO S70

M(I)=ABS(S)
0 S80

M(I)=ABS(T)

La valeur M(I) est utilisee pour la constante de MARKOFF
COMPTEUR=0 THEN GOTO 600 ELSE GOTO 1120

M=M(I)

NT£1, "Valeurs determinant G:"

NTSI' "g’" :g' llB:ll :B’ IlC=II :C’ "D=II:D

NTE1. "Polynome minimal de G (("*Ss ") X%X)+{( (" Re ") uXp(WaTatt)n



640
650
660
670
680
630
700
710
720
730
740
750
760
770
780
790
800
810
20
az0
840
8590
860
870
880
830
300
910
920
330
940
350
960
970
280
390
1000
1010
1020
1030
1040
1050
1060
1070
1080
1090
1100
1110
1120
1130
1140
1150
1160
1170
1180
1130
1200
1210
220
123
123
1240
1250

1251

Bl.5

REM
REM
REM
REM On passe maintenant aux calculs du developpement
LET G(I)=((A(I)+(B(I)*SAR(D))»)/C(I))
LET R(I+1)=((C(I)#R(I))=((C(I)~2)#INT(G(I))))
LET B(I+1)=—(B(I)#*C(I))
REM Le calcul de C(I+1) doit etre decompose
LET X=((R(I)—(C(I)#INT(G(I))))"~2)
LET Y=((B(I)"2)*D)
LET C(I+1)=X-Y
REM On fait en sorte que le PGCD de A(I+1),B(I+1),C(I+1) soit 1
LET U=(A(I+1))
LET V=(B(I+1))
LET W=U=(VRINT(U/V))
LET U=V
LET V=W
IF v=0 THEN GOTO 820 ELSE GOTO 780
LET Z=(C(I+1))
C(I+1)=X-Y
REM C(I+1) est maintenant calcule
REM I1 faut calculer le PGCD de A(I+1),B(I+1),C(I+1)
LET U=(A(I+1))
LET V=(B(I+1))
LET W=U—-(V*INT(U/V))
LET U=V
LET V=W
IF v=0 THEN GOTO 220 ELSZ 880
LET Z=(C(I+1))
LET P=U-(Z#INT(U/Z))
LET U=Z
LET Z=PF
IF Z=0 THEN GOTO 280 ELSE GOTO 230
REM La valeur du PGCD est disponible en U
LET A(I+1)=(A(I+1) /W)
LET B(I+1)=(B(I+1)/U)
LET C(I+1)=(C(I+1)/L)
REM Pour cowmmodite on va maintenant imposer gue C(I+1) soit positif
17 C(I+1) (O THEN GOTO 1Q30 ELSE GOTO 10€0
LET A(I+1)=—-AR(I+1)
LET B(I+1)=—RB(I+1)
LET C(I+1)==-C(I+1)
REM Maintenant C(I+1) est positif
LET S=C(I+1)*C(I+1)
LET R=—(Z®#QA(I+1)#C(I+1))
LET T=((A(I+1)"2)=((B(I+1)"2)*D))
LET COMPTEUR=1
G0TO 380
IF mM(I) THEN GOTO 1150 ELSE GOTO 1130
LET M=M(I)
REM On a mis en M la plus petite valeur trouvee avant
REM
IF I=1 GOTO 1320
REM La boucle suivante determine ou commence la periocde
FOR K=1 TO (I-1)
IF(G(K)Y=G(I)) THEN GOTO 1200 ELSE GOTO 1300
IF(A(K+1)=AR(I+1)) THEN GOTO 1210 ELSE GOTO 1300
IF(B(K+1)=B(I+1)) THEN GOTO 1220 ELSE GOTO 1300
IF(C(K+1)=C(I+1)) THEN GOTO 1230 ELSE GOTO 1300
PRINTZ1, "Rang de debut de periodeik="3;K
REM
LET APER=K
LET PER=(I-K)+1
IF K=1 THEN GOTO 1415 ELSE GOTO 1260



1260
1270
1280
1230
1300
1310
1320
1330
1340
1350
1360
1361
1370
1380
1390
1400
1408
1403
1410
1411
1413
1420
1430
1440
14350
1451
1452
1460
1470
1480
1340

1550

1380
1570
1580

REM

REM Bl.6
GATO 1370

IF K=I THEN GOTO 1320 ELSE GOTO 1300

NEXT K

REM On traverse la boucle si la periode nest pas trouvee

LET I=I+1

IF I(=100 THEN GOTD 680 ELSE GOTO 1340

PRINTZ1, "~---ATTENTION'!-—-~CAPACITE DU PROGRAMME ATTEINTE-——ATTENTION!~———"
REM Le programwme calcule les periodes de longueur moindre que 100
GO0TO 1560 .

FRINTE1, " "
PRINT£1, "Partie non periadique:™

FOR TT=1 TQ(AFER-1)

FRINTEL, INT(G(TT))j"%"»

NEXT TT

FRINTZ1,,,,,

PRINTE1," "
PRINTE!L, "FPeriode:"

GOTO 1420

FRINTZ1, "Periode:"

FOR TT=ARER TO RPER

FPRINTEL, INT(G(TT)) 3"»"g:

NEXT TT

FPRINT®L1,,,,,

FRINTEL, " "
PRINTZ1, "Longueur de la periaderL=";I-K

PRINTEL1, "Constante de Markaff avec M=";m:"et DELTA=":J

FRINTE1, "C(B)=":M/(SQR(J))

REM

LET M=0

LET COMPRTEUR=0

PRINTEL, "FIN"

I A% () "E" AND A% ) ( "a® THEN CLCS3E 1

END

EXEMPLE -

FROGRAMME DE CALCUL DU DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE
Valeurs determinant G

A= 1

B= 1 C=3 D= 31

Folyrome minimal de Gi(( 9 ) #X#A)+( (-6 }*X+(-30 )

Rang

de debut de periodei:K= 2

FPartie non periodique?’

2 *

Feriode:s
1 # 2 % 2 # 42 # 2 % 2 # 1 % 4 # 21 » 4 »

Longueur de la periodeil= 10
Constante de Markoff avec M= 1 et DELTA= 1836
C(3)= 02333

FIN



Bl.7

PROGRAMME "RATIO"

S CLS

10 PRINT "Edlcran . I)morimante ?":INFUT AS$

15 IF A% ="E" OR A% ="e" THEN OFEN "0",#1, "SCRN:" ELSE OFEN "O", #1, "LFT1:"
20 LET P=135 ‘
30 LET a=z8

40 PRINT#®1, "P=":F, "Q=":0

SO PRINT#1, "Developpement "

€0 LET I=0

70 IF (FP/@)=INT(P/0) THEN GOTO 160 ELSE GQOTO 80
80 LET A=INT(R/Q)

30 FRINT#1,A

100 LET X=@Q

110 LET Y=(F—(A*())

120 LET P=X

130 LET @=VY

140 LET I=I+1

150 GOTO 70

160 PRINT#1, (P/Q)

170 PRINT#1, "Longueur:":sI+1

180 IF A% () "E" AND A% ) ( "e" THEN CLOSE 1

130 END



EXEMPLE :

pP= 1335 Q= 28
Developpement:

[ N

Longueurs: &



B1.9

PROGRAMME  “SEQUENCE"

10 PRINT"E)cran. I)morimante?" :INPUT A$

11 IF A$="E" DR A%$="e" THEN OPEN "0",£1,"SCRN:" ELSE OPEN "g". &1, "LPTL:e"
20 PRINT£L1, "PROGRAMME DE CALCUL D’UN ALGEERIGUE DONNE PAR SON DEVELOPPEMENT"
30 REM La partie non periodigque se rentre en 140

40 REM La partie periodique se rentre en 5S40

SO0 LET FIL=0

60 REM On ouvre les fichiers necessaires pour le calcul des reduites
65 DIM A(100)

66 DIM EB(100)

67 DIM C(100)

€8 DIM G(100)

69 DIM M{100)

70 DIM P(100)

80 DIM U(100)

30 DIM V{100)

100 DIM Q(LGO)

110 PRINTE1,"Partie non periodique:"

120 REM On rentre ici la seauence suivie de O

130 REM ATTENTION:5’ il w'y a pas de seauence initiale wmettre un O seul
140 DATA 1,2,1,1,3,0

120 READ PER

160 IF PER =0 GOTO 180 ELSE GOTO 170

170 PRINTZ1, PER

180 IF PER =0 GOTO 290 ELSE GOTO 130

130 LET FIL=FIL+1

200 IF FIL=1 GOTO 210 ELSE GOTO z60

210 LET A(1)=1

220 LET 2(1)=0

230 LET P(2)=PER

240 LET Q(2) =1

250 G0TO 150

260 LET P(FIL+1)=(P(FIL)*PER)+B(FIL-1)

270 LET Q(FIL+1)=(Q(FIL)#PER)+@(FIL-1)

280 GOTO 150

290 IF FIL=0 THEN GOTO 360 ELSE GOTO 300

S00 PRINTZ1, "Longueur k+i=":FIL

310 PRINTEL,"MATRICE M(k) 2"

320 PRINTEL, "P(k)=";P(FIL+1),"P(k=1)=":1P(FIL)

320 PRINTEL, "@(K)=":Q(FIL+1),"Q(k=1)="sD(FIL)

340 PRINTEL, "Disc(M(k))="s ((P(FIL+1)*Q(FIL))=(P(FIL)#Q(FIL+1)))
230 6070 400

60 PRINTZL. "Il mv en a pas.”



Bl1.10

370 IF FIL=0 THEN GOTO 380 ELSE GAOTO 400

380 LET PumM=7 '

390 GOTO 440

400 LET xx1=P(FIL+1)

410 LET XX=P(FIL)

420 LET YY1=Q(FIL+1)

430 LET YY=QR(FIL)

460 LET FIL=0

470 REM On ouvre les fichiers necessaires pour le calcul des reduites
S20 PRINTZ1, "Sequence donnee:"

530 REM On rentre ici la periode suivie de O

540 DATA 1,1,2,2,1,1,0

530 READ REP

S60 IF REP=0 GOTO 580 ELSE GOTO 579

570 PRINTL1, REP

280 IF REP =0 GOTO 690 ELSE GOTO 530

S30 LET FIL=FIL+1

600 IF FIL=1 GOTO 610 ELSE GOTO 660

610 LET U(1)=1

620 LET V(1)=0

€30 LET U(2)=REP

640 LET V<(2)=1

630 GOTO 550

660 LET U(FIL+1)=((U(FIL)*REP)+U(FIL—-1))

670 LET V(FIL+1)=(V(FIL)*REP)+V(FIL-1)

&80 BOTO S50

630 PRINTE1, "Matrice associee a la oeriocde"

700 PRINTEL, "Pll-K)="sU(FIL+1),"P(l~-k-1)=":U(FIL)

710 PRINTEL, "O(1-k)="sV(FIL+1),"@(l-k-1)=":1V(FIL)

720 PRINTE1, "Disc(M(1-K)="s ((U(FIL+1)®(FIL)) = (U(FIL) #V(FIL+1)))
730 LET BE=1

740 LET CC=Z#V(FIL+1)

730 LET AA=U(FIL+1)-V(FIL)

760 LET D={(((V(FIL)=-U(FIL+1)) % (V(FIL)-U(FIL+1)))+(4*V(FIL+1)*J(FIL)))
770 IF PUM=7 THEN GOTO 780 ELSE GOTO 820

780 LET A=AA

730 LET E=EE

800 LET C=CC

810 GOTO 850

820 LET A=( ((XX1#AA) +(XX*#CC)) *# ((YY1#AA) + (YY*#CC) ) )= ((XX1%YY1) *D)
830 LET B=(((YY1#AA) +(CCHYY) ) #XX1)—( ( (XX1%AA) + (XX*CC)) *#¥YY1)
B840 LET C=(((YY1#PA) +(YY*CC) ) # ((YY1#AA) +(YY#TC) ) ) = (YY1%YY1%D)
830 REM Le programme vient de calculer G

860 REM On anplique ensuite le Drogramme "FRACTION CONTINUE®
870 REM On teste ici si D est un carre

880 FOR RAC=1 TO (INT(SQR(D))+1)

830 IF RAC=(INT(SGR(D))+1) THEN GOTO 350

300 LET CAR=(RAC#*RAC)

310 IF CAR=D THEN GOTO 320 ELSE GOTO 340

920 PRINTE1, "ATTENTION! D=":D:"est un carre"

30 GOTO 2230

340 NEXT RAC

350 LET COMPTEUR=0

380 LET I=1

970 REM On est oret a effectuer le developoement de 1’ algebriaue considere
380 REM Il faut creer des fichiers pour les matrices utilisees

1100 REM On demarre les calculs sur les donnees initiales
1110 LET A(I)=A

1120 LET B(I)=B

1130 LET C/(I)=C

1140 LET S=C(I)%C(I)

1150 LET R==(Z#A (1) *C(I))

1160 LET T=((A(I)~2)=((B(I)"2)*D))
1170 LET UU=ABS(R)

1180 LET VWW=AES(S)

1130 LET WW=RES (UU=(VVY*INT (UU/VV)))
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147320
1300
1510
1610
1620
1630
1640
1650
1660
1670
1€80
1630
1700
1710
1720
1720
1740
1730
1760
1770
1780
1730
1300
1810
1820
1830
1840
1850
1860
1870
1880
1890
1300
1310
1920
1330
1340

LET UU=WV
LET WW=WW Bl.11

IF VW=0 THEN GOTO 1230 ELSE GOTO 113
LET ZZ=ABS(T) ©

LET PP=ABS (UU-(ZZ*INT(UU/Z2)))

LET UuU=22
LET ZZ=PP
IF ZZ=0 THEN GOTO 1280 ELSE GOTO 1240

LET S=(S/UU)
LET R=(R/UU)

LET T=(T/UW)

LET J=((R™2)-(4%5%T))

REM La plus petite valeur entre S et T est utilisee
IF ABS(S) (ABS(T) GOTO 1340 ELSE GOTO 1360

LET M(I1)=ABS(S)

GOTO 1370

LET M(I)=ABS(T)

REM La valeur M(I) est utilisee pour la constante de MARKOFF
&ETCSM31%UR=O THEN GOTO 1390 ELSE GGTQO 1300
= )

PRINTZ£1, "Valeurs pour G2"
pRINTSl’ IlQ:ll :Q, IlB:ll :B’ |IC=|I ;C, IID=II ;D
PRINTZL1, "Polynome minimal: (("38;")eXuX)+{ (" sR;"I %)+ (" T} "
PRINTZ1, "Le developpement donne les valeurs suivantes:" o

' " " n T n "n 1]
PRINTE1, "A(I+1) ", "B(I+1) ", "CI+1) ¥, MENTIERY, Bm(I)

REM On passe maintemant aux calculs du develoopement
LET G(I)=((RA{I)+{(B(I)*SEQR(D)))/CA(I))

LET A(I+H=((C(ID)*A{I))—((C(I)~2)y*®INTL(G(I))))

D LET B(I+1)=—(B(I)*C(I))

REM Le calcul de C(I+1l) doit etre decompose
LET X=({(RA(I)=(C(I)*INT(G(I))))"2)

LET Y=({(RB(I)"™2)#*D)

C{I+1)=X-Y

REM C{(I+1) est maintenant calcule

REM Il faut calculer le BGCD de A(I+1), B(I+1),C(I+1)
LET U=(R(I+1))

LET V=(B(I+1))

LET W=U-(V*INT(U/V))

LET U=V

LET V=W

IF V=0 THEN GOTO 1700 ELSE 1€60

LET Z=(C(I+1))

LET P=U-(Z*INT(U/Z))

LET U=Z

LET Z=P

IF Z=0 THEN GOTO 1780 ELSE GOTO 1710

REM La valeur du PGCD est disponible en U
LET A(I+1)=(A(I+1) /LD

LET B(I+1)=(B(I+1)/U)

LET C(I+1)=(C(I+1OH /1)

REM Pour comwoedite on va maintenant imooser cue C(I+1) soit ovositif
IF C(I+1)<¢0 THEN GOTO 1810 ELSE GOTO 1840
LET A(I+1)=-A(I+1)

LET B(I+1)=-B(I+1)

LET C{I+1)=-C(I+1)

REM Maintenant C(I+1) est positif

LET S=C(I+1)#C{I+1)

LET R=—(Z®A(I+1)*C(I+1))

LET T=((A(I+1}"2)=((B(I+1)"2)#D))

LET COMPTEUR=1

GOTO 1170

IF M{(M(I) THEN GOTO 1930 ELSE GOTO 1310

LET M=M(ID)

REM On a mis en M la plus petite valeur trouvee avant
PRINTEL, A(I+1), B(I+1), C(I+1), INT(G(I)),M(L)
IF I=1 GOTQ 2070



REM La boucle suivante determine ou comwence la oeriode

FOR K=1 TO (I-1) Bl.12
REM .

IF(A(K+1)=A(I+1)) THEN GOTO 1990 ELSE GOTO 20350

IF(B(K+1)=B(I+1)) THEN GOTO 2000 ELSE GOTO 2Z0S0

IF(C(K+1)=C(I+1)) THEN GOTO 2010 ELSE GOTO 2050

PRINTL1, "Debut operiocde K=":K

PRINTZ1, "Longueur L="3;I-K

GOTO 2120

IF K=1 THEN GOTO 2070 ELSE GOTO 2050

NEXT K

REM On traverse la boucle si la periode n’est pas trouvee

LET I=I+1

IF I{(=100 THEN GOTO 1460 ELSE GOTO 2090

PRINTE1, "——-ATTENTION'---CAPACITE DU PROGRAMME ATTEINTE---D=":J

REM Le programme calcule les periodes de longueur moindre cue 100
GOTO 2230

PRINT&1, "M=":M:"DELTA="3J

PRINTZ1, "C(G)="3;M/(SAR(J))

LET M=0

LET COMPTEUR=0

PRINTEL, "FIN"

END
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PROGRAMME "MOTS"

S TIME$="00300:00"

10 CLS

15 DIM P1(¢(100):DIM R1(100):DIM ACLIO0):DIM B(100) :DIM C(100):DIM G(100) :DIM M(:
):DIM P(100) :DIM UC100) :DIM V(100) :DIM Q(100)

20 INPUT "combien de caract

res seront utiliss ( (=9 ) : "3:JJ

31 IF JJ)9 THEN GOTO 30

35S GOSUB S00

40 LOCATE 3,1

S0 INPUT "longueur des mots du langage ( (=255 ) : "N
60 IF N)25S5 THEN GOTDO S0
70 Ag=""

80 FOR II=1 TO N

90 A$=AsS+"1"

100 NEXT II

107 GOSUB 10020

110 FOR II=1 TO JJ"N-1

210 NO=LEN(A%)

220 CH$=MIDS$ (A%, NO, 1)

230 WHILE CH$=MID$(STR$(JJ),2,1) AND NO QO

240 MID$ (A%, NO, L)="1"

230 NO=NO-1

260 CH$=MID$ (A%$,NO, 1)

270 WEND

280 MID$ (A%, NO, 1)=MID$ (STR$ (VAL (MID$ (A%, NO, 1)) +1),2,1)
2390 PRINT A%,

293 GOSUEB 10020

300 NEXT II

345 PRINT

350 PRINT "le calcul a pris ":TIME$:" secondes"
355 IF R$="i" OR R$="I" THEN PRINT#1,CHR$(12)
360 IF R$="1" OR R$="i" THEN CLOSE #1

370 END

S00 R$=""

S0S LOCATE 2,1

S10 PRINT "E(cran, I (mprimante "

520 WHILE R$ () "E" AND R$()"e" AND RE (O "I" AND RSB "i"
S30 LOCATE 2,23

S40 PRINT * *»

S50 LOCATE 2,23

S60 INPUT RS

570 WEND

580 IF R$="E" OR R$="e" THEN OFPEN "O",6 #1, "SCRN:" ELSE UPEN “Q", #1,"LPTi:"
585 PRINT#1, "ENUMERATION DES MOTS DE MARKOFF"
SS90 RETURN

10020 LET AARAR=0

10050 LET FIL=0

10400 LET XX1i=R(FIL+1)

10410 LET XX=P(FIL)

10420 LET YY1=RQ(FIL+1)

10430 LET YY=Q(FIL)

10470 REM On ouvre les fichiers necessaires pour le calcul des reduites
10535 PO=1

10540 WHILE PO(=LEN(AS)



103850
10585
10536
10590
10600
10610
10620
10630
10640
10650
10660
10670
10675
10680
10715
10724
10730
10740
10730
10760
10850
108€0
10870
10880
10830
10300
10310
10950
10360
103970
103980
11100
11110
11120
11130
11140
11150
11160
11170
11180
11190
11200
11210
11220
11230
11240
11250
11260
11270
11280
11290
11300
11310
11320
11330
11370
11380
11390
11450
11460
11470
11480
11490
113500
11310
11610

REF=
IF A
LET
LET
IF F
LET
LET
LET
LET
GOTO
LET
LET
FO=F
WEND
LET
LET
LET
LET
LET
LET
REM
REM
REM
MARX=
FOR
IF R
NEXT
LET
LET
REmM
REM
REM
LET
LET
LET
LET
LET
LET
LET
LET
LET
LET
LET
IF Vv
LET
LET
LET
LET
IF Z
LET
LET
LET
LET
REM

IF ABS(S) (ARS(T)

REM

LET
REM
LET
LET
LET
REM
LET
LET

VAL (MID% (A%, FO, 1))
AR (REFP THEN GOTO 10556& ELSE GOTO 10830
ARA=REF ’
FIL=FIL+1

IL 1 THEN GOTO 10660
ui)=1
V(1)=0

U((2) =REF
v(z)=1

10673
UFIL+1) =((U(FIL)*REF)+U(FIL—-1))
V(FIL+1)=(V(FIL)®REF)+V(FIL-1)
O+1

DISC=((U(FIL+1)%®V(FIL))—-(U(FIL)*V(FIiL+1)))

DELTA=(( (ARAX*U(FIL+1) ) +U(FIL) +V(FIL+1))"2)+(4*DISC)

E=1
C=2#U(FIL+1)
A= (U(FIL+1)* (ARA~2) ) +V (FIL+1)-UCFIL)
D=DELTA
Le programme vient de calculer &5

On applique ensuite le programme "FRACTION CONTINUE™

On teste ici si D est un carre
INT(S@R(D)+1)

K=1 TO M™MAX

*K=D THEN GOTQ 122395

K

COMPTEUR=0

I=1

On est pret a effectuer le developpement oce 1l’algebrique consiadere
11 faut creer des fichiers pour les matrices

utilisees

On demarre les calculs sur les dommees initiales

ACI)=A

B(I)=B

cC(I)=C

S=C(I)*»C (1)
R=—(2Z*A(I)*C(I))
=((A(I)™2)=((B(1)™2)*D))
UU=AES (R)

VW=ARS (S)

WW=AEBS (UU—- (VV#*INT (UU/VV)))
uu=vv

wW=WW

VO THEN GOTO 11190
ZZ=RABS(T)

PP=ABS (UU-(ZZ*INT(UU/Z2)))
uu=22 .
ZZ=pp

ZOO THEN GOTO 11240
S=(S/7UU)

R=(R/7UU)

T=(T/UU)

J=((R™2) = (4%S*T))

La plus petite valeur entre S ec T est utilisee

THEN M(I)=RABS(8) ELSE M(I)=RABS(T)

Bl.1l4

La valeur M(I) est utilisee opour la constante ae MARKOrFF
IF COMPTEUR ()OO THEN GOTO 11900

M=M(I)

On passe maintenant aux calculs du aeveloppement

G(I)=((A(I)+(B(I)*SAR(D))»)/C(1))
ACI+1))=((C(I)*A(I))=((C(I)™2)*INT(G(I1))))
B(I+1)=-(E(I)*C(I1))

Le calcul de C(I+1) doit etre decombose
X=((A(I)=(CC(I)®INT(GC(I))))"2)
Y=((B(I)"2)*D)

C(I+1)=X-Y



11620 REM C(I+1) est maintemnant calcule Bl.1l5
11630 REM Il faut calculer le PGCD de A(I+1),B(I+1),C(I+1)

11640 LET U=(R(I+1))

11650 LET V=(B(I+1))

11660 LET H=U—(V*INI(U/V))

11670 LET U=V -

11680 LET V=W

11630 IF VO THEN GOTO 11660

11700 LET Z=(C(I+1))

11710 LET P=U-(Z#*INT(U/Z))

11720 LET U=Z

11730 LET ZI=P

11740 IF Z<(O THEN GOTO 11710

11750 REM La valeur du PGCD est disponible en U

11760 LET A(I+1)=(A(I+1) /1)

11770 LET B(I+1)=(B(I+1) /W)

11780 LET C(I+1)=(C(I+1)/W)

11730 REM Pour commodite on va maintemant imposer que C(I+1) so1t posit:f
11800 IF C(I+1)>0O THEN GOTO 11840

11810 LET A(I+1)=-A(I+1)

11820 LET B(I+1)=-B(I+1)

11830 LET C(I+1)==C(I+1)

11840 REM Maintenant C(I+1) est positif

11850 LET S=C(I+1)*C(I+1)

11860 LET R==(Z®#*A(I+1)%C(I+1))

11870 LET T=((A(I+1)"2)=((B(I+1)"~2)*D))

11880 LET COMPTEUR=1

11890 GOTO 11170

11300 IF MM(I) THEN GOTO 113940

11910 LET M=M(I)

11920 REM On a mis en M la plus petite valeur trouvee avant

11940 IF I=1 GATO 12070

11950 REM La boucle suivante determine ou comwence la periode
11960 FOR K=1 70O (I-1)

11970 REM

11980 IF(AK+1) ORA(I+1)) THEN GOTO 120350

11990 IF(B(K+1) OB(I+1)) THEN GOTO 120S0

12000 IF(C(K+1) OC(I+1)) THEN GOTO 12030

12030 GATO 12131

12050 NEXT K

12060 REM On traverse la boucle si la periode n’est pas trouvee
12070 LET I=I+1

12080 IF I<(=100 THEN GOTO 11460

12090 FRINT#1,"-——ATTENTION!-—--CAFACITE DU PROGRAMME ATTEINTE-—-D=":J
12100 REM Le programme calcule les periodes de longueur moindre que 100
12110 GOTO 12235

12131 IF (DELTR¥MxM)=(J#U(FIL+1)*U(FIL+1)) THEN GOSUEB Zu00Q ELSE GOTO 12210
12210 LET M=0O

12220 LET COMPTEUR=0

12235 PRINT#1, "————mr—em e "

12250 RETURN

20000 REM module d® impression des rsultats

20001 CLS

20010 PRINT#1,"Priode de Markoff"

20013 PRINT AS,

20020 PRINT#1, "a=":RAAR

20030 PRINT#1, "Matrice MS"

20040 PRINT#1,"P(1-kK)=":UFIL+&00),"p(l-k-1)="sU(FIL)

20050 PRINT#1, "q(l-k)=":V(FIL+1),"q(l-k-1)="3V(FIL)

20060 PRINT#1, "disc="3;DISC

20070 FPRINT#1, "m="sU(FIL+1), "VI="sU(FIL)+UFIL+1), "k1="sU(FIL)
20080 PRINT#1, "V2="sV(FIL+1)+UFIL+1), "w="sV(FIL)+U(FIL)+V(FIL+1)+UCFIL+1) 6 "ki
sUGFIL+1)-V(FIL+1)

20090 FPRINT#1, "1="s (((U(FIL)* (U(FIL+1)-V(FIL+1)))=-DISC) /UFIL+1))
20100 PRINT#1, "DELTA=":DELTA



Bl.16

20110 PRINT#1, "Valeurs pour G:"

20120 PRINT#1, "A="3:A, "B="3B, "C=":C, "D="3D

20130 FRINT#1, "Polymnome minimal:? ((" 2SS ) HXRX)+(("aRy"I X))+ (" 3T 3"
20140 PRINT#1,"Le dveloppement donne les valeurs suivantes:”
20150 PRINT#1,"A(I+1)","B(I+1)" "C(I+1)", "ENTIER","M(I)"
20160 PRINT#1,A(I+1),B(I+1),C(I+1), INT(G(I)), M(I)

20170 PRINT#1, "Dbut priode K="3:K

20180 PRINT#1, "Longueur L="3I-K

20190 PRINT#1, "M=":M:"DELTA="3;J

20200 PRINT#1,"C(G)=";M/ (SRR (J))

20205 PRINT#1, "":PRINT#L,6 ""

20210 RETURN

1121221222 a= 2

A= 164 B= 1 C= 1986 D= 8820904
Longqueur L= 11

M= 903 DELTAR= 8820904

C(G)= .3040404

1121222111 a= 2

A=-22 B= 1 C= 834 D= 1790248
Longueur L= 11

M= 407 DELTA= 1790:z48

C(G)= .304185

1121222112 a= 2

R= 130 B= 1 C= 1360 D= 4064260
Longueur L= 11

M= 306 DELTA= 1016065

C(G)= .3035713

1121222121 as 2

A=-87 B= 1 C= 1142 D= 3568325
Longueur L= 11

M= 551 DELTAR= 3368325

C(G)= .2916886

1121222122 a= 2

A= 154 B= 1 C= 1976 D= 8785300

Longueur L= 11
M= 900 DELTAR= 8785300
CB)= .3036437
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PROGRAMME “CLASSES*

10 DIMm R#(LCGO;

20 DIM R# (100)

SO DIM CH(100)

40 DIM G#(100)

SO DIM ME(LOO)

€0 FRINT"E)cran. IDworimante, "3 INFUT As .
70 IF As="E" OR As="e" THEN OFEN "O",#1."SCRN:"ELSE OFEN "0, #1,"LFT1:"
80 LET MIN=140

30 LET MAX=14%5

100 LET D#=MIN—-1

110 LET D#=D#+1

12G IF D#=(4%INT(D#/4)) THEN GOTO 150

130 IF DH#=(4%[NT(D#/4))+1 THEN GOTO 150

140 GOTO 110

150 IF D#)MAX THEN GOTO 1590

160 REM Les donmees se rentrent a 1’'instruction suivante
170 REM On teste ici1 si D est un carre

180 LET FACH=1

190 MU=INT(SOR(D#)+1)

200 FOR RAC=1 TO MU

210 I (D#/ (RAC*RAC) )=INT(D#/ (RAC*RAC) ) THEN GJTO =20 ELSs 6O 70
220 LET FAC#=RAC

230 1F RAC#*RAC=D# THEN GOTO 240 EBLSE (OTO 270

240 PRINT#1,"ATTENTION! D=":D#:"est un carre"

250 PRINTH#], "= e "
260 60TO 110

270 NEXT RAC

280 REM On determine 1’algebrique a etudier

290 Lel MM=0

SO0 LET mMM=mMM+1

310 LET H=0

J20 LET Ch=(Z#%MM)

330 1F D#((S5*MM#*Mm) THEN GOTO 110 ELSE GOTO 340

340 LET COMPTEUR#=0

S50 IF H=(2¥xMM) THEN GOTO I00

S60 LET BO=(D#-(H®*H))

370 FOR @=1 70 BO

380 IF 0=B0 THEN GOTO 390 ELSE GOTO 410

330 LET H=H+1

400 GOTAQ 35S0

410 IF (@ (4#+MM) ) =(RB0O) THEN GOTO 430

420 NEXT @

450 LET B#=1

440 LET A#=H i :

450 REM (On getermine le #GCD dge mM, . (i4#H) -D#3: (4#*mM)



460 LET U=H

470 LET V=((H¥*H)-D#)/ (4%*MM) .

480 LET W=sU—(V*INT(U/V)) Bl1.18
430 LET U=V

S00 LET V=W

S10 IF Vv=0 THEN GOTO S20 ELSE GOTO 480

S20 LET Z=MM

S30 LET P=U-~(Z*INT(U/Z))

sS40 LET U=Z

SS0 LET Z=P

S60 IF Z=0 THEN GOTO S70 ELSE GQOTO S30

S70 REM La valeur du PGCO est en U

580 IF U=1 THEN GOTO 590 EBLSE GOTO 390

SS90 REM

600 LET I=0

610 REM On est pret a effectuer le developpement de 1’algebrique considere
€20 REM Il faut creer des fichiers pour les matrices utilisees
€30 REM On demarre les calculs sur les donnees initiales
640 LET A#(I)=A#

€50 LET B#(1)=E#

660 LET C#(I)=C#

€70 LET S#=CH(I)*CH#(I)

680 LET R#=—(Z®*AH(I)*CH (1))

€90 LET TH#=((A#H(I) ") —((BHR (L) ~2) *D#))

700 LET UU#=ABS (R#)

710 LET VWWH#H=ABS (S#)

720 LET WWH#=ABS (UU#— (VVESINT (LUU#/VVE)))

730 LET UU#=VVH#

740 LET VWH#=WW#

750 IF VW#=0 THEN GOTO 7&0Q ELSE GOTO 720

760 LET ZZ#=ABS(T#)

770 LET PP#=ABS (UUH#— (ZZ##INT(UUS/2Z#)))

780 LET UU#=ZZ#

790 LET ZZ#=PP#

800 IF ZZ#=0 THEN GOTO 810 ELSE GOTO 770

810 LET S#=(S#/UU#)

820 LET R#=(R#/UU#)

830 LET TH=(T#/UU#)

840 LET J#=((R#"2) - (4#SH»TH) )

850 REM La plus petite valeur entre S et T est utilisee

860 IF ABS(S#) (ABS(T#) THEN M#(I)=ABS(S#) ELSE M#(I)=ABS (T#)
870 REM La valeur M(I) est utilisee pour la constante de MARKOFF
880 IF COMPTEUR# =0 THEN GO0TG &30 ELSE GOTO 1320

830 LET M#=M#(])

300 PRINTH#1, "Valeurs determinant G:*"

910 PRINT#1, "A=":A#, "B=";B#, "C=";C#, "D=":D#

920 PRINT#1,"Polynome minimal de G ((";SH;")RXRX)+(("RE;")RX+ (" TH ")
930 FRINT#I,"DELTQ=";J#,"Quadratfrei=";D#/(FQC**FRC#),"Facteur=":FQC#
340 PRINT#1,"Le developpement donne les valeurs suivantes:"
950 PRINT#1, "A(I+1)" "B(I+1)" "C(I+1)", K "Entier", "G(I)"

960 REM On passe maintenant aux calculs du developpement
70 LET G#(I)=((AH#(I)+(B# (1) *SQR(D#))) /C# (1))

980 LET A#(I+1)=((CH(I)#AR(I))—((CH(I)"Z)*INT(G#(I))))

990 LET BH#(I+1)=—(B# (1) #C#(I1))

1000 REM Le calcul de C(I+1) doit etre decompose

1010 LET X#=((AH#(I)—(CH(II®INT(GH(I))))~2)

1020 LET Y#=((B#(I)"2)»D#¥)

1030 LET CH(I+1)=X¥#-Y#

1040 REM C(I+1) est maintemant calcule

1050 REM Il faut calculer le PGCD de A(I+1),B(Il+1), C(I+1)
1060 LET U#=(A#(I+1))

1070 LET V#=(B#(I+1))

1080 LET WH=UH#~ (V#®INT (UB/V%))

1090 LET U#=V#

1100 LET V#=W#

1110 IF v#=0 THEN GOTO 1120 ELSE GOTO 1080

1120 LET Z#=(C#(I+1))

1130 LET PH=U#—(Z#%INT (UH/Z%))

1140 LET U#=Z#

1150 LET Z#=P#



1160 IF Z#=0 THEN GOTO 1170 ELSE GOT0O 1130

1170 REM La valeur du PGCD est disponible en U

1180 LET A#(I+1)=(A# (I1+1) /U#) Bl.19
1190 LET B#(I+1)=(B# (I+1)/U#)

1200 LET C#(I+1)=(C#(I+1)/U#)

1210 REM FPour commodite on va maintenant imposer que C(I+1) soit positif
1220 IF C#(I+1))0 THEN GOTO 1260

1230 LET A#(I+1)=—A#(I+1)

1240 LET B#(I+1)==B#(I+1)

12850 LET C#(I+1)=—C#(1I+1)

1260 REM Maintenant C(I+1) est positif

1270 LET SH=C#(I+1)%*CH#H(I+1)

1280 LET R#=—(Z2%A#(I+1)#CH#H(I+1))

1290 LET TH=((R#(I+1)"2)=((BH#(I+1)"2)%D#))

1300 LET COMFTEUR#=1

1310 GOTO 700

1320 IF M#M#(I) THEN GOTO 1350

1330 LET M#=M#(I)

1340 REM On a mis en M la plus petite valeur trouvee avant

1330 PRINT #1,A#(I+1) ,B#(I+1) , CH(I+1), INT(GH#(I)) 6 G#(I)

1360 IF I=1 GOTO 1540 .

1370 REM La boucle suivante determine ou commence la periode

1380 FOR K=1 TO (I-1)

1330 REM

1400 IF(R#(K+1)=A#(I+1)) THEN GOTO 1410 ELSE G0TO 1520

1410 IF(B#(K+1)=B#(I+1)) THEN GOTO 1420 ELSE GOTO 1520

1420 IF(CH(K+1)=C#(I+1)) THEN GOTO 1430 ELSE GOTO 1520 :

1430 PRINT #1,"Le developpement devient periodique a partir du rang K=":1K+1
1440 FRINT#1,"La periode a pour longueur L=":I-K

1430 PRINT#1, "La constante de Markoff est donnee par M=":M#:"et DELTA=":J#
1460 FRINT#1, "Une valeur approchee de cette constante est:" :M#/SER(J#)
1470 FRINT#1, "FINY

1480 PRINTH#1, "———— e e e "

1490 LET M#=0

1500 LET COMPTEUR#=0

1510 GOTO 3230

1520 NEXT K

1330 REM On traverse la boucle si la periode n’est pas trouvee

1540 LET I=I+1

1550 IF I<¢ 100 THEN GOTO 970

1560 PRINT#1,"~~~ATTENTION!--—CAPACITE DU FROGRAMME ATTEINTE-—--D=":J#
15370 REM Le programme calcule les periodes de longueur moindre que 100
1580 GOTO 1470

1590 IF A$ () "E" AND A$ > ( "e" THEN CLOSE 1

1600 END
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TABLE DES ORBITES

DES NOMBRES ALGEBRIQUES DE DEGRE 2

Cette table est fournie par le programme “"CLASSES" selon les valeurs
croissantes de A possibles.

Dans certains cas, la valeur A considérée est multiplé du carré d'un nombre

A est le quadratfrei, ou nombre sans carré

baptisé “"facteur". Le terme
(facteur)?

correspondant.

Cette table correspond aux nombres :

]r MM

HZ = A  (modulo 4 MM)
0d 0 £ H< 2 MM
P

2 _A
cd (MM, H, H = 1
g ( 4m4)

De plus, grice au th&orgme de Serret, elle fie comprend qu'un nombre correspondant
& toute période donnée : celui associé & 1a plus petite valeur de A , puis de
MM et enfin de H.



i

A= O EB= 1 C= 2
PUX)=CC 1 )RXEX)+( (=4 ) *¥X+(=4 )
DELTA= 32 RQuad= 2 Facteur=
Feriode:

1 » 4 %

alp= 2

= 1 =1 C= 2
P(X)=(( 3 )®#X*¥X)+( (=3 )*X+(-2 )
DELTR= 33 Quad= 33 Facteur=
Feriode?

2 % 1 ¥ 2 % 5 *
alp= 2

= 1 =1 = 2
FPX)=(( 3 )X¥X)+( (=1 )#X+(=-3 )
DELTA= 37 Quad= 37 Facteur=
Feriode:

1 % 1 * 5 %
alp= =
A= O =1 = 2
PIXY=C(( 1 )RX#X)+( (-6 ) #X+(—~1 )
DEL.TA= 40 Quad= 10 Facteur=
Feriode:

& *

alp= 3

M=

D=

32

33

37

49

Bl.21



TA

BLE DES PERIODES POUR t(S) = 2

VALEURS DONNES POUR LES CONTRAINTES

2

0<m< 1000 et 0K K4 = KL<

B?2.1

m m + K, Période (S,2) mz_(S )
5% 71 (1,1,2,2) 5 =m
13=* 18 (1,1,1,1,2,2) 13 =m
29 41 | (1,1,2,2,2,2) 29 = m
34%* 47 (,1,1,1,1,1,2,2) 34 = m
73 100 | (1,1,1,2,2,1,2,2) 71
74 105 | (1,1,2,1,1,2,2,2) 70
89* 123 | (1,1,1,1,1,1,1,1,2,2) 89 = m
169* 239 (1,1,2,2,2,2,2,2) 169 =m
185 253 | (1,1,1,2,1,1,2,1,2,2) 169
193 274 (,1,2,1,1,1,1,2,2,2) 181
194+ 269 | (1,1,1,1,2,2,1,1,2,2) 194 = m
233% 322 | (1,2,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2) 233 = m
410 583 | (1,1,2,1,2,2,1,2,2,2) 374
425 582 (1,1,1,2,2,2,2,1,2,2) 409
433% 612 (1,1,2,2,1,1,2,2,2,2) 433 = m
482 659 | (1,1,1,2,1,1,1,1,2,1,2,2) 436
493 684 (,,1,1,1,2,1,1,2,1,1,2,2) 463
505 697 | (1,1,1,1,1,2,2,1,1,1,2,2) 503
505 717 (,.,2,1,1,1,1,1,1,2,2,2) 473
610* 843 | (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2)| 610 =m
985* 1393 | (1,1,2,2,2,2,2,2,2,2) 985 = m

* Ces cas correspondent a la Théorie de MARKOFF classique.

~ De cette table se déduisent les suites (S,3). Pour

celles-ci on a m_(S) = m.

3



EXEMPLE DE LA (3,0,-1) THEORIE

TABLE DES PERIODES POUR t(S) = a = 3
VALEURS DONNEES POUR LES CONTRAINTES

m

B2.2

0<m<1000et0<K4=Kl<;
m m+ K Période (S, 3) ms( Ss)
10 13 (1,2,3,3) 10 = m
25 32 (1,2,1,1,3,3) 25 = m
53 76 (1,1,3,3,2,3) 53 =m
58 75 (1,2,2,2,3,3) 58 = m
65 83 (0,,2,1,1,1,1,3,3) 65 =m
109 142 (1,2,3,3,3,3) 109 = m
130 177 (1,1,1,3,3,1,2,3) 130 = m
130 187 (1,1,3,1,1,3,2,3) 126
137 174 (1,2,1,2,2,1,3,3) 137 =
149 193 (1,2,2,1,1,2,3,3) 149 =
170 217 (1,2,1,1,1,1,1,1,3,3) 170 =
241 305 (1,2,1,3,3,1,3,3) 239
269 351 (1,2,3,1,1,3,3,3) 269 =m
305 438 (r,1,3,2,2,3,2,3) 305 =
314 443 (1,1,2,3,3,2,2,3) 314 = m
317 431 (1,1,1,3,1,1,3,1,2,3) 298
337 485 (1,1,3,1,1,1,1,3,2,3) 323
338 437 (1,2,2,2,2,2,3,3) 338 = m
346 439 (rL,2,1,2,1,1,2,1,3,3) 346 = m
349 485 (L,1,1,1,3,3,1,1,2,3) 349 = m
373 477 (1,2,1,1,2,2,1,1,3,3) 373 = m
389 504 (,2,2,1,1,1,1,2,3,3) 389 = m
445 568 (,2,1,1,1,1,1,1,1,1,3,3) 445 = m
578 829 (1,1,3,3,3,3,2,3) 578 = m
586 741 (1,2,1,3,1,1,3,1,3,3) 542
625 807 (1,2,2,3,3,2,3,3) 625 = m
629 820 (1,2,3,2,2,3,3,3) 629 = m
674 863 (1,2,1,1,3,3,1,1,3,3) 674 = m
698 511 (,2,3,1,1,1,1,3,3,3) 698 =m
706 1l 017 (0,1,3,1,2,2,1,3,2,3) 662
725 1l 032 (,1,2,1,3,3,1,2,2,3) 725 = m




746
773
785
793
797
821
829
853
865
881
%201
905
949
962

N R i a i = T = T o o T S T I T

015
090
127
087
012
116
075
186
118
268
143
248
214
227

(1,1,1,3,2,2,3,1,2,3)
(1,1,2,3,1,1,3,2,2,3)
(1,1,3,2,1,1,2,3,2,3)
(1,1,1,2,3,3,2,1,2,3)
(1,2,1,2,2,2,2,1,3,3)
(1,1,1,3,1,1,1,1,3,1,2,3)
(1,2,2,1,2,2,1,2,3,3)
(1,1,1,1,3,1,1,3,1,1,2,3)
(1,2,2,2,1,1,2,2,3,3)
(1,1,3,1,1,1,1,1,1,3,2,3)
(1,2,1,2,1,1,1,1,2,1,3,3)
(1,1,1,1,1,3,3,1,1,1,2,3)
(1,2,1,1,2,1,1,2,1,1,3,3)
(1,2,1,1,1,2,2,1,1,1,3,3)

727
773
785
793
797
763
829
818
865
843
901
905
949
962

3 3 3 3

3 3 3 3
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10
20

30

{20

40
50
=0
70
20
20
100
110
120
120
140
150
150
170
130
190
200
210

220
230
240

250

NS OO NG B RO

o B 0O G G000 00 00 00 0O 00 0D

D R N R

PROGRAMME "EXTREMUM"

FRINT"ETUDE DE LA (a,r,E)-THEORIE"
FRINT"Elcvran, Ilnprimante”: INPUT Aas

B3.1

IF A$="E" OR As$="e” THEN OPEN "0”,#1,"”SCRN:”ELSE OFEN "0",#1,”LFRT:

)H

LET E#=1
DATA 2327%,936
READ M, K1#
LET KZ#=K1#
LET A#=2
LET L#=(C((RK1#&K2#) -E#) /M)
IF INT{L#)=L# THEN GOTO 130 ELSE GOTO 110
FRINT#1, ”7Attention!ln’est pas entier”
GOTO &70
LET R#=M#
LET SH=((MEKCA#+1D )~ (KI1#+KZHE) )
LET TH=(L#-CCAH#+1I4K1H#))
LET U#=(K1#&-L#)
LET Vik=(M#~k2#)
LET MN#=(TH#EZ)
LET MX#=(R#£2)
IF E=-1 THEN GOTO 210 ELSE GOTO 240
F# Ui MPH=KK1 8
Q#=V# I MQ#=M#
GOTO 20
LET PH=CCCIA#+I2ERLI#) L) EVHI + (K1#EUH)
LET Q#=(CCCA¥+1EME) ~H2#) ¥VH) S (MEkUE)
LET MP#=C(RLIERKIE)+(CCARFL I EMEY RK1E) ) — I MERLE)
LET MQéE=COMERKI#+(CCASF1EME) $ME) ) - (MR ZH#)
FRINT#;,“**####**#********************i"
FRINT#1,"a="31A#,"m=";M#,""eps=";E#

: PRINTH#1, "Ki="3K1#, "K2=";K2#%, " 1=";L#
0 PRINTHL, "f(X, YI=COMTRES " IRXKXD (07 5 STV DRXEYI+C (73 THE ") +YHY) "

FPRINT#1, " ——— e m e e "

2 LET B#=MINCINTC(MF#/F#), INT(MQ#/Q#))

LET Fa=(R¥EL(MPEEMPE) D+ (SHEE(MPHEMQ#E) ) + ( THR(MOHBERMGH? D
PRINT#l,"Pl—” MFP#, "mi="iMQ#, "a="3;E4#, " f(x,y)=";F#
REM  #1,"p(n)="iF#,"Qn3I="3;Q¥%

IF F#->0 THEN GOTO 360 ELZE GOTO 330

IF F#-MN# THEN GOTD 340 ELSE GOTO 330

LET MN#=F#

GOTO 220

F F#<{MX# THEN GOTO 370 ELSE GOTO 330

LET MX#=F#

IF P#>1 THEN GOTO 400 ELSE GOTO 460

LET XX#&=(MPH#--(BHF#))

LET YY#=(MQ#—-(B#kQ#))

MPH#H=F&: P#=XX#

MQ#=0# Q=YY #

LET BH#=MINCINT(MF#/FP#) , INT(MQ#/Q#))

GOTO 220

LET FH=(REX(PHEFH) )+ (SHKCPHRQHE) ) + (THECQ#XGHEY )
IF F#<0 THEN GOTO 4350 ELSE GATO 540

LET B#=1

IF F#:MN& THEN GOTO 422 ELSE GOTO 483

LET MN#=F#
FRINTH#1,"k1="31,"ml="3Q#~1,"a="31,"F(x,y)="iF4%
REM #1,"p(n)=";0, "utn)="'1

LET FH#=(R#+( (SHX(QE—1) I +(THRKC(QE—1)K(QH#-127)3)
IF F#{MX# THEN GOTO 427 ELSE GOTO 488

LET MX#=F#
FRINT#1,"k1="30,"m1="31,"a=";(Q#-1),"f(x,y)="3F#
GOTO &20

LET E#=0Q#

IF F#<MX# THEN GOTO 550 EL3SE GOTO 560



B3.2

S50 LET MA#=F#

BEC PRINTH#1,"ki1="351,"nl=":B#,"a=":1B#,"fT(x,y3="1F#%
S70 REM #1,"”p(n2="30,"Q(n)="3

£90 REM Calcul de fin Jd’algorvithmes

B35 IF(-TH#H)»<MN#& THEN GOTO 53& ELSE GOTO 537

59E LET MN#=(-T#)

537 PRINT#1,”"k1="30,"mi="31," "Lk, y)=" 5 TH
E20 PRINTH#L," - "

30 PRINTH#L,"NCTHETAY="iMN$#, "Soit ACTHETAY="§ (MN#/M#)
40 PRINTH#H1,"Ma(S)="iMX#,"Soit m(fr="3 (MX#/M#)
E50 PRINTH#L, " ——————— e "o

£E0 GOTO 50 '

&70 IF A$<-"E” AND A$-»4{"e” THEN CLOSE 1

250 END

&30 FRINT#1,”sSTOR”

700 GOTO 870

EXEMPLE

E B 0 S0 106 05 00 0F S L0 4% 00 0 - K 0 0 . 0 g Ak K G O e A A A 4

a= 2 m= 2373 eps= 1

Kil= 925 k2= 935 1= 40=

FOX,Yo=00 2375 14&XEX)+C( S164 &X&Y)I+C(-2547 >+YKY)
kil= 7026991 mil= 18264652 a= 1 fix,yr= 2373
ki= 4116316 ml= 9937663 a= 1 flx,y)=-33c4
kil= 2910675 ml= 702692393 a= 2 fix,y)= 3362
ki= 12086841 mi= 2910874 a= 2 f(x,y)=—2378
ki= 4399393 mi= 1205641 a= 2 flx,yr= 2547
kl= 206D ml= 499332 a= 2 fix,yr=—25153
ki= =25 mil= 20357 a= 2 fix,yr= 2523
kil= 35 mi= S5£72 a= 2 fix,y)=—2522
ki= 1470 ml= 25501 a= 2 filx,y)= 2523
kl= £079 mi= 14676 a= 2 flx,y)=-25158
kil= 2547 ml= 51439 a= 2 flx,yd)= 2547
ki= 935 ml= 237& a= 1 fl,yr=—2378
ki= 577 mi= 1333 a= 1 fix,y)= 3363
ki= 403 mi= 285 a= 2 fix,y)=—-3363
ki= 153 mi= 403 a= 2 fix,y)= 2378
ki= 70 mi= 163 a= 2 fix,y)=—2547
ki= 23 mi= 70 a= 2 flx,y)= 2518
ki= 12 mi= 29 a= 2 fix,yr=—2523
ki= 5 mi= 12 a= 2 fix,y)= 2522
ki= 2 mi= 85 a= 2 flx,y)r=—2523
ki= 1 ml= 2 a= 2 fix,y)= 2518
kl= 0 mi= 1 fix,y)=—2547

[ THETA =—23273 Soit ACTHETAY=-1
(5= 2378 Soit m(fr= 1



B4.1

PROGRAMME "“T2*

1 ON ERROR GOTO 375

1@
20
30
40
41
42
43
45
S0
&0
65
7@
80
70

DIM A(10Q200)

FRINT"E)ecran,I)mprimante?": INFUT A%

IF A$="E" OR A%$="e" THEN OFEN "O0",#1,"SCRN:" ELSE OFEN "o H#HL,"LFTL:"
LET MU=2

IF MU<@ THEN GOTO 42 ELSE GOTO 45

LET MUX=1

GOTO S0

LET MUX=MU+1

LET EFPS=i

REM MU=K1-kK2,EFS=+/~-1

LET T=2

FRINT#1,"Calcul fait pour MU="sMUz; " ,t(S)="3T;",et (—-1)"n=":EFS
PRINTH#1,"++++++ttttttitttrttrtrttttttttt bbbttt bt bbt b *
FOR M=1 TO 120000@!

100 FOR K1=MUX TO ((M+MU)/2)

110 IF INT(C((K1#K1) = (MU*K1))+EFS) /M) = (( ( (K1%K1) = (MU*K 1)) +EFS) /M) THEN GOTO 1%
ELSE GOTO 440

120 LET F=M

130 LET @=((M-K1)+MU)

140 IF (K1-MU)<@ THEN GOTO 460

150 IF (K1-MU) >4M/2) THEN GOTO 448

160 LET 1=0

178 IF (P/@)=INT(F/Q@) THEN GOTO 26@ ELSE GOTO 180
188 LET V=INT(P/Q)

190 LET A(I)=V

2008 LET X=Q

210 LET Y=(P= (V%))

220 LET F=X

230 LET O=Y

240 LET I=I+1

250 GOTO 178

260 LET L=I+1

270 LET A(L-1)=INT(F/@)

~8@ IF ((1-EFS)/2)=((L+1)—(2#INT((L+1)/2))) THEN GOTO 320 ELSE GOTO 290
29@ LET A(L-1)=A(L-1)-1

300 LET L=L+1

310 LET AL-1)=1

320 LET MAX=A(0)

330 FOR N=0 TO L-1

340 IF A(N)>MAX THEN GOTO 35@ ELSE GOTO 340
358 LET MAX=A(N)

360 NEXT N

37@ IF MAX=T THEN GOTO 375 ELSE GOTO 440
375 PRINT #1, "Pour m="3M;",K1="3K13" ,K2="3K1-MU;"et 1="3INT ((C(K1#K1) - (MU*KE1)
EPS) /M)

380 FOR N=@ TO L-1

390 PRINTHL ,ACN) 3 "%";

408 NEXT N

420 FRINT #1,MAX;"=t(S)"

430 PRINT #1,"————————m e "

440 LET MAX=0

450 ERASE A

460 NEXT K1

47@ NEXT M

480 PRINT #1,"FIN"

490 IF AS$<>"E" AND A$><"e" THEN CLOSE 1

5028 END



BS.1

PROGRAMME "GENERAL"

10 PRINTYE)cran, Idunprimante”: INFUT A%

20 IF As="E" OR A$="e” THEN OPEN "0”,#1,"”5CRN:”ELSE OPEN "0”,#1,"LFRT:
CE0an

Z0 DIM ACL1O0)

40 PRINT”"Valeur minimale de MI:”:INFUT EBK#

50 PRINT"Valeur mascimale de MI:”:INFUT Ck#

=0 LET MX=0

T LET E=1

20 LET Rz=7

0 LET Ri=i

100 IF(-RZ2>=(R1) OR (RZ)»<(R1> THEN GOTO 320
110 DIM N#C100)

120 GOSUE 20

130 IF UU#=31 THEN GAOTO 140 ELSE GOTO 320

140 FOR MI=BE# TO Ck#

150 LET PI=(RZ%MI)

160 FOR Q@I=1 70O PRI

170 IF Mﬁxtu CCRIRRLID /R23)>=QI THEN GOTO ZLO
120 IF QIZC(RI/VRZIKC(RI+RZ)/723) THEN GOTO 220
130 LET TI=C(C(QI£QI)»+E) /MI)

200 IF INTCTIN=TI THEN GOTO 210 ELSE GOTO =220
210 IF INTCCTI-(QIER1DI/R2)=((TI-(QI¥R1))/R2) THEN GDTD 250
220 NEXT QI

230 NEXT MI

240 GOTI 320

250 PRINT#L ,"~—————m - "

280 FPRINTH#1,"m="3FIli”"Ki="31QI; "K2="3QI-MI;"1="3({TI-(QI¥R1))/R2)
270 PRINT#l."Ri-"'Ri'"R‘-"'R“'"(L—ib n)="3iE
220 LET Pé#=PI1

220 LET G#=QI

200 GosUE 220

=10 GOTO 220

20 PRINT#1,"PGCD(R1,R2) different de 1”7

330 IF A$<»"E" AND A$><"e” THEN CLOSE 1

40 PRINTH#L, ¥ —————mm e "

350 END ,

200 REM Sous programme PGCD:entrees UUdet VW
Z70 REM I1 fauwt avoir ouvert N#&(100)

FE0 LET Pilé=ABS(R1)

290 LET Qi#=ABI(RZ)

| 400 LET FH#=F1#

410 LET Q#=Ql#

420 LET II=0

20 IF (F&/Q#>=INT(P#/Q#) THEN GOTO S10 ELSE GOTO 440
440 LET NECII»=INT(F#/Q#)

450 LET Z#=CINT(P#/Q#)¥Q#)

| 450 LET Y#=(FP#-2#)

470 LET P#=Q#
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450 LET Q#=Y#

420 LET II=II+1

E0G GOTO 4320

510 REM i II>100 le sous programme chutte

E20 LET FF#=1

530 LET QQ#=0

540 FOR J==1 TO I1I
550 LET RR#=QG#

S0 LET QQ#=FF#

570 LET FR#=CCIN#CII-T)4FP#)+RR#))

530 NEXT J

530 LET UUH=ABS((PFP#EQL1#)-(P1#EQQ#))

00 REMSortie du sous programme: UU#
10 RETURN

O REM Sous programme”RATIO”
O REM Entrer F#,Q4#
O FRINT#1, "Developpement:”
LET I=0
3 OIF (R#/7QEHX>=INT(F#/Q#) THEN GOTO 770 ELSE GOTO &70
2 LET A=INTI{FP#/G#)
FRINT#1,A

IF MX<A THEN GOTO 700 ELSE GOTO 710

700 LET MX=A

710 LET X#$=Q#

720 LET YH=(FH#-(A¥QH#)I )

730 LET P#=X#

740 LET Q#=Y#

750G LET I=I-+1

7E0 GOTO &R0
770 IF CINTCI/ZZ2)+CCL1-EX/4))=(1/2)» THEN GOTO 340 ELSE GOTO 730
780 PRINTH#1, (FP#/Q#)-1
730 IF MX<C(P#/Q#)—-1) THEN GOTO 300 ELSE GOTO =10
SO0 LET MX=C(F#/Q#)~-1)
510 FPRINT#1,1

20 LET I=I+1
GOTO =70

FPRINTH1, (F&#/Q#)

IF MXZ(P#/Q#) THEN GOTO 360 ELSE GOTO 270
LET MX=C(F#/Q#)
FRINT#1,MX"=a=t(5)»"
530 LETS=PI:R=((PIR(MX+1))-QI)=(QI-MI)IT=((TI-(QI%R13 > /R2)-C(MX+13%QI)
90 FRINT#1,"S="35,"R="3R,"T="3T
D0 LET MX=0
10 RETURN

R ROR RO R
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m= 7 kEl= 3 Kz= 2 l= 1
(l= 1 R2= 7 ((—-1)"n)=
Developpemeant.:

L

Developpement:
1
1
a3 o=a=t(3)
3= 35 R= 119

[

EXEMPLE

B5.3



RESULTATS FOURNIS PAR "GENERAL" DANS LE CAS ou

R,=1,R =17, (-1)'=1
A

(La barre ™1 indique le développement de la réduite ':1_ telle que fe(k‘,m‘) = A_ ,I— correspond a Ke )

A ] me
i~ My P,
. . = . = = * | = —— =
Mig |[Pig=7Mj,=m A= K, = K, 1 [s*] .- a=t(S) fQ(X'l) NO m_(S)
1..Q
1 7 3 2 1 | 271 2 | 7x*+ 16x - 8 - 8 7=
(s, 1

5 35 13 8 3 | T271,2,3,11 3 |35% + 119X - 49 - 49 35 =

13 91 18 5 1 | 05,1711 17 | 91x%+ 1615x - 323 - 323 91 =

13 91 44 31 15 | [214,1,1,11 14 | 91x*+ 1290x - 645 - 645 91 =

26 182 83 57 26 | [2,5,5/2,1] 5 | 182x+ 952X - 472 - 202 182 =

29 203 75 46 17 | (2,1,272,2,3,1) 3 | 203x'+ 691X - 283 - 2n 201

34 238 8l 47 16 |[2,1,15,4,1] 15 | 238x'+ 3680X - 1280 - 242 | 238 =

34 238 123 89 46 |[1,1h472,1,1,10 14 | 238x%% 3358x - 1799 - 242 238 =

37 259 43 6 1 | Us/42,1] 42 | 259x‘+ 11088X - 1848 ~ 1848 259 =

41 287 114 73 29 | [2N1,1,13,1,2,1) 13 | 287x%+ 3831x - 1567 - 1567 283

50 350 143 93 38 |[2,2,4/3,1,2,1) 4 | 350x%+ 1514% - 677 - 385 350 =
m
N
.—l




I N RN | Pi.q

My, | Pi=7 m=m |aq, =K, _ :& B [s*] = ;d la=t(s) | £, (X,1) N I (s)
50 350 157 107 a8 | [2,4,2,1,3/2,11 4 | 350x'+ 1486x - 737 - 445 | 350 =
58 406 99 41 10 | [49,1,8,1] 9 | 406x*+ 3920x - 980 - 980 | 406 =
61 427 111 50 13 | [3,1,51,1,7,1] 7 427x'f 3255X - 875 - 553 | 413
65 455 148 83 27 | [3,13,2,4,1] 13 | 455%+ 6139X - 2045 - 2045 | 455 =
82 574 237 155 64 | (2,2,211,2,2,1,2,11 2 | 574x%+ 1330x - 647 - 579 | 529
85 595 157 72 19 | [3.,7,301,3,7,1] 7 | 595%*+ 4531X - 1237 - 1073 | 595 =
85 595 208 123 43 | [2,1,6/5,1,3,1] 6 | 595X %+ 3834x - 1413 - 620 | 595 =
85 595 327 242 133 | [1,104M1,1,5,2,1,1] 5 | 595x%+ 3001X - 1829 - 719 |59 =
97 679 172 75 19 |3,10188,1] 18 | 679x'+ 12654x - 3249 - 689 | 679 =
97 679 366 269 145 | [1,1,5,1,971,1,1,1] 9 | 679x*+ 6155x - 3515 - 659 |679 =
106 742 129 23 4 |T51,3,31,1] 31 | 742x% 23592x - 4124 - 4124 | 740
106 742 341 235 108 [2,5,1,2,6,2,11 6 742X+ 4618X - 2279 - 791 742 =
113 791 241 128 39 | (3,3,1,1'5/5,1] 5 791i‘+ 4377X - 1407 - 847 |791=
113 791 437 324 179 | [1,1%473,1,3,2,1,1] 4 | 791x"+ 3194x - 2006 - 845 | 791 =
5
N




T 1 Dict ( ( n (
. = = . = *| = —— =
M, ps 7 m = q;, = K, - K, [s*] o a=t(s) fB(X'l) N m (5)
18
125 875 193 68 15 fa1,1,6,1,11,11 11 | 875x%+ 10239X - 2301 - 2301 | 831
125 875 443 318 161 | [1,1,3973,1,1,1] 39 | 875x%+ 34239X - 17559 - 883 | 85=m
145 1015 307 162 49 [3,3'37,3,5,1] 5 | 1015X'+ 5621X - 1793 - 1535 |1015 =m
145 1015 447 302 133 (2,3,1,2,31,2,2,1] 3 | 1015x%+ 3311X - 1655 - 1035 |1015 =m
—
146 1022 319 173 s4 | 374,1,9,1,4,1] 9 | 1022x'+ 9728x - 3136 - 3136 | 974
146 1022 557 411 224 (1,7,5/18,2,1,1] 18 | 1022x*+ 18450X - 10359 | - 3514 [1022 = m
s BN o 1
149 1043 491 342 161 | [2,8,20,2,1] 20 | 1043x%+ 21070X - 10150 | - 1078 [1043 = m
169 1183 437 268 99 (2,1,2,2,2,2,2,3,1] 3 | 1183x'+ 4027x - 1649 - 1577 (1171
E—
169 1183 577 408 199 | T219,1,8,1,1,11] 19 | 1183x%+ 22675x - 11341 | - 11341 |1169
170 1190 183 13 2 | Tef1,1,90,11 90 | 1190x*+ 108094X - 16651 | - 16651 |1185
170 1190 463 293 114 [2,1,1,3,16,3,11 16 | 1190x%+ 19474X - 7757 - 1234 {1190 =m
o
o)}
w




VALEURS CORRESPONDANT A LA THEORIE DE MARKOFF

(r=0, (-1)'=1, a=2, m(S) =m < 1000)

(La barre 1 correspond au développement de %‘4— : la barre I correspond éj!—% ).
m
mo | K=K 1 (s*d =~ a = t(s) £, (X,1) N, 3 n | m,
5 2 1 (2/1,1) 2 5xt+ 11X - 5 - 5 0 1 1 2
13 5 2 T21,1,1,1) 2 13x+ 29x - 13 - 13 0 1 2 5
29 12 5 (2,2,271,1) 2 29x%+ 63X - 31 - 29 2 5 1 2
34 13 5 T2h11,1,1,1) 2 34x+ 76X - 34 - 34 0 1 5 13
89 34 13 Th1111,1,1,0 2 89x '+ 199X - 89 - 89 0 1 13 34
169 70 29 (2,2,2,2,21,1) 2 169x%+ 367X - 181 - 169 12 29 1 2
194 75 29 (2,1,1,2,2%1,1,1,1) 2 194X+ 432X - 196 - 194 5 13 2 5
233 89 34 t21,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 2 233x*+ 521X - 233 - 233 0 1 34 89
433 179 74 (2,2,21,1,2,2,1,1) 2 433x'+ 941x - 463 - 433 2 5 12 29
610 233 89 t2h1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 2 610X'+ 1364X - 610 - 610 0 1 89 233
985 408 169 (2,2,2,2,2,2,2,1,1) 2 985X"+ 2139X ~ 1055 - 985 70 169 1 2
a
-3




RESULTATS SUR LA (2,0,1) THEORIE

R4=

0

(-1) = -1

m <1 200

Dans le tableau construit avec "GENTRI", le signe * dans la colonne m signale une suite de la (2,0,1) Théorie : my(S) = m.

p k
(La barre — correspond au développement de -

la barre r— correspond a ;‘;—L) .
1 3

K, = K, m
p'i-l =m ml(S) ] [S*] = -— fo (X,l) Ne k4 m4 k?. ml
= Qi1 K,
3% 3 1 0 211 xt+ X - 3 3 0 1 0 1
g* 8 3 1 21111 gxt+ 18X - 8 8 0(3) 1(8) 1(-1) 3(0)
12+ 12 5 2 (22101202 12x'+ 26X - 13 12 5(31) 12(74) | -1(123) | 0(-132
21% 21 8 3 [211111] 21x%+ 47x - 21 21 0(8) 1(21) | 3(-1) | 8(0)
30 27 11 4 (2121111 30x%+ 68X - 29 27 1 3
45 41 19 8 [221211]2[221" a5x'+ 97x - 49 41 400 947
S L
55% 55 21 8 [21111111] 55x'+ 123X - 55 55 0(21) 1(55) 8(-1) | 21(0)
70% 70 29 12 (2222111 70X + 152X - 75 70 29 20 -1 0
80 75 31 12 (211211113 80xt+ 178X - 81 75 467 1205
112 98 41 15 [21212111] 112x*+ 254x - 108 98 1 3
&
119 117 50 21 [22111211]2[2 119x*+ 257x - 129 117 308 733 .




' m
(s*] = —

piy=m [ m(s) " 1 £, (X,1) N, K, m, k, m,
=495, Ky

ﬁ144* 144 55 21 fAnnnunn, 144X + 322X - 144 144 0(55) | 1(144) | 21(-1) | 55(0)
168 147 7 30 [22121211]2[ 221 168X "+ 362X - 183 147 1494 | 3535
176 169 65 24 (212221111 176X"+ 398X - 171 169 1 3
208 192 79 30 [2111211111] 208X + 466X - 207 192 3 8
264 254 109 45 (222122111 264X+ 574X - 282 254 2 5
297 267 109 40 (2121112111) 297"+ 673X - 287 267 1 3
299 269 116 45 (211212111102 21121 299x*+ 665 X - 303 269 6266 16151
312 308 131 55 [221111121172[2' 312x"+ 674X - 338 308 807 1922
377* 377 144 55 [2Ti111111111) 377x" + 843X - 377 377 0(144) | 1(377) | 55(-1) | 144(0)
408* 408 169 70 (22222211 408x"+ 886X - 437 408 169 408 -1 0
418 363 153 56 [2121212111] 418X"+ 948X - 403 363 4 11
456 432 191 80 {2211211211) 456X"+ 986X - 493 432 5 12
468 463 181 70 (211222111112[21122 468x*+ 1042X - 473 463 16835 | 43529 2'%

[«)}

546 507 209 80 [211112111111]2[ 22112 546X "+ 1220X - 547 507 8156 | 21307



m
[S*] = —

Pi,=m m, (S) -, <, fe (x,1) N9 k4 m, ka m,

627 545 265 112 |[221212121112[2212 627x"+ 1351X - 683 - 545 | 20673 | 48913

665 -647 246 91 |[212212211112[21221 665X + 1503X - 647 - 647 | 19929 | 53873

697 687 288 119 | [2221112211] 697x"+ 1515X - 745 - 687 2 5

777 695 295 112 | [211121211111] 777X+ 1741X - 773 - 695 3 8

779 703 286 105 | 212111112111 779X+ 1765X - 753 - 703 1 3

792 732 307 119 | [211211121111320211211° 792x'+ 1762X - 802 - 732 | 28546 | 73643

817 765 343 144 | [22111111121172[2211111112 817x"+ 1765X - 885 - 765 | 352947 |840692

986 867 407 168 | [2221212211] 986X"+ 2144X - 1053 - 867 7 17

987+ 987 377 144 | T2IInniin) 987X+ 22073 - 987 - 987 | 1(3771) |0(987) | -377(-1)| -987(0)
988 900 417 176 | [221222121112[2212212' 988X '+ 2130X - 1075 - 900 | 192655 | 456458
1026 987 379 140 | [2122222111] 1026X "+ 2320X - 997 - 987 1 3
1116 972 433 168 | [211212121111]2[21121 1116X*+ 2482X - 1131 - 972 | 23389 60282
1140 1041 419 154 | (2121121121117 1140X "+ 2582X - 1103 | - 1041 1 3 o

<)}

1178 1083 495 208 | [221112111211]12[2212 1178x'+ 2544X - 1277 | - 1083 | 28223 67165 ~




B6.8

Equation m? - mj‘+ m: = 3 mm,my

ou (m,m, ,my)€ N * tel que :
m = Max(m,m, ,my) > Max(m, ,mg)
pgcd(m,m, ) = pged(m,,m,) = pgcd(m,,m) =1

TABLE DES SOLUTIONS OBTENUES POUR m < 789

1 1 1 1
! m ! m ! m !
! ! 4 ! ¥ !
oottt oottt Tttt !
! 3 ! 1 ! 1 1
! ! ! !
1 8 ! 1 ! 3 1
! 1 ! !
1 21 ! 1 1 8 !
! ! ! 1
! 33 1 10 1 1 !
! 1 ! !
! 55 ! 1 1 21 1
! 1 1 !
! 91 ! 10 ! 3 !
! ! 1 !
1 144 ! 1 ! 55 1
1 ! ! !
! 360 ! 109 ! 1 !
! 1 ! !
1 377 ! 1 ! 144 !
! ! ! 1
! 665 ! 73 1 3 !
! ! ! !




10
20

PROGRAMME "GENTRI"

FRINT"E)cran, IdDmprimante” I INFUT A%
IF As="E"” OR A$="<" THEN OFEN *0",#1,”SCRN:"EL3E OPEN "0”,

ce0n”

30
40
56
55
=0
70

DIM ACLOO)
FRINT"Valeur minimale de MIZ”:INFUT EBK#
FRINT"Valeur maximale de MI:”:INPUT CK#
LET AA=2
LET MX=0
LET E=1
LET Rz2=7
LET Ri1=1

IF(-R2)>=(R1) OR (RZ)<(R1> THEN GOTO 320
DIM N#C100D

GOsuUR 380 _

IF UlU#=1 THEN GOTO 140 ELZE GOTO 320

FOR MI=BE# TO CE#

LET PI=CRZ4MID

FOR QI=1 TOQ PI

IF MAX(O,((PI¥R1Y /R23)»>=QI THEN GOTO 220
IF QIPCCPIZR2Z)ECCRI+R2) /222 THEN GOTO 220
LET TI=C(((QIkQI+E2>/MID

IF INTCTIO =TI THEN GOTO 210 ELSE GOTO 220
IF INTCCTI-(QI(RIII/R2)=C(TI-(QI¥R1>»)»/R2)>» THEN GOTO 250
NMEXT QI

NEXT MI

GDTO 330

REM

G REM

5390
=00
10

REM

LET P#=FI

LET Qi=QIl

GOZUE &20

GOTO 220

FRIVT#l,“FGCDCRl,RE) different de 1*

IF A$<»"E” AND A%-<"e" THEN CLOSE 1
FRINTﬂ*,” —————————————————— "

END

REM Sous programme FGCDIentrees UUdet VWH#
REM T1 faut avoir ouvert N#(100)

LET Fl#=AES(R1)

LET Qi#=ABS(R2)

LET F#=P1#

LET Q#=Q1#

LET II=0

IF (PH/Q#Y=INT(P#/Q#> THEN GOTO 510 ELSE GOTO 440

-~

2 LET N#CIIV=INTCP#/Q#)

LET Z#=CINT(F#/Q#)%kG#)

LET Y#=(P#-Z#)

LET PH#=Q#

LET Gé=Y#

LET II=II+1

GOTO 430

REM Si II-100 le sous programme chutte
LET FFR#=1

LET QQ#=0

FOR J=1 70 II

LET RR#=QG#

LET QQ#=FPF#

LET FP#=CCIN#CII-T)EFPFP#3+RR#))
NEXT J .

LET UU#=ABS( (PPH#XQI#I-(PLHRQQ#E))
REMSortie du sous programme UU#
RETURN

B6.9
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REM Sous programme” RATIO”

REM Entrer P#,Q#

REM

LET I=0

IF (P#/Q#I=INT(P#/Q#> THEN GOTO 770 ELZE GOTO B70
LET A=INTC(R#/Q#) '

REM

IF MX<A THEN GOTO 700 ELSE GOTO 710

ILET MX=A

LET X#=GQ#

LET Y#=(F#-C(AXQ#)>)

LET F#=X#

LET Qu#=Y#

LET I=I+1

GOTO &&0

IF CINTCI/ZZ20+(01-E)/743)=(1/2) THEN GOTO 240 ELSE GOTO 750
REM '

IF MX<CCP#/Q#)-1) THEN GOTO =00 ELSE GOTO =10

LET MX=((P#&#/GH#)-1)

REM

LET I=I+1

GOTO 270

REM

IF MX<COR#/7G#) THEN GOTO 260 ELSE GOTO S70

LLET MX=(F#/Q#)

REM

IF MX=AA THEN GOSUE 1000 ELSE GOTO 300

REM

REM

LET MX=0

RETURN

REM Programme d'impression

FRINT#1, "o e "

FRINT#1, “m="3PIs "Ki="3QIi "K2="3QI-MI;"1="3 C(TI-(QI¥R13)/RZ)
FRINT#1,"R1="fR1; "R2="3R23 " ((~13"n)="3E
LETS=PILiR=((PIX(MX+1)0-QI)—(QI-MI): T=C(TI-(QRI¥R1YI/R2I-CCMX+124QI

FRINT#1,”5="35, "R="3R,"T="37T

2000 RETURN



B7.1

VALEURS CORRESPONDANT A LA (3,0,-1) THEORIE DE MARKOFF
(=0 (-1'=1 a=3 m(s)=m £=1=€ )

k4 . k&

La barre — correspond au développement de — , la bawe correspond a —

m,' ‘ m,

m
m K, = 1 S*([S*] = ;,.) Polyndme fo(X,Y) No k, m, k, m -ND- m
10 3 1 | 352, 1) 10x*+ 34xy - 11Y' - 11 0 1 1 3 1
25 7 2 | T371,1,2,1) 25x+ 86xy - 26Y? - 26 0 1 2 7 1
53 23 10 (2,3,31,1) 53xt+ 166Xy - 82y? - 55 3 7 1 2 2
58 17 s | 13.2,2,2,1) 58X’ + 198XY - 63Y° - 63 0 1 5 17 5
65 18 s | (3;1,1,1,1,2,1) 65X + 224XY - 67Y" - 67 0 1 5 18 2
109 33 10 (3,3,3,2,1) 109x'+ 370xY - 122y' |- 119 3 10 1 3 10
130 47 17 (2,1,3,3,1,1,1) 130x%+ 426xy - 171Y* |- 131 1 3 4 11 1
137 37 100 | (371,2,2,1,2,1) 137x%+ 474XY - 138Y' |- 138 0 1 10 37 1
149 44 13 (3,2,1,1,3.2,1) 149x*+ 508XY - 163Y' |- 163 0 1 13 44 14
170 47 13 | 131,1,1,1,1,1,2,1) 170x*+ 586XY -~ 175¥* |- 175 0 1 13 47 5
269 82 25 (3,3,1,1,3,2,1) 269x"+ 912Xy - 303y* |- 274 7 23 1 3 5
305 | 133 58 (2,3,2,2,3,1,1) 305%Y+ 954Xy - 474Y |- 307 17 39 1 2 2
314 | 129 53 (2,2,3,3,2,1,1) 314X* + 998Xy - 463y [- 339 2 5 7 17 25
338 99 29 | (3,2,2,2,2,2,1) 338x+ 1154XY - 367Y* |- 367 0 L 29 99 29
346 93 25 | (31,2,1,1,2,1,2,1) 346x*+ 1198xY - 347Yt |- 347 0 1 25 93 1
349 | 136 53 (2,1,1,3'371,1,1, 1) 349xb+ 1124XY - 491Y% |- 359 7 18 2 5 10
|




B7.2

m , = 1 S* Polyndme fO (X,Y) P k m, k m, -Ng-
373 104 29 ™ST,1,2,2,1,1,2,1) 373x%+ 1284XY - 387Y! - 387 0 1 29 104 14
389 115 34 T3 2,1,1,1,1,2,2,1) 389x%+ 1326XY - 426Y" | - 426 0 1 34 115 37
445 123 34 a11,1,1,1,1,1,1,2,1) 445x'+ 1534XY - 458Y% | - 458 0 1 34 123 13
578 251 109 (2,3,3,3,3/1,1) 578X%+ 18l0XY - 895Y" - 598 33 76 1 2 20
625 182 53 (3,2,33,2,2,1) 625X + 2136XY - 675Y° | - 671 2 7 7 24 46
629 191 58 (3,3,2,2,3/2,1) 629x*+ 2134xy - 706Y® | - 667 17 56 1 3 38
674 189 53 (3,1,1,3,3,1,1,2,1) 674x%+ 2318XY - 703Y" - 699 7 25 2 7 25
698 213 65 (3,3,1,1,1,1,3,2,1) 698x} + 2366XY ~ 787Y! - 703 18 59 1 3 5
725 307 130 (2,2,1,3,3,1,2,1,1) 725X+ 2286XY - 1098Y* | - 727 11 26 3 7 2
773 317 130 (2,2)3/1,1,3,2,1,1) 773x"+ 2458XY - 1138Y* | - 778 2 5 16 39 5
785 342 149 (2,3,2,1,1,2,3,1,1) 785X+ 2456XY - 1219Y"' | - 795 44 101 1 2 10
793 294 109 (2,1,2,3,3,2,1,1,1) 793x%+ 2584XY - 1067Y' | - 863 10 27 3 8 70
797 215 58 ™"1,2,2,2,2,1,2,1) 797x+ 2758XY - 802Y' | - 802 0 1 58 215 5
829 246 73 Mm2,1,2,2,1,2,2,1) 829x%+ 2824xy - 911Y' | - 911 0 1 73 L 246 82
865 253 74 ,2,2,1,1,2,2,2,1) 865X + 2954XY - 938Y* | - 938 0 1 74 253 73
901 242 65 ™=h,2,1,1,1,1,2,1,2,1) 901X + 3120XY - 903y ? | - 903 0 1 65 242 2
—_
905 343 130 (2,1,1,1,33,1,1,1,1,1) 905X '+ 2934XY - 1242Y' | - 927 3 8 11 29 22
949 265 74 ™T,1,2,1,1,2,1,1,2,1) 949x*+ 3266XY - 986Y' | - 986 0 1 74 265 37
962 265 73 B81.1,1,2,2,1,1,1,2,1) 962X+ 3318XY - 987Y° - 987 0 1 73 265 25




B7.3

m = ] S* Polyndme fo (X,Y) N9 k4 m kL m, -No -m
1018 301 89 B2,1,1,1,1,1,1,2,2,1) 1018x°+ 3470XY - 1115Y7 - 1115 0 1 89 301 97
1165 322 89 BT 1.1,1,1,1,1,1,1,1,2,1)|1165%" + 4016XY - 1199Y' 1199 0 1 89 322 34
1189 360 109 (3,3,3,3,3,2,1) 1189x%+ 4036XY - 1331Y| - 1298| 33 109 1 3 109
1417 512 185 (2,1,373,3,3,1,1,1) 1417%'+ 4644XY - 1863Y'| - 1418 1 3 43 119 1
1429 620 269 (2,3,3,1,1,3,3,1,1) 1429x%+ 4476XY - 2211Y% - 1482 3 7 23 53 53
1469 437 130 (3,2,1,3,3,1,2,2,1) 1469x%+ 5002XY - 1618Y" 1479 11 37 3 10 10
1490 403 109 ™T,2,3,3,2,1,2,1) 1490x%+ 5154Xy - 1503Y° 1503 0 1 109 403 13
1537 447 130 (3,2,3,1,1,3,2,2,1) 1537x¢+ 5254XY - 1658Y%| - 1538 2 7 16 55 1
1618 491 149 (3,3,2,1,1,2,3,2,1) 1618x%+ 5490XY - 1815Y3) - 1727| 44 145 1 3 109
1721 473 130 (3,1,1,1'3/3,1,1,1,2,1) 1721x%+ 5938XY - 1762Y% - 1759 3 11 11 40 38
1777 775 338 (2,3,2,2,2,2,3,1,1) 1777x%+ 5558XY - 2762Y| - 1787 99 227 1 2 10
1802 659 241 (2,1,2,1,3,3,1,2,1,1,1) 1802x%+ 5890xy - 2395Y" 1803 4 11 15 41 1
1810 743 305 (2,2,3,2,2,3,2,1,1) 1810x%+ 5754XY - 2667Y% - 1895 2 5 39 195 85
1825 557 170 | (3,3,1,1,1,1,1,1,3,2,1) 1825%%+ 6186XY - 2058Y"| - 1835| 47 154 1 3 10
1825 757 314 (2,2,2,3,3,2,2,1,1) 1825X°+ 5786XY - 2714YY - 1967 | 17 41 5 12 142
1906 511 137 | (31,2,1,2,2,1,2,1,2,1) 1906X%+ 6602XxY - 1907Y% - 1907 0 1 137 511 1
1954 725 269 (2,1,2,3,1,1,3,2,1,1,1) 1954x°+ 6366XY - 2631Y"| - 1982 | 23 62 3 8 28
1970 577 169 372,2,2,2,2,2,2,1) 1970X" + 6726XY ~ 2139Yf 2139 0 1 169 577 169
1993 834 349 | (2,2,1,1,33,1,1,2,1,1) 1993x Y4 6304xY - 2987YY - 2063 5 12 18 43 70




B7.4

m (= Ky 1 S* polynoOme f’(X,Y) Ng K, m, K, m, -N, -m
2005 782 305 (2,1,1,3,2,2,3,1,1,1,1) 2005X* + 6456XY - 2823Y 1995 39 100 2 5 10
2045 552 149 13n1,2,2,1,1,2,2,1,2,1) 2045X" + 7076XY - 2059Y" 2059 0 1 149 552 14
2050 893 389 (2,3,2,1,1,1,1,2,371,1) 2050% + 6414xY - 3183¥] - 2078| 115 264 1 2 28
2098 623 185 (372,1,2,1,1,2,1,2,2,1) 2098X° + 7146XY - 2307Y{ - 2307 0 1 185 623 209
2105 813 314 (2,1,1,2,3,3,2,1,1,1,1) 2105x" + 6794XY - 2938Y 2287 5 13 17 44 182
2173 606 169 131,1,2,2,2,2,1,1,2,1) 2173x" + 7480XY - 2255Y] - 2255 0 1 169 606 82
2225 657 194 1372,1,1,2,2,1,1,2,2,1) 2225x%+ 7586XY - 2434YY - 2434 0 1 194 657 209
2257 660 193 372,2,1.1,1,1,2,2,2,1) | 2257+ 7708XY - 2447Y| - 2447 0 1 193 600 190
2357 633 170 BT 1,111,212 2357x* + 8162xY - 2362Y - 2362 0 1 170 633 5
2378 911 349 (2.1,1,1,1,3'3/1,1,1,1,1,1) | 2378x* + 7690XxY - 3295Y 2443| 18 47 5 13 65
2441 672 185 $1,1,1,2,1,1,21,1,1,2,1) 2441X' + 8420XY - 2503YY - 2503 0 1 185 672 62
2474 691 193 1371,1,2,1,1,1,1,2,1,1,2,1) 2474xt+ 8514XY - 2571YY - 2571 0 1 193 691 97
2533 701 194 B11,1,1,2,21,1,1,1,2,1) 2533x"+ 8730XY - 2610Y‘ - 2610 0 1 194 701 77
2938 889 269 (3,3,3,1,1,3,3,2,1) 2938X*+ 9974XY - 3287YY - 3038 3 10 23 76 100
3050 843 233 | BIIIIILLLLLLL2D |3050x"+ 10514XY- 3139Y7 - 3139 0 1 233 843 89
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DEVELOPPEMENTS EN FRACTION CONTINUE

SOMMES DE DEDEKIND

T — D e T e S e T e BT e T e T2 e

ET NOMBRES DE CLASSES DES CORPS QUADRATIQUES

I. INTRODUCTION

Dans la suite, on considére une suite
ees ,a,) = S*

La suite S = (a,, ... , an) est une suite de nombres de JN* telle

que l'on ait :

[a° l] [aA l] a, %J m ;K
M = s e e =
5 1 of L1 o 1 0 m-Ky, ; K, -1
avec m,K‘,Kl,] nombhres entiers tels gque
Cget M, = (-1)™ =k & ]
et g = - = K4 L m =¢

On considére aussi la somme de DEDEKIND s(d,c) définie pour

(d,c)e ZLxZ - {OL par les conditions suivantes
(1) Y@a,cve Lx2Z- ROI, s(d,c) = s(d,-c)
z
(2) ¥(a,,d,,crelxZ-{o} c':sdl(mod cj ==> sid, ,c) = s(q,,c)

(3) s(0,1) = s(1,1) =0

(4) Yc e ,N*-lllshdej{ vérifiant 0gd <c

c-1
k kd kd
s(d,c) = 2 - — - ﬂ——“ -

k=1 © c c
(ou [x] désigne la partie entiére de x).

On a alors avec les notations précédentes (cf. [2])
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[~ THEOREME I.l

Pour toute suite S = (a,, ... a,) de nombres de N* définissant la
m K4
matrice M, = , on a la relation

m-K, K,-1]

= 1-¢ K K

. - ‘A m- 2
(a) : 2 : (-1)a;= 3 {——— + & — - + 12 s(m - K, ,m)
i=0 2 m m

Démonstration (cf. [41) :

ai 1
On note Ai =
1l 0

]
a; (-1)
A* = (¥ i det Ay = 1)

et 1'on utilise la relation

M A R

- Si n impair, on en déduit 1l'égalité

1=n
Mg = TT A¥
i=0

a b
En définissant aleors, pour u =[ } de déterminant det u =1
c d

la fonction \¥(u) par :

a+d 1
- ( — ) + — sgn(c) + sgn(c)s(a,c) sic#0
1l2¢ 4
¢ (u) =
b
- - sic=20
124

(ou sgn(c) est le signe de c)

Une vérification directe donne la formule de composition

*/(qqut) = q/(uA) + q/(uz) + %(sgn(c4)+sgn(cz)-sgn(c3)-sgn(qdclcj))
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n-2
Avec u, = ’ ] A; et u, = A: A* si n > 1 ou par une vérification
-t n
i=0

directe si n = 1, un raisonnement par récurrence établit le

Théoreme I.1l.

- Si n pair, on considére S' = (a,,...,3,4,3,-1,1) au lieu de
S =(a,, ... a,).

1l 1 m ;omo = K,
Avec MS' = Ms =

0 -1 m-K, ; m - K - K+ 1

et en appliquant a S' la formule démontrée dans le cas précédent
(avec un indice impair), on en déduit pour S la formule du

Théoréme I.l, gqui est ainsi valable dans tous les cas.

La formule ainsi obtenue s'écrit encore :

i=n

1 K, m - K,
(b} : 2 (-1)(a;-3) =& — - — + 12 s(m - Kl,m)
i=0 m m
Appliquée a la suite palindrome S* = X de S, elle donne par compa-

raison a la formule disponible pour S 1l'égalité suivante :

(c) : s(K4,m) = -¢ si{m - Kz,m).

COMPLEMENTS POUR LES SOMMES DE DEDEKIND

Les sommes de DEDEKIND vérifient un certain nombre de propriétés

classiques que 1l'on trouve exposées dans RADEMACHER [&] :

(@) : Y(a,c)e LxZ- 4o} 6cs(d,c) € 1

c‘+ dt+ 1l - 3cd

(e) : Yia,cr e (L-{o})t s(d,c) + slc,d) =
12 cd

Cette derniére égalité est la loi de réciprocité pour les sommes
de DEDEKIND. Elle interpréte la loi de réciprocité quadratique
valable pour les symboles de LEGENDRE. En effet, pour c impair,
le symbole de LEGENDRE est l1ié a la somme de DEDEKIND par la

formule suivante :
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a 1(§' - 6esd,e)
- ) = (-1)
C

Et de la loi de réciprocité (e) on déduit de fagon évidente la loi

de réciprocité quadratique.

On a encore
kd

(g) : si Yk =0,1,...,c-1 — non entier
c

s(-d,c) = -s(d,c)

Et par des calculs directs issus de la relation (4) de la définition

de s

- (=) =s(0,c)

(h) : Yce Z - {O} s(c,c)

.2(c-1){c-2)
12¢ct

(1) : ¥Yec g Z- oy s(d,c)

On a encore, par la loi de réciprocité, a partir des formules qui

précedent

(c-1) (c-a*-1)

(j) ¢+ s1i ¢ =1 (mod d) s(d,c) =
12cd

De facon plus générale, les trois derniéres formules proposées
conduisent & supposer que l'on a pour (d,c) & (4 - {0} )t
une relation du type suivant

8

at+ ct+ 1 - al(d,c)c

s(d,c) =

12 cd

Ceci donne

a(d,c) atsy cty 1
s(d,c) + =
124 l2cd

En comparant a la loi de réciprocité (e) écrite sous la forme
3 L
d+ c +1
s(d,c) + s(c,d) + 4% = ———
12 cd



On trouve : a(d,c) = 12ds(c,d) + 3d

Avec la condition (d), on observe que ce nombre est dans Z .
Ceci permet d‘'énoncer le résultat suivant, qui généralise certains
résultats de BARRUCAND et DUBOUE [3l.

" THEOREME II.l s
¥ (d,c) e (L- {0} ) on peut écrire :
']

aty ctel - a(d,c)c

(k) : s(d,c) =

l2cd

ou l'entier a(d,c) ¢ 4 a l'expression suivante :

a(d,c) = 12ds(c,d) + 34

L
En particulier, avec al(d,c) = @A (mod 4d)
Et a(d,c) = ¢+ td
Il vient lorsque l'on a : dlct- dc + 1 = d,d
. . . _ 1 d + da
l'expression (1) : s(d,c) = ) ( — - t)
III. LOI DE COMPOSITION PQUR LES SOMMES DE DEDEKIND
On suppose ici que l'on a (cf. [5] et [3])
X = (an, «v. , a,) = X DX,
-m m - k] N, o4
avec : M = ‘ 4 % (det M = g = (—1)4')
A Kk K - ] Ka A
- L] 4 Xy J
[ m m, - k, ] ngrq
2
Moo= v (det M, =g = (-1)°
A -
t L ku kll .‘Xg‘
En d'autres termes, on peut écrire
[ X, -(a"Q, cee ao)—(an, ...a"_“4 )
b = ap.y,.4
) 3 1y
X, = (an‘, cee 4 ag) = (a“_m_l, cee 4, a,)
ne 4
L n,+ n+2=mn (ou &€= (-1) = -¢g¢ )
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L'application du Théoréme I.l aux suites X ,X et X donne les

trois égalités suivantes :

" l-¢ m - Kt K,
a, - a,,+a,, ... +(-1)a, =3 (—;—)+ (3 - - ; + 12s(K, ,m)
" 1-¢, m -k k
a-a + ... + (-1)a, =3(—‘+€4 Aty 12s(x,,m )
n Al -, 2 m, m 4 A
A
f
1- k m,- k
\ " & U l T
(-1) 3y e a+a, = 3 (———J+ gl; - " + lZs(mz— kz'mz)
L L

D'ol, en comparant les premiers membres de ces égalités :

12s(K, ,m) = lZs(kq,m4) + lZs(ml- kl,ml)
m - K K'1 m - Kk k4 k m—k'_
_e—+--+€4 - "’-—+£‘—u+£ L +£4b 334
m m m, m, my My

En utilisant alors les relations suivantes obtenues a partir du

produit matriciel :

b 1
M =M M
X 411 0 Xy
(a, ) : m K,- mk, =g, m
(as) : mk, - my K, = S;ma
(cA) : m = (b+l)m4ml+ kumd— Hzmt

On a de fagon directe :

| THEOREME III.l

Dans les conditions précédentes déduites de la loi de composition

X = X‘bXt

On a avec les coefficients et les déterminants des matrices

M_,M_ et M, la relation suivante :

RETR 1

(m) : s(K,,m) = s(k,,m,) + s(m,- k ,m_) + —-ja—— [ml+ mts mz-r3mm
. A’ A 14 Y L’ 4 )

m. ]
} b A
lme4 m,

4
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B8.7

LIEN AVEC LES NOMBRES DE CLASSES DE CORPS QUADRATIQUES

Soit p un nombre premier congru a 3 modulo 4 tel que le nombre
de classes du corps @ (‘(;) vaille 1, alors le nombre de classes

du corps § (ﬁ) vaut :

ney i=n

1 net (-1) :
- [a,- a + a, -e- t (-1) a ] = L Z (-l)ja- ]
3 " ™o 1 3 i=1 !

iy

ol \‘F: [ao,a‘,al, eee 4, 2, ]

Compte tenu du Théoréme I.1l, ce résultat remarquable de F. HIRZEBRUCH [9]
concrétise le lien qui existe entre les nombres de classes des
corps quadratiques et les sommes de DEDEKIND (voir {1 ] ou [7]).p.193).
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