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r . CLASS IF ICAÎION DES NOMBRES REETS ILt_Gj_BÀI_O-U_E_S_!_E_ DE_GitE 2========== =  =  =  === =  == =  == =  =  =  =  =  ===

DEFINITIONS DE BASE ET PREMIERS RESULJT}TS

A /  DEFINI Î IONS CONCERNANT LES SUITES DE NOMBRES ENTT.ERS POSI l IFS

tV  i  =  0 , . . . ,n  a ,  e  d* )

e ,  on  assoc ie  dans  l e  g roupe  mu l t i p l i ca -

x  2  à  coe f f i c i en ts  dans  Z  e t  de  dé te r -

Z ) ) ,  I a  ma t r i ce  :

aô 1l  fm ;vr-m l
l= l l

I  0 l  Lur -  m ;  m -  Va-  Vs+ l , l j

l a  su i t e ,  on  cons idè re

c temen t  pos i t i f s  :

g  =  ( a o ,  à 4 ,  ,  â n )

u te  su i te  S  a ins i  donné

t l t t l r tT-  )  *  des matr ices 2

n t  !  I  ( no té  auss i  GLz (

fr. l l f . ,  r l  l-
l l l l . . . l
Lr  oJl l  oJ L

des  su i tes  f i n ies  de  nombres  en t i e rsDans

s t r i

A t o

r i f

m i n a

M =
5

où

O n  n o t e

v,t vt +

m(V .

m(V ,

m  iVq

(  -r  )n'{

( 2m

-( 2m

(S)  =  V . t  ;  V r (S )  =  V r  e t  W(S )  =  l ' | .

a + 4

I 
'o*=

{  0<

I o-.
m(S)  =

0 ( K , r _ ( f r

0 - ( K r , ( m

On pose :

L a c o n d i t i o n  m l l

. l

a  a lo rs  :

Ms=

C'es t  ce t t e

su i te ,  avec

m(0 )  =

=  K . t  =  V {  ( S )  m ( S )

-  K l  =  2m(s )  v !  ( s )

= I  = 2m + 2K^- K.-  W

= v.  v,  + (  - I )ntr  se t ransf orme

K { K L +  ( - I ) '  =  K 4  K z -  A

Ê(s t

K 4  ( S )

Kr (S )

I  ts l

en :

usuel lement  dans

su i te  v ide  :

=  I  n - -1

2

On

fm K.f 
-l

t l
lm -  Kz K, , -U

r ess ion  que  1 ' on  u t i l i se ra  P Ius

conven t ion  su i van te  Pour  S  =  Q

Ka(Q l  =  o  K t (O )  =  I  I  ( 0 )

V^ (Q I=  I  vL (@)= I  [ { ( 0 )=

exp

1a

I

l a
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I 1  e n  d é c o u l e  l e s déve loppemen ts  en f rac t i ons  con t i nues  su i van ts

m

m-Kr

KA

Kr -  I
m

K,I

m  K t

( so i t  - l  - (  1 Kn )

ts l

Is* ]

K^-  I

o ù  l ' o n  p o s e  :

D E F I N I T I O N

s *  =  ( a 1 ,  ,  à , 1  ,  
" o )  

e s t

U n e  s u i t e  S  t e l l e  q u e  $  =  S *

l a  su i t e  m i ro i r d e  S  =  ( a o ,  à 4 ,  a r , ) .

es t  une  su i te  pa l i nd rome.

U n e  s u i t e  p a l i n d r o m e  e s t  c a r a c t é r i s é e  p a r  I a  c o n d i t i o n  :

K a *  K a  =  m

D a n s  l e  c a s  l e  p l u s  g é n é r a l ,  p o u r  t o u t e  s u i t e  S ,  o n  p o s e

D E F  I N I T I O N

On no te | (Mr )  =  6 \ t s l =  è= .  K , r -

d e  I a  m a t r i c eO n  d i t  q u e  è  e s t  l a  c o t r a c e

P I u s  g é n é r a l e m e n t ,  p o u r  t o u t e

o n  a p p e l l e  c o t r a c e  d e  M  I e

I tr .rt  = T-P

Par  cons t ruc t i on ,  l e  nombre  è  =

Ia  cond i t i on  :

è ts l  vé r i f i e  pour  tou te  su i te  s

-  m <  |<  m

Si  è  =  O,  oR a  la  cond i t ion  Ka +  Ka =  r0  ê t  Ia  su i te  S  cons idérée

es t  pa l indrome.

mat r i ce

nombre :

L

FI' _  |
< ldJ

Kr  €
Ms

'=li



I

L

t-

D e  f a ç o n  p l u s  g é n é r a l e ,  I e

u n e  d i f f é r e n c e  p a r  r a p p o r t

O n  p o s e  a i n s i  :

D E F I N I T T O N

On no te P (MS)  =  P (s )  =  P  =

E n  f a i t ,  I e  c a s

K , t = m K ! =

E t  l a  c o n d i t i o n

I I  r e s t e  a l o r s  :

I I I . 3

nombre  I  t s t  mesure  pour  Ia  su i te

à  ta  p ropr ié té  d 'ê t re  pa l ind rome.

O n  d i t  q u e  P ( S )  e s t  l ' é c a r t  d e  p a l i n d r o m i e

O n  i n t r o d u i t  d ' a u t r e  p a r t  :

D E F I N I T I O N

on note 
f  

(ur)  = 
I (s)  

= l  = K, l

on d i t  que l ,  est  I 'ant i t race de Ia' l

P Ius  généra lemen t ,  pou r  t ou te  ma t r i ce

on appelfe ggli lgde M Ie nombre :

m

de  l a  su i t e  S .

il

t ou te  su i te  S

pa r t i cu l i e r .  I l  impose  en  e f f e t

= V l = 1 f l

d o n n e  a l o r s  m  =  l .

è(s) _
m(s)

m Kr -  K r ,

cont ient  aucun

e  e t  se  l im i t e r

Éo

é lémen t .  On  peu t

a l o r s  à  I ' i néga l i t é

m a

K2 el -

t r i ce  M

f r
t ' r  = l

LT

/  , t  )  = P * y - o(

Par  cons t ruc t i on ,  l e  nombre  P  =  P (S )  vé r i f i e  pou r

Iacond i t i on  
'  '

- m

P=
0

mhl =

M

.Jr...
m es t  assez

so i t  V^

v4 vg + ( -1)nt ' l

= f ' ol
t  | .o rJ

I a  su i te  S  ne

dans  l a  su i t

r. l .*

Ce

ne

cas

pas

D E F I N I T I O N

On note

O n  d i t  q u e

O n  a p p e l l e

es t  ce lu i  où

le  cons idé re r

r (Mu )

ce nombre

an t id rome

= r (s )  =  r  =  / t t '  =  [ -  * t  
eû

m ( S )  m

e s t  I ' é c a r t  d ' a n t i d r o m i e  d e  I a  s u i t e  S .

une  su i t e  S  t e l l e  que  r (S )  =  0 .
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Les  su i tes  an t i d romes  peuven t  ê t re  ca rac té r i sées  g râce  aux  déve lop -

pemen ts  en  f rac t i on  con t i nue  donnés  c i -dessus .

On  in t rodu i t  enco re  z

DEFIN ITTON

on  no te  C f  t u r )  =  6 t s t  =  ( â  =  pgcd (m,K .+  K r )  =  pgcd (m,  v r -  v , r  )

on  d i t  que  0 ,  tS )  es t  I ' amp l i t ude  de  I a  su i t e  S .

B /  NOMBRES ÀLGEBRIQUES DE DEGRE 2

Dans  l a  su i t e ,  oo  cons idè re  I ' a c t i on  du  g roupe  mu l t i p l i ca t i f  l h l r tZ l *

dans  I ' ensemb le  des  nombres  rée l s  i r ra t i onne ls  x  dé f i n ie  pa r  :

v,,=f* "1 ee,(v.)*
I ur.r urrj

ux=
u a x * u l r

utr x + ur!

Le  Théo rème  de  SERRET ( vo i r  t f l )  i nd i que  en  e f f e t  gue  l ' on  a

égu iva lence ,  pou r  
T ,  "a  Ta  i r ra t i onne ls  rée l s  des  p rop r ié tés

su i van tes  :
( I )  Les  déve loppemen ts  en  f rac t i on  con t i nue  de  

T .  
e t  

] t  
coTnc iden t

à  pa r t i r  d ' un  ce r t a i n  r ang .
(2 ' ,  

l .  " a  l t  
son t  dans  l a  même  o rb i t e  pou r  I ' a c t i on  du  g roupe  

\ r t L l " .

Les  nombres  rée l s  a lgéb r igues  de  deg ré  2  co r responden t  pou r  ce t te

ac t i on  aux  nombres  i r ra t i onne ls  don t  I e  s tab i l i sa teu r  n 'es t  pas

rédu i t  à  l *  r I1 -  t
Leur  déve toppemen t  en  f rac t i - on  con t i nue  es t  pé r iod igue  à  pa r t i r

d ' un  ce r t a i n  r ang  :  
T  

=  [ ao ,  à4 ,  . . .  â t ,  
, aq . , ,  ,  

.  o .  
"C . ]

Deux a lgébr iques de degré 2 réels  Ï .  .a  
[ r .  

sont  dans Ia  même

orb i te  s i  e t  seu lemen t  s i  l eu rs  pé r iodes  se  dédu isen t  pa r  pe rmu-

ta t i on  c i r cu la i r e .

on  é tud ie  p lus  d i rec temen t  dans  l a  su i te  ces  o rb i t es .

Pour  ce  fa i re ,  o [  i n t rodu i t  d i f f é ren ts  nombres  pa r t i cu l i e rs  :

B . I  Les  nombres  assoc iés

Une sui te  S étant  donnée,  on pose pour  tout  a  € i f  *  :

4n ts l  = [a-r ,E_4.]
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es t  l e  nombre  assoc ié  à  s  e t  a  (ou  à  Ia  su i te

D E F I N I T I O N

on  d i t  que  [ e ( s )
( s ,a )  ) .

En posant  :

On

Ao{s )  =  l (a -Z )m +  v , ,  +  v r l t+  e  ( -1 )n "

=  [ (a+ l )m +  t ! -  r .  11+  4 ( - l )n " l

= ( a+r+I ) t  mt + 4 ( '1 )" ' ' l

un  ca l cu l  év iden t  f a i t  à  pa r t i r  de  M,  :

m(a-2) + vr-  V.r+ V-[Cl
a par

f .  ts l
2m

m(a- I )  -  K r -  { . *

2n

Ce nombre est  rac ine du polynôme :

P r ( x )  =  mxÀ  -  [ ( a -2 )m  +  v r -  v .
t,

=  mx t  [ ( a - l )m  -  K r -  K . r

f4 (x ' r )

où  f ,  es t  I a  f o rme  quadra t i que  i ndé f i n ie

f z ( x ,Y )  =  mx l  [m (a -2 )  +  v . -  v {

=  mXL  -  [m (a - r )  -  K , r -  K r

[  (a -2 )V .  +  W3

[a (m +  K ,  )  -  K r -  I  ]  e ,  Z -Lx )

d"  Z Ix ,Y ]  s 'éc r i van t  :

l xY  -  [ (a -2 )v ,  +  wJYt

l xY- [a (m+Kr )  Kr , - ]  lY r

lx

lx

Le  d i sc r im inan t  À  t f ,  )  de  ce t t e  f o rme  vau t  A " t s t .
Le  nombre  Z . ( s )  possède  une  cons tan te  de  MARKOFF ( vo i r  t f l  ou  t 2 l )

gue  l ' on  éc r i t  sous  l a  f o rme  :

c( Lr(s)  )  =

Le  lemme de  D ICKSON t3 l  p réc i se  comment  ca l cu le r  m . (S )  à  pa r t i r

du  po l ynôme  Pa (x )  e t  d ' une  rédu i t e  adéqua te  de  ( .  t s t .

L ' exp ress ion  de  , L  donne  :  m1 (S )  (  m .

Ce t te  cons tan te  es t  re l i ée  à  l a  f o rme  fL

Le  m in imum a r i t hmé t ique  de  ce t te  fo rme  es t  :

t4 ( r .  )  =  rnr  
{ t t .  

(p ,q) l  ;  (p ,q)eZ2-  { to ,or } }  =mo(s)

m a ( S )

A. ts)
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es t  ma jo ré  par  :  m(s )  =  l r t t r ,O)  |
c o n s t a n t e  d e  M A R K O F F  d e  f 4  v a u t  :  C ( f a  )  = = c(à.(s) )

Les  cons tan tes  son t  ca l cu lao les  pa r  I e  p rog ramme "FRACTION"  donné

en  annexe .

8 .2  -  Nombres  quas i - rédu i t s  e t  supe r  rédu i t s

Dans  l es  cond i t i ons  p récéden tes ,  on  i n t rodu i t

h+

le nombre

u-F
sui .vant  :

d
2mf t  

(s l  =  [a-d , ,s ,a .J  =  (n ts )  +  I  -  d  =
2m

où  d ,eL  dé te rm iné  ae  façon  un ique  pa r  I a  cond i t i on  :

0  <  h  =  m(a+ I  2d  )  -  K r -  K , l

et d g -ù{ * nombre sans f acteur carré , x €, l l (  *

DEFIN ITTON

On d i t  que  A (S l  es t  t e  no-  
t q  -

( ou  l a  su i t e  (S ,a )  ) .

P lus  généra lemen t ,  on  d i t  gu run  nombre  (  rée l  a lgéb r ique  de  deg ré

2es tg '@s ie t seu Iemen ts ' i I ex i s t eunesu i t e (S ,a )

t e l l e  que  I ' on  pu i sse  éc r i r e  :
-l

h+x ld

2m

Pour  un  te l  nombre ,  oo  a  :

h r  =  [m(a+ I )  -  K {  -  t < ,  J l =

h g -
L a  v a l e u r  . ]  =  p g c d ( m  ,  h  ,

p o l y n ô m e  m i n i m a l  d e  
f r  

( s )

( m o d  4 m )

p e r m e t  d e  c a l c u l e r  l e

Ae(s)-T

Z tx l

(  =  
( ' (s l  

=
h+

2m

A.(s)

Âe(s )

4 m

q u i  s ' é c r i t

, h
,

:

I
t

(x) ( h
t

,m
t

Pc )x r )x + t ] .4( [1
t

poser  usue l l emen t

A(fÀ(s)) -À =

dans 7.

A.(s)
, r

Ceci  condui t  à
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x (A  (s ) )  =  x  =  I
\' 't

M(p , (s ) )  =M=9 (À=x la )
\ *y

H( eù(s) = H = !

Ces  no ta t i ons  pe rme t ten t  d 'énonce r  :

THEOREME I . I  ( t f r éo rème de  quas i  réduc t i on )

(1 )  Pou r  t ou te  su i t e  (S ,a )  ae  nombres  de$* ,  i I  ex i s t e  une  un ique

va leu r  Àe  V -  t e l l e  que  C=  [  a  -  d ,  .S  ,  a . ]  so i t  quas i  r édu i t -

(2 )  Tou t  nombre  rée l  a lgéb r ique  de  deg ré  2  es t  dans  I ' o rb i t e  pou r

l ' a c t i on  de  t Ï l r tV - ) *  d ' au  mo ins  un  nombre  quas i - r édu i t .

(3 )  pou r  t ou t  nombre  rée1  
f  

a leéb r ique  de  deg ré  2  s ' éc r i van t  sous

Ia fo rme :  H+ r { I -
p =3 ( (A, t4,H,)eZ- l  )
\ 2M

on  a  équ iva lence  des  p rop r ié tés  su i van tes  :

(a )  
e  es t  un  nombre  quas i - rédu i t

( b )  1e  t r i p l e t  (  À  ,M ,H )  vé r i f i e  l es  cond i t i ons  de  quas i - r éduc t i on

su ivan tes  :

(Q . r ) : 0<H<2M

t,(Q r  )  :  H -=  A  (mod  4M)

H I -  A
(a f  )  :  Pgcd (M,H t  -  )  =  I

4M

I  pa r t i e  en t i è re  de
It - H +{a'

( Aq ) : Le nombre o( = 
ll, ^

I ' opposé  du  con jugué  de  p  vé r i f i e

/ * (

De  p lus ,  dans  Ie  cas  
"ù  f  

es t  qua

(4 )  l e  po l ynôme m in ima l  de  
f  

es t

i  H t -  A
P((x)=MXr-Hx+ 

*  
,n

s i -

tx l

= [-P

r édu i t :

2t4 - n +{T
(s)  Le nombre 

f *=  ; ;J  
=  [x+ l ,F* ,a .J  =  ea(s* )

es t  guas i - réau i t  e t  dé f i n i t  même o rb i t e  que  Ie  con juguéVd"  P  avec

d t=a -c - I  
\  L
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Démons  t ra t i on

( f )  e s t  é v i d e n t  p a r  d é f i n i t i o n  d e s nombres  quas i - rédu i t s  .

(21  a  +  b  es t  év iden t  pa r  cons t ruc t i on ,  ho rs  l a  cond i t i on  (44  )

qu i  s ' é tab l i t  comme su i t  :

t  
=  [a  -o( , .S ,a .J  : )  (  o f  +  

6r )  
=  [ .a ,S. ]

E n  a p p l i q u a n t  l e  T h é o r è m e  d e  G A L O I S  [ 8 ] ,  o n  o b t i e n t

I
-  -  =  [ S * , a ]

4 + P
\

î= l l , s * ,a l
L '

es t  donc  b ien  l a

+P  =  [ . a ,S . ]  )  a ) .

; : ] r=r l  conai t ion (04 ) ,  on a :  d  (  -P = 
-  t  * ' { f  

<  I  + I
2t4

S o i t  : I<C+P<0
\

E t  :  l < o ( + p
\

E n  a p p l i q u a n t  l e  T h é o r è m e  d e  G A L O I S  [ 8 ] ,  o n  p e u t  é c r i r e  :

"L+  P  =  [ a ,S ]
L-

n *{A-

So i t

Le nombre d

De  p lus ,

par t ie  en t iè re  de  -  
f l

I

2m 2t4

de  P  ,  on  ob t i en t  :

I e  sys tème :

ÊL
J

S o i t : P =  [ a  -  4 ,S ,aJ  =
\

l es  deux  exp ress ions

Mh=mH

mgA =Mt  Ân t s l

I a  cond i t i on  (Q r  )

ant

t
avec

En

On

i d e n t i f i

e n  t i r e

= M h

A- n t
;  =  M (

4 M

(a l  )  i r  en

Ants )  -  h t

4m

résu l te  que

)

M  d i v i s e  m .

f"
I 

m(
cond i t i onA v e c  l a
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Si  on  pose  a lo rs  :  m  =

on t rouve [  =

Avec  (Q , r  ) ,  on  en  dédu i t  :

Ceci  permet  de conclure gue

f l  es t  a lo rs  év iden t  que  1e

PC (x )  =  MXs-  Hx  +

Pour te conjugué f .  
=

H -[A

v  M avec  te 'd

v H er  A"(s)  = vzA
0<h<2m

f l  es t  guas i - rédu i t  :  f=  eè(S) .
po lynôme min ima l  de  

6  
es t  :

H t -  ^

4 M

,
2t4

l-r
ona:  I

L0 i]. =2M-H*ïT

dern ier  nombre v

r  )  e t  (O3  ) .  Pou

(2u n) *\ la-

C C

(o

de Mt ,  grâce aux express ions :

f  n  =  m(a +  t  -  zd l  -  K , r -  Kr
{

\4 . t s t  =  [ (a+ l )m +  K . -  K . ] "+  A( - t )n " l

é r i f i e  d e  f a ç o n  é v i d e n t e  l e s  c o n d i t i o n s  ( Q r t  ) ,

r  c e  q u i  e s t ' d e  ( O  
I  )  :

T|= [-r*1*El|Jt t t  ^ l l=a-d-r
2t4 - r *{A-

= a -x* 
_ H *\a 

= a +/ 
-r  *E 

\  _ [ !n "
2t4 , ,, )-[-; i l t t2t4

2M

les  comp lémen ts

à  pa r t i r  des

2t4

a  -e ( -  I  +

Le Théorème

nécessa i res

La va leur  Y

coe f f i c i en ts

0n  a  de  façon  év iden te  :

P R O P R I E Î E  I . 1

O n a

Ce nombre est

ô rsr

I . 1  es t  donc  comp lè temen t  é taU l i ,  t ous

é tan t  év i den t s .

ht -  a t ts )
=  p g c d ( m , h ,  )  e s t  c a l c u l a b l e

m

T  =  pgcd (m,K ,4+  K1 ,  I  -  ( a+ I )Ç  )

=  pgcd (m,  V ! -  V4 ,  ( a -2 )V .  +  û { )

un  d i v i seu r  de  l ' amp l i t ude  de  S  :

=  Pgcd (m,  K , ,+  K r )  =  pgcd (m ,  V t -  V r  )
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P o u r  c e  q u i  e s t  d e s  c o n s t a n t e s  d e  M A R K O F F ,  o n  p e u t  é c r i r e  a v e c  I e

p o l y n ô m e  m i n i m a l  d e  
& ( s )  

e t  I e  T h é o r è m e  d e  S E R R E T  :

M ù ( S )  m 1 (  S )
c(4r(s))  = c(  f l i (s) )  = {l[- V-À;lsi

En  comparan t  à  l ' e xp ress ion  de  Â r ( s )  en  f onc t i on  de  A ,  on  en

dédu i t  que  \ f  d i v i se  m1(S )  avec  1 ,éga l i t é  :  m . (S )  =  V  Mr . ( s ) .

La  cons idé ra t i on  des  nombres  quas i - rédu i t s  pe rme t  donc  de  s imp l i -

f i e r  1 ' exp ress ion  des  cons tan tes  de  MARKOFF pa r  recou rs  au  fac teu r  9

I l  se  peu t  d 'a i l l eu rs  gue  ce  nombre  ne  so i t  pas  l e  p lus  g rand  pa r

Ieque l  s imp t i f i e r  l ' exp ress ion  de  Ia  cons tan te  de  MARKOFF.

E x e m p l e

Pour = 12  , ! ,L  ,4 . )
r{ *i

4f
t :o b t i e nOn

L e  p o l y n ô m e

s  = ( I , I ) so i t  m=2 K ,

Ct tS l  =  2  d 'o r )  J=  I

A=4 . (s )= IO4 so i t x=x

M = f l = 2  e E  H = 0

min ima l  du  nombre  quas i - rédu i t

P -  ( x )  =  zx t  -  13r

Kt  =  r l=0

=2 e t  d - 2 6

f  
es t :

Sa cons tan te  vau t  :  C(  E ,  
=  

6

EI le  es t  s imp l i f i ab le  sous  l a  f o rme  :  C t  
6  

,  =  
1 ;

Cependan t ,  en  cons idé ran t  I ' ac t i on  du  g roupe  h r tT - ) *  su r  I ' ensemb le

des  nombres  rée l s  i r ra t i onne ls  dé f i n ie  avan t ,  l e  Théorème de

SERRET mon t re  que  deux  nombres  quas i - rédu i t s  d i s t i nc t s  
f .  

tS )  e t

fa  ( s ' )  peuven t  dé f i n i r  l a  même o rb i t e .  I l  su f f i t  que  l es  su i tes
(S ,a )  e t  (S ' , a ' )  se  dédu i sen t  pa r  pe rmu ta t i on  c i r cu la i r e .

Pour  d iminuer  le  nombre de quasi - rédui ts  considérés dans ces

o rb i t es ,  o0  pose  :
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D E F  I N I T I O N

Pour  tou te  su i te  de  nombres  en t i e rs  s t r i c temen t  pos i t i f s

s  =  (ao ,  à1 ,  . . .  ,  a . )

on  no te  t (S )  l e  p lus  g rand  é témen t  appara i ssan t  dans  S  :

t ( s )  =  Max  a i  e  N*
i  =  0 . . . f I

Une su i te  S  te l l e  que  t (S )  =  â  ês t  une  su i te  f ron t i è re  pou r  a ,  ou

enco re  une  a -su i te .

Grâce au Théorème de SERRET, tout  nombre guasi - rédui t  d 'une orb i te

es t  équ iva len t  pou r  l ' ac t i on  de  / I f l r l Z -1 "  à  un  nombre  
f "  

(S l  ae

même o rb i t e  t e l l e  que  a  >  t (S )  - 4
De  p lus ,  g râce  au  l emme de  D ICKSON,  on  peu t  cho i s i r  (S ,a )  de  façon

que  la  cons tan te  de  MÀRKOFF assoc iée  so i t  ob tenue  su r  l a  rédu i te

m-Ks
[a  -d , ,S ]  =  a  -  4  +  -

m

En  ca l cu lan t  a lo rs  exp l i c i t emen t  ce t te  cons tan te  g râce  au  po l ynôme

min ima l ,  on  ob t i en t  :

D.C

mI I

On

mt

c( f lè(s) ) =

r e s t e  :  m 1 ( S )  =

peut  donc  énoncer

THEOREME T .2

m-Kr
(a  - x+  

- -  ) m

\  Ants l '

Pour l 'act ion du groupe f 'n1V-)  *  sur  l ,ensemble des nombres

i r ra t i onne ls ,  t ou t  nombre  a lgéb r ique  rée l  de  deg ré  2  es t  dans

I ' o rb i t e  d ' un  nombre  quas i - r édu i t  
Pa (s )  

vé r i f i an t  l es  cond i t i ons

(s . r  )  :  a  ) z  t ( s ) - , t

(Se ) :m1 (S1=m(S)

Ce résul ta t  d iminue Ie nombre de représentants à considérer  dans

chaque  o rb i t e .  I l  condu i t  à  pose r  :

A.(s)
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D E F I N I T I O N

On appe l l e  nombre  super - rédu i t  t ou t  nombre  quas i - rédu i t  
& (S )

(c) :

vé r i f i an t  l es  deux  cond i t i ons  de  super - réduc t i on  :

(s ,  )  :  a ) . r (s ) -4

(sr  )  :  m. (s)  =  m(s)

Tou te fo i s ,  e t  cec i  l im i te  un  peu  l eu r  i n té rê t ,  i l  ex i s te  des  nombres

super  rédu i t s  d i f f é ren ts  s i t ués  dans  une  même o rb i t e .

En  f a i t ,  l a  démons t ra t i on  du  l emme de  D ICKSON que  j ' a i  donnée  pa r

a i l l eu r s  I a ]  é taU t i t  gue  I a  cond i t i on  ( s r )  imp l i gue  l a  cond i t i on
(S1  ) .  Le  seu l  c r i t è re  de  supe r  r éduc t i on  es t  donc  en  f a i t  I a

cond i t i on (s r ) .  ( on  se  repo r te ra  au  Théo rème  I I . 3  pou r  con f i rme r

ce t te  remargue  )  .

Exemp le

Cons idé rons  l es  deux  nombres  super  rédu i t s

P =  [M, .1 ,2M,2M-r ,2M. ]
I -

e '  =  [ t " t , 2 t " t -1  ,2 l4 ,L ,Z l l l . )

I t  es t  év i den t  gu ' i l s  son t  dans  l a  même  o rb i t e .

Les nombres super  rédui ts  présentent  cependant  un in térêt  par  rappor t

aux  nombres  quas i - rédu i t s  pu i squ ' i I s  son t  mo ins  nombreux  dans  chaque

o rb i t e  e t  que  I ' on  a  :

P R O P R I E T E  1 . 2 ' *ftr
Tout  nombre super  rédui t  P = -  a  pour  constante de MÀRKOFF

\2M
Mc(() 

F
En pa r t i cu l i e r ,  o t r  a  Ia  cond i t i on  de  HURI { ITZ  (H)  :  Su t  g  A

Ceci  résul te  de ce qui  précède et  du c lass ique Théorème de HURI{ ITZ
(vo i r  t l l  ou  I a ] ) .



En  fa i t ,  cê  résu l t a t  peu t

réc iuc t i on  que  l ' on  donne

ê t re  comp lé té  pa r

u I t é r i eu remen t .  On

un Théorème

a  auss i  :

I I I .  I 3

de  super

P R O P R I E l E  I . 3

so i t  (e  ts t

Alo rs  on  a  :

De p lus :

r *[r
2t4

d ), 0 avec

-8.tt '=

I a  -o (  , .S ,a . J  un

a  =  2 {  ,  a

nombre super  rédui t

- -  21 ,  +  I  ou  a  =  2o l  +  2

[  , t  , .S*,  a.J

M

En posan t  :

On  a  I a  r e l a t i on

(F ) :  À t r

Démons t ra t i on

c(eà(s)) =15==

TH =  m(a  -  2d

L  =  m(a  2 )

de  PELL  FERMAÎ

=  72  +  q ( - r ) n ' l

&(s)  t .a ,s . l  +  [0, .s* ,a.J

t -  V 4  =  m ( a  2 * +  t )  K , t -

V f  =  m ( a + I )  r  K r -  K s

K1

P.(s)
L

)+v

+  V^+

Yn +z _
avec  les  cond i t i ons  2  - ( /L

2

YH +  z

z - Y H 
eL

2

z -  yH
p g c d ( - , m )  =  p g c d ( - ,  m )  =  I

2

Ia  - r ( , s ]

)H  +e

T
= -

m

z-yH

2
I  o< . ,S* ]  =  -

m

( rédu i te  de  
fa - (s )  

)

(réduite de âÏ31 I

l e  Théorème de  GALOIS  t8 l

avec  (e .  ) :  Hù< A
& >0

+ p.Gi  < z

So i t  ( r ( s l  =  [a  - l  , .S ,a . J  un  nombre  super  rédu i t  .

L ' exp ress ion

I ' éga l i t é  :

La  cond i t i on

on en dédui t

La condi . t ion

de  
f . ( t )  

donne ,  avec

( r (s l  = t  d , .s* ,31
de  HURWITZ (H)  impose

gTiFt < o et

H
(Q,r ) :0 . ( -= 

G(s)
M
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impose  une  con t ra in te  en t re  l es  pa r t i es  en t i è reso (  de  -  
f a  

(S )  e t

a  -  / .  de  f a ( s ) .
Les  seu ls  cas  poss ib les  son t  3  â  =  zoL  ,  â  =  2o l  +  I  ,
La  cond i t i on  a  =  2  d  +  2  n ' es t  poss ib l e  qu ' avec  2M >  H

Zo t+2

En  e f fe t ,  avec  A  <
- t *fI-

<{+1

ol. +

2 M

H H

M - M

2  e s t  l a  p a r t i e  e n t i è r e  d e  
f a ( S l ,  

o n  t r o u v e

t{
2<&+f* f r

M<H

De même,  I a  cond i t i on  a  =  2 *  n ' es t  poss ib l e  qu ' avec  0  - (  H  (  M .

Les  t ro i scas  cons idé rés  se  p rodu isen t  d 'a i l l eu rs  e f fec t i vemen t  :

a =

>M

On t rouve

E t  pu i sque  a  - l =

S o i t

E x e m p l e

Pour  (  =

e<+

o (+

r+\JE
6

supe r ré i u i t  a=  4  e t  oL  =2  so i t a=20<

Pour a = 4  e t  d  = I s o i t a = 2 d + 2

L e  c a s  a  =  2 * +  I  s e  t r o u v e  p a r  e x e m p l e  a v e c  I e  n o m b r e  d ' o r .

L e  r e s t e  d e  l a  p r o p r i é t é  l 3 e s t  é v i d e n t ,  I ' é q u a t i o n  d e  P E L L  F E R M A T

( F )  r é s u l t a n t  d e  I ' e x p r e s s i o n  d e  A . t s )  =  . 9 l A

8 . 3  -  N o m b r e s  e t  f o r m e s  d e  I 4 A R K O F F  -  L a n g a g e  a s s o c i é :

O n  p o s e ,  a v e c  S *  s u i t e  m i r o i r  d e  S  :

I

o

t

f i t r l  
= [ .a,s.J = t .(s) + r = $.tst

fr  
ts l

à.  t r l

0^ts t  = [0, .s* ,a. ]  =

D E F I N I T I O N

=-cntsl  r=-fr ts l -1

n
On d i t  que  Ur  (S )  es t  l e  nombre  de  MARKOFF dé f i n i  pa r  S  e t  a
(ou  I a  su i t e  ( s , a )  ) .

= - à' . t rr

I

s+@
super réluit



L 'exp ress ion  a tgéb r ique  des  de rn ie rs  nombres

donnée :

I I I .  I 5

i n t rodu i t s  peu t  ê t re

m(a  24+  L l  -  K r+  K {+m ( a  2 o l )  +  V t -  V r +

f .(s) = 2m
t l -

ma #  v r -  v .+ \  Â"  (s l
- =

2m

) i tsr

B.tsl

2m

V 4 -  V t -  m a  +

2m

E I l e  e s t  s i m p l i f i a b l e

Le nombre  de  MARKOFF

f0(x,1)  e z tx l  où r ,
su ivan te  3

=xt+ t

m(a+ l )  -  K ! -  K , r+

2m

K, t  +  K t -  m(a+ I )  +

2n

par Y
gr  (s )  es t  l a  rac ine  pos i t i ve  du  po lynôme

est  la  fo rme quadra t ique indéf in ie  de  Z .  Lx ,y )

m ( a + I )  -  K 4 -  K r I  -  (a+r )  K^

d . t s l  es t  auss j .  r ac i ne  pos i t i ve  du  po l ynôme  F ,  ( x , l )  où

t
F0 (x ,Y)  =  

;  
fg  (x ,Y)  É  Q tx ,Y l

] * t -L
]  " '

v, ' -  w

m

+ V"- V,t

m

( a- IXm v")+L  rm  a
=X+

La forme quadrat igue Fg

que  l ' on  rencon t re  dans

de  MARKOFF.

DEFIN IT ION

ond i t  dans  I a  su i t e  que  Fg  (X ,Y )

pa r  S  e t  a  ( ou  I a  su i t e  (S ,a )  ) .

es t  I a  bonne  généra l i sa t i on  des  fo rmes  Fn

I ' exposé  f a i t  pa r  CASSELS t5 l  de  I a  Théo r i e

]xv * t ]  r '

t-

Ârts) A"(s l

[ "  ts l

[ " ts l A.(s)

e s t  1 a  f o r m e  d e  M A R K O F F  d é f i n i e



V A = m + k

vz  =2m'  k

a=2

A"  (s )  =  9mt -  4

r I  res te  ,  0 .  ts )  =

M À R K O F F  [ 5 ] ,

K 4 = k

K t = k

Exemp le

Dans Ie  cas de la  Théor ie  de

I I I .  I 6

i 1  c o n v i e n t  d e prendre :

=  Fû r ( x , I )

pa r  CASSELS t5 l .

so i t

so i t

2k  3m+

2m

r a c i n e  p o s i t i v e  d u  p o l y n ô m e

. 3 h  -  2 k  _
F ' ( X , l ) = X + L  

, n  
J

I  -3k
+ [ '  ]

m

On re t rouve  a ins i  l es  fo rmes  F ,n  u t i l i sées

Par  cons t ruc t i on , on  a  pou r  l es  cons tan tes  de

c(4,r(s)) =

On int rodui t

c( er(s)
a l o r s  :

MARKOFF :

ma(S )
-

\  An ts t
)  = c(  0"tsD = c(! . (s))  = = c (E{s))=c(à' ,(s))

DEFIN IT ION

So i t  0e  (S )  un  nombre  de  MÀRKOFF dé f i n i  pa r  S  e t  a ,  on  d i t  que

0a  (S )  es t  un  nombre  de  MARKOFF super  rédu i t  s i  e t  seu lemen t  s i

on  a  Ia  cond i t i on  :

( s t )  :  r n . (S )  =  m(S )

(e t  l a  cond i t i , on  s ren  dédu i san t  (S "  )  :  a  >  t (S )  - . 1  )

Dans  ce  cas ,  on  d i t  que  l a  f o rme  F0 (x , y )  assoc iée  à  D r t s )  es t  une

forme de MARKOFF super  rédui te .

Une  conséquence  du  théo rème ! .2  es t  a lo rs  Ia  p remiè re  pa r t i e
du  résu l ta t  su i van t  :
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T H E O R E M E  I . 3

Tout  nombre  rée l  a lgébr ique de  degré  2  es t  égu iva len t  pour  I 'ac t i -on

du groupe lT4r (7L1"  à  un  nombre  de  MARKoFF 0 . ts )  super  rédu i t .

Son con jugué es t  a lo rs  dans  l 'o rb i te  du  nombre  de  MARKOFF super

rédu i t  0q  (s * ) .

Cependan t ,  1à  auss i ,  i l  a r r i ve  que  deux  nombres  de  MARKOFF super

rédu i t s  d i s t i nc t s  so ien t  équ iva len ts  pou r  1 'ac t i on  du  g roupe  / I 7 r tZ - l * .

Ces nombres de MARKOFF présentent  donc auss i  une insuf f isance pour

b ien  dés igne r  l es  o rb i t es  pou r  l ' a c t i on  du  g roupe  1 t4s (Z -1 " .

La  seconde  pa r t i e  du  Théorème I .3  s ' é tab l i t  en  cons idé ran t  :
À
01(s* )  =  [o ,S,a ]  =  

fa ts l  
-  a  +  o(

on t rouve :  f l " ts* )  +  0a(s)  =  -  a

r I  en  résu l t e  que  l e  nombre  $a t t l  es t  dans  I ' o rb i t e  de  0a (s *1 .

E t  comme i t  es t  f ac i l e  de  vé r i f i e r  gue  ce  nombre  es t  l u i -même

super  rédu i t ,  l e  Théorème en  résu l te .

Les  nombres  super  rédu i t s  01  (S )  ou  
f .  

( s )  pe rme t ten t  d ' i n t rodu i re

un  Iangage  en  p rocédan t  comme su i t .

Soi t  a  Êl l , {  *  un nombre donné.

soi tx  g l t ,z , . . .1 'a |  = { i l ieJrr  
*et r< i<* t }

On d i t  que  X  es t  I ' a l phabe t  e t  a  l e  nombre  en t i e r  de  ré fé rence .

on  no te  x *  I e  mono ide  l i b re  engendré  pa r  x .  11  es t  composé  de  mo ts

éc r i t s  avec  des  l e t t res  de  X ,  sous  fo rme  de  su i tes  f i n ies .

On appel f  .  Eggæ. sur  X toute par t ie  L de X*.

Le  l i en  avec  l es  cons tan tes  de  MARKOFF s 'e f fec tue  de  Ia  façon

su ivan te  :

un  mo t  S  =  (ao ,  à4 , . . .  a r )  €  x *  é tan t  donné ,  on  l u i  assoc ie  l e

nombre a lgébr ique de degré 2 :

( o r ( s )  =  [ a  - * , ^S ,a . l
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on  dé f i n i t  auss i ,  comme ce la  a  é té  f a i t  c i - dessus ,  I es  d i ve rs

nombres  m(s ) ,  m . ( s ) ,  K , t ( s ) ,  K t ( s )  e t c  . . .

On  i n t r odu i t  a l o r s  l ' app l i ca t i on  :

Ù: x* Io,r lr iÙ 1 I

d é f i n i e  c o m m e  s u i t  :

V.  t t )  =  I  s i  e t  seu lement  s i  m. (s )  =  m(s )

* f . ( s )  =  0  s i  e t  seu lement  s i  me. (S)  *  m(s )

Dans  le  second  cas ,  on  a  nécessa i rement  m. (S)  <  m(S) .

L ' a p p l i c a t i o n  { n  e " r * . t  a l o r s  d e  d é f i n i r  I e  l a n g a g e  3

Lr(x)=V; ' , { t } tçx*

On d i t  que  Lè (X )  es t  I e  l angage  de  MARKOFF dé f i n i  pa r  l ' ensemb le  X

e t  l ' en t i e r  a .

Compte - tenu  du  Théorème I .3 ,  l e  l angage  Lù  (  X  )  peu t  ê t re  dé f i n i  à

pa r t i r  des  nombres  4 .  
( s )  au  l i eu  des  nombres  P"  

( s l .  cec i  ne

change  r i en  ca r  on  a  de  f açon  év iden te :  S  é  La (X )  : )  S *  e  L l (X ) .

Au  l i eu  de  cons j . dé re r  l e  l angage  Lè (X ) ,  on  peu t  s ' i n t é resse r  auss i

au@:  P . ( x )  -  Lù (x )a '

Pa r  cons t ruc t i on ,  pou r  t ou te  su i t e  S  de  La (X ) ,  on  a  t (S )  \ <  a+ l

On  peu t  donc  t r ouve r  dans  Lè (x )  des  a - su i t es  t e l l es  que  t (S )  >  a

ou  des  su i t es  vé r i f i an t  t (S )  (  a .  En  comp lé tan t  avec  l e  l emme de

DICKSON,  oD peu t  énonce r  :

T H E O R E M E  T . 4

( f )  Pou r  t ou t  S  e  La (x ) ,  on  a  auss i  s *  €  L r ( x ) .

( 2 )  Pou r  a  € .û r l  *  donné  e t  i  €  lN  *  vé r i f i an t  i  <  a ,  t ou te  i - su i t e

S  (  X *  f a i t  pa r t i e  du  l angage  de  MARKOFF L ] (X ) .

La  d i f f i cu l t é  pou r  é tud ie r  l e  l angage  Lè (X)  conce rne  donc  l es  cas

f ron t i è res  pou r  aeJ  ù t l

Pou r  ceux -c i ,  I a  t héo r ie  de  MARKOFF 14 )  mon t re  que  pou r  l es  a -su i tes

s  €  x * ,  I es  deux  cas  S  ê  L r ( x )  e t  S  (  Lè (x )  son t  en  géné ra l  poss ib l es .

Le  l angage  de  MARKOFF L r (X )  es t  donc  non  v ide ,  e t  d i s t i nc t  de  X* .
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Par a i l leurs,  en notant  (a)  = 
{ t  U Xf  *  I  t  -<  i  -<r .a}

Ia  cons t ruc t i on  p récéden te  donne  :

X*  Ç,  (a)*

e t  Lè (x )  g  r , . ( <a> )

Cec i  condu i t  à  compare r  l es  deux  ensemb les  f , r (X )  e t  X*  n  L r ( (a ) ) .

On  a  de  f açon  év iden te ,  avec  L r (X )  C  X* ,  l a  cond i t i on :

La (X )  Ê  X*n  L . ( ( a ) )

I nve rsemen t ,  pou r  S  e  x *  n  L . ( ( a ) )  dé f i n i ssan t4g t t  on  a ,  pa r  I a

cond i t i on  S  6  L . ( ( a ) )  t , éga l i t é  mr ( s )  =  m(s ) .

f l en résu l t e :SéLê (X ) .

L ' i néga l i t é  que  l ' on  v i en t  de  vo i r  es t  donc  une  éga1 i t é .

DEF IN IT ION

D a n s  l a  s u i t e ,  o n  n o t e  L "  l e  l a n g a g e  L . ( ( a ) ) .

O n  d i t  g u e  c ' e s t  l e  a - l a n g a g e  d e  M A R K O F F .

C e  q u i  p r é c è d e  p e r m e t  d ' é n o n c e r  :

T H E O R E M E  I . 5

Pour  a  €  l f  *  donné ,  e t  t ou t  ensemb le  X  c  <a> ,

L r (X1  =  La  f l  X *o n a :

De p lus ,  on  a  La  ç  <a>*  +  Le* t  g  (a+ l ) *

En f i n ,  pou r  t ou t  mo t  S  €  X* ,  on  a  équ iva lence  des  p rop r ié tés

su i van tes  :
( r )  s e r{  (x)
( 21  0 r ( s )  nombre  de  MARKoFF  supe r  r édu i t
( 3 )  

C . ( t )  
n8mure  supe r  r édu i t .

Ce  résu l ta t  pe rme t  de  l im i te r  dans  l a  su i te  l ' é tude  aux  l angages  L r .

Une product ion automat igue du langage L1 est  poss ib le  par  les

p r inc ipes  su i van ts  :

Pou r  t ou te  su i t e  S  é  (a ) *  s ' éc r i van t  S  =  (ao ,  . . .  an )  :

I a  va leu r  m(S)  es t  ca l cu lab le  en  dé te rm inan t  l a  rédu i te

m
[ a o ,  à t ,  a " ]

vr , -  m
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Le  p rog ramme in fo rma t ique  "RATIO"  donné  en  annexe  e f fec tue  ce t te

opéra t i on  :

I a  va leu r  m" (S )  es t  ca l cu lab le ,  éven tue l l emen t  pa r  recou rs  au

lemme de  D ICKSON.

Le programme informat ique "SEQUENCE" donné en annexe ef fectue

ce t te  opé ra t i on  :
-  en  comparan t  a l o r s  pou r  S  donné  l es  va leu rs  m(S )  e t  mr ( s ) ,  on

dé te rm ine  s i  l ' on  a  S  €  L r .

En  se  f i xan t  donc  a ,  e t  en  énuméran t  sys témat iguemen t  t ou tes  l es

possib i l i tés pour  S,  on engendre Lr .  Le programme informat ique

"MOTS"  donné  en  annexe  es t  cons t ru i t  su r  ce  p r i nc ipe .  I I  f ou r -

n i t  l es  mo ts  de  La  ,  PâF  longueurs  c ro i ssan tes .

C  /  T A B L E  D E S  O R B I T E S  D E  N O M B R E S  A L G E B R I Q U E S  R E E L S  D E  D E G R E  2

C . l  -  C o n s t r u c t i o n  d e  l a  t a b l e

On che rche  à  énumére r  l es  o rb i t es  des  nombres  a lgéb r igues  rée l s

de  deg ré  2  pou r  l , ac t i on  du  g roupe  M2 tZ l * .  Pa r  I e  Théo rème  T .2 ,

i I  su f f i t  pou r  ce la  d 'énumére r  des  nombres  super  rédu i t s  adéqua ts

n *VÂ-
s)

2t4

e l s  i I s  s ' éc r i ven t .

ce  fa i re ,  on  déc r i t  pa r  o rd re  c ro i ssan t  t ou tes  l es  va leu rs

j [  *  poss ib les .

( " '

desqu

Pour

Ae

,  c ' es t - à -d i r e  des  t r i p l e t s  (  A  ,M ,H )  à  pa r t i r

,  on  cons idè re les  va leu rs  M e  t f  *  vé r i f i an t  I a

A  (H )
Pour  chaque I

cond i t i on  de HURWITZ :  5 l , l t  <

El les  son t  en  nombre  f i n i  e t  peuven t  ê t re  déc r i t es  pa r  o rd re

c ro i ssan t .
pou r  chaque  va leu r  M  €N*  vé r i f i an t  ce t te  cond i t i on ,  on  cons idè re

Ies  va leu rs  H  €  J f  vé r i f i an t  t ro i s  des  co@

réduct ion :

0<H<

HL= A

p g c d  (  M ,

2t4 (Qn )

( m o d  4 M )  ( O Z  )

H. -  A
H,  -  )  =  I  (03  )

4M
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Ces  va leu rs  de  H  son t  enco re  en  nombre  f i n i ,  e t  peuven t  ê t re  env i -

sagées  pa r  o rd re  c ro i ssan t .

Le  p rocédé  f ou rn i  pe rme t  d ' énumére r  des  t r i p l e t s  (A ,u ,n )  t e l s  que

t *fÂ-
les  nombres correspondants fourn issent  toutes les orb i tes

2M

de nombres réels  a lgéOr iques de degré 2,  mais  i l  se peut  encore

que deux t r ip le ts  d i f férents  correspondent  à une même orb i te .

Pour  év i ter  ce la,  on procède à un t r i  grâce au Théorème de SERRET.

A  chaque  t r i p le t  (  A  ,M ,H)  on  assoc ie  l e  déve loppemen t  en  f rac t i on

H *{Â
con t i nue  du  nombr  .  On  ne  conse rve  Ie  t r i p le t  que  s i  pou r

2M

les  t r i p le t s  rencon t rés  an té r i eu remen t  dans  I ' énuméra t i on ,  on  n ra

pas  ob tenu  une  pé r iode  se  dédu isan t  pa r  pe rmu ta t i on  c i r cu la i re  de

n *VI_
ce l l e  de  -  .

2t4

Ce  t r i  cons t ru i t  au tou r  de  1 ' o rd re  l ex i cog raph ique  des  t r i p l e t s
(  À ,M ,H)  pe rme t  de  n ' énumére r  gu ' une  seu le  f o i s  t ou te  o rb i t e ,  pâ r

un  un ique  rep résen tan t .

DEF IN IT IONt.
I
I
L

On appe l l e  nombre  rep résen ta t i f

de degré 2 retenu par  Ie  procédé

Les

un

Ies

nombres  rep résen ta t i f s  cons t i t uen t  donc  pa r  l eu r  dé f i n i t i on

sys tème de  rep résen tan ts  des  c lasses  d 'équ iva lence  gue  son t

o rb i t es  des  nombres  a lgéb r igues  rée l s  de  deg ré  2  pou r  I ' ac t i on

nombre -  g =

trouve :

^

du groupe ftif lrtZl*.

Par construct ion,  tout  nombre

la  cond i t i on  (aq  )  e t  es t  donc

sous  une  fo rme  p  =  p -  ( s )  =  [a
\  l '

En  e f f e t ,  s i  1 ' on  cons idè re  l e

En  comb inan t  (Q r  )  e t  (H ) ,  on

H1

n *tl6'
r ep résen ta t i f  

( =  ^  
vé r i f i e

quas i  réau i t .  t l  peu t  ê t re  éc r i t
- r (  , .S rq ] .

-H+YE

H +VI-
tout  nombre atgébr ique réel

2t4

d ' énuméra t i on  déc r i t  c i - dessus .
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D 'où  0  <  H  <

E t  enco re  avec  (Qa  )  qu i

La  pa r t i e  en t i è re  d  =  I

I a  f o rme  :

0 - (H<2M

Hg=  Â

pgcd  (  M ,  H ,

M>0: - f
appar t ient  dànc à .0 f

n +fa Va
) .P=  ) . - ) z

\ 2vl 2t4

\lT'
donne

-r r
d*f

t l t

2
S o i t ,  a v e c  ( Q , r  )  e t  ( H )  :

E n  f a i t ,  o n  a  a u s s i  :

THEqBE!4E  ! r6  (Théorème de  super  réduc t i on )
( f  )  Pou r  1 ' ac t i on  du  g roup "  t Ï I l r (  Z l *  su r  1 ' ensemb le

rée l s  i r ra t i onne ls ,  t ou t  nombre  a lgéb r ique  rée l  de

dans  l ' o rb i t e  d ' un  e t  un  seu l  nombre  rep résen ta t i f

H *[a-
( 2 )  ' I ou t  nonb re  rep résen ta t i f  p  =  -

t 2M

pour  cons tan te  de  MARKOFF C(  P  )  =  g  .\ l JÀ
(  r  )  Pour  tout  nombre réel  (  a lgébr ique de

es t  supe r

des nombres

degré  2  es t

f i ts t  '

rédu i t  e t  a

deg ré  2  s ' éc r i van t  sous

,M,Hl  e  z -3  I

on  a  égu iva lence  des  p rop r ié tés  su i van tes  :
(a )  P  es t  un  nombre  super  rédu i t

t
( b )  l - e  t r i p l e t  (  A ,M ,H)  vé r i f i e  l es  cond i t i ons  de  supe r  r édu

su ivan tes  :
(Q r )  :

(ar) :

(43  )  :

(c)
n *!T

:c( - )=
2M

Pour  mémo i re ,  oD  a  auss i  l o rsque  (C)

de HURÛ{ITZ :

es t  assu rée ,  l a  çqnd i t i on

(H ) :  M<

H *Vl-  H + x@'
P ( (  A
\ zu zr4

M

ïa

(mod  4M)

)= I

.a
5

(so i t  (e{H) :  o- (  H<zt4< l o r sque  I ' on  e  auss i  (O4 ) )
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Démons  t ra t i on

(1 )  Résu l t e  de  t a  dé f i n i t i on  des  nombres  rep résen ta t i f s .

( 2 )  So i t  Pp  ( x )  I e  po l ynôme  m in ima l  d .p  :
t I

,  A-Hz
P r ( X ) = M X - - H X  ( - )
l 4 M

S a  c o n s t a n t e  d e  M A R K O F F  s ' é c r i t  d o n c  s o u s  l a  f o r m e  :

Mr(S )
c(?r=. . .3 ' (* t[ a

M

la

S i  l ' on  ava i t  Ma (S )  <  l , t ,  I e  nombre  p  se ra i t  dans  I a  c l asse

H,. +l/I-
d 'un  nombre  pou r  I ' a c t i on  de  t t l r t Z l *  t e l  que  I e  t r i p t e t

2l,ta ( s )
(Â ,M . ( s ) ,H  )  a i t  é t é  cons idé ré  avan t  (A ,M ,H)  dans  l e  p rocédé

d 'énuméra t i on  déc r i t  c i -dessus .  Le  nombre  p  ne  pou r ra i t  pas  ê t re

rep résen ta t i f .  \

Onadonc :  M . (S )  = [ v t

Pa r  l a  démons t ra t i on  que  j ' a i  donnée  pa r  a i l l eu r s  du  l emme de

DICKSON [ . ]  ,  on  a  auss i  nécessa i remen t  :

(sr )  :  a  > t (s) - I

Et  pa r  un  ra i sonnemen t  comparab le  à  ce lu i  f a i t  pou r  mon t re r  1 'éga l i t é

M1(S )  =  M ,  on  ob t i en t  auss i  :

( s l ) :m . ( s )=m(s )

(3 )  ( b )  ( a )  s ' é tab l i t  pa r  l es  mêmes  a rgumen ts  que  ceux  que

1 'on  v i en t  d ' u t i l i se r .  on  é tab l i t  d ' abo rd  que  l es  cond i t i ons  (e , t  H )
(Qg)  (Q t )  imposen t  que  g  so i t  guas i  rédu i t .

E t  con rme  en  (21 ,  on  en  dédu i t  avec  l a  cond i t i on  ( c )  que  (  es t

super  rédu i t .
( a )  ->  ( b )  r ésu l t e  d i r ec temen t  de  l a  p rop r i é té  T .2 .

Le  Théorème I .6  es t  donc  é tab l i .

I I  pe rme t  d r i n t rodu i re  :



On appel le  nombre de MARKOFF représentat i f  tout  nombre de MARKOFF

0. t s )  t e l  que  Ie  nombre  quas i  rédu i t  assoc ié  
ê (s )  

so i t  r ep résen-

ta t i f .
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D E F I N I T I O N

On d i t  a lo rs  que  Ia  fo rme  FO (X ,Y )  assoc iée  à

de  MARKOFF rep résen ta t i ve .

On  appe l l e  a - l angage  rep résen ta t i f  e t  on  no te  LRr  I ' ensemb le  des

su i tes  S  te l l es  gue  Ie  nombre  $ r ( s )  so i t  un  nombre  de  MARKOFF

rep résen ta t i f .

On  ob t i en t  a ins i  :

T H E O R E M E  T . 7

Pour  1 ' ac t i . on  du  g roupe  M t tV - l *  su r  I ' ensemb le  des  nombres  rée l s

i r ra t i onne ls ,  t ou t  nombre  a lgéb r ique  rée l  de  deg ré  2  es t  dans

I ' o rb i t e  d ' un  e t  un  seu l  nombre  de  MARKOFF rep résen ta t i f  0 " tS )1 .

Une  p roduc t i on  au toma t i que  des  t r i p l e t s  (  A ,M ,H)  co r respondan t

aux  nombres  rep résen ta t i f s  es t  poss ib le .

Le  p rog ramme in fo rma t ique  "CLASSES"  donné  en  annexe  e f fec tue  ce t te

o p é r a t i o n .  I l  p r o d u i t  I a  t a b l e  d e s  o r b i t e s .

E n  r é a l i t é ,  i I  n ' e f f e c t u e  p a s  I e  t r i  i n t r o d u i t  g r â c e  a u  T h é o r è m e

d e  S E R R E T .

P a r  c o n t r e ,  l e  p r o g r a m m e  " C L A S S E S "  u t i l i s e  l ' e x p r e s s i o n  d e  I a

M
c o n s t a n t e  d e  M A R K O F F  C (  ( ,  )  =  :  d o n n é e  p a r  l e  T h é o r è m e  I . 6

ÏA
p o u r  l i m i t e r  l e s  t r i s  à  f a i r e .  I l  e n  r e s t e  c e p e n d a n t  à  e f f e c t u e r .

C e s  t r i s  s o n t  f a c i l i t é s  p a r  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  :

P R O P R I E T E  I . 4

( I )  S o i t

l ' o r b i t e  d

e t  M 4  ) z M

(,

H,l +Iôr
= 

,o\
un nombre quasi  rédui t

H +6-
P=- '\ 2 M

s i  M , t  =  M ) .

0.tst es t  une  fo rme

appar tenant

a lo rs  A  ='un  nombre  rep résen ta t i f

( avec de plus H{ ). H

( 2 )  Dans  l es  cond i t i ons  p récéden tes ,
(a )  .  ( ^  nombre  super  rédu i t
( b ) :  M = M , l

A,I

on  a  équ iva lence des propr ié tés :
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a(n  +{A)  +  z l t t l

c(n +ff ) + 2Dt4

on  a  d 'abo rd  L ,  ) ,  A

E t  pa r  hypo thèse  :

I tl :l e no,rv-t* c = f^ 1
[c pJ e /"1!( [-t* Q 

= 
L" oJ ( 

=

N( T ,  )
D,où, J I  = 

#n 
A An =}- 'A avec D(J )e-û ' f*  N(J )é-ùf

et  pscd(N(  I  ) ,D(  I ,  )  =  I

Soi t : foo-sc=t=! I

{  " t  } ,4  +  H,  H l  +  D(2 t4 t^ l  =  2At44H +  4MrBM
l
I  c ( ] -  H  +  Hr )  +  o (2 ]M)  =  2^Mà

D e  I à ,  o n  e n  d é d u i t  t q  e t  H ,  :

(  u .  = ' ry  [ (cn + 2DM)t-  A cr ]
l '  4M
{

I  r .  =  ! - f  tec(nz-À)  +  2rqn(ao + c)  +  4eopt t l
[ ' 2 M

Lacond i t i onn ! :A (mod4M)ga ran t i t que1esnombresM<
H.  DF  son t  mu l t i p les  de  N(  j ( -  )  dans  Z  .

Pa r  a i l l eu r s ,  on  a  :

U = e) . tuer+ HAB *  
t t l .a  

o ' ,
4M.t 

-  
4M

C e c i  i m p o s e  g u e  c e  d e r n i e r  n o m b r e  s o i t  m u l t i p l e  d e  u ( |  ) .

D,où  pa r  l a  cond i t i on  de  quas i  r éduc t i on  (43  )  pou r  
C^  

:  N (J  l l o t ) " 1
e t  avec  pgcd (N( } , ) ,D ( - f ) )  =  I  l a  cond i t i on  N ( I  )  =  1 :

on  ob t i en t  a ins i  :  o ( |  ) z  L^  =  A

L e  r e s t e  d e  I a  p r o p r i é t é  d é c o u l e  d u  T h é o r è m e  d e  s u p e r  r é d u c t i o n .

L e  p r o g r a m m e  " C L A S S E S "  f o u r n i t  d o n c  l a  t a b l e  d e s  n o m b r e s  s u p e r  r é d u i t s .

C . 2  -  Q u e l q u e s  p r o p r i é t é s  d e  l a  t a b l e  d e s  o r b i t e s

O n  e x a m i n e  l a  t a b l e  d e s  o r b i t e s  d u  p o i n t  d e  v u e  d e  c e  g u ' e l l e

donne pour  les  cons tan tes  de  MÀRKOFF :
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C . 2 . I  -  A n a l y s e  s e l o n  l e  d é n o m i n a t e u r  d e s  c o n s t a n t e s  d e  M A R K O F F

( f )  cons idé ra t i on  de  A r ( s )

Le  nombre  À . (S )  es t  cong ru  à  0  ou  I  modu lo  4 .

r nve rsemen t ,  s i  l ' on  se  donne  un  nombre  Agd*  cong ru  à  0  ou  I

modu lo  4 ,  e t  s i  l ' on  s ' i n t é resse  à  l a  r e l a t i on  :

À  =  Àn {s )  =  l ( a -2 )m  +  v .  +  v .  J t+  4 ( - r ) n "

on  ne  t rouve  qu 'un  nombre  f i n i  de  poss ib i l i t és  pou r  a ,m,V 'Vg  e t

donc  S .

cec i  é tan t i t  :

P R O P R I E T E  I . 5

pour  tout  nombre donné À € l t f  * ,  congru à O ou I  modulo 4,  i I

n ' ex i s t e  qu ,un  nombre  f i n i  de  nombres  guas i  r édu i t s  ( r espec t i vemen t

de  nombres  super  rédu i t s )  ( respec t i vemen t  de  nombres  rep résen ta t i f s )

s ' éc r i van t  :  (  =  [ a  - o l  ,S ,q ]
e t  vé r i f i an t  Â . i s l  =  A

( 2 1  C o n s i d é r a t i o n  d e  À  (  P  )

L a  c o n d i t i o n  ( Q f  )  v u e  c i - d e s s u s  :

LH-:a tg l  (mod 4M(e) )

mon t re  gue  A (P  )  es t  cong ru  à  0  ou  I  modu lo  4 .
L

rnve rsemen t ,  s i  I ' on  se  donne  un  nombre  A  g  J r f  " ,  cong ru  à  0  ou  I

modu lo  4 ,  cons idé rons  I a  cond i t i on  Â t (  )  =4 ,  avec  (  supe r

rédu i t  s ' éc r i van t  sous  Ia  fo rme  :

H +\|f
P=-\ 2M

on  a  pa r  l a  p rop r i é té  T .2  :  5M t  - (  A  (H )

E t  pa r  l a  p rop r ié té  (Q4) ,  on  a  :  0  <  H  <  z t l i

On ne t rouve donc qu 'un nombre f in i  de poss ib i l i tés pour  
f  

.

Et  pu isque dans l ,orb i te  de tout  nombre super  rédui t  on ne t rouve

qu tun  nombre  f i n i  de  nombres  quas i  rédu i t s ,  on  peu t  énonce r  3



TTT .27

P R O P R I E T E  I . 5

Pour tout

n ' ex i s t e

t i vemen t

nombre donné Â € N*,  congru à 0 ou I  modulo 4,  i I

gu 'un  nombre  f i n i  de  nombres  quas i  rédu i t s  p  ( respec -

super  rédu i t s )  ( respec t i vemen t  rep résen ta t i f s )  t e l s  que

Â (()  = A

considère les nombres

= lTl .

r e l a t i on  s ' en  dédu i san t

de  l a  p rop r ié té  I . 7  résu l te  d i rec temen t

vs:

-( 2m

\< 2m

Vt+ I

c .2 .2  -  Ana lyse  se lon  Ie  numéra teu r  des  cons tan tes  de  MARKOFF

( f )  C o n s i d é r a t i o n  d e  m ( S )

- f i  *  e t  l ' on

t e l s  q u e  m ( S )

l = u V e t l a

nombres  rep résen ta t i f s

P=  [ a  - / , .  V  , r+a . l
t

né un no

(  =  [ a  -

eur  égal

fv rl
t l
Lr oJ

On suppose don

guasi  rédui ts

En  u t i l i san t  I

complète

sur  Va et

l"u,
{ r .u .
Imw=v,

mbre m é
o( ,E -gl
i t é m -

= [ ; ; ]t;;l
on  t rouve  pou r  a  )  m  I  une  i n f i n i t é

comme par  exemple (  = [a  -  J , j - ,V , - . " ]
t e l s  que  :  -

c( P ) =

C e c i  p e r m e t  d ' é n o n c e r  :

P R O P R I E T E  1 . 7

Pour  tou t  nombre  m eJ l f  * ,  i l  ex i s te  des  su i tes  S  en  nombre  f i n i

non nul  permet tant  de constru i re  des nombres quasi  rédui ts

( respec t i vemen t  super  rédu i t s )  ( respec t i vemen t  rep résen ta t i f s )

e  =  [  a  -  . (  , .S , i ]  e t  t e l l es  que  I  ' on  a i t  :
\ r -

m(s)  =  m

de

ou

La  vé r i f i ca t i on

des  con t ra in tes
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( 2 ,  Cons idé ra t i on  de  M(  P  )

On  suppose  donné  un  nombre  I . l  6  $ *  e t  I ' on  cons idè re  dans  l a  tab le

des nombres représentat i fs  ceux qui  sont  te ls  que :

M(()  =M (avec 
f= f4(s t t

En in t rodu isan t  un  nombre  Ye j f * ,  on  peu t  supposer  que  l , on  a

m(S)  =  J  r ' l

Pa r  l a  p rop r ié té  I . 7 ,  on  peu t  e f fec t i vemen t  dé te rm ine r  S .

Pa r  exemp le :  S  =  ( I ,  YM -  1 )  ou  S  =  (?U  1 ,1 )

On peut  donc énoncer  :

P R O P R I E T E  I . 8

Pour  tou t  nombre  u  g  N  * ,  i I  ex i s te  une  i n f i n i t é  de  su i tes  S

permet tan t  chacune  de  dé f i n i r  une  i n f i n i t é  de  nombres  rep résen ta t i f s
( respec t i vemen t  quas i  rédu i t s )  ( respec t i vemen t  super  rédu i t s )

?  =  [ a  -  d , s , a ]  t e l s  que  l t on  a i . t  z  M(  p  )  =  M .
\ r - , \

r r  vaur  :  q :p  (  
Pn 

,  =  pn
9 ;

E n  c o n s i d é r a n t  a l o r s  l ' a m p l i t u d e  d e  S  :

Q =  p g c d ( m , [ +  K r )  =  p g c d ( p a 1  p a - r  -  g n )

La  su i te  S  é tan t  f i xée ,  on  peu t  p réc i se r  ce  gu i  se  passe  pou r  l es

va leu rs  a  ) ,  t (S ) - l

Dans  l e  cas  d 'un  nombre  rep résen ta t i f  gue l congue  :

e 
--  [a - , ,  ,S-€]  (où a )  t (s)  - l )

on pose: 
= [ .s,a.]  er M, =fo" o" ' ]= 

[ ,n 
K' t  

.  Io 
| .o"  qn. ,J  lm 

-  Kr  Kr-  1  J

Le nombre Y est  rac ine du polynôme :

p ( x )  =  ( ag , ,+  gn - ,  ) x r -  ( apn+  pn - ,  -  gn )x  -  p , .

Pa r  l e  l emme de  D ICKSON,  Ie  m in imum a r i t hmé t ique  assoc ié  pou r  Ia

-  - - t -  x  -  P .
forme Y P (  -  )  est  obtenu pour  Ia  va leur  -  o

yg ,
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on  a  pgcd (6 , ,  e " )  =  pÇcd (pn ,gn )  =  I

I I  en  résu l te  pou r  t ou t  d i v i seu r  6 j  a .  6  l a  poss ib i l i t é  de  dé te r -

m ine r  des  va leu rs  a ,  en  p rog ress ion  a r i t hmé t ique  de  ra i son  d

te l l es  gue  I ' on  a i t  :

(D )  ,  d  I  . qn  r  9n - r  
r

Lo rsque  ce t te  cond i t i on  es t  vé r i f i ée ,  on  a  - ,P (X )  €  7 -  f x l
(o

Et  s i  @l  es t  l e  d i v i seu r  max imum de  6  vé r i f i an t  (D ) ,  l e  po l ynôme

I

7 t  P (x )  e  7  l x l  es t  re  po l ynôme m in imar  de  ]  .
ta

On en  dédu i t  sans  pe ine  1 'exp ress ion  du  po l ynôme m in ima l  de  
f  

.

m
On t rouvea ins i :  U ( f  ) =  - d

En  comparan t  avec  l a  cond i t i on  m =  y  M(  
f  

)

vue  an té r i eu remen t ,  on  ob t i en t  6 l  =  Y

I I  es t  f ac i l e  de  vo i r  que  Ia  cond i t i on  (D)  es t  équ iva len te  à  :

a  =  ( - l ) n "  p i  9n . ,  (mod  J  )

c ' es t - à -d i r eà  a : ( - r ) n ' '  K l l  I  (mod j  )

On peut  donc p lus préc isément  énoncer  :

P R O P R I E T E  I . 9

So i t  S  une  su i te  de  nombres  en t i e rs  pos i t i f s  donnée .

So i t  a  €  J f *  su f f i sammen t  g rand  (a r l )  t (S ) )  dé f i n i ssan t  I e  nombre

rep résen ta t i f  (  
=  [ a  - 4 , .S ,1 ] .

on  a  a l o r s  l a  cond i t i on  I  u (P  )  =  - ^  I  m
tÀtst  (  I

où r  f  es t  un  d i v i seu r  de  l ' amp l i t ude  @(S) ,max imum te l  que  l ' on

a i t  l a  cond i t i on  :

( 8 )  a=  ( - l ) " "  K r l  -  I  (mod  V  )

rnve rsemen t ,  t ou t  d i v i seu r  d  de  ô tS l  dé f i n i t  avec  ce t te  cond i t i on
(g )  une  p rog ress ion  a r i t hmé t ique  de  va leu rs  a ,  de  ra i son  d ,

dé f i n i ssan t  des  nombres  rep résen ta t i f s  :

p -  [ a  - d ,S ,aJ  (a " . )  t ( s ) )
\

mm
Pour  ces  nombres ,  on  a  M(  f  )  =  :  I  - ,  où  y  es t  un  mu l t i p l e  de  d  e t

, ' d



un d iv i seur  de  ô (s t

vér i f  i .ée .  Le  nombre

fo rme fg (x ,Y)  =  ' t  t

où  0 . {s )  =  [0 , . s * ,a . ]
2o (M {

= -H - - - - - - J .
2M
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max imum te l  que  l a  cond i t i on  (  3  )  so i t

J  es t  auss i  l e  pgcd  des  coe f f i c i en ts  de  Ia

l , rx t+  (2Mq(+ H)xy  +  ( r " ror r+an-A-  
tTr t ,

4 M

En  d ' au t res  t e rmes ,

aû )  t (S ) ,  on  t r ouve

m(s)
d i v i s a n t  m ( S ) .

ôts l

I nve rsemen t ,  t ou te  va leu r  M  mu l t i p l e

peu t  s ' éc r i r e  sous  l a  f o rme  M =  M(  
t

S  é tan t  f i xée ,  pou r

pour  les va leurs de

d i v e r s e s  v a l e u r s  d e

)  t o u s  l e s  m u l t i p l e s  d e

m(S)
de  -  e t  d i v i san t  m(s )

6ts l
)  pou r  une  i n f i n i t é  de  va leu rs

des  exp ress ions  p récéden tes ,

= r er orr ) =a

Ia  +  I  , . s ,2 r t  +  l ]

l e s

r( r

a rD  t (S )  b i en  cho i s i es .

La  cons idé ra t i on  des  va leu rs  M(  g )  donne  que lques  résu l t a t s  comp lé -

men ta i res  don t  l a  démons t ra t i on  es t  év iden te  :

P R O P R I E T E  I . I O

(1)  s i  
f' ret

. o n a

(2)  s i  Â

alors le

er a(r)
(3) si  a

alors Ie

et atg I

( =

=  25  (mod

nombre ( =

=  À .

=  85  (mod

nombre (  =

= a.

40 )  es t  un

r +la
-  es t

4

es t  un  nombre  rep résen ta t i f  t e l  que  U  (  
6  )  =  I ,  a l o r s  :

T  
son t  dans  l a  même  c l asse  pou r  L ' ac t i on  de  l l r t L l *

r * l /Â
ou  P  =  -  se l on  gue  ô  e= t  pa i r  ou  impa i r .

t 2
YA
;

Inversement ,  
" i  1 l  s 'éc r i t  se lon  I ' une

on a  t  
1 l  

représenta t i f  te l  gue t j11 ,

, .  
l * lÀ  

=
2-2

où  S  =  S*  es t  une  su i te  pa l i nd rome.

,

2

nombre ent ier  pos i t i f  non carré

rep résen ta t i f  e t  t e l  gue  M(  
e  )  =

L20l  est  un nombre ent ier

r +fô
J  es t  rep résen ta t i f  e t

6

pos i t i f  non  ca r ré ,

t e l  que  M(P )  =  3
1 .
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D  /  Q U E L Q U E S  C O M P L E M E N Î S

D . 1  -  C o m p l é m e n t s  p o u r  l e s  f o r m e s  q u a d r a t i q u e s

On a  in t rodu i t  dans  ce  qu i  p récède d i f fé ren tes  fo rmes quadra t igues

q u i  s o n t  t o u t e s  r e l i é e s  e n t r e  e l l e s  p a r  d i v e r s e s  f o r m u l e s  :

fô (x ,Y)  -  mFo(x ,Y)
tt

f 4 ( x ,Y )  =  f e ( -X -Y ,Y )  -  rFg ( - x -Y ,Y )

I I  es t  donc  équ i va len t  dans  I a  su i t e  de  t r ava i l l e r  su r  1 ' une  ou

l ' au t re  de  ces  fo rmes .  En  p r i v i l ég ian t  l es  fo rmes  de  MARKOFF Fa

i l  es t  poss ib l e  d ' é tab l i r  3

T H E O R E M E  I . 8  ( P r o p r i é t é  d e s  f o r m e s  d e  M A R K O F F )

Les  fo rmes  quadra t i gues  de  MARKOFF F0  vé r i f i en t  l es  t ro i s  cond i -

t i ons  su i van tes  gu i ,  i n ve rsemen t ,  l es  ca rac té r i sen t  :
( 1 )  F0  (1 ,0 )  =  I

( 21  F ,  (Kn  ,m)  =  ( - I ) n

(3 )  FO(K r -  ( a+ I )m ,m)  =  ( - t ) "

De  p l us ,  on  a  l es  p rop r i é tés  su i van tes  :

( 4 )  Le  d i sc r im inan t  de  FA  vau t  :

a(Fe,= #1.
-  

[  ( a -2 )m  +  vn  +  v ,  ] t +  4 ( -1 ) "1

a t

r l|r,l
[ ( a+ l )m  +  K . -  K " ] -+  4 ( - l ) '

m '

( 5 )  On  a  I ' é c r i t u re  :

m(a+ I )  -  K . r -  K r  _ t  A . t s )  .
F r r À r E r = i a - - - ] - - - t

2 m  4 m l

( 6 )  L e s  f o r m e s  d e  M A R K O F F  F 0  v é r i f i e n t  l e s  c o n d i t i o n s  :

F 0 [ K , r x  +  [ ( a + l ) K 4 - ]  l Y  ;  m x  +  [ m ( a + 1 )  -  K r J Y l  =  ( - 1 ) " F g ( x , Y )



( 7 )  Le  m in imum

M(F0  )  =

a r i t hmé t i que  de

mè(s)  M. (s)
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f o r m e  d e  M A R K O F F  F  O  v a u t  :

I

1a

m(s)  M(  f l (s )  )

La  démons t ra t i on  de  ce  résu l ta t  es t  év iden te .

I e s  f o r m e s  q u a d

ltt t,..lu = 
1", "*l

O n  d i t  g u e  c e s

I a  f o r m e :  f ( X , Y )

avec (  t< i
I

{  -r
I
I  A €.R

Pour  r (x ,v \  e  Q (x ,Y)

G A U S S .

ra t i ques

e fur(Z

où

En

On d i t  qu ' une  f o rme

au  sens  de  MARKOFF

quad ra t i que  i ndé f i n i e  f (X ,Y )  €  R  IX , y ]  es t  r édu i t e

s i  e t  seu lemen t  s i  on  peu t  I ' é c r i r e  sous

= A(x  -  
|  v t tx  f ' v )  =  a(xr -uxv  +  cyr )  =  AxIBXy+cyt

<0

De façon  généra1e ,  cec i .  i n t rodu i t  I ' ac t i on  du  g roupe  h r t  V -1 "  su r

b ina i res  dé f i n ie  pa r  :

) * f  o  u ( x , y )  =  f  ( uox  *  u r r y  i  u rex  +  u r rV )

deux  fo rmes  quadra t i gues  i ndé f i n ies  f  e t  g  son t

é q u i v a l e n t e s  s i e t  seu lemen t  s ' i l  e x i s t e  u  €  / h r tV l *  t e l l e  que

f  ou  =  g .

S i  f ou  -  f ,  on  d i t  que  u  es t  un  au tomorph i sme  de  f ,  ou  enco re

que  u  appa r t i en t  au  s tab i l i sa teu r  de  f  pou r  l r ac t i on  du  g roupe

llnrt 7-) * .
L 'énoncé  (  6  )  du  Théorème p récéden t  dé te rm ine  des  au tomorph ismes

des  fo rmes  de  MARKOFF Fg

Par  a i l l eu r s ,  € [  cons idé ran t  l es  nombres  :

| -0 r (s )= [ -1 , l ,an-1 , ,an. , ,o . . , .oÆ]=<r ' l+ r= | j ts t

l  -  g1(s) = 
! r*(s)  

= [ .a,s.J = ( . ts l  + r  = f . ts)
I l  e s t  f a c i l e  d e  s ' a s s u r e r  q u e  l , o n  a  :

[ r (s )g. (s )  e t  0 r (s )  son t  tes  de i r - i - i ac ines  du  porynôme Fg  ( -x ,1 ) .

posan t  a lo rs  :

D E F I N I T I O N

,  on  d i t  auss i  que  f ( x ,Y )  es t  r édu i t e  au  sens  de
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I1  es t  poss ib le  de  ca rac té r i se r  l es  fo rmes  de  MARKOFF F0  pa r

I e  r ésu l t a t  su i van t  :

THEOREME I . 9  (Ca rac té r i sa t i on  des  f o rmes  de  MÀRKOFF)

Pour  tou te  fo rme  quadra t i gue  f  €  Q  [ x , y ] ,  on  a  équ iva lence  des

p rop r ié tés  su i van tes  :
(1 )  f .  es t  une  fo rme  quadra t i que  rédu i te
(2 )  I l  ex i s te  une  fo rme  de  MÀRKOFF Fg  e t  un  nombre  A  €  0  te l s  que

I ' on  pu i sse  éc r i r e  :

f  (X ,Y )  =  A .  F0  ( -X ,Y )

Pour  f  (x ,y)  = e(x l -uxy + cyt )  on a :  F i  (x ,v)=xr+bxy + cyt= $ +?zr l t -  
Â l t )  

" '
Ce  résu l t a t  f a i t  l e  l i en  en t re  l a  Théo r i e  de  I a  r éduc t i on  c l ass ique

in t r odu i t e  pa r  GAUSS [9 ] ,  l e  Théo rème  de  GALOIS  t 8 l  u t i l i sé  c i -

dessus  e t  I e  Théorème de  réduc t i on  u t i l i sé  pa r  MARKOFF t  4  I  au

déOut  de  ses  a r t i c l es  o r i g inaux .

une  f o rme  i ndé f i n i e  fÉ  e  [ x ,Y ]  é tan t  donnée ,  oD  peu t  l a  r édu i re

e t  en  dédu i re  une  su i te  doub le  ( f , ,  ) ^sa  de  fo rmes  con t i g i . i es .

En  cons idé ran t  l es  f o rmes  f n  ( -X ,Y ) ,  on  es t  assu ré  pa r  l e  Théo rème  I . 9

de  t r ouve r  avec  e I l es ,  à  un  f ac teu r  mu t t i p l i ca t i f  p rès ,  des  f o rmes

de  MARKOFF.

On  fab r ique  a ins i  des  fo rmes  de  MÀRKOFF s i t uées  dans  l a  même o rb i t e .

Ce r ta i nes  peuven t  ê t r e  p r i v i l ég i ées  ca r  t ou te  f o rme  f  e  O  IX , y ]
peu t  ê t re  assoc iée  pa r  réduc t i on  à  une  su i te  pu remen t  pé r iod ique

J  =  ( . bo  ,  b {  ,  . . .  b l . )

En  posan t  :  a  =  t ( bo ,  . . .  b ^  )  =  Max  b ;  =  b (1 )  oq  a=  t ( J ) - l
?  i  =  0 . . . p

On  peu t ,  à  un  déca lage  d ' i nd i ce  p rès ,  pose r  :

J  =  ( . a ,S . )

S i  M( f )  es t  l e  m in imum a r i t hmé t i que  de  f ,  on  peu t  cons t ru i r e  une

in f i n i t é  de  coup les  (p ,q )  e t -  { t o ,o t [  r e l s  que  :
t ,

f  ( p ,g )  =  +  M( f  )

On  peu t  f a i r e  en  so r t e ,  d ' ap rès  I e  l emme de  D ICKSON,  que  S  so i t

un  mo t  du  a - l angage  de  MARKOFF.  A  I ' équ i va lence  p rès ,  oo  peu t  donc

supposer  que  l a  fo rme  de  MARKOFF F0  du  Théorème I .9  es t  supe r

rédu i te .
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Les  fo rmes  super  rédu i tes  co r responden t  aux  fo rmes  de  M.HALL  t5 l
a t t e i gnan t  l eu r  max imum.

E l l es  pe rme t ten t  d ' énonce r  :

THEOREME I . t 0  ( t néo rème de super  réduct ion pour
( f )  Tou te  fo rme  quadra t i que  b ina i re  i ndé f i n ie  de

équ i va len te  pou r  l , ac t i on  du  g roupe  â l r (V l *  à  au

s 'éc r i van t  sous  l a  f o rme  n  t0  ,  où  À  e  Z -  *  e t  F ,

super  rédu i te .
( 2 )  on  a  équ i va rence  pou r  F0  f o rme  de  MARKOFF dé f i n i e  pa r  bÀ (s )
des  p rop r ié tés  su i van tes  :
(a )  Fo  fo rme  super  rédu i te
(b )  M(F r  )  =  t
( c )  S  es t  un  mo t  du  l angage  de  MARKOFF Lè  :  S  €  L r
( d )  m ( S )  =  m n ( S )
( e )  g "  ( S )  n o m b r e  d e  M A R K O F Fsuper  rédu i t .

sens ,  ma i s  avec  ce t t e  f o i sEn  pou rsu i van t  dans  Ie  même

Théo rème  1 .7  ,  on  ob t i en t  :

T H E O R E M E  I .  I I

Tou te  fo rme  guadra t i que

pou r  l ' a c t i on  du  g roupe

s 'éc r i van t  sous  I a  f o rme

rep résen ta t i ve .

b i n a i r e  i n d é f i n i e  d e

/ ^ r r1 r (V-1"  à  une fo rme
A Fo ,  où  AeV-*  e t

Ies formes )

Z-  Lx ,vJ  es t
moins  une  fo rme

fo rme  de  MARKOFF

Ix ,Y ]  es t  équ i va len te

au  p lus  deux

fo rme  de  MARKOFF

à FA ,  0a , (s ' )  e t
s o n t  e n v i s a g e a b l e s

1e

v-
e t

F0

Démons  t ra t i on

L 'ex i s tence  décou le  de  l a  mé thode  p roposée  c i -dessus .

L ' un i c i t é  r ésu l t e  de  l a  cons idé ra t i on  d ,une  re l a t i on

(u  ê  /V l2(  L)* )

Avec

AF0 '=Fgou

M(AFo, )= le l=r M(Fgo  u )  =  M(Fg )  =  I

l es  rac ines  assoc iées

on t rouve =!r

En notant 0.  t  s I  et  Ont s t

0d(  s '  )  ce l l es  assoc iées  à  Fg r  ,  p lus ieu rs  cas

( t ) :  u 'a(  0n{s))  = 0. , (s , )
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P a r  I e

S o i t  :

A v e c  :

Théorème ! .7 ,  on  a  a lo rs  dn ts t  =  0 f l s ' )

Fg=rY

(2) :  u-{ (  0 t (s) )  = 04(s ' }
Ce nombre est  par  le  Théorème I .3  et  Ie  Théorème de SERRET dans

l ' o rb i t e  du  nombre  $e (S* ) .  Pa r  l e  Théo rème  I . 7 ,  on  ne  t r ouve

qu ,au  p lus  une  poss ib i l i t é  pou r  g i (S ; )  ho rs  l e  nonbre  rep résen ta t i f

0 . t s )  :  ce l u i  de  l t o rb i t e  de  0F .

Le  cas  où  l es  fo rmes  F0  e t  Fo r  son t  d i s t i nc tes  se  p rodu i t  e f f ec -

t i vemen t .

Exemp le

Avec  l es  deux  nombres  rep résen ta t i f s  :

f ,  =  lz , ! ,2 ,4. )

f l t  =  13 , .2  ,L ,4.J

On cons t ru i t  l es  deux  fo rmes  de  MARKOFF rep résen ta t i ves  Fn  e t

3L  (X ,Y )  =  3X t+  13  XY  -  5Y t

3F t  ( x ,Y )  =  3x r+  t l  xY  9Y t

F :
L

f -  L4 5r l
u=L 

r  r r ]é t l l l r tv l "  
'onobt ient :

l ,  ou  =  -  F ,

T

aI
I
I

S i  I ' on  veu t  n ren  conse rve r  qu ' une  pa rm i  l es  deux ,  Pê f  exemp le

pour  énumére r  l es  o rb i t es  des  fo rmes  quadra t i ques  i ndé f i n ies

en t i è res  pou r  1 'ac t i on  ae  l ' f r l r l L ) * ,  i l  su f f i t  de  conse rve r  ce l l e

qu i  a  l e  p lus  pe t i t  coe f f i c i en t  pou r  l e  t e rme  XY.

D .2  -  Comp lémen ts  pou r  l es  su i tes

Le Théorème de super  réduct ion donne d i rectement ,  :

THEOREME I .  I 2

de  nombres  ae  d  *  t e l l e  que  I ' on  a i t

=  t (T )

Pour  tou te  su i te  f i n ie
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i I  ex i s te  au  mo ins  un  mo t  S  du  a - l angage  de  MÀRKOFF Lo  te l  gue  T

se  dédu i se  de  I a  su i t e  ( a ,S )  pa r  pe rmu ta t i on  c i r cu la i r e .

De p lus :

( f )  S i  S  n ' es t  pas  une  su i t e  f r on t i è re  pou r  a ,  i I  y  a  un i c i t é  de

la  su i te  s  dé f i n ie  pa r  T .

(21  S i  au  con t ra i re  S  es t  une  su i te  f ron t i è re  pa r  a ,  i t  peu t

ex i s te r  une  su i te  S ,  I  S  dé f i n ie  de  même pa r  1 .

L ' u n i c i t é  d e  s  s i  e l I e  n r e s t  p a s  f r o n t i è r e  p o u r  a  d é c o u t e  d u

I e m m e  d e  D I C K S O N

L a  p o s s i b i l i t é  d e  t r o u v e r  s 1  d a n s  l e  c a s  c o n t r a i r e  p e u t  ê t r e

i l l u s t r é e  s u r  u n  e x e m p l e  :

Exemp le

Considérons

a )3 :

Ce sont  deux

t  =  ( 1 ,a ,a - l , a )  e t  l es  deux  su i t es  d i s t i nc tes  pou r

S  =  ( I r a r a - I )

S *  =  ( a - l r a r l )

m o t s  d u  a - l a n g a g e  L r .

O n  e n  d é d u i t  :

T H E O R E M E  I . I 3

S o i t  g  =  ( a o ,  â a ,

ao

on  a  équ iva lence
( r )  V  i  =  0 , . . . ,n

( 2 )  S  es t  un  mo t

a 1  =  â

du a- Iangage de  MARKOFF L . .

=

d e s

.  a .  )  une  su i te  de  nombres  de  - I {  * ,  t e l l e  que

an  =  t (S )  =  a

p rop r ié tés  su i van tes  :

Démons  t ra t i on

( I )  : )  ( 21  On  cons idè re  T  =  (bo ,  b *

V  i  =  O  . . .  n+ l  b ;  =  a

La  conc lus i on  s ' ob t i en t  pa r  app l i ca t i on

Une  démons t ra t i on  d i rec te  es t  f a i sab le

f rn. , ,  (a)  ro(a) l
M = l  It  

LFn(a )  
Fn- , (a )J

bn. ,  )  te l le  que

du  Théo rème  I . L2 .

en  posan t  :
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Par  récu r rence ,

* s i n=2u

on  é tab r i t

pa i r  Fn

q u e  l ' o n  a  :

i = U

(a) = )r. c,T.t, 
"li

i = 0

i = U

F.(a)  =f  
" : : î i  

a t i ' ' tn I -
i=O

(Pour  a  =  L  )  Fn  =  Fn  (a )  es t  l e  n  i ème  nombre  de  F IBONACCI ) .

De  f açon  év iden te ,  comp te  t enu  de  1 ' exp ress ion  de  
! . t t t  

t

c(!.rslr=$=J,
mJt) '! ' i l '

* s i n=2u+ l impa i r

E t

I I

L a

par  un  ca l cu l  d i rec t  i ssu  de  Ia  fo rme

A . t s )  =  ( a r+  4 )F r r . r  ( a ) l

en  résu l t e  que  I ' on  a  :  m . (S )  =

su i te  s  =  ( . )n r . ,  es t  donc  b ien  dans

r  .  .  .  â n  ,

) zZ

= ânt . l  e t

( " o ,  . . .  ,

J j  =  ( . a j ,  a j r ,  ,  . . .  a j + n r . t ,  )

On peut  poser  :

t (

0. .1 ( t  )  =  ùa( . r ; )  =  a j r r r . t

d e M r :

F n . {  ( a )  =  m ( S )

L a '

( 2 )  ( 1 )  on  va  d ' abo rd  i l l u s t r e r  I e  phénomène  qu i  pe rme t  de

conc lu re .

Supposons  donnée  une  su i te  S  d i f f é ren te  de  (a ) , , * .

i  €  l o  . . .  n \  I ' i nd i ce  t e l  que  :- r l

I  Y  j  =  i+1, i+2 '  " '
{
I  ' ;  *  a

Notons  S ;  =  ( . i , , ,  ,  a i r l

On  a  pa r  cons t ruc t i on  :  a

D 'au t re  pa r t ,  en  no tan t  a

purement  pér iod ique Jo =

on  cons t ru i t  pou r  t ou t  j

e t  so i t

" j  
= a

â o ,  . . o  a i )

en  cons idé ran t  l a  su i t e

â " ,  ân , ,  )  à  pa r t i r  de  l aque l l e

++

on a a lors  avec Ie  lemme de

11

r -L o jrkrl

D ICKSON

Itp à* (.lo ) =
K C O
âlr .r  = a

,  a j+k r3  ,  . . .1

Ia ]  :

Sup à1 ( -lo )
0 - ( k . ( n + l
âLr {  =  a

c(  à(s i  )  )

[ a j r r ,  â j . k . t ,  . . . ]
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L ' i nd i ce  i  vé r i f i e  pa r  dé f i n i t i on i ( nso i t â i + . t  =  â i + t  =  4 i . , 3  =  â

O n  e n  d é d u i t  :

6; { . ro  )  =  \ t . r ; l

=a+
2 ( a l -  a t -  1 )

âh = âkr.r  = â

1 t
a+ -

Ia ,a , . â ,1 . ]  [ a , t ]

2a \ - zJ+za l -3a -

2a

Pour

D 'où

Or ,

2

a

D ' o ù

i+ l  . (  k  - (  n+1,  o [  a

:  Q. (J  )  -<  a  +  i
i l  e s t  f ac i l e  de  vé r i f i e r ,  pou r  a  >  2 ,

2ar - za! + 2aL - 3a - \f.tr 4.- [-.t-.'-
+

z ( l - . t -  r )  2a

I  '  i néga l  i t é

-a

dans  ces  cond i t i ons  :

\ j  A. ts l
/  T ,  \

'  
m (S ;  )

I
sT -c( tè(s) )

= Ô o

m(s*  )

E t  m " ( S ; )  =

Aucune des  su

m o t  d e  M A R K O F

P a r  l e  m ê m e  r

,  r .

f r j=0
{
L .r*

Aucune des su

mot  de  MARKOF

Pour démontre

précède à s  =

mn(s . ;  =  m. (s )  \<  m(s .1 )  (  m(s " )

i tes  S .  (  i+ I

F .

a i s o n n e m e n t ,  e n  n o t a n t  I  €  I O  n \  I ' i n d i c e  t e l  q u e
r J

I - 1  a j = a

a

i t e s  S k  ( 0  \ <  k  - (  I - f  )  n e  p e u t  c o r r e s p o n d r e  à  u n

F .

r  I e  T h é o r è m e  I . 1 3 ,  i I  s u f f i t  d ' a p p l i q u e r  c e  q u i

so .

Théorème I . I3
m o t  d u  a - I a n g a g e  d e  M A R K O F F  L è  t e l

. . .  n !  a i  *  a
,

o u  a n

Coro l l a i re  du

So i t  S  =  (ao ,

que  1 ' on  a i t

A lo rs  on  a

à ^  t  . o .

:  J ié
!  â o

a" )  un

{0 ,  t ,

À.ts)
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D.3  -  À  p ropos  de  Ia  réduc t i on  des  fo rmes  quadra t i ques

On a  vu  au  Théorème I .9  comment  l es  fo rmes  de  MARKOFF F0  son t  l i ées

aux formes rédui tes.  On va montrer  ic i  comment  ef fectuer  prat ique-

men t  ce t te  réduc t i on .

Une  fo rme  b ina i re  i ndé f i n ie  rée l l e  que lconque  f  é tan t  donnée  :

f ( x , y )  -  Ax l+  Bxy  +  cy r

=  A (x  - èy ) ( x  à ' y t

I u i  assoc ie r  l es  deux  déve loppemen ts  en  f rac t i on  con t i nue

B = [a i  ] i r rc
I-  
t  

= [a-;J; ,4* = 
13

i te  doub le  J  =  (a ;  )1 .a

Pour  r édu i re  I a  f o rme  f . ,  i l  e s t  poss ib l e  d ' app l i que r  à  l a  su i t e  J

les  règ les  d 'équ iva lence  su i . van tes  :

(E . f )  :  ( . . . ,a ( ,1 , -1 ,1 ,F , . . . )  ru  ( . . . ,a - l , I ,F - I , . . . )

(8 .2 )  :  ( . . . ,0 ( ,0  ,? , . . .  )  rw  ( . . . ,u+p , . . .  )

(E .3 )  :  ( . . . ,0 ( , - I  ,p , . . . )  n r  ( . . . , s1 -2 ,L ,T r -2 , . . .1

(E .4 )  :  ( . .  . ,d , -2 ,1 , . . .  )  r . . ,  ( . . . ,o t - I  ,2 ,F -L , . . .  )

( E . 5 )  :  ( . . .  r È ( r - t 1  ,  p r . . .  )  r . ,  ( . . . , d - I r l  r î - 2 ,  t r P - I r . . .  )

( 8 . 6 )  :  ( . . .  r o { r - f r  r - t r r l r . . .  )  r v  ( . . .  r d - I r l r f f i - l r n - I  , I r F - l r . . .  )

P a r  a p p l i c a t i o n  r é p é t é e  d e  c e s  r è g l e s ,  o n  p e u t  t o u j o u r s  c o n s t r u i r e

à  p a r t i r  d e  J  u n e  s u i t e  J o  v é r i f i a n t  l e s  c o n d i t i o n s  :

J o r u r J

J o  =  [ b ;  J ; 6 t r

La  su i te  Jo  dé te rm ine  de

fo  ( x , y )  =  A (x

qu i  pa r  cons t ruc t i on  e t

a  r .

l i eZ  b ie .N*

Jne .u {T i2n  a i  -b i

- lmet l  V i  ) .n  a - i  -  b - ;

i recte une forme rédui te :

-  Lvl
Théorème de SERRET est  équiva lente

avec [  ( r )

I
{  ( 21

I
t (3 )

f a ç o n  d

-  
È o Y ) ( x

grâce au
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( 8 . 6 )  s ' é t a b l i t  p a r  d e s  r e l a t i o n s

de  pose r  :  I o  =  tb . ;  J ;61  e t  -  
;  

=  [b - i  j i . r ç *

Itl lf: tl
:l

:l I l=[],
I fl | = [i.u
llt::l
: ;l l: I
t, lti lf;'

tl
l;

r èg les  (E . I )  à

den tes  :

lt:lll
tl :l l:
l=[], I I
| =[' I t
oJ L-r i l  L

l--n '.l I
1,. oJ =L

t é  des

Ies  év i

ol
l =_rJ

I l  su f f i t

La  va l

matr i .c

(E.r )

(E .2 )

(E .3 )

(E .4 )

(E.s)

a,pe7-

V neL

i d i

i e I

fr
Lo

:Y

rtt ti:
I  m,n  eZ

tî :l I.ï :l l:, lll l[î ':] |i'lli ll: I

tl
( 8 .6 )

E x e m p l e  d ' a p p l i c a t i o n

Pour  f  (x ,y )  =  (x  -  fTv l  (x  -  YDv)
.  . t-

1= ï f2  =  t3 ,? ,6 .1avec

=  [ - 1 r3 ,2 ]

(3 ,3 , -1 ,3  ,? ,6 ,1

:  J  rv  Jo  =  (Z ,L , l , l ,? ,6 .1  .

I

\ l2

I

5',
veJ=

(E .3 )

I
I
I

u

c

t ro

ave

On

Et
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Dans ce qui  précède,  ot r  a  constru i t  un cer ta in  nombre de not ions

à  pa r t i r  de  déve toppemen ts  en  f rac t i ons  con t i nues  pa r t i cu l i e rs .

L 'ob je t  du  p résen t  chap i t re  es t  de  reche rche r ,  en  fonc t i on  de

ca rac té r i s t i ques  de  l a  su i te  S  don t  on  pa r t ,  l es  cond i t i ons  gu i

peuvent  l ier  les numérateurs et  dénominateurs de rédui tes

cons t ru i t es  à  pa r t i r  de  S .

Le  bu t  es t  de  pouvo i r ,  i nve rsemen t ,  reche rche r  des  su i tes  S

co r respondan t  à  des  cons tan tes  de  MARKOFF données  :  c ' es t  en

e f fe t  pa r  ce  moyen  que  l ' on  peu t  cons t ru i re  une  généra l i sa t i on

pa r t i e l l e  de  l a  Théo r i e  c l ass ique  :  I a  ( a ,0 ,e  )  Théo r i e  de  MARKOFF.

Dans  I e  p résen t  chap i t r e ,  on  donne  l a  dé f i n i t i on  de  ce t t e  ( a ,0 ,ê )

Théo r i e ,  a i ns i  qu ' une  i l l u s t r a t i on  de  ce  qu ' e l l e  f ou rn i t  su r

I ' exemp l . e  pa r t i cu l i e r  de  1a  (  3 ,0 ,  - 1 )  Théo r i e .

On  remargue  auss i  qu 'une  te l l e  t héo r ie  fou rn i t  des  cons tan tes  de

MARKOFF don t  I e  po in t  d ' accumu la t i on  vau t  $ .  Comp te  t enu  de  ce

qu i  es t  connu  pa r  a i l l eu rs  su r  l e  spec t re  de  MARKOFF ,  i l  en  resso r t

que  ce t te  p remiè re  généra t i sa t i on  es t  t rès  pa r t i e l l e .  E l Ie  mon t re

cependan t  que  des  poss ib i l i t és  de  généra l i sa t i on  ex i s ten t  pou r  l a

Théor ie  de  MARKOFF c lass ique ,  que  l ' on  dé ta i l l e ra  dans  l eschap i t res

su i van ts .

A /  LE RESULÎAT DE BASE

m
La  re l a t i on  -  

=  [ a ,n ,  a . - 1  ,  . . .  ,  àâ r  a r ]  =  [S * ]
K4

permet  d 'éc r i re ,  êD  in t rodu isan t  une  éc r i t u re  sous  fo rme  de

rédui te  :
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)K. -  t l' l

J

d e

i c e s  i  =  n + 2 :

K, - Kt€z_

l - "n t l  f  (a+r)m Kr ;  (a+1
l l=l
LI 0J lm ; K.r

t r i ce  :

. . .  an - ,  ]

t  des  rédu i t es  pa r t i cu l i è res

I i t é  de  p réc i se r  pou r  l es  i nd

n
i - r  =  ( -1 )  (3 )

ntée ci-dessus donne âvec p =

ei-r  + r  
(4)

q i - r  (q i - t  - f  )  +  ( -1 )1  
(S t

,|

-  r 1o 4  r l
I
|  . . .

l 0 J

e r  ce t te  m

i - r  i  9 i - l

i . r  '  9 i - r_

s :

Ia ,SJ

[ a ,  â o ,  â .

v a l e n t e  :

I S * , a ]

m
Is* ]  =

K4

.  P i - r
so

q  i -L
vec  poss ib

- t  -  9 i ' r

i e l l e  p rés

a+l )  p1- .

a+ l  )  C ; -1

fo t - t=m
1 oi-. = *.

l ' e xp ress ion  :

:l[::]t;
n v i e n t  d e  n o t e

fo'
Lpi

I e s  c o n d i t i o n s

I 
ot',. =r

I  Pi -z

1
I 

ot ' t  =r
\  e i -z

de  façon  équ iv

I  P i - r
|  - =  L

I o'','
1

I  
o'-t  =t

I ci-r

ombres 
ot- '  

" ,9  i - r
)  = [ .s*,  aJ ,  at ,

P i - r  q  i -

l a t ion  mat r i c i

Pi-r  = (e

c l .  =  ( i' r - {

o

n

s

D ' o ù

l-a

L1

Onc

avec

so i t

Les

nl. (

La r

(r)

(2 )

Pi-r

Par  a i l l eu rs ,  on  peu t  auss i  éc r i re  :
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(7 ' , / ,

( 8 )

t p l us .

c les  exp ress ions  données

n
)

a

v

1

r

a

a

J

J

+(

) n

app

a
o

ts l

(71

I

0

I
I

,

:J
i - r

( -

a n

a
1

l - -

l

de

p;-rl [ "
t l

q i .3J  L  r

Pt-r ; p

9 i . r  ;  q

i I  res te

i ' r  +P

i t - ,  - lq

pi_r

- fq t ' , *
a  va leu r

â,t  '  '  '  '  '

,  t a ]

a l e n t e  :

. . .  ,  â n

. . .  
" n _ . f

)  découle

te.

- } ,  )

I  ot ' .
=l

Lqt ' r

[ ' ao .  +
-  |  

' r - t
- l

L  a9 i - r  +

(4 )  e t  ( 5 ) ,

=p i - r  - q

q
=  9 i - l

I t
Pi - r  l 9  i - r
sys tème ,  I

= [S* ]  =  t

=  l a n ,  . . .

n i è r e  é q u i v

=  [ a . ,  â 1 ,

' =  [ a o ,  à r l  ,

a t i o n  d e  ( 9

pour  q  i - r  e

I
= -

Kr (rE
I  - _

I o,-n Pi.rl :
L o,-., q;-r j

:

En comparant  à  (

I Pt-t
I
1
I  ot ' t  :

En pa r t i cu l i e r ,  ;
Dans  ce  de rn ie r  r

on peut  écr i re  :

f  P i ' r

J c.i-r
,l

I  P; ' t

r  9 i - ]

Ou encore de man:

f  P i ' '
I

(e)  /  
n i - '

)
| çl i-r
\  

- '

I  i - r

La  p remiè re  re la '

an té r i eu remen t  p r

El Ie  donne :
I

ts l  = -

r_i
m

I

e

Is* ]'l
-rJ

t

m

,

l+

fr= l

I  r+r
Is* ]
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Cec i  é tab l i t ,  t ou tes les  vé r i f i ca t i ons comp lémen ta i - res  é tan t  év iden tes  :

T H E O R E M E  I I . 1

S o i t  S  =  ( " o ,  â 4 ,

Posons  :  (n ts t  =

. . .  an  )  une  su i t e

m(a - l )

de n+l  é léments de 1f  * .
.i-i

-  K4 -  Kz+  ïA r  ( s )

m

m-K t

+m)

les  rédu i tes
'{-TJJt

I  a-l  , .S, a.J =

i =n fz

I "o t l  [qMs =|.,  
o] L,

P 
= K,r -  Kt  (

r= lÉ l - r ,+r [
m

2m

n.i.,.l
q,.r l

;Ka I
; Kr- iloJ

comp

ou

f'" 1=f
fro]L

en t re  -m  e t

l s im= I

= [ l::.
r i s

On a a lors  les propr ié tés su ivantes pour

(a+ I )m  K r -  K t+

ç Ka K2+
2 (a+ I )K r -  2 | -

Lm

du nombre :

( - l ) n

( R . a ) : =  [a ,S1  =
(a+ l )m  Ks

m

=  [ a r a o  ,  à ^  ,  . . .  ,(  R . b )  :

(R .e ) :

( R . f )  :

Pi-r

P i  - r

9 i-r

q  i - r

Pi-r

Pi-r

9i-r

9 i . r

P i-.r

9 i-.r

Pi.z

9i-r

p i . l

9 i - r

t n - .  I  =

(R . c )  : = ts l  =

( R . d ) :
K4

=  [ a o ,  ê . r ,  . . . ,  â n - ,  ]  =  -
^.- I

=  [S * ,a ]  =

m
=  [S * ]  =  -

Kl

=  [ a n ,  . . .

( a+ I )m  -  K r

(a+ I )K " -  I

t a ]  =

(a+I )K. -  I

(n .g ) :
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On a  auss i  l es  cond i t i ons  :
(  R .1 )  :  p i - r  =  m

(R .2 )  :  0  (  g i - . =  K ,  - (  p i - t  =  m

(R .3 )  :  p i - r  g i - t  -  9 i - , r  p i - r  =  ( - 1 ) r  =  ( - I ) a

(R .4 )  :  P i - , r  =  ( a+ l ) p1 - .  -  q i - r  +  
P

(R.5)  p i . r  I  q r l - ,  - f  c i - r  +  ( -1) "

(R .6 )  :  9 i - r  =  ( a+ l ) 9 i - r  -
qT. r  -Pq i - ,  *  ( -1)n

pi . r

qi - .  +  p

enco re :Kz=p i - r - p i - f

q i t - r  -Pq i - .  *  ( - 1 f

(R .7 )  :  p i - t  =  p i - r  -

c res t -à -d i r e

( R . 8 )  :  g i - r  =  g i . l  -

c ' e s t - à - d i r e

(R .9 )  :  I s ]

q i t - . - fq i - r+Pi-r
:  J=

( -l ) ' t

pi-r

['.r; :]=[1..;:]
encore

Is* ]  =

] - . [

a  assez  g rand  (a  )  t (S ) ) ,

FF :

Is* ]

on a pour  les constantes

I

En f i n  :

(R .10 )  :

.  - x l
( - ' |
\m ,

I
Le  nombre  0 . tS )  =  [o , .S* ,a . ]  =  - ; -  

( r ;  
es t  rac ine  du  po l ynôme :

l"
r  - . - t  ,  

' l

[9 i - r  x -  +  (g i - ,  -  p i_ r  ) x  -  p t . r  ]

( a+ t ) r  -  K . r -  K t I  -  (a+ l )K ,
=x t+

t

, 1 )

ur

RKO

Fg (x

: P o

M A

(  R . 1 l  ) d e

c(er(s)) =c(?n(s)) =c(or(s)) =

Cet te  même  éga l i t é  vau t  pou r  a .< (  t (S )  e t  S  é  L r .

E l l e  es t  donc  va lab le  pou r  tou t  nombre  de  MARKOFF O. tS )  supe r  rédu i t .

r 4 ( -1) 'r"
(  a+r+I )  +-
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B  /  L E S  C A S  Q U I  E C H A P P E N T

U n  p r o b l è m e  p a r t i c u l i e r  i n t é r e s s a n t ,  c o m p l é m e n t a i r e  d u  T h é o r è m e  p r é c é -

a  - (  t ( S ) .

D a n s  c e  q u i  p r é c è d e ,  o D  a  v u  g u e

e s t  r a c i n e  d u  p o l y n ô m e  F O  ( X , 1 ) .

p,
on  en  dédu i t  I ' e x i s t ence  d ' une  rédu i t e  "  de  [O ,S* ,aJ  t e l l e  gue  :

c(4r  (s)  )  = c(  or(s)  )  = l .p î *  [ (a+ l )m * r ] ' * rJ4cr+ t l  -  (a+ l )x r lq î l

[ ( a+ l )m  +  K , -  t <aJ t+  4 ( -1 ) " '

den t  es t  d ' examine r  l es  va leu rs  c (4 ,à (s ) )  pou r  a  €  J {  *  t e l  que

Ë=o.tst=[o"s* 'a ' ]

condu i t ,  en  observant  ce  que donne Ie  remplacement

introduire les deux nombres :

, ,  - t  - - . IP ,  
K .  

IK , r9 t  - rn9 t1 - -  - l
9 5 m

1 - zt<^ Jqzv

(2m +  K^-  K2

ce t te  e

deapa

lf'
{

It'

xp ress r .on

r  a+1 ,  à

=  mpbgb -

*pl + lzn

.'ï f(ï.

-  K A -  K !

2m K,t -
t  n r l
)+  4 ( - I )

2m

9u+ t

) ' -

l p t

Kr

D 'ap rès  1a  re l a t i on ( R . f ) ,  o n  a  :

K,r
:  = [o,s*]
m

1,,
Le nombrg  3  =

tm9t

deux  rédu i tes  d 'un  même nombre .  L ' i nd i ce  t  cons idé ré  i c i  es t  ce lu i

pe rme t tan t  de  dé f i n i r  une  cons tan te  c (Ôr ( s ) )  pou r  a  (  t (S ) ,  on  peu t

donc  supposer ,  d ' ap rès  l e  l emme de  D ICKSON que  I ' on  a  :

Pb  , * ^

99m

2m +  Kn-  K . (2m + Kr -  r r f  +  4( - l ) " '

Pt  Ka

9 t  m

4 m l

s ' i n te rp rè te  donc  comme une  d i f f é rence  de

On a  auss i  :

Yt =il f '  *
'qt L\ *qi

t

)2m 4m



2m +  K r -

î
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des  f rac t i ons  con t i -

=frr I Pb
L'oi I *oi

\(-r)

m t

I  pnopn rETE  r r . l
, - r t
I  Les nqrn!çe5 -

I .ql
L

En  e f f e t ,  pa r  un

nues,  oD a pour

Le nombre

e s t  d o n c

' *qt
m e m e  s t g n e .

résu l ta t  c l ass ique  de  1a  théo r ie

Ia  d i f f é rence  des  deux  rédu i tes  :

, tg et 
fr 

sont de

. )

I

des  f rac t i ons

Ï '

de p lus

I

e

e

K,l -

m

éo r i

rd

avec

+

Th

dre

s ,

m

a

rd

f

-l P, ,LI=l-T +.1 +
\ * q ;  /  \
:

0

e  I ' o n  a :

K ,  I  I
-/

/ m

o n  c l a s s i q u e  d e  I

t i e n t  c o m p l e t  d ' o

9 b - ,  )

\
m

-Kr l  r
- l  - (

I  m t
I

9r (9 t  I t * , *  9r - .  )

99 | * ,+  g r -o  )

t t  
Y r ' son t  

pos i t i

I

*'l
I

i eu r  à

K!

re r  qu

*  K,r -

m

re la t i

Ie  guo

I

9r ïur,*

0=

m+Kn

m

r l-ls
I
I
l< (2l

'  9Ë-r

I I  s u f f i t

P o u r  c e l a

c o n t i n u e s

E n  I  r o c c u

S u p p o s o n s

, I
Alors : m- |

\

+t m\

En  e f f e t ,

96  (  m .

I r t . l r
l+l  < -(
l*otl o!

f  t t  2m+K^-
r - î -
I L

\ * qÉ  m

pos i t i f  e t  supé r i

m  +  K , -

m

a lo r s  de  s ' assu r

I  Pt  l l l t
l -  l l - -T1 -r  m9 i  |  \m9r

,  on  u t i l i se  l a  r

,  où 
] t  

dés igne I

I  p l
l ' r- : t l=-
t f l

I '  q,  I  er(q

rence,  oD prend

que  I ' on  a i t  :

I  Pu t l  Pt  2n
i - i l

l *q ï l \ *qï

Pt  2m *  K , r -  K l
tm9i m

Dr-
J J - a 2 m + K - K

q 1 2

I e s  n o m b r e s  g ,  ,



P a r  a i l l e u r s ,  o n  a

Mais  i I

rédui te

m < qt  
I t ,+  9t ' '

e s t  f ac i l e  de  vo i r ,

pa r t i cu r i è re  de  
K4

m

I I I . 4 8

2m +  K r -  K r )

lr. l.r
I 'qi  I

<mS o i t  :

E t :

- * . *
qt

1 -( m + K., - Kl( ( + .
ci

On en  dédu i ra i t  f  i néga l i t é  :

11  en  résu l te  que  l es  deux  nombres

Ce  s igne  es t  auss i  ce lu i  a .  
f u  "a  

YC

es t  dénomina teu r  d ' une

inéga l i t é  es t  imposs ib l e .

son t  de  même s igne .

0 ,  ce  qu i  t e rm ine  l a

compte

= ^ [

tenu gue m

,  guê  ce t te

Yë le
- e E -

mql 'ql
puisque m )

démons t ra t i on  de  I a  p rop r i é té .

Ce l l e - c i  pe rme t  d ' é tab l i r ,  de  f açon  év iden te  :

THEOREME I I . z

so i t  s  =  (  ao  ,  â .  ,  
"n  

)  une  su i te  de  n+ I  é lémen ts  de  g f  * ,  e t

une  rédu i t e  du  nombre  [ 0 ,S * ] .

Les va leurs :

Ms  (a )  =  I r p l  +  [  ( a+ I )m  -  Kn -  K r  ] puqu+  t  
' l  

( a+ l ) r .  l q t t  I

const i tuent  pour  a g - [ t  *  une progress ion ar i thmét ique de premier

I  J t  |  =  I rp i  + [2m -  x . -  K.  Jprqr+ t  ]  zr" lc !  I

e t  de  ra i son  :

l fu I  = I 'prqu- *. ,0T |  > o
t

pe

9 g

t e rme  :

A  pa r t i r  de  ce  résu l ta t ,  s i  l ' on  cons idè re  pou r  une  su i te  S  l es  d i ve rses

valeurs où a É .N *  de Ia  constante de MARKOFP

c( 01 ts))  =ct f^tst t  =

En fonc t i on  de  a ,  l a  f onc t i on  m. (S )  es t  concave ,

de progress ions ar i thmét iques,  constante pour  a

E l l e  a  un  g raphe  ayan t  I ' a l l u re  su i van te  :

composée par  morceaux

> t (s ) .
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mÀ(s)

I I  n ' es t  donc  pas  env i sageab le  de

cons tan te  de  MARKOFF dans  l es  cas

m . ( S )

donner  une  exp ress ion  de  ce t te

où  l ' on  a  :

r l
t 1
l 1
r l
l 1

l l

l l
I

l l

r l

r(s)-2.
t (S )+1

I  - (  a  - (  t (S )

sans  ren t re r  dans  l e  aé ta i l  de  Ia  s t ruc tu re  de  l a  su i te  s .  En

pa r t i cu l i e r ,  l es  cas  f r on t i è res  où  a  =  t  (  S  )  r e l èven t  de  ce t t e

de rn iè re  remargue .

Par  con t re ,  on  peu t  énonce r  :

T H E O R E M E  I T . 3

P o u r  a r l (  t ( S ) ,  o n  a  :  m . ( S )  (  m  s o i t  S  g Lè  avec :

m
c( 0nts))  = c(  4.(s))  = _  t _

. i - r  - r i F{-À,gl {a;GJ
Soi t  pour  les condi t ions de super  réduct ion :  (  S.  )  -> (  S, r  )  .

C  /  U N  E X E M P L E  D  '  À P P L I C A T I O N  :  P R E M T E R E  G E N E R A L I S A T T O N  D E  L A

THEORIE DE MARKOFF

On s ' i n té resse  aux  nombres  a lgéb r iques

cons tan te  de  MARKOFF s 'éc r i t  :

c(I ) =

de  deg ré  2  rée l s ,  don t  l a

( L el* r , - 1l)

D'ap rès  l e  t héo rème  r . 3  e t  l a  p rop r i é té  (R . l I )  du  Théo rème  1 I . I ,

i l  su f f i t  pou r  en  cons t ru i re  de  cons idé re r  des  nombres  s i t ués

dans  I ' o rb i t e  pou r  f f l r (V - ) *  de  nombres  i r ra t i onne ls  de  MARKOFF

supe r  r édu i t s  0 " t s )  Luec  r ( s )  =  o
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La  reche rche  de  su i tes  S  convenab les  peu t  ê t re  fa i t e  g râce  aux

cond i t i ons  du  Théo rème  I I . t  :

(R .o )  :  n  de  pa r i t é  f i xée  ( ( - I ) n ' r  =  Ê  )

(R .2 )  :  0  (  9 i . r  =  K r  (  P i . r  =  m

(R.s)  :  p i - r  I  q i l ,  +  ( -1) "

Pi . t
( R . Z )  3  - J  =  [ S * ]

9  t - t

En  déc r i van t  t ou tes  res  va leu rs  m  É t f " ,  ê t  pou r  chacune  d ' e l r e

l es  va leu rs  R4  vé r i f i an t  (R .2 )  e t  (R .5 ) ,  on  dé te rm ine  pa r  (R .7 )

d i ve rses  poss ib i l i t és  pou r  S .

Ce l l es  qu i  son t  t e l l es  que  t (S ) . 1>  a  vé r i f i en t  pa r  cons t ruc t i on  3

m.(s)  <  m(s)  =  m

e t  pa r  l e  Théo rème I I . 3  :

c(  0r (s )  )

EI Ies  n ' on t  pas  à  ê t r e  cons idé rées .

Conse rvan t  l es  su i t es  S  qu i  son t  t e l l es  que  t (S ) - l \ <  a  e t  m . (S )  =  rn ,

on  fab r igue  des  mo ts  S  du  l angage  de  MÀRKOFF L1  qu i  vé r i f i en t  pa r

cons t ruc t i on  :

c( 0r(s)  )  =
( a + l ) L m t +  4 o

Les nombres  de  MARKOFFco r respondan ts 0. ts )  son t  super  rédu i t s .

Exemp les

.Aveca=2

garan t i t  que

san t  dans  Ia

.Aveca= I

m
,  E  = - I  ,  l a  cond i t i on

Ig * t  -  4

1 'on  re t rouve  pa r  ce  p rocédé  tous

Théor ie  de  MARKOFF c lass ique .

I

3

les nombres appara is-

(  a+ l  ) t  mr

Ç= +  I  ,  o [  t r ouve  I e  nombre  d ' o r .
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. a v e C a = l f , = ' I ,

m o n t r e  I '  i m p o s s i b i l i t é  d e

.  avec

su i t es

don t  l e

0 (K r=K l (

l a  cond i t i on  -  1 -

V-t- '21/f f i
t r ouve r  une  su i te  S .

a  €  . [ ! [ *  -  { t , r }  e t  E  =  +  l ,  on  t r ouve  une  i n f i n i t é  des

f ron t i è res  S ,  co r respondan t  à  des  cons tan tes  de  MARKOFF

I
po in t  d ' accumu la t i on  es t  -  .

a+1

D E F I N I T I O N

On appe l l e  ou

enco re  (a ,0 .9  )  Théo r i e  de  MARKOFF l - ' é t ude  des  nombres  I r t s l
h r ' {

supe r  r édu i t s  t e l s  gue  r (S )  =  0  ,  ( - f ) .  =  É ,

La  Théo r i e  de  MARKOFF es t  a i ns i  l a  ( 2 ,0 , - L )  Théo r i e  de  MARKOFF.

En  u t i l i san t  l es  su i t es  S  =  (1 ,a - I , ( l ) a -g ,a )  i I  es t  f ac i l e  de

s ' assu re r  que  t ou te  su i t e  ( a ,0 ,  g  )Théo r i e  r ecouv re  une  i n f i n i t é  de

poss ib i l i t és  pou r  l es  su i tes  S  cons idé rées .

I
Les  cons tan tes  de  MARKOFF assoc iées  on t  -  pou r  po in t  d ' accu -

l +1

mu la t i on .

On  donne  en  annexe  une  tab le  conce rnan t  I a  (3 ,0 , - l )  Théor ie  pou r

Ies  va leu rs  de  m in fé r i eu res  à  I  000 .

Hors ] .es su i tes S = ( I l t i r r  te l les que t (S)  = I  e t  qu i  donnent  donc

des  cas  de  l a  ( 3 r0 r -1 )  Théo r i e ,  avec  ma(S )  = | r | ,  I a  t ab le  f ou rn i t  des

su i t es  S  de  ce t t e  Théo r i e  t e l l es  que  t (S )  =  2  ou  t (S )  =  3 .

El Ie  n 'en donne qurune parmi  les deux su i tes S et  S*  correspondant

à une même valeur  m ,  ce1le correspondant  à la  condi t ion :

m

2
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I  I I .  P R O P R I E T E S  D E S  F O R M E S  D E  M A R K O F F  F g
======== ====== == == == ==== == =  =========

A  /  G E N E R A L I S A T I O N  D E  L A  R E L A T I O N  D I O P H A N T I E N N E  D E  M A R K O F F  -  F O P " O "  À  :" ' - -  T0  -

Désormais ,  on  concent re  1 'a t ten t ion  sur  les  fo rmes de  MARKOFF :

( a + l ) t  -  K . l  -  K t

our

e t

s i

A

A o

+ ,l
m,

m ,

rf f i ,

kY

) K " r

L

En mu l t i p l i an t  l es  deux  membres  pa r  m t  ,  i l  r es te  :

# t r (x ,y)  = 
t  

(krmx+[(a+I)Kr-  I  Jm.Y i  r l inrx  + (k  nn(a+l )m, t -  K.m.-  K.m")y)

En  posan t  i  z  =  mx  K^Y  f r t  =  K r i l i -  kam

e t  auss i  :  QU tz ,V )  =  t t  Fg  ( x , y )

I l  r es te :

em ln ,  ( x , y )  =  a  { r ( z , y l

=  F r ( k ^z  +  [ ( a+1 )x rm , , -  1  t r +  k . ,K , f  ] y  ;  m . r z  +  [ ( a+ l )mmr - ' i l ,  l y l

+ l )K ,
:
m

1-  (K;-  l t1
m

m(a+
Fo (x ,Y)  =  x t  *  [

m

I  -  ( a+ l )Kn

]  
" '

I xv+t

Convenons de noter t  

I  

A,r =

I o,o,

ant  3

I
I

+ e, m, V)l

q v)

v

l

u n  d é t e r m i

A, m, Y)

A " ( m . r x  +  k ^

) m  -  K , { -  K 2

+

+

I

a n '

I

x

y )

a+

s

'l

A

,^

(

]-) 6 lp,l , en introdu

i  -  Aoy  I
I

;  x  +  A . ,y l

a  l a  r e l a t i on  :

r
I  x  |  -  AoY
I
L Ary ; x t A,r

i  _  Ao  ( k , t y  +

mry )  ;  ( k r x  -  A rÀ r

m, rY  ;  qx  +  k rY  +

(x ,Y

[ *
I
Lo"
I ' o n

+o

fr,t I
I

A, m,r J

v
* 4 ,

+

p

d

k,

Ar

I

I

e i

= (

t ,

) ,

i

Ao

: +

a+

Ê

e

,|

)

x

(

i

)

i

m

.l

t

o n  p e u t  é c r

F ,  ( x , y

E n  p a r t i c u l

F0  (k ,  ,

I I  v i e n t  :

A F ,  (  x ,

fx,
=de t  I

Le. t,

f*, *
=de t  I

lA ,  (m

=  Fû (k r x  +
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I
Yt

Itr
( X

E

Q,
ETIR3

a

oP R

On

r
I
I
L

e t  :  A  Qr ta+ r )mmr -  f r ,  i  -m , l )

=  [mr [ ( a+ I ) ( k rm  -  K "mr )  +  ]  * r -  k , t (K . t+  K . ) J  +  x fmJ r

En  in t rodu isan t  l e  nombre  1 ,  dé f i n i  pa r  l a  re la t i on  :

t 1 , r  =  k l (K . r+  K r )  +  ( a+1 ) (Ç t r -  [m )  -  1  m ,

on  ob t i en t  :

o 0, ( ( a+1) mm.r - frz ; -m,r )

= (k: -  rr '1, )Tt

L a  r e l a t i o n  :  F ,  ( k ,  , m ,  )  =  A

= k ; -  r r l

donne a lo rs  par  s imp l i f i ca t ion ,  pu isgue A *  O :

Q, t t .+ r )mmn-  f f t  i  -n1 , ,  )  =  Amt

or ,  la  fo rme quadra t ique 0 ,  peut  e l le  même ê t re  ca lcu lée  :

En  e f fe t  :  { t z ,V)  
=  c } r t r x  qy  ;  y )

=  * t  F g  ( x , y )

=  z r  +  [ m ( a + I )  +  K ^ -  K r ) z y  +  ( - f  f  y t

I l  r e s t e  e n  d é v e l o p p a n t  :

Amt =  (a+r ) t r t r i -  2 (a+ l )mm,, f r r *  f r ,

[m (a+ l )  +  K " -  K . ] [ ( a+ t )mmr -  f r r Jmn+  ( -1 )nm"e

so i t  :  ( -A )m t+  ( - 1 ) i r | +  f r r t +  (K , . -  K r ) f r .m .

=  (a+ l )mm. f r r+  (K . -  K . ) ( a+ l )mm|

On peut  donc énoncer  :

)  =x ! +  [m(a+ l )  +  K r -  r c . JxY  +  ( - t ) n  Y

T H E O R E M E  I I I . I

Pour toute forme d

F0  (X ,Y )  =  X t+
j
m

t-
I *v *[

:

K.t - Kt

A R K O F F

m ( a + 1 )

e M

t a+I)  K, ,

] r '

où  m l  =  K , tKL+  ( -1 )n

m
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E n  d é f  i n i s s a n t  a v e c  Z  =  m x  K , 1 Y  l a  f o r m e  :

$tz ,v l  
-  r t r0  (x ,y )  =  zL+  [m(a+ l )  +  t< r -  K r ]zY  +  ( - r )n  v t

S i  A  es t  un  nombre  représenté  par  Fg  ,  avec  :

[ . r t k ,mr )  
=  t *  0

{

I  ,* ,  ,^a) ê,VL
e t  s i  l ' on  pose  :

f f i r  =  K rmr -  k  m

on  a  I ' éga l i t é  :

Ô^  t t a+ I )mmr -  f r l  ;  -m , l )  =  Àmtr9

c 'es t -à -d i re  l a  re la t i on  d iophan t ienne  (  t ' t o  )  :

( -A)mr+ ( -1)" . f *  f r f+ (K^-  Kr) f r rm.

= (a+r ) r r . f f r+  (K . -  K r ) (a+ l )mm"r

L a  r e l a t i o n  d i o p h a n t i e n n e  o b t e n u e  g é n é r a l i s e  c e l l e  d e  1 a  T h é o r i e

d e  M A R K O F F  c l a s s i q u e  :

* t +  y t +  z L  =  3  x y z

P o u r  I a  r e t r o u v e r ,  i I  s u f f i t  e n  e f f e t  d e  c o n s i d é r e r  I e  c a s  :

f i = - l n p a i r K , r = K r a = 2

O n  p e u t  d o n n e r  u n e  a u t r e  f o r m e  à  c e t t e  r e l a t i o n  e n  p o s a n t  p l u t ô t  :

d
i i r  = ' .mr  +  (K . -  K r )mn (e^=  l1 )

T H E O R E M E  8 . 2  ( R e l a t i o n  d e  M A R K O F F  g é n é r a l i s é e )

It
1 )  )

mnL

1 -  (a+ t )K ,

A R K O F F  :

m ( a + l )  -  K , r -  K t

ep

0

ph) p

ê.t

r M

t
re

*

l l

. op

+E

d

' e

A

E
d

I
m

Em

te

+

:

\

tm
1 i

!
I,|

Pour  tou te  fo rme

F , , r ( X , Y )  =  X z
u

Si  A est  un nombr

(  F^  ( k ,  ,m .  )  =
l r

t  ,* .  ,^"t  e,Lt
e t  s i  l ' on  pose  :

on  a  l a  r e l a t i on

- (  g rA )mt+  t L  I me

m

+ le

r \ t  ,  r r l

Y Z

.  ( -

r+1 )

ÈT=t^

* t  =  ( a +

1 l
lxY+L

,  a v e c

(où  g .  =

r+  (Kr -

m

résenté par  FO

Krmr -  k rm

an t ienne  (M l  )

t l  =  ( a+ I )mq f  m
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B /  ACTIONS SUR LA  FORME FT  ET  APPTICATIONS:

Cons idé rons  I ' exp ress ion  :
'4

$ tx ,v )  =  ( -A)Fo  (x ,Y)  +  Fg  (k r  x  -  l ,  Y  ;  m. rx  k ,  Y )

O n  o b t i e n t  f a c i l e m e n t  :

$ ' t r ,o )  =  g  (k4 ,m4 |  =V (14,Rt )  =  o

m 1 ,  =  k ,  (K r+  K . )  +  ( a+1 ) (K .m . -  k rm)  -  I  t ,

dédu i r :

THEOREME I t r . 3

Pour
Fg (k4

m ) r =

O n a

E t

E n  B a

F0 (K4X

o ù q
0

perme

à la

En co

F9 (x ,

I ' une

rgue

ou

On en

Y )

ne

t :

-1r

) t

ôm

! c

,. )ttl

nr l

- e

n
À

Ks

I

. é

L y

:u

a

K,

I

ê

v

l

I

i

a

i+

( -

oc

\

I
n

' L

I

s (

0

j

m

s

- (

' +

t

l s r

du

po

*

I
tl

as

dr

A

4!.r

m

=I

r l

,l
3 S

ve

i r

M À R K O F F  F A  r e p r é s e n t a n t  u n  n o m
(k ,  ,m"  I  e -  ZL  ,  s i  1 "  e  O déf  in i

a+1) (Kama-  k rm)  l  r , ,

( k rx  I . ,Y  ;  m. rx  -  k4Y)
(a+ I ) r " -  l  Jm^  _k  m +  ( ,

,  " 4 ' -
m

kt  -  K4  e t  m4  =  R ,  on  ob t i en t

+[  (a+I)m -  Kr ]Y)  =(  - l f  Fo (x ,Y)

1l fo rl fa rlro
l = l  lM  I  I

".J Lt o J 
"5* 

lr oJ 1.t
groupe  des  ro ta t i ons  hype rbo l

enan t  $ . t s t  qu i  es t  r ac i ne  pos

btenue dans Ie  Théorème précéd

su i van tes  so i t  é t an l i e  :

s) - 1,,
s )  k l

s) - l , f

bre
par

1 )

toute forme de

,a . )  =  A  e t

k "  (K r+  K . )  +  (

:  A  =  k i -  m" ln

:  AFo  (X ,Y )  =  FA
o I

=  F r ( k .X  + [

r t i cu l i e r ,  pou r

+ [ (a+ I ) t t - l  ]Y ;mx

[ *n  
(  a+ l )K "  -

= l

lm  (a+ t )m

t  de  dé f i n i r  l e

fo rme  Fg

ns idé ran t  ma in t

l ) ,  1 ' éga l i t é  o

r  des  re la t i ons

r\ kr 0.(
v -1  rS r  =  ; -m.r 0a (

k r  0 . (
Û 1 r S r

h '  0n (

I

l=.,

i t i

e n t

(K4 X

q

p o l

e q

s )  k f

Supposons  gue  Ia  p remiè re  so i t  assu rée ,  e I Ie  donne  :

m.{ Orts l -  2kr  0ats)  + 1.= o

E l l e  impose ,  pu i sgue  0 r (S )  i r r a t i onne l ,  l es  cond i t i ons su ivan tes  :
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T H E O R E M E  I I I . 4

Pour toute forme de MARKoFF F0 représentant  un nombre non nul  A,
avec :

F r ( k , ,ma )  =  A  *O

(k ,  ,m.  ,  e  Zt

f  
-2kn  = ï [m(a+ l )  -K .  -Kx ]

l'.
l ' t he
[  

' "  =f  t l -  (a+r)KnJ

Soi t  A  =  |< j -  mr l ,

m | , n L
=: - [m(a+ l )  -  K r -  K .J t -  !  t1 -  (a+r )KnJ

4mt m

m]-  -  A. tst
4 m l  

4

e t  enco re ,  avec  l e  Théo rème  f . 8  :

O = 
"0 

(k"  ,mn )

m(a+ I )  -  K4 -  K r  , e  ô . t s )  ,=  [ k "+ - * " ] - -  
*  

- ;

= - 
* 'a ' ts)

Comme on  suppose  gue  $a t s t  es t  a l géo r i que  de  deg ré  Z ,  on  a  ô . t s )  *  O .
La  compara i son  des  deux  exp ress ions  de  A  ob tenue  c i -dessus  imp l i que  :

f f i , t = 0 = k , t = A

E l l e  d o n n e  u n e  c o n t r a d i c t i o n  a v e c  t ' h y p o t h è s e  f a i t e  c i - d e s s u s  g u e

A  e s t  n o n  n u l .

O n  a  d o n c  e n  r é a l i t é  t o u j o u r s  l , é g a l i t é  :

- .  k ,  0r(s)  -  l ,n
9 4 t s l  =  - -

n.  da(s)  -  k ,

Cec i  é taU l i t  :
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Pour  l ,  Ê  û  dé f i n i  pa r  :

m  l ,  =  k l  (K , r  +  K r )  +  (a+ l )  (K , ,m ,  -  k r  * )  -  I  q

ona :

- -  . r , a  v À  r e t  -  . A  |  À ,  l .  I

ur(s, -rr 9a(s) 
- lr- fk '  -1'I  i

m4 o. tsl - *. 
= 

1.. ; . |  
or (s)

où  le  dé te rm inan t  de  l a  ma t r i ce  appara i . ssan t  vau t  r r l r  -  X |  =  -  A .

Réc ip roquemen t ,  I a  cond i t i on  :

g.(s, = [*'' I lu.,r,
L m l  K .  J

e s t  é q u i v a l e n t e  à  :

. ,  [  0a (sy f f i l :  = k [  O.(sl  + e.tst ]  -  l ,
( : )  * 1 ,  =  k  (K r+  Ka )  +  (a+ I ) [K rm . -  k rmJ  -  l  r ,

On  re t r ouve  l a  r e l a t i on  de  dé f i n i t i on  de  1 r .  Cec i  con f i rme  de  f açon
d i rec te  re  Théorème I I r . 4  e t  en  donne  ra  s ign i f i ca t i on  p ro fonde .

m
= rn4 [m l ,  +  J  t r l+ ; r  K r+  ( - t )n  )  -  (2 r rk  +  

1k r+  ] . r (a+ t )m" )m

= Rh, r [ k1  (K{+  K . )  +  (a+ l ) [ t< . ,m. -  k  mJ  I  r r *  L  t r l+p  K . r  ( - r f  )
m t

-  0 ,  
2KLk4 -  K {k ' l +  K rk l - f  ( a+ l )m  l

=  f l un r t  -  (K . ,K .+  ( - t ) n )  +  ( a+ l ) [K ,m . -  k "m l  -  l  m rJ  =  (a+ l ) r r . f r ,

On  ob t i en t  a ins i  une  vé r i f i ca t i on  d i rec te  de  l a  re la t i on  de  MARKoFF

généra l i sée  ( t , 1 "  ) , avec  f r r ,  =  ê r ^z t  ( * r -  K ,  )m ,

mt r

I

1)

r : (

, K :

lvec fr, = Kt m.r
du  te rme t  ( -A )

I I  vau t  :

t  ( -a )mr+  ( -

=  mt (k l -  À )  +

=  * t r . ' l , n+  m lm

t i o n  p e r m e t  I ' é v a l u a t i o n  d i r e c t e

|  i l .  r " -  P  (a+ I )mmj  J .

2K.k ,  m,m * f  * . . r t -  fL  r r - r  -  y ta+ I )mmr t  1

)  -  mm,  lzKsk4 * l  k ,  *  P  
(a+ I )m,  J

-  mh{ l?x rx r -  y  k r+  p  (a+ f )q  I

. a

+

t t

4

m

I

, )

)

e
t
I

t
I

I

r
m

k;

- l

)'ù

m ,  c e t t e

( - r )n  rn r+

j+  rc lmrr+

f  + f  r .+ (

I  Kr+ ( - r

k l

+

m

K

+

I

)

I t



I I I . 5 8

Dans  Les  Théorèmes r r r .3  e t  r r r .4 ,  on  a  en  généra l  1^ (Z_ .
un  cas  par t i cu l ie r  except ionne l ,  donnant  1^E L  es t  ce lu i  où
l ' o n  a  :

0"ts) =

K f = m K 4

t . t  =m i la=K, ,

(K .  -  I  ) y , rx

K{  0a(s )  (K i -  I

m 0ats t  -  K ' l

f açon  p lus  généra le ,  même

a  l a  r e l a t i on  :
- ^(m  K r . )  U ] ( s )  -  (Kn -

Àvec kr = Ka ',

F0 (K., x

i  À  =  ( - l ) t ,  on  t rouve  a lo rs

= ( - r f  F ,  (x ,y )

O.ts) -  a

-t
I  v)
)

De

on

* Oa(s) K^

La  vé r i f i ca t i on  s ' e f f ec tue  de  f açon

développements :

o n  n r a  p a s  I ' é g a l i t é  K L  =  m  K ^  ,

= - O.tsl-r=p.tst*

d i rec te  ou au moyen des

s t

l l

[  0 . ts l  = [o,s* ,a]
l -

{  
-0. t t l  â  = [ -a-1, r ,â , , -

t  m = [-a-]-, l ,âo- I ,

I r à n - , ,  . . .  ,  à c ,  a  ,

à A ,  . . .  ,  â " ,  a  ,  a o ]

t r ouve  a ins i  :

(m  -  K r ) t  O " t s l  +  a l  ( a  -  aK . *  K . -  I  )
= tp. (s l  + a l

a., ]

m[ 9 . ts )  +  a ]

A par t i r  du développement

(am +  Kr )

de  -0 " ts t  -  a  ,  ce t te

I [o t l f '  Ka
l= l l l
J  L l  0JLln-Kl  q-

0. ts)  + a = [a,s*J
condui t  à  :

I  
r - * ,  ;  - (am+Kr)+(arr+ I

I

I t  ; - (am+K.)

Et avec le  développement

Cet te dern ière express ion

éga l i t é  donn

,[: _: I
PROPRIETE TTT.2

Pour  toute su i te  f in ie

[ : ,  
: ]  

" [ : ,  
: ]

S ,  on  a

Mt= [a o l
t l
Lo t,J

m K4-  Ks



On note

re l a t i on

r r r .59

et  $n(s )  par  une

10.t s ) =

auss i  que  s i  I ' oB  souha i t a i t  r e l i e r  $n tS t
en nombres entiers, on po\Lrrait écrire :

I  
t*,,  i  -  k, (Kr+ Kr, ) (a+Lt[K"or.- knml

I
[  

* . ,  i  -  k rm

+1
0n ts)

UENCE POUR LA PR

Dans ce gui  précède,  lê  nombre

P lus ieu rs  cas  pa r t i cu l i e rs  son t

A T I O N  D E S  G R O U P E S  H Y P E R B O L I Q U E S :

A es t  seu lemen t  supposé  d i f f é ren t

env i sageab les  :

d e  0 .

I I

I I

L a

S i  ( k r , m e )  =  ( 1 , 0 )

v ien t
I *, = -m
t  t l ,  =  Ker

n o t é e  ( M o )  s e

= [ :

Kr . -  m(a+ I )

rédu i t  à  :  - . t +  r l =  oL a

On

r e l a t i on

a  auss i  :

F^  (X  +v [ ( a+ I )  -

;  ( a+ I )  -

; - I

F 0  ( X , Y )

9è(s)

i  -  Y )

K,l i K.

lU. tst

S i  ( k . l  , m . r )  =  ( K , r , m )

m t =

* l t  

=

ée ( l,t

Krm =  m(K. -  K" )

(x .+  r . )  +  (a+ l ) (x rm Krm)  -  1  Ra

( r .+  r< r )  1 r ,  =  * r " -  ( - t )a

se  rédu i t  à  :

v ien t

re l a t i on

0  =  ( - f

=  ( a+

a  auss i  :
f
| % (q *
I

K a m

K,

K,l

o )

I
I

no t

)  

o t t

I )m

On



v ien t  :

La  re la t i - on

- ( - r i  mt

= (a+l i

On a  auss i  :

Fo  IK r -  ( a+ l )m ]x  t

i
=  ( - I )

( a + I ) m j

0^ (s)

't - K,l

S i  ( k . ,m ,  )  =  (K r -  ( a+1 )m ;  m)

f , .=

*1, =
Krm -  [K r -  ( a+ l )m ]m =  (a+ l )m l

-  m l  +  [K r -  ( a+ l )m l ( r r+  K1 )

I I I . 6 O

;mx IKr -  (a+ l )m]v )

9a (s)

tl:0.tst  =

r j- ( - l ) a

m 0ntst

I 1

+  (a+1 ) [ t < rm  -  K rm  +  (a+ I )m t

=  [K . -  ( a+ l )m ] ! -  ( - 1 )n

no tée  (Mo  )  se  rédu i t  à  :

+  ( - 1 )n  m t+  (a+ l ) t  m l+  (Kn -  r .  )  ( a+ t )m3

ru *  (K r -  x . ) ( a+ l )m l

I re -  (a+t )m]1-  , - t , i_
- lY

F 0  ( X , Y )

=  

[ : - ' -
i  -  [K ,

m

IK r -  ( a+ r ) * ] t -  ( - t ) n

m

( a + l ) m l

.  Une  conséquence  :  p résen ta t i on  des  g roupes  hype rbo l i ques

0a(s )  donne  par
c o n J u g a L son  :

[ r  ;
= l

Lo i

c o m b i n a n t

[  - t* ,  -
=l

[ -  m

m 0n ts l

au t res  re la t

( a+ I )K ,

R^

t rouvées  :ons1

0n (s l

(a+t)K,  I
ta+r)mJl

= [ _ :
; l-
;  I r r -

La  p rem iè re  re l a t i on  ob tenue  en t re  ù (S t  
" a

K r+  K ,

0r ts l

S o i t  e n

0. tst

( a+1 )

I

avec  l es

(a+ I )m l  i

t

B.tsr
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r'-a,
Une  vé r i f i ca t i on  d i r ec te

I ' exp ress ion  de  l a  f o rme

de  ces  re la t i ons  es t

de MARKOFF F0

fa i sab le  à  pa r t i r  de

tn t"t

l ' au t re .  E l l es s o n t  e n  p a r f a i t

K L i

t;

; l
;  IK r -

=  ( -1 )

(a+ l )m l t -  ( - r f

En  revenan t  à  
J . ( s l  

=  [ .S * ,a , ] ,  o t r  ob t i en t :

ml
K,r,.|

(a+t)K, 
l(  a+ l )  m J lI [.;

,  
" r ]

e n  e f f e t  :

r-l [.
t t

oJ lr

I  -  (a+r) { ,

K.r

f*,=L-[(a+t)r!-  
]

f t (a+r lm K. l
= 

l t (a+t)* r -  I  l

-rr]
; -m

;  [  ( a+ l )m

inve rses  l ' une  de

p ress ions  :

,  â1 ,  ao  ]  =  [ s * ]

no te r  :

;  ( a+ l )

I

rj

a1.tsl

;ml

, *, I tnrtt

t l  = fta+r)m
oJ l (a+t)rn

K.+  Kr . . ',.l

Ces  re la t i ons  son t

accord avec les ex

1m
|  

_  =  [ ê^ ,  . . .

l*^
\mKr
I  - -  =  I -n ,
[  * . -  ]

C e I l e s - c i  d o n n e n t

f ."  t l  [a,
l l . . . l
Lr oJ Lr

On ob t i en t  a i ns i  :

[ -  - t * ,  -  ( a+ l )m ]  ;
t -
L-r ;

Convenons  a lo rs  de

T,= [tI
L O

h

t

K.

,

,

f  
t* r -  (a+t)ml

L,'

m

m  i - R 4

y=
Kr -

m

IK . -  ( a+ r )m ]
7=
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O n  o b t i e n t

( P F )  :

On fa i t  a ins i  appara Î t re  l es  p résen ta t i ons  de  deux  g roupes  engendrés

pa r  - f ,  T  ,U  ,  sous  t endan t  t ou tes  l es  cons t ruc t i ons  gu i  p récèden t .
I

Avec  ces  p résen ta t i ons  fo rme l l es ,  on  pose  :

D E F I N I T I O N

on no te  J f r ,  f .  g roupe engendré  par  ( -1 ) ,  L  e t  j
note X, f  

"  
groupe engendré par (  -1)  ,  1,  ,  ' \4 pour

que [ ,  es t  le  g roupe hyperbo l ique pa i r  e t "  { ,  te

impa i r .

Une façon  pa r t i cu l i è re  de  cons idé re r  ces  g roupes  es t  donnée  pou r

l es  va leu rs  su i van tes  :

f a c i l e m e n t  3

(  X '  = ( - r ) r  = I

I T'= (-r)"' l  (-r)I '  =S (-r)
I  t-u't t  =' l l  (-r)
\ t0

æ = - æTr

f  m=  I

I  f  = (-r)n= -è
I

{  
* r=a=0

I  r  + (-r) l
i ^ a = -

2

M =s

mat r i c i e l l e  :

,  pou r  n  pa i r .  On

n  impa i r .  On  d i t

g roupe  hyperbo l i que

r.ld
2

1 - ( - l ) n
2

On t rouve

(-r)

ai-n

=l
= [

I
n

s i  I a

I

0

I

0

I+

rep résen ta t i on

, r : ]

r  -  ( -1 )n

;  - t

(  1 ) " ( -r )'l

2

I  +  ( - t ) l
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O n  e n  d é d u i t  f a c i l e m e n t  :

T H E O R E M E  I I I . 5

Les  g roupes  hype rbo t i ques  
4  "a  

.X ,  so t t  i somorphes  à  des  sous

groupes in f  in is  de  4 ,  (V-  )  , ,  .
Les  cond i t i ons  (PF)  en  cons t i tuen t  une  p résen ta t ion  fo rme l le ,  avec
n pa i r  pour  X ,  e t  n  impa i r  pour  { ,  .

D  /  O U E L Q U E S  P R O P R I E T E S  C O N C E R N À N T  L E  M I N I M U M  À R T T H M E T I Q U E  M ( F A )

fo rme dtz ,v l  
'  * tFg (x ,Y)

=  mX -  K . rY ) .  L ' exp ress ion  de

à  l , i den t i t é  :

z ' ,  ( où  |  =  ( - t ) * r  )

P R O P R I E T E  I I I . 3

su ivan tes  :

*  K . t -  K rJY , -Y )

D . I  -  Re la t i ons  pou r  l es  fo rmes  QU

Dans  ce  gu i  p récède ,  oD  a  i n t rodu i t  l a
=  zL  +  [m(a+ l )  +  K .  -  K r ] zY  -  e  y r  ( où  z

donnée  pa r  l a  p rop r ié té  I I f . l  condu i t

Qrrz,vt = -E È, ,r  ,  -  c

D'au t re  pa r t ,  l ' i den t i t é  f ou rn ie  pa r  l e  Théo rème  I I I . 3  pe rme t

d ' éc r i r e  :

g  mÙF^ (x ,Y )  =  ;  |  Ô (z , v )v - rE
=  m lFo  (K . t x  +  [ ( a+ I )K . r -  J  ] y  ;  mx  +  [ ( a+ I )m  K r ] y )v
= Q tav  , t  z  +  [ (a+t )m + K, r -  Kr ]y ).E

cec i  pe rme t  d 'énonce r ,  t ou tes  vé r i f i ca t i ons  é tan t  év iden tes  :

+o

La forme 
{ ,  

vér i f ie  les pr

{rrz,vr 
= - E 0o ft ,-s,z)
= 

f ,  t '  *  [  (a+l)m

opr ié tés

= 
Qr t -z  ;  Y  [ (a+ l )m + K{ -  K. ] tz l

D.2  App l i ca t i ons  à  l a  f o rme  Fo

on peut  a lors  reprendre un ra isonnement  de CASSELS [5] .
Tou t  d 'abo rd ,  l a  dé f i n i t i on  du  m in imum a r i t hmé t ique  M(F0  )  ga ran t i t

l f  ex i s t ence  d .une  i n f i n i t é  de  coup les  (po ,go  l eL l  t e l s  que  :

l rntn,9.) |=u(1 )
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Cec i  assu re  que  1 'une  au  mo ins  des  deux  équa t ions  d iophan t iennes  :

Fa (Po ,g r )=$M(F9 )

t (Po ,q . )  
=  - tM (Fg )

adme t  une  i n f i n i t é  de  so lu t i ons  (p r , q . l  eL -L  .

P lus ieu rs  cas  peuven t  a lo rs  ê t re  d i s t i ngués  :

.  S i  F  ( p " , qo )  =  -  EM(FR)  n ' adme t  pas  de  so lu t i on

Dans  ce  cas ,  l ' égua t i on  Fg (p . , q . )  =  AM( t  )  adme t  des  so lu t i ons .

Avec  Ia  re la t i on  donnée  pa r  I e  Théorème I I I . 3  :

Fa (K .x  +  [ ( a+ l )K . t - J  ] v  ;  mx  +  [ ( a+ I )m  K ! ]Y )  =  - e%(x ,Y )

Ie  cas  |  =  I  es t  imposs ib l e .

I l  donnera i t  en  e f fe t  :

FE  (K , t p r+  [ ( a+ l )K { - l  ] q . ;  mpo r  [ ( a+ t )m  x . Jqo )  =  - l  M (Fg  )

On  t r ouve ra i t  donc  une  con t rad i c t i on  avec  l , hypo thèse  f a i t e .

Dans  ce  cas ,  o [  a  donc  nécessa i remen t  e  =  -1 .

La  re l a t i on  F ,  (K ,  ,m )  =  - t  mon t re  auss i  que  I ' on  a  M(Fg  )  #  I .

.  S i  F r  ( po ,eo )  =  - f  M (Fo )  adme t  des  so lu t i ons

DAns ce cas pour  un coupte  (p .  ,q . )  €  Z t -  t (o ,o) l  ,  on  a  :

' t  M(Fe)  =  Fg (R.  ,C,  )

En  u t i l i san t  l e  Théo rème  f l f . 3  e t  l a  ma t r i ce  :

n = f 
*, (a+r)K,- I 

1,^.(/y*
lm (a+t )m -  K.  J  

'

Cet te  cond i t i on  s ' éc r i t ,  avec  
I  

p . l  
l p r l  sous  l a  f o rme

I  l =g  |  |

L o,J Lo.J
Fb (p ,  ,q r  )  =  M(Fe )

Parmi  les  coup les  (p . ,9o  I  e  LL-  ( tO ,Ot \  vé r i f i an t  Ia  cond i t i on  de
dépar t ,  on  cons idère  ceux  qu i  son t  te l s  que  so i t  m in imum le  nombre :

leo l  +  l *po-  K. rq .  l  € - Î l -

On convient  de noter  dans la  su i te  r .  -  mpo -  K"  9o
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Plus ieu rs  cas  peuven t  a lo rs  ê t re  d i s t i ngués  en  l a i ssan t  de  cô té  i c i

l e  cas  m =  I  pou r  l eque l  on  t rouve  a i sémen t  M(F0  )  -  I  :

(1)  s i  ( - t ,9or , )  <  O e t  lqo l  \<  l t  I

Avec f*l = n [o'I
[q.J Lq, J
tt - rpr tÇ.r gr

l  
q ,  =  [ ( a+ I )m  +  K { -  K . J9o+  ro

I

tq = eao: "M(Fg) 
fi*fll'm + i;'":::u'u"'1"'

=  _gmrF r (po ,go )

-  -a t ro9. -gq l :

,  la  cond i t ion  mng (x ,y )  e  V- lx ,v )  impose :

mr r ' ,  ( g4 ,ga) >. 2

ce qui  précède :

2  -  q l  - <  - L roe<  =  -e ro t -a [ ( a+ t )m  +  K { -  K . Jqo ro

r.

donc  t ' i néga l i t é  :

- r l

,  lq.  I
:  lq l= lq.  l
,  lq.  l  + l . .  l
donc  une  con t rad i c t i on  avec  l . hypo thèse  fa i t e  au  dépar t

) .  Cec i  mon t re  gue  l e  p résen t  cas  es t  imposs ib le .

e t

Ona :

On  a  auss i

Avecm* t

So i t ,  avec

Avec  -  t go

Avec  l qo  I

On  ob t i en t

E l Ie  donne

Et  avec

,  On t rouve

On ob t i en t

su r  ( po ,g .
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On u t i l i se  ce t te  fo i s  I a  t rans fo rma t ion  g '4  ,  avec  :

Ip-r l  - , Ie.1
| 

' l=s-- l  - l

Lo.J 
- 

[o..|
et E-.f = mp-r - Ka g-r

O n  a  :  (  g _ r  =  t F c

t  r - .  =  9o  -  ç r l ( a+ I )m r  K . r -  K .  J ro

Avec  l e  Théo rème  I I I . 3  :  e ,  ( p - , , g - r )  =  t l ( f g  )

E t  avec  l es  re la t i ons  vues  avan t  :

m l  I u ( r ,  )  =  r t  Fg  (p_ , ,g - , )

_ô=  
Yg  

( r ' t ' 9 ' t )

= -Cmt%(pe,9 . )

(21  s i  ( -ag . r . )

= - l  f r tr ,  ,e. )
=  qc r - r -  E  r |

Avec  m  *  1 ,  l a  cond i t i on  *T  (X ,Y )  e  Z - IX ,VJ  impose  3

mF,  (p1  ,9 -1 )  )  2

So i t  z  2  + t  r o t - ( go r - r  =q :  - g t ( a+ l )m  tK , r -  K rJ rogo

La  cond i t i on  ( - gq r r r )  <  0  impose  I  goF - r  <  q l

La  cond i t i on  l qo  |  > -  l r ,  I  donne  :  ro t  - (  g l

E t  deux  cas  se  p résen ten t  :

a)  s i  Ê = - l  on obt ient  :  -  q :  < 2 -  q ]  - (  2  ro '

so i t  :  lq . r l  <  lc ,  I

Avec :  lg - ,1  =  l r .  l

on t rouve :  lq- ,1  + l r - ,  I

on  ob t i en t  une  con t rad i c t i on  avec  l r hypo thèse  de  dépa r t  avec  (p . , go ) .

b) si E = I on obtient - 9oL < z + r! = 2 + g ro.

On t rouve comme précédemment  une contradic t ion.
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( 3 )  s i  ( -A  qo ro  )  ) t  0

On  peu t  d i s t i ngue r  d i f f é ren ts  sous  cas  :

-Lat ' j
on  a  a lors  -gM( l )  =  poe > I
Dans  ce  cas ,  on  t rouve  M(FD )  =  I  e t  L  =  -L

. s i n .=0

on  a  a l o r s  r lM {e , )  =  go t

La  cond i t i on  ro  -  mpo  K , tgo  =  Q  impose  avec  pgcd (m,K ,  )  =  1
d ' avo i r  m  d i v i seu r  de  go  .

I l  en  résu l t e  M(Fg  )  =  t

.  s i  gc r .  t  0

Dans  ce  cas ,  on  a  :  ( -Eg r ro  )  >  0

Cec i  pe rme t  d rénonce r ,  t ou tes  l es  vé r i f i ca t i ons  comp lémen ta i r es  é tan t
év iden tes  :

THEOREME I I I . 6

Tou te  fo rme  de  MARKOFF Fe  vé r i - f i e  au  mo ins  I ' un  des  cas  su i van ts  :
Cas  a  :  1 ' équa t i on  d i ophan t i enne

F0 (po ,qn )  =  -E ,M(F , )

( po  , 90  )  eLL

pas  de  so lu t i on .

cas ,  1 ' équa t i on  :

F ,  (p .  , qo  )  =  E  M(Fg  )

(po ,q .  
' )  

e  Lt

s  so lu t i ons .

on  a  L=  -L  e t  M(F } )  *  t  ae  so r t e  que  dans  ce  cas ,  l a  f o rme
pas  super  rédu i te  e t  I e  nombre  $ " tS )  n .es t  pas  super  rédu i t .

1 ' égua t i on  d iophan t ienne

I
1
L

n 'adme t

Dans ce

I
1(

admet  de

D e  p l u s ,

F g  n r e s t

C a s b :

I t r (po ,9o)  
=  -L t4  (Fg)

t ,o, ,qoteLr
admet  des  so lu t i ons .
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Dans  ce  cas  t  -  ou  b ien  M(Fg  )  =  I

-  ou  b ien  M(FO )  *  I  e t  i l  ex i s te  a lo rs  une  so lu t i on
(po ,g  n l  Ê7L  t e l l e  qu ' en  no tan t  r o  -  , 1 rpo -  Kng r ,  oo

ai.t  :

On  peu t  examine r  de  façon  p lus  p réc i se  l e  cas  pa r t i cu l i e r  où  l ' on  a  :

f r ( po ,go )  =  - f , ,M (Fg )

avec  M(Fg )  *  t

e t  I a  cond i t i on  
I  

l e . l  +  I r o l  m in imum

t - tgoro > o

En app l i quan t  à  
[E : ]  " " "  

pu l ssanc .  ghd .  ra  ma t r i ce  g ,  o r  peu t

suppose r  que  1 ' on  a ,  pou r  l n l g .U f  su f f  i sammen t  g rand  :

! 'x 9"tsl
9o

D a n s  c e  c a s ,  o o  n e  c o n s i d è r e  p l u s  l a  m i n i m a l i t é  d e  l

l q .  |  +  I r po -  K rqo l

S i  I a  cond i t i on  -  E  go ro  >  O  ava i t  enco re  l i eu  pou r  une  i n f i n i t é  des

va leu rs  de  n ,  êh  I a  d i v i san t  pa r  q3  )  0 ,  e t  en  f a i san t  t end re  l " l
ve r s  I ' i n f i n i ,  on  ob t i end ra i t  :

È (m Er(s l  -  K , r )  ) -o

Soi t  -e  ) -Êt r . , -  Kr+ m(a+I ) l

En  tes tan t  l es  deux  cas  E  =  +  I  ou  l =  -  l ,  on  obse rve  qu 'aucun

des  deux  n ' es t  poss ib l e .

En  d 'au t res  te rmes  :

PROPRIETE  I I I . 4

On  a  l a  cond i t i on  :
-  e  (m $. ts)  -  * . )  < o

Une démons t ra t i on  d i rec te  de  ce t te  cond i t i on  es t  f a i sab le  pa r  l es

f rac t i ons  con t i nues  :

I  lq ,  I  *  I to l  min imum
{
t  -g9oro  >  o

t-
I

I
L
(l) :



Avec

On ob t i en t

L ' i néga l i t é

Par  l e  même

0r{s)  =  [0 , .s* ,q ]

Y = [o,s*1
m

:  B.ts)
nol

=  ( -1 )
(m [a ,S* ]  +  m

e  l a  p rop r i é té  I I I . 4  en  résu l t e

rocédé,  on peut  considérer  :

KD-  (a+ l )m  t
a - -= -

mm

;.

m

I I I . 6 9

= ( -r )nt'

\
nf

d

p

a i

-  K t r )

avec e

I a ,SJ

O n  a  I a  r e l a t i o n  :
/ r v  r  _ ë'  0r '

r
I
I
L

= ts-él
On ob t i en t ns t  :

P R O P R T E T E  T I T . 5

(m 0" ts l  K r *  (a+ l )m)

Cet te  de rn iè re  re la t i on  es t  équ iva len te  à  Ia  p récéden te  pu i sque

I ' on  a ,  avec  I ' exp ress ion  de  F ,  :

glrs) + d,Fl =
K.+  K r -  ( a+ I )m

E l Ie  peu t  auss i  ê t re  éc r i t e  sous  Ia  fo rme  :

-  E (m 9r ts)  -  K, r  )

En revenan t  aux  déve loppemen ts  qu i  on t  donné  le  Théorème I I I . 6 ,

cec i  condu i t  à  cons idé re r  l a  nouve l l e  cond i t i on  :

Ë c l t r . -  Kr*  (a+I )n  )  -  t  9 . ro

En cas  d 'éga l i té ,  on  a :  ro+  [ (a+ l )m +  K . -  K r ]qo  =  Q

soi t  :  mt t ,  ,po ,9,  ,  = 
0,  

( r .  ,go )

=  
0 r ( ro+  [ (a+ l )m+r . - * t ]q r ,  -9o )

=-Eql



Et  comme on  a  auss i  :  [K r -  ( a+ ! )mJq .  =  f l lP r

on  t rouve  gue  m d i v i se  qo

S i  l ' on  ava i t  au  dépa r t  :  F r (pc ,g r )  =  -  Ê  M(F ' )

I l  en  résu l t e ra i t  :  M (FO )  =  I

Comme on  s ' i . n t é resse  à  l a  s i t ua t i on  M(Fg  )  *  l ,  on  peu t

à  ne  cons idé re r  que  f  i néga l i t é  s t r i c te .

on  va  ma in tenan t  é tud ie r  l ' i n te rp ré ta t i on  géomét r i que

|  - e9o r r>o
I, |  . -

I  e  q l t (a+ l )m+K, , r -  Kr l>-E9oro

r I r .70

se  l im i t e r

des  cond i t i ons  :

D .3  -  I n t e rp ré ta t i ons  géomé t r i ques

Deux  s i t ua t i ons  se  p résen ten t  se lon  l a  va leu r  de  t  .

.  999- l - i -9-=-: I
O n  c o n s i d è r e  l a  f a m i l l e  d e s

F ^  ( x , y )  =
v

h y p e r b o l e s  d ' é q u a t i o n  :

A

lh (r.,t)

.r,o)

t-1(e[xr-ta*)n], en)

Par  I e  Théo rème  I . 8 ,  on  a  :  F r (K { ,m)  =  -  E  =  I

La  va leu r  de  A  pe rme t  de  s i t ue r  l e  po in t  P .1  (K4 ,m)  dans  l a  f i gu re

p récéden te ,  e t  donc  l a  d ro i t e  OPn  d 'équa t i on  :

g  (mx  K . t y )  =  (mx  -  Kn  y )  =  0

Fg (r,T): À >o

Ft( t ,1) :  A <.o
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La condi t ion -  e
par rapport  à cet te

Kago) > 0

même demi plan l lmi té

(m pt ts t  Kr )  (  0  s i rue le  po inr  e(  01(s) , f )
dro i te .

s i  l ' on  cons idère  a lo re  un  po in t  & i (pe ,g r )  te r  gue  l ron  a i t  q ,  )  0 ,
on peut  in terpréter  la  condi t ion :

0  g t ro  =  -  Ê

El le  donne : C (mpr -  Keg . )

Le point .0,1 ( p. , g, ) n. est pas situé
par  la  dro i te  op,  gue e t  0 ,  ts ) ,1) .
Sl  l ron  a  au  cont ra l re  q .  (  0 ,  on  a
Le point  St i (p.  ,qr  )  est  s i tué dans te
On obt ient  a insi  la f igure suivante

9 1 ( m P ,  -

>0

dans le

z  -  t  lmPo t (<qr )  <  0 .
même deml  p lan  que  e t  f r { s )  , l ) .

ker |h)

ii: sr'{rl;3
) t

Ê!enr)  o

De mêmer pât  le  Théorème I .g  :

Cecl permet de situer lc polnt

dro l te  OP{ dréguat lon 3

nx  (K . -  ( a+ l )m)y  =  g  =

P.û.or-tr,.-)

F l  (Kù-  (a+ l )m,m)  -  -è

t - {  (  Ê [$ -  (a+ l )mJ ,g  m)  e t  donc  la

(mx  -  K . t y )  +  (L -  Kr i  (a+L)m)y



I  S i t ue r  l e  po in t  6 (  Ê  f f i )  ,  a  t  pa r  rappor t  à  Ia  d ro i t e  OP- .  rev ien t

à  cons idé re r  I e  s igne  du  nombre  :

T IT .72

t  m f f i l  L Err-  (a+r)ml

=  Ê  (m  O . t s t  K t )  +  E  (K . l -  K r+  (a+ t )m)

Ce  s igne  es t  néga t i f  pu i sque  d  n 'es t  pas  dans  l e  même demi  p lan  I i -

m i t é  pa r  OP-4  que  l e  po in t  Pc (1 ,0 )  pou r  l eque l  l e  s i gne  es t  pos i t i f .

S i  l ' on  cons idè re  a l o r s  un  po in t  l l i ( po ,qo )  t e l  que  I ' on  a i t

go  (  0 ,  on  peu t  i n te rp ré te r  l a  cond i t i on  :

g  q3 t (a+ I lT  +  K , l -  K r l  )  - t gc r c  =  -eqo (mpo -  $ rqo )

E l l e  s ' éc r i t  :  (mpo -  K rgo )  +  (K r -  K r+  (a+ l )m)g ,  >  0

Le  po in t -O . r (po ,qo )  es t  s i t ué  dans  l e  même  dem i  p l an  l im i t é  pa r  l a

dro i te  OP-4 que Pc .

S i  au  con t ra i r e ,  gs  )  0 ,  on  t r ouve  :

(mpo -  
[  eo )  +  ( * r -  Kz *  ( a+ I )m)qe (  0

Le  po in t  O ; {po ,g . )  es t  dans  l e  dem i  p l an  t im i t é  pa r  OP- {  ne  con tenan t

pas Po .

En  remarguan t  enco re  gue  I ' on  a  :

I  g- r teo )  = P- . r
I
t  n (Po ) = P,f

on  dédu i t  de  â  =  -1  que  s i  I ' équa t i on  Fg (po ,qo )  =  - l  M (FA)  =  M(Fe  )

admet  des  so lu t i ons ,  i I  en  ex i s te  te l  que  Ie  po in t  co r respondan t

J t l  ( p ,q r )  so i t  dans  l ' ang le  (OPo  ,OP ,  )  avec  -  €g .F ,  ) -  0  ( ou

respec t i vemen t  dans  1 'ang le  (OP- , ,OPa  )  avec  1a  cond i t i on

Lq : l  ( a+ I . )m  +  Ke -  K r  )  ) .  -  Ê9 r r .  ) .

Notons auss i ,  pu isque P4 ,  Po et  P-{  sont  sur  Ie  polygone de KLEIN qui

es t  convexe  ,  guê  l ' on  a  a lo rs  0  - (  qo  (  m  ( respec t i vemen t

-  m  (  9e  - (  0 )  e t  0  (  po  (  K r ( r espec t i vemen t  ( a+ l )m  -  K r (  po  <  0 ) .

. 9ee-3- i-Fz-=-L
on  a  a lo rs  Ia  s i t ua t i on  su i van te  :
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f,a ((r,-) .

l-.([r.-lrrr)rr' ]

9.(tl

P a r  l e  T h é o r è m e  I . 8 ,  o n  a  :

l  Fe(K 'm)  =  -  L  =  -1
I
1  Fg (  È [Kn -  ( a+ l )m ]  i  € .m)  =  -  Q ,

Cec i  pe rme t  de  s i t ue r  l es  deux  po in t s  Pa  (K 'm)

pa r  rappor t  aux  asympto tes  des  hype rbo les .

La  d ro i t e  OPn  a  pou r  équa t i on  :  - t  (mx  -  Kay )  =

La  cond i t i on  -  € .  (m  oa (S )  K ,  )  =  -  (m  9a (s )
po in t  Q  (  0 r ( s ) , I )  pa r  r appo r t  à  ce t t e  d ro i t e .

La cond i t i on  -  E  (m $ . t s l  -  K r )
Ie point  D t  f f i l  , f  t  par rapport  5 oP-.r .

I ' i n te rpré ta t ion  géomét r ique des  deux  cond i t ions  :

-LQor .>o

L  q l t (a+ I )m +  Kr -  K r l  >  -e  gor .

o  )  0 ,  l a  p remiè re  s ,éc r i t  :  -  L lmpe Kago  )  >  0

se trouve dans le demi plan l imi té par oP. ne

=-1

e t  { , ( [ r c r -  ( a+ I )m ] ,m)

0

Kr )

Cec i  permet  encore

\

E n  s e  l i m i t a n t  à  q

L e  p o i n t  J } 1 ( p o , q , )

c o n t e n a n t  p a s  Q .



La  seconde  co r respond  de  même à  des  po in t s  J l i ( po ,qo  )  se  t rouvan t

dans  Ie  demi  p lan  l im i té  pa r  OP4 ,  ne  con tenan t  pas  E .

En  remarquan t  enco re  gue  I ' on  a  :
.  . l -

le- (e. ) -P-{
l' [ s  (Pe  )  -  P4

on  dédu i t  de  E  =  I  gue  s i  l ' équa t i on  Fg  (po ,qo )  =  -  L t t l (F l  = -M(Fe  )

admet  des  so lu t i ons ,  i l  en  ex i s te  te l  que  l e  po in t  co r respondan t

J I1  ( po ,g ,  )  so i t  dans  l , ang le  ( oP , t , oP - r  )  avec  l a  cond i t i on  :

î . g to l (a+ l )m  +  K t -  K t , f  )  - t go r .  ) .  0

Notons auss i ,  pu isque P, t  e t  P-r  sont  sur  le  po lygone de KLEIN qui

es t  convexe  gue  I ' on  a  a l o r s  :  0  (  go . (  m  e t  K r -  ( a+ l )m  <  po (  lÇ

Dans  l e  cas  l im i t e  où  go  =  m  i  po  =  Ka  e t  EO =  0

Cec i  pe rme t  d 'énonce r ,  I es  vé r i f i ca t i ons  comp lémen ta i res  é tan t

év iden tes  avec  ce  qu i  p récède  :

TTT .7  4

THEOREME I I I . 7

So i t  Fg  une  fo rme  de  MARKOFF pe rme t tan t  de  dé f i n i r  l es  po in t s
p .  (K ,  ,m ) ,  po  (1 ,0 )  e t  p - , (  g  IK r -  ( a+ l )m3 rgm) .

S i  I ' équa t i on  d i ophan t i enne  F ,  ( po  , q ,  )  =  e  M(FA)  adme t  des

so lu t i ons ,  i l  en  ex i s t e  t e l  que  l e  po in t  co r respondan t  4 ' ( po ,qo )
so i t  s i t ué  su r  l e  bo rd  du  po l ygone  de  KLEIN  dé f i n i  pa r  F ,  en t re

P-a et P4 .

De  façon  p lus  p réc i se ,  on  peu t  supposer  que  I ' on  a  z  go  ) -  O

et  les condi t ions su ivantes pour  J l l  ,  oùr  rc  -  mpa-  Krgo :

( f )S i t = -1

I  
-  c erto >. oVedaot(a+L)m + K,r -  Kr l

I
[ 0<9e (m e t  0 (po (K ,

(2 )S iL= I

I  eq :  t  ( a+ l )m  +  Ka -  Kz )  >  - cgo ro  ) -  o
{
L0  

(  9o  (  m  e t  K2 -  ( a+ I ) *  <  po  -<  tE

avec s i  go = m les condi t ions po = K^ et  ro  = 0
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D . 4  V a l e u r s  n é g a t i v e s  r e p r é s e n t é e s  p a r  F e - M a x i m u m  n é q a t i f AD

O n  c o n v i e n t  d e  p o s e r  :

D E F I N I T T O N

Pour  tou te  fo rme  de  MARKOFF FO,  on

néga t i f  r ep résen té  na r  F r .  On  pose

Dans  ces  cond i t i ons ,  s i  l ' on  a  :  -

on  peu t  t r ouve r  ( x , y )  e7 -L  t e l  que

On ob t i en t  une  con t rad i c t i on  avec

t i t  en  re tou r  que  l ' on  a  :

0  Ie  p lus grand nombre

N,

m

no te  A0  <

auss i  O0

M(Fg )  <  A0  <  0

o < l19(x ,y ) l  =  lae l  <  M(Fr )
l a  d é f i n i t i o n  d e  M ( F g )  q u i  g a r a n -

T H E O R E M E  I I I . 8

P o u r  t o u t e  f o r m e  d e  M A R K O F F  F 0 ,  o n

Aa <  -  I , t (Fg)  <  0

De p lus ,  I ' éga l i té  Ae  =  M(Fg  )  es t

a :

l ' équa t i on  d i ophan t i enne  F ,  ( x , y )  =  -

so lu t i ons .

assu rée  s i  e t

M(Fg  )  (  ( x , y )

seu lemen t  s i

e  ZL I  admet  des

S e l o n  l a  v a l e u r  d e  ê  ,

s a v o i r  s i  A g  =  -  U ( F e  )

I 1

de

I I

Exemp le

Pou ra=3

On t rouve :

on va  vo ] . r  gue

e s t  d i v e r s e .

l a  r éponse  à  I a ques t i on  de

=46 l= fO K{

r  r40
F0 (x ,Y)  =  * - *  

;

g  =  (2 ,2 ,L ,21  e  LJ
q Â

"AE=-æ<- l=

comme pa r

M(F t ) .

=L7  K r=27

58  ,
xY  -  -  Y '

46

e t  M(F9 )  =  I

-  M(Fa )

9ee-l-:-Ê-=-:-!
es t  poss ib l e  d ' avo i r  Ag  =  M(Fg )

la  Théor ie  de  MARKOFF c lass ique .

es t  auss i  poss ib l e  d ' avo i r  :  Ag  *

e x e m p l e  d a n s  I e  c a s

Dans  ce  cas , on
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C e c i  p e r m e t  d r é n o n c e r  :

THEoREME I I I . 9  ( cas  où  E  =  -1 )

So i t  F ,  une  f o rme  de  MARKOFF te l l e  que  ê  =  -1 ,  I , i néga l i t é  O0  -a  -  M (Fg )

peut  êt re une égal i té  ou une inégal i té  s t r ic te  se lon que Fg représente

ou  non  -  M(Fg l  =  b  M(Fg ) .

Les  deux  cas  peuven t  e f fec t i vemen t  se  p rodu i re .

Dans  tous  l es  cas ,  I a  f o rme  F0  rep résen te  40 ,  avec  une  re la t i on

F  ( k  ,m . )  =  Ag .

E t  l ' on  peu t  f a i re  en  so r te  que  ce t te  éga l i t é  co r responde  à  une

re la t i on  de  MARKOFF géné ra l i sée  où  AE  <  0 ,  m  )  0 ,  mn  )  0  e t  ma  )  0  :

(M. t )  :  ( -Ar )ml+ r l *  r f  =  (a+r+I )mm.m.

L e s  v é r i f i c a t i o n s  c o m p l é m e n t a i r e s  s e  f o n t  g r â c e  à  f  i n t e r p r é t a t i o n

g é o m é t r i q u e  q u i  a  d o n n é  l e  T h é o r è m e  I I I . 7 ,  a v e c  p o  =  k t  t  g o  =  N . l

0 a = 1 r f r 1  = t o r ( o = - L = I .

E n  p a r t i c u l i e r ,  d a n s  l e s  c a s  o ù  A  0  
=  - 1 ,  p a r  e x e m p l e  s i  S  e  L g

e t  A g  =  -  M ( F g  ) ,  c e t t e  é q u a t i o n  d e  M A R K o F F  s e  r é d u i t  à  ( M r  )  :

rn2+  . ] *  * l  =  (a+r+ I )mmrm,

Ce cas  es t  ce lu i  que l 'on  rencont re  dans  le  cas  de  Ia  Théor ie  de
M A R K O F F  c l a s s i q u e .  M a i s  i I  n r e s t  p a s  g é n é r a l .

. 9e9-?-:-g--=-l
En  app l i quan t  I e  Théo rème  I I I . 5  ( cas  a )  avec  ê=  L ,  oR  t r ouve  une

imposs ib i t i t é  ca r  ce lu i  c i  impose  e  =  -1 .

L ' équa t i on  d i ophan t i enne  Fg  (p0 ,g ,  )  =  -  OM(F9 )  =  -  M (FE)

admet  donc  tou jou rs  des  so lu t i ons ,  de  so r te  que  dans  ce  cas ,  o [  a  :

Ag  =  -  M (Fg )

Avec  l a  re la t i on  donnée  pa r  I e  Théorème I I f . 3 ,  i l  en  es t  de  même

de  l ' équa t i on  d i ophan t i enne  FO(p  , 9  )  =  M(F0 ) .

on peut  a ins i  énoncer  :
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THEOREME I I I . 10  (Cas  où  0  =  1 )

S i  F0  es t  une  fo rme  de  MARKOFF pour  l aque l l e  on  a  f ,  =  I ,  a lo rs  :

0  >  ÀD  =  -  M(Fg  )  ) .  - L

Dans  ce  cas ,  l es  deux  équa t ions  d iophan t iennes  :

f  .O (x , y )  =  -  M (Fg )  =  - t .M (FA)  ( x , y )e22
I(

I  tp  (x ,y )  =  M(FO )

admet ten t  t ou tes  deux  des  so lu t i ons .

Dans  t ous  l es  cas ,  I a  f o rme  Fg  rep résen te  A9  =  -eV (Fg )  avec  une

re la t i on  F ,  ( ka  ,m4  )  =  Ag  =  -  Ê  M( f ,  ) .

On  peu t  f a i re  en  so r te  gue  ce t te  éga l i t é  co r responde  à  une  re la t i on

de  MARKOFF géné ra l i sée  (Mr )  :  M (Fg )mt - . | + ,n r t  =  ( a+ r+ l )mmrm.

avec , f tn ). fra > 0
I

{  mm^ [a+ r+ I ]  >  m t  ) . 0

I
[  * n  ) . k t

( D a n s  l e  c a s  t i m i t e  o ù  m  =  f f i , { ,  o n  a  r n t  =  0  e t  k . {  =  K l )

E n  p a r t i c u l i e r ,  S i  S  ê  L t ,  O D  t r o u v e  O t  =  - I  e t  c e t t e  r e l a t i o n

d i o p h a n t i e n n e  s e  r é d u i t  à  :

(Mt )  ,  . t - ,n l *  * l  =  (a+r+ l )mmrm,

Les  vé r i f i ca t i ons  comp lémen ta i res  se  fon t  g râce  au  Théorème I I I . 7

en pOSant  p.  = kr  gc = ha E"= L et  mt  = - to .

La  cond i t i on  m )  0  es t  donnée  pa r  cons t ruc t i on .

La  cond i t i on  ra  )  0  peu t  a i sémen t  ê t re  ob tenue  d 'ap rès  I r i n te rp ré ta -

t ion géométr ique vue c i -dessus.

Avec Er  = 1,  oD a C,r= -  f .  =  - I .

Les condi t j -ons m )  m,  )  0  et  mr )  0  sont  a lors  assurées s i

l ' on  f a i t  en  so r t e  gue  l e  po in t  $ ( f r ,m r )  so i t  s i t ué  dans  I ' ang le

( O P . t  , O P - f  ) .

Dans  ce  cas  :  m!  =  -  (mkr -  K rm" l  >0 .



Dans  la  su i te ,  on  donne  un  a lgo r i t hme  qu i ,  basé  su r

géomét r i ques  qu i  p récèden t  pe rme t  Ie  ca l cu l  e f fec t i f

M (Fg )  e t  ag  à  pa r t i r  de  I a  donnée  de  â ,h ,1 ,R " ,K r .

E  /  A L G O R I T H M E  D E  D E T E R M I N A T I O N  D E  M ( F E  )  E T  À }

on  s ' i n t é resse  à  I ' ensemb le es  hype rbo les  d ' équa t i on  :

F r ( x , y )=A=* t *
m(a+ I )  -  K .  -  K ,  -

d

t xy+ [

I I I . 7d
les  cons idé ra t i ons

des  va leu rs

I  -  ( a+ l )K

Jr'

Àvec  1a  rep résen ta t i on  dé jà  vue  :

J

F, (r,r)  =A>o

' J t  t

0r(s)

Supposons  pou r  commod i té  a  *  L .

-  Dans  l e  cas  où  n  es t  pa i r ,  I a  pé r i ode  de  I a  r ac i ne  0 " tS )  de

F0  ( x , t )  a  un  nombre  pa i r  d ' é l émen ts  (  É  =  -1 ) .

Le groupe des re la t ions hyperbol iques est  engendré par  :

[r. ; (a+r)K,. - I I [o rl fa t l  
[ t  

t 
I

[ '  ;  (a+r)m-t. . |  
= 

Lt o. |  
t t 'L,  

oJ[r oJ
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polygone de KLEfN  cons t ru i t sEn  u t i l i san t

avec  0 . ( s f l

a lo rs  l es  po in t s  du

= [ .s* ,qJ > t

[ :" : ]  
o-.(r,0,

tl :l[:"rlJ 
t--,(r, o )

r l
oJ 

Ms'

ffi 't=

f lo {o , t )

[ -1 ,1 ,a -1 ,Ê13 ]  €  l - t ,o I

f lrtr,ol = 
f:

O-rt-",r)  = It:l:

avec

r"l

.J
I

0

r l- '
oJ 

oo(o'r)

a a a

O-"-(r.ît a+l)m - Krl;-â1m) = f:
I r

remargue que

[;:]t,

:J),:l([,
[;:l

:lt,
:l

Et asec Ia I ' on  a  :

l] o''' ' ' = rLtr,o)

oo{o,r) = 
t: :] o.n,o)

fo
O" (1,a.)  = I  .

L - :l
O.{"n- , ,  â , ,ân-4 i  r  )  = f  

o

LI :l
Ontr . - l ;  m Kr)

On.. (K,,m ) = 
f:

e t  ceux  cons t ru i - t s

f ) .o to , t )

(Mr r
-4
)  Oo(  0 ,1)



On trouve ' { Qn..r = f 
*

Im

t'' = 
[:,.

(a+urr- l  
lO_.1

(a+l )m -  r .  J
(a+ttrr- I  

I  o-,r-!
(a+ l ) rn  -  K .  J

r r r .  g0

sont déter-

sont déterminées

Des valeurs négat ives A, et  donc la valeur
minées  sur  les  po in ts$ rQ.  ,  . . .  ,Oq  où  j  -

Des vale.urs posl t ives À, et  donc la valeur M(
sur les points O.,  O. ,  O, ,  . .  o ,  Or j -a .
On peut alors fa i re la f igure sulvante 3

A9
n
7'
Fo)

r.11-(çl)r

En posant -  tS l  -  ac+  x (x )0 )

On t rouve  â rK t -  (a r -  l )m -  (n  -  K . )x  )  0

D'où l rexpressi .on des coordonnées du polnt  O-, .
En si tuant I run par rapport  à l .autre leg polnts JL et  O.. , ,  on
trouve 3

t )K. tJ  \< t r . - l  l

l ) rnJ  - (  [m -  K .J
I 

,",1 -t âr-

t  IanK. -  (ao-

valeurs À poel t ivee ou négat lves,  êt  donc
sont.obtenues aur les polnts entlers distincts
de diagonale OO. ,  caractér lsé par les

Et  a ins i  de  su i te  avec  les  po in ts  J l ;  e t  & . . (O <  i  (  n ) .
I I  en résul te gue dee

Ies val .eurs Ag et  M(ED)
de (0 ,0 )  du  rec tang le
inégal l tés !



Kr- l

m K t

-  Dans  Ie  cas  où  n  es t  impa i r ,  l a  pé r iode

1o.x-(
Io<Y-(

I I I . 8 1

de  l a  r ac i ne  0n  ( s )

d ' é Iémen ts  ( L=  l ) .

engendré  pa r  :

de  F0  (X ,1 )  a  au  con t ra i r e  un  nombre  impa i r

La  f o rme  mFg  (X ,Y )  r ep résen te  a l o r s  - 1 .

Le  g roupe  des  ro ta t i ons  hype rbo l i gues  es t

f  * .  ;  (a+1)Ç-I  I t
t l
lm ;  (a+I )m -  KrJ

On peu t  cons idé re r  comme avan t  l es  po in t s  l l i  ,  avec  ce t te  fo i s

l a  d i spos i t i on  :

On t rouve : (a+1)K . -  I

(a+ I )m -  K

(a+ I )K . -  I

(a+ l )m K
= [ : '

] '

l
o_.

On..

Avec :

Qr*J[(a+r)K.-1] tm

I I  su f f i t  a lo rs  de

t i nc t s  de  (0 ,0 )  au

par  l es  i néga l i t és
I

lo '<x(
1
[0- (y . (

Kr l  +  K . [K{ -1  ]  ;  [ (a+ I )m K t ] (m-Kr )  +  m(Kr -  I  l l t

cons j .dérer  tous  les  po in ts  en t ie rs  (x ry )  a is -
rectangle de diagonale OOU,r caractér isé

[ (a+ l )Kr - l : t r  -  K r ]  +  K . r [K r - l  ]

[ (a+ l )m -  x rJ [m -  K r ]  +  m[ rn -  I  J

orn.r = f 
*..

Lm
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On  dé te rm ine  su r  l r un  d reux  l a  va leu r  Ag  ,  gu i  en  l , occu r rence

m1(S )
vaut t A0 =*l(fg )

On  t r ouveauss i  a i ns i  M (Fg )  =  -  49 .

Ma is  l e  rec tang le  que  l . on  cons idè re  a ins i  con t i en t  ce lu i  gue

I ' on  me t ta i t  en  év idence  pou r  l e  cas  n  pa i r .

Une  vé r i f i ca t i on  d i r ec te  é tan t  de  p l us  f a i sab le  pou r  I e  cas  a  =  I ,

on peut  énoncer  :

T H E O R E M E I I I . I l ( C a I c u I  d e s  v a l e u r s  e x t r ê m e s  d r u n e  f o r m e  d e  M A R K O F P )

Pour toute forme de MARKOFF :

F^  (x ,Y)  =  x l+  ,  
m(a+r )  -  K ' r -  K '  

i xy  +  tv ' m

Ies  deux  va leurs  ex t rêmes M(F,  )  e t  Ag sont  ob tenues sur  un  po in t

en t ie r  ( x ,y )  #  (0 ,0 )  du  rec tang le  dé te rminé  par  les  deux  inéga l i tés  :

, l  
o  - .  *  - .  [ (a+ l )Kr -  ]  l tm  Kr l  +  K4 [K , r -  I  ]

'l

I o ( y - ( [ ( a+ l )m  K .  ] [m  K ! ]+m[K r - ] l

De p lus :
( 1 )  S i  n  pa i r  19  =  -1 )

La  va leu r  Ag  es t  ob tenue  su r  un  po in t  en t i e r  ( x , y )  #  ( 0 ,0 )  du

rec tang le  :

l0  (  x  - (  K . - l
I

lO.ay- (m K!

Cec i  co r respond  à  un  des  po in t s  Oo  ,  Or  ,  . . .  ,  Q .  .

Dans  ce  cas ,  i l  ex i s t e  ( x , y )  =  ( k ,m , )  vé r i f i an t  l es  cond i t i ons

p récéden tes  te1  que  FC (k ,  ,mn  )  =  h .
De  i ême ,  l a  va leu r  M(F6 )  es t  ob tenue  su r  l ' un  des  po in t s  &^ ,95 ,  . . .

JL , ,  du  rec tang le  cons idé ré  c i -dessus .
(21  S i  n  impa i r  ( 9  =  I )

Onaa lo r s :  ÀA=-M(Fâ )

La  va leu r  Ag  es t  a lo rs  ob tenue  su r  l r un  des  po in t s  en t i e rs  :

og rOa,  . . . ,  I l on ,  . . . ,  fLn . r

I l  se  peu t  pa r  con t re  qu 'e l l e  ne  so i t  ob tenue  su r  aucun  des  po in t s

$o r f I 1  r . . .  rO - , .
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La  pa r t i e  (21  du  résu l ta t  p récéden t  peu t  ê t re  i l l us t rée  pa r  un

exemp le  :

Exemp le  :  Dans  l a  ( 2 ,0 ,L )

a=2

m=L2

K . t=K t=5
' l =2

S*  =  (2 ,2 ,L ,L )

On  t r ouve  12 .Fg  (X ,Y )

e t  AO=- t

Ce t t e  va leu r  es t  a t t e i n te

Théor ie ,  avec  l es  va leu rs  :

so i . t  r  =  0

n  =  3  so i t  t  =  ( - I ) n ' n  =  I
I

= LzX- -  26XY t3Yt

pou r  l es  deux  coup les  :

n ' e s t  s i t u é  d a n s  l e  r e c t a n g l e  :

3

( x , y )  =  ( 5 ,12 )

( x , y )  =  ( 31 ,74 )

Tous  deux  son t  dans  l e  p lus  g rand  rec tang le  donné  pa r  l e  Théorème I I I . ; -

0<x

0 (y (253

Par contre aucun des deux

0  - (  x  <  K . r - l  =

0 . ( y - (m=L2

Àucun ne correspond donc à  l ' un  des  po in t s  f t  ,  f I .  ,  . . .  ,  On - , .

Le ThéorèmeI I I . I I  permet  de déterminer  expl ic i tement  les deux va leurs
À9  e t  M(F0 ) .

En  réa l i t é ,  i l  peu t  ê t re  a f f i né  pou r  l a  m ise  au  po in t  d ,un  a lgo -

r i thme permet tant  le  ca1cul  rap ide des coordonnées des points

adéquats.

-  Cas  où  n  pa i r  (Ê  =  - t )

On  u t i l i se  l es  deux  po in t s  :

I l ,,.,(K, , m ) = !,*,{Pnr, , en,r )

I ln { r . -1 ,  m Kr)  =  4 , " {en,  en)

Avec  ceux -c i ,  oD  éc r i t  :



-  Cas  où  n  es t  impa i r  ( L=

IT I . 84

-Q-, soit Q,*,( Pn,, ,  en., )

5I-,1 so i t  JL  (Pn  ,Q^  )

n :

Pnt.
pa r t i e  en t i è re  de  -  e t

P^ Qo

5 [n  e t  0n , ,  e t  a ins i  de  su i te ,  oh

e généra le pour  0 < i  - (  n+I  :

t ous  l es  po in t s  Q i  (e r .  , e ,  )

l a  f o rme  Fo  en  ces  po in t s .

s i ons  AO e t  M(FE) .

r)
ê t re  fa i t e  pa r  I e  même a lgo r i t hme

-  m l  ;  m[  (a+ I )m +  K , t  ]  -  mKa )

Kr )  +  K . (Kr - l  )  ;  [ (a+ t )m Kr ]  +  m(Kr - l

=  

[ ' . : :  ;  ; ]

=  

[ , :  ;  , :  ]

on,,

o"

o ù  I ' o n  a  :

[:'' : i:] = t,: ,: :I f ;' :]LQn"' 
=til: ,:l ;l]

La  dé te rm ina t i on  de  Ag  peu t

à  pa r t i r  des  deux  po in t s  :

IOr".r(x. t (a+l)m 
+ KaJ

I or^, ,  ( [ (a+l)K.- ]  l (m

âo Pt

a o  Q n

I ' e xp ress io

= [0"' '  I
Iql

à  pa r t i r  de

lgo r i t hm iqu

l[Pi., J|
It;ll P;

ItLll Q;
I  arJ
données de

va leu rs  de

les expres

l [  
pn,r 

ïâo = l l  
-[

uPr r J

ré i t é ran t  ce  ca l cu l

f i na lemen t  l a  règ le  a

I t.i-' = Pi't
I

{

I 
ot'-' = Qi"

l l e - c i  donne  Ies  coo r

permet  le  ca lcu l  des

en  dédu i t  f ac i l emen t

On  en  dédu i t  :

f  P - .  =  P n r r
|  

- n - l

,
1 .'t
L gn-, = Q.,,

avec  pa r  t ranspos i t i on

E t

a

Ce

e t

On

) )
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On peu t  auss i  p rocéde r ,  d ' ap rès  l e  Théo rème  I I I . 3  à  pa r t i r  seu lemen t

d "  JLe t  S . *en  comparan t  I ' i n ve rse  de  I a  p l us  pe t i t e  va leu r  pos i t i -

ve  t rouvée  à  Ia  p lus  g rande  va leu r  néga t i ve  t rouvée  su r  l es  po in t s

JI i  (o  (  i  (  n+1) .

La procédure précédente a été automat isée sur  un programme informa-

t i que  bap t i sé  , 'EXTREMUM, ' .  11  ca l cu le  en  f  onc t i on  des  pa ramèt res

a ,m ,K .  ,KL ,  E= ( - l ) *qu i  l u i  son t  f ou rn i s  l es  va leu rs  M(Fg ) ,  Ag  e t  l es

coup les  ( k . ,m"  )  assoc iés .

E x e m p l e

a=2 m= 985  e ,  =  - I

K , r  =  408  Kr  =  408  I  =  169

f (X ,Y)  =  985  X t  +  2L3g  X .Y  -1055  Yr

k 4  =  4 0 8  m ,  =  9 8 5

k {  =  2 3 9  m 4  =  5 7 7

k , t  =  1 6 9  m 4  =  4 0 8

k 4  =  7 0  h t  =  1 6 9

k r = 2 9 m 4 = 7 0

k f = 1 2 m 4 = 2 9

k f = 5 m t = 1 2

k 4 = 2 f r a = 5

k r = I m . = 2

k 4 = 0 f i r = 1

â o =  I

â l =  I

â t =  2

â ! =  2

â 4 =  2

â t =  2

âr=  2

â l =  2

a = 2

f ( x , y )  =  985

f  (  x ,  y )  = - I 393

f ( x , y )  =  1393

f  ( x , y )  =  - 985

f  ( x , y )  =  I 055

f ( x , y )  = -1043

f ( x , y )  =  I 045

f ( x , y )  = -1045

f ( x , y )  =  I 043

f  (  x ,  y )  = - I 055

so i t  A0  =  - I

e t  M (Fo  I  I
m . (S )

< ;e  meme p roçJ ramme,  à  pa r t i r  de  l ' exp ress ion  M(FD )  =  -  pe rme t
m

le  ca l cu l  exp l i c i t e  de  I a  va leu r  m . (S ) ,  ca l cu l  que  1 ' on  f a i sa i t

antér ieurement  par  Ie  programme "SEQUENCE".

I I  pe rme t  auss i ,  à  pa r t i r  de  I ' exp ress ion  Ag ,  d 'exp l i c i t e r  comp lè -

temen t  l es  re la t i ons  de  MARKOFF (M1  )  données  dans  l es  théo rèmes  I I I . 9

ou  I I I . I 0 .

On  peu t  vou lo i r ,  à  pa r t i r  de  ce l l es -c i ,  cons t i t ue r  un  déve loppemen t

comparab le  à  ce lu i  p résen té  dans  CASSELS [5 ] .  Ma is  on  ve r ra ,  à

l . occas ion  de  l r examen  de  l a  ( 2 ,0 , I )  t héo r i e ,  9uê  ce t t e  app roche

ne  peu t  ê t re  adop tée  sans  p récau t i on  ;  1 ' équa t i on  possédan t  t rop

de  so lu t i ons  pa r  rappor t  à  ce  que  l ' on  che rche  à  fa i re .
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IV. CONSTRTJCTIONS DE SUTTES DEDUITES DE S - REPRESEI{IATIq{S ET DEFINITIONS ASSOCIEES

A  /  P R E M I E R E  C O N S T R U C T I O N

M-
5

P o u r  u n e  f o r m e  d e  M A R K O F F  F 0  ,  l e s  r e l a t i o n s  o b t e n u e s  p r é c é d e m m e n t

entre 9è(s)  e t  f f i l  suggèrent  de cons idérer  res nombres :

f  x . l  -  Kr  (a+ l )m

l* i  (a+ l )m = K. l

C e p e n d a n t ,  a v e c  l e s  c o n d i t i o n s  d u  d é p a r t  :

lo(Kr(m{
[ 0  (  Ke  (  m

On  ob t i en t  :  
|  

-  ( a+ l ) r  <  K i  <  - am

|  ( a+ r )m

On do i t  donc  p lu tô t  cons idé re r  l es  nombres  :

Jq 
-  K;  +  (a+ l )m = K l

tq  -  K i  (a+ l )m = K{

Dans Z-  ,  les  cond i t ions  :

. l  =  KrS .+  ( - t )n

ml =4Ç* t
=K,rKt !1€{ r t  2 ,  mJ ,  ml+  r l

imposen t ,  ho rs  I e  cas  pa r t i cu l i e r  où  m  =  2 ,  l a  con t ra i n te  :
J=r

En  posan t  5  =  (bo ,  . . .  b ;  )  on  suppose  gue  I ' on  a  :

fu' rl fo, rl fm ;q I f '  ;Kr I
Lt ol"'Lt ol=Ln-E'4-TJ 

=l* 
Kr ; Kt-t j 

=

on  compare  à  M,

En  t ransposan t  ce t te  de rn iè re  ma t r i ce

e t  avec  l es  p rodu i t s  :

f t  o l f '  ;  m rr l  fm ;  m K! Il l l - l= l - l
Lr  - lJL* .  iK, r - l l  l * -K.  ;m KL-Kr+lJ

[m ; m Kr l f t  r l  fm ;  Kz 
I

L. K4 ;m-Kr-*r*tJLo -tJ 
=L^-K.r;  

r .- lJ
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I nve rsemen t ,  i t  es t  poss ib le  de  vé r i f i e r  que  ces  cas  redonnen t  l es

éga t i t és  reche rchées .

on  cons ta te  auss i  que  Ie  tab leau  p récéden t  dé f i n i t  une  t rans fo rma-

t i on  i nvo lu t i ve  S  +F ,  I à  o i r  e I I e  es t  dé f i n i e .

DEFIN IT ION

On d i t  que  S  es t  I a  @ de  S .

On  a  a l o r s  f ac i l emen t  :

O n  o b t i e n t  :

[r t l f . .-r r l [a"+ rl f"" r l
L' .llr ol[' oJ [' oJ

fu. rl [or-, t l fo,-I rl [t rl
=l l . . . l l l l l

Lr oJ Lr oJLr oJ lr ol

Le  ca l cu l  des  dé te rm inan ts  donne  :

( - 1 ) ' =  ( - 1 ) i

Les  deux  nombres  n  e t  i  son t  donc  de  même pa r i t é .

L ' app l i ca t i on  de  ces  deux  ma t r i ces  à  ( !  donne  :

[ I r a n -  I  ,  â n - r  ,  . . .  a o ]  =  [ b o ,  b , t . . . ,  b i - t  ,  b i -  l r I ]

D'où  p l us i eu rs  poss ib i l i t és  r ésumées  pa r  I e  t ab leau  su i van t  :

I
I

L

a n = l s o i t b o > l â n ) l  s o i t  b . = I

b ;=

so i t

ac

I

1

C a s l : i = n

b e  =  â , r . t  I  I  ;  b r  =  a n - t i

b n - e  =  a o -  I  ,  b â  =  I

s o i t  b e  >  1  e t  â o  )  I

Cas2 : i =o *2

b o  =  I  ,  b ^  =  a n -  I  ;  . . .

b n . l  =  â o -  I  ,  b n r !  =  I

s o i t b o = I e t a o > l

b i
so i t

a r =

I

I

C a s 3 : i = 1 1  2

b o  =  ê o . r f  I  ;  b l =  a n r l i

b r - [  =  a t *  I

s o i t  b c  >  I  e t  a .  =  I

C a s 4 : i = n

b o  =  I  ;  b , t  =  a n -  I  ;  . . .

b r ,  =  â , r *  I

s o i t b o = l e t a o = l
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i K a

i  K , t - , ]

P R O P R I E T E  I V  .  I

Pour  tou te  su

ona tMT=

avec  tS l

De  p lus ,

.  s i  ao  =

.  S i  a o  =

. s i a o *

.  s i  â e  *

P a r  a i I I e u r s ,

0. tS l  =  [0 ,F"

assoc iée  à  t a  ma t r i ce  MS

;Kt 
I

Kt  ;  11-  1  J

Is* ]

i t e

t:
I
è

( a o ,

s

fr
= f

Lr
p (s)

I

I  t5r
pour  S

ên-r =

l e t

l e t

I  e t

I

a a  t  I

a n  =  I

a n  *  I

( s )  =  K r -  K , l

( s )  =  m  K4 -  K :

â A ,  ,  â n )  o n

3i  = (an- ,  +

3 i  =  ( 1 ,  an

3i = (an-, +

3 i  =  ( l , an -

i t  e s t  a i s é  d e

K , r +  K t -

c a l c u l e r  :
. ;-i

m(a+l )  *  Y [n t5 t
, a l ' =

2n

F

t
Y

FsOn d i t  que

Fo  (X ,Y ) .

( X , Y )  e s t  l a  f o r m e  c o n j u g u é e  d e  l a  f o r m e  d e  M A R K O F F

on  remarque  que  l es  d i sc r im inan ts  Â . t s )  e t  A . tE l

e t  seu lemen t  s i  K , t  =  K t  ,  c ' es t - à -d i r e  enco re  s i  e t

q  =  F0  .  La  cond i t i on  égu iva len te  O . t3 l  =  0 r ( s )
d ' avo i r ,  pâ r  un i c i t é  du  déve loppemen t  en  f r ac t i on

cond i t i on  équ iva len te  S  =  F .

On  peu t  donc  énonce r  :

où  A . tS l  =  [ ( a+ t )m  +  K r -  K .  J r+  4 ( - l ) 4 t ' l

C e c i  i n t r o d u i t  l a  f

$tx ,v l  =  Fo(x ,Y)  +

D E F I N I T I O N

o r m e  d e  M A R K O F

( a + l ) ( K r -  K r )

a s s o c l e e  a

t r ouve

l ,  â n - t

-  I ,  . . o

I ,  â n - !  ,

I ,  . . .  t

t

0" rFr :

m

mKr

. . .  ,  à , 1  +  l )

,  ^ 4 *  1 )

. . .  a o -  l r l )

a o -  l ,  f  )

son t  égaux  s i

seu lemen t  s i

impose  a lo rs

con t i nue  Ia
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THEOREME IV  . l  (Ca rac té r i sa t i on  des  su i t es  an t i d romes )

Pour  tou te  su i te  S ,  on  a  équ iva lence  des  p rop r ié tés  su i van tes  :

( r )  S = 5
(21 ta(s)  = O' t3 l
(3)  À.(s)  = aù(ç)
( 4 )  K4  -  K r  ( c ' es t - à -d i r e  r (S )  =  0  ou  p (S )  =  0 )

I
(5 )  

-40  
=  Fg

(6 )  S  su i t e  an t i d rome

Dans  ce  cas ,  oo  a  l es  seu les  poss ib i l i t és  su i van tes  :

( a )  ou  b i en  an  -  I  ( cas  t  du  t ab leau  p récéden t )

La  su i t e  ( 1 ,  ac -  I  ,  â t ,  ,  âo . r ,  ên )  dédu i t e  de  S  es t

pa l i nd rome.

(b )  ou  b i en  an  *  L  ( cas  4  du  t ab leau  p récéden t )

La  su i t e  ( 1  ,  ân -  I  ,  ân - l  ,  ,  à r t ,  ao )  dédu i t e  de  S  es t

pa l i nd rome .

On  peu t  f ab r igue r  une  i n f i n i t é  de  su i tes  an t i d romes  en  cons idé ran t

l es  exp ress ions :
g= (1 ,u ,T ,T * ,u+ I ) s= (u+ l ,T ,T * ,u ,1 )

g= ( l , u ,T , v ,T * ,u+ l )S= (u+ I ,T , v ,T * ,u ,1 )

Ces  exp ress ions  donnen t  t ous  l es  cas  qu i  peuven t  ê t re  rencon t rés .

B  /  SECONDE CONSTRUCTION

En comparan t  l es  deux  re la t i ons  :

/m
|  -  = ts l
f  m  K1
1
l m
|  -= [s*]
\ K,r

On  es t  condu i t  à  env i sager  l a  s i t ua t i on  :

[  * î =m Kz
{
lK i=m K , l

On  a  a lo rs  :

KiKî+( -1 f  =(m q- r r+ l )m

On pose donc  :

l *=m K{ -Kr+J
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Et  hors  Ie  cas  par t i cu l ie r  où  m =  I  :

O<K{ (m: )  0<KI< .

0  (  K r (  m ->  0  <  K i  <  m

On peut  par fa i tement  cons idérer  la  fo rme de MARKOFF déf in ie  par  S*

e t  a .

S o n  d i s c r i m i n a n t  v a u t  :

m{-r)

l*t

t < .  J t  +  4 (

K r+  K r -  m

=  [ ( a+ l )m  +  K^ -

=  Â - t s t'  s l \  v ,

E l l e  s ' éc r i t  :

Fd' (x ,Y)  =  FO(x,Y)  +  2L
K " f

Jv
m1I

m

d e  I a  f o r m e  d e  M A R K O F F  F g  ( X , Y ) .Y)  es t  I a  f o rme  m i ro i rFô(x ,

+  
" [

Avec :

0"{s*) =
m (K r+  K r )

= 0r (s l  +
2n

N
i

I
d

r

n
I I

t
N
eu

I
q

T

I l  es t  f ac i l e  de  vé r i f i e r  que  I ' on  a  :

P R O P R I E T E  I V  . 2  ?  . .  i

Pour  t ou te  su i t e  S  assoc iée  à  I a  ma t r i ce  Ms  =  |  I
"  L*  Kl  ;  Kr- lJ

on a  t  [ r  ;  m Xr l
Ms'=| . .  I

LK. r  ;K r - l  J

|  
( s * )  =  

/  
( s )  =  K^ -  K l

I t s "y  =  - | t s )  =  Ka*  K l -  t

On d i t  donc  auss i  que  S*  es t  l a  su i te  t ransposée  de  S  (e t  F i  l a

fo rme  t ransposée  de  F9  ) .

L ' éga l i t é  F f  =  
%  vau t  s i  e t  seu lemen t  s i  on  a  :  Kn+  K .  =  m

mm
so i t  :  [ . s t  =  -  =  [S * j

m  KL  Kn
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E t  p u i s q u e  S  e t  S *  s o n t  d e  m ê m e  l o n g u e u r ,  o n  a  l a  c o n d i t i o n  é q u i -

v a l e n t e  $  =  S * .

o n  a  a i n s i  é t a U l i  :

THEOREME fV  . 2  (Ca rac té r i sa t i on  des  su i t es  pa l i nd romes )

Pour  toute su i te  S ,  on  a  équ iva lence  des  p rop r ié tés  su i van tes

(c ' es t -à -d i r e  S  su i t e  pa l i nd rome)

=  m  ( c ' es t -à -d i r e  è t s l  =  0  ou  P (s )  =  o )

On  peu t  f ab r ique r  une  i n f i n i t é  de  su i tes  pa l i nd romes  s 'éc r i van t

(T ,T * )  ou  (T ,u ,T * ) .

Ces  exp ress ions  donnen t  t ous  l es  cas  gu i  peuven t  ê t re  rencon t rés .

De  façon  p lus  généra le ,  I a  su i te  S*  p résen te  un  au t re  i n té rê t

comp te  t enu  gue  l ' on  a  é ta l t i  avan t  l e  r ésu l t a t  su i van t  :

(1 )

(2 )

(3 )

S

K,

Ft

= S *

+Kr
=Fo

ÎHEOREME IV  . 3

Pour  tou te  su i te  S ,  l es  deux  nombres

Ia  même c l asse  pou r  I ' a c t i on  du  g roupe

DFr et  0"{s*)  sont  dans
/ItIrtT-l*.

De plus,  s i  S € Lr  ,  oD a ï j_Ln.
Dans  ce  cas ,  I e  con jugué  0 . ( s )  du  nombre  de  MARKOFF Qn ts t  es t

dans  I a  c l asse  du  nombre  de  MARKOFF supe r  r édu i t  E r tS *1 .

Cec i  pe rme t  de  ne  pas  ren t re r  dans  l es  dé ta i l s  de  ce  qu ' i l  adv ien t

des  nombres  O . t s t  e t  d i v i sen t  pa r  deux  l e  nombre  de  su i tes  s

é tud iées .

C  /  R E P R E S E N T A T I O N S  D E  C E  Q U T  P R E C E D E  E T  A P P L I C A T I O N S

C. I  -  Les  rep résen ta t i ons

Dans  I a  su i t e ,  pê r  l e  passage  d ' une  f o rme  à  sa  f o rme  m i ro i r ,  i l

se ra  poss ib le  de  rédu i re  Ie  nombre  de  coup les  (K , ,  K r  )  examinés .

De  façon  p lus  p réc i se ,  l a  t rans fo rma t ion  :

(K { ,KL )  - 1  (K f ,K l )  =  (m  -  K r ,  m  -  K , r )

peu t  ê t re  v i sua l i sée  su r  l a  f i gu re  su i van te  :
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0<

0- (

K,I

Kr
- ( f i

( mwt

KT

o K,r R^

E l l e  s ' i n t e rp rè te  comme symé t r i e  pa r  r appo r t  à  I a  d i agona le  AB

du  ca r ré  oAcB de  cô té  m.

Su r  l a  d ro i t e  AB ,  on  a  l a  cond i t i on  K r+  Kx  =  r l .

Les  su i tes  co r respondan tes  son t  pa l i nd romes .  Les  d ro i t es  pa ra l l è Ies

à  Rg  on t  pou r  équa t i on  :  y  =  -  x  +  ( *  - à1 .

Le  nombre  )  mesure  l eu r  éca r t  pa r  rappor t  à

éca r t  de  pa l i nd romie  pou r  m  donné  in te rp ré té

géomét r i gue .

On  peu t  de  même cons idé re r  I e  passage  d 'une

con juguée  qu i  co r respond  à  une  symét r i e  pa r

Su r  l a  d ro i t e  OC,  on  a  I a  cond i t i on  Kn  =  KU .

Les  su i tes  co r respondan tes  son t  an t i d romes .  Les  d ro i t es  pa ra l l è Ies

à  OC on t  pou r  équa t i on  :  y  =  x  -  
P

Le  nombre  p  mesure  l eu r  éca r t  pa r  rappor t  à  OC,  c res t -à -d i re  un

éca r t  d ' an t i d rom ie  pou r  m  donné  i n te rp ré té  auss i  de  f açon

géomé t r i que .

Avec  ce t t e  r ep résen ta t i on ,  oh  vo i t  b i en

l im i tes  où  un  ce r ta in  nombre  de  no t i ons

p lus  ê t r e  dé f i n i es .

.S im= I

Le contenu du carré se rédui t  au seu l  po in t  A ,  avec  :

K l  =1

K t =

Ms =

AB,  c ' es t - à -d i r e  un

auss i  de  façon

fo rme  à  sa  f o rme

rappor t  à  oC .

a p p a r a Î t r e  d i f f é r e n t s  c a s

d é g é n è r e n t  o u  n e  p e u v e n t

0

ti r l
I

OJ
c e  c a sEn  géné ra l , es t  évacué  dans  I a  su i t e .
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.S im l l

Le côté AC du carré correspond à K,  = l r ,

Avec  l a  cond i t i on  m l  =  { .  K r+  ( -1 )n  ,  i I  impose  K , r  =  m =  I

on  n 'a  donc  aucune  fo rme  à  cons idé re r ,  rep résen tée  pa r  un  po in t

(K , . ,K l )  s i t ué  su r  AC,  ho rs  l e  cas  vu  p récédemment  !  f i  =  1 .

t  e  cô té  oÀ  du  ca r ré  co r respond  à  K ,  =  g ,  i l  impose  de  même m =  1 .

r I  n ' a  donc  pas  non  p l us  à  ê t r e  cons idé ré  dans  I a  su i t e .

A ins i ,  ho rs  l a  s i t ua t i on  (m  -  K4  -  I  i  Kz  =  0 ) ,  on  peu t  dans  I a

su i t e ,  sê  l im i t e r  aux  con t ra i n tes  :

I  o  <  K,  (  m
f 1
1
lo

On peu t  donc  ne  t rava i l l e r  gue  su r  I ' i n té r i eu r  du  ca r ré  OACB.

I l  es t  poss ib le ,  êo  d i v i san t  t ou tes  l es  g randeurs  pa r  m  de  super -

pose r  l es  rep résen ta t i ons  p récéden tes  su r  une  rep résen ta t i on  dans

un  ca r ré  un i t é .

L ' ensemb le  des  su i t es  poss ib l es  S  dé f i n i t  a i ns i  un  ensemb le  de

K1  K r
po in t s  (  i  '  :  )  du  ca r ré  un i t é  p résen tan t  d ' ap rès  ce  qu i  p récède

mm

des  symé t r i es .  Ma i s ,  i nve rsemen t ,  un  po in t  du  ca r ré  un i t é  co r res -

pond  à  une  f am i l l e  de  su i t es .

Ce t t e  de rn iè re  rep résen ta t i on  n ' es t  donc  pas  adap tée  à  I ' é t ude

des  su i t es  S  ma i s  p l u tô t  à  ce l l e  de  f am i l l es  de  su i t es  S  p résen tan t

mêmes  éca r t s  de  pa l i nd rom ie  e t  d ' an t i d rom ie .

C .2  -  Un  exemp le  d ' app l i ca t i on

Au  moyen  des  symét r i es  du  ca r ré  OABC,  i I  y  a  poss ib i l i t é  de

dédu i re  de  ce t t e  r ep résen ta t i on  de  t ou te  su i t e  (S ,a )  I es

rep résen ta t i ons  d 'au t res  su i tes ,  l es  fo rmes  de  MARKOFF Fg  co r res -

pondantes et  les nombres a lgébr iques associés o

A ins i ,  oo  peu t  é tab l i r  pa r  exemp le  :
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P R O P R I E T E  I V  . 3

Pour  tou te  su i te

S  =  ( a o ,  â . t ,

dé f i n i ssan t  r  M  
S

En  dé f i n i ssan t  l a

* s i ac= l

* s i â , .  *  I

O n a :

(s)

(s)

ts l

De façon  p réc i se ,  l a

(K1 ,  K r )

peu t  ê t r e  v i sua l i sée

l(L

Fl

K { -  K t

= K. l  *  Kt-  m

t r ans fo rma t i on :
,w ^,

su r  I a  f i gu re  su i van te

i f *

K,t I
I

Kr- lJ

t  

r  

t : : : t ,

t  . a a  t

'l

I
J

é m e n t s  d e

'  a n )

m i

m - K .  i

teBaet

(  an  ,  ân- l

(  a n  ,  â n - r

m i  Ke.

K^; l

= 
/  

(s)  =

= $ ts l

= [  s* ]

d , é l

r
I

- l- l
L

su i

S =

S =

r
- l- l

L
M g

è

P

su ivan te

â l  ,  â . t t

â 1 ,  à t ,

:

1 )

a . -  t

K,, )

, 1 )

D E F  I N I T I O N

On d i t  que  3  es t I a  su i t e  t r ans fo rmée  de  S .

, |o
lo

l(,tK,ll<4

K1

rt

o

Son  seu l  po in t  f i xe  es t  l e  po in t  Q  (  1  ;  1  I  qu i  ne  co r respond  à
22

u n e  s u i t e  S  g u e  d a n s  l e  c a s où  m  =  2 .
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La  t rans fo rma t ion  cons idé rée  es t  une  ro ta t i on  de  cen t re

TT
et  d 'ang le  - : .  E l Ie  la i sse  invar ian t  Ie  ca r ré  OABC e t  n 'es t

2

d é f i n i e  q u e  s i  m  *  L .

L a  v é r i f i c a t i o n  d e  l a  p r o p r i é t é  I V  . 3  s ' e f f e c t u e  c o m m e  s u i t  :

*  S i  â s  =  I 3 i  =  ( a r r ,  â n - . r  t  . . .  ,  à 1 ,  a , r +  1 )

O n  a  d a n s  c e  c a s  :

[;,; ilt: l]
=[:. ,r1

* s i âe * l 3  =  ( a n ,  â r - ,  ,  . . .  ,  â ! ,  à n ,  a o -  l r l )

M5 = 
". l:' :i'[ :]

O n  a  d a n s  c e  c a s  :

[ r  ol  f t  t l  [m ;  KrlMs=t'.1-, ,JL, ,.|=L*., rl
Dans  t ous  l es  cas ,  on  vé r i f i e  b i en  I ' éga l i t é :

è (s )  =  P  (S)  =  K4-  Kr
,\,

e t  auss i  :

on peut  ca lcu le r  Ie  nombre  t . t3 l  :

0.t31 =
K i -  K L -  a m  +

2n

La  fo rme  assoc iée  es t  :

Futx,v)  = * t*  [  
am + Kr-  Kr  

J  xv - t  "Kt+ l  
1  vz

mm



C.3  -  D 'au t res  exemp les

On  va  ma in tenan t  u t i l i se r  I a  méd ia t r i ce

cons idé re r  I a  f i gu re  su i van te  :

kz

m

I I I . 9 6

du s e g m e n t  O A pour

â " -  l r I )

r)

Cec i  rev ien t

(K ,1  ,  K r )

avec

S o i t  :

v
L a  s u i t e  S

. s i an

.  s i  ân

a s s o c i é e  v é r i f i e :

fm
Mv = l

"  L t  -  K l

à u t i l i se r  Ia  t rans fo rmat ion  :

v
* i  =  (m r r ) ra+  ( -1 )n+ ' l

-  m K r .  -  K e  K r  -  (  - 1 ) n

= mr . -  m 1
v
I t

|  =  K t -  |

m -K4 
I

m - K{-  r r* lJ

u

I

I

0

r

t
s

[r  r l
t l
t t
LT -TJ

gu  I  avec

v
S =

v
S =

i san t

rl
I

ol
édu i t

*1

= I

=Ms

a lo rs

I
I
L

1a

1l
I

-1 l

e l  a t i o nEn u t i l

f"
Lr

O n e n d

'l f' 'l
oJ Lr oJ
) ona :

:

t l  ["-r
l= l
J  LI

à . 1  ,  . . .  t

u-

I

a n

t

+

( a e ,

( a o ,  â , t ,  . . .

( " o ,  â r l  ,  . . .

,  â n - t

,  â n . l

I
I

t.
I

I



S .
t-
L

DEFTNIT ION-v
On d i t  que  S  es t  l a  su i te  V -symét r i que  de

m
[+ ,  â , r ,  . . .

m-K t

=  [ a . ,  à t  ,

correspond au second

m
ra t i onne l  -  =  t s l

m -K !

v

,  â" ]  = ts]

,  â r r - r  ,  â n -  I r l ]

déve loppemen t  en

r r r .97

= rXl
f r ac t i on  con t i -

La  cond i t i on

v
mon t re  gue  S

nue du nombre

es t  S .

PROPRIETE  I v  . 4

Ona

S es t  l e  second

La  cond i t i on  S  =  S  n ' es t  éven tue l l emen t  poss ib l e  qu ' avec  m  =  2 .

Hors  ce  cas ,  l a  méd ia t r i ce  de  OA ne  con t i en t  aucune  rep résen ta t i on

d 'une  su i t e  S .  D 'où  de  f açon  év iden te  :

2n

Et  la  fo rme guadra t ique assoc iée  Ë,

D E F I N I T I O N

On d i t  que

,  don t  un  p remie r  déve loppemen t

m-K,f 
l=r. f. 

tl
m+l-  K4-  * rJ  

- -ù 
lo  - lJ

Ks

-  K . r -  K t

nombre  ra t ionne l  [S ]  :  t s l  =  fË :

ï t< r -  t< r ) r+  4 ( -1 )h

de MARKOFF V-svmétr ique de Fe

fm ;
M v  =  |

< l

lm  Kr  ;
. v
À(s)  =  P(s)  =  RA
r /

V r
p ( S  )  =  d  ( S )  =  m
t -

d é v e l o p p e m e n t  d u
Y ^ /
S  =  ( S * )

On peut  encore

^ Y
U.ts )

c a l c u l e r

-am K4 Kz+ (  ( a+2 )m

I

I
L Fo es t  l a  f o rme

Ia  méd ia t r i ceEn  u t i l i san t du segment  OB,  ot r  pose encore :
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D E F I N I T I O N
-
O n  n o t e  S  l a  s u i t e  c o n s t r u i t e  à  p a r t i r  d e  S  p a r  I a  t r a n s f o r m a t i o n

(K l  ,K l )  1>  (K4 ,  m -  K t )  =  ( f t " ,  â r ) .
^

On  d i t  que  S  es t  l a  su i te  H  symét r i que  de  S .

E t Ie  dé f i n i t  I a  f o rme  quadra t i que  Ê"  d i t e  H  svmét r i que  de  Fo .
v

Ona

avec

Et  po

. s i

. s i

De  p t

En f i n

D E F I N I T I O N

On no te  SÂ  Ia  su i t e  cons t ru i t e  à  pa r t i r  de  S  pa r  l a  t r ans fo rma t i on

(K4 ,  K r )  ->  (  m  Ka i  m  -  K t )

on  d i t  que  so  es t  I a  su i t e  O  svmé t r i que  de  s .

E I l e  dé f i n i t  I a  f o rme  quadra t i que  
f  

a i t "  O  symét r i que  de  % .

P R O P R I E T E  I V  . 5

O n a

avec

Et  pour

.  s i  ao

. s i ao

[m i  Ka]  f t  o l
M^=l  |  =  I  I  Mso 

[* t  ;  ]  J  Lt  - r1

tê l  =-  p(s)=Kr-K4
I

tê r  =  -  è (s)  =  K. { r  Kr -  m

^ fr  ol
is l  =  |  |  ts l

Lr -rJ
s  =  (ao ,  àA ,  . . .  ,  ân ) ,  on  a  â  =  ( i ) * ,  avec

ê = ( 1 , a o - 1 , à 4 , , " n )

^g  =  (a , r+  I  ,  â t ,  ,  â r )

târ = rYr
n t  l a  symé t r i e  pa r  r appo r t  au  po in t  {  ,  on  a  :

è

l,

ur

a o  *  I

a o = l

U S

,  en  u t i l i sa

[m m -  r . ' l
Mso = 

| .* ,  * ,_ I  . |

è t to )  =  -  6 \  t s t  =  K , r i  K r -  m

l (se) 
= -  

|  
(s)  =rÇ.-  K.r

s  =  (ao ,  àA ,  ,  ân )  on  t r ouve  :

=  â n  =  I  S Q =  ( a " +  I  ,  â t ,  . . .  ,  â a - l  ,  â n - ,  I  I )

=  I  e t  a n  *  I  S a =  ( a r +  1 ,  â l  ,  ,  â n - r ,  â n -  I r I )

P R O P R T E T E  I V  . 5



. s i â 6

. s i a o

S o i t  l e s

= l e t a h - I

*  I  e t  a r ,  *  I

e x p r e s s  i o n s

Avec  l es  t rans fo rma t i -ons

ca r ré  oABc  peuven t  ê t re

I I I . 9 9

S s  =  ( I ,  a o -  I  ,  . . .  ,  a n - r  +  I )

S Â  =  ( I  ,  â o -  I . ,  . . .  ,  â . -  l r l )

(so)*=3=(s*)s

tsÂl  = tê:

prés .en tées ,  t ou tes  l es  symét r i es  du

cons idé rées  e t  exp l i c i t ées  pou r  l es  su i tes .

C . 4  -  R e p è r e  a d a p t é

L e s  n o m b r e s  è  e t  
I  

c o n d u i s e n t  à  c o n s i d é r e r  I e  d i a g r a m m e  :

U n  p o i n t  M  d e  c o o r d o n n é e s  (  K , r  ,  K t  )  d a n s  l e  r e p è r e

J>

O A
(  - ;

m

a  pou r  coo rdonnées  t è ;1 )

re t rouve  a ins i  de  façon  d i rec te  tou tes  l es  re la t i ons  qu i  on t

données  avan t  pou r  co t races  e t  an t i t r aces  des  su i tes  dédu i tes

4,Ï at
dans  l e  r epè re  (  - - ;  -  ) .

ml2 m\2

On

é té

de

On

S .

a d e p lus  les  re la t ions  év identes  :

2m
-  =  tS l
m +) r+ |

2m
-  =  [ S * ]
m +P- ô

2m
- =  tS l
m -  F+ è

I

/ : - X + a l - ( I o



Le  po in t  M( t ç

coordonnées (

o0

auss i  ê t re  rep résen té  pa r

I I I .  l O O

l e  p o i n t  d e

d a n s  l e  r e p è r e,  
*  K ' t -  K c \ -  K r

)
m

,K r  )

è
,

m

(u

peut

l- ) =
m

,  î ) .) =

t-
L

À
m

Cet ensemble a une forme de " t rè f le
de  po in t s  s i t ués  su r  I ' axe  è  =  0 .
Pour  ces  de rn ie rs  po in t s ,  oD  a  z  I  m  =

I
/  ml
I

[0 .

Les  su i tes  cor respondantes  S sont  les

( : ;

l2

OA

v
D E F I N I T I O N

o n  a p p e l l e  r e p è r e  a d a p t é  l e  r e p è r e  (  J I ,  Ë  ,  i l  ) .

Dans  le  repè re  adap té ,  t ou te  su i te  S  es t  rep résen tab le  pa r  un

po in t  s (  P ,  r  )  du  ca r ré  9aù?  co r respondan t  au  ca r ré  oAcB  i n t r odu i t

avan t  ma i s  s ' en  dédu i san t  pa r  d i v i s i on  pa r  m .
r=# I

Ætgl4,ol,.'

DEFIN IT ION :  On  no te  g  I ' ensemb le  des  po in t s  s (P , r ) .

à quat re  feu i l les"  complé té

Kn+ K ,

K :  g r

m(K,

su i tes  pa l indromes.



(Oe  I a  même  façon ,  l ' a xe  p  =  0  co r respond  aux  su i t es  an t i d romes ) .

La  s t r uc tu re  en  t r è f I e  à  qua t re  f eu i l l e s  r ésu l t e  de  l ' imposs ib i l i t é

d ' avo i r  pou r  t ou t  po in t  s ( | , p  )  d i f f é ren t  de  f [ (O ,O)  l a  cond i t i on
I

À = f U .c  - l

Ene f fe t , | = l  donnem

K , f = 1 r t t l = 2 r K t = l

Oe même,  |  =  - y  donne

Leca r réded iagona leo6 , co r respondaux re1a t i ons r>P>

e t r

Pou r  l es  su i t es  S  co r respondan tes ,  on  a  i  âo  =  ân  =  l .

Cons idé rons  a l o r s  I a  t r ans fo rma t i on  :

S  ->  (1 ,S ,1 )

E l t e  t r ans fo rme  l es  va leu rs  (m ,  K^ ,  K l , 1  )  assoc iées  à  s  en  l es

r r r .10 l

=  2K"  e t  avec  m  |  (K lK ra  1 )  t a  cond i t i on

,  ô = o , P = o.

m =  2 \  e t  l a  même  conc lus i on .

S o i t  :

I+ -
m

Kr
2- -

m
. .ir"i

.5

va leurs  ( f i L , td^ ,X 'dG)  assoc iées  à  ( r , s , l )  avec  :

Jl?, = 2m + 2K^- *r- I
(m  +  Kn ) (2m K . )

X.=2m Kt

(m  +  K r ) (m  Kg )
Xr=m+Kl  Kr  - l  #

L=m Kr

X,o
n

K g

Xt , ,m Kr  r - t

IT7
h -K ,



Cec i  condu i t  à  cons idérer  la  t rans format ion  :

1 l v
f .  :  ( x ,y )

I  +  x  Z -  y

EI le t ransforme le carré (9G,€,$ en le carré de diagonale f I6, .

E l le  approche d 'au tan t  mieux  Ia  t rans format ion  :

K,r Ks
) ->

que  la  va leu r  m  es t  g rande .

Cec i  pe rme t  d ' exp l i que r  I a

la  f i gu re  p récéden te ,  pou r

su i van t  :

s t ruc tu re  f rac ta le

lesque l l es  on  peu t

I I I .  I O 2

appara i ssan t  dans

u t i l i se r  l e  r epé rage

&
T?

4 - y
r -y

Le  po in t  s ( x , y )  se  t r ans fo rme  en

tv
ï

ô=S'

I e  po in t  su i van t  :

v
)

4-2v

3

J

r G ' 4
{ + r

s '  =  f  ( s )  ( x

E t  en  ramenan t  l e

donc  à  é tud ie r  I e

dans lu i  même :

2x
g (x , y )  =  (  -

1+x

A ins i ,  l a  cond i t i on  à
I

t r ans fo rme  en  x '  =  -  .
3

s t ruc tu re  rep résen tée

X
I  -  -  ;  y ,

I+x

carré btt 'Qt3j

compor tement

un  ca r ré  un i t é ,  t ou t

l a  t rans fo rma t ion  du

rev i -en t

ca r ré  un i t é

à

de

v
)

2-y
rç1

= f  co r respond  à  x  =  - :  =  -  ,  e l l e  se
m2

Cet te  d ro i t e  appara î t  ne t temen t  dans

dans Ie carré Côcrei l .

l a



r I r .103

Kr l
De  même,  I a  cond i t i on  à=  - f  co r respond  à  y  =  

;  
= ; ,  e l l e  se

I
t r ans fo rme  en  y '  =  -  .

6

E t  pa r  exemp le ,  l es  po in t s  s i t ués  dans  l e  ca r ré  l im i té  pa r  l es

d ro i t es  x '  =  Q ,  y '  =  Q ,  x '  =  
ï ,  

y '  =  
à  co r responden t  à  des

su i t es  s ' éc r i van t  sous  l a  f o rme  :

( 1 , r ,  bo ,  b r ,  . . .  ,  b " ,  1 r1 )  bo  >  I  bn  )  1

Pour  les aut res points  du carré 66, î19* ,  non s i tués dans I ' image de f  ,

on  peu t  u t i l i se r  pou r  l es  é tud ie r  à  pa r t i r  des  po in t s  du  ca r ré

t /A , i l e '  l es  symét r i es  dédu i tes  de  ce l l es  m ises  en  év idence  avan t

(passage  à  I a  su i t e  H -symé t r i que  ou  à  I a  su i t e  V -symé t r i que ) .

FRACTALITAS !

Démons t ra t i on
-+

Dans ( Oô

posons :

I
-  =  [ a o ,  à a ,  . . .  ,  â r r ,  . . .  ]
x

1
=  [ b o ,  b r ,  . . .  ,  b n ,  . . .  ]

I - y

est  dense dans  Ie  car ré  6ôS9 .g
IV

eI

ME

mb
I
e

OR

ns

H E
t e

I
L

,  03  )  so i t  S ( x , y )  un  po in t  de  coo rdonnées  i r r a t i onne l l es



L im [s * ]  =  
t

noo "  r -y

[m(n)  x"(n)  1
Ets iM-  = l  Ir î  

lm(n)  -  Kr(n)  r r (n)  1t" lJ

onobt ien t  z  (  t , r l n9=x

|  " t  
m(n)

{
I  Kr (n)
I  L im-=Y
\  nco  m(n )

I I I .  IO4

Pour chaque valeur  n € j f  * ,  considérons z

S n  =  [  a o ,  . o .  ,  â r r ,  b " ,  b . - ,  ,  . . .  ,  b n ,  b o ]

O n a :  I
L im [s "J  =  -
n00 x

m(n )  K ,  ( n )  -  K r (n )  r n (n )  K . (n )
Le  po in t  s (  '  -  )  es t  dans  g

m(n )  m(n )

e t  t end  ve rs  l e  po in t  S .

Le  Théorème s 'en  dédu i t  de  façon  év iden te .

Coro l l a i re  (Approx ima t ion  s imu l tanée  de  deux  nombres  rée l s )

Soien t  x  e t  y  deux  nombres  rée ls  que lconques.

Pour  tou t  nombre  rée l  H  >  I  ,  i l  ex is te  (p . ,p r  )e  Zz  e t  q  e  -0 {  *

t e l s q u e q ( H e t :

rx ir';'

l, - L | . l,
q H -
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V .  I D E N T I Î E S  D E  M A R K O F F  G E N E R À L I S E E S  E T  A P P L I C À T I O N S
_ _ _ _ _ i = = = =  = = = = = = =

A  /  P R E M I E R E  I D E N T I T E

4 . 1  -  L ' i d e n t i t é  e t  u n e  a p p l i c a t i o n  d i r e c t e

m +  K^ -  K r
Onpa r tde : r+1= -

m

=t-*r* !
mm

I1
= -

ts l  Is* ]

En  raccou rc i ssan t  ou  a r l ongean t  s * ,  c ' es t - à -d i r e  en  u t i l i san t  Ë ,  du

fa i t  gue  tou t  nombre  ra t i onne l  admet  deux  déve loppemen ts  en  f rac t i on

con t i nue ,  on  ob t i en t  une  éc r i t u re  :

I + r=
1 I

= -
ts l  t3 l

+
I

â o f

âl

I
+

a h

I
a+

n
a
n ' r . . .

I
+ -

d

A v e c  ( S ) =  (  a n ,  â . r ,  . . .  ,  â . )

(Ë )=  (a " ,  ân - r  ,  . . .  J  )  e t  [ s * ]  =  f 3 l

Supposons  que  1 'on  pu i sse  en  dédu i re  une  i den t i t é  :
I t

( I )  :  I  +  r  =  -
I

â o *  -

^â
+

+
Àx+B

an cx+D

+
I

â n t
a

. . .  I

I
o (+ -

x



Pour  exp l i c i t e r  A ,B ,C ,D  i l  su f f i t  de  cons idé re r  I

f"o tl...f"'l=f* ;Kr Its=1, 
oJ Lr .J=l '-Kr;rr-U

fm -'ltt=L*,, 
tJ

O n o b t i e n t t  
,  I

I I I  .  IO5

es  ma t r i ces  :

= f * 1

[mC+KnAJx+[mD+r rnJ

(m Ke)c+(K , l - l l e  R , t  (m x . )D+ ( r , , -1 )n  I

[ :

[m xl
l l x
LK. ]J

xr)D + ( r r -1 )eJ

Cx+D

Ax+B

a l x  +  [ (m  -

;Kr 
- l
I

Kt ;  Xr-1 
J

[ (m x . )c  + {Kr - l  )
(:)

+-=
m C  +  K { A  m  m D  +  K n B

K. t x  +1
+ -= r+ I

mx+Kr

+-=r+1
Kr

En  revenan t  à  l ' i den t i t é  ( f ) ,  pou r  x  =00 ,  oh  t r ouve  gue  I ' on  a

nécessa i remen t  :  A  =  0 .

Ceci  donne b ien :

(m -  r . )c  +  ( r . - l  )e  
*  5= 

m -  Kr+ K,  
=  f ,  *  I

mC +  K "A

La seconde re lat ion :

mm

(m -  x , . )o + ( rE- l  )B 
*  ]  = r  + r

mD + qB K l

dé te rm ine  l e  rappor t  de  D  e t  B .  E I l e  se  s imp l i f i e  en  :

I  Kro  + ' l  g  Kr -  Kr

Kr mD + KrB m
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K z -  R ^

B

I I  r es te

[  (m

m

a lo rs

Kr) + (K.-  J  )ml

à

c
E

examine r  l a

m  l x  +  [ (m

re la t i on  :

K r ) (K t -  K r )

= r+ I

[m Êrn  ] x  +  [m(x r -  K . , )  +  K .mJ

K t
P o u r x = r e I l e

m

m

impose  :

( -K r )+mK i=0

t *= I
E

c
B

iso

Inve rsemen t ,  avec  ce t t e  exp ress ion ,  on  ob t i en t  dans  l a  r e l a t i on  p récé -

d e n t e  :

( m  K r ) m x  +  t ( m  K 2 ) ( K 1 -  K . )  +  ( K i -  J ) m l

m(mx  +  K . )

(m  K r+  K r )mx  +  [ (m  K r ) (K r -  Kn )  +  (K . -

K . , x  +  1

mx  *  Kz

? )m + I  mJ

m(mx  +  K r )

m Kr+  &

m

=r+1

On peut donc énoncer :

THEOREME V. I

I I  es t  équ iva len t  de  se  donner  une  re la t i on

1111
r+ I= -+ -= -  ÉQ

ts l  [s*]  ts l  rËl
ou une ident i té  :

a v e c ,  s l

. :
È I

s i

r+1=

S = (a .

a c = l

â o  * t

I

Is ,x- r ]

, à 4  t  " '

t
+-

[3,x]

,  a n )  l e s

( â n ,  â o - ,  '

( ar, ' 
"n-l 

'

(VxeR )

cas su ivants :

. . .  ,  â4  +  1 )

. . .  ,  à , 1  ,  ê o  l r l )

s
^t
s
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Àppl iqué avec

So i t  x  rac ine

Hors le cas K,l

e t  r  -  0 ,  l es

X =

I I
x= -= -=

[Ë ,xJ  t " tg .x
posi t ive du polynôme :

t
mx'+ (Kr -  K, r )x  I

= K ! = !

nombres :
(K , t -  Kn )

I
c l nob t i en t : x - r=1 - -

Is ,x - r ]
I

=1 - -
M  ( x - r )"s

I

[  3* ,  x - r  ]
Kr (x - r )  +  I

m(x- r )  +  x ,

,  I  =  Q ,  n  impa i r  co r respondan t  à  S  =  [ t ,m - l ]

rF

+ I (K, r+  K. ) r+  4( - r f

So i t  r - x  rac ine  du  po l ynôme :  mx l+  (K . -  K , ,  ) x  -  I

Le  d i sc r im inan t  du  po l ynôme c i t é  vau t  :

6  =  ( x , ,  +  K ,  ) t  +  4 ( -1 )n

La condi t ion K4 + Kg )z  L montre que ce ne peut  ê t re un carré pour

n  pa i r .  Ce  ne  peu t  ê t re  un  ca r ré  pou r  n  impa i r  gu 'avec  Ia  cond i t i on

9+ Kr  =  2 .
So i t  l e  seu l  cas  poss ib l e  t  K , l  =  Kz  =  f  J  =  0  S  =  [ l ,m - I ]  r  =

Ho rs  
" "  " " " r 1  

n ' es t  pas  un  ca r ré  e t  l es  deux  nombres  x  e t  r - x  son t

deux nombres a lgébr iques de degré 2.

Leu r  déve toppemen t  en  f rac t i on  con t i nue  es t  pé r iod ique  à  pa r t i r  d ' un

ce r ta in  rang ,  e t  en  add i t i onnan t ,  o t r  t r ouve  pou r  r+1  une  nouve l l e

décompos i t i on  en  somme de  deux  f rac t i ons  con t i nues .

P R O P R I E T E  V . I

2m

f - x  =
K. - Kl,-  I  tx" + t<. )r  + 4(-1)" '

2m

sont  a lgébr igues de degré 2,  conjugués et  de somme r .

Leur  développement  en f ract ion cont inue est  pér iod ique à par t i r  d 'un

cer ta in  rang et  donne par  addi t ion une décomposi t ion de r+ l  en somme

de deux fractions continues inf inies.
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La  p rop r ié té  p récéden te  peu t  ê t re  déve loppée  pou r  é tab l i r  :

PROPRIETE  V .2

So ien t  K4 ,  K ! ,  m ,  n  des  nombres  en t i . e r s  t e l s  que  l , on  pu i sse

éc r i re  :

m
-  =  [ s * ]  =  [ an ,  . . .  ,  â . r ,  

" o ]K4

m
_  =  tS ]  =  [ âo ,  ,  ân ]
m-K r

P lus ieu rs  cas  se  p résen ten t  :
( f )S im=2Kr

so i t  m  =  2  e t  KÈ  -  l ,  deux  cas  son t  env i sageab les  :
( 1 .1 )S= (2 )  e tn=0  K , t  = l

t-l

K{-  Kr*  !  t rc r+  K") t+  4( -1) "  \ j z
= ;  =  [ 0 ,1 ,2 ]

( L .2 )  S  =  ( t , l )  e t  n  =  I  K ,  =  I

K , r  -  K r *  \  t r . +  K ,  ) t  +  4 ( - I ) n
=0

2m

(2 )  S i  2Kg  (  m

a lo r s  ac  =  I  e t  I ' on  peu t  éc r i r e  :

(Kn -  K r . )  + ' l {  (K r+  K r ) r+  4 ( - t ) n

2m

(3 )  S i  2K r  )  m

a lo rs  âe  ) .  2  e t  I  ' on  a  :

=  [ 0 ,  ân ,  i n - ,  ,  . . .  ,  â r ,  â r *  a .+  l J

(K . -  K r . )  + \ (K .+  Kr ) !+  4 ( - r f
=  [ 0 ,  ê r ,  . â n . ,  ,  . . .  ,  è ^ ,  â o -  l ,  a n +  I J

2m

2m

La  démons t ra t i on  s ' e f fec tue  en  cons idé ran t  La  fo rme  commune  :

T = [ .a"+  I  ,  . . .  ,  a . ,  a . -  l J

=f-r 'l[ '. m-Kal f' ol {
fo 'J Lq K.,-1Jl-' rJ T



I

\@
2m

c r e s t - à - d i r e

t e  a v e c

,  . . . ]

r l  [u 1l  fa+b
l l l= l

oJ Lr oJ [ t

,  an+  l . J

ss i :

,

u I

+b

0

I

au

-1.l
Irl

:

K r . )  +

I I I .  l I O

Dans  les  cond i t i ons  de  Ia  p rop r ié té  p récéden te  e t  à  I  '  i den t i t é  (  E  .2  )

près on peut  écr i re  :

(K . -  K t )  -  {  t * r *  K r ) r  +  4 ( -1 f
=  [ - l r a o  r . à a ,  . . .  ,  â , , *  I  ,  a o -  ] . ]

I l  en  résu l te  de  façon  év iden te  Ia  p remiè re  pa r t i e  du  résu l ta t

su i van t ,  qu i  exp t i c i t e  l a  p rop r i é té  v . I ,  t ou t  l e  r es te  s ' en

oéou i san t  r ac i l emen t .

I
THEOREME V.2 (Constnrction d'une forme d'une constante de MARKOFF - )

a+r+I
Dens  l es  cond i t i ons  p récéden tes ,  à  f  i den t i t é  (8 .2 ,  p rès

on  a  '  t q -  K .+  m
I  +  r  =  -  =  [ 0 ,  âo ,  . â " - ,  ,  . . .  ,  à1  ,  âo -  I  ,  ân *  1 ]

K L

rés

, a

t l
t t
I I

JL

K,l

=

tl

a n

é s

o p r

b ,

s o c

I

ï
r a t

oc

a t

I  m  -  Ka+

K" -  l

. . .  ,  an+  I J

exp l i c i  t an t

,  aa ,  an -  1 ,

s  poss ib i l i t

eao r l ap r

t  . . .  ,  â ,0 ,

t r i c i e l l e  as

ors Y.  =
nombre quad

K . t

1

L

en

rse

rd

2 )z

ma

a l

du

=f
L

.  
â " . 4

i t ,

t .

d i ve

a leu
(s.

t i on

ran t

ugué

v.3

â r ,

éau

â n. ,

es

av

i t é

e la

l-cle

on j

TE

E t  [ 0 ,

Onend

[0 ,a . ,

Se lon  I

se lon  I

1 ' i . den t

ou la r

En cons

oùY c
u

PROPRIE

2m

+  [ 0 ,  â o  r  . a a ,  . . .  ,  â , t *  I  ,  a o -  f  ]



I I I .  I l I

P o u r  a  e  N  *  a s s e z  g r a n d ,  c e t t e  r e l a t i o n  p e r m e t  d e  c o n s t r u j - r e  u n e

f o r m e  q u a d r a t i q u e  f l  d o n t  l a  c o n s t a n t e  d e  M A R K O F F  v a u t  :

t
c ( f . )  =  -

a+r+1

Cet te  fo rme  es t  rédu i te  e t  assoc iée  à  Ia  su i te doub le  :

,  . . . r a , l r a O -  l ,

Àvec  b  =  ( x ,  +  t <a ) l  +  4 ( -1 )n  e r l e  peu t  ê t r e  éc r i t e  sous  l a

r .(x,y) = mxt- [(a-r)m +f i l l* , . t l$\ t+l-  am -tat-  1 .2  |  2
=  mFa  ( x , y )

E I l e  a  pou r  d i sc r im inan t  :  A ( f r )  =  m l (a  +  r  +  f ) t

Son  m in imum a r i t hmé t i que  vau t  :  M ( f1 )  =  m  =  f ù (1 ,0 ) .

"{!J  =  ( . â o -  I  ,  a n +  I  ,  a o - . r  ,  . . .  ,  a a . r a r r a r a a r f l 3 3

-(K., - Kt,* zn) *{-i. '

m t  m

f o r m e  :

( K n -  K r ) l vn

, â a - 1 ,

q 6 1 r  q r t  -

( x , y )  =

a le  à

fo rme

a_

t

Fr

és
a

,

ou
,FF

s t

a o a

- 1

,  . .

y )  o

RKOF

sous

t

,

A

i - {

âa

- à

e M

a n t

a

t

d

v

i  , ,

a,l

( x

e

r i

, a

or',

y )

n t

é c

a

t

a
I

t

E
s t

s

n
t
,

o

v

x

c

r-l
iô

+\,1

n (x
! -

I

\i

m

e

l

l

n

I

?

v

:

)

t

x

?

:

v
n

)

m

t

o

2

l
m

K

2

x

K

K,,

2

r (
! ,

a

,

f

t

f

t

Kr

Ka

e

(

se r

s 5

x t -

eclB
I
1

Ir'
peut  po

s nombre

fo rme  m

Àv

On

Le

la

âr r f  f  ]

l ,  â o *  1 ]

(x  - !  v)  (x
c e I I e  d e

-  F'v)

ce  résu l ta t  peu t  ê t re

É

x

ts l  [s*]

N* ,  on  no te  K1

=  [ a ;  J ; 66  avec

F (0 ,a )  I ' ensemb le

= o e t  V i  6  $*

ou

ao ai

c(3)=c(à',)=F-(tr

1a  re la t i on  donnée  pa r

re la t i on  vue  avan t  !

I oeprnrTroN
I t"rr ."* .

L l.e R I

En  pa r t i cu l i e r ,

comparée avec la

r+ l=

En posant  :

Le  nombre  r  do i t  vé r i f i e r  :
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PROPRIETE  V .4

Pou r  gue  l e  nombre  r  Ê  I  - f  ,  I  I  so i t  l ' é ca r t  d ' an t i d rom ie  d ' une

su i te  S  te l l e  que  :

t (S )  =  a

i l  f au t  que  l ' on  a i t :  r  +  I  €  Ka+  K r

Ce t t e  p rop r i é té l im i t e

a lo rs  à

le  cho ix  des  va leu rs  r  à

HALL  [  6  ] ,  on  peu t  donner

cons idé re r .

l es  i nd i ca t i onsfé ran t

s :

s t  un

re

te

e

t
a

En se

su ivan
( r )  KÀ

{m, a
2a

€ ,  -$ *  vé r i f i an t  a  )

\i-ar + 4;
K.+K.= t

I
2+-

x

de CANTOR CO

\ iJc-a
ensemb le enun t

l
dans  :

(2) Y

2

4 ,

a

o n a :

\a \ '  A-  a  l

A ins i ,  p l us  a  augmen te , e t  p l us  on  a  un  vas te  cho i x  su r  r .

B  /  SECONDE IDENTITS

On va  vo i r  ma in tenan t  gue  l a  va leu r  r  donne  na i ssance  à  une  au t re

i den t i t é  comparab le  à  ce l l e  u t i l i sée  dans  I ' a r t i c l e  o r i g i na l  de

MARKOFF t4 ]  :

I =
t

l + -
I

l + -
x

Cons idé rons  en  e f f e t  I ' e xp ress ion  :

I

M3x

"(Ht
E(x )  =
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[mC +  x .  l J x  +  [mD +  K rB ]

indépendan te  de  x  e t  va i l l e  0  ,  o r  dev ra i tI m a g i

a v o i r

I
I
{

I
t

nons  qu 'e l l e  so i t

, p O U f X = @ e t

(m  Ks )C  +  (K .  -

x=0 :

I  la =0

=0 0rr-1

K

Kt
- - -

mmC +  KaÀ

(m r . )o  +  (Kr - l )B

m D  f  K . r B

E n  i n v e r s a n t  a l o r s 1a  ma t r i ce
K' !  

;  

t ]

_1=
Ka

f m -
I
I
lm
t

on  ob t i en t  :

t'
t;

( f  - $  )K "  m  + (  -1) ' | '

(0  -  t )me

(1 -  0  ) r r '

nan t  vau t  l .

pa r  un  ca l cu l  d i r ec t  :  E ( x )  =

a ins i  une  nouve l l e  i den t i t é .

t  a l o r s  :

Cec i  condu i -

I  a el
l l

lc oJ

Son  dé te rm i

E l l e  donne

On ob t i en t

En  vé r i f i an

(  0  -  l )K ,  m +

t  à  cons idérer

| .  
(  D  -  t )mt

= l

L (1 -9 )q.

(  - 1 ) n ' 1

l a  m a t r i c e :

r  (0
'l'l

+ ( - r )  i  (1

0.

P R O P R I E T E  V . 5

Four  tou te  su i te  $  =  ( " ,  ,  à^  ,  ,  an )  I a  su i te  H -symét r i que

ê  a "  s  vé r i f i e  l ' éga l i t é  3  =  (3 ) * .

t  a  su i t e  3  s ' éc r i t  sous  l a  f o rme  su i van te  :

. s i âe  = I  ê= (q+1 ,àL , . . .  r ân )

.  s i ao  * I  ê=  (1 ,  ao -1 ,  à^ , . . . ,  ân )

Avec  l a  va leu r  0  =  l ,  e l l e  donne  :
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THEOREME v .3  ( I den t i t é

Pour  tou te  su i te  S  e t

I I
t - -+ -

Is ,x ]  t s ,x l

E x e m p l e

A v e c g = ( a ) , o n a :

O n  t r o u v e  I ' i d e n t i t é  :

I
1= -

t
a+

x

généra l i sée  )

, ona :

de MARKOFF

tou t  x  eR

ô  =  (1 ,  a -1 )

1

I
I

I
a  I  + -

On  ob t i en t  b ien  une

1 'a r t i c l e  o r i g i na l

C  /  R E M A R Q U E S  F I N A L E S

I ec

13l

c3:
rBr

rÊ:

,  o o  a  é t a b l i  u n

IS* ]  =  [  ( s " )q ]

u t i l i sée  dans

ce r ta in  nombre  de  re la t i ons  z

é tan l i r  I e  Théo rème  v . I .

u t i l i se r  fE :  =  t s l

géné ra l i sa t i on

de  MARKOFF [4 ] .

x

de  f  i den t i t é

Dans

v(s*)  l

(s*) l

h a p i t r e  I V

= f ' ol
Lr -r l

= [s*]  = t
= ts l  = t

= f' ol
Lr -rJ ts l  = [se]  = t tS l* l

Ces  re la t i ons  décou len t  en  réa l i t é  des  exp ress ions  des  ma t r i ces

MSt  ,  MC,  M î ,  M ! ,  M3 ,  Mso

L 'éga l i t é  C3 :  =  [ s * ]  a  é té  u t i l i sée  pou r

Par  Ie  même p rocédé ,  oo  pou r ra i t  vou lo i r

avec  une  re la t i on  du  tYPe  :
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T
f + I =

r y  Cx  +  D  r  [S * r xJ
1 5  t  -  

)
Ax+B

Pour x  = 0( t  ,  on t rouve A = 0.

CD
I l  en  résu1 te  l a  dé te rm ina t i on  de  -  e t  -  ,  d ' où  une  nouve l l e

BB

iden t i t é  se  dédu isan t  de  l a  p récéden te  en  remp laçan t  S*  pa r  i .

^[ to l
L 'éga l i té  tS l  =  |  I  t s l  a  é té  u t i t i sée  pour  é tan l i r  l e

LI -U

Théo rème  v .2 .

Pa r  Ie  même p rocédé ,  oD  pour ra i t  vou lo i r  u t i l i se r  l a  re la t i on  :

[r 0l
ts l  = |  |  [s* ]

L I  -U

oF ,  i t  es t  c l a i r ,  en  remp laçan t  S  pa r  S *  que  g râce  à  I ' éga t i t é

f3 l  =  t s r t l ,  oo  ob t i end ra  une  nouve l l e  i den t i t é  se  dédu isan t

d i rec temen t  de  l a  p récéden te .

Les  i den t i t és  que  I ' on  a  donné  pe rme t ten t  d ' en  dédu i re  d ' au t res

su r  l esque l l es  j e  n , i ns i s t e  pâs ,  g râce  aux  symé t r i es  du  ca r ré  OABC.
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A /  INTRODUCTION

O n  f a i t  d ' a b o r d  l a  r e m a r q u e  g u e  l a  c o n d i t i o n  :

*  I  =  K , r  Kr+  ( -1 )n

t radu i t  en  réa l i té  t ' éga l i té  :

d e t ( M r )  =  ( - l ) " ' ' l

C e t t e  d e r n i è r e  c o n d i t i o n  s ' é c r i t  a u s s i ,  c o m p t e  t e n u  d e  I ' e x p r e s s i o n

d e  M -  :)
m(r , . - l )  =  Kr (m K . )  +  ( - r ) " ' {

q L .  
a r {

- . : . +  è  K . *  ( - I )

=  (m  r r f  - 1 tm  -  K r )  +  ( - 1 )n ' {

o i r  I ' on  a  convenu  de  no te r  :

è (Ms )  =  è  =  è  (S )  =  m  -  K r -  K r

( I a  co t race  de  l a  ma t r i ce  Ms  )  .

on  a  enco re  :  m  (è+1  )  =  (m  K r . ) t -  J ,  
( t  K l )  +  ( - t ) "

ou  de  f  açon  équ i va len te  ,  t  I  =  r ! +  
; ,  

Kc+  ( - l ) n

=  K r t -  |  Ka+  ( - r ) o

avec  ce t t e  f o i s  :  
f  

( t " t r )  =  
I  

=  
/ (S )  

=  K4 -  Ks

(an t i t r ace  de  I a  ma t r i ce  MS) .

Ces  éc r i t u res  se  dédu isen t  en  fa i t  des  su i tes  cons t ru i t es  dans  ce

qu i  p récède  à  pa r t i r  de  S .

On a donc :

I I I . 116

P R O P R I E T E  V I . I

So i t  s  =  ( ao ,  à , t ,  . . .  ,  ê " )  une  su i t e  de  n+ l  é témen ts  de  $ *

de  co t race  : è= è ts t=m Kr -K2

e t  d ' an t i t r ace  t  
} )  

=  
f (S )  

=  K4 -  K !

On  a  l es  cond i t i . ons  su i van tes  qu i  son t  équ iva len tes  en t re  e l l es  :
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ml K; -  
J ,  

* r *  ( - t )n

ml  q t+  6 \  r r+  ( - r )n" l

ml  (m  K r ) t -  |  
( *  -  K r )  +  ( - r ) n

m l  (m  -  * r ) t -  è  ( r  -  K r )  +  ( - r ) n ' '

La  co t race  À  p résen te  cependan t  une  p rop r ié té  t rès  remarguab le  qu i

a  é té  découve r te  pa r  BARRUCAND e t  DUBOUE 171  e t  que  l ' on  u t i l i se

ma in tenan t  pou r  en  dédu i re  des  p rop r ié tés  de  Ia  su i te  S .

So i t  S  une  su i te  assoc iée  à  m,  K , l  ,  Kae t  1  t

[m i K,r IMs = 
l -  v  .  v  I
Lm Kt  ;  K . -U

So i t ,  d ' au t re  pa r t ,  s  une  su i t e  assoc iée  à  m ,  5 , ,  K . " t  J  avec  :

[g ;[. I
Mt =1 .  

K-  :  K . -  
|

1F 
- $r ;  5 '-U

La  su i t e  sSs*  dé te rm ine  :

x4 I
I

Xr ï"r-L I
r i ce  es t  ca l cu lab le  exp l i c i t emen t  :

g qg + SKr5.+ I .Kaga- [a ' l  s
m Ke+Kn)  * I i  (Kr - l )

g rKg)(p  -  5 r )  +  (mK,+ 5K. | -  5 .  1 l (5 i -J  )

J *. )S * ( I rK,r+ I  Kn- J l  ) I , ,

f^
I rn,-

r e  ma t

K,  mm

+ K rg (

5.'

1'

s s i .on

MsSs{ =

Ce t t e  de rn iè

)1? = pms +

=  ms (m)

X.r = (gm +

Xr=  (Kgm +

So i t  I ' expre

X.-Xr-) I?r= $ 5t (K. ,+ t<r-  m) -  S I  ( t<. ,+ Kt-  m)

=  de t (Mr  ) .  ( t < .  +  K r -  m)

!  ( t < , , +  KL -  m)

Cec i  pe rme t  d ,énonce r ,  avec  t ous  l - es  résu l t a t s  dé jà  é tab l i s  avan t  :
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PROPRIETE V I . 2  (P rop r i é tés  de  I a  co t race )

S i  S  e t  s  son t  des  su i t es  d ' é Iémen ts  de  j l f  * ,  on  a  :

( r )  a \ (sss*)  = det(Ms).  I ts t  = !  1 \ ts t
(z l  | {s*1 = è(s)
(3)  è(S)  = | ts l

E  /  P R O P R I E T E  D E  (  E , à  )  A D M I S S I B I L I T E

On pose  en  l i a i son  avec  Ia  p rop r ié té  V I .  I  :

D E F I N I T I O N

Etan t  donné  un  en t i e r  que l conque  è  ,  u t r  nombre  Ee  { *  I  ,  -  1 }

on  d i t  gue  l e  nombre  en t i e r  u  es t  ( t ,À  ) - adm iss ib l e  s i  e t

seu lemen t  s ' i l  e x i s t e  deux  en t i e r s  a , t  e t  a !  t e l s  que  :

, r t - | u+  l =  â l â1  avec  0 (a , t - ( u

e t  0 (aa (u

On  no te  A . (è )  l ' ensemb le  des  nombres  u  qu i  son t  ( f ,Ô  )  adm iss ib l es ,

A - (è  )  l ' ensemb le  des  nombres  ( ( - 1 ) ,À  )  adm iss ib l es .

P tus  géné ra lemen t ,  Ae (  ô  )  dés igne  I ' ensemb le  des  nombres  (  E ,à  )

adm iss ib l es .

Les ensembles Ae ( è ) peuvent être étudiés r ên général isant la méthode gue

BARRUCADID DLBOUE [7] ont dévelopçÉepor.rr les seuls ensembles À*(è ).

( 1 )  s i  Ê  =  *  I  e t  è -<  O ,  on  a  A . (è  )  =  Q

En  e f f e t ,  V  
" r ,  

aa  vé r i f i an t  0  (  an  (  u  e t  0  <  . r  {  u

| ç  O  - , )  u t -  è  r ,  +  I  2  u r+  I  )  a , , a .

( 21  S i  f ,  =  -  I  e t  è  -<  O ,  o t r  a  :

. t t -  è  u  +  e  >  uL -  I

L ' éga l i t é  n ' es t  poss ib l e  que  pou r  ô  t  =  0  so i t  ô  
=  0 .

Dans  l es  au t res  cas .où  è  a  O ,  on  a  A - (  ô  |  =  Q .
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Pou r  l e  cas  è  =  O ,  I a  cond i t i on
t

u__  I  =  â {âù

se  rédu i t ,  en  posan t  a4  =  u  -  o lâ  e t  âù  =  u  - y ' z  :

.  l e  cas  o / ^  -  0  impose  u  =  1  d ,où  une  con t rad i c t i on .

.  l e  cas  / r=  0  donne  de  même une  con t rad j - c t i on .

.  Ho rs  ces  cas ,  on  a  :

u l -  I  =  a "a1  . (  ( u  -  r ) t =  u l -  2u  +  I
so i t  u  . (  t

On  t rouve  de  même une  con t rad i c t i on .

(3 )  s i  f ,  =  +  I  e t  è  >  O :
La  cond i t i on  u t -  èu  +  I  =  

" , t1donne  
:

u r - )u+ I  u r -èn+ I
a 4 = > u -C

a t

) z t J - a \ + 1

a r )  u  -  è  +  f

En posan t =u -Ja - ( / a . (  è -  1 )

r< 4 < à -  1)=u-Jz

On ob t i en t  :

>/

Soi t  :  a , t

De même :

3 â A

^ L

( 0

(0

(A ,  +  61" -  è  )u  =  da4-  I

cet te  égal i té  dégénère lorsque o l , r+/ t  -  è  = Ja l r -  I  =  0

So i t  à=  2 4^= /, -- L
Hors  ce  cas ,  êD  fa i san t  va r i e r  o l ^e tJ ,  en t re  0

équat ions du premier  degré déterminant  chacune

L 'ensemb le  A* (  è  )  es t  donc  f i n i ,  con tenan t  au

Le

e t  d  -  1 ,  on  fab r ig r "  À '

une unique va leur  u.

p rus  | t  é témen ts .

cas  è -  2  se  rédu i t  à  :

I  
,u  -  l ) l  =  . . t " r

I  
o .  a,(  u

[  0<a . - (u

Posant  a {  =  
" l  

=  l l  -  1 ,

ur -  )u  +  I

En on t rouve  Ar (2 )  =J f *  -  
{ t }
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(4 )s iQ= Ie tà>o

L a  c o n d i t i o n  r t  -  ù r  -  I ^4

>.

a r d o n n e  :

, r r -  ô , ,  -  r
t,t =

d+

6t+

De

On

On

â 1

même!â r2u - | - 1

P O S e S â a = t o - o l q

a t  =  U  - J t

ob t ien t  :

Les  ensemb les  de  nombres  AÉ(  è
(1) s i  c< o À*(è )
(2)  s iè  >  o  A_(è)
(3)  s i  è  >  0  e t  è# 2  A+(è )
(4) Ar(2) = -N- to,tI

On a les

( r )  s i  ô
( 2 )  A+ (1 )

(3)  s i  è

1 )

I )

au  p l us  (ô *  2 )ava leu rs

(0 . . ( J r . (

(0  .<o/2 \<

)  vé r i f i en t  l es

=  A - (ê  )  =  ô

ensemb le  f i n i

ensemb le  f , i n i

p rop r ié tés  su i van tes  :

vau t

" i  è  impa i r .

(dr+{ r -À )u= Jrar+ I

Cet te  éga l i t é  ne  peu t  dégénére r .  E l Ie  dé te rm ine

dans  A - (  è  )  qu i  es t  donc  f i n i .

On  a  a ins i  é tab l i  :

P R O P R I E T E  V I  . 3

En fa i t ,  l es  va leu rs  ex t rema les  des  ensemb l -es  A ,  (  |  )  peuven t

ê t re  exp t i c i t ées  l o r sque  Ae (  I  )  es t  f i n i .

P R O P R I E T E  V I . 4

prop r ié tés  su i van tes  :

=1

è' + 2è  4

grand éIément  de

àt*  z

)

3

u t -  èu  t

s1 C pa i r  e t
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(4 )  s i  à  >  0 ,  l e  p l us  pe t i t  é I émen t  de  A - (à  )  es t  | +  1 .

(s) A-(1) = t2j
(6 )  s i  ù

àt*  2  è  + n ) t  *  2  è  + s
- - -  s i  à  pa i r  s r  -  s i  )  impa i r .

4 -4

Ladémons t ra t ions .e f fec tuecommesu i t ,pour6 \>

.  pour  1  
= .g  =  I  u  =  C  es t  so lu t ion  de  u f  -  Cr  *  1  -  â . r "1

.  s i  u < |  ,  or  a ,  , r t -  è u + I  - (  
-  u + I  < o

D 'où  l ' imposs ib t i té  de  t rouver  a4  e t  aL
A ins i ,  è  t  O  es t  tou jours  Ie  p lus  pe t i t  é lément  de  A+ (  è  )  .

.  Pour ) 
= l ,  en posant 

"a 
= Lt - ol4 et a, = r. l  -  o/ l  ,

on  dev ra i t  avo i r  comme dans  I a  démons t ra t i on  de  l a  p rop r i é té  IV .3  (2 )  :

(  ( Jn+o l r - |  ) u  =  d , r Jg -  I
I(A) { O -. .r"
I
Io-<o. t<è-r

D'où  nécessa i remen t ,  & ,  =  4 r=  0  e t  u  =  t

C 'es t -à -d i r e  :  À r (1 )  =  
[ t ]

.  Pou r  |  *  l ,  l e  sys tème (A )  rappe lé  c i -dessus  donne  p lus ieu rs

cas  :
* s i  l t =  0 , i t r es te :  ( 4 - . \ ) u= - I

so i t u= I  o4 r=è  1

D 'ap rès  ce  que  l ' on  v i en t  de  vo i r ,  i I  f au t  a l o r s  è  =  1 ,

so i t  â , t  =  a t  =  I  e t  d ,  =  J r=  0 .

*  s i  Jq  *  0 ,  e t  pa r  symét r i e  4  *  0

I ' équa t i on  de  (À )  peu t  dégéné re r  s i  C=  2
-  s i  au  con t ra i r e  ô  ,  2 ,  i l  r es te  :



dto l t  -  1
U = -

ol^+d,r- 4

cet te  f  onct ion 
"n 

o{a 
"1 

. { r  est  maximale pour  Jn et  / ,  min imaux,
avec  de  p l us ,  nécessa i remen t  ,  4 *  d .  )  0 .

E l Ie  es t  donc  max ima le  pou r  o ( , {+  o ( t  =  è  +  I  e t  o la ,  a1 ,  max ima l ,  c ,es t -à -
d i re  pou r  l es  va leu rs  su i van tes  :
( r )s iè=21 J^=1 /L= J* l

uù= l t+  L  =  ô(è*  t l  
-  t

4
on a  b ien  a lo rs  :  , r t -  à , ,  +  I  =  (  l t -  I ) (  

' l t -  
z )

(2 )  S iè=27+ 1  Jn=r r=  l+ l

u= l t l *  z)  -  
(è+3)(à-1)

4

on  a  b i en  a l o r s , , r l -  èu  +  I  =  t l t + l  -  l ) e

Pour  l e  cas  où  è  >  O  e t  E  - -1 ,  on  p rocède  comme su i t  :
.  s i  u  5  ) ,  oD  a  t  r r t - ] u  I  <  -  r .  D ,où  r ' imposs ib i r i t é  de  t r ouve r

a4 et  a l

. s i u=è+1  u t -è ,  1=è

On  peu t  ce t t e  f o i s  cho i s i r  2  àa  =è  â r  =  t
On  a  donc  ô  *  f  p l us  pe t i r  é I émenr  de  A - (è  ) .

.  Pour |  = l - ,  en posant a^ = l f  -  a/4 et

ramène à  :

T T T .  T 2 2

" z= , r - { ,  
onse

I  t  Jn+r.- è )u = JnJ.+ r
I

(B )  
{  o  - (  . (a (  à+  r
I
t  0- (J . - (è+ I

So i t  l es  t ro i s  poss ib i l i t és  su i van tes  :

[  " r=  
0  d t=2  u= I  con t rad i c to i r eaveca

I
{  d f  = I  d t=  I  u=2  so i t a , t  =â r= l
I
I  o / ^=  2  J l=  O  l l  =  t  con t rad i c to i re  avec  a

Pou r  f i n i r ,  i I  r es te  seu lemen t  A_ (1 )  =  { 2 }  .

>0

>0



.  Pou r  è  #  I ,  l ' éga l i t é  de (B)  ne  peu t  dégénére r  ca r  on  a  :

d^o{ r+  t  >  I

On peut  donc tou jours écr i re  :

l ao /a+  I
l I =

( r )  s i  è= 21

I t  r es te  :

u t -  è u

(2 )  s i  è=
I I  res te :

u r -  èu

2c= 1

u =  l t+ l+  t  =

J t=  J  +  I

$tà+ zt

l+ r

è (  è *  2 )  +  5

I I I . 123

+  8 l z13-4 l r -41- . l '
21  -  2  -L

de  l a  p rop r i é té  r v . 4 .

, t  +  Cr -  è

Le  max imum de  ce t te  exp ress ion  es t  ob tenu  pou r  o l ^e t  / as imu l tanémen t

Ies  p lus  pe t i t s  poss ib les ,  donc  l eu r  somme m in ima le  :

J . r * r ( r=  | +  I

u  es t  a l o r s  max ima l  s i  J . . qmax ima l ,  so i t  l dn  -ua l  m in ima l ,  ce  qu i

donne  les  cas  su i van ts  :

I

21+

I
1

-1

â .4  = l t .  r  

4

a ,  =  
' l  I

= lT  l t *  I *  z l3+ z1r+ z l  -  2 l l -  21 t -  21 -  1

= l t+ lr= a,r at

1  Jn=4=

u =11+ z1+ 2

^4= " != l t * l * I

=l l *  a l t+  4  +  a l l  a l t

= l t+  z l !+  gTz+ 21+ r

=  ( l t+ ' l  +  t ) r=  a . r  â l

Cec i  t e rm ine  comptè temen t  l a  démons t ra t i on

c  /  A P P L T C A T T O N  A  L ' E T U D E  ! ë E _ t 9 I 3 E 9 :

On oose  ma in tenan t  en  i n t rodu isan t  des  su i tes  con tenan t  des  0  :
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D E F I N I T I O N

so i t  g  =  ( "o ,  àA ,  . . .  a . )  une  su i t e  d ' é l émen ts  ae  d *  e t  so i t  )
p lus  pe t i t  i nd i ce  te l  que  a j  *  an - j  .

S i  j  n ' ex i s t e  pâs ,  on  d i t  que  l a  su i t e  S  es t  pa l i nd rome
(S  =  S* ) .  Pou r  l e  déve loppemen t  assoc ié ,  on  peu t  éc r i re

t s l  =  [ ss , |  s * ]  où  s , t  su i t e  v i de  ou  éga le  à  ( 0 )  ou  à  (0 , I , 0 ) .

S i  j  ex i s te ,  l a  su i te  S  pe rme t  d 'éc r i re  pou r  l es  déve loppemen ts

f rac t i on  con t i nue  :  [S ]  =  [ sS .  s * ]  avec  :

s  =  ( ao ,  
" i - t ,  

M in (  . j ,  an i ) )

l e

en

S , l  =  ( a ; . f  ,  . . .  ,  a n - ;  
" j

o u  S , t  =  ( 0 , a ;  -  
" n _ j  

,  a l r . l

O n  d i t ,  d a n s  t o u s  l e s  c a s ,  g u ê  S , l  e s t

,  0 )

o  n - j ' r '

l e  c e n t r e  d e  S .

La  conven t i on  u t i l i sée  es t  b i en  sû r  l a  p rop r i é té  ( 8 .2 )  :

[ . . . , a r 0 r b r . . . ]  =  [ . . . r a  +  b ,  . . . ]

On peu t  a lo rs  é tab l i r  :

THEOREME V I . I

So i t  n  e  j {  donné ,  è  € -Û f  
" t  

so ien t  m  e t  u  des  nombres  en t i e rs  pos i t i f s

vé r i f i an t :

|  "  
t è

si m divise " l  J"t.", l rT^. . .  si  'on
déve loppemen t  en  f rac t i on  con t i nue  :

m
-  =  t s l  =  [bo  ,  b1  ,
u

où Ia  longueur  t  +  1 de S est  de même

A lo rs ,  on  a  l es  cond i t i ons  su i van tes  :
( I )  S i  . \  =  9 ,  l a  su i t e  S  es t  symé t r i que  :  S  =  S*

E I le  donne  t s l  =  [ sSa  s *J  o i r  s .  cen t re  v ide  ou  rédu i t
(21  S i  n  impa i r  e t  I  . t  |  =  2 ,  a lo rs  l e  cen t re  S .  de  S
(1 ,ô  , l ,o )  ou (0 , r ,1 , r )  où :

6=pgcd(m,ut -êu+t r -1
m

conv ien t  d ' éc r i r e  sous  f o rme  de

b. l

pa r i té  que  n  +  1 .

( 0 )  ou  (0 ,1 ,0 )

l a  fo rme

a

a
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(3 )  Dans  les  au t res  cas ,  i l  ex is te  un  ensemble  f i n i  E t  a  )  de  cen t ress , t

de  S,  ne  dépendant  que de  q \  ,  te l  que l 'on  pu isse  écr i re  :

Ms  =  
%Ms.M1 '

e t  t s l  =  [ .es .  l * J

où  s4  e  g (è )

-  n r l
è )  +  ( -1 )

5 4  l e  c e n t r e  d e  S ,  o n  a  P a r

è

c o n d i t i o n s  s u r  è  .

S  =  S * ,  d , o ù  I , e x p r e s s i o n

n  p e u t  c h o i s i r  p o u r  T  l a

Démons  t ra t i on

Le  nombre  m d i v i t "  , r t -  èu  +  ( - l ) t ' t  =  u (u  -

avec  l a  cond i t i on  :  m  >  u  -  è  >  O

I I  en  résu l t e  l a  poss ib i l i t é  d ' éc r i r e  :

fu. t l  [o. r l  [m u-è I
l l . . . l l=l_l
Lt oJ Lr oJ [u u-è-l ]

a v e c  :  ( - l ) n t t  =  ( - l ) t t l

=m(u-è - l )  -ua+ fu

so i t  ,  , r t -  èu  +  ( - r ) " t '  =  m(u  -  t -  1 )

En posan t  S  =  (be  ,  ,  b ,  )  e t  en  no tan t

I a  p rop r i é té  v .2  e t  l a  dé f i n i t i on  de  I t s l

I  ts l  = ! | tsn )  = u -  (u -è )  =

On es t  ma in tenan t  en  mesu re  d ' u t i l i se r  l es

( I )  s i  è  =  0 ,  pa r  t r anspos i t i on  on  t r ouve

de  tS l .

( 2 )  s i  è  *  O ,  avec  l a  p rop r i é tév l . 2 (2 ) ,  o

su i te  s4  où  S f  t e l l e  que  I ' on  a i t  :

. \  (r)  = l  À l
En notant  T = (ca ,  câ ,  c .  )

On obt ient  :

["o t l  f . .  r l  I  n p,l
Mr =  |  |  " '  |  |  

- l  
I'  Lr oJ lr oJ [e q,J

Et  pu i sque  co  =  0  ou  ck  =  0 ,  on  a  d 'abo rd

Io<p<q
I
L  o  (  q '  (  q
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Par  ca l cu l  du  dé te rm inan t  de  M,  ,  on  a  auss i  :

( - l ) 'Ô r  =  ( - t ) r t {

n l l
=  ( - f )

=  pq '  -  p ' q

So i t  enco re ,  . u . "  p '  =  g  l a  |  :

pq '  =  91 -  lÀ  l q  *  ( - t ) " "

r r  en  résu i t e  que  q  es r  un  nombre  ( ( - r ) n t t  , l  ô  l ) - adm iss ib l e .
Avec  l a  p rop r i é té  V l3 ,  s i  l è  I  *  2 ,  on  ne  t r ouve  gu 'un  nombre  f i n i

de poss ib i l i tés pour  g,  donc pour  p et  auss i  pour  T.  On fabr ique a i -ns i

I ' ensemb le  f i n i  ?  tÀ )  du  rhéo rèmeVr . t .

b l e s ,  a v e c  l e s

I,x ttrl
=  ( - I )

n s t r a t i o n  d e  I a

rl
I

0J

+  R)  =  I
L

%'ç%

s  cen t res  son t  exp l i c i t emen t  ca l cu la

plqt - lô lq*( - r i ' '  =ps '

0 (p - (q

o  <  q '  - (  9

p
-  =  [ ca ,  

" l  
,  ,  c t ]  où r  ( - r )

q

cas  l ù  |  =  2  e t  ( - l ) n ' '  =  l ,  I a  démo

impose  3  p  =  g '  -  q  -  I

q-z] [o r l fr  r l |q-z;tJl-t
l=l l l l l r lq-rj  lr oJ [r ol Lt ; ol Lt

I ,q -2 ,1 )

s :

t l  [o.; r l  [* *r I
t...t l=l loJ lr oJ Lp /J

de  vo i r  que  I ' on  a  :  pgcd t . {  +  p ' ,  a1 '

t  expl ic i tement  MS = !h  Mf%, ou Mg =

ac i l emen t  :  q - I  =  pgcd (m,  u -â -1  ) .

a  démons t ra t i on  du  Théorème V I . l .

e

e

,,

n

f

I

l e  C l

r r  1 r

V I .3

t

i

=  (0

a Io

l b "
t -

: i I e

:u la

r i t

. ne

u

s

u

q

on

po

ré
ê

- I

T

n t

f a

a l

eo

rnl

o

p

t
ê

n o t €

t i  r i

i o ,

p r i é

r e s  t

= [ ;

t :

p o s ê

Ml

e s t

e n (

e n i

i t e

c

d

e

e

i

é

t

q

q

a

Pr
re

t

po

E S

en

en

i

n

nd

f i

o p

r

i t

p

e

e

€

c i

On

co

En

pr

I1

Mt

So

EN

I I

E t

on

Ce

t : =

n t=l
fac

a l c

édu

r m i



En revenan t  aux  no ta t i ons  an té r i eu res ,  avec  :

U=mKt

à  = tn  K , r -  K r  -  u  -  I i , l

a  b ien  :  m  )  K .  >  0  (ho rs  Ie  cas  m

Ia  p rop r i é té  v I . l  donne  :

TT .T .L27

= r).

(  - 1 )n ' ' l

f I  d o n n e  p o u r  l a  s u i t e  S ,

On

or

ml  (m  K . ) t -  è  ( r  -  K . )  +

Le  Théorème V I .1  es t  donc  app l i cab le .

m
qu i  vé r i f i e  =  [S ] ,  } a  s t r uc tu re  pa r t i cu l i è re  su i van te

mKr

T H E O R E M E  V I . 2  ( P r o p r i é t é  d e  p a l i n d r o m i e  d e s  s u i t e s )

P o u r  t o u t e  s u i t e  d ' é I é m e n t s  d e  l l {  *  :

S  =  ( a o ,  à "

d é f i n i s s a n t Ms=

de  co t race  t  C=  è  t

On  a  l es  p rop r ié tés

( f )  on  a  équ i va lence
(21  On  a  équ i va lence

(a )  n  impa i r  e t
( b )  I a  su i t e  S  a

S  =  ( a o ,  â . r ,  . . .

( Pour ,\ = 2')
,  a j - . 1  ,  . . .  ,  à , 1  ,  â o )

ou

s  =  ( a o ,  à A ,

( pou r  ô  =  2 )

avec  f ,  =  pgcd (m,

- s i  pgcd (m,  K .  -  I  )
g  =  ( a r ,  à 1 ,  . . .

,  . . .  ,  â n )

fm i  K,t  I
r l
Lm - Kr ;  K"- lJ

S)  =  m  -  K { -  q

su i van tes  :

de  è  =  0  e t  de  $  =  S* .

des  p rop r i é tés  su i van tes

lè l= 2
I a  f o rme  su i van te  :

,  a j - . r  ,  a j ,  I  , t  ,  
" i *  

I

,  " j - ,  '

Kr -  I  )
=  l ,  i I

'  a j - r  '

,  aj-. t  '

" j *  
r  , 0  ,  I  ,  â j ,

I

r es te  seu lemen t  :

" j ,  
. j *  2  , . j . . ,

" j - . l  
,  . . .  à . 1  ,  

" o )

. . .  ,  à . 1  ,  a o )

ou

S  =  ( " r , â a r+  2 ,  a j ,  a j - r  ,  . . .  ,  à i ,  
" o )
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(  3  )  Ho rs  l es  cas  p récéden ts ,  on  peu t  éc r i re  :

S  =  s S i S *

où s , r  e  E(è)
e t  9  (  è  )  ensemb le  f i n i  de  cen t res  ne  dépendan t  que  de  l , ensemb le

A(- , )n ' , t là l l .

Par  a i l l eu rs ,  en  u t i l i san t  la  t rans f  o rmat ion  S  ->  S .
te l le  gue  I  t s ' )  =  

|  
( s )  e t  p  (s , )  =  6 \  t s l ,  Ia  p ropr ié té  w .2

d o n n e  d i r e c t e m e n t  :

PROPRIETE V I . 5  (P rop r i é té  des  an t i t r aces )

S i  S  e t  s  son t  des  su i t es  d ' é Iémen ts  de  N* ,  on  a  :

(r) y t"X ;r = p (s) = ô ("Y 
""1 

= ô tX )
(2)f(s*)=f(s)
(3) 

/  
(F) = 

l (s)

Et  auss i ,  à  pa r t i r  du  Théo rème  V1 .2  :

THEOREME V I .3  (  P rop r i é té  d ran t i d rom ie  des  su i t es  )
Pou r  t ou te  su i t e  d ' é l émen ts  de  -g f  *

S  =  ( a o ,  à 4 ,  ,  â n )

d 'an t i t r ace  l =  p (S )  =  q -  Ka

on  a  l es  p rop r ié tés  su i van tes  3
( I )  on  a  équ i va lence  de  

P  
=  Q  e t  de  S  =3  (ou  l =  â  pa t i nd rome)

(2 )  on  a  égu iva lence  des  p rop r ié tés  su i van tes  :
(a)npa i re t lP l=2
( b )  S .  a  l a  f o rme  su i van te  où  6  =  pgcd (m,  I  )  -  t

s  =  ( ao ,  à , r ,  . . .  ,  a j - ,  ,  a j ,  L  , t ,  a j *  I  ,  a j - r  ,  . . .  ,  à , 1  ,  ao -  l , f
pour  P 

=  2 .
S  =  ( a o ,  à , 1  ,  . . .  ,  a j - 4  ,  a , i +  I r 5  , l r a j ,  a j - . r  ,  . . .  ,  à , t ,  a o -  l , l )

PourP=-2.
(  3  )  Ho rs  l es  cas  p récéden ts ,  on  peu t  éc r i re  S  =  sSe  5

où s.  e ( ,e,  ( f ) .
avec  9  t  t ,  )  ensemb le  f i n i  de  cen t res  ne  dépendan t  que  de

I
l ' ensemb le  o (_ , f  t  |  } l  t l .
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V I I .  U N E  S E C O N D E  G E N E R A L I S A T I O N  D E  L A  T H E O R I E  D E  M A R K O F F

A /  DES TABLEAUX DE SUITES

on suppose donné I  
-  K4 K!  e  Z

On  u t i l i se  l es  cond i t i ons  données  pa r  I e  Théorème I I .  I  :
(R .0 )  :  n  de  pa r i t é  f i xée

(R .2 )  :  0  <  g i - r  =  K .  - (  p i - u  =  f i

(R .5 )  :  p i . r  1  e . i t ,  - l q i - ù  *  ( - 1 )n

P;- '
(R .7 )  3  - r -  3  [ s * ]

9i-r

En  déc r i van t  t ou tes  l es  va leu rs  m  eJ f  * ,  ê t  pou r  chacune  d ' e l l e  l es

va leu rs  K4  vé r i f i an t  (R .2 ) ,  on  dé te rm ine  avec  (R .5 )  I es  poss ib i l i t és

co r respondan tes  pou r  p i . r  ,  g i . r  .  La  re l a t i on  (R .7 )  pe rme t  de  cons -

t r u i r e  l a  su i t e  S  e t  l e  nombre  t (S ) .

On  f ab r i que  a i ns i  des  pé r i odes  (S , t (S ) )  qu i  co r responden t  à  des

va leu rs  d i ve rses  de  t  (  S  )  .  E l l es  peuven t  ê t re  c lassées  en  d i ve rs

tab leaux  se lon  I a  pa r i t é  de  n  e t  l es  va leu rs  de  t (S ) .

Le  p rog ramme in fo rma t ique  "T2"  donné  en  annexe  e f fec tue  au tomat i -

guemen t  ce t te  opé ra t i on  en  fonc t i on  des  t ro i s  pa ramèt res  p  ,  (  - 1  )n
I

e t  t (S )  qu i  l u i  son t  f i xés .

Au  moyen  de  Ia  t rans fo rma t ion  m i ro i r ,  I e  p rog ramme nTz t t  ne  fou rn i t

gu ' une  su i t e  S  pa rm i  l es  deux  (S , t (S ) )  e t  ( s * , t (S ) )  qu i  ex i s t en t

pou r  une  même va leu r  des  pa ramèt res .

I I  s ' ag i t  de  ce l l e  vé r i f i an t  I ' encad remen t  :

Àvec 1. ,  =  0,  1€ programme nTzt t  fourn i t  les su i tes permet tant  de
t

cons t i t ue r  l a  p remiè re  généra l i sa t i on  de  Ia  théo r ie  de  MARKOFF :

I a  ( a ,0 ,9  )  Théo r i e .

Avec  l e  p rog ramme UEXTREMUM" ,  on  peu t  vé r i f i e r  l a  cond i t i on  de

super réduc t i on  i n te rvenan t  dans  1a  dé f i n i t i on  de  ce t te  (a ,0 ,  ê  )

Théor ie .

Sup(0 ,  f  )
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Le  cas  ex t rême  K4  =  
+  

n res t  poss ib l e  que  s i  m  e t  
f  

son t  de  même
2

pa r i r é  e t  t e r s  que  :  m  I  t  
. n t - l t  

*  t - r f  I
4

ce t t e  cond i t i on  imp l i que  :  m l  f t -  4 ( - l ) "

E l l e  mon t re  que  s i  
I  

es t  f i xé ,  d i s t i nc t  de  +  2  s i  n  pa i r ,  i l

n ' ex i s t e  qu ' un  nombre  f i n i  de  poss ib i l i t és  pou r  m .

S i  au  con t ra i re  n  pa i r  
"a  P  

=  +  2 ,  on  t rouve  une  i n f i n i t é  de

poss ib i l i t és  pou r  m .

E x e m p l e

Pour  
P  

=  2 ,  on  t rouve  :  S  =  (1 , I ,a ,1 ,1 )  (a  e  J f * )
avec  

f .=4a+4
)* t=2a+r
I  r .  =  2a  +  3

[ ]=a+ t
Pour  P  

=  -  2 ,  on  t rouve  :  S  =  (2 ,a ,2 )  (a  g  - [ f * l

m+P
L e  c a s  K , t  g  - J -  s s !  p r é c i s é m e n t  c e l u i  o ù  I ' o n  a  K r *  K g  -  f r ,

2
c res t -à -d i r e  S  su i t e  pa l i nd rome .

On  remarque  ma in tenan t  gue  I a  cond i t i on  (R .5 )  pe rme t  I ' app l i ca t i on

du  Théo rème  V I . 1 ,  sous  rése rve  d ' avo i r  :

P i . l  >  ç I i - r  - f  ) - 0

Dans  ce  cas ,  avec  :

P,: .
- :  =  [S * ]
9 i - r

On fabr ique le  développement  :

P;.r - tu-
-  =  L S J
9 i - r
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où  l a  su i t e  3  
" " t  

l a  su i t e  t r ans fo rmée  de  I a  su i t e  s  =  (ao ,  â^ ,  a . )

dé f i n ie  comme su i t  :

.  s i  âo  =  I  3=  (a . ,  â " - , ,  . . . ,  â r ,  a r+  I )

.  s i  ao  *  f  g=  (an ,  â , r - ,  ,  . . .  ,  âL ,  à , r ,  âo -  I  ,  1 )

La  l ongueur  i  +  I  de  Ia  su i te  S  es t  de  même pa r i t é  que  n .

S i  I ron  cons idè re  a lo rs  l e  Théorème V I .1 ,  on  peu t  d i s t i ngue r  l es

cas  su i van ts  :

Cas  I  :  S i  on  n 'a  pas  :  p i - r  )  9 i . r  -  P  ) ,  0

I1  se  p résen te  donc  deux  poss ib i l i t és  :
(1)  f>e i - r )0

On ne  t rouve  a ins i  gu 'un  nombre  f i n i  de  poss ib i l i t és  pou r  g i_ .  e t

avec  Ia  cond i t i on  (R .5 )  un  nombre  f i n i  de  poss ib i l i t és  pou r  p r - r  ,
donc pour  S.

(2 )9 i . r -P )p . ; - r ) 9 i . r

Dans  ce  cas ,  l e  nombre  
I  

es t  s t r i c temen t  néga t i f  e t  vé r i f i e  3

- l  )  P ; . r  -  9 t - r  >  o

P i . r  |  ( p ; . .  -  9 i - r  ) t +  P (p r - . -  9 i - t  )  +  ( - r ) "

On  ne  t r ouve  a i ns i  gu ' un  nombre  f i n i  de  poss ib i l i t és  pou r  p t . r  -  9 i . r ,
pu i s  pou r  p i . t  ,  donc  pou r  g i -1  ,  e t  en f i n  S .

Dans  l es  deux  hypo thèses  exam inées ,  c ' es t - à -d i r e  dans  l e  cas  env i -

sagé  i c i ,  i I  n ' ex i s t e  d ' un  nombre  f i n i  de  poss ib i l i t és  pou r  S .

@|  :  S i  on  a  :  p i - l  >  q i . r  - f  >  0

on  peu t  f ab r igue r  l a  su i te  3  t . t l "  g , re  C(g )  =  K . t -  KL  =  
f  

( s )

e t  l u i  app l i que r  t e  Théo rème  V I . 2  e t  l a  p rop r i é té  VT .2 .

Cec i  pe rme t  de  d i s t i ngue r  l es  cas  su i van ts  pa rm i  l es  su i tes  S

vé r i f i an t  P (s )=p :r l

( 1 )  I l  n ren  ex i s t e  gu run  nombre  f i n i  t e l l es  que  l . on  n ' a i t  pas

l ' i néga l i t é  :  p i - r  >  q i - t  -  P  ) .  Q .
(2 )  11  en  ex i s t e  au  con t ra i r e  une  i n f i n i t é  t e l l es  que  l , on  a i t

f  inéga1i té  :  p i . r  )  9 i -? .  -  
1 l  >  0.

E l l es  vé r i f i en t  l es  p rop r ié tés  su i van tes  :
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(2.r)  si  r
(2 .2 )  s i  n

su ivan te  :

S  =  ( a e  r a 1  ,

Pour  P= 2
' S  =  ( a o  , a r ,

pour P =
(  2 .3  )  Hors

=  0 ,  l a  su i t e

pa i r  e t  l /  |  =

t rans fo rmée  3  . " t  pa l i no rome :

2 ,  on  t rouve  pou r  S  l a  f o rme

. . . , â ; - , f  , a ; , I , p g c d ( m r l ) - 1 ,  a ;  +  I ,  a J . . r ,  . o .  t à , r t à o -  l , l )

. . . , a j - 4 ,  
" j f  

I ,  p g c d ( m ,  I  t - f ,  â 1  , â i - , t ,  . . . 1 à n , à o -  l , l )

2

Ies  cas  précédents ,  on  peut  écr i re  :

S = g

g=ssfs*

où  Sr *  €  V  ,  |  )  ensemb le  f i n i  de  cen t res  ne  dépendan t  que  de
I ' ensemb le  des  nombres  adm iss ib l es  A (e t "  (  l y l l .

on  re t r ouve  a i ns i  l es  r ésu l t a t s  f ou rn j - s  pa r  l e  Théo rème  v r . 3 .

r nve rsemen t ,  à  pa r t i r  de  ce  résu r t a t ,  en  u t i l i san t  l a  p rop r i é té
v r .2  a ins i  que  des  su i tes  s  composées  un iquemen t  des  nombres
1 ,2 ,  a  ,  oh  ob t i en t  f ac i l emen t  :

T H E O R E M E  V I I ; I

Pour  tou tes  va leurs  P  tV . ,  L  =  +  r ,  i l  ex is teun  nombre  T( f  )  e  J , r *
te l  que pour  tou t  a  )  f ( f  )  on  pu isse  t rouve une in f in i té  de  su i tes
S  =  ( a o ,  à t ,  . . .  a n )  v é r i f i a n t  l e s  c o n d i t i o n s  :
(1)  P(s l  =P

t l

( 2 )  t ( s )  =  a

(R .O)  :  n  de  pa r i t é  f i xe  (  F -=  ( - 1 ) "  )

(R .2 )  :  0  (  q i - u  =  Ke  (  p i - r  =  m

(R.s)  :  p . i - r  I  q i ,  - f  c i - .  + ( - t f

Pi . .
(R .7 )  :  [ s * ]

9 i - r

ce  résu l ta t  mon t re  gue  pou r  t ( s )  =  a  assez  g rand ,  t ous  l es
tableaux donnés par  Ie  programme informat ique ,T2"  cont iennent
une  i n f i n i t é  de  poss ib i l i t és  pou r  m ,  K , l ,  S .
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ce  qu i  conce rne  ma in tenan t  l es  cas  qu i  ne  son t  pas  des  cas  f ron t i è res
peu t  énonce r  :

ÎHEOREME V I I .Z  (Cas  non  f ron t i è res )

Pou r  
I  

=  K r -  R*Z -  e t  a  e  - t r { *  f i xés ,  s , i l  ex i s t e  une  i n f i n i t é  de
va leu rs  p i - r  =  m,  g i_ r  =  K , t  vé r i f  i an t  :
(R .0 )  :  n  de  pa r i t é  f i xée
(R .2 )  :  0  (  g . i - 1  =  K , l  _ (  p i - r  =  m

(R.s)  :  p i - r  I  o i - .  - )e  i - r  +  ( - t )n

D .
(R .7 )  :  

- 1 ' !  
=  [ s * ]

9  i - t

où  s  =  (ao ,  àA  ,  . . .  a , .  )  dé f  i n i t  t ( s )  (  a
A lo rs  :

I
( 1 )  La  va leu r  

-  es t  po in t  d ' accumu la t i on  des  cons tan tes  de  MARKOFF

co r respondan tes  C (è r (S )  ) .  C ' es t  l e  seu l  po in t  d ' accumu la t i on  de  ces
nombres .
(2) 

"r  P .  0,
f  i néga l i t é  :

(3)  s i  P  )  0 ,
f  i n é g a l i t é  :

I
c(à(s)  )

a+ I
(4 )  r i  

} , ,  
-  0 , la  cond i t ion

t
c(4r(s))  r .  

* , .
s i  e t  seu lemen t  s i  n  pa i r .  De  même,  l a  cond i t i onn 'a  l i eu  gue

a+ l
n 'a  l i eu  que  s i  e t  seu lemen t  s i  n  impa i r .

o n  a  p o u r  t o u t e s  c e s  c o n s t a n t e s  s a u f  u n  n o m b r e  f i n i

I
c(èr(s)  )

a + l

on a pour  toutes ces constantes sauf  un nombre f in i
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Démons  t ra t i on

Dans  l es  hypo thèses -  re tenues ,  l a  cons tan te  de  MARKOFF a  une  exp ress ion

donnée par  la  formule de DICKSON :

m
c(4,r (s)  )  =

Ï  
[ ( a+1 )m + ;  J t+  4 ( - l ) o "

Le  po in t  d ' accumu la t i on  es t  ob tenu  pou r  m augmen tan t  i ndé f i n imen t ,  cê

qu i  es t  poss ib le  ca r  i I  ex i s te  une  i n f i n i t é  de  poss ib iL i t és  pou r  S .

E t  pu i sgue  
" ,  P  f i xés ,  ce  po in t  vau t  :

m
L im =
môo  \  t ( a+ r )m  +p  l t *  4 ( -1 )n ' t .

.  S i  p  <  0 ,  on  a  :
,

0  - (  ( a+ l )m  +  P  \<  ( a+ I )m  -  I
, -

So i t  dans  tous  l es  cas  sau f  un  nombre  f i n i  :

c(ea(s) )  >.

.  S i  P  t  0 ,  on  a  :

0  <  (a+ I )m +  I  - (  (a+ l ) r  * l

S o i t  d e  m ê m e  :

c(eÀ(s) ) \<

S i  P  =  0 ,  on  a  :
I

e. (7  (s )  )  =_ .  r ? 1 .

I

a+ I

I

a+ l

' < ->O

<-> n pair

Le  Théorème vT1 .2  es t  donc  to ta lemen t  é tab l i .

L ' ana lyse  des  cas  f ron t i è res  es t  p lus  dé I i ca te ,  ca r  on  a  a lo rs  seu le -

men t  :

rn .  (S) m

I t (a+r )m +Pl r+  a( - r )n"
r I4 ( -l )n''

[ ( a+ t )m

[  ( a + l ) m  +  l ] t + 4 ( -r )rr '

c(4,r(s)  )  =
[  ( a+ I )m  + ;  j ù+

\<
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I
Ma is  on  s 'assu re  fac i l emen t  dans  ce  cas  que  -  es t  p lus  g rand

a+ I

ou  éga t  au  p l us  g rand  po in t  d ' accumu la t i on  des  nombres  C (gè (S ) ) .

I l  peu t  ê t r e  éga l  s i  l ' on  pa rv i en t  à  é tab l i r  que  l a  s i t ua t i on

m" (s )  =  m  se  p rodu i t  une  i n f i n i t é  de  f o i s .

OF ,  pou r  a  assez  g rand ,  cec i  résu l te  d i rec temen t  du  Théorème V I .3

avec  l ' é c r i t u re  :

3 = ssr ts*

Mg = M. MgMrr

où  I ' un  des  cas  su i van t s  à  l i eu  :

sl  =Q

s l  =  ( 1 ,Pgcd (m,1  ) - 1 ,1 ,0 )

s l  =  ( 0 ,  1 ,  Pgcd  (m ,  I  )  - 1  , 1 )

sT€  g (ô  )  ( ensemb le  f i n i )

I I  su f f i t  de  cho i s i r  s  =  ( a , ( t ) 1  )  où  a - I  supé r i eu r  aux  nombres

en t i e r s  pouvan t  appa ra Î t r e  dans  S j t ,  que  l ' on  peu t  bo rne r .

on  se  ramène  a ins i  à  une  éc r i t u re  :

g  =  ( 1 , a - I ,  ( I ) r . {  t  d 1 1  t  . . .  l l  ,  ( l ) t - , t  , a )  =  ( a o ,  à , t  ,  a r ,  )

où  l es  t e rmes  { . . . . { ?  son t  en  nombre  bo rné ,  e t  t ous  s t r i c t emen t

i n fé r i eu rs  à  a  s i  ce  de rn ie r  nombre  es t  cho i s i  assez  g rand .

Pou r  I ' app l i ca t i on  du  l emme de  D ICKSON dans  I e  ca l cu l  de  C  (  0 .  (  S  )  )  ,

on  a  a l o r s  deux  poss ib i l i t és  don t  i I  es t  f ac i l e  de  vo i r ,  pa r  des

inéga l i t és  év i den tes  gue  seu l  l ' i nd i ce  L  =  n -2  conv ien t .

On  a  donc  dans  ce  cas  m1(S )  =  m

Et  en  f a i san t  va r i e r  t ,  on  vo i t  que  ce t t e  éga l i t é  es t  assu rée  une

in f i n i t é  de  f o i s .

En  u t i l i san t  ma in tenan t  une  su i te  :

$  =  ( ( l ) t - 1  , â , I , a l l . . . o t , I , a , ( l ) ç4 ,21  =  (ao . . .  a î )

où  l es  nombres  o l ^ . . .  J ,  son t  en  nombre  bo rné  e t  t ous  s t r i c temen t

i n fé r i eu rs  à  â .

On  t rouve  pa r  l e  l emme de  D ICKSoN,  dans  une  i n f i n i t é  de  cas  :

m . (S )  (  m



r I I .  I 36

En  f a i san t  va r i e r  t  convenab lemen t ,  ce t t e  i néga l i t é  es t  auss i

assu rée  une  i n f i n i t é  de  f o i s .

On  peu t  donc  énonce r ,  e t  cec i  comp lè te  l e  Théorème I .5  :

T H E O R E M E  V I I . 3

Pour  tou tes  l es  va leu rs  
Y ,  Z  e t  Ê  =  !  I ,  i l  ex i s te  un  nombre

T( ) l  )  Ê  } { *  t e l  que  pou r  tou t  a  >  T (  p  )  e t  pou r  f  i n f i n i t é  des

nombres  0e (s )  où  :

( r )  s  =  ( . o ,  ,  ân )  vé r i f i an t  (R .0 ) ,  (R .2 ) ,  (R .5 )  e t  (R .7 )

(2) P(s) =P
( 3 )  t (S )  =  a  (Cas  f r on t i è res )

on  a i t  l e s  cond i t i ons  su i van tes  :
( a )  I ' éga l i t é  m1 (S )  =  m  es t  assu rée  dans  une  i n f i n i t é  de  cas .  E l l e

co r respond  à  des  mo ts  de  MARKOFF S  I  L r  f ron t i è res  pou r  a .  I l s

ex i s t en t  en  nombre  i n f i n i  dans  L r  ( a - I ) * .

( b )  L ' i néga l i t é  mÀ(S )  <  m  es t  assu rée  dans  une  i n f i n i t é  de  cas .

E I l e  co r respond  à  des  mo ts  qu i  ne  son t  pas  dans  l e  l angage  LÀ  ,
e t  qu i  son t  f r on t i è res  pou r  a .  I l s  ex i s t en t  en  nombre  i n f i n i  dans
(a ) *  -  L r

B  /  FORMES PARTICUL IERES DES SUITES APPARAISSANT DANS LES  TABLEÀUX

Si  I ' on  obse rve  l es  d i ve rses  tab les  données  pa r  l e  p rog ramme , ,T2 , ,  ,
on  vo i t  appara î t re  des  fo rmes  communes ,  exp r imab les  à  pa r t i r  de

su i t es  de  po l ynômes  en  t (S )  =  a ,  de  deg ré  au  p l us  éga l  à  1 .

E x e m p l e

P o u r  S  =  ( 1 , a , a - 2 )  o n  t r o u v e  :

m =  a t -  a  I

K r=a+1

K t=â -2
( - t ) ' =  I

1= I

t  
) t  

=  K , r -  K L  =  3S o i t



En  no tan t  :  S (

e t :
f " '  

(
M(s(a )  )  =  |

Lr

Et  auss i  ,  1 . (
On ob t ien t  :

f  . ts ta)  )  =

I I I . 1 3 7

Ces  fo rmes  donnen t  pou r  m  des  exp ress ions  po l ynomia les  de  deg ré  2  e t

pou r  K , r  e t  K1  des  exp ress ions  po l ynomia les  de  deg ré  I ,  de  même que

Pou r  P  
=  K t -  K t .

E l l es  donnen t  pou r  m . (S )  des  exp ress ions  po l ynomia les  de  deg ré  au

p lus  2 ,  avec  dans  une  i n f i n i t é  de  cas  :

m1  (S )  =  m

e t  dans  une  au t re  i n f i n i t é  de  cas  :

m . ( s )  *  m

Cec i  r ésu l t e  du  Théo rème  V I I . 3 .

[m(a )  (a - l )  -  K ,  (a )  -  K ,  (a )  *  \  ao ts ta )  )

2m(a )

o i r  .  À . t s )  =  [  ( a+ I )m(a )  +  x ,  ( a )  -  K .  ( a )  ] r +  4 ( - f  ) n ' '  es t  un  po l ynôme

en  a  de  deg ré  i n fé r i eu r  ou  éga l  à  6

.  m(a ) (a -1 )  -  K r (a )  -  Kn  (a )  po l ynôme  en  a  de  deg ré  i n fé r i eu r

ou  éga l  à  3 .

E x e m p l e

2(a  +  t )

=  [a - l r l , a - l , a , a .1

Les  ca l cu l s  que  I ' on  v i en t  de  f a i r e  exp l i quen t  I ' obse rva t i on  gue

l ,on  p résen ta i t  avan t  :  i I  su f f i t  de  remp lace r  a  pa r  t ou te  va leu r

adéquate de ! [  *  pour  fa i re  apparaÎ t re  les formes de pér iodes

évoquées  c i -dessus .

a )  =  ( a o  ( a )  ,  a ,  ( a ) ,  a n  ( a )  )

a) 1l  fan ta) r l  _ fmta) K, (a, 
I

oJ " ' I t  o. |  
=l . t" l  

K.(a) Kr(a)-1r. lJ

s (a )  )  =  [ a - t , .S ,a . J
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I l s  donnen t  des  résu l ta t s  comparab les  à  ceux  que  I ' on  t rouve  pa r

exemp le  dans  PERRON [1 ] .

Ces  ca l cu l s  généra l i sen t  en  pa r t i e  I a  Théor ie  de  MARKOFF c lass ique .

I I s  é tenden t  pou r  l e  cas  
/  #  0  l a  p remiè re  généra l i sa t i on  que  j ' a i

évoquée  p récédemment  :  l a  (a ,0 ,  g  )  Théor ie  de  MARKOFF.

Cependan t ,  ce t t e  nouve l l e  géné ra l i sa t i on  es t  assez  l im i t ée  pu i squ 'e l l e

ne  pe rme t  pas  de  se  l i bé re r  de  l a  va leu r  d ' accumu la t i on .+ - ï .

C ,es t  l a  r a i son  pou r  l ague l l e  on  do i t  env i sage r  une  nouve l l e  s i t ua -

t i on .  Dans  ce l l e - c i ,  I â  va leu r  P  ne  se ra  p l us  f i xée ,  une  f o i s

pou r  tou tes .  De  so r te  gue  l e  résu l ta t  de  BARRUCAND e t  DUBOUE ne

se ra  p l us  imméd ia temen t  app l i cab le .
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V I I I .  L E  C A D R E  P L U S  V A S T E  D E  L A  ( a , r , ç , 1  T H E O R I E  D E  M A R K O F F

A /  DEF IN IT ION DE  LA  (a ,T ,  ' '  )  THEORIE  DE  MARKOFF

On géné ra l i se  i c i  l a  mé thode  u t i l i sée  à  t a  f i n  du  chap î t r e  I I .

on suppose donnés :

( I  )  le  nombre a € J f  *

( 2 )  l enombre re  Qn  l - 1 ,+1 t

(3 ) I enombre  ee  l * t  t -  I | , '
t

R,I
O n  p o s e  r  =  -  a v e c  R r  )  0  e t  p g c d ( R , l  , R L )  =  1 .

Rt

O n  s ' i n t é r e s s e  a u x  n o m b r e s  
T  

a l g é b r i q u e s  d e  d e g r é  2  v é r i f i a n t  :

m
(m g  j f  * 1

Avec  l es  Théo rèmes  I . 3  e t  f l . l ,  s i  f  se  t r ouve  dans  I ' o rb i t e

d ' un  nombre  de  MARKOFF supe r  r édu i t  0a (S ) ,  t e1  gue  r (S )  =  r ,

I ' éga l i t é  es t  assu rée .

La  reche rche  des  su i t es  convenab les  g  =  (ao ,  à .1  ,  . . .  an  )  peu t  ê t r e

fa i t e  g râce  aux  cond i t i ons  du  Théo rème  I I . l  :

(R .0 )  :  n  =  L - z  de  pa r i t é  f i xée  ( f -=  ( - r ) n ' 4=  ( - r ) i 4  )

(R .2 )  : 0  ( 9 i - r -K , r ( p1 -1  =m (onsupposem )K^  s im  *  I )

R , M
La  cond i t i on  P=  K , l -  K .  =  r  m  =  j -  e7 -  impose  gue  m  so i t

1 4 ' * ,

mul t i p l e  de  R t .

On pose donc :

(R '1 )  :  P i . r  =  m  e  RLL

(R '2 )  :  0  <  9 i - r  <  P i . r

De  même,  I a  cond i t i on  (R .5 )  s ' éc r i t  :
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m r a

El lesuppose( - l te i .+ ( - I ) l  (R , .5 )
K 1

q : .  +  (  - 1 ) n
e t  a u s s i  R !  |  t  " t J  -  R , g ; - 1  ( R " . 5 )

m
(  - )

Rs

fnve rsemen t ,  I a  con jonc t i on  de  ces  deux  cond i t i ons  es t  équ iva len te
à (R.s) .

C e s  c o n d i t i o n s  p e r m e t t e n t ,  e n  d é c r i v a n t  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  p o s s i b l e s

o .
m i - r =  î  e - l f  ,  p u i s  l e s  v a l e u r s  p o s s i b l e s  g i . t  v é r i f i a n t  ( R . 2 ) ,

Rr

(  R '  . 5  )  e t  (  R t '  . 5  )  d ' é n u m é r e r  t o u t e s  I e s  p o s s i b i l i t é s  e n v i s a g e a b l e s

p o u r  S  a v e c  ( R . f  ) .  :

I s * ]  =  
P i ' '

9 i-r

Àvec  l a  cond i t i on  (R .0 ) ,  o r  dé f i n i t  de  f açon  un igue  l a  su i t e  s *
pa rm i  l es  deux  vé r i f i an t  (R . f ) .

cec i  dé te rm ine  au  p lus  une  su i te  s  pou r  t ou t  coup le  con tenan t
( pi.r, qi.r) .

Ce t t e  su i t e  dé te r rn i ne  à  son  t ou r  r (S )  e t  I ' on  ne  re t i en t  l e  coup le
(p i - z  ,  g i . r  )  gue  dans  l e  cas  où  l , on  a  :

(R . r ) : r (S )= r

Parm i  l es  coup les  sé lec t i onnés ,  l es  va leu rs  t (S )  pe rme t ten t  de  ne
re ten i r  que  ceux  qu i  son t  t e l s  que  l , on  a i t  (S4 )  :  t (S )  _ (  a+1 .
En f in ,  oo  ne  re t i en t  pa rm i  ceux -c i  que  ceux  qu i  son t  t e l s  que
(SZ)  :  m  1 (s )  =  m .

On  d i t  gue  l eu r  é tude  cons t i t ue  I a  ( a , r , t  )  Théo r i e  de  MARKOFF.
La  Théor ie  de  MARKOFF c lass ique  t  4  I  s ' i n te rp rè te  a ins i  dans  Le
cad re  de  . 1a  (2 ,0  , - L l  Théo r i e .

De  façon  p réc i se ,  oÊ  pose  :

D E F I N I T I O N

pour a € -[ f  *,  e e l+ I  t  -  
+ eÈ r e Q n ]  -  I  ,  + I  [  ,  on

appe l l e  ( a , r ,E  )  t héo r i e  de  MARKOFF l , é tude  des  nombres  de

MARKoFF super  rédu i t s  0 r ( s )  où  l es  su i tes  S  vé r i f i en t  l es

cond i t i ons  su i van tes :
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(R .O)  :  n  =  i - 2  nombrede  pa r i t édonnée  2  E=  ( - I ) n * ' l

(R )  :  r  =  
l  avec  R r  (  Ra  (  R r  e t  pgcd (Rn ,R . )  =  1
Rr

(R ' . 1 )  :  P i - r  =  l n  =  R r ,m i - r  É  R tL

(R .2 )  :  0  (  g i - e  (  p r - r  =  R r .m i . r

(R ' . 5 )  :  m i . r  I  q i l .  +  ( - l ) n

R. g i_r(R , , . 5 )  :  R r l  
q ; t ' '  +  ( - t ) "  

-
m i - r

Pi. '
(R . f  )  .  -  =  [S * ]

9i-r

(R . r )  :  r ( s )  =  r

(S r  )  :  t (S )  - (  a+ f  ( déduc t i b l e  de  (S r  )  d ,ap rès  I e  Théo rème  I I . 3 ) .

(S1 r  :  m . (S )  =  m  ( so i t  S  €  L . , )

La  (a , r ,  i  )  Théo r i e  de  MARKOFF conce rne  de  man iè re  équ i va len te
I ' é t ude  des  f o rmes  de  MARKOFF supe r  r édu i t es  F0 (X ,y )  où  I  =  $^ tS )
ou  des  su i tes  S

Le  p rog ramme in fo rma t ique  "GENERAL"  donné  en  annexe  e f fec tue

au toma t i quemen t  l a  dé te rm ina t i on  des  su i t es  s  en  f onc t i on  des
pa ramè t res  R , t  ,  R r ,  g  e t  a  qu i  l u i  son t  f  i xés .

Au  moyen  de  Ia  t rans fo rma t ion  m i ro i r ,  gu i  donne  :

r (S * )  =  r (S )

re  p rog ramme "GENERAL ' r  ne  fou rn i t  qu 'une  su i te  pa rm i  l es  deux
qu i  ex i s t en t  ( s , a )  e t  ( s * , a )  pou r  une  même va leu r  des  pa ramè t res .

I t  s ' ag i t  de  ce l l e  vé r i f i an t  :

m  m  Ra+  R ,
(R .q )  :  sup (0  ;  (  )  R . )  (  K ,  \ <  (  -  ) (  

-  
)

RgRrz

Les  mo ts  dé te rm inés  pa r  l e  p rog ramme "GENERAL"  son t  f ron t i è res
pour  t ( s )  \<  a+ l . ce  son t  des  mo ts  de  MARKOFF de  L "  non  nécessa i remen t
f ron t i è res  pou r  a .
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r r s  dé f i n i ssen t  r a  ( a , r ,  ç , )  Théo r i e  de  MARKOFF en  cons idé ran t  l es
nombres  supe r  r édu i t s  D . t s )  e t  9o {s * ) .  Cec i  r ésu l t e  du  Théo rème  r . 3 .
e t  se  f  a i t  avec  Ie  p rog ramme ' ,EXTREMUM' , .

E t  pu i sque  l es  deux  p rog rammes  dé te rm inen t  seu lemen t  des  nombres
super  rédu i t s ,  e t  pas  un iguemen t  des  nombres  rep résen ta t i f s ,  i r
es t  poss ib le  gu 'on  ob t i enne  des  nombres  d i s t i nc t s  con tenus  dans
une  même c lasse  pou r  l e  g roupe  f l r tZ - t * .

Ma in tenan t ,  so i t  C  l a  cons tan te  de  MARKOFF d ,un  nombre
que  de  deg ré  2  réeL :  C  =  c (T ) .

Pa r  l e  Théo rème  r . 3 ,  on  peu t  suppose r  que  T  es t  dans  l , o rb i t e  d ,un
nombre  de  MARKOFF supe r  r édu i t  Oa (S ) ,  avec  :

c = c(  )  )  = c(  0À(s))

En posan t  :

) '  
a lsébr i -

s  =  ( a o ,  à 4 ,  a . . )

|  =  ( - r )n "

R/
r  =  r ( S )  =  -

R t

p i . z  e t  q . . . ,  d é f i n i s  c o m m e

v é r i f i a n t  ( R ' . 1 ) ,  ( R . 2 ) ,

( R . 0 )

( R )

d a n s  l e  T h é o r è m e  I I . I ,  c l e s t - à - d i r e

( R ' . 5 ) ,  ( R , ' . 5 ) ,  ( R . f ) .

comme 0 . ts t  es t  un  nombre  de  MARKoFF super  rédu i t ,  on  a  auss i  :

(S , , t  )  :  t ( s )  -<  a+1 .

(sz ) :m1(s )=m

Le nombre  È . (s )  appara i t  donc  dans  une  (a , r ,  l )  Théor ie .
Cec i  pe rmet  d 'énoncer  :

THEOREME v I I I . l  (Céné ra l i t é  de  I a  ( a , r ,  g  )  Théo r i e )

Tou te  cons tan te  de  MARKOFF d 'un  nombre  rée l  a tgéb r ique  de  deg ré  2
es t  l a  cons tan te  d ' un  nombre  de  MARKOFF supe r  r édu i t  0 " t s )  d ,une
(a , r , g ,  )  t héo r i e .

E l I e  s ' éc r i t  sous  l a  f o rme  :

m
(m Ê 1{* l
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I I  su f f i t  a ins i  d ' é tud ie r  l es  cons tan tes  données  pou r  l es  d i ve rses
(a , r ,  t ,  )  t héo r i es  pou r  d i spose r  d ' i n f o rma t i ons  su r  t ou t  l e  spec t re

des  cons tan tes  de  MARKOFF des  nombres  a lgéb r iques  rée l s  de  deg ré  2 .

B  /  PROPRIETES DE  LA  (a , r ,E  )  THEORIE

Pou r  t ou te  su i t e  g  =  ( "o ,  à ^ ,  . . .  an )  d ' une  (a , r , 6 .  )  t héo r i e  donnée ,

ona :

c(  0ô(s))  = c({ . ts l t  =
\  ( a  +  r + 1 )z  mt+  4a  

'

f o n c t i o n  :Avec  A  >  I ,  E  =  t  1 ,  cons idé rons  l a

E I l e

x
Y  =  g ( x )  =  F= : : -  ( x  )  0 )

! , t t x t+  4L

a  un  g raphe  qu i  p résen te  I ' a l l u re  su i van te  :

g ( x )

D 'où  l es  cas  su i van t s  :

.  s i  n  impa i r ,  so i t  e  =  ( - l ) n t '  >  0  :  c (U ,è ( s ) )

.  s l  n  pa i r ,  so i t

a+ r+1

I

Cec i  pe rme t  d 'énonce r  :

a+ r+1
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T H E O R E M E  V I I T . 2

Pour  t ou te  su i t e  S  d ' une  (a , r , ç  |  Théo r i e ,  o t r  a  l ' i néga l i t é  :

€c(9À(s))  = ec(q(s))  < 0
-  a+ r+ l

pposons  qu ' i I  so i t  poss ib l e

res  de  MARKOFF super  rédu i t s  :

Y ) .

r  l es  coe f f i c i en t s  de  Fâ

su

omb

( X ,

pou

En fa i san t  ma i .n tenan t  appe l  à  Ia  p rop r ié té  v .4 ,  on  a  :

T H E O R E M E  V T I I . 3

Pour  qu ' i l  ex i s t e  une  (a , r , 5  )  Théo r i e ,  i l  f au t  que  l ' on  a i t  l a

cond i t i on  :

r+ lÉKù r+Ku r

Cec i  l im i te  l es  va leu rs  poss ib les  pou r  r  l o r sque  a  es t  donné .

( a + l

I  -  ( a+ l )K , , ,

O r ,  pa r  hypo thèse ,  i I  ex i s t e  une  i n f i n i t é  de  su i t es  S  don t  l es

termes sont  bornés par  a+l .Cel les-c i  sont  de p lus en p lus longues

et  te l les gue m tende vers f  in f in i .  Pour  les formes de MARKOFF F0 ,
on  peu t  pa r  compac i té  cons t ru i re  au  mo ins  une  fo rme  l im i te  F  .  Ses

coe f f i c i en ts  son t  ob tenus  comme l im i tes  des  coe f f i c i en ts  de  fo rmes  % .

MARKOFF,

u i t es  S .

n i r  l es  n

oc iées  F0

i t i ons :

e

g  )  T h é o r i e  d e

i n f i n i t é  d e  s

e t t e n t  d e  d é f i

[0 , , s * ,a . ]

de  MARKOFF ass

f i en t  l es  cond

e t  t  c (80  )  <

s sur  K.  e t  K.

su i van tes  :

( a+ l )  K . r -  K t

â r l ,

une

perm

)=

mes

vé r i

= I

i n te

i t és

m

r)

Dans une (

de  t rouve r

Ce I  l es  - c i

t.(s
e t  l es  fo r

Ce l  I es  - c i

M(Fg  )

Les  con t ra

Ies  i néga l

I

la  I
I
1
|  -  ( a
l.

a+ r+ I

imposen t
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on  a  :  A (F )  =  L im
mu)

e t  auss i  :  F ( I , 0 )  =  I

So i t  pou r  l a  cons tan te  de  MARKOFF de  F  :

c (F)  =

o ù  M ( F )  =

f a c i l e m e n t  :

c (F)  \<

S i  l ' on  ava i t  a l o r s  I ' i néga t i t é  s t r i c t e  C  (  F  )

on  pou r ra i t  t r ouve r  ( po  ,  g .  )  É  t  -  
{ t o , o f }  r e t

( a  +  r  +  l ) t  m t+  4L
=  (a  +  r  +  1 ) l

M ( F )

I  A t r l '
I

rnr  { t . tp ,q) l  ;  (p ,q)  eZL- { to ,o l } } \<1

a+ r+ l

que :

l r (p r ,go ) l

Par  con t inu i té ,  on  t rouvera i t  auss i  0 . (S)  te l  gue  :

l ra (po ,9o) |

ésen t  :osé  super  rédu i t ,  on  a  dans  l e  cas  p r

g(p,q) l  ;  (p ,q)eZt -  { to ,o t } }  = t

on t rad i c t i on  qu i ,  en  re tou r ,  ga ran t i t

= t

or ,  9 . t s )  é tan t  supp

M(Fg )  =  rn f  
{  lF

On trouve donc une c

c (  F )
a

A  p a r t i r  d e s  c o n d i t i o n s

K1
o<-\<

m

K r
0 . ( j (

m

L ' i n f i n i t é  des  f o rmes  Fg

cons idé rée  F  co r respond

lesque l l es  on  a  :

r+ t

I

permet  de supposer  que

à  des  l im i t es  de  su i t es

q u e  l ' o n  a  :

t ou te  fo rme  I im i te

ex t ra i t es  pou r

a+r+ t
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DE

1
L im  -  =  U rU t
m( l  m

so r te  que  1 ' on  peu t  éc r i r e  :

F ( x ,Y )  =  x l -  [ u ,  +  ( r r -  ( a+ I )  ] x y  +  u ,  [ u . -  ( a+ l )  ] y s

= [x  -  u rvJ Ix  ( r r , -  (a+ l )Y ]

L e  d i s c r i m i n a n t  d e  F  v a u t  :

At r l= (a+ur+ t - r . ) '

( a+ l )m  +  K . -  K
a ' ! l '

K,l
Lim _ = u.l
lTl 9q m

KL
L i m  - - u t
m 0 0  m

L a  c o n d i t i o n  m l  =  K r K . -  E

=L imt
m C O

=L imt
mô0

impose a lors  :

de  C (F ) ,  i I  en  résu l t e

K,l
e t

m

( a  +  r  +  l ) m
l '

=  (a  +  r  +  I ) l

E t  en  comparan t  avec  1 ' exp ress ion

U( f )  =  I  =  F ( I , 0 )

L e s  c o n d i t i o n s  :

K,l
Lim - = u.t
mo  m

Kr
L im-= \
m to  m

r+ l=

mon t ren t  gu ron  peu t

(1  -  u r )  =

U =
4

m Is* ]

m +  K r -  K t

m

supposer

[0 ,  âo ,

[  0 ,  â - ! ,

e t

I

ts l

ârl t

â - ! ,

m-Ks

m

= u r *  ( f  -  u r )
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où  l es  nombres  u ,  e t  u ,  son t  des  nombres  i r ra t i onne ls  don t  l es

déve loppemen ts  en  f rac t i on  con t i nue  son t  ob tenus  à  pa r t i r  des

débu ts  de  I ' i n f i n i t é  des  su i t es  S  e t  des  su i t es  S*  cons idé rées .

on a :  Y i  e  V-- ( -  r l  o  - (  a ;  . (  a f l .
t l

On peut  poser  !  â-4 = a

A ins i : a+1 - r t

E t  :  ( a  +  I  -  u r )  ( - u r )  =  a  +  r  +  I  =  - f -
c (F  )

I l  en  résu l t e  que  I a  f o rme  F ( -X ,Y )  équ i va len te  à  F  pou r  I ' a c t i on  du

g roupe  Mr ( / ) *  es t  r édu i t e  au  sens  de  MARKOFF.  Cec i  f a i t  l e  l i en

avec  l e  Théo rème  I . 9 .

De  p lus ,  I a  f o rme  F ( - x ,Y )  a t t e i n t  son  max imum,  au  sens  de  M .HALL  t 5 l  :

t
a  +  r  +  ]  =  [ 1 . ,  ân ,  ]  +  [ 0 ,  â - t ,  ^ - r ,  . . .  ]

c (F )

o i r  , l  =  ( a ;  ) 16a  su i t e  doub le  assoc iée  à  F  ( - x ,Y )  pa r  l a  r éduc t i on

de  MARKOFF.  En  convenan t  de  pose r  0=  u "  e t  D=  r1 -  ( a+1 ) ,

on  a  donc  é taU l i  :

T H E O R E M E  V I I I . 4  ( F o r m e s  l i m i t e s  d é f i n i e s  p a r  u n e  ( a , r , g  )  T h é o r i e )

Dans  t ou te  (a , r , 2 l  Théo r i e  de  MARKOFF,  l es  f o rmes  de  MARKOFF supe r

rédu i tes  assoc iées  Fg  vé r i f i en t  :

M(F')  = rnf  I  l r ,  (p ,q)  |  ;  (p ,qt  e L '  { to ,o l } f  = I

=  . *

De  p lus ,  s ' i I  ex i s t e  une  i n f i n i t é  de  t e l l es  f o rmes  dans  l a  ( a , r , g )

Théo r i e ,  a l o r s  :

( f )  I I  ex i s te  au  mo ins  une  fo rme  l im i te  F  pou r  l es  fo rmes  de

MARKOFF F0  de  ce t t e  ( a , r ,  €  )  Théo r i e .
( 2 )  Tou te  f o rme  t im i t e  F  vé r i f i e  :

C ( F  I  =
a+ r+1
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I
Lava1eu r -es t1 .un iquepo in td ,accumu1a t i ondesnombres

a+ r+ I
( c (Fg  )  )  donnés  pa r  I a  ( a , r ,  g  )  Théo r i e .
( 3 )  Tou te  f o rme  l im i t e  F  a t t e i n t  son  max imum :

M(F )  =  I  =  F (1 ,0 )

e t  vé r i f i e  :  Â ( f )  =  a  +  r  +  1 .

El le  s ,éc r i t  sous  la  fo rme F(X ,y )  =  t x  0  v l t x  -0  v :

La  f o rme  F  es t  équ i va len te  à  l a  f o rme  rédu i t e  F ( - x , y )=  ( x  - à  v l t x  -  à ' t l .
assoc iée  à  t a  su i t e  doub le  J  =  (a l  ) ; r n

où  l " - n=a
I

1 V Le[ -  r  - (  a i  \<  a+ l
L

La  f o rme  F ( -X ,Y )  a t t e i n t  son  max imum,  t ou t  comme l es  f o rmes  rédu i t es

Fg ( -X ,Y ) .

( 4 )  La  cond i t i on  t  c (F '  )  <  € .  c (F )  donne  :
( 4 . f  )  S i  Ê  =  +  l ,  l a  cons tan te  C (F )  =  

. ; * ï  de  t ou te  f o rme

l im i te  F  es t  p lus  g rande  que  ce l l e  de  tou te  fo rme  de  MÀRKOFF

Fg  de  1a  (a , r , 1 )  Théo r i e  cons idé rée .

(4 .2 )  s i  f , =  l ,  1a  cons tan te  C ( r ' )  =  
#  de  t ou te  f o rme

l im i te  F  es t  p lus  pe t i t e  que  ce l l e  de  tou te  fo rne  de  MÀRKOFF

FO de  l a  ( a , r , - l )  Théo r i e  cons idé rée .

Dans  ce  qu i  su i t ,  oD  va  che rche r  à  dé ta i l l e r  ce  résu l ta t  en

exami.nant  comment  constru i re  une in f in i té  de formes F0 dans une
(a , r ,  g  )  Théo r i e ,  e t  commen t  l es  o rgan i se r .

on  va  pou r  ce la  s ' appuye r  su r  l es  mé thodes  de  GASSELS t5 l  b ien
que  1a  compara l son  avec  l e  Théorème V .2  l a i sse  p ressen t i r  gu ,une

u t i l i sa t i on  des  i den t i t és  de  MÀRKOPF généra l i sées  es t  poss ib le .
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I X .  D E V E L O P P E M E N T  D E  L A  ( a , r , - 1 )  T H E O R I E  D E  M A R K O F F  S E L O N  C À S S E L S
- - - - _ _ _ ; _ _-  ======= ==== ====== ====================== ========== == =

INTERPREÎATION GEOMETRIQUE DES CALCULS
=======================================

A /  TNTRODUCTION

Dans  l a  su i t e ,  on  cons idè re  une  (a , r , g  )  r héo r i e  où  E=  ( -1 f ' "  =  -  I .
Ce I l e -c i  généra l i se  Ia  Théor ie  de  MARKOFF c lass ique  t4 l  ob tenue
p O U f l = 2 r r = 0 .

Pour  une  (a , r , - l )  Théo r i e ,  oD  va  é tab t i r  success i vemen t  e t  dans

Ie  même o rd re  t ous  l es  r ésu l t a t s  men t i onnés  dans  CÀSSELS [5 ] ,  à

I ' excep t i on  de  ce  gu i  conce rne  l a  cons t ruc t i on  de  I ' a rb re .  Cec i
donne ,  i nve rsemen t ,  une  i n te rp ré ta t i on  de  ce  gue  p résen te  ce t

au teu r .

Avec  l e  Théo rème  I . 8  vu  c i - dessus  e t  l a  cond i t i on  n  pa i r ,  oD

ob t i en t  pou r  t ou te  f o rme  de  MARKOFF FO de  l a  ( a , r , - I )  Théo r i e :

(K ,  ,m )  =  I

(K r -  ( a+ t )m ,m)  =  I

On pose :

F0

Fo

DEPINTTION

On no te  Ag  (

f o rme  F0  (X ,Y )

. 1(ke ,m.l

0  Ie  p lus

avec  :

)=40=

grand  nombre  néga t i f  r ep résen té  pa r  I a

(1 )

(2 )

(3 )

Q , lm

(4 )

(s)

( 6 )

Po

Qo

N0

m

ou Pgcd (Pg ,  Ae )  =  I

(k ,  ,m,  I  e  Lt  te l  que

Noe z

Ains i ,  dans  Ie  cas  p résen t ,  êD  posan t  enco re  :

mrrr(x ,y)  = %(z,y)
où z  =  mx K ly

on  ob t ien t  t  0u  (z ,y l  = , t  +  [m(a+ l )  *  q  -  K rJzy  +  y t

Et.  :0r(z,y l= f r tv,zt
= 

%,- ,  ;  y  +  [m(a+ l )  +  x . -  KrJz l

QO>0e tP9

pgcd(k 'm ,  )  =  I

= Qgt "  +  [m(a+ I )  +  x r -  K r ]y  ;  - y )  (7 )
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I  
t ,  =  KaQ

1 kL = ql

En  posan t  a l o r s ,

DEFIN IT ION

On note :

en  con fo rm i t é  avec  l e théorème 1[ . I .z  :

-  k l *  eZ-

-  K rk "  eZ

On obt ien t  la  re la t ion  :

Fe(k r -  (a+ l )mr ;  * r )  =  Og
donc :

( 8 )

E t

L

P R O P R I E T . E  T X . 1

Coro l l a i re

So i t  F  ( x , y )

Fg (K r ,m)  =  F ,  (K r -  ( a+ I )m  ;  m  )

F r ( k r , g , )  =  F r ( kn -  ( a+ l )mr ;  f r r

'l

l - oo

O n  e n  d é d u i t  d e  f a ç o n  i m m é d i a t e  :

t
= X *

F ( ç , m )

F ( k r , m ,

P ( x , y )

<40
Fg  ( x , y )A lo rs  :

Coro l la i re

Les rac ines

bxy+

>I

)

cy t  , r r r .  f o rme  quadra t i que  rée l l e  t e l l e  que  :

F (K l -  ( a+ l )m  ,  m )  ) .  L

F (kc -  ( a+ I )m ,  ,m r )  <  AO

Théorème I t r . 3  :Pa r  a i l l eu rs ,  i I  décou le  du

PRoPRIETS TX.2

A ins i ,  dans  Ie  cas  où

formes Fà et - a0 sont

Théor ie  de MARKOFF

F0 (k rx

avec k: -

0. ts)  et

l rY

t  l ,

* .X  -  knY )  =  AgF r (X , y )

oo

l ' on  a  Ag  =  - ] ,  i I  en  résu l t e  que  l es  deux

équ i va len tes .  Ma i s  on  peu t  é tab l i r  su r  l a  ( a ,0 , - l )

qu ' i I  es t  poss ib l e  que  I ' on  a i t  t  À0  *  - L .

t

01 (s)  de r ,

ka  91 (s )

( x , 1 )  vé r i f i en t  :

-  l . l

m
,l

0ntst
0. (s) - *.,



Ce résu l ta t  es t  pa r  cons t ruc t i on  une  év idence .  I I  p rov ien t  i c i  du

fa i t  que  I ' on  t r ava i l l e  su r  I a  ( a , r , - I )  Théo r i e  e t  que  1 ' on  a  donc ,

pa r  dé f i n i t i on  :

C e  r é s u l t a t  n ' e s t  a u t r e  g u e

P R O P R I E T E  I X . 3

w-{ro,ol\

le  Théorème I t I  .4  .

l r r (x ,y)  |  ) ,  L

J
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, t , t )  =  A0  .

un  g roupe  de  ro ta t i ons

de  F r ( x , t )  s ' éc r i t

y  en  a  n  +  2 ) .  I 1  en

I  -  ( a+ l )K rmJy '

:l

M(F ,  )  =  I

B  /  INTERPRETATION GEOMETRIQUE:

On  s ' i n té resse  aux  équa t ions  d iophan t iennes  F0  ( k l

En  se  ramenan t  d ,ans  Z  ,  t ou t  rev ien t  à  dé te rm ine r

hyperbo l i ques .  o r ,  1â  pé r iode  de  l a  rac ine  0 .  ( s )

( s * , a )  e t  con t i en t  un  nombre  pa i r  d ' é l émen ts  ( i f

r ésu l te  que  1 'équa t i on  :

I  =  x2+  [m(a+ l )  -  K1 -  K ,  Jxy  +  [ x , ,  x r+

so lu t i on  ( x , y )  e  Z t  .

est  donc engendré Par  :

| ... l'" 'l[." 'l [ooJ"'Lr oJlruJL'

n 'a  pas  de

Le groupe

f*. 
t , a+I) K. -

L.  ; (a+1)m -

des  ro ta t i ons  hype rbo l i ques

' I = [o 'l ['" 'l ["''
xrj  Lr oJ Ll  ol  Lr

Ce g roupe  opè re  dans  l ' ensemb le  des  hype rbo les  d 'équa t i on  :

FU  ( x , y )  =  À

Avec  Ia  rep résen ta t i on  dé jà  vue

FO(r, f ) .  A > o

0"lt
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Le  po in t  ( x , y )  =  ( 1 ,0 )  se  t r ans fo rme  pa r  l a  ma t r i ce  donnée  c i - dessus

en  ( x ' r y ' )  =  (K . ;  rm) .

on  re t r ouve  a i ns i  l a  r e l a t i on  F ,  (K 'm)  =  tO (1 ,0 )  =  I  donnée  pa r  l e

Théo rème  I . 8 ,  pa rce  qu ' i c i ,  n  es t  un  nombre  pa i r .

En  i nve rsan t  pa r  a i l l eu rs  ce t te  ma t r i ce ,  on  t rouve  de  même:

Fo  (K r -  ( a+ l )m ,m)  =  Fe  (1 ,0 )  =  l .

La  Théor ie  du  po l ynôme de  KLEIN  pe rme t  d 'env i sager  l a  f i gu re  su i van te

J

\ . .

droite y
x

0"(s)

droite Y =

Avec  l es  no ta t i ons  c lass iques ,  u t i l i san t  l es  rédu i tes  de

ù " { s )  =  [ 0 , s * , a . ] ,  o t r  no te  O ; (p i , q i )  l es  po in t s  cons t ru i t s  avec  I a

x
p remiè re  asympto te  d 'équa t i on  Y  =  .7

0.(s)
A ins i  : J l - r ( 1 ,0 )

Oc  (0 ,1 )

Q" ( l , an )

11 .  (  aq - r  ,

e t c

0.p)

â a  â a . 1  +  1 )
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Pa r  a i l l eu r s ,  avec  0 . (S )  =  -  t 3d l  ,  oD  i n t r odu i t  I e  po in t l l - r ( - a , I )

e t  1 ' on  pou rsu i t  l a  cons t ruc t i on  du  po l ynôme de  KLEIN  avec  Ia  seconoe
asympto te  x

'  
0-.  (s)

La  dé te rm ina t i on  de  Ia  va leu r  Ag  es t  a lo rs  fa i sab le  à  pa r t i r  des
coordonnées des points  Oa;  (  i  e  Z-  )  .

Le  t r ans fo rmé  du  po in tQ - r  ( - â , I )  pa r  1a  ro ta t i on  hype rbo l i que  cons i -
dé rée  c i -dessus  s  ,éc r i t  :

stn(x . - l  ;  m -  Kr , )

Ene f fe t , oDa :m-Kg

Par  a i l l eu rs ,  1â  re la t i on  m l  =  K1  K r+  I  impose  auss i  ,  Ka  > -  7

on  es t  donc  assu ré  d 'avo i r  b ien  a f fa i re  au  po j -n t  5Ln  ,  compte  tenu
que  n  pa i r ,  e t  du  fa i t  de  l a  l ongueur  des  pé r iodes  u t i l i sées .

En fL  ,  oD a  r  FD (0 ,1 )  =
I  -  (a+ I )K ,

<0

n , ,9 ,e t0 ' . ,oDobt ien t ,F0( -a , I l j - " i l J -a= î ( * , - Ï ;m-K, )<

On peut  donc énoncer  :

f  pnopnrete  rx .4
t -

I  
La nlus grande valeur négat ive non nul le représentée par tb peut

| 
être recherchée en un point ILri or O -< 2i -( 11.

C /  APPLICÀTION :  DEFINTTION DES ENSEMBLES DE MARKOFF ORDONNES
Àvec les développements précédents,  on vo i t  que À0 pourra êt re
déterminé avec les coordonnées d,un point

(o < i
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On peu t  conven i r  de  dé f i n i r  k r  e t  m ,  à  pa r t i r d ,unpo in t  Qr i  ( k 'm . )

te1 que F,  (k 'm,  )  =  A0 .
On a a lors  nécessai rement  m )  m,  ) ,  I  e t  avec les pentes :

0 - ( k ,  (m . l

Avec  de  p l us  :  pgcd (k 'mr )  =  1 ,  pâF  dé f i n i t i on  de  Ag

On peu t  auss i  cons j -dé re r  a lo rs  l e  po in t  :

O r ,  ( x r -  ( a+ l )m ,  ;  ma )

Ona :

f * r -  
(a+r )mr l  

f  r . ' t  Krk l -  (a+ l ) (Krmr-  k r r ) l
l l=l l
Lt ,  J  L  ka r r -  k r *  J

f  (a+r)m K2 ;  -  (a+I)K,  + 1 l  [  - ,  I=frrr
L -m ;  Ka J  L*aJ

La  ma t r i ce  2  x  2  i n t e r venan t  dans  ce t t e  r e l a t i on  es t  I ' i n ve rse  de  ce l l e

assoc iée  à  l a  ro ta t i on  hype rbo l i gue  cons idé rée  p récédemment .  I 1  en

résu l te  que  l e  eo in t  f l r ;  se  t rouve  su r  l e  segmen t  d 'hype rbo le  l e_n -4  ;  Q- t t

k r -  ( a+ I )m .
O n  a  d o n c  l e s  i n é g a l i t é s  I  h ,  ) .  L  e t -(  -â

m g

k r
La  de rn iè re  s ' éc r i van t  auss i  :  k .  (  m r  so i t  j  

- (  1
frt

O n  a  e n c o r e  :  p g c d ( k . , m . )  =  I  e t  a v e c  l e  p o i n t f l - n - t  !  h c  \ <  K 4  (  m .

D e m ê m e , e n é t u d i a n t 1 e s p e n t e s d e s d r o i t e s i n t e r v e n a n t : k r >

D E F I N I T I O N

En déf in issant  kr  e t  m.  à par t i r  du point  Qt i  (ka , i l . r  )  (O \< i  -a  â I

t e l  que  F ,  ( kn ,mr )  =  Àe

on d i t  que le  septuplet  :

(m rK"  ,K ,  :  Re  r k t  ;m ' k ,  )

correspond à un ensemole de MARKOFF ordonné.
Dans  l e  cas  où  r  =  0 ,  c ' es t -à -d i re  K . r  =  Ke  -  k ,  on  d i t  seu lemen t  que

Ie  sex tup le t  (m ,k  l ' h , l  ,  k ,  i  o t ,  k ,  )  co r respond  à  un  ensemb le  de
MARKOPF ordonné.

On a a lors  :
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On a  l es  i néga l i t és
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et  0 - (k , ,  (m,

e t  0  (  kz  (  mr

k r 'mr )  =  I

€ r=  I
mm, m!+ (K, - Kz )q tU = (a+r+l)rur1ra

k r=g l  -K r ,k r

k'l = 
lra- m"l

t, k, = ( a+l ) m,r mg+ NO

l t t r .  
) .L

1tn2rn,  ) .L

k- t  , * {  )  =  Pgcd(

MARKOFF 1 cù ê, =

t j *  r n t ,  =  (a+1 )

ss ions  :
- * k r

t,.  Kz

+ oet  =  
Tkr -

Et  l a  re la t i on  pgcd (

On  a  Ia  re la t i on  de
( -A r )ms+

On a  auss i  l es  exp re

{  
mr  =  t a [

I

{  
r .  -  *kr , -

I  ta+r)n]  t r

Démons t ra t i on

Les  résu l ta t s  f ou rn i s  résu l ten t  de  ce  gu i  a  é té  vu  c i -dessus ,

1 !excep t i on  de  l ' e xp ress ion  de  mA gu i  s ' é tab l i t  comme su i t  :

mkr - *, K, = hff i .  1 - mK. kr- K., m., Kr+ k, mKo

=  * , 1  (m l  -  K , rK r )  =  F , (

Avec  l es  exp ress ions  de  m.  e t  r ,  ,  ê t  l a  seconde  re la t i on  de

on  ob t i en t  :

m l+  mÙ =  f f i amk r -  * r * rK r+  mrgKr -  mrm k ,

=  (a+1 )mm{ms+  ( *n -  K r )mrmr+  b rn

So i t  :  m (mrk r -  m .k ,  )  =  ( a+ I )m  mrmr+  Og* '

En  s imp l i f i an t  pa r  m ,  i l  r es te  :

m .k r -  r . k l  =  ( a+ l ) * r r . +  A 'm

Cet te dern ière re la t ion conf i rme en écr ivant  A,  = 
3

que  l , on  a  dans  - t r f  
*  :  eO I r  

vg

Pa r  a i l l eu r s ,  avec  l es  exp ress ions  que  I ' on  v i en t  d ' ob ten i r ,

éc r i re  :

Pscd(q ,* r ,  

:  : : . : : ; ;  * r ,  

'  k , )

=  pgcd (mr ;  m)  ( ca r  pgcd (m,  , k ,  )  =  1 )

=  pgcd (mk r -  mrKa  i  mc )

pgcd (mk . ;  m r  )

=  pgcd (m ;  mr )  ( ca r  pgcd (m" , ka )  =  1 )

a

M À R K O F F ,

on peut
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I  pnopnrere  rx .5
t -

Lona: pgcd (m,m, )  =  pgcd (m,m. )  =  pgcd (q 'm . )

Cependan t ,  on  n 'a  i c i  aucune  ind i ca t i on  su r  I a  va leu r  de  ce  p lus  g rand

commun d i v i seu r .  E t  su r  des  exemp les ,  i l  peu t  ê t re  d i f f é ren t  de  l .

on pose pour  Ia  su i te  :

f  oeprurrroN
l -
L  O. t  no te  :  d  =  pgcd(m,mr )  -  pgcd(q ,mr )  =  pgcd(m 'm)

E n  r e p r e n a n t  a l o r s  l a  p r o p r i é t é  I X . 5 ,  o o  p e u t  é c r i r e  :

|  - -

I  
r , l  rc.  :  mt (mod m) m, Kr É -  m. l  (mod m)

I

1  
-  r r k ,  3  Àe*  =  N ,  (mod  m .  )  -  * k .  =  m ,  (mod  m1  )

I
I  t k t  3  m1  (mod  mr )  mrk r=  Ag .  =  N r (mod  m . )
t -
on  en  dédu i t  :

m r (q r r+  1 )  =  0  (mod  m)

Ce t te  p remiè re  re la t i on  es t  év iden te  avec  K4  K t  +  I  =  m I  .

On  a  auss i  :

r r kn t  =  -N rk r=  r  k :  (mod  mr )

So i t  pu i sque  pgcd (m,  , k ,  )  =  I

I I  en  résu l t e  que  I ' on  peu t  éc r i r e  :

rn kl- Na = fr.rL,r

avec Lât 7-

o r ,  i I  r esso r t  de  l a  p rop r i é té  IX .2  que  l ' on  a  auss i  :

g  . t  rAa  = :  =  k ; -  r .  1 .  t ' l " e  O  )
o * 1 1 4

so i t  :  m r j -  *g  =  r r1 t ] l
Onadonc ,  pu i sguem,  *  0 :  L , l =m l l  eZ -

De  Ia  même façon ,  on  ob t i en t  :

m r! -- u, kt (mod m. )
So i t :  k . (m X! -  ur )  :  0  (mod m.)
Cec i  permet  d 'écr i re ,  avec  LLe7.

r . k l , -  N ,  =  meLe

on a  donc  é taUt i ,  en  comp lé tan t  avec  Ie  Théorème l I I .4  :
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PROPRIETE IX .7

On  a  dans  j f  *  l a  r e l a t i on  Ag  lm .
Pa r  a i l l eu r s ,  i I  ex i s t e  L1eZ .  e t  LzeL  t e l s  guê ,  dans  Z  z

r  k : -  N0  =  g  L r  ( so i t  k t -  e ,  =  m, ,  1 ,  )

t  k l -  N0  =  f r r L ,  ( so i t  f l -  a ,  =  ms l . )

avec  I a  r e l a t i on  :

L , r=  mL  =  k r (K r+  K r )  +  ( a+ l ) (K rmr -  k rm)  -  1n^eV-

On  a  a i ns i : d  I  Ng

À ins i ,  oD  a  ob tenu  I ' égu i va len t  de  t ou tes  l es  r e l a t i ons  données  pa r
CASSELS.
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x .  E X T E N S I O N  D U  C A L C U L  D E  C A S S E L S  P O U R  L ' E T U D E  D E  T O U T E  ( a , r , 6 ,  )  T H E O R I E
========== == == == == ======== ================ ===========================

A /  IN ÎRODUCTION

O n  p a r t  d e  l a  s i t u a t j . o n généra le  su i van te  :

,  o . .  ,  â o )S *  =  ( a n ,  â n - ,

= X

=  ( x r  r b r x t )

On pose  con fo rmémen t  aux  no ta t i ons  an té r i eu res  :

K ,
(a )  .  j  =  [ 0 ,X ]  =  [ 0 ,S * ]

m

Et  auss i  :

(m ) :M .=

On pose enc

k l
( b )  .  _ =

ffit

e t  auss i  :

[o ,x , r  ]

(on  no te  l x=  I  If' m *'l
L*.. q- I J
ore  :

m 4 -

k1 - il ( avec k,., =  kn )
I t .

. , r )  ,  t r .=  
[ * .

n f i n ,  o [  no te  :

I  k .

l -=[o,r]=
l t .
lK
|  

-  =  [ o rua ,  . .
\ M

[ 0 r u a  r u a ,  . . .  t t ]

.  U ù - {  ]

= [ - : , ' ]=fi :l.  - .  
[ : '  : ]

On t rouve r  M,
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pon

soir , Mî = ll ' : '- 
tl

LM M KJ

Cec i  permet  de  poser ,en  convenant  K  =  l *  e t  l l  =  k l {  :

(mr )  !  M,  =  [ . t  
mt -  

: t  I  ,avec  ko  =  k r )-  h t*r .  ka_lr .J

O n  e n  a é d u i t  l a  c o n d i t i o n  :

( c )  -  
b * t *  k t t  

-  [ b , x t ]
lll g

d a n t

)
st1

On cons idè re  a lo rs  l a  re la t i on  ma t r i c i e l l e  su i van te  co r res

à  t a  r e l a t i on  X  =  ( x , t  , b ,X r  )  :

[u rl
( p )  'M*  =  Mr . [ r  

, . |  
t r ,

Dans  ce t t e  s i t ua t i on  t r ès  géné ra le ,  on  a  :

( c r )  :  m  =  (b+ t )m4mt+  k r . r  me -  k . r .m t

( c r )  :  Ka  =  (b+ t )mrk . ,+  k . k r . r  -  m rJx .

( c r )  :  K l  =  ( b+ I )mr  \  -  k r r  k r+  m ,  l y .

(cU)  t  I  =  (b+t )k rkr+  ra ln-  k .  l x "

Au  moyen  des  dé te rm inan t s ,  oD  suppose  que  l r on  a  :

( d , f  )  t  * l  -K .K t  =  E rE t  ( de tMX = -ê , t 1z  =  e  =  ( - 1 )

(dr  )  t  k r  k* .  -  t r l r .=  \  
(det  t r ,  =  2^ |

(d3 )  :  k rk t r  -  t ,  lâ= 02 (det  M\= Êr  )

G râce  à  ( c . )  à  ( ca )  e t  ( d r )  à  ( d3 ) ,  on  ob t i en t  :

( aa )  3  m , tK r -  mkn  =  t , , t l

( a2 )  :  m .  I  -  K r k  =  ê r k r .

( a r )  :  mh -  mrK t  =  ê t ^ ,

( az , ) :  K . t ke -m . l=  ë r k t

En  réa l i t é ,  ces  re la t i ons  son t  ex t ra i t es  des  exp ress ions  :

I u ' tfb rl \- ' l
l*r.=t'tl, oJ 

t"/
I
1 t [u rl.-,
[ 'r. =[t*,, 

l , .]) 
t^
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On no te  gue  ces  exp ress ions  fou rn i ssen t  qua t re  au t res  éga l i t és

su r  l esque l l es  j e  n ' i ns i s t e  pas .

Dans  l a  s i t ua t i on  p résen tée  c i -dessus  on  conv ien t  de  pose r  :

( r  )  :  r  =  
* t -  * t

m

( ra )  3  r .  = * " - * t t
Brl

krr  k t
( r a ) :  r t  = -

m t

on  a  pa r  ( a . )  e t  ( a . )  :
r L

t ,  ^ i+  t {  m;  =  m, l  (mkr -  mrKr )  +  m. (m.K.  -  mk4 )

=  m(mtk r , -  mrk r )  +  (K^ -  Kr ) rn rma

En convenant  a lo rs  de  poser ,  pour  a  e  N*  :

D E F I N I T I O N

{ , l r t z ,V t  
=  \ " t *  [m(a+ l )  + rc r -  Ks )zy  + t ry r

Q tz ,V)  =  . ' *  [m(a+ l )  +  rc r -  K tJzy  +  Erê r .  y t

=z t+m(a+r+L lzy -gy l

(v) :
(+) :

I l  r es te :

(V. )  :  Çr {m. ,  - * r )  =  m[mrkr -  m.k ,  (a+ l )m, ,m.J  =  g ,0r (  Eemr,  -mr)

Et  s i  l r on  pose ,  ce  qu i  dé f i n i t  A  :

( r | r )  :  $ r t * . ,  -mr)  =  Ê. ,Amt  =  âÔo(  h&,  -m1 )

On re t rouve  d i rec temen t  1a  re la t i on  de  MARKOFF généra I i sée  :

(M1 )  z  ( -  E^ e)mtr  Er  mrt  + e,  ^ t r  - -  (a+r+ l )mma m,

on  ob t i en t  auss i ,  êo  comparana  (V . )  e t  (V . )  :

( a r )  :  ( a+ l )m ,  mr+  t  Am =  (m .ka -  m .k "  )

on  généra l i se  a ins i  des  re la t i ons  qu i  on t  an té r i eu remen t  é té

p résen téeg  dans  Ie  cad re  res t re in t  de  l a  (a , r r -1 )  Théor ie  de  MÀRKOFF.
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B  /  UNE AUTRE RELATION DE MARKOFF E Î  APPL ICATION

Les  cond i t i ons  (a ) (b )  e t  ( c )  vues  c i - dessus  pe rme t ten t  d ' app l i que r

l e  r ésu l t a t  su i van t  :

THEOREME X . I

So ien t  b  €  i f *  e t  x , x "e t  x t  t r o i s  su i t es  de  nombres  de  . û f *  t e l s

gue  x  =  (X , l  , b r x l )
A lo rs  en  posan t  :

am + K, arq + k, bm" + kr,,
[ a ,X ]  =  t  

[ a ,X , l  ]  =  -  [ b , xa ]  =  a '

m  
4  mn  ^ ,

I  +  r  =  [ 0 , x ]  +  [ 0 , x * ]

I  +  t 4  =  [ 0 ,X ,  J  +  [ 0 ,X ; ]

I  +  r ,  =  [O,xr ]  +  [0 ,x i ]

O ' t  =  ( -1)&^rr "

e t  =  ( - r )bdxr

on  a ,  avec  (b  +  I  +  q ,+  r r -  r )É  Q  ,  l a  cond i t i on  (M t )  :

m ! -  Ez rn j -  E4  r :  = (b+ r+ r . r * r s - r )mm. rms

Démons  t ra t i on

Onpose  b=a i :

[ a ,  a n  ,  . . .  â 1 , a . t

[ b r a i - , ,  . . .  a o J

=  [ a r X ,

= [b ,x"J  = =  [ b ,  a 1 . , ,  . . . r a a  ]

=  [ a ,  a n  ,  . . .  
" a  

]=  [ a r x ]  =  [ a ,  â , .  r  . . .  â n  ,  a o  ]

On les formules :

Pr,r = Peè ty- * Pô

Q.,{, = Qrô ,ft * Oh

P;=PrèPb+%

a.l,o = Q*ù ti, * Olè

P.{è

%
Pr"

Qt,

P&

ar,o

e t

l= + = [a,  an ,  o . . ,  a i re]
ol+

P !
fr.

%
P.l,

aL

ob t ien t

f
{

t
QP.

Q/"

o.l"
oi,

(r)



On conv ien t  a l o r s  d ,éc r i r e ,  ce  qu i  dé f

[r o I
tx l=l  I  [x*]  =-

I  r+r -r  J (r+r

Et  I ' on  i n t r odu i t  l es  ma t r i ces  assoc ié
drome x* t 

f.,,
Iu "' 

a'<Al

"r =l
Lt^ 

aQed PJ, aQ

lor, 
Pe ae,,rrl

Mx* =l 
I

Lo*r 
Pà taluJ

E l l es  pe rme t ten t  d ,é tab l i r  I a  r e l a t i on

(2)  OL = (  a+r+ l )  er"  p" ,o

Ln] .

Ix*

) tx

es

tr]

r :t

l
*

a

l - l

Xe tàsa

TTT .L62

su i t e  pa l i n -

De  p lus ,  âu  moyen  du  dé te rm inan t ,  oD  peu t  éc r i re  :
p L- dr,t)

( 3 ) PL =  ( a + r + I )  P e t r

de  Mx

+ EtEt

De  Ia  même

grande  gé e

(4 )

(s)

So i t ens

ner

lo

r9

fr

tr
ubs

P

f

r

o

1
q

P

açon ,
' a I i t é

l l  =' i è

t l,P

ê

, a
ltgt
t

i t i t ua

t =
4t

Qalo

avec X, t  e t  X!  ,  on peut  supposer  dans la  p lus

que  I ' on  a  en  con fo rm i té  avec  ( r , ,  )  e t  ( r .  )  :

( a+r, '  +1)Q4 Prè

( b+r, +I ) Q;o PJr,

( a+r, +1) P* - 
ti - g..

Qa

(b+r .+r )P^,  -  
t i  - t '

o/'q)

n t  dans  (1 )  :

,:^ _ e^
Paù tF, + [ ( a+r, +I ) P4 JQp.,

04 t/- + [ ( a+r. +1) Q.r1 ea1 ]O/*

pi  -6.
1Qrè  [ (b+r r+1)P t ru  -  '  

:  
-  ] )

' 
Qfo

+  ( [ ( a + q , + I ) Q *  P {  ]  x  [ ( b + r r + I ) Q p .  -  P J r ,  ]

Oa. r=

a;=

( 6 )



En

on
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remp laçan t  a lo rs  dans  l a  re la t i on  (21  e t  mu t t i p l i an t  pa r  en ;  .  0 , -
t rouve  :

(b+r. + r)Ppuo oi e.t" - r:. rÀ + ez oi

+ ( a+r. +t ) ( b+r, +f ) Olo OË ( b+r. +I ) p4 e4è

(a+j +r)Ol p1.., e;rD + ecd e1,,o p*l ,)r"

(a+r  +  l )  .
= 

æJ 
to; - Q'r'o Q'Q ',f. * Q'<., nnè Qlr. l

( a+rn +t ) p4 rÀ erè * n:, r; €4 oi.

So i t  en  reg roupan t  e t  en  u t i l i san t  enco re  (  5  )  :
( a  +  r  +  l )  r

#aL- 
ÊL oi ç'40;

P*r 'r- Q*c of,

a+r+ I
+ (-lta.a6 aF P". Q1,,. lQ*.

a  +  t r *  t

O/"to

= (b  +  r .

I tJ,.

+ ( a+r,,

j l

oi"

a+ r r+ l

En regroupant

t
QJd -  Ez

Cec i  te rmine

r .+ r)of,  oÀ

(a + r + I)er, e1r., e^,o+(

I )  ( b  +

)o:" -

t ous  l es  te rmes ,  i I  r es te  :

ai  e4 oË,  = (b  + I  +  r r *  ra-  r )Q." ,  Q. .a

l a  démons t ra t i on  du  Théorème x . I .  En  e f fe t ,

- a - I )a.ra ep", [tp,. a+ - efu,+ ]

g.rè P+ of.,

+ l )  (b+r r+r )O1o

Àvec  l a  r e l a t i on  su i van te ,  dédu i t e  de  (6 )  :

Q*è nJo, - P.aa Q2r.r = Qa. (a + q + I)Q* Ol-

Ce t te  de rn iè re  exp ress ion  s 'éc r i t  :

(b + ro- a - r,  )Q* A,. Q.c.o

(b + r . -  a  -  I  ) (a + r .+ r )of  aÀ

-oL* 2(a+ r r+1)e4 arre ee (a+l+r to i  aÂ

+  (a  +

a+ r

t À i

+ l

at-



dans le  cas qui

fa i t e  c i -dessus

Ia  nouve l l e  re la t i on

r"- t. *rt- b^ rl =

I I I .  I 6 4

MARKOFF indépendante  de  a  :

+  I  +  r r r  f , r -  r ) m m . m ,

1=26 a=5

Er=  I  € t=
k , t r=  9  l r , ,=

k.. = I lxr=

nous  i n té resse ,  avec  l ' obse rva t i on  comp lémen ta i re

que  I ' on  a :

Qaô= t, Qr*l= mZ
I

Qr,o= t

on t rouve

(Mr )  :

Exemp le

Pour  m =

on  t rouve

L82  K .
4

:

À

x
= (2 ,51

=  83  K t=

202
=- -=  t 4  A

]-82

=  (2 ,5  , 5  , 2 , I )

xL  =  (2 ,L )

k {  =5

kg= r

d e

( b

I

4

0

!=5

=11

=3

fi4

tg

57

et Xn

e t  auss i

La  re l a t i on  (q  )

2O2 L-o  L82  +
L82

La  re la t i on  (Mr  )

t gz l  -  t t l -

s ' éc r i t
26

a V e C f 3 -

L82

26
=  (5  +  -  +  I ) r g2  .  I l . 3  =  36  gg4

L82
4

s 'éc r i t ,  avec  t 4  =  - ;  e t  rZ  =  0  :

3r=(5+r*1*  o-  "  ) rgz . r r .3= 32gg4
I I  L82

Les  deux  reLa t i ons  (M i  )  e t  (Mr  )  son t  d i f f é ren tes .

Cl  APPLICATION AU CALCUL DE VALEURS

La comparaison des relat ions (  M,t  )  et  (  Mr )  donne :

(as )  :  (1  Z^  À)m =  [ (a+1)  +  (b  +  I  +  r r+  r ,  ) Jm,nm.

(a r )  :  (1  -  eq  A) (€2  r l+e r . ! t  =  [ (a+r+ l )  +  ÊoA(b+ I+ rA+r - - r )Jmmnm"

On note gue dans le raisonnement conduisant c i -dessus à (M,,  ) ,  on

a  auss i  rencon t ré  :

(a1 ) :  (L. ;*er* l  )

11À+ 3 t

kr  k l
= (  -  - :  +  r ) r * { *e

lll2 m,l



En comparan t

(a r )  :  I

à (a r ) ,

E 4 A =

on  ob t i en t

(a  +  r  +  1 )

seu lemen t  :

+  t rA  (b  +  I

So i t ,  avec  ( r ,  )  e t  ( r . )  :

THEOREME X .2

Dans  l es  cond i t i ons

( À ) : A = -Z)l

Exemp le

Dans  l ' e xemp le

I I I .  I 65

r t -  r )

k.
- -+ r

f,,1

généra les  qu i  p récèden t , o n  a  I a  r e l a t i o n  :

a+1+ (k ' - k ' )
f ra  ml

b+1+ (k ' '  - k ' t r )
m t  m l

+  t ^ l

k2

mr

précéden t ,

- 51b+ [ -5

- t ,o*5-rr

l a f o rmu le  (e

198+4

198  -  16

)  donne avec

202

l-82

t ^=  I  :

D'où  enco re  avec  ( r , ,  )  e t

(44 )  :  (1  -  É, ,  A)  =

[  = - = -

( rs  )
a+ I +b+1+ t 4 +  t 2

k r .  
\

m4

En subs t i t uan t  dans  (a3  )  :
kr, krr

m=(b+ I+ -  )mama
m1 m'|

= (b  +  l )q , tma*  kgm.r -  h rme

On re t rouve  a ins i  I a  re la t i on  ( c ,  )  gu i  es t  donc ,  avec  ( l ) ,  équ i va -

I en te  à  ( a6 ) .

D .au t re  pa r t ,  l a  r e l a t i on  (a r )  dé r i ve  d i r ec temen t  de  (a . )  e t  ( a r ) ,

c , es t -à -d i r e  de  ( ca )  à  ( c1 )  e t  ( d4 )  à  ( d3 ) ,  e t  donne  avec  (A )  I a

re l a t i on  (a1  ) .

E t  comme de  (a . )  e t  ( a7 )  se  dédu i sen t  (Mr )  e t  (Ms ) ,  on  a  é tab l i

que  de  ( ca  )  à  ( ca ) ,  ( d , t  )  à  ( dJ )  e t  (A )  se  dédu i sen t  (M , t  )  e t  ( t ' l t  ) .

krl
b+ I+ ( - -

m t
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En  ce  qu i  conce rne  l a  r e l a t i on  (À ) ,  éc r i t e  sous  ra  f o rme  :

A = - ,a 
( t*r )^'t t'* k't t' - k".

(b+I).. t  *r.* kr,r.  - kot*t

on  vo i t  appara î t re  au  dénomina teu r ,  d ,ap rès  l a  re ra t i on  ( c , r )  re
nombre  m =  (b+ l )Fa  hz+  \ rm , r -  k r .a
E l l e  se  rédu i t  donc  à  l a  re ra t i on  (a r )  que  1 ,on  peu t  p rend re  pou r
re l a t i on  de  dé f i n i t i on  de  A .
P r i ses  en  sens  i nve rse ,  l es  r emargues  gue  l , on  v i en t  de  f a i r e
cons t i t uen t  une  nouve r re  démons t ra t i on  du  Théo rème  x . r .
on  remarque  enco re  que  l a  compara i son  de  (  a ,  )  e t  (  aa  )  donne  :

( a ro  )  :  m rk r -  mek l  =  m  -  ( b  +  t  +  r 4+  rL )m ,ma

S i  l ' on  cons idè re  l a  f o rme  quad ra t i que  $ r ( x , y )

l :

Ceci

P R O P R I E T E  X . 1

Le po lyn

Mx

s ' éc r i t

On a écr i t  précédemment  : S *  =  ( X 4 , b , X t )  =  X

Et  l a

Le po

En ut

ma t r i ce  :

fa  1 l  f (a+r)m -  Kr  ;  m IMrl  |  =  |  -  |
"  L t  oJ  L(a+ l ) r r -  I  ;  KrJ

l ynôme  ca rac té r i s t i que  de  ce t t e  de rn iè re  s ,éc r i t

P ( x )  =  * t -  x  [m (a+ l )  +  t < r -  K r ]  +  tm l  K4K t l

i l i san t  l a  re la t i on  (d , t  ) ,  i l  r es te ,  pu i sque  t r t  =

à P (-  c,  x;  = VUt*,r)
permet  d 'énonce r  :

ôme caractér is t ique de la  matr ice :

fa  I l  f (a+r)m-Ks ;  ml
l l=ll
LI  0J  [ (a+I )K. - l  ;  KnJ

,  % (- ê, x,t).

t€=l =

Io r . s * ,a . ]t3:
(s)

(s)
tJ- , " .1  = [ . l t ,u ,L,aJ

=r
t r (s)

En no tan t  :



(a+t)r. - I  
I

(a+ l )m -  K r  J

1 - (a+r)rr l

K (a+ I )m J

t;"
[ - :  

"

r ist ique

=

c a r a c t é

Le polynôme caractér i .s t ique de Ia  matr ice

fo r l  [a t l  fo t l  [-*, ;  I-1, 
o.|M,L, oJ|', ol=L-,. ;Kr

s  ,éc r i t  t  Qr (  x ,  I  )  .
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O n  o b t i e n t  :

Onts) = 0.ts)

0. ts)

Le polynôme

vaut  :

de Ia  dern ière matr ice appara issant

Q(x)  =  x t+  x [m(a+ I )  +  t< . -  x "1  +  tm]  t< r t< .J

Au moyen de  Ia  re la t ion  (d , t  ) ,  i l  condu i t  à  énoncer  :

PROPRIETE x .2  ( I n te rp ré ta t i on  de  l a  f o rme

On  no te  qu ravec  :  S *  =  [ a . ,  . . .  ,  à ^ ,  ao ] ,  on  a  :

tr lr= ( - l  )"

La  re l a t i on  t 0  I  { r t * , v l  
=  * t+  [m(a+ t )  +  K r  -  K .  Jxy  +  ( - r f  y t

es t  cohé ren te  avec  l es  fo rma l i smes  généraux  que  I ' on  ava i t  dé f i n i s

an té r i eu remen t .

Ôe)

(a+ l )Kr l
I

( a+ l )m  J

Avec  z  =  mx  K ry ,  on

Qrtz,v t  = mt (xr+ [

condui t  à  considérer

rU  ( x r y )  =  xL+  t

On ret rouve

(1 ) :

a :

(a+ l )m *  K . r -  I t

comme

m(a+ l )

l xy+t

lxy+t

I  -  (a+ l )K , ,

m

I  -  (a+ l )K ,

rvt  )

Ceci

( F )  :

m

avan t
_  K , t_ K t

l v t

t-PROPRIETE X .3

F0  es t  l a  f o rme  de , I {ÀRKOFF dé f i n ie par  s  =  (x l ' ,b ,x t )  e t  a .

l ' éga l i t é  :

Qrt r *  
-  K ty  ;  y )  =  mtFr (x ,y )
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Main tenan t ,  l a  r e l a t i on  (  M , t  )  s ' éc r i t  auss i  :

( - e )m l+  E .Ê r  . r t +  t ]  =  ( a  +  r  +  1 )  € . ,  mm.mt

so i t  Amt  =  * r t -  [  ( a+ t )m +  K .  -  K ,  ]  t ,  t r  t t *  âe t  ^1

ou t  0  I  :  Amr = 
9r( -  t ,  m1;  * r )

E t  a v e c  ( a a )  e t  ( F t  )  :

Aml = Qr t rx ,  -  K,  m,r ;  m,  )

= ml F, (.k,, ; *l )

S o i t  p a r  s i m p l i f i c a t i o n  :  F ,  ( k l  , R t  )  =  A

PROPRIETE X .4

Dans  l es  cond i t i ons  généra les  vues  c i -dessus ,  en  dé f i n i ssan t  A

par  l a  cond i t i on  t  k  I  :  r f , r t * ,  ;  -mr )  =  (  g ,  n )m l

ou  l a  cond i t i on  équ i va len te  (a r ) ,  on  a  :

( F t )  :  F g ( k . , ,  m . )  =  A

D e  p l u s ,  l â  c o n d i t i o n  ( a j  )  :  (  F , ^  x )  =
( m " k a -  m . k ,  )  -  ( a + l ) i l r n l

mont re  que  A  es t  un  nombre  ra t i onne l  que  1 'on  peu t  éc r i re  sous

N
Ia  forme (A, t  )  t  o  = 

;

où  (N )  :  N  =  eâ  (mrk r -  m .k r )  ( a+ I )  € ,  * rmr

D /  CALCUL SELON CASSELS -  ENSEMBLES DE MARKOFF ORDONNES

Ce t te  p rop r i é té  ga ran t i t  que  1 ' on  pu i sse  u t i l i se r  l es  p rop r i é tés

généra les  vues  au  chap Î t re  I I f .

En  dé f i n i ssan t  en  pa r t i cu l i e r  1 .  e  O  pa r  :

( 1 , , )  ,  r l .  =  k , r (K .+  K . )  +  ( a+1 ) ( [ . r -  k  m)  -  I  m , l

Ona :

(Ar )  :  A  =  r ] -  ml , ,
- t( t )  t  Fg(k  x  -1 . , y ;  m lx  k {y )  =  AFe(x ,Y)

(î.), ffii=o?.lil 
-t,

m.r $1tsl  k l

Main tenan t ,  i I  r esso r t  d i r ec temen t  des  re l a t i ons  (a ,  )  e t  ( a r )

e t  de  I a  dé f i n i t i on  des  nombres  m ,qe t  m ,  à  pa r t i r  de  su i t es

x  ,  X^ ,  XÀ  que  I ' on  a  :
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PROPRIETE X .5
(a ) :  m  )  0  m4

(b ) :  m  ?  Max (m,m,n ,mr )  )  Max (m 'mr )

( c ) :  pgcd (ma ,  mr )  =  pgcd (mrm, ,  )  =  pgcd (m 'm)

Su r  des  exemp les ,  oD  ve r i t r e  gue  r i en  n ' impose  ô ' avo i r  2 t 'm 'eZ  ou  rn ' eZ

0n  pose  :

DEFIN I l ION

On  no te  6  =  pgcd (ma ,mr ) .

La  cons t ruc t i on  généra le  fa i t e  c i -dessus  mon t re  gue  l e  nombre  d

peu t  ê t r e  gue l congue ,  e t  que  r i en  n ' impose  que  l ' on  do i ve  avo i r

f l  =  I  comme dans  l a  Théor ie  de  MARKOFF c lass ique .

En  in t rodu isan t  L 'CZ  te l  que  :

f t ^ l  :  mk f  N  =  R rL ,

on  ob t i en t ,  k ; -  r . (  
L4  

)  =  I =  A
mm

t
E t  en  comparan t  à  (Ae ) ,  i l  r es te  ,  I l  =  2  .

m

En  comparan t  à  t  I  l ,  on  ob t i en t  :

L^ -  *  l ,  =  k t  (Kr+ Kt )  +  (a+1) (1r , r -  k r  r )  -  I  R,  eL

On a  en f i n ,  modu lo  m,  :  -

t" m. r1. = N kr = 6,hm k3r (mod mr)

En  rep renan t  a l o r s  l es  r e l a t i ons  (an  ) ( a r )  e t  I a  p rop r i é té  x .4 ,

on  ob t i en t  :

f  * . '  K, t  =  t ,  mL (mod m) meKr = -  C,  m.r  (mod m)
I
I  

-  An  mrk , :  N  (mod  m ,  )  -  mk r :  8 , rm ,  (mod  m ,  )
I

I  
* * t  =  €2 . , t  (mod  mr l  E t  mrk r :  N  (mod  m  )

On en dédui t  modulo m :

m, K,, Ka = - t,hm, ( mod m )

Ce t t e  r e l a t i on  es t  év i den te  d ' ap rès  l a  cond i t i on  (d4  ) .

On a aussi modulo tr l  :

-  t ,  mr t j=  N  k r=  m k j  (mod  m.  )

So i t ,  pu i sque  l ' on  a  pgcd (m 'k ,  )  =  I  l a  re la t i on  :

rd  -  N =  o  (mod mn)
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So i t  pu i sque  1 ' on  a  Pgcd (m 'k ,

*k : -  Ê . t ,  N  =  o

Cec i  pe rme t  d 'énonce r  :

PROPRIETE  X .6

r l  ex j .s te  Le ê V-  et  L t  e  Z-  te ls

&, t )  :  mkal -  N = maL.

(L1 )  :  mk l -  U .e t  N  =  F lL r

avec L^ = t  
' ln  

= kn (Kr+ Kf  )  +

) = l  l a

( m o d  m r  )

que :

r e l a t i on  :

(a+ I ) (x rmr -  knm)  I  ta

On en dédui t  :

THEOREMFT x .1  (Equ i va lence  des  re l a t i ons  ( t l . )  e t  (Ms )

on  a  :  d lN  e t  ce t t e  cond i t i on  pe rme t  g râce  à  (a5 )  e t  ( c , ^

d ' é tab l i r  l ' équ i va lence  des  cond i t i ons  (Mr  )  e t  (ML ) .

La  démons t ra t i on  du  Théo rème  X .3

Cons idé rons  l es  deux  re la t i ons  :

s ' é tab l i t  comme su i t .

(c ,  )

( a5 )

:  (b+I)m^ m,  -  m = k l tmz-  \^m,

:  (a+ I )mr  mr *  E ,  *  =  k t  0 , r  -  k  m t

EI Ies  donnent  :

Ie .u (b+ f  )+m(a+ I )  Jm,  mr=  mr  [mkr -  6 , rNkr rJ  +  m1t  âNhr -  mkn  J

Et  avec  Ia  cond i t i on  pgcd(m 'm.  )  =  d l  pgcd(m,N) ,  i I  ex is te  è  e  Z

te l  que  l ' on  pu isse  éc r i re  :

mka-e . .N lq t=  è . .

m lq  -  t aNko  =  [ e ,  l t ( b+ l )  +  m(a+1 )  +ô  ]m f

Ces  exp ress ions  donnen t  :

e t  auss i  :

k , -  k r

Ill.l

kr,- kt
r L  = -=

m!

E l l es  pe rme t ten t  d ' éc r i r e  1a

rt- earf - E *i - nfrr m. [b+l-r +

klr  ô
) -

m,l m

ku  Ie "u (b+ l )  +  m(a+ l )  +è ]

0aN -  m
=( -

m.

m - tN
( - )

m m g

re la t i on  (M!  )

t"N-m k{r
( - )  ( -  -

m

sous  Ia  fo rme  :

k t .  S N
J1- (a+ t ) -  L  (b+r ) l

t"N m,

En  s imp l i f i an t  l e  second  membre  de  ce t te

à  l a  r e l a t i on  ( cn  ) ,  i l  r es te  :

mt

exp ress ion  e t

m

par recours
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(  a .  H )m +  €an ! . t+  g .m l  =  (a+ I+ r )mq  m.

On  re t rouve  donc  seu lemen t  l a  re la t i on  (M4  ) .

I nve rsemen t ,  l e  ca l cu1  gu i  p récède  redonne  une  démons t ra t i on  nouve l l e

de  I a  r e l a t i on  (ML )  à  pa r t i r  de  (Ma ) .

I I  mon t re  que ,  comme dans  Ia  Théor ie  de  MARKOFF c lass ique ,  i I  su f f i t

de  concen t re r  l ' a t t en t i on  su r  une  seu le  égua t i on  d iophan t ienne  pa rm i

l es  deux  re l a t i ons  (M , t  )  e t  (Mr  ) .

L ' i n t é rê t  de  I a  r e l a t i on  (Mg )  es t  qu ' e l l e  ne  f a i t  appe l  qu ' à  des

g randeu rs  i s sues  de  I , éga l i t é  :  X  =  (X . l  , b ,X ! ) .

E l Ie  es t  i ndépendan te  du  cho ix  fa i t  pou r  â .

L , i n t é rê t  de  (Mr )  es t  p l u tô t  de  f a i r e  I e  l i en  avec  l a  p résen ta t i on

mode rne  de  l a  Théo r i e  de  MARKOFF ( cesse l s  t 5 l ) .

D ' au t re  pa r t ,  oD  a  de  f açon  év iden te  pa r  ca l cu l  ( c f .  P rop r i é té  I I I . 3 ) .

P R O P R I E T E  X . 7

(0r):
(0r):
(0.):

Su (x ,v )  =  f r t *  *  [m(a+r)  +  R4-  Kz]y  ;  -y )

Qr(x,v)  = aez|r tv  i  6 ,h x)

{ r (x ,v )  
=  ELrbe( -  e4et7 ;x  +  [m(a+I )  +  K,n-  KrJv)

( a v e c  ( F ,  )  )

E n f i n ,  o D  a  :

( avec  (a r )  );  me )

t4E t: l

Fû (k r -  ( a+ l )m . ;  r . )

I
= 

,n ,  Pu t *x r -  (a+1)mmr-  Krmr ;  mz)

1 l
= 

F %(  h t  -  mr [ (a+ l )m + K, , r -  K l

I
= 

,nr f r t  Érm";  -mr)

r r
=  

* t q -  
É2 f  ( a+ I )m  +  K . r -  Ka lm . ,m ,

(avec  (  
f i  ) )

= 
F 

, - :  -  Ln l (a+l )m + K.r -  Kr l r .  r r *  4t ,  r ;  l

= 
? ùt-t, *ri*,)

= qhA (avec t  f  t t
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Et aussi  avec (  Q, )  :

|  
è r (  t ,  m. i  -m1 )  =

1 ôr(- fu^t ; . r )  =

Cec i  pe rme t  d ' énonce r ,

é tan t  év iden tes  :

S t-mz; or
ml )  =  A

(a+ I )m1 ;

m)  =  F ,  (K "

E"t t  Q, t  -mr i  E m"|

e,erQ,  (mr;  à*r )

t ou tes  l es  vé r i f i ca t i ons  comp lémen ta i res

P R O P R I E T E  X . 8

on  a  l es  éga1 i tés  su i van tes  :

(q )  :  Amt =f r t - f rmr i  mr)

= Et t t .  Ôr , *  ;  -  e tmr  )

(F r  )

(F ,  )

(FÉ )

t e )

m t )  =  E^Er l

( a+ l )m ,m)  =  \E t

I nve rsemen t ,  I a  p rop r i é té  (FL )  es t  à  r app roche r  du  Théo rème  X .2

qu i  mon t re  comment  ca l cu le r  ces  va leu rs  A  rep résen tées  pa r  F9

à  pa r t i r  du  déve loppemen t  en  f rac t i on  de  0 .  {  s  )  .

Les  ca l cu l s  que  I r on  a  f a i t  décou len t  de  1a  seu le  r e l a t i on  :

S *  =  X  =  ( X , t r b r X L )

I l s  on t  é té  fa i t s  i ndépendamment  de  l a  va leu r  b  cho is ie .

La  va leu r  À  es t  quan t  à  e I Ie  dé f i n ie  à  pa r t i r  du  b  cho is i  pa r

Ies  re la t i ons  (  
f ,  )  ou  (  + ,  ) .  R ien  n ' impose  que  ce t te  va leu r

corresponde à Ia  va leur  négat ive maxj .male Ag représentée par  Fg .

Les  ca l cu l s  p récéden ts  son t  donc  en  réa l i t é  va lab les  pou r  d 'au t res

va leu rs  A  que  40 .  I l s  posen t  I e  p rob lème de  dé te rm ine r  l es  va leu rs

b  t e l l es  que  A  =  40 .

On in t rodui t  de façon PIus Préc ise :

=E^82 Qr tgr r r ;  -mr)

=

F0  ( k t  ;

F9 (k r -

rg (*, ,
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D E F I N I T I O N

Dans  les  cond i t i ons  l es  p lus  généra les  p résen tées  c i -dessus  à  pa r t i r

de  l a  su i t e  S * ,  on  d i t  que  l e  nonup le t  (m ,K ,  ,K ,  !  ma  r k l  , \ r i  m t , k r ' k ' )

es t ,  s ' i l  e x i s t e ,  uD  ensemb le  de  MARKOFF oqqgnqé  assoc ié  à  l a

fo rme  de  MARKOFF F0  lo rsque  l ' on  a  F ,  (n r  a ,  )  =  og  =  
* '  

p lus  g rande

va leu r  néga t i ve  non  nu l l . e  rep résen tée  pa r  l a  f o rme  
$  .

E  /  C O N S I D E R À T I O N S  G E O M E T R I Q U E S  E T  À P P L I C A T I O N S  A  L À  C O N S T R U C T T O N

DES ENSEMBLES DE MÀRKOFF ORDONNES

Les  cons idé ra t i ons  géomét r i ques  qu i  on t  condu i t  avan t  à  ta  m ise

au  po in t  du  p rog ramme "EXTREMUM"  son t  enco re  app l i cab les .

E l l es  donnen t  d i rec temen t  à  pa r t i r  du  Théorème I I I . 11  :

Î H E O R E M E  X . 4

F0(x ,y)  =  x r+  ,  
m(a+ l )  -  K" -  t t rxy  

+  t  
I  -  ( " *1)* "  

r " .
mm

les  deux  va leu rs  ex t rêmes  M(FO)  e t  aO son t  ob tenues  su r  un  po in t

en t i e r  ( x , y )  *  ( 0 ,0 )  du  rec tang le  dé te rm iné  pa r  l es  deux  i néga l i t és  :

I  o  < r  < [ (a+t)Kr-  I  ] tm Kr, l  +  K, , [K. , -  1  ]
I
1  0  - .  ) :<  [ (a+ l )m K . ]  [m -  K . ]  +  m[K , r -  I  ]
t -

De plus 3

(1 )  S i  n  pa i r  (È=  - I )

La  va leu r  A0  es t  ob tenue  su r  un  po in t  en t i . e r  ( x ry )  *  (0 ,0 )  du

rectangle :

I  o S * -< L- I
{

[  
0 < y -( rn- KL

Ceci correspond à un des points n , f\, . . . Q, .
Dans  ce  cas ,  i I  ex i s t e  ( x , y )  =  ( k " ,m . r )  vé r i f i an t  l es  cond i t i ons
p récéden tes  te l  que  

!  
( k 'm ,  )  =  A0 .
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De p lus ,  i I  ex i s te  a lo rs  un  ensemb le  de  MARKOFF o rdonné  assoc ié

à  Ia  fo rme  F0  dé f i n ie  à  pa r t i r  de  S .
(2 )  S i  n  impa i r  ( g  =  +  f )

On  a  a lo rs  N0  =  -  M(FE )  e t  Ae  =  - I

La  va leu r  Ae  es t  a lo rs  ob tenue  su r  l ' un  des  po in t s  de  coo rdonnées

en t iè res  :

q,  îa ,  . . .  ,Ot , ,  . . .  t  Otn .z

I l  se  peu t  qu re l l e  ne  so i t  ob tenue  su r  aucun  des  po in t s  q ,q ,  . . .

4r,'
Dans  ce  cas ,  l â  su i te  S  ne  pe rme t  pas  de  dé f i n i r  un  ensemb le  de

MARKOFF assoc ié  à  l a  f o rme  tA

Remargue

On a  donné  c i -dessus  un  exemp le  i l l us t ran t  l a  seconde  pa r t i e  du

résu l ta t  p récéden t .

Dans  l a  ( 2 ,0 ,1 )  Théo r i e ,  avec :
.  26  13  .

F^ ( x ,Y )  =  1 - -  -  xY  -  -  Y6
V12L2

on  t r ouve  A0  =  -1 ,  avec  ( x , y )  =  ( 5 ,L2 )  ou  ( x , y )  =  ( 31 ,74 ) .

Ces  deux  po in t s  son t  dans  l e  p lus  g rand  rec tang le  donné  pa r  l e

résu l ta t  p récéden t ,  ma is  aucun  ne  co r respond  à  1 ,un  des  po in t s

lL,  Sa, . . .  ,8*, .

E. l  -  App l i ca t i on  à  1 ,é tude  des  (a , r , - 1 )  Théo r i es

Pour  une  te l l e  Théor ie ,  don t  l a  Théor ie  de  MARKOFF cons t i t ue  Ie

p ro to type ,  l e  Théorème X .4  (1 )  es t  app l i cab le .

On peut  donc tou jours déf in i r  au moins un ensemble de MARKOFF

ordonné  e t  l e  ca l cu le r  avec  Ie  p rog ramme "EXTREMUM" .
Cec i  p réc i se  l es  dé f i n i t i ons  que  1 'on  donna i t  an té r i eu remen t .

Dans  ce  cas ,  pu i sque  l e  coup le  ( ka ,mn)  t e l  que  l , on  a i t  :

F r ( k . ,m" )  =  A0

est  obtenu sur  un point  Or i  0  (  2 i  . (  n

On a nécessai rement  e4 = t

E t  avec  E^ \ .  =  ( - I )n  =  I  (n  pa i r )
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I I  v i en t  auss i  :  Ë r  =  I

Dans  ce  cas  pa r t i cu l i e r ,  l es  deux  re l a t i ons  (a . )  e t  ( a t )  s ' éc r i ven t :

( . , i  )  :  mz  =  0 . rK , r -  mka

( . i  )  :  k t  =  m . . l  K r k r

on  re t rouve  l es  re la t i ons  données  dans  l a  p rop r ié té  x .5 .

Avec  1a  mé thode  déve loppée  dans  Ie  p résen t  chap î t re  :

T H E O R E M E  X . 5  ( E n s e m b l e s  d e  M À R K O F F  o r d o n n é s  d r u n e  ( a , r , - I )  T h é o r i e )

Dans  t ou te  (a , r , - l )  Théo r i e  de  MARKOFF,  t ou te  f o rme  de  MARKOFF FO

admet  un  ensemb le  de  MARKOFF o rdonné  dé f i n i  à  pa r t i r  de  l a  su i te

assoc iée  S .

Ona

Et  l es

( . j  )  :

(" i .  )  :
( M l  )  :

ou

r e

m

k

( -

{
rt

t1

,'â

m.

r X

l ,

L
' t

I +

t
(

Er=
i.or

, il.|

' f f i a

r t {

>(
= l r

r cd  (

t
\ -

= l

a t

=

g )

m

m

pg

n!

ù

re la

m t

kt

(  -Ag

fn

fn

Ir
r t -

-ND

I

e n  d é d u i s a n t  :

m k r  ( a j )  !  m , f  =  * k t -

Krk ,  (a i )  :  k r  =  K , rks

* l  =  (a+r+ l )mm.m,

m. t>0  mr )0

, i l . '  , i l t )  >  t ' t ax  (ma  rmr )

)  =  pgcd (mr ,mr )  =  pgcd (m 'm)

(  o+1+1 *  r t  -  r  )mm" ma

g  mr -  k tmr+  Ramt
k4  k r \

+1+ - - - l
m ,  mr /

- ! 1

ns  s '

,K , r -

. l
+ rj+
0

Max (m

(m,  m. ,

trt =

(a+1 )

I
la
t

/ ;

mrKr

m r ' l

(u.  )  :

ta i )  :

( À ) tÀo
krr k,t \

+t+- - -  |
m t  m t l

Ce nombre  es t  d 'au tan t  p lus  pe t i t  que  a  es t  g rand  devan t  b .  I 1  peu t

vé r i f i e r  À j  <  - 1 .

( c r )  :  m  =  (b+ I )q rmr+  hq -  k r rmz

8 .2  -  Àpp l i ca t i on  à  l ' é t ude  des  (a , r , 1 )  Théo r i es

On  a  vu  au  Théorème X .4  que  pou r  une  te l l e  t héo r ie ,  i l  peu t  y

avo i r  des  d i f f i cu l t és  pou r  dé f i n i r  un  ensemb le  de  MARKOFF o rdonné .

Au  l i eu  de  cons idé re r  s  =  ( ae ,  à1 r . . .  ,  ân ) ,  on  cons idè re  d ' abo rd  l a

su i te  :

S a S  =  ( a o ,  à 4 ,  . . .  ,  â " ,  a  r  â c r  . . .  ,  a r , )
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=  ( b o  ,  b ,  ,  . . .  b l n . ,

Par  cons t ruc t i on ,  oo  a  :

0o.  (sas)  = [0 , . s * ,a rs* ,a . ]

[0 , .s* ,a. ]  = 0. ts)

[ . a r S r a r S . 10.(sas)

I I  en  résu l t e  :

fg-Al = D.ts)

P R O P R I E T E  X . 9

Pour  a  g  JN  *  e t  s  :  ( a6 ,  à4 ,  . . .  ,  â . )  donnés ,  1â  f o rme  de  MARKOFF

dé f i n i e  pa r  (S ,a )  co Ïnc ide  avec  l a  f o rme  de  MARKOFF dé f i n i e  pa r

( s r a r S r a ) .

La  d i f f é rence  es t  que  l a  su i t e  (S ,a ,S )  con t i en t  t ou jou rs  un  nombre

impa i r  de  te rmes ,  ê t  co r respond  donc  à  une  va leu r  n  pa i re .

Ce t te  nouve l l e  su i te  co r respond  aux  va leu rs  :

JTù= m[  (a+ l )m +  K i -  K r  ]

Xr  =  K , r [ ( a+ l )m  +  K , r -  K r ]  +  ( - I ) n ' '

Cec i  pe rme t  de  vé r i f i e r  I a  p rop r i é té  X .9  pa r  un  ca l cu l  d i r ec t .

On  vé r i f i e  auss i  sans  d i f f i cu l t é  que  I ' on  a  :

S i o n a i à ) -

P a r  a i l l e u r s ,

c(  0r  (s)  )

On obt ient

Ceci  permet

'  a.ts)
[ ( a+ l )m  +  K " -

K 4 - Kt l

m . (S ) K.  l

In{ ,  = X.X, + (- l ) t "

t (S ) ,  i l  e s t  c l a i r  que  I ' on  a  auss i  a  )  t (SaS) .

l e  ca l cu l  de  m . (SaS)  peu t  ê t r e  f a i t  avec  :

m1 (s )  me (sas )

e t A. (sas)  =  [ (a+ l )  ]Tù+X,  -X1  J t+  4 ( -1 ) ln ' l

=  [ ( a + l ) m  +

a i n s i  !  F l ( S a S )

d ' é n o n c e r  :

A.(st Â.(sas)
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Pour  tou t  mo t  de  MARKOFF S  €  Lè  ,  oo  a  auss i  SaS Ê  L r .

Dans  ce  cas ,  1ê  nombre  de  MARKOFF super  rédu i t  dé f i n i  pa r  (S ,a )

es t  auss i  I e  nombre  de  MARKoFF  supe r  r édu i t  dé f i n i  pa r  (S ,a ,S ,a )

01ts l  = 0n(s.s)

I l  vér i f ie  les  cond i t ions  su ivantes  :

m(sas)  =  [ (a+ l )m +  K" -  t< rJm(S)

mn(sas)  =  [ (a+ l )m +  Kr -  r r Jm. (s )

À . tsas )  =  [ (a+ l )m +  K . -  K . ] t  Aè(s )

K^(saS)  =  [ (a+ l )m +  K . -  K rJxn+  ( - l f ' '

K1 (sas)  =  [ (a+r )m +  Kr -  K r ]Kù-  ( - r )n ' '

En pa peu t  ca l cu le r  a ins i  :

= - I
4+ l

2(-r )
=  r (S )  +

PROPRIETE X .1O

C e c i

r t i cu l i

I
{

t
permet

€ f ,  o n

E (saS)

r (sas)
m[  (a+ l )m  +  KA  -

d ' énonce r  d i f f é ren t s  r ésu l t a t s

K t l

M A R K O F F  )

(  - l  ) n "  )  t h é o r i e  d e

THEOREME x .6  (Co Ïnc idence  en t re  Théor ies  de

Tou t  nombre  supe r  r édu i t  0 t  ( s )  d ' une  (a , r ,

MARKOFF fa i t  auss i  pa r t i e  de  l a  (  a  ;  r  +

Théor ie  de  MARKOFF.

2  (  - 1  ) n ' t
' ,  ' f  )

m[  (a+ l )m  +  K , { -  K r ]

E t  auss i  :

THEOREME X .7  (Ensemb les  de  MÀRKOFF o rdonnés  d ' une  (a , r , l )  Théo r i e )

En  remp laçan t  éven tue l l emen t  I a  su i te  S  pa r  l a  su i te  SaS,  tou te

fo rme  de  MARKOFF F0  d 'une  (a , r , l )  Théor ie  admet  un  ensemb le  de

MARKOFF o rdonné  co r respondan t  à  ag  =  -1 .

.Pour  S  e l l e -même,  on  a  La  =  ,  E=  
- ,

Pour  SaS s i  nécessai re,  on a q = I  €z= I

E t  l ' on  d i spose  des  re l a t i ons  données  pa r  I e  Théo rème  X .5 :

( " i  ) ( a ' ,  ) ( a i  ) ( a |  ) ( a ;  ) (M4 ) (Mr ) (À ) ( c . , ) .
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8 .3  -  Remarque  généra le  pou r  l e  cas  où  Ae  =  -  I

Avec A^ = - l  ,  on t rouve :o 
.-b * !* 5.= 5* 5o

m, m.t Fa mù

so i t  :  a -b  =  P(x ,  )  P (xs  )

Les  seu ls  cas  poss ib les ,  compte  tenu des  d iverses  cont ra in tes  sont  :

P (x . t  )  = 'P (x r )

P(X . )  =  e (Xr )  +  I

x4  =  ( r , l )  e t XÀ =  (1 ,2 ,1 )

, 564L .
=X-+ -XY- - yc

26  26

T (r,2) = -r

assoc iée  es t  :  S  =  (1 ,1 ,2 ,L ,2 ,L ' )

e t

La su i . te  S

Remarguons que pour

ensemble de MARKOFF

Avec :

On  ob t i en t  :

( a = b )

( a=b+l )

La réc iproque étant  év idente,  on peut  énoncer  :

THEOREME X .8  (nep résen ta t i on  de  -1  pa r  une  fo rme  de  MARKOEF)

Pour  tou te  fo rme  F ,  d 'une  (a , r ,  Ê  )  Théor ie  assoc iée  à  une  su i te  S ,

on a équiva lence des propr ié tés su ivantes :

(1 )  l e  nombre  néga t i f  - I  es t  rep résen té  pa r  F ,

(2 )  on  peu t  éc r i r e  S *  =  (L ,b ,X r )  avec  de t  M \=  I

[  " "  
b i en  a  =  b  e t  P (x r )  =  P (x r )

t  ou  b i en  a  =  b+ l  e t  P (x , . )  =  e ( x . )  +  1

e t

Exemp le  :

Avec  a  =  2 ,

on  t rouve

% 
(x,Y)

4
( r  =  -  )

I3

Ce résu l ta t  mon t re  1a  g rande  pa r t i cu la r i t é  du  Théorème d ' i so la t i on

de  REMAK e t  ROGERS ( t s l - p  25 )  que  I ' on  che rche  dans  I a  su i t e  à  ne

pas  u t i l i se r .

i t e  SaS,  i l  es t  f ac i l e  de  t rouve r  un

né :

= $ * g $ * X 4 = X t = S * b = a

= F g = m

= k t r = K a

= k a t = K t

l a  r e l a t i on  (A )  :

l a  su

ordon

x

l"
{ * '
tk

dansSo i t  en  remp laçan t
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a+1+ -

= I
K,r _ Kr

a+ I+ -
m

L 'ensemble  de  MÀRKOFF ordonné assoc ié  es t  :

(m(sas) ,K , t  ( sas ) ,K1  (sas ) ,m,K |K l  'm 'K4  'K t  )

La  re la t ion  de  MÀRKOFF (Mâ )  se  rédu i t  après  s imp l i f i ca t ion  à  :

m(sas)  =  [ (a+ l )m +  K . -  K - ]m
1 Z

F  /  C O N S T R U C T T O N  D E  ( a , T ,  É  )  T H E O R I E S  C O N T E N A N T  U N E  I N F I N I T E  D E

S U T T E S  S

F . l  -  Les  résu l t a t s  géné raux

A  pa r t i r  de  l a  p rop r i é té  X .10 ,  oD  a  pou r  t ou te  su i t e  S  e t  t ou t

nombrebÊ l t f  * :

|  (sus)  =  m(sbs)  -  K4 (sbs)  -  Kr  (sbs)

=[ (b+ I )m +  K4-  x rJ (m -  K4-  Kr )

= [ (b+1)m +  K . r -  K . ]  ô  (s )

D 'où  avec  Ia  même propr ié té  :

PROPRIETE X .  I I

Pou r  t ou t  b  €  - ù f  *  e t  t ou te  su i t e  S  =  (ao ,  à ,1 ,  . . .  an )  on  a  pou r

les  éca r t s  de  pa l i nd romie  :

P ( S b S )  =  P ( S )

En comparan t  a lo rs  avec  Ia  p rop r ié té  IV  .3  :

P(s)  ô(3)  ,v  (v  ̂ ,
r (s)  = - ; ;  =  p(s)  = pt5u3l  = r (s f  )

m(s )  m(S )

oï  par  construct ion t  gg = 3u3

La  su i te  S l  peu t  ê t re  exp l i c i t ée  :

S  =  ( a r ,  â . 1  ,  o . .  ,  â " )

g =  (1  ,  â r - r  ,  . . .  ,  à , r ,  ao -  l r l )

3g  =  ËuS =  (a . ,  . . .  ,  âc -  l r r rb rah ,  . . .  ,  â . -  I r r )

sl  

= l " ; ,  

à^,  . . .  ,  an,  b ,  I  ,  âo-  I  '  - - .  ,  ân)

El le  pe rme t  d ,énonce r  :

oo=-
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PROPRIETE X .  I 2

Pou r  t ou t  bÊ  n f  *  e t  t ou te  su i t e  $  =  (ao ,  à^ ,  an )  on  a  pou r

Ies  éca r t s  d ' an t i d rom ie  :

r (s)  = r (suâ)

( I )  on  a  pou r  l a  su i t e  s { , l e s  e x p r e s s i o n s  :

(  - 1 ) n

(-r f
-  n f l( - r )  b

r (s . {nSl ,  )  =

E,  ( s . ( bê )b  )  =

É (s.tu3).  )  =

m(sl ,  )  =

K, (sl )

KL(S l , )

1 ts i  I

€ (s l  )

mlbm +  K r+  K r

= K" [bm + K, +

=  K r [bm +  K ,+

= I  tu*  +  Kr+

=  ( - I ) h  =  I

(2 )  r l

Et  de

a v e c

e n  d é c o u l e  t ' é g a l i t é  :

r tsuêuô1 = r (s)

f açon  p l us  géné ra le ,  V  t ed

.  s i  t  impa i r

.  s i  t  pa i r

r (S )

l=  e

t  (s)

(  s  )b 'n
b + 1

= t  (S )

( 3 )

e tb

Ona

So i t  S  une  su i te  vé r i f i an t  I a  cond i t i on  (  S , t  )

g  lN *  un nombre vér i f  iant  :  b  - (  a

équ iva lence  des  p rop r ié tés  su i van tes  :

(  o (  )  :  t ( sbâ )  - (  a

(  F  )  !  âo  *  I  ou  ( "o  =  I  e t  a .  \<  a  -  1 )

t ( s )  \<  a

où Ia  su i te  s t  =  Sb3 es t  s t r i c tement  p lus  longue que s -

En  e f f e t ,  en  éc r i van t  :  soê  =  (bo ,  b^ ,  b . )

On  vo i t  que  m

Dans  ce  cas  :
^

La  su i te  SbS

d i f f é ren te  de

E I l e  vé r i f i e

év iden tes  :

P R O P R T E T E  X .  I 3

= sbô

l

Kr l  +

Kr l  +

K.  l  +

es t  m in ima l  l o r sque  I ' on  â  âo  =  I

m=n i l i n=2n+ I )n

es t  donc  s t r i c temen t  p lus  l ongue  gue  S ,  e l l e  es t

S .

par  cons t ruc t i on  un  ce r ta in  nombre  de  p rop r ié tés
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En  pa r t i cu l i e r ,

a o =

â,r =

t (s )

s i  ces  p ropr ié tés  n 'on t

t

a

= a

p a s  l i e u ,  o n  a  :

( T + K . )

( T  +  K r  )

L e  p o i n t

l a  s u i t e

On t rouve

(

I
{

I
t

En cons idé ran t  l a  base  o i r  d iagona l i se  Ia  ma t r i ce  l l rS  e t  donc  l es

mat r i ces  M ( r3 )e  ,  oh  t rouve  p lus  généra lemen t  :

VteN r(s(u3),  ;  = r(s)

L 'exp ress j - on  de  e  ( s (nâ1 ,  I  es t  guan t  à  e t l e  év i den te .

Un  cas  ex t rême ,  i n t é ressan t  pou r  I a  su i t e ,  es t  ce lu i  o r i  l ' on

conv ien t  de  p rend re  b  =  0 .

D E F I N I T I O N

( ao ,  à^ ,  . o .  an )  on  no te  sâ  =  soâ  ra  su i t e

I t  en  résu l t e  de  f açon  d i r ec te  l ' éga l i t é  r ( suâuê ;  =  r ( s ) .

Pour  tou te  su i te  S

dée in ie  comme su i t

S l  =  ( ao ,  à^ ,  . . .  ,  â . f  I  ,  ao -  I  ,  ,  t n )  s i  ao

S l  =  ( ao ,  à ,1  ,  ,  ân - r  ,  a ^+  a {+  I  ,  à / ,  . . .  ,  ê r )

P Ius  généra lemen t ,  so i tS l ,  =  s  (bê )E  l a  su i te  dé f i n ie  comme

S i  =  ( a o ,  à r l  ,  o o o  a 1 - 1  r a n r ( b r l ,  a o -  I  ,  à t ,  j . .  â 6 - ,  ,  a n U

Moyennan t  1 ' app l i ca t i on  de  I a  r èg le  ( 8 .2 )  pou r  b  =  0  ou

No tons  en f i n  S !  =  S .

I

b él}{

On reconna î t  a lo rs  dans  ces  cons t ruc t i ons  l a  su i te  qu i  appara Î t

dans  l es  p rop r i é tés  V .2 ,  V .3  e t  I e  Théo rème  V .2  pou r  b  =  0 .

t (suê)=a+l

( 2 )  s ' é tab l i t  en  ca l cu lan t  l es  pa ramè t res  co r respondan t

sU6Uê  à  pa r t i r  de  m(S )  =  m  ,  K r ( s )  =  KÂ  ,  Kz (S )  =  KL .

f ac i l emen t  :

m ( su3u3; = m[ r r+ (  - t  )n ]

rn ( su3o3) - K. Tr + ( -r )n

x ,  tso3n3)  =  Kr r t+  ( -1)n

où t  =  bm + K, ,+ Kz

* I

s i a o =

suit  avec

ê o  =  l '
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vé r i f i e  f ac i l emen t  1 ' éga l i t é  :  r ( s j 1  =  r ( s !  )  -  r ( s ) .

n  >  I ,  l es  su i tes  S l  e t  S !  son t  s t r i c temen t  p lus  l ongues  que  S .

F .2  U

Supposons donné a g J i l  .  -  
l  t Ï  ,  e t  considérons les deux nombres

de  MARKOFF 0 . tS )  . t  01  ( so  )  :

Orts)  =  to , j_ l ,  . o , .  ,  à r ,  a .  ]

0. ts j )  = [0, . â - ,  . . .  ,  à t ,  a ô -  I  ,  a " +  I  ,  â n - t  t  . . .  à o ,  a . ]

s i
I e s

t e I

:a>a- I> t (S)

:  m 1 ( S )  -  m ( S )

c a s  s o n t  e n v i s a g e a b l e s  :

l ' on  s

Théor

que :

[  (s,r  )
I

\  ts,  r

s ieursPlu

u p p o s e  q u e  l ' o n  a  n  )  I  e t  S  €  ( a - I ) ,  o o  t r o u v e ,  d ' a p r è s

è m e s  I . 4  e t  I . 5  q u e  0 .  ( s )  e s t  u n  n o m b r e  s u p e r  r é d u i t ,

Cas l :S iS

On ob t i en t  S ,

P lus ieu rs  cas

Cas  t .  I

9eg-I:3

= (  a - l  )n , ,  e  <a- I>

=  ( ( a - l ) " ,  a - 2  ,  a  ,  ( a - l ) n

d o i v e n t  ê t r e  e n v i s a g é s  :

: S i a = 2 , i I r e s t e t ( S o )

so i t  S i  I  < I>  =  (a - l )

:S ia#2 , i l res te t (S" )

so i t  encore  s i  f  <a- I>

La  su

Et  pu

avec

La  su

e t  a i

)

?

= a

sj e (a-1)

b r )

C a s  2 :  S i  s  *  ( a - I ) n . .

A  une  pe rmu ta t i on  c i r cu la i re  p rès  su r  S ,  oR  Peu t  supposer  que

l ' ona3ân (a - I

Cas2 .L :S iac#1

i t e  S !  vé r i f i e  a lo rs

isque  I ' on  suppose  n

s3  =  (bc ,  b " ,

fU . -ao* t
I
l b r - a n ( a - l
I
l v=2n+1>1
t

i t e  S i  pe rme t  à  son

ns i  de  su i t e .

tour  de  cons t ru i re  s :  ,  s t
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On t rouve  a i ns i  une  (a , r , 1 )  Théo r i e  con tenan t  l es

nombres  0 . ( s j  )  ,  0a (s . l  )  ,  . . .  don t  r es  cons tan tes

I
de MARKOFF tendent  vers par  va leurs

a+ r+ l

i n f é r i eu res .  Cec i  r ésu l t e  du  Théo rème  V I I f . 4 .

9?2-?:? :  s i  ao = I
La  su i t e  s i  vé r i f i e  s i  g  ( a -1 )  pouvu  gue  l ' on

a i t  :  ad+  an  - (  â  -  2 .

On  a  a l o r s  :  S i  =  ( bo ,  b^ ,  . . .  b r )

avec2 l )=2n -1>1

b O  =  a o  =  I

b1 = â.1

b 9 = a n ( a - I

b , t *  b t  =  â l *  ê r  - (  a  -  2

La  su i te  S l  pe rme t  à  son  tou r  de  cons t ru i re  sJ  ,  s :

e t  a ins i  de  su i te  pou r  l esque l l es  on  conc lu t  comme

c i -dessus .

Cec i  pe rme t  d ' énonce r  :

THEOREME X.9 (Constnrction de (a,r,t) Ttréories contenant une infinité de suites)

So i t  S  =  ( "o ,  ,  ân )  une  su i t e  vé r i f i an t  l es  cond i t i ons  su i van tes ,

pour  a  e  _ l f  .  -  { r lt ,

n>1

S (  <a-1 )

a h  (  a - l

ac  *  I  ou  a4  =  I  e t  a . r+  an  - (  â  -  2

S permet  de constru i re  une su i te  de su i tes SJ ,  S i  ,  .  . .Sot : ' ] .s t r ic tement

de  p lus  en  p lus  l ongues ,  € t  vé r i f i an t  l es  mêmes  cond i t i ons  gue  S .

Les  nombres  de  MARKoFF  0 .  t s l ) ,  t . t s ;  ) ,  . . .  son t  t ous  dans  l a

(a , r (S ) , 1 )  t héo r i e  de  MARKOFF qu i  con t i en t  a i ns i  une  i n f i n i t é  de

nombres  d i s t i nc t s  non  deux  à  deux  équ iva len ts  pou r  I ' ac t i on  du

groupe f i l r tV- l* .
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par
a  +  r (S )  +  I

ce  résu l ta t  comptè te ,  dans  Ie  cas  où  f ,  =  I  ,  l e  ma i r l on  manquan t

en t re  I e  Théo rème  V I I I .   e t  I e  Théo rème  V .2 ,  e t  qu i  cons i s te  à

cons t ru i re  exp l i c i t emen t  une  i n f i n i t é  de  fo rmes  F0  tendan t  ve rs

une  fo rme  l im i te  f  t e l l e  que  :

C ( f )  =
a+ r+1

En  1 ' occu r rence ,  i l  su f f i t  de  cons idé re r  l es  f o rmes  F i ,  Fo l  ,  . . .

consr ru i tes  avec 0" (s1 ) ,  0 r  (s?  )  . . .

F .3  -  D 'au t res  exemp les  :

Pa r  I e  même  ra i sonnemen t  que  c i - dessus ,  ma i s  en  u t i l i san t  ce t t e

fo i s  So t  au  l i eu  de  S i ,  on  a  :

THEOREME X . IO (  ( a , r ,  g  )  t héo r i es  con tenan t  une  i n f i n i t é  de  su i t es )

En  app t i quan t  I a  p rop r i é té  x . I 3  ( 3 ) ,  on  a  a l o r s  de  f açon

év iden te  :

I
I  f , e u r s  c o n s t a n t e s  d e  M A R K O F F  t e n d e n t  v e r s

I
I  va leurs  in fé r ieures .
L

So i t  une  (a , r , 8 ,  )  Théo r i e  con tenan t  une  su i t e  S  =  ( "o ,  ,  ân )

vé r i f i an t  l es  cond i t i ons  su i van tes  pou r  a  e  . ' 1 } l t  { t }  :

[ " t l
I
I  S  é  (a -1 )
I
{
I  " n (a - lI
| . . o  * t  ouao= Ie ta . ,+an - (a  2

Ce t t e  ( a , r ,  ê  )  Théo r i e  de  MARKOFF con t i en t  l ' i n f i n i t é  des  nombres

de  MARKoFF  pa tS !1 ,  $n (Sn r  ) ,  pa (S l  )  e t c  . . .  deux  à  deux  non

équ iva len ts  pou r  I  '  ac t i on  du  g roupe  Qr (  Z - l  *  .

Ma in tenan t ,  au  l i eu  de  l im i te r  à  b  =  0  ,  on  peu t  envJ -sager

d ' u t i l i se r  I a  t r ans fo rma t i on  S



THEOREME x .11  (  ( a , r , - 1  )  Théo r i es  con tenan t  une in f i n i t é

s  =  (ao ,
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de  su i tes  )
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De même

T H E O R E M E

on peut  énoncer  :

X .L f  ( ( a , r , l )  t héo r i es  con tenan t  une  i n f i n i t é  de  su i t es )

S o i t  u n e  ( a , r , I )  T h é o r i e  c o n t e n a n t  u n e  s u i t e  S  =  ( a o ,  à ^ r . o .  ,  â . )

S  =  ( a o ,  à A ,  . . .  ,  â n )  é .  ( a - I )

t e l l e  que  l ' on  a i t  :

ao  t  I

oU  ao  =  I  e t  a t (  a  I

A lors  pour  tout  nombre b € 1r f  *  vér i f  iant  b  - (  a  1 et  tout  nombre

t  e  i f  ,  I â  su i te  S i  vé r i f i e  :

r (s i )  = r(s)
E(s!)  = I
t (s ! )  < a

i  *ù(s! )  = m(s[ , )

I  t "  (a , r , l )  Théor ie  cons idérée  con t ien t  l ' i n f in i té  des  nombres  de

I  tonrcor t  0 . tS !  )  ( t  € .0 f  ) .  I I s  son t  super  rédu i ts  e t  non deux  à

I  a " , r *  équ iva len ts  pour  1 'ac t ion  du  group"  /Wt lZ- ) * .
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x I .  D E S  E X E M P L E S  D E  ( a , r ,  g  )  T H E O R T E S
=================================

Q U E L Q U E S  A P P L I C A T I O N S  S ' E N  D E D U I S A N T  P O U R  L A  T H E O R I E  D E  M A R K O F F
===============================================================

C L A S S I Q U E  E T  L A  (  2 , 0 ,  I  )  T H E O R I E

A /  RAPPELS PREALABLES

Une  (a , r ,  g  )  Théo r i e  es t  dé te rm inée  pa r  l es  cond i t i ons  su i van tes  :

R,I
(R )  :  r  =  j  (R r  >  o  ;  -  R r  (  R ,  - (  R r  ;  pgcd (R . ,R r )  =  1 )

Rt

(Ro )  :  n  nombre  de  pa r i t é  donné  !  t  =  ( - l ) ^ "

(R r )  :  P i . r  =  m  =  R rm1 . ,  €  R rZ

(R r )  :  0  (  9 i _ r  <  P i - r

(R ; )  :  m i . r  I  qT . ,  +  ( - 1 )n

q l . .  +  ( -1 )n
-  R  q .

. r  ' 1 - t
m i-r

o .,  ' r - L
(RÊ)  .  ë=  [S * ]

9 i - r

Pi-r Pi-r R. + R,
(Rq )  :  Sup (0  ;  -  R "  )  (  9 i . r  - <  1 -

R rR12

(s4 )  i  a ) z  t ( s ) - 1

(S1  )  :  m . (S )  =  m  (avec  (S ! )  - )  (S { ) )

La  cond i t i on  (R . )  pe rme t  de  l im i t e r  I ' énuméra t i on  à  une  seu le  des

deux  su i tes  S  ou  S*  convenan t .

B  /  D E S  E X E M P L E S  D E  ( a , r ,  g  )  T H E O R T E S  A V E C  r  =  
|  e t  L =  - 1

B. l  -  Cons t ruc t i on  d ' exemp les

(R i )  :  Rr  I

on  cons idè re  i c i  l es  va leu rs  pa r t i cu l i è res  su i van tes  :

I  t - r t "  = + I
I
1*. =1
I
IR r=7



r r r .  I8  7

on  t r ava i l l e  donc  su r  l es  ( a ,  
+  ,  - I )  Théo r i es ,  avec  a  €  - 0 f  * .

On  déc r i t  l es  va leu rs  success i ves  m; - r  €  f f  * .

Pou r  chacune 'd ' e l l es ,  o [  ca l cu le  avec  (R j )  l a  va leu r  :

P i - r  =Rrm i - t=m

Avec  ce l l e - c i  e t  l a  cond i t i on  (R r  ) ,  on  déc r i t  t ou tes  l es  va leu rs

possib les 9 i - r  €  f i  *  te l les gue g i - r  - (  p i - r

Pou r  chacune  d ' e l l es ,  oD  tes te  l es  deux  cond i t i ons  (R ; )  e t  (R ; ) .

E t  s i  e l l es  son t  vé r i f i ées ,  on  re t i en t  l e  t r i p l e t  ( q ; - r  ,  f r i - r  ,  p i - r  ) .

Ce  de rn ie r  pe rme t ,  avec  l a  r e l a t i on  (R t )  e t  l a  pa r i t é  f i xée  de  n

de  dé te rm ine r  S*  de  façon  un igue  e t  donc  de  dé te rm ine r  l a  va leu r

r (s) .

Dans  un  p remie r  t emps ,  oD  n 'u t i l i - se  pas  Ia  cond i t i on  (S r )  de  man iè re

à  exam ine r  ce  que  son t  l es  va leu rs  poss ib l es  de  t (S ) .  Dans  un  second

temps ,  pou r  t ou te  va leu r  adéqua te  a ,  on  peu t  ne  re ten i r  que  l es

t r i p le t s  co r respondan t  au  cas  où  Ia  cond i t i on  (Sn )  a  l i eu .

Ce t t e  mé thode  dé f i n i t  I e  p rog ramme , ,GENERAL , ' .  S i  I ' on  se  l im i t e

à  I ' é t ude  des  cas  f r on t i è res ,  on  adap te  "GENERAL"  comme i nd iqué

dans la suite.Si l'on veut assurer (Sr), on complète par le programme "EXIREMUM,,.

pou r  d i v i se r  pa r

donné .

i on  (R ' )  es t  u t i l i sée  l im i t a t i vemen t

poss ib i l i t és  de  va leu rs  de  g t . r  pou r  m

on  p lus  p réc i se ,  oD  no te  gu ' en  posan t

La  cond i t

deux les

E t  de  faç

I
I
1
t

*T.r

qlr

P;Ir

m i-r

( n, + R, ) m;-, - 9i-r

Pi-r

(mod  m; . ,  )

O n a :

( R ; ) :

(Ri) :

+  ( - 1 ) n  =

R. 9T.r

2(Rr+  R. )9 i . r

+  ( - l ) n

qi-.  + ( -1) l

t î . r=rr i - r lo i . l

q; : i  + ( - r ) ' l

(mod  m ; - r  )

R
/l

t
9i. r

mi-r
9;.r
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=  R r  [  (R ,  +  R .  )m i . r -  2g ; t  ]  +  t R .9 i , r  l
m  i . r

Avec :

:  Q  ( m o d  R . )

p l
3 -  =  [ S ' * ]  e t
qï,

ot ' t  
=  [ s * ]

9t- t ,

I  I  R , r+  Rs
On t rogve : -+ -= -= l+ r

[s* ]  [s ' * ]  Rz

p t
Soi t  ,3= ts l

qI.,

Et  du  f a i t  de  l a  pa r i t é  de  n ,  i l  appa ra î t  que  S  es t  l a  su i t e

dé f i n ie  pa r  p I . ,  e t  qT . t

Cec i  ga ran t i t  que  I ' on  t r ouve  l a  même  va leu r  a  =  t (S )  =  t (S * )

L 'annexe  I  f ou rn i t  l es  d i ve rses  poss ib i l i t és  ob tenues  avec

"GENERAL"  pou r  m  i . t ,  - (  I 70 .

8 . 2  -  D i v e r s e s  r e m a r q u e s

O n  p e u t  f a i r e  l e  l i e n  a v e c

i n t r o d u i t e s  a n t é r i e u r e m e n t

( 0 )  '  *  =  p i . t  =  R r i l i - r

( f )  :  K ,  = 9 i - r

K^ - Kr R,f
( 2 ) i F =

m R t

On en dédui t

( 2 . f )  :  m i - r

( 2 .21  .  K , t -

E t  enco re  :

( 2 .3 )  :  K t  =

(2 .41  t  I  =

:

=  p g c d ( m ,  K 1  -  K r . )

K L  =  R e m i _ t

I i-r - R" \'-r

I  .  
q i ,  +  ( -1)n

- s

I I
= -+ -

[s*]  ts l

l e s  n o t a t i o n s  d e  b a s e  g u e  I ' o n  a

-  R "g i - r  l
Rr m i-t

(3 )  r  0 . (s )  =  [0 , . s * ,qJ  rac ine  pos i t i ve  du  po lynôme

fg  (x ,1 )  =  mx t+  [m(a+ l )  -  K , ,  -  r ,  Jx  +  t  I  (a+ l )K ,

a v g c  S *  =  ( a n  ,  â n . ,  ,  . . .  ,  à . 1  ,  a o )  .

q ,? . ,  +  (  -1 ) "



Dans  Ie

su i te  de

(4 )  Pou r

cas  gue  l ' on  é tud ie ,  n  es t  pa i r ,  de  so r t e

longueur  impa i re .

l es  cons tan tes  de  MARKOFF,on

mr (

I I I .  I 89

que S*  es t  une

l r l

4(-r )

On a donc au

de  I ' exp ress ion  de  f ,  :

a :

S )
c(  0" ts l t  = c( re)  =

( a  +

Dans  l e  cas  p résen t ,  n  es t  pa i r  e t  r  vau t

dénomina teu r  de  ce t te  exPress ion  :

À.{s)=ta+$f* t -4

Au numéra teu r ,  oD  a  seu lemen t ,  compte - tenu

0  <  ma(s )  - (  f t

11  es t  poss ib le  de  t rouve r  Pa rm i

g ramme "GENERAL"  des  cas  où  l ' on

mn(S )  (  m

En  e f fe t ,  I ê  p rog ramme "GENERAL"

* '  
*  r ) r  m!+

Rr
I
7'

l e s  r ésu l t a t s

a  t ' i néga t i t é

n ' u t i l i se  pas

donnés  pa r  l e  p ro -

s t r i c t e  :

I a  cond i t i on  (S t  ) .

Exemp le

Pour  m = 203

e tR l=7

on  t rouve

avec

K , r=75K t=46
1
l = L 7 R , l = l

f g ( x ,1 )  =  2O3X t+  69 lX  283

fg ( f 7 ,46 )  =  m1(S )  =  201  (  m  =  203

I I  es t  donc  i nd i spensab le  de  ca l cu le r  exp l i c i t emen t  ma (S )  ( pa r

exemp le  pa r  l e  p rog ramme "EXTREMUM" )  s i  I ' on  souha i t e  à  pa r t i r

des  poss ib i l i t és  données  pa r  "GENERÀL"  é tud ie r  p lus  spéc i f i quemen t

l e  cas  de  l a  t " , | , - f )  Théo r i e  de  MARKOFF.

(5 )  Le  p rog ramme "GENERAL"  dé te rm ine  auss i  d i ve rses  va leu rs  poss i -

b les  pou r  a .  I l  f ou rn i t  des  résu l ta t s  où  ces  va leu rs  a  ê  $ *  se

superposen t .  On  se  repo r te  à  I ' annexe  I  pou r  cons ta te r  ce  phénomène .

Cec i  condu i t  à  t a  m ise  au  po in t  d ' un  p rog ramme p lus  spéc i f i que

(p rog ramme "GENTRI " )  ex t rayan t  de  ce  que  fou rn i t  "GENERAL"  l es

cas f ront ières correspondant  à une ve leur  donnée au dépar t  a  € J t {  * .

Ce  nouveau  p rog ranme pe rme t  de  t r i e r  l es  d i ve rses  {a , t , - r )  Théor ies

se  superposan t  dans  1 'annexe  I  en  fonc t i on  des  va leu rs  de  a .



Exemp le

La  va leu r  a  =  2  se  rencon t re  pou r  l e  cas  su i van t  :

m = 7 K,t = 3 K, = 2 1 = I t, = t k, = 0

so i t  [ s * ]  =  E2 ,2 ,L f  t ( s )  =  2  e t  mr (S )  =  m  =  7

on a  a lors  pour  (M. )  r  9  ^ t+  r l+  r !  =+ mm4ml

avec m. l  -  I  ,  k {  = Q ,  m. . ,  =  3 ,  k !  -  k t r  =  kru = I  e t  rn^fZ ,  tmr(Z

Cec i  ga ran t i t  que  Ia  (2 ,+ , -L )  Théor ie  de  MARKOFF recouv re  au  mo ins

un  cas  gu i  ex i s t e .

Ce  cas ,  gu€  I ' on  v i en t  d ' exp l i c i t e r ,  f ou rn i t  l e s  i den t i t és  :

I I I .  I 9O

I

I
2+-

I
2+-  3+-

1x
2+-

I
x

7

8 r135 ,
(E l l ees tassoc iéeà : r+ l= -=  = - * -  I

7  t 2 ,2 ,L l  t  L , 2 ,2J  I  7

Y x ÉR I  =

I
!  xeJR -=

7
1+

12,2 ,1 ,xJ  I r ,1 ,2 ,L ,x )

On t rouve  g râce  à  "GENTRI "  d rau t res  cas  où  a  =  2 .  Les  p rem ie rs  son t  :

m  =  574  K r  =  237  KL  =  155  I  =  64  [S * ]  =  12 ,2 ,2 ,L ,2 ,2 ,L ,2 ,LJ

=  l z  12  rL ,o r l r r ,  2 , L  r o  r L ,L ,2 ,L f

m  =  I ?99  K {  =  755  K r  =  498  I  =  209  [S * ]  =  12 ,2 ,1 ,1 , I , L ,2 ,1 ,1 ,1  , L , z ,L f

m  =  3710  K , r  =  1567  K r  =  1037  I  =  438  [ s * ]  =  12 ,2 ,L ,2 ,L ,L ,2 ,L ,2 ,L ,L ,2 ,L1

I t  es t  f ac i l e  de  vé r i f i e r  que  ces  cas  son t  en  nombre  i n f i n i .

I l s  peuven t  en  e f f e t  ê t r e  cons t ru i t s  à  pa r t i r  de  l a  su i t e  ( 2 ,2 ,L )

g râce  aux  t r ans fo rma t i ons  s  - 2  5 |  =  (S ,0 ,3 ,0 ,31

s -2 gf  = (s, I ,3,r ,31

s s l  = (s,2,ê,2,3)

Cec i  résu l te  d i rec temen t  des  résu l ta t s  vus  au  chap Î t re  X .
i l

I  t a  ( 3 ,+ , - t )  Théo r i e  dé f i n i t  a i ns i  un  po in t  d ' accumu la t i on  du  spec t re
I  - - - : - .  r  "I  a .  PERRoN a t te in t  par  va leurs  supér ieures  ,  ; ; f t1  

=  
*  #  0 ,24L38 . . .

L
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(6 )  La  p lus  g rande  va leu r  néga t i ve  non  nu l l e

rep résen tée  pa r  I a  fo rme  quadra t i que  :

I  r  X  f g (X ,Y )
Fb  ( x ,Y )  =  

;  
Y  f 0  (  

;  
,  I  )  =  -

N0
A0 =- -

m

Po

Qc

es t  ca l cu lab le  à  pa r t i r  des  g randeurs  m,  K , r ,  K t ,  a  ,  Pâ r  l e  p rog ramme

' ,EXTREMUM" .  Dans  Ie  tab leau  donné  en  annexe  l ,  l es  i nd i ca t i ons

co r respondan tes  on t  a ins i  é té  men t ionnées .

8 . 3  -  C o n s i d é r a t i o n  d e s  e n s e m b l e s  d e  M A R K O F F  o r d o n n é s  :  i n t r o d u c t i o n

d e  n o u v e l l e s  n o t a t i o n s

"EXTREMUM" ,  on  peu t  dé te rm ine r  des  va leu rs

sque :

,  f f i r )  =  A 0

va leu rs  (  k r  ,  n r l  Ë  7 -  i n t rodu i tes  dans  l es  (  
" , | ,  

- r  )

m . l  K r k .

*. K.t - mk.r
k{

rn i  en  annexe  1 ,  comp te - t enu  gue  -  es t  necessaa -
lll.l

de  0 .  { s )  ,  on  a  f  a i t  appa ra Î t re  un  s igne  - t  pou r

ppemen t  de  :

[ 0 , x4 ]

Grâce au programme
(k l ,  nn )  eL t  te r re

F g  ( k l

e t  e n  d é d u i r e  l e s

T h é o r i e s  d e  M A R K O F F

l k , '  =
I

tr .  =

Sur  l e  t ab leau  fou

remen t  une  rédu i te

ind ique r  l e  déve lo

* ^=

m,l

E x e m p l e

P o u r  m  =  L g z 57K,r

s*

83

(2 ,5

K t =

, 5  r 2 , L l

$  =  t ( S * )

_ !2 ,,L
Lgz '

l ,  r 098901

donne  (k .

l=26 ,  oo  t rouve

le couple

=  (1 ,3 ) .

so i r  0 r t s l  =  10 , .2 ,5 ,5 ,2 ,L a l

avec  dans  l e  cas  f ron t i è re  a  =

La  fo rme  co r respondan te  es t  :

F, (x ,y)  = xÙ+ Yu * ,

El re  dé te rm ine  '  2oz  ' r L' 40= ' f f i , o
t

( k . ,m , , )  =  ( 5 ,11 )  €A -  ,  ce  qu i

pour

, f i ,  )
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k r 5
o n  a  a l o r s  3  - -  3  [ 0 , 2 , 5 ]  =  -  -  [ O , x r ]

ml  l l

L a  s u i t e  5 4  =  ( 2 , 5 )  a p p a r a î t  a u  d é b u t  d u  d é v e l o p p e m e n t  e n  f r a c t i o n

c o n t i n u e  d e  O . t S ) .  D ' o ù  l ' a p p a r i t i o n  d a n s  l ' a n n e x e  d u  s y m b o l e  - l  :

P; ' r  
tæ,5 ,2 ,L )

9 t . r

kù
On peu t  auss i  dé te rm ine r  l es  déve loppemen ts  de  -

m !

On a  vu  au  chap Î t r e  X  que  l ' un  des  deux  s ' éc r i t  t ou jou rs  sous  I a

fo rme  [0 ,T ] ,  où  I a  su i t e  î i  =  x r  co r respond  à  l a  f i n  de  I a  su i t e  s * .

De  man lè re  p réc i se ,  ce t t e  su i t e  X t  es t  men t i onnée  pa r  l e  symbo le

E l l e  es t  sépa rée  du  symbo le  - r  pa r  un  seu l  nombre  no té  b  de  l a  su i te  S* .

Ces  symbo les  se ron t  adop tés  dans  1a  su i te  pou r  i nd ique r  l es  ensemb les

de  MARKOFF o rdonnés  co r respondan ts  su r  l es  déve loppemen ts  en  f rac -

t i on  con t i nue  m is  en  év idence .

Exemp le

Su r  I  ' e xemp le  p récéden t ,  on  ava i t  (  k ,  ,  m ,  )  =  (  I , 3  )

k r
so i t  [  0 , 3  ]

m t

On  ob t i en t  X r  =  T  =  (2 ,L1

So i t  l a  no ta t i on  qu i  appara Î t  en  annexe  I  :

P i - r  r - r a  r i r - ?  - ' -Ls* l  = Eæ,5T' )
9 t - r

C  /  LE  CAS DE  LA  THEORIE  DE  MARKOFF CLASSIQUE (LA  (2 ,0 , - I )  THEORIE)

Supposons  i c i  gue  I ' on  rep renne  le  p rog ramme "GENTRI "  avec  l es

va leu rs  :  R r  =  O  RL  =  I  e t  ( -1 )n  =  I  a  =  2

Comme ind igué précédemment ,  oD obt ient  des cas f ront ières corres-

pondan t  à  I a  va leu r  a  =  t (S )  =  2 .

Le  seu l  cas  échappan t  pa r  r appo r t  à  I a  ( 2 ,0 , - L l  Théo r i e  es t  du  f a i t

de  I a  cond i t i on  (S , l )  :  a  >  t (S )  I e  cas  du  nombre  d ' o r  :  S  =  (1 ) .

Exemp le

Pou r  m=  2  K^  = t=K r  l = t  on t rouve  a=2

m=10  K4=  3=KL  l=1  a=3



I
L

C e r t a i n s  d e

Exemp le

Pour

Ona

m=

ro(

ces  résu l ta t s  co r responden t  à

m. (S )  (  m
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u n  c a s  o ù  l r o n  a  :

1  =  10  on  t rouve

T Iy r  so i t  m . ( s )  =  7L

73  K^=27=  KL

X ,Y )  =  73x l+  I 65xy

a=2

<m=73

Dans  ces  cas  pa r t i cu l i e r s ,  pu i sgue  I ' on  sa i t
KA

peut  êt re obtenue sur  une rédui te  de -  ,  i l
m

moyennan t  une  pe rmu ta t i on  c i r cu la i r e  de  (S ,a )

où  mr (S )  =  m ,  c ' es t - à -d i r e  à  t a  cond i t i on  (Sc

I l  peu t  cependan t  s ' ensu iv re  un  changemen t  de

que  l a  va leu r  m . (S )

y  a  poss ib i t i t é ,

de  se  ramener  au  cas

) . R,I
l a  v a l e u r  d e  r

R l

La  va leu r  a  ne  changera  pas  quan t  à  e l l e  ca r  e l l e  appara î t  dans

S  (a  =  t (S ) )  :  t ous  l es  cas  é tua iés  son t  des  cas  f r on t i è res .

Ce t te  remargue  condu i t  à  ne  cons idé re r  que  l es  cas  où  l ' on  a ,

con fo rmémen t  aux  dé f i n i t i ons  géné ra les  de  l a  ( a , r ,  e  )  Théo r i e ,

I a  cond i t i on  (SL )  :

m . (S )  =  m

Dans  Ie  cas  qu i  nous  i n té resse ,  on  re t rouve  a ins i  l a  Théor ie  de

MARKOFF c l ass ique .

Les  p remiè res  va leu rs  ob tenues  son t  données  pa r  I e  tab leau  j o in t

en  annexe  2 .  E l l es  son t  comp lé tées  au  moyen  du  p rog ramme "EXTREMUM" .

C .1  -  Les  résu l t a t s  p réa lab les :

(U , t )  :  On  remarque  gue  I ' on  a  tou jou rs  Ng  =  -  l l l .

oF ,  dans  I a  p résen ta t i on  c l ass ique  de  CASSELS,  on  é tab t i t  que  I ' on

a :

Fa (k r -  3m. i  * r )  =  - I

co r respond  à  Fg ,  on  a  b i en  de  f açon  géné ra le

I

Fû  ( k r  , * ,  ) .  =

Et  pu isque la  forme F,n

1 'éga l i t é  ,  * ,
Ag= ;= -

(Uz )  :  Les va leurs m,1 ,
' ' EXTREMUM" .

La  re l a t i on  l i an t  l es

es t  enco re  obse rvée .

k ,  e t  m.  ,  k ,  son t  ca lcu lées  par  le  p rogramme

dévetoppements  a"  !  e t  !  à  ce lu i  a "  L
m., m È K,t
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r t  conv ien t  t ou te fo i s  de  cons ta te r  que  ce  n ' es t  pas  t ou jou rs  I e

déve loppemen t  l e  p lus  cou r t  a .  I  qu i  do i t  ê t re  cons idé ré .
m !

Exemp le
kr  L2

Avec
h '  29

^,
On  f ab r i que  T  =  ( I , 1 , 2 ,2 ,1 ,1 , )  qu i  appa ra î t  b i en  dans

m 433
-=-= (2,2,2f f i ' l
K,t L7g

JOa*. . (nr
Lo-aknr(m,

So i t  0  (  k r+  k ,  (  2 ^ i

La  seu le  poss ib i l i t é  es t  donc  d ' avo i r  C  =  l .

11  en  résu l te  d i rec temen t  :

(u )  )  :  La  va leu r  b  séparan t  res  deux  déve loppemen ts  assoc iés  à  
k '

kl fr"

e t  -  vau t  t ou jou rs  2  e t  I ' on  a  t t  =  É r  =  1 .
m t

Cec j -  es t  équ i va len t  au  f a i t  gue  1 ,on  a i t  :

(M , r  )  :  r t +  * j +  . r t  =  3mm.m,

(Mr )  :  m t -  r i -  * l  =  ( 3  +  I  +  r ,  )mmnm.

e t  auss i  :

( ca )  :  m  =  3m,mr+  h . , t -  k r * .

( a5 )  :  3mrmt -  m  =  qk . -  m ,k ,

En  comparan t  :

m.r  ke-  * rh = kr l * r -  kr , *4

So i t  pu i sque  I ' on  a  auss i  dans  ce  cas  d  =  pgcd (m ,  m" l  =  I :

I  k  *  k"r= è."
{

[ * r *k '=èr . =t; i-i-:l =,,ïOr I ' éc r i tu re  r  t ra

suppose  que  I ' on  a i t  :
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Ia  (2  , 0  ,  - L ' )  t héo r i e  .

ce l l es - c i ,  on  a  :

L a

E 1

( a

( a

Le

Le

s e

On

f  ( r .

[ ( r

héor

con

) :

) :

ma t r

su i t
-pa r

:

T

e1e

1t

.rt

s

s

m i

a

; )

; )

, )

nsposées .

i t e  (X r , b ,X 'a )

de  deux  su i tes

i e  de  MÀRKOFF c l ass ique  s ' i den t i f i e  à

t i en t  une  i n f i n i t é  de  fo rmes  F0  .  Pou r

k r z= t - ka

kz,  = ht -  k t

i ces  Mr "  e t  M* .  son t  éga les  à  l eu rs  t ra

es  Xâ  e t  XL  son t  pa l i nd romes  e t  I a  su

ind rome ,  c ' es t - à -d i r e  conca téna t i on

f
1
(

L.l

m

I
m

r;

l^

t;

r^'

e s t

p a l i n d r o m e s .

r (X , ,  )= r ,

r (x r )= r .

=  2 .  
k '  

-  1
l l l l

k t
=1-2-

m t

= k.-  I  =nrn

. l=  K l -  l x r  =

( r j )  :

( r i  )  :

Y
r ( x .  )  =  P(x r  )  =  0  =  r (X)

r (x r )  = -P(xz )  =  0  =  r (X)

l4

t,t  I ,  l  :

On peu t ,

dev ien t

à

1 a

* , t , z

So i t  pa r  s imp l i f i ca t i on  :

3mma ma = mt+ lnl+ 111rr

On ret rouve Ia  re la t ion (M, t  )  qu i

ma t i on  ( vo i r  Théo rème  X .3 ) .

La  re l - a t i on  (A )  s ' éc r i t  avec  (ao  )

I ' a i de  des  exp ress ions  de

re la t i on  (M t  ) .  Avec  (a r ) ,

. l r R
m' -  m l -  m^  =  (2  -  3 )m

A L

r .  e t  r .  examiner  ce que
4 Z

e l I e  s ' éc r i t  :

h -  h .
4 L

dans  ce  cas  con t i en t  t ou te  l ' i n f o r -

e t  ( f u )  e t  I a  r e l a t i on  a  =  !  :

A= -€ . r

Compte - tenu  qu ' i c i  t ^=  L ,  oD  re t rouve  l a  remarque  (U ,  )  que  l ' on

fa i sa i t  c i -dessus  :

r r ( [ ,9)  =A=-I

Cec i  ga ran t i t  b ien  i nve rsemen t  que  l ' on  a  :

b=â=2 e t  e4=t r=L

Le  fa i t  gue  l , on  a  b  =  2  résu l te  auss i  d i rec temen t  du  Théorème X .8 .
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C .2  -  Au tou r  de  I r a rb re  de  MARKOFF

(U4)  :  S i  l ' on  cons idè re  l es  l i gnes  de  l ' annexe  2 ,  on  vo i t  appa ra Î t r e

l es  t r i p l e t s  (m ,mr ,mr )  su i van t s  :

( 5  , L ,2 )
(  13 ,  r , 5  )
( 29  , 5 ,21
etc

Ce  son t  exac temen t  l es  t r5 -p le t s  u t i l i sés  pa r  CASSELS dans  sa  p résen -

ta t i on  de  l ' a rb re  de  MARKOFF avec  l e  d iag ramme su i van t  :

(mr  ;

=  (m,  i

;  m ' )

;  3mamr -  m)

mrl

m
.l

(*6; . rÇi  .1)  (ny ' ; t i ;  t i )

=  ( * i , ;  m l i  m )  =  ( . , i  ;  m  ;  m r )

=  (3mmr -  mr , i  ma i  m)  =  (3mmr -  ma ;  m  ;  m r )

Avec  l es  su i t es  S* ,  I ' a rb re  peu t  ê t r e  p résen té  comme su i t  dans  sa

par t i e  supé r ieu re  :

IzF, r,  r I G7,zfrt

?rmu rfrrt,zffii 67,2ffii

( m  i  m . t i  . a )

?z Ir,J I
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(US)  :  I I  es t  poss ib le  de  déc r i re  comment  cons t ru i re  ce t  a rb re

de  façon  d i rec te  su r  l es  pé r iodes ,  se lon  l es  chemins  cons idé rés .

Ces  de rn ie rs  son t  exp r imab les  pa r  des  mo ts  éc r i t s  avec  l es  deux

opéra teu rs  G  e t  D  men t ionnés  su r  I ' a rb re  p récéden t .

En  ce  qu i  conce rne  I ' ac t i on  de  ces  deux  opé ra teu rs  su r  l es  d i f f é -

ren ts  pa ramèt res ,  on  peu t  é tab l i r  l es  fo rmu les  su i van tes  :

T H E O R E M E  X T . 1

On a  pou r  l a  Théor ie  de  MARKOFF c lass ique  :

(G r )  :  m6=  m l  =  3mm, , -  m ,

(c t )  z  n l  =  nn

(cr )  t  t !  =  m

( c i )  :  k6  =  3km. -  k ,

( c r )  t  k :  =  ke

(c6 )  t  k l  =  k

(D t )  : ' l ^ r=  2kk .+  k l r .+  k r l x  (c l )  :  l xe  =  4kka-  t< ,  l * -  t c l r .

(Dr )  :  . )=  m, i  =  3mmr-  m,

(Dr)  :  n f  =  m

(D] ) r r l=nr

( oU)  :  kD  =  3kmr -  k ,

(Dr )  t  k i  =  k

(D6)  :  r f  =  k r

(Dt )  '  lq t  k  - lx

(Dr) '  lx i-Jx.

(cr)  t  lx l -Jxr
( cJ ) : l1 t=k - l x

La  vé r i f i ca t i on  de  ces  exp ress ions  s re f f ec tue  à  d ro i t e  à  pa r t i r

des  re la t i ons  su i van tes  :

I amm, - ( 3mm.- m, ) = *.. kf - *.kj (un )
I -

1 * ,  =  mkr-  (3mm.-  m.  )k j  (u . )
I
I  m  =  (3mm" -  m ,  ) k l -  * . k t  ( u ,  )

Ces  de rn iè res  ne  son t  au t res  que  l es  r e l a t i ons  (a .  ) ( a r )  e t  ( a r )

comb inées  avec  l es  éga l i t és  év iden tes  (D , f  )  (D t  )  e t  (D3 ) .

La  compara i son  de  (a ,  )  e t  (ua  )  impose ,  avec  pgcd (m,m,  )  =  I

k r  =k ' ,  +Ym

k  =  k :  +  ym

Avec  l es  i néga l i t és  0  ( ke  (mr (m  e t  O<k l  a * " ,  = f f i r - (m

i I  résu l te  de  l a  p remiè re  éga l i t é  )  =  0 ,  so i t  k r  =  k f  k  =  ke



En  subs t i t uan t  dans  (a , ,  )  e t  en  comparan t  à  ( u1 ) ,

kA = 3rrd - k '

on  é taU t i t  a i ns i  l es  r e l a t i ons  (D r f ) (Ds )  e t  ( o r ) ,

f ac i l emen t  l es  exp ress ions  (D7 )  à  (D9 )  :

avec (dz )  e t  (d ,  )  :
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i t  v i en t  :

d ' o ù  s e  d é d u i s e n t

k ! = 1

Jx =5

r  -  
{ * i ,  -  q :  lq  = k(m-k)  -  m14r= -k t+ m I

D'où  en  s imp l i f  i an t  :  1 r l =  k  -  l r  (O r )

De  même avec  (d3  )  e t  ( d4 ) ,  on  dédu i t  (DJ  ) .

Avec  ( ca )  on  dédu i t  a l o r s  (D? ) .

Les  vé r i f  i ca t i ons  de  (  c , l  )  à  (  cJ  )  s ' e f  f  ec tuen t  de  même.

Exemp le

Avec  m =  29  e t  k  -  L2 ,  on  t rouve  kn  =  2 f r 4 = 5

f r t = 2

On

Ap

Ces

e t

I

)

)

)

)

)

)

)

)

)

i o

ob t ien t

r"
) * ^

1
I  

t t

L,..
a r t i r  de

( D.r

(o .

(Dr

(Dr

(D ,

(D l

(Dr

(Dr

(Ds

express

a t n s t  :

= 12 ,21  so i t  X -  =  (2 ,2 )
4

=  (1 ,1 )

m  =169
4

q =70

m t

KD

I I , I ]  s o i t  X ,

à :

:  ,n) = 3mm, -

t . : = m = 2 9

t * i=h t=2

:  k )  =  3km.-

,k l r=k=L2

tk l -k r= r

, 1,,., = 2kk, +

: l4;,= r - lx

t Jt= l^.= o

ns  son t  compa

_ ftre ee l-L 
ro 4rJ

1x,t = I

l^ .=o

=29* . |4*  k rJ ,

=7

t ib les  avec [ x ' ]  où  xD =

Mx'

(2 ,2 ,2  ,2 ,2 ,1 ,1 )
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De même :

( c " )  :  , nQ  =  3mmn-  m ,  =  433

(Gq)  :  k6  =  3kq -  Kz=  L7g

On  t r ouve  a i ns i  :  X6  =  (2 ,2 ,2 ,L , I  , 2 , 2  r L  r L )

farr 2s41 ,
So i t  M ,  =  

|  . t  l * q=  74rç [ rzs ros J
Cec i  es t  con fo rme  à  ce  que  donne  l a  r e l a t i on  (C t ) .

. | - * k ]qu i  donne M"r  = |  |^ L*-k k-  l^J

et ,ï,=f- 
;]

onob t i en t t  { = (X* )=X  
k

En  d rau t res  t e rmes ,  x j  es t  1 ' un  des  deux  déve loppemen ts  de  - ,  ê t
m

X  es t  l r au t re .

Les condi t ions 
I  

det  t " f  =  I
I

Ide tMr=- l
permet ten t  de  p réc i se r .  E t  I ' on  généra l i se  a i sémen t  comme su i t  :

En  ce  qu i  conce rne  ma in tenan t  l a  décompos i t i on  de  X ) ,  on  a  :

,^f=[''i'i ç'l=f' :l
L *i kI t^ll 

- 
Ln T,J

Avec 

"=[- 
-- i ]

THEOREME X I .2  (Cons t ruc t i on  des  pé r iodes  de  l a  Théor ie  de  MARKOFF)

A  pa r t i r  de  l ' e xp ress ion  X  =  ( x4 ,2 , \ . ) ,  on  peu t  éc r i r e

xt = tx j ;  2 ;  xf  )  et  xh = txf  ;  2 ;  x l )  où :
( f )  x f  es t  l a  su i te  de  l ongueur  pa i re ,  pa l i nd rome,  appara i ssan t

dans  l ' un  des  déve loppemen ts  en  f rac t i on  con t i nue  U"  * .  E l I e  se

dédui t  de X qui  correspond au développement  de longueur  impai re

u"*t  x;  = l= {xn,z,Yr)
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(21 x I  =  x r

(3)  x l  =  x4

(4 )  X l  es t  l a  su i te  de  l ongueur  pa i re ,  pa l i nd rome appara i ssan t  dans

l ' un  des  déve loppemen ts  en  f rac t i on  con t i nue  d "  
*  

.  E l l e  se
m-k

dédui t  de X par  Ie  fa i t  gue X* et  X l r  sont  les deux développements

d ' un  même nombre  ra t i onne l  :  x l  =  1=  l l n ,Z , x r l

( 5 )  i  e t  (T l *  son t  des  su i t es  pa l i nd romes .

Ce  résu l ta t  pe rme t  de  cons t ru i re  a lgo r i t hm iquemen t  l es  su i tes  S  =  X*

de  f açon  d i r ec te .

E x e m p l e

À par t i r  de  [  =  (n ,z ,T , )  où  x ,  =  (2 ,2 )  e t  x t  =  (1 ,1 )

On t rouve  X l  =  (  1 , I  )  e t  X :  =  (2 ,2 ,2 ,2 )  =  I

soit 1D = (m,2fr.) = (ï: l z rc) = (m,zTr)
( - , ^

e t  auss i  X ; t  =  ( 2 ,2 )  e t  x6 ,  =  (  I  , I  , 2 , 2 ,1 ,1 )  =  X

soit x" = (nzffil = (F, z ,nl') = Çzffi.)

Dans  l e  t ab leau  donné  en  annexe  2 ,  I es  Théo rèmes  xL .2  e t  x I . t

donnen t  I a  d i s t r i bu t i on  su i . van te  :

On  cons ta te  que  dans  ce  tab leau  succ in t ,  on  a  :

k  )  Sup (k ,  , k !  )

Un  coup le  (m6 ,  kq )  se  ca rac té r i se  pa r  l e  f a i t  gue  l ' on  a  k . )  k "  :

l e  t e rme  appara i ssan t  dans  l a  co lonne  k t  es t  p lus  g rand  que  ce lu i

appara i ssan t  dans  l a  co lonne  k ,  .  Les  co lonnes  me  e t  k  a  donnen t

l e  coup le  (m ,k )  don t  l e  coup le  ( *6 ,  k6 )  es t  l e  successeu r  à  gauche .

m k = K . r  - K t k,l m, k 2 ffit

m

m i

m D

k

pt r

pt

k,

k {

k

m.,

m ,

m

k

k

k

2

t

mt

m

m!
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De  même,  u r  coup le  (  * 0 ,  k ) )  es t  ca rac té r i sé  pa r  I e  f a i t  que

le  te rme  appara i ssan t  dans  l a  co lonne  k4  es t  p lus  g rand  que

ce lu i  appara i ssan t  dans  Ia  co lonne  k , - .  Les  co lonnes  f i , n  e t  k {

donnen t  l e  coup le  (m ,k )  don t  l e  coup le  (mo ,  kD )  es t  successeu r

à  d ro i t e .

Pa r  ce  p rocédé ,  l ê  t ab leau  de  l ' annexe  2  pe rme t  Ia  recons t ruc t i on

comp lè te  de  1 'a rb re  de  MARKOFF.

D  /  EXEMPTE DE LA  (2 ,0 , I )  THEORIE  DE  MARKOFF

On u t i l i se  ma in tenan t  I e  p rog ramme "GENTRI "  avec  l es  va leu rs  3

R ,  =  O  Rg  =  I  ( - t ) n=  - l  a  =  2

On  ob t i en t  a i ns i  des  cas  f r on t i è res  co r respondan t  à  a  =  t (S )  =  2 .

Le  seu l  cas  éven tue l l emen t  échappan t  pa r  rappor t  à  1a  cond i t i on

(S , t  )  :  a  )  t (S )  es t  ce lu i  du  nombre  d ' o r .  I l  es t  a i sé  de  s ' assu re r

qu ' i I  n ' en t re  pas  dans  l a  ( 2  , 0  , L )  Théo r i e .

Du  tab leau  donné  en  annexe  3 ,  on  ex t ra i t  l es  l i gnes  co r respondan t

à  t a  ( 2 ,0 ,1 )  Théo r i e  g râce  à  l a  cond i t i on  ( s ! )  :  m t ( s )  =  m .

Les  va leu rs  N0 ,  kn  ,  f r , r  ,  k r ,  f r t ,  m r ( s )  son t  ca l cu lées  g râce  au

p rog ramme "EXTREMUM" .

D . l  -  Que lques  su i t es  appa ra i ssan t  dans  I a  ( 2 ,0 ,1 )  Théo r i e :

(V r )  :  De  même que  dans  l a  Théo r i e  de  MARKOFF c l ass igue ,  on  voya i t

appara Î t re  l es  su i tes  :

S *=  (2 , ( l )&  )

on  vo i t  i c i  appa ra Î t re  l es  su i tes  :

s *=  (2 , ( 1 ) r t r , t  )

La  vé r i f i ca t i on  se  fa i t  en  i n t rodu isan t  l es  nombres  de  F IBONACCf ,

dé f i n i s  pa r  :

f * -r

J 
t" =1

{  
Fn . .  =  Fn  +  Fn- , |  "  €, N*
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On a  pou r  S *  =  (2 , ( I ) n  )

On t rouve a ins i

So i t  :  FO  ( x , y )  =

Et  pu isque K4 = Kt ,  o t r  t rouve

Aussi :  det MS = Fn' Fn.

On  ob t i en t  :

tou jours r  =  0

Fn t  =  ( - l ) t t '

Ms* = [::' i.:l
K,l= Kr = F'

+ F.r, ) xy F",. yt

[ ' 
m *'l

f  *,  K^- I  J
- E r-  r â . L: m = F r r t

F "na .x l+  (Fn r l

THEOREME XT .3

De  même gue  l a  Théor ie  de  MARKOFF c lass ique  con t i en t  f  i n f i n i t é

des  nombres  0 r t s l  où  I ' on  a  :

S *  =  (2 , ( 1 ) r t )

De  même,  l â  ( 2 ,0 ,1 )  Théo r i e  de  MARKOPF con t i en t  l ' i n f i n i t é  des

nombres  $a t s l  où  l ' on  a  :

S *  =  ( 2 , ( I ) t b , )

La  vé r i f i ca t i on  que  l , on  a  mr (S )  =  m(S )  se  f a i t  g râêe  au  l emme de

D ICKSON.  On  t r ouve  l es  va leu rs  ( k , ,m"  )  =  ( 0 , I )  ou  ( k " ,m" )  =  (K 'm

les  deux  convenan t .

En  e f f e t  :
- t

Fn-r - 3Fa

F..L

m.(s)  =

Les constantes de MARKOFFcor respondan tes  s 'év r i ven t  :

Ftt.r r

I  Fe(K, r ,m)  =  -Ê =

{  l -  3K ' r
I  F0 (0 , r )

Cec i  donne  :  M ( f r )  =  1 ,  so i t

Fn ' t
== - I

Fnrt

m(S )

c (F0  )  =

- = -
rl- .t- - J-

ï8s lsea l ras I3 e73

3

So i t  l a  su i te  c ro i ssan te  de  cons tan tes  :

3842LFr t . t

E t  I a  f o rme  l im i te  F (x , y )  =  x t+  { - t - - t  y t  dé jà  donnée  pa r  l a

eF.i,,

Théor ie  de  MARKOFF c lass igue .
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(V r )  :  De  même,  dans  I a  Théo r i e  de  MARKOFF c l ass ique ,  oD  voya i t

appa ra Î t r e  l es  su i t es :

Dans  l a  ( 2 ,0 ,L |

S *=  (  ( 2  ) t t . 4  , l , I  )

t héo r ie ,  oo  vo i t  ce t te  fo i s  appara Î t re  l es  su i tes

s *=  ( ( 2 )&  , l , I )

,  i l  suff i t  de constater çre l 'on a :

de tMS= t

r (s)  = z

i  où  T  =  (2 ) t , . . 4  ,  oD  peu t  éc r i re  :

Pour  l e  vé r i f

E t  en  no tan t

(zt 1
I(2)J

I

2

=  zEn  (21  *  Fn - ,  ( 2 ' l

MSr les va leurs :

m(S*)  = Fr , ,  (2)

Kf (S*) = Ftb Q) + Ftt-,(2)

Ka(s * )  =  F là  (2 )  +  L - , (2 )

T (s*) = F,t el - Ftb-r(2)

aleurs i

F  , r - 1 (2 )  -  K !

(S )  =  m(S )  se  f a i t  g râce  à  l a  mé thode

rèrne I. l3 .

on trouve la seule possibi l i té (k ,m",)  =.  [ t t , -m) avec :

fn  (x ,y )  =  to r , (2 )x t+  t2Frb (2 )  +  F&. r (2 ) l xy  -  [3F , .  (Z )  Fa_ , (  z )Jyz

i e r

t

I
S * =

I t r r , ,  (21
Mr= l

I  Fr ,  (2)

Or  la  su i te  Pn (2  )  vér i f ie  ,  

J

I
On obt ien t  pour  la  mat r ice  Mï

/  m( r )=  F2r r4  (21
I

l x r { t t  
=  Fzr  (z ' )

{ * r r r l  =  Frb  (z )  +
I
[1  t r t=  Frb . r  (2 ' )  +  F

Soi t  pour  Ia  mat r ice  MS les  v

[ -=Fr r . . t  
(Z ' t

I  
K.r  = Ftr  (z l  +

t  1  =FgÈ' t  (Z l

On t rouve donc b ien r  = 0.

La  vé r i f i ca t i on  que  1 ,on  a  m t

ut i l isée pour  établ i r  le  Théo

Fge

Pz"-t

F e  ( 2 )  =

Fa  (21  =

Fnq  (2 )

et pour

F&- ,  (2 )

Lè+  (21
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A ins i ,  on  peu t  énonce r  :

T H E O R E M E  X I . 4

De même que  l a  Théo r i e  de  MARKOFF c l ass ique  con t i en t  l ' i n f i n i t é

des  nombres  Û r t s )  où  l , on  a  :

S *=  ( ( 2 ) t t . . l  , 1 , 1 )

De  même,  l a  ( 2 ,0  , L l  Théo r i e  de  MÀRKOFF con t i en t  I  , i n f i n i t é

des  nombres  Or t s l  où  l , on  a  :

S *=  ( ( 2 ) rÈ  , I , 1 )

Les  cons tan tes  de  MARKOFF co r respondan tes  s 'éc r i ven t  :

F l t l r ( 2 )

C ( F '  )  =

gFrt r ,  (2)L + 4

l a  su i t e  c ro i ssan te  des  cons tan tes  :

1
= -  i

\l-r o

35 Fu, | (2 )

E t  la  fo rme l im i te  F (x ,y )  =  x r+  (2V -  t ) xy  -  f l  y t

dé jà  rencon t rée  dans  l a  Théor ie  de  MARKOFF c lass igue .

I
e tà gauche

(vr
en

S=

)  :  A  pa r t i r  des  cons t ruc t i ons

cons idé ran t  l e  Théo rème  X I . 3 ,
(  1 )b i t  d ,  où  :

f  sJ = (2,  (1)È-r  ,  2
I
I c.t
I  - . r  =  ( 2 ,  ( 1 )&+3  )
I
t  s i  = (2,  (1)g ,  2  ,

f a i t es  dans

une sui te  S

,  ( l ) r l r  )

( 1 ) r l t  )

Soi  t

2

r l

I  ' -

= - i
.f- r,-

I  rroo I szs

El Ie  mon t re  que

des spectres de

L2

est  po in t
3

PERRON et  de

70

d 'accumu la t i on  à  d ro i t e

MARKOFF.

l e  chap î t r e  X ,  e t

=  (2 , ( I )È  )  dé te rm ine

44 I04 T IO  26 gî j r , ' t (2 )



( vO)  :  De  même,  avec  l es  su i t es  s  =  ( ( 2 )U ,  1 ,1 ) ,  on  dé te rm ine

â  =  (1 , I , (Z ) y -a ,1 ,1 )

d ' où  :  (  Sâ  =  ( ( 2 ) r  ,  L , 2 , ! , ( 2 ) s - . 1  , l , I )
I

' {  s ;  =  ( ( 2 )è ,  1 , r , 1 ,1 ,1 ,  ( 2 ) y -a , r , 1 )
I
I  t i  =  ( (2)b ,  1 ,1 ,2 ,L , r ,  (2 ) t - . t , l , r )

Comme p récédemment ,  i l  es t  poss ib le  de  vé r i f i e r  que  l es  nombres

0s ts1  )  e t  $r ts i )  ne sont  pas super  rédu i ts .
Pour  Ie  nombre 0r tS1)  i I  en  es t  de même.
Cec i  es t  vé r i f i ab le  au  moyen  du  l emme de  D ICKSON

I I I . 2O5

Par  l e  l emme de  D ICKSON,  i l  es t  f ac i l e  de  s ' assu re r  que  l es  nombres

de  MARKoPF  $ r t s ;  )  e t  0 r t s1 )  ne  son t  pas  supe r  r édu i t s .

On  ne  se  s i t ue  pas  dans  l es  cond i t i ons  des  Théo rèmes  X .9  e t  X .11 .

Pou r  I e  nombre  Or t s ] t ,  ces  cond i t i ons  ne  son t  pas  non  p l us  assu -

rées ,  ma is  l e  l emme de  D ICKSON mon t re  que  ce  nombre  es t  supe r

rédu i t  e t  se  s i t ue  dans  I a  ( 2 ,0 , I )  Théo r i e .  On  re t r ouve  a i ns i  l es

nombres  donnés  pa r  l e  t héo rème  X I . 3 .

D .2  -  L ' équa t i on  d i oph in t i enne  co r respondan te

(V r )  :  On  a  é tab l i  an té r i eu remen t  I a  r e l a t j . on  de  MARKOFF :

(  -  e4  eg )m t+€ .mra+L , t ^ l  =  ( a+ r+ I )mmrm,  (M4 )

l rans  l e  cas  qu i  nous  conce rne ,  oD  a  Ag  =  I  ,  r  =  0  ,  €a=  I  ,

t t  =  -  1 '

On  ob t i en t  donc  seu lemen t  1 'équa t i on  d iophan t ienne  (M4)  :

tnr - t f  * . |  = 3mm" m.

L ' au t re  r e l a t i on  de  MARKOFF s ' éc r i t  :

(Mz )  :  m t *  n l t -  
" r t  

-  ( b  +  I  +  14  +  r ,  )mm.m,

Avec auss i  :

( c ,  )  :  m  =  (b+ I )m ,mr+ l t ,m . -  k rmr

(au )  :  3m . l f i t -  m  = . . \ -  m rk r
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Avec  l e  Théo rème  X .2 ,  pou r  que  l a  va leu r  Àgso i t  éga le  à  L ,  on

obse rve  gu ' i l  es t  nécessa i re  que  I , on  a i t  b  =  2 .

cec i  es t  con fo rme  aux  obse rva t i ons  f a i sab les  su r  r , annexe  3 .

En  comparan t  l es  deux  de rn iè res  re la t i ons  :

* , ,  k t  -  * rk ,  =  k .a r r -  krn r ,

Au  moyen  du  nombre  d  =  pgcd (m,m,  )

i l  r es te  :
ffi,r

I  kn* kr ,  = è -
l - d
{
I  mr
I  k . *  k rn  =  ]- d

On t rouve  auss i  :

('^ =r!-t
fmrd
I
1
l r k2
I  r  = ! -  2 -
I  z  d  , r

Ces  exp ress i . ons  s imp l i f i en t  I a  r e l a t i on  (M t  )  sous  I a  f o rme  :

(Mr  )  ,  , n t *  mr t  -  mz .  =  ( 3  *2 . \  -  z . \ '  l r nm ,mf ,
mr  m t

E t  avec  1 ' éga l i t é  ( a r ) ,  ce t t e  exp ress ion  es t  équ i va len te  à  :

(M4 )  ,  , n t -  r . t *  r !  =  3mm.m,

De  so r te  guê ,  comme dans  Ia  Théor ie  de  MARKOFF c lass ique ,  i l  su f f i t

de  concen t re r  I ' a t t en t i on  su r  ce t te  seu le  équa t i on  d iophan t ienne .

cependan t ,  s i  l ' on  obse rve  dans  ce  cas  l es  va leu rs  ( ka ,mr )  =  (Kn ,m)

qu i  on t  é té  ca l cu lées  pou r  é taU t i r  l e  Théorème x f .4 ,  o t r  vo i t  que  dans
ce  cas ,  on  a  3  l n  =  d  =  pgcd (mrma)  *  I  e t  R !  =  0 .
I l  se présente donc une s i tuat ion t rès d i f férente de ce l le  qu i

appara issai t  dans la  théor ie  de MARKOFF c lass ique :  les développements

du chapi t re  X ne sont  pas d i rectement  appl icables.

On va pro longer  cet te  remarque par  une étude d i recte de I 'équat ion
(M{  )  dans  Ie  cas  pa r t i cu l i e r  où  d  =  1 .
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(v f )  :  Cons idé rons  1 ' équa t i on  :

i l -  t t *  . i  =  3mmrm,

avec  les  cont ra in tes  données par  la  p ropr ié té  x .5  :
(a ) :m>0 m.>0  m. )0
( b )  :  m  =  M a x ( m 1 l n 1  1 r n 1 )  >  t l a x ( m 1  , m .  )

( c )  :  d  =  p g c d ( m , m r )  =  p g c d ( m , r , m r )  =  p g c d ( m . r m )

S i  l ' on  se  l im i t e  au  cas  d  -  I ,  on  t r ouve  des  so lu t i ons  qu i  n ' appa -

ra i ssen t  pas  dans  Ie  tab leau  annexe  fou rn i  pa r  "GENTRI "  pou r  l a

(2 ,0 , I )  Théo r i e .

E x e m p l e s  :

m= 33

m= 9 t

m=360

m,r = lo
f f i l = 1 0

f , ,  =  109

mt=r
t r  =  3
h t=  r

L e  p h é n o m è n e  e s t  e x p l i c a b l e  s u r  u n  e x e m p l e .

A v e c  ( m , m , ,  , m a  )  =  ( 3 3 , 1 0 , 1 )  ,  o n  t r o u v e  :

.  Par (a, )  !  f rr  = t t t , f  Kr- mk. KA = 10 kA

.  P a r  ( a r )  :  -  m r  =  f i k r - . Z K r  K L  =  1 0  k t  =  0

so i t  J  =  3  e t  L  =  I  =  K ,Kr -  m l

A v e c  K t  =

L a  d é t e r m

| . *

l*.
lm
\  m-K.

On  ob t i en

So i t

K!  =  10 ,  on  a  auss i  !  F  =  0

ina t ion  de  la  su i te  S  s 'e f fec tue  de  Ia  façon  su ivan te

33
-  =  [3 ,3 ,3 ]  =  [3 ,3 ,2 ,L )  =  [ s * ]
IO

33
= -  =  EL ,z r3 ,3 ]  =  EL ,2 ,3 ,2 rLJ  =  tS ]

23

t  :  S  =  ( L r 2 , 3 r 3 l

x = t î3,z5l

Avec  a  =  2 ,  on  cons idè re  l a fo rme de MARKOFF

27
F$ (x ,Y)  =  x r  + Xy  -  -  y r

33

79

33

) =, [ ,E l l e  vé r i f i e :  
$ ( k ,

FO(3 ,10 )  =  - l



n ,b i e

d a

On t rou

cependa

I I I . 2O8

ve

t r t ,

onadonc :S+L l

S i  l , on  ava i t  vou lu  u t i l i se r  I a  r e l a t i on  de  MARKOFF donnée  pa r  l e

Théo rème  I I I . IO ,  on  au ra i t  donc  p tu tô t  dû  u t i l i se r  :

? 7  t  Z  1
(M , t  )  t  î i  t n  -  m4+  mr  =  Jmmlmr

Ce t te  remargue  mon t re  gu 'au  con t ra i re  de  ce  qu i  se  passe  pou r  l a

Théo r i e  de  MARKOFF c l ass ique ,  i l  n ' y  a  pas  équ i va lence  en t re

l , é tude  de  I a  ( 2 ,0 ,1 )  Théo r i e  de  MARKoFF  e t  I ' é t ude  des  so lu t i ons

de  l ' équa t i on  d i ophan t i enne  :

tt  - . . t+ *l  = 3mm. ma

Cec i  con f i rme  I ' u l t ime  remarque  gue  1 ' on  f a i sa i t  à  I a  f i n  du

chap Î t r e  I I I .

D .3  -  Remargues  comP lémen ta i r es

(V i  )  :  S i  l , on  cons idè re  l es  su i t es  S*  =  (  ( 2 )n  , 1 , I )  qu i  on t  é té

p r i ses  en  comp te  dans  l e  Théo rème  X I . 4 ,  o r  no te  dans  l ' annexe  gue

l ' on  t r ouve  :

pou r  I a  Théor ie  de  MARKOFF c lass ique  :

(-(2T ,2,fr.1
so i t  ( k  ,m . )  = ( r r r - , t 2 )  ;  F . ,  ( 2 ) )

-  pou r  l a  ( 2 ,0 ,1 )  Théo r i e  de  MARKOFF :

tTZpt
so i t  ( k . ,m ,  )  = ( r r ,  ( 2 )  ;  F r , r ,  ( 2 ) )  =  (K . { ,m)

La  d i f f é rence  es t  exp l i cab le ,  d ' ap rès  1a  dé f i n i t i on  des  symbo les

-1 et  r -  avec oe ,  à  cause du changement  de s igne d is t inguant  les

deux  théo r ies .

assoc iée  à  tg  une  re la t i on  de  MARKOFF s 'éc r i van t  3

a t -  * . t +  ma t  =  3mmrm,  
27

ce  cas ,  oo  ob t i en t  , [ o t  =  -  
;  

=  Fg (0 ,1 )

t,,
\u t r t )  =  -  =  F0(1,3)

i



De façon  p l us  g l oba le ,  l a  su i t e  ( ( 2 ) r , 1 ,1 )  co r respond  à  3

f ,  ( x , y )  =  F , , . ,  ( 2 ) x t+  [ 2F . . ,  ( 2 )  *  Fn - r  ( 2 )  ] x y  -  t 3F "  ( 2 )  F " - r  (  Z ) i y z

E t  l ' on  a  pa r  un  ca l cu l  s imp le  l es  i den t i t és  :

I  
t , ,Fn- r (z l ,E i - ,  (2 ) )  =  ( - t i  Fn] r  (2)

t  t , ,Fn (2) ,Fa. ,  (2)  )  =  ( - r ) " "  F i l r  (2 )

[ r  t l t  lz rT f*,  m!-k. l
M"  =  |  |  =  |  |  =  I  It  l r  oJ l t  rJ Ln, *,- lr ,J

ku- k,,
so i t t ,  = ; ; =0

Dans  ce  cas ,  1 ' équa t i on  (  M t  )  p rend  l a  f o rme  :

I I I . 2O9

(V t  )  :  Les  express ions  u t i l i sées  par  exemple  dans  Ie  cas  de  la
Théorie de MARKoFF avec s = ( El Z 5lt) donnent :

lz  t l t  [ r , r tz)  iF. t - , (2) l  fm;rr-krJMr.  =l  I  = |  *  |  = l  - l
^ ' r  

l r  oJ l ro_, tz l  ;F4-1(2)J Lq;r . -11. . |
k . -  ke r  Fsb - r (2 )

so i ' t t '  = ;= -  
14 (2 )

e o(21

Et le  dépend  de  Ia  su i te  S  cho is ie .

cec i  con f i rme  qu ' i l  y  a  i n t é rê t  pou r  I ' é t ude  des  (a . , r , f  )  Théo r i es

à  concen t re r  I ' a t t en t i on  su r  1 ' équa t i on  (M , r ) ,  au  demeuran t  équ i va -

l en te  à  (Mr )  comme on  1 ' a  vu  avan t .  En  e f f e t ,  (M r )  va r i e  en  f onc t i on  de

S .

r t t ,
m  -  m . t -  r t  = l

2Fh  (2 )  +  2F2+ - t ( 21
) 'ntn" r,



E /  UN EXEMPLE DE (A ,T ,  G ,  )  THEORIE  NÈTCONTENANT QU 'UN NOMBRE F IN I  DE

SUITES

on  pa r t  de  l a  ( 2 ,0 , - l )  Théo r i e  e t  d ' une  su i t e  qu ' e l l e  dé f i n i t ,  pâ r

exemp le  :

s*=x=æ,zff i l l

m=433Kr -K r=L79

m4  =  5  R^=2

f i L=  29  k r=L2

I I I . 2 IO

=74a=2

=0

Dans ce

on  cons i

E l l e  f a i

Théo r i e .

OF ,  avec

su i t e  S  '

1
r

cas , l

I
dère I

t  par t

a  su i t e  (S ra ,S ) .

i e  d ' ap rès  l e  Théo rème  X .6  d ' une  (2 ,
2

;  -r)
3 .433 r

théo rème V I IT .2 ,  dans ce t te  théo r ie ,  oD  a  pou r  tou te

2
2- r

3 . 4 3 3 1

Par  Ies  résu l ta t s  connus  su r  l a  Théor ie  de  MARKOFF c lass ique ,

on  ne  t r ouve  a i ns i  qu ' un  nombre  f i n i  de  poss ib i l i t és  pou r  0a {s ' ) .

Cec i  pe rme t  d ' énonce r ,  l ' e xemp le  p récéden t  é tan t  géné ra l i sab le

à  tou te  au t re  su i te  de  Ia  Théor ie  de  MÀRKOFF c lass ique  :

THEOREME X I .5

I l  ex i s t e  une  i n f i n i t é  de  (a , r ,  e  )  Théo r i es  ne  con tenan t  qu ' un  nombre

f in i  de formes F0 .

I e

I

3

t-

L



r I r .2 l1

X I I .  D E S  R E S U L T A T S  G E N E R A U X  P O U R  L ' E C A R T  D I A N T I D R O M I E

À P P L I C A T I O N  A  U N E  G E N E R A L I S A T I O N  D E  L ' A R B R E  D E  M A R K O F F

A  /  t E S  R E S U L T A T S

Soient  S et  T deux su i tes de nombres de -0f*  e t  b  un nombre de. . , [ t .

On cherche nombres :

En  posan t

à  compare r  l es

r ( soêrr )

r (SbT )

I  m(s)
'  Ms =l  ,-  

Lm(s)

fm(r)
M =lr  

lm(r)

Kr  (S )

r (z  (T)

K. {  (S )

K ,  (S )

K.r  (T)

K r  (T )

.,J
, r , ]

on t rouve  l ' équ iva len t  des  fo rmu les  (C ,  )  à  (C t  )  :

( f i )  :  m(sbT)  =  (b+ I )m(S)m(T)  +  Kr (s )m(T)  -  m(s )Kr (T )

( f !  )  :  K {  (sbT)  =  (o+ t )m(s )xn  (T )  +  K , r  ( s )K4  (T )  -  m(s )  I  t r l

( f  )  :  K t (sb r )  =  (b+ I )Kr (s )m(1)  -  K r (s )Kr (T )  +  l ( s )m(T)

(q )  r  l ( su r )  =  (b+r )K t (s )K , r ( r )  + l (s )K4( r )  Kg(s t  l t r l

En  u t i l i san t exp ress ions

=  m(S )

=  K , r  (S )

=  m(S )  K r

= Kl (s )  I

a lo r s  l es

f  mtôt

| *. r3r

1 Kr (ê)

L I têr
(s)

(s)

On t rouve avec

an té r i eu remen t

les  fo rmu les  p récéden tes  l es  exp ress ions  données

(p rop r i é té  x . I 3 )  :
^

m ( S b S )  =  m ( S ) F

K,  (sbê)  =  K, r  (s ) r  +  ( - r ) "

Ks(sbê)=Kt (s )F+( - r ) "

I  tsuât  = I  (s)F -  ( - r )no



où  
[  

F  =bm(S)  +K , t ( s )  +  K t ( s )

1 e (s)  = (- t )n 'a =l

TTT .2L2

:  r . (suâur)  =  [ (b+ l )m(s)K.(T)  + K, r (s)K{(T)  -  m(s)  I  (T) ]F -e  K4$l

D'où  l es  exp ress ions  su i van tes  :

(q)  :  m(su3ut )  = [ (u+t )m(s)m(r )  +K. (s)m(r )  -  m(s)K i (T) ] r  -e  m( t )

(q)
(q,) :  r ,  (soênc) = [(b+r)Kg(s)m(T) - Kl(s)Kt(r) + I  (s)r(r)  ]F - t  (m(r) -  Kt(r) )

^
r ( S b S b T )  =

F [K r ( sb Î )  -  Kz (sbT )  +  €  [m(T )  K4 (T )  -  Kg (T )J

Fm(Sbr )  -  t  m(1)

L 'éga l i té  r (sn t )  =  r t s lêUr )  s 'éc r i t  :

K , r  ( sbT)  -  K r  (sb r )  r [ x ,  ( su t )  -  K r (sbT) ]  +  e ,  à  ( r )

m(sur) Fm(SbT)  -  s  m(T )

So i t  de  façon  équ iva len te  :

r (SbT )  =  P (T )

En  remp laçan t  r  pa r  4 ,  e t  en  u t i l i san t  l a  p rop r i é té  IV .5 ,  on

en  dédu i t  I a  p remiè re  pa r t i e  du  résu l ta t  su i van t  :

Î H E O R E M E  X I I . I

( I )  So ien t  b  € . [ f t  e t  S ,T  deux  su i . t es  de  nombres  de  f r  * ,  on  a

équ iva lence  des  p rop r ié tés  su i van tes  :

(a)  r (T)  =  r (suâ)

(b)  r (sbr )  =  r tsuêoô l

(2 )  P Ius  généra lemen t ,  dans  l es  cond i t i ons  p récéden tes ,  on  a  auss i  :

Vte.Ot  r ( r )  =r(suf3ul rôt

La  démons t ra t i on  de  I ' éga l i t é  pou r  t ou t  t  €  f i  *  se  fa i t  pa r

récu r rence .

on suppose que I 'on a pour  t  €  J l f  *  la  propr ié té su ivante :

(Pr)  :Vs,T,b ( r (T)  = r tsuôl )

: )  ( } /u  e d-*  u (  r  : )  r (T)  = r (sut3ut"ô l l

On a  auss i  pou r  u  =  t  e t  u  =  t - l  :

r(sbtôutr-,  ôt = r( totf f i l
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En  remp laçan t  a lo rs  dans  l a  p remiè re  pa r t i e  dé jà  démon t rée  du

Théo rème  x I I . l  I a  su i t e  T  pa r  Sb (6b )ù . ,  1 ,  on  ob t i en t  :

r (sb{ân), . ,  ô l  = r(sotâot,  ôt

= r(sut3u)s. .  î f

on  en  dédu i t  l a  p rop r ié té  (P1 .1  ) .

Comme la  p rop r ié té  (P r  )  n ' es t  au t re  que  l a  p remiè re  pa r t i e  du

Théo rème  x I I . l  dé jà  é tan l i e ,  cê  résu l t a t  es t  comp lè temen t  démon t ré .

Exemp le  d ' app l i ca t i on

Avec  I a  p rop r i é té  x .Lz ,  pou r  T  =  S ,  on  a  :

r (s)  = r (suâ)

I I  en  résu l t e  pa r  l e  Théo rème  X I I ; 1  I ' éga l i t é  :

I  te .U{  r ts(uê) ,  )  = r (s)

on  re t r ouve  I ' éga l i t é  de  l a  p rop r i é té  x .13 .

On  a  auss i  :

THEOREME X I I . 2

So ien t  Ug  -N te t  S  e t  T  deux  su i t es  de  nombres  ae  JN- *  t e l l es  que

l ' on  a i t  :

r t ô l  =  r ( sbT )

A lo r s ,  oD  a  auss i  :

$ teJf  r tô l  = r (sbtâul r r t

I l  su f f i t  en  e f f e t  de  remp lace r  T  pa r  â  a . r r "  l e  Théo rème  X I I . I .

THEOREME X I I . 3

So ien t  b  eJ f f *e t  S ,T  deux  su i t es  de  nombres  ae .û f  *  t e l l es  que  I ' on

a i t :

r t$ l  = r (sbr)

A lo rs ,  on  a  auss i  :

$.  e$ r tËt  = r (sbtËol ,  r )



I I  su f f i t  dans  Le

m i ro i r .

L ' éga l i t é

donne

Et  en  subs t i t uan t

dépar t  :

L ' éga l i t é

donne

(G,r )

( c2 )

(c3 )

Théo rème  X I f . 2  d ' app l i que r  1a

TTT.2L4

t rans fo rma t ion

condit ion de

A
r (T )  =  r (SbT )

r (T*bs*)  =  r t t î l t  =

S à t * e t T l à S * , o n
v

r (s )  =  r (sbT)

v
r (  ( r* )  )
trouve La

r  t  ôt = F( sb.( 3b)r T) 
^

r tô l  -  r (  t l * )  )  =  r (T*b(  (3)*u l r  s* )
=  I . ( T * b (  ( É * l U )  S * )

En  subs t i t uan t  enco re  S  à  T *  e t  T  à  S * ,  oo  t r ouve  l a  conc lus i on
V Y

r ( s )  =  r (sb (Tb) r  T )

B /  UNE APPLICATTON POUR LÀ CONSTRUCTION D '  ARBRES .

Comme dans  l -a  Théor ie  de  MARKOFF c lass igue ,  on  cons idè re  Ie

d iag ramme pe rme t tan t  de  sons t ru i re  deux  su i tes  Xq  e t  XD à  pa r t i r

d ' une  su i t e  X  !

X  =  ( X 4 ,  b  ,  X Z )

xq = (x , t  ,b ,1)  =  (x . r  ,b  , (x4  ,b ,x tD

I I  donne  les  exp ress ions  su i van tes  :

(co)  z  e |=ç ,  e t  Ef=EEt

xD = ( i  ,b ,x ,  )  = (  (x , r  ,o , Ïa  )b,xa)

(Do ) : i= ùL er Sl,= er
(D,t ) :  rn= (b+l)nnnr-I*.- m(mr- kt- kq)

(Dr)  t  n ' f  =  *

(D3)  :  mf= m,

, rQ= (brt)nun. - t mr+ m(ml - kt - ka)

( cr{)

( clrl)

( c5r)

( cs!)

(c6r )

:  mf='n.

:m!=m

:  Kl = (b+2) mk, -

t  4= (b+2) lÇ, . ,

t  h q =  k l

t  4r= kr

t k f=m K l

Ktkt- 
" 

1r,

*r lr  -  Lh.

(D41) t  d= bK. q+ 11 mr+ K. h
( D41) 3 Kl - bc--k;+. Ka,kz + t lx.

(Drr) t 4 =

(D5t) 3 kl=

(D$)  t  k i=

K4

mKt

ttt
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l -

q

?-
À,=n

= r

n

)

)

)

)

)

)

^
xr

o r

r )

1 )

q )

s

c )

$t

A
x1
^
x l

xq

ns

xq

Cq
" L

- q

t o n  a  :
v
Xa)  =  r

XTT.2 ,

r (

r (

r (

ond i t io

:  I  r (
{
t  r(

ore  :

r (

-à -d i re  e

( crr)

(c î )

(cs)

(c9 )

On su

( r r  )

Avec

avec ,

l es  e

C 'es t

( re )

t  
{ =  K L

t  l r t=  (b+2) r rk" -  k rJ ,  -  * r1" "

: 14,= l^.
r  lno= Kr- l ,

k l=  k1

11o= b6,  L r *  r . ln+  k ,  l ,

lxl= K. - I,

1{= l^.

( D6Z)

(D1 )

(Ds )

(D9 )

ppose que 1

:  r (x )  =  r (

I e  Théorème

- \

- \

p a r  l e s  c

x p r e s s i o n s

nc

r

(

(

(

(

(

(

x,l

x,l

x)

x4

X )

X.

b

b

b

)

xs)
A

x,r b

e t

!

xr. )

xe)

^
x., b xz

(x; )

= r (xQ )

r

r

=

X )

Xr )  =

x!
v(x,t )

=  r (

^ ,
r (x i )ii

A v e c  l e  T h é o r è m e  X I I . 3 ,  o D  a  :

r t l ,  I  =  r (x4bx ! )

g : )  r t l n t  = r (X tb Ï ru t . )  = r (xo )

avec r  p aE les condi t ions x i  = x, t  bÏr  et  Xl  = xL

les  express i .ons  z l  r t Ï .D)  =  r (x , roxa)  =  r (X)  =  r (xD)
1

I  r txDt = r(x)  = r t l r1 = r txf)

C'es t -à -d i r e  auss i  :

( rD)  :  r (xD)  = . t ï .o )  =  r t l l t  =  !

Les  cond i t i ons  ( rq )  e t  ( rD )  ga ran t i ssen t  à  l eu r  t ou r  I a  poss ib i l i t é

de  renouve le r  l e  p rocédé  à  pa r t i r  des  su i tes  xD  e t  74  .

Cec i  pe rme t  d ,énonce r  :
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T H E O R E M E  X I I 4  (Cons t ruc t i on  d ' un  a rb re  )

et  X.  deux su i tes de nombres de - t f  *  e t
v ^

r ( x ^bx r )  =  r (X1 )  =  r (Xs )  =  r

- t
bé -D^ te l s  gue  :

A lors  i l  est  poss ib le  de constru i re  un arbre de MARKOFF de su i tes

ayan t  t ou tes  r  pou r  éca r t  d ' an t i d rom ie ,  dê  sommet  X  =  (X , , b , x t )  avec

à chaque n iveau du d iagramme Ia f igure :

Soien t  X , l

( r t )  :

(x .b{ l ruxr ) )=( l4uxt l
où xf = x.t et x! = 1, b*"

D E F I N I T I O N

D a n s  I a  s u i t e ,  o n  d i t que  l ' a rb re  donné  pa r  ce

par  Ia  cons t ruc t i on  de M À R K O F F  à  p a r t i r  d e  [  =

( (x,, b
où x)

v
x t )u * t )=tx f  n/ . t

x,rbl, et x' .  = xz
L

L
T h é o r è m e  e s t  o b t e n u

(x ,  ,b  ,xz)  .

s i  I ' on  
" r ppo " .  

I ,  =  î ,  -  T ,  un  ca l cu l  f ac i l e  mon t re  I ' imposs ib i l i t é

de  t rouve r  b  € -0 f  t e l  que  1  ' on  a i t  :

r ( x rbx . )  =  r (T )

La  cond i t i on  ( r r )  es t  donc  assez  f o r t e .

On  peu t  1 ' exp l i c i t e r .  E l l e  donne  :

(b+ r )m(x^  ) x r ( xg )+ rc r ( x , l )K r ( x . ) -m . (x . {  )1 (xs ) - (b+ r )KL (x r )m(x r )+Kn(x , , r )K r (x t )  -1 (x r )m(x r )

(b+1)m(x" )  m(x ,  )+K,  (x "  )m(x . )  -  m(x ,n )K l (xL)

K 4  ( X t )  -  m ( X 1 )  +  K 1 ( X 1 )  m ( X n )  -  K r ( X r )  -  K Z ( X 4  )

m(Xn  )m ( X 1  )

(b+ l )m(x , , )Kn(x1)+m(x . r ) [Kr (x ! ) - ] (x2) l - (b+1)m(x1)K. (x^ )+m(x . ) tK4(ç -1 t11 : -zEçq (ç

(b+1)m({n )m(\  )

S o i t  :

( f )  :  ( b + t )
m(x4  ) [K r (x r )  - ] ( x r )  l+m(xL) [K4(x , r  ) -1 (x4  )  ]  -  2K{ (x , {  )K r (x r )

m(x r )K t (x , r )  +  m(x , { )Kr (xÀ)  -  m(x r )m(x1)

( x a  , b , x a  )

Et  auss i  :



( 2 ) :  ( b+1 )  =

ITT .2L7

m(x1)tq. t ,cr . ) - l tx . )J + m(x.) [ r r {xr)  -  I  tx ,  lJ-zx^(x, ,  ) t t (xr)

m(xr)m(xa ) -  m(x*)R|(xÂ) - m(xr)r l , |  (xr)

La  compara i son  des  deux  re la t i ons  ( f )  e t  (2 ,  donne ,  compte  tenu

que le  numérateur  du second membre est  le  même :

m(xa ) [ r r ( x1  )  +  r s ( x1  ) J  +  m(x t ) [K4 (x , r )  +  Ka (x , r ) ]

=  Zn (Xa  )m(x1 )

C 'es t -à -d i r e  enco re  :

K 4  ( X l  )  +  K .  ( X . )  K / t ( X r  )  +  K L ( X , r  )
l -

m(Xs )

ou  P (X r )  +  P (x . )  =  0

m(xa  )

En  fa i t ,  ce t t e  de rn iè re  exp ress ion  n ' es t  au t re  que  l a  cond i t i on :
v^

r ( x ,  )  =  r (Xs )

Les  cond i t i ons  ( f )  e t  ( 21  se  rédu i sen t  donc  à  une  seu le  gue  I ' on

peu t  éc r i re  sous  l a  f o rme  :
1

Kr(Xr)  
-  

l tx . t  
*  

* . ( *n)  
_  

l txn t  
_  ,Ka(x^ l  

K ! (xe)

m(x , )  m(xr )  m(x ,  )  m(  x ,  )  m(xa )  m(x1)
( 3 ) :  ( b+ I )  =

S o i t :

Kt (X , r  )  K r  (X r  )
I

m (Xn  )  m(X" )

L(xn)  e(xz)
-+-

K, r (x4 )  Kr (x ! )  mtx^ )u  m(x r )e
( 4 )  ( b+1 )  + - - -=

m(x ,n )  m(x r )  KL(x4)  *  K1(x2)  r

m(  xn )  m(  xa )

i ons

*rtl

1^" J

Mais  revenons  à  l a  su i te  x ,  c ' es t -à -d i re  aux  no ta t

antér ieurement  :

[ r tU)  Ki (x , r )  I  lq  i  me-
M ,  =  |  |  =  I^ ' t  

Im(x , ) -Kr (x , r )  K , t (x { )  - I  (x , tJ  I r ,  ;  Ra-

[m(x . )  K, r (x r )  I  [ t .  i  mr-
M -  = l  |  = fxt  

lm(x . ) - rc . (x1)  
K4(xù)  -  l (xa)J  L* . .  i  k r r -

u t i t i sées

kr

l r
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La  de rn iè re  re l a t i on  donne ,  avec  t (X r l  =Ea  e t  Ê (Xa l  =  êz

e t  I a  re la t i on  (e , r  )  :
t t

9,  m i+  ÊL* r '  =  [ (n+r )mrmr r  l t ,mr -  he* r ] [ (m, , -  k r )ma+ ( tn -  k r , )m. -  m"m.  1

-  m l m l  f r t -  k l m l -  k r m ,  J

=  m[mrk r . -  m rk  J  +  ( r r -  r r ) n ]  r r .

I I  r es te  a i ns i  :

mmn (mr- k!.r) = mnl, l  kz+ (t<n - rcr)m, ma

So i t :
( 5 )  :  m t -  k r=  k r . , +  rma

Par  a i l l eu r s ,  I a  cond i t i on  P (X ! )  +  P (X ,  )  =  0  se  t r adu i t  pa r  :

kr krr krt kl
2 _ _ + _

mt ffi1 [fl,4 m,l

C o m b i n é e  a v e c  l a  r e l a t i o n  d é d u i t e  d e  ( 5 )  :

kr ker
l - r

m t  m l

krt k,
E I I e d o n n e : l + r = -

m.{ i l ,

S o i t  ( 6 )  :  ( n : n -  k r t )  *  r f l n r  =  k ,

O n  p e u t  a i n s i  é n o n c e r  :

T H E O R E M E  X I I .  5

So i t  [  =  ( x {b  X t )  une  su i t e  d ' éca r t  d ' an t i d rom ie  r  t e l l e  que  I ' on

pu isse  éc r i re  :

f rn  k r -  mnr l
ttn = 

L *n *r- lr., J
( c ' es t - à -d i r e  P (x . t  )  =  r )

( avec  €n=  de t  MO )

' ^ .  =  

[ : :

*r* rr"l
kr,- lr. J

( c ' es t - à -d i r e  P (XL1  =  - r )

(avec  É r=  de t  Mr .  )
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Alors,  Ia  su i te  x  = (  x , {  b  x t  )  permet  de constru i re  un arbre de

su i tes  ayan t  t ou tes  r  pou r  éca r t  d ' an t i d romie ,  g râce  à  Ia

cons t ruc t i on  de  MARKOFF.
t

De p lus  on  a  :  r (mrmn ,mr )  =  ( rm , rmnr rmr )  eZ '

Le cas de la  théor ie  de MARKOFF rentre b ien dans ce Théorème,

avec  r  =  0  e t  b  =  2 .  ( ea r  con t re ,  su r  l ' e xemp le  de  l a  fZ , l , - t l  Théo r i e ,

on  a  no té  que  I ' on  n ' ava i t  pas  r (m ,mn ,mr )  É  23 )

C /  UNE NOUVELLE RELATION DE MARKOFF

Plus  généra lemen t ,  l o r sgue  va len t  pou r  X , t  e t  XZ  les  re la t i ons  du

Théorème p récéden t ,  on  a  :

(r, j ' )  ,  . ,1
k, - kre k, kat

= - -=Z  - -  ( I + r )= (1  + r )  2 -
f ia  m.{  m4

k r , -  k r  k r  k r r
( r l , ) :  r -  = - -=  (1  r )  2 -=2 - -  ( I - r )

L L -  m L  m r  r r | t

L a  r e l a t i o n  ( M L )  s ' é c r i t  a l o r s ,  a v e c  c e s  e x p r e s s i o n s  :

k. ,  kr l
. t -  E r * i -  En^ I  =  (b+1  +  I  +  r  -  2  " '  a  2  J  -  I  +  r  r )mmrm.

m.r mt

- 
( b+I ) mn m. + 2\,m.r - Zkrr^,

=  [  +  r ]mg ,ma
gmz

2m
= t  -  -  ( b  +  l )  +  r lm rqm,

m,t mt

(  avec la  re la t ion C,1 )  .

I I  r es te ,  en  s imp l i f i an t  I a  re la t i on  d iophan t ienne  :

(M3)  ,  * t+  Ermf  +  Ên. i  =  (b  +  1-  r )mmrm.

Et ceci permet d,énoncer, toutes les vérifications complémentaires étant

évidentes :

THEOREME X I I . 6  (Equa t ion  de  MARKOFF)

Dans  l es  cond i t i ons  du  Théorème p récéden t ,  on  a  Ia  re la t i on

d iophan t ienne  su i van te ,  où  b  +  I  -  r  à  0  :
(M3 )  3  m t+e rmr l+a .m !  =  (b  +  I  -  r )mmrm,

avec  l a  cond i t i on  :  r (m ,m" ,ma)  =  ( rm , rmr  r rma )  e  L l



L"':
( a )m>0  m . )0  m1)0
(b )  m  =  Max (m,m" ,mr )  )  Max (mr ,m ! )
( c )  pgcd (m,mn  )  =  pgcd ( rq  ,mr )  -  pgcd (m. ,m)

cas r= ldonne :
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c o n d i t i o n s  h a b i t u e l l e s  :

t r ouve r  une  su i te  Xn  co r respondan te .

Remarguons

avec

S o i t

I I  e s

Cec i

n é c e s s

)

t
:f

1
t

t  donc

permet

que le

-  tn l
I

-  l^n j

I es

fr4

ilrl

en complément

f*, k,
M  = l
\  L*n k l

a i remen t ,  pa r

0  (  r r -  k ^

0 < ka-  m,  \<

0 ( k a - ( f f i , .

*,1 ( kn \< 2m^

imposs ib le  de

d 'énonce r  :

t'

I
L

P R O P R I E T E  X I I . l

D a n s  I ' é q u a t i o n  d e  M A R K O F F  d o n n é e  p a r  I e  T h é o r è m e  x I I . 6 ,  o n  a

n é c e s s a i r e m e n t  r  I  I  e t  d o n c  a u s s i  b  +  I  -  r  >  O .

D  /  E X A M E N  D E  L ' E q U A T I O N  D I O P H A N T I E N N E  M T S E  E N  E V I D E N C E  E T

A P P L I C A T I O N

on considère i c i  I

tm+( M 3  )  :

o ù r  I ' o n

r (1

suppose

t i o n  d i o p h a n t i e n n e  :

Ln^ I= (b+ l - r )mmnma

Ea,e. Ê t! r l
b g j{,t

rÉG.  vé r i f i an t  -  t  <

' égua

E'a m.t +

(  m, m' rnr )  € $-3 t"r  que r  (  m, mn ,nr l  t  LS

Pour  tn  =  0 ,  o [  t r ouve  l es  so lu t i ons  (O ,mr , !  m4)  avec  éven tue l l emen t

m, t  =  0  comme seu l  ces  poss ib le .

S i  (m ,m,1  ,m1 )  es t  une  so lu t i on ,  ( -mr -n !a  ,m1 )  en  es t  une  au t re ,

de  même que  (m , -m ,  , -ma ) .
On  peu t  donc  se  l im i t e r  à  l ' é t ude  des  cas  m  )  0  e t  m ,  >  0 .



I 1

I I
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es t  f ac i l e  d ' é tab l i r ,  g râce  à  l a  cond i t i on  rnê ,V -  que  l t on  a  :

pgcd (m,m" )  -  pgcd (mn ,mr )  =  pgcd (m 'm)

es t  poss ib le  que  ce  nombre ,  no té  d ,  so i t  d i s t i nc t  de  t .

Remarguons  ma in tenan t  que  s i  1 ' on  a

R,l
f = - a V e C

Rr
Rl  >0 ' -R t (Ra

La  cond i t i on  r (m ,m,  , n r l  eL )  impose  R ,  l a .

sous forme i r réduct ib le  :

(  Ra  ,  pgcd (R ,  ,Rz )  -  I

So i t  a  =  d r  ÊL  ,  avec  -d  <  R  .<  d

L ' équa t i on  de  dépa r t  s ' éc r i t  donc  enco re

m t  mr  t  mr  t
(  -  )  +  Ea (  :  I  + t ^ (  j  )  =  [ ( b+ I - r ) d ] (

d - d " d

m

d

avec  ce t te  fo i s :  
f

t m
I  -  p g c d ( -  ,

m
( b + I _ r ) d  e - [ f * M = - i M

d

-Df *,

m/
-  ; = p g c d (
d

m /  m t
) (  -  ) (  -  )

d d

m m
- - ;  M

f f i4  m! .
-  r - l  = P Ç C O  (

d d

m,| i l t

d

m t m \

d d

; tout revientE t  s i  l ' o n  p o s e  !  =  ( b + I - r ) d  €

à étudier l'é4ration diophantienne :

m
f {  = - .

d
M r ,  = ; ;  M a

I 
tt + eL M: * en M] = ll,tt"t tl.

I  _ r
( / 6 t .g l  

{  
(M ,Mn  ,ML)  e  J f  - t e l  

que  M=Max(M,M, r ,Mr )  )  Ma :< (M. , t ' t  )

I  On "U(M,Mn)  =  pgcd (M4 ,Mr ;  =  pgcd (M 'M)  =  I

Deux  cas  peuven t  ê t re  d i s t i ngués  :

*  Cas  I  :  t a=  11=  I

Ce  cas  es t  ce lu i  où  Ia  re la t i on  d iophan t ienne  (M3)  cons t ru i t e  à

chaque  n i veau  de  I ' a rb re  de  MARKOFF fou rn i  pa r  I e  Théorème X I I . 4

es t  l a  même  :  cec i  r ésu l t e  des  re l a t i ons  (Do )  e t  (Go )  données

c i -dessus .

L 'é tude de 1,équat ion ( tQ,reo)  par  Ia  méthode de cAssELS t5 l  permet

fac i l emen t  d 'é tab l i r  que  pou r  L  >  4 ,  ce t te  équa t i on  n 'admet  pas

d 'au t re  so lu t i on  gue  (M ,M4 ,Mt )  =  ( 0 ,0 ,0 ) .  (Vo i r  Théo rème  X I I I . 9 ) .

Pou r  avo i r  des  so lu t i ons  non  t r i v i a l es  à  (Mg ) ,  i I  f au t  donc  :

0< [= (b+ l - r ) d \<3



C e t t e  i n é g a l i t é  n e

g u ' u n  n o m b r e  f i n i

donne ,  compte  tenu  des

de  poss ib i l i t és :

b=2  r=  0  d=1

b=0  r= \  d=2

b= I  r= \  d=2

b=0  F=0  d=3

d = I  correspond

et  peut  donc êt re
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hypo thèses  su r  b  e t  r ,

à  l a  T h é o r i e  d e  M A R K O F F

a u s s i  l a i s s é  d e  c ô t é .

. L e c a s b = 2 t = 0

c l a s s i q u e .  I 1  e s t  c o n n u ,

.  Seu Is  res ten t

0

I t  f a u t

avec

ModuIo

k4  eL
C e  c a s

o 9es -I : ? - ! - -r- -=-L- - -9-= -? - - -P -ê-l q' t!
I l  faut  pouvoi r  écr i re  :

pe rme t  pas  de  t rouve r

quadra t i ques  modu lo  3 .

k"  + Mn impai r ,

r f=  - r  (mod 4)  ) .

t ro is  cas  non év idents  :

I  l=o  r= \  f l=2
I
(  u=L  r= \  d=2
I
I
t  b=0  r=0  d=3

:--9-=-9---t-=-q---9,=-9
éc r i r e  :

3M, kA I
I

1 tK4 K,r - lx,r J

=  ]  =  3M, , t ( k r -1 r . )  -  kn '

t  c l a i r  que  ce t te  re la t i on  ne

ue  seu ls  0  e t  I  son t  rés idus

imposs ib l e .

9eg- l : I -
pouvo i r

F
I

M  = l"x,t 
I
L

det  t * ,

3 ,  i l  e s

,  pu isq

es t  donc

I zrn
tr. = 

|' *,,

*r- t, 
I

k -  Ix r l

avecf  par  le  ca lcu l  du déterminant

2tr^1x" = kl - 3k" M,,+ t

C e t t e  c o n d i t i o n  i m p o s e  g u e  1 ' o n  a i t

so i t  Mn pa i r  (  avec  M, l  non mul t iP le

k , t  impa i r  e t

de  4  sans  quo i



De même,  i I  f au t  pouvo i r  éc r i re  :
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mu l t i p l e  de  4 .

=  I  donne  une  con t rad i c t i on .

I  zr,
t*. = 

|.*,

kr,+ M, 
I

kr, - lt. J

Avec,  pâf ,  Ie  ca lcu l  du déterminant  :

2 t l . l r . =  k i  -  M .k r , , +  1

E t  donc  auss i  k t  impa i r  e t  M1  Pa i r  non

Ma is  a lo rs  l a  cond i t i on  pgcd (M, t  ,ML)

Ce  cas  es t  enco re  imposs ib le .

On peut  donc énoncer ,  ê t r  regroupant  en un même résul ta t  tous les cas

vus  c i -dessus  :

T H E O R E M E  X I T . 7

L e  c a s  d e  l a  T h é o r i e  d e  M A R K O F F  c l a s s i q u e  e s t  l e  s e u l  o ù  1 ' o n

p u i s s e  c o n s i d é r e r  p a r  l a  c o n s t r u c t i o n  d e  M A R K O F F  u n  a r b r e  e n g e n d r é

p a r  u n e  s u i t e  :

t e l l e  q u e

on a a lors

[  =  ( x4  b

f  
r (xrb x t

I

I  e  (x4)

nécessa i remen t

L)
v ^

)  =  r (X ,a )  =  r (Xr )  =  r

=  Ê  (x t )  =  1

:b=2  r=O e t d  =  l .

Dans  ce  cas ,  I a  r e l a t i on  d i ophan t i enne  (M3)

de  1 'a rb re  de  MARKOFF fou rn i  pa r  I e  Théorème

on  t rouve  tou jou rs  I ' un  des  t ro i s  su i van ts  :

I  t t -  * , n t -  * i  =  (b+ r - r )mm,  m,
I

{  . t -  ,n i+  * ï  =  (b+r - r )mm.m.
I
(  tn t+  mr t -  m!  =  (b+ I - r )mm" m,

*  C a s  2  :  S i  o n  n ' a  p a s  Ê ^ =  f ' 2 =  I

t rouvée à chaque n iveau

X I I . 4  change ,  ma i s

A  une  pe rmu ta t i on  p rès  des  va r iab les  M ,  M . t ,  M ! ,  on  Peu t  t ou jou rs

se ramener à une équat ion :

l,tl - Mrt + ti =

avec  par  Ia  p ropr ié té  X I I . l
Ce l le -c i  admet  tou jours  une

LM M,I ML

la  cond i t i on

so lu t i on  non

=Ml= I

z  L  ê  $* .
t r i v ia le  :

[vt = L M,.
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es t  donc  suscep t i b le  de  con ten i r  des  poss ib i l i t és  nouve l l es ,

con f i rmen t  l es  cons t ruc t i ons  su i van tes  :

( L ) /  Cons idé rons  l a  s i t ua t i on  i s sue  de  1 ' é tude  de  l a  ( 2 ,O ,L l  Théo r i e  :

Ce cas

ce gue

I
1

O n a

x,t  =o

X,  =  (1 ' r ' r )

f o r m e l l e m e n t  :

t*a = Er=r

er= -L

:l
2 l

I1

Lo
( 1 ,

tl
Y

xr=

M a =
x,l

ol
-'l

:l= ' 'l _
rJ 

-e t  I a  p rop r ié té

que  l ' on  t r adu i t  pa r  :

[ :  

'll[ :  ,

Iu
M a l

". Lr :l :l

( 2 ,  ( 1 ) 5  )

o n  p e u t  a l o r s  c o n s i d é r e r ,

X ^  =  ( 2 , L , 2 )

X t  =  ( 1 , I r I )

[  =  ( 2 r L , 2 , 2 , L , l r l )

a v e c

tr.

tr,,

Mx

r=0e tb

= [ : ; ]

=[;ll
=l'r'., ï]

(2L2zLLL I

=2 :

(  e4  =  - f )

(  e'z = -I)

tôu l  =  ( r ,b - t )

C e c i  d o n n e  n a i s s a n c e  a u  d i a g r a m m e  d e  M A R K O F F  s u i v a n t  :

L 'équa t i on  de  MARKOFF donnée  pa r  I e  Théo rème  x I I . 6  s ' éc r i t  :

z3 t -  8 t -  3 t  =  5  256  =  3 .73 .8 .3

La  cons t ruc t i on  de  MARKOFF fou rn i t  a lo rs ,  à  pa r t i r  de  [  =  (X^2  X t  )

un  a rb re  de  su i tes  ayan t  t ou tes  r  =  0  pou r  éca r t  d ' an t i d romie  e t

don t  l a  pa r t i e  hau te  es t  :

( Q , 2 , 1 , I , I  )  =  ( 2 , L , L , L )
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QL22TLL22UI) QL22L22TLLI

QL22LLL22I1I22TU) QL22LLL22L22LLL22LLLI (2L22T22ILL22L22LLLI QI22L22L22LLLI

On  vo i t  cependan t ,  g râce  au  l emme de  D ICKSON,  gu 'aucune  des  su i tes

a ins i  cons t ru i t es  n 'es t  un  mo t  du  Langage  de  MARKOFF dé f i n i  pa r
l r

\  L , 2 '  .

( 2 )  /  Cons idé rons  p lus  généra lemen t  l a  s i t ua t i on  :

( 0b (0bæ ) )  =  ( b , l , b - l , r  ) (  (0b v
T. ) b  æ  )  =

v
( bubæ

On peu t  éc r i re  : M a =

Et  auss i  :

a v e c  :

La  cond i t i on  r ( b ' r  )

So i t  :

=  Q  d o n n e  :  b q -  ( b =l

A
r ( bæ)  =  r ( t 0

K4

Kn- l

+K4

) =

l''
LKa

fb '
L,.ba

t ' l  =  0 )

K,l

I
I

)

( b + I )

K4

- l  ) m

( r (

-1J
J

[m K, t  It '  = 
L*, (b-r) t .-K, r. |

d e t M r = i I = ( b - l ) m t - (b- r )mÇ-t t tavec

C e t t e

EI Ie  es t  assoc iée  au  po l ynôme :

( b - l ) x r -  ( b - l ) x  I

don t  une  rac ine  es t  :

équat ion en m et  K^ a pour  d iscr iminant

(b - r ) 1+  r ( b - I )  =  ( b+ t ) t  -  4

(2L22LLLI

(0b . r )  =  (bæ)



(  b+1 ) r
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\ =u

on en dédui t

On t rouve Par

correspondant

En posant  :

On obt ien t

O n  a  a u s s i

( b - I )  +

2 (b - I )

a isément  toutes

exemp le  a ins i  :  m

à  x  =  (1 ,b - I , I )

xn= br ' -

x t=  r

v
r ( : ( ,  )  =

9a =  e2=

=  [ 1 r , b - t r l ]

s e s  s o l u t i o n s .

= b + I  K ,  = b
v

s o i t  { ,  =  ( l , b )  e t

( b , I , b )  assoc ié

assoc ié

r (bx )  = t f î ,  1  = r tâ )  =e
-1

Ï =  I

t '  =  (b, l  )

2b

I

â m 4 =

à* r=

b t +

b +

Et  pa r  un  ca l cu l  s imp le  :

r (Xab  X " )  =  r ( b , l , b , b ,1 ,b - l , l )  =  Q

La  su i t e  [  =  ( x / b  xL )  es t  assoc iée  à  m  =  b l r+  4b ]+  5b t+  2b  +  L

Dans  ce  cas ,  oD  ob t i en t  :  pgcd (m,mn)  =  pgcd ( t ' hz )  -  pgcd (m. ,m)  =

(b\+ 4b3+ 5br+ 2c +1)r- (bt+ 2c)t- (o+t)r

= (brl) (bf + 4b!+ 5br+ 2b + I) (bÈ+ 2b) (b+f )

P lus  généra lemen t ,  on  peu t  énonce r  :

THEOREME X I I . 8

Pour  tou te  va leu r  b  e  J f  * ,  i I  ex i s te  au  mo ins  un  a rb re  ob tenu  pa r

cons t ruc t i on  de  MARKOFF à rpa r t i r  d ' une  su i t e  [  =  (X , r  b  X r )  t e l l e

que  :  r ( x )  =  r (X , r )  =  r (X2 , )  =  r

I l  ex is te en par t icu l ier  pour  tout  b  e J I f  *  un te l  arbre avec

r=0assoc iéà :
= û

=  ( f ){t
cet  arbre montre que pour  tout  b  É J I f  t ,  l 'équat ion

= (b+I )  mm,l  ml

ns  te l les  que :

* t -  .n t+ * l

in i té  de so lut i .o

m l>0  m t>0

1mr1  rmg)  >  t ' t ax (mn

)  =  pgcd (mn ,mr )

admet

[ ( a )  
n

1(b) 
m

I tc)  ps

une inf

>0

=  M a x ( m

c d ( m r m n

,*2 ,  )

=  p g c d ( m 1 r m )  =  I
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ne de I  I  aut re :

on  va  dans  l a  su i te  é tud ie r  de  f  açon  comp lè te  I ' équa t i on  ( f l r eg )

e t  mon t re r  l a  généra l i t é  de  Ia  cons t ruc t i on  qu i  a  condu i t  à  ce

dern ie r  t héo rème.

De  même,  l es  deux  équa t ions  qu i  se  dédu isen t  I ' u

, n l -  * f * r n l a  =  (b+ t )mn ! rmr

mt -  t t -  * l  =  ( b+ I )mm,mt

admet ten t  une  i n f i n i t é  de  so lu t i ons  te l l es  que  :

I t a )  m  >  0  m . {  >  0  0 r
I

{  
( b )  m  =  Max (m,mn  ,m ,  )  >  Max (m,  ,m . )

I
[ ( c )  pgcd (m,mn)  =  pgcd (mn ,mr )  =  pgcd (m. ,m)  =  l .
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xrrr . ETUDE DETATLLEE DE L , EeuATroN DToeHANTTENNE(4I ML + eg r,f +q],t! LMM.. Ms
========================================== où (MrMa ,u) eLl  L cJN

e t

pgcd(M ,rrl = nead(M,. ,nL) = gcd(M'M) = I

A  /  P O S I T I O N  D U  P R O B L E M E DEBUT DE SOLUTION

A . l  -  P o s i t i o n  d u  p r o b l è m e

D a n s  1 ' é t u d e  d e s  é c a r t s  d ' a n t i d r o m i e ,  o n  a  é t é  c o n d u i t  à

i n t r odu i re  1 ' équa t i on  d i ophan t i enne ,  ou  (m ,m,  , t r ) e - t f 3

^ '  *Ed* t , .1  =  (b+ l - r )mm"  m.

où  (  L r ,E ,6 l ! t f
l ' L r J
I  b é^of
{

I  
reQ te l  que - l  (  r  <  I

I r t * ,n , t ,ûL)eL3
on  suppose  i c i  p lus  généra lemen t  que  l ' on  a  :  (m ,m, l  , f , '  ) e  L l

Un  ce r ta in  nombre  de  remarques  p ré I im ina i res  peuven t  ê t re  fa i t es

pou r  I ' é t ude  de  ce t t e  équa t i on .

s i  (m ,mn  ,n r )  e  L3  es t  une  so lu t i on ,  ( -m  , - û^ ,  . ,  )  e t  ( * , - q  , - . 2 )

en  son t  deux  au t res .

On  peu t  donc  se  l im i te r  à  é tud ie r  l es  cas  :

I  *  ) .0
I q ) .0

Avec  m  =  o ,  i l  r es te  .  q * :+É" * l  =  o

on  t r ouve  l a  seu le  poss ib i t i t é  (m  ,m , ,  ,m ,  )  =  ( 0 ,m ,  , !  f i ,  )  avec ,

éven tue l l emen t  I a  cond i t i on  supp lémen ta i re  q  =  0 .

De  même,  sê  t ra i t en t  l es  cas  m. l  =  0  e t  m l  =  0 .

On  peu t  donc  se  l im i te r  à  cons idé re r  pou r  l a  su i te  l e  cas  non

év iden t  z  (  m )0
I

{  
* t  >o

I  m"*0

E n p o s a n t :  d = p g c d ( m , m a )

Et  sous  fo rme i r réduc t ib le  :

R{
f = - a v e C R t

Rt
p g c d ( R , R g )  =  I-Rg< R,  (  Ra
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La  cond i t i on  r (m ,m"  , ^ r )  ê  Z3

impose,  par  exemple avec le  Théorème de BEZOUT :

R r l d

So i t  R  =  d r€ ,Z  ,  avec  -d  <  R  <  d

D 'au t re  pa r t ,  en  posan t  :

m r l  m  a  f i , t  m  m , l  m l

E^ (  - - )=  ( - )  ê r (  i ) + (b+ t - r ) d . ( - ) ( - ) ( - )- ' dd -dddd

La  cond i t i on  (u+ l - r ) d  3=  (u+ I - r  ) n ,  ëZ
d

lllo

impose d 'avoi r  ' .  - -  e  V-
d

So i t enco re :d l . z

En posant  arors  6  =  pgcdt  1 ;  3)
d d

i t  f audra i t  
' o  

I  t  3 )
d

Ma is  avec  I a  cond i t i on  :  I  =  pgca l  1 ; } f
d d

I a  seu le  poss ib i l i t é  es t  d ' avo i r  6  =  I  '

m /  m !
D e  m ê m e ,  o D  é t a O t i t  q u e  I ' o n  a  :  p g c d (  - ;  -  )  =  I

d d

C'es t -à -d i r e  f i na lemen t  :

pgcd (m,m,  )  =  pgcd (mr ,mr )  =  Pgcd (ma ,m)  =  d

Tou t  rev ien t  donc ,  en  posan t  L  =  (b+ I - r )d  é  -D i *  e t

m m,t fig
M  =  -  i  M , r  =  - '  i  M r  =  - '  à  é t u d i e r  l , é q u a t i o n  d i o p h a n t i e n n e  :

d - d - d

t{ lb t :
f tt + â M,,t + É. Mi - LMM,r Mr
I

{  
(M,Mr , t4 )eZ3

t  pg"u (M,M. ,  )  =  pgcd(M4 ,Mt )  =  pgcd(Mz,M)  =  I

C,es t  ce  p rob lème que  1 'on  va  comp lè temen t  résoudre  dans  l a  su i te .
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C o m p t e  t e n u  d e  c e  g u e  I ' o n  v i e n t  d e  v o i r ,  o D  s u p p o s e  d e  p l u s  q u e

I ' o n a : M ) 0  ; M e ) 0  ;  M z # 0 .

A.2  -  Po in t  ae  aépa r t  Ae  f ' é t " ae  a

La  re la t i on  pgcd (M,M,  )  =  I  pe rme t  de  t rouve r  r )  e  Z  dé f i n i  à  un

mu l t i p le  p rès  de  M te l  que  :

( en  )  :  M r .  K ;  =  t 4 .  ML  (mod  M)

On  a  auss i ,  avec  l . équa t i on  de  dépar t  :

M tK j=  -Lq " ( m o d  M )

Et si KLe Z- est tel que Ke = K.t '  -  RM - Ki rm

o n a :

(e,  )  :  Èr l ' , tn= -  MrK.

On suppose  pou r  l a  su i te  gue  K ;  es t  cho i s i  t e l  que  0  (  K f  <  M.

Ceci  détermine K;  de façon unique et  donc auss i  Kt  de façon

un ique  à  pa r t i r  du  t r i p le t  (  t l ,  M . ,  , l 4s  )  .

De  même,  on  peu t  t rouve r  k ;  € " t f  e t  kze -D f  t e l s  que  :

( e3 )  :  M r .  k j  =  u (mod M,  )

( e ,  )  :  -  M k '  :  e , t .  M t  ( m o d  M . . ,  )

( e 5 )  3  M  .  q  -  t t .  M 4  ( m o d  M . )

( e6  )  :  -  M j k r :M ( m o d  M r )

O n  o b t i e n t  a v e c  ( e , ,  )  e t  ( e ,  )  3

( e, ) t Ea M" = M,, K,', Mk; ( mod MM,r )

D e  m ê m e ,  a v e c  ( e s )  e t  ( e r )  :

(e1  )  :  t z  M, r  = ,  Mkz  -  Mr -Kr  (mod MM,  )

E n  c h o i s i s s a n t  b i e n  k a  m o d u l o  M 2  o n  p e u t  f a i r e  e n  s o r t e  d , a v o i r

a v e c  ( e 6 )  :

( a a )  z  E z M . t  =  M k r  M z K r

E n  c h o i s i s s a n t  b i e n  k , i  m o d u l o  M n  ,  o n  p e u t  f a i r e  e n  s o r t e  d , a v o i r

avec  (e ,  )  :

t aj ) t B,t Mr = M, Ka' Mk,i

C e s  c o n d i t i o n s  d é t e r m i n e n t  k , i  e t  k ,  d e  f a ç o n  u n i q u e  à  p a r t i r  d e

( M , M , {  r M r ) .

( m o d  M )



En comparan t  (e "  )  e t  (e r  )  ,

K,iKr. = - 2têr

Cec i  pe rme t  d ' éc r i r e  :

(d ; ) :  r j r r+ t r îg  =Ml '

Pa la  dé f i n i t i on  de  KL  ,  on

( r )  :  R  =  d r  =  
* ' i  -  * t ( ou  

r
M

Et  pu i sque  I ' on  a  cho is i  Ç

0 . . (Kz .  =KÀ

M
- =
M - K r

a v e c  S  s u i t e  d e  n o m b r e s  d e

H o r s  l e  c a s  o ù  I ' o n  a  M  =  I

2

- I ,  on

L  =  - t y

TT I .23L

o n  o b t i e n t  :

( m o d  M )

a 3

K l  -  K .
{  a t

3 -  t

m

à un mul t ip le  près de M près pour  avoi r  :

- rM(M

M
on peu t  déve lopper  -  en  f rac t i on  con t i nue  :

M-K r

ts l

f f* .
e t K L  -  0 ,  o n  p e u t  c h o i s i r  P o u r  S  I e

I o n g u e u r  e s t  t e l l e  q u e  ( - I ) "  =  2 , Ê t
M

d é v e l o p p e m e n t  d e  -  d o n t  I a
M - K !

( a v e c  S  =  ( a o  r a n ,  . . .  a n ) ) .

4 . 3  -  E l i m i n a t i o n  d e  d i f f é r e n t s  c a s  p a r t i c u l i e r s

.  L e  c a s  M  =  I  K r =  0  s e  r a m è n e  à  l ' é t u d e  d e  l ' é q u a t i o n

quadrat ique :  t .  t ' l , l  -  t  t t ,  M. + Ê- Ml = - t .
vL / l  ' l  L  - , 1  

L

*  S i  L  >  2 ,  c e l a  s e  f a i t  à  p a r t i r  d u  d é v e l o p p e m e n t  e n  f r a c t i . o n

c o n t i n u e  :

si €,, =

si L.t =

{

v e

o n

t rou

t

t r l

I  r , -1 ,  ! ,L -z .J

M a = L  M L

trouve M, l  =

s i  f ,e .  =  - I

s i

= ë t

t
L - +  I

âê r=  I

M "  =  ê 1 L



TT1 .232

On en  dédu i t  dans  ces  deux  cas  une  i n f i n i t é  de  so lu t i ons .

.  S i  ? ,  = t t  =  I  ,  i l  faut  d is t inguer  deux cas :

0  S i  [  =  3 ,  on  t r ouve  I a  so lu t i on  Mr=  !  -  L  =  2  i  M r=  t

gu i  pe rme t  d 'en  cons t ru i re  une  i n f i n i t é  d 'au t res .  Ce  cas

es t  ce lu i  de  l a  Théor ie  de  MARKOFF c lass ique .

0  S i  L  >  3 ,on  ne  t rouve  aucune  so lu t i on .  (On  rev iend ra  su r

ce  po in t  dans  l a  su i te  au  Théorème X I I f . 9 ) .

*  s i  L  e  \L , z l f  ,  une  é tude  d i rec te  es t  f a i sab le  à  pa r t i r  de  l a

fo rme  $  ( x , y )  =  h * t -  L  xy  +  L^y '

.  s i  [  =  2  e t  tÊL=  l ,  on  se  ramène  à  (M . - t .M r . ) t  =  -  e2

On  t r ouve  l es  so lu t i ons  ( I , g  I  Ms ,  Mz )  s i  eL=  -1  =  ê , t

Compte  tenu  des  con t ra in tes  M >  0  M,  )  0  e t  M t  *  0 ,

on  do i t  sé Iec t i onner  l es  cas  :  +  I  -  Ms  >  0

On  remargue  que  t ou te  so lu t i on  (1 ,  I -Ms ,Me)  dé f i n i t  une

au t re  so lu t i on  ( I ,Ma -  l ,  -M r )  =  ( f ,  - l - f r r ,  i l . t .

Les  deux  fo rmu les  gue  I ' on  v ien t  de  donner  se  dédu isen t

l ' une  de  I ' au t re .

D 'au t re  pa r t ,  s i  €1  =  Ê r  =  I ,  on  ne  t r ouve  aucune  so lu t i on .

.S i [ =2e t  4€a= - I
On  t rouve  des  so lu t i ons  à  pa r t i r  de  :

M.r  = [ ,  =  2 l4 l  =€t

On  f ab r i que  a i ns i  l a  so lu t i on  (L ,2 ,L )  e t  ce l l es  s ' en

dédu i san t  s i  E t=L ,  êa  = - I  .

.  S i  t g  = - l  e t  ên=  L ,  on  n ren  t r ouve  aucune .

.  s i  L  =  I  e t  lÊ ,  =  l ,  l a  f o rme  p  es t  dé f i n i e .

D 'où  un  nombre  f i n i  de  so lu t i ons  (1 , I , 0 )  e t  ( 1 ,0 ,1 )

s i  € .  =  L  =  -1  Aucune  des  deux  ne  vé r i f i e  l es  con t ra in tes

M >  0  M,  )  0  e t  Mr  I  0 .  De  même,  on  ne  t rouve  aucune

so lu t i on  
" t  

e .  =  tL=  t .

. s i L=1e t4€ r= - I

On t rouve une in f in i té  de so lut j .ons expr imables en fonct ion

des  nombres  de  F IBONACCI  :  ( I ,F rn .  ,  F ,  )  ou  ( l ,Fh  ,  F t î - r  ) .
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*  De  façon  p lus  généra le ,  en  éc r i van t  l ' égua t i on  é tud iée  sous

la  fo rme  :

e rn l t -  ( LM)MrM1+  e4  t l  =  -  Mg

on est  condui t  à  considérer  la  forme quadrat ique :

{  
( x , v )  =  t r * ' -  ( LP t ) xy  +  q  y '

Son  d i sc r im inan t

C r e s t  u n  n o m

vaut :

A  tg  )  =  LLM. -  4 \ê t

s t r i c tement  pos i t i f  hors  les  t ro is  cas  :bre

t
é té

L=1

L= I

[=2

M = l

[ v t = 2

M = 1

2.r = 2L

è < =  Ê t

E t =  2 t

C e s  c a s  o n t é tua iés  c i -dessus ,  ho rs  Ie  cas  pa r t i cu l i e r

L= l  ! f  =2  4= t t

Ce dern ie r  donne :

E,  ( t t . -  hMs )z=  -  4

I t  n ' admet  de  so lu t i on  que  pou r  \  =  Ê r  =  -1

E t  dans  ce  cas ,  on  ob t i en t  l es  so lu t i ons  (2 ,  ! 2  -  Mz ,  Mr )

(où  M t  impa i r )  à  pa r t i r  de  I a  cond i t i on  :

M , t+  M t  =  t  2

On  remarque  enco re  gue  tou te  so lu t i on  (2 ,2 - I4z ,14z )  dé f i n i t  une

au t re  so lu t i on  s ' éc r i van t  ( 2 ,14 " -  2  , - l 4 r l  =  ( 2 , -Z -É r , f r r ) .

Les  deux  f o rmu les  que  1 ' on  v i en t  de  donne r  se  dédu i sen t  I ' une  de

l r  au t re .

En  dehors  des  t ro i s  cas  pa r t i cu l i e rs  c i t és ,  on  a  ^  (  \P  )  >  O .

I t  est  fac i le  de vo i r  avec t  É -hf  *  e t  M )  0  que ce nombre ne peut

ê t re  un  ca r ré .  La  fo rme  \0  es t  donc  i ndé f i n ie .
I

Dans  t ou te  l a  su i t e ,  oh  suppose  que  l r on  n ' es t  pas  dans  I ' un

des  cas  pa r t i cu l i e rs  c i t és  c i -dessus .

On  conv iend ra  en  pa r t i cu l i e r  que  I ' on  es t  dans  Ia  s i t ua t i on

di te  s i tuat ion__€!êIdêEq qui  est  ce l le  où I 'on nra pas :

l =  I  e t  ù t l =2
ou

! !  =  I  e t  K l  =  0
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À.4  -  E tude  de  l a  s i t ua t i on  s tanda rd

L ,hypo thèse  3  g  l l ou  K*  *  O  es t  t e l l e  que  l ' on  pu i sse  éc r i re  avec

Ies  no ta t i ons  i n t rodu i tes  avan t  :

[uKalM"= l  - lY 
[M-Ka  K r - l J

avec : Ml - K. Kr_ = t,€t

Ma is  Ia  cond i t i on  (d ;  )  donne  auss i  :  M l '  K )Kz  =  4ê t=  M l  -  KnKz

so i t  (  1 '  =  I  +*  Ke
t
l  K i  =Kr+ d(M

Dans  ( r ) ,  on  a  a i ns i  :

ote 7-

R  =  
* t -  * t *  

(
M

a v e c ,  p â r  c o n s t r u c t i o n  d , e [ ,  R  e L

e t ,  p a r  d é f i n i t i o n  d e  M S  :

K r -  K t
t< -< I

M

La  seu le  poss ib i l i t é  es t  d ' avo i r  ,  
* ' -  * t  

-  o
M

S o i t  K ^  =  K L  ,  v é r i f i a n t  p a r  c o n s t r u c t i o n  :  0  - (  K n  =  K l  <  M -

L a  s u i t e  s  d é f i n i e  p r é c é d e m m e n t  e s t  d o n c  a n t i d r o m e .

P a r  c o n s t r u c t i o n ,  o n  a  a u s s i  l e s  r e l a t i o n s  :

(a, ,  )  :  Ea Mt = M,rK4- Mkr (oùr k,  = kj  + o( M.n )

( a 1 )  |  \ M a  =  M k r -  M r K z

( d / )  :  K , , K r +  2 " e .  =  l l l

. , L
D ' o ù  :  E 1  M f +  ê n [ i  =  M 4 ( M k a -  M r K t )  +  u r ( M r K n -  M k ,  )

= Mr Mkt -  MgMk.l

=  L M M a M T -  M l

C ' e s t - à - d i r e  ( a 3 )  i  M  =  L M , t M s +  M z k r -  M r k l

La  su i te  S  permet  de  cons idérer  Ia  fo rme de MARKOFF assoc iée  à

l a  s u i t e  ( S , L - I )  :
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O n  a  l ' é g a l i t é  :

(E  )  r  
$ tux  

KnY ;  Y )  =  MtFg  (x ,Y)

à  par t i r  de  laque l le  :

I t r r ' ,  (k ,  ,M,  )  =  +g  (ukr -  K^ t4^ , t4^ )

= tl, t - a., M2 ,t4,t )

= MT -  Ê4 LMM,MT+ Eet rqj

=-o^Mt

Soi t  (F r )  :  F , (k ,M, r )  =  -ene \+ t  t  - t J

(F )  :  F0(x ,y )  =  x2+  c  
t " , -  

Ï " l xy  
+  [  

I  - - t * r ] r .

Pour  ce l le -c i  on  vér i f ie  :

(F6  )  :  F r (K4 ,M)  =  F  (K r -  LM,M)  =  € , tÊz

En  posan t  :

(  + )  :  Qutx,v l  = x l+ luru + r . , -  Kr ]xy + E4 yz

= x1+ LMxy + E,E2 yt

De même 3

u21t r r -  LML,Mt )  =  +0( l , t t r -  LMMZ-  K .M.M2)

=  
%(Mk. -  

KeM -  u r [ r , l r  +  rn -  x r l  ;  Mz)

=  Q,  t  E rMn-  MZILM ]  K . r -  K , I  ;  Mz)

= Ô, t  4Mn, -Mr )

= M.l- É, LMM, Ma + €,€t u j

- - Ê . M

Soi t  (F5)  :  F r (k r -  LMg,  Me)  =  -  Ee  {+ f  t  - t J

L e  d i s c r i m i n a n t  d e  l a  f o r m e  F ,  v a u t  :

A (1 ,  )  =  L tM l -  L  Qe ,

C 'es t  un  nombre  s t r i c temen t  pos i t i f  dans  Ia  s i t ua t i on  s tandard .

La  fo rme  F t  es t  donc  i ndé f i n ie .  E I l e  dé f i n i t  un  g roupe  de  ro ta t i ons

hype rbo l i ques  pe rme t tan t  d ' éc r i r e ,  en  comparan t  (F t )  e t  (F r )  e t
g râce  à  (a r )  :



(a,, L,[;] = 
t;, :,' ; ] [u;,'*]

I I I . 235

B  /  R E C O U R S  A U X  C O N S T R U C T I O N S  G E O M E T R I Q U E S  P O U R  L ' E T U D E  D E  L A

S I T U A T I O N  S T A N D A R D

avec :

Iq ;r,rn-11 [o r- l  [r .-r r1 fo r ln=["';Lr'--]=L' oJ". l, ..l [' ',l
C e c i  d o n n e  e n c o r e  :

. [r, l_,,_[t-r rlf r'I
t 'L*,J= Ms*Lt oJLq-rnj

On t rouve  a i ns i  l ' e xp ress ion  :

( an )  t  àkn  =  Knk r -  Mr l

So i t  en  mu l t i p l i an t  pa r  Ka  e t  u t i l i san t  ( d , r )  e t  ( a r )  :

( a r )  :  t r k t  =  tq ,n l  -  K rk ,

8 . 1  -  U t i l i s a t i o n  d u  p o l v q o n e  d e  K L E I N

E n  r e p r e n a n t  l ' i n t e r p r é t a t i o n  g é o m é t r i q u e  p r é s e n t é e  a v a n t  e t  l e s

t r o i s  p o i n t s  d u  p o t y g o n e  d e  K L E I N  a s s o c i é  à  a A  :

l L . r (K . r ,M)

f l -n  ( t ,o )

i_n - r (  z ,Er [ lu  -  r "J ; -  q€ l  M)

L e s  r e l a t i o n s  ( f ' . )  e t  ( F 5 )  g a r a n t i s s e n t  I ' e x i s t e n c e  d ' u n  p o i n t

de  ce  po lygone de  KLEfN :

$. t[,,il. r
( a v e c  - l

te l  que les  deux  po in ts  aé t in is  à  e 'e {+ f  ;  - I l  p rès  :

i l j  (  e '  (kL- LMz) ;  et  \ , tz)

-$*a(ka i Mn )

se déduisent  a .  Qi  par  une puissance de la  matr ice :
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fK^ ;  LK"-1 I
s =l I

LM ;  LM -  K rJ

Comme par  hypothèse,  on suppose M4

I l j .n . rne pose pas de d i f f icu l té .

Pa r  con t re ,  i I  f au t ,  pou r  t e  po in t  O j  que  l ' on  a i t  z  t  u ,  > .  O

La  cond i t i on  (a )  impose  a l o r s  d ' avo i r  z  d=  €z  e t  € rML  >  O

s i  l a  su i t e  S  s ' éc r i t  s  =  ( ao ,  à1 r . . o  ,  a ^ ) r  l es  mêmes  cons i -

dé ra t i ons  géomét r i ques  pe rme t ten t  d 'éc r i re  :

9= [â. ,  . . .  ,  an- i r , ]
k,

E I l es  pe rme t ten t  de  décomposer  :

s*

avec  
I  

t l  =  ( an ,  . . .  ,  â r , . i . r )

\
t  s i  =  ( "n- i - , ,  . . .  ,  ê . )

e t  d o n c  d e  d é f i n i r  :

lfr, i.- {,.ltrl =Lo. 
L-i^.J

[ù. i lr- f , t'f =Lo,o 
L-î;.J

supposons que le  point  ! , - . (Ë -  i ,  t  û ,  -  Çr  l  " .  
t ransf  orme p" t  n t t '

e n  u n  p o i n t  :

o n a :

O;'.n., (k^ - 7y i M,r - krr) ( avec lr. > o )

L;-';l =r" L; -'{,1
Cec i  donne :

[r, - k,r I [r-r tll*, 
f l: 3rl

L; 
''; I 

= t's* 
[r o]/ L Ë, - tr!

De même,  avec  & "a  
O j r . r ,  o r  peut  écr i re  :

[;l = ''*[:-' l]'*' ti;l
D'o r f  f  i na lemen t  une  éc r i t u re  :
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po in t

I ' on  peu t

J ) j - . ( -  %  ( [  1 , r r -  Lk r . ]  +  an . . ,  [ k r -  LMr ] )  i  -  
Q l ko+  an - ;  M .J )

Son  o rdonnée  dé te rm ine  kz r  É  Z  à  pa r t i r  de  L  e t  M l .

A  pa r t i r  de  l à ,  son  absc i sse  dé te rm ine  1 r ,  e  Z -  .

Les  po in t s  - r )  u t i t i sés  avan t  son t  rep résen tab les  su r  I a  f i gu re

f rn Mn - k,r L.. [r-t tl,e.,r 
l-r. 

il, - 
5rl

[n., *, - r^^ J 
t"* L, oJ' lt,, Ë î, J

Pour les déterminants :

M4 (k , r - l ^ r )  k i (Mr - k r . )  =  ( - ea€e  ) * t ( - t ) i ' n

A ins i ,  on  peu t  t ou jou rs  t rouve r  une  ma t r i ce  :

M,, = |. 
tt M'r - *" 

1 eryqlv-) *u^ 
L* ,  k r - l rnJ  2

vé r i f i an t  :  de t  Mu ,  =  t n l "  , ) n=  +  1 )

De  l a  même  façon ,  ma i s  en  u t i l i san t  ce t t e  f o i s  gè ,  l e

.g i - r  (Ë. ,  -  i r , ;  f i .  -  r ï r r  se t ransforme en un point  que

conven i r  d ' éc r i r e  :

til.;1
.Q'q et Oj

cons t ruc t i on ,  oD  a  :

f -Clr; LÇ J-a n-i []<, - w,I l
t - l
L-  \ , -  an- iMz J

c o n s i d é r a n t  1 e s  d e u x  p o

= g è

i n t s

Par

%

En ,  on peut  auss i  écr i re  :
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', [î-,- LM, ) ; -,Ï ;;,I'"".rkr- ,,,r]l = t'* [;' :]f ti i - îl
D ' o ù  :

€1 Mu.={-; ;i- i: ]=,,^|',' :] [1. LMz ; -,i:;";;;.-*.,]

= Ms*t:'. M, 
; lï, 

.j",';]-rto ""-' *.,]

=[' ;_i'][:i"'' I. "I[l _:.,I
Cec i  donne auss i  :

[ "n- i  I  I  [ t .  Mr  -  r .  I
2' trn = tu, 

L, o lL*,. kr,_ r,.. I
s i  I ' on  suppose  gue  I a  ma t r i ce  :

[M r  Mr -  ko l
M  = l  

-  ' l--u1 
L *r, t  r- 1r, J

vé r i f i e  de t  Mu r=  %2"

On  a  en  pa r t i cu l i e r  l es  dé te rm inan ts  :

de t  1 ,  M . ;=  -  EL ,  =  -  de t  Mr .  de t  Mqz  -  -  e tË4 ) r2z
/ t  

J

Cec i  impose  .  ) n=  ) t

On  no te  
?  

ce t te  va leu r  communeo

Le  ca l cu l  e f fec t i f  du  p rodu i t  va lan t  
)  

t t t  es t  f a i sab le .

I I  donne  d i ve rses  re la t i ons  te l l e  :

( a i )  '  e4  Ma=  Mk r -  M .Kz

En  comparan t  à  Ia  re la t i on  (a3 )  d i spon ib le  i c i ,  e t  pu i sque  Mn)  0 ,

onvo i t que l ' ona ,  
,  

= I .

Tou tes  l es  vé r i f i ca t i ons  néêessa i res  é tan t  év iden tes ,  on  peu t  a ins i

énoncer  :
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Pou r  t ou te  so lu t i on  (mrm^  rmr )

d 'une  équa t ion  d iophan t ienne

1TT.240

0 ,  * t ) 0 ,  f f i t  *  0 ,Z3 vérLtiant m )

(b+ I - r )mm.  m,

1Iou

e t  deux

rM
M  - t"s  -  

[ "

S su i te

s* = (si

K4

Kr K.l

a n t i d r o m e

âr r . i  s *  )

rt* €u d* g., rl

I  e,  , î - re {  + I  '

I ue$
1 r€Q vér i f i an t

I  
r , i l ,m.4  rn . - l  e  t '

- l < r ( l

O n a :

( 1 )  p g c d ( m  , t r  )  =  p g c d ( m ' m r )  =

m m,r
( 2 )  E n p o s a n t M = - ,  M ,  = - '  M z =

d d

p g c d ( m , m )  = d  e J . [ "

* t ,  
!  =  (b+r - r )d  e1c*

d

o n  o b t i e n t  I a  r e l a t i o n  d i o p h a n t i e n n e  :

t a L
M + âMn + €n M-,  = LMM,rMz

o r )  pgcd (M,M^ )  -  pgcd (M, { ,Mz )  =  pgcd (Mz ,M)  =  l .

( 3 )  Ho rs  l es  cas  pa r t i cu l i e r s  qu i  co r responden t  à  I a  s i t ua t i on

s tanda rd ,  on  peu t  cons t ru i r e  une  su i t e  S  =  (ao  , a^ ,  . . .  ,  ê "  )

de  nombres  de  $ *  t e l l e  que  I ' on  a i t  :

dA = ( - r )n

-,1
(K^ =  K t )

ma t r i ces

{

{

tun

Mr .

det

de t

tJ t

e ,\tr( V-l *

€ ,Dlt  (  v-t  "

I r, M.r - k,,2
= l

l.k., lq - 1^"

= f " t  
ML-  k r

L*r, kr, - 
' lxr

Mn^ = ê,

Mu,  =  € ,

= M [ t^ ' t  
t l

un l-r ol
t r ,

vé r i f i an t  :
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De  p lus ,

.  l a  f o rme  de  MARKOFF F0  assoc iée  à  S  es t  i ndé f i n ie  e t  vé r i f i e  :

(F r  )  :  Fo  (K 'M)  =  Fg  (Kz -  LM,MI  =  âêz
(F r )  t  

%(k r , ! l )  
= -€q

(Fs )  :  F r ( l t -  LML ,Ma)  =  -  q

.  l a  re la t i on  de  MARKOFF généra l i sée  ( c f .  Théorème 1 I .2 )  assoc iée

à  FC  n res t  au t re  que  l a  r e l a t i on  :

(M, i  ,  , .  rt+ qer. M]+ ( è^ Ms )t = LMM.. ( e,tt / l

E l I e  es t  équ iva len te  à  l a  re la t i on  d iophan t ienne  de  dépar t  :

r.lt+ g. urt+ e" u| = LMMr Mr

.  On  a  de  nombreuses  re la t i ons  en t re  l es  pa ramèt res  i n t rodu i t s

te l l es  l es  su i van tes  :

( a r )  :  e , rM l  =  MaKn-  Mk ,

(ao ) :  € r k "=M,  1 -K rkn

(a3 )  3  Ê rM . r  -  Mk r -  M tK r

(au )  2  ê t k , r  =  K rk r -  Mr l

( d r )  zK "K r i € ,Ê r=M l

(dz )  :  k"  Lr -  Mr1^,= €g

(d 
l) :  k, k.,- M, l^"= €r

( cn  )  :  M  =  (an - . , ' +  I ) t ' l  M t i  Mnk r , -  M .k rg

( c r )  :  [  =  ( an - ;+  l )M rk r+  çq , -  Mr7^n

(% )  t  Ke  =  (a " -1+  I )Mâka -  k . k , *  Mr ' h t

( c ,  )  :  
' l  =  (an . ;+  I ) k r  k r+  k ,  1 , *a  k .  1^ ,

( a r )  :  M  -  LM,M.+  Mrk  -  M tk ,

8 .2  -  Des  re fa t i ons  suPPféme

On peut  compléter  Ie  dern ier  résul ta t  par  d iverses re la t ions :

À ins i ,  on  remargue  gu ren  e f fec tuan t  l e  p rodu i t  de  ma t r i ces  qu i  a

condu i t  à  I a  dé f i n i t i on  de  tu r  t

[ÊrM, , ;  € t (Mr-  kr )  ]  [E M ;  \ ,Kt  uJxr  an- ;  Éz M' l

q \ '  = 
[a*, ' t  Lr(\- 1o,J 

= 
Lrrq ; k:,1 - K.]r; "^-r €.rk.J



Mais  pour  gue ce la  so i t  assuré ,

I 
€'Mn - É'- k'r1 = k' '  Ka

(sr ) t 
I Et k,r- e. 1/,, = kr, l

Et  par éI iminat ion,  puisgue 1^,

ka (Ml  -  6 r r r t
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i l  f au t  que  l ' on  a i t  :

_ ulx,
-  Kn l rz

ex i s te ,  i I  f au t  :

= €,4 ka

=  Ç  [ ( a " - ; +  l ) ( M k ,  -  
\ K n I  +  K n k n r -  M  l À 4

_ Ml^ . r )

a n t  M q a  :

1r M
kà I LK,, K,l

en comparan

C 'es t -à -d i r e  enco re

( f , t )  ,  E { kn  =  (an - ;+  1 ) (Mk4 -

De  même,  à  pa r t i r  de  l a  re l

I k.r
-qtu,=1.

L ' q  
( a n ' , +  $ k n

En e f fec tuant  ce  produ i t  de

( a ,  ) ,  o n  o b t i e n t  :

[ e n ( a " - ; +  t ) M t +  â  l q ,
(s  )  :  It  

la (an- i+  r )k ,  +  En 1^,

Par  é I im ina t i on ,  pu i sque  j {

kra( *, K. - t

t4^K^l  + (K, rkr t

a t i on  dé f i n i ss

', - l4;1

;  ( a n - r +  l ) M n -

m a t r i c e s ,  e t

l ) (MzKr -  Mkz )  +  (K , k r , -  M  l xe )

)  e t  ( f t  )  donne  :

L) e4 r.+ 
'14 

r, + 1^. en J

I )  L"ka-  la  € .  +  12. .  r ,  J

= knrK4- t  l^a

= krz l  -  Kr1x, ,

ex is te  :

1  I  =  ' k "z4Lz

=  €n l (a " - i+  l ) (MzKz-  MkÈ)+( \ r r -  M

i1
avec  (a ,  )  e t

j x r )  l

C ' e s t

( f z  )

La  co

( k )  :

Et  auss i ,  en  i nve rsan t  :

n ;+ I ) )

,,..+ I ))

n t  du résul ta t  précédent

- à - d i r e  e n c o r e  :

:  -  € r k n L =  ( a n - ; +

m p a r a i s o n  d e  ( f n

. ' l

|  
* r .  =  

î  
t t an ' i *

( '

L*r,  
= 

i  "arr- i*

$t rn xr.-,,.Q,r

i, ,, \t,
rl r , 11,,=

1 lr=
permet

b,-  É,  Mr (a
) '
K rk r -  Ê "Mn  (a

en complémeC e c i d 'énonce r ,
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Dans  l a  s i t ua t i on  s tandard ,

(sr . )  :  (a" -1+ l )  gz M,  -  E, r  kr r

( s r r )  :  ( an . ;+  1 )g "  k ^ -Ç414n

(s ,  )  z  Ên  (a r . i *  I )M r+  t a  kz ,  =

( sr.) ' .  €, (an-; + I ) k. + Ea 1x,

( f 4 )  :  € , k r ,  =  ( a ; . 1+  1 ) (Mk4 -

( f r )  z  € .2ko r=  (an - ;+  I ) (M lq -

I
( k  )  :  k  =  -  [ ( an - ;+  l )En  k' 4 r  A L  . l

( l t ,  ) :  kà

t lut  . lâ=

( l \ )  .  1^r=

o n a :

=  l < , , K r -  O 4  l r a

= kr,  1 -  K,  l r*r

krrKn - v lx.r

= RtrT -  K,  l^n

M,r K., ) + ( Kn knr- tl| I^, )

MzKz)  -  (K rk r ,+  I ' 4  1^ . )

TTT.243

qu i  p récèden t ,

n ra  en  réa l i t é

I

't

I
M

I

M

I ' on  recons idè re  ma in tenan t  l es  déve loppemen ts

cons ta te  gue  Ia  décompos i t i on  S*  =  (ST  a " - tS f )

u t i l i sée  qu 'en  
: y . n :  

r ecou rs  à  I a  ma t r i ce  :

,si=ty 3 i'l
Lk ,  k1 -  l ^ "  )

aux  deux  po in t s  assoc iés  :
. v F

|  . I ;  ( k r , M 4 )
I .
( p f v ?

l ^

L  $ . i - , ( k n  -  l r ,  i  t 4 r '  \ r l  
7 N  w
lM,  q-

aura i t  pu  env i sager  d 'u t i l i se r  Ma l  =  
L  .n ,
L Ku *4,-

,*  1^" *r* l t  t '  l

[ (an . ;+  r )6u kn- lnrq-  +1^ ,  rnJ

tKn \r- Enkr,- ( 
"n-..*

l )  Ê 4  M z l

+  L )  Ç . r \ )I t, k^r+ Ka ku - ( 
",.-i

S i

on

é té

e t

:'l
l*, J

On

M , )
.\, ^,

a.-; Ilt - ttrt

e t  l es deux points  :

|  9 i -^ . , te" t { -  1 i l . ) ;€L

1 oi.... (-q ( r i; tË, r +
I  

t ' t ' )

é q u i v a l e n c e  d e s  r e l a t i o n s

l ) ; -â tËr ,+ "" r f i .  
1)

Avec I  ' ( a , , ,  )  e t  (a r ) ,  on  t rouve  :
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rMq]

-"1 lï ]
1.Ë,-rû'. I 

[O"t 
o.Ë-t"1fi. 

J= [ ,,^n-

= 
[:",- 

r 

"

LIvt K.r +

MK,

( rKl

K,I

C'es t -à -d i re  en  i nve rsan t  I a  ma t r i ce  2  x  2  z

f i l  [*";r.Ç-] l  [ . ,r i"-u(l l
Lo,.J=1," ,,i--.1 l.lo.' 

".1
on voi t  apparaî t re ra matr ice n = f  

*n ;  t 'Ç -  I  I

l u  ;LM-*J  
qu icon f i rme

bien que le point  J) ; - , , - ,  (  e.  t i ,  -  1fr , I  ;  É.  f r ,  )  est  b ien celui  qui

do i t  ê t re  cons idéré .
Au moyen des  fo rmules  vues  avant ,  on  a  :

o =[o 'l[':'-5 
il 12,(o,r)'.i-.,-r = 

I, o I lrËr,_ i, q, J
-e^f :' 'Ë'-i"r 

' rfi,-i '1 
r)

L*r, ,-ù" lrl-(o'r)
E t  1 ' é g a l i t é  q u i  p e r m e t  d e  c o n f i r m e r  l e s  c o o r d o n n é e s  d e  J ) i - , , - l  :

!i."-, = -EL Ito:- 
Ë' 

l1- 
tL'l * 'n';(Ë'- to"l rL (o,r)

L -M"  ; k r , *â ._ r 'M ,  J

ce  po in t  se  t rans fo rme  pa r  g  en  l e  po in t  I 1 r - ,  tË r  - i .  t  i r -  i r r l .

Cec i  se  t r adu i t  pa r  1 ' éga l i t é  :

fÊ,-1, I  [ -e.( t i , -  rL,:  + an-i tËr- r , i r : lJ

Lfi,-È"J 
=çt 

L-r.tË,*q,.;fi.r J

f  -h t&î^r- 1 Ê.,  I  *  ân-i  t*r t ' r -  I  i l . )  I= 
L- [  cu i^r- *rËr, I  + â,r- i  (MË. - *rR l :  J

En comparant  cet te  dern ière express ion avec :

ti, l Ir,td-rfr,r I l-ê.(Ë,K,-1il.,]
l ^ ,  l=  g  I  ^ ,  I  =  |  n ,  , v .  I
[ t , ]  Lqo,,  J LÊr(ukr-rcrur) l
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-  

: ' ' ]

l- f*. -M l[-E, -fr.
=Çn 

Lr *^)Llr -Ê.

M"r = [" 
M 

: l5i '  
Lq K.,- 1J

= Mj*

é g a l i t é  d u  T h é o r è m e  X I I I . 1 .

ors  aux  ca l cu l s  f a i t s  avan t

l q , -  ( an - i )M .  
I

J ^ .  Lk r , J  ( an - ; ) [ k . -  Lu ,  l l

-r r l ' ,"" f ; t  i -
I  cJ' 

LË"-r i" i-

O n  o b t i e n t  :

It i l ,-
Mq* =Ê2.  I  /w' À  l K kr A 2

S o i t :

I t ' - . .  t I
M-'< | I>^ Lr oJ

Ou encore :

f a,,-r I I
M** l  Iu^  

L r  0J

On re t rouve I  I

E n  r e v e n a n t  a l

f t, ; -
I
Lxr -  LM, .  ;  - [

I r ,= lurn 
L

*.4,- rt. I [t
1 E,- ry,L"J['

*, fi,
- l  Me

tn ,l" - i  
Mt

, v  -  - ^ ,
L k ,  J - a n - f  L k r  -

k a , -  a

r 1
L ltr-_

Avec :

[ " .  i  -

l - * . -  LM. i  -

= f 
t'

L k . -

Et :

t: :] LÏ LMr , ;-":',^, ]''= o [: :] L:;-i:;
=  

" [ Ï , -  
" . ;  

- ,  ]

= q,,,[l-' : ]

(a,-.;  )M2 
l

t k r , l  (an . r ) [ k . -  t tu .JJ

; ;-,: ,,. ] l: ;'"'''']
h,-

rL;

LMr

k . ,

Mr.

O n  o b t i e n t  a i n s i  l ' é g a l i t é  :



I  
t ,  ;  - kr,- (an-; )t ' t .  I

L*r -  LMu i  -  [1r . -  tkr ,J- (a"- ; ) [k t -  , r . :  J

|  [o r l  fr-r r l \ ' ' [o r l f  o I I=\*1, oJ 'u,[' ..l/ [' '.|['-t.".;rJ
on t rouve  une  re ra t ion  comparab le  avec  i l r ,Ê r ,Ë , ,1 r r . t  Mt l  .

En  subs t i tuant  dans  la  re la t ion  vue c i -dessus ,  i I  v ien t  :

,u. = 
"t(f: :l 

,.*)-'
C e t t e  r e l a t i o n  e s t  c o m p a r a b l e  à  l ' é g a t i t é  v u e  a v a n t  :

/  [ l - r  1 ] \e ' .rr.,=\r*L, ,lJ Mf

Et Ie  r edonne ,  à  pa r t i r  de  l ' e xp ress ion  S*  =  
T .n - iSL ,  

I ' éga l i t é

du  Théo rème  X I I I . l  :

Msr = ,u"  
[ r ' ' t  : ]  

'u ,
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*(l: ' :l ')"' où "î= ti: -;-t]

THEOREME X I IT .3

Dans  l a  s i t ua t i on  s tandard ,  o t r  a  :

/ ll-r r I \t'{ l' il. il. - f,. Irr.n = 
[rr^ L, , .|J 

tri où r,rç = 
[ t, Ë, i*, J

trr. =

8 .3  -  Une  nouve l l e  re la t i on  de  MARKOFF

On es t  ma in tenan t  en  mesure  d 'é tab l i r  une  nouve l l e  re la t i on  de

MARKOFF.

Considérons les nombres :

r  =  r ( s ;  =  
K t -  K l

M

r .  =  f (M , ,  I  =  
k t -  k "

,l -4 
M,

r .  =r(Mqr)  =ut
L  q ,  

, ,
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Mk -  Kn M.  K !ML-  Mke M.  \ , -  Me \ r
t 4 +  t L -  f  =  -  +  -

MMn MMr. M, M.

- Ç  M z  É r M , r  M  ( a n . ; +  l ) M r M l

On t rouve :

1 -

MM,, MMr, M, Mz

( a v e c  l e s  r e l a t i o n s  t 1  ) t 1  )  e t  ( c " )  d u  T h é o r è m e  X I I I . l ) .

S o i t  :

( M r  )  :  M t -  q M " ' -  e . 4  M : =  ( a n - i +  I  +  t *  r a -  r ) M M r M "

C e c i  p e r m e t  d ' é n o n c e r ,  p u i s q u e  I ' o n  a  r  =  0  :

THEOREME X I I I . 4

Dans  l es  cond i t i ons  des  théo rèmes  p récéden ts ,  on  a  Ia  re la t i on  :

, r t
(Mr  )  :  M ' -  4M; -  €n \ i  =  (an - . ' +  I  +  r .  *  Fa  ) l ' tM"M,

et  auss i  :  k ,  kz
(L - r )+ I+ - - -

M , ,  M ,

k.,- \z
a n _ i + l *

M r  M ' l

L a  d e r n i è r e  é g a l i t é  s ' é t a b l i t  e n  n o t a n t  q u e  l a  c o m p a r a i s o n  d e

( M , r  )  e t  ( u , )  d o n n e  z  2 ( e ,  t , t . r +  4 l , t r r )  =  ( t  -  a n - i -  I  -  t t -  r .  ) M M . M ,

o r ,  a v e c  ( a , n  )  e t  ( a ,  ) ,  o n  a  a u s s i  :

L r k t q
e. Mi e^ Mi. = ( - - -- ) t"tt'1, t"t,

Mt 14^

L a  c o m p a r a i . s o n  d e s  d e u x  é g a l i t é s  p e r m e t  d e  c o n c l u r e .

8 . 4  -  F i n  d e  l ' a n a l y s e

s l  ,I ' on  compare  l es  deux  re la t i o

L )M , iMr r  Ma (k r+  k r )  -  M r ( k r+

on  :  pgcd ( l 5  ,M2  )  =  l ,  i l  e x i s

k r r  k2  =  è  M , , r=  ( p+  an - ;+  I

k r+  k r . ,  =  (C  -  an - i -  I  +  L )M .=

t i

{

Main tenan t ,  s

ob t i en t  :

(an - . .  +  I

Avec Ia  condi

te l s  que  :

ns on

Pez

e t  ( a

Z-e

" l
( c

)

) M ,

M r

k , l

te

L

P

êe
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I a  ma t r i ce

l e s

:l
( e  )  0 )

l es  ma t r i ces  assoc iées

u l  es t  d ' ap rès  l e  Théo rème  X I I I . 3

éments de -ût  *  notée :

) " r "  ,s j )  (e+r  > o)

I i t é s  h a b i t u e l l e s  v a l a b l e s  p o u r

s u i t e s  :

kr, -( M,.

k o ( M ,

* kr. ( 2M^

:è=1  e t  
I t  

=L - .n . i

^
a s  3 k a  > 0 e | . k n r ) . Q

rL- I  1 l
{ l -  I  t*  )-o-4. LT  OJ

mat r i ce  M

su i t e  d ' é1

=  1  15 * ,  L - l

I es  i néga

ées à des

I  oc t ' l
I ^
\
[0<M,

on  0<k
A

I ' on  a i t

k r+ l t z  =  ! l

dans ce  c

l a

l a

u,l

vec

oc i

i t i

que

,a
ass

add

se

on a donc

matr ices

So i t  pa r

Cec i  impo

So i t  :

On t rouve

e s t  l a  s u i t e  d ' é I é m e n t s  d e . [ r  *  '

V ,  =  ( ( l - f  , S * ) è ;  L - I  ;  S j  ,  a . - i  )

donne :
- ,  f k r - l ^ .  k r -

tu r ,  =Mut  =e t l  
, -- '  

L -  k r '  M. .

l e s  i n é g a l i t é s  h a b i t u e l l e s  v a l a b l e s  p

s u i t e s ,  o n  t r o u v e  l e s  i n é g a l i t é s  :

I o ( t" kr - ÊrM, \< €r\,- t 1^r
I

{o
I
[  - f  - (  t  k t  -  2  zz l4z - (  € t  kz-  €zMz

la  de rn iè re  cond i t i on ,  on  re t rouve  :

I ' a van t  de rn iè re  :

l a  p remiè re  :

-  S i  e  )  - I ,

d é f i n i e  p a r

ausst-

.[: ' :l Ms* ,s [';' : I ,,, [,^'

t ' l
l

our

Pour  l a  ma t r i ce  MU,  =  
" r i

Ona :

- 4
Mr ,  =

= "a

oùr Vz

Cec i

Avec

à des

Avec

Avec

Avec

m)

m)

Kn l

(0 (  K,  \<

(o-<rr<

(-r  < I  -<

ErMt ) '  o

€ . k r ,  <  o

|  
€z ' l r .<  0

1 ez k.(  o
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L a  c o n d i t i o n  é t a n l i e  c i - d e s s u s  :  k n  +  k r ,  =  M ,

donne pour Mo, la forme :

= Li o-'^,]
I t  en  résu l te  que  Ia  su i te  Ua  es t  pa l i nd rome :  M i .  =  Mu ,  .

u^  =  (s ; ,a , , .1  , s f ,L -1 , (s * ,L - l )a ,s r * )  où  e2o

tu,,

Avec 3

on  ob t i en t ,  pa r  pa l i nd romie  l es  cond i t i ons  :

an - i =L - l  i  S r  -S j  ;  S r  =S . *

Cec idonneauss i ,  P=  I

S o i t  : k r *  k r ,  =  M l

f t ,  k t t  Ie t tu .= l - l
L *', r'' - lt, J

-  S i  e  (  - I ,  l a  m a t r i c e  M u .  e s t  d ' a p r è s  l e  T h é o r è m e  X I I I . 3 ,  l a

m a t r i c e  d é f i n i e  p a r  l a  s u i t e  d ' é l é m e n t s  d e - 0 {  *  n o t é e  :

u,  =  (s i ,  (L - l ,s* ) -e-a l

On a  donc ,  avec  l es  i néga l i t és  hab i tue l l es  va lab les  pou r  l es

ma t r i ces  assoc iées  à  des  su i t es  :

\  o  a r r -  kr  - (  Mr
(
[  0  _ (  M . -  k r ,  (  M .

E t  pa r  add i t i on  0  <  L *  k r r

Cec i  impose  que  I ' on  a i - t  |  
=  I  e t  C=  an - i *  2  -  L

So i t  k ,  *  k r ,  -  Mz

avec de p lus,  k .  ) .  0  et  kr ,  >  0

Avec Ia  mat r iaa  Mt r r  ,  oD a  :

. ._, [ . . - i  r l  f r- I  r I t . .  [ t -r  t l \ -"- .Mu = 
L' r.l"iL' oJPr'Lt rl/

En in t rodu isan t  I a  su i te  d 'é lémen ts  de r [ i  *  :

v4  =  (  an - ; ,  s f  ,  L - l ,  15 * ,  L - l  ) - " - r  )  ( - e -2  ) .  0 l

Ona :

Mu;,  =  ,v ,  =  r .  
[ * : ;^ ' "  ;  } -  

- ]
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Avec  l es  i néga t i t és  hab i tue l l es  :

o  a  t , r k r , -  Én  M .  \ <  E^kn -ên l ^n  (0  <  r r . (  m )

o  <  2  E  ka -  €^1^n  1L . r  k r+E^1an  (o  -<  K2  <  m)

-l -< Ên k.t- 2 E.t M.t ..( É, [r- E, u. ( -1 -< I < K, I

On  t rouve  avec  l a  de rn iè re  cond i t i on  z  g^Mc  >  O

Cec i  impose ,  pu i squê  M,  es t  supposé  pos i t i f  2  €a  =  L

Avec Ia  seconde re lat ion .  k , t  <  0

Avec la  première : l  l / t  <  0

l knr t  o

- $!;i4, on trouve Mr" = MSI et Mu. = Mtf

En  cons idé ran t  a lo rs  l es  deux  su i tes  Q ,  =  S j  e t  U .=  S f ,  on  ob t i en t

par  la  même méthode que précédemment  les deux condi t ions :

I  t*k^r='4
A

L\ *k . ,=M2

La  cond i t i on  é taU l i e  c i -dessus  :  k r  *  k . ,  -  M  z
donne pour t, , , ,  t" forme :

[M ,  ke r  IM'.  = l .
L*r, r<.,- 1^. J

I l  en  résu l te  que  l a  su i te  U .  es t  pa l i nd rome ,  Mr .  =  tT ,

Avec  U t  =  ( s ; ,  ( L - I ,S ' t ) . r , - r , L - l ,S " * , an . i  ,S f  )

où r  -e -2  >  0 ,  on  ob t i en t  pa r  pa l i nd romie  l es  cond i t i ons  ?

an. i  =  L- l  Sr  = Si  S,  = S.*

Cec i  donne  auss i  è  =  t

So i t  k+k .  =Ma
A 4 L

[ t ,  k4  I
e t  M , .  =  I  I'- uâ L *., ç _1uJ

e t  l es  exp ress ions  :

qu i  mon t ren t  gue  I ' on  a  :

Dans  ce  cas ,  l e  Théorème x

donne :

tua =

tua =

s,{ =
I I I .

l tn 
k'{ 

l=
I'u k, - r^,.| 

= t'n"

[M l  k r ,  1

L*u kr, - r^,1 
= tr,'

S;  e t  52=S I

4  es t  d i rec temen t  apP l i cab le .  I 1



I I I . 2 5 I

( L - f )  +  I
k r  k t

+ - - -

M r -  t ,

l =

( a  .  +  I
i-l

k, kr

M M
4 l

+ 5'-5,,
M M

2 ^

an.i f 1+

C'es t -à -d i r e :  a r . i =L - t

Auss i ,  peu t -on  énonce r ,  dans  tous  l es  cas  :

T H E O R E M E  X I I I . 5

o n a :

a n t i d r o m e

tr, '

D a n s  l a  s i t u a t i o n  s t a n d a r d ,

( I )  a n . i  =  L  I

so i t  s *  =  (s j k , t - I , s t )  su i te

[r,-r I I
e t  M ' x= f ' t  I  IÂ" 

Lt ol

t
I

t
s :

0

i van t

k l

su

(2 )  kn  +  k r r

( 3 )  k . *  k ,

(4) I  = 9*
(5) sr= sJ
( 5 )  on  peu t

- M,{

=M2

su i te  pa l i nd rome

su i te  pa l i nd rome

écr i re  : tr, =

M =ut

ll
[ "

L*,

, u]
kr, 

I
t<r,- lx, J

avec  l es  d i ve rs  cas

(6 . f )  S i  e+ I  )  0 ,  on  a

d é f i n i e  p a r  l a

I a  s u i t e  V t  =

(6.2) $!g!;!Q, on a k,r < 0
- l

Mr,  = Mv'  où v .  est  la  su i te  V,  =

Mu .es t  l a  ma t r i ce  dé f i n i e  pa r  I a
(6 .3 )  S i  e  =  -1 ,  a l o r s o n  a  3  M r ,  =  M . r

u4 èa

Ce résu l ta t  pe rme t  à  son

pa r  I e  Théo rème  X I I I . 5 .

su i te  U,  =  (  (  S* ,  L - l  )e , , t  ,  S . ;k  )

(  (  (L - r ) ,s* )o  ,  (L- l )s t , l - t ) .

(  L-1,  s l "  L-1,  (  s* ,  L- r  ) -c_à )
su i te  U.= (s I ,  (L - I ) ,s* ) -e-4  )

"a  
Mua= t ls i  .

M q .  € s t  I a  m a t r i c e
-. ,

Mu, MV, ou Vt est

t ou r  d ' i n t e rp ré te r  l ' équa t i on  (M l )  donnée
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on  a  en  e f f e t  :  r  =  r (M- . ;  =  
k ' -  k "=  

r \ -  I
^ w a M n M n

\ ,- k, kr
t r= r (Mr )=J= l  2 -

qMr

r= r (S* )  =0

En  app l i quan t  l a  r e l a t i on  (Mr ) ,  on  t r ouve  :
l r

M' -  € ,  \ ' -  e ,  t . t  =  (L- l+ t+ç +rr  - r )MM,{  Me

2k, 2\
=  (L  t

l  ^  M 1

= LMM4 Mr + 214(k^ Mr- ktM,r )

=  L M M /  M t +  2 M ( M  -  L M ,  M r  )

( a v e c  ( a r ) )

L t ,(:r) M f f, M, + tn MJ = LMM/, Ml

On  re tombe  su r  1 'équa t i on  de  dépar t  qu i ,  en  sens  i nve rse ,  é tab l i t

I a  va l i d i t é  de  l a  cond i t i on  (M ! ) .

On peut  donc énoncer  :

THEOREME X I I I . 6

Dans  l a  s i t ua t i on
I t

M'+  É r  M ;+

es t  équ iva len te  à

o n  d i o p h a n t i e n n e  d e  d é p a r t  :

Mr _ e, Mr,t_

t i r ée  de  l a  re la t i on

9M,, -  
r )M

:t

a r d ,  I ' é q u a t i

= L M M M
^ 2

l a t i o n  ( M t )  :

= (L  +  rn+  r

IL - I
M  = ! t  I

sx qrLr

s t a n d

É. M;

l a  r e

qMi

tu ,

on  a  en  e f fe t  ?  ra  -  r (Mur )  =  ,?  -  I  e t  r .  =  r ( r , ! r . )  =  ] . . \
M r t M ,

a ins ique r (S* )= r=0 .

En  pa r t i cu l i e r ,  s i  1 ' équa t i on  d iophan t ienne  , . l t *  E  u )+  c^  M l=  LMMrM:

adme tune  so lu t i on  (M ,M 'M ' )ÉZ i t e t t eque  M)  0 ;  g>  O  ;  Mz*  O

e t  pgcd (M,M,  )  -  pgcd (M 'Mr )  =  pgcd (Mz ,M)  =  1 ,  e l l e  adme t  auss i  ,
avec  t r .  =  t r j  e t  Mu ,  -  MS i  une  so lu t i on  (M,Mr ,Mr  )  e  /3  te l l e  que  :
a )  M  >  0  ;  M r )  0  ;  M r )  0

b )  M  =  Max (M,M, r ,Mr )  )  Max (Mr ,M l )

c )  pgcd (M,Mr )  =  pgcd (M, r ,M2 )  -  pgcd (Me ,M)  =  I
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C /  CONSTRUCTION D 'ARBRES ET  APPLICATIONS

c . I  -  Cons idé ra t i ons  généra1es  e t  dé f i n i t i on  de  so lu t i ons  réou l i è res

Dans  l es  cond i t i ons  p récéden tes ,  c tes t -à -d i re  dans  l a  s i t ua t i on

standard,  on peut  donner  des formules permet tant  la  construct ion

d 'a rb res .

De  man iè re  fo rme l l e ,  à  t r . [Mn i ka  I= l  I  o n a s s o c l e
Lkn  ;  k r - lâJ

[ t ,  ;  Mr -  k r l

f*, ,t lx, J
=  P ( M a "  )  =  0

f t t  
i  krr  

I  ."
Lkr, !  kr,-  1^. l

[ " t  ;  k r , - l

Ltr- b, ' 1^, I
=  -  P (Mur  )  =  0

cond i t i ons  :

fL- l  r  ItnL 
I o-l  

M"

)  =  r (M ; , ,  )  =  r (M f ,

M[ = ',-,[: l] =
On obt ient  :  r ( t ' l f ,  )

ol
-t l  t" =fr=l

LI

a :

t rou

t[t

On

On

A  l a  m a t r i c e  M r r .  =

t r'rq , t'Lq, Mf t

= ( lUt'1, - Ê, Mr

avec €j = e,

,M , t ,M l  e  23

et ef = Çtr

assoct-e

)  =0

r (u[  )

v e  d o n c  l e s

I 
tr' =

1 r(Mgr

C e c i  p e r m e t  d ' e n v i s a g ê r ,  c o m m e  d a n s  l e  T h é o r è m e  X I f . 4  l a  c o n s t r u c t i o n

d ' u n  a r b r e  d e  M A R K O F F ,  a v e c  d e s  f o r m u l e s  c o m p a r a b l e s  à  ( D o )  - ( D J )

e t  ( c ù )  - ( c o ) ,  m a i s  s e  s i m p l i f i a n t  à  c a u s e  d u  T h é o r è m e  X I I I . 5  s o u s
J

l a  f o r m e  :

(MrM.  ,u r l  Ê  Z '
avec C.,t , Et

t ruo,uj ,u!  I

=  (u t l u ,  -  € t  M^ ,M ,Mr )

avec e].  =1c. et el  = ç,



E t  p a r  e x e m p l e ,  à  d r o i t e ,  I a  v é r i f i c a t i o n  e s t  é v i d e n t e  3

(MD)r+ e i ( r . r l t l+  e j t ru f  ) r -  L l , t 'u .o tur i  =  0

( - )  L tM lMrz -  2  Ê .  LMMnMa+ t r . '  É r  t i r+  Ê , ,€2  n l -  t ( l uu r -  E r  M . r  )MMt  =  Q

(-) t, ur+ uf + qer- 
"l- 

É, LMM.. M2 = o

(-) Mr+ f, r.f + e., uj- ur.lr.l, u. = o

1rT.254

I a  cons t ruc t i on
D E F I N I T I O N

on d i t  que t  uo  ,  t l i ,  u l )

de MARKOFF à  par t i r  de

I nve rsemen t ,

su i van tes  :

et t  t ' l  â 
, l , t .q , t ' l !)  sont obtenus par

(M ,Mn , ta  ) .

en  remon tan t  dans  l ' a rb re ,  on  t rouve  l es  fo rmu les

{ rul , t'lrl , uf )

=  ( 1 4 ^ ,  -  É a  M  +  e z  L M A M Z , M . )

avec El = e^8, et tl,= e,

ezl

(M,q  ,M2 l  e  2 l

avec  24  e t  € .L

tue ,u j , r ' l t  l

=  ( M r , M r ,  -  L A ,  *  ç a  L M 4 M I ' t  e Z j

avec El= e, €.! =\e,

(M,M,  ,M2)  e  z )

avec Z,t et t-2

E t  pa r  exemp le ,  su r  ce t te  de rn iè re  fo rmu le ,  I a  vé r i f i ca t i on  es t

f ac i l e  :

(rql )r + €l (uj l t+ t"n t4f - Lu?u,rt l  = o

(€ ul*  €r t r  u^2+ e^ uj -  ?e" L l4M,rM?+ e.r . 'u l r - r f  -  LMrMl(-e,  u +ELM.M2l = 0

( : )  t ,  M2+ €,€,  Mt*  t l -  É4 LMM,,  M,  = O

(.:) l , t l+ €, u.,z+ Ê, u!- LMM,4M.= O
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I 1  e s t  b i e n  é v i d e n t  q u ' à  c h a q u e  é t a p e  d ' u n e  t e l I e  c o n s t r u c t i o n ,

l e  n o m b r e  p g c d ( M , M ,  )  -  p g c d ( M ,  , M e )  =  p Ç c d ( M t , M )  =  I  s e  c o n s e r v ê .

A pa r t i r  d ' une  so lu t i on  (M ,Mr ,Mr )  assoc iée  aux  re l a t i ons  Mr r=  MS; '

e t  M r .=  MS l ,  se l on  l e  Théo rème  X I I I . 6 ,  I es  cons t ruc t i ons  qu i

précèdent  donnent  :

T H E O R E M E  X I I T . 7

Dans  Ia  s i t ua t i on  s tandard ,  s i  1 ' égua t i on  d iophan t ienne

Mr+  € ,  u r t+  e ,  M !  =  LMM,  Mr  admet  une  so lu t i on  (M, l vL  , v i r )  e  Z3

te l l e  que  :

M,r )  0  MrrÉ 0

=  pÇcd (M{ ,Mz )  =  Pgcd (M. ,M)  =  t

t e l l es  que  :

0

, ,  ' M t  )

=  p g c d ( M . , M )  =  1 .

On pose  à  pa r t i r  de  fà  :

D E F I N I T I O N

l r to
I  Pscd ( M, M.1 )

une  i n f i n i t é

M , r )  0  Mr )

M , , ,M . )  )  Max (M

=  p g c d ( M 4  , M  r )

e l l e  en

a )M>0

b) M = ! ' l

c )  p g c d (

admet

a x ( M ,

M , M 4 )

On appe l l e  @ de  1 'équa t i on  d iophan t ienne  t t l t l

t ou t  t r i p l e t  (M ,M"  , 14 t ,  ËL t  l a  vé r i f i an t  e t  t e l  que  de  p l us  :

a )M>0  M ,

b )  M  =  Max (M,M{ ,Mù)  >  l " t ax (ua , l , t r )

c )  pgcd (M, l , t a )  =  pgcd (M{ ,Me)  =  pgcd (ML ,M)  =  I

Ces  t ro i s  cond i t i ons ,  ad jo in tes  à  kn t l  dé f i n i ssen t  I ' équa t i on

d iophan t ienne  ( t l l r eg )  don t  l a  réso lu t i on  es t  équ iva len te  pa r  ce

qui précède à celle de $)t l t) .

Cons idérons  a lo rs  le  d iagramme :

( M r M ,  , M l  )

tMq ,ù rq ,M ! )

S i  (M ,Mr ,Mz )  es t  une  so lu t i on  régu l i è re ,

su i van tes  :

tu ' ,uj ,ul)

on  a  l es  p rop r ié tés
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( I )  M 'D  =  LMhg  E tM ,  vé r i f i e  t l  t ,  =  M2+  F ,  M ;>  0

e t  avec  Mr )  O ,  i l  r es te  uJ  >  0

(2 l r l ,=M)o

( 3 )  M i  =  Mr>  O

(4 )  Max ( t r ' , 4 )  =  Max (M,Mr )  =  M  =  t 1 :  <  M '

Cet te condi t ion résul te  par  exemple de L l4r>/  2

D )
( 5 )  pgcd$ r ' , \ )  -  pgcd (q , t r )  =  I

Avec  un  ra i sonnemen t  comparab le  su r  tU6 ,U j ,M f ) ,  on  peu t  énonce r

le  résu l ta t  su i van t  qu i  p réc i se  l e  Théorème X I I I . 7  :

T H E O R E M E  X I I I . 8

Dans  l a  s i t ua t i on  s tanda rd ,  t ou te  so lu t i on  régu l i è re  de  1 ' équa t i on

d iophan t ienne  ru l+  É1  t t *  É ,  M l  =  LMM4M,  vé r i f  i an t  LMr  > . ,  2

donne  na i ssance ,  pa r  I a  cons t ruc t i on  de  MARKOFF à  deux  au t res

so lu t i ons  régu l i è res  des  équa t ions  d iophan t iennes  auxgue l l es  e l l es

son t  assoc iées .  On  dé te rm ine  a ins i  un  a rb re  de  so lu t i ons  régu l i è res

d 'équa t i ons  d iophan t iennes  en  nombre  f i n i .

C .2  -  Dé te rm ina t i on  comp lè te  des  so lu t i ons  régu I i è res  pou r  L  )  3

En  remon tan t  dans  un  te l  a rb re ,  e t  en  cons idé ran t  l es  va leu rs

déc ro i ssan tes  M )  0 ,  on  é taU t i t  qu 'un  te l  a rb re  possède  nécessa i -

remen t  une  rac ine  l o rsque  I ' on  suppose  L  )  3 .

Pour  ce la ,  on  cons idè re  l es  deux  t rans fo rma t ions  :

( M , M 4  r M Z  )

l . )

E I l e s  c o n s e r v e n t  l a  c o n d i t i o n  c ) .

L ,une  au  mo ins  des  deux  pe rme t  de  remon te r  dans  I ' a rb re  en  conse r -

van t  l a  cond i t i on  a ) ,  à  mo ins  que  I ' on  a i t  I a  cond i t i on  :

ez (LM,f  Mz -  M) < 0 et  €4 ( tq  M.-  t )  . , (  0

C ,es t -à -d i re  auss i ,  de  façon  équ iva ten te  g râce  à  l a  re la t i on

d iphan t i enne  l i an t  M ,M,  e t  Mr  :

t4t+ Êtet rj -. o et ur"+ ÊrÊ, M,f ..< o
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.  C a s  J  :  s i  € , = Ç - t  =  !  I

I l  reste M" = Ml  = 0

Ce t te  cond i t i on  es t  exc lue  en  pa r tan t  d 'une  so lu t i on  régu l i è re

(M ,Mr ,M l ) .  La  cond i t i on  a )  se  conse rve  en  remon tan t  dans  l r a rb re .

.CasÈ  : s i t r = - ; "= !1

Soi t  Mâ = M2

Et avec I 'équat ion de dépar t  !  M = LM,.  Mz

Avec  Ia  cond i t i on  c )  :  Mn  =  Ma=  I  M  =  L

Hors  l es  cas  gue  1 ' on  v i en t  de  vo i r ,  l a  cond i t i on  a )  se  conse rve

en  remon tan t  dans  l ' a rb re  pa r  l ' une  des  deux  t rans fo rma t ions

env i sagées .

L ' examen  de  I a  cond i t i on  b )  es t  a l o r s  f a i sab le .

I "rt 
-( Mrt

1 M,l -< Mrt

I I  r es te

que  I ' on  a i t  :  € r ( t t ' , t , r u . -  M )  >  0  e t  cons idé rons

)  =  (M4 ,  €2 (LM, {Ms -  M) ,M ! )  en  remon tan t  dans  I ' a rb re ,

t i ons  c )  e t  a )  é tan t  vé r i f i ées .

i on  b )  s ' éc r i t  :

ax ( t ' !  ,  E r (LM, , tMr -  M) ,Mz )  >  t " l ax ( t 1  ( LM/MI -  M) ,M t )

se  I  M r )M l
l

1  M4  >  Ê r (LM, rMr -  M)

i re  enco re  t  
I  

M , r  )  Ma  )  0

I  rr, 2 Ç+ €,t.t  Mi > o

avec  tu ! ,u l , t l ) ,  Ia  cond i t i on  b )  s 'éc r i t  :

lMr )Mr>0
,

1 rr .) ) Erît rul* r.rj > o

i o n  b )  n e  s e  c o n s e r v e  p a s  e n  r e m o n t a n t  d a n s  l ' a r b r e

' o n  a  :

M 4 = M t

M  )  M a  )  M t

M > M z ) M r t )  0  e t  Ç , â t  t t * M : ) M M r

Supposons

tnr,uj ,ul
I e s  c o n d i

L a  c o n d i t

M  = M
4

E l l e  i m p o

C ' e s t - à - d

D e  m ê m e ,

L a  c o n d i t

lo rsque I

ou

ou



I I I . 258

2 2
.  94  :  S i  M  )  Mr>  Me>  0  e t  Mr *  t , t c  l t l l  >  MMÀ

On do i t  d i s t i ngue r  p lus ieu rs  sous -cas  :

*  9gg_l : !  :  [ , f .  =  - I

I l  res te Mrt > MM,

S o i t M r )  M

On t rouve une contradic t ion avec M > q )  Mt  t  0

* 9e:- I :? :  €,  = €, = I

on  cons idè re  {  t x )  =  x l  -  Lx t ! ^  M ,  +  {+  u r '

e t  sa  rac ine  pos i t i ve  x  =  ! t

L ' au t re  r ac i ne  de  ce  po l ynôme  Mr  vé r i f i e  :

I  M '  =  LM. rMr -  M
,

t  MM'  =  In l . r+  u f  (so i t  M ' .  >  o)

D a n s  I e  c a s  g u e  I ' o n  c o n s i d è r e ,  o n  a  M " )  M r e t

ù(t ,  t  =  M. t -  r ,u lur*  
" j *  

t :  <  o

E n  e f f e t ,  o h  s u p p o s e  i c i  q u e  l ' o n  a  I a  c o n d i t i o n  t  L  ) t  3

I l  e n  r é s u l t e  l a  s i t u a t i o n  :

M  )  M r >  L $ M r -  M  =  M l

ç L
Soi t  MM,  >  MM'  =  Mr-  +  Mr

o n  t r o u v e  u n e  c o n t r a d i c t i o n  a v e c  1 ' h y p o t h è s e  f a i t e .

* 939-I: l  '  ta = Er = -r

on  cons idè re  ù  t * )  =  x t -  LxM.  M  -  M : -  M . '
f â L ^ v

e t  sa  rac i ne  pos i t i ve  x  =  M

Lrau t re  r ac i ne  M '  vé r i f i e  :

I  t ' 1 ,  =  LMrMr -  M
t -

1 t t '  =  -M: -  M;

E I l e  e s t  n é g a t i v e .

On obt ien t  le  d iagramme su ivant  :



En

TTT.259

nombre  s t r i c temen t  pos i t i f  ,
LM, MÀ

ca lcu lan t  0

é tau l i t  que

.  3LM,f Mt .( - ,
2

I ' o n  a  :

qu i  es t  un

M LM,t M! <on

Par

i l

ou

o

D ' o ù  :

(:)

(-)

(-)

<_>

ou encore

e t

déc ro i ssance  de  l a  f onc t i on  y  =  
{  

( x )  su r  l e

es t  équ i va len t  d ' a f f i rme r  gue  I ' on  a  f f  t u ,  I

Ia condit ion , M4 > l, t  - LM,t Mt .

:  t f  tur) = r,r ' l i rur- Ml < O
al t t - LM, M, ) = ztr r't,r u|- 2Lt4t4^r4r

=  2 L M 4 M r ( L M / M D -  M )  <  0

{ tun tcQ, r -LM4M' )
2LMM, MZ< LM.? M, + u!+ 2L2

segmen t  t  O  i

. Ô ( M - L M / M ' )

+( r ,u|  u,  + ul+ zuz u)u!

2Lt44ML

tl* zlu.rtuf + zr,3 uj ur3

uT* zr,ruju, + zt t uj tu,

'j'l

)>0

zr,t r',rl uf + 3lr tnl,f rur,

2Lt Ml Mrz + rr,l ruj

Avec  1a  cond i t

i c i  que  l ' on  a

I
(
t

S o i t  p a r  a d d i t

ion LM.

L  >  3 ,  on  t r ouve  :
L

LMI 'M2

r,nlu, > 2M:

i on  :

zlrq?u. > zurt+ 3M,,t

213 Mt  M!

tl* zr,ur? u, * 2Ll urr tl,

L[.1- ll : 11'

LM,l Mt
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La condi t ion Ma > M -  LPL Mg résul te  donc de ce qui  précède.

Or  e l l e  es t  con t rad i c to i re  avec  Ia  seconde  cond i t i on  de  1 'hypo thèse

fa i t e ,  gu i  s ' éc r i t  auss i  :  M  -  LMrMt  )  Mo  .

On t rouve donc encore une contradic t ion qui  garant i t ,  pour  f in i r ,

que  l e  cas  I  es t  t o ta lemen t  imposs ib le -

.@! :S iM)Mz )M. ,

on t rouve de même une impossib i l i té .  Ce cas se aéaui t  du cas I

en  échangean t  l es  rô les  de  Ma  e t  Mr .

.Cas3 :S iMa=M!

La  cond i t i on  c )  impose  :  % 
=  M,  =  I

I 1  res te  l a  re la t i on  :
t

M'+  € , r+Êr  =  LM

*  9gg_ l : l  :  s i  fn  =  -  E2

On trouve f ' l  = L

*  9gg_9:Z z  sL En = f ,

Ont rouve  M IZ

So i t  deux  cas  poss ib l es  :  M  =  I  avec  I  +  E ,+Êr  =  L

M =  2  avec  4  +q  +€ . r  =  2L

La  cond i t i on  L  ) .  3  impose  É ,  =  € .  =  ! ,  e t  on  ne  re t rouve  a ins i  que

Ie  cas  de  l a  Théor ie  de  MARKOFF c lass igue ,  ob tenu  pou r  f ,  =  3 .

En posant  a lors  :

D E F I N I T I O N

On appe l l e  so lu t i on  s ingu l i è re  de  1 'équa t i on  d iophan t ienne

t,t2+ e, !!.t* t, ,rt = LM4 Mz

tou t  t r i p le t  ( x ,1 ,1 )  rac ine  de  ce t te  égua t i on  te l  gue  x  € -D , j ' * .

On peut  énoncer  :
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THEOREME x I I I . 9  (Oé te rm ina t i on  des  so lu t i ons  s ingu l i è res  pou r  t  >  3 )

Dans  I a  s i t ua t i on  s tanda rd ,  e t  s i  l ' on  suppose  de  p l us  que  1 ' on  a

L  >  3 ,  t ou te  so lu t i on  régu l i è re  de  t ' équa t i on  d iophan t ienne

tz t

" '+  € t  u i+  t "  u ,  =  LMMaMt (L  €  $*  -  t1 ,2 I )

se  dédu i t  d ' une  so lu t i on  s ingu l i è re  pa r  l a  cons t ruc t i on  de  MARKOFF.

En  pa r t i cu l i e r ,  on  peu t  d i s t i ngue r  l es  cas  su i van ts  :

( I )  S i  Ê r  =  t ù=  I

L ' équa t i on  n ' adme t  pas  de  so lu t i on  ho rs  I e  cas  où  l ' on  a  L  =  3 .

Dans  ce  cas ,  on  re t rouve  Ia  Théor ie  de  MARKOFF c lass ique  e t  l es

deux  so lu t i ons  s ingu l i è res  rac ines  de  1 'a rb re  de  MARKOFF :

( r , l r l )

( 2 r r r r )

( 2 )  S i  I ' on  n ' a  pas  6 r  =  t r  =  I

p a r  l a  c o n s t r u c t i o n  d e  M A R K O F F

rac ine  des  deux  équat ions  :

L M M 4  M r

L M M ,  M 1

r o u v e  a i n s i  u n e  i n f i n i t é  d e

n n e  c o n s i d é r é e .

A pa r t i r  des  deux  équa t ions  men t ionnées  dans  l a  seconde  pa r t i e  du

résu l ta t  p récéden t ,  on  peu t  cons idé re r  l es  deux  a rb res  en  résu l tan t

cons t ru i t  à  pa r t i r  de  I a  même  rac ine  (L , l , l )  :

(L , r ,1 )

Ea= - I  i  ê r= I

Tou tes  Ies  so lu t i ons  se  dédu isen t

de  I a  so lu t i on  s i ngu l i è re  ( L , I , l )

I  Mt-  , r t *  Mi  =
I
I  ru?+ u j -  M:  =

Pour  tou t  L  €  J f \  *  -  |  f  , 2J  ,  on  t

so lu t i ons  à  I ' équa t i on  d i ophan t i e

(L t  +  I , l , L )

êa=  -L  i  Ê1=  -1

( l r  -  r ,L , r )

ê < =  - L  i  € ,  =  I

(L, r , r )

e4= I

( t t  -

z.=

l r l , L )

I ; t z= -L

( L 1 +  t , L r l )

Ln=- r iê . .

i  É .=  -1

= -1
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I I  es t  f ac i l e  de  s rassu re r  qu ' i l s  se  dédu i sen t  l ' un  de  I ' au t re  pa r

une  t rans fo rma t ion  qu i  rev ien t  su r  l a  rac ine  à  pe rmu te r  M , t  e t  Ma

(e t  donc  t 4  e t  f t  ) .

THEOREME XT IT . IO

Dans  l a  s i t ua t i on  s tandard ,  avec  de  p lus  L  >  3 ,  i l  ex i s te  une

b i j ec t i on  de  l , ensemb le  des  so lu t i ons  régu l i è res  assoc iée  à

I ' équa t i on  t t -  t t +  M :  =  LMM, .ML  su r  l ' ensemb le  des  so lu t i ons

régu l i è res  assoc ié  à  1 'égua t i on  :

t t *  4 -  M ;  =  LMM,MT

D a n s  l a  s u i t e ,  i l  s u f f i t  d o n c  d e  s e  l i m i t e r  à  l a  c o n s i d é r a t i o n

d e  l ' a r b r e  d o n n é  p a r  l a  s e u l e  é q u a t i o n  :

l,tt + ul +

M>0

pgcd (M,

régu l i è

non néc

xp ress  i o

s  so lu t i

= LMM,I Mt (L  >  3)I
I
t
1
I
L

Ses  so lu t i ons

Ses  so lu t i ons

recours aux e

ce l l es - c i ,  1e

â :ê  =  -1 .

Dans  ce  cas ,

M :

Mn >  0  Mr

Mn )  =  Pgcd (Mn

res  son t  dé te

essa i remen t  r

ns  ma t r i c i e l l

ons  régu l i è re

= pgcd(

es  pa r

è res  so

Théorè

respond

*0

M ,

l e

n t

m e

e n

, M a )

rm iné

égut i

es du

s  co r

, M )  -  I

T h é o r è m e  X I I I . 9 .

d é t e r m i n é e s  p a r

X I I I . 3 .  P a r m i

t  a u  c a s  o r i  l ' o n

on a  t  
I  

U .=  S*  Uz=  S*

I  to ' r i l  = r tul l  = r(M5r) =

Les  so lu t i ons  régu l i è res  son t  donc  assoc iées  à  I

I a  cons t ruc t i on  de  MARKOFF su r  l es  su i tes  que  I  I

au chapî t re  précédent  :

x =  s*  =  (x , r ,L - l ,x r )  =  (s , ï ,L - l rs t )

0

'a rb re  ob tenu  pa r

on  env i sagea i t

xq =  ( ï  , t - r , î )
^

(X^ ,1-L,  (L ,L- I ,Xr )  ) xt= ( i , r l ,x . )  -  ( (x ,
V

,L-r ,xt  )L,-r ,xt)

Avec ,  au  débu t  de  l ' a rb re  :



x6  =  (  L - l l , L -2 ,1 )

X , f  -  0  x t  =  ( I , L -2 ,1 )

M=LL -1  Mr= l  Mg= !

Ê r=  I  É r=  - l

On  ré in te rp rè te  a ins i  a i sémen t
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(L - t , t )

xr  = ( r )

Mr =  Ml  =  I

E t =  - L

x t  =  ( L r L - l r l )

X n  =  ( L )  X !  =  ( I )

f i t  = Ll+ I  Mn = L Mt = t

€ . =  - I  F r =  - 1

l e  T h é o r è m e  x I I . 8  ( a v e c  b  =  L - l ) .

X

x^

M

9A

= S * =

= Q

= L

= I

On vo i t  auss i  su r  l es  su i t es  qu i  appa ra i ssen t  t ' i n t é rê t  qu ' i l  y

ava i t  à  cons idé re r  I ' h ypo thèse  L  >  3 .

S o u s  I a  s u i t e  ( L - l , L , L - 2 , L |  t o u t e s  l e s  s u i t e s  c o n s t r u i t e s  s ' é c r i v e n t

a v e c  l e s  n o m b r e s  L , L - 2 ,  L - I .

S o u s  I a  s u i t e  ( L , L - l , I )  t o u t e s  l e s  s u i t e s  c o n s t r u i t e s  s ' é c r i v e n t

a v e c  l e s  n o m b r e s  l , L - l r L .

E t  d e  f a ç o n  g é n é r a t e ,  o o  p e u t  é n o n c e r ,  s a n s  e n t t r e r  p l u s  d a n s  l e s

d é t a i l s  :

T H E O R E M E  X I I I . l I

I l  y  a  une  co r respondance  b i j ec t i ve  en t re  I ' a rb re  des  so lu t i ons

régu l i è res  de  1 'équa t i on Mr-  u f  +  u !  =  LMM,rMr  ( t  >  3)

e t  l , a rb re  des  su i tes  ob tenu  à  pa r t i r  de  Ia  cons t ruc t i on  de  MARKOFF

à  pa r t i r  de  l a  su i t e  s *  =  x  =  (L - I , l )  (X .  -  Q  X4  =  (1 ) ) -

Ce t  a rb re  de  su i tes  ne  con t i en t  pou rL  )  3 ,  que  des  su i tes  don t

l es  é Iémen ts  son t  t ous  bo rnés  pa r  L .

c .3  -  oé te rm ina t i on  comp lè te  des  so lu t i ons  réou l i è res  pou r  L  € .  {  1 ,2 }

S i  I ' on  rep rend  l e  ra i sonnemen t  qu i  p récède ,  e t  que  1 'on  cons idè re

les  deux  t rans fo rma t ions  :
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(M,M,r ,Mt)  - -  - - - -+ tur ,u j  ,u ! )

tM,M'Mt)  -> t r . l t ,u f  , r . l ! I

E l l es  conse rven t  l a  cond i t i on  c ) .

L rune  au  mo ins  des  deux  pe rme t  de  remon te r  dans  I ' a rb re  en  conse rvan t

l a  cond i t i on  a )  sau f  I e  cas  où  l ' on  a  :

M=L  Mr=MZ=1  Ea= - t t = i I

ce  cas  co r respond  à  une  so lu t i on  s ingu l i è re  qu i ,  avec  l e  Théorème X I I f . €

donne naissance à un arbre généra l isant  ce lu i  obtenu dans Ie

Théorème X I I I . 9  pou r  l es  cas  L  - (  2 .  Ce t  a rb re  es t  un  a rb re  de

solut j .ons régul ières.

La  ques t i on  qu i  se  pose  es t  de  savo i r  s ' i I  peu t  ex i s t e r  d rau t res

so lu t i ons  régu l i è res  en  dehors  de  ce t  a rb re .

Une  te l l e  so lu t i on  pe rme t  en  remon tan t  pa r  l es  deux  t rans fo rma t ions

cons idé rées  c i -dessus  de  conse rve r  à  chaque  n i veau  l es  cond i t i ons

a )  e t  c ) .

Le  seu l  p rob lème qu i  se  pose  a lo rs  es t  de  savo i r  ce  gue  dev ien t

I a  cond i t i on  b ) .  Pou r  ce1a ,  on  p rocède  comme on  1 ' a  f a i t  avan t

en  d i s t i nguan t  l es  cas  condu isan t  à  ce  que  l a  p rop r ié té  b )  ne  se

conse rve  pas  :

. qL :M , r=Mù=r

I l  r es te  :  ML+  Er  +  € t  =  LM

*  9g : - ! : I  :  S i  E ,  =  -  € :=  !  1 ,  on  t r ouve  L  =  M

On re tombe  su r  l ' a rb re  évoqué  c i -dessus  :  ce  cas  peu t

ê t re  l a i ssé  de  cô té .

*  9gg_l :3  :  S i  ! ,  =  t .
on  a  t t t +  2g ,  =  LM

:'ï ;: I"'"'o'l':u: 
'"'":::;i,".,

- s i ë t= -L !=1M=2

Ce dern ier  cas est  obtenu Par  :

(  1 ,1 ,  1 )

(2 ,L , r )

€ a =  - L  ;  € , =  - l

e1 = I  !  0a= -1



On
*

*

Cas2 :S iM)M, )M t

peut  encore d is t inguer  d ivers sous-cas :

939- l :3  :  9 ,Êa= -1
On t rouve comme c i -dessus une contradic t ion.

9z=-?z? 2 fn= %. = -t
on cÀs idère  f  t * t  =  x2 -  LxM^Mr-  t t -  t r '

e t  ses  deux  rac ines  x  =  M e t  x ' -  LqMa-  M

La cond i t ion  MM'  =  -  Mr ' -  U ]  impose M'  <  O

TTT.265

I l  peu t  donc  auss i  ê t re  l a i ssé  de  cô té ,  pu i sgue  l ' on

re tombe  su r  une  pa r t i e  de  1 'a rb re  évoqué  c i -dessus .

En  ca l cu lan t  ô  t  
3LM, |  M !  

)  qu i  es t  s t r i c temen t  pos i t i f
, 2

ho rs  l e  cas  où  LMr  -  l ,  on  peu t  rep rodu i re  l e  même

ra i sonnemen t  que  p récédemment  pou rvu  gue  I ' on  a i t

LMr

Les  seu ls  cas  posan t  éven tue l l emen t  p rob lèmes  son t

ceux oùr  1 'on a :  LM2 \< 2

.  Le  cas  LM,  =  2  se  t ra i t e  de  façon  d i rec te  e t  se

ramène  à l ' i néga t i t é  :

ntl * LM"h ) ni
C e l l e - c i  e s t  v é r i f i é e  p o u r  L  =  2

.  L e  c a s  L M À =  I  d o n n e  L  =  M l  =  I

I I  s e  r a m è n e  à  :

ML=1<Ma

Ml -  MM, -  M ;  =  I

On  t rouve  a ins i  des  t r i p le t s  qu i  s ' éc r i ven t  avec  l es

nombres de FIBONACCI :

( I l , ! 14 ,1 ' 1 r )  =  ( 1 , , ,  F?n - , , I )

Ma is  de  façon  év iden te ,  ces  t r i p le t s  appara i ssen t  dans

I . a rb re  i s su  de  (1 , I , 1 )  comme su i t  :

€r= - r

( 3 ,2 ,L |
2 4 =  I € L =  - 1

( L ,  F rn - ,  ,  l )

€a  =  - I  €g=  -1

( I , r ,1 )
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De  p lus ,  i l s  recouv ren t  l es  so lu t i ons  que  l , on  donna i t

dans  l e  cas  non  s tandard  pou r  L  =  I  e t  t , t t =  - I .

Le  cas  cons idé ré  peu t  donc  ê t re  l a i ssé  de  cô té .

* 9gg-?: l  2 Ea = Lz,= I
L e  p o l y n ô m e  r |  t * l  =  x t -  L x M r M r +  M ; *  M ;  p o s s è d e  d e u x

rac ines  :  x  =  ! l  e t  x r  =  Mr  -  LMrrMa-  M

. L e c a s M > 1 4 4

c o m m e  a v a n t .  1 1  d o n n e  :  M M n

I 1  e s t  e n  c o n t r a d i c t i o n  a v e c  l e s  h y p o t h è s e s  f a i t e s

e t  p e u t  d o n c  ê t r e  l a i s s é  d e  c ô t é .

.  L e  c a s  M  )  M , l  e t  , ,  )  M  e s t  e n v i s a g e a b l e .

I I  e s t  f a c i l e  d e  v o i r  q u ' i l  s u p p o s e  e n  r é a 1 i t é  M t  )  M , t

I1 donne : LM, M, ) M.t * t4 > 2t44

S o i t  :  L M ,

D a n s  c e  c a s ,  I e  n o m b r e  ( L M l )  4  e s t  u n  n o m b r e

s t r i c t e m e n t  p o s i t i f  n o n  c a r r é .

I l  p e r m e t  d e  d é f i n i r  I e  d é v e l o p p e m e n t  e n  f r a c t i o n

c o n t i n u e  :

,---
L M r +  i  ( L M r ) ' -  4

= [ t t ' l  -  r , . I ,L4 . j ]

à  pa r t i r  duque l  on  peu t  résoudre  l , équa t i on  :
L  L  - - tx  ( L M r ) x y + y - = - M ;

,

A v e c  r e s  r é d u i t e s  
L M L -  r ,  t t t .  ( L M L ) - -  ( L M r )  -  I

1 l

on  ob t i en t  l es  p lus  pe t i t es  va leu rs  rep résen tées  pa r

la  forme :
* t -  ( LMr )  xy  +  yL

On t rouve :
( I )  La  va leu r  2  -  LM"  9u i  ne  peu t  ê t re  éga le  à  -  M '1 r

que  pou r  Ma  =  I  ou  M .  =  2 .  O r  avec  L  e  {  t , r J  ,
t ' éga t i t é  2 -  LM1  = - t r t  es t imposs ib l e .

(2 )  La  va leu r  I  ne  peu t  ê t re  éga le  à  -  M l  .

Lllr - r
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(3 )  La  va leu r  z  -  { l , u r ) r  -  z (L t4 )3qu i  ne  peu r  ê t r e

éga le  à  -  u l  gue  pou r  Mr  =  I  ou  Mt  =  2

.  Le  cas  Mt  =  2  condu i t  à  2  -  I 6L l -  4LL  =  -  4

i I  es t  man i f es temen t  imposs ib l e .

,.r'1"ï"1,,Tï""n].:;:':,"" , =', 
a? - L2' = -1

Mais  on  a  a lo rs  LMr  =  I  ,  ce  gu i  es t  con t rad i c to i re

avec  I ' hypo thèse  fa i t e  :  LM2  )  2

Le  cas  cons idé ré  peu t  donc  enco re  ê t re  l a i ssé  de  cô té .

.  Cas 3 :  S i  M > Mt  )  M" )  0  et  ÇÊ,  Mrz+ r . l l  7  r fU,

Le  cas  se  t ra i t e  comme le  cas  2 .  I I  peu t  ê t re  é l im iné  de  même.

On  peu t  donc  énonce r  pu i sque  l ' on  é taU l i t  f ac i l emen t  1 ,équ iva len t

du  Théo rème  X I I I . 10  :

THEOREME X I I I . I 2  (Oé te rm ina t i on  des  so lu t i ons  régu I i è res  pou r  L  e  {  f , Z l l
Dans  l a  s i t ua t i on  s tandard ,  t ou te  so lu t i on  régu l i è re  de  1 'équa t i on

d i o p h a n t i e n n e  :
Mr+ Ê,  Mr t+  Én Mr t  =  LMM.  M,  (  I  e  t  1 ,2  l  )

s e  d é d u i t  d ' u n e  s o l u t i o n  s i n g u t i è r e  p a r  I a  c o n s t r u c t i o n  d e  M A R K O F F .
( 1 )  S i  € . r  =  Ê r - =  I

L ' é g u a t i o n  n ' a d m e t  p a s  d e  s o l u t i o n  s i n g u l i è r e  e t  d o n c  p a s  d e

s o l u t i o n  r é g u I i è r e .

( 2 )  S i  I ' o n  n r a  p a s  E ,  =  L r  =  I

Tou tes  l es  so lu t i ons  (  à  une  pe rmu ta t i on  p rès  )  se  dédu isen t  pa r

I a  cons t ruc t i on  de  MARKOFF de  1a  so lu t i on  s i ngu l i è re  ( L , I , l )

r a c i n e  d e  :
Mr-  uf  +  u i  =  LMM, Mr

On remarque  que  pou r  l ' app l i ca t i on  du  Théo rème  X I I I . 8 ,  1a  cond i t i on

LMr  ) -  2  ne  vau t  pas  l o rsque  I ' on  a  L  =  I .  Dans  ce  cas ,  l e  hau t  de
l ' a rb re  es t  un  peu  pe r tu rbé .

I t  se  p résen te  sous  l a  f o rme  su i van te  :



(  1 ,1 ,1 )

€ t=L  f r= -1

I I I . 2 6 8

( 3 ,2 ,L )

€n=  L  q -  - 1

(2 ,1 , r )

Qa = -L  Ér=  - l

Êe= r
( ,3 ,L ,21

L n =  - L

su i t es ,

m e n t i o n n é e s

=  _eL

D e  m a n i è r e  t r è s  g é n é r a 1 e ,  o h  p e u t  d a n s  c e  c a s  c o n s t r u i r e  l e s  s u i t e s

cor respondantes  par  Ia  même méthode gue c i -dessus ,  ê t r  évacuant  les

va leurs  L - I  e t  L -2  qu i  peuvent  va lo i r  0  ou  - l  g râce  à  des  fo rmules

ut i l i sées  pour  la  réduc t ion  des  fo rmes quadra t igues  e t  no tamment  :

( E . r )  :  (  . . .  A r l r - l r l r B r . . . )  / v  ( . . . r A - 1 r 1 r B - r r . . . )

( 8 . 2 1  :  (  . . .  A r O , B r . . . )  / w  ( . . . r 4 + 8 r . . . )

( E . 3 )  :  (  A , - 1 1 8 1 . . . )  r v  ( . . . ' A - 2 r L ' B - 2 ' . . . 1

D a n s  c e  c a s ,  p o u r  a v o i r  c o m m e  c i - d e s s u s  u n e  l i a i s o n  a v e c  d e s

i l  f a u t  c o n s i d é r e r  a u  d é p a r t  X  =  ( 0 , I )

soir:  M =ft  
ol :

"*=Lr rJ 
= Ms*

C e c i  p e r m e t  d ' a i l l e u r s  d e  r e t r o u v e r  c e r t a i n e s  d e s  s o l u t i o n s

c i - d e s s u s ,  d a n s  I e  c a s  n o n  s t a n d a r d ,  a v e c  I e  p r o c é d é  i s s u  d u

T h é o r è m e  X I I I . 3 .

O n  a  e n  e f f e t ,  d a n s  c e  c a s ,  a v e c  l e s  n o m b r e s  d e  F I B O N A C C I  3

,  fo  r l .ex [o : . l " t  [ . . - .  Fe I('r*[., ol) =1, ,.l =1,;' ,:..J
on en dédui t  ,  Mrf  = [ t* , |  

Fe 
I  t4 = (-r)e ' ' l' 4  

LF ,  F " r ._J

l 
"'r' 

- r'c'a-l
M,^.= l  -  

t  Ç= ( - r )a
'  

L -Fe - l  PaJ

On ret rouve a ins i  les so lut ions (  t ,  ELa ,  Fr ,  )  avec êa = (  - l  ) t * '

men t ionnées  dans  l e  cas  non  s tandard  pou r  L  =  1 .
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La  pa r t i cu la r i t é  es t  ce t te  fo i s  que  l es  nombres  qu i  en  résu l ten t

dans  l es  su i tes  S  a ins i  ob tenues  ne  son t  pas  bo rnés .

Par  exemp le ,  pou r  L  =  2 ,  oo  ob t i en t  :

( L - l , 1 ) N  ( l , l )

(2 , I ,1 )  6 . ,  =  I  â=  - t

( L - l ,  ( 1 , 1 - 2 ) L , I )  ^ ,  ( 1 , 3 )

( 8 , 1 , 3 )  € l =  + l  t r =  - I

(L - l , I , l - - 2 ,L )  w  (L ,21

(3,L,2)  €r  = *1 0t= - l

appa ra î  t re

( L , L - I r l )  r v  ( I , 1 , I )

(5 ,2 ,L )  t . r=  -L  Êr=  - l

(  L - I ,  l ,  L - I ,  L - l ,  1 ,  I -2 ,L )  rw ( I ,  1 ,  1 ,  l ,  2 )

(L3 ,3 ,21  Ê4 =  -L  Êr=  - I

On vo i t  a ins i

den t  à  :

Ms"

D a n s  c e  c a s ,  c o m m e  d a n s

I e  h a u t  d e  l r a r b r e  p a r  :

(1 ,0 , r )

ë 4 =  - 1 ëz= - t

Le  t r i p le t

es t  assoc ié

M *

tr,

( l , n )  où  n  eJN*  qu i  co r respon -

géné ra l ,  oo  peu t  comp lé te r

l es  su i t es

fn+r I  I= 
L n rJ

l e  c a s  l e  p

,  ML )  ,  pour  les va leurs

u i van tes  :

r l  r l  i r

L, -rJ ='b ='ç 
Lt

ro rl
Lt -rJ

l-' 'l
Lr oJ

lus

(L ,1 , r )

ê a =  L  € t =  - 1

( 1 ,0 ,1 )  =  (M ,M,

aux  ma t r i ces  s

ê 4 =  - L  e t  f . =  - 1

1l
I-rJ

t *a  =



La fo rmule  !  Mu.  =  ( r " * i t - t  
t l l *  

M.*  donne par  récur rence dans'.1 ' L f OJ- ù,1
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l e c a s o ù [ = 2 2

Et  I ' on  t rouve  avec  ces  exp ress ions  E t=  C ,  =  - I ,  a ins i  que  l es

so lu t i ons  (MrM, { rML)  =  ( l , e+ l r - e )  =  ( 1 , I -M t ,ML )  que  l ' on  évoqua i t

dans  l e  cas  non  s tandard .

D /  CONCLUSION GENERALE POUR L '  EQUATION ETUDIEE

L 'équa t ion  ( / t )  :

( 1 )  S i  t r =  t r=  I

Les  cas  s tandards  ne  fou rn i ssen t  aucune  so lu t i on ,  dê  même gue  l es

cas  non  s tanda rds ,  ho rs  l e  cas  où r  l ' on  a  L  =  3 .

Ce  cas  pa r t i cu l i e r  co r respond  à  1 'équa t i on  de  MARKOFF c lass ique .

I l  donne  un  a rb re  de  so lu t i ons  régu l i è res .

Tou te  so lu t i on  régu l i è re  co r respond  à  une  su i t e  S  =  (S ,1 ,L - I ,S l )

t e l l e  que  1 ' on  pu i sse  éc r i r e  :
r 1
l r r r  x l

M. = l "  I)  [ - *  t l

E l l e  pe rme t  de  cons t ru i r e  d ' au t res  so lu t i ons  (M ,M. l ,Mg )

avec :

,un = 
[:::, , ".'l [: :] = [::' ; "_,]

,u, = 
"r([:-' :] 

,,*)": i;" :l

/  t l l+  â  Mr t *  g^ r t ,  =  LMM.  M,
| - .

{  t M , M 4  , n r )  É  / 3  t e t  q u e

I
I  

pg .a (u , t " t n )  =  pgcd (M4 ,Mr )  =  pgcd (M, ,M)  =  I

en t  réso lue ,  de  même que  1 'équa t i on  { l t l l r eq )  don t

équ i - va len te  à  ce l l e  de  (d l r ) .

cas  M  >  0  M .  >  0  e t  M t  I  0 ,  ap rès  évacua t i on
( t * l  -  0  ou  M ,  =  0 ,  Mr  =  0 )  e t  u t i l i sa t i on  de

M,  M, {  ,  Ms  ou  de  t rans f  o rma t ion  (  M ,  M{  ,  M  z  )

an t s  :

peu t  ê t re  to ta lem

1a  réso lu t i on  es t

En  se  ramenan t  au

des  cas  év iden ts

pe rmu ta t i ons  su r

on  a  l es  cas  su i v



(s)

fabr ique

Mz *  o .

"u., 
=

tu. =

a ins i

\  ts*

t ou tes  l es
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*

*

*

*

0 ,  M 4

ê t re  données  pou r

,  à  pa r t i r  de  I a

=  (1 r l -ML ,Mr ) .

"l([:-'

l
l
M>

[: 

'

: l)'-' 'sï = [:

:] ,,* )-'''= t:
so lu t i ons  te l l es  queOn

e t

( 2 )  S i  l  ' o n  n ' a  p a s  L =  L .  =  I

Tou tes  l es  so lu t i ons  régu l i è res  du  cas  s tandard  appara i ssen t  (  à  une
permuta t i on  p rès )  dans  l ' a rb re  de  MARKOFF cons t ru i t  à  pa r t i r  de  l a
so lu t i on  s i ngu l i è re  ( L ,1 ,1 )  de  l ' équa t i on :

. t .
u' -  u j+ M;  = LMM,, |  Mr

Tou te  so lu t i on  régu t i è re  co r respond  à  une  su i t e  S  =  (54 ,L - I ,S l )

t e l l e  gue  I ' on  pu i sse  éc r i r e  :

I  u *.1
M. =l  I-  L* * l

Et l e  pe rme t  de  cons t ru i r e  d rau t res  so lu t i ons  ( t q ,M .1  ,M  )  e  73  avec

Ies  f  o rmu les  t  : t t  I  données  c i -dessus .

on fab r i guea ins i t ou tes Iesso Iu t i ons te1 lesqueM>0 ,M. r>

e t  Mr  *  0  du  cas  s tandard  e t  ce r ta inesdu  cas  non  s tandard .

Dans  I e  cas  L  =  2 ,  d ' au t res  so lu t i ons  peuven t

cas  non  s tandard  avec  ce t te  même fo rmu le  (  g  )

so lu t i on  (1 ,0 ,  1 )  (  € .1  =  t t  =  - I  )  .

E I l es  co r responden t  aux  exp ress ions  (MrM4 ,ML)

I e

D a n s  c e  m ê m e  c a s  [  =  2 ,  e t  p o u r  l e  c a s  n o n  s t a n d a r d ,  i I  e x i s t e

e n c o r e  l e s  s o l u t i o n s  e x c e p t i o n n e l l e s  ( M , M r  r M r )  =  ( 1 r 2 - M L , M L ) .

Tou tes  l es  so lu t i ons  de  1 'équa t i on  ( t [D  son t  cons t ruc t i b les  pa r

ce  qu i  p récède .

Par  a i l leurs,  oD dédui t  de f  açon év idente de $ i l r l  toutes les

so lu t i ons  de  1 'égua t i on  d iophan t ienne  p lus  généra le  3

*t + €..{' t taîxl = L* 
"rt

où  (m ,n . , r r )Q / t  e t  LeN  *

I 1  su f f i t  de  d i v i se r  pa r  a l où  d  =  pÇcd (m,m. ,  )  =  pgcdûn  n ,m . )  
=  pgcd (m. ,m)
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X I V .  U N I C I T E  D E  L A  G E N E R A L I S À T I O N  D E  L ' A R B R E  D E  M A R K O F F

A /  INTRODUCTION

l ' é q u a t i o n  :

or  on  a  de  p lus  donné  tou tes  l es  so lu t i ons  de  1 'équa t i on  (  d f  reg )

dans  I e  cas  o i r  l ' on  a  ( g r , e r )  *  ( l , t )

I 1  en  résu l t e  que  l ' équa t i on  (Mr )  peu t  à  pa r t i r  de  I à  ê t r e  t o ta l emen t

réso lue  avec  :

(m ,mn ,ma  )  =  ( dM,dM. r  , dMr  )

Cec i  condu i t  à  I ' i dée  de  dé te rm ine r  à  pa r t i r  de  l à  t ou tes  l es

géné ra t i sa t i ons  de  I ' a rb re  de  MARKOFF.

On  a  i n t rodu i t  dans  ce  qu i  p récède  une  généra l i sa t i on  de  1 'a rb re

de  MARKOFF.  On  a  mon t ré  au  Théorème X I I . 6  qu 'e l l e  es t  re l i ée  à

1 ' équa t i on  :
(M t )  :  . t +e rm |+e rmf  =  (b+ l - r )mmrm,

où 
[  

o^,a, te t t t | ,
I  u € JN*
1
I  reQ vér i f i an t  - t  (  r  (  I
|  ^3  - 3
|  ( f l r , r r 4  r r r  )  € f f -  t e r  que  r (m ,m.  , n r l  Ê  L -
L

on  a  mon t ré  gu ' en  posan t  [  =  ( b+ I - r ) d  €  N*  où

6  =  pgcd (m,m" )  =  pgcd (m" ,mr )  =  pgcd (m. ,m)

tou t  revena i t  à  é tud ie r  avec

m m,t mt
M  M , f  = -  M r  = -

d d ' d

/  t t *qu. r+e^r ' l l  =  LMMTM"
I

t t l$ res l  lM>o 
Ma)o Mz)o

I  t  =  Max (M,Mr t ,ML )  )  p tax (M . r ,Mr )

I  Oo "U(M,Mr )  =  pgcd ( l a r , r u r )  =  pgcd (M 'M)=  I

on  a  t ra i t é  comp lè temen t  I e  cas  où  Q  =  É .  =  I  qu i  redonne  s imp lemen t

Ia  Théor ie  de  MARKOFF c lass ique .
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B  /  D E M O N S T R A T I O r y  D E  L ' U N I C I T E  D E  L A  G E N E R A L I S A T I O N  D E  L ' A R B R E

D E  M A R K O F F

Supposons  que  Ie  t r i p le t  (m ,m,  ,ma  )  co r responde  à  ta  su i - t e  S

décomposée sous la  forme :

S r  =  X  =  ( X , f  r b r X t )

avec r (x )  =  r t l ,  )  =  r t î . )=  t

On peut  écr i re  avec les méthodes du chapi t re  XI I  :

( aa )  :  t , rmz  = . {K . t -  t k . r

( a r )  :  Ê rm t  -  mka -  msK l

Mais dans la  résolut ion de (  Cl l l  reg l  ,  on peut  supposer  que Ie  t r ip le t

(M ,M, t  ,M r )  co r responde  à  l a  su i t e  an t i d rome  (S ' )  décomposée  sous  l a

fo rme  :

s r *  =  x r  =  ( x , l , r b r r x j )

où  avec  l es  mé thodes  du  chap Î t re  x I I  :

( a j )  :  84  Mù  =  MaK, l  -  Mk ;

(a j )  ,  4 .M^  =  Mk i ,  -  M rKJ

e t  pa r  an t i d romie  de  S '  t  K ;  =  K l

En  comparan t  ces  exp ress ions  à  (a ,  )  e t  ( a r )  :

i4,FeL 
I  

q =Ki +"4M o(o(<d

lK!= K;+pt 0<F.u

Avec  r (s )  =  
* ' -  * t=  

1È '  -  t
m d

On t rouve  ,  P=  J  -  d r
so i t  

|  
* ,  -  K i  +J  M

1 * .  = Ki  + ( t  -  ar ) r . l

On t rouve auss i  :

l k r=k ;+o tM . r
I

l r . -k i+(J-dr )M,

Ces  exp ress ions  son t  u t i l i sab les  avec  :

( a i )  :  M  =  LM iMr+  Mrk . l  M .k i

E I l es  donnen t  ap rès  mu l t i p l i ca t i on  pa r  d  :

m = (b+l -2r )* ,1  * l  +  ka mr-  k t .a
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Ce t te  re la t i on  do i t  ê t re  comparée  à  ( c "  )  z

m  =  (b+ l )m ,mg+  h r , -  kne .n

E I le  s ' en  dédu i t  pu i sque  l ' on  a  é tab l i  dans  Ia  généra l i sa t i on  de

I ' a rb re  de  MARKOFF les  exp ress ions  :

I  r .+ t ,  =  ( r  r )m.
I

I  * r *  k r t  =  ( 1  +  r )m"

Comparons  ma in tenan t  l es  re la t i ons  :

( d4 )  :  K rK r+  t , t t  =  m l

(d l )  :  r . 'x i  +  Q€r = M l '
El les  donnen t  :

a r ' r l  =  (K ;  +o (  M) (K ;  +  ( . r  -  d r )M)  +  € "e t

=  M  l '  *  , t o1  K ;  +  ( . {  -  d r )n i  +  o t  ( o ( -  d r )M l

En  s imp l i f i an t  pa r  M ,  i l  r es te  :

,  d l  =  l ' +  M to (KJ  +  ( . ( -  d r )K j  +d (a -  d r )M l

U t i l i sons  ensu i t e  ( dù )  e t  ( d i )

Àvec  k { t  =  -  ka+  ( I+ r )m,

On  peu t  éc r i re  (9  sous  Ia  fo rme  :

* r t *Ê ,  =  ( I + r ) kn r . t -  ^ ^7x "

= Ma [  ( t+r )dkn -  d  l^ ,  ]

a  r e l a t i on  (d i )  peu t

I
,l

d l,,tr l

M . [ ( 1+ r )d<  -  o .2J

' éc r i r e  :

- rd)M, 
I

r -rdJ+t'tn [.(t- rd,r ]- 11, ,J

I l,t

+

d

4

+2

Et  compte  tenu  des  p rop r ié tés  vues  avan t ,

être écrite t *. ' tç ê, = M4 tk; - I l" l

On  en  aéau i t  pa r  subs t i t u t i on  :

* r t -Ê ,  =  ( k j  + r {M , f  ' L+Ea

= ur [k ;  -1 ,1^ l  *  zck ;M, t+ot

=  M l [ ( l + r )d  .  t k ;  + lM  ]

so i t  :  d ln= l ! , *  k i  [ ( I+r )d  1-  2 tJ

Tou tes  l es  exp ress ions  données  pe rme t ten t

M = f . ' t  
'n ' ' -n"" l  

=[ut '  ;k i+(
x{ 

[*., *r-ln,J L*; +a M.;trr;cr
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De même :

M _for .  ;  k j ,  +  (d  - . r  -  t )Mr+ rdM.  I" t  - [U 
+  (d-o( - r )Mr  ;  à t * ; [1+2(d-* - t )+rdJ+M.  t  (d- r - r i * ta (d-* - r ,  -  f {  :J

Pour  gue  ces  ma t r i ces  so ien t  à  coe f f i c i en ts  dans  Z ,  i l  f au t  e t
su f f i t ,  pu i sque  rd  ÉZ  que  l , on  a i t  :

I  t - ,  ç t  -  ^  .  -  t  -  1 t

t , n \  .  |  
* ;  [ 1  +  2 * -  r d ]  +  Mr [ { - -  ( r d ) , 2 ,  =  h . r  (mod  d )

tT '  t  
t  k j {  t r  z ( *+ t )+raJ+M,  [  ( *+r )e  -  ( rd)  ( r+r )  ]=  {  tmod d)

À3

rnve rsemen t ,  dans  ces  cond i t i ons ,  on  vé r i f i e  sans  pe ine  que  l , on  a  :

r t l r t  =  r (1. )  = r

Et  en  e f fec tuan t  I e  p rodu i t ,  avec  l a  cond i t i on  supprémen ta i re  3

I  =  ( b+ l - r ) d  =  - r d  (mod  d )

on  t r ouve  :  r  =  r (XabXr )

On peut  donc énoncer  :

P R O P R I E T E  X I V .  I

Pour que I  'on puisse t rouver  deux su i tes X4 et  X,  e t  un nombre b a . [ f  *

t e l que ,  
u  ^

r ( x , ,Uxa ;  =  r (X , r )  =  r ( xa )  =  r

11  f au t  que  l ' on  pu i sse  t r ouve r  un  nombre  L  é I f * ,  deux  su i t es  x :
e t  X i  assoc iées  à  une  so lu t i on  de  l ' équa t i on  :

( c/$ res )

,t * €,a ,]* er rrt = LMM,f Mt

M >  0  M . )  0  t r t  0

M  =  Max (M,M{ ,Mr )  )  Max ( t ' , t i l t t r  )

pgcd (M,M" )  =  pgcd ( t , t " , l , t r )  =  pgcd (Mt ,M)  =  I

e t  un  nombre  o t€ .X fvé r i f i an t ,  avec  l es  coe f f i c i en ts  des  ma t r i ces
MXt 

" t  
Mt l  f "s  deux condi t ions :

(7 . ' )  :  k , i  tL  +  2 l+  LJ  +  t * ln [ . ( t+  u<]  =  lx /
(1 . )  :  -  k i  t f  +  2at  +  L l  +  M. [ (n(+  I ) t+  r , ( *+  r ) ]=  l r l

( m o d  d )

( m o d  d )
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Exemp le
pa r tan t  de  s ,  = (L ,L - l , 1 )  =  ( 3 ,2 , I )  =  (X ; , 2 ,X ; ' )

avec l=3on t rouve :

M{=3Mù= fM=10

k j= l  k ;= l  K , i  =3

ki. = 2 k; = Q K.' = 3

lç=r  14=t  l '= l

Ceci  donne les deux congruences :
( cL ) : ( 3 /+ I I J+3 )=O (modd )

t( qh )  3  ( . ( ' +3s ( -1 )=0  (modd )

so i t  zZa t  +5=0  (modd )

pu i s  z2=  0  (modd )

Lecasd=2 impose  C ( l+  1 )=1  (mod2 )

i l  donne  une  imposs ib i l i t é .

Le  cas  d  =  I  donne  r  =  O  avec  b  +  I  -  L  =  r  eL
La  su i te  S  I  cons idé rée  ne  pe rme t  de  cons t ru i re  aucun  exemp le  nouveau

d 'a rb re  de  MARKOFF.

On  va  ma in tenan t  mon t re r  que  l es  remarques  fa i t es  su r  ce t  exemp le

son t  géné ra les .

On  pa r t  des  deux  cond i t i ons  :

t c / )  :  MrJ r+  [2k j+u ,L ]o t  +  i k i  +  k jL  - la ; l  =  o ( m o d  d )

( m o d  d )t c ; j )  :  t l r t t+  tz ] rc ;  +  l ' l . t J  o ( t  t kJ  +  k i t  -  l ^ j l  =  O

En suppr imant  le  te rme en l t  :

( { r )  :  t k . i  Mr -  k jM4 l t z , (  +  L  +  r l  +  t { r . -  k r r l  
=  o

E n  a d d i t i o n n a n t  l e s  e x p r e s s i o n s  d o n n é e s  p a r  l e s  r e l a t i o n s  :

(c,  )  :  Kj  = LMekj  + k jk; ,  -  r ' r . l^ ,1 (u, ) : M. = k,l + kir

( c r )  t  K ;  -  K ;  =LM, tk i  k ' . k i  +M. l1 , r  (u . )  :  M.=  k l  +  k ;

e t  en  subs t i t uan t  dans  (Cr : l  :
JJ

(car )  z  Z f tk iMr-  k jMr lo(+  tM.  14-  r iu r+  k jk j  l )  =  o

D'au t re  pa r t ,  ê r  mu l t i p l i an t  ( c f ' . )  na r  k j  e t  ( 9 : )  pa r  k ' e t

sous t rayan t  :

(c r ' )  :  (k ,  Mr-  x ;g  )e t+  (k /Mr-  k jM, r )Lc(+ (k j  l ;  -  r ;  l ^1  )  =  o

( m o d  d )
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En  mu l t i p l i an t  ce t te  de rn iè re  re la t i on  pa r  2  e t  sous t rayan t  de  (9 j )

m u l t i p l i é e  p a r  o (  ,  o n  o b t i e n t  a v e c  ( C r  )  e t  ( C ,  )  :

(%)  z  2( t  { t r -  k ;Mr+ k jk i  le  +  (k ; l ;  -  k :  t r { l )  =  o  (mod d)

Et  en  é l im inan t  o (  en t re  (C îo )  e t  (C1) ,  on  ob t i en t  une  con t ra in te

pour d indépendante de { :

2 ( M,r Mr l*i lq - u, l{rkj q * k;t U t"

- ki M.r l4u, * kj kJ Mr Mr - k; kjr M.l

*  k j t  nr l r j -  { * j t r *  q t r j l  =  o  (mod d)

Remarguons  a lo rs  que  l ron  a  :

( r ) k,,k j M,r Ma - kl *ltrr - r;tr; u. * xrlr j

=  (  k r 'Mr  -  k r ' k i  )  (  k ' u t  -  k j  k j  )

= \' 'hi k; \;

I a  con t ra i n te  pou r  d  s ' éc r i t  a l o r s  :

o = 2(r ' t  t " t , l i l r l -  t , l^ jk ;k ; .  -  u ,  T{kJk;  *  k 'L ik 'kJ,  )

= 2 (M/ l { -  k ;kà  )  (q l r j -  kJk r , , )

=  ,1 -4 ) ( -  tn )  =  i  2  (mod d )

L e s  s e u l s  c a s  e n v i s a g e a b l e s  s o n t  d o n c  d  =  I  o u  d  =  2

* S i d = I

onaa lo r s : r=b+ IL

E t  avec  Ia  con t ra in te  -  I  (  r  (  l ,  i t  r es te  r  =  0

On  t rouve  dans  ce  cas ,  S  =  S ' ,  de  so r te  que  S  es t  s imp lemen t  une

su i te  dé te rm inée  pa r  1 'égua t i on  ( t / l b  reg l  .

(2) rj ur ld - tr l^l k ' t, = -t,lrl ki k,ir

(3)  r j l * ;u.-  kJM,,4Mr = nr ln;  x;rr '

En u t i l i san t  a lo rs  l es  deux  re la t i ons  : f  ( d ,  )  :  k j k r !  -  M  J * l  =É ,

I tur l  ,  k jk . , r  -  r r ld=t .
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*S id=2

La  cond i t i on  rd  €  Z  aonne  p lus ieu rs  poss ib i l i t és  3  r  =  0

r  - \

f = - \

. Lecas r=0

se  t ra i t e  comme c i -dessus .  I 1  donne  seu lemen t  une  su i te  dé te rm inée
par ( c/$ regl .

- !9-9ee -t-=-2
impose avec 0 - (  J  < d = 2 deux poss ib i l i tés pour  o l  :

0  S i  " {  =  0 ,  i l  v i en t  :

f 2u4 ; ( kj r'1, )lt^, = 
L*,, -, .ot- la l .l

O n  t r o u v e  u n e  c o n t r a d i c t i o n  a v e c  I e  f a i t  q u e  l e s  c o e f f i c i e n t s

d e  M ^ ,  s o n t  p o s i t i f s .

0  S i  o {  =  1 ,

1"" ;  k l  I
Mx-  =  |  |^'t 

L r,i * Mt ; \(z*; - 1* lJ

M = [ " t  
;k ' "+M. ,  

1rr 
Lnj,  ;  re(zu; - l i .  ) l

11 fau t  l ^ ;  "a  14  e" i r " ,  avec  par  Ie  ca lcu l  des  dé terminanrs  :

Q, = det ,^. = - k;t * Mz ki - Zu. tJ{t
2

Cec i  impose  k j  impa i r  ( ca r  €s  =  1  I )  e t  auss i .  Mr  pa i r

q = det  n\  = -  * ; t *  , "k" t  -  2M^, 
I ,

Cec i  impose  k i  impa i r  ( ca r  6 r  =  +  1 )  e t  auss i  t ! 1 ,  pa i r .

Mais  a lors ,  oD tombe sur  une contradic t ion avec
pgcd (M. f  ,M t )  =  1 .

Le  cas  r  =  \  es t  donc  imposs ib le .
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. !9-geg -y-=----2
impose  avec  O  <  I  (  d  =  2  deux  poss ib i l i t és  :

0  S i  o (  =  1 ,  i ]  r es te

fzr .  ;  (kù-M.) l
tt=L*, 

;ht-l{) J
On t rouve  une  con t rad i c t i on  avec  l e  f a i t  gue  l es  coe f f i c i en ts

U"  t ^a  son t  pos i t i f s .

0  s i  J  =  0 ,

l r r"  ;k;*M.r It^ .  = l -  |.  [  * ;  ;  \ (zr;  -1r!r ,  J

M - [ r t .  ;  k i  
l' - ' \  I  - '  '

I k,i * u, ; '+(zu.; - li ) J

I t  f  au t  encore  l r r  
" t  l1 j  na i rs .

E t  a v e c  I e  c a l c u l  d e s  d é t e r m i n a n t s ,  o n  c o n c l u t  c o m m e  p r é c é -

d e m m e n t  à  u n e  i m p o s s i b i l i t é  :

9a=detr^ ,= r l+urr ;  zMA(y,  = i I

C e c i  i m p o s e  q u e  k ;  s o i t  i m p a i r  e t  y l '  p a i r .

Q = det  ,^a= -  * j , ' *  Mzkr ' ,  2 t r i r (  y ,  =  !  I

Cec i  impose  que  k i  so i t  impa i r ,  e t  que  M ,  so i t  pa i r .

On  t rouve  a lo rs  une  con t rad i c t i on  avec  Ia  cond i t i on  :

pgcd (Ma  ,M ,  )  =  I

À ins i ,  dans  t ous  l es  cas ,  on  a  démon t ré  :

T H E O R E M E  X I V .  l

Tous les arbres obtenus par  Ia  construct ion de MARKOFF correspondent

à  r  =  0 .

On  t rouve  a ins i ,  à  une  b i j ec t i on  p rès  :

.  pou r  b  =  2  e t  E r=  C t=  1 ,  l ' a rb re  de  l a  Théor ie  de  MARKOFF c lass ique .

.  pou r  t ou t  b  e l f  e t  (E ,eL )  *  ( 1 ,1 )  l es  a rb res  cons t ru i t s  à  pa r t i r

de  l a  su i t e  s *  =  x  =  (b ,1 )  =  ( x rbx r )  où  x^  =  Q  e t  X t  =  ( 1 ) .
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A i n s i ,  l ' é g u a t i o n  ( M r )  q u i  a v a i t  u n e  f o r m e  u n  p e u  p a r t i c u l i è r e

p a r  r a p p o r t  a u x  r e l a t i o n s  d e  M A R K O F F  v u e s  a v a n t  s e  r é d u i t  s e u l e m e n t

à  I  ' é q u a t i o n  . .

( M 3 )  :  m t *  à * r t * € n  , " :  =  ( b  +  t ) m m r m ,

E l le  peut  ê t re  in te rpré tée  comme une équat ion  (M. t  )  dé f in ie  par  une

f o r m e  d e  M A R K O F F  F g  a s s o c i é e  à  u n e  s u i t e  S  e t  à  â  =  b  =  [  -  1 .

O n  t r o u v e  e n  e f f e t  e n  c o m p a r a n t  à  ( M ,  )  3

T H E O R E M E  X I V .  2
p o u r  b  €  _ ù f *  e t  (  è . ,  e r )  *  ( l , I )  s i  s *  =  ( x ,  b x . )  e s t  u n e  s u i t e

c o n s t r u i t e  p a r  l a  c o n s t r u c t i o n  d e  M A R K O F F  à  p a r t i r  d e  X  =  ( b , 1 )

d é f i n i s s a n t  a v e c  a  =  b  I a  f o r m e  d e  M A R K O F F  a 0  ,  a l o r s  o n  a  :

I  l tk f ' * r )  
= -  Ea

1 F0(k r -  (b+ l ) * r , * r )  =  -  €e
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x v .  E T U D E  D E  M ( F g  )  E T  D E  A g  P O U R  C E R T A I N E S  F O R M E S  D E  M A R K O F F
= = = = = = =  - =  =  = =  = = = = = =  =  =  = = - =  =  =  = = = = = = = = = =  = =  = =  = =  = = a 3 t t = = = =  = = =  =  =

coNsrRUrrES A PARTTR DE L 'ÀRBRE DEs soLUTroNs DE t t t  d t  t l  =  LMM,rMr
-  === == == = = ===== === === ================= === === = = = = == == == ======- -== == == = = ===== === = == ================= === =='

A  /  INTRODUCTION

tLenne

fr"n, 
1
t

a )

b )

c )

on cons idère  ic i  le  cas  où  L  €  . , [ } f -  -  
l r , r }  nout  l ' équat ion

d i o p h a n t i e

(ûb

Mt-  Mr t+  t i  =  LMM4Mz

M > o M,r)  0 Mut 0

M  =  M a x ( M r M . t  r M L )  )  M a x ( M , t  r M s )

p g c d ( M , M a )  =  p g c d ( M " , M r )  =  p g c d ( M ' M )  =  I

d o n n é e s  p a r  1 a  c o n s t r u c t i o n  d e  M A R K O F F  p r é s e n t é eSes  so lu t i ons  son t

avan t  :

[  =  S *  =  ( x , r , L - l rX l )  =  (S , i t , L - l rS I )

( M , M J , M s )

e4 êL

À  ^  ^  I  . Y  V
X'=  (x , r ,L - l , x )  =  (x , r ,L - r ,  x4 ,  L - I , x t  )  X -  =  (  x ,  L - l , x t )= (x i lL - l , x& ,L - l r x l  )

tuq , r ' l f  , u f  t  =  ( t  tu tun  -  e4  t f i L i  M. r  i  M)  tuD, tu f  , tu f  )  =  ( t  u t t r -€ .1 ,M,Mr  )

Ll = z^ 4.= E, êf = Ê'e1 e!= 4

La  rac i ne  co r respond  à  (MrM 'Mr )  =  ( L , l , I )  €q=  L  t t =  - I  xa  -  0

e t  X t  =  ( f )  qu i  donnen t  X  =  S*  =  (L - I , I ) .

Pou r  t ou te  su i t e  X  =  S*  =  (X , t , L - I rX ! )  appa ra i ssan t  dans  ce t t e

cons t ruc t i on ,  on  cons idè re  l a  f o rme  de  MARKOFF Fg  assoc iée  à  S

e t  a  =  L -1 .

L 'app l i ca t i on  du  Théorème X .2  donne ,  avec  b  =  L - l  e t  l a  remarque

que les deux su i tes X. l  =  ST et  XZ -  S l  sont  pa l indromes :

Ao=  -€ ' t

En  pa r t i cu l i e r ,  s i  Ga=  l ,  ce  qu i  a r r i ve  dans  une  i n f i n i t é  de  cas ,

on  t r ouve  A6=  -1 .
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On est  a lors  assuré gue Ia  forme F;  représente - t

avec [,1 - det M^. = fr, tË, -Ï.rl - t"
, v .  ^ ,  - l t ,  3  _ r  l v

soi t  k ,o-  M, t  (k{  -  lÀ. )  = - l  =  tA (k  ,m.  )

Ce t te  cond i t i on  pe rme t  d 'app l i que r  l e  Théorème I I I . 3  avec  dans  ce  cas  3

i , v f
14=  k r - f ^ ,

Et dans V- :
^, ^, 3t, w t\l

a t ( k r x  -  ( k , t - l r r )Y ;  Mrx  -  k4Y )  -  -  F0 (x ,Y )

La  f o rme  Fg  rep résen te  a l o r s  -  M (Fe ) ,  de  so r t e  qu ' avec  l e

Théo rème  I I I . 8  on  es t  ce r t a i n  d ' avo i r  a l o r s  :

Àe  =  -  M (Fg )

S i  au  con t ra i re  ,  ? t  =  - I ,  un  ra i sonnemen t  comparab le  es t  f a i sab le

s i  l ' on  a  És=  l .

E t  pu i sque  l a  cond i t i on  Ç=  -  f ,E t  =  I  es t  équ i va len te  à  € r=  I  ou

L r  =  L ,  e l l e  donne  auss i  :  A0  =  -  M (FO ) .

Le  cas  Ie  p lus  dé t i ca t  es t  ce lu i  où  I ' on  a  f , ,  =  q=  €e  =  -1

I l  es t  mo ins  év iden t  d ré tab l i r  gue  I ' on  a  enco re  oA  =  -M(FC) .

E x e m p l e

Soit  S* = [  = tE, l - f  ,Tl

.  L ! -  L  L l -  l
Dans  ce  cas ,  FÀ  ( x ,Y )  =  x t *  - -XY  -  J  v 'o  L l+  I  Lè+  I

Pour  l es  rédu i tes  success i ves  !  u .  [ 0 , . s * ,a . ] ,  o [  t r ouve  :
q

2
p =  0  q  =  I  F r (p ,c )  =  - ( l_ r r_  

I  
)

p = r  q = [  Fr(e,c)  -  r

p =  L - l  Ç  =  LZ-  L  +  t  r r (p ,q )  =  -  ( t  - ,  *  ?  |
L3+  I

p  =  L  q  =  Lù+  I  F ' ( p ,q )  =  I

2
so i t  M (Fg )  =  t  - ; 1 ;  =  -  A0  .

On peut  cependant  énoncer  :
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THEOREME XV. I

So i t  F  une  f o rme  de  MARKOPF cons t ru i t e  à  pa r t i r  d ' une  su i t e  (S ,L - t )

où  S  donnée  pa r  l a  cons t ruc t i on  de  MARKOFF assoc iée  à  I , équa t i on

diophantienne ( t t l ,  reql .

A lors  :
( I )  S i  I  =  I  ( so i t  2 r  =  I  ou  t i . =  1 )  a lo rs  l a  f o rme  F0  rep résen te  l a

va leu r  - 1  e t  I ' on  a  :

A0  =  -  M (Po  )

Dans  ce  cas ,  l es  deux  fo rmes  F9  e t  -  Fg  son t  équ iva len tes .
(2 )  s i  L  =  L t  =  q=  -1 ,  s i  I ' on  n ' a  pas  l ' éga l i t é  Ae  =  -  M (Fo  ) ,
on  a  nécessa i remen t  :

M ( F g  )  =  f

La vér i f i ca t ion

e  =  ê r=  t t=  - I

.  ou  b j .en  Fg ne

Dans ce  cas  F0

O E ,  d a n s

. oub i

On peut

cond i  t i

Ioul

I

de  la  co

comme su

rep résen

rep résen t

I 
urre I

tA0=-

présen te

pp l i que r

an tes  :

M(Fo )  =  I

en F, re

a l o r s  a

o n s  s u i v

(r)  :

( ; l t J (p . ,9 . )e | t te tque

I  te  (po ,9o)  =  -É  M(Fo)  =  M(
t -

{  
l c '  |  +  l .po  -  K ,  qc  I  m in imum

[  
- g 9 3 ( m p . - K . 9 o ) = 9 o F ,

c e  s e c o n d  c a s ,  s i  I ' o n  u t i l i s e  I a

I  o .  =  r r  -  '1Po-  [  9o
I
1  

E .  =  -9o  -  mpz-  1ç I ,

n d i t i o n  M ( F g  )  -  I  s ' e f f e c t u e  p o u r  l e  c a s

i t :

t e  p a s  M ( F  )

e  M ( F ,  )  e t  I ' o n  a  :

M ( F C )

M ( F g ) = - É M ( F g )

I e  T h é o r è m e  I I I . 6  q u i  i m p o s e  l ' u n e  d e s

t r ans fo rma t ion d é f i n i e  p a r  :

Fo)

0
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c ' es t -à -d i r e

o n  a ,  P â F

l# ,e

La cond i t ion  go  r .

A u s s i  l e  s e u l  c a s

Dans  un  ce r ta in  nombre  de  cas ,  t e l  l ' exemp le  p résen té  c i -dessus ,

i I  es t  f ac i l e  de  vé r i f i e r  que  l a  cond i t i on  M(Fg )  =  I  n ' a  pas  l i eu .

f I  su f f i t  pa r  exemp le  de  cons ta te r  que  S ,  con tenan t  L ,  ne  peu t  ê t re

un  mo t  du  L - I  l angage  de  MARKOFF.

Dans  ce  cas ,  avec  I e  Théo rème  I . 10 ,  on  condu i t  à  :

M (Fg )  *  I

C ' es t -à -d i r e ,  avec  l e  Théo rème  XV . l  t  Ae  =  -  M (F0 ) .

B  /  C A L C U L  D E  A E  E T  M ( F O )  S U R  L E S  S U T T E S  ( S . L . l )  O U  S  D E F I N I E

P A R  L I  A R B R E

Dans  ce  qu i  p récède ,  on  a  fa i t  l a  remarque  que  pou r  l es  su i tes ,

I e  hau t  de  I ' a rb re  s ' éc r i t  :

(  L - r ,1  )

(  L - l ,  L  , L -2 ,L1 ( L , L - l , 1 )

( L - r , I , L -2 ,L ,L -2 ,L |  ( L - I , 1 ,L - l , L - I ,  L ) ' - 2 ,1 )  ( L ,L - l , 1 , L - I , L - l , I )  ( L ,L ,L - l , r )

f. --4 fo,l
L'.. t J LoJ

propriétés ae d, 
:

. l

t 0g (mpr - KrtreJ I

l  ùe (r 'qr )  l

I  h  
( -qo, ro) l  I

I  ql-  mLgct * t ]  I

r tu { r ,  )  =  l r t  Fc  (po,qo)  I

I  r l *  mLgoro+ q l  I

condu i t  a lo rs  à  une  con t rad i c t i on .

s i b te  es t - i l  i c i  :  M (Fg )  =  l .

f o.l -
L'J 

-
urs aux

qr)  I  

=

=

>.

pos

reco

(P l  ,

On en dédui t  :
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P R O P R I E T E  X V . I

S o u s  l a  s u i t e  ( L - l , L , L - 2 , L )  t o u t e s  l e s  s u i t e s  c o n s t r u i t e s  s ' é c r i v e n t

a v e c  l e s  n o m b r e s  I r L - l  r L - z  e t  e l l e s  c o m m e n c e n t  p a r  ( L - l r l )  e t

t e r m i n e n t  p a r  (  L - 2 , 1  )  .

La vér i f icat ion est  év idente par  récurrence avec :

t-
I
I
I
I
L

.  à  d ro i t e  :  0  X r  =  O  es t  imposs ib l e  ca r  X  t e rm ine  pa r  I  <  L -1 .

0  s i  x r  *  0  ,  l a  su i t e  X .  se  t e rm ine  pa r  ( L -2 ,L1  .  I 1

en  es t  de  même de  X t  qu i  commence  pa r  ( t - 1 ,1 ) .

D e  m ê m e ,

P R O P R I E T E  X V . 2

S o u s  I a  s u i t e  ( L , L - l , l )  t o u t e s  l e s  s u i t e s  c o n s t r u i t e s  s , é c r i v e n t

a v e c  l e s  n o m b r e s  I , L - l , L  e t  e l l e s  c o m m e n c e n t  p a r  L  e t  s e  t e r m i n e n t

p a r  ( L - l , I ) .

La  vé r i f i ca t i on  es t  év iden te  pa r  récu r rence ,  avec  :

[  =  ( L ,T ,L - I , I )

x l =  ( x , f  , L - l r l r L - r ,T ,L - l , 1 )

De  p lus ,

.  à  qauche :  0  Xi  = Q est  impossib le  car

x 9 =  ( L r T r L r L - l , x a )

[  =  (  L - l ,  L  r T  , L - 2  r L ,

xQ= (  x , f  ,  L - r  ,L  rL -z ,  r ,  T  ,L -z  ,L l xD=  (L - r  r l  rT ,L - l ,  L - r ,  x r  )

De  p l us ,

. .è - .@. :  o s ix , t -0 ,
par  (L -2 ,L )

s ix { *4 ,
e s t  d e  m ê m e

l a  su i t e  X t  commence  pa r  ( L - I , t )  e t  f i n i t

I a  su i t e  X r  commence  pa r  ( L -1 ,1 ) .  I 1  en

de  Xq  qu i  f i n i t  auss i  pa r  ( L -2 ,L1  .

X  commence  pa r  L  >  L - I .
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0  s i  x !  *  0  deux  cas  son t  poss ib les  :
*  s i  XL  =  ( f )  a lo rs  xD  commence  pa r  L  e t  t e rm ine  pa r

(  L - l , 1  )
*  s i  x !  *  ( f )  a l o r s  X .  t e rm ine  pa r  ( L -1 ,1 ) .

I I  en  es t  de  même de  X t  q t i  commence  pa r  l .

En  app l i quan t  a lo rs  ma  démons t ra t i on  du  l emme de  D ICKSON (  t a l

Théo rème  I I I . I ) ,  on  en  dédu i t  :

THEOREME XV .2

So i t  F t  une  fo rme  de  MARKOFF cons t ru i t e  à  pa r t i r  d ' une  su i te  (S ,L - I )

où  S  donnée  pa r  l a  cons t ruc t i on  de  MARKOFF assoc iée  à  I ' égua t i on

d iophan t ienne  (  y 'Û  reg ) .

S i  S  se  t r ouve  dans  I ' a rb re  sous  I a  su i t e  ( L ,L -1 ,1 ) ,  a l o r s  on  a  :

I  o ,  =  -  M(Ft )
f -

1 o  .  M(F,  )

L a  s u i t e  S  n ' e s t  p a s  u n  m o t  d u  L - t  l a n g a g e  d e  M A R K O F F  e t  I e  n o m b r e

0g - , ,  ( s )  ne  f  a i t  pas  pa r t i e  de  l a  ( L -1 ,0 ,  €  ( s )  )  Théo r i e  de  MARKoFF

c o r r e s p o n d a n t e .

Remarque :

Avec  !  =  3 ,  on  vo i t  appara î t re  dans  l e  résu l ta t  p récéden t  des  su i tes

co r respondan t  à  des  so lu t i ons  de  1 'équa t i on  Mt -  t j *  M i  =  3MMrMr

non  assoc iées  à  des  su i t es  de  I a  ( 2 ,0 , I )  t héo r i e .  On  re t r ouve  a i ns i

l a  remarque  (V l  )  du  chap î t re  X I .

Pou r  l es  au t res  su i t es  appa ra i ssan t  dans  l ' a rb re ,  va lan t  S *  =  (L - l , I )

ou  s i t uées  sous  S*  =  (L -1 ,L ,L -2 r ] - l  ,  on  peu t  d ' abo rd  é tud ie r  ce l l es

gu i ,  s i t uées  l e  p l us  à  gauche ,  s ' éc r i ven t  :

s *  =  (  L -1 ,  ( L ,L - z  )Ë  , l  )  (  [ , n  =  I  É r=  - t  )

Pour  ce l l es -c i ,  l es  rédu i tes  pe rme t tan t  de  ca l cu le r  M(F0)  son t  :

. oub ienp=Kre=m

%(K'm)  
=- f  =- I

. o u b i e n p = 0 c t = 1

1
Fg (0 ,1 )  -  I  -  (a+ l )K ,  

<  o
m
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s i  ce t t e  exp ress ion  vau t  - 1 ,  on  a  :

l+ r -LKr

S o i t  d e  f a ç o n  é q u i v a l e n t e ,  e n  m u l t i p l i a n t  p a r  m  *  0  :

L m K ,  =  K r K r -  ê  +  t t  =  f j +  m l -  I

C o m m e  d a n s  l e  c a s  p r é s e n t ,  m  v a u t  M  e t  p a r  l a  c o n s t r u c t i o n  d e

MARKOFP M{  -  l ,  

. . t  

r r . "a " .  t

M  -  M . +  K ,  =  L M M T K I

So i t  K , ,  =  M,  ou  K.  =  LMM.  -  Mt

M a i s  r e m a r g u o n s  g u r a v e c  K ,  =  L M M a -  M L ,  o D  a u r a i t  :

K .  M r  =  L M M ,  M r -  M :  =  M l -  1  )  M M r ,

S o i t  K , t  ) .  M  ,  c e  g u i  e s t  i n c o m p a t i b l e  a v e c  l e s  c o n d i t i o n s  e x i s t a n t

s u r  l a  m a t r i c e  M S .

O n  a  d o n c  é g u i v a t e n c e  d e  I a  p r o p r i é t é  F 0 ( 0 , 1 )  =  - 1  e t  d e  K ;  =  M ! .

O F ,  d a n s  I e  c a s  q u i  n o u s  i n t é r e s s e ,  o n  a  t o u j o u r s  :

*ro =O et  Xl=1

L a  d e r n i è r e  é g a l i t é  d o n n e  :

Ir l  r l-*l l  fru M-Kr It*l=Ld 
4-r[J 

=tî = 
Lr- K^ M-K.r- 'r. l j

EIte impose donc t  Ml  = M

Par  a i l l eu r s ,  avec  Xq  =  ( t - I , 1 )  :

f "o Mq-*: l  f r - r  r l [ ! r  M-Kr I
Mx(  =1 , , h  l =  I  I

Lnr 4-roj  l r  oJLu-K, M-Kr-*r* l l
So i t  K  =M

En comparant  les égat i tés obtenues r  K j  = t t  .

On  a  donc  b i en  :  F r (0 , I )  =  - I .

Remarque :

Pou r  S *  =  (L -1 ,1 )

ona r î=L  K l l  =K t= l  l =0

F^  ( x .Y )  =  * ' *  
t t -  2  

xY  -  Yz
uL
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p
Pour  l es  rédu i tes  success i ves  -  de  [O , .S* ,a . ]  ,  oD  t rouve  :

q

p  =  0  q  =  I  Fg (p ,O)  =  - l

2
p -  I  9  =  L - I  n r (e ,C )  =  L -  2+ -

L

p  =  I  g  =  L  r g (p ,q )  =  - 1

D a n s  t o u s  l e s  c a s ,  o D  a  d o n c  é t a U l i  :

THEOREME XV .3

Pour  toute forme de MARKOFF Fg associée à une su i te  S te l le  que

s *  =  ( t - 1 , ( L ,L - z )g , l )

ona  eq  = I  E r= -L  t= l

e t  F0  (0 ,1 )  =  f ,  ( f r ,m )  =  -1  =  A0  =  -  M (Fe  )

Tou tes  l es  su i t es  cons idé rées  f on t  donc  pa r t i e  de  I a  ( L - l , 0 , 1 )

Théor ie  de  MARKOFF.

Remargue :

Avec  [  =  3 ,  on  re t r ouve  l es  r ésu l t a t s  gue  I ' on  donna i t  dans  l e

Théo rème  x I . 3 .

Pou r  f i n i r ,  i l  f au t  exam ine r  l es  su i t es  qu i  son t  sous  (L - I , L ,L -2 ,L )

e t  qu i  ne  son t  pas  de  f  o rme  (  L - I ,  ( L  , L -2  )?  ,  1 )  .

on  se  p ropose  d ' é tab l i r  qu ' e l l es  vé r i f i en t  M(F0  )  <  l .

E x e m p l e

Pour [=3  e , t= t l ,=E  = -1
g  =  (L  , L -2 ,1  ,  L - I ,  L - I , 1 ,  L - l )

=  ( l r l , L , 2 ,2 ,L rZ )

Dans  ce  cas ,  on  ob t i en t  :

165  7L
FÂ(x ,Y )  =  1 t . .  -  xY  -  -  Yc
u7373

7L
D 'où  f ac i l emen t  :  M (Fo ;  =  -  (  I- 73



L ' i d é e  g é n é r a l e  e s t considérer  :

tKr - l
Fg (o , r )  =

Comme on a vu que de façon généra le on a -1 . (  I

ce  nombre  es t  s t r i c temen t  néga t i f .

on  a  a l o r s  t  F0  (0 , I )  >  - I

( - )  M+ l  ) LK , f

(:) Mù+ K.t - t > LK4 M

(=r - )  r f -  r .uxa+ ( l , l t -a)  >  o

P u i s q u e  K ,  - (  M ,  c e t t e  c o n d i t i o n  e s t  é q u i v a l e n t e

L M  -  Ï  r , t u r -  4 M s +  4 g

2

K.l
C'es t -à -d i r e  à  3  - ' =  [ 0 , s * ]  <

M

. t r 4 e
L  l L - - 4 * Ë

encore de

I  -  t t< ,  
=

M

rT1 .289

1 K1 t  avec  L  ) r  3 ,

a :

Or  i l  es t

Io ,s*1

E t  c o m m e

L -

f a c i l e  d e  s  I  a s s u r e r  q u e  l ' o n

= [  o ,  t , - r  ,  (L ,L -2  )1  ,  r ,  L - l ,  .  .  .

o n  a ,  s i  M  g r a n d  :

;:;æ L-\ft

pour  un  ce r ta in  i  CJç  3a ,

l

=  [  o ,  t  - l  , L  r L - z )

d ' ê t r e  assu rée .

2

avant ,  on  conc lu t

= à
22

L ' i néga l i t é  reche rchée  a  tou tes  chances

De  façon  p lus  p réc i se ,  no tons  :

P (  È  I
[  0 ,  t  - t  ,  ( L ,L -Z  )1  , 1 ,  L - f  ]

o(È )
Ona :

K
tl- =

M

. S i g = - l

O n a :

E n  c o n t i n u a n t

[o,s*t .  
tF-. 

Io( T )

T=
avec  f  inéga l i té  donnée

o >  F0  (0 ,1 )  >  - l
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(  I ,  e t  avec  Ie  Théorème XV. I  :D a n s  c e  c a s ,  o n  a

. S i 9 = l

O n a

Avec :

L -

donc 0

og=

M(F0  )

-  M (F0

à

D a n s  l ' a r b r e  d e on t rouve pour

Mz

S*  une  con f i gu ra t i on

2

M A R K O F F ,

2

1a  su i t e

[  =  ( 0 , t  - l - ,  ( L  , L -2 )1 r ,  , l  )  =  ( 0 ,L -L , x t l

x t  =  t  Ï ,  l -1 ,  x r )= (  L - r ,  (  1 ,  L -2  ) i

O n  a  d o n c ,  d e  f a ç o n

D ' o ù  I ' o n  d é d u i t  :

L -

é v i d e n t e  i  M  ) .  m ( x D ) (L-r)  o(g ) '

à

P lus ieu rs  cas

P( l  )
o  s io{è)  <

se

L -

2

présenten t  3

{ r,t- 4 * #î'

D a n s  c e  c a s ,  o D conclut  comme

0,  Fe  (0 ,1 )

0  <  M(Fg)  =  -

u - lr , t-  a * #r P(l )Mr

précédemment

- I

Ao < r

.T

S o i t

0 s i
* ç ,

O n  a  a l o r s  f  i n é g a l i t é  :
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P (  ï  ) L

a(l

Par

L -

LAGRANGE ,  4-  est  une rédui te  du nombre
a(E )

Et compte tenu de la  s t ructure U.  B ,  lê

s ' éc r i t  :

2

pement de

L -

p
On  ob t i en t  l ' i néga l i t é  :  -  <

q

pou rvu  que  I ' on  a i t

ou  s imp lemen t ,  pu i sque

)

1 e

Lr

2

Théorème de

n**r
déve lop-

ce nombre
4

L 2 - 4+ Mî =  [o , l - 1 ,  ( I , L -2 )1 ,1 ,  L - l , . . .  ]
2

Pour conclure,  i I  faut  procéder  p lus f inement .

Considérons :

p
-  =  [ o , t  - 1  , ( L ,L -T ) i  , r , L - r , L - l , r ]
q

On  a  pa r  cons t ruc t i on  :

K f  p  P (T )
-ù - \ - \ à -
M q o( I )

L e  n o m b r e  I  n ' é t a n t  p a s  u n e  r é d u i t e  d "  È  ,  o h  a  p a r  I e  T h é o r è m e  d e
q ' )

LAGRANGE :

à  
- ; ' ; ,

on a  auss i :  (L - t l l o t | )  <q<  r , ro ( ! )

Cec i  résu l te  des  fo rmules  courantes  pour  les  f rac t ions  cont inues ,

p P(T )
e n  c o m p a r a n t  -  e t  .

q otTà 
t

on obt ient  donc :  à  -  -  ; '  - - ; '
t q zq2

En comparant  avec t  
T 

-

zr,\e( t ) '

2

L -

tl-d- (u-r)r ot I tt > zL\

) .3 :  ( r , - r )a( l  )  > Lr

(  r -1) r otltr

L



.  S i  l ' on  suppose  i

teur  de :

I  o ,  t  - r  , L  , L -2 ,  1 ,  L - l ]

1 IT .292

O,  l e  nombre  O t !  )  es t  supé r ieu r  au  dénomina -

=  [ 0 ,  U - I  , L , L -2 ,L ,L -2 ,L f

On a donc

D a n s  c e  c a s ,  o D  a

On obt ient  encore 3 -  . (
M

so i t  :  0

En  syn thé t i san t  t ou t  ce

T H E O R E M E  X V . 4

So i t  Fg  une  fo rme

où S donnée par  la

d iophant ienne (  ÛL

A lo rs  :
( f  )  on  a

S*=

Dans

(2 )  on  a

L t -  I

L l -  zL
r l

a(Ë)  ) .L ' -
.-; :. .

:  0  )  F 0  ( 0 , 1 )

2L>

>- t

LT

.  S i  l ' on  suppose  i  =  0 ,  oo  t r ouve  :

p  L t+ l
[ 0 ,L - l , 1 , L - l , L - r , l ]

q L l
p l

soi t  I - ; rTr,

En reconsidérant  la  conf igurat ion donnée c i -dessus pour

t r ouve  :  M  2mtx t ' )  =  L i -  L l+  I  >  L '
,-r

L r-Ï t , -n*f i r  I  I
sort . i -  

,  
-F-FL6

O n  c o n s t a t a n t  g u e  I ' o n  a ,  c e  q u i  e s t  é v i d e n t  a v e c  L  ) . 3

rl--i-t

IL ' -  4  >
K, p L-!r ,a-n*#r

S * ,  o n

o<M(Fs)<1
(  L - l  ,  (  t ,  L -2 )È  , 1 )
ces  cas ,  oÂ  a  en

toujours t  Ag =

q2

Ft (0 ,1 )  >  - t

qui  précède, on peut alors énoncer :

de  MARKOFF cons t ru i t e  à  pa r t i r  d ' une  su i t e  (S ,L - l )

cons t ruc t i on  de  MARKOFF assoc iée  à  1 'équa t i on

reg ) .

sauf les cas où l 'on peut écri.re :

t t  e  $ t
e f f e t  M(Fo )  =  I

-  M ( F a  ) .
g
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C/ CONSEQUENCdS POUR LA ( A, O , I  ) THEORIE DE MARKOFF

t€  résu l t a t  que  I ' on  v i en t  d ' é tab l i r  con f i rme  en  t a  géné ra l i san t

une  remargue  que  l ' on  f a i sa i t  avan t  :  i l  n ' y  a  pas  égu i va lence  en t re

l ' é t ude  de  I a  ( L - I , 0 ,1 )  Théo r i e  de  MARKOFF e t  l ' é t ude  de  1 ' équa t i on

d iophan t ienne  :

, n l -  m t  
I  -

En errer ,  s i  I  ,arbre . " " " . ; l . t :  ; " r .T t : "  cet re  équat ion donne
b ien  des  su i t es  t e l l es  Çuê  E  =  0  (Vo i r  Théo rème  X IV . l )  e t  s i t uées

dans  Ie  l angage  <  L - l  > *  pou r  ce  qu i  conce rne  ce l l es  appara i ssan t

sous  (L - I , L ,L -2 ,L ) ,  s i  l ' on  a  b i en  auss i  e  =  -  E reT  =  l ,  l a  cond i t i on
-A0  =  M(Fg )  €  l 0 , I [  é t ao t i e  dans  d i f f é ren t s  cas  pa r  I e  Théo rème  xv .4

mon t re  que  ces  su i tes  ne  fon t  pas  nécessa i remen t  pa r t i e  de  l a
(  L - I , 0 ,  I  )  Théo r i e  de  MARKOFF.

Les  seu les  pou r  l esque l l es  cec i  es t  assu ré  son t  l es  su i t es  s ' éc r i van t  :

s *  =  ( L -1 , (L ,L - z ) t , l )  ( t  g -N  )

Ce  p rem ie r  découp lage  en t re  I , é tude  de  I a  (  L - I , 0 ,1  )  Théo r i e  e t

I ' é t ude  de  I ' équa t i on  cons idé rée  s ' agg rave  d ' une  second  conc ré t i sé

pa r  l a  p rop r i é té  su i van te  :

PROPRIETE  XV .3

P o u r  t o u t e  v a l e u r  a € N  * ,  l a  ( a , 0 , 1 )  T h é o r i e  d e  M A R K O F F  c o n t i e n t

u n e  i n f i n i t é  d e  f o r m e s  F Ê  d o n t  c e l l e s  d é f i n i e s  p a r  l e s  s u i t e s  S

s u i v a n t e s  :

( 1 )  S *  =  (a , ( 1 ,a - l ) r , l  )

( 2 )  S *  =  (  ( a )  , a - l , l )

( 3 )  s *  =  ( a , ( I ) r ,  , a - l , l )

( t  e j f  )

( r  ed )

( t  e -ù f  )

Pour  vé r i f i e r  que

in t r odu i t  (F^  ( a )  ) "

I

I
I

l e s  su i t es  S*  =  ( ( a ) r ,  , a - l , l )  conv iennen t ,  on

e r {  su i t e  dé f i n ie  pa r  :

F ,  ( a )  =  I

F ,  ( a )  =  a

Y  n  ç  $ *  Fn , {  ( a )  =  a î  ( a )  r  Fn - ,  ( a )



On trouve ai

Ms*

Par  le  Théor

de la  fo rme

t(x ,Y)  =  x  +

Frg r l  ( a )  Fu  (a )

t r '  ( a )  -  F r t - r  ( a )

observe a lors  gue
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le  m in imum a r i t hmé t ique

ns i

_f
L

ème

:

trb., ( a )

FzE  (a )

I . 13 ,  on

(  a+I)  F* , ( a )  2F2n  (a ) ( a + l ) F *  ( a ) - F 4 - ' ( a )

to tv

obtenu pour

lk
I
im,

t r ouve  a ins i

res te  des  vé

On

Le

F'rr, ( a )

I es  va leu rs  :

= K. .  =  Ftù (a)

=m=Fr r - ( a )

:  M (F ,  )  =  I

r i f i ca t i ons  es t  év i den t .

F r t n  ( a )

es t

Les  su i t es  s *  =  ( ( a ) r y ,a - l , l )  appa ra i ssen t  b i en  dans  l a  ( a ,0 ,1 )

Théo r i e  de  MARKOFF,  ma i s  non  dans  l ' a rb re  gue  l ' on  cons idè re .

On  remarque  d ' a i l l eu r s  gue  pou r  ces  su i t es ,  on  a  :

pgcd (m,m.  )  =  f t  =  f l I "

Pour  l es  au t res  su i t es  men t i onnées  dans  l a  p rop r i é té  xv .3 ,  l es

ca l cu l s  s ' e f f ec tuen t  de  même.
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x v r  E X E M P L E S  D ' A R B R E S  D A N S  L A  (  3 , 0 ,  - l  )  T H E O R I E  D E  M A R K O F F

À /  INÎRODUCTION

On u t i l i se  i c i  l es  moyens  qu i  on t  é té  déve loppés  aux  chap i t res  X  e t

X I  e t  don t  i l  s ' ag i t  ma in tenan t  d ' i l l u s t r e r  I ' e f f i cac i t é .

Grâce  au  p rog remme GENTRI ,  avec  a  =  3 ,  on  fab r ique  d i ve rses  poss ib i t i t és

de  su i t es  9 * ,  avec  l es  va leu rs  co r respondan tes  m ,  K4  =  K t ,
i . l

e=(-1)-=-1,1.

Par  recou rs  au  p rog ramme EXTREMUM,  on  sé lec t i onne  pa rm i  l es  su i tes

ob tenues  ce l l es  qu i  son t  t e l l es  gue  l , on  a i t :  m  =  mr (S )  :  e l l es

co r responden t  à  1a  (  3 ,0 ,  - l  )  Théo r i e  de  MARKOFF.

Ce  même p rog ramme fou rn i t  l e  po l ynôme  fg (X ,Y ) ,  a i ns i  que  l es  va leu rs

Nr , k ,  ,m ,  .

A  pa r t i r  de  ce l l es - c i ,  en  obse rvan t  gue  I ' on  a  t ou jou rs  Ea=  É t=  1 ,

on  dé te rm ine  kA  e t  m '  d 'où  k ,  e t  m t  pa r  l es  fo rmu les  :

I mr = r,,r K. - mka
I

I  x,  = .r l  KLk^

Cec i  pe rme t  d 'égu ipe r  l a  su i te  S*  des  deux  symbo les  - t  co r respondan t

à .a  et  k l  ,  e t  r -  correspondant  à k 'm,  par  les formules :

kA
:  =  [o ,x , r  ]
m4

k z N

mt

s*  =  x  =  (x4  '3 rx t  )

K .
!  =  [o ,x ]  = [o,s* ]
m

On obt ient  a ins i  le  tab leau donné en annexe qui  décr i t  pour  m É N*

in fé r i eu r  ou  éga l  à  3050  tou tes  l es  poss ib i l i t és  pou r  S* .



B /  ARBORESCENCES

L 'ana log ie  avec  I ' a rb re  de

a rbo rescen te  don t  I e  sommet
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permet  d 'env i sager  une  o rgan isa t i on

le  su i van t  :

lsfF2Jl

( 3 , ( l l - . , 2 , L )
u

1gT,2. t l
/

/

Ts,Qp

MARKOFF

se ra i t

?s,Zil

3

I

Ft,

Ft"

\

fr?tr,l7ltl
\
a

( 2 ,3 , ( 2 ,2 ) t , 3 ;1 ,1 )

-
B . I  -  Su i t es  (3 ,  ( l ) r , t  , 2 , I )

Les  pa ramèt res  i n te rvenan t  pou r  ces  su i tes  son t  ca l cu lab les  :

D 'abo rd  :

mt- nr l  
=

x, - llrJ

donne : mt = Frt l  * Frt

kr = Frt

k r=F .æ1  +F f t - t

]^, = ta.,

Ensu i te  :

' r ,  = [ - : ti T,l t; :l [l :]
lqr 

+ L,r ' F*.t 
I

L tir-, * %., i Ft, J

m

K4" ^  
= [ ;

tï==
"tn

îlt*

Kt

F,,

= f :

+L; l t r , r* l r r r - l

; F*.t I_lJ =[
+ 2BrtrL +

= F1g1, t

:l

:J '. =[i: ::]"
donne :

En f i n  :
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donne : m /  = l

k . 4=o

k,rl = I

Jr ,=  -1

on t rouve  a ins i  :  a  =  3  r  =  K , i -  Ka  =  o  L  =  ( - l ) t t t=  - l

So i t  :  fC(X ,Y)  =  mx t+  (am ZKr lXY +  (1  AKt lY r
I

= ( r r "u+ 2F*,  + Fr ,  )x-+ (4r ' r *  +  6E: IPi t+ Zrr t  )xv

(4Fr"r ,  +  3F: , '  )Yt

E t  à  pa r t i r  de  I ' e xp ress ion  D ,  tS t  =  i 0 , : : 31 ,  oD  peu t  ca l cu le r  l es

va leu rs  m ,  (S )  e t  Ng ,  pa r  exemp le  en  u t i l i san t  l e  l emme de  D ICKSON.

On t rouve  a ins i  :

I  m r (S )  =  n  =  f g  (K r ,m)
I

t  N9  =  f t  ( 0 ,1 )  =  AFu l+ t  -  3F t t  =  - (m  +  Fær t  )

Les  su j - t es  cons idé rées  f on t  donc  b i en  pa r t i e  de  I a  ( 3 ,0 , - 1 )  Théo r i e

de  MARKOFF,  t ou t  en  é tan t  t e l l es  gue  I ' on  a i t  t  Ng  *  m .

.  De  façon  p lus  p réc i se ,  oo  peu t  énonce r  :

P R O P R I E T E  X V I .  l

La  (3 ,0 , - 1 )  Théo r i e  de  MARKOFF con t i en t  une  i n f i n i t é  de  su i t es  S* ,

don t  ce l l es  qu i  s ' éc r i ven t  sous  I a  f o rme  :

S *  =  (3 , ( 1 )&  , 2 ,L | ( t  ê f i  )

Pour  ce l l es -c i ,  on  a  t  N0  =  (m +  F1g .g  )

B.z sui tes 
-?g 

mi. l

Les paramètres

I t .
M  = l
h 

[ *u

i .n tervenant  pou r  ces  su i tes  son t  ca l cu lab les  :

(2t Fr (2) l  [ r  t ' l
l l l(2t F*t(z)J [r  o]

I  
t t  =  Fr . r ,  (2 '  +  FÊ (2)

lkr=r&(2)

J 
- ,  = FÈ (2) + F*. t  (2)

t  J\= Fr.r  (2)

mr- r.r l  I t r , ,
h- lr,.| 

=1r,,

donne :



M- = [ '  
m * , . |  

=  [ t  
1 l

I =L*, 
Ka-r J lr oJt^,

donne ,  
I  

m =  2F*+L(2 )

|  
* ,  =  F2ers  (2 )  +  r ,  (2 )

t l  
K4  =  F t ! * r  (2 )  +  F6 (2 )

I

\  1  -Fr  (z l

Enf in ,  comme dans  Ie  cas  p récéden t  :

l t '=1
l*t  =o

{ * ' r= r
I
I  l t r= -1
L

on  t r ouve  a i ns i  :  a  =  3  r  =  RA-  K ,  =  o  g=  ( - l ) " t t =  - 1

En  ca l cu lan t  comme avan t  f 0 ,  e t  en  app l i quan t  l e  l emme de  D ICKSON,

on  vé r i f i e  sans  d i f f i cu l t é  que  l es  su i t es  cons idé rées  f on t  pa r t i e

de  l a  ( 3 ,0 , - l )  t héo r i e  de  MARKOFF.
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On peu t  a ins i  énonce r  :

P R O P R I E T E  X V I . 2

La  (3 ,0 , - 1 )  t héo r i e  de  MARKOFF con t i en t  f  i n f i n i t é  des  su i t es  S*

gu i  s ' éc r i ven t  sous  l a  f o rme  :

S *  =  (3 , ( 2 )ær t , I )

Pou r  ce l l es - c i ,  on  a  :  Ng  =  - (m  +  Fn  (21 ' )

Pour  l es  au t res  fo rmes  de  su i tes  men t ionnées  c i -dessus  dans  Ie  hau t

de  l ' a rbo rescence ,  des  ca l cu l s  comparab les  son t  f a j . sab les  su r

l esque l s  on  n ' i ns i s t e  pas .

C  /  CONSTRUCTION D 'ARBRES DANS LA  (3 ,0 , - 1 )  THEORIE  DE  MARKOFF

Sur le  tab leau annexe,  oD t rouve dans tous les cas pour  express ion

de  Ne  la  fo rme  su i van te  :
!

*o = -  (m + ur)  (urÉ - l ( * )
Cet te  éc r i t u re  es t  t rès  généra le .
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Avec  1 , ,  =  QL=  1 ,  e l l e  pe rme t  d ' éc r i r e  I a  r e l a t i on  de  MARKOFF

généra l i sée  sous  l a  f o rme  :

t l L(M j )  :  m-+  g+  m,  =  4mmrmr-  tg *

Cette condi t ion montre que m div ise mj + rnf

, , L

Et  l , on  a  =  rg  =  4 * rS -  
* , . *  t '  

-  *
m

La  d i f f i cu l t é  es t  ce t te  fo i s  que  l a  va leu r  ug  change  à  chaque  n i veau

de  I ' a rbo rescence  gue  I ' on  é tud ie .  Cec i  es t  donc  d i f f é ren t  de  l a

s i t ua t i on  rencon t rée  dans  l a  Théo r i e  de  MÀRKOFF c l ass igue ,  où  I ' on

ava i t  à  t ous  l es  n i veaux  t g  =  0 .

Une  au t re  d i f f é rence  es t  qu ' i 1  a r r i ve  gue  I ' on  a i t  :  pgcd (m  ,mr )  I  I .

E X E M P L E

m=578 t ra=76 f r r , =2

donne pour  s*  = Q,3=7,  a l l r  )  Ia  condi t ion :

pgcd (m.  ,mr )  =  2

L ' é tude  de  l , égua t i on  (M j )  peu t  cependan t  se  f a i r e  en  app l i quan t

des  p r i nc ipes  comparab les  à  ceux  u t i l i sés  dans  l a  Théor ie  de  MARKOFF

c lass ique .

on  é tab l i t  a lo rs  :

THEOREME XV I . l

Pou r  u ,  e  -0 {  ,  cons idé rons  1 'équa t i on  d iophan t ienne  :

*L *  y t *  , L  =  Axyz  -  t g *

Supposons  gu ,e l l e  admet te  au  mo ins  une  so lu t i on .  A lo rs  e l l e  admet

un  a rb re  de  so lu t i ons  desc r ip t i b le  à  pa r t i r  de  tou te  so lu t i on

(x , y , z l  =  (m ,m. ,mg)  pa r  l a  f i gu re  su i van te  :



t z  )
I I I . 3OO

l -M  r0

(*6; * l ;
( G , t  )  :  * Q

(c t )  ,  t t

( c ! )  t  tn l

S i  I ' on  compare  à  ce

annexe ,  cec i  suggère

correspondant  à 
T 

=

?gmt
(25, r ,7)

'1)
= 4mr [4mmr-  mnJ  -  m -  ua

= ffirl

= 4mm, -  ma

( t t y ' ;  t t i ;

=  4m,  [  4mrM

= f i !

= 4mrM ml

'o i )

-qm!

n) ,

mtt

l'*
{  (Dr

[ (Dr
où

( D )

) :

) :

) :

:  M  =  4mrmr -  m  -  u ,

L a  v é r i f i c a t i o n  d e  c e  r é s u l t a t  e s t  é v i d e n t e .

E t  p a r  e x e m p l e ,  â v ê c  u ç  =  1 ,  c e s  f o r m u l e s  d o n n e n t  I ' a r b r e  s u i v a n t

(5190 6  , r ,5 r r  ) (2L2665,37 ,1479) (  18457 ,  3 ,1549  ) (  rgo2 ,11 ,  4r )

Tffi.t

qu i  appara i ssa i t  dans  l e

d ' o rgan i se r  l es  su i t es  y

I  se l on  I ' a rb re  su i van t  :

îbZ]I
(  lo ,  r ,3  )

(rt3m
(  r537  , ' l  , 55 )

tab leau donné en

a p p a r a i s s a n t  e t

û.,sm)
(  130,  3 ,  r1  )

dJ;53mte-E|,tffii

(  10 ,1 ,3  )

( r37, r ,37) (  130 ,3 ,  l r  )

( 137 ,1 ,37 ) ( r4r7 ,3 , r19) (  180  2  , l L  , 4L )
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Le  Théo rème  XV I . l  déc r i t  impa r fa i t emen t  I ' a rb re  que  1 ' on  me t  a i ns i

en  év idence ,  ma is  tous  l es  résu l ta t s  f ou rn i s  i c i  i l l us t ren t  ma lg ré

tou t  I a  pe r t i nence  de  l a  mé thode  d 'ana lyse  déve loppée  dans  tous

les  chap i t res  an té r i eu rs .

De  p lus ,  cê  théo rème pe rme t  de  déc r i re  à  pa r t i r  des  au t res  va leu rs

u ,  qu i  peuven t  ê t re  rencon t rées  dans  l a  (3 ,0 , -1 )  Théor ie  - ce r ta i -nes

de  ces  va leu rs  son t  f ou rn ies  pa r  l es  p rop r ié tés  XVI . I  e t  XV I .2 -  de

nombreux  au t res  a rb res  appara i ssan t  dans  l a  (3 ,0 , - t )  Théor ie  de

MARKOFF.

11  donne  une  i dée  de  ce  que  peu t  ê t re  l a  comp lex i té  de  ce t te  de rn iè re

théo r ie
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PR(reRAlæ TFRACTI([|' 
Br. r

1 O  p R I N T " E )  c p à n ,  I  )  m p n i m a n t e ,  ' r  !  I N P U T  Ê S
2 0  I F  F l $ = " E "  O R  p l t i = r r E r r  T H E N  O t r E N  " O " s t , , ' S C R N : " E L S E  O t r E N  ' , O " # 1 ,  " L F T I ! ' ,
3C)  t rRINTTl ,  "F 'ROGRAMME DE CâLCUL DU DEVELOPPEMENT EN FRÊCTION CONTINUE"
4 0  R E M  L e s  d o n n e e s  s e  r e n t r e n t  e  I ' i n g t n u e t i o n  s u i v a n t e
4 5  D I M  â * ( r O O )
4 6  D I M  B * ( 1 0 0 )
4 7  D I M  C S ( 1 0 0 )
4 8  D I M  G S ( 1 ( ) 0 )
4 9  D I M  M # ( l O O )
5 0  D A T A  1 4 2 O O g ,  - 2 , 8 3 1 6 4 , 8
60 READ Flt ,  B*,  C*, D*
7 0  R E M  O n  t e s t e  i c i  s i  D  e s t  u n  e e n F e
SO LET FAC*=I
9 O  M Ê X * = I N T  ( S G R  ( D * )  + t  I
lOO FOR K=l  TO MÂX*
1 1 0  I F ( D * /  ( K * K ) ) = I N T ( D * / ( K * K ) )  T H E N  G O T O  1 2 O  E L S E  G O T O  1 6 0
12O LET FÊC*=K
13O IF K*K=D* THEN GOTO 14O ELSE GOTO 16()
14r )  pp11r1T*1 ,  "ATTENTION!  D=, '  ;D{ f ; ' ,es t  r tn  canre , '
1 5 0  6 0 T 0  1 1 6 0
16( ]  NEXT K
l70  LET COMPTEUR*=O
1 ê O  L E T  I = 0
t g O  R E M  O n  e s t  p n e t  a  e f f e e t u e n  l e  d e v e l o p p e m e n t  d e  I ' a l q e b n i q u e  c o n s i d e r e
2( lO REM I  I  fau t  cneen des  f  i ch iens  poun les  n ra t  n ices  u t  i  I  i sees
2 1 O  R E I Y I  O n  d e m a n n e  l e s  e a l c u l s  s u n  l e s  d o n n e e s  i n i t i a l e s
? Z O  L E T  Ê # ( I ) = A *
2 3 O  L E T  E * ( I ) = B f t
2 4 O  L E T  C * ( I ) = C *
2 5 O  L E T  S * - C # ( I ) * C # ( I )
: 6 t )  L E T  R * = - ( 2 * A * ( I ) * C * ( I )  )
2 7 O  L E T  T * = (  ( â * ( I ) ' ' 2 ) - (  ( B * ( I ) ^ ? ) * D # )  )
2 8 O  L E T  U U # = Ê É S ( R # )
2 9 O  L E T  V V * = â B S ( S * )
30() LET t^t t^t*=ÊES (UU*- (VVS*INT (UU*/VVf )  )  )
31O LET UUff=VV*
32O LET VV*=Wl.l*
33O IF VV*=O THEN GOTO 34O ELSE GOTO 3OO
3 4 { l  L E T  Z Z # = A B S ( T * )
3 5 O  L E T  P P * = A E S  ( U U # -  ( Z Z * * L N T  ( U U * / Z Z * )  )  )
360 LET UU#=ZZ*
37O LET ZZ*=PF'*
38O IF ZZ*|=ô THEN GOTO 39O ELSE GOTO 35O
3 9 O  L E T  S * = ( S * / U U S )
4CrO LET R*=(R* /UU{ | )
4 1 0  L E T  T * = ( T # / U U * )
4 ? O  L E T  J S = (  ( R * ^ 2 ) - ( 4 * S # * T # )  )
4 3 O  R E M  L a  p l u s  p e t i t e  v a l e u r  e n t r e  S  e t  T  e s t  u t i l i s e e
44Q IF âES (S*) (ABS (T*) THEN Mfl  (  I  )  =ÊBS (S*) ELSE Fl i l  (  I  )  =ABS (T*)
4 5 ( )  R E M  L a  v a l e u n  M ( I )  e s t  u t i l i E e e  p o u n  I a  c o n s t a n t e  d e  M Ê R K O F F
46'0 IF COMPTEUR|I =O THEN 60T0 47O ELSE GOTO 9OO
47O LET M#=Mf| ( I )
4 8 O  t r R I N T * l ,  " V e l é u n s  d e t e n r n i n a n t  6 : "
4 9 $  P R I N T * 1 ,  " F l = " ; F l * ,  " 8 = " ; B * ,  " C = " ; C * ,  " D - " ; D *
3 O O  P R I N T * t ,  " P o l y n o m e  n i n i m a l  d e  6 :  (  ( " ; S i l ; , ' ) * X * X ) + (  ( , ' ; R f l ; , ' ) * X + ( , , ; T * ; , , ) , ,
5 t O  P R I N f * 1 ,  " D E L T A a "  i J * ,  " G l u e d r a t f  n e i = "  i D f , . /  ( F â C * * F Ê C i l ) ,  " F a e t e u n = " ; F F I C *
5 2 O  F t R I N T S 1 r  " L e  d e v e l o p p e r n e r r t  d o n n e  l e s  v a l e u n s  E u i v a n t e s r "
5 3 O  P R I N T l l l ,  " É l ( I + 1 )  " ,  " B ( I + 1 1 " ,  " C ( I + l )  " ,  " E n t i e n " ,  " 6 ( I )  "
54O REM On passe r ra in tenant  aux  ca leu lg  du  deve loppernent
5 5 ( )  L E T  G * (  I  )  = (  ( A * (  I  ) +  ( B l f  (  I )  t S @ R ( D * ,  )  )  / C * (  I )  )
5 6 t ]  L E T  É l f t ( I + 1 ) = (  ( C * ( I ) * Ê f f  ( I )  ) - (  ( C f l ( I ) ^ 2 ) * I N T ( 6 * ( I )  )  )  )
5 7 O  L E T  B * ( I + 1 ) - - ( B * ( I )  * C * ( I )  )
5 8 O  R E M  L e  c a l e u l  d e  C ( I + 1 )  d o i t  e t r e  d e e o r v r o o s e
5 9 O  L E T  X i l = (  ( F l * ( I ) - ( C l l ( I ) * I N T ( G * ( I )  )  )  ) ^ 2 )
6 0 0  L E T  Y # = (  ( E * ( I ) ^ 2 ) * D * )
6 1 O  L E T  C f l  (  I + 1 )  = X T - Y i l
6 2 u  R E M  C 1 1 + 1 )  e s t  m a i n t e n a n t  c a l c u l e



8 1 . 2
6 3 ( f ,  R E M  I I  f a u t  e a l e u l e n  I e  t r 6 C D  d e  â ( I + l ) , 8 ( I + 1 ) , C ( I + 1 )
640 LET U*= (Ê lû  (  I+1  I  I
Ë 5 O  L E T  V S = ( E t ( I + 1 )  )
6 6 0  L E T  N * = U * - ( V # * I N T ( U * / V S )  )
670 LET U*=Vt
6S0 LET V*=W*
690 IF V*=O THEN GOTO 7OO ELSE GOTO 660
7 O O  L E T  Z * = ( C T ( I + 1 1  1
710 LET t r *=Ufû-  (Z** INT (U* /Z* r  '
72O LET U#=Z*
73O LET Z*=tr*
74O IF Z*=O THEN GOTO 75O ELSE 60T0 Z1O
7 5 O  R E M  L a  v a l e u n  d u  t r G C D  e s t  d i s p o n i b l e  e n  U
7 6 0  L E T  A *  (  I + 1  )  =  ( Ê *  (  I + 1  )  / U * )
7 7 O  L E T  B *  (  I + 1  )  =  ( B #  (  I + t  )  / U * )
7 8 O  L E T  C *  (  I + 1 )  =  ( C S  (  I + 1 )  . / U * )
7 9 O  R E M  P o u n  e o m m o d i t e  o n  v a  r n a i n t e n a n t  i m p o s e n  q u e  C ( I + 1 1  s o i t  p o s i t r f
g o o  I F  t r r + ( I + 1 1 ) o  T H E N  G O T O  ê 4 O
8 1 ( )  L E T  A S ( I + 1 ) = - â *  ( I + 1 )
8 2 O  L E T  B f  ( I + 1 ) = - E * ( I + 1 )
g 5 O  L E T  C * ( I + l ) = - t r S ( I + 1 1
€ l 4 O  R E M  M a i n t e n a r r t  C ( t + 1 )  e g t  p o s i t i f
8 5 0  L E T  S # = C * ( I + 1 ) * C # (  I + 1 )
8 6 { )  L E T  R # = - ( 2 * Ê * ( I + 1 ) * C * ( I + 1 )  )
S 7 O  L E T  T * = (  ( R * ( I + 1 r ^ ' 2 r -  (  ( B * ( I + 1 ) ^ ! ) * D # )  )
EIêt) LET trOMtrTEUR#=l
ê9(]  GOTO tSO
9O{) IF IYI* (M* (  I  )  THEN GOTO 93O
91O LET Mtt=M* ( I  )
9 ? o  R E M  o n  a  r n i s  e n  M  l a  p l r r s  p e t i t e  v a l e r l r  t n o u v e e  à v e r 1 t
9 3 O  t r R I N T  * 1 ,  F l i l ( I + 1 ) ,  B # ( I + 1 ) ,  C # ( I + 1 ) ,  I N T ( G * ( I )  ) , G # ( I )
9 4 O  I F  I = 1  G O T O  1 1 1 t )
95O REM La bouc le  su ivante  de tenrv r ine  ou  cornr ï€ l l l ce !  Ia  per i  ode
9 6 O  F O R  K = 1  T O  (  I - r  )
97O REM
9 8 O  I F ( A * ( K + 1 1 = F l * ( I + 1 ) )  T H E N  G O T O  9 9 1 1  E L S E  G O T O  1 C , 9 O
9 9 O  I F ( B # ( K + 1 ) = B Ë ( I + 1 ) )  T H E N  G O T O  1 ( l ( - ' ) ( )  E L S E  G O T O  t O , ( )
1 ( loo  IF  (c#  ( l t+ l )  =c#  (  I+1)  )  THEN GorCI  t ( r to  ELSE 6CITo 1( )9o
1 O 1 ( )  t r R I N T  * 1 ,  " L e  d e v e l o p p e m e n t  d e v r e n t  p e n i o d i g t - t e  e  p a r t i n  d u  r a È t g  K = , ' : K + 1
1 C ) 2 O  F R I N T # I ,  " L a  p e n i o d e  a  p o u n  l o n g , _ 1 s u n  L = ' , ;  f  - | t
1 ( J 5 ( )  F ' R I N T # 1 ,  " L Ë t  c o n s t a r r t e  d e  M a r k o f  f  e s t  d o n r r e e  p e r  M = , , ; M * ; , ' e t  p E g l q = , , ; J #
1 0 4 Ô  F ' R I N T # 1 ,  " U t t e  v a l e u n  a p p n o c h e e  d e  c e t t e  c o n s t a n t e  e É t s ' , ; M * / S O R ( J # )
1 ( ) 5 O  P R I N T * 1 ,  ' ' F I N "

1060 LET M*=O
1O7() LET C0MPTEUR-I)
1(1êO GOTO I 17c,
1 O 9 O  N E X T  K
1 1 o o  R E M  o n  t r a v e n s e  l a  b o u c l e  s i  I a  p e n i o d e  n , e s t  p a s  t F o u v e e
1 1 1 0  L E T  I = I + 1
112(1  IF  I  (  IOO THEN GOTO 95( '
I  13o t rRI  NT* l ,  " - - -ATTENTIoN !  - - -cAFÊcI  TE DU pRoGRAMME âTTEINTE-- -p= ' ,  ;  J *
1 1 4 O  R E M  L e  p n o g n e r n l n e  e a l c u l e  l e s  p e n r o d e s  d e  l o n g u e u n  m o i n d 1 . e  q u e  I O O
1 150 GOTO 105()
1160 IF  Ag ( )  r rE l r  RND Ê5 )  (  r re l r  THEN CLOSE I
1  1 7 O  E N D



ETEIOI."E :

t rROGRÊMME DE CÊLCUL DU DEVELOtrPEMENT EN FRACTION CONTINUE
V a l e u n s  d e t e n m i n a n t  6 :
A = 7  f f = l  C a B  D - 9 6
F o l y n o m e  m i n i m a l  d e '  6 s  (  (  6 , t L  )  * X * X )  + (  ( - 1 1 2  , * X , + ( - 4 7
DÉLTâ= 24376 Suadnat fne i=  6  Faeteun=
L e  d e v e l o p p e m e n t  d o n n e  I e s  v a l e u n e l  s u i v a n t e s :

B l .3

6(r )
2. ô9974491=962219
1().  0255793()810547
39.  ( )9991865539551
to.425=783091 a347
2.3497449139622L9
2.839 '2271 1960A1?6
1. 163936746'2L382
6. 1(]363êO27O253crE-
9. Ê4A97966,3A4,8577
l. =4088()7A349'0537
1. e4S636396869S6
1.  17ê{ )85419799AO5
5. 6153469ê4863'2 B I
1. 625()997(os'294o46
1.3997449t396::42t9
t.  66737969A89552U
r. 49ê4(]65() 1 6655()7
2. 0()6394377A?6,367
1 36. 34367462t=g?
2. 6û63945770365b7
t.  649|. ]9L433 1 72357
r . 5 4 r o 6 1 5 1 3 5 5 1 5 2 4
t . 4497 449 1396?219
I .  t  76ê13A46225()81
5. 6553469e48632e I
1. 5259095C,6736S26
1. 9() L467973AL7229
1 .  1 0 9 3 0 1 ê 3 A 1 2 1 9 1 6
9. L4g?7?663ê48A77
6. 712333679L992t9
1. 4()38367462LrJ92
?. 476248,396203S73
2. A997449L396'22L9
10. 02557S3(J81()547

nêng K= 2

)
4

A ( I + 1 )
72
59
7A
I
56
1 9
62
1 9
6ê
2 7
r5
62
b J

3
40
3 1
?.L
7A
39
4 2
3 1
5
24
63
3 1
30
27
L 7
76
3 1
3g
7
7 2

B ( I + 1 )
g
4
I
I
s
4
6
?
I
s
4
s
ê
1
B
a
4
I
4
6
a
1
I
EI
4
B
6
2
6
4
I
I
a

c ( I + t )
l 5
2
1 5
a
47
50
23
4
95
37
46
t5
g 7
I
7 L
73
3(]
1
3()
73
7 L
a
ê 7
25
46
37
95
4'r3
50
47
a
1 5

E n t  i e n
2
1 0
39
1 0
2
2
I
6
I
1
I
1
5
1
I
I
1
2
1 5 6
2
1
I
1
1
5
1
I
I
I
6
1
2
2
1 0

i r  d u
3942

Le  deve loppemen t  dev ien t  pe r iod ique  a  pan t
La  pen iode  a  poun  longueun  L=  32
La eonstante de Mankoff  egt donnee par Ma t  et  DELTâ= zbsz6
Une va Ieu | .  eppFoehee de  ce t te  eons tan te  es t  3  6 .378879306559169D-OS
F I N



81 .4

PROGRAIIC 'CÛITITITE'

1 O  F l R I N T " E )  c n e n ,  I  )  r n p r i m a n t e ? " :  I N F T U T  R $
1 1  I F  â t = " E "  O R  Ê i = " e '  T H E N  O P E N  " O " r f  1 r  " S C R N : ' r  E L S E  O t r E N  " O " r t t ,  " L P T 1 : "
lo F,RINT8I,  "pROGiRAFTME DE CâLCUL DU DEVELOPpE|TTENT EN FRFTCTION CONTINUE,'
3 0  D â T A  1 ,  1 , 3 , 5 1
4(f  REÊD R, B, C, D
5 0  R E M  O n  p e u t  e n t r e n  i e i  d e s  s e n i e s  d e  d o n n e e s  d a n g  I ' i n s t n u e t i o n  D Ê T Ê
60 LET APER =O
7t] LET PER=O
g O  R E m  O n  t e s t e  i c i  s i  D  e s t  u n  c a n r e
9 0  F C I R  R Ê C = 1  T O  ( I N T ( S O R ( D , ) + 1 )
l O O  I F  R Ê C = ( I N T ( S e R ( D ) ) + 1 )  T H E N  G O T O  1 6 0
l T O  L E T  C A R = ( R A C T R Ê C )
12O IF  CâR=D THEN 60T0 13O ELSE GOTO 15O
1 3 t )  P R I N T " É I T T E N T I O N I  D = " ; D ;  " e s t  u n  c a F r e "
140 GOTO 1560
15O NEXT RRC
160 LET COMtrTEUR=O
1 7 O  L E T  I = 1
1 8 O  R E M  O n  e s t  p n e t  a  e f f e e t r - r e n  l e  d e v e l o t r p e r n e r r t  c l e  I ' a l g e b r i q r . r e  e o n s i d e n e
1 9 1 )  R E I Y !  I  I  f a u t  c r e e n  d e s  f  i e h i e r s  p o u F  l e s  m a t  n i c e s  u t  i  I  i s e e s
2 5 O  R E M  I l  f a r r t  d i r v r e n s i o l ' l n e r  l e s  m a ù n i e e E  u t i l i g e e s
2 6 ( )  D I M  A ( 2 0 0 )
27g f lm B( toc) )
2 S O  D I M  C ( i O ( ) )
2 9 0  D I M  6 ( 3 0 O )
3 0 0  D I M  M ( 2 0 0 )
3 1 O  R E M  O n  d e m a n r e  l e s  e a l c u l s  s u r  l e s  d o l l n € r € l s  i n i t  i a l e s
3 2 O  L E T  â ( I ) = Ê
3 3 O  L E T  B ( I ) = B
3 4 O  L E T  C ( I ) = C
3 g O  L E T  S = C ( I ) * C ( I )
3 6 0  L E T  R = - ( ! * Ê ( I ) * C t t l  t
3 7 O  L E T  T = (  ( â ( I ) ' " 2 ) - (  ( B ( I ) ^ 2 ) * D )  )
3ê( )  LET UU=ÊES(R)
39O LET VV=ÊBS(S)
4OO LET Wl r t=âBS (UU-  (VV* INT (UUlVV)  )  )
41O LET UU=VV
4]tO LET VV=tl t f
43O IF VV=O THEN GiOTO 44O ELSE 60T0 AC,O
44t )  Sç 'ç  ZZ=ÊBS(T)
45O LET Ft r=ÊBS (UU-  (  ZZTINT (UU/ZZI ,  I
460 LET UU=ZZ
47O LET ZZ=PP
48O IF ZZ=Q THEN 60T0 49O ELSE 60T0 45O
4 9 O  L E T  S = ( S / U U )
5 O O  L E T  R = ( R / U U )
5 t O  L E T  T = ( T / U U )
5 l O  L E T  J = (  ( R ^ 2 ) - ( 4 * S t T )  )
5 3 O  R E M  L a  p l u r  p e t i t e  v a l e u r  e n t r e  S  e t  T  e g t  u t i l i s c e
340 IF  âES(S)  (ÊES(T)  60T0 550 ELSE GOTO 570
5 5 O  L E T  M ( I ) - A B S ( S )
560 GOTO 580
5 7 O  L E T  M ( I ) = A B S ( T )
5 8 O  R E M  L a  v a l e u r  M ( I l  e g t  u t i l i s e e  p o u F  l a  e o n s t a n t e  d e  M A R K O F F
59O IF COMFTEUR=O THEN GOTO 600 ELSE GOTO 1120
6 t ] 0  L E T  M = M ( I )
6 1 0  t r R I N T f  l ,  " V a l e u F s  d e t e r m i n a n t  6 3 , ,
6 2 t )  P R I N T t l ,  " F l = "  i F l ,  r ' B = " ; 8 ,  " C = ' r ; C ,  " D = ' r ; D
6 3 0  P R I N T 8 t , " P o l y n o m e  r n i n i m a l  d e  E : ( ( , , i S ; , , ) * X * X ) + ( ( ' , i R : , ' ) * X + ( r . T . r . ) . .



B I . 5

640 REM
650 REFI
660 REM
670 REM On pesse rna in tenant  aux  ca leu lE  du  deve loppemenÈ
6 8 0  L E T  G ( I ) = (  ( A ( I ) + ( B ( I ) * S G I R ( D )  )  )  / C ( I )  )
6 9 0  L E T  â (  I + 1 ) = (  ( C ( I ) r A ( I )  ) - (  ( C ( I ) ^ 2 ) * I N T ( G (  I )  )  )  )
7 O O  L E T  B ( I + 1 ) = - ( B ( I ) r C ( I l  )
7 L O  R E M  L e  e a l e u l  d e  C ( I + 1 )  d o i t  e t r e  d e e o m p o s e
7 2 O  L E T  X s (  ( A (  I ) - ( C ( I ) * I N T ( G ( I )  )  )  ) ^ 2 )
7 3 0  L E T  Y = ( ( E ( r ) ^ 2 ) * D )
7 4 O  L E T  C ( I + l ) = X - Y
7 5 O  R E M  O n  f a i t  e n  e o n t e  q u e  l e  t r 6 C D  d e  A ( I + 1 ) , 8 ( I + l ) , C ( I + 1 )  g o i t  I
7 6 0  L E T  U =  ( A  (  I + 1 )  )
77O LeT V= (B (  I+1)  )
7êO LET [ . ]=U-  (V* INT (U/V)  )
79O LET U=V
8OO LET V=tl
SIO IF V=O THEN GOTO S2O ELSE 60T0 78O
8 2 O  L E T  Z =  ( C  (  I + 1 )  )
6 3 0  C ( I + l ) = X - Y
8 4 O  R E M  C  (  I + 1 )  e s t  r v t a i n t e n a n t  c a l e u l e
8 5 O  R E M  I I  f a u t  c a l e u l e n  I e  t r 6 C D  d e  Ê ( I + 1 1 , 8 ( I + 1 ) , C ( I + 1 )
S 6 0  L E T  U =  ( F l  (  I + 1 )  )
ê 7 0  L E T  V = ( B ( I + 1 )  )
SgO LET [ ,J=U-  (V* INT (U/VD
ê9O LET U=V
9tl0 LET V=W
91O IF V=t) THEN ËOTO 92O ELSE êSO
9 2 O  L E T  Z =  ( t r  (  I + 1 )  )
? 3 O  L E T  F = U -  ( Z * I N T  ( U / Z D
94O LET U=Z
95O LET Z=tr
960 IF Z=Ct THEN GOTO 9gO ELSE 6OTO 93r)
9 7 O  R E M  L a  v a l e r r n  d u  F ' G C D  e s t  d i E p o n i b l e  e n  U
9 g o  L E T  â ( I + 1 ) = ( A ( I + 1 ) / U )
9 9 O  L E T  B (  I + 1 ) = ( E ( I + l )  / U )
1 0 0 ( )  L E T  C  (  I + 1 )  =  ( t r  (  I + L t  / U l
l t ] 1 C )  R E i v l  F o u r  e o r n r n o d i t e  o T ' r  v â  r v r a i n t e n a n t  i m p o s e r  q r - r e  C ( I + 1 )  s o i t  p o s i t i f
1 O 2 O  I F  C ( I + l )  ( O  T H E N  G O T O  1 r 1 3 O  E L S E  G O T E I  1 0 6 ( )
1 ( : , 3 ( )  L E T  â ( I + 1  ) = - â ( I + 1 )
1 O 4 O  L E T  B  (  I + 1  )  = - B  (  I + t  )
l ( 1 5 ( f  L E T  C ( I + 1 ) = - C ( I + 1 )
1 t l 6 O  R E M  M a i n t e n a n t  C ( I + 1 )  e E t  o o s i t i f
1 ( ) 7 { )  L E T  S = C ( I + 1 ) r C ( I + l
1 ( ) g O  L E T  R = - ( t * F l ( I + 1 )  * t r
1 ( ) 9 ( )  L E T  T =  (  ( Ê  (  I + 1 )  ^ 2 )  -

I + 1 )  )
( B  (  I + l  ) ' ^ 2 )  * D )  )

t  1( 'J()  LET COIVIPTEUR=1
i 1 1 ( ]  G O T O  3 g O
L l z C )  I F  M ( M ( I )  T H E N  G O T O  1 I 5 O  E L S E  G O T O  1 1 3 0
I 13t l  LET M=M ( I  )
1 1 4 ( 1  R E i t l  O n  a  r n i E  e n  M  l a  p l u s  p e t i t e  v a l e u n  t r o u v e e  a v a n t
1 15() REm
1 i 6 t )  I F  I = 1  G O T O  1 3 2 0
LLTA REl l  La  boue le  su ivante  de tern ine  ou  comJr rence la  per rode
r 1 ê O  F O R  K = l  T O  ( I - 1 )
1  19O IF  (G ( l t )  =G (  I  )  )  THEN GOTO r2OO ELSE 60T0 13OO
1 2 O O  I F ( R ( K + l ) = F l ( I + 1 ) )  T H E N  6 0 T 0  1 2 1 0  E L S E  6 0 T 0  1 3 O O
1 2 1 t )  I F ( B ( K + 1 ) - B ( I + 1 ) )  T H E N  G O T O  l 2 2 O  E L S E  6 0 T 0  I S O O
1 l 2 O  I F ( C ( K + 1 ) = C ( I + t ) t  T H E N  6 0 T 0  1 2 3 0  E L S E  G O T O  1 3 O O
1 : 3 O  P R I N T â l , " R e n g  d e  d e b u t  d e  p e r i o d e : K = " i K
1. :31  REM
1:4If  LET FItrER=K
1 2 5 O  L E T  t r E R = ( I - K ) + 1
1: '51  IF  l (=1  THEN 60T0 1415 ELSE GOTO 126t ]



126( )  REM
1 i 7 O  R E M  8 l . 6
1?80 GOTO 137( )
1 :9O IF  K=I  THEN GOTI I  132C'  ELSE 60T0 13OO
1 3 O O  N E X T  K
1 5 1 0  R E M  C I n  t F â v e F s e  l e  b o r r e l e  s i  l a  p e r i o d e  n ' e s t  p a s  t r o u v e e
1 3 l O  L E T  I = I + 1
1330 IF I  (=1I1O THEN GCITO 680 ELSE 6CITO 1S4O
134O FtRINTf 1, "---âTTENTION:---C,ÊtrÊCITE DU trROGRnMTnE ATTEINTS---êTTENTION!---rr
135t )  REM Le prognernrne  ca lcu le  tes  per iodes  de  longueun rno indre  gue 1OO
1360 GOTCI 156C,
1 3 6 I  F , R I N T f t ,  "
1 3 7 t 1  p R I N T t l ,  " P ê r t i e  n o n  p e r i o d i q u e r .
1 3 8 t ]  F O R  T T = l  T O ( R F E R - I )
t 3 9 O  F R I N T f I ,  I N T ( 6 ( T T )  )  ; " * ' , t
14C'(]  NEXT TT
1 4 0 8  F ' R I N T Ê I r  r  , , ,
14r . )g  FTRINTf  1 ,  "
1 4 l O  F R I N T f 1 ,  " F e n i o d e !  "
1 4 1 1  G O T o  1 4 2 0
1 4 1 5  F R I N T t l ,  " F e l . i o d e !  "
142(t  FOR TT=ÊtrER TO FER
f 4 3 O  F T R I N T f I ,  I N T ( G ( T T )  )  ; " * " ;
1 4 4 0  N E X T  T T
1 4 3 ( )  t r R I N T € l , , , , ,
1 4 3 1  F R I N T € 1 , , '
1 4 5 2  p R I N T € 1 ,  " L o r r g u e r . t n  d e  I a  p e r i o d e t l - = o ; I - K
1 4 6 C t  F R I N T f  1 r  " C o l l s t a n t e  d e  M a n k o f f  a v e c  1 v 1 = , ' ; i t ; " e t  D E L T â = " ; J
1 4 7 O  F R I N T € 1 ,  " C  ( G )  = ' r  ; M , z  ( S O R  ( J )  )
148(l  RE!4
154O LET ir |=O
i55O LET ËO|VIF'TEUR=I]I
i 5 6 0  F R I N T € i ,  " F r N "
1=7( )  I r -  ÊS ( )  ' rE '  AND ââ )  (  "e ' t  THÊN CLESE 1
15SO END

EXE?TE 3

F,iEGRÊIIME DE CÊLCUL DU DEVELOtrF'EMENT EN FRÊCTiON CONTINUE
Valer - r rs  c ie tenrn i r ran t  G:
f l = l  F = l  E = 3  D = 5 1
Ê o l y r r o r v r e  r n i r r i , r n a l  d e  G :  (  (  I  )  * X * X ) + (  ( - 6  '  r X + ( - 5 O  )
F l a n g  d e  d e b u t  d e  p e r i s ç l s : K =  2
F a r t  i e  r r o n  p e r i o d  i q t r e !

' Z }

t r e r i  o d e :
L  *  2  *  2  *  4 2  *  2 ,  *  2  *  1  *  4  + 2 1  *  4  r

l -sy1gr -1s11 r  de  la  pen ioderL= 1( : ,
EonEtante  de  Marko f f  avee iv l=  I  e t  DELTFI=  1836
C ( S ) =  .  O 2 3 3 J g
F I N



B l .  7

PROGR'IIIE 'RATIO'

5 trLS
1O FRINT  "E ) rnen  . I )mo r i r v ra r r t e  ? " i I t {Ë , t JT  F { : 5
! . 5  I F  A E  - I I E I I  O R  ê $  - I I E I '  T H E N  O F . E N  " O ' ' ,  * 1 ,  ' ' S C R N :  "  E L S E  O F ' E N  " O " ,  # 1 ,  " L F ' T 1 :  "
?t )  LET F ,=155
Sô LET Gl=28
4 0  É r R I N T # I ,  " P = " ; F , ,  " O = " ; 0
5 ( l  t r R I N T # 1 ,  " D e v e I o p p e r v r e n t  !  "
6C, LET f=O
7 Q  I F  ( F / A . )  = I N T  ( ç ' / E )  T H E N  6 0 T 0  1 6 c t  E L S Ë  6 0 T 0  g ( )
8 ( ]  L E T  Ê = I N T  ( ç , / A ,
9 C )  F ' R I N T # I ,  A
1r.)O LET X=O
11C-)  LET Y= (F , -  (Ê+Gl )  )
l t C t  L E T  F = X
1 J O  L E T  G = Y
1 4 O  L E T  I = I + 1
15(: ,  GOTO 70
1 ê C r  F , R I N T * L ,  ( p / 8 '
1 7 0  F R I N T * 1 ,  " L o n g u e l - t r ! ' r ;  f  + 1
lgO IF  Êr3  ( )  ' | rE '  F IND âr t  )  (  , ' e , ,  THEN t rLOSE 1
19O END
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EXEIPLE :

P= 135 O= ZB
Deve loppervren t  I

4
1
4
1
1
.-.,

Lor rg t -1s l1  P  3  A



Bt  . 9

PR0GRA!fG 'SEQI EI{CE'

1O pR IN l "E )  enan -  I  )  mon in ran te? , ' :  INPUT Ê$
11  IF  f i g= t t f r t  oR  A$="e "  THEN upEN "o " , f l ,  " s cRN3"  EL5E  opEN "o " , f  1 .  " Lp r l ! "
20  PRINTf I , "PROGRAMME DE CALCUL D 'UN ÊLGEBRIEUE DONNE PAR SON'DEVELOPPEMENT ' '
30  REM La  pe r t i e  non  pen iod ioue  se  nen tne  en  lAO
4Q REM La  oe r t i e  oen iod ique  se  nen tne  en  E4O
50 LET FIL=O
60  REM On ouv re  l es  f  i ch ie rs  l l ecessa i  res  Dour .  l e  ca l cu l  des  nedu i tes
65  D I r {  A ( lC rO)
66  D IM  E ( tOO)
67  D IM  C(100 )
68  D IM  G(1OO)
69  D IM  M( l ( l ( ) )
70  D IM P( lC t f - r )
g O  D I M  U ( 1 t - t t - t )
9 C t  D I F I  V t l O O )
1t)fl 9I i{ 0 ( 1(:,O )
1 l ( l  p R I N T f , 1 .  " P a n t  i e  n o n  o e n i o d i q r r e ! , ,
1 : ( : )  REM tn  ren ine  ie i  Ia  se lo r - rence su iv ie  de  i r
1 3 O  R E M  A T T E N T I È N I S ' i I  n ' y  a  p a s  d e  s e o r i e n c e  i n i t i a l e  r r e t t r e  u n  0  s e u l
1 4 ô  D A T A  L , 2 ,  L ,  1 , 3 , 0
15t )  REÊD PER
160 IF  FER =O GOTO lg0  ELSE GOTO L71)
L 7 t )  P R I N T f  I ,  P E R
1gO IF pER =O GOTO 29rl  ELSE 60T0 19(l
1 g C . I  L E T  F I L = F I L + 1
t ( l0  IF  F IL=I  6gT0 l l r l  ELSE GOTO iÉr l
r - l C t  L E T  P ( t ) = 1
' : ' l C t  t E T  0 ( 1 ) = t l
? 3 f . )  L E T  P ( ? ) = F E R
' : 4 0  L E T  0 ( I ) = 1':scr I3OTO 1=C,
i Ë I ]  LET  P  (F IL+1 )  =  (P  (F IL )  *PER)  +F  (F IL -1 )
l 7O  LET  O  (F IL+ l  )  =  (G l  (F IL )  *PER)  +0  (F IL - t  )
t8rl  GOTO 15O
l9O IF FIL=0 THEN 60T0 3ËO ELSE I3OTO JrlO
f , oo  PR INT f l ,  " Longueun  k+ l= "  gF fL
31 ( l  PR INTS1 .  "MATRICE M(k ) : , '
3 iO  pR INT f l ,  " p ( k )= " ;P (F IL+1 ) ,  "F ( k -1 )= " :F (F IL )
33 ( l  pR INT f  t ,  "O  ( k )  = " ;Q  (F IL+1 ) ,  , ' 6  ( k -1 )  = , , ;O (F iL )
34 t_ t  FR INT f  l , , ,D i se  (M  (  k  )  )  = ' ,  ;  (  (  F  (F IL+1  )  + r t  (F IL )  )  -  (  p  (F IL )  i tË  (F IL+ l  )  )  )
f,5t) ËOTO 4tlrl
36C t  PR INT f  1 .  " I l  n ' v  en  e  Bas . , ,



J7lJ
Sgrl
390
400
4 1 t l
4':Cr
430
460
47tJ
5to
530
540
550
390
370
5go
59t)
6CrO
610
6to
630
640
650
660
670
Ëgo
69C,
7ûô
7TÔ
7?t)
73û
74t:s
791)
TE t j
77t;)
780
79Q
êC,O
9 1 0
Bt0
830
840
950
s60
87tj
88r)
930
9tlt)
9 1 { )
9::0
930
940
350
9ËÈ
270
980
I  1 0 0

IF FIL=O THEN ËOTO 38O ELSE GOTO 4OO
LET PUM=7
G0TE|  440
L E T  X T  l = P  ( F I L + 1 }
L E T  X X = P  ( F I L )
L E T  Y Y I = Q  ( F I L + I )
L E T  Y Y = Q  ( F I L )
LET FIL=( t
R E M  O n  o u v n e  l e s  f i e h i e r ' s  n e e e s s a i r e s  p o u F  l e  e a l c u l  d e s  n e d u i t e s
PRINTf  1 ,  "Seqr -1s6ce donnee3 "
R E l t l  E n  n e n t r e  i c i  l a  o e n i o d e  s u i v i e  d e  0
D Ê T A  1 ,  1 ,  ? , 2 ,  1 ,  1 ,  O
READ REP

81 .10

deve loooemen t  de  I '  a lgebn ioue  cons idene
ooun  l es  ma tn i ces  u t i l i sees

Ies  donnees  i n i t i a l es

IF REP=O GOTO
PRINTE l ,  REP
IF REP =O GOTO
LET F IL=F IL+T
IF  F IL= I  GOTO
LET  U(1 )=1
LET  V (1 )=O
LET  U(2 )=REP
LET V ( l . - )  =1
ËuTo 55C,
L E T  U  ( F I L + 1 )  =  (  ( U  ( F I L )  * R E F )  + U  I F I L - 1 )  )
L E T  V  ( F I L + T  )  =  ( V  ( F I L )  * R E P )  + V  ( F I L . 1  )
ËBTO 550
p R I N T f l ,  " M a t n i c e  a s s o e i e e  a  1 a  o e r i o d e "
pR I  NTf 1 ,  "  p (  1 -k )  = "  . .  u (  F I  L+ 1 )  ,  , '  F (  I  -k -  1 )  = "  :  Li  (  F I  L )
p R I N T f  1 ,  " 0  (  l - k  )  = "  : V  ( F I L + 1 )  ,  

, ' E  (  1 - k - 1 )  = , '  . .  V  ( F  I l - )
p R r N T f , 1 ,  " D i s c ( M (  t - k ) = " :  (  ( u  ( F I L + 1  )  * V  ( i I L )  )  -  ( U ( F I L )  * V  ( F I L + 1  )  )  )
LET BB=1
L E T  E C = I * V  ( F I L + I  )
L E T  Ê A = U ( F I L + 1  ) . V  ( F I L )
L E T  D = (  (  ( V ( F I L )  - U ( F I L + 1 )  )  * ( V ( F I L )  - U ( F I L + 1 )  )  )  + ( 4 * v  ( F I t - + 1 )  * g  ( F I t _ )  )  )
IF PUM=7 THEN GOTO 7gI:}  ELSE GOTE 8' .JO
LET Ê=AÊ
LET F=BB
LET E=CC
coTo 950
LET A= (  (  ( xx1*âÊ)  + (XX*EC)  )  *1  1yy1*ÊÈ)  +  (vy* t rc )  )  )  -  (  ( xx t *yy t  )  *D)
LET B=(  (  (Yy1*AA)  + (CC*vy)  )  *xx l  ) - (  (  ( xx1* f ,Ê )  + (xx*cc )  )  *yv1  )
LET E=(  (  (YY1*Aâ)  + (yy*CC)  )  *1  1yy1*AA)  +  (yy*EC)  )  )  -  ( vv1*yv l *D)
R E M  L e  B n o g r a r ï f l i e  v i e n t  d e  c a l c u l e n  G
R E M  0 n  a o o l i c u e  e n s u i t e  l e  o n o g r a r n r y r e  " F R A c r I û N  C E N T I N U E "
REM On tes te  ie i  s i  D  es t  un  car r .e
F O R  R A C = I  T O  (  I N T  ( S e R  ( D )  )  + l  )
IF  RÊE= (  INT (SGR (D)  )  +1)  THEN GET0 95r ]
L E T  E A R = ( R A E * R R C I
IF CAR=D THEN GOTO 93O ELSE GOTO 94O
p R I N T t l ,  " A T T E N T I O N  !  D = , ,  ! D ;  " e s t  u n  c a n F e , ,
GETCI 2230
NEXT RAC
LET COMPTEUR=O
L E T  I = l
REM On es t  onet  a  e f fee tuer  Ie
R E M  I I  f a u t  c r e e n  d e s  f i e h i e n s

R E M  0 n  d e r n a r r e  l e s  e a l c u l s  s u r
1110  LET  â ( I )=â
1 l2O  LET  B ( I )=B
1130  LET  C( I )=C
1140  LET  S=E( I ) *6111
I  1511  LET  R=- ( t *A (  I )  *C t t l  I
f  160  LET  T= (  (A ( I ) *? ) - (  (B ( I ) ' . ! ) *D )  )
1170  LET  UU=ÊES(R)
1180  LET  VV=r tBS(S)
1t90 LET t^ l tJ=ÊES (UU- (VV*11111(UU/Vv)  )  )

580 ELSE 60T0 570

690 ELSE GOTO 59t-.r

61t) 9156 6OTO 66c1



1:OO LET UU=VV
1?1O LET VV=t l t l  t s l . I l

IET(T IF VV=I ]  THEN GOTO 1330 ELSE ËOTO I19O
r t30  LET  ZZ=ABS(T )
1I4O LET PP=ABS (UU- (ZZ*INT ( |UIJ/ZZI  

"1 l5O LET UU=ZZ
1:60 LET 77=trP
117t1 IF Z7=0 THEN GOT0 1î8O ELSE GI ITO 1340
1180  LET  S=(S /UU)
t :?C t  LET  R=(R /UU)
13OO LET T=(T /UU)
I  31O LET J= (  (  R '^? )  -  (  4*5*11 1
r s l o  REM La  p l us  pe t i t e  va leun  en t re  s  e t  r  es t  u t i l i see
1330 IF ABS(S) (ABS(T)  Gt lTO 1340 ELSE GOTO 1360
1340  LET  M( I )=AES(S)

1350 60T0 1370
136C1  LET  M( I )=ÊES(T )
1370  REM La  va leun  M( I )  es t  u t i t i see  oou r  l a  cons tan te  de  MARKOFF
13BCI IF COMPTEUR=I] THEN GOTO 1390 ELSE GETTI 19OI)
13?0  LET  M=M( I )
1 4 t 1 0  P R I N T f  1 ,  " V a l e u n s  p o u r .  G i  "
1 4 1 0  P R I N T f  1 ,  ' r A = r r  

f  A ,  " E = "  ! 8 ,  r r E = ' r ; 8 ,  " D = ' r ; D
1 4 4 C I  p R I N T f , 1 ,  " P o l y n o r v r e  m i n i ' v r a l  : (  ( " ;S ;  " )  *X *X )+ (  ( "  ;R ; " )  *X )+1  "  ;T ;  " )  "
14Jo  pR INTÈ i , ' , L "  àe "à ioàpà "e " t  donne  t es  va iË , . , 1 .Ë '= " i " ; ; ; " ; r , , ' " '

1 4 4 ( l  p R I N T f  l r  " A ( I + t )  " ,  " 8 ( I + 1 '  
r r ' ' r c 1 1 + 1 )  " " ' E N T. , ' ENT IER ' ' ,  "M( I )  "

t450  REM On passe ra i t r tenat l ! -au1 çBIq t { !ç .  du  deve l  oooerYre t r t
i aeo  LET 6 ( I )= (  (A( I )+ (E( I ) *sGR(D)  )  ) /E ( I )  )
1450 REM On oasse nai

1470  LET  A (  I +1 )=  (  (C ( I )  *Ê ( I )  )  - (  (C  ( I ) . * ! ) * INT (E  ( I  )  )  )  )
149 ( l  LET  B ( I+1 )= - (B ( I ) *C (  I )  )
149 ( l  REM Le  ca l cu l  de  E  (  I+1 )  do i t  e t  re  deco rv roose
1500  LET  X= (  (Ê ( I ) - (C ( I ) * INT (B ( I )  )  )  ) ^ : )
r 51O LET  Y=  (  (B  (  I  ) ' * ' : )  *D )
1610  C  (  I +1 )  =X -Y
1 6 ? C t  R E I Y I  E  (  I + 1 )  e s t  r v r a i n t e n a n t  c a l c u l e
1630  RE l4  I l  f au t  ca l cu len  I e  FGCD de  Ê ( I+11 .Ê ( I+1 ) , 8 ( I+1 )
164Cr  LET  U=(A ( I+1 ) )
1650  r -ET  V=  (B  (  I +1 )  )
16Ë0  LET laJ=U-  (V* INT  (U /V)  )
1670 LET U=V
1680 LET V=ral
1690 IF V=t)  THEN GOTO l7(J0 ELSE lÉÊi l
17OO LET  7= (C  ( I+1 )  )
171O LET p=U-  (  Z  *  I  NT  <U /  Z t  ' )

17?O LET U=Z
1730  LET  7=F
l74O IF Z=Cr THEN GOTU tT6O ELSE EOTO 1710
17= r )  REM La  va leun  du  PGCD es t  d i soon ib l e  en  U
L7F-O  LET  â  (  I +1 )  =  (A  (  I +1 )  /U )
1770  LET  B ( I+1 )= (E ( I+1 )  /U )
1790  LET  C( I+1 )= (C ( I+1 )  iU )

I  t Zg r l  REM Poun  con rmod i t e  on  Và  r y râ i n tenan t  imoosen  c re  g  1 !+1 )  so i t  oos i t  i f
1go0  IF  c ( I+ l )  (o  THEN GOTO 1910  ELSE Ë tT t l  1940
1B1O LET  A
1g2O LET B
1830 LET C

I+1 )= -A ( I+1 )
I+1 )= -B ( I+1 )
I+1  )  = - t r  (  I +1  )

1 g 4 O  R E M  M a i n t e n a n t  C ( I + 1 )  e s t  o o s i t i f
1B5O LET  S=C( I+1 ) *C ( I+1
1g60  LET  R=- (2 *A ( I+1 ) *C
IBTO LET  T= (  (A ( I+1 ) ' . 3 )_

I+1 )  )
(B ( I+1 ) ' * ? ) *D )  )

1gg0 LET COMPTEUR=1
1990  Goro  1170
l9c - r t l  IF  M(M( I )  THEN EUTO 1930  ELSE ËOTO 1910
1 91O LET tr l=M ( I )
l 9?CI  REM On a  rn i s  en  M la  o lus  pe t i t e  va leu r  t no r rvee  avan t
1930  pR INT t l ,  A ( I+1 ) ,  B ( I+1 ) ,C ( I+1 ) ,  INT (G( I )  ) ,M ( I )
194t1 IF I=t B0TO ZQ7tit



t 95O REM La  bouc le  su i van te  de te rm ine  ou  co rn rY rence  l a  oen iode  - r
1960  FOR K= l  TO  ( I - t )  DL 'LZ

1970 REr{
19BO IF (Ê (K+1 )=Ê( I+1
199 t1  IF  (B  (K+ l  )  =B  (  I+1
?ô0O IF  (C  (K+1 )  =C  (  I + l

) THEN GOTO 1990 ELSE GOTO 3O3O
) THEN EiOT0 IOOO ELSE 60T0 ?O50
) THEN ËOTO 2CI1O ELSE EOTB 2$3Q

lO lO pRINT8 l ,  "Debr t t  oen iode  K="  iK
?Ct tO  PRINTÊ l ,  "Longueun  L=" ;  I -K
?oso Goro ?t2û
t04O IF K=I THEN 6CITO 2Q7Q ELSE ËoTO 2O5O
lC)5O NEXT K
3060  REM On tnavense  Ia  bouc le  E i  l a  pen iode  n 'eE t  oas  t rouvee
2070  LET  l= [+ l
?Ogo IF I  (=1OO THEN EI ITO 1460 ELSE GOTO 3)9O
2O9Ô PRINTc T,  " - - -âTTENTION !  - - -CÊPACITE DU PROGRAFIME ATTEIFITE---D=" ;  J
31OO REI i I  Le pnogl .ar r i f ie  ea lcu le les per iodeE de lonqr- ter l r  rno indl .e  ouEr 1O0
2110  GOTO t230
l l lO  PR INT f I ,  "M=" ;M ;  "DELTÊ=" ; J
2130  PRINT t l ,  "C  (G )  = "  ;  M /  (SOR ( J )  )
??1O LET M=O
?3lO LET COMPTEUR=rr
?23O PRINT f ,1 .  "F IN "
:25O END
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PROGRAM} IE  I IMOTS ' I

5  T I M E t i = " O r J r O O : O O , ,
10  cLs
1 5  D I M  t r 1 ( 1 0 0 )  r D r M  8 1 ( r o o ) : D I M  F t ( 1 0 0 ) : D I M  B ( 1 0 0 ) : D I M  C ( 1 t 1 9 1  : D I M  6 ( 1 u O ) : D r i n  1 4 ( :
)  ! D I M  p ( 1 0 0 ) : D I M  U ( 1 0 0 ) : D I M  V ( l C , O ) : D I M  8 ( 1 D O )
30 INt rUT "eornb ien  de  canac t
n e s  s e r o n t  u t i l i s s  (  ( = 9  )  :  , ' ; J J
31 IF  JJ)  9  THEN GOTO 3I )
35 GOSUB 5OO
4 ( )  L O C Ê T E  3 , 1
5 0  I N P U T  " l o n g u e u r  d e s  r y r o t s  d u  l a r r g a g e  (  ( = Z S S  )  :  , , : N
60 IF N) 255 THEN GOTO 5c,
7o  AÊ=t " '
8 0  F O R  I  I = 1  T O  N
90 A3=4l3+rr I  r '

1 O O  N E X Ï  I I
107 GOSUB 10020
1 1 O  F O R  I I = 1  T O  J J ^ N - I
2 l O  N O = L E N ( â 5 )
22O CHt t=MIDS (R$,  NO,  1 )
23O I^ IHILE t rH9=MIDS (STR3 (JJ)  ,  t ,  1 )  AND NO ( )  O
24O l4 ID9 (43 ,  NO,  1 )  = ' r  t  r l
25O NO=NO-I
2 6 0  C H $ = M I D S  ( R S ,  N O ,  I  )
270 HEND
2 8 O  M I D S ( A E ,  N O ,  1 ) = M I D $ ( S T R S ( V Ê L ( M I D $ ( R g ,  N O ,  I  )  ) + 1 ) ,  ? ,  1  )
29O PRINT FI '3 ,
293 GOSUB 1(]( ]20
3OO NEXT I  I
3 4 5  P R I N T
3 5 O  t r R I N T  "  1 e  c a l e u l  e  p r i s  "  ;  T I M E . I D ;  , ,  E e c o r r d e s , ,
3 5 5  I F  R I 3 = ' ' i "  O R  R . 5 = " I "  T H E N  F R I N T * I , C H R g ( 1 2 )
3 6 0  I F  R 9 = " I "  O R  R r ! = , , i , ,  T H E N  C L O S E  S 1
37O END
5oo R!i=" "
5 0 5  L O C R T E  2 , 1
5 1 O  P R I N T  " E ( c r e n ,  I  ( m p r i m e n t e  r l
5 2 O  W H I L E  R t 3 ( )  " 8 "  R N D  R i ( )  " e "  A N D  R 5 ( ) ' , I , '  A N D  R 5 ( ) , , i , 1
53O LOCATE 2,2S
540 pRINT "  ' l

35O LOCATE- 2,23
560 INPUT Rt
57O I.JEND
5 A O  I F  R r l = , , E , ,  O R  R i = , , e , ,  T H E N  O F E N  t , O , , , i l l , , , S C R N t ' ,  E L S E  t J p E N  , , 8 , , ,  * 1 , , ' L F , T l  i , '
545 PRINTI}I ,  "ENUMERÊTION DES MOTS DE MARKOFF"
g9O RETURN
1OO2O LET FIÊA=O
1OO5O LET FIL=CI
1 O 4 O O  L E T  X X 1 = t r ( F I L + I )
1 0 4 1 O  L E T  X X = P ( F I L )
t O 4 2 O  L E T  Y Y I = O ( F I L + l )
l O 4 3 O  L E T  Y Y = Q ( F I L )
t O 4 7 O  R E M  O n  o u v n e  l e s  f i c l r i e n s  n e c e s s a i n e s  p o u n  I e  c a l e u l  d e s  r e d u i t e s
10535 PO=l
1O54O WHILE PO (=LEN (At )



1( )550
1 0 5 5 5
1r )556
1r )590
106r)( ]
1 C ) 6 1 ( ]
1()6?()
1C)63()
1r )Ë40
1(165[t
1Cr66rl
LO67t)
1r )675
1068(]
l c ) 7 1 5
tQ7?4
1 C r 7 3 0
LO74t )
1075C)
L|D76t)
1O85Ct
1()86()
1 0 8 7 0
1 0 9 8 0
1r:r99c)
109()O
1 0 9 1 0
1 0 9 5 0
1r.,96C)
rQ97Ct
1()98()
1 1 1()O
1 1 1 1 ( ]
1  1 1 l O
I  1  13( l
1 1 1 4 C t
1 1 15()
1  1  16C,
1 1 1 7 0
1 1 1 8 ( ]
1 1 1 9 c )
I  l z0 t l
1  1 ?  1 r )
1t22t)
I  123(]
L I24O
LL23O
Lt26tJ
L  l27c)
I  128r)
1 129()
1 1sClO
1 1 3 1 0
1 1320
1 1 3 3 ( )
1  1 3 7 0
1 138t)
I  139C)
I  1 4 3 0
1 146()
L  L 4 7 O
t  148( )
1  1 4 9 0
1  1 5 Q O
1 1 5 1 ( 1
1 1 6 1 ( J

R E F = V Ê L  ( m I D t t  ( â 9 ,  F O ,  1 )  )
IF  AAA(REP THEN GOTO 1I ]556 ÊLSE GOTO I . ( ]59( )
LET ÊAA=REF,
L Ë T  F I L = F  I L + t
I F  F I L  ( )  1  T l l Ë N  G O T O  1 ( 1 6 6 { )
L - E T  U ( 1 ) = 1
L E T  V ( 1 ) = ( - )
L E T  U  ( l )  = R E F
L E T  V  ( 2 )  = 1
GETO 1Cr675
L E T  U  ( F ' I L + I  )  =  (  ( U  ( F I L )  T R E F ' )  + U  ( F I L - T  )  )
L E ' f  V  ( F I L + 1 )  =  ( V  ( F I L )  * R E F , )  + V  ( F I L - t  )
F,O=F O+ 1
t^JEND
L E T  D I S E = (  ( U ( F I L + 1 ) * V ( F I L )  ) - ( U ( F I L ) * V ( F I u + 1 )  )  )
L E T  D Ë L T F I =  (  (  ( A Ê â * U ( F I L + 1 )  )  + U  ( F I L )  + V  ( F T L + 1 )  )  ' ' " ! )  +  ( 4 * D I S C )

L E T  B = l
L E T  E = ? * U  l p t t + l  )
L Ë T  A =  ( U  ( F  I L + 1 )  *  ( Ê Ê R . T )  )  + V  ( Ë  I L + I  )  - U  ( F I L )

LET D=DELTA
R E M  L e  p l o g r ' a r û r n e  v i e r r t  d e  c a l c r l l e n  Ë
R E M  O t r  a P p l i q t r e  e n s u i t e  I e  p r . o g r e r û r n € !  " f : R â C ' f I O N  C t i N l - Ï N U Ë "
R E M  O n  t e s t e  i e r  s i  D  e s t  r - t l l  c e f r e
M A X = I N T  ( S G I R  ( D )  + 1 )
F O R  l t = l  T O  M A X
IF l,(*tt=D THEN 60T0 L2233
NËXT I (

81 .14

LET COMtrTEUR=O
L Ê T  I = 1
R E l v l  O n  e s t  p r e t  â  e f  f e c t u e r  1 e  d e v e l o p p e r v r e r r t  o e  I ' a l g e b | .  l q r . r e  c o r l 5 i c t e r e
R E M  I 1  f a r l t  c r e r e r  d e s  f i c l r i e r s  p o t J l '  I e s  r n a t r i c e s  u t i l i s e e s
R E M  O r r  d e r n a r r e  l e g  c a l c r - t l s  s u r '  l e s  d o r r t t e e s  r n i t  r a l e s
L E T  A ( I ) = A
L E T  B ( I ) = E t
L E T  C ( I ) = C
L E T  S = C ( I ) * C ( I )
L E T  R = - ( 2 * A ( I ) * C ( I )  )
L E T  T = (  ( â  (  I  )  " ' 2 1 - (  ( B  (  l ) ' ' : ) * D )  )
L E T  U U = Ê B S ( R )
L E T  V V = Ê B S  ( S )
LET IJW=ABS f l JU-  (VV* INT (UU. /VV)  )  )
L .ËT UU=VV
LËT VV=tJ tJ
I F  V V ( ) r l  T H E N  G O T O  1 1 1 9 0
L E T  Z Z = A B S ( T )
L E T  F ' t r = A B S  ( U U -  ( Z Z * T N T  ( U U l Z Z )  ,  , )

L E T  U U = Z Z
LET ZZ=t rP
I  F  ZZ < '  O THEN GCITO 1  124( )
L E T  S =  ( S / U U )
L E T  R = ( R / U U )
LET T= (T  /UU,
L E T  J = (  ( R ^ 2 ) - ( 4 * S * T )  )
REM La p l  us  pe t  i te  ve leun er r t  ne  5  ec  

' l '  
es t  t l t  r  i ,  rsee

I F  Ê B S ( S )  ( Ê E S ( T )  T H E N  M ( I ) = Ê B S ( S )  Ë L S E  M ( I ) = Ê B S ( T )
REM La va leun M (  I  )  es t  u t  i  1 lÉee c louF la  eor rs tan te  oe  lv tF lRt i (JÈF
IF COMF.TEUR 0 O THEN 60T0 T I9OO
U E T  M = M ( I )
R E M  O n  p a s s e  r n a r n È e n a n t  a u x  c a l c u l s  r j l . t  o e v e l o p p e m e n t
L E T  G ( I ) = (  ( Ê ( I ) + ( B ( I ) f S G l R ( D )  )  )  / C ( 1 ,  I
L E T  A (  I + 1 )  =  (  ( C (  I  )  * A  (  I  )  )  - (  ( Ë  (  I  )  " ' ? )  * I N T ( 6 (  I )  )  )  )
L E T  B ( r + 1  ) = - ( Ë ( r )  * C  ( I )  )
R E M  L e  c a l c r - r l  d e  C  (  I + l  )  d o i t  e t  r e  d e c o r n o o s e
L E T  X = (  ( F l ( I ) - ( C (  I )  * I N T ( G ( I )  )  )  ) * ' ? )
L Ê T  Y = ( ( F ( I ) ' " Ë ) * D )
C ( I + 1 ) = X - Y



1 1 6 2 0  R E M  C  (  I + 1 )  e s t  r n a i n t e l r e l l t  c e l c ' r l e  B I  '  1 5

1 1 6 3 C , ' R E M  I l  f a u t  c a l c u l e n  I e  t r 6 C D  c t e  Ê ( I + 1 ) , 8 ( I + 1 ) , C ( I + 1 1
1 1 6 4 C f  L E T  U = ( A ( I + 1 ) )
1 1 6 5 t ]  L E T  V = ( B ( I + t )  )
1 1 Ê 6 0  L E T  W = U -  ( V * I N T  ( U / V ) ,
1  1670 LET U=V
1 1 6 8 C ,  L Ë T  V = W
1 1 6 9 ( )  I F  V ( ) ( l  T H E N  6 0 T 0  1 1 6 6 0
l 1 7 O O  L E T  Z =  ( C  (  I + 1 )  )
1  1 7 1 0  L E T  t r = U -  (  Z *  I  N T  ( U /  Z ,  ,
1  172Ct  LET U=Z
1 1 7 3 0  L E T  Z = F
t t 7 4 C J  I F  Z ( ) O  T H E N  G O T O  l l 7 l c t
1 1 7 5 0  R E l t l  L a  v a l e u n  d u  t r G C D  e s t  d i s p o n i b l e  e r t  U
1 1 7 6 r ]  L E T  A ( I + l ) = ( Ê ( I + t '  / U '
L L 7 7 1 )  L E T  B  (  I + 1 )  =  ( B  (  I + 1 )  . / U )
1 1 7 ê O  L E T  C ( I + 1 ) = ( C ( I + 1 ) / U )
1 1 7 9 ( t  R E M  F , o i l F  c o m r n o d i t e  o n  v â  r n e i n t e r r a n t  r M o o s e n  e r . r € l  C ( I + l )  s o l t  p o s r t r f
1 t 8 r ) O  I F  C ( I + 1 ) ) O  T H E N  6 0 T 0  1 1 8 4 0
1  1 8 1 0  L E T  A  (  I + 1  )  = - A  (  I + 1  )
1 1 ê 2 ( )  L E T  B ( I + 1 1 = - B ( I + l )
1  1 8 3 0  L E T  C  (  I + 1  )  = - C  (  I + 1  )
1 1 9 4 0  R E M  M a i n t e n a n t  C ( I + 1 )  e s t  p o s i t i f
1  1 B 5 C '  L E T  S = C ( I + 1  ) * C ( I + l )
1  1 8 6 0  L E T  R = -  ( 2 * â  (  I + 1  )  * C  (  I + 1  )  )
1 1 8 7 0  L E T  T = (  ( Ê ( I + l ) " 2 ) - (  ( B ( I + 1 ) ^ 2 ) * D )  )
1 18gO LET COMtrTEUR=1
1 1 ê 9 0  G O T O  7 r t 7 ' D
1 19OO IF M (M ( I  )  THEN GOTCI 1 194()
1 1 9 1 0  L E T  M = M ( I )
1 1 9 2 0  R E M  O n  a  m i s  e n  M  l a  p 1 r . r s  p e t i t e  v e l e u r  t n o u v e e  a v a n t
1  194t )  IF  I=1  GOTO L2O7O
1 1 9 5 0  R E M  L a  b o u e l e  s u i v a r r t e  d e t e n r n i r r e  o u  c o n r r f i e n c € r  l a  p e n i o d e
r 1 9 6 0  F O R  K = l  T O  ( I - 1 )
TL97O REM
1 1 9 A O  I F  ( R  0 ( + 1 )  ( )  â  (  I + 1 )  )  T H E N  G O T O  1 ? C , 5 ( )
1 1 9 9 0  I F ( B ( H + 1 )  ( ) B ( I + 1 ) )  T H E N  6 0 T 0  1 2 ( 1 5 ( l
I ? O O C !  I F ( C i l ( + l )  ( ) C ( I + 1 )  )  T H E N  G O T O  l l O 5 O
1 2 0 3 0  G O T O  1 ? 1 3 1
13C)5C) NEXT l i
l l ( l 6 C t  R E M  O r r  t  r a v e n s e  l a  b o u c l e  s i  l a  p e r r  o d e  r t ' e s t  p e s  t  r o r - r v e e
1 2 O 7 O  L E T  I = I + 1
1 2 0 g r l  I F  I  ( = 1 0 1 1  T H E N  6 0 T 0  1 1 4 6 0
1 2 O 9 O  F , R I N T * 1 ,  " - - - A T T E N T I O N ! - - - C A F A Ë I T E  D U  F R O G R Ê M M Ë  É r f ' l Ë I N T Ë - - - [ - r = " : J
1 2 1 t l O  R E M  L e  p l . o g F â r û r n e  c a l c u l e  l e s  p e r i o d e s  d e  l o n g r l E u F  I n o i r r d r e  q r - t e  1 { J ( l
1 2 1 r O  G O T O  1 2 2 3 5
1 2 1 3 1  I F  ( D E L T A * M * M ) = ( J * U ( F I L + 1 ) * U ( F I L + 1 ) )  T H E N  6 O S U B  l r ) O t ) r )  E u S É  G E I T O  1 ! : 1 ( r
L22LO LET M=O
1222(r LET COMtrTEUR-O
L2233 PRrNT#1,  " - - - - -  - - - - - - - - ' '

L225O RETURN
2 O O O O  R E M  m o d u l e  d ' i r n p n e s s i o n  d e s  r s u l t a t s
?ooot cLs
2 O O l O  P R I N T * l ,  " F F i o d e  d e  M a r k o f f "
2 O O 1 5  P R I N T  Ê 3 .
2OO2O FRINT{ t1 ,  "e="  ;  AÊA
2 O O 3 O  P R I N T * I ,  " M e t n i e e  M S "
2 O O 4 O  F , R I N T # 1 ,  " F (  l - k )  = "  ; U  ( F I L + & O ç ) ) ,  " p  (  1 - h - 1  ) = "  i U  ( F I L )
? O O 5 O  t r R I N T * 1 ,  " e  (  I - k )  = "  ; V ( F I L + 1  ) ,  " q  ( 1 - k - 1 ) = "  ; V ( F I L )
2 C I O 6 O  P R I N T * 1 ,  " d i s c = "  ;  D I S C
l C t q 7 O  F  R I N T * 1 ,  " m = "  ; U  ( F I L + 1  ) ,  " V 1 = "  ; U  ( F  I L )  + U  ( F I L + 1  ) ,  " k  1 = "  :  U  ( F I L )
2 o c r g o  t r R I N T * 1 , " V 2 = " ; V ( F I L + t ) + U ( F I L + 1 ) , " w = " ; V ( F I L ) + U ( F I L ) + V ( F 1 L + 1 ) + U ( Ë I L + 1 ) " " k ' .
;  u  ( F I L + 1  )  - V  ( F I L + 1  )
2 O C ) 9 O  t r R I N T * 1 ,  "  1 = , ,  ;  (  (  ( U  ( F I L )  r  ( U  ( F I L + 1  )  - V  ( F  I L + 1  )  )  )  - D I S C )  / U  ( F  I L + 1  )  )
Z( l lOO F,RINT*1,  "DELTÉI= , ,  ;  DELTA
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z ( t l f  O  t r R I N T t i l ,  " V a l e r t n s  p o u F  G ! r '
Z . O 1 2 O  F T R I N T * 1 ,  , , 4 = , ' ; 4 ,  , , 8 = , , ; 8 ,  , , C = " ; C ,  , , D = ' r ; f , )

2 O 1 3 O  F , R I N T * 1 , , , F o l y n o m e  m i n i m a l :  ( ( " ; s ; " ) * x * x ) + (  ( " ; l - l ; " ) * X ) + ( " ; - l ' - "

2 0 1 4 ( )  P R I N T * 1 ,  " L e  d v e l o p p e n e n t  d o n n e  l e g  v a l e r . r r s  s u i v a n t e Ê :  "
2 O 1 5 O  F , R I N T * 1 ,  " â (  I + 1 )  " ,  " E (  I + 1 )  " ,  " C (  I + 1 )  " ,  " E N T I E R " ,  " M (  I  )  "
2 r ) 1 6 r )  t r R I N T * t , A ( I + 1 ) ,  E ( I + 1 ) ,  C ( I + 1 ) ,  I N T ( 6 ( I )  ) , M ( I )
Z C t f 7 0  F R I N T # 1 ,  " D b u t  p n i o d e  6 = " ; K
2 ( ) 1 ê O  F ' R I N T * 1 ,  " L o r 1 g u e u F  g = " ;  I - K
Z t l l 9 0  F  R I N T # 1 , ' , M = , ,  ;  M  ; ' , D E L T A = , ,  ;  J
2 Q 2 O O  F ' R I N T * 1 ,  " C  ( 6 )  = "  ; M /  ( S O R  ( J )  )
2 O 2 O 5  F , R I N T # 1 ,  " "  ! F , R I N T # 1 ,  " "
2O2I1) RETURN

1  1 ? 1 2 ? t ? 2 2  a =  2
fl= L64 fr= 1 C= 19A6 D= êg2rlrgrlr4
L o n g u e u n  L =  I  1
M= 9OS DELTÊ= A82O9O4
C (G) -  .3O4O4C)4

LL?LZZZLIT  a= 2
A=-?2 B= I  C= 934 p= t7gOZ4B
L o n g u e u r  L =  I  1
14= 4O7 DELTA= 179O248
C ( G ) =  . 3 0 4 1 8 5

ILZL???L LZ a= 2
fl= 1Sr., l= I C= 1g60 D= 4eF94Z6Ct
L o r r g u e u n  L =  1 1
M= 306 DELTA= 1C)16O65
C ( 6 ) =  . 3 t ] 3 5 7 1 3

LLZL222I2L a= 2
A=-87 B= t c= LL42 D= 5569325
Longueur  L= 1 1
M= 551 DELTâ= 3569325
C (G)  =  .2916946

| L Z L 2 2 2 L 2 2  a =  2
f l= 154 B= I  C= t976 D= BTBSSOÇr
Longueun L= I  1
M= 9OO DELTFI= 87853OO
C ( G ) = . 3 0 3 6 4 3 7



PR06RtlfG 'C!-ÂSSES'

:, (., D I iY! Êiù ( !. (-!(l .t
Jr - ,  DIM E*t  (  i ( : t ( i )
J ( : i  D I H  C * ( 1 ( ) r l )
4 ( : ,  D I I ' l  f j * ( l ( 1c ) )
5( l  DI f r l  M* (  1( ]0)
6t - t  t - : 'q i t { ' f ' "8)  crar1.  I  )  rvro| . l ryrànt€,  "  3  INF,UT'  Él tà
" / ( : ' !  I F  Ê rS= , ,E , ,  OR Êg= , ,e , ,  THEN OF,EN "O ' , ,  #1 .  , 'SCRN: , 'ËLsE  OF ,EN
è0 LE-i 1v1 [ 1i= I (r.r
9 ( l  LET  MÂX=145
i ( i 0  LET  D#=MIN- l
1  1 ( )  LET  D*=D*+ l
1 : ( : i  I F  D { f = ( 4 * I N l ' ( D { + 1 4 ) )  ] ' H E N  G O T û  1 5 ( : ,
1 J ( )  I F  D S =  ( 4 + I l { T  ( D * / 4 )  )  + L  T H E N  6 0 T 0  1 5 ( l
i éC) GOI'o I 1{-,
150  iF  D* )MâX THE| !  GOTO 159 ( )
1 6 ( )  R E M  L e s  d o r r r r e e : l  s € r  r e t r t n e r r t  a  I ' r n s b t r . r c t : , o r . t  s r r l v a r r t e
17Q REM Ot r  t es te  i c r  s l  O  es t  L r r . t  ca r .F€ !
18C,  LET  FAC*= I
1 9 t )  M U = I N T  ( S 0 R  ( D * )  + 1  )
:t l( l FCJR RâC=1 fO frtu
? 1 O  i =  < D * /  ( R R C * R R C )  ) = I N - t ' ( D * /  ( R A C * R A C )  )  T H E N  6 U 1 û  ! t ( : )  Ê ' _ S i
I30 LET FFIC*=RFIC
iz3ti l IF RQC*RFIC=D* THËN 60T0 24O ÊL5Ë GOTO 37(l
2 4 O  t I R I N T * 1 ,  " F I T T E N T I O N !  p = " ; D * :  " e s t  u n  c e n l . e , ,
: 5 O  F R I N r T I .  r ' - - - - - - -  - - - - - - - ' l
: 60  GOTO I  rO
:7t ]  NEXl '  RÊC
; ' 8 D  i t E M  O r r  d e t e r r y r i r l e  I ' a l g e b r i q , r e  a  e t r . r d i e r
:9{l LE I irlM=(lt
3r)O LEf  f4 i r l=MM+l
3rr )  LËï  F l=O
g : j p  L Ë T  g g _ 1 ! * M M )

33O IF  D* ( (5 *MM*MF| )  T r {Ë .N  GOTO l l 0  ÊuSË 60T0  34 t )
34()  LET COMPTEUR*-I f
35O IF  H=(2*MM)  TFTEN GOTO 3 { tO
36 t l  LE l -  BO=(DÉ- (H* t11  1
37O FOR Ë=r  TO BO
3BO IF OgBO THEN GOTO S9.)  ELSE 60T0 41t)
39C, LEl  H=H+l
4cr() GOTO 350
411:)  IÊ (Glr  (4*MFl)  )  = (  BO) THÉN GOTO 43(.1
420 NEXî Gt
43O r-ET Er*=l
44r) yEi Ê*=Fr
45( t  RËÈl  Orr  oetet  rû l r le  1e Ê,ËCD cte f r l ;y l  .  n .  ( i { * i - l ) - [ l *s  (ô* t f l r t )

8 1 . 1 7

" O " , * 1 ,  " L F , f  l s "

bo-i  u t  7c,



4 6 0  L E f  U = H
47r)  LËT V= (  (H*H) -D* l  /  (4*14141
4 e O  L E T  W = U - ( V * I N T  ( U / V ,  )  8 1 . 1 8
49O LET  U=V
S(f( l  LET Vst l
51Ct IF V=t- t  THEN GOTO 5?O ELSE 60T0 4gO
3?(]  LET Z=MM
SJ IJ  LET  F '=U .  (  Z *  I  NT  <U/Z '  '
=4O LET  U=Z
53(]  LET Z=tr
56Ct IF Z=() THEN GOTO 57r) ELSE. 60T0 gSC,
57O REM La valeur .  du t rGCO est  en U
58O IF U=l THEN 60T0 5!lO Et-EiE GOTO S9O
59O REM
6CrO LET I={J
6 1 0  R E M  o n  e s t  p r e t  a  e f f e c t u e r  l e  d e v e l o g p e m e n t  c t e  I ' a l g e b n i q n e  e o n s i d e n e
6 tO  REM I l  f au t  cnee  n  des  f i ch iens  poun  l es  ma t r i ces  r . r t i l i se€ rs
6 3 c r  R E M  o n  d e r n a r r e  l e s  c a r c u r s  s u r  l e s  d o r l r r e e e  i n i t i e l e s
6 4 r o  L E T  â * ( I ) = â T
6 5 { )  L E T  B * ( I ) = B *
€ , 6 0  L E T  C * ( I ) = C *
6 7 ç  ç E 1  S * = t r * ( I ) * C * ( I )
6 8 t ]  L E T  R # = - ( 2 * Ê * (  I  )  * C # (  I )  )
E ? O  L Ë T  T * = (  ( â * (  I ) " ' 2 ) - (  ( E * ( I ) ' . 2 ) * D * )  )
7Ct( l  LET UU*-ÊBS (  R* )
71 t ]  LET  VV#=ÊBS (  S#  )
TZ t i  LET  WW*=ABS(UUS- (VV*F I INT f i JU* /VV* )  )  )
73O LET UU*-VV{ i
74r- r  LET VV*=IJW*
7=C, IF VV*=r)  THEN 60T0 760 ELSE EOTO 7ZC)
7 6 r u  L E T  Z Z * = Ê 8 S ( T * )
77C, LET PP*=âBS (  UU#- (  ZZtÈ+tNT (UU*/  ZZ#,  ,  ,
78O LET  UU*=ZZË
79Q LET ZZ*=lsP*
gCrO IF  ZZ*= t )  THEN 6OTCI  8 rO  ELSE 60T0  770
8 1 O  L E T  S * = ( S * / U U * )
8 ? O  L E T  R $ = ( R * / U U * )
8 5 0  L E T  T * = ( T * / U U * )
84()  LET J*= (  (Ri l^z)  -  (4*S*+T*)  )
8 5 O  R E M  L a  p l u s  p e t i t e  v a l e u r  e n t r e  S  e t  T  e s t  u t i l i s e e
g60  IF  t rBS  ( s# )  (ABS (T* )  THEN n* (  I  )  =âBS (s * )  ELSE M*  (  r  )  =F |BS  (T * )
g 7 A  R E M  L a  v a l e u n  M ( I )  e s t  u t i l i s e e  p o u r  l a  c o n s t a n t e  d e  M R R K O F F
88O IF COMPTEUR* =O TFIEN ÊOTO &IK} ELSE 60T0 15To
Sgt l  LET M*=M* (  I  )
9 O ( r  t r R I N T # 1 ,  " V a l e u r s  d e t e r n i n a n t  6 i , '
9 t t l  F R I N T S l , , , F l = , ,  i Ê * ,  " 9 = , ,  ; B * , , , C = t '  ; C * , , ' D = ' ,  ; D *
9 2 c ,  F R I N T * 1 ,  " P o I y n o r n e  r n i n i m a l  d e  G 3  ( ( " ; S * ; " ) r X r X ) + ( ( , ' ; R s ; , , ) * X + ( ' , ; T f f  ; ' , ) , '
9 3 O  F R I N T S l ,  " D E L T Ê I = " ; J * ,  " G l u e d r a t f  r e i = , ,  i D * . /  ( F É I C * * F Ê C S ) ,  , , F a c t e r J r = , , ; F A C *
9 4 o  p R I N T # 1 ,  " L e  d e v e l o p p e r n e n t  d o r r n e  l e s  v a l e u n s  s u i v e n t e s !  "
9 5 O  p R I N T * 1 ,  " 4 (  I + 1 )  " ,  " B (  I + 1 )  " r  " C (  I + 1 )  " ,  , ' E n t i e n , ' ,  " G (  I )  "
95o  REM on  passe  ma i r r t enan t  aux  ca leu lg  du  deve loope rne r r t
9 7 r )  L E T  G * ( I ) = (  ( F l * ( I ) + ( B * ( I )  * S O R ( D * )  )  )  / C * ( I )  )
g g c r  L E T  A #  (  I + 1  )  -  (  ( C *  (  I  )  * Ê * ( I  )  )  - (  ( C *  (  t r ^ 2 ,  r I N T  ( 6 *  (  I  )  )  )  )
9 9 O  L E T  B * ( I + 1 ) = - ( B * ( I ) r C * ( I )  )
1 O O O  R E M  L e  e a l e u l  d e  t ( I + l )  d o i t  e t n e  d e c o m p o s e
rO lO  LET  X f=  (  (É l *  (  I  )  -  (C l l t - I , ) *LNT(E* (  I  )  )  )  )  ̂ Z )

1Ct2O LET Yf l= (  (B{ l  (  I  )  ̂ 2}  *Dl} )
1 O 3 O  L E T  C S ( I + 1 ) = X l - Y *
1O4 t )  REM C( I+1 )  es t  ma in tanan r t  ca l cu le
1 O 5 O  R E M  I I  f a u t  e a l c u l e r  t e  P E C D  d e  R ( I + 1 ) , 8 ( I + l ) , C ( I + t )
t t l 6 o  L E T  U * = ( R * ( I + 1 )  )
1 0 7 1 1  1 _ E 1  V * æ  ( B *  (  I + 1 1  1
lCtEr)  LE-f  H*=U*-  (V** INT (Ut l /V*)  )
1t ]9t f  LET U*=V*
11OO LET  V l f=h l *
l l l t f  I F  V * - O  T H E N  G O T O  1 1 2 0  E L S E  6 0 T 0  1 O 8 O
1 1 2 C ,  L E T  Z l l =  ( C *  (  I + 1 )  )
1 1 3 0  L E T  P * = U * -  ( Z * * l N T  ( U f û l Z t t )  )
1 1 4 O  L E T  U * = Z *
I  15O LET '  Z *=P*



1 1 6 C t  I F  Z # = t ]  T H Ë N  G i t T O  1 1 7 t )  Ë L S E  6 O t ' O  l l S e
1 1 7 O  R E M  L a  v a l e r r n  d u  t r 6 C D  e s t  d i s p o n i b l e  e n  U
I  1 8 O  L E T  â #  (  I + 1 )  =  ( A *  (  I + 1 )  . / U * )  8 1 . 1 9
1  1 9 O  L E T  B # ( I + 1 ) = ( B *  ( I + 1 ) . / U T )
1 l 0 O  L E T  C * ( I + 1 1 = ( C { f  ( I + 1 ) . / U # )
1 : 1 O  R E M  F ' o n F  c o r y t r n o d i t e  o n  v a  r n a i n t e n a n t  i m p o s e F  q u e  C ;  (  I + 1 )  s o i t  p o s r t  i  f
l t t c r  I F  c S ( I + 1 ) ) O  T H E N  G O T O  1 U 6 0
1 É s t l  L E T  A * ( I + 1 ) = - A * ( I + 1 I
1 2 4 O  L E T  B * ( I + 1 ) = - B * ( I + 1 )
1 1 5 0  L E T  C * ( I + 1 ) = - C * ( I + 1 )
1 1 6 0  R E M  M a i r r t e n a n t  C ( I + t )  e s t  p o s i t i f
r : 7 0  L E T  S * = C S ( I + 1 ) r C * ( I + 1 )
1 2 S O  L E T  R * = -  ( 2 * Â *  (  I + t  I  * C *  (  I + 1  )  )
1 1 9 ( : ,  L E T  T # =  (  ( A *  (  I + 1 )  ^ ? )  -  (  ( B #  (  I + 1 1 , * Ë )  * D # )  )
13OO LET COMtrTEUR*=1
1 31(]  GOTO 7ç)C)
132( ]  IF  M*  (M*  (  I  )  THEN 60T0 135( )
133( l  LET MS=M* (  I  )
1 3 4 0  R E M  o n  a  r n i s  e n  M  l a  p l u s  p e t i t e  v a l e u n  t n o u v e e  a v a n t
1 3 5 ( )  t r R I N T  S l , F l * ( I + 1 ) ,  B # ( I + l ) ,  C * ( I + 1 ) ,  I N T ( t i * ( I )  ) ,  6 * ( I )
1 3 6 C r  I F  I = 1  G O T O  t g 4 o
1 3 7 O  R E M  L a  b o u e l e  s u i v a n t e  d e t e n r n i r r e  o u  c o r n r n e l r c e r  l a  à e n r o o e
t 3 8 O  F O R  K = l  T O  ( I - 1 )
I 5 9 O  R E M
1 4 O O  I F ( A # ( l ( + 1 ) = A s ( I + 1 ) )  T H E N  Ê O T O  l 4 L Q  Ë L S E  t j O T O  1 5 U O
1 4 1 ( )  I F  ( B *  ( K + 1 1 = B *  (  I + 1 )  )  T H E N  G O T g  t 4 2 . O  E L S E  G O T O  1 5 ? ô
t 4 2 r )  I F ( C * ( K + 1 ) = C * ( I + 1 ) )  T H E N  6 0 T 0  t 4 S O  E L S E  G O T O  t g Z C )
1 4 3 t )  P R I N T  * 1 , " L e  d e v e l o p p e n e n t  d e v i e n t  p e n i o d i q u e  e  p a r t i n  d u  F â n g  6 = ' . ; K + 1
L 4 4 Q  F , R I N T * 1 ,  " L e  p e n i o d e  a  p o u p  l o n g u e u F  L = , , ;  I - N
1 4 5 O  t r R I N T * 1 ,  " L a  e o n s t a n t e  d e  M a n k o f f  e s t  d o n n e e  p e r .  M = ' , ; M * ; , , e t  D E L T Ê = , ' ; J *
t 4 6 t )  F ' R I N T # 1 ,  " U l ' l e  v a l . e u n  a p p r o c l r e e  d e  c e t t e  c o n s t a n t e  e s t : , ' ; M # / S 6 I R ( J * )
L 4 7 Q  F , R I N T * 1 ,  " F I N , l
1 4 ê O  F ' R I N T #  1 ,  " - - - - -  - - - r '
L49e LET M*=r)
15OO LET COMF,TEUR*=I-r
151( : t  GOTO 59Ct
1 5211 NEX T l(
1 5 5 ( - t  R E l v l  O n  t  t ' a v e n s e  l a  b o u c l e  s i  l a  p e n i o d e  r r ' e s t  p e s  t  r o u v e g
1 5 4 0  L E T  I = I + t
1550 IF I  (  1O() THEN EiOTCI 97O
1 5 6 t 1  p R I N T * 1 ,  " - - - F I T T E N T I O N I - - - C A F A C I T E  D U  T R O B R F | M M E  A T T E I N T Ë - - - D = , , ; J #
1 3 7 t )  R E M  L e  p r o g t ' a m r y r G !  e a l e u l e  l e s  p e n i o d e s  d e  l o n g u e u F  i l r o i r r d n e  q r t e  1 ( ) O
158Ct  GOTO t47Q
1590 IF  AS ( )  ' rE t '  AND At  )  (  ' re '  THEN CLOSE 1
160() END
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TABIJ IIES ORBIÎES

DES NOITBRES ArÆEBRIqTES pE pEGRg 2

Cette table est fournie par le progranume UCLASSES" se'lon les valeurs

croissantes de A possibles.

Dans certains cas,  la valeur Â considérée est  mult ip lé du carré d 'un nombre

bapt isê " facteur" .  Le term est le quadrat f re i ,  ou nombre sans carré

correspondant. 
(facteur)

Cette table correspond aux nombres :

0ù

\ r-H*{T
, -  2MM

( nz  =A (modulo4MM)
,l o
l  pscd (r4M,H,tt ' -#, = t

De plus, grâce au thêorème de Serret, elle he comprend qu'un nombre correspondant

â toute pêriode donnée : celui associê à la plus petite valeur de À ' puis de

MM et enfin de H.
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Ê= t) $ = 1 C=2 D= 32
F , ( X ) = ( (  1  ) * X * X ) + ( ( - 4  ) * X + ( - 4  )
DELTA= 3Ë Gluad= 2 Faeteun= 4 [v l= I
F , e  r  i  o d e :

1 * 4 *
a lp - -  .2

f l = 1 ff= 1 E=2 D= 33
F ( X ) = ( (  3  ) * X * X ) + ( ( - 5  ) * X + ( - 2  )
DELTâ= 33 Ouad= 33 Faeteun= I  M= 1
F  e n i  o d e :

t * 1 * 2 * 5 . r
â I P =  ' Z

f l = l  B = 1  C = 2  D = 3 7
F  ( X ) = (  (  S  ) * X * X ) + (  ( - l  ) * X + ( - S  )
DELTÊ= 37 Gluad= 37  Fac teun= 1  M= 1
F e P i o d e :

1 * 1 * 5 *
a I P =  2

â = t J  B - 1  t r = Z  D = 4 O
F ( X ) = ( (  1  ) * X * X ) + ( ( - 6  ) * X + ( - 1  )
DEL'[Ê= 4t)  Gluad= 10 Faeteur= 2 l r l= I
F  e n  i  o d e :

6 *
a l P =  3



L 7 ?  . I

T A B L E  D E S  P E R I O D E S  P O U R  t ( S )  =  2

VÀLEURS DONNES POUR LES CONTRAINTES
m

0 ( m ( 1 0 0 0 e t 0 < K l = K r , (

2

* Ces cas correspondent à la Théorie de MARKOFF classigue.

-  Dê  ce t te  tab le  se  dédu isen t  l es  su i tes  ( s ,3 ) .  Pou r

ce l l es - c i  on  a  mr (S )  =  m .

m m+Ka Pér i ode  (S ,2 ) m.'(s )

5*

13*

29 r ,

34 *

73

74

89*

169*

185

193

194*

233r.'

4r0
425

433*

482

493

505

505

610*

985*

7

I8

4 l

47

100

105

r23
239

253

274

269

322

583

582

6L2

559

684

697

7L7

843

393I

( r ,L ,2 ,21
(L r l ,L ,L ,2 ,2 ,

(  1 ,1 ,  2 ,2 ,2 ,2 )
(  1 ,1 ,  r ,  r ,1  ,L  ,2 ,2 )
(  1 ,1  , r  ,2  ,2  ,L  ,2  ,2 )
(  1 ,1 ,  2 ,L ,L  ,2  ,2 ,21
(1 ,1 , r , r r l r r r1 ,  L ,2 ,21
(  l  r  1 ,  2  1 2  r 2  r 2 , 2 , 2 ,
(  r , 1 ,  L ,2 ,1  , L ,2  , r  r 2 ,2 '
( l r l , 2  r L  r r , 1 , l , 2  r 2 ,2 )
(  l ,  L  ,  L  r L ,2  , 2  , L ,L ,2  r 2 l
( 1 r l , r , l , 1 r r , I r 1 , r ,  L , 2 ,2 )

(  l  r  l  , 2 , L  , 2 ,2  , r  , 2  , 2  r 2 )
(1 ,  l ,  L  12  12  r2  r 2  r L  12 ,2 l
(  r , l  , 2  , 2  , 1 ,1 ,  2  , 2  , 2  , 2 )
( l r l , L  12 , l , r  r 1 ,L  r 2  r L  12 ,2 )
( l  r l  r  r r r ,  2  r L ,L  12  rL ,L ,2  r 21
( l r  l , 1  r 1 ,  L ,2 ,2 ,L ,L  r L ,2 ,21
(  1 ,1  , 2 , r ,  r ,  r , 1 , 1 r  1 ,  2  12  , 21
( l r l  r r r l  r l  r l , l  r r r l  r l  r r ,  L , 2 ,21

(1 r1 ,2 ,2 ,2  r 2 ,2  r 2  r 2  12 '

5

13

29

34

7L

70

89

169

169

181

194

233

374

409

433

436

463

s03
473

510

985
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EXEMPLE DE  LA  (3 ,0 , - l )  THEORTE

TABLE DES PERIODES POUR

VÀLEURS DONNEES POUR LES

0 ( m ( 1 0 0 0 e t O (

t (S )  =  a  =  3

CONTRAINTES
m

K =K<-
4L2

10

25

53

58

65

r09
r30
130

137

149

170

24L

269

305

314

317

337

338

346

349

373

389

445

578

586

625

629

674

698

706

725

13

32

76

75

83

L42

L77

r87
L74

193

2r7
305
35r
438

443

431

485

437

439

485

477

504

558

829

74L

807

820

863

911

017

032

I

I

(1 ,2 ,3 ,3 )

(L ,2  ,1 ,1  ,  3 ,  3  )
(  r ,1 ,3  ,  3  ,2 ,3  )
(L ,2 ,2 ,2 ,3 ,31

(L  ,2 ,1 ,1 ,1 ,1 ,3 ,  3  )
(L ,2 ,3 ,3 ,3 r3 )

(  1 ,  r ,1 ,3 ,  3 ,L ,2 ,31
(  l ,  r ,  3 ,1 ,1  ,3  ,2  ,31
(L ,2 ,L ,2 ,2 ,L ,3  ,31
( r  ,2  ,2  ,L  ,L  ,2  ,3  ,31
(L ,2 ,1 , l  r r , r , l r1 ,  3 ,  3 )
(L  ,2  ,1 ,  3 ,  3 ,1 ,  3  ,3  )
(L  ,2  ,3 ,  l , 1 ,3 ,  3 ,  3  )
(  1 ,  r ,  3  ,2 ,2 ,3  ,2 ,31
(  r ,1 ,  2 ,3  ,3  ,2 ,2 ,3 )
( l r l r r ,  3 , l ,L  13 ,L ,2 ,31
(  1 ,1 ,  3 ,1 ,1 r  1 ,  L  ,3  ,2  ,31
(L ,2 ,2 ,2  r2  r2 ,3  ,31
(L ,2 ,L ,2  rL  rL ,2 ,  r ,3 ,3  )
(  1 ,1 ,  r ,1 ,3 ,3 ,1  ,L  ,2  ,31
(L  ,21  1 r  l  ,2  r2 , r ,1 r  3 ,3  )
(L  ,2 ,2  ,L  ,L  r  l ,  r ,  2  ,3  ,31
(L ,2  r r r l  r1 , l , l , r , r r r ,  3 ,  3 )
(  1 r  1 ,3 ,3  ,3  13 ,2 ,31
(L ,2  ,1 ,  3 ,1 ,1 ,3  r  1 ,3 ,3  )
(L ,2 ,2 ,3  ,3 ,2  r3  r31
(L ,2 ,3  ,2 ,2  r3  r3  ,31
(L  12 ,  r  r  r ,3 ,3  r  1 ,1 ,3 ,3  )
(L  ,2 ,  3 ,1 r  r ,1 ,1 ,3 ,  3 ,3  )
(  1 ,1 ,  3  ,L ,2  12 ,L ,3 ,2 ,3  )
(  l ,  r  ,2 ,L ,3 ,3 ,  L ,2  r2  r3 l

10=m

25=m

53=m

58=m

55 = JII

109=m

I30=m

L26

I37=m

149=m

170=m

239

269=m

305=m

314=m

298

323

338=m

346=m

349=m

373=m

389=m

445=m

578=m

542

625=m

629=m

674  =  m

698=m

662

725=m

Pér i ode  ( s ,3 )



82 .3

746

773

785

793

797

82L

829

853

865

881

901

90s
949

962

I

1

I

I

I

t
I

I

I

I

t

I

I

I

015

090

L27

087

oL2
116

075

185

118

268

143

248

2L4

227

(  1 , 1 r  1 r  3 ,  2 , 2  r 3  , L  r 2  r 3 l
( l r l , 2  1 3 , l  r r ,  3 , 2  1 2 , 3 )
(  r , 1  , 3  1 2  r r  r L  1 2  r 3  r 2  r 3 l
( l r l , L  r 2  r 3 , 3 , 2  r r  r 2  r 3 l -
(L  ,2 ,L  ,2 ,2  ,2  ,2 ,1 ,3 ,3  )
( 1 , 1 , r , 3 r l r l  r l , L  1 3 , L  1 2  r 3 ,

(L  ,2 ,2 ,L ,2 ,2  ,L ,2 ,3  ,31
(1 , r , r r l ,  3 r l r r ,3 r l ,  r ,2 ,3 )
( L  , 2  r 2  r 2  r L  r L  r 2 , ? , 3  , 3 ,

( 1 ,  l ,  3 , 1 r 1 r l r 1 , l r 1 , 3 , 2 , 3 )

( L  , 2  , L  , 2  ,  r  ,  I  ,  I  , L  , 2  ,  r  ,  3  ,  3  )
( 1 , l , r r 1 r r ,  3 ,  3  r l , 1 rL ,2  r 3 )
(L  , 2 ,1 r  1 ,  2  r L  , L ,2  r L ,1 ,3 ,  3  )
( L ,211 , l ,  L , 2 ,2 ,1 r1 , l r 3 ,  3 )

727

773=m

785=m

793=m

797=m

763

829=m

8r8
865=m

843

901=m

905=m

949=m

962=m
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PROGRAilt{8'.EXlREltUrx

1Ë  FRINT"ETTJDE l iE  LA  t : e t ,  F ,  E ) -THEORIE"' : ' t i  FRINT"Ei  crarr ,  I  ) r r rF, r  i r r rante" !  INFUT A$
: iû  IF  A$="E"  r ]R  65=" * "  THEN ûPEN 'O" ,  *1 , , , 5CRN:  "EL9E OFEN , ,É , , ,  #1 , , , LFRT:
(: ;Jr:l i "
.1(j Li:T Ë{*= 1
50 ilAÏcl |iA7'F:,9:15
t-,ç REpiD t'l# , tr. 1{t
7rr  LET lr . i$=1ç1ç
Ë(i LËT i1*=:
ttl LET [-{f= r. r. r: F:1*.S}{l*) -E*) /t't*)
l (J r l  ÏF  INTT.LS)=L*  THEN GOTU TË0 ELËE GOTO 11r )
1 1 ( : I  F R T N T * 1 ,  " A t t e n t i ' : n  !  l n ' e s t  p a s  e n t i e r , ,
ittl ÈirlTË Ë7r)
t : ] r l  LET R#=M#
1 4Cr LET Fitt= r. r. M#:$ (. A{*+ t } ) - r: t{ 1 *+Kt* ) )
I 5t1 1-E1 T{*= ( L*- r: (. A*+ I ) :S}( I * ) )
lË t l  1 -E i  US=t : l { :1* -L#}
17(_1 LET V{*=r.  M#-tr .2{*)
irj(l LET l' lN#=r:T{+:+:':l
J. 5(J LËT l'lX #= r: R*:fit )
i (JI)  IF E=_1 THEN GCITO 21t1 ELËE GTTO T4D
! 1t l  F *=l- , f t :  l , lF*=1t.1 *
:!r:i (j*-V*: t"l(l*=M#
i3(l GOTO .lË.rl
: .1r1 LEj- p 'ç=r.  r .  ( :  r :  A*+1 ): f i t r :1#) -L#): f iV*)+r:K1#:f tJ*)
i5r_' t  1_91 Q{*=( r .  ( .  ( .  A*+1 ) : t lH#) - tr : :Z#). tv*)+r,  M*;tu*). :51  LET HF *=( :  ( .  h :1* r f iH1* )  + ( :  ( :  r .  A{++1 ) : tM*)  *K1#)  )  - (  M* : f iL* )
25; '  LË I  i , l ( I#=r.  r .  Mfl , : f i } ( t#)+( ( :  ( :A*+1): f ,H*): f iM*) )-r : | "{* : f , }r :?*)
trr(l F R I NT* i , ,,:fi:*:fi:ft:t:t:f .fi:fi:fi:f :fi:f :fi:f:fi:fi:fi:fi:fi:3:f,:S'#:f :fi:fi.#.fi.fi,,
' J r 3  1  F R I l . . l T S t  ,  , , A = , ,  i  A * ,  , , t r . r = , ' i  H * r , e p S = r , ;  E *
i , 5 Ë  F R ï N T * 1  , " 1 { . L = "  i F : 1 * , " 1 1 . j : J i "  i } { t * ,  " l = , ,  i L *' : 7 ( l  F R ï l ' J T * 1 , " f r . X , Y ) = r l  r : " i R * ; r 1 . 3 1 : f i X ) + ( ( " i g * i " ) : f x : + : v ) + r l ( , , i T # i , , ) + y : + : y : r , ,
' :75  F ,RINT|+ I  , " - - - - - -  - - - - - , ,
' i 7Ë,  LET Er { f  =HINr :  INT( : t ' tF {+ /F* )  ,  INT( . l ' 1 r l * /Q* )  )
! :3r l  191 i :*=r.R*.{r :MF*:f i t " tF*} )+r:  (B*: f i (MF#:fMe*) )+r.19;g(Mr:t* : f iMe$} )  )
: : l f : r o  F R I N T + }  1 , , ,  l , ; 1 = , , i M F * r , , r r l l = , i M r l * , , r a = r r i E * r , r f ( . x r y ) = , , ! F *
: j1r l  REi ' , |  #L ,  "F,r l  11 )  =,,  i  F{ l  ,  , , r - l t :  n)=r,  i  r l$
.SIt] IF F*}O THEN GÙTÛ :3EI) EL:3E GCITO :33O
:J::I() ]F FI+}HN# THEN GOTD 3411 9L96 GCITO :39CI
:14(l LET l,lN#=F*
:j.5() GûTt 39r)
:]EO IF Ft*.r.l,lyç THEN GOTÛ 37r) g1-5E GOTO 390
: i7t)  LET HXit=F#
:;9O IF P*11 THEN GOTO 4rlr1 ElgE GUTO 4ËO
4t ) t1  191 XX*=r lMF*- (E#: f iFS) ,
41( )  LET YY*=r .Mr f * - (E* : f i r l * )  )
4! t i  MF { '=F l* :  F *= X X *
4:jtl f,l(l i+=tl# : tl{*=YY#
44t1  1E1 E*=MINr .  INTr .  HF* /F* )  ,  INT(  F t r l * /Q#)  )
45rl GrJTO 2,311
.1EO LET F#=r:R#:f i (F*: f iF#) )+( r .Ë*:ËrlF*:*Q*) )+(T#:f i (r ï#:*r j*)  )  )
47t j  IF F:#.{ :O THEN GCITO 4rl0 EL:]E GOTO 540
4: lO LET Er#=l
^1Ë1 IF F{+}I'lN* THEN GOTD 41â2 EL.EE GTTO 4Ê3
4:Ji,i L_ET l'lN*=F*
. t Ë : i  F R I N T * 1  r  " k : L = "  i  1  r  " r r i t = "  i  t : ! * - L  r  "  a = t t i  1  r , , f  I X , y t = r , i F #
4 Ë : 4  R E H  l + 1 ,  " F t . n ) = " i t ) ,  " ( r l t :  n ) = " i  I
,4 : : r5  LET pS=r . f t f t+ r :  (Ë** (Q*-1)  )+ (T* . f i (  ( r : t * -1 ) * (QS-1)  )  )  )  )
4:16 IF Fs. i l ' tx* THEN GOTO 4Ë7 EL:3E GOTO 4ËB
4:É7 LET MXS=F*
4 : 3 8  F R I N T # 1  , " k L = "  i O r  " r r l  1 = , ,  i  1  , " a = "  i  ( Q * - 1 ,  , u f  ( . x r y ) = r r ; F *
4Bg G|ITO Ëtr)
54rl LET E:#=rlt*
545 IF F*{.HX# TFiEN GUTÛ 5.5I]  EL:3E GOTO 560
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5.5O LET MX{*=F*
. r - - 6 t l  F R I N T { + 1 ,  " k  I = "  i  1  r  " I ù 1 = "  i  E * ,  "  a = t t  i E * r  " f  ( x ,  y ) = "  i  F *
5 7 ( l  R E M  { + 1 r " F t  n ) = " i ( J , " ( l t . t t ) = " i  I
S g t l  R Ë M  C a l c u l  , J e  f  i n  d ' a l g , r r i t h n t e :
.5,_15 IF(-T*).r :MN* THEN GOTO .5'3Ë EL.ËE GOTO 597
$,IrE LET ITN*=I.-T*)
5 9 7  F R I N T { + I , " k L = " ; t J , " f r l  1 = ' r i 1 r "  "  r " t  ( n , y ) = " i T *

E : ( ' J  F R I N T { + I , " - - - - -  - - - - - - "

Ë :10  FRINT* ' l  ,  "N t  THETA)="  i  I ' INS , "1 : , , ) i t  A l :THETA)="  i  ( t ' lN* / l ' l # )

Ê 4 t )  F R I N T # 1 ,  " H a t l Ë ) = " i t ' l x * ,  " 5 , r i t  n t ( f  ) = " i  ( M X * / | " ' l * )
6 - c r j  F R I N T * I , " - - -  - - - - - - - - "

6rjr) GûTO 5rl
FJTI) IF'  ArS.r. \"8" AND AIFF.{."e" THEN CLOEE 1
riËrl EI.JD
F,-_+r1 P5, INT{+L , "::jTOF"
7(l(:) eiÛTrf bf()

EXEI IPLE

:fi :+.:#:fi :+::+ :#:+. :li:fi :t :iÉ:#+ :+:f :+::fi :S:#:#:fi :fi :fi :+:t:fi :f :fi :fi

f  r . X , Y ) = r . r .  2 : 3 7 ' 7 ,  ) : f X . * X ) . + ( :  t :  5 1 F 1 4  ) : t X : * V ) + t . ( - 2 5 4 7  ) + Y : f i Y )
l q . 1 = ' 3 É 5

r'i= 2:J7È:
F.?= '3:35

ÈFs= 1
1= 4t-.1Ë

a=1
a=1
a= t
a= t
a=2
a=2
a=2
a=2
a=2
a=?
a=2
a=1
a= t
a=2
a=?
a=?
a=2
a=2
a=2
a= t
a= !

l , ; ' l= 7{.12Ë,991
k 1= 4 i  1t :- .J 1e- '
l , ;  L= Ë:11uË75
[ . : i=  tZ t ]L ;Ë41
p; 1= {,1!:iE3
1.' 1= it-1Ëtl:55
tl 1= Ë-CE:-:!::l
P' 1= :l:.!,4:-19
1, . :1=  I47 t j1
l:21= fitJJ'-g
L 1= l-847
h: i = 9:15
k1,= 577
l.: 1= 4tJ:j
k 1= tt39
1. .1=  7r )
k t =  1 9
l , : 1 =  1 2
l,; L= 5
l . : 1 =  !
L;  L= I
l . :1=  t )

rr l l= 1Ë9F14852
nrL = 99:37663
n iL= 7OtE9Ë9
r r r l=  391(1874
r , i1=  tËO-q841
ni 1= 499:15?
nr1= 2OE:157
nit  = Ë5878
ni 1= 3.5.5t11.
rr i l= L4,E7E
nrt= l i .  149
rrtl= lJ'37lË
rrl l = 1:39:!
nr 1= '3:il5

rrr l= 4t lË
rnt = LF.9
nr1= 7t)
n r t =  2 9
I r i l=  12
r r ' r t = . 5
rr i l= 2
r r i l=  t

f ( x , y )=  237Ê
f ( .11 ,y )= -3 :3114
f t. r:, y) = .3:i62
f  ( :< ,  y)  =-2 iJ7B
f  ( :c ,  y)  = 2E,47
f t : x , y )= -251Ë
f  t :F : , y )=  2523
f ( .>< , y )= -25?2
f  ( .  x ,  y)  = Ë523
f t l . i < i tY )= -251Ë
f t lx-, y) = 25,47
f (: :r, y'l =-il:378
f  r : x , y )= ' 3 i c63
f  ( . tq ,y  )  =-3363
f ( x , y )=  2378
f (. x, y) ='2.547
f  ( . x , y )  =  25 tB
f  lx ,y  )  =-?523
f t x , y )=  ! 52?
f (:x , y) =-2523
f  ( x , y )=  251Ë
f  ( . x , y )= -25 ,47

Nt.THETA) =-" '7i : t '78
t ' l a t l Ë ) =  2 i l 7 Û  Ë , : i t  r n ( f  ) =  1

. 3 0 i t  A T . T H E T A ) = - 1
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PROGRAUME "T2f

r  ON ERROR GOTO 375
1 0  D I M  A ( t @ A @ O )
2 A  F R I N T  " E )  c r a n  ,  I  )  m p r i  m a n t e ? , ' :  I N F U T  A S
3 @  I F  A $ = " E "  ( J R  A $ = " e "  T H E N  C I P E N  " o " r * l r " s c R N : "  E L S E  O F E N  " o , , r * 1 r " L F T ' I : , '
4A LET MU=Z
41 IF  MU{ :O THEN 60T0 4? ELSE GBTO 45
42 LET MUX=I
43 60T0 5@
45 LET MUX=MU+I
5Ql LET EPS=I
6Al REI ' I  MU=l* l1- l - :2,EFS=+,/-1
65 LET T=2
7 0 t  F R I N T * l r " c a l c u l  f a i t  F o u r  M U = " i H U i  " r t  ( s ) = , , i T i  " r € t  ( - l ) , . r r = , , i Ë Ë , S
B O  P f I I N T * 1 ,  " + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + r t '
9O FOR F l= l  TO L@@@@Ol
1 O O  F O R  H I = M U X  T O  (  ( M + M U )  / 2 )
1 1 4  I F  I N T ( ( ( ( l { 1 * } { 1 ) - ( M U * H 1 ) ) + E F S )  / t ' l l = ( ( ( i l { l * } . . ( 1 ) - ( M U * E : 1 ) ) + Ë F 5 ) / M )  - r H E N  G U T O  L ;
ELSE GOTO 46CI
12El LET F=M
lEA LET e= ( (M_lr.  t  )  +FtU)
LAO IF  (H: I - I ' IU) {O THEN GOTO 4éO
15@ IF  i l , { l -Hur ' r r .M/21 THEN GOTO 464
16Qt  LET T=@
1 7 @  I F  ( P / 8 ,  = I N T ( F ' / 8 ,  T H E N  B O T O  ? 6 a t  E L S E  G O T O  1 B A
t B O  L E T  V = I N T ( P / 8 ,
1 9 @  L E T  A ( I ) = V
zClO LET X=Gl
2 1 0  L E T  Y = ( P - ( V * G )  )
2?O LET F=X
23O LET CI=Y
24O LET I= I+1
250 60Tû tT td
2 6 O  L E T  L = I + l
2 7 @  L E T  A  ( L - 1  )  = I N T  ( F  / G ,
Z B O  I F  (  (  I - E F S I  / 2 ) = (  ( L + 1 ) - ( ? * I N T (  ( L + 1 )  / 2 )  )  )  T H E N  C i O T E  f , Z ? J  Ë L S i E  Ë O T ' Û  i 9 @

2 9 0  L E ' f  A ( L - 1 )  = A ( L - 1 ) - 1

SCIO t.ET L=L+ I
3 1 O  L E T  A  ( L - 1 )  = 1
32O LET MAX=A(O)
33O FOR N=O TO L-1.
34O IF A(N)>F,IAX THEN 60T0 354 ELSE 60T0 360
3 5 O  L E T  M A X = A ( N )
360 NEXT N
S7A IF FIAX=T THEN GOTO 575 ELSE GOTO 448
5 7 5  P R I N T  * 1 ,  1 ' F o r J r  m = " i l ' l i " r K l = " i K t i " r K 2 = " ; K l - M U ; " e t  1 = " ; I N T ( ( ( ( P ; 1 * H . 1 ) - ( F l U * l ' ; : l )
E P S )  / M )
38O FOR N=@ T0 L-1
3 9 O  P R I N T | I I  T A ( N )  i  " * " i
4@O NEXT N
4 t J A  F R I N T  f l t M A X i  " = t  ( S )  "
43O PRINT S1r  r r - - - - - - - - - - - - - - r '

446 LET I'!AX=O
45O ERASE A
4 6 A  N E X T  K I
47O NEXT M
4 B O  P R I N T  # 1 .  " F I N ' '
490ô IF  A$<>"E"  AND AS) ' i "e "  THEN CLOSE I
5BA END
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PROGRÀHtlts r'GENERAL"

1( l  FF i I I ' J f "E)  c rar r ,  I  ) r r rp r .  i r r ran te"  :  t rNF 'UT A$' : a  I F  A : S = " E '  O F  A $ = " e "  T H E N  I I P E N  , O " ,  * 1 , , , Ë C R N : , , E L S E  O P E N  , , O , ,  * 1 , , , L F R T :
(: FJIJ J ,,

:1 ( l  D IM A( .  1 ( ) ( l )
4 ( i  [ rF i INT"Va]eur  n r in i r r ia le  de  l ' l I :  , ' :  INFUT EK*
St l  F 'RINT"VaIeur  r r ra : . : i r r ra lË  de  l ' l I :  " :  INFUT Cl { *
Ér; LET i"lX=rl
7r- i  LE'I  E=1
r=r(l LET RË=7
'3(J LET R 1= 1
l r l r - i  IF ( : -R: : ) ,?=( 'R1)  r fR  ( :R ' : i f ; r :R t )  THEN GOTÛ : -J ' :0
11( l  D I1 ,1  11$r .  t r ) r ) )
1':O eiD:jl_,E; :3E,rJ
1::rO IF rJr-r*=l  TI{EN GOTE 14r} ELËE GOTO :320
14t1  P16 PI I=E[ , : .#  TO Ct r ] *
1 5 r l  L E T  F I = r . R : : # t l I  ]
l E t l  F t F t  t ï I = 1  T O  F I
17O IF  l " lâX( : (J ,  t :  ( :F l : f iR l1 /R2,  ) )= r l l  THEN GOTO gtCI
1r j r . r  IF  r lL : , ( :  ( :F I iRZ) : f i r l  r .R1+R?r /2 r '  THEN GOTO 22r l
190 LET TI=r .  ( :  r . r r t l r f iÊ I  )+E)  / l ' , l I  ). : ( ] t ]  IF  Ï I \ JT( :T I )=TI  THEN GOTO ' :1O EL:3E GOTO . :2 ( )

2 l u  Ï F  I N T t . t . T I - ( t t I : f i R l ) ) / R Ë ) = t  r . T I - ( Q I : f R 1 ) ) / R 3 )  T H E N  G O T O  1 5 0
t ' :O t \ lEx' f  QI'::1(l NEXT 1'lI
t4r) GtTrl :i:3rl
= 5 ( 1  F ' R I N T * 1 ,  " - - - - - - - - - - - - - - - - - "
z t : r l  F ' R i N T + 1  , " ï t = " ; F I i , , l { : l = , , i r l l I . , , F ' : = , i ( ; l I - M I i , , I = , , i ( ( . T I - { r . l I : f i R 1 )  j / R Z )
l 7 t ]  F R I N T * L  ,  " Ê 1 . = , ' i  R 1 i  , , R 3 ' = "  i  R 2 i  "  (  r l - t  )  * n )  = , ,  i  E.::]'] LET F.#=F I
4'f O LET tl#=tl I
:frlr) frilËtJE h;:0
:_1tr) GûTrf :rrl
: l r t t l  F R T N T * 1 ,  " F G C D r . R 1 ,  R i )  d i f  f  e r e n t  d e  L , '
:3 :J tJ  IF  A$.1 . ">"8"  AND A$) / ' "È"  THEN CLOSE I
: : ; 4 0  F R i N T # t  , " - - - - - -
JISD ENI)
: l r l t l  REM Ë,=us pr ' ' f ,gnarrr l r ie FGCD:entreeE UtJ#et VV*
:. : i -7()  REl ' l  I1 f  aut avai F DuveFt 51ç1 lr)r))
: !Ë : t )  LET F  1*=AE.Ët  R1)
:39r) LET rî1*=AE;Ër.R2)
4O( l  LET F#=Fl *
410 LET t-1f{=t l1l f t
4 l t l  LET I I= t l
ôAtJ  IF  (F* / ( : t * )= INTr tp* / r1* )  THEN GOTO 510 ELSE GOTO 440
44t )  LET N{ i ' r .  I  I  }= INT( :F* / ( l# )
45r )  LET Z#=(  INT(F* / f f * ) : f , r ï * )
4Ër1 1_E1 Y*=r.F'*- i :*)
47r) LET F{*=tl*



85 .2

4Ërri L-ET ri*=Y#
. t '3 t j  LET I  I= I  I+1
5r-rrl GD'ïU 4:f(i
51rJ REtl : i i  I  I  F 1r1O Ie s,: 'us pt ' lgl"aninre chutte
5':( l  LET FFS=I
-c:3t] LET t-t(T*=ô
540 F0R .J=t TCI I I
SSO LET R6#=rlr l*
-qh-,{l lff rlrl*=FF*
57r t  LET FF#=r .  r .  r .N* (  I I -J ) : f ,F .P* )+RR*)  )
SËti  NEXT .J
5go LET r_rrJ#=AB5( r t  FF{f : f ,Q1#)-( :P1*"f iQQ#) )
60(l  REI ' lËorf  ie du S,:us pprlrr l l .âfrurre:uU*
F, i t ]  RETIJRN
E:0 REI'I :-r,:u5 pf,f,,JlarrimerrRATI0r,
E: l( ]  REI ' |  Ei ' r t  rer F #, ( I#
E4û FRINTi+1 ,  "E)ÉvÊ1,f ,ppÈrùel1t:  "
E5Ê LET I= t )
FJh:,( i  IF (F#/t l ' r+)=INTtlF#/t l*)  THEN GOT0 77t) ELF;E GOTo , ;7O
E 7 t - ,  L E T  A = I N T ( F # / t l * )
F , : f r l  FRINT{+1,  A
Ë,'I,rl TF l' lx.r:Él THEN GtTt 7çrl EL:iE GOTE 71r1
Tri t ]  LET Hl=A
71ç LET X*=r " t#
Tt t i  LET YS=t .Ë ' * - t .A : fQ#)  )
7'71) LET F#=X#
7 4t:, LET tl#=Y*
7 5 *  L E T  l = f - r l_ - :
/ ' l z l - ' r  G t J IU  hh l J

771- ' t  IF  ( INT( .  I /2 )+( t :  1 -E)  /4 ' t1= t .L /2 )  THEN ËOTÛ ,94 f . t  g1-5E GOTo 7 : lu
7 ; i r ]  PFTINI { t1 ,  t :  F* / ( : l * )  -L

790 IF  MX. { : ( r .F* / r l * ) - l )  THEN GOTO ËOO ELSE GOTO Ët r )
: l ( )r l  LET MX=r. ( :F*/( : l#) -1 )
1 3 1 O  F R I N T * 1 , 1
:1 : ( l  L -ET I= I+ t
E-:]rl GÛTO ;i70
: t 4 ( l  F R I N T # 1 ,  t  F * / t l # )
Ër-eg IF HX.r.{F'* , / (- t*)  THEN GOTO ÉÉO ELSE GOTO Ë7tl
tfËt) LET PIX= t. F*/(l* )
'117t_t FFINT++1 ,  l ' lX"=a=t t : . -âr "
r j : j f j  L E T : ] = F . I : R = ( r . F I : f t r : t ' t X + t ) ) - r I I ) - r : r l I - M I ) : T = ( r l T I - ( Q I : f i R 1 r r / R ? r - r . ( M X + 1 ) : f i r l I )
Ë 9 r l  t - , R I N T * L ,  " l a = "  i  9 ,  " R = '  i  R ,  " f = r '  ;  I
9çr. l  LET MX=r)
51I]  RETIJF{N
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EXEI IPLE

rr'r= 7 tl. 1= I ll.2= t l= i
R i =  i  R Ë =  7  ( :  ( : - 1 ) ' ' n ) =  1
DÈr,'e I i'F F erriÈt-t t. :

L

;
i  _ d _  L  r . . : r . ,

'.=)= 7 ft= lF. T=-É

rri= :!i5 l.{. 1= L:-J lr::= ;1 1= 3
F { ! . , =  L  F ; t ! =  7  ( :  t : - I ) " ' 1 1 . t =  1
Deve 1' :pper, ietr t  :

.:

1
'1

.:'
{
I

.:g =g=.[, t. :] )

: j= tS f t= 119 T=-4.f
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. r t
Equat ion m.-  mJ'+ ml  = 3 mmrml
= == = = = = == = = === ==== = = = == = === == =

où (m,m'mr)ê  - t r f *  te l  que :

m  =  M a x ( m r m "  r m a )  )  M a x ( m r  r m a )

p g c d ( m , m . , )  =  p g c d ( m ' m r )  =  p g c d ( m a , m )  =  1

TABLE DES SOLUTIONS OBTENUES POUR M < 789

m

3

9 l

L44

360

377

665

t
I

I

I

I

I

I

I

I

I

m,
!
l m

a
I

I

L44

3

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I
2L

33

55

10

10

2L

55I

109

I

73



86 .9

PROGRÀI I I } IE , IGENTRI , .

1 ( l  F F t I N I T " E )  c r a t r ,  I  ) n i p r  i r r r a n t È " :  I N F U T  A $
: : ' u  I F  A $ = " E "  E R  A $ = " Ë "  T H E N  O F E N  " O " ,  * l  r  " S C R N :  " E L : 3 E  O P E N  ' O " ,  * 1  ,  " L F R T :
(: 'ë(:r ) "
: ] t l  D IF I  A(  la r l )
4 ( )  F  RINT"VEt lËut l  r r i i r t i t r ia le
5t i  F'Fi INT"\ra Ieur rr ia: i : i r rrale
55 LET AA=?
rfrl L-ET PtX=r)
7rl LET E=l
;3tl l-ËT R.f=7
'3e  LET  F1=1
1( r t - )  IF ( -F : : ) ' ; , = t . f t t )  OR t :R t ) . . (R1 )  THEN GtT t ' J t t ]
l .  l r l  DIt"t N*(: 1Ërl)
1t(l Go:::tJÉ 36rl
i ; i ( l  IF t . I t -r*=l  THEN GÛTO 14O ELËE GOTO 3lO
t4( l  F0Fi HI=Elt* T0 Cl{:*
1 . S O  L E T  F ï = r . R t : f M I l
t Ë 0  F O F I  Q I = t  T O  P I
1 7 r j  I F  t 4 A X ( : ( ) , ( : ( : F , I : t R t l i R S ) ) ) = r l I  T H E N  G O T D  2 t r . l
1 E ! ( )  I i =  q l l r :  r : F , I / R ? ) : S ( ( : R 1 + R ? r / 2 r )  T H E N  G O T O ' : : r )
1 .3 r1  LËT TI=r .  ( .  ( :  t I : * ( l I  )  +E '  /n IJ
. : t ] t ]  IF  ] I . JT( :T I )=TI  THËN GT O ?T( )  ELËE GOTt r  22O
' r , 1 0  I F  I N T r :  ( . T I - ( ( , t I : * R 1 ) ) / R ' : ) = r l  t T I - ( Ë I # R 1  l r / R ? r  T H E N  G O T û  ? S t l
22( l  NIEXT (: t I
T: i 'J NEXT i , l I
24tl GBTO :l:3rl
2.5rJ REI'I
' i6(i REM
:;.'/r) F:Elvl
'; 'Erl LËT F *=F I
!9t1 LET tt{t=tl I
Irl(l Gù::;t_JE: r_:,2rj
: l i r j  GrfTû 2lr l
: 1 : r )  F R I N T * 1 ,  " F G C D r . R 1 ,  R t J  ' J i f  f  e r e n t  ' l e  ' L u

: f : f ( }  IF  A$. I .A , ' ' 8 "  AND AS} . I . "E"  THEN CLt rgE T
: i 4 ( l  F R I N T + t i ,  "  - - - - - -

35t)  END
:JËtl  REI ' I  : j r fus Fi . ' : r '3 l .err in ' re FGCD:enLrees uu#eL VV*
37(l  REH I I  f  aut av'=i  r*  ' f ,uvel" t  N#C 100)
: l : fO LET F1{ t=AE: ' (R1)
Jgr )  L .ET e l *=AE: f  r .R t )
t l t l t )  LET Ftt=P1*
410 LET t l t |= t l l$
4?O LET I  I=O
4 3 t l  I F  t F ' # / Q # } = I N T ( F S / t l * )  T H E N
4 4 ( i  L E T  N * (  I I ) = I N T t : F * / ( l # )
4.5r1 LET 3*=r.  INTr:FS/r l#) :*r1#)
480 LET Y{*= t . t r * -Z* )

COTÛ 51t) ELËE GETO 44t]

470 LE'| F*=tlS
4Ë'l LET r,l*=Y*
4 9 I )  L E T  I I = I Ï + T
5OO GOTO 43t l
51 t )  REM Ëi  I I I1OO Ie  s r rus  pF ' f ,g rar r i rûe  chut te
5 : ( )  LET FF#= l
5:i0 LET rl(l{+=CI
54t l  FDR .J=1 TE I I
FSO LET RR#=r_-lr.t#
SEIJ LET (I( I*=PF*
5711 LET t ,pç=r .  r :  r :N#r : I  I - . -T ) : fFF* )+RR*)  )
5ËO NEXT .J
59CI LET Lrr_l*=AÉ:i(  r :FF*:f iqt*)  -(P1#:f i r l r : !*)  )
Et)tl REMS'rrt ie du SrluÊ FF':',Jl.aftrftie:IJU#
E 1(J RETURN

d e  l ' l l :  " :
, l e  [ ' l I : " :

INFUT EF;*
INPUT CI{:*



8 6 . 1 0

E':û REM 5,tuÉ pi . i l 'J l .ahrrrrË,,RATI0"
, ; :1Ë F IEH Er i t re r  F* , t l *
h-,4û REPI
EErj  LËT I  =t)
E- '6rr  IF r :F{+,/( : t {+}=INTr.F*ir .1#) THEN GOTO 77$ ELÊE GETO Ë7rl
b l 7 ( l  L E T  A * I N T r : F # / ( l # )
Ë,8(l F.:El'l
h:,'-]() IF HX.{:'q THEN GÛTE 7I)I] ELSE GÛTO 71O
7( l$  [_E i  MX=A
71tl  LET X{t=t l#
72r l  LET Y{*=(F* - (A : f i t l# )  )
7.r-()  LET F#=XS
74O LET r.1S=Y*
7 5 ( J  L E T  I = I + 1
I'F-r) GrlTt Eelr)
7 7 r j  I F  r . I N T ( . T . / - ê , J + ( ( 1 - E ) / i l ) = ( . L / 2 1  T H E N  G C I T o  Ë 4 o  E L r i E  G o r o  7 Ë o
TErl FiEt'l l

7 l ! t - t  IF l ' lXr.r l  r .FS./rTS)- l)  THEN ËOTO ËDO ELËE GDTD :31r)
, f t l r l  LE ' r  HX=(  r .PS/ r l t# ) -1 )
È 1(l REt'l
' ,1 : ( l  LET I= I+1
rl:3(l {3ûTt 1370
Ër4(l REf'l
ËSr- i  : tF PlX.r.r .F*r ' r t#) THEN ËOTt ÉËO EL:]E GÛTO Ë7r]
ÊË'(l l.-ET l'1X= t. P'ç,rt!* )
,E7t) FtEl,l
;J7.5 TF I ' IX=AA THEN GÛ:]UE 1OOO ELËE GÛTO 9I)O
.ÈËrl fîEM
Ë'-:rCr REM
'-fÉt l  LET HX=0
91I]  FIETIJRN
lOt l t i  REM Fr , rg ' ra f f r rûB d '  i r r ip ress ion
1 : 5 r i  F R I N T * I , " - - - - - -  - - - - "
1 : ' E ( )  F f { I N T * t  , " 1 1 ' t = "  i F I i " } r . 1 = " ; r l I ; " } t . 2 = " i r l l - M I i " l = ' , i  ( :  ( . T I - ( r l I : f i R 1 ) ) / R ' : )
i . j 7 r - r  F R I N T * t  ,  " R 1 = "  i  R l  i  " R 2 = "  i  R 2 i  "  (  ( : - 1 )  * n )  = "  i  E
t r l F j û  L E T : j = P I : R = r : ( : F I : f i r : l , l x + 1 ) ) - r - f I ) - r . r l I - H I ) : T = r :  ( : T I - ( : r l I : f i R l ) ) / R i l ) - ( . ( f " l x + 1 ) : f i Q I

iE5+r )  FRINT++1 , , ,L .= , ,  i  t I ;  ,  , ,F= , ' ;  R ,  , ,T= , ,  1T.it)tlt) RETI-lËtN
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D E V E L O P P E M E N T S  E N  F R A C T I O N  C O N T I N U E
= -=  -=  -=-=-=  -  =  -= -=  -=-=-  = . -=-=- -=-  =  _  =  -

SOMMES DE DEDEKIND
=- =- = -=-=-= -=- =-=-

ET NOMBRES DE CLASSES DES CORPS QUADRATIQUES
=-=- =-=-= -=-=-=-=-=-=-=-€-=-=.-=-=- =- = -= -=- =-

I .  I N T R O D U C T I O N

de nombres  de  . [ f  *  te l le

On cons idè re  auss i  I a  somme de  DEDEKIND s (d , c )  dé f i n i e  pou r

(d , c )  e  V "xV  t o | ,  pa r  l es  cond i t i ons  su i van tes  :

( r )  I  ta ,c ) ( ,  V-*V-  \a \  s (d ,c )  =  s (d , -c )

(2)  V ta . ,d . ,c  I  eZLxZ- to l  l=ur ,moo c)  ->  s (dn ,c )  =  s (d .  ,c )

( 3 )  s (0 ,1 )  =  s (1 , I )  -  0

(4)  !  c  e N* -  
t t l  la  ed vér i r iant  0 - (  d  (  c

: ;+k kd [ raT r
s(d,ct=L-(-- l l  - l l  - : )

E" c  l l c l l  2

( où  I [ x ]  aés igne  l a  pa r t i e  en t i è re  de  x ) .

on  a  a lo rs  avec  l es  no ta t i ons  p récéder t tes  ( c f .  l 2 ) )  :

1' , Ka l

I
K !  ;  K r - I J

:

D a n s  I a  s u i t e ,  o n  c o n s i d è r e  u n e  s u i t e

[  =  ( " 0 ,  . o .  , â n  )  =  S *

L a  s u i t e  g  =  ( a . ,  ,  
" n )  

e s t  u n e  s u i - t e

g u e  I ' o n  a i t  :

.. f", rl f"^ r.I f"" tT-[,.
M.= l  l l  Io rl  t l  Lt oJ Lt tJ-L'-

a v e c  m ,  K . ,  ,  K t  ,  I  n o m b r e s  e n t i e r s  t e l s  q u e

d e t  M S  =  ( - l ) n t 4 =  K . K r -  * T  = e



"n  
)  de  nombres

a  l a  r e l a t i o n

13ld .2

. 0 f *  aé f i n i ssan t l a

s i c * O

s i c = 0

T H E O R E M E  I .  I

d eg  =  ( a o ,

K,l I
l ' on

K, - lJ

= g /31* e, 2

Pou r  t ou te  su i t e

[m
mat r i ce  Ms  = l

L'-K,

Démons t ra t i on  ( c f .  t 4 l )

+  L2  s (m  K . ,m)

t l  i  de t  A i  =  r )

d é t e r m i n a n t d e t u = I

s g n ( c ) s ( a , c )

K,t 
_

m

1.=O
\-r

( a )  3  . / -
i =0

I

( - 1 )a ;

,l [i :]

'l
oJ

(-rf" l
ioJ
n :

o, l= l-"
rJ L r

t  l ' é g a l i

u =[ "

l c

S g n ( c )  +

f"..Ai=L
L r

fr ;
A T  =  It  I  t - r

i s e  1 a  r e l a t i o

t l _ f*È *t
ol 

-t 
F

r ,  o n  e n  d é d u i

i=n
TT Aî
i = 0  

I

nt  a lo rs ,  pour

{  tu l  pa r  :

a+d I
( - ) + -

L 2 c  4

b
- t ^

O n  n o t e

e t  l ' o n  u t i l

I o'' -t 'lf p
t t l
Lr  o lL-r

-  S i  n  i m p a i

M s =

E n  d é f i n i s s a

I a  f o n c t i o n

t
I

$ t , r )  = {
I
t

t é :

:l ""

( o r i  s g n ( c )  e s t  l e  s i g n e  d e  c )

U n e  v é r i f i c a t i o n  d i r e c t e  d o n n e  1 a  f o r m u l e  d e  c o m p o s i t i o n  :

I  
tu , ,  u ,  )  =  t f  (u ,  )  +  t , " ,  )  +  \ (sgn(c .  )+sgn(c" ) -sgn(c ,  ) -sgn(c ,  c .c ,  )  )
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n-2
-r

Avec  u4  =  l f  AT  e t  u !  =  A r I - ,  A j t  s i  n  >  I  ou  pa r  une  vé r i f i ca t i on

i=0

d i rec te  s i  n  =  I ,  un  ra i - sonnemen t  pa r  r écu r rence  é taU l i t  I e

Théo rème  I .  l .

-  S i  n  pa i r ,  oh  cons idè re  S r  =  (ao , . . . , a i . , t , an -1  , l )  au  l i eu  de

g  =  (a . ,  a ,  ) .

A v e c

e t  e n  a p p l i q u a n t  à  S '  l a  f o r m u l e  d é m o n t r é e  d a n s  I e  c a s  p r é c é d e n t

( a v e c  u n  i n d i c e  i m p a i r ) ,  o n  e n  d é d u i t  p o u r  S  l a  f o r m u l e  d u

T h é o r è m e  I . l ,  q u i  e s t  a i n s i  v a l a b l e  d a n s  t o u s  l e s  c a s .

L a  f o r m u l e  a i n s i  o b t e n u e  s ' é c r i t  e n c o r e  :

Ms,=,,f: t =[:-^,;:-:: *".,]

( b )  :

i= I l

i =0

rK rmKt
( - f ) ( a i -  3 )  =e -  L2  s (m  -  Ka ,m)

mm

A p p t i q u é e  à  l a  s u i t e  p a l i n d r o m e  S *  =  X  d e  S ,  e I I e  d o n n e  p a r  c o m p a -

r a i s o n  à  l a  f o r m u l e  d i s p o n i b l e  p o u r  S  t ' é g a l i t é  s u i v a n t e  :

( c )  :  s ( K a , m )  =  - e  s ( m  K ' m ) .

I I .  C O M P L E M E N T S  P O U R  L E S  S O M M E S  D E  D E D E K I N D

L e s  s o m m e s  d e  D E D E K I N D  v é r i f i e n t  u n  c e r t a i n  n o m b r e  d e  p r o p r i é t é s

c l a s s i q u e s  q u e  l ' o n  t r o u v e  e x p o s é e s  d a n s  R A D E M A C H E R  t 0 l  :

(d)  :  I  td ,c )  Ê V-  x  Z .  -  {o}  ocs(d  ,c )  ê  Z

(e) ,  l td ,c )€(L- to l ) t  s (d ,c )  +  s (c ,d)  =

C e t t e  d e r n i è r e  é g a l i t é  e s t  I a  l o i  d e  r é c i p r o c i t é  p o u r  l e s  s o m m e s

d e  D E D E K I N D .  E I I e  i n t e r p r è t e  I a  l o i  d e  r é c i p r o c i t é  q u a d r a t i q u e

v a l a b l e  p o u r  l e s  s y m b o l e s  d e  L E G E N D R E .  E n  e f f e t ,  p o u r  c  i m p a i r ,

l e  s y m b o l e  d e  L E G E N D R E  e s t  I i é  à  l a  s o m m e  d e  D E D E K I N D  p a r  I a

f o r m u l e  s u i v a n t e  :

c t + d l + t - 3 c d

12  cd



( i )  t  T .  e  7- -  [o l  s (d ,c )  =

8 8  . 4

d t( i t -  6cs1l 'c l)
( f  )  :  (  )  =  ( - I )

c

E t  d e  I a  t o i  d e  r é c i p r o c i t é  ( e )  o n  d é d u i t  d e  f a ç o n  é v i d e n t e  I a  l o i

d e  r é c i p r o c i t é  q u a d r a t i q u e .

O n  a  e n c o r e  :
kd

( g )  :  s i  I  r  =  0 , 1 , . . . , c - I  -  n o n  e n t i e r

s( -d , "1  I  -s (d ,c )

E t  p a r  d e s  c a l c u l s  d i r e c t s  i s s u s  d e  I a  r e l a t i o n  ( 4 )  d e  l a  d é f i n i t i o n

d e s :

c - l
(h)  t  b .gZ, -  to l  s (c ,c )=- ( - )=s(O,c)

4

.c r c - I ) ( c -2 )

L2cL

O n  a  e n c o r e ,  p â r  I a  l o i  d e  r é c i p r o c i t é ,  à  p a r t i r  d e s  f o r m u l e s  g u i

o r é c è d e n t  :

( c - t ) ( c -ag - t )
( : )  :  s i  c  =  I  ( m o d  d )  s ( d , c )  =

L2cd

De  façon  p l us  géné ra Ie ,  l es  t r o i s  de rn iè res  f o rmu les  p roposées

condu i sen t  à  suppose r  gue  I ' on  a  pou r  ( d , c )  e  t  Z  -  { 01  ) '

une  re la t i on  du  t ype  su i van t  :

d g + c L + I - a ( d , c ) c
s  ( d , c )  =

L2  cd

Cec i  donne  :

a (d , c )  d t+  c t+  I
s (d , c )  +  -

I zd  l 2cd

En  comparan t  à  I a  l o i  de  réc i p roc i t é  ( e )  éc r i t e  sous  l a  f o rme  :

d t+  cL+  r
s (d , c )  +  s ( c ,d )  +  l c  =

L2  cd
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O n  t r o u v e  :  a ( d , c )  =  l 2 d s ( c , d )  +  3 d

A v e c  I a  c o n d i t i o n  ( d ) ,  o n  o b s e r v e  q u e  c e  n o m b r e  e s t  d a n s  Z

C e c i  p e r m e t  d , é n o n c e r  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t ,  9 u i  g é n é r a l i s e  c e r t a i n s

r é s u l t a t s  d e  B A R R U C A N D  e t  D U B O U E  t a l .

T H E O R E M E  I I . 1

U tJ , " l  e  (7- -  to l  ) t  on  peut  écr i re  :

d t +  c l +  I  a ( d , c ) c
( k )  : s ( d , c )  =

l 2 cd

où  I ' en t i e r  a (d , c ,  ç  Z -  a  l ' e xp ress ion  su i van te  :

a ( d , c ) = I 2 d s ( c , d ) + 3 d

E n  p a r t i c u l i e r ,  a v e c  a ( d , c )  =  à  ( m o d  d )

E t  a ( d , c )  =  | +  t d

I l  v i e n t  l o r s g u e  I ' o n  a  :  d l c À -  C c  +  I  =  d , l d

t ,express ion  (1 )  :  s (d ,c )  =  
h (  

u  
Ëu" -  t )

I I I .  LO I  DE  COMPOSIT ION POUR LES SOMMES DE DEDEKIND

on  suppose  i c i  que  l ' on  a  ( c f .  i 5 l  e t  t 3 l )  :

[  =  ( a " ,  ,  ân )  =  X , t bx t

a v e c  :
f 'n., q- n"l

M'r = 
L*. k.-1."J

[  * .  m1-  k , ,  I
M= l  I^L L*u *o- l*.J

t e rmes ,  on  peu t  éc r i

x. = ,.I, , .:)
!  =  an- , r . - r l

Xr = 1"1r ,  ,  " : )
nn fn r *2=n  (ou

(det , r .  = En = (  - I  )nt '4)

( d e t  , , .  =  Ë z =  ( - l ) n t ' ' t )

En  d ' au t res
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L 'app l i ca t i on  du  Th

t ro i s  éga l i t és  su i v

[  " " -  
â n . , t  a 6 . 1 . . .  t

I

)
1  a  -  a  +  +  ( -
l n À - l
i

I
In '
\  t - r1 -  a r r  . " *

é o r è m e  I . I  a u x  s u i t e s  X . .  , X . e t  X  d o n n e  l e s

a n t e s  :

(-r ia, = t lT). t 
T,- :. 

12s(K,r ,m)

I  - t L -6 t  ^  * r -  k ,  Ra
I )â , r - r r  =  t  ( ; l *  e ,  

; ; - -  i ,  
*  12s (k . , ,m ,  )

âo = t  ( * t *  , r I ' -  
t t -  * ' *  

r2s(mr-  k r , *e)
z m t m t

E n  u t i l i s a n t  a l o r s  l e s  r e l a t i o n s  s u i v a n t e s  o b t e n u e s  à  p a r t i r  d u

produ i t  mar r i c ie l  
fO  t l

M  = M  I  l M
x t r l r  oJ x1

D'où ,  êh  comparan t  l es  p rem ie rs  membres  de  ces  éga l i t és  :

l 2s ( t< r ,m)  =  l 2s ( k , , ,m r )  +  l 2s (mr -  k r , r r )

-  K3 K^ 
,  

^4-  R* k, f  k-  m.-  k l
- i  

-  
?  -  ?  e ,  - ' -  L !  -  r "  o  -  tÉ ,a

m m f , r m 4 m l m t

( a r )  3  * rK r -  mk ,  =0 ,1  ̂ l

( a r )  :  mk . -  t tK r=  É rm,

( cn )  :  m  =  (b+ l ) r r r r r  ku r . -  \ a * t

On  a  de  f açon  d i r ec te  :

T H E O R E M E  I I I .  I

Dans  l es  cond i t i ons  p récéden tes  dédu i t es  de  l a  l o i  de  compos i t i on

X  =  X rbx t

On  a  avec  l es  coe f f i c i en t s  e t  l es  dé te rm inan t s  des  ma t r i ces

M^ ,M*  e t  Mr . l a  r e l a t i on  su i van te  :

(m)  :  s (K , , ,m )  =  s ( k 'm . )  +  s (mr -  k r ,ma )  *  , , ê '  [ r r + . . 1 *  * f -  3mm.ma l
I2mm" m,
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IV .  L IEN AVEC LES NOMBRES DE CLASSES DE CORPS QUADRATIQUES

So i t  p  un  nombre  p remie r  cong ru  à  3  modu lo  4  te l  que  l e  nombre
' t-t

de  c l asses  du  co rps  A  t  I p  )  va i l l e  l ,  a l o r s  l e  nombre  de  c l asses

du corps a ( l IT) vaut :
i)r i- =O

I  r . r  ( - 1 )  ' ç  i
- [ a - -a+a  + ( -1 )  a . ] = - l  Z^  ( - I ) a ;  l
3 r r { r t - t t 3 i = l

où t j i= [ao,â r f  r â t  t  . . .  ,  a " . ]

C o m p t e  t e n u  d u  T h é o r è m e  I . I ,  c e  r é s u l t a t  r e m a r q u a b l e  d e  F .  H I R Z E B R U C H [ 9 ]

c o n c r é t i s e  I e  l i e n  q u i  e x i s t e  e n t r e  l e s  n o m b r e s  d e  c l a s s e s  d e s

c o r p s  g u a d r a t i q u e s  e t  l e s  s o m m e s  d e  D E D E K I N D  ( v o i r  t f  I  o u  t 7 l )  p . f 9 3 ) .
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Hiqher dimensional Dedekind sums

M a t h . A n n .  2 0 2 . I 4 9 . I 7 2  ( f 9 8 5 )

Sur les sommes de DEDEKIM et les fractions
continues

CR Acad  Sc i  t  284  A  983

Sur les fractions continues et les formes
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CR Acad  Sc i  1916  p .  23

Sur les réCuites d'Hermite

CR Acad  Sc i  1916  p .  67

Uber einfache periodische Kettenbrtiche
r.rnd Véimutunqen von P. Chaola und
S.Chowia

Ac ta  A r i t hme t i ca  XXVI I I  4

Une extension d'rrn raisonnement de MARKOFF

Non publ ié

Dedekind sums

Carus monograPhs

A classical introduction to modern numbeq
theorv

Spr inger

Fractions

Ver Iag

continues

(  r982 )

somnes de

Rend icond i  de1  c i r co lo  ma themat i co
de  Pa le rmo  I I  T .  Xxx I I I  ( 1984 )

Hilbert modular surfaces

Monog raph ie  no  21  de  I 'Ense ignemen t
Ma théma t i que .  (Genève  1973  )

[9] F. HIRZBRIJCH




