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Notations

IR Ensemble des nombres réels

p+ Ensemble des nombres réels positifs

R\{0} Ensemble des nombres réels non nuls

lR" Espace euclidien des vecteurs de dimension n

CI Ensemble des nombres comPlexes

lN Ensemble des entiers naturels

A Ensemble des nombres rationnels de lR

[L'ùxrn Ensemble des matrices réelles à n lignes et rn colonnes

M-l Inverse de la matrice M

Yl Transposée de la matrice M

M* Transposée conjuguée de la matrice M

Mâ Racine carrée de la matrice M

det(M) Déterminant de la matrice M

tr(M) Trace de la matrice M
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À*"*(M) Plus grande valeur propre de M

À*i"(M) Plus petite valeur propre de M

A(M) Plus grande valeur singulière de M

l lMll Norme spectrale de M' llMll : a(M)

Io Matrice identité de dimension n

vT Transposée du vecteur v

v* Transposée conjuguée du vecteur v

v; f-ème composante du vecteur v

Re(z) Partie réelle du nombre complexe z

lm(z) Partie imaginaire du nombre complexe z

l.l valeur absolue d'un réel ou norme euclidienne d'un vecteur

(., .) Produit scalaire usuel

l l . l l ,  Norme 4z

ll.l l." Norme ?l-

o Co: C(l-r,01, R") Espace de Banach des fonctions continues de I'intervalle [-",0] dans IR"

muni de la topologie de la convergence uniforme

ll.ll" Norme sur C,, définie par lldll" : sup .ld(t)l' VÔ e C"
te[-r,o]

xs Elément de Cn défini par xs(d) - x(t + d), V0 e [-r' 0]

o Pour tout n-uplet c : (orrorr.. . ,,an)T € N', on pose 1o1 - f *r.
i= l

Pour unefonction scalaire lz et un n-uplet a=(atr l-2t.. . , ,an)T € N",

--------.0,-=-=oll '" '= o
Ôæ"' '  

-  
ïa i '7r i '  . . .0*7"

désignera la dérivée partielle d'ordre lol de lz.
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o Pour tout champ de vecteurs X défini sur lR', nous noterons X1 la solution (maximale)

du flot associé à X. Elle vérifie

[ 4*,fù : x(x1(x))
I dt'
(
I
I  Xt(t) :  r.

o Si / est une fonction scalaire différentiable, Lyf désigne la dérivée de Lie de / le long du

champ de vecteurs X et est définie de la façon suivante:

î l l
,  1 /  \Lxr@) - 

|116{'))1,=o 
- (v/(r)' x(*)1,

V/ représentant le gradient de /.
Nous définissons par récurrence

t\t@) : LxLl-'r(c), vk 2 1'

o Pour deux champs de vecteurs X et Y , au moins de classe Ct,lXrY] représente le crochet

de Lie. Par récurrence, nous posons

ad*(v) :v et ad\(v) : lx,ad\-t(Y)1, V/c > 1.

Si Xl ,... ,Xo est une famille de vecteurs d'un espace vectoriel alors span{Xt,. . - ,Xo}
est le sous espace vectoriel engendré par cette famille.

o Soient { un difféomorphisme et X un champ de vecteurs. Nous définissons le champ de

vecteurs {.X(.) par:

ô.X (*) : (D ô) ô-'r,l.X(d-' (t))

où D(/)y représente la différentielle de t' au point y.

o Par la suite, la fonction pa,u(. ),, (o,b € IR,o ( b), sera définie par

(  /  1  1 \
l "*p(++=l y€la,b[.

ç" ,u(a) :1 
-  

\a-Y Y-o/
I

[ 0 sinon.

o Nous noterons par la suite, C, la classe des fonctions continues à : IR -l IR telles que:

L. h(s)y > 0,

15
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2.h(y) -0eU:0,

3. l im ln(y) l  :  *oo.
ls l+*oo

o Pour tout a € [0, oo) et toute fonction / telle que:

l/(t)l < Cl*|, c € IR", Cr > 0

nous poserons:

^ l (o , l l :  a  + C] '

o Pour tout vecteur u € IR', les fonctions ttsigne" et "saturation" sont définies par:

sgn(u)  :  (sgn(u1)  )  . . .  )sgn(u, ) ) r

avec

ou

(  I  s i  u ; )0
sgn(u ; )  : {  0  s i  u , :0

| r  -  1  s i  u ; (0

et

sa t (u )  =  ( sa t (u1 ) ,  . . . , sa t (u ' ) )T

(  t  s i  u ; )€
l a ;sat(u; ) : l  ;  

s i lu ; l  <e

l  -  1  s i  u ;1 -€
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Introduction générale

Le problème de la stabilisation des systèmes dynamiques constitue sans le moindre doute

I'un des thèmes majeurs de l'automatique et de la théorie du contrôle. Ce problème, très

largement étudié dans le cas des systèmes linéaires, reste souvent complexe lorsque des non

linéarités entrent en jeu.

Dans ce mémoire, nous aborderons le
linéaires en articulant notre travail autour

problème de la stabilisation des systèmes non
de deux axes:

- la stabilisation des systèmes non linéaires qui sont non réguliers,

- la stabilisation des svstèmes non linéaires à retards.

Première partie: stabilisation des systèmes non réguliers

Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous commencerons par rappeler un ensemble

de notions et de résultats de bases.
Dans le deuxième chapitre, nous considérerons les systèmes de la forme:

:  X (æru )

€ lR 'e tu€ lR

où X est un champ de vecteurs sur IR' x IR tel que X(0,0) : 0.
La stabilisation de tels systèmes a fait I'objet de nombreuses études [BAC88, BYR91, BYR95,
coRg4, GAUg1, JAC76, KAL84, LEE88, OUT92, RYA83, SLE78, SON89, TSI89]. Ces
travaux sont consacrés, essentiellement, au cas où le champ de vecteurs X est affine en la
commande. ctest-à-dire de la forme:

x(æ) :  xo(r) + uXL(r).  (2)

Les résultats sont basés sur le Principe d'Invariance de LaSalle et requièrent, de ce fait, un
minimum de régularité du champ de vecteurs X. Ces résultats sont établis pour le cas où

X0 et Xl sont réguliers (c.-à-d,. de classe C-).
Notre travail, dans ce mémoire, consistera à affaiblir cette hypothèse de régularité en

considérant le problème de la stablisation du système (1), lorsque X est non régulier (c.-à-d,.
continu et localement lipschitzien) et à développer une méthode de stabilisation, applicable
aux systèmes non réguliers.

Dans le troisième chapitre, nous aborderons le problème de la stabilisation de systèmes
non linéaires par ajout d'intégrateurs. Cela consiste à stabiliser des systèmes de la forme:

{ ;

(1 )
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ù-f@,v)
ù :u
o€1R" ,  Ae IW"

lorsque le système réduit

ù -- f  (x,0)

est supposé globalement asymptotiquement stable.

Il existe actuellement des travaux traitant le cas où / est régulier [BYR89, COR91, IGG94'

KOD87, KOK89, OUT91, oUT96, oUT, ROS93, TSIS9]. Nous proposerons' une fois de

plus, de diminuer cette hypothèse en considérant le cas où le champ de vecteurs / est non

régulier.
L'objectif de l'étude de la stabilisation des systèmes (1) et (3) est de montrer que des

résultats classiques concernant la stabilisation de systèmes réguliers peuvent trouver des

versions dans le cas de systèmes seulement lipschitziens. L'intérêt pratique de l'étude de tels

systèmes est évident. En efiet, il est courant de les rencontrer en mécanique ou en robotique.

Deuxième partie: stabilisation des systèmes à retards

Nous nous pencherons, dans cette partie, sur la stabilisation de systèmes non linéaires

à états retardés. Ce problème est très important dans la mesure où I'existence d'un retard

dans un système physique peut affecter les propriétés du système en boucle fermée en termes

de performance et de stabilité [KOL86, MAL87].

Dans le quatrième chapitre de ce mémoire, nous motiverons, en premier lieu, cette

étude pu,, .r1 br"f rappel histàrique et poursuivrons par quelques exemples. Sans reprendre le

travaiibibliographique très complet donné dans [DAM94, NIC96, DUG97]' nous rappelerons

quelques notions de base et des résultats généraux relatifs aux systèmes à retards.
- 

Dans le cinquième chapitre, nous considérerons le problème de la stabilisation par

retour d'état sans mémoire, des systèmes non linéaires à retards de la forme:

ù( t )  :  Aæ(t ) *Apx( t - t ( r ) )  +  l ( t ,o ( t ) )+  s ( t ,æ( t - l r ( t ) ) )  +Bu( t )

r ( t )  =  ô( t ) ,  t€ [ - I1 ,0 ] .
(5)

Nous proposerons des conditions pour garantir la stabilité asymptotique du système en

boucle fermée. L'approche proposée sera basée sur Ia méthode de Lyapunov ainsi que sur

des résultat de la théorie de la commande ?loo.

Le sixième chapitre sera consacré à la stabilisation par commande basée observateur.

La commande par ,"torrr d'état peut être inapplicable, car elle nécessite la mesure complète

de l'état. En effet, certaines variables d'état sont parfois inaccesibles à la mesure' soit parce

que le capteur correspondant est coûteux, ou parce que la mesure requise est trop difftcile à

faire de manière précise. Une solution consiste alors à développer des outils, communément

appelés observateurs qui, à partir des mesures expérimentales, donnent une estimation des

(3)

(4)
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variables d'états non mesurées. Nous serons ainsi amenés à considérer des problèmes de

commande par retour dtétat estimé.
Le septième chapitre portera sur la stabilisation par mode de glissement.

Nous développerons une méthodologie de synthèse de loi de commandepar mode de glissement

pour des systèmes non linéaires à retards présentant des incertitudes. Au delà de la synthèse

d'une nouvelle loi de commande, nous aborderons aussi le problème d'amélioration de perfor-

mances en terme de robustesse.

Les systèmes à retards considérés peuvent appartenir à la classe des systèmes non réguliers.

Les problèmatiques des deux parties ne sont toutefois pas les mêmes. Dans la première partie

nous cherchons à réduire la régularité requise par certaines méthodes de stabilisation tandis

que dans la deuxième partie, nous présentons un éventail de méthodes de stabilisation pour

la classe de systèmes non linéaires à retards (5).

L'essentiel du travail est traité dans [VER96, AGG97, VER98, AGGa, AGGd' AGGb'

AGGcl.

19
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Première partie

Stabilisation de systèmes non linéaires
non réguliers
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Chapitre 1

Rappels et Généralités

Ce chapitre regroupe un ensemble de définitions et de résultats de base relatifs à la

stabilité et à la stabilisation de systèmes non linéaires. Le concept de stabilité considéré est

celui de Lyapunov.

1-.1 Notions de stabilité

1.1.L Définit ions

Considérons le système différentiel autonome

(  n :  Xçr1
(  

__\_ /  
(1 .1)

I  t  € IR",X(ro) :  g

où X est un champ de vecteurs au moins continur.

La solution du système (1.1) issue de r à l'instant t : 0 se note Xr(*) et vérifie:

d l
-Lxr(*) l  :  x(r) et xs(x):  v.

af, lr=o

Définition 1.1 (stabilité)
rs est un point d'équilibre stable pour l'équation (1.1) si

Ve  >0 ,  15 :d (e )  :  l r - ro l  <  ô -  ( tX t " l - ro l  <e ,  V t20) .

Définition 1.2 (Instabilité)
Nous dirons qu'un point d,'équilibre est instable s'il n'est pas stable.

. 1. Cette hypothèse garantit I'existence d'une solution
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Définition 1.3 (Attractivité)
ts est ilit attractif, s'il existe un uoisinagel,! de rs, tel que, pour tout æ d'ansU, Xr(*) eriste,

V, > 0, et lvnXt(r) : 
"0.

Si l,l : R" , alors ts est ilit globalement attractif .

Définition 1.4 (Stabilité asymptotique)
rs est asymptotiquement stable s'il est stable et attractif.

Cette notion est très utile pour la commande car elle traduit la tendance d'un système à

rester proche d'un point d'équilibre et à le rejoindre asymptotiquement'

Définition 1.5 (Stabilité asymptotique globale)

ts est globalement asyrnptotiquement stable s'il est stable et globalement attractif.

Analyser la stabilité du système (1.1), en utilisant I'un de ces concepts, nécessite Ia

résolution de ce système. La méthode de Lyapunov et le Principe d'invariance de LaSalle

[LAS61], que nous rappelons ci-dessous, permettent d'étudier la stabilité d'un système sans

avoir besoin de chercher les solutions de celui-ci.

L.L.z Méthode de Lyapunov

Théorème 1.1
S'il eùste une fonction V : Ll -> R", continue sur un uoisinage U d,e xs et d,ifférentiable

sur U\{xs} tel le que :

1 .
V(cs)  -g  e t  V(* )>0 s i r f  ro ,

V1*7 : LyçV(x) 10,Vx €î,,1

alors xs est un point tl'équilibre stable pour le sgstème (1.1).

Si de plus, la fonction V est telle que :

V(*) .0 ,  Vc e t / \ { rs}

alors æs est un point il'équilibre asymptotiquernent stable.

Enfin, si V est proprer (c.-à-d. l'image réciproque d,'un compact est un compact) et

si ?,1 - W , alors rs elt un point il'équilibre globalement asymptotiquement stable.

6)

3.

4.
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Définition 1.6 (Fonction de Lyapunov)
Une fonctionV qui uérifie les conditions (1) et (2) du théorème (1.1) est appelée fonction ile
Lyapunou large pour (1.1) en xs. Si Ia condition (3) d,u théorème (1.1) est aussi satisfaite,
alorsV est ilite d,e Lyapunou stricte pour (1.1) ên' rs.

1.1.3 Principe dtinvariance de LaSalle

Pour montrer la stabilité asymptotique d'un point d'équilibre, il suffit d'après ce qui

précède, de trouver une fonction de Lyapunov stricte. Il n'existe cependant pas de méthodes

constructives permettant cela. Il est par contre plus aisé de trouver une fonction de Lyapunov

large et dans ce cas, le résultat suivant nous permet de conclure.

Théorème L.2 ([LAS61])
Si V une fonction ile Lyapunou large de classe Cr, pour (1.1) en xs, alors toutes les

trajectoires bornées pour t 2 0 tend,ent uers Ie plus granil ensemble inuariant I par X,

contenu dans:
O : {o €lF." lLyV(") :  0}.

Si de plus V est supposée propre, alors toutes les trajectoires sont bornées pour t > 0 et donc

toutes les trajectoires du système conuergent uers L

Montrer Çue rs est un point d,'équilibre asyrnptotiquement stable reuient donc à prouuer que

I  :  { ro} .

L.2 Stabilisation

L.2.L Définitions

Considérons le système contrôlé:

25

{  
.  = X(x, ,u)

I  r€ lR"e tu€ lRP
(1 .2)

où X: IR' x IR* -> IR'est un champ de vecteurs au moins de classe Crravec X(0,0) :0

et u désigne le contrôle (ou loi de commande).

Définit ion 1.7
Le système (1.2) est dit ffine en la commande si le chatnp X est d,e la forme:

p

x(")-/(r) +t e;(æ)u;,
i=1

où f est appelée la ilériue et g;,i: 1.. .p, les champs contrôlés du systèrne.

. 1. Tout au long de ce travail, pour prouver que I/ est propre, nous montrerons que 
l"]T_y(t) 

= *oo.
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Définition 1.8
Le système (1.2) est ilit stabilisable à I'origine (par retour d'état statique) s'il existe une loi

d,e commanile u _- u(x), au moins continue, uérifiant u(0) : 0, telle que Ie système bouclé:

æ :  X ( r , u ( " ) ) ,

ailmette l'origine cornrne point d'équilibre asymptotiquement stable.



27

Chapitre 2

Stabilisation par retour d'état

2.L Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons à la stabilisation de systèmes de la forme:

(  * :  X (x ,u )

I  t€ lR"e tu€ lR

ori X est un champ de vecteurs continu, localement lipschitzien sur IR' x IR tel que:

x(o, o) - o.

Plus précisément, nous traiterons le cas où il existe une fonction de Lyapunov V au moins

de classe cr te l le que: 
vv@)_ s s r  :0

et vérifiant I'hypothèse :

LyoV(x) ( 0, Vr € IR' (2'2)

où Xo(r)  -  X(r ,0) .
Le problème de.la stabilisation du système (2.1), sous la condition (2.2) a été étudié dans

de nombreux travaux [BAC88, BYR91, BYR95, COR94, GAU81, JAC76, JUR78, KAL84'

LEE88, OUT92, RYA83, SLE78, SON89, TSI89]. Ces travaux sont essentiellement consacrés

au cas où X est affine en la commande, c'est à dire:

X( r )  :  Xo(* ) tuXL( t )  (2 .3 )

L'approche pour stabiliser le système (2.1)(2.2) consiste à utiliser un retour d'état de la

forme:

u(x) = -Ly,V(æ) (2.4)

et des conditions suffisantes sont proposées pour assurer la stabilité asymptotique du système

en boucle fermée (2.I)(2.3)(2.4). Ces conditions dépendent de la régularité de X0, Xr et de
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analytiques, la condition suffisanteV. En effet, lorsque ces champs de vecteurs sont analyttques, la condrtron sumsante de

stabilité asymptotique du système en bouclé (2.1)(2.2)(2.4), proposée dans ([OUT92])' est
de

aussi une condition nécessaire. Récemment, dans [OUT99], un contre-exemple a été donné

pour montrer que si Xo, Xl ou V n'est pas analytique alors la condition proposée dans

[OUT92] n'est pas nécessaire.
Dans ce même article (c.-à-d. [OUT99]), une condition nécessaire et suffisante a été établie

pour le cas des systèmes aux champs X0 et Xr au moins de classe cl.

Dans les démonstrations basées sur le Principe d'Invariance de LaSalle, les auteurs

utilisent la dérivée LyrV (ou LyoV) le long des trajectoires de la dynamique libre du système,

à savoir
à :  Xo (x ) .

Ceci implique que LyV (ot LyoV) doit être au moins continrlment différentiable. Par

.onréqrr"nt, lorsque Xo ou Xl, ou en général X est supposé être lipschitzien mais pas de

classe Cl, alors nous ne pouvons pas utiliser cette approche.

Ce travail est une contribution à l'étude de la stabilisation des systèmes de la forme (2.1)

quand X est seulement continu et localement lipschitzien.Il généralise les travaux concernant

lL ca, des systèmes réguliers au cas des systèmes où les champs de vecteurs ne sont pas de

classe Cl.
Notre objectif sera d'établir des conditions suffisantes pour la stabilisation globale du

système (2.1) par le biais d'un retour d'état au moins de classe Cl.

ia suite du chapitre se présente comme suit: dans la deuxième section, nous établirons

un lemme technique utile pour la suite du travail. La troisième section sera constituée des

résultats principaux de ce chapitre. Ensuite dans la quatrième section nous présenterons des

exemples et des remarques. Enfin, nous donnerons nos conclusions dans la dernière section.

2.2 Lemme technique

Afin d'établir et de démontrer ce lemme, nous avons besoin de la proposition suivante.

Proposition 2.1
Soient I,l un ouuert d,e W, rn un entier de IN et e un nombre réel strictement positif. Alors,

il existe une foncti,on h : lR' -> IR de classe C^ telle que :

l l z (u ) f  <e  pour tou t  z€ lR ' (2.5)

de

et

h ( " )>0  sur  U et h:- 0 Eur R"\U/.

Preuve de la proposition 2.1
o Nous montrons tout d'abord I'existence d'une fonction â de classe C* qai vérifie (2.6).

Considérons pour cela un recouvrement:

(2.6)

Q: {B(xbrk ) ,k  €  IN ,ær  €Q' , r r  € ]0 ,+- ) }



2.2. LptuuE TECHNIQUE

deî,1 par des boules ouvertes B(rx,"o) C tl.IJn tel recouvrement existe toujours. En effet,

comme l,l est un ensemble ouvert, alors, pour tout r de î'l , il existe un nombre réel positif r'

tel que B(a,,r,) C tr/. Ainsi:
0 r :  {B(* , r , ) ,æ eU}

constitue un recouvrement de U.

Comme Q'estdensedanslR',alors,pourtout r €?.,(r i lexisteunélémentq' €Q"ftB(*,,r0'),

où rn, est un nombre réel positif vérifiant ,0, a7. Nous avons alors x € B(q,,ro) Cî'1.

Par conséquent:
02 :  {B (q " , r n , ) , t  €U }

est aussi un recouvrement deî/ et comme Q" est dénombrable, alors Ozl'est aussi.

Soit à présent (o*)0.^ une suite de nombres réels positifs telle que la série lot soit

convergente et (A;);rçN une suite de fonctions de classe C* pour laquelle t 
oto

et

définies de sorte que:

Ay , ( c )  >0  s i  æ€B( rp , rp )

A;(c)  =0 s i  r  €  IR" \B(ro, ro)

sup lP o*f"ll . oo, Vo € lN' tel que lol ( rn. (2.7)
'en1i* ' ' ry ld t "  

' '  '  
I

Un choix possible de A6 est:

A*(" ) :  6PP-r , rv  ( l t *  -  t l )

où pour ,b € IN, d; est un nombre réel positif suffisamment petit.

Nous introduisons à présent les fonctions â6 et h définies pur:

-h1, (x) :  
Det@),  Vr€ lR '

o<jSft

et
hç*1: -Ii* hr(*), Vc € IR".

D'après (2.7), nous avons:

! lar{")l s Do,, væ € lR".
pZo pào



La série Dloi:r) est donc normalement convergente. Par conséquent, Ia fonction Â est bien

p)o

définie et continue. En fait lz(r) est de classe C* car la série

- âlBl
L*fuo,o
paw

est uniformément convergente pour tout B € IN" tel qlue l/l < nx.

Il en résulte que pour tout É e IN" tel que l0l < *, nous avons:

6 l l l - , ,  A lB l  /  \  - ô lÉ l  , ,  . ,

?*not : # ( Eo,t"l ) : D#A,(*)
\p2o / p2o"-

c,est-à-dire que l'on peut intervertir les signes de sommation et de dérivation jusqu'à I'ordre

m. Cecinous perm"t de 
"on"lure 

qu'il existe bien une fonction lz de classe C* vérifrant (2.6).

o Pour terminer la démonstration, nous définissons h pat:

h(x):'ffi' Y*€ IR''

cette fonction est de classe c* et vérifieles conditions (2.5) et (2.6).

Ceci termine la preuve de la proposition 2.1.
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Nous pouvons maintenant démontrer le lemme technique.

Lemme 2.1
Soient.f r lR' -r IRp une fonction continue et m un élément de lN. Alors, il eniste une

fonction f t IR" -+ IRp de classe C* telle que :

0 $@),f( ' ) )>o vr €1R".

( i i )  l f  (x) l :0 <+ l f ( r ) l  :  0.

(ttt) lf@)l < l/(r)l pour tout r € IR" tet que l/(r)l I o.

Preuve du lemme 2.L
Nous démontrons tout d'abord le lemme pour P = I' Une généralisation au cas où p € lN

sera donnée ultérieurement.

Soient l,l+ et1,,l- d,etx ensembles ouverts disjoints de IR" définis par:

î , t * : { r€ lR" l f@)>0}

tr
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u--{z€lR" lT@)<0}.

Nous nous proposons de construire deux fonctions "fa "t /- d" classe C- telles que:

o 0 ( 1*@) < /(") sur y+ et f* :0 sur R"\U'l*. (2'8)

o 0 ( f-@) < -/(r) sur U- et /-- = 0 sur R"\U'l-' (2'9)

L'existence de ces fonctions est assurée par la proposition 2.1.

Posons

f:f*-f-.
Il est facile de voir qu'un tel choix répond bien au problème'

Construisons à présent ces fonctions /n "! /- afin d'obtenir une expression explicite de

/. Nous commençons par la construction de /+.
Soit (aln+)*€N une suite d'ouverts de IR' définis par:

(ut : { r€ lR" lT@)>t}
I
I
I
I  UI : {r € IR" lT@) € ]br, ool},, k>I.

où11
a r :  

E+  2k+2

et
br1k:Ëi-N-

Les suites (o*)0.^ et (ô6);,ç11 sont décroissantes. De plus

l,l+ = u ul
ft€N

et
u[  nU[ , :0 ' ,  Vkt>k+2'

D'après la proposition 2.1, il existe une suite de fonctiont (/**)0.^ de classe C-, satisfaisant:

o < Â*(") < I sur Ul et Â* = 0 sur IR"\il,*. (2.10)

et pour tout k 2 1,

A . -

0 < /T(t) ."+ sur UI et Â* = 0 sur R"\t/f,' (2'11)
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Posons:
f* =D1[.

&€N

Comme UI nU[, - 0, lorsque k1] lc 12, quel que soit c € R", il existe un entier k' tel que

l* @) se réduise à:
/-* (r) : ft"@) * /r+"+, (r)

sur un voisinage tl de z.

En utilisant (2.10) et (2.11), nous avons pour tout r appartenant à t9:

f[,(*)+ /**"*,(r)

< / ( ' ) .

Ceci entraîne que fi est de classe C* et vérifie (2.8). La construction de /- suit une

démarche analogue. ceci termine la démonstration pour le cas p - 1.

Supposons maintenant que p 2 2. Soit / : (-f1, Tzr;..rT)' : IR" -) lRp une fonction

.orrtinrr". D'après le cas P : I, il existe des fonctions /,1 : IR" -l R, i - I ' ' 'p, de classe C-

pour lesquelles:

o f;(n)l;@) > o,

o fi(r) : g <+ f;(r) - g, Vz € lR',

. l"f,(t)l < l/r(t)|, pour tout r € lR' tel que f;@) #0.

Il suffit alors de prendre T : (Tr.,lr,.-. ,Tr)', pour répondre au problème'

Ceci achève la preuve du lemmel.t. tr

Le résultat suivant est une application directe du lemme 2.1 et sera utilisé ultérieurement.

Corollaire 2.L
Soitmll et F etG deuafonctions continues allant delPf i lansW telles que:

G(æ)  :  [  14  x :0 .  (2 .12)

Alors il eriste une fonction H z IR' -) W d,e classe C* qui uérifie :

/ .  (F(c),  G(æ))(H(x),  G(c))  2 0 '  Vr € IR".

2.  (F(x),G("))  -  0 <+ (H(*) ,G(r))  -  s.
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Preuve du corollaire 2.1
D'après le lemme 2.I, il existe une fonction h : lR" + IR de classe C- telle que

( i )  n(r)(r(r) ,  G(r)) > 0, Vr € IR".

( i i )  (r(r) ,G(")) -  0 <+ lz(c) :  9.

Comme G satisfait la condition (2.I2), il existe une fonction u : IR' -+ IR' de classe C- pour

laquelle:
(r(r), G(c)) > 0, Vc e IR"\{O}.

Par conséquent:
h(æ)(F(r ) , ,G(æ))(u(æ),G(") )  )  0 ,  Vz € lR ' .

En posant H(x) : h(x)u(æ), nous constatons que la fonction // vérifie les propriétés 1 et 2

du corollaire.

Ceci termine la démonstration du Corollafte 2.7 .

2.3 Résultats principaux

2.3.L Premier résultat PrinciPal

Nous nous intéressons aux systèmes de la forme:

(  * :  X (æ,u)
(  

^ \* ,  * . /  
(2.18)

I  te  ]R 'e tu€ lR

où X est un champ de vecteurs continu et localement lipschitzien sur IR" x IR avec X(0,0) :

0 .

Nous pouvons écrire X(r,u) sous la forme:

en prenant:

avec  Xo( r )  :  X( r ,0 ) .

X( r ,u ) :  Xo( * )  *Y( r ,u )

Y( r ,u ) :  X (æ,u)  -  Xo(æ)

(2.14)

Nous considérons le cas où il existe une fonction de Lyapunov V vérifiant:

VIz( r )  -0e æ:0 (2 .15)

et satisfaisant la condition:

(2.16)LyoV(x) ( 0, Væ € IR^.
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D'après le corollaire2.L,, il existe un champ de vecteurs Z de classe C*, ffi ) 1, tel que:

( r rv l*1t '2v(x) : -0,  vr  e IR")  et  ( r ' "vçr1-  Q <4 LsV(x) :0) .  Q:T)

Soit Z le champ de vecteurs défini par:

Z ( r ,u )  :  Z ( r ,u )  -  Z ( t , g ) '

Ce champ de vecteurs est de classe C^, ffi ) 1 et vérifie Z(r,0):0. De plus, nous avons:

(t rv1"1t 2v(x) > 0, vz e IR") et (t 'rvç*1- 0 <+ L2v(r): 0). (2.18)

En effet, comme Y(r,0) :0, alors d'après (2.I7):

(Z ( * ,0 ) ,  VV(c ) )  :  0 .

Nous avons donc:

LyV ( r )  L  2V (x)  :  LyV (x)L sV ( r )

qui entraîne, toujours d'après (2.17), que:

LyV(x)L7V(r) 2 0, Vo € IR". (2.19)

Nous avons également:

L2V(r)  -  0  <-  L2V(x)  :0 , ,

qui implique, en utilisant (2.17), que:

LyV(x)  -  0  <+ L2V(x)  :0 ,

Maintenant, comme Z(rr0): 0 et qrrc 2 est de classe C-, nous pouvons développer Z(r,u)

sous la forme:

Z(x,u) :  u(zo(* )  *  uzr (æ,u))  (2 .20)

où Zo et ZL sont des champs de vecteurs de classe C*-1.

Nous définissons à présent deux suites de fonctions (F7,)r2o et (Gt)t>o , de classe C', à
partir desquelles sera formulé le premier résultat de cette section.

Soient (F,r)r>o et (G&)Ëx, définies par:

(i) r'(") : V(r), Vc € IR",

( i i )  F1, (o)  :  g  <+ Ly,Fpa(r )  :0 ,  Vk > 1,
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(iii) Pour tout r € lR' , Gs vérifie:

o Gs(æ)L2.V(r )  > 0.

o  Gs ( r ) :  Q  <+  L2oV(x ) :Q '

o  lGs (z ) l  < lLs "V(x ) l  s i  l LTV( r ) l  I  0 .

( iu) Gr,(c) :9 <+ LyoGp-1(") - 0, V/c > 1'

L'existence de ces suites est assurée par le lemme 2.1.

Nous pouvons à présent démontrer le résultat principal.

Théorème 2.L
Si l'ensemble :

W : {x eF.: I Fn+r(*) : Gx(*) = 0; ,k € [.{} (2'21)

est réduit à l'origine, alors le systèrne (2.13) peut être rend,u globalement asymptotiquement
stable à I'origine par la loi ile commande:

u(x) -  - | (x)Gs(x)

où 0 est une fonction d,e C*(lR";]0,*)).

Preuve du théorème 2.1
Soit d une fonction de C-(lR';]0' oo)) telle que

0(*) 3 Q'22)
l " lSt

Définissons la loi de commande u Par:

u(r )  :  - ï (æ)Go(x) .  (2 .23)

Nous avons:

u(x)L7ov(r) ( 0, tr( ') l < l et p(x)12,v(ù13I, Vr € IR' (2'24)

D'après (2.16),

't@) < LyV(a), V(o,z) € IR" x IR.

Prouver qn" Û est négative revient, d'après l'équation (2.13)' à montrer que:

L2V(x) < 0, V (*,u) € IR" x IR. (2'25)

35
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En utilisant (2.20), (2.24) et (iii) nous obtenons:

L2v(æ) :  u(r)Lnv(x) + u(x)z L2'v(") '

L2v(æ) :  -0(x) (co@)rnv@) - 0(r)G!(x)LnV(*))

L7V(x) S -0(*) (Goç*1t7,v(") - C"(*))

L2V(æ) <  0 .

Alors (2.25) est vérifiée et le système en boucle fermée (2.13)(2.23) est stable. De plus, les
trajectoires du champ de vecteurs du système bouclé X, défini par:

X ç"1 :  Xo (*) * Y (æ, - |(æ)Go(x))

sont bornées.

Il nous reste à mettre en évidence I'attractivité de l'origine.

D'après le théorème de LaSalle [LAS61], toutes les trajectoires du système en boucle

fermée convergent vers /, le plus grand ensemble invariant par X contenu dans:

O: {c  € R"/  Û1";  :01.

Il est facile de voir que cet ensemble peut se mettre sous la forme:

0  :  { t  €  R" /  Ly "V (æ)  :  LvV(n ) :0 }

ou encore, par les équivalences (ii) et (iv), sous la forme:

O :  { "  €  R" /  Fr( " )  :  Go(r )  -  0} .

Soit rs, un point quelconque de 1. Nous avons:

Xr(*o): X,o("0), Vt > 0'

Par invariance de .[,
Fr(Xl ( 'o) )  :Go(Xl (xo))  :0  Vr>0.

Nous avons alors, 
,t I

LTon(æs) : ;n(x,o(ro))l  
- o

uL l t=o

e t , t l

Ly,Gs(æs) = +Go(Xl1"o))l - o.
Q'r lt=o

En utilisant (ii) et (iv), nous obtenons:

F r ( to )  :O  e t  G1(cs )  =$ .
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En réitérant ce procédé, nous arrivons à:

à l  à l
LyoF1,(x6) - 

frro{xl(ro))1,=o 
= o et LyoG1,-1(xo) - 

frGr,-t(x,o(to))1,=o: 
o, Vk > 1.

Ceci nous conduit, d'après (ii) et (iv)' à:

F ; ,11 (c6 )  : g  e t  G f t ( zs )  : g  v / c>1 '

Tout élément rq de .I appartient donc à I,7. Comme W est supposé réduit à I'origine le

système en boucle fermée (2.13)(2.23) est asymptotiquement stable.

Le Théorème2.l est donc démontré. tr

2.3.2 Deuxième résultat principal

Le résultat de stabilisation que nous venons de proposer, présente une condition suffisante

assurant la stabilité asymptotique du système en boucle fermée (2.13)(2.23). Nous allons

maintenant proposer une condition nécessaire et suffisante de stabilité asymptotique, dans

le cas particulier où t,z est une intégrale première de X0 (c.-à-d'. LyrV(x):0).

Considérons le système (2.13) et supposons que X0 est un champ de vecteurs de classe

Cr qui admet une fonction de Lyapunov V de classe C2 portr intégrale première. Le champ

de vecteurs Y est supposé continu et localement lipschitz\en.

Soit Z un champ de vecteurs de classe C^, ffi > 1 tel que:

(trvçr1r2v@) z0, vr e R") et (t 'rv1r1 - 0 e L,v(x): 0). Q'26)

Selon le corollaire2.I, un tel champ de vecteurs existe.

En procédant comme dans la section précédente, nous pouvons montrer quten posant:

Z ( x ,u ) :  Z ( r , u )  -  Z ( t , g ) '

nous définissons un champ de vecteurs de classe C^, ffi > 1 qui vérifie:

(t rvç*1r1v@) > 0, vr e IR") et (t"vç*1- Q e L2v(x): 0). Q.27)

De plus Z(x,u) peut être décomposé sous la forme:

Z (x ,u ) :  u (Zo (x )  *  uZ r (x ,u ) )

où Zo et Zr sont des champs de vecteurs de classe C*-r -

Soit d une fonction de C-(lR";10, *)) telle que:

o(') t 
1=w'

l " lSt

(2.28)

37
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Considérons la loi de commande z, définie par:

u(æ):  -0(n)L2 'V(r ) ,  Vr  € IR" .  (2 .30)

Nous avons alors le résultat suivant:

Proposit ion 2.2
Soit Di I'ensemble défini par:

Di :  {2o. ,  (X,o) . [Xo,  Zo]  I t  €  ( -oo,0] ] .

Le système (2.13) bouclé par la loi de commande (2.29)(2.30) est globalernent asymptotiquement

stable à l'origine si, et seulement si:

Le ;V (a ) -Q<4  n :0 .  ( 2 .31 )

Remarque 2.1
Comme V est une intégrale première d,e Xo et que V est propre alors toutes les trajectoires

de Xo sont bornées et Xo est complet.

Remarque 2.2
Pour  tout ,  <  0,  nous aaonE:

L1xg1*1xo,ro{(*): L1xo,zo1V(X1r(r)) ' (2'32)

Cette équation, que nous utiliserons ilans Ia preuue ile la proposition 2.2, a été démontrée

dans [OUT99].

Preuve de la proposition 2.2
Montrons tout d'abord que (2.31) est une condition suffisante.
Supposons que:

Le iV( t ) -Ssr=0 '

La dérivée de V le long des trajectoires du système (2.13) est donnée par:

V1*1 - LyV(æ), Vr € lR'.

Elle est du même signe que L2V(x),, d'après (2.27).

En utilisant (2.28), (2.29) et (2.30)' nous obtenons:

L 2V (x)  :  -  0  (x)  L  7,V (æ) (L 7"V (æ) -  0  ( t )  L  2oV (x)  L  2,V (* ) )  .

Lrv(x) :  -0(x)(L2"v(x))2 (L - 0(x)Lz,v(*)).

L7V(x)  I  0 .



2.3. RÉsuLTATS PRINCIPAUX

Le système en boucle fermée (2.L3) (2.30) est donc stable. De plus, les trajectoires du champ

de vecteurs du système bouclé X où:

x 1*1 : xo(t) t  Y (æ, -o(æ) L 7'v (x))

sont bornées et -t est complet.

Montrons à présent que l'origine est attractive.

D'après le principe d'invariance de LaSalle, toutes les solutions tendent vers /, le plus grand

ensemble invariant pu, X. contenu dans:

O: { r  eF."  lÛ1"1 :91.

Pour rs € 1, nous avons:

d  - - .  ,  - - n , ! - ,

m*,@o) 
: xo(X,@o)) + y(x,(cs), -d(c) L2"v(x^æs)))'

Comme,I est invariant
LToV(*1@o)) : 0

et par conséquent:

!x ,@o):  xo(&(ro)) .
dt '

L'unicité de la solution de l'équation différentielle (2.13) entraine que:

xr@o) - xl(rs), vt > o

et
L2oV(*1(xo)) :  LzoV(Xr0(æo))  :0 ,  Vt  2  0.

Par dérivation. nous obtenons:

n
âtt'v(x'o(æo)) 

: o, Vt à 0.

En utilisant la formule suivante (démontrée dans I'annexe A):

Sk

fr, t' z,v çx7("0)) : ad\o L soV(X'o ("0))

nous pouvons écrire que:

'1

frnt VçXy("o)) - L6o,zo1V(Xl('o)) : 0, Vt > 0. (2.33)

D'après (2.32), nous avons:

L(xy,)*l*o,zo1V(cs) : L1xo,zo1V(Xro(to))' V, > 0
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qui, combinée avec (2.33), entraîne que:

Llxgy*1xo,zo1V(r6) : 0, Vt < 0'

I l  en résulte que LeiV(æs):0 et donc que ro:0. L'ensemble,[ est donc réduit à I 'origine.

Ceci montre bien que {0} est attractif.

Montrons maintenant que la condition est nécessaire.

Nous supposons pour cela que la loi de commande (2.30) stabilise asymptotiquement le

système (2.13). Nous voulons montrer que (2.31) est vérifiée. Procédons par I'absurde en

supposant qu'il existe *o * 0 tel que LeyV (rs) : g.

En utilisant (2.32), nous obtenons pour tout t6 2 0:

à

frt r"v çxy(ro)) l,=,, 
: L1xo,zo1v(x,o, (rs))

= tr(xg,o)*[xo,2o1V(xs)

:0 .

Ainsi la fonction:
t + tz'V(Xl(ro))

est constante sur lR+ et donc:

Lz,V(Xl(to)) :  L2oV(xs), V, > 0.

Ceci implique que X,o("') est la solution du système bouclé (2.13) (2.30)' passant par os.

Etant donné que la solution demeure sur une surface de niveau de V ,, et que le système en

boucle fermée (2.13)(2.30) est supposé asymptotiquement stable, alors rs : 0, ce qui est

contradictoire.
Ceci termine la preuve de la proposition 2.2.

2.4 Remarques et exemPles

Remarque 2.3
Dans le cas d,un système régulier ffine en Ia command,e de Ia forme:

a :Xo (x )+ux r ( r ) , ,

nous retrouuons Ie résultat classique ilonné dans [OUT92]. n sffit pour cela, d,e prendre

Fx(" ) :  L \oV(æ) et  Gp(æ):  LkoLx,V(*) ,  V /c  > 0.

Remarque 2.4
La stabilité asymptotique ilu systèrne en boucle fermée ne d'épend pas d,u choia iles suites

(Fr)reu et (G1,)7,ç1,1 . Toutefois, un cho'ir judicieux de ces suites permet de montrer plus

facilement que I'ensemble W est réduit ou non à {0}.
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I Remarque 2.5
Af,n d,e simplifier notre étude, Ie résultat principal a été donné pour u € IR. Ce résultat est

facilement généralisable au cas où u e Rp, P ) 1.

Exemple L
Les résulats précédents peuvent être utilisés pour démontrer qu'un système de la forme:

(  * :  X ( " )
I
I  "  e IR",X(0) :0

est asymptotiquement stable. Il suffit en effet, d'établir que:

{r € IR' I Fr(r) :0, k € ['f] : {0} (2'34)

où (F6)6çry est une suite de fonctions de classe Cr telle que:

Fo( " )  -  0e  L1çV( r ) :0

et
F r@)  -  0<+  LxFn- t ( " )  :0  Pour  k> I '

Exemple 2
Considérons le système

(2.35)

(2.36)

par un retour d'état prélim

Soit V la fonction de Lyapr
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I

nous avons:
LyV(x)  :  g

et 9.
LyV(x ) :  n r *  r z *  r 3 .

Soit Go(z) : LvV(n) , Gr(*) : rzrs et G2(x) = LxGr(æ). Il est facile de voir que ces

fonctions Go, G, et Gzvérifient les conditions (iii) et (iu) données avant l'énoncé du théorème

2.r .
Si o appartient à I'ensemble ltrl, donné par ce théorème, alors:

I

G o ( * ) :  t r * x z * r j : 0

G t ( æ )  :  r 2 t s : 0

8 E

Gz@) :  r !  -  x l  :9 .

Ces équations entrainent directement Que o1 - 12 : rs : 0' D'après le théorème 2'r' le

système (2.36) est stabilisable par une loi de commande de la forme:

u(x)  -  -0(x) ( r1+ * ,  +  * i )  (2 '38)

où d une fonction de C*(lR";]0,oo)).Le système (2.35) est donc stabilisable par la loi de

commande:

u(r ) :  - . i  -  o ( r ) (x1+ 12 +  03) . (2.3e)

(2.37)

(2.40)

Sous cette hypothèser nous pouvons

Exemple 3
Considérons le système :

ù  -  X( r ,u )

pour lequel nous supposons que X est de classe C*.
développer Y(x,u) - X(x,u) - Xo(æ) sous la forme:

k

Y (r, u) : luiYi (æ) + uk+rY @, u)
i=L

avec k € lN et où Yi, i : | .. . ,k et P sont des champs de vecteurs de classe C* '

L'idée développée par Coron dans [COR94] consiste à utiliser une loi de commande du type

u (x ) :  ) ' ( x )Ly ,V (x )

où ) e C(R", [0, -)) et I,/ est telle que LyoV(x) S 0, pour montrer que:

LyV( r )  30 .

(2.4r)
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D'autres types de retour d'état peuvent être utilisés pour obtenir cette dernière inégalité.

En effet, nous pouvons considérer une classe de retour d'état dépendant de LytV("), LyrV(æ)
jusqu'à LyxV(r). La loi de commande (2.41) en est un cas particulier. L'intérêt de cette

approche est d'exploiterla "richesse" de la non linéarité X(r,u) et de pouvoir ainsi apporter

des réponses au problème de la stabilisation par retour d'état, là où certaines lois de commandes

seraient inefficaces.

Pour illustrer notre propos, considérons le système non linéaire:

( t : Ax - çt,n(lxl)x+ p3,+*(lrl)ô1u * po,z(læl)fuus

[  "e  
IR"

(2.42)

où A est une matrice telle qrrc æT Ar: 0 et ô1 et 63, des vecteurs constants tels que les paires

(A,br) et (A,ô3) soient commandables. Les fonctions go,bt a,ô e IR, a 1b, sont définies dans

le partie notations.

Soit V la fonction de Lyapunov définie par:

1
v(x): ;Wl ' .

Le long des trajectoires de la dynamique libre:

Vç*1 : -çr,n(lrl)lxl' < 0.

Un retour d'état de la forme Q.aL) ne peut pas rendre le système (2.42) asymptotiquement

stable à l'origine. En effet, pour lrl ( 1, cette loi de commande s'annule et le système est

réduit à:
ù :  A r .

Comme
rTAx=0

I'origine du système en boucle fermée (2.4I)(2.42), n'est pas attractive.

43

En revanche, le système (2.42) est stabilisable par la loi de commande

u(x) :  -Lv ,V(* )  -  Ly 'V(x ) ,

où  Y l (u ) :  ps ,+- ( lu  l ) fu  e t  Y t ( * ) :9s ,2 ( l r l )ô3 .

En effet, le long des trajectoires du système (2.42)(2.43) nous avons:

-  pour l " l  < 1,  Vçr1:  -Qy'V(a))a

- pour l r l  e l l ,  Z l ,  V(r)  :  -?r ,+( l r l ) l t l ' -  (Ly 'V(a))a

- pour lal e l2,rl, Û(o) - -e1,a(lal)lal2

-  pour læl el3,  +1, ' i t (x)  :  -pr ,q( lx l ) l " l ' -  (Ly,V(t))2

(2.43)
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-  pour lc l  e [a,oo),  Û(z) :  - (Ly,V(*)) ' .

Ainsi' 
v(r) < o, Væ € rR'.

Le système est donc stable.
Par le Principe d'Invariance de LaSalle, toutes les trajectoires du système convergent vers le

plus grand ensemble invariant .[ contenu dans:

o : {' eF.: I Û1'; : ol.

Soit rs un point de .I. Com."" Û1"; ( 0 sur:

{ re lPt" l  tS l " l  <a}

alors ca est nécessairement en dehors de cet ensemble.
Si læsl ) 4 alors:

V(*o) :  -  (LyrV(*o)) ' :  - (ps,+oo( l ro lXô,,  r0)) '  :  0

et le système en boucle fermée se réduit à:

ù -Aæ.

Des dérivations successives, prises €rr rs, de (ô1,r) le long des trajectoires de ce dernier

système, nous conduisent à la condition:

lû, AU, "', A"-tbrliuo : o'

Comme(A,br)estcommandablealorsrs :0,cequiestcontradic to i re .
Maintenant, si lcsl ( 1 alors

V(*o)  :  - (Ly,V("o))n :  - (po, r ( l to l ) (br , "o) )n :0

et le système se réduit encore à:
ù -Aæ.

En dérivant successivement (ôa,t), €n os par rapport à ce système, nous obtenons:

lbs, Abs,... ,  A"- 'br]oo = 0.

Comme la paire (A, br) est commandable alors rs : 0. L'origine est donc attractive et le

système (2.42) (2.43) est asymptotiquement stable.

2.5 Conclusion

Nous avons abordé, dans ce chapitre, le problème de la stabilisation' par retour d'état,

d'une classe de systèmes non linéaires et non réguliers. Les résultats obtenus généralisent les

travaux portant sur le cas où les champs de vecteurs sont réguliers. Des conditions suffisantes

de stabilisation globale ont été établies. Nous avons également proposé des conditions nécessaires

et suffisantes dans un cas particulier.
Nous avons ainsi montré que des résultats classiques concernant la stabilisation par retour

d'état de systèmes réguliers pouvaient trouver des versions dans le cas où les systèmes seraient

seulement continus et localement lipschitziens.
Dans le chapitre suivant, nous poursuivons dans ce sens, en considérant le problème de la

stabilisation de systèmes non linéaires et non réguliers, par ajout d'intégrateurs.
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Chapitre 3

Stabilisation par ajout d'intégrateurs

3.1- Introduction

Cette partie du mémoire sera consacrée à l'étude de la stabilisation globale de systèmes

de la forme:

{  
x . :  f@,y)  (3 .1)

ly :u

où r € R", yru € IR- et "f , IR'x IR* + IR" est une fonction continue et localement

lipschitzienne.

Dans [BYR89], [KOD87] et [TSI89], il est démontré que lorsque / est de classe C*, si le

système:

i :  1@,0)  (3 .2)

est globalement asymptotiquement stable à I'origine, alors (3.1) est globalement asymptotiquement

stabilisable.

Lorsque / est linéaire (c.-à-d,. T@,A) : Ax * By)r la preuve de ce résultat est directe. Il

suffit pour cela de prendre u(æ,A) - Dy où D est une matrice de Hurwitz (c.-à-d. toutes

ses valeurs propres sont à partie réelle strictement négative).

Si / n'est pas linéaire, la démonstration est plus subtile. Elle est basée sur le fait que f @,A)
peut se mettre sous la forme:

f  @,y)  :  T(x ,0)  t  F(x ,y )y

F(*,ù - Io'ffO,sy)d,s.

(3.3)

Malheureusement, cette démarche n'est plus valable lorsque / n'est pas au moins de classe

cr.

Dans ce travail nous montrerons que si / est continue et localement lipschitzien, et que le

système (3.2) est globalement asymptotiquement stable à I'origine, alors le système (3.1) est
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stabilisable par le biais d'une loi de commande continue. Ceci constituera le résultat principal

de ce chapitre.

Sa démonstration reposera sur une décomposition de la fonction / de la forme:

T@,y) :  G(r ,y )  H(a)

où 11 est une fonction continue qui permettra la construction d'une fonction de Lyapunov

pour le système en boucle fermée. Cette décomposition fera I'objet d'un lemme technique.

Le problème de la stabilisation globale par retour d'état du système (3.1) est à I'origine

de nombreuses études [BYR89, COR91, IGG94, KOD87, KOK89, OUT91, OUT96' OUT,

ROS93, TSI89]. Dan, ces travaux, / est supposée être au moins de classe Cr et le système

réduit x : T(r,0) est stabilisable.

Ce chapitre traite de la stabilisation de (3.1) lorsque / est seulement continue et I'objectif

est légèrement différent de celui des travaux précédents. Nous voulons montrer ici, que

l'hypothèse sur / peut être affaiblie.

Dans la section suivante, nous démontrerons le lemme technique. Dans la section 3, nous

présenterons et démontrerons notre résultat principal. Dans la section 4, nous illustrerons ce

résultat par des exemples et énoncerons quelques remarques. Enfin, dans la section 5, nous

donnerons nos conclusions.

3.2 Lemme technique

Démontrons tout d'abord le lemme suivant:

(3.4)

Lemme 3.1
Soit g : IR" x lR -l B" une fonction continue telle que ç@,0) : 0, pour tout

Supposons que g soit bornée pour tout y borné. Alors, il eri,ste h e C telle que:

l l r (y) l  2lç@,y)l  pour tout (*,a) e lR" x lR.

Preuve du lemme 3.L
Considérons deux suites de nombres réels (oo)o' et (b;)*rt définies par:

pour k > 2,

c € IR".

(3.5)

Q 1 :  ,up (1, sup le(r,  y) l)
\  (c ,s)  €R'x[ -z 'z ]  /

: suP (T'r,,rl. i.ïP*r-,,,, k("' u)l)

( r,, sup le(", y)l)
\ (c,s)€R'x[-,t-r'fr+r] /

et

ôn : suP pour /c > 1.
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Nous construisons la fonction â de la façon suivante:

h(0) : s,

h(a) : (0 ,

o Pour y

h(a) :

ou

(rk pour ael,r ' , I-J. l' ln+r'k zk(k+r)J

ara*gx pour ,.[#-ffi '#]

-h(-y) quand y

' ] ' '  
* ]

a* : 2(lc+ lx/c * 2)(a1 - an+r)

g*  :  ?J  -2k)a1  +2(k  *2)a*+r ,  k  22 .

h(A) - l2(a1 - az)y * 6az - \at.

h(Y)  :  o t  '

^ ' l x=2 (bn+ t -ô r ' )

6p -  2(k+ l )be -  (2k*  l )br+r ,  k  > 1.

_ pour r . ] * , ; ]

-  Pour r . ] | , t ]

- Pour y € ]1, +oo[

( bn pour y e lk,k + +l
h(a) : t  

roy+to pour  aelk+| ,k+r I

ou
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b^*r

bn

â .

a
n+l

Ftc. 3.1: Représentation de Ia fonction h

Cette fonction h est par construction continue sur lR\{O}, satisfait la condition (3.5) et

vérifie:
h(a)a )0 pour  y+0

et

,Iru ln(Y)l : *oo'
De plus, avec lim a6 : 0, nous avons .lim h(y) : 0. Ce qui entraîne que h est aussi continue

fr-++oc lsl+o
en zéro. â, fait donc bien partie de I'ensemble C et satisfait Ia condition du lemme.

Nous pouvons à présent démontrer le lemme principal de cette section.

Lemme 3.2
Soit f : IR" x IR- + R' une fonction continue telle que /(r' 0) : 0.

H :  (Hr, , . . . rH*)T: IR- -+ n- ' "  et  G: IR" x ]R- -+ IR"-  cont inues

( l , t )  H ; (a )  :  hn (v )  où  h ;  €  C ,  i  :  L . . .m.

(L2)  f  (x ,a ) :  G(æ,a)H(y) .

Preuve du lemme 3.2
Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que / est bornée.
peut toujours se mettre sous la forme:

Alors, il existe
uérifiant:

En effet, la fonction /

où :

Si /r est décomposable
le lemme, alors / peut
satisfait le lemme.

r:r'

r':
sous la forme /l -

se décomposer sous
sont des fonctions vérifiant
avec G : Gr (l + l/1'?) qui

1t + l/l ')

r
ffiit
GrIl, où
la forme

GLe tH

f :GH



3.2. Lpvttr,tE TECHNIQUE 49

Nous démontrons d'abord le lemme dans le cas où m: L.

D'après le lemme 3.1, il existe des fonctions h; € C, i - | . ..n, telles que:

lâ;(s)l > l ln"{ ' ,u)l , i :r...n. (3.6)

Nous pouvons écrire que:

T;@,v) :  T ' f  @,v1h;(ùht '@) Ti  @,v),  i  = r .  "n '

Si nous posons:

alors la fonction Î :  Gr,..  .
entraîne que "f est bornée.

Posons: -  ? ^

f ; :  f f  f ; ,  i  =  1. . .n .

Comme/( " ,0 )  =0 ,  i :  ( f r , . . . , f ) 'es t  con t inue.  Par  conséquent ,  pour  tou t  i : I . . .T t r , ,

les fonctions fi s'expriment sous la forme:

f ;@,v) :  h;(v)s;(æ,v)

où g; est continue et définie Par:

g;@,a)  :  f ; ( x ,ùh t '@) ,  i  :  1 . . .n .

En posant:

h(a) : s i  y20

et
h (y )  :  - h ( -a )  s i  a  10 ,

il apparaît clairement que h € C et que:

la(y) l  2 lh, (Y) l  ,  i :1 . . -n.

Nous réécrivons alors / sous la forme:

T@,v):  h(v)O@,,s)

où g désigne le vecteur de composantes:

în :hnt f i ,  i : r . . .n .

, Îà' est continue pour tout y I 0 . De plus, I'inégalité (3.6)

Dn?tt
i=1

g;@,,a)  :  e ; (û , ,y)h, (a)h- ' (a) ,  i  :  I . . .n .
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Nouspouvons remarque rque i t ; : h ; h - t , , i : l . . . n , es tune fonc t i oncon t i nuepou ry f0
et qu'elle est bornée.
Comme g(r,0) = 0, la fonction g est continue. Cela nous permet de conclure que les fonctions

h et fi, dans le rôle respectif de I{ et de G, répondent bien aux conditions du lemme. Ceci

termine la preuve pour le cas rn : 1.

Regardons à présent le cas où rn > 1. L'idée est de montrer, par récurrence sur rn, qu'il

existe des fonctions continues G; : IR' x IR- -+ R*, i: 1...n, telles que:

T;@, 'y1 : (H(y) , ,G; ( r ,v ) ) ,  i : r . . .n  (3 '7)

où I/: IR- -> lR- est une certainefonction satisfaisant la condition (L1).

Supposons que (3.7) est vérifiée pour tout entier k < m et montrons que cela reste vrai au

rang k + 1.

Soit donc a:(h,t) où Ur € lR ety € lRft. Nous avons alors:

f  @,ù:  f ( r , ,yr ,0)  *  f@,ar ,a)

avec:

T(*,ar,ù:  T@,w,a) -  T@,vt, ,o) '

Comme "f(",0) 
= 0, il résulte du cas rn : 1 que:

T@,ar ,o)  :  H ' (a)Gt( r ,ar ) ,  (3 '8)

où I11 € C et Gr : IR' x IR -r IR" est une fonction continue.

D'après I'hypothèse de récurrence et dans la mesure où /(r,yr,0) =_ 0, nous savons qu'il

existe des fonctions continues f/ , IRfr -r IRe qui vérifient (t1) et G;: lR' x lRÈ -l IRÀ,

i :  I  . .  .  rz, tel les que:

f ; ( * , y r , ù : (H (g ) ,G ; ( r , y ) ) ,  i =1 . . . n .  ( 3 .9 )

En ut i l isant  (3 .S)  et  (3 .9)  nous obtenons '  pour  tout  i :L . . .Tt t

f ;@,Y1 :  f t (x , ,Yr ,0)  *  Tr@,at ,a)
- Ht(y)Gl(",y ')  + (Ft(a),G,(r,ù))
-  (H(v) ,G;(x ,y) \

avec H : (Ht ,,I/) et ço : (Gl,G;).

Posons G:lGrGz...G,lr .  Alors f  @,y) peut se mettre sous la forme:

f @,,y) -  G(æ,a)H(Y)

où les fonctions H et G vérifient bien les conditions du lemme.

Ceci achève la démonstration du lemme 3.2. tr
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3.3 Résultat principal

Théorème 3.1
Si f est continue et si le système (3.2) est globalement asymptotiquement stable, alors le

sgstème (3.1) est stabilisable par un retour d'état continu.

Preuve du théorème 3.1
Nous commençons tout d'abord par décomposer / sous la forme:

T@,y) : f  (r,o) + f(c, u) (3.10)

o ù :

T@,a):  T(x,a)-  f@,0).

Le système (3.2) étant globalement asymptotiquement stable, il existe une fonction I/ propre

et définie positive telle que:

V6.21@)t : (T@,0),VV(r)) < 0 pour tout û # 0 -

Comme / est continue et qu'elle vérifie /-(r,0) : 0 alors d'après le lemme 3.2, il existe des

fonctions continues H : (Ht,H2,... , ,H^)' :  IR- -+ IR- et G: IR" x IR* ) IR,nxm tel les

que:

f  @,v) :  G(x ,v)H(ù.  (3 '11)

Nous introduisons la fonction W de la forme :

3 f v
W(*,v) :V(x)  + L I  H;(s)ds.

i = l  J o

W est une fonction propre définie positive.

Soit u la loi de commande définie par:

u(*,a)  :  -YV (r)G(*,a)  -  a. (3.12)

La dérivée de W le long des trajectoires du système en boucle fermée (3.1X3.12), est donnée

par :

W(r,01 : Vp.z\ (t) - fu,H(y)) .

Nous avons alors:
W(*,s)  <  0,  V( t ,y)  I  (0 ,0) .

Le système (3.1)(3.12) est donc globalement asymptotiquement stable.

Ceci achève la preuve du Théorème 3.1.
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.LV3.z1représente ladérivée de V le long des trajectoires du système (3.2)'
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3.4 Remarques et exemples

Remarque 3.1
Lorsque Ie système est régulier nous retrouuons les résultats classiques rappelés dans I'introd'uction.

Il sffit pour cela d,e reprend,re Ia décomposition (3.10)(9.11) de f sous la forme:

f  @,a) :  T(r ,0)  *  G(2,  v)n@)

en posant' 
,(*,a) : 

I"' fft.,sy)d,s 
et H(y) : a.

3.4.L Exemple 1

Considérons le cas particulier où n : m : I et où / est de la forme:

f@,a):  /o(")  + 0(n)s@) (3.13)

avec:

- fo,0 e Co(lR) de sorte que i : fo@) soit globalement asymptotiquement stable.

- g € Co(R)nC1(lR\{0}) est telle queg(0) : O 
"Hest 

bornée au voisinage de v - 0'

D'après le Théorème 3.1, le système (3.13) est stabilisable.

Nous voulons donner l'expression explicite de la loi de commande stabilisante. Pour cela,

déterminons les fonctions G et H de la décomposition:

f  @,y) - " fo(") * G(x,,v)H(v).

Nous montrons d'abord qu'il existe une fonctiorL E e Co(R) telle que:

g@):  a*  E@) pour  tout  y  € IR.  (3 .14)

Commençons par prouver qt" gÉ € Cl(lR).

Comme 9 € C1(lR\{0}) alors g3 € C1(lR\{0}). n reste à établir eue gÉ est de classe Cr
eny -0 .
Nous avons:

#r,:lntrafrut
Commegest continue, qu'elle s'annule eîr! -0 et que 

H*rbornée 
au voisinage de y: g,

alors: 

[r' 
dgt (u) : o.

y+o d,y '"'
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Ainsi, gË e Ct(lR).

Il en résulte I'existence d'une fonction Or € Co(lR) telle que:

gi(y) :  Ugr(y) pour tout I € R,

qui équivaut à:

g@) : yi gÏ@) pour tout y € IR.

La relation (3.14) est donc établie avec Q : gi.

Posons alors:

G(* ,ù :  O(r )g(y)  e t  H(y)  :  y i .

Ces fonctions sont bien continues et H e C. En utilisant la méthodologie développée dans ce

chapitre, nous pouvons conclure que la commande par retour d'état:

u(*,a) :  - :x 0(*) -s@) - y (3.15)

stabilise le système (3.1X3.13) et que la fonction définie par:

W(*,r):T*'++y+
est une fonction de Lyapunov stricte pour le système en boucle fermée (3.1X3.13)(3.15).

Remarque 3.2
La ilécomposition (3.Iil proposée dans l'eremple 1 n'est pas toujours réalisable. De façon
plus générale, si g: lR + IR est une fonction continue s'annulant en zéro alors elle n'est pas

nécessairement décomposable sous Ia forme:

gfu):  yÊkfu),  (3.16)

auec p)q € IN et k e Co(R). Ceci est d,émontré dans l'anneae B.

3.4.2 Exemple 2

Dans ce chapitre, nous avons démontré un résultat de stabilisation d'un système continu
par ajout d'intégrateurs. Le retour d'état stabilisant proposé est continu. Toutefois, même
si le système est continu, nous observons que ce retour d'état peut être choisi régulier. Pour
illustrer notre propos, nous montrons que le système (3.1)(3.13) est stabilisable par ce type

de retour d'état.

Nous introduisons pour cela une fonction k de classe C- telle que:

k'(*,y) 2 (A'@) + 1) (d'?(r) + t) d(c) (3.17)
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où d est une fonction régulière vérifiant:

d(r) Z 1 si u € [-1,1] et ô(") 2 lJ9!)f,ff)-l si l"l > 1. (3.18)

Le système en boucle fermée, défini à partir de (3.1)(3.13) avec:

u ( x , y ) :  - ( a+y3 )k2 (æ, , y ) - y  ( 3 .19 )

est globalement asymptotiquement stable. En effet, considérons:

wr(*,ù : [^ /(s)ds + IatJo

où I est une fonction continue définie par:

[  
-àl ' (1) si  t  ]  r '

t (x):  {  -} . f ' ( ' )  s i  l r l  S 1, (3.20)

[ -âl'(-t) sinon'

La dérivée de Wl le long des trajectoires du système en boucle fermée (3.1X3.13)(3.19) est

donnée par:

fu,@,ù :  t@)ro( ' )  + y?t@)e@)-s(y) -  (uâ + y*) n 'z@,ù - at .

yt + y+ > y+ pour tout I € R,

f r r@,y) S r@)fo( ' )  + y i t@)e@)-g(y)  -  aP k '@,ù -  a i

(  u  r , -  " , ' ,  -  ' (c )0(c)O(Y) \ 'z: _ 
trt k\æ,a) _ _ffin 

I

+ (t(2!!")s{ù), *,1,;yo (,) _ yt .
\  zk \ r , y )  /

Comme:

nous avons:

En utilisant (3.17), nous obtenons:

fr,@,y) st(,) (ffi + r.(")) - a! .
D'après (3.18X3.20),

,( ') (ffi+1,(')) .o pour n+0.

Ceci impliqueque Wr(*,y) < 0 pour (o, y) + (0,0). Le systèmeen boucle fermée(3.1)(3.13x3.19)
est donc globalement asymptotiquement stable.
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3.5 Concluslon

Nous avons considéré, dans ce chapitre, le problème de la stabilisation d'une classe

de systèmes non linéaires et non réguliers par ajout d'intégrateurs. Les résultats afférents

à ce problème nécessitent généralement que les systèmes soient réguliers. Nous avons ici

affaibli cette hypothèse, généralisant ainsi les résultats existant dans la littérature. L'intérêt

théorique d'établir des résultats dans le cas des systèmes non linéaires et non réguliers a été

surencheri par I'intérêt pratique de la question. Des systèmes de la physique par exemple

sont non réguliers. Il était donc intéressant de pouvoir développer de nouvelles méthodes de

stabilisation répondant à ces cas de figures.

DO
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Chapitre 4

Préliminaires et résultats de base

4.L Petit rappel historique

Depuis le début du siècle, la description mathématique d'un grand nombre de processus

physiques a conduit à I'introduction de systèmes à retards. L'une des premières considérations

de cet ordre a été réalisée par Boltzman [BOL09]. L'auteur s'intéressait aux efiets retardés en

élasticité mais n'a cependant pas souligné clairement I'utilité d'états "passés" pour obtenir

un modèle plus réaliste. Dans les années 1900, est apparue la nécessité de spécifier l'état passé

du système en vue de prédire son évolution future. Ce point de vue, allait en contradiction

avec la tradition Newtonienne pour laquelle, les valeurs "présentes" des états suffisent à la

prédiction.

Il faudra attendre les travaux de Volterra [VOL27] et ceux de Lotka [SHA23], qui indépen-

demment l'un de I'autre (le premier en Italie et le second aux Etats-Unis), ont souligné qu'afin

d'atteindre un certain degré de réalisme, les efiets retardés devaient être explicitement pris

en compte. Volterra a, entre autre, travaillé sur la viscoélasticité et sur les modèles proie-

prédateur ([VOL09], [VOL27], [VOL28], IVOL31]). Ses premiers centres d'intérêts portaient

essentiellement sur les phénomènes irréversibles et l'élasticité dans le domaine de la mécanique.
Ce sont ses études sur l'élasticité, qui I'ont d'ailleurs conduit à développer la théorie des

équations fonctionnelles et des équations intégro-différentielles (voir IVOL28], [VOL31]), pour

laquelle il devint connu. Dans [SHA23], Lotka a mis en avant I'utilité des retards à travers
des discussions portant sur les retards discrets dus au temps d'incubation dans le modèle
épidémiologique de la malaria de Ross. Tout comme son homologue ltalien, Lotka s'est
intéressé à différents problèmes de variations et de fluctuations dans le nombre d'individus
et d'espèces. Dans ses travaux sur la stabilisation d'un bateau et de direction automatique,
Minorsky [MIN42] a présenté clairement I'importance de considérations des phénomènes de
retard dans la commande par rétroaction.

Aux environs des années cinquantes, le grand intérêt porté à Ia théorie du contrôle a
contribué de façon significative au développement de la théorie des équations différentielles
dépendant des états "passés". L'article de Myshkis [MYSa9] a d'ailleurs joué un rôle important
dans ce sens puisqu'on y donnait, pour la première fois, une formulation correcte du problème

de la valeur initiale.
Depuis, une littérature abondante est parue: Myshkis [MYS55], Bellman and Cooke [BEL63],
Krasovskii [KRA63] , El'sgolt [EL'66], Hale [HAL77], Kolmanovskii [?]. Cette liste, non
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exhaustive, représente quelques ouvrages qui ont marqué l'étude des systèmes à retards et

sont à la base de développements récents.

4,2 Exemples

Dans cette section, nous présentons quelques exemples de systèmes à retards, destinés à

illustrer le rôle de ces systèmes, dans la modélisation de processus rencontrés en pratique.

Industrie chimique
Dans [LEH91, LEH94], les auteurs ont considéré une réaction chimique du premier ordre,

exotherme et irréversible du composant A en un produit B. Cette réaction se déroule dans

un réacteur infiniment mélangé avec recirculation. La transformation du composant A en

un produit de réaction B n'est pas instantanée, il existe donc une quantité de A qui se

transforme plus tard en B.
Les bilans de matière et d'énergie sont donnés par des équations différentielles à états retardés

de la forme:

! oat : l(te,+ (1 - ^)A(t - r) -A(tÙ - rcoe'fle1t1 (4.1)
\  t t , l  :  #(m+(1 - \r( t-r)-r(ù)-Koe-*A@-fiug(ù-rù 

\- .- '

où A(l) est la concentration du composant A, T(t) est la température et ) € [0' 1] est le

coefficient qui caractérise la recirculation. Les autres coefficients sont constants.

Modèle biologique
Les équations à retards peuvent être utilisées pour modéliser des phénomènes biologiques

comme les processus immunologiques ou épidémiques. L'exemple ci-dessous, présente ltévolu-

iion d'un virus [MAR82], [MAR85]. Le modèleest décrit par:

v(t)  :  (g-tP@)v(t)
C(t) : a((m(t))F(t - h)v(t - h) - p"(C(t) - Co)
i,(t) : pc(t) - rnF(t)V(t) - pyF(t)
* ( t )  :  6v( t ) -F^m(t )

où V(t) représente le nombre d'antigènes, C(t) le nombre de plasmacytes produisant les

anticorps, m(t) Ie taux relatif de tissu endommagé et F(t) le taux d'anticorps. C6 est un

niveau constant de plasmacytes, le retard â est le temps qui s'écoule entre le début de la

stimulation des lymphocytes et le début de la production de la masse d'anticorps et rn(t) est

une fonction croissante. Tous les autres coefficients sont supposés constants.

Modèle physique
De nombreux systèmes physiques sont représentés sous forme de sytèmes à retards. A

titre d'exemple, les équations introduites dans [5TA65] ont servi à modéliser les propriétés

dynamiques du laser:

(4.2)

(4.3)I tt(t) : ux{t)("r(t)- 1 - fft, - o,TTùr1(t - â)) * u[Jo

\  * r ( t )  :  Ko -  K( t ) ( r1( r )  +  1) .
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La variable æ{t) représente la densité de radiation et r2(t) est le coefficient d'amplification.
Les autres paramètres sont constants et dépendent des propriétés du laser.

4.3 Rappels et Généralités

Dans cette section, nous exposons quelques notions de base sur les systèmes à retards
allant de la définition d'un système à retards à celles relatives à sa stabilité. Nous rappelons
également quelques critères de stabilité basés sur les fonctions ou les fonctionnelles de

Lyapunov.

4.3.L Définitions et notations

Soit IR le corps des réels et IR" I'espace euclidien des vecteurs de dimension n.

Soit r à 0 un nombre réel donné et Cn - C(l-r,O], R"), I'espace de Banach des fonctions
continues de I'intervalle [-r,0] dans IR' muni de la topologie de la convergence uniforme.

Nous utilisons ll.ll" pour désigner la norme sur Ç définie par:

lldll" : sup lé(t)l' vÔ e c"
,€[-r '0]

la norme | . | étant la norme euclidienne sur IR'.

Soit A un nombre réel positif, o un réel et c un élément de C([o - r,o + A],IR"). Alors pour

tout t €.lo,o + A), nous définissons la fonction c1, élément de Ç par:

x{0) - r( t  + 0),  V0 e [-r ,0]

[Notation de Shimanov [SHI60]].

Définition 4.1 (Système à retards)
Soit X un sous-ensernble de IR x C, et f une application de X ilans W.
Nous appelons système à retards, une équation fonctionnelle différentielle de Ia forrne:

61

t ( t )  -  f  U,* r ) .

L'écriture générale (4.4) regroupe des classes plus particulières de systèmes tels que:

1. les systèmes différentiels ordinaires:

i ( t )  :  / ("(r)) .

2. les systèmes différentiels aux difiérences:

à( t )  :  f  @(t ) , r ( t  -  v ( t ) ) ,  .  .  . ,  r ( t  -  
"o( t ) ) )

avec les re ta rds  4 ,0  (  r ; ( t ) 1 r ,  i : 1 . . . p .

(4.4)



62 CHnprrRB 4. PnÉIIIvIINAIRES pr RÉsulrnrs DE BASE

3. les équations différentielles intégrales:

L'état du système est la fonction er définie sur [-r,0] et c(t) est appelé état instantané du
système à I'instant t. Pour simplifier, nous parlerons par la suite d'état du système en faisant

référence à r(l). Mais, il faut bien voir qu'il s'agit en fait de l'état instantané du système
pris à I'instant t. L'espace d'état est ici un espace fonctionnel constitué des fonctions définies

sur [-r,0] à valeurs dans IR". Les équations à retards s'inscrivent donc dans la catégorie des

systèmes de dimension infinie.

Définition 4.2 (Solution d'un système à retards)

1. Une fonction x est une solution de l 'équation (l . l  surlo -rto + A), s' i l  eaiste un

nombre réel A strictement positif et un réel o tels que æ e C(lo - r,a * A],R"),
(t,rr) € X et x(t) aérif ie l 'équation (4.i l ,  pour tout t € lo,o * A).

2. Pour un réel o et un élément $ deCn, r(o,ô) est une soluti,on d" (4.il d,e conilition
initiale $ à I'instant o, si pour un réel A ) 0, æ(o,{) est solution d" (4.il sur lo -

r , o  *  A )  e t

r"(0) -  ô@), V0 e [-r ,0].

Existence et unicité dtune solution

Théorème 4."1.
Si f (t,$) est continue szr IR x Cn alors pour tout éIément (",ô) de IR x Cn, il etiste une

solution d" (4.il admettant Ia ualeur initiale $ au temps t : o. Si de plus f est localement
lipschitzienne en $ sur B" x Cn, alors la soluti,on est unique et dépend continû,ment ile la

foncti,onnelle f , d,e l'instant initial o et de Ia ualeur ini,ti.ale $.

Dans la suite de ce mémoire, nous supposerons que ces conditions d'existence et d'unicité
sont satisfaites.

4,3.2 Notions de stabilité pour les systèmes à retards

Nous supposons que /(1,0) : 0 pour tout , € IR. Ceci ramène l'étude de la stabilité du
système (4.4) à celle de la solution d'équilibre r : 0. Pour tout réel positif ô, nous noterons
B,(0,ô)  :  {d €.Cn: l ld l l "  < ô} .

Définition 4.3 (Stabilité)
La solution il'équilibre r : 0 ile I'équation diffé,rentielle (l.l est ilite stable si

Ve  )  0 ,o  )  0 ,  fô :d (e ,o ) ,  te l  que  ôeB* (0 ,d )  +  s t (o ,ô )eB" (O,e ) , ,Y t2o .

i(t) - l',rU * o, r(t + o))do.
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Définition 4.4 (Stabilité asymptotique)
La solution c = 0 de I'équation (4.il est asymptotiquement stable si, elle est stable et s'il
eùste un réel a - a(o) ) 0 tel que:

ôeB" (O,a )+  ( r (o ,S) ( t )  +0  quand  t  +  oo) .

Définition 4.5 (Instabilité)
La solution nulle est instable si elle n'est pas stable.

Définition a.6 (Stabilité robuste)
Nous ilirons qu'un système est N -robustement stable ou stable par ra,pport à N , si son
équitibre est asymptotiquement stable pour tout retard d,e I'ensemble N.

4.3.3 Méthode des fonctionnelles de Lyapunov

Il s'agit d'une généralisation de la seconde méthode de Lyapunov au cas des systèmes à
retards.
Nous considérons de nouveau le système (4.4), c'est-à-dire:

ù( t ) :  f ( t , * r )  (4 .5)

Soit V : IR x Cn ) lR une fonction continue et n(o,{) la solution de cette équation de
condition initiale { au temps a.
Nous définissons la dérivée V,, de V, le long des trajectoires du système (4.5) par :

V(t ,ô) :  l imsup I  lv  Q + h,x41,( t  d))  -  V(t , ,ô)1.
h + o +  h '

Soit,4 la classe des fonctions scalaires décroissantes o € C([0,-),R) telles que

a (s )  >0  pou r  s  >0  e t  o (0 )  :Q .

Définition 4.7
SoitV: IR x B^(O,d) + IR une fonctionnelle continue telle que y(r,0) :0.
Nous dirons que la fonctionnelle (t,,û + V(t,,Ô)

1. est d,éf,nie positiue, s' i l  eriste une foncti,on a d,e,Atelle queV(t,ù>"(lÔ(0)l), pour
tout réel t et tout élément $ de 8"(0,6).

2. est d,éfinie négatiue, s'il eûste une fonction a d,e A telle que V(t,ù S -a(ld(O)l),
pour tout réel t et tout élément Q de 8"(0,6).

3. ad,met une borne supérieure infinitésimale, s'il eriste une fonction a d,e A telle que:

V(t,û S "(l ldl l"), 
Vr e lR et Yô e 8"(0,6).
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Pour conclure la stabilité d'une équation difiérentielle fonctionnelle à retards nous utilisons
en pratique les critères suivants:

Théorème 4.2 (Kolmanovskii et Myshkis' [KOL92])
S.'il eriste une fonctionnelle continue et d,éfi,nie positiue V : IR x B*(0,d) + B" d'e dériuée
V 10, alors Ia solution triuiale de (/.5) est stable.

Théorème 4.3 ( Kolmanovskii et Myshkis' [KOL92])
Supposons que pour une certaine constante positiue H, il eriste une fonctionnelle continue

et définie positiue, V : IR x Bn(O,ô) -+ IR qui ailmette une borne supérieure et dont la dériuée

soit négatiue sur lR x 6,(0, 6). Alors la solution triuiale de (/.5) est asymptotiquement stable.

4.3.4 Méthode des fonctions de Lyapunov-Razumikhin

La difficulté de construire des fonctionnelles de Lyapunov est à I'origine de I'utilisation
de fonction de Lyapunov. Les résultats obtenus ont été développés par Razumikhin. Nous

les rappelons ci-dessous.
Soit I/: IR x IR' + IR une fonction continue et r(o,/) la solution de l'équation (a.5) de

condition initiale / au temps. a.
Nous définissons la dérivée, y(r, d(0)), de V le long des trajectoires du système (4.5) par:

û1r,410;; : ttn:To ff, <, + h,a(t,é)(t +â)) - v(t, d(0))1.

Les résultats suivants donnent des conditions suffisantes de stabilité du système (a.5).

Théorèm e 4.4 (Razumikhin, [RAZ56])
Soient,..t,,t),u) : ]R+ -r ]R+ des fonctions continues, croissantes où u et u sont déf.nies
posit iues et u est str ictement croissante. S' i l  eriste une fonctionV :R" +R"tel le que

" ( l r l )  
<V( t , ,c )  <u( lc l ) ,  t€  IR, r  €  IR" ,

et

V(t,,ô@D S -r(ld(o)l), vô e C" tette que llv(t,Ô)ll" : v(t' d(0))

alors la solution o : 0 de I'équation (1.5) est stable .
Si nous auons en plus, -(s) > 0, pour s ) 0 et qu'il eriste une fonction continue cro'i,ssante
p uéri,fiant p(s) > 0 pour s ) 0 telle que

VU,ô$D S -r( ld(o)l), Yô e C* tette que l lv(t, d)l l" - p(V(t d(0)))

alors Ia solation est asymptoti,quement stable.
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4.4 Stabilisation

Dans cette section, nous rappelons quelques techniques de stabilisation nécessaires pour

la suite de notre travail.

4.4.L Retour dtétat

Considérons le svstème :

æ( t ) :  f  (x1 ,u( t ) )  (4 .6 )

de condition initiale

x(t)  -  ô( t ) , , t  € [ - I1,0] .  (4.7)

où c(t)  € R' ,  x{0) :  r ( t  *  0) , ,v0 € [ - /1,0] .
Nous supposons que "f : C(l-Hr0],R") x IR" + lR" est lipschitzienne par rapport à chacune
de ses composantes et qu'elle vérifie /(0, O) - O.

Définit ion 4.E
Le système (4.6)(4.7) est d,it stabilisable par retour il'état statique sans mérno'ire, s'il existe

une loi d,e commande u(t) :  u(æ(t)), tel le que:

r ( t ) :  T(* r ,u( r ( t ) ) )  (4 .8)

soit asymptotiquement stable à l'origine.

4.4.2 Retour d'état basé observateur

Soit le système:

I 
rl l : f@1,u(t))

I y(t) : h(*,)
(4.e)

où r(t) € IR'est levecteurd'état, u(t) e IR- est levecteurd'entrée, y(t) e IRq est Ievecteur

de sortie.
En supposant qu'il existe un retour d'état sans mémoire stabilisant u(t) = u(o(t)), nous
pouvons nous demander si le système bouclé par le retour d'état estimé u(t) - u(ô(t)), où

â(t) est une estimation du vecteur d'état c(t), est aussi asymptotiquement stable à I'origine.
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4.5 Remarque

Les systèmes à retards considérés, seront mis sous la forme d'équations différentielles
fonctionnelles [HAL93]. D'autres représentations existent: les systèmes à retards peuvent

être interprétés comme des équations différentielles sur un anneau ou sur un module [MOR76,
FLI94], ou encore comme des évolutions dans des espaces abstraits [CUR78]. Bien que les
systèmes à retards ne soient pas des systèmes de dimension finie, ce choix de représentation,
permet I'utilisation des concepts classiques de commandabilité, d'observabilité et de stabilisa-
bilité définis à I'origine pour des systèmes de dimension finie. Elle offre par conséquent la
possibilité d'obtenir des conditions de stabilisation en dimension finie relativement simples

à tester comme nous allons le voir dans l'étude qui va suivre.



67

Chapitre 5

Stabilisation par commande par
retour d'état

5.1- Introduction

De nombreux systèmes dynamiques tels que les réseaux neuronaux, les systèmes physiques,

biologiques, chimiques ou technologiques présentent des retards [KOL86, MAL87]. Le problème

de la stabilisation de ces systèmes est très important car la présence d'un retard peut affecter
les propriétés du système en boucle fermée en termes de performance et de stabilité. Cette
question a fait I'objet de nombreuses études [THO83, KAM85, WAN87, SHE91, VER93,
VER94, VER95, MOH95, RIC98, KOL99, KOL]. Les résultats de stabilisation obtenus
peuvent être regroupés en trois catégories:

- la stabilisation indépendante de la taille du retard : les conditions établies ne contiennent
aucune information sur le retard [FEL81, MOR83, DAM94].

- la stabilisation dépendante de la taille du retard: les conditions obtenues contiennent
I'information sur la taille du retard [SU91, NIC94a, NIC94b].

- la stabilisation basée sur la connaissance des bornes supérieure et inférieure du retard:
I'existence d'une loi de commande stabilisante n'est assurée que lorsque le retard se
trouve dans une fenêtre temporelle [ABD93].

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la stabilisation par retour d'état, d'une classe
de systèmes non linéaires qui sera décrite dans la section suivante. Le retard, variable dans
le temps, apparaissant dans ce système est une fonction différentiable. Il est supposé borné
mais I'allure et/ou la borne de ce retard peuvent être inconnues. C'est une hypothèse réaliste,
car dans la pratique, les retards sont parfois difficiles à estimer.

Nous proposerons dans ce chapitre, une synthèse de loi de commande par retour d'état
sans mémoire et indépendante de la taille du retard. La technique de stabilisation par retour
d'état sans mémoire est en effet, la plus simple et la mieux adaptée lorsque le retard n'est
pas bien connu. De plus, sous cette dernière hypothèse, il est clair que les conditions de
stabilité asymptotique du système en boucle fermée, que nous proposerons par la suite,
seront indépendantes du retard.

En se basant sur la méthode des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii, nous présenterons,
dans un premier temps, des conditions suffisantes pour garantir la stabilité asymptotique du
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système en boucle fermée, exprimées en termes d'existence d'une solution à une équation de

Riccati.
Dans un second temps, ces conditions seront utilisées pour obtenir une classe de gains de

retours d'état stabilisants. Afin de simplifier la présentation, nous traiterons, d'abord le cas

d'un seul retard, puis nous généraliserons les résultats au cas de retards multiples.

En utilisant la théorie de la synthèse ?loo, nous présenterons une réecriture des résultats

obtenus dans le domaine fréquentiel et en terme de spectre d'une matrice hamiltonienne

associée à l'équation de Riccati. Nous énoncerons un ensemble de remarques relatives aux

résultats obtenus avant de clore le chapitre par nos conclusions.

5.2 Description des systèmes considérés

Nous considérons dans ce chapitre les systèmes de la forme:

à( t )  :  Ar ( t ) *Apx( t -h( t ) )+  f  U, ' ( r ) )+  s ( t ,x ( t  -h( r ) ) )  +  Bu( t )

, ( t )  :  ô ( t ) ,  r€ [ - /1 ,0 ]
(5 .1 )

où r(t) € IR" est l'état du systèm e et u € IR- est l'entrée du système. Les matrices A et An

uppuiti"rrrrent à lR,nxrù et B appartient à lR""-. Nous supposerons que la paire (A, B) est

stabilisable.
La fonction scalaire h.(.) qui représente le retard, est une fonction différentiable. Elle est

supposée vérifier 0 < à(r) ( /{ pour tout f > 0. L'allure et/ou la borne I/ du retard

peuvent être inconnues. Les fonctions f et g sont non linéaires, continues, respectivement k1

et kn-lipschitzienne par rapport à leur seconde composante, c'est-à-dire que:

V(t,ù- T(t , , i ) l  < t l lô-rhl l"

lg(t, ù - s(t,'i)l S knllô - rhll",

Vt e IR,  Vô, , rh  eC( l -H,01,R") .
Nous supposerons aussi que:

/ ( t ,0) :  g(t , ,O) :0, V, e IR.

Nous nous intéressons à la synthèse de lois de commande par retour d'état linéaire et sans

mémoire, de la forme:

et

u(t) - Kx(t)

où K € IR*x" est la matrice de gain du retour d'état.

(5.2)
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5.3 Conditions de stabilisation

Dans cette section, nous développons des conditions garantissant la stabilité asymptotique
du système en boucle fermée (5.1X5.2). En posant

Ax:  A+ BK

nous pouvons réecrire ce système sous la forme:

i ( t ) :  A6x ( t ) *  Apx ( t  -â ( t ) )  +  f  ( t , , r ( t ) )+  s ( t , r ( t  - â ( r ) ) )  (5 .3 )

Nous avons le résultat suivant:

Théorème 5.1
Consid,érons Ie systèrne (5.1) auec h(t) < 7. S'il eriste un triplet d,e matrices symétriques

définies positiues P, Q et S telles que :

l t  \
t l rP + PAx * Q * ^t$,ùIn+ P ( ;ARQ-'A!;+ 1; ,n1")P * s -  0 (5.4)

a .uecB<1-h1 t \ ,V t€ lR ,? ( r , s )=1* t f i e t "y (h ,D :Lp+k ] ,a lo rs lesys tèmeenbouc le

ferrnée (5. 1 ) (5.2) est asymptotiquernent stable.

Preuve du théorème 5.1
Considérons la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii y : C(t,[-H,0],1R") t+ IR, définie
par :

v(t,,1ù : ûg)r pû(0) + /' ,h(0)' (Q + t',r*1û(0)d0. (5.5)
J -h(t)

Cette fonctionnelle est définie positive car:

V(t,r lù 2 À*;^(P)1,/ '(0)l ' ,  Y rh e C(l-H.,01, R").

De plus, elle admet une borne supérieure infinitésimale, c'est-à-dire que:

V(t,rD S (ll,rl l3

pour une certaine constante positive (. Ett effet, pour tout t/ eC(I-H,0],R")

v(t,rh) s l,i (0)l'À","*(P) + 
".??îr,l/(")l'H 

(À^",(Q) + 4) .

Il suffit alors de prendre:

( > À,""*(P) + H (^^",(Q) + 4) .

La dérivée de V le long des trajectoires du système en boucle fermée (5.1)(5.2) est donnée

L  Pa r :
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v(t,x,1 : 
"(ùr 

('qT*p + PAK + I + kll") x(t) +2n(t)r PApx(t - h(t))

+ 2t\)r  PT(t, t( t))  +2r(t)r  Ps(t,x(t  -  h(t)))  (5.6)

1r - À1t;; '  (t - h(tDr (Q + t3r"7 r(t - h(t)).

Les termes faisant intervenir les non linéarités f et g peuvent être majorés en utilisant

l'inégalité de Young suivante:

2uTu S ruru +L rT,  Yuru € lR ' ,Ve > 0.  (5 .7)
e

Nous obtenons alors:

2f (t,*(t))' Px(t) S 
fitf 

A,"(t)) l ' + k]æ(t)r PPx(t)
(5.8)

et

2g ( t ,*( t  -  h( t ) ) ) '  Px(t)

(5.e)
s !;r.tt)'P 

Px(t)+ (1 - i'çt11r;;1'çt - h(t))l''

En utilisant (5.8X5.9) ainsi que la convention de notation sur 7(.,.), nous obtenons:

V (t,  rr1
(5.10)

+ 2x(t)r PApr(t - â(t)) - (r - h1\r(t - h(ù)rQ"(t - l,(t)).

En complétant les "carrés", nous avons :

V(t,rr1 S x(t)r (A!*P + PAK + Q + ̂ t1r,s1ln

+ t (-h ,q^Q-'AT* 7r#,r,r') r) 'ttl
(5 .11)

(1 - À(,)) (Ot*Q- r,(r)) - 
#A- î eçr*1ty)'

(A*,ft - h(t)) - #,rQ-i ef;r.Q))
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Comme ir(t) a 1, le dernier terme est négatif. De plus, il existe une constan\e 0 > 0 telle
que:

pSr- i r ( t ) ,  Vre IR.

Grâce à (5.4), nous obtenons finalement:

V(t,,ær) < -r(t)r Sx(t)

Ainsi le système (5.1X5.2) est asymptotiquement stable.

Ceci termine la preuve du Théorème 5.1.

Remarque 5.1
D'après Ia notion de robustesse introduite dans Ie chapitre précédent, nous pouuons conclure
que sous les hypothèses du Théorèm,e 5.1,le système (5.1)(5.2) est Al-robusternent asymptoti-

quement stable.

5.4 Lois de commande pour des systèmes non linéaires
à retards

Dans cette section, nous caractérisons un ensemble de lois de commande stabilisantes
pour les systèmes à retard (5.1X5.2).

Théorème 5.2
Considérons le système (5.1). Soient Q et S des matrices symétriques définies positiues.
Supposons qu'il existe une rnatri,ce P symétrique déf,nie positiue telle que:

Ar P + PA+ Q r ' , r ( r ,n) I^+ r  ( [e^Q- 'eT*tG,, I , -  BS-tBr)  
"  

*  ^9:0 (5.12)

et soit K ilonnée par:

o : -It-L Br p.

Alors Ie système (5.1)(5.2)(5.13) 
"r, 

orr*oiotiquement stable.

Preuve du théorème 5.2
En substituant K : -|S-tB"P dans (5.12), nous obtenons:

(A + B K)r P + P (A + B K) + Q * t(r,n)In + e (f,e"Q-'AT+ 'yrà,1/,) P + ̂ 9 : 0.
\s 

(5.14)

Donc d'après le Théorème 5.1, le système en boucle fermée (5.1X5.2) est asymptotiquement

(5.13)

stable et le théorème 5.2 est démontré.
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5.5 Généralisation au cas de retards multiples

Nous étendons à présent les résultats précédents au cas de systèmes à plusieurs retards
décrits par les équations:

*(t)  :  Ar(t)  + ï( t ,r( t))  + Bu(t)+ É (Aif t)x(t  -  ht(t))  * gi  U, r( t  -  hi@))
i=r  (5 .15)

*( t )  :  ô( t ) ,  te l -h, }1,

pour lequels A et Ai, I S j < p, sont des matrices de IR'x' et B une matrice de IR"x-. Les

retards h;(.) sont différentiables et vérifient:

o<âr(r )<hr( t )

Les fonctions / et gj, t < j 3 p, sont continues, respectivement k1 et len,lipschitzienne par

rapport à leur seconde composante et vérifient:

/ (r ,0) :  9i( t , ,0) :  0, Vt e lR, Vi :  L . . .p.

Le résultat qui suit présente des conditions suffisantes pour que le système (5.15) bouclé par

la loi de commande:

u (x ) :  Kx ( t )  (5 ' 16 )

soit asymptotiquement stable.

Théorème 5.3

.Considérons le  système (5.15)  pour lequel0 < â1(r )  Shr( t )  < . . .S ho( t )  <  H et

h i \ ) < l ,V j , lS jSp .S ' i l eùs teun rée lB>0a ins iqued ,esma t r i cessymé t r i quesdé f , n i es
pos i t i ues  P ,  S  e tWi ,  j :  1 . .  . p ,  t e l l es  que :

ATrp + pAK* 
Ë (r ,* l ( l ,n i ) I^+ e ( letwi 'Aî  * tç,511^) 

" )  
*  s :0 (5.17)

r=1  \

alors Ie système (5.15)(5.16) est asymptotiquement stable.

Preuve du théorème 5.3
Pour chaque retard lz;, il existe un réel B; vérifiant:

o<gi<1-h i1) ,vr€ lR.

Posons

o: p12,oi'
Considérons à présent la fonctionnelle de Lyapunov:
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u*(t,,b) -,h@)r prh(o) * /i,, ,,,bt,l)' (0, * 
n*,r,") 

lb4)do

+ I _^^' lr' r r, (0, + fn,', r,) r rr *+ + I - oo:,-,,"",b e)' (0, * *,',, ^) r o 
r?ti,

où  8 ,  
-Wo,  Qp :Wp,  e t  Q i :Q  j+ r+Wi ,  V j ,1  <  j  Sp -  1 .  No tons  que  Dr ,  

=  Qr , .

Cette fonctionnelle est définie positive et admet une borne supérieure infinitÉ=silmale.

Sa dérivée le long des trajectoires de (5.15X5.16) est de Ia forme:

, *fr'r,r,) '1r1
\ j = r /

p

+ 2\x(t) 'PA1x(t -  hiUD +2æ(lr r f  ( t ,x(t))
j= l

p

+ zlæ(fir es1(t,æ(t - nt@))
j= l

p

1r - À,1r;; "(t 
- hr(t)) '(e, +Dk|,I,)x(t - â'(r))

j = l

p

+ 1r - Â,1r;; r(t - hr(t))r(Q, +Dk:/,I*)x(t - h'(t)) (5.1e)
j=2

p

1r - Àr1r;; 4t - hr(t))r (e, +Dk',,l^)x(t - hr(t))
j=2

p

+ 1r - Àr1r;;4t - hr(t)) '(Q"+Dkï,I*)x(t - hr(t)) + ... +
l=3

P

çt - iro-rçt))'(t - h,-'(t))' (Qp-r * D 4,1^)x(t - hr-r(t))
j =p - l

+ 1t - ho-t(t))r(t - ho-rUD'(Qo + klol^)x(t - hp-{t))
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L'expression précédente se simplifie sous la forme:

u^(t , ,x,) :x(t)r  (ro* BK)rp + p(A+ BK) * et tD*| ,r , )  "1r1
\ 

_i=, o, 

/

+ zf.ç1' r A1æ(t - hi(t)) + 2x(fir r f Q, æ(t))
i=r 

(b'20)

+ zf*P1'es1(t,x(t - hi@))
j = l

p

If t - iaçt11,çt - hiT))' (rt * k3,1") æQ - hi(t)).
j = l

D'après I'inégalité de Young (5.7), nous avons:

2T (t,r(t)) '  px(t) sk]æ(t)r ppx(t) + l"(r) l '  (5.21)

et

Zgi U,*Q - hi1)))' px(t) = -+ æQ)r ppx(r) + (1 - h,çt11rfi,lr(t - hi|))l'. (b.22)
L -  n1P)

En utilisant (5.21) et (5.22), puis complétant les carrés, nous obtenons:

h(t , ' r1
\  j=r

+ 
"É;fuAiwi'1A-(É=h 

+k?)I^)r) "ttl

p  /  r  |  _ r  \ t  ( 5 . 2 3 )

Dtt - h) l*?.a - h) w j z AT Pr(ù l
Â \  r -h j ( t )  /

(*ï.u-h) -hw;+eir,at)
S -x ( t ) r  Sx ( t ) .

Ceci achève la démonstration du théoreme 5.3. tr

Le résultat suivant présente explicitement des lois de commande stabilisantes pour le système
(5 .15 ) .
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Théorème 5.4
S'il eriste d,es matrices P, S, Wi, I S j < p, symétriques définies positiues, telles que

/ D

Ar p + pA +f (*, * trï*tr*)-" (Ë (e,w;, ey *.yrb,#tr,) - as-' a')" * ̂ e : 0
i=r  \ i= l  

(s .24)

alors la loi de command,e

u(t) : -'rs-t t ' Px(t)

renil  le système (5.15)(5.25) asymptotiqu"r;"nt stable.

(5.25)

Preuve du théorème 5.4
La preuve de ce résultat s'obtient directement en remplaçant K : -+S-r BT P dans l'équation
(5.24). Nous retrouvons ainsi l'équation de Riccati (5.17) permettant de déduire, via le
théorème 5.3, la stabilité asymptotique du système (5.15X5.25). tr

5.6 Conditions de stabilisation équivalentes

Dans cette section nous présentons des conditions de stabilité du système (5.1) exprimées
dans le domaine fréquentiel puis en terme de spectre d'une matrice hamiltonienne. Elles
seront données pour le système en boucle fermée et pour le système en boucle ouverte.
Ces conditions seront établies à partir de résultats classiques de la Théorie ?l- que nous
rappelons ci-dessous.

5.6.L Préliminaires

5.6.1.1 Lemme borné réel strict

Définit ion 5.1
Considérons I'équation algébrique ile Riccati

ATX + XA_ XMX f  N:  O (5.26)

Une matrice symétrique X qui uérifie l'équation ile Riccati est une solution stabilisante, si
A- MX est stable.

Lemme 5.1 (Lemme borné réel strict, [PET91])
Les ffirmations suiuantes sont équiualentes:

1. A est stable et l l?l(s)l l- : '"gll?l( ir)l l , I r, où ?l(s) : C(sI" - A)-'n.

2. L'équation ile Riccati

ArP+PA+PBBTP+crc -o

ad,rnet une soluti,on stabilisante P > 0 (c.-à-d.. A+ BBrP est stable ).
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3. II eriste une matrice P > 0 telle que

ATP+PA+PggTP+CTC <0.

De plus, si ces propri,étés sont uérifiées alors P < P.

5.6,L,2 Matrice hamiltonienne

Nous venons de présenter des conditions de stabilité, basées sur un lien existant entre
équation de Riccati et norme ?l- d'une fonction de transfert. Il existe également un lien
entre cette norme et le spectre d'une matrice hamiltonienne associée à l'équation de Riccati

[WIL71, GRE95, ZHO96], que nous présentons ci-dessous.

Définit ion 5.2
Une matrice réelle H d,e dimension 2n x 2n est hamiltonienne si et seulement si:

SH :HTST

o,uec

Propriété 5.1
A une équation de Riccati, de la forme:

ATP+PA+PMPTQ:O (5 .27)

est associée une matrice hamiltonienne de d,imension 2n x 2n, définie par:

IA M \n:l I
\  -a -Ar/

de sorte que si P est solution de (5.27) alors:

(P -r*)H(t ; ) :o
\ r  /

En se basant sur les propriétés de la matrice hamiltonienne (symétrique par rapport à I'axe
imaginaire) et la propriété 5.1, des auteurs tels que Boyd, Balakrishnan et Kabamba ont
démontrés le résultat suivant. Il s'agit d'un théorème présentant un lien entre les valeurs

et

t : (  
o ,n 

; t )

' :  
(  

' ; , " ,  ' ; , ")
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singulières de la matrice de transfert H(s) : C(sIn- A)-'g et le spectre de la matrice
hamiltonienne suivante :

( A #""')H(p): l  .  
|  (5.28)

\ -crc -1r )

Théorème 5.5 (voir [BOY89])
Supposons que Ia matrice A est stable. La norme

l l?l( ') l l* < p

si et seulement si H(p,) n'ad,met pas de ualeurs propres sur I'are imaginaire.

Nous pouvons maintenant établir nos conditions de stabilité.

5.6.2 Conditions sur la norme 7l*

5,6.2.1 Cas du système en boucle fermée

Théorème 5.6
Si Ia paire (A, B) est stabilisable et si le gain K , est tel que la matrice A1a est stable et :

Preuve du théorème 5.6
Nous commençons par noter que la condition du théorème 5.1 est équivalente à I'existence
de matrices P et Q vérifiant:

/ t  \
ATP + PAx * Q t ^to,ùI^+ P (;AEQ-'A:!;t tç,fl")P < 0. (5.30)

En identifiant le Lemme 5.1 et I'inégalité (5.30), nous avons:

t l
l lto 

+ ts,nyln)t(,/ ' - A*)-' (bo.o-'eT+ ttb,nl,)*ll- . 1 (5.2e)

alors le système (5.1)(5.2) est asymptotiquement stable.

B Br :: f,e^A-t 
eT. + ̂ teu,r)I, et Cr C :: Q + 11t,s'11n.

La matrice de transfert associée est alors de la forme:

?t(s) - (Q + .nr,yl*) i ("r" - A*)-' (].o^O-' oT + tçu,;,)+ .

D'après le Lemme 5.1, si la condition (5.29) est satisfaite alors il existe une matrice P solution
de (5.30) et l'équation de Riccati (5.4) admet une solution. Le système (5.1X5.2) est donc
asymptotiquement stable. Ceci complète la démonstration du théorème 5.6. tr
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5.6,2.2 Cas du système en boucle ouverte

En utilisant la même approche, nous pouvons donner des conditions garantissant la
stabil ité du système (5.1)(5.2X5.13).

Théorème 5.7
Supposons que Ia matrice A soit stable. Si:

t l
l l ,o 

*  ̂ t1r,4ln)I("/" - or' ( lo^Q-'AT+ tç,yyh)tl l_ . 1 (5.31)

alors le système (5.1)(5.2)(5.13) est asymptotiquement stable.

5.6.3 Conditions sur la matrice hamiltonienne

5.6.3.1 Cas du système en boucle fermée

La matrice hamiltonienne, associée à l'équation de Riccati (5.4) est donnée par:

/ 1 \

I o* ;e*Q-'tfit 1;,y11" IH:l P 
l .  (5.32)

\ (Q + ts,sI,) - Ai, )
Nous avons alors le résultat suivant:

Théorème 5.8
Si (A, B) est stabili,sable et si le gain K est tel que :

1. Arc est stable,

2. la matrice hamiltonienne (5.32) n'a pas ile ualeurs propres sur I'aæe imaginaire,

alors le système (5.1)(5.2) est asyrnptotiquement stable.

5,6.3.2 Cas du système en boucle ouverte

Théorème 5.9
Soit A une matrice stable. Si la matrice hamiltonienne suiuante:

rr ( A |o^e-'of;*r,à,r,r,\
Hr=l  u 

|  
(b.38)

\ (Q + to,ol,) - A' I
n'a pas d,e ualeurs propres sur I'axe imaginaire, alors le système (5.1)(5.2)(5.19) est
asymptotiquement stable.

Nous donnons à présent un ensemble de remarques relatives aux conditions de stabilité
établies.
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5.6.4 Remarques

Remarque 5.2
Les résultats que nous uenons d'établir ilans le domaine fréquentiel et en terme de spectre

il'une matrice hamiltonienne présentent I'intérêt ile fournir d,es conilitions de stabilité faciles
à tester, permettant d,e réajuster le choir du gai'n K.

Remarque 5.3
Les hypothèses d,u théorème 5.1 peuuent être relarées en utilisant d,irectement le lernrne 5.1.

En effet, la recherche ile solutions P > 0 uérifiant (5.1 reuient à trouuer d,es solutions P > 0
de I'équation (5.30). D'après le lemme 5.1, cela équiuaut à chercher d,es solutions Pr?_0 d,e
l'équation:

ATP1*hAx+Q+1g,41n1P, Pr  :0 .

Remarque 5.4
En utilisant la propriété ilu cornplément de Schur (cf. Annere C), il est possible de transformer

I'i,négalité (5.30), kf. [8OY94il, sou,s Ia forme d'une LMI (Inégalités rnatricielles ffines)
donnée par:

AT<P + PAx *.t1t,,n11* a q Pi PAn ÆôP
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(io"o-'oT * ,,b,,,t^)

<0p+ ATp

@P

0

-In

(5.34)

P)0,  8>0

Le problème de l'existence de matrices P et Q satisfaisant I'inégalité (5.30) se ramène alors
à un problème de faisabilité d'une LMI, c'est à dire à la recherche de matrices P et Q
uérifiant les contraintes (5.3fl. L'intérêt d'une telle techni,que est l'eaistence d'algorithmes
d,e résolution iles LMI très performants. Cette approche a été utili,sée par Niculescu [NIC96]
pour conuerti,r iles problèmes d,e stabilité et de stabilisation de systèrnes linéaires incertains

à retarils, sous forme de problèmes il'optimisati,on conuere.

5.7 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple numérique d'application de nos résultats.
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Considérons le système suivant:

" ( t )  
:  Ar ( t ) *  Apr( t  -0 .1)  +  T( t , r ( t ) )+  s( t ,x ( t  -0 .1) )  +  Bu( t )

Nous avons

(; :,)(::lil) .("', ï) (;;[T-3:ll) ."(#) (b3b)
/  o r ( t -0 .1 )  \

"(m) -(î) 'r'r

ffitû<ozyffi.

K:( -0 .0633 -0 .42065) .

La figure 5.1 représente le comportement du système en boucle fermée où æs - 13 t;T. La
courbe en trait plein représente l'état o1 du système et la courbe en pointillés, l'état c2.

o _ (o.asn o.rzoo\' - 
\o.rzoo o.eut)

i  -r t^
l/(t,c(t))l s o.5V iæ So.s1f rl(t).

/ est donc lipschitzienne de constante k1 > 0.5. Nous avons également

ls( t ,æ(t) ) l  < 0.7

La fonction g est donc lipschitzienne de constante kn ) 0.7.

Nous choisissons de prendre lct :0.5, lcs -- 0.7 et S : Q : Iz.

La matrice hamiltonienne associée à l'équation de Riccati donnée par le théorème 5.2 est de
la forme:

l -2  1 1.5 o\

H:l 
-2 o o.s4 l .

l -3 .4e 0 0 0 l '
\  o  -8.4e -1 o/

son  spec t re  es t :  { -1+2 .1630 i ;  - l  -2 .1630  i ;  - I  +0 .5489 i ;  - I  -0 .5489 i } .

Comme Il n'admet pas de valeurs propres sur I'axe imaginaire alors l'équation de Riccati a
une solution.
En utilisant le théorème 5.2, nous obtenons:
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2.5

1 .5

Temps (s)

Ftc. 5.1: Représentation iles états x1 et x2 en boucle fermée

0.5

-0.5
t4T2l 0

5.8 Conclusion

Nous avons considéré dans ce chapitre le problème de la stabilisation de systèmes à retards
par retour d'état sans mémoire. Une étude de la stabilité du système en boucle fermée a

été réalisée. Nous avons obtenu des conditions simples de stabilité, exprimées sous forme

d'équation de Riccati. La démarche employée nous a permis de définir explicitement toute

une classe de lois de commande stabilisantes. Nous avons également établi des conditions

de stabilité sous la forme d'un critère fréquentiel ou en fonction du spectre d'une matrice
hamiltonienne, simple à tester.

L'étude réalisée dans ce chapitre, suppose un accés à toutes les variables d'états. Or, dans

la plupart des cas, cette hypothèse n'est pas vérifiée. Une solution consiste alors à reconstruire

l'état en utilisant un observateur. La reconstruction de l'état ainsi que la commande basée
observateur seront les thèmes principaux du chapitre suivant.
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Chapitre 6

Stabilisation par commande basée
observateur

6.1- Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons traité le problème de la stabilisation de systèmes

non linéaires à retards par retour d'état. Cette approche nécessite la mesure complète de

l'état. Or, certaines variables d'état sont parfois inaccessibles à la mesure, soit parce que le

capteur correspondant est coûteux, soit parce que la mesure requise est trop difficile à faire
de manière précise. Nous sommes donc amenés à considérer des problèmes de commande
utilisant un observateur devant estimer asymptotiquement les variables d'état du système,
à partir des mesures entrées/sorties de celui-ci.

Durant les trente dernières années, le problème de I'estimation des variables d'état des

systèmes à retards a été traité dans de nombreux travaux [BHA76, FAI86, GRE75, SAL80'
TRI95, WAT84]. Ces derniers sont essentiellement consacrés au cas linéaire.

Dans ce travail, nous nous proposons de développer une méthode de synthèse d'observateurs
pour les systèmes non linéaires à états retardés. Dans le cas des systèmes non linéaires

lipschitziens et sans retards, de récents développements ont été réalisés dans I'objectif de

trouver des conditions peu restrictives pour assurer la convergence asymptotique de I'observa-
teur [RAG94, RAJ98].

L'étude qui suit va dans ce sens et généralise les résultats de ces travaux. L'observateur
proposé est une extension de I'observateur de Thau [THA73] à une classe de systèmes non

linéaires à retards pouvant être non stationnaires.

Nous traiterons ensuite le problème de la commande basée observateur. Nous considérerons
le système composite, regroupant l'équation d'état où la loi de commande dépend de l'état
estimé, et l'équation de I'erreur d'estimation. Nous analyserons la stabilité asymptotique de
ce système pour une commande basée observateur.

Au mêmetitre que la stabilité asymptotique du système composite, I'analyse de la convergence
asymptotique de I'observateur se fera en utilisant la théorie de Lyapunov-Krasovskii.

Ce chapitre sera décomposé comme suit:
Dans la deuxième section, nous développerons une méthode de synthèse d'observateurs
pour une classe de systèmes non linéaires à retards. Nous présenterons une forme générale
d'observateurs, ainsi que des conditions suffisantes pour en garantir la convergence. Nous
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déduirons alors explicitement toute une classe de matrices de gains de ces observateurs. Un
algorithme de synthèse sera aussi proposé.
Dans la troisième section, nous traiterons le problème de la stabilisation par une commande
basée observateur. Nous proposerons des conditions suffisantes pour assurer la stabilité
asymptotique du système "composite" en boucle fermée. Enfin, dans la quatrième section,
nous donnerons nos conclusions.

6.2 Observateurs pour une classe de systèmes à retards

Le système étudié dans ce chapitre est le suivant:

* ( t )  :  Ar ( t ) *  Apr ( t -  h ( t ) )+  f  ( t ,æ(r ) )+  s ( t ,x ( t  -À( r ) ) )  +  Bu( t )

y ( t ) :  Cx( t )  (6 .1)

n( t )  :  ô ( t ) ,  te fo-H,o l .

où C € Rc""(lR) et le vecteur de sortie gr € IRq.

Ce système est quasiment identique à celui étudié dans le chapitre précédent. Les seules

différences résident dans I'introduction de l'équation de mesure et dans le fait de supposer

le retard connu.

6.2.L Résultat principal

Nous proposons de reconstruire l'état du système (6.1) à l'aide du système dynamique
suivant :

â(t) : Aî(t) * Apâ(t- r,(r)) + ru,â(r)) + s(t,î(t- â(r))) + Bu(t) + L(y(t) - C â(t))
(6.2)

où ô(t) est une estimation du vecteur d'état z(t) et tr € IR'*q est le gain de I'observateur.
La dynamique de I'erreur d'estimatioît € : fr - â, est alors décrite par l'équation :

è( t )  -  (A-  LC)e( t )  +  Ape( t -1 , ( r ) )  +F( t ,e ( r ) )+  G( t ,e( t -1 , ( t ) ) )  (6 .3)

avec:
F( t ,e( t ) )  =  T( t , ' ( t ) )  -  f  ( t ,x ( t )  - " ( r ) )

et
G (t, e(t - lr(t))) :  s (t,  t(t  - lr(t))) - g (t, ,  

"(t  
- h(t)) - e(t - h(t))) .

Nous pouvons remarquer que F et G sont respectivement ky et kn lipschitziennes par rapport
à leur deuxième composante, et que F(t,0) : G(t,0) : 0, Vt e IR.
Dans le théorème suivant, nous proposons une condition suffisante assurant la stabilité
asymptotique de I'erreur d'observation (6.3).
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Théorème 6.1
Soit le systèrne (6.1), or"" irçt1_1 l, et-l'obseruateur associé (6.2). S'il existe des matri,ces
symétriques, d,éfinies positiues P, Q et S telles que :

@ - Lqr F + F @ - LC) + Q + ̂ t1r,g1ln + n (le"Q-' eT+ 1;,111,) F' + S : 0 (6.4)

a,uec 1G,ù - 1 + kl et \;,il - b + lc], alors I'obseruateur (6.2) est asyrnptotiquement
conuergent.

Preuve du théorème 6.1
Soit la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii t : CQ,[-H,0],IR") -> lR, définie par:

tU,,D : ?hp)r Fttl:Al + | ,,y^Af (A + rein) û(0)d0. (6.b)
J _h( t l  \

Nous avons montré, au chapitre précédent, qu'une telle fonctionnelle était définie positive,

et admettait une borne supérieure infinitésimale.
Sa dérivée le long des trajectoires de (6.3) est:

' ir1t,",y = e1)r (@- Lcy p + F(A- LC) + Q + rclh) e(t)

+ ze(flr P,l,pe(t - h(t)) + ze(lr F'F(t,e(t)) + 2e(t)r i 'G(t,e(t - â(t)))

(r - À1ry) eQ - h(t))' (Q * k?1") eQ - h(t)).

Par analogie, les fonctions F et G jouent respectivement les rôles des fonctions f et g.En

utilisant, I'inégalité de Young, introduite au chapitre précédent, nous obtenons les majorations :

2F (t,"(t))' F'eQ) ! k'zye(flr F Pe(t) + le(t)| '? (6.6)

2G (t,e(t - h(t)))r F'e(t) = j(r) e(t)r F'F'e(t) + (1 - i,çt11r.;31"U - h(t))|'z.

D'aprés (6.6) et (6.7), nous avons:

(6.7)

îr (t, er) s "(r) t (  @- LC)r F + F@- LC)+Q+to,s.)rn

+ F(&1ARQ-'eT* ?1=f6;,/ {)F)eQ)

(1 - À(r)) (A+a, - h(t)) - #,A-i eçF"1t1)'

(Q+a, - h(t)) - trA-i efrF"qt1)

(6.8)
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Si l'équation algébrique de Riccati (6.4) est satisfaite, alors:

ir1t,",1 S -e(lr SeQ). (6.e)

L'observateur (6.2) est donc asymptotiquement convergent.
Ceci termine la preuve du théorème 6.1. tr

Le résultat suivant présente une condition suffisante de convergence de I'observateur dans
le domaine fréquentiel.

Théorème 6.2
Si la paire (C,A) est obseruable, et si le gain d,e l'obseruateur L est tel que (A- LC) est

stable et:

l l  -  ,  , /1 \ l l l
l lt0 * t6,nyl)* (,1, - (A - LC))-' (àARQ-'AT+ r1;,yyr" )- l l < 1 (6.10)
l l  \ ^ /  'P  /  l l _

alors l'obseruateur (6.2) est asymptotiquement conuergent.

Preuve du théorème 6.2
La démonstration est analogue à celle du théorème (5.6) en utilisant le lemme 5.1; la matrice
de transfert considérée étant cette fois-ci de la forme:

/ =  r l .  , / 7  = 1 . o  - 1 âu1"1 : (8 + z1,,ny I^)' lsl* - (A - Lc))-' 
lUe.Q-'eT 

+ tç,fl")
tr

Cette condition peut se traduire de façon équivalente sous la forme suivante:

Théorème 6.3
Si (C, A) est obseruable et si le gai,n d,e l'obseruateur L est tel que :

1.  (A- LC) est  stable

2. Ia matrice hami,ltonienne (6.11) n'a pas d,e ualeurs propres sur l'axe i,maginaire:

:_ ( @-LC) [e*Q-'ef;*r,à,r, t , \H:l  |  (6.11)

\  (Q+rr, ,nrr ' )  -@-LC)'  )

alors l' ob seruateur ( 6. 2 ) est asymptotiquement conuerg ent.
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6.2.2 Synthèse d'observateurs pour une classe de systèmes à retards

Il est question ici de reformuler les conditions de convergence de I'observateur et de donner
une expression explicite de la matrice de gain associée.

Théorème 6.4
S'il eùste un triplet d,e matrices symétriques et définies positiues, F, Q et S, t"U"t qu" t

; , i '+ Fer + F (A *^t(r ,n)In-crS- 'c) p* ( f ,e"A- 'e| t l ; ,111,) +. i :  o (6.12)

alors Ie gain d,e l'obseruateur L donné par:

L :;Pcr s-,

stabilise asymptotiquement la ilynarnique de I'erreur d'obseruation (6.3).

(6.13)

Preuve du théorème 6.4
Supposons tout d'abord, qu'il existe une matri." S > 0 telle que l'équation (6.12) soit
vérifiée, et remplaçons le gain .L par I'expression (6.13), alors l'équation (6.12) devient:

(A- LC)F'+ F(A- Lqr + F (A*r1, , ,1/ , )  r  + ( |e"Q- 'eT+11;,11/ ' )  *^9-0
(6.14)

En multipliant à droite et à gauch" put P-t, nous obtenons:

F-' @ - LC) + (A - LC)r i'-t + (Q + to,an)

+ F-' (;e"Q-"qT+ tG,,tI,) i'-' + F'-'SF'-'; 
ri,

Nous choisissons maintenant une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii de la forme:

V(t,rD :4,p)r F,-,,/(0) + l 'nt,r{i l, (Q * 4l,) û(0)d0. (6.16)

La propriété de bornitude infinitésimale de Vr est clairement vérifiée. De plus, 7r est définie
positive et sa dérivée le long des trajectoires de (6.3) est définie comme suit:
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V(t," ,1 :  e@r (@- Lcyp- '+.P- '@- LC)+Q +tejL)e(t)

+ 2e(t)r P-t Ane(t - h(t)) + ze(t)r P-t F(t, e(t)) + 2e(t)r P-tG(t, e(t - â(r)))

(r - À1ri) eQ - h(t))' (Q * k',1") eU - h(t)) 
(6.17)

En utilisant une méthodologie semblable à celle du théorème 5.1, c'est à dire en majorant les
termes contenant les non linéarités et en complétant par la suite les carrés, nous obtenons
la majoration suivante :

V1(t,,e)

-r

"(r) ' (  @- LC)r F-,  + P-,@- LC)+

F-' ([ a*Q-"qT +,, 1^) F-') "qt1.

avons:

(A * to,ntl,)

D'après (6.15), nous

v(t,",) < -"Q)r ( F -'5 ç'- ') "(r).-  \ /  \  /  \ /

L'observateur (6.2) est donc asymptotiquement convergent.
Ceci termine la démonstartion du théorème 6.4.

Remarque 6.1
Si, nous nous intéressons plus particulièrement aux matrices S de I'ensemble

{eI* :  e  e IR\{0}}

alors l'équation algébrique de Riccati (6.12) prend la forme:

(6 .18)

(6.1e)

tr

t F, + Fz'r + u (A * -,t(,,ntrn -'rt") r + (le"Q^ eT+ -trr^) * ern - s (6.20)

et la rnatrice de gain de I'obseruateur est donnée par:

r : f,F'c',. (6.21)

En utilisant les déueloppements précéilents, Ia synthèse d,e l'obseruateur (6.2) est résumée
dans l'algorithrne suiuant :

-E top"1 :F fuerune)0 .

- Etop" 2: Résouilre l'équation d,e Riccati (6.20).
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Etape 3 : Si P est symétri,que et définie positiue, alors L :

Etop, f : Sinon, poser , : !, et aller à l'étape 2. Si e est
z

ualeur ile précision, abond,onner Ia procédure.

r bn,
2€ ' "

en dessous d'une certaine

6.3 Stabilisation à I'aide d'observateurs

Nous nous intéressons à la stabilité du système augmenté suivant:

(  . tù  -  Ar( t )*  Apx( t -h( t ) )+ r ( t , ' ( r ) )+ s( t ,x( t  -1, ( r ) ) )  + BK (c( t )  -  e( t ) )
I
I
I  a ( r )  : (A-  LC)e( t ) *Ape( t -â( r ) )  +  F( t ,e ( t ) )  +  G( t ,e( t -â( t ) ) )

(6.22)

composé de l'équation d'état du système (5.1) et de l'équation d'erreur (6.3). Dans la

commande, l'état est remplacé par son estimée, donné par (6.2). Tout ceci est schématisé
par la figure ci-dessous:

FIc. 6.1: Commande par retour d'état estimé

Nous avons alors le résultat suivant:

Théorème 6.5
Considérons le système (6.22) pour lequel le gain K d,u retour d'état est donné par (5.12) (5.19),
alors Ie système (6.22) est globalement asyrnptotiquement stable.

Preuve du Théorème 6.5
Considérons la fonctionnelle de Lyapunov composite:

W(t,Ô,th) = aV(t ,Ô) +Vt( t ' rh)

- V(t,/) est définie par (5.5),

u(t)  -  u(â(t))

(6.23)
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- Vft,r/) est définie par (6.16),

- o est un paramètre positif qui sera choisi ultérieurement.

La dérivée de W le long des trajectoires du système (6.22) donne:

lV7t,*r,"r) :  c,vo.û(t,ær) * vrlo.sy(t, e) - 2ax(t)r PBKe(t)

Il a été établi précédemment que:

Vr.rt \ ,æt) S -r(t)r  sx(t)

et

%1u.r;(t, e) < - e(tY çF'-r S F'-t )r(r).
avec ,5 et ,9 vérifiant respectivement (5.12) et (6.12).

Posons:
Cr = À-i"(,S) et Cz : À-in( P-' S F 

-t).

Sachant que K : -!5-t g?P, nous avons:

ïv1t,,,,",)1-("u') 'rf ' t t '  ) (6.24)
\ "t, l  /  \ ' t , l  /

seulement si la matrice:

où :

/ aCrln - 
îP B S-t BtP \

M- |  l .
\ - i PBS-L Br P CzIn /

En utilisant le lemme de Schur (cl. Annexe C), la matrice M est définie négative si et

aCrln - Èt '  t  S-t Br P)z
4C't' ""

est définie positive
Cette condition est vérifiée si:

4crc2d<w.

Ceci termine la preuve du Théorème 6.5.

(6.25)

(6.26)

tr

Remarque 6.2
En utilisant une méthoilologie analogue à celle iléueloppée d,ans Ia section 5.5, il est possible
ile généraliser l'ensemble iles résultats de ce chapitre au cas de retards multiples.

.V1;,1, i € IN représente la dérivée de V le long des trajectoires du système (i).
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6.4 Exemple

Dans cette section, nous proposons un exemple numérique illustrant I'approche présentée

dans ce chapitre.
Considérons le système suivant:

9 l

a - Cx(t) (6.28)

Nous avons:

l/(t, z(t))l s 0.5V 
ffi 

+ rl(t) < o.s1f æl(t) + r"(t)

et / est donc lipschitzienne de constante ky )- 0.5. De même, nous avons:

le( t , r ( t ) ) l  < 0.7 < 0.7

La fonction g est donc lipschitzienne de constante kn ? 0.7.
Nous choisissons k/ :  0.5, ks :0.7 et S : S : Q : Q : Iz.
En utilisant les théorèmes 5.2 et 6.4, les solutions des équations algébriques de Riccati (5.12)

et (6.12) sont données par:

*( t)  :  Ar(t)*  Apx(t  -0.1) + r( t , r( t ))+ s(t , ,x(t  -0.1)) + Bu(t)

: (-: :, 
o \ / ' '(t)\ / o o'5 o'3\ (*'(t - o'1)\

\o ot :^) \::lllJ . (,3:l 
"', 

'd'/ (,;:[i -3;i])

0.1278
0.5675
0.1681

(6.27)

(r) '"'

(0.4548
p: I  O.tzTB

\0.012e

0.0129\
0 .1681 |
0.5438/

et

/o.stzz o.26ob 0.1175\
P: I o.26ob 0.b615 0.2230 | .

\0.1175 0.2230 0.3627 /

La figure 6.2 représente le comportement du système en boucle fermée. Les conditions initiales
sont rs - (3 4 5)r et is: (2 2 2)' .La figure 6.3 représente I'erreur d'estimation. Pour la
figure 6.2,,la courbe en trait plein représente l'état o1 du système, la courbe en pointillés,

l'état r.2, et la dernière courbe représente l'état 13. Pour la figure 6.3, la courbe en trait plein

,3(t)

*?(t)
ffi,+.? û(t) + *7(t).
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représente I'erreur d'observation e1, la courbe en pointillés, I'erreur d'observation e2 et la

dernière courbe représente I'erreur d'observation e3.

o o . 5  1 1 . 5 2 2 . 5 3 3 . 5 4 4 . 5 5

Temps (s)

FIc. 6.2: Comporternent ilu système en boucle fermée

/--N'.- 
i. 

-\.

\._

o o . s 1 1 . 5 2 2 . 5 3 3 . 5 4 4 . 5 5

Temps (s)

Ftc. 6.3: trajectoire de I'erreur il'estimation

\



6.5.  CoNcLUSIoN

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé le problème de la stabilisation d'une classe de
systèmes à retards par commande basée observateur. Nous avons tout d'abord présenté

une classe d'observateurs non linéaires à retards dont I'analyse de convergenceaété réalisée
par la méthode de Lyapunov-Krasovskii. Des conditions suffisantes de convergence ont alors

été formulées. Nous avons ainsi pu dégager une méthode simple de synthèse d'observateurs,
complétée par un algorithme.

Nous avons ensuite étudié le problème de la stabilisation par commande basée observateur

en considérant le système formé de l'équation d'état augmentée de I'erreur d'estimation. Des

conditions de stabilité du système en boucle fermée ont été présentées.

93
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Chapitre 7

Stabilisation par commande par mode
de glissement

7.L Introduction

Depuis une vingtaine d'années, les systèmes à structure variable ont intéressé aussi bien

les théoriciens du contrôle que les ingénieurs praticiens [UTK78, UTK92, FIL64, SLO84,
BûH86, WAL88, ZIN90, FLI90, SPU91, YOU93, SIR93]. Cet intérêt est plus particulièrement

attribué aux travaux consacrés à la commande par mode de glissement. C'est une loi de

commande effectivement très attractive en raison de sa rapidité de réponse, ses bonnes
performances en régime transitoire et surtout pour sa robustesse par rapport aux variations

des paramètres du modèle, aux perturbations non modélisées et aux perturbations externes.

Ce n'est que très récemment que des travaux ont été développés dans le cadre des systèmes

linéaires à états retardés [SHY93, FRI93a, FRI93b, SU94, FRI96, NIC96, LUO97, DAM98'
HU98, GOU]. Les résultats y sont consacrés à des classes de systèmes linéaires avecou sans

incertitudes. Le cas de systèmes non linéaires demeure encore un problème ouvert.

Dans cette partie du mémoire, nous proposerons une méthodologie de synthèse de commandes
par mode de glissement pour une classe de systèmes non linéaires à retards.

Nous procèderons en deux étapes. Dans un premier temps, nous proposerons une loi de
commande discontinue ainsi qu'une surface de commutation pour qu'apparaisse le mode de
glissement. Des conditions portant sur le choix de cette surface et sur le choix de la loi
de commande seront établies afin dtassurer I'existence du mode de glissement, ctest-à-dire

l'attractivité de la surface de commutation.
Dans un second temps, nous chercherons à nous assurer que, sur cette surface, nous

"glissions" bien vers le point d'équilibre de l'équation en mode de glissement. Nous commenc-
erons tout d'abord par déterminer cette équation, puis nous formulerons des conditions pour
garantir la stabilité asymptotique de ce système.

Dans la seconde section, nous décrirons la classe de systèmes considérés. Dans une troisième
section, nous proposerons une méthode de synthèse de loi de commande par mode de
glissement pour ces systèmes. Ensuite, dans une quatrième section, nous analyserons la
stabilité de l'équation en mode de glissement. Dans la cinquième section nous donnerons un
ensemble de remarques avant de conclure ce chapitre. Il est à noter que quelques résultats
de base sur la commande par mode de glissement sont rappelés dans I'annexe D.
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liu,ûl s kllôll" er

ainsi que la condition:

7.2 Description du système

Nous considérons les systèmes d'équations:

ù( t )  :  Ax( t ) *  Ap( t  -  h )  +  f  ( t , x ( t ) ) *  g ( t , * ( t  -  a ) )  +  Bu( t )
(7 .1 )

* ( t )  =  ô ( t ) ,  te  [ -12 ,0 ]

où A et An sont des matrices de IR""" et B € IR'*-. La paire (ArB) est supposée
stabilisable. La commande u appartient à IR-. Le retard h > 0 est supposé constant. Ô e
C(l-h,0], R") représente la condition initiale.
Les fonctions non linéaires I .t g sont des perturbations additives de la forme:

f  ( t , , r ( t ) ) :  Ct *  iç t ,*1t11 et  s( t ,n( t  -  h))  :  Cs * f i ( t ,æ(t  -  â))  Vl  e IR, (7.2)

où Cy : ICj,... ,Cil' et Cn : lCl,. . . ,Cîl' sont des vecteurs de IR" tels que C'1 > 0 et

C;>0,Y i : I . . .n .
Les fonctions non linéaires i .t i vérifient :

la(t,ûlSknllô\1", vr e rR, vôec(l-h,01,R"). (7.3)

i(r, o) : g(t,o) : o, vt e IR.

Nous supposerons par la suite qutil existe des vecteurs u1 et u2 de IR* tels que:

Ct :  Bu,  e t  Cs:  Buz 9.4)

c'est à dire que ces parties des perturbations f eI g sont dans le champ commandé.

Il apparaît dans le système, à la fois une non linéarité fonction de l'état instantané c(t) et

une non linéarité fonction de l'état retardé r(t - h). Ceci nous permet de prendre en compte

une large classe de systèmes à retards non linéairement perturbés.

7.3 Synthèse de la commande

Dans cette section, nous définissons une surface de commutation ainsi qutune loi de

commande paramétrées. Le choix des paramètres est réalisé de telle sorte que soit généré,

pour le système (7.1), un mode de glissement.

Définition de la surface de commutation
Puisque (A,B) est commandable, il existe une matrice Kr €. IR,Tnxn telle que A- BKt soit
asymptotiquement stable. K2 est une matrice de IR**' choisie de sorte que:

llAn- B Kz|1 < llanll, c'est-à-dire, que nous diminuons, d'une certaine façon, I'effet du retard.
Notons qu'un tel gain existe toujours.
Posons:
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o( t ,æ) -  cx( t )  -  [ '  c@- BK)x(s)d, " -  |  c (A*-  BK2)x(s  -  h)d,s :0  (7 .5)
Jo Jo

où C € IR-x" doit être choisie de sorte que le système (7.1) soit en mode de glissement,
asymptotiquement stable.

(7.7)

Définition de la loi de commande
Nous cherchons à présent à déterminer la loi de commande. Elle se présente sous la forme
de la somme dtune partie continue et d'une partie discontinue:

' u : ' t t r c l u d i s c

Elle doit assurer l'attractivité de la surface de commutation (7.5).
Pour définir u", nous considérons le système nominal:

r(t) :  Aa(t) * Apr(t - h) + Bu(t)

(7.6)

associé à (7.1) (c.-à-d,. lorsqu' i l  n'y a pas de perturbations f et g). Notons cn:0la surface
de commutation évaluée pour ce système (7.7).
Nous choisissons alors u" comme étant la loi de commande équivalente sur cette surface, c'est
à dire la loi de commande qui rend an = 0 invariante. Autrement dit, telle que:

à n : 0 ' (7.8)

D'un point de vue géométrique, il s'agit de la commande qui permettrait de maintenir l'état
du système sur la surface de discontinuité o:0, s'il n'était pas soumis aux perturbations

ïe tg .

En utilisant (7.7), nous avons:

à^: (C B)(rcr*çt!* K2x(t -  h) + u")

Si (CB) est non singulière, alors la condition (7.8) entraine que:

uc:  -Kr t ( t )  -  K2r( t  -  h) .

Concernant la partie discontinue de la loi de commande, nous posons:

(7.e)

,u di sc : - (C B)-' (Wlx (t)l * W2lx (t - lr) l + W3 ) sgn(a(t, c) ) (7.10)

où les gains l[, W2 et I4l3 sont strictement positifs et sont choisis assez grands pour garantir
I'attractivité de la surface de commutation.
Nous avons alors le résultat suivant.

Théorème 7.1
Soit le système (7.1) dont les perturbations uérifient les conditions de bornitude (7.2). Alors
il apparaît un mode de glissement, si Ia loi d,e command,e (7.6) uérifie:

Ë'tl l9ll qWu knll9ll 1wz et (l0rl + lc,l) l l0l l 1Wz. (7 .11)
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Preuve du théorème 7.1
La condition d'existence du mode de glissement est I'attractivité de la surface de commutation
o(t,x): 0. Pour cela, i l  suffit que:

oTo  <0 . (7.12)

Étant donné le système (7.1), nous avons:

or ô : o' (c n xrx(t) + c B K2x(t - h) + c f U,z(t)) + c g (t,*(t -n)) + c Bu@).

En substituant (7.6) dans I'expression précédente et en prenant en compte (7.9) et (7.10)'

nous obtenons:

orà :  
" '  ( t  f  Q,a(t))  r  cg (t ,r( t-  à)) + (c B)u6;,")

Ceci entraine que, sous les conditions (7.11), nous avons:

o ro  <0

pour tout c tel que o(t,æ) I 0.
Ceci termine la démonstration du Théorème 7.1.

Remarque 7.L
La cornmande à appliquer au système perturbé (7.1) est la somme de la commande nominale

u" et d'un terme ile robustesse udisc dont le rôle est d'assurer I'attractiuité d,e Ia surface. La

command,e u" annule l'action iJu rnod,èle nominal. Sous I'infl,uence de cette commande, le

système est soit attiré soit repoussé par la surface de commutation. Quant à la commanile

d,iscontinue 'ttrdisct elle contrecarre les effets d,es perturbations et cond,uit les trajectoires du

système uers la surface d,e glissernent. Tout ceci montre I'auantage structurel d,e la loi ile

commande choisie, à sauoir l'action combi,née du retour il'état continu renforcé par la cornmu-

tation.

Remarque 7.2
Nous auons uu dans le théorème précédent qu'il fallait choisi,r les gains d,e commutationWl,
Wz et Ws o,ssez grands pour assurer I'existence du mode d,e glissement. Notons toutefois,
qu'il ne faut pas les choisir trop granils, pour éuiter d,e saturer la loi de command,e (7.6) et
de faire chahuter l'état du système d'une manière brutale.

7.4 Stabilité du mode de glissement

Les conditions précédentes assurent que les trajectoires, initialement sur la surface de
glissement, demeurent sur celle-ci. Ceci ne donne aucune information sur la nature du
glissement. Nous devons nous assurer qutà la dynamique de glissement corresponde un point
d'équilibre asymptotiquement stable. Dans la section suivante nous proposons des conditions
suffisantes pour que cela ait lieu.

:  
", (tf  (r,u(r)) * cgQ,*U- à)) ) 

- t"t (*,Wf,, l t*wzl*(t -0, '* t i).r '
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7.4.L Détermination du mode de glissement

Quand la surface de glissement est atteinte, le membre de droite de l'équation (7.1) n'est
plus défini. Le système évolue avec l'équation en mode de glissement. Nous ne pouvons pas Ia
déterminer avec les méthodes classiques d'analyse des équations difiérentielles fonctionnelles,
parce que nous sommes en présence dtun second membre discontinu. Pour déterminer l'équa-
tion du mode de glissement, nous utilisons la méthode de la commande équivalente [UTK78,
urKe2l.
Cette méthode consiste à admettre qu'en mode de glissement tout se passe comme si le
système était piloté par une commande équivalente, que nous noterons ueq. Elle est définie
comme étant la commande qui rend la surface o(t,r) invariante dans le temps, c'est-à-dire
telle que:

o ( t , r ) :  g .

C'est donc la commande qui permet de maintenir l'état du système sur la surface de disconti-
nuité o(t,r): 0. Sa substitution dans l'équation (7.1), nous donnera l'équation en mode de
glissement.

Si nous dérivons o(t,r) en imposant o(t,c) = 0, nous obtenons:

?teQ -(Kp(t)  t  K2r( t  -  â))  -  (C B)- ' ( ,  t \ ,CI(r))  + Cg(t , { t  -  h)))  (7.r4)

En remplaçant (7.14) dans (7.1), nous obtenons l'équation du mode de glissement:

r ( t )  -  (A-  BK1)x( t )  +  (An-  eKz)  r ( t  -  h )

,  (7 .15)
+ lr, - B(c B)-'cl (r tr, o(r)) + s (t,r(t - à)))

pour la surface de glissement (7.5).
Compte tenu des hypothèses sur les perturbations / et g, cette équation se réduit à:

a( t )  :  (A-  BK1)  æ( t )  +  (Aa-  BKz)  r ( t  -  h )

+ lI^ - B(C B)-'cl (i tr, 'tt)) + g (t, '(r - /,)))
(7.16)

7.4.2 Conditions de stabilité du mode de glissement

Nous donnons à présent des conditions suffisantes pour qu'en mode de glissement, le
point d'équilibre de (7.1) soit asymptotiquement stable.

Théorème 7.2
Considérons le système (7.5)(7.16). S'il eùste un triplet d,e matrices symétriques définies

positiues P, Q et S, telles que:

AT;,P * PAx,+Q +^t1r,11u11s1ln+ r(A^,*,Q-'AT,,*,* ' I (r , 'ul l j )  ,") ,  *,9:0 (7.17)

où A6r-  A-  BKt ,  AR,K.-  Aa-  BKz,  M:  In-  B(CB)- tC,  7g,11u1g1-  1+ l lMl l 'k |
etl1,llull i\ - 1+ llMll'k?,alors Ie sgstème (7.16) est asymptotiquement stable.
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Preuve du théorèrne 7.2
Considérons la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii y : C(t,[-h,0],1R") -> IR, définie
pa r :

v(t,,D - ûe)r pûr4 + I:^,b(o)' 
(a + nilull'z I*) û(qdl. (2.18)

Elle est clairement définie positive et posséde une borne supérieure infinitésimale.

La dérivée de I/ le long des trajectoires du système (7.5)(7.16) est:

v(t,x,) :  *Q)r (tTr,p * PAx,+Q +kïl lMll 'zh)r(t)+ zr(t)rPAp,r,x(t-h)

+ zx(t)rPMiçt,*1t11+2t(t)rPMg(t,x(t-h)) (7.1e)

æ(t - h)'  (Q + kSllMll2 L) r(t - h).

D'après I'inégalité de Young (5.7) et les hypothèses sur i .t i nous avons:

2i (t,*(t))r Mr Pû(t) tci g.2o)

et

2j (t,x(t - h)) '  mr rr(t1
(7.2r)

s x(t)r ppr(t) + l lMllzk]lx(t - h)l ' .

En complétant les carrés et en utilisant (7.20) et (7.2L), nous obtenons:

V( t ,x r )

+r ( 'd'p,11,Q-'AT,*,* 71r,11vp1jyl") r) t1t) 
e.22)

-(a+.A - h) - e-T Al.,*"rxe))r (a+ "Q 
- h) - e-l AT,,*,p'(,))

De (7.17), nous pouvons déduire que:

V(t,xr1 < -x(t)r  Sæ(t)

et donc que le système (7.5X7.16) est asymptotiquement stable.

Ceci achève la démonstration du théorème7.Z. tr
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Le résultat suivant est une condition sufÊsante de stabilité asymptotique du système
(7.5X7.16) dans le domaine fréquentiel.

Théorème 7.3
S i :

l l  1  .  /  ,  r * l l

ll f 
o - t1r,11ul1s1ln)i (rt, - A*,)-' (A*,*,Q-'AT.,*,* ?1r,11u11iyt")t 

ll_ 
. t (7 '23)

alors le système (7.5)(7.16) est asymptotiquement stable.

Preuve du théorème 7.3
La démonstration de ce théorème repose sur le lemme 5.1 avec la matrice de transfert
suivante:

?t(s) : (Q + \r,1rlto1,) 
i (rr* - Axt)-t (or,*,Q-'AT.,*,+ 7(r,1M1i) ,-)' .

û

En utilisant les résultats de Boyd, Balakrishnan et Kabambda [BOYS9], (c/. Théorème 5.5),
la condition (7.23) peut être reformulée comme suit :

Théorème 7.4
Si la matrice harni,ltonienne (7.20 n'admet pas de ualeurs propres sur l'are imagi,naire

. ( (A- BKr) A^,xrQ-tAf,x"l?1r,11,y11;y/" \
H: l  I

\ (Q + t0,,1*1.t)/,) - (A - snr)r I
alors le système (7.5)(7.16) est asymptotiquement stable.

7,5 Remarques

Remarque 7.3 (Choix de la surface de commutation)
Nous pourcions choisir une surface d,e commutation linéaire d,e Ia forme:

o ( t , x )  :  Cx ( t )  : 0

ou encore une surface d,e commutation auec terme intégral de type:

(7.24)

(7.25)

101

(7.26)

Dans ce cas, l'erpression ile la loi de commande iliscontinue et les cond,itions d'attractiuité
de Ia surface auraient été identiques. En reuanche, il n'en est pas ile même pour l'équati,on
en rnode de glissement (7.5)(7.16) ainsi que pour les conditions de stabili,té (7.17) du point
d'équilibre de cette équation.
L'intérêt ile choisir la surface (7.5), plutôt que (7.25) ou (7.26), résiile d,ans I'introduction
d,es matrices K1 et K2, qui nous perrnettent de placer jud,icieusement les ilynamiques d,u
système en boucle fermé.

o(t,,x) -- c*(t) - 
Ir' 

tro - BK)x(s)ds : o.
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Remarque 7.4
Consid,érons le cas particulier où les perturbati,ons f et g peuuent s'écrire sous la forme

f  Q,ù: Bf{t , ,x) et g(t ,r) :  Bgt(t ,x),  vt e lR, vc € IR' (7.27)

où ft et 91 sont iles fonctions de IR x lR" ilans lc"-'" . Les perturbations f et g sont d,onc

complétement ilans le champ commandé. En anglais, ces conditions sont connues sous le

nom de "matching cond,itions".

Dans ce cas, la dynamique en mod,e ile glissement est réduite à l'équation:

r(t) : (A - BI{t) æ(t) + (An - gxz) x(t - h) (7.28)

Cette d,ernière est donc identique à la d,ynamique ilu système nomi,nal. Cela signifie simplement
que la ilynamique de l'état est insensible aux perturbations dès lors que la surface d,e commuta-

tion est atteinte.

Si les conditions d,u théorème 7.2 sont satisfaites, nous pouuons montrer ai'sément que le

système en mode de glissement (7.28) est asymptotiquement stable. Des conditions moins

restrictiues peuuent être obtenues en reprenant la ilémonstration ilu théorème 7.2 (où nous
posons f = g =0). Elles se formulent de Ia façon suiuante:

Corolloirc, 7.1
S'il eriste un triplet de matrices symétriques iléfinies positi,ues P , Q et S, telles que :

AT*,P * PArc,+Q + PAn,xrQ-'AT.,*,P * S: 0 (7.29)

alors le système (7.28) est asymptotiquement stable.

Remarque 7.5 (Adoucissement de la commutation)
Afin d,'éuiter de trop erciter le systèm,e, le terme ile commutation sgn(.) n'est pas utilisé

d,irecternent en pratique. Il est généralement remplacé par une fonction plus lisse corntne:

(7.30)

Cela introduit une zone d'épaisseur 2e autour de la surlace de disconti'nuité, que nous

appellons "couche limite". Dans ce cas, le mode ile glissement n'a pas lieu exactement sur la
surface ile iliscontinuité mais plutôt sur la couche limite.

Remarque 7.6
Dans la pratique, nous cherchons à limiter les commutations persistantes ile la commande,
qui peuuent prouoquer une détérioration anticipée de l'organe d,e commande ou qui pourraient

eaciter iles ilynamiques hautes fréquences non moilélisées. L'introduction d'une couche limite
permet de résoud,re ce problème.

Remarque 7,7
Les résultats présentés précedemment peuuent être étendus au cas ile retards rnultiples.

. /o \  l !  s ip l<e
'ut \;/ 

: 
I ,'*r(") ,i lol >,
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7.6 Exemple

Nous donnons à présent un exemple pour illustrer nos résultats.

Considérons le système :

r ( r )  :  Ax(t ) - r  Apæ(t-0.1)  + r ( t ,o( t ) )+ s( t , r ( t  -0.1))  + Bu(t)

: (,i,':i)(::lil) . (s i) (;;[, -3:l])+ o.z ("'tt)""(;;((il + rz(t)))

(T) ",',
(7 .31)

La fonction / est lipschitzienne de constante fu 2 0.2 et g est lipschitzienne de constante

k, > 0.1.
Nous choisissons 6t : (0.3 0.15), K2: (0 - 0.1), g : (0.1 0.I), C1 = 0, Cs = 0,
kt  :0 .2 et  kn :  Q. l .
D'après le théorème 7.L, pour qu'apparaisse le mode de glissement, nous avons choisi

W1 -  0 ,004,  Wz -  0 .002 et  Ws:  0.
La figure 7.1 représente le comportement du système en boucle fermée. Les conditions initiales

sont rs - (1 3)r. La courbe en trait plein représente l'état 11 du système, et la courbe en

pointillés, I'élat x2.

2.5

1 . 5

0.5

1.5
-0.5 L

0 2 2.5 3 3.5 4 4.5

Temps (s)

des états 11 et 12 en boucle ferrnéeFIc. 7.1: Représentation
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7,7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité le problème de la stabilisation par mode de glissement

d'une classe de systèmes non linéaires à retards. Une méthode de synthèse de commande
par mode de glissement a été présentée. Des conditions suffisantes ont été proposées pour

assurer I'existence du mode de glissement. Une analyse de la stabilité du système en boucle
fermée, basée sur la théorie de Lyapunov-Krasovskii a été réalisée. Nous avons obtenu des
conditions suffisantes de stabilité asymptotique sans imposer de conditions restrictives, de

type "matching conditions", sur toute la structure des non linéarités du système. Enfin, nous
avons présenté un exemple numérique de simulation illustrant nos résultats.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, plusieurs techniques de stabilisation de systèmes non linéaires ont été
proposées. Notre travail s'est articulé autour de deux thèmes: la stabilisation des systèmes

non linéaires non réguliers et la stabilisation des systèmes non linéaires à retards.

La première partie a été consacrée au problème de la stabilisation des systèmes non

linéaires non réguliers. Nous nous sommes intéressés à des résultats classiques de stabilisation

des systèmes non linéaires présentant des champs de vecteurs réguliers. Nous avons affaibli

I'hypothèse de régularité, en développant des résultats applicables aux systèmes non réguliers.

Le premier problème considéré concerne la stabilisation par retour d'état. Dans le cas de

systèmes réguliers, les approches classiques, auxquelles nous avons fait référence, reposent

sur le Principe d'Invariance de LaSalle: il faut pouvoir dériver,de ce fait, les champs de

vecteurs, au moins une fois, le long des trajectoires de la dynamique libre du système. Nous

avons démontré qu'il était possible d'étendre ces méthodes lorsque le système est seulement

continu, localement lipschitzien (et non de classe Cr). Par une démonstration constructive,

nous avons établi des conditions suffisantes de stabilité du système en boucle fermée. Des

conditions nécessaires et suffisantes ont également été proposées pour un cas particulier.

Dans un second temps, nous avons abordé le problème de la stabilisation par ajout

d'intégrateurs avec la mêmevolonté d'affaiblir les hypothèses requises dans le cas des systèmes

réguliers. Ces hypothèses justifient une décomposition du champ de vecteurs, dont l'existence

est remise en cause, lorsque les systèmes ne sont pas au moins de classe Cl. Nous avons donc

proposé une nouvelle façon de décomposer ce terme et démontré, en se basant sur cette

décomposition, que la stabilité asymptotique globale du système réduit, entraine la stabilité

du système augmenté.

Dans la seconde partie du mémoire, nous nous sommes intéressés à la stabilisation de

systèmes non linéaires à retards. Nous avons tout d'abord présenté une méthode de synthèse
de commande par retour d'état. Des conditions simples de stabilité asymptotique du système

en boucle fermée ont été établies, et une classe de lois de commandes stabilisantes a été

proposée. Ces résultats ont été établis en utilisant la théorie de Lyapunov-Krasovskii. Nous

avons également proposé des conditions de stabilité en utilisant des résultats de la théorie

?{*.

La commande par retour d'état peut être, dans certains cas, inapplicable lorsque certaines
variables d'états sont inaccessibles à la mesure. Nous avons donc été amenés à considérer
les problèmes de commande basée observateur. Une classe dtobservateurs à grand gain a
été proposée et une analyse de la stabilité du système bouclé, formé de l'équation d'état
du système dont la commande est fonction de l'état estimé et de l'équation de I'erreur
d'estimation, a été réalisée.
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Les non linéarités du système, pour le problème de la commande par retour d'état et la
commande basée observateur, étaient supposées analytiquement connues. Nous avons abordé
au problème de la stabilisation des systèmes non linéaires à retards, dans le cas où ces non
linéarités seraient mal-connues. Nous avons alors présenté une méthode de synthèse de lois
de commande par mode de glissement, bien adaptée à ce type de problème. Des conditions
suffisantes pour générer le mode de glissement ont été proposées. La stabilité de la dynamique
en mode de glissement a été analysée en utilisant la méthode de Lyapunov-Krasovskii.

Dans Ia continuité de ce travail, difiérentes perspectives s'offrent à nous. Il serait, par
exemple, intéressant d'élaborer de nouvelles méthodes de stabilisation des systèmes non
linéaires à retards de la forme:

ù( t )  :  F( t , ' ,1)

en généralisant les résultats obtenus dans la première partie, au cas de systèmes à états
retardés. Il serait également intéressant de considérer le problème de la synthèse d'observateurs
pour des systèmes non linéaires à retards de la forme:

r ( t ) :  F ( t ,q )

a(t)  = H(t , r ) .

Dans le cadre de la stabilisation des systèmes à retards, nous pourrions également établir des
conditions de stabilisation par retour d'état, dépendantes des retards en vue de considérer,
par la suite, des systèmes à entrées retardées.
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Annexe A

Lemme 1

Lemme (utilisé dans la démonstration de la proposition 2.2 du chapitre 2)
Soient X0 et Zo deux champs de vecteurs et I/ une intégrale première de X0. Alors nous
avons la formule suivante:

Sk

fut*v(xl(ro)) 
: ad\oLzov(xl(xs)). (A.1)

Preuve du lemme
La démonstration se fait par récurrence. Au rang ,b : 0 c'est évident. Supposons que (4.1)
soit vérifiée au rang k et démontrons que cela reste vrai au rang k + I.
D'aprés I'hypothèse de récurrence :

,tk+l sk

fr*, L t"v(x,'(cr)) = L vo frç L zoy(x''(co))
: Lyoadlo L7,V(x,o(16)).

Or

adk*+or Lzov(x,o("o)) : lxo, ad\oL2,lv (xl(rs))
: Lyoad\o L7,V (X! (xs)) - ad|.I 2o Ly"V (Xl("o)).

Comme V est une intégrale première de Xo, il reste:

ud|+ot L z,V (Xl ("0) ) : L 7ço adklço L sov (Xr0 (cr) ).

Nous avons donc:
lk+r

fu t æV(X,o(cs) ) : udl*ot L 2,V (Xl (xs)).

Ceci termine la démonstration du lemme.
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Annexe B

Lemme 2

Lemme (énoncé dans la remarque 3.2 du chapitre 3)
Si g : lR + lR est une fonction continue qui s'annul e en zéro alors elle n'est pas nécessairement
décomposable sous la forme:

g(y) :  a lk@), (8 .1 )

avec p,,q € IN et k € Co(R).

Remarque
Sans perte"de généralité, nous pouvons supposer que p : 1 et que g est impair.
En effet, yi peut toujours se mettre sous la forme:

al:yf ' , f ' | . :y#yuz+!.

Ainsi si l'écriture (B.1) est justifiée, alors g peut aussi se mettre sous la forme:

s@): y"È$g@) (8.2)

\  - /  \  P ( 2 q * l l  toùô(y ) :a '  k (a ) .

Preuve du lemme
D'après la remarque ci-dessus, il suffit de montrer que g n'est pas toujours décomposable
sous la forme (8.2).
Soit (go)o6ry url€ suite de fonctions définie par:

ço@) : a#

et (æ,"),,çry une suite de points donnée par:
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et pour tout n ) 1,

Posons:

et pour tout n 2 1 ,

1,2

I

0.8

0.6

0.4

0.2

0

t o :  I

h: T,  *r :  i

/  \ 2 n + l
f2n+t  :  lXZn)"" - t

1x2ny#i,tz1"lr1 : 
\F )

g(v) :  po(rr) pour y € [cs,11]

g(v) :

4;ll& 0,2 ar=ll{

Frc .  8 .1 :

pour g €lx2n-1rx2n)

pour  U e laznrxzn+t l .

9"-r(v)

9n-r(x2n)

0.4 xFyZ 0.6 0.8

Représentation ile la foncti,on g

Cette fonction est par construction continue et croissante. De nlut |i4gO(g) 
: 0.

Pour le prouver il suffit de montrer que jll[9(*r") :0.
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Nous avons:
g(æ2") : gn-r(r2n)

:  (rr,)#

: ( (æzt"-rl\3=+\ #
\ \ 2 ( " - t ) ' z )  )

. .  __ l _
I  e z ( n _ t )  \ 2 n _ 3: \w)

1
j  

h - t l 2 '

2æ
'l

Comme lim * : 0 alors 
]ifiO@r") 

: O.
n-+@ rE#

Raisonnons à-présent par I'absurde, en supposant que la décomposition (B.2) est réalisable.
Alors sur n'importe quel ensemble compact

gfu) 3 cv#.

Or pour tout p € lN, il existe au moins un g pour lequel

g(a) > pr@)

ce qui est contradictoire.
Ceci termine la démonstration du lemme. tr
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Annexe C

Complément et Lemme de Schur

Complément et lemme de Schur [BOY94]

Définition [Complément de Schur]
Pour une matrice A inversible,le complément de Schur de A, dans la matrice M donnée par:

*,:(t E)
est la matrice D - C A-L B.

Lemme [Lemme de Schur]
Pou rA :ATe tC :C r .

/ ,q  B\
( ; ;  t ) ,o (c1)

si et seulement si

C-BrA-18>o s i  A>o

ou de façon équivalente, si et seulement si

A-BC-rBr>o s i  C>0.
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Annexe D

Quelques résultats de base sur la
commande par mode de glissement

D.1- Commande par mode de glissement

D. L.1- Définitions

Considérons le système non linéaire mono-entrée suivant:

(  f+ ( t , r ,u )  s i  o ( t ,x )  >  0ù(t) :  T(t ,* , r )  :  Ir  f  
-  ( t ,  * ,u)  s i  o( t , r )  <  o

(  u+( t ,x )  s i  o ( t , r )  >  o
u( t ,æ) :  

{  u - ( t ,  o )  s i  o ( t , x )  <  o

Le système (D.1) se ramène alors à l'écriture suivante:

- o est l'état du système évoluant dans une variété V isomorphe à IR' caractérisant le

domaine physique de fonctionnement du système;

- T+(t,æ,u) et f-(t,*,u) sont des champs de vecteurs complets dans lR" I

- u €.IR, est la commande du système;

- o(t,z) est un hyperplan de IR', divisant I'espace en deux parties disjointes

E* : {r e IR"\ o(t, r) > O} et E- - 
{r e IR"\ o(t,x) < 0}.

Le système (D.1) est un système à structure variable [UTK78] commutant entre deux

structures. Un système peut être rendu discontinu par le choix d'une structure discontinue

du retour d'état de la forme:

ou :

(D.1)

(D.2)

r( t )  -  r( t , r ,q -  I  r+(t '*)  s i  o(t '  r )  > o
\  / -( t ,  ")  

si  o(t , ,x) < o
(D.3)
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Lorsque les vecteurs .f+ et ,f- sont pointés vers la surface o : 0, cette surface est dite

attractive. Que nous soyons d'un coté ou de l'autre de cette surface, l'état du système est

poussé à la rejoindre. Il apparaît ce que nous appelons le mode de glissement. La surface

de discontinuité o : 0 est la surface de glissement et la dynamique du système sur cette

surface est donnée par ltéquation du mode de glissement.

D.L.z Commande par mode de glissement

Etant donnée une surface de commutation o = 0r le problème de la synthèse d'une

commande par mode de glissement revient à chercher une commande discontinue de la forme
(D.2). Cette dernière doit rendre la surface o : 0 attractive pour assurer l'apparition du

mode de glissement.

Conditions dtexistence du mode de glissement
Le problème de I'existence du mode de glissement ressemble fortement à un problème de

stabilité d'un point d'équilibre dans la mesure où, pour montrer I'attractivité de la surface

o :0, nous cherchons une fonction de Lyapunov définie positive, dont la dérivée le long des

trajectoires du système en boucle fermée est négative.
C'est ce que présente le Théorème de Utkin [UTK7S], donné ci-dessous. Notons au préalable,

que dans certains cas, le glissement n'a pas lieu sur n'importe quel point de la surface de

commutation parce que, I'attractivité de cette dernière n'est assurée que dans un domaine

restreint Dn appelé domaine de glissement.

Définition D.1 (Domaine de glissement)
(Jn i lomaineDn dans la uariété o(t,a):0 est un domaine de gl issernent si pour tout € ) 0,

il exi,ste d ) 0, tel que tout mouuement commençant dans Ie ï-uoisinage deDn ne peut quitter

le e-uoisinage deDn qu'à trauers Ie e-uoisinage ile la frontière ertrême d,eDn. Ce ilomaine

est de dimension n - 1.

Théorème D.1 (Conditions d'existence du mode de glissement, [UTK78])
Pour que le domaineDn soi,t un domaine de glissement, il sffit que dans un ilomaine O e V
contenu dans Dn, il eûste une fonction d,e LyapunouV(t,,æ,o) continû,ment différentiable
pt,r rapport à tous ses argurnents et satisfaisant les conilitions suiuantes:

1. V(t,,a,o) est définie positiue par rapport à o.

2. surla sphèrelol: p, Vr € O,Vt> 0, les relations suiuantes sont uérifiées:

(o )  in f  7 ( t ,  x ,o ) :  h ,  h ,  )  0
lol=p

(b) sup V(t, æ,o) : Hr,, Ho ) 0
lol=P

auec ho et Ho dépendant de p et ho *0 si p 10.

3. Ia dériuée totale deV(t,a,o) Ie long d,es trajectoires ilu système a un malimum négatif
pour tout o € Q excluant Ia surface d,e commutation pour laquelle la commande u n'est
pas d,éfinie et la d,é,riuée de V(t,,æ,,o) n'eriste pas.
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La fonction généralement utilisée est:

La surface o : 0 est alors attractive sur tout le domaine de fonctionnement )/ si :

oà  <0 .  Vx  €V .

Stabilité du mode de glissement
La surface de glissement étant atteinte, le vecteur / du système (D.1) n'est plus défini.
L'évolution du système est décrite par l'équation du mode de glissement que nous ne pouvons
pas déterminer par les méthodes classiques d'analyse des équations différentielles, en raison
de la présence d'un second membre discontinu. La méthode de la commande équivalente (c/.

[UTK78, UTK92]) répond à ce problème. Elle consiste à admettre qu'en mode de glissement
tout se passe comme si le système était piloté par une commande dite "équivalente", notée
u"o. Elle est définie commeétant la commande qui rend la surface o invariante dans le temps,
c'est à dire telle que: 

ô : 0.

La résolution de cette équation permet d'obtenir z"o qui, reinjectée dans l'équation d'état
du système, donne l'équation du mode de glissement:

x : f "s : f ( t , r ru "q ) . (D.4)

v:ro,.
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