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Notations

Rt
R\{0}

Rn

det(M)

tr(M)

Ensemble des nombres réels

Ensemble des nombres réels positifs
Ensemble des nombres réels non nuls

Espace euclidien des vecteurs de dimension n
Ensemble des nombres complexes

Ensemble des entiers naturels

Ensemble des nombres rationnels de IR
Ensemble des matrices réelles & n lignes et m colonnes
Inverse de la matrice M

Transposée de la matrice M

Transposée conjuguée de la matrice M
Racine carrée de la matrice M

Déterminant de la matrice M

Trace de la matrice M




14 NOTATIONS

Amax(M) Plus grande valeur propre de M
Amin(M)  Plus petite valeur propre de M

(M) Plus grande valeur singuliere de M

| M| Norme spectrale de M : |M|| = (M)
I, Matrice identité de dimension n
vT Transposée du vecteur v

v* Transposée conjuguée du vecteur v

vi i-eme composante du vecteur v

Re(z) Partie réelle du nombre complexe z

Im(z) Partie imaginaire du nombre complexe z

|| Valeur absolue d’un réel ou norme euclidienne d’un vecteur
(., ) Produit scalaire usuel

|2 Norme £,

I )loo Norme Hoo

e Cu =C([-r,0],R") Espace de Banach des fonctions continues de I'intervalle [—r,0] dans I
muni de la topologie de la convergence uniforme

I-lln Norme sur C, définie par ||¢|l. = sup |#(t)|, Vo€,
t€[-r,0]
Xt Elément de C, défini par x¢(0) = x(t + 0), Vo € [~r,0]
e Pour tout n-uplet a = (a1, 3, .. ,a,)T € N*, on pose |a| = Za;.

=1
Pour une fonction scalaire k et un n-uplet a = (a3, as,... ,a,)T € N7,

el ool

Oz~ 0z{'0z3% ... 0z

désignera la dérivée partielle d’ordre |a| de A.
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e Pour tout champ de vecteurs X défini sur R”, nous noterons X; la solution (maximale)
du flot associé & X. Elle vérifie

—Xi(z) = X(Xi(2))

Xo(x) = .

¢ Si f est une fonction scalaire différentiable, Lx f désigne la dérivée de Lie de f le long du
champ de vecteurs X et est définie de la fagon suivante:

d

Lx f(z) = = f(Xi(2)) _0=(Vf(fv), X(z)),

V f représentant le gradient de f.
Nous définissons par récurrence

L& f(z) = Lx L% f(z), Yk > L.

o Pour deux champs de vecteurs X et Y, au moins de classe C?, [X, Y] représente le crochet
de Lie. Par récurrence, nous posons

adZ(Y)=Y et adi(Y)=[X,adi'(Y)], VE>1,

Si Xi,...,X, est une famille de vecteurs d’un espace vectoriel alors span{Xj,...,X,}
est le sous espace vectoriel engendré par cette famille.

e Soient ¢ un difféomorphisme et X un champ de vecteurs. Nous définissons le champ de
vecteurs ¢. X (.) par:

$eX (2) = (Dg)g-1(2)-X (¢ (2))
ou D(¢)y représente la différentielle de ¢ au point y.

e Par la suite, la fonction @ap(.), (a,b € R,a < b), sera définie par

1 1
exp (a — + Tb) y €la, bl.
Pap(y) = vy

0 sinon.

e Nous noterons par la suite, C, la classe des fonctions continues h : R — R telles que:

1. h(y)y = 0,
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2. h(y) =0 <= y =0,
3. lim |h(y)| = +oo.
lyl—+o0

e Pour tout a € [0, 00) et toute fonction f telle que:

|f(z)| < Cylzl, z € R, Cp >0

nous poserons:

Ve f) = @ + C‘?

e Pour tout vecteur v € R”, les fonctions “signe” et “saturation” sont définies par:

sgn(v) = (sgn(v1), - -. ,5g0(vn))”

avec
1 st v;,>0
sgn(v;) = 0 si v;,=0
— 1 st v;,<0
et
sat(v) = (sat(vy), - .. ,5at(vn))T
ou

sl v; > ¢

sat(v;) = si vl <e

—0 |_€n—t

sl v; < —€
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Introduction générale

Le probléme de la stabilisation des systémes dynamiques constitue sans le moindre doute
I’un des thémes majeurs de I'automatique et de la théorie du controle. Ce probleme, tres
largement étudié dans le cas des systémes linéaires, reste souvent complexe lorsque des non
linéarités entrent en jeu.

Dans ce mémoire, nous aborderons le probleme de la stabilisation des systémes non
linéaires en articulant notre travail autour de deux axes:

- la stabilisation des systémes non linéaires qui sont non réguliers,

- la stabilisation des systémes non linéaires a retards.

Premiére partie: stabilisation des systémes non réguliers

Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous commencerons par rappeler un ensemble
de notions et de résultats de bases.
Dans le deuxiéme chapitre, nous considérerons les systemes de la forme:

z=X(z,u
{ (z,u) )

zeER"etue R

ou X est un champ de vecteurs sur R” x R tel que X(0,0) = 0.

La stabilisation de tels systémes a fait I’objet de nombreuses études [BAC88, BYR91, BYR95,
COR94, GAUS1, JACT76, KAL84, LEE88, OUT92, RYA83, SLE78, SON89, TSI89]. Ces
travaux sont consacrés, essentiellement, au cas ot le champ de vecteurs X est affine en la
commande, c’est-a-dire de la forme:

X(z) = X°z) + uX'(z). (2)

Les résultats sont basés sur le Principe d’Invariance de LaSalle et requierent, de ce fait, un
minimum de régularité du champ de vecteurs X. Ces résultats sont établis pour le cas ou
X et X! sont réguliers (c.-d-d. de classe C*°).

Notre travail, dans ce mémoire, consistera a affaiblir cette hypothese de régularité en
considérant le probléme de la stablisation du systéme (1), lorsque X est non régulier (c.-d-d.
continu et localement lipschitzien) et & développer une méthode de stabilisation, applicable
aux systémes non réguliers.

Dans le troisiéme chapitre, nous aborderons le probléme de la stabilisation de systemes
non linéaires par ajout d’intégrateurs. Cela consiste a stabiliser des systemes de la forme:
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.’I:3=f($,y)
y=1u 3)
zeR", ye R"

lorsque le systéme réduit

& = f(z,0) (4)

est supposé globalement asymptotiquement stable.

1l existe actuellement des travaux traitant le cas ou f est régulier [BYR89, COR91, IGGY%4,
KOD87, KOK89, 0UT91, OUT96, OUT, ROS93, TSI89]. Nous proposerons, une fois de
plus, de diminuer cette hypothese en considérant le cas ou le champ de vecteurs f est non
régulier.

L'objectif de 1’étude de la stabilisation des systemes (1) et (3) est de montrer que des
résultats classiques concernant la stabilisation de systémes réguliers peuvent trouver des
versions dans le cas de systémes seulement lipschitziens. L’intérét pratique de étude de tels
systémes est évident. En effet, il est courant de les rencontrer en mécanique ou en robotique.

Deuxiéme partie: stabilisation des systémes a retards

Nous nous pencherons, dans cette partie, sur la stabilisation de systémes non linéaires
3 états retardés. Ce probleme est trés important dans la mesure ou I'existence d’un retard
dans un systéme physique peut affecter les propriétés du systeme en boucle fermée en termes
de performance et de stabilité [KOL86, MALST].

Dans le quatriéme chapitre de ce mémoire, nous motiverons, en premier lieu, cette
étude par un bref rappel historique et poursuivrons par quelques exemples. Sans reprendre le
travail bibliographique trés complet donné dans [DAM94, NIC96, DUGY7], nous rappelerons
quelques notions de base et des résultats généraux relatifs aux systémes a retards.

Dans le cinquiéme chapitre, nous considérerons le probleme de la stabilisation par
retour d’état sans mémoire, des systémes non linéaires & retards de la forme:

2(t) = Aa(t)+ Ara(t — h(t) + f (t,2(1) + g (¢, 2(t — h(2)) + Bu(t)

o(t) = (), te[~H,0.

Nous proposerons des conditions pour garantir la stabilité asymptotique du systéme en
boucle fermée. L’approche proposée sera basée sur la méthode de Lyapunov ainsi que sur
des résultat de la théorie de la commande Hoo.

Le sixieme chapitre sera consacré a la stabilisation par commande basée observateur.
La commande par retour d’état peut étre inapplicable, car elle nécessite la mesure complete
de I’état. En effet, certaines variables d’état sont parfois inaccesibles a la mesure, soit parce
que le capteur correspondant est coiiteux, ou parce que la mesure requise est trop difficile a
faire de maniére précise. Une solution consiste alors & développer des outils, communément
appelés observateurs qui, & partir des mesures expérimentales, donnent une estimation des

()
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variables d’états non mesurées. Nous serons ainsi amenés & considérer des problemes de
commande par retour d’état estimé.

Le septiéme chapitre portera sur la stabilisation par mode de glissement.
Nous développerons une méthodologie de synthese de loi de commande par mode de glissement
pour des systémes non linéaires a retards présentant des incertitudes. Au dela de la synthese
d’une nouvelle loi de commande, nous aborderons aussi le probleme d’amélioration de perfor-
mances en terme de robustesse.

Les systeémes a retards considérés peuvent appartenir a la classe des systemes non réguliers.
Les problematiques des deux parties ne sont toutefois pas les mémes. Dans la premiere partie
nous cherchons & réduire la régularité requise par certaines méthodes de stabilisation tandis
que dans la deuxiéme partie, nous présentons un éventail de méthodes de stabilisation pour
la classe de systémes non linéaires & retards (5).

I’essentiel du travail est traité dans [VER96, AGG97, VER98, AGGa, AGGd, AGGD,
AGGc].
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Premiere partie

Stabilisation de systémes non linéaires
non réguliers
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Chapitre 1

Rappels et Généralités

Ce chapitre regroupe un ensemble de définitions et de résultats de base relatifs & la
stabilité et & la stabilisation de systémes non linéaires. Le concept de stabilité considéré est
celui de Lyapunov.

1.1 Notions de stabilité

1.1.1 Définitions
Considérons le systeme différentiel autonome

{ & =X (1.1)
reR™ X(z0) =0

ot X est un champ de vecteurs au moins continu’.
La solution du systéme (1.1) issue de z & I'instant ¢ = 0 se note X;(z) et vérifie:

d
EXt(IC)

=X(z) et Xo(z)==z.

t=0

Définition 1.1 (stabilité)
To est un point d’équilibre stable pour ’équation (1.1) si

Ve >0, 35 =4(e) : lo— o < 5= (|Xu(e) — 2ol <5, vt>0).

Définition 1.2 (Instabilité)
Nous dirons qu’un point d’équilibre est instable s’il n’est pas stable.

. 1. Cette hypothése garantit I’existence d’une solution
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Définition 1.3 (Attractivité)
zo est dit attractif, s’il existe un voisinage U de zq, tel que, pour tout x dansU, Xi(z) existe,
Vt>0, et tlirnXt(:t) = Zo.

—00

SiU = R™, alors zq est dit globalement attractif.

Définition 1.4 (Stabilité asymptotique)
zo est asymptotiquement stable s’il est stable et attractif.

Cette notion est trés utile pour la commande car elle traduit la tendance d’un systeme a
rester proche d’un point d’équilibre et a le rejoindre asymptotiquement.

Définition 1.5 (Stabilité asymptotique globale)
zo est globalement asymptotiquement stable s’il est stable et globalement attractif.

Analyser la stabilité du systéme (1.1), en utilisant 'un de ces concepts, nécessite la
résolution de ce systéme. La méthode de Lyapunov et le Principe d’invariance de LaSalle
[LAS61], que nous rappelons ci-dessous, permettent d’étudier la stabilité d’un systeme sans
avoir besoin de chercher les solutions de celui-ci.

1.1.2 Meéthode de Lyapunov

Théoreme 1.1
S’il existe une fonction V : U — R, continue sur un voisinage U de zo et différentiable
sur U\{zo} telle que:

1.
V(ze)=0 et V(z)>0 siz# o,

V(z)=LxV(z) <0,Vz el
alors zo est un point d’équilibre stable pour le systéme (1.1).
3. Si de plus, la fonction V est telle que:
V(z) <0, Vz € U\{zo}
alors zo est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

4. Enfin, si V est propre' (c.-d-d. limage réciproque d’un compact est un compact) et
sid = R", alors ¢ est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable.
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Définition 1.6 (Fonction de Lyapunov)

Une fonction V qui vérifie les conditions (1) et (2) du théoréme (1.1) est appelée fonction de
Lyapunov large pour (1.1) en zo. Si la condition (3) du théoréme (1.1) est aussi satisfaite,
alors V est dite de Lyapunov stricte pour (1.1) en xo.

1.1.3 Principe d’invariance de LaSalle

Pour montrer la stabilité asymptotique d’un point d’équilibre, il suffit d’apres ce qui
précéde, de trouver une fonction de Lyapunov stricte. Il n’existe cependant pas de méthodes
constructives permettant cela. Il est par contre plus aisé de trouver une fonction de Lyapunov
large et dans ce cas, le résultat suivant nous permet de conclure.

Théoréme 1.2 ([LAS61])

Si V une fonction de Lyapunov large de classe C', pour (1.1) en zo, alors toutes les
trajectoires bornées pour t > 0 tendent vers le plus grand ensemble invariant I par X,
contenu dans:

0= {z € R"/LxV(z) = 0}.

Si de plus V est supposée propre, alors toutes les trajectoires sont bornées pourt > 0 et donc
toutes les trajectoires du systéme convergent vers I.

Montrer que o est un point d’équilibre asymptotiquement stable revient donc @ prouver que

I = {.’L‘o}

1.2 Stabilisation

1.2.1 Définitions

Considérons le systéeme controlé:

1.2
te€R"etueR? (12)

{ &= X(z,u)

ot X : R x R™ — R est un champ de vecteurs au moins de classe C', avec X(0,0) =0
et u désigne le contrdle (ou loi de commande).

Définition 1.7
Le systéme (1.2) est dit affine en la commande si le champ X est de la forme:

X(z) = f(z) + Zg,-(m)u;,

ot f est appelée la dérive et g;,i =1...p, les champs contrélés du systeme.

. 1. Tout au long de ce travail, pour prouver que V est propre, nous montrerons que | llim V(z) = +o0.
T|—roo
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Définition 1.8
Le systéme (1.2) est dit stabilisable & lorigine (par retour d’état statique) s’il existe une lot
de commande u = u(z), au moins continue, vérifiant u(0) = 0, telle que le systéme bouclé :

& = X(z,u(z)),

admette Uorigine comme point d’équilibre asymptotiquement stable.
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Chapitre 2

Stabilisation par retour d’état

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons a la stabilisation de systémes de la forme:

{ = X(z,u) @.1)

zreR"etue R
ot X est un champ de vecteurs continu, localement lipschitzien sur R" x R tel que:
X(0,0) = 0.

Plus précisément, nous traiterons le cas o il existe une fonction de Lyapunov V au moins
de classe C! telle que:
VV(z)=0<=2z=0

et vérifiant I’hypothese:
LxoV(z) <0, Vz€R" (2.2)

ou X%z) = X(z,0).

Le probléme de la stabilisation du systéme (2.1), sous la condition (2.2) a été étudié dans
de nombreux travaux [BAC88, BYR91, BYR95, COR94, GAU8I, JACT76, JUR78, KAL84,
LEES8, OUT92, RYA83, SLE78, SON89, TSI89]. Ces travaux sont essentiellement consacrés

au cas ol X est affine en la commande, c’est a dire:

X(z) = X%z) + uX'(z) (2.3)

L’approche pour stabiliser le systéme (2.1)(2.2) consiste & utiliser un retour d’état de la
forme:

u(r) = —Lx1V(z) (2.4)

et des conditions suffisantes sont proposées pour assurer la stabilité asymptotique du systeme
en boucle fermée (2.1)(2.3)(2.4). Ces conditions dépendent de la régularité de X 0 X! et de
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V. En effet, lorsque ces champs de vecteurs sont analytiques, la condition suffisante de
stabilité asymptotique du systéme en bouclé (2.1)(2.2)(2.4), proposée dans ([OUT92]), est
aussi une condition nécessaire. Récemment, dans [OUT99), un contre-exemple a été donné
pour montrer que si X° X! ou V n’est pas analytique alors la condition proposée dans
[OUT92] n’est pas nécessaire.

Dans ce méme article (c.-d-d. [OUT99]), une condition nécessaire et suffisante a été établie
pour le cas des systémes aux champs X° et X' au moins de classe Ct.

Dans les démonstrations basées sur le Principe d’Invariance de LaSalle, les auteurs
utilisent la dérivée Lx1V (ou LxoV) le long des trajectoires de la dynamique libre du systeme,
a savoir

& = X°(z).

Ceci implique que Lx:V (ou LxoV) doit étre au moins continiment différentiable. Par
conséquent, lorsque X° ou X, ou en général X est supposé étre lipschitzien mais pas de
classe C, alors nous ne pouvons pas utiliser cette approche.
Ce travail est une contribution a I’étude de la stabilisation des systémes de la forme (2.1)
quand X est seulement continu et localement lipschitzien. Il généralise les travaux concernant
le cas des systémes réguliers au cas des systémes ou les champs de vecteurs ne sont pas de
classe C.

Notre objectif sera d’établir des conditions suffisantes pour la stabilisation globale du
systéme (2.1) par le biais d'un retour d’état au moins de classe C 1
La suite du chapitre se présente comme suit: dans la deuxieme section, nous établirons
un lemme technique utile pour la suite du travail. La troisieme section sera constituée des
résultats principaux de ce chapitre. Ensuite dans la quatrieme section nous présenterons des
exemples et des remarques. Enfin, nous donnerons nos conclusions dans la derniere section.

2.2 Lemme technique
Afin d’établir et de démontrer ce lemme, nous avons besoin de la proposition suivante.

Proposition 2.1
Soient U un ouvert de R™, m un entier de N et € un nombre réel strictement positif. Alors,
il existe une fonction h : R* = R de classe C™ telle que:

|h(z)| <&  pour tout z € R" (2.5)
et

h(z) >0 sur U et h=0 sur R"\U. (2.6)

Preuve de la proposition 2.1 )
e Nous montrons tout d’abord I’existence d’une fonction A de classe C™ qui vérifie (2.6).

Considérons pour cela un recouvrement:

0= {B('Tk,rk)’k € ]N,wk eQn’rk 6]07 +OO)}
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de U par des boules ouvertes B(zx,r%) C U. Un tel recouvrement existe toujours. En effet,
comme U est un ensemble ouvert, alors, pour tout  de U, il existe un nombre réel positif r;
tel que B(z,r;) C U. Ainsi:

0, = {B(z,rz),z € U}

constitue un recouvrement de U.

Comme Q" est dense dans IR", alors, pour tout = € U, il existe un élément ¢, € Q"NB (Z,7q.),

] ’ o , . r
oll 74, est un nombre réel positif vérifiant ry, < ? Nous avons alors € B(gz,7g,) C U.

Par conséquent:

Op = {B(qzar%)’m €U}
est aussi un recouvrement de U et comme Q" est dénombrable, alors O, I'est aussi.

Soit & présent (aj)ren une suite de nombres réels positifs telle que la série Eak soit
k>0
convergente et (Ax)ren une suite de fonctions de classe C* pour laquelle:

A(z) >0 si z € B(zk,7k)

et
A(z) =0 si = € R"\B(xx,7%)

définies de sorte que:

||

b~ Ak(:l,')

3 < ax, Va € N" tel que |a] < m. (2.7)
xa

sup
:L'GB(xk'rk)

Un choix possible de Ay, est:

Ai(z) = Spp_1,r, (l2k — 2])

o pour k € IN, & est un nombre réel positif suffisamment petit.

Nous introduisons & présent les fonctions hy et h définies par:

hi(z)= ) Aj(z), Vz € R”
0<i<k
et
h(z) = lim hi(z), Vz € R".

k=400

D’apres (2.7), nous avons:

Y I4@I< Y e, VzeR".

p>0 20
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La série ZA,,(:v) est donc normalement convergente. Par conséquent, la fonction h est bien
p20 _
définie et continue. En fait h(z) est de classe C™ car la série

181
3 o s(a)

p2>0

est uniformément convergente pour tout 3 € IN" tel que |3] < m.
8

1l en résulte que pour tout 3 € IN" tel que |3| < m, nous avons:
o8l _ 58l Bl
3.2 =55 Y Aye) | = ZwAp(x)
p20 p20
cest-a-dire que ’on peut intervertir les signes de sommation et de dérivation jusqu’a ’ordre

m. Ceci nous permet de conclure qu’il existe bien une fonction h de classe C™ vérifiant (2.6).

e Pour terminer la démonstration, nous définissons h par:

h(z)

h(z) =e —————, VzeR"
(z) 61+h2($), T €
Cette fonction est de classe C™ et vérifie les conditions (2.5) et (2.6).
Ceci termine la preuve de la proposition 2.1. O

Nous pouvons maintenant démontrer le lemme technique.

Lemme 2.1

Soient f : R" — RP une fonction continue et m un élément de IN. Alors, il existe une
fonction f:R™ — RP de classe C™ telle que:

(i) (f(), f(z)) 20 Vo €R".
(@) |f(@) =0 <<= I|f(=)=0
(iii) |f(z)] < |f(z)] pour tout € R" tel que |f(z)| # 0.

Preuve du lemme 2.1

Nous démontrons tout d’abord le lemme pour p = 1. Une généralisation au cas ou p € N
sera donnée ultérieurement.

Soient U+ et U~ deux ensembles ouverts disjoints de R™ définis par:

Ut ={zcR*/ f(z)> 0}
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et
U ={zeR"/ f(z) <0}.

Nous nous proposons de construire deux fonctions ft et f~ de classe C™ telles que:

e 0< f*(z) < f(z) sur U et ft=0 sur RMUT. (2.8)

e 0< f(z)<—f(z) sur U et f7=0 sur R™U". (2.9)
L’existence de ces fonctions est assurée par la proposition 2.1.
Posons
F=r-r.
1l est facile de voir qu’un tel choix répond bien au probleme.

_ Construisons a présent ces fonctions ft et f~ afin d’obtenir une expression explicite de
f. Nous commengons par la construction de fr.
Soit (U,j' ) ken UD€ suite d’ouverts de R™ définis par:

Us = {z eR*/ f(z) > 1}

ur = {z e R/ f(z) €lbr,ar(}, k21

o 11
w=ptaEm
et
gL 1
PR+ 2k

Les suites (ax)ren et (b)ken sont décroissantes. De plus

ut=Jud

keN

et
U nUf =0, v 2k +2.

D’apres la proposition 2.1, il existe une suite de fonctions fr de classe C™, satisfaisant:
k JkeN

= 1
0< ff(z) < 5 sur Ut et fi=0 sur R™U. (2.10)

et pour tout k£ > 1,

_ b _
0< ff(z)< %’3 sur UF et ff=0 sur R™\Y/. (2.11)
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Posons:

fr=> i

keEN

Comme U;f NU;: = 0, lorsque ky > k + 2, quel que soit z € R", il existe un entier k, tel que
f*(z) se réduise a:

fH(2) = fiL(2) + fiu(@)

sur un voisinage 9 de z.

En utilisant (2.10) et (2.11), nous avons pour tout x appartenant a 9:

FL@)+ Fh(a) < ettt ons
< b,
< f(z).

Ceci entraine que ft est de classe C™ et vérifie (2.8). La construction de f~ suit une
démarche analogue. Ceci termine la démonstration pour le cas p = 1.

Supposons maintenant que p > 2. Soit f = (f1,f2,--- f>)T : R* — RP? une fonction
continue. D’aprés le cas p = 1, il existe des fonctions f; : R* - R,i=1...p, de classe C™
pour lesquelles:

o fi(z)fi(z) 20,
¢ filz)=0 < fi(z)=0, Vz e R",
o |fi(z)] < |fi(z)|, pour tout £ € R" tel que fi(z) # 0.
Il suffit alors de prendre f = (fi, f2,-- - » fp), pour répondre au probléme.
Ceci achéve la preuve du lemme 2.1. m|

Le résultat suivant est une application directe du lemme 2.1 et sera utilisé ultérieurement.

Corollaire 2.1
Soit m > 1 et F et G deuz fonctions continues allant de R™ dans R" telles que :

Gz)=0<=z=0. (2.12)

Alors il existe une fonction H : R* — R" de classe C™ qui vérifie:

1. (F(z),G(z))(H(z),G(z)) 20, VzeR"
2. (F(z),G(z)) = 0 <= (H(2),G(2)) = 0.
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Preuve du corollaire 2.1
D’apres le lemme 2.1, il existe une fonction h : R™ — IR de classe C™ telle que

(i) h(z)(F(2),G(2)) 20, Yz eR"
(ii) (F(z),G(z)) =0 < h(z)=0.
Comme G satisfait la condition (2.12), il existe une fonction v : R" — IR™ de classe C™ pour

laquelle:
(v(z),G(z)) >0, VzeR"\{0}.

Par conséquent :

h(z)(F(z), G(z)){v(z),G(z)) 2 0, Yz € R".

En posant H(z) = h(z)v(z), nous constatons que la fonction H vérifie les propriétés 1 et 2
du corollaire.

Ceci termine la démonstration du Corollaire 2.1 . O

2.3 Résultats principaux

2.3.1 Premier résultat principal

Nous nous intéressons aux systémes de la forme:

{ & = X(zu) (2.13)

ze€ER"etue R

ot X est un champ de vecteurs continu et localement lipschitzien sur R” x R avec X(0,0) =

0.
Nous pouvons écrire X (z,u) sous la forme:
X(z,u) = X%(z) + Y(z,u) (2.14)

en prenant:

Y(z,u) = X(z,u) — X°(z)
avec X°(z) = X(z,0).

Nous considérons le cas ot il existe une fonction de Lyapunov V vérifiant :
VV(z)=0<¢=2z=0 (2.15)

et satisfaisant la condition:

LxoV(z) <0, Vz € R". (2.16)




34 CHAPITRE 2. STABILISATION PAR RETOUR D’ETAT

D’apres le corollaire 2.1, il existe un champ de vecteurs Z de classe C™, m > 1, tel que:

(LrV(@)LzV(@) 20, Vae R") et (LyV(2) =0 LsV(a) = o). (2.17)
Soit Z le champ de vecteurs défini par:
Z(z,u) = Z(z,u) — Z(z,0).
Ce champ de vecteurs est de classe C™, m > 1 et vérifie Z(z,0) = 0. De plus, nous avons:
(LyV(@)LaV (@) 20, Vae R") et (LyV(z)=0¢= LsV(e) = 0). (218)
En effet, comme Y (z,0) = 0, alors d’aprés (2.17):
(Z(z,0),VV(z)) = 0.
Nous avons donc:
LyV(z)LzV(z) = LyV(z)LzV ()
qui entraine, toujours d’apres (2.17), que:
LyV(z)LzV(z) >0, VzeR". (2.19)
Nous avons également :
LzV(z)=0<= LzV(z) =0,
qui implique, en utilisant (2.17), que:
LyV(z)=0<<= L;V(z) =0,

Maintenant, comme Z(z,0) = 0 et que Z est de classe C™, nous pouvons développer Z(z,u)
sous la forme:

Z(z,u) = w(Z°%(z) + ©vZ(z,u)) (2.20)
ou Z° et Z! sont des champs de vecteurs de classe C™ 1.
Nous définissons & présent deux suites de fonctions (Fi)i>o0 et (Gk)x>o , de classe Ch a
partir desquelles sera formulé le premier résultat de cette section.
Soient (Fi)r>o0 et (Gk)r>0, définies par:
(i) Fo(z) =V(z), VzeR",
(i1) Fi(z) =0 < LxoFi1(z)=0, Vk2>1,
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(iii) Pour tout x € R™ , Gy vérifie:
® Go(:ﬂ)LzoV(.’E) 2 0.
o Go(z)=0 = Lz V(z)=0.
o |Go(z)| < |LzpoV(z)| si |LpV(z)| # 0.
(iv) Gi(z) =0 = onGk_l(x) =0, Vk>1
L’existence de ces suites est assurée par le lemme 2.1.
Nous pouvons & présent démontrer le résultat principal.
Théoreme 2.1
Si Uensemble :
W ={z € R"/ Fi1(z) = Gi(z) = 0; k € N} (2.21)

est réduit & Uorigine, alors le systéme (2.13) peut étre rendu globalement asymptotiquement

stable & Uorigine par la loi de commande :
u(z) = —0(z)Go(r)
ot 0 est une fonction de C*(IR";]0, 00)).

Preuve du théoréme 2.1
Soit § une fonction de C*(RR";]0,00)) telle que

1
f(z) < .
(=) < sup | Lz V(z)|* 4 |Go(z)|* + 2

lul<1

Définissons la loi de commande u par:
u(z) = —0(z)Go(z) .

Nous avons:

w(z)LpV(z) <0, |u(@)| <5 et |0(z)LnV(z)| <

DN | =
[N

D’aprés (2.16),

V(z) < LyV(z), ¥(z,u) e R" xR.

Prouver que V est négative revient, d’aprés ’équation (2.18), & montrer que:

L;V(z) <0, V(z,u) € R" x R.

, VeeRR.

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)
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En utilisant (2.20), (2.24) et (iii) nous obtenons:

LzV(z) = u(z)LzpV(z) +u(z)’LaV(z).
LyV(z) = —0(z) (Go(z)LzoV(z) — 8(z)G5(z) Lz V(z))
LzV(z) < —0(z) (Go(z)LzV(z) — Gi(z))

LzV(z) £ 0.

Alors (2.25) est vérifiée et le systéme en boucle fermée (2.13)(2.23) est stable. De plus, les
trajectoires du champ de vecteurs du systéme bouclé X, défini par:

X(2) = X°(2) + Y (z, —0()Go(=))

sont bornées.

Il nous reste & mettre en évidence l'attractivité de ’origine.

D’aprés le théoreme de LaSalle [LAS61], toutes les trajectoires du systéme en boucle
fermée convergent vers I, le plus grand ensemble invariant par X contenu dans:
Q={z e R"/ V(z)=0}.
1l est facile de voir que cet ensemble peut se mettre sous la forme:
Q={z €R"/ LxoV(z) = LyV(e) =0}

ou encore, par les équivalences (ii) et (iv), sous la forme:

Q= {zeR" Fi(z) = Go(z) = 0}.

Soit ¢, un point quelconque de I. Nous avons:
Xi(z0) = X2(zo), Vt>0.

Par invariance de I,
Fy(X)(20)) = Go(XP(20)) =0 V¥t 20.
Nous avons alors:
LxoFy(o) = %Fl(xto(%)) =0
t=0

et

d
onGo(.’Bo) = %Go(X?(:L‘o)) = 0.

t=0

En utilisant (ii) et (iv), nous obtenons:

Fz(ib'o) =0 et Gl(xo) = 0.
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En réitérant ce procédé, nous arrivons a:

d d
onFk(wo) = EF];(X?(:E())) =0 et LXOGk—l(-TO) = EGk—l(X?(xo)) = 0, Vk 2 1.

t=0 t=0
Ceci nous conduit, d’apres (ii) et (iv), a:
Fk+1($v0) = 0 et Gk(l’o) =0 Vk Z 1.

Tout élément z, de I appartient donc 2 W. Comme W est supposé réduit a lorigine le
systéme en boucle fermée (2.13)(2.23) est asymptotiquement stable.
Le Théoreéme 2.1 est donc démontré. O

2.3.2 Deuxiéme résultat principal

Le résultat de stabilisation que nous venons de proposer, présente une condition suffisante
assurant la stabilité asymptotique du systéme en boucle fermée (2.13)(2.23). Nous allons
maintenant proposer une condition nécessaire et suffisante de stabilité asymptotique, dans
le cas particulier ol V est une intégrale premiére de X° (c.-d4-d. LxoV(z) =0).

Considérons le systéme (2.13) et supposons que X® est un champ de vecteurs de classe
C! qui admet une fonction de Lyapunov V de classe C? pour intégrale premiere. Le champ
de vecteurs Y est supposé continu et localement lipschitzien.

Soit Z un champ de vecteurs de classe C™, m > 1 tel que:

(LyV(m)LZV(w) >0, VzeR") et (LyV(:c) =0 <= LyV(z) = 0). (2.26)

Selon le corollaire 2.1, un tel champ de vecteurs existe.
En procédant comme dans la section précédente, nous pouvons montrer qu’en posant:

Z(z,u) = Z(z,u) — Z(z,0).

nous définissons un champ de vecteurs de classe C™, m > 1 qui vérifie:

(LyV(2)LzV(2) 20, Voe R") et (L V(@) =0 = LpV(a) = 0). (2.27)

De plus Z(z,u) peut étre décomposé sous la forme:

Z(z,u) = u(Z%z) + uZ'(z,u)) (2.28)

oit Z° et Z! sont des champs de vecteurs de classe C™1.
Soit @ une fonction de C*°(R™;]0, 00)) telle que:

1
0(z) < .
(2) < sup |Lz V(z)]* + 2

lui<1

(2.29)
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Considérons la loi de commande u, définie par:

u(z) = —0(z)LpV (), Yz € R™ (2.30)
Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition 2.2
Soit D} l’ensemble défini par:

D} = {Z° (X7).[X° 2% | t € (—o0,0]}.

Le systéme (2.13) bouclé parla loi de commande (2.29)(2.30) est globalement asymplotiquement
stable a lorigine si et seulement si:

Lp:V(z) =0 <z =0. (2.31)

Remarque 2.1
Comme V est une intégrale premiére de X® et que V est propre alors toutes les trajectoires
de X° sont bornées et X° est complet.

Remarque 2.2
Pour tout t <0, nous avons:

L(X?)*[XO,ZO]V(.T) = L[XO’ZO]V(XEt(.T)). (2.32)

Cette équation, que nous utiliserons dans la preuve de la proposition 2.2, a été démontrée

dans [OUT99].

Preuve de la proposition 2.2
Montrons tout d’abord que (2.31) est une condition suffisante.
Supposons que:

L'D;V(SL') =0<=z=0.

La dérivée de V le long des trajectoires du systéme (2.13) est donnée par:
V(z) = LyV(z), VYze R

Elle est du méme signe que LzV (z), d’apres (2.27).
En utilisant (2.28), (2.29) et (2.30), nous obtenons:

LyV(z) = —60(z)LzpV(z)(LzoV(z)— 0(x) Lz V(z)LaV(2)).

LzV(z) = —0(z)(LgpV(z))* (1 - 8(z) LV (z)).

LzV(z) < 0.
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Le systéme en boucle fermée (2.13) (2.30) est donc stable. De plus, les trajectoires du champ
de vecteurs du systéme bouclé X ou:

X(z) = X°(z) + Y(z,—0(z) Lz V(z))

sont bornées et X est complet.

Montrons & présent que l’origine est attractive.
D’aprés le principe d’invariance de LaSalle, toutes les solutions tendent vers I, le plus grand
ensemble invariant par X contenu dans:

Q={zeR"/V(z)=0}.
Pour z¢ € I, nous avons:

4 %u(ao) = X°(Rwo) + ¥ (Rilao), ~0(@) LoV (Ril).

Comme [ est invariant

Lz V(X (z0)) =0
et par conséquent :

d . o o
'(EXt(iL'o) = X (Xt(xo))

L’unicité de la solution de I’équation différentielle (2.13) entraine que:

Xt((to) = Xto(wo), Vit Z 0
et 5
LzoV(Xy(z0)) = LzoV(X{(20)) =0, Vt > 0.
Par dérivation, nous obtenons:

%LzoV(Xto(wo)) =0, V¢ > 0.

En utilisant la formule suivante (démontrée dans ’annexe A):

dk
WLZO V(X?(.’Eo)) = ad’}o Lzo V(X?(l'o))
nous pouvons écrire que:
d

ELzOV(XtO(II?o)) = L[XO’ZO]V(X,?(SB())) = 0, Vi Z 0. (233)

D’aprés (2.32), nous avons:

L(XO_‘)*[Xo,20]V($0) = L[XO,ZO]V(X?(:DO))) Vt Z 0
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qui, combinée avec (2.33), entraine que:

L(X?)*[Xoyzo]V(SCo) = O, A < 0.

Il en résulte que LD;V(:UO) = 0 et donc que zo = 0. L’ensemble I est donc réduit a l'origine.
Ceci montre bien que {0} est attractif.

Montrons maintenant que la condition est nécessaire.

Nous supposons pour cela que la loi de commande (2.30) stabilise asymptotiquement le
systéme (2.13). Nous voulons montrer que (2.31) est vérifiée. Procédons par Pabsurde en
supposant qu'il existe o # 0 tel que Lp:V(zo) = 0.

En utilisant (2.32), nous obtenons pour tout o 2> 0:

d
aLzoV(Xto(xo)) = L[Xoizo]V(Xg(iL'o))
t=to

= Lixe, )ixe,z01V (20)

= 0.
Ainsi la fonction:
t— LzoV(XtO(.'I?o))

est constante sur Rt et donc:

L20V(Xt0(.’l,'o)) = L20V(Il)0), Vt 2 0.
Ceci implique que X?(zo) est la solution du systéme bouclé (2.13) (2.30), passant par Zo.

Etant donné que la solution demeure sur une surface de niveau de V, et que le systeme en

boucle fermée (2.13)(2.30) est supposé asymptotiquement stable, alors zo = 0, ce qui est
contradictoire.

Ceci termine la preuve de la proposition 2.2. o

2.4 Remarques et exemples

Remarque 2.3
Dans le cas d’un systéme régulier affine en la commande de la forme:

& = X°(z) + uX'(2),

nous retrouvons le résultat classique donné dans [OUT92]. Il suffit pour cela, de prendre
Fi(z) = L%,V () et Gk(z) = Lo Lx1V(z), Yk 20.

Remarque 2.4

La stabilité asymptotique du systéme en boucle fermée ne dépend pas du choiz des suites
(Fi)ren et (Gi)ken. Toutefois, un choiz judicieur de ces suites permet de montrer plus
facilement que Uensemble W est réduit ou non d {0}.
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Remarque 2.5
Afin de simplifier notre étude, le résultat principal a été donné pour u € R. Ce résultat est
facilement généralisable au cas ot u € R?, p> 1.

Exemple 1
Les résulats précédents peuvent étre utilisés pour démontrer qu'un systeme de la forme:

= X(z)
| z€eR",X(0)=0

est asymptotiquement stable. Il suffit en effet, d’établir que:
{z € R*/ Fy(z) =0, k € N} = {0} (2.34)

ou (F))ren est une suite de fonctions de classe C! telle que:

Fo(z) = 0 <= LxV(z) =0

et
Fi(z) = 0<= LxFy_1(z) =0 pourk>1.

Exemple 2
Considérons le systeme

¢ . s
ry = Cl?g
5
ﬁ By = @ (2.35)
L .’i?g = v
par un retour d’état préliminaire, nous obtenons:
(. 5
ry = IL';’
. 5
\{ &2 = 3 (2.36)
) s
| 23 = —z3 v

Soit V la fonction de Lyapunov définie par:

3
3

1 3¢ 3
V(z) = 5(:01 +23) 4+ z2d 4+ =z

8 g§"%
En posant:
5
5 0
X(z) = m§ et Y(z)=1{0
1

I
8
N tofper
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nous avons:

LxV(z)=0
et

5

LyV(z) =21+ 23+ x3.
Soit Go(z) = LyV(z) , Gi(z) = zazs et Ga(z) = LxGi(z). Il est facile de voir que ces

fonctions Go, Gy et G, vérifient les conditions (i17) et (iv) données avant I'énoncé du théoreme
2.1.
Si z appartient & ’ensemble W, donné par ce théoreme, alors:

4

5
Go(z) = z1+z2+23=0

g 2
| G2(z) = 23 —z3 =0.

Ces équations entrainent directement que z; = z2 = z3 = 0. D’apres le théoreme 2.1, le
systéme (2.36) est stabilisable par une loi de commande de la forme:

5

u(z) = —0(z)(z1 + z2 + z3) (2.38)

ot 0 une fonction de C*(IR™;]0,00)). Le systéme (2.35) est donc stabilisable par la loi de
commande :

w(z) = —z5 — 0(z)(z1 + 22+ 23) (2.39)

Exemple 3
Considérons le systeme:

& = X(z,u) (2.40)

pour lequel nous supposons que X est de classe C. Sous cette hypothese, nous pouvons
développer Y (z,u) = X(z,u) — X°(z) sous la forme:

k
Y(z,u)= ZuiYi(:v) + uf 1Y (2, )
=1

aveck € Netou Yi,i=1...k et Y sont des champs de vecteurs de classe C.
L’idée développée par Coron dans [COR94] consiste & utiliser une loi de commande du type

u(z) = Mz) Ly V(z) (2.41)
o A € C(R™,[0,00)) et V est telle que LxoV(z) < 0, pour montrer que:

LyV(z) <0.
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D’autres types de retour d’état peuvent étre utilisés pour obtenir cette derniere inégalité.

En effet, nous pouvons considérer une classe de retour d’état dépendant de Ly1V(z), Ly2V(z)
jusqu’a LyxV(z). La loi de commande (2.41) en est un cas particulier. L’intérét de cette
approche est d’exploiter la “richesse” de la non linéarité X (z,u) et de pouvoir ainsi apporter
des réponses au probleme de la stabilisation par retour d’état, 1a oli certaines lois de commandes
seraient ineflicaces.

Pour illustrer notre propos, considérons le systéme non linéaire :

(2.42)

& = Az — p14(|2])7 + ©3,400 (|2])b1u + o2(|2[)bsu
zeR”

oll A est une matrice telle que 7 Az = 0 et b; et by, des vecteurs constants tels que les paires
(A,b;) et (A,bs) soient commandables. Les fonctions ¢4, a,b € R,a < b, sont définies dans
le partie notations.

Soit V la fonction de Lyapunov définie par:
V(e) = glef’
z) = =|z|*.
5l
Le long des trajectoires de la dynamique libre:

V(z) = —pra(lzl)lz* <O0.

Un retour d’état de la forme (2.41) ne peut pas rendre le systéme (2.42) asymptotiquement
stable & l'origine. En effet, pour |z| < 1, cette loi de commande s’annule et le systéme est

réduit a:
T = Azx.

Comme
TAz =0

origine du systéme en boucle fermée (2.41)(2.42), n’est pas attractive.

En revanche, le systéme (2.42) est stabilisable par la loi de commande
u(:z:) = —LylV(.’E) - Ly3V(.’lJ), (243)

ol Y!(z) = ¢3,400(|2])b1 et Y3(z) = wo,2(|2])bs.

En effet, le long des trajectoires du systéme (2.42)(2.43) nous avons:
pour |e| < 1, V(z) = — (Ly=V (2))*

pour |z €]1,2], V(=) = —pra(lz)lel’ - (LysV(2))*

pour |z| € 2,3], V(2) = ~pra(lz])Iz]”

pour |z] €]3,4], V(z) = —pra(le|)le* ~ (Ly:V(2))®
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— pour |z] € [4,00), V(z) = — (Ly1V(z))>.
Ainsi: .
V(z) £0, Vz € R".
Le systeme est donc stable.

Par le Principe d’Invariance de LaSalle, toutes les trajectoires du systeme convergent vers le
plus grand ensemble invariant I contenu dans:

Q={z e R"/ V(z)=0}.
Soit zo un point de I. Comme V(z) < 0 sur:
{zeR"/ 1< |z| <4}
alors o est nécessairement en dehors de cet ensemble.

Si |zo| > 4 alors:

V(20) = = (Ly1V(20))* = = (@aso0(|0l) (b1 70))" = 0
et le systeme en boucle fermée se réduit a:
i = Az.

Des dérivations successives, prises en zo, de (b;,z) le long des trajectoires de ce dernier
systéme, nous conduisent a la condition:

[bl, Abl, .oy An_lb1]$0 =0.

Comme (A, b;) est commandable alors zo = 0, ce qui est contradictoire.
Maintenant, si |zo| < 1 alors

V(20) = = (LysV(20))* = —(poa(lzol)(bs: z0))" =0
et le systéme se réduit encore a:
z = Az.
En dérivant successivement (b3, z), en zq par rapport a ce systeme, nous obtenons:
[b3, Abs, ..., A" bs]ze = 0.

Comme la paire (A, bs) est commandable alors zo = 0. L’origine est donc attractive et le
systeme (2.42)(2.43) est asymptotiquement stable.

2.5 Conclusion

Nous avons abordé, dans ce chapitre, le probléme de la stabilisation, par retour d’état,
d’une classe de systémes non linéaires et non réguliers. Les résultats obtenus généralisent les
travaux portant sur le cas ol les champs de vecteurs sont réguliers. Des conditions suffisantes
de stabilisation globale ont été établies. Nous avons également proposé des conditions nécessaires
et suffisantes dans un cas particulier.

Nous avons ainsi montré que des résultats classiques concernant la stabilisation par retour
d’état de systémes réguliers pouvaient trouver des versions dans le cas oli les systemes seraient
seulement continus et localement lipschitziens.

Dans le chapitre suivant, nous poursuivons dans ce sens, en considérant le probléme de la
stabilisation de systémes non linéaires et non réguliers, par ajout d’intégrateurs.
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Chapitre 3

Stabilisation par ajout d’intégrateurs

3.1 Introduction

Cette partie du mémoire sera consacrée a I’étude de la stabilisation globale de systemes
de la forme:

{ & = f(z,y) (3.1)

y=u

oiz € R*, y,u € R™et f: R* x R™ = IR" est une fonction continue et localement
lipschitzienne.

Dans [BYR89], [KOD87] et [TSI89], il est démontré que lorsque f est de classe C*°, si le

systeme :

& = f(z,0) (3.2)

est globalement asymptotiquement stable al’origine, alors (3.1) est globalement asymptotiquement

stabilisable.

Lorsque f est linéaire (c.-d-d. f(z,y) = Az + By), la preuve de ce résultat est directe. Il
suffit pour cela de prendre u(z,y) = Dy ot D est une matrice de Hurwitz (c.-d-d. toutes
ses valeurs propres sont & partie réelle strictement négative).

Si f n’est pas linéaire, la démonstration est plus subtile. Elle est basée sur le fait que f(z,y)
peut se mettre sous la forme:

f(z,y) = f(2,0) + F(z,y)y (3.3)
ou 1

F(z,y) = /0 -é%(x,sy)ds.
Malheureusement, cette démarche n’est plus valable lorsque f n’est pas au moins de classe

ct.

Dans ce travail nous montrerons que si f est continue et localement lipschitzien, et que le
systéme (3.2) est globalement asymptotiquement stable a 'origine, alors le systeme (3.1) est
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stabilisable par le biais d’une loi de commande continue. Ceci constituera le résultat principal
de ce chapitre.

Sa démonstration reposera sur une décomposition de la fonction f de la forme:

f(z,y) = G(z,y) H(y) (3.4)

ou H est une fonction continue qui permettra la construction d’une fonction de Lyapunov
pour le systéme en boucle fermée. Cette décomposition fera 'objet d’un lemme technique.

Le probleme de la stabilisation globale par retour d’état du systeme (3.1) est a l'origine
de nombreuses études [BYR89, COR91, IGG94, KOD87, KOK89, OUTI1, OUTI6, OUT,
ROS93, TSI8Y]. Dans ces travaux, f est supposée étre au moins de classe C! et le systéme
réduit = f(z,0) est stabilisable.

Ce chapitre traite de la stabilisation de (3.1) lorsque f est seulement continue et Pobjectif
est légérement différent de celui des travaux précédents. Nous voulons montrer ici, que
I’hypothese sur f peut étre affaiblie.

Dans la section suivante, nous démontrerons le lemme technique. Dans la section 3, nous
présenterons et démontrerons notre résultat principal. Dans la section 4, nous illustrerons ce
résultat par des exemples et énoncerons quelques remarques. Enfin, dans la section 5, nous
donnerons nos conclusions.

3.2 Lemme technique

Démontrons tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 3.1
Soit ¢ : R x R — IR une fonction continue telle que ¢(x,0) = 0, pour tout z € R".
Supposons que ¢ soit bornée pour tout y borné. Alors, il existe h € C telle que:

lh(y)| > lp(z,y)| pour tout (z,y) € R* x R. (3.5)

Preuve du lemme 3.1
Considérons deux suites de nombres réels (ax),>; et (bx),>, définies par:

a; = sup (1, sup Iw(:v,y)|)

(z,y) ER"x[-2,2]

ar = sup (akz-l, sup |<p(a:,y)|> pour k > 2
\

(zv) ER™x[-1.%

et

by = sup | &, sup le(z, y)| pour k > 1.
(z.y)ER™x[—k-1,k+1]
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Nous construisons la fonction h de la fagon suivante:
e h(0) =0,

¢ h(y) = —h(—y) quand y < 0,

5
P il
° ouryE]O, 12]

11 1
% powl ye[k+1’E_2k(k+1)]

h(y)

1 1

oy + P pour Y€ [k-{—l ToE+D(k+2) B+ 1)

ou

Q= 2(k + 1)(k + 2)(ak - ak+1)

Bk = (=3 — 2k)ai + 2(k + 2)ars1, k22

5 1
- PouryE]E,-z-]

h(y) = 12(a; — a2)y + 6az — 5a; .

1
- P =, 1
ouryE]Q,]

h(y) = a1.
- Pour y € ]1, 400

’) { by pour y€ [kk+1]
y =
wy+8& pour ye[k+ik+1]

ol
{ e = 2(bks+1 — bk)
O = 2(k + 1)bk — (2k + 1)bk+1, k>1.

|
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FIG. 3.1: Représentation de la fonction h

Cette fonction h est par construction continue sur R\{0}, satisfait la condition (3.5) et
vérifie:
h(y)y > 0 pour y # 0
et
lim |h(y)| = :
Jm [h(y)] = +oo

De plus, avec klim ar = 0, nous avons llirn h(y) = 0. Ce qui entraine que k est aussi continue
—400 y|—=0

en zéro. h fait donc bien partie de I’ensemble C et satisfait la condition du lemme.

Nous pouvons 3 présent démontrer le lemme principal de cette section.

Lemme 3.2
Soit f: R* x R™ = R™ une fonction continue telle que f(z,0) = 0. Alors, il existe
H=(Hy,...,H,)T :R™ - R™ et G: R" x R™ = R™™™ continues vérifiant :

(L1) Hi(y) = hi(yi) o h; €C,i=1...m.
(L2) f(z,y) = G(z,y)H(y)-

Preuve du lemme 3.2

Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que f est bornée. En effet, la fonction f
peut toujours se mettre sous la forme:

F=rQ+1P)
. f
d SO f

Si f! est décomposable sous la forme f! = G*H, o G' et H sont des fonctions vérifiant
le lemme, alors f peut se décomposer sous la forme f = GH avec G = G* (1 +|f|?) qui
satisfait le lemme.

ou:
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Nous démontrons d’abord le lemme dans le cas ou m = 1.
D’aprés le lemme 3.1, il existe des fonctions h; € C,i=1...n, telles que:

lhi(y)l 2

f,-%(:c,y)‘, i=1...n. (3.6)

Nous pouvons écrire que:

2
3

fie,y) = fi (e 0) () B (9) £ (2yy), i=1...m.

Si nous posons:

A

1
_polfs =
fi=h7 f}, 1=1...n.

alors la fonction f= ( Fioens fn)T est continue pour tout y # 0 . De plus, 'inégalité (3.6)
entraine que f est bornée.

Posons:

Comme f(z,0) =0, f= (fl, ..., J)T est continue. Par conséquent, pour tout : =1...n,
les fonctions f; s’expriment sous la forme:

fiz,y) = hi(y)gi(z,y)

ol g; est continue et définie par:
gi(z,y) = fi(z,y)h'(y), i=1...n.

En posant:

n

> Ry) si y 20

=1
et
h(y) = —h(-y) si y <O,

il apparait clairement que h € C et que:

lh(y)l > |hi(y)l, i=1...n.

Nous réécrivons alors f sous la forme:

f(z,y) = h(y)d(z,y)

olt § désigne le vecteur de composantes:

Gi(z,y) = gi(z, hi(y)h ' (y), i=1...n.
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Nous pouvons remarquer que h; = h;h™Y, i = 1...n, est une fonction continue pour y # 0
et qu’elle est bornée.

Comme g(z,0) = 0, la fonction § est continue. Cela nous permet de conclure que les fonctions
h et §, dans le role respectif de H et de G, répondent bien aux conditions du lemme. Ceci
termine la preuve pour le cas m = 1.

Regardons & présent le cas o m > 1. L’idée est de montrer, par récurrence sur m, qu’il
existe des fonctions continues G; : R* x R™ — R™, i =1...n, telles que:

fi(w’y) = <H(y)7éi(w7 y)> , t=1...n (37)
on H:R™ — R™ est une certaine fonction satisfaisant la condition (L1).
Supposons que (3.7) est vérifiée pour tout entier k < m et montrons que cela reste vrai au
rang k + 1.
Soit donc y = (y1,y)ou yy E R ety € R*. Nous avons alors:
f(2,y) = f(z,91,0) + f(2,41,9)
avec:

f(z,1,9) = f(z,y1,9) — f(2,41,0)-

Comme f(z,0) =0, il résulte du cas m =1 que:

f(z,y1,0) = H (11)G' (z,91), (3.8)

ol H' € C et G : R® x R — R™ est une fonction continue.

D’apreés ’hypothése de récurrence et dans la mesure ou f(z,v1,0) = 0, nous savons qu’il
existe des fonctions continues H : R* — R* qui vérifient (L1) et G; : R” x R* — R*,
i=1...n, telles que:

filz,y1,9) = (H(),Gi(z,9)) , i=1...n. (3.9)

En utilisant (3.8) et (3.9) nous obtenons, pour tout : =1...n,
fi(xay) = fi(m’y1a0)+ﬁ(m7yl,_g) _
= H'()G}(z,31) + (H(9), Gi(=,9))
= <H(y), G,‘(.’L‘, y))
avec H = (H', H) et G; = (G}, G)).

Posons G = [G1 Gy ... Gy]T. Alors f(z,y) peut se mettre sous la forme:
f(z,y) = G(z,y)H(y)

ot les fonctions H et G vérifient bien les conditions du lemme.

Ceci acheve la démonstration du lemme 3.2. O
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3.3 Résultat principal

Théoréme 3.1

Si f est continue et si le systéme (3.2) est globalement asymptotiquement stable, alors le
systéme (3.1) est stabilisable par un retour d’état continu.

Preuve du théoréme 3.1
Nous commencons tout d’abord par décomposer f sous la forme:

f(z,y) = f(=,0) + f(z,y) (3.10)

f(:c,y) = f(a:,y) - f(.’L',O).

Le systéme (3.2) étant globalement asymptotiquement stable, il existe une fonction V propre
et définie positive telle que:

‘7(3_2)(:v)1 = (f(z,0),VV(z)) <0 pour tout z #0.

Comme f est continue et qu’elle vérifie f(z,0) = 0 alors d’aprés le lemme 3.2, il existe des
fonctions continues H = (Hy, Hqy... ,Hyn)T :R™ > R™ et G : R* x R™ — R™™ telles
que:

f(z,y) = G(z,y)H(y) - (3.11)
Nous introduisons la fonction W de la forme:
m y
W(z,y)=V(z) + Y / H;(s)ds.
i=1 Y

W est une fonction propre définie positive.
Soit u la loi de commande définie par:

u(z,y) = —=VV(2)G(z,y) —v. (3.12)
La dérivée de W le long des trajectoires du systéme en boucle fermée (3.1)(3.12), est donnée

par:

W(z,y) = Viag(z) — (v, H(y)) .
Nous avons alors:

W(z,y) <0, V(z,y)# (0,0).

Le systéme (3.1)(3.12) est donc globalement asymptotiquement stable.

Ceci achéve la preuve du Théoreme 3.1. m]

. 1."/'(3.2) représente la dérivée de V le long des trajectoires du systéme (3.2).
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3.4 Remarques et exemples

Remarque 3.1
Lorsque le systéme est régulier nous retrouvons les résultats classiques rappelés dans lintroduction.
Il suffit pour cela de reprendre la décomposition (3.10)(8.11) de f sous la forme:

f(z,y) = f(2,0) + G(z,y)H(y)
en posant:

1
Glew) = [ g—;j(x,sy)ds ¢t H(y)=y.

3.4.1 Exemple 1

Considérons le cas particulier ot n = m = 1 et ol f est de la forme:

f(z,y) = fo(z) + 0(z)g(y) (3.13)

~ fo, 8 € C°(R) de sorte que & = fo(x) soit globalement asymptotiquement stable.

~ g € C°(R)NCY(IR\{0}) est telle que g(0) =0 et j—z est bornée au voisinage de y = 0.

D’apres le Théoréme 3.1, le systéme (3.13) est stabilisable.

Nous voulons donner I’expression explicite de la loi de commande stabilisante. Pour cela,
déterminons les fonctions G et H de la décomposition:

f(z,y) = folz) + G(z,y)H(y)
Nous montrons d’abord qu’il existe une fonction § € C°(IR) telle que:

g(y) =7 §(y) pour tout y€R. (3.14)
Commengons par prouver que g% € CY(R).

Comme g € C'(R\{0}) alors g5 € C'(IR\{0}). Il reste a établir que g% est de classe C*
eny=0.
Nous avons:

dg% 7 2 dg
i (y) = =9 (y)d—y(y)-

. d , . .
Comme g est continue, qu’elle s’annule en y = 0 et que -J‘g est bornée au voisinage de y = 0,
y
alors:

I dg% _o
im @(y)— .
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Ainsi, g§ € C'(IR).

Il en résulte I’existence d’une fonction g1 € C°(R) telle que:

7
9%(y) =ygi(y) pour tout y€ R,
qui équivaut a:
5 5
g9(y) =y7g{ (y) pour tout ye€R.

5
La relation (3.14) est donc établie avec g = g; .

Posons alors:

G(z,y) = 0(z)g(y) et H(y)=y".

Ces fonctions sont bien continues et H € C. En utilisant la méthodologie développée dans ce
chapitre, nous pouvons conclure que la commande par retour d’état :

u(z,y) = —z0(z) g(y) —y (3.15)
stabilise le systéme (3.1)(3.13) et que la fonction définie par:

112

W(z,y) = 5y

z? +

N —

est une fonction de Lyapunov stricte pour le systéme en boucle fermée (3.1)(3.13)(3.15).

Remarque 3.2

La décomposition (3.14) proposée dans ezemple 1 n’est pas toujours réalisable. De fagon
plus générale, si g: R — R est une fonction continue s’annulant en zéro alors elle n’est pas
nécessairement décomposable sous la forme:

2

9(y) = yk(y), (3.16)

avec p,q € IN et k € C°(R). Ceci est démontré dans l'anneze B.

3.4.2 Exemple 2

Dans ce chapitre, nous avons démontré un résultat de stabilisation d’un systéme continu
par ajout d’intégrateurs. Le retour d’état stabilisant proposé est continu. Toutefois, méme
si le systéme est continu, nous observons que ce retour d’état peut étre choisi régulier. Pour
illustrer notre propos, nous montrons que le systéme (3.1)(3.13) est stabilisable par ce type
de retour d’état.

Nous introduisons pour cela une fonction k de classe C* telle que:

K(z,y) 2 (§*(y) +1) (0*(2) +1) §(2) (3.17)
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ou & est une fonction réguliére vérifiant :

§(z)>1 si zel-1,1] et 5(:1:)2|f0(1)|f+(LJ;0(_1)l i |z|>1. (3.18)

Le systéme en boucle fermée, défini & partir de (3.1)(3.13) avec:

u(z,y) = —(y +¥*)k*(z,9) -y (3.19)

est globalement asymptotiquement stable. En effet, considérons :

of

” 3
Wi(z,y) =/ l(s)ds + =y
0 4
ou ! est une fonction continue définie par:

—3fo(1) si z>1,
l(z) =4 —ifo(z) si [|z|< 1, (3.20)

—2fo(—1) sinon.

La dérivée de W, le long des trajectoires du systéme en boucle fermée (3.1)(3.13)(3.19) est
donnée par:

Wi(e,) = @) fole) + ¥H1(2)0(@)3(w) - (v} +*) K¥(a,9) - o

Comme:
10 10

+y3 > y7 pourtout y € R,

(21N

y

nous avons:
Wilz,y) < (=) fo(e) + y7i()8()5(y) — y* K (z,y) — y*

= - (yg k(e,y) %)(l)>

I 01 5e) o'
+ (MDY 1) o) - o

En utilisant (3.17), nous obtenons:

Wie,y) < U(=) (% " fo(w>) _gt.

D’apres (3.18)(3.20),

I(z) (%— + fo(:c)> <0 pour z#0.

Ceci implique que Wi (z,y) < 0 pour (z,y) # (0,0). Le systéme en boucle fermée(3.1)(3.13)(3.19)

est donc globalement asymptotiquement stable.
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3.5 Conclusion

Nous avons considéré, dans ce chapitre, le probléme de la stabilisation d’une classe
de systémes non linéaires et non réguliers par ajout d’intégrateurs. Les résultats afférents
4 ce probléme nécessitent généralement que les systémes soient réguliers. Nous avons ici
affaibli cette hypothése, généralisant ainsi les résultats existant dans la littérature. L’intérét
théorique d’établir des résultats dans le cas des systémes non linéaires et non réguliers a été
surencheri par 'intérét pratique de la question. Des systémes de la physique par exemple
sont non réguliers. Il était donc intéressant de pouvoir développer de nouvelles méthodes de
stabilisation répondant & ces cas de figures.
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Deuxiéme partie

Stabilisation de systémes différentiels
a retards
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Chapitre 4

Préliminaires et résultats de base

4.1 Petit rappel historique

Depuis le début du siécle, la description mathématique d’un grand nombre de processus
physiques a conduit a I’introduction de systémes a retards. L’une des premieres considérations
de cet ordre a été réalisée par Boltzman [BOL09]. L’auteur s’intéressait aux effets retardés en
élasticité mais n’a cependant pas souligné clairement 1’utilité d’états “passés” pour obtenir
un modele plus réaliste. Dans les années 1900, est apparue la nécessité de spécifier I’état passé
du systéme en vue de prédire son évolution future. Ce point de vue, allait en contradiction
avec la tradition Newtonienne pour laquelle, les valeurs “présentes” des états suffisent a la
prédiction.

Il faudra attendre les travaux de Volterra [VOL27] et ceux de Lotka [SHA23], qui indépen-
demment ’un de I’autre (le premier en Italie et le second aux Etats-Unis), ont souligné qu’afin
d’atteindre un certain degré de réalisme, les effets retardés devaient étre explicitement pris
en compte. Volterra a, entre autre, travaillé sur la viscoélasticité et sur les modeles proie-
prédateur ([VOL09], [VOL27], [VOL28], [VOL31]). Ses premiers centres d’intéréts portaient
essentiellement sur les phénomenes irréversibles et 1’élasticité dans le domaine de la mécanique.
Ce sont ses études sur ’élasticité, qui ’ont d’ailleurs conduit a développer la théorie des
équations fonctionnelles et des équations intégro-différentielles (voir [VOL28], [VOL31)), pour
laquelle il devint connu. Dans [SHA23], Lotka a mis en avant l'utilité des retards a travers
des discussions portant sur les retards discrets dus au temps d’incubation dans le modele
épidémiologique de la malaria de Ross. Tout comme son homologue Italien, Lotka s’est
intéressé 3 différents problémes de variations et de fluctuations dans le nombre d’individus
et d’especes. Dans ses travaux sur la stabilisation d’un bateau et de direction automatique,
Minorsky [MIN42] a présenté clairement I'importance de considérations des phénomenes de
retard dans la commande par rétroaction.

Aux environs des années cinquantes, le grand intérét porté & la théorie du controle a
contribué de fagon significative au développement de la théorie des équations différentielles
dépendant des états “passés”. L’article de Myshkis [MYS49] a d’ailleurs joué un réle important
dans ce sens puisqu’on y donnait, pour la premiére fois, une formulation correcte du probléme
de la valeur initiale.

Depuis, une littérature abondante est parue : Myshkis [MYS55], Bellman and Cooke [BEL63],
Krasovskii [KRA63] , El’sgolt [EL’66], Hale [HAL77], Kolmanovskii [?]. Cette liste, non
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exhaustive, représente quelques ouvrages qui ont marqué P’étude des systemes a retards et
sont a la base de développements récents.

4.2 Exemples

Dans cette section, nous présentons quelques exemples de systémes a retards, destinés a
illustrer le rdle de ces systémes, dans la modélisation de processus rencontrés en pratique.

Industrie chimique

Dans [LEH91, LEH94], les auteurs ont considéré une réaction chimique du premier ordre,
exotherme et irréversible du composant A en un produit B. Cette réaction se déroule dans
un réacteur infiniment mélangé avec recirculation. La transformation du composant A en
un produit de réaction B n’est pas instantanée, il existe donc une quantité de A qui se
transforme plus tard en B.

Les bilans de matiére et d’énergie sont donnés par des équations différentielles & états retardés
de la forme:

A@t) =
T(@) =

<fo

Mo+ (L= VA = 7) - A(t)) — Koe™# A1)

(4.1)
NTo + (1= NT(t = 7) = T(t)) — Koe #A(t) = F5U(T(2) - To)

<

ot A(t) est la concentration du composant A, T(t) est la température et A € [0,1] est le
coefficient qui caractérise la recirculation. Les autres coefficients sont constants.

Modéle biologique
Les équations & retards peuvent étre utilisées pour modéliser des phénomeénes biologiques
comme les processus immunologiques ou épidémiques. L’exemple ci-dessous, présente 1’évolu-

tion d’un virus [MAR82], [MARS5)]. Le modele est décrit par:

V(t) = (B-vF@)V()

C(t) = a&(m(t))F(t —h)V(t—h)— p(C(t) - Co)
F(t) = pC(t) —myF)V(E) —neF(2)

m(t) = 6V(t) — pmm(t)

ot V(t) représente le nombre d’antigénes, C(t) le nombre de plasmacytes produisant les
anticorps, m(t) le taux relatif de tissu endommagé et F(t) le taux d’anticorps. Co est un
niveau constant de plasmacytes, le retard h est le temps qui s’écoule entre le début de la
stimulation des lymphocytes et le début de la production de la masse d’anticorps et m(t) est
une fonction croissante. Tous les autres coefficients sont supposés constants.

(4.2)

Modele physique

De nombreux systémes physiques sont représentés sous forme de sytemes a retards. A
titre d’exemple, les équations introduites dans [STA65] ont servi & modéliser les propriétés
dynamiques du laser:

{ #1(t) = vzi(t)(z2(t) — 1 —m — ama,(t - h)) + vl

d2(t) = Ko— K(t)(z:(t) +1). (43)
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La variable z;(t) représente la densité de radiation et z,(t) est le coefficient d’amplification.
Les autres parametres sont constants et dépendent des propriétés du laser.

4.3 Rappels et Généralités

Dans cette section, nous exposons quelques notions de base sur les systémes a retards
allant de la définition d’un systéme & retards a celles relatives a sa stabilité. Nous rappelons
également quelques critéres de stabilité basés sur les fonctions ou les fonctionnelles de
Lyapunov.

4.3.1 Définitions et notations

Soit IR le corps des réels et IR™ 1’espace euclidien des vecteurs de dimension n.

Soit » > 0 un nombre réel donné et C, = C([—-r,0],IR"), ’espace de Banach des fonctions
continues de l'intervalle [—r, 0] dans IR™ muni de la topologie de la convergence uniforme.

Nous utilisons ||.||, pour désigner la norme sur C, définie par:

éll. = sup |¢(&)l,  VéeCla

te[-r,0]

la norme | .| étant la norme euclidienne sur R".

Soit A un nombre réel positif, o un réel et z un élément de C([o — r, o + A],IR"). Alors pour
tout t € [o,0 + A), nous définissons la fonction z;, élément de C, par:

z:(0) = z(t +9), Vo € [—r,0]
[Notation de Shimanov [SHI60]).

Définition 4.1 (Systéme a retards)
Soit X un sous-ensemble de R x C,, et f une application de X dans R".
Nous appelons systéme a retards, une équation fonctionnelle différentielle de la forme:

&(t) = f(t, ze). (4.4)

L’écriture générale (4.4) regroupe des classes plus particulieres de systemes tels que:

1. les systemes différentiels ordinaires:
(t) = f(z(t)).
2. les systémes différentiels aux différences:

z(t) = f(z(t),z(t — m(2)),-.. ,z(t — (1))

avec les retards 7;, 0 < 1(¢t) <r, i=1...p.
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3. les équations différentielles intégrales :

i(t) = /_ "+ 0,2(t +6))db.

L’état du systéme est la fonction z; définie sur [—r, 0] et z(t) est appelé état instantané du
systéme a D’instant ¢. Pour simplifier, nous parlerons par la suite d’état du systéme en faisant
référence a z(t). Mais, il faut bien voir qu’il s’agit en fait de 1’état instantané du systeme
pris & I'instant ¢. L’espace d’état est ici un espace fonctionnel constitué des fonctions définies
sur [—r,0] & valeurs dans R". Les équations a retards s’inscrivent donc dans la catégorie des
systémes de dimension infinie.

Définition 4.2 (Solution d’un systéme & retards)

1. Une fonction z est une solution de équation ({.4) sur [0 —r,0 + A), s’il existe un
nombre réel A strictement positif et un réel o tels que z € C([c — r,0 + A],R"),
(t,z:) € X et z(t) vérifie ’équation (4.4), pour tout t € (0,0 + A).

2. Pour un réel o et un élément ¢ de C,, (0, ¢) est une solution de (4.4) de condition
initiale ¢ & linstant o, si pour un réel A > 0, z(0, ) est solution de ({.4) sur [o —
r,o+ A) et

z,(0) = ¢(0), Vo € [-r, 0]'

Existence et unicité d’une solution

Théoreme 4.1

Si f(t,¢) est continue sur R x C,, alors pour tout élément (0,¢) de R x Cy, il existe une
solution de ({.4) admettant la valeur initiale ¢ au temps t = 0. Si de plus f est localement
lipschitzienne en ¢ sur R x C,, alors la solution est unique et dépend continiment de la
fonctionnelle f, de linstant initial o et de la valeur initiale ¢.

Dans la suite de ce mémoire, nous supposerons que ces conditions d’existence et d’unicité
sont satisfaites.

4.3.2 Notions de stabilité pour les systémes a retards

Nous supposons que f(¢,0) = 0 pour tout ¢ € R. Ceci ramene ’étude de la stabilité du
systéme (4.4) A celle de la solution d’équilibre z = 0. Pour tout réel positif 4, nous noterons

Ba(0,6) ={¢ €Cp: ||8lln < 6}

Définition 4.3 (Stabilité)
La solution d’équilibre z = 0 de I’équation différentielle (4.4) est dite stable si

Ve> 0,0 >0, 36 = d(¢,0), tel que ¢ € B,(0,8) = z:(0, @) € Bn(0,¢), Vt > 0.
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Définition 4.4 (Stabilité asymptotique)
La solution z = 0 de I’équation ({.4) est asymptotiquement stable si elle est stable et s’il
eziste un réel a = a(o) > 0 tel que:

¢ € Bn(0,a) = (z(0,¢)(t) =0  quand t = o00).

Définition 4.5 (Instabilité)
La solution nulle est instable si elle n’est pas stable.

Définition 4.6 (Stabilité robuste)
Nous dirons qu’un systéme est N -robustement stable ou stable par rapport ¢ N, si son
équilibre est asymptotiquement stable pour tout retard de 'ensemble N.

4.3.3 Méthode des fonctionnelles de Lyapunov

Il s’agit d’une généralisation de la seconde méthode de Lyapunov au cas des systemes a
retards.
Nous considérons de nouveau le systeme (4.4), c’est-a-dire:

z(t) = f(t,z¢) (4.5)

Soit V: R x C, — IR une fonction continue et z(o,¢) la solution de cette équation de
condition initiale ¢ au temps o.
Nous définissons la dérivée V, de V, le long des trajectoires du systéme (4.5) par:

V(t,4) = limsup [V (¢ + hyzen(t,9)) ~ V(9]

h—0t

Soit A la classe des fonctions scalaires décroissantes a € C([0,00), R) telles que

a(s) > 0 pour s >0 et a(0) =0.

Définition 4.7
Soit V : R x B,(0,8) = R une fonctionnelle continue telle que V(t,0) = 0.
Nous dirons que la fonctionnelle (t,¢) = V(t,¢)

1. est définie positive, s’il existe une fonction o de A telle que V(t,¢) 2> a(|¢(0)|), pour
tout réel t et tout élément ¢ de B,(0,6).

2. est définie négative, s’il existe une fonction o de A telle que V(t,¢) < —a(]|4(0)]),
pour tout réel t et tout élément ¢ de B,(0,9).

3. admet une borne supérieure infinitésimale, s’il existe une fonction o de A telle que:

V(t,¢) < a(]léll-), VieR et Vo€ B.(0,6).
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Pour conclure la stabilité d’une équation différentielle fonctionnelle & retards nous utilisons
en pratique les criteres suivants:

Théoréme 4.2 (Kolmanovskii et Myshkis, [KOL92])
S’il existe une fonctionnelle continue et définie positive V : R X B.(0,6) = R de dérivée
V <0, alors la solution triviale de (4.5) est stable.

Théoréme 4.3 ( Kolmanovskii et Myshkis, [KOL92])

Supposons que pour une certaine constante positive H, il existe une fonctionnelle continue
et définie positive, V : R x B,(0,8) = R qui admette une borne supérieure et dont la dérivée
soit négative sur R x B,(0,4). Alors la solution triviale de (4.5) est asymptotiquement stable.

4.3.4 Méthode des fonctions de Lyapunov-Razumikhin

La difficulté de construire des fonctionnelles de Lyapunov est a ’origine de ’utilisation
de fonction de Lyapunov. Les résultats obtenus ont été développés par Razumikhin. Nous
les rappelons ci-dessous.

Soit V: R x R® — R une fonction continue et z(o,¢) la solution de 1’équation (4.5) de
condition initiale ¢ au temps o.

Nous définissons la dérivée, V(¢,$(0)), de V le long des trajectoires du systeme (4.5) par:

V(t,0(0)) = limsup £ [V (14 h 28, 6)( + b)) = V(1. 60)]

Les résultats suivants donnent des conditions suffisantes de stabilité du systeme (4.5).

Théoréme 4.4 (Razumikhin, [RAZ56])
Soient u,v,w : R* — R' des fonctions continues, croissantes ot u et v sont définies
positives et v est strictement croissante. S’il existe une fonction V : R* = R telle que

u(lz) S V(t,z) <v(jz]), tER,z€R",
et
V(t,$(0)) < —w(|(0))),  VoeCn telle que |[V(t)lln= V(¢ $(0))

alors la solution z = 0 de I’équation (4.5) est stable .

Si nous avons en plus, w(s) >0, pour s > 0 et qu’il existe une fonction continue croissante
p vérifiant p(s) > 0 pour s > 0 telle que

V(t,8(0)) < —w(|g(0)]),  V$ECyn telle que |[V(t,9)lln = p(V(,4(0)))

alors la solution est asymptotiquement stable.
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4.4 Stabilisation

Dans cette section, nous rappelons quelques techniques de stabilisation nécessaires pour
la suite de notre travail.

4.4.1 Retour d’état
Considérons le systéme :
2(t) = flze, u(t)) (4.6)
de condition initiale
2(t) = ¢(2), t € [~ H,0). (4.7)
ot z(t) € R™, 2,(0) = ¢(t + ), V6 & [ H,0].

Nous supposons que f : C([—H,0],IR") x R* — R" est lipschitzienne par rapport a chacune
de ses composantes et qu’elle vérifie f(0,0) = 0.

Définition 4.8

Le systéme (4.6)(4.7) est dit stabilisable par retour d’élat statique sans mémoire, s’il existe
une loi de commande u(t) = u(z(t)), telle que:

() = f (21, u(2(1))) (4.8)

soit asymptotiquement stable a l'origine.

4.4.2 Retour d’état basé observateur

Soit le systéme:

y(t) = h(z)

(4.9)

ol z(t) € R™ est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur d’entrée, y(t) € R? est le vecteur
de sortie.

En supposant qu’il existe un retour d’état sans mémoire stabilisant u(t) = u(z(t)), nous
pouvons nous demander si le systéme bouclé par le retour d’état estimé u(t) = u(&(t)), ot
#(t) est une estimation du vecteur d’état z(t), est aussi asymptotiquement stable a l'origine.
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4.5 Remarque

Les systemes 3 retards considérés, seront mis sous la forme d’équations différentielles
fonctionnelles [HAL93]. D’autres représentations existent: les systémes & retards peuvent
étre interprétés comme des équations différentielles sur un anneau ou sur un module [MORT6,
FLI94], ou encore comme des évolutions dans des espaces abstraits [CURT78]. Bien que les
systémes a retards ne soient pas des systémes de dimension finie, ce choix de représentation,
permet I’utilisation des concepts classiques de commandabilité, d’observabilité et de stabilisa-
bilité définis a ’origine pour des systémes de dimension finie. Elle offre par conséquent la
possibilité d’obtenir des conditions de stabilisation en dimension finie relativement simples
a tester comme nous allons le voir dans ’étude qui va suivre.
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Chapitre 5

Stabilisation par commande par
retour d’état

5.1 Introduction

De nombreux systémes dynamiques tels que les réseaux neuronaux, les systémes physiques,
biologiques, chimiques ou technologiques présentent des retards [KOL86, MAL87]. Le probleme
de la stabilisation de ces systémes est trés important car la présence d’un retard peut affecter
les propriétés du systéme en boucle fermée en termes de performance et de stabilité. Cette
question a fait 'objet de nombreuses études [THO83, KAM85, WANS87, SHE91, VER93,
VERY94, VER95, MOH95, RIC98, KOL99, KOL]. Les résultats de stabilisation obtenus
peuvent étre regroupés en trois catégories:

— la stabilisation indépendante de la taille du retard : les conditions établies ne contiennent
aucune information sur le retard [FEL81, MOR83, DAM94].

— la stabilisation dépendante de la taille du retard: les conditions obtenues contiennent
’information sur la taille du retard [SU91, NIC94a, NIC94b).

- la stabilisation basée sur la connaissance des bornes supérieure et inférieure du retard:
I’existence d’une loi de commande stabilisante n’est assurée que lorsque le retard se
trouve dans une fenétre temporelle [ABD93).

Dans ce chapitre, nous nous intéressons & la stabilisation par retour d’état, d’une classe
de systémes non linéaires qui sera décrite dans la section suivante. Le retard, variable dans
le temps, apparaissant dans ce systéme est une fonction différentiable. Il est supposé borné
mais |’allure et /ou la borne de ce retard peuvent étre inconnues. C’est une hypothese réaliste,
car dans la pratique, les retards sont parfois difficiles a estimer.

Nous proposerons dans ce chapitre, une synthése de loi de commande par retour d’état
sans mémoire et indépendante de la taille du retard. La technique de stabilisation par retour
d’état sans mémoire est en effet, la plus simple et la mieux adaptée lorsque le retard n’est
pas bien connu. De plus, sous cette derniére hypothese, il est clair que les conditions de
stabilité asymptotique du systéme en boucle fermée, que nous proposerons par la suite,
seront indépendantes du retard.

En se basant sur la méthode des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii, nous présenterons,
dans un premier temps, des conditions suffisantes pour garantir la stabilité asymptotique du
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systéme en boucle fermée, exprimées en termes d’existence d’une solution a une équation de
Riccati.

Dans un second temps, ces conditions seront utilisées pour obtenir une classe de gains de
retours d’état stabilisants. Afin de simplifier la présentation, nous traiterons, d’abord le cas
d’un seul retard, puis nous généraliserons les résultats au cas de retards multiples.

En utilisant la théorie de la synthése H,,, nous présenterons une réecriture des résultats
obtenus dans le domaine fréquentiel et en terme de spectre d’une matrice hamiltonienne
associée & D’équation de Riccati. Nous énoncerons un ensemble de remarques relatives aux
résultats obtenus avant de clore le chapitre par nos conclusions.

5.2 Description des systémes considérés

Nous considérons dans ce chapitre les systémes de la forme:

() = Aa(t)+ Ara(t — h(H)) + F (t,2(8)) + g (£, 3(t — h(£))) + Bu(t) o
2(t) = $(t), te€[—H,0] |

ott z(t) € IR™ est I’état du systéme et u € R™ est I'entrée du systeme. Les matrices A et Ap
appartiennent & R"*" et B appartient & IR"*™. Nous supposerons que la paire (A, B) est
stabilisable.

La fonction scalaire h(.) qui représente le retard, est une fonction différentiable. Elle est
supposée vérifier 0 < h(t) < H pour tout ¢ > 0. L’allure et/ou la borne H du retard
peuvent étre inconnues. Les fonctions f et g sont non linéaires, continues, respectivement kg
et k,-lipschitzienne par rapport a leur seconde composante, c’est-a-dire que:

|f(ta ¢) - f(t’ ’l/))l < k.f“d’ - "/)”n

et
lg(t, ¢) — 9(t, ¥)| < Kgllé = |,

vVt € R, V¢, ¢ € C([—H,0],R").

Nous supposerons aussi que:

£(#,0) = g(t,0) =0, Vt € R.

Nous nous intéressons & la syntheése de lois de commande par retour d’état linéaire et sans
mémoire, de la forme:

u(t) = Kz(t) (5.2)

ou K € R™*" est la matrice de gain du retour d’état.
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5.3 Conditions de stabilisation

Dans cette section, nous développons des conditions garantissant la stabilité asymptotique
du systéme en boucle fermée (5.1)(5.2). En posant

Ax = A+ BK
nous pouvons réecrire ce systeme sous la forme:
#(t) = Axa(t) + Ana(t — h()) + (£, 2(1)) + g (4,2t — k(1)) (53)
Nous avons le résultat suivant :
Théoreme 5.1

Considérons le systéme (5.1) avec h(t) < 1. 8l existe un triplet de matrices symétriques
définies positives P, Q) et S telles que:

1
2

avec f <1 — h(t), Vt € R, Yaig) = 1+ k2 et N3 = %+ k%, alors le systéme en boucle
fermée (5.1)(5.2) est asymptotiquement stable.

Aﬂp + PAx +Q + ’Y(l,g)ln + P ( ARQ_lAE + *y(%’f)l,.) P+S=0 (5.4)

Preuve du théoreme 5.1
Considérons la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii V : C(t,[—H,0],R*) — IR, définie
par:
0
V(t,9) = $(0)7 P$(0) + $(0)" (Q + k3 1L,) (8)do. (5.5)

—h(t)

Cette fonctionnelle est définie positive car:

V({t,9) 2 Anin(P)(0)*, V¢ € C([-H,0],R").
De plus, elle admet une borne supérieure infinitésimale, c’est-a-dire que:

V(t,9) < Clivlla
pour une certaine constante positive (. En effet, pour tout 3 € C([-H,0],R")

V() < WO FAmaP) + o W(FH (@) + k)

Il suffit alors de prendre:
¢ > Amax(P) + H (Amaa(Q) + £7) .

La dérivée de V le long des trajectoires du systéme en boucle fermée (5.1)(5.2) est donnée
par:
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V(t,z:) = z(t)T (ARP + PAk +Q +k21,) o(t) + 22(t)T PApa(t — h(t))
+ 22(t)T Pf(t,2()) + 22(t) Pg(t, (t — h(t))) (5.6)

— (= h(©)e(t — h(E)T (Q + k2) a(t - h(2)).

Les termes faisant intervenir les non linéarités f et g peuvent étre majorés en utilisant
'inégalité de Young suivante:

1
2ulv < eulu + gvTv Vu,v € R",Ve > 0. (5.7)

Nous obtenons alors:
2f (L)) Pa(t) < 17 (t,2(t)) P + Ka(t) PPa(?)
! (5.8)
< la(t))* + k}x(t)T PPa(t)
et

29 (t,2(t - h(t))" Pa(t) < |Pa()? + (1 - h()lg (¢, =(t = h(t)) I

1
1— h(t)
1
1 — h(t)

(5.9)

2(t)PPa(t) + (1 = h(1))kgla(t — h(®))I".
En utilisant (5.8)(5.9) ainsi que la convention de notation sur 7., ), nous obtenons:

V(t,e) < o) (A%

, f)PZ) z(t)

1
) (5.10)

+ 22(t)TPAgz(t — h(t)) — (1 — h(t))z(t — h(t))TQz(t — h(2)).

En complétant les “carrés”, nous avons:

V(t,z) < ()T (AP + PAk + Q +v1,9n

1
P —ApQ AL I,)P)z(t
¥ (1—h(t) R AR N ) )w()

. T
— (1= h(t) (Q¥2(t — b)) - -%ALPa(t))

(5.11)

(Q%w(t—h(t)) — h(t)Q“ATPz(t))
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Comme h(t) < 1, le dernier terme est négatif. De plus, il existe une constante § > 0 telle
que:

B<1-h(t), VteR.

Grace a (5.4), nous obtenons finalement :

V(t,z) < —z(t)TSz(t)
Ainsi le systéme (5.1)(5.2) est asymptotiquement stable.

Ceci termine la preuve du Théoreme 5.1. O

Remarque 5.1
D’aprés la notion de robustesse introduite dans le chapitre précédent, nous pouvons conclure
que sous les hypothéses du Théoréme 5.1, le systéme (5.1)(5.2) est N -robustement asymptoti-
quement stable.

5.4 Lois de commande pour des systémes non linéaires
a retards

Dans cette section, nous caractérisons un ensemble de lois de commande stabilisantes
pour les systémes & retard (5.1)(5.2).

Théoreme 5.2
Considérons le systéme (5.1). Soient Q et S des matrices symétriques définies positives.
Supposons qu’il existe une matrice P symétrique définie positive telle que :

1

ATP+ PA+Q+vugla+ P ([3

ARQAT + Yy dn = BS“BT) P+S=0 (512)
et soit K donnée par:

K = —%S‘IBTP. (5.13)
Alors le systéme (5.1)(5.2)(5.13) est asymptotiquement stable.

Preuve du théoréme 5.2
En substituant K = —15~' BT P dans (5.12), nous obtenons:

1
(A+ BK)' P+ P(A+BK)+Q+vu9l+ P (EARQ“Aﬁ + 7(%,,)1,1) P+S=0.
(5.14)

Donc d’apres le Théoréme 5.1, le systéme en boucle fermée (5.1)(5.2) est asymptotiquement
stable et le théoreme 5.2 est démontré. 0O
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5.5 Généralisation au cas de retards multiples

Nous étendons a présent les résultats précédents au cas de systémes a plusieurs retards
décrits par les équations:

B(t) = Az(t)+ f(t,2(t) + Bu(t) + Y (Aj()a(t — h;(1)) + g; (£, 2(t — h;(t)))
j=1 (5.15)

z(t) = ¢(t), te[-h,0],

pour lequels A et A;, 1 < j < p, sont des matrices de R"*" et B une matrice de R"*™. Les
retards h;(.) sont différentiables et vérifient :

0 < hy(t) < ho(t) ... < hylt) < H.

Les fonctions f et g;, 1 < j < p, sont continues, respectivement k; et k,; lipschitzienne par
rapport & leur seconde composante et vérifient :

f(t,0)=g;(t,00=0, VteR,Vj=1...p

Le résultat qui suit présente des conditions suffisantes pour que le systéme (5.15) bouclé par
la loi de commande:

u(z) = Kz(t) (5.16)
soit asymptotiquement stable.

Théoreme 5.3

Considérons le systéme (5.15) pour lequel 0 < hq(t) < ha(t) < ... < hy(t) < H et

ilj(t) < 1,V4,1 < j < p. Sl existe un réel B > 0 ainsi que des matrices symétriques définies
positives P, S et W;, j =1...p, telles que:

p
1 -
ARP+PAc+ (Wj + L g Tn + P (BA]-WJ- 'AT + 7(%,#)1,1) P) +5=0 (5.17)

J=1
alors le systéme (5.15)(5.16) est asymptotiquement stable.

Preuve du théoréme 5.3
Pour chaque retard hj, il existe un réel §; vérifiant:

0< B <1-—hi(t),VteR.

Posons

B = min ;.

1<5<p

Considérons a présent la fonctionnelle de Lyapunov:
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0

V(%) = (0)T PY(0) + <Q1 + Zkﬁf )

-hl(t)

_hl(t) _hp—lt
+ / (0T (Q2+Zk 21) $O)O+ ...+ / ()T (@ + k2L w(0)db.

~ha(t) ~hp(e
(5.18)

P

ol Q1 =Wo, Qp =Wy, et Qj = Qi1 + Wj, ¥j,1<j <p—1. Notons que Y W; = Qs.
J=1

Cette fonctionnelle est définie positive et admet une borne supérieure infinitésimale.

Sa dérivée le long des trajectoires de (5.15)(5.16) est de la forme:

Vin(t,z0) = (t)T ((A + BK)TP+ P(A+ BK)+ Q1 + Zp:kjjln) z(t)

i=1

+ 2Zp:w(t)’Pij(t — hj(t)) +22(t)" P (¢, 2(t))

+ 2§z(t)Tng (t,z(t — hi(t)))

— (1= hy(8))(t — ha(t) Q1+Zk2 z(t — hy(t))

+ (1= ha()z(t = ha()7(Q2 + Zk"’ L)z (t — ha(t)) (5.19)
— (1= ha(t))a(t — hao(1))T(Q2 + Zk2 L)z(t — ho(t))

+ (1= hy(t)z(t — ha(t)T(Qs + zp:kjj L)z(t — hao(t)) + ...+

7=3

= (1= hpa(8))2(t = hp-s (1) T(Qp-1 + Z kg, In)a(t — hp-1(1))

j=p-1

+ (1= hpor(0)2(t = hp-1 (1) T(Qp + Kj, In)z(t = hpa (1))
— (1= hp()z(t = hyp(8))T(Qp + kj, In)(t — hy(t))-
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L’expression précédente se simplifie sous la forme:

Via(t, 2:) = 2(1)T ((A + BK)TP+ P(A+ BK) +Q, + Xp:kjj In> z(t)

i=1

+ 22p:x(t)TPij(t — hi(t)) + 22()TPf (t,2(t))

= (5.20)
+ 2) z(t)"Pg; (t,2(t — h;(2)))
7=1
= Y= hi(e)alt — hO) (W + K ) (t - hi(1).
D’apres 1’inégalité de Young (5.7), nous avons:
2f (t,2(t))" Pz(t) < kiz(t)"PPx(t) + |a(t)]? (5.21)

et

2g; (t, 2(t — hy(1)))" Pa(t) < ;%mw(t)TPPw(t) (1= bR =t — hi(D)P. (5.22)

En utilisant (5.21) et (5.22), puis complétant les carrés, nous obtenons:

Vialt,z) < z(t)T ((A + BE)TP + P(A+BK) + Q1 + (1 + zp:kzj)l

=
' P(ZP:;AW’AT S S+ ) ) )w(t)
= L hi(t) S () 7)
B Ep:(l — hj) ( Wia(t — hy) - —l-—W._%Apr(t))T (5.23)
=1 1-hi(t) 7 7
1 1 T
(Wf:c(t —kj) - I———I;,—(—t_)W’ 2 AJTpx(t))
< —z(t)TSz(t).
Ceci achéve la démonstration du théoreme 5.3. .

Le résultat suivant présente explicitement des lois de commande stabilisantes pour le systeme
(5.15).
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Théoréme 5.4
S’il existe des matrices P, S, W;, 1 < j < p, symélriques définies positives, telles que

p p
ATP + PA+Y (Wi + 736 ln) +P (Z (AW AT + 3y 1) = BS"BT)P +5=0

J=1 J=1
(5.24)
alors la loi de commande
1

u(t) = —iS‘lBTPx(t) (5.25)
rend le systéme (5.15)(5.25) asymptotiquement stable.
Preuve du théoréme 5.4
La preuve de ce résultat s’obtient directement en remplagant K = —15-! BT P dans I’équation
(5.24). Nous retrouvons ainsi ’équation de Riccati (5.17) permettant de déduire, via le
théoréme 5.3, la stabilité asymptotique du systeme (5.15)(5.25). 0

5.6 Conditions de stabilisation équivalentes

Dans cette section nous présentons des conditions de stabilité du systéme (5.1) exprimées
dans le domaine fréquentiel puis en terme de spectre d’une matrice hamiltonienne. Elles
seront données pour le systéme en boucle fermée et pour le systéme en boucle ouverte.
Ces conditions seront établies a partir de résultats classiques de la Théorie Ho, que nous
rappelons ci-dessous.

5.6.1 Préliminaires
5.6.1.1 Lemme borné réel strict

Définition 5.1
Considérons l’équation algébrique de Riccati

ATX4+ XA-XMX +N=0 (5.26)

Une matrice symétrique X qui vérifie I’'équation de Riccati est une solution stabilisante, si

A — MX est stable.

Lemme 5.1 (Lemme borné réel strict, [PET91])
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. A est stable et |H(s)|leo = sup||H(Gw)|2 < 1, o2t H(s) = C(sI, — A)™'B.
weR

2. L’équation de Riccati
ATP+PA+PBBTP+CTC =0
admet une solution stabilisante P >0 (c.-a-d. A+ BBTP est stable ).
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3. Il existe une matrice P > 0 telle que
ATP+ PA+ PBBTP+C7C <.
De plus, si ces propriétés sont vérifides alors P < P.

5.6.1.2 Matrice hamiltonienne

Nous venons de présenter des conditions de stabilité, basées sur un lien existant entre
équation de Riccati et norme H,, d’une fonction de transfert. Il existe également un lien
entre cette norme et le spectre d’une matrice hamiltonienne associée a I’équation de Riccati

[WIL71, GRE95, ZHO96], que nous présentons ci-dessous.

Définition 5.2
Une matrice réelle H de dimension 2n x 2n est hamiltonienne si et seulement si:

SH = HTST
avec
0 —I,
S =
I, 0
et
Hll H12
H =
H21 H22

Propriété 5.1
A une €quation de Riccati de la forme:

ATP+ PA+ PMP+Q=0 (5.27)
est associ€e une matrice hamiltonienne de dimension 2n X 2n, définie par:

A M
H =
-Q —AT

de sorte que si P est solution de (5.27) alors:

(P —In)H(%)=O

En se basant sur les propriétés de la matrice hamiltonienne (symétrique par rapport a 1’axe
imaginaire) et la propriété 5.1, des auteurs tels que Boyd, Balakrishnan et Kabamba ont
démontrés le résultat suivant. Il s’agit d’un théoreme présentant un lien entre les valeurs
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singulieres de la matrice de transfert H(s) = C(sl, — A)™'B et le spectre de la matrice
hamiltonienne suivante:

A —15BBT
H(p) = # : (5.28)
-CTC ~AT

Théoréme 5.5 (voir [BOY89])
Supposons que la matrice A est stable. La norme

[H(s)lloo < pt
si et seulement si H(u) n’admet pas de valeurs propres sur l’aze imaginaire.
H p

Nous pouvons maintenant établir nos conditions de stabilité.

5.6.2 Conditions sur la norme H

5.6.2.1 Cas du systéme en boucle fermée

Théoreme 5.6
Si la paire (A, B) est stabilisable et si le gain K, est tel que la matrice Ak est stable et:

alors le systéme (5.1)(5.2) est asymptotiquement stable.

1

1 3 2
—ArQ 1A£ + 7(%,_{)171)

3 <1 (5.29)

(Q + g )} (51 — Ax)™ (

o0

Preuve du théoréme 5.6
Nous commencons par noter que la condition du théoreme 5.1 est équivalente a I’existence
de matrices P et @ vérifiant:

1 -
ARP+ PAk+Q +v0,9ln + P (EARQ 1AT 4+ 'y(%,f)ln) P <0. (5.30)
En identifiant le Lemme 5.1 et ’inégalité (5.30), nous avons:
1 -
BBT := b—ARQ 1AT 4 7(%,”[,, et CcTC:=Q+ Y1,9)In-

La matrice de transfert associée est alors de la forme:

1

3 11 -1 4T :
H(s) = (Q +¥0n)* (sIn — Ax) ARG ARt gt ) -

D’apres le Lemme 5.1, si la condition (5.29) est satisfaite alors il existe une matrice P solution
de (5.30) et ’équation de Riccati (5.4) admet une solution. Le systéme (5.1)(5.2) est donc
asymptotiquement stable. Ceci compléte la démonstration du théoreme 5.6. o
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5.6.2.2 Cas du systéme en boucle ouverte

En utilisant la méme approche, nous pouvons donner des conditions garantissant la
stabilité du systeme (5.1)(5.2)(5.13).

Théoréeme 5.7
Supposons que la matrice A soit stable. Si:

1
B

alors le systéme (5.1)(5.2)(5.13) est asymptotiquement stable.

(Q+ 7(1,9)1,1)% (sI, — A~ ( ApQ~1AL + 'y(%,f)ln) <1 (5.31)

oo

5.6.3 Conditions sur la matrice hamiltonienne
5.6.3.1 Cas du systéme en boucle fermée
La matrice hamiltonienne, associée & ’équation de Riccati (5.4) est donnée par:
Ax %ARQ‘1A£+7(%J)I”
H= . (5.32)
- (@+700) - A%

Nous avons alors le résultat suivant :

Théoreme 5.8
Si (A, B) est stabilisable et si le gain K est tel que:

1. Ak est stable,
2. la matrice hamiltonienne (5.32) n’a pas de valeurs propres sur l'aze imaginaire,

alors le systéme (5.1)(5.2) est asymptotiquement stable.

5.6.3.2 Cas du systéme en boucle ouverte

Théoréme 5.9
Soit A une matrice stable. Si la matrice hamiltonienne suivante :
1 _
A 5ARQT AR+ Y I
H, = (5.33)
- (@+1095) - AT

n’a pas de valeurs propres sur l’aze imaginaire, alors le systéme (5.1)(5.2)(5.13) est
asymptotiquement stable.

Nous donnons a présent un ensemble de remarques relatives aux conditions de stabilité
établies.
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5.6.4 Remarques

Remarque 5.2

Les résultats que nous venons d’établir dans le domaine fréquentiel et en terme de spectre
d’une matrice hamiltonienne présentent ’intérét de fournir des conditions de stabilité faciles
d tester, permettant de réajuster le choix du gain K.

Remarque 5.3
Les hypothéses du théoréme 5.1 peuvent étre relazées en utilisant directement le lemme 5.1.
En effet, la recherche de solutions P > 0 vérifiant (5.4) revient a trouver des solutions P > 0

de ’équation (5.80). D’aprés le lemme 5.1, cela équivaut @ chercher des solutions Py 2 0 de
[’équation :

1

A%H+HAK+Q+mmh+H<ﬂ

ARQT'AR + 7(%,1‘)[11) P, =0.

Remarque 5.4
En utilisant la propriété du complément de Schur (cf. Anneze C), il est possible de transformer
Vinégalité (5.30), (cf. [BOY94]), sous la forme d’une LMI (Inégalités matricielles affines)

donnée par:

[ (AKP +PAk + 900l +Q BiPAR /73 5P
L1 <0
{ Pz AP 7 0 (5.34)
\ VIgaP o k)
| P>0, @>0

Le probléme de Uexistence de matrices P et Q satisfaisant l'inégalité (5.30) se raméne alors
a un probléeme de faisabilité d’'une LMI, c’est & dire @ la recherche de matrices P et Q
vérifiant les contraintes (5.84). L’intérét d’une telle technique est Uexistence d’algorithmes
de résolution des LMI trés performants. Cette approche a été utilisée par Niculescu [NIC96]
pour convertir des problémes de stabilité et de stabilisation de systemes lin€aires incertains
a retards, sous forme de problémes d’optimisation conveze.

5.7 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple numérique d’application de nos résultats.
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Considérons le systéme suivant :

z(t) = Az(t)+ Apz(t —0.1)+ f(t,z(t)) + g (t,z(t — 0.1)) + Bu(t)

3 _ 0
_ ( 2 ) (xl(t)) ( 0 0. 5) ( 1t 0'1)) +05( _=0 (5.35)
0 zo(t) 05 0 z2(t - 0.1) V1+22(2)
.1:1 t—Ol
+ 0.7 V1+eie-0) +
.'EQ(t —-0. 1
Nous avons

z3(t) 2
|£(t,2()) < 0.5 H—w%ﬁ < 0.54/z3(t).

f est donc lipschitzienne de constante ky > 0.5. Nous avons également

zi(t) 2
lg(t,z(¢))] < 0. 7\/T() + 23 < 0.74/22(t) + z3(2).

La fonction g est donc lipschitzienne de constante k, > 0.7.
Nous choisissons de prendre kf = 0.5, k;, =0.7et S=Q = I,.

La matrice hamiltonienne associée a I’équation de Riccati donnée par le théoréme 5.2 est de
la forme:

-2 1 1.5 0

0 -2 0 0.54
-3.49 0 0 0

0 -349 -1 0

H =

Son spectre est: {—1 +2.16304; — 1 —2.16307; — 1 + 0.5489:; — 1 — 0.5489:}.

Comme H n’admet pas de valeurs propres sur I’axe imaginaire alors ’équation de Riccati a
une solution.

En utilisant le théoréme 5.2, nous obtenons:

p_ (06912 0.1266
= \0.1266 0.8413

) K = (—0.0633 — 0.42065).

La figure 5.1 représente le comportement du systéme en boucle fermée ot zo = (3 1)%. La
courbe en trait plein représente 1’état x; du systeéme et la courbe en pointillés, I’état .
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Temps (s)

F1G. 5.1: Représentation des états x, et o en boucle fermée

5.8 Conclusion

Nous avons considéré dans ce chapitre le probleme de la stabilisation de systemes a retards
par retour d’état sans mémoire. Une étude de la stabilité du systéme en boucle fermée a
été réalisée. Nous avons obtenu des conditions simples de stabilité, exprimées sous forme
d’équation de Riccati. La démarche employée nous a permis de définir explicitement toute
une classe de lois de commande stabilisantes. Nous avons également établi des conditions
de stabilité sous la forme d’un critére fréquentiel ou en fonction du spectre d’une matrice
hamiltonienne, simple a tester.

L’étude réalisée dans ce chapitre, suppose un accés a toutes les variables d’états. Or, dans
la plupart des cas, cette hypothése n’est pas vérifiée. Une solution consiste alors a reconstruire
’état en utilisant un observateur. La reconstruction de ’état ainsi que la commande basée
observateur seront les thémes principaux du chapitre suivant.
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Chapitre 6

Stabilisation par commande basée
observateur

6.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons traité le probleme de la stabilisation de systemes
. ’ . N b4 ’ . \

non linéaires a retards par retour d’état. Cette approche nécessite la mesure complete de
Pétat. Or, certaines variables d’état sont parfois inaccessibles a la mesure, soit parce que le
capteur correspondant est cofiteux, soit parce que la mesure requise est trop difficile a faire
de maniére précise. Nous sommes donc amenés & considérer des problemes de commande
utilisant un observateur devant estimer asymptotiquement les variables d’état du systeme,
3 partir des mesures entrées/sorties de celui-ci.

Durant les trente derniéres années, le probléme de l’estimation des variables d’état des
systémes & retards a été traité dans de nombreux travaux [BHAT76, FAI86, GRE75, SALSO,
TRI95, WATS&4]. Ces derniers sont essentiellement consacrés au cas linéaire.

Dans ce travail, nous nous proposons de développer une méthode de synthese d’observateurs
pour les systémes non linéaires & états retardés. Dans le cas des systemes non linéaires
lipschitziens et sans retards, de récents développements ont été réalisés dans 'objectif de
trouver des conditions peu restrictives pour assurer la convergence asymptotique de I'observa-
teur [RAG94, RAJ98].

L’étude qui suit va dans ce sens et généralise les résultats de ces travaux. L’observateur
proposé est une extension de ’observateur de Thau [THAT73] & une classe de systemes non
linéaires a retards pouvant étre non stationnaires.

Nous traiterons ensuite le probléme de la commande basée observateur. Nous considérerons
le systéme composite, regroupant ’équation d’état ou la loi de commande dépend de 1’état
estimé, et ’équation de ’erreur d’estimation. Nous analyserons la stabilité asymptotique de
ce systéme pour une commande basée observateur.

Au mémetitre que la stabilité asymptotique du systéme composite, I’analyse de la convergence
asymptotique de 1'observateur se fera en utilisant la théorie de Lyapunov-Krasovskii.

Ce chapitre sera décomposé comme suit :

Dans la deuxiéme section, nous développerons une méthode de synthese d’observateurs
pour une classe de systémes non linéaires a retards. Nous présenterons une forme générale
d’observateurs, ainsi que des conditions suffisantes pour en garantir la convergence. Nous
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déduirons alors explicitement toute une classe de matrices de gains de ces observateurs. Un
algorithme de synthese sera aussi proposé.

Dans la troisiéme section, nous traiterons le probleme de la stabilisation par une commande
basée observateur. Nous proposerons des conditions suffisantes pour assurer la stabilité
asymptotique du systéme “composite” en boucle fermée. Enfin, dans la quatrieme section,
nous donnerons nos conclusions.

6.2 Observateurs pour une classe de systémes a retards

Le systéme étudié dans ce chapitre est le suivant:

&(t) = Az(t)+ Arz(t — h(?)) + f (t,z(t)) + g (t,z(t — h(t))) + Bu(t)
y(t) = Ca(t) (6.)
z(t) = ¢(t), telo—H,ol.

ou C € R¥”*"(R) et le vecteur de sortie y € R?.

Ce systeme est quasiment identique & celui étudié dans le chapitre précédent. Les seules

différences résident dans l'introduction de I’équation de mesure et dans le fait de supposer
le retard connu.

6.2.1 Résultat principal

Nous proposons de reconstruire 1’état du systéme (6.1) a l’aide du systeme dynamique
suivant :

2(t) = A2(1) + Ar&(t — h(t)) + f(£,2(t)) + g(t, &(t — h(2))) + Bu(t) + L(y(t) — Ci(t()g 2

ol #(t) est une estimation du vecteur d’état z(t) et L € IR**? est le gain de 'observateur.
La dynamique de ’erreur d’estimation, e = z — &, est alors décrite par ’équation :

&(t) = (A — LC)e(t) + Are(t — h(t)) + F(t,e(t)) + G(t, e(t — h(t))) (6.3)

| F(te(t) = £ (t,2(t)) — f (t2(t) — e(t))
et
G (t,elt — h())) = g (t, 2(t — h(t))) — g (£ 2(t — h(t)) - e(t — h(£))).

Nous pouvons remarquer que F et G sont respectivement &y et k4 lipschitziennes par rapport
a leur deuxiéme composante, et que F(¢,0) = G(¢,0) = 0, V¢t € R.

Dans le théoréme suivant, nous proposons une condition suffisante assurant la stabilité
asymptotique de ’erreur d’observation (6.3).
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Théoréeme 6.1 -
Soit le systéme (6.1), avec h(t) < 1, et l'observateur associé (6.2). S’il existe des matrices
symétriques, définies positives P, Q) et S telles que :

. X . (1
(A-LCY' P+ P(A=LC)+Q + v gfn+ P (5

avec Yq) = 1 + k2 et Vs = %+ k%, alors l'observateur (6.2) est asymptotiquement

ARQAT + s, f)fn) P+5=0 (64)

convergent.

Preuve du théoréme 6.1 )
Soit la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii V : C(¢,[—H,0], R") — IR, définie par:

0

Vt9) = w0 PYO) + | 0(0)! (@+#2L.) w(6)do. (6.5)

Nous avons montré, au chapitre précédent, qu’une telle fonctionnelle était définie positive,
et admettait une borne supérieure infinitésimale.
Sa dérivée le long des trajectoires de (6.3) est:

Vite) = et (A= LOYTP+P(A-LC)+ G+ KL) e(t)
+ 2e(t)TPAge(t — h(t)) + 2e(t)T PF(t, e(t)) + 2e(t)T PG(t, e(t — h(t)))

— (1-h )) e(t — h(t))T (Q +R2L,) et = h(t)).

Par analogie, les fonctions F' et G jouent respectivement les roles des fonctions f et g. En
utilisant, I’inégalité de Young, introduite au chapitre précédent, nous obtenons les majorations:

2F (t, e(t))" Pe(t) < kie(t)"PPe(t) + |e(t)|? (6.6)
et
2G (t,e(t — h(t)))T Pe(t) < n _1h(t)e(t)T13136(t) + (1= h@)K2e(t — hE)%.  (6.7)

D’aprés (6.6) et (6.7), nous avons:
Vite) < e ((A-LO) P+ P(A=-LC)+Q+ 00l

+ P(hgArQ7 AR + v o) P)el®)
| . (6.8)
— (1= k() (Qte(t — ht) - QT ARPe(r))

1

(Qte(t - h(t)) - @ FARPe(t)
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Si I’équation algébrique de Riccati (6.4) est satisfaite, alors:

V(t,e) < —e(t)T Se(t). (6.9)

L’observateur (6.2) est donc asymptotiquement convergent.
Ceci termine la preuve du théoreme 6.1. O

Le résultat suivant présente une condition suffisante de convergence de I’observateur dans
le domaine fréquentiel.

Théoréme 6.2

Si la paire (C, A) est observable, et si le gain de lobservateur L est tel que (A — LC) est
stable et :

1

1

”(Q +11.9)1n)? (sI = (A= LC))™ (5

o«

alors 'observateur (6.2) est asymptotiquement convergent.

Preuve du théoréme 6.2

La démonstration est analogue & celle du théoreme (5.6) en utilisant le lemme 5.1; la matrice
de transfert considérée étant cette fois-ci de la forme:

W=

1

H(s) = (Q + 7(1.g)fn)% (shh— (A= LC)™ (ﬁ

ARQ_IAg + 7(%,)')111)

Cette condition peut se traduire de fagon équivalente sous la forme suivante:

Théoréeme 6.3
Si (C, A) est observable et si le gain de l'observateur L est tel que:

1. (A= LC) est stable

2. la matrice hamiltonienne (6.11) n’a pas de valeurs propres sur l'are imaginaire :

1

(A—LO) 7

ARQ_IAg + ’Y(%,f)ln

a)
I

(6.11)
- (@+v0ual) —(A-LOYT

alors lobservateur (6.2) est asymptotiquement convergent.
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6.2.2 Synthése d’observateurs pour une classe de systémes a retards

Il est question ici de reformuler les conditions de convergence de I’'observateur et de donner
une expression explicite de la matrice de gain associée.

Théoréme 6.4 o
S’il existe un triplet de matrices symétriques et définies positives, P, Q) et S, telles que:

L. -/ ~ . 1. = «
AP+ PAT+ P (Q +7u9k— CT87C) P (EARQ‘IA}; + 9, f)ln) +5=0 (6.12)
alors le gain de 'observateur L donné par:
L= %PCTS“I (6.13)

stabilise asymptotiquement la dynamique de l’erreur d’observation (6.3).

Preuve du théoréeme 6.4 5
Supposons tout d’abord, qu'il existe une matrice S > 0 telle que I'équation (6.12) soit
vérifiée, et remplacons le gain L par I’expression (6.13), alors 1’équation (6.12) devient :

. . . /A . 1 . .
(A= LC)P+P(A—LO) + P (Q+v091n) P+ (EARQ-IAE + fy(%,,)In) +5=0
(6.14)

En multipliant & droite et a gauche par P!, nous obtenons:

P (A-LO) + (A= LCY P + (Q+700h)

Nous choisissons maintenant une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii de la forme:
0
Wiew) =8O PO+ [ 9O (Q+KL) v(0)a. (6.16)
—h(t

La propriété de bornitude infinitésimale de V] est clairement vérifiée. De plus, V; est définie
positive et sa dérivée le long des trajectoires de (6.3) est définie comme suit:
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Vilt,e) = e(t)T ((A — LOYTP 4+ PYA-LC)+ 0 + kgfn) e(t)
+ 2e(t)T P~ Age(t — h(t)) + 2e(t)TP-1F (¢, e(t)) + 2¢(t)T P71G (2, e(t — h(2)))

- (1- h(t)) e(t - h(t)T (@ + K210 ) elt — h(2)).
(6.17)

En utilisant une méthodologie semblable a celle du théoreme 5.1, c’est a dire en majorant les
termes contenant les non linéarités et en complétant par la suite les carrés, nous obtenons
la majoration suivante:

Vitre) < et)"((4—LO) P+ P~ (4 - LC) + (@ + Y00 ]n)

(6.18)
+ p-1 (%ARQ_IAg + ")’fln) Is_l)e(t).
D’apres (6.15), nous avons:
Vi(t,e) < —e(t)T (P-IS*P-I) e(t). (6.19)
L’observateur (6.2) est donc asymptotiquement convergent.
Ceci termine la démonstartion du théoreme 6.4. O

Remarque 6.1
Si nous nous intéressons plus particuliérement auz matrices S de [’ensemble

{el. : € € R\{0}}
alors l’équation algébrique de Riccati (6.12) prend la forme:

1

” . . f 1 ~
AP+ PAT+ P (Q + Vg dn — ECTC> P+ ( 3

ARO1AT + »yfln) +el, =0 (6.20)

et la matrice de gain de l'observateur est donnée par:

1 -~
L= £PCT. (6.21)

En utilisant les développements précédents, la synthése de l'observateur (6.2) est résumée
dans lalgorithme suivant :

- E‘tape 1: Fizer une > 0.

— Etape 2: Résoudre I’équation de Riccati (6.20).
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7 ~ 1 ~
— Etape 3: Si P est symétrique et définie positive, alors L = %PCT.

vl 1
— Etape 4 : Sinon, poser ¢ = —¢ et aller d Iétape 2. Si ¢ est en dessous d’une certaine

valeur de précision, abondonner la procédure.

6.3 Stabilisation a 1’aide d’observateurs

Nous nous intéressons a la stabilité du systéme augmenté suivant :

#(t) = Aa(t) + Are(t — h(t)) + f (t,2(1)) + 9 (1,2(t — k(1)) + BK (a(t) - e(t))

é(t) = (A— LC) e(t) + Are(t — h(t)) + F(t,e(t)) + G(t, et — h(2)))
(6.22)
composé de I’équation d’état du systéme (5.1) et de I’équation d’erreur (6.3). Dans la

commande, I’état est remplacé par son estimée, donné par (6.2). Tout ceci est schématisé
par la figure ci-dessous:

u(t) = u(&(?))

—=1 Commande »| Systeme y(t) -

(1 P ——
2(t) Observateur

Fi1G. 6.1: Commande par retour d’état estimé

Nous avons alors le résultat suivant:

Théoréme 6.5

Considérons le systéme (6.22) pour lequel le gain K du retour d’état est donné par (5.12)(5.13),
alors le systéme (6.22) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve du Théoréme 6.5
Considérons la fonctionnelle de Lyapunov composite :

W(t,¢,9) = aV(t,¢) + Vi(t, ¢) (6.23)

- V(t,$) est définie par (5.5),
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— Vi(t,9) est définie par (6.16),

- « est un parametre positif qui sera choisi ultérieurement.

La dérivée de W le long des trajectoires du systéme (6.22) donne:
W (t, zs,e:) = aVisy(t, 21) + Vigen)(t, &) — 2az(t)T PBK e(t)
Il a été établi précédemment que:

‘7(5.1)(t,$t) < —z(t)7Sz(t)
et
Vies)(t,e:) < —e(t)T(P1SP1)e(t).
avec S et S vérifiant respectivement (5.12) et (6.12).

Posons:

Ci = Amin(S) et Cy = Amin(P715P7Y).

Sachant que K = —%S_IBTP, nous avons:

. z(t) )T z(t) )
W(t, zs,er) < — M (6.24)
e(t)

aCy L, ~ 2PBS-'BTP
M =

—2 PBS-!BTP Col,

En utilisant le lemme de Schur (¢f. Annexe C), la matrice M est définie négative si et
seulement si la matrice:

2

aCyI, — —(PBS~'BTP)? (6.25)

4C;
est définie positive.
Cette condition est vérifiée si:
4C1C,
. 2

* < Amaal(PBS-1BTP)7] (6.26)

Ceci termine la preuve du Théoreme 6.5. a

Remarque 6.2
En utilisant une méthodologie analogue a celle développée dans la section 5.5, il est possible
de généraliser l’ensemble des résultats de ce chapitre au cas de retards multiples.

. V(,-), i € IN représente la dérivée de V le long des trajectoires du systéme (i).
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6.4 Exemple

Dans cette section, nous proposons un exemple numérique illustrant ’approche présentée
dans ce chapitre.
Considérons le systeme suivant :

#(t) = As(t)+ Ara(t—0.1)+ f (£, () + g (£, 2(t — 0.1)) + Bu(t)

=0 -4 2} [z@®]+[05 0 03] [z(t-01)
(0 0 —4) (a:3(t)) (0.3 0.3 0 ) (acg(t—O.l)) (6.27)

ot /1422 (¢=0.1
+ 05 \/_I%_T)E +0.7| 2,4 Zoa) |+ (0) u(t)
z3(t) 0
y = Cz(t) (6.28)

Nous avons:

z3(t) 2 2 2
£t 2(®))] < 05\/?3:%(5 +23(t) < 0.5/ 25(t) + z3(¢)

et f est donc lipschitzienne de constante kf > 0.5. De méme, nous avons:

lg(t, z(2))| < 0.7\/1—% + 22 < 0.74/23(t) + z3(2).

La fonction g est donc lipschitzienne de constante k, > 0.7.

Nous choisissons k; = 0.5, k;, = 0.7 et § = §$=Q=Q=1"L.

En utilisant les théorémes 5.2 et 6.4, les solutions des équations algébriques de Riccati (5.12)
et (6.12) sont données par:

0.4548 0.1278 0.0129
P =]0.1278 0.5675 0.1681
0.0129 0.1681 0.5438

et

P =10.2605 0.5615 0.2230

3 0.5322 0.2605 0.1175
0.1175 0.2230 0.3627

La figure 6.2 représente le comportement du systéme en boucle fermée. Les conditions initiales
sont 2o = (3 4 5)7 et 29 = (2 2 2)T. La figure 6.3 représente I'erreur d’estimation. Pour la
figure 6.2, la courbe en trait plein représente 1’état z; du systeme, la courbe en pointillés,
’état x4, et la derniére courbe représente 1’état x3. Pour la figure 6.3, la courbe en trait plein
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représente I’erreur d’observation ey, la courbe en pointillés, ’erreur d’observation e; et la
derniere courbe représente ’erreur d’observation es.

r
|

Temps (s)

F1G. 6.2: Comportement du systéme en boucle fermée

Temps (s)

F1G. 6.3: trajectoire de l’erreur d’estimation
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6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé le probléme de la stabilisation d’une classe de
systémes a retards par commande basée observateur. Nous avons tout d’abord présenté
une classe d’observateurs non linéaires & retards dont 1’analyse de convergence a été réalisée
par la méthode de Lyapunov-Krasovskii. Des conditions suffisantes de convergence ont alors
été formulées. Nous avons ainsi pu dégager une méthode simple de synthese d’observateurs,
complétée par un algorithme.

Nous avons ensuite étudié le probleme de la stabilisation par commande basée observateur
en considérant le systéme formé de 1’équation d’état augmentée de ’erreur d’estimation. Des
conditions de stabilité du systéme en boucle fermée ont été présentées.
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Chapitre 7

Stabilisation par commande par mode
de glissement

7.1 Introduction

Depuis une vingtaine d’années, les systémes & structure variable ont intéressé aussi bien
les théoriciens du contrdle que les ingénieurs praticiens [UTK78, UTK92, FIL64, SLO84,
BiH86, WALSS, ZIN90, FLI90, SPU91, YOU93, SIR93]. Cet intérét est plus particulierement
attribué aux travaux consacrés a la commande par mode de glissement. C’est une loi de
commande effectivement trés attractive en raison de sa rapidité de réponse, ses bonnes
performances en régime transitoire et surtout pour sa robustesse par rapport aux variations
des parametres du modéle, aux perturbations non modélisées et aux perturbations externes.

Ce n’est que trés récemment que des travaux ont été développés dans le cadre des systemes
linéaires & états retardés [SHY93, FRI93a, FRI93b, SU94, FRI96, NIC96, LUO97, DAM98,
HU98, GOU]J. Les résultats y sont consacrés a des classes de systémes linéaires avec ou sans
incertitudes. Le cas de systémes non linéaires demeure encore un probleme ouvert.

Dans cette partie du mémoire, nous proposerons une méthodologie de synthése de commandes
par mode de glissement pour une classe de systémes non linéaires a retards.

Nous procederons en deux étapes. Dans un premier temps, nous proposerons une loi de
commande discontinue ainsi qu’une surface de commutation pour qu’apparaisse le mode de
glissement. Des conditions portant sur le choix de cette surface et sur le choix de la loi
de commande seront établies afin d’assurer I'existence du mode de glissement, c’est-a-dire
Pattractivité de la surface de commutation.

Dans un second temps, nous chercherons & nous assurer que, sur cette surface, nous
“glissions” bien vers le point d’équilibre de I’équation en mode de glissement. Nous commenc-
erons tout d’abord par déterminer cette équation, puis nous formulerons des conditions pour
garantir la stabilité asymptotique de ce systeme.

Dans la seconde section, nous décrirons la classe de systémes considérés. Dans une troisieme
section, nous proposerons une méthode de synthése de loi de commande par mode de
glissement pour ces systémes. Ensuite, dans une quatriéme section, nous analyserons la
stabilité de I’équation en mode de glissement. Dans la cinquiéme section nous donnerons un
ensemble de remarques avant de conclure ce chapitre. Il est & noter que quelques résultats
de base sur la commande par mode de glissement sont rappelés dans ’annexe D.
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7.2 Description du systeme

Nous considérons les systemes d’équations:

&(t) = Az(t)+ Apz(t —h)+ f(t,2(t)) + g (4, 2(t — h)) + Bu(?) 1)
7.1
z(t) = ¢(t), t€[-h,0]

ot A et Ag sont des matrices de R**" et B € R™™. La paire (A, B) est supposée
stabilisable. La commande u appartient & IR™. Le retard A > 0 est supposé constant. ¢ €
C([—h, 0], R") représente la condition initiale.
Les fonctions non linéaires f et g sont des perturbations additives de la forme:

fLao®) =Cr+ fta(®) et glt,z(t—h) = Cy+italt—h)  WEER, (1.2)

oi Gy = [C},...,CP]T et C, = [C},... ,C}]" sont des vecteurs de R" tels que C; >0 et
Ci>0,Vi=1...n
Les fonctions non linéaires f et ¢ vérifient :

1ft @) <kfllglln et 131 S klldlla,  VEER, Vo€ C([-h,0,R"). (7.3)

ainsi que la condition :

f(£,0) = §(t,0) =0, Vt € R.

Nous supposerons par la suite qu’il existe des vecteurs v; et vy de R™ tels que:
PP p q q

C;=Buv; et Cy= Buv, (7.4)

c’est & dire que ces parties des perturbations f et g sont dans le champ commandé.

Il apparait dans le systéme, & la fois une non linéarité fonction de I’état instantané z(t) et
une non linéarité fonction de I’état retardé z(¢t — h). Ceci nous permet de prendre en compte
une large classe de systémes & retards non linéairement perturbés.

7.3 Syntheése de la commande

Dans cette section, nous définissons une surface de commutation ainsi qu’une loi de
commande paramétrées. Le choix des parametres est réalisé de telle sorte que soit généré,
pour le systéme (7.1), un mode de glissement.

Définition de la surface de commutation

Puisque (A, B) est commandable, il existe une matrice K; € R™*" telle que A — BK; soit
asymptotiquement stable. K, est une matrice de R™*" choisie de sorte que:

|Ar—BK:|| < ||Arl|, c’est-3-dire, que nous diminuons, d’une certaine fagon, I’effet du retard.
Notons qu’un tel gain existe toujours.

Posons:
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o(t,2) = Ca(t) — fo "C(A - BK)a(s)ds - /0 C(An— BEpa(s—h)ds =0 (1.5)

ou C € R™*" doit étre choisie de sorte que le systéme (7.1) soit en mode de glissement,
asymptotiquement stable.

Définition de la loi de commande
Nous cherchons & présent a déterminer la loi de commande. Elle se présente sous la forme
de la somme d’une partie continue et d’une partie discontinue:

U = Ue + Udise (76)

Elle doit assurer 1’attractivité de la surface de commutation (7.5).
Pour définir u., nous considérons le systeme nominal :

#(t) = Az(t) + Arz(t — h) + Bu(t) (7.7)

associé & (7.1) (c.-d-d. lorsqu’il n’y a pas de perturbations f et g). Notons o, = 0 la surface
de commutation évaluée pour ce systéme (7.7).

Nous choisissons alors 4, comme étant la loi de commande équivalente sur cette surface, c’est
3 dire la loi de commande qui rend o, = 0 invariante. Autrement dit, telle que:

G = 0. (7.8)

D’un point de vue géométrique, il s’agit de la commande qui permettrait de maintenir 1’état
du systeme sur la surface de discontinuité o = 0, §’il n’était pas soumis aux perturbations

fetg.
En utilisant (7.7), nous avons:

6m = (CB) (le(t) + Koot —h) + u)

Si (CB) est non singuliére, alors la condition (7.8) entraine que:

u, = —Kiz(t) — Kez(t — h). (7.9)

Concernant la partie discontinue de la loi de commande, nous posons:

Udise = —(CB)~™ (Wilz(t)| + Walz(t — h)| + W) sgn(a(t, z)) (7.10)

ot les gains W;, W, et W3 sont strictement positifs et sont choisis assez grands pour garantir
Pattractivité de la surface de commutation.
Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme 7.1
Soit le systéme (7.1) dont les perturbations vérifient les conditions de bornitude (7.2). Alors
il apparait un mode de glissement, si la loi de commande (7.6) vérifie :

krlICl <Wh, K |ICll < W2 et (ICsl +1C)IICN < W, (7.11)
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Preuve du théoréme 7.1
La condition d’existence du mode de glissement est 1’attractivité de la surface de commutation
o(t,z) = 0. Pour cela, il suffit que:

oTé < 0. (7.12)

Etant donné le systéme (7.1), nous avons :

076 = o7 (CBKa(t) + CBKya(t — h) + Cf (t,2(t) + Cy (t, =(t — b)) + CBu(t)).

En substituant (7.6) dans I’expression précédente et en prenant en compte (7.9) et (7.10),
nous obtenons:

oTs = o7 (CF(ta(t) +Cy(t,a(t = h)) + (CB)uais)

= of (0 f(t,2(t)) + Cg (t,x(t _ h)) ) — o] (W1 |2(t)] + Wa |z(t — )| + Wg)

(7.13)
Ceci entraine que, sous les conditions (7.11), nous avons:
ole <0
pour tout z tel que o(t, ) # 0.
Ceci termine la démonstration du Théoréme 7.1. 0O

Remarque 7.1

La commande a appliquer au systéme perturbé (7.1) est la somme de la commande nominale
u. et d’un terme de robustesse ugisc dont le role est d’assurer lattractivité de la surface. La
commande u, annule Uaction du modéle nominal. Sous l'influence de cette commande, le
systéme est soit attiré soit repoussé par la surface de commutation. Quant d la commande
discontinue ugise, elle contrecarre les effets des perturbations et conduit les trajectoires du
systéme vers la surface de glissement. Tout ceci montre 'avantage structurel de la loi de
commande choisie, a savoir ’action combinée du retour d’état continu renforcé par la commu-
tation.

Remarque 7.2

Nous avons vu dans le théoréme précédent qu’il fallait choisir les gains de commutation W,
W, et W5 assez grands pour assurer lexistence du mode de glissement. Notons toutefois,
qu’il ne faut pas les choisir trop grands, pour éviter de saturer la loi de commande (7.6) et
de faire chahuter ’état du systéme d’une maniére brutale.

7.4 Stabilité du mode de glissement

Les conditions précédentes assurent que les trajectoires, initialement sur la surface de
glissement, demeurent sur celle-ci. Ceci ne donne aucune information sur la nature du
glissement. Nous devons nous assurer qu’a la dynamique de glissement corresponde un point
d’équilibre asymptotiquement stable. Dans la section suivante nous proposons des conditions
suffisantes pour que cela ait lieu.




7.4. STABILITE DU MODE DE GLISSEMENT 99

7.4.1 Détermination du mode de glissement

Quand la surface de glissement est atteinte, le membre de droite de I’équation (7.1) n’est
plus défini. Le systéme évolue avec I’équation en mode de glissement. Nous ne pouvons pas la
déterminer avec les méthodes classiques d’analyse des équations différentielles fonctionnelles,
parce que nous sommes en présence d’un second membre discontinu. Pour déterminer ’équa-
tion du mode de glissement, nous utilisons la méthode de la commande équivalente [UTKTS,
UTK92].

Cette méthode consiste & admettre qu’en mode de glissement tout se passe comme si le
systéme était piloté par une commande équivalente, que nous noterons u.,. Elle est définie

comme étant la commande qui rend la surface o(¢, ) invariante dans le temps, c’est-a-dire
telle que:

o(t,z) =0.
C’est donc la commande qui permet de maintenir I’état du systéme sur la surface de disconti-

nuité o(¢,z) = 0. Sa substitution dans ’équation (7.1), nous donnera 1’équation en mode de
glissement.

Si nous dérivons o(t,z) en imposant ¢(¢,z) = 0, nous obtenons:

ueq = —(Kaa(t) + Koz(t ~ b)) = (CB)™ (CF(t,2(9) + Colt 2t - b)) (7.14)

En remplagant (7.14) dans (7.1), nous obtenons ’équation du mode de glissement :

() = (A— BK)z(t) + (Ar— BKy)z(t—h)

(7.15)
+ [l B(CB)C) (f (t2(t) + g (t,2(t - b)) )
pour la surface de glissement (7.5).
Compte tenu des hypothéses sur les perturbations f et g, cette équation se réduit a:
#(t)=(A—- BK,)z(t) + (Ar— BKj)z(t—h)
(7.16)

+ - BCB)™C) (f (t,2() + 3 (t, 2t — ) )

7.4.2 Conditions de stabilité du mode de glissement

Nous donnons & présent des conditions suffisantes pour qu’en mode de glissement, le
point d’équilibre de (7.1) soit asymptotiquement stable.

Théoréme 7.2

Considérons le systéme (7.5)(7.16). S’il existe un triplet de matrices symétriques définies
positives P, ) et S, telles que:

Ak, P+ PAx, + Q + v mip In + P (AR,KZQ'IAE,Kz + Y ) f)In)P +5=0 (7.17)

ot Ak, = A— BKy, Apx, = Ap— BK;, M =1I,—B(CB)™'C, ~uyms =1+ |M|Pk?
et Y py = L+ IIMI°k3, alors le systéme (7.16) est asymptotiquement stable.
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Preuve du théoréme 7.2
Considérons la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii V : C(t,[—h,0],R") — R, définie
par:

V(L9) =4O PYO) + [ 90 @+ KIMIPL) 6(0)d. (718)

Elle est clairement définie positive et posséde une borne supérieure infinitésimale.

La dérivée de V le long des trajectoires du systeéme (7.5)(7.16) est:

V(t,2) = 2(t)7 (AL P+ PAxk, + Q + k2| M||*L,.) =(t) + 22(t)T PAp i, z(t — h)
+ 22()TPMf(t,z(t)) + 22(t)T PM§(t, z(t — h)) (7.19)
— 2(t—h)T(Q+ K| M|L,) =(t - h).

D’apres I'inégalité de Young (5.7) et les hypothéses sur f et § nous avons:

2f (1,20 MTPa(t) < 51f (t,2()) !+ Kiz(t)T PMMT Pa(2)
f

(7.20)
< 2P + K| M|[*2(t)T PPx(t)
et
2§ (t,(t — k)" MTPa(t) < |Pa(t)]*+|Mg(t,z(t — b))
(7.21)
< z(t)TPPx(t) + || M||2k2|x(t — h)[2.
En complétant les carrés et en utilisant (7.20) et (7.21), nous obtenons:
V(t, z;) < .’L‘(t)T (A’II;-IP + PAg, +Q + Y, 1Mi5) In
+P (AR»KzQ_IAE,Kz + 7(1,||M||f)1n) P) z(t) (7.22)

1 T 1
—(in(t —h) - Q_§A£,K2P$(t)) (QEm(t —h) - Q‘%Aﬁ,{sz(t))
De (7.17), nous pouvons déduire que:

V(t,z) < —z(t)TSz(t)
et donc que le systéme (7.5)(7.16) est asymptotiquement stable.

Ceci acheve la démonstration du théoréme 7.2. a
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Le résultat suivant est une condition suffisante de stabilité asymptotique du systeme
(7.5)(7.16) dans le domaine fréquentiel.

Théoréme 7.3
Si:

alors le systéme (7.5)(7.16) est asymptotiquement stable.

<1  (1.23)

3 -1 —14T :
(Q + va g In)? (shn — Ax,) (AR,KzQ Apk, + ’Y(1,||M||f)1n) ‘

oo

Preuve du théoréeme 7.3
La démonstration de ce théoréme repose sur le lemme 5.1 avec la matrice de transfert
suivante:

—

H(s) = (@ + i) (I = Ax) ™ (Arm@ ' Ak, + Yaguainfn)
O

En utilisant les résultats de Boyd, Balakrishnan et Kabambda [BOY89], (¢f. Théoréme 5.5),
la condition (7.23) peut étre reformulée comme suit :

Théoréme 7.4
Si la matrice hamiltonienne (7.24) n’admet pas de valeurs propres sur l’are imaginaire

- (A- BKy) AR Q7 AR ke, + Yy I
H= (7.24)
— (@ + vz In) - (A-BKy)T

alors le systéme (7.5)(7.16) est asymptotiquement stable.

7.5 Remarques

Remarque 7.3 (Choix de la surface de commutation)
Nous pourrions choisir une surface de commutation linéaire de la forme:

o(t,z)=Cz(t) =0 (7.25)

ou encore une surface de commautation avec terme intégral de type:

o(t,z) = Cz(t) — /Ot C(A — BK,)z(s)ds = 0. (7.26)

Dans ce cas, expression de la loi de commande discontinue et les conditions d’attractivité
de la surface auraient été identiques. En revanche, il n’en est pas de méme pour l’équation
en mode de glissement (7.5)(7.16) ainsi que pour les conditions de stabilité (7.17) du point
d’équilibre de cette équation.

L’intérét de choisir la surface (7.5), plutét que (7.25) ou (7.26), réside dans l’introduction
des matrices K, et K3, qui nous permettent de placer judicieusement les dynamiques du
systéme en boucle fermé.
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Remarque 7.4
Considérons le cas particulier ou les perturbations f et g peuvent s’écrire sous la forme

ft,z) = Bfi(t,z) et g(t,z) = Ba(t, z), VteR,Vz e R" (7.27)

ot fi et g sont des fonctions de R x R" dans R™. Les perturbations f et g sont donc
complétement dans le champ commandé. En anglais, ces conditions sont connues sous le
nom de “matching conditions”.

Dans ce cas, la dynamique en mode de glissement est réduite a I’équation :
z(t) = (A — BKy) z(t) + (Ar — BK3) z(t — h) (7.28)

Cette derniére est donc identique d la dynamique du systéme nominal. Cela signifie simplement
que la dynamique de [’état est insensible auz perturbations dés lors que la surface de commuta-
tion est atteinte.

Si les conditions du théoréme 7.2 sont satisfaites, nous pouvons montrer aisément que le
systéme en mode de glissement (7.28) est asymptotiquement stable. Des conditions moins
restrictives peuvent étre obtenues en reprenant la démonstration du théoréme 7.2 (ot nous
posons f = g =0). Elles se formulent de la fagon suivante :

Corollaire 7.1
S’il existe un triplet de matrices syméiriques définies positives P, Q) et S, telles que:

AR P+ PAk, +Q+ PApi,Q 'AR k,P+ S =0 (7.29)

alors le systéme (7.28) est asymptotiquement stable.

Remarque 7.5 (Adoucissement de la commutation)
Afin d’éviter de trop exciter le systéme, le terme de commutation sgn(.) n’est pas utilisé
directement en pratique. Il est généralement remplacé par une fonction plus lisse comme :

sat (Z) = { g silojse (7.30)

€ sgn(o) silo|>e¢

Cela introduit une zone d’épaisseur 2¢ autour de la surface de discontinuité, que nous
appellons “couche limite”. Dans ce cas, le mode de glissement n’a pas lieu exactement sur la
surface de discontinuité mais plutot sur la couche limite.

Remarque 7.6

Dans la pratique, nous cherchons a limiter les commutations persistantes de la commande,
qui peuvent provoquer une détérioration anticipée de l’organe de commande ou qui pourraient
exciter des dynamiques hautes fréquences non modélisées. L’introduction d’une couche limite
permet de résoudre ce probléme.

Remarque 7.7
Les résultats présentés précedemment peuvent étre étendus au cas de retards multiples.
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7.6 Exemple

Nous donnons & présent un exemple pour illustrer nos résultats.
Considérons le systeme:

i(t) = Ae(t)+ Arz(t—0.1) + f (¢, 2(2)) + g (¢, z(t — 0.1)) + Bu(t)
= (05 ) )+ G 9 Glizam) voo (700 )

a:lit—O.l! 10
+ 0.1 <,/1+a%(t—0.1)) + (1)u(t)

(7.31)

La fonction f est lipschitzienne de constante ks > 0.2 et g est lipschitzienne de constante
k, > 0.1.

Nous choisissons K; = (0.3 0.15), K, = (0 —0.1),C = (0.1 0.1),C;=0,C, =0,
ki =02et ks =0.1.

D’aprés le théoréme 7.1, pour qu’apparaisse le mode de glissement, nous avons choisi

W, = 0,004, W, = 0.002 et W3 =0.

La figure 7.1 représente le comportement du systéme en boucle fermée. Les conditions initiales
sont 2o = (1 3)7. La courbe en trait plein représente 1’état z; du systeme, et la courbe en
pointillés, 1’état z,.

N

n
=

1

Temps (s)

FiG. 7.1: Représentation des états x, et x2 en boucle fermée
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7.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité le probléme de la stabilisation par mode de glissement
d’une classe de systémes non linéaires a retards. Une méthode de synthese de commande
par mode de glissement a été présentée. Des conditions suffisantes ont été proposées pour
assurer ’existence du mode de glissement. Une analyse de la stabilité du systeme en boucle
fermée, basée sur la théorie de Lyapunov-Krasovskii a été réalisée. Nous avons obtenu des
conditions suffisantes de stabilité asymptotique sans imposer de conditions restrictives, de
type “matching conditions”, sur toute la structure des non linéarités du systeme. Enfin, nous
avons présenté un exemple numérique de simulation illustrant nos résultats.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, plusieurs techniques de stabilisation de systémes non linéaires ont été
proposées. Notre travail s’est articulé autour de deux thémes: la stabilisation des systemes
non linéaires non réguliers et la stabilisation des systémes non linéaires a retards.

La premieére partie a été consacrée au probléme de la stabilisation des systemes non
linéaires non réguliers. Nous nous sommes intéressés a des résultats classiques de stabilisation
des systémes non linéaires présentant des champs de vecteurs réguliers. Nous avons affaibli
’hypothese de régularité, en développant des résultats applicables aux systemes non réguliers.

Le premier probléme considéré concerne la stabilisation par retour d’état. Dans le cas de
systémes réguliers, les approches classiques, auxquelles nous avons fait référence, reposent
sur le Principe d’Invariance de LaSalle: il faut pouvoir dériver,de ce fait, les champs de
vecteurs, au moins une fois, le long des trajectoires de la dynamique libre du systeme. Nous
avons démontré qu’il était possible d’étendre ces méthodes lorsque le systeme est seulement
continu, localement lipschitzien (et non de classe C'). Par une démonstration constructive,
nous avons établi des conditions suffisantes de stabilité du systéme en boucle fermée. Des
conditions nécessaires et suffisantes ont également été proposées pour un cas particulier.

Dans un second temps, nous avons abordé le probleme de la stabilisation par ajout
d’intégrateurs avec la méme volonté d’affaiblir les hypothéses requises dans le cas des systemes
réguliers. Ces hypothéses justifient une décomposition du champ de vecteurs, dont I’existence
est remise en cause, lorsque les systémes ne sont pas au moins de classe C'. Nous avons donc
proposé une nouvelle fagon de décomposer ce terme et démontré, en se basant sur cette
décomposition, que la stabilité asymptotique globale du systéme réduit, entraine la stabilité
du systeme augmenté.

Dans la seconde partie du mémoire, nous nous sommes intéressés a la stabilisation de
systémes non linéaires a retards. Nous avons tout d’abord présenté une méthode de synthese
de commande par retour d’état. Des conditions simples de stabilité asymptotique du systeme
en boucle fermée ont été établies, et une classe de lois de commandes stabilisantes a été
proposée. Ces résultats ont été établis en utilisant la théorie de Lyapunov-Krasovskii. Nous
avons également proposé des conditions de stabilité en utilisant des résultats de la théorie

Hoo.

La commande par retour d’état peut étre, dans certains cas, inapplicable lorsque certaines
variables d’états sont inaccessibles & la mesure. Nous avons donc été amenés a considérer
les problemes de commande basée observateur. Une classe d’observateurs a grand gain a
été proposée et une analyse de la stabilité du systéme bouclé, formé de 1’équation d’état
du systeme dont la commande est fonction de 1’état estimé et de I’équation de l’erreur
d’estimation, a été réalisée.
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Les non linéarités du systéme, pour le probléme de la commande par retour d’état et la
commande basée observateur, étaient supposées analytiquement connues. Nous avons abordé
au probléme de la stabilisation des systémes non linéaires a retards, dans le cas ot ces non
linéarités seraient mal-connues. Nous avons alors présenté une méthode de synthese de lois
de commande par mode de glissement, bien adaptée a ce type de probleme. Des conditions
suffisantes pour générer le mode de glissement ont été proposées. La stabilité de la dynamique
en mode de glissement a été analysée en utilisant la méthode de Lyapunov-Krasovskii.

Dans la continuité de ce travail, différentes perspectives s’offrent a nous. 1l serait, par

exemple, intéressant d’élaborer de nouvelles méthodes de stabilisation des systémes non
linéaires a retards de la forme:

z(t) = F(t,z:)

en généralisant les résultats obtenus dans la premiére partie, au cas de systemes a états
retardés. Il serait également intéressant de considérer le probleme de la synthese d’observateurs
pour des systémes non linéaires a retards de la forme:

{ (t) = F(t, )
y(t) = H(t,wt)'
Dans le cadre de la stabilisation des systémes a retards, nous pourrions également établir des

conditions de stabilisation par retour d’état, dépendantes des retards en vue de considérer,
par la suite, des systémes a entrées retardées.
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Annexe A

Lemme 1

Lemme (utilisé dans la démonstration de la proposition 2.2 du chapitre 2)
Soient X° et Z° deux champs de vecteurs et V une intégrale premiére de X°. Alors nous
avons la formule suivante :

dlc

= — Lz V(X](w0)) = adko L 20 V(X{(20)). (A.1)

Preuve du lemme

La démonstration se fait par récurrence. Au rang k = 0 c’est évident. Supposons que (A.1)
soit vérifiée au rang k et démontrons que cela reste vrai au rang k + 1.

D’aprés ’hypothese de récurrence:

dk+1 dk 0
dtk'H L20V(X (:L‘o)) = LXOd kLzoV(X (1170))
= onadXoLzoV(Xto(xo)).

ad® 5 Lo V(XD(20)) = [X°adkeLz|V(XP(20))
= Lyoad%eLz0V(X%(x0)) — adkoLzo Lxo V(X2 (z0)).

Comme V est une intégrale premiére de X°, il reste:

ad¥t Lo V(X2 (20)) = LxoadoLzoV (X} (20)).

Nous avons donc:
dk+1
dtk+1

Ceci termine la démonstration du lemme.

LV(XY(20)) = adiy' Lo V(X2(20)).
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Annexe B

Lemme 2

Lemme (énoncé dans la remarque 3.2 du chapitre 3)
Si g : R — IR est une fonction continue qui s’annule en zéro alors elle n’est pas nécessairement
décomposable sous la forme:

9(y) = y7k(y), (B.1)
avec p,q € N et k € C°(R).

Remarque
Sans perteede généralité, nous pouvons supposer que p = 1 et que q est impair.
En effet, y¢ peut toujours se mettre sous la forme:

yg = y%((:_g%% = y2qlTy 2q+1 .
Ainsi si Pécriture (B.1) est justifiée, alors g peut aussi se mettre sous la forme:

g(y) = y=§(y) (B.2)

Preuve du lemme

D’apres la remarque ci-dessus, il suffit de montrer que g n’est pas toujours décomposable
sous la forme (B.2).

Soit (¢,)pen une suite de fonctions définie par:

1
Pp(y) =y

et (,)nen une suite de points donnée par:
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et pour tout n > 1,
2n+1
Tonyl = ($2n)’"“

2n41

Tan\ 2n-1

Posons:

9(y) = vo(z1) pour y € [zo, 71]

et pour tout n > 1,

Pn-1(Y) pour Y € [ZTan—1,L2n)
‘Pn—l(l'Zn) pour y € [$2n,$2n+1].
1.2
| ————
T——
e
o8k L |
- 00
/f-/ﬂ | ofy
N4 - g0 .
osl/ : |
|
| |
0.2 I I |
f: e i
0Ll : :

...... x3=]/64 0.2 x2=1/4 04 X1=1/2 0.6 0.8 =1
FiG. B.1: Représentation de la fonction g

Cette fonction est par construction continue et croissante. De plus lir%g(y) =0.
y—>

Pour le prouver il suffit de montrer que lim g(zs,) = 0.
n—o00
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Nous avons:
g(x2n) = ‘Pn—1($2n)

= (zon)FT

_ ((xz(n_l) ) 32—2%) e
- 9(n~1)2

_ (xZ(n—-l)) e
- 2(n—-1)?

1
f; !n—lp .
272n=3
Comme lim —— = 0 alors lim g(z,,) = 0.

n—00 21"—'-1)3 n—00

2n-3
Raisonnons & présent par I’absurde, en supposant que la décomposition (B.2) est réalisable.
Alors sur n’importe quel ensemble compact

g(y) < Cym.
Or pour tout p € IN, il existe au moins un y pour lequel

9(y) > »p(y)

ce qui est contradictoire.
Ceci termine la démonstration du lemme. 0O
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Annexe C

Complément et Lemme de Schur

Complément et lemme de Schur [BOY94]

Définition [Complément de Schur]
Pour une matrice A inversible, le complément de Schur de A, dans la matrice M donnée par:

A B
M= (c D)
est la matrice D — CA™'B.
Lemme [Lemme de Schur]
Pour A= AT et C = C7,
A B
(BT C) >0 (C.1)

si et seulement si

C-BTA'B>0 si A>0

ou de fagon équivalente, si et seulement si

A—-BC'BT>0 si C>o.
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Annexe D

Quelques résultats de base sur la
commande par mode de glissement

D.1 Commande par mode de glissement

D.1.1 Définitions

Considérons le systéme non linéaire mono-entrée suivant :

{0 =1 ={ LT 5 om0 LR

ou:

— z est I’état du systéme évoluant dans une variété V isomorphe & R™ caractérisant le
domaine physique de fonctionnement du systeme;

- f*(t,z,u) et f~(t,z,u) sont des champs de vecteurs complets dans R ;

-~ u € R, est la commande du systéme;;

— o(t,z) est un hyperplan de R", divisant I’espace en deux parties disjointes
>t={reR"\ o(t,z) >0} et X~ ={z€R"\ o(t,z) <0}

Le systéme (D.1) est un systéme a structure variable [UTK78] commutant entre deux

structures. Un systéme peut étre rendu discontinu par le choix d’une structure discontinue
du retour d’état de la forme:

_f ut(t,z) si oo(t,z)>0
u(t,z) = { u(t,z) st ot,z)<0 (D2)

Le systéme (D.1) se rameéne alors a I’écriture suivante:

)=o) ={ 257 5 7020 (03)
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Lorsque les vecteurs f* et f~ sont pointés vers la surface o = 0, cette surface est dite
attractive. Que nous soyons d’un coté ou de l'autre de cette surface, I’état du systeme est
poussé & la rejoindre. Il apparait ce que nous appelons le mode de glissement. La surface
de discontinuité o = 0 est la surface de glissement et la dynamique du systeme sur cette
surface est donnée par I’équation du mode de glissement.

D.1.2 Commande par mode de glissement

Etant donnée une surface de commutation & = 0, le probleme de la synthése d’une
commande par mode de glissement revient & chercher une commande discontinue de la forme

D.2). Cette derniere doit rendre la surface 0 = 0 attractive pour assurer I’apparition du
mode de glissement.

Conditions d’existence du mode de glissement

Le probleme de l’existence du mode de glissement ressemble fortement & un probleme de
stabilité d’un point d’équilibre dans la mesure oli, pour montrer ’attractivité de la surface
o =0, nous cherchons une fonction de Lyapunov définie positive, dont la dérivée le long des
trajectoires du systéme en boucle fermée est négative.

C’est ce que présente le Théoréme de Utkin [UTK78], donné ci-dessous. Notons au préalable,
que dans certains cas, le glissement n’a pas lieu sur n’importe quel point de la surface de
commutation parce que, I’attractivité de cette derniére n’est assurée que dans un domaine
restreint D, appelé domaine de glissement.

Définition D.1 (Domaine de glissement)
Un domaine D, dans la variété o(t,z) = 0 est un domaine de glissement si pour tout € > 0,
il existe § > 0, tel que tout mouvement commengant dans le §-voisinage de Dy ne peut quitter

le e-voisinage de D, qu’d travers le e-voisinage de la frontiere extréme de Dy. Ce domaine
est de dimension n — 1.

Théoréme D.1 (Conditions d’existence du mode de glissement, [UTK78])

Pour que le domaine D, soit un domaine de glissement, il suffit que dans un domaine 1 € V
contenu dans D,, il existe une fonction de Lyapunov V(t,z,0) continiment différentiable
par rapport @ tous ses arguments et satisfaisant les conditions suivantes:

1. V(t,z,0) est définie positive par rapport a o.
2. sur la sphére |o| = p, Vo € Q,Vt > 0, les relations suivantes sont vérifices :
(a) Ii?ij(t,:v,a) =h,, h,>0
(b) I51|1p V(t,z,0)=H,, H,>0
ol=p
avec h, et H, dépendant de p et h, # 0 si p # 0.
3. la dérivée totale de V(t,z,0) le long des trajectoires du systéme a un mazimum négatif

pour tout € ) excluant la surface de commutation pour laquelle la commande u n’est
pas définie et la dérivée de V(t,z,0) n'existe pas.
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La fonction généralement utilisée est:

1
V = 50'2.

La surface ¢ = 0 est alors attractive sur tout le domaine de fonctionnement V si:

o6 <0, Vrel.

Stabilité du mode de glissement

La surface de glissement étant atteinte, le vecteur f du systéme (D.1) n’est plus défini.
L’évolution du systéme est décrite par I’équation du mode de glissement que nous ne pouvons
pas déterminer par les méthodes classiques d’analyse des équations différentielles, en raison
de la présence d’un second membre discontinu. La méthode de la commande équivalente (cf.
[UTK78, UTK92]) répond a ce probleme. Elle consiste a admettre qu’en mode de glissement
tout se passe comme si le systéme était piloté par une commande dite “équivalente”, notée
Ueq. Elle est définie comme étant la commande qui rend la surface o invariante dans le temps,
c’est a dire telle que:

c=0.

La résolution de cette équation permet d’obtenir u., qui, reinjectée dans ’équation d’état
du systéme, donne 1’équation du mode de glissement :

& = feq = f(t, 2, teg). (D.4)
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