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Introduction générale

Les procédés de mise en forme

Les divers objets sortant des usines ont subi au cours de leur fabrication un ensemble

d'opérations rzisant à mettre en forme, étape par étape, le produit. Ces opérations de mise en

forme sont souvent complexes et supposent I'udlisad.on d'oudls de formes variées dans des

condidons opératoires différentes d'un procédé à l'autre. Ces procédés sont très divers et

dépendent du matériau à mettre en forme et de l'utilisation qui sera faite ensuite du produit fini

ou semi-fini. Nous avons essayé de présenter brièvement les procédés de mise en forme les plus

courarnment utilisés dont il est possible de trouver des descripdons plus détaillées dans les

ouvrages ICNRS/I 976] et [CNRS/1990].

Le laminage de produits plats est un procédé très répandu dans l'industrie métallurgique. Il

consiste à réduire l'épaisseur du produit et se caractérise par un contact de roulement entre le

produit laminé et l'outil. A chaud, le laminage permet d'ajuster les caractéristiques métallurgiques

du produit, tandis que le laminage à froid est destiné à affiner les caractéristiques géométriques et

mécaniques tout en conférant au produit laminé un état de surface.

La tôle ainsi laminée est ensuite soumise à différentes opérations dites de parachèvement

corrlrne l'emboudssage qui transforme la tôle fine plane en une surface non développable au

moyen de presses mécaniques ou hydrauliques.

Le forgeage et le matdçage constituent une autre classe de procédés de mise en forme. Ils

consistent en une ou des opérations de déformation à chaud à l'aide d'oudls, ouverts lors du

forgeage et fermés dans le cas du matriçage, agissant par chocs ou pression.

Ces différents procédés sont principalement utilisés dans I'industrie automobile, dans

l'industrie des équipements ménagets, dans Ie bâtiment, ...

Les polymères remplissent des foncdons de plus en plus importantes comme matériaux de

structure mais les procédés de mise en forme sont parfois très différents de ceux utilisés pour

mettre en forme les métaux, fRachik et ̂ 1./19971et fBellet et ù./19971.



lntroduction générale

Dans le procédé de thermofonnage, une feuille de polymère, préalablement chauffée, est

déformée âu moyefl dune pression gazeuse et évenruellemerlt d'un poinçon, de façon à lui

donner la forme d'un moule. Ce procédé, appliqué à un grand nombre de polymères

essendellement des thermopiasdques, est employé dans la fabrication des emballages Poru

l'industrie alimentaire ou des pièces plus ou moins techniques comme les habillages intérieurs

dans I'industrie automobile, les cuves d'appareils frigorifi.ques, les baignoires ...

Le procédé d'extrusion-soufflage consiste à souffler un polymère à l'état fondu après

extrusion sous forme d'un tube cylindrique. Il est appliqué principalement à la fabrication de

corps creux tels que bouteilles, flacons, réservoirs de carburant.

Intérêt de la simulation numérique

Les simulations numériques en mise en forme des métaux et polymères Preffient de plus

en plus d'importance dans la phase de définition et de mise au point des gammes de fabrication

des pièces, aussi bien au niveau pré-étude qu'au niveau védfication de la faisabilité du produit.

Dans cet objectif de nombreux codes de calcul numérique, par exemPle PAMSTAMP,

OPTRIS, FORGE, ABAQUS, MARC, ont été développés. Les progrès réalisés font que ces

logiciels sont aujourd'hui des outils très largement utilisés dans I'industrie.

Les codes de calcul doivent encore progresser pour prendre en comPte des comPoltements

de plus en plus complexes et nécessitant des temps de calcul raisonnables. De plus ces codes de

calcul doivent être automatiques et de plus en plus fiables afin d'être utilisés soit par des

utilisateurs 'ignorants' leurs fonctionnements, soit par un autre logiciel pour traiter des problèmes

inverses d'identification de paramètres ou d'optimisation de forme fFourment/t996] et

[Massoni/1996].

Modélisation de la mise en forme des matériaux

Il est indispensable, pour assurer la validité des calculs numériques, d'introduire

comportement du matéiaw aussi réaliste que possible et Prenant en comPte I'ensemble

processus physiques susceptibles d'intervenir, pemaitre et^1.11985) et [CNRS/1990].

un

des
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En vue de la mise en fome des matériavx la caractéristique dominante du comportement

est Ia plasticité, c'est à dire I'apparition au-delà d'un certain seuil de contrainte, d'une déformation

plastique permanente, qui subsiste après relâchement des contraintes. Cette déformation est

irréversible et se superpose à la déformation élastique qui, elle, est réversible, on parle alors

d'élasto-plasticité. Dans certains cas, on se pemet de négliger la déformation élastique : on parle

alors de modèles rigides-plastiques qui ne sont raisonnables qu'aux grandes déformations et qui

négligent le phénomène de retour élastique. Cette description est suffisante pour le

comportement à froid car il ne dépend pas de la r.itesse de déformation. Cela n'est plus vrai pour

le comportement à chaud et il est nécessùe dans ce cas de prendre en compte la viscosité du

maténau et d'introduire le temps et les ',ritesses dans la modélisation qui devient viscoplastique,

fZienkiewic z / 1984] et [Wang/ 1 984].

Dans la pratique, les problèmes de mise en forme incluent souvent des conditions aux

lirnites de type contact unilatétal avec frottement, [Germain/1985], fDurville/1993],

[Chenot/1993], [Hacquin/1996], [Hans Raj et aL/7996), [Chenot/1997], pourment et ù./1997f.

En effet dans les opérations de mise en forme, le matériau se déplace plus ou moins par iapport

au-x oudllages, ce qui génère des efforts de pression et de frottement entre produit et outil. Il est

donc nécessaire de posséder un algorithme permettant de prendre en compte ces conditions. A la

grande diversité des procédés et des produits fabriqués correspond une large gamme de

condidons de contact et de frottement, les vitesses de glissement et les pressions de contact se

situent dans une gamme étendue de valeurs d'un procédé à l'autre.

D'un point de r,'ue numérique, la simulation des procédés de mise en forme est difficile à

mettre 
"r, 

.rrr.rr". En effet la non-Iinéarité matérielle (comportement) est combinée aux non-

linéarités dues aux grands déplacements et âux grandes déformations et totations auxquelles

s'ajoutent les conditions de contact unilatéral avec frottement.

Méthodes de résolution

La méthode des éléments fi.nis a connu un essor considérable et est maintenant utilisée

dans la plupart des méthodes numériques pour les sciences de I'ingénieur, elle perlnet d'effectuer

une discrétisadon spatiale du problème à résoudre. De nombreux ouvrages existent sur le sujet :

fDhatt etù./1,984], [Bathe/1987f,patozet^1./1990], [mbert/1991], [Zienkieuzicz et al./1991].
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Classiquement ...

La résolution numérique du problème étudié consiste à déterminer les différentes

configurations de la structure au cours de ses déformations. Dans le domaine des procédés de

mise en forme, I'approche la plus utilisée est I'appïoche incrémentale qui consiste à discrétiser Ie

chargement en plusieurs incréments et à déterminer les configuradons correspondant aux

différents pas de chargement, ICNRS/1990].

Le schéma de résolution le plus utilisé pour résoudre ces problèmes non linéaires,

discrétisés en temps et en espace, est celui de Newton-Raphson, basé sur la méthode de

résolurion de type Newton fDhatt et aI./79841, pathe/79871, lZrenl<tewicz et aJ,./79911. Dans

l'approche incrémentale, cette stratégie de résolution itérative, comme d'auttes, posent des

difficultés de convergence dues au problème du choix de l'intervalle entre deux incréments de

chargement qu'il est difficile de rendre automad.que. En pradque, cet intervalle est fixé par

l'udlisateur ou tout au moins une gamme d'intervalles est donnée et c'est le ptogramme qui

détermine dans ce cas la taille optimale de I'intervalle à imposer poru une bonne convergence du

processus numérique. L'udlisadon de cette technique de résolution suppose que l'udlsateur soit

averd. et ait une bonne idée du résultat à obtenir.

De nombreuses équipes cie recherche s'intéressent au ciéveloppement d'oudls numériques.

Un des champs d'acdon est le développement de nouveaux algorithmes de calculs précis,

robustes et fiables.

Nouvellement.,.

En rupture avec la méthode incrémentale classiquement utilisée, nous pouvons citer Ia

méthode dite à "gtands incréments de temps" introduite parLadevèze en 7984, padevèze, 19961.

Cette méthode n'est pas bâtie sw la nodon d'inctément : il s'agit d'une méthode itérative, qui, à

chaque itération, propose une approximation des vadables en tout point de Ia struchrre et sur Ia

totâlité de I'intervalle d'érude en temps.

Les difficultés dues à I'utilisation des processus itétatifs ont motivé le développement et

l'udlisadon de schémas non itératifs dits explicites. C'est ainsi que I'approche dynamique explicite,

traditionnellement utilisée pour résoudre des problèmes d'impact, a été adoptêe avec succès à la

modélisation de l'emboudssage des tôies et au thermoformage des polymères, [Rachik et

d,.119971.
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Depuis 1990, l'équipe du professeur Potier-Ferry s'attache à développer une méthode de

résolution non itérative en associant utre technique de perturbation à la méthode des éléments

finis : c'est ce que l'on nomme la Méthode Asymptotique Numérique (À{.4.N.).

L'udlisadon de la technique de perfurbation n'est pas nouvelle. Thompsorr et Walker

fThompson et ^1./1968), tr y ^ trente ans, orrt été les premiers à associer cette technique aux

éléments finis pour l'étude de problèmes de mécanique des structures. D'autres trâvaux ont suivi :

nous pouvons citer ceux de [Walker/1969] et fYokoo et al./1976). Certaines études,

lGallagher/'1.975] et [Riks/198a], ont mis en doute l'effi.cacité numérique d'une telle associadon.

Toutefois, après de premiers résultats concluant [D^-il et À1.11990], le ptofesseur Poder-

Ferry a poursuivi dans cette voie et l'on peut rlits, 2ujeufd'hui, que la M.A.N. est une méthode

fiable et simple à utiliser dont l'efficacité à résoudre des problèmes fortement non linéaires a été

prouvée aussi bien en mécanique du solide qu'en mécanique des fluides. Cette efficactté a été

obtenue en formulant les problèmes étudiés dans un cadre quadratique et en régularisant toutes

les singuladtés fPotier-Ferry et ù./1997).

Le cadre quadratique est essentiel pour une bonne mise en ceuvre de la méthode. Dans son

ûavail. [Zahrount/ 1998], Zahrouri présente une érude originale qui lui a permis d'évaluer Ie coût

d'une formulation quadratique et de montret I'intérêt de cette dernière pâr rapPort à une

formulation cubique. Comme nous le verrons au-x chapitres II et fV, lors de I'application de la

M.A.N., la technique de perturbation fait intervenir des sommations : double sommad.on dans Ie

cas d'une formulation cubique et simple sommadon dans le cas dtune formulation quadratique.

De toute évidence une simple sommadon permet de gagner beaucoup en terme de temps de

calcul, par contre, formuler le problème sous forme quadratique nécessite le stockage de vadables

supplémentaires et peut donc être cofrteux en espace mémoire. Les tests qu'il a réalisés, dans son

cadre d'étude, ont montré que la formulation cubique consomme 87% plus de temps q"e b

formulation quadratique en économisant uniquement 15o/o de la taille mémoire totale. Bien

entendu ces chiffres ne concement que ce cadre d'étude mais nous n'en disposons Pas d'autres

pour les d.ifférents trâvaux réalisés sur la M.A.N.. Nous redendrons juste le fait que la formulation

quadratique permet un gain en temps de calcul considérable moyennant une augmentation de la

I'espace mémoire nécessaire et nous I'appliquerons dans ce travail comme cela a touiours été fatt

dans tous les travaux sur la M.A.N..
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Le tableau ci-dessous rassemble de manière thématique les études réalisées sur la M.A.N..

Techniques de base de Ia Mr{-N.

Principe de continuation et détermination du

domaine de validité
[Cochelin/1 994a], [Cochelin / 1,994b],

[Cochelin et aJ,. / 1994b]

Régularisation des lois singuliètes pratkat/19951

lCadou/ 1,997f,[Potier-Ferry et ù. /1,997
plhage-Hussein/ 1998'

Représentation rationnelle de la solution :

approximants de Padé
fAzrar etaJ./1.9921
pochelin/ 1 994a1, [Cochelin et al. / 199 4a]

pro:kat/1995)

fNajah/ 1 996],F n / t e9 6l

ffuzrar et oJ../1998b1,[Najah eL ù./1998],

plhage-Huss ein / 1 99 81, fElhage-Huss ein et al. / 1 9 9 8]

Technique de bases téduites fNoor et aJ./1981]

tDamil et aL. / 7gg4l,lcocheln/ l994al

Recherche de courbes ù(À) solutions d'un

problème F(ù,1')= O

[Cochelrn/ 1 994a], fBoutyow / 199 a]

pruJlrrat/1,995)

[n/1,ee6]

lCadou/19971
pahroont / 1,9981, plhage-Hussein/ 19981

Résolution d'un ptoblème F(û)= O [Najah/19e6]

lDâmil etoJ,./1998)

Détection des points de bifutcation et

Calcul des branches bifurquées

. en mécanique des smtctures

en mécanique des fluides

[D"*il et al./1990]

fAznr etù./1,9921

lAnar er d../1.993l,poutyour et d'./1'9931

fBoutyour/1994]

[)amal et al./1998],[Vannucci et ̂ ./1'998],

flfueffryl1998]

ffn et aL./1,996]

lCadou/1.9971

Calcul de valeuts propres fBoutyour/ 1 994], fElhage-Hussein/ 1 994]

Wrovnt/19961
paya/1,997)

Problèmes instationnaires fDe Oliviera /1,9971
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Introduction générale

Structutes élastiques

Plaques et coques en rotationsmodérées

(statique)
l&zrar et al./19931

Plaques et coques en rotations modérées

(vibrations)

paya/1.9971

lAzrar et ù./1,999al,l&zrar et aJ../1.998b1,

[Cochelin et ̂ 1. /'1998)
Plaques et coques en grandes totations lArnn,:r-r/19961

lZalvoun / 19981, pahrouni et al / l998al,

lZatuoun et all1998b1

Structures anélastiques et contact

Plasticité en déformation totale pratkat/1.9951

fBraikat et al./1,997)

Z,akvoun / 19981, [Zahrouni et al / 1,998a],
'ZaLuoun et al/1998b1

Contact sans frottement plhage-Hus s ein/ 1 9 98l,Elhage-Huss e n et al. / 1,99 8l

Mécanique des fluides

Navier-Stockes - Ptoblèmes non linéaires

stationnaires et instationnaires - bifurcations

stationnaires et de Hopf

Ve rs Itinteraction fluides-structuf es

Tn /1996l,Vn et ù./1,9961,[Cadou et d,./1,996]

lCadou/1.9971

[De Oliviera /1,997

Problèmes instationnaites

Résolution d'un problème discrétisé en temps

o Vibrations de plaques

. Equations de Nauier-Stockes

o Ptoblèmes d'ondes, équation Korteney De

Vries

[Cochelin eT. al. / 1998)

[De Oliviera /1997)

ffamal/1998)

Résolution par développement en temps pafaÀ/19981

Résolution par développement par rappolt

aux données initiales
fMordane/1995]

Ces nombreuses études font que la M.A.N. est devenue une technique standatd et efficace

dans un grand nombre de cas. Au cours de ces trâvaux, il est apparu une gtande robustesse en

terme de suivi de courbe et d'adaptation automatique de la longueur des pas, ainsi qu'une

économie en temps de calcul due au nombre peu important d'opérad.ons sw les matrices

tangentes des problèmes étudiés.
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Pour convaincre de I'effrcacitê de la méthode, il était nécessùe de passer à des cas d'études

plus complexes et plus proches des problèmes industriels où plusieurs non-linéarités

(comportement, géométrie, contact) sont couplées. C'est l'objet de ce travail de thèse dans lequel

nous avons choisi d'aborder la simulation de la mise en forme à chaud.

Nous udlisons un modèle rigide-viscoplastique qui prend en cosrpte : d'une part les

effets de viscosité dus aux températures élevées et d'autre part I'incompressibilité du matériau due

aux effets élastiques négligeables. La formulation du problème étudié est donc dépendante du

temps et I'inconnue pdncipale est la vitesse. Âfin de prendre en comPte les effets de pression et

de frottement intervenant à I'interface structure-oudl lors de la mise en forme, nous introduisons

des conditions unilatérales de contact et une loi régissant Ie frottement. Nous considérons le

problème érudié dans le cadre quasi-statique dans lequel les effets d'inettie sont négligés.

Contenu de la thèse

Le Chapitre I est consacré à la formulation du problème viscoplastique incompressible. Le

choix d'une loi modélisant le comportement du matériau puis l'intégration de cette loi dans

l'équation d'équiJibre, en tenant compte des conditions aux limites imposées au système,

conduisent à la formuladon d'un principe variationnel. En vue d'udliset la M'A.N. pour résoudre

le ptoblème ainsi défini, il est nécessùe de réécrire la formulation afin de la mettre dans un cadre

quadratique.

Au cours du Chapitre II nous exposons le principe de la M.A.N. en fappliquant à la

résolution du problème viscoplastique incomptessible formulé dans le premier chapitre. Nous

appliquons successivement la technique de pernrrbadon et la méthode des éléments finis' La

combinaison de ces deux techniques, âPPelée M'A.N.' Permet l'obtendon d'une soludon

analytique dont le domaine de validité est limité. La courbe de solution ainsi obtenue est

polynomiale et il est possible d'en étendre le domaine de validité en udlisant une rePrésentadon

radonnelle, basée sur les Approximants de Padé, de la solution, [Cochelin/1994a), [Cochelin et

aJ./1994a], plhage-Hussein/1998]. Le calcul d'une btanche de solution complexe est réalisé à

partir d'un principe de continuation basé sur urie détermination automadque des incréments de

chargement, [C o chelin / 799 4af , [C ochelin / 1 9 94b] .



lntroduction générale

Afin de valider la M.A.N. développée, le Chapitre III est consacr ê à \a simulation

numérique de problèmes tests. Le cas du gonflement hydraulique d'une tôle encastrée sur son

pouftouf est présenté. Les tests réalisés nous Petmettent d'illustrer la M.A.N. et de mettre en

avant ses points forts, notamment, par comparaison avec la méthode de Newton-Raphson dont

la procédure est rappelée en Annexe A-

La résolution parla M.A.N. du problème viscoplastique incompressible étant vaiidée, il est

intéressant de compliquer quelque peu Ie problème en y introduisânt des condidons unilatérales

de contact et une loi de fiottement. C'est l'objet du Chapitre fV. Pafiant des travaux d'Elhage-

Hussein plhage-Hussein/1998] qur a proposé de traiter le contact unilatéral par introduction

d'une loi régularisée dans le cas de structues élastiques, nous étendons cefte approche à l'étude

de structures viscoplastiques dans des problèmes de contact faisant intervenir du frottement.

Dans le Chapitre V, nous présentons la simuiation numérique du poinçonnement

hémisphérique de tôles viscoplastiques. Les tests réalisés nous perrnettent de valider les choix

effectués pour la régularisation du contact et d'illustrer I'efficacité de la M.A-N., par comparaison

à la méthode de Newton-Raphson, pour tésoudre les problèmes combinant à la fois la non-

linéarité matérielle et la non-linéarité due au contact.
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Chapitre I - Formulation du problème viscoplastique incompressible pow Ia M.A.N.

Introduction

L'objectif de ce chapite est de formuler le problème à tésoudre : d'une part par le choix

d'un modèle de comportement et d'autre part p^r l'écriture du principe variadonnel qui lui est

associé.

Le formage nécessite de grandes déformations effectuées à des vitesses relativement élevées

et les contraintes nécessùes pour effectuer ces déformations à chaud dépendent de l'évolution

âu cours du temps de la température, de la déformadon et de la vitesse de déformation.

L'approximation rigide-viscoplastique simplifie notablement le problème de la prise en compte

du comportement matériel et, comme nous l'avons r,'u dans l'introduction génétale, cette

approximation peut être utilisée avec intérêt dans les problèmes de mise en forme à chaud. Dans

la première partie de ce chapitre, nous définissons les diffétentes reladons intervenant dans le

mo dèle de comp o rtement rigide-vis coplas tique.

La résolution de l'équation d'équiJibre, en tenânt compte du comportement et des

conditions aux limites, est réalisée à partir d'une formulation variadonnelle découlant de

l'existence d'un potentiel lié âu comportement [Germain/1985]. Au cours du chargement, le

solide passe par une infinité de configuradons et la résolution du problème mécanique consiste à

déterminer ces différentes confi.guradons successives qui représentent l'état du solide au cours de

son histoire. Dans la seconde partie de ce chapitre, nous nous attachons à écrire le principe

variadonnel, ce pdncipe est formulé dans un cadre quadratique de manière à pouvoir ensuite

udliser la M.A.N. pour résoudre le problème mécanique étudié.

1 0



Chapitej-- Formulation du ptoblème viscoplastique incompressible pour Ia M.A.N.

t-1Modèle rig ide-viscoplastiq ue

L'influence de I'histoire thermomécanique sur le comportement du matériau est traduite par

la dépendance de la loi de comportement en'foncdon de paramètres microstructuraux. Chaôun

de ces paramètres influence le comportement macroscopique à des degrés divers. La plupart se

traduisent par des évolutions d'écrouissage (évolution au cours de la déformation du seuil de

plasticité) et d'anisotropie. Toutefois, le modèle d'écrouissage isotrope consdtue le modèle de

base en mise en forme, il est à la fois le plus simple et le plus couramment udJisé, c'est aussi celui

que nous choisissons.

En général, le comportement viscoplastique est modélisé par une loi de Norton-Hoff,

fGermain/1985], [Chenot,1993], [Hacquin/1996], [Hans R"j et al./7996], lChenot/79971,

fFourment et ^I./19971. Cette loi, couramment employée pour les métaux, est d'ailleuts implantée

dans le code de calcul FORGE@.

Le modèle de G'Sell & Jonas [G'Sell/1995], exprimé sous forme d'une loi exponendelle,

rend bien compte du comportement de la plupart des polyrnères. En fait, cette loi rhéologique

présente une analogie avec la loi de Norton-Hoff et cette similitude permet, en général,

l'udlisadon des codes éléments finis, à l'origine conçus pour les métaux, dans l'étude des

polymères, [Haudin et al./79961. Il a d'ailleurs été montré que les lois phénoménologiques

employées pour les matédaux métalliques sont transposables et utilisables poru les matériaux

polymères, [Chaboche/ 1 995].

C'est pourquoi nous faisons le choix d'introduire dans notre formulation la loi de

comDortement de Norton-Hoff.

l-l-a Loi de compoftement

Les matériaux formés à chaud, viscoplastiques et incompressibles, ont un comPortement

qui découle d'un potentiel O appelé potentiel viscoplastique, foncdon isotroPe de la vitesse de

déformation :

@ = K D m + l G-1)
m + l

K est la consistance du matériau et m est le coefficient de sensibilité à la vitesse de déformation.

il



chapitre I - Formulation du probtème viscoplastique incompræsibte pour la M.A.N.

La loi de comportement dérive directement de ce potentiel et s'exprime par une reladon non

tinéaire enfte les tenseurs déviateurs des contraintes et des taux de déformation. cette loi est

appelée loi de Norton-Hoff :

o '=  K  Dm- l  D,  $_2)

K et m dépendent de la nature du matériau et des condidons thermomécaniques du procédé :

l'éctouissage et la température. Dans ce travail nous supposons que la déformation est isotherme

et par conséquent nous ne considérons pas l'évolution de la température.

Un modèle d'écrouissage, couramment utilisé p{/ang/1984], pvlesrar/1991],

[Chenot/1997], suppose que le coefficient K dépend de la déformation plastique cumulée sous

forme de loi puissance où n est le coefficient d'écrouissage :

KG)=l r (a+e)" (r-3)
1

c[ est une constante du matériau.

Le tenseur déviateur des contraintes o' est défini par :

o '=  o*p  I  G_+)

où O est le tenseur des contraintes de Cauchy et p la contrainte volumique ou pression.

Le tenseut des taux de déformation est décrit à partir du champ de vitesse en introduisant

V*v le gradient eulérien des r.itesses :

D={v*v}o. =+F-v+rv*v} G-s)

Et le tensew déviateur des taux de déformadon est défir'i par la telad.on :

o,=  p-  T t (D) ,
(r-6)

Le comportement viscoplastique est donc décrit par la loi :

fo '=  C D '
< 1 

/^. , =\n i lm-t G-7)lc =i t  (cr+e)' D.-1
I J

On définit la défotmation équivalente (ou déformation plastique cumulée) et la vitesse de

déformation équivalente par ies expressions suivanres :

l 2



Chapitre I - Formulation du problème viscoplastique incompræsible pour Ia M.A.N.

(r-8)

La contrainte d'écoulement est associée Dar le critère de Von-Mises au deuxième invariant

du tenseur déviateur des contraintes :

(r-e)

Il vient donc :

o = k (a + e)" D' G-10)

On rettouve ainsi l'expression unidimensionnelle de Norton entre les invariants des tenseurs.

L'influence de m sur la contrainte d'écoulement est traduite par la figure ci-dessous :

o

D

Le comportement rigide-plastique, pour m = 0, est très fottement non iinéaire et

représente le cas limite de cette étude où la loi de Norton-Hoff dégénère et la fonction e = ô(D)

est indéterminée à l'odgine.

Le champ de déplacement ou encore le champ des

champ de vitesse par une équation différentille :

dx

" =  d ,

L'incompressibilité du matériau est traduite par l'équation

Tr(o)= s

G-11)

posrflonsest relié naturellement au

l 3
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Chapitre I - Formulation du problème viscoplastique incompræsible pour Ia M.A.N.

l-l-b Loi de compoftement réguhrtsée

La loi de Norton-Hoff est une loi puissance et dès que le coefficient m est différent de la

valeur un, la loi n'est pas indéfiniment dérivable en zêro. Cette irrégularité est d'autant plus forte

que m est proche de zéro.Il est donc nécessùe de régulariser la loi de comportement, [Potier-

Fetry et aI./19971, en introduisant un petit paramètre dans Ia définition de la vitesse de

déformation équivalente (I-8), il rrient :

D= ?D',D'*f ,  L)t
3 I ' r ,J

(r-13)

où I est un petit paramètre sans dimension, V, et [, sont une rritesse et une longueur

caractéristiques du problème étudié.

On retrouve ce ty?e de régularisadon dans les travaux sur la M.A.N. lCadou/7997),

fZahroun/1998], ou encoïe dans ceux de fGermain /1985], fHacquin/l996].

l-2 Formulation du problème viscoplastique

La résolution d'un problème mécanique passe par l'écriture du principe valj.ationnel qui lui

est associé. L'utilisation, par \a suite, de Ia M.A.N. pour résoudre le ptoblème, nous oblige à

formuler ce principe sous une forme particulière.

Une procédwe asymptotique consiste à chercher une branche soludon et non un point en

équiJibre sur cette branche comme c'est le cas dans toute procédure itérative ; il existe par

conséquent un nombre illirnité de configuradons courântes inconnues. Pour cette raison, il est

nécessùe d'écrire le principe variad.onnel sur une configuration fixe de référence.

De plus dans cette procédure de résolution, comme nous l'avons fait remarquet dans

l'introduction générale, formuler le problème à résoudre dans un cadre quadratique permet non

seulement d'en simplifier l'écriture mais aussi de minimiser les calculs et donc d'économiser du

temps de calcul.

t 4



Chapitre I - Formulation clu prpbtème viscoptadique incompressibte pour Ia M.A.N.

l-2-a Equilibre et conditions aux limites

Dans cette étude nous considérons un matériau viscoplastique incompressible occupant un

domaine O de frontière ôÇ). Nous supposons que le domaine C2 est soumis à des efforts

extérieurs donnés sur une partie âÇ)r et à des vitesses imposées nulles sur une partie ôÇ)n .

En considérant que les forces de volume et d'ineftie sont négligeables,l'équilibre s'écrit :

foiv(o)= o sur o

l v=0  su rôOu

l r t(o)=o suro

lo n = l"(t) 71x; sur ôog

où {t) est un paramètre de charge fonction du temps.

(r-14)

h2-b Formulation vartafionnelle en vifesse

Soit I'ensemble CAr" défini par :

C A i n " = { v / v = 0  s u r ô O u  e t  T r ( n ) = 0  s u r O }

La forme variadonnelle associée aux équations d'équilibre (I-14), en tenant compte de la loi

de comportement, s'exprime par :

i  i  o'(e, v): ôD d Q = L(t) [  7(x) ôv dS
J { ^ l  '  " ë o ,
I

lv e CA;,," et V ôv e CA;n.
(r-1 s)

relations de comportementIl faut bien évidemment compléter cette formulation par les

o' = ô(e, v) et les relations géométriques et cinématiques.

Les variables qui déterminent une configruation donnée, peuvent être explicitées dans

plusieurs types de repères : liés à une configuration de référence ou liés à la configuration

courante.

Si la déformation du solide est suffisamment ped.te, Ies configuradons courante et initiale

sont pratiquement les mêmes. Cependant en grandes déformations, ces deux configurations

peuvent être très différentes et la configuration courante devient alors une inconnue du

problème. On comprend donc I'intérêt d'écrire la formulation dans une configuration de

référence, la formulation est alors dite lagtangienne. Dans la pattie numérique de ce ttavail, nous

l 5
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choisirons de prendre la configurad.on au début du pas de calcul comme configuration de

référence. La formulation (I-15) est alors réécrite à chaque pas et on p"rl" de formulation

lagrangienne réactualisée par opposition à la formulaaon lagrangienne totale dans laquelie la

configuration de référence est la configuration initiale.

La transformation géométrique est caractériséepar Ie tenseur gradient de la transformadon

Lagrange-Euler noté F.

En tenant compte du fait que o est un tenseur symétrique et que :

(v, .  . )= (v* .) . f  avec f  =F-r

(où x et X représentent les vecteurs posidons, respectivement sur la configuradon courante et

sur [a configuration de téférence), la formulation variadonnelle se réécrit sur la configuration de

téférence de la manière suivante, compre tenu de I'incompressibilité :

iL 
o'(e, v): (v*av.r)d e)0 = ̂ (.) I.,", 

qo(x) ôv dso

l.v e CA;n" et V ôv e CAin"
(r-16)

qui apparaît dans I'expression (I-15)Le vecteur force swfacique % est bien sûr différent de Ç

et il sera précisé en f-2-d pour le chargement considéré ici.

Dans ce qui suit, nous notons :

V " o = V o

l-2-b Formulation vartafionnelle mirte en yifesse ef pressron

Les problèmes numériques liés à l'incompressibilité proviennent du fait qu'il n'est pas a

priori évident de construire des champs de vitesses vérifiant la relation d'incompressibilité (-12).

Mais il est possible de relaxer la condition d'incompressibilité pour avoir une formulafion rnixte

en rritesse v et pression p. La pression p, appelée aussi contrainte volumique, est séparée du

champ de contraintes total et traitée cofi]me une variable indépendante.

l 6



Chapitre I - Formulation du problème viscoplastique incompressible pour la M.A.N.

I l v ien t :

f  L o'(e,o):(v*av.r)ooo -f ,"  nrr(vôv.r)do0 =^ft)  In. ,%(x)ôvdSo

] t rr(vv.r) op a eo = o
| .rc2"
I

l veCn 
e t  VôveCA,Vôp

a v e c  C A = { v i  v = 0  s u r ô C l n }

Afin de satisfaire numériquement la condition d'incompressibilité, on introduit en général,

[Germain/1985], [Chenot/1993], [Hans Raj/1996], [Hacquin/1996], un terme de pression

pénalisé par un coefficient noté Cpen , très gtand que nous ptéciserons un peu plus loin. Cela

signifie que la condition d'incompressibilité (I-12) est remplacée par une sorte de loi visqueuse :

P=-cÉn r r (n) (r-18)

L'évoludon du matériau n'est alors plus incompressible et il faut modifier les deux équations (I-

17) et introduire une nouvelle variable J définie par :

r = det(F) ou encore i = I rr(D)

En effet, lorsque Ie matériau est incompressible, on a : J = 1.

La formulation variadonnelle est alors modifiée de la façon suivante :

(r-17)

(r-20)

(r-1e)

["  J o'(e,v):(v*ov.r)aoo - 
f , .1 prr(Vôv.r)ooo =^(,) 

In.,qo(x)ôvdso
r-  _l

f,^l I r'(v' r)+--P- lop aoo =o
"  L  

- P e n l

v e C A  e t  V ô v e C A i n " , V ô p

l-2-c Formulation pour la M.A.N.

Il est plus facile et plus économique d'appliquer la procédure asymptotique dans un cadre

quadratique fZahrotn/ 1998]. Pour ce farc, nous introduisons quelques variables

supplémentùes intermédiaires et nous transformons les relations puissances introduites par la loi

de comportement [Potier-Ferry / 1997).
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L'ensemble des variables supplémentaùes qui seront introduites

I'ensemble des variables intervenant dans la forrnulation :

)

"=1kHQ
avec

g= (a+e ) "

Q = P-m-t

et

D2 =2  D,  :  D , *  [u  ! ) '
3  [ ' t , J

,  I \
est noté (oJ" . Soit A

(r-23)

(r-21)

I Comportement du matériau :

o'= c(ê,D')D' (r-22)

La viscosité du matériau (I-7) est fonction de la déformation équivalente et de la vitesse de

déformation. Cette fonction peut être mise sous la forme d'une reladon quadratique en

introduisant deux nouvelles variables scalaires notées H et Q :

A = {o,D,  X,ê,p,  J ,L, Î ,o ' ,  D,  D ' , (AC,  U,Q),  }

Les quantités H et a sont définies par des reladons puissances qui ne sont pas

quadratiques. Toutefois la fonctiori !=1çn peut être réécrite sous une forme différentielle

équivalente xdy=nydx qui est quadratique par râpport aux variables x et y.Les deu-x

quantités H et Q sont donc définies par les reladons :

(r-24)
DdQ=(m- l )QdD

t Equations différentielles :

L'aspect incrémental du problème étudié apparaît sous

rapport au temps qui sont quadratiques :

l 8
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!9=D
d t (r-2s)

a Relations géométriques et cinématiques :

Le gradient inverse de la transformation, le gradient de la vitesse et les tenseurs des taux de

déformations sont définis par des équations naturellement linéaires ou quadratiques :

l r= (vr ) - te t  L=Vv
I  r |  '  ' \  ct ,r,- rr- t ' (D 

,
lo=; l r r+ ' ( l r ) )  e t  D '=D---à '

(r-26)

Nous introduisons Ia variable A définie par la relation quadratique :

A = J  
t f (r-27)

I Equations de vitesses et presslon :

Tenant compte des nouvelles variables introduites (.)n, I'équation (I-20) peut être

reformulée à l'aide d'un opérateur quadratiqte Qo(',t). Le problème d'écoulement viscoplastique

s'écrit alors :

eo (À,^) = À(t) % (.) (r-28)

dx- = v  g t
d t

9I = l rr(n)
d t

avec :

|  .  fôv) \  I
(o,tn,n)[i;,J) = Ir..r. o'(c,D): (oL) aoo - f,, 'r' p rr(ar) ooo

tr 
-'l

| | rr.(r,)*J;9- lop aoo
qro 

I uÉn I

(r-2e)

et

(*'(3;))= trn", eo(x)ov oso

t 9

(r-30)



Chapitre I - Formulation du problème viscoplastique incompræsible pour ta M.A.N.

l-2-d Chargement de type pression

Nous avons choisi de soumettre la structure à un chargement de type pression

hydrostatique.

Au cours du temps la structure se déforme et Ie chargement reste normal à la surface

chargée. Ainsi, Éo étant une vitesse de pression, nous définissons localement la pression

imposée :

p = _ l ( t ) x p d n

où n est la normale extérieure à l'élément de surface déformé et le paramètre de chargement l,(t)

est simplement identifié au temps t. Il s'ag'it donc d'un chargement croissant

proportionnellement au temps.

Dans le passage Euler-Lagrange, on a :

n d S = J t f n o d S o

où n6 est la normale extérieure définie sur la configuration de référence.

Ainsi nous Douvons écrire :

%(x )= -  Èo  A  oo (r-31 )
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Chapitre l- Formulation du Wblèmeviscoplastique incompressible pour Ia M-A-N-

Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes attachés à définfu la formulation du problème

viscoplastique incompressible.

Le pnncipe variadonnel a été êcirt sut une configuration de réf&ence et I'aspect

incrémental du problème à résoudre apparaît sous forme de deux équations différentielles dont

l'intégration donne l'évolution de la géométrie et la déformation plastique cumulée. Les

inconnues variadonnelles sont les champs de vitesse et de pression, et le déviateur des contraintes

résulte directement du champ de vitesse. L'incompressibilité du matériau est traitée Pâr une

méthode de pénalisation.

La procédure incrémentale, de type lagrangienne réacrualisée, ainsi formulée Permet

d'étudier le problème de la manière suivante :

rapport àl'êtat du système, en équilibre, au début de l'incrément,

en équilibre.

En vue d'appliquer la M.A.N., le système à résoudre a été formulé dans un cadre

quadratique, en introduisant quelques variables supplémentùes et en différenciant les lois

puissances, de manière à en simplifier le plus possible l'écriture et à économiser du temps de

calcul.

Le comportement viscoplastique, introduit par l'intermédiùe de la loi de Norton-Hoff, fait

de ce problème mécanique à étudier un problème fortement non linéaire. Naturellement, la

résolution exacte des équations est impossible et l'on est conduit à rechercher des apptoximations

de la solution. Dans le cadte de ce travail, nous pfoPosons d'udliser la M.A.N..

2 l
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Chapitre ll - Une méthode de résohrtion : la Méthode Asymptotique Numérique

Introduction

Nous proposons d'udliser la M.A.N. pour résoudre la formulation variadonnelle en r.itesse

et pression, écrite sur une configuration de téférence et formulée dans un cadre quadradque,

secdon f-2-c. Dans ce chapitre, nous rappelons les principes de base de la méthode en les

appliquant au problème viscoplastique incompressible que nous cherchons à résoudre.

Dans une première partie, nous décrivons le prir.tp. de la M.A.N.. Cette méthode consiste

à combiner deux techniques : la technique de perturbation et la méthode des éléments finis. Le

problème formulé dans la secd.on f-2-c est ainsi transformé et peut être résoiu simplement.

La résolution du problème conduit à une soludon dont le domaine de validité est limité.

Afin de déterminer entièrement une branche de solution complexe, il est nécessùe de définir un

principe de continuation qui permet alors de calculer la solution pas à pas. C'est I'objet de la

seconde partie.
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Chapitre ll - Une méthode de résolution : la Méthode Asyeptotique Num&ique

l l-1 Principe de la méthode

Dans la M.A.N., la technique de perturbadon et la méthode des éiéments finis sont

appliquées successivement.

Dans une première étzpe,les variables duproblème sont développées sous forme de séries

end.ères en foncdon d'un patamètre puis condensées dans la formulation variad.onnelle. Le

système, initialement non linéaire, est ainsi transformé en un ensemble de systèmes linéaires à

résoudre : c'est la technique de perturbation, [Koiter/7945], fHangai et al./7972].

Puis, dans une seconde étape, nous effectuons une discrétisation spatiale de ces systèmes

Iinéaites par Iz méthode des éléments finis, [Dhatt et ù./1984), pathe/7987f,lBatoz et d,./7990],

P.mbert/7991], [Zienkiewicz et ^I./7991]. Cette méthode est très couralnment utilisée en

simulation numérique, elle consiste à choisir une approximation nodaie des inconnues

variadonnelles.

ll-1-a Technique de pefturbation

Développements asymptotiques

La technique de perturbadon consiste à chetcher les inconnues du problème sous forme de

développements asymptotiques au voisinage d'une soludon initiale connue que nous notons

À(0).

Le problème à résoudre, décrit dans la secdon f-2-c , nous montre qu'un développement

pâr rapport au temps est naturel. Nous introduisons un paramètre t qui représente la différence

de temps entre l'instant courânt t et l'instant t6 au début de I'incrément de chargement. Le

paramètre de charge, que nous avons identifié au temps (I-2-d), est donc défini par l"(t) = 1o * n.

Les variables du problème viscoplastique ^ = {t, D, x, E, p, J,L,f ,o', D, D', 14" C, U, Q)" }

sont ainsi développées en séries entières fonction der. Nous notons N l'ordre de troncature de

I'approximation polynomiale, il vient :

À  =  À(0)  +  t  A(1)  + . . .+ . i  , , t1 i ;  + . . .+  rN , , t iN)  GI -1 )

Ii ne s'agit plus de déterminer un seul ensemble Â d'inconnues mais plusieurs ensembles Â(i)

d'inconnues.

z)



Chapitre il - llne méthode de résolution : la Méthode Asymptotique Numérique

Condensation des variables

- Nous commençons par introduire ces développements asymptotiques dans les différentes

relations définissant les variables introduites dans la section I-2-c.

D'une manière générale, Ies relauons étant quadratiques et donc de la forme C = A * B, il

est simple dè déterminer les termes en puissance de la série C à partir des développements de A

et de B. En effet, si on introduit les développements en série des variables dans la relad.on

quadratique, il vient :

C ( 0 ) + t C ( l ) + . . . + r i  C ( i ) + . . . = A ( 0 ) * B ( 0 ) + t ( e 1 o ; * B ( 1 ) + A ( 1 ) * B ( 0 ) ) + . . . + " i  Ï o t r r * B ( i - r ) + . . .
=0

Cette égalité étant valable pour toute valeur de t , il est possible d'identifier les coefficients

suivant les puissances de t, ce qui conduit finalement à :

c1i ;= !a1r) *B(i  -r)  pour I  < i  < N
r=0

Cette technique d'identification des temes des développements asymptotiques est

appliquée à l'ensemble des variables intervenant dans les relad.ons numérotées de (-22) à (I-31).

A titre d'illustradon, nous présentons le cas des variables e et H = (cr + e)" . En supposant

que tous les coefficients À(j) ont déià été calculés pour les ordres allant de j=0 à j=i-l, à

partir de l'équation différentielle (I-25) et de la relation puissance [-24), on voit que e(i) et H(i)

s'expriment en foncd.on des termes d'ordre antérieur du développement de D, ê et H :

. t -
e ( i ) = : D ( i - l )

I

et

H(i) = r+(o){'â'[. sP) H(.) "(i-ù]
En Annexe B, nous présentons le développement complet de toutes les variables.

L'application successive de cette technique pennet d'aboutir à une expression dans laquelle

les termes inconnus de la vitesse et de la pression, pour chaque ordre, peuvent être séparés des

âutres variables.
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Chapitrc tl - llne méthode de résolution : la Mêthode Asymptotique Num&ique

L'opérateur tangent est linéaire et est défini par :

Lo, (.) = qo (lr1o;,.) * Qo (., n(o))

Le système à résoudre est,alors le suivant :

rrouver vo (i) = {l:l]} pour [r < i < N] solution de :
Ip(t)J

Ordre i

Ordre 2

(rr-2)

(rr-3)

Lo, (vp1ry) = 9o (r) - Qo @10;, ,,t 10;)
r,o, (vp1z)) =cTo(z)- qo [rt 1t;, 'rt'19)

r,o, (vp1i;)= 70 (i) -'ib, (n19,,t 1i - r1)
r - l

r,o, (vp1ry ) = 9,o1N; -'îbo (,t(r), ^(N - r))
r - l

A chaque ordre, ii apparaît un problème linéaire constitué d'un 1- membre contenant Ies

inconnues vitesse et pression à l'ordte considéré et un 2nd membte dépendant des termes au

ordres inférieurs. Le problème non linéaire (-28) a ainsi été transformé en une suite récurrente de

N problèmes linéaires.

Il ne s'agit donc plus de résoudre un seul problème non linéaire mais plusieurs problèmes

linéùes. La linéarité de ces ptoblèmes en Permet une résolution très simple'

Une propriété essentielle de la technique de pernrrbadon est I'unicité de l'opérateur tângent

quel que soit l'ordre considéré [Hangar et ù./L972]. Cette propriété Pennet de tésoudre le

système (II-3) en ne construisant qu'une seule fois l'opérateur tangent, ceci est bien évidemment

très avantageux en terme de temps de calcul'

Par contre, d"n, .h"..rn des problèmes, les 2'd membtes sont différents. Pour chaque ordre

considéré, le 2"d membre est construit à panir des variables déterminées aux ordres précédents'

Cette tâche est très simple à effectuer mais peut être coûteuse en temPs de calcul. C'est d'ailleurs

dans Ia détetmination de ces 2"d membres que la formulation quadratique prend tout son intérêt

puisqu'elle ne fait intervenir que de simples sommadons'
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chapitre Il - lJne méthode de résotution : la Méthode Asymptotique Numêrique

En indiquant par le signe '*' les tenseurs lagrangiens des vitesses de déformadon, le

ptoblème à I'ordre i se formuie de la manière suivante :

f l_,. uo'. :M(0): D,.1i; aoo - L.rr(on.)pliy dc)0 = to g(i) +Ç(i-l)- 34-r
l ' %
{ t- . . . ' t  

I  GI_4)
I I.," uo I r..(o.riy)*M l aoo = - epà-
t  t  

-otn 
- '

avec

qQ) = 
In", uu po A(i) no dSo

eoio-l = L" uo,. 
lru. [ .1' 

o1, -.; 
",,.,]) dso - f," r.(an. )['â' A(i - r) nro] as, (rr-s)

ep6-' =f,"uo'à' 
fo,,-r):L(r)+ 

j(i-r)#l deo

L'expression du rerme lftr] .r, présentée en Annexe B.

M(0) est la matrice de comportement visqueux du matériau, elle est symétrique et est donnée

P^r i

M(o)=c(o) r "r*1w D,(o)8D'(o) (rr-6)

où C(0) est la r.iscosité locale tangente. Cette matrice ne dépend que de I'ordre0, elle est donc

entiètement définie lors du calcul asymptotique. Les détails sur l'obtend.on de cette matrice se

trouvent en Annexe B. On définit ' (t " t),,n, = ô;1 ôir et (D'8 D,),:u, = D,,: Di.r .

La valeur du coefficient de péqalisation est généralement caractérisée pâr une quantité

physique du problème étudié, [Zienkiewicz/1984], [Cadoa/1994. Afin d'ajuster la viscosité

volumique à la viscosité tangente locale, nous définissons le coefficient de pénalisation par :

CÉ" -- c *C(0) 
GI_7)

où G est un très grand paramètre de l'ordre de 10*7.
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Chapitre ll - llne méthode de résolution : la Méthode Asymptotique llumérique

ll-1-b Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis permet de discrédser une formuladon intégrale pour

conduire à un système d'équations algébriques qui fournit une solud_on approchée du ptoblème.

La forme variationnelle (II-a) définie sur le milieu condnu est ainsi remplacée par une forme

variadonnelle dite discrétisée qui fait intervenir les inconnues nodales.

Le domaine f)s est représenté par un ensemble de sous-domaines Ofi :

oo =ue23

et Ia géométrie de chaque élément C2fi est interpolée par :

{;<(s)}= [N(q)ï:<" ] (rr-8)

{x} est la position d'un point et {xn } est le vecteur coordonnées des nceuds définissant C)3.

tN(q)] représente la matrice des fonctions d'intelpolation en variables paramétriques où les (

sont les coordonnées paramétriques.

Sur chaque élément, les interpolations des variables soludont {n,p} et des variables

virtuelles {Av, ap} prennent la forme :

{u"} "t {p,} rorr, les variables nodales soludons, {Ov"} .t {ôp"} tottt les variables nodales

virtuelies. Les matrices d'interpolation [Nv] .t [Np] sont différentes.

Les matrices [B] et [nu] rottt alors définies Par :

{o"} = tBl{', '}
{uo. }= [s]{an" }

(rr-10)

{'} = [Nv] {v" }

{0"} = [Nv]{ov" }
(rr-e)

{p} = [r.tp]{p" }
{op}= [Np]{op" }

eÎ

r r (o- )  = [ tu ] {n" }

r.(ao.)=1nu110u"1
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Chapitre ll - lJne méthode de résolutien : la Mêthode Asymptotique Numérique

où [nv] est un ârrângement de [n] et représente la_ftace des vitesses de déformation. La

construcdon de ces matrices est décrite avec plus de détails en annexe (Annexe D).

En ce qui concerne l-e tenseur déviatorique des 'n'itesses de déformation, il convient

d'introduire urie autre matrice, notée [B'], constituée à partir des matrices [B] et [Bv] ,

I lo'. I = [r ']{u" }
t iu"l)='t"1{u';"} 

(iI-11)

En introduisant les interpolations dans le problème (II-{ à résoudre et en effectuant

l'opération d'assemblage des matrices et des vecteurs, nous obtenons le système suivant :

[[*"] -'[r"p]i I""(il] ={r*ti i}-{n"ri-tl}
L[r"p] [rpp]l l'n" (i)i " 1 0 J lep( -t))

(rr-12)

{u"(i)}, "t {p"(i)}, représentent les vecteurs assemblés des inconnues nodales. [fu], [I(np] "t

[Kpp] représentent les matrices assemblées, elle ne dépendent que des variables à l'ordre 0 et

sont définies Dar :

[ru]= I f," 
'[n'1[vro ][n']ao6

éléments

K"pl= I f,*'[Nnl[nv]oo5
éléments

[rpp]= o,t*, t, *:., 
'[Np][Np]oo;

(rr-1 3)

(II-14)

Les intégrales sont calculées par la méthode de Gauss.

Le vectew des efforts extérieurs est donné par I'expression suivante :

{Ç^,çi1\ =t o {'r1i;} + {qrti - tl}
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Chapitre Il - lJne méthode de résolution : la Méthode Asymptotique Num*ique

{q(i)}, {n fi-tl} ,t {9p1i-1)} sontles vecteurs globaux obtenus égalementpar assemblage de

vecteurs élémentaires :

{q(i)}= t t^. pa '[Nu] A(i)nfi dsfi
(  .  , /  L/  0O:.

é[éments

Gr-1s)

{n,ri-r)}="à* [, 
'[r'1 

[t"t.[: 
A(i-r)"',.,]) do; -

"à* 
[, 

'['u1 
[I 

^'-"01"] on;

{qpri-u}="à* L, 
'^r, 

[à [o,,-.,rr(t 
1r1)+,t,-.)#]] ,tt

ll-1-c Détermination de la solution

Les inconnues 's-itesse et pression sont déterminées pat résolution du problème discrétisé

(rr-12).

Habituellement, [ZienkiesîLcz, TgS4], lCadou/7994, on effectue une condensation de la

pression au niveau local et on résout globalement un problème en'.-itesse. Suite à des problèmes

de 'verrouillage' rencontrés, problèmes liés à notre formulation, nous avons choisi de résoudre

globalement un problème en vitesse et pression.

La première équation tirée du système çI-12) donne :

Knl{u"(i)}u = l'f^,fr>\-{n ti-r)}+'Kupl{p"(i)}, (II-16)

Cette exptession est alors introduite dans la seconde équation tirée du système (II-12) et après

quelques ârrangements, il vient :

[rp]{p"(i)}e =-[rnp]Kul-' (%'(D]-1n ti-rl])-{npç-r1\ (II-17)

[rp]= [rpp]* [r"p] [r']-' 
'[rnp] (rr-18)
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Chepitre tt - une méthodele résolution : la Méthode Asymptotique Numérique

_ Les matrices et les vecteurs définis dans l'opéradon d'assemblage ne tiennent pas compte

des conditions aux limites, ce qui est nécessaire pour pouvoir inverser la matrice [Kv] puis la

matdce [fp] Let cond.idons aux limites sont introduites directement par modification des

matrices [ru], [rnp] et des t"À", des seconds membres {V^,çi11, {*"fi-rl} er {?p(i-l)},

patoz et aL/19901.

Il est important de noter que les matrices [I(u] "t [I(p] ront symétriques, ce qui permer

d'en simplifier les inversions et d'en minimiset le stockage.

Toutefois, le fait de ne pas pouvoir condenser localement la pression pour résoudre le

problème en vitesse complique la programmadon et augmenre la taille des tableaux à stocker. Les

matrices [fv] .t [fp] .o"t stockées en 'ligne de ciel' tandis que la matrice Kup] ". 
peut pas

l'être.

Pour chaque ordre i, I'ensemble ^(i) est ainsi déterminé et la solution approchée

f = {o, p, x, e} est alors reconstruite à l'aide du développement (II-1) et calculée pour toute valeur

du paramètre t . Les variables de I'ensemble Â , autres que celles contenues dans I'ensemble f ,

sont recalculées de 'manière exacte' en udlisant les reladons qui existent entre les différentes

variables du problème. Il aurait été possibie de déterminer toute la solution approchée Â à I'aide

du développement (II-1).

l l-2 Calcul d'une branche de solution complexe

La procédure décrite dans la section précédente permet d'effectuer un pas de calcul

asymptotique et de détenir ainsi une teprésentation analytique locale de la solution dont le

domaine de validité est limité. Pour déterminer une branche complexe de soludon, il est alors

nécessùe d'appliquer la M.A.N. pas à pas et donc de définù un principe de condnuadon,

[C ochelin / 1 99 4a], [Cochelin / 1 99 4b].

D'autte part, de façon à âugmenter le domaine de validité de la solution, il est possible

d'introduire des approximants de Padé dans la représentadon analytique de la solution. En effet,

Ia transformad.on des approximations polynomiales en fracdons rad.onnelles asymptotiquement

équivalentes peut améliorer de manière signiEcative la représentation analytique de la solution et

donc en âugmenter le domaine de validité, padé/18921, [Baker et ̂ 1./19g6].
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chapite tl - tlne méthode de résotution : la Méthode Asymp'p/aque Numérique

il-2-a Procédure de calcul d'un pas asymptotique numérique

A partir d'un point ^(0) connu, la procédure asymptotique Peut être appliquée' La

solution ainsi obtenue est fonction de t, ce qui donne une représentadon analytique de la -

solution.

Dans un premier temps, nous présentons I'algorithme Fig. II-1) de la procédure

asymptotique établie dans la section II-1:
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Chapitre ll - Une méthode de résotution : ta Méthode Asymptotique Numérique

POINT DE DEPART CONNU : À(0)

I Bloc_matrices I

I

o

a

Calcul et assemblage du vecreur lcI*O>l

Calcul et assernblage des vecteurr {?r1i - 1)} et {qpfi -ù

Prise en compte des conditions aux limites

Calcul de la solution : Â(i)

I BIoc_ tr(1) |

Reconstitution de la serie solution :

f  = f ( 0 )  + t f ( 1 )  + . . .  + t i  l 1 i )  + . . . +  t N  l i N ;

et calcul de I'ensemble À

I BIoc_1r I

Fig. II-1 : Algorithme asymptotique

V

. Calcul et assemblage des marriçes [I(u], Kup], Kpp]

o Prise en compte des conditions aux limites

I Inversions des matrices et produits de matrices

i varie de 1 àN
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chapitre tl - lJne méthode de résotution : la Méthode Asymptotique Numérique

Avec une seule opération de 'construcdon-inversion' des matrices (l Bloc-matticesl), tJ'

est possible de calculer un gtand nombte de termes de la série (l BIoc-L(i) l) q"i Pefmettent

ensuite de déterminer I'approximation polynomiale de la solution Par reconstrucdon de la série ([

Bloc_tt l).

Toute série possède un rayon de convefgence, PN conséquent, les déveloPPements

asymptotiques, introduits sous forme de séries polynomiales, possèdent un domaine de validité

dont la taille dépend de I'ordre de troncature des développements' En effet, plus I'ordre de

troncâture est élevé, meilleure est l'approximation de la solution et donc plus le domaine de

validité correspondant est gtand.

Une déterminadon automatique du domaine de validité de la solution a été étabbe par

Cochelin, fCochelin/1994a], [Cochelin/1994b], et utilisée depuis dans les autres travâux

d'application de la M.A.N.. Le principe utilisé est basé sur le fait que deux approximations

polynomiales d'ordres de troncature successifs s'écartent I'une de I'autre lorsque Ie rayon de

convergence est atteint. Un critère simple consiste alors à imposet que la différence entre les deux

approximations, d'ordres consécudfs, soit inférieure à un paramètre donné e ' Ce qui se traduit

p 2 l l

ll..'o,ll < t (rr-1e)- 
l l""Ar+...+tNv(Nll

Puis, par approximation du dénominateur' nous obtenons

validité :

une esdmation du domaine de

(rr-20)( llu(r)ll )'"-'
+  - l c j i _ J l'm -[" l l"N)l lJ

Ce domaine est intrinsèque au calcul puisqu'il dépend des termes calcriés dans la procédure

asymptotique et de l'ordre de troncature de l'approximation polynomiale' Cette possibilité

d,esdmer le domaine de vaiid.ité de la solutiori au couïs du processus de calcul est un point crucial

de la M.A.N..

Toutefois T. n'est qu'une esdmadon, paramétrée Par e, du rayon de convergence des

séries solutions : r choisi trop grand conduit à une solution de mauvaise qualité c'est à dire à des

résidus d,équations non acceptables et e choisi trop petit limite inutiiement la validité de la

soludon. C'est pourquoi, dans le cadre de cette étude, nous ProPosons de chercher le domaine de
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validité maximal dans lequel la solution asymptotique conduit à des résidus des équations

d'équilibre et d'incompressibilité acceptables suivant des critères imposés. Nous parlons alors de

domaine de validité optimal que nous notons ropr et qui est déteminé par dichotomie autour de

I'esdmadon tn., suivant des critères imposés sur les résidus des équations. Nous notons Critff,

et Critf;ù les critères imposés sur les résidus respecdvement de l'équation d'équilibre et de

l'équation d'incomptessibilité. La recherche de roo, élimine donc le problème du cholx de e

moyennant quelques calculs de résidus.

La représentation de la solution est limitée (p- r, ou par too,) et pour déterminer

complètement la branche soludon, il va falloir appliquer la M.A.N. pas à pas. Il est donc

nécessaire de défrnir un principe de condnuadon.

ll-2-b Principe de continuation

Après avoir effectué un pas de calcul avecla M.A.N., rl suffit de définir un nouveau poinr

de départ sur la portion de branche solution déterminée puis d'appliquer de nouveau Ia M.A.N. à

partir de ce point. Il est ainsi possible de représenteï une branche de solution complexe à l'aide

d'une succession de représentations analytiques locales.

Le point de départ d'un nouveau pas de calcul est choisi êgal au dernier point du pas

précédent calculé soit en rm, soit en ropr.

La procédure de continuadon, établie par Cochelin, [Cochelin/ 7994a], [Cochelin/lgg4b],
et classiquement utilisée dans les travau-r sur la M.A.N., udlse la valeur t,o du domaine de

validité moyennant le paramètre e bien choisi. A partir d'une soludon déterminée sur le domaile

Iimité par Îm, un nouveau pas asymptotique est appliqué et ainsi de suite. Sur chaque pas de

calcul, la représentation analytique de la solution est une approximadon, par conséquent après

une succession de pas de calcul les valeurs non nulles des résidus des équations se cumulent et

Peuvent atteindre finalement des valeurs non acceptables malgré un bon choix du paramèue e . Il

est dans ce cas nécessaire d'effectuer une correcd.on de la solution à I'aide d'un algorithme itératif.

Nous avons vu que la recherche dichotomique autour de l'estimation rm est effectuée par

contrôle des résidus des équations suivant des critères frxés (Critlfn et Critfran) pour tout le
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processus de calcul puisqu'ils rendent compte directement de la précision désirée sur la soludon'

A la 6n de chaque pas asymptodque,les résidus sont donc les résidus maximaux admissibles' Or

le résidu croît au coufs d'un pas asymptodque, il est donc nécessaire de détenir au début de

ehaque pas une très bonne approximation de la solution. une phase correcdve pzu l'algorithme

de Newton-Raphson est donc effectuée à la 6n de chaque Pâs asymPtodque, les critères sur les

résidus sont notés : critfln* et critif*. ces critères sont choisis teis que : critfon* <critlf' et

Crili:ft <Critfron .

Dans un souci d'économie de calcul, l'opération de 'construcdon-inversion' n'est pas

exécutée une nouvelle fois dans I'algorithme asymptotique, en effet les matrices des deux

algorithmes sont très peu différentes puisqu'une seule itération de Newton-Raphson les sépare'

Dans I'Annexe B, nous démonffons que I'exptession de la matrice de rigrdité tangente Pour

I'ordre 0 est identique à celle la matrice de rigidité tangente Pour tout autre ordre i'

Au ChapiUe III, nous validerons l'algorithme de condnuadon que nous vefions d'établir

(Algorithme 2) en le comparant à l'algorithme habituellement utilisé dans les travaux sur la

M.A.N. (Algorithme 1).

La fi.gure (Fig. II-2) schématise la différence entre ces deux algorithmes. Le tout premier

ooint est déterminé à partir d'un calcul itéraafbasé sw la méthode de Newton-Raphson'
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th2-c Amétioration de la représentation analytique de la solution

Il est possible de transform er b reptésentation polynomiale de la soludon en une

représentation radonnelle-de type approximants de Padé de façon à en augmenter le domaine de

validité. Si la représentadon analytique de la solution possède un domaine de validité plus grand

alors moins de pas de calcul-sont nécessaires pour déterminer endèrement la branche soludon, ce

qui est très intéressant en vue du temPs de calcul'

Cette technique a dêià été utilisée dans plusieurs érudes : lLzrat et aI'/1992],

[Cochelin/1994a), [Cochelin et ù../7gg4a], [Braikat /1995], fNajah/1996], [Tn|1996], [Naiah et

^1./1gg8l, plhage-Hussein/19981, plhage-Hussein et ù./1ggS), fLzl:r et d"/1998b1, et a montré

de bons résultats.

parce que les approximants de Padé sont des fractions il existe nécessùement des pôles où

la solution n,est pas défrnie. Afin de limiter Ie nombte de pôles,les fractions sont choisies avec un

même dénominateur, fBraikat I 199 5), [N af ah / 1 99 6], I n I D9 6)'

Elhage-Hussein, plhage-Hussein/1998], plhage-Hussein et d'./1,998], a associé à la

M.A.N. un algorithme de recherche des pôles de manière à contrôler la fiabilité et la qualité de la

solution approchée. Dans l'étude des problèmes de contâct en élasticité non linéaire, il a montré

qu,il est possible de doubler le domaine de validité avec ce type de représentation' comParée àIa

représentation polynomiale, et que les gains en temPs de calcul Peuvent atteindre 50%o'

Une fois les termes des séries déterminés parla procédure asymptotique (II'2-a)' il s'agit

tout d,abord de construire une base orthogonale à partir des vecteurs de base v(i) (i = 1,N) Par la

méthode d'orthogonalisation de Gram-Schmidt. Puis N -1 approximants de Padé

Pruaelt; (t) (i = 1, N -1) avec même dénominateuf sont calculés et il est ainsi possible de remplacer

la représentation polynomiale (II-1) des variables solud.ons Par une représentation radonnelle :

Â=Â(0)+rÂ(1)*pruar( ,1f t )  +. . .+r i ry i ;*Pruort , l ( r )  +" '+tN-t^(N-1)*P*"aet.-r l ( " )  Qr-21)

II faut notef que, por.u un même nombre de termes calculés, l'ordre de la représentadon

radonnelle est inférieur à celui de la représentadon polynomiale.
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La solution approchée f = {v, p, x, t} est reconstruite à l'aide .1r' développement [I-21) et

calculée Pour toute valeur du paramètre T. Les autres vadables de I'ensemble Â sont recalculées

de 'manière exactet en udlisant les telations qui existent efltre les différentes variables du

problème.

De la même manière que pour l'approdmation polynomiale, nous recherchons un domaine

de validité optimal (II-2-a). La recherche s'effectue à l'intérieur de f intervall" [0,rp[, où Tp est le

plus petit pôle réel déteminé et sert de bome supérieure au domaine de validité de la solution.

L'algorithme de condnuation (Fig. II-2) exposé dans la secdon II-2-b reste valable.

Les opétations supplémentùes qu'engendre l'udlisadon de la représentation radonnelle

sont les suivantes :

r' orthogonalisation de la bâse v(i) (i = 1,N) ,

{ recherche itérative des pôles,

'/ calcul des (N-1) approximants de Padé.

Cochelin, [Cochelin/l994a), et Elhage-Hussein, plhage-Hussein/l998], avaient dé1à mis

au point ces ftois opéradons, elles sont contenues dans des 'boites noires' que nous âvons

réutilisées.
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Gonclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes attachés à présenter la M.A.N. en l'appliquant à la

résolution du problème viscoplastique incompressible en vitesse et pression.

La M.A.N. consiste, dans un premier temps, à développer les variables sous forme de séries

polynomiales en fonction d'un patamètre t, ici identifié au temps. Après introduction des

développements âsymptotiques dans les équations à résoudre puis condensadon de toutes les

variables, le problème non linéaire de départ a été transformé en une suite técuffente de

problèmes linéafues âyant tous le même opérateul langent. Dans un deuxième temps, nous

udlisons la méthode des éléments finis pour discrétiser les systèmes linéùes à résoudre.

La M.A.N. peffnet ainsi de détenir une fepfésentation analytique locale continue de Ia

solution et, suivant un principe de condnuadon, il est possible de déterminer une branche de

solution complexe composée d'une succession de ces représentadons locales. La solution peut

être laissée sous sa forme polynomiale de départ ou être remPlacée Par une forme rationnelle qui

permet alots d'élargir le domaine de validité de la solution.

Sur chaque pas de calcul as)'mptotique, I'esdmadon du domaine de validité de la solution

est réalisée après avoir calculé les termes des séries polynomiales. Le domaine de validité de la

solution peut donc varier et ainsi sradapter automatiquement à la non-linéarité tencontrée.

Nous disposons donc d'un algorithme asymptotique qui va nous Permettre de simuler

numériquement quelçes procédés de mise en forme à chaud'
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Chapitre lll - Simulation du gonflanent hydraulique

Introduction

Dans ce chapitre, nous testons et validons la M.A.N. à travers des simulations de mise en

forme de tôles par gonflement hydraulique. Le gonflement hydraulique, aussi appelé essai

Jovinot, est un test couramment utilisé dans la littérature, [Wang/1984], $4estar/1991]. La

symétrie des structures d'étude, du chargement et des conditions aux limites conduisent à

simplifier la simulation en se râmenant à l'étude de structures bidimensionnelles.

Présentation du gonflement hydraulique d'une tôle circulaire

Une tôle circulaire est encastrée sur son pourtour et est soumise sur sa surface supérieure à

une pression. Cette pression est appliquée progressivement âu cours du temps par l'intermédiaire

d'une vitesse de pression. Au cours du chargement, les efforts surfaciques restent normaux à la

sutface chargée.

A  x e  d e  s y m  é t r i e

Les conditions d'axisymétrie permettent de n'étudier qu'une secdon de la tôle circuiaire. La

structwe d'étude est discrétisée en éléments quadrilatères à quâtre næuds (2 degrés de liberté par

næud) possédant quatre points Gauss d'intégration numérique plus un point de Gauss au centre

pour l'intégration de la pression qui est prise constante sur chaque élément.

pôle
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Pour des raisons d'effi.cacité de stockage et de résoludon, les nceuds sont en général

numérotés suivant une petite l^rg.* de bande, ici l'épaisseur; en effet ce choix de numérotadon

conduit à un grand nombre de coefficients nuls dans les matrices. Toutefois, nous avons choisi

d'effectuer la numérotation des nceuds suivant la gtande largeur de bande, c'est à dire Ie r^yon.

Ceci nouspemet de travailler sur des matrices quasiment pleines et donc de dire que les calculs

et les discussions faites sont reptésentatifs de cas d'étude de problèmes à plus grand nombre de

degtés de liberté comlne ceux rencontrés en mise en forme.

La r.itesse de pression est fixée : Éd = 10-3 MPas-l et toutes les simulations numériques sont

effectuées jusqu'à un déplacement du pôle égal au demi r^yon de la structure.

Le principe de condnuadon que nous avons établi dans ce travail est quelque peu différent

de celui habituellement utilisé dans les travaux sur Ia M.A.N., ceci a conduit à l'élaboration des

deux algorithmes de condnuation asymptotique présentés dans la secdon lf-2-b, (Fig. II-1) et

(Fig. U-2). En comparant les résultats numédques obtenus à partir de ces deux algorithmes,

nous justifions la mise au point de ce nouveau principe de condnuadon.

Ensuite, l'étude d'un exemple nous permet d'illustrer les avantages que procure l'utjlisation

d'un algorithme basé sur la M.A.N. dans une simulation numérique. Nous avons vu que la

M.A.N. consiste à effectuer un développement asymptotique uonqué des variables du problème

étudié, nous regardons quelle est l'influence du choix de I'ordre de troncature sur les paramètres

de calcul : nombre de pas, nombre d'opérations de 'construction-inversion' (d'op. 'c-i') de

matrices et temps de calcul (Iemps CPI|.

II existe deu-x manières de représenter la solution : soit sous la forme polynomiale définie

par le développement âsymptotique (II-1), soit sous la fotme radonnelle (II-21) qui, en théode,

permet d'élargir le domaine de validité de la solution et pemet donc de limiter le nombte de pas

de calcul. C'est ce que nous vérifions numériquement.

Par la suite, nous montïons l'effi.cacité de la M.A.N. en la comparant à la méthode de

Newton-Raphson, méthode classiquement utilisée en calcul numérique. Nous présentons deux

exemples de simulation de gonflement hydraulique qui différent par le choix du comPortement

du matériau.

Enfin, nous présentons une dernière simulation effectuée dans des condidons de

déformation plane.
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l l l-1 Continuation asymptotique

Deux algorithmes de condnuation asymptotique ont été programmés : le premier est basé

sur le principe habituellement utilisé dans les ttavaux sur Ia M.A.N. et son l'efficacité a largement

été démontrée,le secon d a étêétabli pour la première fois dans ce travail. Nous cherchons donc à

justifier I'utilisad.on de notre nouvel algorithme en le comparant au premier.

Géométrie de la structure bidimensionnelle et rhéologie du matériau :

{ r = 5 0 m m
[ e = l m m
et
r
Ik  = t80.o MPaso'8

lcr  = 0.0001

lm  =  0 .8
I

ln = 0.2

La strucfure est discrétisée en 40 éléments : 2 dans l'épaisseur et 20 dans ia direction radiale.

Nous rappelons que le premier algorithme (Algorithme 1) de continuation consiste à

esdmer sur chaque pas de calcul le domaine de validité t, dépendant d'un paramètre de

précision e, puis d'appliquer le pas suivant à partir du point calculé en rm. Il est padois

nécessùe, à la fin de certains pas de calcul, d'effectuer une phase itérative de correcdon à partir

d'un algodthme basé sur la méthode de Newton-Raphson.

Le second algorithme (Algotithme 2) consiste à effectuer urie recherche optimale du

domaine de validité ropt pil contrôle des résidus des équations d'équiJibre et d'incompressibiJité,

une phase itérative de correcd.on étant alors nécessme àla fin de chaque pas de calcul. Dans cet

algorithme,le domaine de validité de la solution ne dépend pas du paramètre e mais uniquement

des critères Critffn et Critf;an sw les résidus des équations et donc de la précision souhaitée sur

le calcul. Ensuite il s'agit d'appliquer le pas suivant à partir du point calculé en ropt.
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Le tableau (Tab. III-1) donne le nombre de pas de calcul et le nombre d'opérations de

'construcdon-inversion' de matrices nécessùe pour simuler la déformation de la strucfure. Les

calculs sont effectués pour différentes valeuts du paramètre de précision t avec I'Algodt\rne I

et des critères imposés sw les résidus avec I'Algorithrne 2.

Les résidus sont eri fait des résidus relatifs par rapport aux efforts imposés et lescritères sur

ces résidus sont fixés : Crîtff =10-2 et Critf;on =10-s dans la condnuadon asymptotique de

l'Algorithme2. Crit'rflo =lOa et Critffo =10-7 sont les critères imposés sur les résidus dans

Ies phases itératives de correcdon.

Dans tous les calculs,les développements asymptotiques sont tronqués à i'ordre 15.

Nbre de Pas Nbre d'op. 'c-i'

()

àt

t=10- l 22

24

27

32

2B

26

28

-)J

t=10-4

g=10-s

g=10-6

N

à0

Ve 2',7 28

Tab. III-1 : Comparaison dts dzux algoithnu dc continuation aymptotique

Plus le paramètre e est petit, plus l'estimation du domaine de validité t- (II-20) est Petite'

C'est pourquoi en ce qui concerne les résultats de l'Algorithme 1, le nombre de pas de calcul

nécessùe pour déformer la structure augmente quand e diminue. Lorsque le nombte de pas et

le nombre d'opérations de 'construcdon-inversion' de matrices sont très différents, par exemple

r=10-3, cela signifie que certains pas de calcul ont nécessité une phase de correcdon.

Nous constators que les résultats obtenus à partir des deux aigorithmes sont comParables,

si nous considérons le paramètre de précision e = 10-s dans l'Algorithme 1.
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Nous regardons ce qui se passe au niveau de l'évolution des résidus des équations

d'équilibre (Résidu 1) et d'incompressibiJité (Résidu 2). Les figures (Fig. III-1) et (Fig. III-2)

représentent l'évolution de ces résidus au cours des calculs effectués avec les deux algorithmes et

pour différentes valeurs du paramètre e. Pour faciliter la comparaison, nous traçons les

logarithmes des résidus et localisons les courbes autour des valeurs des critères imposés sur les

résidus et sur une petite échelle de temps.

Temps

Fig. II-l : Euolution ds Ésid.u fu léquation d'équiËbrc / Critffn = 10-2 rlit le cîitàr? imposé sur h Ésida dans

lAlgorithne 2

,\- t =10-3

/ \4
t ' ' ' /  

\  
\ ' - -  

. , - " t "
\  . , . . . / " ' ' \ . .

\----- - 
''-'-..

r =1oa /.Jg.Z

\ " /
t =104 e =10-s
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Temps

FigII I -2:Euobt ionduris i fufuléquat iond' innnpnssibi l i té/cr i t f r"=10-sesthn' i tènimposéstr le
resida dans tAlgitbne 2

Quelle que soit l'équation considétée, les résidus obtenus lors des calculs avec

l'Algorithme 2 restent toujours inférieurs au critères imposés Critffn et Critf;o' , alors qu'avec

l,Algorithme l seules les valeurs e=10-s et e=10-6 du paramètre de précision permettent de

rester dans une gamme de résidus acceptables.

Les deux algorithmes de continuad.on sont donc équivalents si l'on choisit bien le

paramètre de précision e dans le premier (Atgotithme 1). Le second algorithme (Algorithme 2)

présente donc l'avantage d'être plus automatique et très fiable au niveau de la précision des

résultats.

En conclusion

Le principe de continuadon que nous avons établi dans ce travail, basé sur Ia recherche du

domaine de validité optimal ropt, Pefinet de minimiser le nombre de pas de calcul en associant la

détermination automadque des tailles de pas et le contrôle des résidus des équations.

Toute simulation effectuée à partir de l'algorithme qui découle de ce principe nécessite

seulement la donnée au début du calcul : de I'ordre de troncature des déveloPpements
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asvmptotiques et des critètes sur les résidus des équations d'éqr.ilibre et d'incompressibiJité. Cet

algorithme est utilisé dans toutes les simulations qui suivent.

l l l-2 La M.A.N.

Dans un premier temps, nous mettons en avant les points essentiels qui apparaissent lors

de I'utilisation de I'algorithme établi, basé sur la IvI.A.N., iors d'une simulation numérique.

Toute simulation passe par le choix de I'ordre de troncature des développements

asymptotiques, nous étudions en quoi et comment ce cholr influence le calcul numérique.

Enfin, nous avons vu qu'il existe au moins deux maniètes de représenter la soludon

asymptotique : soit sous la forme classique polynomiaie (Ii-1), soit sous une forme rationnelle (II-

2) utilisant les approximants de Padé. Nous comparons ces deux représentadons.

La géométrie de la structure et la rhéologie du maténau sont pris cofi)rne dans la sectjon

III.1.

lll-2-a Points forts de Ia M.A.N.

Nous effectuons un calcul numérique à partir de I'algorithme de condnuation que nous

avons établi et testé dans la secdon III-1. L'ordre de troncarure estpris égalà 15 et les critètes sur

les résidus des équations sont : Critlf" =10-2 et Crit#an =10-s.

La simulation a été effectuée en 27 pas de calcul et a nécessité 28 op&atons de

'construcdon-inversion' de matrices. Ceci correspond à 1 opérarion de 'construction-inversion' à

chaque pas de calcul sauf au premier pas pour lequel est comprise la détermination du point de

départ du processus de calcul et nécessite 1itération supplémentaire.

Nous choisissons de tracer, figure (Fig. III-3), l'évoludon de la vitesse du pôle au cours du

chargement.
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Temps

3 0 û

- Continuation asymp to tique

-* Srgpe de fin de pas

FU. In-i : Euolation dc la uitesse du pôle (nnst ) arl c01/rs da tenps (s)

La solution en vitesse est condnue sur tout le processus de calcul, en effet le principe de

condnuation pemet de déterminer endèrement la branche de soludon complexe à partir d'une

succession de représentadons analytiques locales de la solution.

En regardant la position des signes de fin de pas sur la figure (Frg. III-3), nous voyons que

la répartition de ces signes sur la courbe soludon n'est pas régulière, âutrement dit la taille des pas

de temps varie au cours du processus de calcul et donc au cours du temps. Au début les pas de

temps sont petits alors qu'à la fin du calcul les pâs sont très gtands. En effet, nous avons vu dans

la secdon ff-2-a que la détermination des pas de calcul s'effectue de manière automadque à partir

de la solution, ce qui permet âux pas de temps de s'adapter à la non lnéantê locale de la courbe

de téponse étudiée. La figure (Fig. III-$ donne l'évolution de la taille des pas de temps au couis

du processus de calcul.

706050
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- Continuation as;.mptotiqu. 
,./

^ -/'
tr "a'

20 30 40

Temps

Fig. III4 : Eaolulion de /a taille dupas de tenpr (s)

La courbe conûrme bien une évolution peffnanente et très importante de la taille des pas
de temps au cours du processus de calcul.

L'algorithme de condnuation asymptotique que nous avons établi est paranÉtré par le

choix de critères imposés sur les résidus des équations d'équilibre et d'incompressibiJité. Les
figutes (Fig. III-5) et (Fig. III-6) monttent l'évolution de ces d.eux résidus au cours du calcul.
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Chapite lll - Simulation du gonflantent hydnuliqye

* Résidu 2

6 1 1 1 6 2 7 2 6

Numéro de pas

Fig. III-6 : Résiclu dc léquation d'équilibre sur cha7ue pas dr calcal, le critàre imposé étant Critfio' = l0-5

Les résidus ne dépassent jamais les limites admissibles introduites par l'intetmédiaire des

critères. De plus, nous remarquons qu'au début c'est le résidu d'équiJibre qui est déterminant

dans I'évaluation de Ia taille de pas et qu'après Ie 15*'pas c'est le résidu d'incomptessibilité.

En tésumér iluatre points essentiels apparaissent :

calcul,

lnéaljrté locale rencontrée,

cours du processus de calcul.
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Chapitre lll - Simulation du gonflement hydraulique

lll-2-b Influence de l'ordre de troncature _
Nous étudions I'influence du choix de l'ordre de troncature des développements

asymptotiques (II-1) sur-le nombre de pas et sur le temps de calcul nécessùes pour déformer la

structure.

Le tableau (Tab. III-) rassemble poru une stn-rcture composée de 40 éléments (126 degrés

de liberté ) le nombre de pas et le temps CPU pour différents ordres de troncature.

Nbre de pas Temps CPU

Ordre 5 59 1.05

Ordre 10 32 1.00

Ordre 15 27 r .33

Ordre 20 26 1.83

Tab. III-2 : Nombre dt pas dt calcul et tenps dc calcal (nn) pour les ordres 5, 10, 1 5 el 20

Lorsque I'ordre augmente, le nombre de pas de calcul diminue. Ceci s'explique par le fait

que, sur chaque pas asymptodque, plus l'ordre de troncature est élevé, meilleure est la

représentation de la solution et donc plus le domaine de validité est grând. La figure @ig. III-7),

qui donne l'évolution de la taille des pas pour différents ordres, confrrme cette remarque.

* Ordre 5
- Ordre 10
. Ordre 15

- Ordre 20

' / t '

0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 7 0 8 0

Temps

Fig. II-7 : Euolution dc la taille dcs pas dc teups (s) pour les ordres 5, 10, | 5 et 20
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Chapitre lll - Simulation du gonflement hydnulique

La diminution du nombre de pas doit en toute logique conduire à une diminution du temps

de calcul, pourtant seul le temps entre les ordres 5 et 10 diminue. La diminution du nornbre de

Pas et donc du nombre d'opérations de 'construcd.on-inversion'ne suffit pas à diminuer Ie temps

de calcul. En effet I'opération de 'construcdon-inversion' de matrices est très coûteuse en temps

mais iI ne faut pas négliger le temPs nécessùe à calculer les seconds membres du système (II-3)

dont le nombre est égal à I'ordre de ttoncature et sont donc nombreu\ pour un ord.re élevé. La

structure étant petite (126 degrés de liberté ), la matrice de rigidité n'est pâs très volumineuse et

donc la construire puis I'inverser ne consd.tuent pas des opérations beaucoup plus coriteuses que

Ies calculs des seconds membres. Des tests ont été réalisés pat Zahrotni [Zahroun/1998], il a

évaIué le rapport des temps nécessùes au calcul des seconds membres et de l'opération de

'construcdon-inversion' des matrices. Il a ainsi montré qu'avec un ordre de troncature supérieur à

10, pour une structure de 240 degrés de iiberté , le calcul des seconds membres domine

l'opétation de'construcd.on-inversion' de matrice.

En considérânt une structure plus importante, le phénomène devrait s'inverser. C'est ce

que nous vérifions en analysant les résultats obtenus pour une structure composée de 200

éléments (606 degtés de liberté ). Le tableau (Iab. III-3) rassemble les résultats des calculs.

Nbre de pas Temps CPU

Or&e 5 64 .r0.9

Ordre 10 41 30.1

Ordre 15 37 31.5

Ordre 20 35 34.5

Tab. Iil-) : Nombn dt p^r dc calcul et tenps dc cahal (nn) pour les ordres 5, | 0, 1 5 et 20

Le nombre de pas diminue toujours quand l'ordre de troncature augmente et les temps de

calcul augmentent toujours entre les ordres 10 et 15 et les ordres 15 et 20. Par contre cette

augmentation de temps est beaucoup moins importante que pour la structure à 40 éléments: 5o/o

à 10% contre environ 35% pour la petite structure. Ceci signifie que le coût de I'opération

'construcdon-inversion' commence à dorniner sur les calculs des seconds membres.

En fait, selon la grandeur de la structute considérée, I'ordre de troncature optimal change.

Pour ces structures à faible degré de liberté, cet ordre optimal se situe autour de 10. Mais plus la

structure sera importante, plus I'opération de 'construcdon-inversion' dominera les temps de
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Chapitre lll - Simulation du gonflement hydrauligue

calcul de chacun des pas et plus l'ordre optimal sera grand. Ce résultat avatt déjà étê étab[ :

I'otdte optimal étant en général15 ou 20 pour des systèmes à 5000 ou 10000 degrés de liberé .

Ill-2-c Représentations polynomiale et rationnelle de la solution

Les données du tableau (Tab. iII-3), concernânt la représentadon polynomiale potrr une

structure comprenant 200 éléments, sont reprises et comparées, dans le tableau (Iab. III-4), aux

résultats des calculs effectués en considérant une représentation rad.onnelle de la solution. La

comparaison est effectuée pour les ordres 70,75 et 20.

Représentation polynomiale Représentation rationnelle

Nbre de pas Temps CPU Nbre de pas Temps CPU

Ordre 10 41, 30.1 34 24.95

Ordre 15 37 3r.5 26 22.15

Ordre 20 35 34.5 22 22. t8

Tab. III4 : Nombre dc pas dt calcul et te@s dt calcal (mn) pour hs dcux représentations dc la solution aax ordres
10, 15 et 20

Nous remarquons et donc confi.rmons qu'utiliser une représentadon rationnelle de la

solution petmet de diminuer le nombre de pas de calcul nécessaire pour déformer la structure. La

diminution du nombre de pas de calcul provient de I'augmentadon du domaine de validité de la

solution due à la représentation rationnelle.

Cette diminud.on se traduit directement en terme de diminution du temps de calcul. En

effet, malgré quelques opérations supplémentùes (orthogonalisation de la base, recherche

itétative des pôles, calcul des approximants de Padé) néCessùes dans le cas d'une représentadon

radonnelle, pour un même ordre de troncature et donc un même nombre de seconds membres à

calculer à chaque pas, la diminution du nombre de pas et donc d'opérations de 'construcdon-

inversion' se répercute dir.sç1smsn1 sur le temps de calcul.

Alors que pour la représentation polynomiale l'ordre optimal se situe autour de 10, dans le

cas de la représentadon radonnelle I'ordre optimal est environ 15.

La figure fig. III-8) montre l'évolution de la taille des pas de calcul pour les deux

reptésentations de la solution aux ordres 10 et 15.
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Chapitre lll - Simulation du gonflanant hydnulique

+ R Polyn. - ordre 10

. R poly". - ondre 15

ration. - odre 10
-.- R ration. - ordre 15

0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 7 0

Temps

Fig. III-8 : Eaolution de la taille du pas de temps (s) pour les deax nprésentations dt la solution aux ordres | 0 et

l )

Le tableau (Tab. III-5) contient les gains en nombre de pas et en temPs de calcul

qu'apporte la représentadon radonnelle de la solution par rapport à la représentadon

polynomiale.

Ordre 10 Ordre 15 Ordre 20

Gain de la R radonnelle sur
la R polynomiale

Nbre de pas 17o^t 309,'',o 3lnio

Temps CPU lioio 309ô 360/o

Tab. III-5: Gains réalisés par la @ésentation rationnetle fu ta solution stx la æprésentatiot pollrumiale, en

tnme fu nombw dc pas et dt tenps dc calcal, pour les orùes 10, 'l 5 €t 20

Ce tableau montïe que plus l'ordre de troncature est élevé, plus le gain est important et que

le gain réalisé en nombre de pas est entièrement répercuté en gain de temps de calcul'

En conclusion

La M.A.N. pemet d'obtenir une solution continue de qualité constante avec peu

dtopérations de .construction-inversion' de matrices et des tailles de pas variables

déterminées de manière automatique.
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Chapitre lll - Simulation du gonflanent hydnûtique

L'ordre de troncature oPtimâl dépend de la grandeur de la strucfur_e. En effet, plus le

problème étudié a un nombre de degré de li-berté important, plus l'opération de 'construcdon-

inversion' de matrice est corfteuse et donc plus la diminution du nombre de pas, par le choix d'r.rn

ordre de troncature élevé, est avantageuse en terme de temps de calcul. Par contre, il ne faut pas

oublier que le stockage en est d'autant plus coriteux que le nombre de degré de liberté est

important et que l'ordre de troncafure est élevé.

La représentadon rationnelle de la solution permet de diminuer, pour un stockage

approximativement identique (même ordre de ffoncature), le nombre de pas de calcul et donc Ie

temPs de calcul du processus en augmentant le domaine de validité de la solution.

Dans le cas des structures étudiées, de 100 à 1000 degrés de liberté mais avec une

numétotation des nceuds suivant une grande largeur de bande, l'ordre optimal est 10 pour une

représentation polynomiale de la solution et 15 pour une représentad.on rationnelle. Le terme
'opdmal' ne concerne que le temps de calcul, en toute rigueur, il ne faudrait pader d'ordre

optimal que si nous prenions en compte Ie stockage.

l l l-3 Validation et étude de I'efficacité de la M.A.N.

Afin de valider numériquement la M.A.N. et de mettïe en évidence son efficacité,

I'algorithme asymptotique est compaïé à un algorithme itératif basé sur la méthode de Newton-

Raphson. Cet algorithme est présenté en Annexe A nous l'avons introduit dans notre code de

calcul, il résout le problème formulé au Chapitre f avec la loi de comportement régularisée. Les

deux algorithmes pemettent de résoudre exâctement le même problème mais de deux manières

différentes. Les techniques d'assemblage, d'inversion, de stockage, ... sont identiques.

Nous présentons deu-r exemples de simulation de gonflement hydraulique d'une structure

composée de 100 éléments : 2 dans l'épaisseur et 50 dans la direction radiale. Dans le premier

exemple le comportement du matériau est choisi de manière arbitraire et le second exemple

concerne le cas limite rigide-plastique.
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Chapitre lll - Simulation du gonflement hydnulique

tes critères sur les résidus d'équilbre et d'incompressibilité sont pris identiques dans les

deux algorithmes de sorte à déterminer avec une même préciiion les soludons :

Crttlf' = Crit'â' = 10-2 (équation d'équilibre)

C rit Tan = C r it ili' = I 0 
-s 

(équation d'incompressibiJité)

Nous notons Crit'/[' et Critilf' les critères de I'algorithme itératif, à ne pas confondre avec les

critères Crittl et Critffo de la phase correcdve dans I'algorithme asymptotique.

En ce qui concerne les calculs asymptotiques, nous considérons les résultats de calcul pour

les deux représentations possibles de Ia solution. Les calculs asymptotiques avec la reptésentation

polynomiale de la solution sont effectués en prenant un ordre de troncature égal à 10 et les

calculs pour la représentation radonnelle sont effectués pour un ordre égal à 15. Pour la structure

considérée, ces deux ordres de troncature corfespondent en effet aux ordres optimaux pour

chacune des représentadons.

Nous notons les résultats numériques obtenus par l'algorithme itératif par 'M.N.R.'

(méthode de Newton-Raphson).

lll-3-a Exemple 1

Dans cet exemple, les coefficients de sensibilité à la vitesse de déformadon et d'écrouissage

sont choisis de manière arbitraire et donc pas nécessùement représentatifs d'un maténau

existant.

{ r=50mm
le= lmm
et

ft 
= rao.o MPaso s

]ct 
= 0.0001

lm 
= 0.8

ln = 0.2

55



Chapitre lll - Simulation du gonflement hydnutique

Calculs num éri q u es avec I'algorithme itéra tif

La difficulté d'un calcul itératif réside dans le choix du pas de chargement. Nous essayons

plusieurs pas de temps fixés pour tout le calcul.

o Pour un Pâs de temps égal à1.0 s : dès le 1" pas de calcul, après 20 itérad.ons, le processus n,a

pas toutours pas converge.

o Nous essayons donc un pas de temps plus petit, égal à 0.1 s, le processus de calcul ne

converge toujours pas.

o Pat cofltre pour un pas de temps encore plus petit égal à 0.01 s, le calcul converge : 17

itérations sontnécessaires dans le 1"pas de calcul et2à3 itérations pourles âutres pas.

Dans ce dernier cas, le calcul converge mais nécessite un nombre très élevé de pas de calcul

alors qu'il n'est peut être pas nécessùe de Iimiter les pas de chargement sur tout le processus de

calcul.

Dans le but de faciliter I'udlisadon de l'algorithme itératif er suïtout de le rendre plus

performant, rlous laissons la possibiJité pour l'algorithme d'effectuer des divisions successives et

automatiques du pas de chargement lorsque le processus de calcul ttéraif rencontre des

difficultés de convergence. La 1è'" division du pas est réalisée si la converge du processus n'est pas

atteinte après 20 itérations, Ia 2h'après 40 itérations et ainsi de suite. Dans le calcul d'un nouveau

pas, le pas de chargement rerrient toujouts à la valeur initialement imposée.

C'est ainsi que nous avons effectué trois calculs itératifs avec des pas de temps imposés

différents.

Le tableau (Tab. III-6) tassemble les paramètres de calcul ainsi obtenus et ceux provenant

de deu-r calculs asymptotiques poru les représentad.ons polynomiale et radonnelle de la solution.
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Chapitre lll - Simulation du gonflement hydnulique

Nbre de pas Nbre d'op. 'c-i' Temps CPU

M.A.N.

R polynomiale

ordre 10
36

22

37

. J

5 .1

4.33
R rationnelle

ordrc 15

IvI.N.R.

dt=2.0-1.0 36

62

123

688

397

558

48.7

28.2

39.58

dt=1.0-0.5

dt=0.5-0.25

Tab. III4 : Comparaison entrc k M-4,.N. et la néthodc dr Nwton-Raphson : nombre dc pas de cahal, nombre

d'opérations dt'conshvction-inatrsion' dc natiæs et lenps dc calcu/ (nn)

La première chose à remarquer est le nombre très important d'opérations de 'construction-

inversion' de mauices nécessaires lots de la résolution itérative du problème. En effet, chaque pas

de calcul nécessite plusieurs itérations et donc plusieurs opérations de 'construcdon-inversion'

avant que le processus de calcul puisse converger. Nous rappelons que les opérations de

'construction-inversion' de matrices se traduisent directement en terme de temps de calcul

(Temps CPU).

Le pas de temps 'dt=1.0-0.5' nécessite plus de pas de calcul que le pas de temps 'dt=2.0-

1.0', mais paf contre, le nombre d'opétations de 'construcdon-inversion' en est très inférieur. En

effet, un pas de temps choisi trop grand entraîne des difficultés de convergence, ce qui se

manifeste par un nombre important d'itétations et donc d'opérations de 'construcdon-inversion'

de matrices.

D,autre part, si le pas de temps est choisi trop petit, la convergence du processus est facile

mais par contre les pas de temps sont limités inudlement et sont donc nombreux, ce qui entraîne

un nombre important d'opérations de 'construction-inversion' de matrices et donc des temps de

calcul trop longs. C'est ce qui se Passe Polu le pas de chargement'dt=0.5-0.25'.

Dans un calcul itéraaf,la taille du pas de temps doit être choisie iudicieusement de sorte à

trouver le meilleur compromis entre une bonne convergence du processus et un nombre de pas

de calcul raisonnable. De cette manière iI est possible de minimisef, ponr ce tfpe de calcul, le
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Chapitre lll - Simulation du gonflement hydnulique

nombre des opérations effectuées sut les matrices et donc de diminuer au mieux les temps de

calcul.

La M.A.N. pefinet de surmonter cette difficulté avec un calcul automatique de_ la taille des

pas de temps et une unique opétation d.e 'construcd.on-inversion'par pas de calcul.

Même si le nombre de pas de temps du calcul itêranf avec'dt=2.0-1.0' est idÀtique au

nombre de pas du calcul asymptotique pour une représentadon polynomiale de la soludon, la

convergence difficile se répercute directement sur le temps de calcul.

La figure (Fig. III-9) représente l'évolution de la vitesse du pôle de la structure au cours du

chatgement pour les calculs effectués avec I'algorithme asymptotique et l'algorithme itératif pour
'dt=1.0-0.5' qui paraît être le pas de temps optimal.

Temps

30 40

-IL\N

' I,INR dt=1.0-0.5

-2.5

Fig. III-9 : Comparaison entn la MA.N. et k néthodc fu Ntwton-Rapbson : éaolution dr la vitesse du pôle (nnr
1) au coars da tenps (s)

La fui.À.N. peffnet ci'obtenir une représentadon contlnue cie ia soiution aiors que ia

représentation obtenue par I'algorithme itératif n'est connue que point par point. De plus au

début du calcul, là où la variation de vitesse est importânte sur un petit intervdle de temps, le

calcul itératif ne pemet pas d'avoir une bonne connaissance de la solution.

Sur la figwe @ig. UI-10), sont représentées les vitesses du pôle obtenues par I'algorithme

asymptotique et par l'algorithme rtêranf pour différentes tailles de pas avec notafirment le calcul
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Chapiûe lll - Simulation du gonflement hydraulique

ttéraaf. pour'dt=0.01'que nous pouvons considérer comme étant la référence numérique du

calcul.

Temps

0 1 2 3 4 5

__ NL\N
r NNRdt=1.0-0.5
r NbiR dt=0.5-0.25

ND{R dt=0.01

Ftg. In-10 : Comparaison entre la MA.N. et k néthofu de Newton-Rapbson : éuolution de la uitesse du pôle

(nnst) aa culffs du remps (s) (coarbe localisée au début da calcul)

Les courbes montrent que la M.A.N. est équivalente, en terme de branche de solution, à un

calcul itératif âvec un très petit pas de temps. Par contre, en ce qui conceme le nombre de pas, il

n'est même pas pensable de les comparer puisque la petite portion de courbe représentée sur la

figure est déterminée en 500 pas avec le calcul itératif pour 'dt=0.01'' La M.A.N. peut donc être

considérée comme trne téfétence numérique.

Le tableau (Tab. III-7) donne les gains réalisés sur les paramètres de calcul patla M.A.N..

M.N.R

dt=1.0-0.5

M.1

R pol-vnomiale I

ordr. tO I

N.

R rationnelle

ordre 15

Nbre de pas 62 -12oio -6596

Nbre d'op. 'c-i' 397 -9 rojD -9{9o

Temps CPU 28.2 -829'," -85'),'ù

Tab. III-7: Gains réalisés par la MÀ..N. svr la nétbofu ù Nwton-R@ltson, en tetze fu pas de calcal,

d'ophations dc'constraction-inansion' dt matices et dz telnpr fu calnl
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Chapitre lll - Simulaiion du gonflementhydraulique

Les gains réalisés sont considérables, surtout en ce qui concerne le nombre d'opérations de
'construcdon-inversion' 

de matr{ces. Ceci est très encourageant en vue d'étudier des structures

plus importântes. Sans oubli.r que :

de la solution (critèreÈ sur les résidus d'équilihs et d'incompressibilité) sont à &xer au

début du calcul, le reste est géré de manière autonome par l'algorithme,

analytiques locales continues.

Dans le calcul asymptotique, la représentadon radonnelle (ordre 15) de la solution permet

d'accroître les gains réalisés sur les calculs itératifs, pâr contre elle nécessite un stockage plus

important que la représentation polynomiale (ordre 10) de la solution.

Rematque:

La M.A.N. considère I'équiJibre sur tout l'intervalle de temps, ce qui n'est bien évidemment

pas le cas âvec une méthode itérative puisque l'équilibre n'est recherché qu'en fin de pas de

calcul.

lll-3-b Exemple 2

Ce deuxième exemple est tiré de l'article [Iseki et ù./19771dans lequel sont présentés les

résultats expérimentaux du gonflement hydraulique d'une tôle circulaire. La particularité de ce

dernier exemple porte sur le comportement du matériau qui est rigide-plastique et non pas rigrde-

viscoplastique, ce qui consdtue un cas limite d'étude dans lequel le comportement est très

fortement non linéate.
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[r 
=24 mm

le = 0.314 mm

et

[r 
= reo.o uea

]a 
= 0.000769

lm 
= 0.0

ln = 0.29

Pour commencef, nous comParons la courbe obtenue Paf un calcul asymptotique et celle

tirée des résultats expérimentaux présentés dans l'ardcle. Les figures (Fig' III-11) et ffig' III-12)

teprésentent la pression de chargement, respecdvement, en foncdon de la variation de l'épaisseur

de la structure et du déplacement du pôle divisé par le rayon de Ia structure'

-N!\N

' Points enPédmentaux

Variatioç de l' éP aisseur

Fig. III-11 : Conparaison entrc laMA.N. et tes points expérimentaax tins fu larticle [Iseki et a/'/1977] :

coirbe'pression de cbargtment - aaiation fu /rpaisseur'
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Chapitre lll - Simulation du gonflanent hydraulique

- NL\\;

' Points e<pédmentaux

0.1 0.2 0.3 0.4 05

Déplacement du pôle f nvon

Fig. II-12 : Comparaison entre la MA,.N. et let points expéimentaux tirvs de lartick [Iseki et al./1977J :
courbe 'prusion dc chargement MPo) - deplaærnent da pôle/ rayn'

Les courbes obtenues par le calcul asymptotique concordent avec celles des résultats

expeflmentaux presentesisentés dans I'article.

Maintenant nous comparons les résultats obtenus par les algorithmes asymptotique et

it&anf. Comme pour lexemple précédent (III-3-a), les calcuis itératifs sont effectués pour

plusieurs pas de temps avec une division possible des pas lorsque le processus rencontre des

difficultés de convergence. Les calculs asymptotiques sont réalisés pour les deu-< représentadons

de la solution : polynomiaie à I'ordre 10 et rationnelle à I'ordre 15.

Le tableau (Tab. III-8) rassemble les résultats des calculs numériques.

Ê
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Chapitre tll - Simutation du gonflement hydn-ulique

Nbre de pas Nbre d'op.'c-i'. Temps CPU

M.A.N.

R. polynomiale

ordre 10
130

37

130

+3

r7.9

7.6R radonnelle

ordre 15

M.N.R.

dt=10.0 Divergence

404

793

Divergence

2073

2447

Divergence

t+7.0

r73.0
dt=5.0-2.5-1..25

dt=2.5-1.25

Tab. IIIS : Comparaison entre la MA.N. et k nétbofu de Newton-Raphson : rombrc dc pas dt calcul' nombre

d,ophatiotts fu ,cinstraction-inaenion' dr matices ef tunps dt calcal (nn)

En ce qui concerne la M.À.N. avec la représentadon radonnelle, la différence entre le

nombre de pas de calcui et le nombre d'opétations de 'construcdon-inversion' de matrices ne

provient pas du calcul du point de départ' La corecdon à Ia fin de certains Pâs asymPtodques a

nécessité deux itérations au lieu d'une mais ceci reste tout à fait raisonnable'

Le nombre d'opérations de 'construcdon-inversion' de maÛices est considérable pour les

calculs itératifs, ce qui se répercute directement sur les temPs de calcul' ceci est dri à la forte non-

linéarité du comportement du matériau qui est ici tigide-plastique' De plus il s'est avéré très

d.ifficile de trouver un pas de temps convenable pour le calcul itératif'

comparativement aux calculs asymptotiques, les calculs itératifs sont très coûteux en terme

de pas de calcul, d'opérations de 'construcdon-inversion'de matrices et de temps de calcul'

Le figure fig. III-13) donne l'évolution de la

pour le calcul asymptotique et Pour les calculs itératifs'

rritesse du pôle, au début des simuladons,
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{.005

Temps

0 25 50 75 100
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Fig. III-|7 : Comparaison entre la MÀ.11. et k nétbodc de l{ewton-Raphson : éaolution de la uitesse du pôle
(nnrt ) ail coilrs du temps (s) Qourbe localisée au début du calrul)

En considérz;ntla courbe obtenue par le calcul asymptotique comme référence numérique,

les deux calculs itératifs donnent une assez bonne représentation de Ia solution.

Le tableau (Tab. III-9) donne les gains réaiisés par les calculs asymptotiques sur le calcul

itéranf avec le pas de temps 'dt=5.0-2.5-1.25'.

M.N.R

dt=5.0-2.5-1,.25

M.l

R. polynomiale

ordre 10

N.

R rationnelle

ordre 15

Nbre de pas 404 -680'. , -9 196

Nbre d'inv. 2073 -9-lo b -9896

Temps CPU 747.0 -889" -950,,',o

Tab. III-9 : Gains réalisés pat la MA.IV. sur lz néthoù dz Nwton-Rapbson, en tetme dc pat ù cala.tl,
d'ophations ù'construction-inaersion' dr matices et dt tenPs fu calctl

Les gains réalisés par la M.A.N. sont encore plus importants que ceux réalisés dans I'exemple

précédent.

Le tableau (Tab. III-9) montre que dans cet exemple, la représentadon rationnelle de la

solution permet une diminud.on remarquable des paramètres de calcul. Le tableau (Tab. III-10)

a.J

<o

J { .015

a
a
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Chapitre III - Simulation du gonflenent hydnulique

rassemble le_s gains réalisés par la représentation radonnelle

oolvnomiale de la solution.

P^r râpport à la représentadon

M.1

" n"".1î"' I
N.

R rationnelle

ordre 15

Nbre de pas 130 -- l20'o

Nbre d'op. 'c-i' 130 -6iù'n

Temps CPU 77.9 -580ô

Tab. III-1 0: Gains réalisés parla rcprésentation rationrclh fu la ulution surla rcprésettation pollnomiah, en

tnwe ù pat dt calcal, d'ophations dr 'construction-inunsion' dt natiæs et di teffpr dc calcul

Les gains sont nettement supérieurs à ceux réalisés dans le premier exemple :72o/o contre à

peu près 39o/o po:ur le nombre de pas de calcul, 670/o contre 38% pour le nombre d'opérations de

'construcdon-inversion' de matrices et 5870 contre seulement 15% pour le temPs de calcul.

En conclusion

Dans cette troisième parde, nous avons présenté deu-x cas de gonflement hydraulique de

tôles circulaires. Les simulations numériques ont été réalisées sur des structures d'étude de

comportement viscoplastique diffétent, ceci afin d'étudier l'efficacité de la M.A'N. sur des

problèmes à non-linéarité différente avec en particulier le cas limite d'une structure de

comportement rigide Plastique.

Un algorithme itératif, basé sur la méthode de Newton-Raphson, a été introduit dans notte

code de calcul et joue le rôle de référence numérique. D'autant plus' qu'il résout le même

problème viscoplastique régularisé et qu'il udlse les mêmes techniques de construcdon,

d'inversion, de stockager ... lue l'algorithme basé sur la M.A.N"

Comparée à la méthode de Newton-Raphson,la M.A.N. nécessite peu de pas de calcul et

peu d'opéradons sur les matrices pour simuler Ia déformation de la structure et Pemet de

déterminer une branche complexe de solution à partir d'une succession de représentadons

analytiques locales condnues, autrement dit la solution est connue Partout sur la branche et pas

seulement en quelques points. En fait,la M.A.N. est équivalente, en terme de suivi de courbe, à la
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Chapitre lll - Simulation du gonflement hydraulique

méthode de Newton-Raphson avec un très petit pas de temps. En ce qui concerne le temps de

calcul, il convient de rester prudent. En effet, la résolution du problème par la IvI.A.N. n'a pu être

fatte par condensadon de la pression dans l'équation d'équilibre (section II-I-e) et nous avons fait

de même pour Ia résolution par la méthode de Newton-Raphson alors que cela n'était pas

nécessaire. En conséquence, nous avons compliqué inutilement le principe de résolution de la

méthode itérative, ce qui entraîne naturellement une augmentad.on des temps de résolution.

Nous avons vu que représentet la solution sous une forme radonnelle pefinet de diminuer,

par rapport à Ia représentation classique polynomiale, Ies nombres de pas de calcul et d'opérad.ons

sur les matrices et donc de diminuer les temps de calcul.

l l l-4 Conditions de déformation plane

Nous simulons le gonflement hydraulique d'une tôle

Les conditions de symétrie conduisent à l'étude d'une

condidons de déformadon olane.

rectangulaire encastrée sur ses bords.

secdon bidimensionnelle dans des

La structure est discrétisée en éléments quadrilatères à quaue nceuds comPrenant quatre

points de Gauss d'intégration numérique et un point de Gauss au centre pour l'intégration de la

pression.

1A^^  A+-2^  l ^  f  ̂  ^+- ' ^ r ' - ^  L i ' l i - - - ^ :^ - -^ l la  a+  r l rÉn ln . - io  r l "  mo+Aàa l  .
\Js;utl l lçLllL uL t4 Jtru!!ul! vruuuLuorvu[lu9 !! ruLvrvSrç ss ur4rL^r4e .

{ t=somm
l e= lmm
et

ff. 
= rSO.O MPaso 8

]ct 
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Chapitre tll - Simulation du gonflement hydnulique

Les simulations numériques sont effectuées poru une structue composée de 1-00 éléments

(2 dans l'épaisseur et 50 sur la longueur) iusqu'à un déplacement du centfe égal à une demi-

longueur de la structure.

Deux calculs asymptotiques sont exécutés : un premier calcul en considérant une

représentation polynomiale de la solution avec l'ordre de trôncature pris égal à 10 et un second

calcul poru une représentation radonnelle de la solution avec I'ordre de troncature égal à 15'

Le calcul numérique pour la représentation polynomiale de la solution a été ftahsé en 62

pas de calcul et a nécessité 63 opérations de 'construcdon-inversion' de matrices, ce qui

correspond à un temps de calcul de 8'5 minutes'

Le calcul numérique pour la représentation radonnelle de la solution a été réalisé en 25 pas

de calcul, 26 opéra1ons de 'construcdon-inversion' et un temps de calcul de 4'9 minutes' Les

gains réalisés, paf ïapPort à la représentation polynomiale, sont donc : 60oÂ en pas de calcul et en

opérations sur les matrices et 40oÂ en temPs de calcul'

L'algorithme asymptotique que nous avons développé est caPable de prendre en comPte

des condidons de déformation plane'
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Chapitre lll - Simulation du gonflement hydraulique

Conclusion

A partir de simulations de gonflement hydraulique de tôles, nous avons testé et validé la

lvI.A.N. développée au Chapitre IL

Dans ce travail, nous avons établi un principe de condnuation basé srir des pas de temps

optimaux par contrôle des résidus des équations d'équilibre et d'incompressibilité (.I/-2-â). Nous

avons validité le choix de ce nouveau principe en le comparânt au principe de continuation

habitueilement utilisé dans les travaux sur la M.A.N., (III-1). Chaque nouveau calcul nécessire

seulement la donnée de I'otdre de ttoncature des développements asymptotiques et la donnée

des critères sur les résidus des équations.

D'autre part, les solutions obtenues sont de qualités constantes (les résidus des équations

restent touiours inférieurs aux critères imposés) et connues à tout moment du processus de

calcul par la succession de représentad.ons analytiques locales condnues (III-2) .

Nous avons vu qu'il existe un ordre de troncature optimal qui dépend de la grandeur de

la structure étudiée et du choix de la représentation de la solution, (III-2). Dans le cadre de ce

trtvaiT,les structures étudiées sont à un faible nombre de degré de liberté mais le choix de la

numétotation des nceuds en ont fait des structures proches, d'un point de r,'ue numérique, de cas

réels en mise en forme. A partit de cela, tI a été constaté que I'ordre optimal se situe entre 1.0 et

1 5 .

Les calculs effectués avec la M.A.N. conduisent aux mêmes résultats que ceux obtenus avec

la méthode de Newton-Raphson mais avec un petit nombre d'opérations de 'construction-

inversion' de matrices, ce qui, en terme de temps de calcul, est très avantageux (III-3). De plus, la

M.A.N. pemet de ne pas avoir à choisir a priori la taille des pas de temps, comme c'est le cas

avec Ia méthode de Newton-Raphson. En effet, sur chaque pas de calcul, la taille du pas est

calculée a posteriod à partir de la solution elle-même. Ce fait rend I'algodthme asymptotique

extrêmement fobuste.

La représentadon tad.onnelle de la solution permet, en augmentant le domaine de vaiidité

de la solution sut chaque pas de calcul, de diminuer le nombre de pas de calcul nécessaires pour

déformer la structure. Le principe de continuation, basé sur cette représentadon de Ia soludon,

est fiable puisqu'une recherche des pôles des approximants de Padé est effectuée. En considérant

Ies ordres optimaux de chacune des représentations de la solution,la représentation rationnelle
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Chapitre lll - Simulation du gonflement hydnuligue

de la solution permet une diminution du nombre de pas de calcul, par rapport à la

représentation polynomiale, qui peut varier de 40oÂ à70% suivant le cas étudié GII-3).

Les tests réalisés ont montré que la M.A.N. est une méthode à la fois tapide, tobuste et

totalement automatique.

D'autre part, nous avons vu que I'algorithme que nous avons développé est capable de

traiter des structures bidimensionnelles sous conditions axisymétriques ou sous conditions de

déformation plane (III-4).
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chapitre N- Formutation et résolution du problème de contact avæ froltement

Introduction

La ptise en compte des conditions de contact et de frottement entre matériau et outil de

mise en forme revêt un czractèteessendel po* r;n" bonne mise en æuvre et un suivi effectif des

procédés de mise en forme, l\rlang/19841-[Germain/1985], fDurville/1993], [Chenot/1993],

[Hacquin/1996], [Hans Raj et al./1996], [Chenot/1991, [Fourment et al./19971. Ces condidons

de contact et de frottement évoludves au cours de la mise en forme du matériau sont à considérer

sur la surface de contact: par exemple, Iematénaa se rapproche de I'oudl, prend le contact, teste

en contact puis le perd.

Au cours du procédé il y a évolud.on permanente du contact entre la structure déformable

et l'oud.l. En ptatique, quâtre problèmes distincts sont à traiter :

solide,

Tout problème de cofltâct est donc g&é par un ensemble de conditions unilatérales,

[Kikuchi et al./7988], [Raous et ^]../19881, [ean/7993], [Zhong/1993]. Ces conditions sont

évolutives et consdtuent une très forte non linéarité qui s'ajoute à Ia non-linéarité matérielle

provenant du comportement viscoplastique du matériau.

La nécessité de détenir des relations non singulières pour pouvoir appliquer une technique

J^ -^-*,- l-^ ' ;^- ^ ^^H-,A l^ 'o.Lo'.Lo âtr ' . .  rÉ-r lrr icaf inn des condit ions de contact. Ctest dans
u ç  l r ç l l u u 4 u u t l  4 l l r v u v  ' - 6 * _ ^ _ " * * -

cette voie qu'Elhage-Hussein a travaillé sur la tésolution par la M.A.N' des problèmes de contact

sans frottement entïe une structure éIastique et un solide rigide, plhage-Hussein/1998], plhage-

Hussein et ù./1gg8l. Partant de ces travaux, nous les étendons à l'étude du contact avec

frottement entre une stfucttue viscoplastique et un outil supposé rigide.
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Chapitre lV - Fomulation et résolution du problème de contact avec frotter'lent

lV-1 Contact avec frottement

La première partie de ce chapifte est consacrée à la présentation des condidons intervenant

dans un problème de contact avec frottement. Ces conditions de contact sont ensuite régularisées

de manière à les rendre analytiques puisque cette propriété est indispensable lors de I'application

d'une technique de perturbation.

lV-l-a Conditions de contact

Considérant un solide viscoplastique qui occupe un domaine Q de frontière ôf) dont une

partie ôC). est susceptible d'entrer en contâct avec une surface rigide.

La zone effective de contact ainsi que les efforts de contact évoluent au cours du temps et

sont donc des inconnues du problème étudié.

L'acd.on locale de l'outil sur le matériau est représentée par une force de réaction, notée

Rt , sut la surface de contact. Les composantes normale et tangentielle de cet effort sont les

paramètres du contact : Ia ptemière quantité est assimilée à une pression de contact et la seconde

quantité est assirnilée à une cission de frottement qui traduit une résistance plus ou moins gtande

au déplacement relatif du matériau par râppoït à l'outil.

Corps déformable

Corps rigide

Le point x du corps déformable est en contact avec le corps rigide lorsque la distance de ce

point à la surface de I'outil rigide est nulle.
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Chapitre lV - Formulation et résolution du problènte de conâct avæ frottement

On définit la distance h et la vitesse reladve Av entre un point du matériau et un point de

la surface rigide par :

[ h n = ( r " - * )

{oo = Y-vo 
(IV- l)

n est la normale extérieure à la surface rigide, (xo,vo) 
"t 

(x,v) représentent la position et la

vitesse respectivement suï la surface de l'outil (surface rigide) et sur la surface du matériau

(surface déformable).

A tout point candidat au contact sont associées les variables h et Âv. Ce point candidat

doit alors satisfaire les conditions de contact suivantes :

h > 0 (rv-2)

R t . n > 0 (rv-3)

générée. D'autre pârt en l'absence de contact, h est non nul et la force de réaction est réduite

à zéro ;

lRcl*h=s (rv-4)

Âv .n  =  0
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chepitre lv - Formutation et résolution du problùne de conâct avæ frottqnqrt

du maténaupar raPPort à I'outil :

Rl  .Àv<0 (rv-6)

w-1-b Lois de contact réguhrtsées

Les conditions de contâct (IV-2), (IV-3), (IV-4), (IV-5) et (IV-6) ne sont pas analytiques'

Or cette propriété est nécessùe Pouf appliquer la procédure asymptotique. Elhage-Hussein

plhage-Hussein/1998] a proposé une réguladsadon de forme hyperbolique, il a ainsi écrit :

Ri=l+" (rv-7)

où ô est I'écart initiâl entre les surfaces et q est un petit paramèue positif. Ainsi pour une valeur

assez pedte de q la loi (IV-7) est proche de la loi (IV-4) et la condition (IV-3) est ainsi vérifiée.

La surface de contact est consdtuée d'un ensemble de points câractérisés chacun par le

couple de variables ô et h ,la Égiansadon (IV-7) n'est donc pas uniforme sur toute la surface'

Il faut donc définir le paramètre de régularisadon q en chaque point de façon à homogénéiser le

compoftement à l'interface. Si on suPPose un écart donné hd et qu'on lui associe une pression de

contact donnée Rd, alors Ie paramètre de régularisation peut être défini en un point de contact

pat l'expression :

Rd *hd =î(point)  (ôO"r,y -r ,o) (rv-8)

Ainsi pour l'ensemble des points de la surface de contact, la régularisadon est uniforme'

Bien évidemment, la valeur hd doit être infédeure à la valeur minimale des écarts initiaux ô sur

tous les points.
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chapitre lv- Formulation et résoltttion du problème de contdct avæ frottenent

La conditio" GV-6) se uaduit par une écrirure générale de la forme suivante :

Ri = - r(r',ln;1,t,...) 
#l (rv-e)

où T est la température, mais dans le cas présent nous négligeons les effets thermiques.

Lors du contact, la condition (IV-5) est vérifiée et la 'u-itesse relative entre la structure et

l'oudl est alots réduite à sa composante tangentielle, appelée aussi vitesse de glissement tangentiel

et notée v r. La forme (IV-9) de la composante tangentielle de la réaction de contact peut donc

être exprimée en fonction de la vitesse relad.ve tangentielle.

Le modèle de Coulomb, couramment utilisé en mise en forme : fDurville /1993],

[Hacquin/1996], stipule une relad.on mécanique du rlpe :

R; ---p lR;l J+I  r l v t l

où p est un coefficient de frottement moyerr, macroscopique et isotrope.

(rv-10)

(IV-11)

Une autre ioi surfacique u'lise la vitesse de glissement comme paramètre principal du

frottement et a une expression analogue à la loi viscoplastique de Norton-Hoff, [Germain/1985],

[Hacquin/ 1996], fFourment et ù. / 1997). Cette loi est non linéaire et s'écrit :

Ri=-p l r r , lo- '  
ù

où q est le coefficient de sensibilité àla vitesse de glissement. Ce modèle a pour base I'exisrence

d'une couche de matériau viscoplastique d'épaisseur faible mais non nulle, cisaillée entre l'oudl et

l e  matÂÀat t  Fn^Â tArAeant  
" - -  

- ; " " i ^ -  l ( : ^ *^ ;^  /1Oa( l  T \^ - -  E^D/ lËrÊ1 l ^  f - ^ . . ^ -^

être décrit par cette loi.

Comme dans cette étude nous travqillons sur un matériau viscoplastique et donc que le

problème à résoudre est un problème en '"'itesse, il est intéressant de modéliser le comportement

du matériau à I'interface pâr un frottement du tlpe (IV-11) dans lequel une sensibilité àla vitesse

de glissement entre les surfaces en contact intervient.
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La composante tangentielle du contact (IV-11) doit être régularisée et le choix le plus

naturel est de régulariser les deux composantes de la réaction de contact de la même manière.

Nous exprimons donc Rf en fonction du terme ln; | , o" a ainsi :

Cette expression revient à combiner les deux définitions de frottement (IV-10) et (V-11) de

manière à créer une nouvelle loi qui tient compte des effets de la vitesse de glissement et de la

pression de contact, ce qui avatt dêjà été proposé par Chenot [Chenot/1993], [Chenot/19971. On

notera que, Potu q = 0, on retlouve la loi de frottement de Coulomb (IV-11).

La régularisadon des conditions de contâct rend automatique l'étude de l'évolution du

contact, c'est à dire : l'analyse des positions teladves des points, Ia prise en compte des condidons

de contact dans l'équilibre,le calcul des cissions de frottement et enfin le décollement des points.

La loi surfacique tangentielle du contact (IV-12) est discondnue au voisinage de vitesses de

glissement nulles. De la même manière que pour la loi de comportement Q-13), la vitesse reladve

tangentielle est régularisée à l'aide d'une vitesse caractéristique du problème étudié et d'un petit

paramètre sans dimension ol :

Rï =-p lR: l  In , lo- '  vr.  '  
I  

r r l  I  r l

lo, l=

(IV-12)

(rv-13)

Notons qu'il n'est pas nécessaire de régulariser I'expression de la force normale lRil qi ne sera

jamais complètement nulle avec le choix de régularisation qui a été fart.

lV-l-c Géom&rte du contact

Elhage-Hussein plhage-Hussein/1998] a étudié le contact pour différents fypes de

surface : surface plane, surface circulùe et surface quelconque. Dans ce travail, rious nous

limiterons à l'étude du contact avec une surface circulaire.

+ (ro v, )2
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Origine du repère

Le couple (t, n) constitue une base locale orthonormée directe.

Soit x un point candidat au contact, on désigne par ô et v

la surface rigrde et la vitesse du point. L'écart h , la normale n et

définis par les reladons suivantes :

I  t r  = - r+ lx-x" l

1r
l n = - j ; ( * - * o )I  r + n

Surface rigide

Surface du matériau à
un instant donné

.====--=----=---

:L'écart initial entre le point et

Ies forces de contact sont alors

(rv-14)

(IV-1s)

e t  v ,  = ( v - v " ) . t ) t

V. est une vitesse caractéristique du problème

R'=Ri  +Ri

Rl  =n (o-n)o
h

Rl =-u l*; l  lu, lo- '",
avec lu , l=r /n ,' v ,  +(co v , )2

où crr est un petit

étudié.

oaramètre sans dimension et
I
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11 ne faut pas oublier que toutes ces relations sont définies en chaque point de la surface

susceptible d'entrer en contact avecla surface rigide circulaire.

La régularisation du problème de contact permet de supposer connus a priori les

points candidats au contact et d'imposer en chacun de ces points un effort de contact

régularisé.

lV-2 Formulation du problème de contact et résolution

Maintenant que les lois de contact sont régularisées, il faut les introduire dans le principe

variadonnel en vitesse et pression décrit dans la secdon I-2. Nous verrons les modificad.ons que

la prise en compte du contact engendre au niveau de la formuladon et de I'application de la

méthode asymptotique, notamment avec I'introduction d'une rigldité de contact due au terme de

frottement.

lV-2-a F o rm u I atio n va ri ati o n ne I le

Nous considétons un matériau viscoplastique incompressible occupant un domaine O de

frontiète ôC). Des vitesses sont imposées nulles sur une partie ôf)u de ôO. Une autre partie de

ôÇ) , notée ôO., est soumise aux efforts extérieurs de contact.

La difficulté d'un problème de contact provient de la fiontière ôQ" qui est variable au

cours du temps. Mais la régularisation qui a été introduite dans la secdon IV-I-b au niveau des

lois de contact, pemet de surmonter cette difficulté. En effet la régularisation des efforts de

contact permet de supposer que l'élément de frondère ôQ. est invariable et qu'il condent un

ensemble de points P susceptibles d'entrer en contact avec une surface rigide extérieure au

domaine considéré. Les réactions de contact, définies par les reladons GV-14) et (IV-15), sont des

efforts ponctuels agissant aux points P.

La résolution du problème étudié donnera l'évolution du sous-ensemble de ôC)" contenant

les points réellement en contact et les efforts de contact au cours du temps.
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ChapitretV-Fotmutationetrésolutionduproblèmedecontactavecfrottement

O Equilibre

L'équiJibre du Problème s'écrit :

(rv-16)

@ Fotmulation en vitesse

La formulation variationnelle écrite pour le problème viscoplastique feste valable et d'après

l,équiJibre (IV-16), seuls la surface où sont imposés les efforts extérieurs et les efforts extér-ieurs

eux même changent. Les efforts de contact sont des foncdons très compliquées du temps'

Nous réécnvons Ia formulation variadonnelle du problème incompressible suf la

configuration lagrangienne (I-16) dans le cas d'un chargement extérieut de type effort de contact :

IL 
o ' (e,o)  (v*ôl ' f )do0 = R'(x 'v ' t )ôvp

lv e cA6" et v (av,ôvn)e CA."
(rv-17)

Le premier membre de féquation (IV-17) est homogène et de degré m PaI fapPoft à la

vitesse v, ou plus précisément Pâf faPPort à la vitesse de déformation D ' La matrice tângente

qui sera obtenue à partir du premier membre dépend de la vitesse caractéristique du procédé : en

particulier, si m est compds entre 0 et 1, cette matrice tend vers finfifli lorsque la rritesse est

faibte. or on sait qu'une régularisation ou une pénalisation est efficace si la matrice tangente

correspondant au second membte est petite Pff laPPort à la première en I'absence de contact et

-^^)^ *^:- ^^" rrnn æanrle lnrsorr ' i l  v a cOntact. NOS premièreS eXpérienCeS nUmériqUeS Ont

Bl i1 r ruc ,  
u r4ù  yAr  ,  ^ - - -  1 - '  -  J

montfé que nous ne pourrions choisir le même paramètre de régularisation de contact n Pouf

toutes les rritesses du procédé : à petite vitesse nous nous éloignions trop de la solution Pour une

loi de contact parfaite et à grande vitesse l'algorithme ne convergeait plus' ce qui traduit un

phénomène de'verrouillage'.

foiv(o)= 
o sur o

lv=0 surôÇ)u

lr'@)= 
o sur f)

[o n = R'(t) sur ôf).
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Chapitre lV - Formulation et résolution du problème de c!,ntact avec froltqtent

Nous proposons donc que le petit paramètre de régularisation

dimension î',1. paramètre q étant alors défini à partir d'une rritesse

caractéristiques du problème :

:  I(point) = î

Comme nous l'ar.ions fait pour r'1

contact Paf :

soit un paramètre sans

V, et d'une longueur L,

(rv-18)

sur chaque point de la surface de

(v. )*,-,[iJ
(IV-8), n

(r, )'

*  1 t a  '

est cleflfl

,  R d h d
Tl (port) =:-;  

^
ô 1 p o i n t ;  - h -

Considérant un procédé de référence, la régularisadon est alors fi,rée par la donnée
|  . \
(Ro,ho I  où Ro est une donnée sans dimension.

(rv-1e)

du couple

@ Formulation mixte en vitesse et pression

Partant de la formulation mixte écrite sur la configuration lagrangienne réactualisée (I-20),

la formulation s'exprime maintenant par :

f , "  J  o ' (e ,v ) : (v*av . r )aoo -  
[ " ]  p r r (vav . f )do0 =R ' (x ,v , t )ôvp

["r [r,{v" 
n.#]ôpdc)o =e (rv-20)

v e CA et V (ôv, ôvo )e CA;n" , V ôp

Cette formulation doit être complétée par ia loi de comportement viscoplastique, par les

lois de contact régularisées, par les reladons géométriques et cinématiques, et par les équations

différentielles.

@ Formulation pour la M.A.N.

De la même manière que pour le problème à résoudre sans contact (I-2-c), nous réécrivons

la formulation variadonnelle (IV-20) dans un cadre quadratique moyennant quelques variables

supplémentaires et la transformadon des lois puissances introduites par la loi de comportement
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Chapitre IV - Formulation et éslution du problèmp de contact avæ frottement

mais aussi p^r l^loi de frottement. L'ensemble des variables suPplémentaiïes introduites ici est

noté ( .)c.

Soit Â le nouvel ensemble des variables intervenant dans la formuiation :

n=t" ,D,X,E,p,J,L,r ,o ' ,D,D' , (A,c,H,q)" ,R; ,R; ,1*; l , r ' ln , l ,h,n, t , (s,P,vq)")  ç lv-zr ;

a Comportement du matériau :

En ce qui concerne le comportement du matériau, nous avons toujours la loi de

comportement sous forme quadratique :

o' = c(e, D')D'

et les variablesC, Q, H supplémentùes :

IY-22)

)
C=1kHe

3

avec

g= (c r+e ) '

Q = D*-t

et

Les relations puissances H et

t  (  v . ) '
D2  =aD ' :D '+ l  v f  I

3  [ ' t , /

Q sont écrites sous une forme différentielle quadratique :

|  
( " *e )dH=nHde

l.t (Iv'24)

lnoe=(m-t)edD

a Lois de contact:

Les relations (IV-15) définissant les forces de contact Peuvent se mettre sous une forme

quadratique si on introduit trois variables supplémentaires : deux scalaires S et P et une variable

vectorielle Vo.

(rY-23)
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Chapitre IV - Formulation et résolution du problème de contact avæ frottqtent

et

l*; I

lu , l=(" -o") . t
v ,  = lv , l  t

S=v t . v r+ (o r v . ) 2

p = s('li)
Vo  =Pv ,

SdP=e- lpas
2

Equations différentielles :

Les équations différentielles par rapport au temps sont quadratiques

f  .9r=, et !9=D
I  

d t  d t

I  u '=lrr(u)
I  d t

l*;l=n
vq

R; G)= l*; | "
Ri (*,v, t) = - u

G:!)
h

Les variables S et Vn sont définies par des relations quadratiques, par contre la relation

définissant la vadable P est une loi puissance. Utilisant la même technique que pour les variables

H et Q, on écr i t  :

(rv-2s)

(rv-26)

IY-27)

(rv-28)

0 Relations géométriques et cinématiques :

Au relations géométriques et cinématiques du problème sans contâct, il convient d'ajouter

les relations introduites parla géométrie du contact :
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Chapitre lV - Formulation et résolution du problème de contacl avæ frottement

f r=(vr ) - t  e t  L=vv

i  "=i(l,r*'1r,r;) 
er n'=p-r'(D),

et

I  
( ,*n) '  =(x-xo).(*-*")

lo=--1-(*-*")
I  r +n

(rv-2e)

(rv-32)

A = J  t f (rv-30)

I Equations de vitesses et pression :

Tenant compte des nouvelles variables introduites (.)., .t (.). et des lois puissances

transformées, l'équadon (IV-20) est formulée à l'aide d'un nouvel opérateur quadratique Q; (.,.).

Le problème de contact avec frottement dans un écoulement vrscoplastique s'écrit alors :

e;(^,^)= ?j (rv-31)

(o;o,^l[:;)) = f,, r o'(c,D): (or.) ooo

[" [o"1"1.'uh]

- 
f,. a p rr(oL) aoo

ôp dos . (u Nl vo) a "o

et

(rv-33)

avec I'indice 'p'indiquant que la quantité est Ponctuelle.

Nous avons choisi de considérer séparément les composantes normale et tangendelle de la

réaction de contact, la composânte normale ne dépendant pas de I'inconnue variadonnelle

rùesse. On comprendra mieux ce choix lors de I'application de la technique de peturbation.

(o*,(il))=(n;ft)o o'o
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Chapitre M- Formulation et résolution du problème de contact avec frottement

lv-z-b Méthode Asymptotique N u mériq ue

O Technique de oerturbation

Les variables du problème contenues dans l'ensemble

t -
A=ln,D,x , r ,  p ,J ,L , f ,o ' ,D,D' , (A,C,H,Q)u-R; ,R; , ln ; l , " , , lu , l ,h ,n , t , ( t , t ,uo)"1 sont

développées en fonction de t , sous forme de séries entières tronquées à l'ordre N, au voisinage

d'une solution initiale conrrue notée À(0).

Ainsi nous avons :

Â = Â(0)  +  t  Â(1)  + . . .+  /  n1 i ;  + . . .+  tN  n1N;

où les À(i) sont désormais les inconnues du problème.

(rv-34)

Le paramètre r est identifi.é au temps et représente la différence de temps entre l'instant

courant t et l ' instant to au début de l' incrément de chargement, soit : t= t-to.

Le problème de contact est régularisé, il est géré par la variable h qui est la distance entre

rln point de la surface déformable et un point de la surface rigide de l'oudl. Le chargement de la

structure s'effectue donc par déplacement de l'outil. Se donnant une vitesse % d" déplacement

de I'outil rigide, il vient ;

x o = x o ( 0 ) + r V o

où xo (0) est la position du centre de I'outil circulaire au début de I'incrément.

(rv-3s)

Tous les détajls sur la condensadon des variables sont présentés en Arrnexe C.

A I'ordre i, la composânte normale de la réaction de contact ne dépend pas de l'inconnue

variad.onnetle v(i), en effet, f;(i) ne dépend que de x(i1=lv(i-l). C'est pourquoi nous
I

avions choisi, dans la section IV-2-a, de ne pas inclwe la rézction normale du contact dans

I'opérateur quadratique lY -32).
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Chapitre w - Formutation et résotution du problème de contact avæ frotement

Nous définissons un nouvel opérateur tangent : -

L;, (.) = q[ (nio;,.)+ 0i (.,n(oD GV-36)

Après condensadon de toutes les variables, le problème non linéaire (IV-31) est simplement

transformé en un ensemble de N problèmes linéaires :

fv(i)l î
rrouver vo (i) = 

t;l;l 
pour [r . i = N] solution de :

Ordre 1

Ordre 2

Ordre i

Ordre N

r,i, ftp1r)) = ?o'(1) - Qâ (n(o), n(o))
r,i, (vp1z;) = 9i (2)- qâ (zt ttl, n(tD

r= i - l

r,-0,$p1i;)= 3f (i)- Iqô(nir;,11i -r;)
r= l

r=N- l

r,i, (vp6y)= 9f (N) - I qi (ry.;, n1N - ';)

(rv-37)

(rv-38)

r=l

La résolution du problème non linéùe (IV-31) passe donc par la résolution de cette suite

récurrente de problèmes linéùes âyant tous le même opérateur tangent.

La forme de ce système esr semblable à celle du système (II-3) du problème viscoplastique

sans contact, la résoludon en sera donc identique.

Le problème à l'ordre i se formule de Ia manière suivante :

Ir"uo'. : M(0): D'.(i) doo - g.rr(au.)ntD doo -ôvp Mc(0) vo(i) = Î,'tii- ç.d'

r - l .  / ' \  |

I on I r.(n (D).#I I oto = -ep['
'  

L  
- P e n l
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9"'( i) = ôto R; ( i)

9*àu =fuolt -ô"0 [fl"]

spà-' =[. uo'â' 
[n,'-r) 

:L(r)+J(i-r 
Ë3] 

deo

M'(0) = - F lR;lrol rrol [r. 
(o -t)-{Y,lroi)' ' l 

[ ',10;,10;]'  |  " r '  
t  S(0)  ) '

Les détails sur l'obtendon de cette matrice se trouvent en Annexe C.

L'expression du term e 9o'l a déjà été donnée pour le problème sans conta ct (II-I-a) et

r - l
l'expression de [RcJ est présentée en Annexe C.

M(0) est la matrice de comportement visqueux du matériau (II-6).

La composânte tangentielle du terme de contact condent l'inconnue variadonnelle en vitesse, ceci

conduit à une nouvelle matrice symétrique M'(0) appelée matrice de contact et donnée par

I'exDression suivante :

(rr-3e)

(rr-40)

@ Méthode des éléments finis

Le domaine Oo est discrétisé et les matrices d'intelpolation sont les mêmes que dans le

problème viscoplastique sans contact (II-I-b).

Comme cela a êté fatt dans la résolution par la M.A.N. des ptoblèmes de contâct en

élasticité plhage-Hussein/1998], nous supposons que les efforts de contact s'exercent aux nceuds

de la surface de contâct discrétisée. Autrement dit, nous pouvons identifier les points P,

candidats au contâct, de la surface ôÇ). aux nceuds de la surface discrétisée.

Le système à résoudre est le suivant :

[[*"1, -'11*l {""î]} ={o",',}-{11'-.?} GV-41)
L[r"p] [t<pp]l In" (i)J 

" 1 0 J [?p(i-t) J
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chapitre lv - Formutation et résolution du problème de contact avec frot'tement

La rigrdité des éléments dont certains nceuds entrent en contact ou sont en contact avec le

solide rigide est modifi.ée. La matrice de rigidité tangente tient compte des termes de frottement

et la contribution du contact est ainsi introduite dans la matrice [fu] "" 
niveau élémentaire :

[Ku]= 
"à., 

i[, 
'tr][vr,][e]ao; - [t;1"i

Les matrices élémentair", lVffi]" ,r. ron, calculées que sil'élément considété condent des nceuds

^ppaftenarrt à la surface de contact.

Gv-42)

/TT-4i\

Le terme I9r*(-1)) contient une partie provenant du terme tangentiel de contact,

{P" (i)} = { *; (i)}no"uo,

{q*G- 1)} = {n,ri - rl}- {[fl.] h*,*

{np6-r1\="à [, 
'[*o] 

[f ["'-r;rr(r'1r;)+J(i-r;Ir)-]J "t

Rematque : Nous aurions pu introduire des

défirrft les efforts de contact sur ces éléments.

éléments surfaciques sur la surface de contact

@ Résohrtion et calcul d'une branche dçsOlultq4

La résolution du problème viscoplastique avec contâct s'effectue de la même manière que

la résolution du problème viscoplastique sans contact établi dans la secdon II-I-c' La procédure

de calcul du domaine de validité optimai (II-2-a), le principe de continuaion (fl-2-b) et

l'amélioration de la solution Paf une rePrésentation radonnelle (II'2-) sont inchangés'

La résolution du problème de contact avec frottement entre un matériau viscoplastique et

'n solide rigrde passe donc par l'udlisation des algorithmes établis dans la section II-2'
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Chapitre lV- Formulation et résolution du problème de contact avæ frottqnent

Conclusion

Les conditions de contact et de frottement, évoludves au cours_ de la mise en forme d'un

mzténau, ont été transformées en une relation analytique fonction de l'écart entre Ia surface

déformable et la surface rigide de I'outil. On parle alors de contact régularisé. Ceci permet de

considérer un ensemble de nceuds susceptibles d'entrer en contact avec la sutface rigide circulaire

et la résolution du problème donne l'évolution de I'ensemble des næuds réellement en contact.

Tous les problèmes liés au décollement et au glissement sont gétés automatiquement Par

l'algorithme.

Nous avons couplé le problème de contact ainsi défini au problème viscoplastique

précédemment formulé au Chapitre I et le principe variadonnel a étê modifié en conséquence.

Après avoir formulé ce nouveau problème sous forme quadratique, nous avons pu appliquer la

technique de petubation. Comme au Chapitre II pout le problème viscoplastique sans contact,

le problème non linéùe de départ a été transformé en une suite récurrente de problèmes linaires

à résoudre ayant tous Ie même opérateur tangent. Il faut signalet que l'opérateur tangent condent

une partie provenant de la loi de comportement viscoplastique et une autre provenant de la loi de

frottement. La méthode des éléments finis a été appliquée de façon à effectuer une discrétisadon

spatiale des problèmes linéaires à résoudre. La matrice de rigidité, commune à tous ces

problèmes, est consdtuée d'un terme de comportement et d'un teme de contact.

Chaque problème linéaire a étê écnt sous une forme identique à ceux définis dans le

problème sans contact, p^t conséquent, la résolution est identique et l'algorithme de

condnuadon, I'amélioration de la représentation de la solution par des fracdons radonnelles

restent valables et utilisables dans le problème âvec contact.

Nous disposons donc d'un algorithme asymptotique qui va nous permettre de simuler

quelques procédés de mise en forme à chaud faisant intervenir des phénomènes de contâct avec

ftottement.
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Simulation du poinçonnement hémisphérique

Introduction
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Chapitre V- Simutation du poinçonnement hémisphérique

Introduction

Dans ce chapitre, à travers la simulation du poinçonnement hémisphérique de tôles'

[Wang/1984], [Huang et ù.l1gg4l, nous étudions la régularisation du problème de contact puis

nous testons et validons la M.A.N.. La symétrie de la structure d'étude, de l'outil et des condidons

aux limites permettent de simplifier la simulation par l'étude d'une structure bidimensionnelle'

Présentation du poinçonnement hémisphérique d'une tôle circulaire

Une tôle circulaire composée d'un matériau viscoplastique est déformée Par contact âvec

un oudl sphérique de rayon 25 mm qui se déplace âvec une rritesse Vo dans le sens vertical

descendant. Le poinçonnement est réalisé à partir d'un outil sphérique et non hémisphérique, le

premier étant très semblable au second.

Les conditions d'axisymétrie conduisent à l'étude d'une section de tôle en contact avec une

surface rigide circul ake. La structure d'étude est discrétisée en éléments quadrilatères à quatre

næuds (2 degrés de liberté par nceud) possédant quatre points de Gauss d'intégration numérique

plus un point de Gauss au centfe pour I'intégration de Ia pression qui est prise constânte sul

chaque élément.

pôle
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Chapitre V- Simulation du poinçonnement hémisphérique

Les næuds susceptibles d'entrer en contact avec Ia surface rigide sont situés sur la surface

supérieure de la structure déformable.

Comme au Chapitre III, les næuds de la structure discrétisée sont numérotés suivant une

grande largeur de bande c'est à dire suivant la direction radiale de Ia structure. De cette manière, il

est possible de dire que les calculs et les discussions qui suivent sont représentatifs de l'étude de

problèmes à plus grand nombre de degrés de liberté.

Toutes les simulations numériques sont effectuées jusqu'à un déplacement du pôle égal au

demi rayon de la structure.

Dans la section fV-l, nous avons régularisé les conditions non analytiques de contact en

introduisant une relation hyperbolique fonction de l'écart entre les surfaces entrant en contâct et

d'un paramètre de régularisation. Plus ce paramètre de régularisation est pedt, plus la loi de

contâct régularisée s'approche du contact 'pafiatt' : c'est ce que nous testons pour comrnencer.

Ensuite, nous étudions les influences de la vitesse d'outil et du meillage sur la régularisation de

contzct.

Pour finir, nous testons l'efficacité de la M.A.N. en la comparant à la méthode de Newton-

Raphson. Deux exemples de simulation de poinçonnement hémisphérique sont présentés : dans

le 1" exemple le frottement de contact mis en jeu est sensible à la vitesse de glissement alors que

dans le 2"d exemple le frottement de contact est un frottement de Coulomb.
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Chapitre V- Simulation du poinçonnement hémisphérique

V-1 Analyse de Ia régularisation du contact

Dans cette partig nous analysons le contact régularisé en étudiant I'influence du choix du

paramètre de régularisadon, de la vitesse de déplacement de I'outil et du maillage de la strucrure

ou plus précisément du nombre de nceuds ̂ pparteflar^t à la surface de contact.

Dans toutes les études qui suiwent, nous fixons la géométrie de la structure et la rhéologie

du matériau.

Géométrie de la structure bidimensionnelle et rhéologie du matériau :

I t  =  tgO.O MPaso'8

lcr  = 0.0001

1m = 0.8
ln = 0.2

La structure est composée de 50 éléments dont 2 dans l'épaisseur, la surface de contact condent

donc26 næuds.

Le paramètre de réguiarisadon est calculé à partir d'un couple (*o,no) aorr.re et sa valeur

dépend du nceud considéré de sorte que la régularisation soit uniforme sur toute la surface de

contact (IV-19).

V-l-a lnfluence du paramètre de régularisation

La-vitesse d'outil \ est prise égale à 1 mm s-l et le contact est Pour I'instant sans

frottement.

Les données caractéristiques sont fixées :

{ r : 50  
mm

le=1mm
et

Jt .  
=tmm

Lv.  =vo  = lmms- l

rl(noeud) - T| (noeud)

De cette manière, on a :
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Chapitre V- Simulation du poinçonnement hénisphérique-_

Mod.ifier la régularisation du contact revient à choisir plusieurs couples (no,no). Norx

fi*ons hd =0.05 etnous faisonsvarier Rd : àchaque Rd correspondunensemble devaleurs du

paramètre de réguladsation 11. La figure (Fig. V-1) rassemble ces valeurs.

4

n

2

1

0

Rd=5

Rd=20

Rd=100

1  3  5  7  9  71  13  15  17  t 9  27  23  25

Nceuds de la surface de contact

Fig. VJ : Valeurs du pararuètre fu regulaisation pour les trois ualeurs de Ro

PIus le paramètre de régularisadon est pedt, c'est à dire plus Rd est ped.t, plus la loi de

contact tégularisée (R'(h)) doit s'approcher de la loi réelle de contacr (Rc*h=0). La figure

(Fig. V-2) teprésente i'évolution de la réaction de contact en un nceud de la surface de contact

lorsque l'écart h entre le næud et la surface rigide tend à s'annuler, autrement dit lorsque le solide

rentre en contact avec la surface déformable au nceud considéré.
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Chapitre V: Simulation du poinçonnement hémisphérique

_ Rd-s

_ Rd=100

n

Fig. V-2 Intersité de la réaction dc cortact (N) en un ncad saiaant la distance entre le neud et la surfaæ igide poar

les trois régu larisations

pour Rd = 5, le paramètre de régularisation est très petit et la loi régularisée n" (n)

correspondânte est très voisine de la loi discontinue (Rc * h = 0 ) du contact réel pour laquelle soit

l'écafiest nul, soit la réacdon de contact est nulle : on dira alors que la réguladsation du contact

est forte.

La figure (Fig. V-3) donne l'écart h entre chaque nceud de la surface de contact et la

surface rigide de I'oudl, à la fin du processus de calcul'

40

Rc
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Chapitre V- Simulation du poinçonnement hémisphérique

- Rd=5
--.- Rd=20

* Rd=100

/

6 7 7 1 6 2 7 2 6

Nceuds de la surface de contact

Fig. V-i : Ecart entre chaque naud et la surface igdt d4 /outil à bfn du calcal pour les trois régulaisations

Quelle que soit la réguladsation, la zone de contact est la même, elle s'étend approximativement

du nceud 1 au nceud 10. Nous localisons cette courbe sur la zone de contact : figure (Fig. V-q.

-* Rd=5
+ Rd-20
_* Rd=100

1 2 1 4 5 6 7 8 9 1 0

Nceuds de la surface de contact

Fig. V4 : Ecart entre cbaque ræud et la su{aæ igide de loûil à h fn fu calcul pour les trois régukisations

(Courbe localisée sur la qone dt contact)

Plus le paramètre de réguladsadon est petit, plus les surfaces entrant en contact sont proches

l'une de l'autre autrement dit plus le contact régularisé tend vers le contact 'parfait' ou 'téel'.

0.2
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Cnapitre V- Simutation du poinçonnement hémisphérique

La figure (Fig. V-5) représente les intensités des réactions de contact sur chaque nceud pour

les différentes régularisations, à la fin des processus de calcul.

100

6 1 7 7 6 2 7 2 6

Nceuds de la surface de contact

FU. V-5 : Réactions de coûact (\) aux næuds à kfn du calcul poar les trois régulaisations

Ces courbes montrent que la zone de contact est d'autant mieux définie que la régularisation est

forte, autrement dit que le paramètre est petit. Nous pouvons noter une chute de l'intensité de la

réaction de contact sur le næud 8 pour Rd =5 et Rd =20, ceci signifie qu'il y a un léger

décollement de ce nceud, décollement inexistant poru une régularisation trop faible ( R d = 1 00 ).

Le tableau (Iab. V-1) rassemble les paramèttes de calcul pour les différentes réguladsations

du problème de contact.

Nbre de pas Temps CPU

R d  = 1 0 0 J J 2.3

Rd  =20 97 6.5

R d 455 30.7

Tab. V-| : Nombn d" P^ d" calail et tenps fu cabal (nr)pour hs tmis régxhrisatioxs

Rc

*- Rd=5
-'- Rd=20

* Rd=100:
l

. / . \ ;
- .  /  i l i' /  \ :

\ t
i 1. \

I
I
I

':'
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Chapite V- Simulation du poinçonnement hémisphérique

Avec un'ped.t'patamètre de régularisation (Rd =5),la loi régularisée s'approche très fortement

de la loi réelle de contact. La non-linéarité due au cofltâct est alors très forte, ce qui conduit à un

nombre de pas de calcul très importânt et un temps de calcul très élevé en comparaison avec les

régularisations plus faibles pour Rd =100 et Rd =20.

Bien définir la régularisation du contact consiste à choisir le paramètre de régularisad.on,

c'est à dire le couple (*o,no), t.l q,r. le contact régularisé soit très proche du contact'parfait'

tout en faisant attend.on à ne pas rendre la non-linéarité de contâct trop forte car cela peut

augmenter considérablement le nombre de pas nécessùes au calcul numérique et donc

âugmenter le temps de calcul.

V-l-b lnfluence de la yifesse de I'outil

O Sans adimensionnement de la régularisation

Dans la secd.on W-2-a, nous nous sommes avancés en disant qu'il était nécessùe

d'adimensionner le paramètre de régularisadon sous peine de rencontrer des problèmes de

verrouillage. C'est ce que nous nous attâchons à vérifier ici.

Tout d'abord, nous utilisons l'expression GV-8) du paramètre de tégularisadon, sa valeur

sur chaque nceud est fixée pat ladonnée du couple (* o, n o 
) ., .r. dépend que de I'écart initial ô :

[hd = o.o5 mm

]xa  =zoN

La figure (Fig V-6) donne les valeurs du paramèue de régularisation sur chaque nceud de la

sutface de contact discrétisée.
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Chapitre V - Simulation du poinçonnement hémisphérique

1 .  3  5 ' l  9  7 7  1 3  1 5  1 7  1 9  2 7  2 3  2 5

Nceuds de la zurface de contact

Fig. V-6 : Valeurs ùt paranètre de régthisalion

Nous faisons varier Ia vitesse de I'outil dans une large gamme :

Les processus des calculs numériques pour les vitesses d'oudl Vo =0'000lmms-l et

vo = 100 mm s-l oflt ïencontré des problèmes de verrouillage. Pour comprendre ce qui se Passe

lorsque nous faisons varier la vitesse de I'oudl, nous étudions les courbes obtenues à partir des

calculs pour les ,ritesses vo =0.01 mms-l et vo =l mms-l qui se sont déroulés sans aucun

problème.

Les figures (Fig. V-7) et (Fig. V-8) représentent I'intensité de la réaction de contâct sur

chaque nceud pour ces deux vitesses d'oudl, à la fin des processus de calcul'
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Chapitre V- Simulation du poinçonnement hémisphérique

Rc

6 7 1 1 6 2 7 2 6

Nceuds de la surface de contact

Fig.V-7:Réactionsdecontact(I\) auxnaudsàlafnducalrul pourhuitesseYo=lmms-'

,\

6 1 1 1 6 2 1 2 6

Næuds de la surface de conact

Fig. V-S : Réactiont de contact (I'J) aux naads à lafn du calntl poar la uitesse Y o = 0.01 mm s-'

Même si les échelles d'intensité sont différentes, nous voyons que la zone de contact n'est pas

nettement définie dans le cas de la plus petite vitesse contrâirement à I'autre vitesse pow laquelle

il est immédiat de voir oue la zone de contact s'étend exactement du næud 1 au næud 11.

R c 1

0.5
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Chapitre V- Simulation du poinçonnement hémisphérique

Autrement dit, nous pouvons affrrmer que la régularisation du contact doit être liée à la

oiiesse de I'outil considérée comme une vitesse caractéristique du problème étudié. C'est

pourquoi, dans la secd.on fV-2-a,nous avons choisi d'adimensionnet la régularisation. Une étude

de dimension nous a permis d'établir une reladon simple (IV-18) entre le paramètre, une vitesse

et une longueur caractéristiques du problème. Ce qui suit nous permet de védfier que ce choix est

coïrect et intéressant pour simuler simplement un procédé de mise en forme qui ferait intervenir

une vitesse d'oudl différente sans avoir à rechercher la nouvelle régularisation adéquate.

@ Adimensionnement de la régularisation

Nous faisons varier la vitesse de l'outil Vo et la vitesse caractéristique V, du procédé est

identifiée à cette'u'itesse, Ia longueur caractéristique L, est prise égale à 1 mm.

La régularisadon est fi-xée par la donnée du couple (* o,no 
) '

= 0.05 mm

=20

mais le paramètre de régularisadon est calculé, en tenant compte de la vitesse et de la iongueur

caractéristiques, à pardr de la relation (IV-18). La figure (Fig. V-9) donne les valeurs du paramètre

de régularisadon sur chaque nceud pour différentes vitesses d'oudl.

. Vo=100

.  Vo=1

. Vo=0.01

5 7 9 1 1 1 3 1 5 1 7 1 9 2 7

Nceuds de Ia stuface de contact

Fig. V-9 : Valwrs du pammètre de rcgukisation pour les trois uitesses de dtplaæment de {outil

fno
Lno

30

20

10

n
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Chapitre V- Simulation du poinçonnernent hémisphérigue

Le paramètre de régularisation est maintenant différent Pow chaque rtitesse d'oudl, il est ainsi

ajusté en fonction de la matrice târigente du matériau de sorte à ce que tous les ptoblèmes soient

réguladsés de manière comparable quelle que soit la vitesse imposée à I'outil. Les figures Fig. V-

10), (Fig. V-11) et @ig. V-12) représentent I'intensité de la réaction de contact sur chaque nceud

oour les trois vitesses d'oudl.

Rc
2000

6 1 1 1 6 2 7 2 6

Nceuds de la surface de contact

Fig. V-|0 : Réactions de contact N) o^ nmds à laft da calculpour la uitesse Yo = 100 mms-'

6 1 7 7 6 2 7 2 6

Nceuds de la surface de conact

Fig. Vll : Réactions dc contact N) o^ nmtds à kfn fu calcalpotrlauitesse Yo = I mm s-'

Rc

100

50
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Chapitre V- Simulation du poinçonnement hûnisphérique

rl
i

6 1 7 7 6 2 7 2 6

Nceuds de Ia surface de contact

Fig. V-/ 2 : Réactions de contact (N) aux naads à lafn du calculpour la uitesse Y o = 0.01 mm s-'

Les échelles d'intensité sont différentes pourtant il est manifeste que la régularisation du

contâct conduit à une zone de contact identique et à des profils de pression comparables. La

figure frig. V-13), représentant l'écart entre les surfâces en contact, confirme cette remârque.

Vo=100
_* ge=t

* Vo=0.01

3  5  7  9  1 1

Nceuds de la surface de contact

Fig V-/ ) : Ecart entre chaque naztd et b saface rigide de loutil à k fn du calcal po* les trois uinsses de
dtplaænent de loatil

Rc
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Chapitre V- Simulation du poinçonnement hûnisphérigue

L'adimensionnement du pâramèfte de régularisation permet donc de définfu une

régularisation unique du contact qui est satisfaisante quelle que soit la vitesse de i'outil.

V-l-c lnfluence du maillage

La surface de Ia structure déformable entrant en contact avec I'oudl est discrétisée et est

donc composée d'un ensemble d'éléments surfaciques. Chaque élément surfacique est soumis à

un effort de contact, d'intensité R", appliqué sous forme de deux forces d'intensité chacune

P" lZ.Maintenant si Ie maillage est affrné et que chaque élément surfacique est scindé en k

éléments alors, sur chaque élément, k-l nceuds sontintroduits et I'effort de contact est appliqué

sous forme de deux forces au-r extrémités d'intensité chacune R"lQk) et de k-l fotces

d'intensité chacuneRt/t. Aitrri, I'effort de contact appliqué sur la surface n'est pas modifié et

vaut touiours R".

Pour maintenir une régularisation acceptable en évitant le verrouillage ou une solution trop

élorgnée du problème physique lorsque le maillage est modifié, il est donc nécessaire, pour un

même hd, d 'ajuster Rd.

Si le nombre de nceuds appartenant à la swface de contact double alors il est logique de

diviser par deux la valeur Rd. Nous avons effectué les calculs sur trois maill2gss différents et

Dour chacun de ces calculs nous âvens choisi une nouvelle valeur du paramètre Rd.

50 éléments Q 
* 25) donc 26 næuds de contact, R o = 40 ,

100 éIéments (2 * 50) donc 51 nceuds de contact, Rd = 20 ,

200 éléments (2 x 100) donc 101 nceuds de contact, Rd =10

Les autres valeurs nécessùes au calcul du paramètre de tégularisadon sont les suivantes :

l [ t  = l m m

] v ,  = V o  = 1 m m s - l

Itrd = o.os mm

La figure (Fig. V-1a) donne les valeurs du paramètre, pour chaque structure, en fonction de la

position radiale des nceuds sur Ia sutface de contact.
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_ Chapitre V- Simulation du poinçonnement hémisphérigue

. 50 âernents

. 100 élérnents

^ 200 â&nents

0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0

Position radiale des noeuds

Fig. V-14 : Valeurs du paramètre de régulaisatnn suiuant kposition radiale des nrudr pnur les trois nailkgu

Au cours du déplacement de l'oudl, nous traçons I'évolud.on de I'effort de contact sur toute

la sutface pour les trois structures : figure (Fig. V-15).

+ 50 éléments

- 100 él&nents

*2@ â&nents

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5

Déplacement de I'outil

Fig. V-l5 : Eaolution de lffirt dc contact (fulPa) sar la suface ail cours ù dtphcenent (nn) de l'outil pour les

trois nailkges

L'effort sur la surface de contact est identique quel que soit le maillage considéré.

n

! J t r u
ç

qJ
E
! 2 M
H

:!

l'rl

100
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Chapitre V - Simulation du poinçonnanent hémisphérique

Les figures @ig. V-16), @ig. V-17) et (Fig. V-18) donnent, à la fin des calculs numériques,

les intensités des efforts de contact aux nceuds polrr les trois maillages.

-.- 50 âernents

10

Position radiale des noeuds

Fig. V-|6 : Réactions dt contaû N) o^ ncards à kfn ùt calculpoar le naillage à 50 élénents

-- 100 âéments

1 0

Position radiale des noeuds

Fig. V-|7 : Réactions dr contact N) o^ nwds à kfn dz caloipour le nailkge à 100 élénetts

Rc

Rc

r03



Chapitre V- Simutation du poinçonnement hémisphérique

+ 200 élérnents

f,
,tn*

!

10

Position radiale des noeuds

Fig. V-l S : Réactions dr contact N) o^ nauds à bfn fu calcalpour le mailkge à 200 élénents

pour les trois structures, les zofres de contact sont identiques et les profils de pression sont

comparables.

En ce qui concerne l'interface de contact,la figure fig. V-19) donne I'écart entre la swface

déformable et la surface rigide de I'outil suivant la position radiale des nceuds à la fin des

processus de calcul.

Rc

0.3

h 0.2

0.1

0

--- 50 â&nents

- 100 ôânents

[ âéments
\ i

\ .

\
\,

I

\
\

Ç,r'

0 5 1 0 1 5 2 0

Position radiale des noeuds

Fig V-19 : Ecaû entre chaqre nwd. et la surface igicte dc loutil à tafn da calcul pour les trois naillaga (Courbe

localisée sur la qore de contact)
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Chapitre V- SimulSon du poinçonnement hémisphérigue

Les écarts entre les surfaces en contact sont bien identiques quelle soit la structure considérée.

Nous avons ainsi établi une technique qui nous pemet de varier le maill2g6 sans modifi.er

le problème de_ contact.

En conclusion

Dans cette partie, nous avons vu que le contact régularisé, défini au Chapitre fV, permet

de simulet le poinçonnement hémisphérique de tôles en utilisant un algorithme basé sw la

M.A.N.. La difficulté de la régularisation du contact réside dans Ie paramètre qu'il est nécessaire

de bien choisir afin que le problème régularisé s'apptoche au mieux du problème 'réel' de contact

sans pour autarit introduire une trop forte non-linéarité qui engendre un temps de calcul êLevé (V-

1-a\.

L'adimensionnement de la régularisadon, introduit dans la secdon fV-2-a, a permis

d'exprimer le patamètre de régularisation en foncdon d'une vitesse et d'une longueur

caractéristiques du problème étudié. La régularisation du contact est ainsi définie de manière

unique quelle que soit la vitesse de I'outil (V-I-b).

Nous avons élaboré une technique qui permet d'ajustet très simplement Ia régularisadon du

contact lorsque le maill2gs est modifié autrement dit lorsque le nombre de nceuds appartenant à

la surface entrânt en contact change (Va-Q Il ne s'agit que d'une technique mais qui s'avère très

udle quand on réalise des tests en simulation du contact.

V-2 Validation et étude de I'efficacité de la M.A.N.

Comme dans l'étude du gonflement hydraulique de tôles, Chapite III, nous âvons élaboré

un algorithme itératif qui nous permet, par comparaison, de valider la M.A.N. et de mettre en

évidence son efficacité. L'algorithme itératif, présenté en Annexe d résout le problème fotmulé

au Chapitte fV avec Ia loi de comportement et les conditions de contact régularisées. Nous

disposons donc de deux algorithmes basés sur deu-x méthodes de résolution différentes pour

résoudre le problème de contact avec frottement entre une stnrcture de comportement

viscoplastique et un solide rigrde. Les techniques d'assemblage, d'inversion, de stockage, ... sont

identiques dans les deux algorithmes de résolution.
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Chap itre V - Si mu I ati on du poi n çon n emenL h émi sph éri q u e

L'algorithme itératif a la possibilité d'effectuer automatiquement des divisions successives

du pas de chargement lorsque le processus de calcul iiératif rencontïe des difficultés de

convergence. Dans le calcul d'un nouveau pas, le pas de chargement revient toujours à la valeur

initialement imposée.

Les critères sur les résidus déquilibre et d'incompressibilité sont pris identiques dans les

deux algorithmes de sorte à déterminer avec une même précision les soludons :

Critff = Crit'#' = 10-2 (équation d'équilibre)

Crit ffon = C rit i!,T' = I 0 
-5 

(équation d'incompressibilité)

Les calculs asymptotiques avec la représentation polynomiale de la solution sont effectués

en prenant un ordre de troncature égd, à 10 et les calculs pour la représentation radonnelle sont

effectués pour un ordre égal à 15.

Nous présentons deux exemples de simulation de poinçonnement hémisphérique.

premier exemple fait intervenir du contact avec fiottement de type viscoplastique et le second

contact avec un frottement de Coulomb.

Dans les deux exemples étudiés, la

sont choisies de manière identique.

de la structure et la rhéologie du matériau

Géométde de la structure bidimensionnelle et rhéologie du matériau :

Le

du

géométrie

f r=50mm
[ e=1mm
et

ft 
= rao.o MPaso 8

lcr 
= 0.0001

lm 
= 0.8

ln = 0.2

Les structures étudiées sont composées de 100 éléments dont 2 dans l'épaisseur, la surface

de contact condent donc 51 næuds susceptibles d'entrer en contact.
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Chapitre V- Simulation du poinçonnement hémisphérique

V-2-a Exemple 1

Dans cet exemple, nous choisissons d'étudier le contact avec frottement de tfpe

viscoplastique. Ce frottement est caractérisê par un coefficient de fiottemerit et une sensibilité à

la vitesse de glissement que nous prerions égale à la sensibilité à la vitesse de déformation :

fP = o'g
1
lq  =  o '8

La vitesse d'oud-l est : Vo = l0 mm s-l .

La régularisation du contact est prise comme suit :

fL '  = lmm

lV. = Vo

lho  =  o .o5  mm

[nd = zo

La figure ffig. V-20) donne les valeurs du paramètre de régularisadon en chaque nceud de la

surface de contact :

11 76 21 26 31 36 4"1

Næuds de la surface de contact

Fig. V-20 : Valeurs du paramàtn dc dgulaisation

Les calculs numériques âvec l'algorithme asymptotique sont effectués Pour les

représentations polynomiaie et radonnelle de la solution et les calculs itératifs sont exécutés pour

plusieurs taills5 d. pas. Dans un calcul itératif, iI existe toujours une taille de pas optimale difficiie

) l
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Chapitre V- Simulation du poinçonnement hémisphérique

de déterminer, tandis que dans un calcul asymptotique les tailles de pas sont calculées de manière

totalement automad.que et s'adaptent donc à la non-linéarité locale du problème étudié.

Le tableau (Tab. V-2) rassemble les résultats des calculs.

Nbre de pas Nbre d'op.'c-i' Temps CPU

M.A.N.

R polynomiale

ordre 10
57

24

61.

28

8.38

4.94
R. rationnelle

ordre 15

M.N.R.

dt=0.1 -0.025 -0.0125 36

53

105

1590

553

723

r11.12

38.83

50.63

dt=0.05-0.025

dt=0.025-0.0125

Tab. V-2 : Comparaison entn k MAN. et la néthodz ù Nwton-R@bson : nombre ù pas dc ca/ca/, nombre

d'ophations dt'constraction-inansion' dc matiæs et temps dc calcal (nn)

En ce qul concerne la comparaison des résuitats de calcul pour les algorithmes

asymptotique et itératif,les remarques faites dans la secdon III-3 pour le gonflement hydraulique

sont identiques. Même si parfois dans un calcul itératif le nombre de pas de calcul est du même

ordre de grandeur que le nombre de pas d'un calcul asyrnptotique, le nombre d'opérations de

'construction-inversion'de matrices et le temps de calcul sont toujours beaucoup plus importants

dans le calcul itératif. De plus les calculs asymptotiques donnent des reptésentadons analytiques

de la soludon, contrùement aux calculs itératifs pout lesquels les branches de soludon ne sont

connues que de manière discrète. Ainsi, un calcul asymptotique Permet de connaître I'évoludon

des variables au cours des pas de calcul alors qu'un calcul itératif ne Permet de connaître Ies

variables qu'en fin de chaque pas de calcul.

La figure @ig. V-21) représente, au cours du déplacement de I'oudl, l'évolution de I'effort

de contact sru toute la surface pour le calcul asymptotique et Pour un des calculs itératifs'
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Chapitre V- Simulation du poinçonnanent hémisphslgue

2500

. MNR dt=0.05-0.025

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5

Déplacement de I'outil

Fig V-21 : Conparaison enlre la MA.N. et la néthode de Newton-Ropbton : éaolution de lefox de contact
(fuIPa) sur la sufaæ au cnurs da depkænent de loutil (nn)

Avec les deux rypes de calcul, nous retrouvons bien la même évolution de I'acdon de l'oudl sw la

surface de contact. De la même manière nous voyons, figure ffig.Y-22), que les intensités des

réacdons de contact aux nceuds, àLa frn des simulations, sont identiques.

- lvIÀN

* NINRdt=0.05-0.025

200

1 6 1 1 7 6 2 ' t 2 6 3 7 3 6 4 1 4 6 5 1

Nceuds de la surface de contact

Fig. V-22 : Comparaison entre la MA.N. et la nétbodt de Ntwton-Raphson : réadions de contact N) o^
næuds à k fin des calcak

2000
6

O  l q n n(J  ' - - -

(.)
E
E
.i lrno

Trl
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Chapitre V- Simutation du poinçonnement hémisphérique

La zone de contact est identique et s'étend approximativement du nceud 1 au næud 21'

L,algorithme asymptotique permet donc de simuler le poinçonnement de la tôle de la

même manière que i'algorithme itératif mais avec un_nombre d'opéradons de 'construcdon-

inversion, de matrices et des temps de caiculs très inférieurs.

D'autre part, I'utilisation de la représentadon rado=hnelle entraiae un gâin de 58%o en

nombre de pas, 54o/o ennombre d'opérations de 'construcdon-inversion' de matdces et 400/o en

temps de calcul Par rapPort à Ia représentadon polynomiale'

V-2-b Exemple 2

Dans ce second exemple le frottement dû au contâct est un frottement de Coulomb, c'est à

dire que la sensibilit é à Ia vitesse de glissement est nulle. Le coefficient de frottement et Ia

sensibilité à Ia vitesse de glissement sont :

Jr = o':
lq=o

Dans cet exemple, la vitesse d'oudl est : Vo = 0' I mm s-l '

La régularisation du contact est définie par :

[ L '  = 1 t '

lV .  =  Vo

lno = o.o5 mm

lno = zo

La figure (F1g. V-23) donne les valeurs du paramètre de tégularisation en chaque nceud de la

surface de contact :
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1 6 1 1 1 6 2 7 2 6 3 7 3 6 4 1 4 ô 5 1

Nceuds de la surface de contact

Ftg. V-23 : Valeurs du paramètre de régularisalion

Les calculs numériques âvec I'algorithme asymptotique sont effectués pour les

représentations polynomiale et radonnelle de la solution et les calculs itératifs sont exécutés pour

plusieurs tailles de pas. Le tableau (Tab. V-3) rassemble les résultats des calculs.

Nbre de pas Nbre d'op. 'c-i' Temps CPU

M.A.N.

R polynomiale

ordre 10
64

24

65

25

9.08

4.81
R rationnelle

ordre 15

M.N.R.

dt=10.0-5.0-2.5 38

53

104

1559

422

622

1,'t7.42

30.04

44.22

dt=5.0-2.5

dt=2.5-L.25

Tab. V-3 : Comparaisotr entrc k MAN. et h nétboù dr Nwtot-Raphson : nombrc dc pas dc calanl, nombrc
d'ophations dc'construclion-inaersiott' de matiæs et tenpi dc caha/ (nn)

Une fois de plus, comparé à l'algorithme ttéranf,l'algorithme asymptotique nécessite un

petit nombre d'opérations de 'construcdon-inversion' de matrices et un faible temps de calcul.

La figure @ig. V-2a) représente, au cours du déplacement de I'oudl, l'évolution de l'effort

de contact sur toute la surface pour le calcul asymptotique et poru un des calculs itératifs.

T

0.05
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Chapitre V- Simutation du poinçonnement hémisphérique

- \L\N

. N'INRdt=5.G2.5

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5

Déolacement de I'outil

Fig. V-24 : Comparaison entre la MA.N. et la néthod,e fu Ntwton-Raphson : éuolution de /efort dt contact

1L[Pn) sur lo sutfaæ au cours du depkænent de loatil (nn)

L,évolution de I'acdon de I'outil sur la surface de contact est la même quelle que soit la méthode

de résolution utilisée. De même, nous voyons sur la figure frig' V-25) que les intensités des

réacdons de contact aux nceuds à la fin des calculs sont identiques'

o -
(.)

E
E 3 0

Ë
Trl

I J

6

Q

& 4

2

0

- *- rtÀN
- NIbiRdt=5.U2.5

r 6 1 1 1 6 2 7 2 6 3 1 3 6 4 7 4 6 5 1

Næuds de la surface de contact

Fig. V-25 : Comparaison entre h MAN. et la nétbode de Nwton-Raphson : réactions de contact (I'{) aax

nmds à lafn dzs calails
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Chapitre V- Simulation du poinçonnement hémisphérique

La zone de contact est identique et s'étend approximâtivement du nceud 1 au nceud 21.

Avec un nombte d'opérations de 'construcdon-inversion' de matrices et des temps de

calculs beaucoup moins importants que ceux de I'algorithme itératif, I'algorithme asymptotique

permet de simuler le poinçonnement hémisphérique d'une tôle.

L'utilisad.on de la représentation radonnelle entraîne un gain d'environ 620/o en nombre d.e

Pas et en nombte d'opétations de 'construcd.on-inversion' de matrices et 47o/o en temps de calcul

par rapport à la représentadon polynomiale.

En conclusion

Dans cette deuxième partie, nous avons présenté deux exemples de poinçonnement

hémisphérique de tôles circulaires. Les simulations numériques ont été réalisées sw des srructures

de même comportement viscoplastique mais dans le premier exemple le contact a été choisi avec

un frottement tenânt compte de la vitesse de glissement à I'interface de contact (V-2-a) alors que

dans le second exemple le frottement est un ftottement de Coulomb (V-2-b)

Un algorithme itératif, basé sur la méthode de Newton-Raphson, a été introduit dans le

code de calcul et nous pefinet de valider et d'étudier I'efficacité de I'algorithme asymptotique

développé dans le cadre de ce travail. Les deux aigorithmes permettent de résoudre par deux

méthodes numédques différentes le même problème de contact régularisé.

Comparée à la méthode de Newton-Raphson,la M.A.N. nécessite très peu d'opéradons sur

les matrices, ce qui est très intéressant au niveau du temps de calcul. De plus,la déterminadon des

taillss ds pas étant automadque, I'algodthme asymptotique ne rencontre jamais de problème de

convergence des processus de calcul. D'autte p^rt, l^ M.A.N. permet de connaître l'évolution à

tout moment du calcul des quantités comme les efforts de contact aux nceuds ou encore l'écart

entre les surfaces entrant en contact. ...

Comme dans la résolution du problème viscoplastique sans contact, Chapite III, la

teprésentation rationnelle de la solution peffnet de diminuer, par rapport à la représentation

polynomiale, le nombre de pas de calcul, le nombre d'opérations sur les matrices et le temps de

calcul.
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Chapitre V- Simulation du poinçonnanent hémisphérique

Gonclusion

A partir de simulations de poinçonnement de tôles, rrous avons testé et validé la M'A'N'

développée au ChaPiue fV.

La résolution par la M.A.N. des problèmes de contact âvec prise en comPte du ftottement

ne pouvait se faire que par I'intermédiaire d'une régularisation des conditions de contact' Nous

âvons montré que cette technique est efficace et, moyennant un bon choix du patamètre de

régularisation,le problème régularisé est très proche d'un problème de contact'réel' (V-1)'

Le fatt de coupler la non-linéarité du comportement du matériau et celle provenant du

contact n,a pas altéré I'efficacité de la M.A.N. : les tests réalisés (Y-2) ont monÛé que la M'A'N'

reste une méthode fapide, lobuste et totalement automatique.

Selon le cas étudié ({-2), représenter la solution sous la forme rationnelle Permet une

diminution de 50% à 60c. du nombre de pas de calcul par laPPort à la représentadon classique

oolvnomiale de la soludon.
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Conclusion générale

Conclusion générale

Après les nombreuses études réalisées sur la M.A.N., aussi bien en mécanique du solide

qu'en mécanique des fluides, I'enjeu de ce travail de thèse était grand puisqu'il s'agissait d'aborder

des problèmes à caractère industriel. C'est chose faite puisque nous avons fait nos premiers pas

dans la simulation des procédés de mise en forme à chaud.

La mise en forme à chaud fait intervenir un comportement du matériau de type rigide-

viscoplastique qui tient compte des effets de viscosité et de I'incompressibilité du matériau. Ce

modèle est en général caractérisé par 7a loi de Norton-Hoff qui s'avète être bien adaptée au

comportement des métaux.

En ce qui concerne Ie problème de contact unilatétal avec ou sans frottement, celui-ci

est omniprésent en mise en forme. Or, la résolution parla M.A.N. de ce type de problème, ne

pouvait se faire que par I'intermédiaire d'une réguladsation des conditions de contact.

Initialement développé pour l'étude du contact entre un matériau élastique et un solide rigide,

plhage-Hussein/1998], le champ d'application du contact régularisé a êté élargt à l'étude du

contact avec frottement entre un matériau viscopiastique et un solide dgide. La ioi de frottement

que nous avons introduite est une loi de tlpe viscoplastique, tenant compte à la fois de Ia

pression contact et de la vitesse de glissement à I'interface, dont le cas particulier conduit à un

frottement de Coulomb. Que ce soit avec la M.A.N. ou avec la méthode de tésolution de

Newton-Raphson, le contact régularisé simplifie notablement Ia prise en comPte des condid.ons

de contact et de frottement.

Le couplage de la non-linéarité de contact avec la non-linéarité matériell e a êté réalisé avec

succès. Les applications numériques présentées : les simulations de formage de tôles par

pression hydraulique et par poinçonnement hémisphérique, ont permis de montrer la supériorité

de la M.A.N. sur la méthode itérative de Newton-Raphson dans le sens où elle plus rapide, très

précise et totalement automatique.
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Conclusion générale

Pour convaincre véritablement de I'efficacité de la M.A.N., il paraît indispensable de

mesurer notre code de calcul à un code commercial, comme FORGE ou MARC, à travers

quelques simulations de mise en forme de tôles. Ceci devrait être réalisé prochainement.

A très court terme, il serait intéressant d'introduire dans nos développements le

paramétrage d'une surfâce de forme arbitrùe à I'aide d'un polynôme de Bézier comme cela a déià

été fatt pour le contâct en élasticité, plhage-Hussein/1998]. Ceci nous permettrait de simuler la

mise en forme de tôles par un outil de forme plus complexe que le poinçon hémisphérique.

Dans le but de poursuivre et de compléter ce travâil, un des axes de recherche est

I'introduction des phénomènes thermiques dans ce qui a été développé. En effet, le rôle de la

température est important er mise en forme à chaud et, dans les études réalisées sur le sujet :

[Chenot/1993], [Billon/l996], [Flacquin/l996], fF{ans Rzj/1996], fChenot/79971, I'aspect

thermique est généralement pris en compte. La tempêrature devient alors une fonction inconnue

régSe par l'équation de la chaleur. D'autres axes de recherche sont possibles : I'introducdon dans

notre code du modèle de comportement de G'Sell et Jonas pour les matériau-x polymères

[G'Selt/1995] ou encore la prise en compte du caractère directionnel ou anisotrope de

l'écrouissage [Mesrar/ 1 99 1].

De façon à pouvoir aborder une plus large classe de procédés, il est indispensable de

pouvoir tenir compte des phénomènes de charge et de décharge élastiques intervenant lors de la

mise en forme à basse et moyenne températures. D'autre part, il apparaît important d'étendre les

travaux sur Ia mise en forme dans I'espace tddimensionnel. Ces aspects sont en cours d'étude

dans Ie cadre de deux thèses de doctorat.

La rapidité, la fiabilité et la simplicité sont des qualités essentielles porrt des

applications indusrielles et la M.ÀN. pamît êue un outil perforrnant pour abordet la

simulation des procédés de mise en forme.
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Annexe À: Procflure itérative de résolution

Annexe A

A-1 Méthode itérative de résolution : la méthode de Newton-Raphson

Nous rappelons brièvement la procédure de résolution de la méthode de Newton-Raphson

qui est une méthode de type prédiction-correcdon.

Sur chaque inctément de chargement :

nul :

R(v, p)* 0

supposé être solution de l'équation. Cette soludon annule donc le résidu de l'équation :

R ( v + d v , p + d P ) = 0

Le développement du résidu en série de Taylor au voisinage de {v, p}, 
"t 

négligeant les termes

d'ordre supérieur à un, conduit à :

+14 {d v, a o}= -n(v, p)
ô( t ,p )  

'

La résolution de ce système est simple puisque le problème est linéaire.

partir de la M.A.N. :

l lrnl -,lrupll [au"l lq*) l9o^,]

[[*"ol f*ooil ioo"i, 
=1 o i-\er,.,l

(cr .) l9o,-,)
où R(v, p)= -.{ 

' ï '  
l*1'--^ |

t " J l%P'')

{o,p} = {o, p}* o {a v, o p}

où o est un coefficient de relaxadon, il facilite la convergence du Processus rtérat]f.



Annexe A : Procédlure itérative de résolution

Puis, par intégration sur I'incrément de temps, le vecteur position et la déformation plastique
cumulée sont calculés à partir des valeurs au débuts de I'incrément :

/ v ,  + v \ ,x = xi * 
[-f) 

f^,1

e = er +D (1,)=

Ce processus se répétant jusqu'à ce que le résidu de déséquilibre R(v, p)

proche de zéto.

L'algorithme de résolution sur un incrément de ternps est le suivant:

PREDICTION' {",p}

soit jugésuffi.samment

SOLUTION

BIoc conespondanl à une itération de
Newton-Raplson

lÇ^,) 19o,,,)
<  > e t <
I o J l%p,^,)

Calcul et assemblase des vecteurs

Test de
convergence

CORRECTION : amélioration de la solution

o Calculetassemblagedesmatrices K"], Ktp], Kpp]

r Résolution du système :

[[rc"1 -'lrwl.l fa u" I lq*) 19o,,,)l l  :  " - l  {  " }  = i  - - > - {  " " }

LK"pl lrpp]l  ldp"J, loJ lep,,,)
i  c a l c u t a e :  { v , p } =  { n , p } + o { d v , O p } ,  x  e t  e



Annexe A : Procédure itérative de résolution

Cet algotithme est utilisé dans les cas suivants :

o Déterminarion du point de départ de la procédure asymptotique ̂ n". (Â t) uès petit.

o Phase correcdve de la procédure asymPtotique 
"-tec 

(Â t) = 0 .

o Procédure de calcul incrémentale, avec (l t) + 0 , utilisée pour valider la M.A.N. et étudier son

efficacité. Cet algorithme est alors répété de nombreuses fois afin de déterminer pas à pas la

soludon. Le point de départ d'un pas de calcul est le point solution du pas précédent.

A-2 Résolution itérative du problème viscoplastique

O n p r e n d :  f  = I ,  J = 1  e t d o n c  A = J  t f  = I .

o ' : ô L  =  o ' : ô D ' *

Le système Q-28) à résoudre est :

I%'" -Ç* = o
19P,,, =o

Ç*  = tÇ ( t )

fuo,nt = 
f,"o':ôD'. dclo - L"Tr(ôD")e doo

ePn,=["*[ ' ,b ). ; ]  0., .

Le chargement extér-ieur est imposé de manière incrémentale par I'intermédiùe du temps :

, (t +t) - t (k) + (lt). ;. I ç ième ' incrément étant déterminé, on cherche à résoudre le système Pour

l. '(k +1)iè'"' incrément.

L'intégration du vecteur position et de la déformation équivalente donne :

/ , , ( t )  , . , (k+ l )  \  .
, ( k+ r )_x (k )+ l  

' ï  
l (a , )

[2 )

, (k+t)  _ 
" (k)  

*p-(k+l )  ( l t )

Pour I'incrément de temps (A t), ot 
" 

,



Annexe A : Proc&ure itérative de résohttion

fo tn* t1 -v(k)  +dv

lp ( k * t )  =p (k )+dp

La résolution s'effectue par la méthode itérative de Newton-Raphson. Pour cela, il faut linéariser
le système à résoudre.

do '=CdD '+dCD '

)

J

(o+e )

3D

/  , \
-D

3 do' = c dD'*Z r u. 
[e+a 6,).@J) ao o'

do' =[.,. 
[;æ 

(rt)*]%Ël r"oo'l o'

D'où :

ll-,"uo'. 
: M: dD'* doo - f,"rr(an.)ap dc)' = Ç* -go,a

1 f  ,  ,  , - - l

I J," * L'.(oo.).#l 
on' -- -tu,*

avec M=c r"'.[#5 (rt).]%Ël D'oD'

on définit ,  (t . I), ,u, -ô;L ô.;r et (D'8D'),:u, =Di: D'n.
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A-3 Résolution itérative du problème de contact avec frottement

Le système (IV-31) à résoudre est :

l9o^, -Ç^r =o

\9p,,, =o

q" = (*'I ô "o = ft; *n;[ a "o
fuo,nt = 

f,"o':ôD'. doo - f,"rr(on')n aoo

tu,nt =[ uo [r.(o.).3] orr,
"  L  

- P e n l

Le déplacement de I'oudl estimposé de manière incrémental" , xG*l) =x[k) +(At)V".1. rpièmer

incrément étant déterminé, on cherche à résoudre le système pour le '(k + l)'t'"' incrément.

L'intégration du vecteur position et de la déformation équivalente donne :

(  . , ' tx l  *v(k* l)  )  ,  ,
x ( k + r ) _ x ( k ) + l  

'  ' ^ '  
l ( n t )

[  2  ) ' ,

" (k+r )  
_ , (k )  * [ (k+r )  (A t )

Pour I'incrément de temps (Â t), o.t 
" 

,

fn t t * t l  =  yG)  a6"
5

[p ( t * t ;  =p(k )  +dp

La résolution s'effectue par la méthode itérative de Newton-Raphson. Pour cela, il faut linéariset

Ie système à résoudre :

dRr" =-u l*; loun 
-u aln; lvo et dR; =l*; lo.+oln;1"

\2 )

l . l
\ L . /

[2 ] r+h '  
\  / '  

\ 2  ) r+h



Annexe A : Procédure itérative de réælution

dVq=dPv ,+Pdv ,

dP=9 - lPds
2S

dn,  -d lv , l t+ lv , la t

d lv , l=dv ' t+(v-v" )  Ot

=+

dRT =-p

dR; =-p lR; l

d lv, |  = z ((" -v").  t)* (a v.t+(v-v" ) .  o t)

n;IIG-r)l{",lF 
(ov t+("-%) o0,.'l

" [p( (a ' . t+(v-v" ) .o t ) t+ lu , la t )  
)

"[ i)ttov 
n)rlv,lt

^ ( ,*pno[ -

= dR; =l*;lI

+p

tï)*("-%) ")(0"))'
("-v") 

",,0" 
,,),. . |

v . t ) n  
)

i)#(avn)n

ir
l v .

v, l

ld"

- l v ,

; (o
1 -

1
. . h

(d

-  t )

((

[ '

t'
l- l
I
.

h "

\ t
l -_j
t r +

-r)

(( ,
I

t-
I
.

h "

P

)

r )
)

(q

+ I

at '
T

^ t
2

A t

6



Annexe A: Procédure itérative de résolution

dR. ={--,-,1'['.*+ù]t' i+l*
-"(i)"ov n)n

* u l*;l ' t",t (i)* (o" t)n

+pnô'1",1(i)tov n)t

ou encofe : dRt =Mt dv, en négligeant les teffies non s)tmétriques, il vient :

'. ={-u l*:l.['.t+t][' t+)fr n'-v") "r].F;l(ï)*
-nô(ï)#[,"o]

-  [  rr(oo.)dp do6 -ôvn M'd"o = qnn-fuoinr
{-r" \ /

d{20 = -9V.^,

("-v") ",].p,| (ï)#] @ v t)t

l ',. ,,
D'où

IL,
I i,",

ôI)'- : M: dD'- dC)s

r- -l

on I r'(an.)* jL I
t "otn -',



Annexe B : Développement asymptotique du problème viscoplastique

Annexe B

B-1 Développement asymptotique des variables

( i ) o'= C D' 
I"'(O) 

= C(0) D'(0)
t , , . .
lo'(i) = c(0) D(i)+c(i) D'(0)+[n"']i- '

r= i - l

^-.". [Ro']i-' = 
Ic(r) 

D'(i-r)

(2) c=lkHe
( . t

1",0, 
=: k H(o) Q(o)

[..,', 
= 

] 
r nrol e(i)+ [nc];'

",,.. [nc][' = 
I 

u'â'H(i -r) e(r)

(4)  e=p-m-t  le(o)=D(o) ' - t

. t  Doq=(m-r)qaD lo, ' ,=HQ(o)Dti l*[nq]i- '

,-,". [nq]i-' = 
# ['I'(t 

-')-î) nri -,y q1.;]

(3)  s=(cr+e) '  fn(o)=(a+e(o)) "

et (cr+e)dH=nHde 
i",,,=*-h[ 'â'(" 

lbP).t,-,r"t,; ]
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(s)

( 6 )

(7 )

(B ) dJ
d t

= J Tr(D)

(9 )  L=Vv

( 10 ) 1= (vx)-t

)  (  v ' 2
D2 =1D, :D,+ lyh l

3  [ ' t . ;

u c  n- = l )

d t

lm
D(0) = 

{ ; 
o'fol : D'(0).[r,. 

,J
D(i) = 

i # 
D'(o) : D'(i) + [*n]i-'

,"". [nD];' = 
;, ['â'[3"',r) 

: D,(i -r) -D(r) D(t -.))]

fx(o)
I

l x ( i )  = :  v ( i  - i )
l l

dx

d t

Jt(o)
Itttl 

=

[ t (o)=det(rqo;)=r

1 ,,', = 1 
'Ë'rt.l 

rr(o1i -, - r))
I  r ;6

It(o) 
= vv(o)

ll(i) = vv(i)

l f(0) = (Vx(0))- '
I
I r=i_1

lrli; = -f(o) t
l -
t ^

l -:  D ( i - 1 )
I

- I

I

= : f ( r )L ( i - r - l )
l - r



Annexe B : Développement asymptotique du problùne viscoplastique

( 1 1 )  A = J t f
fo,o, 

= J(o) tr(o) = I

1o,0,=ào,,, ' r1i-r;

{otol 
= 

} 
(t*, r(0)+t(r,qoy r1o;)= D'(0)

lo(t) = D. (i) + [RDF'

avec D.(i) = j(t,t, r(o)+t(L(i) r(0r)= 
|(trtl*'trtl)

o [RD]b-' = 
]'lÏt,r) 

r(i - r;+' (r1r; r(i - r))

(12) o =;( t r+ ' ( r r )

(13) D,=D ryt ID,(g)=oloy-r.(Ptol)r=D,.(0)
lo'1i; = D'. (i) * IRD']à-'

avec D',* ( i)  = D.,, '  -  rt(q. ( i)),

J

.t [RD'];' = [RDF' - 
f-]b-' t

3

B-2 Système à l'ordre 0

{A o' :  ôL}o.a,"o = A(0) o'(0) : ôL = o'(0) : ôL = o'(0) : ôD'*

A I'ordre 0,le système (I-28) à résoudre derrient :

!9o,,, -Ç* =o
l%p^, =0

t 0



Annexe B : Développement asymptotique du problène viscoplastique

Ç",r = to cT(O)

go,a = 
I_," o'(o) : ôD" d c)o - [" rr(at. ) p(0) d ae

f  ,  .  - r ^ t l

fui,,t= L urlr.(o.tol)+!l9lI aoo
' 

L "Pen 'l

Ce système est équivalent au système non linéùe de départ à résoudre.

La résolution s'effectue parla méthode itérative de Newton-Raphson. Pour cela, il faut linéariser
le système à résoudre.

d o'(0) = C(0) d D'(0) + d C(0) D'(0)

a

J

(cr + e(0))

/ r  ' \

D(0)

3 D(0)

3 do'(0) = [.,0, t.? g+ c(0) (D'(0) : o'(o;l d D'(0)
[ 

' (D(0))' )

D ' où :

I L ao'" : M(0): D'.10; deo - [ r.(on.)ap(0) do. =cr* -go61
l d r ,  "  & "  \  /
t -
i  T  . ^ , 1

I L uo I r'(an.1o;)*illt I dao = -ep,*
t t 

-otn 
-',

avec M(0) = c(0) t"t+l(t-t)ç-tol D'(0)@D'(0)3 Frol)'

Rematque : on retrouve le matrice M avec (lt)= O obtenue dans I'Annexe A pour la

résolution du problème parla méthode de Newton-Raphson.

on déf ini t  '  ( I . I )uu, =ô;1 ô.1r et (D'8D') , iu,  =Dï D'r .r .

l l



Annexe B : Dévetoppement asymptotique du problème viscoplastique

B-3 Système à I'ordre i

o'(i) = c(0) D(i) +c(i) D'(0)+[R"']i- '

o'(i) = c(0) D'(i).3 
f;# 

c(0) (D'(0) : D'(i))D'(0)

.{[; k H(0) 
tH 

a(0) [RD]i-' *[ne]i-'). F.F' )o'ror 
*1n"'ll-']

[  ' (D(O)r )

â o'(i) = 
[.,0, 

t.?# c(o) (o'(o)' o',o,f D'.(i)*[R"]

avec

[n"]= [.,0, 
,.? 

# 
c(o) (o'(o) o'ror)) [no']i'

.[? - 
"t, [# 

a(0) [RD]i-' * [nq]i-') . t*.F' ) 
o',0, * [no']i-'

D'où :

{A o' : ôL}o,*., = ôD" : M(0) :D'' ( i) *u o'-[[nr]*'Ë' A(i -r) . '( ' ,))

On retrouve ainsi la même matrice que pour ltotdre 0.

t2



Annexe B : Développement asymptotique du probtème viscoplastique

A I'ordre i,le système (I-28) à résoudre devient :

f i .,"uo'. :M(0): D'.1i)dQo - 
f,"r '(Oo.)p1D dao = to ?(i)+9(i-l) -9l4.

<  |  . . . 1

I I.,^uo I r,(n.rir)*$| | aoo = -eË'
t t -otn 

-',

avec

cï(i) = 
Lr,, 

ôu po A(i) no dSo

- (, r [ra-l l) - | 1l-r=i-r In''o-t = [_ ôD'.1 lR".|.l I eri-r) o,(r) l l or, - [ r.(an.)l 
't 

A(i-r) p1r; I aso"  &o 
[ '  I  r=o  ) )  

-  
"  o "  

^ - t - -  / [ ,=o  
I

r = i - l l  . ' l
gpà- '= 

I- ,^uo I  lo, t-r) :L(r)+J( i-r ;  ! (r)  |  ono
"  r = o l  

' C * n l  
"

l 3



Annexe C : Développement esymptotique du problème de contact avec frottement

Annexe C

Développement asymptotique des variables

n; =ln;ln

G-1

( 1 )

in; 
ror = In; l1o; oqo;

'lu 
rrr = 

; l*; lt.) 
oti -,)

il*;lror=n(W
ll*; l,', 

= -#[' n1i;+'l' l*; lt,r h(i -,)]

i*tto' 
= - u

lRi(i) 
= - r,

"'". [nn;];'

fvq(o) = P(o) vt(o)

iv, f il 
= p(0) v , (i) + P(i) v, (0) + [*ro, ]i-'

^.r.. [Rvn]ï-t ='Ë.ta,r) v,(i- r)
r= l

I",(ol 
= lv,l(o) t(o)

1", (,) = ;v,l{i) t(o) + [Rv, ]i,-'

r= i - l

",r.. [Rv,]1,-' = Ilu,l{r)t{i-t)
r= l

(3) RT =-* ln; lv,

( 4 )  Vo  =Pv ,

(2)  l ^ " t  (a -n)\  /  
lK; l=n =--=

(5)  v ,= lv , l t

ln: lroi v^ (o)
I  " l . -  e '

r  I  l '  - l i - l

l*; lrol vo(i)+LRR;lo

r= i -  I  ,=-u I  l* ; l t . lvo( i-r)
r=0

1 4



Annexe C : Développement asymptotique du problème de æntact avec frottemenl

(6 )  l v , l= (v -vo ) . t

(7 )  p=S( " -u )

e t  S d P = PdS

(8 )

r=i-l

"r.". [Ru, Ft = I v(r). t(i-r)
r - l

q -1

2

flv,lto) = (v(o) - v" ). t1o;
1 -

||v,l(i) = v(i). t(oy + [Rv, ]i,-'

l*(o) = s(o)("lr)

i.,',=9r(D 
51q*[RP]i'

itfo, 
= lv,l(o) * lv,l(o) + (or v, )2

[s1i; = z lv, l1o; * lv, lii) *[RS]i'

( 9 )  ( . * h ) ,  = ( x - x " ) . ( x - x " )

",". [Rp]i-' = uài ['à'[9-î.9) x' -.r.r,r]

r=i-l

"-'.. [ns]i-' = Ilu,l(0*lv,l1i-r)
- - 1

2 ( r+h(0))

S = Y t . v , + ( r o v , ) 2

ou

S = lv, l  -  lu, l+ (co v, )2

, .^ \  |  12, , (x(0)-r"(0)) .x(2)+(x(1)-V") ' (x( l ) -v") lî\z) - t@r(o)) [-r,1ry * 61t; ]

h(i) =

( i  t : )

[z 
*(x(o)-x"(0)).x( i)  +2 *(x(1)-%) x( i  - t) l

l . 'Ë",r, .x( i-r)- 'Ëi,n*h(i-r) |
I r=2 r=l -l

l 5



Annexe C : Dévdoppement asymptotiquedu problène de çontact avec frotlement

r10)  |  ,  ,\  /  n = _ ( X _ X o /
r + n

n(o) =rfu (x(o)-x"(o))

n(1) =rh (x(t)-v" -h(r) n(o))

o(i) = ;il') [.r'l 
-'ii(i -.) "(,))

( i=z)

( 11 )  t =n , . z

C-2 Système à l'ordre 0

{- * l*; I to t.*"0 = R; (o)

A I'ordre 0,le système (IV-31) à résoudre devient :

[9o,^, 
-Ç^r =o

l%P^, =o

q"" = R; (o)
go,n, = 

Ir" o'(o) : ôD" dc)o - I-," t.(uo')p(0) doo - (n;101[ s to

| . -r^. I

fuint = L ur lr.(o 101)*p I oto
--o 

t 
-O.n 

-'l

Ce système est équivalent au système non linéaite de départ à résoudre.

La résolution s'effectue patlaméthode itérative de Newton-Raphson. Pour cela, il faut linéariser

le système à résoudre.

Ri(o) = - u l*; ltol vo tol

I r (o)=n(o)nz
I t l i ;=n( i )nz

l 6



Annexe C : Développement asymptotique du problème de contact avec frotbment

2 S(0)

= dRi(0) = - * l^;lrolerol (W qn,lrol)' .r)[ 't(0) t(o)]d v(0)

ou erlcore : d Ri (0) = M'(0) d v(0)

(  r  . \  l - - , . - . r r \

avec M.(0) = - u l*;ltol rrol I r* (q-tt.tJYLltol't- 
| [,,101,101]" r I, s(0) ) '

Remarque : on retrouve la matrice Mt avec (nt)= g obtenue dans I'Annexe A pour

la résolution du problème par la méthode de Newton-Raphson.

D ' o ù :

G-3 Système à l'ordre i

R;(i) = - p ln; lroi vo ril *lnnîh-'

- * l*;lrol (rtol v,(i)+p(i) v,(0))+{- u l*;lrollnvn I-' .[o;[-']

1 7



Annexe C : Dévetoppement asymptotique du problème de contact avec frottement

Rî(i) = - u l*;ltoi (rtot 1',1(i) t(o).9 r(D 51i; ",(0))

. 
{- u In ; l1o;(r1oy lno, ]i,-' * [RP]i' v, (0) + [*ro, ]i-' ). [o: F' ]

- u l*;lrol [rror lv,lii) trol +Ç I(o 2 1v,l1r

| , [r1or [n,, ]i-' *
* j- p lR; l(0)l
t [.[*P]l-'",(o)

0)

g

)+

\tt 
- r/

2
I

+ IRY

;* or ,ror)

; ] i rv,1oyl

I

u, l(

[ns

lvrl(i). I

P(0)

s(0)
li -r
s(
l r -
I

l lq

lv

-1!

v

r  1 .

+$niI
v, ]i ' t1o;

[np]i' v,1oy+[nvo]i'

|  ( ,

[fr.]= l- u l*t l,o,i _
l \.

= R;( i )=-u l* ; l tot [ t io;v( i ) . t (0)t(0)+(q-t)# (u, l tol) 'v( i ) ' t (0),rol)- [n"]

avec

1o; [n,,F, <oy* (qtt)ffi {,,qrol)' [n

P(o) [k,1t' * (q- t)ffi Fr]l-' v,(o)+

Finalement:

Rî (i) = M'(0) v(i; + [fr.c]

On retrouve ainsi la même matrice que pour ltotdre 0.

O n  a :

t- u l*; I uo t,0,", = Rï (i)

A I'ordre i,le système (IV-31) à résoudre devient :

f L. uo'. :M(0) : D'.(i) deo - Ir"t.(uo")oti) do' -ôvo Mc(o) vo(i) = 9?f (i) - ae;t

I I uo[r,(o.1,y).j!rl 0.,, =-ePà-'
ln. L up.n I

avec

,l

l 8



Annexe C : Développenrent asymptotique du problème de contact avec frottement

9"'(i) = ô"p R: (i)

furo[-t =fuoà-t -U". [R"]

gpà-' = [. uo 
'Ë' 

[o,,- r) : L(r) + J(i - ,, #ql d eo{)o Â L'  
'C*"1
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Annexe D : lléthode des élûnents frnis

vr,, 
Iv r l

;f
Yr,, 

I
, , r + v " , r )

D., + D*

_]lb]
3

[ * ' , .
lN '
t -
l r

l0
LN',"

*,,, -l[*,,,.])
+ i(''',.*)-1[*,,,.+)

N t , "

I
{o.}= 1

I
lv

t'(o.)= +Dzz

IDt"  =  D '

Sur chaque élément :

(  * )
lD ]=

{o '"  }=

à {o.}  = [e]{""  }

t rr(o. ) = [""]{u" }

à to'" l = [B']{n" }

0

0

Nr,"

Nr . ,

uI')
YT]

u[')

rlll, , (o . )=[* , , . . ]  N, , "

uf')
rll

-l *,,,
-l *'.'

)

*r,, -i *,,,
N, , .
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Annexe D : Méthpde des éléments finis

Annexe D

D-1 Discrétisation de la structure

On se place dans I'espace plan, c'est à dire que chaque vanable vectorielle a deux
coordonnées et chaque champ dépend de deux coordonnées d'espace x et y par rapport à un
référentiel fixe.

Le domaine est discrétisé en nceuds sur lesquels sont construits des éléments. La façon de
construire les éléments et leurs foncdons d'interpolation est présentée dans les ouvrages
spécialisés.

Nous définissons une matr{ce [Nlo] .ont"nânt toutes les fonctions d'interpoladon associées à

chaque nceud du maiilage :

'n' est le nombre totai de nceuds du maillage.

Alots la vitesse est donnée oar :

{u} = [Nv]{u" }

Les composantes du tenseur des rritesses de déformation sont rangées dans un vecteur noté {D- }.

D-2 Conditions d'axisymétrie

io"l
{o.}= I o* |\ / 

lo-l
l2D-)

N,r=[T' J, T ̂ :, ] ^:"]

20



Annexe D : ltéthode des élémentstinig_

D-3 Gonditions de déformation plane

fo*l
{o.}=l ,"* |

lD- = oJ

{o-} = tBl{"" }à

u$)
u(l)r

:

I u-,,. I
{o.  }= ]  

u ' ' t  
I

I  
u* ' t  *u t ' *  

|
l v r , r=o  )

r . (o.)= o* +D",

D" = o" - r 'b. )1
J

Sur chaque éIément :

[N,  o
I  r , x

f ^ .1  |  o  N , . ,
lD i=1N,.  Nr ,*

l -  , , y

L0 0

rr(o-) =1eu11u"1tt.(o.)=[*,,,. N,,, i ...]

uf)
n(l))

:
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Annexe D : Méthode des élémentsfinis

{o ' .  }=

N,,* -l N',,. -l *,.,
. J J

t l- ;  N t . *  N t . u  - ;  N t . u
) ' J

Nr , ,  N ' , *

-l *,,. -l *,,,
J J

nf)
n(l)v

:

j
|  + {o ' . }  =[e ' ] {u"}

I
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Simr lation de la mise en fonne à chaud patla Méthode Asymptotique Numérique

Dans ce travail, de thèse, la Méthode Asymptotique Numédque (N{.A.N.). est examinée pour
l'étude des problèmes mécaniques combinant plusieurs non-linéadtés : matérielle, géométrique,
contact avec frottement.
Nous abordons ainsi la mise en forme à chaud de tôles en appliquant la M.A.N. à la résolution
des problèmes viscoplastiques (oi de Norton-Hoff) en gtande déformation âvec pdse en compte
du contact avec frottement.
Pour appliquer la M.A.N., des techniques d'inttoduction de vadables, de régularisadon, ainsi que
de modification des teladons sont employées dans le but de rendre les expressions quadtatiques
et analytiques. En particulier, les condidons unilatérales de contact sont régularisées.
La M.A.N. consiste à combiner une technique de perrurbation et la méthode des éléments finis.
Les inconnues du ptoblème sont ainsi développées sous forme de séries entières et le problème
non linéaire de départ à résoudre se transforme alors en une suite récurrente de problèmes
linéaires ayantle même opératew tangent et résolus parla Méthode des Eléments Finis.
Les applications numériques traitées : simulations de formage de tôles par ptession hydraulique et
par poinçonnement hémisphérique, peffiettent de montrer la supériorité de la M.A.N. srr une
méthode itérative dans le sens où elle est plus mpide (peu d'opérations de 'construction-

inversion' de matrices), très ptécise (équilibre satisfait à tout moment de la déformation) et
totalement automatique (calcul intrinsèque des pas de chargement).

Mots Clés:
Méthodes numériques - Eléments finis - Régularisation - Calcul non linéaire - Viscoplasticité -

Contact - Frottement - Mise en forme

Hot metal forming simulation by the Asymptotic Nrrrnerical Method

In this thesis wor\ the Asymptotic Numerical Method (A.N.M) is investigated to analyse
mechanical problems combining several non-linearities : material, geometrical, friction contâct.
We study hot sheet metal forming by app\nng the A.N.M. to solve viscoplastic problems

Q.trorton-Hoff law) with latge deformation and friction contact.
To apply the A.N.M., techniques of variables inttoducdon, reguladzation and relations
modification are used in order to transfom the expressions into quadratic and analytic ones.
Particulady, unilateral contact conditions are regularized.
The A.N.M. consists in combining a peturbation technique and the Finite Element Method. The
unknowns of the problem are thus developed into asymptotic expansions and the initial non-
linear problem to solve is transformed into a recursive succession of linear ones having the same
tangent operator and solved numerically by the Finite Element Method.
Numerical applications ptesented : sheet metal forming processes by hydraulic pressure and by
hemispheric stalnp, allow to show the supedority of the A.N.M. with respect to an iterative
method in that the A.N.M. is fastet (few 'construction-inversion' matrix operations), very
accurate (equiJibdum satisfied ^t ^ny time in the deformation) and totally automatic (intrinsic
determinded ioad step).

Ke)tq/ords:
Numerical methods - Finite Element Method - Regularization - Non-linear computation -

Viscoplasticity - Contact - Friction - Sheet metal forming




