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INTRODUCTION

Cette thése présente des travaux qui concernent I’ordonnancement en "temps réel".
L’ordonnancement fait partie des décisions opérationnelles permettant de gérer la production. 1I
consiste 4 définir les dates d’exécution des opérations a réaliser en tenant compte des
disponibilités des ressources qui leur sont nécessaires. Nous voulons ici déterminer les dates
d’exécution des opérations a réaliser sur chaque produit, dé¢s que sa commande arrive, sans
connaitre les commandes futures et sans remettre en question les ordonnancements antérieurs.
Nous dirons alors que le systéme de production est géré en temps réel. Cette pratique est tres
courante dans les entreprises. Elle permet de prendre les décisions rapidement et de réagir

dynamiquement aux aléas de I’environnement.

Les problémes d’ordonnancement auxquels nous nous intéressons ont les deux caractéristiques
suivantes :

a) ils sont de type "sans attente", c’est-a-dire que les opérations exécutées sur un méme

produit s’enchainent sans interruption,

b) ils sont "A temps opératoires contrdlables", ce qui signifie qu’il est possible de choisir
le temps opératoire dans un intervalle donné.

Ces deux conditions sont en apparence restrictives. En fait, nous montrons dans le premier
chapitre qu’elles permettent une gestion de la plupart des systémes de fabrication : ateliers de
traitements de surface, entreprises manufacturiéres, usines automatisées... De plus, ces deux
conditions offrent de nouvelles possibilités : elles permettent de contrdler la quantité des
produits semi-finis et leur durée de séjour en cours de production.

Le premier chapitre présente ’état de 1’art des problemes d’ordonnancement de type "sans
attente". L’ originalité de cette bibliographie réside dans la classification des problémes. En effet,
tous les problémes d’ordonnancement (y compris ceux dans lesquels l’attente entre les
opérations est permise) sont décrits comme des problémes sans attente avec une contrdlabilité
variable des durées opératoires. Ce chapitre introduit également 1’éventail des domaines
d’application des problémes traités dans les trois chapitres qui le suivent.

Dans les Chapitres I & IV, nous proposons des méthodes de gestion en temps réel applicables
aux systemes de fabrication dans lesquels les produits subissent une suite d’opérations (voir
Chapitre II - Problémes & gammes linéaires), dans lesquels les produits nécessitent une
opération d’assemblage ou de désassemblage (voir Chapitre III - Problémes a gammes
d’assemblage et désassemblage), dans lesquels plusieurs gammes différentes peuvent é&tre
choisies pour réaliser un produit (voir Chapitre IV - Problémes 4 gammes alternatives).

-1-



Pour chaque situation, nous définissons précisément le cadre de 1’étude avant de formaliser sous
forme de programme mathématique toutes les contraintes a prendre en compte au cours de la
gestion du systéme. Les méthodes de gestion proposées permettent d’atteindre trois objectifs :

a) minimiser la date d’achévement du produit considéré. Ce critere est classique en
ordonnancement et correspond 2 la minimisation du makespan. Nous donnons des
algorithmes originaux et efficaces pour atteindre cet objectif. IIs sont de complexité
polynomiale pour les produits & gammes linéaires, d’assemblage et de désassemblage. Dans
le cas de produits & gammes alternatives, nous montrons que minimiser le makespan devient

"NP-difficile" et nous donnons un algorithme pseudo polynomial.

b) minimiser le temps d’utilisation des ressources, tout en respectant le délai de livraison.
Ce critére est utilisé en gestion de projet pour retarder le plus possible le début des travaux. Il
s’oppose a I’objectif précédent. Les algorithmes que nous proposons pour minimiser le
temps d’utilisation sont de méme complexité que ceux qui sont développés pour minimiser la
date d’achévement du produit.

¢) minimiser le colit d’utilisation des ressources. Cet objectif est tout & fait nouveau dans
le domaine de I’ordonnancement en temps réel. Mais, atteindre cet objectif est également plus
difficile. Nous donnons pour cela des algorithmes pseudo polynomiaux pour chaque
situation.

Enfin, nous donnons des résultats sur le comportement de ces méthodes en "temps réel" par
rapport au contexte off-line ol les commandes futures sont connues au moment d’ordonnancer
un produit.

L’Annexe I suit les 161 références bibliographiques. Elle compléte la thése en proposant des
algorithmes de mise a jour des périodes de disponibilité des ressources aprés 1’ordonnancement
de chaque produit. La complexité de ces algorithmes est également étudiée précisément pour
permettre leur utilisation en temps réel.

L’étude proposée dans cette thése a déja fait I’objet de publications dans des revues scientifiques
prestigieuses [Chauvet et al., 1998a] [Chauvet et al., 1998b] [Antonio et al., 1999] [Chauvet et
Proth, 1999] [Chauvet et al., 1999a] [Chauvet et al., 1999b] et des conférences internationales
[Chauvet et Proth, 1998a] [Chauvet et Proth, 1998b] [Chauvet et al., 1998b].
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PRESENTATION ET ETAT DE L’ART

Résumé

Ce chapitre présente I'état de 1’art des algorithmes d’ordonnancement du point de vue de leur
complexité, composante essentielle des problémes gérés en temps réel. L’originalité de cette
présentation réside dans la classification des probleémes. En effet, tous les problemes
d’ordonnancement (y compris ceux qui sont dans lesquels l’attente entre les opérations est
permise) sont décrits comme des problémes sans attente avec une contrdlabilité variable des
durées opératoires. Nous présentons également les domaines d’application des problémes traités
dans les chapitres suivants.
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Chapitre I - Présentation et état de ’art

1.  INTRODUCTION

I.1.1. L’ordonnancement

L’ordonnancement vise a définir les dates d’exécution d’un ensemble d’opérations en
tenant compte de la disponibilité des ressources (matérielles, humaines...)
nécessaires, de maniére A optimiser un critére donné. L’ordonnancement est généralement
réalisé A court terme pour le niveau opérationnel. Souvent, on cherche a placer ’ensemble des
opérations de sorte qu’elles soient achevées le plus tot possible : on dit alors que I’on minimise
le makespan. D’ autres critéres existent comme la minimisation de la somme des retards (lorsque
des délais de livraison interviennent), la minimisation des en-cours, la minimisation du colt de

production, ou encore une répartition équilibrée des charges des ressources.

Le champ d’applications de I’ordonnancement est large : la gestion de la production dans
l'industrie, la gestion de projet, I’organisation des emplois du temps, la gestion des processeurs
en informatique... Ainsi, les ouvrages consacrés & I’ordonnancement (scheduling en anglais)
sont nombreux comme le prouvent ces quelques références : Conway et al. (1967), Baker
(1974), Coffman (1976), Rinnooy Kan (1976), Dempster et al. (1982), French (1982), Carlier
et Chrétienne (1988), Blazewicz et al. (1993), Morton et Pentico (1993), Feldmann et al
(1994), Tanaev et al. (1994a), Tanaev et al. (1994b), Zweben et Fox (1994), Brucker (1995),
Chrétienne et al. (1995), Pinedo (1995), Chu et Proth (1996), Koole (1996), Lai et al. (1997),
et Shmelev (1997), Esquirol et Lopez (1999).

Dans la suite, nous considérons que les données relatives a chaque tiche (durées minimales et
maximales d’exécution, date de disponibilité...) ne sont pas stochastiques, mais sont connues a

priori. On dit, dans ce cas, que le probléme est déterministe.

I.1.2. Les applications en temps réel

Dans une application en temps réel, on dit aussi en ligne (et, en anglais, real-fime ou on-
line), il est obligatoire de fournir une solution rapidement, sans pouvoir attendre les
informations sur les demandes a long terme. Les premiers problémes importants traités en temps
réel ont concerné le pilotage de systémes complexes (avion, centrale nucléaire...). De tels
problémes se sont également posés pour 1’ordonnancement de radars [Orman et al., 1998], ou
de processeurs en informatique [Chrétienne et al, 1995]. L’ordonnancement en temps réel
permet aussi de fournir un délai de fabrication précis au client, a I'instant ol il passe sa
commande. Sgall (1998) décrit la littérature déja abondante relative a 1’ordonnancement "en
temps réel".
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Aujourd’hui, les applications en temps réel de 1’ordonnancement se développent parce qu’elles
permettent une grande souplesse dans la prise de décision. En effet, elles autorisent de prendre
les décisions rapidement et, ainsi, de réagir dynamiquement aux aléas de 1’environnement. De
plus, des données techniques sont parfois difficiles a prendre en compte par les systemes
d’ordonnancement. Aussi, il est nécessaire de permettre a l’utilisateur d’intervenir dans le
systéme d’ordonnancement pour controler les solutions proposées et lui fournir, le cas échéant,
de nouvelles solutions mieux adaptées aux contraintes. Grace a leur rapidité d’exécution, les

applications en ligne fournissent ces possibilités aux utilisateurs.

Les applications en temps réel impliquent de développer des techniques rapides dans tous les cas
de figures, permettant de fournir un résultat avant que d’autres événements ne viennent modifier
1’état du systéme. La rapidité d’un algorithme en temps réel est mesurée par sa "complexité"”,
¢’est-a-dire 1’évaluation du nombre d’opérations élémentaires effectuées par I’algorithme dans le
pire des cas. Elle est donnée en fonction de la taille des problémes traités [Knuth, 1968-1973]
[Gaudel et al., 1987]. Pour garantir que le temps d’exécution d’un algorithme ne dégénere pas
sur des cas d’application en temps réel, il est souhaitable que sa complexité soit polynomiale

(i.e. que le temps de calcul s’exprime comme un polyndme fonction de la taille des données).

A I’opposé, les problemes NP-difficiles au sens fort forment une classe pour laquelle on ne
connait pas d’algorithme polynomial [Garey et Johnson, 1979]. Pour résoudre de tels
problémes de maniére optimale, les seules méthodes connues consistent a explorer explicitement
ou implicitement toutes les solutions, ce qui n’est possible que pour des exemples de taille trés
limitée. Ainsi, dans le cas d’applications réelles et quand la recherche de la solution optimale
devient "combinatoire”, on utilise des "heuristiques" rapides qui fournissent, au mieux, une
solution proche de la solution optimale.

I.1.3. Caractéristiques des problémes traités

Dans cette thése, nous nous intéressons a des problémes d’ordonnancement caractérisés par
deux aspects.

Tout d’abord, le temps séparant la fin d’une opération de la suivante est nul. C’est ce que nous
appelons des processus sans délai inter opératoire, ou sans attente, ou encore sans

temps mort (dénommés no-wait problems dans la littérature anglo-saxonne).

De plus, les temps opératoires (en anglais, processing times) ne sont pas fixés a priori : la durée
P, de chaque tiche i peut étre choisie dans un intervalle de valeurs admissibles : P, €[, ; u;]
avec I,<u;. On parle de temps opératoires contrdélables (ou, en anglais, controllable
processing times) par le systtme d’ordonnancement. Les valeurs /, et u, sont appelées
respectivement durée minimale et durée maximale (ou en anglais lower duration et upper
duration) du temps opératoire. Cette spécificité distingue ces problémes des problemes
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"classiques” d’ordonnancement car il faut non seulement déterminer I’ordre de passage des
produits, mais aussi les durées opératoires P,. Par ailleurs, I'existence de tels intervalles
augmente le nombre d’ordonnancements possibles. Suivant le type d’intervalle [/, ; u;], les
problémes sans délai inter opératoire peuvent &tre classés en quatre catégories :

e les problemes a temps opératoires fixées (P.T.O.F.) dans lesquels la
durée de chaque tache est fixée (i.e. [;€ R* et u,=I, pour toute tiche i, ot R*
désigne ’ensemble des nombres réels positifs). Il s’agit d’un pur probléme sans
délai inter opératoire. Les problemes dits no-wait dans la littérature anglo-
saxonne (pour lesquels il n’est pas précisé que les durées sont contr6lables) sont
de ce type [Hall et Sriskandarajah, 1996].

e les problémes a temps opératoires illimités (P.T.0O.I.) dans lesquels
chaque opération peut étre prolongée autant qu’on le souhaite (i.e. /,€ R* et
u ; =+oo pour toute tiche i ). Dans ce cas, une ressource utilisée pour exécuter une
opération ne peut étre réutilisée tant que le produit n’a pas ét évacué, ceci méme
si I’opération sur le produit est achevée. Ces problémes sont dits blocking [Hall
et Sriskandarajah, 1996].

e les problémes a temps opératoires limités (P.T.0.L.) dans lesquels
chaque opération peut étre prolongée dans une certaine mesure (i.e. [,€ R* et
u,; € R* pour toute tdche i ). Le probleme est alors no-wait et limited controllable

processing times.

e les problemes mixtes (P.M.) dans lesquels certaines opérations sont de
durée fixe, d’autres peuvent étre prolongées de maniére limitée ou illimitée (i.e.
1,e R et u,e R U{+e} pour toute tiche i). Ce type de probleéme est plus
général que les 3 précédents et permet de modéliser des systemes de production
mixtes, c’est-a-dire composés d’opérations & durées contrblables et sans délai
inter opératoire, de sous-systemes de type blocking, et méme d’opérations ou les

délais inter opératoires sont permis.
Dans ce chapitre, nous répertorions les principales études académiques relatives a ces quatre
types de probleémes. Nous présentons une étude comparative des problémes dits d’atelier (ou,
en anglais, shop floor). Méme s’ils ne représentent pas toute la diversité des problemes
d’ordonnancement réels, les problemes d’atelier sont les plus trait€és dans la littérature et
permettent de bien appréhender le niveau de difficulté des quatre types de problémes sans attente

qui nous intéressent.
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2. PROBLEMESA TEMPS OPERATOIRES FIXES (P.T.OF.)

1.2.1. Introduction

Les problemes d’ordonnancement présentés dans ce paragraphe se limitent aux cas ol un
produit ne peut attendre entre deux opérations successives : dés qu’une opération est terminée,
la suivante doit immédiatement commencer. Ils sont dits no-wait, ou en abrégé nwt, selon la
notation anglo-saxone introduite par Graham et al. (1979) et étendue notamment par Blazewicz
(1987). De plus, la durée de chaque opération est fixée. La durée de toute tache i est donnée par
P =1, e R*. Pour distinguer ce cas ol les durées opératoires ne sont pas variables, nous notons

la durée opératoire en minuscule, p ;.

Ces problémes se posent soit & cause des caractéristiques du processus de fabrication, soit du
fait de 1’absence de possibilités de stockage entre les opérations a effectuer.

Dans la sidérurgie, les opérations (coulage, laminage, trempe...) s’enchainent a la sortie des
fours sans possibilité de temps mort, sans quoi la température et la viscosité diminuant, 1’acier
ne serait plus malléable [Callahan, 1971]. Des contraintes similaires existent dans la métallurgie
en général, la pétro-chimie [Salvador, 1973] et la plasturgie. De méme, les processus
chimiques [Egli et Rippin, 1981] [Reklaitis, 1982] et pharmaceutiques requicrent tres
souvent d’étre effectués sans pause inter opératoire. Le conditionnement et la livraison de
certains produits alimentaires doivent également étre effectués sans délai apres leur
transformation [Ramudhin et Ratliff, 1992]. Dans I'informatique, le stockage des résultats
intermédiaires est parfois impossible [Reddi et Ramamoorthy, 1972].

Dans d’autres domaines, un délai inter opératoire existe bien, mais sa durée est fixée. Cette
pause est alors modélisée comme une opération. C’est le cas de 1’ordonnancement des radars.
En effet, les opérations effectuées par un radar sont de deux types : émission d’une onde
électromagnétique et réception de I’onde. Entre ces 2 opérations, un délai fixé doit s’écouler qui
peut étre modélisé par une opération ne requérant aucune ressource [Orman et al., 1996] [Orman
etal., 1998].

1.2.2. Probléme de flow shop

Le probléme de flow shop est un probléme classique d’atelier : on cherche a déterminer 1’ordre
dans lequel il faut fabriquer n produits, les n produits devant passer successivement sur m
machines dans le méme ordre. Comme dans tous les probleémes d’atelier, une machine ne peut
exécuter qu’une opération a la fois, et chaque produit ne peut subir qu’une opération a la fois.
Sous la contrainte que les opérations successives sur un méme produit sont exécutées sans
temps d’attente, le probléme est noté F_ InwtiC __ [Graham et al., 1979]. Le critére C ,, signifie
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que I’on cherche 2 minimiser le makespan. Rock (1984a) a prouvé que ce probléme est NP-
difficile au sens fort dés que I’atelier comporte au moins 3 machines.

Piehler (1960) a montré que ce probléme pouvait étre transformé en un probléme de
voyageur de commerce. Pour cela, deux produits fictifs notés O et (n+1) sont ajoutés et
fabriqués respectivement en début et en fin de séquence. Les durées opératoires de ces deux
produits étant nulles, ils n’affectent pas la durée de I’ordonnancement tout en permettant de
marquer les deux limites de la séquence. On définit pour tout couple (j, k) de produits :
i i-1
D(j, k)= max (th,j _zph,kj
i=1, 2, o m\_pm] =1
oup, ; estle temps opératoire du produitj sur la machine i . Comme le montre la Figure I- 1, la
quantité D(j, k) représente la durée séparant les instants de début de fabrication de deux
produits, le produit j étant réalisé juste avant le produit k. On considére alors le graphe G a
(n+2) sommets ol tout arc (j, k) est valué par D(j, k). Chercher quelle séquence des n
produits minimise le makespan revient alors a déterminer le plus court parcours du voyageur de
commerce dans G entre les sommets O et (n+1). Cette transformation a permis d’utiliser les
techniques dédi€ées au probleme du voyageur de commerce, pour résoudre le probleme
F, InwtlC __ . Pekny et Miller (1991), Song et al. (1993), Gandadharan et Rajendran (1993),
Rajendran (1994) ont proposé des méthodes exactes et des solutions heuristiques a ce probléme.
Glass et Potts (1996) ont comparé les différentes méthodes de recherche locale pour les
problémes de flow shop sans contrainte de no-wait.

D(j,k)

m,k

Figure I- 1 : Transformation en un probléme de voyageur de commerce
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1.2.3. Probléme de flow shop a 2 machines

Le cas réduit 2 2 machines a été étudié par Gilmore et Gomory (1964). Ces auteurs ont
montré que 1’opération la plus courte sur la premi¢re machine et 1’opération la plus courte sur la
deuxiéme machine doivent étre exécutées simultanément si possible. De méme, les opérations
classées suivant les durées croissantes sur la premiére machine et les opérations classées suivant
les durées croissantes sur la deuxieéme machine doivent étre exécutées simultanément. Dans le
cas ol cela n’est pas possible, ils proposent des modifications successives de I’ordonnancement
qui le rendent admissible tout en minimisant la date d’achévement du dernier produit.
L’algorithme obtenu permet de résoudre le probléme F,InwtlC . de manicre optimale en un
temps O(n log, n) [Hall et Sriskandarajah, 1996].

Plusieurs problémes ont pu étre résolus grice a des adaptations de cet algorithme [Reddi et
Ramamoorthy, 1972]. Ainsi, cet algorithme fournit une solution au probléme F,InwtlC, dans
lequel le critére consiste a réduire le temps de cycle dans un systeme de type flow shop répétitif
[Matsuo, 1990]. Rock (1984b) a proposé un algorithme de complexité O(n log, n) utilisant
la méthode de Gilmore et Gomory, pour le cas F,Inwt, p; ;=1, resl..IC ,, ou toutes les
opérations ont la méme durée et requicrent, en plus de leur ressource propre, une ressource
commune. Le temps de changement d’outil peut également étre pris en compte [Gupta et al.,
1990]. Sriskandarajah et Ladet (1986) ont montré que le probléme a 3 machines pour lesquelles
les durées sont identiques, F;Inwt, p, .=1IC _, peut étre résolu en un temps O( n N

1.2.4. Probléme de job shop

Le probléme de job shop est un probleme d’atelier plus général que le flow shop. En effet, on
cherche a déterminer 1’ordre dans lequel il faut fabriquer n produits, chaque produit ayant sa
propre gamme de fabrication. Chaque opération est exécutée par une des m machines du parc,
de
maniére analogue au probléme flow shop F, InwtlC .. Ce probleéme est NP-difficile au

qui est éventuellement utilisée & plusieurs stades de la fabrication. 1l est noté J, InwtlC __,
sens fort méme pour 2 machines [Sahni et Cho, 1979]. Blazewicz et al. (1996) ont
présenté les différentes approches exactes et approchées pour les problémes de job shop (avec
ou sans délai inter opératoire). Des résultats ont été apportés concernant la stabilité des solutions
par Sotskov et al. (1997), et de nouvelles heuristiques ont ét€ proposées par Schuurman et
Woeginger (1997).

Pour un job shop a 2 machines dans lequel toutes les opérations sont de durée égale, le
probléme est NP-difficile [Timkovsky, 1985a]. Les problemes NP-difficiles forment une classe
de problémes dans laquelle les problemes NP-difficiles au sens fort sont inclus [Garey et
Johnson, 1979]. Kubiak (1989) a fourni un algorithme dit pseudo polynomial en O( K n° ), ot
K représente le nombre total d’opérations a effectuer. Pour plus de 2 machines (i.e. m>2),
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Sriskandarajah et Ladet (1986) ont prouvé que J, Inwt, prec, p; ;=1IC . est NP-difficile au
sens fort. Kravchenko (1998) a étudié le cas d’un ordonnancement sans attente de n produits.
Chaque produit est une chaine d’opérations & exécuter alternativement sur 2 machines. Un
algorithme en O(n®) permet de fournir la solution du probléme J,Inwt, p, ;=1IXC; dans lequel
on cherche 4 minimiser le flot moyen (i.e. la somme des dates d’ach¢vement des produits). Ce
probléme devient NP-difficle au sens fort si les durées ne sont pas égales [Rock, 1984b].
Timkovsky (1998a) a étendu ces résultats, prouvant qu’en présence de précédences de type
chaine entre les produits, le probléme J,Inwt, chain, p, ;=1IC , est NP-difficile au sens fort.

1.2.5. Probléme d’open shop

Le probléme d’open shop est un autre probléeme "classique” : on cherche a déterminer I’ordre
des n produits a fabriquer, les n produits devant passer successivement sur les m machines,
dans un ordre quelconque. Il est noté O, InwtIC .. Ce probleme est NP-difficile au sens
fort méme pour 2 machines [Sahni et Cho, 1979]. Récemment, Sidney et Sriskandarajah
(1999) ont proposé une heuristique dédiée a ce probleme. Le probleme O, Inwt, pmtnlC _ (qui
autorise d’interrompre une opération pendant une période durant laquelle une autre opération est
exécutée en continu) reste NP-difficile au sens fort [Strusevich, 1991].

La plupart des cas d’open shop pour lesquels on connait un algorithme polynomial sont les
problémes dans lesquels toutes les opérations sont de durée égale. C’est ce qu’ont considéré
Brucker et al. (1977), Garey et Johnson (1977), Lenstra et Rinnooy Kan (1978), Monma
(1982), Simons et Warmuth (1989), Kubiak et al. (1991), Brucker et al. (1993), et Timkovsky
(1998a-c). Dans ce cas, le temps opératoire nécessaire a chaque produit vaut m unités de temps.
Dans de telles situations, un algorithme en O(#n) [Hu, 1961] [Sethi, 1976] permet de résoudre
les problemes d’assemblage et désassemblage de type Olnwt, tree, p; ;=1IC .. Dans le cas de
précédences quelconques, le méme probléme Olnwt, prec, p, i =11C . est NP-difficile au sens
fort [Ullman, 1975]. Adiri et Amit (1984) ont proposé un algorithme en O(nm ) pour O, Inwt,
p; ;=1IZC; ol le critere est la minimisation du flot moyen. Utilisant les résultats de Coffman et
Graham (1972), Lawler (1976) a proposé un algorithme en O(n?) pour un open shop a 2
machines avec des relations de précédence entre certains produits : O,lnwt, prec, p, ;=1IC .

1.2.6. Conclusion

Les problémes d’ordonnancement sans attente apparaissent intrinséquement difficiles (cf.
Tableau I- 1). 11 faut limiter le nombre de machines & 2 pour espérer résoudre un probléme de
maniére optimale en un temps polynomial. Sriskandarajah et Ladet (1986), Goyal et
Sriskandarajah (1988), Brucker et al. (1993), Ramudhin et Ratliff (1994), et Hall et
Sriskandarajah (1996) fournissent d’autres résultats sur ces problémes.
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Tableau I- 1 : Difficulté des probléemes a temps opératoires fixées

Probléme Complexité Référence
F, mwtlC . NP-difficile au sens fort Rock (1984a)
J, InwtlC NP-difficile au sens fort Sahni et Cho (1979)
I, InwtlXC| NP-difficile au sens fort Rock (1984b)
O, nwtlC _,. NP-difficile au sens fort Sahni et Cho (1979)
O, Inwt, pmtnlC _,_ NP-difficile au sens fort Strusevich (1991)

Iy nwt,p, =1IC

NP-difficile au sens fort

Sriskandarajah et Ladet (1986)

J, Inwt, chain, p, ;=1IC

NP-difficile au sens fort

Timkovsky (1998a)

J, Inwt, chain,p,.‘j =1|2Cj

NP-difficile au sens fort

Timkovsky (1998a)

Olnwt, prec, p i =11C ..

NP-difficile au sens fort

Ullman (1975)

Olnwt, tree,p; ;=1IC Solubleen O(n ) Hu (1961), Sethi (1976)
O, lnwt, p, ,=1I1ZC; Solubleen O(nm ) Adiri et Amit (1984)
FlnwtlC . Solubleen O(n log, n) Gilmore et Gomory (1964)
F,InwtIC, Solubleen O(n log, n) Gilmore et Gomory (1964)
F,lnwt,p, ;=1, resl..IC_,, [SolubleenO(n log, n) Rock (1984b)

F,inwt,p, ;=1IC Soluble en O(n?) Sriskandarajah et Ladet (1986)
J,nwt, p, .=lIC NP-difficile Timkovsky (1985a)
Solubleen O(K n®) Kubiak (1989)
J,lnwt, p, =1IZC; Soluble en O(n®) Kravchenko (1998)
O,lnwt, prec,p; ;=1IC Soluble en O(n?) Coffman et Graham (1972),
Lawler (1976)

n est le nombre de produits a fabriquer

m représente le nombre de machines dans I’ atelier

K représente le nombre total d’opérations a effectuer
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3. PROBLEMESATEMPS OPERATOIRES ILLIMITES (P.T.O.1)

1.3.1. Introduction

Dans les problémes d’ordonnancement présentés dans ce paragraphe, il n’est pas possible de
stocker un produit entre des opérations successives. Cependant, un produit pour lequel
une opération est terminée peut rester sur une machine, la rendant indisponible pour
toute autre opération : c’est une situation de blocage. Ces problémes sont connus sous le nom
de blocking problems [Hall et Sriskandarajah, 1996]. Chaque opération i a une durée P, qui
peut étre choisie dans un intervalle P, € [/, ; +oo[, oil la durée minimale [, € R" est donnée.

Ces problémes surviennent dans les systémes automatisés. Dans les chaines d’assemblage
(comme celles de 1’automobile), un robot ne peut commencer une série d’opérations sur un
produit tant que le produit précédent ne 1’a pas libéré [Logendra et Sriskandarajah, 1996]. Des
contraintes identiques apparaissent dans les syst¢mes de production équipés de convoyeurs
ou d’AGVs (Automated Guided Vehicule) [Kise et al., 1991] [Ganesharajah et al,, 1998].
Dans I’aéronautique, les produits de trop grande dimension ne permettent pas de stockages
intermédiaires et quittent un poste de travail quand I'emplacement suivant n’est plus occupé.
Notons enfin qu’un systéme Kan Ban crée de tels blocages puisqu’un produit ne peut €tre
fabriqué tant qu’aucun Kan Ban n’est disponible.

L.3.2. Probléme de flow shop

Considérons le probléme d’atelier type flow shop (déterminer la séquence des n produits devant
passer successivement sur m machines dans le méme ordre). S’il est de type blocking, il est
noté F, IblocklC .. Hall et Sriskandarajah (1996) ont présenté le probleme de flow shop a 2
machines avec un en-cours limité de capacité b=1 comme un cas particulier de F,blockIC . ou
la deuxieme opération aurait une durée minimale nulle. Ce probléme, noté F,bIC . est NP-
difficile au sens fort pour O<b<n-1 [Papadimitriou et Kanellakis, 1980]. En conséquence,
F, blocklC . est NP-difficile au sens fort d¢s que ’atelier comporte 3 machines.

Dans le cas F,Ib=0IC ., le stockage est interdit entre les machines, les produits ne peuvent
attendre que sur les machines et le probléme est alors identique a F,lblocklC ... T est possible
de transformer F,IblocklC . en un probléeme de voyageur de commerce [Pinedo, 1995]. Cette
transformation permet de démontrer 1’équivalence de F,lblockiC _, avec le probleme
F,InwtiC
comme dans le cas du probleéme a temps opératoires fixées, 1’algorithme de Gilmore et Gomory

(ce qui signifie que ces deux problemes sont de méme niveau de difficulté). Ainsi,

max

(1964) est utilisé pour résoudre le probléme F,blockIC ... De méme, les problémes F, InwtlC, et

F,IblocklC, sont équivalents. Des résultats existent concernant des cas particuliers ou les durées
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de certaines opérations sont identiques. Si toutes les opérations sont de durées minimales
identiques (i.e. [,=1), il n’est pas nécessaire de prolonger une opération au-dela de la durée [
pour atteindre I’ordonnancement optimal. Aussi, dans ce cas, les algorithmes développés pour
les problémes sans attente a durées opératoires fixées peuvent étre utilisés pour les problemes de
type blocking. Dans le cas ol toutes les opérations d’un méme produit ont la méme durée
[Pinedo, 19951, un simple tri [Beauquier et al., 1992] des produits dans }’ordre croissant des
durées suffit & fournir une séquence optimale de Fiblock, p, ;=p;IC .. Le probleme F, Iblock,
p; ;=p;IC, ol les produits sont identiques et fabriqués de maniere cyclique, peut
étre résolu par un algorithme proposé par Hartmann et Orlin (1993) en O (m ?).

1.3.3. Probléme de flow shop avec robot

Un probléme dérivé du probiéme d’atelier de type flow shop prend en compte les déplacements
du produit entre opérations par un systéme robotisé. Le but est alors de déterminer la séquence
des n produits et le trajet du (ou des) robot(s). La Figure I- 2 présente un exemple de tel
systéme robotisé. Les gammes de chaque produit sont constituées des opérations effectuées par
les m machines et des opérations de déplacement exécutées par le robot entre deux opérations de
transformation. Si on néglige les déplacements 2 vide du robot, ce probléme est de type job
shop. L’entrée et la sortie des produits peuvent également étre pris en compte en ajoutant
éventuellement des opérations fictives. Vu les nombreuses applications [Lei et Wang, 1989]
[Varnier, 1996] [Crama, 1997] [Kats et Levner, 1997], ce probleéme a fait I’objet d’études
spécifiques, en particulier pour la minimisation du temps de cycle dans une production cyclique.

Figure I- 2 : Systéme robotisé a 3 machines

Dans ce type de probléemes, on suppose généralement que les durées des déplacements du robot
vérifient 1'inégalité triangulaire, sans quoi le probléme devient combinatoire [Brauner et al.,
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1997]. Des extensions de I’algorithme de Gilmore et Gomory (1964) pour un flow shop a 2
machines permettent de trouver I’ordonnancement optimal. Ces algorithmes sont
polyndmiaux sous certaines hypothéses : produits identiques [Crama et van de
Klundert, 1997], ou connaissance du nombre de fois oli un produit est réalisé dans la séquence
périodique [Sethi et al., 1992] [Hall et al., 1997]. Au dela de 3 machines, il devient NP-difficile
de déterminer I’ ordonnancement cyclique, méme pour un produit unique, du fait du mouvement
du robot [Hall et al., 1997]. D’autres travaux ont cherché a déterminer le temps cycle optimal
pour une séquence d’entrée des produits et des déplacements du robot fixés [Hartmann et Orlin,
1993]. Des informations détaillées sont proposées par Hall et al. (1997), et Crama et al. (1998).

1.3.4. Conclusion

Les problémes d’ordonnancement de type blocking sont étudiés depuis peu. De ce fait, de
nombreux problémes restent encore ouverts. Généralement, il apparait qu’un flow shop de type
blocking est au moins aussi difficile que le probléme de no-wait correspondant. Le Tableau I- 2
reprend les résultats présentés ci-dessus. Des compléments peuvent étre trouvées dans [Pinedo,
1995] et [Hall et Sriskandarajah, 1996].

Tableau I- 2 : Difficulté des problémes a temps opératoires illimités

Probléme Complexité Référence
F, blockIC ., NP-difficile au sens fort Hall et Sriskandarajah (1996)
Fiblock, p; ;=p;IC ., Solubleen O(n log, n) | Pinedo (1995)
F,blockIC .. Solubleen O(n log, n) | Gilmore et Gomory (1964)
F,blocklC, Solubleen O(n log, n) | Gilmore et Gomory (1964)
E,blC ., (O<b<n -1) NP-difficile au sens fort | Papadimitriou et Kanellakis (1980)
E;blC _,, (b=0) NP-difficile au sens fort | McCormick et Rao (1994)
F,bIC ., (b=0) Solubleen O(n log, n)| Gilmore et Gomory (1964)
F, Iblock,p; ;=p,IC, Soluble en O(m?) Hartmann et Orlin (1993)

n estle nombre de produits a fabriquer

m représente le nombre de machines dans 1’ atelier
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4. PROBLEMESA TEMPS OPERATOIRESLIMITES (P.T.O.L.)

1.4.1. Introduction

Les problémes d’ordonnancement présentés dans ce paragraphe sont également sans attente : il
n’est pas possible de stocker un produit entre des opérations successives. Cependant, le
produit peut rester sur une machine au dela de la durée effective de
"fabrication" [,. Mais P,, durée de séjour sur la machine, est limitée a u, e R’
connu a priori. La machine est alors indisponible pour toute autre opération. La durée P; d’une
opération est controlable dans une certaine mesure : P,€[l;, ; u;] ot [,e R et u,eR".
Certaines réactions d’un processus chimique peuvent étre prolongées d’une durée raisonnable
sans détérioration du produit, mais dés qu’une opération est terminée, la suivante doit
commencer sans attendre [Hertz et al, 1996] [Varnier, 1996]. Des contraintes similaires
existent également dans 1’industrie alimentaire.

1.4.2. Problémes classiques d’atelier

Dans le cas des problémes 2 temps opératoires limités, la durée effective d’une opération peut
étre choisie dans un intervalle [/, ; u,;]. Ainsi, les problémes a temps opératoires fixés
(P.T.O.F.) (i.e.l,=u,)sontdes cas particuliers des problémes de type P.T.O.L. De ce fait, a
chaque P.T.O.F. NP-difficile au sens fort correspond un P.T.O.L. NP-difficile au sens fort.
Par conséquent, le probleme d’atelier F,, Inwt, I, <P, .<u, ,IC  est NP-difficile au
sens fort deés que P’atelier comporte 3 machines. Il en est de méme pour J,Inwt,
l,,<P, ;su, |C_ (m=2)et O,nwt ], <P, <u, IC,, dés quele nombre de

machines atteint m = 2.

Dans le cas d’un flow shop réduit a 2 machines, augmenter la durée d’une opération au dela de
la durée minimale ne permet jamais de réduire le makespan. Par conséquent, le probléme
F,lnwt,l, ;<P, ;<u, |C , estéquivalent au probleme F,InwtIC ,, et peut étre résolu par
Ialgorithme de Gilmore et Gomory (1964). De méme, F,lnwt, I, <P, ;<u, ;IC, et F,InwtiC,
sont deux problemes équivalents. Au dela de deux machines, les problémes F, Inwt,
l, =P, ;su, IC, etF, nwtlC _ ne sont plus similaires. En effet, augmenter la durée d’une
opération peut permettre de réduire le makespan. La Figure I- 3 montre les ordonnancements
optimaux de 3 produits notés A, B et C sur 3 machines correspondant au cas ou aucune
opération ne peut étre prolongée et au cas ol la deuxiéme opération du produit B peut étre
prolongée d’une unité de temps. Dans le premier cas, le temps nécessaire pour fabriquer les 3
produits est de 12 unités. Dans le second, alors qu’une opération est prolongée, le makespan est
réduit a 11 unités. En fait, ’allongement de la durée opératoire permet d’espérer un meilleur
ordonnancement dans ce cas.
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Figure I- 3 : Effet d’un allongement d’une durée opératoire

1.4.3. Autres problémes d’atelier

Des criteres autres que la minimisation du makespan ont € examinés en tenant compte non
seulement de la productivité du systéme mais aussi de I’investissement nécessaire. Dans
[Strusevich, 1995], il est supposé que les produits sont fabriqués de maniére répétitive et que la
durée des opérations est proportionnelle & la vitesse des machines. On cherche alors a
déterminer le niveau technologique des machines (i.e. leur vitesse) qui induit le profit maximal,
prenant en compte la productivité du systeéme (directement fonction du makespan) et
I’investissement nécessaire en machines en tenant compte de leur vitesse. Strusevich (1995)
propose un algorithme en O(n*) pour résoudre ce probleme dans le cas d’un atelier de type
flow shop & n produits et 2 machines. Une approche par algorithme génétique [Karabati et
Kouvelis, 1997] a é& développée pour des problémes plus généraux. D’autres auteurs tels
Vickson (1980), Nowicki et Zdrzalka (1990), van Hoesel (1991), van Vielt (1991), Panwalkar
et Rajagopalan (1992), Nowicki (1994), et Trick (1994) proposent des algorithmes pour les
problémes d’atelier avec des durées opératoires controlables mais sans contrainte de type no-
wait entre opérations.
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1.4.4. Conclusion

Les probleémes d’ordonnancement & temps opératoires limités ont é trés peu étudiés.
Néanmoins, des résultats peuvent étre déduits des probleémes de no-wait comme indiqué dans le
Tableau I- 3.

Tableau I- 3 : Difficulté des problémes a temps opératoires limités

Probleme Complexité Référence
F,lnwt,l, ;<P, ;<u, IC ., NP-difficile au sens fort | Rock (1984a)
JyInwt, 1, <P, ;<u; IC_, NP-difficile au sens fort | Sahni et Cho (1979)
O,lnwt,l; ;<P, ;=<u, ;IC,, NP-difficile au sens fort | Sahni et Cho (1979)

F,lnwt,l; <P, <u, ;IC Solubleen O(n log, n)|Gilmore et Gomory (1964)

max

Solubleen O(n log, n)|Gilmore et Gomory (1964)

Flnwt, [, <P, ,<u, ,IC,

n est le nombre de produits a fabriquer
m représente le nombre de machines dans I’ atelier
l; ; estla durée minimale d’une opération et appartient & R*

u, ; estladurée maximale d’une opération et appartient a R
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1.5. PROBLEMES MIXTES (P.M.)

1.5.1. Introduction

Dans ce paragraphe, les probleémes d’ordonnancement qui nous intéressent sont sans attente :
deés qu’une opération-est terminée, la suivante doit immédiatement commencer. Mais, alors que
certaines opérations ont leur durée fixée, d’autres opérations peuvent étre prolongées sans
limite, et d’autres, enfin, peuvent étre prolongées de maniere limitée. La durée P; de toute tiche
i peut étre choisie dans un intervalle de valeurs admissibles P, e[l; ; u;] avec [;<u,. Les
extrémités de cet intervalle, appelées respectivement durée minimale et durée maximale, sont
données pour chaque tiche i :1;€ R etu, e R'U{+eo}.

Ces problémes permettent d’appréhender des systémes de production complexes dont
une part est sans attente et & temps opératoires limités, une autre est sans attente et a temps
opératoires illimités. IIs sont trés fréquents dans toutes les industries. En effet, les systémes a
temps opératoires limités de la sidérurgie [Callahan, 1971], ou la pétrochimie [Salvador, 1973]
sont rarement isolés, mais inclus dans des systémes de transformation plus importants qu’il faut
gérer de concert. De méme, les systémes automatisés ou équipés de convoyeurs [Kise et al,
1991] sont intégrés au systéme de production, tel celui représenté dans la Figure I- 4.

D’autre part, les systtmes ou 1’attente et le stockage sont permis peuvent étre vus
comme des systémes mixtes ayant une structure particuliére. Toutes les aftentes et les stockages
sont alors modélisés comme des opérations & part enticre. Cette modélisation donne 1’avantage
de permettre de gérer et contrdler les lieux de stockage comme les machines.

Stockage Stockage Stockage

oo ‘8%’

Convoyeur Convoyeur Convoyeur

Figure I- 4 : Systéeme de production complexe

1.5.2. Problémes classiques d’atelier

Les problémes mixtes englobent les problémes présentés dans les paragraphes précédents et les
problémes avec attente. L’inconvénient résultant de leur généralité est la difficulté de résolution
de tels problémes. En particulier, les problemes NP-difficiles présentés précédemment de type
P.T.O.F., P.T.O.I. ou P.T.O.L., sont également NP-difficiles au sens fort pour les probléemes

-18-




Chapitre I - Présentation et €tat de 1’art

est NP-difficile au
sens fort dés que ’atelier comporte 3 machines. 1l en est d¢ méme pour J, Inwt,
l,; =P, ;su, ;IC . (m=z2)et O,lnwt, [, <P, =u,, IC

LG 7% A

mixtes. Ainsi, le probléme d’atelier F, Inwt, I, ;< P, ;<u, ;IC

max

dés que le nombre de

max max’

machines estmz2.

Rappelons que la durée maximale de certaines opérations d’un probléme mixte peut €tre infinie,
u; ;€ RU{+eo}. Ceci est la différence essentielle avec les problémes a temps opératoires
limités. Dans le cas d’un flow shop réduit 2 2 machines, I’allongement possible des opérations
n’apporte pas de souplesse supplémentaire. Ainsi, le probléme F,inwt, l; <P, ,=u, ; IC Lk
est équivalent au probléme F,InwtlC et peut étre résolu par I’algorithme de Gilmore et

Gomory (1964).

1.5.3. Probleme d’atelier sans contrainte de no-wait

Les problémes ol I’attente et le stockage sont permis peuvent e vus comme des problémes
mixtes sans attente dans lesquels 1’attente et le stockage peuvent étre controlés. Par exemple, le
probléme F, IC __ (i.e. flow shop am machines dans lequel Iattente et le stockage sont permis)
est un probléme a (2m +1) opérations composées de m opérations de transformation sur les
machines, et de (m+1) opérations de stockage (comprenant le stockage initial, les (m-1)
stockages intermédiaires et le stockage final). Les opérations de transformation sur les machines
ont des durées fixes tandis que les opérations de stockage ont des durées nulles et peuvent étre
prolongées sans limite.

De trés nombreux travaux ont permis de classer, du point de vue de leur complexité, les
problémes dans lesquels 1’attente et le stockage sont permis : Garey et al. (1976), Gonzalez et
Sahni (1978), Graham et al. (1979), Lageweg et al. (1981), Blazewicz et al. (1983), Lawler
(1983), Liu et Bulfin (1985), Kawaguchi et Kyan (1987), Lawler et al. (1989), Kubiak et al.
(1991), Sotskov (1991), Albers et Brucker (1993), Hoogeveen et al. (1994), Sriskandarajah et
Wagneur (1994), Brucker et al. (1995), Brucker et al. (1997), Gladky (1997), Brucker et
Knust (1998), et Jain et Meeran (1999). La plupart des problémes réels avec attente ne peuvent
pas non plus étre résolus de maniére optimale en temps réel. En effet, les problemes de
flow shop F,lIC ., FIZC, et Flprec, p, ;=1IC ,,, de job shop LIIC ,, LIZC,
et Jlp, ;=1IC ,, et d’open shop O,lr;IC ., et O,lIZC; sont NP-difficiles au sens
fort. La notation r; indique I’existence d’une date de disponibilité pour chaque produit : le
produit j ne peut &tre commencé avant cette date. Le Tableau I- 4 donne les références relatives a
chacune des études. Vu le niveau de difficulté de ces problémes de nombreuses heuristiques leur
ont été dédiées, notamment des méthodes approchées a base de régles [Panwalker et Iskander,
1977] [Blackstone et al., 1982]. Le problime open shop pour 3 machines OIC ,, est NP-
difficile [Gonzalez et Sahni, 1976]. Gonzalez et Sahni (1976) ont fourni un algorithme en
O(n) pour le cas limité & 2 machines O,IC . Johnson (1954) a montré que le probléme
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correspondant de flow shop, F,IC .., est solubleen O(n log, n). Jackson (1956) a étendu
la méthode pour le cas d’un job shop JIm ;<2IC _, pour lequel tous les produits n’ont pas plus
de deux opérations.

Les problémes a durées opératoires égales ont fait I’objet d’études spécifiques. Bruno et al.
(1980), et Brucker et Knust (1998) ont développé des algorithmes polynomiaux pour le flow
shop. Le job shop pour 2 machines et 2 opérations de méme durée a été aussi tres étudié.
Différents algorithmes [Hefetz et Adiri, 1982] [Kubiak et al,, 1995] [Timkovsky, 1985b] ont
été proposés pour le probleme Llp; ;=1IC .. Récemment, Timkovsky (1997) a donné un
algorithme en O(n?) qui s’applique aussi en présence de dates de
disponibilité J,Ir;, p, ,=1IC .. Kubiak et Timkovsky (1996) ont fourni un algorithme
pseudo polynomial pour le cas J,lp; ;=11XC;. Tautenhahn et Woeginger (1997) ont
développé un algorithme en O(n?) pour le probléme d’open shop suivant O, Ir;,
p i, ;j=1ZC; dans lesquels le nombre de machines est constant.

1.5.4. Probléme d’atelier a en-cours limité

Les problémes a en-cours limités sont des problémes mixtes. Considérons le probléme d’atelier
de type flow shop (déterminer la séquence des n produits devant passer successivement sur m
machines dans le méme ordre). Dans le cas de 2 machines avec un en-cours limité de
capacité b, le probleéme est noté F,blC .. Pour O0<b<n-1, ce probléme est NP-
difficile au sens fort [Papadimitriou et Kanellakis, 1980]. Papadimitriou et Kanellakis
(1980) ont décrit une heuristique qui fournit, dans le pire des cas, une solution dont le
makespan est a 3/2 de celui de I’ordonnancement optimal d’un F,b=1IC __..

N

Dans le cas ou le stockage est interdit entre les machines, le probléme est identique a
F,blockIC _,, et F,Ib=0IC _,, peut étre résolu par I’algorithme de Gilmore et Gomory (1964) en
O(n log, n). Pour le probléme F,blC . avec b=n-1, Johnson (1954) a proposé un
algorithmeen O(n log, n).

1.5.5. Conclusion

Deux cas particuliers de problémes mixtes d’ordonnancement sans attente ont ét¢ étudiés : les
problémes ou I’attente est permise et les problémes avec un en-cours limité. Les résultats sont
repris dans le Tableau I- 4. Dans ce tableau, n est le nombre de produits a fabriquer ; m
représente le nombre de machines dans !’atelier et m; est le nombre d’opérations effectuées sur
le produitj ;K représente le nombre total d’opérations a effectuer ; [, ; est la durée minimale
d’une opération et appartient 2 R* ; u, ; est la durée maximale d’une opération et appartient a
R*U{+eo} (alors que I'ensemble des valeurs possibles pour u; ; était restreint 2 R* dans le
Tableau I- 3).
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Tableau I- 4 : Difficulté des problémes mixtes

Probleme Complexité Référence
Fylnwt, [, ;<P, <u,;IC_,, |NP-difficile an sens fort |Rock (1984a)
J,Inwt,l, <P, .su, IC.,, [NP-difficile ausensfort |SahnietCho (1979)
O, lnwt], ;<P ;<u, IC_. [NP-difficile au sens fort | Sahni et Cho (1979)
F,lnwt,l, ,<P, <u, IC . |SolubleenO(n log, n) |Gilmore et Gomory (1964)

F,IC,,,

NP-difficile au sens fort

Garey et al. (1976)

F, IEC,

NP-difficile au sens fort

Garey et al. (1976)

Flprec, p, ;=1IC .,

NP-difficile au sens fort

Timkovsky (1998c)

LIC NP-difficile au sens fort | Lenstra et Rinnooy Kan (1979)

L, IZC ; NP-difficile au sens fort Garey et al. (1976)

N i =11C .. NP-difficile au sens fort Lenstra et Rinnooy Kan (1979)

o, IC ., NP-difficile Gonzalez et Sahni (1976)

0,Ir;1C ., NP-difficile au sens fort | Lawler et al. (1981)

0, lIZC j NP-difficile au sens fort Achugbue et Chin (1982)

FIC .« Solubleen O(n log, n) |Johnson (1954)

Jlm  <2IC Solubleen O(n log, n) |Jackson (1956)

Lir,, p; ;=1C Soluble en O(n?) Timkovsky (1997)

Llp, ;=1ZC; Soluble en Kubiak et Timkovsky (1996)
O(n log, n log, K)

o,IC .. Soluble en O(n) Gonzalez et Sahni (1976)

O,lr;, p; ;=1IZC, Soluble en O(n?) Tautenhahn et Woeginger (1997)

F,bIC _ (0<b<n-1)

NP-difficile au sens fort

Papadimitriou et Kanellakis (1980)

F,bIC _, (O<b<n -1)

NP-difficile au sens fort

Papadimitriou et Kanellakis (1980)

F;blC .. (b=0) NP-difficile au sens fort | McCormick et Rao (1994)
F,biC _,, (b=0) Solubleen O(n log, n) | Gilmore et Gomory (1964)
F,blC ., (bzn-1) Solubleen O(n log, n) |Johnson (1954)
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1.6. CONCLUSION

Les méthodes d’ordonnancement utilisables en temps réel doivent étre rapides, c’est-a-dire de
complexité faible. Pourtant, aucun algorithme de complexité polynomiale ne permet de résoudre
de maniere optimale des problemes d’ordonnancement, méme réduits. Par exemple,
I’ordonnancement d’un atelier qui comporterait 3 machines de type F,IC . est NP-difficile au
sens fort [Garey et al., 1976].

Notre ambition dans cette these est d’offrir des méthodes optimales, utilisables en temps réel et
appliquées aux problémes mixtes. Comme nous I’avons vu, les problémes mixtes permettent de

modéliser des systémes de production trés variés. Ils sont caractérisés par deux aspects.

Premiérement, le temps séparant la fin d’une opération de la suivante est nul. Ce sont des
processus sans délai inter opératoire, ou encore sans attente.

Deuxiémement, les temps opératoires ne sont pas fixés a priori : la durée P, de chaque tache i
peut étre choisie dans un intervalle de valeurs admissibles : P;€[l; ; u;] avec [,;<u;. Ce sont
des processus a4 temps opératoires contrélables. Les possibilités d’allongement des
opérations sont considérées comme propres a chaque opération : certaines opérations peuvent
avoir une durée fixée, d’autres opérations peuvent étre prolongées sans limite, et d’autres encore
ne peuvent étre prolongées que de maniére limitée. Ces possibilités d’allongement distinguent
ces problémes des problémes "classiques” d’ordonnancement car il faut non seulement
déterminer I’ordre de passage des produits, mais aussi les durées opératoires P ;.

.




CHAPITRE Il

PROBLEMES A GAMMES LINEAIRES

Résumé

Dans ce chapitre, nous proposons des méthodes de gestion en temps réel applicables a des
systémes de production fabriquant des produits dont la gamme est linéaire. Ces systémes de
production sont du type des problémes mixtes, terminologie introduite dans le premier chapitre.
Ainsi, notre étude peut s’appliquer a un large éventail de systtmes de production. Nous
illustrons notre propos avec 1’exemple de la gestion d’un atelier de traitement de surface. Les
algorithmes proposés sont originaux et de complexité polynomiale. Ils permettent de déterminer
le délai de livraison de chaque produit, et d’ordonnancer chaque produit de maniére 3 minimiser
le temps et le coit d’utilisation des ressources.

Sommaire

II.1. INTRODUCTION

I1.2. HYPOTHESES

I1.3. MINIMISATION DU MAKESPAN

IL.4. MINIMISATION DU TEMPS TOTAL D’UTILISATION DES RESSOURCES
IL5. MINIMISATION DU COUT D’UTILISATION DES RESSOURCES

11.6. RESULTATS COMPARATIFS

I1.7. CONCLUSION
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[l.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a des syst®mes de production répondant aux

caractéristiques suivantes :

e Chaque produit subit une série d’opérations (i.e. la gamme du produit est
linéaire). La séquence de ressources visitées peut varier d’un produit a I’autre
comme dans le cas d’un job shop de type J, Inwt, I, <P, .<u i i1C maxe

e Les durées opératoires sont fixées par le gestionnaire, mais doivent &tre
comprises entre deux limites.

e Des qu’une opération effectuée sur le produit se termine, 1’opération suivante
doit impérativement commencer.

* Une ressource ne peut &tre utilisée pour effectuer une opération nouvelle que si
elle est libre.

* Le systeme de gestion ne peut modifier 1’ordonnancement des produits en cours
de fabrication.

L’objectif est de trouver un ordonnancement en temps réel pour chaque produit dés que sa

commande est passée. Pour faciliter la lecture, nous illustrons notre propos par une application 2

la gestion d’un atelier de traitement de surface que la société SODETEG T.A.L avait a réaliser.

II.1.1. L’ordonnancement des ateliers de traitement de

surface

Un tel atelier est généralement constitué d’un ensemble de cuves contenant les solutions
chimiques ou électrolytiques dans lesquelles les piéces a réaliser sont immergées
successivement, comme le montre la Figure II- 1. Le transport des piéces entre les cuves est
assuré par un ensemble de robots. Ces robots peuvent étre des palans de manutention (en
anglais hoist), des ponts roulants (en anglais crane), ou encore des systémes automatiques
circulant sur un rail. Dans ces ateliers, les opérations doivent &tre exécutées en séquence, sans
attente entre les opérations successives. En effet, tout arrét en cours de traitement pourrait étre
préjudiciable a la qualité du produit. Par contre, il est possible d’allonger, dans une certaine
mesure, la durée des opérations sans dommage pour le produit. Dans ce cas, la cuve dans
laquelle s’effectue une telle opération reste inutilisable pour d’autres opérations tant qu’elle n’est
pas libérée.

Varnier (1996) a présenté de maniére précise ce type d’atelier dans le cas de la galvanoplastie,
une technique de dépdt de couche de métal destinée 4 éviter la corrosion. Des travaux récents ont
ét€ produits en particulier pour la minimisation du temps de cycle dans une production cyclique
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[Chen et al., 1996] et donnent de nombreuses références [Varnier, 1996]. Des résultats plus
généraux ont été introduits sur ce type de problémes au chapitre précédent [Lei et Wang, 1989]
[Crama, 1997] [Kats et Levner, 1997]. Contrairement au cas d’une fabrication cyclique dans
laquelle tous les produits sont connus a I’avance, nous ne connaissons les produits 2
ordonnancer qu’au moment oll ils sont commandés. La société SODETEG T.A.IL située & Buc

(78) et 'INRIA ont étudi€ ce type de probléme voici 15 ans [Bolignano et al., 1983].

llFlobot |.

Y
et
Sl

¢ ity
s e

Figure II- 1 : Atelier de traitement de surface

Plusieurs méthodes de gestion en temps réel pour de tels systémes ont été proposées. Elles sont
basées sur des systémes experts [Yih, 1988] ou des modeles de décision Markoviens [Yih et
Thesen, 1991]. Ces méthodes proposent une solution d&s qu’un événement se produit (arrivée
d’une commande, fin d’une opération sur un produit...). Les décisions sont prises & court terme
sans anticiper sur les opérations futures. Ainsi, elles ne garantissent pas le respect des
contraintes futures. En particulier, rien ne garantit que les durées maximales de trempe des
produits soient respectées 2 moyen terme. Une telle gestion engendre donc beaucoup de pertes
et n’est pas envisagée ici.

Récemment, d’autres algorithmes qui tentent de placer toutes les opérations effectuées sur un
produit au moment de son ordonnancement ont été proposés. A chaque nouvelle commande (ou
a chaque fois qu'un événement aléatoire se produit, une panne par exemple), les opérations
restant a réaliser sont alors ordonnancées. Chaque produit est ordonnancé sans connaitre les
commandes 2 venir car il est impossible d’attendre que toutes les commandes soient connues
pour réaliser I’ordonnancement. Evidemment, 1’ordonnancement obtenu ne garantit pas une
productivité aussi importante qu’un ordonnancement qui se ferait en connaissant toutes les
opérations a réaliser. Ces algorithmes qui ordonnancent les produits sans connaitre les
commandes a venir, sont souvent considérés comme des heuristiques dans la littérature.

Les heuristiques classiques d’ordonnancement [Baker, 1974] [Song et al., 1993] ne sont pas
applicables dans notre cas, car les durées opératoires varient dans un intervalle donné. Des
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heuristiques spécifiques ont été développées. On peut les classer en deux catégories suivant la
situation a laquelle elles s’appliquent :

a) Les premitres ne remettent pas en cause les produits précédemment
ordonnancés. C’est dans ce cadre que nous nous situons dans ce chapitre. Ce cadre
correspond & I’'Hypotheése II- 3 décrite dans la suite. Yin et Yih (1992) ont proposé un
algorithme pour répondre & ce probléme dans le cas ou tous les produits sont immergés dans
les cuves selon un méme ordre (du type flow shop). Ces auteurs se restreignent 2 la situation
ol une seule cuve existe pour chaque solution chimique. Enfin, ils n’utilisent la tolérance des
durées opératoires que sur les opérations en conflit (i.e. utilisant une cuve ou le robot alors
qu’il n’est pas encore disponible), et donc n’assurent pas que le produit sera réalisé le plus
tot possible. Dans la suite, nous verrons comment procéder pour ordonnancer le produit au
plus tot.

b) Les secondes autorisent de remettre en cause les produits précédemment
ordonnancés. Nous envisagerons cette hypothése dans les extensions proposées au
chapitre suivant. Cette situation, quand elle est possible, permet évidemment d’atteindre une
meilleure productivité du systéme de production. Yih (1994) a modifié la méthode proposée
dans [Yin et Yih, 1992] de maniére & pouvoir utiliser la tolérance sur les opérations du
dernier produit ordonnancé. Cette heuristique ne reconsidére pas la séquence d’entrée des
produits, contrairement & d’autres heuristiques proposées depuis. Ces derniéres s’appuient
sur les problémes de satisfaction de contraintes [Cheng et Smith, 1995], sur des techniques
arborescentes de type Procédure par Séparation et Evaluation Progressive [Ge et Yih, 1995]
[Lamothe, 1996], ou sur des méta heuristiques [Bloch, 1999]. Le plus souvent, elles
utilisent les algorithmes développés pour la situation a).

Dans ce chapitre, nous sommes dans la situation a) puisque nous supposons qu’il n’est pas
possible de remettre en cause des produits précédemment ordonnancés.

Dans d’autres approches, on considére qu’au moment d’ordonnancer un produit, les
commandes de produit a venir sont connues et on associe 4 chaque commande une certaine
probabilité qu’elle soit confirmée. Nous ne faisons pas cette hypoth&se ici. Cependant, dans la
section 5, nous pouvons utiliser les informations sur les commandes 3 venir pour évaluer la
charge de travail future des machines. Nous libérons alors le plus possible de temps sur les
machines goulots afin d’espérer augmenter la productivité du systéme.

I1.1.2.Approche proposée

Dans la section 2, nous précisons le cadre de I’étude en présentant les hypothéses faites tout au
long de ce chapitre. Notre objectif est de proposer des méthodes de gestion en temps réel qui
donnent un ordonnancement de chaque produit au moment ol sa commande est enregistrée.
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La premiére méthode de gestion consiste a fabriquer le produit au plus tét. Pour cela,
nous définissons les dates d’exécution au plus tot des opérations effectuées sur le produit
compatibles avec les contraintes de notre systéme de production (c’est I’objet de la section 3).
En outre, cette méthode permet de fournir au client un délai minimum de livraison précis.

Ensuite, nous proposons une deuxiéme méthode de gestion qui revient 2 commencer la
fabrication du produit au plus tard, tout en respectant la date de livraison fixée au plus
tot. Dans ce but, nous calculons les dates d’exécution au plus tard des opérations (voir section
4). Cette méthode permet de minimiser le temps pendant lequel des ressources sont utilisées
pour fabriquer le produit. L’effet escompté est double : réduire le colit de fabrication du
produit, et donner plus de liberté pour ordonnancer les produits futurs.

Enfin, nous donnons une troisi¢me méthode de gestion dont le but est de minimiser le coiit
d’utilisation des ressources (voir section 5), tout en livrant le produit au plus tot. Cette
méthode peut étre utilisée pour diminuer !’utilisation des ressources goulots et ainsi espérer

accroitre la productivité du systéme.

Ces trois méthodes de gestion garantissent d’obtenir 1’optimum relativement & un critére qui est
soit une fin de fabrication au plus tét du produit considéré, un début de fabrication au plus tard,
ou encore un cofit d’utilisation des ressources aussi réduit que possible. L’évaluation de ces
crittres est faite produit par produit puisqu’il est impossible d’attendre que toutes les
commandes soient connues pour fixer la gestion du systtme. En ce sens, ces critéres sont
locaux. Notre objectif global est d’obtenir une gestion qui maximise la
productivité du systeme de production a long terme. Dans la section 6, nous nous
proposons d’appliquer ces trois méthodes de gestion sur une longue période de production a
différents ateliers job shop (voir les définitions données dans le chapitre précédent) de type
J Inwt, l,..jSP,.,jSu,.,jIC

systeme suivant les méthodes de gestion utilisées.

ol u; ;€ R'U{+e}. Nous comparons alors la productivité du

max’?®

Chaque section est illustrée par un exemple de produit fabriqué dans un atelier de traitement de
surface. Pour simplifier la présentation, nous supposons que les collisions entre robots de
transport sont impossibles, et nous négligeons les déplacements a vide des robots. Nous
montrons, dans la conclusion, comment nous pouvons étendre les méthodes de gestion
proposées dans les sections 3 a 5 aux autres situations. Une partie des résultats obtenus a déja
été publiée dans I’article [Chauvet et al., 1999a].

P



Chapitre IT - Problémes 3 gammes linéaires

2. HYPOTHESES

Dans cette section, nous décrivons I’ensemble des hypothéses faites tout au long de ce chapitre.
Ces hypotheses sont réalistes et permettent de gérer en temps réel une large variété de systémes
de production, dont celui qui est présenté dans la section précédente. En fait, le but est de définir
précisément le cadre d’application de cette étude et les notations utilisées.

Hypotheése II- 1: L’ordonnancement est en temps réel.

Dans cette thése, nous considérons des systémes de production o les produits a fabriquer ne
sont pas connus a I’avance. Les commandes de produits arrivent successivement, a des instants
aléatoires, et nous devons déterminer les dates de début et de fin d’exécution des opérations
effectuées sur un produit a I’instant ot la commande arrive. Notre objectif est de placer chaque
produit de maniére a ce qu’il soit achevé le plus tot possible. L’ ordonnancement étant exécuté en
temps réel, nous sommes en mesure de fournir une date de livraison précise dés qu’une
commande est enregistrée (en supposant, bien entendu qu’aucun dysfonctionnement ne se
produise). Pour les besoins de 1’exposé, nous désignons par J I’ensemble des produits a
ordonnancer. Nous les numérotons de 1 & n dans I’ordre d’arrivée des demandes, n étant le
nombre de produits dans J. Dans la pratique, # est infini car I’horizon de fonctionnement du
“systeme de production n’est pas limité.

Hypothése II- 2: La matiére premiére et les composants du produit fabriquer
sont disponibles.

Nous supposons que la matiére premiére et les composants du produit a fabriquer sont
disponibles quand la commande apparait. Ainsi, la date & laquelle le produit j peut commencer 2
etre fabriqué (en anglais release time , ou release date) est I’instant ol la commande apparait.
Cette date est notée ryetr;e R*, ot R* désigne ’ensemble des nombres réels positifs. Nous
supposons que I'instant initial de fonctionnement du systdme de production est la date O.
Lorsqu’un approvisionnement (en matiére premiére ou en composant) est nécessaire, la release

date est reculée d’une durée correspondant au délai d’attente de livraison.

Hypotheése II- 3 : L’ordonnancement d’un produit ne remet pas en question
P’ordonnancement des précédents.

Dans ce chapitre, nous considérons que I’ordonnancement d’un produit est défini une fois pour
toutes et ne peut donc €tre remis en question quand une nouvelle commande apparait. Cela
signifie que ni les dates de début et de fin, ni les durées des opérations, ni les ressources
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sélectionnées pour effectuer les opérations ne peuvent étre modifiées. Cette restriction apparait
dans les situations suivantes.

a) Les cofits de gestion et de production induits par la remise en cause de 1’ordonnancement ne

sont pas compensés par le gain escompté par le nouvel ordonnancement.

b) Le systéme de gestion ne peut physiquement modifier les dates de début et de fin d’exécution
des opérations sur les produits déja ordonnancés, car il n’a pas la totale maitrise du systéme
de production. C’est le cas de systemes de production qui nécessitent des réglages lourds et
minutieux avant 1’opération de fabrication elle-méme.

¢) Un engagement est pris avec les clients dont les commandes sont arrivées antérieurement, et

il n’est pas possible de les déplacer.

d) On interdit au systéme de gestion de modifier les dates de début et de fin d’exécution des
opérations car on estime que le flot de nouvelles demandes de fabrication de produits est trop
important pour permettre une telle remise en question dans un contexte temps réel. Les
demandes de fabrication des produits arrivent une a une et doivent étre prises en compte

immédiatement.

Bien siir, un systéme dans lequel I’ordonnancement des produits peut étre remis en cause a tout
instant peut permettre d’atteindre une meilleure utilisation des ressources. De tels systémes sont
examinés dans les extensions du chapitre suivant, mais s’avérent délicats a gérer en temps réel

du fait de leur niveau de complexité.

Hypothése II- 4 : La gamme de chaque produit est linéaire.

Opération 1 Opération 2 Opération 3 Opération m j

Figure II- 2 : Représentation de la gamme linéaire d’un produit

Nous supposons dans ce chapitre que les gammes des produits & réaliser sont linéaires, ¢’est-a-
dire qu’elles sont constituées d’une suite d’opérations a exécuter séquentiellement. La Figure II-
2 représente une telle gamme ; & chaque arc correspond une opération. Nous désignons par
opération, ou encore tiche, toute intervention d’un méme ensemble de ressources sur un produit
pendant une certaine période. Ces ressources peuvent étre diverses: opérateur, machine,
convoyeur... L’ensemble des ressources est noté R .

Dans le cas d’un atelier de traittement de surface, les ressources sont de trois types: les
opérateurs, les différents postes de travail (correspondants a la préparation et au dégraissage,
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aux différents types de bains chimiques ou électrolytiques, au ringage...), les robots

transportant les pieces. Comme la représente la Figure II- 3, la gamme d’exécution pour chaque |

produit consiste en une succession d’actions sur les postes de travail et de mouvements du |

robot.

Opérations : Op. 1 Op. 2 Op.3 Op. 3 Op.4 Op.5 Op. 6 Op. 7 Op. 8

|

Robot | Robot ~ ~ Robot _ | Robot . Robot
Postes : Dégraissage Activation Dépét Cu Ringage
électrolytique

Figure II- 3 : Gamme d’un produit dans un atelier de traitement de surface

Les gammes des produits peuvent étre différentes d’un produit & I’autre, comme pour les
problémes d’atelier de type job shop présentés dans le chapitre précédent. Cela signifie que les
opérations peuvent avoir des durées différentes et peuvent nécessiter des ressources distinctes.
Pour le produit j dont la gamme comporte m ; Opérations, nous désignons par i la i-eme
opération de la gamme avec i€ {1, 2, ..., m ;1. Nous notons /; I’ensemble des opérations a

effectuer sur le produit j : 1,={1, 2, ..., m;}.

Les problémes dans lesquels les gammes comportent des opérations d’assemblage ou de
désassemblage seront traités au chapitre suivant.

Hypothese II- 5: Nous savons quelles sont les ressources interchangeables en
cours d’opération.

Nous supposons que deux types de ressources peuvent apparaitre: les ressources
interchangeables en cours d’opération et celles qui ne le sont pas. Un exemplaire d’une
ressource dite interchangeable peut étre remplacé par un autre en cours d’opération. C’est le cas
d’opérateurs ayant les mémes compétences et qui peuvent ainsi se relayer sans que 1’opération
s’arréte. Inversement, un exemplaire d’un type de machine choisi au début d’une opération ne

peut €tre substitué a un autre : une machine est dite non-interchangeable. L’ensemble des

ressources dont les exemplaires sont interchangeables en cours d’opération est noté R iy - Celui
des ressources non-interchangeables estnoté R,,. Ona: R=R, UR.,.

Hypothése II- 6 : Le temps de changement de ressource en cours d’opération
est nul.

Nous supposons que le temps de passage d’un exemplaire de ressource interchangeable 2 un

autre en cours d’opération est nul.
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Hypothése II- 7 : Chaque opération peut nécessiter P'utilisation de plusieurs
types de ressources.

Nous étudions les problemes pour lesquels chaque opération peut nécessiter des ressources de
plusieurs types en quantités différentes, par exemple une machine et deux opérateurs. Nous
sommes donc dans une situation plus générale que celle qui est envisagée dans les problémes de
flow shop ou de job shop. Les ressources sont utilisées pendant toute la durée de 1’opération

dans la méme configuration (i.e. le méme nombre d’exemplaires).

Opération 1 - Amorgage Opération 2 - Transformation

Besoin : 2 opérateurs + 1 machine = Besoin : 1 opérateur + 1 machine

Figure II- 4 : La configuration des ressources est inchangé pendant toute l’opération

En fait, chaque opération est définie de maniére & ce que le méme ensemble de ressources
intervienne pendant toute sa durée. Supposons, comme dans ’exemple de la Figure II- 4, que
pour la transformation d’un produit, la présence de deux opérateurs soit nécessaire pour
amorcer le processus, alors qu’un seul opérateur suffit pour le reste de la transformation. Nous
dirons qu’il y a deux opérations successives : 1’amorgage, puis la transformation elle-méme,

bien que la méme machine soit utilisée tout au long du processus.

Nous désignons par g, ; ;, le nombre de ressources de type r nécessaires pour exécuter
I’opération i sur le produit j, ou re R. Cette quantité est nulle si 1’opération correspondante ne

nécessite pas de ressource de type r et strictement positive sinon. Donc, g, ; ;20.

Hypothese II- 8 : L’utilisation d’une ressource ne dépend pas d’autres
utilisations de la méme ressource.

Nous supposons, dans ce chapitre, que le choix d’une ressource pour une opération
n’influence, ni n’est influencé, par les choix de cette ressource pour les autres opérations.
Pratiquement, cela signifie que I'utilisation d’une ressource pour une opération donnée
n’implique pas son utilisation pour une autre opération sur le méme produit. Le cas ou le choix
d’une ressource pour une opération i, effectuée sur un produit j dépend du choix de la
ressource pour une autre opération i, effectuée sur le méme produit j sera étudi€ dans les
chapitres suivants. Ceci peut apparaitre, par exemple, quand la méme machine doit étre utilisée
pour des opérations successives. Dans ce cas, nous utilisons une gamme alternative. Nous
étudions ce type de choix dans le Chapitre IV.
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Hypothése II- 9 : Les exemplaires d’un méme type de ressources sont
identiques.

Les exemplaires d’un méme type de ressources sont supposés identiques. Par conséquent, ils
ont des cofits d’utilisation égaux et des vitesses d’exécution identiques. Il est donc indifférent de
choisir un exemplaire plutdt qu’un autre dans un type de ressource donné. Les problémes on
des vitesses d’exécution sont différentes sont traités au Chapitre IV par adjonction de gammes
dites alternatives.

Dans le cas d’un atelier de traitement de surface, plusieurs postes de travail peuvent permettre de
réaliser la méme opération (préparation et dégraissage, bains chimiques ou électrolytiques,
ringage...). Nous distinguons les postes de travail sur lesquels les mémes opérations peuvent
etre réalisées. Chaque poste correspond a un exemplaire différent de méme ressource. Si une
seule cuve contient le bain chimique "Cu électrolytique" et que 3 produits peuvent étre immergés
dans cette cuve, nous considérerons que nous avons 3 exemplaires de la ressource de type "Cu
électrolytique”.

Le coft d’utilisation d’un exemplaire de la ressource de type r pendant une unité de temps est
noté€ s, s, € R*. Par conséquent, le cofit induit par 1’opération i effectuée sur le produit j par
unit€ de temps est: s, j=2q,_,.' ; 8, . Ce colit correspond 2 la rémunération des opérateurs, a

rerR

Pusure des outils, 2 I’amortissement des machines, etc.

Hypothése II- 10 : Les disponibilités des ressources sont connues.
Les ressources peuvent étre indisponibles :

¢ soit parce qu’elles ont été réservées pour des opérations de fabrication de
produits préalablement ordonnancés,
® soit pour des raisons extérieures 2 la fabrication proprement dite (maintenance
des machines, pauses légales des opérateurs, etc).
Pour chaque type de ressource r, oli & R, nous connaissons les périodes ot elle est utilisée, et
en combien d’exemplaires. A partir des disponibilités de chaque ressource restant apres les (j-1)
premiers produits ordonnancés, nous déduisons les fenétres de temps durant lesquelles chaque
opération i peut étre exécutée sur le produit j, c’est-a-dire les périodes durant lesquelles le
nombre de ressources de type r nécessaires pour exécuter I’opération i sur le produit j est
supérieure ou égale 4 g, ;. j- Les structures des données et les algorithmes permettant de gérer
les disponibilités des ressources sont décrits dans I’ Annexe 1.

Dans la suite, nous supposons défini I’ensemble W, ;desy, . fenétres de temps ol 1’opération
i peut étre effectuée sur le produitj : W, ;={[a, , ; ; b, i.j1/1=z<y, .}. Les dates de début
et de fin de la z -iéme période pendant laquelle I’opération i peut étre exécutée sur le produit j
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sont notées respectivement a, et b,,,. On a: a,, €R* b

.0,

g o i jERU{+oo} et

a, ; ;<b, ;. pourl<z<y, ., iel;, jelJ.

z. 0,
L’exemple de la Figure II- 5 concerne le cas d’une opération qui nécessite une ressource d’un
certain type r, g, ; ;=1. Il existe trois exemplaires de cette machine : X1, X2 et X3. Les
disponibilités de chaque exemplaire sont données par la Figure II- 5: les plages grisées
correspondent a des périodes ol la ressource est déja utilisée. L’instant O est supposé Etre

I'instant initial. Nous avons, dans cet exemple, un ensemble de y ;. ].=7 fenétres différentes,
W, ;={[0;1], [2;6], [3;7], [4;9] , [8; +eol, [10; +eof, [11; +eof }.

Oh 2h 4h 6h 8h 10h 12h

Machine X3:
1

Machine X2

Machine X1

Figure II- 5 : Périodes d’exécution d’une opération

Hypothése II- 11: Les opérations se suivent sans interruption.

Dans la suite, les problémes traités sont mixtes, c’est-a-dire sans attente et a durées opératoires
contrlables, suivant la terminologie introduite au Chapitre I. Comme nous 1’avons vu, ce type
de contraintes permet de modéliser une trés large variété de problémes
d’ordonnancement, e¢ méme des problemes pour lesquels I’attente est permise.

La contrainte "sans attente" est trés importante dans les ateliers de traitement de surface. En
effet, tout arrét en cours de traitement met le résultat du traitement en péril.

[T1j5u1,] U2j5uz2;l ETELERD Daisngs @ miag)
"R B B B

1 2 3 4 m mj +1

Figure II- 6 : Graphe représentant un produit

Nous représentons les données relatives & un produit j par un graphe valué G;=(H,,I;),
comme celui de la Figure II- 6. Ce graphe est composé d’un ensemble H; de (m;+1) sommets
marquant les instants de début et de fin de chaque opération. Ces sommets sont reli€s par m;

-33-




Chapitre II - Problémes & gammes linéaires

arcs représentant I’ensemble /; des opérations i exécuter. Puisque les opérations se suivent sans
attente, I’instant de fin d’une opération i est également I’instant de début de la suivante, pour
1<i<m ;. Une opération peut &tre référencée soit par i€l j» soit par (h,h+1)=i ot he H i
Chaque opération est caractérisée par 1’intervalle [l;; ; u;;] des durées opératoires
admissibles.

Hypothése II- 12 : Les durées des opérations sont contrdlables.

La durée P, ; de I'opération i peut &tre choisie dans un intervalle de valeurs admissibles :
P, ;ell;; ; u; ;] avec I, ;<u, ;. Déterminer cette durée P, ; constitue la spécificité des
problémes mixtes. La durée minimale (en anglais lower duration) du temps opératoire est
positive : I, ;€ R*. La durée maximale (en anglais upper duration) peut étre illimitée :
u; ;€R'U{+oo}. R* désigne I'ensemble des valeurs réelles positives. Pour nous, une
opération de durée nulle qui requiert une ressource n’équivaut pas a ’absence d’opération :
cette opération doit étre ordonnancée, ce qui influence le résultat global.

Le traitement de surface autorise, dans une certaine mesure, d’allonger des opérations chimiques
ou €lectrolytiques sans détériorer le résultat. Le Tableau II- 1 donne les durées opératoires d’un
produit j dont la gamme comporte 5 opérations. Cet exemple est repris pour illustrer les
algorithmes présentés dans les sections suivantes. Cette tolérance sur la durée des opérations
permet de compenser, dans une certaine limite, I’absence de stockage pour les produits en cours
de traitement. Nous supposons que les cuves contenant un méme bain sont regroupées et que,
par conséquent, les durées de déplacement du robot entre les cuves contenant deux bains
différents sont fixées. Dans le cas ob cette hypothése n’est pas vérifiée, nous utilisons des
gammes alternatives (voir Chapitre IV).

Tableau II- 1 : Durées opératoires d’un produit

Numéro de Type d’opération Durée minimale Durée maximale
I’ opération

i L u;

1 Transport par robot 1 ke

2 Traitement dans solution 1 3 4

3 Transport par robot | |

4 Traitement dans solution 2 2 4

m;= Transport par robot 1 +o0
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Hypotheése II- 13 : La préemption est interdite.

Nous ne nous intéressons pas aux cas ou les opérations peuvent &tre interrompues pendant un
laps de temps puis reprises (ou en anglais preemption). Une adaptation possible de ce type de
probleémes est présentée dans les extensions du chapitre suivant.

Hypotheése II- 14 : L’objectif est d’ordonnancer chaque produit des que sa
commande est enregistrée de maniére a2 maximiser la productivité du systéme a
long terme.

La date de début de ’opération i effectuée sur le produit j est notée B ; ; et sa date de fin C, ;.

Puisque les opérations s’exécutent sans attente, B, , ,=C, . pour tout i€I;\{m,}, jeJ. Dans
ce chapitre, ces (m;+1) instants de début et de fin de chaque opération sont numeérotés
chronologiquement de 1 & (m;+1). Nous identifions I’indice du début de I’opération a I'indice
de I’opération elle-méme. On note T, ; les dates correspondants a ces (m;+1) instants, pour
heH; Ona:T, =B,  etT,

i iv1,;=C; ; pour iel,. Ordonnancer un produit revient a

déterminer durant quelle période Z, ; doit &re exécutée chaque opération i sur
le produit j, ainsi que ses dates de début T, ; et de fin 7', , ;=T, ,+P, ..

Jj i+1l,j

Pour atteindre une productivité maximale du systtme a long terme, nous proposons, tout

d’abord, de terminer chaque produit le plus tot possible. Ceci signifie que nous

cherchons a minimiser le makespan de chaque produit, i.e. la date maxC, =C,_ .=T, ., ;.
1sigm, BT mjd T mpr L

C’est ce que nous faisons dans la section suivante. En outre, cette méthode de gestion permet de
fournir en temps réel un délai de livraison précis et réalisable.

Ensuite, nous donnons une deuxi¢éme méthode de gestion qui revient a fabriquer le produit
au plus tard, tout en respectant la date de livraison fixée au plus t6t (voir section 4). L’intérét
est de réduire le temps pendant lequel des ressources sont utilisées pour fabriquer le produit.
L’effet escompté est double : réduire le cofit de fabrication du produit, et donner plus de liberté
pour ordonnancer les produits futurs. Cette méthode doit permettre d’atteindre une meilleure
productivité a long terme.

Enfin, nous donnons une troisieme méthode de gestion dont le but est de minimiser le coit
d’utilisation des ressources de chaque produit, tout en respectant la date de livraison
fixée au plus tot (voir section 5). Nous montrons comment utiliser cette méthode pour diminuer
I’utilisation des ressources goulots et ainsi espérer accroitre la productivité du systéme.

Le Tableau II- 2 reprend les notations introduites et donne pour chacune son intervalle de
définition. Etant donné que le produit j est ordonnancé sans remettre en cause les produits déja
ordonnancés (voir Hypothése II- 3), les données concernant les produits sont figées. Aussi,
Vindice j qui apparait dans les notations est facultatif. Il est cependant conservé pour que les
notations restent cohérentes tout au long de la thése.
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Tableau II- 2 : Récapitulatif des notations

Nom Désignation Type Intervalle de définition
a,;;|Date de début de la z-iéme période| Valeur a,;;€R%a,,; ;<b, .,
pendant laquelle I’opération i peut étre|donnée pour 1sz<y, ;,i€l,, jeJ.
exécutée sur le produit j .
b, ; ;| Date de fin de la z-iéme période pendant| Valeur b, ; ;€ RU{+ee},
laquelle I’opération i peut étre exécutée| donnée a,;i<b,.;
sur le produit ;. pour 1<z<y, ;, iel,, jeJ.
B,..j Date de début de I’opération i effectuée| Variable de B,-,,-EERJ', B,~+1,,-=C,-,,-,
sur le produit j . décision C. ;=B ;+P, ;,
pourite,jeJ.
C;,; |Date de fin de 'opération i effectuée sur| Variable de| C, ;€ R*, B,,, ;=C, .,
le produit j . décision C, =B, ;+P, ;,
pouriel;, jeJ.
d; |Date avant laquelle le produit doit étre| Valeur d; € R*U{+eo},
livré. donnée pourjeJ.
G; | Graphe valué du produit ;. Graphe G,=(H;,1;),
donné pourjeJ.
H; |Ensemble des (m;+1) instants & de début| Ensemble |H ;={h 1 1sh<m ;1)
et de fin des opérations sur le produitj. | donné pourjeJ.
I, |Ensemble desm; opérations i 2 effectuer| Ensemble |7 =i/ 1<ism}
sur le produit j. donné pourjeJ.
J | Ensemble des produits j & ordonnancer,|Ensemble |J={j / 1<j<n}.
numérotés de 1 an. donné
l; ; |Durée minimale admissible de 1’opération| Valeur I, j€R 1, ;2u, |,
i effectuée sur le produit ;. donnée pouriel;, jeJ.
m; |Nombre d’opérations a effectuer sur le| Nombre m;= |1 j ,
produit j. donné pourjeJ.
n | Nombre de produits 4 ordonnancer. Nombre n=|71.
donné
P; ; |Durée de I'opération i effectuée sur le| Variable de| P, ;€ R*, P, e[l ; ; u, ],
produit j. décision pouriel;, jeJ.
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g, ; ; | Nombre d’unités de ressources de type r | Valeur g, ;20,
nécessaires pour exécuter 1’opération i|donnée pourreR, i€l;, jeJ.
sur le produit j.
r; |Date a partir de laquelle le produit peut| Valeur r€ R*,
commencer a étre fabriqué. donnée pourjeJ.
R |Ensemble des types de ressources. II| Ensemble [R={r / 1<r< IR |},
regroupe les ressources de R, dont les| donné R=R, UR,, .
exemplaires sont interchangeables en
cours d’opération, et cellesde R, , .
s, | Cofit d’utilisation d’un exemplaire de la| Valeur s, eR,
ressource de type r par unité de temps. | donnée pour reR.
s;; | Coft induit par I’opération i effectuée sur| Valeur 5, ,€R, S,~,,~=2R,q,,,-,j S,
le produit j par unité de temps. donnée pouriel,, jel.
T, ; |Date des instants 2 de début et de fin des| Variable de| T, ;€ R*, pourhe H,, jeJ.
opérations effectuées sur le produit ;. décision | T, ;=B 1.1y
Th+1,j=C(h,h+l),j’
pouri=(h,h+1)te, jelJ.
u; ; |Durée maximale admissible de I’opération| Valeur u; ; €R'U{+eo}, I, ;Su, ;,
i effectuée sur le produit j. donnée pouriel,, jeJ.
W, ; | Ensemble des y,, fenétres de temps|Ensemble |W, ={la,,; ; b, ;1/
durant lesquelles 1’opération i peut €tre| donné 1<z<y, ;},
exécutée sur le produit j. pouri€l;, jeJ.
y;; |Nombre de périodes pendant lesquelles| Nombre Yi = l W, |,
I'opération i peut €tre exécutée sur le| donné pouri€l;, jeJ.
produit j.
y; |Nombre de périodes relatives aux|Nombre Y= Z}’,-, j» pour jeJ.
opérations effectuées sur le produit j. donné =
Z,,; |Indice de la période pendant laquelle| Variable de| 1<Z; .<y, ;,
'opération i est exécutée sur le produit| décision |pouri€l;, jeJ.

J-

|E | représente le cardinal de I’ensemble E.
R* est ’ensemble des valeurs réelles positives.
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I1.3. MINIMISATION DU MAKESPAN

I1.3.1.Introduction

Dans cette section, notre objectif est de décrire une méthode de gestion en temps réel qui
ordonnance chaque produit au plus tot. Ceci signifie que nous cherchons 3 minimiser le
makespan de chaque produit. D’autre part, cette méthode de gestion permet de fournir, au
moment ol une commande arrive, un délai minimum de livraison réalisable et précis.

Yin et Yih (1992) ont étudié ce probléme dans un cas particulier de type flow shop. Ces auteurs
n’utilisent pas la tolérance des durées opératoires que sur les tiches en conflit (i.e. utilisant la
ressource alors qu’elle n’est pas encore disponible) et ainsi n’assurent pas de commencer le plus
tdt possible.

Pour déterminer le délai minimum de livraison, nous définissons les dates d’exécution au plus
tot des opérations compatibles avec leurs durées opératoires admissibles et les fenétres de temps
dans lesquelles les opérations peuvent étre exécutées. Aprés avoir formalisé le probléme, nous
proposons un algorithme original de trés bonne complexité.

I1.3.2.Formalisation

Nous voulons déterminer quand exécuter ies opérations sur le produit j sachant que la date de
disponibilité est r ; (voir contraintes (II-1)). Le produit j est composé d’un ensemble 1 j dem j
définissent les instants
T, ;

opération i est a déterminer et doit vérifier: [, ;<P jSu; ; (voir contraintes (II-2)). Chaque

opérations s’exécutant successivement sans attente. Ainsi, T, ; et T

i+1,j

de début et de fin de chaque opération i€l ;- La durée d’exécution P, ;=T de chaque

i+1,j°
opération i peut étre exécutée dans 'une des y ;,; fen€tres de temps de I’ensemble
w,;=lla, ;s b, ;17 1=z<y, ;} (voir contraintes (II-3)-(I-4)). La fenétre retenue est la
fenetre d’indice Z, ; (voir contraintes (II-5)). Notre objectif est de minimiser la date T ot

. i+l
d’achévement du produit. Les contraintes (II-6) et (II-7) donnent les intervalles de définition de
toutes les variables de décisions T, ; et Z, ;. R* et N désignent respectivement les ensembles

des nombres réels et des entiers naturels. Formellement, le probléme a résoudre s’écrit
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Probléme II- 1: Minimisation du makespan de chaque produit

min ij+1,j
fr. <7, m-1)
L;<T,;-T,;<u; V1<ism, (Im-2)
az,-_ i <T, Vi<ism, (I-3)

te]que<T;.+1] b'j,] VISiSmj (II-4)
12, <y, Vi<i<m; (II-5)
1}_].69{+ Vi<is<m;+1 (I-6)
Z,; €N Vi<i<m, (I-7)

Ce probléme peut également se formaliser comme un probléme linéaire mixte :

Probléme II- 2 : Minimisation du makespan de chaque produit

min Tm,+1,j
'r.ST. (H—S)
I, ST, -T,; Su, Vi<i<m, (I-9)
a,,;ST,;+(1 xm) Vi<z<y,, ViSi<m, (I1-10)
tel que { T Sbus J+H(1=A )M Visz<y,) ViSism, I-11)
sz_i,j_l Vi<i<m, (I-12)

lsty,-_j
T, eR* Vi<i<m, +1 (I1-13)
A, €{0.1} Vi<z<y,, Vi<ism;  (O-14)

Les contraintes (II-8)-(II-9) sont équivalentes a (II-1)-(II-2). Dans cette formulation, chaque
variable A, ; ; est booléenne. Elle vaut 1 si la fenétre z est choisie pour exécuter Iopération i
sur le produit j, et vaut O sinon. Les contraintes (II-10) a (II-11) assurent que chaque opération
i effectuée sur le produit j dans la fenétre z pour laquelle A, ; ;=1. La constante M est une
valeur arbitrairement grande. On peut choisir, par exemple :
M =maxsr,; lrslzlsayxu{max{az'”,bz” ¢+°o}} +lsz<:max{l,],u ¢+<>0}

1Sism, =2
oll max{a;b#+o} vaut a si b=+ et vaut max{a;b} sinon. Les égalités (II-12) garantissent
qu’une seule fenétre est choisie pour chaque opération. Les intervalles des variables de décision
T, ;eth, , ; sontdonnés par (II-13) et (II-14).

Plutdt que de résoudre directement le Probleme II- 2 par une technique arborescente cofiteuse en
temps de calcul, nous proposons dans les deux sections suivantes une approche de résolution
permettant de fournir une solution optimale a ce probléme en un temps polynomial. Elle consiste
a résoudre une suite de sous-problémes décrits dans le paragraphe suivant.
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I1.3.3.Sélection des durées opératoires

L’objectif de cette section est de déterminer T, ; et T, , ;, dates de début et de fin d’exécution
au plus tot des opérations, si chaque opération i est exécutée sur le produit j dans la fenétre
donnée Z, L iel i Nous ne tenons pas compte, dans cette formulation, de la date de fin de la
fenétre b, z, i.e. 1a contrainte (II-4). Etant donné que les opérations se suivent sans attente,

(T

L. j
i j) représente la durée effective définie pour I’opération i. Le probléme s’écrit :
Probleme II- 3 : Définition des dates au plus tot des opérations quand leur

fenétre d’exécution est donnée

min 2“’1 ij

1<i<m;+1

r<T, (1-1)
i L; ST, -T,Su, ViSi<m, (I1-2)

az,i; ST Vi<i<m, (I-3)

IJE?RJ' VlSiSmj+1 (H-6)

Dans ce probleme, I’ensemble {[, / 1<i<m +1} est un ensemble arbitraire de valeurs
positives. La  solution optimale du Probleme II- 3 pour [I’ensemble
{u,.0=1}u{u,.=0/1SiSmj+l, i#i, } correspond au cas ou la date T,.0 est calée au plus tot. Si
la solution optimale de ce probléme est unique quel que soit 'ensemble {p; / 1<i<m i1}
alors cette solution correspond au cas ol chaque date est calée au plus tdt. C’est une telle
solution que nous recherchons ici. Si, de plus, cette solution vérifie les contraintes (II- 4) (i.e.

T,,, sb, . j-i.j» pour 1<i<m ), alors cette solution est réalisable et calée au plus tot pour cet

ensemble de fenétres {Z, ;}, ¢, . Sinon, aucune solution n’est réalisable pour ces fenétres.
! J

En fait, dans le Probléme II- 3, nous recherchons  placer le produit j comme nous définirions
les longueurs des marches d’un escalier. Chaque marche correspond i une opération. La
longueur des marches est alors ajustable dans une certaine limite de la méme maniére que les
durées opératoires sont contrdlables. De plus, le début de chaque marche i doit &tre au moins
distant de I’origine d’une longueur correspondant i la date a z, ;- L’objectif revient alors a
trouver I’escalier le plus court. L’ Algorithme II- 1 permet de resoudre le Probléme II- 3 par une
méthode qui se déroule en deux étapes. Tout se passe comme si dans la premiére étape, nous

définissions une borne inférieure 7; de la longueur qui sépare le début de chaque marche i de
I’origine en tenant compte de a Z; i) et de la somme des longueurs minimales des marches
précédentes. Dans la seconde étape, nous fixons la longueur de chaque marche i en prenant en
considération 7, et les longueurs maximales des marches suivantes. Plus précisément, dans la
premiere étape de I’Algorithme II- 1, on définit 7,, borne inférieure des dates de début
d’exécution de chaque opération i, en tenant compte des dates de début des périodes et des
durées minimales des opérations. Dans la seconde étape, on raffine cette borne en tenant compte

des durées maximales des opérations. Cette borne est alors la date optimale.
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Algorithme II- 1 : Calage au plus tot des opérations sur un produit [Chauvet et al., 1999a]

Procédure Définition des dates au plus tot d’exécution des opérations effectuées sur le produit j .
Entrée : j est!’indice du produit considéré.
r; est la date a partir de laquelle on peut commencer a réaliser le produit j .
m ; est le nombre d’opérations & effectuer sur le produit j .
I; est I'ensemble des opérations 2 effectuer sur le produit j .
I; ; estladurée minimale d’exécution de I’opération i sur le produit j, pour i €1;.
u,;,; estladurée maximale d’exécution de I’opération i sur le produit j, pour iel;.
Z, ; estla fenétre dans laquelle on veut réaliser I’opération i sur le produit j , pour i€/;.

az, ..i.j est la date de début de la période durant laquelle on réalise 1’opération i , pour i €/; .

Sortie : T, ; estladate de début au plus tot de I’opération i effectuée sur le produitj, ot iel;.
T,,,J_ +1,; estladate de fin au plus t6t du produit j .

J

1. Etape 1.
1.1. Poser 7,:=max{r; ; azl_j,l,j}-o'“‘“'e T, la bowe infriewnc de la date de début d exécution de
{'opérnation i .
1.2. Pour i allantde 22 m ; : O wote i ¢ 'indice de € opération eélectionnée.
1.2.1. Poser 7,:=max{7,.,+l; ; ; al,—,j-"-i}'
2. Etape 2.
2.1. Poser T,,,j+1_j:=r,,,j+l,,,j_j.
2.2. Pour i allantdem ; A 1 : O wote i {'indice de L opination célectionnée.
2.2.1. Poser T, ;=max{T,., ;-u; ; ; T;}.

Exemple

Tableau II- 3 : Données relatives a l'exécution de I’Algorithme II- 1

ENTREES RESULTATS SORTIES
INTERMEDIAIRES
Indice de Durée Durée Date de début de la Borne inférieure de | Date au
I’opération | minimale | maximale | période durant laquelle | la date au plus t6t plus tot
on réalise I’opération i
1 l i U L az i gt T i T ij
1 1 +o0 2 2 2
2 3 4 0 3 3
3 1 1 5 6 6
4 2 4 7 7 7
m,= 1 400 11 11 11
m ;+1=6 12
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Nous proposons un exemple d’application de 1’Algorithme II- 1. Les données relatives au
produit j a réaliser sont fournies dans le Tableau II- 3 et reprises sur la Figure II- 7. Le produit
peut étre réalisé a partir de la date r;=0.

[1+eof (3:4] [1:1] [3:4] [134+eo[

vV
/

Opération2 ! : ,
.

Opération 1

b o el - -

Opération 3

Opération 4

Opération 5

Figure II- 7 : Application a I’Algorithme II- 1

Les résultats de I’exécution sont explicités sur la Figure II- 7. Les opérations effectuées sur le
produit j a ordonnancer sont représentées par des zones hachurées. Dans le cas ol la durée
d’une opération dépasse la durée minimale, on utilise des hachures différentes pour la partie
représentant le dépassement : c’est le cas de I’opération 4 dans 1’exemple précédent.

Théoréme II- 1 [Chauvet et al., 1999a]

L’ Algorithme II- 1 détermine les dates de début et de fin d’exécution au plus t6t de toutes les
opérations, i.e. il fournit une solution unique optimale au Probléme II- 3.

Démonstration
a) Nous montrons tout d’abord que la solution {T, j}ls,.s,,,j+1 fournie par

PAlgorithme II- 1 est réalisable.

Suivant les pas 1.1 et 2.2.1 de I’algorithme, on a r;<7,<T, ;. Par conséquent, la solution

vérifie I'inéquation (II-1).
On déduit du pas 2.2.1 de l'algorithme que T, j+l j=max{T,,, ;-(u; -1, ) 5 7,41},

pour 1<i<m . Puisque, par hypothése, I; ;Su;;, ona T, ;+l; j2max{T,, ; ; T+, ;).
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Comme 1+, ;<7,,,<T
T, ;+l, ;2max{T,

pour 1<i<m . De plus, selon le pas 2.2.1 de I'algorithme, T, <T,,, ;j-u; ;, pour 1<i<m,.

pour 1<i<m; (cf. pas 12.1 et 2.2.1), on obtient

i+1,j°

T,,, ;}. Considérant le pas 2.1, on en déduit T, ;+I; ;2T

1.5 0 i1, 0

On peut conclure que I; ,<T,

ie1,;-Ti ;Su; ;, pour 1<i<m ;. Donc, la solution satisfait les
contraintes (II-2).

Suivant les pas 1.1, 1.2.1 et 2.2.1 de I’algorithme, on a a,_ <1,<T, ;, pour 1<i<m . Par

jiiT

conséquent, la solution vérifie les inéquations (II-3).

La solution fournie est réalisable car elle satisfait les contraintes (II-1), (II-2), (II-3) et (II-6).

b) Nous montrons ensuite que la solution {T,;},. ism+1 fournie par
I’Algorithme II- 1 est optimale.

Selon les contraintes (II-1) et (II-3), la valeur max{r; ; a oA, Bl } est une borne inférieure de

la date de début de la premiere opération. D’aprés le pas 1.1 de I’ Algorithme II- 1, 7, est donc

une borne inférieure de cette date.

Si 7,_, estune borne inférieure de la date de début de I’opération i- 1, pour m; 2i>1, selon les

contraintes (II-2) et (II-3), la valeur max {7, , +/ Az, i } est une borne inférieure de la

i-1.j
date de début de I’opération i. D’apres le pas 1.2.1 de I’ Algorithme II- 1, 7; est donc une borne

inférieure de cette date, pour m i 2i21.

Selon la contrainte (II-2), la valeur ij+l mi est une borne inférieure de la date de fin de la
derniére opération. D’apres le pas 2.1 de I’Algorithme II- 1, ij”, ; est donc une borne

inférieure de cette date.

Si T,

i+1,; € T, sont des bornes inférieures des dates respectivement de début et de fin de

I’opération i+ 1, pour m ;2i21, selon la contrainte (II-2), la valeur max{T,,, ;-u T,} est

ij o’

une borne inférieure de la date de début de I’'opération i. D’apres le pas 2.2.1 de I’ Algorithme
-1, T; j est donc une borne inférieure de cette date, pour m i 2i21.

Chaque date T
'opération i, pour m;2i>l. On en conclut que I’Algorithme II- 1 détermine les dates

fournie par 1’ Algorithme II- 1, est une borne inférieure de la date de fin de

i+1,j
d’exécution au plus tot de toutes les opérations. Par conséquent, il fournit la solution optimale
au Probléme II- 3 quel que soit I’ensemble {l1; / 1<i<m ;+1} de valeurs strictement positives.

CQFD

Complexité

Dans tous les cas, I’ Algorithme II- 1 nécessite 2m ; comparaisons (effectuées aux pas 1.1, 1.2.1
et 2.2.1) et 2m;+1 affectations (effectuées aux pas 1.1, 1.2.1, 2.1 et 2.2.1), ou m; est le
nombre d’opérations effectuées sur le produit j & ordonnancer. La complexité de 1’ Algorithme
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II- 1 est en O(m;). Tout algorithme doit au moins examiner chacune des opérations pour
résoudre le probleme. Par conséquent, aucun algorithme ne peut avoir une complexité inférieure
a0(m i ), ¢’est-a-dire inférieure 2 celle de I’ Algorithme II- 1.

Remarque

Le Probleme II- 3 peut étre représenté sous forme d’un graphe "potentiels étapes” [Roy, 1960],
ou d’un graphe PERT [Malcom et al, 1959], comme sur la Figure II- 8. Dans cette
représentation, la valuation 6, , ., de chaque arc (h,h’) donne la durée minimale qui doit

séparer les dates T', et T, . correspondant aux instants # eth’.Ona : T, .-T, 260, , ., Ainsi,
pour s’assurer que chaque opération i commence apres la date a, un arc relie I’instant

Vol
initial, noté 0, au début de I’opération i. De plus, & chaque limite minimale ;,; de la durée de
I’opération i effectuée sur le produit j correspond un arc séparant le début de 1’opération i de sa
fin valué par [; ;. Enfin, pour représenter la limite maximale u ;,; de la durée de chaque
opération, on introduit des arcs "retour” portant une valeur négative. Pour chaque opération i,
un arc valué par -u, ; et reliant la fin de I’opération 2 son début est défini. Mais de tels arcs
créent des circuits dans le graphe PERT si bien que des algorithmes spécifiques [Ford, 1956]
[Bellman, 1958] [Gondran et Minoux, 1979] doivent étre utilisés. La complexité de ces

algorithmes en O(m ? ) est moins bonne que celle de 1’ Algorithme II- 1.

Limsj

mj +1

Ui “H2.j U3 Umij

Figure II- 8 : Représentation du probléme sous forme de graphe PERT

Dans le cas ol attente est permise entre les opérations et les en-cours non limités, les durées
sont fixées a la limite minimale /, ;. Les arcs "retour” ne sont plus indispensables sur le graphe
PERT. Ainsi, un algorithme classique de plus long chemin [Gondran et Minoux, 1979] permet
de trouver la solution optimale. On peut également utiliser I’ Algorithme II- 1 en modé€lisant les
attentes comme des opérations ne requérant aucune ressource, de durée minimale égale 3 O et
non limitée en durée. Les deux approches conduisent 2 des algorithmes en O( m i ).
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I1.3.4.Sélection des fenétres

L’ objectif de cette section est de résoudre le Probleme II- 1 et son équivalent, le Probleme II- 2.
Autrement dit, nous allons déterminer dans quelle fenétre Z; P I’opération i doit étre effectuée

de maniere a ce que le produit j soit terminé le plus t6t possible. Nous utilisons les résultats de
la section précédente qui permettent, pour un ensemble de fenétres {Z,; }, .,., . de

déterminer les dates au plus tot {7, ; }, <ism+1 d’exécution des opérations effectuées sur le

produit j. Dans le cas ol ces dates ne vérifient pas les contraintes (II- 4) (i.e.
Ti.,,;Sby ;i ;»pour 1<i<m ), alors aucune solution réalisable n’existe pour ces fenétres.
. i

Algorithme II- 2 : Choix des fenétres pour une fin au plus tét [Chauvet et al., 1999a]

Procédure Définition des fenétres permettant d’exécuter les opérations au plus tot sur le produit j .
Entrée : j est’indice du produit considéré.
r; est la date a partir de laquelle on peut commencer & réaliser le produit j .
m ; est le nombre d’opérations 2 réaliser sur le produit j .
I; est’ensemble des opérations a réaliser sur le produit j .
[; ; estladurée minimale d’exécution de 1’opération i sur le produit j, pouri€l;.
u; ; estladurée maximale d’exécution de I’opération i sur le produit j, pour i€l;.
¥ ;.; estle nombre de fenétres dans laquelle on peut réaliser ’opération i, pour i €/;.
a,,;,; estladate de début de la z -i¢me fenétre de I’opération i effectuée sur le produit j,
pour 1<z<y,; ;,iel;.
2.1, ; estladate de fin de la z -i¢me fenétre de I’opération i effectuée sur le produit j,
pour 1Sz<y; ;, i€l;.
Sortie : T, ; estladate de début au plus tt de I’opération i effectuée sur le produitj, ot i ;.
T mi+1.g est la date de fin au plus t6t du produit j .
Z, ; estlafenétre dans laquelle on doit réaliser I’opération i effectuée sur le produitj, ot i ;.
1. Initialisation.
L.1. Trier les fenétres [a, ; ; ; b, ; ;]lpour 1<z<y, ;,iel;,
dans I’ordre croissant des a, ; ; et, en cas d’égalité, dans I’ordre croissantdes b, ; ;.
Dane la suite de { algorithme, la 7 -ime fenitre est le 7 -ieme lément dans cet odne. 1525y, ;.
1.2. Poser Trouvé:=0.Onnote Trouv é ta vaniable guc vaut 1 & ane solution néatlisable est trouuée.
1.3. Pour i€l : et gui vaut O sinon.
1.3.1. Poser Z,; ;:=1.
2. Tant que (Trouv é=0) : Aucune colution néalisable n'a été trouvée.
2.1. Appliquer I’ Algorithme II- 1.
Entrée : j, r;,m;, I;,{l; ; ., {u; ; }, {Z;;}, {aZi,j.i.j }ielj'
Sortie : {T; ; }"Elj’ T

b

mo+l,je
2.2. Si (T,-+1_j.<.bzi'j,,-.j,pou;ielj) alors : hague opénation i ummbzi.ri,j
¢ eat-d-dine avant la fin de la fenitre 7, .
2.2.1. Poser Trouv é:=1. Une colution réalisable a été twavée.
2.3. Sinon :

2.3.1. Pour i€l; : On note i {'indice de ' opération examinée.
2.3.1.1. Tant que (T,-+1,j>bz‘_.j,,-,j) alors : L opénation i we peut éthe terminée
dans ta fenite 7., .
2.3.1.1.1. Poser Z; ;:=Z; ;+1. On sélectionne la fenétre suivante.
23.1.1.2. Si(Z, ;>y; ;) alors:
2.3.1.1.2.1. Quitter. 7 «'existe aucane solution néalisalle.
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L’ Algorithme II- 2 permet de résoudre le Probléme II- 1 et le Probléme II- 2. Pour cela, il
examine les fenétres relatives & chaque opération dans leur ordre chronologique sans qu’un
retour arriere ne soit nécessaire. En effet, si une fenétre ne permet pas de terminer I’opération au
pas 2.3.1.1, tout nouvel ordonnancement ou cette fenétre serait utilisée, ne pourra se terminer

plus t6t, c’est-a-dire avant la fin de la fenétre. La fenétre peut étre ignorée.

Si I’ Algorithme II- 2 s’achéve au pas 2.3.1.1.2.1, la solution courante n’est pas réalisable et
méme, il n’existe aucune solution réalisable (comme il le sera démontré dans la suite). Cela
signifie qu’il est impossible de fabriquer le produit avec les contraintes imposées au systeéme de
production. Ceci ne se produit jamais si, pour chaque opération i, il existe une période z de
disponibilité non limitée, i.e. b, j=tee. Ce cas est le plus courant.

Exemple

Nous proposons un exemple d’application de I’Algorithme II- 2. Les données relatives au
produit j a réaliser sont fournies dans le Tableau II- 4. Les durées opératoires considérées sont
celles du Tableau II- 3. Le produit peut étre réalisé 2 partir de la date » ;=0.

Tableau II- 4 : Données illustratives de I’Algorithme II- 2

ENTREES RESULTATS SORTIES
INTERMEDIAIRES
Itération 1 Itération 2 Itération 3
i {la, ;b ;11 ez, | Ty laz ;5| T, laz,i;5| Ti; | 2.
ISZS)’.-,,-} bZ,i,j] bZ,i.j] bZ,i,j]
1 [0;1], [2;4], [5:9], [0:1] 0 [0;1] 0 [2;4] 0 2
[11;4e0]
2 [0;8], [11;400[ [0;8] 1 [0;8] 2 [0;8] 2 1
3 [0;1], [2;4], [5;9], [0;1] 4 [5;9] 6 [5;9] 6 3
[11;400]
4 [0;3], [7;4o<[ [0;3] 5 [7;40o] 7 [7;40o[ 7 2
m ;=5 (011, [2;4], [5;9], [0;1] 7 [5;9] 9 |[L#ee[| 11 | 4
[11;400]
m,+1=6 8 10 12
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Opération 1 :
1

Opération 2 |

Opération 3

Opération 4

7
%

Opération 5

Figure II- 9 : Résultats fournis par I’Algorithme II- 2

Les résultats de I’exécution sont explicités sur la Figure II- 9 oli les opérations effectuées sur le
produit a ordonnancer sont représentées par des zones hachurées.

Théoréme II- 2 [Chauvet et al., 1999a]

Si le Probléme II- 1 a une solution réalisable, I’ Algorithme II- 2 détermine les fenétres et les
dates d’exécution qui permettent de finir au plus t6t toutes les opérations effectuées sur le

produit. Par conséquent, la solution fournie par 1’ Algorithme II- 2 est optimale pour le Probléme
II- 1.

Démonstration

a) Nous montrons tout d’abord que si 1’Algorithme II- 2 fournit une solution
{ {Ti,j}lsiSmj+1;{Zi,j}lsiSmj}’ elle est réalisable pour le Probleme II- 1.

Les dates {T; j}lsiSij fournies par 1’Algorithme II- 2 sont déterminées au pas 2.1 par
I’Algorithme II- 1 pour les fenétres retenues {Z; }, Sism)- D’apres le Théoréme II- 1, cette

1

solution vérifie les contraintes (II-1), (II-2), (II-3) et (II-6). Puisque, tout au long de
I’Algorithme II- 2, la variable Z ; prend des valeurs dans {1, 2, ...,y ; 1, les contraintes

(II-5) et (II-7) sont vérifiées par la solution. Au pas 2.2 de I’Algorithme II- 2, on s’assure que
toutes les contraintes (II-4) (i.e. T, jSbs. joi.» PoUr i€l;) sont vérifiées avant de déclarer

qu’une solution réalisable est trouvée. Par conséquent, la solution fournie par 1’ Algorithme II- 2
est réalisable.

b) Nous montrons ensuite que la premiére solution réalisable rencontrée par
I’Algorithme II- 2 est optimale pour le Probléeme II- 1.

D’apres le Théoreme II- 1, pour les fenétres {Z, ;}, Sism)s les dates {T, ; }15,.Smj+, fournies

par I’ Algorithme II- 1 au pas 2.2 de I’ Algorithme II- 2, sont fixées au plus tot pour toutes les
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opérations. Par conséquent, si une des contraintes (II-4) n’est pas vérifiée (i.e.
T, .>b ; j» O0 ijel), aucune solution n’existe pour cet ensemble de fenétres
ig+1,j Z'-O’j,lolj 0 J

{Zi,j}lsiSmj'

Puisque les fenétres sont classées au pas 1.1 dans l'ordre des a
1 *
,l.,jSaz,i’j.,._j st 2, ,<Z

..i,j Croissants, pour

1sz<y, ;, nous avons a, pour tout 1<i<m;. Pour les
' L,

J i

fenétres correspondant a {Z, ;}, <ism; € {Z*, .} <ism;» DOUS désignons respectivement par

T, Vicicmar & {T*, .}, cicn..1 les dates fournies par I’Algorithme II- 1 au pas 2.2 de
i, lSl_mJ+1 i 1_15m1+1 p g p

I’ Algorithme II- 2. D’apres le Théoréme II- 1, ces dates sont une solution au Probléme II- 3 et
donc vérifient les contraintes (II-3), i.e.a, ;ST ; pour 1<i<m . De plus, ces dates sont
i ,

%
1<i<m,. Par conséquent, si la contrainte (II-4) associée a I’opération i o I’est pas vérifiée

A . %
pour la fenétre Z,, (e bzio,j-"o-i<T"o+1-f)’ alors on a b, i<T*; +1,;- Cela

rd A M ) *
fixées au plus tot et puisque aZ,-,,»i:fsaZ*i i,y pour 1si<m;, on aT, <T*,  pour tout

ig-J’ ig»
signifie que, pour tout ensemble {Z*, ; }ISiSmj tel que Z, ,<Z*,; ou 1<i<m; et
Z,,,=Z* iy.j» 1a contrainte (II-4) ne peut étre vérifiée. Ainsi, il est inutile de reconsidérer une
fenétre Z ™, d’une opération i, pour laquelle cette contrainte n’est pas vérifiée. Cette fenétre
est supprimée au pas 2.3.1.1.1 de 1’Algorithme II- 2 en incrémentant Z o de 1, et on ne

considere dans la suite de I’algorithme que les fenétres 2 partir de Z iy.; bour 'opération i,.

Sont conservées les seules fenétres susceptibles de fournir une solution réalisable. Si plus
aucune fenétre n’existe pour une opération, c’est ce qui se passe au pas
2.3.1.1.2.1, alors le probléme n’a pas de solution réalisable. De plus, si une
solution est fournie au pas 2.2.1, cette solution est déterminée pour ’ensemble {Z ihe i<m;

correspondant aux fenétres susceptibles de fournir une solution réalisable et de a 2, i
minimal. Par conséquent, toute autre solution réalisable ne pourrait étre meilleure. On en déduit
que la premiere solution réalisable rencontrée par 1’Algorithme II- 2 est optimale pour le
Probléme II- 1.

CQFD

Complexité
Le tri au pas 1.1 de I'Algorithme II- 2 requiert O( Zy,.,jlog2y,.,j)30(yj log, y;)
I<i<m;
opérations [Beauquier et al., 1992], ou y i= Z y;; est le nombre de fenétres ol chaque
I<i<m;
opération i peut étre exécutée sur le produit j. Les pas 1.2 2 1.3 nécessitent O(m;) opérations.

A chaque nouvelle itération du pas 2, au moins une opération i o he satisfait pas la relation

Ti0+1,ijZ- ralid du pas 2.2. Nous incrémentons alors Z,.O ; de 1 au pas 2.3.1.1. Puisque
IO, 4 ’ o

Z, ; est limité par y, ; au pas 2.3.1.1.2, le pas 2 est exécuté au plus y;= Zy,.,j fois.

lsiSmj
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L’ Algorithme II- 1 et les pas 2.1 4 2.3.1.1.2.1 requierent O(m ;) opérations. Par conséquent,
la complexité de I’Algorithme II- 2 est en O(y, m; + y; log, y;).

Remarques

Les fenétres sont triées dans 1'ordre croissant des a, , ; et, en cas d’égalité, dans I'ordre

croissant des b au pas 1.1 de I’ Algorithme II- 2. Nous avons donc choisi, en cas d’égalité

z,0,j

dedeuxa,;  eta, ., ;

<b
I’optimalité des algorithmes. L’intérét est de conserver les plus longues fenétres possibles et

successifs, de placer en premier la fenétre qui est incluse dans la

seconde, ie. b Ce choix est arbitraire et n’est pas nécessaire pour garantir

z,4,j z+1,1,j°

d’espérer placer plus facilement des opérations futures dans ces fenétres.

Le champ d’application de 1’ Algorithme II- 2 est tres large. Il peut étre utilisé pour résoudre des
problémes trés différents dans lesquels des opérations doivent étre réalisées dans des fenétres.
En fonction du probléme a résoudre, nous utilisons, au pas 2.1 de cet algorithme, une
procédure spécifique pour caler au plus tot les opérations dans les fenétres spécifiées. Il est ainsi
possible de traiter les problémes de routage avec fenétres de temps [Hohzaki et al., 1996] en
utilisant les algorithmes de plus court chemin prenant en compte les contraintes de fenétres

[Chauvet et al., 1998a].

I1.3.5.Conclusion

Dans cette section, nous avons défini les dates d’exécution au plus t6t des opérations
compatibles avec leurs durées opératoires admissibles et les fenétres de temps dans lesquelles
les opérations doivent étre exécutées. Pour résoudre ce probléme formalisé par le Probléme II-
1, nous avons proposé I’ Algorithme II- 2 de complexité¢ O(y; m; + y; log, y;), ol y,
est le nombre total de fenétres dans lesquelles les m; opérations peuvent étre réalisées sur le
produit. Nous avons prouvé que 1’ Algorithme II- 2 détermine les dates d’exécution au plus tot
des opérations sur le produit et ainsi minimise la date d’achévement du produit, i.e. le makespan
de chaque produit. A chaque arrivée d’une nouvelle commande, le produit peut ainsi étre placé
et on lance pour cela I’ Algorithme II- 2. Aussi, nous sommes capables de fournir rapidement un
délai minimum de livraison réalisable et précis.

L’opération i effectuée sur le produit j est affectée ala Z; ;-ieme fenétre parmi les y ; ; fenétres
possibles. En plagant cette opération dans la fenétre [a, ;5 b, ; ;], outre les (y, ;-1)
[ A ijrh '

autres fenétres, au plus deux fenétres restent disponibles, a savoir les fenétres
[aZ,-,,--i'i s T et Tiyy s bz,-,j-i-i]' Par conséquent, si le produit (j+1) nécessite la
méme s€rie de machines que j (comme dans un job shop), on a m;  =m; et
Vi = z(y,.,j+1)=y j+m;. Dans ce cas, le nombre d’opérations nécessaires pour

1Si<m;,

ordonnancer de cette facon les n produits sur les m machines est de 1’ordre de :
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Z(yjmj + yjlogzyj) =ym+(n—1)m* +ylog,(y, +(n—1)m)+(n-1)m log, (», +(n—1)m)

1<j<n

<(y + nm)[m +log,(y, + nm)]

Si tous les produits passent dans le méme ordre sur la série de machines, c’est-a-dire si le
systéme considéré est un flow shop, la contrainte de no-wait interdit 3 un produit de "dépasser"
un produit lancé avant lui en production. Par conséquent, si la séquence d’entrée des produits
dans un tel flow shop est imposée, I’ Algorithme II- 2 exécuté successivement pour chaque
produit permet de minimiser le flot des produits et le makespan de I’ensemble des produits.
Dans le cas ol tous les produits sont identiques, la séquence d’entrée est unique et I’ Algorithme
II- 2 exécutée successivement pour chaque produit permet de minimiser le flot et le makespan de

toute la production.
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4. MINIMISATION DU TEMPS TOTAL D'UTILISATION DES RESSOURCES

I1.4.1.Introduction

Comme nous ’avons vu dans la section précédente, deés qu'une commande arrive, nous
sommes capables de fournir rapidement un délai minimum de fabrication et ainsi de négocier
avec le client la date de livraison du produit. Si la date de livraison fixée par le client est
antérieure a la date de fin au plus t6t du produit, nous refusons la commande. Nous désignons

la date de livraison du produit par d; dans la suite.

Dans cette section, notre objectif est de décrire une méthode de gestion en temps réel qui
ordonnance chaque produit au plus tard, tout en respectant la date de livraison fixée au plus tot
par I’ Algorithme II- 2 (voir section précédente). D’autre part, cette méthode de gestion permet
de fournir, d&s qu’une commande arrive, la marge de temps avant de commencer la fabrication

du produit sans dépasser le délai de livraison.

En retardant le plus possible le début de fabrication du produit, nous limitons le temps
d’occupation des ressources. Nous espérons ainsi laisser plus de liberté pour ordonnancer les
produits futurs. En outre, en minimisant le temps d’utilisation des ressources, nous réduisons le
cofit de fabrication du produit. Pour retarder le plus possible la date de début de fabrication,
nous définissons les dates d’exécution au plus tard des opérations compatibles avec leurs durées
opératoires admissibles et les fenétres de temps dans lesquelles les opérations peuvent étre
exécutées. Apres avoir formalisé le probléme, nous proposons un algorithme original de tres
bonne complexité. A notre connaissance, il n’existe pas d’étude sur ces problémes avec des
contraintes de type sans attente.

I1.4.2.Formalisation

Nous voulons déterminer quand exécuter les opérations sur le produit j sachant que la date de
livraison est d; (voir contraintes (II-15)), d; € R*U{+}. Cette date d ; est ultérieure a la date
de fin au plus t6t du produit (établie dans la section précédente) sans quoi il est impossible de
fabriquer le produit a temps. T, ; et T définissent les instants de début et de fin de chaque
opération iel; puisque les m; opérations s’exécutent successivement sans attente. Nous
T,,;
doit vérifier: I, <P, ;<u, ; (voir contraintes (II-2)). Nous devons également décider, pour

i+1,j

devons déterminer la durée d’exécution P, ;=T de chaque opération i. Cette durée

i+1,j°

chaque  opération i, dans quelle fenétre de temps de  I’ensemble

W, =lla,,; s b, ;1/15z<y, ;} cette opération peut &ire exécutée (voir contraintes (II-

z,i,j
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3)-(11-4)). La fenétre retenue est la fenétre d’indice Z i,; (voir contraintes (II-5)). Notre objectif
est de maximiser la date ', ; de commencement du produit. Le probléme i résoudre s’écrit :

Probléme II- 4 : Minimisation du temps total d’utilisation des ressources

max T
Toys S, (11-15)
l,._jSEHJ—I}JSu,.J VISiSmj (I-2)
az,.; ST Vi<i<m, (I1-3)
tel que § Ty ; <&y Vi<i<m, (I1-4)
1<Z,;<y,; Vi<is<m, (I1-5)
T, eR* Vigism, +1 (II-6)
1Z,eN Vi<i<m, (I-7)

Les contraintes (II-6) et (II-7) donnent les intervalles de définition de toutes les variables de
décisions T, ; et Z, ;. R* et N désignent respectivement les ensembles des réels et des entiers.

Le Probléme II- 3 est symétrique par rapport 2 I"axe des temps au Probleme II- 1. D’ailleurs, il
est possible de montrer I’équivalence entre les deux problémes en faisant le changement de
variable T’; ,=M-T m+2-i,j POUr 1Si<m ;+1 (ob M est choisi arbitrairement grand). Aussi,
I"approche de résolution du probléme (que nous décrivons dans les deux sections suivantes) est
similaire a celle utilisée pour résoudre le Probléme II- | et se fait en temps polynomial. Elle
consiste & résoudre une suite de sous-problémes que nous décrivons dans les paragraphes qui
suivent.

I1.4.3.Sélection des durées opératoires
L’objectif de cette section est de déterminer T i.jetT,,, ;, dates de début et de fin d’exécution
au plus tard des opérations, si chaque opération i est exécutée sur le produit j dans la fenétre

donnée Z ijo 1€l I Nous ne tenons pas compte, dans la formulation, de la date de début des
fenétresa, j» 1.€. les contraintes (II- 3). Le probléme s’écrit :
i jroe

Probléme II- 5 : Définition des dates au plus tard des opérations quand leur
fenétre d’exécution est donnée

max EH,T,-,,-
1i<m, +1
7:;4),+-1.j £ dj (II_IS)
i LiSTw;—T;Su, VISI:Sm}- (IT-2)
T Sby Vi<i<m, (I1- 4)
T, eR” Vi<i<m, +1 (I1-6)
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La solution optimale du Probleme II- 5 pour I'ensemble {i; =1 YUl =0/1<i<m ;+1, i=i,}
correspond au cas ou ladate 7', , &St calée au plus tard. Si la solution optimale au Probléme II- 5
est unique quel que soit I'ensemble {1, / 1<i<m;+1} de valeurs positives, alors cette solution
correspond au cas oil chaque date est calée au plus tard. Nous recherchons une telle solution

dans la suite. Si, de plus, la solution optimale de ce probleme vérifie les contraintes (II- 3) (i.e.

az. ;. ;<T, ;,pour 1<i<m ), alors cette solution correspond & la solution calée au plus tard
t,] o '

dans I’ensemble de fenétres {Z, ;},;¢, - Sinon, aucune solution n’est réalisable en pratique
’ J

dans cet ensemble de fenétres.

L’ Algorithme II- 3 permet de résoudre le Probléme II- 5 par une méthode qui se déroule en deux
étapes, similaire a I’Algorithme II- 1. Dans la premiére, on définit 7,, borne supérieure des
dates de fin d’exécution de chaque opération (i-1), en tenant compte des dates de fin des
périodes et des durées minimales des opérations. Dans la seconde étape, on raffine cette borne
en tenant compte des durées maximales des opérations. Cette nouvelle borne est alors la date
optimale recherchée.

Algorithme II- 3 : Calage au plus tard des opérations du produit

Procédure Définition des dates au plus tard d’exécution des opérations effectuées sur le produit j .
Entrée : j est1’indice du produit considéré.
d; est la date avant laquelle on doit livrer le produitj .
m ; est le nombre d’opérations a réaliser sur le produit j .
I; estI’ensemble des opérations a réaliser sur le produit j.
[; ; estladurée minimale d’exécution de I’opération i sur le produit j, pourie/;.
u;  ; estladurée maximale d’exécution de I’opération i sur le produit j, pour i €l;.
Z, ; estla fenétre dans laquelle on veut réaliser I’opération i sur le produit j, pour i€, .
b zZ; ;i est la date de fin de la période durant laquelle on réalise I’opération ¢ sur le produit j ,
pouriel;.
Sortie : T, ; estladate de début au plus tard de I’opération i effectuée sur le produitj, od iel;.
T'",- +1, estla date de fin au plus tard du produit j .
1. Etape 1.

1.1. Poser z',,,j+1:=min{dj ; bzmj,j'"'j'f}'o"m T, la bowme supérieane de la date de fin
d ‘exéeution de { oppénation (i -1).

1.2. Pour i allantde m; A2 : On wole i ¢'indice de { opération odlectionnce.

1.2.1. Poser 7,:=min{7,,-l; ; ; bz‘__
2. Etape 2.

2.1. Poser T, ;:=7,-l, ;.

2.2. Pour i allantde 22 m ;+1: On wote i {'indice de  opération sélectionnée.
2.2.1. Poser T, ;:=min{T,_ , ;+u;, , ; ; T;}.

l_j,i-x.j}-

Exemple

Nous proposons un exemple d’application de 1’Algorithme II- 3. Les données relatives au
produit j & réaliser sont fournies dans le Tableau II- 5. Le produit doit étre réalisé avant la date
d;=12.

U
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Les résultats de I’exécution de I’Algorithme II- 3 sont explicités sur la Figure II- 10. Les

opérations effectuées sur le produit 2 ordonnancer sont représentées par des zones hachurées.

Tableau II- 5 : Données relatives & I'exécution de I’Algorithme I1- 3

ENTREES RESULTATS SORTIES
INTERMEDIAIRES
Indice de Durée Durée Date de fin de la Bome supérieure de | Date au
I"opération | minimale | maximale | période durant laquelle | la date au plus tard | plus tard
on réalise 1’ opération i
i b U, bai g 7 T,
1 1 +o0 4 3
2 3 4 8 4 4
3 1 1 9 8 8
4 2 4 +o0 9 9
m;= 1 +o0 +o0 11 11
m;+1=6 12 12
Oh 2h 4h 6h 8h 10h 12h

Opération 1

Opération 2

- At

L

Opération 3

Opération 4

Opération 5

il oL g e

Figure II- 10 : Résultats fournis par I’Algorithme I1I- 3

Théoréme II- 3

L’ Algorithme II- 3 détermine les dates de début et de fin d’exécution au plus tard de toutes les

opérations, i.e. il fournit une solution unique optimale au Probléme II- 5.
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Démonstration

a) Nous montrons tout d’abord que la solution {T, j}ls,.s,,,j+1 fournie par
PAlgorithme II- 3 est réalisable.

Suivant les pas 1.1 et 2.2.1 de 1’algorithme, on a T ijﬂ <d;. Par conséquent, la
solution vérifie I’'inéquation (II-15).

Du pas 2.2.1 de I’algorithme, on déduit T
1<i<m ;. En considérant I’hypothése [, ;<u, ;, onobtient T, ;-I; ;

l,j, pour ZSszj (cf. pas 2.2.1 et 12.1), on a T
;T, ;}. Considérant le pas 2.1, on en déduit T, ;+l, ;2T,,, ;, pour 1<i<m .

ier, b =min{ T, s+, ;-1 5) 5 T, - ), pour
-l j2min{T; ; 5 7., ;).

Comme T, _7: <7

i+1 i+l,j"

[, _mm{T, i

De plus, selon le pas 2.2.1 de I’algorithme, T, , ,<T; ;+u, ;, pour 1<l <m . On conclut que,

i+1,j
pour I1<ism , I, .<T,,, ;-T; ;<u, ;. Donc, la solutlon satisfait les contraintes (II-2).
Suivant les pas 1.1, 1.2.1 et 2.2.1 de l’algorithme, on a bzi-l,j,,._l,jST,.ST,.,j, pour

2<i<m ;+1. Par conséquent, la solution vérifie les inéquations (II-4).

La solution fournie par I’algorithme satisfait les contraintes (II-15), (II-2), (1I-4) et (II-6). Elle
est réalisable.

b) Nous montrons ensuite que la solution {7, ,-}15.-5".].», , fournie par

I’Algorithme II- 3 est optimale.

Selon les contraintes (II-15) et (II-4), la valeur min{d; ; b, } est une borne

mj+1,j'mj+1'j

supérieure de la date de fin de la derniere opération. D’apres le pas 1.1 de I’ Algorithme II- 3,
Tm,+1 €St donc une borne supérieure de cette date.

Si 7,,, est une borne supérieure de la date de fin de 'opération i, pour m;2i22, selon les

contraintes (II-2) et (II-4), la valeur min{t } est une borne supérieure de

1+11j;bZ'1 -1,

la date de fin de I’opération (i-1). D’apres le pas 1.2.1 de 1 Algorithme II- 3, 7, est donc une

borne supérieure de cette date, pour m ; +12i22.

Selon la contrainte (II-2), la valeur 7,-I, . est une borne supérieure de la date de début de la

1.j
premi€re opération. D’aprés le pas 2.1 de I'Algorithme II- 3, T, ; est donc une borne

supérieure de cette date.

SiT

opération i-1, pour 2<i<m +1, selon la contrainte (II-2), la valeur min{T,

et 7, sont des bornes supéricures des dates respectivement de début et de fin de
. T}

i.j ? i

i-1,j

i-1,j +u
est une borne supérieure de la date de début de I’opération i. D’aprés le pas 2.2.1 de

I’ Algorithme II- 1, T; ; est donc une borne supérieure de cette date, pour m ;2i21.

Chaque date T'; ; fournie par |’ Algorithme II- 3, est une borne supérieure de la date de début de
I'opération i, pour m;2i21. D’apres a, on conclut que I’ Algorithme II- 3 détermine les dates
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d’exécution au plus tard de toutes les opérations. Par conséquent, il fournit la solution optimale
au Probleme II- 4 quelque soit I’ensemble { H; /1<i<m ;+1} de valeurs strictement positives.

CQFD

Complexité

Dans tous les cas, 1’ Algorithme II- 3 nécessite 2m ; comparaisons (effectuées aux pas 1.1, 1.2.1
et 2.2.1) et 2mj+1 affectations (effectuées aux pas 1.1, 1.2.1, 2.1 et 2.2.1), ot m; est le
nombre d’opérations effectuées sur le produit & ordonnancer. La complexité de 1’ Algorithme II-
3esten O(mj).

Tout algorithme doit au moins examiner chacune des opérations pour résoudre le probléme. Par
conséquent, aucun algorithme ne peut avoir une complexité inférieure 3 O(m;), c’est-a-dire
inférieure a celle de I’ Algorithme II- 3.

Remarque

Comme le Probléme II- 3, le Probléme II- 5 peut étre représenté sous forme d’un graphe
"potentiels étapes" [Roy, 1960], ou de son équivalent, le graphe PERT [Malcom et al., 1959].
Cependant, une telle modélisation impose de créer des circuits dans le graphe PERT si bien que
des algorithmes spécifiques [Ford, 1956] [Bellman, 1958] [Gondran et Minoux, 1979] doivent
étre utilisés. La complexité de ces algorithmes en O(m j2 ) est moins bonne que celle de
I’ Algorithme II- 3 pour un résultat identique.

I1.4.4.Sélection des fenétres

L’objectif de cette section est de résoudre le Probleme II- 4. Autrement dit, nous allons
déterminer dans quelle fenétre Z i,j» I'opération i doit étre effectuée de maniére a ce que le
produit j soit terminée le plus tard possible. Nous utiliserons les résultats de la section
précédente. L’ Algorithme II- 4 permet de résoudre ces problémes. Pour cela, il examine les
fenétres relatives A chaque opération dans leur ordre chronologique sans qu’aucun retour arriére

ne soit nécessaire.
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Algorithme II- 4 : Choix des fenétres pour un début de fabrication au plus tard

Procédure Définition des fenétres permettant d’exécuter les opérations au plus tard sur le produit j .
Entrée : j est!’indice du produit considéré.
d; est la date avant laquelle on doit livrer le produit j .
m ; est le nombre d’opérations a réaliser sur le produit ;.
I; est'ensemble des opérations a réaliser sur le produit j .
I;,; estla durée minimale d’exécution de 1’opération i sur le produit j, pour i €l;.
u, ; estladurée maximale d’exécution de I’opération i sur le produitj, pour i €/;.
y.; estle nombre de fenétres dans laquelle on peut réaliser I’opération i sur le produit j ,
pouriel;.
a,. ;; estladate de début de la z -iéme fenétre de I’opération i effectuée sur le produit j,
pour 1sz<y; ;, i€l;.
.. i, ; estladate de fin de la z -i¢me fenétre de 1’opération i effectuée sur le produit j,
pour 1sz<y,; ;,i€l;.
Sortie : T, ; estladate de début au plus tard de I’opération i effectuée sur le produitj, ol iel;.
ij +1,; estladate de fin au plus tard du produit j .

b

Z; ; estlafenétre dans laquelle on doit réaliser I’opération i sur le produit j, ol i €/;.
1. Initialisation.

1.1. Trier lesfenétres [a, ; ; ; b, ; jlpour 1Sz<y, ;. i€l

dans I’ordre croissantdes b, ; ; et, en cas d’égalité, dans I’ordre croissantdes a, ; ;.

Dans la suite de { algonithme. (a 7 -ime fenétre eot le 7 -iéme lément daws cet ondne, 152y ; ;.
1.2. Pour i€l; :

1.2.1. Poser Z; ;=y,; ;-

1.3. Poser Trouvé:=0. On nste Trouv é la vaniable gut vaut 1 o une solution réatisable eot trouvée.
O adrcon.
2. Tant que (Trouv é=0): Hucune solution néatisable n'a été trouvée.

2.1. Appliquer I’ Algorithme II- 3.
Entrée :j, d;, m;, ;{1 ko (ui ;o AZ0 s b bz, anjbier
Sortie : {T,-.j},-e,j, T,,,jﬂ.j.

2.2, Si (az'_.j,,-'jST,-.j,pourite) alors : Ghague opération | commence Wazi,j'i'j
¢'ett-i-dine aprio le ditut de ta fenite 7, ;.
2.2.1. Poser Trouv é:=1. Une colution néaticable a été trouvée.
2.3. Sinon :

23.1. Pour i€l; : On wote i {'indice de t ospération examinée.
2.3.1.1. Tant que (a7, ,--iJ)T"-J') alors : £ spération i wne peut étne commencée

dans la fenite Z, ;.

23.1.1.1. Poser Z; ;:=Z, ;-1. On sélectionne la fenétre frécédente.

2.3.1.1.2. Si(Z, ;<1) alors : Hucune fenétre «'a permis de trouver une
dolution néalisable.

2.3.1.1.2.1. Quitter. 7¢ « ‘exiote aucane colution néalisable.

Exemple

Nous proposons un exemple d’application de 1’Algorithme II- 4. Les données relatives au
produit j & réaliser sont fournies dans le Tableau II- 6 et dans le Tableau II- 5 pour les durées
opératoires. Le produit doit &tre livré avant la date d;=12.

Les résultats de 1’exécution sont explicités sur la Figure II- 11 ou les opérations effectuées sur le
produit & ordonnancer sont représentées par des zones hachurées.
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Tableau II- 6 : Données relatives a I’exécution de I’Algorithme I1- 4

ENTREES RESULTATS SORTIES
INTERMEDIAIRES
Itération 1 Itération 2
i {[az.i,j;bz.i,j]/ [aZ,i,j;bZ,i,j] Ti.j [aZ.i.j;bZ.f.j] Ti,j Zi.j
Isz<y, ;}
1 [0;11, [2;4], [5;9], [11;+00] 4 [2:4] 3 2
[11;4e0]
2 [0;8], [11;40o[ [11;400] 5 [0;8] 4 1
3 [0;1], [2;41, [5;9], [11;40o] 7 [5:9] 8 3
[11;400]
4 [0;31, [7;4e0] [7;400] 8 [7;+00[ 9 2
m;= [0;1], [2;4], [5;9], [11;400[ 11 [11;400[ 11 4
[11;400
m;+1=6 12 12
Oh 2h 4h 6h 8h 10h 12h

Opération 1

Opération 2

Opération 3

,

Opération 4

i
5

Opération 5

Figure II- 11 : Résultats fournis par I’Algorithme II- 4

Si I’ Algorithme II- 4 s’ach&ve au pas 2.3.1.1.2.1, la solution courante n’est pas réalisable et
méme, il n’existe aucune solution réalisable (comme nous le démontrons dans ]a suite). Cela
signifie qu’il est impossible de fabriquer le produit avec les contraintes imposées au systtme de
production. Ceci ne se produit jamais si la date de livraison d ; est supérieure 2 la date de fin au
plus t6t calculée dans la section précédente.
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Théoréme II- 4

Si le Probléme II- 4 a une solution réalisable, 1’ Algorithme II- 4 détermine les fenétres et les
dates d’exécution qui permettent de finir au plus tard toutes les opérations effectuées sur le
produit. Par conséquent, la solution fournie par I’ Algorithme II- 4 est optimale pour le Probleme
II- 4.

Démonstration

a) Nous montrons tout d’abord que si I’Algorithme II- 4 fournit une solution
{{T, ;}icicm, L3 {Z, j}lqs,,,j}, cette solution est réalisable pour le Probleme
s e » =

II- 4.

Les dates {T; ;},¢;cn,., fournies par I'Algorithme II- 4 sont déterminées au pas 2.1 par
’ J
I’ Algorithme II- 3 pour les fenétres retenues {Z, ;}, <ism;- D’aprés le Théoreme II- 3, cette

solution vérifie les contraintes (II-15), (II-2), (II-4) et (II-6). Puisque tout au long de
I’ Algorithme II- 4, la variable Z; i prend des valeurs dans {1, 2, ...,y i }, les contraintes
(II-5) et (II-7) sont vérifiées par la solution. Au pas 2.2 de I’Algorithme II- 4, on s’assure que
toutes les contraintes (II-3) (i.e. az, i, ;ST ;, pour iel;) sont vérifiées avant de déclarer
qu’une solution est réalisable. Par conséquent, la solution fournie par I’ Algorithme II- 4 est
réalisable.

b) Nous montrons ensuite que la premiére solution réalisable rencontrée par
P’Algorithme II- 4 est optimale pour le Probleme II- 4.

D’apres le Théoreéme II- 3, pour les fenétres {Z,.,j}ls,.s,,,j, les dates {T, ;}, Sism+l fournies

par I’ Algorithme II- 3 au pas 2.2 de I’ Algorithme II- 4, sont fixées au plus tard pour toutes les

opérations. Par conséquent, si une des contraintes (II-3) n’est pas vérifiée (i.e.

Az, i, i>T D ou ijel;), aucune solution n’existe pour cet ensemble de fenétres
lo,_]' ’ '

{Zi,j}lsiSmj'

Puisque les fenétres sont classées au pas 1.1 dans ’ordre des b
1<z<y, ;, nous avons bZ*,-,j.i,ijZ-

T

fenétres correspondant a {Z *, ;}, sism, ©t {Z, ; }, <ism;» DOUS désignons respectivement par

.,i,j Croissants, pour
si Z*, ,<Z, , pour tout 1<i<m;. Pour les

{T*,.'j}ls,.s,"j+1 et {T,.,j}ls,.s,,,j+l les dates fournies par I’Algorithme II- 3 au pas 2.2 de

I’ Algorithme II- 4. D’apres le Théoréme II- 3, ces dates sont une solution au Probléme II- 5 et

donc vérifient les contraintes (II-4), ie. T,,, ;<b, .. pour 1<i<m;. De plus, ces dates
. P

sont fixées au plus tard et puisque bZ*.-,j jSb, . ;pour1<i<m;, onaT* <T, ; pour

1)

tout 1 <i<m . Par conséquent, si la contrainte (II-3) associée a 'opération i, n’est pas vérifice
A . * 3 o gue

pour la fenétre Z"o-i (ie. T,.o,j<azio,j_ io.j»alorsonaT?, ' <a, ;- Cela signifie que

i0.1=2ig.0 12

contrainte (II-3) ne peut étre vérifiée. Ainsi, il est inutile de reconsidérer une fenétre Z, 0] d’une

i
N

0-i""0

pour tout ensemble {Z*, .}, .., tel que Z*, ,<Z, . ou 1<i<m; et Z*
Jlisism, : :
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opération i, pour laquelle cette contrainte n’est pas vérifiée. Cette fenétre est supprimée au pas
2.3.1.1.1 de I’ Algorithme II- 4 en décrémentant Z io.; de 1 eton ne considere dans la suite de

Palgorithme que les fenétres jusqu'a Z, . pour I’opération i o- Sont conservées les seules
i 0 J

fenétres susceptibles de fournir une solution réalisable. Si plus aucune fenétre n’existe
pour une opération, c’est ce qui se passe au pas 2.3.1.1.2.1, alors le probléme

n’a pas de solution réalisable. De plus, si une solution est fournie au pas 2.2.1, cette
solution est déterminée pour 1’ensemble {Z, i} <ism, correspondant aux fenétres susceptibles
’ - J

de fournir une solution réalisableetde b, |, ; maximal. Par conséquent, aucune autre solution
L A

réalisable ne pourrait étre meilleure. On en déduit que la premiére solution réalisable rencontrée
par I’ Algorithme II- 4 est optimale pour le Probléme II- 4. CQFD

Complexité

La structure de I’ Algorithme II- 4 est similaire  celle de I’Algorithme II- 2. Ainsi, ’étude de
complexité qui a été faite est applicable a I’ Algorithme II- 4. Par conséquent, la complexité
de I’Algorithme II- 4 est en O(y, m; +y, log, y;).

Remarques

Les fenétres sont triées dans I’ordre croissant des b, , ;au pas 1.1 de I’ Algorithme II- 4. Dans
<b
a.,;jSa,.,,; ;- Ainsi, le tri du pas 1.1 de I’Algorithme II- 4 est équivalent 2 celui exécuté du
pas 1.1 de I’ Algorithme II- 2.

le cas ot il n’existe pas de fenétres incluses pour une opération, comme b on a

z,4,j z+l,4,j5°

11.4.5.Conclusion

Dans cette section, une méthode de gestion en temps réel est décrite. Elle ordonnance chaque
produit au plus tard, sans dépasser la date de livraison fixée au plus tot (calculée dans la section
précédente). De plus, elle permet de donner, dés qu’une commande arrive, la marge de temps
restant avant de commencer la fabrication du produit tout en respectant le délai de livraison. En
retardant le début de fabrication du produit, nous limitons le plus possible le temps d’occupation
des ressources et espérons ainsi laisser plus de liberté pour ordonnancer les produits a venir.

Les dates d’exécution des opérations sont définies au plus tard et sont compatibles avec leurs
durées opératoires admissibles et les fenétres de temps dans lesquelles les opérations peuvent
etre exécutées. Pour résoudre ce probléme formalisé par le Probléme II- 4, nous avons proposé
I’ Algorithme II- 4 de complexité Oy, m;, + y; log, y;), ot y; est le nombre total de
fenétres dans lesquelles les m ; Opérations peuvent étre réalisées sur le produit. Nous avons
prouvé que cet algorithme détermine les dates d’exécution au plus tard des opérations effectuées
sur le produit (voir Théoréme II- 4), et ainsi maximise la date de début de fabrication du produit.

-60-




Chapitre II - Problémes & gammes linéaires

II.5. MINIMISATION DU COUT D’UTILISATION DES RESSOURCES

I1.5.1.Introduction

Dés qu’une commande arrive, nous sommes capables de fournir rapidement un délai minimum
de livraison réalisable ainsi que la marge de temps restant avant de commencer la fabrication.
Dans cette section, notre objectif est de décrire une méthode de gestion en temps réel qui
ordonnance chaque produit de maniére & minimiser le colit d’utilisation des ressources. Cet
ordonnancement doit également respecter le délai de livraison fixé au plus ot (voir section 3).
Nous pouvons également affecter aux ressources goulots un cofit important afin d’inciter le
systéme 2 minimiser les temps opératoires sur ces machines et, ainsi, espérer augmenter le
nombre d’opérations qui peuvent étre effectuées sur ces ressources. A notre connaissance,
aucune étude n’existe sur ce type de probléme. Nous proposons de formaliser le probleme, puis
de le résoudre grice a deux algorithmes originaux.

I1.5.2.Formalisation

Nous voulons déterminer quand exécuter les opérations sur le produit j sachant que la date de
disponibilité est ; et la date de livraisonestd;. T, ; et T, ; définissent les instants de début
et de fin de chaque opération i, 1<i<m ;. Nous devons déterminer la durée d’exécution
P, =T T,,;

devons décider dans quelle fenétre de temps de W, ;={[a, ; ; ; b, ; ;1 / 1sz<y, ;} exécuter

i ;=T " de chaque opération i, durée comprise dans 'intervalle [/, ; ; u, ;]. Nous

I’opération i. La fenétre retenue est la fenétre d’indice Z, ;. Notre objectif est de minimiser le
cofit d’utilisation des ressources sachant que le cofit induit en fabrication par I’opération i est

5, ;- Les contraintes sont similaires au Probléme II- 1 et peuvent s formaliser ainsi :

Probléme II- 6 ;: Minimisation du coiit d’utilisation des ressources

min s, (7?+1,,- —T,._].)
1sism,;
1, <T,, (1-1)
T, ., Sd, (1I-15)
Li ST, —T;Su,; VIsism (I1-2)
a, ..<T. Vi<i<m, II-3
tel que { " =t oy O (I-3)
T.;Sbg i Vi<ism, (I1-4)
1£Z,, <y, vigi<m, (IL-5)
T, eR’ Vi<i<m, +1 (I1-6)
| Z,, €N Vigi<m, (I-7)
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La section suivante définit une approche de résolution permettant de fournir, en un temps
polynomial, une solution dans le cas ou la période pendant laquelle chaque opération doit étre
exécutée est donnée. Dans la section 11.6.4, nous proposons un algorithme pseudo-polynomial
résolvant le probleéme formulé ici, dans le cas général. Mais, nous ne savons pas si ce probléme
est NP-difficile. L’ algorithme qui résout le cas le plus général n’utilise pas I’algorithme présenté

dans la section suivante.

I1.5.3.Sé€lection des durées opératoires

L’objectif de cette section est de déterminer T, jetT,,, ;, dates de début et de fin d’exécution
de chaque opération, de maniére & minimiser le cofit d’utilisation des ressources, si chaque
opération i est exécutée sur le produit j dans la fenétre donnée Z i,j» 1€1;. Le probleme

s’écrit :

Probléme II- 7 : Ordonnancement de cofit minimal dans le cas oii les fenétres
d’exécution des opérations sont données

L4t Zs,]( i,j = '1)

1si<m,;
rerI;,j (I-1)
Ty 54, (11-15)
g LiSTa,~T,;Sw; V1<i<m, (-2)
az ii ST Vi<i<m, (II-3)
Toes S v Vi<i<m, (I-4)
T, % VI<i<m, +1 (II-6)

Nous désignons par T, ; et T, ladate de début de Popération i effectuée sur le produit j calée
respectivement au plus t6t et au plus tard dans la fenétre donnée Z i.j» L€l;. L'ensemble des
dates calées au plus tot est la solution optimale au Probleme II- 3, donnée par I’ Algorithme II- 1.
De méme, I’ensemble des dates calées au plus tard est la solution optimale au Probleme II- 5,
donnée par I’ Algorithme II- 3. En utilisant ces notations, nous reformulons le Probléme II- 7 :

Probléme II- 8 : Ordonnancement de cofit minimal dans le cas ou les fenétres
d’exécution des opérations sont données

min Zsu( i+Lj = 11)

151<m

¥ T VISi<m, +1 (1I-16)

T, STy Visism, +1 (I1-17)
tel que ¢ "/ _

Lj STy =T,;Sw,; V1<ism, (IT-2)

T;eR* Vi<i<m; +1 (II- 6)
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Théoréme II- §

Le Probleéme II- 7 et le Probleme II- 8 sont équivalents.

Démonstration

Puisque le Probléme II- 7 et le Probleéme II- 8 ont la méme fonction objectif, il suffit de montrer
qu’une solution réalisable pour I’un des problémes est réalisable pour 1’autre.

a) Nous montrons tout d’abord qu’une solution {7, }, <izm+1 réalisable pour
le Probléme II- 8, est réalisable pour le Probléme II- 7.

Soit {T, ;}, <ism;+1 UDS solution réalisable pour le Probleme II- 8. Par définition, cette
solution vérifie les contraintes (I1-2) et (II-6).

D’aprés la contrainte (II-16), on a T, ,<T; ., pour 1<i<m ;. Or, la solution { T}, <ismj+1 est

solution optimale du Probleme II- 3 et vérifie les contraintes (II-1) (i.e. r,<T, ;) et (I-3) (i.e.
. .<T
] —

I'.j’l'

contraintes (II-1) et (II-3).

az

. j» pour 1<i<m ). Par transitivité, la solution {7, ;}, < ¢, ., Vérifie également les
L ’ -

D’apres la contrainte (II-17), on a T,._jST.-,,-, pour 2<i<m ;+1. Or, la solution {Tij}, Sismi+1
est solution optimale du Probleme II- 5 et vérifie les contraintes (II-15) (i.e. Tm, w;<d;) et (11-4)
(i.e. Ti'ijZi,j' i,j» pour 1<i<m ). Par transitivité, la solution {7, ;}, cismj+l vérifie

également les contraintes (II-15) et (II-4).

La solution {T'; ;}, sismjel vérifie les contraintes (II-1), (II-15), (II-2), (II-3), (II-4) et (II-6),
et donc est réalisable pour le Probleme II- 7.

b) Nous montrons ensuite qu’une solution {T, }, Sismjel réalisable pour le
Probléme II- 7, est réalisable pour le Probléme II- 8.

Soit {7, ;}, sism;+1 UNE solution réalisable pour le Probléme II- 7. Par définition, cette
solution vérifie les contraintes (II-2) et (II-6).

Toute solution du Probléme II- 7 vérifie les contraintes (II-1), (II-2), (II-3) et (II-6), et est donc
réalisable pour le Probleéme II- 3. La solution { T ;}, ., < miv1 €St optimale pour le Probléme II-
3, c’est-a-dire qu’aucune date T, ; ne peut étre réduite, pour 1<i<m +1. Par conséquent, toute
solution {T; j h Sismj+1 étant réalisable pour le Probleéme II- 3, vérifie la contrainte (II-16)
(ie. T, ,<T, ;, pour 1Sism ;+1).

Toute solution du Probléme II- 7 vérifie les contraintes (II-15), (II-2), (II-4) et (II-6), et est
donc réalisable pour le Probléme II- 5. La solution {7T;}, sismje1 St optimale pour le

Probléme II- 5, c’est-3-dire qu’aucune date T; ne peut &tre augmentée, pour 1<i<m ;1. Par
conséquent, toute solution {7, ;}, ¢, ., étant réalisable pour le Probléme II- 5, vérifie la
! J

contrainte (II-17) (i.e. T, ;S T.; pour 1Si<m +1).
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La solution {T', ih Sismel vérifie les contraintes (II-16), (I1-17), (II-2) et (II-6), et donc est
réalisable pour le Probleme II- 8.

CQFD

Algorithme II- 5 : Minimisation du coiit d’utilisation des ressources

Procédure Définition des dates d’exécution des opérations sur le produit j induisant un cot d’utilisation des
ressources minimal.

Entrée : j est1’indice du produit considéré.
r; estla date a partir de laquelle on peut commencer a réaliser le produit j .
d; est la date avant laquelle on doit livrer le produit j .
m ; est le nombre d’opérations  réaliser sur le produit j .
I; est]’ensemble des opérations a réaliser sur le produit j .
5;,; estle colit d’utilisation des ressources induit 2 chaque unité de temps par I'opération i
effectuée sur le produit j, pour i /.
I, ; estla durée minimale d’exécution de 1 opération i sur le produit j, pour €l;.
u;,; estladurée maximale d’exécution de I’opération i sur le produit j pour { eI
Z,  ; estlafenétre dans laquelle on veut réaliser I’opération i sur le produit j, pour iel;.
az; ;.. j estla date de début de la période durant laquelle on réalise Iopération i , pouriel;.
b z, i est la date de fin de la période durant laquelle on réalise I’opération i , pouriel;.
Sortie : T, j estla date de début de I’opération i effectuée sur le produit j , o i el;.
Tm +1,; estladate de fin du produit j .
1. Poser Test -1 On wote Test la wariable gut vaut | §'uogu'd ce gu'un test sun U existonce d'ane solution
2. Trier I’ensemble des opérations I;={1, 2, ..., m;},
dansl ordre décroissant des s, ;.
On désigue par G (k). la k -ieme opération suivant cet orahe. Ornasgiy i2Sqaks1). ;-
3.Pour i allantde 1am ; : On wote i € 'indice de  opération sélectionnée.,
3.1. Poser l*,-:=l,-_j. On wote | %, la durée minimale établie poun ' spbration i .
3.2. Poser u*;:=u; ;. On note u* la durée mavimale établie poun (' opration i .
4. Pour k allantde 1am ; : On wote 0 (k) C'indice de ¢ 'opération sélectionnée.
4.1. 8i (I*;1y#u *; (1)) alors : La durée opératorne de  opération o (k) «'edt pas fivée.
4.1.1. Appliquer I’Algorithme II- 1.
Entrée.j J }’ j’{l }i’{u*'}i’{zl]}l’{az Jlj}lel
Sortie : {T,J},e, , m+11 Onuote T, ; eecdamcgupm:a:mmmm.
4.1.2. Appliquer I’ Algorlthme II- 3.
Entrée 'j d j’ ]7{1 1}11 {u* },9{21 ]}1’ {bZ i s i ]}IE]}
Sortie : {T’J}xel 0 Tm1+lj 0#0!6(6 Tl_, ZaMMﬁ&dmdedmmm
4.1.3. Si (Test=1) alors U ¢ 'agit de la premicne itération.
4.1.3.1. Poser Test:=0. On o interdit de refacre ce tect.
4.1.3.2. Si (il existe ige {1, 2, ..., m;+1}, L’o.j> Tio,j) alors :
4.1.3.2.1. Quitter. Sucune solution réatlicable n’eviste,
4.1.4. Poser l*,(k)'=max{l,,(k)'j i Lo j-Toknj ).
4.1.5. Poser u
5. Appliquer I’ Algonthme II-
Entrée : j, ri,m;, ,’ {l s lu® ), {Zi.j Yis {aZ,.‘j.i,j }ielj'
Sortie : {Zi,j}ia’.» m,+l,j"

G'(L) =1* alk).
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L’ Algorithme II- 5 permet de résoudre le Probleme II- 8 et son équivalent, le Probleme II- 7,
par une méthode itérative. A chaque étape, on fixe la durée de 1’opération de coiit le plus élevé
parmi les opérations dont la durée n’est pas encore fixée. La durée choisie pour cette opération
d’indice o est la plus petite des durées admissibles, c’est-a-dire une durée plus grande que sa

durée minimale [, ; et que la durée séparant la date To; de la date T, ;- Le Théoreme II- 6

montre qu’en faisant un tel choix a chaque étape on construit une solution optimale.

Exemple

Nous proposons un exemple d’application de 1’Algorithme II- 5. Les données relatives au
produit j a réaliser sont fournies dans le Tableau II- 7. Le produit peut étre réalis€ a partir de la
date r;=0 et avant la date d;=12.

Tableau II- 7 : Données relatives a ’exécution de I’Algorithme I1I- 5

ENTREES RESULTATS S
INTERMEDIAIRES g
Itération Itération Itération Itération }‘
1 2 3 4 E
@z, .00 ] L, : L,
i o e lse, oot [T T = |ZATS = | 2 T = |2 T = |7,
u,] u” u,._j uu
1 1|+ 3| 241 |23 ]2]|3|1t]2]3|1]2|3]|1]o0
2 | 3| 42| 08 |3]|4 3|4 3(4(3|3[4]3]2
3 1| 1|3 591 |6|8|1]6|8|1]6|8|1]6]7]|1]6
4 | 2| 4| 1| [Tl |70 719 719 7|8 7
m;=5| 1|+ | 3 | [1l+ee[ |11]11 SRS U FERESA NN SEIRTE B N B!
6 1212 |12|12 12|12 12| 12 12

Les résultats de I’exécution sont explicités sur la Figure II- 12. Les opérations effectuées sur le

produit a ordonnancer sont représentées par des zones hachurées.
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Opération 1

Opération 2 !

=5
T
—71

Opération 3
Opération 4

Opération 5

Figure II- 12 : Résultats fournis par I’Algorithme II- 5

Soit o I'opération dont le cofit d’utilisation des ressources est le plus élevé pour le produit j

considéré parmi celles dont la durée opératoire peut varier, c’est-A-dire

Sg =max{s, ; /1, #u 1<i<m;}. Nous posons P =max{l, ;T

i -Tsj}. Nous en

» . . ’ q° . ._ . 'Y .
déduisons immédiatement -P ,=min{-/, ;;T;-T,,,;}. Nous supposons qu'il existe une

o+l,j

solution réalisable au Probleme II- 8, et nous notons {T*, .}, . ism el la solution optimale de

ce probleme. A partir de cette solution optimale, nous définissons la solutlon {T,;}<is miel

o T, ,=min{T*_,, ;-P,;Tc;},

ie. T, =min{T*_ , ;-l, ;T*,,  +Te;-To, iTai}, (1I-18)
2 To‘+l,j=Ta,j+Pa’ _

ie. T,y =min{T*,,, ;;To+P,}, (-19)
o T, ,=min{T,,, +T* -T*, T}, pour 1<i<o, (I1-20)
o T, =max{T,, +T* ;-T*,, ;;L;;}, pour o+l<i<m +1. (II-21)

Cette solution {T', ; }, Sismj+1 vérifie T, ;-T, ;=P,=max{l, ;T -Ts;}.

Théoréme II- 6

La solution {T, ; }IStSmj+l définie par les relations (II-18) a (II-21) est optimale pour le
Probleme II- 8 et le Probleme II- 7.

Démonstration

a) Nous montrons tout d’abord la relation (11-22): 7 02T %, j» bour 1si<o.
On a T*,,, ;-1,;2T*, ., car la contrainte (I-2) est vérifiée par la solution
{T*,.,j}lsl.s,"jﬂ. De plus, selon (II-16), on a T*, , ,-T,, .20. Par conséquent,
T, =min{T*, , -l Teji¥T*, ;-Ts,,) ; Towj}2min{T*, ; ; To,}. Puisque

To,2T * o.; d’apres la contrainte (II-17), on en déduit T, ;2T *, ..
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Supposons que T,.+l ;2T*,,, ;, pour I<i<o. Sous cette hypothése, on a
T, ;=min{T*, . +T,,, ;- *ie1 ) T:;}2min{T*, .;T:;}. Puisque T.-,,-ZT*G,J. d’apres la

contrainte (II-17), on a T,.,jZT*,.‘j.

i,j°

Par conséquent, T, ;2T *, ;, pour 1<i<o. (II-22)
b) Nous montrons la relation (II-23): T, ,<T*, ,, pour o+l<i<m;+1.

OnaT =min{T*g-+1,j;TG-f+Pa}ST*o+l,j'

o+1,j
Supposons que T, , jST*, i j, pour o+l<ism;+1. Sous cette hypothése, on a
T, j=max{T*, ;+(T,. ;-T*. ;) T, }smax{T*, ;;T,;}. Puisque T;,sT*,; d’apreés la
contrainte (II-16), onaT,._jST*,._j.

Par conséquent, T, ,<T *, ;, pour 0+1<i<m ;+1 (II-23)

c) Nous montrons ensuite que {T; j}lsiSmj+l vérifie les relations (II-16).
D’apres (II-22),ona T, ;2T *, ;, pour 1si<c. Comme la contrainte (II-16) est vérifi€e par la
solution {T*,._j}ls,.s,nj+1 (ie. T*, >T ) on en déduit T, >T,j,pour 1<i<o.

Puisque P, 2T
Ty, ;2min{T*

Kk 3 %k s .
{T i,j}lSiSm-+l (ie. T*,,, ;205 ) onendéduit T, ;2T ;-

Tc,j, on a T >min{T * 6+1],To]+(TG+” Tc,)} i.e.

;T5;}. Comme la contrainte (II-6) est vérifiée par la solution

Zo+lj o+l,j

c+1,j?

Par définition, ona T, j=max{T, , ;+T*, ;-T*, ;;T;;}2T,;, pour o+l<i<m ;+1.
Par conséquent, la solution {T'; ;}, Sism+l vérifie la contrainte (II-16), i.e. T, ;2T,;, pour
1<i<m ;+1.

d) Nous montrons que {T'; j}lsis,,,_” vérifie les relations (II-17).

+T*, -T*. . Ti;}<T;, pour 1<i<o.

i+1,j°

Par définition,ona T, —mm{T,+1 g

Par définition, ona T, ;=min{T *, | _j-Pa;To,j}STa,j.

D’apres (II-23), on a T, ;<T *, ;, pour o+1sism;. Comme la contrainte (II-17) est vérifiée
par la solution {7 *; }lsiSmj+1 (ie. T*,.,js—f,-,,-), on en déduit Ti.jSTi,j, pour o+1<ism ;.

Par conséquent, la solution {T; ;}, <, ., Vérifie la contrainte (II-17), ie. T, jSTi.j, pour
Jlisism; .

ISiSmj+1.
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e) Nous montrons que {T'; j}ls,.s,,,j+1 vérifie les relations (II-2).

Pour I<i<o, T,,, ;-T, ;=max{T*,, g T* 5T -T:;}. Comme la contrainte (II-2) est
vérifiée par la solution {T*,]},S,<m w1 (e I, ;ST*, 1,;-T*; ;Su; ;), on en déduit

T -T; ;2T*,,, ;-T*, ;2l; ,, pour 1<i<o.

i+1,j i,
Puisque la contrainte (II-2) est vérifiée pour les solutions {T*, }15'<M,+1 et { Ti,}, Sismia1
onau; 2max{T*,  -T* ,j,T,+1, Tij}. D’apres (II-17), on a T,+1,2T,+1 ; ce qui condmt
-T* Tt+l J T’f} T

i+l,j i, j?

T, =Pl ;.

au,; ;2max{T * , pour 1<i<o.

i+1,j° I]

OnaT

o+1,j

D’apres (II-22),on a T, 2T*, et d’aprés (II-23), ona T, , ST *,,, ;- Par conséquent,

onendéduit T*,,, ,-T* .>T . . j-T 4, ;- La contrainte (II-2) étant vérifiée pour la solution
{T 11}151Sm w10 U '—T*a+1,'T* j Ta+1,j'Ta,j-
Pour o+1<ism;, T,,, ;-T; j=max{T*, ., ,-T* T, -T, }. Comme la contrainte (II-2)

est vérifiée par la solution {T *, }1<,Sm]+1 (e. I, ;sT*,, ;-T*, ;<u, ), on en déduit
Tio1,;°T, ;2T*,, g T*; ;21 ;, pour 1i<o.

i+1,j i
Puisque la contrainte (II-2) est vérifiée pour les solutions {T* ;4 sismjel et {T,;} LSism el
onau, ;2max{T*,  .-T* T, .-T, } Daprs(lI-17), ona Tinj2T,,, ; ce qui conduit

éu’-,jzmax{T*,-_'_l"'T* T,+1 j T’J} T

j i -T; ., pour I<i<0O.

i+1,j i,
Par conséquent, la solution (T, ih Sism el vérifie la contrainte (II-2), c’est-a-dire
L iST, 1 -T; ;<u; ;, pour 1<i<m
) Nous montrons enfin que la solution {T, ;},_. . ., est optimale.
’ - J
Pour cela, nous comparons la valeur de la fonction objectif de Ia solution O P
! - J

celle de la solution optimale {7 *, DT ol Nous notons A cette différence :

A= Zsi,j(7;+l,j l/) zsl!( L T ’1)

1si<m; Isism;
— - —T* _T=*
A= E [Sf,;[(?:ﬂ.j Tu) (T el u)]]
Isi<m; l.q,] Isi<m; tg.
irg  ufi=olud  iro
51,025, I 51,555,

Or, puisque s, jmmax{s; ; /1, #u, ;, 1<iSm, i}, pour izo et s, .j>S8 5, j» Dous avons
(T, -1,)-(T*.,, -T 1)] [, - ;-1; ;1=0. De plus d’aprés (I1-20) et (I-21), nous avons

[( i ,) (T % =T i ]20 pour i#0. Par conséquent, nous en déduisons

A<s,; Z [(I;'H,j -T,; ) - (T Yy =T *i,j)]s Ss,j 1<;. [(T;H,j —T;,j)—(T Y =T * )]’

Isism; tg.]

{:‘:s}u{ i#o j
5,555,

et AS S, (T vy =T %, ) =T, + T ) Selon la relation (11-22), -T, ;+T*, ;<0 et selon la

m;+Lj
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relation (II-23), T

{T. ;L Sismel n’est pas moins bonne que la solution optimale {7 *, ; }, <ismel-

.y L *m,-+ 1,; <0, par conséquent on a A<0. On en déduit que la solution
Par conséquent, la solution {T, .}, ..., ., Vérifiant les contraintes (II-16), (II-17), (II-2) et
q i,jllsgig mi+ 1

(II-6), est réalisable pour le Probleme II- 8. De plus, sa fonction objectif est égale a celle de la
solution optimale, elle est donc également optimale pour le Probleéme II- 8 et son équivalent le
Probléme II- 7.

CQFD

Théoréme II- 7

L’ Algorithme TI- 5 détermine les dates de début et de fin d’exécution de toutes les opérations
induisant un cofit minimal d’utilisation des ressources, i.e. il fournit une solution optimale au
Probleme II- 7 et au Probléme II- 8.

Démonstration

a) Nous montrons que s’il existe une solution au Probléeme II- 7, I’Algorithme
II- 5 fournit une solution optimale de ces problémes.

A chaque itération du pas 4, nous fixons la durée d’une opération. Nous choisissons 1I’opération
de coft le plus élevé parmi les opérations dont la durée n’est pas encore fixée. L’indice de cette
opérationest o,etonas, ;=max{s, ; /I, ;#u, ;, 1<ism;}.

D’apreés le Théoréme II- 6, s’il existe une solution au Probléeme II- 7 (et au Probleme II- 8), la
solution {7, ;}, ismel définie par les relations (II-18) a (II-21) est optimale pour ces

problemes. Cela signifie qu’il existe une solution optimale de ces problémes vérifiant
T T, =P, ,=max{l, ;T -To,;}. Cette valeur est donc choisie comme durée de

o+l,j" a',j;_o+1,j
I’opération ©.

-To;} aux pas 4.1.4 et 4.1.5. Ainsi,

prenant en compte la contrainte (II-2), nous avons dans la suite T

Pour ce faire, nous posons u =l ,=max{l, ;;T,,;

61,1 5, j=U ;=1 . La durée

de I’opération o est par conséquent optimale dans toute la suite de I’algorithme.
b) Nous montrons que 1’Algorithme II- 5 s’arréte sans fournir de solution si et
seulement si le Probleme II- 7 n’a pas de solution réalisable.

Toute solution {T, ;}, Sismj+1 réalisable pour un des Probléme II- 7 et Probléme II- 8 est
réalisable pour I’autre. Une telle solution réalisable vérifie T, ST, jSTi, j pour 1<i<m ;+1. Par
conséquent, s’il existe ige {1, 2, ..., m,+1} tel que T, ;>T;; (condition d’arrét au pas

4.1.3.2), alors il n’existe pas de solution réalisable pour les deux problémes.
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Inversement, si T, <T:; pour 1<i<m j+1, alors les solutions (T, } sisme1 O
{Tii}, cicom +1 sont réalisables pour le Probléme II- 7 et le Probléme II- 8. Par conséquent, il
-

existe au moins une solution réalisable pour ces problémes.

CQFD

Complexité

Le tri au pas 2 de I’ Algorithme II- 5 requiert O(m; log, m;) [Beauquier et al., 1992] ou m;
est le nombre d’opérations & exécuter sur le produit j. Les pas 3.1 & 3.2 nécessitent 2m j
affectations. Le pas 4 est itéré m ; fois. Par conséquent, les pas 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3, 4.1.4 et
4.1.5 sont exécutés au plus m ; fois. A chaque nouvelle itération des pas 4.1.1 et 4.1.2,
I’ Algorithme II- 1 et I’Algorithme II- 3 sont appliqués. Chacun d’eux nécessite O(m i)
opérations. Les pas 4.1.3 2 4.1.3.2.1 sont exécutés au plus une fois et requiérent de 1’ordre de
O(m;) opérations. Les pas 4.1.4 et 4.1.5 sont immédiats. Enfin, I’ Algorithme TI- 1 est
appliqué au pas 5, une derniére fois. Par conséquent, la complexité de I’Algorithme II- 5
esten O(m;?).

Si, au pas 4.1.4 de I’Algorithme II- 5, on a Tonj-To=max{l, ; ; ZGH,J--TG,J-}, il est alors

inutile de remettre & jour les valeurs T, j- En effet, dans ce cas, fixer la durée de I’opération &

ne modifie pas les dates au plus tot. Par conséquent, il ne sert a rien d’exécuter I’ Algorithme II-
1 au prochain passage au pas 4.1.1. De maniére analogue, si les dates au plus tard vérifient
Toj-To=max{l i 3 Tgu;-To;}, il ne sert arien d’exécuter I’ Algorithme II- 3 au prochain

passage au pas 4.1.2. Ces deux modifications permettent de réduire la durée d’exécution de
I’ Algorithme II- 5.

Remarque

Au pas 2 de I’ Algorithme II- 5, nous trions les opérations dans ’ordre décroissant des coiits
d’utilisation des ressources s ; ;- L'algorithme fixe ensuite les durées opératoires & partir de cet

ordre. Dans cet ordre, les premitres opérations ont des durées les plus petites possibles au
détriment des opérations ultérieures. En cas d’égalité des cofits d’utilisation des ressources entre

deux opérations, les opérations sont placées dans un ordre arbitraire.

I1.5.4.Sélection des fenétres
L’objectif de cette section est de résoudre le Probléme II- 6. Autrement dit, nous allons

déterminer dans quelle fenétre Z i,; ¢t a quelle date T, ; I'opération i doit étre effectuée de
maniere a ce que le colt d’utilisation des ressources pour fabriquer le produit j soit minimal.
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étre exécutées est réduit, c’est pourquoi nous proposons une autre approche pour résoudre le

Probleéme II- 6 requiérant une discrétisation du temps.

Nous supposons dans cette approche que les durées des opérations ainsi que les dates de début
et de fin des fenétres sont des valeurs rationnelles, c’est-a-dire pouvant s’écrire comme un
rapport entre deux entiers. Tel est le cas dans la pratique car les ordinateurs ne permettent pas de
prendre en compte des valeurs irrationnelles. Les valeurs r i d T e peta, i ; sont éléments de

Q", tandis que u, ; et b appartiennent & Q*U{+e0}, olt Q" est ’ensemble des nombres

ij 2. i,
rationnels positifs. Nous multiplions toutes ces valeurs par le plus petit multiple commun de leur
dénominateur (nombre qui peut éventuellement étre grand). Nous pouvons donc transformer
notre probléme de manire 2 n’avoir que des dates et des durées entiéres. Sans perte de

généralité, et pour simplifier la présentation, nous admettons donc que ces valeurs sont enticres.

L’approche que nous proposons est basée sur la programmation dynamique. A chaque
opération 2 exécuter sur le produit correspond une étape de la programmation dynamique. Nous
définissons (m ;+ 1) étapes correspondant a une étape d’initialisation et aux m ; étapes marquant

la fin de chacune des opérations a réaliser sur le produit j.

Les états du syst®me 2 chaque étape correspondent 2 toutes les valeurs possibles pour le début
de I’opération considérée. L'état T, ; correspond donc instant de début d’exécution de
1’opération i sur le produit j. Puisque le produit ne peut commencer avant la date r; et doit étre
terminé avant la date d; (voir contraintes (II-1) et (II-15)), nous avons :
erT,.,dej,pourlsiSmj. (1I-24)
Comme les données sont entieres, le nombre de dates possibles (i.e. d’états & chaque €tape) est
égalad;-r;+1.

La durée de chaque opération i est contrdlable et peut étre choisie dans Vintervalle [I; ;5u; ;]
(voir contrainte (II-2)). Ainsi, les dates de début de 1’opération i qui autorisent une fin a la date
T et T, L

i el Si nous décidons de commencer
I’opération i a I'instant T, ; et de la terminer  'instant T, , , ;, deux cas peuvent se présenter :

i+1,; sont comprises entre T, ;-u

T
] ol 1£z<y,,; dans ce cas, nous associons a létat T,,, ; un cofit

a) intervalle [T
la, :; b

correspondant 2 I’utilisation des ressources durant cette période.

i.j » Tiyy ;] est inclus dans une période de disponibilité des ressources,

7,0y

b) l'intervalle [T, ; ; T,;,, ;] n’est pas inclus dans une période de disponibilité des

ressources ; dans ce cas, nous associons a I’état T, , . un cofit infini.

Parmi toutes les dates possibles T, ;, nous retenons la meilleure date (au sens du cofit qu’elle

L
induit) permettant de terminer ’opération i aladate T, ;. Nous notons S (T, ;) I'ensemble

des dates permettant de terminer ’opération i aladate T, ;. Formellement, nous avons :

S(T,., )={t/ r<e<d, T, 1, <o<T,

i~ U

et 31<z<y,; tq. [T, Icla, 50,11 (T1-25)

ij?
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Dans la Figure II- 13, chaque état est représenté par un disque noir. Les états d’une méme étape
sont alignés horizontalement. Nous donnons sur cette figure les états de deux étapes
successives. Deux états, T'; ;=4 etT,,, ,=7, sont distingués. Ils correspondent au début et 2 la
fin d’exécution de I’opération i. S(T,,, ;) est ensemble des états qui permettent d’atteindre
létat T,

i+1,j°

S(Ti+15 =7

Etats T; ;

Opération i

EtatsT; 1 J

Figure II- 13 : Représentation des états de deux étapes successives

A partir des états de S (T, , ;), nous pouvons déterminer le cofit d’utilisation des ressources si
I’opération i se termine a la date T, , ;. Nous évaluons chaque état T, , ,; par le cofit, noté
C(T,,,,;)- Nous proposons la relation de récurrence suivante :

C(T, ;)=0, pour r,<T, .<d,.

oo 5 S(T;,,, ) =@
C(Tm,j ) = . ?s‘(irfi.,){c(z' i ) +5;; (T,.H_ i— T )} sinon
pourr;<T,,, ;<d;, 1<i<m,. (II-26)

Unétat T, ; qui ne correspond pas a une solution réalisable (i.e. S (T, ;)#) a un cofit infini.

Pour chaque état T, j» I'évaluation C(T ;. ;) donne le cofit minimal d’utilisation des ressources

permettant de réaliser les (i-1) premiéres opérations et terminer 1’opération (i-1) a la date

T,; Ladate T, ,, ; pourlaquelle C(T,, ,, ;) est minimal est la date de fin de fabrication du
: i+l i+l

produit permettant de fabriquer le produit & moindre cofit.
La Figure II- 14 donne les évaluations C(T; i) et C(T,,, ;) des états de deux étapes

successives. Le cofit d’utilisation de la ressource pour 1’opération i est 5;,;=0,1. Cette

opération peut €tre exécutée dans I’une des fenétres {[0;5], [2;7], [6;8]}. Sa durée minimale est
l;, ;=2 et sa durée maximale est u; ;=+oo.
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S(Ti+1j =9)
8h 10h  dj=12h
] 1 ] 1 ]
} 1 [} 1 I
T; j ® o o ® ®
] 1 ] ] ]
C(T; J) 1:,5 ZI,S -|Jloo -|J|oo -|Jloo
S T
- N
] ] 1 1 ]
] 1 ] 1 1
1 1 1 1 1
T; 41,5 e © o o o

C(Ti+1,j ) 400 oo 4o+ 1,7 1,7 L8 19 1,7  toe oo 4o oo

Si

Figure II- 14 : Représentation des états de deux étapes successives

{T, ].},S,.Smj,,l est la solution optimale du Probléme II- 6, on a

> 5T, - T,;)= _min {C( T, )}. L’ Algorithme TI- 6 découle des relations (II-24) a

r.<T i<d;

Isism, P mytg =

(I1-26) et permet de résoudre le Probleme II- 6.

Algorithme II- 6 : Choix des fenétres pour un coiit d’utilisation minimal

Procédure Définition des fenétres induisant un cofit d’utilisation des ressources minimal pour le produit j .

Entrée : j estI’indice du produit considéré.
r; est la date 2 partir de laquelle on peut commencer a réaliser le produit j .
d; est 1a date avant laquelle on doit livrer le produit j .
m ; est le nombre d’opérations 2 réaliser sur le produit j .

1; estI’ensemble des opérations a réaliser sur le produit j .

I, ; estla durée minimale d’exécution de 1’opération i sur le produit j, pouri €1;.

u; ; estladurée maximale d’exécution de I’opération i sur le produit j, pour i €;.

y . ; estle nombre de fenétres dans lesquelles on peut réaliser I’opération { sur le produit j,
pouriel;.

a, ;. ; estladate de début de la z -ieme fenétre de P’opération i effectuée sur le produit j,
pour 1z<y; ;, i€l;.
b, ; ; estladate de fin de la z-i¢me fenétre de 1’opération i effectuée sur le produit j,

pour 1<z<y; ;,i€l;.
Sortie : T, ; estladate de début de I'opération i effectuée sur le produitj,ouiel;.
T'",- +1,; estladate de fin du produit j .

Z . , estla fenétre dans laquelle on doit réaliser I’opération i sur le produit j, od i el;.

i, j

1. Initialisation.

1.1. Trier les fenétres [a, ; ; ; b, ; ;] pour 1<z<y,; ;,i€l;,

dans 1’ordre croissant des a, ; ; et, en cas d’égalité, dans I’ordre croissantdes b, ;, ;.

Dane la suite de U algorithme. la 7 -ime fenéthe est le 7 -ieme clément dans cet ordne, 1525y ;.
1.2. Pour T, ; allantde r; 3d; : On énuméne chague éat T, ; dela 1% Gape.

1.2.1. Poser C (T, ;):=0. On fire le coit de chague étar T, ; 0.

2. Pour i allantde 1 am ; : On wole i 'indice de L étape examinée.
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2.1.Pour T,,, ;allantde r; 2d; : On énumene chague étaz T, ; del'étape i.
2.1.1. Poser C(T,., ;):=+oo. On initialise le coit de chague étaz T, ; d +oo.

262 prossclle et prormettant de néaliven une optration gui de terminerai  la date T ;| i
2.1.3. Pour T, ; allantde max{r; ; a,; ; ; T;,, ;- u; jtamin{d; ; T;,, ;-1; ;}:
anmmdaqaedatT, ;4 STy ;)
213.L Si(CT 4y, ;) >CT; KT,y ;-Ti ;) s5;,; ) alors :
L'étar T, ; powmet de diminuer le codt.
2.1.3.1.1. Poser C(T,,, )=C(T; )T, ,;-T, ;) si ;.
2.1.3.1.2. Poser Sopt(T;,, ;)=T;, ;. On désigne par Sopt(T;,, ;)¢ état
'*S(Tn-l,j)Wmdlmee“éfc(Tiu,j)&MW'
3. Poser Copt:=t+w. Onuste Copt (euwﬂemaétmwéﬁamwézaszjH,j de la derniene étape.
4. Pour T,,, «1,; alantde r; ad, Oummecéagaeeme il

4.1. Sl (Copt>C(T,,, «1,;)) alors : £ étaz T,,,jﬂlj a wne wmedllewr codt,
4.1.1. Poser Copt —C(T,,, w1,j)
4.1.2. Poser Topt: ‘T"',-+1-1 On choieit comme date de fin du produit celle de colt minimal.,
5. Reconstitution de la solution.
5.1. 8i (Copt=+co) alors : Aucur état de la dernitne étape w'est atteignable.
5.1.1. Quitter. 7 « eviote aucune dolution réatisable.
5.2. Sinon :
5.2.1. Poser T,,,j_+1.j:=Topt.
5.2.2. Pour i allantde m ; 4 1: Ox wote i {'indice de {'étape concidénée.
5.22.1. Poser T; ;:==Sopt(T;., ;)
5.2.2.2. Poser Z; ;:=min{z / 1<z<y; ;, b, ; ;2T;., ; }.

2.1.2. Poser z:=min{z / 1<zSy; ;, b, ; ;2T,;,, ;). Onwctez la fenitre commencant le pluc

Exemple
Tableau II- 8 : Données fournies a I’Algorithme II- 6
ENTREES
Indice de Durée Durée Coilt Périodes durant lesquelles on peut réaliser
I’opération | minimale | maximale | opératoire I’opération i
i L ; u; S {la, ; b, ;1/1%z<y, ;)
1 1 +oo 3 [0:1], [2:4], [5:9], [11;+eo[
2 3 4 y) [0;8], [11;+eof
3 1 1 3 [0:1], [2:4], [5;9], [11;+eo]
4 2 4 1 [0;3], [7;+eo]
m;= 1 +oo 3 (011, [2:4], [5;9], [11;+oo]
m;+1=6
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Opération 1

Opération 2

Opération 3

Opération 4

Opération 5

Figure II- 15 : Résultats fournis par I’Algorithme 1I- 6

Tableau II- 9 : Résultats de I’exécution de I’Algorithme II- 6

RESULTATS INTERMEDIAIRES S(')_
R
Init. Itération 1 Itération 2 Itération 3 Itération 4 Itération 5 ¥
|Etat T, ; EtatT, ; EtatT, ; EtatT, ; EtatT; | Etat T, ; E
T C C |Sopt| C |Sopt| C |Sopt| C |Sopt] C | Sopt|T,,;
r,= 0 | +e 400 400 400 400
1 0 3 0 +oo0 +o0 +oo +o0
2 0 | +e 4o +o0 +o0 400
3 0 3 2 +o0 +o0 +o0 +oo T, ;
4 0 3 3 9 1 +o0 +o0 400 T, ;
5 0 | +e° 11 1 +o0 +o0 +00
6 0 3 5 9 3 14 5 +o0 +o0
7 0 3 6 9 4 12 6 +oo 400
8 0 3 7/ 11 4 12 7 +o0 +o0 T, ;
9 0 3 8 +o0 14 8 14 y/ +oo T,
10 0 | e +o0 +o0 14 8 +00
11 0 | + 400 +o0 16 9 +o0 T ;
d=12| 0 3 11 | 4o +o0 +o0 19 | 11 | T, ;




Chapitre II - Problémes 3 gammes linéaires

Nous proposons un exemple d’application de 1’Algorithme II- 6. Les données relatives au
produit j a réaliser sont fournies dans le Tableau II- 8. Le produit peut étre réalisé A partir de la
date r;=0 et avant la date d ;=12. Les résultats de I’exécution sont donné dans le explicités sur
la Figure II- 15 ol les opérations effectuées sur le produit 2 ordonnancer sont représentées par
des zones hachurées. Si I’ Algorithme II- 6 s’achéve au pas 5.1.1, il n’existe aucune solution
réalisable. Cela signifie qu’il est impossible de fabriquer le produit avec les contraintes imposées
au systeme de production.

Théoréme II- 8

Si le Probléme II- 6 a une solution réalisable, I’ Algorithme II- 6 détermine les fenétres et les
dates d’exécution des opérations qui permettent de réaliser le produit avec un colit minimal, i.e.
la solution fournie par I’ Algorithme II- 6 est optimale pour le Probléme II- 6.

Démonstration

La formulation du Probleéme II- 6 est équivalente aux équations de programmation dynamique
(IT-24) a (II-26). 1l en découle que I’ Algorithme II- 6 fournit la solution optimale au Probléme
II- 6.

CQFD

Complexité
Le tri au pas 1.1 de I’Algorithme II- 6 requiert O( Zy,.,jlogzy,.’j)SO(yj log, ;)

ISiSmj

[Beauquier et al., 1992] ol y = 2 Y;; est le nombre de fenétres dans lesquelles chaque

1<i<m,
opération i peut étre exécutée sur le produit j. Les pas 1.2 et 1.2.1 nécessitent O(d;-r;+1)
opérations. Le pas 2 est exécuté pour chaque valeur de i, 2<i<m ;11 et pour chaque itération du
pas 2, le pas 2.1 est exécuté (d;-r;+1) fois. ATétape i, on exécute les pas 2.1.1 & 2.1.2 qui
nécessitent O(y, , ;) opérations et le pas 2.1.3 qui n’est pas itéré plus de (d;-r;+1) fois. Les
pas 2.1.3.1, 2.1.3.1.1 et 2.1.3.1.2 sont immédiats. Par conséquent, les pas 1 4 3 cofitent
O(yj(logzyj+mj(dj-rj+ 1 ))+mj(dj-rj+ 1)?) opérations. Les pas 4 et 5.2.1 sont exécutés
respectivement O( d j-r;+1) fois et m ; fois. Puisque tous les autres pas sont immédiats (i.e.
s'exécutent en O(1)), la complexité de PAlgorithme 1II- 6 est en
O(y;log,y;+y; my(d;-r;+1)+m (d,-r;+1)%).

Comme la complexité dépend de la durée d ;- ;> "algorithme est pseudo-polynomial.
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1l est possible de réduire le temps de calcul nécessaire 2 I Algorithme II- 6. Nous désignons par
Z,-,,- et T:; la date de début de 1’opération i effectuée sur le produit j calée respectivement au

plus tot et au plus tard dans I’ensemble des fenétres possibles pour chaque opération, iel;. Les
dates calées au plus tot sont données par 1’ Algorithme II- 2. De méme, les dates calées au plus
tard sont données par I’ Algorithme II- 4. Evidemment, toute solution {T'; ;}; <;< - réalisable

pour le Probleme II- 6 vérifie : er__Y_'ijST,., S 7,-, j£d;. Au lieu de considérer a chaque étape

tous les états r; a d;, nous pouvons limiter le nombre d’états & chaque étape i aux états T, ; tels
que LJ_ST,.’].ST:',;', pour 1<i<m +1. {1-27)

Nous pouvons aussi nous limiter aux états pour lesquels il existe une fenétre dans laquelle sont

exécutées les opérations précédentes et suivantes.

Nous avons supposé, pour la présentation, que les durées et les dates étaient entiéres. Dans le
cas ot les durées et les dates sont rationnelles, nous multiplions toutes ces valeurs par le plus
petit multiple commun de leur dénominateur que l'on note Q. Plus la valeur de Q est
importante, plus les dates et les durées sont précises. L’ Algorithme II- 6 peut étre appliqué et sa
complexité est alors égale 2 O(y; log, y;+ y; m; Q(d;-r;+1)+m; Q*(d;-r;+1)*) et
dépend directement de la précision des données.

Si le temps de calcul reste trop important, nous nous contentons d’une solution réalisable de
cofit proche de I’optimum. Nous pouvons obtenir une telle solution a partir de 1’ Algorithme II-
6. Pour cela, nous commengons par réduire-la précision des données attendue (i.e. 1/Q). Pour
cette précision, nous calculons a I’aide de I Algorithme II- 6 la solution optimale. L’ Algorithme
II- 6 est alors relancé avec une précision accrue et, plutdt que d’explorer tous les états de
S (Ti+1 JJ

solution optimale obtenue pour une précision moindre. Des raffinements successifs conduisent a

) qui permettent d’atteindre I'état T, ;, il se cantonne aux états proches de la

une solution réalisable que 1'on espére de valeur proche de I’optimum.

D’autres approches heuristiques basées sur la programmation dynamique sont possibles.
Citons, par exemple, celle que nous avons mise en ceuvre pour des problémes de découpe
[Antonio et al, 1999]. Quelle que soit I’approche heuristique retenue, nous appliquons
I’Algorithme II- 5 sur I’ensemble des fenétres retenues par la méthode approchée. Dans cet
ensemble de fenétres, nous sommes alors certains d’obtenir une solution réalisable et, qui plus
est, de cofit minimal.
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Place mémoire

Les méthodes de type programmation dynamique requiérent une place mémoire importante. Il
devient essentiel de connaitre 1’espace-mémoire nécessaire pour garantir leur bonne exécution.
Nous appelons "mot", 1’espace-mémoire permettant de stocker une valeur rationnelle. Nous
utilisons le mot comme unité de mesure de I’espace mémoire. Généralement, un octet suffit a

coder un mot.

Dans I’ Algorithme II- 6, les évaluations C(T,,, ;) des états doivent étre maintenues en
mémoire. Pour calculer C(T,,, ;) a I'étape i, il suffit de connaitre les évaluations de I'étape
précédente C (T, ;). Nous conservons en mémoire, tout au long de I’algorithme, les évaluations
des états T, , ; de I’étape courante i etde T, j de I'étape précédente. Puisque r;<T, ;<d,,
2(d;-r;+1) mots sont nécessaires pour garder en mémoire les cofits de I’ Algorithme II- 6.

Outre les évaluations C(T,,, ;), la seule structure de données qui nécessite une place
importante est Sopt(T,,, ;). Cette structure maintient en mémoire 1’état T,; de S(T,,, ;)
permettant de terminer I'opération i aladate T,,, ; et au cofit le plus faible. Cette structure
Sopt(T,,, ;) autorise une reconstitution rapide de la solution optimale au pas 5.2.2.1. Elle
nécessite une place mémoire de m il d j-r;+1) mots. Globalement, ’Algorithme II- 6
requiert (m;+2)(d;-r;+1) mots.

Evidemment, si nous restreignons I’ensemble des états 2 considérer 4 chaque étape (comme la
relation (II-27) le permet), nous diminuons 1’espace-mémoire nécessaire 2 I’ algorithme.

I est possible de réduire davantage 1’espace-mémoire requis, mais ceci ne peut se faire qu’au
détriment du temps de calcul. Pour cela, nous conservons en mémoire les seules évaluations
C(T,; ;) et C(T,,,, ;) des états de deux étapes consécutives. A la fin de I’ Algorithme II- 6,
nous pouvons déduire de C(ij+ 1,j)etde C(ij.j), les dates ij+ 1,j et ij'j de la solution
optimale. Ensuite, nous exécutons de nouveau I’Algorithme II- 6 pour déterminer
successivement ij_l’ — T, P Ainsi, nous reconstituons la solution en faisant 1’économie
de la place requise pour S op #(T ,, ; ;)- Cette version de 1’ Algorithme II- 6 ne requiert plus que

2(d;-r;+1) mots en mémoire, mais sa complexité est multipliée par m 7o

Remarques

Généralement, le colit d’utilisation des ressources s, ; Treprésente les frais financiers
d’utilisation des ressources. On peut également prendre en compte, dans ce cofit, la charge de
travail des ressources. En affectant un cofit d’utilisation élevé sur ces machines goulots (i.e.
celles qui ont la charge de travail la plus élevée), nous sommes assurés de réduire le plus
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possible le temps d’utilisation de ces machines et espérons accroitre la productivité du systéme
de production.

Dans la pratique, les machines goulots sont souvent celles de coft d’utilisation le plus
important. En effet, les responsables hésitent moins a investir dans 1’achat d’une machine de
faible cofit que dans celle de cofit élevé. Il en résulte que si la répartition des commandes par
produit reste stable, alors les machines les plus cheres sont aussi les plus utilisées.

Nous désignons par p, ;, le taux d’utilisation des ressources nécessaires a I’opération i réalisée
sur le produit j. Si nous voulons estimer plus précisément la charge future de travail des
ressources, nous pouvons adapter 1’ Algorithme II- 6 de maniére & minimiser le temps sur les

ressources en fonction de leur charge estimée. Nous pouvons alors minimiser le critére suivant
qui évalue la charge supplémentaire relative des machines : max{p,., (T —7})}. Pour cela, il

1<i<m,
suffit de remplacer I’évaluation de chaque état T, , ; définie selon les relations (II-26) par la
relation de récurrence suivante :
C(T, ;)=0,pour r,<T ;<d;.
oo si S(7;

i+Lj ) =9
C(Ts+1.,-‘)= min {max{C(T,-_j );Pi,j(Tm,j -T )}} sinon

7,,€8(T1;) b

<d;, 1<i<m,.

pour r;<T i

i+l,j

En fait, I’ Algorithme II- 6 peut étre adapté a une large variété de fonctions objectifs non
décroissantes.

Les algorithmes présentés dans ce chapitre déterminent les dates de début T, ; et de fin T';

i, j i+1,j
de chaque opération i, ainsi que la fenétre [a, b, ;. ;]1danslaquelle chacune doit étre
i, r,J L
T, Jet[T,

isl,j °

j,i.j H

réalisée. Les périodes [a, ., ; ; b, . ;j]desressources correspondantes
i, ] P 1] i

restent alors disponibles pour l’exécution d’opérations sur des produits commandés

ultérieurement. Dans de nombreux cas, on peut dire qu’elle est la durée minimale possible des
opérations exécutées a I'aide de ces ressources. Nous appelons I, , la durée minimale pour
L

ces ressources. Aussi, nous pouvons évaluer si les fenétres restant disponibles
[azl_.j_,.’j s Ty et T, ;s bzi,j‘,.‘j]serontréellementutilisables, ie. lzi’jST,.,j-aZ

< :
et lzi.j_bzi,j'i'j

ijrtd
T,,, ;- Sielles ne peuvent plus €tre utilisables, elles sont qualiﬁéég de
chutes, sinon elles sont appelées tombants (vocabulaire emprunté au probléme de découpe
[Chauvet et al., 1999b]). L’Algorithme II- 6 peut étre adapté pour prendre en compte, dans
I’évaluation des solutions, I'utilité future des périodes résiduelles. En gardant les fenétres des
ressources qui sont les plus susceptibles d’étre utilisées, nous pouvons espérer augmenter
encore la productivité du systeme.
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I1.5.5.Conclusion

Dans cette section, la méthode de gestion en temps réel décrite ordonnance chaque produit de
maniere a minimiser le cofit d’utilisation des ressources, ceci sans dépasser la date de livraison
fixée au plus tot. Cette méthode de gestion permet de fabriquer chaque produit au cofit le plus
bas en tenant compte des produits déja ordonnancés. En outre, cette méthode peut permettre de
réduire Iutilisation des machines goulots et ainsi espérer augmenter la productivité du systéme.

Dans cette section, nous avons tout d’abord défini les dates d’exécution des opérations
compatibles avec leurs durées opératoires admissibles et des fenétres de temps données dans
lesquelles chaque opération doit étre réalisée. Pour résoudre ce probléme formalisé par le
Probléme II- 7, nous avons proposé I’ Algorithme II- 5 de complexité O(m j2 ), oum; estle
nombre total d’opérations a réaliser sur le produit j. Ensuite, nous avons décrit I’ Algorithme II-
6 qui est basé sur la programmation dynamique. Il détermine en un temps pseudo-polynomial
les fenétres et les dates d’exécution correspondant aux opérations et induisant un cofit
d’utilisation des ressources minimal pour ce produit. Méme s’il nécessite une discrétisation du
temps, cet algorithme est tout a fait utilisable sur des problémes réels. Du point de vue
académique, nous nous demandons si le Probleme II- 6 est NP-difficile ou s’il est possible de
fournir une solution en un temps polynomial. Cette question reste ouverte.
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I.6. RESULTATS COMPARATIFS

I1.6.1.Introduction

Dans cette section, nous voulons comparer les différents modes de gestion en temps réel
présentés dans les sections précédentes. Pour bien comprendre les effets de ces modes de
gestion, nous limitons le champ d’étude aux cas ol une seule ressource est nécessaire a
1’exécution de chaque opération sur chaque produit, et ol les ressources sont disponibles en un

seul exemplaire.

Les hypothéses restent donc vérifiées, et nous nous plagons dans une situation ou I’Hypothese
II- 7 est plus restreinte. Autrement dit, nous considérons que les produits passent
successivement sur un ensemble de m machines dans un ordre propre a chaque produit. Il

s'agit du probléme d’atelier de type job shop I, lnwt, [, <P, .<u; FLO
u; ;€ R'U{+e}.

Chacune des méthodes de gestion donne I’ordonnancement de chaque produit au moment ol sa
commande est enregistrée.

La premiére méthode de gestion consiste & fabriquer le produit au plus tot (voir section
3). De plus, cette méthode permet de fournir au client un délai minimum de livraison réalisable
et précis. Comme nous ’avons vu (voir Section IL4.5), cette premicre méthode permet
d’atteindre la productivité maximale 2 long terme quand tous les produits sont identiques (i.e.

elle minimise le makespan de I’ensemble des produits).

Les deux autres méthodes proposées utilisent respectant la date de livraison fixée au plus tot
fournie par cet algorithme.

La deuxitme méthode de gestion revient a fabriquer le produit au plus tard, tout en
respectant la date de livraison fixée au plus tot (voir section 4). Ce mode de gestion permet de

minimiser le temps pendant lequel des ressources sont utilisées pour fabriquer le produit.

La troisitme méthode de gestion a pour but de minimiser le cofit d’utilisation des
ressources, tout en livrant le produit au plus tt (voir section 5). Nous I’appliquons ici pour
diminuer I’utilisation des ressources goulots et ainsi accroitre la productivité du systéme. Pour
cela, nous affectons  chaque ressource un cofit d’utilisation égale a I’estimation du taux
d’utilisation future de cette ressource.

Ces trois méthodes de gestion garantissent 1’optimalité du critére considéré pour le produit a
ordonnancer. L’évaluation de ces critéres est faite produit par produit puisqu’il est impossible
d’attendre que toutes les commandes soient connues pour fixer la gestion du systéme. Ainsi,
nous qualifions ces objectifs de critéres locaux.
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Notre objectif global est d’obtenir une gestion qui maximise la productivité du
systeme de production a long terme. Nous décrivons différents indicateurs dont la
productivité. IIs sont utiles pour comprendre les effets de chaque mode de gestion.

Ensuite, nous analysons les résultats fournis par ces algorithmes dans le pire des cas. Enfin,
nous proposons d’appliquer ces trois méthodes de gestion sur une longue période de
production. Nous comparons alors la productivité moyenne du systéme suivant les méthodes de
gestion utilisées.

I1.6.2.Définition des indicateurs

11.6.2.1.Indicateurs généraux

Le makespan de I’ensemble des produits est la longueur de la plage de temps qui
s’écoule entre la date de début de fabrication du premier produit et la date de fin de fabrication
du dernier produit de la séquence de produits.

La productivité donne le nombre de produits réalisés par unité de temps. Pour la calculer,
nous divisons le nombre de produits fabriqués par le makespan de 1’ensemble de ces produits. Il
est évidlemment relatif a I'unit€ de temps choisie. L’objectif est d’obtenir une gestion qui
maximise la productivité du systeme de production.

11.6.2.2. Indicateurs relatifs aux ressources

L’utilisation d’une ressource est la somme des durées des opérations effectuées par cette

ressource sur I’ensemble des produits considérés.

Le taux d’utilisation d’une ressource est le rapport entre son utilisation et le makespan. Pour
un méme niveau de productivité, nous préférons un taux d’utilisation le plus bas possible qui
laisse plus de temps disponible pour des activités extérieures a la production, comme la
maintenance.

Nous proposons un indicateur peu sensible aux durées opératoires : le rendement d’une
ressource. C’est, pour une ressource, le quotient de la charge minimale de travail de la ressource
(i.e. la somme des durées minimales de toutes les opérations réalisées par la ressource) par le
makespan de tous les produits.

Le rendement d’une ressource est compris entre O et 1. Bien évidemment, nous recherchons un
mode de gestion pour lequel le rendement des ressources est maximal. Les contraintes fortes
imposées au systéme de production, telle I’absence d’attente entre les opérations, ne permettent

pas dans la pratique d’atteindre un rendement de 1, quel que soit le mode de gestion choisi. On
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peut Datteindre pour des cas trés spécifiques comme lorsque que tous les produits sont

identiques et que toutes les durées opératoires sont égales.

11.6.2.3.Indicateurs relatifs aux produits

Le temps de cycle d’un produit est la durée qui s’écoule entre le début et la fin de sa
fabrication. Plus il est réduit, moins le temps de production et donc I'immobilisation des
ressources sont importants. Nous cherchons donc 2 diminuer le temps de cycle pour réduire les
coflts de production.

Une partie de ce temps est incompressible ; il s’agit de la charge de travail induite par le produit
(i.e. la somme des durées minimales des opérations a réaliser sur le produit).

Nous désignons I’autre partie de son temps de cycle (sur laquelle le mode de gestion peut
influer) par 1’allongement des durées opératoires du produit.

Le délai de livraison d’un produit (appelé flow fime dans la littérature anglaise) est la durée
qui s’écoule entre I'instant ol la commande du produit est connue et la date de fin de
production. Ce délai prend en compte I'attente du produit (waiting time en anglais) avant son
début de fabrication et, par conséquent, est plus long que le temps de cycle. Nous souhaitons
que le délai de livraison des produits soit le plus court possible, gage de réactivité du systtme de
production.

Le temps de calcul de I’ordonnancement d’un produit est la durée nécessaire a I’ordinateur
gérant le systéme pour définir I’ordonnancement du produit. Nous souhaitons qu’il soit aussi
faible que possible puisque nous gérons le systéme en temps réel. Ce temps est lié a
I’ordinateur, au langage de programmation et au compilateur utilisés.
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I1.6.3.Analyse dans le pire des cas

Des études ont été menées pour évaluer la qualité des résultats fournis par les algorithmes en
temps réel [Sgall, 1998]. Pour cela, on compare leurs solutions a celle que 1’on obtiendrait si au
moment d’ordonnancer on savait quels sont les produits a venir. On parle alors
d’ordonnancement obtenu en temps différé (off-line scheduling, en anglais). Le rapport entre la
solution fournie par un algorithme en temps réel et la solution optimale que 1’on obtiendrait en
temps différé, permet de mesurer la qualité de cet algorithme.

Nous considérons une heuristique H utilisée en temps réel pour déterminer 1’ordonnancement
de produits successifs. Nous appelons Opt(J), la valeur minimale du critere pour
I’ordonnancement d’un ensemble J de produits obtenu sous 1’hypothése que tous les produits
sont connus a I’avance. Nous désignons par H (J), la valeur du criteére de I’ordonnancement des
produits obtenu en appliquant 1’heuristique H. Nous évaluons la qualit¢ de la solution de

H(J)
{OPt(J )
les configurations possibles de produits. On dit que I’algorithme H est R ,,-compétitif.

I’algorithme H dans le pire des cas par R, = max

0 } ol 3 désigne 1’ensemble de toutes
€

Soient R u, ¢t Ry ,les évaluations des solutions de deux algorithmes en temps réel H, et H,
par rapport a 1’ordonnancement optimal off-line. Si R ", >R ", alors nous concluons que

I’heuristique H, peut donner de plus mauvais résultat que I’heuristique H,. La seule valeur de
R y, D€ nous permet pas de juger de la qualité de I’heuristique H , .

Comme nous recherchons une productivité maximale du syst¢me a long terme, le critére qui
nous intéresse ici est le makespan de 1’ensemble des produits. La plupart des études qui existent
concernent le cas de produits sur lesquels une seule opération est réalisée [Sgall, 1998]. Les
seuls résultats connus pour le cas ou les produits doivent subir plusieurs opérations concernent
les ateliers de type flow shop et job shop & deux machines. En effet, pour F,IC__ et J,IC__,
Chen et Woeginger (1995) ont montré qu’il n’existe pas d’algorithme déterministe en temps réel
qui garantisse d’obtenir un makespan pour I’ensemble des produits inférieur au double du

makespan optimal obtenu en connaissant tous les produits a venir.

Dans la suite, nous proposons d’étudier la compétitivité des algorithmes proposés, dans des cas

~

non limités & m =2 machines pour des ateliers de type J, Inwt, I/, <P, <u, ;IC ou

u; ;€ RU{+eo},

max?

Théoréme II- 9

Les Algorithmes II- 2, II- 4 et II- 6 sont m -compétitifs pour les problémes d’atelier de type :
F,nwt, r,, I, <P, .<u, IC o 1 ;SPysu IC L, Folr, pIC L, e

Julrjs pi ;1C o pOUr m22.

], lnwt, r,

max? J
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Démonstration

a) Pour un probléme du type F, Inwt, !, <P, .<u,;IC,,, nous montrons qu’il
existe des cas pour lesquels les algorithmes cités fournissent des solutions dont
le makespan est m -fois supérieur au makespan 'optimal®.

Nous considérons que I’ensemble J,, des n produits doit passer sur m machines dans le méme
ordre (comme dans un flow shop) et que chacun des produits soit disponible a la date r;=0.

Pour ce type d’atelier, supposons que les algorithmes cités soient (m -8)-compétitifs, olt >0 de

valeur tres proche de zéro.

Considérons le cas ol n=(4m -4) produits doivent étre réalisés. Un produit sur deux doit subir
des opérations dont la durée égale a I, ;=6/5m (i.e. dans le cas ol j est impair). Les autres
produits (i.e. dans le cas ol j est pair) doivent subir des opérations de durées égales soit a 1,
soit & 8/5m , comme il est indiqué sur la Figure II- 16 pour m =3 machines.

Oh 1h 2h 3h 4h Sh 6h

Opération 1

: F

Opération 2

Opération 3

Opération 1

Opération 2 “
Opération 3 %

2+84/15 6+40/15

b = = el - -

Figure II- 16 : Cas prouvant que les algorithmes ne sont pas (m -8)-compétitifs

Le premier ordonnancement est celui fourni par les 3 algorithmes qui placent les produits dans
I’ordre d’arrivée. En appliquant ces heuristiques, nous obtenons une valeur du makespan égale
aH(J,)=(m-1)m-(m-1)(m-5)(8/5m). Le deuxieme ordonnancement est optimal pour le cas ol
tous les produits sont connus au départ. Son makespan vaut Op t(J, )=(m -1)+4(m -1)(8/5m ).
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Ce cas nous donne une borne inférieure de la compétitivité des algorithmes :
H(J) _m—=(m=5)8/5m) [m+4(8/3)]-6+58/m

R”Zopt(JO) 1+4(8/5m)  [m+4(8/5)]/m

>m-—0, pour m=22.

Nous aboutissons a une contradiction avec 1’hypothese faite que les algorithmes proposés sont
(m -8)-compétitifs, ot §>0. Par conséquent, il existe des cas pour lesquels les algorithmes cités

fournissent des solutions dont le makespan est m -fois supérieur au makespan "optimal".

Si des durées opératoires maximales peuvent étre différentes des valeurs minimales (i.e.
l; j<u; ;), alors I Algorithme II- 2 donne une solution ol certaines durées sont allongées.
Mais, ceci ne modifie pas le makespan final obtenu.

Nous pouvons étendre ce résultat aux situations ol les dates de disponibilité r; et les gammes
des produits ne sont pas nécessairement identiques. Par conséquent, nous en concluons qu’il
existe des cas pour lesquels I’Algorithme II- 2, I'Algorithme II- 4 et 1’Algorithme II- 6
fournissent des solutions dont le makespan est m -fois supérieur au makespan "optimal” pour
les problemes de type F,lnwt, r;, I, ;<P, ;<u, /IC_, etJ Inwt, r;, I, <P, .<u, IC_.,
pour m 22. De la méme maniére, ces algorithmes fournissent des solutions dont le makespan est
m -fois supérieur au makespan "optimal" pour les problémes ol I’attente entre les opérations est

permise, i.e. de type F,, Ir;, p; ;IC  et], Ir;, p, ;IC . pour m>2 (danscecasp, ;=I, ;).

b) Nous montrons ensuite que les algorithmes cités sont m -compétitifs pour les

problemes d’atelier de type : J, Inwt, ri, 1, ;<P, <u, IC

Supposons que l’ensemble J des n produits doit passer sur m machines dans un ordre
quelconque (comme dans pour un job shop) et que chaque produit est disponible 2 la date r
Les produits sont ordonnancés en temps réel dans I’ordre chronologique des dates de r;. Par

conséquent, r;<r,, pour 1Sj<p<n.

Nous appelons J, I'ensemble des p premiers produits, pour 1<p<n. Nous désignons par
Opt(J,), le makespan optimal des produits de J ,+ Le makespan optimal de I’ensemble des
produits vérifie Opt(J)=Opt(J,)20pt(J,), pour 1<p<n.D’autre part, puisque les produits
{rj + 21,.,]}, ot

i=l, ..., m

ne peuvent subir qu’une opération a la fois, nous avons : Opt(J ,)2 max
j=L ... p

l; ; est la durée minimale de I’opération effectuée par la machine i sur le produit j. De plus,

puisque les machines ne peuvent exécuter qu'une opération a la fois, nous avons :

Opt(JP)Zi;flﬁ?(m{ max {rj +k ZI,.,,C}}.
=j, e P

j=l ... p

Considérons 1’algorithme qui, pour chaque produit j, réserve le temps total de fabrication
Zl,., ; sur chaque machine i, au-dela de sa date de disponibilité r;. Nous désignons cette

i=l, .., m
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heuristique par I’ Algorithme II- 7. La date C,, ; & laquelle le produit j est termin€ est obtenue

m.j
par la relation de récurrence suivante :
Cm.D = Irl

Par conséquent, Hy ;(J,), le makespan obtenu en appliquant I’ Algorithme II- 7 sur les p
premiers produits vaut H ; ,(J,,)=C,, ,, pour 1sp<n.

i=

=1 ..

Montrons, par récurrence, que H, ,(J,)Sm  max { max {r. ZI, k}}

k=j, .
Cette relation est vérifiée pour p=1. Supposons la vérifiée au rang p. Nous avons alors :

]]7(Jp+l) C‘m p+1"'nlax C + thpﬂ 4 p+1+ le+l}
_Zl:k}} 21p+1 ’ p+1+ zl,p.;.l}
H, 7(Jp+1 )< max{m i=11‘l,1_a3(m{ maxp{r + ZL k}}+m ’_=lglf13(m{li,p+1} st ' Z.'Ii,pﬂ}

j=1 =t
Hy,(J,,,)Sm max { max §r+ Zlik ;
p i=1, ..., m| j=1, ..., p+l I P ,'n

Nous obtenons Hy ,(J,)Sm  max { max {r+ ZI }}, pour 1<p<m. Nous en
m a D
+ P

i=l, ..., j=1, k=j,

Hy,(J, )Smax{m ,-=I1f1."flf(m{-max {rj +k

j=L .. p

déduisons que Hp,(J,)<m max{max {r+ Zl }}Sm Opt(J, )=m Opt{J).

i=l, ..., j=1 =7

Nous concluons que le makespan de I’ Algorithme II- 7 n’est pas plus de m fois supérieur au
makespan optimal obtenu en connaissant tous les produits a venir. Les trois méthodes de

gestion que nous proposons placent chaque produit au plus t6t et, donc, utilisent pour chaque

produit une plage de temps inférieur a 2 I ; - Par conséquent, ces 3 algorithmes en temps réel
i=l, ..., m

fournissent des solutions dont le makespan pour ’ensemble des produits est inférieur au
makespan obtenu en appliquant I’ Algorithme II- 7.

Finalement, 1’ Algorithme II- 2, I’ Algorithme II- 4 et I’ Algorithme II- 6 sont m -compétitifs, pour
J,nwt, r;, I, ;SP, <u, ;IC_. . Nous pouvons étendre le résultat aux cas particuliers
suivants : F, mwt, r;, [, <P, . <u, IC_., F,lnwt, [, <P, <u, IC_, ou encore

J,nwt, [, <P, <u,;IC_,. Ces résultats restent également vrais pour les problémes oi
I'attente est permise, par exemple J, Ir;, p, ;IC ., (danscecasp; ;=I, ;).

m" j°

CQFD
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Ce théoréme montre que les trois méthodes proposées ont un comportement similaire sur les
situations extrémes. Les résultats obtenus permettent également d’évaluer combien les
contraintes de temps réel dégradent les solutions par rapport a un contexte ol les calculs se font
en temps différé. Les cas particuliers mettent en exergue les faiblesses des algorithmes. Nous
voyons que les algorithmes proposés sont moins compétitifs quand les durées des opérations
réalisées a ’aide d’une méme machine different d’un produit a 1’autre. Dans la plupart des
applications réelles, cette hypotheése n’est pas valide. Cependant, nous espérons développer
d’autres méthodes en temps réel qui se comportent mieux sur ces cas spécifiques.

Récemment, des algorithmes dits aléatoires (randomized algorithm, en anglais) ont été introduits
pour des situations ol une seule opération doit étre exécutée sur chaque produit [Ben-David et
al., 1994]. La définition de compétitivité a été élargie a ces algorithmes. Ils donnent
généralement des résultats au moins aussi compétitifs que les algorithmes classiques, dits alors

déterministes.

Dans les problémes qui nous intéressent dans cette section, plusieurs opérations doivent étre
réalisées sur chaque produit et une seule ressource est disponible pour chaque opération. Nous
pouvons proposer une analogie du principe des algorithmes aléatoires applicable aux cas qui
nous intéressent. Le principe serait d’ordonnancer chaque produit de maniere a atteindre un
rendement (voir définition dans la section précédente) constant en moyenne. Rappelons que le
rendement d’une ressource est le quotient entre la charge minimale de travail de la ressource et le
makespan de tous les produits obtenu pour une heuristique H donnée. Puisque la valeur de la
charge minimale de chaque ressource est inférieure au makespan obtenu en connaissant tous les
produits a venir, ’inverse du rendement d’une ressource est toujours supérieur au ratio R ,,

ratio qui mesure la qualité de la méthode de gestion H dans le pire des cas.

Nous espérons pouvoir développer de tels algorithmes aléatoires a partir de 1’ Algorithme IT- 6
pour des situations qui ne seraient plus limitées & une opération exécutée sur un produit.

I1.6.4.Analyse en moyenne

L’objectif de cette section est d’évaluer la qualité des trois modes de gestion proposés en
simulant leur application sur différents ateliers. Nous tentons de relier la productivité et le

rendement aux caractéristiques des systémes de production.

Les résultats que nous fournissons sont obtenus a partir de programmes développés sur une
station de travail Sun Sparc 20 en langage C. La puissance de calcul de ce type de machine est
comparable a celles que nous rencontrons aujourd’hui méme dans les petites et moyennes

entreprises.
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11.6.4.1.Cas d’atelier de type flow shop

Nous considérons un atelier de type flow shop 2 m machines. Nous y fabriquons 1000 produits
différents générés au hasard. Chaque produit subit m opérations successives : la premiere sur
la machine 1, la deuxiéme sur la machine 2, ..., la derniére sur la machine m. La durée
minimale des opérations exécutée sur chaque machine est choisie aléatoirement dans I'intervalle
[0 ; 50] et la durée opératoire maximale est choisie au hasard et est inférieure a 150.

Globalement, plus le nombre de machines est important, plus le nombre d’opérations est
important. L’inégalité des durées opératoires impose des attentes entre les produits, ce qui
diminue la performance du syst®me. Le nombre de machines augmentant, les performances (i.e.
productivité et rendement) diminue. La Figure II- 17 montre I’évolution de la productivité
(courbes épaisses) et du rendement moyen (courbes fines) si la fabrication est lancée au plus tot
(courbe 0), au plus tard (courbe o), a cofit minimal (courbe *). Les courbes des deux derniers
modes de gestion sont superposées. D’une maniére générale, dans ce contexte de flow shop,
fabriquer au plus tot (courbe ¢) est meilleur en termes de productivité et de rendement que
fabriquer au plus tard ou & coit minimal. Ceci se comprend si on se souvient que fabriquer au
plus tot est la meilleure politique quand tous les produits sont identiques (voir Section I1.3.5).
Le rendement moyen est nettement supérieur au rendement dans le pire des cas de 1/m calculé
dans la section précédente.

3,9 +& -1
3,4 +
\ ]
© 2
- o
E 2,9 = £
] g\ ]
2,4+ X 3
o c
@
(4
1,9 4
1.4 — 4ttt 0,3

Nombre de machines

Figure II- 17 : Productivité et rendement des différents modes de gestion

Le nombre de machines augmentant, le nombre d’opérations, le temps de cycle et le délai de
livraison s’accroissent. La Figure II- 18 montre 1’évolution du temps de cycle moyen (courbes
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épaisses) et du délai moyen de livraison (courbes fines) si la fabrication est lancée au plus tot
(courbe ), au plus tard (courbe 0), a cofit minimal (courbe *). Les courbes des deux derniers
modes de gestion sont également superposées. D’une maniére générale, fabriquer au plus tard
ou a cofit minimal permet de réduire le temps de cycle. Cependant, dans ce contexte de flow
shop, fabriquer au plus t6t garantit une meilleure productivité. Ainsi, le délai moyen de livraison
est plus court si on fabrique au plus t6t que si on fabrique au plus tard ou 2 cofit minimal.
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Nombre de machines

Figure II- 18 : Temps de cycle et délai de livraison des différents modes de gestion

La complexité des algorithmes donnée dans les sections précédentes permet d’évaluer le temps
de calcul nécessaire a I’ordonnancement de chaque produit. Ces résultats théoriques sont
confirmés par les résultats numériques représentés sur la Figure II- 19. Elle montre 1’évolution
du temps de calcul moyen (courbes épaisses) et de 1’écart moyen a cette moyenne (courbes en
pointillé) si la fabrication est lancée au plus t6t (courbe ), au plus tard (courbe 0), a cofit
minimal (courbe *). Pour les trois modes de gestion, le temps moyen de calcul est multiplié par
10 quand le nombre de machines est multiplié par 20. Ordonnancer de maniére a fabriquer 2
moindre cofit est plus cofiteux en temps de calcul (4 a 5 fois plus qu’une gestion au plus tét). La
gestion au plus tard nécessite 2 a 3 fois plus de temps de calcul que la gestion au plus tot.
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Temps de calcul (en secondes)
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Figure II- 19 : Temps de calcul des différents modes de gestion
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Figure II- 20 : Productivité fonction de I’écart entre durées maximales et minimale
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Dans ce contexte de flow shop pour le cas & m=10 machines, la Figure II- 20 donne la
productivité€ du systéme pour différents écarts entre durées minimale et maximale. Quand cet
€cart est nul, nous sommes dans un probléme a durées opératoires fixes (P.T.O.F.) (voir
Chapitre I). Quand I’écart est limité, nous sommes dans un probléeme a durées opératoires
limitées (P.T.O.L.). Pour des écarts importants, nous pouvons considérer étre dans un
probléme a durées opératoires illimitées (P.T.O.1.). Pour un écart nul, les durée opératoires sont
imposées et les trois politiques de gestion en temps réel fournissent les mémes résultats. Quand
la durée maximale des opérations n’est plus égale a la durée minimale, le choix d’une politique
n’est plus indifférent. Les résultats sont alors stables et peu dépendants de la différence entre les
durées opératoires.

11.6.4.2.Du cas d’atelier de type flow shop au job shop

Nous considérons un atelier constitué de 10 machines, numérotées de 1 a 10. A I’aide de ces
machines, nous réalisons 10 opérations sur 1000 produits. La durée minimale des opérations
exécutée sur chaque machine est choisie aléatoirement dans intervalle [0 ; 50]. La durée
opératoire maximale est déterminée aléatoirement et est inférieure a 150.

Chaque produit passe successivement sur les machines dans un ordre qui lui est propre. Mais
cet ordre peut se déduire d’une séquence commune & tous les produits. La séquence globale
minimale (ou plus courte séquence commune) [Souilah, 1990] est la plus petite séquence de
machines telle que tout routage de produit puisse en étre déduit par suppression d’un ou
plusieurs éléments de la séquence.

Nous nous donnons une longueur de séquence ©. Tous les produits sont alors générés suivant
cette séquence. Par exemple, pour ©=30, la séquence de machines est alors 1, 2, ..., 9, 10, 1,
2,...,910, 1, 2, ..., 9, 10. Un produit peut alors subir jusqu’a trois opérations sur chaque
machine.

Pour une valeur de ©=10, les produits subissent exactement une opération sur chaque machine
et dans le méme ordre : nous sommes dans le cas d’un flow shop. Pour une valeur de ©=100,
un produit peut subir des opérations sur les machines dans n’importe quel ordre : nous sommes
dans le cas d’un job shop.

Nous constatons sur la Figure II- 21 que dans un contexte de flow shop, la productivité est la
meilleure si nous produisons au plus tot (courbe ). Mais des que la séquence n’est plus égale A
10, les autres politiques (produire au plus tard, courbe o et produire 2 moindre codt *) sont plus
avantageuses. Ces deux dernieres politiques sont moins efficaces pour les flow shops mais
permettent d’atteindre une meilleure productivité pour les autres situations (i.e. ©>10).

-92-



Chapitre II - Problémes 4 gammes lin€aires

3,2 —
3 14
= 2,8+
=
8 2,67
3
=244
2,2 +
2 i i } } ¢ i ; i } \
o o () o o o o o o =)
- [aV] ™ ~r wn © N~ o0} (] o
Longueur de la séquence
Figure II- 21 : Productivité des différents modes de gestion
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Figure II- 22 : Temps de cycle et délai de livraison des différents modes de gestion

Produire au plus tot (courbe ¢) augmente le temps de cycle moyen (courbe épaisse sur la Figure
II- 22). Les deux autres politiques permettent de réduire ce temps de cycle. La productivité
accrue en produisant au plus t6t dans un contexte de flow shop permet de réduire les délais de
livraison. Dés que la séquence n’est plus égale a 10, les autres politiques (produire au plus tard,
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courbe o et produire a moindre cofit *) sont la encore plus avantageuses, puisqu’elles

garantissent des délais de livraison plus courts.

11.6.4.3.Influence des durées opératoires

Nous considérons un atelier de type constitué¢ d’une ligne de 12 machines, numérotées de 1 a
12. Sur cette ligne, nous fabriquons 1000 produits. Chaque produit subit entre 8 et 12
opérations successives sur ces machines. L’ordre dans lequel le produit subit les opérations est
I’ordre des machines. La durée minimale des opérations exécutée sur chaque machine est choisie
aléatoirement dans 1’intervalle [o. ; 50]. Pour des différentes valeurs de o allant de O a 50, nous
observons I'évolution des indicateurs. La durée opératoire maximale est déterminée

aléatoirement et est inférieure a 150.
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Figure II- 23 : Temps de cycle moyen suivant les modes de gestion

L’évolution de la durée minimale ne modifie pas 1’allongement moyen des opérations exécutées
sur les produits. Mais 1’augmentation de la durée minimale entraine un allongement du temps de
cycle, quelle que soit la méthode de gestion adoptée (voir Figure II- 23). Si la fabrication est
lancée au plus t6t (courbe 0), le temps de cycle est significativement plus long que si la
fabrication est lancée au plus tard (courbe 0), ou & cofit minimal (courbe *). Le délai de livraison

suit la méme évolution pour les trois modes de gestion.
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Le temps de calcul est stable quel que soit le mode de gestion. Tres court, si la fabrication est
lancée au plus tot (de 1'ordre de 9 millitme de seconde par produit). Le temps de calcul est
doublé si la fabrication est lancée au plus tard, et multiplié par 5 si la fabrication est déterminée

de maniére 2 ce que le cofit soit minimal.

La Figure II- 24 représente la productivité (courbes épaisses) et le rendement moyen (courbes
fines) si on fabrique au plus t6t (courbe 0), au plus tard (courbe 0) et a colit minimal (courbe *).
Plus la durée minimale des opérations augmente, plus il faut de temps pour réaliser un produit.
Ceci induit une diminution de la productivité. Parallélement, les produits ont des durées
opératoires de plus en plus proches les unes des autres. Ceci permet de diminuer les écarts
d’utilisation entre les différentes ressources et d’augmenter leur rendement moyen.

2.5 o T 056
, u/ + 0,54
2,34

1,9 T T9°
1,7 + / T 0.48
1 0,46
1=
1,3 + !;‘\\h T 0,44
1 —- 1 l1o,42
e £ g X

0,9 : : : - —y “ L 0,4

Productivité
Rendement moyen

el
|

[0;50]

[5;50]
[10;50]
[15;50]
[20;50]
[25;50]
[30;50]
[35;50]
[40:50]
[45;50]
[50;50]

Durée opératoire minimale

Figure II- 24 : Productivité et rendement des différents modes de gestion

Globalement, les écarts de rendement entre les machines diminuent au fur et & mesure que la
durée opératoire minimale augmente, quelle que soit 1a méthode de gestion appliquée. La Figure
II- 25 correspond au cas ol on fabrique & moindre cofit. Nous donnons les rendements
minimaux et maximaux des machines (courbes A). Le rendement moyen des machines (courbe
au centre) est encadré par les rendements d’écart moyen (courbes en pointillé).
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Rendement
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Figure II- 25 : Rendement dans le cas d’une fabrication a coiit minimal

I1.6.5.Conclusion

Dans cette section, nous avons comparé les différents modes de gestion en temps réel présentés
dans les sections précédentes : fabriquer au plus tdt, au plus tard et & moindre cofit. Notre
objectif est d’obtenir une gestion qui maximise la productivité du systéme de production 2 long
terme. Pour mieux comprendre les effets des modes de gestion sur la productivité, nous nous
sommes limités a I’étude de situations ot les produits passent successivement sur 7 machines.

Nous avons défini des indicateurs pour mesurer la productivité du systéme. L’évaluation dans le
pire des cas du makespan ne permet pas de trancher quant a la supériorité d’un des trois modes
de gestion en temps réel sur les autres. Cependant, cette analyse montre que les trois modes
donnent de meilleurs résultats si les durées minimales des opérations exécutées sur une méme
machine sont proches d’un produit & I’autre. Cette situation est la plus courante en pratique.

L’étude en moyenne confirme les résultats théoriques. A savoir, fabriquer au plus t6t permet de
maximiser la productivité 4 long terme quand les produits a réaliser sont identiques, ou presque
identiques. Cette méthode de gestion trés rapide du point de vue temps de calcul impose,

cependant, un temps de cycle plus long que les autres méthodes.

Les deux autres méthodes ont un comportement trés semblable et fournissent une productivité et
un rendement excellents dans tous les cas. Nous n’avons pas pu mettre en évidence des
situations ot fabriquer & moindre cofit induit une productivité significativement plus importante
que produire au plus tard. Il semble que lorsque les charges des machines sont trés

différenciées, fabriquer & moindre cofit soit plus avantageux.
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I.7.  CONCLUSION

I1.7.1.Approche suivie

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a des systémes de production dont les produits
a ordonnancer ont une gamme linéaire. De plus, ils sont a durées opératoires mixtes, ¢’est-a-dire
que les opérations se suivent sans attente possible et que les durées opératoires sont choisies par
le gestionnaire entre deux limites. Le systéme de gestion est en temps réel et doit fournir, pour
chaque nouvelle commande de produit, un ordonnancement. Ceci revient a déterminer les
durées opératoires du produit et les périodes pendant lesquelles les ressources peuvent étre
utilisées pour réaliser les opérations. Le systéme de gestion ne peut modifier I’ordonnancement
des produits en cours de fabrication. Un exemple d’application est proposé pour la gestion d’un
atelier de traitement de surface que la société SODETEG T.A.L située a Buc (78) a dii mettre en
place. L’objectif est d’obtenir une productivité maximale a long terme.

Nous proposons, tout d’abord, de terminer chaque produit le plus tot possible. Ceci
signifie que nous cherchons & minimiser le makespan de chaque produit. Pour cela, nous
définissons les dates d’exécution au plus tot des opérations effectuées sur le produit,
compatibles avec les contraintes de notre systéme de production, en appliquant 1’ Algorithme II-
1 et I’ Algorithme II- 2. Cette méthode de gestion est particulirement efficace pour les ateliers de
type flow shop et, en outre, permet de fournir en temps réel un délai de livraison précis.

Nous donnons une deuxiéme méthode de gestion qui consiste a fabriquer le produit au
plus tard, tout en respectant la date de livraison fixée au plus tot. Pour cela, nous définissons
les dates d’exécution au plus tard des opérations, en appliquant I’Algorithme II- 3 et
I’ Algorithme TI- 4. L’intérét est de réduire le plus possible le temps pendant lequel des
ressources sont utilisées pour fabriquer le produit. Ainsi, nous réduisons le cofit de fabrication
du produit, et libérons des périodes pendant lesquelles les opérations peuvent étre exécutées sur
les produits a venir. Cette méthode permet d’atteindre une meilleure productivité a long terme.

Nous proposons également de déterminer comment fabriquer chaque produit de maniere a
minimiser le coiit d’utilisation des ressources de chaque produit, sans dépasser la
date de livraison fixée au plus tot. L’ Algorithme II- 5 et I’ Algorithme II- 6 permettent d’atteindre
cet objectif. Nous utilisons également ces algorithmes pour contraindre le systéme a utiliser le

moins possible les ressources-goulots et ainsi, espérer accroitre la productivité du systeme.

Les algorithmes présentés dans ce chapitre sont tout a fait nouveaux et leur complexité tres
réduite permet leur utilisation en temps réel. Une partie des résultats obtenus a déja été€ publiée
sous forme d’article [Chauvet et al., 1999a]. Dans le chapitre suivant, nous voulons élargir cette

étude aux produits qui nécessitent des opérations d’assemblage.
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I1.7.2.Extension : Déplacement et collision des robots

11.7.2. 1. Introduction

Un atelier de traitement de surface est constitué de cuves. Chacune contient une solution
chimique ou électrolytique dans laquelle les pieces a réaliser sont immergées, comme le montre
la Figure II- 1. Des robots permettent de transporter les picces entre les cuves. Ces robots
peuvent étre des palans de manutention, des ponts roulants, ou encore des systemes

automatiques circulant sur un rail.

Pour simplifier la présentation, nous avons pris en compte les seuls déplacements en charge des
robots, comme des opérations a réaliser sur le produit. Ainsi, nous avons supposé que les
collisions entre robots de transport sont impossibles et nous avons négligé les déplacements a
vide des robots. Nous montrons dans cette section comment nous pouvons étendre les
méthodes de gestion proposées dans les sections précédentes a ces situations.

11.7.2.2. Chargement et déchargement

Quand un robot vient déposer un produit dans une cuve, une phase délicate de descente du
produit dans la solution chimique ou électrolytique est entreprise comme sur la Figure II- 26. De
maniére analogue a cette phase de déchargement du robot, une phase de chargement du robot. est
nécessaire a la fin de la réaction chimique ou électrolytique.

| Robot |

Cuve 1 Cuve 2 Cuve 3 Cuve 4 Cuve 5

Figure II- 26 : Déchargement du robot

L’action de déchargement du robot est une phase de préparation nécessaire au début d’une
opération chimique. Nous notons ¢, ; la durée de la phase de préparation nécessaire au début de
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I’opération i a réaliser sur le produit j, que 1’opération i soit une réaction chimique ou un

transport. Nous posons e; ;=0 si aucune préparation n’est nécessaire au début de I’opération .

De maniére analogue, 1’action de chargement du robot est une phase post-opératoire qui suit une
opération chimique. Nous désignons par f; ;, la durée nécessaire a la phase post-opératoire qui
suit I’opération i exécutée sur le produit j.

L’étude présentée dans les sections précédentes ne prenait pas en compte le déchargement et le
chargement. Nous pouvons étendre facilement les algorithmes II- 1 a II- 6. Pour cela, il suffit

de réduire chaque fenétre [a ] dans laquelle peut étre exécutée 1’opération i. Au lieu

z,0,] ; z i,
de I'ensemble de fenétres {[a, ;; ; b, ;;]1/ 15z<y; ;}, nous appliquons ces algorithmes
avec l'ensemble {[a, ; ;+e, ; ; bz..,,f,,,] / l_zSy,,]}. Une solution {T,,,}xs.s,nju
fournie par un des différents algorithmes prend alors en considération les temps de chargement
et de déchargement de maniére transparente. Nous retenons alors la cuve sélectionnée pour
réaliser I’opération i pendant la période [T, ;-e, ; ; T;,, ;+f; ;1.

I1.7.2.3.Déplacement a vide

Les robots se déplacent soit pour transporter un produit d’une cuve  une autre (c’est ce que ’on
appelle un déplacement en charge), soit pour aller & une cuve ol il chargera un produit (c’est ce
que I’on nomme un déplacement & vide). Dans la présentation que nous avons faite, seuls les

déplacements en charge sont considérés.

Les algorithmes II- 1 & II- 6 peuvent €tre appliquées en prenant en compte les déplacements a

vide. En effet, a chaque fenétre [a -] dans laquelle peut étre exécutée I’opération de

Z9il.Y ° z ij
transport i, est associée un robot disponible. Nous connaissons la position initiale de ce robot a
ladatea, ; ;. De méme, nous connaissons la position qu’il doit rejoindre 2 la date b, ; pour
déplacer un produit préalablement ordonnancé. Nous désignons par e, ; ; la durée nécessaire
au robot pour aller de sa position précédente 2 une cuve du bain permettant de réaliser
I’opération (i+1). Nous appelons f, ; ; la durée nécessaire au robot pour, a partir d’une de ces
cuves, rejoindre la position suivante. Ces durées ne dépendent pas de la cuve dans laquelle le
produit est immergé pour réaliser 1’opération (i+1), car nous avons supposé que les cuves
contenant les mémes bains sont regroupées (dans le cas ou cette hypothese n’est pas vérifiée,
nous utilisons des gammes alternatives pour modéliser les différents choix possibles). Pour une

opération i qui ne correspond pas & un mouvement par robot, nous posons e ;. .=f . .=0.
z,4,] z.i,j

Avant d’exécuter les algorithmes II- 1 2 II- 6, nous retranchons les temps de déplacements a

vide de chaque fenétre [a .] ol peut étre exécutée I’opération i. Au lieu de la fenétre

24, [ik.Jj] ; z i J
la, ;s b, ;1pour 15z<y, ;, [Chauvet et al., 1999a] nous appliquons ces algorithmes avec
[a,,; +e. i) bz,,..jfz,,.,j]pourl <y, ;-Lasolution {T; ,}15.5,,. . fournie par un des

algorithmes tient alors compte des déplacements a vide. Ainsi, un robot est sélectionné pour
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réaliser I’opération de transport i pendant la période [T, ; ; T

pendant les périodes [T'; ;-e, . ; s T, ;Jet[T,,, ; ; T, ;+f, . ;]

i+1.;] et les déplacements a vide

La Figure II- 27 présente les résultats de 1’application de I’ Algorithme II- 6 si les chargements,
déchargements et les déplacements a vide sont pris en compte. Les plages grisées correspondent
aux périodes pendant lesquelles les ressources sont utilisées. Elles sont étendues par des
portions noires pour permettre les déchargements et les chargements du produit au début et
respectivement a la fin des opérations chimiques. Les zones en damier sont les périodes
réservées pour permettre les déchargements, les chargements du produit et les déplacements a
vide au début et a la fin des opérations de transport.

Oh 2h 4h 6h 8h 10h 12h

Opération 1
de transport
Opération 2
chimique
Opération 3 !
de transport
Opération 4
chimique !
Opération 5 |
de transport

Figure II- 27 : Prise en compte des chargements et des déplacements a vide

Seule la période de transport en charge du robot [T, ; ; T ] est réservée et devient

indisponible pour tout autre utilisation. Nous retenons également en mémoire les positions

i+1,j

attendues du robot aux dates T, ; et T,,, ;. Les déplacements a vide pour atteindre ces

positions seront reconsidérés si nous essayons de l'utiliser pendant I'une des périodes

[a T, let[T b ] pour déplacer un autre produit.

il 3 i+1,j 2 Pz i
Ainsi, notre étude permet de déterminer le trajet que doivent suivre les robots. Le routage des
robots est ainsi élaboré tout en tenant compte des contraintes d’ordonnancement de notre

systeme de production.

11.7.2.4.Collision entre robot

Dans différents ateliers de traitement de surface, les robots sont des ponts roulants, ou encore
des systémes automatiques circulant sur un rail. Dans ces cas, tout croisement de deux robots
sur un rail est interdit, et toute collision doit étre évitée, voir sur la Figure IT- 28. Nous avons
considéré jusque 1a que ces collisions étaient impossibles.
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Cuve 1 Cuve 2 Cuved

Figure II- 28 : Collision entre deux robots

Pour les prendre en compte, il suffit de considérer les rails comme une ressource a part enticre.
Un déplacement nécessite alors non seulement qu’un robot soit libre, mais aussi que les
portions de rail qu’il doit emprunter soient disponibles. Ces portions de rail sont appelées
cantons. Chaque canton ne peut porter qu'un robot a la fois. Deux cantons successifs sont
définis de maniére 4 ce qu’une petite partie leur soit commune pour interdire tout croisement de

deux robots.

N

Pour  prendre en compte les déplacements & vide, nous utilisons des gammes alternatives
(introduites dans le Chapitre IV). Pour chaque routage possible du produit entre deux cuves,
nous définissons une gamme différente décrivant les utilisations successives des cantons. Le
systéme de gestion retient alors le routage permettant d’ordonnancer le produit de maniére
optimale.

En outre, les gammes alternatives permettent de considérer que les durées de déplacements de
robot sont quelconques et que les cuves contenant un méme bain ne sont pas regroupées (Voir
Hypothese II- 12).

11.7.2.5.Conclusion

Dans cette section, nous avons montré comment 1’étude présentée dans les sections précédentes
peut s’étendre pour prendre en compte des spécificités des ateliers de traitement de surface.- Ces
spécificités concernent les robots permettant de déplacer les produits entre les cuves dans
lesquelles les pieces a réaliser sont immergées.
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CHAPITRE Il

PROBLEMES AVEC GAMMES D’ASSEMBLAGE ET DE

DESASSEMBLAGE

Résumé

Dans ce chapitre, nous proposons d’étendre les méthodes de gestion en temps réel présentées
dans le chapitre précédent 2 des systemes de production fabriquant des produits nécessitant des
opérations d’assemblage ou de désassemblage. Ces méthodes de gestion restent applicables a
des systtmes de production du type des probléemes mixtes. Ainsi, elles permettent
d’appréhender une large variété de situations Nous illustrons notre étude par la gestion d’une
unité de fabrication de produits alimentaires. Les algorithmes développés sont originaux et aussi
performants que ceux introduits dans le premier chapitre. Ils permettent de déterminer le délai de
livraison de chaque produit, et d’ordonnancer chaque produit de maniére & minimiser le temps et
le cofit d’utilisation des ressources.

Sommaire

OI.1. INTRODUCTION

III.2. HYPOTHESES

I11.3. MINIMISATION DU MAKESPAN

II1.4. MINIMISATION DU TEMPS TOTAL D’UTILISATION DES RESSOURCES
II1.5. MINIMISATION DU COUT D’UTILISATION DES RESSOURCES

I11.6. APPLICATIONS

III.7. CONCLUSION
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: Chapitre III - Problémes avec gammes d’assemblage et de désassemblage

1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a des systemes de production dont les caractéristiques
sont les mémes que celles qui sont présentées dans le chapitre précédent. La seule exception est
qu’il ne s’agit plus de gammes linéaires. La caractéristique concernant les gammes devient :

« Chaque produit subit un ensemble d’opérations sur lequel est défini un ordre
partiel. (Dans le cas plus restrictif des gammes linéaires, cet ordre est total). Toute
opération qui suit (immédiatement) plusieurs opérations, est une opération
d’assemblage, alors que toute opération qui est suivie (immédiatement) de plusieurs

opérations, est une opération de désassemblage. »

L’objectif est de trouver un ordonnancement en temps réel pour chaque produit dés que la
commande est passée. Nous illustrons notre étude par la gestion d’une unité de préparation de
produits alimentaires.

III.1.1. L’ordonnancement des unités de produits

alimentaires

Une telle unité prépare généralement les aliments par lot. Chaque lot est, pour nous, un produit.
Les produits doivent subir un certain nombre d’opérations comme celles qui sont représentées
dans la Figure III- 1. Elles peuvent étre de plusieurs natures :

® Des opérations de transformation des produits qui permettent de modifier les
caractéristiques des produits par cuisson, séchage...
e Des opérations de déplacements des produits entre les différents postes pendant
les opérations de transport a I’aide de chariots, de convoyeurs...
¢ Des ajouts d’ingrédients & chaque opération d’assemblage.
¢ Des opérations de découpe, pour la volaille par exemple. Chacune des parties
découpées subit alors sa propre série d’opérations qu’il est nécessaire
d’ordonnancer. Les opérations de découpe sont des désassemblages. En fait, le
produit obtenu est constitué de I’ensemble des parties découpées.
Dans ces unités, certaines opérations, comme la cuisson ou le séchage, doivent étre exécutées
successivement avec le minimum d’attente. En effet, tout arrét en cours de traitement peut étre
préjudiciable 4 la qualité du produit et réduit d’autant le délai de péremption du produit. Mais il
est autorisé d’allonger, dans une certaine mesure, la durée des opérations sans dégrader le
produit.
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Conditionnement

== Four Assemblage

Produit 1 Prqd_uit

de base fini
Préparation

Produit 2

de base Légende : produit

=—p déplacement des produits

I:' poste de travail

Figure III- 1 : Exemple d’une unité de préparation de produits cuisinés

A chaque fois qu’un événement aléatoire se produit (i.e. une nouvelle commande ou une
panne), les opérations restant & réaliser sont ordonnancées. L’ordonnancement se fait sans
connaitre les commandes 2 venir. Les références bibliographiques qui concernent la gestion de
ce type de fabrication sont inexistantes. Comme les durées opératoires ne sont pas fixées, les
heuristiques classiques d’ordonnancement [Baker, 1974] [Song et al., 1993] ne sont pas
applicables. Dans la suite, nous proposons des heuristiques spécifiques pour ces problemes.

III.1.2.Approche proposée

Pour faciliter la lecture, ce chapitre est organisé comme le précédent. Ainsi, dans la section 2,
nous précisons les hypothéses. Le but du chapitre est de donner des modes de gestion en temps
réel qui proposent un ordonnancement de chaque produit dés que sa commande est connue.
L’objectif global est d’obtenir une gestion qui maximise la productivité du
systtme de production & long terme. Le premier mode de gestion consiste a fabriquer
le produit au plus tdt (c’est I’objet de la section 3). En outre, il permet de fournir au client
un délai minimum de livraison. Ensuite, nous proposons un deuxi®me mode de gestion qui
revient & lancer le produit en fabrication au plus tard, tout en livrant le produit au plus
tot (voir section 4). Enfin, nous donnons un troisitme mode de gestion dont le but est de
minimiser le cofit d’utilisation des ressources (voir section 5), tout en livrant le produit
au plus tot.

Dans la section 6, nous appliquons le premier mode de gestion et évaluons les effets de la
limitation du temps de stockage sur la productivité du systéme de production. Chaque section
est illustrée par un exemple de gestion d’une unité de fabrication de produits alimentaires. Nous
supposons que les conflits de ressources entre les opérations pouvant étre effectuées en parallele
sur le méme produit, sont impossibles. Dans les extensions étudiées (voir section 7), nous
considérons les cas ol ces conflits peuvent apparaitre. Une partie des travaux de ce chapitre ont
été présentés [Chauvet et Proth, 1998a] [Chauvet et Proth, 1998b] [Chauvet et al., 1998b].
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2. HYPOTHESES

Dans cette section, nous décrivons le cadre d’étude. Les hypothéses que nous faisons sont les
mémes que celles faites au chapitre précédent, mis a part I’Hypotheése III- 4 qui différe, et les
Hypotheses III- 15 et III- 16 qui sont ajoutées. Nous rappelons I’ensemble des hypotheéses sans
détailler celles qui sont identiques au Chapitre II. Les notations nécessaires a la lecture de ce
chapitre sont reprises.

Hypotheése III- 1 :L’ordonnancement est en temps réel. Nous devons ordonnancer chaque
produit dés que sa commande arrive. Nous numérotons les demandes de 1 4 n dans 1’ordre de

leur arrivée. Nous désignons par J 1’ensemble des demandes.

Hypothése III- 2 : La matiére premiére et les composants du produit a fabriquer sont
disponibles. Nous supposons que la matiére premicre et les composants du produit a fabriquer
sont disponibles a la date r;.

Hypothése III- 3 : L’ordonnancement d'un produit ne remet pas en question
I’ordonnancement des précédents. Nous considérons que 1’ordonnancement d’un produit est
défini une fois pour toutes et ne peut donc étre remis en question quand une nouvelle commande
apparait. Nous examinons des systtmes qui autorisent le ré-ordonnancement dans les
extensions de ce chapitre (voir section 7).

Hypothése III- 4: La gamme de chaque produit peut comporter des opérations
d’assemblage ou de désassemblage.

Nous supposons que les gammes des produits 2 réaliser peuvent comporter des assemblages et
des désassemblages, c’est-a-dire que les opérations doivent respecter un ordre partiel. La Figure
III- 2 représente une telle gamme. Chaque opération est représentée par un arc. Les opérations
d’assemblage sont précédées de plusieurs opérations, tandis que les opérations de
désassemblage sont suivies de plusieurs opérations. Une gamme linéaire qui induit un ordre

total sur les opérations est un cas particulier des gammes étudiées dans ce chapitre.

Les gammes des produits peuvent étre différentes d’un produit a I’autre. Cela signifie que les
opérations peuvent avoir des durées différentes et peuvent nécessiter des ressources distinctes.
Pour le produit j dont la gamme comporte m; opérations, nous notons I ; l'ensemble des
opérations 2 effectuer sur le produit j.
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Op. 4

Figure III- 2 : Représentation de gammes avec assemblage et désassemblage

Hypothése III- 5 : Nous connaissons les ressources interchangeables en cours d’opération.

Hypothése III- 6 : Le temps de changement de ressource en cours d’opération (lorsque cela
est possible) est nul.

Hypothése III- 7 : Chaque opération peut nécessiter l'utilisation de plusieurs types de
ressources.

Hypothése III- 8 : L'utilisation d’une ressource ne dépend pas d’autres utilisations de la
méme ressource.

Hypothése III- 9 : Les exemplaires d’un méme type de ressources sont identiques.

Le cofit d’utilisation des ressources nécessaires pour effectuer I’opération i sur le produit j par
unité de tempsest: s, ;.

Hypothése III- 10 : Les disponibilités des ressources sont connues.

Nous supposons défini I'ensemble W, 6 des y,; fenétres de temps durant lesquelles
I’opération i peut étre effectuée sur le produitj : W, ;={la, ;, ; ; b, ;1/ 1szsy; ;}. Les
dates de début et de fin de la z -iéme période pendant laquelle I’opération i peut &tre exécutée sur
et b
nécessaires a la définition et & la gestion de ces fenétres.

le produit j sont notées respectivement a L’Annexe I présente les procédures

z.0,] z,0,j°
Hypothese III- 11 : Les opérations se suivent sans interruption. Puisque les opérations se
suivent sans attente, I’instant de fin d’une opération est également I’instant de début des

opérations qui la suivent. Nous représentons les données relatives & un produit j par un graphe
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orienté G ;=(H ;,I;), comme celui de la Figure III- 3. Ce graphe est composé d’un ensemble H i
de sommets marquant les instants de début et de fin des opérations. Ces sommets sont reliés par
m ; arcs représentant I’ensemble /; des opérations a exécuter.

Lajiua,l

[l1j;u14] [3,;;u3,;] I5j;us5;1 (Umijiumijl
®E B B 1
1 11 10 7
U2, uaz;
[(lojsug;l
2 [l6j;u6;)]

Figure III- 3 : Graphe représentant la gamme d’un produit

A partir de ce graphe G ;=(H;,I;), nous définissons les successeurs et prédécesseurs d’un
sommet. Un sommetk de 'ensemble H; est successeur du sommet /2 si et seulement s’il
existeunarci de I; reliant h a k. Nous pouvons noter cet arc i =(h,k ). Le sommet /2 est un
prédécesseur de k. Le sommet h (respectivement k ) est I’extrémité initiale (respectivement
terminale) de I’arc i.

Hypotheése III- 12 : Les durées des opérations sont contrélables. La durée P, de
I’opération i peut étre choisie dans un intervalle de valeurs admissibles : P, JEL ;5w

Hypothese III- 13 : La préemption est interdite. Cependant, une adaptation possible de
notre étude aux cas ou les opérations peuvent étre interrompues pendant un laps de temps puis
reprises est présentée dans les extensions de ce chapitre (voir section 7).

Hypothese III- 14 : L'objectif est d’ordonnancer chaque produit dés que sa commande est
enregistrée de maniére a maximiser la productivité du systeme a long terme. Nous désignons par
T, ; ladate 4 laquelle correspond I’instant d’indice /2. La date de début de I’opération i=(%,k )
effectuée sur le produit j est notée B, ;=T, ; et sa date de fin C,; ;=T, ,. Ordonnancer un
produit consiste & déterminer dans quelle période Z, ; 'opération i doit étre exécutée sur le

produit j, ainsi que ses dates de début B, ; et de fin C, ;=B ;+P, ;. Pour atteindre une

J
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productivité maximale du syst®me 2 long terme, nous étendons les méthodes de gestion
présentées au chapitre précédent :

a) terminer chaque produit le plus tot possible, c’est-a-dire minimiser son makespan

(voir section 3),

b) lancer le produit en fabrication au plus tard, tout en respectant la date de livraison

fixée au plus tot (voir section 4),

¢) minimiser le cofit d’utilisation des ressources de chaque produit, tout en
respectant la date de livraison fixée au plus ot (voir section 5).

Hypothése ITI- 15: Deux opérations ne peuvent avoir a la fois une méme
opération qui les précéde, et une méme opération qui les suit.

Plus précisément, nous supposons que le graphe non-orienté associé G,;=H;,I;) n’admet
aucun cycle. La notion de cycle utilisée ici est traditionnelle dans la théorie des graphes
[Gondran et Minoux, 1979]. Formellement, nous appelons chaine de h, 2 h » la suite de
sommets distincts (&, k,, ..., h,) qui vérifient soit (hq,hq+1)elj, soit (hq”,hq)elj,
pour 1=g<p. Nous désignons par cycle une chaine reliant £, a h, qui vérifie soit
(h,.h )el;, soit(h,,h,)el;.

Dans les extensions & ce chapitre (voir section 7), nous proposons des adaptations des
approches présentées dans la suite aux cas (peu fréquents) ou le graphe non-orienté associé
G i =H;,I;) admet des cycles.

Sans perte de généralité, nous supposons que le graphe est connexe, i.e. il existe une chaine
qui relie tout couple de sommets. Dans le cas contraire, nous définirions un produit pour chaque
partie connexe du graphe. Le graphe G ;=(#;,I;) donnant les précédences entre les opérations
est donc un arbre muni d’une orientation (tree precedence, en anglais) [Gondran et Minoux,
1979]. De plus, puisque la gamme du produit j comporte m; opérations, le nombre de
sommets du graphe Gj est |Hj |= |Ij |+1=(mj+1). On note |E | le cardinal de ’ensemble E.

Nous numérotons 1’ensemble des sommets du graphe G; de maniére & ce que, pour tout
sommet d’indice i, il n’existe pas plus d’un sommet k parmi les successeurs
et prédécesseurs directs de %, ayant un indice supérieur a k. Les sommets de la
Figure III- 3 sont numérotés de cette maniere. Formellement, pour tout sommet h€ H j» nous

avons !
| (k>h 7 (hk)el M+l (k>h /7 (k.h)el;} <1,

Le graphe étant un arbre, il est possible d’obtenir une telle numérotation [Chauvet et al,
1998b]. De plus, elle peut étre déterminée par une procédure arborescente. Un tel algorithme
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peut €re implémenté avec une complexité égale & O(m j). Cette numeérotation est
essentielle pour les algorithmes présentés dans la suite.

La numérotation des sommets n’est pas unique. En particulier, pour le cas d’une gamme linéaire
comportant m ; opérations, il existe 2™ numérotations possibles pour les sommets du graphe
associé. Parmi celle-ci, nous avons choisi, au chapitre précédent, de numéroter les sommets
dans I’ordre chronologique.

Hypothese III- 16: Il n’existe pas de conflits de ressources entre les
opérations pouvant étre effectuées en paralléle sur un méme produit.

Autrement dit, si deux opérations i, et i, utilisent la méme ressource dont un seul exemplaire
est disponible, elles ne peuvent étre exécutées en parallele. Deux conditions suffisantes sont
données ci-dessous. Elles sont basées sur les durées séparant deux instants de début et de fin

des opérations i, eti,.

Puisque le graphe G ;=(H,I;) est un arbre, il existe une et seule chaine reliant tout couple de

sommets. Nous désignons par durée minimale séparant 1’instant correspondant a /2, de celui
correspondant & & ,, la valeur L (h, h, )= Zl(h,,h, 0T Zu(h ha)i . Dans cette formule,
1 1

=l ..., p— r=1, .., p—
(Be By Je, (Brerh el
(hys hy, ..., h,) désigne la chaine reliant 4, a h,. Quant a [, et u,, , elles sont les

durées minimale et maximale séparant 1’instant relatif au sommet 4 de I’instant relatif & k& i.e.
LowSTe j-Ty j<ugp, pour (b, k)el,. De maniére analogue, nous désignons par durée

maximale séparant I’instant correspondant a h, de celui correspondant & h,, la valeur

U(h1 ’h )= Z“(h )i zlh )

r=l, ..., p-1 r=l,
(R, h,ﬂ)el (hrets h )te

Nous démontrons (par récurrence sur le nombre de sommets de la chaine) que la durée séparant

les instants T', . relatif au sommet 2, de T by relatif au sommet 4, est comprise entre les
durées minimale et maximale séparant les instants correspondants & &, et h ,» 1.6. nous avons
L(h,,h, )sT,,p,j—T,l L iSUGR R,

Nous pouvons également montrer que les durées minimale et maximale sont asymétriques 1’une

par rapport a 1’autre, ¢’est-a-dire que L (h,h,)=-U(h,,h ).

Deux opérations i, =(h,,k,) et i,=(h,,k,) utilisant la méme ressource, ne peuvent étre
exécutées en parallele, si I’une des conditions suivantes est vérifiée :

a) La durée minimale séparant la finde i, du débutdei, est positive, i.e.
T "Tkl,jZL(kl’h2)="U(h2,k1)ZO_

hz,]
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b) La durée minimale séparant la fin de i, dudébutdei, est positive, i.e.
Ty i Te, 2Lk, hy )=-Ulk, ,h)20.

104

La condition a) assure que lopération i ,=(h, k) est exécutée avant l'autre opération
i,=(h,.k,), tandis que la condition b) garantit que les opérations sont exécutées dans 1’ordre
inverse. Pour vérifier I'une des deux conditions, il suffit de calculer les durées reliant les
extrémités de chaque opération i aux extrémités des autres opérations. Pour chaque opération i,
ces calculs peuvent étre obtenus 2 partir d’algorithmes classiques de calcul de longueur de
chemins dans I’arbre G; en & O(m;). Pour une gamme linéaire, I'Hypothese III- 16 est
toujours vérifiée.

Dans le cas de gammes ol deux opérations ne vérifient aucune des deux conditions, les
méthodes proposées dans les trois sections suivantes ne garantissent pas que les opérations ne
soient pas exécutées simultanément. Si les ressources ne sont pas en nombre suffisant, nous
disons qu’il y a conflit de ressources. Il faut alors, au moment d’ordonnancer, déterminer
laquelle des deux opérations doit étre exécutée avant 1'autre. Nous examinons cette situation
dans les extensions de ce chapitre (voir section 7).

Les opérations i, =(k, ,k ) eti,=(h,,k,) sont toujours exécutées simultanément, si les deux

conditions suivantes sont vérifiées :

a) La durée maximale séparant lafinde i, dudébutdei, est négative, i.e.
T,, ;T SUk, hy)=L(h,,k,)=0.

2+
b) La durée maximale séparant la finde i, dudébutdei, estnégative, i.e.
T Tkz,st(kz,hl)=-U(kl,h2)sO.

hoyoi”

Par conséquent, si les deux opérations i, et i, utilisent la méme ressource dont un seul
exemplaire est disponible, il n’est pas possible de lever le conflit. Il n’existe pas
d’ordonnancement admissible.
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fl.3. MINIMISATION DU MAKESPAN

II1.3.1.Introduction

Dans cette section, notre objectif est de décrire une méthode de gestion en temps réel qui
ordonnance chaque produit au plus tét, i.e. qui minimise le makespan de chaque produit.
Comme dans le Chapitre II, nous formalisons le probléme avant de fournir un algorithme
original de trés bonne complexité. A notre connaissance, aucune autre étude prenant en compte

toutes les hypothéses proposées dans la section précédente n’a été menée a ce jour.

II1.3.2.Formalisation

Nous voulons déterminer les dates de début des opérations effectuées sur le produit j sachant
que la date de disponibilit€ est r; (voir contraintes (III-1)). Les dates T, ; et T, ; définissent
les instants de début et de fin de chaque opération (h,k)el;. La durée d’exécution
P vy, ;=T ;-T, ; de chaque opération i=(h,k) est a déterminer et doit vérifier :
l; ;<P, ;<u, ; (voir contraintes (Ill-2)). Chaque opération i peut étre exécutée dans 1’une des
Y ;.; fenétres de temps de 'ensemble W, ;={[a_,; ; b, ;;1/ 1=<z<y, ;} (voir contraintes
(II1-3)~(1I1-4)). La fenétre retenue est la fenétre d’indice Z, ; (voir contraintes (III-5)). Notre
objectif est de minimiser la date d’achévement du produit, i.e. la date de fin de la derniere
opération effectuée sur le produit. Les contraintes (III-6) et (III-7) donnent les intervalles de
définition de toutes les variables de décisions T, ; etZ, ;. Le probléme a résoudre s’écrit :

Probleme III- 1: Minimisation du makespan de chaque produit

min max{]}, ; }
her; L1

7, < T, VheH, (Im-1)
l(h,k),j ST;=T.; Supp, V(hk)e I; (Im-2)
4y oy ST V(hk)el, (W-3)
telque<T,; by o, V(hk)el, (II-4)
1£Z,,<y,; Viel, (II-5)
T,; €R* Vhe H, (O1-6)
Z,eN Viel, (Ir-7)

Comme le Probléme II- 1, ce probleme peut également se formaliser comme un probléme de
programmation linéaire mixte. L’approche que nous proposons dans les deux sections suivantes
est similaire a celle décrite pour résoudre le Probléme II- 1. Elle consiste & résoudre une suite de
sous-problémes du Probléme III- 1 pour aboutir a la solution optimale en un temps polynomial.
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I11.3.3.Sélection des durées opératoires

L’objectif de cette section est de déterminer les dates T, ; fixées au plus t6t pour chaque instant

h , si chaque opération (k ,k ) est exécutée sur le produit j dans la fenétre donnée Z, ) ;> i 3

Probleme III- 2: Définition des dates au plus tot des opérations quand leur

fenétre d’exécution est donnée

min z WiTh;
heH;
r, ST, VheH,; (mI-1)
el e Lo STi—Thj St V(hk)el, (II-2)

g, iy < Thj V(hk)el, (II-3)
T, eR* VheH,; (- 6)

Nous recherchons une solution optimale pour ce probléme quel que soit l’ensemble
{w, / heH,}. Cette solution correspond au cas ol chaque date est calée au plus tot. Si une

telle solution vérifie les contraintes (II- 4) (i.e. T, ;<b h.ky.j» pour (h,k)el}), alors

z ]

(h k). j°
cette solution est réalisable pour le Probléme ITI- 1 et est calée au plus tot pour cet ensemble de
fenétres {Z , 1} e . Sinon, aucune solution n’est réalisable pour {Z , ,, .} vl

Algorithme III- 1 : Calage au plus t6t des opérations du produit [Chauvet et al., 1 998b]

Procédure Définition des dates d’exécution au plus tot des opérations effectuées sur le produit j .
Entrée :j est'indice du produit considéré.
r; estladate & partir de laquelle on peut commencer aréaliser le produit j .
m ; estle nombre d’opérations a effectuer sur le produit j .
H; est1’ensemble des instants marquant le début et la fin des opérations effectuées sur le produit j .
I, estI’ensemble des opérations a effectuer sur le produit j .
I; ; estladurée minimale d’exécution de I’opération i sur le produit j , pour iel;.
u. ; estladurée maximale d’exécution de I’opération i sur le produitj, pouriel;.
est la fenétre dans laquelle on veut réaliser 1’opération i sur le produit j , pour i €l;.

Z. .
)
a, . ; ; estladate de début de la période durant laquelle on réalise I'opération i , pour iel;.

J
ij

iJ o
Sortie : T, ; estladate fixée au plus tot qui correspond 2 2 , ou heH;.
1. Etape 1.
1.1. Pour & allantde 1am ;+1: On wnoteh € 'indice de { inotant sélectionné.

1.1.1. Poser 7, :==max rj;(fr'r}’a)téj{‘cf +l(f'h)'j};(ﬂ?exlj{1k _"(h.k)-j};(ﬂ?éj{az(h,n,p(h-k)-i} ,
f<h k<h

On note T, (a bowme inféricwne de la date comespondant 4 h.
2. Etape 2
2.1. Poser ij+l,j :=1',,,j+1.
2.2.Pour h allantdem; A 1: On woteh ('indice de L inotant célectioné.

2.2.1. Poser T, ; :=max Th;(}f}.‘)’é‘z,.{Tf'f +l(f'h)_j };(ﬂ?éj{Tk_j —u(,,_k)_j}
f>h k>h
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En fait, dans le Probleme III- 2, nous recherchons & déterminer les durées des opérations du
produit comme nous définirions les longueurs des marches et des paliers d’un escalier, chaque
marche et chaque palier correspondant & une opération. La longueur des marches est aussi
ajustable dans une certaine limite de la méme mani¢re que les durées opératoires sont
contrdlables.

L’ Algorithme III- 1 permet de résoudre le Probleme III- 2 par une méthode en deux étapes
similaires a celles de 1’ Algorithme II- 1. Dans la premiére, on définit 7,, borne inférieure des
dates recherchées. Dans la seconde étape, on raffine cette borne pour obtenir la date optimale.
La difficulté rencontrée ici provient du fait qu’a un méme palier, plusieurs escaliers se rejoignent
et doivent donc coincider. La numérotation des sommets introduite a la suite de I’Hypothese III-
15 permet de construire simplement 1’escalier. En effet, elle garantit que tous les escaliers qui

doivent coincider au niveau d’un palier sont construits avant que le palier lui-méme soit béti.

Exemple
Tableau IlI- 1 : Données relatives a I’exécution de I’Algorithme III- 1
RESULTATS
ENTREES INTERME- | SORTIES
DIAIRES
Indice | Successeurs| Durée Durée Début des Borne Date au
de minimale | maximale périodes inférieure de | plus t6t
I’instant la date
h k Liwog | Beno.s Q241,00 Th T,,;
1 3 I +oo 2 2 2
2 0 7
3 2 3 4 4 4 4
5 |
4 5 2 4 0 0 1
m;= 6 )| 2 2 5 5
m;+1=6 6 6

Nous proposons un exemple d’application de 1’Algorithme III- 1. Les données relatives au
produitj a réaliser sont fournies dans le Tableau III- 1 et la Figure III- 4. Le produit peut étre
réalisé & partir de la date r;=0.
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(1;2]

[2 ;4]

Figure III- 4 : Représentation graphique du produit a fabriquer

Oh 2h 4h 6h 8h 10h 12h

Opération 1

Opération 2

. L

%%

Opération 3

Opération 4

R s R o
. . R

Opération 5

Figure III- 5 :Résultats fournis par I’Algorithme II1- 1

Les résultats de 1’exécution sont explicités sur la Figure III- 5. Les opérations effectuées sur le
produit j & ordonnancer sont représentées par des zones hachurées. Dans le cas ol la durée
d’une opération dépasse la durée minimale, on utilise des hachures différentes pour la partie
représentant le dépassement. Les arcs indiquent comment s’enchainent les opérations.

Théoréme III- 1 [Chauvet et al., 1999a]

L’Algorithme III- 1 détermine les dates au plus tdt de toutes les opérations, i.e. il fournit une
solution unique optimale au Probleme III- 2.
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Démonstration
a) Nous montrons tout d’abord que la solution {T,,,J.}ls,,smj,f1 fournie par

I’Algorithme III- 1 est réalisable.

Pour tout (4 ,k )el j-» lous avons soit h<k , soit h>k.

Premier cas. Nous supposons que h <k . D’aprés la numérotation des sommets introduite 2 la
suite de I’Hypothe¢se ITI- 15, pour tout sommet d’indice 4, il ne peut exister qu’un seul sommet
parmi les successeurs et prédécesseurs directs de %, ayant un indice supérieur a 2. Ainsi, k est
ce sommet et tous les autres successeurs et prédécesseurs directs de 4 ont un indice inférieur a
h . Selon le pas 2.2.1 de I’algorithme, nous en déduisons que T, ;=max{7, ; T -4, }. Par

conséquent, nous avons ', .-T , <u . .

Nous pouvons aussi en déduire que T, ;+l,,=max{7T,+l,, 5 T Ugp+l4,,}. Cela
implique, d’apres le pas 1.1.1 appliqué a l'indice k, que T, ;+l,, smax{7, ; T,.}. Comme,
suivant les pas 2.1 et 2.2.1, 7,<T, ;, nous avons T, ;+l,,, <T ., ie. T, ;-T, 2l ;.

Deuxieme cas. Nous supposons que k <h. D’aprés la numérotation des sommets, pour tout
sommet d’indice k , il ne peut exister qu’un seul sommet parmi les successeurs et prédécesseurs
directs de k, ayant un indice supérieur & k. Ainsi, & est ce sommet et tous les autres
successeurs et prédécesseurs directs de k£ ont un indice inférieur & k. Par conséquent, selon le
pas 2.2.1 de I’algorithme appliqué & I’indice &k, nous avons T j=max{z, ; T,+l,,}. Nous

en déduisons que T', ;-T, 21, .

Nous pouvons aussi en déduire que T ;-u,, =max{T,-u,,. ; T+, -, }. Cela
implique, d’aprés le pas 1.1.1, que T, jUppsmax{z, ; T, }. Comme, suivant les pas 2.1 et
2.2.1,7,<T, ;,nous avons T, ;-u, <T,. ie.T, ;-T, Su,,.

Dans les 2 cas, nous avons [, <T, ,-T,=<u,,. Par conséquent, la solution vérifie
I’inéquation (III-2).

Suivant les pas 1.1.1, 2.1 et 2.2.1 de I'algorithme, on a r;<7,<T, ;. Par conséquent, la
solution vérifie I’inéquation (III-1).

Suivant les pas 1.1.1, 2.1 et 2.2.1 de 1’algorithme, on a D241, 00T <T, ;, pour (h,k)el;.

Par conséquent, la solution vérifie les inéquations (III-3).

La solution fournie par I’algorithme satisfait les contraintes (III-1), (III-2), (ITI-3) et (III-6). Elle
est réalisable.
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b) Nous montrons ensuite que la solution {T,,’j}ls,,smj” fournie par

I’Algorithme III- 1 est optimale pour tout ensemble {i, / 1<h=<m +1}.

Selon les contraintes (III-1) et (III-3), la valeur max rj;(}'l}c?)} {az(hk).,(h,k),j }} est une borne
o
inférieure de la date correspondant & h =1. D’apres le pas 1.1.1 de I’algorithme, 7, est donc une

borne inférieure de cette date.

Supposons que 7, soit une borne inférieure de la date correspondant 2 k pour k<h et
l<h=m ;+1. Selon les contraintes (II-1), (II-2) e (1I-3), la valeur

(f.h)el, (hk)el, hk)el,

max{rj; max {'rf e }; max {’l:k U0, }; Jnax {az(hm,(h,k)_j }} est une borne inférieure de la
f<h k<h

date correspondant 2 & . D’aprés le pas 1.2.1 de I'algorithme, 7, est donc une borne inférieure

de cette date, pour 1<h <m i +1.
Selon le pas 2.1 de I’algorithme, T

é.mj+1.

m.+1,; €st donc une borne inférieure de la date correspondant
e

Supposons que T, soit une borne inférieure de la date correspondant & k pour k>h et
l<h<m+1. Selon les contraintes (III-2), puisque 7, est une borne inférieure de la date

(fmyer, US4 "R P (e,

correspondant a h, la valeur max{*rh; max {T 4] }; max {Tk i Uoun, j}} est aussi une
f>h k>h

borne inférieure de cette date. D’aprés le pas 2.2.1 de I’algorithme, T, est donc une borne
inférieure de la date correspondant a &, pour 1<h<m ;+1.

On en conclut que I’algorithme détermine les dates d’exécution au plus t6t. Par conséquent, il
fournit la solution optimale au Probléme ITI- 2 quel que soit I'ensemble {W, / 1<h=<m;+1} de

valeurs strictement positives.

CQFD

Complexité

Dans tous les cas, I’ Algorithme II- 1 affecte une valeur 7, (au pas 1.1.1), puis T, ; (aux pas
2.1 et 2.2.1) relatives au sommet & . Par conséquent, cet algorithme réalise 2m ; +2 affectations,
oum; est le nombre d’opérations et m ; +1 est le nombre de sommets sur le graphe associé. De
plus, puisque le nombre d’arcs est égal a |1 i ‘=m j» DUAlgorithme III- 1 nécessite
@3 |1 j | +2m j+1)=6m ;+1 comparaisons (effectuées aux pas 1.1.1 et 2.2.1). La complexité de
I’Algorithme III- 1 est en O(m ), comme I'Algorithme II- 1 qui résout le méme
probléme dans le cas particulier de gammes linéaires.
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Tout algorithme doit au moins examiner chacune des opérations pour résoudre le probléme. Par
conséquent, aucun algorithme ne peut avoir une complexité inférieure & O(m ), c’est-a-dire
inférieure a celle de I’ Algorithme ITI- 1.

L’objectif de cette section est de résoudre le Probleme II- 1. Autrement dit, nous allons

déterminer dans quelle fenétre Z I’opération i doit €tre effectuée de manitre a ce que le

i j?
produit j soit terminé le plus t6t possible. Nous utilisons les résultats de la section précédente

qui permettent, pour un ensemble de fenétres {Z

|
|
II1.3.4.Sélection des fenétres
de déterminer les dates au plus tot

i,j }1 <ism j ’
{T) ;}icn <m el d’exécution des opérations effectuées sur le produit j, ot i=(h,k )el,. Dans
le cas oll cet ensemble de dates ne vérifient pas les contraintes (III- 4) (i.e. T, ;<b, ...,

: (kg (1R

pour (h,k )€l ), alors aucune solution réalisable n’existe pour ces fenétres.

Nous utilisons 1’ Algorithme ITI- 2 pour déterminer la solution optimale au Probléme III- 1. Il
examine les fenétres relatives & chaque opération dans leur ordre chronologique sans qu’aucun

retour arriére ne soit nécessaire.

Algorithme III- 2: Choix des fenétres pour une fin au plus tot
Il est identique a I’ Algorithme II- 2, mis  part les deux modifications suivantes :
a) Au pas 2.1, nous appliquons I’ Algorithme ITI- 1 (au lieu d’exécuter I’ Algorithme II- 1).

b) Aux pas 2.2 et 2.3.1.1, la date de fin de 'opération i=(h,k) est T, ; (aulieude T, )
pour toutie/;.

Nous proposons un exemple d’application de 1’Algorithme III- 2. Les données relatives au
produit j a réaliser sont fournies dans le Tableau ITI- 2. Les durées opératoires considérées sont
celles de la Figure III- 1. Le produit peut étre réalisé a partir de la date r ;=0.

Les résultats de I’exécution sont explicités sur la Figure ITI- 6 ol les opérations effectuées sur le

produit & ordonnancer sont représentées par des zones hachurées.
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Exemple
Tableau III- 2 : Données illustratives de I’Algorithme III- 2
ENTREES RESULTATS SORTIES
INTERMEDIAIRES
Itération 1 Itération 2 Itération 3
h | k {2,000 o |eoms | Tos |@atos | Taos |[Faoni| Tay | Zonny
1=z<y 40, b o Ly Ly
1 3 [ [0:1], [25 9], [11s4eo[ | [0;1] 0 [0;1] 0 [2; 9] 2 2
2 4 7 7
3 | 2 | [0:2], [4:8], [11;+==[ | [0;2] 1| 48] 4 | 48] | 4 2
5 [1;6], [7;+eo[ [1;6] [1;6] [1;6] 1
4 5 [0;8], [10;+0[ [0;8] 0 [0;8] 5 [0;8] 5 1
5 | 6 |[0:1],[2; 9], [1154e=[| [0;1] 2 [2;9] 1 [2;9] 1 2
6 3 6 6
Oh 2h 4h 6h 8h 10h 12h

Opération 1

Opération 2

Opération 3 | " | E Z‘% |:
Opération 4 E N} !
Opération 5 ; ! % E

Figure III- 6 : Résultats fournis par I’Algorithme I11- 2
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Théoreme III- 2 [Chauvet et al., 1999a]

Sile Probleme III- 1 a une solution réalisable, I’ Algorithme ITI- 2 détermine les fenétres et les
dates d’exécution qui permettent de finir au plus t6t toutes les opérations effectuées sur le
produit. Par conséquent, la solution fournie est optimale pour le Probléme ITI- 1.

Démonstration

La démonstration est identique a celle du Théoréme II- 2, si ce n’est qu’elle s’appuie sur le
Théore¢me II- 1 (au lieu du Théoréme II- 1).

CQFD

Complexité

La complexité de I’Algorithme III- 2 estidentique 2 celle de I’ Algorithme II- 2 et est en
o(yj m; +y; log, y;).

II1.3.5.Conclusion

Dans cette section, nous avons étendu la premi¢re méthode de gestion proposée dans le chapitre
précédent aux produits dont la gamme peut comporter des opérations d’assemblage et de
désassemblage. Cette méthode (i.e. I’ Algorithme III- 2) consiste & définir les dates d’exécution
au plus tot des opérations compatibles avec leurs durées opératoires admissibles et les fenétres
de temps dans lesquelles les opérations doivent étre exécutées. Nous minimisons ainsi la date
d’achévement du produit, i.e. le makespan de chaque produit. De plus, nous garantissons que
tous les éléments produits, dans le cas d’un désassemblage, sont terminés le plus t6t possible. 11
est possible d’utiliser la méme approche pour prendre en compte des dates de disponibilité
différentes pour les composants assemblés. Pour cela, nous remplagons dans 1’ Algorithme ITI-
1 la date de disponibilité ; par r, ; qui représente la date de disponibilité de 1’élément du
produit commencant a 'instant /.
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li.4. MINIMISATION DU TEMPS TOTAL D'UTILISATION DES RESSOURCES

I11.4.1.Introduction

Comme nous I’avons vu dans la section précédente, dés qu’'une commande arrive, nous
sommes capables de fournir un délai minimum de fabrication, et ainsi de négocier avec le client
la date de livraison des éléments produits. Dans le cas d’un désassemblage, nous pouvons
définir une date de livraison pour chaque élément produit. Dans cefte section, notre objectif est
de décrire une méthode de gestion en temps réel qui ordonnance chaque produit au plus tard,
tout en respectant la date de livraison fixée au plus tdt par 1’Algorithme III- 2 (voir section
précédente).

Comme dans la section 4 du chapitre précédent, nous voulons retarder le plus possible le début
de fabrication du produit pour limiter le temps d’occupation des ressources. Nous espérons
ainsi laisser plus de liberté pour ordonnancer les produits futurs. En outre, en minimisant le

temps d’utilisation des ressources, nous réduisons le cofit de fabrication du produit.

Nous formalisons ce probléme avant de le résoudre par une méthode similaire & celle qui est
développée dans le chapitre précédent et adaptée a la présence d’opérations d’assemblage et de
désassemblage.

II1.4.2.Formalisation

Nous voulons déterminer les dates de début des opérations effectuées sur le produit j sachant
que la date de livraison de I’élément s’achevant a I'instant & est d, ; (voir contraintes (III-8)),
d, ;€ R Cettedated, ; estsupérieure ou égale a la date de fin au plus ot du produit (établie
dans la section précédente), sans quoi il serait impossible de fabriquer le produit & temps. Notre
objectif est de maximiser la date de lancement du produit en fabrication. De plus, la solution doit
vérifier les contraintes (III-2) & (III-7) introduites dans le Probléme ITI- 1. Le probleme a
résoudre s’écrit donc :
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Probléme III- 3: Minimisation du temps total d’utilisation des ressources

max min Th_j}

heH,
(T, <d,, VheH, (111 - 8)
logyy STy =Th, Sy,  V(bk)el, (I-2)
Uiy s S T V(hk)el; (m-3)
tel que {7i; bz, uyj Vihk)el, (II-4)
1<Z,, <y, Viel, (II-5)
T, eR* VheH,  (UI-6)
Z,eN Viel, (ar-7)

Abstraction faite des contraintes (III-1) du Probléme III- 1 et des contraintes (III-8) du Probléme
III- 3, les Problémes III- 1 et III- 3 sont équivalents. Aussi, nous utilisons une approche
analogue pour résoudre les deux probleémes. Elle est présentée dans les deux sections suivantes
et consiste a résoudre une suite de sous-problémes décrits dans le paragraphe I11.4.3. Cette
méthode est également une extension de celle utilisée pour donner la solution au Probléme II- 3.

II1.4.3.Sélection des durées opératoires

L’objectif de cette section est de déterminer les dates T, ; fixées au plus tdt correspondant 2 #,
si chaque opération (h,k ) est exécutée sur le produit j dans la fenétre donnée Z (h. k), jo 1€

Probleme III- 4: Définition des dates de début au plus tard des opérations
quand leur fenétre d’exécution est donnée

max 2 W,
heH;
T, <dy,; VheH,  (II-8)
tel que by STy =Ty Suyy,  Vik)el, (II-2)
T,; s Zip 0, (1K) j V(hk)e I, (1 - 4)
T,; €R” VheH, (101 - 6)

Nous recherchons une solution qui soit optimale pour ce probléme et qui soit unique quel que
soit I'ensemble {lL, / he H,}. Cette solution correspond au cas oul chaque date est calée au

plus tard. Si une telle solution vérifie les contraintes (ITI- 3) (i.e. bZ(h o U B) ;=<T, ;, pour
, 17 ’ 3 '

(h,k)el ;) alors cette solution est réalisable pour le Probleme ITI- 3 et est calée au plus tard
pour cet ensemble de fenétres {Z , ) ;}; iye;,- Sinon, aucune solution n’est réalisable en
e ’ J

pratique pour cet ensemble de fenétres.
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L’ Algorithme ITI- 3 permet de résoudre le Probleme III- 4 par une méthode qui se déroule en

deux étapes. Dans la premiére, on définit 7, , borne supérieure des dates T',, ;. Dans la seconde

étape, on raffine cette borne et la date obtenue est optimale.

Algorithme III- 3 : Calage au plus tard des opérations effectuées sur le produit

Procédure Définition des dates au plus tard d’exécution des opérations effectuées sur le produit j .
Entrée :j est1'indice du produit considéré.
d,; estladate avant laquelle on doit livrer I’élément du produit j s’achevant a I'instant 4,
pourheH;.
m ; est le nombre d’opérations & réaliser sur le produit j .
H; estI’ensemble des instants marquant le début et la fin des opérations effectuées sur le produit ;.
I; est]’ensemble des opérations a réaliser sur le produit j.
l; ; estladurée minimale d’exécution de I’opération i sur le produitj, pouriel;.
u; ; estladurée maximale d’exécution de I’opération i sur le produitj, pouriel;.
est la fenétre dans laquelle on veut réaliser I’opération i sur le produit j , pouriel;.

Z,;
b z, est la date de fin de la période durant laquelle on réalise ’opération i sur le produitj,

J
i

jri
pouriel;.
Sortie : T, ; estladate fixée au plus tard qui correspond a b, oU he H ;.
1. Etape 1.
1.1.Pour h allantde 1am ;+1: On woteh € indice de ¢ inctant célectionné.

HLROSeET = d"”';(f.nflf)élz,.{tf +“(f'h)'f};(fi§21,{1k ~Hnis };(f%lell,{bz(f.n).r(f-h)-f} '
f<h k<h

On note T, la bowme supénceune de la date cornespondant d h .

2. Etape 2.
2.1. Poser T,,,jﬂ.j :=1',,,j+1.
2.2.Pour h allantdem; 3 1: On wote h 'éudice de ¢ 'instant sélectionni.
2.2.1. Poser T, ; :=min Th;(fr,lilll)gl,{Tfj Uit h).j }; h[,rggl,{j}"j +l(h,k)'j}
Foh k>h
Exemple

Nous proposons un exemple d’application de I’Algorithme III- 3. Les données relatives au
produit j a réaliser sont fournies dans le Tableau III- 3 et la Figure III- 1. Dans cet exemple,
nous fixons la date de livraison 2 la date de fin du produit au plus tdt, i.e. d, ;=d;=7.

Les résultats de I’exécution de 1'Algorithme III- 3 sont explicités sur la Figure III- 7. Les
opérations effectuées sur le produit a ordonnancer sont représentées par des zones hachurées.
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Tableau III- 3 : Données relatives a I’exécution de ’Algorithme III- 3

RESULTATS
ENTREES INTERME- | SORTIES
DIAIRES
Indice |[Successeurs| Durée Durée | Fin des périodes Borne Date au
de minimale | maximale supérieure de | plus tard
I’instant b 200 la date
h k Loy | o, Th T,,
1 3 1 +oo 9 7 3
2 7 7
3 2 3 4 8 4 4
5 1
4 5 2 4 8 7 3
m;= 6 1 2 9 5 5
m;+1=6 7 7
Oh 2h 4h 6h dj 8h 10h 12h

Opération 1

Opération 2

.:;%;%?E%%éggég
s

.

Opération 3

Opération 4

7

Opération 5

RS RN U . [ ——
e T .

Figure III- 7 : Résultats fournis par I’Algorithme III- 3

Théoréme III- 3

L’Algorithme III- 3 détermine les dates de début et de fin d’exécution au plus tard de toutes les
opérations, i.e. il fournit une solution unique optimale au Probléme III- 4.
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Démonstration
a) Nous montrons tout d’abord que la solution {T,,,j}ls,,smj” fournie par

I’Algorithme III- 3 est réalisable.

Pour tout (h,k )el j-» ous avons soit h <k , soit h>k.

Premier cas. Nous supposons que k <h. D’aprés la numérotation des sommets, pour tout
sommet d’indice k , il ne peut exister qu’un seul sommet parmi les successeurs et prédécesseurs
directs de k, ayant un indice supérieur a k. h est ce sommet et tous les autres successeurs et
prédécesseurs directs de k ont un indice inférieur & k. Par conséquent, selon le pas 2.2.1 de
I’algorithme appliqué & I'indice k , nous avons T, ;=min{7, ; T, +u,,}. Nous en déduisons
que T, ;-T, <uyp:

Nous pouvons aussi en déduire que T, -l ,=min{7,-l,, 3 T, +ug,-le,;}. Cela
implique, d’aprés le pas 1.1.1, que T}, ;-1 , 2min{7, ; T, }. Comme, suivant les pas 2.1 et
2.2.1,T, ;=t,,nous avons T, -l , =T, ie. T, ;-T, 2l .

Deuxiéme cas. Nous supposons que i <k . D’aprés la numérotation des sommets, k est le seul
sommet parmi les successeurs et prédécesseurs directs de 2 ayant un indice supérieur a &. Par
conséquent, selon le pas 2.2.1 de I'algorithme, nous avons T, ;=min{7, ; T -l ,.}. Nous

en déduisons que 7', ;-T', 21, , -

Nous pouvons aussi en déduire que T, ;j+u g, =min{7,+uy ;5 T;lgptuget. Cela
implique, d’aprés le pas 1.1.1 appliqué a I'indice k , que T, ;+u, , 2min{7, ; T,;}. Comme,
suivant les pas 2.1 et 2.2.1, 7, <T, ,, nous avons T, ;+u g, =T, i.e. T\ ;-T , Su .

Dans les deux cas, nous avons [/, <T, .-T, <u, .. Par conséquent, la solution vérifie
I’inéquation (III-2).

Suivant les pas 1.1.1, 2.1 et 2.2.1 de T’algorithme, on a d, ;27,2T, ;. Par conséquent, la
solution vérifie I’'inéquation (III-8).

Suivant les pas 1.1.1, 2.1 et 2.2.1 de 1’algorithme, on a bz(h 0 b2 T =T, ;, pour (h,k)el;.

Par conséquent, la solution vérifie les inéquations (II1-4).

La solution fournie par I’algorithme satisfait les contraintes (III-8), (III-2), (III-4) et (III-6). Elle
est réalisable.
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b) Nous montrons ensuite que la solution {T,,,j}ls,,s,,,j,f1 fournie par

PAlgorithme III- 1 est optimale pour tout ensemble {u, / 1<h=<m ;+1}.

Selon les contraintes (III-8) et (II1-4), la valeur min d, j;(lsrkl)ir} {bz(“) oy }} est une borne
e

supérieure de la date correspondant & 2 =1. D’apres le pas 1.1.1 de I’algorithme, 7, est donc

une borne inférieure de cette date.

Supposons que 7, soit une borne supérieure de la date correspondant A k pour k<h et
l<h=m,+1. Selon les contraintes (III-8), (III-2) et (II-4), la valeur
mjn{d jp> T0IN {Tf Ty }; min {'l:k Uy, }: (?ng{bzw)'j_( f_h)'j} est une borne supérieure

(f.h)el; (hk)el
f<h k<h

de la date correspondant & k. D’apres le pas 1.2.1 de I’algorithme, 7, est donc une borne

supérieure de cette date, pour 1<h<m j +1.

Selon le pas 2.1 de I’algorithme, T est donc une borne supérieure de la date

mj+1,j

correspondant am ; +1.

Supposons que T, soit une borne supérieure de la date correspondant & k pour k>h et
l<h<m +1. Selon les contraintes (III-2), puisque 7, est donc une borne supérieure de la date

(f.h)el; (hk)el;

correspondant 4 2, la valeur min<t,; min {Tf,j —l( f,h)'j}; min {Tk IR }} est aussi une
f>h k>h

borne supérieure de cette date. D’aprés le pas 2.2.1 de Ialgorithme, 7, est donc une borne
supérieure de la date correspondant 4 4, pour 1<h sm ;+1

On en conclut que I’algorithme détermine les dates d’exécution au plus tard. Par conséquent, il
fournit une solution unique et optimale au Probléme III- 4 quel que soit 1’ensemble
{W, / 1<h=<m +1} de valeurs strictement positives.

CQFD

Complexité

Une analyse similaire & celle faite pour 1’Algorithme III- 1, nous permet de conclure que la
complexité de I’Algorithme III- 3 est en O(m ;) » comme I’ Algorithme II- 3 qui résout le
méme probléme dans le cas particulier de gammes linéaires.
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IT1.4.4.Sélection des fenétres

L’objectif de cette section est de résoudre le Probleme III- 3. Autrement dit, nous allons

déterminer dans quelle fenétre Z P’opération  doit étre effectuée de manicre a ce que le

i,j?
produit j soit lancé le plus tard possible, tout en respectant la date de livraison fixée au plus tot.
Nous utilisons les résultats de la section précédente qui permettent, pour un ensemble de
fenétres {Z, ; }ls,.smj, de déterminer les dates au plus tot {T,,,j},s,,smj+1 d’exécution des
opérations effectuées sur le produit j, ot i=(1,k )el;. Dans le cas oll ces dates ne vérifient pas
les contraintes (HI-3) (i.e. bz(h'k)'f(h' pp=I, ; pour (h,k)el;), alors aucune solution réalisable

n’existe pour ces fenétres.

Nous utilisons I’ Algorithme III- 5 pour déterminer la solution optimale au Probleéme III- 3. Tl
examine les fenétres relatives a chaque opération dans leur ordre chronologique sans qu’aucun

retour arriére ne soit nécessaire.

Algorithme III- 4: Choix des fenétres pour un lancement au plus tard
Il est identique a I’ Algorithme II- 4, mises a part les deux modifications suivantes :
a) Au pas 2.1, nous appliquons I’ Algorithme III- 3 (au lieu d’exécuter 1’ Algorithme II- 3).

b) Aux pas 2.2 et 2.3.1.1, la date de début de I’opération i=(h,k) est T, ; (au lieude T, ;),
pour touti€ ;.

Exemple

Nous proposons un exemple d’application de 1’Algorithme III- 4. Les données relatives au
produit j a réaliser sont fournies dans le Tableau ITI- 4 et dans la Figure ITI- 1 pour les durées
opératoires. Tous les composants du produit doivent €tre livrés avant la date d, ;=d,;=7.

Les résultats de 1’exécution sont explicités sur la Figure III- 8 ot les opérations effectuées sur le
produit a ordonnancer sont représentées par des zones hachurées.
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Tableau III- 4 : Données relatives a ’exécution de I’Algorithme IlI- 4

ENTREES RESULTATS SORTIES
INTERMEDIAIRES
Itération 1 Itération 2
h k {la, g, j;b wnnd ! [a, 00 ;:,b oy T, [aowp| Thi | Zan, j
1=z<y 0, b ]
1 | 3 |[0:1], [2; 9], [1154ee] [1 15400 3 [2;9] | 2 y)
2 7 7
3 | 2 | [0:2], [4:8], [11;+eo] [11;+eo] 4 [4;8] 4 2
5 [156], [7;+eo[ [7;+e0[ [1;6] il
4 | 5 [0;8], [10;+e<] [10;+o0[ 3 [0;8] 5 1
5 | 6 |[0:1] [25 9], [1154ee] [11;+e0] 5 [2;9] 1 2
6 7 6
Oh 2h 4h 6h dj gh 10h 12h

Opération 1

Opération 2 ,27//////

‘5";".!«-""
-

% ’

1
|
|
]
[}
!
Opération 3 I
|
1

Opération 4

Opération 5 1

Figure III- 8 : Résultats fournis par I’Algorithme II1I- 4
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Théoréme III- 4

Si le Probléme III- 3 a une solution réalisable, I’ Algorithme III- 4 détermine les fenétres et les
dates d’exécution qui permettent de terminer au plus tard toutes les opérations effectuées sur le
produit, tout en respectant les dates de find, ;. Par conséquent, la solution fournie est optimale
pour le Probleme ITI- 3.

Démonstration
La démonstration est identique a celle du Théoréme II- 4, si ce n’est qu’elle s’appuie sur le
Théoréme III- 3 (au lieu du Théoreme II- 3).

CQFD

Complexité

La complexité de 1I’Algorithme III- 4 estidentique a celle de I’ Algorithme II- 4 et est en
O(y;, m; +y; log, y;).

I11.4.5.Conclusion

Nous avons étendu le deuxieme mode de gestion aux produits dont la gamme peut comporter
des opérations d’assemblage et de désassemblage. Il s’agit de définir les dates d’exécution au
plus tard des opérations compatibles avec leurs durées opératoires admissibles et les fenétres de
temps dans lesquelles les opérations doivent étre exécutées, sans dépasser les dates de livraison
fixées au plus tdt (calculées dans la section précédente). Nous maximisons ainsi la date de
commencement du produit et limitons le plus possible le temps d’occupation des ressources.
Nous espérons ainsi laisser plus de liberté pour ordonnancer les produits a venir.
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lI.5. MINIMISATION DU COUT D’UTILISATION DES RESSOURCES

II1.5.1.Introduction

Dans cette section, notre objectif est de décrire une méthode de gestion en temps réel qui
ordonnance chaque produit de maniére & minimiser le colit d’utilisation des ressources. Cet
ordonnancement doit également respecter le délai de livraison fixé au plus t6t (voir section 3).
Nous affectons aux ressources goulots un cofit important afin d’inciter le systéme a minimiser
les temps opératoires sur ces machines. Nous espérons ainsi augmenter le nombre d’opérations
qui peuvent étre effectuées sur ces ressources. A notre connaissance, aucune étude qui
s’intéresse a ce type de probléme n’existe. Nous proposons de formaliser le probleéme, puis de

le résoudre.

II1.5.2.Formalisation

Nous voulons déterminer les dates T, ; et T, ; qui définissent les instants de début et de fin de
chaque opération (h,k )el; exécutée sur le produit j. Notre objectif est de minimiser le cofit

d’utilisation des ressources sachant que le cofit induit en fabrication par 1’opération i est s, i
Les contraintes similaires au Probléme ITI- 1 et au Probléme III- 3 peuvent se formaliser ainsi :

Probléeme III- 5: Minimisation du codt d’utilisation des ressources

min zs(h,k),j (Tk.j - Th.f)

(hk)el;
(r, <T,; VheH, (Im-1)
T,, <d,, VheH,  (Il-8)
lows SToj =Toy Sy, V(hK)el, (-2)
- g )i S T V(hk)el, (II-3)
T; < bZ(,,‘k)'j,(h,k),j V(hk)el, (II-4)
17, <y, Viel, (1L - 5)
T, eR* VheH, (O1-6)
2, €N Viel, (I - 7)

Dans la section suivante, nous proposons une approche directe de résolution du probléme
formulé€ ici en un temps pseudo polynomial. Une question reste ouverte : est-ce que déterminer
la solution optimale au Probléme III- 5 est un probléme NP-difficile ?
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I11.5.3.Sélection des fenétres

L’objectif de cette section est de résoudre le Probleme III- 5. Autrement dit, nous allons
déterminer dans quelle fenétre Z, ; et entre quelles dates T, ; et T, ; 'opération i =(h,k) doit
étre effectuée de maniére a ce que le colit d’utilisation des ressources pour fabriquer le produit j
soit minimal.

L’ approche proposée est une extension de I’ Algorithme II- 6 du chapitre précédent et consiste en
une discrétisation du temps. Nous supposons aussi que les durées des opérations ainsi que les
dates de début et de fin des fenétres sont des valeurs rationnelles. En multipliant toutes ces
valeurs par le plus petit multiple commun de leur dénominateur @, nous pouvons transformer
notre probléme de manitre & n’avoir que des dates et des durées enti¢res. Sans perte de
généralité et pour simplifier la présentation, nous admettons donc que ces valeurs sont entieres.

L’approche est basée sur la programmation dynamique. Pour cela, nous définissons (m;+1)
étapes correspondant aux (m;+1) instants de début et de fin des opérations a réaliser sur le
produit j . Les états du systéme a chaque étape correspondent a toutes les valeurs possibles pour
la date considérée. La date T, ; correspond a instant de fin d’exécution des opérations
(f,h)el; et de début d’exécution des opérations (4 ,k )e!; sur le produit ;. Puisque le produit
ne peut commencer avant la date r; et doit étre terminé avant la date d; (voir définition des
contraintes (ITI-1) et (III-8)), nous avons :

rjsTh'jsdj,pourlshSij. (II-9)
Comme les données sont entiéres, le nombre de dates possibles (i.e. d’états a chaque étape) est
égalad;-r;+1.

La durée de chaque opération i est contrdlable et peut étre choisie dans Uintervalle [I; ;5u, ;]
(voir contrainte (III-2)). Ainsi, les dates de début de I’ opération (f,h ) qui autorisent une fin a la
date T, ; sont comprises entre T, ;-u ; ,, ; €T, ;I 4, ;- De méme, les dates de fin de
I’opération (h,k) qui autorisent un début d’exécution a la date 7, ; sont comprises entre
Ty it o etTy j4ug )

Si nous décidons de commencer 1’opération (f,~) a 1'instant Tf_ j et de la terminer a !’instant
T, ;,deux cas peuvent se présenter :

a) l'intervalle [T, ; ; T, ;] est inclus dans une période de disponibilit€¢ des ressources,
(@, .ny.;Pe ony, ;100 12y, ;) ;. Dans ce cas, nous associons a I’opération (f,h) qui
se termine a l'instant T', ; un cofit correspondant & I'utilisation des ressources durant cette
période.

b) intervalle [T, ; ; T

dans ce cas, nous associons a 1’opération (f ,h ) qui se termine a ’instant T

»,; ] ’est pas inclus dans une période de disponibilité des ressources ;

»,; un colt infini.
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Parmi toutes les dates possibles T, ;, nous retenons la meilleure date (au sens du cofit qu’elle
induit) permettant de terminer 1’opération (f,h) 2 la date T, ;. Nous notons S ; , (T, ;)
’ensemble des dates permettant de terminer 1’opération (f ,h)aladate T, I Formellement,

nous avons :

S enTap=lt | rjst=d;, T, 1 st<T, -ug,, et Iz <y g, tq. (5T, 1Cla, g 3b gaylh
pourr;<T, ;<d;, 1sh=m;+1. (111-10)

Nous désignons par C; ,,(T, ;) le plus petit cofit induit par ’opération (f,h ) se terminant a la
date T, ; :

c(n)- oo $iS,,(T,)=9
(Fm\ i T,_,-ersl(iihl)l(r,.,,){c(Tf'j ) + 5.5 (T,,, =T )} sinon
pourr;<T, ;<d;, 1<shsm;+l. (III-11)

Dans cette formulation, C(T,, ;) désigne le coft d’utilisation des ressources utilisées par les
opérations différentes de (f,4 ) qui se terminent ou commencent a ’instant T, ;.

De méme, si nous décidons de commencer 1’opération (k,k ) & I'instant T, j et de la terminer a

instant T', ;, deux cas peuvent se présenter :

a) lintervalle [T, ; ; T, ;] est inclus dans une période de disponibilité des ressources,
(@, (h.i.;30 2 n 1y, 1 O8 152=y (;, 4, ; ; dans ce cas, nous associons a I'opération (h,k)
qui commence a I'instant 7', ; un cofit correspondant a l'utilisation des ressources durant
cette période.

b) dans I’autre cas, nous associons a (% ,k ) qui commence & I'instant 7', ; un cofit infini.

Nous notons § , ,,(T, ;) 'ensemble des dates permettant de commencer I’opération (2 ,k) ala
date T, ;. Formellement, nous avons :
S o T pp={t Irjst<d,, T, 1, <tsT, +u,, et I<z=<y ;19 [T, 521Cla, g b il
pourr;<T, ;<d;, 1<hsm;+l. (III-12)
Nous désignons par S , (T, ) le plus petit colt induit par 1’opération (h ,k) commencant a la
date T, ; :
g0l o0 $i Sy (1) =92

(hi)\* b j min ){C(Tk,j)+ s(h.k),j(Tk. i~ i 1)} sinon

Ty, €S0 1) (Th.j

pourr;<T, .<d;, 1<h<m+l. (II1-13)
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Dans la Figure III- 9, chaque état est représenté par un disque noir. Les états d’une méme étape
sont alignés horizontalement. Nous donnons sur cette figure les états de trois étapes : f.h et
k. Les états des étapes f et k ont é évalués avant les états de I'étape h. Ces états
correspondent aux instants de début et de fin de deux opérations (f, /) et (1 ,k). L’ensemble des
dates de I’étape f qui permettent de terminer I’opération (f, ) & la date T, =7 est entouré et est
noté S (T, =7). De méme, I’ensemble des dates de I’étape k qui permettent de terminer
I’opération (h,k ) aladate T, =7 est entouré et est not€ S , (T, =7)-

-——--

1 1 1 1 ! 1 1
! ! 1 1 1 1 i
EtatsT}, j é o o ® o & o o
1 1 1 Th 7 1 1 1
| i 1 ) 1 ! i 1
Opération (h k )E
|
! 1
EtatsTy ; ¢ ®

S(h, k) Thj =7

Figure Ill- 9 : Deux étapes f et k précédents I’étape h

Finalement, nous associons 2 chaque état T, , un cofit égal a la somme des cofits relatifs aux
opérations (h,k ) commengant ou (f 4 ) se terminant a 'instant T',, .

C(Th-j ) = > Coniy (Th.j ) = Z Ciim (Th,j) (I1-14)
o

Dans cette formule, nous ne considérons que les états des étapes f et k pour lesquels le cofit
relatif a déja éé calculé, c’est-3-dire tels que f<h et k<h. D’aprés la numérotation introduite
dans le paragraphe relatif 2 I'Hypoth&se III- 15, il n’existe qu’un seul sommet s’ parmi les
successeurs et prédécesseurs directs de /, ayant un indice supérieur & h. Cela signifie qu'une
seule opération (h,h ') commencant ou (h’,h) se terminant a I'instant T', ; n’est pas prise en
compte dans C(T', ;). Le cofit relatif 2 cette opération sera introduit dans le calcul de C(T', . ;) et
prendra en compte C(T', ;).
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Unétat T, ; qui ne correspond pas & une solution réalisable (i.e. S (T, ;)#J) a un coilt infini.
L’évaluation C(T,, ,, ;) donne le colit minimal d’utilisation des ressources permettant de
i+l

réaliser les opérations.
Si T, ;}ich amjer €St la solution optimale au Probléme III- 5, on a
) Soyey, (Tk' ;=T,;)= _min {C( T, )}. L’ Algorithme III- 5 découle des relations (ITI-9)

(hk)el; 71 <Tnj 154

a (III-14) et permet de résoudre le Probleme III- 5.

Algorithme III- 5 : Choix des fenétres pour un coiit d’utilisation minimal

Procédure Définition des fenétres induisant un cofit d’ utilisation des ressources minimal pour le produit j .
Entrée :j est1’indice du produit considéré.
r; est la date a partir de laquelle on peut commencer 2 réaliser le produit j .
d, ; estladate avant laquelle on doit livrer I'élément du produit j s’achevant a I’instant #,
pourheH;.
m ; estle nombre d’opérations a réaliser sur le produit j .
H; est’ensemble des instants marquant le début et la fin des opérations effectuées sur le produit j .
I; est1’ensemble des opérations & réaliser sur le produit j.
I; ; estladurée minimale d’exécution de I’opération i sur le produit j , pouri€l;.
u; ; estladurée maximale d’exécution de I’opération i sur le produitj, pouriel;.
¥ i, estle nombre de fenétres dans laquelle on peut réaliser I’opération i sur le produit j ,
pouriel;.
a, ; ; estladate de début de la z -i¢éme fenétre de I’opération ¢ effectuée sur le produit j ,
pour l<z <y, ;,i€l;.
b, ;, ; estladate de fin de la z -iéme fenétre de I’opération i effectuée sur Ie produit j ,
pour 1<z <y, ;,i€l;.
Sortie : T, ; estla date correspondant a h , ol k eH;.

Z, ; estlafenétre dans laquelle on doit réaliser I’opération i sur le produitj, oiiel;.
1. Initialisation.

1.1. Pour (f,h)el; : On evamine chague opération (f ,h) une par ane.
1.1.1. Si ( f<h ) : Les états de C'étaef ont examinées avant ceux de {'étape h .
1.1.1.1. Trier les fenétres [,y ; 5 b, ,] pour 1sz<y () -
dans I’ordre croissant des a, . ; et, en cas d’égalité, dans I’ordre croissant des b , .,
Dane la suite, laz -leme fenitre eot lez -ieme clément dans cet oncre, 1<z <y ) .
1.1.2. Sinon :
1.1.2.1. Trier les fenétres [a,p i 5 b, n,;] pOUr 125y () 5
dans Iordre croissant des b, ; et, en cas d’égalité, dans 1’ordre croissant des a ;5 ;
Dane la suite, la 7 -eme fenitre eot le 7 -ime ement dans cet ordre, 1<z <y )
2.Pour h allantde 1 am ;+1: Ow wote h ¢ 'indice de t'étape examinée.
2.1.Pour T, ; allantder; ad,, ; : On énumene chague &tatT , ; de ¢ 'étapeh .
2.1.1. Pour C(T, ; ):=0. On initialice le coit de ¢'état T, ; 4 0.
2.1.2. Pour fe{f<h / (f,h)el; )} : On notef 'indice de € étage précédente.
2.1.2.1. Poser C (T, ; )i=+oo. O initialise le codit nelatdf 4 ¢ opération (f,h ) a +oo.
2.1.2.2. Poser z:=min{z / 1<ty p; b.ynzZTy ;). On wte 7 la 1% fenitre

de néatisen { opnation (f ,h) gué se tovnine d la date T, .

2.1.2.3. Pour T, ; allantde max{r; ; a.yp; s T4, ;j-Un,} amin{d,; ; T ;-
On examine chague &atT; ; pevmettant d atteindne L 'état T, ;.

2124.8i (Cypy(Ty ;>C T )+ Ty, ;-Ts ;) S 4, ) alors :

¢nit

L'état T, ; pewmet de diminuen le coit,
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2.1.2.4.1. Poser C (T, ; y=C(T; ; YTy ;=T ;) S en.r
2.1.2.42. Poser Sopt (T, ;)=T, ;. On désigne parSopt (T, ;) ta
date pevmettant de tovminen  opiration (f,h)d la date T, ; au codt le plus petit.
2.1.2.5. Poser C (T, ; }:=C (T, ; +C yn(T 1. ;) O aditionne ax coit de €'état le
codit nelati 4 €'état T, ;.
2.1.3. Pour ke{k<h / (h,k)el;}: On notek ('indice de ¢ 'étape cuivante.
2.1.3.1. Poser C , x(T . ; )i=too. On initialise le coiit nelaty) & ¢ opération (h k) a +o.
2.1.3.2. Poser z :=max{z / 1<y 45 Gonp.<Ts.; ) Onmotez ta 1™ fenitre
poumettant de réatiser ' operation (h k) gui commence d la dateT , ;.
2.1.3.3. Pour T, ; allantde max{r; ; T, ;+l 4 ;} amin{d,; ; bogeng Tw jtugn;t
Ox examine chague &atT | poumettant d atteindre ¢ &atT, ;.
2.1.3.4.8i ( C Ty, >C Ty ;YT ;- Ty ;) Shp, ) alors :
L'étatT, ; poumet de diminuen le coit.
2.1.3.4.1. Poser C; 4T, ;)=C(Ty ; ¥ Ty ;-Th ;) Smn.j
2.1.3.42. Poser Sopt 4T, ;)=T;. ;. On désigne parSopt (T, ;) ta
date permettant de commencer { opération (h, k) ad la date T, ; aw codt le plus bas.
2.1.3.5. Poser C (T, ; )=C (T, ; #C 4p(T 1, ;). On additionne au coit de ¢ 'état le
codt nelatif & Létat T, ;.
3. Poser Copt:=+oo. On mote Copt le melleun cod? trouvé foour wn étcu‘T,,,jH.j de la dennitne étage.
4. Pour ij+1.j allant de r; éd,,,j”_j : On énuméne chague e’c‘atT,,,]_,,l_j.
4.1.8Si (Copt>C(T,,,j+1_j)) alors : .l'e'tch,,,jH_j 4 an meillewr codl.
4.1.1. Poser Copt:=C(T,,,j+l,j).
4.1.2. Poser Topt:=T,,,j+,,j. On wote par Topt la date indutsant le coiit le plus bas.
5. Reconstitution de la solution
5.1.Si(Copt=+e) alors : Aucun état u'est atteiguable.
5.1.1. Quitter. 7 «'exiote aucune solution néatisalle.
5.2.Sinon :
5.2.1. Poser T,,,j,,l_j::Topt.
5.2.2. Pour h allantdem ;+1 22: On woteh ¢'indice de {'étape considinée.
5.2.2.1. Pour fe{f<h / (f,h)el;}: On notef {'indice de l'étape considénée.
5.22.1.1. Poser T; ;:=Sopt n(T,,;)-
5.2.2.1.2. Poser Z ; s=min{z / 1<z5y ¢ p b o0 2T, ; }
5.2.2.2. Pour kefk<h /(h,k)el;}: On notek ('indice de {'étape considinée.

5.2.2.2.1. Poser T ;:=Sopt T, ;).
5.2.2.2.2. Poser Z , » ;=max{z / 125y 05 Q0054 ; )

Si I’ Algorithme III- 5 s’achéve au pas 5.1.1, il n’existe aucune solution réalisable. Cela signifie
qu’il est impossible de fabriquer le produit avec les contraintes imposées au systéme de
production.

Exemple

Nous proposons un exemple d’application de 1’Algorithme ITI- 5. Les données relatives au
produitj a réaliser sont fournies dans le Tableau ITI- 5. Le produit peut étre réalisé a partir de la
date r;=0 etavantladated, ;=7.
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Tableau III- 5 : Données fournies a I’Algorithme III- 5

ENTREES
Indice de Durée Durée Cofit Instant de | Périodes durant lesquelles on peut
I’opération | minimale | maximale | opératoire | début et réaliser I’opération i
de fin
i L i Ui Si (h, k) {la,; b, 1/ 1=z=y, ;}
1 1 +o0 3 (1,3) [0:1], [2;9], [11;+eo]
2 3 4 2 (3,2) [0:2], [4;8], [11;4e<[
3 | 1 3 (3,5) [1;6], [754ee[
4 2 4 1 (4,5) [0:8], [10;+e<]
m ;=5 1 +oo 3 (5,6) [0:1], [2;9], [1154ee]
Oh 2h 4h 6h dj 8h 12h

Opération 1

Opération 2

7

,,o”"’é

| W/////I

Opération 3

Opération 4 |

]

’ W l l @Q&ew
f J
ﬁ,m i

Opération 5

Figure III- 10 : Résultats fournis par I’Algorithme III- 5

Les résultats de I’exécution sont donnés dans la Figure III- 10 ou les opérations effectuées sur le

produit & ordonnancer sont représentées par des zones hachurées.
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Tableau III- 6 : Résultats de ’exécution de I’Algorithme III- 5

f} RESULTATS INTERMEDIAIRES f’)
T R
R or. |7 Etat T T Btat T Etat T T
E 1.j 2,j 3,j 4,j 5.j 6.j 1
E E
T c C (h].i)e/l, Sopt Cc C (h{i)e/l, Sopt C (;ﬁ)e/,, Sopt C Th j
(k,;l,;l,- (k,:;lsl,. (k,}??EI,-
r;=0 0 0 +eo | 0 +oo +o0
1 ol o +oo | 0 oo oo
2 ol o +oo | 0 T o=
3 o | o +oo | 0 oo voo | T,
T,
4 ol o 39 ]o +o00 oo |T,
2 | 7
5 olol i1l 4] 9lo]l3]| 4]14 too |T,
2 | s 4| 3
6 ol o vo|l o | 3| s |1als |5 |17]r,,
4
d,,=1| o | o +oo | 0 +o| 5 | 6 |20]|T,,

Théoréme III- 5

Si le Probléme III- 5 a une solution réalisable, 1’ Algorithme III- 5 détermine les fenétres et les
dates d’exécution des opérations qui permettent de réaliser le produit avec un coiit minimal, i.e.

la solution fournie par 1’ Algorithme III- 5 est optimale pour le Probleme III- 5.

Démonstration

La formulation du Probléme III- 5 est équivalente aux équations de programmation dynamique
(II1-9) a (II-14). 11 en découle que I’ Algorithme III- 5 fournit la solution optimale au Probleme

II- 5.
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Complexité

Nous appelons d;=max{d, ; / hel;} la date a laquelle tous les composants produits de j |
doivent étre livrés. Le principe de I’ Algorithme III- 5 étant similaire & I’ Algorithme II- 6, leur
complexité est identique en O(y log,y +y;, m;(d;-r;+1)+m;(d;-r;+ 1)%).
Les remarques proposées pour réduire le temps de calcul de 1’ Algorithme II- 6 sont également

applicables a I’ Algorithme III- 5.

Place mémoire

i
\
\
<

Contrairement a I’ Algorithme II- 6, nous devons conserver les évaluations des états (i.e. des
dates) de toutes les étapes précédentes. Par conséquent, 1’Algorithme III- 5 requiert |

(2m;)(d;-r;+1) mots.

I11.5.4.Conclusion

Dans cette section, la méthode de gestion en temps réel décrite ordonnance chaque produit de
maniére 2 minimiser le coit d’utilisation des ressources, ceci sans dépasser la date de livraison
des produits fixée au plus t6t. Cette méthode de gestion basée sur la programmation dynamique
permet de fabriquer chaque produit au coft le plus bas en tenant compte des produits déja
ordonnancés.

En outre, nous pouvons utiliser cette méthode pour augmenter la productivité¢ du systeme. Pour
cela, nous affectons aux machines pour lesquelles la charge minimale de travail (voir définition
Section I1.6.2.2) est la plus grande, un cofit d’utilisation élevé. Ceci permet de limiter le plus
possible 1’utilisation de ces machines et ainsi espérer accroitre la productivité du systeéme.
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l.6. APPLICATIONS

I11.6.1.Introduction

Dans cette section, nous proposons d’évaluer les conséquences de la limitation du temps de
stockage sur la productivitt d’un systtme de production. Pour cela, nous mesurons la
productivité d’un des modes de gestion en temps réel suivant le temps de stockage autorisé.

Nous ne cherchons pas dans cette section & comparer les trois modes de gestion, mais 2
présenter une utilisation spécifique de ces méthodes. Aussi, puisque les trois méthodes donnent
des résultats similaires, nous avons choisi arbitrairement d’appliquer la premi¢re méthode (i.e.
I’ Algorithme III- 2). Cette méthode de gestion donne 1’ordonnancement de chaque produit au
moment ol sa commande est enregistrée. Elle consiste a fabriquer le produit au plus tot (voir
section 3).

Dans la section suivante, nous décrivons le systtme de production considéré. Puis, nous

donnons les résultats fournis par cette étude.

II1.6.2.Description du systeme considéré

Le systéme que nous considérons dans cette section est un systéme d’assemblage composé de
K niveaux. Un produit qui a subi une opération au niveau k est immédiatement transféré au
niveau k +1, pour k=1, ..., K-1. Le niveau K est le dernier niveau : un produit qui a subi
une opération au niveau K est terminé et peut-€tre livré.

Chaque niveau k du systéme de production est composé de E, poles, pour k=1, ..., K.
Chaque pdle e du niveau k regroupe S, , places de stockage des en-cours de fabrication et
R, , machines, pour e=1, ..., E, et k=1, ..., K. Les machines d’un méme pdle sont
identiques et peuvent étre utilisées indifféremment pour réaliser une méme opération. Chacune
des S, , places permet de stocker une unité de produit avant que soit exécutée I’opération sur
une des machines R, , . Si I’opération exécutée sur I'une des machines R, , est un assemblage,
chacune des S, , places permet de stocker tous les composants entrant dans la fabrication d’une
unité de produit résultant de cet assemblage. La Figure III- 11 donne un exemple d’un tel
systeme d’assemblage.

Dans les exemples numériques présentés ci-aprés (qui comportent plus de niveaux et de podles
que sur la Figure III- 11), le nombre de niveaux est K =6. Le nombre de pdles par niveau sont
donnés par le Tableau III- 7. Chaque pdle est composé de R, ,=3 machines identiques et de
S, =4 places de stockage.
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—» Niveau 1 —p Niveau 2 —p Niveau 3
Pole 11 Pole 1 2 Pole 1 3
O 1l 1| (O |
O J L O )
Pole 2,1 Pole 2,2 Pole 2,3
O 1| (O e
O | O
Pole 3 1 P6le 3 2
O (@
Légende : Place de stockage O
Machine
Figure IIl- 11 : Représentation d’un systéme d’assemblage
Tableau Il1- 7 : Nombre de pdles par niveau
Niveau 1 2 3 4 5 K =6
Nombre de poles, E, 6 2 5 9 5 2

Les produits fabriqués par ce systeme de production nécessitent des opérations d’assemblage.
Les composants assemblés au niveau k proviennent chacun d’un pdle du niveau k -1, comme
représenté sur la Figure III- 12. Les composants du produit sont stockés sur le pdle dans la
limite des places disponibles, avant d’étre assemblés sur une des machines du péle. Dés que
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I’opération d’assemblage est réalisée, le produit est immédiatement transporté sur un pole du
niveau supérieur.

Péle 2 4 |—pp— Pble 55

Péle 4 4 Pole 1,6

Pole 3 5

Péle 5 4

Figure III- 12 : Représentation d’un produit assemblé

Nous voulons étudier le comportement du syst¢tme de production géré en temps réel par un
mode de gestion qui ordonnance tous les produits au plus t6t (i.e. voir Algorithme III- 2). Pour
cela, nous générons 1000 produits qui doivent étre fabriqués sur le systtme que nous avons
décrit. Par conséquent, chaque produit ne comporte pas plus de 6 niveaux d’opérations
successifs. Le nombre d’opérations réalisées et I’enchainement de ces opérations sont
déterminés aléatoirement.

Les durées des opérations réalisées sur les machines sont tirées au hasard entre O et 10. Nous
interdisons qu’un produit reste sur une machine apreés la réalisation de son opération. Par
conséquent, les durées opératoires ne sont pas controlables. Le stockage entre deux opérations
est facultatif (i.e. de durée minimale nulle) et est limité en durée a8 U qui est un parametre de
contrdle de notre systeme. Nous voulons évaluer le comportement du systéme de production
suivant les valeurs de ce paramétre de contrdle.

I11.6.3.Résultats numériques

Dans notre systéme de production, les périodes de stockage sont considérées comme des
opérations, et les places de stockage comme des ressources disponibles en nombre limité. Les
algorithmes présentés dans les sections précédentes permettent de contrdler la durée de ces
périodes. Nous évaluons pour des différentes durées maximales de stockage U e [0 ; 10], les

effets sur le systéme de production :

a) Le taux d’utilisation moyen des places de stockage, ¢’est-a-dire la moyenne du rapport entre
le temps d’occupation de chaque place de stockage et I’horizon de travail,

b) Le taux d’utilisation de la machine goulot, c’est-a-dire le taux d’utilisation de la machine la
plus utilisée,

¢) La moyenne du temps de cycle de chaque produit.
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0,9
0,8 A —8— Taux d'utilisation
0,7 1 moyen des places
x 0,6 4 @ de stockage
- £
l2 = o —X—Taux d'utilisation
0,4 - [ X
0.3 de la machine goulot

—&—— Temps de cycle

04 — 0 moyen
QO = N ¥ N O N O & O
o

Durée maximale de stockage

Figure IIl- 13 : Résultats numériques

La Figure III- 13 présente les effets de la limitation de la durée de stockage sur le systeme de
production. En toute logique, 1’utilisation des places de stockage augmente si nous permettons
aux produits d’étre stockés entre les opérations. Augmentant la durée de stockage en cours de
production, le temps de cycle de chaque produit est allongé.

Dans notre cas, le taux d’utilisation de la machine goulot mesure la productivité du systeme.
Nous constatons que moins la durée de stockage est contrainte, plus la productivité augmente.
Mais, alors que la productivité peut étre augmentée de maniere significative (de ’ordre de 5 %
par unité de temps) pour des durées de stockage faibles (i.e. U; proche de 0), elle devient peu
sensible (de 1’ordre de 0,5 % par unité de temps) pour des valeurs importantes (i.e. U proche
de 10).

I11.6.4.Conclusion

Dans cette section, nous avons évalué les conséquences de la limitation du temps de stockage
sur la productivité d’un systéme de production. Plus nous limitons le temps de stockage, plus le
systéme est contraint et moins la productivité est importante. Ceci illustre I’importance des effets
des contraintes de type "no-wait" sur les systémes de production.

De plus, cet exemple montre comment le stockage limit€ (en nombre de places et en durée) est
pris en compte par les méthodes de gestion proposées dans les sections précédentes.
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lI.7. CONCLUSION

IT1.7.1. Approche suivie

Dans ce chapitre, nous avons étendu les méthodes de gestion de production en temps réel

proposées dans le chapitre précédent. Ces méthodes ont ét adaptées aux situations ol des

opérations d’assemblage et de désassemblage doivent étre réalisées sur des produits. Elles

restent applicables pour les problémes 2 durées opératoires mixtes. L’objectif est d’obtenir

une productivité maximale a long terme. Trois méthodes sont proposées :

o La premiére méthode de gestion consiste a terminer chaque produit le plus

tot possible (voir Algorithme III- 2).

La deuxiéme méthode proposée revient a fabriquer le produit au plus tard,
tout en respectant la date de livraison fixée au plus t6t (voir Algorithme III- 4).
L’intérét est de réduire le plus possible le temps pendant lequel des ressources
sont utilisées pour fabriquer le produit.

Nous proposons une troisi¢eme méthode pour laquelle chaque produit est fabriqué
de maniére & minimiser le coiit d’utilisation des ressources de chaque
produit, sans dépasser la date de livraison fixée au plus tot (voir Algorithme III-
5). Nous utilisons également cet algorithme pour inciter le systéme a utiliser le
moins possible les ressources-goulots et, ainsi, espérer accroitre la productivité

du systéme.

Les algorithmes présentés ici sont nouveaux et leur complexité trés réduite permet leur utilisation

en temps réel. Une partie des travaux de ce chapitre ont été présentés [Chauvet et Proth, 1998a]
[Chauvet et Proth, 1998b] [Chauvet et al., 1998b].

Dans le chapitre suivant, nous élargissons notre étude aux situations ou plusieurs gammes

alternatives peuvent étre choisies pour réaliser un produit.
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I11.7.2.Extension : Autres gammes et conflits de

ressources

111.7.2.1.Introduction

Dans cette section, nous montrons comment étendre 1’étude précédente, quand cela est possible,

aux situations ol il existe des cycles dans le graphe représentant la gamme du produit (voir
I’Hypotheése III- 15), ol le ré-ordonnancement est possible (voir I'Hypothése III- 3), ou i
existe des conflits de ressources (voir I’Hypothése III- 16) et ot la préemption est permise (voir 1|
1’Hypothese III- 13). Nous montrons également comment tirer le meilleur parti possible de notre

étude dans ces différents cas.

II1.7.2.2. Présence de cycle

Dans ce qui précéde, nous avons supposé que deux opérations ne peuvent avoir a la fois une
méme opération qui les précéde, et une méme opération qui les suit (voir I’'Hypothese III- 15).

En fait, nous avons admis que le graphe non-orienté associé G ; =(H ;,I;) n’admet aucun cycle.

Mais, dans certaines applications, il arrive que des opérations doivent commencer et se terminer
en méme temps. Ces contraintes introduisent des cycles dans notre graphe non-orienté associ€ a
G ; et interdisent 1’utilisation des Algorithmes III- 1, III- 3 et III- 5. Dans ces cas, nous
proposons une approche certes moins rapide, mais qui permet néanmoins de fournir une
solution optimale aux Problémes III- 2 et III- 4.

Pour cela, nous représentons les contraintes de ces probleémes sous forme d’un graphe
"potentiels étapes” [Roy, 1960], ou d’un graphe PERT [Malcom et al, 1959}, comme nous
I’avons fait au chapitre précédent pour le Probleéme II- 3 (voir Figure II- 8). Dans un graphe
PERT, la valuation 6 , , ., de chaque arc (% ,h ") donne la durée minimale qui séparant les dates
T, etT,. correspondant aux instants 2 eth’ (i.e.T,.-T,20 ,.). Dans le cas ou 6, ,.,<0,
-6, , - représente la durée maximale séparant les dates T,. et T, (i.e.T,-T,.<-6 ,.,). Une
telle représentation permet de modéliser toutes les contraintes des Problemes III- 2 et III- 4,
comme nous le présentons sur la Figure III- 14.

Les algorithmes de plus long chemin appliqués au graphe PERT [Gondran et Minoux, 1979]
permettent alors de déterminer une solution optimale des Probleémes III- 2 et III- 4. Cependant,
la présence de circuits dans le graphe PERT impose I'utilisation d’algorithmes spécifiques
[Ford, 1956] [Bellman, 1958] dont la complexité en O(m j2 ) est moins bonne que celle des
Algorithmes III- 1 et II-3 en O(m;).

-144-



hapitre ITI - Problémes avec gammes d’assemblage et de désassemblage

Représensation introduite dans 1'Hypothese III- 11 Représensation par un graphe PERT

Figure III- 14 : Représentations équivalentes en présence de cycle

Nous pouvons aussi donner la solution optimale aux Problémes III- 1 et III- 3 en présence de
cycles. Pour cela, nous utilisons respectivement les Algorithmes III- 2 et III- 4 pour lesquels
nous appliquons, au pas 2.1 de ces algorithmes, une méthode de recherche de plus long chemin
dans le graphe PERT associé. La complexité de ces deux algorithmes est en

O(y; m;> +y, log, y,).

Des études sont menées actuellement pour résoudre de maniere optimale le Probléme III- 5 en
présence de cycle.

I11.7.2.3. Cas ou la préemption est permise

Dans cette étude, nous avons supposé que les opérations ne pouvaient €tre interrompues
pendant un laps de temps puis reprises (voir Hypothe¢se III- 13). Nous proposons dans cette
section une adaptation qui permet de limiter le nombre d’interruption d’une opération.

Supposons qu’une opération i exécutée sur le produit j puisse étre morcelée en f; ; exécutions

successives. Sa durée opératoire doit étre comprise dans [/ u; ;1. De plus, cette opération

ijo’
peut étre exécutée dans 'une des périodes de W, ;.

Nous créons f; ; opérations correspondant chacune a un des morcellements dont la durée est
comprise dans [0 ;u, ;]. Ces f, , opérations doivent &tre exécutées successivement. La
premiere de ces f; ; opérations doit débuter simultanément & I’opération i et la derniere doit
s’arréter au méme moment que ’opération i. La Figure III- 15 représente 1’opération i et
I’enchainement des f; ; morcellements. La durée totale de ces f;, ; morcellements est égale a
celle de I’opération i qui est comprise entre [/, ; ; u; ;1.
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Uij s uig)

[05ui]

l
Figure III- 15 : Morcellement d’une opération
|

Les ressources requises initialement pour exécuter I’opération i sont affectées & chacun des f; ;
morcellements. Ainsi, chacune de ces f; ; opérations doit étre exécutée dans 'une des periodes
de W, T Quant a I’opération i, elle peut étre exécutée & tout moment dans 1’intervale [0 ; +oo[.

Une telle modélisation introduit un cycle sur notre graphe. Par conséquent, nous résolvons les
Problémes III- 1 a III- 4 en suivant I’approches décrite dans la section précédente.

111.7.2.4. Cas avec conflits de ressources

Jusqu’ici nous avons supposé qu’il n’existait pas de conflits de ressources entre les opérations
pouvant étre effectuées en parallele sur un méme produit. Deux conditions pour lesquelles cette |
hypothése est vérifiée sont proposées (voir I’Hypothese III- 16).

Ces conditions garantissent que les méthodes décrites dans les sections précédentes fournissent
des ordonnancements pour lesquels les opérations utilisant les mémes ressources ne sont pas
exécutées simultanément. Si aucune de ces conditions n’est vérifiée, les Algorithmes III- 1 a
- 5 peuvent malgré tout étre appliqués. Si I’ordonnancement qu’ils fournissent ne génere pas
de conflit de ressources, alors il est optimal. Sinon, il donne une borne inférieure de la solution
optimale, I’ordonnancement est qualifi€ de sous-optimal. Nous devons alors lever le conflit et,

pour cela, déterminer quelles opérations en conflit doivent &tre exécutées avant les autres.

En présence de conflit, déterminer la solution optimale d’un des Probléemes ITI- 1 & III- §
devient combinatoire.

Théoréme III- 6

Les Problemes III- 1 a III- 5 sont NP-difficiles au sens fort (en présence de conflits de
ressources).
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Démonstration

a) Montrons que minimiser le makespan d’un produit dont les opérations se
suivent sans attente et ont des durées contréolables est NP-difficile au sens fort
(méme si les fenétres dans lesquelles sont exécutées les opérations sont
données)

Pour tout ordonnancement d’un tel produit, nous pouvons vérifier en un temps polynomial qu’il
satisfait toutes les contraintes, et déterminer son makespan.

Considérons un flow shop a2 3 machines du type F, InwtlC . Minimiser le makespan d’un tel
probléme sous la contrainte qu’il n’y ait pas d’attente est NP-difficile au sens fort [Rock,
1984a]. Dans ce probléme, n produits doivent passer dans le méme ordre sur 3 machines.

Nous imposons une opération initiale & exécuter sur chacun des n produits. Cette opération
débute a I’instant O et se termine quand la premiére opération du produit commence. Elle a une
durée minimale nulle et maximale illimitée. Chacune de ces opérations nécessite une unique
ressource qui lui est propre.

Nous définissons 2 partir de ces n produits, un nouveau produit qui requiert 1’assemblage de
cesn produits. L’opération d’assemblage final des produits a une durée minimale nulle et une
durée maximale non limitée. Minimiser le makespan de ce nouveau produit né de leur
assemblage est équivalent & minimiser le makespan des n produits (puisque 1’assemblage se fait
instantanément). Nous en déduisons que déterminer le makespan d’un produit nécessitant un
assemblage et pour lequel il existe des conflits de ressource est NP-difficile au sens fort.

b) Nous en déduisons que les Problemes ITI-1 a III-5 sont NP-difficiles au
sens fort

Pour toute solution proposée pour un de ces problémes, nous pouvons vérifier en un temps
polynomial qu’elle vérifie toutes ses contraintes, et calculer 1a valeur du critére.

De plus, nous déduisons de a) que les Problemes III- 1 a ITI- 2 sont NP-difficiles au sens fort.

Nous posons pour toutes les opérations des n composants du produit décrit en a) un cofit
d’utilisation des ressources égales as; ;=1. Le cofit de production de ces n produits et de leur
assemblage est égal 2 n fois la longueur de son makespan. Par conséquent, résoudre le
Probléme III- 5 (i.e. déterminer revient I’ordonnancement de cofit minimal) revient & minimiser
le makespan des n produits. Nous en déduisons que le Probléme III- 5 est également NP-
difficile au sens fort.

11 est possible de montrer le Probléme III- 1 est un cas particulier du Probléme III- 3, ainsi que
le Probleme III- 2 est un cas particulier du Probléme III- 4. Pour le montrer, nous remplagons
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la variable T, ; par M-T, ; dans les Problémes III- 1 et III- 2, ou M est choisi grand. De
plus, nous remplagons chaque arc (h,k) par I'arc (k ,h ), pour (h,k )el;. Nous en déduisons
que les Problemes III- 3 4 HI- 4 sont NP-difficiles au sens fort.

CQFD

On ne connait aucun algorithme polynomial (ou méme pseudo polynomial) pour résoudre les
problémes NP-difficiles au sens fort. Les seules méthodes exactes existantes consistent a
énumérer explicitement ou implicitement (avec une procédure par séparation et €valuation
progressive, par exemple) ’ensemble des solutions possibles. Dans notre cas, une solution
possible est un ordre d’exécution des opérations en conflit. Si peu d’opérations sont en conflit,
de telles méthodes sont utilisables.

Le contexte en temps réel interdit d’utiliser ces méthodes gourmandes en temps de calcul pour
des problémes de taille importante (i.e. dans des situations ol le nombre d’opérations en conflit
est important). Dans ce cas, nous sommes réduits & appliquer des méthodes approchées.

Nous renvoyons le lecteur a la littérature abondante existant sur ces méthodes exactes et
approchées : Brucker (1995), Chrétienne et al. (1995), Pinedo (1995), Chu et Proth (1996),
Koole (1996), Lai et al. (1997), et Shmelev (1997), Esquirol et Lopez (1999). Plus
spécifiquement, Blazewicz et al. (1996), et Jain et Meeran (1999) proposent des états de 'art
sur les approches de résolution des problémes de type job shop.

Finalement, en présence d’opérations en conflit, les méthodes décrites dans ce chapitre peuvent
étre utilisées pour :
a) soit déterminer rapidement une solution réalisable et optimale pour un ordre donné

d’exécution des opérations en conflit,

b) soit donner une solution sous-optimale (pour un ordre partiel donné d’exécution des

opérations en conflit) qui permet d’éviter 1’exploration de toutes les situations.

I11.7.2.5.Cas ou le ré-ordonnancement est possible

Nous avons considéré que I’ordonnancement d’un produit est défini une fois pour toutes et ne
peut donc étre remis en question quand une commande apparait (voir Hypothése III- 3). Dans
des applications, il est possible d’ordonnancer toutes les opérations qui ne sont pas terminées ou
celles qui n’ont pas été encore réalisées. En ce qui concerne les opérations en cours d’exécution,

il est possible de modifier leur date de fin. Pour les autres opérations, nous pouvons modifier
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les dates de début et de fin. Il est également possible de changer 1’ordre d’exécution des

opérations sur les machines.

Evidemment, étant donné que le probléme de flow shop a 3 machines du type F, InwtlC _, est
NP-difficile au sens fort, le probleéme de ré-ordonnancement est NP-difficile au sens fort méme
dans le cas de produits fabriqués suivant des gammes linéaires comportant seulement 3
opérations. Nous ne pouvons alors résoudre ce type de problémes en temps réel et nous
utilisons des heuristiques.

Outre les algorithmes présentés dans cette thése qui peuvent étre utilisés comme heuristiques
pour ce probléme, d’autres méthodes approchées ont été proposées s’appuyant sur des reégles de
priorité [Golenko-Ginzburg et Kats], la programmation par contraintes [Cheng et Smith, 1995],
I’exploration arborescente [Ge et Yih, 1995] [Lamothe, 1996], ou encore les méta heuristiques
[Bloch, 1999]. Puisque le ré-ordonnancement de plusieurs produits peut tre vu comme un
ordonnancement en présence de conflits de ressources (voir démonstration du Théoréme III- 6),
ces approches sont similaires a celles qui sont développées en présence de conflits de ressources
(voir section précédente).

Pour terminer, notons une approche particuliére. Yih (1994) propose de ne pas remettre en
cause 1’ordre dans lequel les opérations déja ordonnancées doivent étre exécutées sur les
machines. Seul le décalage de ces opérations est autorisé. Ceci permet de réaliser certaines
opérations du dernier produit commandé entre des opérations déja ordonnancées. Ce principe
permet d’accroitre la productivité du systeme tout en limitant le temps de calcul. Pour cela, nous
modélisons ’ensemble des opérations déja ordonnancées sous forme d’un graphe PERT (voir
Section II1.7.2.2.). Les opérations & exécuter sur le produit commandé peuvent alors étre
insérées entre les opérations déja ordonnancées que nous choisissons.

111.7.2.6. Conclusion

Dans cette section, nous avons montré comment étendre I’étude présentée dans ce chapitre aux
situations ol les Hypotheses ITI- 3, III- 13, III- 15 et III- 16 (voir section 2) ne sont pas
vérifiées. De plus, nous avons montré comment utiliser les résultats de ce chapitre dans d’autres
approches possibles.
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CHAPITRE IV

PROBLEMES A GAMMES ALTERNATIVES

Résumé

Dans ce chapitre, nous proposons d’introduire des méthodes de gestion en temps réel adaptées
aux systemes de production pour lesquels plusieurs gammes permettent de fabriquer un méme
produit. Nous devons choisir parmi les gammes alternatives de chaque produit celle qui garantit
la meilleure productivité du syst¢éme de production. Nous proposons des méthodes de gestion
applicables a des systémes de production du type des problémes mixtes. Tous les algorithmes
proposés dans ce chapitre sont originaux. Ils permettent de déterminer le délai de livraison de
chaque produit, et d’ordonnancer chaque produit de maniére & minimiser le temps et le cofit
d’utilisation des ressources.

Sommaire

IV.1. INTRODUCTION

IV.2. HYPOTHESES

IV.3. MINIMISATION DU MAKESPAN

IV.4. MINIMISATION DU TEMPS TOTAL D’UTILISATION DES RESSOURCES
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Iv.6. CONCLUSION
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IV.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a des systémes de production dont les caractéristiques
sont les mémes que celles qui sont présentées dans les deux chapitres précédents. De plus, nous
considérons que, dans certains cas, le passage d’un état du produit & un autre peut se faire de
plusieurs maniéres. Les différentes gammes possibles permettant de réaliser un produit sont
appelées des gammes alternatives. L’objectif est de déterminer la "meilleure” gamme et
d’ordonnancer en temps réel chaque produit dés que la commande est passée. Notons que le
choix d’une gamme alternative pour un produit donné n’implique pas I’utilisation de cette méme
gamme pour un autre produit de méme type.

Nous illustrons notre étude par la gestion d’une unité de production ol plusieurs machines de
performances différentes sont capables de réaliser les mémes opérations.

IV.1.1. L’ordonnancement d’unités automatisées avec

choix de machines de performances différentes

L’atelier que nous considérons est un systéme automatisé. Les stockages intermédiaires y sont
trés limités (généralement, un seul produit peut étre stocké en amont ou en aval de chaque
machine). I comporte plusieurs machines capables de réaliser les mémes opérations. Ces
machines, de technologies ou d’ages différents, ont des performances et des cofits d’utilisation
qui ne sont pas identiques. Pour chaque produit, nous pouvons choisir une série de machines
différentes. L’objectif est de déterminer la meilleure séric de machines au moment
d’ordonnancer un produit.

La Figure IV- 1 présente I’ensemble des gammes alternatives d’un produit et le terme sous-
gamme désigne une partie d’'une gamme.

Dans I'exemple de cette figure, le produit a réaliser subit trois opérations de transformation.
Nous devons tout d’abord apporter la mati¢re premicre a un poste de découpe. Deux postes
('un utilisant le Laser, 1’autre le Plasma) permettent de réaliser la découpe. Du poste ol est
réalisée la découpe, la matiere est déplacée vers un deuxi¢me poste ot elle est poingonnée.
Ensuite, elle est de nouveau déplacée vers 1'un des deux postes de pliages avant de sortir de
I’ atelier.

Dans I’exemple de la Figure IV- 1, le passage de Iétat de matiere premiére a I’état de matiére
découpée peut se faire de deux maniéres : soit en utilisant la premicre sous-gamme alternative
correspondant & une découpe au Laser, soit en utilisant la seconde sous-gamme par un procédé
Plasma. Sur la Figure IV- 1, les hémicycles noirs marquent 1’état du produit au début des sous-
gammes alternatives, et a leur fin.
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Pliage
Poste 1
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—
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q
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Figure IV- 1 : Exemple d’une unité automatisée comportant des choix de machines

IV.1.2.Approche proposée

Pour faciliter la lecture, ce chapitre est organisé comme les deux précédents. Ainsi, dans la
section 2, nous précisons les hypothéses.

Le but du chapitre est de donner des modes de gestion en temps réel qui proposent un
ordonnancement de chaque produit dés que sa commande est connue. L’objectif global est
d’obtenir une gestion qui maximise la productivité du systéeme de production a
long terme. Le premier mode de gestion consiste a fabriquer le produit au plus tot
(c’est I’objet de la section 3). En outre, il permet de fournir au client un délai minimum de
livraison. Ensuite, nous proposons un deuxiéme mode de gestion qui revient & commencer la
fabrication du produit au plus tard, tout en livrant le produit au plus tot (voir section 4).
Enfin, nous donnons un troisitme mode de gestion dont le but est de minimiser le coit
d’utilisation des ressources (voir section 5), tout en livrant le produit au plus tot.

Chaque section est illustrée par un exemple de gestion d’une unité de t6lerie fine. Des travaux de
recherche sur les gammes alternatives ont déja été publiés dans un contexte ou I’attente des
produits est permise [Chauvet et al., 1998a] [Chauvet et Proth, 1999].
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IV.2. HYPOTHESES

Dans cette section, le cadre d’étude est décrit. Les hypotheses faites sont les mémes que celles
faites dans les deux chapitres précédents, mis a part I’'Hypothése IV- 4 qui est modifiée pour
tenir compte de I'existence de gammes alternatives. Ainsi, cette hypothése permet d’élargir le
champ d’application de I’étude. Nous rappelons ’ensemble des hypothéses et les notations
nécessaires a la lecture de ce chapitre.

Hypothése IV- 1: L’ordonnancement est en temps réel. Nous devons ordonnancer chaque
produit dés que sa commande arrive. Nous numérotons les demandes de 1 a n dans I’ordre de
leur arrivée. Nous désignons par J I’ensemble des demandes.

Hypothése IV- 2: La matiére premiére et les composants du produit a fabriquer sont
disponibles. Nous supposons que la matiére premiére et les composants du produit a fabriquer
sont disponibles a la date ;.

Hypothése IV- 3 : L’ordonnancement d’un produit ne remet pas en question

I’ordonnancement des précédents.

Hypothése IV- 4 : La gamme de chaque produit peut comporter des opérations
d’assemblage ou de désassemblage, et des sous-gammes alternatives.

Nous supposons que les gammes des produits a réaliser peuvent comporter des assemblages et
des désassemblages, comme dans le chapitre précédent. De plus, nous considérons que la
gamme de chaque produit peut étre choisie parmi plusieurs alternatives. Nous appelons sous-
gamme I’ensemble des opérations permettant le passage d’un état & du produit a un état .
Cette sous-gamme est dite alternative s’il existe d’autres sous-gammes permettant le passage de
Pétat h a état h'. Les états h et h' sont appelés les extrémités communes de
I’ensemble des sous-gammes alternatives (permettant le passage de I’état h al’état h").

Pour éviter toute confusion, nous considérons qu’un état ne peut étre I’extrémité commune de
plusieurs ensembles de sous-gammes alternatives. Nous désignons par e, ;, lindice de

I’ensemble des sous-gammes alternatives du produit j dont # est I’extrémité commune. Nous

désignons par E; ’ensemble des indices e, ;. Nous avons E; = Ue,k ; o0 H'; est 'ensemble
heH';

des états du produit j qui sont I'extrémité commune d’un ensemble de sous-gammes
alternatives. Pour tout ensemble des sous-gammes alternatives e€ E;, nous désignons par v, ;,

le nombre de sous-gammes alternatives.
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Les exemples de produits présentés dans ce chapitre sont particuliers :
a) leurs sous-gammes alternatives comportent le méme nombre d’opérations,

b) ils ne comprennent que deux extrémités pour un ensemble de sous-gammes alternatives (ceci
n’est pas toujours vrai quand le produit nécessite des assemblages),

c) aucune sous-gamme alternative n’est incluse dans une autre.

Nous pouvons imaginer des situations ol ces conditions ne seraient pas vraies. Néanmoins,
toute I’étude et les algorithmes qui suivent resteraient valides dans ces cas plus complexes.

La Figure IV- 2 représente une telle gamme. La gamme de cet exemple comporte |E i |=2

ensembles de sous-gammes alternatives. Le premier ensemble de sous-gammes alternatives

permet de passer de 1’état 2 du produit a 1’état 12 et comporte v, ma T ;=3 sous-gammes
27! W]’

alternatives. Le second ensemble admet v, . . ;=v, ;=2 sous-gammes alternatives.
2]’ J’

Chacune des 12 opérations est représentée par un arc. Les états du produit au début et a la fin
des sous-gammes alternatives sont marqués par des hémicycles noirs.

Figure IV- 2 : Représentation de gammes avec deux sous-gammes alternatives

Ainsi, dans cet exemple, apres 1’opération 1, nous pouvons exécuter soit les opérations 2 et 3,
soit les opérations 4 et 5, soit encore les opérations 6 et 7. De méme, aprés 1’opération 6, nous
pouvons exécuter soit les opérations 9 et 10, soit les opérations 10 et 12. Par conséquent, le
produit a réaliser est défini par 'une des six gammes suivantes : {1, 2, 3, 8, 9, 10}, {1, 4, 5,
8,9, 10}, {1,6, 7, 8,9, 10}, {1, 2, 3, 8, 11, 12}, {1, 4, 5, 8, 11, 12} et {1, 6, 7, 8, 11,
12}. Nous devons choisir 1a meilleure gamme parmi les six gammes possibles.

Pour le produit j, nous notons m; le nombre d’opérations de sa gamme (y compris les
opérations des sous-gammes alternatives) et ; I’ensemble des opérations.

Hypotheése IV- 5 : Nous savons quelles sont les ressources interchangeables en cours

d’opération.

Hypothese IV- 6 : Le temps de changement de ressource en cours d’opération (lorsque cela
est possible) est nul.
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Hypothése IV- 7 : Chaque opération peut nécessiter 'utilisation de plusieurs types de

ressources.

Hypothése IV- 8 : L'utilisation d’une ressource ne dépend pas d’autres utilisations de la

méme ressource.

Hypothése IV- 9 : Les exemplaires d’un méme type de ressources sont identiques. Nous
pouvons toujours nous ramener 2 une situation oll cette hypothese est vérifiée. Pour cela, nous
définissons une sous-gamme alternative pour chaque opération utilisant une ressource dont les
exemplaires ne sont pas identiques. Chaque alternative correspond alors a un exemplaire
différent de la ressource. Les exemplaires de chaque ressource utilisés par les opérations de

chaque gamme alternative sont alors identiques.
Hypothése IV- 10 : Les disponibilités des ressources sont connues.

Hypothése IV- 11 : Les opérations se suivent sans interruption. Puisque les opérations se
suivent sans attente, I’instant de fin d’une opération est également I'instant de début des
opérations qui la suivent. Nous représentons les données relatives a un produit j par un graphe
orienté G j =(H i N4 i ), comme celui de la Figure IV- 3.

L1045 %10,]

[l2j:u24] (35 u34] ojiugsl
Uigsuigl Lajiusgjl 5 > lisjius]

[lej;u6yl

{175 u74] ugiuwigl 12,5 u124]

10 18

Figure IV- 3 : Graphe représentant la gamme d’un produit

Le graphe G ;=(H,I;) est composé d’un ensemble H; de sommets marquant les instants de
début et de fin des opérations. Ces sommets sont reliés par m ; arcs représentant I’ensemble 7
des opérations. L’ensemble des états du produitj qui sont I’extrémité commune d’un ensemble
de sous-gammes alternatives, est H';CH ;. Le nombre de sommets du graphe est alors égal a

|Hj | =m; +1+ Z(V&j + 1), oli m ; est le nombre d’opérations de la gamme et v, ; le nombre
eckE;

de gammes alternatives correspondant a I’ensemble de sous-gammes alternatives e€ E ;..

X, ; est I'indice de la sous-gamme alternative retenue pour I'ensemble d’indice e. On a :

1<X, ;<v, ;, pour e€E;. Nous devons déterminer les sous-gammes alternatives X, ; qui
permettent d’obtenir le meilleur ordonnancement possible. Nous considérons qu’un état kK ne

peut appartenir a deux sous-gammes alternatives d’un méme ensemble. Nous désignons par
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d
sous-gamines e.

t.,; l'indice de la sous-gamme alternative a laquelle appartient 1’état k, pour I’ensemble de

Au début et a la fin de chaque sous-gamme alternative, nous définissons autant de sommets
qu’il y a d’alternatives possibles. La Figure IV- 4 reprend la numérotation des sommets au
début des premiéres sous-gammes alternatives de la Figure IV- 3. Le sommet 2 correspond a la
fin de I’opération 1. Les sommets 3, 6 et 9 correspondent au début des opérations 2, 4 et 6.

[l2j5u24]

Uyjiuyyl Fajsuajl

e - 'E“

[lejsu6,l

Figure IV- 4 : Numérotation des sommets au début d’une sous-gamme a alternatives

Supposons que sur ’exemple de la Figure IV- 3, la premitre sous-gamme alternative soit
retenue pour passer de I'état 2 du produit a I'état 12, ie. X, » ;=1. Pour que

I’ordonnancement soit valide, deux conditions doivent étre vérifi€es :

a) Il faut que la date de fin de I’opération 1 (i.e. correspondant & 1’état 2) soit égale a la date de
début de 1’opération 2 (i.e. correspondant a 1’état 3).

b) 11 faut que la date de fin de I’opération 3 (i.e. correspondant a 1’état 5) soit égale a la date de
début de I’opération 8 (i.e. correspondant a 1’état 12).

Pour toute sous-gamme alternative d’indice X, nous désignons par X, (X ) I’ensemble des
couples de sommets qui doivent coincider si I’alternative X est choisie parmi I’ensemble e des
sous-gammes possibles pour réaliser le produit j. Le premier sommet du couple est une des
extrémités communes de I’ensemble des sous-gammes alternatives et le second correspond au

sommet de la sous-gamme retenue. Dans notre exemple, nous avons
th j-i(1)={(2 :3);(12;5)}. De méme, nous avons Rez j'j(2)={(2 ;6); (125 8)}.

Pour toute sous-gamme alternative d’indice X de 1’ensemble e, les couples de I’ensemble
X, ;(X) sont considérés, dans la suite, comme de nouveaux arcs de notre graphe. Nous

désignons par 3; I'ensemble de ces arcs, ;= UN& ;(X). Pour ces arcs, nous étendons la

lSXSv,_j
eck;

définition de successeur et prédécesseur d’un sommet. Un sommet k& de I'ensemble H; est un
successeur possible du sommet % si et seulement s’il existe un couple (h,k) dans Sj
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reliant 2 a k. Nous pouvons noter cet arc i=(h ,k ). De méme, un sommet ~ de I’ensemble H j
est prédécesseur du sommet k s’il existe un couple (k,k) dans S;. Notons que pour tout
couple (k,k) de 3;, h est toujours prédécesseur du sommet k& tandis que k n’est un successeur

de & qu’a la condition que la sous-gamme alternative correspondante soit choisie.
Hypotheése IV- 12 : Les durées des opérations sont controlables.
Hypotheése IV- 13 : La préemption est interdite.

Hypothése IV- 14 : L’objectif est d’ordonnancer chaque produit dés que sa commande est
enregistrée de maniére & maximiser la productivité du systéme a long terme. Nous désignons par
T, ; ladate alaquelle correspond I’instant d’indice . La date de début de I’opération i=(h k)
effectuée sur le produit j est notée B, ;=T , ; et sa date de fin C; ;=T, ,. Ordonnancer un
produit revient a déterminer dans quelle période Z, ; doit étre exécutée I’opération i sur le
produit j, ainsi que ses dates de début B, ; et de fin C, ;=B ;+P, ;. Pour atteindre une

productivité maximale du systtme & long terme, nous étendons les méthodes de gestion

présentées dans les chapitres précédents :
a) terminer chaque produit le plus tot possible (voir section 3),

b) commencer la fabrication du produit au plus tard, tout en respectant la date de

livraison fixée au plus t6t (voir section 4),

¢) minimiser le coiit d’utilisation des ressources de chaque produit, tout en
respectant la date de livraison fixée au plus t6t (voir section 5).

Hypothése IV- 15 : Dans une gamme alternative donnée, deux opérations ne peuvent avoir
a la fois une méme opération qui les précéde, et une méme opération qui les suit . Cette
hypothése nous autorise & étendre la numérotation des sommets introduite dans le chapitre
précédent. Nous numérotons 1’ensemble des sommets du graphe G ; de maniere a ce que :

a) Pour tout sommet d’indice h, il n’existe pas plus d’un sommet d’indice k> parmi les
successeurs directs et les prédécesseurs de 4.

b) Si pour un sommet d’indice k il existe un tel sommet k >k, alors tous les successeurs

possibles du sommet /2 ont un indice inférieur a k.

Les sommets de la Figure IV- 3 sont numérotés de cette maniere. Il est possible d’obtenir une
telle numérotation par un algorithme de complexité égale 2 O( | 5 j | ). Cette numérotation

est essentielle pour les algorithmes présentés dans la suite.

Hypothése IV- 16 : Il n’existe pas de conflits de ressources entre les opérations pouvant
étre effectuées en paralléle sur un méme produit. Cette hypothése ne concerne pas les opérations
de deux alternatives différentes. En effet, seules les opérations de 1'une des deux alternatives
sont effectuées.
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IV.3. MINIMISATION DU MAKESPAN

IV.3.1.Introduction

Dans cette section, notre objectif est de décrire une méthode de gestion en temps réel qui
ordonnance chaque produit au plus tdt, i.e. qui minimise le makespan de chaque produit. Nous
formalisons le probléme avant de montrer son niveau de difficulté. Ensuite, nous proposons un
algorithme original.

Si le nombre de gammes alternatives pour réaliser un produit est réduit, nous pouvons tester les
alternatives une par une et garder la "meilleure". Mais, quand le nombre de sous-gammes
alternatives augmente, cette méthode devient combinatoire et n’est plus applicable. C’est
pourquoi nous proposons une approche différente dans la suite.

I1V.3.2.Formalisation

Nous voulons déterminer les dates de début des opérations effectuées sur le produit j sachant
que la date de disponibilité est r; (voir contraintes (IV-1)). Les dates T, ; et T ; définissent
les instants de début et de fin de chaque opération (h,k )€ ;.

La durée d’exécution P ), , ;=T ;-T, ; de chaque opération i=(h,k) est a déterminer et doit
vérifier: [, ;<P ;<u, . (voir contraintes (IV-2)). Chaque opération i peut étre exécutée dans
'une des y, ; fenétres de temps de I’ensemble W, ;={la, ,; ; b, ;]1/ 1<z<y, ;} (voir
contraintes (IV-3)-(IV-4)). La fenétre retenue est la fenétre d’indice Z; ; (voir contraintes (IV-

5)).

De méme, la sous-gamme alternative d’indice X, ; est la sous-gamme retenue (voir contraintes
(IV-6)), pour ecE;. Pour chaque sous-gamme alternative retenue, les dates des opérations

doivent coincider avec les dates des opérations extérieures a la sous-gamme (voir contraintes
av-7m).

Notre objectif est de minimiser la date d’aché¢vement du produit, i.e. la date de fin de la derniére
opération effectuée sur le produit. Nous notons H \H ' ; I'ensemble des sommets du graphe qui
n’appartiennent pas a une sous-gamme alternative, H ' ; cH ;. Nous considérons que le début et

la fin d’exécution du produit n’appartiennent pas a une alternative.

Les contraintes (IV-8) a (IV-10) donnent les intervalles de définition de toutes les variables de
décisions T',, ;, Z, ;.etX, ;.
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Ce probleme s’écrit :

Probléme IV- 1: Minimisation du makespan de chaque produit

min max {Th’ i }

heH\H',
(1, <T,; VheH, (IV-1)
Iy STes = Ty Sy V(hk)el, (IV-2)
az, . i ST V(hk)el, (IV-3)
N V(hk)el, (IV-4)
1<Z,; <y, Viel, (IV - 5)
tel que <
1£X,,<v,; VeecE, (IV-6)
T, =T, V(hk)eX,,(X,,) VeeE, av-7)
T,, €eR” Vhe H, (IvV -8)
Z,;eN Viel, (Iv-9)
X,;eN VecE, (Iv-10)

Avant de proposer une méthode de résolution, nous montrons le niveau de difficulté¢ du
Probléme IV- 1. Pour cela, nous montrons qu’il appartient & une classe de problémes pour
lesquels on ne connait pas d’algorithmes polynomiaux.

Théoréme IV- 1

Trouver une solution réalisable au Probleme IV- 1 est un probléme NP-complet, et le Probleme
IV- 1 est un probleme NP-difficile.

Démonstration

Pour n’importe quelle solution au Probleme IV- 1 (ie. {T, ;},. H)» {Z;,;}ie I et

{X, ;}.c£ ), nous pouvons vérifier en un temps polynomial qu’une solution est réalisable ou
[ J

non.
Considérons le probléme suivant :

Soit un ensemble fini A de valeurs entiéres positives A ={a,, a,, ..., a,,,} et un entier positif
B. Existe-t-il un sous-ensemble A 'cA tel que la somme des entiers de A' soit exactement

égale 3 B ? Répondre a cette question (désigné en anglais par subset sum) est un probléme NP-
complet [Garey et Johnson, 1979].

Montrons que ce probléme est un cas particulier du ndtre. Pour cela, considérons le produit j
qui doit subir m;= |A|+2 transformations successives. La premiére opération de

transformation a une durée minimale nulle [, ;=0 et doit &tre réalisée pendant la période [0 ; O].
La derniére opération a également une durée minimale nulle /,, ;=0 et doit étre réalisée pendant
"
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la période [B ; B]. Chaque transformation i intermédiaire (i.e. 2<i<m ;-1) peut étre réalisée
par une machine en un temps /; ;=u; ;=a, . Les transformations intermédiaires sont toutes
facultatives. Aussi, pour chacune, nous définissons deux sous-gammes alternatives :

[N

a) la premiére qui consiste a réaliser une opération a I’aide d’'une machine en un temps

L j=u; ;=a;.,

b) la seconde qui revient a réaliser une opération en un temps nul /; ;=u, ;=0 (i.e. dans ce cas,

aucune transformation n’est réalisée).

Déterminer un ordonnancement admissible pour ce produit j permet de résoudre simultanément
le probléme de type subset sum associ€.

Par conséquent, trouver une solution réalisable an Probléme IV- 1 est un probléme NP-complet
et le Probléme IV- 1 est un probleme NP-difficile.

CQFD

Dans la section suivante, nous proposons une approche directe de résolution du Probléme IV- 1
en un temps pseudo polynomial.

IV.3.3.Sélection des fenétres

Pour résoudre le Probléme IV- 1, il faut déterminer quelle gamme alternative réalisée, dans
quelle fenétre Z, ; et entre quelles dates T, ; et T, ; I'opération i=(h,k ) doit étre effectuce de

manicre a ce que le makespan du produit soit minimal.

L’approche proposée est une extension de 1’ Algorithme II- 6 du chapitre II et de I’ Algorithme
II- 5 du chapitre précédent. Elle consiste & discrétiser le temps. Nous considérons que les
durées des opérations ainsi que les dates de début et de fin des fenétres sont des valeurs
rationnelles. En multipliant toutes ces valeurs par le plus petit multiple commun de leur
dénominateur Q, nous transformons notre probléme de maniére a n’avoir que des dates et des
durées entiéres. Nous admettons donc que ces valeurs sont entieres.

L’approche est basée sur la programmation dynamique. Pour cela, nous définissons | 5 i |
étapes correspondant aux | H j | états du produit j au cours de sa réalisation (y compris les
états des gammes alternatives). Pour chaque état du produit, nous énumérons toutes les dates
possibles pour lesquelles le produit peut étre dans cet état. Nous recherchons 1’ensemble des
dates de chaque état qui correspondent & une fin au plus t6t du produit et, par conséquent, nous
évaluons chaque date en fonction du makespan qu’elle permet d’atteindre.

Avant d’appliquer cette approche, nous calculons une borne supérieure du makespan optimal
pour ce probléme. Pour cela, nous choisissons arbitrairement les sous-gammes alternatives. Le
Probléme IV- 1 que I’on obtient sans gamme alternative est équivalent au Probléme III- 1. Nous
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le résolvons en appliquant 1’ Algorithme III- 2. Nous désignons par d; la date de fin que I’on

obtient pour le produit j . Cette date est évidemment une borne supérieure du makespan optimal
du Probléme IV- 1.

La date T, ; correspond a l'instant de fin d’exécution des opérations (f,h)€l; et de début
d’exécution des opérations (h,k )el; sur le produit j. Puisque le produit ne peut commencer
avant la date r; (voir définition des contraintes (TV-1)) et peut étre terminé a la date d;, nous
avons :

r;<T, ;sdj,pour Ishsm +1. (IV-11)

La durée de chaque opération i est controlable et peut étre choisie dans Iintervalle [/, ;u; ;]
(voir contrainte (IV-2)). Ainsi, les dates de début de I’opération (f,/ ) qui autorisent une fin a la
date T, ; sont comprises entre T, ;-U ¢ 4 ; € T} ;-l; 4, ;- De méme, les dates de fin de
1’opération (,k) qui autorisent un début d’exécution a la date T, ; sont comprises entre

Th,j+l(h'k),j etTh,j+u(h,k),j'

Si nous décidons de commencer 1’opération (f,h)el; a'instant T, ; et de la terminer a I'instant
T, ;,deux cas peuvent se présenter :
a) lintervalle [T, ; T, ;] est inclus dans une période de disponibilité des ressources,

ININE PRI,
produit est supérieur 2 T, ; date a laquelle ’opération (f, 1) se termine. |

[a oll l<z =< . Dans ce cas, nous en déduisons que le makespan du
Y (£, k).

b) Iintervalle [T, ; ; T, ;]n’est pas inclus dans une période de disponibilité des ressources ;
dans ce cas, nous en déduisons que I’opération (f /) ne peut se terminer a U'instant 7', , et
nous lui associons un makespan de valeur infinie.

Parmi toutes les dates possibles 7', ;, nous retenons la meilleure date (i.e. celle qui permet
d’atteindre le meilleur makespan) permettant de terminer I’opération (f,4) a la date T, ;. Nous
notons S, , (T, ;) 'ensemble des dates permettant de terminer I’opération (f,h)€l; a la date

T, i Formellement, nous avons :

S nTap=tt | ryst=ds, Typloy StsT ,p g,y o 3125y g, 19 10657, 30 0003 2 o))
pourrjsTh_jsdj, (h,k)te, lshSmj+1. (Iv-12)

Nous désignons par C, ,,(T, ;) le meilleur makespan déduit de I'opération (f,h)el; se

terminant aladate 7', ; :

o0 s, (T.,)=9
C,nlT,)= . .
(f.h) ( hj ) rf,,ersff,lf(r,.,, {max{C(Tf, j ); T, }} sinon
pourr;<T, <d;, (h,k)el, 1sh=m+1. (IV-13)
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De méme, si nous décidons de commencer 1’opération (4 ,k ) a I'instant 7', j et de la terminer &
Pinstant T, ;, deux cas peuvent se présenter :

a) Pintervalle [T, ; ; T, ;] est inclus dans une période de disponibilité des ressources,
(@, h.6y. ;02 hoiy, ;) OO 1=2=<y, ,, ;. Dans ce cas, nous en déduisons que le makespan

du produit est supérieura T, ;etaT, ;.
b) dans I’autre cas, nous associons a (4 ,k ) un makespan infini.

Nous notons S (, (7, ;) 'ensemble des dates permettant de commencer I’opération (h,k )€l

aladate T, ;. Formellement, nous avons :

S T p=ltiryst<d;, Tk Lo STk h g 00 3128y 4,19 [T, 51000007 00,1
pourr;<T, ,=d;, (h,k)el, 1shsm +1. (IV-14)

Nous désignons par C, ,(T, ) le makespan induit par I’opération (h,k)el; commengant a la
date T, ; :

o oo $i Sy (1) =D
(IO "hj Tk,,eg:,i:)l(n,j){max{c(n’ i ); T, }} sinon
pourr,<T, .<d;, (h,k)el, 1shsm+1. (IV-15)

Considérons, maintenant, un couple (., )e ;. L’étatf du produit est un prédécesseur de 1’état
h :f est donc une des extrémités communes de sous-gammes alternatives et & est I’état qui
coincide avec f si la sous-gamme alternative correspondante est retenue. Méme si la sous-
gamme alternative associée & ce couple n’est pas retenue, nous voulons que I’état f coincide
avec I’état k. En contraignant I’état f a coincider avec I’état i, nous ne modifions que les dates
des états du produit utilisant cette sous-gamme alternative. Nous désignons par C (T, ) le
makespan induit par I’état f :

C (T, )=C(Ty) pourrjsT,,,jsz,-, (f.h)eS, Ishsm +1. (Iv-16)

Considérons, enfin, un couple (h,k )€ S;. L'état k du produit est un successeur possible de
I’état h . Cela signifie que si la sous-gamme alternative correspondant a ce couple est retenue, les

états h etk coincideront. Nous désignons par C, ,(T , )) e makespan induit par I'étatk :
Cun(T4)=C(T,) pourr;sT, ,<d;, (h,k)eS, 1shsm+1. Iv-17)

Parmi tous les successeurs possibles de %, nous retenons celui qui nous permet de garantir le
meilleur makespan et tel que ’état & du produit soit obtenu 2 la date T, ;. Nous en déduisons
que le meilleur makespan pour lequel I'état h est obtenu & ladate T, ; est:
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C(Th,j) = max (El)agf_{c(h,k) (T;zj )}’ (f,g.ls%.)f;sj{c(f-") (ThJ )};(,gcl)ie%j{c(h.k) (Thj )}

k
k<h f<h k<h

pourr;<T, ;<d;, 1sh=m+1. (IV-18)

J

La Figure IV- 5 reprend I'exemple précédent. Les dates T, ; possibles de chaque état & du
produit sont énumérées & chaque étape. Les états sont considérés dans l'ordre de la
numérotation introduite 2 la suite de I’'Hypothése IV- 15. Les calculs relatifs a I’état 2 du produit
tiennent compte des états f du produit proches (i.e. les successeurs et les prédécesseurs de 1'état
h) pour lesquels les calculs ont déja éé opérés. Les calculs relatifs a ’état 7 permettent de
définir les dates T, ; pour lesquelles le produit peut étre dans I’état & et de connaitre le makespan

minimal correspondant a cette date.

Figure IV- 5 : Les étapes de la programmation dynamique

Siladate T, ; ne correspond pas i une solution réalisable, il lui est associé un makespan infini.
L’évaluation C(T,, , ;) donne le makespan minimal pour lequel le produit est dans I’état
P

| H, | aladate TlHjJ_j. Si{T, ; 1 shsm+1 est la solution optimale au Probléeme IV- 1, on a

max TM} = }min ’ {C( T|H ¥ )}. L’ Algorithme IV- 1 découle des relations (IV-10) a (IV-18) et
r<T J g

heH; <
=8 S 1

permet de résoudre le Probleéme IV- 1.
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Algorithme IV- 1 : Choix des fenétres pour une fin du produit au plus tot

Procédure Définition des fenétres induisant un makespan minimal pour le produitj .
Entrée :j est!’indice du produit considéré.
r; est la date 2 partir de laquelle on peut commencer a réaliser le produit j .
dj est une borne supérieure du makespan minimal, i.e. date avant laquelle le produitj est terminé.
m ; est le nombre d’opérations a réaliser sur le produit j .
H; est’ensemble des instants marquant le début et la fin des opérations effectuées sur le produit j..
I; est’ensemble des opérations a réaliser sur le produit j .
E; est!’ensemble des extrémités communes des sous-gammes alternatives du produit j .
3 est’ensemble des couples d’états qui coincident suivant les sous-gammes alternatives retenues.
R, ; (X ) estI'ensemble des couples d’états qui coincident si la sous-gamme alternative X est
retenue parmi I’ensemble d’indice e, poure€E;.
ey, ; est’ensemble de sous-gammes alternatives dont z est une extrémité commune, pour A€ H ;.
d,, .. ; estlindice de la sous-gamme alternative a laquelle appartient I'état & , pour heH;, eckE;.
1, ; estla durée minimale d’exécution de 1’opération i sur le produitj, pouri€l;.
u; ; estladurée maximale d’exécution de I’opération i sur le produitj, pourielf;.
yi.; estle nombre de fenétres dans laquelle on peut réaliser I’opération i sur le produit j ,
pouriel;.

i.j

a, ;. ; estladate de début de la z -idme fenétre de ’opération i effectuée sur le produit 7,
pour lsz=<y,; ;,i€l;.
b, ,; ; estladate de fin de la z -iéme fenétre de I’opération i effectuée sur le produit j,

pour lsz =y, ;,iel;.
Sortie : T, ; estladate correspondanta b, ol heH;.
Z ., ; estlafenétre dans laquelle on doit réaliser I’opération i sur le produitj, oliel;.
X, ,; estl’indice de la sous-gamme alternative retenue correspondant a 'ensemble ¢, ol e € E ;.
1. Initialisation.
1.1. Pour (f,h)el; : On evamine chague opiration (f,h) ane par wnc.
1.1.1.Si (f<h ): Lec états de 'étapef cont examinées avant ceus de € 'étape h .
1.1.1.1. Trier les fenétres [a, yp ; 3 b ,¢n.;] POUr 125y (p) 5
dans I’ordre croissant des a. ; et, en cas d’égalité, dans I’ordre croissant des b . ;1.
Dans la suite, laz -ieme fenétre est lez -ime diment dans cet ovdne. 1<z <y , o i

1.1.2. Sinon :
1.1.2.1. Trier les fenétres [a,p.; 3 b o qn.] POUr 1<z <y () »
dans I'ordre croissant des b i, ; et, en cas d’égalité, dans I’ordre croissant des a . ;

2.Pour h allantde 12 | H; | : On wote h € indice de t'étape evaminée.
2.1.Pour T, ; allantder; 2 Z,- : On énumene chague date posdlle T, ; de l'étath.
2.1.1.Pour C(T,, ;)=T,, ;. On initiatice le coit de la dateT, ; 4T, ;.
2.12. Pour fe{f<h | (f.h)el, ) : On motef C'indice de U'étape précidente.
2.1.2.1. Poser C (T, ; )i=too. On initialise le coit nelatd d ¢ opération (f ) & +oo.
2.1.2.2. Poser z :=min{z / 1525y ypp b sy 2Th.; ). On notez ta 1% fenitre
pevmetiant de réaliser ('opération (f ,h) gué ce tewmine 4 la dateT ), ;.
2.1.2.3. Pour T, ; allantde max{r; ; a,qp,; ; T,,'j-u(,.,,)_j}émin{c_z'-j s Twj-lgmsd
On examine chague date T ; ; pevmettant de tovminer L opnation  la dateT ), ;.
2.12.4. 81 ( C (T, >C (T, ;) ) alors :
La date T ; poumet de diminuer le coir.
2.1.2.4.1. Poser C (T, ;)=C(T; ;).
2.1.2.4.2.Poser Sopt u(T, ; )=T; ;. On désigne parSopt ;,(T, ;) ta
date powmettant de tovminer ( opbration (f, h)d la date T, | au codt le plus bac.
2.1.2.5. Poser C(T,, ; )=max{C (T, ; iC 4T 1.;)}. On trend en compte L évaluation
de C ;T ;) dans celle de la date T, ;.
2.1.3.Pour ke{k<h / (h,k)el;} : On note k {'indice de U 'étape cutvante.

L]
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2.13.1. Poser C 5T, ; yi=too. On initiatise le coit nelatly & € opération (h k) & +oo.
2.1.3.2. Poser z :=max{z / 1=¢<y ou enp. ST, ). On notez la 17 fenitne
penmettant de réaliser U opération (h.k) gui commence i la date T, ;.
2.13.3. Pour T, ; allantde max{r; ; T, ;+l gy} 2min{d; ; b g, Ta j+hgn;}
On examine chague date T , ; permetiant de commencer ( opration 4 la date T, ;.
2.13.4.8i ( CupT, ;)>C (T, ;) ) alors :
Lo date T, ; powmet de diminuen le codd.
2.1.3.4.1. Poser C (T, ; )=C(Ty ;).
2.1.3.4.2. Poser Sopt T, ; )=Ty, ;. On désigne parSopt T, ;) la
date pewmettant de commencen { opération (h, k) la dateT, ; ax codt le plus bas.
2.1.3.5. Poser C(T,, ; )=max{C (T} ; %C 5T s ;)}- On freend en compte U éualuation
de C 4 o(T . ;) dans celle de la date T, ;.
2.1.4. Pour fe{f<h | (f,h)e3, ) : On notef C'indice de €'tape considérée.
2.1.4.1. Poser C (T, ; )=C (T, ;). On identific lec dewr codits.
2.1.4.2. Poser C (T, ; y=max{C (T}, ; )iC ynTs.;)}. On prend en compte ¢ éualuation
de C ;T ;) dans celle de ta date T, ;.
2.1.5 Poser C:=C(T, ;). On initiatlice C le coit nelatif & C (T ;).
2.1.6. Pour ke{k<h / (h k)3, ) : On notek 'indice de L étape considénée.
2.1.6.1. Poser C , o(T, ; y=C (T ;). On cdentiffic lec deux codts.
2.1.6.4.8i ( C>C (T4, ;) ) alors :
La date T, ; pomet de diminuer le coit.
2.1.6.4.1. Poser C :=C , ,(T} ;).
2.1.6.4.2. Poser X,th(T,,_j ):=d"";.,;f' On déscgne ;émXeh’ﬂ(Th’j ) gma“ de
{ ' alternative netenue & le froduct eot dans C'étath 6 la dateT ), ;.
2.1.7. Poser C (T, ; =max{C (T, ;)iC }. On frrend en compite  éuatluation
3. Poser Copt:=+. On wote Copt le melllewr codt twouvé froun un éz’atT,,,,j,'j de la dowitne étape.
4, Pour T,Hjhj allantde r; 2 d;: On énumire chague date ,éoaél(eT,Hil.j.
4.1, Si(Copt>C(T,Hj,'j)) alors : £¢d¢:eT,Hj,_j @ we meillean codl.
4.1.1. Poser Copt::C(T”,j_,_j).
4.1.2. Poser Topt:=Ty ;- On wote par Topt la date induisant le coit le plus bas.
5. Reconstitution de la solution
5.1.Si(Copt estinchangé) alors: Le ecsdz Copt est toujours égal & +oo.
5.1.1. Quitter. 7 «'exiote aucune colution néalisable.
5.2. Sinon :
5.2.1. Poser T”,j._j:=Topt.
5.2.2. Pour h allantde | H; | 22: On noteh indice de €'étape considérée.
5.2.2.1. Pour fe{f<h I (f,h)cl,} : On notef 'indice de 'étape considérée.
52.2.1.1. Poser T, ;:==Soptyn(Ts, ;)
5.2.2.1.2. Poser Z ;) ;=min{z / 1=z=<y ;p 5 b o0 2Th ; }-
52.2.2.Pour kelk<h / (h,k)el;}: On wote k ¢ 'indice de 'étape considenée.
522.2.1.Poser T ;:=Sopty Ty, ;)
5.2.2.2.2. Poser Z , p, j=max{z / 1<z<y g p. Qo <Tn.;}
5.2.2.3. Pour fe{f<h / (f,h)e N‘h,ﬂ(X ij)} : On wote f {'indice de € 'étape considénee.
5.2.2.3.1. Poser T ; =T, ;.
5.2.2.4. Pour ke{k<h / (h,k)e3;}: On note k {'indice de {'éape considénée.
52.2.4.1.Poser T, ;:=T, ;.
5.2.2.4.2. Poser th.rf:X f_h_.-'-J(T”-f ).
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Si I’ Algorithme TV- 1 s’acheve au pas 5.1.1, il n’existe aucune solution réalisable. Cela signifie

qu’il est impossible de fabriquer le produit avec les contraintes imposées au systeme de

production.

Exemple

Nous proposons un exemple d’application de 1’Algorithme IV- 1. Les données relatives au

produit j a réaliser sont fournies dans le Tableau IV- 1 et la Figure IV- 6. Le produit peut étre
réalisé a partir de la date r;=0 et avant la date d;=11, calculée en choisissant arbitrairement

deux sous-gammes alternatives.

Tableau IV- 1 : Données fournies

ENTREES
Indice de Durée Durée Cofit Instant de | Périodes durant lesquelles on peut
I’opération | minimale | maximale | opératoire | début et réaliser 1’opération i
de fin

i L ; U ; Si i (h, k) {la, i ;b, ;1 1=z=y, ;}

1 2 4 4 (2:4) [0;1], [2:6], [8;+e=[

2 3 5 | (3,5) [0:2], [4;7], [115400]

3 1 4 7 (6,7) [1;5], [65+e<(

4 2 2 6 (8,10) [0;6], [9;+e[

m;= 3 5 2 9,11) [0;1], [2:5], [8;+00]
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[2;4] [2;2]

[3;5] [3:5]

Figure IV- 6 : Représentation du produit a fabriquer

Oh 2h 4h 6h 8h 10h 12h

R

e

Opération 1

Opération 2 : 1

: o T2\ . |
Opération 3 | ?f” /ﬁf; {\m S W .
Opération 4

%fé |

Opération 5

Figure IV- 7 : Résultats fournis par I’Algorithme IV- 1

Les résultats de ’exécution sont donnés dans la Figure IV- 7. Les opérations effectuées sur le
produit A ordonnancer sont représentées par des zones dans lesquelles les hachures ont une
densité importante, tandis que les opérations correspondant a des sous-gammes non retenues
sont représentées par des hachures de faible densité.
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Tableau IV- 2 : Résultats de I’exécution de I’'Algorithme 1V- 1

E RESULTATS INTERMEDIAIRES ~S |
1% Cofits associés a chaque date g
% Ty i\ Toj | Toi [ Tai | Tsi | Toi | Tri [ Toi | Toi | Thog | Tanj | Thas r{
E E

r;=0 0 0 O | oo | oo | 400 | o0 | +eo [ 4oo | 4oo | 4oo [ Foo

1 1 1 1 | +oo | +oo | 400 | 400 | 400 | oo | oo [ 400 | oo
2 2 2 2 | 4oo | 4oo | 4oo | 4oo | +oo | foo | doo | too | 4oo [T,
T,,;

8 3 3 3 | 400 | 400 [ 400 | 400 | 400 | 4o | oo | Foo | oo

4 4 4 4 4 | 40| 4 | 400 | 400 | 400 | doo | oo | Foo

5 5 5 5 |+ ]| 5 5 5 5 | 400 [ oo | +oo
6 6 6 6 6 | +=| 6 +oo | oo | 4o | +oo | foo | 4o | T,
Ts,;

7 7 7 7 | +eo | 7 7 7 7 7 | +oo | +oo | +oo

8 8 8 8 | 4oo | +oo | 4o | 8 8 8 | +oo | 400 | +o0
9 9 9 9 | 400 | oo | 4o | 9 9 9 | ks ||} Feo || ool R T,
Ty,

10 10 | 10 | 10| 10 | 4o | 10 | 10 | 10 | 10 | +eo | +oo | +oo
di=11 | 11 | 11 | 11 [ 11 | 4o | 11 [ 11 | 11| 11 | 11| 11 | 11 Tyo;
Tys,

Théoréme IV- 2

Si le Probléme IV- 1 a une solution réalisable, I’ Algorithme IV- 1 détermine les fenétres et les
dates d’exécution des opérations qui permettent de réaliser le produit avec un cofit minimal, i.e.
la solution fournie par 1’ Algorithme IV- 1 est optimale pour le Probleme IV- 1.

Démonstration

La formulation du Probleme IV- 1 est équivalente aux équations de programmation dynamique
(IV-10) a (IV-18). Il en découle que I’ Algorithme IV- 1 fournit la solution optimale au Probleéme
Iv- 1.

CQFD
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|
Complexité

Le principe de 1’ Algorithme IV- 1 étant similaire & 1’Algorithme II- 6, sa complexité est 'l
semblable et égale a O(y,log,y,+y, |H,| (d;,-r,+1)+\H,| (d;-r,+1)?%).
Rappelons que |1 i | est le nombre de sommets du graphe (i.e. d’états du produit). 11 est égal a
la somme de m ;, le nombre d’opérations de la gamme et du nombre de gammes alternatives
correspondant a 1’ensemble de sous-gammes alternatives. Les remarques proposées pour
réduire le temps de calcul de I’ Algorithme II- 6 sont applicables & I’ Algorithme IV- 1.

Place mémoire

Comme 1’ Algorithme III- 5, nous devons conserver les évaluations des dates de toutes les
étapes précédentes. Par conséquent, I’Algorithme IV- 1 requiert (2 |H,l)(d;-r;+1)
mots.

IV.3.4.Conclusion

Dans cette section, la méthode de gestion en temps réel décrite ordonnance chaque produit de

maniére 4 minimiser le makespan. Cette méthode de gestion basée sur la programmation

dynamique permet de choisir la meilleure sous-gamme alternative.
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IV.4. MINIMISATION DU TEMPS TOTAL D’UTILISATION DES RESSOURCES

IV.4.1.Introduction

Deés qu’une commande arrive, nous pouvons fournir un délai minimum de fabrication (voir
section précédente). A partir de ce délai minimum de fabrication pour I’ensemble des produits,
et ainsi de négocier avec le client la date de livraison des produits. Dans cette section, notre
objectif est de décrire une méthode de gestion en temps réel qui conduit au lancement en
fabrication au plus tard de chaque produit, tout en respectant la date de livraison fixée au plus t6t
par 1’ Algorithme IV- 1 (voir section précédente). En retardant le plus possible le début de
fabrication du produit, nous espérons laisser plus de liberté pour ordonnancer les produits
futurs. Nous formalisons ce probléme avant de le résoudre par une méthode similaire a celle
développée dans la section précédente.

IV.4.2.Formalisation

Les contraintes du probléme a résoudre incluent toutes celles du Probléme IV- 1. De plus, nous
voulons respecter la date de livraison d; du produitj fixée au plus tot (voir contrainte (IV-19)).

Notre objectif est de maximiser la date de lancement du produit. Nous notons H \H';
I’ensemble des sommets du graphe qui n’appartiennent pas a une sous-gamme alternative. Nous
considérons que le début et la fin d’exécution du produit n’appartiennent pas 4 une gamme
alternative.

Probléme IV- 2: Minimisation du temps total d’utilisation des ressources

max  min {7, }

heH\H;

[ <T,; VheH, (Iv-1)

r<T,, VheH, (IV -19)
Loy STy =Ty Sy, V(hk)el, (IV-2)

ay,. oy STy V(hk)el, (IV-3)

T, <by, . e, V(hk)el, (IV-4)

telque<l<Z, <y, Viel, (Iv-5)

1<X,;<v,; VeeE, (IV-6)

T,,=T.,; V(hkeX,(X,) Veek, (IvV-7)

T,; €eR* VheH, (Iv-8)

Z;eN Viel, (Iv-9)

X,; €N VeeE,  (IV-10)
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Théoréme IV- 3

Trouver une solution réalisable au Probléme IV- 2 est un probléeme NP-complet et le Probleme
IV- 2 est un probléeme NP-difficile.

Démonstration

D’aprés le Théoréme IV- 1, trouver une solution vérifiant les contraintes (IV-1) a (IV-10) est un
probléme NP-complet. Nous en déduisons que trouver une solution réalisable au Probleme IV-
2 est un probléme NP-complet et le Probleme IV- 2 est un probléme NP-difficile.

CQFD

IV.4.3.Sélection des fenétres

Nous proposons une approche directe de résolution du Probléme IV- 2 en un temps pseudo
polynomial. Cette approche est similaire & celle employée pour résoudre le Probleme IV- 1.
Aussi, nous ne mentionnons que ce qui differe dans 1’approche que nous proposons. Nous
considérons également que les durées des opérations ainsi que les dates de début et de fin des
fenétres sont des valeurs rationnelles.

De la méme maniére, nous définissons IH i l étapes correspondant aux |H i | états du
produit j au cours de sa réalisation. Pour chaque état du produit, nous énumérons toutes les
dates possibles pour lesquelles le produit peut étre dans cet état. Nous recherchons 1’ensemble
des dates de chaque état qui correspondent & un commencement au plus tard du produit et, par
conséquent, nous évaluons chaque date en fonction de la date de lancement qu’elle permet
d’atteindre.

Dans les définitions (IV-11), (IV-12), (IV-16) et (IV-17), nous remplacons d; pard ; la date de

fin au plus tot calculée dans la section précédente.

Nous désignons par C, ,,(T, ;) la date de lancement au plus tard induite de 1’opération
(f,h)el;seterminantaladate T, ; :

oo $i S, (T.)=2
ConlT;)= : ,
(f.h)( h-J) T,,jersx(l,ii((n,, {mm{C(TL j );Th, j }} sinon
pourr,;<T, ;=d;, (h,k)el, 1shsm;+l. IV-20)

De méme, nous désignons par C, (T ,) la date de lancement au plus tard induite par
I’opération (h,k )el; commencantaladate T, ; :
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2 (T ) B —00 si S(h,k)(T;l.i) =0

pourr;<T, .=d,, (h,k)el, 1shsm +1. Iv-21)

Parmi tous les successeurs possibles & de & ou (h,k)€eS,, nous retenons celui qui nous

j’ ?
permet de commencer le plus tard possible et que 1’état 2 du produit soit obtenu a la date T, ;.
Nous en déduisons que la date de lancement au plus tard pour lequel I’état 2 est obtenu a la date

T, ; est:
C(T, ) = min {}?}}Sj{cw.k) (TM )};( f_;fﬂ'}gsl{c{f-m (72, )};(E}i’éj{c(n.n (Th-;' )}}
k<h f<h k<h
pourr,<T, ;<d;, 1shsm;+l. (Iv-22)

Si la date T, ; ne correspond pas a une solution réalisable, il lui est associé¢ une date de
lancement négative (et infinie). L’évaluation C (T A1, ;) donne la date de lancement maximale

pour lequel le produit est dans I’état IH]. | 2 la date TIHjI,j' Si {T,,,j}ls,,smj+l est la
solution optimale au Probléme IV- 2, on a I}P%X{T } = min _ {C( TH L )}. L’ Algorithme IV-
eH, il

h.j
1%y 5

2 découle des relations IV-11) a (IV-12), (IV-14), AV-16) a (IV-17), et (IV-20) a (IV-22) et
permet de résoudre le Probleme IV- 2.

Algorithme IV- 2: Choix des fenétres pour un lancement au plus tard
Il est identique a I’ Algorithme IV- 1, mises a part les modifications suivantes :
a) Labome d; est remplacée pard,;.

b) Aux pas 2.1.2.1, 2.1.3.1 et 3, nous initialisons les cofits C (T}, ;),C, (T, ;)etCopt a
-co (au lieu de +o0).

c) Aux pas 2.1.2.4,2.1.3.4, 2.1.6.4 et 4.1, les signes ">" sont remplacés par "<".

d) Aux pas 2.1.2.5,2.1.3.5,2.1.4.2 et 2.1.7, les opérateurs "max" sont remplacés par des
opérateurs "min".

Exemple

Nous proposons un exemple d’application de 1’Algorithme IV- 2. Les données relatives au
produit j & réaliser sont fournies dans le Tableau IV- 1 et la Figure IV- 6. Le produit peut étre
réalisé 2 partir de ladate r;=Oet avantladated ;=11.
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Tableau IV- 3 : Résultats de I’exécution de I’Algorithme IV- 2

E RESULTATS INTERMEDIAIRES S |

N N N 0

T Cofits associés a chaque date R

R T

E Tl,j T2,j T3,j T4,j T5,j T6,j T7,j T8,j T9,j TlO,j Tll.j T12,j I

E E
rj =O 0 0 0 -0 -0 -oo -0 -0 -c0 -00 -0 -c0

1 1 1 1 =00 =00 -0 =00 -0 -00 -0 ) -00

2 2 2 2 ~c0 -co -co -co oo -00 -co —co 00

3 3 3 3 -co -00 -00 -00 -c0 -0 -co -00 -00

T,
5 5 5 5 3 -oo 3 2 2 2 -00 | ~o0 | -eo
6 6 6 6 4 o | 4 | 0| w0 | w0 | o0 | ceo | oo |T,
T,
7 7l 7| 7| 4| 4| 4| 4| 4| -0 |-0]|
8 8 8 8 =00 | -o0 | -00 4 4 4 | -o0 | -0 | -0
9 9 9 9 | -0 | -0 | oo | 4 4 4 | =0 [ -0 | - T,
Ty,

10 10 10 10 8 -00 8 4 4 4 -o00 -00 -co

d.=11 11 11 11 9 -00 9 4 4 4 4 4 4 TlO,j
T12,j

Les résultats de 1’exécution sont donnés dans la Figure IV- 8 ol les opérations effectuées sur le

produit a ordonnancer sont représentées par des zones hachurées.

Complexité

La complexité de 1’Algorithme IV- 2 est égale a celle de 1’ Algorithme IV- 1, c’est-a-dire en
O(y, log,y;+y; H;l (d;-r;+1)+H,| (dj-rj+1)2).

Place mémoire

La place mémoire nécessaire a 1’ Algorithme IV- 2 est égale a celle de 1’ Algorithme IV- 1, c’est-
a-dire que I’ Algorithme IV- 2 requiert (2 1H;1)(d;-r;+1) mots.
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Oh 2h 4h 6h 8h 10h d 12h
Opération 1 i ?74’;///// : : |
Opération 2 i V. g‘ ',///// )

Opération 3 %%?«% B nga‘f AN : !

- o - -

Opération 4

Opération 5

Figure IV- 8 : Résultats fournis par I’Algorithme IV- 2

Théoréme IV- 4

Si le Probléme IV- 2 a une solution réalisable, 1’ Algorithme IV- 2 détermine les fenétres et les
dates d’exécution des opérations qui permettent de réaliser le produit avec un cofit minimal, i.e.
la solution fournie par I’ Algorithme IV- 2 est optimale pour le Probléme IV- 2.

Démonstration

La formulation du Probléme IV- 2 est équivalente aux équations de programmation dynamique
(IV-11) a dV-12), (IV-14), (AV-16) a (AV-17), et (IV-20) a (IV-22). 11 en découle que
I’ Algorithme IV- 2 fournit la solution optimale au Probléme IV- 2.

CQFD

IV.4.4.Conclusion

Dans cette section, la méthode de gestion en temps réel décrite ordonnance chaque produit de
maniére & commencer le produit au plus tard. Cette méthode de gestion basée sur la
programmation dynamique permet de choisir la meilleure sous-gamme alternative.
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IV.5. MINIMISATION DU COUT D’UTILISATION DES RESSOURCES

IV.5.1.Introduction

Dés qu’une commande arrive, nous pouvons fournir un délai minimum de fabrication (voir
section IV.3), et ainsi négocier avec le client la date de livraison des produits. Dans cette
section, notre objectif est de décrire une méthode de gestion en temps réel qui fabrique chaque
produit au cofit le plus bas, tout en respectant la date de livraison fixée au plus tot par
I’ Algorithme IV- 1.

Nous formalisons ce probléme avant de le résoudre par une méthode similaire a celle développée
dans les sections précédentes.

IV.5.2.Formalisation

Les contraintes du probléme 2 résoudre sont identiques a celles du Probléme IV- 2. Nous
voulons déterminer les dates de début T', ; et de fin T, ; de chaque opération (h,k)el;

exécutée sur le produit j. Notre objectif est de minimiser le cofit d’utilisation des ressources

sachant que le colit induit en fabrication par I’opération i est s, ;. Nous notons I,{X, ;}
I’ensemble des opérations de la gamme exécutées si les sous-gammes alternatives {X , ;},. g,
’ J

sont retenues.

Probléme IV- 3 :Minimisation du coiit d’utilisation des ressources

min Y SunilB—Ty)

(hk)er {X, ;}

(& T VheH, 1v-1)
rST VheH,  (IV-19)
lins < Ts =Ty S, V(hk)el, (IV-2)
Az nry s (hR)j = 7;1.1' V(hk)e I (Iv-3)
1p - V(hk)el, (IV-4)
telque{1<Z,; <y, Viel, (Iv-5)
11X, <v,; VeeE, (Iv-6)
T,,=T,, V(hkeX, (X,) Veck, (IV-7)
T, eR* VheH,  (IV-8)
Z,,eN Viel, (IV-9)
X, €N VecE, (IV -10)
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Théoréme IV- 5

Trouver une solution réalisable au Probléme IV- 3 est un probleme NP-complet, et le Probléme
IV- 3 est un probléme NP-difficile.

Démonstration

D’aprés le Théoréme IV- 3, trouver une solution réalisable au Probléme IV- 3 est un probléme
NP-complet, et le Probleme I'V- 3 est un probleme NP-difficile.

CQFD

IV.5.3.Sélection des fenétres

Nous proposons une approche directe de résolution du Probléme IV- 3 en un temps pseudo
polynomial. Cette approche est similaire a celle employée pour résoudre les Problemes IV- 1 et
IV- 2. Aussi, nous ne mentionnons que ce qui différe par rapport a ces problémes. Nous
considérons également que les durées des opérations ainsi que les dates de début et de fin des
fenétres sont des valeurs rationnelles.

De la méme maniére, nous définissons IH i | étapes correspondant aux |H i | états du
produit j au cours de sa réalisation. Pour chaque état du produit, nous énumérons toutes les
dates possibles pour lesquelles le produit peut étre dans cet état. Nous recherchons 1’ensemble
des dates de chaque état qui correspondent a un colit minimal de fabrication du produit et, par
conséquent, nous évaluons chaque date en fonction du coft d’utilisation des ressources qu’elle
induit.

Dans les définitions (IV-11), (IV-12), (IV-16) et (IV-17), nous remplacons d; par d;, date de

fin au plus tét calculée dans la section précédente.

Nous désignons par C, ,,(T, ;) le cofit d’utilisation des ressources induit par I’opération
(f,h)el; seterminantaladate T, ; :

2, )= oo siS,(T,)=2
o n.,egf»)n(n,,){c(:rf-f J#50u,(By=Tp,)f  sinon
pourr;<T, ;<d;, (h,k)el, 1shsm;+l. (Iv-23)

De méme, nous désignons par C,(T,) le colit d’utilisation des ressources induit par
’opération (h,k )€l commengantaladate T, ; :
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o0 siS, k)( ) =0
Conny (Th.j) = n'jersgifl(n-l){C(Tk,j ) + Sty (Tk ;=T )} sinon
pourr;<T, ;<d,, (h,k)el, 1shsm;+l. av-24)

Parmi tous les successeurs possibles k de & ou (h,k)e$J,, nous retenons celui qui nous
permet de commencer le plus tard possible et tel que I'état & du produit soit obtenu a la date
T, .. Nous en déduisons que la date de commencement au plus tard pour lequel I’état & est
obtenu aladate T, ; est:

c(t,,;)= ZCM( hJ) chh( h1)+(,ﬁ‘)ie‘}‘j{c(h.k)(Th.f)}

el; U, k<h

pourrjsTh,jsdj, lshsmj+1. (IV-25)

Si la date T, ; ne correspond pas a une solution réalisable, il lui est associée un cofit
d’utilisation infini. L’évaluation C(TlH ,;) donne le cofit d’utilisation minimal pour lequel le

produit est dans I’état |H | ala date T, B L’Algorithme IV- 3 découle des relations

(IV-11) a (IV-12), (IV-14), (IV-16) a (IV- 17), et (IV-23) a (IV-25) et permet de résoudre le
Probléme IV- 3.

Algorithme IV- 3: Choix des fenétres pour un coiit d’utilisation minimal
1l est identique a I’ Algorithme IV- 1, mises & part les modifications suivantes :

a) Laborne d; est remplacée pard .

b) Aux pas 2.1.1, nous initialisons le cot C(7', ;) a 0.

¢) Aux pas 2.1.2.4,2.1.3.4,2.1.2.4.1 et 2.1.3.4.1, les signes "C(T, ;)" et "C(T, ;)" sont

remplacés par respectivement "C (T, )T, ;-T; ;) sgp," et "CTp )Ty ;T ;) S o,
(comme pour les pas 2.1.2.4 et 2.1.3.4 de I’ Algorithme III- 5).

d) Aux pas 2.1.2.5,2.1.3.5,2.1.4.2 et 2.1.7, les opérateurs "max" sont remplacés par des

opérateurs "somme".

Exemple

Nous proposons un exemple d’application de 1’Algorithme IV- 3. Les données relatives au
produit j & réaliser sont fournies dans le Tableau IV- 1 et la Figure IV- 6. Le produit peut étre
réalisé a partir de la date ;=0 et avant la date d; =7.
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Tableau IV- 4 :Résultats de ’exécution de I’Algorithme IV- 3

E ~ RESULTATS INIERMEDIAIRES S |
N N dh s 0
T Cofits associés a chaque date R
R i
E Tl.i T2.j T3.j T4.j TS.j T6,j T7.j T8,j T9.j TlO,j Tll.j T,,,; I
E E
r =0 0 0 O | +o0 | 400 | 400 | 400 | 4oo [ 400 | 4oo | +oo | Foo
1 0 0 0 400 | 400 | 400 | 400 | 400 | 400 | 400 | foo | Foo
2 0 0 0 | +o0 | 400 | 400 | 400 | 400 | +oo | +o0 | 4oo | Feo
3 0 0 0 +oo | 400 | +o0 | oo +oo | oo | Foo 400 +co
4 0 0 0 8 +o0 8 4oo | oo | 400 | +oo | 400 | +oo TLj
T,,
5 0 0 0 8 | += | 8 15 | 15 | 15 | 400 | 400 | o0
6 0 0 0 8 +oo 8 400 | oo | 400 | 400 | 4o | oo
7 0 0 0 | +=| 3 3 15 | 15 | 15 [ 4o | 4o | 4o | T
T ;
8 0 0 O | 4o | 4eo | 400 | 10 | 10 | 10 | +oo | oo | +oo | T, .
T, ;
9 0 0 0 | 40| #oo | +oo [ 17 | 17 | 17 | too | +oo | +eo
10 0 0 0 8 | 4| 8 24 | 24 | 24 | 400 | 400 | 400
d=1110 0 0 8 | 4= | 8 10| 10| 10| 19|16 | 16 |T,,;
Tle

Les résultats de 1’exécution sont donnés dans la Figure IV- 9 ol les opérations effectuées sur le
produit & ordonnancer sont représentées par des zones hachurées.

Complexité

La complexité de I’Algorithme IV- 3 est égale a celle de I'Algorithme IV- 1, c’est-a-dire en
O(y; log,y;+y; H;l (d;-r;+1)+H|l (dj-rj+1)2).

Place mémoire

La place mémoire nécessaire a |’ Algorithme IV- 3 est égale a celle de I’ Algorithme IV- 1, c’est-
a-dire que I’ Algorithme IV- 3 requiert (2 H;l)(d;-r;+1) mots.
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Oh 2h 4h 6h 8h 10h 12h

Opération 1

Ege - / ,..J?.. ) o
Opération 2 ///’%“/}’/ __ . i

&

Opération 3

YN

Opération 4

Opération 5

Figure IV- 9 : Résultats fournis par I’Algorithme IV- 3

Théoréme IV- 6

Si le Probléme IV- 3 a une solution réalisable, I’ Algorithme IV- 3 détermine les fenétres et les
dates d’exécution des opérations qui permettent de réaliser le produit avec un cofit minimal, i.e.
la solution fournie par 1’ Algorithme IV- 3 est optimale pour le Probleéme IV- 3.

Démonstration

La formulation du Probléme IV- 3 est équivalente aux équations de programmation dynamique
Iv-11) a (Iv-12), (IV-14), (IV-16) a (IV-17), et (IV-23) a (IV-25). 11 en découle que
I’ Algorithme IV- 3 fournit la solution optimale au Probleéme IV- 3.

CQFD

IV.5.4.Conclusion

Dans cette section, la méthode de gestion en temps réel décrite ordonnance chaque produit de

mani¢re & commencer au plus tard le produit. Cette méthode de gestion basée sur la

programmation dynamique permet de choisir la meilleure sous-gamme alternative.
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IV.6. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons étendu les méthodes de gestion de production en temps réel
proposées dans les chapitres précédents. Ces méthodes ont ét adaptées aux situations ol
plusieurs sous-gammes alternatives permettent de passer d’un état du produit a un autre. Elles
restent applicables pour les problémes a durées opératoires mixtes.

La premiére méthode de gestion consiste & terminer chaque produit le plus tét possible
(voir Algorithme IV- 1). La deuxiéme méthode proposée revient a fabriquer le produit au
plus tard, tout en respectant la date de livraison fixée au plus tot (voir Algorithme IV- 2).
L’intérét est de réduire le plus possible le temps pendant lequel des ressources sont utilisées
pour fabriquer le produit. Nous proposons une troisiéme méthode pour laquelle chaque produit
est fabriqué de maniére 2 minimiser le coiit d’utilisation des ressources de chaque
produit, sans dépasser la date de livraison fixée au plus t6t (voir Algorithme IV- 3).

Les algorithmes présentés ici sont nouveaux et leur complexité trés réduite permet leur utilisation

en temps réel.
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CONCLUSION

Cette thése s’intéresse 4 I’ordonnancement en temps réel. Dans ce contexte, les produits
sont ordonnancés dés que leur commande est connue, sans attendre l'arrivée des futures
demandes et sans remettre en question les produits déja ordonnancés. Ce type de gestion est trés
répandu dans les entreprises parce qu’il permet, en particulier, de prendre les décisions

rapidement face aux aléas de I’environnement.

Les méthodes de gestion présentées dans cette thése concernent les systémes de production pour
lesquels les opérations réalisées sur les produits se suivent sans attente, et les durées opératoires
sont contrdlables. Dans le premier chapitre, nous avons montré que ces deux caractéristiques
sont présentes dans la plupart des systémes de fabrication : ateliers de traitements de surface,
entreprises manufacturiéres, usines automatisées... De plus, leur prise en compte offre de
nouvelles possibilités de gestion : le contrdle de la quantité et de la durée de séjour des
produits en cours de fabrication.

Dans les Chapitres II 2 IV, nous avons proposé des méthodes de gestion applicables aux
systémes de fabrication pour lesquels les produits ont des gammes linéaires (voir Chapitre II),
des gammes d’assemblage et désassemblage (voir Chapitre IIT), des gammes alternatives (voir
Chapitre IV). Les objectifs visés par ces méthodes sont les suivants :

fabriquer chaque produit en minimisant son makespan,

fabriquer chaque produit en minimisant le temps d’utilisation des ressources et en respectant la
date de livraison,

fabriquer chaque produit au cofit le plus bas tout en respectant la date de livraison.

La société SODETEG T.A.lL a déja utilisé avec succes certains algorithmes pour le cas de
produits linéaires. L’efficacité des méthodes proposées et la richesse de situations ou elles sont
utilisables, devraient contribuer a leur diffusion rapide dans le monde industriel.

Sur le plan théorique, I’analyse de la complexité des algorithmes proposés montre leur
adéquation avec leur utilisation en temps réel. Ils sont polynomiaux en ce qui conceme les
objectifs a) et b) pour les produits dont les gammes sont linéaires ou comportent des opérations
d’assemblage et désassemblage. Dans les autres cas, ils sont pseudo polynomiaux. Nous avons
également montré que les trois objectifs conduisent a2 des probleémes NP-difficiles pour des
produits & gammes alternatives. Une question reste ouverte : minimiser le coilit de
fabrication d’un produit (dont la gamme est linéaire ou comporte des opérations
d’assemblage et désassemblage) est-il un probléeme NP-difficile ?
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Des améliorations des algorithmes pseudo polynomiaux proposées dans cette thése sont a
I’étude. Elles permettront de les rendre encore plus efficaces. Une des méthodes développées
pour cela consiste en des raffinements successifs de la solution courante (voir I’étude de la
complexité de 1’ Algorithme II- 6).

Nous avons également comparé la performance dans le pire des cas des méthodes en
temps réel proposées avec la situation off-line ou toutes les commandes futures sont connues.
Nous avons montré en particulier que ces méthodes sont m -compétitives pour les problemes de
type flow shop et job shop a m machines. Ces résultats obtenus pour les produits & gammes
linéaires peuvent étre facilement étendus aux autres produits. Aucune étude ne permet encore de
dire si des algorithmes plus compétitifs existent. Nous voulons améliorer les algorithmes
proposés pour les situations ol les durées des opérations réalisées a I’aide d’'une méme machine
différent d’un produit a 'autre. En particulier, nous espérons développer des algorithmes
aléatoires (i.e. qui font intervenir le hasard dans la décision) a partir de 1’ Algorithme II- 6.

Nous avons aussi étudi€ les situations ol des conflits de ressources existent pour un méme
produit, ol les commandes futures sont connues, et ou il est possible de modifier les
ordonnancements antérieurs. Dans ces situations, nous avons montré qu’atteindre un des
objectifs a), b) ou c) est un probleme NP-difficile au sens fort. On ne connait aucun algorithme
polynomial (ou méme pseudo polynomial) capable de résoudre ce type de probleémes. Aussi,
dans le contexte en temps réel, nous sommes contraints d’appliquer des méthodes approchées
rapides. Les méthodes présentées dans cette these peuvent évidemment étre utilisées comme

telles. Nous pensons développer des méthodes spécifiques a certaines situations.

Enfin, de nombreuses méthodes d’ordonnancement off-line (i.e. contexte ou il est possible de
remettre en question les produits déja ordonnancés) utilisent les méthodes de recherche de plus
long chemin sur le graphe PERT développé en gestion de projet. Ainsi, on dit parfois que la
gestion de projet est le probleme central de I’ordonnancement [Esquirol et Lopez, 1999]. De
méme, nous pensons que les approches proposées dans cette thése seront utilisées pour
résoudre des problémes "centraux" de 1’ordonnancement off-line pour lesquels les opérations
réalisées sur les produits se suivent sans attente, et les durées opératoires sont controlables.
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ANNEXE |

GESTION DES PERIODES DE DISPONIBILITE

Sommaire

Cette annexe décrit les méthodes de gestion des périodes de disponibilité. Ces méthodes sont
définies de deux maniéres suivant que les ressources sont interchangeables en cours d’opération
ou non. Cette distinction est originale, tout particuliérement dans le contexte temps réel. Celui-ci
impose, en effet, une attention toute particuliere a la complexité des algorithmes proposés.

Plan

I.1. INTRODUCTION

1.2. STRUCTURES DE DONNEES

I1.3. DEFINITION DES FENETRES D’EXECUTION

I.4. MISE A JOUR DES DISPONIBILITES DES RESSOURCES
1.5. CONCLUSION
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l.1.  INTRODUCTION

Les ressources sont utilisées soit pour des tiches extérieures a la fabrication proprement dite,
soit pour des tiches de fabrication de produits préalablement ordonnancés. Apres
ordonnancement des (j-1) premiers produits et affectation des ressources nécessaires aux
opérations correspondantes, nous devons déduire les fenétres de temps durant lesquelles chaque
opération du produit j peut étre exécutée. Au cours de la période consacrée a I’exécution de
I'opération i du produit j, il faut que le nombre de ressources de type r soit supérieur ou égal a
g, ; ; qui est le nombre de ressources requises pour cette opération. Une fois le produit j
ordonnancé, il faut également remettre a jour les disponibilités des ressources en fonction des

utilisations par le produit j.

Ces procédures de gestion des fenétres de disponibilité des ressources sont relatives a chaque
opération : elles sont indépendantes des types de gammes de produits (linéaire, assemblage...).
En effet, les gammes définissent I’ordre dans lequel les opérations doivent étre exécutées et cet
ordre n’a aucune influence sur les procédures de gestion des fenétres.

L’objectif de cette annexe est de présenter les structures supportant les données relatives aux
disponibilités des ressources, les algorithmes permettant de définir les périodes durant lesquelles
chaque opération peut étre exécutée, et les méthodes de mise a jour des disponibilités des

ressources.
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2. STRUCTURES DE DONNEES

I[.2.1.Introduction

Dans cette section, nous définissons les structures supportant les périodes de disponibilité€ des
ressources. Nous proposons de définir ces périodes de facons différentes suivant que les
exemplaires de la ressource sont interchangeables en cours d’opération ou non. Cette distinction
est possible puisque nous faisons I’hypothése que nous savons quelles ressources sont
interchangeables en cours d’opération.

I.2.2.Cas des ressources interchangeables

Les exemplaires d’une ressource interchangeable en cours d’opération peuvent €tre remplacés
par d’autres en cours d’opération. C’est le cas des opérateurs qui peuvent se relayer sans que
’opération ne s’arréte. L’ensemble des ressources interchangeables en cours d’opération est
noté R ; . . Nous supposons que les exemplaires d’un méme type de ressource sont identiques et
que le temps de changement d’un exemplaire a 1’ autre en cours d’opération est nul.

Les intervalles de temps durant lesquels ces ressources sont disponibles sont décrits par les
quantités disponibles de chaque ressource. Formellement, on sait que la ressource de type r,
reR,_, est disponible en quantité positive d, , durant tout Vintervalle [ec, , ; B, ,], ou

ve {1, 2, ..., @, }. w, désigne le nombre d’intervalles relatifs a la ressource de type r. Ces
intervalles sont non vides. On a: d, ,e R"\{0}, a, ,<B, ,, @, ,eR" et f,  eRU{+e]},
pourve {1, 2, ..., @, } etreR, . R" désigne I’ensemble des nombres réels positifs.

Oh 2h 4h 6h 8h 10h 12h

3 opérateurs:
1

=4 1
2 opérateurs |

= 1
1 opérateur 1
1

Figure A.1- 1 : Disponibilité d’une ressource interchangeable

Par exemple, nous considérons un groupe de 3 opérateurs ayant les mémes compétences qui
peuvent se succéder au cours de certaines opérations. Nous supposons que I’instant initial est la
date 0. Nous pourrions avoir les @, =11 intervalles suivants : [0 ; 1h] avec d, =3, [1h ; 2h]
avec d, ,=2, [2h;3h] avec d,,=1, [3h; 4h] avec d,,=2, [4h;6h] avec d, =3,
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[6h; 7h] avec dy =2, [7h;8h] avec d,,=1, [8h;9h] avec d, =2, [9h; 10h] avec
d, =1, [10h ; 11h] avec d,,,=2, [11h ; +e[ avec d,, ,=3. La Figure A.1- 1 représente
cette situation avec des périodes d’indisponibilité grisées. Puisque les 3 opérateurs sont
interchangeables a tout instant, il est possible de distribuer le travail entre les opérateurs a tout
moment. 11 est alors aisé€ d’équilibrer leur charge de travail.

Nous définissons les intervalles [¢r, , ; B, ,]relatifs & une ressource de type r de telle fagon :

e qu’ils ne se chevauchent pas ou aient leur extrémité commune, et
e qu’ils soient ordonnées chronologiquement & savoir f, <«
ve{l, 2, .., o-1}.

pour

v+l,r?

I.2.3.Cas des ressources non-interchangeables

Les exemplaires d’une ressource non-interchangeable (en cours d’opération) ne peuvent étre
remplacés par d’autres en cours d’opération. Par exemple, une machine choisie au début d’une
opération ne peut &tre remplacée par une autre. L’ensemble des ressources non-interchangeables
en cours d’opérationest not€¢ R, . Ona: R, =R/R, . Nous supposons que les exemplaires
d’un méme type de ressource sont identiques.

Les intervalles de temps durant lesquels ces ressources sont disponibles sont décrits pour
chaque exemplaire. K, désigne le nombre total d’exemplaires de la ressource de type r,
reR,,.On a: K, eNouN est ’ensemble des entiers naturels. Plus précisément, pour chaque

exemplaire k€ {1, 2, ..., K,} de la ressource de type r, reR nous connaissons les

périodes [{, ., 5 &, «,] durant lesquelles [I’exemplaire k est disponible,
ue {1,2,..,80, .} Nous notons 2, 6 le nombre de périodes relatives au k-ieme
exemplaire de la ressource de type r. Ces périodes sont non vides. On a: §, , ,<&, , ,,
$o o ,ER et & eR*U{+e}, pour ue{l,2,..,2,,}, ke{l,2, ... ,K,} e

reR__, ou R* désigne I’ensemble des nombres réels positifs.

u,k,r

en?

Machine 3

Machine 2

Machine 1

Figure A.1- 2 : Disponibilité d’une ressource non-interchangeable
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Par exemple, dans un atelier, les machines identiques sont capables d’exécuter les mémes
opérations. Dans ces ateliers, on s’interdit le plus souvent de changer de machines en-cours
d’opération. Nous supposons que ’instant initial est la date 0. Les périodes de disponibilité
pour un tel atelier composé de K , =3 machines pourraient étre : [0 ; 6h] et [8h ; +oo[ pour la
machine 1; [0 ; 2h], [4h; 9h] et [11h ; +eo[ pour la machine 2; [0; 1h], [3h; 7h] et
[10h ; +eo[ pour la machine 3. La Figure A.1- 2 présente cet exemple avec des périodes
d’indisponibilité grisées. La derni¢re période de chaque exemplaire est illimitée puisque les
ressources sont toutes disponibles au-dela de 11h.

Nous définissons les périodes [{, , , ; &, . ,]relatives & un exemplaire k' d’une ressource de
type r de telle fagon qu’ils ne se chevauchent pas, n’aient pas d’extrémité commune

et soient données dans ’ordre chronologique 2 savoir &, , ,<{,,, , ,,pour
ue (1,2, ..,2, -1}

I.2.4.Conclusion

Nous avons défini dans cette section les structures supportant les périodes de disponibilité des
ressources, suivant que les exemplaires de la ressource sont interchangeables en cours
d’opération ou non. I est possible de maintenir ces périodes en mémoire autrement que de la
facon indiquée ci-dessous. Néanmoins, elle offre un bon compromis entre souplesse
d’utilisation et temps de gestion, comme nous le verrons dans les sections suivantes.

Nous indiquons a I’intention du programmeur que les périodes de disponibilité des ressources
peuvent étre maintenues en mémoire dans des structures de données simples de type liste
chainée [Beauquier et al., 1992]. Ce type de structure permet des suppressions ou des ajouts
immédiats. L’acces a tout élément d’une liste de |L | éléments cofite O( |L I ). Puisque les
périodes sont ordonnées chronologiquement, il est également possible d’utiliser des structures
du type arbres binaires de recherche permettant de conserver cet ordre : arbres AVL, arbres a-b,
arbres bicolores [Beauquier et al., 1992]. Ces structures permettent d’améliorer les accés a
chaque €lément qui cofitent alors seulement O(lo g, IL l ) au détriment des suppressions et
des ajouts qui requiérent dans ce cas O(log, |L | ).
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1.3.  DEFINITION DES FENETRES D’EXECUTION

1.3.1.Introduction

L’ordonnancement des (j-1) premiers produits ne peut étre remis en cause quand la j-ieéme
demande apparait. Les disponibilités des ressources sont alors connues de fagon précise. A
partir de ces disponibilités, nous définissons les fenétres de temps durant lesquelles peut €tre
exécutée chaque opération. Pour cela, nous définissons, tout d’abord, les périodes durant
lesquelles les disponibilités des ressources interchangeables sont suffisantes. Ensuite, nous
dérivons de ces périodes, I’ensemble W, ; des y, ; fenétres durant lesquelles toutes les
ressources nécessaires (interchangeables et non-interchangeables) a 1’opération i du produit j

sont présentes en quantité suffisante : W, ;={[a, ,; ; b, ; ;1/15z<y; ;}.

z,0,]
I.3.2.Définition des périodes de disponibilité des

ressources interchangeables

Introduction

Nous connaissons pour chaque ressource interchangeable de type r, re R, , les intervalles de

temps [o B, .1 durant lesquels elle est disponible, et la quantit¢ disponible :

d, eR\{0},ve{l, 2, ..., ®,}. @, désigne le nombre d’intervalles relatifs a la ressource

de type r. Nous recherchons les périodes [{, , , ; & ] durant lesquelles la ressource de

u,1,r
type r est disponible en quantité suffisante (i.e. supérieure ou égale a g, ; ;) pour que
I’opération considérée puisse étre exécutée, ue {1, 2, ..., £, ,}. Nous désignons par Q, ,
le nombre de ces périodes. Pour chaque période [{, , , ; &€, , ,], nous définissons un

pointeur V . Ce pointeur permet de savoir quels intervalles [ez, , ; B, ,] correspondent

u,r,i,j
a la période u. Le but est d’obtenir des périodes de disponibilit€ pour la ressource
interchangeable de type r qui puissent &tre traites comme celles d’une ressource non

interchangeable ayant un unique exemplaire : K ,=1.

Algorithme

Pour définir les périodes [{, ; , ; & ], il suffit de rechercher les unions d’intervalles de

u,l,r
disponibilité [«, , ; B, ,] durant lesquels le nombre d’exemplaires de ressources atteint ou
dépasse g, ; ;. Cest le principe de I'Algorithme A.1- 1. Rappelons que les intervalles
[a, , ; B, ,] sont donnés dans l’ordre chronologique: on a f, <o
ve(l, 2, ..., w,-1}.

pour

v+1,r?

-206-



Annexe I - Gestion des périodes de disponibilité

Algorithme A.1- 1 : Définition des périodes pour chaque ressource interchangeable

Procédure Définition des périodes durant lesquelles la ressource de type r est disponible pour 1’opération i
du produit j .
Entrée : r est laressource interchangeable considérée.
i etj sontrespectivement les indices de I’ opération et du produit considérés.
q,,;,; estle nombre de ressources de type r nécessaires pour exécuter |’opération.
®, est le nombre de fenétres relatives a la ressource de type 7.
[@, ., ; B, ,lestlav-ieme fenétre, pourve {1, 2, ..., @, }.
d, , estle nombre d’unités de ressource de type r disponibles au cours de la v -ieme fenétre,
pourve{l, 2, .., @, }
Sortie : K,=1 est le nombre d’exemplaires de la ressource considérée comme non interchangeable.
€, , estle nombre de périodes durant lesquelles la ressource est en nombre suffisant.
[$. 1, r 5 & 1 )estlau-ieme période, ohue {1, 2, ..., 2, ,}.
V... i ; estle pointeur qui permet de savoir quels intervalles [¢, , ; B, ,1correspondent
ala u -iéme période,ovue {1, 2, ..., 2, .}
1. Initialisation.

1.1. Poser K ,:=1. La nessource est ensuile considérée comme en un evemplaine unigue.

1.1. Poser u:=0. Ox note u {'indice de la dewitre péniode défince.

1.2. Poser suff:=0.On note suff ¢ indicatenr gu vaut :
0 ¢ le nombre de nessounces est incufficant sn € intorvalle [, ., . ; B, ]
1 scnone.

2. Si (q,.;.;:=0) alors : £ spration ne wécesscte pas cette nessownce gui est alons toujouns disponible.
2.1. Poser 2, ,:=.1
2.2. Poser £, | ,:=0; &, | ,i=too . da période de disponcbilité comespondante ect [0 ; +oo.

2.3. Poser V, ., ;:=0.
3. Sinon :

3.1. Pour v allantde 1 3 @, : O« examine les intorvalles [0, , ; B, ] an par un.
3.1.1. Si(q,.; ;<d, , et suff=0) alors : Le nombre d 'unités de nessounce est suffisant
wr [a, , 5 Byl
3.1.1.1. Poser u:=u+1. Une nouvelle féniode est crnéée.
3.1.1.2. Poser {, | =0, ,.La date de début de la période eot défince.
3.1.1.3. Poser w:=v . L ‘tndice de { intorualle et sanvegards dans la vaniable w .
3.1.1.4. Poser suff:=1.
3.1.2. Sinon, si (g, ; ;>d, , etsuff=1) alors : Le nombre 4 unités de recsounce et
insuffisant s [0, , ; B, .1
3.1.2.1. Poser &, | ,:=B,.,.,. La date de fin de la période est défince.
3.1.2.2. Poser V, , ;. ;i=(w ; v-1). Les indices des intervalles de début et de fin
covespondant & la période cont défincs.
3.1.2.3. Poser suff:=0.
3.2. Si(q,,; ;<d, ,) alors : Le nombre & unités de nessounce eot sufficant sun le dernier intervalle.
3.2.1. Poser &, | =P, .. La date de fin de la derniéne période eot défince.
3.22. Poser V, , ; ;=(w ; v). Les indices des intorualles de début et de fin relatife d la
3.3. Poser Q| ,:=u. Le nombre de périvdes eot defint.

Exemple

Considérant les disponibilités de la ressource interchangeable de type r données par la Figure
A.1- 1, I’ Algorithme A.1- 1 fournit les périodes durant lesquelles cette ressource est disponible
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en quantit¢ g, ; .22. Ces 2, =4 périodes sont les suivantes: [Oh ; 2h], [3h; 7h],

[8h ; 9h], [10h ; +<of. Elles sont représentés en blanc dans la Figure A.1- 3.

Oh 2h 4h 6h 8h 10h 12h

2 opérateurs

disponibles |

Figure A.1- 3 : Disponibilité d’une ressource interchangeable

Remarques

L’Algorithme A.1- 1 requiert O( @,) opérations et le nombre de périodes qu’il génere est
Q ..
r.i,j

Les intervalles [«, , ; B, ,] étant non-vides et donnés dans l’ordre chronologique, les

<(w,+1)/2, ol @, est le nombre de fenétres initiales relatives a la ressource de type r.

périodes [{, , , ; &, ;. .] sont non vides, ne se chevauchent pas, n’ont pas d’intersection

commune et sont répertori€es dans I’ordre chronologique.

Supposons que deux opérations i et i’ du produit j, iel; et i’el;, nécessitent le méme
nombre g, ; ;=q, ;. ; de ressources de type r, r€R . Dans ce cas, I'Algorithme A.1- 1 est

appliqué une seule fois et les 2 opérations font référence au méme ensemble de périodes.

1.3.3.Définition des fenétres durant lesquelles toutes les

ressources sont disponibles

Introduction

Pour chaque exemplaire k€ {1, 2, ..., K} delaressource de type r, re R=R, UR , nous

connaissons les périodes [§, ., ; & ] durant lesquelles cet exemplaire k est disponible,

w,k,r
ue {1, 2, ..., 2, .} £, , estle nombre de périodes relatives au k -itme exemplaire de la
ressource de type r. Nous recherchons les fenétres de temps [a, ; ; ; b, ; ;] durant lesquelles
Popération i du produit j peut étre exécutée, z€ {1, 2, ..., y, ;}. y, ; désigne le nombre de
ces fenétres. Pour chaque fenétre [a, , ; ; b, ; ;], nous définissons un pointeur U Ce

pointeur permet de savoir quelles périodes [§, . , ; &

2l iyl
] correspondent a la fenétre z .

w, k,r

Nous supposons que 1’ordonnancement des produits précédents n’est pas remis en question par
I’ordonnancement du produit j. En particulier, si un exemplaire d’une ressource interchangeable
est affecté a une opération, il n’est pas possible de modifier cette affectation au profit d’un autre
exemplaire (méme si cet exemplaire est disponible pendant toute la durée de I’ opération).
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Algorithme générant toutes les fenétres

Algorithme A.1- 2 : Définition des fenétres pour chaque opération

Procédure Définition des fenétres durant lesquelles I’opération i du produit j peut étre exécutée.
Entrée : i et sont respectivement les indices de I’ opération et du produit considéré.
R est’ensemble des types de ressources.
R ,, est1’ensemble des ressources interchangeables.
1;; estladurée minimale de I’opération, et donc des périodes durant lesquelles I’opération peut
étre exécutée.
q,,;,; estle nombre d’exemplaires de ressources de type r nécessaires pour 1’opération, pour reR .
K, estle nombre d’exemplaires de la ressource de type r, pour reR .
Q, , estle nombre de périodes relatives a la ressource de type r pour ke {1, 2, ..., K, },reR.
(€. .+ s E. &, ]estlau-i®me période de I'exemplaire k , pour u e {1, 2, ..., 2, .},
ke{l,2,...,K, }et reR.
Sortie : y, ; estle nombre de fenétres durant lesquelles 1’opération peut étre exécutée.
fa,.i.; ,bz,J]estlaz-iemefenetre,ouze{1 2n =vaily als
U,. . ; estle pointeur définissant les indices des pénodes [, «.» + €. & ,]comrespondant
alaz-itmefenétre[a, ; ; ; b, ;L ouze{l,2, ...y, ;}
1. Initialisation.

1.1. Poser z:=0. O wote z ¢ tudice de la dernicne fenitre défince.
1.2. Poser R *:=. On wote R * ('encemble des types de nescounces neguic.
2. Pour reR : Ou examine les lypes de nescounces, un par un.
2.1. Si (q,,; ;#0) alors : £ opération ne nécessite fras cette nessownce.
2.1.1. Poser Q,:=0. Ox wote Q, le nombre d evemplacres de nessounce de type r neguis.
2.2. Sinon : 4 spérnation wécessite cette nessounce.
2.2.1. Si (reR,,) alors : La nessounce est interchangeable.
2.2.1.1. Poser Q,:=1.
2.2.2. Sinon : La ressounce est internchangeable.
2.2.2.1. Poser Q,:=q, ;. ;. Le nombre d exemplatnes neguic est colut de ¢ epération.
2.2.3. Si (Q,>K,) alors : £ spération wécecsite plus d evemplaines gue le nombre existant.
2.2.3.1. Poser y, ;:=0. Aucune fenitre n'est retenae.
2.2.3.2. Quitter. L ‘algonithme eot amité puisque la nessounce we feut étre frowruue.
2.2.4. Sinon : La ressounce de type r eof negucse.
2.2.4.1. Poser R *:=R *U{r}.
3. Si (R *=0) alors : fucane nessource w'est neguite.
3.1. Poser z:=1.
3.2. Poser a, ;. j:=0 3 b, i ji=teo. L opiration peut étre exécutic dans la fenétre [0; +oo.

3.3. Poser U, ; ;:=0.
4. Sinon : Les ressounces de R * sont wécessaines 4 L opération. On note |R * | e cardinal de ¢ ensemble R * .
41.Pour (b, , sk; ;.. Ql,l)telsquel_kl_1<k2_,<...<le,l_K,,

ki s ks g5 sz,z)te]sque lskl,2<k2_2<...<k92,2_<.K2,

(k1.|R.|;k2,1R.|;...;leR_‘,|R.l)telsquelsk1,|R.|<...<kQ|R*|_|R.|SK|R.|:

Les Q, exemplannes chotsis frown la nessounce de type v sont (ky , 3 ky 3 .5 kg )
4.1.1. Pour reR *, pour g allantde 13 Q, :

4.1.1.1. Poser uq y=1. On mote u , , 'indice de la période de 'exemplacre q choiste.
4.1.2. Tant que (4, <02 . pourge {1,2,..,Q, }etreR*):

4.1.2.1. Poser a—max{Cq K, /qe{l L Q,}, reR *).

4.1.2.2. Poser b:=max{&, K, . 1 gef(l,. ,Q}reR*}

Jam«tmm,emdammmh;am[ab]
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4.1.2.3. Si (b-a2l; ;) et (b-a>0) alors : L sgération peut étre exécutée dans [a:b].
4.1.2.3.1. Poser z:=z+1.
4.1.2.3.2. Poser a, ; ;=a ; b, ; ;:=b.La fenitre [a;b] est netenue.
4.1.2.3.3. Poser U, ; ;={(u, ..k, ,,7v) 1 gqe{l,2,..,0,},reR*}.
4.1.2.4. Pour reR *, pour g allantde 12 Q, :
4.1.2.4.1. Si (éuq,r'kq,r"Sb-'-li'j) alors : La péniede sélectionnée we permetra
#as o obientn une fenitre.
4.1.2.4.1.1. Poser u, ,=u, .+1. On sélectionne la période cuivante.
5. Poser yi‘j:=z.lem&ede(a¢évw4eadé{dde.

Pour définir les fenétres [a, ; 7 & b, . i
de disponibilité [{, , , ; & ] durant lesquelles les besoins en ressource sont satisfaits.

C’est le principe de I’Algorithme A.1- 2. La seule difficulté est de générer toutes les

], il faut rechercher toutes les intersections de période

u,k, r

combinaisons pour chaque ressource de type r pour laquelle g, ; ; exemplaires parmi les K,

sont disponibles. Rappelons que les périodes [{, , , ; & ] relatives a un exemplaire &

u,k,r

n’ont pas d’intersection commune et sont répertoriées dans 1’ordre chronologique. On a :
& i <€t vopourue {1,2, ..., Q, -1} |

Exemple

A titre d’exemple, nous exécutons 1’ Algorithme A.1- 2 & partir des disponibilités des K ,.=3
exemplaires de la ressource non-interchangeable de type r’€ R, données par la Figure A.1- 2.

L’ Algorithme A.1- 2 utilise les disponibilités en quantité g, , ;22 de I'exemplaire K, =1 de la
ressource interchangeable de type re R, fourni par I’ Algorithme A.1- 1. L’ Algorithme A.1- 2 i
peut alors donner les fenétres durant lesquelles les ressources de type r et r’ sont disponibles
en quantité g, ; ;22 et q,.; ;21. Ces y, ;=11 fen€tres sont les suivantes: [Oh ; 1h],
[3h; 7h], [10h; +eo[, [Oh;2h]}, [4h; 7h], [8h;O9h], [11h; +ee[, [Oh; 2h],
[3h ; 6h], [8h ; Sh], [10h ; +eo[. Elles sont représentées en blanc sur la Figure A.1- 4.

Oh 2h 4h 6h 8h 10h 12h

Machine 3 et 2 opérateurs,
disponibles !

Machine 2 et 2 operateurs|
disponibles

Machine 1 et 2 opérateurs|
disponibles I

Figure A.1- 4 : Fenétres d’exécution d’une opération

Complexité quand on génére toutes les fenétres

Les pas 1 a4 de I’ Algorithme A.1- 2 requicrent O( IR | ) opérations, ou IR | est le cardinal de
Iensemble R . Au pas 4.1, on énumere toutes les combinaisons possibles de g, ; ; exemplaires

parmi les K, pour chaque ressource de type r. Le nombre de ces combinaisons est
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K.! .
21 = H ; - . Seules les ressources non-interchangeables
lskl,1<k2,l<"'<kql_,-‘j.ISKI rIER*en qr’,i,j * (Kr' - qr',i.j )"
1Sk 2<ky <<k ; /25Ky qri g >

1<k | oy <ky | go) <-- '<k"| R‘|,i.j-’SK1R'|

requises pour l’opération interviennent dans ce calcul, puisque pour chaque ressource

interchangeable de type r¢ R ., on a K, =1. Pour chaque combinaison, le pas 4.1.1 est exécuté

en’?

o( |[R*|) fois. Quant au pas 4.12, il est exécuté au  plus
I+ 2 (Qh_,+.(2k2_r_,+...+.(2k r—q,.,.,j) fois, puisque au moins un des indices u, , est

i jr’
reR*

incrémenté au pas 4.1.2.4.1.1. R * et 2, , désignent respectivement le nombre de ressources

requises pour 1’opération et le nombre de périodes initiales relatives a I’exemplaire k de la
ressource de type r. Les pas 4.1.2.1 a 4.1.2.4.1.1 nécessitent a chaque passage O( |R - | )

opérations.  Finalement, la complexit¢ de I'Algorithme A.1- 2 est en

0 |R|+ z Z(-Q},_, +-kalr+...+ﬂkmrr) . On appe]_le qO ]_a plus grande deS
Isky y<hy <o gy 15K reR* i
.1;'*‘4"'|{ki-lR‘I<"'(kﬁ1n-[_l__|.rsx|n-|

quantités nécessaires pour un type de ressource. De méme, K, est le plus grand nombre
d’exemplaires d’une ressource non-interchangeable et £2,, est le plus grand nombre de fenétres
pour un exemplaire d’un type de ressource. Une borne supérieure de la complexité de

|R¥q]
KO(K0+1)...(K0—‘]0+1)) |R*i‘1090 . Cette borne
qo!

I’ Algorithme A.1- 2 est alors O |R|+(

est atteinte si les besoins sont identiques pour chaque type de ressource et si tous les types de
ressources ont le méme nombre d’exemplaires et, pour chacun d’eux, le méme nombre de
fenétres. Ce temps peut paraitre important. En fait, le nombre d’exemplaires de ressources
interchangeables requis pour une opération est trés limité. Dans la plupart des cas pratiques qui

nous intéressent, on a besoin d’une seule machine pour réaliser une opération et on a

Y q,,,=1. Dans ce cas, la complexité de I’ Algorithme A.1- 2 est en O(R|+Ko|R ¥g,42,).-
reRy,

Nombre de fenétres générées

Une borne supérieure du nombre y,; ; de fenéires générées par I’ Algorithme A.1- 2 est donné

par le temps de calcul : ¥ [1+ E(lelr +Q D - qm,_j)} . Cette

15}‘13‘*}.1‘v--“t.;..,_j.ls""l reR*

1Sk, | oy <y oy ook /5K qy

S Lo B
évaluation par excés correspond au cas ol & chaque itération une nouvelle fenétre est construite.
Il est possible de créer des exemples pour lesquels cette borne est atteinte comme le cas de la
Figure A.1- 5. Sur la Figure A.1- 5b, la ressource désignée par "Al" est ’exemplaire "1" de la
ressource "A" de la Figure A.1- 5a. Les ressources "B1", "C1", "D1", "C2" et "D2" sont
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définies de maniére analogue. A partir de 6 exemplaires de 4 ressources différentes disponibles

chacun pendant 3 périodes, Vi = Z [1 + 2(3_1)J =4x9=36 fenétres sont générées.

1Sk ;<2 refl, 2. 3, 4}

1k, ,<2

Finalement, dans le cas le plus courant ou Zq,,,., ;=1, P'Algorithme A.1- 2 peut générer
reRy,

¥:.;=Ko(1+|R 4g,($3 — 1)) fenétres différentes [a, , ; ; b, , ], ol 1<z<y, ;.

a. Disponibilité des ressources

Oh 2h 4h 6h 8h 10h 12h

Ressource A,
exemplaire 1

Ressource B,
exemplaire 1

]
1
t
]
]
]
Ressource C, :
1
1]
1
{

e Pp—

exemplaire 1

Ressource C,
exemplaire 2

Ressource D,
exemplaire 1

[}

1

1

] i
Ressource D, -
exemplaire 2 ! 4 .

1
1
1
i
1
1
2
1
1
1
i
1
1
|

Oh 2h 4h 6h 8h 10h 12h

]
!
Ressources : 1 3
Al+B1+C1+D1 | :
Ressources : :
Al+B1+C1+D2 1 I
Ressources : 1 "
Al+B1+C2+4D1 ;
Ressources : i
Al+B1+C2+D2 !
Figure A.1- 5 : Cas extréme de création de fenétres d’exécution
Remarque

En recherchant les périodes durant lesquelles le nombre d’exemplaires est suffisant,
I’ Algorithme A.1- 2 peut générer des fenétres incluses les unes dans les autres comme le montre
la Figure A.1- 5. Si on cherche les plages de temps les plus longues possibles dans lesquelles
exécuter chaque opération (c’est le cas pour tous les algorithmes présentés dans cette thése),

-212-




Annexe I - Gestion des périodes de disponibilité

nous supprimerons les fenétres contenues dans d’autres. Pour cela, une méthode simple et
rapide consiste 4 ordonner les fenétres suivant les a, ; ; croissants et, en cas d’égalité, suivant
les b,,; décroissants. Dans cet ordre o, nous pouvons supprimer les fenétres
bo(z),i,j bo(z*).i,j
et 1<z *<z<y, ;. Un tel algorithme nécessite O(y,; log, y, ;) opérations.

z,i,j

[a
b

] pour lesquelles il existe une fenétre [a ] telle que

olz)i.j ° olz*),i,j ?

<b

o(z)hi,j o(z*),i.j

Algorithme générant les fenétres non-incluses

Plutdt que de générer des périodes qui seront ensuite supprimées, 1’ Algorithme A.1- 3 fournit
directement 1’ensemble des fenétres durant lesquelles le nombre d’exemplaires est suffisant et
qui ne sont pas incluses dans d’autres fenétres. Les données entrées sont identiques a celles de
I’ Algorithme A.1- 2 et les sorties donnent les fenétres non-incluses dans I’ordre chronologique.

Algorithme A.1- 3 : Définition de fenétres non-incluses pour chaque opération

Procédure Définition des fenétres non-incluses durant lesquelles 1’opération i du produit j peut étre exécutée.
Entrée : i etj sontrespectivement les indices de I’opération et du produit considéré.
R est’ensemble des types de ressources.
R, , est]’ensemble des ressources interchangeables.
[, ; estla durée minimale de I’opération, et donc des périodes durant lesquelles 1’opération peut
&tre exécutée.
q,.;,; estle nombre d’exemplaires de ressources de type r nécessaires pour 1’ opération, pour reR .
K, estle nombre d’exemplaires de la ressource de type r, pour reR .
€, , estle nombre de périodes relatives a la ressource de type r pour k€ {1, 2, ..., K.}, reR.
6. x.. 3 &, & ] estlau-ieme période de 'exemplaire k , pour u € {1, 2, ..., 2, .},
ke{l,2,...,K,}et reR.
Sortie : y, ; estle nombre de fenétres durant lesquelles I’opération peut €tre exécutée.
fa, ;. ; s b, . ;lestlaz-iéme fenétre,od ze {1, 2, ..., ¥, ;}.
U, ;. ; estle pointeur définissant les indices des périodes [{,, s, 3 &, «. ] correspondant
alaz-iéme fenétre [a, ; ; ; b, ; ;l,odze{l,2,....y; ;}

iJ

1. Initialisation.
1.1. Poser z:=0. Ox note 7 ¢ 'indice de la derniéne fenitre défince.
1.2. Poser R *:=0. On note R * ('encemble des types de nessources neguis.
2. Pour reR : On examine lec typee de nessounces, an fan ur.
2.1. Si (g,,; ;#0) alors : £ opiration ne wécessite fas cette ressounce.
2.1.1. Poser Q,:=0. O wote Q, le nombre d eremplaines de nessounce de type 1 neguic.
2.2. Sinon : £ spération nécessite cette nesdounce.
2.2.1. Si (reR ) alors : La ressounce est intenchangeable.
2.2.1.1. Poser Q,:=1.
2.2.2. Sinon : La ressounce est interchangeable. A
2.2.2.1. Poser Q,:=q, ; ;. Le nombre d exemplarnes neguis est celuc de ¢ opération.
2.2.3. Si (Q,>K,) alors : L spération wécessite plus d exvemplaines gue le nombre existant.
2.2.3.1. Poser y; ;:=0. Aucane fenitre n'eot netenue.
2.2.3.2. Quitter. £ 'algorithme et amiété puisgue la nedsounce we feut étre frounuue.
2.2.4. Sinon : La ressounce de type r est reguise.
2.2.4.1. Poser R *:=R *U{r}.
3. Si (R *=0) alors : Aucane rescounce n'est neguice.
3.1. Poser z:=1.
3.2. Poser a, ; ;:=0; b, ; ;:=tco. L opération peut étre exéeutéic dans la fenétre [0; +oo[.
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3.3. Poser U, ; ;:=0.
4. Sinon : Les nessounces de R * dont wécessaines é (' opération.
La suite de U algorithme différe de ¢’ Algorithme A.1- 2.
4.1. Pour reR * :
4,1.1. Poser L,:={1,2, ....,K,}. On wate L, ¢ 'encemlle des evemplacnes de la nessounce r.
4.2. Pour reR *, pour kelL, :
4.2.1. Poser u, ,:=1.O0nwote u, , 'indice de la piriode choisie de { evemplacre k .
4.3, Tant que (|L, |2Q,,pourreR *) 1 Le nombne |L,| de nessownce de type r est suffisant.
4.3.1. Pour reR * : Ox wote u . , 'indice de la périosde choisie de { exemplacre k .
4.3.1.1. Trier lespériodes[C,,k’r,k_, ; é"k,r
dans I’ordre croissantdes ¢, ., et, en cas d’égalité, décroissant des &, k..
L ondne ainsl défin est O et O(k ) eot le k -ieme ilément dans cet ondne, k€L ,.
4.3.1.2. Poser U, ={(uy(y, »O(k), r) 1 ke{l,2,...,0, 1}
Lee Q, fremienes piniodes dont netenues ef on nechenche leun intersection.
4.3.2. Poser a:=max{{, . .,/ (u, k', r)eU,, reR*}.
4.3.3. Poser b:=min{&, .,/ (u, k', r)eU,, reR*}). La fenétre [a;b) est cette intercection.
4.3.4. Si (b-a2l, ;) et (b-a>0) alors : L epération peut étre evécutéc dans la fenitre [a;b].
4.3.4.1. Poser z:=z+1.
4.3.4.2. Poser a, ; ;:=a ; b, ; ;:=b.La fenitre [a;b] ect netenue.
4.3.4.3. Poser U, ; ;={U, / reR*}.
4.3.5. Pour reR *, pour k€L, :
4.3.5.1. Tant que (éuk,r‘k'er etu, ,SQ, ) : La période u, , est contenue

dawe [a;b].

k. rlpourkelL .,

4.3.5.1.1. Poser u, ,=u, ,+1.
4.3.5.1.2. Si (u, ,>Q, ,) alors: Toute périede de U 'evemplaine k a été visitée.
4.3.5.1.2.1. Poser L,=L \k}.
5. Poser y,; ;=z.Le nombre de fenétres est défint.

Exemple

disponibles

Machine 2 et 2 opérateurs
disponibles

Machine 1 et 2 opérateurs
disponibles 1

Figure A.1- 6 : Fenétres non-incluses d’exécution d’une opération

L’ Algorithme A.1- 3 se base sur les disponibilités des exemplaires K , .=3 de la ressource non-

interchangeable de type r’e R,  présentées par la Figure A.1- 2. Il utilise également les

disponibilités en quantité g, ; ;22 de I'exemplaire K ,=1 fourni par I’Algorithme A.1- 1.
L’Algorithme A.1- 3 peut alors donner les fenétres non-incluses dans d’autres et durant

lesquelles les ressources de type r et r’ sont disponibles en quantité g, , ;22 et q,. ; ;21.
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Cesy,.,j=4 fenétres sont les suivantes : [Oh ; 2h], [3h ; 7h], [8h; 9h] et [10h ; +eo[.Elles

sont représentées en blanc sur la Figure A.1- 6.

Complexité quand on génére les fenétres non-incluses

Les pas 1 4 4 de I’ Algorithme A.1- 3 requicrent O( |R | ) opérations, ol |R | est le cardinal de
I’ensemble R . Les pas 4.1 4 4.2.1 requicrent O( ZK, ) opérations, oll R * est I’ensemble de

reR*
types de ressources requis. Quant au pas 4.3, i est exécuté au plus
1+ E(Q,r +, +..+ % —q,, j) fois, puisque au moins un des indices u, , est incrémenté

reR*
au pas 4.3.5.1.1. Le tri au pas 4.3.1.1 nécessite O(K, log, K,) opérations [Beauquier et
al., 1992] et la sélection au pas suivant nécessite O(q, ; ;) opérations, pour tout r€R *. En
fait, puisqu’on recherche les g, ; ; premiers éléments, ces 2 pas peuvent étre exécutés en
O(q, ;; K,) opérations, pour tout re R *. Les pas 4.3.2 2 4.3.4.3 requierent O ( Zq,,,.’j)

reR*

opérations. Les pas 4.3.5 24.3.5.1.2.1 nécessitent O( ZK, ) opérations et sont exécutés au

reR*

plus 1+ 2(!21,, +8, +...+ 8 —q,, j) fois. Finalement, la complexité de 1’ Algorithme A.1-

reR*
3 est en 0(|R|+[ E(K,q,,,.’j )][ Z(.QL, +Q, L, —qm._j):D. On appelle g, le plus
reR* reR*

grand de ressources nécessaires pour I’ensemble des opérations. De méme, K, est le plus
grand nombre d’exemplaires de ressource non-interchangeable et £2, est le plus grand nombre

de périodes pour un exemplaire d’une ressource. Une borne supérieure de la complexité de
I’ Algorithme A.1- 3 est alors O(IR|2K02q0Q, ~|R? Koqoz). Cette borne est atteinte si les besoins
sont identiques pour chaque ressource et si tous les types de ressources comportent le méme
nombre d’exemplaires et, pour chacun d’eux, le méme nombre de fenétres.

Nombre de fenétres non-incluses

Une borne supérieure du nombre y, ; de fenétres générées par I'Algorithme A.1- 3 est

directement donné par le nombre d’itérations du pas 4.3.4:
1+ Z(Q_,+.QZ',+...+.QK",—q,_,.J). Cette évaluation par exces correspond au cas ol, a

reR*

chaque itération, une nouvelle fenétre serait construite. Il est possible de créer des exemples
pour lesquels cette borne est atteinte, c’est le cas de I’exemple de la Figure A.1- 7, ou sont
¥, ;=1+(3-1)+(3-1)+(3+3-1)=10 fenétres sont générées. Sur la Figure A.1- 7b, la ressource
"Al" correspond a ’exemplaire "1" de la ressource "A" de la Figure A.1- 7a. Les ressources
"B1", "C1" et "C2" sont définies de maniére similaire.
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a. Disponibilité des ressources

Oh 2h 4h 6h 8h 10h 12h

Ressource A,
exemplaire 1

Ressource B,
exemplaire 1

Ressource C, 1
exemplaire 1

Ressource C,
exemplaire 2

Oh 2h 4h 6h 8h 10h 12h

1 ! I | I 1 I

1 1 | I
Ressources : = = 7 | "
Al+B1+Clou @«é 0 | !
Al+B1+C2 — - ! !

Figure A.1- 7 : Cas extréme de création de fenétres d’exécution non-incluses

Remarques
Les périodes [§, ., ; &, . ,]1nese chevauchant pas et n’ayant pas d’extrémité commune, les
fenétres [a . b ] sont non vides et se chevauchent éventuellement. Dans le cas ou

z,6,j z,i,j

I’Algorithme A.1- 3 est appliqué, ces fenétres sont non-incluses les unes dans les autres et
répertoriées dans 1’ordre chronologique. Supposons que deux opérations i et i’ du produit j,
i€l; eti’el;, nécessitent le méme nombre d’exemplaires g, ; ;=q, ;. ; de chaque ressource
de type r, re R, . Dans ce cas, |’ Algorithme A.1- 2 et I’ Algorithme A.1- 3 sont appliqués une

seule fois et les 2 opérations font référence au méme ensemble de fenétres.

1.3.4.Conclusion

L’ordonnancement des (j-1) premiers produits ne peut étre remis en cause quand la j-ieme
demande apparait. Les disponibilités des ressources sont connues précisément. Nous avons

montré dans cette section comment en déduire 1’ensemble des fenétres W, ;={[a, ;, ; ; b, ; ;]

/' 15z<y, ;} durant lesquelles I’opération i du produit j peut étre exécutée.
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4. MISE AJOUR DES DISPONIBILITES DES RESSOURCES

I.4.1.Introduction

Les méthodes présentées dans chaque chapitre permettent de déterminer dans quelle fenétre Z, ;
de type [a Z; i b bli,,» ;. j] chaque opération i du produit j doit étre exécutée, ainsi que les
dates de début B ;. jet de fin C; i d’exécution, iel e Une fois déterminé, I’ordonnancement du
produit j ne peut étre remis en cause. Ainsi, les disponibilités des ressources peuvent &tre mises
a jour d&s que 1’ordonnancement du produit j est défini. Ce sont ces mises & jour qui sont
décrites dans cette section. Les algorithmes étant de conception simple, ils ne sont pas décrits de
mani2re formelle. En plus de ces mises 2 jour, il est possible de supprimer toutes les périodes de
disponibilité passées (i.e. les périodes qui se terminent avant la date de commande du produit j,

ri).
1.4.2.Cas des ressources non-interchangeables

Pour mettre 2 jour les disponibilités de chaque ressource de type r non-interchangeable,
reR,, il suffit de remplacer la période [{, ., ; &, .. ,] par les périodes [{, , , ; B, ;let

a été défini par

en?
[Ci; ; &u.e.,] pour tout (u,k,relUs, ;. ob reR.,. Uz .,
I’Algorithme A.1- 2 et I’ Algorithme A.1- 3. Seules les périodes non vides sont insérées. Le
nombre de périodes £2, , est incrémenté si nécessaire. Si ces périodes sont gérées sous forme
de liste chainée, les mises 2 jour sont immédiates et permettent de conserver les propriétés de la
structure : les périodes sont non vides, ne se chevauchent pas, n’ont pas d’intersection

commune et sont répertoriées dans 1’ordre chronologique. Le cofit de la mise a jour est alors en
O( qu-_ ;) etle nombre de périodes créées est au plus Zq,,,-, j»OU R*_ est ’ensemble des

reR*, reR*,

ressources non-interchangeables nécessaires a 1’ opération.

Supposons que seules les fenétres non-incluses aient été retenues (i.e. les fenétres fournies par
I’ Algorithme A.1- 3) avant I’ordonnancement du produit. Il est encore possible de réaffecter a
chaque opération i du produit, un exemplaire k'€ {1, ..., k-1, k+1, ..., K,} disponible

pendant la période [B; ; ; C,; ;] autre que I'exemplaire k prévu initialement. Rechercher tous

ces exemplaires et les périodes disponibles colite alors O Z ZQ“ . Nous ne discuterons
reR*, lsk;:SKr
k'#

pas ici de la maniére d’effectuer le choix entre les différents exemplaires disponibles. Un tel
choix permet de contréler la répartition des charges de travail entre les exemplaires.
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1.4.3.Cas des ressources interchangeables

Pour mettre a jour les disponibilités de chaque ressource de type r interchangeable, reR, ,

trois manipulations sont nécessaires.

Premiérement, il faut remplacer Uintervalle [, , ; B,, ], parles intervalles [a,, , ; B, ;]
de disponibilit¢ d,, , et [B,;; B,,,] de disponibilit¢ d,, ,-q,,; pour tout
(u,1,rev, viv2)eV, , ..,etrer, .U, a ét€ défini par I’ Algorithme

i

A.1- 2 et I’ Algorithme A.1- 3, tandis que V

i jrind

est fourni par I’ Algorithme A.1- 1.

w,r,i,j

Deuxi¢émement, I'intervalle [c¢,, , ; B, ,]estremplacé par les intervalles [¢t,, , ; C,; ;]de

v2,r
disponibilit¢ d,, ,-q,,;, e [B,;; B,,,] de disponibilitt d,,, pour tout
w,1,rel, ., ,vIyv2)eV, ., . etreR;,.
l,]' ' o Bk
Troisiémement, la disponibilité des intervalles [@, , ; B, ,]estréduitead, ,-q, , ; pour tout

wu,1,r)el, vi<v<v2,(vI,v2)eV etreR,,.

,j.i,j’ w,r,i,j

Seuls les intervalles non vides et de disponibilit¢ non nulle sont conservés. Le nombre
d’intervalles @, est incrémenté si nécessaire. Si ces intervalles sont gérés sous forme de liste
chainée, les mises a jour nécessitent au plus O( @,) opérations et permettent de conserver les
propriétés de la structure : les périodes sont non vides, ne se chevauchent pas, ont au plus leur

extrémité commune et sont répertoriées dans 1’ordre chronologique. Le cofit de 1a mise a jour est
alors en Of Zm, ) et le nombre de périodes créées est au plus 2|R *om |, ot R *., est

reR*,

I’ensemble des ressources interchangeables nécessaires a 1’opération.

1.4.4.Conclusion

Ainsi, les disponibilités des ressources sont mises a jour a partir de I’ordonnancement du
produit j. Quand la (j+1)-itme demande apparaitra, on utilisera I’Algorithme A.1- 1,
I’ Algorithme A.1- 2 et I’Algorithme A.1- 3 pour déterminer & nouveau les fenétres de temps
durant lesquelles les opérations de ce produit peuvent étre exécutées.
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Annexe I - Gestion des périodes de disponibilité

5. CONCLUSION

Cette annexe présente les structures supportant les données relatives aux disponibilités des
ressources, les algorithmes permettant de définir les périodes durant lesquelles chaque opération

peut &tre exécutée et les méthodes de mise 4 jour des disponibilités des ressources.

En effet, 2 partir des disponibilités de chaque ressource restant aprés les (j-1) premiers produits
ordonnancés, nous pouvons déduire les fenétres de temps durant lesquelles chaque opération i
du produit j peut étre exécutée. Il s’agit des périodes durant lesquelles les disponibilités de la
ressource de type r sont supérieures ou égales aux g, ; . unités requises pour I’exécution de
I’opération i du produit j. Une fois le produit j ordonnancé, il faut également remettre a jour
les disponibilités des ressources selon les utilisations définies pour le produit j.

Répétons que ces procédures de gestion des fenétres de disponibilité des ressources sont
relatives A chaque opération. Par conséquent, elles sont indépendantes des types de gammes des
produits et peuvent étre utilisées indifféremment que la gamme du produit soit linéaire ou non.
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ORDONNANCEMENT EN TEMPS REEL ]
DANS LES PROBLEMES A EN-COURS LIMITES

Theése de Doctorat soutenue par Fabrice CHAUVET
Résumé - Dans cette thése, nous montrons l'intérét d’étudier des systémes de production
présentant les deux caractéristiques suivantes. Tout d’abord, les durées des opérations a réaliser
sont choisies dans des intervalles donnés - de tels systémes de gestion de fabrication sont dits a
temps opératoires contrdlables -. De plus, les opérations successives réalisées sur chaque

produit se suivent sans temps d’attente - de tels systémes sont dits sans attente -.

Ces deux caractéristiques permettent de gérer en temps réel un large éventail de systemes de
fabrication. En outre, cette approche permet le contrdle des en-cours et des temps de fabrication.

La productivité du systtme de fabrication est optimisée grice a des algorithmes originaux.
L’analyse de la complexité des dix-sept algorithmes proposés prouve leur compatibilité avec leur
utilisation en temps réel.
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stockage interdit, sans attente, stockage limité, ressources multiples.

CONSTRAINED WORK-IN-PROCESS IN ON-LINE SCHEDULING

PhD Thesis by Fabrice CHAUVET
Abstract - In this thesis, a production system with two characteristics is considered. First, the
processing time of an operation to be performed in a given time interval can be selected. Such a
production system is said to have controllable processing times. Second, the operations of a
product follow each other without waiting. A production system having this characteristic is
said to be no-wait.

The two characteristics are key in scheduling of many different types of industrial systems. The
proposed methodology allows one to control the work-in-process and production cycle time.

The system productivity is optimised with original algorithms developed in this research. The
analysis of computational complexity of the seventeen algorithms shows that they can be used
for on-line scheduling.

Key words - Production management, on-line scheduling, automated guided vehicle, zero
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