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NototroNs

La 1>lrrpart  des notat ions ut i l isées dans cette étude sont signi t lées ciès cl t r ' t ' l les. i ' t t f

i r r f lgr l l i tes pour la première fois.  Nous tenons cependant à préciser r lnelcl t tes l lor i l f i { )LIs

rL'rrsage courant et quelqrtes espaces fonctionnels.

-----;* signe ''entraine". ou implique

.- signe ''équivalent"

l.I signale la fin d'un passage formant une suite logique

(remarque. preuve,..) si nécessaire pour la clarté du texte

7 quelque soit

. il existe

::.1 si et seulement si

i .r, ' .  c 'est-à-dire

f,l ensemble vide

..r . !t, Ie Produit scalaire de x et v

.r : f .t'r..r2) Ies coorclonnées cartésiennes de x dans IR2

.r' : ( .,tl + r71rlz la norme euclidienne de x

,l . t '  :  , l t ' rr l . t 'z la mesure de Lebesgue sur IR2

B, ( r) boule ouverte de centre r et de rayon r > 0

( ) domaine borné de IR2



f  :  i) \) la frontière cle 0

! I : !!', i)Q la fel'ntetltl'e tle 0

D I ' intérierrr cle B

,l l t  -\  Ie cleterminant de la matrice -\

f  / ! ) )  l 'espace c les fonct ions de c lasse C-  à s t tp i ) ( ) r f  (  ( ) I r I I ) i r (  f  i r r t  l r r  r l r r t r :  ! ]

D'( ( I  ) l 'espace des distr ibutions sur A

Lr'(!-t-l l'espace des fonctions mesurables u tel cl.te :
/  \  L / P

ulpa :  l l r l l r " tn r  :  ( /n l " l ' )  <  )c  ( l  <  P (  x )

1- - (!)) I espace des fonctions mesurables u essentiellentent trorutles.

l u l - .o :  l l u l l r - (n )  :  i n f { i l /  :  l z l  <  -1 /  p 'p '  c lans  0 }

HI( ( l )  -  t t - t : (Q)  l ' espace des  fonc t ions  u  de  L ' (q  a r , 'an t  ieurs  c lé r ' i vées  ( iu t : ( ' r IS

cles distr ibut ions) clans L2@). muni de la norme:

l l r l l r .o :  l lu l la,(or :  ( l r l? n + lYr l f .n) ' / '

H,ll t l)  I 'adhérence de 2(f l) dans I/t(0)

C{Q) I 'espace des fonctions continues dans O

tliQ) l'espace des fonctions continues dans 0

a" . t1Q) 0 < À S 1 l 'espacedesfonct ions holdér iennes d 'orc l reÀ sr t r  Q c 'est -à- t i i le

l'espace des fonctions u continues sur 0 telles .1tre

l z ( , r )  -  u (u) l
sup --;--:T- < x

t . y€Q. t l y  l J f  
-  y l

il"'(O) I'espace des fonctions m fois continuement dérivables clans o

1 ' , r r  À iQy I 'espace des fonct ions u € C^(Q) te l les que Dru e C() 'À10; .

vj' lil S m
f  , \ r r )  la  dér ivée de / : IR - -+ X (X:un espace c le  Banach)  au point  a

.f " ' ' ( , t) la dérivée d'ordre n de / au point a

, f (o)  :  f .  f (L)  :  f , ,  f ( .2)  
-  f t l

D. f ' ( r t )  Ia  dér ivée (de Fréchet)  de / : IR ' -  X au point  a

f  @+h)  :  f  (a )  +  Df  (a) .h+ " (h)
i) f ii):r.; la dérivée partielle de .f par rapport à la variable r;



D' '  l ' opé ra fe t t r  r l i f f é reu t te l  D ,  =  
i , ' f  

D "  -  D ' r ' ' .D ' ; '  D ' , ' ,

i l \ ï l (  t l  -  ( r r L . a l 2 . . . . r , r , , ) €  l N "  e t  l c r  :  t t L  - - - t r l  - . .  - , r / ,

f  I ' o p e l l a t e r u ' g r t r r i i e n t  c i é f i n i  p r r f  :  
' 7 r l  

=  D ' t ! ) l  f  r t  :  l u ,  .  r r ,  , "

I 'opér 'ater.u 'Lapiacien cléf ini  par :  7t t  e D'() . \  " ' r r  :  : l - ! t -  -  ' ' , '  
,

t l . l  t  t l t : -

(  / , .  r ' )  t i ruc f  ior.  r 'ér ' i f iant oiJ 
< l  .  t rver '  À rure (  ot ist i l l l t ( '

--i / ) fouctiou r'érifiant -9 - $ rlttattcl r' - {)

\ \ la fouction caractéristique de I'etlsetrible ^{ :

( t ' .  s i r€A :
\ r i . r ' ) : lO .  s i  r ( . { .

| . lt I'application composée de f rt g

.srtltp ,f snpport cle la fonction f qui est le plus petit erserrtble ferttrti

en clehors duquel f  :0

l  ,  l :  sup ( . / . g )

I  
'  

l t  : i f i ( f  . q )

f - : f , i 0

1-  : . f  Ao

( clésigne les différentes constantes qui interviennent. On pt'écist'

lorsclue c'est nécessaire sa dépendance pa1 rapport aux ilttfl'es

paramètres.



* *

Aro*t-P*o"ot

La rlÉorie des inéquations variationnelles (LV) a connu rrn ciéle,loppeillerlt

tlpirle et une grande croissance de ses applications. IJ esr clonc impol'fallr

cl'intrctduirc ce domaine, sachant que les problèmes d'obstacle. re.lié.s à lnon srtiet

rie tlrèse représentent une classe importante d'application des inéqttatiotts variarion-

rrr,.lles.

L'inflttence des problèmes physiques concernant le développement de /'analr.'.se

rriat]rérrratique est universe/Jement reconnue. et la théorje des inéqnations taliariolt-

rrelles. pée en Italie dans les années 60, n'est pas une exception. En effet..les tlarztttx

rles rlerrx pionniers G. Fichera (1963) et G. Stampacchia (196-I) étaient trtorir"és pat

rles lrroblèmes concrets, )e premier par la mécanique (''a problem in elasticitv ri'irh

ir rrrrj]ateral bound.ary condition") et le second par Ia théorie du potentiel (" in

r orrrrection tt'ith capacit.v, a basic concept from electrostatics ").

L'introdttction des I.V. sera donnée avec Ltn problème modè/e qui. paraphrasartt

J.L. Lions. "est simple, beau, et profond" : ttouver la position d'éqttilibre

u - - ' u ( r ) ,  r €QCIR2

rl'rrrre rnembrane élastique contrainte de rester au-dessus d'un obstacle donné \i/ -

ù(r'). Le problème est résoJu par l'unique soiution du problème de minirnjsation

s  t t i r  i i n f

lYu(r)12 dr.

op 1i est un ensemble convexe, de fonctions (appartenant à un espace bien appro-

11.ié) .srrpér-ieures ou égales à V. Ce problème se révèIe etre équivalent à l'inéqttation

Yè'PI, l,



(  r t  - l i .
) , .
)  /  l u ( . r ' t  Y ( r ' -  r i ) ( . r ' ) t L . r  2  0  : r ' =  1 r
\  . / n

( l t t i  l t r , t t t  ( , r 1 ' ( ,  r ' ( ) l t 5 j r . l é l ' ce  ( ' ( ) n . l n te  r t r t  s . t ' . s f ème  "d ' i néq r l a r j o t t "  r l  
'E t i l t ' r  

l r o t t t  / r ' l r t o / r l i ' t t t l

,1 , ,  l r i r r r r r r isr r f io i r  co l r "esponclant .  Lhe atr t re fot ' t t te  dt r  ptnblèr t - tc  r l 'o i . ,s fz t r '1r ' .  r ' t i  . ' t l l r -

l r r r r . ,1111 t r  tégul ièr 'e .  e.s t  )e problème complémel l fa j |e :

u )  ù .  -Au )  0  ef  (u  -  \ ! )Au :  0  r la t t ' '  o

r ' ;  r  l i ;  r  r  iotr te-Ue st t i ranf e

r r l 'rrle rle.s leu'ac'fér'istique.s principales est ia djr,' jsion de Q en (iettx.:rrtt.s-ert.selii lrle's.

1 ' , , rrret-rr l r le r le coincidence

' \ : { /QA lu ( r )  :V ( r ) }

r , r  : r ) l t  | t t t np lé tnen ta i f e

1:O\À : {ze  Q l "@)  >û( . r ) } .

L;r fr.prrfjèr'e erj commun O : DÂ : 0I est appelée la trontière ,libre. et fbllnel]elrrellf

(  ) l )  i I .

A u : 0  d a n s  I :  { u  >  \ t t } ,  u :  Û  e t  V r r :  V Û  . s t r l '  O '

('i, r rrrrrljfjo.rrs atx limites déterminées au-dessus sont fypiqtres rJans ,le^s problèttte.s r/r'

fi r urf ii,r'es ljbr.es clui apparaissent dans les applications mais il n 
'e.rrste 

/)as. en grjttét'tr,l.

,l ' it1;1tL.r.lte ntathématique pour eux tous. [Jne importante. bien qite t'e.srl'einfer. r'1;ts"e

1!r '1t .r , l r lê ' r1es de front ières l jbres peut être résolue par les I . \ ' . .  c l i rec' fel l ler l t  t ) I I  i t ) -

rlirot,t.,renf après des transformations appropriées du problèltre. cotrtrrte .l 'et tttotttt 'r;

Biriotthi en 1977 pour Ie problème de la digue'

C'cf fe approche mène à ce qu'on appelle Ia fornulation variationnelle failtle. ryti

r,11 ,q1i11,-i1'o.f à rrne so1ution rclativement facile à obtenir par /es rnéthoc1e.s tl 'aner]r-se

l i r i r l r iprr2el le.  Alors la quest ion qui se pose. est de savoir  dans qtrel  sen.s. la sol t t t iot t

tiril it,r'clsout le problème ph-v-sique original. Cette étude supplémentaire est tt'ès

irrrl.rrlfanfe c.lans plusieurs problèmes et exige une ana/yse profonde de la r'ég'rrlal' ite

rlr,,la solrrûion et de la frontjère ljbre. Ce dernier point a été clat'ifié c'es cle'rnièt'es

irrrr€ies et fait partie des ftavaux cle L. Caffarelli (1976) sur Ja ftgularité de la fi 'onrièr'e



l j l r r1 r1c.* I )rol) /èrnes r l ' r lbstar ' le ' .  cyù en part iui l iet ' .  r lonne /es r ' , r i t t / j r j (Jn.\  1)()nl  r l t i r l t l i r

r l r ra k 's:() lur ions faib. le.s sont.  . /ans beaucottp r ler r 'as. c la.ssicl t res.

f' 'r '.f ltn z-ùspect ries rJue,stions généra.les atrqrre.l l 'approcltr titt ' jatriortttelle rktif

t r : l t t , t t r l t ' r . ; )  propos c) 'un problèrne de ph.r, 's ique tnafhéutat i ryt tet t tert f  Is ien ptsé :  Lr '

l t y t I t l i . r r re  e -s t - t l  posszhLe ' /  Es t - r l ,  dé ter tn tné? ( . . . )  La .so l ,u , t ion  r l t r ,  p t 'ob lè . rne  es t - r , l le

,  ontntr tr  tort t .  r t , t t ,  moLTts d'Ltn o'rc lre conuenable. par rz,pport ,  a, t t , . r  r l , r tnrtée.; ' : .  r ' i t ; tnr

.[ [fivlzrrrralcl i27]. le prenier ntatltématicien clui a donné e-rp,ltcirerrrettt 1a ft'oi.riètttc

t  t t l iç! jç i ,1rt : t rr  r lebrrt  des années 30. En effer.  les tx>is condjt ion.ç t1 'e.xj .sfe 'r t r 'e.  r l ' r tnic irr l

, 'r rle rléperrclance c'ontinue paï rapport aux données sont ', 'érifiée.s IX){lI 'k's pt'ob1èlitt '.*

,1 ' , , / r t far ' , le clans un sens approprié.

Prrru rr.n obstacle \ii régulier on arrive à conciure que ]a pletnièr'e c/ér'ir'ée csr

lrirfi irrre ef ia seconde clérivée est bornée mais non continue.

Cependant. si la tiontière libre est considérée comme une pat'tie de ia .soltrfjol.

1zr rrrrisrèrn e condition (stabilité) n'est pas toujours v'raie. En effet. on peut c/onner'

tirçilentent des exemples où de petites variations des données produisent de grtrnrls

r lr.yrg('l11enfs sur Ia frontière libre du problème de l'obstacle. Donc, ttne rltte.stiort

iprl)(,r'rante est de donner les conditions de stabilité pour la frontiète libre.

De rro.s jours. Ia théorie des L V. et ses applications atteignent un haut ttjreatt c1e

tlét.eloppentent et iJ e.xjster plusieurs monographies excellentes dans ce domaine ( ;-1':1.

,J31. [ij ti], [35] [21j, [15]), mais à peu d'exception près. à savoir le livre c/as-siqire de

Ci. Drrrarrt et J.L. Lions. peu d'attention a été accordée aux motivations phrsiqtte's

lrr à f interprétation supplémentaire des résultats mathématiques.

Ephn. nous i,l lustrerons que/ques descriptions de la nature d'ttne inéqtrafiotr

i;rli irfr6rrrrel]e ef de Ia frontière libre par cinq exemples firés cJrr lir-re: ",{tt Inrt'o-

rlrrr riprr T6 \,'ariationnel Inequalities And Their Applications'' de D. Kinderlehler.L

-  |  .  l ô ? 1(  r .  ) r ; r l l .U ) i r ( ' ( n lA  LJOI .

Exemple l- Soit f une fonction à valeurs réeiles. régu.lière. défrnie srlr tln

irrrelralle 1 : la.bl fermé. On cherche les points /e € 1 tels que

/  ) i l  ?i  r t 'ols CaS

T@o) : Xr.irrr /(r)

b. alors / '(ro) : 0

alors f '@o) à 0 et

alors "f '(ro) < 0.

cas en écrivant

n < J 0 <

. û O :  A .

ro :  b ,

i s i

i i  si

ijj- si

orr peut résttmer ces



. f ' ( ' r : , r ) ( . r - . r t , ) >  0  i t C  I

[-n, rr.]le inéclttation ̂ sera rJjre. inécytation raliationrtel]e.

E-xernple 2- Sctit .f rule fonction à raJeurs r'ée.lles. r'égu/ière. rkihnie'.\nl nIt ('(,tirr'-{('

f^r nr', /i rle IR" . On carac'rérjsera. encore urte firis. /es poittf^> ,r'rr € Ii rr'1s rlrtc

/(.ro) : T)'p /t..t.

\ 'n1r lr i ,sr) l ]s . r ' r )  r tn poit t t  orr  /e rr t in i lnum est at tei l t t  er soi f  I  i  / i .  Drt  t i r i r  ryrc '  1{

/ ' ) i ( ( ) l l \ - c - \ e .  1 e . r - e g n t e n f  ( 1 - f ) ' r 6  1 - f r 6 :  t 0 - i - f ( ' r : -  r ' o ) '  0 < / <  l '  r ' s f  j t t r l r t  r 1 ; t t t s

i i .  L i r  f i ru r ' f io r t

O( f )  : / ( " 0+ t ( r - r ç1 ) ) .  0<  f  <  I

; t f  f  r. iut srr i i  ruinimunr en f :  0: comme dans I 'exemple 1.

O ' (0 )  :  Y / ( " r s ) . ( z -16 )  à  0  V . r  61ç .

P;rr crurséqrrent le point rs satisfait f inéqttation variatiortnel/e .sttjrattte

ro  e  K :  V / ( r s ) . ( ,  -  r o )  2  0  V r  e  I t  .

.si Ii e.sf /rorné l'existence d'au moins url z6 est immédiate.

Exenrple 3 - Soit Q CIR" un domaine borné de frontière dO er .soit o rrrre

Ltitx'tion cléfrnie sr,r Q : Q u âQ qui satisfait

max@>0  e t  o<0  s r r l  dQ

()n r léf init

K - { r ' eC1 (0 )  :  u>Qdans  0  e t  t ' : 0s ru ' dQ} .

r r.2 (,lr:e2rl) le convexe de fonctions qu'on supposera non vide. On cherche ttne foticriott

ir  - / i  te/ le qrre
t ' t '
I  VuPa, -  mi t  /  1v '12ar ' .

J ç . '  , ' € K  J ç

Srrlrposons qu'un tel u e.xjste. nous raisonnons d'ttne façon ana/ogtre à ce.lle rie

lr , . terrr i ; -1e 1>récédent en se basant encore une fois sur Ja convexité de K. Pott t ' fot t t

,  :  1 r .  la  tônc t ion  u* t ( t t  -  u )  €  K ,  0  < ,  S  1 ,  e t  Ia  fonc t ion

P
t

ô( t ;  :  /  lV ( "  *  t ( r . r  -  u ) ) l2dx .  0  <  r  S  1 .
J A



; r rrc jrr f  . \ () t . l  ur jnjrnt l l l l  en f  :  0.  Cela inpl i . l l le ql le

I it ttir pttrt i<tn raliationne.lle sttilartfe

O ' ( ( ) )  >  ( ) .  e t  l ) a l  , . r l i f ( '  ( ) l l  i i

f
t r  = I i :  IYu . f ( L ' - u ) r1 r )0  7 r ' : I i .

, ] Q

i l  inr, , r ' r - lcrr f  ic j  1 'en.setnble cle coincidence

- \ : { z € Q  :  u ( . r )  : o ( . r ) } .

. rr  1)r ' r i , \e ir( 'e cl isf ingrte u de la solut ion d'nn problème att-r  J jr l j tes.

C)ir lrerrf interpftter rL coiltme la fonction hauteur de la position rl'écytili ltu'

r l ' rute t i rernbt 'ane nt ince contïainte de rester au-dessus du corps {( .r . . r ' ' .1) i  I ' , , -1 (

'Li i ). r € O) erv'ec ttne hauteur. frxée, égale à zéro sur Ia fi 'ontière de Q.

Exemple 4- Pot l '  Q t tnottvert  borné. comme avant.  sojent OI.  02. Àr.  À2. . / r

rr .f : rles fonctions rég'ulières dans CI ar,'ec ôr < 02. On définit J'ensettt/rle

. L).lr\e-le sttilanf

1  t \
[  :  t t ' -  ( t ' ^ . . ' - ]

On c]lelche la solution

dans  O .  u '  :  ô i  su r  ôQ.  t , t  e  C t (0 ; .  I  :  1 .2 )

. V ( T . ' '  -  u ' ) * Ài 'u'(u' - u' '  ) |dt

- u')dr Vr.r e K.

:  u l <u2

u€K  de

f / {v"'
7 . 1  o

I  
- ' -

t/
| "

T

>t I r,e'
? . t o

t ,  " "

un point de K où Ia
t'

F(u) : +t /  { lv, ' l '- 7 . 1  o
L  

' -

Darts ce ca.s u est fonctionnelle

+ Ài@t)2)d,  - I i t' u.r

, l f  fe tnt  . \On ln ln lmum.

Lir .so.lutio n rj, : (ut ,,u2) représente la position d'équilibre de dettx membranes

i()rul.rrse.s à des contraintes telJes. que l'une ne traverse pas,l 
'atttt'e. 

Dans ce ('a'\

l r,rr.serrrb/e de coincidence est

, \ : { r €C I  :  u r ( r ) : u2 ( r ) )

Exemple 5 - Avec Q comme dans l'exemple 3, on cherche l'élément u € Ii c/e

\ulface ninimale. à savoir

r -
I  J t  *  lvul2dr :

, la Hft I, lYu lzdr .



t  i , . . . , , . . . ; .
L  1 1 l t  I  l t  L i I t  L t  t I l  \  ( I L  I a

V r i V ( r ' -  r r )
r 1 . r ' ) 0  ; i  = I i1 1 t 1 \ ')

r /  I  *  l \  1 /  -
v

1 - , , r r 1 r ' r r - r 1 1 ' r , t r r i e t s c - \ e l n p l e s c o n . s i d é f é . S p e t l l € t l f  e f t ' r ' t r ; , ' r , , 1 t t . \ r r l i  i l l ( ' t r i l r 1 r ' , . i 1 r ' t 1 1 .

i r , l i r r i r l r r r l r r r  ' i r l1 . , /e .>  r 'a t ' i .1 . :  r léysenc len t  d 'un  no t t tb t 'e  t l ' l i  r1 r ' t ; t t t ; t l r1 r ' . .  L t ' . r  t i t t r l , ' .

r , . i r '1r l )1(, \  . .oi t f  ( le- i  pt 'o l) lètpe.s de ca. lcuJ cles rat ' iaf iot ts r / t t  t t t i t  r l r t t '1 ' r ' t i . r ' t t t l r l r ' r l r ' . .

ti,nr rir)u.\ àt(ltrtj.s-cib/es esf incltt clatts un e.space de djrnensicttt itthni.

C ' t11yu. .sor r i ' en f  r lans  l 'é tude de  prob lèn tes  rJe  ca /c t tJ  r ies  ra t i i r r io i t s .  t t t t  l t t r t l t l i ' tL tc

i i ,y1111r1,;  ( / i l .u j  rrne c/asse cle fonct ions admjssjbles "nai i 'e" I l ' t l ( i l l l t ' f  p i l . \ .  ( ' l . l  gt i tu: t i r1.

r2r(, \ () l2f iprr  r ja,n.s cef te c, lasse. I , l  est bien connu. ar1jout 'd ' l t t t i .  qt te cc' t te r l i fhr r t l t r"  pcrrt

rrr ; r . , . r111pptée en élargissant 1a c]asse des fonct ions aclmjssible.s à r l . l . l  . \ ( )r ls-É' l lse' t t t i r l r ' .

r . , , r rrc2zr l . ,1e. rJ ' rrn espace de Sobolev. Dans ce confexe. . l  
'e.v j .sfence 

ef l ' t t t l ic i rr ;  r1r ' .

/ '-\r.1r1)1e,\ J et J peLl\'ent ôtre démontrées facilement en tlril jsanr la prttptiétr; rk'

lit l)to.ie('tion c1'un opérateLtï d'rrn ensembJe conl'exe stll ' rtn e.spâce r/e Hrllrelr. -{

l tLe,yt ièt 'e r tre.  1 'exenple 5 apparai t  plus compl iqué du fai t  qu' i . l  srrgSèr 'e l t r  t ' t t t t -

,rr1ér'.rtiou ci 
'rrn 

espace de Banach qui n'est pas réflexif. Lrne attfle iipJ)lr)('l le ..(' lzl

r l' I' t a I i i t' 1e.r- e.s tirna t ions a r>r ior i. co nvenables'

t * * * * * * + * <

L
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INTRODUCTION

Dans ce mémoire nous traiterons quelques problèmes d'obstacle qui sonl trrt

peu particuiiers: en effet, dans un problème d'obstacle on cherche assez sottvent

rnte fonction u qui minimise une certaine intégrale I(u): Içf(t.r ' ,Vt ')dr clans

rrne c,la.sse de fonctions K. u : f) ----- lft , où K est déterminé par les conditions

arr-x bords de u et une inégalité u(r) > V("), où Ù est donnée. Si par exernple

/(r') est f intégrale de Dirichlet qu'on peut regarder comme l'énergie élastique d'ttne

ntentbrane. on cherche, ensuite, à trouver la surface minimale d'énergie limitée par

irrr celtajn contour et contrainte de rester au-dessus de l'obstac/e i(r. z) e IR"-l :

: : \ I ( r ) .  r €Q) .

Le t.t'pe c)e problèmes étudiés ici est différent, en effet, la forme de l'obstac.fe est

clctnnée. mais sa position dans l'espace est inconnue dans le ptoblème.

Notre travail est partagé en cinq chapitres :

Le c:hapitre I est divisé en deux sections. Dans Ia première. i'ai tenu à présenter'.

err ré.srrmé. le travail de J.Bemelmans et NLChipot [6], concernant un problème

ra;jarionnel d'une membrane éIastique supportant une seuJe borrle rigide qtle nous

r()relons, dans toute la suite, (P)

IR ,uo  €  Kço,n6

inf E(u. Ç, h)

(€Q. .he  IR .  ue  K( .h \ .

€Q :  d i s t (Ç , f )> t )

I

( 
Trouver i ?to, (0, ho

(P) 
{ 

te, ls Cue ; (o € O', ho €

[  " t  
E (uo ,  (o .ho )  :

(
/ :  t ( t , .Ç.h)  :

c) - Irc l r  _  
[ \



K( .n : { r ' e  f1 , l (0 )  :  r ' ( . r )  >û ;n ( r ' )  p .p .  r l ans  B , ( i ) }

E ( t L . ( . h ) Vu( . r )12  c l t '  -  G t t .

Lt,ntt 'nt t ,1;r 'ob1èrne a été étudié par El l iot t  et  Flreclrnan [211. t la js 1ir  l r rrr l r ; r l r r lc r l r ' '

l .ucrrrrels l roul ' r 'ésottdre le problène (2) est di f férente et pl i rs génej lale.  . l ' i r i  tLortvr ' .

tktnr'. intltot'tant à ,la fois cle donner en détails la technique elrrplor'é ptrt'1r.s rlerr-x

T.rrr"rrrrer ' .s arr ferrrs pour résottdre le problème \P) et de donner un pet ir  t 'éstt t t t r l  r1r '

l 'r:rrrcle clrr inérne problème par les seconds aufeurs.

D;rrs 1zr rlerrxièrne section.je considère le même problème mais cette fbi-s-ci crt c/iirre'rr-

srr . , r i  r r i l .  c 'esf-à-dire /e cas d'un fr l  é last ique snpportant un serr i  r l iscyrc r igic le l i l re

r1r. se cléolacer su.r ce derniet.

:: I
L ,Jç )

(a)
Trouver ! uo, (0, ho

te ls  qt te i  (o  € ( -1  + r .  1  -  r ) .ho € IR.  us e l iç , , . r r , ,

e t  E (uo , (o ,ho )  :  i g f  E (u .Ç .h )

y :  
{ ( t r . ( ,h )  

:  (€  ( -1+r ,  1 - r ) .  he  IR .  r ' e  Kçn} .

1 f
E(u,Ç,â)  :  ;  I  (u , ) "dr  -  Gh.

J  J Q

Iti. je ùlontre seulement, et d'une façon différente que celle donnée dans rnon alrjc/e

ir t. [2]) avec XL Chipot et A. Aissani, clue 0 est ]'unique point critiqrre. .{ussr ie

r;rlc'rrlelaj la solution du problème (Q) de la même tnanière que ce.lle trtiijsée rlans
'61 

rlttns le cas d'une boule en dimension 2. L'étude complète de ce ;rroblèttte tritt^r-i

ryrc le cas de deux disques set'a donnée dans le chapitre V.

Dans le chapitre II, je démontre des résuJtats. uti/es dans lasuite, à.sal'oir /a

r.orrfiritrité et la dérivabilité de la fonction d'énergie E, défini dans /e chapitre I. par

Ltrl>pt tt't à la variable h. Les résultats analogues à ceux-ci c'est-à-djre Ja confintrité

er 1a r1ér'jvabilité par rapport à la variable Ç ont été démontré dans [6].

Dan-c ]e chapitre fff, nous donnerons djvers résultats en liaison avec Ie ploblèrtre

tP). .\brrs commencerons par montrer que/ques propriétés d'une solution rJe ceJtti-

ti. -\brr.s présenterons un petit résumé de l'étude du problème (P) par Eiliott et

Flieclrnan [Zl] : /es auteurs s'intéressent à localiser les points Çi qui sonf soltttjon



rhr prutlilènte (.P) considéré seulement sur un certajn conpact

l tc t i t .

Théorème 0 - L-Pour to'ute soLutton (..  e Qo de

\ / 1  ( *

o i t .  L .  :  t . f

I  .) ' , ]

e f  I ) ( ) l l f  l '  i l ssez

mini { " ( ( i )  /  B, ( ( , )  I  0n}

d i s t (Ç î .C )  <c  ( r l og i ) ^ '  . -  O  q t t a r t t l  r  -  Q .  ( 0 . i )

:  h.(,r* ) :  f . t5h(r) l  
et c. ^i sont deur constantes po.si,t i t 'es. f0 < ^ <

Orr signalera l'améIioration de f inégalité (0.1) par Bandle et Fiucher dans trn trat'ail

à-<sez récent [J]. Dans la démonstration du tltéorème 0-1. /es autettr-s ont donné

rrrre esqrrisse pour montrer la continuité de la fonction €, et par sujte assttrer

l'e-xisrence d'au moins un minjmizeur. Ici, nous démontrerons de façon différente

1'e.rjstence de ce-s points en montrant seulement que la fonction {. est semj-contiintle

inlér'ie r rrernent .

Dans [6j. on montre que si (Ç,h) est une so]ution du problème (P) dans .le cas

rl'rut clontaine qui admet au moins deux axes de symétries alors nécessairement ( c.st

tnticyrc et coincide avec )e point d'intersection des deux axes. Ici. t\brrs montt-orts

rlrre 1r est aussi unique. d'une manière générale nous montrons /e théorème ̂ stlir'ant;

Théorème O - 2:-Pour cl'taque Ç frré, la foncti'on

h --- L jnlVuç,n(.r) l 'dr - Gh

c.:f . ; tr- ictement conuere su' '  [-r.  +oo[.

.Yorrs clénontrons que si Ç appartient à un axe de symétrie de Q alors l'ensetrtble

tle c'ctincidence lt(uq,6) est symétrique par rapport à cet uxe.

J-prr-. présentons le contre-exemple donné par Bemelmans et Chipot dans [6] qui

r.u()nrr.e que le problème (P) n'admet pas en général une solution unique. '\'otts

r.élrorrc/r'ons à une question qui découle de l'étude de ce contre-exemple: en monftant

r1rrc 0 r.entle du d.omaine. cité dans Ie contre-exemple, est un extremttm d'énergie.

-\prrs rJonnerons. aussi, d'autres contre-exemples qui prouvent le même résultat que

lr. 1-lr'ernier.

\crrrs pr-orrv?ns que la convexité du domaine n'est pas une condition nécessaire pottl'

rrrrrntler l'unicité cle Ia solution du problème (P) considéré sur ce domaine'



[ - t th t t .  ] .1( )u. !  ( ( ) . lnb jnons le ,s  det tx  néthor les dot t t tées r lans 6. ,  r . t  . ) l  l r r r r t l  t t t i l t t - \  1 , r -

i ; r 1 i : r ' r ' n t . r e  i o l l r f i on  du  p rob lè rne  (P )  re la t i f  à  t t n  r , l o t t t r t i ne  r yù  z t rh r t r ' f  , t t t  sc t t l ; t - r r ' , 1 r '

- r ' r r r r i r l i r ' .  ; r ins i  qrre 1rr  loca/ isar ion r le .s  cenf t 'es hat ' t t to t t tq t tes.  les l . ro i t t fs  t t i t  l t r  t t t t l r ' l i t t t t

,1 ,  Rl l r r r r  l t  a t te int .sot t  i t t j t t i t t t i l l l -1 .  pot l r  les doi t ta j l les -s t l jy i l l l f . )  i

, \ !  i i r i  r 1 , r r t . r i r i ne  q t t i  a r J i t r e f  l l l l  se l l ]  axe  de  ' s . r ' r r t é r t ' i e .

', 1) ,rir r 1r )i. l . l ir i .r. l  e ryù arlntet dettx axes de s-.r '-tttétl ' ies.

,  ! t  :  o7 ;  :  i ( -5 .5 ' )  x  ( -1 .1) l  u  lBn( -S)  u  Bn(5 ' )1 .  .9  -  R '  L .

Lc r lnpi t t 'e 1\, 'est r l iv jsé en r lerx sect ions. I )an.s Ja pt 'et t t tèt 'e t tot ts ,qr i t tét  r t1i .*r , t t t  1r '

l t t t , l t lè1ye lP) en éf i rdjant le cas d'une menbrane élasr ique sr lp.pol ' f i t l l r  r let t , t  / rot t l r '<

li q ir lr',r.

Î ' o t t re r  :  u .  (1  ,  h t .Ç2,  hz

f e , l s  q r t e :  ( ( r . ( z )  a  Q , . r  t  Q . z  .  h y . h 2  e  I R

Gt -  Çù2 + ( fu  -  hz) '>  ( r r  +  ' ' : )2

u  €  K Ç r . h , . . Ç z . h z

e t  E (u ,C t , h t ,Çz ,hz ) :

) r ,  :  
{ (  

r , .  ( .  h  .Ç '  .h , ' )  :  h .  h '  e  IR .  ( ( .  ( ' )  €  Q. ,  x  Q, , l

r c  -  C ' )2  +  (h  -  h ' ) '  > -  ( r1  +  12)2 .  r '  €  1 r ;  r , . ; ' . i ' '  )

À. ; , . r , 1 . ( . : . i , 2  :  
{ r ' e  

I / 61 (o )  : t ' ( r )  2  V l , . r , , , ( . r )  p .p .  c l ans  8 , , (Ç i ) .  l :  t  l }

E ( r r .  ( .  h .Ç '  . l L ' ) lVu ( r ) l ' d ,  -G t  h  -G2 l r '

Darrrs rrlr lrlernier temps nous faisons une étude du problème (.S) .sjrni/aile à r elle

rlrrrrrrrje rlans [6] pour étudier Ie problème (P). ,Vous avons réussi àgénéraJisel forls

1r,' rrjsrrltats données dans [6] et d'en donner d'autres'

-\f;r/]rcrrlerrsementl les résultats obtenus dans cette étude ne pet'ttreftent 1ra,r ,]c'

l-r.;lrsfor.2re r le problème initial (5) en un problème de minimizatiort.strr tln colnPâ('t.

\-rii'rrx)jns. cette dernière norrs â permis de donner que/ques cat'actét'istiqttes ri'trlle

-,, lrrr ir lr  r le ce problème. En effet on montre qtte :

.  ( , r . q1  . t r t . * . hz \  nepeu t  pas  ê t re  uneso lu t i on  dup robJème (S ) .  l o t ' sq t te  ( r  o r r  ( :

srifisfbrrr /es condifjons du théorème IV-S.1 (cf. p:87), ou du théorème IV-S.2 (ct"

1r:,!J ):
' ,r.. s.lrrtiop c1u problème (5) doit correspondre à deux boules qui pottssent liotrtes

1r's r/r ' t t . t  i)  la fbis:

(s)

inf
w

=:T



.  iu i( '  ,*() luf iort  rht  prc, l ;Lùne (.S')  r lo i t  cort 'espolt( l t 'e t)  r /err-r

t r r l t t . t / r t i u t r . .

Enfut.  rrorrs dér]r t i -cott .s t t r t  t 'ésr l l tar r l ' r rnic iré.  en l l tontt 'u lr l l :  /e

Tl ieorème 0 -  3:-Pottr  chn.que (t  et  Çz tel 's ryte. i ( r  -  (2

( l t  1 .  h  2 )  *  i  / , - . ,  1 Y , , , , . / r  1 . a . . t r ;  ( . r ' )  l , /  r '

^ i  , t , " i  r t c r r r e n t  t ' o n t , e . r : e  , \ t L r  [ - r ' t  . * : c I x  l - 1 2 . + - i ,

Drrrr-  1zr r lerr-r jèrne sect iol i  norrs érudierons quatre prob. lènre.* patf icr t . l ict . . .

Cas 1 ; r.,n r.onsjdère /e problème (S) strr un domaine qui ac/inet ittt tttr.rltt.s r1r'tl-\ ;r-\r' '

r1r, t r-rrréf l ies. On monrre dans ce cas que la solut ion du plob. lèrr te r lct i t  r 'ot ' t ' r 's l rot tr fur '

i r  , Ie,rr-r  br i rr /es coi lées 1' t tne sur I 'autre.

Cas 2 :  on considère /e problème (5) sur Bp(O). Dans ce czt.s trr te so/t t f iort  r l t t

1,r'r,/r1t\rrre (S) vérifie ûne propriété de p,lus que dans /e cas 1. en effet. olt l.l l()ttftÉ'

r 1 1 e  s r  ( r r . ç r .  h r . Ç z , h z , )  e s t  u n e  s o l u t i o n  d u  p r o b l è m e  ( S )  c o n . s i r i é t ' é  s r r l  8 6 ( ( ) ) .

;r/rr1s. i1 et (2 appartienent tous /es deux à un même axe citti pà.\se par O.

Cas 3 :  e2 considère de nouveau le problème (S) sur Bp(O). t r tai-s ceftc f i r is-r ' i

r l t t t t s l e 1 a . s p a r t i c r i l j e r :  r r : 1 2 : r  e t  G 1  - - G z : G '  O n m o n t r c  q t t e ' > - i l a ' ' o l t t r i o l t

rht pt'oblètne correspond à deux boules à Ia même hautettr a.lors néce.s.sail'erttetlf rcs

,1 r , r 'n jè r 'e .s  sonf  au  "cent re"  de  la  membrane.  c 'es t -à -d i re .  s i  (u . ( r . i r r . ( : .h2)  r ' s r  t t l i c '

. r r l r r t i r rrr  t lu problème (S) tel  c|ue hr:  hz alors nécessairernerl t f

r r  - ( ) :  ( : - O l = r .

Cas - l  :  Onreprend.|étudeduproblème (S) engénûal jsantc 'e. lJe clonrÉe r lart . r  i - l ' .

( )rr  rrrorr f le le r 'ésrr l tat  st t ivant :

Théorème 0  -  4 : -Pour  tou te  so lu t i , on  (u .Ç .h t .Çz ,hz )

dlst(Cr,C) SC Vç(1"* 
t .t , Q

ctist(Ç2.C) < C.U/r(rog i + rl + z' - Q

, r r ) .  C '  )  0 .

Eutin. on clôre ce travail par un article fait récemment en collalntation atec tttott

Pr6fêsserr1 C'hipot et A. Aissani (thésard avec ce dernier) concernant la deformatfiott

rl 'rtn hl rjlastique paï ûn ou deux d.isques r.igides. Dans Je cas d'trn disclrle llolls

ru()2t1.olts 1'existence d'une solution unjque. Le cas de dettx disques e.st beaitc'ott,1-l

l r l r rs ' i r rr1-r /e . lue le cas de detx boules en dimension detx cal 'o l l  pel l t  I 'ot l f  calr ' t l , let '

r'-rlrli l iterrrent. néanmoins. c'est une bonne application de la théorie des inéqtttrtiotts

l r r r t i l r ' . .  r l r t i  r , r r i r  l t l i t r  l ; r

f l t éo r ' è t t t e  ru i r i l t . i f  i

)  I ' y  t ' , .  l r t  f , t r t r  t t r t t t .

t lu probl,èrne (5) . on ( l

quand r  -  0

qLLo,nd, r - 0



r i  l i i r f  i r ) l . l l le /Je- \  ef  potr r ' l ' i t  c lonnet '  c ies idée.s pot t  c lé l> locyrcr  Ie  7; t ' r r l r l i ' t t te  r l i l t t .  1r '  r ' ; t . r

, 1 r , r 1 r , r r - r  l r r ) r r l e . c .  - - \ r r  c /é l t r r t .  . noL IS  pens ions  qL te  1e .s  c ]e r t - r  r l i s r l t t r : s  11 )11 f  . \ e . . r ; t l r i l i s l t

; t t r  l t j l i ( , t r  r h  I i l  à  r rne  rnê l r re  l t a t t f e t t t ' .  Cependan t .  r o t t s  t . l . l o l l t l e l ' ( ) 1 t s  ( l l l ( '  { . '  l l  r ' , \ r

i , ; i \  r { , r r . for r1s Ie ca^s cynt t r )  /err r ' t r - ro ic l  G e-st  p l t r .s  gt 'anr l  a l l l  n l te  tet r i t i t t t ' r t t le ' r t t  ( l t I  r t l l

, 1 r ; f  a t  t t t t t t e , t ' a .

\ i r i r - ; r r 1 r ' r ' s , t e t ' ons  à  l a  f i t r  q l l e . f ques  ques f i ons  oL l l e l ' t es  q t l i  e t t  r l éc t t r i l e :n t  r l t ' t c f  t o

( ' f t l ( l t
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C ' l r r r p i r L r ' I

\ t
^ \  IEMBRANE ELASTIQUE

SUPPORTANT UNE SEULE BOULE RIGIDE

A-t. problème en dimension deux

I  - 1. Introduction

Soit Q un clomaine borné de IR2 de frontière f. assez régulière.

rrrc.urbrane élastique. qui occupe le domaine 0 dans le plan horizontal

l I  :  { ( r r ; r z , , r z )  € IR3  :  z r  :  0 }

rSralcl elle u'est pas déformée par I'obstacle, qui correspond à une boule

position clans I'espace est inconnue dans notre problème. son bord f

af fac'lté à un support fixe.

Et soit ,'14 urte'

rigicle et rlottt ltr

est srrpprosé èrre

Fi,gure 1

111 sr.rppose qu'une petite boule est posée sur cette membrane et qu'elle est iibre cle se

rlé1>larer. sous l'effet de son poids et la tension dans la membrane. Elle va rouler jttscltt't\ t'e

rlrr'elle tt'oul,e une position d'équilibre. C'est ce qu on veut analyser ici. atrtrenrent clit. ott

, herc'he à cléterminer les conditions qui assurent I'existence de cette position d'équilible.

\rtons que ce probième a été traité d'une façon différente dans les travau-x de Elliott &:

Frierl'rrrn [zt] et de Bandle.k Flucher [a] (voir chapitre III). Phvsiqnement. Ia position

rl'écluilibre est régie par l'équation suivante :



Ter t  1 -  t .u  :0

,r i r .  , r ,  . ,  r , f  F vl  sol t t  l 'espgct ivelr tent ies forces extel ' iet t les exerr 'ées st tr  Ia l l t t t t ic r- ' f  l i r  t i rLr c

, I r r , , i r  L i l  r ( ' ] r s io t r  r lans  Ia  n reûrbrane:  à  l ' é ta t  d 'éc lu i l ib re  ces  fo t ' c 'es  se  ( ( ) I I i l )É ' t l s t 'L t t :  l r r l l t t  l r l r t -

, l , , r l r i f ; r i L : : r r l  l ' i r r r e r p r é t a t i o n  p l n ' s i q u e  d e  c e  p r o b l è n r e  v o i l  i l l l .

LT - 2.  Formulat ion du Problème

-\oforts 1)at G le poicls cle la boule et par r son I'avoll. SoI)

,  r , r r l r l o r u l é Ê s  ( r . ( z . l t .  o n  p o s e l ' a  (  :  ( ( r .  ( 2 ) .  d a n s  l a  . f  i g u r e  L

, l rrrr- .  le :et is posi t i f  c le l 'axe cles h.

Poru f orrt cléplacement u vertical de la membrane et pour tottte

r l t ,  Ia l rorr le.  I 'énergie du svstème. à une constante addit ive près.

1 f

E(u.Ç,h) :  lo  /  l v r ( r )12dr  -  Gt t
t  , ^ '-  J  \ t

C-',rurnre ltr urembrane doit supporter la boule. tr

(1 -  l .o )

r t l l

o o : est lir tension dans la membrane. qu'on supposera uniforme. Sans percire tle qtltttit ' it l irri

( ) l r  l ) ()sera clans toute Ia sui te o :  1.

.  à  / . ,  Çu(x ) l2dx , représente  l 'énerg ie  é las t ique de  Ia  tne t r tb ra t te  c i t t i  va i ie  i t vo t  l t '

, l r i p l i i t e u t e n t  ( u ) .

r -G h : représente l'énergie potentielle de Ia boule'

\ i  r irr rr()f( 'p?ir I .  la part ie supérieure d'une sphère dont Ie t 'eutre est

; l l '  ) I s .  i  r L I  ; i

p a r  ( q . / r )

X :  { ( r . z )  e  IR3  ' .  z :  Ùq .a (z ) .  . ; r :  €  B ' ' ( ( ) }

o I I

Vç. r ( r )  :  h  *
. )-  I r  -  ( l ' .  ( /  -  2 ' l )

doit satisfaile les ctlntraintes sttivatttes

(  u ( t )  : 0  su r  f
)

\  , i r i  > Vç,r,(r)  dans B'(() '

-\.rrs c'gnsiclérons seulement. dans ce problème. les positions dtt ceutre

lrorrk,rre fouche pas Ie bord de la membrane. autrement cl i t .  si on note

rl istattc'e cl ' t tn point à f.  ç doit satisfaire

( ' e I I t l ' e  seL i t  f  e - l r r i f  t ' ,  p ; r t  l r ' -

I a  i o l c ' e  r l e  q l t i v i t t i  [ ) , i i 111 '

p o s i t i o n  ( ( . l / )  r l t t  t ' t ' t r f  L o

est ciotrnée pzrt

potu' lescltrelles Ia

par '  , r i i . s f ( . . f )  la

l ' ênr r l ' e



I l ) ( ' i L ; r l , i r r '  l

r l i> t (c . f )  >  r ' .
(  ) L r  1 r ,  ) : ( ,  r ,Us t l i t e

Q, . : { çe  Q  :  r l i . s t ( ( . f )  > r }

' l , , l l r .  l ) , , l l I  f { ) l I f  s  :  ! i , , .  i l l }  i l

B,  iqy  :  { " r

\ r  i f  Ie problèrrre. donc. est c le cl tercher

/ /o  so i t  ar lnr iss ib le  |  .e .

E t ,  r r , , . r , , .  / ) , )  )  :  i n . f  {  t ç r , . ( .  h ) ,  (  €  Q r .
t

Daus le czrclre des espaces cle Sobolev.

ti,nr'f ions aclnrissibles suir,'ant :

I f \ . n : { t ' e  f l o ( Q ;  ,  u ( z )  2 V ç , n ( r )  p . p . d a n s  B . ( ( )  } .  r [ - 2 ) t

l iotrrus t1u' i l  est c lair  que Kç.1-,  est un convexe fermé.

Soif . r'nfiu. la formulation variationnelle de notre problème

(  I  -  2 . : l l

e O:  1 . r ' - (  <r lc ! )

s ' i l  ex i s te  (u6 .  (6 .  h1 )  f  e l  <3 rc

( (oeQ. .
I

{ r o t r )  : o  s r l r  t .
I
I  un ( r )  >  ûç0 . r " ( r )  , l aus  B ,  ( - , , r

u ( r )  : 0  su r  f  .  t r ( . r )  )  Ùç . r , ( . r ' )  t l aL r s  B ,  ( - ' l

on introduit.  pour chaque (. lr  f ixé. l 'etrsettt lr l t '  ,L's

A: { ( r ' . ( .h )  : (e  Q. .  he  IR .  r ' e  Â ;n } .

Si rrrr  rr() te par LL :  uç.h I 'unique solut ion du problème de l 'obstacle 6ç.6 :

nùn I / lo, 'tr)l ' ,1r.
r€.  Kç.n 'Z 

J  n

f  
T rouver  :  uo . (o .ho

(P) 
{ 

tels tue , (o e Q,. ho e IR. ue € Kçn.he

[  " ,  
E (uo . (o ,ho)  :  i ï f  E ( r .Ç 'h )

i0



r t (  L r i r p i t  L , '  I

r  l ,  , I :

l , , t L t

{ l I L r ' l

l , '  I

i r  , 1 1

at isf tr i t  l ' inéclutr t iou var iat ionnel le srt ivante (r 'o i t '  3 l  t

(  r t  2  [ r ' l .  n .
) , '
)  /  V r r ( r ) . V ( , '  -  u ) ( . r ) , r i r  >  0  Y l  i  I i .  r ,
\  . / o

r lob lènre  peut  e t le  re fo rmulé  en  c l te rchaut  ( (s .1 r , , )  I t r ; t

t 1 - 2 . i r

l i s r r r i f  l ' i n h r r r r r r r L  , t r ,  l ; r

l f ô
F(Ç .h ) : ;  /  lVuç .n ( . r ) l - d r -Gh  t [ - 21 ' )

! . l Q

pir lnr i  les (( .  h) g Q. x IR. car si  us existe. alols nécessairenrent t t6 :  i11, i . / r , , ,

ELrfrrr^ rr()rol ls c1u' i l  est c lair  que Q. x IR n'est ni  un fermé ni  r- tn conlpact.  I

I  -  3 .  Ex is tence

Poru' transformer le problème (P) en un problème de mininiisation sltl' llll t otttpttt t

orr rlénx;utt'e fottt d'abord le lemme suivant :

LemmeI -3 .1 ' . -Ona

l im  F (Ç .h ) :  + r c
h  - - x .

, t r t r f o t r r t t  r t t e t t t  e r t  . ( .

[ , )  i  r r to t r .y f  t 'o t ior t ' .

.L ' '  r ' r r . ;  .  h  r regat i f  e t  lh l  assez grand.  on a

1 f ô
F(Ç.h)  : ;  /  l vu( r \ l 'd r -Gh

. J Q

>_0-Gh

---_ *'co quand h - -)c

... ' ) i  , , , ,r.u.,:  h posit i f  et lhl assez grand. le résultat découle de l ' inégali té cie Poittcar'é e't

r t r r  t t r i t  c r l te

uç. r . , ( r )  >  i l rç , r , ( r )  p .p.  dans B,(C)

, ' i  r e' l let .

F(Ç.h) a t 
lr luç 

r,(,r) 12dr - Gh'

11



l ) ( ' l L ; r l , i r t ,  I

i l  t i c ' r r t .  [ ) a r  s l l i t e

f -
F( ( .h )  >C I  l û rn ( r ' )1 - r l . t ' -C i l t

. l  8 , . ' : )

>  C l B , ( O l h 2  -  G h  (  (  l r  l I  c s f  1 r . : i f  i i '

.------* +lc clrtancl h - \'

. r'sf lrr rrresru'e de Lebes";tte usuelle. I

Er rs r r i te . .  s i  on  pose

U" :  4ç.ht t l r  :  \L(.n.

. \ :  { /  €  B . ( ( )  : u ( r )  :  û ( r ) } .  t I - : i  i i

. \  esf appelé l 'ensemble de coincidence de u avec l 'obstacle V. on rx)nffe ie f l t ( 'orètut

sr t I \- i l  l l t

Théorèrne I - 3.L:-Pour chaque h f iré, La fonction

1 f
ç  F+  D(Ç: :  I  l vu ( r ) l2d r  (1 - : i ' l )

.  J Q

r. ' t  r lr fJ'ér 'entiable dans (1, et pour tout uecteurunitazre u on Q,

#n,:- I^#,,,aù(r)dr
/  r  ' ,  . r \
\ t  - . ) . ' ) l

Drlrrtrtrt.stration:- Nous donnons ici une preuve formelle. Pottr ttne pl'etlve t'igortteuse r-oit'

l . En clifférentiant sous le signe intégral on a

ù l f , f à u

ô,{ ; /  lvutr t l "  dr i i  :  
/  

vu.v ( f i )ar

f  â t t  f  i ) r t
:  lv .Nu.?\ar-  |  nr .?, I r

la du . lç du

f  0u0u , , ,  f  n  { ) LL ,:  
J,  ̂ ' f ido(r) 

- 
Jnou' uo* (1 - :r '- l)

, , ir  r ia(.r ')  est la mesure superfrciel le sur f.  n le vecteur unitaire extérieur'à f .  Srrr f  ()I l

; l  l ) ( ) l t I '  t o t t t  (

T2



- / l

l l : t l ( . h : r ,

T  r I l l l t

- f l

[1  r - i t ' L i r  a lo t ' s .  c l 'après

lVu(r) l 'dry : ^ ù t
A u . ; ; r l . r

(lu

av
. - ( . 1 ' ) . A V (  t ' ) r / . t
O U

( ; l r '  . " ' l  : 0  s t r  0  \  ^ .  I

DirLrs I t r  srr i te nous essayerons d'ut i l iser cette formule pour établh clr te I 'é lelgie cle l t r  l r , t t l t '

t l i , , .1.uc. (ou clécroi t)  quand el le se déplace de la front ière f  vers l ' i r t tér ieul  r le ' ! ) '  C' t ' t f t '

: irrrirtiott est décrite dans la frgure 2 ci-dessous

Figure 2

: I im
-- -0

d r L
.  ( . r ' )

ou

/ T . )  l \
\ r - . - ) . + ,

ù,rt
àu ' '2 

.Jo
I
I

J A

t- l

@:-So ien t (eo ' e tuu l zuec teu run i ' t a l r e ,e t so , i tR ' | ' t t '
rrr.itrlc p|,r rapport à, l'are L (uotr fig'ure 2) qui passe par Ç et orthogorto,l' à'

.-t t l) l) t). \e ryte h > -r. On Pose

O-- { reQ ( r - ( , r )  <0}

Q+: i reQ: ( r - ( . " )  >0 )

i3

s ryn.étt-,; r:

u .  L ) r r



L-1 C ' l L ; r D i r L , ' l

. \ -  -  - \ .  f ) - .  ^ \ -  :  . \  n  O-

R(0_)  ç  0_

r\-.- Ç R(.\- )
, l t  p l  r r s

#tçl  t  o '

,5 ' r  / r  . i  - r .  rL l ,ors  D(0 =0.  e t  po, r  s 'u i te  #tç l  =0.

f)é rrrrtrr. ,sf rn,tton;.- Dans ,R(Q- ) on définit  la fonction

I  I  -  . ) .  )  I

Ru( r ) :  u (Rr )

( ' t  ori  ( 'orlsiclère clans E : R(Q-) \ Æ(^-) la fonction (Âz - u). dans la f igure 2. E t 'sf l i t

l)âr'tie linritée par les lignes pointillées S. ^1 et o.

C'onuue u est harmonique dans CI- \A-. et le fait  que I 'opérater-rr Laplacien soit iuvitt iatrf

lral transfor-mation euclidienne dans R' (IR," en général). on a aiors

-L , (Ru -u )  :Au (0  dans .E

(  l r '  -  Âu à 0 p.p.  dans 0 (vo i r  [6 ] ) .

Ef t 'onrnre h > -r. alors { i

. -  t t

u>0  dansQ.

Srrr l i r  f lont ière àE de E on a

r l ' , r i t .

Ru-z (0  su r  AE.

L)u a alors. cl'après le principe du maximum

Ru-u(0  dans  E

(0 -u<0  suro , .
Ru-u : { \ ! -u<o  sur - i .

Lu -u :0  su rS .

{ ' t r  l ) i \ r ' t i ( ' t t l i e l

L4

(1 -  3 .6 )



I ' ( ' l t r r t , , , ' r ,  i

( ' f  ( ' ( ) l l l t L , r 't  t  l  i L r t  I r L : i o r t  es t  s t t ' i ( ' t e .  s i l t o l L

-  ,  / . \  -  
-  

!2-  i l l ( ) l 's  on à l

- \ -  .  Â ( . \ -  )

. \ -  -  R( - \ -  ) .  e t  par  sL t i f t '  -R t r  -  r r  :  0  s r t t '

l r t  i t tc ip t '  r  l r  L t r r i r - r i t L r t 1 r r  ,  [ r '  f { ,  , 1  ,  tr  ) l l  / 1  { ' S [

l r l i t  i l

D ; r r r f t c

[ ' r r  ,  i r l t  r r l  > i n r p i e  r l o n r r e

, l ' , , i t

,  [ r '  p i r t s .  i l  t ' s t

r . f  l l : r l  \ l l i t ê

: i i  / i  1  - / ' .  ( 'ec i  en t ra ine
t  i l D l - \ - n

r i  v r t ' l r t  ; l l ( ) t ' s .  ; t ( (  t  :  u .

fft,) Àv(.r')r/r '

i)

^ { A , ,  
-  i i }  :  l )  > t t t '  ̂

La uornrale exter ieLi l 'e à ^.  Or.  ceci  cot l t recl i t  le

) .

1 ra l t .  c l 'après  ( I -3 .3 )  on  a

i )D  , . ,  r  r )Ù

*tcl  
:  -  

1.,  u(,)  aÙ(r)dr
f n { t f:  -  

lr-f i t ' ' l  
aÙ(r)dr - 

. l  ̂, .r-,
f  av,
/  - ( r )  Aù( . r )d . r .

. / . t - ' , R t  , \ a r  o u

<0AV( r )  -  -

àT)

0 u

àdt"  -  ( r \  A ù l r ' \ r / r '
. r  \ " ' /

O U

faci le de voir que. AV(r) et V sont racl iales. cl 'ort.

- 
|^_#r,rav(r)dz 

: 
|*,,,_,#(r) av( ,:)rr:,:

= - 
I^-\R(,\+)

<0.

(car max \û : h I r).  etv<0
I

par st t i te tr  = 0. et  ckrtrc '  D :  () .

15



L ( i C ' I t i r l r i t L , ' I

) r ,  r .  r l réor 'ènre  on  c léchr i r  L tn  résu l ta t  d 'ex is tence c lu  p rob lènre  iP) .  En c f i t ' t .  , ,n  i t  i ,

I  l r r i , ,L i ' t I I r '  s l l i \ -an t

T l réorème I  -  3 .3 :  Sor t  .  t ln ,  nombre  s t rxc tement  posLt i f .  S t tppo. r r t r r . '  ( l t t ( '  I to tu  t r t r r t  t '

r { r t ( r * :

r l l t t i r r r f r t r r l  ( € O  t e L q u e  d , i s t ( ( : f )  : r ' . i l e r i s t e u T L l , e c t e t n ' u , r r i t r r , r r r ' 7 t  t t l r l r t t  i , r

r  r t r t r l i f  iorr  l l - .1.5) .so' i t .  L:ér i f i ,ée. , l lors le problèrne (P) admet u,n nr, i r r i r r t i :etrr ' .

Dirrron.t f ro, t i ,on:-  En appl iquant le théorème I-3.2. on remarqLle que l ' i t t f int t t t t t  t le f  t I ( '

perrt  1;zrs ètre atteint  en un point oir  ( I -3.5) est ver i f iée. D'oir .  en contbinânt ( 'e téstt l faf

i l \ ' ( - ( .  le lelu1e I-3.1. on voi t  c lue -F atteint  son inf imum dans l 'ensemble colnpit( t  s l t iv i rLl t

{ (  e  f t .  :  d i s t (Ç ; f )  >  r  *a }  x  [ -â . ;  h . ]

i , i r  l t-  est un réel posit i f  assez grand. Ce qui complète la prettve clu théor'èrtte si ott I l Ioi lr I( '

, le plrs r l t te f est continue (r 'oir [6]) '  I

Remarque I  -  3 .1:

o Perl' Lrn clomaine Q convexe. de frontière assez régulière et r assez petit Ia cotttlitiott

rlrr fir<1or'ènre I-3.3 est vérifiée. et donc, le problème (P) pour un tel clonrzrine trtltlte't tttt

LrLirrirrrizelr'. E1 effet. soit ( € 0 proche de la frontière de telle façon clue

d is t (Ç .AQ)  : l ( - r l l

lr.ru nn rrniclue ry € AO. on choisit alors.

ir.i L est parallèle à la tangente à AO €tr 4, et pour dist(Ç.d0) assez petit notts sorlllres.

r lout. claus la situation décrite dans (I-3.5).

ELrsrrire on fixe s > 0 tel que le théorème I-3.2 soit vérifié pour tout ( e Or a\-('('

r '  1 t  (  s -  i . e .  H fC ;  SO pour_chaque  ( -  A lo rs  D(Ç) . (  €  Q .  c lo i t  a t t e inc l re  so t t

irr l i rnrLnr en un certain point (o € CI" (Q" est un compact).

. [l c'sr cltrir. r,'oir théorème I-3.2. que quand on est sous les hvpothèses ciu théor'ènre I-3.:J

{'f (ple O irclmet un axe de symétrie. alors I'infrmum de F doit ètre atteint en Lln point

\  i l l )J)? l l tenar t t  à  cet  axe.

o ()11rrcl Q aclnrel deux axes de symétrie, alors I'infimum de F doit être atteint au Pt,rittt

r[ ' intelsection cle ces cleux axes.

i 6



r  [ ) i r rL .  l t ' t , z rs  t t i r  0  es t  lu ]  r l i s r l t re  on  pe t i t  cak ' r t le t '€ txac Ie I ] ie I I t  la  so l t t t i t ) I I  ( l l t  p t , , I r l i ' t t t ,

|  .  i r l r rs  1 ; téc ' i senrent  s i

Q :  B a l O )

rr[r ,Ls [ ' r ' r rsenr]  r le r le c 'r t incicletrce . \  t le u6 est c lonné l lat '

, \ :  B . n ( O )

,r \ ' ( , (  r '1 -sol t t t ion cle
, â  _ G

, Æ  

- l ; i '

\ i , f  ouS r l l t€ t 's est indépendant de R, de plus on a

(

u.( r )  : lw{ '1  :ho*

|  #t"Ë
I 9 .

1 6 .

; l \ - ( . ( '  / / r )  r lonné par

ho:  -g^ t "E -

1r,rru 1>lus cle détai ls voir  [6] .

R eLrralrluorls qlre

ho : ho(R) - *cc quand .  Â -+ :c

,  k,  Lrreute

ho : ho(r) .---* *:c quaud r' - 0'

Remarque I  -  3 .2:

t i ion note par  (up,  ,O.hn)  l 'un ique so lut ion du problème (2)  re la t ive à Q :  Bn,  ( (  ) )

( . r  I ) ; r r '  ( r rpr .  ç .hnz)  I 'un ique so lut ion du problènre (2)  re la t ive à Q:  BR"(O).  z t lo ts  s i

R tSRz

r  ) l i  i t .  a l l ( ) I ' s

h p r  l  h p , et 4 o .  {  u n ^

s i  i . r l  <

s i  l r l  >

1 - f
I I



t \ ( ' l r i r l r i i L , '  I

T-\

I1-f," problème en dimension un

t  -  -1 .  I r r t roduct ion

Efirrr f  r lonlé un f i l  é last ic lue et un disque l ibre de se t lé1>iacer str t  le f i l .  [ l  r - i t  L, ,rLl .L

j r rs t l r r 'à  t .e  c1u ' i l  t rour .e  une pos i t ion  d 'équ i l ib re .  Cet te  pos i t io t t  r l ' écgr i l i t l ' r ' ; r i l t s i  t1 t t , ' i ; r

t i ,L r l t ' r l r r  f i l  seron t  dé terminées  par  la  min imisa t ion  de  i 'énerg ie  c l r i  ( ( ) I ' I ' es l ) ( ) l i ( l  i r  l l r r l

( ( )rlfiqru'âtion à sar,'otr :

E(u .  Ç .  h ) (u . , )2h  -  Gh

()rr àr I)osé. sans perdre de générali té.

O :  . I  :  ( -1 .  l ) .

l r  i .  j t .  l r rontre seulement.  et  d 'une façon di f férente que cel le clonttée r lat ts ntott  i r t t i t  le {r t .

2l)  a\-ec \ I .  Chipot et A. Aissani.  que 0 est I 'unique point cr i t iqr-re. Aussi, ie calctLletai  l t r

: i ,1r11i, . , , r  r lu problème (8) cle la même manière que cel le ut i l isée dans f6] c latrs Ie ' t 'zts t l ' t t t r ' t '

l , , , r l l1 eLr r l imension 2. L 'étude complète de ce problènte ainsi  c l te le c ' t ts t le t l t ' t tx r i isr l t t t ' .

- , . rrr  r lonl)ée clans le chapitre V.

I - 5. Formulation du problème

OLr garcle les même notations qu'en dimension deu-x. ici

,p( .h( r )  -_  h +

Kc ,n :  { t ' e  É /01 (1 )  :

/ € ( ( - r ' . ( * r ' )

u(r)  Z .U( 'h(z) dans ( (  -  ' .  (  + ' )  l .

Le r>roblènte est clonc. le suivant :

r  r I-- ; t_,

{F'
i  uo, (0,  ho

: (o€ ( -1  + r .

E(uo .  (o ,ho)  :

1 - r) ,  ho € IR. ue 6 /{ç, , . t rn

in f  E( r . ' .  ( .  h )

(a)

18



[ 1 ] C ' l t i r l r i r t , ' I

t , ' :  
{ ( r ' . ( .h )  

:  (€  ( - l * r ' . 1 - , ' ) .  h  e  IR . ,  :  f i r r , }

\ . , lrs rnoil t lors. satts beaucottp de peine. en I 'eprer. i lnt les nrerrres r lr i l l rrrrt lr t 's ({rr { ' i l

, l i rrr i .rrsiorr r letx. clue le problème (Q) est équivalent aLr problèrtte sit ivirnt :

f  Trouver' :  (o.ho
I

{  t e l s  que  '  ( o  €  ( - 1 *  r .  1 -  r ) . h6  e  [ - h * . l r - ] .
I

[  
. ,  f  (Co .ho )  :  i ç l  f  {Ç .  h t

,r ir .  /r.  ( 'st un réel assez grancl et

t  -  6 .  Recherche de points  cr i t iques:

i r \ - { . (  .  i  1 - . t r  est l 'unique solut ion de

Si .Lr I )ose. polrr  chaque (.  h f ixés.

v ' : { (c .n ;  : (€ ( -1+r .  1 - r ) .  h€  [ -h . .1 , . ] ] .

F(Ç.h) :  (uc .n ,Ç.h)

r  r I
n in  :  I  1 r ' ' )2dr .

r ' € K ç . r  ' 2  
J  - t

orr rrrontr-e Ie théorème suivant :

T h é o r è m e  I  -  6 . 1 :

u : u 1 , h  Ù : \ [ r ( ' h

À ( u ç . a )  :  [ a .  b ] .

i )  u  € r t . t ( l .c*( r  \  [a .  a l ) .
ii) u" (r) 2 0 dans I.

iz i )  u"  ( r )  :0  dans I  \  [o .b]
i , ' u )  u ( r ) :  i l r ( r )  dans  l a .b ] .
v)  u , (a)  :  u(b)  :  0 .

19



l I ( ' l t ; r l i i r L , ' I

1 :

Sec

-6

)n , : -

Iaire

t  . r t  t ' ( t

ll-clrs

i ) , ' r r t r

Lu f 'ortr : t iort  LL e.st  r lonnée prLr

( ' u ' ( n ) ' ( r  +  l )  s i  r ' € l  -  L . r r
I

t r ( . r ' )  -  
{  V t . r )  s i  . r ' = ' r t . l i i
I
I  V ' r b ) . ( . r ' -  1 ) ' i  . r '  a  l t  l i

iéduit  faci lenrent clu théor 'ènre I-6.1.

l r  i .
a -

Û'(') :-#''  
J r ,  _  ( . r  _  ( )2

DitLrs Ia Sl l i te nous nrontrons deu-x théorèmes clui  assttrent l 'existe' t tce t ' t  l ' t t t t i< i f r"  , t t '  l i r

: ( ) lu f  io r ]  d r r  p rob lème (Q)  .

Tlréorème I  -  6.2:-Sott  h > -r  alors on o, l 'équiualence str , i t 'cLtr te :

- \ (  t rç.n )  e.st  symétrzque par rapport  à Ç st et  seuletn,en,t  s i ,  (  :  [ )

D r1 rrt on.:trn,t,i.ort:

o Si orr  I rose
^  |  \  |  , l

/ \ ( u ( . h ) :  y a . o 1

;r i rr ls r) I I  i r  p?l l '  c léf ini t ion

u(a )  :  E1o ;  e t  u (b )  :  E17 r1 .

I l  vicrrt.  clonc

I  V '1o1.1o + 1)  :  n+ t / *  -  ç" -  C1'

t *'to, (b - l) -- h + 'Fq- or
(  ) t r  r l r l r [ t t i t  c l ue

r v ' ( , r r )  ( r r *  r ) -  væ -1a - ( ; : l : h :  Ù ' ( b ) . ( b -  1 )  -  / ; r  - l l , - ( ) : '  ( 1 - { ;  l )

Or. si on slrppose clue À(r.rç.rr) est symétrique par rapport à (. alors. on a nécessairetnetrf

a *b
ï :Ç  

(1 - t ' . 2 )

20



V ' ( n ) . ( a  +  1 )  :  V ' ( 1 ' ) ' ( ô  -  1 ) '

l - )  , , i r  i I  r - iorr t  La successiou cles réstt i tats st t ivant :

Ç - a  , - 1 ,  
, , , _- - - - ( a + 1 )

1 / r -  -  l n  -  Ç ) '  V I ' '  
-  ( o - ( l -

l ) , 1 1 r [ - ( i  I  I r  I t ' r ' ie-tr t

( (  -  a ) (a+  1 )  :  ( (  -  b ) (b  -  1 )

a * I : - ( b -1 )

l )

r ' f  r toL t t '  t i ' ap t 'ès  ( I -6 '2 )  on  dédu i t  que

r Rric iplor luenlent si  on st tppose (

l ) ; r L  f i r p l ) ( ) r ' t  à  0 .  e t  d o n c .  , \ ( u o . n )

Théorèrne  I  -  6 . l l : - ,9 i  ( t r .  Ç .  h )

- l"'

A

\  - "

:  0.  alors on montre faci lenrent c[ tre i16.7, esf : \ - t I l ( l f  r I ( [ l t ( '

l 'est aussi. I

es t  une so lu t ion  d 'u  p rob l ,ème (Q)  te l '  r | t ,e  i  r ' s t  t r r t  l t r t i r t l

i r t t r . r . i t , r r r . r t l , r . s .  nécessa ' t re rnent  on  a ,  l t (uç .n )  es t  sumét r lq r te  par  raTtpr t r t  ù  ç .

i , ) r ' t r t t t r t . , t r . r t t t rn r , : - -S \  (u .C.h)  es t  une so lu t ion  c tu  p rob lème (Q)  on  r lo i t  t r r r r i |  r ' t t  te  PoLtL t

() tr  l ) ()se cle nouveau

(  
[ l  l ( '

^ \
(u " \ "d r -Gh ) :0 '

/

on déduit  d 'un résultat  analogtte âu i6.  theoLèrt t .

&Gl-,
À(uç . r , )  :  [ a .b ] ,: t

- 
I"' 

v'(r). v"(x)d,r : o

,F-C-TY
2I

r  
' , ' s t - i r - t I i l e

. \U" ( r )d r  :0 .



) . ) ( ' i L i r l r i n , '  I

F -  L L  1  , ,  , . ; ,  1 1 1 -

( ' r  [ ) , l r  s l t i t e

( , 1 -  (  ( ) l l I I I I € .  ( } - -b. on obtient alors

cle var iables sl t ivar l t  :  . r ' -  (  --  t ) .  otr  olr f  iet t tIe c'hangerrieut

l.
l l t , L r r r r

b -Ç

( . )rL r l t i rLui t .  c 'nf in.  le résultat  sLr ivant :

' I l r é o r è m e  
I  -  6 . 4 : - S i  ( u . Ç . h )  e s t  u n e so lu t ion  d 'u  p rob l ,èm,e  (Q)  fe l  que (  , " ' l  r r r t  l to rn t

e r is te  une soLutzon e t  t r ,ne  .se t t , l ,e  ( t t1  i , .  [ ) .  / r  )  , l r r, r t t r ' r ' r r  r r t '  r r l ,o rs  n ,ecessa ' t rement  Ç :  0 .  n

l t r r t l t l i r r r e  ( Q )  .

f) /  rrron.strnt ' ion,:-Se déduit en combinant le théorème I-6.1 et I-6.2.

,n"-.rq"" t  - O::- Sous les hvpothèses du théorème I-6.3. on peut calctr let '  exat tc' t trt ' t t t

[ ; r  so f i i r i onc lup rob lème  (8 )  .  Ene f f e t .  l a so lu t i ones tde la fo rn te  ( uo r . 0 .h )  E t r t t ' po i t t t

, ) t t  ( l ( ) i f  i r v o i l '

Lf  !  [ '  ,u- \2dt  -Gh) :  o
dh\2J - r ' * * ' , ' - ' -  

-  /

, ' f rLrrr(.. t u uti l isant un résultal analogue au [6, théorème 3]. on obtient

r b
-  I  \ ! "1r1dr -G:o

J a

- n

G:v ' (a)  -ù ' (b)  :  é
v r "  -  a ' J7 -tp

- b

I

G2r2

4,+G,

22
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l . i

r  I  ) ; r l  \ l l l f C| '

f i , , t r L , , t . t r L i , L I \  ( [ t t 0  r t

l r - L L  . r t i r , , .  (  { ) I l l l } t e

,  , r  L  t  lé r I r r i t  c l t te

- L r /

u : - - - - : : .
v =  9 ,

r , ( ' : 1 ) r . (  r i r - e rne r r t  i l  ne  c l épen r i e t t t  J r r t s  r l < ' I a  l , ) I I g ] t ( ' l t L  , l t t  r l r  ) l r L i r i I I (

u (a )  :  P16 ,1

h :  V ' ( t r l . ( e  +  l ) -
G IJ, '_ _ | ' \ ' L - i - - .

2V l
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l ; ( ' l L ; r 1 , i t 1 , '  l I

nÉsuITAT DE CONTINUITÉ

ET DE DERIVABILITE

I I - 1 .  In t roduct ion

\ous rlevelopperons. dans ce chapitre. qttelques résultats analogues

rlans Ie papier de J. Bemelmans ,k NI. Chipot [6]. qui nous serons uti les

III. DaLrs toute la suite. on pose pour un ( fixé dans Q.

ùn :Vç .6 :h *

K<.n :  {  r '  e  Hj  (A)  :  t ' ( r )  )

. 2  -  l .

ùc .a ( r ) p.p.  c lans B,- ( ( )  )

, t  |  -  l l  -  ta n  _  u \ . n

i r..^ est l'unique solution du problème de I'obstacle suivant

Lj*

à c 'et tx  pLr isct t f r ;s

r l ans  k :  t  i t t r p i t t c

L)rr  l r r ise ensuite.

Rappelons que

1 f

, ll i:^ , Jrw 
''r r7l2 h '

D(h) lV  u1 ,Q7 l2  r l r .:, T, t t f  - L. L )

r 2
Aùa( r ) :  A \ [< . i , ( r )  -  -

i rz - l ; r ' -Ç l ' \ ' t '
< t l

25



( . ' l t r t l t r i ' r  r I

l I  -  2. Résultats prél iminaires

Le rn rne  I I  -  2 .L  : -Pou , r '  t o r t , t  . r  €  B . (O .  on  o ,

Û1'  ( . r  )  -  t  7 , ,  ( . r ' ) i  :  1h -  h '  1 t  [  [  - ' ) . 1

l , ) , ' r r t o r t , ' t n t t i o n  - S o i t  . r  €  B . ( ( ) .  o n  a

ùa(z)  -  \L r - , , ( r ) L  - , )
V r ' - i r ' - \ i

: h -h '  I

Lemme I I  -  2 .2 : - sozen t  E  C  Q un  ensemb le  mesurab le .  o1 .oz  €  L - (E ) .  e t  t t , .  i  :

l .  )  lr t  , :olt t t i ,on de I ' inéqu,atio'n uartationnelLe suzuante :

I

I  Vu , ( r ) .V(u  -  u ) (z )d . r  >  0  Vr '€  1 ( ;
J A

K, :  {  t ' e  I 1o1 (O)  : u( r )  2  ô , ( . r )  p .p .  dans  E I

(  ) r r  r r .  r r l r t r . s

l u t -uz l r - (o )  S  lo r  -oz lL* \E)

D ( rrrrrt. , trat iort -Voir [6. lemme 5]

Letnme II- 2.3:-So'ient h'h' e IR e/ LL11'LL1rr le's sol 'uttons res'pectiL'es r le B;'r '  t ' t

L i - , ,  ' .  o r t '  a .  a lo rs

lun-u6,17- (ç2)  <  lh -h ' l

LluuttultllL7ry -En appliquant Ie lemme II-2'2 pour

E :  B"(C)

u L :  u h ,

r b t : V n ,

U1 :  uh ,

cbz :Ûn '

26
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l ; ( ' l r i r l r i r L , '  I l

1  i l  t  {  ) l  ) f i ( ' l I f

t t 1 1  -  t t 1 , ,  i r - , ' o t  S  i Ù l  -  V 1 , , L - i E r

:  l t  -  l r '  .

L e n r r n e  l I  -  2 . 4 : - P o t r  l t '  -  h l  a s s e z  p e t t t .  i l  e t : i s t e  :  :  : ( ( .  i i .  ( ) )  >  ( )  t t l  r l r t

- \ (un , ) ,  À (u7 , )  c  B . -= . ( ( ) t [ [  - ' 2 . " t

Dr ' r r r t t r t , : t ra , t jon , - -D 'après  [6 .  Iemme 2 ] .  on  sa i t  qu ' i l  ex is te  
" : . ( ( .1 .O)  >  ( )  rc ' l  r l ru '

\ ( 'un)  c  B . - , ( ( )

S. i r  . r '  € Q \ ,  B,- , (Ç).  donc. r  /  A,(u6).  et  par sui te

u 6 ) V 6 .

C ' , ,L r r i r i r .  u t , , -  ù6 ,  converge vers  un- tn  (d 'après  ( I I -2 .1 )  e t  ( I I -2 .2 ) ) .  ou  c léc l t r i t  (g rc ' .  l ) ( ) r l r

i t '  -  l t i  i r ssez  pe t i t

u 6 '  )  V 6 '

i r rL t r r . r r ren t  c l i t

r  / .  A. (u6, ) .

D ,, ir .  L. r 'ésr: l tat

Â(un , )  C  B" - ' ( ( ) .

II - 3. Continuité par rapport à la variable h

Lemme I I  -  3 .1 : -On a

(11  -  3 .1 )

I

[ )  |  r rr t t rr . ' t t 'atzon-On a

27



l \ ( ' l L , , l , i r r , ' [ [

L - i  r t t , t t r

r , . l [ [ - ] : i r

II - .1. Dérivabilité par rapport à la variable h

.\r-a1r cle démontrer Ie résultat de différentiabilité de D pal' rapport à ltr valiablt' /r .

rrorrs irurrrtl'el'ons tout d'abord un résultat de converqence. Posons

Â:  A(za) ,  À ' -  A (u r , , )

X(â)  :  Xn ,  X(h ' )  :  y , r , .

rr i r  \  I  :  désigne Ia fonct ion caractér ist ique de I 'ensemble A. On a. Ie lemnte str i r-zt t t t

Lemme I I  -  4 .1 : -Dans L2&) fa ib le  on a

y ( h ' )  X ( h ) ,  q u a n d  h '  ' h .

D r ' r rrorr : ; t rr l t ion-Pour toute sui te (h.)  qui  converge vers h on J)ett t  ext l 'a i l 'e t t t te sotts

:1ir( ' ( [q 'on r lotera encore (h,")  tel le que la sui te X(h) -  \ (h, ,)  col ] \ -efge faibl t ' t r tet t t  t - t ' r :

r f  ,
Dt l t ' ) -D (h )  : ;  

/ _  lV , , r , ( , ' ) i r  -  f r r 7 , ( . r ' )  r , . i . r '

;'i
:ll;: "n ;' ;';; - 

":
: . 1 { )

1 f
iD (h ' )  -D(h ) l  <  ;  I  l (un ,  -  t tn ) l . lA ( ra ,  +  LLh) ld . l

.  J Q

r I '
<  ;  l (un ' -  un) l r -o)  

la lLun' |  
+ laur ' idr :

J  r f  - .  f  . -  \
I  ;  lh '  -  n l  ( , / . r , ,^ ,  

,  
lo*n, ldr  +  

J  . r , ,n ,  
LV n i , t . t  )

s lh'  -  hl I  Laûnldr
J  B " _ , \ c )

< c. lh -  h '1.
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l 1 ) (  l r i r l r i r r r '  I l

r r I r ( '  ( { ' L f i t i n e  f o n c t i o n  / .  r e c i  e s t  v l a i  c a r  l a  s t t i t e  1 i l )  -  1 ( à , ,  )  r ' s t  l r r i L r r r l e ' r l i r r r .  L - , \ l

r  r i i  r ,> i  ru i  esp i i c ( ' r 'é f iex i f .  11  i 'es fe  t \  tnon t re r  c lue  / :  ( )  I r .p .  r i t r r rs  !1 .

o  P , r r r '  . r '  i  ! l  '  - \  o t r  i t

. r h  ( . f  )  )  Ù r ,  ( . r ' )

, ' r  l ) ; r r ' s l r i t o .  r l ' a p r è s  l e  l e t r t n t e  I I - 2 . 1 e t  l e  l e m m e  I I - 2 . 3 .  o n  a .

uh , ,  ( . r )  )  \ [n , ,  ( . r )

[ )() lu r ]  r issez gr-ar ld.  et  donc.

r (h) ( r )  -x (h" ) ( r )  :0

r , ' r  i  i t t t l r l ic l l te cl l te . f  :0 p.p. dans A \  ^.

o Ori ulou.tle. ensttite. que ,/ > 0 p.p. dans À. En effet. on a

X ( h )  -  t ( h " )  
-  1 - X ( i Ù " )  > 0  s t t r ' , \ .

( , f  (  () l rune l 'ensemble suivant :

{ u ' €  I 2 ( ^ )  ;  1 ' ( z )  à  0  p . p .  c l a n s  , \ }

( ' s f  l r r r  tnsentb le  convexe.  fe rmé de L ' (L )  mun i  de  la  topo log ie  fo r te .  t 'es t .  r lo t t ( .  n I )

erLst ' i r rbk fernré cle 12(; \)  muni de la topologie faible (voir  [10]) .  on clédLt i t .  r lotr t .  I t '

l r i : r  r l f  i r t  ' , -ot t iLt .

D ' r r r r r ,  par t .  r i ' après  Ia  conve lgence de  X(h)  -  X(h" )  e t  le  lemnte  I I -2 .1 .  on .1

t ,t  :  |  [ x (à )  -  x (à ' ) ] 'ù6 . " ( r ) .AÛç( . t )d . r
J Q

f
+ I  T@) 'Ûa( r ) 'AÙc  Q)dr

J A
r

:  I  f@) .Vn@).AVç(r )dr .  ( /1  - lL )
, / , \

D 
' 
ir r rt lr' lrart . on

T
f f

:  I  x f t ) .Ùr , , ( r ) .AÛç( r )d r  -  
|  

iUr , , ( ' r )  AVç( r ) r l . r
J A  J À ( 2 6 "  )

f
:  I  x@).ùr , "  ( r ) .AV ç@)dx + 2D(h")

J A

t'
/  vn  ( ' ) .4ùc  @)h  +  zD(h)

-0 .
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( ' l r ; r r r i r L r '  [  [

DqtqLtltûtpn-Pour a petit. on pose h' : h *:. on a

D r L  t z r i f  r l r r e  A u 1 , , :  [ y 1 r , : 0  e n  d e h o r s  d e  Â U  i \ ' .  e t  c l u e  A u 6  :  A t t À ,  s t l r '  ̂ \  l . \ '  r , t t  r r .

; r l o | l ;

: ; {  )

#: 
- 

l^#(r)av(r)dr: 
- 

/- 
^*t. , tu. t t t  -  t  t \

f - )  , , i 1  r , r r  r  on rb inan t  ( I I - -1 .1 )  e t  ( I I - 1 .2 ) .  on  ob t i e r i r

t '
I  f  t . r :  \un ( . r )  aù i (  r  ) r1r '  :  o .
. / .r

i ' t  (  ( ,L r l r r ( ,  { /A{ /  es t  s t t ' i c te t r ren t  négat i r , 'e  su t '  . \ .  i l  v ien t  f  :  0  l ; .1 r .  r I i r r r :  - \ .  D , , i r  l ,

l r l : r L l t i r t  h n a l  :  . f  : 0  p . p .  c l a n s  Q .  I

f ,en t tne  I I  -  4 .2 : - 'La  fon ,c t ion  D es t  dér 'uuab le  en  tou , t  po in t  l t .  r ' t  l r r  r l r i r r r r l r  r . , t  r lon t , ,

t - t  l ,  f
lTz l  :  i l  .n"^ , ( i tn ,  

-  ur , ) .4(u6,  -  u6)d. t l

-  1, t-  ; r  ,  (un '  -  u6) 'A(u6 '  -  tL6)dx i
é J . \ t r . \ , \ . \a . \ ,

S C.t t t  -  h ' l  I  d: .
J  . \  J . \ ' \ . \ n . \ '

, , i r .  C '  - -  C ' (ç .h. f ) )  (vo i r  lemmel l -2 .4 ) .  D 'apr 'ès le  lemme I I - { .1 .  on a

I  d t  :  I  x tn l . ( l - r (h ' ) )dr+ [  r . *n ' ) ' ( i -  \ (h)) r1. r '  - . -0
. / .1 , , . y ,1 . r , r . t '  Ja  Ja
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: i l ( ' l r ; r l , i r r , '  [ [

D ' ; r t L f t r ' l r i t t f .

, l ' , , i t ,

Prrru'  la se( 'onde intégrale. on a

( t r r i i r ) ( i  l t t  -  l z .  on  dédu i t  que

t 2  -  ) \ :  l .

vrl  < c. lh -  h '1. lÂ \  Â' l ,

Ta  :  o (e ) .

( )Il iI

-  
|  t . t t .h ,  -  u1 , ) .L ,uy ,c l r

.t ç)

-  | , \ U n '  - t i , ) . A û 6  d ,  *  [  f t ù n ,  
-  V n )  -  t t t n  -  1 1 1 , \  . '  \ p 1 . 1 1 . 1

I - I L. / . r  . / - \  -

-  [ ,ûa , -  û r ) .4ûn  a r *  l '  [ t vn ' -  V r ) -  l r r t t ' - t t t , t .  \V r , , l r '
./.r -/.r1.r"

T3 + Ta.

'7. -

:

:

:

, , ir .  C' :  C((.h. 0) ( r 'oir lemme II-2.4 ). Et comme.

f
lA  \ . \ ' l :  ! ,ny(h) . (1  

-  r (h ' ) )dr  - . - - - *  0

l - l r  I ( ' s u l l l r ' .  o n  a

D(h ' )  -D(h) :  -  
J ,JV1, ,  

-  Vr ) .Aùnr l r  +  o( . ) .  (  I I  -  1 .J \

Err rLivisalt par e les deux membres de l'égalité (II-4.+) et en faisant tendre : r'r:t's 0.

, )rr ( )l)f ient alors. d'apr.ès le théorème de ia convergence dominée cle Leltesgue. Itt tolttittlt'

,  [ i -  1 . : J  ) .
aD f  av ,  \^ .1 . /  \ '  f
-  -  -  t  -  ( " r )AV(r )dr  :  -  I  AÛ(r )dr"
0h Jr  0h '  r^

I

31



*

* *

* * *

r-1
\,HAPITRE III

T\
IJrynnS RÉSULTATS

32



) t
( ' l L ; i p r r L , ' [ [ [

Dr.r"*t RÉsunars

I I I  -  1 .  In t roduct ion

\6rrs 1>r'ésentons. clans ce chapitre. divers résultats en liziisol a.,'e( le prolllèrrLt' i f i

\ r ,1s g1l] l lencerons par montrer quelques propriétés cl ' t tne sol t t t iou cle celrr i - t  i .  \ t , tL '

( t ()ui lgr.ops u1 pet i t  résumé cle l 'étude du problème (P) par El l iot t  et  Fr ie, tntzrt t  l l '  :  [ , ' '

;11ter1's s'intéressent à localiser les points (i qui sont soltttion cltt probLèrtte (P\ (r,-riit

. l r r rp i t r .e  l .  p :10)  cons ic lé ré  seu lement  sur  un  cer ta in  compacf  Q6 e t  | ) t r r11  1 t t :se 'z  1 r t ' f  i r .  C" '

r . , lsrr i fat  a été arnél ior 'é clernièrement par Bandle et Flucher l - l ] .  Pottr  c létnout l 'er ct ' t t ist t l t i r f

I l l l i . f t  et  Fl ieclman ont clonné une esquisse porlr  montrer la cont int t i té cle l i t  f i rLt t  r i t , t l  { ,

( , r  l ) i l r .srLi te assurer l 'existence cl 'au moins un minint izeur.  Ic i .  t tot ts t léurt . , t t f t ' , ' t r r t ls r l .

f ';rt-,rr rliffér'ente l'existence de ces points en montrant seulenteltt cltle la firttc'tiott {, (': 'f

5(,l lri-( otit itttte inférieurement.

D,r 's ,61. Ies auteurs montrent que si  (( .h) est une solut ion ciu i rroblènre (P) r l t rus I t '  t  i ts

, i  r rrr  r loprtr i r re r lui  admet au moins deux axes de svmétr ies alors tréi 'c 'ssairett t t t i t  \  r ' : f  l l t i l r l r t r '

, , r ,  i , r i r rc. i r le a\-ec le point d ' intersect ion des deux axes. Ic i .  Norrs l l lot l f rol ls r l t te I t  t 'sf  ; t tL>: i

r l u i r l t t e .

-\.rls rlérurltrons que si ( appartient à un axe de svmétt'ie rle Q alors l'e.ttsertttblt' rlt '

r , , iu r  i c leuce . \ (ua .6)  es t  symét r ique par  rappor t  à  ce t  axe '

\r i r rs ' r ,ésentons le contre-exemple donné par Bemelmans et Chipot dans [ i i ]  r l t t i  t r tot t f t t '

rlrr. le problènie (P) n'aclmet pas en général une solution uniclue. Nous répottrh'otrs it

l r r( , ( l l rest ion clui  c lécouie cle i 'étude de ce contre-exemple: en montlant c l t te ()  r 'e ' t t fLc r l r i

( l ( ) l r r i r i l re.  r  i té cians le contre-exemple. est un extremunr cl 'énergie. Notts donnet 'ot ts.  at tssi .

r[' irrrtles (o[tre-exemples qui prouvent le même résultat que Ie 1>renrier'

\, ,r rs 'r.tirr\-ops que Ia convexité du domaine n'est pas une condition nécessaire prittl ' nloll 'tLt'L

['rirri< iré rle Ia soltttion clu problème (2) considéré sur ce clotnaine'

llrrhrr. Lrrrrs c'txrbinons les cler.rx méthodes données dans [6] et [21] poul trtiettx Iot'aliset' tttlt '
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. j l C ' l L a 1 r i t L , ' [ [ [

- , i [111 i1 , r r  t [ r  p lob lème (P)  re la t i f  à  t in  douta ine  c lu i  ac iu te t  t t t t , . t ' t t l  z t re ' t le ' sv l l i ( l ' t t i ( ' .  ; r i t t : i

,11 , ' l i r  I r la l i sa t ion  c les  cent res  l ta rn ton ic l t tes .  ies  po i r t t s  o i t  Ia  fo t t t ' t i t t t r  r le 'R , r l r i t i  l t  i t f f l i t t r

: {  ) l r  urrrurr lutr ] . .  pout '  c lr telc l t tes clontaines part ictr i ie ls.

I I I  -  2 .  Que lques  résu l ta ts

a-Nature d'une solut ion du problème (P)

Ditus ce clui  sr-r i t  nols l l rontrons un résultat .  s imple. c le régular i té cl ' r t r te '-sol t i t iot t , i t t

' r ,oblènre (P).  Nous montrons aussi que la solut ion du nrênte problènte ( 'o l ' resp() l l ( [  r t , tL-

, j . r* 's.  à r l re boule qui pousse (V > 0).  et  que pour tout (( .h) centre cle la boule ci 'ér l t taf  i . t t

:  :  ûa t ,  ) .  (  appart ient à I 'ensemble de coincidence cle i r 'ç.r .  sol t t t ion cle ( l3r r ,  )  (ur iL '

l -1 . :J ) .  avec  I 'obs tac le  \ lq ,H. .

Théorème I I I  -  2 .1 :

i) .gorrs Les h,,upothèses d,u théorème I-3.2. si Ç est un poznt ott La c'ondition (l- |..i) r ' 't

t , r i r t . t ' iée alors pour tou.t  h, ,  le poznt (( ,h) ne peut pas être un po' int  où, l ' inf int trrrr  ' le f

r ' , : t  n, t fet , t t t , .

i i )  .9 r  ( r rn .  (s .  h6)  es t  t tne  so lu t ion  du  prob lème (P)  aLors  on  a

uo *  0 .  uo  2  0  dans  0 .  hs  )  - t ' .

î \ i )  P o t t r  t o t û  ( Ç . h )  e  Q .  x  I R .  h )  - r '  o n  a

(  e  Â(uç, r , )

malu6.7,(r) :  
"S1î,)  

\Y(,n(t)  :  uç. i ,(()  :  V( n(() :  h + r

iv) Prrrr r I,a régularité de Ia fonction uç.n on montre en .fa'tt qtte

u ç . n Q C " " ( 0 \ ^ ) .

D r i  r t t  ot t  strat ion:

i) Si Jtr iitteint son infimum en ((.â) on doit avoir

!  +!  [  lv u(*) l 'ctr  -  Gh] :  Q
ah r2  JQ  

|  -  * \ * / r  - -

( 'Lr ( 'e i toint. et Par suite

G : : i{ i  | , lvu(r) f 
a,l
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ErL t i r i : z r t t f  appe l  au  lemnre  I1 - l '2 .

, [ 'oir.  ir  # 0. et clonc nécessairement on a

( ' t  [ ) i l l  t 'Onséqt tent

h>  - r

HG') t  o
r cst-à-<lit 'e. pour â assez petit. on a

D( , (+eu)  <D(Ç)

t  r,  r l t t i  t '<.rLrt ledit l 'hvpothèse.

ii) Se rlérluit facilement de i) et du principe du maximum'

i i i )  Poscrns.  u :  uc.h et  Ù :  \U( .n '  d 'après [6 .  théorème 2] '  on a

u € cr 'L  (0)  n  c '?(o \  ^ )

r'f tiorrc le maximum de ?J sur Q existe.

Prrstrr ls ensuite lvI :  h + r. et soit

L i  : 'L .L  -  (u  -  I ' I )+  =, \1  n u.

li Ost r lair clue t, e KC.n et par suite u vérifie I'inéquation suivante

/n Vu1z).V (u -  u)(r)dr 2 0

+ ln Vu(r).V (u - lv't)+ (r)dt 3 0

+ Jn V(" -  tv ' I )+(r) 'V(u -  i '1)+(:r)d ' r  < t )

+ (u - /V1)+ : g P'P' dans O

on alu'a

:  -  
[ ,#" 'av(r)r l r

: - 
Ira\tr(.r)rJ.z,

:  -  
l^au(r)r l :r

: - 
lnL.u(r)dr

: - lunfro"
>0

G
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: j ( ; ( ' | 1 ; ' 1 ' 1 r 1 ,  [ [ i

+ r/ < -\1 p.p. dans 0 t lu  -  )  |

t  ' f  r  L o L I (

ma.x u(r)  !  J1

r ; rL : i r l c .n r .  i l  va  ex is te r  ru t  . r '0  €  Q te l  que u( . ro t  >  - \1 .  e t  co l t ln le  r /  es t  t 'o t t t i t t t r t ' .  i l  t ' - r i s r , '

u n : > 0  f e i c l u e

r i ( z )  > . 1 1  V  . r  €  8 " - ( . r o )

i  .  r l l i  ( 'ont l 'ecl i t  ( I I -2.1).  I l  reste à montrer que

h +  r :  V ( ( )  <  u ( ( )

slr i )p()soi ls clue

û(( )  >  
" ( ( )

C'epnre u est continue clans O et \Û est analytique dans B,.-.(() portl tortt . > 0.

;r lols. i l  existe un ô > 0 tel que

Vr  €  86( ( ) ,  ( ,  -  V) ( r )  <  0

or r e'là ct>utredit Ie fait que

1 ) \ [ i  p.p. dans B.(().

iv) C'gpr1re Au : 0 dans O \ .\ et u est continue. clonc. localernent intéglabls. oll

, i i i r ir i i t  fac' i lenrent du théorème de Weyl (voir [23]) que uç.n e. C'"(0 \ À). I

Remarque III - 2.L-La formule

[  Ô t t ,
U - -  |  7 t 7 o

Jaçon

i>t.rrt-être démontré d'une autre façon (cf. [2t]).  !

b-Résumé de l'étude du problème (P)par Elliott & I'lriedman.

Potu' chaclue ( fixé on considère le problème alxiliaire suivant

I Ttonrret : (u.h) e Kq
(P. )  

|  
, " t  o , r "  :  € , . ( ( )  :  in f  

{€ . (u . l )  
:  (u .  t )  e  Kç}  :  6 .1u '  t ' )
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( ' l t t r 1 t , t t ,  i t t

:  /  = lR.  i '  €  l1 , l (A) .  i '  )  \L .  r

L  I  r !  I  I  -

\ l  \  
( ' I l  - lVr ' (  r )  12, t , r  -  Gt

{ i ,  
r i

LI OIluni

I I
=z ln

que q

t  I  I  [  -  ) t

t l r r r r  L I  i .  r ' t l l( ' r '  p io l r lènre  ac lmet  l ine  soht t iou

I IL ( ) i i f te  rk  l t lus  c lue

h , -  )  - r .  LL r  )\ \ -

(  ) 1y  r ' r  , r r s i r  l i - Le .  e t t su i t e . le ploblème suivanl :

Trouver :

tel que :

L o t e l ' a  ( i r ; .  à ;  )  ( r ' f .  i 2 L .

o'  u ' ; lo

I
I

r ' c . O
\ r  !  r l r

€,"((;) : .ilrf €.(o
t L v
\ ! r r r

11 r 'st  c l t r i r  de voir  que si

: , ,L r r t i i ru  t lu  l> rob lème (P)

(; est solution du problème

avec (1t" ,h* ) la solution du

( Z )  a l o r s  ( u = . . i . h - )  e s f  t t t t c

prob lènre  (2 . ; )  )  r . c .

(  ' f  (  ) l I  z l .

( .  ( ( ;  )  :  € , ( u *  .  h )  - -  EQLç " . r , -  .  ( ; .  h .  ) .

, , i1, { est la fonction d'énergie définie dans (I-2.0)'

Lr. :  zrutel l r .s s ' intéressent.  ensuite.  à local iser les points ( ;  c l t t i  sont sol t t f iot ts t l r t

1rL.,r1r l i , rLLt.  \P) réduit  à un problème de minimisat ion sLl I '  t - t t t  cet ' tain rul l lp i t ( t  i , ,  r ' f

l ) ()rrr .  / .  assez pet i t .  Pour annoncer ce résultat  nous avons besoin cle consiciét 'et ' I ' t ' t tsett l l r l t '

: . I  L lV i l  t I [

C: { r*  :  h( r* )  :  P lSh(r) } .
l i r  / r  t ,st  la part ie régul ière cle la fonct ion de Green. on donnela datts la st t i tc ' r l t ic 'L1tt t ' .

p lopL i t i f  és cle cette fonct ion.

S. i t  Orr tel  c lue

( r - O ^  e t  O ^ c - Q .
V  L  J l U  J J U  -  T

r  <  d is t (C.  â f )o) .

()LL tr  pott t '  tot t t  r  tel  que
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( ' l L i r 1 , i l , ' l l l

l ,  r  11,  ' ,  rL  i 'L t te '  s l t ivant  :

Tlré"È-u III-2.1-PorLr tortte soLrtt ion (. '  = 0,, r le

n r i n {€ ,  ( ( .  )  I  8 , . ( ( )  C  ! )o  }

r l i s t (C î .C )  <c  ( r l og  ) '  = -  0  r l t t r r r r t l  /  -  0 .  r t t t  -  ) . t

, t t t .  r '  r  t  ^  . : on t  de tL . t '  co r t , s tan tes  pos t t t t : es .  / 0  <  ^  <  l i 2 ) .

D,: r t ryltrlr'llltoJr,:-voir [2 1] .

Drrrrs Ia clénronstrat ion cle ce théorème les auteuls ont c lonné rtue escl t t isse p() l l I  l I I ( ) I I f  t ( ' l '

l , ' r isfe '1<'e r le ces CI.  Nous démontrerons de manière cl i f fér 'ente I 'existence r l t ' t ' r 's t lc ' t t t ict-

\ [ , r is.  ayalt  c le répondre à cette quest ion. nous montrons tot t t  r l 'ab,r t ' t l  Ie letr tr t le:r l iv i l l l r  :

Lemme I I I  -  2 .L : -Sz  on  no te  par  (uç .hc)  t 'u "n iqu ,e  so lu , t ion  rLu  proh l ,ème P;  t t l ( t t '  r t t t  , r

U (  :  a l (  h (

ot't  / / .  /r:  e:;t  L'u,nique solutzon de (B<.nr) (uo'tr I- 2.3).

D i  rrrort .st t  a, t iort : -Par cléf ini t ion on a.

€,  (O :  { , (uç .hç )
'  

I  /  'v"  Q) l 'zct t -Ghc) . l n '  
' * \ \ * / r  - ' ' -  -  \  2Jç '

r lor r (  t ' r r  l ra t t icu l ier  pour  un t '  €  Kç,nr .  on a ( t .hc)  €  K( .  e t  c lonc '

ï  l r , ' " r ( r ) l2  
c tx  -  Gh<

, l ' , r i t

u r€Krn .

,[ ' , , i r .  par.rrnicité cie la sofi ,rt ion du problème (6ç.i 'ç). on a. tr lot 's

U r  :  U .  h . . .
\  \ .  - q
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j'. ) J ' l r , , l , i r r ,  I [ [

T

( , , i L t u r ( ' , , r r  r r r i r l i l u i s e  s l u ' l l n  ( ' o I I I p a c t .  p o u t ' a s s t t l ' e r  l ' e r i s t c ' t i t ' e  r l t ' :  l l , r i t t f s  r .  i l  : r t f h r , i r '

t rL {  i r r  r , , r '  r1 r r r .  l i r  f i11 tc t io t t  ( , .  es t  s .c . i .  So i t .  donc .  le  ieu tn i t '  : t I i v l t t t t  :

Lemme I I I  -  2 .2 : -Por r r  to t r " t '  r .  la  . fonc t ion  .s r t , r ro r t te

( - €.(o
t ' . : t  . s . r ' .  / . , \ l l . l '  ( 1 . ,

D r1 rrrorrsf  rn, t ion:--On considère les fonct ions slr ivantes :

fr :  O. 11j(A) x IR (faible)

(  F+  (uc .hc )

,?2 '. I/01(0) x IR (faible) - IR

(u , t") F----+ €. (t'. tr)

de

l t )  
-

,  ) t l  i l  ( l ( ) I I C

€" (O :Çzo ; t (C ) .

(Jrr nroutt'e. alors. que

. - i l  ( 'sf s.c. i .  sul , I1ot(f)) x IR muni de la topologie faible'

ELL,.ftêt. Çz est une fonction continue dans F/01(Q) x IR (fort) et clonc s.c. i .  f irrteulel i f .

rrrrr is r.11r1nie r le plus gz est une fonction convexe on déduit clue Çz est s-r ' . i .  faibietuetrr

1  , ' , , i 1  i l 0 ] ) .

. '-L c'st continue de Q. dans 1101(fl) x IR (faible)'

Err t , f fer. soit ( € Q,. et soit (tC-t)m e IN une suite cl 'éléments cle Q,. tels cit tc

\., , ,  (.  on cherche. donc. à montrer que

(u< , ^ .hc^ )  ( zq .  hç ) .

l ror r l  to t t f  ln  € I I \ i .  on a

, r i r .  ( i r , .  / rç)  est  l 'un ique so lut ion

( .  (u .

(Pç)  et

1 f
:  l lV t ' ( r ) l ' h -Gp
2. la '
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+o ( ' l L i r l r i r r , ' I l l

s €, (0.

r n  : N

h ç,,, très

f
>c I

. J  B"

>c I
. l  B"

> ChJ
\ rr.

-ch;

{ ' i r [  1 0 .  - r  ) €  1 { { , , ,  V  l n .

(  ) r L  n r ( ) t r f  l e .  e l l s l r i t e .  ( [ l l e  l a  s r - t i t e  ( (h -c , , ,  )

( { ,  i i r : , , . 1 r - , , ,  ) ) , , ,  = N  
l ' e s t  a u s s i :  e n  e f f e t .  p o t l r

/  tç r . , "1 . r ' )12.1 . r  >C I  luç , " ( , r ' t l rd
. l a  

\ r n  \  
. Jç

- t )  :  ( i r

es f  l r o t  t t ée '  r ' f  r  L  r t t t  h r  : l t i r ( '

glaucl. on rr

lV ; , , ,  r ' . , , ,  \ . t ' ) l  r l . r '
( ( , , ,  )

lh; ,^ 
2 
r \ .L

( (,,. )

( l I I  -  )  1 )

ct par sui te

r l6rrc'si h6,, - *oc, alors. i l  suit aussi que €(uC,-.hç,-) - * lc ce c1-t i  est inrpossible.

Orr r le,cluit.  clonc. que la suite ((uC) )- . IN est aussi bornée dans 116I(Q). D',r ir  l i t  srt i t t-

((rr-,, ,  / ,-, , , ,))rn €IN est incluse dans un compact de I loI(O) x IR ntttni cte l t t  folroloqie

Él i lr ir ' .

Do1r.. ponr nrontrer que Ia suite ((uc-,h(*))m e IN converge i l  sr-rfht de tnoutl 'er rtrt 'el le

irriuref rtne unique vaieur d'adhérence.

S() i r  (h)n( '  ( (u<," ,hc, ) ) rn  e IN une sous su i te  quelconque de ( ( rc , , .hc, . , ) ) , ,  =N.  i t lo |s

,lr l)€1t extraire une sous suite qui converge faiblement vers un élément (rr. h).

()r i  rrrr.rt t t t 'e. ensuite. que

(u ,h ) :  ( uç .hq )

l ' r r r r i c l ue l r i n im ize rde  (Pç ) ;  ene f fe t .mon t rons tou tc l ' abo rdque  (u .h )  e  K< .  con ) l r l eo l l a

'uc,n J u dans //ot (0) (faible)

h<,n ------+ h dans IR. (l I I -'2'()\

D'rrpr.ès. I ' injection compacte cle Hot(CI) dans 12(CI).on déduit que

'uc* --+ u dans L2 Q) (fort) (I I I - t')

r lonr i i  existe une sous suite de ((tc- ))- .1q tel le que

u<^( t )  - )  u( r )  sur  0  \  À-

( l l l  -  2 . : t \
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, , i t  \  , . 5 f  r l l l  e l t seD lb le  néeL ige t r l r Le .  e t  ( ' 011 ] I I I e  ( r / a

( ) ,  \ '

, r  - \ - , , ,  r ' : f  l t I I  ( ' l Iset t l l ) le  négl igc 'a[ l le .  Dotrc ' .  à  l r r  l iu t i te  ot t  a

t r ( . i ' )  >  h  - r  y / r '2  -  l r  -  ( i l  s tu '  Q \  ( - , , , - \ - , , ,  r -  - \ - ) .

D , , t r ,  t  r r .  l t ' )  e

(  ' r  
r l t I l I I ( '  o I )  ? I

, '  r  ( . r )  )  h , -+
l r r . ' ' \

r i , ' r r t  r \ i r l ' i l l i t ê

( , ' ( u ( , "  .  h ( , , ,  ) )

(  ) r ' .  r l ' r r ru '  par t .  ( , .  es t  s .c . i .  s t l r

i i  L  t i : t t l t e

il r'este. clouc. à moutt'er cltte

{ , ( u .  h )

€ . (u ( , , , . 1 r c , ^ )

(uç*.n.  hç) € Kc,"

p ,p .  r l a r r s  8 , . ( ( , , ,  ) .

=

:

€. (u(,"  .n,  .  hç )
1 f- ;  

l "A 'c , , 'h ; 'u ( ' -  
1 "1 ' r  -  G l r

- !  t  Aù( , " .h . .V( , " .n . r : / . r ' -  Gà; '
, 1 . ,-  / . \ ( U ( , n . / r i  l

Hor (0) x IR muni de la topologie faible et

(uq , "  .  hç -  ) ( t r .  h ) .

€.(u.h)  < * t l {  € , (uç, . .hç, . )

S, ." [T."  €.(u( ," . r , . '  hq ) '

16. lemme 8]. on a

,  .  l )
f .  _  t T  -  |  L -,  1 . "  \ r n  I

[ - ) ' i r r r r le  1 ra l r .  c l 'aPrès



r , f  l ) i r f  s l t l t e

l t-  
t  | , , , ,

' ' r . ! r  
/ ,  . \ L r . i , - r l . r

r l . r  -  GI t ;

' -  Gh .

l im € , .  (u ( , .  . i r .  .  hq  )
I n - + ) c

:  - :  I  av; r, ;  û. r, .
:  , / . \ (  u q  )

:+ t  tYt t ; / , - ( . t ) i r r i r
c  . r . \ (  u .  )

:  ( . (uç .  h .a ) .

Orr <'r) l lc ' l l r t  c lonc. que

€ , . ( u .h )  <  { ' ( uç .h ' q ) .

D ' r , i r  l 'égal i té  souhai tée

t , ( r , h ) :  € r (u ( '  h ' ( ) '

l ) .rr{.  (rr.  f i)  est un minimizeur de €.(() '  et alors' pal 'unicité de ce clernier on r ' léc[t ir  t l t t t '

( u ,  h )  :  ( uç .  hç ) .

l), , irr. .  r() l i tes les sous sr, l i tes cle ((r<-'hç,,))m e t\ i  aclmetteut la Ltrêltte' et t tnit lr te' r-ale'rt t '

, [  , r r l l r t i re ' t .e  (uç.hç) .  e t  a lors .  Ia  su i te  toute ent ière converge ve 's  ( r r ; .  hç) .  te  r l r r i  te . t t t i t t r '

u,( )n ( '  r  léttt t .rt lst lat ion. I

Rernarque III  - 2,2:

i) Dirrrs le. cas cl'un clomaine convexe. I'ensemble c est ttu singleton'

î i )D i r r r s l t n t r . ava i l r écen t c l eBand lee tF luche r [3 ] i l ves t l ] l on t I é r l t l e

d , i s t (Ç i .C )Sc ' f r  'Q  quand  r -U '

III - 3. Un résultat

a- Résultat d'unicité

Ott tt \:tl qlte dans le cas

(  11 , .  q1y .  / t 1y  )  c l u  p rob lè rne  (P )

cl'un domaine qui aclmet deux axes de svnrétrie Ia soltttiott

correspond nécessairement à
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[ : i (  ' l  i ;  r  J  ,  i  r  r  ,  '  I  I  I

( o = ( J

,, iL ()  t ' : f  ie point c l ' intersect iol l  c les deux axes cle svnlétr ie.  Datts t 'e r l t t i  st t i t .  ( ) t I  v i l  t l i ( )uf  t { 'L

( [ rr{ ,  l , ' ,  t ' : t  tLt t ic l l te.  t t r ieux encore. s i  on pose pour chaclue ( i ixé

uh :  I t ,a .h.

f  G. lù  :  î (h )  :  i  Ïn  iVur  (  r  ) l2  d t '  -  Gt t

, ,Lr rrr()rrf |e. alors. le théorèrne suir, 'ant :

Théorème III  - 3.L:-La .fonctr 'on

f  :  he- - -+F(h)

r ' . , t  .sfr ic: tem,ent conuere sur [-r .  +cc[.

D r: nt ort,st.r-atzon '.

h*hz .
: I, montrons que

+ ^ihz) < ^î(hr) + ^irftr).

on a.

Soie ' r r t  h1.h2 e [ - t .+rc I  te ls  que

Soieuf  À.  ̂  e  (0 ,  1)  te ls  que À *  f

F ( ^h l

D r r  f a i t  c l ne  uh ,  Ç  

T ,  

n , .  i :  L2 ,

)  
uo , ( r )  >  â r  *

)
I  uo , ( r )  2h2*

, r t  À . ^  )  [ )

Àur . ( r )  >  Àh r

luh, ( r )  2  ^ thz

('1 l)aI suite.

À  ,7 , , ( . r : )  +  ^ r  uhz ( r )  à  (À  h1

Or'. lriu' lrvpothèse on a. À * f

+À

* ^ t

,  |  . 1 2r ' -w- \ l

o  i  . r 2
T . - t . f ' - ( l

\ l

hz)+(À+r)

d'oùr

p.p.  c lans.B.( ( )

p .p.  c lansB, . ( ( )

p .p .  dansB . ( ( )

p.p.  c lansB"(( )

cl'oùr

I
I

- 1

p .p .  dansB , . (O .

p.p.  dansB.(oÀtr6 ,  ( . r )  *  ^1 t t1 , r ( r )2  (Àhr  *  th2)  +

:  Ù À h r  + t n r ( r ) .

€
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t-1 ( ' h i r g ' i r r t ' I l

\ i  I r r  l ) ( ) se ' .  e t ISL i i t e .  11  :  r u ; . t r t r  ,  - -A2  Ia  so l t t t i on  r l t t  p r t l b l è t t r e '

; t i | I \ .  I ) i I  i t

Er corrutte la fonct ion

1f+  /n  lV r { r ) l td r :  l l r l l ' " ; rn r

csf sfyictenrent convexe. et le fai t  que uhl *  un" (car h1 I  hz ) .  ot l  el l  r lécl tr i t  i l lors r l t te

lnFufr l Ï , t '  
< x 

|n lvun,@)12 
d"r  *  ^,  

l r lvrr , (  
r ; I r r l r

,  =^. l t , t '^ï- , ,  , :  l rvt ' ( ' r  
) l2r l .

r r
/  ç r , ( r ; i 2d r  <  /  l v ( . 1 , , n ,  t ^u1 , , ) ( r ' ) i i r / r
l a  Jc

Er  r lor rc

f  (^û +  ̂ ihz)  <  ^F(nt )  +  ̂ i r f t r ) .

r . r 1 . f . t l .  I

Rernarque III  - 3.1:- On cléduit du théorème III-3.1. clt te

i )  5 i  ( i r ; . r , .  ( . l r )  e t  ( .L tç .n, .Ç.h ' )  sont  deu-x so lut ions du problème (2)  .  porr r  t tn  r lo t t r i t i t te

r .,rr\-€\c quelconque. alors nécessairement h : h'.

ii) Dals Ie cas cl'un domaine 0 qui admet deux axes de svmétrie dont l'intet'secf toti esr

rur lroint qu on notera O, la solution du problème (P) clui colresponcl à ce clt>tuait ie

r,sf (/ / , .h.O.h) oir h est unique (cf. théorème I-3.2 et I I I-3.1). \ lalheuretl .sentent. ()I I  l le

srri f  ptrs calculer exactement cette solution sauf dans le cas part icul ier oùr Q : Bn(O) (t f .

r( 'rrr ir t ' ( l t te I-3.1 ). n

b-Symétrie de ltensemble de coincidence

proposit ion III  - 3.1-SottQ un domaine quz admet un ou plusie'urs are,s r l 'e s'11rn,étr ie.

.i, ( esf tnl po,int d.e Q qui appartient à un ane. I de symétrie de Q.. alors I e,st a,Lt"ssi, ttrr

,rtr r le .sr1métrte de l\(uç ù. ensemble de coinctdence de uc.h o' 'Ltec ÙC.r, .  cec:i ,  quel,r\ tr€ :rt i f

11



t ; ( ' l r i r l r i r r r ' I l

[ ) , ' r r t l r r . ' t yn , f  i o2 . : -On  rnon t l e  t o t t t  c l ' abo l c l  c l l t e  ru ; . 7 ,  es t  sv t t t é t t ' i r l t t e  l t i t t  t i t l l l l o r f  t r  I  F , rL

, , 1 f , , r . . i  , r L t  r l é f i n i f  l a  f o n c t i o n  , ? u ( . r )  :  i r ( f i . r : )  s r u  ! ) .  r , i t .  1 ]  r ' s t  l i t  5 \ ' l I I a ' t r i ( ' ; t - t i r t l t ' 1 r ; r t

' ; r i ) 1 , , , l f  i r  / .  O n  v o i t  c l a i r e l l l e n t  ( L t l e

Âu € 1{ç r,

( ' f  ( L l t ( '

Or'. Ia soltttion de Bç,n est unique. donc

Ru:u .

Ef .or1nre ùç.h est radialement symétrique. on déduit que ' \(uç i ,) est svurétt iclt te PirL'

r ; r l ) [ ) r ) l t  i l  / .  t r

I I I  - ,4. Le problème (2) n/admet pas en général une solution unique

a-Premier contre-exemple

Dars Ie cas oir 0 est un convexe qui admet un seul axe cle svmétrie l'unicité est firrt

111,,hnble (voir [21].[25], pour le cas l imite r qui tend vers 0)'

Dirirs Ie cas orf on percl la convexité on perd en général l'unicité. En effet. clans [51 ii Y esf

urontr'é Ie résultat suivant

Théorème III  -  .L-Sozt le domai'ne suzuant :

Q :  On :  [ ( -S ,  S )  r  ( - i ,  1 ) ]  u  [Bn( -S)  u  BR(S) ]

rr . rr ,  , , \ ' :  R -+ I .  alors Ia solut ion du pnoblème (P) qui correspo'nd à ce r l ,omt, ine. rr 'est prt ' t

r rr t i ryt te pott , r '  R assez grand'

fn lr  
rut  r)12 d, :  

|  ̂ r , ]  
v u(.r  )  l ' ,1 ' '  :  

f  ,  
"  

r  (  r  ;  i  r  / . r '

+o



l ( ; C ' l r r r t r i r r t ' [ [ i

D. , ' t r i , t r t . r i r r t . f  i on :  On  e -s tclans le cas rle flgure sttivant :

Figure 1

Orr srrppose r < 1. Et on note par E I ' inf imum de l 'énergie f (voir I- 2.5) clans le cas oit

Q .  :  ( . ) :  ( - 1 .  1 )2 .

Srrlr lr6sops clue le problème (P) relati f  à O : On admette ttne solutiol l  r l l l i ( lr te ,tu.

P,ru' rles laisons de s,vmétrie. on aura (s - Q.

l ir , frrrrs. t ' rrsuite. par hs(f i) la hauteur correspondante à cette solrtt ion. Du fait clrte () :  \)-t t

( l r r  i r .  ( l  r u te  pa l t .  s i  ho (R)  <  0

E>

:

F(un ,0 .  ho (R) )

!  t  lVun( ù l2d.r  -  Gh.(R)
2 Jn^
1 f

]  l^ lv"n?) l 'dr  
-  Gho(R)

-Gho(R) . ( 1 I I  -  , l . l  )

D irrrf le part si ho(R) ) 0. en uti l isant I ' inégali té de poincaré dans Q (ua:0. poru' I ' r  :

=  L t .  i i  .s is te  un C(Q) )  0  te l  que

t  . ï tr  foW^a)f 
d,, - Gho@)

.I"el lovatf d, -cho(R)

. Trfqllho(R)]' 
- cho(R)l
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t ; ( ' I  L ;  '  1  r  i  r  r  ,  '  I  I  I

(  ' , ,1111111- 
E est bornée inclépenclatr tnrent cle -R. alors.

1 , ,> f  ; r r i ss i :  1>ar  c 'onséc luent  i l  ex is te  une co l l s ta l l te  - \ /

t i

f  ( r r  a .0 .  ho (À ) )  >  - \ 1 nn r f  r
|  1 1 1  -  1 . . t

\ [ ; r i r r t r . n i r u f .  o n  \ : a  u r o n t r e l ' ( l u e  c e l a  c o n t r e d i t  l e  f a i t  r l t t e  ( u p . 0 . h 1 1 ( Â ) )  r ' : f  t t t t  t t t i L t i -

rLr izt ' r rr ' .  Err ef fet .  pour -R suff isamment grancl.  on pett t  coustr l t i te r tne t i r t tct iot i  i r r l r r i issi l ' [ , '

, , r17 .  (^5 ' .0 ) . t (Æ))  pour '  f  in f imum de î  c lon t  l ' énerg ie  es t  in fé r ' ieLr re  à  - \1 .  { ' r r  ( ' l t ( ' r .  ( , r r

l ) (  ) s e

-  l 0  d a n s  A R  \  B R ( S . 0 ) .
t '^ : 

1 .'. dans BR(s. o)

, , i L  ( r ' n . ( 5 ' . 0 ) .À (Æ) )  es t l em in im i zeu rdup rob lème  (P )  pou r l ec l on ra ine  Ç ) :  Bn ( r . 5 . t ) r ) .

(.)r ' .  ,rn a. cl 'après [6. lemme 2]

n -  B ' "o  ( (s .o) )

À1R; :  -#t"3 -

;rvo(' /'() inclépendant de ,R.

E r r . r r i t e .  s i  on  pose  p :  I (S .0 )  -  ( t r . t r )1 .  l ' éne rg ie  to ta le  es t

d 'ap rès  ( l I i - - l . l  )  t ' r  (  I I I - - l . l ) .

rel 11ru.

Ft , r  n  rS.0)  .n tn) )  :  -+  [  ùnr " , .Aùar  n f l . r  -  Gh(R\
,  

J B r O

I  f r o  t r 2  - - ' -  , , 1
- _  _ !  Z ,  I  ( h (À )  +  ,Æ) . - ' '  

-  , '  
,  1 t  r l 0  -  G l r tR i

ô ' 
/--;--; 

tz  J o  t / r r - p -
f r o  ) r 2 - p '

:n(Al{= I  :,Jo  
Jrz- rz -

r r o  ' - r - l  . ' l
'  ^ l  I  t t  -  

P  l
p dp - G | +;i / 

--;-----; l) tt l)
' l o  I -  -  l ) -

rro
I- 

Jo

r r o

l"
2r' - p'

pdp d,o +,2 lo'"
*2, 0: f i r24

2rr?
( 1  _  - " ' u

-?
v r "  _  16)

l ' 7
= l

-: l

,2 - f i '



(  ) t r  , ) l ) r i ( , r r r  e l l f i n

- . ) )' t  r ' -
: r - l ' I
- -  / ) i l  t ,

)  )  t  I  l ' '
r -  -  l ) - )

' )
L r P t l  

/ " ' r  
I  - r '' . r r ' l  

)  ,  I
Y / ' - - i ' , 1 )

,:- 1,,
F (  t t  p .  ( . t .  ( l ) .  / r ( R ) )  :

a

' .  ' , 1 l I t I 1 ( '

l r ( f r )  - 1 1  c l t t a n c l  Æ -  i . c

'  ) l t  i l .  z l l ( ) l S .

f ( uh . (5 .0 ) .h ( ,? ) )  - - - - -+  - r c  quand  f t  -  i 1

, l ' , ' i L .  f ç t r ' * . ( S . 0 ) . h ( Â ) )  < 1 1  p o u r R a s s e z g r a n d . c e q t t i c o n f l ' e r l i t ( I I I - 1 . . J ) .  O r r c o r l l r r f

r l r r r l r .  r l l i e  l ) ( ) lu 'R  assez  g land.  le  p rob lème (P ' l  c l t t i  co l ' t ' esponc l  t \  ! ln  t l t '  l ) { . r r f  l ) ; rs ; r \ i , i r

rLr.r  rrr i i r in i izeLu' unioue. I

b-A utres contre-exemples

Soi .n r  , \ -R :  ( -1 .1 ) ' , l ( -S - -R . -S+R)  x  ( -Â .Ë) ]  u  [ tS -R.S*  1?)
:R '  Le t  r '<1 .

( - 8 .  [ )  . , , i r

Orr rrurrrt le cle même. en replenant l igne par l igne Ia démonstt 'at ion clu théor'èrrre II I-1.1.

( ln () lr rr i i  l )ns unicité non plus de la solution du problème (2) clui coL' l 'espoll( l  t \  t  e t lotttait t t '

l r . , r r I  R i rssez grancl .

-ù
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e  \ r , i r  ! ) 7 , , :  i ( - S  5 )  r  ( - L . 1 ) l  - i t s R ( - 5 ' ) - ; B a ( 5 1 i  1 r ' , r i r ' f t g r L i e  l ) .  S o i t  I  I  r ' (  8 .  D ; r t t .

( { ,  ( . i r :  ; ,  :  Q  :  ( - 1 . 1 ) 1 .  r t n  t r .  B . l ( )  /  Q .  D o r r c '  s i  ( r r . ' l .  r . l )  ( ' s t  l t l l e  s o l t t t i o t i  r [ t '  '  F ,

11i r  )r ' r ' ( 's l )()r l ( l  t \  ce clourtr i t re i r lors.  c l 'apr 'ès le théorènte I- :J.2., l t t  a

; r \ - . , ( .  r t  )  L  E t  c l onc .  pa l '  s vn té t r i e .  on  dédu i t  c l ue  (u - \ - . h . - ( . l r )  es t  i r l l s s i  , " t , '  . 11 l11 f  l r t t l

, 1 , '  i P )

c-La non convexité n' im ue pas la non unicité

Soit le clomaine non convexe suivant

Q: Bs(o)  u  [ ( -s  -  1 .s  +  1)  x  [ -1 .1) l

, , i r  5 ' :R *1e t  r<1<R.

Fzgure 3

\otts déduisons du théorèmeI-3'2 et du théorème III-3'1

I rrrt '  : .olt t t ion unique ( uo.r '  .  o. h ).

clue le problènre ( 'P) a<it l tet

Remarque III  - 4.L:- on déduit du théorème III-4.1 que la fonction cl'énergie

rG.h)  : ;  
I r , lYuq 

r ,ç  @)l2dr  -  Gh

rrr '  purt lras être str ictement convexe. pour

r  rL i i r i t t t izet t r .

R assez gland. car sinon on altrait utrit if e

,19
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( ) rL :  r . : f  r [ f  .  c ionc .  r lue  ce la  es f  pe t t t  ê t re  c l i r  au  fa i t  r lue  le  t lo tna i t te t  ! )q  l ] ' r ' s f  l r i t s  (  { )u \ ' ( ' \ i '

\ [ ; r i :  r ' r r  le  r 'on t le -exe l ] rp le  c )  ( r 'o i r  p lus  haut ) .  on  ue  pe t ]ser  [ )as  ( l t te  l t '  ta i t  O - r , i r  (  ( )n \ ' (  \ ,

iLLrpl i r l r r( .  (Lue -F est fot 'cément Lule fonct ion str icfet l lent Col l \ 'exo. ' -

cl-Un extremum relati f  d'énergie

P.rLr' .R âssez grand. on considère de nouveatt le cioutaitie

QR :  [ ( -s .5)  x  ( -1 .  1) ]  u  IBR(-s- )  u  BR(S) l

i  r .oir '  f igure l ) .  D'après ce clui  précède Ie problème

,i , ' r rx 'o irr t ions svnrétr icptes. Donc. i l  est c lair  qu' i l

('uf l(' t c's riettx points; rlotts llolts iutéresserons. dans

,iarrs ce ploblème. soit alors. le théorème suivant :

(P )  re la t i f  à  Qn  t t r l t t r e ' t  i l l t  I I I ( ) i t I s

ex i s te  an  r t t t t i ns  t t t t  t t r t t x i t t t t t t t t  l , , t ; r l

ce  qu i  su i t .  r \  I a  pos i f i o t r  r l e  l ' , r t i q i t Lc

Tlréorème III  - 4.2-St on considère

-l lor\ () est un point cri t ique. de plus c

D / rrr  on.sf  rnt ' ion :

i )  O r 'st  Ltn point cr i t ique.

Orr lzrppelle clue pour chaque h fixé. on a posé :

D((,)

l l  tar r t  r r ront rer .  donc.  que VD(O) :0 .

l ir l) l)olr à l 'axe L1 qui passe par O et

i r [ , , r ' s .  ( ) I I  l l r on t re  que

,  r ir  [a fonction Ë1u est défrnie par

l vuç@112d.r .

En effet. si on note par .R1 Ia svnrétrie a-xittle pitt'

qui  est orthogonal at t  vectett t '  t tu i tai t 'e rL :  (  1.0).

R 1 u :  u

R1u(r)  :  u( 'Rr (r))  .

Rtu e Ko.n

DU

le problème (P)

est un ertremum

qu?, corre-spond, t,rt, r lrtrntr,rrte !)- t i .

Iocal  d 'énergte. .

:; T,

( . ' r ' r  i  es t  v l a i  ca r



r l ( ' l L r r l i i r r , ' i l 1

:  I  f  R l r r t  r ' )  r rh '  : :  I  f  r r { r  )  ] , / r' ! . l t  : . l n

f  ) r iL r r ' .  l r r ry  r rn ic ' i té  i le  La  sohr t iou  c lu  p rob lème Bo.n .  t tn  c léc i t r i t  l t ' t t i s r t l f t l t  vo t t l t t .

I  r ' i r .L r t .  l r t r t '  s r t i te

l l

et

r )dr

Aù ( r )

Dc lir Lrir-'nre façon olr montre qtle

?2(o) : o
O € t

, r i r  r  ,  :  ( 0 .  1 ) .  Donc .  VD(O) :  g .

ii) O est ttn e.xtremum local cl'énergie

o D'. 'r .ès Ie théorème I-3.2. i l  est clair que si (uç.n.(.h) est une solr.rt iou r l t t  Prt,bièttt t '

rP). ;r lor.s ( €l - S.Si, on considère. alors. dans Ia suite la restr ict ion cle ia fouctiotr D

rir '  [( .  segtnent ] - S.S[ c1u'on notera encore D.

( )Lr r-rr nrontrer que D est "paire". En effet. soit ( € ] - S. S[' on a

dr

R 1 ( r \ - ) :  ' \ * .

, , i r  - \  esf l 'ensemble de coincidence de u avec Vo.n'

. r \ - : { . r e  À : 1 . r . e y )

. \ i  - { r e  A :  ( r . e 1  )

Err t rr ist t r t t  appel à ( I-3.3).  i l  v ient

0D,^.  f  av
^ (o) : -  l - ( r ' )av(
Uet J .1 { te1

:- [ 3,,,
J , \ * r , t , \ -  0€1

n

D(Ç : I  lr^lvuç(r) l2dr'
1 f

,  â) l l^ ;  J r^lvu(r) l2d-u

, , ir .  r 'aplrelons le

Kc.n:  {  L '  €  , I /61(Qa) ,  t ' ( r )  à  Ùç.r ' ( r )  p 'p '  dans B.( ( )  } '
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(  )Lr cor i-s ir l .èt 'e.  ensuite.

, , i l  I ' :  r ' s f  l t t s r - t r i é t l i e

. r r t  \ ' ( ' (  t t , r t t  t t t t i f i r i t ' e  c )

, [ - ,  i i t .

Ou e'rr  r iéclui t  que

ELr r  i r t rLtgeant (

la tbnction

r t '  :  R ) r t :

ax ia le J)ar  rapport  à l 'axe C2 c l t t i  1- t i isse l lar  O er  r l t t i  c 's f .  o t ' t l t t i r l ,L I i r l

:  (0 .  1) .  A lors i l  est  fac i le  c ie voi l  r l t te

r r - ( . r ' )  >  V -ç ( . r : )  p . p .  t l t r ns  B ,  ( - i )

t t  t  ^  - ( . A .

l ,  ̂ to 
u -  r ( r )12 d,r  = ln  ̂ ivu- 

(  r )  |2r l  r :

:  
. ln^lYuç(r) l2r l , r .

-(. on a l ' inégali té inverse. On conclut. alors r l te

^r
lVuç( r ) l2dr  :  I  lYu-c( . r ' ) l2 r1r

J Q nl,^
,  r ' s t - à -< l i t ' e

D(C)  :  D ( - ç ) .

l-f  ( l()rr(. O est soit tm maximum soit un minimum relati f  cle D. I

@: -En fa i t . onpeu tmon t re rau t remen tc1ueoes t t t t r po i t t t t . t . i r i r 1 t t r . '
E1 effer. clu fait  que D est cl i f ferentiable en tout point ( € Qn (r.oir théorètrte I-3' l)  t ' t

ic tait rlrte D soit "paire'' on déduit que. YD(.O) : g' I

I I I  - 5. Application:

a-Localisation d'une solution dans le cas d'un domaine qui admet un seul

P6r1.rr1 domaine Q convexe. qui admet un seul axe cle svmétrie C. le problènre ('Pt

,rr lrrrer rrrr moins r-rne solution (u*. Ç*.h* ) l  de plus. d'après le théorènre I-:3.2. ç- appart ietrr

;r i,r,f âxe cle sr-métrie. plus précisément (* appartient à un intervale .I C f oùr la crtnclitiotr

axe de symétrie
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( ' l r ' r l , i r r  t t l

t - . i  ;  I  r r  ( 'sf  pl l$ r-ér i f iée (r-oir  f igule - l  cr-clessorts).

Figure /*

Dzrrrs ce ([rti \-a suivre on va essa]'er de mieux localiser (.'

l --,rru tr. la ott introduit la fonction de Green. pour l 'opératettr (-A) t i trrrs

G(:r .y) :*  bs 
n}  

-hQ.ù. ( t t l  - i . l i

R irppekrns clttelques propriétés de

h( r )  :  h ( r .  r )

l ; i  l r rrr f ie r .égr-r l ière de la fonct ion de Green qui s 'appel le atrssi  l t - r  fbnct iotr  r le Rrr l r i tL

, [ , ,  ! ]  ( .n .r ' .  Cette fonct ion joue un rôle important dans la t l téol ie <le-t  fot tct iot t :

, r( i \ ) rrra,rr i ( [1es (cf .  [2S].  [52]) .  et  pour un certain nombre c[ 'appl icat ions Pltr .s ir l t tes {r  t .

; ; , . ,1 rJ1  i21 ]  t22 ] l .126) . [41 ] . [50 ] ) .  D 'o i r l ' impor tancede lappe ler  que lques  propr ié fé -s  c le  t 'e f  re

t r ) I X  f i ( ) 1 1 .

o Poru tout . r  € Q. h(r ' . . )  est harmonique dans O \  { t }  et  cont int te . t t r  0 '

.  P ( ) r l l  t o r t t  r  €  Q .  h ( : r . . )  : 3  s u r  ô 0 .

o  P r r r t t ' r o u t . r ' .  U  e  Q .  h ( t ' a ) :  h ( A , x ) .

.  S i  0 1  C  Q 2  o n  a .  G r ( r . y )  { G z @ , y )  V r  €  f ) r .  e t  d o n c .  h z ( r )  <  h r ( . r )  V . t -  €  Q 1 '

r  , ' , / r (  r . )  > 0 clans Q. Plus précisément h vér i f re l 'équat ion de Liouvi l le (cf .  [ l l ] .  1; : ' - rJrt

L h : 4  e 2 h

DJ

dans 0. \ I I I  - : ; . ) \



) i ( ' l r i r l r i r r t ' I l l

.  l t  r - r i l i f ie  i l t  bc)r t l

/ , ( . r ' )  -  - l o g l ^ l  l t ) - : -  O (  I ) \ [ [ [  - i  i '

{  i r r i l t r ( l  r '  -  l ) ( 1 .  o i r  ô ( . r ' )  :  r 1 i  - s f  ( . r .  d Q ) .

c  l t  pc r r f  i , t le  (à r 'ac té t ' rsée  co l t r f i ]e  i ' t tn ique so i t t t ion  r le  ( l I I -5 .2 )  r tve i  L ; t  r [ , r tLL t r i c  i t t t  1 , , , t , I

t t l - . - r . : J )  ( r -o i r '  f  131 . [26 ]  [16 ] )  h  es t  auss i  Ia  so lu t ion  max i r ra le  r1e  ( l I I - . r .2 )  fo t t f  . i t t t l i l t ' L tu ' t t l .

\ , r , rrs e'1f i1.  ( [ue ies points cr i t iques de h ont un intérêt pal ' r ict t l ie l ' t lat ts l ) l l ts i ( ' l t ls i r l ) -

l r l i r  z r r ious  1 ; ln 's ic lues  ( [22 ] . i16 ] . [21 ] )  Les  po in ts  oùr  Ia  fonc t ion  tLe '  Rob i l  / t  ; t r l - r ' i tL f  : . tL

LLLirr i ruruu sont applées :  centres harmoniques.

Si ! )  cst Ï rorné. l 'ensemble

C : {r :  h(z) : p_'Ë à(r)}

r ,sf  f i r r i  (  i l  est non vide cat '  h est cont inue et h(r)  tend vers I ' infrni  c l t tancl  ô(.r  )  -  ()  t .

Si !) est convexe (borné oLl non) et différent d'une bande infinie alors. /t aclntet tttt se'ttl

r  r r  r i l l I  r ' r i t i r l t re  c lu  on  no te t 'a  r .

q r i  . r r  u .o fe  par ' (u6 .Ç,5 ,h6)  l ' un ique so lu t ion  du  prob lème (P) .  a lo rs .  po t l r  /  ; t ss r -z  1 r . l i t .

-,', r'ri l if ie f inégalité srtir,'ante
.l f

l (ô - r l  <C(r log:1

r ' , ' i r '  ( I I I - 2 .3 ) .  E t  comme

C (rlog ];^t 
-- '  0 quand r - 0

, l ' , ' i t .

ç6 '-----'i quand r ._ 0'

( ' , ,1111116' on l 'a signalé clans la remarque III-2.2. dans [+] i l  v est motrt lé clt te

16-rl  <cfi
r lo r r t .  ( ) l r  en  dédu i t  que

Çï)  € Bcr t l r ) .

( )1 . , l 'a1>r 'ès le  théorème I -3.2.  on a.  pour  tout  r

.T  ÇT

, l ' , , i l .

I im(À€7
r - 0  

' "

r . lù+



( , 1  
l ) i t I  S l l I f e .

, l  ' , i l

(  i ,L r r r r re .  I  î t  Bç , rV( , r )

I ' . .  L

C{ i  e faBc ' , , r ( t ' ) .

n es t  au t l .e  c lne  le  segnrent  c le  cent t 'e  . t  c f  r i r t  lo t tg t t t ' t t t '  2  ( '1  r .  , , rL

e l t  -  c , f i . . t  +C\ iT)

, l ' , , i r .  I t '  L 'ésultart  voulu. I

b-Local isat ion des centres harmoniques dans des cas part icul iers.

yrr. rlonc. l ' importance des centres harmoniques (voir plus irar-tt). on va t's'ttr-t't rlt '

lot,iti isel ces points. pour les domaines particuliers suivants :

, t) rtti tiomaine qui admet un seul axe de symétrie

,. !) rrn tlonraine qui admet deux axes de symétries

,  ! )  :  ! )p  :  t ( -s .  s )  x  ( -1 .1) l  u  [BR(-s)  U BR( .s) ]

a f
\ 0

i r  D',r1;r 'ès Ie laisonnement

l'irrfnrrurn cle /r pour un

:r,flrliÊilt rltti est inclu dans

i i ; Porn' ttu clomaine convexe.

prr i rr t  O. otr  a toujours d'après

, 1  ,  , i l .

ut i l isé dans I I I -5-a. on a montré clue l ' rur ic l t te poitr t  . l  t l r r i  t t l i t l ist '

domaine qui aclmet un seul axe de sr,'nréil ' ie appir|tieuf j\ rlII

ce dernier.

qui admet deux axes de s.vmét1ies cltri s'iutet'set'fellt Ê'lI ltl l

le théorème I-3.2

Vr,  ç6=O

]'5c,i : o'

[21] ou [4] on a.OL.  r l ' apr 'ès  encore

, l ' o i t .

i i i )  Por r l  Ie  cas  du  domaine  Qn.

;rr l r rrct  zrt t  nloins deux solut ions

R sufÊsamment grand. on rappelle qrte Ie problènre (P \

( uc i , h - , ( î , h . ) .  ( ' - c i . n . ' - ( î ' h . ) '  L ' ensen rb le  C  r l t ' s

rnl Ço
r - U

4 :

DD



( ' l L ; r l r r t r ,  [ [ [

r , , , i l r f : .  r l r r i  r ' é a l i s e  l ' i r r f i n t r r t r t  r l e  l r  e r s t  f i t r i  e t  i l  r r ' e ' s t  l t a s  t t t ; t o s s ; r i L t ' L t t t ' t L t  t t l t l t t i r ; r  t L t t  1 r , , 1 i 1 r

, ; r l  ! l r ,  ( ' : f  : ( , t t l e l l l e t t f  l t o t t r t :  o f  I I O I 1  c o l t v e x e .  O t t  t t t o t t t t ' t ' i I l ( ) f s .  l t ' L r i s t t l f i t t : l t i v i t l l r  :

Eu r , f t i ' t .  r l 'apr 'ès encol 'e  i21]  on a.

c t i s t (Ç [ .C )  <  C  l r l og  ] ) '

l )( )nr '  /  : lr f l isaltrr lent petit .  D'clùr.

]'1i cô e c

r  l ,Lrr  .  i l  er iste un J € C. tel  c|-re

r : liq (ri

( ) r ' .  r tapr 'ès le  théorème I -3.2.  on a (ô € [ -S.S]  d 'o i r .

r € l-s. sl

. r  , [ ' ; r l r r . r 's Ia sçnrétr ie cle Q6. si  Ç6 est solut ion ciu problènre (Pt) 'z i lot 's.  - , . , ' ,  I ' t 's t

; u r : s i .  r t ' r ' i t  t i ' n p t ' è s  ( I I I - 2 . 3 ) .  o u  a

i'13t-Çô) e c.
I l  t  ( ' {  )LrnI Ie

t rq(-( ,5)  : - ] '116-- . r

, ,11  1 [1 ' , , [ r r i t .  en f in .  c lue
- :x e [-S. S] n C.

I

[= : , ,11  
€c .

(  r t ' l  c l r r e  :  . l r .  l :  €  . - S '  S
t '

I  e t  " r r  
p l u s  . l y  =  -  1 3 .

D O
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D'UNE MEMBRANE ELASTIQUE

SUPPORTANT DEUX BOULES RIGIDES

o /



L" 
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o'uNB vtnvteRlNn ÉLA,srlQuB

SUPPORTANT DEUX BOULES RIGIDES

A-".oblème Init ial

IV - 1. Introduction

Dals ce chapitre nous commencerons par généraliser le problèrne (2) (r'oir chapitle'

I1r: i0) etr  étudiant le cas d'une membrane élast ique supportant c letut bott les r igic les:

ir()11s pl.océclerons d'une façon similaire à celle donnée dans [6] por-rr étuclier c'e ltlo]rlè-tttt ' .

\,lrs 1r-ons réussi à généraliser tous les résultats données dans [6] et d'eu dounet tl 'ttttf res.

\ l i r l lu ' ru.errsement!  les résultats obtenus dans cette étude ne pernrettent pas r ie t tatrsfott t l t ' t '

l r '  1r;elr lè1re ini t ia l  en un problème de minimizat ion sur un conrpact.  \éaLrntoi trs.  (  ef  tÊ

r i . r ' r r ière rrous a permis de donner quelques caractér ist iques d' t tne sol tr t ion cle te i r t 'o l l lètrre.

;rrrssi nous clonnerons un résultat d'unicité. Dans un deuxiènre ternps ttotts étttcliet'otts

, [ t ,s t ,âs i rar. t icul iers de ce problème. Nous reprendrons. enf in.  I 'étude cle <'e Ptolr lèt l t t ' t ' t t

, - , i r réLir l is i rrr t  cel le donnée dans [21].

Soit  Q un domaine borné deIR2 de front ière assez régul ière. Soient Gt.Gz..  r '1.  t '2 t l€s

('orrsttrnfes strictement positives. On considère le problème suivant. cltti cot'r'espotrcl à tttrt:

i1.r.'rrrlrlane élastique M qui occupe le domaine Q dans le plan trorizontal

I I :  { ( r r : 12 , r s )  € IR3  :  r r  : 0 }

rlrrtr'cl elle 1'est pas déformée par les deux boules. qui constituent les obstacles cle trott'e

'r.olrlèure. ces dernières roulent librement sur M sous I'effet cle leurs poids et cle la tensitltt

rl.rrs Ltr prembrane. jusqu'à ce qu'elles trouvent une position d'écluilibre' Donc. ttott'e

1>r,rlrLi,nte est cle cher-cher cette position d'équilibre ainsi que la forme cle la tnerrtbrtttte tltti

( ()nesl)oll(l à r-tne énergie potentielle minimale.



1(.) ( ' ' l r i t 1  r L r  t , '  I V

Figure 7

D;trrs foute la sr- t i te on note par :

-  (q.  / r)  ies coordonnées du centre d'une boule dont la project ion sr. t l  ie pl t t t t  n t '>t

B, ( , . )  -  { . r  €  IR2  :  l r - ( l  <  r } .

i :  L2 .

-  I ,  :  { ( . r .2 )  e  Rt /  z :  \û i - . , r ( r ) ,  r  €  B , , (O}  ,  la  mo i t ié  supér ie tue  c l ' r , tne  sp l iè re '

r l t  la r -on  r t  dont  Ie  cent re  es t  repéré  par  (ç .â ) .  i :  I ' 2 .

- tt : Q - IR : clécrit Ie déplacement vertical de la membrane. c'attsé pat' les poirls

iLers r leqx boules (G1 et Gz);  ic i  les forces de gravi té pointent vers le sens posit i f  r le ' l ' ; rxc

r les hzntteuls (  voir  f igure 1).

-  P,ru. tout c léplacement u vert ical  de la membrane. et pour tot t te posit iot t  i ( . t .  i r  l  t

t , f  i , -2.  h2) cles centres respect i fs des deux boules. I 'énergie du svstènre (  i \  t tne col lst i l l l te

irr l r l i t ive près )  est donnée Par

- t \

U  ( u . ( r ,  k t , \ 2 ' f t 2 ) lVz ( r ) l ' , t r -Grh -G2h2

o l  l .

o o : est Ia tension dans Ia membrane. qu'on supposera uniforme. Sans perclre de généralité

()rr l)osera dans toute la suite o : I .

=t" I

. à fn iYu(x)l2dx ' représente l'énergie élastique de

riéplat 'entent u.

o -Gi hi : représente l'énergie potentielle de la bouie

, ,  ;  -  1  ' )
L  |  -  L . L .

Dir.s.e problènie on suppose que Ia membrane supporte tott jours les deux boules. ( l t t() l I

su,l)l)osel'a r-igides: cela se traduit par :

59

la mernbrane qui varie avec' Ie

de cent re  ( ( , .h i )  e t  c le  ra \ 'o l l



( r { l ( ' l L ; r f  i l  l '  l \ -

u ( . r ' )  >  V ] ,  7 , ,  ( . r ' )  , l t r t r s  8 , ,  i . r  ) .

r r {  r ' )  )  V , ? ,  7 , "  ( . r )  r i a n s  8 ,  ,  ( s :  ) .

( ( r  -  ( z ) 2 ' ( h 1  -  h 2 ) ,  >  ( / ' 1  - r  / ' 2 ) r .

, \ r L s s i .  , [ ; r r r .  t ' t ,  p l o l t l è n t e  o n  c h e r c h e r a  l e s  p o s i t i o n s  t l ' é c l u i l i l t l r '  { ç 1 .  s ] )  , [ t '  r c i l , '  f i t t - , , t 1  r 1 t l , '

B ,  (  -  i  )  r ' c .spec . t i venrent  Br r (Ç)  n ' in te rsec te  pas  Ia  f i ' on t iè t 'e  r le '  !1 .  ; t t t t t ' t ' t t t t ' t t t  r  l i f  : i  ,  ,L t

I r ( ) f  ( '  l )a l  t l i . ; t ( . .  f  )  la  c i i s tance c l 'un  po in t  à  f  ( r . (z  c lo i r , 'eLr t  s t r f  i s f t r i t t '  :

d i s t ( Ç r . f  )  >  t r

d i s t ( Ç 2 . f  )  >  r z

r  
' r ' : t - i t - r  

I i r e

8, , (Çt )  c  a
8,,ççr1 c Q.

Orr pose rlatts toute la suite

Q . : { ( eQ :d i s t ( ( , f )  > t }

Darrs  k :  r -ach 'e c les espaces de Sobolev.  on in t rodui t  pour  c i raque ( r .Àr . ( : .h : .  hxé ef  r t ' l

( trr(,  ,-L - (zl ) 11 * r '2 I 'ensemble des fonctions admissibles stt ivaut :

\l irirrtepzrlt on est en mesuîe de donner la formulation de notl'e problènle

1 r . ; , . r , 1 . ( : . hz  :  { , '  e  Hà (A )  : u ( r )  >  { / i . . a . ( r )  p .p .  c i ans  8 , , (Ç i ) .  l :  I  r } '

s{

Trouver  :  u ,  Ct ,  h t .  Ç2.  hz

te l s  que :  ( ( 1 . ( 2 )  6  O . ,  *  f ) , 2 .  hv .h2  €  IR

Gt -  Çz)2 + (hr  -  hr )2 )  ( r '1  + r '2  )2 '

- f ,

u  t  / \ ç ,  . h 1 . , 2 . À . . 1

e t  E (u ,Ç t , h r 'Çz ,hz )  :  i ; f  f  ( r ' .  ( .  h '  ( ' '  h ' )

, r  :  
{ (  

r , .  ( .  h  .Ç '  .h ' )  :  h . l l  €  R , .  ( ( ,  ( ' )  €  o . ,  *  Q , , l

G t  -  Çz)2  +  (h r  -  hz )2  à  ( r r  +  r ' 2 )2 .  r '  €  /Lç . r ' . ; ' . r , ' )

IV - 2. Problèmes d'obstacle auxil iaires

p6rr r .  c ,6ac1ue.  Çt .hr .Q.hz f ixé te l  que (Ç,  -  Çz)2 + (ht  -  hz)2 Z ( , ' r  -+-  r ' : ) r  u I

lorrsi<ièr'e le ploblème suivant :
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f i ( q r .  I r .  ( , .  h . 2 )

,  [ , ihrnie sul  f f ' , (Ol aiors.

,  l  iur i r l r t t t f  i r -r t r  r-al iat ionnei le

(s)

. ,
( r ' f i r , \ z ' n z

( ( r , ( z )  €  Q , ,  t  Q . z .  h 1 . h 2  €  I R

( Ç - Ç ù 2 + ( à ,  - h z ) 2  )  ( r ' 1  + 1 2 ) 2 .

F(Çr .  h t ,  Ç2.  hz)  : '61  f  (C .  h .  Ç '  .  h '  )

I
I

Tlottr-er :

tel  r lue :

It'

l Y r r (  r ' ) i 2 1 1 . t '  :  t t i i t t
r ' :  / r

)
- . - t
\  / ' { . f ' )  t l . t;l

-  . l  (

l r €
1  l '
I t- t
: ,z . / a

- . . / r

L e r n m e  I V  -  2 . L : - L e  p r o b l , è r r t e  B ( C t . h t . Ç z . h z )  a r L r n e t  t t r r ? . c o l  r r t r o r t  r t r r i r l r r r ' ( L t t  o t t  r t r t t r  r r r

' i  
- : . / '  . : . / t :

[ )  r ' r r t t t r t ' tyr t . t i ,on,:-  Si  on consiclère la forme bi l inéaire st i i r -at t te ;

a(u .  r ' )  :  j l  Vu ( . r ) .Y r ' ( ; r ) r J . r :

le  problème B(Ç.  ht .Çz.hz)  est  éc lu iva lent

suivant :

/ T rouve r :  
u€K

\  , " t  qr r .  :  a(u,u -  u)  > 0 Vi '  €  IL

au  p t ' o l r l è ' t L t t '

() ,  ) (11- -  l  r )

( ' r  (  ()rrr l re û.(  . . )  est svmétr ique et coercive. et  K est un convexe fernté. [e pt 'o lr lèrrre f  l  i

; r rhur ' f  ru re  so lu t ion  t rn iq t te  (vo i r  [35 .  p :2a ] )  qu 'on  no tera  uq1.h i . ( : , / r : '  t

@ : - o t r c l é d t r i t d u l e m m e I V - 2 . 1 q u e s i ( t , . ( r . h r . ( z . h z ) e s t s < l l i t | i r l L t
, l , r  l rL , , l r iè rne  (5 ) .  a lo rs .  u  es t  so lu t ion  du  prob lème aux i l ia i re  6 ( ( r .h r .Ç2.  / r2 ) .  E t  (  ( ) I l l l I I t '

[ ; r  .  oLrrf  i r t r t  c1e ce clernier est unique alors nécessairement U: ùtqr,h,.sr.h: .  I

f . ) ' ; r11.às let te <, lernière remarque, on est.  donc. amené à cherchet '  u parnt i  les i / ;  / r . . ' t r '

i L i r r . . r , . r , . / , , . ( . h . Ç '  . h ' ) )  € W )  s o l u t i o n s  r e s p e c t i v e s  d e s  p r o b l è m e s  B ( ( . h . ( ' . h '  ) .  D , r t t t .  [ t '

1rL,,5l i .p ie (5) est équivalent au problème suivant qu on notet 'a el lcol 'e (5)

Trouver :

tels clue :

et

r  r l l

' )  
\ . ' /  -  [ , , -  n  ( '  l t t ) :t  v  -  

I , * . , . . \  
, , . .

{ ' f

h.h '  e IR .  (Ç , ( ' )  .  Q , . r  *  f ) . :  I  G  -  Ç ' )2  +  (h  -  h ' ) '  >  ( r1  + '2 ) r )

FG.  n .  Ç '  .h ' )  :  E (uç .n .ç ' ,h ' .Ç .h .Ç '  .h ' )

(  ) r r  Lrofc '  < l r r I IS Ia s t t i te
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f , - ( ' l L , r l , i t t ,  I \

U :  U Ç r . h r . \ z . h z ,

K  :  K c r . h t . C z . h z .

; \1  : { r€8 . , ( (1 )  :  u ( r )  :ù1 , .n , ( r ' ) } .

r \2 :  {  r  € 8, , (Ç) :  u(r)  :  V?, r , . , ( . , ' ) } .

- \1 r , f  . \3 sont les ensenrbles cle coinciclences respect i fs de l t  avec les r i l rst t t t  Lt 's t l l  . , ,

r , f  V _ l r . / , r .

Lemme IV - 2.2:-En tenant compte des notations au-dessLLS 0'n, 0.

u r ( r )  <  u ( r )  p .p .  dans  0

tL2(r) S u(r) p.p. dans A.

D / rrrort,stru.t ion:-Fixons i dans {1.2} et considérons Ia fonctiou stt ivtrt i te :

L '  :  t L  *  (u t  -  u )+  :  max (u ; .  u )  à  r r

,,rr r-r i i t  t  Lai lenrent que t '  € K. d'oir. t '  vérif ie

(  , f  l ) . l l  s t t t t e .
I

/  - vu1r ;  . v ( 'u , -u )+Q)dx<0 .  (11 ' -2 . ; i )
Jç

i io i f  rrrrssi  la fbnct ion suivante :

rLt  :  t1, i  -  (u,  -  u)+ :  min(u1. z) > { / '

i[ ',rir. r. e K;. et par suite elle vérifie I' inéquation suivante (mênre clénronstt'atiotr <1tte t'e'lle'

r l r i  l e u r t t t e  I \ ' - 2 . 1 )

^ r  :  1 { ç , . r , ,  -  
{ , ' €  r l } l n t  :  r ' ( . r )  t  Û : ' , . r , , ( ' r ' ;  p ' p '  r l i t t t :  B ,  t r L  i  }

l i r  -  1 { ; , . i r ;  :  {  i ' €  Ho t tO l  :  i ' ( " r ' )  >  Û : , , . r . ( . r ' )  P .p .  r l a t r s  8 , , ( . . : l  }

i / 1  :  / / r , . / r 1  l a  so lu t i on  c i r r  p rob iè rue  6 ( (1 .  / r1 )

r r r  :  f1 ;1. i r .2  la  soh-r t ion c lu  problèr-ne B(ç: .  / , :  )

f  
T r , ' r t ve t ' :  t r ;Ç  [ i ,

f . ' - . i r ,  (  |  r  .  I  f

\ t . l  
r r r r e ,  

;  l r l l r t , ( . r ) l 2d . r : , T tË ; /  
l v , t . r ' t r ) t l r . i :  l . l  1 \ ' - l l

, lnr"@r.V(" 
- u)(,r)dr 2 o

lnru,Or.v(, 
- u,)(r)dr à o
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( ' l r , t l t t t ; ,  t \

I

. / , ,  
t , , , ( . r ) . V (  L L ;  -  L L ) - ( . r ) d . r  (  0 .

l - -LL  r  ,  , t r r l ) i r l . rL I t  ( l \ - -2 .3  )  e t  ( I \ : -2 .J ) .  on  aura .

/ o  ç (  r r ,  -  u , ) '  ( t ' ) . Y (  L L r  -  t t ) -  ( . r ) d r '  <  { )

-  / a  lV (  u i  -  u ) ' ( r ) l 2d . r  <  o .

+  (u i  -  , ) * ( r )  : 0  p .p .  dans  0

+  u ; ( r )  S  u ( r )  P .P .  dans  A .

C 'e t i l r o t t r  i : I . 2 .  I

Lemme IV - 2.3:-II  ert 'ste :1 ) 0. e2 ) 0. teLs que

i L  , ' r r  L  r i s r t l f  e .

( I I - - l  r

A1  -  . , \ r ( " )  c  8 . , - r , ( ( r )

Lz: /vz(u) C B,"-,r(Cz).

( ) t ' t  .  i ,  :  i t ( ( , . h r ,  O ) .

D:l2tU$fnti,on:-Du lernme IV-2.2. on déduit que

Âr (u )  c  Â (u1 )

Az (u )  c  Â (uz ) .

ELr t'ffet. soit .r € Ai. alors par définition on a.

u |L ) :  v ' ( r )  <  u i ( r )  S  u ( r ) .

, i ' o i r .  i r , 1 . r ' )  :  V ' ( r ) .  e t  pa r  su i te .  r  €  Â (u , ) .  cec i  pou r  i : 1 .2 .  Or .  d ' ap rès  iBC ' .  I e ru r rL t "

' l l ) .  i l  e x i s t e  â1  :  ô1 ( ( t , h r . 0 )  >  0  e t  ê2 :  €2 (Çz ,hz .0 )  >  0 .  t e l s  c l ue

Â( r i )  ç  B , r - ' , ( ( r )

A(rz)  a  B,z- r ,  ( ( r )

r . r 1 . f . <1 .  I

E,1 f enant compte des notations précédentes on montre le résultat classique sttivattt :

Théorème IV - 2.L:- u uérifie les propri,étés suiuantes

.  i )  r t  €  a t  t (O)  n  C- (0  \  ( ^ ,  u  Az) .

' .  r r )  -Au :0  p .p .  dans  0 \ ( ^ tuÂz) .
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l r l ( ' l r ; r l ' r r  r  '  [ \

1 f
F(hr .hù  :  F (Çr . fu .Çz ,hù :  * ,  I  lV rn , . r , , ( r ) l ' d . ,  -  Gr  h t  -  C |2  h2

.  J Q

r  r i t .  r  r l l  i t  l l o s é  
'  l l h t . h z  :  U C r . h . r . Ç z . h z .

,  r i i '  -  ' r r  )  0  P . P .  r l a n , s  O .

/  ,  , r  -  V '  )  0  p . p .  r l r t n , s  8 . ,  ( ( , ) .  I  :  1 . 2 .

:  i .  , r  : , 0 ,  p . p .  d a n s  r \ , .  I  :  1 . 2 .

,  i  i t  , 1  -  ( )  , s t r l '  r J Q .

l )  |  r r t r t r r . , t r r r t i on :  \ b i r  i 9 ]  l l 1 ] .  f 29 ] .  1351  ou  [ZZ ] .

IV - j ] .  Existence

P o t u . '  ( L  €  O . ,  e t  ( 2  €  Q , . , . f i x é s .  t e l s  q u e  ( Ç t  -  Ç z ) 2  + ( h t  -  l ' z ) 2  >  (  t ' 1  -  t  > 1 r  r r r l

l ) (  )SC '

L_gq4gly_qJ:-On a.
l im F(h.hz)  :  +x '

t , ( h r . h z )  l - + c c

r r r t i f r t r tnérnen, t ,  en  ( r  e t  Ç2.

Dt:rrrort . : f t . r r , t ion,:-  Comme toutes les normes dans IR2 sont éqtt ivalel tes. ou Cltois i f  l i t

l l {  ) f  l l l ( '  s lL l \ -an te  :

l (h t .hz) l  : là r l+ lhzr .

[_) ,  r i r .

l (hy .h )  |  -  +cc  <-  lh ' r l  -  + -  ou  lh2 i  - - - -  +x '

i ltrrrrltlrrs c1tte. d'une part. on a d'après Ie principe du maxintttni

u )0 ,

r ' ; r L  -Àu  )  0  e t  u :0  su r  âQ '  D 'au t re  pa r t .  on  a

t f , h t . hz ( r )  Z  Û1 , .n ,  @)  > -  f u  p 'p .  dans  B , , (C i ) '  r  :  l '  2 '

ll vierrf rlottr:. c['après l'inégalité de Poincaré le résultat suivant :

I  f  . . r .
f t l t l . l ; )  :  i  /  lVua ,  . n , ( r ) l ' d x  -  G r  f u  -  Gz  hz')

t ' l  ,  , . ,2.
> = 'C(Q) '  /  l u rn , .n ,@) l 'h  -  G t  h t  -  Gz  hz

:  J Q
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I r .  r C l i a p i r r ' '  [ \

l l r l l
Z ; .C ' tO t  |  

( h t ) - r l t ' - = .C ' (O ) . / _  i / , ' r
J  . l B , . . , r l )  -  . / R , . i * , r

> c . i i t r ,  )2  + -  i l , ;  l ' l  -  Gr  h t  -  G '2  l t  2

-  --)c

! , 1 . ,  - -  C l y  l t 1  -  ( i 2  l r ,

r l i -  :  l t

( \ l t , ) r - G i h i
-- *lc
-  G ih ;  *  +æ

clttanil 1,,

c luancl l t ,

o t t  l r i t ' t t

( 1 . [ - - : J . I r

( 11 - - ; J . l )

[  -G ,h ,:  
1c(n,)t

, . t 1 . l . t [ .  I

L e m r n e  I V  -  3 . 2 : - - Y e  >  0 .  l  C , , ( e )  >  0  t e l  q u e  p o l l r  t o ' 1 t  . t '  Ç  8 , . - . . ( ( ) n  8 , . , -  - - 1 , . ' l  , , r t  , r

o |  -  ù ,1  7 , ( . r : )  - { / i , . r , , ( " ) l  <  lh -h '  l *C. , (a)  l ( - ( ' l

o  2  -  :AVr l . r , ( r )  -  Aû i - ,  n , ( r ) l  S  K i .C, , (ê)  l (  -  ( ' l

t , t ' t  I i ,  :  I r . i ( . , . - )  )  0 .  C e c i  p o u r  i :  l - 2 .

D i  r r t r t r r .s t rn , t i .on : -So i t  r  €  8 , , - r (Ç)  n  Br , - . ( ( ' ) .  on  a .

o  L -

ù!  i , ( . r )  -  û : , r , , ( r )= (h -h ' )+ (

: (h -h ' )+

: (h -h ' )+

l l  r  icrrr. alors

lû i - . i , ( . r )  -  { /1, . r , , ( r ) l  < lh -  h ' l  + 2JFC-+
= lh-h ' l  *C. , (a)  l ( - ( ' l

-  
l . (

,  , ' )
\

t  : l l 2
l r - /  I

2r i  lç  -  c ' l

bô

r 1 2\

. . {-
. t 2
I I

Ç

l"r

:

l r



l  i ( i

a

I l

l -  S i  , ) r r  [ ) ( ) se  p :  t , . r '  -  (  e t  en  u t i l i san t  i a  f b r t r n t l e  c i t r  L t r l r l i l ( i ( ' I I  ( ' l I  t  oo l ' r l o l l l i , i e  i r r , [ i r i t ,

1 , ,  l i r  i f  r  l r te  , I r i . . l ,  est  rar l ia le.  ( ) t l  a t t ra

1 i){/ ' a)2 tD'
- ' Y  t t l  . r  I  :  - . - : : -  - r  

= - ;

t) Ul) op-

t'i
_ - :

vr i  -  p '

\

, , i r .  ! t ( f  \ :  -+  -  
* -  O" vo i t  c la i rement  que gest  indéf in iment  c l i f térent iab l t 's r t t  lR { r , } .

5 i  ou pose i r r rss i  p ' :  lz  -  ( '1 ,  e t  en ut i l isant  le  théorème des act ' r 'o issenrents f i t i is .  ( ) I I ; r r l l i r

lAvi a - Avt, .h,l: rGE - p') - g( ,F -.1
: s'(o)(\f - p'- [ ' , a ')
:  s ' (o)(v i .a(r)  -  { / i , . r , ( , ' ) )

, r ' r f f  n l r  ( . e | r a i n  g  €  ] { :  ( r t j  ' r ,1.  D'oùr.  c l ' t rpr 'ès ( lv-3 '1) ' c t  i c  f  i r  i t  (  I I l ( '

s t t p { 1 7 ' ( t  )  t  =r /  { , : f  l roruée en dehors de

\ ;  - l ; ; : .P.. ' I i .r
0. on obtient alors (IV-3.2): avec l{,  :

Lemme IV -  3 .S:-sotent  E '  E '  C Q deur ertsernbles ' rnesuro,ble's.  e. t  sotett t  r)1 .  r-)  r .  
"  r  .  " :

I r  L s  t ! t t t

(  f  . \ ( ) t e n f  I l ; .  I , r t . t t ' o , r t t e . s  :

(11 -  -  : J . : J  )

Ôt .oz  Q  L - (E )

Ô\,QL €  L- (E ' )

(  q ,  dans E \  E ' .
V,  :  {  o ' ,  dans E ' \  E.

I max(P;: rb',) dans

: 1.2. les sol'utions respectiues d,es i'né

I  Y  u , ( . r ) .V (  t '  -  u i ) ( t )d r
.Jç

8.8 , .

quation s t,o,rt,o,t,'t on,rt.eLLe s

bb

rT7,
V ' r  

- P

V t ' €K ,



{ t r

i l : t t i . \ ,  ( ) l l  ( l

i ! i  - t t ) i . - , ! t r  I  Ù r - Û : 1 r - , O ,  - - \ 1 , r " r ' {  ' - " -  ( ) )  
[ . -  1 . ; , .  " ' 1  

- ' i ' 2  
1 . . . , 1 . ' i

l  )  t  r  r  t  r  t  r t . r t  r ' r r t  i  o t t :  -  Posc l t t s

( / l -  -  3 . 1 )

;rLrls rr '  € É101(0). Et comme clans Q on a

f  ur ( r )  s i  t r1  -  u2 -  Â:  (  o '
' t r ' ' ' ' / :  

\ ( r r+ (u r -  uz - k ) ) ( r )  à  uz@)  s i  t t 1  - u2 -À :  ) 0 '

, ,r l .  fait  r[1€ 12 Ç Kz, alors 'u, € Kz, et par suite ttr vérif ie I ' inécluation (IV-3.;]) pottt ' i :2

- r t 2 -  À  < 0 .
- t t , 2 - , ( ' > 0 .

r /
} S  L ' L

pottr  i : l

da

s i  t r 1

Sl /.i 1

p.p.  c lar

n  ( IV -3 .3 )

>0

À'  :  l \û r  -  Vz  i1 -  ( ! ) )

t '  :  t tr - (trr - t ,L2 - À:)*. du fait que

r ' ( . r )  :  0  -  ( -À ' ) -  :  0  su l '

= H,\(O). Et comnle dans 0 on a

f  
" ( . r ' )t \  t ' t : 1  
( u r  -  ( u r  -  

" ,  
-  k ) ) ( t )  :  ( u2  *  k ) ( r )

it r1,re u1 € K1 et

ru2 ( r )  *  k

lrrit cltte t' e Kt. et par suite u vérifie I'inéquatio

f

I  V  r r ( r ) .V ( t '  -  u1  ) ( r )d r
J A

fa

léc

) L  !

Ie

l (

r l ' , , i 1 .

5; t l , I

r ' f  I

Ou

I

I  Vu t ( r ) .V (u1  -  LL2  -  k )+ ( r )d ; r  <  0 .
J A

5r , i f  ; r r rsS i  tL '  - -  u2  *  (u r  -  u2  -  k )+ .  du  fa i t  que

u ' ( r )  : 0 -  ( - Â , ) *  :  0  s u r  d Q

lnvrztr ) .V(,  
-  u)(r )d 'x >-0

Cr /



{ r \ f  
' l r i r l r i t r , '  

[ \

-  /  t r r : (  r ' ) . f  ( t r 1  -  I t 2  -  A  ) - ( r  t r 1 , r  (  { )
' l . ,

I - r r  r  , , L r r l r i L r i r t t t  ( I \ - - : l  - t )  e f  ( I \ - - . 1 . 5 ) .  o n  o b t i e n t

/ i ,  V ( 1 1 1  -  r r 2 ) ( . r )  V ( u 1  -  i r 2  -  À  ) - ( r ' ) r 1 . r '  ' (  0

+  / , . ,  Y ( 4 1 -  r r 2  -  A ) * ( . r ) . V ( r 1 1  -  i / r  -  À  ) - ( . r ' ) r / r '  <  0

-  ( , , ,  -  1 2  -  À : ) -  -  0  p . p .  c l a n s  Q

+ r r1  -  42  (  À  p .p .  c lans  0 .

l l i r  ér l rangeant le rôle jorré. plus l iaut.  pal  u1 et u2 on tr .  c le t t rêtr te

Lt2 -  u1 I  k P.P. clans A.

, 1  ,  ' i l

i I i -  -  . t  - ,

D oir .  ctr f in

I r L l  -  t t 2 l r , - t o l  S  l ù r  -  V z l L - ( e )

.  r 1 . t . t l .  I

Lemme IV  -  3 .4 :

lo ,Ç'r  , t rr  f i . t 'e h1. h2 dansR" et e 'n posant

U l :  U C r . h t . Ç z . h , z

u 2  :  u Ç t . h y . Ç i . . h 2 '

r r l r r  51 .  ( f  q th ,  L ,o , r .Lent  dan,s  Ç1" ,  e t  Ç2.ÇL qu i  r ta r ten t  dans{ ) - , . , .  . l l o rs  lC  >  0 .  r l t r r  r l , r l | t t r t r l

, i ,  /  l  . i  ' r . / r 1 .  h 2 .  ô 1  e t  6 2  a u e c  6 1  :  d i s t ( Ç r . 4 0 ) .  t e l  r l u e

lu1 -  t t2 l r , - (o)  S C ( l ( ,  -  ( ï l  +  l (z  -  ( l i )

l r  .5 ' r  t t r t  f i , re Ç1 dans Ç)r,  et  Çz dans Q.r,  et  en posant

? l r 1  :  U ( r  . h t . C z . h z

U 2  :  U ç r . h , r . Ç 2 . h 2 .

r r r ' , r '  l t y .h ' r .h2 .h ' ,  qur  uarxent  dansF ' -  A lo rs .  on  a

l u ' r  -  u 'z lL - ro r  S  lh r  -  h î l  +  lh2  -  h i ' t t

D t'L r u t r t.st rt t ' i  o'n:

I r *Si i(r - çi l "t lÇz- 4l sont sumsamnrent petits. on a alors. cl 'apr'ès i5. lenuue 2l

À( r ' r  ) .  ; \ ( t ' i  )  C  Er  -  B , r - , ,  ( ( r  )  o  8 . ,  - ' ,  ( ( i  )

r \ ( t ' z ) .À ( , ' â )  C  Ez  -  B , r - - , ( ( z )n  8 , . , - ' , ( (ô )
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I  ; 1 ) ( ' l r i r l r i r  r  , '  [ \

l ' 1 :  t l ç , . h i  I r :  l l ( - . h "

r ' / l .  :  Uq; .n ,  i ' 1 ,  :  t l ç l  .4 . '

( ) r  r [ ' i r p L i ' .  l t '  l e t r t n t e  I V - 2 . 2 .  o n  a

^ \1 (u1)c , \ (u r )  e t  . \ r (uz )  c  - f1 r ' i I

. \ z ( r t ) C  ^ ( t ' 2 )  e t  . \ z ( u z )  c . \ ( t ' ' , )

l I  r  [ o l l (  .

l \ 1 (u1 ) . - \ r ( u2 )  C  E t :  B , r - . , ( ( r )  i  8 . , - . , ( ( i )

, \ 2 (u1 ) .Àz (LL2 )  C  Ez :  B , r - r " (Çz )  n  B , . r - . ,  ( ( 1 )

Posorrs. ensttite

I i r :  { i ' e  116 r (Q)  :  u ( r )  >  ù f , . 6 , ( r )  p .p .  dans  -81 .  t ' ( r )  >  Ù i , . n , ( . )  u ' p .  t i a t t s  E : }

1 r -2  :  {  r ' e  f / o (A )  :  r ' ( r )  >  ù f , . n , ( r )  p .p .dans  81 .  t ' ( r )  >  Û f , . n . t r t  p .1> .  t l aus  E : }

L)1 nxinfLe. alors. que u? est solution de I'inéquation variationnelle sttivante

f
I vrt(.r)'v(u - u1)@)dr > o Yt e I(i

,J ç)

i  :  1.2. En effet .  montlons ce résultat  pour u1. le résultat  pour u2 s 'obt ient en é<' Ïrat tgt 'at i t

I r . s  i u r i i c e s  1 p a r  2 .

( ' .1 r r l r lo  E1 C B, r (Ç1)  e t  E2 C Br r ( (2 ) ,  a lo rs .  on  a

ur ( r )  >  { /1 , ,n , ( r )  P 'P .  dans  E1

ur ( r )  >V1, .1 , "@)  p .p '  dans  E2

r [ ' o i i .  i / 1 €  K y .

Orr a attssi pour tout u € Kt

t ' +  ( z r  -  t ' ) +  :  û Iax (u l , u )  à  V l , , r , ,  p .p '  dans  B ' ' , ( ( , - )

t ' *  (21 -  ? ' ' )+  :  max(?r l ,u)  à  V?r 'n ,  p 'p '  dans B"(Çz)

r , r  < Iouc ' .

u * ( u 1  - u ) +  €  K ç r . n r , Ç 2 . h . , 2 .

Et pal suite t,* (zr - u)+ vérif ie I ' inéquation suivante :

[  ,u r ( r ) .V(u  *  (u r  -  ? , )+  -  u1) ( r )d r  >  0 .
.tç
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r l l ( ' l r ; r n i r r , ' [ \

[ - i r  r i r L r  r r l  s i r . r . p l e .  n l o l r f l ' É ' ( l t t e

( -)r

Au r  ( r  ) . ( , r r  -  1 : ) -  (  r ' ) r / . r '

Â i r 1 ( . r ' ) . ( r r r  -  1 ' 1 -  1  1  t r l t

- f \
_  t / r

,  i r r ' .  r [ ' r i l ] e  p a t ' t .  d ' a p r è s  I e  t h é o r è m e  I V - 2 . 1 .  o n  a .  A u 1 ( - r )  : 9  p . p .  t l a u s  ( ] ' .  i . \ 1 ( r t p  t  -

. \ . i / / 1 i )  .  e t  c i ' a r - r t r e  p a r t  l e  f a i t  q u e  À 1 ( u 1 )  C  E r  e t  À 2 ( r r 1 ) C  E 2  o t t  a

( , , r  -  u ) *  ( r )  :  g  P . P .  d a n s  i \ '  ( r r  1  )

r ' f

( r t  -  L ' ) * ( r )  :  Q  P ' P .  c l a n s  - \ 2 ( r r 1 ) '

I J ' , , i t .
f
I  Yur ( r ) .V( t ,  -  r r1 ) ( . r )d . r :  )  0 .

.t ç)

ErL i r l r l r l i t ' t rnt .  ensuite.  le lemme IV-3.3 dans le cas suivatt t  :

o1 : ùf,.a, o\ -- Vl, n,
az :  Vt , r .n,  uL:  V?i .n,
E=Et .  E ' -Ez

,  ,11 r  r l  r t i r . l l t .  i t lo t 's

, t ty  -  L t2 l r * ,o ,  S lV l , . r , ,  -  v l l .n , l r - rE, )  *  IV . i r .n .  -  v : - .A . lL - ,8 , , .

f : . r  t ' r r  i r l rpl ictrut .  enf in.  le letntne IV-3.2. on obt ient

l u t  -  u l L - ( C ) )

/ ,  
f  , , r r r ' ) . V ( 1 ' -  r / 1 ) ( r ' ) r 1 . r '  :  

. l n r , , r ( t ' ) . V ( 1 '  
*  ( t t 1  -  i ' ) -  -  u 1 ) \ . t ' ) ( l , t

/  ç , , r l r ' r . f  ,  r t t  -  t ' r  . r '  , l t

.1 , . t

:  /  ç , , r ( . r : ) . Y ( , '  - -  ( t r L  -  i ' )  
-  -  u r  ) i . r  ) r / . r '

' l ç  

-  I  L r r l ( . r ' ) . ( , r L -  t ' ) - \ t ' t r l t
. l  ( )

l , r ,  
t , , r  ( .r '  ) .  (  u1 - t :  )  

-  (  r  \  r1t '  :  
l  n,( ur )u,\2 ( u

* l,u
L )

. \ r ( u r ) U , \ : ( u L  ) )
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; t ( ' l r i r l r i r L , ' [ \

, , i r .  ( '  :  r r r t r x (C , . ,  ( = r ) :  C , r ( : : ) ) .

' '  ' ' \ i  
.r  - (1, orr (:  -- ( i ;  e-st grancl: c'est-à-cl i t 'e

( r - ( i  - r -  lc : - ( l i  >r

I ) | r L r '  r t t t  r  o r t t t i t t  ô  )  0 .  t r l o l s

L t , 1  -  L L 2 1 ; - 1 a r  l u 1  -  t L 2 l L - , n ,

n  / ,  l .  -  \  '

l \ I - \ 1  - . ' -  s z -ÇL i  Ô
I  , ,

S  ;  max ( l u t ( r ) i  - r r r : ( r ' t l )
- ô r € Q ' '

ô/
S  

,  
r n a x  ( h r  +  r t . h z  - , ' , ) .

D ' ,  r i i .

1rr - rr lr-(a) < c ( lçr - ( i l  + lÇt - Ç'r l)

, , i r  C '  -  ]  n rax  (h t  +  r r . hz  *  , r ) .

lo On reprend la même démarche utilisée plus haut. ici on a

À ( r r ) ,  A ( r i )  C  E1  : 8 , , - . ,  ( ( r )

. \ ( L ' z ) .  Â ( râ )  C  Ez  -  8 , , - . , (Çz )

,  r  i t .

L ' 1  :  u ç r , h 1  L ' 2  :  u ç 2 . h 2

L '  - -  l t ç r . 1 r , ,  t t t , :  u ç r . n ; .

( ' f  (  lo l l . c .

Âr ( t ' r ) ,  À r ( r z )  C  E t  -  8 . , - r , ( ( r )

À2(tr1 ), lvz(wz) C Ez - B,r-r"(Çz).

Ori pose. ensuite

I i L  :  { r ' e  I {01 (Q)  :  L ' ( r . )  à  ù1 . , . n , ( r )  p .p .  dans  E1 .  L ' ( r )  t  V? , .n , ( , r )  p ' p .  c l ans  E : }

1 r2  -  
{ i ' e  .F /01 (Q)  :  u ( r )  >  û f , , r ' ( z )  p .p .  dans  81 .  u ( r )  t  v? ,6 ; ( r )  p .p .  c l a t r s  E : }

Orr lururle cle la même manière que dans Ie premier cas. que L'; est solution cte l'inétltttrtiou

vir l iaf ionneile suivante :

t -

Jnr* , ( r ) .V(u 
-  w,) ( r )dr  20 vu Ç Ki .

Dorrt'. err altplicant encore ttne fois le lemme IV-3.3 dans Ie cas sttivant :

7 I



; l ( ' l r i r l r i t r r ' [ \ '

o1 :  û ] - ,  l ,  n i  :  V i  , ,
oz  :  V ! - ,  r , ,  o l t  :  V l ,  r , ,\ L . t r L

t r - t r ,  F t : F 1

, , 1 y  , , 1 r t i l t t f  .  ; r l o I s

, t t  -  t t ) l  
L - , e ,  

(  , V l - ,  n ,  
-  V l , . h i l r .  

, L . : t  
û : .  , .  -  ' P : .  , , .  t . ,  t .

[ ] t  , ' L r  i r l r l r l i can t .  e r r f i n .  l e  l e tnme  IV -3 .2 .  on  ob t i en t

l  ,rr - uzl t- tç)

L,emrne IV - 3.5:-Lo, fonction,

F  :  ( ( r . h r . C z . h z )  F - -  F ( Ç .  h 1 .  ( 2 .  h 2 )

^t  I  r  t t rr . l ,c rn e nt L ' ipschltzzenne.

D rl rrron.sfration:- Contme la fonction suivante

( ( r . l r r .Çz ,hz )  -G th  -  G2h2

r':f irflirre. il sLrffit. alors. de montrer que la fonction suivante

1 f
D :  ( ( r . i r t .Çz .hz )  F -_  D (e r , h r ,Çz ,hù : i  l l V r< , . h1 . (2 . / r 2 ( . r ' ) l 2 r1 . r '  ( 1 I - - : J ( i l

.  J Q

, ' : f  I r r t 'a lc . r r re l l t  l i psch i tz ienne.  En e f fe t ,  So ien t  (Ç, .Ç: )  €  Q. ,  x  Q, ' r .  e t  so ieu t  \ l t , . l r ' , )  e  I I1 .

i  ' -  l .  l .  Po-sotts

J  :  D(Çt , .h t ,  Çz ,hz )  -  D( ( , l . h r .  C2 .  h ' ' , )

r , l -

U I  :  U C r . h r . Ç . z . h z

U ,  :  U . t  h t  , ' '  l , '-  \  t  . , .  t  .  \ :  . "  2

u  :  u c l . h y . Ç l r . h 2

; r i , , t s  o l l  à

I

t : 
t |rlvul 

(r) l ' - lv ur(r)12 dr

:  
t  l -( lvu,(.r) l '  

-  lvu(r)12) + (1vu( ') l '  -  lY,2( r)12).2'

: t l rv( r ,  -  u) .v(21 *u)d, r . l r l rV( '  -  u2) 'Y(  LL+ LLz)d:L

:  - t l . r r r -  u) .4(21 + u)dr  - ;1"(u -  uz)  a(r '+ u2). . l r
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( ' l r i r p i r r , , [ \

[ )L() l ) i i ' luc '  i .S) est équivalent au ploblème suivant qLI on l ]otel 'a ettcore (S)

Trouve r  :  Ç r . h t .Ç2 ,hz

te l s  c lue  ,  ( ( r . ( z )  6  Q . ,  t  O . ,  .  h1 .h2  €  i - ô -  ô - l

G t  -  Cù '+  (h r  -  h r ) '  )  ( r1  +  r ' 2 )2

et  F(Çt ,û .Çz,hù - -  
# f ,  ?K.h .Ç ' .h ' )

, , ir .  / , '  est rtn nombre posit i f  assez grand. et

I t " : { i . . 1 , . ( ' . h ' )  :  h . h ' e  [ - b . . b . ] .  ( ( , ç ' )  aQ . ,  
"Q .z :  

( ( - q ' ) r+  ( , h -  l t ' ) r  >  t , , - , , ' - ]

Lemme IV  -  3 .6 : - .92  on  pose.  u :  uçr .h t .Ç ,z .hz .  aLors  on  a

Vl , , i , , 'AVè, .a ,  (0  dan 's  Âr (u ) '

v?r .n r 'a ' I /? r .h ,  <o  dans  Az(u) .

/ , ,  l  V u(r)  12 d,*  :  - , ln,  
r ,  l  û l , . r , ,  .  ArIr1-,  .  n,dr - , / : \2 

i ,  i  Vir  . , ,  r ,  A ù: ' ,  .  1. , .  d. i '  .

Drlrnort . : t rut ion:-Le premier et le deu-xième point se cléduisent cl t t  fai t  c lue Ûl et  \ [ r ]  s i ' tLf

( ' (  ) l I ( ' i l Vec .

P,,r1v 1" troisième point on a.

Gr -Çù2  + (h r  - hù2  >  ( t r  + r )2

1 [ ' o i r .

Ar (u )  n  Az (LL ) : 6

i . )

l ' . : r  t ; r i . ; r r r r  appel  t r rL  lernnre I \ - - j1 .2.  i l  v ieut

J  < :  [ ^ , r r - r r . iA (ù11  
- r - . ) i r l r +  

I | . . - , t t  
-  t t )  ' ^ ' ( t t  * 11 , ) r l  t

-  . t  \ !  :  . l ( - )

S Cr  i r r l  -  i r i r - . n ,  i  Cz . l u  -  r r 2 l l - , e ,

<C(( r - (11+ l ( r - ( i i+ lhr -h ' r ' t -  h '2 - t t ' ,  1  I

t ) (  ) u r '  l  (  i  .  l / î  . ( ' r . h  r )  p r : oche  c l e  ( ( r  . û .Çz .hz . )

Remarque IV -  3 .1-  D 'après le  lemme IV-3.1.  e t  Ie  lenune I \ - - .J  5  r , t t  t lé t l t t i f  r l tu '  [ , '

s{

( ' f  l ) i l t '  s l u t e .

/ lv ' r ' )  l "J ' : -  [u 'Lud'
.rç Jn

f  n .  r -  f: - l  u .Ludr -  I
J . \ , ( u ) u . \ z ( u 1  J  Q \ ( ' \ r ( u ) U - \ z ( u t r
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( ) r  .  u  : 0  p . p .  c l a n s  O  \ ,  ( . \ L ( t i ) t  . \ 2 ( u ) ) .  t r n  a  c l o t r t .

l , r ' " (  
r ' )  r r1 ' r  :  -  

l r , , , , , t t 'au 
o ' '  -  

l . , , . , , , , t r " r " t t  
t l ' r '

:  -  
l r , , , , iv l ' r . ' 'a ' I '1 '  t t ' t l ' r ' -  / r , , , , ,Û] '  " ' ' ' '  

ip i '  ' '  ' / r '  I

; r ( ' l L ; r l , i r  L ,  [ \

Lenrnre IV - 3.7:-Soi.ent h1.h2 .f i ,rés dan's IR. sr on. pose

u ( t . i ,  :  L I c r . h  L . ( . 2 . h :

U  C , r . C L  
:  U  Ç , r . h  r . i z .  h z

. \ r ( u ç , . ( r )  :  Â r '  A 2 ( u ç , . ( r )  :  À 2 .

. \ ' ( r r . ,  - , )  :  . \ i . ' \ z (u r , , - r )  : , \ 1 , .
\  I  ' \ 2  ' ,  \  t ' \ 2

XtGt.Çz)  :  .Y, \ ;

xircr.Çi) : x,\i

r  :  l . ' )  et  où, y.a désigne la fonct ion caractér ist ique de l , 'ensembl,e .4.  al , r t r .s.  orr  r t

XrG ' r .ÇL)  -  Y i ( ( ' .Çr  l

, l , r r  .  L 2 ( 9 \  f o : i b l e .  q u a n d  ( Ç l . Q  t e n d ' u e r s  ( ( r . ( z ) .

D, :u t r t r t . ' t r r t . t ion : -  So i t  { ( ( ,1 . (3 ) } " .n1  une su i te  dans  Q. ,  x  O, ' "  <1 t t i  c 'o t tve tgcr  \1 ' r ' s

i r i . : t ) .  a [ 1 ' s  i l  e x i s t e  g r . g z  €  , ' ( 0 ) .  e t  u n e  s o u s  s t t i t e  d e  { ( ( }  ( ; ) } , , r N  ( l r t , , I I  t r ( } f ( ' I i r

( , r L ( ' { ) L ( '  { ( ( , 1  ( ; ) } " e  N  t e l l e  q u e

X z ( ( r . ( :  )  
-  X i ( ç I . c | )  9 '  d a n s  I 2 ( 0 ) '

t ; r l  L i r  s r r i te  {y , tç , . (z )  -  X i tç j . . ( i i }  es t  bornée c lans  t ' (O) .  qu i  es t  t tn  espace r 'é f lex i f .  t l

r ( 'sf( ' .  t lotrc.  à montrer que

9 i  : 0  P ' P '  d a n s  Q

.  ! t ,  :0  p .p .  dans  Q\  À , '  En  e f fe t .  s i  r  #  L r .  on  a  a lo rs

u ( , . ç r ( r )  t  và , . 1 , ( r ) .

Or. 1rr)rp' rr irssez grand l(,1 - (r l  et lel,  - Çzl sont assez petits. et par stt i te. <[ 'aPrès

i l \ ' - 3  . J )  e t  ( IV -3 .+ ) .  on  a

LLç " .<7 ( r )  >  V | . . n ,  ( z )

+ rr((r  ,cù -  xr((* . (3)  :  o

t +



( ' l L ; r 1 r L r r ,  [ \ '

-  l 1 t : 0  p . p .  ( l i t r r s  ! )  ,  - \ 1 .

(  ) r r  i r r r  ) l r r l ( .  ( le  la  n tè rne  taqor t .  e r I  écha lgea l t t  les  tÔ les  r tes  i t i t l i t ' t ' s  I  t ' f  2 .  r l r r t '

l l z : O  1 l ' P '  r i a t i s  Q " - \ ,

o  .  '1 ,  ) ,  t )  p .p .  c la t rs  ̂\ , .  E t t  e f fe t .  on  a

\ r ( ç 1 . , : i  -  \ r i ( ] . ( i )  : 1 -  \ i t c , \  ( ; )  >  0  p ' 1 1 '  < L i r L r s  - \ ' '

, ' r  l ' r ' nsern l r le

{ u '  e  I 2 ( À , )  :  u ' ( r )  2  0  p . p .  r l a t t s  - \ , }

{ 'sf  rur cn-seuible convexe. fermé de L'(Lt)  mr-rni  de la topologie tbrte.  et  l )al  : t l i t t ' .  r ' i ' : r

r r r r  ( , r rsc .1 r l ; le  f 'e ln ré  de  ,2 ( , \ ' )  n run i  de  la  topo log ie  fa ib le  (c f .  i iO l ) .  ce t i  t r )o ru ' i :1 . r .  ! ' , , i t .

gr > 0 P.P. clans - \1

g z >  0  P . P .  c l a n s  - \ 2 -

[ , )  i r r r f  l t '  l ) i r l t .  on  a

o .  o  D ' t tue  par t .  on  a

T :  [  [xr rc , . ( : )  -  y1((1. ( ; i ] 'v l ; .n , 'av l ;  .h , {h
.Jç

+ f '
; /  [ t r ,c ,  .cz)  -  \zrç ]  ( i , l  v l ;  r ' , 'aÙ] ,  v , - '1r

- ,l:,'-.;: 
^^:;'^^Ï'*. 

i["'='],i; "-..,.,:. / . \  L  J . \ ,

f  .  _ 1  f
t  :  

l .Xr( ( , . ( , , .v l l  n ,  nv l l .n ,d. r  + 
. /  t r ,c , .c , , .v?;  r , , .4ù] .  1 , , '1r '

-  f  v l ;  r ,nvlr  .n,0, -  [ .  ,  ùï;  n, rv] ;  1.,(Lr
' / . \ L ( , r . i  - z t  / ' \ 2 r u 1 , \  

i i )

Or. r[ 'apr'è's le letnme IV-3.6. et (IV-3.6) on a.

-  
[ r , , r , . ,  . ]_,  

ùh.n,  avl ;  .n,d ' r  -  
l^ , r , r r  r r ,v?z.n, 'nv?; 

.n,c l r  -  2D(Ç], 'h, 'c i , 'ht l '

I lLr t ;usatrt lrppel au lemme IV-3.5. i l  vient
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i  I ' ( ' l t , r 1 t , t r ,  t \

D(ç ,1 .h t . ( i . hz )  D ( ( r . l i 1 . ( 2 .h2 )

,  ,  1 r ; r t .  : I l f  f  '

I t  , , i r .  p ; r L  r r r r i c i t t l  r l e  l a  l i r l u t e .  o l l  a

70.

t  t r  v l - ,  r , , .a r l r1 ,  .n ,d . ,  -  [  g . : .v : , . , , , .aù . . ,  .1 ,  r l . r ' : t t .
. / . \  '  J  . \ z

( ' . r rur rc  ,L1, . , , ,  AVi , . t , ,  <  0 dans l \ r  (vo i r  lemme IV-3.6) .  e t  le  fa i t  < | ie  l l i  >  l )  [ )  l )

, l i r r I :  - \ ,  i  :  I .2 .  on c lédui t  c lue

l . y , t l t  û l , .n , .A t l ,  .n ,d ' r  <  0  e t  , l ^ "9r 'Ù i , , , . 'AÙ: ,  , , . ,d ' r  I0

, i  , , i t .

/ . r ,  g r .Vq! , .a ,  Av l ,  .n , { l r  
-  0  e t  I t  

"9z 'V7r . r , , 'AÙ? 
6" r1 ' t '  :  0 '

r ' f  r Iorrt .  tré'c'essairement

g t : 0  p 'P .  dans  À1  e t  9z :0  P 'P '  dans  . \ 2 '

l)  r, ir .  la < oncllsion

9t 
-- 0 p.p' dans 0 et 9z : 0 p'p' clans O'

I

Remarque IV - 3.2:-on déduit facilement du lemnre IV-3.7 clLre

o . i  ,rrr f ixe cie plus (1 dans Q.r. et on laisse varier (2. oI] a

.Y,GL) Xi ( ( ,  )

, i ,rLrs l l(( l)  faible quand eL - (2, otr on a posé

Xr (Çz )  :  X t ( ( r . ( r  )

Xr .K , ) :  X ; rÇ ' . ( i )

o - i , ,r i  hxe cle plus (2 clans Q.r. et on laisse varier (1' on a

XiG'r )  Xr( ( r  )

, l r r rLs I l (O)  fa ib le  quand Çl  -  ( r ,  o i r  on a posé

X i ( ( r  )  :  X ' ( ( ,  . ( ,  )

X ' ( < i l  :  \ ; t ( i  . ç '  l '

( o

a-
!



C ' l r i r 1 , i r r , ' [ \

L e n r m e  I V  -  3 . 8 : - S o i t  u  t L r L  L : e c t e t L T  r t n i t a i y e  d e  R ) .  . , , t 1 p 1 1 7  - r . i :  r l e t t r  t : l r 1  r r t r  r t t ,  , 1 ,

! 1  O , , . e t . . q o t e . n t  h 1 . h 2  r L e u . r r é e l s t e l ' s r y u :  ( , , r - ( : ) r * ( l r 1 -  l t , ) r > ( t ' 1 * r ' ' i : . , \ r

o t t  r t r t t r  p r t J

;l : (L -r au. (', - (2 -i .1.'.

t L ( ,  _  U C , r . l ,  r . i . . i r . 2 .

ù l ç :  t t ç , . h 1 . ( 2 . i r 2 .

r l r l :  \ l l , .n  e t  , I r2 :  \ I? r . r , .

Âi  :  r \ ;  (uc )
r \ i  : ; 1  1u- , ,

D(Çt '  Çz)  :  D(Ç '  fu  '  Çz '  hz ) '

D (Ç' t .  Q 
--  D (Ç1, fu .  Ç' , r .  h,2).

D r'.,t il,éfi,ni,e dans (IV-,?.6). alors. on a

I  f  ùv r  - ,  f  t ) v r  ^ - , .
l i i r i  j  (D( ( l .Q  -D(Ç.Ç) )  :  -  1  *nV 'a r  -  I  

- . : -  
LV ' rL t ' .  {11 -  - : J . ;

. - _ Â . \ - , r r  
a z '  - \ - L - - . , t  

J n r d r t  J - \ " U U "

D r: n r orr.stro,t,i.on:-On a.

l la l ) l )e lons que.  c l 'après le  théorème IV-2.1.  on a.  Ar(  :  Auç '  =  0 p.p.  c laus Q \  ( - \1u

-\ ' -, -\1 ,- ̂ \',) cl'oir.

D(,c 'L c i )  -  D(Çr,  Çz) :  
I  fn l ,  " r , ( r ) l '  

-  lY uç@)12 cLr

= 
t lrv(uc, 

- uc).v(uç, -r ttç)cL.t

:  
t  l rV(,r<, 

-  uç) .Y(2uç* (r iç,  -  rr ; ))r / . r

:  -  
lntur,  

-  uç). /ruçd'r  -  
I  l r r t rq '  

-  t tç) 'a(uc'  -  rr  )r l  r

:T r *Tz .

t t
Tz: - iJr tur , -  uç).A(uç'  -  uç)dx

:  - :  [  fuc ,  -  uç ) .A(uç ,  -  t t ç )ch .
2 ./.r, r.rr...ni r.r;
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t \ C ' I r r r l r i r L , '  [ \

L  r r  i L t  i L i : i r L t t  ( I \ - - 3 . 3  )  e f  (  I \ - - : 1 . - l  ) .  (  ) n  i r u l ' a

t l
T:  '_ . ;  I  i ( r , ; ,  -  r rç ) .A(uç, -  u ; ) id . r '

;  . 7 ,  . \  I  _ . ^ \ i  r  i  . \ r  
^ . \ 1  

)

1 t '

* : I tvl-l - ,I/:, ).,".'(,r,11 ii,1 t r/r
_ . / , . \ L ^ . \ i  t

1 t '
- :  I  l (u r , -u( ) .n(uç , - r rç ) id r :

-  7 ' . \ :  - - \ . ' .  r ' . \ . . 3  ^ . \ i , r

- :  [  ,  i r  v?; - , !?, ) a(,r, ] ;  -  û],  r i , t  r
-  J  r  . \ . ;  ̂ . \ l  )

< c '1 ( ic l  -  ( ,1 + l ( i  -  ( r l )  ( t tn,  uÀi)  \  ( r r  n  ̂ \ î ) l  - -  i t . \ :  - . \ i . ) ' ,  r . \2 r  \ ' , r  )
-r  Cz. l( i  -  (r  l '  + Cr. lÇ, -  Çrl '

, , i1.  C' t .C' t  et  Cs sont cles constantes str ictement posit ives. C'ott t tne

(A u  ̂ ' )  \  (^ n / \ / )  :  ( ; \  \  ; \ ' )  u ( . \ ' \  - \ )

X. - r \e :X . ' { (1  -vs )

X.4 .XA :  X . {

( ) u  ; 1 .  i I I ( ) l ' s

( . \ i  u  Ài ) \  (À i  n r \ i ) l  :  l (4 .  \  n i )u ( ; \ l  \  A; ) l

: I tt.r
J ( . \ , \ / \ :  ) u ( - \ : \ . \ ,  )

t t

/  t . r ,1 .1 ' r / r '  *  
/  1 .y '  .1 ,  r / . r '

. l a  . t Q

:  /  t ^ , ( 1  -  t . r l  ) t l t ' *  /  t  , , { L  -  t ' \ ,  ) , 1 . t '
J A  . ] Q

+Q (quand .  . - - - - *0 )

r.r i  .sf vlai d'après le lemme IV-3.7. D'oir.

Tz :  o(e) .

r, : - 
lr(Lrc, 

- tt).Luçd,r

:  - ,1^,(uç, -  u).Luçdr -  
l^,(u( '  

- ,ç).auçr/ .r

:Ts*T+ ,

i 6



( ' l r ; r 1 r i r r , '  [ \i 1 t

, , i t

t'
To:  /  t t * t ,  -  ù1 , ) -  ( r ,c , -  r ,c ) ; .aûr  d ; r '

. / . \  L

:  I  t (v l t  - , I /q l , ) -  ( r<, -  uç)) .Aû]- , r l . r ' .
.,/ .\ , ,,, .\ i

(  i r r .  : u r .  - \ 1n . \ ' 1 .  on  a  (V l , -  V l ) -  (uc , -  uc ) :0 .  En  fa i san t  appe l  à  ( I \ ' - 3 .3 )  e r  ( l \ - - : : i . l t .

,  r t I  i l .

i ra l  Sc.( f  c i  -  ( r l  + lcz -  Çzt)  l , r ,  \  \ i i

Or'. ,t ' irpr'ès. toujours. le lemme IV-3.7. on a

l;\1 \ Â', | : /n X.,r, (1 - y.ri )dr - 0

(Ln i l i r ( l  .  - *  0 .  e t  par  su i te

lT6 l  :  o (e ) .

Pr  r l l l  
'T1  ( ) I ]  A

T t : - [Q ,c , - uà .Luqd , r'  . / . r ,
f:  -  

J,r,(v?; 
- u2r;.nvl,o, * 

I^,((\ i /?, 
- v?,) - (r, i ,  -  ,ç)) arlr i-r /r '

-  z  r  |  . è '

Orr rrroLrtre cle Ia même façon. comme pour 76. qtte

Ta :  o (e) .

F i t r i r  l , ' t t t t ' t t t .  ( ) l I  A .

D(ct .  Ç)  -  D(Ç'Çz)  :  Ts + T + o(a)

: - 
J r,tvl l  

- vl ' ,  ).avf,ar
r

-  I  (v?r -  { /?,) .4[ / : ,  d. t ' r  o(: ' ) .
L ! 2

r '  ; \ 2
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\ i ) ( ' l r i r l r i r r , '  [ \ '

t  r  { / 1 ,  - ' P l

l i rL r1 (D( . i . ' j ) -D( ( i . ( , ) ) : l i r r r |_ |+ . . . ! ] , / , ,
/ \

, '  t l r i ,  -  'Fl
/  

- - ' ,  ' - _  
,  ' r t  : r

/  
t t  - -  ' V : , !  '

I
t -. /  - \ ,

ELr rrr i l isarrt  Ie théorème de la convergence clonr inée cle Lebesgrre. () l I  l ) ( ' r t f  J) i ts:( ' I  [ i r  l i tLr i r , '

- , rr15 le signe intégral .  on att la.  c lonc

t ruvr f i )v :
l in i1 (D(C' rÇ 'J -D(Ç. (z) )  : -  /  := -  4Et t7 . . -  |  

'+aÛrr1r '
. _ _ ( r  i \  

\ \ r ' \ i r  -  r - r  - - / /  
. / . r ,  ù u  / . r .  i ) 7 ,

, l , , i t .  r . t [ . t . t l .  I

Remarque IV  -  3 .3 : -  So i t  u  LLr l  vec teur  un i ta i re  de IR2.  On t léc iL r i t  < t r t  l t ' t r r t r r t '  [ \ - - ; i . i

{ , r  ( l l r  Ler r ru re  IV-3 .8  que

o S i  o t i  f i xe  h t .h ,z . (z  .  e t  on  la isse  var ie r  ( r  :  ( .  a lo rs .  on  a .

l - t  l r i r r '  : l l i te .  e t r  c l i r - is i r t t t  p i r t '  t  e t  eI )  passi r l l t  i \  Ia  l in i i te .  ( ) l I  i l

, ' l l .  (  r L I  i l  l ) O S e

Â r  :  À r ( r ( , , n r . ( r . h ,  )

D t G )  :  D ( Ç ' h 1 '  Q '  l r ) '

o.  Si  ot t  f txe h"t . .  hz .  (r  .  et  on laisse'u'ar ier Çz :  Ç, alors.  ou tr '

Tnr: - 
l^,#ruaû2(r)al 

(11--:J e)

i  r l l  r  r l l  ; l  f ) r ) S ê

l ) 'oir.  Ia torntule (IV-3.7) s'écrit

l \ z :  Lz (u ( , , n , .Ç" .h r )

DzG)  :  D (Ç t , h t .Ç 'hz ) '

l '*i @tc,.Çi) -D(Çlz)) : ffrc,t +ffrc,t

80
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\ l ( ' l L ; i 1 r i r r , ' I \

Tl réorème IV  -  3 .1 :  5 's i t  t . /  t t .n ,  L 'ec teu l '  t ln i to . t t ' e  r /e  IR : .  1 f  : t t t t  t t t

- r , - : t  r r r r e l é n r e n t r l e  ( ) , . ,  ' :  l ) , . , . h 1 . f t 2 € I I . t e l  q L e  ( q r - * : ) r - ( / r r - l t : ) l  > i r 1 - ,

l l  l , ;  . r l r r r r i t t  ia  t t t in le .  p (u '  Io .ppor ' t ,  è t  l ' a , : te  L .  i l t t t  p ( t l se  [ )u t  \ r  t t  t t r t l t t t t lo r t r r l  , r  1 , .

! l -  :  { . r ' e  Q  ,  ( r ' -  q 1 .  r . ,  ' ,  (  { ) }

Q *  :  { . r  e  Q  :  ( . r '  -  ( 1 . 1 2 ;  >  0 }

t \ 1 . - : - \ 1  a O -  :  l \ 1 . , : , \ r ^ ( l - .

s i  i r i  )  - / ' t  e t

B(0_)  ç  Q-

; \ z (u )  oQ- :0

( I I - - : i . l i t i

( 11 ' - : l . t t r

t , t t  t t .  t t l 0 l ' . s

D ( '  rr t  r t r tstr-n, t ion:-  On est dans

r \ r . *  Ç  R( r \1  - )

#tcl < o'

Le cas de figure suivant

Fi,gure 2

la fonction

Ru( t ) :  u (Â r )

. rléfini comme suit

E:R(Q- ) \Â(Ar . - )

l ) i r r rs  B( ! )  -  I  on  dé f in i t

, , f  { ) t I  r ' , r r rs ic lè t 'e  c lans  E

8 i



\ ' ) ( ' L r i r 1 , i r L ,  [ \

i ; ,  t i  , r r r  f  i r rn  r?u  -  u .  Dans l r r  f ig t r re  c i -c lessus  E es t  Ia  par t ie  l i t t t i r t i t ' 1 ;z i r  I c :  I ig ru 's  [ r r i1111 i I i , ' , ' -

\ .  -  r ' f  r T .

( ' ' , r 1111 ,1 f  i r  cs t  l i a l n ron i c l t t e  ( l ans  Q-  \  r \ l  - .  e t  l e  f a i t  c l ue  l ' o1 ;é t ' a te ' t t t  L r t l t l r r t  i c t l  {  r  : , , i f

i r r r - i r r i i r r r r  [ ) i l l  r l 'a l is fc ] r I r )at ion euci ic l ienne c ians IR2.  <- l t i  a  a lors

- A ( À u - u )  : A u ( 0  c l t r n s  E

( , i t t . - - " . t t ) Q c l a n s Q . O r h r ) _ r 1 i m p l i q t r e q r r e E t >

trr  ) l r  l l r l le '  er col l r t f ]e ol l  a àussi  au

r l  ; rpl i 's [e pr incipe clu maximuln que

u ) 0  d a n s Q .

i i rr l  l r r  f lont ière 0E de E on a

D ' o i t .

(  ) r r  ; r .  ; r I  r rs .  r  l ' après  Ie  p r inc

Ru- u < 0 dans -8. ( I t - - : J . l l )

l r r  l l a r t i c t t l i e r .

Âr .+  C  Â (A r . - ) .

( ; t  r si lr()rr. 3 .r '6 tel clue

ro  €  A r .+  e t  xoç  Â (À r . - ) .

i  ' r  
l ) z l l '  : . 1 l l t Ê .

u( ro )  :  V l ( zo )  e t  Ru ( rs ) :  u (Rro )  )  { r I (R r :6 )  :  V1 (  ro )

( ' f  ( l ( ) I t ( .

(R r -u ) ( r o )  : u (Rxo )  -V t ( ' o )  >O

co rSr i  contredi t  ( IV-3.12) .

( ' t ' f  rc'  int lrtsion est str icte' car sinon Ar.+ : R(At'-) '  et par suite R'u' - u : 0 srt l '  : '  ct

(  ( ) rn l r le  :  :  a)Ar .+ O Q+.  a lors .  on a

f0 - t r<0  surd .
R1  -u : l t l l  -uS0  sur^ ; .

(u -u :0  su rS .

Ru-u10  surô .8 .

ipe du maximum

i)
* {Ru -u )=0  su r l
dn '

.ir. rr cst Ia normale exterieure à 1. lvlais cela contredit le principe dtt maxiurtttrt r-[e HoPt
i -  r  I  ,

(  \ ' r ) l l '  l D l l  J .
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l ' ) ; r i r t i ' -  l ; r rerlrâr'clue

i ) 'D1  , , -  . ,
- l ( r  /
i ) r ,

I \ ; - ;J .3 .

I
: - |

__l
I

-l

( ) l i  a

i / ù I

* , ,  ) A { i  
' I . r \ r l L '

i  / , t I  ,  t '

; ( . r ' )AûI ( , , ' ) . .1 , '  
-  

. l  n  . r ,  _
:) rTr I

?t . r )A\Lr ( , ' ) , t . , ' .
- \ R ( . \ 1  ' 1  o u

i  /u - / '
-  1  r ' )  ' !  t  l . r ' ) , 1 . r

t )t.t

<U

[ - rL  r  i rLc r r i  s iu ip le  r lonne

a\ t r1 ( r ;  :

, l  ,  t i 1

l l  l ) i l L  S l l I t e .

)
t ' i

( ' ï  -  l - .-  ( r l ' ) ' ' '

ô,ur , \
-;-- 

\"1 / 
-

O U

Pr",lou

Aû I ( . r )  e t  û1  son t

i )ù I

+(r ' )a \ l ' ( r )dr

)Dt , . ,  t- : - \ t r )  :  -  I
ou  J , \ ,  _1R1 . \ ,

<0.

< r  -  Çr .u  )

[1 r ,st  r  la ir ' .  c le r .oir  que.

I
. / . \ , .  *

Ôvr ,
-  _ - t  1 l

, a  \ ' !  / '

ou

radiales. cl'oùr.

f  av l:  |  + - ( . r ' ) r -û t ( . , ' ) , / . , '
J  i l . t ,  - t  0 u

s r  / r r  (  - r ' 1 .  c e l a  e n t r a i n e  q u e  E t  <  0  ( c a r  m a x Ù l  :  / t r  *  r 1 ) .  e t  p a r  s t t i t e  t !  :  t t ; , . t t 2 .

r ' r  r l i r rc  Dt  =  C ions tan te .  e t  par  conséquen|  #Gr)  =  0 .  I

. @ : - E n é c h a n g e a n t l ' i n d i c e 1 p a r 2 d a n s I e t h é o r ' è m e I \ r - 3 . i . ( ) I ) ' t l . S ( ) l l S
,[r'. lrr-pothèses analogues. le résultat suivant

#Kr) < o
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>-l ( ' l r a l r i t r i ' [ \ '

' I l réorème 
IV - 3.2:-Soit  u r t"r l  L 'ecteur un"r ' taire de iRr .  r t  : t t i r ' r t f

:  r r  .  r r  )  t rn  é lément  d ,e  Q. ,  x  Q. ,  e t  l t1 .h2  de tn '  ré 'e l ,s  te l ,s  q r r t '

t - L  -  i : ) r  -  ( h t  -  h z ) 2  >  ( 1 1 l -  r 2 ) 2 .

-  R lr t  : r l r rrr i t r ie at ' iaLe parr"apport  à I 'are L. qtr i  passe par (1 r ' . t  Ç2 et orthor lr i r rr t l .  i t  t . ' .

0-  -  { . r  e  Q: ( r -  Çr .u )  <  0 } :  { r  €  Q: ( . r  -Çz .u ' )  <  0 } .

Q, :  { z  e  Q: ( r  -  e r .u )  >  0 } :  { r  €  Q: ( . r  - ( z .u ' )  >  0 } .

1\ t . -  :  ^ t  n CI-  :  Àr.+ :  . \ r  i l  Q-.

À2. -  :  ^2  n  Q-  :  À2 . .  :  Az  i - l  Q- - .

S i  l t 1 )  - r r  e t / o u  h 2  )  - r 2  e t  s z

R(O-)  Ç a*

Àr .+  Ç  R(Âr , - )  e t / ou  Â2 .+  Ç  Ê(^2 . - )

#(<r)  .0 et /ou #(çù .0.

( I I , '  -  3 .  13  )

rrl o r.s.

e f

D érnon.stration:-On est dans le cas de figure suivant :

rys*" 3.

Orr rr.ltlencl Ia dérnonstration du théorème IV-3.1, en remplaçant E par

E :  R(Q-)  \  (n(n, . - )  u  R(^2 - ) )

rlzrns ce cas on a (voir figure 3)

0E:  SUl r  0^12uo .

On a. aussi

-$ rh jA .s-
\ \g/ Y s-/
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> ; C ' l r r r p i r L , ' I \

- L (Ru -u )  :Au (0  dansE

Au20  dans  f )

r . f

A u : 0  d a n s  0 \ ( , \ 1  u ^ \ : ) .

C'r ,rr t i t re () I1 st tppose que h1 ) -r 'y et /ou h2 ) -r2.  par conséclt tent

E t

srrr ll1 ensemble de mesure non nulle. et comme on a aussi Lu S 0 clans Q. et i/ : ()

srll ' f . cl'oùr. d'après le principe du maximum on a

u>0  dansQ.

Srrr la f iontière ÔE de,E on a
o .

/ t :

r l ' o i t .

On a. aiors.  d 'après

en palt ict i l ier.

A r .+  C  À (Â r  - )  e t  À2 .a  C  Ê (Â2 . - ) .

Orr ptiiise. encore une fois. Ie principe du maximum de Hopf. on montre comme att tiréorèrrte

I\ '-3.1. clu en fait.  on a

Ar .+  Ç  R(^ r , - )  e t l ou  Â2 .+  Ç  À(Â2 . - ) .

Ralrpelons que si hi 1 -r i  alors \! ! , ,n ( 0 et donc. Lt: A. Le même calcul ut i l isé clans

Ia pl'euve du théorème IV-3.1 donne

D f i;:"lo :T;
Hu-  u :1 iû2-u lo  sur

I r -u :0  sur

Ru- u ( 0 sur ô.8.

le principe du maximum

Ru-u10  dans  E .

Trr,) 
- - 

/, _,",n, .,#(r) 
aù1(r)dr < o

* t r l  a r l i2 ( r )dz  <  n .
- \ R ( Â r . * )  o z

t . t  7 r l t  t

ffrcs:- In,
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: i  / r  I  ' . - '  -  r ' r  e t  l ,  z  <,  -  / '3 .  t  eLt t  eu[ I 'a i l le  ( l t t t -

{ t , , r f ( ' .  |  :  0 .  e t  p t t r  conse tc luen t  + ( ( ,  )  =  0

0  e t  V r  <  t ) .  ( ' f  l ) i l f  : t l i f  t '  r  :  I  ) .  r ' l

T

e t  uç , . 6 ,  :  ( ) .

e t  l t ç , . h -  :  0 .

-r1 ( Ie nrême raisotittetrtettf Ltlsro

\ pL  <

i - l  )

C o n r m e n t a i r e :  - ' L e  t i t é o t ' è u t e  I V - ; 1 . 1  l t l o n t r e  c l t t e  s i .  I ) ? l I ' ( ' \ e t I I I ) l i ' .  l t ' r l r r f l c  r [ r ' L r  l r r r , L L L i i ' r , '

l r , u l r '  : r r f  i s t t r i t  l t r  c o t t c l i t i o n  ( I \ - - 3 . 1 0 )  e t  l e  c e u t t ' e  t l e  I i r  s e t o t t c l e  s a t i : t t r i f  l i r  r ' , r r r r l i f  i , r r r  , [ \ - -

: i  lL  j .  i r lo ls  I 'éne lg ie  D c léc ' ro i t  c luanc l  la  p t 'e t r t iè r 'e  ] ro t t le  s6 '  " l l t i p l i r t t . "  i l i r r rs  k ,  . r ' r r .  , I r r

\ ' ( ' (  r ( ,n t  r r .  r r lo ls  c lne  la  secot rc ie  bou le  res te  in rn lob i le .  o I i  I )e l t t  ex l r l i c l r t t ' L  cc t  i  c r r  r t f  i l i : ; r rL f

l ; ,  rcLr r iu r l r re  I \ - -3 .3 .  E t r  t ' f fe t .  ou  a

t  I  o t 1 .

D(ç  + .  u ,Çz)  <  D( ( r . ( z )

r)()nl  j  l rosi t i f .  suff isamment pet i t .

s.rr : r  lcs In 'pothèses du théor 'èrne IV-3.2. l 'énergie 2 clécroi t  c lutrucl  le cett f t 'e r le I ; r  1>tettLiè ' t ' r '

l r rrrr lc '  et f  ou celui  de la seconde boule se 
' 'déplacent" 

c laus le sers dtt  vett t ' t t t '  t r :  t ' t t  cht i ' r .

i , r r  [ )( ' r r t  expl ic luer ceci  en r-r t i i isant.  encore une fois.  la remat 'c1tte I \ ' -3.3. on a

,\T'* ) lrrc,te u.(z) -D(Ç.(z)) : ff,(r)<o

, [È l(orcr l-e u.Çz*e u)- D(Çr.(z)) :  
#,rr)*#((z)< 0

,  [  , , i t .

D(Çt  +  € .u .  Çz ' r  e .u )  <  D(Ç.  Ç)

I ) ( , rrr '  :  posi t i f .  suff isamment pet i t .  Bien sùr.  s i  on f ixe I 'une r les t letx l rot t les () t ]  totnlre

. l i t t t : l r . t a s 1 l r é c é c l e n t d e n o t r . e r e n ] a r q u e .

Lernme IV -  $ .9: -Etant  donné un (Çr .ht .Cz.hz)  eW'  a l ,ors .  or r  o ,  le .s  r ler t  r ts .ser t ior t . ,

t r t t t ' t u ) f c . 9 :

t t  , \ ' i  l t  t  <  -  1 1 ,  o r l  a .  a l o r s .  L L :  L l ç r . h r . C z . h z :  L L ç , 2 . h 2

t t i  5 ' t  l t .  (  -  t ' ) .  o n  a .  a l , o ' r s .  ù t ,  :  U ç ,  . h r . Ç , z . h z :  u ( r . h ,

[ ) / rr t t tnirrûion:-  Supposons. par exemple. que ht I

r ' ; r la lr l t '  pour h2).  Dans ce cas. on a

{ / }  ^  <o
\ I . ' , c l  

-
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C ' l L l r r i r L t ' [ \ -

u ' ç ' ' h '  :  0 '

S,, i f  i r .  :  u i : .nr.  D'une palt .  on a cl 'après le pr incipe du rr taxi tr t t t t t t

uzà0 .
( ' t  ( [ ' i t r r t l ' e  p a r t .  o n  i r

u t  e  K , - .  n ^ .

r ' , ' t  i  iurpl ic lue que

u 2  e  K ç r . h t . Ç z , h z .

Et corrrrrte
f - f n

I  lV  ur ( r ) l 'h  < |  lVu(r ) l 'dx  V l  e  Kç,  , r ,
J A  J A

( iu '  r f  )  est Ia solut ion du problème Bqr.n",  et  le fai t  que

KÇr 'h r .ez ,hz  C Kçr ,n ,

Orr c lér lui t  que u2 est solut ion du problème Bç, ,ht ,(z,hz. Or.  cette dernière est t t t i ic l t te er

r lonc .

U 2  :  U C t , h t - , C z , h z .

r ' .c1. f .c I .  I

Lemme IV - 4.1:-Si Ç1 ou Çz sati,sfont les condit ions du théorème IV-.1.1. orr, r l . t t ,

t l t r :or 'ème tV-3.2,  a lors  pour  tout  h1,h2 €.* IF. . ,  ( r , ( r ,  h ,Çz,hz)  ne peut  pas êt re t tne.so l t t , -

t ion r lu, pt 'oblèm,e (S).

D é rnort.stration:

1 "cas  :  h1  3  - r1  ou  h2  I  - r2 .

Srrpposons par exemple que ht 1-r1, d'où, d'après le lemme IV-3.9 (en garclant les

nrclrles notations), on a

11 , :  1J<2 ,h2  e t  uç r .h ,  :  0 .

Or. si (,r.(r.û,Cz,hz) est une solution du problème (S) alors. pour touf ( tel que

( , r  -  ( : ) 2  +  (h r  -  hz )2  >  ( t r  + r2 )2 .  on  a

f  (C,  h t ,  Ç2,  hz)  :  F(Çt ,  h t ,  Cz,  hz) .

Dtrrrc'.  en part icul ier Pour un ( tel que l( - Czl2 11 *12, d'oir

T (Çr, ht,  Ç2, hz) =,n, l l , f ,ær (Ç, hr,  ez, hz).
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( ' h  r t  1 t  t t  l  I l

O L r  r l o i t  ? r \ ' o i l  e n  ( Ç . h t . ( . z . h z )

d
*  F (Ç .h t .Ç2 .  h :  )  :  0 .
of t t

C ' ' , ' s t - i r - r  i i t ' e
ù  r l  f  -  . , 2 ,

+ l=  /  IYu l r ; i ' d ,  -  G t  h r  -  G2  l t ' l  =  o
ahr  L2  , l ç '  

-  J

r['oir. on rnontt'e comme dans le lemme IV-3.8 que

Gt :  -  
l^,#,, ,4\!1(r)dz

/  nv t  @)dt
J L ,

'  -  
1n,,r, ,n,,  

aù (r)d'r

:-  [  W-ao
Jaa on

-0

cr, r lr i  contredit Ie fait  que G1 ) 0.

2è-"cas :  h1 )  - r1  et  h2 )  - r2 .

Srrl ;posons.pàr exemple. que Ç satisfasse les condit ions clu théorème IV-3.1. ott t l t t

rhéor'èrne IV-3.2. alors. on a

#G') to
c t  r lo r i c ' .

D(Çr+€ u ,Cz)  <D(Ç'Çz)

I)()ur' . positif. suffisamment petit. c'q.f.d' I

Lemme I \ /  -  4 .2: -Si ,  (u .Ç, , ,h t ,Cz,hz)  est  une so lut ion r lu  problème (S)  o, l 'o t ' , .

r ré.r 'rssrt" irement

h1 )  - r1  et  h2 )  - r2

Démonstration:-Découle rapidement du l" 'cas de la démonstration du lemme IV-1.1

Remarque IV - 4.l:-On déduit de ce dernier lemme que si

h1 1  - r1  o t t  h21 - r2
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\ l J

; r l r r r s  i 5 1 .  ( 2 .  ( u . ( r .  l , t . Ç .  h 2 )  n e  p e u t  p a s  è t r e  u t t e  s o h r t i o n  r l t t  1 ; t o l r l è t t t e  ( - Ç ) .  r r t t f  t c t t t t ' L t t

, l i r  r rLL t ' .o l r r t ion  c ie  no t le  p lob lème c lo i t  co t ' t ' espot r t I r 'e  à  r [e t t -x  bo t t les  r l r t t  l to t tsse t t f  r ( ) l t l - ( ' :

i ,  .  ,  l . tL r  i r  la  f r t i s .  I l

Lenrrne IV -  4.3:--soient t r .  et  u1.,  les soLut ions resper- ' t t t 'c. ,  r l r : . :  l t r r t l t l i ' r r t r ' . ,  , t t r t ' r r t t t . ,  ;

K -  {u  e  H}@) lu (z )  >  p ( " )  p .p .dans  E}

Kn :  { t -  e H}(O) lu(r)  >- ô(: r )  + h p.p.dans E}.

E r:.,t ttrt en,semble mesurable. cb e Ln(E) et h > 0. ALors on a

unsu*h.

l,) r: rrrrtrr.stratielf:-u et u7, vérifient respectivement

I 1,,o",') l2d'r 
:ru,p; 

/ v' t, ' i i" i '

! ,  
l r t ,  "^(r)12 ctr:  ,Ël l ,  !  Jr i ,  

,  t"r) l2r l .r '

I

/  Vu( r ) .V (u  -  u ) ( r )d r  >  0  L '€  K
J A

t

Jn ' "n" , ' v ( ' -  
u6)@)dt>o t '€  / {n '

Soi t  r l ' i tne par t ,  u  -  uh -  (un -  (u  + h))+

(un>Q+h s iu6(u - fh .
t : l u ih>-Q+h s inon .

:rrr . t /O r , :  ( -h.)+ :0.  D'oir .  , -  e K6. On dédui t  I ' inégal i té s l t ivante :

I

I  Vut  (x) .V(r r  -  (u  + h) )+) ( r )dr  S o.
J A
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\o i f  r l ' i r r r t le  par t  ù r '

, : Ii. On décluit

0r'

. ir  r i  t 'st la normale extérieure à âÂ. Or
-

( t r n  -  ( u+h  ) ) -  >  , :  p . p .dansE  e f  su r  i ) 9 -  t '  :  ( - l r ) -  :  l l .  , [ ' , , i 1

inégali té suivante .

t'
/  

-V r r ( . r ' ) .V (u r ,  -  ( u  +  h ) ) - ( . r ) d . r ' <  0 .
t a

ClUe  t r1 ,  -  r t  I  l t

s u l  d À .

clonc l '

[ ' - rL i rr l r l i r ionuant les cleux inésal i tés obtenues orécéclemment.  ol i  o lr f  ieut

f

l  
t (  L th  -  u ) ( r ) .V (ua  -  (u  +  l r ) ) - ( . r , )d . r  <  0 .

r ' r ' s t -à - r i i t ' e  lV(216.  -  (u  *  h ) ) - l  :0  p .p .  dans  Q.  d 'où  le  résu l ta t .  I

Lemme IV - 4.4:-So'us Le.s hypothèses du Lemme IV-/r.3. on a

^( " )  Ç  Â(un)

Dérrtonstrat ion:-Soi t  r  € A(u).  donc u(r)  :  p(r) .  Or.

q ( r )+h<un@)Sô( r )+h .

f ' , r i r . . r '€  Â(u6) .  Donc.  Â(u)  C Â("n) .  Cet te  inc lus ion est  s t r ic te  en ef fe t .  Supposor ts  I t .

(  { ,u t la i t 'e .  c lans ce cas on aura r \ (u)  :  A(un)  et  sur  O \  A(u) .  on a

A ( u )  :  A ( 2 1 )  : 3

r ' f  r l o r r c '  À ( i r 6 .  -  u )  : 0 .  O r .  u 6  <  u *  h  p . p .  d a n s  0 .  c ' e s t - à - d i r e

p . p .  r i a n s  Q .

> r r l  l ) . \  t t t t  -  t L :  e + h -  ô :  h .  d o n c .  u h - u  a t t e i n t  s o n  m a x i n t u n t

f 'ott t t i te ott  a

uh -u -h , : 0  dans  À .

Orr décltrit donc que

ô(un-u -h ) - Q dans

ceci contredit le

^ .

principe dr: maximtmr cie Hopt.

Lemme IV - 4.5:-Si (,r.  (t ,  û, Ç2, hz) est u,ne solutt,on rlu"

t r2(u) 10.e t
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1 ) l C ' l r i i p i t L r ,  I \

D , : r r ton . ; t ra t ion : -Supposo l ls .  sans  perdre  c ie  généra l i té .  r \ r  :0  e t  hy  <  h2 .

l "  cas :  ( ( r  -  (z )2  +  (h  t  -  l r z ) '  >  ( t r  +  rz )2 :  les  c leux  bou les  l le  so t l t  pas  t 'o i lées

Drr  f ; r i t  r l t te

dFr

?n, 
:  -  

.1 ; , ,aù'dr 
-  G - -G < o'

Orr  t ' r r  c iéc lu i t  que (u.Ct .ht .C=.hz)  ne peut  pas èt re une so lut ion.

2/" ' '  cas: (Ç - Çz)2 + ( lrr - hz)2 : (rr + rù2 : Ies deux boules sont col lées.

Otr lrose (z - Çr: zz oùr z est un vecteur unitaire et r ) 0' On aura.

f  + ( fu-hù2:  ( r r  +rz)2 .

Err explimant la fonction d'énergie -F en fonction de z et en dérivant par rapport t\ r'ef te

vru' iable on obt ient :

<0.

r ' f  r lonc ( , , . ( r .  hr ,Ç2,h2)  ne peut  pas êt re une so lut ion.  !

l emme IV  -  4 .6 : -So ' i en t  (Ç t ,h t ,Ç2 ,h2 )  e  W '  e t  u :1 rç r .hy .Ç2 .h2

"  5 r  à 1  +  1 1  < '  h 2 * r 2 .  a l o r s ,  o n  a

ma4u(r) : 
".Ë3,1,, 

V'(r) : u(Cz) : \12 (Çz) : h2 t 12.

' , .  ,9 i  l r1 - r -  11  >  hz*  12 ,  a lo rs ,  on  o '

ma5 u ( r )  :  
, JB :ë , rV t ( " )  

:  u ( ( r )  :  \Û I ( ( r )  :  h1  *  11 .

Dé.nto,rtstration:-iUontrons le premier cas. la preuve du cleu-xième est atralogrte

pre'urièr'e. On a. d'après le théorème IV-2.1. u est continue. d'où.

ma4 u existe.
t . O

P..,s1;rrs elsuite ]V[ : hz * 12. et soit

u - -u -  (u -  Iv [ )+  :  I v [  nu .

l l r.st facile de voir que z' € Kcr.hr,Cz,hz et par suite u vérif ie I ' inéquation suivante:

/n Vuqr l .V(u -  u)(r)dr >- 0

AF 0f  àhL .  - - -  .  AF dh ,1
i ) ,  

:  
Ah "  A ,  

r  \ v - . \ r s i  :  
Ah r . 6 :  

- u
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t ) l ( ' l r i r r r i r L , ' [ \

+  / . . ,  Vu ( . r : )  V (u  -  \ 1 ) - ( r ' ) r i . r ' <  ( l

=  [ :  V ( i r  -  - 1 / ) * ( . r ) .V (u  -  - 11 ) - ( . r ' ) r 1 . r '  (  0

+  ( i r - - \ I ) - - 0  p .p .  c l ans  ( l  r I I - - l . l r

+  r r  (  J /  p .p r tans f )

r ' f  r l o l l ( '

ma.x u(r) < -\1.

C' ; r r ' - i r ron.  l . r 'q  €  O te l  c lue u( : r6)  >, \1 .  e t  comme u est  cont i r r r re .  i l  c .x is te 1111 .  2 l )  r - r ' [

(  [ r t ( '

u ( r )> l ' l  V r€B=- ( . . 0 ) .

( )r ' .  r  eci t 'ontredit (IV--l .1). I l  reste à montrer clue

N I : v2 ( ( z )  S  u (Çù .

\r l l) l)()sons que non. c'est-à-dire

(u-v ' ) ( ( r )  <o '

\ la is ,  onr rne  u  es t  con t inue c lans  CI  e t  t2  es t  ana l -v t ique c lans  Br - r ( ( : )  p , ) lu 'n l r  t ' t ' r f  ; r i t t

. > 0. trlols il existe un ô > 0 tel que

.L cc'iir contreclit Ie fait que

, . r t . f . i l .  I

Vx e  86( ) .  (u  -  V ) ( r )  <  0

u )  V2 p p.  dans B,r(Cz).

Remarque IV - 4.2:-On déduit de ce dernier lemnte que

'  5 i  l t  1 + 11 { h2 * 12. alors.  Çz e lYz

,  S i  l r1  *  11  >  hz  *  12 .  a lo rs .  ( r  €  Ar .

q,



1 ) : t ( ' l i i r n i r r , ' [ \ '

I \ '  -  5.  Un résul tat  d 'unic i té

[ - r 'p t . l r lèu te  (5 )  re ia r i f  à  r tu  c lomaine  cpre lconc l t te  n 'a rhrx , t  pas .  e 'n  qérx i r i r l .  r ru ( '> { , l r l -

I i (  ' l r  r t t r i , l rL< ' :  - i  te ' l l e -c i  ex is te .  En e f fe t .  i l  su f f i t  c le  p reuc l r 'e  r le t rx  l r , r r r le 's  r [ r '  rn t , rnc '  r ' : r \ r ,u  ,  r

, i , '  L t t c l t L t '  p o i t l s .  c l a t t s  c ' e  t a s  s i  ( t r ç , . n  t . Ç z . h . z . Ç . h r . ( 2 . / r , z )  e s t  l t I I e  s o h r f i o r r  r [ t '  { . s )  ; r [ r , r : .

{ r r  . i , r  \ i . / , 1  . ( z . h z . Ç . h 1 )  e s t  a n s s i  u n e  s o l u t i o n  d e  c e  p l o b l è r r r e .

( ' r ' 1 r c u r [ : r r r . t  o n  a  l e  r é s r - r i t a t  d ' r r n i c i t é  s u i r , a n t  :  s i  ( ( , . h r . Ç z . h z )  e f  ( ( r . 1 , î .  r r . / , ' . )  : , r r f

- , , [ r t t rons  r lu  p rob lème (5)  te ls  que ] (1  -  Çz l  >  11 t  r ,2 .  a lo rs  néc 'essa i lenren t .  ou  i r

(hr .nr ) :  (h1.h i ) .

[ :Lr t ' f t i ' t .  i ) ()Llr '  (1.  (2 f ixés tels que lÇ - Çzl à tr  *  12. on consiclère la f 'onc' t ion cléf i rr i t '  , l i r rr .

l , '  I t ' tun te  I \ : -3 .1  oar

F( la 'hz)  :  F(Çr ,  fu .Ç2,  hz)  :

Orr rrroutle le résultat suirant :

lV r r ,  . n , ( x ) l ' d ,  -  G1  l t 1  -  G ,2  l r ' 2 .

p .p.  c lans 8. ,  ( ( r  )

p .p .  dans  B" r (Çz )

p .p .  dans  8 . , ( ( r )

p.p. dans ,B., ((z ).

;t"
Tlreorème IV - 5.L:-La fonction.

(h r ' hz ) - f ( h . - ' hz )

^ t  : f  f  i l  f  1 '7nent  conuere su, r  [ - . r .  +- [x  [ - rz ,  * - [ .

D r ' r r r r t r r s t r a , t i on ; - so ien t  h t . hz  €  [ - . r . c c [  e t  ' ' 1 . 12€  [ - t r . - f  t e l scS re  (1 r , 1 .h21  7  (11 .12 )

{ ' f  s ( ) i eu t  À . ^  e  (0 .  1 )  t e l s  que  À  +^ l : 1 .  Con ime

u h r . h z  e  K < r . h r . ( 2 . â :

u t r . r z  Q  K ( r , t r . c r . L ,

t t h r . h z  à  h r  *

u h t . h z  2  h z  *

' )  |  - t 2r i - l r - ( t l

t  |  - t 2r 5 - l t - \ z l

u 4 r 6  )  l , 1 l

u r , t ^ ) l r *

) 0. on a aussi

Àu , r ,  r -  >  Àh r  +  À

)  |  . r 2r ï - l r -Ç t l

,  |  - t 2r i -V - \z l

I l  I  r ' ,  ,Lrtnre À.  ̂ ,
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1)1 ( '  I  r i  r  t  r  i  r  L  ,  '  [  \  
-

, \ t t ; , , . 7 , ,

^  t t t , . . l )

^  l l l t . L . z

, \  , r 1 , , . / , :  ^ .  L L t , . 1 ,  )  ( À  â r  + ^ t  l 1 ) +

. \  , / / , , . t , .  i  ^ ,  u l ,  l ,  à  (À  h1  - r  ̂ t  Lz )  *

, [ ' ,  r i t .

1 1 . p .  r  [ ; r  1 1 5  8 , . -  i  . .  t

p .p .  r l aus  B ,  ,  ( { r  )

1>.p,  r - l i r ls  B,  ,  ( , :  )

( ' r  l ) i l l  S l t l tÉ )

À  i / / ,  . / , r  - i ^  L l t r . l ,  à  ( À  h l  + :  l r ) * ( À + : , )

. \  , r , ,  . / ,  .  
-  ^  t t t , . / ,  à  ( À  à r  - :  / : )  *  ( À  *  ^ , )

( ) r .  )

) t - t 2r i  -  l r  -  ( t l

t  |  - t 2
/  2  

-  
l - r  

-  s2 l

| r i  l l l  [ ) r  ) s e .  e n s t l i t e

(  ) r ' .

r ' s f  : t I  l ( ' t G l l l € û t

r  - i r - r l

,  r 1 . t . r l .  I

[ ) .1 ) .  r Ia l ts

p .p .  c l r r r r .s

u t { s t )

i s l  l

:  V l , . )  h L - ^  i  L ( r ) .

:  Ù?r .À  tz r  *^ :  r ,  ( ' r ) '

p . l ) .  t l a l t s  B ,  { .  L  )

p . p .  r l a r r s  8 , ,  ( r :  )

\  u h t . h 2  *  ^ 1  u 1 r , 1 "

L L :  U , ç r . À  h r * t  l r . ( 2 , À

/ 1tr1'y l2,t,t < t
J A  J A

r /  -  /  lout r ,  l 'd*  : l lu l r ïJ ,n,
J a

convexe. et comme rlhr,hz I utr.tr. on en déduit aiors. cltte

f n f n f

/  1vu1ry12ar < x I  lVua, .h, ( r ) far  +  ̂  
|  lvur ,  r . , ( , ' ) l rd . r '

. l a  . lA  . l a

l V ( À u 6 ,  . 6 2  I  ^ 1 u 1 t  1 ,  ) ( . r ; l 2 d . r

"F(À(hr ,hz)  *  ^ r (h , l z ' ) )  <  ^Fhr ,hz)  *  ^1F(11.1 ,21

€  K ç r , À  h 1 i .  t r . ( 2 , À

h r - .  l z .  a l o r s .  o n  a

I  -  , )
\ /  r î  -  i . t '  -  ( i  l -
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1 ) ; f  l r , ' l t i r t , '  [ \ -

B-P.oUlèmes Particuliers

l V -6 .Cas1

-\ofre 1>r'obiènte ici con'espond à un domaine cltt i  trclmet irt t  Ltroit is r lettx;r\t ' :  r [r '

: \ ' l rrét l ie. Dans ce cas on montre qu'une solution du problèn)e (S; r 'ér ' i f ie. err 1rlrt . .  [ ;r

l , l {  r [ ) r i é ré  s r r iVan te  :

T l réo rème IV  -  6 .1 -5?  (u . ( r ,  h .Ç2 .h2 )  es t  une  so lu t i on  du  p rob l ,ème ( -S )  pou t ' un  t l o -

ntu/n(,  r l t t i  cr innt a 'u moins deur ares de sumétrte alors.  on, a n.écesso,n'entr ' r t t

Gr -  Çz)2 + (hr -  hr) ' :  ( r r  t  rz)2. (11- - ( ;  L )

i* : -supposons 

que (Ç -  Çù2 + (ât  -  hz)2 )  (11 *  12)r .  On r l is f i r rgru '  , [ r ' r ts

l "  cas  :  l ( r  -  (z l  >  r r  *  r : .

Lc r r i s r r i ru t  décou le  fac i lenren t  du  théorème IV-3 .1 .  En e f fe t .  s i  ( r r . ( r .h r . (2 . / r2 )  t ' s t  r t l t t '

: ,  ' l r r f  i , r r  r l r r  p lob lème (S)  te l  que

l e t -Cr l>11+12.

i r lo l 's qr et  Çz vér i f ient les condit ions du théorème IV-3.1. et  c lonc. et t  t i r isant r l t 's

rlépLirt.ements selon les directions des deux axes de svmétries. on tttontle. ri 'trpLt\s t t '

r tLr l ' r ,Lènre. qu' i l  existe un (( i .  ( l )  tel  que

D(Çl .h .CL,  hz)  <  D(Ç.h.Çz.hz)

( ) r .  (  ( ' (  i  ( ( )n t l 'ed i t  le  fa i t  que (u.  Çt ,hr ,Çz.hz)  est  une so lut ion drr  problènre ( .S) '

' l i  " ' 'cas : l(r - (zl S rr + 12. donc nécessairement â1 * hz.

Sirns perclre de générali té. on peut supposer que dzst((t 'DQ) < dist(Ç2.dQ) et hy < lr2.

,\ lols. i l  e:<iste un â: 2lÇ - (zl et un vecteur unitaire r: , .1* teh clrte

D(Ç  +  eu .  h1 ,  Ç2 ,  hz )  <  D(Çr '  h r .  Ç2 ,  hz )
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(  [ t i r l r i r r , ' i \

Tlréorème IV -  7  .L-Si  (u .  ( r ,  l i1 .  Ç2.  h2)  est  une so lut ton c lu ,  problènt  e

IV -  7 .  Cas 2

Lt '  p lob lèure  c l l r  on  ( : t r t r i ie  i c i  es t  tu t  cas  par ' f i c r t l ie r  c l r r  secor ic l  p ro l r lè ' r r r t , :  ( ) l l  ( ' ( )L rs i ( [ i  l i '

l , ' 1 r r , ' l  , l i ' L r r c  i . S )  l t o r L l  l e  < l o r t r a i n e  s u i v a n t  :

Q :  Bn (O) .

D;rrr: r 'r ' ( ' i rs rrrre solution clu problème (S) r,éri f ie. cle pius. les 1.rt 'of i is s l  t i \ - i t  l I r ( ' s  :

( .S i  r r ' l r r t r l  i r

r l r t r r r r ; i t r r  Bn(O) .  a lo rs .  on ,  a  les  deur  asser t ions  su iuante .s  :

1 . i . - i  -  ( . r ) r  +  (  h y  -  h 2 ) 2  :  ( 1 1  I  r 2 ) 2 .

:r , , t  (t  uppart ienent tou,s les deur à un même are qtt i  passe par ().

r r t r t r t,ct t 'n,t i ort.:

l .  Btr(O) est un domaine qui admet comme axe de symétrie foute clroite rpri passe

(). r ' f  r ionc. c[ 'après le théorèrne IV-6.1. on déduit le résultat voulu.

2. SrLpprisons. par exemple. que (2 n'appart ienne pas à l 'axe clrt i  passe par' (1 t ' f  ( /

, ' : f  r [orrr ' .  r l trrrs ie cas de f iqure suivant

.)

I ) i r L

()rr consir lère I 'axe 4

( ( 'r  irNe et r l . t i  pointe

Figure 4

(r et Ç2. et soit z le vecteur

du disque Bn(O) (voir figure
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, . t l ( ' I L ; r l , i r t , ' I \

: i  r , r  s t  r ' é r ' i f i e n t  l e s  c o n c l i t i o l r s  ( l u  t h é o r è r n e  I \ ' - ; 1 . 2 .  e t  [ ) a l  s u i t o .  ( ( r . / , r . ( : . 1 , : )  r r , '  1 , , , ' 1 r

l ) ; rs  ( ' r r ' ( ,  ru te  so l t r t ion  ( lu  l ) rob lè Iue  (S) .  OL cec ic r iu f le r l i t  l ' l L r -po thèse.  I

I V - . q  C a s 3

Orr  ro r rs ic lè re  c le  r lo t rveaL l  le  p rob lème (S)  re la t i f  à  r rn  r lonrz i in t '  Bn lO) .  r r r i r i :  r r ' f r ,

f i r i : - r ' i  r [ans le ca-s Dart icui ier srt ivant :

t I - t ) - t

Gr:  Gz :  G.

( )rr nirintle clans ce cas les théorèmes suivants :

Thécrrème IV - 8.1:- .9oient Ç1,Çz.h tels qu,e Ç1.Ç2 appart ien,n,ent à, t r , r t  rn,àrrte ru'r '  I

r l r r i  l t r rsse  pa , r  O e . t

lÇ t  -  Çz l  :2 r '  h '  >  - r

,  t  , , r t t t  l l t .

[  :  8, . ( ( r  )  a A,rcù.
l ,  .  I ' r t . t r :  qtr i  passe par I  et  orthogonaL à L.

u lr tttterr,r tr,n.i,taire colinéa'tre à 1,, qui po'inte uers O.

R lrr 'tprtétrte art,ale par ro.pport à L,

U :  U r ,  h  ; ,  h .

0-  -  { r  €  O:  (z  -  1 . ru )  <  0 } .

f )+  :  { r  e  Q :  ( r  - I . r z )  >  0 } .

,q(0_)  Ç a+ (11 - - r t . t t

t t l o t . : .

À(Ar) )  lvz.

D,''rrrrtrt.stro,tion:-Remarquons tout d'abord que tUl et Ez pt'ennent les lnêntes vale'ttt 's

, l r r i r rrr- l  . r '  c lécr i t  respect ivement B,^((1) et B,(Çù de même pottr  A' I / t  et  A{/ : .

()r i  est r l t r rn le cas de Êqure suivant :
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( ' i r i r l r i r r ,  [ \

Figure 5

Orr  r . rup lo ie  la  u rême tec l tn ique u t i l i sée  dans  le  théorème IV-3 .1 .  Dat rs  R(Q-) , r t r  < l i ' f i t r i r  l i r

f i , t1ç1 i , , t ,

Ru@)  :  r r (Â r )

{ 'r  {) lr  cousiclère clans E. défini comme suit

E :R (Q- )  \R ( : \ r )

l ; r  t 'out f  iou Ru- t t .  Dans la f igure ci-dessus. ,E est la part ie l i rni tée pal

. \ ' .  ̂  r ' t  . . r .

( ' , r rurr( '  r r  est hat 'ntonique dans Q- \  l \1.  et  le fai t  que l 'opératetrr

lLLr-;r l i t rut  par t t 'ansformation eucludienne dans IR2. on a alors

- A ( À u - u )  : A u S 0  c l a n s  E

, ; r r '  -  - r r ) Q  c l a n s  O .

()r  l t  > -r  inrpl ic lLre que

E t

slr  rrrr  c lsenrble de mesure non nul le et contme on a aussi Au S 0 clans !) .  et  rr  -  ( l

:nl l-. ori décltrit. alors. cl'après le principe du maximum qtle

u )0  dansQ.

SrrL'  l i r  t lorr t ière dE de E. on a

sl- l l '  o.

= \12(r )  -  u( r : )  <  ( )  Sr ,u '^ : .
sru '  5 .

les l igtre. 1roi tLr i l l r i " -

L a p l a t i e n  { -  ) : , , i I

f0 -u( - r )  <0

I  V l (Â; r )  -  u ( r )
t . u -u :0
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i l l  l ( ' l  L ,  '  t  '  i  r  t  ,  '  [  \ -

t  L l l .

Ru- r r ( 0  s r r r l /E

r ' f  r  i . r , 111  ,  , [ ' r r l r t è .  I e  p r i nc ' i pe  r I t t  u rax i t r r t i u t

-Ru -u (0  r l ansE . t1 l -  -  . . 1 r

E L r  1 r ; r t t i <  t t l i e r

: \ 2  C  R ( , \ 1 ) .

,  ; r f  : i t rol l .  - l . t ' , t  te l  c lue

.ro € 1\z et ro ç À(.\r )

( ' i  l ) i l t '  s l t l t e .

u( " r :e )  :  \ L2 ( . ro )  e t  Ru ( , r s ) :  u (Â .2 .0 )  >  v t (Â r ' o )  :  û r ( r ' o  )
( ' i  (  l (  ) I t ( '

(Ru-u ) ( ro )  :u (Âno)  -V ' ( ro )  >0

Ol  r  e t ' i  ( ( )n t rec l i t  ( IV-8 .2) .

( ' t , t t r -  inc ' ius ion  es t  s t r i c te .  car  s inon Ê(Âr )  :  Az .  e t  par  su i te  Ærr  -  tL  :0  s t r r  ^  .  t ' l -  r ' t ) l ru r r ( '

^  :  i ) R ( . ^ \ r )  O  O ,  .  a l o r s  o n  a

( { * "  -  t t ' )  :o  sur  ^ ,
d n '

, i l  r r  est l t r  nolnrale exter ieure à ^1. On about i t .  donc. à une cont l t rc l ict ion avet '  Ie l rr i tu ipt '

, [ r r  L r r i r r i r rn rnr  c le  Hopf  (vo i r  [51 ] ) .  I

T l r é o r è m e  I V  -  8 . 2 : - S ,  l ( r  -  Ç z l : 2 r .  e t  s i  ( ( r . h t . Ç 2 . h 2 )  e s t  u r t e . ; o l , u t , i r t r r  r l . r t  p r o l t l i  r r r t

. . {  r .  , r / , , r .s.  on a néce,ssatrement

-G-  t  a \u l ( r ;d r :  f  aûr ( . r ) t l r  (11- - \ : j )
./.\ r ../ R( .t: r

, , lr  R r. ' t  l r t , .sumétri,e aùaLe par rapport à la médiatrzce du seg'menrt l(r.(z].

*l i /  to.,t . . i  t 'd '  -  G h -G h']  :  o

[ ) r : r r ronst rcr t i ,ou-  Rappelons que d 'après le  théorème IV-7.1 Si  (u . (1.1r1 . (z .hz)  est  t t t t t '

. ,r lrrt iorr <lrr problème (S).alors on doit avoir en ce point les deux condit ions stt ivantes:
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I  (  ) t  I

i )  |  1

ÙN L' [,

! F , , ] r n r a i t t - l

J \  / 1 ( . 1 ' l '  t L I ' -  L t  l )  -  L '  / )  |  :  l ,
_l

l - )  , , i 1

, ' f  l \ r l l ' ( l l l l - ê

Ef  r ' , r r r rme la  fonc t ion

, , r r  ( l ( i ( l l t i t

9f  , ,a \L I ( r ) r / r .
0n

Aùr  ( -u )d r

* , r ,av2( . r ) r l r()n

LV2 (r)dr

G: -  [. / . \ r

:_IN,

u -

:

- l^.- l^,
1 l \
t -

/  nut  ( r )dr  :  I  a \ t r2( r )d . r ' .
J , \  r  J  . \ z

radiale et strictement négative :

A\ t r1 ( r )d r :  f  A{ / I ( r ) r1 . r ' .  I
,  J  tu . \21

Aù'  est

Ar l r , ( ry  :

r
-G- I

J,\

<U

Tlréorème IV -  8 .3: -^9 i  (u ,Çt .hr ,Çz,hz)  est  une so lut ion du probl ,è . rne ( -S)  .  ( r l , r t r ' ,s .  t t r t

tt lr ., tt't;i,s assertt,ons sutuantes :

t  ( rL  -  ( z )2  +  (h r  -  hz )2  :  4 r2 .

:. rr ,-f (.: appartzennent tous les deut à un rnême oÆe qu'L passe par O.

. i .  .5't  ort pose I -- Br(Çr) n B.(Çù. alors on a deur et seule'ment deur possihi l ' i . tés

rr, I  :  O -ci et seulernent si h1 - h2

sz l ( r  -  Ol  > I (z -  Ol ,
s? l ( r  -  Ol  < lÇz -  Ol .

D /,nrnt,: t t 'nt ' ion:--Les assert ions 1 et 2 découlent du théorème IV-7.1.

t ,  -  t  +o  , t  {h1  
th2

-  
l h 1 ) h 2
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i { t l ( ' i L ; r 1 r i r t , ' l \

. i  a  S r t p p o s o t t s r l t t e  1 : O  t ' t ' s f - à - c l i r e c l t r e  ( r - O l  :  ( : - ( ) r .  p , , t  r i t i s o t L r L ' . r - t L L , l l  l i '

, l r r  , l , , t r r i l i l r ( '  B n l O  ) .  o l l  u t r . r l t t r e  f a c i l e n r e t r t  c l l t e  ( ( r . h : . ç 1  . / i  L  )  r ' s f  i r r t > s i  l L l r ( '  : o l r r l i r  r L r  r L r r

1 r 1 . l i l i , 1 1 i r ,  i . ç ) .  E t  r l o n i .  r l ' a p t è s  l e  t h é o r è u r e  I \ - - 5 . 1 .  o r r  r [ é r l r r i t  r l r r l

( i t .  h r .  ç 2 .  h 2 )  :  ( ( r .  / r ' .  ( 2 .  l  1  1

r ' ,  l ) i l l : t l l f ( ' .

h t '  :  h o '

l r l ,  i l r l r )( [ rrÉ.rner] . t .  s i  on suplrose uraintenant que ht:  hz alot 's uéc'essai let t tent [  :  ()  [ : -LL

r , f f r ' f  . : l l l ) l ) ( )s ( )ns  c lue  . f  I  O.  c lans  ce  cas  les  c 'ond i t ions  du  théorènre  I \ ' - . c .1so l ] t  v r i l i f i r i r ' : .

r , l  r  l o t ) (  .

Â ( ^ ' ) ? , \ 2 .

( ) r .  r l ' i r1n ' i ' s  le  théorèn le  IV-8 .2 .  s i  ( ( r .h t .ez .  h2)  es t  L lne  so lu t io t r  c lu  p t 'ob lèLr ie  ( .S) .  i t lo t . .

(  ) l I  i l

I r 1 <  l t 2 .  E r r , ' f t n ' r .

c l t t e  I e  t é s t t l f a [ , I r t

R(Ar )  I  Az .

ELr, Ftt . t .  en lespectant les nlênte notat ions de ce théot 'ènre ou a

-A (Ru -u ) :Au (0  dansE

SrLr Lr t louf ière d.E cle E. on a

r r
/  nv t ( r )dr :  /  nv t ( . r ) r ! . r

. / . \  ,  - /  R1. r2  1

(  ) r r  i r l ro r r t i t  c ionc .  à  t tne  cont rac l i c t ion .

b orr : rrppose 1 l  o et l { r  -  o1 > l ( ,  -  ol  on montle alols.  c l t re

-r  rrrr  st t l ) i )Ose Ie cotr t t 'a ire c 'est-à-cl i re hr )  h2 on montre. t lans ce < as.

' i r ,  , ' t i ' t L r , '  [ \ ' - è . 1  e s t  e I X ' o I ' e  r - r a i  i . e .

(  1? r r  -  r r  ) ( , u )
f0 -u( . r ' )  <0

=(V I (À r )  - u ( r )

lu -u :o
- h1 - h,2 + V2(,t) - u(.r:) (

s l u . . r .

I t 1  -  l t 2  s l t r '  : .
s ru ' 5 ,

Ru - t t t h t - h ,  su rô -E

, l ' ,  ' i l
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l 02 ( - ' l r i r l , i t l  '  [ \ '

r , f  r lorr( ' .  r l 'après le pr incipe dtt  tnaximum

Ru-u {h1  -h2  r l ans .E .

l l L L  p a l r i c r t l i e r

r \ 2  C  , ? ( . \ i ) .

I ' i r i t  h r s i o r i  s t l i c t e  se  dédu i t  du  p r i nc ipe  du  max imum de  Hop f .  Cec i  f a i t .  o r r  a l r r ) u . t i f  .  (  ( ) r r r r r r ( '

( l irrrs ir) à rrne contradict ion. ce qui termine notre démonstration. I

IV -9 .Cas4

Orr c'onsidère le problème (S) en remplaçant la condit ion ((r - (:)r + (hr - lr .1: '

( r  L  *  r ' , )2 .  par  lÇ-  Czl22,  e t  Q:  BnQ) par  un domaine Q6 r lue lconclue f r : l  c i ru '

CIo C Q  e t  C c Q ç t

oir. r'rrppelons le

C:{ i  €Q:  h( I , I )  =p#h(r . r )

t ' r rs t ' r r rb le  f in i .  p lus  p réc isement  dans  ce  cas  C:  {O}  ( . f  c 'hp I I I ) .  e t  l i  es t  la  p i t t r i t '

1 ' l iqrr l ièr 'e r le Ia fonct ion de Green relat ive à I 'opérateur (-A) clans Q

G(, . t ) : *  t " *  
u |  

-h, .ù

Arrssi. on inrpose dans ce problème que I'une des deux boules soit c:otrtrainte tie [)ottsser

?r11 rnirxilru-un ia membrane jusqu'à la hauteur h* : r ( en général jusqtr'à ttue lratttc'ttt'

/r ' (r ')  f i-rée clui tend vers 0 quand r tend vers 0). Ici.  on garde. toujor-trs. I ' ln'pothè'se

C i r :C ;2 -G  e t  11  - ' 2 :  r .  o i r .  r  vé r i f r e l acond i t i onsu i van te :

r  < d is t (C.  dQo)

Lc' ll loblème est donc. le suivant :

x{

Trouve r  C t .h t ,Çz ,hz

te ls  que :  B. ( ( r )  c  00, B,(Cz) c Qo er lÇt -  çr l2 2,

h1  e IR

hze ) - cc , r ]

e t  F (Ç r .h t ,Cz .hz )  =  i g f  F ( ( .  h .C ' . h ' )
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l 0 . J

,  ) i t .

( ' l r r r t r i r r , ' l \

J '  :  { ( r . / , . ( ' . h ' )  :  B , (O  c  Q0 .  8 . ( ( ' )  c  Q0 .  ( - ( ' l  >  2 r .  / r  € lR  e r  l r '  =  -  - . ,

, \ r - i rLrf  r lc ' r iorurer le résulat pr incipal c le ce paragraphe. clui  consiste à krt 'a l is i ' r ' l t 's  solrr f  i . rL:

, i t ,  r ' r '  problènre. s ignalons qu on peut transformer le problèrne (Â')  ( ' l I  lu i  plolr l i ' r ru '  , [ r '

rLr i rr inr istr f ion cl 'une fonct ionnel le cont inue sur rrn con)pact en Lrt i l isant le lerrrnre [ \ -- : i .  I " .

[ -) ' r i r .  l 'existence cl 'au uioins une solut ion du oroblème (/ f  ) .

Tl- réorème IV -  9 .L: -Pou' r  toute so lut ton ( ( r .hr  ,Cz.hz) r l ,LL probl ,ènte \X) .  r t r t  i t

d ' i s t (Ç.C)  <  C. - 0 qtLarrrl r' --- 0

r2ist(Çz.C) < C.fifoe t + 1) * zr'-----+ Q quanrl" r .* 0

o i r .  C '  )  0 .

D/.rrrorr.stro,ti,on:-Pour montrer ce résultat on considère. encore Ltne fois. le problt\trte clruts

l .  r  i rs r l 'une seule boule. en faisant appel à la formulat ion de [21] (cf .  chapit le I I i .  1r:2; j ) :

( tu ()rr  r-a rappeler ic i  :  pour chaque ( f ixé on considère le problènre auxi l ia ire st t i r -r t t t t  :

(Pc)
: ( r , .1 )  €  / t ' ( )  : { ( r r .h )

l l 1

. I \ ( :  
{ t . ' . 1 )  

: l  e IR .  z ,€  / / 01 ( f ) ) .  ' t ' )  \ ûç . r  p .p .  c l ans

€(u. l )  : :  I  lV t , ( r ) l2dz -  Gt .
2  la '

( ' , ,  lrroblème admet une solution unique qu'on notera (rc.hc) (cf. [2t.

r l r ' p l r t s  c lue

hc  )  - r .  u6  )  0 .  uc  #0 .\ \ - )

Orr consiclère. ensuite, le problème suivant :

/ 
T.o.,,r". ,

\ 
tot ou" ,

(u ,h )

((o :

Trouver: (* € f),

tel  que : €((.  )  :  ,p$. {(() .
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l ' ) [  ( ' l L i r l r i r r , , l \

t ' , ' r  r  i ; r i t .  ( ) u  r r r o r l t l ' ( ' ( r ' o i r '  2 1  )  r l r t e  l t o r r r '  /  z l s s e z  p e t i t  o r r  i r

r ' )  r  n J

{ ( r r  -  I to*1  :  $ l , i i . i )  -  ( ) { r  l , ' s  
[ ,

+ - r ' J t

( ' , , 1 1 1 ; L r r ,  L l :  { ( ) } .  o l  i r

r / r ' s t ( ( r  .C)  :  ( r  -  O i

(  ) r r  ; r .  ;urssi  ( l 'après i131. le r 'ésul tat  suivant :

1 I I - -  l t i  L

h(c. ( )  -  h(o.o)  > c . l (  -  o l2

[ ) ( ' ru  lu rc  ce l ta ine  cons tan te  C '  >  0 .

l , )  r r r rc  l )a I f .  ( )n  i l

( / l -  -  L { r  l

i 1 \ -  -  l { t . : j  I

I . - f '

'  ; l f  l r i  
_  . , , , . 1 1 1 1  t  t \ ; , .

D i r r r r rc  l )a l ' f  .  c ( ) r rme ( (1  . l t t .Cz .  h ,2 )  es t  une so lu t ion  c le  (Æ) .  i t io ts  t , t r  t r

0 <  -F ( ( .h .Ç ' .h ' )  -  fG t . fu .Ç2 .h2)  v ( ( .h . ( ' . h ' )  € , { " ' ' , .  (1 \ - -  L { ) .  I ' i

L ) ' , , i r .  l ) ( )u l  L r r r  (Ç .h .ç ' .h ' )  €y .  te l  que

Ç :  O .  h :  h o .  h '  :  - r  e t  ( '  q t t e l c o t t c l t t e .

1 \ '  -  L { ) . - l )  c l e v i e n t

F(Ç . i ' t r .Çz .hù :1  /  t t r , , . h r  ( :  h : ( r ) l 2d . r  -  G  l t 1_  C i  l t z
J J Q

a:  I  lVrç ' . i , , ( . r ) l= ,J ,  -G l r1-G l rz
! J Q

à{ ( ( r )  -Ghz

1 l '
0 <  :  I  l vuo .nu6 l l2d r  -  G  ho  - rG r  -  F ( ( r . i r1 . (2 .h2)

J J Q

<((o)  - tGr-€(( r )+Gn,

< {(o) - €((r ) + 2G ,r
1 ! l

: ; (h to .o)  -h(Çr . ( r ) )  +o( r los f  )+zc  r '  (c f .  I I - -  l0  l r

s-cîrr ' -o l '+o(r , .* i l  ' r2G r .  ( r r .  1 l ' -  I0 ' l )
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l ( l ; ( ' l t ' , l t i t L , '  l \

(  ) r r  c r )u (  l r r t  r lo t tc .  c l r te  

a  1
( r -O l  (Cr i r ' ( l os l - l ) .

v r

l . r  , , , 1 t L n r ( , r ) l r i l v r l r l a n s l e r l t é o r è n r e I V - 8 . 3 . c | r e  ( ( 1  . à i . ( : . 1 r 2 )  r ' t i r i f i e l a J t t , ) l ) t i { ' r { " : l l i t - ; r t L r I

que pour rr .  12 suff i ,samnrent l let i ts.  fot t tc sohtf  i ( }LL

dans ce cas vérifie

) '  a  \  - ' - l - ,
t \ l  

-  \ r 1  -  - t .

' ; r r  r I r i r l r r i t  c l t te

lCz - ol

r . r 1 . t . , 1 .  I

Remarque IV - 9.1:-On peut général iser faci lement le théorème I \ i -10.1. en t 'eni tr . r lat ; i t t t t

It,rtorurrine BnQ) par un domaine quelconque qui ad[]et au moins cleux axes tte svttttift ' i. '

rpri s iLrfelsectent en un point O et en considérant le cas général sttivant :

G,  *  Gz .

l lrr r ' f fer. ()rr nrontre. alors

i ç  1 .  / r  1 .  , . :  hz )  du  p rob lème (5 )

r r  *  rz ,  ' .1 .12 l  d is t (O.  dQo).

< l(r

( 2r

l ( r  -  ol

lCz - ol S C. 1 1  l o g * * r , i r t + l r Z .

s

- (z l+l( ' -o l

*CVr( log:+

I U D
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11
UHIpITRE V

D'UN FIL ELASTIQUE

SUPPORTANT UN OU DEUX DISQUES RIGIDES



ON THE DEFORMATION OF AN ELASTIC \ ,VIRE
BY ONE OR T\A/O HEAVY DISKS

A.  A issan i t .  M.  Ch ipo t2 .  S .  Fouad i

Del1 .>ar re .nLenf  r le  \ Ia thénra t icpres .  Ln ivers i té  c le  \ le tz .  I le  c lu  SaLr lc r ' .  F - ; ;0+ i  \ le tz  r ' . ' r lex  01 .
r  \ Ia thenra t isches  Ins t i tu t  c le r  L  n ivers i tâ t  Z i i r i ch .  \ \ - in te r thurers f  r  190.  C 'H-SOi7  Z i r r i , ' h .

1 .  I n t r o d u c t i o n

\\e consicier an elast ic rv ire that in an uncleformecl conf igurat ion occrrpies the i rrrer i 'ar l
Q :  (0.  l ) .  \ \ 'e suppose lve let  rol l  on i t  a cl isk of racl ius l  ancl  rveight G. The <l is l i  u- i l l

seft le at sonre posit ion that lve r .voulcl  l ike to cletermine (see f igure 1).

Figure 1

Fir',.t rve rvill assttme that the

n'il l c'hoose

disk can fit betrveen the points 0, f . in othel rvot'cls ',ve

I
0<r<=. ( 1 .1 )

\ext. i t  is clear that the posit ion of
its center C' that rn'e rvill clenote bv

the disk is completell' cleterminecl b1' the positiou o1'

C' :  ( ( .h ) .

For convenience rve ',1-ill choose coordinates axis such that

1

(1 .2 )

/z is pointing clorvnrvarcl. Then.



L : l

, . r / '  . l r ,

i  1 . 6  r

i ' r r  i r , l t r t i ss i l , le  r le f< r ln ta t i<xr  i r  o f  the  rv i le  i s  a  ï i t r t c t io t r  t i r> r r r  Q i r r r , r  ]R  . r1 ( ' l r  r i r i r r

r r ( 0 ) : i r ( 1 1 - 0 .

l ,L r , l  - r rch  rha t  u  i s  loca ter l  a l r ,x 'e  rhe  i reavv  c l i s l i .  In  o fhe l  r , r -o l r l . .  i f ' u - r ' r lenore  l , r

i j l r r , ' r io r r , l t ' f i nec l  b r -

*  r ' )  an  ar ln r iss i l r le  r ie io r r r ra r io r .  i '  i r

I

(

, - ' ( h  :  r ' { . r ' )  :  / i  * V , t J - { t ' - . ' 1 : T r  :  B { c . r  r 1 1 . 1 1

l l u r , ' r i o r rr r - l r t , r ' t '  B (ç ' .  r '  )  r ieno tes  rhe  in te rva l  (ç  -  r ' .
1 ,  ! )  - - - ;  IR  sa t is fv ing  (1 .3 )  anc l  suc i r  tha t

r r ( . r ' )  )  . ' ( h ( r : ) V . r '  ç  B ( ç .  r ' i . l . l t  '

- \ r ' r r n f i q r r l a t i o n c o r r e s p o n c l s t o a c h o i c e o f C ' . c e n t e r o f t h e c l i - * k . a n , - l f o a r : h o i c e o f  r r .  T l L , ' r r
i f -  enelqr- is qir-en b1'-  rve clenote bv u, the cler ivat ive:

E(r r :  ( .  n ,  : :  
[ r , r , t  

\ r t r  -  c i t t

rvhele the inteqral  part  corresponds to the elast ic energ) 'storecl  in the rvi le an<l f i re secorrr l
r) i l r ' r  f ( )  the potent ial  energl-  of  the svstem.

C ' lea l l r - f i r r ' (1 .6 )  t ( )  make sense one can choose

r  €  / i ( ( . i r ) :  { r ' e  f l o r ( Q ) /  t ' ( . ù )  >  L ' ( ^ ( . r )  c . e  . r ' e  O } .  , 1 . ,  i

- \ . r ru r r in "  tha t  the  c l i sk  can take  an1 'pos i t ion  in  the  s t r ip  (0 .  1 )  ^  IR .  the  pro l r le r r r  fh : r f  n - t '
- , r 'orr l<i  l i l ie to aclclress is to f incl  i f  there exists a point (us:çs. / re) such that

I  t i r  ho )  e  ( , ' .  1 -  r )  x  IR .  r ro  €  / i ( (o .Ao)

{  E ( 1 1 6 : ( o . h o )  <  E ( u : ( . / r )  V ( i r : ( . / r )  s u c h  t h a t  r l . S t

I  t ( . / r  )  e  ( t .  1  -  r )  x  IR .  r r  e  / i (ç .  / i  )

i . . .  r rLirr i rniz ing E over al l  the possible conf igurat ions or posi t ions of the cl is l i .

- \ : : l l r r l i r lq that such a point (Cb./ ,0) exists.  ue rvi l l  be st tch that

I  uo e / r  ( (6.  /26 ) .
I  i i , , . ,c . . io)  S E(r :<.o.ho)  v .  €  . I i ( (o .ho)  .  

(1 '9)

Lr orhel n'orcls us rvill be the solution of the r,'ariational ineclualitv

(  uo  e  / i ( (0 .  ho ) .
) l f  ,  , I  1 , , . ,  _ f - , - , .  ( l . l o )
) ;  /  t r o , . ( . r i . / . .S ;  /  u ; ( . r ) r / . r  V t re I f ( ( o . i r o )
(  j . / Q  : . t { l

,



i .  L  i

r  i - i 1 r

L I . ]

t -

r  L  l . - r ,

(  l . 1 6  i

l t L , ' , '  , t  :  , t t , . 1 ,

t . t .

/ 1 t  ( .  / /  I  l .

( 1 . 1 2 )  t . \  ( J t . t ' t ' t l

i

o.f  th i '  t ' i ,1rt  r  ,

- f 
' - |'  

:  l \  !  : r j .  / / r t  l .

) l } e  ( ' a l l  i t l f t r > r

-  f  
- ,  

;  ,' : l \ l \ . / / r .

oô

r ' )  ' .  I R  ( u :

soLut .u t r r  u  l .o

/ ' .

\, th,e tr,ota,ti,orr.

' €  ( n  , ' ,  I
!  \ v r ' \  I  ' .

€  ( . r ' r . g r  ) .
l ' (  { . t / 1 . I ) .

r ' ' l r i ,  h  ,  i , u  l r r .  i r l s o  e r P L e s : e ( 1  i . e e  i l i S l  o r  i C ' l i  a -

(  , , n  :  ^ ,  r , 1 .  / r o  ) .
) t '

)  /  
u 1 1 , . 1  t ' , .  -  u , t , .  l t . r ' t r / . i  )  ( )  l / '

\  /  l l

Tl r r -  i , ' r r i ; r i l i  i r r  r r r i : . r r l  f i r i  anr '  ( i .  / r  t  €  ( r ' .  I  -  r  )  . .  IR  or
- (  ) l t l f  i \ i l t  f  ( )

(  r r  :  / i i , .  ô  i .
) t '
I  /  i r , ( i ' , . - 1 1 . ) ( r ' ) r / . r ' ) 0  y ' r '
( / a

T l r , 'u . .  , ' 1 , ' i rLh ' .  (1 .S)  i s  ec l l r i vaJ .en t  tc r

(  F in . l  (qo . / ro  )  €  ( r ' .  1  -  r ' )  x  IR  min imiz ing
)  t l' ;  F t i .  h t :  i  1  , , ; t . r )d . r  -  C ih  on  1 r ' .  I  -  r
(  :  ' /o

Lc.f rrs f irst note that one has

Propos i t i on  1 .L .  Le t ,  ( ( . h )  €  ( r .  1  -  r )  x  f i .  Th ,e

tu  :0  i . f  h  I  - r '

t r  :  f l r . r :  c tL. r1te.  i , rowt t ,  or t , . f ig t t re.  1 when,  h > - r  t , .e  -  wi th,

[  ,r r- ' , .  (.r 1 ) f  u, .r '
r t i . r ' l =  {  L ' ( . r l  t ' o r  . r

[ ( . - l ) r : ' . ( y r )  f o ,  . f

Proof .  In  the  case rvhe le  h  S  - r .  L '  S  0  anc i  u  =  0  sa t is f ies  c le rarh-  t1 .12) .

Irr  r l r t ' ( 'ase lvhere h )  -r  -  i .e.  rvhen the cl isk tortches t i re rvi le -  i t  holcl- .  i f ' r r  r lerrott 's r l r t '

f r r r r c r i r > r r  i r r  (  l . 1 j ) :

r t  f ' ' ,  [ "
I  u . , ( ù ' . , . - u . , . ) ( . r ) r h - l ' . . ( . , ' r ) /  ( t ' . . - t r , . ) ( . r ' ) r i . L *  |  , ' , . ( r ' , - r r , . ) l  r i r l  t

. l , t  J o  . l ,  r

t
+ t ' r ( y r )  /  ( t ' .  -  t t , . ) ( . r ' ) r i . r ' .

I
r  U l

l rrre'grarin .q lrr '  part one has

l ' " '  , ' . , r . r ' ) ( t ' . .  -  r { . . ) ( , r ' ) r 1 . r ' :  -  
[ "  L ' . . . ( t ' -  t ' ) ( . r ' ) r 1 . r ' f  t ' , ( r ' ) ( r ' -  r ' ) (  r ) l ' '

' |  , '  J  r ' ,

R r ' p o l r i n q  i n  (  1 . 1 6 )  o n e  o b t a i u s



f l  r . I i ' r .  - / 1  ,  ) i . r  ) r / . r '  :  -  
[ ' "  a ' , . . . t / ' -  f  i l . r ' i r i , r '  )  0

. t  , ,
T t ' - : l r l r . / r t

, ' 1 , ' i r r l ) -  1 ' , . , .  (  0 .  t h i s  c ( ) l l l P l e t e s  f h e  P t o o t  o f ' r l t e  l r r ' o l r o . i f  i t i t r .

I l  , . r r r i r r l i  1 . 1 :  T h e  i n t e t t a l  f  l r . l r ]  i s  c a l l e t l  t h e  r . ' o i t r c i r l e l l c t ' . r ' r , , f  r l L . , . , - i r l i i r r i , , r L i , l  i r r -
,  , l i L r r L i ; r '  L l l  r  - i . e .  r h i s  i s  r h e  s e t  r v h e l e

hr r l rc rrr ' \ t  sect ion r1-e rvi l l  shorv that the probleut (1.S) has a ru.r i { l t te .ohrf  ior. .  \ , ' . \ r  r , - ,  '

u ' i l l  ,  r , rr- i r le ' r  the case () f  tw() c l is l is rol l ing on a rvire.  Of cottrse ol le calr  , ' , r t ts i t ler '  f  he r ' i r : r '  r ' i

l , r l l .  ro l l i r rs  ( ) r r  a r ]  e ias t i c  n rembrane (see lb r  ins tauce [EF] .  [BC]  i f ] t  Hou-er -e r ' .  r i r t ' r ' i , . r '
, , f  , l ish- is l rx) le simple in t i re serrse that evervthing can be conrPrrter. l  er lnrosf expl i , ' i rh-.

I r  1 r r , , r ' i , l t s  a l ro  a  n ice  app l ica t iou  o f  the  theor '1 'o f  r -a r ia t iona l  i r te r l t ra l i t ies  : rn t l  n - r ' l r r ,1 ' , '  i r
,  , , r r1,1 olrerr  the rvav to the trvo ci inrensional case.

2. ' f  he case of one disk

Ler  fo r '  ( ( .h )  €  ( r ' .  1 -  r ' )  x  IR  cons ic le r  the  func t ion  F  de f inec l  in  (1 .13) .  Then or r  has :

Proposit ion 2.1. The f tur,ct ion F zs di f feretr , t iable ott ,  ( , ' .  I  -  r ' )  " .  IR , t rr , l  r t .  l to l , , l . t

; l  l ,  \  - / '

f t ,  
l , t :  

l { , ' . . (y , )2 
- , ' . ( . . , ) ' } .  

#*  
l t1  :  r ' , ( r ' r ) -  r ' , (  l t t )  - ( i  , l  L ,

[,;

t l  t t  ' -  - l '

r ,  L  . ,  L
u t  _  ,  ,  n  u L

=( ( .  / ' ,  )  :  0 .  -  t ç .  l t )  :  - ç .
()( Alt

B,' tole î / )  qive the proof of the posit ion let  us establ ish the fol l<.ru' inq lenuua:

Lerrrma 2.1. A-s-s 'unt.e that the center of the dz.*Â; zs Locrt ted i rr ,  (( .  l r )  ui t i r  l r  )  -r

, l  l t t , l , , l . ' , /  ( r ' r . y 1 )  c l e n o t e s  t h e  c o i n , c i d e n c e  s e t  ( s e e  f i g n r e  1 )

i l . l  r

t l t ,  r r

, . ) ' l

{  2 . - l  )l t t : ! J r ( ( . h ) : (+
r ' ( t -O+rh@

h2+( l -o2

Proof .
qet  e i l f i l \ -

\\ ' ith the notation of the fieure 1 usiuq the orthogonal i tv of O-\r .  -T1C' u 'e

-  h ) :0 .| r ( . r ' r  -  ( ) +  u ' ( . r : 1 ) ( t ' ( , r 1 )



J l t i -  1 e i r , l -  L r -  {  ] - - l )

l r ( , r ' r  -  r ) *  { h  +  V i ' '  -  ( r ' r  -  r ' ) ' } r r î ' - , r n Î  :  l i .

r (  , ' I  - , t + t ' l + / , y . ' - , . ,  - . i : t t .

! r ' r r i t -g  - \  :  -  -  . r '1 .  \ \ -c  qe f  s ( l t ta l ' i t l g  everv th in .q :

h 2 1 r 2  -  - T ' ) :  ( r ' r  -  ( . \ ) ' .

' i r r .  L 'a r l '  . ince  - \  à  0  eas i l v  to  (2 .3 ) .  the  c ie r iva t ion  o f  t2 . - l )  i s  * i rn i la r ' .  \o t t '  r l i a r r  ,  1 . r7 '
; r r , ' , l i f f e r t r i a l r l e  i n  l ' .  h .  

_

P r o o f  o f  t h e  p r o p o s i t i o n  2 . 1 .  I f  h  <  - / ' o n e  h a s  l x '  ( 1 . 1 3 ) .  i 1 . 1 1 )  f  -  - ( ' l t  i r : r ' . l

i l 2 ) { o l l o u ' s .

Sr ' .  l t ' r  us  assun le  tha t  h  )  - r ' .  then  -  see  f igure  l  anc l  (1 .1 i )  -  o t re  l tas

F(( .h)  :  l . r . ' ,? - ( . . r ) *  l  [o '  , t ' . ( . r ) r / . r  *  l , t  
-  v r ) r ' , r  (v t t  -  G l t .  t2  j r

:  J r r  : '

n-he le  l  r .  y r  a re  g iven b1 ' the  fo rmulae  (2 .3 ) .  (2 .1 ) .  Us ing  the  cha in  n r le  o r te  has . ' learh-

rr- i r i t  o lr l iot ts notat ion for . t '1ç. y1ç:

, , 1  [ "  1  , , .  f o '  1  ]

U(;  . l  , ,  
r '11 . r ; r1 .1)  -  - i ' i l t t ; . . r ,  + .1 ,  t ' rL ' r ( ( . r . ) r / r ' *  

t , ' t (v r  )v r .

Siu t ' r '
L ' t (  :  -L ' . t ' . r '

,  t l r e  o l  ) t a i r ] i

,  ,  I  f l t t  2 ,  \ ,  1  . -  t  
,  1  ) ,  I  r. . :  n  , ;  I  i ' j i . r ' i d . . )  -  - ; . ' i ( . r t ) . r r c  *  = . '1 t . , ' t , -  t , ' t , J / r  r *  -L ' ; t r r r  r l L . .  ' 1 .Û ,

v \  - , 1 . r ' L

Diffèr 'entiat ing (2.5) in ( one gets

I 
:1'.,,u'?(. ' ) t.rt ' .(r 'r )%F + -{ - }r,,. '3tr ' ) + (1 - vr )r- '.tv, r4fl

t  r in -q  12 .6)  i t  comes

ù F  .  ,  ,  , d r ' r . ( . r ' 1 )  ,  t 1  \ .  ,  , O . ' . . ( y r )  ,  1 . . r , .  ,  
1

O 
e . l t t :  r . rL . . ( , ' t t ï :+ (1-yr )c ' . (  n ) f r t  * ; t . ' , i ( r ' r ) -  - t ' , r tv r1 .  r? . i r

Diffêre.t iat i 'e the eclual i t '  
11u,;( ; r  1) :  r- . ( . rr  )



r . r 1 . " t . t r r  * . / r c ) '  
t t  i l '  

= t . ' t t . t r - t .

t / -

|  /  I  
' l l .

c J r ' , .  I . , t l l ' i { t t 1 : _ 1 ' l l ' /  l l

' 1  1  r ' 1
l )

S i r r r i l i r L  i ' ' . '  I i f l . ' r  c n t t i r  f  t t r q
- i  I  - . r / r  ) i - . . r  ( V r  )  :  r . (  r / 1  ) .

, , 1 , , ' , t 1 ' f :

d r ' a ( l i ) _ . , : ' . , . ( y r )

0 \  ( r - l l L )

C ' , , r r r l , i r r i r r q  (  2 . r ) .  ( 2 . S ) .  ( 2 . 9 )  r h e  f i r s t  e c i u a l i t r '  o f  ( 2 . 1  )  f o l l o u ' s .

f . ,qr ' f  rht-  sec(.)ncl  <,ne. one Pr 'oceecls simi lar l r ' .  One has fhis t inre

_ a  7  r " ,  I  , .  f " '  i
T l  :  J - t 1  

|  t ' ; i . ,  l . . / . , ' ) -  - = r . ' ; f  t ' 1 ) . t ' 1 1 ,  *  |  , ' 1 .  1 ' . , .  1 , t . t ' 1 , 1 . ,  1 : , ' - r , 1 1 , , 1 , 1 ,
i ) l '  2 . l  , , ' r "  

' ' /  t - r "  ' /  
. l  , ,

: -+,.r.(,., ).r,rn * f .,.r.{v, )v,,,
. r i r f ' r ' / . ' r / r  =  t . ' h r . : 0  -  r e c a i l  t l r . u t  a ' i  l 1 .

D i f f i : renr ie r t inq  (2 . i )  rv i th  l ' es i )ec t  to  / t  o t re  has

l .  l ' t

a(

ùt, r ' 1  Ô l t ( 1 - y r )

; , 1 r , I r h , " . , ' r ' o r . r r l e c p r a l i t l . o f ( 2 . 1 ) f o l l o w . s .  \ o t e t h a t a l l t h e a b o t e r l i f l e l e n t i z r t i o r r s a l r ' . i r r . r i f r t ' , i
, ' i r - i l ' . .  This conrpletes the pr<.rof of  1>roposit ion 2.1.

Th,'rr \\-e can -.ltorv:

T l reorern  1 .1 .  Unc le r  th ,e  a ,ss t tm.p t io r t ,  (1 .1 )  the-  1 tn tb l ,e .n t ,  (1 .3 )  o r  11 .11)  ,1 , ,1 ,711 i1 . ;  r t

, 1 t , i 1 1 r r t ' s o l , r ù i o r t , .  t L o  i s  g ' h r e r t .  b ' u  ( 1 . 1 5 )  w z t h

i 2 . l 0 t

i t i r l . . t  1 .  t l 1  t l t r t e . t t  b ' y  ( 2 . , : l ) ,

Proof.  Sttpp<,se /r  >

(2 .1 ,1
-r '  f ixed. Then. bl '  (2.1) one has



!-\ r

* t ( / r t ( 0 f r r r ç
al

into itccor-tnt. lirr /r

ùF l
= , . 1 , ' 20 t , , r - ' ;

I
( :

S r  '  r ; r l t i r r , t  a l s o  ( 2 . 2  )

T h , ' r r .  f l o r n  1 2 . I  )  u ' e  g e t

f ixeci  F ar lnr i ts a rrr i r i i r rrrrnr {or i . r r r < l  r i r , ' r r
1

, )

i - ' . . ( . r ' r  )  -  - r , ' ,  ( l / r  ) .

AFI
æ' .a 'h I -2L ' ' { r ' r t - c i

rL r r r . i  F I has a uniclue mininrum w'hen

L ' ; ( . r 1 )  :

Jf d rLenofe-s fhe measure of the angle O,r.  Of1

t a n d  =

Hc'nce. it fcrllorvs easilv that

! .  h  )

C]
2

one

C;
2

has

G
c o s d : s in9 :

; , t r c l  a l t < ,

Tal i i r rq
- 1

, L 7

I+

I
I -  -  -  -* t  - ' )

Thir r 'ompletes the proof of the theorem.

I

3. The case of two identical disks

\\e ,'onsicler again a rvire occupying in the unclerformecl ct>trfiquratiou the inteltal
!) :  10. l).  Then. lve let rol l  on i t  two disks of the same racl ius l  ancl the same rveiqhr G.
\\i. srrPl)ose that rr,'hen a clisk sits on the rvire lve can ahçavs fit another otte i.e rve rvili

i ' t : .S l l lL le
1

r (  ;o

7

" 
l 't J,=' V t -  *

G.t ' '
(  - . r ' r  =  r ' s i n 9 .  . f  -  l t :  t '  c ' s { ? .

one clerives that

(3 .1 )



TL, ' tL .  \ \ - ( '  \ \ - ( ) r l l ( - [  i ike r<r
( , t r ( '  ( ( , r t l r l  t ' r i l e t ' r  f h e n t
- r  r I 1 ) l  l r i l r q i r ' .  t h i s  i s  t t o r
r ,  '  ; r I t ; i l \ ' - t .  I l t > t \ - .

r , le te r t r t i t te  rhe  ec lu i l i l r r i r r r r r  pos i r io r r  o t  f  lL ( ,> r ,  ru ' ( ,  ,1 i . I i . .
r o . t a l r i l i z e  i n  t h e  n r i c k l l e  o f  t l r t ' \ \ - i r ( , i r r  i l r r ' . i r r r r r ,  l r ' r ' , ' l
fhe  case tv l te r r  rhe i r  l ve iqh t  i s  fo t ,  Ia lq t ' .  r l i i .  i .  u - l r i r r  u - ,

I t t r , 1 y 1 1 ' ' ,  : '

f l , , ' r . - ,  t . ,  ' 1

u ' , , r r l , i I i i ' : ,

i  r t r r  L

u ( . r ' )  >  r " ( . r ' )  V . r  €  B ( ( ; . r ' ) .  r  :  1 . 2 .  r 3 . . 1 r

- \  p r ' - - i1 ,1 r ' r 'on f iqura t ion  is  c ie f inec l  l r "u -  ( ( ; .h i ) .  , :  1 .2  anc l  a r ]  a r ln r iss r l r le  < ie fo l r r rz r t io r r .  I t .
, ' r rc ' r ' rJ- i ' .  q ir-en l rr '

(  ) r r , '  r \ . i l l , l e r r r . r f e  l l r -

Figure 2

( ' '  - ( i  L l  ; -L t  -  
\ \ r . , . t /

\Ioreover'. we set for r :

fnnction u

r r ( 0 )  :  U (1 )

- . )  ,  . )
( t . z  -  ( r ) -  +  ( h 2  -  t t l l -

E

r l r t '  r ' r , r r te ls  of  rhe t rv<)  c l is l i -c .

L , r _ l . Ç i / , i ( r )
- 1 ,  I

Tlrt ' r r .  arr  ar imissible defcrrmatiou is a

1.2

1 .2

( ,  ) 2  Y . r  €  B ( ( , .  r  )

:  Q -+ IR such that

- n

t 3 . l  i

. ) . . )  |

i )  |

|  . ) . 1  |

t 3 , 6  r

l . ) . 1  I

E  :  E ( r r : ( 1 . / r r . ( 2 . / r z )  :  1  [  , t t r . ) r / . r ' -  C ] l t 1 -  C i l t 2 .
2 . l a  r \

\. in f he case ,rf one clisk rve rvill suppose that

( , € ( r - .  1 - r ) . i r i € l R .

f lou-r ' r 'p l  .  in the nerl :  s i tuat i<tn that rve are intest igat ing t l re f  u 'o r i isks cann()t  l )el letr 'ate
, ' r rr ' l t  of  her ancl  one thr-rs nrust l tave

f r'2 (3 .S  )



\ \ , '  u ' r l l  r l e r r o f e  l x '  D ,  f  h e  < e r

D ,  :  
{ t 1 1 .  / i  l .  i , .  / ,  j  r ,

; r L L r L  l r \ -  i i r . . r .  / , r .  ( : .  / r :  )  r h c '  ( ' ( ) l t v e \  s e t  c l e f i u e c l

1 i i r r . / , r . ( . : . / , . , ) -  { r r  € H } ( Q ) l  r r (  r )  >

TLr, ' r i .  rhe r l rest ion 11'e u-ott lc l  l ike ro aciress is
, , t  r l - , ,  1 ' r , , l , l e u r :

I toen, ' r roÉl f ( {o)
|  8 1 t , 6 . ( o ) S  E ( u . O  V ( u . { )

-\r gtrinq as in t]re intloclttcf iou for { € D,. one
\ - ;  I  I  i ; r  r i (  ) l ta l  i r re r l r ra l i t l '

r 3 . i r .  i 3 . S i  / i , r / . . i  I r . l  l l

B { . , . , 1 . r :  l . ] ) , . 1  . I r J r

t l t e t e  e r i : f s  i r  - ( ) l 1 1 r i ( ) l l  i ' / , , .  - , , ,

l r ) '

r - ' ' { . r ' i  l t  a

ro f incl out i1'

suclr  that (  € D,

can introchrce r l

t . J
t /  =  - l \ l i l .

-  i . ( { )  t h e  s o l r r r i o r r  f r r

i l ,

r l t r '

0  V t '  €  / f  ( { )
, ' l  l ' ) r

Tireu.  , ' lear 'h ' .  i f  ( r re .  (o  ) so ln t ion  to  (3 .11)  one has  necessar ih '

t rs  -  t r ( {6  )

ist 'e f  he iutrocluct ion).  Thr-rs.  sett ing

F( i )  = E(u.o t, j.1 .. 1./.. - Cih y - Gh : , . )  1 . )
I  r ) .  I . )  |

r r - l t , ' l  t ,

t u  :  u ( O  :  u ( ( r . / r r . ( : . h z ) .

rh , ' l i ro l r le rn  (3 .11)  rec iuces  to  f inc l  a  so lu t ion  to

|  ( 'o e D,.
l  rtqo) < r(o v( € D,..

$o. n-e have to nrinimize F on D,..

Remark 3.1. As in the case of one cl isk the set n' l tere rve al 'e
r 'r l111P;11't.  SO. even if  F is continuous one cannot conclucie cl irectlr '
rrLirr irrrr-rrrr.

I r  i :  easr - f< . r  shorv  tha t  u (O is  ob ta inec l  as  in  p ropos i t ion  one.  t i ra t  i , .  to  sar - i t s  e raph is

olrrainet l  lx 'c lrarving the tangent to the circ les passing through 0. 1 ancl l "x 'ch'arvi t rq t i re

rrrrgeut fo both circ les (see f igure 2 and recal l  that rvhen u(t)  I  L ' ' ( . r ' )  t i ten t1. ,- . , .  :  Q).

Lt ' r  rrs f i rst  start  lx '  the f<>l lorving proposit ion:

I
I
i s

u: . { (O€À(€)
r
I  , , . ( i ' . r  -  u . r ) ( " r )d . r  2

, I  Q

: :  
, [ ,

i 3 . l l  r

nrinitnizin,q F is rt,r

t<l  the existertc 'e of i r



P l o p o s i t i o n  3 . 1 .  L e f  t t . .  ( t , . < . \ u ù t . e  F  q i t , e r r  h r 1  t . 1  . 1 ; 1  1  , l , r f i . r , , ' , 1 . , , r ,  I R . t  , . ,  , t ' i ' ,  r ,  l l , ,  , r ' , . , .
,  , ' ,  r , f  r t , r . l  l , l l  i n t e r p e r t . e t r r r " t e  c i r , t : l t  , t t h r r .  T h e r r  J u r  l i ,  )  - t '  i  :  1 . 2 .  F  i . ,  , l , i l J ' ,  r ' r  t , t t , r l t l ,  r t t r i
, t ' , t l '  t l , ,  r ro t . r t , t , io r t  oJ  the  , f - tq r r  re  2  t t  ho l ,ds :

ù F  L ,  |  ,  r  ) ,  ù F  l ,

t a : , { ,  
j  l t t t -  -  t  i t r ' 1 ) - f .  , a : ; t ' ' ; t ! t : t ' -  

i ' - i r  ' t j } .  : l . i ;

#,=, ' f  
t ,1 ) - , ' l  t yL l -C; .  # : , ' ; { , . :1 - , ' .  r ,1 , t  -C i .  i i l . l ( ' i ,

Al l  -

,  R , , , ' i r l l  r h i r f  i . ' '  i s  . q i l e t r  b l '  t 3 . 3 ) i .

Proo f .  I t  i s  an  easr -  ac lap ta t i c lu  o f  the  i r roo f  o f  p ropos i t ion  2 .1 .  To  , 'o t rv i t rc t '  l ,L , ' i r t - i ' , '

r l r l  r , ' i r r ler let  rrs qir-e a sh<, ir t  forntal  proof.  C' , t r ts ic ler f rrr  iustatrr :e f i re f i lsr  f i r t t t t t t i i r  r l l  1 i , .
(  ) t r t '  h i r .

F( ( r .  h  r . ( z  . l , z )  -  
l  /  , , t ,  r ' ) r 1 . r '  -  G l t l  -  C i l t  z
: . l Q

Dif i ' . ' t , 'nr iar inq in ç1 ancl nr.- . rrming that one calr  c l i f fe l 'ent iate t tncler t l te iuteqt 'al  i r , ' r , rrr , ' -

aFf- {  ( r .  h r .  ( 2 .  h :  )  -  
. l n u , u , . ç ,  

( . t '  ) r i . t  .

S i r rce '  i r  :  0  o r r  the  bounc la r r 'o f  Q one has  a lsc ' r  t { ( ,  :0  there .  T I tL rs  in te_qra t inq  l r r '  1 ra t r .
i f  r 'out. 's

ù F  f  [ ! t I

2a- ,  
( ( r ' h r ' ( . : ' h : )  -  -  

l n ' " ' t l ( r {  
' \ d ' ' '  :  -  

. l  , . ,  
t ' l , t ' . 1 '1 r ' ) r / ' t

- i11r ' r '  r r , . ,  :  0  ou ts ic le  o f  the  co inc ic lence se t  anc l  , ' i ,  :  0 .
I - - i r r î  rhe  la r : t  tha t

. '1,  :  - . '1. .

i f  , ' r  t t l l e .

r i r i .  , ' r 'nrplete the proof of the proposit ion

Lr,r rr> rhen prove the follc-rrving lemma:

lerrrrna 3.L, To m,i l r ; tnt tze F on D, on,e ct tr t , ' restr tct ,  oru"selues to the c(r , ."e tDlt .ere

- r  , ' - h i  1C ' .  i : 1 . 2 (3 . l i r

(' ltr:i,rr.r1 ioTtI,e cott.*tant,.

Proof.  Suppose that /21 .h.z 1-r.  Since the corresponcl ing u tanishes <.rne has

F( ( t .h r . ( z ,hz ) :  -G fu -Gh2) -2 rC l .  t : l . lS )

0F l"tt

i f  tcr '  h r '  ( :  ' t") :  . l  , . ,  
L' l  ,  t

:  l tc, l(yr)

' l , / ,

'  -  , ' l (  , r  ) r )

10



C', ' r r . i ,1e l  rhen the conf i .qr i raf  ion t 'he le

t .  _  1 . .  -  1 -
u  l  -  t t :  -  t t

1 l
! t

\ L  
-  

-  
'  - -  -  

-  '' )  ' )

i . , . .  f i t . ,

' . 1  . I ( ; ,  ,
r l 'o  r l isks are s i r t ing at  the sarne ler -e l  in  the rn ick l le , , l  rhe n ' i r r ' .  Orr t ' i r i r -

, _ l  ,  L  1  aF  ùF  L  '  I  ,
ù h r , 1 - t ' . , , . 1 -  

r ' . / ) , : , A l \ -  
O  _ , ,  

t t . - - i . t t l

= 2 ( t ' l ( . r ' r  ) -  C l )

r r l ca l l  r ha t  L ' . | . (  r ' r  )  :  - . ' . i ( y2  ) .  . ' . 1 ( y r  )  :  t - ' , i ( . r ' . 2 ,1  :  0 ) .

S , ' .  F i  j  - , .  b . l  +  r ' .  h )  has  a  s t r i c t  m in imr rm fo r  r ' 1 . ( r ' r  )  :  C ;  i . e .  f i r r  a  / r  ' r r t ' h  r r ( ' ( ' r ' \ - z r r i l v
i ,  '>  - r ' .  Fo l  th is  h one has

1 1
r r  -  1  L  ,  IF ( ; - t ' . / r . ; * r ' . h )

S r , .  l , r ' ( 3 . 1 3 )  ( ) r l e  c a n  a s s u m e

I-  r ' .  - / ' .  
;  +  , .  - r ' )  : 2 C i r ' ._1

ar( . r

Sr  t1 r1 r<  l se

r l r e  r ' i r se

I t '  ' 1 -  - r

r l t , ' f i l s f

\\-e lttn

h1  >  - r  o r I t 2  >  - r ' .

f r i r  instance
lzq  >  - r '

I r  2 )  -r '  being simi lar.  Suppose also lv i thout ioss the ";eneral i tv rhat .  '  < l .  I f

then the seconcl c i isk cloes not touch the rçire l '>ut then. t t tovinq i t  ot t  t l te t iq lLr, , f '

r l isk rrnt i l  he touches the f i rst  c l isk ancl the rvire (see f iqrtre 3) lorvets i fs c ' t rerqr ' .

rhus a-s-sume that both â1. h2 are greater than -r ' .

i \o te -  t l ra t  one car t  f i t

P.111,- '211'6" inetFral i t l ' .  i t

Figure 3

the  seconc l  d isk  on  the  r igh t  o f  the  f i rs t  l x ' (3 . t ;1 .  \ex t .  t i r te  to  r [e

holcls

:T.[,
11

F ( ( , .  i i r .  ( 2 .  h z ) tr l .( .1)r/.r '  -  Clh r - C;h :



>  I  f 1 ' r ( , r ' ) . / r '  -  C i l t l  -  C i t t ,
./ {)

>2 r ' h i  -C i l t r -G l t , .  i  : 1 . 2

- f  i r ' r ,  r r r . r ' i  )  i  ' ' (  r ' )  )  l t ,  t , r r  B i ( , .  r ' 1 .

T l r i .  i r r r l r l i es
F f q r . h L . ( . r . / r 2 )  )  r ' ( / r i  *  / r j )  -  C i l ,  1  -  C i l t  z

; , r i ,1 -F q()es t()  -Èx lv l lerr  l t ) ,  + l t ]  c ic les. This conrpletes fhe ptoof 'o1 r l te lerrrrua.

fh, ' r r  u 'e har-e:

l r : rrrma 3.2. To rn.tr t im. ize F on, D,- one ce?L restr tct  ourseh,e.t
Jt,,1.,1.., ,r,rrrl, tct th,e cttse wlt.ere th,e cott,strantt (!1 .8) is so,ttrro,t.e,rl, i.e, ftt

( (z  -  ( i  )2  +  (h2  -  l t t  )2  :  - l r '2  '

-  r ' )  -  , .1 / t  +  G)

a,t the tnrr.t le'ue.l

t r t  t .h  e , . : r ; , " r  r r l t  t ' r ' r  t  . i  .  I  i  :

f,h e. crtse

i :l 1.','t i

( : l ' l ( )  i

t  3 . 21  t

( ."ee .fr.q ure 5 ).

Proof .  Suppose tha t  rve  are  in  the  s i tua t ion  rvhere  (3 .17)  ho lc i , .  anc l  u -he le  (3 . lCr  i .

l r () t  <ztr tr later l .  Then. i f  one of the cler i r , 'at ives in (3.15).  (3.16) ckres not vanish rrror- i r . , l

o l . t . , l is l i  or the other arouncl rv i l l  c lecrease the energ] ' .  Assutni trg al i  c ier i r-at i te* e, l rr i r l  r<,0

ToI ( 'r 's

. '1 . ( . . r  )  -  -  + : i (vz)  =  Ci  :  io

n'hich is iurpossible. This completes the proof of the lemrna.

:

[ ' irerr \r 'e cal] i) l '()\ 'e:

Tlreorem 3.1.  Un,der  the assnmpt ion ( i | .1)  the prohlern,  ( :1 .11)  or  ( , :1 .1f  )  iL , l , r r t i , f . , , r ,
. ' t , f , r r f i , t t t .

If G < i1. p adm,'it.s t'wo 'ntinim,a giuen, by

c,  :  I  
- r . .  ( r  :  ] *  r .  hy :  t1 ,

tltis r:ot't 'e.sytonds to the con.figuration of two disks

If G > /2. f adrnit-: four m.inima giuen by

'I
_  

L , { ,

,rttrl,g

' '  { r  *
/7 t j - -  t '  '

V L r -  
-  I

v@-.-cr\ / C ; 2 - 2 . ,  . -  I  ,  r  ( 1

G J .  . r :  t  
- r  

v4 " r  _  11 ,

-/-, /T,
f L r  r -  V L r -
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<t in t (  l r r ,  , l .e f 'ornt r t t i ,o t r .s  of  the uture

Proof .  C ' r ,nr i r le l  tu-o t l i - . l is  r t lch that

r ' 1  L  -  C ' r

! , t , t t , L  r ' . t : ç l t r r , r , 1 7 i r r t 1  t l t t

l , e . r , e l , , , , , , , 1 ,  r . t r tP  l t r t , . *  t  r r t ,

r . ) . - . )

I t1 .h2  are  f i xec l .  ( , :  -  ( r  * , )

, , r ' i 1 r '11 . , i  i .  sonre  cons tar . ] t  a r rc l  s r lPpose tha t  (3 .17) .  (3 .19)  ho lc ls .  Or te  i ias

*t , ( r . / r r . ( i  
*  ô.hr1 : ,# *  

#rr(r .  
/ r r . ( r  r  c i . / r2 )

1 .  ) ,  . ):  i { . ' ;  (yz) t  - . ' l {  , ' '  r ' } .

Tlnrs. rhis f ï rnct ion of (1 aclmits a str ict  minimunt rvhen

,-' .2,( yz ) - - ...1( .. r ).

Tlrrrs fol  such a posit ion of the cl isks i t  is enough to look for a nr inir t tLr l t l  of 'F u' i r t : t r  t l t . '

t ' , r 'o , l is l is zrre tangent to the straight l ines

i r  :  . r , , ' ] -1 . , ' ,  ) .  h  :  - ( . r . -  l )u , l ( . r1  I

. \ - ( l t l l I i l l q  C '1  on  the

I i t r , ' , - j a n c l C ' 1  < , r n

Figure 4

Ieft of C'z (see figure {) this imposes
the ieft i .e this imposes

to  C '2  to  l>e  ou  the  l ieh t  o f ' the

(r
1- .  i , -ô<. )  --
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Figure 5

this is the onh' p<.rssibi l i tr ' .  \ot inq r i  the r l istarrr:r '  .{C'1Sirr , ' , '  a nr ininr l tm is i iuorvn to exist

r : t 'e f iqru'r-  j ) .  one has cleal l r '
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Figure 6

lC'r.{l ancl arguing as in (3.28) one clerir,'es easill'
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QuuquES euESTroNS oUvERTES

o Dans le chapitre f, nous pensons que le problème P peut être généralj.ser en

prenant.les ( dans Q tout en entier au lieu de CIr.

o Dans /e cas d'un domaine convexe qui admet un seu/ axe de slrmétrie. norrs

;r\ ons localiser (cf. III-S-a) la solution du problème P . l{ous pensons qu on a unicité

rle ltr ̂ soirrf ion et en général ce résultat est vrai pour tout dornaine conr€xe.

o Dans III-,[-I, on a montré que 0 est un extremum relatif d'énergie. On pense

que c'est rrn maximum local d'énergie.

c Dans le cas du problème à deux boules en dimension deux 1e problènte

cl'e.risfence reste ouvert. -l{ous pensons que les résultats obtenus dans le ca-. rle

rle'rr-r disqrres en dinension 7 peut être généraliser dans ce cas.
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