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NOTATIONS

La plupart des notations utilisées dans cette étude sont signalées des qu'ellex sont
introduites pour la premiere fois. Nous tenons cependant & préciser quelques notatiois

dusage courant et quelques espaces fonctionnels.

= signe “entraine”, ou implique
— signe “équivalent”
uC signale la fin d'un passage formant une suite logique

(remarque. preuve,..) si nécessaire pour la clarté du texte

; quelque soit

= il existe

SIS si et seulement si

Le. c'est-a-dire

0l ensemble vide

e le produit scalaire de x et y

o= (ry.x3) les coordonnées cartésiennes de x dans IR?

= (7 +13)Y?  la norme euclidienne de x
dao = drydrs la mesure de Lebesgue sur IR?
B, () boule ouverte de centre r et de rayon r >0

0 domaine borné de IR?



[ =0 la frontiére de

O =000 la fermeture de *

I I'intérieur de B

der A le déterminant de la matrice A

Dy 'espace des fonctions de classe C™ a support compact inclu dans 2
D' 'espace des distributions sur {2

L7 I'espace des fonctions mesurables u tel que :

1/p
ulpn = lulleoy = (Jo lulP) < (1<p<x)
L™>(0) 'espace des fonctions mesurables w« essentiellement hornées.

Ul = l|ullp~(o) = inf{M :ju] <M pp. dans Q}

HYO) =1112(Q)  lespace des fonctions u de L2%(Q) avant leurs dérivées (au sens

des distributions) dans L?(£2). muni de la norme :

1/2
|ull2.0 = [lullgr@) = (|U|%.Q + VVU@Q>

Hi Q) 'adhérence de D(Q) dans H'(Q)
cia I'espace des fonctions continues dans 2
Ci) I'espace des fonctions continues dans Q

C'MO). 0 < A <1 lespace des fonctions holdériennes d'ordre A sur 2 c’est-a-dire

I'espace des fonctions u continues sur § telles que

[u(z) — u(y)|

sup T <X
T.YEQ.T#Y |I - y[

e 'espace des fonctions m fois continuement dérivables dans ¢
CmA Q) I'espace des fonctions u € C™(Q) telles que DJu € CO*(€Q).

Vi, ljl<m
fa) la dérivée de f :IR — X (X : un espace de Banach) au point a
Friia) la dérivée d'ordre n de f au point a

O =f fO=p fO =g
Df(a) la dérivée (de Fréchet) de f :IR™ — X au point a

fla+h) = f(a) + Df(a).h + o(h)

Af/odu; la dérivée partielle de f par rapport a la variable z;



Do
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f

supp f

.y =sup(f.g)
g =inf(f. g)

=fv0

=fA0

Fopératenr différentiel D; = 52 ot D = D{".Dy-..D"

ohr
avec o = (..., ) EINT et I = =00 =L =0y,
Iopérateur gradient défini par : 7u € D) N = (u, o0,
Uopérateur Laplacien défini par : 7 € D'(Q) Ly = =4 — L&
[ER [N

. . . ol

foncrion vérifiant —f— < k. avec b une constante
. Y o) }i

fonction vérifiant ==~ — 0 quand + — 0

I

la fonction caractéristique de l'ensemble 4 :
) = L. six € A
A= 0, sirg Al

'application composée de f ot g

support de la fonction f qui est le plus petit ensewble ferie

en dehors duquel f =0

désigne les différentes constantes qui interviennent. On précise
lorsque c’est nécessaire sa dépendance par rapport aux aufres

parametres.



AVANT-PROPOS

La théorie des inéquations variationnelles (I.V) a connu un développement
rapide et une grande croissance de ses applications. Il est donc important
d’introduire ce domaine, sachant que les problémes d’obstacle. reliés a mon sujet
de theése représentent une classe importante d’application des inéquations variation-
nelles.

L influence des problémes physiques concernant le développement de 'analvse
mathématique est universellement reconnue, et la théorie des inéquations variation-
nelles. née en Italie dans les années 60, n'est pas une exception. En effet. les travaix
des deux pionniers G. Fichera (1963) et G. Stampacchia (1964) étaient motives par
cles problémes concrets, le premier par la mécanique (“a problem in elasticity with
a nnilateral boundary condition”) et le second par la théorie du potentiel (" in
connection with capacity, a basic concept from electrostatics ~).

I introduction des V. sera donnée avec un probléme modele qui. paraphrasant

J.L. Lions. “est simple, beau, et profond” : trouver la position déquilibre
u=u(x), € cIR?

('lue membrane élastique contrainte de rester au-dessus d'un obstacle donné ¥ =
W(.r). Le probléme est résolu par I'unique solution du probléme de minimisation

stvant

1 2
{g}t{la/ﬂ\Vv(x)l dz,

ot K est un ensemble convexe, de fonctions (appartenant & un espace bien appro-

prié) supérieures ou égales & V. Ce probléme se révele étre équivalent a l'inéquation



variationnelle suivante
ne V.

/ Sulr). Vv —wu){e)yde 20 7= N
(i pent erre considéree comme un systeme “d'inéquation” d'Enler pour le probleme
Jde miinimisation correspondant. Une autre forme du probleme ('obsracle. en ~np-

posant u réguliere. est le probleme complémentaire :
u>v. —Au>0 et (u—U)Au=0 dans

o I'iine cdes caractéristiques principales est la division de Q0 en denx sous-enseibles.

I'cnsemble de coincidence

A={reQ/ux) ="T(x)}

or son complémentaire
I=0\A={zeQ/ ulx)>¥(r)}

[ frontiere en commun ® = OA = OI est appelée la frontiére libre. et formellenent

1D él.

Au=0 dans [ ={u>¥}, u="¥ et Vu=\T sur .

o~ conditions aux limites déterminées au-dessus sont typiques dans les problemes de
fronticres libres qui apparaissent dans les applications mals il n'existe pas. en agénéral.
(" approche mathématique pour eux tous. Une importante. bien que restreinte. classe
(e problémes de frontieres libres peut étre résolue par les LV.. directement ou in-
directement aprés des transformations appropriées du probleme. comume I'a montreé
Baiocehi en 1971 pour le probléme de la digue.

(‘ette approche méne a ce qu’on appelle la formulation variationnelle faible. i
o1 eénéral a une solution relativement facile a obtenir par les méthodes d analvse
touctionnelle. Alors la question qui se pose, est de savoir dans quel sens la solition
faible résout le probléme physique original. Cette étude supplémentaire est tres
importante dans plusieurs problemes et exige une analyse profonde de la régularité
e la solution et de la frontiére libre. Ce dernier point a été clarifié ces derniéres

années et fait partie des travaux de L. Caffarelli (1976) sur la régularité de la frontiére



libre de< problémes d’obstacle. qui en particulier. donne les condirions ponr ¢tablir
e les solutions faibles sont. dans beaucoup de cas. classiques.

(“est un aspect des questions générales auquel I'approche variationnelle doit
réponcdre & propos d'un probléme de physique mathématiquement bien posé @ Le
probléme est-il possible? FEst-il déterminé? (...) La solution du probléme est-elle
continue . tout auw moins d'un ordre convenable. par rapport auwr données?. citant
I Haslamard [27]. le premier mathématicien qui a donné explicitement la troisiéne
condition au debut des années 30. En effet. les trois conditions d'existence. « nunicire
cr e dépendance continue par rapport aux données sont vérifiées pour les problénies
(‘obstacle dans un sens approprié.

Ponr un obstacle U régulier on arrive a conclure que la premiére derivée est
conrinue et la seconde dérivée est bornée mais non continue.

Cependant. si la frontiére libre est considérée comme une partie de la solution.
la troisiéme condition (stabilité) n'est pas toujours vraie. En effet. on peut donner
facilement des exemples ot de petites variations des données produisent de grands
-hangements sur la frontiére libre du probleme de I'obstacle. Donc. une question
huportante est de donner les conditions de stabilité pour la frontiere libre.

De nos jours. la théorie des I V. et ses applications atteignent un haut niveau de
développement et il existe plusieurs monographies excellentes dans ce domaine ( H2].
43). [5]. [7]. [35]. [21], [15]). mais & peu d’exception prés. a savoir le livre classique de
G. Duvant et J.L. Lions. peu d'attention a été accordée aux motivations physiques
o a linterprétation supplémentaire des résultats mathématiques.

Enfin. nous illustrerons quelques descriptions de la nature d'une inéquation
variationnelle et de la frontiére libre par cing exemples tirés du livre : “An Intro-
Jdnetion To Variationnel Inequalities And Their Applications™ de D. Kinderlehrer &
(;. Srampacchia [35].

Exemple 1— Soit f une fonction & valeurs réelles. réguliére. définie sur un

intervalle I =[a.b] fermé. On cherche les points zo € I tels que
f(zo) = min f(z).
zel
ol o frois cas :

i-— sl a<rg<b, alors f'(zg)=0
ii— si tg=a. alors f'(xg)=>0et

iii— si xg =b. alors f'(zg) <0.

on peut résumer ces cas en écrivant



f/(vl'u)(l' —rg) =0 Jrel

[Tne relle inéquation sera dite. inéquation variationnelle.

Exemple 2— Soit f une fonction a valeurs réelles. réguliere. définie sir nn convexe
terie N de IR™. On caractérisera. encore une fois. les points vy € I\ tels que
flxo) = min f(u).
rek

Nnupposons .y nn point ol le minimum est atteint et soit o= K. Du fair que [N
ot convexe, le segment (1 — t)rg + trg = xo +Hao — rg). 0 < < Loestinclin dans

. La fonction
O(t) = f(xg + t{z — xo)). 0<t<1
atteint son minimum en t = 0: comme dans 'exemple 1.
®'(0) = Vf(zg).(x —20) 20 Yr e K.
Par conséquent le point Ty satisfait I'inéquation variationnelle suivante
o€ K: Vf(zg)(x—1x9)2>0 vr e K.

Si I\ est borné l'existence d’au moins un ry est immédiate.

Exemple 3 — Soit Q CIR" un domaine borné de frontiere d{) et soit o une
fonction définie sur Q = QU OQ qui satisfait

mgx@ >0 et <0 sur JQ

Ou définit
K={veCl) : v>¢ dans Q et v =0 sur JQ}.

11 ensetnble convexe de fonetions qu'on supposera non vide. On cherche une fonction

n = I relle que

/ (Vu|?dz =min/ |Ve|?dr.
0 reK 0

Snpposons quun tel u  existe, nous raisonnons d'une facon analogue a celle e
'oxemiple précédent en se basant encore une fois sur la convexité de K. Pour tout
» = K. la fonction u+t(v—u) € K, 0<t <1, et la fonction

@(t)z/{}lV(u-}—t(U—u))lzdr, 0<t<l1.



arreint son minimum en t = 0. Cela implique que ®(0) > 0. et par suite on

I'indéquation variationnelle suivante
nwe N / Vu¥(v—uldr>0 ARSI [\
JQ

Il inrervient iei 'ensemble de coincidence
A={reQ : ulr)=olr}.

< présence distingue u de la solution d'un probléme aux limites.
On peut interpréter u comme la fonction hauteur de la position d'équilibre
(e membrane mince contrainte de rester au-dessus du corps {{&r..rp—1) 1 - <

D). o = Q) avec une hauteur. fixée, égale a zéro sur la frontiere de (1.

Exemple 4 — Pour Q un ouvert borné, comme avant. soient ol. 0% M. A2l fi
ot f» des fonctions réguliéres dans (1 avec ol < ©°. On définit I'ensemble

convexe sulvant

R ={v= (v} : v} <v? dans Q. v' = &' sur 90, vt e CHO).

I

—

[V}
—_

On cherche la solution v € K de

Z / {Vui.V(Ui — ') + At (vt - ut) e
~ Ja

> Z/ fi(vt = u')dz Vv e K.
—JQ
Dans ce cas u est un point de K ot la fonctionnelle

F(v) = %Zi:/n{wvif + Ai(vh)?}dz — Z /Q fiv'de

arteint son minimum.

La solution u = (ul,u?) représente la position d'équilibre de deux membranes
<oiuises a des contraintes telles, que 'une ne traverse pas l'autre. Dans ce cas

I'ensemble de coincidence est

A={zeQ : ul(z) =u*(z)}

Exemple 5 — Avec 0 comme dans I'exemple 3, on cherche I'élément u € K de

~iirface minimale. 4 savoir

/ V1+|Vul|?dz = min/ 1 + |Vu|?dz.
JO reK Q



L indquarion variationnelle associee est

we Ko / Md.z' >0 T = I

oy 1+iVu?

[~ denx premiers exemples considérés peuvent etre résolus arc moven de calends
rolarivenent simples car ils dépendent d'un nombre fini de variables. Les anrres
cxemples <ont des problemes de calcul des variations du fait «ue enseble des
fonctions admissibles est inclu dans un espace de dimension infini.

Comume souvent dans ['étude de problémes de calcul des variations. nn problenie
formulé dans nne classe de fonctions admissibles “naive™ n’aclmet pas. en cencral.
nne solution dans cette classe. Il est bien connu. aujourd hui. gue cetre difficultc pent
crre surmontée en élargissant la classe des fonctions admissibles a 1n sons-ensemble.
convenable. d'un espace de Sobolev. Dans ce contexe. l'existence et Lunicite des
cxemples 3 et 4 peuvent étre démontrées facilement. en utilisant la propriéte e
la projection d'un opérateur d'un ensemble convexe sur un espace de Hilbert. A
prewicre viie, l'exemple 5 apparait plus compliqué du fait qu’il sunggere la con-
<dération dun espace de Banach qui n'est pas réflexif. Une autre approche sera

J'cérablir les estilmations a priori. convenables.

* x % k% * *k *k k ok
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INTRODUCTION

Dans ce mémoire nous traiterons quelques problemes d obstacle qui sont un
pen particuliers: en effet, dans un probléme d’obstacle on cherche assez souvent
nne fonction u qui minimise une certaine intégrale I(v) = fQ r.v.Vuv)dr dans
une classe de fonctions K. v : Q@ — IR, ot K est déterminé par les conditions
aux bords de u et une inégalité v(z) > U(z), ou ¥ est donnée. Si par exemple
[(v) est l'intégrale de Dirichlet qu’on peut regarder comme I'énergie élastique d une
membrane. on cherche, ensuite, a trouver la surface minimale d'énergie limitée par
un certain contour et contrainte de rester au-dessus de l'obstacle {(r.z) eIR""! :
:=U(x). r e}

Le tvpe de problémes étudiés ici est différent, en effet, la forme de ['obstacle est

donnée. mais sa position dans 'espace est inconnue dans le probléme.
Notre travail est partagé en cinq chapitres :

Le chapitre I est divisé en deux sections. Dans la premiere. j'ai tenu a présenter.
en résumé. le travail de J.Bemelmans et M.Chipot [6], concernant un probléme
variationnel d’'une membrane élastique supportant une seule boule rigide que nous

noterons. dans toute la suite, (P)

Trouver :  ug, (o, ho
(P) tels que : (o € Qr,ho € IR, up € K¢q.no
et E(U(),C(),ho) =IIJ‘11fE(U'Ch)

A={(u.c,h) : CeQ., helR, veKC_h}.

Q. ={¢Ceq : dist((,T') > r}



Kcn={rve H(Q): v(r)> U-p(r) pp dans B[}

E(u.C h) = l/ Sule)|*de — Gh.
2 Jo

Le meme probléme a été étudié par Elliott et Friedman [21]. mais la procédure des
premiers pour résoudre le probléme (P) est différente et plus générale. .J'ai rronve.
donc. important a la fois de donner en détails la technique employvé par les denx
premiers auteurs pour résoudre le probléeme (P) et de donner un petit résiumc de
['étude du méme probléeme par les seconds auteurs.

Dauns la deuxiéme section je considere le méme probleme mais cette fois-ci en dimen-
sion ull. c'est-a-dire le cas d'un fil élastique supportant un seul disque rigide libre

cle se déplacer sur ce dernier.

Trouver :  ug.Cg. ho
(Q) telsque: (o€ (—1+r.1—r).hy€ R.uy€ K¢,
et - E(uo,C0.ho) = i%fE(U-C-h)

V:{(v.(,h) : (e(-14+nr1-r). helR. L'GKM}.

&

E(u.(, h) = %—/Q(uz)zd:r — Gh.

[ci. je montre seulement, et d'une fagon différente que celle donnée dans mon article
it [2]) avec M. Chipot et A. Aissani, que 0 est l'unique point critique. Aussi je
calculerai la solution du probléme (Q) de la méme maniere que celle utilisée dans
6! dans le cas d’une boule en dimension 2. L'étude compléte de ce probléme ainsi

(qiie le cas de deux disques sera donnée dans le chapitre V.

Dans le chapitre II, je démontre des résultats, utiles dans la suite. a savoir la
continuité et la dérivabilité de la fonction d’'énergie E. défini dans le chapitre I. par
rapport a la variable h. Les résultats analogues & ceux-ci c'est-a-dire la continuité

et la dérivabilité par rapport a la variable  ont été démontré dans [6].

Dans le chapitre III, nous donnerons divers résultats en liaison avec le probleme
(‘P). Nous commencerons par montrer quelques propriétés d 'une solution de celui-
¢i. Nous présenterons un petit résumé de I'étude du probleme (P) par Elliott et

Friedman [21] : les auteurs s'intéressent a localiser les points (; qui sont solution

2



du probléme (P) considéré seulement sur un certain compact O et pour r assez

DOtit,

Théoréeme 0 — 1—Pour toute solution (: € Qy de

min{&(¢7) / Br(¢) C Qo}

o
dist(¢Z.C) < c (rlog %)" —0 quand r — 0. (0.1)

of. C={r" h(xr") = mig h(x)} et c, ~ sont deuxr constantes positives. (0 <~ <
rell
12).

Oun signalera l'amélioration de I'inégalité (0.1) par Bandle et Flucher dans un travail
assez récent [4]. Dans la démonstration du théoréeme 0-1. les auteurs ont donné
e esquisse pour montrer la continuité de la fonction §, et par suite assurer
['existence d’au moins un minimizeur. Ici, nous démontrerons de fagon différente
['existence de ces points en montrant seulement que la fonction &, est semi-continue

inférieurement.

Dans [6]. on montre que si ((,h) est une solution du probleme (P) dans le cas
I 'un domaine qui admet au moins deux axes de symétries alors nécessairement ( est
nuique et coincide avec le point d’intersection des deux axes. Ici. Nous montrons

(uie h est aussi unique, d une maniere générale nous montrons le théoreme suivant :

Théoreme 0 — 2:—Pour chaque { fizé, la fonction

2
h — %fQ IVUC,h(.I?)‘ dx — Gh
vst strictement conveze sur [—T. +0].

Nous démontrons que si ¢ appartient a un axe de symétrie de Q alors I'ensemble

de coincidence A(ucp) est symétrique par rapport a cet axe.

Nous présentons le contre-exemple donné par Bemelmans et Chipot dans [6] qui
montre que le probleme (P) n'admet pas en général une solution unique. Nous
répondrons & une question qui découle de I’étude de ce contre-exemple: en montrant
(e () centre du domaine. cité dans le contre-exemple, est un extremum d’énergie.
Nous connerons. aussi, d’autres contre-exemples qui prouvent le méme résultat que

le premier.

Nons prouvons que la convexité du domaine n'est pas une condition nécessaire pour

wontrer 'unicité de la solution du probléme (P) considéré sur ce domaine.

3



Fufin. nons combinons les deux méthodes données dans 67 ot 21 ponr micnx lo-
caliser nne solution du probleme (P) relatif & un domaine qui admet nn senl axe de
~vicrrie. ainsi que la localisation des centres harmoniques. les points oit la fonction

e Robin h arteint son minimui. pour les domaines suivants :

= O domaine qui admet un seul axe de syvimeétrie.
O domaine qui admet deux axes de svieétries.
O =05 =0{=5.9) < (-1.1)]U[Br(=S)UBgr(S). S=R-L

Lo chapitre IV est divisé en deux sections. Dans la premiere nous genéeralisons le
probléme (P) en étudiant le cas d'une membrane élastique supportant denx bonles
rigicles,

( Trouver: u.(i,hy.C2.ho

tels que: ((1.G2) € O, x Q. Ay hy € IR

(S) (G1 = C2)? + (hy —ha)* 2 (ry +12)°.
u € KCl-h1-C2-h2
| et E(u.(1.h1. G2 h2) :ilr/l\/f E(v.¢.h.C.h)

W = {(z'.C.h.C’.h,’) hoh E€TR. (C.C') € QU x Q)
(C=C2 4 (h=h)2 2 (r+ o v 8 Repinf

N:ncohe = { v € HY(Q) :v(z) > \Ilii_hl(.r) p.p. dans B, ((). = 1.2}.

E(u.C.h.('.h) = % / ]Vu(l:)tzd;r -G h=-Ga It.
- Q

Dans un premier temps nous faisons une étude du probléme (§) similaire a celle
(lonnée dans [6] pour étudier le probleme (P). Nous avons réussi a généraliser tous
lex résultats données dans [6] et d’en donner d autres.

\Ialheureusement! les résultats obtenus dans cette étude ne permettent pas e
rransformer le probléme initial (S) en un probléme de minimization sur un compact.
Néanmoins. cette derniere nous a permis de donner quelques caractéristiques d une

~olurion de ce probléme. En effet on montre que :

o (n.y.hi G hg) ne peut pas étre une solution du probléme (S). lorsque (i ou (>
watisfont les conditions du théoréme IV-3.1 (cf. p:81), ou du théoréme IV-3.2 (cf.
P4

» nne <ohition du probléme (S) doit correspondre a deux boules qui poussent toutes

los denx a la fois:



o e ~oliution du probleme (8) doit correspondre a deux bonles qui ronchenr o
tenthrane.

Funfn. nons déduisons nn resultat dunicité. en montrant le théoreme suivant :

Theoreme 0 — 3:—Pour chaque {1 et (o tels que [ — Gl =y~ o la fonction,

(}71.}72) —_

W2

, 2
fQ !v“{{.}ug_nh;(-")i {/'ll

(~F strictement convere sur [—ri.+[x[=ro.+x ]

Daus la deuxiéme section nous étudierons quatre problemes particiliers.

Cas 1 : on considére le probléme (S) sur un domaine qui admet au moins denx axes
e svmérries. On montre dans ce cas que la solution du probléme doit correspondre

A denx bonles collées ['une sur I'autre.

Cas 2 : on considére le probléeme (S) sur Bgr(O). Dans ce cas une solution
probleme (S) vérifie une propriété de plus que dans le cas 1. en effet. on montre
que si (u. (. hi1.Ca. ha) est une solution du probléme (S) considére sur Br(O).

alors. ¢y et (o appartienent tous les deux a un méme axe qui passe par (.

Cas 3 : on considére de nouveau le probléme (S) sur Bg(O). mais cette fois-ci
clans le cas particulier : Ty =2 =71 et G1 = G = G. On montre que si la ~olution
(In probléme correspond a deux boules a la méme hauteur alors nécessairement ces
Jdorniéres sont au “centre” de la membrane, c’est-a-dire. si (u.(y.hy. G2 oha) estoune
~olution du probléme (8) tel que hy = hy alors nécessairement

-0 =G=-0l=r.

Cas 4 : On reprend I'étude du probléme (S) en généralisant celle donnée dans 21 .
On montre le résultat suivant :

Théoréeme 0 — 4:—Pour toute solution (u.(1.hy.Co.ha) du probleme (S). on a

dist(¢1.C) < C.\/r(logt +1) — 0 quand r—0

dist((.C) < C. r(log-} +1)+2r — 0 quand r —0
ou. C' > 0.

Enfin. on clore ce travail par un article fait récemment en collaboration avec mon
Professenr Chipot et A. Aissani (thésard avec ce dernier) concernant la deformation
('nn fil élastique par un ou deux disques rigides. Dans le cas d'un disque notis
montrons |'existence d’une solution unique. Le cas de deux disques est beaucoup
plis simple que le cas de deux boules en dimension deux car on peut tout calculer

cxplicitement. néanmoins. ¢’est une bonne application de la theorie des inéquations
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variarionnelles et pourra donner des idées pour débloquer le probleme dans le caxs
e denx bondes.  Au débur. nous pensions que les denx disquies vonr se stabiliser
g uilien dn fil & une méme hauteur. Cependant. nous niontrerous (ue ¢ nest
pis ronjonrs le cas quand leur poid G est plus grand qunue certaine valeur qicon
dererminera.

Nons adresserons a la fin quelques questions ouvertes qui en deconlent de cetre

cornde,
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1\/1EMBRANE ELASTIQUE
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h Chapirre [

i\f”[EMBRANE ELASTIQUE

SUPPORTANT UNE SEULE BOULE RIGIDE

A—Le probléme en dimension deux

I — 1. Introduction

Soit © un domaine borné de IR? de frontiere I'. assez réguliere. Et soit .M une

menbrane élastique. qui occupe le domaine € dans le plan horizontal
IT = {(z;z2;23) €R3 : 23 = 0}

(uand elle n'est pas déformée par 1'obstacle, qui correspond & une boule rigide et dout la
position dans l'espace est inconnue dans notre probléme. son bord I est supposé etre

attaché a un support fixe.

X2

»

Figure 1

On suppose qu'une petite boule est posée sur cette membrane et qu'elle est libre de se
déplacer sous l'effet de son poids et la tension dans la membrane. Elle va rouler jusqua ce
qu'elle trouve une position d’équilibre. C’est ce qu'on veut analvser ici. autrement dit. on
Lerche & déterminer les conditions qui assurent l'existence de cette position d’équilibre.

Notons que ce probleme a été traité d’une fagon différente dans les travaux de Elliott &
Friedman [21] et de Bandle & Flucher [4] (voir chapitre III). Physiquement. la position

'équilibre est régie par 1'équation suivante :

8
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fe_[[+f_\4 :0

Gt F.oot Fay sont respectivement les forces exrerieures exercees sur la boule er la toree
(e 5 Lo rension dans la membrane: & I'état d'équilibre ces forces se compensent: pour phis

Ao dérails sur Uinterprétation physique de ce probleme voir 1211,

1I - 2. Formulation du probléme

Notous par G le poids de la boule et par r son rayon. Son centre seva repcre par les
coordonnées (1. ¢z h. on posera ¢ = ((1.Cz2). dans la figure 1 la force de gravite polure
als le sens positif de 1'axe des h.

Pour tout déplacement u vertical de la membrane et pour toute position (C.A) ducentre

(e Ta boule. I'énergie du systéme. & une constante additive pres. est donnee par
1 2 , ,
E(u.C.h) = 50 |Vu(z)|"de — Gh ([ —2.0)
= Ja

Ot

e 7 - est la tension dans la membrane. qu'on supposera uniforme. Sans perdre de gencralire
ol posera dans toute la suite o = 1.

° %[Q ‘Vu(x)|*dx : représente l'énergie élastique de la membrane qui varie avec Je

déplacement (u).
e —G h: représente l'énergie potentielle de la boule.

Si on note par T, la partie supérieure d'une sphere dont le centre est repéré par (..

alors. on a
S ={(z.2) eIR® : z="Tcn(z). re B}
(bfl

Tep(z)=h+\r2=lz-q (I —2.1)

Comine la membrane doit supporter la boule. u doit satisfaire les contraintes suivantes
u(z) =0 sur T
u(z) > ¥en(z) dans Br(().

Nous considérons seulement. dans ce probléme. les positions du centre pour lesquelles la

Loule ne touche pas le bord de la membrane. autrement dit. si on note par dist(..T') la

distance d'un point a [. ¢ doit satisfaire
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dist(C.T) > r.

On pose ensuite
O, ={CeQ : dist(C.T) > r}

dote. ponr rtour £ O, ona
B(Q)={ceQ :: r=(<rjc.

Norre probleme. donc. est de chercher s'il existe (ug.{p. hy) tel que

Co € Q.
g soit admissible i.e. up(r) =0 sur T.

ug(z) > ey n,(xr) dans B, ()

Elug.w. hy) = inf{ E(u.C.h):¢eQuu(z)=0 sur I'. wlr)>Pep(r) dans B,(\‘r}.

Dans le cadre des espaces de Sobolev. on introduit. pour chaque (.4 fixé. lensemble des

toncrions admissibles suivant :

Kep={ve H;(Q): v(z) > ¥ep(z) pp. dans B.(()}.. ([ =272
Nofous (u'il est clair que K, est un convexe fermé.
Soir. enfin. la formulation variationnelle de notre probleme
Trouver :  ug. . ho
(P) tels que: (o € Q. ho € IR.up € K¢y p,
et E(up.Co. ho) =i%fE(/v.C.h)
A= {(v.(.h) . CeN,. heR. ve Kg_h}.
Si o note par u = u¢ p 1'unique solution du probléme de I'obstacle Bep :
1 2 5
min = [ |[Vu(z)|"dz. (I —2.3)
vEKch 2 Q

10
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alors n satisfait I'inéquation variationnelle suivante (voir 3501

[ =2 b
/ Sl (v —u)(rydr >0 7= Ny,

done. le probleme peut etre reformulé en cherchant (oo ho) réalisant Ulnbimnun de s

fonerion

F(C.h) /qugh )[ dr — Gh ([ —2.5

parii les (( h) € Q, xIR. car si up existe. alors nécessairement g = ¢, .,

Eufin. notons qu'il est clair que Q. x IR n'est ni un fermé ni un compacr. B

I — 3. Existence

Pour transformer le probleme (P) en un probléme de minimisation s un compact

ou démontre tout d’abord le lemme suivant :

Lemme I —3.1:—0n a

lim F((.h)=

h—xtoc
niformement en G.

D monstration:

<1""ras + h negatif et |h| assez grand. on a

F(Ch) = ‘/|Vu dz — Gh
>0—Gh

— +20 quand h— —x

w2 eus o b positif et |h| assez grand, le résultat découle de l'inégalité de Poincaré et

dn fait que

uc.a(r) > ¥en(z) p.p. dans  B,(()

o effet,

HQMZCLWMMWM—Gh

11
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il vieur. par suite

F(l. h)> C/ !\Ilg_h(.lr)izrll' - Gh
B,.({)

> C|B.(¢)|h* = Gh ( car hiosr postrit:

— +x quand h — +x

ost la mesure de Lebesgue usuelle. W

Eusnire. s1 on pose
u=1ucp V=WUep.
A={x € B.(¢) :ulr)="T(x)}. (=30

A ext appelé 'ensemble de coincidence de u avec l'obstacle ¥. on montre le théoreme

<uvant

Théoréme I — 3.1:—Pour chaque h fizé, la fonction

¢— D)= [ [Vula)Pds TEEE
2 Ja
est différentiable dans Q, et pour tout vecteur unitaire v on a
oD oV
_07(0 ()U( r) A¥(z)dz. (I —3.3)

D monstration:— Nous donnons ici une preuve formelle. Pour une preuve rigoureuse voir

5. En différentiant sous le signe intégral on a

—{ /\v |da:}—/VuV(gu)d

=/V(Vu—d$—/Au%dx
Q

= | = Zdo(z / Au. Qﬂdz (I —3.4)

oit deo(ar) est la mesure superficielle sur ', n le vecteur unitaire extérieur a I'. Sur [' on

A pour tout ¢

12
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1 /

a2y — o
— { - ."\Vu(l’)’ de} = /QAu.an.r
= — —d_—\I—,-(Al‘).Z_\\I/(.I')(/.I'
JA 01/

car e =0 sur Q\A [ ]

Daus la suite nous essaverons d'utiliser cette formule pour établir que l'énergie de la bonle

diminue (ou décroit) quand elle se déplace de la frontiere I' vers l'intérieur de 2. Certe

sirnarion est décrite dans la figure 2 ci-dessous

Figure 2

Théoreme I — 3.2:—Soient ( € Q, et v un vecteur unitaire. et soit R la symétrie

ariale par rapport & laxe L (voir figure 2) qui passe par (€t orthogonal a V.

~uppose que h > —r. On pose

O_={zeQ:{z-(v) <0}
Qp={reQ:{z-Cv)>0}

13
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Ny

ROQ_)CO_ ([ =35
///1/[‘.\

AL C R(AD)
de plus

2 <o

Sih < —r. alors D({) =0. et par suite %—?(C) = 0.

Démonstration:— Dans R(£)_) on définit la fonction

Ru(zx) = u(Rzx)

ot on considere dans £ = R(Q_)\ R(A-) la fonction (Ru — u). dans la figure 2. E st la

partie limitée par les lignes pointillées S, v et o.

Conuue u est harmonique dans Q_ \ A_. et le fait que l'opérateur Laplacien soit invariaut

bar rransformation euclidienne dans IR? (IR™ en général). on a alors
~A(Ru—1u)=A0u<0 dans £
car —Su >0 p.p. dans Q (voir [6)).

Et comme h > —r, alors ¥ > 0 sur un ensemble de mesure non nulle. de plus

S < 0 dans Q et uw=0 sur . il vient, d’apres le principe du maximum
u >0 dans
Sur la frontiere JF de E on a
0—u<0 suro.
Ru—u= {\I!—USO sur ~.
u—u=0 surs.

(l‘ul\l.

Ru-u<0 sur OF.

Ou a alors. d'apres le principe du maximum

Ru—-u<0 dans E (I - 3.6)

en particulier

14
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AT RIAD

corte inclision est stricte. sinon A_ = R{A_). et par suite Ru — o =10 swr =~ or comue

- =00 T O alorson a
d
—{Ru—u} =0 sur -
an
ol ooest la normale exterieure a ~. Or. ceci contredit le principe it maxinnun de Hopt
cvoir L)L

D antre part. dapres (I-3.3) on a

oD oV
— () == | —(x)AY :
v ¢) J\ Ov (z) & ¥(z)de
ov i
= — —(z) AY(x)dr — / (.)—\g(.r) AW(r)dr
JaL Ov JriA_y OV
o
— / —(z) AV(r)dz.
JANRAL) v
(1 caleul simple donne
_ 1 r2
A\D(I) —_ —\/r2_|I_<|2 - (T"—}I—glz)} > < O
2 (1) -
JdTor.
%2 (Rz) = =52 (1)

e plus. il est facile de voir que. AW¥(x) et ¥ sont radiales. dotu.

- 8_\I/(I> A¥(r)dr = / Q—\E(.E) AW(r)dr
Ja, Ov RiAL) OV

oF par siite.

9D oy = _/ Y () A ()
A_\R(Ay) dv

S /i < —r. ceci entraine ¥ < 0 (car max ¥ = h+7). et par suite u = 0. et donc D =0.

~

il vient alors. 2B(¢)=0. &

v

15
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De ce rhéoreme on déduit un résultat d'existence du probleme (FPi. En effet. on o le

rhicorome suivant

Y

Théoreme I — 3.3:—Soit = un nombre strictement positif. Supposons que pour tout )

Fol e
r<r<r+:=

ot ponr tout ¢ € QO tel que dist(C:TY = 1.l existe un vecteur unitarre v tel que o

condition (1-3.5) soit vérifiée. Alors le probleme (P) admet un minimizeur.

D¢ monstration:— En appliquant le théoreme I-3.2, on remarque que l'infimum de F e

peut pas étre atteint en un point ol (I-3.5) est verifiée. D’oli. en combinant ce résultat

avee le lemme I-3.1. on voit que F atteint son infimum dans 'ensemble compact suivant
{Ce . dist((;T) > r+e} x [—h™: h7]

oL h™ est un réel positif assez grand. Ce qui compleéte la preuve du théoréme si on moutve

de plus que F  est continue (voir [6]). W

Remarque I — 3.1:

e Powr un domaine Q convexe. de frontiére assez réguliére et r assez petit la condition
(i théoreme 1-3.3 est vérifiée. et donc, le probleme (P) pour un tel domaine acdmet nn

minimizeur. En effet. soit ¢ € Q proche de la frontiére de telle facon que
dist(¢.09) = ¢ -7l

ponr 1 unique n € 9€). on choisit alors.

V==
ici £ est parallele a la tangente & 9 en 7, et pour dist(C.d€2) assez petit nous sonuues.

done. dans la situation décrite dans (I-3.5).

Ensuite on fixe s > 0 tel que le théoreme 1-3.2 soit vérifié pour tout ( € €, avee
<t < s— le. %—?(C) < 0 pour chaque ¢(— Alors D((). ( € Q, doit atteindre son
inAmum en un certain point (o € Qs (€5 est un compact).

e Il est clair. voir théoreme [-3.2. que quand on est sous les hypotheses du théoreme [-3.3
of que ) admet un axe de symétrie, alors 'infimum de F doit étre atteint en un point

¢ appartenant a cet axe.

e Quand Q admet deux axes de symétrie, alors I'infimum de F doit étre atteint au point

'intersection de ces deux axes.

16
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o Dins le cas ot 0 est un disque on peut calculer exactement la solution du problewme

i plus précisement si

1= BrlO)

alors Uensemble de coincidence .\ de ug est donné par

A= B,,(0)
avee oy solution de
_n -G
2_,.2 27
r —T‘O

Notous que rp est indépendant de R, de plus on a

. — /.2 _ 2 < IR

;Zgln% si x| > ro.
avec by donné par
_ G 1na 2 _ 2
ho = — 3= In 38 T U

ponr plus de détails voir [6].

Rewarquons que
hg = ho(R) — +0o¢ quand , R — +x
de mene

ho = ho(r) — +x quand r—20.

Remarque I - 3.2:

Sion note par (ug,,O. hg,) 'unique solution du probleme (P) relative a Q=B (O

ot par (ug,.0.hpg,) 'unique solution du probléme (P) relative & Q) = Bg,(0O). alors si
Ry < R»

on a. alors

hr, < hg, et ur, < UR,

-

17
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B—Le probléeme en dimension un

[ - 4. Introduction

Erant donné un fil élastique et un disque libre de se déplacer sur le fil. I va vonler
insquia ce quil trouve une position d'équilibre. Cette position d’équilibre ainsi que
torie cu fl seront déterminées par la minimisation de [énergie qui correspoud a cerre
configuration a savoir :

1
/ (uy)?dr — Gh

1

E(u.¢.h) =

o —

DL ol a posé. sans perdre de généralité.
Q=1I=(-1.1).

[¢1. je montre seulement. et d'une facon différente que celle donnée dans mon article {cf.
21} avec M. Chipot et A. Aissani, que 0 est l'unique point critique. Aussi je calculerai la
<olntion du probleme (Q) de la méme maniere que celle utilisée dans [6] dans le cas dune
Lonle en dimension 2. L'étude compléte de ce probleme ainsi que le cas de deux disques

<cra donnée dans le chapitre V.

I — 5. Formulation du probléme

Oun garde les méme notations qu'en dimension deux. ici
Th(r)=h+ P = (2 =02  re((-r{+r)

Kep = {1‘ e Hy(I): wv(z)> USh(z) dans (C-r.(+7) 1.
Le probleme est donc, le suivant :

Trouver :  ug, o, ho ’
(Q) tels que: (o € (=1 +r.1=7r).ho € R.up € K¢,
et E(up. o ho) =lI&fE(’U<h)

18
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[ - 6. Recherche de points critiques:

Nons montrons. sans beaucoup de peine. en reprenant les memes démarches qplen

Jdimension deux. que le probleme (Q) est équivalent au probleme suivant :

Trouver :  (y. ho
tels que: (o€ (=1+r.1=r)hge [=h™.h7].
et F(Co. ho) = i{_l,f]:(C-h)

oi. i est un réel assez grand et

V’:{(C.h) (e(-1+n1-r), he [-hn]]

F(C.h) = (ucn-C.h)

avec. u:p est I'unique solution de

. ]- ! N2
min — (v')°dr.

veKc¢.hn 2 -1
Si On pose. pour chaque ¢, h fixés.

u=uc, U=Ush

Aluc ) = [a.bl.
o1l montre le théoreme suivant :

Théoréme I — 6.1:

i) weCtYIyNC>®(I\ [a.b]).
ii) u"(x) >0 dans I

i) u'(x) =0 dans I\ [a.})].
i) u(r) =¥(z) dans [a.b].
v) u{a) = u(b) = 0.

19
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Corollaire I — 6.1:—La fonction u est donnée par

(b (xr—1) si xreibl.

DG monstration:—Se déduit facilement du théoréme 1-6.1.

[,
(—uc
ré —(xr— C)Z.

Dans la suite nous montrons deux théoremes qui assurent l'existence et l'unicite e la

U'(r) =

~olution du probleme (Q).

Théoréme I — 6.2:—Soit h > —r alors on a [ 'équivalence suivante :

-

Muc.p)  est symétrique par rapport & (  si et seulement si (=10

D monstration:

e Si on pose

alors on a par définition

[1 vient. donc

{\P’<a>-<a+ D=h+ = (a-(7
W(b).(b=—1)=h+r2—(b-Q>

On deéduit que
Vi) la+1) = Vr2=(a=C2=h=U'(b).(b—1)— V/ri=(b—-0=% ([ —6.1)

Or =i on suppose que A(uc.p) est symétrique par rapport a . alors. on a nécessairement

a+b
=

¢ (I —6.2)
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cesr-a=dive
hb—{={-a.
D, =600 devient
U'(a)(a+ 1) =0 (b).(b—1).

D orr il vient la succession cles résultats suivant :

LI g Sl SR

V= (a0 NCEIUESE

((—a)fa+1)=((=b)b-1)

a+1=—(b-1)

or done dapres (I-6.2) on déduit que

0

¢

s Réciproquement si on suppose ¢ = 0. alors on montre facilement que g, est svinérrigque

par rapport a 0. et done. A(ug.n) l'est aussi. a

Théoréeme I — 6.3:—Si (w.C.h) est une solution du probleme (Q) tel que O estun point

ntcricnr alors. nécessairement on a, A(ucy) est symétrique par rapport a (.

D¢ monstration:——Si (u. (. h) est une solution du probleme (Q) on doit avoir cu ce poiur

3N A ~
(5 [ werr=n) =0

Sion pose de nouveau A(uc.) = [a.b], on déduit d'un résultat analogue au {6. theoreme

3que
b
—/ U (2).¥"(z)dz =0

¢ ost-a-dive
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i posant le changement de variables suivant @ .+ — ¢ = p. on obtient

5 Ydp =1

/h_‘ P 1 ‘ >
-+
Jamo IR =pt i =pt 22

.

1 dounc.
b=C=a-C

On cdéduit, enfin. le résultat suivant :

Théoréeme I — 6.4:—S57 (u. (. h) est une solution du probléeme (Q) tel que { est wn point

it ricur alors necessairement ¢ = 0. Il existe une solution et une seule (. 0.0 du

probléme (Q).

D e monstration:—Se déduit en combinant le théoreme I-6.1 er [-6.2.

Remarque I — 6.1:— Sous les hypotheses du théoréme I-6.3. on peut calculer exacrement

la solution du probléeme (Q). En effet, la solution est de la forme (ug,.0./4). En ce point

on dolt avolr

| %(% /_ll(ur)zdx - Gh> = 0.

ot lone. en utilisant un résultat analogue au [6. théoreme 3}. on obtient

b
—/ U (z)de —G =0

CF par stite

—a =b
G=V(a)-0(b) = -
( (6) re —q? re —h?
or conune a = —b. on obtient alors
—2a
G =
2 — a2
ot done.
a2 _ G27‘2
4+ G?
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[

Cropar stire
-Gr
a = —_———.
Vi+G?
Denroions qiee o respecrivement b ne dépendent pas de la lonenern d dowaine =4
[T1r =nire. comnle

u(a) = ¥(a)

on déduit que

G ‘
h=¥(a)(a+1)— Vr2—a?= > —r'\/'l+
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Chapirve [1

UN RESULTAT DE CONTINUITE

ET DE DERIVABILITE

IT — 1. Introduction

Nous developperons. dans ce chapitre. quelques résultats analogues a ceux presentes
lans le papier de J. Bemelmans & M. Chipot [6]. qui nous serons utiles dans le chapitre

I1I. Dans toute la suite. on pose pour un ¢ fixé dans Q.

Uy =Tep=h+\r2—|z—(
Ken={ve H;(Q): v(z) > Pen(z) pp. dans B.(()}

Up = UC.h

oit -y est l'unique solution du probleme de l'obstacle suivant :

min = |VL‘(’E)|2d:E
veEKcon Q

On pose ensuite.

1

D(h) = 5 IVun(z)|>de. ([ -1.1)

“JQ

Rappelons que
1 r?

AUp(z) = A¥cp(z) = -

T2 . '23/2<0
Tz—lf—C‘Q (r —|x =)

25
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[I - 2. Résultats préliminaires
Lemme II — 2.1 :—Pour tout r € B.({). ona

Wy (r) = Uy () ={h—h'. [ =200
D monstration —Soit o+ € B.({). on a

() = pole) = b2 = fo =P = 4/ = = O

=h-Hr ]
Lemme II — 2.2 :—Soient E C Q un ensemble mesurable. ©01. 09 € L>(E). ¢t wu,. 1 =
.2 lu solution de l'inéquation variationnelle suivante :

/ Vu(z).V{(v—u)(z)dr >0 Y e K\
Q
O
K,={ve H}Q): v(z)>aoir) p.p. dans E}.
O a.alors
lur — uz|p=(q) < |01 — 02lr=(F)
D¢ monstration —Voir [6. lemme 5]
Lemme II — 2.3 :—Soient h.h' € IR et up.up les solutions respectives de B:, ¢t
B . on a. alors
I‘U,h—uhlle(Q) S ‘h—hl} ([[—2_).)

D émonstration —En appliquant le lemme II-2.2 pour

E= Br(()
Ul = Uh, Up = Up/

$1 = ¥y, P2 = VYp
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o1 obrient
1“/7 - “h’iL’C(Q) S i\ph - th’iL\'wE'
=|h —h" u
Lemme II — 2.4 :—Pour |h' — hl assez petit. il eriste = = =({.h.Q) >0 tel que
Aup ) Aup) C Br_-(0). ([ — 2.3
D monstration—D apres [6. lemme 2], on sait qu'il existe = = =(C. h. Q) > 0 tel que

A(uh) - Br—f(C)'
Soit € O\ Br_-(¢). donc. = & Aup). et par suite
up > ¥y.

Cote uy — Wy converge vers up — Wy (d'apres (I1I-2.1) et (I1-2.2)). on déduir que. ponr
I = Il assez petit

up > Wy

anrrement dit

X Q A(uh/).

D o le résultat

A(uh’) - Br—s(C)-

IT — 3. Continuité par rapport a la variable h

Lemme II -31:—0On a

im D(#) = D(h) (I - 3.1)

Dcimonstration—On a
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, ; 1 N '
Dy —-Dlh) = 5 / INup (o)t = [Ny te)i-dr
=-.JQ
1 f o
=5 [t =) S < s
AAY]
1
=—= /(uh/ — up ). D(up + g
2 Jq

Fr odone.

o 1
D(h")y = D(h)| < 3/ [(up — up) 1D (up + up)ider
Q

1 ‘
< a.l(uh, —'uh)|L’°(Q) / | Dup| + |Dupide
= JQ
1
< =.|h - h|(/ |AW |dx + / }A\Dhi(/.z)
2 AMup) JACun)
<A - h]/ | AU |dx (o fIT — 2.3
Br—:(Q)
< C.lh =K.

II — 4. Dérivabilité par rapport a la variable h

Avant de démontrer le résultat de différentiabilité de D par rapport a la variable /.

nous wontrerons tout d’abord un résultat de convergence. Posons
A = Alup). AN = Alup)
x(h) = xa. X(h) = xa.

0i1 \ \ : désigne la fonction caractéristique de I'ensemble A. On a. le lemme suivant

Lemme II — 4.1 :—Dans L%(Q) faible on a

Y(h') — x(h). quand h' — h.

D monstration—Pour toute suite (hy,) qui converge vers h on peut extraire e sous

suite (u'on notera encore (hy) telle que la suite x(h) — x(h,) converge faiblement vers
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nue cortaine fonction  f. ceci est vrai car la suite x(h) = \ (A, ) ost hornde dans L=0)

aii ost i espace réflexit. Il reste a montrer que f =0 p.p. daus .
e Py =0 X ona

up(r) > Wylr)
or por suite. d'apres le lemme II-2.1 et le lemme II-2.3. on a.
up, (r) > Wy (1)
pour u assez grand. et donc.
x(h)(x) = x(hn)(x) =0

coei implique que f =0 p.p. dans Q\ A.
e On wontre. ensuite. que f > 0 p.p. dans A. En effet. on a

x(h) = x(hp)=1—=x{(hy,) >0 sur \.
or couune 'ensemble suivant :

{we L*(A) : w(z)>0 pp. dans \}

ost nu ensemble convexe. fermé de  L2(A) muni de la topologie forte. ¢’est. donc. nn
ensemble fermé de  L?(A) muni de la topologie faible (voir [10]). on déduir. donc. le

résulrat voulu.
D e part. d'apres la convergence de x(h) — x(hn) et le lemme II-2.1. on a
I= /Q[W((h) = x(hn)]. Up, (2). AT (2)dr
— /Qf(a:).\llh(:c).a\llc(r)dr
= /\f(‘r).\lfh(a:).A\Ilc(‘r)dI. (II—-41.1)

D autre part. on a

I:/ \((h).\I’h”(Jz).A\IJC(;r)dm—/ Uy, (r). AV (xr)dr
Q A(

Up, )

Q

— / Up(z). AV (z)dz + 2D(h)
A
= 0. (I —1.2)
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Dot en combinant (I1-4.1) et (II-1.2). on obrient

/ fe)Up(o). LT -(r)dr =0,
J A

ot comme AW est strictement négative sur .. il vient f =0 p.p. dans \. Do le

rosilrar final : f =0 p.p. dans . R

Lemme II — 4.2 :—La fonction D est dérivable en tout point h. et la dérivée ot don

niery
oD ov ' ; .
—a—h' = —. \%(I)A‘I}(l)dﬁf——/\ A‘I’(l)d? ([[— 1.3

D¢ monstration—Pour z petit. on pose A’ = h + z. on a

! 1 2 2
D(h') = D(h) = 5/ Vup ()] = |Vup(z)| dz
Jo
1
= 3/ Viup — up).V(up + up)dr
< Ja
1
=-3 /(uhf —up).AQup + (up — up))de
< J0
-7 /(Mh’ B Uh).AUhdI N % / (LLh/ - UIZ)-A(Uh' - “h)(/J'
JQ <.JO
=T +7T>.

Dit tait (e Aup = Aup = 0 en dehors de AU A et que Auy = Aup sur AN ona.

l l()l'.‘i

1 .
T2| = 5] (un = up)-A(up — up)de|
b AUA/
1
=

(up: — up).D(up — up)dr]
2" Jauananar

< C.lh=H| dz.
AUANANA

oi. C'=C(C h.Q) ( voir lemme II-2.4 ). D’apres le lemme II-4.1. on a

| dr = (h).(1 = x(h")d ‘/ R').(1 = x(h))dr — 0
[t = O s [ 0=

30
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o,

D anrre part. on a

JQ
= — / (Upe — Uy). LT ,dx + / (T = Up) = (wp = up) 20y dr
Iy JA ‘

:-—/(‘I’h' —Uy).AVdx +/ [(Wh = Up) = (= up) LWy dr
A AVAY

=T+ 1.
Powr la seconde intégrale. on a
|Ta| < C.Jh = AJAN AL

oi. C'=C(( h.Q) ( voir lemme [1I-2.4 ). Et comme.

ATA| = /me).(l —())dr — 0

(quand ' — h. on déduit que
']:1 = O(E).
FEu résumeé. on a
D'y ~-D(h) = - / (Up — Up).AUpdr +o(2). (I —1.4)
A

En divisant par ¢ les deux membres de 1'égalité (II-4.4) et en faisant tendre = vers 0.
on obtient alors. d’apres le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue. la formule
([I-4.3).

oD ov

=), EE(I)A@(.J;)dg; = - /A AV (z)dr.
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D0 Chapirve [

DIVERS RESULTATS

IIT - 1. Introduction

Nous présentons. dans ce chapitre. divers résultats en liaison avec le probleme (7.
Nons comimencerons par montrer quelques propriétés d'une solution de celni-ci. Nons
donnerons un petit résumé de l'étude du probleme (P) par Elliott et Friedman 21 des
auteurs <'intéressent a localiser les points (* qui sont solution du probleme () (vou
cliapitre 1. p:10) considéré seulement sur un certain compact Qp et pour v assez perit. Ce
rosultat a été amélioré dernierement par Bandle et Flucher [4]. Pour démontrer ce vésulrat
Elliott et Friedman ont donné une esquisse pour montrer la continuité de la foncrion &
of par suite assurer l'existence d’au moins un minimizeur. [ci. nous démontrerons de
facon différente 'existence de ces points en montrant seulement que la fonction & o=t

~eni-continue inférieurement.

Duns 61, les auteurs montrent que si (¢. h) est une solution du probleme (P} dans le cas
A4 domaine qui admet au moins deux axes de symétries alors nécessairement ¢ oxt nndoie
o coincide avee le point d'intersection des deux axes. Ici. Nous montrons que h ost Ass
nuigue.

Nons démontrons que si ¢ appartient & un axe de syvmétrie de 2 alors I'ensemble de

coincidence A(uc.p) est symétrique par rapport a cet axe.

Nons présentons le contre-exemple donné par Bemelmans et Chipot dans [6] qui montre
quie le probleme (P) n'admet pas en général une solution unique. Nous répondrons a
nue (question qui découle de 1'étude de ce contre-exemple: en montrant que () centre dn
domaine. cité dans le contre-exemple. est un extremum d'énergie. Nous donnerons. atissi.

('anitres contre-exemples qui prouvent le méme résultat que le premier.

Nous prouvons qgue la convexité du domaine n'est pas une condition nécessaire powr montrer

I'icité de la solution du probléme (P) considéré sur ce domaine.

Fufinn. nous combinons les deux méthodes données dans [6] et [21] pour mieux localiser nne
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~olittion du probleme (P) relatif a un domaine qui admet 1 ~eul axe de sviuerrie. aiusi
(e L localisation des centres harmoniques. les points ol la fonction de Robin b arreinr

<on winihnum. pour quelques domaines particuliers.

III — 2. Quelques résultats

a—Nature d’une solution du probleme (P)

Daws ce qui suit nous montrons un résultat. simple. de régularité dhe solntion dn
probleme  (P). Nous montrons aussi que la solution du meme probleme correspoud rou-
jonrs. & une boule qui pousse (¥ > 0). et que pour tout (C.h) centre de la boule d’équation
- = W_.,). ¢ appartient a I'ensemble de coincidence de u¢p. solution de (B;,) (vou

[-2.3). avec l'obstacle W¢ 4.

Théoreme III — 2.1:

i) Sous les hypothéses du théoréme [-3.2. st ( est un point ot la condition (I-3.5) cst
vérifide alors pour tout h, le point (C.h) ne peut pas étre un point ou linfimum e F

rst atteint.
ii) Si (in.Co.ho) est une solution du probléeme (P) alors on a
up 0. ug >0 dans Q. ho>-—r
iii) Pour tout (C.h) € Q. x IR. h>—r. ona
¢ € Aluc.n)

maxucp(z) = max Wep(z) =ucn(Q) = YenlQ) =h+r
el z€B.(¢)

iv) Pour la régularité de la fonction ucp on montre en fait que

ucn € C2(Q\ A).

Démonstration:

i) Si F atteint son infimum en (¢.h) on doit avoir

92

f)h{% /Q Vu(z)|*dz — Gh} =0

e ce point, et par suite

9,1 2
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Eu taisaur appel au lemme II-4.2. on aura

G =- (—)E(I’)A‘I’(.l')d.z'
JA

NEL
:-/Ammm
JA

:—/\A'u(»r)flél‘
:_Agumw

ou
= — —do
/@Q 871
>0

" Lot 1 2 0. et donc nécessairement on a

h>—-r

ef par conséquent

- ost-a-dire. pour ¢ assez petit, on a
D(¢ + zv) < D(¢)
co qui contredit 1'hypothese.
ii) Se déduit facilement de i) et du principe du maximum.
iii) Posons. u=ucp et ¥ =TUc,, dapres (6. théoreme 2]. on a
uwe CHH ) NCHON\A)
of donc le maximum de u sur ) existe.
Posous ensuite M = h + 7. et soit
v=u—{u-M)T=MAu
Ml est clair que v € K¢, et par suite v vérifie I'inéquation suivante
| Jo Vu(z).V(v = u)(z)dz =2 0
=  [oVu(z).V(u- M)*(z)dz <0
= [oVi(u—-M)"(z).V(u- MY (z)dr <0
= (u—-M)*T=0 p.p. dans
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= n < \/ p.p- dans ([ — 2.

of done

car sinon. il va exister un g € Q tel que u(rp) > M. et comme u est contime. il exisre

nn - >0 tel que
u(r) > M v r € B.(xg)

co i contredit (I1-2.1). Il reste a montrer que

h+r=V(C) < u(f)

SUPPOSOS que

(<) > u(C).
Comme u« est continue dans et ¥ est analytique dans B._-({) pour tout = > (.
alors. il existeun 6 >0 tel que
vz € Bs((), (u—-¥)(z) <0

or cela contredit le fait que

uw> v p.p. dans B.(Q).

iv) Comme Au=0 dans Q\A et u est continue, donc. localement intégrable. ou
Jdodnit facilement du théoreme de Weyl (voir [23]) que ucp, € C*(02\A). B

Remarque III - 2.1—La formule

ou
G = = f‘dO’
an dn

pent-étre démontré d'une autre fagon (cf. [21]). O

b—Résumé de 1’étude du probléme (P) par Elliott & Friedman.

Pour chaque ¢ fixé on considere le probleme auxiliaire suivant

Trouver :  (u.h) € K¢
tel que : &-(C) = inf{{r(v,l) (v.l) € KC} =& (u.h)
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N:= {(('./) =R, v e H&(O) v > W, pope dans B,-(\)}

1 [ 5
(o) =< / Vel de =Gl ([rr -2
2 Ja

(‘¢ probleme admet une solution unique qu'on notera (ug.h:) {cf. 200 thm 2.0 0 on

<

nmontre e plus que

he>—=r. uc >0 u:#0.
On considere. ensuite. le probleme suivant :

Trouver : ¢ e,
tel que:  &.(¢7) = inf &(Q)

Cen,
Il est clair de voir que si ¢ est solution du probleme (Z) alors (u™.(I A7) est nue
<olution du probleme (P) avec (u*.h*) la solution du probleme (P:-} | iec.
(U* . }L*) = (U/C: . hc; )
or O11 a.

E-(C2) = &r(ut.h*) = Elug: pe- G5 h%).

o1 & ext la fonction d'énergie définie dans (I-2.0).

Les auteurs sintéressent. ensuite. a localiser les points ¢ qui sont solutions dn
probleie  (P) réduit & un probleme de minimisation sur un certain compact Q, ot
poir - assez petit. Pour annoncer ce résultat nous avons besoin e considérer 'ensemble
stvant

C={z* : h(z") =minh(z)}.

reQ
oit 1 ost la partie réguliere de la fonction de Green. on donnera dans la suite quelques

proprictés de cette fonction.
soit O rel que

CcQp et QpcC Q.
Ou a pour tout r tel que

r < dist(C. ).
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I rhicorente sulvant ¢

Théoreme III — 2.1—Pour toute solution (= Oy de

M
o~
g

min{E,‘(C,'.) / B.({):
il

dist((7.C) < c (rlog ,1) — 0 quand o —— (. (I -2

.o ot~ sont dewr constantes positives. (0 < ~ < 1/2).

D monstration:—voir [21].

Daus la démonstration de ce théoréme les auteurs ont donné une esquisse pour wounrrer
oxistence de ces (7. Nous démontrerons de maniere différente l'existence de ces dernicrs.

\[nis. avant de répondre a cette question. nous montrons tout d’abord le lemme snivanr :

Lemme III — 2.1:—3Si on note par (uc.h¢) lunique solution du probleme P alors on

Ug = UG he
ot ey, est Lunique solution de (B¢ ) (voir I- 2.3).

Démonstration:—Par définition on a,

57(() = Er(uOhC) < £r<'U.l) v (l/) < ['\-(

£/ quC(I)!QdI—th < E/ V(o) Pde — Gi 7 (e )= N
2 /o 2 Jo

(lowe e particulier pour un v € K¢ po.ona (v, he) € K. et donc.
1 2 1 2
5/, \Vue(z)|]"dz — Ghe < 5/ |Vo(r)|“de = Ghe

(1.1)1\1

./QIVuc(x)['zda: < %/QWT(:E){ZCLI Vo o€ K.

|

(B8

u¢ € Ken,
ol par unicité de la solution du probleme (B¢ ). on a. alors
Uc = UG .he
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Coune onwininse sur un compact. pour assurer lexistence des poiuts

wereer e la fonetion & est s.c.i. Soit. donc. le lemme suivant :

Lemme III — 2.2:—Pour tout r. la fonction suivante

¢ — &(Q)
est s sur Q)

1L

Dimonstration:—QOn considére les fonctions suivantes :

o1 Q. — HHOQ) x IR (faible)
¢ — (u¢ he)

o HEQ) x IR (faible) — IR
(vop) — &(v.p)

oit. (u-.he) est I'unique solution de (F) et

1
rlo.p) = 5 [ [Ve(a)de = Gy
JQ
oA done

Er(C) =2 0 v1(().

Ou montre. alors. que

e -» est sed sur HE(Q) x IR muni de la topologie faible.

it suthre e

En effet. 2o est une fonction continue dans H Q) x IR (fort) et donc s.c.i. forrement.

nais comme de plus 2 est une fonction convexe on déduit que .2 est s.c.L faibleiment

(voir 1101).

o -, ost continue de Q, dans H{(Q) x IR (faible).

Eu offet. soit ¢ € Q. et soit ((Cm))m N une suite d'éléments de

<., —— (. on cherche. donc. a montrer que
(qu . hcm) —_— ('U.C. h’C)
Pow rout m € IN. on a

39
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~Gh: < Slue, che ) < &0.—r) =Gr

N

car 10— € [\'—;m v om.

O wontre. ensuite. que la suite <(h<m>)m:L\I est bornée et donc la suire

(Cotuz, ho b)), -IN I'est aussi: en effet. pour h:  tres grand. on a

/ Vue, ( Pdr > C/ luc,, ( o)|*dr > C/ AR () el
Sm
> C/ \he, Pdr
g”l

> Ch ([ =24

Sm

¢t par suite

C

Erluc,-hen) = Shi - Ghe, ([IT -

(B}
ot
-

done si he,, — +oc. alors. il suit aussi que &(ug,,. h¢,,) — +3¢ ce qui est impossible.

Ou déduit. donc. que la suite ((ucm))m N est aussi bornée dans HJ (). Dol la suire

(tre,-he)),, N est incluse dans un compact de H}(Q) x R muni de la ropologie

faible.
Douc. pour montrer que la suite ((ucms hgm))m SN converge il suffit de montrer (u’elle

adimet une unique valeur d’adhérence.

Soit done  ((ug,. he,)),, N une sous suite quelconque de ((uc,,-he, ), - alors

Ol pelut extraire une sous suite qui converge faiblement vers un élément (u.h).
On montre. ensuite, que
(u,h) = (uc. he)
linique minimizer de (P;): en effet. montrons tout d’abord que (u.h) € K. comie on a

uc, — U dans H3(Q) (faible)

he,, — h dans IR. ([1I —2.6)
D apres. l'injection compacte de Hj(Q) dans L?(Q). on déduit que

uc, — U dans L?(Q) (fort) (I[IT - 6)

donce il existe une sous suite de ((”Cm))m <IN telle que

ue (z) — u(z) sur Q\ N
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St N est o ensemble néeligeable. et comume (u-,  h- )

h

K. . alors

R . B . A -
TR O RV R P s QA

cn N, est o cusemble négligeable. Donce. a la limite on a

ule) > h+r2—lr—¢? sur - QN (L, N, w V)

Done tu.h) € Ke. Il reste. donc. a montrer que

‘Er(U“ h) S Er‘(“(- h()'

g

C'onle on a

Erluc, he,) < &(v.l) Y.y e K.

Gt

(qu_h<. hc) S Kcm

car

e, e () > he + V=1 = (ml? p.p. dans B, ((n).

Il vicnr. par suite.

Er(ug,n-}lc,n)) < €r(ucm.h<-h£)

1
= _§./QAUC,n.h<~UC,n_hgdl‘ — Gh¢

1 Al
_ __/ A, oW, podr — Gh.
- -\(UC,n.’1<)

Or. dnne part. &, est s.c.i. sur Hj(Q) x IR muni de la topologie faible et

(U.Cm.hcm) —_ (th)

il résulte

£-(u.h) < liminf & (uc,, - h¢,,)

m—+

< lim &n(uc,,.he-he)-

m—+oC

D aurre part. d’apres 6. lemme 8. on a

x - \\ ) *
'\(qu-h ) . (“C.th

¢
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Jons L1 taible. Donc.

Ly R
. AV e pde — =
- J\tu

- [ . -
N N . N

Cr par siite.

. 1
lim & (uc,, he- he) = -3 / A\IJS-_;R_.\I/\-.;,;(/.I' — Gh:
= JA(u

m—+x ()
1 2
= = / |Vuen (v)de - Gh:
2 .\(u,;)
= §,~(u<.h<).

On couclat donc. que

E-(u.h) < &rlug he).
D o 'égalité souhaitée

E-(u,h) = & (ug he).

Done (. h) est un minimizeur de £-(¢). et alors. par unicité de ce dernier on déduit ¢ue
(u, h) = (ug. he)-

Dowc. rottes les sous suites de ((u¢ he)) -IN admettent la méme. et unigue. valenw
m r m =
Ladherence (uc. h). et alors. la suite toute entiere converge vers (u. h:). ce qui rermine

sorre (démonstration. W

Remarque 11T — 2.2:

i) Dans le cas d'un domaine convexe, I'ensemble C est un singleton.
ii) Dans un travail récent de Bandle et Flucher [3] il y est montré que

dist(Cr.C)<cyr —0 quand r — 0.

III — 3. Un résultat d'unicité et de symétrie de I'ensemble de coincidence

a— Résultat d’unicité

On a vu que dans le cas d'un domaine qui admet deux axes de svmétrie la solution

Ui wo. hy) du probleme (P) correspond nécessairement a
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C()EO

ol () est le point d'intersection des deux axes de svmeétrie. Dans ce qui suit. ou va mountrer

~

que Iy est unique. mieux encore. si on pose pour chaque ( fixé
Uh = U h

F(Ch)y = F(h) =L [ INup(e)Pdr = G

o=

o montre. alors. le théoreme suivant :

Théoréme III — 3.1:—La fonction

F. he— F(h)

est strictement convexe sur [—r.+2c.

Demonstration :

Soient hy. hy € [—r. +c| tels que hy # ho.
Soient A.~ € (0,1) tels que A+~ =1, montrons que

F(Ah1 + vhe) < AF(h1) + vF(ha).

Du fait que up, € K¢p,. 1 =1.2, ona,

up, (r) = h1+\/r? —|z - (]2 , p.p. dansB,.(()
Upy () > ho + /72 — |z — C\z . p.p. dansB,({)

Aup, () > Ahy + A r? =z - (|7 . p.p- dansB,(()

o A~ > 0. dou

[\v]

[\=]

YUy () = vha +v\/r? = |z = ¢ . p.p. dansB.(()
et par suite,

A (B) + % upy(2) = (A h1+7v h2) + (A +7) \/ 12— |r — (12. p.p. dansB,.({).

Or. par hvpothese on a. A+~ = 1. dou

Ay () + vup, (£)> (Ahy + vhe) + - |z — C\z. p.p. dansB,({)

= \D/\h1+7h2 (J:)

I1 vient
Aup, + Yuh, € Kc b, +vhe.
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SEon pose. ensuite. 1 = 1: xp —~h, la solution du probleme

1/ )
min —/ No(n)|Tdr
0

PER ap —nhy 2
alors, on a
/ }Vu(.z‘)(?d:l: S/ IV (Aup, +7u,h_,)(.z')i2r/,.z'

Er comne la fonction
2 2
U fo \Vu(r)|"dr = HUHHé(Q)

o<t strictement convexe. et le fait que up, # up, (car hy # ho ). on en déduit alors (e

/ Vu(z) dz < /\/ |Vuh1(1:)\2dx+7/ IV up, ()] d.
JQ Q J 0

Er dounce.

F(Ahy + vha) < AF(hy) + v F(ha).
cofd. W

Remarque IIT — 3.1:— On déduit du théoreme III-3.1. que

i) Si (u-p.C.h) et (ucn .G h') sont deux solutions du probleme (P) . pour un domaine

couvexe quelconque. alors nécessairement h = h'.

ii) Dans le cas d'un domaine 0 qui admet deux axes de symétrie dont I"intersection esr
nu point qu'on notera O, la solution du probleme (P) qui correspond a ce dowmaiie
ost (1o.O.Rh) ol h est unique (cf. théoreme I-3.2 et III-3.1). Malheureusement. on ne
sait pas calculer exactement cette solution sauf dans le cas particulier ou 0 = Br(O) (ct.
remarque 1-3.1 ). O

h—Symétrie de ’ensemble de coincidence

Proposition IIT — 3.1—Soit Q un domaine qui admet un ou plusieurs azes de symétrie.

Si C est un point de Q qui appartient & un aze | de symétrie de Q. alors | est aussi un

are de symétrie de A(uc.p) . ensemble de coincidence de uc.p avec W p . ceci quelque soit
h.
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D monstration:—On montre tout d'abord que wu:, est svinétrique par rapport a /. Fu
cFer. i on définit la fonction Ru(r) = w(Rr) sur Q. oi. R est la sviérrie axiale par

rapport a /. On voit clairement que
Rue K.y

or que

/|VRu(jJ;)|2dz=/ IVu(r)|Pde = / IS ()| .
JQ R(Y) JQ

Or. la solution de Bc p est unique. done

Et comume ¥, est radialement symétrique, on déduit que A(uc ) est svinetrique par
rapport a .o O

III — 4. Le probleme (P) n'admet pas en général une solution unique

a—Premier contre-exemple

Daus le cas ol §) est un convexe qui admet un seul axe de symétrie l'unicite est fort

probable (voir [21],[25]. pour le cas limite r qui tend vers 0).

Daus le cas ot on perd la convexité on perd en général I'unicité. En effet. dans D] il voest

montré le résultat suivant

Théoreme III — 4.1—Soit le domaine swivant :

Q=0p =[(-5,9) x (=1,1)] U [Br(—S) U Br(S)]

vree S = R+1. alors la solution du probléme (P) qui correspond a ce domaine. 1 est pas

unique pour R assez grand.
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D onstration:—On est dans le cas de figure suivant :

'y
+1
\ \ » Ox
S +S
-1
oy
Figure 1

Ou =uppose r < 1. Et on note par E 'infimum de I'énergie F (voir I- 2.5) dans le cas o1
0= =(-1.1)°2

Supposons que le probleme (P) relatif & Q = Qg admette une solution unique .

Powr es raisons de symétrie. on aura (g = 0.

Notons. ensuite. par ho(R) la hauteur correspondante a cette solution. Du fait que (Q < Qp
on a. dune part. si ho(R) <0

E > F(ug,0,ho(R))

1
5/9 |Vug(z)|*dz — Gho(R)

I

1
> 5 [ IVun(e)idr - Gho(R)
2Jq
> —Gho(R). (I17T—4.1)
D antre part si ho(R) > 0. en utilisant l'inégalité de poincaré dans Q (ug =0. pour rp =
—11. il existe un C'(Q) > 0 tel que

E>10(Q /Q (ur(z)dz — Cho(R)

> 50(@) [ 1¥@)Pd - Gho(R
> S C(Qho(R)) - Gho(R)) (1T~ 42)
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C'ounwne E est bornée indépendamment de R. alors. dapres (ITI-4.1) et (ITI-4.2). /0 40

I'o~r anssic par conséquent il existe une constante 1/ rel que
Flugr.0.ho(R)) > M v R. ([rr— 4.5

\aintenant. on va montrer que cela contredit le fait ue uR ) (RYY estoun mind-
niizenr. En effet. pour R suffisamment grand. on peut construire une fonction adissible
Ci g 05000, ).h(R)) pour l'infimum de F dont l'énergie est inférieure a /. cn effer. on

pose

« 0 dans QR\BR(SO)
“rR= vp dans Bgr(S.0)

ol (1. (S.0). h(R)) est le minimizeur du probleme (P) pour le domaine Q = Bp((S5.01).

Or. on a. d’apres [6. lemme 2]

A =B, ((5.0))

avee ry indépendant de R.

Ewnsuite. si on pose p = |(S.0) — (z;.z2)|. I'énergie totale est

_ 1 _
E BY‘O
1 oo —2r? + p? -
-—-—3'7.'/ (h(R) + r2—p2).—;—% pdp—Gh(R)
& 0 re — /)2
B ro 27.2 _ a2 o -27.2 _ pz
= h(R) {‘n’ . pgpdp— G}+7r/ R p dp
0 TZ —-p . /
avec
ro 27.2 _ A2 ro ro P
——p—s-pdp: —2p—2dp—+-r2 ———_—3—(1;)
_ T
r2 — 1l
of
G 2mrd
: r2 —rd)
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[

Onu obrienr enfin

Comnime

o oL alors.,

Flup (S.0).h(R)) = h(R){ ——2_) —¢
VI )
hR) — +x cuand R— +x
Flup. (S.O).f_z(R)) — —2C quand R — +x

d'on Flug. (5.0). h(R)) < M pour R assez grand. ce qui contredit (III-4.3). Ou conclur

done. quie pour R assez grand. le probleme (P) qui correspond a Qg ue peut pas avoir

i minimizeur unique. W

b-—Autres contre-exemples

o Soient Ng = (=1.1)2UN(=S—R. -S+R) X (-R.R)JU[(S—=R.S+R) <« (=R.Ry.on

S=R+1let r<l.

—~4

Figure 2

Ou wountre de méme. en reprenant ligne par ligne la démonstration du théoreme ITI-4.1.

(Uo11 1'a pas unicité non plus de la solution du probleme (P) qui correspond a ce domaine

powr R assez grand.
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o Soir Oy = (=5.8) < (=1L 1] J[Br(=S)U Bg(S)! (voir igure 1) Soit 1 < < [ Dans

L
_ 2 \ : - :
Cone mo =2 0Q = (=112 ona. BQO)Z Q. Donc st (ug .o h)oest une solution de AN
(i correspond & ce domaine alors. d'apres le théoreme [-3.2. on a

(gl-S —allla. 9]

avee > 1. Et donc. par svmétrie. on déduit que (u_: . —C.h) est aussi une solurion

de Py

c—La non convexité n’implique pas la non unicité

Soit le domaine non convexe suivant :
O =Br(O)U [(-S—1.5+1) x [-1.1)]

o S=R+1etr<l<R.

Figure 3

Nous déduisons du théoreme [-3.2 et du théoreme I11-3.1 que le probleme (P) acinet

nne solution unique (ug.p.o0.h).

Remarque IIT — 4.1:— On déduit du théoreme [11-4.1 que la fonction d'énergie

1

F(Ch) =3

/ IVuC_hC(:r)lzdx - Gh
Qr

e pent pas étre strictement convexe. pour R assez grand. car sinon on aurait unicité dn

jininlizeur.
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On <'est dit. done. que cela est peut étre di au fait que le domaine Qg n'est pas convexe,
Vi~ o1t le contre-exemple ¢) (voir plus haut). on ne pense pas que le tait 0 soit convese

huplique que F est forcément une fonction strictement convexe.

d—Un extremum relatif d’énergie

Potr R assez grand. on considere de nouveau le domaine
Qp =[(=5.5) x (=1. )] U [Br(—S5) U Br(S5)]

{ voir Heure 1). D aprés ce qui précede le probleme (P) relatif a Qp admet an woins
Jdenx solutions svmétriques. Done. il est clair qu'il existe au moins un waxinnun local
cnrre ces deux points: nous nous intéresserons, dans ce qui suit. a la position de lorizine

(lans ce probléme. soit alors. le théoreme suivant :

Théoréme III — 4.2—Si on considére le probléeme (P) qui correspond au domaine {1,

Alors O est un point critique. de plus c'est un extremum local d énergue.

Demonstration .

i) O est un point critique.

On rappelle que pour chaque h fixé. on a posé :
1 2
D(O) = 5 [ IVuce)da.
Q

[l faur wontrer. done, que VD(O) = 0. En effet. si on note par R; la symétrie axiale pav
rapport a l'axe L1 qui passe par O et qui est orthogonal au vecteur unitaive ¢, = (1. 0).

alors. on montre que

Rlu =1Uu

oit la fonction Ryu est définie par
Riu(z) = u(Ri(z)).

(ol est vral car

Riu e Ko
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)
-
|
|

%/ﬂ }Vﬁlu(r)}?dl‘ = %/ﬁ Ny Tde
Do, pay nnicité de la solution du probleme Bp . on déduit le résulrat vouln.
[l vient. par suite
Ri(A-) = AL,
o1t \ est I'ensemble de coincidence de u avec Wp . et
Al={reA: <re > < 0}
Ar={zelA: <r.eg> > 0}

Fu faisant appel a (I-3.3). il vient

aD(O) = —/ a—\IJ(J,')A\]}'(JJ)d;l’

a!: A 061
v

= _/ ?—(m)A\I’(m)aﬁ‘
AyUAC 061

=0.

De la meme fagon on montre que

oD
20 =
662( ) 0

nit > = (0.1). Donc. VD(O) = 0.

ii) O est un extremum local d’énergie

o Dapres le théoreme 1-3.2. il est clair que si (u¢p.C h) est une solution du probleme
'P1. alors ¢ €] — S.S[, on consideére. alors. dans la suite la restriction de la fonction D

~iv le segment ] — S.S[ qu'on notera encore D.

On va montrer que D est “paire”. En effet, soit (€ | = S.5[. ona

D) = —/O (Vuc(z))*de

= min E/ ‘V'U(;l‘)lzd.’];
veKc h Qg

oit. rappelons le

Kcp={veH}Qr): v(x)>¥Ycn(z) p.p-dans B.(C)}.
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Ou considere. ensuite. la fonction

= Rou;

<

ot [ ost la svmétrie axiale par rapport & l'axe L5 qui passe par O et qui est orthosonal

A vectenr tnitaire es = (0.1). Alors il est facile de voir que

u (x) > V_.(r) p.p. dans B.(=J)
o
U € A’_g_h.

O en déduit que

/ |Vu_C(:c)\2d.1: < / IVu(r) de
JOg ’ Jag

:/ |Vu<(1)12([;7;.
Jag

Eu changeant ¢ en —(. on a l'inégalité inverse. On conclut. alors que

/O |Vu<(;r)|2d:c=/ |Vu_c(r)]2dr

Qr

o ost-a-dire

Frodone. O est soit un maximum soit un minimum relatif de D. W

Remarque IIT — 4.2:—En fait. on peut montrer autrement que O est un point critique.

En effet. du fait que D est differentiable en tout point ( € Qg ( voir théoreme [-3.1) o
le fair que D soit “paire” on déduit que. VD(O) =0. U

IIT — 5. Application:

a—Localisation d’une solution dans le cas d’un domaine qui admet un seul

axe de symétrie

Powr un domaine  convexe, qui admet un seul axe de symétrie L. le probleme (7)

=

adimer au moins une solution (u*.¢*. h*): de plus. d’apres le théoreme [-3.2. (7 appartient

A cot axe de svmétrie. plus précisément (* appartient & un intervale I C L ou la condition
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[-3.07 west plus vérifiée (voir figure 4 ci-dessous).

Figure 4
Daus ce (ui va suivre on va essayer de mieux localiser (*.

Ponr cela on introduit la fonction de Green. pour l'opérateur (—=A) dans )

1

G(;L‘. y) = 5—7;

log — h(xr.y). ([ —51

lx -yl

Rappelons quelques propriétés de
h{z) = h(z.z)

la partie réguliere de la fonction de Green qui s'appelle aussi la fonction de Robin
Jdo O en r.  Cette fonction joue un role important dans la théorie des fonctions
séomdrtriques (ef. [28]. [52]). et pour un certain nombre d’applications physiques (cf.

016 21].(22].[26]. [41]. [50]). Dot I'importance de rappeler quelques propriétés de cetre

foLerion.

o Por tout £ € Q. h(x..) est harmonique dans Q\ {r} et continue sur Q.

o P tout r € Q. h(z..)=0 sur O

Powr tout .y € Q. h(x.y) = h(y, ).

Si Q) C Qs on a. Gi(z.y) < Ga(z,y) Yz € Q4. et donc. ho(x) < hi(r) Yae Q5.
e “N(r) >0 dans Q. Plus précisément h vérifie 'équation de Liouville (cf. [21}. p:54R)
Ah =4 " dans (. ([1]—5.2)
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o /1 virifie au bord
hir) = —log(é(r)) + O(1) ] ([IT — 5.0
qlmll([ a— /)Q. 011 (\(1) = (lf.Sf(.l‘.()Q).

e // peut etre caractérisée comme 1'unique solution de (III-5.2) avec [ donce are bond

11-75.3) (voir [13].[26].[46]). £ est aussi la solution maximale de (III-5.2) rout simplemenr.

Norons eufin. que les points critiques de A ont un intérét parfriculier dans plusicrus ap-
plicarions physiques ([22]./16].[21]). Les points ou la fonction de Robin /5 arreinr =on

wininn sont applées : centres harmoniques.

Si O est borné. 'ensemble

C ={Z:h(Z) =minh(x)}

e
o<t fini (il est non vide car h est continue et h(z) tend vers l'infini quand &(r} — 0 ).
Si O est convexe (borné ou non) et différent d'une bande infinie alors. i admet un =enl

noine critique quon notera I.

i ou note par (uy. (5. hy) l'unique solution du probleme (P). alors. pour r assez perir.

o, verifie I'inégalité suivante
B

G~ 71 < C (rlog-)

voir (I11-2.3). Et comme

C (rlog %)A" —0 quand r — O
11-(\1\1_

o — quand r — 0.
Comue on l'a signalé dans la remarque I111-2.2. dans [4] il v est montré que
g -zl <CVr
donc. on en déduit que
Go € Boyr(T):
Or. (l"apres le théoreme 1I-3.2. on a. pour tout r

GeT
(l.ul\l_
lim(y €7
r—0
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or pat suite.

i
m
t~

|l‘«ll\]
¢ € TN Be 7(1).

Connne. TN Be 7() nest autre que le segment de centre & ef de longnenr 2 Cy 7oon

ol
Gelz-Cyrz+Cyr]

Jdonn e résultat voulu. W

b—Localisation des centres harmoniques dans des cas particuliers.

Vit done. l'importance des centres harmoniques (voir plus haut). on va essaver e

localiser ces points. pour les domaines particuliers suivants :

- 1 domaine qui admet un seul axe de symétrie
« 0 wn domaine qui admet deux axes de symétries

c0=0g=[(=S.9) x (=1.1)JU[Br(=S) U Br(5)]

i1 D apres le raisonnement utilisé dans II1-5-a, on a montré que I'unique point .7 (ui réalise
iutimum de h  pour un domaine qui admet un seul axe de svmétrie apparticnt A

~eoment qui est inclu dans ce dernier.

i Pour un domaine convexe. qui admet deux axes de symétries qui s'intersectent e i

point O. on a toujours d'apres le théoreme [-3.2

vr, @G =0
o
11r%c =0
Or. d'apres encore [21] ou [4] on a.
i G = 2
d o
=0

i) Pour le cas du domaine Q. R suffisamment grand. on rappelle que le probleme (P

adinet au moins deux solutions (uq.h-,gf,h*). (U-q.h—-—Cf~f7*)- L'enseruble C des
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S it réalise Uinfimum de A est find et il n'est pas nécessairement redidt i poin

cy

0,
.-

371,.72 €C.
tel que: Ip.T2€ (=55
et en plus 7 = -7

Eu offer. (Capres encore [21] on a.
dist(¢f.C) < C (rlog ,l)
ponr o suffisamment petit. D'ou.
im g < ¢

done. il existe un T € C. tel que

8

= lim {].
lim
Or. dapres le théoreme [-3.2. ona (§ € [-S. 5] dot,
e [-S.95]
o apres la svmétrie de Qg. si ¢§ est solution du problenie (Py)

anssi. dCon dapres (I11-2.3). on a

lim(—-¢j) € C.

r—0
r comme
im(—¢) = —-1lm ) = -%
lim (o) lim G
o ddenir, enfin, que
-z [-S.5]nC.

ot setlemnent borné et non convexe. On wmontre alors. le résulrar snivanr :

Calors. =) Pesr
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CHAPITRE 1%

LE CAS

D’UNE MEMBRANE ELASTIQUE

SUPPORTANT DEUX BOULES RIGIDES

37



PN Chapirve IV

LE CAS

D’UNE MEMBRANE ELASTIQUE

SUPPORTANT DEUX BOULES RIGIDES

A——Probléme Initial

IV — 1. Introduction

Dans ce chapitre nous commencerons par généraliser le probleme (P) (voir chapitre
[ p:10) en étudiant le cas d'une membrane élastique supportant deux boules rigides
aous procéderons d'une fagon similaire a celle donnée dans (6] pour étudier ce probleme .
Nous avons réussi a généraliser tous les résultats données dans [6] et d’en donner d'autves.
\lalhenreusement! les résultats obtenus dans cette étude ne permettent pas de transtoriner
le probléenie initial en un probleme de minimization sur un compact. Néanmoins. certe
derniere nous a permis de donner quelques caractéristiques d'une solution de ce probleme.
Aissi nous donnerons un résultat d’unicité. Dans un deuxiéme temps nous étudierons
(lex cas particuliers de ce probleme. Nous reprendrons. enfin. I'étude de ce probleme en
oénuéralisant celle donnée dans [21].

Soit O un domaine borné de IR? de frontiére assez réguliere. Soient G1.Go.ry. 12 des
¢onstantes strictement positives. On considére le probleme suivant. qui correspond a une

muenibrane élastique M qui occupe le domaine 2 dans le plan horizontal
II = {(1312132;1‘3) EIR3 I3 = 0}

(niand elle n'est pas déformée par les deux boules. qui constituent les obstacles de notre
probleme. ces derniéres roulent librement sur M sous |'effet de leurs poids et de la tension
(dans la membrane. jusqu’a ce qu'elles trouvent une position d’équilibre. Donc. notre
probleme est de chercher cette position d’équilibre ainsi que la forme de la mewmbrane qui

correspold a une énergie potentielle minimale.
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50 Chapirre IV

Figure 1

Dans toute la suite on note par :

- (_ h) les coordonnées du centre d'une boule dont la projection sur le plan [T ot
B.(()={reR?: lz-¢l<r}

2

- W)=k ri-jr =N i=12

- Y ={(r.z) e R? == \Pé.h(yv), r € B, (C)}: la moitié supérieure d'une sphere

de ravon r, dont le centre est repéré par (¢, h). i=1.2.

. 4 0O — IR : décrit le déplacement vertical de la membrane. causé par les poids
dex deux boules (G et Ga); ici les forces de gravité pointent vers le sens positif e I"axe

les hauteurs ( voir figure 1).

- Pour tout déplacement u vertical de la membrane. et pour toute position ((. Iy
ot {5.ha) des centres respectifs des deux boules. I'énergie du systeme ( & une constantre

acldirive pres ) est donnée par

E(u.C1,hy, G2 ha) = %a/ \Vu(z)|Pdz — Gy hy — Ga ho
Q

Ol

e 7 : est la tension dans la membrane, qu’on supposera uniforme. Sans perdre de généralite

on posera dans toute la suite o = 1.

. %fn 'Wu(x)]zdx . représente 1'énergie élastique de la membrane qui varie avec le

déplacement u.

e —G; h; : représente 1'énergie potentielle de la boule de centre (i hy) et de ravon
o i=1.2,

Dans ce probléme on suppose que la membrane supporte toujours les deux boules. quon

supposera rigides: cela se traduit par :
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0 Chapirve IV

ulr) > \II}L-hl (@) dans B, ({1 ).
ule) > W2

- J2.ha

Q=)+ (hy=ha)? > (rp+ 07

() dans B, ().

Arssi. b ce probleme on cherchera les positions d'équilibre (.1 de relle facon que
B, 1l,) respectivement B,,((y) n'intersecte pas la frontiere de (1 autrement dir st on
nore par dist(..T) la distance d'un point a I' . (1. {; doivent satisfaire :
dist(¢.T) > ry
dlSt(CgF) > T
olost-a-dlire
B (G1)cCQ
Bm (C2) c O

Ou pose dans toute la suite
Q. ={CeN:dist((.T) > r}

Dans le cadre des espaces de Sobolev. on introduit pour chaque (y.hy. (o hy. fixé et rel

que (L = o} > r1 + ry Vensemble des fonctions admissibles suivant :
KN:ih cohy = {v € H)(Q) :v(z) > \I!i'l_hi(x) p.p. dans B, ((;). / = 1.2}.

\[aintenant on est en mesure de donner la formulation de notre probleme

( Trouver : u.(y.hy. (2. he
tels que: ((1.¢2) €, x Q. hihy € IR
(S) (1= C2)? 4+ (hy — ha)? = (11 +12)°.
u € K¢ hiCoha
| et E(u,C1.h1.C2. ho) =i11/1vf E(v.¢.h.C RN

W = {((-.C.h.(’.h’) hoh €IR. (C.C) € Qn x Q)
(G —=C)2 + (h1—h2)? 2 (r1 + ra). v € Kg.h.g'.h'}

IV — 2. Probléemes d’obstacle auxiliaires

2

Powr chaque. (.h1.C(2 ke fixé tel que (C1 — )2+ (hy = ha)? > (r +12)° - on

considere le probleme suivant :
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61 Chapirve [V

Trouver: u € K

' , L/ )
/ ;Tu(.r)‘gz«l,.r = min - / Sty Tdr
0 0

N )

B(Ql /)1. ’(_) /7‘3\)
tel que :

|

i W= o

Lemme IV — 2.1:—Le probleme B((y.h1.(a ho) admet une solution unique quion noteora

" i

- o

N

D inanstration:— Si on considére la forme hilinéaire suivante :

alu.v) = fQ Vu(r).Ve(r)dr

définie s H&(Q). alors. le probleme B((i.h1.(.h2) est équivalent auw probleme

Jd'incquarion variationnelle suivant :

Trouver: ué€ K
(v (11 =21}

tel que: alu.v—u)>0 Ve e K

or cotme af...) est svmétrique et coercive. et K est un convexe fermé. le probleme (Vi

adier une solution unique (voir [35, p:24]) qu'on notera u¢, p,.c.h,- W

Remarque IV — 2.1:—O0n déduit du lemme IV-2.1 que si (u. (. hi.(o. ha) est solution

(n probleme (S). alors. u est solution du probléme auxiliaire B({;.hy. (. h2). Et conune

(]

la ~olution de ce dernier est unique alors nécessairement u = ¢, .h,.(.he-

D apres cette derniére remarque. on est, donc. amené a chercher u parmi les - o
(trrzg oo Coh. C’.h’)) € W) solutions respectives des problemes B({.h.( h"). Donc. le

probleme (S) est équivalent au probleme suivant quon notera encore (S)

( Trouver : (i, h1.(2. ho

tels que: ((1.¢2) € Qp, x Q. hihy € IR
(G = G)?+ (h1 = ho)? = (r1+r2)°

[ et F(Croh1,Ga o) = inf F(Ch.CA)

o
W= {(c.h.c’.h’) . hoh' €R. (C.CNEQ, x Q) (( ¢ +(h—= 2 > (r + ,--3)'-’}
of

.7:-(( hc/h/) = E(U.g_h.c'_h'. C hCI h/)

O note dans la suite

61



» Clapire [\

Ki=K: , ={ve H&(Q) o ov(r) > ol l,Il(l') p.p. dans B, i}
No=R- . ={c= H&(O) () > \I/:.:.,Z:(.z') p.p. dans B (G

wy = - g, lasolution du probleme B(. /i)

y =z, p, lasolution du probleme B((s. /)

Trouver:  u; € K;

|\/
|‘/

2

-,

Lol 1
tel que : —/ AR |dr—m1n—/iTL Wilr, i=1.2. [V

U = UG hy.(2.har

K= KCl-hl-Cz-hz'
.‘\1 = { r e BTL(C].) : U(I) = \Pél-hl('l-)}'
2={z1€B,(() : ulzx)=V2 , (0}
A, ot \» sont les ensembles de coincidences respectifs de u avec les obsracles \[/\‘._‘,f

2
or \I}\:.h:‘

Lemme IV — 2.2:—FEn tenant compte des notations au-dessus on a.

ur(z) <u(r) pp. dans €
us(z) < uf(x) p.p. dans Q.

D monstration:—Fixons i dans {1.2} et considérons la fonction suivante :

v=u+ (u; —u)T =max(u;.u) >u

o voit clairement que v € K. d'ou. v vérifie
/ Vu(z). V(v — u)(x)de >0
JQ

¢r par suite.

/ —Vu(zr).Viu; —u)(r)de <0. (IV = 2.5
0
Soit aussi la fonetion suivante :

w=u; — (u; —u)™ = min(y;.u) > ¥

A'oil 1w € K;. et par suite elle vérifie 'inéquation suivante (méme démonstration ¢ue celle

dit leunne IV-2.1)

/ Vu;(z).V{(w — u;)(x)dxr >0
JQ
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i en rosulte.

/ S (). V(u; —uw)” (o)ydr < 0. ([ =2 b
JQ

Eu combinant (IV-2.3) et (IV-2.4). on aura.

Jo Sy = u)™(2).V(w, — u) " (r)de < 0.

= /O IV (u; — u)*(r)lzdr < 0.
= (u; —u)™(z)=0 p.p. dans Q
= u;(r) < u(x) p.p. dans Q.

Cecipour 1=1.2. B

Lemme IV — 2.3:—1l existe =; > 0. g3 > 0. tels que

Ay = M(u) C Br -, {G1)
AQ = Az(U) - Br2_52 (C?)

on. I, = :‘,(Cl.h,i,Q).

D émonstration:—Du lemme IV-2.2, on déduit que

Ar(u) C Alur)
AQ('U/) C A(’Ug).
En offet. =oit r € A;. alors par définition on a.
u(r) = ¥ (r) < ui(z) < u(x).

Qo u, () =¥ (z), et par suite. = € A(u;), ceci pour i = 1.2. Or. d'apres (BC'. lewmumcer
21). il existe &1 = &1(C1,h1,Q2) >0 et g2 = £2(Ca, h2. Q) > 0. tels que

A(uy) C Br —£,(C1)
A(uz) C Br,—2,(C2)

cfd. B

Eu tenant compte des notations précédentes on montre le résultat classique suivant :

Théoréme IV — 2.1:— u vérifie les propriétés suivantes

<) —Au=0 p.p. dans Q\ (A1 U Ag).
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0l Chapirve [V

i = >0 p.p. dans Q.
o =W >0 p.p. dans By ((). =12
o=\ p.p. dans A,. i=1.2.
coion =10 sur 9.

D monstration: Voir [9]. [11]. 129]. [35] ou [22].

IV — 3. Existence

Powr (¢ € Q. et (€ Q,,. fixés. tels que ({1 — )P+ (hy=Dha)? > =07 oo

pose
1
.F(hth) = F(Cl-h1~<25h2) = 5/ ‘VUJhl.h,Z(I)le.T - G1 h]_ - Gg /)-_7
Q
O OIL A POSE 1 Uk, hy = U, hy.Ca.ha

Lemme IV —3.1:—0On a.

lim f(hlhg) =+
f{(h1.h2)|—+oc

wniformément en (et (2.

Dimonstrationi— Comme toutes les normes dans IR? sont équivalentes. on choisit la

nornie suivante
[(hy. k)| = [h1]| + |ho|.
Do

(hi,ha)| — +o¢ < || —=+x ou [|h]— +x.
Sienalons que. d'une part. on a d’apres le principe du maximum
u > 0,
car —Au >0 et u=0 sur JQ2. D'autre part. on a
Uhy hy(T) 2> \Ifélh(r) > h; p.p. dans B, ((). i =1.2.

[l vient done. d'apres l'inégalité de Poincaré le résultat suivant :
1
Fihy hy) = ;/ ‘VUhl.hQ(.II)lzde‘ — Gy h1 —G3 he
=, Q
1
> 3.C(Q)./ |ty (2)Pdz — Gy Ry — G2 hy
= Q
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1 ' 2 1 ' 2
> 3.C'(Q)./ (hi)dr+ 7.C'{Q)./ (hovde =Gyl = Go
k4 B i 2 B0 )
> C.Uh1? +(h3)?] =Gy hy = Gy hy =0
- _‘,_x
cal
L | =Gh; —+x quand h, — —=>. oun bien
Cihm)™ = Giky = {C(h,-)'2 —Gih; — +x quand h, — +=x.
et 1R

Lemme IV — 3.2:—Ve > 0. 3C, () > 0 tel que pour tout + € B, _({) B, () onu

ol — UL, (r)=TL ()] < |[h-h +C(2) 1€ = (V= 3.1
o2~ ATUL,(x)—AVL . (r)] < Ki.Cr () ¢ = (| ([17 = 3.2)

o K, = K(ri.z) > 0. Ceci pour i =1.2.

Démonstration:—Soit € Br,—:(¢) N Br,-:(¢'). on a.

Il vient. alors

|TLp(x) — b ()] <

= |h=h|+Cr2) [C=(]




Clhiapiree IV

o 2— Sioupose p="'r—|eten utilisant la formule du Laplacien en coordounce polaive.

i Lo tair que WL, est radiale. on aura

1 ot 9P

W) = ;T)/T+ Gy
1 1 1 , !
= rER T e
1 7?
ERGEARGE
=g(\ri-o")

2
ol it = —% — % On voit clairement que gest indéfiniment différentiable sur IR - {01

Sion pose aussi p’ = |z — (’|. et en utilisant le théoréme des accroissements finis. on anra

AT = AV ] = g(y] = p) —g(\r? =0 2)
O)(\frF =02 = /i = 2)

g/
g (O)(TL p(x) = Ly ()

Honr un certain 8 € ]\/r?—(ri—e)g,ri[. Dou. dapres (IV-3.1). et le fait gne

i ost bornée en dehors de 0. on obtient alors (IV-3.2): avec A, = sup{g'(t) -+ =

BT e

/

Lemme IV — 3.3:—Soient E. E' C Q deuz ensembles mesurables. et soient o1. 01, 0). )

fels que

¢1.02 € L=(E)
1. 05 € L>*(E)

¢; dans E\ E'.
U, =< ¢, dans E'\ E.
max(¢;; @,) dans ENE’.

(tsoient ;.0 =1.2. les solutions respectives des inéquations variationnelles suivantes .

/Vu,'(x)-v(v—ui)(x)dx > 0 V vekK; (IV — 3.3)

.
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('lmpin'v [\

K, = {r' = H&(Q) colx) > W) p.p. dans E _ E’}

frs, o

=, S =Wl vy = ~\[”Ll'{101 =02 e LT O e

Ui monstration:— Posons

k=101 = Uaf« g
of soit 1= u; — (up — us — k)7 du fait que
r(r) =0—(=k)" =0 surd0

alors 2 HYQ). Et comme dans €2 on a

o () siup — s — A <0,

i) = (u1 —(uy — ug — k))(x) = (ug + k)(x) sty — e — Ak >0
ot le fait que u; € Ky et

us(z) +k > Wo(r) + () — Us)(z) = Uy(z) p.p. dans EUE".
Oun déduit que v € K. et par suite v vérifie I'inéquation (IV-3.3) pour i=1
/ Vuy(z). V(v —up)(z)dz >0
(1.()1\1.
/ Vui(z).V(u; — upz — k)7 (z)dz <0. (IV = 3.4)
Q

Soit aussi w0 = ug + (uy — ug — k). du fait que
w(z) =0—(=k)" =0 sur 99

alovs

m

H}(Q). Et comme dans Q on a

siuy—uy —hk <0.

ol {u 2(x)
(ug + (uy — ug — k))(x) > ua2(z) siuy —uz =k > 0.

ot lo fait que us € Ko. alors w € Ko, et par suite w vérifie I'inéquation (IV-3.3) pour i=2

/ Vuz(z).V(w — uz)(x)dz 2 0
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oo
—/VH-;(,)V(lll—lo—A) Lo <0, AR
J0

i combinane (IV-3.4) et (IV-3.5). on obtient

/O Vg — w2 (). Nuy —us — &) (ridr <0

== jp (g —us — k)7 (). N{uy =y = k)7 (eddr <0
= (1 —us — k)= =0 p.p. dans €2
= wp — g < k p-p. dans .

Eu échangeant le role joué. plus haut. par u; et uz on a. de meme

s — uy < k p.p. dans .
Dot enfin
1 — u’21L?<(Q) < “I’l - ‘I’2!L>~:(Q)
cobd. W
Lemme IV — 3.4:

le Sion fire hy.hy dansIR et en posant
U1 = U¢ kG2 he
Uz = U¢t hyGhohoe
aree . qui varient dans Q. et C2.Cy qui varient dans Q. Alors 3C > 0. qui dépend

diory sl he 8y et 8o avec 6; = dist((;. 00). tel que

1u1—u2\Lx(Q) SC('CI C1I+|Q?— ;;)

Ve Sion fire ¢, dans Q. et (2 dans Q., et en posant

Wi = UG hyC2.ha

W2 = U¢, k! G2k,
arec D by ho b qui varient dansIR. Alors. on a

‘LL'1—LL'QEL,C(Q)§“11 hl}‘i—lho—}lz

Ddmaonstration:

e *Si i(; — (]| et |[C2 — (3| sont suffisamment petits. on a alors. d’apres (5. lemne 2|

A(L‘1) \(Lll) CE = Brl—: (Cl) mBrL—-‘ (C/I)
1\([ ‘\ lé)CE2— T‘z—-z(CZ)an—: ( é)
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ll—Ll“h,l (7'——11“ ho
Uy = g, (’Zzugé e
n dapres le lemnie IV-2.2. 0on a
\1(1[1) C \(L‘l) et \1(&2) \ L'/l)
\o(ur) C Alve) et Aa(ug) C A(Lh)

ot o,
Ar(ur). M (ue) C E, = Bm—z;((l) N Bl‘l—fL(CI)
l\g(ul). /\2(&2) - E2 = Br2_52(<2) N Brlz_fl((‘é).

Posons. ensuite

KNy ={re HYQ): v(z)> \Dél-hl(l‘) p.p. dans E;. v(z) > U2
Ky=1{cve HNQY: v(r) > \Dé;.hl(x) p.p.dans E;. v(z) > \I/f

On montre. alors. que u; est solution de l'inéquation variationnelle suivante
/ Vui(z).V(v—u)(z)dz >0 Vv e K

i = 1.2. En effet. montrons ce résultat pour u1, le résultat pour u, s'obtient en echangeant

les indices 1 par 2.

Comme E; C B, (¢1) et E C Br,((2). alors, on a

ur(xr) > \Ill . (z) pp. dans E,
up(z) > \Ifg2 hz(m) p.p. dans Ej
o i € Kl-

Oun a aussi pour tout v € K,

p.p. dans B, ((1)
p.p. dans B,,((2)

v+ (uy — )t = max(ug,v) > ¥}

= Tl

v+ (uy —v)t = max(ug,v) > €2,

or donc.
v+ (up —v)" € Keihyaha

Et par suite v+ (u; — v)* vérifie I'inéquation suivante :

/ Vui(z).V(v+ (uy — o)t —uq)(z)dx > 0.
JQ
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[ calend simple montre que

/ Sote). N (e —upe)de = / Sur(e).V(v + (g — )" = upitryde

- / Nt Ny — ey ey
A

= / S ()N e+ (g — o) 7 —wgdtride

+ / Doy iy — o) T,
SO

/. () (uy — o) (r)dr = /

Aur(x).(uy — o) (r)dr
Ap(ur)Udz(uy)

+/ Ay () tuy — o)y Tl
- Q'\(.\l(ul)U;\g(u[)‘)
= 0.

car. (lnne part. d'apres le théoreme IV-2.1. on a. Auy(z) =0

p.p. dans O (Nt =
Aotnql) . et d’autre part le fait que Aj(u;) C Ep et Aq(ur) C Ey ona

(up —v)"(z) =0  p.p. dans Ay(iy)
or

(up —v)"(x)=0  p.p. dans

Ao(uy).
Do

/ Vu(z). V(v — up)(zx)dr > 0.

En applicant. ensuite. le lemme IV-3.3 dans le cas suivant :

— gl [ T
01 = \IJCth 0 = \IjCz-h

— 1 /g2
02 =We 03 = Ve p,
E=F E =E,

o obrient. alors

1 1 2 2
“LI - LI’Z'L’C(Q) S ‘\Pcl.hl - \I/Q'i.hlle(El) + I\D/S-'Z-hﬂ - \Dgéhl

L<(Ear
[t en applicant. enfin. le lemme IV-3.2. on obtient

i = sl gy S Co(IG = G+ 16 = G2)
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Tl Chapirve IV

oit C=max(Cr (21):Chy(22)).

USEOJ = (L ow G - GG est grand: clest-a-dive

G-l F 1G=8G >0
por nn certain & > 0. alors
‘U,l‘—UQJLx(Q) < ’ul—LL'Z’Lx(Q)
G =G+ 16— Gl b

1
<3 ixéaéﬂul(x)i + Jua()l)

2
< 5 max (h1 +ri.ha + ('3).

D ot

luy — U2|Lx(Q) < C-(Kl — Gl +1¢ - Cé|)
on (' = ;%max (hl +ri.hs + 7’2).
2e On reprend la méme démarche utilisée plus haut, ici on a

A(Ul). A(U ) - E1 = Br1—51(<1)

O

er donc.
Ay(wr). Ar(wz2) C Ey = Br -, (C1)
Ag(wr), Ag(wz2) C E2 = Bry—,(G2)-
On pose. ensuite
KNy ={ve H(Q): viz)> \I’éhhl(:p) p.p. dans E7. v(z) > \I’f.z_h_z(.r) p.p. dans FE,}
K, ={veH}Y: v(z) > \Pél‘h’l (z) p.p. dans E;. v(z) > \Ilg_z_h,z(r) p.p. dans Es}.

O wontre de la méme maniére que dans le premier cas. que w; est solution de l'inéquation

variationnelle suivante :
/ Vuw;(z).V(v—w;)(z)dz >0 Yv € K;.
Q

Douc. en applicant encore une fois le lemme IV-3.3 dans le cas suivant :
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2 Chapirve [V

N, — 1 o 2
01 = ‘Il:l-hl O]_ = \I]\-:.h;
— 1 r_ 2
©2 = lIlCl-h/l 02 = \D\':-/’:
E=F;. E' = F,

Ol obtienr. 2]11)1'5

i apl 1
: i ol —
= el <%, — e

L2 D
, -— Y= . — U=
S ,l~hfll[4\"El) ‘ ‘I/\_’-h_, p

~2

A
£t cn applicant. enfin. le lemme IV-3.2. on obtient
[y — “(..)‘LX(Q) < ’hl — h/1| + i‘hf_) — /)lzf

Lemme IV — 3.5:—La fonction

F: (CGohi.Ge hy) = F(Ci-hy Goha)

o ~t localement lipschitzienne.

Démonstration:— Comme la fonction suivante

(Ci-h1.Ga ha) — —=Grhy — Gahy
o=t atHue. il suffit. alors. de montrer que la fonction suivante

1 5 .
D: ((.h1.G ha) — D(C1.h1, (2 h2) = :)-/ IVuc, hycons ()7 dr (17— 3.6)
2 Ja

1

ot localement lipschitzienne. En effet, soient ((,.()) € Q,, x Q,,. et soient (h,./}) = IR

/= 1.2. Posons

J =D(C1.h1.C2. hg) = D((y. by (5. hh)

Uy = UG, hy G2 he
Ug = Ug! h¢ph
u= uC{-hl-Cé-hz

alors on a

1 .
J = 5/ |Vu1(;r.)|2 - |Vu2(;v)|2d:c
2Jao
-5 / (IVur (o) = [Vu(@)F) + (IVu(@)* = [Fua(0)])dz
Q
= l/ V(up —u).V(uy +u)dr + l/ V(u— u2).V{u+ uz)dx
2 Jq 2 /g
= —--1-/ (up — u).A(uy + u)dz — l/ (u— ug).A(u+ up)d.
3 Jo 3 /q
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o faisant appel au lemme IV-3.20 1] vient

L/ . ‘ 1/, .

T < = tup—ul Aluy +u)jdr + = [ = Zu — i
K | ] \ ! ‘ H
2 /o 2 Jo

! i | |
< Crjur =<+ Cadu— w2l < o

< CAG = G+ 16 = Gl + [hy = B[+ [ha = D)) |
powr (. h. GG hh) proche de (¢ hy. G2 ha.)

Remarque IV — 3.1 D'apreés le lemme IV-3.1. et le lemme IV-3.5. ou deduit que le

probiee (8) est équivalent au probleme suivant qu'on notera encore (S)

( Trouver : (1. h1.(2. ho

tels que: ((1.¢2) € Qr, X Q. hycha € [=b707]
(C1— G2)2 + (hy — h2)® = (ry +ra)?

et F(C1,h1-C2,h2)=li/3£ F(C.h.C'h")

oit. h" est un nombre positif assez grand. et

D

W= {(g./z.(’.h’) c hoh e [=bb%]. (C.¢) e x Qpy (- IV +h=h > — r'_\)“}

Lemme IV —3.6:—35i on pose, U = U¢, h, .cy.hy- GLOTS 0T 0

\pél-hl'A\Dél-hl <0 dans Aq(u).

\112, s -A‘sz.hz <0 dans Ao(u).
’ !VU/ dx —_ f\l ~hl-A\PélAhldI - f'\z(lt\ @31-’72'A\I]3:-/12(1'7.'

- . . Y . . » . )
D éimonstration:—Le premier et le deuxiéme point se déduisent du fait que Pl et U= <our

colcaves.
Pour le troisieme point on a,

(G = G2)? + (h1 — h2)* > (r1 + 1r2)?
(l'nl‘l.
Aq(u) N Ao(u) = 0

of par suite.

/1\7u,(13)l2d:c= —/u.Auda:

= —-/ uw.Audr —/ whudr.
AL{w)UA2(u) Q\ (A (w)UA2(u))
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Or. —u =0 p.p. dans Q% () U Xa(uw)). on a done.
. , . .
Su(r)i~de = — wAudr — u.Moudr
FAS! VAARERTS! JNo )
= 1 AL : 2 PR _
——/ \P;l-hl.l_\lp'\.bhl(/'l _‘/ \D\—_‘llz_‘.g_;lp\-l./];(/,l -
SNt VACINTE

Lemme IV — 3.7:—Soient hy.ha fixés dans IR. si on pose

UGy .Gz = UG hi (2 he

UGt ¢y = UG) h1g)ho
M(ucic) =AM As(ue o) = A2
Al(“C{.Cé) = Al Ao(ug ¢p) = A).

Xi(¢1.¢2) = XAy
Xi(¢).¢5) = XA,

J = 1.2 et ot x4 désigne la fonction caractéristique de l'ensemble A. alors. on «a

Xi(¢1.¢p) T Xi(6i6a)
duns L2(Q) faible. quand (C1.¢5) tend vers {(1.Gz).

D monstration:— Soit  {(CE.¢2)},cn  une suite dans Q. x 0, qui converge vers

‘oiowo0. alors il existe g1.g2 € L*(Q). et une sous suite de {(¢}. ¢}, -y an'on noreva

cucore {(CH G, 2N telle que
XiGiga) ~ Xatghgz) — g dams L),

car la suite {xy(¢,.co) — Xi(ci.c2)) est bornée dans L?(Q). qui est un espace réflexif. [i

reste. donc. & montrer que
g; =0 p.p. dans Q

e 4, =0 p.p. dans Q\ A;. Eneffet. si z ¢ A;. on a alors
ue, . () > g, ()

Or. pour u assez grand |} — ¢1] et |2 — (2| sont assez petits. et par suite. dapres
(IN-3.3) et (IV-3.4). on a
ugy.cz(2) > Uiy i, ()

=  x1(¢1:G2) = xa(Gr. G2y =0
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— g1 =0 pp dans QN
On mourre de la meme facon. en échangeant les roles des indices 1 er 20 que
g2 =0 p.p. dans Q0 N\

ee 4 >1) p.p. dans.\,. Eneffet. on a

Vicyoy — ety = L=y 200 pp. dans .\,
or ensemble
{weL*(A) : w(x)>0 pp dans \}

ot 1uL cnsemble convexe. fermé de L?(A;) muni de la topologie forte. et par suite. cest

i cnsentble fermé de L2(A;) muni de la topologie faible (cf. [10]). ceci ponr i=1.2. Do
gy >0 p.p. dans \y
g2 >0 p.p. dans Ao

eee Dune part.ona

, 1 1 ,
I= /O[Xucl.cz) = xach.c)] Yo g, AV dr
2 2
+ /Q[XQ(CL-Q) B OIS TIR A UNOVAN (S ARIAL
' 1 1 2 2 _
— / g]-\IICthA\IJ iy dl‘ + / g'> \sz.hg'A\P(-_g.hg(/'l
Q Q

1 1 ) > 5 ‘
:/\ 91.\Il<1.m.A\I’<x.hldl+/\ 92-¥E, hy O 2, hodr.
J A, \

D aurre part. on a

7= / X1( (¢1.¢2) \I’ CLhy A\I’ CLhy dx +/ X2 &L-'Q'.’)'\Il.’:)"f,‘/zﬂg‘A\Il":'%.h»d‘r
Ja Q

1 1 2 2 ,
— / \Ds},hlA\I}C}lhldI— / \Dgﬁ.hg'A\p\'ﬁ./lgd'l'
A ( 2) \otu. 1 .2)

Wi oo . I
<hoCh “n-%n

Or. d'aprés le lemme IV-3.6. et (IV-3.6) on a.

~/ \Pé}lhlA\pé}zhldm—/ \ij‘%hzﬂly ha dr =2 (Cn hl Q- h))
\Nfn ) )

;\z(udrg.% )

Fu fasant appel au lemme IV-3.5. il vient
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D(K_rl)hlcrzlh:!) I D(C[.hl.g_»_)./l_))

CUpar siire

i par nndeiré de la limite. on a

/ qi.- \I/ LRy Apg hldl‘ + / g2. \I]§> ha A\Pg-)_/]»w(['I. = {).
J A J \o o

C'omeie ‘pi',.h,-ﬁ\piy.h,, < 0 dans A; (voir lemme IV-3.6). et le fait que ¢, =10 p.p.

dons .\, /= 1.2. on déduit que

"I.\L-(fl"llél. AT, dr <0 et ,[,\292- A\I" s dr <0

C1-hy V/D

o,

/ (]1 \I]\1 hl A\I]l h, d = O et f\’) gz g2 h,) A\I} h»_\(Z'T e ()

or done. nécessairement
g1 =0 p.p dans Ay et gp =0 p.p. dans A\,
D o, la conclusion

g1 =0 pp dans @ et gz =0 p.p. dans L

[ |
Remarque IV — 3.2:—On déduit facilement du lemme IV-3.7 que
e ~ion fixe de plus ¢; dans ., et on laisse varier (z. ona
Xi(¢p) T XilGe)
dans L) faible quand ¢} — (2, ol on a posé
Xi(¢2) = Xi(61G2)
Xi(¢y) = XulGu.gs)
e =i on fixe de plus (g dans Q,,. et on laisse varier (;.on a
Xi¢p)y T X
dans L2(Q) faible quand ¢§ — (. oll on a posé
Xi(¢1) = Xi(¢1G2)
Xi(¢) = Xag]-Ca)
5
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. - - 2 . - - sy
Lemme IV — 3.8:—So0it v un vecteur unitaire de IR=. sorent 1.0 dewr Cléments e

O - Q.. et soient hyhy deur réels tels que  ({y — o)™ = (hy = hod > (=it N

o note par

1 Lo -1
'\1:(.1'?'51/- \)—\)“‘ L.

UG = UGty
Ue = UC by Cohas
Ul=wl et UP=0Z .
A=A (ue)
A=A (uer)
D((1.62) = D(C1-hy. Go. ha).
D(¢;-C3) = D(G1. b1 G3 ha).

D est définie dans (IV-3.6). alors. on a

AR AR e =
1111(1&( (¢].¢Y) = D(G.¢)) =~ AIBI_/TA\II dr — o AU dr. (IV — 3.7
D monstration:—On a.
DI ) = DG ) = 5 [ (Ve (@) = [Vucle)az

= —/ V(ue — ue).V{ug +ug)dr

2/q
1 «
—/ V(ue — u¢).V(2u¢ + (ugr —ughdr

L/
= —/Q(UC’ —uc).Aucdr — 5/q(u¢ —ue).Dlue —u)dr
=T + 7Tz

Rappelons que. d’apres le théoreme IV-2.1. on a. Au¢ = Aug =0 p.p. dans O\ (A U
AoV u ) dol

1
T, = —5/ (uer = ug)-Duer — ug)dz
Q

1
— _3/ (u(’-/ — uc).A(uCI - llu;)d.l‘.
“=. .\lUAQUA’lUA;
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oo arlisant (IV=3.3) et (IV-3.4). on aura

™
1| —

_ / (e =) O(ue — uc)idr
SN NN T

1/ .
o NEVRILEE SRRSO SR AN
‘\LA\/\ 1 1 .

L/ . .
+ 3/ (02— 02 ). A% — 0 )ide
(27D - B

<O (it = Gl 16 = Gl ) (A UAD N (A N AD =1 L A58 e )
+ ColCh = Gl + CalG - Gl
oit. ([.C5 et (3 sont des constantes strictement positives. Comme
(AUAYN(ANA)=(A\VN)U VYY)
x4\B = xa(l — )
XA X4 = X4

O . adors

(A UAD N (AN AD] = (AN A U AT\ A

/ dr
(ANADUAN )

xa, (1 — \(\ ydr + / (1l — \’LT\L belo

I :

— 0 (quand = — 0)

XA\ A vdr + / \"_\/’\\‘\v(l.l,'

:3

o}

cocl est vrai d'apres le lemme IV-3.7. D'ou,

Powr 77 on a.
T = —/ (u¢r — u¢).Ducde
0

= —/ (u¢r —u¢).Ducdr — / (uer — ue).Qucdr
JA

J A
=T3+ Ty,

78



=)

Chapirve [V

T, = —/ (e —ug).Ougdr
VAW

= —/ (\D\l - \D} )-A‘I’}ldl‘-l-/ ((\Ij1 —pt ) = (us = TR IV AT At
M -\L ! ! '.\[ ~1 w1 N R
=T, +T.
Nvee
= / (g = 0g) = (ue = uc)). AU dr
J A
B /\ g = ) = (ug —ug)) AT dr

car s AN A ona (B) —Wh) — (ug —u¢) = 0. En faisant appel a (IV-3.3) et (V-3 4.

Ol .

7ol < C.(1¢H = Gl + 165 = Gat ) A1 \ G
Or. (lapres. toujours. le lemme [V-3.7. on a

AN AL = Joxan (L= xaydde — 0

(and = — 0. et par suite
76| = ol<).

Ponr ]1 on a
T, = —/ (u¢r = u¢).Augdr
J Ao
= —/\ (\Ilz-é - \DEZ)A‘IJ§2CL’L' +/; ((\Pgé — \D§Z> — ((,[Q/ — “’C))-A\Pfgd.l'
RYY Ag
=T + Tz

On montre de la méme facon. comme pour 7g. que

Ts = o(e).

Finalewment. on a.

D(C. ) = D(61.¢2) =Ts + Tr + o(c)

= —/ (T —0).AT; do
Al
- /\ (U2, — 0200 dr + o(2).
A%
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Ir par suite, en divisant par 2 et en passant a la limite. on a

l . \Ijli/ __\Ij]-
11111—(27((1.(.’)) - D({. &) = lim {—/ ;‘———— ‘DL s
J N

-z - s—0 - B

' \IJ' — P2 Do)
J— / _-_.___ ‘\p ,/, —_ _;__ .
J A z -

En rilisant le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue. on peur passer ta linire

~oils le signe intégral. on aura. donc

1 AR BOL A
lill(ljt(D(C{.Cé)— ((1.G2)) = / — AU'da / AW
=y c vl J A

91
2

done cqtd. B

Remarque IV — 3.3:— Soit v un vecteur unitaire de IR?. Ou déduit dn lemme [V-3.7

or i lenune [V-3.8 que

e Sion fixe hy.hs .(a . et on laisse varier ¢; = ¢. alors. on a.

0D B ol o .
FV—(C)——— N dz/( ) AU () da (IV — 3.~

DL O A POsé
A= Al(uCL-hlﬁz-hz)
D1(¢) = D(C. h1. G2 h2).

ee Sion fixe hy.ha .y . et on laisse varier ¢, = (. alors. on a.

oDs 0wt L
0 =- | G ave PR

DI 01l A POsé
Ay = A2(UC1JI1-C2-}12)
D5(¢) = D(G1. h1.C. ha).

D oi la formule (IV-3.7) s'écrit

D D>
? 1(Cl) dy’(Cz)-

lim — ( (C1-Ga) = (ClaCZ))—
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Cluipiree IV

Théoreme IV — 3.1:—Soit v un vecteur unitaire de IR?. ¢t soicnt

)

~es2

un Elément de Q. <O, hychy €Rtel que ({—Ov=hy=Dy)= > i =,

e ~symétrie ariale par rapport a Uare L. qui passe par O ot orthogonal .

O_={reQ:r=-q.v <0}
O.={reQ:(r=_.v) >0}
;\1‘_ :L\].P\Q_ N .’\1_4_ :‘\1 AR

Ne iy o—ry et

R(O.) C Q.
As(W) N Q- =0

oo, alors

AL+ © R(AL)

Figure 2
Dans R(Q_) on définit la fonction
Ru(z) = u(Rzr)
ot on (-unsidéré dans E. défini comme suit

E=R(Q-)\ R(A1-)
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o tonetion Ru—w. Dans la figure ci-dessus E est la partie limitée parv les lignes poinrillees

Soooer T,

C'ommme o ost harmonique dans Q- \ Aj _. et le fait que l'opératenr Laplacicn (1 ~oir

. . - . . il
ivariant par rransformation euclidienne dans IR~ on a alors
—O(Ru—u)=40u<0 dans E

ot - 2u >0 dans Q. Or hy > —ry implique que ¥ > 0 sur wn ensewble de wesiue
non unlle et comme on a aussi Au < 0 dans Q.et w =0 sur [. on déduir. alors.

d"apres le principe du maximum que

u>0 dans (.
S la frontiere OF de E on a
0—u<0 sur o.
Ru—u=<{ 0! —u<0 sur~.

_ u—u=20 sur S.
D ol

Ru-u<0 sur 0F.

Ou a. alors. d’apres le principe du maximum
Ru—u<0 dans E. ([V —3.12)

on particulier.
A+ CR(AL-).
car <inon. J.rp tel que
o€ A4 et ¢ R(A1-).
of par siite.
w(zo) = ¥i(zo) et Ru(zo) = u(Rxo) > W (Rxg) = Ul(rg)
et donc.
(Ru — u)(zo) = u(Rxo) — ¥(zp) >0
ce qui contredit (IV-3.12).

C'erre inclusion est stricte. car sinon Aj.4 = R(A;._), et par suite Ru—u =0 sur -.ef

comme ~ = JA; - N, alors. on a
—a—{Ru —u}=0  sur~
on

oiL n est la normale exterieure & ~. Mais cela contredit le principe du maximun cle Hopt

(voir [31]).



N (%l}[}/hl AN

Dapres T remarque [V-3.3. on a

D A
: L(’(l) = — / ‘ () AU (r)dr
\

(s v
) Pl ‘ !t
= —/ (_ (i) AV )de - / (. oy D e
AL - ()I/ JRIN O v

AR
_/ ‘—-(,E)A\Ill(.r)dgz'.
Jay \RiAL.) OV

['n calenl simple donne

A\Iﬂ(r):_ 1 3 : ,.Ir _ <O
m (TI - \.l' - gl‘ )-3/_
ot
oY’ <L —=CQ.v>
B0 = :
Ao,
ol ol
5, (Br) =——~(r).

M ost clair. de voir que. AT (z) et U! sont radiales. dou.

. 1 B 1
—/ éi(I)A\PI(I)dr=/ d_—\D—(.l')A\Pl(.z')(Z.I'
JAL 4 v JR(A, L) OV

of par sultre.

a=- LPYS T
' _ —(x r)dr
o ! AL _\R(AL,) OV

< 0.

S/, < —ry. cela entraine que ¥! <0 (car max ¥ = hy + ry). et par suite v = 1,

or done Dy = C'onstante. et par conséquent %—'il(cl) =0. N

Remarque IV — 3.4:—En échangeant 'indice 1 par 2 dans le théoreme IV-3.1. on a. sons

les Iivpotheses analogues. le résultat suivant
9D
S+ (G2) <0.

(1]
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Théoréme IV — 3.2:—Soit v un vecteur unitaire de IR>. et soient

tor.o) o un élément de Q. x Q. et hy.hy deur réels tels que
(L= = (hy = he)? 2 (4 r2)2

<« IR la symétrie aviale par rapport a l'aze L. qui passe par ¢y ¢t et orthogonal a v.

QO_={reQ:(e-G.v<0}={reQ:{r-G.v) <0}
N.={zeQ:(z-G.v)>0}={re:(r-C(.v) >0}
AM_=AN0_ ¢« Ao =A000L.

Ao =MAN0_ 1 A =AN0Q.

Si hy > —ry et/ou hy > -1y et s

R(Q_-)C QL (IV —3.13)
alors.
A+ S R(A1-) et/ou Azt C R(A2-)

et
D1(¢)) <0 et/ou 9B2(Gp) < 0.

D émonstration:—On est dans le cas de figure suivant :

9 %

Figure 3
Ou reprend la démonstration du théoreme IV-3.1, en remplagant E par
E =R(2-)\ (R(A1-)UR(A2.-))

(lans ce cas on a (voir figure 3)
OE =SUvUvUo.

On a. aussi
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—~O(Ru —u) = Au <0

dans E
oAl
~Au>0 dans Q
or
Au=0 dans O\ (A UNs).

C'omile on suppose que hy > —ry et/ou hg > —rp. par conséquent

¥l > 0 et/ou W?

<ur un ensemble de mesure non nulle. et comme on a aussi Au < 0

sur . d'ou. d’apres le principe du maximum on a

u >0 dans €.

Sur la frontiere OF de E on a

> 0

dans Q. et =10

O0—u<9 sur o.
Ul -y <0 sur~.
Ru—u= U2 - <0 sur .
u—u=0 surlS.
d o1
Ru—-u<0 sur OF.
On a. alors. d’apres le principe du maximum
Ru—-u<0 dans E.

en particulier.

Ary CR(A1_) et Apy CR(Ay_).

Ou utilise. encore une fois. le principe du maximum de Hopf. on montre comme au théoremnie

IV-3.1. qu'en fait. on a
Ar+ CR(AL ) et/ou Az C R(Ax-).

Rappelons que si h; < —r; alors \I’Zl,hi < 0 et donc, A; = 0. Le méme calcul utilisé dans

la preuve du théoreme IV-3.1 donne

0D, ow! )
— (¢ =—-/ —(z) AV (z)dr <0
o () Avo\R(AL) OV

et/ou
9D, / o2 ,
“2(G) = — —(z) AV*(z)dz < 0.
o %) Az -\R(Az4) OV



N6 Chapitre TV

LS = et hy < —po. cela entraine que W < 0 et WS < 0 eof par snite o = (0 o

done. D= 0. et par conséquent %(C,) =0 i=12. N

Commentaire: — Le théoreme [V-3.1 montre que si. par exemple. le centre de la premdcere

Hontle saristair la condition (IV-3.10) et le centre de la secoidde satistait la condition IV
.00 alors énergie D décroit quand la premiere boule se “déplace” dans le sens dn
vectenr . alors que la seconde boule reste immobile. on peut explicqpier ceci en urilisant

to remarque IV-3.3. En effet. on a

Dy

Jv

lim (C11 <0

:—0*

M ] =

(DG + 2 v.G2) = D(C1- (o)) =

o,

D(¢1 + 2 v.(2) <D((1.C2)
pour : positif. sufisamment petit.

Sons les hvpotheses du théoréeme IV-3.2, I'énergie D décroit quand le centre de la premiere
honle et /ou celui de la seconde boule se "déplacent™ dans le sens du vecteur »: cn effer.
on pent expliquer ceci en utilisant. encore une fois. la remarque IV-3.3. on a

oD, JD;

(DG +zv.Go+zv)=D((1.G)) = '57((1) +—

(C2) <0

ot
D((i+cv.Ga+:2v) <D((.()

poir © positif. suffisamment petit. Bien sur. si on fixe 'une es deux boules on towbe

dans le cas précédent de notre remarque. _

Lemme IV — 3.9:—FEtant donné un (C1~ hi.(. hg) e W' alors. on a les dewr assertions

sirrantes
1080 h < —=ry.ona. alors. = U¢, oy Cohe = UCshy €T U h =0

i Siohs < =1y onoa. alors. w = Uc, by Cohe = UG EF UGy =0

D monstration:— Supposons. par exemple. que h; < —ry ( le meme raisonnement reste

valable pour ho). Dans ce cas. on a
1 -
\IJCLJH <0
Cr par suite.
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U.CL.h1 = O
Soit wa = ug, p,. D'une part. on a d'apres le principe du maximum

g

Us Z 0.
et dautre part. on a

Ug € Klﬂ_,_h,_,.

cecl inplique que
uz € K(1‘h1~C2~h2'

Et comme
/ [V us(z)*dz < / \Vo(z)’dz Vv e K, a,
Q Q
car s est la solution du probleme Be, p,, et le fait que

KCl~hl~CQwh2 - KCz,hQs

On déduit que uy est solution du probleme B¢, n, ¢, h,- Or. cette derniere est unique er

donce.

U2 = U¢y,hy (2 hee
c.qfd.

Lemme IV —4.1:—8i (; ou (; satisfont les conditions du théoréme [V-3.1. ou du

théoreme IV-3.2, alors pour tout hy, he €IR, (u,(l,hl,qg.hg) ne peut pas étre une solu-
tion du probléme (S).

Démonstration:

1®fcas: h; < —r; ou hg < —ra.

Supposons par exemple que h; < —r;, d’ou. d’apres le lemme IV-3.9 (en gardant les
memes notations), on a

U= UCyhy €Y Ug hy = 0.

Or. si (LL.Cl.hl.Cg,hQ) est une solution du probleme (S) alors. pour tout ¢ tel que

(=) + (h—h2)? > (ri+72)% ona
F(¢, h1, G2, ha) = F(C1, h1 G2, ha).
Donc. en particulier Pour un ¢ tel que |¢ — (2| > 1 + 72, d’ou

f(Chh'lfCZ',hZ) = inf ]:(C’hl',CZ’h/Z)-
(h1.h2)dR
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On doit avoir en (. hy. (. h2)

o
a—mf<<}21<2h3) = 0.

(esr-a-dive
i [l/wu( V2de — Gy hi— Ga | =0
— | = z — 1 — G =
oh, 12 Jq | Pl
l’oit. on montre comme dans le lemme IV-3.8 que

ow!
G, =— —(z) AT x)dx
' A, Oh (

= - AV (z)dz
Ay

< _/ AV (z)dx
Alugy ny)

3u< h
= — __h_lda-
AQ 87’7,

=0

co qui contredit le fait que G > 0.

28mecas: hy > —r; et hy > —ra.
Supposons. par exemple, que (; satisfasse les conditions du théoreme IV-3.1. ou du
théoreme IV-3.2, alors. on a

D

() <0

ot done.

D((y + € v.(2) < D(C1.C2)

pour = positif. sufisamment petit. c.q.f.d. W

Lemme IV —4.2:—5: (u.(l,hl,Cg,h2) est une solution du probleme (S). alors.
nécessairement '

hy>-r1 et hy>—-rg

D émonstration:—Découle rapidement du 1°"cas de la démonstration du lemme IV-4.1.

Remarque IV — 4.1:—On déduit de ce dernier lemme que si

hi<—-ry ou hy<—rg
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alovs 70 & (u.Crohy-Coohe) ne peut pas étre une solution du probleme (S). autrewenr
Jdir e ~olution de notre probleme doit correspondre a deux boules qui poussent toures

lew ety o la fois. O

Lemme IV — 4.3:—Soient u et up les solutions respectives des problemes suivants

L
—/ IVu(x \d:r—mm—/ Tl de
2 Jo

1/ -
/ Vun(z)|’de = lrg}?h 5./Q}VL'(LL)| da

o
K={veH}Q)/v(z) > o(x) ppdansE}
ot
Kn = {ve Hy(Q)/v(z) > o(z)+h ppdansE}.

[ st un ensemble mesurable. ¢ € L*™(E) et h > 0. Alors on a

up, < u+ h.

D¢ monstration:—u et up vérifient respectivement

/ Vu(z).V(v —u)(x)dz >0 re K
Q

/ Vup(z).V(v —up)(z)dz >0 v € Ky.

Soit 'une part, v = up — (up — (u+ h))*

_Junzo+h siup < u+h.
Y Yu+h>¢p+h sinon

i O ¢ = (=h)t = 0. D'ot. v € K. On déduit l'inégalité suivante :

/ Vur(z).V(up — (u+ h))")(z)dr < 0.
Q
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Soit d'autre partw = u+(up —(u+h))” >0 ppdansE et sur JQ ¢ = (=)~ =0 on

= [\, On déduit donce l'inégalité suivante :
/ —Nu(r). V{up —(u+h))" (r)de < 0.
Eiadditionnant les deux inégalités obtenues précédemment. on obtient
/o Viup —u)(r).V(up — (u+ h))" (v)dr <0.

cost-a-dire |V{up = (u+ k)7 =0 p.p. dans Q. d'ou le résultat. O]

Lemme IV — 4.4:—Sous les hypothéses du lemme [V-4.3. on a

Alu) S Alun)

. Démonstration:—Soit x € A(u). donc u(z) = o(z). Or.

o(z) + h < up(z) < () + h.

Dot v € Alup). Donc, A(u) C A(up). Cette inclusion est stricte en effet. Supposons le
contraire. dans ce cas on aura A(u) = A(up) et sur Q\ A(u). on a

Ou) = A(up) =0
ot done Aup —u) =0. Or. up <u+h p.p. dans Q. c'est-a-dire que  wy, —u < h
p.p. dans €.
s AN oy, —u=0+h—¢=h,donec, up — u atteint son maximum sur JA\ .

C'omtne on a

upb—u—h=0 dans A.

Ou déduit donc que
d(up —u—h)
on
oit n est la normale extérieure & A, Or ceci contredit le principe du maximum de Hopt.

—_

=0 dans A.

Lemme IV — 4.5:—8S: (U.Cl,hl,Cz,hz) est une solution du probleme (S). alors.

nécessairement

Ap(u) #0 et Aa(u) # 0.
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D monstration:—Supposons. sans perdre de généralité. Ay =0 et hy < hs.

' cas: () — @)+ (hy — ha)? > (r1 + r2)? ¢ les deux boules ne sout pas collées.

Du fait que
oF
— =- | AUVdz-G=-G<0.
dhy Ja,

Ou en déduit que (u. (1. hy. G hg) ne peut pas étre une solution.

20 cas: (( — ()% + (hy — hy)? = (r; +732)% : les deux boules sont collées.

On pose (3 — (1 = v ou v est un vecteur unitaire et z > 0. On aura.
2 2
2%+ (hy — hg)® = (r1 +12)%.
En exprimant la fonction d’énergie F en fonction de r et en dérivant par rapport a cette

variable on obtient :

— = — —+VFV =7 —— = .
dr  Ohy Ox VIV oh, Oz G\/(rl T ry)? — 12 <0

ot donc (u. (1. h1.Ca. ko) ne peut pas étre une solution. U

lemme IV — 4.6:—Soient ((1.h1.(2,h2) €W’ et u =uc, h, .cs.ha
<« S1 hy+ry < hg+ry, alors. on a

maxu(z) = max ¥(z) =u((z) = V*(G2) = ha + 12
TN € B ((2)

« Si hy+ry > ho+ry, alors, on a

maxu(z) = max ¥'(z)=u(()=T'(G)=h+r.
zEQ z€B-({1)

D¢ monstration:—Montrons le premier cas. la preuve du deuxieme est analogue an

prewiere. On a, d’apres le théoreme IV-2.1, u est continue. d’oun.

maxu existe.
€

Posons ensuite M = hg + 12, et soit
v=u—(u—M)" =MAu.
[l et facile de voir que v € K¢, h,.c;,h, €t par suite v vérifie l'inéquation suivante :

Jo Vu(z). V(v - u)(z)dz > 0
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= Jo Vule).N(u—= )" (r)dr <0

= fo Viu=3M)"(e).N{u—-M)"(r)der <0

= (u=2)~"=0 p.p. dans Q (V-1
= < M p.p. dans Q

ot odonce

Cor <inon. Jrg € Q tel que u(xp) > M. et comme u est continue. il existe un = > 0 rel
(lll(‘

u(z) > M V& B(rg).
Or. ceci contredit (IV-4.1). Il reste & montrer que
M = T%((2) < u(Ga).
SUpposoLs que non, ¢ est-a-dire
(u—T?)(¢) <0.

\ais comme « est continue dans Q et U? est analytique dans B, _.((2) pour mn certain

= > 0. alors il existe un 6 > 0 tel que

vz € Bs((2). (u—¥)(x) <0
or cela contredit le fait que
u > U2 p.p- dans B,,((2).
coptd, W

Remarque IV — 4.2:—On déduit de ce dernier lemme que

St by +ry <hg 41y alors. (o € Ay

(]

St hy +711 > hg + 1y, alors. (; € Ay
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IV — 5. Un résultat d’ unicité

Le probleme (8) relatif a un domaine quelconque n'adinet pas. en eénéral. e ~oli-
Pion nnigie: si celle-ci existe. En effet. il suffit de prendre deux boules de weme vavou or

deomeme poids. dans ce cas si (UC1.hL.C2.hQ'C1'hl"C'Z'/’2) est une solution de (S) alors,

(i oo~ G2 haCiohy) est aussi une solution de ce problemne.

C'ependant on a le résultat d'unicité suivant : si ((l.hl.Cg.hg) et ({p h o hh) sonr

~clutions du probleme (S) tels que [(3 — (3| > r1 + r2. alors nécessairement. on a
(h1.ha) = (k). BS).

iZn etfer. pour . (o fixés tels que (1 — (2| > 1+ ra. on considere la fonction définie (atis

te lenune TV-3.1 par
1 ‘
F(hlhg) = f(cl.h1.<2,h2) = r—)‘/ lVUhl_hz(I){zdl‘ t Gl })1 — Gg hg.
< /0

Ou wmoutre le résultat suivant :

Theoreme IV — 5.1:—La fonction.

(hl. hg) o f(hl }12)

(~t strictement convexe sur [—ry, +oc[x|[—re, +c[.

D monstration:—Soient hy. hy € [—r1.oc[ et 1. ls € [—ra x| telsque (hy.ha) = (11150

of soient Ao~ € {0.1) telsque A+~ =1 Comme
Uhy he € K¢ihy Coha
ut ity € Keitigato

Uk hy = h1 + /13— |z — C1|2 . p.p. dans B, (1)

2
Uh hy > h2 + r% - ‘-T - <2I : p.pb. dans Br:(C‘Z)

up g, >+ \/r% - |z - (1|2 . p.p. dans B, (1)
up g, 2+ 13—z - Gl p.p. dans B, ((2).

I comme M.~ > 0. on a aussi

Aup, hy = Ay + Ay 13—z — Gl p.p. dans B, ((1)
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———
; b)

Ap by, = Ao+ A \/ r;’ - =Gl p.p. dans B, ()

/ R
\ 2 p 2 PN
Supg, 2ol = \/rr —lr =4, p.p. dans B, ({y)

/‘? | -2
Sty 2 vl = = G

p.p. dans B, ()

Ct par suire

2

I EE—
N s+ w2 Ahy+~ L)+ (A +7) \/rf — =l p.p. dans B, ()

Ny, =~ 2 (ANh+7 )+ (A +7) —|r - CQLZ. p.p. dans B, {0

2
rs

Or. A+~ =1. dou.

Nt s, = ANh v )+ = |- Cliz = \Iféw\ hie- 1 00)0 pepedans Byoocq)

2 , .
Ny, w2 ANy )+ ri = -Gt = \Dgz_/\ hy+n 1, 00) DD dans B (o)

o

AU by T UL, € KoiA iy 11.Co hisn Lo

St ol pose. ensuite U = U, A b4+ 1,.C2.A b+ [o- alOTS. on a

\/]VU(I)Fdl‘S/lV(/\U}LL.hZ +7u“‘,‘_>)(1'))2d(r
Q Q

O,

2 2
w— [ |Fu@) e = fullye
Q 0
oSt strictement convexe, et comme Up, b, F Ui, 1, o0 en déduit alors. cue

/ |Vu(z)2dr < /\/ |Vuh1_h2(:1:)\2d:r+7/ \Vu,lig.z(.r)|2d.t
JQ JQ S0

c-n-cl

F(A(hy, ho) + (11, 12)) < AF(hy he) +~F(l1.12)

coaptd. W
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B—Problémes Particuliers

[V-6.Cas1

Notre probléme ici correspond & un domaine qui admet au moins deux axes de
~vuétrie. Dans ce cas on montre qu'une solution du probleme (&§) vérifie. en plius. la

propriété suivante :

Théoreme IV — 6.1—S5i (u.(1.hy. (2. hy) est une solution du probleme (S) powr un do-

maime qui admet au moins deuxr ares de symétrie alors. on a nécessairement

(G = G2)? + (R — ho)* = (r1 + r2)*. ([V —6.1)

D émonstration:—Supposons que ((; — (2)% + (b1 — hg)? > (ry +r2)7. On distingne denx

et

I""cas : I(y — Q) > r1+ra.
Lo vosultat découle facilement du théoreme 1V-3.1. En effet. si (1. Jy hi1 G hy) est nue

~obirion du probleme (8) tel que

¢ = G2l > 11+,

alors (et (o vérifient les conditions du théoreme IV-3.1. et donc. en faisant dex
déplacements selon les directions des deux axes de symétries. on montre. dapres ce

rhicoreme. qu'il existe un (¢1.¢5) tel que
D(C{ hi. Cé hg) < D(Cl hi. Ca. ha)

or. coct contredit le fait que (u.(q.hy, (2. ha) est une solution du probleme (S).

2" cas : |(y — Ca] < ry+ ra. donc nécessairement hy # ho.
Sans perdre de généralité. on peut supposer que dist(C1.00) < dist(G2.0Q) et hy < hs.

Alors. il existe un z = 2|¢; — (2| et un vecteur unitaire v = I—Ef—:i‘— tels que

D(C1 + cv.h1.C2. he) < D(C1. h1. G2 ha)
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IV -7 Cas 2

Le probleme quion étudie ici est un cas particulier du secoud probleme: on consiclore

fe probleme +8) powr le donaine sulvant :

2
Il

Bgr(O).

Dias co cas une solution du probleme (§) vérifie. de plus. les prop s suivautes :

Théoreme IV — 7.1—S8i (u.(1. k1. (2. ha) est une solution du probléeme (S) relatif i

domaine Br(O). alors. on a les deux assertions suivantes :

[ s =)+ (hy = he)? = (r; +r2)2

.1t (> appartienent tous les deux a un méme aze qui passe par O.

D monstration:

L. Bp{0) est un domaine qui admet comme axe de symétrie toute droite i passe pav

(). et donc. d'apres le théoreme IV-6.1, on déduit le résultat voulu.

2. Supposons. par exemple. que (> n'appartienne pas a l'axe qui passe par ¢, et (). on

o<t donce. dans le cas de figure suivant

Figure 4

Ou considere l'axe £ qui passe par (; et (3. et soit v le vecteur unitaire orthogonal a

cor axe et (ui pointe vers l'intérieur du disque Bg(O) (voir figure 4). On voir donc. que
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< or o vérifient les conditions du théoreme IV-3.2. et par suite. ({1 hy Gohs) ne penr

pas crre une solution du probleme (S). Or ceci contredit I'hypothese. W

[V -R Cas 3

On considere de nouveau le probleme (S§) relatif a un domaine B (). mais corre

tois-ci lans le cas particulier suivant :

Gy =G, =G,
On montre dans ce cas les théoremes suivants :

Théoréme IV — 8.1:—Sovient (;.(2.h tels que (1.(2 appartiennent a un meme are |

iqni passe par O et
1 =Gl =2r. h>-—r
i sorent.

[ = B.(&) N Br{Ga)-
L l'are qui passe par I et orthogonal a [.
1 e recteur unitaire colinéaire a . qui pointe vers O.

R o symétrie azxiale par rapport a L,
U = UG h.Gohe
Q_={zeQ:(x-1.v) <0}
Q. ={reQ:z—-Iv)>0}

R(O_)C Q4 (IV = X1

alors.

R(A1) 2 Ao

D/ monstration:—Remarquons tout d’abord que ¥! et U2 prennent les inémes valeurs

quand o décrit respectivement B.((1) et B,((2) de méme pour AT! et AW
On est dans le cas de figure suivant :
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Figure 5

Ou emploie la méme technique utilisée dans le théoreme IV-3.1. Dans R(€2_ ) on dcfinir la
fonetrion

Ru(z) = u(Rx)
or ou considere dans E. défini comme suit
E=R(Q_)\ R(Ay)

v touction Ru—u. Dans la figure ci-dessus. E' est la partie limitée par les lignes pointillees

N~ oot .

C'omme o est harmonique dans Q_ \ A;. et le fait que l'opérateur Laplacien (=) ~oir
ivariant par transformation eucludienne dans IR?. on a alors

—A(Ru—u)=0u<0 dans E
car — _u >0 dans (.

Ov /i > —r implique que
¥l > 0 et ¥ >0

<11 un ensemble de mesure non nulle et comme on a aussi Au < 0 dans Q.er 1w =10

<uv .oon déduit, alors. d’apres le principe du maximum que

u>0 dans .
S la frontiere OF de E. on a

0—-u(x)<0 SUr o.
(Ru—u)(x) = {\Ill(R.r) —u(z) = V%(r) —ulr) <0 sur~.
u—u = sur S.
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Ru—u<9 sur OF

ot done, dCapres le principe du maximum
Ru—u<o0 dans E. (IV —~2y

Fu particulier
Ay C R(AY).
car sinon. Zry tel que
g € Ay et rgé¢ R(\p)
Cf par suite.
w(rg) = W3 (rg) et Ru(xg) = u(Rrg) > WY Rry) = U= (1)
o donc

(Ru — u)(xo) = u(Rzg) — ¥3(rg) > 0.
Or ceci contredit (IV-8.2).
Corre inclusion est stricte. car sinon R(A;) = Ag. et par suite Ru—u =0 sur ~. of comnie
- =dR{A) N QL. alors on a

%{Ru —u}t =0 sur ~

oit 1 est la normale exterieure a ~. On aboutit. donc. & une contradiction avec le principe

(I maximum de Hopf (voir [51]). W

Théoréme IV — 8.2:—381 [(; — (2| = 2r. et 51 (1. h1.Ce. ha) est une solution du probleme

i S). alors. on a nécessairement

-G = AV (z)dr = / AU (r)dr ([17 = x.3)
. ;\1 b R(‘\Z)

o [ ost la symétrie aziale par rapport a la médiatrice du segment (1. (2]

D émonstration:— Rappelons que d’apres le théoréeme IV-7.1 Si (w. (1. hy1. (2. ha) est une

~olution du probleme (S). alors on doit avoir en ce point les deux conditions suivantes :

Ol [0 o, 0
a—hb/ﬂ\Vu(x)l dr — G h Gh}_o.
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dorl i, .
()_h_/b [) Vu(e)de =G h -G h J 0
Do
ow!
y — — - A l(" "
¢ /\ () A
= _/ AU (r)dx
k Al
of
ALK 5
G=- \ O_h('B)A\P (x)dx
=— [ AV(z)dz
1\42
o7 par suite.
-G = A\DI(I)dT — A\I’z(l‘)dl
."\1 1\2

Fr conune la fonetion AP est radiale et strictement négative :

2

AV (r) =~ 1 ~ <0

\/r‘z—l.r—ifllz (ri—le—¢7)%?

onn et

-G = A\Ill(x)d;r:/ AV (r)dr. B
Ay R(\2)

Théoréme IV — 8.3:—Si (u,(;.hy. (2, ho) est une solution du probleme (S). alors. on

u les trois assertions sutvantes :

I = )%+ (hy — he)? =42,

2. Lt o appartiennent tous les deux & un méme aze qui passe par O.

S Sion pose I = Br(C1) N Br(Ce). alors on a deux et seulement deur possibilités

n—1 =0 si et seulement si hy = hy

: hi<hy  silG—0|>i6 -0l
h [#Oet{h1>h2 si |G — O] <G —Of.

D¢ monstration:—Les assertions 1 et 2 découlent du théoreme IV-T7.1.
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Ty

S3oa  Supposons que [ =0 cest-a-dire que (= O = G — (O Par raison de svindre
A dotaine Br(iO). on montre facilement que ({1 ha Gl lip) estoansst e sohution

problone (8). Et donc. d'apres le théoreme IV-5.1. on déduit que
((1.}11.g-3.}22) = ((;. /)3.(-_)_. })L)

o parv ~1ire.

}71 :}?3

reciproguement. si on suppose maintenant que hy = hp alors nécessairement [ = (). Eu
cffer. supposons que I # O. dans ce cas les conditions du théoreme IV-8.1 sont vérifices.

or done.

R(Al) 2 .’\2.

=

Or. (Capres le théoreme IV-3.2. si (1. h1.(2. ko) est une solution du probleme (&), alors.

Ol A

A\Dl(:c)dxz/ AV (r)de

S\ R{A3)

On aboutit done. A une contradiction.

b Onsuppose I # O et |3 — O] > |(2 — O| on montre alors. que fiy < h,. Eun effer.
<i on suppose le contraire ¢’est-a-dire h; > hy on montre. dans ce cas. que le vésulrar n
riicoreme V-1 est encore vrai i.e.

R(/\l) ) As.
Cu offer. en respectant les méme notations de ce théoreme on a

—A(Ru—u)=2Au<0 dans E

s la frontiere OF de E. on a

0—u(r)<o sur 7.
(Ru—u)(r) =14 UYRxr) —u(z) =hy —hy + ¥3(x) —u(r) < hy—hy swre.
u—u=20 sur S

<l-ul\1_

Ru—-—u<hy—hs sur OF
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cr donc. dapres le principe du maximum
Ru—u<hy—hy dans E.

Eu parriculier
1\2 - R(A\l)
'tuclusion stricte se déduit du principe du maximum de Hopf. Ceci fait. on abourit. cone

dans a) a une contradiction. ce qui termine notre démonstration. W

IV-9 Cas 4

2

On considere le probleme (S) en remplacant la condition ({; — ()2 + (hy — ha)- =

(i =) par |, — (2| = 2r et Q@ = Bg(0) par un domaine Qy quelconque tel que
QO cQ et CC

otl. rappelons le

C={z€Q:hz1)= rneig.h(;r.l;)

cusenble fini. plus précisement dans ce cas C = {O} (cf. chplll). et h est la partie
roenliere de la fonction de Green relative a I'opérateur (—A) dans €

1
|z =y

1
Glz.y) = 5—

log — h(zx.y).

Aussi. on impose dans ce probleme que l'une des deux boules soit contrainte de pousser
A1l llaxiimum la membrane jusqu'a la hauteur hA* = r ( en général jusqu'a une hauteur
L*(r) fixée qui tend vers 0 quand r tend vers 0). Ici. on garde. roujours. I'hvpothese

GG, =G> =G et ry =ry = 7. ou. 7 vérifie la condition suivante :
r < dist(C.0)

Le probleme est donc. le suivant :
( Trouver : (y.hy. (2, ho
tels que : Br(C1) C Qo Br(C2) C Qo et [G1—Cf =27
(X) ﬁ hi e R
hy € ] = 20,7
et F(Gih1,C2.h2) = ir)l)f F(C.h.C.R)
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Ol
Vo= ) B € Qo BN Qg = 22 h e Rer D el - )

Avant de donner le résulat principal de ce paragraphe. qui consiste a localiser les solutions
de ce probleme. signalons qu'on peut transformer le probleme (A') en un probleme de
minimisation d'une fonctionnelle continue sur un compact en utilisant le lemime [V-3. 1

D on. l'existence d’au moins une solution du probleme (X').

Théoréme IV — 9.1:—Pour toute solution ((1.hy.(2.ha) du probleme (X). on u

dist(¢1.C) < C.y/r(log % +1) — 0 quand r—20

dist((2.C) < C. r(log% +1)4+2r — 0 quand r —20

on. C'> 0.

D émonstration:—Pour montrer ce résultat on considere. encore une fois. le probleme dans

lo cas d'une seule boule. en faisant appel a la formulation de [21] (cf. chapitre IIL. p:23):

(1'on va rappeler ici : pour chaque ( fixé on considére le probleme auxiliaire suivant :

Trouver :  (u,h) € K¢
P tel que £(¢) = inf{g(v,z) (v.l) e KC} = (. h)

()1\1

K. = {(U.l) L €R. veEH;(Q). v>U:; pp. dans B,‘(C)}

E(v.l) = %/Q\V'v(:z:)\zdm - Gl.

(‘e probleme admet une solution unique qu'on notera (uc. h¢) (cf. [21. thm 2.1]). on mountre

de plus que

h( > =T, U¢ > 0. U $_é 0.
Ou considere. ensuite, le probléeme suivant :
Trouver : (" € Q,

tel que : é(C*)=Ciél£rf(C)-

(P)
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Cect fair. on montre (voir 2111 que pour 1 assez petit on a

G? 1 G? L
E(C)+—_10g—= (C.¢)+=0(rlog —.
4:/& I 15

Connne C = {0}, ona

dist(().C) = () — Ol
On . anssi dapres [13]. le résultat suivant :

h(C.C) —h(0.0) > CJ¢ - O

por e certaine constante C' > 0.

e part. on a

1 3
F(Cl.hl.CQ.hg) = ;/ |vugl,hl.g'.z.h-_)(l“)’-(l'l’ - hl -G /)-3
“JQ

v

%/Q Ve, n, (0)) de = G hy = G hy
> £(C1) = G ha

cav ’/’\;./11-1)1) i~ [X'gl.

D anrre part. comme (. hy. (2. hg) est une solution de (AX'). alors on «a.

0 < F(Ch.C R = F(Coh1.Che) Y h.C R e AT
Do porr un (AR € V. tel que
(=0. h=ho. K =—-r et ( quelconque.

VT —10.4) devient

0< ; QWuOhO )dz = G ho + G r— F(C.hy. Ca.hy)
SEO0)+Gr=¢(G)+G h
<E0)-€(G)+2Gr
- —G;):( hO.0) = h(G1.G1)) +O(rlog%) +2G r

2 1
—C.C.:T\Cl O|2—+—O(rlog) 2G r.

IN

104

AT
([T — 10,2,
([V — Lo
IV — b

(ef. IV = 10.1)

(cf. IV — 10.2)



N Chapirre T\

On conclut done. que

~ |-

/
G -0 < C.\/r(log +1).

[t conue o a vt cdlans le théoreme IV-8.3. que ({1.hy. . ho) vérifie Lla propridré sudvanre

o déduit que

G2 — O] <G — G| + (¢ = O

1
<2r+C. r(log; + 1).

copbad, W

Remarque IV — 9.1:—On peut généraliser facilement le théoreme [V-10.1. en remplacant

lo domaine Bg(O) par un domaine quelconque qui admet au moins deux axes de svietrie

(i s'intersectent en un point O et en considérant le cas général suivant :
G1 #Gg r #7‘2, ri.ry < dlst(Oon)

Cu coffet. on montre, alors que pour 7. ry suffisamment petits. route solurion

1./ hy) du probleme (S’ dans ce cas vérifie

l<1—0|gc.m
-0l < Cyfrilogt +ra 41+
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ON THE DEFORMATION OF AN ELASTIC WIRE
BY ONE OR TWO HEAVY DISKS

A. Aissani!. M. Chipot*. S. Fouad'

' Deparrentent de Mathématiques. Université de Metz. e du Sauley. F-37045 Metz cedex 01
- Mathematisches Institut der Universitat Zirich. Winterthurersrr 190. CH-8037 Ziuwich.

1. Introduction

We consider an elastic wire that in an undeformed configuration occupies the interval
O = (0.1). We suppose we let roll on it a disk of radius r and weight G. The disk will
sefrle at some position that we would like to determine (see figure 1).

/N SRR NS (T
.Y] i -|

Figure 1

First we will assume that the disk can fit between the points 0. 1. In other words we
will choose

1
0<7‘<§. (11’

Next. it is clear that the position of the disk is completely determined by the position of
its center (' that we will denote by

C =(C.h). - (1.2)

For convenience we will choose coordinates axis such that h is pointing downward. Then.

1



an adinissible deformation v of the wire i1s a funcrion from Q inrto R <uely rhar
w(0) = w(l) = 0. BURY

i1l el rthat v is located above the heavy disk. In other words. if we denore by ~" -l
finerion defined by

ch T o

=) =h+ v — (e =()F

(M

Bid.ri P14

o

where B, r) denotes the mterval (¢ — r. ¢ + ) an admissible deforniarion i< a frnierion
v ) — R satisfving (1.3) and such that

() > L‘gh(.l') Yo e B(d.r). Y

A configuration corresponds to a choice of C', center of the disk. and to a choice of . Then
irs energy is given by - we denote by u, the derivative:

E(u: (. h)= % / ui((l')d(z‘ — Gh i1.61
Q

where the integral part corresponds to the elastic energy stored in the wire and rhe <ecoud
part to the potential energy of the system.

C'learly for (1.6) to make sense one can choose
we N(Ch)y={ve H(Q)/ vix) > vh(e) ae r el LT

Asswuning that the disk can take any position in the strip (0.1) « R. the problem rhar we
would like to address is to find if there exists a point (ug: (. 10} such that

(Co.-hg) €(r.1—r)xIR. upg € K((g-ho)
El(ug:Co.-hg) < E(w:¢.h)  Y(u:(.h) such that (1.3
(CChYye(r.l=ryxIR. wée N((. D)

i.e minimizing E over all the possible configurations or positions of the disk.

Assiuning that such a point ((o. ig) exists. ug will be such that

uo € IV (Co.ho). (1.9)
E(ug:Co.ho) < E(u; (o hg) Yu € KN((o.ho) . '

[ other words ug will be the solution of the variational inequality

uile)dr  Yu e K((.ho)
JQ

|-

(CV]



wrhicl can be also expressed (see [IKS] or [(]) ax

g = Iy Q- /70).

/ iy —ugeite)de >0 Yo 2 Kol bl SR
S0

This remark momind for anyv (¢ h) € (1.1 — ) < R one can introdiwe v = ol rhe
\nlllriuu Foy
s Wil h).

1 y
/ Uelte —u)e)de >0 Y S (0 . bz
I
Then. elearly. (1.8) 1s equivalent to
Find ((o. o) € (r.1 =) x R minimizing
v 1/ 2
Fi¢.h)y= 5 / wp{ae)de = Gh on (r.1 —r) <R (u=uil.hi. L
-, Q
Ler us first note that one has
Proposition 1.1. Let ((.h) € (r,1 —r) x IR. The solution v to (1.12) is given by
u=20 i f h < —r (114
i = the curve drawn on figure 1 when h > —r v.e - with the notation of this fiqure
ree(ry) for v € (0.0}
ule) =< v{r) for 2 iy, (1.1

=N
(v = 1er(yr) for v € (y;. 1.

Proof. In the case where h < —r. v <0 and u = 0 satisfies clearly (1.12).

[ rlie case where h > —r - l.e. when the disk touches the wire - it holds if ¢ denotes rhe
thuerion m (1.13):

1 . Iy L
/ Uplvy —upe)de = vpe(dy )/ (vp — up)(v)de + / ol =  aeidy
10 0 S

1

1
—+—u'I(y1)/‘ (vp —uyp)(v)dr. (1.1Gy

YY1

[urecraring by part one has

“iyy n
/ el vy —ug)(e)de = —/ vee(t = w)(0)de + v () (v = et

L Iy

Reporrineg in (1.16) one obtains



-1 vy
/ el — 111.)(.1‘)(/_(‘ = — / Ceple — eileide >0 o= Lol b
0 RN

£
~tuce clearly oy, < 0. rhis completes the proot of the proposition.

Remark 110 The interval [ry.yq] is called the coincidence ~er of rhe vartarional in-
canaliry L 12y -1e. this is rhe set where

i =uv.

[ rlie next section we will show that the problem (1.8) has a nuique solution. Next we
will constder the case of two disks rolling on a wire. Of course one can consider rhe casc of
halls volling on an elastic membrane (see for instance [EF]. [BC]. [F]). However. rhe cise
of disks i~ more simple in the sense that evervthing can be compured almosr explicirly.
[r provides also a nice application of the theory of variational inequalities awd we Lope ir
conld open the way to the two dimensional case.

2. The case of one disk

Ler for (C.h) € (r.1=r) x IR consider the function F defined in (1.13). Then oue has:
Proposition 2.1. The function F s differentiable on (r.1 — ) < IR and ot holds

if s =y
oF . 1 R ., OF N
I\Qh) = §{L'I(Ul)-_Lr‘l‘('lvl)-}~ W(Lh) =vpley) =y =G 120
-
oF oF
—(C.h) =0, =—({.h)=—-G. (2.2
ac (G =0 FElch) = =G '

Before ro give the proof of the position let us establish the following lemma:

Lemma 2.1. Assume that the center of the disk 1s located v (D) with > — 1 thew
it holds of (v1.y1) denotes the coincidence set (see figure 1)

r2C 4+ rhy/h? + % =2

h? 4 (2

I = .l'l((./?) = C -

r2(1=¢) -i—r/7\/h2+(1 — )=
h? + (1= ()2 '

y1 = n{C.h)=C+

Proof. With the notation of the figure 1 using the orthogonality of OX,. X (" we
vet easily

riler = O+ ele)(e(ry) = h)=0.

4



This reads by (1.4)

ll(ll - 4‘{]7+ \/7’ {ry —« )j}v/!") — Ly —\—;': = (.

o =)+ +h \//1'-) — (v =17 =0.

Serrie X =  — . we get squaring evervthing:
2 ) - P cx-
ho(r-=X")=(r —=(X).

rlis leads since _\ > 0 easily to (2.3). the derivation of (2.4} 1s simlar. Nore rhar .y
are diffenriable in . 5.

Proof of the proposition 2.1. If h < —r one has by (1.13). (1.14) F = =G/ and
i2.2) tollows.,
So. let us assume that A > —r. then - see figure 1 and (1.13) - one has
1 2 I 1 ) -
F((.h) = —111.;(‘1)+— Q'\;(‘l')d.l‘ﬁ-;(l—yl) vilyr) — Gh. (2.5
r 2

9
1

— -

where . y; are given bv the formulae (2.3), (2.4). Using the chain rule one has clearly
- N =) A S .
wirl obvious notation for ri¢. yi¢:

A 200V 1 W2y " . el 1 =2
O—C(s vp(r)de) :—5¢I(11)11g+ vetec(r)da +;Ll1,(_lj1),1j1\.
= Jur, - Juay -

Stuce

' .
Ol1e onhralns

d 1 1 . 1 1, 1,
4= 0— 3 / vi(e)de) = —§U'i(l‘1)l‘1( + 5(.'12.(‘1‘1) -3t wy) + t Wy, 12,0
ry
Differentiating (2.5) in ¢ one gets
oF 1 5 _ vy (ry) 1 du L)
N 5-1'1&';(«1'1) +‘r1c‘.r(1'1)—a—('— + 4 - Yt 2y + (L= y)ee(n )T
Usine [2.6) 1t comes
OF duy(ry) Quelyn) | 1, 1, 5 -
0—([&-/1) = -l'1L‘r(-l‘1)—aC'— +(l—=yv r(Ul)T + ,‘Z‘le(-ll) - 5 yo)e o (2000

Differentiating the equality
ryeg(ey) = vlry)

9



wo obratn:

o dupirg
Lyt e = Ly
- l ERT
Lenee
Qv ol L
= = = — . LR
0’\' i e T
Stnilarlv, differenriaring
=il = yyeetyr) = vy,
OLLe 0ers
du,lin) Cetyn) ‘
— = . 1 2.0
¢ (1 =)
Combinineg (2.7). (2.8). (2.9) the first equality of (2.1) follows.
Tor ver rhe second one. one proceeds similarly. One has this time
o 1 " 1, " 1,
B = 5]—7(3 ) L‘}(-(‘)(/-l‘) = —50‘;(.1'1).1'1,, + /l Cptten e dde + ;L','.‘.’/I !
S J e, 2
1, 1,
=~ + ity
stiee oy = e = 0 - recall that vy = 1.
Diffevenriating (2.5) with respect to I one has
dF 1 R duglry) 1 ” Oy
i = el ) Fr (o)) ————=+B—<-yprily l—ypieeiy ) ——~
T, SRAULY V)l ah + Y1 Syt =l =we i) 5
Auley) v, (y1)
=l —s—— + (1l —yeepn) —— -G
1 U ah / l(/ ) ah
Proceedine as i (2.8). (2.9) one derives easily. recall that v, =1
Qv ) 1 Jdulyr) 1
al N € ) 0/2 (]. — ljl)

atd rhie ~econd equality of (2.1) follows. Note that all the above differentiations arve jusrified
ca~ilv. This completes the proof of proposition 2.1.

Tlien we can show:

Theorem 1.1. Under the assumption (1.1) the problem (1.8} or (1.13) admits a
inique solution. ug s quen by (1.15) with

h:%——r 1-}—6-

f
I
o] —

aid g qroen by (2.5). (2.4)

Proof. Suppose h > —r fixed. Then. by (2.1) one has

§



OF 1 OF L
— (. <O0for (< =0 =M or > <
0((‘\ 1< O1Q<_2 R h >0f()1\>2.
S rakine also (2.2) mto account. for b fixed F admnits a mininyun for J = 3 and rlien
velay) = =ty ).
Theu. from (2.1) we get
oF 1
(=.h)=2uv,(r) -G

and Frioh) has a unique minimum when

G

L‘I(Ll'l) = 7

It # denotes the measure of the angle Ox. OX; one has

G
tanf = —.
2
Hence. it follows easily that
1 ) G
cos ) = ————, sinf = —————.
Ji+ 8 21+
and also .
. : x
(—axy=rsinf, <= —h = rcosé.
Taking ¢ = L one derives that
1 rG G G
”Z‘l:;——_ h:‘——" l+

2,/1+%2- 4 +

This completes the proof of the theorem.
U
3. The case of two identical disks
We consider again a wire occupying in the underformed configuration the interval
() = {0.1). Then. we let roll on it two disks of the same radius r and the same weight .
We suppose that when a disk sits on the wire we can always fit another one i.e we will
Aansilie

r< (3.1)

D)=

-1



Thew. we wonld like ro determine the equilibrivun position of these rwvo disks. Tuririveis
one could expeer them to srabilize 1 the middle of the wire ar the same level Howevor
~iwprisinely, this is not rhe case when rheir weight is too large. rhis i~ whar we wonld lik

Tey Hllill'\'\() 1HOW,

1) |‘ i oG [ ] gl
* ‘ ;
: 2
I
,,/'_r
Figure 2
Oue will denote by
Ci = (G hy) 1 =1.2 (3.2

rlie centers of the two disks. Moreover, we set for /1 = 1.2

o= l,'g"h"(‘,L‘) — hi + r — (.l‘ — (1)2 Jr € B(Q,I) V30

Then. an admissible deformation is a function v : @ — IR such that
w(0)=u(l)=0 (3.4

!

w(e) > v(r) Ve e B(¢.r). ( =1.2. 1300

A poxsible configuration is defined by (¢;.h;). ¢ = 1.2 and an admissible deformarion. Irs
cuerey s given by

E=FE(u:(.h.C.ha) =

|~

/ Ui((l')(].l' — Ghy — Gh,. (3.6
JQ

A~ iu rhe case of one disk we will suppose that
GE(r.l=r) h; € R, (3.7

However. in the new situation that we are investigating the two disks cannot penetrate
cach other and one thus must have

(G =)+ (ha = hy)? > 47 13.8]

8



We will denote by D, the <er

D, = {t. . Schyy) 3.7 1331 hold} P30

p—

ad by Wog hoGlha) the convex set defined by
Kig . hy.Gohayy={ue HOI(Q)/ wle) > iy 7 Bid, r =120 3L

Then. rhie question we would like to adress is to find out if there exists a <olurion i, o,
ot rlie problem:

£0 € D, g e K(&) a1l
Elug. &) < E(u.f) Y(u.&)suchthat £ D,.. v = K(&). e

Arcuing as in the introduction for £ € D, one can introduce v = (&) the solution ro rhe
variarional inequality

u = u(§) € K(&)

/ Uplvey —ug)(r)de >0 Yee L(E). 13.12)
S
Then. clearly. if (ug. &) is solution to (3.11) one has necessarily
ug = u{o)
i~ee rhe introduction). Thus. setting
1 2 , ,
F(¢)=FE(u.€) = 5 wi(vyde — Ghy — Gh,. i3.13
= JQ
where
u=u(f) =u((y.hy. (2. ha).
rlie problem {3.11) reduces to find a solution to
EO S Dr-
; (3.14]
{F(io)SF(E) vEe D,. 51

So. we have to minimize F on D,.

Remark 3.1. As in the case of one disk the set where we are minimizing F is nor
compact. So. even if F is continuous one cannot conclude directly to the exisrence of
LLLILLIILLULL,

Ir is easy ro show that u(€) is obtained as in proposition one. that is to say its graph is
obrained by drawing the tangent to the circles passing through 0. 1 and by drawing the
rangent to both circles (see figure 2 and recall that when u{r) # v'(r) then w,, = 0).

Let ux first start by the following proposition:

9
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Pl‘OpOSitiOll 3.1. Let us assume F quoen by (3. 11 defined on IR' 7o b the s
cocntually interpenetrate each other. Then for i, > —r 0 = V.20 F ix differcntiable g
with the notation of the figure 21t holds:

OF ]. 9 ) B OF l ) ) ) )
0—/_— = ;{1}}.1.{/1 )T = L‘},(_,l'l )‘}. R = 3{1_‘Il,(/_» A N } Y
~1 - 2 k4
OF OF , :
0—/7— = L“l‘["_l‘l\J—l_'l},l"ljl)—G, 0]7 :1_':‘\[_»?—{‘7.|I/:5—-G, l} ]_(H
1 2

tRecall rhar of 18 given by (3.3)).
Proof. It is an easy adaptation of the proof of proposition 2.1. To convinee hreafiv
rlic reader let us give a short formal proof. Consider for instance rlie first formula +3.150.

One has :
Fi . hi Gohy) = 5 / ui(.z‘)(l.z' — Ghy = Gho.
AL Q

Differentiating in (; and assuming that one can differentiate under the integral ir couies

aF . .
a—cl(gl.hl.gg.hg) = /Q Uyt ()

Since v = 0 on the boundary of Q one has also u;, = 0 there. Thus integraring hy parrs

JF . . T
521-((1-7?1«2-’?2) =—- /Q Upptte (r)de = — /11 vyt r)de

It comes

. . .. 2
sinee ., = 0 outside of the coincidence set and v; = 0.
U~ing rhe facr that

1T comes

OF ~yL
W(Cl.h].c-g.hg) = / L"l. ‘L‘}‘(/.l'
1

rlix complete the proof of the proposition

Lor us then prove the following lemma:
lemma 3.1. To minimize F on D, one can restrict ourselves to the case where
—r<h;,<C. 1=12 (3.17)
C' heing some constant.
Proof. Suppose that h;.hs < —r. Since the corresponding u vanishes one has
F(Cl.hl.c-g.hg)_—‘—Ghl—th ZZIG (3.1

10



Consider rhen rhe configuration where

|
|

o) —
|

/71 = ]7»_) = h_ \'l =

Lo orhie rvo disks are sitting at the same level in the middle of the wire. One has i~ce

o 1 1 OF OF 1 l A
a_hF(§_"-]’-§+"-h)2(5}7—1#%)45—/'.//.5——/'./”
= 2(c (o) = G)
(reeall that cliey) = —ciye). vliyr) = vilee) = 0).

So. Fit —y b L 4 rh) has a strict minimum for
/i = —r. For this h one has

L

clr1) =G Le. foral sneh necessarily

| -
+
|
I
[§V]
D

F(%——r.h. +1‘./7)<F(.—_1)-—r.—1'.'

=

1) —

So. by (3.18) one can assume
hiy > —r or hy>—r.

Suppose for instance
hy > —r

tlie case ha > —r being similar. Suppose also without loss the generality thar (| < L. If

liv < —r then the second disk does not touch the wire but then. moving it on the richr of
rlie Hrst disk until he touches the first disk and the wire (see figure 3) lowers irs enerav.
We can rhus assume that both hy. hy are greater than —»r.

Figure 3

i Nore that one can fit the second disk on the right of the first by (3.1)). Next. due to rhe
Poincaré inequality, it holds

F(Ci hi.Che) =

1D | =

/ wi(r)de — Ghy — Gho
Q

11



> / UJLUHU'—-GVH ~Gha
JQ

> 2hi —Ghy — Ghye 1 =1.2.

~tree i 2> ooty > h, on Bid ).
Thi~ nuplies

Fig. hy. G oha)y > 1‘(]1.{) + /z.::) -Gl = Ghs

i . . . .
audl Foeoes to +2¢ when /7 + h3 does. This completes the proof of the lema.

Thewn we have:

lemima 3.2. To minimize F on D, one can restrict ourselves to the case where 1517
holds and to the case where the constramt ($.8) s saturated i.e to the case

(C2=C) + (hy = hy )P =47, i3

“
—_
-

Proof. Suppose that we are in the situation where (3.17) holds and where (3.101 1~
not <arurated. Then. if one of the derivatives in (3.13). (3.16) does not vanish moving
one isk or the other around will decrease the energy. Assuming all derivatives equal ro ()
torces

ciry) = —viy2) =G = %o

which is impossible. This completes the proof of the lemma.

Then we can prove:

Theorem 3.1. Under the assumption (3.1) the problem (3.11} or (5.14) admats «
~olution.

If G < V2. F admits two minima given by

1 1 , 1 0
Cl = 3 -, C‘_) = 5 + r, hl = h‘_) = G(; —_ I') - l + G-') (‘32(]l
o1 1 " T :
Q-g:;—l“. L1=3+r. hlzhvng(;—l')—l'\/lﬁ'G’ (3.211

this corresponds to the configuration of two disks sitting at the same level (see figure 5).
If G > V2. F admits four minima given by

. Gz =2 1 - G? -2 '
S NECPEE S U LGRS SR
2 G? -1 G 2 VG -1 G

G rG 72 =2 —
h‘1=_——' '—{1'{' }—7“ 1+G2

G



G rG VG =2
/7_):.—"— .n—{l—‘ - }—I\l-—G $5.23
2 \/G- —_— l G
didd the points obtained by symetry along the ams o = L and crchauging the rolis of

el ey tsee figure 6.
So i this case the two disks do not remain at the same level and one has two possibli
symictrie deformations of the wire

Proof. Consider rwo disks such that
hi.h, are fixed. (= + 0
where 4 is some constant and suppose that (3.17). (3.19) holds. One has
0 OF OF

C_)—LI'F (1 /Il L1+() hf)):(a 2 +02)(L1 111 Ql—rﬁ /I)l

Thus. rhis function of {; admits a strict minimum when

el (ya) = —el(e).

Tl for such a position of the disks it is enough to look for a minimum of F when the
riwo disks arve tangent to the straight lines

h = ‘l‘l;‘},(l'l). h=—(r—1wk(er)

Figure 4

Asstuning €'y on the left of C'y (see figure 4) this imposes to 'y to be on the right of the
line « = + and C; on the left i.e this imposes

G+9>

9|
T
[0V
|
(&%
IN
o=

13



and rhms sinece A < 2y

> - =8> ~N <l =r

N1

1] —
L
Ay
/N
o) —

rweer 3 L Let a0 b be rwo numbers such that

+o<h<cl -1,

o] —

1 .
1'<(r<§—(\_

[t i~ clear frow above that to munimize F on D, it 1s enonglh to nuinimize ir o rlie <or of
<D, saristving (3.19) and

~
(l
—

[)

—r<h;<C.oa<{<hb. NIREY
Tlnw one has to minimize F on a compact set. Now. clearly F is continuous on rhis ~er
reven Lipsehitz continuous thanks to the proposition 3.1 since rhe partial derivarives ave
nuiformly bounded) and thus Fadmits a minimum. By what is above the minimmun of
F i~ achieved in the interior of the set defined by (3.24) thus minimizing F uunder rhe

con=rraint (3.19) at a minimum there exists a lagrange multiplyver \ such that

oF 1, . . ) .
o 3(02 —vi{x)?) =20 = Q).
1 2z
oF 1 . . N ) :
c = ;(L'i(ljz)z —a”) = =2M( = Q).
'y 13,251
BT = (ry)—o =G =2\hy - h»)
1
OF :
=0 2 (y2) — G = =2\ hy — hy)
12
: hy —h
where we have set a = vl(y;) = L'i(l‘g) = H
1 — G2
Adding the rwo first equations and the two last ones. one deduces easily
cla) = —uvi(y) = G. i3.201
Thu~ one derives also reporting this in {3.25)
1 D ') ' - - q
3(0'— ) = —'2/\((2—Q1) —022/\(]71 —]'I-_v).
Sappose hy — hy # 0. Then. since A = —Q(Tla——h-_)) one gets
I 9 ) 2
5(‘0-_ r'):—l<:’0'=G'"2.
Since o # 0 this is only possible when
V2 < G. C 327

14



Thns for G < 2 one hias h = b, and the two disks are rangent ro the <rraier line ot ~lone

Goand =G

Gl I S !

Figure 5

Since a minimum is known to exist this is the only possibility. Noring o the disrance 4C
~ee Houre 5). one has clearly

) 1 r h+d
(i==—-r. —=cosb. tanf =G. — = (. [3.2%0
2 d Q1
. 1 : . . .
Siice cos# = ——== one derives easily (3.20). (3.21).
V1+ G?
If now G > V2 one has
o=xvVG2 -2
and up ro a svmetry through the axis @ = & the position of the disks is given by the figure
below:
¢ ! 1
0 : :
L
h N -
CoN
Figure 6

Serring = |C'1 A| and arguing as in (3.28) one derives easily

d=rvV1+G? hi=G4—-rV1+G?

]IQZG(]._CZ)_I‘\/].“'GZ. h1 —h-g= 'r'z—'.(("l —Cg).

15



Norine A" rhie angles such rhat: rand’ = vG? = 2 = o one Las
. ) . 2r
G =, =2rcosh = —_—
vVGT =1

[r i~ rhien not difficult to derive (3.22). (3.23).
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QUELQUES QUESTIONS OUVERTES

e Dans le chapitre I, nous pensons que le probléeme P peut étre généraliser en

prenant les ¢ dans Q tout en entier au lieu de ().

e Dans le cas d’'un domaine convexe qui admet un seul axe de svmétrie. nous
avons localiser (cf. III-5-a) la solution du probléme P. Nous pensons qu’'on a unicité

de la solution et en général ce résultat est vrai pour tout domaine convexe.

e Dans III-4-d, on a montré que 0 est un extremum relatif d’énergie. On pense

que ¢ 'est un maximum local d’énergie.

e Dans le cas du probléeme a deux boules en dimension deux le probléme
d'existence reste ouvert. Nous pensons que les résultats obtenus dans le cas de

deux disques en dimension 1 peut étre généraliser dans ce cas.
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