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0. Introduction

Une des préoccupations de 'analyse harmonique consiste a crdior dif-
ferentes algebres de fonctions, d’en caractériser certains idéaux (idéaux
premiers, idéaux primitifs, idéaux maximaux) et d’en préciser les divers
types de représentations ( représentations algebriquement irréductibles.
topologiquement irréductibles, unitaires irréductibles ). Pour les groupes
de Lie nilpotents, connexes, simplement connexes, cette tache est déja
bien avancée en ce qui concerne l'algébre de groupe L'(G). et I'algebre
de Schwartz S(G).

En 1960 la méthode des orbites de Kirillov a donné une paramétrisation
concréte des représentations unitaires irréductibles des groupes de Lie
nilpotents. En effet, étant donné un groupe de Lie nilpotent connexe.
simplement connexe G d’algebre de Lie g, le groupe G agit sur le dual
de son algébre de Lie au moyen de la représentation coadjointe. Kir-
illov ({17]) a montré qu’il existe une correspondance biunivoque entre
les classes d’équivalence des représentations unitaires, irréductibles de G
et leurs orbites dans l'espace dual de g. Sa méthode a permis en 1965
a Bernat de déterminer le dual unitaire des groupes de Lie résolubles
exponentiels ([3], [4]). Puis Pukanszky et Vergne ([30], [4]) ont résolu les
problémes concernant les polarisations qui restaient encore ouverts.

Ce travail est constitué de deux parties différentes. La premiére par-
tie consiste & étudier une classe de représentations irréductibles par-
ticulierement interéssantes, celle des représentations algébriquement
irréductibles (ou simples) de l'algebre L}(G), olt G est un groupe de Lie
résoluble exponentiel. Pour ceci, soit n le nilradical de g, N = exp(n)
le sous-groupe associé. Soit (T,V) un L!(G)-module simple. Alors

ker(T),n est un idéal G-premier de L'(N). En plus il existe une
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représentation unitaire topologiquement irréductible 7 de NV telle que

ker(T) ,n = ker(G - 1) ([29]).

ot G -1 est la G-orbite de 7 dans N. Ici le noyau de lorbite
G - T étant par définition l'intersection des noyaux des représentations
unitaires irréductibles correspondant aux points de l'orbite. Soit H
un sous-groupe de G contenant N; pour étudier les représentations
algébriquement irréductibles de L'(G). nous nous ramenons & une
représentation unitaire topologiquement irréductible v de H. qui est

déterminée univoquement par (T, V'), c’est a dire que :
Ann Vg = ker(T) o1 my = ker(7).

Ainsi on peut étudier les représentations algébriquement irréductibles
de l'algébre LY(G)/L'(G) * ker(v), qui est isomorphe a I'algebre
LY G/H,L'(H)/ker(v)), et cela se réalisera en regardant les
représentations algebriquement irréductibles sur une algebre P
LYG/H.LY(G)/ker(v)) = P plus petite, ot v(P) est un projecteur de
rang un .

Nous montrerons que cette algebre est isomorphe a une algebre
LY(G/H,w) = L}(R™, w) commutative avec un certain poids, et ceci nous
ramene a regarder nos représentations sur cette algebre ; elle sont alors
des caractéres yr pas nécessairement uinitaires (D’aprés le lemme de
Schur). Par conséquent nous étudions les extensions possibles a I'algebre
LY(G/H.L'(H)/ker(v)) toute entiére.

Pour obtenir toutes les représentations algébriquement irréductibles de
L'(G) nous ne pouvons pas nous contenter de l'induction unitaires de
caractéres unitaires. Nous définissons donc de nouvelles représentations
w%. P est un multi-indice et [ € g* de la fagon suivante:

Soit ¢ = [/,. Décomposons l’algebre de Lie g de la fagon suivante:
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gll)+n=u=n
g(q) +n =1 = (g(l) +n)
=u—1mw -n
Donc
n -

g=0D(glg) +n) =03 .

]

H)

Choisissons une polarisation p® en ¢ g(g)-invariante. par exemple nune
polarisation de Vergne définie a l'aide d’une suite de Jordan-Holder g(q)-
invariante ([19]). Soit alors Y C o un sous-espace isotrope maximal pour

[ dans 1, c’est & dire que:
<L, {Y. Y] >=0.

Alors p = u& Y & p° est une polarisation de Pukanszky de I dans g ({2]).
Soit

Nn=ng2OnNy D DN DNky

une suite de Jordan-Hélder du g-module n. Soit I = {i | p +n;, #
pY + nyp;i = 0,0k} = {0 <4 < - < iy < k}. Posons p; =
pY + ng,, j=L---m+1letpmi1 = pY. p1 = n. Choisissons un espace

b; C p; tel que

0; BPj+1 =0P; vy =1, m
Alors
m B
Uj & pO =n
=1
En plus
m B
$: > ©v; — N/P°
j=1

(b1, -+, Oym) — exp(v1) - - - exp(vm) - p°
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est un difféomorphisme ([30]). Posons
g =usY<p;. pourj=1..--.m.

Alors

et
o — AN U
gm-+1 —u@y@pm+1 —u@ywp =p.
Pour définir nos représentations m; 5. nous allons procéder a une induc-

tion "non unitaire” (en général).

Soit p = (p1,- - *Pm) € [1,00]™ un multi-indice. On pose

as() =T[40
j=1
ot A; est la fonction module de G; = exp(g;). On deéfinit les
, . . G . m
représentations m; = 1ndG;+1(7rj+1,pj), pour j = 1.---.m. Alors 7}

est une représentation de G; =U - Y - N. Soit

E5(G.1) ={{: G — C; £ continu a support

compact modulo P tel que &(gp) = x:i(p) - A%(P)E(Q),
Vge G, pe P et

G = P - ex U]. e
g = waf ofletar e

exp(vm)|pmdvm)ﬁ e |7”1dvl)ﬁ|2 dg)% < 20}

On définit la représentation 71';‘5 = indgl(W’l3 ,2). Igi l'espace HW% =

L?(G,1) de la représentation W% est le completé de £5(G, [) pour la norme
Il 1lp-
Nous allons montrer que ces représentations décrivent toutes les

représentations algébriquement de L*(G).
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Les deux premiers chapitres de notre étude préparent le terrain pour
I'étude des ces nouvelles représentations rrlﬁ qui seront introduites au
chapitre 3.

Au chapitre 1. nous faisons certains rappels sw la théorie des gronpes
de Lie nilpotents et exponentiels.

Au chapitre 2. nous étudions quelques représentations unitaires
irréductibles, ainsi que leurs noyaux. Ensuite nous construisons des sous-
algebres particulieres qui seront d'une importance capitale dans le reste

du travail.
Au chapitre 3. nous étudions les représentations ﬂ'fa. Nous montrons
!

que les 7= sont topologiquement irréductibles. Nous vérifions 1'existence

p
d'une fonction f € L'(G) telle que 'opérateurs 7r,l3( f) soit un opérateur
de rang fini. Par conséquent la représentation W% contient un LY(G)-

module simple VO(Ij - ([23]). Ensuite nous déterminons une fonction p €
LY(H)/ker(v) tel que 'opérateur v(p) est un projecteur de rang un.
Ainsi w%(ﬁ)VO(p‘l) est un p* L1(G/H,LY(G)/ker(~)) * p-module simple.
Or cette algebre est commutative, nous calculons d'une fagon explicite

la restriction de 71'é3 sur cette algebre, c’est un caractere x ... Enfin. nous
P
- . p.ly
caractérisons nos modules simples par les Vo(p ' ), p € [1, 0™

Le chapitre 4 est consacré a un exemple explicite. celui du groupe de
Boidol.

Les raisonnements précédents s'inspireront tres fortement de la
détermination des représentations algébriquement irréductibles de L}(G)
par Poguntke ([29]) , sauf que dans ce cas on ne travaille pas avec
des représentations projectives, et des cocycles, mais plutot avec des
représentations unitaires topologiquement irréductibles, qui vont nous
permettre d’obtenir v par extensions, et inductions successives a partir
de la représentation 7 de L!(N), en choisissant convenablement 'ordre

pour éviter les cocycles, et les répresentations projectives.

La deuxiéme partie de la theése est consacrée a ’étude des algebres de

type LL(G), ol G est un groupe de Lie nilpotent connexe simplement
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connexe. et w est un poids polynomial sur G

Le but du chapitre 5 consiste donc & étendre certaines proprietes de
I'algebre LY(G). qui ont joué un role important en analyse harmonique
classique (caractérisation des idéaux maximaux. propriete de Wiener.
probleme de synthese spectrale, caractérisation des idéaux premiers) a
LL(G). Cette tache est déja bien avancée en ce qui concerne I'algebre
de groupe L'(G)et I'algebre de Schwartz S(G).

Un tel poids w apparait naturellement si on étudie l'appartenance des
éléments du groupe G aux puissances successives d'un voisinage de
I'unité (5.1.3).

Puisque S(G) € L} (G) € L'(G). chaque sous-espace étant dense dans le
suivant pour la topologie respective. on peut espérer pouvoir transtérer
différentes propriétés de S(G) et LY(G) & LL(G). A cet effet. il est
essentiel de pouvoir comparer les noyaux ker(7)NS(G). ker(w)N LL(G)

et ker(r) pour tout w € G. Or un résultat de Ludwig ([21], 2.1) montrant
1

que Kker(m) ﬁS(G)L @ _ ker(m) peut étre transposé afin de prouver
RO _ ker(m)NLL(G). En combinant
ce résultat avec 1'existence d’idéaux minimaux, d’enveloppe donnée C C
G dans S(G), LL(G) et L'(G) et avec la relation entre ces différents

idéaux minimaux, on obtient I'outil essentiel pour prouver les résultats

qu'on a également ker(m) NS(G)

suivants: Les idéaux fermés propres premiers de LL(G) sont de la forme
ker(m) N LL(G). 7 € G.

L’algebre (ker(w) N L}U(G))/j: (w) est nilpotente si j: (m) désigne
I'idéal minimal de L) (G) d’enveloppe {7} (ce qui est un résultat
de synthese spectrale généralisée). L’algebre LY (G) possede la pro-
priété de Wiener c'est-a-dire pour tout idéal fermé propre I de
LY(G), il existe T € G tel que I C ker(m) N LL(G). Les idéaux
fermés propres maximaux de Ll (G) coincident avec les idéaux fermés
propres premiers. On en déduit également que Prim(LL(G)) =
{ker(m) N LL(G) | 7 € G}. Ensuite nous déterminons toutes

les représentations algébriquement irréductibles de LL(G): Elles
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coincident { & équivalence pres) avec les représentations (7 |40 . HY)
ot HY = vect{ #(f)¢ | €€ H,. f e LL(G), m(f) de rang fini} . H~
désignant l'espace de la représentation unitaire 7. Les représentations
topologicquement irréductibles de LL(G) sont alors obteunes on
complétant  les  espaces  HY des  représentatious  aleéhriquernent
irréductibles par rapport & des normes || - || appropriées.

Nous terminons notre étude en mentionnant une question ouverte.



Chapitre 1

Rappels et généralités

Dans ce chapitre nous introduisons quelques notions sur la théorie des
groupes de Lie résolubles exponentiels et nilpotents. Les groupes ex-
ponentiels constituent la classe la plus vaste pour laquelle il existe un
difféomorphisme entre le groupe et son algebre de Lie. Cette classe de
groupes se situe entre les groupes de Lie nilpotents et les groupes de Lie
résolubles. Ces groupes ont été introduits par Dixmier ([9]). Pour ce
qui concerne la théorie générale des groupes de Lie. nous renvoyons le
lecteur & ([7]) et & ([32]).

Dans toute notre étude, G désignera un groupe de Lie connexe. simple-
ment connexe et g son algebre de Lie, nous désignerons par [, ] le crochet
de Lie dans g.

Commencons tout d’abord par quelques notions sur les groupes de Lie

nilpotents.

1.1. Groupes de Lie nilpotents

1.1.1. Définition:
Nous disons que G est nilpotent si son algebre de Lie g est nilpotente:
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c'est A dire que la suite centrale décroissante (g ),nex définie par:

g1 =49 et Ym 2 2. @m = [gmAl- El]

vérifie g,, = {0} pour un certain m.
Soit 7 l'entier tel que g, # {0} et gr+1 = {0}. r est appelé le pas de
I'algebre de Lie g.

1.1.2. Remarque:

Une condition nécessaire pour qu'une algébre de Lie g soit nilpotente.

est que pour chaque élément X de g, l’endomorphisme
ad X(Y)=[X,Y].VY €¢g

est nilpotent. puisque adX(gx) est inclus dans g1

1.2. Groupes de Lie résolubles exponentiels

1.2.1. Définition:

Soit G un groupe de Lie résoluble d’algebre de Lie g. Nous disons que
G est exponentiel, si 'application exponentielle exp : g — G est un
difféomorphisme. Dans ce cas, nous disons aussi que I'algebre de Lie g

de G est résoluble exponentielle.

1.2.2. Remarque :
Les sous-algébres et les algébres quotients d’une algébre de Lie résoluble

exponentielle sont résolubles exponentielles.

Le théoréme suivant est un outil considérable dans la théorie des groupes

de Lie résolubles exponentiels.
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1.2.3. Théoreme: Soit G un groupe de Lie résoluble connexe. simple-
ment connere. d'algébre de Lie g. Alors, les conditions suivantes sont
équivalentes:

(1) & est un groupe de Lie résoluble crponcenticl .

(ii) L application exponentielle est un difféomorphisme entre g et G.
(iii) Quel que soit X € g, adX n'est pas de valeur propre non nulle
1Maginaire pure.

(iv) Les racines de g (dans [’algébre complexifiée gc) sont de la forme
o(x)(1+i6), ou 0 ER et p € g*. ’

Preuve:
Cf [9]. |

1.2.4. Remarqué:
Les groupes de Lie nilpotents sont des groupes de Lie résolubles exponen-

tiels.

1.2.5. Proposition:

Soit g une algébre de Lie résoluble exponentielle. Alors n = [g, g| est un

idéal nilpotent de g.

Preuve:
Ct [11]. | |

1.2.6. Proposition:

Soit g une algébre de Lie résoluble exponentielle. Alors il existe un
plus grand idéal nilpotent n (appelé nilradical) dans g. On a que
N = Ng=racine Ker(@). En plus, pour toute dérwation d de g, on a que
d(n) C n.

Preuve:

Cf [11]. n

1.2.7. Soit G un groupe de Lie connexe, notons exp : g — G

I'application exponentielle, log son inverse dans un voisinage de 1'élément
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neutre e € (. et définissons
C(X.Y)=log(exp(X) - exp(Y)). X. YV eg.

Cette fonction est bien définie, converge normalement dans un voisinage
de (0.0) et ne dépend pas du choix des groupes de Lie localement iso-
morphes associés a g.

La formule de Cambell-Baker-Haussdorff qui en résulte nous permet de
reconstituer G avec sa loi multiplicative connaissant uniquement la struc-

ture de g. Cette formule est donnée par:

CX.Y)=X+Y+ %[X, Y]+ —[X.[X. Y]] = —=[V.[X.V]

12 12
_ %[y, XX, Y]] + %[X, Y[V X + . cf ((13]).

Si G est un groupe de Lie résoluble exponentiel d’algebre de Lie g.
I'application exp est un difféfomorphisme analytique et la formule de
Cambell-Baker-Haussdorff est définie pour tout X.Y € g.

Nous pouvons alors définir sur g une structure de groupe de Lie expo-
nentiel (g,C) qui admet g comme algebre de Lie. Dans ces conditions.

I'application exp n’est autre que l'identité.

1.2.8. Théoréeme:

Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel d'algébre de Lie g. Alors
il existe un sous-groupe fermé connexe H de codimension 1 de G ¢t
d’algébre de Lie By, tel que G soit isomorphe au produit semi-direct Re x
H, ou € désigne un groupe a un parametre d 'automorphismes de H. Pour
tout X € b, l'application R x H — G; (t.h) — exp(tX) - h est un

difféomorphisme.
Preuve:

Cf ([2)). n

1.2.9. Proposition: Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel

d’algébre de Lie g. Soit H un sous-groupe fermé connexe et simplernent
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connere de G d’algébre de Lie . Alors H est un groupe de Lie résoluble
exponentiel.

Preuve:

CE ([19)). n

1.2.10. Proposition:

Il existe des sous-algébres nilpotentes f de g telles que
g=1Ff+ [g, 9]
Preuve:

Cf ([19]). n

1.2.11. Définition:
Soit g une algeébre de Lie résoluble exponentielle et p une sous-algebre

de g. On appelle base coexponentielle & p dans g toute base B, =

(Bi..... Bg) d’un sous-espace vectoriel supplémentaire Q de p dans g
telle que les sous-espaces p; = > 7_, PRB; &p. j = 1..... k engendrés par

p et les B; vérifient les propriétés suivantes:

(1) pj+1 O P P =9, po=p, 0<j<k-1

(ii) Si p; n'est pas une sous-algebre de g , alors p;4; et p; ;1 sont des
sous-algebres de g, pour j =1,....k — 1.

(iii) L’application

E, - RFxp — G
(t1, - th,u) — exp(t1B1) - exp(t2B2) - - - exp(tx Bi) - exp(u)

est un difféomorphisme. Le sous-espace vectoriel £ de g est appelé sous-

espace coexponentiel & p dans g.

1.2.12. Proposition:
Si G est un groupe de Lie résoluble exponentiel d’algébre de Lie g , alors
pour toute sous-algébre de Lie p de g il existe une base By coexponentielle

ap dans g.
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Preuve:

Cf ([19]). ]

1.3. L’espace dual d’un groupe de Lie
exponentiel

Dans ce paragraphe. nous allons rappeler la description de l'espace dual
G (G est un groupe de Lie résoluble exponentiel d’algebre de Lie g).
c'est a dire l'espace des classes d’équivalence des représentations uni-
taires irréductibles de G. L’existence d'une application bijective entre
'espace des orbites coadjointes g*/G de G et G est due a P. Bernat
([4]). Pour chaque [ € g*, il existe en effet une polarisation p en [ et une
représentation unitaire irréductible de G dont la classe d’équivalence ne

dépend que de la G-orbite de | et tout 7 € G est de la forme ™ = 7 .

1.3.1. Définitions:
(a) La représentation adjointe ad et Ad de g respectivement de G est
définie par:

Pour tout z,y € g, adz(y) = [z, y] et pour tout g = exp(r).

Ad(g)(y) = 2 (ada)”

n!

1 en résulte que exp(Ad(g))(y) =g - exp(y)-g~".
(b) La représentation coadjointe Ad™ de G sur 'espace dual g* de g est

définie par
< Ad*(g)l,z >=< 1, Ad(g" )z >, xeg,leEg".

On désigne par G - [ l'orbite de | sous l'action coadjointe de G: ainsi

G-1={Ad*(g)l;g € G}.
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(c) Soit p un sous-espace vectoriel de g. on pose

(i) p~(g") ={leg® : 1, =0}, oul, est la restriction de / & p:

(ii) p() = {wr € g : Bi(x.p) =0} ot By est la forme bilinéaire alternde
sur g < g ddéfinie par Bi(e.y) =<l ooy, >0 0oy = g

Sip C p(l) (resp. p = p(l)), on dit que p est un sous-espace isotrope
(resp. maximal isotrope) pour Bj.

(d) Une sous-algebre p de g est appelée polarisation en un point [ € g~.
si elle vérifie les conditions suivantes:

(i) <l.fp.p] >=0.

(ii) dimp = 3(dimg(!) + dimg). avec g(i) = {r € g: < [.[r.g] >=0}.
Cela signifie p est une sous-algebre qui est en méme temps un sous-espace
maximal isotrope pour la forme bilinéaire B;(z.y) =< [.[v.y] >.r.y € g.
Ainsi [;, est un homomorphisme. On définit un caractere y; sur
exp(p) = P. c’est a dire un homomorphisme continu de Psuwr T =
{z € C. |z| = 1} de la fagon suivante:
pmi<la>

xi(exp(z)) = rEp.

(e) Une polarisation p en [ vérifie la condition de Pukanszky. si
Ad*(exp(p))l =1 + p*.

Autrement dit si f € g* avec f,, = [/, alors il existe h € P = exp(p)
tel que f = Ad*(h)l. Nous allons désigner par Puk(/.g) I'ensemble de

toutes les polarisations en [ € g* qui vérifient la condition de Pukanszky.

1.3.2. Remarque:
Si g est nilpotente, alors toute polarisation en | posséde la propriété de
Pukanszky: En effet Ad*( exp(p))l est alors ouvert et fermé dans [ + ht.

1.3.3. Théoréme: (Critere de Pukanszky)
Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel d’algébre de Lie g. Soit

| € g* et p une sous-algébre de g isotrope pour la forme B, c'est a
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dire que Bi([p.p]) =<, [p.p] >= 0. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes:

(i) Ad*(exp(p))l =1 +p+.

(ii) p est un sous-espace isotrope mavimal pour la forme By (p st une
polarisation en 1) et | +p~ C G- 1.

(iii) Pour tout point f de pL, p est un sous-espace isotrope mazimal

pour la forme Byy¢ (p est une polarisation en |+ f).

Preuve:
Ct ([4). ) [ |

1.3.4. Remarque:
Si les conditions équivalentes du théoréme précédent sont vérifides. alors

p vérifie la condition de Pukanszky, par (1.3.1).

1.3.5. On connait bien un procédé standard dit a M. Vergne pour con-
struire une polarisation vérifiant la condition de Pukanszky . Pour cela
. solent g une algebre de Lie résoluble exponentielle et S = (8k) pmo
une bonne suite de sous-algeébres de g (voir ([19]) par exemple pour la
définition). Soient ! € g, Iy = /4, la restriction de [ a gi et soit 9k (k)
le noyau de la forme By, sur gy x gg. Posons p(l,S) = > p_ gk (lk)-

1.3.6. Proposition:

p(l,S) est une polarisation en | qui vérifie la condition de Pukanszky.

Preuve:

Cf ([4)). N

1.3.7. Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel d’algebre de Lie g.
Soit P un sous-groupe fermé de G. Nous allons construire une ”mesure’
G-invariante sur l'espace quotient G/P c’est a dire une forme continue
sur un espace naturel K(G, P) de fonctions. Soient uc la mesure de
Haar & gauche sur G et Ag la fonction module de G. Nous désignons
par C.(G), I'espace des fonctions numériques continues sur G, a support

compact. Pour toute fonction f € C.(G) et pour tout z € G, nous avons
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(que

/ flz-y Ddpg(z) = AG(‘U)/,f'(.r)du(;(.r). (1)
SO

/G.f(y)duc /f ) A (g) e y). 2)

D’autre patt. il est bien connu que Ag(y) = [dét Ad(y)|~" = ¢~ fradglosy
pour tout y € G. On désigne par p l'algebre de Lie de P et par up la
mesure de Haar & gauche sur P. On note Apg. le caractere de P a

valeurs dans R™ défini par

Apg(h) =

Pour z € p,on a

Apglexp(z)) =e RELVES
Nous désignons par A p Uinverse de Ap . autrement dit

Ag(h)

, heP.
Ap(h)

Ag.p(h) =

Soit K (G, P) l'espace des fonctions définies de la fagon suivante:

K(G.P)={f: G— C; f continue a support compact modulo P.
(suppf C K - P, ot K est un compact dans G).
flz-h)=Opg(h)f(z), Yz e G, he P} (3)

G agit sur K(G, P) par translation & gauche. Pour tout f e CAG).

écrivons

Qrfla / De.p(R)f(z - h)dup(h). = € G. (4)

Alors, d’aprés ([4]) on sait que application @p est continue. surjective

de C.(G) dans K(G, P).
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D autre part. si f € C.(G) et @p(f) = 0. alors f(: flrydr = 0. Alnsi on
obtient sur K(G. P) une forme linéaire positive G-invariante unique {a
i factenr constant pres). notée g p et définie de la manicre suivante:

Pour F € K(G. D).

ue.p(F) = 7{

Fla)dpo.p(e) = | flrduc ()
Jap Ja

ou f € C.(G) vérifie Qp(f) = F. Il en résulte que
([ i sen ) dur(hiuc. = [ fwdicto. o
Jayp Jp Ja

Si Ap = Ag sur P, alors ug p est une mesure G-invariante sur 'espace
homogene G/P. Dans la suite de notre travail nous allons utiliser les

notations suivantes:
dh = dpp(h). dg = duc(g), dt = dug.p(x).

1.3.8. Nous pouvons maintenant définir la représentation induite. Soit
P un sous- groupe fermé du groupe localement compact G et soit (p. §)
une représentation unitaire de P. On note K, (G, P) l'espace vectoriel
de toutes les fonctions £ : G — § continues & support compact modulo

P telles que
£(z-h) = Dpa(h)p~ ()E(x). Ve e G.h € P. (6)

Cet espace est invariant par translation a gauche.
Si £ € K,(G.P), la fonction G 3 z — 1€£(2)|13 appartient & K(G. P):
par conséquent sur K,(G. P) nous obtenons une norme |[-|| G-invariante

éfinie par
I =f 1€(x) || 3da.
G/P

Soit H, le complété de K,(G, P) pour la norme || - ||2. La représentation

induite 7 = 7(p. §) = indg p se réalise sur ‘H, de la maniere suivante

(m(x)€)(y) = E(zty), VEeH, .G, (7)
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1.3.9. Remarque:

Soit | € g*. Soit p une sous-algébre subordonné a . cest a dire que p
st isotrope pour la forme By. Alors Uapplication x,(h) =« —i Al
i = P définit un caractére unitaire abélien (\;. 2) du sous-gronupe -
alytique P = exp(p). Nous pouvons définir la représentation induite

Tip = mngl du groupe G par

(mrp(2)E)(y) = E(z™" - y) VE € Hr v € G, (8)

o ['espace de Hilbert Hy est le complété pour la norme || - ||2 de ['espace
K, (G. P) des fonctions § : G — C continues a support compact modulo

P telles que
E(x-h)=Apg(h)x;(h)é(x). Yz e G.h e P.

Notons que ., est une représentation unitaire de G.
Enfin si on choisie une base coezponentielle a p dans g. on peut identifier

'espace de la représentation 7, & un espace du type L3(R"™).

1.3.10. Proposition:

Si ., est irréductible, alors p est une polarisation en [.

Preuve:

Cf ([19]). n

1.3.11. Théoréme:

Toute représentation unitaire irréductible T d'un groupe de Lie résoluble
exponentiel est monomiale, c’est d dire que ™ = md(léx, ot x est un
caractére abélien d’'un sous-groupe fermé P de G.

Preuve:

Cf ([19)). m

1.3.12. Théoréeme:
Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel d’algébre de Lie g. Soit p

une polarisation enl et m =T p = mdcezp(p)Xl- Alors m est irréductible
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si et seulement si p vérifie la condition de Pukanszhy. o ’est a dire
que p € Puk(l.g). Dans ce cas la classe déquivalence unitaire de la
représentation = notée [l est indépendante du chotr de la polarisation

p < Pukll.g).

Preuve:
Cf ([19)]). |

1.3.13. Corollaire:

Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel d’algébre de Lie g. Soient p
une sous-algebre subordonnée da un pointl € g*. Soit 7w, = '/lrz,(l(';i:lfp(p) X/
Alors m ., est irréductible si et seulement si p est une polarisation
qui vérifie la condition de Pukanszky. Dans ce cas [m] = [m,] est

indépendante du choiz de la polarisation p € Puk(l. g).

Preuve:
Par (1.3.10) et (1.3.12). a

1.3.14. Proposition:

Soit G un groupe de Lie mésoluble exponentiel d'algébre de Lie g. Soient
.U deuz éléments de g* avec m; , 7 les représentations irréductibles qui
leur sont associées. Alors m et wp sont équivalentes si et seulement si |

et I’ sont dans la méme G-orbite.

Preuve:
Cf ([19)). |

1.3.15. Soit [ € g*. La proposition (1.3.6) garantit l'existence d une
polarisation p en [ vérifiant la condition de Pukanszky. Du corol-
laire (1.3.13) il résulte que la représentation m, = ind%xp(p)x/[ est
irréductible et indépendante du choix de la polarisation p € Puk(l.g).
Ceci nous permet de définir une application | — m = indcéxp(p)x,
de g* dans le dual unitaire G. D’autre part, du théoréme (1.3.11). il
en résulte que l'application précédente est surjective. La proposition

(1.3.14) montre que la classe d’équivalence de 7; dépend uniquement de
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['orbite
G l={Ad*(z)l: z € G} C g

de la forme linéaire | € g*. Par conséquent
K:Gl—meG

définit une application de ’espace
Ug")={G-Lileg’}

des orbites coadjointes de G dans le dual unitaire G de G. Cette appli-
cation est appelée application de Kirillov. Alors nous avons le théoreme

suivant:

1.3.16. Théoreme:
L application de Kirillov est une bijection de Q(g*) dans G.

Preuve:

Cf ([31)). [ ]
1.3.17. Définition:

Rappelons la définition suivante d’une représentation algébriquement
irréductible:

Soit A une algebre de Banach. On dit que (T, i) est une représentation

algébriquement irréductible de A, si 4l est un espace vectoriel et
T: A— GL)

une application linéaire telle que:

(1) T(f*g)=T()T(9) Vf,ge A

(2) Les seuls sous-espaces de { A-invariants sont {0} et L.

On dit encore que (T, 4) est un A-module (algébriquement) simple. On
montre que dans ce cas le noyau ker(T) de T dans A est un idéal fermeé
de A.
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1.3.18. Remarque: Nous savons qu une représentation bornée (ou un
module borné) (T.4) de G sur un espace de Banach M peut ctre corite

comme une représentation bornée de LY(G):

T(5)= | Fs ). f e LG,
G
ou ds désigne la mesure de Haar de G. Alors
IT(Hully < Cllflallully, we st fe LYG).

Réciproquement toute représentation bornée (T.U) de LY(G) non
dégénérée. c'est a dire tel que T(LY(G))U soit dense dans L provient
d'une représentation bornée, notée aussi T. de G dans U (voir
([10])). En particulier un module borné (T.4U) de G est topologiquement
irréductible (algébriquement irréductible) si et seulement si le module

correspondant de LY(G) Uest (voir ([10]) pour plus de détail).

1.4. L’espace de fonctions ES

Nous supposons toujours que G est un groupe de Lie résoluble expo-
nentiel d’algebre de Lie g. Soient n le nilradical de g. N = exp(n) et
I € g*. Nous allons définir 'espace de fonctions ES(), ingredient essentiel
pour théoreme de rétracte (1.4.7). Dans le Chapitre 3. nous choisirons
des fonctions particuleres de L!() dans ES() afin de pouvoir appliquer
ce théoreme.

La lettre S suggere qu’il s’agira d’espaces anologues de l'espace des
fonctions de Schwartz, et la lettre E indique qu’il faudra exiger une

décroissance exponentielle dans certaines directions.
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1.4.1. Définition:
Soit p une polarisation en | € g* telle que (p N n) est une polarisation cu
[y et pest g(ly,)-invariante (p est une polarisation fortement adaptée o

nj. Alors
p=p"+p'

oup? =pNnet pt=pn g(l/n) est une polarisation en [, 4, ). En plus

p est une polarisation de Pukanszky en [ ([2]).

1.4.2. Soit p comme précédement. Soient

- 101 un sous-espace coexponentiel a g(/,,) +n dans g .

- vy un sous-espace coexponentiel a n dans g(l,,) + n.

- vy Un sous-espace supplémentaire de p! Nv; dans v;.

- 1y un sous-espace coexponentiel & p® dans n.

On remarque ¢ue vy est aussi un sous-espace contenu daus g(l,,) et
exponentiel & pt + g({,,) Nn dans g({/,). D’autre part. on constate que
gll/m)NinC p¥ ce qui implique que vy S p = g(l/n) +p.

Ainsi. des conditions précédentes on obtient les égalités suivantes:

-1 & (g(ln) Nn) =g

-open=g(l,) +n

- vg 3 (p' Noy) = v;

-0p % (pt 4 g(lyn) M) = g(lyn);

-ty & p? =n.

Alors on la proposition suivante:

1.4.3. Proposition :

(a(D) + n(l/n)) N ker(l) est un idéal de g(l/n). Dautre part . l'un ou
["autre des cas suivants se présente:

(1) la(lm).a/m)] < ((a(l) + n(lym)) N ker(l)), par conséquent
8(l/m)/ ((8(1) + n(ly)) N ker(l)) est abélienne et g(l;n) C p.

(ii) g(l/n) est une algébre de Lie milpotente de pas 2 modulo ((g(h) +
n(l,)) N ker(l)) et g(lya)/((g(l) +n(l/n)) O ker(l)) est une algébre de

Heisenberg.



[
-

Chapitre 1. Rappels et généralités

Preuve:
Ct([2)). |

1.4.4. Des éealités précédentes. on en déduit que vy -y 0o es1 o

sous-espace coexponentiel a p dans g. on a
0, S oy =Wy = p=g.

Soit B = (A1,.... 44, B1,..., B4, C1....C}) une base coexponentielle & p
dans g avec

- {A41,.... A4} qui est une base de 1, coexponentielle & g(/,,) + n dans
g.

- {Bj..... B4} qui est une base de g coxponentielle a p N n dans n.

- {Cy.....Ct} qui est une base de vy coexponentielle a p N g(/.,,) daus
g(l/n). avec by C vy, oLl By est un sous-espace coexponentiel a n daus

g(l/n) +n. Alors on peut écrire G sous la forme
G=Wo- W1 Voo P=Wo - W -PetW=W, V.
ou Wi = exp(roy), Wy = Ex, (R%), Vi = exp(vs). avec
exp(w) = exp(wr A1 + ... + wz4q). Vuw = (wy.....wq) € R,
Ewo(n) = Exy(n1,....nq) = exp(n1B1)--- exp(ngBq). ¥(ni.....ng) € R”.
exp(v) = exp(v1Cy + ... + v1:Ct), Vv = (v1,..., 1) € RE.
L’application de R? x Rt x R? dans G/P définie par
(W1 ooy Wy UL, o Vg, N, oo g) — eXp(w) exp(v) - By, (n) - P
est un homéomorphisme car ‘B est une base coexponentielle & p dans g.
Alors par ES(G/P x G/P, P, x;), nous désignons I'espace des fonctions

F : G x G — C qui appartiennent a C*(G x G) et qui vérifient les

conditions suivantes:
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(1)

Froxpir - oxpihy. exply) - exp(th’)y = ;fs\ expiliLexpth

Az (exp(h" )X (exp(h"))F(exp(e). exp(y)).

pour tout h.h’ € p et 1.y € g avec x;(exp(h)) = e '<lh>

(2)

1F)lp.0.n = sup (el e R(n) - R(n)

, s, s’eRatt n. n/cer4

: ;0Sana,9,an,F(sn.s'n’n) < .

pour tout a > 0 et pour tout polynéme R. Pour plus de détail nous

renvoyons le lecteur & ([23]).

1.4.5. Proposition:

L'espace ES(G/P x G/P, P, x,) est indépendant de la base coerponen-
tielle B choisie.

Preuve:
Par ([2]). ]

1.4.6. Définition:
Soit B une base coexponentielle & n dans g et Q le sous-espace qu'elle
engendre. (D’apres (1.2.10), nous pouvons méme prendre 9 contenu

dans une sous-algebre nilpotente de g telle que
g=9%n (somme directe d’espaces vectoriels).)

Ainsi 'application E, définie par B est un difféomorphisme de R™ x R*

avec sop = dim n et rop = dim g/n. Nous désignons par ES(G) I'espace
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-t

des fonctions f : G — C appartenant a C'™ () et qui vérifient ainsi

que toutes leurs dérivées partielles la condition

sp CECexplen) (1 +1s)?

k Ny
Vol fYlexpledy - oxplsii <

I

=1
S).ssn

I

N
f

ceci pour tout entier £ € N, pour tout u € U(G) qui désigne l'algebre
enveloppante de g. et pour toute fonction F' € C*(G) exponentiellement

hornée dans la direction £, c’est a dire qu'il existe une constante c(F')
relle que |F(exp(v))] < !, Yo € Q. Cette définition ne dépend pas de

la base B choisie ([2]).

On constate aussi que ES(G) est invariante par translation sur G et
ES(G) contient toutes les fonctions C* a support compact sur G. Dol
ES(G) est un sous-espace dense de L!(G). Les fonctions de ES(G) sont

A décroissance polynomiale dans la direction N et exponentielle dans la

direction @ = Q. Cela signifie qu’elles décroissent plus rapidement que

I'inverse de tout polynome dans la direction n. et plus rapidement cue

tout terme de la forme e~¢?! dans la direction de Q.

Enoncons maintenant le théoreme de rétracte:

1.4.7. Théoréme: (Théoreme de rétracte)

Soit G un groupe de Lie connexe simplement connexe résoluble expo-
nentiel d’algébre de Lie g. Soient | € g* et p une polarisation fortement
adaptée an. Soient P = exp(p) etm =7, p = indg Xt.p la représentation
unitaire irréductible induite par le caractére unitaire x;, de P . Alors .

il existe une application linéaire continue

R: ES(GP x G,P/P.x;) — ES(G)
F — R(F) = f,
telle que le noyau fr de l'opérateur 7(f) soit égal a F.
L application R est appellée rétracte.

Preuve:
CE ([2}). u
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Quelques représentations unitaires
irréductibles et sous-algebres

particulieres

Dans ce chapitre nous préparerons le terrain afin de pouvoir car-
actériser les représentations algébriquement irréductibles par des nou-
velles représentations qui seront définies un peu plus tard. Pour
celd, étant donné un groupe de Lie résoluble exponentiel G, connexe.
simplement connexe d’algebre de Lie g, nous noterons par (T,V) la
représentation algébriquement irréductible de L'(G) dans U'espace de
Banach V., et nous appelerons (T, V) un L'(G)-module simple. Nous
nous baserons sur les travaux de Ludwig et Molitor [27]. En effet. tout
d’abord nous allons étudier les noyaux des différentes représentations
unitaires topologiquement irréductibles de G. Ensuite, nous allons con-
struire des sous-algebres particuliéres pour pouvoir réduire le probleme
A une algebre plus petite que L*(G). Enfin nous analyserons certaines
propriétés de ces algebres, qui vont jouer un role essentiel dans le reste

de ce travail.
2.1. Certaines polarisations

2.1.1. Soit 7 une représentation unitaire topologiquement irréductible
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de G, alors d’apres la théorie de Kirillov ([17]). et celle de Pukanszky
([30]). il existe une forme linéaire | € gx. et une polarisation p en /. telle
(ue 7 est unitairement équivalente a la représentration induite ind(,';\,/.
ot (explr)) = Y epet P = exp(p).

2.1.2. Soit n le nilradical de g, et N = exp(n) le sous groupe correspon-
dant. Le groupe G agit sur N, N. LY(N) par conjugaison. Alors on a la
définition suivante:

Définition:

Un idéal propre G-invariant I de L1(N), est appelé G-premier si et

seulement si, quels que soient les idéaux G-invariants I et Iy de L( V).
Il'IQCI:——>[1CI ouly C I

Soit (T,V) un L!'(G)-module simple. Alors. on voit facilement que
ker(T)/p1ny = Amnpiyy V oest un ideal G-premier de LY(N). En

plus, il existe T € N telle que
ker(T)/p1(nvy = ker(G.7) = Nyeg ker(79)

ou 79 désigne l'action de G sur N ([29]).
Puisque 7 € N, alors il existe ¢ € n*. et une polarisation p° de Pukanszky

en q telle que

T = indgo Xgq

oit PO = exp(p°), et x(exp(x)) = e @ vz en.
2.1.3. Soit | € g* une forme linéaire sur g telle que [,, = ¢g. On pose

r = l;,. Considérons les sous-algebres suivantes:

n(g) = {X € n/ < g,[X,n] >=0}

glg) ={X €9/ <q[X.n] >=0}
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glh={Xeg/ <l.[X.g] >=<q.[X.g] >=0}.

Ces algebres dépendent uniquement de q.

Nous décomposons algebre de Lie g de la facon suivante:

Donc

g=0®(g(g)+n)=vdwen

On pose h = v 1w S n, il est clair que b est une sous-algebre. car n C h.
et [g,g] C n. On peut remarquer que dans la définition de b on a juste

supprimé le morceau de g(l) qui n’est pas dans n.

2.1.4. Par construction la polarisation p° peut étre choisie g(q)-
invariante, par exemple une polarisation de Vergne, définie a I'aide d’une
suite de Jordan-Holder g(q) -invariante ([19]).

Soit alors Y C m un sous-espace isotrope maximal pour [ dans ro. ¢’est

a dire que:

<LV, Y] >=0.

et )V maximal parmi ceux qui vérifient cette relation.

Alors p! = Y & p° est une polarisation de Pukanszky de l/pen ([2]). de
meéme pour [/, = 7.

De plus p = V © p° D u, est une polarisation de Pukanszky en [;g(4)4n
dans g(q) + n, et elle est aussi de Pukanszky en [ dans g ([2]).

2.1.5. L’application:

P mwxmw—mw

(z.y) — ®(z,y) =<l [z,y] >=<q.[v.y] >
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est une forme bilinéaire antisymétrique sur ro. non identiquement nulle
(si o #£ {0}) de radical:

s={z€w/ (I.Iz.w]) =0} = {0},

En effet m=n(g) modulo le noyau de ¢, est une algebre de Heisenberg

(12]).

Alors puisque ) est isotrope maximal, il existe un sous-espace X’ tel que:

=45V
De plus il existe une base {Y7,...... Y.} de ). est une base {X,....... X,.}
de X tel que:
({, [Yl YJ]) =0
(1, [Y3, X;5] = b4
quel que soient i. j € {1.,.....,c}; c’est & dire que X est en dualité avec Y.

Dans toute la suite on utilisera ces polarisations et ces bases.

2.2. Etude de quelques représentations
unitaires irréductibles et leurs noyaux

2.2.1. Rappelons que 7 = indgoxq € N. Soient W = exp(ro). ¥ =
exp(V), P* = exp(p®), P! = exp(p!). P = exp(p). H = exp(h). N =
exp(n). Alors on peut définir une extension de 7 la représentation définie
en (2.1.2) au sous-groupe distingué YN = exp(Y + n), appelons la 7’.
Elle est définie de la fagon suivante:

Y agit sur N et sur N/P° par conjugaison. car la polarisation p* est

g(q)-invariante et ) C g(g). Soit A la fonction modulaire telle que

/ flunw™) di = A‘l(w)/ F(n) dn.
N/ PO

N/ PO
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pour tout f € C.(N/P%), weY.
L'espace de 7' est le méme que celui de 7. On définit 7 de la maniere

suivante:

et £ € H,.

Alors on a la proposition suivante:

2.2.2. Proposition:

L extension 7' est une représentation unitaire irréductible. En plus elle

est unitairement équivalente a la représentation induite mdﬂo Xr-
Preuve: Par ([19]). [ ]

2.2.3. Nous avons que )Y @ p® est une polarisation de Pukanszky en
| /rosn dans 0 @ n et en r dans . On définit une représentation induite
7', telle que 77 = indy¥ ¥ ', Alors la représentation 7" est unitairement
équivalente a la représentation induite ind%% xr, d'apres (2.2.2). Donc
7' est une représentation unitaire irréductible de WN.

De méme on définit une représentation y = indhy, y7"; ainsi v est uni-
tairement équivalente & la représentation induite ind{,{ po Xr- Donc v est
une représentation unitaire irréductible de H. Dans la suite nous iden-
tifierons la représentaion ~ avec la représentation induite indg po Xr-
ainsi nous désignerons par H. l'espace de la représentation unitaire

topologiquement irréductible ~.

2.2.4. D’aprés la décomposition de g dans (2.1.3). nous avons que:

g=udb, otunn={0}, et uc g(l).
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On pose U = exp(u). Donc G = U-H. Comme précédement on constriir

mne extension ¥ de v a G tout entier:
(v agit par conjugaison sur H. car H est un sons-gqroupe normal dans
GFn plus Y PV = oxp() +pY) est C-tnvariant ot w. )| = atyr.glyr, =

n(g) < p°.
Soit A la fonction modulaire telle que:

/ f(uhv_l)dh = A_l(v) / f(h)dh.
H/Y P© JH)yPpo

pour tout f € Co(H/YP?),veU.
On définit l'espace de la représentation & comme lespace de la
représentation v. Alors 7 est définie par:
(5(m)&)(ho) = (v(h)&)(ho),Yh € H
(3H(0)€)(ho) = AT (v) - xu(v) - (v hov); Yo €U
(7(vh)&)(ho) = (F(v)(v(R)§))(ho).Vh € H.Vv € U.

|
-

avec yi(v) = e-i<t-1ogv> ¢ 2 74 Alors 7 est une représentation
irréductible. unitairement équivalente a la représentation wy; =
indSy po xi . oW UYP? = exp(ud Y & p?) ([19)).

2.2.5. Soit v = indfflpoxr, et soient A, p € C°(H/Y P?). On sait par
([19]) qu'il existe une fonction & décroissance exponentielle py , sur H tel
que Popérateur v(py ) admette comme noyau la fonction Fy , = A Q) .

c'est a dire que:
0@ = [ N@EED

JH/Y P?
=< £~/J‘ >r2 /\(l>

= (Pyu(8)) (@) : V€ € Hy.
Nous Supposerons dans la suite que A = p et que < A A >=1 et nous

noterons px = pa.x. Donc v(px) = P, ou P, , est un projecteur de

rang un.
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2.2.6. Definition : On pose

Jo={f<c LYH)| ~(f) soit un opérateur de rang fini}

: = L)
ot J sa fermeture J =.J;~
LY(H).

Alors on a le lemme suivant:

. Il est clair que J. Jy sont des idéaux de

2.2.7. Lemme :
Soit f € Jo, alors il existe A;, p; dans H., et f; € Jo. (i = 1.---.¢) tels
que f =73, fi modker(y) et en plus v(fi) = P, . pour i =1.---.c.

Preuve:
Par Dixmier ([8. the 2]). |

2.2.8. Proposition :
Soit A comme précédement (2.2.5). Soiwt py € Jy tel que

7(px) = Paax.
Alors (Jo/ ker(7)) = px * (Jo/ ker()) = Jo/ ker(v).

Preuve :
L’inclusion Jy/ ker(v) * px * Jo/ ker(v) C Jo/ ker(v) est claire, car .Jy est

un idéal dans L'(H). Vérifions 'autre inclusion:
Jo/ ker() * px * Jo/ ker(v) D Jo/ ker(7).

Pour montrer cette inclusion, prenons f € Jy. D'apres le lemme
précédent on peut supposer que v(f) = P, 3, avec o, 3 € H,.

Alors
Y(fxprxf)=<a,A>- <A B>7(f).
Si<o,A>- <\ B>#0, alors

1
T<aA> < \B>

f - (f *px * f) modker(v).
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D'ou le fait que f € Jo/ ker(v) * px * Jo/ ker(~).

Si non, c’est & dire < a, A >= 0, ou < A\. 3 >= 0. Soient alors . 3" €
C>(H/Y P°) tels que

< A>#0, et <\ G >#0.

En modifiant convenablement o, 3’ si nécessaire, on peut également sup-

poser que

<a,B > -<d.8>#£0.

Soit Py € Jy tel que v(P1) = Py g, on a
"//(f * P1 * D * P1 * f) = Pa,,@ @] Pa’,ﬁ o] Pa’.ﬁ/ (o] P)\‘/\ (@) Pa/‘d’ O P(v.d
=<d, B> <ad, B> <ad. \A>

< AB > <, f > Pag
ZC"Y(f)v

onC=<da,8> <ao,f> <a, > <\G > <« > estune

constante différente de zero. Alors f = é(f * Py xpy* Py * f) modker(v).

On en déduit que Jo/ ker(y) C (Jo/ker()) * px = (Jo/ ker(v)). [

2.2.9. Nous savons que H est un sous-groupe normal de G. Alors le

groupe G agit sur H et sur L!(H) par conjugaison. En particulier
fo(h) = Dalg™") flghg™), ¥f € L'(H).

La fonction modulaire Ag(-) est définie de telle sorte que

| 10 an = | st an,

pour tout g € G, f € L'(H).
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Puisque 7 est une extension de la représentation ~, on en déduit que

~(ghg™) = 3(g) - ~(h)3(g) ™"
et

~(f9) = (g~ Hv(f)T(9). Vg€ G, fe LYG).

On désigne par 4 f et f les fonctions de L'(H) obtenues par translation
4 gauche, respectivement & droite. Pour g € L'(G), a € LY(H) on définit

la convolution suivante:

g*a(u'h) = /Hg(u'f/h)a(h_l)dh
et

axg(u'h) = /Ha(h)g(h—lu'h’)dh.
Nous avons la proposition suivante:

2.2.10. Proposition:
Soit T et v les deux représentations définies précédemment. Alors nous

avons que
ker(y) = (L*(H) * (ker(G - 7))~ = ker(T)/L'(H),

ot (T, V) est le L'(G)-module simple défini en (2.1.2).

Preuve:
Par ([27]). ]

2.2.11. Corollaire:

Sous les méme hypothéses que précédemment nous avons que
(L*(G) * ker(v)) C Annpig)V = ker(T).

En particulier (T, V) peut étre considéré comme un LY(H)/ ker(~)-

module.
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Preuve: Par (2.1.2) et (2.2.10). [ |

2.2.12. Proposition:
Soient H. h. n. r comme précédemment. Alors nous avons inclusion
sutvante:

r+nt C (A H)(r),
ou L désigne l'orthogonal dans h*.

Preuve:

Utilisons la base de o construite en (2.1.4).

Soit 7 + g € T +nt, avec g € nt. Supposons que < ¢.Y; >= a,; pour
i€ {l,---.c}. Posons

g = Z a;(ad” X;)(r)
=1

= () a;ad"X;)(r)

i=1
= ad"(logw)(r),
avec
[
logw = Zain’ € X CroCg(g).
i=1
Alors

g'(log n) = — < r,[logw, logn] >=0, Vn € N, car logw € g(q)

c
g(Y;) = —-Zai <r X, Y] >=a;.
i=1

Donc
Iy +¥) = 9/(0+Y):
c’est & dire que

g—g €@+
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Alors

regeg +r+ 0V
=4 + A P")r).
(car p” + Y est une polarisation de Pukanszky en r)
C ad*(logw)(r) + Ad™(H)(r)
C Ad™(H)(r),

car
ad™(logw)(r) + Ad"(h)(r) = Ad"(A)( Ad"w)(r)
= Ad*(hw)(r).
pour tout h € H. |

2.2.13. Remarques:

1) La représentation v ne depend pas (a4 équivalence unitaire pres) du
prolongement | de q choisi. Car, st r1 et r sont deur prolongements
distincts, de q. alors vy et r sont dans la méme orbite (2.2.12).

2) Des représentations ¥, obtenues pour des prolongements | distincts
de q différent par un caractére unitaire sur U, car les orbites correspon-

dantes sont différentes.

2.2.14. Proposition:

Soit v = indIY{poxr. Soit x un caractére sur H tel que x,y = 1. Alors
~ et v & x sont deux représentations unitairement équivalentes.
Preuve:

Par définition. v et v & x agissent sur le méme espace H,. Comine v est

irréductible, il en est de méme de v % x. Posons
x(h) = e <9 OB A> — y (h),

avec g € nt. Donc r +g€r+nt C (Ad"H)(r) par (2.2.12) et r + g =
Ad™(h)(r) avec h € H.
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On vérifie facilement que les représentations ~ « y et ~| = in(l{(,m X i -y
sont unitairement équivalentes. En effet. si H, et H, désicuent les es-
paces des représentations ~ 7\ et ~ respectivement. alors Uéquivalence

muitaire ost donnée par:
@: Hl B — H,\/
§ — (26)(y) = x(w)&ly).

Par conséquent. v; est irréductible et ~; est unitairement équivalente a
~. puisque r + g = Ad*(h)(r) appartient a 'orbite de r. Finalement.

~v 2 x et v sont également unitairement équivalentes. |

/

2.2.15. Corollaire:
Soit py un €élément de L'(H) tel que

Y(pr) = P

Alors T(px)V #0.

Preuve:
Par (2.2.10). [

2.3. Construction des sous-algebres
particulieres

2.3.1. Rappelons que l'algebre de Lie g est de la forme
g=udh, onucg(l), unn={0}.

Nous identifions G/H et U = exp(u). Alors les éléments de G se

décomposent de maniére unique en

g=u-h avecue U heH.
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Munissons G/H de la mesure de Lebegue et H d'une mesure de Haar.

Alors nous obtenons une mesure de Haar définie sur G par

/ flg) dyg :/ / frexsplal -l dh du.
JG UJH

Construisons l'algebre A’ = LY (G/H, LY(H)) constituée des toutes les
fonctions integrables de G/H dans L'(H). On verra plus loin que A’ ost
isomorphe & LY(G) par I'application qui & tout f € LY(G) associe f € A’
telle que

fluw)(h) = f(u-h).ueUheH.

Notons par Ay et Ag les fonctions modulaires sur H et sur GG. Puisque
U agit sur H par conjugaison, il existe une fonction modulaire ¢ telle

que

d(exp(ug) - h - exp(—ug)) = 6( exp(ug)) " dh.

Alors on a

Ac(exp(uo) - ho) = 6(exp(uo)) - Aa (ho).

c'est a dire que § = Agy et Ay = N /H En effet

Aq(exp(ug) - ho)//Hf(exp(u) - h)dhdu
= // flexp(u) - h-hg' - exp(—uo))dh du
uJ H
=Ag(h h - exp(— dh d
lho) [ [ flexptw b expl=u))dh du

(vu la fonction modulaire sur H)

= o) / / F(explu - uo) - [exp(uo) - b+ exp(=1o)])
- 6( exp(uo))d(exp(uo) - h - exp(—uo)) du

= Ag(ho)é(exp(ug) // flexp(u) - h)dh du

(vu la mesure de Lebegue sur u)
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Donce
A (exp(up) - ho) = 0(exp(ug)) Ay (ho).

Alors I'involution dans LY(G) est dounée par

F(9) = 25N flg™D). Yge G.f e LYG).

et celle dans L'(H) est donnée par
freran(h) = Ag}H(h)f(h—l), Vhe H. f € LYH).

Alors on a les définitions suivantes:
Définitions:
i) Pour l'algebre A = LY(G)/(LY(G) * ker(~))~ la convolution et invo-
lution sont définies de la facon suivante:
fmod(LYG) x ker(+))™ * gmod(L*(G) * ker(~))~
=(f * g) mod(L}(G) * ker(+)) .
et
[f mod (LY(G) * ker(v))™]* = f*mod (L'(G) * ker(v))~,

pour toute f,g € A.
ii) Puisque U = exp(u) n’est pas un sous-groupe. Poguntke ([29]) a du
introduire la convolution suivante dans L*(G/H. L*(H)):

Quels que soient x,y € U, on définit
P.,:L'(H) — L'(H)
f— (Pryf)(h) = f(exp(—y) exp(—z)exp(r + y)h).

Alors le produit de convolution dans L'(G/H.L'(H)) est défini par

(f x4 ) eXp(Uo)) = /[Pu0+u‘_u(f:( exp(uo +u)) eXP(—u)”

«p10m §lexp(—u))du Vf.§ € LY(G/H.L'(H)).
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Finalement Poguntke ([29]) a introduit dans LYG/H.L'(H))

I'involution suivante:

~ | (‘:\'])'//‘

(f) {explt (/‘ exp(—u)))

pour tout f € LY(G/H, L'(H)). Ainsi on peut en déduire le produit e
convolution et l'involution dans A = LY(G/H. L'(H)/ ker(~))

iii) On se base sur le fait que ker(y) est G-invariant:

Dans L'(H)/ ker(v):

(f modker(v)) * L1(#)/ker()(g modker(~))
L' (f i g) modker(v).

Dans LY(G/H.L'(H)/ker(v)):

7+ 3( expluo)) mod ker()

— [ [PuresalFlexpln +0) ™ ]y
d(exp(—u)) du modker(7)

— [ [Pursaca(Flexpluo + ) ™
3(exp(—u)) mod ker()] du.

—U)
mod ker(v)} *LUH) ke ()

De méme pour l'involution:

En effet ker(v) est *-invariant comme ~ est unitaires. Alors

(f)*(exp(u)) mod ker(v) = [(f( exp(—u)))exP(u)]*Ll(H) mod ker(~)
[(f(exp(—u)))exl)(u) 1n0dker(7)]*Ll(H).

Alors on la proposition suivante:

2.3.2. Proposition:

Les deux algébres

LYG)/(LN(G) * ker(7))~
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et

A=LYNG/H. L' (H)/ ker(~ )

sont *-isomorphes et isométriques.

Preuve:

On définit I'application suivante:

¢: LYMG) — LYG/H.LY(H)) = LY(U.L'(H))

f—1

ot flexp(u))(h) = f(exp(u)-h). pour tout u € u.h € H. Il est clair

que ¢ est une bijection. En plus ¢ est une isométrie. En effet:

1Ly iermeay = /Hf(exp(U))me du
= [ [ 1itesptun ] dndu
uJH
= / |f(exp(u) - h)| dhdu
uJH

= HfHLl(G)-

En plus ¢ est *-isomorphisme, car nous avons
o (f*g) (exp(uo)) = (f*ar §)(exp(uo)), et
oo ()" =(f")

En effet:
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Montrons tout d'abord (e). Soient f.g € L'(G). alovs

Foglexplug)-hyy = / flexplug)-hy - oxplay -1
Juwd H

g(h~texp(—u)) dhdu

- / /Hf(exp(uo + u)[ exp( =g — 1) exp(ug) exp(u)
[exp(—u)ho exp(w)]h] )

g((exp(=u)[exp(wh " exp(—u)]) dhdu

= / /H Fexp(ug + ) ([exp(~up — u) exp(up) exp(u)
[exp(—u)ho eXP(U)Jh>

g(exp(—u)) ([exp(u)ff1 exp(—u)]) dhdu.

En remplagant dh par Ay (exp(u))d(exp(u)-h- exp(—u)). nous avons

« g exp(up) - // Aeyy(exp(u) fexplug + u))
( exp(—ug — u) exp(ug) exp(u)][ exp(—u)hg exp(u)}h)
g

(exp(~u )([exp )h~ 1exp(—/u)])
d(exp(u)hexp(—u))du

- / /H e (exp(u)) f(explug + u))

(exp(—uo — u) exp(ug)hoh exp(u))
glexp(=u))(h™") dhdu

= //H AG/U(exp(u))f( exp(ug + u))

(exp(—u)[(exp(u) exp(—up — u) exp(ug) - ho - h)) exp(u)>
(exp(—u))(h™1) dhdu.

Nl
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Or laction de G ( vesp G/H) sur L'(H) est définie par:

Fr(h) = Dgle) ™ Floha™)
ot

FEPUO () = Ag g (expl(u) ™ f(exp(u) b exp(—u)).
vfe L'(H), z€G, uecu

Alors

Fegtespluo) ho) = [ [ ((F(exptug w7
exp(u

u) exp(—ug — u)exp(ug) - bo - h>
(exp(—u))(h™1) dhdu

exp(—u)
// up +u, —u e}\p<u0 + ”))] l )
h()

.é(exp(—u))(h— ) dhdu
= /[ w0+, _u(f(exp(uo +u)))exp(—u)]*H
[3(exp(—u))] (ho) du.

(C’est a dire que

Q

(f *6 9) (explun)) = / (Pay s

(F(exp(uo + W)™ exp(—u)) du

def
= fxa §(exp(uo)).

Donc ¢ est un isomorphisme.
Montrons maintenant (ee):

Rappelons que l'involution dans L'(G) est donnée par

i (z) = flz=1) Dg (z7h). Yf e LY(G).



Chapitre 2. Quelques représentations unitaires irrédnctibles et.... b

et Ag est la fonction modulaire pour la mesure de Haar sur LU (G). Alors

() explu)) () = f*(exp(u) - )

= flh=Yexpli—uiy 2y t//’l‘:;(,v,,.‘\ CXDE =1

= f(exp(~u)  [exp(u) - h - exp(—u)] 1)
Ay (h™HAg i (exp(—u))

= F(exp(=u)) ([exp(u) - b+ exp(—u)] 1)
Dgy (B A (exp(—u))

= f(exp(=u))(exp(u) - h=1 - exp(—u))
Ay (b~ A (exp(—u))

= f(exp(—u))*®u(h=1) Ay (A1)

= (f(exp(—u))™P*)"# (h)

déf 7

(f)" (exp(u)))(h).

De ce qui précéde on en déduit que ¢ est un *-isomorphisme.

Définissons maintenant la projection suivante:

P:LYG/H.L'(H)) — L'(G/H.L*(H)/ ker(~))
f— P(f)/ (P(f))(exp(u)) = f(exp(u)) mod ker(~).

Alors P est un *-homomorphisme. par définition du produit de convo-
lution dans L'(G/H, L'(H)/ ker(+)).

Considérons alors le *-homomorphisme
d=Poop:LYG) — LYG/H.L'(H)/ ker(v)).

Calculons le noyau de ®

ker(®) = {f € L'(G)| h — f(gh) € ker(v). Vg € G}
={feLYG)| (4f)/H € ker(v). Yg € G}
= (LY(G) * ker(y))™ ([12])  (»).
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Donc les deux algebres LY (G/H.LY(H)/ker(~)) et LYG)/(LYG) =
ker(~))” sont *-isomorphes. De plus. si on munit LY(G)/(LYG) =
ker(~))~ et LYG/H. LY(H)/ ker(~)) respectivement des normies

Wl L siniicyekernn- = m{If +glli | g € (LUG) = ker(~)) "}
et

Hf“Ll(G/H.LL(H)/ker(w)) = / HJE(eXP(U)HLt(H)/keua.» du
u

=/ inf || f(exp(u)) + gllpi oy du.

ge ker(~)
ces deux espaces sont isométriques. En effet, soit f € L*(G). Alors
. . 1 core(a )y
HfHLL(G')/(Ll(G)* kel'('y))_ = lnf{”f +ng ' ge ([’ (G) * 1\91( )) }
=t @)+ ol
ge(LH(G)« ker(v)- JG/H
dz.
Nous avons que

g €(L*(G) * ker(y))”™ <= g est approché par des fonctions de
la forme Zgi xa; avec g; € LY(G).a; € ker(n).

1

Or. pour v’ -h' € G/H - H, pour g € L*(G), a € ker(~):
gxa(u'h’) = / g(w'h'h)a(h~)dh
H

- /Hg(u/)(h’h)a(h_l)dh
= (g(u') *m a) (h').

c'est a dire que
(g * af(“’) = g(u') *g a.
N——
€L(H)
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Donc
a € ker(v) = g(u') *1r a € ker(~)
— (g = a)(u'y € kev(~). Yo' e[
Alnsi
VueU=G/H. Vg € (L"G) * ker(~))".
g(u) = Z(gz xa;)(u) € ker(ﬁﬁ).vVu, el
Donc

I it e ket - = E{Lf +glli | g € (LHG) * ker(+)) "}

= inf / £ () + Gl o
ge(LY(G)=ker(v)- JG/H

d.

2 / inf ||JE(U)+§(U)HU(H>
JG/H ge(L\(G)* ker(+))-

di

2/ inf || f(u)+ dlloan
G/H g€ ker(v)

du

= I1F (@) y) G
/G/H Li(H)/ ker(+)

= ||fHL1(G/H.L1(H)/ ker(+))-

Pour 'autre inégalité:
L’identification de L'(G) et L*(G/H.L'(H)) nous permet d’identifier

LY(G)/(LY(G) * ker(7))™ et LY(G/H.L'(H))/(LN(G) * ker(~))~

Or
(LYG) x ker(y))™ = {f € L'(G/H.L"(H))/ f(x) € ker(v)
, Ve G/H =U}
= LY (G/H, ker(v)). voir((2.3.2), (x)).
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Donc on peut aussi identifier les espaces de Banach
LYCY/(LYG) * ker(~))™ et LYG/H. L*(H))/LYG/H. ker(~ ).
Soit
i+ LYG/H.L'(H))/LNG/H. ker(y)) — LYG/H.L'(H)/ ker(7))
fr— f1flx) € L'(H)/ ker(7).

Alors i est bien définie. De plus

Hf“Ll(G/H.Ll(H))/Ll(G/H. ker(v)) = Hi(f)HLl(G/H‘Ll(H)/ ker(~)-

car les fonctions étagées vérifient cette inégalitée. Donc

Il Lo« kergy - = Hf”Ll(G/H,LWH))/Ll(G/H. ker(~))
< WMoy mrr iy keres)

= HfHLl(G/H,Ll(H)/ ker(~))-

Ceci prouve l'isométrie.
On en déduit que les deux algebres LY(G/H.L'(H)/ker(v)) et
LYG)/(LYG) * ker(v))~ sont *-isomorphes (isométriques). u

Nous commencons maintenant la construction d'une sous-algebre de
L'G/H.LY(H)/ker(v)) qui jouera un role essentiel dans la suite.

2.3.3. Soit py la fonction définie précédement (2.2.5), telle que v(px) =
Py . Alors un calcul facile nous permet de dire que

(px * fxpa) (@) = pX *u (f(T)) *m PA,

pour tout f € L}(G) et z € G. Ici la définition de f(2) en (2.3.1) a été

étendue a tout r € G.
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2.3.4. Revenons a la représentation ~ et a son cxtension =. On a les

formules suivantes:

h ‘[)/\) - P:;.l‘l"/\F(x'!‘,\

= Pr=1nse-a
~(py * fxpa) =< Y(FIANF(x)* A > P«",(J-,)*,\.A pour f € LL(H)-vI‘ cG
=clz. f) <, A>3(x)" A

ot ¢(r. f) est une constante dépendante de . et de f. Puisque A £
C>(H/PY). il en est de méme de F(z)* A . Alors d'apres ([19]). il existe
une fonction vy(r) € L*(H) tel que

"//('U/\(l')) = P’?(:E_l)/\./\ =< ., A > ,7(1‘1)/\

Donc. pour tout f € LY(H)/ker(«) et tout x € G. il existe une constante
c(x. f) telle que

px * fxpax=c(@. f) - va(r) modker(~).

De plus

px *ur(z) * py = va(z) modker(y).

Notons -
p = px modker(v), v(z) = valz) modker(~)
pour les fonctions correspondantes dans l'espace quotient. Alors
p* * (L*(H)/ker(y)) * p = (p§ = L' (H) * px)/ ker(v)

est de dimension 1 pour un z € G fixé et admet v(r) comme base.

2.3.5. Définition:
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On appelle poids w sur G toute application
w: G — RY

mesurable. localement bornée. continue on U, veérifiant

wiz) 21, V. 2 €G
w(z - y) <w(r)wl(y). V.uoyeG
wlz™) =w(x). ¥z € G.

Alors on a la proposition suivante:

Proposition:
La fonction w. ot w(z) = [|[v(@)|| L1 (#)/ker(v) €8t un poids symétrique sur

(G constant sur les classes modulo H.

Preuve:

Nous avons les formules suivantes:

a) ~v(va(z)) =< A>F(x)A

!

et
b)  y(ualzy)) = v(walz)¥ *1 valy))-
En effet:
y(oa(zy)) =3y 'z ) o P
=3y HFEE™) o Pyy)

= [7(y) " ov((ua(@)) o F(W)]F(y) ~ Paa
v(va(x)Y * g valy)).

Donc on a bien que:

valzy) = valz)? x valy) mod ker(s).
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D'ou le fait que

wlay) = llv(x)? * vl 1) ke~
S HI'(“I«')H[,"(//),’km‘t** ' ‘!{(I/) [ AN N
= () wly)

c) lIv(ea(@)ll op = 1, en effet:

(o)l =1 <&A > |- 13 () TIA[L ¥E € M,
—|<&A> M. cars ost unitaire
< JlEl - TP
= [I&ll-

Donc [[7(va(x))|op < 1. D’autre part, nous avons que

[v(ea@DA = < AA> [ [I3(@) A = 1.

Donc nous obtenons que ||v(vx(z))|[op = 1. Alors

w(z) = inf |lua(z)+7|rm
reker(v)
> f +r
_TE}(I; [~ ( NED ’)HOp
= [[v(va(z))l op-
=1

Donc w(z) > 1. Montrons maintenant que w(z) = w(z~1!). Pour ceci on

utilise le fait que
T((oa(z™H)™)) = v(va(e).
v((va(z™H)*)") oa(z™? )
F(@) [y(a ™" ()
() F(z) Paal* ()
( ) P/\/\/ )" ()

i

I
\\)1/\/\/—\/-\

I

-2
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Donc

.
!

wlr)y = el e e = 10D 0 e

. . . ATARE
= ! (. DLy kerin

= HU(CL'_I)HLl(H)/kerm

= w(z™h).

Montrons que w est constant sur H. En effet
F(ea(h)) =33 (r) = 7 (h-tpa).
Alors v(h) = ,-1px modker(v), et

w(h) = [lv(M) s oy jxert) = Un-1Bllor iy ke = C.

out C est une constante indépendante de h. En plus w est constant sw

les classes modulo H. En effet

Donc
w(zh) = ||v(zh)|| Lr(H) /ker(r)

= Hh_lv(l')“LL(H)/ker('y)
= HU(-r)HLl(H)/ker(w)
= w(x).

On en déduit que w est un poids symétrique sur (. constant sur les

classes modulo H. Cette preuve a eté déja faite dans ([27]). a
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2.3.6. Considérons donc l'algebre LY(G/H. ) = LY U . «). formée des
toutes les fonctions mésurables f de G/H = U = exp(u) = R" dans C

vériflants
| flle :/ Jlo)wlr) di < .
G/H
ol w est le poids défini précédement. Alors on a la définition suivante:

Définition:

On définit la convolution suivante dans L}(G/H. ) = LYR". »):

h « hy(exp(u)) = /h( exp(u — u’))h’l( exp(u')) du’.

Vh.h, € LY(G/H,w).

ainsi que l'involution
h*(exp(u)) = h(exp(—u)).Yh € LY(G/H.»).

Le résultat suivant a été décrit dans ([29]).

2.3.7. Proposition:

Les deux algebres

LYG/H,w) = L'(R".w)
et

p* LY (G/H,L'(H)/ ker(v)) = p

sont *-isomorphes et isométriques.

Preuve:

On définit 'application:

A: LNG/H.w) — p* LNG/H.L'(H)/ ker(+)) =
h —s h'/ h'(z) = h(z) - v(x), Ve e U.



Chapitre 2. Quelques représentations unitairves irréductibles of.. 53
Il est clair que i’ € px LYG/H. L*(H)/ ker(~)) * p. car
(Db« p)(x)y=p =g h'(x) x5 p
=plag thte)-cleyy =g p
= h(w) p*xg (v(r)) =g D
= h(r)-v(r)
ot H=L'(H)/ker(v). En plus
Hh'/Hl}*Ll(G/H.Ll(H)/ ker(v))=p — 1Pl Ly
en effet
||h/Hﬁ*Ll(G/H.LL(H)/ker(:v))*f) =/ ”h‘/(l")HLl(H)/ker(ﬂ,)dj'
G/H
= / |h(x)|w(r)di
G/H
= lIhllr ey mw-
k

c'est a dire que A est une isométrie. Montrons que A est un *-
isomorphisme:

e A est surjective:

Soit f € LY(G/H.L'(H)/ker(v)). Donc

(px fxp)x)=p"»z f(x)*g D
€ p* * (LY(H)/ker(v)) p = C- v(r).

Alors il existe h{z) € C telle que
(B* f*p)(z) = h(z) - v(z).

Montrons maintenant que h € L' (G/H.w), en effet:
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Par hvpothese. . parcouwrt G/H. En plus

/ )l di = / ) e o ey i
JG/H

G/H

= / D" * g f2) % Dllorim kv A0
Jaru

= / HZBIHLI(H)/ker(v)H.f('l')HLluf[)/k(\“-,)
JG/H
1B/ Lt (H) /xer(~) A2
< HﬁH%l(H)/ker(v)/ H.f(il/')HLI(H)/kel.(ﬂ v
JayH

< Hﬁ“Ll(H)/kerm)QHfHLl(G/H.Ll(m/km«.n

< 2.

ee \ est injective:

Supposons que h(z)v(z) = 0 dans L(H)/ ker(~). presque partout en .r.

Alors

[h(z)v(z) | L (ay xer(v) =0 p-px
= lh(z)|w(z) =0 pp
N~
>1
= h(z) =0 ppzr
= h=0 dans LY(G/H.w).

Par linéarité on en déduit l'injectivité.

e e o A est *-homomorphisme:

Soient a présent f = (h-v) et ¢ = (hy - v) deux fonctions dans p =



Chapitre 2. Quelques représentations nuitaires irrécluctibles or..

LYG/H.LY(H)/ker(~)) * p. Alors

f = (]( P‘P(Uo) - hy)

/ ANE /(((\p( Piexpluy + a)leiexpluy =« ail
(/H

(exp(—u) [exp(u) exp(—ug — u) exp(uo)h.oh] exp(u))
hi(exp(—u))v(exp(—u))(h™") dhdv

/ / h{ exp(up + w))hi(exp(—u))
G/H

v explug + u))e<P=W (exp(u) exp(—up — u) e‘xp(z./,g)}z()iz)
v(exp(—u))(h™1) dhdu

= / h{ exp(ug + u))hi(exp(—u)) /
JGH JH

v(exp(ug + w))exP(—w (exp(u) exp(—ug — u) exp(uo)h,oh)

v(exp(—u))(h™1) dhdu

= /G/H h(exp(ug + u))hi(exp(—u)) /

JH
(exp(—ug)exp(ug+ujexp(—u)) [U( exp(uo + u))exp—u:| (h()h)
v(exp(—u))(h™1) dhdu

= / h( exp(ug + u))hi(exp(—u))
Je/H

{ (expl —unexp(up +ujexp(—u)) [V( ExP(ug + 1)) _“)]]
* 7 [v(exp(—u))] (ho) du.

Or on travaille seulement modulo ker(~) et

exp(—u)
A/([ (exp(—ug)exp(uptu)exp(—u)) ['U( exp(uo + u))) })
* 7 ['U( exp(—u))]

= ((exp(—uo) exp(uo + u) exp(—u) )3 (exp(u))y (v( expluo + u)))

)

)
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exp(—u))~(v(exp(—u)))

= “(exp(—uo))¥(expluo + u))7(exp(—uy — n))2(py)
F(exp(—u))r(exp(u))y(pa)

= “(exp(—uo))y(pr)

=~ (rytexplug))).

Donc
{(@XP(—llo)exp(uo+u)exp(—ll)) {L( exp(uop + u)) GXI)(_”)”
iy [ exp(—u))]
= vy(exp(ug)) modker(v).

et

f # gl expluo) - ho) = / h(expluo +u))h (exp(—u))
G/H

va(exp(ug))(ho) du modker(v)
= h * h1(exp(uo))v(exp(io))(ho).

Alors A(h * h1) = A(h) * A(h1). Donc A est un isomorphisme.
Montrons que A est un *-isomorphisme.

Soit f € p+ LY(G/H.L'(H)/ker(v)) * p. Alors

(f)*4(exp(u) - h)
= (f(exp(—u)) P (h).

Pour f = (h-v) € p* LY(G/H,L'(H)/ ker(~)) * p. nous avons:

(h-v)"4(exp(ug) - ho)
= [h(exp(—uo)) f(exp(—u0)) P | (ho)

= Acgya(ho)™" h(exp(—uo)) v(exp(—uo)) exp(uo) (pyt)
= h(exp(—uo))(v(exp(~uo)) eXp(UO))*g(ho)-
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Or on travaille modulo ker(~). Alors

~ (v exp(—1ig)) =Pl ) 1)

= f'« ( ('z'e; oxpl =ity ) \)fxwm);(”

= [F(exp(—uo)) (1 (exp(—uo))¥(exp(un))] "
= [F(exp(—uo)) (P\p(llo) (a3 (exp(ua))]

= :(exp —uo) ) (pa

=~ (valexp(uo))).
D’ou le fait que
(h - u)™* (exp(uo))
= h{exp(—up))va( exp(ug)) modker(~)
= h*(exp(up))v( exp(ugp)).

c'est & dire que l'application A est un *-isomorphisme. Alors lex
deux algebres LY(G/H.w) et px LY(G/H.L'(H)/kex(+)) * p sont *-

isomorphes(isométriques). |

2.3.8. Remarques:

1) Deux prolongements I, 1" de q distincts conduisent au méme pouds. car
des prolongements distincts donnent des représentations qui différent par
un caractere.

2) Rappelons que py € L*(H) tel que

~(pa) = Pyx avec A € CX(H/PY) et < A X >=1.
Soit p, € L*(H) tel que

v(py) = P,, avecv € C(H/P') et<v.v>=1.
Alors les algébres

(px mod ker()) * L'(G/H. LY(H)/ker()) * (p» mod ker(~))
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{((p, mod ker(~))« L*(G/H. LYH)/ ker(~)) = (p, mod keri~1]

sont *-isomorphes et homéomorphes. En effet puisque A.v <
C>(H/PY). il existe r € LY(H) tel que ~(r) = Px,. On en déduit

que ['application

(px mod ker(y)) x f* (pn mod ker(~)) —
(r* x px modker(~)) * f * (px *1 mod ker(~))

est un *-isomorphisme et un homéomorphisme pour ces dewr algebres. Il
suffit donc de faire l'étude pour une seule telle fonction p. le sous groupe
H ¢étant fixé.



Chapitre 3

Représentations algébriquement

irréductibles des groupes de

Lie résolubles exponentiels

Dans ce chapitre nous étudions les modules simples pour un groupe
de Lie résoluble exponentiel G. Pour cela, étant donné un A-module
simple V. ot A est une algeébre de Banach, P est un opérateur linéaire
idempotent agissant & gauche et & droite d'une maniere continue sur A.
nous allons montrer que P -V est un PAP-module simple si P -V # 0.
Ainsi que P-V est isomorphe & un sous-module d'un A-module simple de
la forme A/M, ot M est un idéal a gauche de A. Ensuite nous montrons
que notre module simple du départ est isomorphe & A /M. Dans 'autre
sens, si W est un PAP-module simple, nous allons vérifier 'existence
d'un A-module simple V tel que PV # 0 et W est isomorphe & PV.
Donc pour caractériser les L (G)-modules simples. nous introduisons des
nouvelles représentations w% ou p est un multi-indice et | € g*. qui seront

d'une importance capitale dans la suite de ce chapitre. Nous montrons
l
p
nous vérifions qu’il existe une fonction f € LY(G) tel que Popérateur

71'%( f) est de rang un. Ainsi la représentation Tl'% contient un L'(G)-
module simple Vo(ﬁ ) ([23]). Enfin nous essayons de caractériser nos

que les représentations 75 sont topologiquement irréductibles. Ensuite

modules simples par les L'(G)-modules simples Vo(p 4
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3.1. Soit (T.V) un L'(G)-module simple tel ue:
AnnpiyyV = ker(T)/LY(N) = ker(G - ) ([29]).
oit 7 € N. Puisque nous avons que :
(LYG) * ker(y)) ™ C ker(T) (2.2.11);

ot ~ est la représentation de H décrite en (2.2.3) . Alors V
peut étre considéré comme un L(G)/(L'(G) * ker(v)) -module sim-
ple.  Lalgebre L1(G)/(LY(G) * ker(v)) est isomorphe a l'algebre
LY(G/H,LY(H)/ ker(%)). Donc pour étudier les représentations
algébriquement irréductibles de L!(G), il suffit de regarder les modules

simples de I'algebre
LYG/H.L'(H)/ker(y)) = LY(G)/(L*(G) * ker(v))

cela se fera en étudiant les représentations algébriquement irréductibles

d’une sous-algebre de la forme
p* L' (G/H, L' (H)/ker(v)) b

olt p = pymod ker(y) est une fonction de L*(H)/ker(v), et ~(px) est
un projecteur de rang un.

Nous avons vu dans (2.3.7) que p * L'(G/H,L*(H)/ker(~)) * p est
s-isomorphe & L'(G/H,w). Alors il nous reste plus qu'a étudier
les représentations algebriquement irréductibles de L'(G/H, w), et les
étendre & lalgebre LY(G/H, L*(H)/ ker(~y)) toute entiere. D’abord com-
mencons par quelques généralités sur les modules simples, (ou sur les

représentations algébriquement irréductibles).

3.2. Soit A une algebre de Banach. On suppose que A admet une unité

approchée bornée. Soit P un opérateur linéaire agissant & gauche et a
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droite d 'une maniere continue sur A. Supposons que P-4 £ 0. A- P # 0.
que P est idempotent, c'est & dire que P%2 = P et que a-(P-b) = (a-P)-b.

Alors. vu 'existence d'une unité approchée. on a
P(ab) = (Pa)b, (ab)P = a(bP); Va.b e A.

Alors on la remarque suivante:

3.3. Remarque:
Soit (T. V) un A-module simple. Fizons v € V non nul. Alors P agit

sur V' tout entier par:
P-(T(a)v)=T(P-a)jv, veV etv#0

et
T(a)(P-v)=T(a - P)v

car V = T(A)v. Cette action est bien définie vu ['existence d une unité
approchée bornée.
La proposition suivante est un outil considérable dans la construction et

la classification des modules simples:

3.4. Proposition:

(1) Soit (T, V) un A-module simple. Soit P défini comme précédement
tel que P-V #0. Alors P-V est un PAP-module simple.

(2) Soient (T,V), (T",V') deur A-modules simples. Supposons qu il

existe une application ¢ telle que
¢$: PV — PV’

Soit un isomorphisme PAP-linéaire. Alors ¢ admet une unique exten-

sion en un isomorphisme A-linéaire entre V et V'.

Preuve:
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(1) Ecrivons T'(a)r =a-v pour v € V. Soit £ € 1 telle que P-& # 0.

Alors A - (P€) =V car V est un A- module simple . Donce
PLADPS)) = (PAPNL =1

Dou le fait que PV est un PAP-module simple .

(2) Soit w € PV. alors Pw = w # 0. De méme soit w’ € PV’ tel que
w' = o(w). alors Pw’ = w' # 0. Alors si une extension ¢ de o existe. il
faut avoir

/

Ola-w)=a ®(w)=ao(w)=a-w.

(a) Montrons maintenant que ® donnée par
d(aw) = aw'.Va € A.
est bien définie. ¢’est & dire que
aw =0 < aw’ = 0.

Or

aw # 0 <= aPw # 0, car w = Pw
& AaPw =V (car V est A — module simple)
<= PAaPw =PV
— ¢(PAaPw) = ¢(Pv)
& (PAaP)w' = PV’
e AaPuw' =V’
(car AaPw’ # 0 est un sous-espace invariant de V')
> aPuw #0
(car V' est A- module simple)

= aqw’ # 0.
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Do le fait que ® est bien définie sur V' tout entier car 4 -w =17 De
plus ® est injective.

(b) @ est A-linéaire par construction.

(c) @ osr surjective. car tout élément ode V7 penr <TOerive comnne
V= auw’ puisque w’ # 0 et V' est un A-module shmple. Donc ¢ ext
I'image de aw par ®.

(d) La restriction de ® sur PV = est égale a ¢. En effet.

soit v € V. alors
&(Pv) = ®(Paw) = ®((Pa)w) = Paw’ = PaPu’
= PaPo(w)
= o((PaP)w)
= ¢(Paw)
= o(Pv).
Ceci démontre (2). [
3.5. Proposition:
Tout A-module simple (T, V) peut étre identifié ¢ un A-module de lo

forme A/M ou M est un idéal a gauche. Plus précisément. M est max-

imal modulaire (voir ([6]) pour la définition).

Preuve:
Par ([6]). [ |

3.6. Corollaire:
Soient (T, V). (T'. V") deuz A-modules simples. Soient 0 # w & V.
0#w €V’'. On définit M,, comme

M, ={ae€ A|T(a)w =0},
de méme on définit M, comme

My ={a€ A| T (a)w" =0}.
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Alors si M, = My . nous avons que les deux modules (T.V). (T.17)

sont €quivalents.
Preuve:
Par (3.5). |

3.7. Soit (S.W) un PAP- module simple. Soit (1. V') une extension
simple de (S. W) telle que PV # 0. Soit M, I'idéal précedent

My={ae A | T(a)w =70}

ot w € W.et w # 0. Comme W est un PAP-module simple: alors
S(PAP)w =W.

Proposition:

Sous les hypotéses précédentes, lidéal M, est donné par
M,={zeA | S(PAzP)u = 0}.

Preuve:
Soit z € A. Alors

reM, =Taxw=0T(z - Plw=0
— T(A -z - P)w=0
e S(P-AzP)w=T(P-A-zP)w=0.

car si T(AzP)w # 0, alors T(AzP)w = V (par simplicité de (T.V7)).

Donc
P -T(AzP)w =T(PAzP)w

~P. V0
—W 0.

D'ott le fait que M, = {z € A | S(PAzP)w = 0}. On peut remarquer
que MyP C My.et queVa€ A, a—aP € M, [ |
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3.8. Proposition: Soit
A\[u' - {‘1‘ € A“l { ‘SV(P:‘LI'P)H' - ()}

lidéal précédent. Alors le A-module A/AL, est un A-module simple.

Preuve:

Soient aj.as € A tel que a; € M,,. Alors
ay € M, <= Jap € A tel que S(Pagay P)w # 0.
Comme W est PAP-module simple, il existe by € PAP tel que
S(bo(Pagar P))w = w;

on pose by = bgPag € PA, car by € PAP. Donc par choix de by nous

avons que

S((b1a1P>)w =w=Pw ----- (*)
car Pw = w. On montre maintenant que

((12[)1)@1 = Qs mod ]Vfw
— (a2b1>a1 — a9 € M,
— 0 = S([Pa(az — (azb1)a1)P))w, Va € A:

or
S(Pa(as — (azb1)ar)P)w = S(PaayP)w — S(Paasbiay Plw
= S(PaagP)w - S(PaagP)w = 0.
Yw e W dapres (*).
Donc

(a1b1)ar = az modM,,

= ay = (azb1)a1 mod My,
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¢est a dire A-ay /AL, = A/M,,. Do le fait que A/, est un A-module

simple. |

3.9. Proposition:
Le PAP-module simple (S,W) est isomorphe a un sous-module d
AJM,,.

Preuve:
On pose N = M,, N PAP. Alors on définit:

¢: PAP/N — W

a — ¢(a) = S(a)w.

On peut remarquer que l'image de ¢ parcourt W tout entier car 1V est
un PAP-module simple. Par construction ¢ est PAP-linéaire. De plus o
est un isomorphisme de PAP-module simple. car W est un PAP-module

simple. |

3.10. Remarques:
1) Les deur A- modules A/M,, et AP/M,P peuvent étre identifiés par

lisomorphisme ®
®: AP/M,P — A/M,
z+ MyP=zP+ M,P— v+ M,.

2) On peut déduire que 'extension (T, V) de (S. W) considérée en (3.7.)

est isomorphe & A/M,, ol
M, ={r e A| S(PAzP)w = 0}

d’aprés (3.4.).

Dans la suite nous identifierons donc les deux modules A/M,, et
AP/M,P. Pour raison de simplicité nous travaillons essentiellement
avec le A-module A/M,,.
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3.11. Revenons a notre algebre LY(G/H.L'(H)/ker(~)). Ou pose
A = LY G/H.L'(H)/ker(~)). Soit p = py wmodker(~) telle que
pa € LYH). ~(py) = Py Alors p agit a gauche et a droite sir A par
convolution. Soit {72V un LY G-module simple rel que Aoy oy V=
ker(G - 7). et 7. v sont les représentations définies en (2.1.2) et (2.2.3).
Alors (T. V) est un LY(G/H, L*(H)/ ker(~))-module simple par (2.2.11)
et (2.3.2). En plus nous avons que T(p)V # 0 (2.2.10). Alors T(p)V est
un p * A * p-module simple (3.4). Or

px LY (G/H.L'(H)/ker(v)) * p

I

LYNG/H. )
LYU.w) = LYR". &) (2.3.7).

1%

Done T(p)V est un L'(R", w)-module simple. Soit S la restriction de
T sur L'(R", w). puisque cette algebre est commutative. alors § est un
caractere yr. Donc on en déduit d’apres (3.5) et (3.7) que notre module
(T.V) est isomorphe au module simple A/M,. ot M, = {f € 4 |
xT(P*x Axfxp)-w=0}et0#weT(pV.

3.12. Soit (7. V) un module topologiquement simple sur un espace de

Banach tel que m{L!(G)) contienne un opérateur de rang fini. Soit

Vo={€eV|3feLYG) tel que n(f) soit un

opérateur de rang fini et £ € im 7(f)}.

Alors V; est un sous-module simple de V', en plus Vj est unique ([23]).

3.13. Nous allons maintenant construire des représentations induites ~p
sur des espaces LP(-). ou p est un multi-indice.

Soit g € n*. et [ € g* tel que I/n = g et [/h = r . Dans la suite nous
utiliserons la décomposition de g . ainsi que le sous-groupe H = exp(h)

et les représentations v € H et ¥ = 7, € G introduites an chapitre
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précédent. Rappelons la décompositon de g:

gll) +n=n=u

aly) ={gl/)+n) 1w

=nzugto
=nZsus X =)V,

ot X. Y sont les sous-espaces définis en (2.1.4). Donc

eth=vEn=X5)Y. Onposet=08n Alorsh =t =D et

g=udh

=uptae X ).

Soient

K = exp(f), X = exp(X), Y = exp(}).

Soit p¥ la polarisation de g dans n définie précédement( 2.1.4). Rappelons
que p! = (p° = V) est une polarisation de Pukanszky de I/ = n. ainsi
que der =1/ (2.1.4). Enplusp=ud p% & Y est une polarisation e
Pukanszky de [ dans g (2.1.4). Soit

n=ngOn; D+ Dng DNk = {0},
une suite de Jordan-Holder du g -module n. Soit I = {1 | pY +n, #
pl + i =0, -k} ={0< 0 < Sy < k}. Posons p;, =
pO + 0. j=1l.--met pmy1 = pO. p; = n. Choisissons un espace

v; C p; tel que

v BPj+1 =P vi=1.---m.
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Alors
m o
> vi=pl=n
J=1

En plus

,,-

o Z 0; — N/P"

j=1

(o1, Om) — exp(oy) - - exp(o,) - po

est un difféomorphisme ([31]). Posons

hy =Y @p;, powr j=1Ll---m
g, =U3)Yop;, pour j = 1l.---.m
Alors
hh=Yep=Von,
g=UsyYsmn=UsY=on
et
Brts =V & Pmin =V S =
Bm+1 :U@y@Pmﬂ:U%y%po =p.
Nous avons que p;/p;j41 est un h;+1-module. Appellons cette action A;.

Soit H; = exp(h;). G; = exp(g;) pour j =1.---.m. Alors on définit

N Hip — RY
hjyr — Dj(hj1) = gtrds(108hs+1),

A est un homomorphisme continue de Hji 1. En plus p;/p;+1 est un

G(l)-module. Donc on peut définir une extension a G tout entier pour

Ay

Soit p = (p1,- - . Pm) € [1,00]™ un multi-indice. Alors on pose

mo
H"
J

'ml'-'
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L H o
On définit les représentations ~; = 111(\H‘}+1( vie1.Dj ). pour j o= Lo,
e .
el = X et T o= 1nde+l(7rJ-+1.pj). pour j = l.--.met T, = \/.
Alors ~? = indt(~5. py) est une représentation de Hy = Y - N Do
1 7,052 P I

menie 71 est we représentation de Gy =03\
P , . . . H 5o ..
On définit la représentation ~; = indg (71.2). ainsi que 7, =
e 5 . .
111dG1(7{’, 2). Les groupes H et G agissent sur H. et H_: respective-
! ‘ﬁ
ment par translation a gauche.

D’autre part on peut remarquer que

v = mdgl (( indg; (v2.01)).2)

= indf] ((indjf (- - -(ind 37 (Xro pm)) - - 1))

[\
—

Nous définissons les espaces

Ep, (Hy/Hypr o) ={6: Hy — &y
£ continue & support compact modulo H; 4

| €(hihy) = vj+1(hjp) ™!
AT (hy) - €(hy),

£ MIWPidh = LlE|Pr
«f o e = el

Vh; € Hj, hj+1 € Hj 1} . pour pj # i

ExolHi/Hyjr1,vi41) ={§ Hj — &1
¢ continue & support compact modulo Hj1
| &(hjhjr1) = vie1(hye1) ™ E(hy).
Vh; € Hj hjy1 € Hjpr. et [[€ll < o0}
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Es(H.r) = {e:H—C:¢ continue a support compact
modulo Pt tel que £(hp) = x{p)- N (pr&h).
vh e H, pe P! et

H . ... ‘
el = (./H/H1 l(‘- Hi/Hs (‘.///,,. r

S explen) -
eXp(vm)\Pmdvm)p_ﬁT c ‘pld,vl)ﬁiz (/h,)% < x:}.

et

Ep (G, /Gyrrmin) ={€: G — Epyirc

¢ continue a support compact modulo G,

i
by

| £(gj9501) = Tjsalgyr) " B0 (g5+1) Uk

Vg; € Gy, gj+1 € Gj1 et
74 lE(o)IP i = €Nz}
G;/Gj+1
pour p; # o0
£o(G;/Gysr.mjp1) =161 G5 — Epyin

¢ continue a support compact modulo Gj+1

1€(g59541) = 7Tj+1(9j+1)_1£<9j)-
Yg; € Gy, gj+1 € Gy et €]l < ).

E(G ) ={§:G— C ; ¢ continue a support

compact modulo P tel que £(gp) = x1(p) - AT (p)€(q).
Yge G, pe P et

G _ cexpluy) - -
g = wf ([ et el

exp('um)lpmdvm)p_}; R \pldvl)ﬁl2 Clg)% < Qo}

Nous écrivons H,, = LP3 (H;j/Hjs1), Ha, = LPi(G;/Gj+1) pour le
complétés de EPj(Hj/HjH,”/jH) et &p, (G/Gj+1.Tj+1) respectivement

pour la norme ||-||p,, et L™ (Hj/Hjs1), L>®(G;/Gj+1) pour les completés

de Eso(Hj/Hjsr.vi+1) €t E00(G;/Gjs1.Tj+1) pour la norme | lloo- T

cl



[
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les espaces H,; = LP(H/P'.x;), H,. = LP(G/P. x;) des représentations
‘ b

Yo 7r§3 respectivement sont les completés des E5(H.r), E5(G. 1) pour la

norme || - ||5.

Alors on a le théoreme suivant:

3.14. Théoréme: La représentation ~y5 est topologiquement
irréductible. De plus il existe f € L'(H) tel que l'opérateur ~5(f) soit

un opérateur de rang fini.

Preuve:

Nous avons que v3 = v = indpix, et 2 = (2,---.2), ainsi que AT () =
2 P
A,—/

m fois
H;nzl A]%() =A() = e3 trady )
Calculons le noyau de l'opérateur v5(f) ou f € L*(H):
Soient £ € ES(H/P!, x,), alors

(1)) / e (z) dy

_ / F)E!
H

- / Flay)Ey™) d
H

— [ty A7 wEw dy (187.(2)

_ T -1, -1y A—=1l/,, . AH(h)
—y{w R BRI

£(y-h) dh dy (1.3.7,(5))
S o R
H/PYJ Pt

Ag(h) —— (Dpi(R)\? .
A (Zog) €w) dndy

74 Fahy™Y) - A )AT (W xe(R)E() dh dj
H/PJ P!

= ]'{ frvs (2 y)E(y) dy,
H/P!
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o1l

L

fo ey = [ flahy™) - Ay ) - AT (h)x(h) dh.
Jpt .

En plus f2 ) vérifie:

1

o (whoyh!) = AF(R) - A7 () (B (W) fr, (2 ).

vh.h' € Ptet1— % = Z;_”:I(l _ 7}]—)

Ainsi on peut déduire le noyau de 'opérateur ~(f):

fatwy) = | Flahy™) AF ) AT (h)xe(h) dh.
De méme f, vérifie
Foleh.yh') = AF(R) - AT(R) - X (h)xr (R) o (2. y). Whoh' € P
Soit F € ES(H/P! x H/P!. x,) tel que

F(zh.yh') = 5% (h) - A3 (K% (R)x-(R) - F(z.y).

On montre qu'il existe g € ES(H) telle que l'opérateur v5(g) admette

comme noyau la fonction F' | c’est a dire

ou

Soit



Chapitre 3. Representations algébriquement irrédictibles des... T

ol é — 5 = Z'}” l(% — L), Test clair que Fy € ES(H/PY x H/P'.\ )

Pj

En plus

7%(,1'[)) - A_Tki% (yp' Y E e yp’
DUl
L _l
TE(yp') - AT (p) TR (P

Estop yp) =

&
=
>
II
wa|~

= AT (p)AE(P) X (p) - o (p) - Faley).

Alors d'apres ([23]) il existe fo € ES(H) telle que l'opérateur ~(f2)

admette comme noyau la fonction F5. Donc

= Bl(y)/ (AT 5 fo)(@hy ™) - ATF(R) - Xo(h) dh.
Pl

D’ou l'existence d'une fonction g = (A:?i+% - f2) € ES(H) telle que
I'opérateur v5(g) admette comme noyau la fonction F'.

Montrons que vz est topologiquement irréductible. Soit n € H,, =
LP(H/P', x.) un élément non nul et on veut montrer que n est cyclique.

¢'est a dire que

vp(LY(H))n = LP(H/ P, x»).

Soit € € ES(H/ P!, x,). Alors pour F = £ E clest a dire que

F(z.y) = &(x) - E(y).
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il existe f € ES(H) telle que

ol P () = { Flru) - gl 0
JH P
- 74 e(x)- () - nly) 4o
H/ P!
_ £(o) 74 n(y) - ) di
JH/pP
=&(x) <n.§>reLi

ot g = (q1. -+ qm) et 51- + pi =1.Yj=1.---.m. Doli l'existence d'une
J J

fonction dans ES(H) telle que v5(f) = Pee. Nous avons deux cas:

1) <1, >ps a7 0. Alors

?/;a(f)n = Pﬁ,é(ﬁ) =<, >prpif

=~ — 1.
"\ s )"

D’ou le fait que
¢ € vp(L (H))n C Moy = LP(H/P. xr).

2) < n,& > pa= 0. Alors choisissons une fonction & € ES(H/P'.\,)
telle que

<EL.E>#0, et <n.& >popiF .

Alors il existe une fonction f/ € ES(H) telle que ~5(f") = Pe, ¢ De
plus

vp(fx fm=<mn& >rera - <&.E> S

Donc é =p <<£1-'W>Lﬁ,1L(7'<€lv£> ) (f * fl)) m- Alors

£ € vp(LY(H)n C Hoy,
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Du 1). 2) nous avons
S(H/P'. x,) Cvp(L"(H))n C H,, = LP(H/P'. x;).

Alors 1 est cyclique. I en resulte que ~; est une representation
topologiquement irréductible. En plus il existe une fonction f € L'(H)

telle que l'opérateur v5(f) soit de rang un . |

3.15. Remarque: On peut remarquer que la représentation ﬂ% est
aussi irréductible par une maniére analogue a celle de la proposition

précédente.

3.16. Nous allons maintenant étendre la représentation v5; de H a G
tout entier. On définit une extension %5 de ~y; de la fagon suivante:

(1) Hy, = Ho,

(2)3p(h) = 7p(h). Vh e H,

(3) (3506 (h) = AT (X - h-1),

pour tout §£ € H,, et t € U. Alors 75 est bien définie. En plus c’est
une représentation topologiquement irréductible, car c’est une exten-
sion d’une représentation topologiquement irréductible. D’autre part
elle est équivalente a la représentation 7r définie en (3.13)( par une

démonstration anolgue & celle de ([19]), dans lecasoup =2 = (2, -+, 2)).

m fois
Dans la suite nous identifierons donc les représentations 5 et Tri;, ainsi

nous travaillerons seulement avec la représentation Wg.

La proposition suivante jouera un role essentiel dans la suite de ce

chapitre:

3.17. Proposition:
Il existe une fonction f € L'(G) telle que l'opérateur W%(f) s0it un

opérateur de rang fini.

Preuve:
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Soit € € ES(H/P'. x,). Onpose Fy(x.y) = A—E( )-T(/(—)~£(fz'f“L)-?(r/) =
(Wﬁ(f DY) - E(y). H est clair que Fy € ES(H/P! x H/P'. \,). Donc
Capres (3.14). il existe une fonction gy dans ES(H) telle que lmp( raren
-ty soit le projectenr P -0 e oo Cholsissous e foteriow o 00 datis
C'>(U) et posons f(t-h) = a(t) - gi(h). pour t € 7 et h € H. Alors

f € LYG). De plus
//fth h) dh dt

// rl(t)ml(h) dh dt

—/a(t)wl() 5(ge) dt
.

= Pg}g : / a(t) dt
JU
=C- PE-@’

d'ou l'existence d'une fonction f dans L'(G) telle que 'opérateur 7 j (f)

soit un opérateur de rang fini. |

3.18. Corollaire:

le sous-espace

b — (€€ Hw%, 3f € LYG) telle que l'opérateur ng(f)
soit de rang fini et £ € im Wﬁj(f)}

est un LY(G)-module simple.

Preuve:
Par (3.16) et (3.12). |

3.19. Nous aurons besoin de formules plus précises pour les noyaux.
C’est pour cela qu’on utilise une décomposition plus fine. Rappelons
qeh=v=ndw=0&ndYeX =taYaX. Alos LP(H/P'. y,) =
LP(H/P'.x,) = LP(K/P° x;) @ L*(X).
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C'alculons pour & € Lt LP(H/PY. xr). fe ES(H) ) Popérateur ~;( f):

EPAISIIS / [l b e T b d e
wJK

/W/fw.,_

wo k' w-wTh o) dk dw
/ / flw-( _1k’ ~k)§(k'”1w_lqv’) dk dw
W

//f Y kY AT
w

(k- w'a') dk dw

///f(a:m(y) Ky k) B!

gk (x-y)~ta) dk dr dy

///fxy) (@7 ) kY Aa(k)

(z™ ") (2 T Lo ta")) dk da dy

///f o) (V7R R

AH k)_ (y) e—z<rlog(y
. o i<rllos(y). log(z~ )]>£(k 1. 2") dk dx dy

///f -z y) ((ziy) Gy koY)

AH(R A_ﬁ (U) —i<r.log(y)>
. g i<r[log(y) log(z Woe(k -2t dk dx dy

///f .(((r'-.rx).y)-lk,).k#l)

AH(k (y) e—z<r Jogy >
. e—i<r-llog(y), log(X)]g(k z) dk dz dy

///K/PO Pof(( ey



Chapitre 3. Représentations algebriquement irréductibles des... 79

go= Lyt _
(u-l T y) k/) - po - L 1)
'AHU’“)vl . A%(U> . e—i<r.log(pg)> _F,—/<r.lug(y)>?>
P_Kr'{log(”‘log(xnE(k' -r) dpo die dr dy.
L. o [\' — o I\’ A e . P A I
o oo ) - . D PINER ST A h LTI Hoh == o
Solent p; indpolyg. Pl et p il oy, erivons for i =
y- k). k € K. Alors le noyau de l'opérateur ~5(f) considéré comme une

fonction en K/P% x X est donné par

(%) f((k:’.‘r’) /f ))pp(((-r“-r*‘)-!/)'L/\,./’.Ar)

/) —L<rlogy> . €*i<r.ilog(l/) Jog(x) 1>(]U

ou
FUE - h. 1/))pp(((xl'fl)'y)_lk'-k) = [ fU" T y)
Jp,
) (((r'-x”)"u)“‘k/) po- k™)

A (k)L eTierlosen) > g,
Ainsi on peut conclure le noyau de I'opérateur ~(f):
(o) SR G2y = [ el )R
JY
A:?_l(y) K €—i<r.1ogy> . e—L<r log(y).lo dU |

r_)———l.

3.20. Choisissons une fonction u € ES(K/PY q) telle que
Prenons pour tout (z,y) € X x Y une fonction g(z.y) € ES(K) telle

que
92, ) g (k' k) = (VK - (k).

= A7, =L

Pt)

\ 10l

PO

T~ e

Alors les noyaux g(z,y)p;. 9(.y)p, coincident . car A
donc les formules pour p; et pg sont les memes.
En outre soit A € ES(W, x,) telle que [A]z = 1. On définit une fonction

a comime

(l(;l,y) — /X )\(’L . u)/\(u) . ei<r,[1ogy,10gu]> i logy> . A ( ) du.
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Alors @ est une fonction a décroissance exponentielle en r.y. par
définition de espace ES(W. x,.). On pose pa(r.y)(k) = pale -y -kl =
ata ) - gleo) (k). I est claiv que py est dans ESCH ) car pyoest aode-

croissauce exponentielle en ooy,

3.21. Proposition:
Pour tout p € [1.>c]™ l'opérateur v5(px) est un opérateur de rang un .

Ainsi que ['opérateur ~(py).

Preuve: Regardons le noyau de l'opérateur ~;(py). Alors nous avons

(fue

IJA(R‘/J?/,k‘;z?)%j = /Yp/\(((;p’ . J;—l)‘y))pﬁ(((x’-r

—1

. AT(y) . e—'i<r.log'y> .e—zﬁ<r.{log(y).log(x)]>dy

)T

k. k)

ro=1 —1

= [ ol gl gy (T

; . ) —1
_e—l,<r.[log,yloga:]> e i<r,logy> AT (‘,l/) dy

K k)

1

= / a((z' -z - y) - p(EF DT ) (k)
JY

€—1<r [log,ylogz]> | L<rlogy> A ( ) dy

= p(k') - u(k // By w)A(w)

e t<T [logy,logz]>

gt <r-llogylogul> . A3 (y) - AT (y) du dy.

Pour p = 2 = 2, nous avons que

pa(k'z’ k) = p(K)AE) - m(k)A (D).

et pour p # 2 nous avons que

pr(k )y = ) i) [ [ M a7 ) A

ez<r logy.logu]> | —L<r (logy .logz]>

AT

S

(y) du dy.
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L_1 < .
Ecrivons A2 77 (y) a l'aide des racines. Alors

Ay = oDt

On désigne par (;19: — 5)() le vecteur Z p— - %)tr/\j(-) . considére

comme un élément de X en identifiant X & l'espace dual de Y par r.
c’est a dire que

)trA;(log(y)). vy €Y.

T{

l\.’)lr—-t

UL
—(-). log(y)] = ;(;

Fj

T
| =

La fonction A est a priori dans ES(W.x,). Or cet espace peut etre
identifié avec un espace des fonctions analytiques sur X qui admettent

des extensions complexes ([2]). Alors

(K ), = (k) ) | / e u) - M)
ei<r',{logg{.logu] .e—z<r[logy Jog(z —3i> du dy.

= u(k") - plk) - A" =
Donc
AR T kz)s, = (k) - Apla') - (k) - Rp(2).
De ce qui précéde il en resulte que
(paEKa) = / / £, (ke K'a!) - (k) da dk
/ / (") - Ax') - ik - A(x) - E(kz) dv dk
(/Po
- u®>\,u®>\( ) (kl ,)

Donc ~(py) est un projecteur de rang un. De méme on peut déduire que

~5(px) est un projecteur de rang un, car vp(pr) = u® Ao R N5 |



Chapitre 3. Représentations algébriquement irréductibles des...

2
3.22. Rappelons que pour t € G(I). nous avons
(ZLOEK 2y = AT (1) (h) - €0 k)
Soit g(t.r.y) € ES(K) telle que:
gt ey, (K k) = D) ()™ (R Tk,
On pose v (t)(x.y. k) = g(t.z,y)(k) - a(r.y). Alors v'(t) € ES(H). En

plus

v%wvx-hﬂkx>:;/’M(ﬂ«nﬂ-x—w,m>%<“““‘”ﬂ>‘khk>
Y

-1 . . s Moo -
AT (y) . €—L<I‘.100y> e i<r.flog{y).log(x)I>

x)] dy
= [ al@ a1
Y
-wmffwmwwfwﬁum
) —i<r.logy> | 6—/<1 llogy.logz]>
/ al

(1 y’((‘”"‘”""y“k:’)) - 7i(k)
a((@ z7Y) - y) - AT (y)

e—z<r,logy> . e—1<r.[logy.logx]> dy

dy
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ainsi que
(t) = 52( - ®Au®>\

Remarque:
Son‘ I! € g un autre prolongement de ¢ o G. Choisissons une fonction

" de la méme facon précédente en remplagant [ par I'. Alors
o) = e (t) - vl (t) modker(v). vte U

car les repwsentatwns 7T£) = 77LdGYl/ et T, = mdC , différent par le
caractére xi—p (2.2.13). Autrement dit, si I' et | sont dans la meme

orbite, alors jor(:ement l/u =1, et donc
of (1) = vl (t) mod ker(7).
3.23. Fixons un prolongement lo € g* de r tel que lo /u=0. Alors
vl (t) = xu(t) - vt (t) modker(v). Vi € U.

On pose

u(t) = v (t) = xu(t) - v'(t) modker(~)

et
(1) = [ O Ly ker = 0@l om e

Alors w est un poids de G(I) ( 2.3.5).
Rappelons les resultats suivants:

(a) AnnLL(N)VO('ﬁ'” = ker(ﬂ'ﬁj)/u(m = ker(G - 7). ou T comie
précédement. comime ker(w%)/N = ker(my),n (car Vopératewr wh(n) a

les mémes formules que wh(n)).

(b) ker(ﬂ%)/Lx(H) — ker(v); par (2.2.10).

(¢) LYG) * ker(v) C keI‘(ﬂ'%); en particulier (w%,Véﬁ'l)) peut étre con-
sidéré comme un L!(H)/ker(7)- module. par (2.2.11).
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(d) Soit py € ES(H) C L'(H) la fonction définie en (3.20). Alors
.l .l -

pa - Vol = wlh(p) Vg™ # 0. par (2.2.15).

3.24. Nous allons garder les sous- algebres particulicres quon a construir

cn (2.3): aiusi que leurs proprietés. On pose p = pymodker(~ ). Alors

nous avons que

(1) A= LYG)/(L*(G) * ker(y))™ = LY(G/H. L' (H)/ ker()).
par(2.3.2)
(2) p= LY G/H,L'(H)/Xker(v)) *p = LY G/H.w). par (2.3.7).

ol w est le poids défini en (3.22)

3.25. Revenons & notre module simple Vo(ﬁ‘l). Puisque L'(G) *
ker(v) C ker(ms) (2.2.11); alors Vo(ﬁ'l) peut étre considéré comme
un LY(G)/(LY(G) = ker(y)) -module simple. Alors m5(P)VY est un
px LY(G/H,L*(H)/ ker(v)) * p- module simple. Par conséquent ﬂé(ﬁ)VO’—’
est un L'(G/H.w)-module simple. Donc w%(f))vo(ﬁ‘l) est un LY (U.w) =
LY(R",w)-module simple. Puisque L'(R",w) est commutatif. alors la

restriction de T(':é sur B = LY(R",w) est un caractére x, (Lemme de
P

L

/B Nous avons que

schur). Calculons la restriction de 7

B 0H) =m0 0 P,
F (1) 010 (1507 0 @y @e)
() AL (ng(t)—l Oﬂ'é(p,\)> voir (3.22).

L’isomorphisme (2) est défini de la maniere suivante:

LNU,w) — p*LYG/H.L'(H)/ker(7)) =P
h — K (t-s)=h(t) -v(t)(s), VteU, se H

ol v(t) est la fonction définie en (3.23).
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Soit £ € V(f_’. et W € px= LYG/H.L'(H)/ker(~)) * p.Alors

/ /
[

[ ] i mie
N / / hlt) U(t)(‘s)”é(t)ﬁé(s)(Wﬁs(P,\)E)(.U) ds dt
= ), e

(L) (y) =

S )(7'7([)\ ) ds b

h(t) - xa(t) - vl (1) - mp(t)
H<<mm<wwu

= [ -t 27 0 o) 5000
(ﬂé(px)é))(t‘lyt) dt
= /Uh(t)‘Xl(t)-A;l( ) oxlt) - (7 lg(t)_l

”%(PA) ° W%(px)i)(t_lyt) dt

:mexﬁya%m¢ﬁmw¢@mmmﬂ

= [ 1) Xy (0~ a0
= (XL (M@ - E)(Y).

ou xﬂ,%(t) = A%_%(t) xa(t) -

Remarque:

Pour un autre prolongement ' de q, nous avons

Xzt (t) = xv—i(t) - X (F):

Alors si l' et | sont dans la méme orbite, nous avons

pk (t) = Xrt (t).

Alors nous avons la proposition suivante:
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3.26. Proposition:
Le poids w défini en (3.22) vérifie
SO A-LreeAn

{";4_]:1 2

< L. vt = G

Preuve: Le caractére x,. est une forme linéaire continue de p *
P

LYG/H.L'(H)/ker()) xp = L' (R™. w). Alors

Yol < I fllor ¥ € LNR". )

|| FE)x(E) di] g/ F(D)|w(t) dt.
R" Rn
Vfe LYR™ w).

Donc

3.27. Corollaire:
Le module Vo(ﬁ'l) peut étre identifié avec un A-module simple de la forme
A/Z\/wal , Ol

p

My, ={f€A| xu(pxAxf)=0. €€ yoy,

L
5 P

Preuve :

Par (3.8). n
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3.28. Nous allons prouver maintenant que pour tout caractere y continu
sur L*(R™.w). nous avons que

i

\ig) < oiglovg € GU.

ou O'(g) — 6% Z;n:l[tr/\j(logg)’

. Rappelons que ce raisonnement s’inspire
de la détermination du poids qui a eté faite par Poguntke ([29]).

Soit x € u. Soit t € R. Soit D = adyx : h — b la dérivation associée
de b. Soit D = Dy + D, la décomposition additive de Jordan-Holder de
D telle que Dy soit la partie semi-simple et D,, la partie nilpotente. telle
que [Ds, D] = 0. Dy et D, sont des dérivations ({33]). Soient exp(tD;)

et exp(tD,) les automorphismes de H tels que les diagrammes

ExpD,) ExptD,)

epr } exp et exp[ [ exp
exp(tD.) exp(tD,)
H : H —

commutent. Alors
exp(tDs) - exp(tDy) = exp(tD,) - exp(tDs) = Ad(exp(tx)).

La polarisation p! est u-invariante. Alors elle est donc invariante par D,
et Exp(tD;).
Décomposons la représentation 7y en deux parties w5 et my correspon-

dantes aux exp(tDs) et exp(tD,) respectivement. Rappelons que

(2 exp(t2))@)(y) = AT (exp(tz)) - xu( exp(t)) - o( Ad exp(—tz)(y));

pour toute ¢ € L2(H/P') o P! = exp(p'). On considére les groupes
H™ =R x H, H®> = R x H sur lequels le produit semi-direct est défini
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NN

respectivement de la fagon suivante:

(t.h)y-(# h)y=(t+t. exp(—tD,)h-1")
) () =+ expl—tD ol b

S

Ainsi on définit les représentations mp". mo®:
(m2" (1)) (y) = @(exp(—tDn)(y))

-1

(m2* (1)) (y) = A2 (exp(tz)) - xi( exp(tz)) - (exp(—tD,)(y)).

ma(exp(ta))g)(y) = AT exp(l‘r - xi(exp(tr))

(
- p(exp(—tDs) - (exp(—tDy)(y)))

!

(
(
3.29. Soit f € LY(H). On définit la fonction f ¢XPUP) pay

fEXPUDn) = f(exp(tD,))(h)). h € H.

(73 (t)oﬂ'z () y) = ((RY (1) o 73 (H)) ) (y).

Il est clair que ceci induit une action isométrique sur L'(H)/ ker(~).

Choisissons deux fonctions by, ¢; € L'(H)/ker(v) telles que

(b)) =< v >mt) v teR
et

er) =< v >alt) v, t R,

avec Vv = 1 & A et u, A sont les fonctions définies en (3.20). Alors on a

la proposition suivante:

3.30. Proposition:



Chapitre 3. Représentations algébriquement irréductibles des... N

Soit ¢! la fonction définie comme précédement (3.22). Alors

derplte)) = b, P mod kevis ).

Preuve:

Nous avons que

~(v'(exp(tz))) =< v > wé(exp(m))*ly

D autre part

expitD, exp(tD,
(B EXPUPRY ey = (5P Y 0y (er)

“Loy(by) o mh(t) o v(ch)

i

> (t _loPu.yO%‘g(t)o"“ (tyl oP,y

(t)
t 1o W;(t)—l oP,,0 P,
(t)

o3

s/ —1
omy(t) o P

exp(tD,
On conclut que v'(exp(tz)) = b, PUD o mod ker(7). |
Démontrons maintenant deux lemmes dont nous aurons besoin pour le

reste de ce chapitre.

3.31. Lemme:
La fonction b, définie en (3.29) vérifie

16ell L2 (k) fcerim) < B o exp(tx)):

ot 3 est une constante independante de t.

Preuve:
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Nous avons ((ue
h/p! = h/by —hi/pt =h/by ngp” (3050,

Or h; est un idéal de b (car elle contient n). Soit B = (ro(.- - .1,
des vecteurs D,-invariants de b telles que h = >°" | Rro; = by, Dautre
part comime D est un opérateur semi-simple. on peut choisir les espaces
(07.---.0,,) définis en (3.13) de telle sorte‘qui solent D -invariants. Alors
h = Z:’; RU,;%Zi‘fl Rro;&pt. Ainsi on peut identifier les espaces L*(DB)
et L2(H/PY). ol B = ZZ”:@I Ro; = Zf; Rro;. Choisissons v comme la

fonction de Gauss. c’est a dire que

u(exp(tlnl) oo exp(tmbm)

m 2 & , 5
. exp(f/lml) P exp(t;cmk>> — 6; Zl:l ltlnl‘ Zzzl \filv,\ .

Alors

=1

< 3wy > = 6T (expliz)xalexplta)) - [

R™M X E\L:
k

V(H exp( Exp(—tD;)(t;:0;)) H exp( Exp(—tD;)(t;tv,)))
i=1 i=1

m k
. V(H exp(t;v;) - H exp(tito;)) dty - - - dty' - dty - - - dt,,
i=1 i=1

= AT (exp(tz))xi( exp(tz))
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. (/ ewzle E Exp(-f'D‘>(/;m’)lg;Zf=L U
Tk

. / D VExpi—tpoir o= e, !
\777

= /N7 (‘\p(h\)\/((‘xp('f.r‘)‘)

/ —\EXp(—tDS)(tml)\g—\t;n,12

H/ ~ BXp(=tD) (¢l =i, 41 (ﬁi)

7

N (exp(tz))xi(exp(tx))

H / <(AA*+D)(t;0:).(t;0;)>
1=0

H/ <(EE*+ID)(t)wy).(t,;)> df/-) ([tj):

;

>

ou E = Exp(—tDy). Par ([14]), nous avons que

k

k
H/€—<(EE*+1>(t;mi>,(t;mi)> ! H
R

Pl (dety, ( EE*+I))

De meme nous avons

H/ <(EE*+I)(tiv;),(t;0,> dt, = ﬁ 27

- (dety, (EE* + 1)z

H —2ttr/\

i=1 (£) 4 1)

Wi~

MBS
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ol A; est la restriction de ad(z) sur v;. Donc

s o F
< m3(tw.r > = vl ep(tr) (=)
H;’il o - eTtr’\LU“)
(e—2ttr)\i(z)+1)%
o kS 2
= expl(tr)) - (—=) - .
alexp(tz) (=) ][ ;

i1 (e:,z—t tra; () + e% trAim)

Donc

<ty > < O edam BN

= C - o(exp(tz)).

ol C est une constante indépendante de z et de ¢.
Rappelons que notre but est estimer ||b;|| ol by € LY (H)/ker(~) et
~(b) =< -,v > 75(t)” 'v. On définit une action de Rx L' (H) — L'(H)
par ft(h) = det Exp(tDs)f(exp(tDs)(h)). Cette action est isométrique
et

V(f1) = 737 oy (f) o ma(t):
en plus elle induit un automorphisme sur L'(H)/ ker(v). Alors

by =< mo(t)r,v >t pf\t) *py mod ker(7).

En effet

- - t
(< T, v > xpy) = < ity > Loy () o v(pa)

=< my(tv,v >TL o< wi(tv, v >

c< v >m(t) Ty

= 7(b:)-
Donc b, =< m3(t)v,v >71 p4 *px mod ker(y). D’ou le fait que

bl < C - lIpall* - o(exp(tz))
= B o(exp(tz));
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ot 3 =C - ||pal]*. [
3.32. Lemme:
La fonction o définie en (3.29) vérvifie

ey < C - (14 1)

ot C est une constante.

Preuve:

Nous avons que

v(er) =75 ()" o Py

Regardons le noyau de 'opérateur Pﬂg(t)-LU_V. Alors

(Pﬂ';(t)‘lu,z/f)(l‘) =< 57 v > (Wg(t)_llj)(;lj)
=< & v > viexp(tDy)(r))

= / é(y)ﬂ(y)lj( e\(p(fDn)(I)) (l',l/
H/ P!

=/ o(y)v(exp(tDy)(x))E(y) dy
H/ P!

_ / Fi(z.y)E(y) dy.
H/P!

ot Fy(x,y) = v(exp(tDy)) - v(y). Alors R(F;) = c; ol R est le retracte
définie en (1.4.7). Puisque R est une application lineaire continue. nous

avons

|R(F)l1 < C7||Ftllo.a.r < 2.

pour la norme || - ||ls.o.r définie en (1.4.4). Rappelons I'expression de

cette norme:
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Décomposons h counune précédement (1.4.4). Alors. soient s =

M

exp(sy). s = exp(s)) € W =11, Va. et n=exp(ny). n" = exp( n')
1T, Alors

(Fllpar = sup e R(n)- R0

s, 8. n.n

. \Bsant)s/an,Ft(sn.S’n’){ S xX.
pour tout ¢ > 0 et P est un polynome. Donc

\Fillo.a.r = Sup ecdsl . gal¥'l R(n) - R(n')

' ‘0sanas’an’Ft(snv S/TZI)D.
—  sup (e?P el R(n) - R(n')

s. 8. n.n'

0sOnv( exp(tDy)(s - n))Qy Dne (')

Calculons exp(tDy)(s - n):
Nous avons que exp(tDyp)(s-n) = exp(tDy)(s) - exp(tD,)(n). Or

exp(tDy)(s) = exp(tDn)(exp(s1)) = exp( exp(tDn(s1)))
tDrrl(Sl) )

' Cour < dimn
7!

= exp(sy +tDn(s1) +-- -+

exp(s) - exp(q(s1.t)),

ot ¢ est un polynome en t et analytique en s; ([19])-
D’autre part on considere I’algebre de Lie nilpotente ny = R + n sw

laquelle le crochet de Lie est défini de la fagon suivante:
[(t. ). (t'. )] =10, tDp(n') + [n. 0’} — ' Du(n)].

Choisissons une base de Jordan-Holder B = (b1.- - - bm) pour I'action de

n, sur n. Alors

m

exp(tDp)(s-n)=s" H(exp(ni +ri(ny o oni—1t8))).
i=1
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ou r; est un polyéme en (ny,---.n;_1.t) et analytique en s ([31]). Douc

H o l I
W loar = sup (XISt e U Riny - R(n")
s.o<t oo’

m

| 0sOn (s - H(exp(ni +ri(ny.ni_1.£.8)))0s O D(s'n")].
i=1

On fait un changement de variable en posant

a; =n; +ri(ny, - ni-1.t,8).
ainsi que

m

H (exp(n; + ri(ny. - - ni—1.t.8))).

=1

Donc n; = (a; + gi(a1,- - -,a;-1,t,5)) et ¢; admet les meémes proprietés

que r;. Alors

HFt“aa,R—j sup (0‘15| eals’|
H exp(a; + ¢i(a1,- -+, ai-1,t,8)))
=1
R} - |850,1(s - @)1 On (80|

<C-(1+t)"- sup (el e R (s.0)
s, $'.a.n’

m

Zaa]y s - )y O 0(s'n)]
=C-(1 +Itl),
ol

C=0C"- sup (1.1 R"(s,a) R(n')

s, 8, a, n

Za (s-a))ds B o(s'n')],
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o R est un polvnomial en a et analyvtique en s. et 0, est la dérivee
dans la direction a;. |

Alors on a la proposition suivante:

3.33. Proposition:
le poids w défini comme précédement vérifie

mo
fev A t!

W) <O (L) [ e

1=1

Preuve:

Nous avons que w(t) = |[v!( exp(t.r))HLl(H)/ ker()- Alors

W(ﬂ = Hvl(eXp(tw))HLl(H)/ ker(~)

< Mbell iy kers) leell v ry ) keri)
<3-C-(1+]t))° - olexp(tr))

m
Jer X (x
SC,(1+‘t‘)CHet X )H‘.
=1

3.34. Corollaire:
Soit x un caractére de L' (U,w) = LY(R™, w). Alors

m
x(exp(tz))| < J] el o,
1=1

pour tout t € R. v € u, ou \;(x) est la restriction de ad(x) surv;.

Preuve:

Le caractere x de LY (U.w) = LY(R™. w) vérifie:

Ix(exp(tz))l <w(t). VtER
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On pose |y (exp(tr))]| = et ot € C"7. Rappelons (quiion va montrer

(e

m

I\ Coxpl(ta))] = e = ¢ Ropims < H(
=1

pour tout t € R.

On suppose qu'il existe zo € u tel que

m
eRe To — |Y( eXp(l‘o))l S He%.‘tr/\i(.ljo)i
i=1

Alors
m
el Re olwo)l Heﬁ'i“‘*?(-m,)i
i=1
Donc
\tHRe o(zo)] > H —'2—- tr{ VYteR.
1=1

On obtient alors que

ﬁ@'“ Aoy < ot Re elmoll < ¢ (1 + M)rgﬁ ferhs (zo)] S
=1 =1
vt € R, d’apres (3.33)
m
<:>1<62]Regxo)|'He—y\ e ( 10\<C/ 1-{-{“)'
i=1

mo e g
—=1 <e\t1 IReQJ:o)I—Z i) _<_C"(1+}tl)7

vt e R.

ce qui est impossible. Ainsi

tr\;(xo)]. Y19 € u

l\.’)lr—a

| Reo(xo)] i
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Donc nous avons bien que

Iy ( expl(trg )l—‘e-“‘”‘<H A ()]
i=1

pour tout t € R. Vzg € u. |

3.35. Proposition:

On considére les deuz sous-ensembles S1, So de R™™ telles que

=15
Z (O 0 < 2

J(trAi(-)); 1 < pi < o0}

l\DIr—ﬂ

et
| trA.(

l\DI»——A

S ={0€R"]o Z

Alors S1 = Ss.

Preuve:

Il est clair que S; € S2. En plus Si, Sz sont deux parties convexes de
R™*. Supposons qu'il existe p € Sy et o & S1. Par Hahn-Banach . il
existe o, 3 € R tel que

s1(z) < a < B < o(x),

pour tout s; € S;. On pose s1(z) = S sltrai(z). Alors nous

obtenons
=1
o@) > Y 5 lrhu(a)l
1=1
ce qui est contradictoire avec le fait que ¢ € S,. Donc S1 = S2. |

Ainsi nous arrivons a conclure le corollaire suivant:
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Soit x un caractere sur LYR".w). Alors il eriste un multi-indice p o=

m 1_ . , )
(pr.- - -.pm) tel que |X( exp(r))| = 2 TR gy 2y

Preuve:

On pose x(exp(z)) = el i1 e2 0 Gl gy 09 € KT Alors oo = Sy o
y est un caractere sur LY(R". w) (voir (3.34.)). Nous avons deja vu que
Sy = S, donc forcément il existe '71 < ()= %— [)L < % pi € [1. x] tel

que S0, Cil tr\;(z)) = o2(x). Ainsi qu’il existe nu p telle que

m 11 .
e 3T AE) — pea(®) = |y (exp(r)]. Yo €u.

D'autre part x(exp(z)) = e in(T). it A vee ) € RTT L

3.37. Proposition:
Soit I' un autre prolongement de q a G. Soit (Wﬁ-;.VO(’_)'[' N ole LYGH-

module simple correspondant. Alors
1B (L (p.l
(ﬂ'ﬁ,VOP )) oy (,ﬂ.ﬁ.‘/()[) ))

si et seulement si les orbites correspondantes Oy et Oy sont les meémes.

Preuve:

Supposons tout d’abord que Op = O,. Alors
Xl = Xl
dapres (3.25). Alors les idéaux
My, =€ Ay (Br AP € =06 vy

et
My, = (f € Al e (Br A NES) =0. €€
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coincident. Donc

A/, = AJM

Do le fait que

U v iy~ gl 1
(7'('13,‘/0 ):(/ﬁ-‘/o )

dapres (3.5).

Dans l'autre sens. supposons que

’ _,l/)
(Trﬁ i V()(p ' )

112
£l

Alors
(7 iy PV 2 (T ey DY) (%),
Donc
Xﬁﬁ; = X’n;-
Or R Xt - d'apres (3.25). De (*) on en déduit le fait que

Y- = 1, c’est a dire que I = [. |

3.38. Proposition:
Soit § = (q1.- - - qm) un autre multi-indice. Sout (7«‘%.%((7‘”) le LY(G)-

module simple correspondant. Alors

g\ ~ p.d
(mh V) = (. Vi)

p/
si et seulement si Y 1o, (5 — %)trz\i =" (5 - %)tr/\i :
Preuve:
Evidente d’apres (3.4) et (3.5). [

3.39. Conclusion:
Soit (T, V) un L'(G)-module simple tel que Annpi(y) = ker(G-7) ([29]).
Alors (T.V) = A/M,.., tel que

M,={fecAl xr(pxAxf)(p- &) =0. £€V}

ot A est I'algébre définie en (3.24.) et yr est un caractere sur I"algebre
LYR™. w) (par (3.11) et (3.8)).
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Alos il existe I € g* et p=(p1.+.Pm)- Di € (1. ] telque xr = \ <0
Done M, = M, . ou My, est l'idéal défini en (3.27.). Dol le fait
G

7
i

(T.V) = (7. 4,7

‘“13-

(voir (3.27.)).
Ainsi on peut conclure que les modules simples pour le groupe de
Lie résoluble exponentiel G sont caractérisés par les représentations

topologiquement irréductibles 7'('%.



Chapitre 4

Cas du groupe de Boidol

Le but de ce chapitre est d’étudier les LY(G)-modules simples (T.V),ou
G est le groupe de Boidol, et T n'est pas trivial sur le centre . cest a
dire que T(z) = x v = e~z [y, ol z est un ¢lément du centre de G

noté Z(G) . et a # 0. Pour simplifier le calcul. on peut prendre « = 1.

4.1. Soit G le groupe de Boidol. Soit g son algebre de Lie dont la base
(X,Y,Z,T) vérifie:

X.Y]=2, [T.Y]=-Y, [[.X]=X.

Soit { une forme linéaire sur g définie:

(Z2)=1,UT)=0.UX)= I(Y)=0.
Soit n = RX + RY + RZ le nilradical de g. Posons ¢ = [/n € n*. Alors
a() =g(q) =RT +RZ, u= RT, H = N = exp(n).

1l est clair que n est une algebre de Heisenberg. De plus G est un produit
semi direct de exp(RT) avec N = exp(n) défini de la maniere suivante:
a) Si (z,y,2), ('Y, #') sont deux éléments de N, alors leur produit est

défini par:

1
(z,y,2) - (2'y.2) = (@+ 2"y + Y,z +2 + 5(:61/ —z'y)).
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Soit 6(t) = exp(t- adT) I'automorphisme de n défini par:

§(t)X =e'X
SY =Y
8(t)Z =Z.

b) Pour tout (t.n). (t',n’) dans G = exp(g) = exp(RT).N. nous avons:
(t,n)- (t',n')=(t+ . 6(t)"Hn) n').

4.2. Soit p° = RZ + RX. Il est évident que p? est une polarisation
de Vergne en ¢q. De méme pt = RZ + RX + RT est une polarisation
de Vergne en [. Donc p! vérifie la condition de Pukanszky. Si nous
posons PY = exp(vpo), P! = exp(p!) et nous désignons par Xq = Yq.po

et x; = X1pt les caracteres unitaires de PP (resp P') définies par:

Xqp0(exp(a)) = e~(9) g e p°
Xipt( exp(b)) = e whep.

Alors mo = indIGM X, et T = indgo Xq sont des représentations unitaires
irréductibles de G, et de N respectivement.

Déterminons maintenant la représentation induite 7y = indgl xi- Notre
algebre de Lie g, est égale ARTE vec(X,Z,Y), ou (X,Y,Z) = nest
I'algebre de Heisenberg. Il est clair que G/P' = exp(RY). L'espace
H,, est isomorphe & L*(G/P1) = L2(exp(RY)) = L*(R).

Soit & € L?(exp(RY)) = L2(R). Calculons le caractére Apr !

Api g(exp(tT)) = et adynCT) — o=t pour t € R.

Alors

(mal exp(tX))€) (exp(yY ) = E(exp(~tX) - exp(yY)
= ¢ exply¥) - (exp(-yY) - exp(=tX) - exp(y) ).
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En utilisant le fait que :

exp(=yY) - exp(—tX) - exp(yY) = exp(exp( ad(—yY)(—tX))).
HOUS avons que:

(m2(exp(tX))€) (exp(yY)) = E(exp(yY)):
xi(exp(exp( ad(—yY)(-+X))))
= {(exp(yY)):
xi(exp(—tX + [-yY. —tX]))
= &(exp(yY))- e

(w2 (exp(tT))€)(exp(yY)) = E(exp(—tT) - exp(yY’))
= ¢((exp(~1T) - exp(y) - exp(tT)
- exp(— tT))
Ap1 c(exp(—tT)) - xi(exp(—tT))-
¢(exp(exp( ad(~tT)(yY)))

=e? e g(exp(e'yY)).

De la méme maniére on trouve:

ma(exp(y1Y)E(exp(yY)) = E(exp((y — 1))
m2(exp(22))E(exp(yY)) = 7% £(exp(yY)).

De meéme. on peut déduire la représentation 7, = indIGDI x: réalisée dans
espace LP(G/P') = LP(exp(RY)) = LP(R). pour 1 < p < oc.

Donc nous avons que:

(mp(exp(tX)) €)(exp(yY) (ma(exp(tX))€) (exp(yY))
(mp(exp(y'Y))E) (exp(yY)) = (ma(exp(y'Y))€) (exp(yY))
(mp(exp(22)) 5)(eXp(yY)) = (ma(exp(22))¢) (exp(yY))
(mp( exp(¢7))€) (exp(yY)) = e - E(exple™"y¥)) - e~
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On peut remarquer que si § € L*(R) N LP(R). Alors
Tp (W) = moyn (M€ = r(n)¢. ¥n € N.

Donc ker(mp,n) = ker(ma/n) = ker(G - 7). Or ker(G - 7) = ker(7) car
Iorbite G - 7 est réduite a 7, en effet:
Soit = € G,. out G, est le stabilisateur de 7 dans G. Alors

o1 onr®(n)=r(x 'nz). n €N,

Done
Perems Gt =G, = Ad@)G T)=CGT.
ot G - T est l'orbite correspondante a 7. De plus
Ad* (2)(G 1) =G -7 <= Ad*(2)04 = O

ot O, désigne l'orbite en ¢, et g la forme linéaire sur n correspondante

a 7 par la bijection de Kirillov. Alors

Ad (2)0, = O,
V¢ €0, IneN| Ad'(z)d = Ad7(n)g
— Jne N| Ad*(z)g = Ad*(n)q
— Ad*(n”'-2)g=4¢
=n"t-z€G,

—12€G,-N=N-Gq.

Donc G, C (Gg-N)-+------ (1).

Réciproquement, nous avons

Ad™(N)Oq = Oq, (par définition de O),
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et Ad*(Gy)O4 = Oy car six € Gy. alors

Ad* (g =q = Ad"(x)(Ad"(n))q = Ad (o™ AdT )y
= Ad*(n')g C Oy.

Alors
Ad"(Gy - N)O, = Ad"(N - G,)0,

= Ad*(N) Ad™(G,)Oq.
= Oq
Donc G,- N =N -G, CG- co(2).

De (1). (2) nous avons que
G.=G, - N=N- G

11 est clair que exp(RT) C Gg, ce qui aura comme conséquence (ue
G. = G. Donc l'orbite G - 7 est réduite a 7.

Puisque que dans notre cas on a H = N, alors 7 = 7.

4.3. Déterminons maintenant les LY(G)-modules simples pour la

représentation 7, avec 1 < p < oo.
4.3.1. Par (3.17) nous avons l'existence d'une fonction f € LY(G) telle

que mp( f) soit un opérateur de rang fini. Considérons le sous-espace

VP = vect < {mp(f)€, fe LN (G).§€ LM(R) ]
mp(f) est de rang fini} > .

Alors V{ est un L'(G)-module simple pour la représentation m, pour
1 < p < oo cf ([23]). De plus

Anan(N)(Vop) = ker(ﬂ'p)/LL(N) = keI‘(TI'Q)/Ll(N)
= ker(G - 1) = ker(7).
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4.3.2. Calculons le novau de lopérateur w f) pour f € LYN) pour
pouvoir estimer le poids w plus tard.

Soit £ € LP(R). On pose y = exp(yY). a« = exp(aX). b= exp(bY ). ¢ =
expleZy. Alors

If

(1p(FW) = | Flab.c)(mpla.b.c))€)(y) da db de

il
;g\..\\\'z\..z\z\

fla.b,c)(my(a) - mp(b)mp(c)E)(y) da db dc

I

fla.b,c)-e '™ -’e_ic &y — b) da db dc
f (a.b,1)-e " We(y — b) da db

f( Ly — b, 1)e™"E(b) da db

f 3(y,y — b, 1)¢(b)db

I

F(y.b. 1)&(b) db.

4.3.3. Soit py € S(N) C LY(N) telle que 7(py) soit un projecteur de
rang un , oll T est la représentation induite définie précédement (4.2) .
Alors 7(py) = Py, et A € S(R). Une telle fonction existe toujours ([23]).
Pour simplifier le calcul, on suppose que < A, A >72= 1 et suppA =
—1,1].

On définit la fonction vy par
vy: G — LY(N)

tel que T(va(t)) =< -, A > m2"1(t)A. On pose v(t) = va(t) mod ker(7) et
p = py mod ker(7). Alors la fonction

w(t) = ”U(t)HLl(N)/ ker(+)
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st un poids sur G/N (2.3.5). D'aprés (2.3.2) et (2.3.7). nous avons que
LYG/N.LYN)/ ker(r)) = LYGY/(LYGY * ker(7) ™ -« -+ (1).
et

p* (LMG/N,LY(N)/ ker(r)) = p = LY G/N.w) = LYR.w) -+ (ii).

Revenons & notre module simple V' défini précédement (4.3.1). D apres

(2.2.15). nous avons
p-V§& = mp(P)Vy # 0.

Alors par (3.4) p- VP est un p* (L*(G/N, LY (N)/ ker(r)) * p- module
simple. De ceci on peut déduire que p - V) est un LY(G/N,w)-module
simple en tenant compte de ’homéomorphisme défini en (ii).

Comme l'algebre B = L}(G/N,w) = L'(R,w) est abélienne. la restric-

tion (S. pVP) de (mp, V) sur B est un caractere xp.

4.3.4. Le caractére x, est défini de la fagon suivante:

Fixons un prolongement [y de q tel que

Alors

Nous avons que

() Sw(t)  (3.26)----(1)

Rappelons que

() =ma(t) to Paa =< A > ma(t) A

= Pr,(t)- 1A
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Le projecteur P (r)-1a.A admet comme novau la fonction:

En effet:
Soit n € S(R): alors

(r(v(t))n)(z) = (m2(t) "1 o Paaln)()
—< A > (m(t) A ()

:l/‘dt-e‘%-A(Q‘Uﬂxuﬁnundy
R

:/memwy
R

Dautre part I'opérateur 7(v(t)) admet comme noyau la fonction:

par (4.3.2.). Alors en comparant (A) et (B) et en remplagant .r..L =Y

par a. b respectivement nous obtenons
013(a, b, 1) = e7 e MeTra) - Ma —b).

On en déduit que
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ot \_p{r) = Ae ") et sA(z) = Alx — b). Or nous avons
i) = [ W) e dy
= [0y
= / Ny) - e =W dy
2

Donc
3(t)(x.b,1) =€ -
Alors

13l = [ 8% (. b.1)] da db

:/0 F1 (O * (e POX)) ()] de db.

Supposons maintenant que:

(AT (e X)) # 0 == (A= (TN 20
= Ty e R (ool ("N >¢o
— Fy e R | (AT (e7*OTN() #
= Ty e R|Ai(y) Ap(y) #0.

ott Ay (y) = M—e"ty) et j_b = A(—y — b). Donc nous avons

(T (7R £ 0 = Fy € R M—e y) - A=y = H) #0
e— JyeR|—eye[-1.1]
et —y —be[—1,1]
e [—et,ef]N[-1-b1-b] #0.

Pour que cette intersection soit non vide il faut et il suffit que 1'un de

ces cas suivants soit réalisé:
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(1) -1 -b< —eete <1-b

(2) —ef < —1—b.et 1 =b<e

(3) —1—h< —¢ <1-b<e.

(4) et < —1—b<e <1 =0

Remarquons que dans les quatre cas on a toujours 0] <1+ e’ en effet:
(1) Si —1—b < —e', et et <1—b. Alors

—1—b§—et§et§1—b
= —1+e' <D etbgl—e‘fglﬁ-e'
— —b<1—¢ eth<1—¢

= b <1-e" <1+e
(2) Si —e' < ~l—bet 1 —b<e'. Alors

b< —1+e' et—b< —1+¢

— bl < —l+e <1+e
(3) S§i—1—b< —et <1—b<et Alors
hb<1-et<1l+eé et b< —1+ef <1+eh

Donc |b| < 1+ €.
(4) Si —et < —1—-b<et <1-b Alors

b§—1+et etb<1—e et —1-b<e

s b<|l-ef|<l+e et —b<1+e

Donc |b] < 1+ €.

De ce qui précéde on en déduit que

(_eT* (e70N) # 0 == b < 1+ ¢
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Alors

163 (1) = / e (AL (e X)) )] dar db

§/ (*T-%(/A\,,/)il-fxi(/f)
J b <1l+ef

<O (14e)e™
[¢]

<(C-e7.

Car {(A—¢Th = |Al,. du fait que

Donc

122t < C e (I1)

4.3.5. Posons v(t)(r.y.z) = 23(t) (. y. 1) - 7(z) mod ker(r) . ou 1 €
Cx(R). et 7(1) = L. Nous allons montrer que les deux normies sout

équivalentes, afin de déduire que

Vl

t]

b

W(t) = HU(t)“L(N)/ ker(r) = H@?)(t)(l)\ll <(C-e

On définit l'espace

n e N.exp(zZ) € Z(N) et /N/Z(N) |f(n)] di < >}

Soit
o :L'(N) — L(N.X)

f—@(f) = / f(n - exp(22)) - e "dz.

JZ(N)
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1 est clair que ®(f) € L}(N,x). En effet:

(a) (®(fN(n- expl(zZ2)) = /(@(,fﬂ(/ll-
exl;(iZ) Cexp(2/Z)) e d2
= [@in- el e
= [ @i esptzy
et a(f)n) |

®) [ 120 d"”:./N/z‘./z F(n- exp(=2)) - e dz| dn

INIZ
< /le/zlf(n- exp(z2))|dz dn
= ||fll;y < =<

Done [|B(f){l1 < .

1l est évident que ® est linéaire. De plus ® est une application surjective.
En effet:

Soit f € LY(N,x). Soit f(n- exp(2Z)) = Fln)-X(z), ot X € CZ(R) et
N (1) = 1. Alors on a bien f € LY(N) et ®(f) = f. car

(f)(n) = /Z F(n- exp(zZ))- e~ dz

= / f(n) - N(z)- e dz
= f(n).

Dot le fait que @ est surjective.

Remarquons que & est continue; car

@A < £l
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D autre part nous avons
ker(®) = ker(7).
En effet Soit f € ker(®). Alors
f € ker(®) < /Zf(n exp(zZ)e'”Z dz = 0.
Donc

() = [ =)o)
= / T(n)/T(exp(zZ)) - f(n - exp(z2)) dz dn
JN\Z z

4

= / T(n)(/ e~ . f(n- exp(zZ)) dz) dn
JNIZ z

=0.
Donc ker(®) C ker(r). Réciproquement, soit f € ker(7). Alors

H(f) = 0 &= T(m-1fm) = 0.¥m € N
- / (1) (ot frn) ()
JN

= r(mnm™")
N/Z

. [/Zr(exp(zZ)) - f(n - exp(2Z)) dz ]dh —0.vme N

- /Ze'izf(n- exp(zZ)) dz =0

Donec ker(®) C ker(r). Onen déduit que ker(®) = ker(r). Le théoreme

d’application ouverte nous permet de dire que

120 = 17y enio
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Donc
(B = Ol ker = <1
e plus
o(v(t))(z,y, 2) = (O y. 1) - A1)
= B 1).
Alors
el Ly vy ker(m = [@(f ()
= 15C (O (D)
D’ou

w(t) = @l v kern <€ el'l/%: par (IT)
4.3.6. Conclusion: De ce qui précéde on peut conclure que
e37F < w(t)<C- eltl/2 pour tout 1 < p < .

Donc

w(t) >~ elt!/2,

—xa?/2

4.3.7. Prenons pour A € S(R) la fonction de Gausse AMz) =e

Nous pouvons donc utiliser la fonction
pa(exp(zX +yY + 27Z)) = e_”2/4e””y2u(z)
dans S(N) = S(R?), ot v € S(R) avec (1) = 1. En outre on trouve que

v(exp(tT))(exp(z X +yY + 2Z))

_ €t/2\/§ e__TrI2/[2(l+e‘2t)]
e +1
e—27ry2/[2(1—&—6—2’:)]e—iwmy(l—e'zt)/(1+e_2t)6—271'2
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lans Vespace LY(N.Y) qui est défini en (4.3.5). Ainsi pour tout f

on a que
() = 1elexpl TN, 1 kerte
= flelexpUtT)liLay. v
= V2Vl + et
~elt/2([27)).

—
~

SHin



Chapitre 5

Etude de ’algebre L.(G) avec G
groupe de Lie nilpotent

et w poids polynomial

Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe nilpotent. Soit
w un poids polynomial sur G. Dans ce chapitre nous allons essaver
de caractériser les idéaux premiers et les idéaux maximaux de 'algebre
L1 (G). Nous allons prouver la propriété de Wiener pour I'algebre LL(G).
Ensuite nous déterminerons Prim (Ll (G)). Enfin, nous caractériserons

toutes les représentations algébriquement irréductibles et topologique-
ment irréductibles de L} (G) ([28]).

5.1. L’algébre L. (G)

5.1.1. Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent, connexe, simplement

connexe d’algeébre de Lie g. Dans ce cas I'application
exp:g — G

est un difféomorphisme entre g et G. Par conséquent, on peut définir
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I'algébre de Schwartz de G notée S(G). par
S(G) = {f:G—C| foexpe Sla) }

ou S(g) désigne l'espace des fonctions C™ & décroissance rapide sur g.
Muni du produit de convolution, S(G) devient une algebre de Fréchet.
Soit { Xo, X1, s X, } une base de Jordan-Holder de g. Alors les

applications

Rn+1 N G
(to. 1. coitn) — exp(toXo) - exp(t1X1) - - exp(tn X,)

et
er+1 SN G

(fo. t1, wrtn) — exp(toXo + 11 X1 + - +tn X))

sont des difféomorphismes. Les passages entre les "coordonnées”
(to, t1, wooos tn) €t (to, £1, ...tn) se fait a l'aide de fonctions poly-
nomiales. Donc la définiton de S(G) peut également se baser sur la

paramétrisation
(to, t1, —ooitn) — exp(toXo) - exp(t1X1) - -~ exp(tnXn)

(voir [25] pour plus de details).

5.1.2. Définition:
Le poids w est dit polynomial sl existe un polynéme P enn+1 variables.

5 coefficients réels positifs, tel que

w(exp(t})Xo + 61 X1+ e+ {an)> < P(tg. t1,. tn)

quel que soit (to, 1y e tn) R*+1. D’ailleurs, dans cette définition on

peut également utiliser la paramétrisation

(t()*, t1, "‘5t’n) - exp(tOXO) ’ eXp(tl-Xl) e eXp(tan)-
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De plus. la définition d'un poids polynomial est indépendante de la base

de Jordan-Holder choisie.

5.1.3. Exemple ([24]. [25]):
Pour ¢+ = exp(foXo + 60X+ ...+ tnXn). définissons

|zl = sup [tl.
=0.....n
Soit U le voisinage compact symetrique de I'unité de G défini par
U={zeq | [zl<1}

Définissons pour tout z € G,

7(z) = min{ n e N" | relUm }

w(z) = 1+7(x).
Alors w est un poids polynomial sur G.

5.1.4. Tout poids w permet de définir une nouvelle algebre de fonctions
par:

Définition:

L'ensemble L1 (G) est formé de toutes les classes d’équivalence de fonc-

tions mesurables f de G dans C vérifiant
Il = [ 1f@lede < o
dz désignant la mesure de Haar sur G. Evidemment

Il < Wfll, V€ Lu(G).

et LL(G) C LY(G). Muni de la convolution et de l'involution de L'(G).
LL(G) devient une *-algebre de Banach.
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5.1.5. Le dual de espace L. (G) est obtenu de la maniére suivante:
Définition:

L'ensemble L>*(G) est formé de toutes les classes d'équivalence de fonc-
tions mesurables f de G dans C vérifiant f |« < L (G,

On peut alors identifier 'espace dual de L. (G) & L2°(G). les formes

linéaires continues sur L} (G) étant toutes de la forme
<D, f >= / f()®(z)dz, ®€ LT(G).
G

Une telle fonction ® peut évidemment s’écrire ® = ¢-w avec 0 € L>(G).

5.1.6. Dans la suite de ce chapitre nous supposerons que le poids w est

polynomial. Par conséquent
S(G)c LL(G) c LYG).

De plus S(G) est dense dans (LL(G) , |- |lo) et dans (LY(G) . | - [l).
La restriction de || - ||, & S(G) est une norme continue pour la topologie

de V'espace de Schwartz.

5.2. Noyaux de représentations

irréductibles

5.2.1. Définition:
Soit A une algébre de Banach. Soit

Prim(A4) = {J < A/J idéal primitif }

'espace des idéaux primitifs de A. Nous munissons Prim(A) de la

topologie d’envelope-noyau et nous disons qu'une Partie C' de Prim(A)
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est fermée si C = {J/J D ker(C)} ou ker(C) = NyecJ. Notons par
Prim, (L (G)) I'espace des idéaux primitifs de L!(G) ¢’est a dire I'espace
de tous les idéaux primitifs de L}(G) de la forme .J = ker(w) oit 7 ost
e représentation unitaire irréductible de G. Nous noterons
ker(n)={ fe LYG) | n(f)=0}, 1€G.
Prim, (LY(G)) = { ker(r) | 7€ G }.
Prim(S(G)) = {ker(p) | p représentation algébriquement

irréductible de S(G)}.
Prim(LL(G)) = { ker(p) | p représentation algébriquement

irréductible de L. (G) }.
R={ ker(m)NLL(G) | T€G}.
Les ensembles Prim, (L!(G)), Prim(S(G)), Prim(LL(G)) et & sont mu-
nis de la topologie enveloppe-noyau. Prim(L}(G)) et Prim(S(G)) sont
appelés espace des idéaux primitifs de S(G), respectivement Ll (G).
Nous allons montrer que & = Prim(L},(G)). Remarquons encore que
les noyaux ker(m) N L} (G) sont fermés dans L. (G).

5.2.2. Rappels:
a) Etant donnée une représentation unitaire m d’un groupe de Lie G sur
un espace de Hilbert H,, un élément v de H, est dit un vecteur de classe

C* pour la représentation , si la fonction f,, définie par
folz) =m(z)v, z €,

est de classe C*. On note HE 'espace des vecteurs de classe C* pour la

représentation 7. On dit que v € H, est de classe C*°, si
v e NZ HE = HE.

b) Soit 7 une représentation unitaire irréductible de G sur 'espace de
Hilbert H,. Alors la restriction de 7 & 'espace HZ® des vecteurs C™ dans
H, est une représentation algébriquement irréductible de S(G) ([15]).

On définit de cette maniére une bijection entre G et entre 'ensemble des
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classes d'équivalence des représentations algébriquement irréductibles de
S(G). Pour tout © € G. notons ker(r) N S(G) = ker(w =) NS(G) e
novau de la représentation algébriquement irréductible correspondante
do SIGY. O sait alors que Fapplication

G — Prim(S(G))

7 — ker(m) NS(G)

est un homéomorphisme entre G (muni de la topologie de Fell) et
Prim(S(G)) ( muni de la topologie enveloppe-noyau) (124]).
c) Puisque tout groupe de Lie nilpotent, connexe. simplement connexe
est x-régulier ([5]). I'application

G — Prim. (LY(G))

7 — ker(m)

est également un homéomorphisme. On en déduit le résultat suivant:

5.2.3. Proposition :
Soit ® € G. Alors les applications

61 : Prim.(L'(G)) — &
ker(m) — ker(m) N LL(G)
et
by 1R — Prim(S(G))
ker(m) N LL(G) — ker(m)N S(G)
sont des homéomorphismes.

Preuve:
Nous avons que ¢3 = ¢ © ¢1 est un homéomorphisme. Supposons que
ker(m) N S(G) = ker(mz) N S(G). Alors ker(m) = ker(my) car @3 est

un isomorphisme. Donc

ker(my) N LL(G) = ker(ma) N L (G).
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D’ol linjectivité de ¢o. Pour @1 . supposons que ker(my) N LY(G) =
ker(ms) N LL(G). Alors

ker(m) N S(G) = ker(my) N S(G).

Donc ker(m;) = ker(ms) car ¢3 est un isomorphisme.

Montrons que ¢y et ¢ sont surjectives. Soit I € Prim(S(G)). Alors
il existe 7 € G tel que I = ker(r) N S(G). Donc [ est l'image de
ker(m) N LL(G) par ¢;. D’ou la surjectivité de ¢a.

Pour ¢, soit I € K. Alors

I[N S(G) € Prim(S(G))
— 3r e G:INS(G) = ker(m) N S(G) = ¢a([)
= [ = ker(n) N LL(G).
D’ou la surjectivité de ¢a.
Soit maintenant C = {ker(m;)/i € I,m; € G} une partie fermée de &,

c’est & dire que si Nier(ker(m) N LL(G)) C ker(p) N LL(G) avec p € G-

alors il existe ¢ € I tel que
ker(m;) N LL(G) = ker(p) N LE(G).

Donc 7; et p sont équivalentes.

Soient C; et C» les ensembles correspondants dans Prim, (L'(G)), (resp.
dans Prim(S(G))) obtenus par les bijections ¢1, (resp.¢2). Nous allons
montrer que Cy, (resp. C2) est fermé dans Prim. (L'(G)), (resp. dans
Prim(S(G))). Pour Prim.(L'(G)) , nous avons que

Cy = ¢ HC) = {ker(m;) /i€ I}
est fermé dans Prim.(L'(G)) . En effet

Nicr ker(m;) C ker(p) = Nier(ker(m) N LL(G)) C ker(p) N LL(G)
= i, [ ker(m;) N LL(G) = ker(p) N Ly, (G)
= 3i € I/ ker(m;) = ker(p).
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Dou le fait que (' est fermée dans Prim.(L'(G)).
Pour Prim(S(G)). Cy = {ker(m;) N S(G)/i € I} = 02(C). Supposons
que Mz ker(7, )N S(G)) C ker(p) N S(G). Alors

Nier(ker(m;)) C ker(p). car @3 est un homéomorphisme
Nier(ker(m) N LL(G)) C ker(p) N LL(G)
=diel; p=m, car C fermée
= ker(p) N S(G) = ker(w;) N S(G).

Donc C5 est fermée dans Prim(S(G)). De méme si on suppose que 'y

(ou Cy) est fermé . ' [

Dans la suite nous identifierons G. Prim, (L}(G)). Prim(S(G)) et 8.

5.2.4. La relation suivante entre les noyaux dans S(G). L} (G) et LY(G)
est essentielle, si nous voulons transférer des résultats de S(G) et LY(G)
vers L! (G):
Théoréme:

Pour tout m € G on a:

Ber ker () ﬂLi,(G)L )

LL(G)

(1) ker(m) = ker(m) NS(G)

(2) ker(m)N LL(G) = ker(r) NS(G)

Preuve: ‘
(1) a été démontré par Ludwig en ([21]). Drailleurs la meéme
démonstration permet de prouver (2). En effet. dans ([21]) Ludwig
montre que, pour toute distribution tempérée Q sur S(G) qui annule
ker(m) N S(G) et quels que soient fi, fp dans S(G) . il existe une con-
stante ¢ > 0 (dépendante de f; et fa) telle que

| <Q fixfxfo>|<cln(Hl, VfeSG).
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Soit alors ® € LL(G) = LX(G) tel que
< ®. ker(r)NS(G) >=0.

On peut écrire @ = ¢ - w avec ¢ € L>(G) et. puisgue w est L poicls

polvnomial. ¢ est une distribution tempérée sur S(G). Ainsl

| < ®. frxfxfa>]<clm(Hlloy

pour tout f € S(G) et méme pour tout f e LL(G) par continuite.
Donc < ®, fi * f* f2 >= 0, de meme que < ®. f >= 0 pour tout
f € ker(m)LL(G). Le théoreme de Hahn-Banach permet de conclure. B

5.3. Idéaux minimaux

5.3.1. Les définitions et les notations suivantes sont bien connues:

Définition:
a) Pour tout C' C G. notons K(C) et appelons noyau de C dans LL(G)
[ resp. S(G) ou LY(G)] Vensemble

K(C) = ker(C) = ) (ker(w) mL}J(G))

reC

[resp. K(C) = ﬂﬁec(ker(w) N S(G)) ou K(C) = N,ec ker(m) |-
b) Pour tout idéal I de LL(G) [resp. S(G) ou L'(G) ], notons par h(I)

et appelons enveloppe de I 'ensemble
h(I) = {ker(m) N LL(G) | 7€ G et I C ker(m)N LL(G)}

resp.h(I) = { ker(m) NS(G) | me G et I C ker(m)NS(G) } ou
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h(I) = { ker(m) | me G et IC ker(r) }]. Puisque G. Prim. (L}(G)).
R et Prim(S(G)) sont homéomorphes. nous identifierons dans la suite
les enveloppes dans L (G), S(G) et L}(G) avec le sous-ensemble corre-

spondant de G.

Les résultats ci-dessous sur les idéaux minimaux dans S(G) et LY(G)
sont dus & Ludwig ([24], [20]) qui utilise & cet effet le calcul fonctionnel
de Dixmier ([8]) et Hulanicki ([16]).

5.3.2. Théoreme:

Soit C un fermé de G. Il existe un idéal minimal bilatére unique j(C)
dans S(G) tel que h(j(C)) = C, c’est-a-dire que tout idéal bilatére I de
S(G) tel que h(I) C C contient j(C). De plus, cet idéal est engendré
par les fonctions de la forme o{f}, f = f* € ker(C), ¢ € C*(R) nulle
dans un voisinage de 0. La notation {f} désigne le calcul fonctionnel

de Dizmuer.

Preuve:
Voir ([24]). ]

5.3.3. Notation:

Soit C un fermé de G. Posons

Donc

i(C) C 7 (C) Cj(O).

De plus j: (C) et j(C) sont des idéaux bilateres fermés de L} (G) et L*(G)

respectivement.

5.3.4. Le théoreme suivant est bien connu pour L'(G) ([20]). 1l
reste valable pour L!(G), comme nous le montrons en esquissant une

démonstration connue dans le cas de L'(G):
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Théoréme:
[

Soit C' un fermé de G. Alors ,}':(C) = ,j(C)L"(m fresp.  J(C) =

— LG . o

JC ] est Uidéal bilatére fermé minimal unique de L' 1GY s,

LYG), tel que T <'j\ (C',)) = (' [resp. h (()(\C')) = " . Al est contena
LYG) ] tel que h(I) C C.

dans tout idéal bilatére fermé de L1 (G) [resp.

Preuve:

(Pour LL(G)): Si ker(m)NLL(G) € h(jz (C)) . alors

O = T (0) € ker(r) NLL(G) et ker(r) N S(G) € h (j(C)).

Donc 7 € . Réciproquement, soit # € C'. Donc
J(C) C ker(m)NS(G)
et

i) =70 c ka(mynaiG) '

= ker(m) N LL(G).

Par conséquent, ker(r)NLL(G) € h(jz (C’)) et h(jz (C)) = C. De plus.

j (C) est engendré par les mémes fonctions que j(C') (voir (5.3.2)). Soit
o{ f} un tel générateur. Choisissons ¢ € C°(R). nulle dans un voisinage
de 0 et identigement 1 sur le support de . Alors

bop == B{fEolf} = 9l £ {f} = o{F} et lenveloppe de
'ensemble des générateurs de j (C) est contenue dans h(y{f}). puisque
¢{f} est également un tel générateur. Par ([20], lemma 2), j: (C') est
contenu dans tout idéal bilatere fermé I tel que h(I) C h(j: (C)) =C.
|

5.3.5. Exemple:
Dans ([1]) Alexander et Ludwig déterminent l'idéal minimal suivant de
LL(G):
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Soit | € g tel que < l.[g,g] =0 >. Soit Yy le caractere unitaire de &
défini par

)(I('l') — ()—i<[,.log1?>
Soit P, l'espace vectoriel des fonctions polynomes sur G contenues dans

L>(G). Alors
j:(ker(m))= [ ker(Pxi)

peP,
ou

ker(Px)) = {f € LL(G) | /G F(2)P(x)vilo)de = 0},

5.4. Applications

5.4.1. Définitions:
Soit X7, .... X, une base de Jordan-Holder Pour g. Pour un multi-indice

(i1,-..+in) = I, nous écrivons
X=X Xt

Soit [I| =iy + ... +in. Si f € CF(G)etsi X €9, écrivons X f pour la

fonction C°°
d
Xfly) = a—tf(exp(—tX) Y)|e=0; ¥y € G.

Pour une fonction g € S(G), on définit pour M € N la norme

lgllar,ar = Z /GHXIg(a:)Hw(:p)‘”dx.

<M
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Dans ([24]) Ludwig a prouvé que cette norme véritie

Il < Wl e sG)

1 a montré que pour tout fermé C' de G et tout M € N7 il existe N € 1
tel que
Al

(ker(C) N S(G))N c 50

=M, . . . . )
oit A désigne l'adhérence de A dans l'ensemble des fonctions €
L' (G) z

bornées pour la norme || - ||, 5,- Comme j(C)M c j(O) = j(C).

on a donc que, pour un certain N € N~.

LL(G)

N x
(ker(C)mS(G)) c T ' 5 o).

On en déduit:

5.4.2. Théoreme:
Pour tout w € G, il existe N € N* tel que

(kex(m) A LL(G) | 5 ()" = o

Cela signifie que l'algébre ker(m) N LL(G) | j: (m) est nilpotente .

Preuve:
Par (5.2.4.) et (5.4.1.). |

5.4.3. Remarque:

Pour Ualgebre LY(G), le résultat (5.4.2.) est di a Ludung ([22]). Cest
en fait un cas de "synthése spectrale généralisée” (Si N=1 était possible.
ce qui n'est pas le cas en général, on aurait un vrai résultat de syntese

spectrale).

5.4.4. Lemme: Grice auz identifications de R, Prim(S(G)). et G.
I'enveloppe de tout idéal fermé I de L (G) vérifie

h(l) = h([ N 5(@)).
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Preuve:
Lidentification de 8 et Prim(S(G)) se fait par ker(=i > LLGh ——
ker(m) N S(G). Dou

ker(7) N LL(G) € h(I) = I C ker(m) N L. (G)
= INS(G) C ker(m) N S(G)
- = ker(m) N S(G) € h(I N S(G))

et h(I) C h(INS(G)).

Réciproquement, soient j(h(I)) et j (h(I)) les idéaux minimaux

PR— | =
précédents (5.3.3.). Nous avons que j(h(I))H o J (h(I)). Puisque

J (h(D) C I. alors j(R{I)) C I N S(G). Par conséquent.

ker(m) N S(G) € W(INS(G)) = INS(G) C ker(m) N S(G)
= j(h(I)) C ker(m)N S(G)
= 7 (h(I)) C ker(r) N LL(G), par(5.2.4)
= ker(7) N LL(G) € h(I)

et h(INS(G)) C h(I). [

5.4.5. Corollaire:
Soit I # {0} un idéal fermé de LL(G) . Alors INS(G) # {0}. De plus.
INS(G) est fermé dans la topologie de S(G).

Preuve:
Si I # {0}, h(mS(G)) — B(I) est distinct de & . Donc INS(G) # {0}
|

5.4.6. Le résultat suivant est di & Ludwig ([24]) pour S(G) et a Leptin
([18]) pour L (G):

Théoreme:
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L algébre LY (G) posséde la propriété de Wiener: Pour tout idéal fermé
propre I de LL(G), il existe w € G tel que

I C ker(wm)n LIAG).

Preuve:
Considérons l'idéal fermé propre I; = I N S(G) de S(G). Par ([24]) il
existe 7 € G tel que I NS(G) C ker(n) NS(G). Done ker(s) N S(G) €
h([ N S(G)) — h(I) et I C ker(m) N LL(G).

[

5.4.7. Définition:

Un idéal T de LL(G) [resp . S(G)] est dit premier si et seulement si quels
que soient les idéaux I, [2 de LL(G) [resp. S(G)] tel que Iy = I, C I.
Icl,ouly,ClI.

5.4.8. Le théoreme suivant a été démontré par Ludwig pour I'algebre

Théoréeme:
Les idéauz fermés propres premiers de LL(G) coincident avec les
ker(m)NLL(G) , 7 € G.

Preuve:

Puisque 7 € G est topologiquement irréductible , tous les ker(m)NLL(G)
sont premiers. Réciproquement, soit [ un idéal fermé propre de L} (G).
Alors I N S(G) est un idéal propre de S(G) fermé pour la norme || - ||,
de S(G). Montrons que I NS(G) est premier. Soient I. I, des idéaux de
S(G) tels que Iy x [, C I N S(G). Posons Jy = TlL‘l”(G) et Jo = TQL}J(G).
Alors J; et Jo sont des idéaux de LL(G) tels que

LL(G)

—_ ! J—
Jl *Jz C Il*IzLU(G) C IHS(G) CI
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Donec. puisque I est premier. J; C [ ou Jo C I . On en déduit que
I, c INS(G)oul, € INS(G). Par ([22]. lemma 9 et [25]) il existe
-2 tel que I NS(G) = ker(7) 7 S(G). Done

h(I) = h,<I N 5((;)) - h(ker(w) N S(G)> - h(ker(m N Li,(G))

et I C ker(x) N LL(G). Réciproquement.par (5.2.4.)

LG

ker(r) N LL(G) = Ker(m) ns8(G) = c Tnd(@) - c L

5.4.9. Théoreme:
Les idéauz fermés propres mazimaur de LL(G) coincident avec les noy-
auz ker(m) N LL(G), 7 € G, c'est-a-dire avec les idéaur fermés propres

PTEMIErs.

Preuve:

Soit M un idéal fermé propre maximal. Par (5.4.6.) il existe m € G tel
que M C ker(r) N LL(G). Donc M = ker(r) N L, (G) par maximalite.
Réciproquement, supposons ker(7)NLL(G) non maximal. Alors il existe

un idéal fermé propre M et m € G tels que
ker(m)NLL(G)CM C ker(m)NLL(G) et ker(m)NLL(G) # M (%)
On en déduit que
ker(m) N S(G) C ker(m1) N S(G)
et que

ker(w) = ker(m) ﬂS(G)LI(G) C ker(my) ﬂS(G)LL(G) = ker(7);.
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Donc 7, € {7} = {r}. puisque G est nilpotent. = = 7, et ker(w) "
LY (G) = ker(m) N LL(G). ce qui contredit (*). [ |

5.5. Représentations algebriquement
irréductibles de L’algébre L. (G)

5.5.1. Soit m € G agissant sur un espace de Hilbert H,. Alors 7 définit
une représentation topologiquement irréductible, unitaire de L (G). par
densité de L (G) dans LY(G). Soit

HY = vect{n(f)€ | € € Hn, feLL(G). 7(f) de rang fini}.
Puisque 7 est irréductible, H2 est dense dans H,.. Par ([23]. ) la re-
striction de m & H2 est une représentation algébriquement irréductible
de LL(G). Notons p cette restriction. Puisque ker(p) = ker(m) N LL(G)
.on a donc que

ker(r) N LY (G) € Prim(L}(G))
pour tout w € G.

5.5.2. Corollaire:
L ensemble des idéauzr Primitifs de L. (G) est donné par

Prim(LL(G)) = R = { ker(x)NLL(G) | 7€ G }.

Preuve:
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Par (5.5.1). R C Prim(L}(G)). D'autre part. puisque le novau de toute
représentation algebriquement irréductible est premier et fermé. (5.4.3.]
entraine que
Prim(L' (7)) = R

|
5.5.3. Soit (7. H,) une représentation unitaire irréductible de G. Soif
\ un vecteur unitaire C° de HZ®. Prenons p € S(G) C LL(G) tel
que m(p) = Pya. olt Py est le projecteur orthogonal sur CA. Donc

p*p=p modker(r)N L (G) Définissons | espace
H = {m(HHN] f€Ly(G)}

Alors H est égal & HY; car HS est un sous-espace r-invariant de HY .

On a le lemme suivant:

5.5.4. Lemme:

Soit (T.44) une représentation algébriquement irréductible de LL(G).
Soit = € G tel que ker(T) = ker(m) N LL(G). Soient A € H> et
p € LL(G) choisis comme en (5.5.3.). Définissons Uidéal My par
My ={ feLL(G) | n(f)» =0} Soit ensuite n £ 0 dans l'image
de T(p), donc en particulier T(p)n = n. Définissons M, ={f €
LL(G) | T(fyn =0} Alors M, est un idéal mazimal modulaire
de LL(G) et My = M, pour tout choiz de n # 0 dans [image de T(p).

Preuve:
Il est clair que M) est un idéal maximal modulaire de LL(G) ( [6].p.120.

prop.4). Montrons maintenant que M, = M,,. Or puisque T est simple
M,={geL,(G)|T(gn=0}
= {geLL(G)]| T(h)oT(g)n=0,he L,(G)}
—{geLLYG) |T(p)oT(h)oT(g)oT(pn=0 Vhe L,(G)}
_ (geLL(G)| Tpxhxgxpn=0. Yhe LL(G)}
—{geLL(@) |<n(h)or(gAA>n=0 VfE LL(G)}
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car pxhxgxp— < w(h)on(g)A, A > p € ker(m)NLL(G) = ker(T). Donc

M, ={ge LL(G):n(g)A =0} = M,.

5.5.5. Théoréme:

Soit G un groupe de Lie nilpotent, connexe simplement connexe.
Soit w un poids polynomial sur G. Soit (T.Y) une représentation
algébriquement irrédutible de L1 (G). Alors il existe, 4 équivalence prés
une et une seule représentation unitaire topologiquement irréductible

de G telle que (T, L) soit équivalente d (7 xo, HY).

Preuve:
Puisque ker(T') est un idéal propre fermé premier dans L} (G). il existe

une représentation unitaire irréductible 7 de G tel que
ker(T) = ker(m) N LL(G),

(voir (5.4.8.)). Prenons p € S(G) C LL(G) tel que m(p) = P, ol
Py est le projecteur orthogonal sur CA. Alors T(p) = T'(p * p) est un
projecteur non nul de I’espace de Banach &L, car p & ker(w) N LL(G) =
ker(T) et pxp —p € ker(m) N LL(G) = ker(T). Définissons My et M,
comme précédemment(5.5.4). Alors nous avons que (7', ) est équivalent
a (ﬂ'Hg,'Hg), car ces deux modules sont équivalents a L} (G) | M, et
LL(G) | M)y respectivement et que My = M, (voir (5.5.4.)). L’unicité.

a équivalence pres est évidente. [
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5.6. Représentations Topologiquement

irréductibles de L’algébre L. (G)

5.6.1. Rappelons la définition suivante d une représentation topologicue-

ment irréductible.

Définition:
Nous apellons représentation topologiquement irréductible (bornée)

(T.4) de LL(G) sur un espace de Banach toute application linéaire
T: LY(G) — GL()

vérifiant:

(1) T(f +9) = T(HT(9) vf,g € LL(G)

2) 1IT(Hully < Criifllullgllu, Vf € LL(G),Yu € L ol C'r est une con-
stante positive.

(3) Les sous-espaces de il fermés invariants sous l'action de T sont triv-
iaux.

On dit encore que (T, 1) est un L (G)-module topologiquement simple
(ou T est une représentation topologiquement irréductible & croissance
polynomiale) .

Exemple:

Soit [ € g*. Soit p une polarisation en [, P = exp(p). Alors
(m = indBx1, Hr)

est une représentation unitaire topologiquement irréductible de G (voir
(1.3.12)).
Conservons la définition (5.4.1). Pour M € N, on définit l'espace

M = (€€ Hs (3 I1X€I3)° = lilar < ).

ol <M



Chapitre 5. Etude de l'algébre LL (G) avec G groupe (e Lie... 137

pour X € g.
La représentation 7 agit sur H s par translation a gauche. D autre part

nous avons que

S(G/P. \/) C /HA\[.

Alors 7,4,, est topologiquement irréductible.
Soit £ € Hpy. Alors, pour s € G

Im()El = D 1X*(n(s)¢)IIZ,.
la|<M
= ) [I(Ad(s)X)ell3, .

o <M

Donc (w,Has) est une représentation topologiquement irréductible a

croissance polynomiale.

Le but de ce paragraphe est de déterminer les représentations
topologiquement irréductible de L. (G), & équivalence pres . La propo-

sition suivante est une premiere étape:

5.6.2. Proposition:
Pour tout module de Banach topologiquement simple (T, 1) de L1 (G). il

existe une représentation wp € G unique (4 équivalence prés) telle que
ker(T) = ker(r7) N LL(G).

Preuve: L’idéal ker(T') est un idéal bilatere fermé premier de L} (G)

et on peut donc appliquer (5.4.8.). [ |

5.6.3. Pour cette représentation 7 € G , choisissons alors A et p comme
en (5.5.4.). Puisque ker(T) = ker(n7) N LL(G) on a

T(p* fxp) =<mr(f)\A>T(p), VfelLl(G),

avec T(p) # 0. Par construction de p, T(p x p) = T(p). Choisissons
alors 0 # u = T(p)u € T(p)Yh. Puisque (T, i) est topologiquement
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irréductible. T(Li(G))u = T(Li,(G) *p) u est dense dans . Pour tout

f e LL(G). on a alors les équivalences suivantes:

T(f)u =0 = T(px LG~/ x,)> v=0
=<y (Li,(G))vrT(f))\. A> T(phu =0

< (N 7T (Li,(G))A >=0
= fxpe ker(m)r N LL(G) = ker(T).

La derniere équivalence est due au fait que

mr(f *p)6 =< & A > 7(f)AVE € Har.

5.6.4. Lemme:
Soit H2_ en (5.5.1.,5.5.3.). L’application

® T(L;(G)*p) — HY
T(f)u=T(f * p)u — 7r(f *p)A = 7 (f)A

est une bijection linéaire qui vérifie
m(g)o®=®oT(g), Vg€ LyG)

Preuve:

Puisque. par (5.6.3.),
T(f+xpu=0<+= rar(f * p)A = 0.

& est bien définie et c’est une bijection. La linéarité et la relation mro® =

® o T se vérifient facilement. |
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5.6.5. Proposition:

Toute représentation topologiquement irréductible (T. W) de LL(G) est
Cquivalente a une représentation (7r. HT;’ V. onwp € G et onll - ity
estowne norme appropriee sur H"/_TT. De plus

Irr(@)ellz < Cr - gl - I€lir. Yo € LL(G). ve e HE,

— Y.
pour une certaine constante Ct > 0. Les espaces Y et H?rT” T sont
iSOMELTIqUEes.

Preuve:

Par (5.6.4.). il suffit de poser

| (HMz = 1T (Hullu. Vf € LL(G).

et de completer H?rT pour cette norme. Alors les opérateurs 7r(g).

g € LL(G). peuvent se prolongés en des opérateurs bornés sur H_Q‘:H'HT.
puisque
| (g)rr(HAT = IT(g * flull
< CrlighulIT(f)ullu
= Crllgllullrr (HAlr
est une relation qui peut étre étendue a tout £ € T{EZH'“T. |

5.6.6. Afin de caractériser toutes les représentations topologiquement
irréductibles de noyau ker(r)NLL(G) donné. il suffit donc de déterminer
toutes les normes || - || sur HY pour lesquelles la représentation 7 est
hornée et telle que (T, H_‘,)r”'“ ) soit topologiquement irréductible. Dot la
définition suivante:

Définition:

On appelle norme d’extension sur HO, toute norme || - || qui vérifie

Im(9)el < Clgllu el Vg € LL(G), V& € Ha.
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ol C' est une constante strictement positive.
Par continuité on peut alors étendre l'action des opérateurs w(g) au

—— 1
complété HQ'H H pour cette norme.

5.6.7. Exemples:

1) La norme |} - |l définie (5.6.5.) est une norme d’extension.
2) La norme || - ||, de 'espace de Hilbert H est une norme d’extension
car

|7 (9)€llx < llglhliglls < gl €l

quels que soient g € LL(G)et £ € Hr.

3) La norme || - || iy définie par

Il min — | SHUP<1| <& ma)A > YRS H?r.

est une norme d’extension, car

()€l min = “ s”u}><1\ < m(g)€, m(a)X > |

gl sup | < Em(-Le xa)A> |
flall, <1 llgllz

< llglle sup | <&m(a)A>|
lall <1

= HQHWHSH min

pour tout g € LL(G), puisque |iglle = llg*||lo. le poids w étant
symértrique.
4) Soit My = {f € LL(G) | m(f)A = 0} comme en (5.5.4). Alors la

norme || - || max définie sur HY par

|l ( A max = m'len]{h“f +mlly = Hf.HLL(G)'\:\'[,\
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est une norme d’extension, car

(@) m(HAhnax = inf lg= f+m'

ms My
< ot g« (f =i
< inf m
< HgmelerlMH.f +mll,

= Hg||wH7T(f)/\Hmax-

5.6.8. Proposition:
Soit || - || une norme d'extension quelconque sur HY. Alors il existe des

constantes C' et C" strictement positives telles que

C' €l min < NN < C"lIEllmaq 7€ € Ha-

Preuve:

Pour 7(f)\ € HY quelconque,

Ie(FA = (£ +m)A
<C-lf+mil. UM ¥me My,

Donc
Ix (A < AC D - 7 (F)A] max-
D’autre part. pour |jafl, < 1,

1
A
! *x f x
=m—/\mﬂ|7r(p*a fxp)All

| < m(HNT(@A > | = mll < 7la” « HA A > A

1 .
< m\\pilwlla [l llm CAIAN
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et

1 .
17 (M min < g P (AL

puisque ol o= el < L |
5.6.9. Corollaire:

Des normes || - || in définies a partir de vecteurs A € H® distincts sont
équivalentes. De méme pour les normes || - || maz-

5.6.10. Proposition:

Soit || - || une norme d’ertension quelconque sur HY. Alors le module

(7‘(‘,?‘(—97”.”) est topologiquement simple.

Preuve:

Remarquons d’abord que 'idéal
LL(G) xp* LL(G) + ker(r) N LL(G)

est dense dans L} (G), par maximalité de ker(n)NL!(G) (5.4.9.). Donc.

si W est un sous-espace fermé m-invariant de H_Qi ! . alors
T(p)W =0 ﬂ(Li)(G) * P * LL(G))W’ =0
= 7(LLGYW =0
— W =0,

puisque Ll (G) posséde des unités approchées bornées. D’autre part.

comine
()TN =< 7(HMNA> A € C- A, Yfe LL(G).

7(p)HS = C- ) = n(p) ~H_9T”H". Ainsi, si W # 0 est un sous-espace fermé

w-invariant de H_?Tm'm, 0 # m(p)W C CX et 7(p)W = C - A, puisque W

est un sous-espace. Finalement,

W o W(L;(G) *p)W S (L (G)A = HO
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et W =H2", m

5.6.11. Nous pouvons résumer les résultats de ce paragraphe dans le

théoreme suivant:

Théoreme:

Soit G un groupe de Lie connexe, simplement connexe, nilpotent
muni d'un poids polynomial w. Les représentations toplogique-
ment irréductibles de Ll(G) coincident & équivalences prés avec
les représentations (w,ﬁ,{“"“’) ol 7 est une représentation wunitaire
irréductible de G et ou || - || est une norme d’extension sur HS. Les
représentations (m, HO" |) et (7r1,H_9r1| ! ) sont équivalentes si et seule-
ment si m et mp sont des représentations unitairement équivalentes de G

et || -l et || - I, des normes d’extension équivalentes.

5.6.12. Remarques finales:

1) La norme || - ||z de l’espace de Hilbert H, est une norme d’extension,
ce qui correspond au fait que (m, Hr) est une représentation topologique-
ment irréductible.

2) Puisque

C'l Hmin < W0 <C" - maz

pour toute norme d’extension || ||, tous les modules topologiquement sim-
ples (w,H—g}”' |) peuvent se réaliser comme des sous-modules de Banach
du module (w,_ﬁg”. min),

3) En posant w = 1 nous obtenons toutes les représentations topologique-
ment irréductibles de L1(G), si G est un groupe de Lie connexe, simple-

ment conneze, nilpotent.

5.6.13. Questions ouvertes:

Nous terminons notre étude par des problémes ouverts :

1) Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe et w
un poids exponentiel. Pourrait-on établir des résultats anologues pour
I'algebre L1 (G)?
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2) Supposons que G est un groupe de Lie résoluble exponentiel. Est ce
que on peut obtenir les mémes résultats précédents dans le cas ol w est

un poids exponentiel?
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