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0. Introduction

I-ne t les pr'éoccrrpations rle l ' rrrralr 'se l talurotr iclt t t .  t  ottsisft '  à , irrrr l i r ,r '  rLit-

ferentes algèbres de fonctions, d'en caractériser certains idéaux (idéaux

premiers, idéaux primitifs, idéaux maximaux) et d'en préciser les divers

types de représentations ( représentations algèbriquement irréductibles.

topologiquement irréductibles, unitaires irréductibles ). Pour les groupes

cle Lie nilpotents. connexes, simplement connexes, cette tâche est déjà

bien avancée en ce qui concerne I'algèbre de groupe L'(G). et I'algèbre

de Schwartz S(G).

En 1960 la méthode des orbites de Kirillov a donné r.rne paramétrisation

concrète des représentations unitaires irréductibles des groupes de Lie

nilpotents. En effet, étant donné un groupe de Lie nilpotent connexe.

simplement connexe G d'algèbre de Lie g. le groupe G agit sur le clual

de son algèbre de Lie au moyen de la représentabion coadjointe. Kir-

illov ([17]) a montré qu'il existe une correspondance biunivoque entre

les classes d'équivalence des représentations unitaires, irréductibles de G

et leurs orbites dans I'espace dual de g. Sa méthode a permis en 1965

à Bernat de déterminer le dual unitaire des groupes de Lie résolubles

exponentiels ([3], [a]). Puis Pukanszky et Vergne ([30], [4]) ont résolu les

problèmes concernant les polarisations qui restaient encore ouverts.

Ce travail est constitué de deux parties différentes. La première par-

tie consiste à étudier une classe de représentations irréductibles par-

ticulièrement interéssantes, celle des représentations algébriquement

irréductibles (ou simples) de I'algèbre Lr(G). où G est un groupe de Lie

résoluble exponentiel. Pour ceci. soit n le nilradical de g, l/ : exp(n)

le sous-groupe associé. Soit (?,V) un l1(G)-module simple. Alors

ker(?)/N est un idéal G-premier de Lr(N). En plus il existe une



Irût'oclur:tion

l i.pr'ésentation unitaire topologiquement irréductible. r cle .\ telle rlrre

ke r (T ) ; , v  :  ke r (G ' r )  ( [ 29 ] ) .

oùr G r est la G-orbite de r clans À-. Ici ie noyau cle l'cirbire

G . r étant par définition I'intersection des noyaux des représenlations

r-rnitaires irréductibles correspondant aux points cle I'orbite. Soit 11

un sous-groupe de G contenant ly': pour étudier les représentations

algébriquement irréductibles de L'(G), nous nous ramenons à une

représentation unitaire topologiquement irréductible îr de 11. qr-ri est

cléterminée univoquement par (7,7). c'est à dire que :

Ann 71 '  (H)  :  ker(T)  17 ' (H)  :  ker(1) .

Ainsi on peut étr-rdier les représentations aigébriquement irréductibles

de I 'algèbre LI(G) I Lr (G) * ker(7), qui est isomorphe à I 'algèbre

LL(GlH,L ' (H) lker(7)) ,  e t  ce la se réal isera en regardant  les

représentations algèbriquement irréductibles sur une algèbre P *

Lr(GlH.Lt (G) lker(7))  x  P p lus pet i te .  o i r  7(P)  est  un pro jecteur  c le

fang un .

Nous montrerons que cette algèbre est isomorphe à une algèbre

LI(G I H ,a) = LI(R', r) commutative avec un certain poids, et ceci norrs

ramène à regarder nos représentations sur cette algèbre ; elle sont alors

des caractères 17 pas nécessairement uinitaires (D'aprés le lemrne cle

Schur). Par conséquent nous étudions les extensions possibles à I'algèbre

Lr (G I H. Lt (H) I ker(1)) toute entière.

Pour obtenir toutes les représentations algébriquement irréductibles de

L|(G) nous ne pouvons pas nous contenter de I'induction unitaires de

caractères unitaires. Nous définissons donc de nouvelies représentations

"'p. 
p est un multi-indice et I € g* de la façon suivante:

Soit q : l /n.Décomposons I 'algèbre de Lie g de la façon suivante:



Intrcduction

g( l )  +n :u :n

g(q )  +  n :  ro  =  (g ( l )  *  n )

ro 11.

Donc

B  :  u  e  ( g (q )  *  n )  :  b  0  m  on iu .

Choisissons une polarisation p0 en q g(q)-invariante. par exenlple rrne'

polarisation de Vergne définie à l'aide d'une suite cle Jorclan-Hôlcler g(q)-

invariante ([19]) Soit alors ] c tu Lln sous-espace isotrope nraxinral pc-'tu'

/ dans t!. c est à dire que:

< t , [y , ] l  > :  o .

Alors p : ue yOpo est une polarisation de Pukanszky'de I dans g ([2])

Soit

n : î o )n1  ) . . . l n i r l nk+ r

trne suite de Jordan-Hôlder du g-module n. Soit 1 : {, I p" + ni. I

Po  f  nz+ r ; i , : 0 . " ' , k )  :  { 0  1 i 4  I

po  *n r i ,  j : 1 , '  ' ,  m* I  e t  P rn+ t  :  p0 .F t  :  n .  Cho i s i ssons  t l n  espà ( :e

oi C Fi tel que

v i t | ^P j+ t :P j  Y j : L , " ' .m , .

Aiors
m 0

\ -  n "+po -n .
. L  " J V
j : l

En plus

,  i '*g:  t  o j -NlPo
J : I

( u r , . . . ,  0 - )  - - - - - -  exp (u t )  . . .  exp (u - )  . p0
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t'st un difféoniorphisute ([30]) Posorrs

B , i  :  vA !  ?P t .  Pou r  j : 1 .  "  "  t r t '

Àiols

9r :uOYePr :uO) /3n .

et

gm- I  : u= . I  -  Pm- r  :  u j . ) / -Po  :  P '

Pour définir nos représentations zr'1.p. nous allons procécler t\ une inclrtc:-

t ion "non unitaire" (en général).

Soit p : (pt,.  .  .p,n) e [1,co]- un mult i- indice. On pose

ù L

nàO : ll ar", o
j --r

oir A, est la fonction module de G,

leprésentat ions r ,  :  ind$ '* ,  (n i * r ,P; ) ,  pour  j  :  I "  ' .m.  AIo.s  r i ,

est une représentation de Gr : U 'Y ' N. Soit

€r (G, l )  :  {€  :  G -C ;  (  cont inu à suPPort

compact  modulo P te l  que ( (gp)  :  Yr(p)  'nàtp)ç(gt .

YgeG,pePe t

l l€ l lF: ( /  l ( l  /  ( [  - l ( (s 'exp(ur)  "
J c / G t  J G t l G z  . t G ^ l P l

exp(t,-)  l '*  du,n)# .  l"  d,r)* l '  au)i  .  
"o).

On définit la représentation n'p : ind$, ("1,2). Içi I'espac" 11*,u :

Lp(G,l) de la représentation zr! est le completé de tp(G,l) pour la norme

l l  l lo
Nous allons montrer que ces représentations décrivent toutes les

représentations algébriquement de I1 (G).



Iurt 'oduction

Les cleux prerniels chapitres de notre étude

I'citude des ces nouvelles représentations n!

chapitre 3.

-\rr chapittc'  L. rtous f i i istt t ts celtains tap;rt ' ls

cle Lie nilpotents et exponentiels.

prépat 'euf le terrain l torr l

clui serclnt intlorhritc's arr

s t t t  i a  r l u i o r i t '  t l t , s  g t r , t L 1 . , r ' .

Au chapitre 2. nous étudions quelques représentations unitaires

irrécir-rctibles. ainsi que leurs noyaux. Ensuite nous construisons des sorrs-

rrlgèbres particrrlières qui seront d'une importance capitale clarrs le reste

ciu travail.

Au chapitre 3. nous étudions les représentations r!. Nous montrons

que les r!- sont topologiquement irréductibles. Norrs vérifions l'existence

cl'nne fonction f e Lt (G) telle que I'opérateurs r$(,f ) soit un opérateur

rle rang f ini.  Par conséquent la représentation zr! contient rrn I l(G)-

niodule simple V(p't) ([23]) Ensuite nous déterminons une fonction I e

Lt(H)lker(1) tel que I 'opérateut  ̂ t(ù est un projecteur de rang rrn.

Ainsi 
"'utO)vlq't) 

est un p * Lt (G I H , Lt (G) lker(lr)) x B-mociule simple.

Or cette algèbre est commutative, nous calculons d'une fâçon explicite

la restriction de nf sur cette algèbre. c'est un caractè t-ç Xn,o. Enfin. nous

caractérisons nos modules simples par les V@'D, p € [1, co]-.

Le chapitre 4 est consacré à un exemple explicite. celui du groupe cle

Boidol.

Les raisonnements précédents s'inspireront très fortement cle la

clétermination des représentations algébriquement irréductibles cle L' (G)

par Poguntke ([29]) , sauf que dans ce cas on ne travaille pas avec

des représentations projectives. et des cocycles. mais plutôt avec cles

représentations unitaires topologiquement irréductibles. qui vont nons

permettre d'obtenir ? par extensions, et inductions successives à partir

de la représentation r de .Ll(l/), en choisissant convenablement I'ordre

pour éviter les cocycles, et les répresentations projectives.

La deuxième partie de la thèse est consacrée à l'étude des algèbres cle

tvpe tr!.,(G), oir G est un groupe de Lie nilpotent connexe simplenrent



Introclttctiort

( onnexe. et :,' est un poids polvnonial sul G.

Le br-rt d1 chapitre 5 consiste clonc à étendre cet'taines propriétés cle

l 'algèbre Lr(G). r lr i  otrt joué un r 'ôle irrt l>ot ' t :rnt ctt i t t trth-sc hat' t t tott ir l t t t '

t  l trssit lrre (t alat ' tér ' istr.t ion cles icléirtrx rurr-t i t tuttt-x. irr ' , ,1rr i t i t t l  tLt '  \ \- icr i t ' r ' .

problème de synthèse spectrale. caractérisation cles icléaux prenriers) t\

Lr"(G). Cette tâche est dèjà bien avancée en ce qui concerne l'algèbre

de groupe I1(G)et l 'algèbre de Schwartz S(G).

Lin tel poids cu apparait naturellement si on étudie l'appartenance cles

éléments du groupe G aux puissances successives d'un voisinage cle

l ' un i t é  (5 .1 .3 ) .

Pnisque 5(G) c Lt-(C) a Lr (G). chaclue sous-espace étant dense clans le

suivalt pour la topologie respective. on penl espérer pottvoir transférer

i l i f férentes propriétés de 5(G) et I l(G) à L', .(G). A cet e{Iet. i l  est

essentiel de pottvoir comparer les noyatx ker(r) n S(G). ker(n) n I: ,(G)

et ker(zr) pour tout r e G. Or un résultat de Ludwig ([21], 2.1) montrant

q.," I*(rr.) nS(G)r' tG) - ker(n) peut être transposé a{in cle prouver
- t  

I  n '

( t r r onaéga len ren t ke r (n )nS (G) " t ' " ' : ke r ( z i ) ' L r . (G ) 'E t t con tb i nan t

c.e résultat avec l'existence d'idéaux minimaux, d'enveloppe clonnée C C

ô dans s(G), LLG) et Lt (G) et avec la relation entre ces différents

idéau-x minimaux. on obtient I'outil essentiei pour prouver les résultzlts

strivants: Les idéaux fermés propres premiers cle Lrr(G) sont de la fbrrne

ke r ( z r )  aL r ,G ) . r €G .
- :

L'algèbre (ker(zr) .  Lr,G))l i  t" l  est ni lpotente si i  (r) désig.e

I'idéal minimal de r|(G) d'enveloppe {"} (." qui est un résr-rltal

cle synthèse spectrale généralisée). L'algèbre L'"(G) possède la pro-

priété de wiener c'est-à-dire pour tout idéal fermé propre / de

L!(G). i l  existe z' € ô t. t  que ,[ c ker(zr) n , l(G). Les idéaux

fermés propres maximaux de Lf,(G) coÏncident avec les idéaux f'ermés

propres premiers. On en déduit également que Prim(ff(G)) :

{ker(zr) 1t Lr,(G) | n € G}. Ensuite nous déterminons toutes

les représentations algébriquement irréductibles cle Lr.(G): Elles



[nf rochu'tictt

t'rrïrrciclent ( t\ écltrir.erlence près) avec les représenf iif ioris (;r n,:.'H']\

o i r  Î l ]  :  i ' e c t i ; r ( / ) {  i  € e  1 1 , .  f  e  L L ( G ) ,  
" ( / )  

< [ e  r t r t r g  l i r r i ]  . ' H -

rlésignant l 'espace de la représentation unitaire r. Les lepr'éserrttrf ious

ro l ro log ic luenrent  i l réc luc t ib les  c le  L : (G\  sor ) t  ; r lo l ' s  o l r tc r lu 's  ( ' r r

(  (rrul) l (" t iuI t  Ies ( 's l )a( 'es Hu- r les t 'ept 'c lsett f rr t i r . rLr.s rr lg i ' l r t i r l r t t 'ur, ' t r t

i lréductibles pal rapport à des normet ll l l l l appropriées.

Nous terminons notre étude en mentionnant une cruestion orlvelte.



Chapitre 1

Rappels et généralités

Dans ce chapitre nous introduisons quelques notions strr la théorie cles

groupes de Lie résolubles exponentiels et nilpotents. Les gloupes ex-

ponentiels constituent la classe la plus vaste pour laquelle il existe ttn

clifféomorphisme entre le groupe et son algèbre de Lie. Cette classe cle

groupes se situe entre les groupes de Lie nilpotents et les groupes cle Lie

résolubles. ces groupes ont été introduits par Dixmier ([9]). PouI c'e

qui concerne la théorie générale des groupes de Lie. nous renvovous lel

lecteur  à ( [7 ] )  e t  à  ( [32] ) .

Dans toute notre étude, G désignera un groupe de Lie connexe. simple-

ment connexe et g son algèbre de Lie. nous désignerons pal [, ] le croc]ret

de Lie dans g.

Commençons tout d'abord par quelques notions sur les gloupes de Lie

nilootents.

1.1. Groupes de Lie nilPotents

1.1.1. Définit ion:

Nous disons que G est nilpotent si son algèbre de Lie g est nilpotente;



C'ltapitre -1. Ra4rpels et généralités

c'est à dit'e clue Ia suite centrale clécrciissante (g"'),,6r' cléfinie pat':

g r :  g  e t  Vm,  )  2 .  g , r , :  [ g , . , - 1 .  g ]

vérifie Em, : {O} pour un certain m.

Soit r l 'entier tel que g, + {0} et g1^+r : {0}, r est àppelé le pas cle

i 'algèbre de Lie g.

L.L,z .  Remarque:

b,ne conrl i t ion'né.cessazre pour qu' 'une algèbre de Lte g soit ni, l 'potentr:.

est que pou,r chaque élément X de g, l'endomorphism'e

ad X(Y) :  [X ,  Y ) .VY e  s

est n'iLpotent, putsque adX(ga) est' inclus dans gn+t.

L.2. Groupes de Lie résolubles exponentiels

t .2 .L.  Déf in i t ion:

Soit G un groupe de Lie résoluble d'algèbre de Lie g. Nous disons que

G est exponentiel, si I'application exponentielle exp : g ------+ G est un

clifféomorphisme. Dans ce cas) nous disons aussi que I'algèbre cle Lie g

de G est résoluble exPonentielle.

t.2.2. Remarque :

Les sous-aLgèbres et les algèbres quotients d'une algèbre rle Lie résolubl,e

erponentielle sont résolubles erponenti,elles'

Le théorème suivant est un outil considérable dans la théorie des groupes

de Lie résolubles exPonentiels.



( '1r i r l . r i r le l .  Rir1r lre1. er général i fes

I.2.3, Théorème: Sozt G un qroupe de Lie résol,rr"ble ('on.ne:t:e. ,si,rn,1tl,e:-

rn,ent connere. d'aLgèbre de Lr,e g. Alors. les r:onditton,,e stti,t:u,rt,te,s .srsnt

érltrLt:a,l,entes :

( i )  G r: .st  urr  (Jr 'ot tL)( '  r l r '  L ir :  r 'ésol, t rhlr '  ( ' . t l . ion( rr t i t l

(i i) , 
'application 

erponentieLle est un diJféom.orph,i,srne entre g et G.

(iii) Quel que soit X e g, adX n'est pas de 'uale'ur propre no'n, n,tt,l,l,e

imagtnatre pure.

(iv) Les racrnes de g (dans l'algèbre complertfiée ga) sorù rle La ,forme

o( r ) ( t  +  i 0 ) .  où  0  e - lR  e l  @ e  s . .

Preuve:

cf [e] r

1.2.4. Remarque:

Les groupes de Liem,lpotents sont des groupes de L'ie résolubles erponen,-

t ieLs.

L.2.5.  Proposi t ion:

Soit g une algèbre de Li,e résoluble erponentielle. Alors n : [g. g] est un

i,déal ni,lpotent de g.

Preuve:

c f  [ 11 ] .  I

L.2.6. Proposit ion:

Sott g une algèbre de Li,e résoluble erponentielle. Alors 'tl ertste u"rr

pl,us grand idéal niLpotent n (appelé n'ilradical) d,ans g. Orr' a q'u,e

n : Od-ro"lrr" ker(@) . En plus, pour toute dérzuati,on d de g, on a qlte

d (n )  c  n .

Preuve:

cf  [11] .  r

I.2.7. Soit G un groupe de Lie connexe, notons exp : g --------) G

I'application exponentielle, log son inverse dans un voisinage de l'élément

i,0



( ' l tnp i r ra  7 .  R; t14rc ' l s  t ' r  généra l i tés I I

rreutre e € G. et définissons

C(x .Y)  :  log(exp(X)  exp(Y) ) .  -Y . l '  e  g .

Clette fonction est bien définie, converge nornralernent rltrus rrtr voisiuirgt'

<le (0.0) et ne dépend pas du choix des groupes de Lie localernent isrr

nrorphes associés à g.

La fblrnule cle Cambell-Baker-Haussdorff qui en résulte rotts pelnet ([e

leconstituer G avec sa loi multiplicative connaissant ttniquernerrt ltr stlrrc-

true de g. Cette formule est donnée par:

c(x,y) :  x +y + *[x, r]  + +[x,[x, y] l  -  *t" [x,v] l
2 L  

r  
I t L  

L  r r  
1 2

1 ._  1 --  . lY.  lx . lx .  v l l l  +  .  fx .  lY. lY.  -Yl l l  +  . . .  c f  { l13 l t .
_ 1 8 ,  

L  L  r J J  _ 1 8 .  L  L  ' J ,

Si G est un groupe de Lie résoluble exponentiel d'algèbre cle Lie g.

l'application exp est un difféomorphisme analytique et la formtile <le

Ctrmbell-Baker-Haussciorff est définie pour tout X. Y e g.

Nous pouvons trlors définir sur g une structure cle grottpe de Lie €rxpo-

rrentiel (g,C) clui admet g comme algèbre de Lie. Dans ces conditions.

I'application exp n'est autre que I'identité.

1.2.8.  Théorème:

Sozt G un gro'upe de L'ie résoluble erponenttel d'aLgèbre de Lie g. Alors

iL erzste un sou,s-groupe fermé connex:e H de codi,mension 1 de G e.t

d'algèbre d,e Lie b, tel que G sozt isomorphe auprodutt semi-d' irect R. x

H , où e dészgne un groupe à un para'mètre d'a'u,tomorph"'is'mes de H . Pott'r'

tout  X /  h ,  l 'appl icat ion R x f /  ,  G;  ( t .h) ' - - - - - -  erp( tX) 'h  est  ur t

di,fféomorphisme.

Preuve:

cf  ( [2 ] ) .  I

1,2.9. Proposit ion: Sott G un groupe de Lze r 'ésoluble erpone.ntiel '

r|,'algèbre de Lie g. So'it H un sous-groupe fermé connere et s'rrn'pl'ern,ent
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( :o 'n,n,e:Le d,e G d'a, lgèbre de Liel .  .4lors H est t t , t l  qt 'ot t , 'p(t  t l r :  Lie rr : . rr t l t rbl t

r:.t:ponent't,el.

Preuve:

cf  ( i le l )  I

L.2. tO.  Proposi t ion:

Il, erzste des sotts-algèbres nilpotentes T d" g teLles r1ttrc

g: f+Lg,g l .

Preuve:

cf  ( [1e]) .  r

L.2. IL .  Déf in i t ion:

Soit g une algèbre de Lie résoluble exponentielle et p ttne sotts-algèbre

cle g. On appelle base coexponentielle à p dans g toute base !30 :

(8t.. . . ,8x) d'un sous-espace vectoriel supplémentaire Q c1e p clarrs g

tel le que les sous-espaces Pr : I j :r  
+RBr ep, i  

- 1... . .  À; engetrdrés par'

p et les Bi vérifient les propriétés suivantes:

( i )  P r * t  )P t ,F4 :  I '  Fo  :P ,  o  S7  <  k -  1 '

(ii) Si F7 n'est pas une sous-algèbre de g . alors F:+r et F7-r sorlt des

sous-algèbres de g, pour i  :  7,.. . ,  k - 1.

( i i i )  L'application

Eo :R .kxF - - - - - - -G

( r t , . . . ,  t p ,u ) - - - .  exp ( t181 ) '  exp ( t zBz )  " '  exp ( f687 ' )  '  exp (u )

est un difféomorphisme. Le sous-espace vectoriel Q de g est appelé sous-

espace coexponentiel à P dans g.

I .2 .L2.  Proposi t ion:

si G est un groupe de L,ie résoluble erponenttel rl'algèbre rle Lie g , aLors

pour toute sous-algèbre de LieF de g i l  eriste une baseBo r:oerportentzeLl 'e

à p dans g.
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Preuve:

cf  ( [1e]) I

1.3. L'espace dual dtun groupe de Lie

exponentiel

Dans ce paragraphe. nous allons rappeler la description cle l'e'space tlrtal

G (G est un groupe de Lie résoluble exponentiel d'algèbre cle Lie g).

c'est à clire I'espace des classes d'équivalence des représentatiotrs ttrti-

taires irréductibles de G. L'existence d'une application bi.iective etrtlt'

l 'espace des orbites coadjointes g* lG de G et G est rine i\ P. BeL'trtrt

([a]). Pour chaque I € g*, il existe en effet une polarisatlon p en I et trtrt'

représentation unitaire irréductible de G dont la classe cl'équivalellce nel

c lépend que de la  G-orb i te  de I  e t  tout  r  €è est  de Ia  fb lme n:1t .p .

1.3.1.  Déf in i t ions:

(a) La représentation adjoint e ad et Ad de g respectivemerrt cle G est

cléfinie par:

Pour  tou t  r , ! J  e  g .  ad r (y ) : l r ,A l  e t  pou r  t ou t  9 :  exp ( r ) '

Ad(g)(ù :  eod"a:  i  \@aù" 0)
Ton l

II en résulte que exp(Ad(9))(y) :  I  '  exp(g) '  g-r '

(b) La représentation coadjointe Ad. de G sur I'espace dual g* cle g est

cléfinie par

<  Ad*  ( g ) t , r  ) : (  t ,  Ad (g - r ) r  ) , r  €  g , l  e  g * '

On clésigne pal G . I I'orbite de I sotts I'action coadjointe de G: ainsi

G . l :  {Ad . ( s ) t ; s  Q  G) .
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(c) Soit p url sons-espace vectoriel cle g. on pose,

( i )  p ' (g . )  :  { /  e  g-  t  l /p  - -  0} ,  o i r  l7o est  l t r  rest r ic ' t ion c le  1 à p:

( i i )  p i l )  :  { . r ' e  g  :  B1 ( t : .F )  : 0 } .  o i r  B1  es f  l a  f o t ' L t t t ' l r i l i t r é i r i l c  i t i t c r t t r i , '

: u r ' g  .  g  r l t i t i n i e  l r t r t  B l ( . , ' . y . )  :<  l . i r . t i ,  > .  . t .  r  a  i ' 1 .

S i  p  c  p( l )  ( resp.  F:  P( l ) ) ,  on c l i t  que p est  un sots-espace isot lopt '

(r'esp. maximal isotrope) pour 81.

(d) Une sous-algèbre p de g est appelée poltrlis:rtion en rrn point / € tt-

si elle vérifre les conditions suivantes:

( i )  <  l ,  [ p .P ]  > :  o  .

( i i )  d imp :  ] ( c l imO( / )  +  d img) ,  o r " .  g ( l )  :  { "  e  g ;  <  / .  [ . r : . g ]  > :0 ] .

Cela signifle p est nne sous-algèbre qr-ri est en même temps Lln solls-esprrce

triaximal isotrope pour la forme bilinéaire B1(t:. !J) :< 1,.lt:. yl ). .r'. i7 € S.

Ainsi l7o est un homomorphisme. On définit rtrr calactèr'e \r sru'

e,xp(p) : P. c'est à dire un homomorphisme contintt cie Psttl T :

{;  e C. It l  :  1} de la façon suivante:

1 1 ( e x p ( r ) )  
-  

" - i 1 L ' x . . , , , . '  
€  p .

(e) Une polarisation p en I vérifie Ia condition de Pukanszky. si

Ad . (exp (p ) ) l :  l ,  +  p ' .

Autrement dit si I  e g* avec f 1, 
-- l /0, alors i l  existe h, e P: exp(P)

tel que f :  Ad-(h)l.  Nous al lons désigner par Puk(l.g) I 'ensemble cle

tontes les polarisations en I € g* qui vérifient la condition cle Pukanszkv.

1.3.2.  Remarque:

Si g est ni,lpotente, alors toute polarisati,on en L posséde la propriété rle

Pukanszky: En e..f fet Ad-(erp(p))l  est alors ou'uert et fermé dans I +l l ' .

1.3.3. Théorème: (Critère de Pukanszky)

Sott G 'un groupe de Li,e résoluble erponentiel d'algèbre de Lie' g. So'tt

I  e g* et p'une sous-algèbre de g' isotrope po'ur l ,o'. fornt 'e 81. r: 'est r) '



Chapirre l .  Rap;lels et général irés

di re que Bl ( [p ,p] )  :<  l ,  [p ,p]  ) :0 .  A lors  les condi tzons su iuantes ,sorr , t

équiuaLentes:

( i )  Ad ( " *p (p ) )L : I  +P r .

( i i)  p e,st rt , 'n, qotLs-e.epl,ce isotrope rnrrt irnal potr,r lrr,  lr t t"rna Br. (P r ' .qt rrrtr

po la rzsa tzon  en  l )  e t  I  +  P*  C  G '1 .

(iii) Pour tout point f d" pt, p est un so't-Ls-espace 'isotrope malimal

pour La forme BL*r & est une polarzsatt,on en I + f ).

Preuve:

L I  \ L + l / .

L.3.4. Remarque:

Si,les conditions équtualentes du théorème précédent sont uérifiées, alors

p uéri,fie la condztion de PukanszkE, par (1.3.1).

1.3.5. on connaît bien un procédé standard dû à vI. vergne pour con-

struire une polarisation vérifiant la condition de Pukanszky . Pour cela

. soient g une algèbre de Lie résoluble exponentielle et S: (gt)Ï:o

une bonne suite de sous-algèbres de g (voir ([19]) par exemple pour Ia

cléfinition). Soient I e g, lk : l/s* la restriction de I à g* et soit gkQk)

le noyau de la forme B1* sur gn x gn. Posons p(1, ̂9) : Di:o gn(ln).

1.3.6. Proposit ion:

p(1, S) est une polarzsati,on en I qui, uéri,fie la condit"ton de Pukanszky.

Preuve:

cf  ( t4 l ) .  I

L.3.7. Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel d'algèbre de Lie g.

Soit P un sous-groupe fermé de G. Nous allons construire une "mesure"

G-invariante sur I'espace quotient Gf P c'est à dire une forme continue

sur un espace naturel K(G,,P) de fonctions. Soient Fc la mesure de

Haar à gauche sur G et A6 la fonction module de G. Nous désignons

par c"(G), I'espace des fonctions numériques continues sur G, à support

compact. Pour toute fonction f e Cr(G) et pour tout r € G. nous avons

L ;

I
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( l l t e

l r ,rr ,  
'  u_'),1r,r,(r) :  ac(Y) 

[ , ,  f  { , ' )" , ' r ;( ' r ' ) '

f  
" t t r lorc(a):  

Jrto- ' )  
ac (v) -Lrt 'p6;(u)

D'aut le part .  i l  est bien connu que Aç(y) :  lctét  Ar l(ùl- t  :  . l ' -  l l ' r r r1. ' lo3i /

potrr tout A € G. On désigne par p I'algèbre cie Lie cle P et pàr'pp la

rrrestrle cle Haar à gauche sur P. On note Ap.c. le caractèt'e cLe P à

valeurs clans IR+ défini Par

Apc(h) :*8.heP.

Pour r€p ,ona

L p . c ( e x P ( r ) )  -  e t t Q d s / P r :  '

Nous désignons par Aç.p I'inverse de Ap,ç. autrement clit

A - (h \
Ac,p(h) : f f i .heP.

Soit K(G, P) I'espace des fonctions défi.nies de Ia fâçou strivante:

I{(G, P) : {T : G - C;/ continue à support conrpact ntoclulo P'

( t tpp/  C K 'P.  oùr  K est  uncompact  c lans G) '

f  ( * ' h ) :  AP ,c (h )  f  ( r ) '  Y r  e  G '  h  €  P )  ( 3 )

G zrgit sur K(G,P) par translation à gar-rche. Pour tor-tt f e C,'(G).

écrivons

Qp f  l t ) :  I  L . , rO )T@'h )d ,p tp (h ) .  t :  e  G .  ( 4 )
J P

Aiors. d'après ([a]) on sait que I'application Qp est continue. sur.iective

cle C"(G) dans K(G, P).

( 1 )

(2 )
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D'at r t re  par t .  s i  f  e  C,(G) et  Qp( f ) :0 .  a lo t 's  . f .  f  t . , ' \ r l , : r  -  0 .  À ius i  o t r

obtient sr-rr K(G. P) une fbrme linéaile positive G-inr,'aliante rtnir3u' (i

ru r  f ' : r r ' f e l t l  cons t r i n t  p r i . s ) .  r t o tée  l t t : . t ' t ' t  r l t i f i n i t ' r [ t ' l i t  t t t i t t r i t \ t ' e  s t t i r - ; t L t r r ' :

Porrr  -F € I i \G.  P) .

t t c . p ( F )  : F(r)du,c.p@) . f  ( t ' )c tpcQ)

oùr ./ vér'ifle Q : F. Il en résulte que

T( . r  .h )  Lc .p  f t )  dpp(h) )dpc f  Q ' ) t l  t t  c : (  . r )  .  (5  )

Si Ap - A6 sr-rr P. alors pç,p est ttne mesure G-invat'iante sttr' l 'espac'e

lromogène G I P. Dans la suite cle notre travail nous zrllons rrtiiisel les

notations suivantes:

dh,  :  dp,p(h) .  d ,g - -  dpc(g) ,  dr  :  dpc.p(r ) .

1.3.8. Nous pouvons maintenant définir la représentation induite. Sciit

P un sous- groLrpe fermé du groupe localement conrpact G et soit (p.3)

rrne représentation unitaire de P. On note Ko(G,P) I'espace vectot'iel

cle toutes les fonctions ( : G --+ $ continues à support conlpact mochtlrr

P telles que

t@'h) :  ap,c(h)  p- I (Dt ( r ) ,  v "  e  G.h  c  P '

Cet espace est inrariant par translation à gauche.

Si  €  € K.(G.P) .  la  fonct ion G > r  -  l l€( " ) l l?  appar t ient  à  K(G.  P) :

par conséquent srr K o(C, P) nous obtenons Llne norme ll . llz G-invariante

cléfinie par
r

il(il; : d ile(r)il?rai
r  G / P

Soit l lo le complété de Ko(G, P) pour la norme l l  .  l lz. La représentation

induite r : r(P.S) : indFp se réalise sut T{, cle la manière suivante

I- l
, JG6

. t G / P

p ( f )e c,(G)

f",,, 1, ": f'.t (;

( 6 )

( l r ( r ) € ) (E )  :  € ( r - t .E ) ,  V€  € ' ] 1p , r . e  G . (7 )
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1.3.9.  Remarque:

Soi,t | € g*. Soit p une ,sous-algèbre subord,ortn,é r\, l. r:'e.sf it, tlirr: ryr,r' p

r ' . : t  isof rutTt€.  pou,r ' la ,  form,e 81.  , l l ,ors  l 'nppl i tu t io  t i  17( l t )  -  t  ' ' : i  l " ' r1r  ' .

I t  a  P d,éf i . r t i t  l r t  ( :u tu,c t ,è . . r 'e  u , tL l t (L t , t r  r t .b( l , i . r , t t  ( l i . l ' )  , l t r  . ' r t r r . ' - t l t t ) t t i ) t  t i i i -

o"l,utique P -- erp(p). Nous pouuons définzr La re'p'résen,tat'i,rtrt irrd,tr,'ift'

i r t .p: in6x, du grouPe G Par

( " r . ' ( r )€ ) ( y )  :  ( ( r - '  ' y )  V€  e  J ln . . r '  €  G .  (8 )

où l,'espace de Hi'lbert'lln est le complété potn'la' n,orm,e ll ll ': ,1.' l"r"sprtt'r'

Iix,(G, P) des .fonctions ( : G -- C r:onti,nues à support c'orn,pact rn'od,ril,tt

P tel les que

(( '  h)  :  AP,G(h) f r (hX(r ) '  v r  e  G'  h '  e  P '

Notons Que r1,p est une représentation u'nttazre de G-

E,n.f in si on ch,oisie unebase coerponentiel le àp dans E, on pertt ir l ' t : 'nf i ' f i t :r '

l,'espace d,e la représentati'on rr,p à un espace rlu ttlpe tt(R")

1.3.10.  Proposi t ion:

Si r1., est i,rréductzble, alors p est une polarisrt"tion' en L-

Preuve:

cf  ( [1e] ) .  I

1.3.11.  Théorème:

Toute représentatton uni,taire i,rréducti,ble r d'urr, grottpe de L'ie ré.,sctltt,blr'.

erponentiel est monomr,ale, c'est à ilire que r : n,,f;y' o'ù' y est u'rt'

co,ractère abéli,en d'un sous-groupe fermé P de G.

Preuve:

cf  ( [1e] ) .  I

1.3.L2.  Théorème:

So,tt G un, groupe de Lie résoluble erponenti,el d'algèbre de Lie g. Soit p

u"n'e polarisation enl etn:1tI,P: 'n' fr*r,ptXt'  '4lors r est i ' rr 'étht ' t : t ibl 'e
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. : i  e. f  .se'ulem,e.nt,s i ,  p uér"rr t ,e l ,a c:ondit iorr '  r le Prt . , ' r r , r t .s: , , t1.  r"r 'st  i t  t l i r t

qre p € PrLk(L.g).  Do;ns ce cûs La, cl ,asse cl , 'éqtr i r t , l ,ence u,ï t i t r r , i r r  r l r :  l r t

r tpr 'é.sen,t .o, t iort .  i r  t totée i r1 r : ,st  int l rs,pertdn,n,t ,e.  r l , t r ,  r ' l ror.r '  r l , r :  l r t  polru i : rr l iort

p  =  P r r Â ( 1 .  g ) .

Preuve:

r - f  / t l q l l  I
! r  \ L 4 v l l .

1.3.13.  Coro l la i re :

So'i t  G'un grol lpe de Li,er 'ésoLuble erpon,ent' iel d'algèbre d'e Lie.g. Sotentp
' t t r le  sorLs-a lgèbre s 'Lùord,onnée àun point l l ,€  g. .  So ' t t i r t .p  in , f  , .yp111\r .

Alors r1..p est irréducti,ble si et se'ulemen't si p est u'ne polnrtsati'o'n'

quz r,érifie La condition de Pukanszkg. Dans ce cas ltr) : [t l.o] t:st

i,ndépendante du choi,r de la polarisatt'on p € Puk(l'. g).

Preuve:

Pa r  ( 1 .3 .10 )  e t  ( 1 .3 .12 ) .

1.3.14.  Proposi t ion:

So'i,t G un groupe de Li,e résoluble erponentiel, d'a\11èbre cle L'ie g. Soiertt

l.l' deur éléments de g* auecTL , rtL, les représentations irréducti,bLes t1'tt'i

leur 'sont as,sociées. Alors 11 et 11' sont équiualen,tes sz et seulemen't 'si I

et L' sont dans la même G-orbr' te.

Preuve:

cf  ( [1e] ) .  I

1.3.15. Soit I  e g*. La proposit ion (1.3.6) garantit  I 'existence cl 'une

polarisation p en I vérifiant la conclition de Pukanszkv. Du c'ot'ol-

laire (1.3.13) i l  résulte que la représentation n1.o : inclc"*O,oy{1 est

irréductible et indépendante du choix de Ia polarisation p € Puk(l.g).

Ceci nous permet de définir une application I ---* rI: inclfl*p1o;Xr

, le g* dans le clual unitaire ô. D'autre part, du théorème (1.3.11). i l

en résulte que I'application précédente est snrjective. La proposition

(1.3.14) montre que Ia classe d'équivalence de r.1 clépend unicluenrent cle

I
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l 'orbite

G. l : {Ad. ( r ) l :  reGlcs-

cle la forme linéaire / € 9.. Par conséquent

K :  G 'L - r r  e  G

définit r-rne application de I'espace

CI(g . )  :  {G . l ; l  e  s . }

cles orbites coadjointes de G dans le dual unitaire G de G. Cette appli-

cation est appelée appiication de Kirillov. Alors nous avons le théorènre

suivant:

1 .3.16.  Théorème:

L'applzcation d,e Kirillou est une b'tjection d,e Q(g-) clans è.

Preuve:

c f  ( [ 31 ] ) .  I

1 .3.17.  Déf in i t ion:

Rappelons la définition suivante d'une représentation algébriquement

irréductible:

Soit A une algèbre de Banach. On dit que (T,tl) est une représentation

algébriquement irréductible de A, si lI est un espace vectoriel et

T  :  A  -  GL ( t )

une application linéaire telle que:

( I )  T(f  *  s) : r f f ) r@) Yf ,s e A
(2) Les seuls sous-espaces de 1l A-invariants sont {0} et tl.

on dit encore que (?,ll) est un A-module (algébriquement) simple. on

montre que dans ce cas le noyau ker(") de ? dans A est un idéal fermé

de A.

'2t)
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1 .3 .18.  Remarque:  Nous

rn,ocl,'ule borné) (7.\) de G

( o'm:mt. u,ne repr' é s ert,tati,on,

sauoTLs ql.r, u,n,(. repr'é,se.rtf u,t ' i ,ott bot'rté(' (t)tt u tt

s'LLr 't i ,Tt, e.sf)oce de Barta,r:lt \ pettt êtn: t:t r i. i t,

bornée  de  L r (G) :

:ru) f  ( s )T (s )ds .  f  €  L r  (G) .

où, ds rlésigne la'mes'ure de Haar de G. Alors

l l rU)" l l ' t<  Cl l l l l ' l l . , l lu ,  t t€ . t .J  e L ' (G).

R.éci,prorluement toute représentation bornée (7, U) de L'(.G) rlon,

r l ,éqénérée. c. 'est à dire tel que T(Lt (G))l l  soit den,se rlan,s LL'proui,ent

d,'ttne re'présentati,on bornée, n,otée a'Ltss'i T , de G do,n.s !t ( roir'

([10])) En pa,rti,cu"lier un module borné (7-, !l) de G est to'stol,oqiqur:.nrent

irréd'uctzble (algébriquement i,rréductible) sr et seu,le'rnent .s'i, l,e rnoùt,l,e

correspondant de Lr(q lest (uoir ([10]) pour phrs rle rt,éta'tt,).

L.4. L'espace de fonctions ES

Nous supposons toujours que G est un groltpe rle Lie résohrble exp()-

nentiei d'algèbre de Lie g. Soient n le nilradical de g. ly' : exp(n) et

I e g*. Nous allons définir I'espace de fonctions ESQ. ingredient essentiel

potrr théorème de rétracte (I.4.7). Dans le chapitre 3. nous choisirons

cles fonctions particulères de ,L1(; dans ESQ afin de pouvoir appliquer

ce théorème.

La lettre S suggère qu'il s'agira d'espaces anologues de I'espace cles

fonctions de Schwartz, et la lettre E indique qu'il faudra exiger ttne

clécroissance exponentielle dans certaines directions.

I- I
J G



( 'ha l t i r ra  l .  R ; r l rpe1s  e t  généra l i té :

L .4 .L .  Déf in i t ion :

Soit p r,rne polarisation en I € g- telle que (p O n) est rure 1;olalistrtiol cLr

/ . ' , . ,  r ' t  p  cs t  g ( / r , ' , ) - i r t va t ' ian te  (p  es t  t t t re  po la r isa f ion  f i r r ' fe .nu ' r r t ; r r I i r1 r f ,1 r ' , r

tr ). '.\lols

p :po+p1

or \  p0 :  p  l - l  n  et  p1 :  p  n g( ly i  est  une polar isat ion et r  1 ,n11, , ,1 .  En phrs

p est nne polarisation de Pukanszky en I ([2]).

I .4.2. Soit p comme précédement. Soient
- rlJ1 Lln sous-espace coexponentiel à g(ll") f n clans g .
- o1 un sous-espace coexponentiel à n dans g(l/,1) + n.

- o2 ul1 sous-espace supplémentaire de pl n !1 dans u1.
- m0 un sous-espace coexponentiel à p0 clans n.

On remarc{lle (lue b2 est aussi un sous-espace contentt rltiris g(17,.,) t't

erxponent ie l : \  p l  +  g( l l " )  i l  n  dans g(11) .D'aut re par t .  on consta. te  r lue

g(11")  on C p0 ce c lu i  impl ique q l re  b2 Op:  g(17")  + p.

Ainsi. des conditions précédentes on obtient les égalités suivantes:
-  t r r  O  (g ( l t )  f l  n )  :  g .

- b rOn :g (17 " )  *n .
- oz? (P tno t )  :F r ;

-  !z  o  (p '  +  s (11)  n  n) )  :  s (11, ) ;
- f uoOPo :n .

Alors on la proposition suivante:

L.4.3.  Proposi t ion :

(g( l )  +  n(17") )  n  ker( l )  est  un idéal  de g(11) .  D 'aut re par t  ,  l ' 'un ou,

l,'autre des cas su'i'uants se présente:

( i )  [g( lz . ) ,s( lz" ) ]  c  ( (g( l )  +  n(17") )  n  ker( l ) )  ,  par  conséq'u 'ent

s ( t1 )  l ( (g ( l )  1  n (17 " ) )  n  ke r ( l ) )  es t  abé l r , enne  e t  s ( |1 )  c  p .

( i i)  g(17.) est une algèbre de Lie nl, lpotente de pas 2 modulo ((g(l) +

n(17") )  n  ker( l ) )  e t  s( l t , ) l ( (g( l )  +  n(17.) )  n  ker( l ) )  est  u ,ne a lsèbre r t 'e

Heisenberg.

. ) . )



C.lrapit le 1. Rappels et génér; t l i rét

Preuve:

c' f  ( [2] ) .  r

1 ,4 .4 .  l ) r ' s  éqa l i t és  p récé r l en tes .  on  t . r r  r l é rh t i t  ( l l t e  tD1  l l r r  [ r : ' r ' : r  r l l

sous-espilce ('oexponentiel à p dans g. on a

t u rObzSmoÊp :9 .

So i t  ! 3  :  (A t , . . . ,A0 ,8 t , . . . ,  Ba ,Cr ,  . . .C t )  une  base  coexponen t ie l l e  à  p

clans g avec
- {4r,.. . ,Ar} qui est une base de tu1, coexponentiel le à g(1,,n) * n r i :rrrs

g
- {8t.. . . .  Bal qui est une base de m6 coxponentiel le t\  p o n r latts n.

-  {C t . . . . .C t }  c l u i  es t  une  base  de  u2  coexponen t ie l l e  à  p .  g (1 , ' , , )  r l i t us

g(11"). avec gz C 0r, oir b1 est un sous-espace coexponentiel à n r latts

g(lt") * n. Alors on peut écrire G sous la forme

G : lVo W1 'Vz'  P -  Wo 'W '  P et  I ' i -  :  IVr Vz.

oir trlr : exp(tu1) , Ws : Ero (Rd ). Vz : exp(02). avec

exp(u)  :  exp(?r lAr  *  . . .  - f  wnAn).Vu,  :  (u ' r . . . . .11, . . , )  €  IR '1.

E .o ( t )  -  -E ,oo ( r r , . . . '  na ) :  exp (n1  B t ) ' ' '  exp (naB ,1 ) . v (n r . . . . ' na )  €  R ' ' .

exp (u )  :  exp (u l c r  *  . . .  +  uÇ t ) ,V t r  :  ( r r . . ' . .  u r )  e  R ' t .

L'application cle IRs x IRt x Rd dans GIP dêfinie par

( r , r ,  . . . ,  1 . i ) q i u 1 _ , . . . , u 7 ; f l r , . . . , n d )  -  e x p ( ' u ' ) e x p ( T . ' )  '  E . o ( r i , )  '  P

est un homéomorphisme car !3 est une base coexponentielle à p clans g.

Alors par ES(G lP x G lP, P,Xr),nous désignons I'espace des fonctious

F : G x G -- C qui appartiennent à C* (G x G) et qui vérifrent les

conditions suivantes:

, ) l



( ' l t i rp i r t t '  1 .  R ; r1 ;pe l -  e r  qénera l i fes ' )  |

( 1 )

l r l  C x p i . i  I  i ' r 1 r i / r ) .  t ' x 1 r ( i 7 ) ' t ' x 1 r (  l t ' ) \ :  i ' i c r l r r , / r ) r \ i \ t ' - l p { i r i l

A + ( exp( h'  )  )  rr  (  exp( h'  )  )  F (  exp (.r :  )  .  e-xp (  y )  ) .

l rour  tou t  l t .h '  €  p  e t  r .  l J  e  g  avec  Xt (exp(h) )  :  p  i< ' t ' h>

(2 )

l lF l la . . .n  :  sup  (e^ l ' l  '  eo l ' ' |  '  R@,) '  R , (n ' )
,  s .  s / € R s + É , n .  n ' € R d  \

,L) r0,a) , ,An,  F (sn .  s '  n ' ) l )  .  -

pour tout a ) 0 et pour tor-rt polynôme R. Pour plus cle détail norts

ïenvoyons le lecteur à (123]).

L .4.5.  Proposi t ion:

L'espace ES(ClP x Gf P,P,Xt) est tndépendan't rle l,a base coerporlen,'

t'ielle ts ch,oisie.

Preuve:

Par  ( [ 2 ] ) .  I

I .4.6. Définit ion:

Soit !3 une base coexponentielle à n dans g et D le sous-espace cpt'elle

engendre. (D'après (1.2.10), nous pouvons meme prendre o contenr.r

clans une sous-algèbre nilpotente de g telle que

g: Oen (somme directe d'espaces vectoriels).)

Ainsi I'application En définie par !8 est un difféomor-phisme de R'n X iRso

?rvec s0 : clim n et 16 : dim g/n. Nous désignons par ES(G) I'espace



( '1r;r l r i r le L Rir l rpels et général i ré:

rlc.s fonctions ./ : Q ------- C appartenant t\ C- (G) t'f rpri r-ét'ifiertt rritni

rlre toutes leuls ciérivées partielles la conclition

ceci pour tout errtier k e N, pour tout z e tI(G) clui clésigne I'algèble'

enveloppante cle g. et pour toute fonction F e C* (G) exponentiellenterrt

bornée dans la direction O, c'est à dire qu'ii existe une constante c(F)

te l l e  q r re  lF (exp ( r ' ) ) l  S  a ' t ' ' .  Vu  €  O .  Ce t te  dé f i n i t i o r r  t t e  c lépe t t , [ ' 1 ras  r l e

la base !3 choisie ([2]).

On constate aussi que ES(G) est invariante par trauslation sur G et

ES(G) contient toutes les fonctions C- à support contpact sru G. D'oir

ES(G) est rrn sous-espace dense de I1(G). Les fonctions cle ES(G) sont

Èr rlécroissance polynomiale dans la direction À* et exponentielle tlans la

clirection Q : D. Celà signifie qu'elles décroissent plus t'apidenrent cltte

l'inverse de tout polynôme dans la clirection n. et plus rerpiclenrent rjte

tont terme de la forme e-ctl't dans la direction cle D.

Enonçons maintenant Ie théorème de rétracte:

L.4.7. Théorème: (Théorèrne de rétracte)

So'it G un groupe de Li,e connere simplement connere résoluble e:r:f)o-

nentzel d,'algèbre d,e Lie g. Sozent I e g* et p une polo'r'i 'sation fortem,e.rr't,

ad"aptée àn. Soient P : erp(p) etr : lTt,p : in6Xt., lctrepr'ésen'tatton,

unztaire i,rcéductible i,ndui,te par le caractère unitai,re XL,p rl'e P Alors .

il eri,ste une appli,cati,on linéatre conttnue

R : ES(GP x G, PlP.Xr) ----* ES(G)

F ------. R(F) : 7,

tel,le que le noEau fn de l'opérateur r(f) soi't égal à F.

L'application R est appellée rétracte.

Preuve:
c f  ( l r i  r  I



Chapitre 2

Qrrelques représentations unitaires

irréductibles et sous-algèbres

particulières

Dans ce chapitre nous préparerons le terrain afin de pouvoir (làr-

actériser les représentations algébriquement irréductibles par cles nor.r-

velles représentations qui seront définies un pett plus tard. Pour

celà, étant donné un groupe de Lie résoluble exponentiel G. c'onnexe.

simplement connexe d'algèbre de Lie g. nous noterons par (7-.I//) la

représentation algébriquement irréductible de .L1(G) dans I'espace de

Banach V. et nous appeierons (T,V) un 11(G)-nrodule simple. Nous

nous baserons sur les travaux de Ludwig et N'Iolitot'[27]. En effet. tout

cl'abord nous allons étudier les noyaux des clifférentes représentations

unitaires topologiquement irréductibles de G. Ensuite, nous allons con-

struire des sous-algèbres particulières pour pouvoir réduire le problème

à une algèbre plus petite que.L1(G). Enfin nous analyserons certaines

propriétés de ces algèbres, qui vont jouer un rôle essentiel dans ie reste

de ce travail.

2.L. Certaines Polarisations

2.t.L. Soit zr une représentation unitaire topologiquement irréductible



C'lttt1>itre 2. Quelqru-'.s -t'epr'ésentatjotts ttnttajt'es irftrhu'riltlÉ'.\ r'[.... ]7

<le G. alors cl 'après la théorie de Kir i l lov ([1i]) et tel le t le Prrkatrszkr, '

( i30]). i l  existe r-rne forme l inéaire I e g*. et t tnc'polal isati t)n p €'n i .  tel lc

([r le r est r,rnitzrirernent équivalente à la lepr'ésenfafiou i trclt t i tc inrl i i l r .

o i r  1 ( t ' r 1 ; ( . r  ) )  :  r '  / i  r ?  r .  V . r  €  p  e t  f  :  e ' x l l (F ) .

2.I.2. Soit n le nilradical de g, et ly' : exp(n) le sotts groupe correspon-

clant. Legroupe G agit sur fr, ,^i .  r1(N) par conjugaison. Alors on a Ia

rléfinition suivante:

Définit ion:

Ltn idéal propre G-invariant 1de It(,1 ). est lppelé G-premier si et

setrlement si, quels que soient les idéaux G-invariants 11 et 12 ùe Lt(-l').

I t . I z ç l a I lC I  ou12CI .

Soit (7.I,/) un ll(G)-module simple. Alors. on voit facilement clue

ker(T)71'11'y : Annlr1rr; 7 est un ideal G-preniier de 111l/; .  En

1>hrs. il existe r € Û telle que

ker(T) 1ç1ryt :  ker(G.r) :  1.tr6c ker(re)

oùr re désigne I'action de G sur l,t 11201;.

Puisque I € ,^/. alors il existe q € n*. et une polarisation po de Pukanszky

en q telle que

r : indf,o Xq

or \  P0 :  exp (po ) ,  e t  x (exp (z ) )  
-  e - i q ( t ) .  v r  €  n '

2.L.3. Soit I  € g* une forme l inéaire sur g tel le que l1n: r l .  On pose

r : ltn. Considérons les sous-algèbres suivantes:

n(q) :  {X e nl  < q,  [X,  n]  >:  0]

s (q )  :  tX  e  s l  <  q , [X .n ]  > :  0 ]



C'ltapitre 2. Quelclues représentations rrnjrajles irrr:rhu'ril lÉ',5 (.[.... ].\

s( l )  :  {X e s l  < t ,  [X.s]  >: {  e . lx .g l  >-  0}

Ces algèbres cléperrclent uniquement rle q.

- \o t ts  rk ico l I I I )osol ls  l ' i r lgè l r l r :  r le  L ie g r [ t '  L i r  t ' i r r - r i r r  . r r ivr r r i t t ' :

g( l )  +n :u3n

g(q)  +  r :  r l r  3  (g ( l )  +  n )

:us tu=n .

Donc

I  :  b  e  ( g (q )  *  n )  :  g  om e  n3u .

On pose b : uGtu Gn. i l  est clair que [1 est une sous-algèbre. car n C h.

"t [g, g] C n. On peut remarqlrer que dans la cléfinition de F.; on a iuste.
supprimé le morceau de g(l) qui n'est pas clans n.

2.L.4. Par construction la polarisation po per-rt être choisie g(q)-

invariante, par exemple une polarisation de Vergne. définie a I'aide cl'une

suite de Jordan-Hôlder g(q) -invariante ([19])

Soit alors J/ C m un sous-espace isotrope maximal por-u I dans tD. c'est

à dire que:

< l , lY '  J i l  >:  o.

et )/ maximal parmi ceux qui vérifient cette relation.

Alors FL :! CI Fo est une polarisation de Pukanszky cle l /-*n ([Z]). de

nrême pour l1ç,: r.

De plus P : J e po eu, est une polarisation de Pukanszky en l/n(ù*,.,

clans g(q) * n. et elle est aussi de Pukanszky en I dans g ([2]).

2 .L.5.  L 'appl icat ion:

O:tn x tD -------+ tD

( r ,y )  - - - - - -  Q(* ,A)  :1 l , l r ,U)  > :<  q , l r .A l  >



C'l tapi tre 2. ()rrc lrytes leprésentat ions rrni fai les i t 'u<rhu' t i l t l r , .s r ' f . . . .  11)

r.st rtne frilnre bilinéaire antisymétriclue snr t!. rron irlcnticlucnrc'rrt Lnrlk,

(si m I {0}) de racl ical:

j  :  { :  e  n l  ( 1 .  i : .  r r : ] )  =  0 }  :  { ( ) }

En effet TD : n(q) modulo le noyau d" q/,(r) est une algèbre cle Heisenbelg

( [ 2 ] )

Alors puisque ) est isotrope maximal, il existe un s()us-espzrce .T tel clue:

m -_ X fr ! .

De plus i l  ex is te une base {yr , . . . . . ,  %} .1"  } .  est  une base {J( t  . . . . . .  X. }

cle X tel que:

( t , lYn,Y i l )  :  O

(1,[x,. ,x:]  :  o
( l , lYo ,x j l :6 , r ;

cluel que soient i.7 e {1......, c}; c'est à dire que Æ est en dualité avec }.
Dans toute la suite on utilisera ces polarisations et c'es bases.

2.2. Etude de quelques représentations

unitaires irréductibles et leurs novaux

2 .2 .L .  Rappe lonsque r :  i nd foxn  €  Û  So ien t  W:  exp ( t r ) .Y :

exp (y ) ,  Po  :  exp (pO)  ,P t  :  exp (p l ) ,P  :  exp (p )  .H  -  exp (b ) , ^ r  -

exp(n). Alors on peut défrnir une extension de z la représentation définie

en (2.1.2) au sous-groupe dist ingué YN : exp(y * n), trppelons Ia r ' .

Elle est définie de la façon suivante:

Y agit sur l/ et sur NlPo par conjugaison. car Ia poiarisation po est

g(q)-invariante et J/ c g(q). Soit A Ia fonction modulaire telle clue

f  ^ .  1 .  . -  t '

I  Xwnw- r )  dh :  n - t ( r )  /  f  (n )  d i t .
J N l e o  J N I P Ù



Chapitre 2. Qttekyre.'- t 'e'présentafjons ttntfitit 'es in'érluttibles el:.... i0

l ronr totr t  f  e Cl l l lPo).  u;  eY.

L'espace de r/ est Ie même clue celui de r. On cléfinit r' rle la tttitttiè:tt'

srrir,'aute:

( r ' (u)O(nç1)

( r ' ( n ) { ) (ns )

( r ' ( u ,n ) { ) (n6 )

A+ (? r )  .X , ( t i , )  . { ( u r - r ne ru ) .  Vu r  €  X

( r ( " )€ ) (no )  :  € ( t r - t t  o ) ,  Vn  €  À

, '  ( n ) ( r (n ) { ) (ns )

A+(? r )  ' x . (u 'X (n - ru , - rnsu ) .  Vu ,n  €  y } .

et { e 
'}1,.

Alors on a la proposition suivante:

2.2.2.  Proposi t ion:

L'ertension rt est une représentatr,on unzta'ire 'irréducti,ble. En pl;us eLl,e

est un'itamement équzualente à la représentati,on irtd,tt'ite znd{'!, y,.

Preuve:  Par  ( [ t9 ] ) .  I

2.2.3. Nous avons que ) e p0 est une polarisation cle Plkanszkv e1

l7,oe,. dans rp e n et en r dans b. Otr définit une représentation incluite

r", telle que r" : indV#r'. Alors Ia représentation rtt est unitairement

éqtrivalente à la représentation induite indp$ 1". cl'après (2.2.2). Donc

T" es| une représentation unitaire irrédr,rctible de Wll.

De même on ciéfinit une représentation I : \ndla-zl/; ainsi 7 est uni-

tairement équivalente à la représentation induite inclflpo 1'. Donc 1 est

une représentation unitaire irréductible de 1/. Dans la suite nous iden-

tifierons la représentaion ? avec la représentation induite inclflpn 1..

ainsi nous désignerons par tl" I'espace de la représentation ttnitaire

topologiquement irréductible 1.

2.2.4. D'après la décomposit ion de g dans (2.1'3). nous avons que:

g :  uO  b ,  o i r  u t ' - l n :  { 0 } ,  e t  u  C  g ( l ) .



C'ltapitt'e 2. ()nclcyrcs lepr'éserttiatiotts tutjfitj les it 'ru1hu'tiltlc's ('r.

Orr pose t,r :  exp(u). Donc G : Lf .H. Cournre pr'écérlernelrt ol l  t  r) l lst lrLi l-

rure extension j rle ̂ i à G tout entier:

Cl  i r g i t  1 ) i l r  ( ( ) n i l t gn i s t t t l  s l l L  11 '  t  i i t  Ë1  es t  l t t L  s ( ) l LS -g lo l l l ) { '  l l , t T I i ; r l  ( l ; r l l :

( , ' .  E r r  1 r l r r .  ) ' 1 " '  : , ' - \ p l ) ' - p " ) , ' " 1  { - - i t t i i t t i i r l t l  ' ' t  L r . J ' .  -  ! ' 1  r ' 1  r ' $ i ' / '

n (q )  c  po .

Soit À la fonction moclr-rlaire telle clue:

I  f  @hu-r)dH:  À- ' ( , )
J  H / Y P o

p( ) ru '  tou t  f  e  C. (H lYPo) .  u  €  U.

Ori cléfinit I'espace de la représentation ^i colllme l'espace cle ltr

représentation i. Alors J est définie par:

( t (hX)(ho)  :  ( r (nX)(h0) ,Yhe H

(r ( ' r , )€) (ho)  :  Â#(r )  'x t (u) ' { (u- ths 'u) ;  Vu e t r '

( i ( rn)€) (ho)  :  6r ( r )0(h) { ) ) (no) .vh e H.Yu e L i '

avec X,( 'u) 
-  

"- i<t ' log'>, 
€ € 7l^,-  Alors l  est une représentat ion

irr'écluctible. unitairement équivalente à la représentation 712 :

indf iypo Xr  ,  o i r  UYPo:  exp(ue y G po)  ( [19] )

2.2.5.  Soi t  1 :  indf ,poX",  e t  so ient  À,  L t  eCi(HlYPo).  On sai t  p t r r '

(i191) qu'il existe une fonction à décroissance exponentielle pÀ,, sur É/ tel

clue I'opérateur 1(p1,*) admette comme noyau la fonction F^.p : À I p.

c'est à dire que:

(r(pr,r)€)( ù : l r," r,,^@) 
wlù€(Y)da

: <  { .  1 t  > y '  À ( t )

:  (PÀ.p(€))(r) ,  Ve e Th.

Nous Supposerons dans Ia suite que À : pt el que ( À' À >: 1 et nous

noterons pÀ: pÀ.À. Donc f(pl) :  P.l ,À, où P1.1 est uu pro.iecterrr cle

Ïang un.

. i  t

| ,,n ,, 
r Qùdh"



C'hapitre 2. ()uelqrtes lell 'csenlartjons rrnjtailes irrr:rltu tiltl( '.ç ('f .... rri2

2.2.6. Definit ion : On pose

Jo:  { . f  e  Lr@) |  i ' ( / )  so i t  un opér : r teu l  r ie  lang f i r r i }

et ./ sa ter.rletut.et ,J : . loLtr 
II t 

. I l  est c:iair que ., i. ,, is solit r lets ir.LétrLL-r r [t,

L , (H ) .

Alors on a Ie lemme suivant:

2 .2.7.  Lemme :

So ' i t  f  e  Js ,  a lo rs  i l e r i s teÀ t ,p t  dansH^ ,  e t  f ; e  . l o .Q  -  1 .  " . r : )  t r : l , s

q te  f  : L i t f ,modker (1 )  e t  enp lus  ̂ 1 f f i ) :  P^ , r , , .  po l t ' r  r :  l .  ' . ( ' .

Preuve:

Par Dixmier ([8. the 2]). I

2 .2.8.  Proposi t ion :

So'it À cornme précédement (2.2.5). Soit ps € Jo tel qtte

l (Px)  :  P,x .À '

Alors  (Js lker(^1))  *  p . r  *  Qolker(7))  :  Jo lker( - r ) .

Preuve :

L' inclusion Jslke{l)*ps* Jslker(1) c Jolker(7) est claire. car ' /6 est

un idéal dans trl(fI). Vérifions I'autre inclusion:

, Is lker(1)  *p. r  x  Js lker(^1)  l  Jo lker(1) .

Pour montrer cette inclusion. prenons / € J0. D'après le lenrnre

précédent on peut supposer que ?(/) : Pa.B, avec a,{3 e 
'}1^,'

Alors

lU  *P^ *  f ) : 1  ( 1 ,À  > '<  À , f J  >  lU )  '

S i  <  a ,À  >  .  <  ^ ,  13  >+0 ,  a lo rs

1
f  :  

æ . f f * p r , x / )  
modke r ( ^ i ) .



Cltapitre 2. Quelques leprésentations trnjtait'es irrérhrc:tiblcs et.... ;J;J

D'or\ le fait  que T e ,Iolker(1) * pÀ x Jslker(^1).

Si non. c'est à dire ( a, À ): 0, ou < À. ,t  ):  0. Soient alors o'.  .J'  €

C: (H lY Po) tels que

(  a ' ,  À >+ 0,  et  <  ̂ ,0 '  >+ 0.

En modifiant convenablement a' ,0' si nécessaire. on peut égalernent strp-

poser que

1  a ,0 '

Soit P1 € Jo tel que 7(P1): Po,,p, .  on a

^t(f x Pt +Px* P1 * f) :  P.,B o Po,,g o Po,. i j ,  o P.r..r o Po,,3, o P,,.,J

: 1  ( t t ,C> .<a ' , 0 '

. <  À ,  P '  > .  1a ,0 '  ) 'Po . r J

-  C . " t ( f ) ,

o i rC : {e t , 0> '<d ' , 0 '

constante différente de zero. Alors f :  à(f xPyxps* P1xl) niodker(r).

On en dédui t  que Jsf  ker(1)  c  (Jo lker(1))  xP)  x  (Js lker(1)) .  I

2.2.9. Nous savons que ,tI est un sous-groupe normal de G. Alors Ie

groupe G agit sur fI et sur Lt (H) par conjugaison. En particulier

fs (h) :  ac(e- t ) f  bhg- ' ) '  v /  e  L t (H) '

La fonction modulaire Aç(') est définie de telle sorte que

l,r 'rnl on: I,T@) d,h,

pour tou t  Q€G,  f  e  L r (H) .



Chapitre 2. Quelctrues représentations ttnitair-es inédut'tilile.s et.... ;J-1

Puisque ] est une extension de la représentation ?, otr en déduit rlue

^ ibhs- t )  :  1 (g )  ' ^ r (h )^ t@)- '

ef

1us) :^ / (s- t ) lu)1G),  vs e G, f  €  LL(G).

On désignepar 6f et /6 les fonctions de ,L1(I/) obtenues par translation

à gauche, respectivement à droite. Pour g e Lr (G), o € Lr @) on définit

la convolution suivante:

et
f

ax  g (u ' h ' ) :  I  a (h )g (h - ru ' h ' ) dh .
J H

Nous avons la proposition suivante:

2.2.IO. Proposit ion:

Soit r et 1 les deur représentati,ons défini,es précédemment. Alors no'us

auons que

ke r (1 )  :  ( L ' (H )  * (  ke r (G '  
" ) ) ) -  

:  ke r (T ) l  L '  (H ) ,

où (T,V) est te Lr(G)-module si 'mple défini en (2.1.2).

Preuve:

Par  ( [27] ) .  I

2.2.IL. Corol laire:

Sous les même hypothèses que précédemment nous l'uons que

(r t (G)  x  ker(1))  C Anny,çç1V:  ker(T) .

En part i ,cul ier (T,V) peut être constdéré comme un Lr(H)lker(^1)'

module.

s *  a(u 'h ' ) :  
I rs (u 'h 'h)a(h-r )dh



Cha,pitre 2. Quelqnes représentations rrnitaires inéchtctil;le.>- et.... tJit

Preuve:  Par  (2.1.2)  e t  (2 .2.10) .  I

2 .2.L2.  Proposi t ion:

Soient  H.  h .  n .  I '  ( 'ornTrLe précéd,ern, rner t t .  , l lnrs  r t ( )u ,e (ntot ) .ç  l ' i r r t  l r r . , ior r

su' iuante:

r+n r  c (Ad iH ) ( r ) .

où L dési,gne l,'orthogonal dans \" .

Preuve:

Uti l isons la base de tn construite en (2.1.4).

So i t r *g  e  r *n r .  avec  ge  nL .  Supposonsque  l g ,Y t  ) : o ,  pou r

t  e  {1.  .  . .  c } .  Posons

,ég '  :  ) _aa (ad .X ; ) ( r )

, ê:  ( La ;  ad .X ; ) ( r )
t - 1

: ad* ( log'u-,)(r),

avec

. é
I ogu  -  

4oo* ,  
€  X  C tu  C  g (q ) .

Alors

g ' (1og n) :  -  <  r , [ logt t r ,  logn]  ) :0 ,  Vn e l / .  car  logt l  e  g(q)

c

g '  (Y : ) :  -  
I  a i  I  r , lXo ,Y i  ) :  a  j .
i : I

Donc

9 ' /Go*y ) :  g /bo+y ) ,

c'est à dire que

s -  s ,€ (po + y)r .
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--\lors

n  - .  I

r L ! J  € l l  + r  ] - 1p "+ - ) )

:  ! J ' +  Ac l ' ( l -Po ) i r ' ; .

(car p0 * ) est une polarisation cle Prrkanszkv en r)

C ad* ( logtr)(r) + Ad. (f/)(r)

c  Ad - (11 ) ( t ) ,

('il1'

ac l . (  l ogu , ) ( r )  +  Ad . (h ) ( t )  :  Ad* (h ) (  Ad .u ' ) ( r )

:  Ad * (hu , ) ( r ) .

potrr tout h e H. I

2 .2.L3.  Remarques:

l) La repr'ésentatzon ^1 ne depend pas (à équiualenc.e u"n'tta'ire près) drr

p'r'ol,ongement l, rle q chor,si,. Car, si 11 et r' ,son,t detm 'prolnn4ements

rl, ' i ,st incts, de. q. alors 11 et r sont dans la m,ême o'rbite (2.2.12).

2) Des représentati,ons ]1 obtenues pour des prolongement.s I clist'rrtr:ts

rl,e q di,ffèrent par un caractère uni,taire sur U, car les orbites correspo'rL-

rl,ct ntes sont différentes.

2.2.14. Proposit ion:

Soi t^1 :  inr l fpoXr.  Soi ' ty  un caractère sur  H te t  Que l1y:1.  ' !Lor 's
^i et ̂ i 8 y son,t de'ur représentations unitairement équi'ua,Lentes.

Preuve:

Par cléfinition. i et z,Sl agissent sur le même espace 71^,. Col:;rrr'rle ^,'est

irréductible. il en est de même de 1E 1. Posons

x(h) : e-i<g' log t '> : xs(h),

avec  9  €  n r .  Donc  r  +  g  €  r *n r  C  (Ad . l / ) ( r )  pa r  (2 .2 .12 )  e t  r  *  q  :

Ad - (h ) ( r )  avec  he  H .



C'hapitre 2. ()ru.kpe.s lc. ; l 'é.senfafrons rur j taj t r : .s i r relr l ru t i l i l ( ' . \  ( ' f  . . . .  : i ;

On véri f ie faci lentent clue les représentat ions 1 '  \  ( ' t  ^ r  :  i r r , l { {7, ,r  \7 - , ,

sont rrnitairenrent équir,alentes. En effet. si l1^, et Ht tlésigtre'uf lcs cs-

l)a( '€ 's r [c 's t 'c 'pr 'ésentaf iotrs  ̂  '  
\  et  ^ 1 l 'cspect i \€]r ]€, l l f  .  ; rL,r 's l ' r i r l t r i r - i r lcrrcc

r t r r i f  t r i t  i '  r ' : f  r  Lo t l l r t i t ,  par ' :

Q :  J l t -  l 1 ^ t

{ r------+ (o€)(v) : v(v)((v).

Par conséqtlerlt. 11 est irréductible et ^,1 est unitairenrent équivalente ir
^/. puisque r + g: Acl*(à)(t) appart ient à i 'orbite r le r ' .  Finalenrc.nt.

1 ! X et i sont également unitairement équivalentes. I

2 .2.L5.  Coro l la i re :

Soi,t trts un élém,ent de LL(H) tel que

^t@x) : P.x..r.

,7 l ,ors T(p;)V 10.

Preuve:

Par  (2 .2 .10) . T

2.3. Construction des sous-algèbres
particulières

2.3.L. Rappelons que I'algèbre de Lie g est de Ia fblme

g :  ue  b ,  où r  u  C  g ( l ) ,  un  n :  { 0 } .

Nous identifions GIH et U : exp(u). Alors les éléments cle G se

clécomposent de rnanière unique en

g  : ' u . h  avec  u  e  U ,h  e  H .



C'hapitrc 2. Qudques t"eprésentation^s ttnjfirit 'r '.s irrrlrhrc tiltl( ',\ ('r.... :is

\ l r rnissons GIH r le la mesttre cle Lebegr-re et f1 r l ' t t t te r l resulc.  r lc '  Fl i r t rr .

Alors nous oblenons Llne lnesure cle Haar cléfinie stu' G otu

l ' t ' t '
I  l t t t t ' l : l  =  

I  |  / ' r  ' ' - r l ' 1 ' r '  l " ' l l r ' l t t .
. t ( ;  J U . J  H

Crrrrstrrr isons I 'algèbre At : Lr(GlH. Lt(H)) t 'onsti trrée rles forrtes les

forrct ions ir i tegrables de GIH dans.Ll(H). On vellzr phis ioin clue -{ ' t 'st

isonrnrplie à 11(G) par I'applicalion qui à tout .f e Lt(G) trssocie .f = -l'

teile que

t (ù(D - -  f  ( ' " -h) .u  e  Lr .h ,  e  H.

Notons par As et A6 les fonctions moclulaires sur Ë1 et sul G. Prrisclre

t;' agit sur -FI par conjugaison, il existe une fonction nroclulaile ô teilc

rllie

d(  exp (us ) '  h '  exp ( - , ro ) )  :  6 (  exp (u ,6 ) ) - ' , 1 ' h .

Alors on a

A6 (exp (zo )  ' ho )  :  ô (exp (uo ) )  'As (ho ) .

r''est à dire que 6 -- Lc/u et As : LclH En effet

Aç(exp(uo)  .ho)  [  [  nexp(u)  - t t )d ,hctu
JuJu

f f
:  I  /  / ( " "p (u ) 'h '  ho  1  '  exp(  - t to ) ) , l h  ù r

J "Js '

-  L,nhù [  [  
.1"*pçu) 'h.  exp( -rq))r th ctu

J u J  H

(vu la fonction modulaire sur H)

-  An  f t o )  [  [  f  ( " *p (u -  zo )  '  I exp (26 )  ' h  exp ( - r r 6 ) ] )
J u J H

6( exp(26))d( exp(u6) '  h '  exp(-us)) du

-  As (ho )ô (exp (us  ) )  [  [  . f  (  exp (  u ) .  h ) r th  r t t t
J " J  u

(vu la mesure de Lebegue sur u).
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Donc

A ç ( e x p ( u o )  '  h o )  :  ô ( e x p ( t r , 6 ) )  A s  ( 1 i 1 1 )

- \ lo rs  l ' i n rn l t t t iou  r l i rns  L ' \G)  r .s f  rL , r l lée  par '

. f "k t )  -  aàt  G) f  b) ,  Ys e G.  f  e  LrG) .

c.t celle clans -Ll(fI) est donnée par

f +1 , (H )  ( / , )  :  AA tH (h ) f  ( h_ r ) ,  vh  e  H . . f  c  L t (H ) .

Alors on a les définitions suivantes:

Définit ions:

i) Potrr I 'algèbre A: Lr(G)lQ'(G) * ker(ir))- la convolution c.t irn'o-

lution sont cléfinies cle la façon suivante:

/  nrod( t1 (G)  *  ker(^1)) -  x  s  mod(  f t  (C)  *  ker(^ i  ) )  
-

: ( f  * 9 )mod ( I1 (G)  x  ke r (1 ) ) - .

et

[ /mod  (L ' (G)  x  ke r (1 ) ) - ] *  :  / *  n roc l  (L ' (G)  x  ke r ( l ) ) - ,

pour toute f ,g e A.

i i)  PuisqueU: exp(u) n'est pas un sous-groupe. Poguntke ([29]) a r lrL

introduire la convolution suivante dans Lr (G I H. Lr (U)):

Qr-rels que soient r,A € [/, on définit

P,.o:Lr (É1) -------* L'(H)

f - (P, a f ) (h) : /( ""p(-y) 
exp(-.r) exp(.r + 71)h).

Alors le prodr-rit de convolution dans LL(GlH, L'(H)) est défini par

( i  * .o ,9 ) (exp(u6) )  :  [1 r , " * , , - , , ( / (exp(zo  *  z ) )exp( -u  ) ) ]
J u

' rL , (H)  s (exp( -u) )d .u  v i ,g  e  L rGlH.Lr@)) .
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Fir r r r ler r rer r t  Poguntke ( [29] )  a  in t lo i lu i t  c lar rs  Lt (GlH.  Lt (H))

i'irn'olut ion suivante:

i i ) ' i  . xp ( r r ) )  :  i ( / ( , ' . 1 , r  
- i r  ) )  ) ' ' \ l ) "  _

i rour  tout  f  e  Lt (GlH,L ' (H)) .A ins i  on peut  en c léc iu i re  le  p loc l r r i t  r lc ,

c 'onvolut ion et  l ' invo lut ion dans A :  f r (GlH,  Lt (H) lker( i ) ) :

iii) On se base sur le fait que ker(1) est G-invariant:

Dans I r  (H)  lker(^1) :

( /  modker (7) )  *  r t1u11*er .  t ( t  n roc lker ( i ) )

Ét  ( /  *H s) modker(1).

Darrs I1 (C I  H. L '  (H) I  ker(1)) :

i  *  i (exp(us))  mod ker(7)
f .:  

. l . lP, ,^* , , . - , ( f  
(exp(zs *  z)))"*p(-u ' l  *o

9 ( exp (- u )) du mod ker (7)

:  l '  lp , , * , , - - ( f  (exp(u6 + r ) ) ) "*o(  
u)  

-o ,1ker(^1) ]xrL(^F/) /ker(1)
J u -

[e( exp(-u)) mod ker(1)l du.

De même pour I'involution:

En effet ker(7) est *-invariant comme 1 est unitaires. Alors

( / ) . (exp (u ) )  mod  ke r (1 )  :  [ ( / t exp ( -u ) ) ) " *n t ' r ,  
"LL (H)  moc lke r (7 )

:  [ ( i l  exp ( -u ) ) ) " *n tu r  modker (1 ) ] . ' ' r a r

Alors on la proposition suivante:

2.3.2.  Proposi t ion:

Les deur algèbres

A:  L r (G) lQ '  (G)  x  ke r (1 ) ) -



C'ha1; i t re 2. ()rrc ' l rytc. \  ln l) l 'esel l t t l l iot ts t t r t j t t r i les i r tér lnc'r ib lÉ's ( ' f  . . . .  I  t

e:t

. J  :  I - t 1 C i  H .  L t  t H )  l i , , r . ( - , r

.sont x -'tsomorph,es et tsométrxques.

Preuve:

On définit l'application suivante:

o :  L r  ( c )  -  L r  (G  l  H .  L r  (  H) )  =  L ' (L , .  L i iH  t r
r i
. t - . t .

or \ . / 1exp (u ) ) (â )  :  / ( exp (z )  . h ) .  pou r  t ou t  u ,  e  u .h  e  H .  I l  es t  c i t r i r '

que @ est une bi.jection. En plus / est une isométrie. En effet:

l l f  l l r , (c /H.Lr(H))  :  
I  t t i texp(u)  ) l l7 ,qs1 c l r r

, l u

r f
=  I  I  l f (exp(u ) ) (h t l r thù t

J u J a

:  I  I  l t t  exp(z)  h) l  dhdu
J U . I F T

= l l / l l r , ' io .

En plr-rs @ est x-isomorphisme, car nous avons

.  ( , f  *  9 ) - (exp (uo ) )  :  (T  *o ,9 ) (exp (u6 ) ) ,  
" t

: :
. .  ( " f  ) .  :  ( ï . ) .

En effet:
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l l o r r t lons  to r r t  r i ' abo ld  (o ) .  So ien t  . f  . ! ,1  €  L I ( ; ) .  a lo rs

f  " ' ! t ( r ' x 1 r ( r t , , ) ' / r 1 , )  
:  

[ , ,  I r r f ( e x p (  
r t 1 1 ) ' i t 1 1 '  t ' r p i  t r i ' l r )

e(h 
I exp(-u)) d,hd,u

:  
l_ l r l  

(  "*p1 
u6 * u) ["*p(- u6 - u) exp(116 ) c.xp(rr )

I exp ( -u )ho  exp (z ) ]h ] )

. l  (exp(-u) [exp(z)h- '  
" *p(-  

L l l )  r t , t tc t ,u

:  
l -  / r i (  " *p (u6  

*  u ) )  ( [ u *n { - , . , 0  - , )  exp ( ,6 )  exp ( r i ) ]

I exp ( -u )he  exp (u ) ]h )

sr( exp(- u)) ( t""n(") lr-1 exp(- u,1l)  anat,.

En renrplaçtrnt dft, par Lç 1Lr ( exp(u))d( exp( u) . lr . exp(- f , )). rroLrs ir\.orrs

f  *  g (exp(us)  .ho) :  
I , l rLc /u(exp(u) ) / (exp(u6 

+ u) )

( [  " *o t  
-  uo  -  u )  exp (zs )  exp ( ' u ) ] [  

" *p (  
-  u )hç1" *p (  u ) ] / , )

0( "*p( 
-" l l  ( l  exp(z)h-1 

"*p( 
-  u) l)

d( exp( u")h exp(-u))du

:  
[  [  Lc /u (exp (z ) ) i ( exp1L ,o  - ,  r / ) )

. l * J  g
/  . \
(  exp(- 'u6 -  z)exp(uo)hohexp(u))

e(exp(-u) ) (h- r )  anau

:  [  [  / .c /u(exp(u)) i (exp(zs+r) )
J U . f  1 1

( " "o ( -u ) [ (exp (u )  exp ( -ue  -  u )  exp (uo )  .  l r o  .  h ) ]  exp (u1 )

i t  ( exp ( -u ) )  (h - t )  dhdu .



C'hapitre 2. Quelr l tes lepr-éserùat ions t tni f t r j l ' r 's i t t '&hu' f  i l t l r ' ,s ( ' [ . . . .  l ; i

Ol I 'at't ion rle G ( r 'esp GIH) sur'11(É1) est cléfinie pzu':

f  ' (h )  :  ac ( r )  
- r  

f  ç rh , r - ' \

c't

. /  
e x P ( " ) ( l z 1  :  L c / u ( e x p ( z ) ) - 1 l ( e x p ( u )  h  e x p ( - r ) ) .

YfeL r (H ) , r €G ,u€u .

Alors

T  *  c t (exp (u6 ) .  ho )  :  [  [  ( [ / ( exp (26  1  r ) ) l exp ( - r r )
J u J H

/ \
( exp(z) exp(-u6 - z) exp(zr s) .  l ts . l t  

)

f  ( exp ( -u ) ) (h - t  )  dhdu ,

:  [  [  , , , * r r . -u( l i t  " *n tus* r r ) )1"*u ' - " ' ,' l " Ja
(h ' o ' h )

e (exp ( -u ) ) (h - t )  dhdu

:  I  lp , ,* , , - . ( f  (exp(us + r) ) )"* t ' ( - " ) ]*s
. l  ,.

[g(u*P(- r ) ) ] (no1 au.

C'est à dire que

f f  *c.q)  (exp(uo))  :  I  l r , "* , . - ,
J u

( / (  
"*n(,rro 

* r))) ' "0 '-" ' ]  *Hg( exp(- ' t t "))  c l t t

É '  i  *  o ,g (  exp (  uo  )  ) .

Donc @ est un isomorphisme.

Nlontrons nraintenant (oo):

Rappelons clue I'involution dans .L1(G) est donnée par

. f  
.  ( r )  :  T@-)  Ac  ( r - t ) .  V /  €  ,1 (G) ,



Clhapitre 2. Qrtelcytes représetrfartiors rrnirailes ittr,lhrcril;le.\ r,r.... I i

t ' t  Aç est la fonct ion rrroclulaire porir  l t r  nleslrr 'Él  cLe Hati l  sru l l ( ( i  ) .  , \L,rs

(  / . i (  exp( r , ) ) (h )  :  . f *  (exp(u)  .  À)

:  . f  l l t  I  t . - \ | - l (  - , r t \  ) r '  , ,  r l t  t l _ - . , ,  
1  \ ( , r l ) i  / /

:  1 (exn( -  u )  '  lexp(z )  .  l i  .  exp( -  u ) l -  r )

.  Ac /  o ( l r - r  )  t :ç,  r (  exp( -z))

:  ; (exp( - " ) ) ( texp(z )  .  h  exp( -u ) l ' )

'  Lc  /  a  (h - '  )  L .  t r ;  (  exp( -u ) )

:  11  exp( -u ) )  (exp( 'u ) '  h - t .  exp( -u ) )

.  Lc  /  n  (h - t )  Ac  t r (  exp( -u ) )

:  7 (  exp ( -u ) )expu  (h - t )  Lc ;  /  u  ( l r - t  )

:  ( / (  exp(-z) ) "x l r / ) "  H (  à)

* t  ( / ) . ( exp (z ) ) ) (h )

De ce clui précéde on en déduit que @ est un *-isonrorphisrrre.

Définissons maintenant la projection suivante:

p :L\ (G I H, L' (H)) ----- LL (G I H, Lt (H) I ker(i ,))

f  - - - - - - -+ P( f ) l  (P( / ) ) (exp(u))  :  / (exp(u))mocl  ker(^r ) .

Alors P est un x-homomorphisme. par définition du produit cie convo-

lution dans -L1 (G I H, Lt (H) l  ker(i)).

Considérons alors Ie *-homomorphisme

ô  :  p  o  Q  :  L I ( c )  -  L r (G l  H .  L t (H ) l ke r ( i ) ) .

Calculons le noyau de ô

ker (o)  :  {T  e  L ' (G) l  h  -  f@D€ ker ( i ) .  Vs  eG\

: { f  e  L ' (G) l  (n f ) lH €  ker (^1)  .Yse G}

:  (L ' (G)  x  ker(1) ) -  (1121)  ( * ) .
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Dorrc les r le ' r rx  a lgèbres Lr  (G I  H.  L ' (H)  I  ker(1 ) )  e t  LL rc ; )  I  I  LL tC- i l  . t

ker(1 ) ) -  sorr t  * - isornorphes.  De p lus.  s i  r in  nruni t  LL(G) l (L l1C- i  I  , , ,

l ic r ' (^  ) ) -  c t  IL{C: , tH.  L I (H) lker( - :  ) )  r 'espe 'c ' t i r - ( . l r rc ' l r r  r les r roLrru 's

) ) , f  r ' ( c ) i ( L , i c ) xke r (1 ) l -  :  i n f { l i /  +  g l l r  ]  u  e  \ L t1CJ . ;  *  k c r ' ( ^ , ) 1  }

e f

f -
) f  l l l c tH .L t (H) tke r ( r ) )  :  I  l l t t  exp(u ) i l r , ( " r iu . . ,  . , ,  r l t t '

J u
r

:  I  i " f  , l l / (  " . xp f  
/ /  ) )  +  r l l l 2 , ,  11  ,  t l t r .

J  u  9€  Kê l ' ( -  )

ces clenx espaces sont isométriques. En effet. soit./ € Lr(G). Alors

l . f  l l r '  (G) t \L , rc ) *  ke r ( r ) ) -  :  i n f { l l . /  +  s l l r  I  g  e  (L t (G)  *  ke r ( - :  ) ) - }

:  i . {  I  l l / ( , , , )  r  s( , r : ) l l l rnr
g e \ L t r C ) .  k e l ' {  1 1 1 -  . l  r ; 1 U

h .

Nous avons que

g Ç(L\ (G) x ker(f))- e g est approché pal cles fbnctions cle

la fornie Lnn+ oi âv€c 9r € Lr(G)."t € ker(1).' ,

O r .  pou r  u ' - h '  €G lH .Ë1 ,  pou r  g  e  L r (G ) ,  o  €  ke r ( ^ , ) :

s  x  a(u '  h ' )  :  I  o@' h '  h)a(h_l )c l t t
J H

I:  I  E1u' ) (h 'h)a(n-r )an
. t H

:  (g( ' , t ' )  * s cr) (h') ,

c'est à dire que

(g *  a l (u ' )  :  g(u ' )  +H a.
-'-

e L r  ( H )
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o € ker(1r) + g( l i )  *çr { t ,  € ker(:  )

a  ( g  x  a ) ( u ' )  e  k e r . ( ^  \ .  7 r t '  =  ( -

Y n  €  L t  =  G l H .  Y s  e  ( L I  ( G )  *  k e r ( - r ) ) - .

/  \  \ - ,
u(u )  :  L@n *  o ; ) ( r r )  e  ke r (^ , ) .  V r r  €  L r .

i

Donc

^\tttsi

Donc

l l f  l l L ,G)  ( r , ,  (G)*  ker (1 ) ) -  :  in f { l l /  +  g l l t  I  g  €  (L '  (G)  x  ker ( : ' ) )  }

:  i ' {  l '  l l i ( r l  + s(r l l l r , r ' r
g e (  L 1  t G \ -  K e r { 1  )  ) -  . l  G  ,  H

, .
d'tl,.

I -

. l  C  /  H  g € t  L t  t C r x  K Ê f ( - ,  r r -

dtr

J  G l  H  9€  Ke r ( r  t

du
r

:  l ,  l l l (" l l l7,1n1yk"rr^,r d.?
J  c1a

-  r r  i r r:  l l /  l l  L ) ( c / H . L r ( H ) / k e r ( - , ) ) .

Pour I'autre inégalité:

L'identif ication de 11 (G) et LL (G I H, Lt (H)) nous permet cl ' iclentif ier

L tG) lQr (G)  x  ke r (1 ) ) -  
" t  

L tG lH.L r@Dl (L ' (c )  *  ke r ( i , ) ) -

Or

(L ' (G)x ker(1) ) -  :  { f  e  L l (Gl  H.  L ' (H) l l  f@ € ker(1)

.  Vr  €  GIH =Lr j

:  Lr (GlH,  ker(1) ) .  vo i r ( (2 .3 .2) ,  ( * ) ) .
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Donc ori peut trttssi iclentifier les espaces cle Banac'li

L t (G ) l ( L t (G )  *  ke r ( i ) ) -  e t  L t (G tH .L ' (H t ) i ' L r (G iH .  l i e r ( ^  r )

Soi t

i  :  L r (G  I  H .  LL  @Dl  L t (G l  t t ,  ke r ( i ) )  -  L t ( c l  r u .  L '  (H )  I  ke r (1 ) )

f  -  f  L f t r l  e  L t  (H)  lker (1)

Alors i est bien riéfinie. De plus

l l  /  l l  r '  (G i  H .Lr  (  H) )  /  LL  (G I  H .  ker ( r )  )  <  l l t  ( / )  l l  r ,  ç r '  i  n .  r ,  1  a ;7  ker r - ,  r  r '

car les fbnctions étagées vérifient cette inégalitée. Donc

l l / l l  
" '  

G)  /  (  LL(c ) *  ker ( .y ) ) -  :  l l / l l  L r  (G /  H ,Lr  (H) )  /  L ,  (G /  H .ker (^ ,  ) )

<  l l r ( / )  l l  y ,  ç  1  n . r , (n ) /  ker r^ i r r
:  l l i ( r ) l l  çwttker(r )
-  l l  f  I:  l l /  l l  ç 1 ç / H , L I ( a ) /  k e r t ^ i l ) .

Ceci prouve l'isométrie.

On en déduit que les deux algèbres .Ll(GlH, L'(H)lker(7)) et

Lr(G)lQr(G) x ker(1))- sont x-isomorphes (isométriques). I

Nous commençons maintenant la construction d'rtne sous-algèbre cle

L( G I H. L'(H) I ker(7)) qui jouera un rôle essentiel clans Ia suite.

2.3.3. Soit p1 la fonction définie précédement (2.2.5). tel le que 1(p1) :

P1.1. Alors un calcul facile nous permet de clire clue

(p r  *  /  *  p^ ) ( " )  :  p I  xn  ( f  @) )  *n  p . r ,

lrorrr tout f e Lt(G) et r e G. Ici Ia définit ion de /1r1 en (2.3.1) a été

é tendueà tou t  r €G .
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2.3.4. R.er.enotts à ia représentatiorl ^, et à solr ( 'xf( ' lrsion ^-1. Orr ir k's

I i  r t ' t r tu les st t i r -at r f  es:

^  I 7 . , i  )  :  P .  i . r . À . ^ r . r . . \

-  P ,11 t -  r  )À .1 (z -  L  )À

t , (p i  *  T  *  ps)  :<  ^ t f f )À . f ( r ) .À  )  P11r , ; " . r , . r  pour  . /  €  L t (H) .  r  e  G

c( : r . f )  < . ,  À> i , ( z ) -À .

or 'r  r , ' ( . r . / )  est une constante dépenclante cle.r :  et  r le / .  Puisclre À €

C7@lPr ) .  i l  en  es t  de  même de j . ' ( ; r ) .À .  A lo rs  c l 'apr 'ès  (1191) .  i l  t - ' x i s te

une fonctiorr ù1À(:r) e tl(.É1) tel que

^ , ' ( t , 1 ( r ) )  :  P1e - , ;À .À :< ' .  , \  )  1 ' ( . 2 : - L )À .

Donc.  por- r r tout  f  e  Lt (H) lker(1)  e t  tout  r  €G.  i lex is te uneconstantr .

c ( . t : . f ) t e l l eque

p\  *  T x  PÀ :  c( r .  f ) '  r . '1( ; r )  moclker(1) .

De plus

pi  + us(r )  *  p . r  :  u , i ( r )  modker(1) .

Notons

p:  px modker(1) ,  ' r r ( r )  :  u1(r r )  rnodker( i )

pour les fonctions correspondantes dans I'espace qttotient. Alors

F ' *  ( L ' (H ) l ke r (1 ) )  *p  :  ( p \ *  t r (H ) *p^ ) l ke r (1 )

est de dimension 1 pour un z € G fixé et admet 'r'(;r) coninre base.

2.3.5.  Déf in i t ion:
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On appelle poicls i srlr' G tor-rte appliczrt,ion

J  L T  
-  

L \ _

Lrxrsru'irble. loctrleruretrt bornée. c't.rrrti.rltr. cri (). r-tll ihirrrt

u ( r )  >1 ,  Y . . r eG

a( r  . a )  <a ( : r ) * - ( y ) .  V  . r .  l J  eG

, ( r - t )  :  a ( r ) .  Y r  ç  G .

Alors on a la proposition suivante:

Proposit ion:

Lo, fon,ctronc^;. où,a(r): l l r(") l lr , ,1a;7r".1^t) e.st trr,  po' i .d,,s stynritr" i ,qrr,r: .stt,r

G consta,rtt stt,t' l,e.s classes modulo H.

Preuve:

Nous avons les formules suivantes:

a )  r (u i  ( z ) )

:  i ( r ) - t  o  P r . . r

:  :1(:r) o I (p.r ).

et

b)  t@x( ra) )  :  ^ t (us( r )a  *n . , . r (y ) ) .

En effet:

Donc on a bien crue:

^1Q:{ry) )  :  1(y- t  r -  t )  o  P^.^

:1 (a - t )Q@-  t )  o  P^ . , r )

:  6 r (a ) - r  o  (1 ( r r1 (z ) )P1 .1

:  l1(a)-t  o r((u.r(r))  o 1(al ' i0)- tp^,^

:  ^ t (ux( r )o  *o r r (g) ) .

us(r 'y )  :  us(r )v  x  1 '1(u)  mod ker ' ( - r ' ) .
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D'oùr Ie fzrit cltre

* ( : r ' y )  :  l l r . ' ( r ) v  *  L r ( y )  i l l ' ( a ) i r . " . ( ^ ,  )

:  - ( r ; )  . * ( y ) .

. )  l l i ( , , . r ( r ) ) l l  op :  1 ,  en ef fe t :

l i ( . ' . r ( r ) )€ l l  :  I  <  ç ,À > |  l l i ( r ) - 'À l l .v€ e 'H^,
: l<€ ,À> l  l lÀ l  ca r r  t . s t ru r i ta i re

< lt€il ilÀil '
:  i l€l l

Donc l l ,(r ' ,r(r)) l l  op S 1. D'autre part. nous avons que

l l r ( , , . i ( r ) ) r l l  :  |  < À.À > |  l l i ( ' ) - 'Àl l  :  r .

Donc nous obtenons qlre l l f  (r. l(r)) l l  op : 1. Alors

" , , ' ( ; r )  :  _ i " f  l l , ' . r ( r ) *  r l l l ' , 60 ,
r .e Ker(  ̂ r  )

r e  Ke r (  J  J

:  l l r ( t , r ( r ) ) r r  op.
- 1

Donc a(r) 21. Nlontrons maintenant que u(r) :  
":(r-r). Pour ceci on

utilise le fait que

r  ( ( r . r  ( r - t  ) " ) . )  :  ^ , (u , r  ( r ) ) .

c21r

t , ( ( u r ( r - t ) " ) . )  :  ( i ( u . r ( r - t ) " ) ) .

:  (z ( r ) .  [ r ( r r  ( r - t  )  ) ] " r ( r ) )
:  ( i (z) -  

[ i (")Pr,r] . i , ( ,r)  )
:  (1(r).P.r, .rr(").1(r))

:  l ( r ) -pr , r
:  ^u  ( r , 1 ( r ) ) .
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Donc

* , ( . , ' )  :  l i  r ' (  r ' )  l l  1  r  n r l r " , . r ^  )  :  l l (  r ' ( . r ' -  t  ) '  ) '  i l  / . ,  / / )  r t r . r (  -  )

-  r . \ . t .  
l ) ,  

/ , r , L 1 r  l i , L . , ^ r

t  /  - 1 r  r r:  l l u ( 2 ,  
-  

) l l r t 1 a 1 1 * e r t ^ 1 1

:  c ( r _ r ) .

Nlontrons cllre l.", est constant sur II. En effet

, ' (u1( lz) )  :  ^1( l t - r  h , , (p . r )  :  : , ( r ,  ,p . r  ) .

Alors zt(h,) :  h-LpÀ nrodker(^1). et

a(h. )  :  l l r (n) l l r ' (a) / r " . r r l  :  l l  n- ,F l l r ' (H) /ker . (^ . . )  :  C.

oir C est nne constante indépendante cle h,. En pltts "u erst constarrt sru'

les classes nrodulo 11. En effet

^1(ulrh)) :  : ,(h-L r- t  
)1,(pr )

,  '  - 1 '  -  t  - l ,: ^ r \ h  ^ ) i ( r  - ) ^ r (P . r )

:  ^ i (h - r ) r ( r r ( r ) )

:  ^ i (n_ r r_ , r ( r ) ) .

Donc
a ( rh )  :  l l t r ( rh )  l l  r '  (n ) / r " . ( r l

:  l l a _ ,  u ( r )  l l  L t  ( H )  / k e r ( 1 1

:  l lu(r )  l l  r , (a) / r" , r r )
:  a ( r ) .

On en déduit que c,; est un poids symétrique slu G. constant sut' Ies

c' lasses modulo.Ë1. Cette preuve a eté déja faite clans ([27]). I
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2.3.6.  Consic lér 'ons c lonc I 'a lgèbre L ' (G I  H.  * )  =  L L (L, .  * ' ) .  f i r rnrér .  rL 's

torrtes les fbnctions mésttrzrbles ./ cIe GIH : LI : r'xp(u) : R, rlans l

r-11r'ifirrtrts
I

J l l . : I  J t , ) ; ( r ' )  r1 i  ( r_ .
. ] G / H

oir u; est le poids défini précédenrent. Alors txr a Ia rléfinition slrir,'airtr':

Définit ion:

Ori cléfinit Ia c'onvolntion suivante clans Lr G I H. a) = Ll1R ". ;1'

rrinsi clue I'involtttion

h .  (  exp (u ) )  :  h (  t "p ( -  rD .  Vh  €  f r  lC  I  A .  " t 1 .

Le résultat suivant a été décrit dans ([29])

2.3.7.  Proposi t ion:

Les de'ur algèbres

L r (G IH ,u )  =  L r  ( tR " . , )

r:.t,

'p  *  L t  (G I  H,  L '  (H)  I  ker(1))  x  B

.gorr,t * -isomorphes et zsométriques.

Preuve:

On cléfrnit I'application:

Â:  L rG lH.a )  -  F*  L ' (G lH ,L ' (H) l ke r (1 ) )  *  i )

h- - - - - -+  h , ' I  h ' ( t )  :  h , ( t ) .  1 r ( : r ) ,  V . r  €  U.

h ,o h,1(exp(u))  :  
, l_nrexp(u 

-  'u ' ) )ht(  e*p( Ll  11 r l i '  .

Yh .h  €  L t  (G lH,u) ) .
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I 1  e s t  c l a i l  c l i e , ' / r '  e  p ' r  L r ( G l H  L ' ( H ) l l i e r ( 1 ) ) x  1 ) .  r ' i r t '

(p,r t t '  * /)(;r:) - 7) 'r '  * ,-,  h'(.r:) * 1 i t

:  1- ) '  , *  11 \ l t \ , r .  )  .  r ' (  r  j  1  , :11 l - )

:  h ( : r ' ) '  F '  *  11 ( r ' ( r ' ) )  * s  I

:  h,(r) .  1' (:r ) ,

r r r \  f I  :  Lr (H) lker(^1) .  En p lus

l lh ' '  ]  1 , .  r ,  (G /  H.Lr(H) /  ker(^ , ) ) .o  :  | |  h ' l l  r '  rc ,  t  u . ' t '

t'n effet

(p*  f  *p ) ( r )  :F ,  xa  f  @)x11p

€F ' *  ( f t@) l  ke r (1 ) )  *F :  C 'u ( r ) .

Alors il existe h(r) e C telle que

(p  *  f  *  p ) ( r )  :  h ( r ) '  t , ( r ) .

\Iontrons maintenant que h e Lr(G 1H,r.,.,), en effet:

t '

l l h ' l l o . i , '  ( ç l  H .L t (H ) / ke r (1 ) ) x  i  :  I  l l h ' ( . r ' ) l l  1 . ' 1  p1y71" .1^ , yd : i '
J G I H

:  I  l / r ( . r , ) l ; ( . r ' ) r1. i .
J  G I H

l l h l l . , (G /H .a ) .

c'est à dire que A est une isométrie. N'Iontrons clue À est rln 'k-

isomorphisme:

o Â est surjective:

Soi t  /  €  LI  (G I  H.  L ' ,  (H)  I  ker(7)) .  Donc
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Prrr ln'pof irèse. .r palcoult G I H. Err pius

oo .\ est injective:

Supposons c lue  h( r ) '1 , ( r )  :0  dans  I r (H) lker (1 ) .  p lescpre  1>a l t t t t t  e t r . t '

Alors

l l h ( r )u ( r ) l l r , (n ) / r . " . t r )  :0  p .p . r

=e l f t ( r )1", ' (z)  :  g p.p . r '
\,/

' > 1

- - - r  À / r \  -  O p.p . r '

A  À  - ô  À , '  r I t / ' 1  t r r
:  t t : u  ( r a l l s  L - \ U l n . & ' ) .

Par linéarité on en déduit l ' iniectivité.

o o o À est +-homonlorphisme:

So ien t  à  p r 'ésent  f  :  (h . 'u )  e t  9 :  (h  '1 ' )  c leux  fonc t ions  c lans  p*

I  i i i ( . r ' ) i ; ( , r : )  a . ; ' :  I  i / r ( . r ' )  l l r ' (  r  ) i iL  (1y ' ) i , r i ( , r . i  ^ . . ,  r l . i
I ( ; / H  J C / H

f
:  I  l l p ' * r i  f ( r ) *B t j l l r ' , r1 ) i ke r . ( ^ , )  (1 . i '

J  G / H

. t  G / H

l lP l l  r '  \H )  /ker1^,1 d: t

<t t ; t t2 -  t  ] l i ( r , ) l l r ' r r r / r . . . r  ^ , i ( l . i '- >  l l 1 / l l  L t  (  H  t  / k e r ( ^ , ,  
. )  , ,  /  n

<  l l p l l r '  ( H )  / k e r ( ^ y ) ' l l /  |  L L  ( c ;  I  H . L r ( É 1 ) 7 / k e r . r  ^ .  ) )

( co.
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L t  G  I  H .  L ' (H )  I  ke r ( : , ) )  *  p .  Ab rs

. f  "  9(  exp(r rs  )  f i , r  )

:  I  I  ^ r , , r ( cxp ( r r t ) / r ( r , - r l r (  t r 11  i  t t l l l  t ( ' x l ) t  i t 11  r , t t
. r  ( ; /  I I  . t  H

(  " "o, - t r )  [  exp(z)  exp(-u0 -  u)  exp(u6)heh]  exp( , , ) )

h1 (  exp(-  u) ) 'u(  exp(-  u) ) (h-L)  dh,du

:  t  /  nq"*p1.ro*r r , ) )h, r (exp(-z))
' I C I H  J H

r ' (  exp ( r / 0  +  u ) )exp { - ' t ) ( " " o ,u )exp ( - r l o  -  r ) exp (  t r , , t l , o l r )

u(  exp(-u)) (h- ' )  dhdu

- -  
I  h (exp (u6  +  u ) )h r  (exp ( -u ) )  /

.l (; I f-r ./ LI

r (  exp (us  *  u ) )exn ( - " r  (exn (  u )  exp ( -us  -  r r )  exp (us )heh )

u (exp ( -u ) ) ( h - t )  dhdu

:  t  h (exp(u6  + ,u ) )h1(exp( -z ) )  /
. I C / H  . t  H

(exp ( -uo  )exp (uo*u )exp ( -u ) )  [ u (  
e "p (u1  *  u ) ) ' " n - " ]  { non t

u( exp( - t r , )  ) (h-r)  dhdu

:  I  h (exp(zs  + ,u) )h1(exp( - t r , ) )
J G / H

I  t " *ot - 'o)exp(uo+u)exp(-u))  [u(  exp(26 *  t r ) )exnr  
-u)1 

]
xp f t r (exp(-u)) ]  (hs)  du.

Or on travaille seuleurent modulo ker(^1) et

/ ,  f  ,^ /  
|  L  f " *n(-u6)exp(ue*u)exp(-u))  1-ut .  

exp(uo + 
" ) ) ) " "o( - . ' ' ]  )

*B  [ r (exp ( -u ) ) ]

:  ^ t  (exp(-us)  exp(26 + z)  exp(-"1) i t  exp(z)) r ( t ,1  exp(u6 +, ) ) )
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r  (  t ' xp ( -  r r ) ) :  ( r , ( exp ( - r r ) ) )

:  r ( exp ( - i r o ) ) f ( exp (u6  *  u ) ) r ( exp ( - l l s  -  r r ) ) ^ (1 r . 1

1 (  exp (  -u )  )n  (  exp (u ) ) r (p . r )

:  :1(  exp(  -  uo ) ) i  (pr  )

:  ^  ( r ' \  (  r ' x1 ; (  r r l  )  ) ) .

Donc

l r "*ot  
- , ,n)exp(ue*u)exp(-u) ,  I t ' (  exp(r r 'e  *  r i )  )  

oxp(  - '1) ]

*  r ;  [ , ' (  exp(-u)) ]

-  r ' . r (exp(u6))  modker( i ) .

ef

. l ' *  n ( t ' x p ( 1 1 6  I  h r ) :  [  f i ( e x p ( r r 0  +  t / ) ) / r 1 ( e x p ( - r r )
,J GIH

u1(exp(26) ) (h6)  du  moc l  ker ( i )

:  h  *  h1  (  exp(ze)  )  i ' (  exp(  r r6  )  )  (h6) .

Alors Â(h x ht)  :  À(h) x A(hr).  Donc A est r- tn isomot 'phisme.

llontrons que Â est un x-isomorphisme.

Soit  /  e p x Lr (G I  H, Lt  (H) lker(7))  x p.  Alors

( / ) .À  (exp ( ' u )  h )

:  ( / (  exp ( -z ) )  exP(u ) ) .o  (n , ) .

Pou r . /  :  ( h .  r ' )  €  p  x  L r (G lH ,L ' (H ) l ke r ( ^1 ) ) xp .  nous  avo r l s :

( h .  , ) -  i  ( exp (us )  '  hs )

:  
lnt 

exp(-u6))/(  exp(-uo); exP(zo)] -o 
tno)

: Lc/ a(ho)-r hG-ptr". t  t , (exp(-u6)) exp(ùo)(htt)

:  h (  op ( - , - , 0 ) ) (u (  exp ( -uo ) )  exP(zo ) ) .o  
tho  )
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(Jr on t l tn 'ui l lc ' t r ioclulo ker( i ) .  Alors

^ '  (  ( t  (  exP( -us ) )exP(u0 )  )  
"É7  

)

:  -  (  ( r  i  ( ' \ l ) i  - i r .  ) ) r ' x l ; r r r ' r , r ' ' t i

:  [ t (  exp ( -  uoD^ t  ( r ' (  exp ( -uo ) ) - ' (  
" *p (  

u6 ) ) ] ' - r '

:  [ t (  exp ( -uo ) ) r (  exp ( r r6 )1 (p . r ) r , (  exp ( , , n ) ) ]  " "

:  i ( exp ( -uo ) ) ^ r (p . r )
-  ^ , ( , r : 1 (exp (zs ) ) ) .

D'oir le fait clue

( l r  .  u) - ' r  (exp(ze))

I ;: :ïff]ï::î,:,ïl' 
nr'cr ker(-': )

c'est à clire qr-re l'application Â est un x-isonrorphisnre. Altlls lt's

c le t rx  a lgèbres 11(GlH.c" ' )  e t  p  *  L ' (GlH.L ' (H) lker ' (1 ' ) )  *  7)  sor t t  'k -

isornorphes(isoniétriques). I

2.3.8. Remarques:

I) Deur prolongements l,I' de q distincts contlu'isent a'u"m,ê'me po'tds. rrt'r'

d,es prolongements disti,ncts donnent des représentati,ons qtt"i di.fférerft pa'r

un caractère.

2) Rappelons Q'LLI ps € Lr(H) tel que

^ r \Px) :  P . r . , r  auec  À  e  C?(H lP t )  
" t  

<À 'À  ) :  1 '

Sott  p, ,  Ç Lt(H) te l  que

^ t \P , )  :  P , . ,  o ,uec  u  e  C?(HlPt )  
" t  

<  u .u  ) :  r '

Alors Les algèbres

(p,r rnod, ker(^1')) * trt (G I H, L'(H) I ker(1,)) * (pr rnod ker(^, ))
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r t

( ( p ,  r r r r . , r /  k e r ' ( ^ ) ) x I ' ( G l H . L r ( H ) i  k e r ' ( : ) ) ' r  ( t r , ,  r r r o r l  k t ' L ( ^  l )

.sont *-'i,somorphes et homéomorphes. Etr' t:.|fet p'Lt;i.scyue À. u €

C:@lPr ) .  i , l  e rzs te  r  e  LL(H)  te l  que  ̂ ; ( r )  :  P^ . , ' .  On en ,  r l r : . r l r r i t

r1u,e l,' appL't,cati,on

(p.r mod ker(1)) * / * (pr rnorl' Içet(^ )) -

( , ' *  *pr  modker(^1) ' )  *  J  *  (p . i  * ,  r r ror l  ker ' (^ ' ) )

e,st ,urr *-'isomorphisme et un homéomorph'tsme po'ur ces rleut: al,rlèbres. [l'

ntff i t  r lonc de fazre l 'étude po'ur-une seule tel le.fon,r:t i 'ort p. l ,e stttr,s qrT)tt"pc

H ét.a,n,t fi,:ré.



Chapitre 3

Représentations algébriquement

irréductibles des groupes de

Lie résolubles exponentiels

Dans ce chapitre nous étudions les rnodules simples pour tln gl'oupe

de Lie résoluble exponentiel G. Pour cela, étant donné un A-ntoclrtle

simple I/. oir A est une algèbre de Banach. P est un opérateur iirtézrilt'

idempotent agissant à gauche et à droite d'une manière continue sut' --1.

nous allons montrer que P' I/ est un PAP-module simple si P' V + 0.

Ainsi que P.l/ est isomorphe à un sous-module d.'un A-nrociule simple cie

la forme AILI , oir ,4r1 est un idéal à gauche de A. Ensuite notts montrons

que notre module simple du départ est isomorphe à AIII. Dans I'autle

sens. si W est un PAP-module simple, nous allons vérifier I'existence

cl'un A-module simple I/ tel qruLe PV I 0 et W est isomorphe à PV.

Donc pour caractériser les -L1(G)-modules simples. nous introduisons cles

nouvelles représentations zrf oir p est un multi-indice et I e g*. qui seront

cl'une importance capitale dans la sr-rite de ce chapitre. Nous montrons

que les représentations zrf sont topologiquement irréductibles. Ensuite

nous vérifions qu'il existe une fonction / e LtlG) tel que l'opérateur

"!r) 
est de rang un. Ainsi la représentation zr! contient un Ir(G)-

nroclule simple y@'D (t23]) Enfin nous essayons de caractérisel nos

modules simples par les 11(G)-modules simples y@'D '
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3.1. Soit Q.V') un .Lr(G)-module simple tel cirte:

Ann l , (N )y  :  ke r (T ) lL | ( tV )  :  ke r (G  7 )  ( i 29 ] ) .

oit z € ,V. Puisque nous avons que :

(L ' (G)  x  ke r (7 ) ) -  c  ke r (T )  (2 .2 .11 ) :

où ^t est Ia représentation de H décrite en (2.2.3) Alors V'

peut être considéré comme un ,Ll(G)lQ' (G) x ker(i))--module sirn-

ple. L'algèbre Lr(G)lQr(G) * ker(1))- est isonrorphe t\ l 'algèbre

Lr(G I H, Lt(H)l ker(7)). Donc pour étudier les représentations

algébriquement irréductibles de Ir(G), il suffit de regarder les rnoclttles

sinrples de I'algèbre

L t  (G  I  H ,  L '  (H ) I  ke r (1 ) )  =  L '  (G)  I  ( L '  (G)  x  ke r ( ^1 ) ) - :

cela se fera en étudiant les représentations algébriquement irr'éductibles

d'une sous-algèbre de Ia forme

p  *  L ' (G  I  H ,  L ' (H )  l ke r (7 ) )  x  p ,

o i r  p  :  p lmod ker(1)  est  une fonct ion de,L1(H) lker(1) .  e t  i (p1)  est

un projecteur de rang un.

Nous avons vu dans (2.3.7)  que i  x  Lr (GlH,Lt (H) lker( r ) )  x  p  est

+-isomorphe à LI(GlH,u). Alors i l  nous reste plus qn'a étucl ier

les représentations algèbriquement irréductibles de LrGIH'c,,'). et les

étendre à I 'algèbre Lr (G I H, Lt (H) lker(7)) toute entière. D'abord com-

mençons par quelques généralités sur les moduies simples, (ou sur les

représentations algébriquement irréductibles).

3.2. Soit A une algèbre de Banach. On suppose que A admet une uuité

approchée bornée. Soit P un opéraleur linéaire agissant à gauche et à
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clroite d'une manière continue sur A. Supposons clue P.A # 0. ,+' P # 0.

c lue P est  idempotent .  c 'est  à  d i re  que P2 :  P et  que a ' (P 'b)  :  (c t 'P) 'b .

-\lors. vu 1'existence cl'une unité approchée. on ir

P(ab)  :  (Pa)b,  (ab)P :  a(bP);  Va.b e A.

Alors on la remarque suivante:

3.3. Remarque:

Sott (T.V) un A-module simpLe. Fi,rons u € V non nul. Al,ors P u,gtt

su,r V tout entter par:

P' (T (a )u ) :T (P 'a )u .  ue  V  e tL '+0

e t

T (a ) (P  ' u )  :  T (a '  P )u

carV : T(A)"-. Cette actton est bien définie uu l 'erzstence d' ' t t"ne unzté

approchée bornée.

La proposition suivante est un outil considérable dans la construction et

la classification des modules simples:

3.4. Proposit ion:

(L) Soit (T,V) un A-module szmple. Soit P défi'ni coTnn'Le précéde'm,ent

te l  que  P .V  10 .  A lo rs  P 'V  es tun  PAP-modu le  s imp l ,e .

(2) Sozent (T,V), (T',V') deur A-modules stmples. Supposons qu' iL

erzste une apph,cation Q telle que

$: PV ------+ PV'

So,tt un'isomorphtsme PAP-li,néai,re. Alors Q adrnet une un'ique erten-

si,on en 'un i,somorphi,sme A-li'néai're entre V et V' -

Preuve:
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( 1 )  Ec l i r ons  Z (a ) t ' :  e . 1 :  pon r  ? r  €  y .  So i t  ç  €  l -  f e l l e  r l ue 'P  €  +  0

Alors A (P() : I'1 car I/ est rtn A- moclttle sitnple . Dotrc

P ( - l ( f { ) 1  :  1 f . 1 f  ) t f { )  :  1 ' l '

D'oùr le fait que PV est un PAP-module simple .

(2) Soit u: e PV. alors Ptu - u + 0. De mênie soit ir.r/ € PV' tel cltre

r r ' ' :  o(u ' ) .  a lors  PLL, '  :w '+0.Alors s i  une extension <D de o ex is te.  i l

fzrut nvoir

A(a "u ' )  :  o '  O( t r ' )  :  r to(u: )  :  Q '  t I ; , .

(a) N'Iontrons maintenant que Q donnée par

Ô(atr ' )  :  alr t  .Ya e A.

est bien définie. c'est à dire que

a u ' : Q q - q t j ' ' : 0 .

aw+0eaPwf0 ,  ca r , uu :Pu

e AaPw: V (car I/  est A - moclule sinrple)

e  PAaPw:  PV

+ ôe AaPw) :  g(Pu)

ç (PAaP)w'  :  PV'

æ Act,Pw' : V'

(car AaPw' I 0 est un sous-espace invariant de V')

e  aPu ' *0

( car V' est A - module simple)

ç 61'uJ' f Q.

Or
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D'or\ Ie fait  rpre Ô est bien définie sru l /  totrt entie't 'c ' i tr ' -- l  r{ ' :  f ' .  Dt '

plus <I est irr jective.

(b) O est A-l inéaire par construction.

( a )  Q  c s t  : r u  j c c t i v r . .  t ' a r  t o r r t  é l é t t t c ' t r t  t ' '  r l c '  l - '  1 r , ' l t f  < ' i i i  t i l , '  , r ) 1 1 ) l l l , '

r, ' : LLu;' prrisc|.re u' f 0 et Vt est ttn A-utoclule sirupie. Dotrc' t ' ' t 'st

f iniage cle au-' par O.

(d) La restriction de Q sur PV : est égale a d. En effet.

soit t ' € I/. alors

Q(Pt ' )  :  Q(Paw) -  Ô((Pa)w) :  Paw'  :  PaPul

: PctPô(u:)

:  cb ( (PaP) tL : )

:  t ! (Pau)

:  E (pu ) .

ICeci clénrontle (2).

3 .5.  Proposi t ion:

Tout A-morl,ule sirn,pte (T,v) peut être identi,fié à un A-rnotluLe. tl'c ltt'

lorme AlI,t où x,I est un zdéal à gauche. PIus précisé'rnen,t. X'I est'rn,o,:t:-

irnal mocl'uLaire ('uor'r ([6]) pour la défini,tion).

Preuve:

Par  ( [6 ] ) .  I

3.6. Corol laire:

Soient (T,V), (T'.V') deur A-modules simples. Sor'ent 0 I u' e V' '

0 I 'w' €. V' . On défini't IvI- comrne

L[ - - {aeA lT(a )u -0 } ,

de même on défini,t LIu' comme

L,I- ,  -  {a € A lT '  (a)ui  -  o} .
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- \ l ,ors st i  , \ / , , ,  :  X[r , ' , .  no'us auons qu,e I 'es r ] ,et t t :  rn,rxl ' l t l 'e.s (T.1.) .  (r .  I  
- ' )

.s on,t équi,u u,l,ent,s.

Preuve:

Pa r  ( 3 . i ) .

3.7. Soit  (S. l l ' )  un P,4P- niodule simple. Soit  ( f .  V' ;  t t le exfelsi , rr t

simple de (S.l,l ') telle que Pl/ I 0. Soit .4-I-- I' icléal préc(:clent

I I . :  {oe A I  f@)u, : [ ) ]

oir tl e W. et u; I 0. Comme I,'1,' est un P, P-rttoclttle sitrplel: irlots

S(PAP)u :  W'.

Proposition:

Sotrc les h,tlpotèses précédentes, l'idéaL tr[n est don'n'é pct'r

L,1,, -- 
{r € A I S(PArP)u' : 0}.

Preuve:

So i t r eA .A lo r s

t € A,I- ç f(7)Y1 - 0 e T(r '  P)ut :  0

ç f ( r ' ' r ' P ) ' u t  : 0

aa $(P .  ArP)ut  :  T(P '  A '  : rP) tu :  0 .

car si T(ArP)u: f 0. alors T(ArP)w: I/  (par sirnplicité de (f.  l ' )).

Donc
P' T (Ar Pr, ::rrr, 

ïr: :",
:W #0.

D'oir le fait  clue IVI-: {r e Al S(PArP)tr, :0}. On peut relr lal 'quer'

clne Àd,P C ùI-. et que Ya € A, a - rtP € I[u,. I

I
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3.8.  Proposi t ion:  Sor , f

\1 , ,  -  {L  e  . {  i  ,9 (P . { . r 'P ) r r '  :

l,,,i1léal précéclent. Alors l,e A-modul,e Af \.1.,, est rt,n, A-rrt'odul,e si,rnple.

Preuve:

Soient ar,e2 € A tel clue ( l1 / L[.r '  Alors

{ t ,7 /  } [ ,p ç fûs € I  tel  c lue S(Paç rt  vP)t t '  I  l l

crinrnre l7 est PAP-module simple. ii existe bo e P AP tei clue

S(bo (Pooc lP ) )u ,  :

olr Pose bt :  boPas Ç PA, car bs e PAP'

irvons qlle

par choix dC' b1 ilolrs

( *  ) ,S( (b ra rP ) ) tu  :  t t '

c'ar Pu' : tt.'. On montre maintenant

(a2b1)a1 : az mod NIut

ç  (a2b1 )û t  -  a2

<:+ 0 : S(lPa(az

-  P , ' :

que

€

(a2b1)a1)P])ur,  Vo €

S (Pa(a2 -  @2b)a1)P)ut  :  S(PaazP)w -  S (Pcta2b1a1P)t t t

:  S(PaazP)u -  S(Paa2P)w :  o '

Vtrr € lV d'après (*).

(a1b1)o,1 :  a2modh'Iu,

+  a 2 :  ( a 2 b 1 ) 4 1  r n o d

Donc
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c'c,st à cl ire A.u1f )[, , :  Al l [_. D'ori le fzri t  que ' ,1/1-[,, ,  est un A-ruo<hrle.

sinrple. I

3 .9.  Proposi t ion:

Lr: P,lP-rnodtt lr:  srntpLe (S, i{ ')  est i ,so'mot' 'phe ir,  rr,rt  .stttn-rrt,ot l , tr, l t '  r l t

AltI*.

Preuve:

On pose N : L'1,, a PAP. Alors on définit:

E: PAPIN '------ ll'

o" -----+ o(a) :,S(a)z'.

On peut lemarquer que I'image de @ parcourt lI,' tor-tt entier car ]1"' esf

vn PAP-module simple. Par constntction E est PAP-linéaire. De pius r-r

est un isomorphisme de PAP-module simple. ctrl I,l'est trn PAP-rnorluie

simple. I

3.10. Remarques:

l) Les deur A- modules AllvI- et APIX,I-P peuuent être tdent'i,fiés po,r

I'/somorph'isme Q

Q: APf luI-P -"+ All\,1*

r + NI*P : rP + IV*P--------+ .r.' + X'1,,.

2) On peut d.éd,uire que l 'ertens'ion (T,V) de (S.W) c'ons'ir lérée en, (3'7')

est isomorphe à AILI- où

' \ 1 ,  :  { r  e  A l  S (PArP)T r r  :  0 }

d'après (3 /r )
Dans la suite nous identifierons donc les deux modules Af ][r,, et

APlLI.,rP. Pour raison de simplicité nous travaillons essentiellente-'ut

avec Ie A-module AIL't-.
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3.11 .  Revenons r \  no t re  a lgèb le  L ' (G lH.  LL  (É1) ,  k t ' r ( ^ ,  ) ) .  Ot i  l ros t '

A :  L L ( G l H . L t ( H ) l k e r ' ( ^ 1 ) ) .  S o i t  I  :  p . r  r n o c l k e r ' ( ^ )  t c l l c  r l u e

ps  e  L r (H) .  ^  (1 l11  :  P l  1 .  A lo rs  p  ag i t  i r  ga t t r ' l te  e t  i t  r l to i t c  s t t r '  - {  l r i t t '

( ' { ) r r \ 1 ) l l l t i o r t .  S o i t  ( f .  I - 1  r L r i  L t r ( i  ' - t r t o r l t t l t ' - i t t t p L t ' f t ' l  r l t t t '  - \ t t L L 7 .  , r , \  - -

ker ' (G.z ) .  e t  z .  i ,  son t  les  représenta l ions  c lé f in ies  en  (2 .1 .2 )  e t  (2 .2 .3 ) .

A l o r s  ( T . V )  e s t  u n  L r ( G l H , L ' ( H ) l k e r ( ^ i ) ) - n o c l u l e  s i m p l e  p a r  ( 2 . 2 . 1 1 )

e t  (2 .3 .2 ) .  En  p lus  nous  avons  que T(p)V +0 (2 .2 .10) .  A lo rs  Z(p) I , 'es t

nn f  x A xp-module simple (3.a).  Or

p *  L '  (G I  H .  L '  (H)  I  ker (7 ) )  x  F  =  Lr  (G I  H . - )

o  L I (u .a ) :  L r (R" . r )  (2 .3 .7 ) .

Donc f @)V est nn ,t(R'.r. , , ,)-moclule sinrple. Soit 5' la restl ict iort cler

Z sur;t1ptr.c,,,).  puisque cette algèbre est commutative. alors 5 est lul

caractère 17. Donc on en déduit d'après (3.5) et (3.7) clue notre nroclule

(T.V) est isomorphe au module simple Af I[.,,, rlir ]11.,' : {T € -{ I

f r ( p *  A * f  *p )  . u , : 0 ) ,  e t0 l ' ueT (p )V .

3.L2. Soit (n.v') un module topologiquement sinrple sur Ltn espace cle

Banaclr tel que r(Lr(G)) contienne un opérateur cle rang fini. Soit

Vo :  {€  e  V  l= f  €  L ' (G)  te l  que  
" ( f  )  so i t  t t n

opérateur de rang fini et { e irn *(/)}

Alors l/s est un solls-module simple cle I/, en plus V6 est unique ([23])

3.13. Nous allons maintenant construire cles représentations induites ̂ 1p

strr cles espaces Lp('). où p est un multi-indice'

Soi t  q  € n* '  e t  I  e  g*  te l  que l fn-  q  et  l lb  : ' '  Dans la  sr ' r i te  not ts

uti l iserons la décomposit ion de g .ainsi que le sotts-groupe.É1 : exp(t l)

c,t les leprésentations ̂ i € È et 1 7 rz e i introduites :ru chapitre



Clhapitre3. Repr 'é.sentaf iotrs t i lgébùryrcntent i r t r : r l t r r ' f t l r l r 's r1r 's. . .  i i , :

1l'écécient. Rzrppelons la cléconrpositon cle g:

g ( 1 )  + n : n r - L r .

g ( q )  :  ( g ( / ) =  n )  r !

- 1 1  - â u O m

:n?u lX î ! .

oir ,ï. )/ sont les sous-espaces définis en (2.1.4). Doncr

9 :bO(g (q )  +n )

: !eneueÆey.

e t  h  :  DGn  ]  X  î J / .  Onpose  t :  bOn .  A lo r s  b  : t ù . r y , , ) .  e t

g:uGb

:uOt .AXûy

Soient

K :  exp( t ) ,  X :  exP( 'T) ,  Y :  exP(Y) '

Soit p0 la polarisation de q dans n définie précéclement( 2.1.4). Rappelous

qne p1 : (p0 SJ) est une polarisation de Pr-rkanszky de lf tn = n. ainsi

qne  c l e  r : t l b  ( 2 .1 .4 ) .  En  p l us  p :  uOp0O les t  une  po la r i sa t i on  c l e

Prrkanszky de I dans g (2.1.q. Soit

n :  no  I  n r  I  " ' l  n6  )  n61 t  :  { 0 } '

trne suite <le Jordan-Hôlder du g -module n. Soit / : {t I pu + ni I

p0 *n ,+ r ; z : 0 , ' . . . k ) :  { 0  <  h3 '  1 i , ,  <  k }  Posonsp , , :

p0 *  n . ; r ,  i  :1 . '  ' . 'm et  prnar  :  P0.  Fr  :  n '  Chois issons un espace

0r C P: tel que

o3  s  p j1 l  :  P7  V i  : 7 .  "  ' .  r rL .



C,l t , t r . t i t re ,J .  Rel t |eser t fat ions i t lg 'é l , t t ' ic lnr t l te t t t  i ] . t ' r j r l t rCt ' i i r lCs r1r '> "  ( )1)

Àlols
m' -i

t  D;  - .P ' ' :n .
u , - ,  r

Ert plus
rrt. t

\- u; _ l{ lpot ) :  
L
j : I

( o r , '  '  ' ,  0 - )  - - -+  exp (o r )  '  ' '  e xp (o ' ' )  ' P0

est un difféomorphisme ([31]) Posons

h, : !eP ,  Pour j -1 " ' "m ' :

g j  : (J  O J  t  P ,  Pour  j  :  1 "  " '  rn '

Àlo l s

bt : !oPr :Jon,

g t : (JOYeh--U?)?n.

et
bm-Fr  :  )  OF*+ .  :  Y '3  Po  :  P t '

E rn * r  :  ( J  eJ /  O  F*+ ,  :  U  I )  ?  Po  :  P .

Nous avons Que P.r lpr*, est un fJr+r-moclule' Appellons cebte actiotr À' '

Soi t  É1r :  exP(b: ) '  Gi :  exp(g j )  por- r r  j  - -L  "  
" f7Ù'  

A lors  on c lé f in i t

Li : Hi+r ----* Ri

h i+r  + a,  (hr* r )  :  
" t t \  

l  logn '* '1 '

A., est un homomorphisme continue cle Hi+r. En plus PtlPi+t e'st ttn

G(l)-rnodule. Donc on peut définir Lrne extension à G tor'rt entier portr'

ar.
Soi t  p  :  (p t , " ' ,P,n)  e  [1 ,ool -  un mul t i ind ice '  A lors  on pose

aurO:fr^;;o
: 1



C'ltttltitt 'e J. Rell'ci^'-etttla t jons itlgébrirlrcntertt it t 'éclr Icri/r1r's r1c's. . . ;i )

Ou défirr i t  lers leprésentations ^, ' t :  rrrclï ' ,*,?t.1-t p.r). I>our' . i  :  L ' .  / / / .

^ ; r r r , r - r : 1 , ' e t  i i , , :  i t adS ' * , ( t 1+ t  P7 ) ' pon r  . )  : L  '  
" r r r  e t  ; r , , , ' L :  \ / '

--\ lor.s ^ 
L : inclt l l  (^:.pt) est rrue lr.pr 'ésr:ntafiorr rk'  H r :  l-  -\- l l r ,

Lr r ( ' l l r ( '  ; / r '  t ' s t  tL t t t '  L t ' l . rL i i s t t t t ta f  i t l t r  i l t '  CJ1 -  L -  ) -  - \  .

On cléfinit Ia leprésentation ^ip : inclfl, ?ii 
'Zl. uinsi que ,', :

incl$, ?l 'r ,2).Les groupes Ë1 et G agissent sur Tl^nu et J1,L t 'espectir, 'e-

nrent par translation à gauche.

D'autre part on peut remarquer que

7p : indf l ,  ((  indf l l  0z.pr)).2)
:  inc l f , ,  ( ( inaf l j1 .  .  . ( indf l ï "  (x , ,pn, ) )  '  ' .p t ) ) .  2) .

Norrs cléfinissons les espaces

tp j (H r  lH : j+ r ) ^ t j + r )  : { (  t  H t  -  t r , * , ,

( continue à support compact moclnlo H;11

|  € (h rh i * t )  :  ^ t j * ' ' ( h r+ r ) - t

I

'  L i i  (h i+ ' )  ' € (h : ) ,

I

"rÉ l l ( (h) l lp,dh: l l ( , lwl
J  H , l H i a r

Vhj e Hi,hj+t € Hj+r) ,  Pour P:i I  ry:;

t - (Hr lH j *1,?:*1)  : {€  :  H,  - - ' - - '  €o, r , ,

{ continue à support compact modulo llr*t

|  € (h i h t+ )  : 1 r+ r (h i+ r ) - t  { ( h r ) ,

Vh j  e  H j ,h l+ r  €  H i * t '  e t  l l q l l " o  (  æ)



C' lt it p i t t' r: 3. Repr'ésettt a tions olgtj ilr'j tf @ ; r

tp(H. r  )
( 'oIIIpirc't

( p )€ ( / r  ) .

< rc}

et

t r , (G i lG i+ r . ^ r+ t )  : { ( '  G t  -  €o , ' * , '

{ continue à support conlpact nrodulo Gr*L

I  tG ig , * r )  :  T t i - r t l l t - t ) - t  A l  ( t l t * )  i ( y : ) '

Vg i  €G j , 93+L  €  G311  e t

6 ll{(g )ll ' '  ' tù : l€ll '; } '
J G i / G 1 1 t

pour pr * æ;

t , - (G i f  G j+ r . r i + t ) : { € '  G i  -  t r , * , '

{ continue à support cornpact moclulo G3-r

l €G i  g  t  +ù  :  7T  1  * r (g r+ t  ) - t € (  g '  ) '

Vgi  €  Gi , r i+ t  €  G3+t  et  l l€ l l ' "  <  cc) '

Sp(C,l) :  {( " 
G --+C ; € continue a support

compact  modulo P te l  que { (9p)  :  v ' (p)  '  n i  (p t { (q l '

Vge  G ,P€P  e t

l l ( l l f : ( [  l ( l [^  ( [  ,^ ,  l ( (e  exP(r ' r )
' J c l c r ' ' ' J c , / c , ' lG , ^1P '

exp( ' r r , , , ) lP-  d 'u , . )# ' "  lo '  c tu)* f  aù;  '  
" " ) '

Nous écrivons ?l-,,  - [ 'Pi(HilHt+)'  ]1n, : Uni(GilGi*t) pour Ie

complétés de Eo,(.Hi lHi+t,^l j+t) et tr,(Gi lGi+t 'n'* ')  respectivement

pour la norme tt ' l for, et Læ (Hi I Hi+)'  Ln (G, I Gi*)pour les completés

c le t "o  (Hi lHi* r . i , , * r )  e t  t * (G, f  G1-r .zr '3+r)  poru la  norme l l  ' l l - '  Ic i

:  {(,  [{ ----+ C, ( continlte a stt l)polt

nroclulo Pr tel clue {( lu) :  l jp A' ' '

YheH .  pe  P1  c ' t

retrf:t/ r(l / ,[
. l u l u ,  . l H ,  H .  ' l t t  t "

1 { ( / r '  t ' , x P ( r . ' r ) " '

exp(r , - )  lo* du*)# lo '  d ' , r )  ̂  1 '? t i i t ' ) i
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les espaces V,o = 10 1H I Pt, Xr), H*,p :- Lp (G I P. 17 ) des représentations
^ip. rN respectir,'ement sont les completés des €B@'r), tp(G.l) pour la

norme l l  l lo
Alols on a le tiiéot'èute sr-tivant:

3.L4. Théorème: La représentation 1p est topoLogtrluem'ent
'Lrrérluctzble. De plus i , l  erzste f e Lt(H) tel que l 'opérateur  ̂1p(f) sor,t

un opérateur de rang fini.

Preuve:

Nons avons que ?2 :^/ :  indf;,Xr et 2: 
L,9, 

ainsi que Ai1') :

m fois

t 1 m  , ^  à ,  '  -  n  * (  
)  : . à  t r  a d n r o r (  ) .

I  l y :1  z - - r ,  \ ' /  -  A  -

Calculons le noyau de l'opérateur ryff) où / € LL(H):

Soient  (  e  ES(H lP ' ,X, ) .  a lors

f
( rF( / )€)( r )  :  I  T@)1B(a)Ë)@)da

J H

: I ttrrcw-'r) da
, ] H

:  [  
" " " 'a -L )  

d 'a
J H

:  I  f  @r- ' )  .  a; '  (ù€@) da (1.3.2, (2))
J a

: I t r@h-'v-') 'at'(v h))+"I14
Ï n1 r ' J ru ' - '  "  z :P ' ( h )

€(a 'ù  dh d i r  (1 .3  7 '  (5) )

-- 6 t f@h-'a-').nt '  tu' ht
J a l e t J P t

Lnlh)  -  - ,A /  Lp, (h) ' ,  È

o",Ë x'(h) (Ë*)- ) €(u) dh dù

: , l  I T@n 
-') .n;'(s)a?(h)x,"(h)€(v) cth clv

J u l e r J P r

: 6 f.,u(*,ù€@) dù,
J  H / P l



C'l t4t i t ra J.  - l l r2tr . jsert fat t ions algébriryrc:r t tel t t  i t t ' r ; r l t t l f  l / r1r ' .  r1r 's. . .  ; : i

o l t

. f ^ , , , ( . , , .  r )  :  1 , , . f ( . tha- t )  
.  a r r t (v )  .  a7  ( / , ) r ,  (h )  t l l t .

I : r r  1 , l r L .  / ' - .  t ' ' 1 1 1 f i o :

f  ̂ ,u(r l t .  t )h ' )  :  nÈ 1n; .  a l -ut  (h ' )  \ - ,  (1,  \ ,  ( l i ' ) , , f^ , , ,  ( . r , .  . r ; ) .

vh.h, '  e P1 et  |  -  
i  :Di=r( l  -  

* )
Ainsi on peut clécluire le noyau de I'opérateur i'(/):

f^ , ( : : r .  y7 :  I  f  @ha- ' )  'a t t (y)a#(1,)r ,^  (h)  c l t t .
.J  PI

De nrême /^, vérifie

f^ , ( rh .yh! )  :  A+(h)  '  L+ @')  x i lù  y , . (h ' )Â(r .y) .  vh, .h , '  e  Pt .

Soit  F e ES(HlPr x Hf P\.1.) tel  que

F( lh .yh; )  :  nË 1n;  .  a1- i  1n '1ççn1X,(h ' )  '  F( . r .ù .

on montre qu'ii existe g e ES(H) telle que I'opérateur ̂ tB@) aclmette

comme noyau la fonction F . c'est à dire

f
(^ 'p (s)€) ( r )  :  P  F( r .  a )€Q)  dY '

. t H / P L

ol.l

F(r, 'ù:  
I " ,g(rha-\  

a; ' (E) 'n# @)x,@) ( th.

Soit

Fz(r ,ù :  Là-È(r )  .a++È@ F(r . . r7) ,



(.' ltrtpitt 't '3. pspr'ésertfatijoits alg'ébriquentettt itrr:rhu riltles rlcs... ; l

oir  I  -  
i  

:  I i ' : , ( j  -  
; ) .  I l  est  c la i l  r lue Fz e ES(HI P'  r  I1, IPL. \ ,  )

En plus

F : i ,  1 , .  1 1 1 1 1  :  5 \  i (  i ' 1 , )  .  / \ = - :  1 y 1 1 i  ) l  t ,  t  1 t .  1 1 1 i  1

:  Aâ- ; i rp lA=- i  ( yp ' )  A t (p )Ar  
- i  

t t i  t .
r  r  / '  F l

\ r ( P . )  '  \ . l P  l '  f  \ ' r "  Y l
t  I  - L  L  |  |:  Aâ- ;  (n)A=* ;  (y )  .  n :  (p)A= (p ' )

F(p)  '  x , (p ' ) '  F(" , 'v )
L L

:  A  i  ( p )A  à  (p ' )  .  v@)  .  t .  ( p ' )  .  F2 (  t : .  y ) .

Alors d'après ([23]) i l  existe fz e ES(II) tel le clue I 'opérateur  ̂ ;(J')

irclmette coûIme noyau la fonction F2. Donc

F(r ,a)  :  4#+j  ( r )nà -  i  fu)  .  Fz( ' , : ,  u)
:  a1*à qrynà -  È (a l  .  L i t  (  a)

l '  - t

I  fz@ha- '  )A-u-  (h) '  Y, ' (h)  dh
I  D L

-  a t t  ta t  [  (A+ * i  ' f r ) ( rha- ' ) 'a-È1n) '  1 ' ( l )  r /h .
J P l

D'où l 'ex is tence d 'une fonct ion 9:  (A#*à ' fù  e ES(H) te l le  c l re

I'opérateur lpb) admette comme novatl la fonction -F.

Nlontrons que ?t est topologiquement irréductible. Soit ry ç H^,u 1:

10(HlPr, X.) un élément non nul et on veut montrer que 4 est cvcliclttel.

c'est à dire que

iMeM: ro(alP',x.).

Soi t  {  e  ES(HlPl , ,y . ) .  A lors  pour  F:  €8{c 'est  à  c l i re  que

F( " .y ) :  { ( z )  € (v ) .



C'hapitre J. Repl'éselfatjols a|gébric1rc'll lellt it 'rr:rlnttil i lr '.s r1c's' ' t1

r
A F( . ,  t t ) ' r t ( t t )  , l t t

Ô  € ( r )  '  € ( v )  1 1 ( 1 1 t  r l t t
J  a l e r

f

€( r i  f  q ( t t l ' € ( t t l  ' l t t
. J H l P r

( ( r ' ) . <  / i . (  >  L r ' . 1 t .

- 1. Vj - 1. ". rn. D'r l ir  l 'existence t l ' ture

e ̂ tpff) -- Pe ,e. Notts avons dettx cas:

( ry)  :<  n,  €  t  r ,u .u €

(r\
: 1 Â t - - - - - -  .  

.  J  1 , , .
" \ .  q . { } 2 0 . 7 ,  

/

/ ^  / f \ , r ) / r ' ) :  i\  / ) \ . /  / , / ' \ "  /

: t _

: l

- J

1 l
Q ^ ) e I l i - , ; =-  

Y J  t ' J

ES(H) telle que

Lq+ 0. Alors

/^ tp \ I  
) \  

-  r { , € \ ' i

+{=

/
t ) l - t Ç : ( Ç t ' " ' ,

fonction dans

L)  < r t ,€ ) ru .

i l  existe f e ES(.FI) tel le que

D'oir le fâit que

€ e %(Lr( r r ) ) ,7  c  J l to  e 7o (H l  Pt '  x . ) '

2)  < n, {  }  7n.70:0.  A lors  chois issons nne fonct ion ( r  €  ES(H I  Pt '  \ '  )

t e l l eque  

(€ r , €  >+ , , e t  . n , t t l r a . u , f 0 .

Alors  i l  ex is te une fonct ion f '  e  ES(H) te l le  que  ̂ tp f f ' ) :  P€, .€ , '  De

plr-rs

^ i p f f  *  f ' ) n :<T l , € t l LB 'LE  
' <  { r ' €  >  ' € '

(  t  t "  ^ ' \

Dr,nc €. :  ^rpt  
æ;;æ; 

'U * T '  )  
) l '  

AIoLs
\ "  /

€e^rp (L ' (H)ncH '1 r .
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Du 1). 2) nous avons

ES@lPr ,  x . )  C  h (L ' (H ) ) , 1  .H to  =  Lp (H lP ' . x , ) .

Alors 17 est cy-clic1ue. Il en resulte eue lp est ltne repr'ésc'tlttitiott

topologiquement irréductible. En plus il existe une fonction / e Lr@)

telle que I'opérateur UU) soit de rang un . I

3.15. Remarque: On peut rerno'rquer que la représentation rL, est

o;ussi, irrérl,uctr,ble par une mantère analogue à celle de la proposttton

précédente.

3.16. Nous allons maintenant étendre la représentation ?p de H à G

tout entier. on définit une extension;15 de ^/a de la façon suivante:

( l )  H "u  :111 , ,

(z)^re(h) :  h(h), Yh,e H,

(s) ( io(t)€)(h) :  L-r" ( t)xt(t)€(t- '  'h ' t) ,

pour tout € e 
'11^,u et t e U. Alors 1p est bien définie. En plus c'est

une représentation topologiquement irréductible, car c'est une exten-

sion d'une représentation topologiquement irréductible. D'autre part

elle est équivalente à Ia représentation zrN définie en (3.13)( par une

clémonstration anolgue à celle de ([19]), dans le cas où p :2: 
Q..])

rn fois

Dans la suite nous identifierons donc les représentations 1p et n'!. ainsi

nous travaillerons seulement avec la représentation zr!.

La proposition suivante jouera un

chapitre:

3.I7. Proposit ion:

Il eri,ste une foncti,on f e Lt (G)

opérateur de rang fi'ni.

Preuve:

rôle essentiel dans la suite de ce

telle que l'opérateur 
"bff) 

soit 'un



Chapitre J. Repr'é-;etttitrtions algéltt' iryrclttelrt ittûhu'tiltlcs r1r'' '

So i t {  e  ES(H lP t . y . ) .
,  |  . -  t , - , t  = ,

\ ; ' n { t  ' )€ ) ( . ,  t  € (u ) .  I l

, l ' ; r p t è s  l : t .  L  l ) .  i l  o x i s t e

l , \  l l  r  |  : o i f  L '  p l r  i , j t ' t ' f t ' r t t

C':rcr) et posons /( l '
f  e L'  (G). De plus

- L  t  t t  -
t t r \ J  I  -

cl'où I'existence cl'ttne fonction

sr-iit un opérateur de rang fini.

3 .18.  Coro l la i re :

Le ,sou,s-espace

O n p o s e  F 1 ( t : . 1 1 ) :  A r ' ( i l  v r r t l  e ( r . r ' r - L ) ( ( y )  :

est clair cltre 'F1 € ES(HIPr x Hf PI. 1, ). Dottt'

r rne  fonc t io l r  q r  ( la r IS  t rS(11)  te l l c  r l tu '  [ ' op t i t i t f c t t t

P n t u r t - i , . . . .  ( , ' l l 0 i s i s s o L I s  l t t L c  t ' ) l I (  t i ( ) t l  r 1  ' - '  i )  r L ; l l i :

h ) :  a ( t ) ' g t f t ) .  pou r  t  e  ( i  e t  l t  €  H .  A lo i s

/ clans Lt(G) telle clue l'opérateri, ntp(T)

I

l, l, f (t . t,) - *'i,(t . h) rth ctt,

I lraft) stp)rLp|)ît,(h,) cth, dt

l, 
a{t )ntr(t )  ̂ , p( s t ) ttt

,r,, 
lra(t) 

ctt

c 'P13,

y@'t) :  {€ e H*,u,  1f  e LrG) tu l le que I 'opérateur 
" l ( f )

soit de rang fi,ni et € e zm 
"irj))

est un Lt(G)-module si,mple.

Preuve:

Par  (3 .16 )  e t  (3 .12 ) .  I

3.19. Nous aurons besoin de formules plus précises pour les no!-àr-tx.

c'est pour cela qu'on utilise une décomposition plus fine. Rappelons

c lne  f  : 0OnOtp :  Ee  nO)  AX :eQy  O ,T .  A lo r "  Lp (H lP t .Y . )  =

7o 1H I Pr, X.) 3 7n (K I  Po , X.) I  L '(X).



C'lr t rlti rre J. R r.'plej'sert li at t ions ttl gé I t i r peltl elt f h t t l ,  hu r  i l t l , " t  r  1es. . .

C a i c u l o n s p o t t r ( C L p ( H l P ' . Y . ) . , f e E S ( - Ë l ) I . t l 1 l é r . a t ( . 1 u . . 1 1 ( ' f ) :

i , ^  1 ; r . f  ) i  ) r Â  
'  

r  
'  
) :  

|  |  , , , , ' Â r  { r À  
L  

" ' - ' t 1 " " ) r l / ' t l r L '
J \,1' .t K

: t I rt,' rt
Jw 'J rc

€(k - t  . ru - rk '  .Lu 'u : - r  ' : c ' )  dk  r lu

:  [  |  f  ru '  '  ( ' - ' k ' )  ' r ;g i l r -1Lr ' - r  r "  )  r l k  c lu :
J \ I ' '  J K

:  t  I  t rr ' ( ' - 'À' ' )  'k-1) a'(k)-1
Jtv  J  t<

€(k w- I r ' )  dk dw

:  t  t  I  t t t" 'u).1( 'vl- 'k ') 'k- ') 'as(À')- '
JvJxJx

€(k  l , ' :u ) - ' " ' )  dk  dr  dY

-- 
L l.l.rr(, v) ' 1(r u)-'k') À'-') aa(k)-'

€(À '  ( " - t r ' )  . ( / - t r )  '  a - r  '  ( : r ; - 1 t : / ) )  dk  r | : t  t l u

:  
I" | .  I .rr(r '  Y)'  1(z u)- ' I / i /)  À-I)

.  A r ( k ) - t  .  A#  (a ) ' " - o t ' ' r os (Y )>

.  , - i < r , [ l os (e ) . l og (z - ' ' " ' ) ] >€ (k  
.  ï - I  '  , ^ ' )  dk  d r  du

:  t  t  I  f (@' ' r ) 'y)  '1((z ' ' r )  v)- 'k ' ) 'k- ' )
JvJxJx

.  As( l r ) - t  '  n?  ( !J ) ' " - t t ' ' rog(Y)>

.  
" - ;< r .Uog(s) , log( r - ' ) l>€(k  

.  r , - t )  r l k  d r  r l t l

= t t I f t(@'. r- ') 'y) '((( ' '  ' ' - ')v)- ' t ' ; '  À'- ')
JvJxJx

.An(k) - t  .  n#  Qt ) ' " -o t ' ' rogv)

. . -z<r . [ log(v ) ' tog(x ) ]q16 . r )  dk  c l r  rJ lL

= t t t l /(((,,.,-') y).
JvJxJ rc l eoJeo



C.'lta1titt 'e 3. Reltr'ésenliations ilg'ébtfu1rc:ittr:ttt tltrirlttt 'f i l)los r/r's " ' 1)

( ( {  r '  r  - ' ) . y ) - '  
k , )  .  p o .  A - 1  )

A g ( À r ) - t  n #  ( y ) ' " _  ' t r ' l o g ( p o ) )  '  t - r < r ' l ( ) s ( r / ) >  
>

.  
" - i < r . l l og (v ) . t os (x )Jç ( f t '  

.  . t ' )  r i pn  t l i '  , 1 . , '  r l r t .

: r r i t ' L r t  1 . , , . ,  :  i r r r l f \ , ( \ , 7  . t r ) .  t ' f  7 r '  :  i L L ' l l \  t , ,  [ : - t  i i r ' ) l t s  ' /  i  r '  r l t i l ; t  -  i

.V Â:) .k  e K.  Alors ie  noyau de I 'opérateur  l 'p( / )  t 'o tn i r lér 'é  ( 'onI l I Ie ' r t l r ( '

fbnction en K f Po x X est donné Par

( * )  / ( (k ' .  . r ' ) .  ( , ( , . , r )  ) rp  :  l r  
r  r ( ( r ' '  7 - r  ) ,  ù )  pu1( ( ' r '  r - '  )  v ) - '  Â ' ' '  Â : )

A +  ( y )  .  
" -  

t . r . l o s v >  .  . - l ( r " i l . g ( u )  
l o q ( x ) l > r / U '

oir

. f ( ( ( * , .  . , , - , )  . u D p p i ( ( z '  
r - 1 )  v ) - 1 6 r .  u )  :  

[ - . / ( ( ( , ' ' ' ' - L ) '  
v )

J f O

.  1 ( ( r '  
; c - ' ) ' r ) - '  k '  )  .  t r  r .  À , - l )

'  A g ( À ) - r  '  
" - i 1 r ' t o e ( u " ) >  

t 7 t " ' '

Àinsi on pettt conclure le noyau de I'opérateur i('/):

( xx )  , / ( ( k ' .  r ' ) . (À ' .  r ) ) r  :  
. [ r  

r r ( ( . r '  '  , - t )  , ! ) ) )p " ( ( ( t ' '  r ' - r )  '  i 7 ) -LÀ" '  À ' )

.  a #  ( A )  .  , - " n l o g v )  .  . - l ( r " i l o s ( u 1 ' l o g ( ' ' t ) >  d u - l

8.20. Choisissons une fonction pr € ES(1{/P0. q) tel le que lpl2 : l '

Prenons pour tout (* 'U) e X xY une fonction 9(;r '  ! l )  e ES(Ii) te' l le

que

g ( t : . a )p . , ( k ' .  k )  -  t t ( 'Y \A ' )  ' g (À ' ) .

A lors  les noyaux g(r ,a)pa,9 l r ,g)0,  coïnc ic lent  '  t tu 'A i " "  :  L i r "  - -  l '

clonc les forrnules pour pF et p2 sont les mêmes'

En outre soit À € ES(w' 1') telle que lÀ12 : 1' on cléfinit une fbuction

o. cornme

I'
a(r ,  y)  :  |  À(r '  u)À@ 'e i< ' ' l ' loge '  log"1> '  ' i . r '  1o9"  a i  1ry ;  r1 . '

. lx



C' l t t t1>i t t 'e  3.  Repte jsr : ' t i f : r f jo t t .s  a lg ' t l l t icyt r ' l l lc l l1 '  i t ' r ' r \hu ' r i l t lcs r1r 's .  .  :o

,\lols rl est l l IIe fbnclion à clécroissallce exponellt ic' l le ell .r ' . t7. i) i lr

c l é f i n i t i o n  c l e  I ' e s p a t c e  E S ( W . 1 , . ) .  O n  p o s e  p , r ( r ' . y ) ( À ' )  : 1 , À ( r i  ! /  ' l ' \  :

r r ( . r .  t ù  f t ( . r . y l ( A )  I l  e s t  c l t r i i '  ( l l t ( '  1 ) t r  t ' s f  t l t t t i s  E . \ ' l H )  ( ' i u '  1 ) À  t ' : f  i r  , l r ' -

(  L() is : . r I I I ( ' ( '  t ' - t l l t l t r t ' r l t ie lJ .c '  e t t  . r .  t7 .

3.21.  Proposi t ion:

Pou,r tout p e [1. rc]"' l'opérateur ̂ 1p(ps) est rt"n, opét'o'terrr de Tn'n'g u'n'

A'in s't, qtt"e L' opérateur ̂1 lP s).

Preuve: Regarclons le noyau de I'opérateur ̂ ,,;(P1). Alors Irotts avolls

(1lre

[ " o ^ r ( ( r ' '  
1 - t ) . l l ) ) n o ( { ( r '  / - '  t ' u t -  A ' ' '  A ' )

.  A+ @)  .  e - l ( r ' l ogv)  '  , - l< r ' i l og(v ) ' Io " ; (x ) l>  r1 , , ,

:  
l "a ( ( r '  

.  r - ' )  .  ù  .  ç t ( r ' ' , , : - t ) .  ! ) )0 , ( ( ( ' ' ' - ' ) 'u ) - '  7 ' '  .  n ' ,

.  r - i<r . f log,y logr ]> .  
" - i1r , logs> 

.  A i  ( r )  a , ,

[ ro r r r '  
' , - t )  ' ] ) '  t l l ( ' ' ' ' - ' )  t r ) ( ( , " ' ' - ' )v ) - 'À ' ' '  A)  ' ! (A)

.  
" -z<r . [ tog,s los l l ]>  

.  
" i l r . Iogy)  

A+ 0)  , tA

:  p(k ' )  t  G)  [  f '  ^ r t . r ' .  , ' - t )  , r )À(u)
,Jv ,J x

.  
" - ' i< r , l logg , logu 

]  >

.  
" i<r. l toss,logul> 

AÈ(g) A+ (f i  rILt cl,u.

Por- r r  p  :2 :2.  nous avons que

px(k '  r ' ,  k r )^ ,  :  1 , t (k '  )À( t '  ) '  p(  À ' ) , \ (  r '  t .

(,t poru' p + 2llous avons que

r f
px(k ' ! . k r ) ^ ,u :  t t ( k ' l '  p& l  |  |  X ( r ' ' r ' - t )  '  u )  'À (u ) '

J Y  J  X

, i ( r , [ogg, los r ]  
>  .  

" -  

i (  r . f logg . logz ]  >

^  - t - ! ,.  A r - ;  ( y )  du  dy .
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/ ' j - i  ( t t \ : , t : = "  j -  i r t rÀ  [ " ' - i i .

orr clésig'e par (r! - 
+)( ') le vecter-rr '  ! j !r  (;  - | ; tr 'Àr( ') t 'onsiclel l t i

gomûte un élément cle X en identifiant X à I'espace clttal cle Y pzrr r"

c'est à dire c1-re

E,crivons Ai- i  (y) t \  I  aicle cles lacirres. Alot 's

, 1  1 , .  31  1
, lp  : t  t .  los(E, l  :  

:  
È  -  

r ) t rÀ: ( log( r r ) ) '  
v t r  e  i

La fonction À est à priori  dans ES(W.1.). or cet espace pertt et l 'e

identifié avec nn espace cles fonctions analytiques snr X qui admettent

rlc.s extensions conrplexes ([2])' Alors

px(A' ' , , ' ' . t r 'v ) .n  : t ) (k ' l  r r f r l  t  tÀ(( r ' " r - t ) '41 
'À(r r l

. I  Y  J X

.  
" j ( r ' . i l ogy . l os r l>  

. . - z ( r ,Uogs , l og (z ) - i (  j  
-È ) '  

4u  r1A .

- tL\k't r,[k) À(.r '  - t+-] l lrt '  - ' , ;  - 1,,

Donc

px ( . k ' r " k r ) - , u  - -  p (k ' )  'Àu i r ' )  ' p ( k )  ' ' l p ( ' r ) '

De ce qui précécle il en resulte que

1@)€(k ' r , ' )  :  [  [  r - , ( r r ,k ' r ' ) '€ (k" )  c l r  c tk
J  KIPO J  X

r r
=  |  |  r '@ ' )  'À ( ' ' )  ' r '@)  'À ( ' )  ' € (k r )  d : t  d ' k

J K I P O J X

:  (P *8 ^ , ,  6  . r ( ( ) ) ( lc ' r ' ) '

Donc i (p , r )es tunp ro jec teu rde rangun .Denrêmeonpeu tc léd r " r i r . c<1 r rc l
^ ,p lpx)  est  nn pro jecteur  de rang un:  car  rc@x):  Pr&Àp,pq9Àu'  I
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3.22. R.zrppelons qlre pour t  € G(l) .  r torrs zt \()r ls

1", !1t )€){ t '  . t : ' )  :A+(r) '  r r ( r ) '  €( ' - 'À ' '  r ' ' )

S0i t  9 ( t .  ,L .y )  €  ES( I ( )  te l le  que:

g ( t . . r : .  l i p . ( k '  , k )  :  nà  ( t )  .  x , ( i ) - t  t r ( t ( ( ' "  v t  k ' ) ) l r , (À ' ) .

On  pose  u r l t ) ( . r ' .  y . k ) :  g ( t . r , y ) ( k )  a ( l . a ) .  A io r s  1 ' r ( f )  €  ES( f1 ) .  En

plus

, t ( t ) - , u ( k ' : r ' .À ' r )  :  I  r t t t l ( ( ( r ' ' r - 1 ) ,  a ) ) r u ( ( ' ' '  
' - ' ) v )  ' k i . k1

J Y

A+  (U )  .  
" - t . r . l ogv )  

.  . - l ( r . i l og (v )  
l og (x ) l> r / .V

:  I  o(e ' .  r - t )  .  1)
Jv

'  g ( t , ( r ' '  
" - t ) ,  

! J ) ru ( \ ' ( ' ' ' - ' ) ' v ) - '  A i  .  k1

A+ (U) .  
" - r . , ' . logv)  

.  . - i  <r ' . i togv. tc 'g ' t l>  1r l

I t

:  I  Aâ( f )  .v r ( t ) - t
. JY

.  u 1 r  ( t r '  r - '  v ) 1 t . . '  . - t  v ) - ' t ' ) )  . l - , ( 1 . )
* r  

\  
' /

o( ( r '  '  r - t )  . y )  'A#( : , / )

. 
"-i.1r.logy> 

. 
"-i<r.i loeU.loZr)> 

,1r,

:  AÈ(f ) r r ( r ) - '  .  t . ( t1 ' '1 f f i
.Àp(r ' )  i l r )

/ \ / - \
:  ( { " l t t l  

- '  
r ' ) (k ' )Àp(r ' l )  ( f  t , t  )Àp( . r ' )  )

De ceci on peut déduire que

^,  p(ut  ( t ) )  :  n t  ( t ) - '  o  P, ,  g  Àp,p g Àp.
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rrirrsi clue
^  1 r ' i  { t 11  :  

" ! t i ) - t  
o t ,8À '

Remarque:

Soi,t lt e g urt r,r,utre ltrolongemen't rte c1 à G' Ch'o'isissons tt'tte lorttf irtrr

, , t ,  ,7e la même Jaçon précéd'en'te en' remplaçant l  par' | ' ,  .  ' l l t l l 's

11 .1 '1 t ;  :  x r - r , ( f )  ' r , ' ( t )  r nodke r (1 ) .  V t  e  t /

P,,8 ̂

trt,r- Les repr'ésentatt'ons r|i : iné]x-'' et rl,

rn"r 'actère y1-.1' (2'2'1'?) '  Autrement di ' t '  si

orbi,te, alors f orr:ém,en,t l'1u : I lu et donc

: ,rrlf;y1 rl'tffé'rent Par le

l' e.t L sort,t d'o"ns Lo' rn'êrnc

t,t' 1t1 
-- uL(t) mod ker(^i).

3,23. Fixons un prolongement lo € 9. de r tel que ls/u:0' Alo's

, , rn( f )  - -  xL( t ) . r r ( r )  modker(1) .  Vt  e  Lr '

On pose

u(t) :  ,ro (t) -- XL(t) '  ." (t) mocl ker(1)

et

, , r ( r )  :  i l r ' ( t ) l l r ' (a) / r . " . ( r ,  :  i lu ( t ) l l t ' ,  a) /ker( r ) '

Alors cu est un poicls de G(l) ( 2'3'5) '

Rappelons les resultats suivants:

1. ;  a .nnr '1nry l /o( t ' ' )  :  t<er(zr ! )71 ' tn l  :  ker(G' r ) '  o i i  r  conl l l le

pr.écéciement. crornnle t<er(zr!)7' : t<er(zr!)/ry (car I'opérateur' ttjr(') "

Ies ttrèmes formttles que zr!1n;;'

( b )  ke r ( z r ! )  1 r , ra t :  ke r ( r ) ;  pa r  (2 '2 ' 10 ) '  
.  r  - - (n  l

(") lr(G) * ker(i) c ker(n!); en part icul ier (n!,vlu' ' t)  peut Qflg con-

sicléré comme un 11(H)/ker(1)- moclule' par (2'2'11)'
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(d) soit p.r € ES(H) c LI(H) la fonction défrnie en (3.20). AiO|s

p^ 'v;D't) : n|p(n)v[. 'Lt I 0' par (2'2'15) '

3.24, N1;us alktns garcler les sous- algèbres partic'rrlit\r'es (Ltr oll a cotrstt' lt ir

r : l  (2 .3 ) :  t r ins i  t1 t . te  leu ls  p ropr ie tés .  L ) t r  pose i :  px t t to r I l t t ' t1^  ) .  - \L r t .

nous avons que

A:  L | (G) / (L t (G)  x  ke r (7 ) ) -  =  LLGIH.L ' (H) l ke r (1 ) ) .

par(2.3.2)

p*  L | (G lH,L t (H) l ke r ( i , ) )  *p=  L r@lH.a ) .  pa r  (2 .3 .7 ) .

oir cu est le poids défini en (3.22)

3.25. Revenons à notre module simple y(n'L). Pr-r isque Lr(G) +

ker(1) C t<er(nN) Q.2.Ll); alors V6(Fl) pe,-,t être considéré comnre

un 11 (G)lQ'(G) * ker(1))--module simple. Alors 
"NtOtV{ 

est t tn

p* Lt(GlH, Lt(H)lker(1))xp module simple. Par.conséquent rN@)V,!

est un LL(GlH.u;)-module simple. Donc 
" 'utùVéo't '  

est un Lr(Lr.";) =

L1(R',r., , ,)-module simple. Puisque ,t(R'.u, ')  est comnilrtat i f .  alors la

restriction de rIU sur B : Lt (R',r) est un caractère X-; (Lemnre cle

schur). Calculons la restriction de n'rtu.Nous avons que

n(ut(t)) : 
"t çt1-1

( 1 )

( t \

o

Pr f ,B ,p  
I  ÀF)

nN@x)) 
"oi' 

(3.22).

Pr8ÀB,p 
I  Àp

A+ (r) (",uttl-

^à (r) (",u@-

:  A - t ( f ) .\ - /
- t

:  a- r ( f )  .

t

1

L'isomorphisme (2) est défini de la manière suivante:

Lr (u,u) -------+ p * Lr (G I H, L' (H) I ker(i))

f t  ' - - - - - -+ h ' ( t '  s )  :  h( t ) '  u( t ) (s) ,  Vt

, F p

e u, s

ori u(t) est la fonction définie en (3.23).

€H



C'lt.i lrj i l 'c J. Rr.irlrjselrfzrtion^s aJgélrtjrlttetlellI it 'trirlrtcrib]r's r1c's... ,\i

So i t  {  €  V ' n .e t  h ' €  f i *  L r (G lH  L r ( .H ) l ke r ( ^ , ) ) * l ) .A l o r s

t i i t n ( l t ' ) ( t r  { ) ) ( y )  :  
|  [  , l t ' t t  

'  ' 1  ; r t n1 r  . ' ) ( ^  j r ( t , r  ) { ) ( v )  t l '  ' l r

:  |  |  oA l . r ' ( r ) (s )zr ! ( rh ; (s )  ç r l , las)€) (v )  ds  rL t
. J L ' J H

:  f  l '  t ,1Û.vr( / )  . ,L( t ) -nt , t t )
Ju Jn

"j ;(s)("!( i r i )€) fu) ds dt

f  - ,  /:  
J,,nu). \r(r) a+(r) .  xr(r)( (î i ,( ' '1(r))

' \
ç r t u (Ps l t )  

) { t - '  
t t t )  d t

:  I  nt  l .  xr(r)  A+ ( t )  .  r , ( t )  '  ( ; r ! ( t ) - i
J t l

" "!(r.r) " "!(r,r)€)(t-rvt) 
rtt

f:  
. l , . ,rr tr .  vr(r) A+(t) A+1r) .  (zr jr(r.r)€)(v) .Jt

r
:  

,1 ,  
O( r )  .  r  nL  ( r )  . (p . r  .  € ) (y )  d t

:  ( x *ç (h ) (P  { ) ) (Y) '

o i r  1 , , r  ( t ;  :  4à -È( r )  ' r r ( t )  .

Remarque:

Pourun autre prolongement l' de (1, nous auons

xl  ( t )  :  xt ,  _L(t)  '  r " i  ( t ) '

Al,o'rs si, l' et I sont rlans la même orbite, nous anons

x4(t)  :  r "ç( t ) '

Alors nous avons la proposition suivante:
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3.26.  Proposi t ion:

Lc po'irLs * rLéfi,n;t en (3.22) uéri'fie

Preuve: Le caractèts Xnte est une forme linéaire r'r'rntinLte rle p *

LL(G I  H .  L '  (H)  I  ker (7 ) )  *  p  =r t (R ' . " , ' ) .  A lo rs

lx*çl  s l l /11.",  Yf e Lr(R".r)

Donc

lx ," ; ( t ) l  :  a# ( t t  aà t r )
) - ' " .  ( * - - L l t t À , t l t

-  p 4 . ) = L  -  P l

< c,,,(t). f

3.27. Corol laire:

Le moduley(0'tl peut être i,d.enti,fié auec un A-modttle sim'ple tle lrt,.fortnn'

All I" ,  ,  o'ù

tu Ix . r :  { f  e  A l  X*y@ *  A*  f ) :  0 ,  €  €  Vô(e ' r ) } .

Preuve :

Pa r  (3 .8 ) .

I  l*.rft1**ç(t) 
atl t  l*- l f  

(t) la(t) rtt.

Yf  e  L r (R" . r )

I
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3.28. Nous alions prouver maintenant que pour tout caractère 1 contintr

sur  11(R". r ) .  nous avons que

r ( . q ) i  <  o i r l ) .  ' t q  
=  C l ( l J .

-L \- - I  trt ,  r loso rr
ou o(q)  -  e2 / - i : r  I ! r / \ r *vô5/ t .  Rappelons que ce ra isonnement  s ' inspi re

cle la détermination du poids qui a eté faite par Poguntke ([29]).

Soit r e u. Soit t € R. Soit D : adhr : b - [ la dérivation associée

cle f . Soit D : D" * Dn la décomposition additive de Jordan-Hôlder de

D telle que D" soit la partie semi-simple et Dn la partie nilpotente. telle

que [D, , Dnf :0. D, et Dn sont des dérivabions ([33]) Soient exp(lD")

et exp(tD,r) les automorphismes de H tels que les diagrammes

Explto,; Exp l to ,  y
f)

I
I exp
J
H

br)

tl
I exp et exp I
JJ
HH

t)

I
exp I

J
H

exp( rD" ) exp(ÉD-)
-----.-.---.----

commutent. Alors

exp( tD")  '  exp( tD") :  exp( tD")  '  exp( tD")  :  Ad(exp( t r ) ) .

La polarisation p1 est u-invariante. Alors elle est donc invariante par D"

et  Exp( tD") .

Décomposons la représentation r'2 en deux parties ri et z'f correspon-

dantes aux exp(tD") et exp(tD") respectivement. Rappelons que

(zr2(  exp( tz) )e)(s)  :  A# (exp( tz) )  .  x ; (  exp( t r ) )  p(  Adexp(- t r ) (y) ) ;

pour toute ç e L2(HlP') oùr P1 : exp(pl). On considére les groupes

Hn : IR x 11, H" : IR x I{ sur lequels le produit semi-direct est défini
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Le'spectivenre'nt cle la façon suivante:

( t . l t )  ( t ' . h ' ) :  ( /  +  / ' .  e x p ( - t D , , ) l t  .  l t ' )

1 t . l r )  '  l t '  . l r ' )  :  ( 1  +  f ' .  r ' - r 1 r t '  - t D .  t l t  '  l t '  1 .

Ainsi on définit les représentations 7r2n . 1T2s'.

(rz" f t))r)  (y) :  ç( exp(-tD^)( 'a))

et

(n r "  ( t ) )e ) ( y )  :  A# (exp ( t r ) )  .  11 (  exp ( f r ) )  e (  exp ( - tD , ) ( . , r ) )

Alors

; r2 (exp ( f : r ) )e ) ( y )  :  A#  (exp ( t r ) )  '  11 (exp ( f r : ) )

,p(  exp(- tD")  .  (  exp(- tD, , )  (y)  ) )

:  ( ( ' r . i  ( t )  o  r i  ( t ) )çr ) (y)  :  (6 i  ( f  )  o  ; r . i  ( t ) )p) (y)

3.29.  Soi t  /  e  Lr (H) .  On déf in i t  la  fonct ion Jcexp( tD")  pa l

f  
exp( tD-)  :  / (  exp( f  D") ) (h, ) ) .  h ,  e  H.

I l  est clair que ceci induit une action isométriqr-re snr Lr@)lker(^ )

Clroisissons cleux fonctions bt, c, € I1(H)lket '(^;) tel les qrre

^ t (b t )  :<  ' , u  )  
" i ( t ) -  

' 2 .  f  €  IR

et

^ r ( c r . )  : (  ' , u  >  r î ( t ) - IY .  f  €  R .

avec z - 1-t,,?; À et pl, À sont les fonctions définies en (3.20). Alors on tt

la proposition sttivante:

3.30. Proposit ion:



C.l l t t tp i f  re 3. I leplé.sentat jol ts algél t . i rpenrc:nt iLt ' r : r l t rCri l r lcs r /r 's" '  S1)

Soif t.J la, fonct,iott rJéfinie co'mtrle p,t:r:érl,e,nt,ut,t ('1.)2). ')' l 'ot' '

' t  ç  r ' . r ' 1 t ( f r ' ) )  :  l , , e ' t P l t D " ) '  {  1  I t t t ) t l  l i t ' r ' i ^  ) '

Preuve:

Nous avons cllle

^ i (u r (exp( r r ) ) )  :<  "u  )  r ! (exp( f r ) ) - "

: rl exp(i:u)-r o P,'.,

:  i r î  (ù- r  o  zr i  ( t )  
- '  

o  P, . , '

D'atttre Part

^ ,  (b f*P, t ' . )  . r r )  :  f  (br"*P( 'o ' ) )  o  ̂ t ( r r )

:  r iQ)-1o ^ t (bt )  o  r i ( t )  o  î ' (c , ' )

:  n iQ)-1o r i ( t ) -1  o P, . ,  o  r ! ) ( t )  o  z i - i ( t ) - '  o  P, ' . , '

: rift)-I o ri(t)-t o P,., o P,.,,

:  r i ( t ) - r  "  
r j  ( f  ) -1  o P, . , .

on conclut que t ' l (exp(tr)) :  b,"*P('o"'  '" ' rnocl ker(^' ' )  l

Démontrons maintenant deux lenures clont nous attÏons besoin pour Ie

reste de ce chaPitre.

3.31.  Lemme:

Lo. fonctr'on fu ttéfini,e en (3'29) uérzfi'e

l l b r l l r t 7 r l l k e r ( 1 )  
(  I '  o (  e r p ( t r ) ) :

ot\, 3 est une con,stante zndependante de t '

Preuve:



( 'hapit t 'e 3. Rcpt ' r :se' t i t t r t ions algébric l t rcntenf i r t r l l i t r ' f i l . ,1r 's t / r ' . . . .  l ) ()

-\OttS irv<ttt_s ([Ue

[ . r r p t  =  h , , h r  -  h r / F t  =  h l h r  - r 1 , , p "  ( . i . l . i )

Or hr est rtn icléal de t1 (car el le contient n). Soit B : (hrt. '  '  ' .  tur )

r l i :s vec,telrrs D*-invariants cle I tel les que [1 : Di- lr IRtr; , i 'hr. D'arrt lc '

pzrrt conrrne D, est rrn opérateur serni-sintple. on pertt cltoisir les espit<t's

(ur , . . . .0 , r , )  c lé f in is  en (3.13)  de te l le  sor te qui  so ient  Dr- invar iarnts .  Ak l 's

h : t ; ' : l  nor=Dljr RtuaOpl. Ainsi on pettt iclenti f ier les espatres Û(B)

e t  L2 (H lP t ) .  où r  B :  t -a - ]R .0 ,3 I *Jnn r , .  C 'ho i s i sso t r s  z  t ' ' r t t n r t ' l i t

fbnction cle Gattss. c'est à dire que

/
z (exp t f r u r )  .  .  .  exp ( f - u ,n )

. e . \ p ( l im r )  "  exp ( f ' a t * ) )  :  ,  L , "= '  ' 1 ' t r '  2  
l r - '  r l r n '  -

< ni(t)u. u ) :  A+ (exp(tz))11( exp(tr) ,  '  
I^, , ,  ̂. . , ,

Alors
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) ( r

. ) f t

( t t

0 r )

Ex

EI iXp(  - r

.  .dt , , ,

' ) ) 1 1 (  t ' x

p ( - f  D "  ) (

p ( - r D " ) (

; ) ) 1 7 ( e x

A -  + r ) ( t ,

)  ( t ' ,

, ' l -

t , o i

i n t ,t ' ,

P t -

:P t

dt,,

, / (

- t D

- t D

( t (

f 1 )

- r ) (

- l

' l

t 1  '

' (  t  . t '

Exl

Exl

r ( t r

< ( A

. (  E l

, ; - l

cltt

r r f  I- t  , '  ,

E

, 1

( t

E.

D:

( t

: (

( r

p (

I

I

p (

| .- r'
. /  a ù L

rf ;L
d,t', . dt'1,)t

_  - t ,
-  / ' . J l o v t

ûu.'
k r

(ll I "-
^  - r  ,_ / \  r  l e x l

g( l*u
k r,g/. "-

2ir

* ,  (EE.  + 1))+

Æ

ll , _,r
.  I  L t r t

) r k

' v5 '

p( t r

L +

où E : Exp(-rD"). Par ([14]), nous avons que

De même nous avons

k r

g / .  e -< (EE-  - 1 ) ( r l r o i y . l r fm , r>  t L t , ,  :

:

n f  e -<(EE-+1)( t ,u ; ) . ( r ,u ,>  d , f ,  :Û#
l=t J* i : j  (det",  (EE. + I))â

' -2r
-  r  |  

-  
r 'I I

i : l  1 " - z t t ' ' r ' (  r ' )  +  1  )  l
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oir À, est la t 'estr ict ion de ad(z) sur bi. Donc

2.r  k

<  ; , l t  f \ u . u  >  -  
\ 1 (  e r P ( i ' t ) ) ( ï )

' f l i ! - r2n 'e î "x ' ' ' t

:';;:;, i"),",'+- il -; ; ;- ;:: ; iVZ i J  çe î  
t tÀ , i r )  +  e i  t rÀ , r r ) ; t

Donc

I  <  n ïQ )u ' u> -1  |  <  C '  
"D? ' l i l  

i t rÀ r ( z ) l

-  C '  a (exp ( f r ) ) .

oir C est une constante indépendante de r et de f'

Rappelons que notre but est estimer l lbl l l  oir b; e L1(.H)lker(i) et

r(bt) :< ' ,  u ) 
"ï(t)-1 

u. On définit  une action de IR' x L'(H) - '-----+ Lr (H)

par ft(h) : detExp(tD")/(exp(tD")(h)). Cette action est isométriqr:e

et

1ff\ : r"zft)-' o r(/) o r)(t);

en plus elle incluit un automorphisme sur 11(H)lker(1). Alors

b t :1  r2 ( t ) "u , ,  > -L  P f '  *  P1  mod  ke r (1 ) '

En effet

^t(< r | f t)u,u t- tof '  x pÀ) :  < r i( t)u,,  >-t  '^t@? ) o r(pr)

:  .  nà( t )u ,u t  
1 '  <  t l ( t )u ,u >

.  1 . . u  >  7T "2 ( t ) - ' ,

: ^l(bt) .

Donc bt:. , \r iQ)u,u >-7 Ptx*Px mod ker(1)'  D'oir Ie fait  que

l la ' l l  < C .  l lp^ l l ' '  " (exp(t r ) )
:  0 .o (exp( t r ) ) ;



Clrzrpi t lc )3.  Représett fzt f ion.s i lgébricyrcntent i t ' rûl t lcf i l . r l r ' . .  r1r ' . . . .  l ) ; i

, i r , J :C . l px l ' '

3 .32.  Lemme:

[ . r r  font f  i r t r r  r '1  r l / f i r r i t  c t t  (  J .  ! ! ) )  t ' r : r ' ihr

l l . ' l l r<C (1+l t l21" :

rn), C est u,n,e r:on,stante.

Preuve:

Ncius avons que

^ t ( c ) : t i ( t ) - ' oP , . ,

:  P ' r i ( t ) - t u . u '

Regardons le noyau de I 'opérateur  P, . "  1t1-Lr . r .  A lors

o i r  F t@,ù :  y (exp ( f  D^ ) ) .  ru (g ) .  A lo rs  R(F ) :  c t  o i t  R  es t  l e  re t rac te

tléfinie en (1.4.7). Puisque R est une application linéaire continue. nolts

àVONS

l lÂ(4) l l t  <  C"  l lF ' l la , ' .n  (  cc :

pour la norme l l  . l la...n cléf inie en (1.4.4). Rappelols I 'expression cle

(rette nolnte:

T

(P*ï ft)-',.,€),', l: 
r*,ilrï::?*;lï1,,
f

,  |  € fu )u(  y )u (  exp( rD, ,  ) ( . r ' )  )  , / l' T'''
:  I  u (a ) r (  exp( tD, , ) ( t ) )€ (u)  d 'y

J H I P I

r'  I  F,(r 'a)€fu) da'
J H I P T



C'l tzt1l i t r . r .J. l le1l tr jsett1izt t ionso]s" '1, . . i . r

Décortrpost l t ls h coutr l te précéclenrent (1 ' l ' l ) '  Alols '  soic 'r t f  q :

c x p ( , s 1 )  .  . s '  :  e r p ( s " )  €  I i - :  I I - 1  ' l ' ; '  e t  r l :  e x p ( r r t ) '  
" '  

:  t ' x P (  r t ' ' ) .

i l  , ,  .  - \ lo ls

l l 4 l l a . ^ .n  :  

" ,  
, r : t 3 .  n , " " ' ' ' '  

'  ' r . i - '  '  '  R (n )  '  Â (n ' )

'  lA rAnA ' '  An' F1(sn '  
" 'n'  ) I  < )c '

pour tout rr 2 0 et P est un poiynôme' Donc

l i 4 l l a . . . a :  
" .  , ? t 3 .  n , ' o ' " t  

' ea l s ' l  'R (n )  'R ( ' ' )

'  lA"ArA" 'An '  Ft (sn,  s" t ' ) l ) '

:  sup  ( . o1 "  ' € * l t ' l  '  R ( ' ' )  ' Â (n ' )

s .  s t  .  t t .  t 1 '

'  10 "Ô.u (exP( tD , , ) ( s  n ) )d , ' d , , '  u ( s '  n '  ) l '

Calcu lons exP(tD, , ) (s '  n) :

Nous avons c | re exp( tD' ) ( ' 'n )  :  exp( fD ' ) (s)  '  exp( fD") (n) '  oL

exp('lD")"', l: 
ïiïlïl:r; 

"îffi;''::l (,i,. n

oùr q est r-rn polvuôûre en t et analytique en s1 ([19])'

D ' au t repa r toncons idè re l ' a l gèb rec leL ien i l po ten teT1 r :R+nS lu .

Iaqueile le crochet de Lie est défini de la façon suivante:

[ ( t ,  
' t  ) . ( t ' ,  " ' ) l  

: 10 ,  tDn ( t " )  +  [ t '  t ' ]  -  t 'D " (n ) l '

Cl ioisissons une base de Jordan-Hôlder B : (br ' ' ' "  b-) pour I ' trct ion cie

rr1 Strr n. Alors

m

exp ( tD , , ) ( s ' n )  :  , ' f [ i e xp (n ;  +  r i h r "  '  
"  n ; -  1 '  f  " s ) ) ) '
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oi r  r ;  est  un polvôme en (n1 , " ' .TL i - r . t )  e t  analv t ique en 's  (131]) .  Dont

i i F , i  a . ^ . n  :  s r l p  ( eo  ' l  .  . o r s ' '  1? (n  )  .  f i ( n ' )
. r .  i  t ) .  I l

.  10 ,ônu(s  l l i " *n i rz  i  I  r r ( r r , '  '  ' .TL i - t . t . . s ) ) )d , ,0 , , , ,ù (s ' r t ' )1 .
; - 1

On fait un changement de variable en posant

A i  : 7 7 i  I  r i ( n 1 , .  ' , T L i -  L  f  ,  S ) .

ainsi que

3,
a :  I l (exn( " r ,  *  r ; (n1 , ' ' ' ,T t i_ r ,  r .  

" ) ) ) .
i : I

Donc  n i :  ( a i - t  q t (a t , . " , a i - r , f , t ) )  e t  q ;  admet  l es  mêmes  p rop r ie tés

Que 'r;. Alors

l lF r l la . ' ,4  :  sup  1"o ls l  '  
"o i " '1s ,  s '  ,  a ,  r L '

TN

R( l l (  exp(o i  i  q r (c r t , '  '  ' ,  a , - r ,  t ,  s ) ) )
t - r

.  R(n ' )  .  lôrônu(s '  a)ô, ,  0n,  u(s '  n ' ) l

<  C "  .  ( 1  +  l t l ) '  
, .  , : : , y . , , , ( r o ' " '  

' ea l s ' l 'R " ( s . c t )

.  P(n ' )  lA , (Ë  ôo ,u ls  .  a ) )ô , ,0 , , ,u (s 'n ' ) l
; - 1

-C.(1 + l t l ) ' ,

C  :  C , , .  s u p  ( e o l s l  .  e o l " ' l  .  R " ( t , a )  .  R ( n ' )
s ,  s t  ,  a ,  r 7 l

^ , . 4 ^ \ \ ^ ^ - / t / \ l'  l d r \  L o a j u \ s  
.  o , )  ) 0 ' , Q n , u \ s  n  ) 1 .

; - 1
J - L

ou



C'hapit t ' t .  J.  Rel l r i .sel t ; r f ions algr: l t r i rgrcntont i t ' t r l l t tcr i l r f t 's r les-. .  1)t ;

,,îr fr" r'st lrn tr;olvnurnial err r.r et trtralvtirll le en s. t't l),, t 'st lit tl(rtir-cit'

rlrus itr clilec'fiotr rrr. I

- \Lls orr t r  la pt 'o lrosi t iot t  st t i r -at i te ' :

3 .33 .  Propos i t ion :

le poi,ds,,; cl,(:fini co'mrne précédem,ent uéri,fi 'e

c(t)  S C' .  (r  + l r l )"  l l  "-- ] --
. t - ' l

Preuve:

Norrs  avons ( tue L"( f )  :  l lu l (exp( t , r ) ) l l i , , ta) /  ker( r r .  A lors

. , ; (r)  :  l lur( exp(rz))11,. ,  q 11 lker(^,)
S l lb , l l " ,611ker ( r )  '  l l . r l l r , r i { ) /  ker ( r )

< E 'C '  ( i  +  l t l ) '  '  " (exp( t .z ; ) )

< C'  . (1 + l r1)"  l l  ereâa.r

3.34. Corol laire:

Soi t  y  u ,n caractère de Lr(U,o)  = I I (R" ,  u) .  A lors

J
l 1 (e rp ( r r ) ) l  <  l l p ' i  

l f rÀ ' t ' t t .
: 1

potr,r' tou't, € R. .z: € u, où Ài(t) est La restriction d,e arl(r) s'LIr o 1 '

Preuve:

Le caractère 1 cle Lt(U,u) = Lr(lR',r) vérif ie:

l y (exp( t r ) ) l  <  , ( t ) .  V f  €  R



( ' h i r / r j f l r '  3 .  I l t , l , l l r i . : - en t : a f j o l s  i r l ge ; l r t  i r l t t c t t t t ' t t f  i t t r ; r 1 r r r  f  i l r l r ' s  r 1 r ' s . . .  1 ) î

O r r  p < t s e  1 (  e x p ( 1 . r ) ) ]  :  1 e o t " ) 1 .  o ù  p  €  C ' '  
- .  R t r p p t ' k r r I S  ( l r t  {  ) l L  \ - ; t  I r L r  ) l L t l ( ' 1

( f l e

1 ( t ' x 1 r ( f r ' ) ) l  : l . ' o t r ' r  : t R " r r ' r \  < - i l ' =  I r \ '  r I

l r o u l t o u t t € R .

On suppose c1-t'il existe :T6 e u tel cpre

,Re r :o  :  l x (exp(zs) ) l  <  l l " j  
t 'À , t ' . .o r

t - 1

Alols

o  R e  s r ( r o ,  ,  f - f .  J . , r À , , . , , , ,
I I

1

Donc

"  
t i ,Re s{ ro) ,  ;  f r .+  

r t rÀ, { re)  .  V t  e  R.
; - 1

On obtient alors clue

n l  r l l '

n , .+ .1 t rÀ ,110 ) i )  <  p ; ,  Re  s ( ; r 6  ) t  <  C ,  ( l  +  l f  l ) ,  f l  " r t rÀ , r r , r  
* .

I  r ' "
i : L

Vf € lR, d'après (3.33)

: l  <  r+ i  Re  s t r o ' '  f T  p  
- : '  r t rÀ ' " " t  S  C '  ' {  I  -F  l l l ) '  ..-+

<- l  a  e  t l ( lRe  o t 'o r r - ! ,1 ,  j g l s )  
<  C ' .  ( l  r , f l ) ' .

V, € R..

c'e cg-ti est impossible. Ainsi

TfL 
1

tRep( ro ) l  <  t  l l  t r . l , ( to l l .  v t ' 6  €  u" "  -  / - / ' 2 '
; - . t



Clhapitre 3. Reple<..-erltiations alg'ébrjr]rlernent jrr'édrrc'fjbles r]es... t)ir

Donc noLIS avolts bien que

I 1 {  r ' . \ l r { / . r ' ' , ) ) l  : ' 1  Q t t ' t " ' t  " - f i ,  +  t tÀ  t  r ' )

; -  I

pour tout t € R. Vzs € u.

3.35.  Proposi t ion:

On conszd,ére les deur sous-ensembles Sr, Sz de IR''* teLles crye

I

m r 1

S.  :  { f  ( :  -  : ) ( r rÀ i ( . ) ) ;  r  1p ,  <  cc }
r / - / ' )  n , '

: {Ë cr(  r rÀi( . ) ) :  lc)  s; t
; - 1

et 
rrl 1

Sz: {p € IR'* :  lp(r) l  < t  } l  ns, t r ' ) l }
; - 1

Alors St : Sz.

Preuve:

Il est clair que Sr C ^92. En plus Sr' Sz sont deux parties convexes cle

lR"*. Supposons qu' i l  existe Q € ^92 et 0 / sr Par Hahn-Banach. i l

e x i s t ec ' ,  Pe -R te lque

s r ( r )<a<0<P( r ) ,

pour tout  s1 € ,sr .  on pose sr(r)  :  LTr l l t rÀ,(r) l '  Alors nous

obtenons
T n l

p( . r )  >  t  : l t rÀo(r )1 ,q \ - - l  -  
u _ r 2 '

ce qui est contradictoire avec le fait que Q e Sz' Donc Sr: Sz' I

Ainsi nous arrivons a conclure le corollaire suivant:



C'ltapitre J. Repr'ésentafjorts olry?"1""""'t'r i t  t '&hu  t  i l  t l c s  t l c s . . . 1)1)

5r.r l f  1 rrrr ,  rLt ,r .uctè.rp s(17.I t(R". ;) .  - t l lors i , l ,  et '1 ' t t '  t t t t  t r t t r l ' t i - )r t r l i t  (  i t  :

( p r . '  '  ' . P , n )  t r : l '  t y r c  l 1 (  e ' r p ( ' r ) ) l  :  t t ; : ' ( ( + - ; ) t ' ^ ' r  
r ' ) '  V t '  '  u '

Prcttve:

O r r  p r o s e  \ ( e x p ( J )  )  :  e ( - i Q L - s : ) i r ' ) .  ( ) i t  Q t ' Q ' t €  l ' \ " ^ '  - \ l o t :  ! :  {  ' ) :  t ; t t

1  es t .u  cz r rac tère  sur  11(R ' , , r )  (vo i r ' (3 .34 . ) ) .  Nous avo l l s  r lè ia  ' t i  r l t t t '

Sr :  5-z .  c lonc fbrcément  i l  ex is te t  t  C, :  +  -  
i  <  i :  p ;  € [1 '  :c l  t t ' l

r lrre ! i '11 Cr(trÀ;(:r)): Or@)' Ainsi qr-r ' i l  existe rtn p fel le clt te

,L 'n "= , ( (à - * ) t rÀ " ( r ) )  
-  

"oz@)  
:  l x (exp ( . r : )1 .  V . r '  €  u .

D .a t r t re  pa ' t  1 (exp ( r ) )  
- -  e - iQr ( " ) .  e t ; : , ( (+ - ; ) t rÀ ; ( ' r ' ) )  t t ' ec '9 r  €  R ' "=

I

3.37.  ProPosi t ion:

So. i , t  1 , ,  ,un autre y t ro longement  d,e q à G.  Soi t  ( rL ,1.q i " ' ' '1  l "  L t (G)-

n oclule sirnpl,e correspondant' Alors

t  - L '  17 (PJ ' )  r  =  r  - 1 -  t  l l t ' / '  )( 7 T p .  v O  , : 1 r r P ' 0 0  I

sz et seulement sr, les orbi,tes coffespond,antes ot' et' 01 s\rlt l'e's mê'rrtt:'g

Preuve:

Strpposons tout cl'zrbord que OI' - 01' Alors

X n l  :  X " ç :

t l 'après (3.25).  Alors les idéaux

I [ * , , ,  :  { f  e  A l  x^ , ; (P*  l *  / ) (P { ) :  0 :  (  e  v ' j r  t ' i ,

et

r \- [ .- ,  :  {T e l ' l  x-ç(nx A x /)(P{)
F

=0 .  €e  Vo (p " )



Alols

Clrar l- i i f1e J.  Re1;rei .ret t tat iotrs al3 'r<brirpt ' l l le l l f  i r rr ; rhu' t i l tk 's r1r 's. . '  l ( )()

t oïtrciclent. Doltc,

Al l l *  _ , ;  
:  AIJ I ,  - ,  '

I - ) ' r , i r  l r '  fa i t  r l r t t '
t '  - '  

' - l  r ' ' / ' / r t( " ; . t â ' " '  t  :  ( ; i , ; .  r o '  ) .

t l ' ap rès  (3 .5 ) .

Dans I'autre sens. supposons que

(trt, . v[o'r t) = ("f , I 'o'u " )

6 l  , r r1ç. . .u)  .FV;p ' ' ' ' )  =  (n i 'u , " r (R, .w)  'pv ;o ' \  ( * )

Donc

Xrt l  :  \n ! '

91 X" f  :  \ t , - -L 'X*Lu.  d 'après (3.25) .  D"  (* )  o I I  er  c léc lu i t  le  fa i t  t lue

\ t , - r  
j  1 ,  c 'est  à  c l i re  que l '  :  I '  I

3 .38.  Proposi t ion:

So' i , t  Q:  (q t , . ' . ,Q,n)  un autre mul t i ' - ' i r t r l lce.  St t i t  (nLq.V 'ot4t l )  k  L t (G)-

rnodule si'mple correspondant. Alors

("'u, vlu't' ) = ("LF,Yo( I''r ) 
)

s,i et seulernent trll;\rG - 
i)trÀo 

: D',\r((; - fi)tt,t, .

Preuve:

Evidente cl 'après (3.a) et (3.5) I

3 .39.  Conclus ion:

Soit (?. V) rrn 11(G)-mociule simple tel que Annl L (N) : ker(G r) ([29])

Alors (T,V) = AIX'[x,, tel que

I [ r ,  - -  { f  e  A l  x r (P*  Ax f ) (P { )  :0 '  €  e  V} ,

oir A est l'algèbre cléfinie en (3.24') et ,Yr est un caractère sur I'aigèble

l , t (R" . .u )  (pa r  (3 .11 )  e t  (3 .8 ) ) .



( ' l  ,,rnif t 'e.J. Re'I)t e;'celif af iotrs algéIlt ' icyrcl1lÉ'' l l fi t '  l& hu'  r  i l t lcs r  l r ' . . . ' L ( )  I

1

- \ lors i i  t ' r istr '  /  €
r  r  l f

U r  ) l i ( '  - l l  *  a  
:  - t ' ,  - ,

(  l l  1c'

g .  e t  p  :  ( p r . " "P ' , ) '  P i  €

,, ir  \ / .  est l ' iciéal t léf irr i

( f . 1 ' )  =  ( 7 r ;  l i , " '  ) '

[ l  - i  te l  r l t t t '  \T -  :  \ -1 , '

e n  ( : J . 2 7 . ) .  D ' o i r  l t ' t t r i t

potu le glotiPe tlc

Ies leprésentatioris

( r ,o i r  (3 .27. ) ) .

Ainsi on Peut conclure que

Lie résoluble exPonentiei G

t opoiogiquenrent irréductibles

les nroclules siutPies

sont caractérisés P:rr
d L

P



Chapitre 4

Cas du groupe de Boidol

Le but de ce chapitre est d'étr-rdier les I1(G)-rnoclules sirnples (T' I'l), oit

Ges t l eg roupec leBo ido l ' e t 7n ' es tpas t r i v i a l su r l ecen t re . c .es tà

clire que T(z) : X"Iv : e-io"Iv oùr z est un élément clu centre de G

no téZ (G) .e t c r l 0 'Pou rs imp l i f i ' e r l eca l cu l ' onpe t t t p rend rea :1 '

4. l .So i tG legro t rpedeBo ido l .So i tgsona lgèbrec leL iec lon t labase

(X,Y, Z.T) vétlfre:

tx.vl  -  z , lT,Y)- -Y '  lT,xl :  x '

Soit I une forme linéaire sur g définie:

t (Z ) : 1  ,  l ( T )  : 0  '  t (X ) :  l (Y )  : 0 '

Soit n: R.X + R'y + R'Z le ni lradical de g' Posons c1: t ' f  n € n*' Alors

g ( l ) : g (q ) :R '?+R 'Z ' u -R? 'H :N :exp (n ) '

I l es t c la i rquenes tunea lgèb redeHe isenberg .Dep lusGes t r l np rodu i t

sen r id i rec tdeexp (R 'T )avec l / : exp (n )dé f i n ide laman iè res r . r i van te :

a) Si (r, A,z), (r ' , ' !J '  ,z ') sont deux éléments de l{ '  alors leur proclr 'r i t  est

défini Par:

( r ,U , r ) ' ( r "A ' , 2 ' )  :  ( r  *  r "U  +  A " ' +  : '  +  
r@a '  

-  ; c ' t l ) ) '



Clhtrpitre f . C'its rle grottpe cle Boido\

So i t ô ( t ) : exP ( f ' ac lT ) l ' au tomorph i smec len r l é f i n i pa r ' :

6 ( t )X :e 'X

^ ( f  ) ) '  : '  
- 'Y

6 ( I \Z :2 ,

b)  Pour  tout  ( f ,  n) ,  ( t ' ,n ' )  dans G:  exp(g)  :  exp( lR7) ' l / 'not ts  avons:

( t , r ) ' ( t ' , n ' )  - -  ( t  +  t ' , 6 ( t ) - r ( n ) ' n ' )

4.2. soit p0 : RZ + RX. Il est évident que p0 est une polarisation

de Vergne en q' De même P1 : IRZ + RX + R? est une polarisation

de Vergne en l. Donc p1 vérifre la condition de Pukanszky' Si nous

posons P0 : exp(pO). Pr : exp(pl) et nous désignons Par X'7 : Y't po

et Xl : Xl.p' les caractères unitaires de P0 (resp Pl) définies par:

yq .po (exp (a ) )  -  e - i q \o ) .  vo  e  Po

Xr ,o , (exp (b ) )  
-  e - i | ( b ) .  Vb  e  P r  '

Alors rz: indlrl], et, r: indiloXq sont des représentations unitaires

irréductibles de G. et de N respectivement'

Déterminons maintenant ia représentation induit Q 7r2 : indf;' 11' Notre

algèbre cle Lie g. est égale à R?O vec(X, Z'Y)' oir (X'Y'Z) : n $1

l'algèbre cle Heisenberg. Il est clair que GlPt = exp(lR'Y)' L'espace

Hn, est isomorphe à L2(G lPr) = L'(exp(R'Y)) = 12(R') '

So i t { €L2 (exp (R 'Y ) )= ,2 (R ' ) .Ca l cu lons leca rac tè reAp r ,6 :

Ap ' . c (exp ( fT ) )  :  " t t  
adn 'o '  f tT )  -  e - t '  pou r  t  €  R '

Alors

(zr2(exp( tX))€)(  " "p(sY))  
:  ( (  exp(- tX)  '  exp(37Y))

-  t ( exp (sY) '  ( exp ( -vY) '  exp ( - tX )  exp (Ev ) ) )

t0. i



C')tapitre -,l. Ctrs rle gl"ottpe cle Boirktl

En utilisant le fait que :

exp ( -sY) '  exp (  - tX ) '  exp (eY)  -  exp (  exp (  a r t (  - t tY ) ( - fX ) ) ) .

rrous avolls que:

(zr2(  exp( tX))€)  (  
" *p(sY))  

:  { (  exp(eY)) '

xr  (  exp l  exp(  ad( -uY) ( - iX) ) ) )

:  { (exp(yY) ) .

xr ( exPl -tX + l- YY' - f Xl))

:  ( ( e x p ( g Y ) )  '  e - i L u

(tr2( exp(tT))€)( 
"*p(s/Y)) 

: {( exp(-tT) ' exp(vr))
/ ,

:  €( (exp(- tT)  .  exp(yY)  '  exp( f r ) )

' exp ( - t " ) )

l - -
:  4 i , .6(  exn(- tT) ) '  .v r (  " *p(  

- tT) ) '

€(  "*p(  
exp(  ad(-  t l (yY)) )

:  
" *  

.  e - i t o  .  { (exp (e tgY) ) .

De la même manière on trouve:

12(exp(y1Y)((  exp(EY))  :  €(  "*p((v  
-  vr  )v) )

t2(exp(zZ)X(  exp(sY))  :  e- ' "  ' { (exp(vY)) '

De même, on peut déduire la représentation zro : inclf;,11 réalisée dans

I ' espace  r y (G lP r )  = f r çexp (RY) )  = re (R ) .  pou r  7<p  S  co '

Donc nous avons que:

(zro(  exp( tX))€)(  expisY))  :  (zr2(  exp( tX)) { ) (  exp(sr) )

(zro(  exp(E'v) )€)(  exp(sY))  :  (nr (exp(s 'Y)X)  (  exp(sY))

Qr r( exp(z ZDe) ( exp (sY) ) : (n r( exp(z Z )) {) ( exp( vr ) )

( z ro (  exp ( tT )X ) (e "p1EY) )  :  
"+ '  € (exp (e - t vY) ) '  " - " ' '

L 0  l



Clrttpitre l. C'zts cle glottpe cle Boidol I r ) ;

On peut rerral 'qlrer que si q € L' (R) n tp(R)' Alols

, ' , , , , . n r ( n ) {  : r 2 / N ( n ) ( :  r ( n ) € ' V n  €  À '

D o n c  k e r ( ; i p / y )  -  k e r - ( t r z l r . r )  :  k e r ' ( G . r ) .  O I  k e r ' ( G ' r ) :  l i t ' t ' ( r )  t i r L

I 'orbi te G'r  est réduite à r ,  en effet '

Soit r e G,. où G" est le stabilisateur de r dans G' Alors

r" 7 r. où r"(t) :  r(r-rnr). n € ' l / '

Donc

r '  Z  r  e  G .  r "  :  G ,  è  Ad . ( r ) (G '  r )  :  G '  r .

oir G .r est l'orbite correspondante à r' De plus

Ac l . ( z )  (G '  r )  -  G '  r  e  Ad . ( r )Oo  -  Oq

oùr on désigne I'orbite en q. et q la forme linéaire sur n cot'r'espouclante

à r par la bijection de Kirillov' Alors

Ld. (r)O, : O,

=tËri:;'ïr'T:Ad 

nq

Donc  G,  C  (Gn  'N )  (1 ) '

Réciproquement, nous avons

Ad.(N)Oq : Oq, (Par définit ion de On),



C'har;itt'e J. Cas de groupe de Boidol I  l ) (  '

et  Ac l . (Gq)O, t :  Oq car  s i  r  €  G, , '  a lors

Ar l "  ( . r  )q  :  ( l  - - -> Ad.  ( r : ) (  A(1"  (  n) \ r1  :  ' \ t l "  (  r ' r r ' r ' - l  )  ^ \ t l -  (  ' ' ) ' l

:  Ad ' 1 r r ' ) e  c  t t , , .

Aiors
Ad . (Gq  '  N )Oq :  Ad . (N  'G , r )O ' .

:  Ad"( lV)  Ad.(Gî)Oq,

: oq

Donc  Gn '  N  -  . ^ / '  Gn  C  G,  (2 )

De (1). (2) nous avons que

G, . - -  Gr .  N  - -  N  'Gr .

I1 est clair clue exp(R?) C Gq, ce qui aula comnle <'onséquell('e (ltte

G, -- G. Donc I 'orbite G'r est réduite à r '

Ptrisque que clans notre cas on a H -- N' alors r:^i'

4.g. Déterminons maintenant les l1(G)-modules sinrples porl' l.

représental'ion r, avec 1 I çt I æ'

4.5.L. Par (3.17) nous avons I 'existence cl 'une fonction f e Lt (G) tel ie'

que zro(/) soit un opérateur de rang fini' Considérons Ie sous-esptrce

V{  : vec t  (  {? l . o ( / )€ ,  T  e  L t (G) '€  € 'P (R)  I

Tplf)est de rang fini) > '

Alors vf est un 11(G)-module simple pour la représentation zro pour

1 < p S cc cf ([23]). De Plus

Annl ' r ru l (y f )  :  ker(zrp) /Lr (N)  :  ker(zr '2)  I  r . tNt

:  ker(G ' r ) :  ker( r ) '



Chapitrc -1. C';rs rlc gt'c>upe cle Boidol i (  ) 7

4.3.2. Ctrlculons le novau cle l 'opérzrteur n1l) pour .f  e Lt(f ) lro.,t '

pouvoir estinrer le poids cu plus talci.

So i t  (  -  I p (R) .  On i rose  y  :  exp ( r l ' ) .  { /  :  t ' xp ( ru , \ ) .  ô  :  t ' x1 r (b }  ) . , '  :

,"x1;çr Z 1. -\1,1s

4.3.3. Soit pÀ € S(,^/) C r1(,^/) tel le que z(pr) soit un pro.jecteur cle

rang un. où r est Ia représentation induite définie précédement (1.2) .

Alors r(p) : PÀ.À, et À € S(R) Une telle fonction existe toujours ( [23])

Potrr simplifier le calcul, on suppose que < À. À ) 7z: 1 et suppÀ :

[ - 1 ,1 ] .
On définit Ia fonction u; Par

uÀ : G --'--+ rt (l/)

te l  que r ( , r . ,1( t ) )  : (  . ,  À > rz- t  ( t )À.  on pose u( f )  :  u . r ( l )modker(z)  e t

p: pxmociker(z). Alors Ia fonction

f
( i rp ( f  )O(y)  :  

J * f  
(o ,b ,c ) ( ro (n ' .  b .c ) )€ )Q1)  da  db  c lc

r
:  

.1  *  
f  @.b ,  c )Qro@) '  r  p (b) r r (c )€ ) (v )  r la  r lb  c tc

f:  
J * f  

@,h ,c ) .e -Laa  ' ,e - " '€ (a  -  b )  t l a  c lb  r l c

:  t  î t@.b , r )  .e - i "uqça -  b )  r ra ,  tLb
/ - " "

J  ! t '

:  t  i t  @,u - b,t)e_i"a ççb) tLa ctb
-/n,

r
:  

/ *  
l ' ' t (a ,u  -  b ,1 ' )€(b)db

:  [  , ro .b .1)€(b)  db
J IR

u( t )  :  l l r ( t ) l l  L , (N) /  ker ( , )



C'lrapiflc J. Cas cle groupe de Boicktl L0c:

r.st rrrr poicls sur G/-Ô/ (2.3.5). D'après (2.3'2) et (2'3.7). nous i lvons clrle

L t (G l ) . . I1 i r t i 17ker ( r ) )  =  f rG) l (LL rc ] )  x  kc r ( , ) ) -  ( i ) .

et

p*  (L t (G l tv ,L ' ( lD lke r (z ) )  *  F=-  L lG l i v - " ; )  7  LL  ( [R .u )  " ' "  ( i i ) .

R.evenons à notre module simple yf, ctéfini précédement (-1.3'1). D'apr'ès

(2.2.15).  nol ts avons

F'vl : ,v@)vl +0.

A lo rs  pa r  ( 3 .4 )  p . v {  es t  un  F * (L t (G l l . ' , L ' ( i ' { ) l ke r ( r ) )  *F -  u ro r l u i e

sirnple. De ceci on peut déduire qr-re B'Vop est un lr(GlN,*')-rnoclule

simpie en tenant compte de I'homéomorphisme délini en (ii).

comme I 'algèbre B: Lr(GlN,u) = Ll(R,r) est abélienne. la restr ic-

t ion (S.pVf,) de ("r,V{) sur B est un caractère 1o'

4.3,4. Le caractère Xp est défini de la façon suivante:

Fixons un prolongement 16 de q lel que

16(T )  :  g .

Alors

xp ( t )  :  " ( | - | t t  
'  e - i o t ,  ( 3 ' 25 ) '

Nous avons que

lxr!)l S ,(t) (3.26) (1)

Rappelons que

r(u( t ) )  :  tz ( t ) - t  o  P1, 'x

:  P , r ' z ( t ) - 1 À , À '



C'httpitre f. C;r's de SrouPe cle Boidol Lt)1)

Le pro.iecteur P,r,1t)-LÀ.À admet colll lfle lroviut Ia fonction:

t . . l t  -  , - t ,  . , , 1  .À ( r , - ' . , ' )  f (  ! t \  " '  (A )

En effet:

So i t n€S(R) :a l o r s

D'autre part I'opérateur r(u(t)) admet comme noyau la fonction:

r , l t - - -+  i ' t ' t ( r )  ( , , *  -  Y '  1 )  '  (B )

par (4.3.2.). Alors en comparant (A) et (B) et en remplaçant ' '* - lJ

par ot b respectivement nous obtenons

ût . r (o ,  b .1 )  :  e t  . " r t .  À (e - ta )  . r1a  -  a ; .

On en déduit que

( r ( t , ( t ) )a) ( r )  :  ( t r2( t ) - r  o  P.x . . r  ( ry) )  ( ' ' )

: 1T l ,À  >  ( t " ( t ) - 1À ) ( r )

t  , , t  . . _ i  . . 1 (e_ / r )À (y )n ( t t ) dy:Â

t:  I  F(r.y)nfu)da.
J R

c3 ( t ; ( r ,  b , 1 )  :  e i  '  e " '

f
I xk-'o)\(a - b)e'"'da

Jm
:  

"4 .e t ' '  
( (À- t )  ( ; I ) ( " ) I

:  
"4 . r t t  

'  (À  , )  *  ( ; I ) (û)



C.'ht4titre f . Cas r/r' ,gt'ortpe rle Boirlttl I L0

o i t  À- r ( r : )  -  À(e- r ' r : )  e t  6À( r )  :  À( ' r  -  b ) '  Or  no t ls  t r \ 'o l )s

t -
t r À ) ' ( . r ' )  :  

l r , À ( t t 1  
' r - ' L t  t l t l

. l -

t ' _
:  I  i (a -  b)  . ( ' - ' ' " ' r  rLu

J R
I'

-- 
| Àfal ' ,-ir(tt1-b) '1'1.1
l i

J ] K

-  
" - i b r  

Î ( r )

Donc

Alors

.u3 ( ry ( r .  b ,  1 )  :  
"4  

- " " .  ( (À - , I *  (e - 'h1 ) r ) ) ( t ) .

l1ù ' ' t r r11,  :  f  lû3(r ) ( r .b .1) l  tu  c tb
J IR2

( (À- , I *  1e- ;ao i ; ;  #0  +  ( (À- r I *  (e- tb t  ) j ; IÉ  0

ç)s € R I  ( (À-t f  *  (e- 'o( ' ) i )Xr l  + o

ç )y € R |  ( ( (À- , ) l  ' -k-oo( )X))  (E) I  o

ç )y€ R I  i - r (ù '  ^- . t ' fu)  *  o '

. r i r  i - t (y )  :  À( -e - ta )  e t  À-6 :  À( -y  -  b ) '  Donc  no l ts  t rvons

( (À- , I *  @- i t '1 t Î ) l  *0  e  -s  €R'  lÀ( - " - ' v )  'À( -v  -b)  +0

ç)y  e  R | -e- r , r /e  [ - t . t ]

e t -u-be[ -1 ,1 ]

ç  l -e t ,  e t l  n  [ -1  -  b ,7  -  b ]  +  0 '

Pour clue cette intersection soit non vide il faut et il suffit clue I'ttn tle

ces cas suivants soit réalisé:



C'hapitre J. Ca.s rie grottpe cle Boiclol I i l

( 1 )  - l - b <  - e t .  e t  e t  < I - b .

( Z )  - r t  <  - 1 -  b .  e t  7  - b  l  e t '

( 3 )  - 1  - b < - t '  ' - r - b . - - e t .

( 4 \ - r l < - I - l t ; - , ' { L - b '\ ,

Remarquons que dans les quatre cas on a toujoltrs llrl < 1* er en effet:

(1 )  S i  -7  -  b  <  -e t ,  e t  e t  <  1  -  b '  A lo rs

- 1 - b 1 - e t < e t < 1 - - b

a  - f  + e t  { b  e t  b <  1  -  e '  < I +  e '

+ - b < 1 - e t  e t b r - 7 -  r , t

+ l b l  < 1 - e r < l + e ' .

( 2 )  S i  - e t  I  - L  -  b  e t  1  -  b  1 e t .  A l o l s

b< -1 , f  e t  e t  - b< -7+e t

+ lb l  < -1 *e r ( [+e ' .

(B )  S i  4 -b< -e t  <1 -b1e t .  A lo r s

-b<  I  -  e t  S I+e t  e t  b3  -L+e t  . - - r asL '

Donclb l  <r+e ' .

(4) Si -et S -I - b < et < | - b. Alors

b < - I * e t  e t b < I - e t  e t  - I - b l e t

+bS 11-  " t l<7 le t  
e t  -b< I+e t '

Donc lb l  S1+e t .

De ce qui Précéde on en déduit qrie

( (À- , I *1 . - ioOJ; ;  t0+ lb l  <1+et .



C'ltapifre J. C'zrs rle glottpe cle Boirlol I  t l

\lols

l lû ' , ( r ) l l ,  :  / '  ,1  , l ( ( , \ - , Ix  (e- 'bo i ) ) ( r ) l  r t t :  d ,b
. l  i2

t' --

J  b lS I+e '

<C' . ( t+etYt

3C'e9 '

Car l(À-1) ' l r  :  l i l r .  du fai t  que

(À - , I (o )  :e t '  i 1 t ' o ; .

Donc

t l r '3( r ) l l r  <  c  .  e+ "  " ' ( I I )

4 .3 .5 .  Posons  1 , ( t ) ( r . 'A . z )  :  Û3 ( t ) ( r , v .  1 )  . r ( z ) rnoc l  ke r ( r )  . i t  t '  €

C r (R ) .e t i ( 1 ) : l .Nousa l l onsmon t re r c l ue lesde t r xno r ' n l esS ( )u t

équivalentes. afin de cléduire que

, , ) ( t )  - -  l lo ( r ) l l  L (N) tker ( , )  
e  1103( t ) (1) l l '  S  c  ' " i  '

On définit I'esPace

Lt ( lU. r )  : { f  ,N - 'C l i t " 'exp(  zZ\ ) : r " ' f (n ) :

n € l/. exp(zz) € z(N) ", l*,r,", 
litn')l cth < x)'

Q :Lr(l/) ._.-- trt(Itr, x)

f  -o ( / ) :  
l r , * r / (n '  

exp(  zz) ) ' " - - i ' c lz '

Soit
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Donc l lo( / ) l l r  S c . '

II est évident que Q est linéaire. De plus O est une application stuiective'

En effet:

Soi t  /  €  r1( .^ , / ,1) .  Soi t  f  (n 'exp(zz)) :  ro l  À ' ( ' , ) 'oùr  À '  e  cr  (R ' )  e t

i ' ( 1 ) :1 .  A lo rs  on  ab ien  f  e  L t ( , n { )  e t  a ( / )  :  / '  t u t '

o( / ) (n)  :  I  tO '  exP\zZ\ ) 'e - i '  ' t z
J Z

f -
:  I  f  { " )  'À ' ( . )  'e - '=  dz

I .

: r(ù.

D'où le fait que Q est surjective'

Remarquons que Ô est continue; car

I l  est clair qr.te O(./) € ,t(N,1)'  En effet:

(a)  (O(f ) ) ( r i  . r t , (  .Z)) :  I  t * , f ) ) ( r ''  
. l  z

exp(zZ) '  exP(z'Z)) '  e- ' '  r l 'z '

:  /  t * , / ) ) ( r , '  ex l ( (  z  *  z ' ) z ) )  ' ' ' - i ' '  ( I z '
l v

t r L

I

:  /  O l f l ( n '  exp (z 'Z ) ) ' e - "  ' e - "dz
J Z

:  e , "  .o ( / ) ( " )

(b) 
I zpi)@)l 

dir: 
l*,rt lrrc 

exp(zz)) ' e-i ' ctzl crh'

< I *,, l rv o exp(z Z))ldz clit

:  l l / l l r  (  æ.

l lo(/) l l  < l l / l l '
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D'ar.ttre Pzrrt triltrs ?rvolls

ker ' (Q)  :  l ier ' ( r ) '

En effet Soit ,/ e ker(O)' Alors

. f  e ker '(ô) . :+ 
lrrr '  

exp(zZ)e-L'z rtz :0'

Donc

I
r ( f ) :  |  , ( " ) '  f  (n )  dn

. / N

:  f  ,@) [  r (exp(zZ))  f  (" '  exp(zZ))  r ]z r t i t
' l  . v 1 z  J  z

:  
I r , r r (n)(  I "  

, - t "  '  " f  (n '  exP( zZ)\  t t : )  r t i t

-n

Donc ker(O) C ker'(r)' Réciproquement' soit / € ker(r)' Alors

, (T )  :0  e  r ( ,n - ' f * )  :0 'Vm e  l /

: [ ,@)(*-,, f  ̂ )(n) ctn
, N  

r  ,
-  

J  n ' ' r (mnrn- ' )

,  [  , ( exp (zZ ) ) '  T@'  exp (zZ ) )  c l z )dn :O 'Vn l  €  l /. r t
. t z

+ [  , - "  f  (n '  exP(zZ) )  d ' z :0
Jz

Donc ker(Ô) C ker(z)' On en déduit que ker(O) : ker(r) ' Le théorènre

cl'application ouverte nous permet de dire que

l lO( / ) l l r  =  l l / l l r '11, ,y7 ker1"r '
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Donc

(  l ( '  L ) l t t s

Alors

D'oit

l lO (u ( r ) ) l l 1  =  l l f ' ( f ) l l ; , 1 r r i7  ke r ( , )  :  ; ( f ) :

Q(u ( t ) ) ( r ,  y ,  z ) u3 ( t ) 1 r .  y .  1 )  À (1 )

r , r3 ( t ) ( r .  y .  t ) .

l l r ( t ) l l r , (N) /  ker i , ;  =  l lo ( / ( t ) ) l l  r

:  l lû (3( f ) (1) l l1

r , , ( t )  :  l l r ( t ) l l  L , (N) /ker ( , )  Sc 'e l t l /z :  par  ( I r )

De ce qui précéde on peut conclure clue

, 3 - i  <cd ( r )  S  ç  .  
" l t l / z  

pou r  t ou t  |  <  p  (  oc '

Donc

' r ( ' )  -  e l t l l 2  '

4.3.7. Prenons pour À € S(R') la fouction de Gausse À(r):

Nous pouvons donc utiliser Ia fonction

- . - , 2  I  )
c

p;( exp(rX * uY + zZ) )  -  
" -n ' "  

l J r - "a ' t  ' ( z )

clans .g(N) : s(R3), oir r, € S(R.) avec û(1) : 1. Err outre on trouve clue

t , (exp( tT) ) (exp( rX +aY +  zZ) )

eL l2  J ,  ^ -n r2  1 lz {1+€2r ) l

lszt + I

e- 
2î  a2 I  l2(L+ e -  2t  ) l  

" -  

ix  rs  (1 -  e-  z t  1 1 1 ' t '  - l  e-  ) '  )  
" -  

2n 
"
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r l^ns I 'espace l1( l / . f )  qr-r i  est défrni  en (- t .3.5).  Ai 's i  'ot ' '  to l t t  f  € F'

o r l  z r  que 

c ( t )  :  l l  r ' (  ex l ( fT ) ) l l  1 r  -1  1  I  | i ç '11-  ,

:  i l t ' ( e x p ( t f  ) ) l i r , q ' r ' .  y r

: JiJr't + rt

_ et t t  t2  (  [2 i ]  )

i  t ( '



Chapitre 5

Etude de l'algèbre L:(G) avec G

groupe de Lie nilpotent

et a poids polynomial

Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe nilpotent. Soit

ûi un poids polynomial sur G. Dans ce chapitre nous allons essaver

cle caractériser les idéaux premiers et les idéaux maxirnaux de I'algèbre

L'.(G). Nous al lons prouver la propriété de Wiener pour l 'algèbre f l tCl.

Ensuite nous déterminerons Prim (If (G)). Enfin. nolls caractériserons

toutes les représentations algébriquement irréductibles et topologique-

ment irréductibles de LL,(G) ([28]).

5.1. L'algèbre L:(G)

5.1.1. Soit G : 
"*p(g) 

un groupe de Lie nilpotent, connexe. simplement

connexe d'algèbre de Lie g. Dans ce cas I'application

exp:g - - - - - -+G

est un difféomorphisme entre get G. Par conséquent, on peut définir
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L'trlgèbre cle Sch',valrz cIe G notée S(G)' par

S(G)  :  {T ,G -C  |  /oexPe S(e ' )  }

oùr S(g) désigne I'espace cles fonctions C- à cléc:t'oissante rtrpitle stll g'

\Ir_rni du produit de convolution, s(G) devient une algèbre cle Fréchc't'

So i t {Xo ,X r , . . . . ,Xn }unebased 'eJo rc l an -Hô lde rc l eg 'A lo r s l es

:ipplications

Pn* l  - -+  G

( t o ,  f r ,  . . . . f , , )  - - - ,  exp ( t6Xs )  '  exp ( t rX r ) " '  exp ( f , , 'X " )

et 
R.'+r , G

(ro '  t r  '  " "  f ;  )  -  exp( f ;X0 + t l -Y l  + " "  + f ;X '  )

sont des diftéomorphismes. Les passages entre les "coordonnées"

( fo ,  t r ,  . . . . :  t ' )  e t  (6 ,  { r ,  " ' , {n)  se fa i t  à  I 'a ide de fonct ions polv-

nom ia les .Donc ladé f i n i t ondeS(G)peu téga lemen tsebase rs r r r l a

paramétrisation

( to,  Ér  ,  . . . . t . - )  - - *  exp( t6Xs)  '  exp( t tXr)  ' ' '  exp( t "X")

(voir [25] Pour Plus de details)'

5 .L.2.  Déf in i t ion:

Lepoidsc. , ,estd i tpo lynomia ls ' i lex is teunpolS 'nôniePenn* lvar iab ies.

à coefficients réels positifs' tel que

,, '( exp(tixo + rrXr + "" + t;x) ) s rttt ' i1' "' 't l 'n)
\

qnel que soit (fo, ir,...,t;) € Rn+l' D'ailleurs' dans cette définition on

peut également utiliser ia paramétrisation

( to,  t r  ,  . . . , tn)  - - - - - -  exp( tsX6)  '  exp( t tX)  " '  exp( t ' "X") '
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De pir-rs. la cléfinition cl'un poicls polvnonrial est inclépettrlantt' <lt' la Ïrlsc

cie,]orclan-Hôlder choisie.

5 .1 .3 .  Exemp le  ( i 211 .  [ 25 ] ) :

Pour z : exp(toXo * ùXt+ ... .  + f; ,X'). cléf inissous

l l " l l  :  sup l t ; l '
i : 0 . .  . . r r

Soit L/ le voisinage compact symetrique de I'ttnité rle G cléfini ptrr

Lr :  { reG I  l l r l l  <1}

Définissons pour tout r € G.

r ( r ) :  m in {n€N*  |  t eU"  }

u ( r )  : 1+ r ( r ) '

Alors i,.r est un poids polynomial sur G'

5.L.4. Tout poids tJ permet de définir une nouvelie algèbre de fonctions

par:

Définition:

L'ensembl e LIr(G) est formé de toutes les classes d'équivalence de fonc-

tions mesurables f de G dans C vérifiant

f
l l / l l  , :  /  l / ( ' )1" , ' ( " r ' )dr

J G

dz clésignant la mesure de Haar sur G' Evidemment

l l / l l ,

et L!(G) C L,(G).N,Iuni de la convolution et cle I ' involution de 11(G)'

L',(G) devient une x-algèbre de Banach'
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5.1.5. Le clual cle I 'espace Lt,(G) est obtenu de la nranière suivante:

Définit ion:

L'ensenrble L:(G) est formé cle toutes les cl:rsses rl 'érlr ivaletrce r le f ir t tr-

f iorrs nrestt l t t lr l t 's . f  t le G clzrns C r 'ér ' i f iartt  Ï  t  - ' t  I- iC'),

On peut alors identif ier l 'espace dual de Lr,(G) à L:(G). les formes

Iinéaires continues sur trj(G) étant toutes de la forme

J G

Urie tel le fonction ô peut évidemment s'écrire Ô : Ô'u avec o € L-(G).

5.1.6. Dans la suite de ce chapitre nous supposerons que le poids cu est

polynomial. Par conséquent

s (G)  c  L ' . (G )cL t (G ) .

De p lus S(G) est  dense dans ( I f (G)  ,  l l  ' l l , )  e t  dans ( I ' (G)  .  l l  l l , )

La restriction de ll ll., à 5(G) est une norme continue pour Ia topologie

de I'espace de Schwartz.

5.2. Noyaux de représentations

irréductibles

5.2.I. Définit ion:

Soit A une aleèbre de Banach. Soit

Prim(A) : {J < AIJ idéal Primitif }

I'espace des idéaux primitifs de A. Nous munissons Prim(A) de la

topologie d'envelope-noyau et nous disons qu'une Partie C de Prim(,4)
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est f 'ernrée si C: {Jl, l  I  ker(C)} oir ker(C) : )tecJ. Notons par

Prim* (LrG)) l 'espace des idéaux primit i fs de Ir(G) c'est à dire i 'espace'

r le  tor rs  les ic léaux pr imi t i fs  de Z l (G)  de l t r  for rne. / :  l ier ( ; r )  o i r ; r  r ' : t

r  Lr.r '  r ' t '11' i .st.rrt ir  t iorr ruri lai le i lr 'écluctible <le C. \otts trr. i t t ' t  otrs

ke r ( z r )  :  {  f  €  L r (G )  |  " ( f ) : 0  } ,  r  eG  .

P r im* ( I l (G ) ;  : {  ke r (n )  |  r e  G l .

Prim(S(G)) : { ker(p) | p représentation algébriquenient

irréductible de 5(G)).

Prim(Ij(G)) : {ker(p) |p représentation algébriquement

irréductible de LI,(G) )

"R : {  ke r (n )  . L : (G )  l r e  G } .

Les ensernbles Prim.(rt(G)), Prim(S(G)), Prim(I:(G)) et -Â sont mu-

nis de la topologie enveloppe-noyau. Prim(I|(G)) et Prim(S(G)) sont

appelés espace des idéaux primitifs de 5(G), respectivement LL.G\.

Nous allons montrer que .Â. : Prim(Il(G)). Remarquons encore qlre

les noyaux ker(zr) a LLG) sont fermés dans L',(G).

5.2.2.  Rappels :

a) Etant donnée une représentation unitaire r d'un groupe de Lie G sur

un espace de Hilbert Hn, tn élément u de 11n est dit un vecteur de classe

Ck pour la représentation r, si la fonction /r, définie par

f " ( r ) : r ( r )u ,  r€G,

est de classe Ck. On note'lff I'espace des vecteurs de classe Ck pour la

représentation n . On dit que u € Tln est de classe C-. si

u€^t f=s l l l : ]17 .

b) Soit î une représentation unitaire irréductible de G sur I'espace de

Hilbert t1,'. Alors la restriction de n'à I'espacel/'ï des vecteurs C- dans

T1n est une représentation algébriquement irréductible de S(G) ([15])

On définit de cette manière une bijection entre ô et entre I'ensemble des
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classes cl'équivalence cles représentations trlgéblirltternetit i lr 'éthrctibles tle

S(G). po.r  rout 7r e ô. notons ker(r ' )  n S(G) :  ker ' ( ; r  la.-  )  f - l  'S(G) lc

tiov:rll cle la I'ept'ésenttrtion algébric|rement irrédLrctible co|tc'spritttltttttt '

, [ , ' . S ( G )  O L L  - i t i f  i r L . ' L s  t l t r c  l ' i t l l l l l i c ' t t f l L r L t

G ----- Prim(S(G))

r --- ker(zr) n S(G)

est 'n homéomorphisme entre ô (mu.i cle la topologie cle Fell) et

Prini(S(G)) ( nr.uni de la topologie enveloppe-noyau) (i2a])'

c )Prr isquetot t tg ÏoupedeLieni lpotent .Connexe.s implenrerr tco l r t rexe

est x-régulier ([5]). I 'application

G -- - - )  Pr im*( I ' (G))

7 ---+ ker(zr)

est également un homéomorphisme. on en décluit le résultat suivant:

5 .2.3.  ProPosi t ion :

Soit r e G. Ators les aPPlicatzons

rbt ' .  Pri:m*(rt(G)) ----+ Â

ker(zr) --- ker(r) n ' l (G)

62:R ----. Prim(S(G))

ker(zr) n rl(G) ---' ker(zr) n s(G)

sont des homéomorPhtsmes'

Preuve:

Nous avons Que da : Qz o @1 est un homéomorphisnle' Supposons que

ker(ur'1) n S(G) : ker(zr '2) n S(G)' Alors ker(zr1) : ker(n:) car @3 est

un isomorPhisme. Donc

( L

ker(r '1)n r l (G) :  ker(zrz)  ^ lL ' , (G) '
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D'oir I ' injectivité c\e r!2. Pour @1 . supposons que ker(n1) n 1-:(G) :

ker(n2)  a Lr . (G) .  A lors

ker ' ( ; r1)  n  S(G) -  ker( ; r2)  n  5(G).

Donc ker(n1) : ker(rz) car @3 est un isomorphisme'

N{ontrons Que @r et Ôz sont surjectives. soit 1 € Prim(s(G)). Alors

i l ex i s t e  r  e  G  t e l que l :  ke r ( r ' )  nS (G) .  Donc les t l ' imagede

ker(a') ) Lr,(G) Par Ô2. D'où la surjectivité de Qz'

Pour rfi, soit 1 € .Â. Alors

/ns(G)  e  Pr im(S(G))

+1re G: I  n .9(G) :  ker (z r )  nS(G)  :Ôz( I )

+  I :  ke r ( z r )  . f : (G ) .

D'orf la sr-rrjectivité de 52.

Soit maintenant C : {ker(tr)li e I,ri € G} une partie fermée de "R'

c'est à dire que si f l ter(ker(r i) n r l(G)) c ker(p) 
"1(G) 

avec p € G:

alors il existe i e I tel que

ke r (n i )  .  L | ,G) :  ke r (P )  n  f : (G)

Donc ri et p sont équivalentes.

soient c1 el cz Iesensembles correspondants dans Prim* (rt (G)). (resp'

dans Prim(s(G))) obtenus par les bijections @1. (resp./2). Nous allons

montrer que C1, (resp. Cz) est fermé dans Prim.(.Lt(G))' (resp' dans

Prim(S(G))). Pour Prim*(rt(G)) . nous avons que

Ct : ô{ '  (C) : {ker(n1) l i '  e I l

est fermé dans Prim-(rt(G)) . En effet

r l i6r ker(n",;) c ker(p) + n,.r(ker(zri) n t l(G)) c ker(p) n .Ll(G)

+ =i e I,  f  ket(tr) a Lt (G) : ker(p) n L'"tC)

+ 1 i  e  I  lket ( t ; ) :  ker(P) '
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D'oir le fait  clre C1 est fêrmée clans Prim"(r1(G)).

Ponr  Pr im(S(G)) ,  Cz - -  
{ker( r , )  a  S ' (G) l t ,  €  1}  :  oz(C) .  Sr tpposons

r t r re .  f l , - r ( ke r ( ; r , )a  ̂ 9 (G) )  C  ke r ' (p )  a . t (G) .  - \ l o l s

o,e 1(ker(zri)) C ker(p). car @3 est un honréonrorphisnre

r- r ie  r (  ker( r ; )  n  , :  (G))  c  ker(p)  .  Lr . (G)

+ =i e I; p ? rt, car C fèrmée

+ ker(p)  n  S(G) :  ker( i i - i )  n ,9(G).

Donc Cz est fermée dans Prim(S(G)). D" même si on snppose ciue C1

(ou C2) est fermé . I

Dans Ia suite nons iclentif ierons G. Pti-.  (L'(G)). Prim(S(G)) e,t l i .

5.2.4. La relation suivante entre les noyaux clans S(G) L'.(G) et I i  (G)

est essentielle. si nous voulons transférer des résultats de S(G) et I1(G)

vers tr j(G):

Théorème:

Pour tout r Q. G, on a:

(1 )

(2)

ker(zr) : ker(zr')

ker(zr) .  Lr,(G)

a  o r f l \ " ' " t  r - - - - t - \ -  f  l / f r \l l ù ( t r J  :  K € r ( 7 T ) t t L i \ u )
L t  ç {  ; 1

- r  r , 1G1
: ker(zr) n S(G)""

Preuve:

(1) à été démontré par Ludwig en ([21]). D'ai l leurs la nrênre

démonstration permet de prouver (2). En effet. cians ([21]) LLrclwig

nrontre que. pour toute distribution tempérée Q sur S(G) qtti annule

ker(zr) n S(G) et quels que soient Tt, fz dans S(G) . il existe urle c:on-

stante c > 0 (clépendante de /1 et fz) telle que

l<Q,  f t * f  * fz> l<r l l " ( / )11" , ,  V/e 5(G).
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S,it alors a e Lt '(cl) '  :  L: (G) tel clue

<  O .  ke r ( r )  n  5 (G)  >=  0 '

Ort peut écr ire Q

polvnomial. Ô est

:  Q . . . t  avec  ç )  €  , ' (G )  r : t '  I ) L l i 5 ( l t l c  *  ( ' s t  t t l t  i - r o t i t s

une distribution tempérée sur 5(G)' Ainsi

l<o.  h* f  *Tz)  l ! .11"( / ) l l ,o

ponr tout / e S(G) et même pour tottt f e Lt'(G) par continr'rite'

Donc  <  Q .  h * f  + . f z  ) : 0 '  de  même que  <  O '  Ï  > :0  po ru  t ou t

f e ker(r') Lt(G). Le théorème de Hahn-Banach permet cle conclttre' I

5.3. Idéaux minimaux

5.3.1. Les cléfi'nitions et

Définition:

les notations suivantes sont bien connttes:

a) Pour tout C C G. notons K(C)

I resp.  S(G) ou 11(G)]  I 'ensemble

et appelons noyau cle C dans Lt"(G)

rc(q:  ker(C) :

[resp. K(C) -- 
Ànec(ter(z') n S(G)) ou K(C) : OT e c ker(zr) ] '

b) Pour tout icléai là" f ' ; iC) [resp' S(G) ou Lt(G) l '  notons par h(1)

et appelons enveloppe de 1 I'ensemble

h( I ) - -  {ker (n)  ÂLr , ,G)  l  T  €Ger I  c  ker (z r )nr : (G)}

f resp.h( I ) :  {  ker (z r )  nS(G)  I  t€  Get I  c  ker (z r )n5(G)  }  ou

0 (t" ' t ")  n t :  (G))
T T E U
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h . ( I ) :  I  ke r ( z r )  I  r . €Ge t I  Cke r (n " )  ] ] .  Pu i squeG.  P r i n r * ( I t (G ) )

Ji et Prim(S(G)) sont homéomorphes, nous identifierons clans Ia suite

les enveloppes dans LLG), S(G) et Lr(G) avec le sous-ensemble con'e-

sponclant cle G.

Les résultats ci-dessous sur les idéaux minimaux dans S(G) et Z1(G)

sont dus à Ludwig ([24], l20l) qui utilise à cet effet le cralcul fonctionnel

de Dixmier ([8]) et Hulanicki ([16]).

5 .3.2.  Théorème:

Soit C un ferrné de G. II eriste un ldéal mtnr,mal bzlatère unzque.j(C)

dans S(G) tel que h(l(CD : C, c'est-à-di 're que tout idéal bl latère I de

S(G) tel que h,(I) c C contient j(C). De plus, cet idéal est engen,dr'é

par les fonctions de la forme ç{f}, f  :  f* e ker(C), ,p e Cf(R.) n'ul le

dans un uoisinage de 0. La notation g{f} désr,gne le calcul fonctionnel,

de Dr,rmzer.

Preuve:

voir ([2a]).

5.3.3.  Notat ion:

Soit C un fermé de ô. Posons

j (c) :  nç1r ' rc '  et  i  (c l  :  iç11' - tc t  .

Donc
=_

j (c)c  j  (c)c i (c) .

De plus i Q) er j(C) sont des idéaux bilatères fermés de LL-(G) et L'(G)

respectivement.

5.3.4. Le théorème suivant est bien connu pour -Ll(G) ([20]) Il

reste valable pour L'r(G), comme nous le montrons en esquissant une

démonstration connue dans le cas de trl(G):

I



C')tapi t t 'e 5. Etur le cle 1'alge\ble L' . (C]) ztr-r ' r 'G BtotI I )( ' rk '  Lic t l ;

Théorème:

S t t i t  ( '  t r r t  . l ' a r "n ré  t l e  G .  -L ,Lo rs  i  f  C r  :  - t ' ' - ' ' " '  
[ t a , r1 , .  . - j t c ' i  =

- t r t C t

jC) '  
' ' " . i  

,  , t  l ' t t l é r t l  b i lo , tè re .  f r : r tn r :  rn in : in t r t l ,  t r , r r i r l t r t '  r l r '  [ , \  tG)  , t ( . \ l ) .
, t  ' | 1  

" r t ( ' ) )  = ( ' , 1 t . ,  1 t .  / , ( l t ( ' r )  - (  l l  , : t  r r t r r t t t r r rL ' ( L ' 1 . ,  I t t t L t t (  , , [ .  
/  ,  \ .  /

rl,crns tout idél,t, bzlo,tère fermé de Lr,(G) [resp. Lt(G) ] tel qtr"e h(I) c C.

Preuve:

(Potrl  L:(G)): Si ker(zr ') À Lt (G) e n (:t  lCf ) 
.  aiols

(G1 -  . i  fc l  c  ker(zr )  .L IG)et  ker(zr )  ns(G) e n( r tc) )

Donc r e C. Réciproquement, soit a € C. Donc

J (C)  c  ke r (n )  nS(G)

r  I  r  n t

ffi"-'"' c ker(n) n S(G)
t l ç c t :  

ke r ( z r )  À  L : (G ) .

Par conséquent, ker(r)nLr,(c) e n(i tcl) et n(r: (C)) : C. De plus.

i  fCl est engendré par les mêmes fonctions queT(C) (voir (5.3.2)). Soit

.,t{f) un tel générateur. Choisissons ry' e C"-(R). mrlle clans un voisiuage

cle 0 et identiqernent 1 sur le support de p. Alors

t i , .  e  :  f  .  û  : , , t , lb{ f )  *  ç{T}  _:  ç{T}  * rb{ f }  :  ç { f }  e t  I 'enveloppe c ie

l'ensemble cles générateurs de i tCl est contenue dans n@{T)). pttiscl.te

i '{ /} est également un tel générateur. Par ([20], lemma 2). i  (C) est

contenu dans tont idéal bilatère fermé 1 tel que h(1) C h\i (C) 
) 

: C.

I

5 .3.5.  Exemple:

Dans ([i]) Alexander et Ludwig déterminent l'icléal nrinimal suivant cle

L I , (G ) :

t ' L

r L

i  (c)- '

t  l ( , ) :
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Soit I  € g* tel clue ( l . [g,g] - 0 >. Soit 11 Ie c' i t t ' tr t ' t t \ t 'e ttnit ir i l t '  r l t '  CJ

défrni par
- i 4 l  1 1 1 u  1  :

\ / ( , t ' ) :  (

Soit P- I'espace vectoriel cles fonctions polynôntes sur G contenttes clttrts

L :  (G) .  A lo rs

5.4. Applications

5.4.L. Définit ions:

Soit Xr ,..., Xn une base de Jordan-Hôlder Pour g. Pour trn multi-indice

( j r ,  . . .  , i n )  : 1 .  nous  éc r i vons

X I :X i ' . . .X ' ^ .

so i t  l 1 l  : i t * . . . i - i ?a .s i  /  €  c * (G)  e t  s i  X  €  g ,  éc r i vons  x /  pou r  l a

fonction C-

XT@):  * r rexp(- rX) 'Y) l r=o:  
a eG'

Pour une fonction I € S(G), on définit pour À1 e N. la norme

ker(P1;)  :  { f  e LLG) t  l " f  Or(r : )11(r)r fu '  -  0} '

\ - r
l lg l l ,u,nr :  t  |  ̂ l lx 's(r) l lc"(r)" ,h.

11.r11<l ' r  "  "
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Dans ([2a]) Luclwig a prouvé que cette norme vérifie

l l / l l .

Il tr nrontré qlte polll tout t'ertné C rle G et t()rrt -\1 = I i '. i l c'-xlste -\ = i' i

tel que

( teL rC)  ns (G) ) 'u  c  r (C) t '
\ /

,,i 7I1 désigne I'adhérence de A clans l'ensembie cles fbnctions C-

bornées pour  la  norme l l  . l l , , ' r . , ' .  comme 
- i lC)nt  

c  i1ç11! tc)  :  i (c) .

on a donc que, pour un certain l/ e N-.

(  ker(c)  ns(c))  
*  

.  tçc1r '* tc t  . i  tc l
\ /

On en décluit:

5 .4.2.  Théorème:

Pour tout r € G, xt eriste l/ € N. tel que

( terr r )nt l , (c)  I  i r r r t ) ' t  :  {o} .
\  

' /

Cela signi,fi"e que l'algèbre ker(zr) n I/:(G) | ,,= (rr) est nilpotente '

Preuve:

Par  (5 .2 .4 . )  e t  (5 .a .1 . ) .  t

5.4.3. Remarque:
pour l,o,lgèbre Lt(G), le résultat (5.4.2.) est dû, à L'udtLti,g ([22]) C'est

en fait un cas rle "synthèse spectrale générali,sée" (si N:1 étai,t posszble.

ce qui, n'est pas le cas en général, on aura'it un urai résultat de syntèse

spectrale).

5.4.4. Lemme: Grâce au,id,entif ications d'e R, Prim(S(G))'  et G'

l,'enueloppe d,e tout idéal fertné I de L'.(G) uérifie

h(r) :  n(r  n s(G))
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Preuve:

I - ' i r l t .n t i f icat ion r i r '  ,1 î  r . f  P l inr (S(G) I  s t '  f i r i t  l r t r r  l i t ' l  ( ;  )  -  f  t  ( ( i  I

ke r (n )  n  S (G) .  D 'où r

ker(r)  )  Lr"(G) € h(I)  + I  c ker(r)  .  Lr"(G)

+ 1n S(G) c ker(n) t - l  S-(G)

+  ker ( r )  n  s (G)  €  h ( I  n  s (G) )

e t  l r , (1 )  c  h (1 t . l  S(G) ) .

Réciproquement. soient i(h(I)) et i @Ql,l,, t". icléaux nrinimaux

précéderrts (5.3.3.). Nous avons que j(h(I)) 'o : . i  (h(I)). Pr.t istlue

i  fnt tn c 1.  a lors 7(h(1))  c f  n S(G).  Par conséquent.

ke r (n )  nS(G)  €h( I  nS(G) )  +  1n^9(G)  c  ke r ( r ' )  nS ' (G)

+ j (h( I ) )  c ker(zr)  o s(G)

* ;  1n1r; ;  c ker(n) .  r : (G).  par(5.2. i )

+ ker(zr) 1t LL,G) e h(I)

e t  h ( /  n  s (G) )  c  h ( I ) .  I

5.4.5. Corollaire:

Soi t  I  I  {0}  un id,éal femné de Lr,(G) Alors 1nS(G) + {0) '  De plus'

1 n S(G) est fermé dans la topologie de S(G).

Preuve:

S i  I  +  {0 } ,  h ( lnStC l )  :  hU)  es t  d is t inc t  de  ô .  Donc 1nS(G)  +  {o )

I

5.4.6. Le résultat suivant est dû à Ludwig ([2a]) pour s(G) et à Leptin

( [18])  pour t r1(G):

Théorème:
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L'algèbre L:,(G) possèd,e la proprr,été de Wtener: Po'uT toLt"t i.cléa'l ferrné

propre I rte LI,(G), ù eriste r € G tel que

1  c  ke r ' ( "  1  . t  L : \G) .

Preuve:

Considérons l ' idéal fermé propre It:  I  nS(G) de S(G)' Par ([24])

ex i s te  re  G  te lque las (G)  c  ke r (z r )  ns (G) .  Donc  ke r (z r )  ns (G)

n( t  ns(G))  :  h l l )  e t  1  C ker(zr )  À Lt" (c) '

5.4.7. Définit ion:

un idéal I d,e Lr,(G) fresp s(G)] est dit premier si et seulement si cll-tels

que soient les idéaux 11,12 de Lt,(G) [resp' 5(G)] tel que 11 + 12 C [ '

I rC I , o :u12C I '

< A e, T p fhénràme srriva,nt a été démontré par Ludwig pour I'algèbre

L'(G) (zzl):

Théorème:

Les 1d1aw fermés propres premzers de L'r(G) co'tn'cident auec les

ker (zr )  n t l (G)  . reG.

Preuve:

Puisque n e G est topologiquement irréductible, tous les ker(n)nf:(G)

sont premiers. Réciproquement, soit 1un idéai fermé propre de fj(G)'

Alors / n s(G) est un idéal propre de s(G) fermé pour la norme ll ' ll ,

cle 5(G). Montrons que.InS(G) est premier' Soient,11' /2 des tfT,ii' '"

s (G )  t e r s  que  11 *  I 2c  rns (G) .  posons  J t : 7 tL i \G )  e t  Jz -T ru - ' " ' '

Alors J1 et J2 sont des idéaux de I|(G) tels que

iI

€

T

r L r n t  -  l r ( ( : l

J1*  J2C  I r x  [ r ' - t " '  C  f  nS (G) " ' ' -  C  I '
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Drrrrc. pttisclne 1 esl prentier. Jr C 1 ort Jz C I

Ir c I n 5(G) ot 12 C / n S(G) Par (1221. lernnrtr

i  a  a:  ter l  r l i te  f  a  S(G) :  ker( ; r )  r .S(G).  Dotr t '

Ou en clécluit rlue

9 et [25]) i l  existe

h(r )  :  n ( t l l  s (G))

et  1c ker( ; r )  a  Lr , (G) .Réciproquement.par

r r ( c \
C

:  h(ker'(zi-) n

(5 .2 .4 .  )

:  h(k"r(rr)  n s(G)) L ' , (G \  |

ker (z r )  n  L i (G)  :  k " (^ )  r ,SG)r - l rc t  .  1n  SG) t - \ t c ; r  .  , .

5.4.9.  Théorème:

Les zd,éartr fermés propres mauimaur de LI,(G) co'tncident a'uec I'e,s nrttl-

aur ker(n) À Lt"(G), n Q. G, c',est-à-dr,re auec les i,rléaur fermés pTopres

prerniers.

Preuve:

Soit À1 un idéal fermé propre maximal. Par (5.4.6.) il existe 7T € G tel

que ,4,1 C ker(n) n,l(G). Donc ,V/ : ker(fl a ft (G) par maximalité.

Réciproquement. supposons ker(zr) aLI,(G) non maximal. Alors il existe

r-rn idéal fermé propre NI et r1e G tels que

ker(zr) orl (G)c^y' c ker(zrl) nrl (G)

On en déduit que

et ker(zr) l tLLG) + M (*).

ker (z r )  n5(G)  C ker (n1)nS(G)

t

et clue

ker(zr)
L ' ( G )  -  k e r ( n ' ) 1 .: ker(zr) n S(G) ker(zr1) n S(G)
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Donc  7h  €  { i i } :  {z t } .  pu isque G es t  n i lpo fe l i t .  i i :  ; r1  c f  l ie r ' ( ; )  i - ;

L iG) :  ker ( r r  )  a  L r " (G) .  ce  qu i  conbrec l i t  ( * ) .  I

5.5. Représentations algèbriquement

irréductibles de L'algèbre L:(G)

5.5.1-. Soit z'e G agissant sur un espace de Hilbert tl,. Alors zr définit

une représentation topologiquement irréductible. ttnitaire de Ij(G). par'

r lensité cle LI.(G) dans 11(G). Soit

l l l :  vect{zr( / ) {  |  (  e J1n, f  e LLG),  
"( f )  

de rang f in i } .

Puisque n est irréductible,'tll est clense dans 7-1,.. Par ([23]. ) Ia re-

striction de zr à tl] est une représentabion algébriquem.ent irréductible

cIe Lr,(G). Notons p cette restr ict ion. Puisque ker(p) : ker(n) n r:(G)

. on a donc oue

ker(n) À LL.G) € Pr im(rt  (c))

pou r tou tneG.

5.5.2. Corol laire:

L'ensemble des i.déaur Pri,mi,t i fs de Lr.(G) est donné par

Pr im( I f (G)) : "Ê: {  ker (n)  nr l (G)  |  r€G )

Preuve:



C,httoi t r .e 5. Erude r le l ' i r . lgèb.e I- l (G) at 'ec Cl glorr l )( '  rk '  [ - jc. . ' L : i  l ,

Pt r r '  ( 5 .5 .1 ) .  J i  c  P r im( I i (G) ) .

lepr'ésent at ion trlgèbliquement

crrtt'rtÎne cltre

D'at i t re pt r t ' t .  pr t is t i t te  le  novi l l t  t le  to t t te

i r rét luct ib ie est  pt 'e l t ier  et  fe l tné: .  (5 1 '8 ' )

P l i r r r ( I L ( ( ; ) )  '  J i '

I

5.5.3. Soit (;r.?1,,) une représentation unitaire irréductible cle G. Soit

À rrn Vecteur r-rnitaire C- de Tlf; .  Prenons p € S(G) C L'"(G) r" l

que ; r ( p ) :P , \ . . 1 ' o i rP ; . l es t l ep ro j ec teu ro r t hogona ' l su rCÀ 'Donc '

p * p : p mocl ker(r) n fl (G) Définissons I'espace

Tlox : {  n ( / )À I  /  e  L ' "G)  l .

.\lors 
.H! est égal à Honi car H! est un sous-espace n-invariant de H9 .

On a le lemme snivant:

5 .5.4.  Lemme:

Soi,t (T,LL) rtne représentation algèbriquement i'rt'édtt"ctzble de' Lt (G)'

so ' i t i r  e  G te lque  ke r (T )  :  ke r ( z r )  n t : (G )  '  So ten tÀe  11 !  r ' t

p € Lt,(G) chotsts comme en (5.5.3.). Définissons l ' idéal x[s p(lr '

L [ ^ :  {  f  e  L IG )  |  " ( / ) ' l : 0  
} '  So ' i t ensu i t en+0  dans l " l 'm 'aqe

rle T(p), d,onc en parti'culi'er T(ùn : n' Défin'issons L'I' : { f €

LLG) | f (f)n : 0 ) . Alors IVIs est ttn idéal 'm'auimal m'odul'o"n"r'

cle Lr.(G) et LI s - A,[n pour tout clto'ir de n * 0 r]ans l'i 'mct'ge de T (p) '

Preuve:

Il est clair que Ày'1 est un id,éal maximal moclulaire de Lt-(G) ( [6],p.t2rl.

plop.4). Nlontrons maintenant que I'Is: r\'y'n' Or puisque T est sirtrple

l t r - {ser1,@)l r?)n:0}
:  {  s  € L| ,G) l  T(h)  "T(g)n:  0,vh € L l (G)}

- - {ge L: (G) l rb)oT(h)  o"(g)  " r (ùn:0 Vhe r ' l (G)}

:  {  s  € L| ,G) |  f@ xhx g *P)n :  0 ,  Vh € ' l (G) }

:  {  g  €  L r ,G) l<  t (h )  oz r (9 )À 'À  >  4  :  0 '  V f  e  L r , (G)  }
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ca r  px  h *g *p -  <  r ( h , ) o r (9 )À ,  À  >  p  €  ke r (n )aL : (G )  :  ke r ( f  ) .  Donc

\ ,1 ,  -  
{g  e  L ' . (G) ; " ( .q )À :  Q} :  - \1 .

T

5.5.5.  Théorème:

Soi,t G LLn groupe de Li,e ni,lpotent, connere szmplement co'nn,ere.

Soit u un poids polEnomi,al sur G. Soit (7.\I) 'une représentatton,

algébriquement zrréduti,ble de Lr.(G). Alors i,l eriste, à équ'iualence prè,s
'une et une seule représentati,on unitai,re topologiquement irréductibLe r

r l ,e G tel le que (7,\I) sott équzualente à (rryg,l lo").

Preuve:

Puisque ker(Z) est un idéal propre fermé premier dans Il,(G). il existe

une représentation unitaire irréductible a de G tel que

ker(" )  :  ker(z)  aLr , (G) ,

(voir (5.4.8.)). Prenons p € S(G) C Lt (G) tel que zr(p) : Pq.tr, oir

P1.1 est le projecteur orthogonal sur CÀ. Alors T(p) : T(p * p) est un

projecteur non nul de I'espace de Banach LL, car p / ker(r) o LL(G) :

ker(T) et pxp - p € ker(zr) a LLG): ker(T). Déflnissons &it1 et A,I,

comme précédemment(5.5.4). Alors nous avons que (7,11) est équivalent

à (nxg,Tlo*), car ces derlx modules sont équivalents à If(G) | ;\.1, et

LL(G) | Àf1 respectivement et que M^ : M, (voir (5'5.4.)). L'unicité.

à équivalence près est évidente. I



c'hapitre 5. Etucle cle 1'trlgèble t:(G) ttt 'ec G g,r'orrpe rle' Lir:'.. j.:i(;

5.6. Représentations Topologiquement

irréductibles de L'algèbre L:(G)

5.6.1. Rappelons la cléfinition suivante d'Lrne représentation topologiclre-

nrent irréductible.

Définit ion:

Nous apellons représentation topologiquement irréductible (bol.née)

(T,tI) d,e LL,(G) sur un espace de Banach toute applicatio[ linéaiÏe

T : Lt (c) --'-- GL(LL)

vérifiant:

(1)  T( /  *s) : r f f ) r ! )  YT,se I , : (G)

Q) l l f ( f )u l lu  S Cr l l l l l . l lg l lu ,Yf  e  L lo(G),Vu e !1"  o i r  Cr  est  r t r le  tor l -

stante positive.

(3) Les sous-espaces de !1 fermes invariants sous I'action de T sont tt'iv-

iaux.

on dit encore que (?,1I) est un ,Lj (G)-module topologiquenrent simple

(ou T est une représentation topoiogiquement irréductible à croissance

polynomiale) .

Exemple:

Soit I  € g.. Soit p une polarisation en l '  P: exp(p)'  Alors

(zr : indf; Xr,Jln)

est une représentation unitaire topologiquement irréductible cle G (voir

( 1 .3  12 ) ) .

conservons la définition (5.4.1). Pour.,4121 e N., on définit I'espace

!

Jl t r  :  { (  e 'H;(  t  l lx"( l l?1-) '  :  l l€ l l . , r r  (  cc} ,
l a l < , \ 1



C'hapitre 5. Etr:,r1e cle |'algèbre Lr,(G) av'ec G gl-ou1)e rle Lie.. L j7

porr r  X € g.

La représentation a' agit sur tl17 par translation à gauche. D'autle part

nous avons que

S ' (G lP .  r r )C  H r r

Alors r /,H, est topologiquement irréductible.

Soit { €'J1u. Alors, pour s € G

l l"(,)€llfu : t l lx.(zr(s){)11fu,
l o l < À 1

:  t  l l ( ' td(s)x) '€l lT- '
l a l < n f

Donc (n,l1u) est une représentation topologiquement irréductible z\

croissance polynomiale.

Le but de ce paragraphe est de déterminer les représentations

topologiquement irréductible de I|(G). à équivalence près . La propo-

sition suivante est une première étape:

5.6.2.  Proposi t ion:

Pour tout module de Banach topologiquement szmpLe (f ,LD de Lr_(G). ,i,1,

ertste une représentation 17 € G uni.que (à équiualence près) tell,e que

ker(") : ker(zrr) 1, Lr.G).

Preuve: L'idéal ker(T) est un idéal bilatère fermé premier de Ij(G)

et on peut donc appliquer (5.4.8.). I

5.6.3. Pour cette représentation n"7 e ô, choisissons alors À et p comme

en (5.5.4.). Puisque ker(") :  ker(n r) n If  (G) on a

T(p*  T  *ù :<nr (T)À,À )  T(p) ,  v f  e  Lr -G) ,

avec T(p) I 0. Par construction de p, T(p * p) : T(p). Choisissons

alors 0 * u: T(p)u e T(p)\I. Puisque (",lI) est topologiquement
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irréductibl. .  f  (f ,1(G))" :r(t ' ,(G) -p)u est ciense cians ![.  Potrr totrt

.f e LL(G). on a alors les équivalences suivantes:

T(J )u :0  €  t ( r '  L t , t c i " ,S  "  1 t ) t r  =  t )

<+< 
" r (Û, (c ) ) " t ( / )À .À 

>  T(P) t t  =  o

€< nr1)À,"r(r ' ;  c l )À >- o

ç  f  xpe  ke r (n ' ) raL t  (G)  :  ke r (T ) '

La clernière équivalence est due au fait que

nr( f  x  P)(  :<  €,  À > nrU)À,V{  e 
' }1* ,  '

5 .6 .4.  Lemme:

So' i t  H l ,  en (5.5.1. ,5 .5.3. ) '  L 'appl icat r 'on

/  "  ^  \  ^ , n
Q : T (r,it"i 'r p) - Hun,

Tff)u : T(T x P)u ----. "rff 
x P)À : "rU)^

est une bijecti'on ltnéai're qui uérifie

o(g)  o O :  Q o T(g) ,  Vg € Lt" (G)

Preuve:

Puisque.  par  (5 .6.3. ) ,

T(T  *p )u :  Q  14  n r (T  *  P )À :0 '

ô est bien défi.nie et c'est une bijection. La linéarité et Ia relatioll TfTo(D :

ô o T se vérifient facilement' 
I
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5.6.5.  ProPosi t ion:

Toute représentatton topologiquement 'irt'é.r1uctible (7.[) d'e Lr-(G) ' sf

r lr1tr i t ,rt , l ,e.n,te i t  t trtrt  rcytr 'ésento,t ' i ,on (r 7. H'L 
' t  

1' oi)  ̂  r  1 C] t t  " ir  
1' 

,

r '>t. It,ne It.ot'ILtt uppt rtpriée .sur 
'H')t 

'  Dt: pltt 's

l l ' r (g)€ l l r  t  cr  l ls l l .  l l€ l l r  ,  Ys e L"(G) '  V€ e V2-t  r

polrr une certatne constante Cr > 0. Les espaces 1I etq " '  'o,f

i,,so'métrzr1'ues.

Preuve:

Par (5.6.4.). i l  suff i t  de Poser

l l " r ( / )Àl l r  :  l l r ( / )" l lu '  v/  € ' : ' (G) '

et cle completer l1on, polr cette norme. Alors les opérateurs ii7(17)'

g e Lr.(G). peuvent se prolongés en des opérateurs bornés..., ,  Î f l  
' ' .

puisque
r r (s) r r j )À l l r  :  l l " (g  *  / ) " l lu

t:t*']'rno'i,'r",ilîi);^;,

est une relation qui peut être étendue à tout q ' f f i \ l l '  '  I

b.6.6. Afin de caractériser toutes les représentations topologiquement

irréductibles de novau ker(r) aLr,(G) donné. il sufiit clonc de cléterminet'

toutes les normes lll lll *t,,H| pour lesquelles la représentation zr est

bornée et telle que (z.,@ttt'ttt ) soit topologiq*ement irréductible' D'oir la

dé{inition suivante:

Définition:

On appeile norme d'extension sur tl|, toute norme lll ' lll q"i vérihe

l l l"(g)€lll S Cllgll.,lll€lll, vs e Lr,(G)' v€ € 110"'



c' l tapi t t 'e 5. Etnde rk l 'a lgèb|e Lrr(C: ' )  avec cJ,q' t ()r l l ) ()  tk ' [ - j t ' '  l ,  I0

oir C est une constante strictement positive'

Par continnité on peut alors étendre I 'action t les opérateuls i i(q) alt
_ L l . l l

conrplété Î19 potu' cette norme'

5.6.7.  ExemPles:

1 )Lano I l ne l l l | ' c l é f i n i e (5 .6 .5 ' ) es tuneno rn }ec l ' ex te r r s i o r r .

2) La norme ll . ll- .1" I'espace cle Hilbert ft est une nolme cl'extensiort

c2l1'

l l " (g)€l l "  < l lg l l ' l l€ l l "  S l ls l l , l l { l l "

cluels que soient g € Lr,(G) et € e 11"'

3) La norrrle ll ll min définie Par

l l€ l lmin  :  :yp- - l  <  { .z r (a)À > | 'V€ €  H9 '
l l o l l . :  I

est une norme d'extension' car

l l " (g[ l l  min :  sup |  < r(g)€,r(rz)À > |
l l a l l .  < r  

q *
:  l lg l l ,  sup I  < €,  " (d* 

*  a)À > |
l l " l r - S r  l l 9 l l ' "

S l lgl l .  sup I  < €, zr(a)À > |
l l a l l -  < 1

:  l ls l l . , l l { l l  - i "

pour tout 9 € Lt,(G), puisque llgll" : l lg-l l, '  Ie poicls c'; étant

svnrértrique.

4) Soit IrIs : {f e t",(C) I "(/)À 
: 0} comme en (5'5'a)' Alors la

norme ll ' ll -u* défrnie sur ft| Par

l l " ( / ) r l l  r l rax :  
-Ënf r^ l l /  

+  - l l ,  :  l l / t tL f  (G) l Ih
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( 'st  rrne nort l le r l 'e-xtension. cal

x r (g ) r ( f )À l l u to *  :  n r f .  i ] 17  +  . l '  L  t r t  ̂

a  
" , **^  

i  g  *  l , l  +  t t t ) i ; ' r

< llgll- '.nJ. ll f + ntll '
l n e l t l À

:  l lg l l ,  l l ' ( / )Àl l ' "u" '

5.6.8.  Proposi t ion;

So'it lll.lll une norTne d'ertenszon quelconque srtr 7lf;. '41,o'rs il' e:t'i '.ste d'r:.s

r:.onstantes C' et C" strzctement positiues telles que

C' l l€ l l  minl  l l l€ l l l  < C" l l€ l l  ^o,  Y€ €11' l

Preuve:

Pour zr(/) ̂  c l1o" quelconque.

l l l"(/)ri l : i lI"(/ + m)Àlll
< c . l l r  +^l l ,  l l lÀl l l ,  Ym € NIx.

Donc

l l l"(/)ri l < (c ll lÀlll) l l '(/)Àll "'u*.
D'autre part. por-rr l lol l, < t,

I  < ̂ (/)À,zr(o)À > | : f f i f f f  
.  r(a* x/)À,À > Àll l

:ffi i l '(p* a**f*p)Àlll

. ffi llpll, llo. ll, lil,..(/)rill
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et

l l ; r ( / )Àt l  min S *  t lot t . ,  l l lnr i ' tÀt l l .
i l t^ i l |

l r t L i s t l t r c  , ) , , '  , r :  l r r i ] -  <  i .  I

5.6.9. Corol laire:

Des normes ll 'll *in défini,es à partr,r de uecteurs À e Hf dzst'incts sont

équiualentes. De même pour les normes l l . l l  ^or.

5 .6.10.  Proposi t ion:

SoX lll . lll une nor"nle d'ertension quelconque sur Ho,. Alor,s le module
- i i l .  l l

(".11? ) esf topologiquement sr,mple.

Preuve:

Remarquons d'abord que I'idéal

L ' , (G)xp*L r , (G)  +  ke r (z r )  ÀL I ,G)

est dense dans trf,(G), par maximalité de ker(zr)n t:(G) (5.4.9.). Donc.

si W est un sous-espace fermé zr-invariant d" Z$ll 
lll. 

olorc

r (p)W -o<-  
" ( t : (G)  

xp- r : (c ) )  W:o

s n( t r , (G))w = o

ç ll'/ : Q.

puisque Lt"(G) possède des unités approchées bornées. D'autre ptrrt.

comme

r (p ) r ( f )À :<  r ( / )À ,À  )  )  €  C '  À .  VT  Ç  L : (G ) .

n(p)Tt9-: C' À : r(p) '  79' l l l  
l l l .  

Ainsi '  si W l0 est un sous-espace fermé

a"-invariant a" tf  
l l l  1", 

o I r(p)w c cÀ et r(p)w - c.À, puisque l ' tr l

est un sous-espace, Finalement.

w > r (L ' . (G)  *p \w ) ,TQ|- (G))À :11! '
\  

w \  ' /
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et ll,.

5.6.11. Nous pouvons résumer les résultats de ce palagraphe dans le

Ihéorème sttiv:rnt:

Théorème:

Soit G un groupe de Li,e connetre? si,mplement connere, nzlpoten't

munr, d'un por,ds polEnomial a. Les représentations toplog'iq'ue'

ment trréducti,bles O" t'.,,1.f ) coinctdent à équiualences près auec

les représentations (n,Jloo""") où r est une représentation u,nttaire
'irréd,uctible de G 

"*f ,,,ll 
' lll est un"u,X,o*e d'ertenszon sur Hl. Les

représentat tons (T.H\o""" )  
" t  

f t t . '11* , " '  " ' )  sont  équiualentes s i  e t  setLLe-

ment st, r et T1 sont des représentations un'itatrement équi,ualentes de. G

rf lll lll rt lll lll , des normes d'ertensi,on équr,ualentes.

5.6.L2. Remarques f inales:

L) La norme ll.ll" d" l'espace de Hi,lbert'lln est'une nor"m'e d'ertension,

ce qui correspond au fai,t que (tr,H") est une représentation topologr'que-

rrtent irréductible.

2) Puisque

c'll ' ll mln S lll lll < c" ' ll ' ll  ̂ o,

pour toute norrne d'ertension lll ' lll, tozs les modules topologi'quement sint'-
- l l l . l l l

ples Qr,ll\' 
' ' 
) pe,uuent se réali'ser conl,me des sous-modules de Banach

d'u mod,ule (tr,Vfl i t '  I  mi 'ny.

3) En posant u : L nous obtenons toutes les représentatr,ons topologtque-

ment irréductibles de LI (G), si G est un groupe de Li,e connele, simple-

ment connetre, ni,Ipotent.

5.6.13. Questions ouvertes:

Nous terminons notre étude par des problèmes ouverts :

1) Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe et r,.'

un poids exponentiel. Pourrait-on établir des résultats anologues pour

l 'algèbre Lr,(G)?

- 1 1 t .
- 1 1 0 "  "_  ,  v T ( I
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2) Sr_rpposons que G est un groupe de Lie résoluble expolentiel. Est < tr

que on peut obtenir les mêmes résuitats précéclents ilans le ca.s où -' est

rrn poids exponentiel?
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