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Introduction générale

La théorie du contrdle est devenue de nos jours un domaine trés vaste, ses résul-
tats présentent un grand intérét théorique et pratique.

L’un des thémes importants de cette théorie est le probléme de stabilisation
par retour d’état des systémes non linéaires controlés. Ces systémes sont décrits par
I'ensemble des équations différentielles de la forme z = f(z,u), ot z est la variable
d’état et u représente la commande qui agit sur le comportement du systéme. La
stabilisation par feedback consiste a déterminer un controle u = u(z), défini sur un
voisinage d’un point d’équilibre zo, qui rend le systéme & = f(z,u(z)) = F(z) (qui
devient un systéme d’équations différentielles ordinaires) asymptotiquement stable en
zo. Ce probléme a été entiérement résolu dans le cas linéaire, une théorie compléte
existe & ce sujet. Dans le cas non linéaire, le probléme de stabilisation a fait I’objet
de nombreuses études locales jusqu’a mainténant, mais le cas global laisse encore un
trés grand nombre de problémes ouverts (cf. [8] [36] [53]).

Dans le cas général, les solutions d’un systéme différentiel non linéaire & = F(z)
sont décrites par des fonctions transcendantes fort complexes, souvent impossible &
calculer explicitement. L'un des outils d’étude de la stabilité d’un tel systéme est la
théorie connue de Lyapunov. Le théoréme classique de Lyapunov affirme que l’exis-
tence d’une fonction positive, nulle seulement au point d’équilibre zq et qui décroit
strictement le long des trajectoires, assure la stabilité asymptotique du systéme en Zo.
Cette méthode, dite directe de Lyapunov, a été ensuite étendue a des systémes avec
controle. Les résultats importants de Jurdjivic-Quinn et Artstein-Sontag montrent
que la construction d’une commande stabilisante pour les systémes en boucle fermé
est liée a celle d’une fonction de Lyapunov appropriée. Concrétement, cette fonction
est en général difficile a trouver, vu qu’on ne dispose pas de méthode systématique
de construction. Néanmoins, cette approche reste un moyen efficace pour ’étude de
la stabilisation des systémes non linéaires.

Les systémes homogénes occupent une place importante dans la théorie des sys-
temes non linéaires. L'étude de la stabilisation de tels systémes a attiré l’attention
de nombreux chercheurs ces dix derniéres années (voir par exemple [33] [34] [39] [40]
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6 Introduction générale

[41] [27] [18] [51] [52] [38]). L’intérét qu'’ils suscitent est dit d’une part au fait qu'ils
modélisent de nombreux phénomeénes concrets. D’autre part, en vertu du théoréme
classique de Massera [46], un champ de vecteurs analytique est asymptotiquement
stable si les termes de plus bas degré dans son développement de Taylor définissent
un champ de vecteurs homogéne asymptotiquement stable. Ce résultat a été ensuite
généralisé par Hermes [33] & des systémes homogenes par rapport & une dilatation
non standard (systémes quasi-homogénes). L’une des conséquences directe de ce ré-
sultat sur la stabilisation est le fait que si un systéme non linéaire contrélé admet
une approximation homogéne stabilisable par une commande homogéne alors le sys-
tome initial est aussi stabilisable (localement) par la méme commande. Dans [24], 1] a
été montré par Coron-Praly qu’un systéme homogeéne stabilisable par une commande
homogéne 'est aussi lorsqu’on ajoute un intégrateur (voir aussi [51]). Ces résultats
mettent en évidence la propriété de robustesse de la stabilisation homogéne.

Notre contribution dans ce mémoire porte essentiellement sur la stabilisation par
retour d’état des systémes homogénes. Nous présentons deux méthodes de stabilisa-
tion basées sur des techniques complétement différentes.

Ce travail est donc divisé en deux parties.

La premiére partie traite, pour une part, de létude de la stabilisation d’une
classe de systémes bilinéaires homogeénes £ = Az + uBz. Dans un premier temps, on
studie la stabilisation pratique globale par une famille de commandes linéaires: étant
donnée une constante arbitraire r > 0, le probléme consiste a construire une famille
de commandes linéaires {u = k.z,k, > 0} telle que les solutions du systéme en boucle
fermée # = Az + k,z Bz rentrent, au bout d’un temps fini, dans la sphére S(0,r) et
y restent. Notre résultat généralise un résultat antérieur de Celikovsky [20]. Ensuite,
en s'appuyant sur un résultat de la théorie qualitative des équations différentielles
ordinaires rappelé dans [4], on étudie la stabilisation asymptotique & l'aide d’une
commande homogéne bornée. Enfin, on introduit la notion de passivité pratique d’un
systéme non linéaire entrée-sortie. On montre, en particulier, que la passivité pratique
d’un systéme bilinéaire homogéene entraine la stabilisation pratique par une famille
de "retours de sortie".

Le dernier chapitre de cette premiére partie porte sur la généralisation du résultat
précédent concernant la stabilisation asymptotique & toute une classe de systémes
homogenes de la forme & = f(z) + u g(z). On commence par s’intéresser au cas
particulier ou le champ soumis au contrdle est linéaire, des conditions suffisantes de
stabilisation sont établies. On étudie ensuite le cas ot le champ controlé est homogéne
quelconque. Enfin, on montre que ces résultats s'étendent & des systémes homogenes
par rapport & une famille de dilatations quelconques.
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La deuxiéme partie de cette exposé concerne la stabilisation des systémes non
linéaires par la méthode dite de placement de poles. Cette étude s’inspire de la
technique de stabilisation linéaire classique (théoréeme de Kalman) qui permet de
construire, sous la condition: rang(b, Ab, ..., A" 1p) = n, une commande stabilisante
linéaire et un systéme bouclé de la forme # = M .ol M est une matrice & coefficients
" réels dont le spectre est choisi & l’avance.

L'objet de cette partie est d’essayer d'appliquer cette méthode a des systémes
non linéaires de type & = Az + u g(z). Plus précisément, en tout point € R"™ ou
I’hypothése: rang(g(x),Ag(:c),...,A""g(m)) — n est réalisée, on construit, par des
techniques analogues & celles de Kalman, une commande non linéaire candidate a la
stabilisation du systéme. Cette construction conduit, dans tous les cas, & un systeme
bouclé de la forme ¢ = M(z) z, ou le spectre de la matrice fonctionnelle M(z) est
choisi au départ. Il est évidemment clair qu’on ne peut espérer obtenir les mémes
résultats que dans le cas linéaire. Le choix d’un spectre négatif pour la matrice M(z)
n’assure pas a priori la stabilité asymptotique du systéme bouclé.

Cette étude constitue une généralisation du résultat obtenu par M. Clavier [22]
sur la stabilisation des systémes bilinéaires homogénes plans en utilisant la technique
de placement de poles. Le premier résultat de cette seconde partie concerne donc
la stabilisation par placement de poles des systéemes homogénes plans. On montre
qu’un choix convenable du spectre de la matrice M (z) assure la construction d’une
commande homogene stabilisante. Ce résultat sera ensuite généralisé a des systémes
homogénes par rapport a une dilatation quelconque.

Le dernier chapitre est consacré a ’étude d’une classe de systémes non homo-
génes. Du fait de la complexité des calculs en jeux, on s’est limité de proposer une
exploration numérique dans le cas du plan: on étudie les portraits de phases & tra-
vers les tracés par ordinateur des solutions du systéme bouclé en s’appuyant sur un
résultat (numérique) de R. Genesio et al. [29]. Une partie de ce chapitre porte sur la
stabilisation des systémes bilinéaires non homogénes .

Chaque partie comporte une introduction qui devrait permettre d’avoir une idée
plus précise des problémes traités.



Introduction générale



Premiére partie

Stabilisation pratique et
asymptotique



Introduction

La théorie des systémes linéaires est largement utilisée comme premiére approxi-
mation dans la résolution des problémes non linéaires. Une généralisation de la tech-
nique de linéarisation autour du point d’équilibre est ’approximation homogene des
systémes analytiques, affines en le contréle [33],(40],[18],[46]. L’étude des systémes
homogénes présente donc un intérét certain et s’avére fructueuse, puisque ces sys-
témes possédent des propriétés particuliéres, liées 4 la nature de ’homogéniété, qui
permettent une étude simplifiée par rapport aux systémes non linéaires en général.

En particulier, les systémes bilinéaires forment une classe importante de systémes-
non linéaires, car dans la pratique, ils modélisent de nombreux phénoménes concrets
industriels, écologiques et économiques [47], [54]. Les systémes bilinéaires homogénes
sont des systémes dynamiques pour lesquels l'origine est une singularité treés forte.
Cela explique ’intérét que présente I’étude de tels systemes.

L’objet de ce travail est de proposer une nouvelle approche constructive pour
la stabilisation globale d'une classe de systémes bilinéaires homogenes. Ce résultat
sera ensuite généralisé & des systémes homogeénes et quasi-homogénes (homogénes par
rapport a une famille de dilatations quelconques).

Cette partie est composée de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous donnerons d’abord quelques notions de stabilité
les plus courantes. Ensuite, nous rappelerons certains résultats importants concernant
la stabilisation des systémes non linéaires.

Le chapitre 2 concerne la stabilisation des systémes bilinéaires: £ = Az + uBr.
Bien que de forme simple, ces systémes constituent une classe encore trop générale
pour pouvoir donner une caractérisation algébrique compléte de la stabilisation dans
R",n > 3. Dans le cas du plan, ot une étude compléte de ces systémes a été effectuée
[19], il apparait qu’il existe une large classe de systémes bilinéaires homogénes qui ne
sont pas stabilisables par une commande continue. Il est donc naturel de consacrer une
partie de ce chapitre au probléme de la stabilisation pratique par une famille de
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12 Introduction

commandes linéaires (stabilisation "autour du point d’équilibre"): sous certaines
hypotheéses, on montre que le systéme est globalement pratiquement stabilisable
par une famille de commandes linéaires. Ensuite, sous les mémes hypotheéses,
on construit une commande homogéne, € sur R" \.{0} et bornée sur R", qui
stabilise globalement asymptotiquement le systéme. Enfin, on introduit la notion
de passivité pratique; on montre que si le systéme est pratiquement passif alors
il est globalement pratiquement stabilisable par un retour de sortie.

Dans le chapitre 3, on considére dans un premier temps un systéme homogéne
dont le champ controlé est linéaire. Sous des conditions similaires a celles du chapitre
2, on montre que le systéme est globalement asymptotiquement stabilisable par une
loi de commande homogéne construite explicitement. Ensuite, on s’intéressera au cas
ol le champ soumis au contréle est homogéne quelconque et on donnera une condition
suffisante de stabilisation asymptotique & ’aide d’une loi de commande homogéne.
Finalement, ce dernier résultat sera généralisé au cas d’un systéme homogéne par
rapport & une famille de dilatations quelconques (systémes quasi-homogénes).

Le principe général de démonstration des résultats du chapitre 3 est globalement
le méme que celui du chapitre 2 concernant la stabilisation asymptotique.

Tous les résultats de cette partie ont fait 'objet d’articles publiés ou acceptés
([15],[16] et [17])



Chapitre 1
Quelques rappels et généralités

Dans ce chapitre donnons quelques définitions et théoremes fondamentaux sur
la stabilité. Nous rappelerons ensuite certains résultats importants concernant la sta-
bilisation par retour d’état des systémes non linéaires.

1.1 Stabilité
Considérons le systéme différentiel suivant
z=X(z); T€eR"® (1.1)

ou X est un champ de vecteur régulier sur R™ tel que X (o) = 0 (xo est un point
d’équilibre pour (1.1)). Notons par X;(z) la solution de (1.1) vérifiant X, (z0) = zo.

Définition 1.1 zo est un point d’équilibre stable pour le systéme (1.1) si

Ve >0, 36> 0 tel que ||z — zof| < § = || Xi(z) — zo|| < €

Définition 1.2 z est un point d’équilibre attractif pour (1.1) s'il eziste un voisinage
U de zo tel que Yz € U, X,(z) eziste pour tout t > 0 et tlg_n Xi(z) = zo.
- (o]

o S5iU =", zq est dit globalement attractif.

Définition 1.3 zo est un point d’équilibre asymptotiquement stable (resp. globale-

ment asymptotiquement stable) s’il est stable est attractif (resp. stable et globalement
attractif)

13



14 Chapitre 1. Quelques rappels et généralités

Dans la suite de ce paragraphe, nous rappelerons quelques résultats classiques
sur la stabilité.

Le théoréme suivant connu sous le nom du théoréme de stabilité en premiére
approrimation permet d’obtenir un résultat de stabilité asymptotique locale.

Théoréme 1.1 Supposons que X est de classe C! sur U, un voisinage ouvert de R™

contenant ro. Soit A = (——)(zo) la matrice jacobienne de X en zo.
T

Si toutes les valeurs propres de A sont a parties réelles négatives, alors o est une
position d’équilibre localement asymptotiquement stable pour (1.1).

Contrairement au cas linéaire, il est en général trés difficile, voir impossible, de
résoudre explicitement un systéme non linéaire de forme (1.1). La théorie des fonctions
de Lyapunov est souvent utilisée pour I’étude de la stabilité du point d’équilibre z.

Théoréme 1.2 Soient U C R™ un voisinage de 7o et V : U — R une fonction
continue sur U et différentiable sur U \ {zo} telle que

(i) V(z) > 0 pour tout z € U \ {x0} et V(z0) =0;

(ii) V(z) = (VV(2),X(z)) <0 ,Vz € U

alors xg est un point d’équilibre stable pour le sysiéme (1.1).
Si de plus V vérifie

(iii) V(z) < 0, Vz € U\ {0}

alors o est asymptotiquement stable.

o Lorsque U = R", si V vérifie les conditions (i) et (iii) et en plus propre, i.e.,
V(z) = +o0o quand ||z|| = 400, alors zo est globalement asymptotiquement stable.

(Une fonction V qui satisfait (i) et (ii) est dite fonction de Lyapunov large).

Définition 1.4 i) Un ensemble E de R™ est dit positivement invariant pour le
systéme (1.1) si toute trajectoire Xi(z) issue de E reste dans E

i) On appelle w-limite d’une trajectoire X:(z) de (1.1) ’ensemble

Q={z e R I(tn)n, tq tEElet"(a:) =z}
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Théoréme 1.3 (Principe d’invariance de LaSalle [44]) Soit V une fonction de Lya-
punov large de classe C*, pour le systéme (1.1) en zo. Alors toutes les trajectoires

bornées, pour t > 0, tendent vers Q, le plus grand ensemble positivement invariant
par X et contenu dans E = {z € R"/ V(z) = 0}.

Par ailleurs, nous utiliserons dans les deux prochains chapitres, un résultat de la théo-
rie qualitative des équations différentielles ordinaires donné sous la forme suivante.

Lemme 1.1 (V. Andriano [4]) Considérons le systéme suivant:
T = f(z); reR" (1.2)

ot f est de classe C* et f(0) = 0. Supposons qu’il existe une famille d’ensembles
compacts {D;};cp+ vérifiant les propriétés suivantes:

(2) ﬂ,’)QD,’ =0 y

(i)  pour tout i < j D; CintD;;

(i)  pour tout z € R™ il existe JERY tel que z ¢ oD, ;

(iv) pour tout i € R* et pour tout z € OD; le champ de vecteurs f(z) est rentrant
par rapport au. domaine borné D;.

Alors lorigine est globalement asymptotiquement stable pour le systéme (1.2).

1.2 Stabilisation

Considérons le systéme avec contréle suivant

z = X(z,u)
{zéU,uG]R"‘ (1.3)

ou U est un ouvert connexe de R™ et X un champ de vecteur tel que X(0,0) = 0.
Définition 1.5 On dira que le systéme (1.3) est stabilisable s’il existe une commande
u = u(z) telle que Uorigine soit un point d ‘équilibre asymptotiquement stable pour le

systéme bouclé

T = X(z,u(z)) (1.4)
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Les questions relatives au probléme de stabilisation d’un systéme non linéaire de
forme (1.3) portent en général sur les propriétés des lois de commandes stabilisantes
u(z): continuité, classe C*°, analyticité.

Ainsi, dans le cas ou le systéme (1.3) est complétement contrélable H.J. Sussmann
[56] a montré que (1.3) est stabilisable & I’aide d’une loi de commande analytique par
morceaux.

Par ailleurs, une des approches classiques utilisées pour construire des com-
mandes stabilisantes réguliéres est la linéarisation du systéme (1.3) au voisinage du
point d’équilibre:

rappelons que dans le cas d’un systéme linéaire

t=Az+uB, z € R" (1.5)
- Si rang (B, AB,..., A" '!B) = n, alors le systéme (1.5) est stabilisable par une
commande linéaire u(z) = Kz

- Si rang (B, AB,..., A" !B) = | < n, alors il existe un changement de coordonnées
x = Ty tel que dans la nouvelle base le systéme (1.5) s’écrive

) Ay A B

y=< o A:Z)y+(ol)u (1.6)
avec rang (B, Ay By, ..., A17'B;) = . Le systéme (1.5) est stabilisable si et seulement
si Ay, est stable. Les valeurs propres de A,, sont appelées les modes incontrélables.

On associe maintenant au systéme (1.3) le systéme linéaire (1.5) o A = (2£)(0, 0)
et B =(2X)(0,0). On a alors le résultat classique suivant.

Théoréme 1.4 Si le systéme (1.5) est stabilisable par un feedback linéaire, alors le
systéme (1.3) est localement stabilisable par le méme feedback.

Le théoréme suivant di & R.W. Brockett [13] donne des conditions nécessaires
de stabilisation asymptotique d’un systéme non linéaire par des commandes de classe

C!.
Théoréme 1.5 [13] Supposons que X est au moins C' et que le systéme (1.3)

admet une commande stabilisante de classe C' dans un voisinage de l'origine, alors

(1) Le systéme linéarisé n’admet pas de modes incontrilables associés a des valeurs
propres strictement positives;
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(ii) 1l existe un voisinage N de (0,0) tel que pour & € N, il existe un contréle u(.)
défini sur [0, +oo[ qui rameéne le systéme de létat c =€ ent =0 a [’état = 0 en
t = +0o. Autrement dit, si z(t) est une solution de ¢ = X(z,u;) vérifiant z(0) = ¢,
alors tlixg z(t) =0;

(iii) L ’application

v: WxR"->R"
(z,u) = X(z,u)

est surjective sur un voisinage de [’origine.

Remarque 1.1 L’ezemple suivant, donné par M. Kawsky [38], montre que la condi-
tion (i) n’est pas nécessaire pour lezistence d’une commande seulement continue.
Soit

:i:l =u .
{ Ty =1z, — T3 (L.7)

avec ¢ = (z1,22)7 € R?. Le systéme (1.7) admet un mode incontrélable instable,
cependant, il est stabzhsable par la commande continue (au sens de Hélder)

u(z) = —z; + 22 + 4/33:2 - 3.

Dans la littérature, on trouve plusieurs autres résultats de stabilisation locale
utilisant différentes approches: techniques de linéarisation, formes normales, variété
centrale, approximation homogéne,... ( voir par exemple (7] [13] [14] [33] [39)).

1.2.1 Meéthode directe de Lyapunov

Il existe actuellement plusieurs résultats importants de stabilisation basés sur
la théorie de Lyapunov ([37] [6] [55] [57] [28] [48]...). Le travail de Jurdjivic-Quinn
[37] a été probablement 1'un des premiers résultats originaux sur la stabilisation
des systémes non linéaires. Les auteurs ont établit des conditions suffisantes sous
lesquelles un systéme affine en la commande ayant une dérive hnea,lre dissipative est
globalement asymptotiquement stabilisable.

Théoréme 1.6 [37] Soit le systéme

z = X(z)+uY(z)
{ zteR*uelR (1.8)



18 Chapitre 1. Quelques rappels et généralités

ot X(z) = Az avec A = —AT. §;
{adeY(:v), k€ER"}=R", VzeR" \ {0}
alors (1.8) est globalement asymptotiquement stabilisable par la commande

u(2) = —(z, Y (z))

Ce résultat a été ensuite généralisé & des systémes quelconques par de nombreux
auteurs ([28], 48], [11], (45],...).

Un autre résultat important est dg & 7. Artstein [6] et E.D. Sontag [55]. Dans
[55], Pauteur a donné une condition suffisante pour la stabilisation de globale d'un
systéme affine en le contréle par une commande C* sur R™\ {0}.

Avant d’énoncer le résultat établit dans [55], il convient de rappeler la définition
suivante: '

¢ Soit V : R" — R une fonction de classe C*, définie positive et propre. On dit
que V est une fonction de Lyapunov contrslée pour le systéme (1.3) si la condition
suivante est satisfaite

(VY (2), X(2,u)) < 0 ,¥z € R\ {0}

Théoréme 1.7 Soit le systéeme suivant .
i = f(2)+ Y uigi(a) (L9)
1=1

ot les champs de vecteurs [ et g; sont de classe C= et f(0) =0. Si (1.9) admet une
fonction de Lyapunov contrélée, alors il est stabilisable par une loi de commande €

sur R™ \ {0}.

1.2.2 Passivité

Considérons le systéme entrée-sortie suivant

(2o
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otz € R*, u € R™, uy € R, f et les m colonnes de ¢ sont des champs de vecteurs
C* et h: R" — R™ est une application C*°. On suppose que f(0) = 0 et h(0) = 0.

Définition 1.6 On dit que le systéme (1.10) est passif s’il existe une fonction conti-
nue, semi-définie positive V(z) telle que

V(a() = V((0) < [ u(s)y(s)ds (1.11)

pour tout t > 0, s € (0,t] et pour tout u : [0,t] - R™.
St de plus la fonction V est différentiable, alors la relation (1.11) s’exprime

V(z(t)) < u(t)y(?) (1.12)

e Un systéme de type (1.10) admet un degré relatif 1 en £ = 0, si la matrice L h(0)
est non singuliére (Lyh est la dérivée de lie de h suivant le champ de vecteurs g;,7 =
L,...,m).

Rappelons [14] que si le systéme (1.10) a un degré relatif 1 en 0 et si la distribution
engendrée par les champs de vecteurs ¢;(z), ..., gm(z) est involutive, alors il existe
un (n — m) fonctions réelles z,(z), ..., z3(z) définies dans un voisinage de 0 telles que
(1.10) s’écrive dans le systéme de coordonnées (z,y) sous la forme

L=

q

b
ol a(z,y) est une matrice non singuliére pour tout (z,y) dans un voisinage de (0, 0).
Le systéme

Yy

z,y)
z,y) + a(z,y)u (1.13)

Il

z =q(z,0) (1.14)
est la zéro dynamique de (1.10).

e Un systéme de forme (1.10) dont la zéro dynamique est aymptotiquement stable
est dit systéme "minimum phase".

o Le systéme (1.10) est dit zéro-state détectable si pour tout z € R",

h(z(t,z,0)) =0 Vt >0 = tlgnoow(t,z,O) =0
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Les systémes passifs forment une classe pour laquelle le probléme de stabilisation
est relativement plus simple et plus intuitif par rapport aux systémes non linéaires
en général. Ces derniéres années, plusieurs chercheurs se sont intéressés au probléme
de stabilisation de tels systémes (voir par exemple [53],[14],[45],[35]).

En particulier, il a été montré par Byrnes et al. [14] qu'un systéme de type (1.10)
peut-étre rendu passif par une commande réguliére si et seulement si le systéme a
un degré relatif 1 et il est minimum phase. De plus, un systéme passif, zéro-state
détectable est globalement asymptotiquement stabilisable par un retour de sortie.

Il ressort des approches de stabilisation rappelées précédemment que la linéa-
risation et la théorie de la passivité supposent que le champ de vecteurs soumis au
contréle du systéme considéré ne s’annule pas en l'origine.

Les systémes de la forme & = f(z) + ug(z) avec f(0) = g(0) n’ont jamais &té
étudiés systématiquement, peu de résultats de stabilisation existent & leur sujet. En
particulier, les systémes bilinéaires

{m’:A:c+uBz

re R ue R (1.15)

forment une classe de systémes pour laquelle la technique de linéarisation et la théorie
de la passivité ne s’appliquent pas:

- le linéarisé de (1.15) au voisinage de Vorigine est £ = Az qui ne fournit aucune
information sur la stabilisation du systéme initial. D’autre part, la linéarisation par
retour d’état et changement de variables ne s’applique pas au systéme (1.15), car
9(0) = 0;

- le degré relatif du systéme bilinéaire entrée-sortie

{ z= Az +uBz (1.16)

y = h(z)
présente une singularité en zéro ((Lp:h)(0) = 0). Le systéme (1.16) ne peut donc étre

stabilisé en utilisant la théorie de la passivité existante dans la littérature.

Pour contourner ce probléme de singularité du degré relatif en 0, nous proposerons
une nouvelle approche qui s’inspire de la théorie de la passivité.

Dans la littérature, 'étude de la stabilisation des systémes bilinéaires (1.15) ne
donne lieu qu’a une bibliographie restreinte. Dans le cas du plan Bacciotti-Boieri [9]



1.2. Stabilisation 21

donnent une caractérisation des systémes (1.15) qui peuvent étre stabilisés par des
commandes réguliéres. En particulier, ils considerent le cas ou (1.15) est stabilisable
par une commande linéaire. Mais les travaux de Chabour-Vivalda [19] montrent qu'’il
existe une large classe de systémes bilinéaires plans qui sont stabilisables par des
commandes non C'. En outre, dans (18], Chabour-Sallet-Vivalda ont donné une ca-
ractérisation compléte de la stabilisation de ces systémes. Il a été montré que lorsque
le systéme (1.15) n’est pas stabilisable par commande réguliére alors il est stabili-
sable, sous certaines conditions, par un feedback analytique sur R?\ {0} et borné au
voisinage de Iorigine. En vertu du résultat de H.J. Sussmann [56], le feedback ainsi
construit est le meilleur possible.

En dimension supérieure, les résultats existants sont souvent limités & des classes
particuliéres ([8] [10] [20] [42] [49] [50]).

v

dans R®. II considére en particulier le cas ot A est une matrice diagonale et B une
matrice antisymétrique. Pour cette classe de systéme, 'auteur donne des conditions
nécessaires et suffisantes de stabilisation a I’ajde d’une commande constante et une
condition suffisante de stabilisation pratique globale par une famille de feedbacks li-
néaires.

Dans [20], S. Chelikovsky étudie une classe de systémes bilinéaires de type (1.15)

La premiere partie de ce travail (chapitre 2) porte sur la généralisation du ré-
sultat [20] & une classe plus large de systémes bilinéaires (1.15) en dimension n > 3.
Plus précisément, on donne, dans un premier temps, une condition suffisante de sta-
bilisation pratique globale par une famille de feedbacks linéaires. Puis, sous la méme
condition, on montre que le systéme (1.15) est globalement asyrmptotiquement stabi-
lisable par une commande analytique sur R"™\ {0} et borné au voisinage de 'origine.
Finalement, pour contourner le probléme de singularité du degré relatif en 0, nous
développons une nouvelle approche s’inspirant de la passivité qui permet de stabiliser
pratiquement le systéme par un retour de sortje.

Ce résultat sera ensuite généralisé a des systémes homogénes et quasi-homogeénes.



22

Chapitre 1. Quelques rappels et généralités



Chapitre' 2
Stabilisation des systémes bilinéaires

Ce chapitre concerne la stabilisation pratique et asymptotique d’une classe de
systémes bilinéaires homogenes '

= Az + uBzx .
{zelR",uEIR (2.1)

ou A et B sont des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.

Nous nous intéressons particuliérement a des systémes de type (2.1) qui ne sont

pas stabilisables par commande réguliére. D’cu I'idée de stabilisation pratique par
une famille de commandes linéaires.

L'objet essentiel de ce travail est d’établir des conditions suffisantes sous les-
quelles le systéme (2.1) est globalement pratiquement stabilisable par une famille de
commandes linéaires et globalement asymptotiquement stabilisable par des lois de
commandes homogeénes, bornées sur R™ et C* sur R \ {0}.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante.

La section 2.1 est donc consacrée au probléme de la stabilisation pratique de (2.1)
au point d’équilibre z = 0. Sous certaines hypothéses, on montre que le systéme (2.1)

est globalement pratiquement stabilisable & I’origine par une famille de commandes
linéaires.

Dans la section 2.2 on montre, en utilisant le résultat de V. Andriano (lemme
1.1}, que le systéme (2.1) est stabilisable par une commande positivement homogéne

de degré zéro construite & partir de la loi de commande linéaire donnée dans la section
précédente.

23
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Dans la derniére section, on introduit la notion de passivité pratique: un sys-
téme est pratiquement passif s’il est passif en dehors d’un certain voisinage de 0,
B(0,r) avec r > 0, suffisamment petit. On étudiera le lien entre la passivité pratique
et la stabilisation pratique du systéme (2.1). Sous certaines conditions, on montre que

si (2.1) est pratiquement passif alors il est pratiquement stabilisable par un retour de
sortie.

2.1 Stabilisation pratique

Dans cette section, on donne des conditions suffisantes sous lesquelles le systéme
(2.1) est globalement pratiquement stabilisable par une famille de feedbacks linéaires.

Définition 2.1 Le systéme (2.1) est globalement pratiquement stabilisable a lorigine
par la famille de commandes linéaires {u(z) = "z, r > 0}, ¢’ = ([, ...,c]) € R, si
les trajectoires du systéme bouclé

t=Az+cz Br (2.2)
rentrent, au bout d’un certain temps fini t = T < +o0o, dans B(0,r), la boule de

centre 0 et de rayon r, et y restent.

Dans ce qui suit, nous utiliserons le lemme suivant établi par S. Celikovsky [20].

Lemme 2.1 [20] Soit une application continue ¢ : R™ — R. Le systéeme (2.1) est
globalement pratiquement stabilisable & l'origine par la famille de feedbacks {¢(kz), k >
0} si et seulement si toutes les trajectoires du systéeme bouclé

t = Az + ¢(z) Bz

rentrent dans un domaine borné et y restent.

Nous allons maintenant énoncer et démontrer notre résultat.

Théoréme 2.1 Supposons qu’il existe b € R™, F € Mx.(R) et P € M,.(R)
une matrice symétrique, définie positive tels que les deux hypothéses suivantes soient
vérifiées:

(H1) BTP+PB=0

(H2) (A+BbF)TP+ P(A+ BbF)<0.
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Alors le systéme (2.1) est globalement pratiquement stabilisable par la famille de feed-
backs linéaires ‘

{uc(z) =4ch, c>0} (2.3)

Preuve.

D’aprés le lemme (2.1), il suffit de montrer que toutes les trajectoires du systéme
bouclé

&= Az+ Fz Bz (2.4)

rentrent dans un domaine borné et y restent. Notons que le terme de droite de I’équa-
tion différentielle (2.4) est analytique, d’oti I’existence et 'unicité des solutions.

Considérons maintenant la fonction réelle positive définie par
V(z) = (z = b)TP(z - b)
La dérivée de V/(z) le long des solutions de (2.4) est donnée par
V(z) = 2T(ATP + PA)z — 2 2TATPb — (Fz)2T BT Pb — (Fz)bT PBz
Le terme F'z étant un scalaire, on peut alors écrire
(Fz)zTBTPb = cTBTPbFz et (Fz)T6"PBz = 2T FTbT PBy
et d’aprés '’hypothése (H1), il vient
V(z) = 2T(ATP + PA)z — 22T ATPb + :TPBbFz + 2T FTbT BT Py
=T (A+ BbF)T P+ P(A+ Bb F))z — 2zTATPb

Par conséquent, d’aprés 'hypothése (H2), V(z) < 0 pour ||z|| assez grand. On en
déduit que pour une constante K > 0, sufisamment grande, toutes les solutions de
(2.4) rentrent dans le domaine borné

D ={z e R*/V(z) < K}

et y restent. le systéme (2.4) est donc globalement pratiquement stabilisable par la
famille de feedbacks linéaires (2.3).

Exemple 2.1 Considérons le systéme bilinéaire dans R?

z = Az + uBz
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avec
-1 o @ 0 1 0
-9 n =2 0 -1 0

ol «,8,v,4 et n sont des nombres réels.

Remarquons que les conditions nécessaires du théoréme 1.5 ne sont pas satisfaites.
L’approximation linéaire & = (A +u(0)B)z a un mode incontrélable instable puisque
Tr(A+ u(0)B) = Tr(A) > 0. Donc, le systéme n’est pas stabilisable par une com-
mande réguliére. Maintenant, en prenant b = (0,0,—-1)T, F = ( a+y 5 d+7 )
et P = I3, on peut facilement voir que les hypothéses (H1) et (H2) du théoréme 2.1
sont satisfaites. Donc, le systéme considéré est globalement pratiquement stabilisable
a lorigine par la famille de feedbacks linéaires {u.(z) = cFz, ¢ > 0}.

2.2 Stabilisation asymptotique

En utilisant le résultat de la section précédente et la propriété de ’homogéniété
du systéme (2.1), on construit une commande homogéne de degré 0 qui stabilise
globalement asymptotiquement (2.1).

Théoréme 2.2 Sous les hypotheéses (H1) et (H2). du théoréme 2.1, le systéme (2.1)
est globalement asymptotiquement stabilisable par la commande homogéne de degré 0

zT(PbF)z + Fz,\/(zTPb)? + (K — bTPb)(«TPz) 0
u(z) = TPz #rE0 )

-0 sinon

ou K est une constante positive, assez grande, vérifiant K > bT Pb.

Preuve.

Notons que, puisque la fonction z — u(z) est homogéne de degré 0, les dérivées
partielles du champ de vecteurs z — X(z) = Az + u(z)Bz sont aussi homogénes de
degré 0. Donc, le champ de vecteurs X est analytique sur R" \ {0} et ses dérivées
sont bornées. On peut alors conclure que X est localement Lipschitzien sur R™. Ce
qui assure ’existence et I'unicité des trajectoires du systéme bouclé (2.1)(2.5).

Considérons dans un premier temps, la commande linéaire

i(z) = Fz (2.6)
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On a vu (théoréme 2.1) que pour une constante A > 0, suffisamment grande, les
solutions du systéme bouclé (2.1)(2.6) rentrent dans un domaine borné D défini par

D={zeR"/V(z) < K}
ou V' est la fonction positive donnée par V(z) = (z — )T P(z — b).

Considérons maintenant, la fonction réelle positive définie sur R™ \ {0} par

zTPb+ /(2T Pb)? + (K - bT Pb)(T Pz)
77(1:)= zT Pz

La fonction n(z) est 'unique solution réelle positive vérifiant
Vin(z) z) = K, Vz#0

Donc,

i) n(z)c€dD, Yz #0 |, i) n(z)=1,VzedD
ol dD est I’ensemble défini par 9D = {z ¢ R"/V(z) = K}. En posant u(z) =
u(n(z) z) pour tout z # 0 et u(0) = 0, on obtient alors le feedback homogeéne (2.5).

Maintenant, soit {Dy} rer; une famille d’ensembles compacts définie par
DA={:c€IR"/V(;)SK}z{/\y/yeD}

Manifestement, { D, } xeR; Vérifie les conditions (i)-(iii) du lemme (1.1). I reste donc
a montrer que pour tout \ € R} et pour tout z € 0D, la trajectoire z(t,z) du
systéme bouclé (2.1)(2.5) rentre dans le domaine borné D, et y reste. Pour cela,
notons par ¢ et ¢, les fonctions réelles définies pour tout z € R™ par

$z)=V(z)—K et ¢y(z)= V(f) - K
Donc, 0D et 9D, s’écrivent
0D ={z € R"/¢(z) =0} et OD, = {z € R"/¢x(z) = 0}

Pour z € 9D, soit y € 4D tel que z = )\ y. Alors les champs de gradiant de ¢, et @
respectivement en z et y vérifient

1

Vér(z) = T V(y) £ 0 | (2.7)

Par conséquent, les espaces tangents de 0D, et de D respectivement en z et y sont
paralléles. De plus, par homogéniété, le champ de vecteurs X vérifie X (z) = AX(y).

>



28 Chapitre 2. Stabilisation des systémes bilinéaires

Maintenant, puisque sur le bord 9D, n =1 et X(z) = Az + Fz Bz, il s’ensuit que le
champ de vecteurs X est rentrant sur &D. Par conséquent, d’aprés la relation (2.7) le
champ défini par le systéme bouclé (2.1)(2.5) est rentrant sur dD,. On en déduit que
pour tout A € R} et pour tout z € 9Dy, la trajectoire z(t, z) du systeme (2.1)(2.5)
rentre dans Dy et y reste. D’ou le théoréme. '

Exemple 2.2: Considérons le systéme suivant
= Az +u Bz

ou A = diag(Ay,...., An), avec Ay >0, \; < 0,1 =2, vy, et

B, : 0 0 1
B=| 0| B (D) e BB,
0 : B._,

Remarquons que si Tr(A) > 0, le systéme n’est pas stabilisable par une commande
réguliére (les conditions nécessaires de Brockett (téoréme 1.5) ne sont pas satisfaites).
Maintenant, posons P = I, b = (0,1,0,...,0) et F = (=2X1,0,...,0). On vérifie que
les hypotheses (H1) et (H2) sont satisfaites. Donc d’aprés le théoréme (2.2), le systéme
considéré est globalement asymptotiquement stabilisable par la commande homogéne
de degré zéro .

2h (=22 + /23 + (K - 1) ||z|?) =,

1]

u(z) =

pourvu que K > 0 soit suffisamment grande.

2.3 Passivité pratique et stabilisation pratique

La théorie de la passivité est largement utilisé dans I’étude de la stabilisation des
systémes non linéaires [53]. Rappelons [14] qu’un systéme passif, zéro-state détectable
est globalement asymptotiquement stabilisable par un retour de sortie. Il serait donc
intéressant d’interpréter notre résultat en utilisant cette approche. Cependant, le
degré relatif des systémes bilinéaires homogeénes présente une singularité en zéro; la
théorie classique de la passivité ne peut donc s’appliquer dans notre cas. Les tentatives
misent en oeuvre pour contourner cette difficulté ont conduit a introduire une nouvelle
approche: la passivité pratique. Un systéme est pratiquement passif s’il est passif
en dehors d’un petit voisinage de zéro. Cette idée présente un intérét de point de
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vue stabilisation pratique. On montre en effet dans Je théoréme 2.3 que si le systeme
(2.1) est Pratiquement pagsif alors il est globalement pratiquement stabilisable par

Soit le systeme non linéaire sujvant

{¢=ﬂam

y = h(z) (28)

ou f:R™x R — R™ et 4 : R” — IR sont des fonctions C*, avec £(0,0) = 0 et
h(0) = 0.

Définition 2.2 On dit que le systéme (2.8) est pratiquement passif sil eziste yne
fonction continye positive V(z) et yne constante r > (), suffisamment petite, telle que

VED) ~VE0) < [u@s)y(s)ds (2.9)

0
pour tout t > 0 et poyr tout u: [0,¢] - R tef que ||lz(s)|| > r, Vs ¢ [0,¢].

De plus si V' st dzﬂe’rentz'able, alors la relation (2.9) s’ezprime

V®) < u(tyy(e) (2.10)

ol & :R™ - R est une fonction C*, h(0) = 0.

Le théoreme suivant met ep évidence la relation entre la passivite pratique et la
stabilisation Pratique globale dy systéme (2.11)

Théoréme 2.3 Supposons que le systeme (2.11) est pratiguement passif avec yne
fonction V., o1 o propre (” lim V(z) = +). Soit Z c R™ Je plus grand ensemble

Z|| =400
positivement invarignt contenu dans H — h=10). $i lq restriction de (2.11) ¢ Z
avec u = ( es¢ globalement pratiquement stable, alors e systéme initigl (2.11) est
globalement Pratiquement stabilisqble par la famille de feedbacks ur(y) = —k ¥y, k>0.
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Preuve Par définition, il existe r > 0 telle que la relation (2.10) soit satisfaite. Soit

= {z € R"/ V(z) = 0} et M le plus grand ensemble positivement invariant inclu
dans E. L’hypothese (2.10) implique que pour u = ~y, la dérivée de V le long des
trajectoires du systéme bouclé

r=Az—y Bz (2.12)
vérifie pour tout ¢t > 0

le()l > r = V(z(t)) < -y(t)2 <0 (2.13)

Maintenant, puisque V est positive et propre, il existe alors une constante ¢ > 0,
suffisamment grande telle que

B(0,r) C Dy ={z € R",V(z) < ¢}

Soit Sy = {z € R",V(z) = ¢} le bord de Dy. 1l est clair, d’apreés la relation (2.13),
que la trajectoire (¢, zo) du systéme (2.12) partant de zo € Dy reste dans Dy U Sy.
Donc, (2.12) est globalement pratiquement stable, d’aprés le lemme 2.1. '

D’autre part, si zo n’appartient pas & Dy, posons z(t) = z(t,2o). Il est clair que
V/(z(t)) est décroissante sur R™\ B(0, r) et minorée (V/(z(t)) > 0), donc tlé-lgloo Viz(t)) =1
existe. Soit maintenant (}(zo) ’ensemble limite de la solution. Sur cet ensemble
V(z(t)) = [ (par continuité de V). Donc, V(z(t)) = 0 sur Q(zo) et puisque Q(zo) est
un ensemble invariant pour le systéme # = Ax,y = 0, il s’ensuit que (z) C M C E.
Enfin, comme M C Z car E C H, et puisque toutes les solutions dans Z rentrent dans
un domaine borné et y restent, on peut alors conclure, d’aprés le lemme 2.1, que le

systéme (2.11) est globalement pratiquement stabilisable par la famille de feedbacks
uk(y) = -k Y, k> 0.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la stabilisation pratique et asymptotique d’une
classe de systémes bilinéaires homogénes. Dans un premier temps, nous avons donné
des conditions suffisantes assurant la stabilisation pratique globale du systéme par
une famille de commandes linéaires. Ensuite, en utilisant le résultat précédent et la
propriété d’homogéniété, nous avons construit une commande homogéne de degré 0
(bornée) qui stabilise globalement asymptotiquement le systéme. Finalement, nous
avons introduit la notion de passivité pratique (systémes passifs en dehors d’un petit
voisinage de |’origine). L’intérét de cette notion réside dans le fait que c’est un moyen
de contourner le probléme de singularité en 0 du degré relatif d’un systéme bilinéaire
homogeéne.



Chapitre 3
Stabilisation des systémes homogénes

Les systémes homogénes forment une classe de systémes généralisant les systémes
linéaires. Un des premiers résultats importants sur la stabilité de ces systémes a été
donné par C. Coleman [23]. En se basant sur cette méthode, des résultats intéressants
de stabilisation homogéne ont été obtenus par de nombreux auteurs ([271,[39],...)

Par ailleurs, on trouve dans la littérature plusieurs résultats concernant la stabili-

sation des systémes homogeénes et quasi-homogenes ([5] [26] (33] [34] [39] [41] [52]
[58]).

L’objet de ce chapitre est de généraliser le résultat de la section 2.2 (chapitre 2) & des
systémes non linéaires homogénes. Le but est de construire, sous certaines hypotheses,
des commandes homogénes, C*™ sauf peut étre en zéro, globalement asymptotique-
ment stabilisantes. La généralisation se fait par étapes.

Le premier paragraphe concerne la classe de systémes homogenes dont le champ
controlé est linéaire

t=f(z)+uBz, z€R* uelR (I

ou f est un champ de vecteurs (rationnel) homogeéne de degré impair positif et B une
matrice carrée d’ordre n a coefficients réels. Sous certaines conditions (analogues a
celles du théoréme 2.2), on montre que le systéme (I) est globalement asymptotique-
ment stabilisable par une commande homogéne explicitement construite.

Dans le deuxiéme paragraphe, on étudie les systémes homogeénes de la forme
= f(z)+ug(z), z€R*, ueR (ID)

ou f et g sont des champs de vecteurs (rationnels) homogenes avec le degré de f impair
positif. On montre, sous une certaine condition, que s’il existe une loi de commande

31
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continue telle que les solutions du systéme bouclé correspondant convergent dans un
domaine borné et étoilé en 0, alors le systéme (II) est globalement asymptotiquement
stabilisable par une commande homogene.

Le dernier paragraphe est consacré a 1’étude de la stabilisation des systémes ho-
mogeénes par rapport a une famille de dilatations (systémes quasi-homogénes). On
considére donc des systémes de type (II) avec f et g sont cette fois des champs de
vecteurs homogenes par rapport a une certaine dilatation. Le but et de généraliser le
résultat du paragraphe précédent au cas d’un systéme quasi-homogeéne.

On commence par rappeler quelques définitions sur I’homogéniété.

Définition 3.1 Une fonction ¢(z) : R — R est homogene (resp. positivement ho-
mogéne) de degré k si pour tout z € R" et pour tout A € R (resp. A € R}) on
a

$(Az) = M* ¢(z)

Un champ de vecteurs est homogene de degré k si toutes ses composantes sont homo-
geénes de méme degré k.

La généralisation de cette définition est la suivante.

Définition 3.2 [38/ FEtant donné un ensemble de coordonnées (z1,...;Tn) sur R™
etr = (ry,..,rn) € N* avecr; > 1, i = L,...,n. Une famille de dilatations est une
application 65 : R} x R™ — R™ définie par

0i(z) = (\zy, ..., Azy)

Une fonction ¢(z) : R™ — R est homogéne de degré k par rapport & la dilatation 6
(6"-homogéne) si

085 = ¢

Un champ de vecteurs X(z) = iX,(x)a% sur R™ est Jr-horﬁogéne de degré k si

1=1

Xi(85(z)) = A* Xi(z), i=1,..n

Le vecteur d’Euler associé a 6" est défini par v(z) = (r1z1,...,7az,)T. Les rayons
6"-homogénes (associés & 67) sont les solutions de Véquation différentielle & = v(z).
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Dans la suite, on dira qu’un systéme de type

&= f(z) + ug(z) (3.1)

est homogene (resp. d"-homogene) si f et g sont homogenes (resp. d"-homogenes).

3.1 Casoile champ controlé est linéajre

Considérons le systéme suivant

z = f(z)+u Bz
{xE]R",uE]R . (32

ou f est un champ de vecteurs (rationnel) homogéne de degrs impair ky, (k; > 1) et
B une matrice carrée d’ordre n 3 coefficients réels.

Sous des hypothéses similaires 4 (H1) et (H2) du chapitre 2, nous allons construire des
commandes homogénes de degré k; — 1 qui stabilisent asymptotiquement le systéme

(3-2). On a alors le résultat suivant analogue du théoreme 2.9 dans le cas ou la dérive
est non linéaire.

Théoréme 3.1 Supposons qu'il eziste be R™, et P € Mxn(R) une matrice syme-
trique, définie positive tels que les deuz propriétés suivantes sotent vérifiées:

(1) BTP 4+ PB = 0
(i) Ker (Bb)'P C {z € R : 27Pf(z) < 0} U {0}.

Alors le systéme (3.2) est globalement asymptotiquement stabilisable par une com.-
mande homogéne de degré 2k,.

Preuve. On montre dans un premier temps qu'il existe une commande continue (z)
telle que les solutions du systéme bouclé 4 = f(z)+1i(z) Bz rentrent dans un domaine
borné et y restent.

Soit & une constante positive. Posons
u(z) = —a ||lz||** (Bb)T Pz ‘ (3.3)
et considérons la fonction positive V définje par

V(z) = (2 + 6T P(z +b)



(3.
Viz) = 2:cTPf(:c )+ 2bTPf(z) ~ 20 |

I est clajr

que poyp //z//
Omogeéne

Pflz) - q I
Maintenant, si z ¢ Ker(Bb)TP \ {03, alors ¥(z) < ¢ d’apres pp,
z ¢ [(er(Bb)TP (ie., (Bb)T p, # 0 pour #0). C
de degré ki + 1, 501 signe egt
étudier so

YPothese (ii). §
Omme ¢ gg¢ ne fonct; nhomogene
Constant sy, tou Tayon issy de Porigine I suff¢ donc
1 signe syr |, SPhére upjtg S < € R» llz)| < ot B ant
COmpacte, donc ] eXiste ‘
- T - - Tp. 12
TG TRy o m =gt 331‘9%)20 [(Bs) Pq]
En choisissant a > A\{,' 1 vient
m
<p(z)SM~a/m<0, z € gn-1
ar Continyjte ¥, on ep dédujt que o(z) 0, Ve # 0, Donc, pour o fixé, j] eXiste
>0 te] que _
el 2y <y,
Par conséquent, Pour ype Constante g Suffisa ment Erande, Jeg ¢, Jjectoires du
Systéme boucle (3.4) Tentrent dapg 1 domajne borné p _ {z e R"/ T)< K } et y
restent,
Soit Mamtenapt |, fonctiop réelle positjye définje gy R™\ {0} par
~zTpp ‘/(zTPb)z + (K - bTPb)(xTP.z-)
7('7") = x
our r fixg #0), n est Punjque solutjop réelle Positive de | équatiop V(n T)= K
qui vérjf
)z ¢ oD
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Posons alors

u(z) =

{ —a |lz]|t (Bb)Tz n(2) si. z#0
(3.5)

0 sinon

La commande (3.5) est homogéne de degré 2k, et coincide avec le feedback (3.3) sur
la surface de niveau {z € R"/V(z) = K}. Donc les systémes bouclés (3.2)(3.5) et
(3.2)(3.3) coincident aussi sur cette surface. Par un raisonnement analogue & celui
de la démonstration du théoréme 2.2, on montre que le systéme bouclé (3.2)(3.5) est
asymptotiquement stable & l'origine.

3.2 Cas ol le champ controlé est non linéaire

Soit le systéme

St e 39)

ou f et g sont des champs de vecteurs (rationnels) homogenes de degrés respectifs k; |
et k,. On suppose de plus que k; est impair (k; > 1) et que ky > k, > 0.

Le but et de montrer que s'il existe une commande continue @(z) telle que les tra-
jectoités du systéme bouclé = f (z) + @(z)g{x) convergent dans un domaine borné

et étoilé en zéro, alors on peut construire une commande homogéne qui stabilise
globalement asymptotiquement le systéme (3.6).

Soient les deux hypotheéses suivantes:

(H1) 1l existe une fonction positive propre V de classe C! telle que pour une
constante K > 0, assez grande, le domaine D = {z € R” /V(z) < K} est étoilé en
zéro (toute demi-droite issue de l'origine ne coupe 8D = {z € R*/V(z) = K} qu'en
un seul point).

(H2) 1l existe une commande continue #(z) : D — R telle que les solutions du
systéme bouclé :

i = f(z) +i(e) 9(z) (3.7)
convergent dans D.
Théoréme 3.2 Supposons que les deuz hypothéses (HI) et (HZ) sont satisfaites.
Alors, il exziste une commande positivement homogéne u(z) : R* — R, de degré
ky — ko, globalement asymptotiquement stabilisante pour le systéme (3.6).
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Preuve. L’hypotheése (H1) implique que pour tout z € R™\ {0}, il existe un unique
n(z) > 0 tel que

n(z)z € D ={z € R*,V(z) = K} et n(z)=1 sur 0D
Posons
1\ ki
(@) (—) i (n(z)z) si z#0

n(z) (3.8)

0 sinon.

Il est clair que u(z) = %(z) sur dD. Montrons que u(z) est positivement homogeéne
de degré k, — k». Soit A > 0. On sait que pour tout z # 0, n(Az) Az € dD. Or, comme
T et Az appartiennent a la méme demi-droite issue de l’origine et qui n’intersecte 0D
qu’en un seul point, on a

nAz) Az =n(z)z

d’ou,

donc,

=4
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Le systéme bouclé

z = f(z) + u(z) ¢(z) (3.9)

est donc homogéne de degré k; et coincide avec le systéme (3.7) sur la surface 9D.
Par conséquent, le champ de vecteurs défini par (3.9) est rentrant sur dD. La fin de
la démonstration est la méme que celle du théoréme 2.1.

Remarque 3.1 Notons que si k; > k,, alors la commande homogéne (3.8) est au
moins continue sur R™. Dans le cas ou ky = ks, le feedback (3.8) n’est certe pas
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continu en zéro, mais puisque le systéme bouclé (3.9) est homogéne de degré ky > 0,
il est donc au moins continu en 0. Par conséquent, le champ défini par (3.9) est
localement Lipschizien.

" Exemple 3.1 Soit le systéme homogéne suivant

Ty = U 1T
(3.10)
£y = —23 —u z}
Posons i(z) = z2. Alors les solutions du systéme bouclé
T = I37,
(3.11)
Iy = —z5 — T}

convergent dans un domaine borné, d’intérieur étoilé en zéro. En effet, soit la fonction
. 1 . o
positive V(z) = §(zf + (z2 4+ 1)%). La dérivée de V le long des trajectoires du systéme
(3.11) s’exprime . -
V(z) = —z; — z5(z2 + 1)z2
on a alors _
|zl >1 = V(z) <0

Par conséquent, pour tout K > 0, suffisamment grand, les trajectoires de (3.11)
rentrent dans le domaine borné D = {z € R?: z? + (22 +1)? < K'}. Soit maintenant
la fonction définie sur R?\ {0} par

qui est 'unique solution positive de I’équation V(g z) = K, = # 0. Donc, d’aprés le
théoréme 3.2, le feedback homogeéne de degré 1

g} (—z2 + 2} + K ||2]?)

ulz) =
\7T/

stabilise globalement asymptotiquement le systéme (3.10).
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3.3 Cas d’une dilatation quelconque

Dans cette partie, nous allons généraliser le résultat du paragraphe précédent (§
3.2) & des systémes de type

{ i z ]{{F’:)u‘f‘eu ﬂg(fc) (3.12)

o f et g sont des champs de vecteurs homogénes par rapport a une certaine dilatation
07 de degrés respectifs k; et k.

Ces derniéres années de tels systémes ont fait I'objet d’importants travaux de
recherche [24] [33] [34] [40] [51]. En particulier, dans [51], L. Rosier a montré que si un
systéme homogéne par rapport & une dilatation quelconque est localement asympto-
tiquement stable alors il I'est globalement, de plus il admet une fonction de Lyapunov
quasi-homogéne.

Rappelons que pour un systéme de coordonnées (zy, ..., z,) € R, et pour des entiers
positifs 7 = (ry,...,m,),7; > 1, une famille de dilatations est une application continue
définie par

0.(z) =(e"zy,.ye™zy) ;. >0
Le vecteur d’Euler associé & ¢ est v(z) = (r1z1,...,mnz,)7. Les solutions de I’équa-
tion différentielle ¢ = v(z) sont les rayons homogenes associés 4 47 (ou rayons 4-
homogeénes).

Remarque 3.2 L’application § : R} xR"™ - R" vérifie les propriétés suivantes
i) 6.(0)=0

1) Gy =0.,08,

m) 5l (o] 53 = IdBn

Définition 3.3 Soit D un domaine de R*, n > 2, tel que 0 € intD. On dit que D est
étoilé en 0 par rapport & la dilatation 87 si tout rayon 8"-homogéne, issu de lorigine
n’intersecte 0D qu’en un point et un seul.

Remarque 3.3 La définition précédente signifie que
i) pour tout x € R™ \ {0}, il eziste un unique n(z) > 0 tel que
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w) YV € 8D ; Vp > 0
5(2) € 0D = 5 = 1

Supposons cette fois que le domaine D définj dans ’hypothese (H1) du paragraphe
3.2 est d’intérieur étoils en 0 par rapport  une dilatation d7. Soient alors les deux
“hypothéses suivantes:

(H1') 1l existe une fonction positive propre V' de classe C! telle que pour une
constante K > 0, assez grande, le domaine D = {zeR*/V(z) < K} est étoilé en
zéro par rapport a la dilatation or.

(H2') 1l existe une commande continue 4(z) : 9D — R telle que les solutions du
systéme bouclé :

z = f(z) + a(z) 9(z) (3.13)
convergent dans D.

On a alors le résultat suivant, analogue du théoréme 3.2 dans le cas oy f et g sont
homogenes par rapport a une dilatation quelconque.

Théoréme 3.3 Supposons que les deuz hypothéses (HI') et (H?) sont satisfaites.
Alors, le systeme (3.12) est globalement asymptotiqguement stabilisable par une com-
mande homogéne par rapport a la dilatation 07 de degré k, — k.

Preuve. Le principe général est similajre au cas précédent, mais la démonstration
doit étre judicieusernent adaptée a ce cas.

D’apres ’hypothese (H2'), le champ de vecteurs défin; par le systéme bouclé (3.13)
est rentrant par rapport 4 la surface 0D ={zeR". Viz) = K,K > 0}.

L’hypotheése (H1") implique que pour tout z € R™\ {0}, il existe un unique 7(z) > 0
tel que
Orc)(Z) €OD et Oy (T) =z si z€ D

Soit alors la commande u(z) définie sur R* par

u(z) = ! (1;(17))’“—’:2’2(55@)(76)) siz#0

l 0 sinon.

—~—~
(V8]
;_-A
e

—’
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On va commencer par montrer que u(z) est 6"-homogéne de degré k; —k2. Remarquons
que pour tout ¢ > 0, les points = et y = §7(z) appartiennent & un méme rayon ¢"-
homogeéne issu de lorigine. Or, d’aprés (H1’), ce rayon ne coupe 8D qu’en un seul
point &7 . (z) = (n(z)" 71, ey n(z)™z,). Donc

5r)(¥) = m(z) , €>0 (3.15)
@) (E ), e n(B(2) (€7 20)) = (1(2) 1y (@) ")
donc
(e"n(di(z)) 'z = n(z)"z; , Vi=1,..,n
d’ou
2(5L(e)) = 2 nla) (o #0) (3.16)

Maintenant, pour tout € > 0 on a

1\
(W) @872y (0(2)))

e \BR .
= (Rx—)) W8 (z))  (d'apres (3.15) et (3.16))

_ grh(aéﬂhf 28 ()

= ghik u(z).

u(6:(2))

On montre maintenant que le feedback (3.14) stabilise globalement asymptotiquement
le systéme (3.12). En effet, considérons la famille d’ensembles compacts (Dx)iers
définie par

= {z € R/V(5h, 0 m) S K} = {8()/y € D}

11 est facile de voir que la famille { Dy} emy vérifie les conditions (i) -(iii) du lemme
(1.1). Il reste donc & montrer que pour tout ) € R et pour tout € 0D, les
solutions du systéme bouclé (3.12)(3.14) convergent da.ns le domaine borné D).

Notons d’une part que par construction u(z) = @(z) sur dD. Donc le champ défini
par le systéme bouclé

¢ = X(z) = f(z) + u(z) g(z) (3.17)
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est rentrant par rapport & la surface 9.
D’autre part, considérons les deux fonctions réelles ¢ et ¢\ définies pour tout z € R™
par

$(z)=V(z) - K et A(z)=V(I)- K

> 8

Les ensembles 8D et 0D, s’écrivent
D = {z € R"/¢(z) = 0} et 0Dy ={z ¢ R*/¢r(z) = 0}

Maintenant, pour z € D, soit Yy € 0D tel que z = 65(y). Alors, les champs de
gradiant de ¢, et ¢ respectivement en z et y vérifient

VéA(z) = 5} 0 Va(y) (3.18)

Le champ de vecteurs X étant homogene de degré k, par rapport & la dilatation 47,
donc il vérifie la relation

X(z) = M (8 0 X(y)) (3.19)
De plus, comme le champ X est rentrant sur 0D, on a alors

(Vé(y)" X(y) <0

Par conséquent, d’apres les relations (3.18) et (3.19)

(830 V6x(2))7(8} 0 X(2)) < 0

donc,
9 ( )' I(z) w0 " gx(2)
r IPAZ ra YOMZT . = MT)
(* 9z, T) . = L 5, %@
/\,- n(.'t)

= (Vour(2)T X(z) <0

Le champ défini par le systéme bouclé (3.17) est donc rentrant sur 0D). Par consé-
quent, pour tout A € R, les trajectoires de (3.17) rentrent dans D, et Yy restent; ce
qui termine la démonstration du théoréme.

Exemple 3.2. Considérons le systéme plan suivant
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X 3 ¢ 3
Ty = -2~ 2u T
. 5! : (3.20)
Lo =Ty +UZTL
I 5 0 9.3 2 3 N
Les champs de vecteurs =7 357 T T2 3z et =25 35 T %1 3, sont homogenes de

z2
degrés respectifs 4 et 1 par rapport a la dilatation 67(z) = (c*z1,€%2)- Posons

i(z) = 223 (3.21)

On montre dans un premier temps que les trajectoires du systeme bouclé (3.20)(3.21)
convergent dans un domaine borneé, d’intérieur étoilé en 0 par rapport 2 la dilatation
§7(z). En effet, soit la fonction positive

V(zg) = (@ + 1"+ z3
La dérivée de V le long des solutions de (3.20)(3.21) est donnée par
V(z) = —2z%(z1 + 1)1 — Az

manifestement, on 2

|zl > 1= V(z) <0

Donc, il existe K > 1 tel que les trajectoires de (3.20)(3.21) rentrent dans le domaine
borné D = {z € R?: V(z) < 4}
Soit maintenant la fonction positive définie sur R™ \ {0} par

(@) 5—z1+ 4zt + 33
2 + 23

Pour z fixé (z #0), 7 est ’unique solution positive de ’équation V(&(z)) =4 Donc

Spay(@) = (n(z)?z1,1(2)22) € 8D, et nlz)=1sur 0D
On obtient alors la commande quasi-homogene de degré 3
u(z) = U2 = 2n(z)’ 23

qui stabilise globalement asymptotiquement le systéme (3.20) d’aprés le théoréme
3.3.
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3.4 Conclusion

néralisé, dans la section 3.3, & des systemes homogenes Par rapport & une dilatatjon
quelconque.
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Placement de poles non linéaire
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Introduction

Le probléme de la stabilisation des systémes linéaires Z = Az + uB a été en-
tiérement résolu par la technique de placement de poles (Théoréme de Kalman). La
caractérisation est complétement algébrique en termes des matrices A et B: si la paire
(A, B) vérifie la condition du rang (rang(B,AB, ..., A""1B] = n) alors il existe une
matrice & coefficients réels F telle que A + BF a un spectre choisi au départ. Le
systéme est alors stabilisable par la loi de commande linéaire u(z) = Fz.

Dans le cas non linéaire, le probléme de la stabilisation est largement ouvert et
fait 'objet de travaux de recherche de nos jours. Les résultats obtenus sont essen-
tiellement locaux et limités & des classes de systémes particuliéres (faible dimension,
systémes a dérive dissipative, structure en cascade, systémes linéarisables, ...), voir
par exemple [36] et [8]. Les résultats significatifs de stabilisation globale sont essen-
tiellement basés sur la construction d’une fonction de Lyapunov appropriée (6], (28],
[37), [55], [57] . 1l n'existe malheureusement pas un moyen explicite pour construire
de telles fonctions. D’autres résultats globaux concernent les systémes homogeénes et
quasi-homogenes (5] [27] [33) [34] [39] [41] [51].

Récemment, en s’inspirant du placement de pole linéaire M. Clavier [22] a in-
troduit une nouvelle approche pour stabiliser globalement des systémes bilinéaires
homogénes plans & = AT + uBz. L’idée consiste & adapter la méthode de placement
de poles a la paire (A, Bz). Plus précisément, en tout point = ot la condition du rang
est satisfaite, il a été construit, par un algorithme analogue 3 celui de Kalman, une
commande non linéaire, homogene qui permet de placer les poles sur un spectre fixé
3 I’avance. D’ott le nom de placement de poles non linéaire (PPNL).

L'objet de cette partie est de généraliser & toute une classe de systémes non
linéaires plans, notamment les systémes homogenes et quasi-homogeénes, Papplication
du PPNL. L’idée est d’appliquer la technique de placement de poles dans un premier
temps a la paire (A,g(z)) puis & la paire (A(z),g(z)). Devant la complexité des
systémes bouclés obtenus par PPNL, nous nous limitons au cas des systémes plans.

L’organisation de cette partie est la suivante:
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48 Introduction

Dans le chapitre 4 on rappelle briévement |a méthode de placement de poles
linéaire (PPL) et on présente un algorithme détai]lé du placement de poles non linéaire
(PPNL). Le point le plus important est de remarquer que le principe du PPN conduit

Le chapitre 5 est consacre a la stabilisation globale des systémes homogenes
et quasi-homogénes plans par PPNL. Dans un premier temps, nous appliquons le
PPNL avec un spectre constant (réel) 4 des systemes 3 dérive homogéne de degré
L. Ensuite, en choisissant un spectre variable (dépendant de la variable d’état ),
Nous construisons des commandes homogenes (resp. quasi-homogénes) stabilisantes
pour les systémes homogenes (resp. quasi-homogeénes). La généralisation se faijt par
étapes: le principe général étant le PPN L, mais le raisonnement doit &tre adapté a
chacun des cas. Ces résultats sont démontrés en utilisant up résultat classique de la
stabilité des systemes homogénes plans [30].

homogeénes plans pour lesquels des résultats plus précis sont obtenuys.

Les résultats de cette partie ont fait objet de deux articles publiés ([1],[2]).



Chapitre 4

Rappels et préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons rappeler en premier lieu le résultat et [a méthode
de placement de poles linéaire. Nous présentons ensuite I'algorithme du placement de
poles non linéaire et nous donnerons quelques remarques sur le controle et le systéme
bouclé que 'on obtient par cette technique.

4.1 Placement de poles linéaire (PPL)

Considérons le systéme linéaire mono-entrée:
¢ = Az +ub zteR* ueR (4.1)
Otl A e Man(R) et b E Mnxl(]R.).

Théoréme 4.1 (théoréme de Kalman) Si la matrice [b, Ab, ..., A""'b] est de rang n,
alors pour tout ensemble de valeurs propres (A1, ..., An) € €", il existe une matrice
ligne & coefficients réels F telle que le spectre de la matrice M = A+bF est (A1, ... An)-
De plus si pour tout i = 1,..,m, la partie réelle de A; est strictement négative alors
le feedback linéaire ui(z) = Fz stabilise le systéme (4.1).

Notons que puisque le systéme est linéaire ainsi que le controle, le systéme bouclé
est donc linéaire et par conséquent la stabilité est globale et exponentielle.

4.1.1 Meéthode du PPL

1. Forme Compagnon de A:

Notons
Pa(X)= X"+ X" '+ tana X tan
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50 Chapitre 4. Rappels et préliminaires

le polynome caractéristique de la matrice A, o; € R, 1 = 1,...,n.
Soit (e;)1<i<n la famille de vecteurs définie par

En—y = Aen_,-H + a; €, , 1= 1,...,n -1
e, =0b .

la famille (e;);<i<n est une base de R™, d’aprés la condition du rang. Notons P =
[e1, -, €n]. Dans la nouvelle base (€;)1<i<n, le systéme (4.1) s’écrit

¢ =P APz +uP b= A'r + ub

ou
0 10 0 0
A = .. 0 5 b =
0 ‘ 0 1 0
—Qp —Qp-1] ... ... —Q1 1

2. Construction du feedback:
Soit
Ps(X)=(X = A)ee(X = X) = X"+ 65 X" 4 46 X + Ba
le polyndéme caractéristique associé au spectre (/\1_,...., An). Soit

FI = [an - ﬂn, vy O — 51]

alors,
0 1 0 0
M =A+bF = .
0 0 1
~Bn —Ba-1 oo ... =B
a pour valeurs propres Ay, ..., A,. Et en posant
F=Fp!

on obtient la matrice

M =PM'P~' = A+bF
qui a les mémes valeurs propres que M'. Le systéme bouclé
t=Mz

est donc asymptotiquement stable si les valeurs propres Ay, ..., A, sont a parties réelles
négatives.
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4.2 Placement de poles non linéajre (PPNL)

Considérons le systéme non linéaire suivant:
T = Az + ug(z) teR" ueR (4.2)

ot A € Myxn(R) et g un champ de vecteurs C® syr V (un voisinage de 0 dans
R"). La méthode dite de placement de péles non linéajre (PPNL) consiste a adapter
la technique précédente au systéme (4.2). Le champ controlé étant dépendant de z,
'idée est de faire en chaque point de V une construction analogue a celle de Kalman,
c’est a dire qu’en tout point ¢ € V, on construit une commande u(z) permettant de
placer les péles sur un spectre choisi & ’avance. Plus précisément, sous I'hypotheése:

(CR) rang(g(z), Ag(z), ey AV g(2)] =, Yz eV

en effectuant les constructions précédentes sur le systéme (4.2), on obtient une matrice
fonctionnelle F(z) de telle sorte que la matrice 4 + 9(z)F(z) ait n’importe quel
spectre fixé au départ. La commande non linéaire u(z) = F(z)z sera alors candidate
a la stabilisation du systéme (4.2).

4.2.1 Algorithme du PPNL

Considérons donc le systeme (4.2) et supposons que I'hypothese (CR) est satisfaite.
Etant donné un ensemble de valeurs propres Ay, ..., A,, le probléme consiste 3 trouver
une matrice ligne F(z) telle que la matrice A + g9(z)F(z) a pour valeurs propres
ALy ., An. Avec les mémes notations qu’au paragraphe 4.1.1, on applique le placement
de poles a la paire (A,9(z)):

1- on calcule le polynéme caractéristique associé a A
PAX)=X"+a X"t 4 . +a 1 X +o,
2- on calcule le polynéme caractéristique associé au spectre S P=(A1y.y An)
Pp(X) = (X = N)...(X - An) = X" + B X! ot Bai X + B,

3- on pose

’

F = [an - /B'n’ vy Q1 — 51]

4- on calcule

{ en—i(z) = Aenip1(z) + o; en(z), i=1,..,n~-1
en(2) = g(z)
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Les vecteurs e;(z), i = 1,...,nsont linéairement indépendant, d’aprés I'hvpothese(CR).
5- En posant
P(z) = [ex(), - €n(@)]
qui est une matrice inversible par construction,

6- on obtient la matrice ligne a coefficients variables

F(z)=F P '(2)

-~J
I

et une commande non linéaire

u(z) = F(z)z (4.3)
Le systéme bouclé s’écrit alors sous la forme suivante

i = Az + F(z)zg(z)
= (A+g(z)F(z))z (4.4)
= M(z)z

Par construction, la matrice M(z) = A+ g(z)F(z) a, pour tout z, le spectre choisi
au départ, (A, ey An)-

Notons que cette construction est aussi valide pour les systémes non linéaires de la
forme 7 = A(z) + ug(z), ou A(z) est une matrice carrée a coefficients variables.

En appliquant |’algorithme précédent a la paire (A(z),g(z)), on obtient une matrice
M(z) dont les valeurs propres sont choisies a 1’avance.

Rappelons que dans [22], I'idée du PPNL a été appliquée avec succés a des systémes
bilinéaires plans
¢t = Az +uBz

Les résultats obtenus sont, a un difféomorphisme pres, similaires a ceux du cas linéaire
avec le méme spectre: le systéme bouclé

i =(A+ BzF(z))z

est un systéme homogéne de degré 1 ayant des propriétés spectrales trés semblables
au cas linéaire.

4.2.2 Quelques remarques

Remarque 4.1 Si on note f(z) = M(z)z et J(z) = (Df), la Jacobienne de f.
Il est important de noter que M(z) est différente de J(z), donc & fortior les deux
matrices non pas le méme spectre (cf. exemple {.1).
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Remarque 4.2 Contrairement au cas linéaire, le choiz d’un spectre constant & partie
réelle négative pour la matrice M(z) n’assure pas a priori la stabilité asymptotique
du systeme bouclé ({.4), et cele méme dans le cas o (4.4) est homogéne de degre 1,
(voir le contre exemple dans [22]).

Remarque 4.3 Le systéeme bouclé (4.4) ne peut pas étre considéré comme un Sys-
téme linéaire non-autonome avec M(z(t)) = M(t), car les coefficients de M(z(¢))
dépendent directement de z(t) et donc des conditions initiales contrairement au cas
non-autonome. De plus il est bien connu que pour un systeme linéaire non-autonome
z(t) = M(t)z(t), la condition Re(speM(t)) < 0, V¢ n'implique pas la stabilité asymp-
totique du systéme.

Remarque 4.4 Dans le cas ou A(0) # 0 et g(0) # 0, le feedback (4.3), stabilise
au moins localement le systéme ({.2). Il s’avére que la partie principale de (4.3) au
voisinage de zéro est égale au feedback linéaire ui(z) obtenu par PPL (avec un méme
spectre) appliqué au linéarisé de (4.2) au voisinage de zéro. '

En effet, supposons que le feedback (4.3) est C' dans un voisinage de I’ origine
(ce qui est assuré par la condition du rang en tout point z € V). Par le développement
de Taylor en z = 0, le linéarisé de (4.3) en 0 est ug(z) = F(0)z. Par suite, il est facile
de voir que par construction, F(0) = F'(0).P~Y(0) = F, ou F est la matrice ligne
constante que l’on obtient par PPL appliqué a ¢ = A(0)z + ug(0). Ainsi,

uo(z) = w(z)
Par conséquent (4.4) a pour linéarisé en zéro le systéme
z = A(0)z + w(z)g(0)

qui est asymptotiquement stable par hypothése si on choisit un spectre a partie réelle
négative. Le systéme (4.4) est donc localement asymptotiquement stable d’apres le
théoréme de 1°"* approximation.

Exemple 4.1 Considérons le systéme suivant :

(1 -1 sin z; [ = 2
() (2w

La condition du rang (CR) est satisfaite en tout point du plan

det[Ag(z), g(z)] = €**? +sin’z,
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Choisissons le spectre —1 + 1. En effectuant les constructions précédentes, on obtient
le feedback non linéaire suivant

4(z,€% — e"2zy — (21 + 22)sin 1)

u(z) =

(4.6)

e?*2 +sin’ 1,
Le développement de Taylor en 0 donne
u(z) = u(0) + (Du(z))oz + ... =0 + 4(zy — z2) + ...
donc le linéarisé en 0 de u(x) est
uo(z) = 4(zy — 2)

En appliquant maintenant le PPL, avec le méme spectre —1 ¢, au linéarisé en 0 du
systéme considéré, on obtient

F = (4,-4)

d’ou
w(z) = Fo = 4z, — 4z,

On a donc bien

w(z) = uo(z)

x1

FIG. 4.1 - Portrait de phase du systéme bouclé (4.5)(4.6)



Chapitre 5

Stabilisation homogéne par PPNL

L’objet de ce chapitre est d’appliquer le PPNL a des systémes homogeénes et quasi-
homogeénes plans. La premiére section est consacrée au PPNL a spectre constant. En
plagant les poles sur des valeurs propres réelles négatives @, 3, on montre dans un
premier temps que le PPNL appliqué & des systémes homogenes a dérive linéaire four-
nit des lois de commandes homogénes stabilisantes. Ensuite, en appliquant le PPNL,
avec un spectre toujours constant, a des systémes homogénes a dérive non linéaire
de degré 1, on obtient aussi des commandes homogénes stabilisantes analytiques sauf
peut étre en zéro.

Dans la deuxiéme section on considére le PPNL avec un spectre variable: les poles
sont placés sur des valeurs propres dépendant de la variable d’état z, A(z) et Ay(z).
On montre que le PPNL appliqué a des systémes homogénes les plus généraux
(resp. quasi-homogénes) permet de construire des commandes homogeénes (resp. quasi-
homogeénes) stabilisantes.

Les résultats de ce chapitre sont démontrés en se basant principalement sur un résultat
connu de la stabilité d'un systéme homogéne plan [30] donné par le théoréme suivant.

Théoréme 5.1 [30] Soit le systéme différentiel suivant défini dans R?:
t=f(z); zeR? : (5.1)

ot f € CY(R*\ {0}) N C°(R?) un champ de vecteurs homogéne degré k > 1.
L’origine est une position d’équilibre asymptotiquement stable pour (5.1) si et seule-
ment si 'une des deur conditions suivantes est satisfaite:

(i) la restriction du systéme & tous ses rayons homogénes invariants (sous espaces
invariants de dimension 1) est asymptotiquement stable.

(it) Le systéme n’admet pas de rayons homogénes invariants et
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56 Chapitre 5. Stabilisation homogéne par PPN

/2” cos 6 f1(cos 8, sin 8) + sin 6 f2(cos 8, sin ) &0 0
o cosffr(cosd,sinf) ~ sin 6 f(cos b, sin 0) <

ot (p,0) sont les coordonnées polaires z, = pcosf, z, = p sinf et fi(zy,z,) =
P** fi(cos 0,sin 8), fizy, z2)) = p**! f5(cos §,sin §)

Le résultat précédent se généralise facilement aux cas des systémes homogénes vis a
vis d’une dilatation non standard 67 (z) = (e"zq,e™x,) en considérant le changement
de variables

Ty =p"cos™ 9, 23 =p" sin™ @
et la norme définie par

2 2 .1
Izlls = (|z1]7 + |22|7 )2

Dans ce qui suit, on appelera rayon issu de z # 0, l'ensemble R} z. Soit $™! Ia
sphére unité de R", alors

m:R"\ {0} = 5!
o2
x ——
Il
est la projection canonique sur $"~!. Pour tout z € IR™, on notera par z1 le vecteur

o 0 1
défini pa.r(_1 O)z.

9.1 PPNL a spectre constant

L’objet de cette partie est d’appliquer le PPNL avec un spectre réel constant (a, 3)
& des systémes homogenes plans. Rappelons que par construction, le systéme bouclé
s’écrit £ = M(z)z ou la matrice M(z) a pour valeurs propres a et 3. Nous allons
montrer que s’il existe un rayon homogéne invariant, alors le choix a < 0 et B < 0 fait
que le champ de vecteurs z — M (z)z est rentrant sur ce rayon. Le systéme bouclé
obtenu est alors globalement asymptotiquement stable d’aprés le théoréme 5.1.

5.1.1 Systémes homogénes & dérive linéaire

Considérons le systéme plan suivant

t=Az+ug(z); zeR? uelR (5.2)
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ot A € Myxz)(R) et g € CHR?\ {0}) N C°(R?) un champ de vecteurs rationnel,
homogeéne de degré k, € IN. Notons

=(58) o= ()

(CR) det[Ag(x),g(x)] #0 , V¥x¢e R?\ {0}

- Sous I'hypothése du rang:

En appliquant l’algorithme du PPNL au systéme (5.2) avec le spectre constant
(a,8) € (R™ x IR7), on obtient la matrice ligne

1

710 = Getagte), ot ) P
Fi(z) = -bla+d - a—-B)g(z)+ (a® + bc — a(a + 3) + aB)g:(z),
Fi(z) = ~(d + be = d(a + B) + aB)r(z) + cla + d — a — B)gs(z)
d’ou

u(z) = F(z)z (5.3)

Le systéme bouclé est donné par

i=(A+g(z)F(z))z = M(z) (5.4)

Remarquons que Fy et F, sont des fonctions homogenes de méme degré k, et que
det[g(x), A g(x)] est homogene de degré 2k,. Donc le contréle (5.3) est homogene de
degré 1 — k. De méme, les coefficients de la matrice M(z) sont homogénes de degré 0.
Le systéme (5.4) est alors homogene de degré 1. Par construction, les valeurs propres
de M(z) sont constantes et égales a (a, 3).

Remarque 5.1 Dans le cas ou k; > 1, le contréle (5.3) n'est certe pas continu en
zéro, mais cela ne pose aucun probléme d’existence et d’unicité des solutions puisque
le systéme bouclé (5.4) est homogéne de degré 1 et donc au moins continu & [’origine.
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Maintenant, nous allons montrer que s'il existe un rayon homogene invariant pour le
systéme bouclé (5.4) alors le choix des valeurs propres de M(z) strictement négatives
fait que le champ de vecteurs ¢ — M (z)z est rentrant sur ce rayon invariant. Donc
d’apres (i) du théoreme 5.1, l'origine est asymptotiquement stable pour (5.4)- Ona
alors le résultat suivant.

Lemme 5.1 Considérons le systeme plan suivant
;=M(z)x; <TE R? (5.5)

ou M(z) est une matrice fonctionnelle a coefficients homogeénes de degré k> 0.
Supposons que M(z) a deuz valeurs propres constantes réelles négatives Q, B. Sile
systeme (5.5) admet at moins un rayon homogene invariant, alors lorigine est un
point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour (5.5)-

Preuve. Soit R**z° un rayon homogeéne invariant pour le systéme (5.5). Donc au
point 20 le champ de vecteurs T — M(z)z est radial par rapport au cercle S, i.e., il
existe p € R tel que:
M(z%)2° =p z°

Le vecteur z° est alors un vecteur propre associé & l'une des valeurs propres de la
matrice M(z?). Donc, p =& (ou B). La restriction de (5.5) au rayon homogeéne R*"z°
¢'écrit alors sous la forme :

T=pcC (5.6)
Comme par hypothese, o et (3 sont des réels strictement négatifs, le systéme (5.6)
est donc globalement asymptotiquement stable a lorigine. Par conséquent, d’apres

(i) du théoréme 5.1 Vorigine est un point d’équilibre asymptotiquement stable pour
le systeme (5.5)-

Nous allons maintenant discuter ’existence de rayons homogénes invariants pour le
systéme bouclé (5.4). On distingue deux cas: le cas ou le degré homogénéité de g est
pair et le cas ot le degré de g est impair.

Théoréme 5.2 Supposons que la condition du rang est réalisée en tout point  de

R\ {0}. Si

(i) le degré homogénéité de g, k, est pair, alors pour tout spectre réel constant
(e, B) € (R™ % R") le systeme bouclé (5.4) est asymptotiquement stable & lorigine.

(ii) le degré ko est impair, alors pour un choiz convenable de (a,B) € (R™ % R7), le
systéme bouclé (5.4) est asymptotiquement stable & lorigine st la condition suivante
est satisfaite:

(a) (g(z),z*) change de signe SuT R2\ {0}



5.1. PPNL a spectre constant 59

Preuve. Sans perte de généralités, supposons que le champ de vecteurs g est poly-
nomial. D’aprés le lemme 5.1, I'étude de la stabilité du systéme bouclé (5.4), revient
5 déterminer ’ensemble des vecteurs pour lesquels le champ défini par (5.4) est ra-
dial par rapport & S*. Cela revient donc a chercher les solutions dans R?\ {0} de
P’équation

sin(:'v,/\m) = sin(M(z)z,z) =0

Or,
. (M(2)z,z%)
sin(M(2)z,z) = 7oy
(M@= = @l
On n’est donc amené & résoudre dans R?\ {0} I’équation
g(z) = (M(z)z,37) =0 (5.7)

Un calcul simple montre que g(x) s'écrit sous la forme suivante

_ _P(x) % Ps(z)
det[g(z), Ag(z)))

q()
Po(z) = (be1 + (d — @)z2)qn(z) + ((a — a)zy — €22)92(T),;
Py(z) = (b1 + (d— B)z)ar(2) + (B - a)ry — cz2)92(T)

Il est clair que Pa(z) et Ps(z) sont des polynémes homogenes en (z1,z2) de méme
degré k, + 1.

(i) Si ks est pair, alors le numérateur de g(x) est un produit de deux polynémes
homogenes de méme degré impair. Donc I’équation (5.7) admet au moins deux solu-
tions réelles distinctes lorsque a # (. Par conséquent, le systéme bouclé 5.4 admet au
moins deux rayons homogénes invariants, il est donc globalement asymptotiquement
stable, d’apres le lemme 5.1.

(ii) Si k; est impair, alors P, et Ps sont homogénes de méme degré pair que ’on peut
écrire sous la forme suivante:

P(z) = ((A—aB)z,9(z)) ; Ps(z) = ((A-B B) 2,9(z))

: b d 0 1
A=(—a —c) ot B‘(—1 0)

On sait que par homogénéité P, et Ps sont de signes constants sur tout rayon issu de
Porigine. Donc il suffit détudier leurs signes le long du cercle St={zeR*: |zl =

avec
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1}. Le probléme revient donc 4 montrer que P,(z) ou Ps(z) s’annule en un certain
point z° de S!. En effet, on a '

V:L'ESI, limm_

=Bz
a—=$—00 —Q
alors,
N
vees, lim 2 < (Be g0)) = (ot g(a)). 655)

Donc, d’aprés I'hypothése (a) du théoréme 5.2 ((z*,9(z)) change de signe) et la
relation (5.8), on en déduit

3y€51,3a1<0tqa<a1=>Pi—(ay)>0

32651,3a2<0tqa<a2=*»Pi—(:)<0.

Posons ap = min(ey, a3). Alors, pour tout o < ao,
Pi(y) >0 et Py(z) <0

Finalement, par continuité de P, sur S!, on a
Va<ay, 3 2z°%€ S tq Pa(z®) =0
Par un raisonnement analogue, on montre que
360<0, V8<Po, 3y°€S" tq Ps(y°) =0

Le systéme (5.4) admet donc au moins deux rayons homogénes invariants pour un
choix convenable de (a,f3), (i.e., @ et 3 négatifs, suffisamment petits). Par consé-
quent, l'origine est un point d’équilibre asymptotiquement stable pour (5.4), d’apres
le lemme 5.1.

Remarque 5.2 Dans le cas ou g, et g, sont des fonctions rationnelles le théoreme
)
%2(z)

lynémes homogeénes avec qi(z) g2(z) # 0¥z # 0. Done, q1 et gz sont de degrés pairs.

L’équation (5.7) s’écrit alors

s’applique. En effet, soient g;(z) = % et ga(z) , ot P et g; sont des po-

Qa(z) X Qp(x)
—b pi(2)q:(2)? + (a — d)p1(2)p2(2) @1 (2) qa(2) + ¢ PE(z) g3 (z)

q(z) =
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ou

Qul(z) = (bz1 + (d = a)z2)p()q@(z) + (@~ a)z) — cz2)p2(2) @1 (),
Qplz) = (bzr +(d— B)z2)pi(z)q() + (8 = a)zy — cr2)p2(2)ai(z)

Iezpression g(z) est bien définie sur R2\ {0} puisque la condition (CR) est satisfaite.
D’aqutre part, comme g1 €t g2 sont homogénes de méme degré ko, il est facile de voir que
les polynémes p1 g2 et pp qi sont homogénes de méme degré. Donc, le numérateur de
q(z) est toujours un produit de deuz polynémes homogénes de méme degré pair (Tesp.

impair) si k2 est pair (resp. impair). Par conséquent, le théoréme 5.2 s’applique.

Remarque 5.3 Il est important de remarquer qué si le spectre de A est compleze, la
condition de rang (CR) est réalisée en tout point de R? \ {0} si et seulement si g(x)
n’admet pas de point fize autre que z€ro.

En effet, A étant a spectre complexe conjugué, donc elle n’admet pas de vecteur
propre réel. Il s’ensuit que det{g(z), Ag(z)] # 0, pourvu que g(z) # 0.

Tl existe donc une classe assez large de systémes de type (5.2) pour laquelle la condition
du rang est satisfaite et qu’on peut donc stabiliser par PPNL.

Remarque 5.4 Si A a une valeur propre réelle négative, alors I’hypothése (a) dans
le théoréme 5.2 est omise. D’ow la proposition suivante.

Proposition 5.1 Supposons que A admet une valeur propre réelle négative et que
g est un champ de vecteurs homogéne de degré impair ks. Si la condition CR est
satisfaite en toul point  # 0, alors le systeme (5.2) est stabilisable par un feedback

homogéne de degré 1 — k.

Preuve. Soient X et p les Jeux valeurs propres de A avec )\ < 0. Soit P la matrice de
changement de base dont les vecteurs colonnes sont les vecteurs propres de A. Dans
la nouvelle base le systéme (5.2) s’écrit

¢ = Dz + ug(z) (5.9)

ou D = diag(\,p) et 9= P-1(goP). Choisissons le spectre (A, ) € R~ x R™ pour
M(z). En appliquant le PPNL au systéme (5.9), oo obtient la matrice ligne

_ _M\Bia(z) (W —mAt B) + AB)d (=)
P = ( G Do dette), DA )
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et 'expression (5.7) devient

= (= Nag(x)22)((4 = B)d1 (2)as + (3 — A)gz(z)z)))
q(z) = - -
det[§(z), Dg(x)]
On a manifestement q(z) = 0 si z, = 0. 'axe des abscisses est donc un rayon homo-
gene invariant et la preuve est compléte d’apres le lemme 5.1

EXemple 5.1 Considérons le systéme suivant

T=Az +ug(z); z¢cR? (5.10)

_ ({1 -1 _ [ =t -2
4 = (1 1 ) ’ g(m) - ( 1T )

Remarquons que le systéme (5.10) n’est pas stabilisable par une commande réguliére,
car son linéarisé en 0 est = Az qui est instable, et donc les conditions nécessaires
de Brockett [13] ne sont pas satisfaites.

ou

Puisque A est a spectre complexe et que g n’admet pas de points singuliers autre que
0, la condition du rang (CR) est donc satisfaite pour tout z # (.

Maintenant, supposons que les péles sont placés sur le spectre (—1, —2). Par PPNL
appliqué a la paire (A, g(z)), on obtient

—5(1‘% — 1T — .’E%) —5((17% + 129 — $g))

o) = (

z} — 2z} + 24 T} — ziz? + 2
o (=4 + 2)(a] )
—Z1 + T2)(2] + 2125 + 22
=F =
u(z) (z)e z} — 2z} + 1}
et le systéme bouclé
z=(A+g(z)F(z))z = M(z)z (5.11)

Un calcul direct montre que

g(z) = (M(z)z, rt) = (23 - 3z3)(—23 + 2z3)

4 2..2 P!
Ty — ZiT; + 15

En considérant le numérateur de q(z) comme un polynéme en T2, on vérifie facilement
Y2 M . Py 1 l 1 L
que 1’équation ¢(z) = 0 a deux solutions réelles: z, = (§)3 Ty, T2 = (=)3 ;. Donc

il existe deux rayons homogénes invariants. Par conséquent, le systéme (5.11) est
globalement asymptotiquement stable 3 Porigine, d’aprés le théoréeme 5.2.
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x1

FIG. 5.1 - Portrait de phase du systéme bouclé (5.11).

5.1.2 Systémes homogénes a dérive non linéaire de degré 1

Dans ce paragraphe nous considérons les systémes plans
i=f(z)+uglz); zeR’ uekR (5.12)

du f et g sont des champs de vecteurs rationnels homogénes de degrés respectifs 1 et

k, > 0 avec f,g € C(R?\ {0}) N C°(R?).

On sait (formule d’Euler) que la fonction f est liée a sa jacobienne (Df), par la

relation f(z) = (Df)s . Le systéme (5.12) peut donc s’écrire sous la forme
t=A(z)z+ug(z); <€ R’ ueR (5.13)

ot A(z) = (Df)s et dont les coefficients sont des fonctions homogenes de degré 0.
Le but de ce paragraphe est donc d’appliquer le PPNL, avec un spectre constant, au

systéme (5.13). Notons
a(z) ofz)
a0 = (50 @)

Sous ’hypothése du rang:

(CR) det[A(x)g(x),g(x)]#0 , Vxe R*\{0}

en appliquant l'algorithme du PPNL a la pair (A(z), g(z)) avec le spectre constant
(e, 8) € (R™ x IR™), on obtient la matrice ligne fonctionnelle

1

Fie) = Zalg@), A@)e(@)]

(Fi(z), Fy(z))
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Fi(z) = —blz)al@)+ d(z) - a— B)a(@) +
(a*(z) + b(z)e(z) —alz)la+ B) — aB)g2(2);
Fyz) = —(&@)+ b(z)c(z) — d@)(a+ )+ aB)gi(z) +
o(z)(alz) +d(@) -~ B)g(z)
d’ott
u(z) = F(z)e (5.14)
et le systeme bouclé
¢ = (Alz) + g0 )z = M(2) 2 ' (5.15)

Comme dans le cas précédent, par construction le controle (5.14) est homogéne de
degré 1 — ko Donc, le systéme bouclé (5.15) est homogéne de degré 1. De plus, on
vérifie que les valeurs propres de M(z) sont constantes et égales & (o, 3)- Les résultats
du paragraphe précédent s’appliquent donc au systéme (5.12)-

Exemple 5.2 Soit le systeme homogéne plan saivant

3

o= ——21?_1___ —_

o o+ z? Tt U (5.16)
J.,"z =T +21‘2—u T

Par la formule d’Euler on obtient

22 +30) (@it z2)? + 22122

| T A
1 2
et on a
B —(z§ - 2327 + 3ziz] + 373 + 2z3z) — 92125 + T3)
gy Ao = BRI T

Le numeérateur de detlg(z), A(z)g(z)] est un polynome homogene défini négatif. En
effet, posons

_ 6P 4.2 4 2343 2.4 _ 5, .6
P(z) = 7y — F1%2 4 3zic) + 7T T 9z2cy — 22123 + T2
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Siz; =0, Plz) =25 >0.Siz, #0, en posant § = :7_2’ P(z) aura le méme signe
1

que le polynéme Q(6) = 1 — 0 + 30% + 6% + 20% — 205 + 6°. Le calcul montre que

m =~ (0.151,0.921) est 'unique point minimum de Q. Donc Q(8) > 0,V0 # 0. La

condition (CR) est donc réalisée en tout point de R?\ {0}.

Choisissons maintenant le spectre réel (=1,~-2). En appliquant le PPNL a la paire

(A(z, g(x)), on obtient le feedback homogene suivant

(2) = 6z + 1627z + 92f2f + 41z$2] — Saizd + 352328 — 132228 + 122,27 — 528
B —(2} — 2322 + 32ted + 22} + 2020f - 22,25 + 25) (27 + 22)

d’ou le systéme bouclé
i = f(z) + u(2)g(e) = M(z)z - a7)
Par un calcul élémentaire, on obtient

4 3 2 _ . 4\(.4 3 2_ 4
Ty + 52722 + 47125 — 23)(2] + T2z, + 6,13 — z3)
2§ — 23z, + 3zizd + aed + 20224 - 22143 + 28

g(z) = (M(z)z,z*) = _(

Considérons le numérateur de g(z) comme un polynéme en z,. Le calcul montre que
I'équation ¢(z) = 0 a quatre solutions réelles: z, ~ —0.194 Ty, Ty ~ 4.285 x,, T, ~
—0.14 z, et 3 ~ 6.187 z,. Le systéme (5.17) est donc globalement asymptotiquement
stable & ’origine, d’aprés le théoréme 5.2.

x2

x1

FIG. 5.2 - Portrait de phase du systéme (5.17).
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5.2 PPNL a spectre variable

Nous avons vu au paragraphe précédent que méme si la matrice A(z) du systéme
(5.13) dépend de z, le PPNL avec un spectre constant, appliqué a (5.13) fournit un
feedback homogene stabilisant. 1l est donc naturel de se demander si le PPNL peut
stabiliser des systémes homogenes plus généraux de type © = f(z) + ug(z). Par la
formule d'Euler, ces systémes peuvent s’écrire sous la forme ¢ = A(z) = + ug(x).

Dans cette partie, nous allons donc appliquer, sous la condition du rang, le PPNL a
la paire (A(z), g(z)). Pour obtenir une commande homogene donc un systéme bouclé
homogeéne, on est amené a choisir un spectre variable, homogéne et defini négatif.
D’ot donc l'idée du PPNL a spectre variable qui est l'objet des paragraphes
suivants.

5.2.1 Systémes homogeénes 5 dérive non linéaire de degré im-
pair
Dans cette section nous considérons les systémes homogénes plans de type

i = f(z)+ug(x); ceRuclR (5.18)

ou f et g sont des champs de vecteurs homogénes de degrés respectifs 2ky +1 et k2
avec ky > 0,k2 > 0. Rappelons (formule d’Euler) que le champ de vecteurs f vérifie la

relation f(x) = ! (Df)z z ou (Df)s est la Jacobienne de f. Le systéme (5.18)

2k +1 )
peut donc s'écrire sous la forme suivante

i = A(z)z + ug(z) (5.19)
\ 1
ou A(z) = 1
degré 2k, . Le but est donc d’appliquer le PPNL a la paire (A(z), 9(2))- Contraire-

ment aux deux cas précédents ou les poles sont placés sur un spectre constant négatif,
ici la construction d’un feedback homogéne et donc d’un systéme bouclé

(Df), et dont les coefficients sont des fonctions homogénes de

x = M(x)x

homogéne de méme degré que f exige que les valeurs propres, A (%) et Az(x) de
M(x) soient des fonctions homogeénes de méme degré que A(z). D’autre part,
nous allons montrer que g'il existe un rayon homogéne invariant, alors le choix de

A(z) et Aa(2) définies négatives assure la stabilité asymptotique du systeme bouclé
r = M(x)z.
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Notons

_ [ alz) ©a)
a0 = (36 o)
© Qoient donc Ai(z) et Ao(z) deux fonctions homogeénes de méme degré 2k; et

définies négatives. Sous la condition du rang (CR), en appliquant le PPNL au
systéme (5.19) avec le spectre (M(z), Ao(z)) , on obtient la matrice ligne

1
r) = — T 1 T), L2 z
Fi=) = oy A (=)

Fyz) = —bz)(a(@)+ d(z) = M(z) = Xa(2)9 () +
(a*(z) + b(z)el2) — a(z)(M(z) + 2(2)) — M (2)A2)g2(2),
Fyz) = —(d@)+ b(z)e(z) — d(@)(M(2) + Ma(2)) + M@ (2))g1(@) +
o(z)(a(z) + d(2) = X(2) = Ma())g2(2)
d’ou
u(z) = F(z)2 (5.20)
on a alors le systéme bouclé
i = (Alz) + g(z)F(z))z = M(z)z (5.21)

11 est facile de voir que les coefficients de F (x) sont des fonctions homogenes de méme
degré 2k1 — k2, donc le controle (5.20) est homogene de degré 9k, + 1 — k. Le systéme
bouclé (5.21) est donc bien homogene de degré 2k; + 1. De plus, par construction,
les valeurs propres de M(z) sont A (z) et Xo(z). Par conséquent, s'il existe un rayon
homogene invariant pour (5.21), alors la restriction du systéme a ce rayon est de la
forme

&= M(z) T3 i=1,2

Ce systéme scalaire est asymptotiquement stable, puisque les Xi(z) sont des fonctions
définies négatives. On obtient alors le résultat suivant, analogue du théoreme 5.2 dans
le cas ou le champ f est homogéne de degré impair positif quelconque.

Théoréme 5.3 Supposons que la condition du rang est réalisée en tout point T de
R?\ {0}. S¢
(i) le degré homogénéité de g, ky est pair, alors pour tout spectre homogeéne, défint

négatif (/\1(:1:),/\2(1;)), le systéme bouclé (5.21) est asymptotiquement stable en l'or-
gine;
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(i1) le degré ks est impair, si la condition suivante est satisfaite

(a) (g(z),z*) change de signe sur R*\ {0},
alors pour un choiz convenable de Mi(z), Xa(z) homogénes, définies négatives, le sys-
teme (5.21) est asymptotiquement stable en origine.

Preuve. Le schéma de la démonstration est essentiellement le méme que celul du
théoréme 5.2 & savoir:

Pour montrer l’existence d’un rayon invariant, on étudie
q(z) = (M(2)z,25) (5.22)
Le calcul montre que q(z) s’écrit sous la forme suivante

z) = Pl(a:) X PQ(I)
4(®) = Zoilg(=), A@)g(@)D

Py(z) = (b(z)z1 + (d(z) - M (2))e2)gi () + ((@) — @)z = c(2)z2)92(%);

Py(z) = (b(z)z1 + (d(z) — da(2))z2)g1(2) + (Ma(2) — a(2))2r = o(z)z2)92(%)
Les polynomes Py et P, sont cette fois homogeénes de méme degré 2ki + k2 + 1. On
distingue donc deux cas suivant la parité de ka.

(1) Si ky est pair, alors le numeérateur de g(z) est un produit de deux polynémes ho-
mogeénes de méme degré impair. On conclut alors de la méme fagon qu’au paragraphe
5.1.

(i) Si ky est impair. Le choix M\(z) = allz]|? et Aofz) = Bl|z||?*, avec (o, B) €
(R~ xR7), permet d’adapter le raisonnement de la démonstration du théoreme 5.2.
En effet, posons

~ _ b(z) d(z) _ 0 1
Alz) = (—a(z) —c(z)) , B = (—1 0)'
Le polynéme Pi(z) s'exprime alors sous la forme

Py(z) = ((A(z) - B =)\ 2, 9(z))

On a alors, pour tout T € St

(A -aBlelz_p,

R
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d’ou I'existence d’un point z° € S! tel que Py(z°) = 0 et la preuve est complete
d’apreés le lemme 5.1.

Exemple 5.3 Soit le systéme suivant

& =} +u (a2} + z})

2 2\ 2
. Ty — T5)T
x2=xf—x§+u(—‘—2)—2
I

zt + 7
2 0
0= %)

La condition (CR) est vérifiée en tout point de R?\ {0}, puisque
det[g(z), A(z)g(z)] = (1 + 23)(z} + 23) < 0,¥z # 0.

2 2
_ntn

Choisissons les valeurs propres: A (z) = —(z2+z2), \2(z) = 5

le PPNL au systéme (5.23), on obtient

. En appliquant

Flz) = ( 528 + 52523 + 8zizs + 52325 + 2§ 2}~z + 22)(z1 + 1)
- R L e | N TP

d’ou,

7
z1(528 + z{z2 + 528xd + 2323 + 8zixd — z3xd + 52228 — z17] + oB)
2 1 72)\2(74 + 28
2zt + 23)* (1 + 22)

u(z) = —

et on a le systéme bouclé,
t=(A+g(z)F(z))z = M(z)z (5.24)
Un calcul simple montre que
q(z) = (M(z)z,zt) =

zi(zy + x2) (2} + 22323 + 25) (2] + 282, + 2322 + zizd + 4ad2) — 2225 + 2,28 - 2T)
—2(2? + 23)%(z1 + 23)

L’équation g(z) = 0 admet deux solutions réelles évidentes: (0,z2) et (z,, —z;). Le
systéme (5.24) est donc globalement asymptotiquement stable a l'origine, d’aprés le
théoréme 5.3
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P

FiG. 5.3 ~ Portrait de phase du systéme bouclé (5.24).

Remarquons que pour le systéme (5.23), il est difficile de trouver une fonction de
Lyapunov homogene V tel que

(gradV(z),g(z)) = 0,z # 0 = (gradV(z), f(z)) <0

Le théoréme 13.7 dans [8] est donc difficile & appliquer dans ce cas.

5.2.2 Systémes quasi-homogénes

Au paragraphe 5.2.1, nous avons montré que pour les systémes homogénes le
PPNL fournissait des commandes homogénes stabilisantes si on considérait un spectre
(défini) négatif convenablement choisi. Dans ce paragraphe, nous allons généraliser ce
résultat & des systémes homogénes par rapport & une dilatation non standard. N otons
que si un systéme homogéne par rapport 4 une dilatation non standard est localement
asymptotiquement stable alors il I’est globalement [51] et exponentiellement (39].

5.2.2.1 Préliminaires

Soit r = (ry,72) ol les r; sont des entiers naturels tels que r; > 1,i = 1,2. Posons
&7 : R? -+ R?, la dilatation définie par d:(z) = (¢™zy,€™1,) , € > 0. Rappelons que

le vecteur d’Euler associé & &) est défini par v(z) = (r1z1,7222)T. Pour tout z € R?,
on note |{z||s la norme définie par ||z||5; = O = 3)% et S5 désigne la sphére unité

d-homogene, S5 = {z € R?, ||z||s; = 1}.
Les solutions de I’équation différentielle # = v(z) sont les rayons §-homogeénes définis
par 'ensemble {47(z°), ¢ > 0, z° € S}} (cf. [39]).

ol
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Une fonction V(z),§-homogéne de degré k, (V (87 (z)) = c*V(z)) vérifie
Ve #0, (VV(z),v(z)) =k V(z) (5.25)

Considérons donc le systéme suivant

t=f(z)+ug(z), zeR* ueR (5.26)
avec f et g des champs de vecteurs dans R?, §-homogénes de degrés respectifs &, et
ks avec ky > 0. D’apres la relation (5.25), on a

1

f,(:v) = ki +r;

Vfi(z) v(z)

fi étant la :°™® composante de f. Le systéme (5.26) peut donc s’écrire sous la forme
suivante

x = A(x) v(x) + ug(x) (5.27)

Vfii(z) Vfaz)
ki+r ' kit

T
) , 1.e., les coeflicients de A(z) sont donnés par

on A(z) = (

Lok
ky +r; Oz,

(z)

aij(z) =

Les coefficients a;;(z) sont des fonctions é-homogeénes de degré k; +r; —r;.

En effet, le champ f étant §-homogéne de degré ki, i.e., fi(67(x)) = e+ fi(z),1 =
1,2, donc d’apreés la relation (5.25), on a

_ 1 ('3f,(:c) . .
o ] 3z vi(z); VYe>0

fi(z)

On en déduit,

(@) s _ o OREE)
e ui(Bi(a) = € =S v (a)

= i 22) )

d’ou,

OF((2)) _ kytrier, O1i(2)
B:c,- 6:1:,-
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5.2.2.2 Construction du feedback

Comme dans les cas précédents, nous allons appliquer le PPNL ay systéme (5.27).
En tout point de z € R? \ {0} ou la condition du rang est réalisée, on construit une
matrice fonctionnelle F(z) telle que la matrice bouclée M(z) = A(z) + g(z) F(z) ait
un spectre (Ay(z), A(z)) d-homogene, fixé au départ. La forme du systéme (5.27)
suggere qu’un choix naturel du contréle candidat 3 la stabilisation de ce systéme est
le feedback d-homogene u(x) = F(x)v(x).

Soient donc deux valeurs propres, A;(z) et Ay(z) d-homogenes de méme degré k,. Sous

la condition du rang (CR), en appliquant le PPN au systéme (5.27), on obtient

1
)= Ty Aty e Fi)

ou

Fy = —as(ay + agy — AL —A)gy — (Gfl + a1282 — a; (A + Az) — A1)2)g2
F, = —(a§2 + a12a91 — axn(A + A2) + A1dr)gr — arz(ay + agg — AL — A2)ga

et en posant

u(x) = F(x) v(x) (5.28)

on obtient alors le systéme bouclé

& = A2)u(z) + u(z)g(z)
= (A(2) + 9(2)F (z)) v(z) (5.20)
= M(z)v(z)

ou M(z) = A(zx) + 9(z)F(z) a par construction les valeurs propres ), (z) et Ao().

Remarque 5.5 Pqar construction le feedback (5.28) est homogene de degré k) — k,
par rapport & la dilatation d; et analytique sur R? \ {0}. Done, le systéme bouclé
(5.29) est d-homogene de degré k.

On a en effet,
u(z) = Fi(z)ni(z) + Fi(z)in(z)
det[g(z), A(z)g(z)]

avec

detlg(z), A()9(2)] = ~an(2)g1(=)? + (ans() 922(2))91(2)ga(z) + a12(2)g2(z)

Il est clair que det[g(z), A(z)g(z)) est une fonction d-homogene de degré k, + 2k; +
"1+ T2, puisque les a;i(z) (4,5 = 1, 2) sont 6-homogeénes de degré k; +r; — r;. D’autre
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part, il est facile de voir que chaque composante F; est upe fonction d-homogene de
degré 2k) + ky +7;, 4 J, donc Fi(z)v;(z) est d-homogene de degre 2ki+ ko 1+,
Par conséquent, u(z) est homogeéne de degré &, — ks

Nous allons maintenant montrer que si le systéme bouclé (5.29) admet (au moins) un
rayon d-homogene invariant et sj les deux valeurs propres de M(z) sont choisies défi-
nies négatives, alors Porigine est un point d’équilibre globalement asymptotiquement
stable pour le systeme (5.29). On a donc le lemme suivant.

Lemme 5.2 Considérons le systéme plan suivant
z=M(z)v(z); zeR? (5.30)

ou M(z) est une matrice fonctionnelle 4 coefficients homogenes par rapport @ une
dilatation 87 de degré k ¢ N, et v(z) est le vecteur d’Euler assocté a 8. Supposons
que les valeurs propres, Ai(z) et Ay(z) de M(z) sont des fonctions d-homogénes et
définies négatives. Si le systéme (5.30) admet au moins un rayon d-homogéne in-

variant (solution de z = v(z)), alors lorigine est un point d’équilibre globalement
asymptotiquement stable pour (5.30).

Elément de preuve. La restriction de (5.30) au rayon d-homogeéne invariant issu de
z est de la forme

T = di(z)v(z) (5.31)
Puisque par hypothése Ai(z) <0,Vz £ 0etr; >0 (i=1,2), le systéme & une dimension
(5.31) est globalement asymptotiquement stable. L’origine est donc un point d’équi-
libre globalement asymptotiquement stable pour (5.30) d’apres le théoréme (5.1).

Le théoréme suivant permet de déterminer I'existence de rayons J-homogénes inva-
riants pour le systéme bouclé (5.29).

Théoréme 5.4 Supposons que la condition du rang est réalisée en tout point z de
R?\ {0}. Posons n = ky+ ks +ry 41, Si

(i) n est impair, alors pour tout ensemble de valeurs propres A (z), Az(z), 6-homogenes
de méme degreé k, et définies négatives, le systéme bouclé (5.29) est asymptotiquement
stable & Uorigine.

(%) n est pair et si la condition sutvante est satisfaite
(6)  (g(z),v(2)*) change de signe sur R? \ {0},

alors pour un choiz convenable de A(z), Ao(z), 6-homogenes de méme degré k, et
définies négatives, le systéme (5.29) est asymptotiquement stable g lorigine.
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Preuve. Le principe général est encore le méme que celui du théoréme 5.2, mais la
démonstration doit étre adaptée:

Le PPNL conduit dans tous les cas & un systéme bouclé homogéne de méme degré
que la dérive f. Or, dans le cas de la dilatation standard (r; = 1, i = 1,2), seul un
champ de degré impair peut étre asymptotiquement stable, d’oti I’hypothése degré de
f impair. Ici, on ne fait pas d’hypothése sur le degré de -homogénéité de f puisqu’il
n’y a pas de lien simple entre la stabilité et le degré d’homogénéité dans le cas d’une
dilatation non standard.

Maintenant, par construction le systéme bouclé est de la forme
&= M(z)v(z)

La recherche de rayons é-homogénes invariants revient donc & montrer I’ ex1stence de
solutions réelles de 1’équation

{ q(z) = (M(z)v(z),v(z)*) =0

i (5.32)

Il s’agit de déterminer ’ensemble des points du cercle §-homogéne S} sur lesquels le
champ bouclé (5.29) est radial par rapport a S}.
Par un calcul simple on obtient

o2) = P10 X Pa2)

det[g(z), A(z)g(z)])

ou,
Pl(w) = (0217‘11‘1 + (022 - /\1)7‘2232)91 + ((/\1 - 011)7‘1551 - 41127'232)92,
Py(z) = (aaimizy + (@22 — A2)raz2)gn + (M — an)mizy — @121222) 92

On vérifie facilement que P, (z) et P;(z) sont des polynémes §-homogenes en (z,, ;)
de méme degré n = ky + k2 + 11 + 2.

On distingue deux cas selon la parité de n.

(1) Si n est impair. L’existence d’un rayon invariant n’est pas immeédiate (contraire-
ment au cas précédent) et nécessite un bref raisonnement. Effectuons le changement
r

2
de variables z; = 0z;', 6 € R. Alors,
2
Pl(.’I?) = PI(II,Ig) = P ($1,0$I1)
oo

= B(ef,027)
= Pi(1,6) a:{‘ (car Py est 6 — homogéne de degré n).
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ou Pi(1,8) est un polynéme en 6 de degré impair n. Donc P(1,6) s’annule dans R,

Le., il existe §p € R, P;(1,8,) = 0. Par conséquent, en posant v(z) = (z, Oozl;%)T, le
rayon ¢-homogéne passant par le point {v(z),z € S}} est invariant pour le systéme
bouclé (5.29). L’origine est donc un point d’équilibre asymptotiquement stable pour
(5.29), d’aprés le lemme 5.2,.

(ii) Si n est pair. On choisit cette fois M(z) = o ||zfft et A(z) = 3 l|lz||%, avec
a <0, 8 <0. Les polynémes P, et P, peuvent alors s’écrire sous la, forme suivante:

H@0=«ﬂﬂ—aBMMUWﬂJ@»,5@%=%ﬂﬂ—ﬁBHﬂ?W@%ﬂﬂ)

—an(z) —ap(z) -1 0

Comme P, et P, sont §-homogenes, ils sont donc de signes constants sur tout rayon
d-homogene issu de origine. Il suffit alors d’étudier leurs signes sur l’ensemble S}.
Donc le probléme revient & montrer I’existence d’un point £° € Si tel que P;(z°) =0
ou P;(z°) = 0. Ce qui équivaut a affirmer que le champ = — M(z)v(z) est radial par
rapport & Sj en z° et donc colinéaire & (z). On a en effet,

Py(z)

Vr e S;, aEIElw Tx”gk}'= (V(il?)J',g(z))

La fin de la démonstration est la méme que celle du théoréme 5.2.

Exemple 5.5 Considérons le systéme plan suivant

3
&1 =23 +u (~z] + ziz}) (5.33)
Ty =23+ u (22 + 28)

Remarquons que le systéme (5.33) n’est pas stabilisable par une commande réguliére,
car les conditions nécessaires du théoréeme de Brockett [13] ne sont pas satisfaites (le
linéarisé de (5.33) en 0 est: &, = 0; 2, = z, qui est instable).

Soit maintenant la dilatation 67(z) = (e3z;,¢ez;). Le champ incontrélé de (5.33) est
6-homogeéne de degré 0 et le champ controlé est d-homogene de degré 5. En utilisant
les constructions précédentes, on obtient la matrice suivante.

w0=(5 1)
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t de R?\ {0}. En effet,

La condition (CR) est vérifiée en tout poin

detlg(z), A()g2)) = (21 + )z} +23) > 0¥z £ 0.

é k = 0 et pour la simplicité des calculs, on peut

Puisque le champ f est de degr
1
~let Ay = —3 Le PPNL

choisir un spectre constant pour M(z). Prenons A =

appliqué au systeme (5.33) donne

8
1 —6z? + zizk — 3

F(il?) = (_ T , 1 1 z 2 )

2(z3 +2§) 2et+ed)(er + z8)

d’ou,
8

3 3 2.3 6 9

323 + 6z{ 22 — TiT2 + 32,75 + 513)

u(z) = F(2) v(z) =-— 5
2(a} + a})(at +23)

on a alors le systeme boucleé,

3 = (A+ g(2)F(2)v(a) — M(z)(z) (5.34)

Le calcul montre que
g(z) = (M(z)v(2),v(2)") =

8
+ 32,28 + 23)(32] +3ziT2 ~ 7323 + 32425 + 2z3)

)
2(a? + 23)(i +2%)

s
(23 + 223 T2 — ziz}

e g(z) comme un polynome en Iz, oo verifie alors
(z) = 0 admet deux solutions réelles: T2 = —1.4895 :c{/ 3 et 7y
on 5-homogéne est ’ensemble {&:(2%), € >0, €
génes invariants sont

En considérant le numeérateur d

que l’équation ¢
—1.1922 :ci/ 3 Par définition un ray
Si}. Le calcul montre que les deux rayons §-homo

{(0.437 €*,-0.651 £), € > 0} et {(0.506 €°,
5.34) est globalement asymptotiquement

—0.604 ¢), € > 0}

D’apreés le théoréme 5.4, le systéme ( stable
a lorigine (cf. Fig 5.4).
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FIG. 5.4 — Portrait de phase du systéme bouclé (5.34).

5.3 Stabilisation locale par approximation homogéne

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons & la stabilisation locale d’une classe

de systémes non linéaires. Notre résultat utilise le théoréme suivant d& a Massera
[46].

Théoréme 5.5 [/6] Considérons le systeme différentiel suivant:
= f(e); F(0)=0 (5.35)

ot f est un champ de vecteurs C* sur R™. Soit f(z) = fr(z) + fepr(z)+ ..., k> 1,
le développement de Taylor de f(z) au voisinage de zéro, ot pour tout i = k,k + 1,
-y fi(z) est un polynéme homogeéne de degré 1. Si I’origine est un point d’équilibre
asymptotiquement stable pour

& = fi(z)

alors il est (localement) asymptotiquement stable pour le systéme (5.35).
Soit donc un systéme non linéaire défini sur un voisinage de ’origine U par
= fi(z) + u gi1(z) | - (5.36)

ou f1 et g sont des champs de vecteurs suffisamment réguliers (C*) tels que D' f,(0) =
(Difl)o =0 , A0 € {0,1,...,2k1},k1 Z 0 et Dng(O) = (Dig1)o =0 , V] €
{0,1,...,k; — 1},k; > 1. En utilisant le développement de Taylor au voisinage de
zéro de fi(z) et de g1(z), on obtient

fiz) = (D4 fi)o 2% + fo(z) et gi(z) = (DF2g1)o 2 + go()
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ou

1f2(2)l] < My 2|41 et ||gy(a)]| < My ||z))*
(M) >0, M, > 0), pour tout z dans un voisinage U’ C U de lorigine.

Maintenant, on va associer au systeme (5.36) I’approximation homogeéne
= f(z) 4+ u g(z) (5.37)

ol f(z) = (D¥i+1 f,)g g2k1+1 ot 9(z) = (D*g)o 2*. On a donc le théoréme suivant.

Théoréme 5.6 Si Iapprozimation homogéne (5.37) est stabilisable par une com-
mande positivement homogéne de degré 2ky — ky + 1, alors le systéme initial (5.36)
est localement stabilisable par la méme commande. )

Preuve. Soit u = u(z) un feedback positivement homogene de degré 2k, — ks + 1,
stabilisant pour le syteme homogéne (5.37). Posons

F(z) = f(z) + u(z)g(z) et G(z) = falz) + u(z)gs(c).

b

Puisque u est C! sur U’ — {0}, F et G sont donc localement lipschitziens. De plus
on a )

[u(z)] < My ||z||Por—Fetl vp e,

Donc, F est une fonction positivement homogeéne de degré 2k, + 1 et G vérifie
IG(@)Il < M ||z|**  vzeU

ou M = M; + MyM,. Par conséquent, d’aprés le théoreme 5.5 la solution z = 0 du
systéme différentiel

T = F(z)+ G(z) (5.38)
est asymptotiquement stable. Le systéme (5.36) est donc localement asymptotique-

ment stabilisable.

Remarque 5.6 Le théoréme 5.5 4 été généralisé par H. Hermes dans [33] au cas
d’une dilatation non standard. Notre dernier résultat peut donc également étre géné-
ralisé au cas d’une approzimation quasi-homogéne.
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré que la technique de placement de péles non
linéaire permet de construire explicitement des lois de commandes homogénes stabi-
lisantes (analytiques sauf peut étre en 0) pour une classe de systémes homogenes et
quasi-homogeénes plans. Bien que ces résultats soient limités par la faible dimension
et la condition du rang (CR) qui est assez restrictive, il apparait que notre méthode
compléte en quelque sorte les résultats existants dans la littérature puisqu’elle permet
de stabiliser des systémes qui ne sont pas facilement stabilisables par les techniques
classiques qui sont essentiellement basées sur la construction d’une fonction de Lya-
punov.
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Chapitre 6

Application du PPNL aux systémes
non homogénes
(exploration numérique)

Dans ce chapitre, on se propose d’appliquer le PPNL & des systémes non homo-
génes plans de type

t= Az +ug(z), g(0)#0 (6.1)
olt A € M3x2)(IR) et g un champ de vecteurs C*.

Ces systémes ont été largement étudiés ces derniéres années (cf. [38] [26] [12]). En
particulier, Kawski [38] a montré que tout systéme plan localement contrélable en un
temps petit est localement asymptotiquement stabilisable par une commande conti-
nue au sens de Holder. Dayawansa et al. [26] ont donné une condition nécessaire et
suffisante de stabilisation locale des systémes (6.1) par une commande continue. Leur
résultat utilise la théorie de Poincaré-Bendixson et une partition de ’unité.

Ici, 'approche est différente. Le but est d’essayer de prévoir qualitativement le com-
portement global des solutions du systéme bouclé obtenu par PPNL appliqué a (6.1).

Ce chapitre est divisé en deux parties.

La premiére partie est une exploration numérique consacrée & la comparaison des deux
méthodes de stabilisation PPNL et PPL. Plus précisément, nous allons faire une étude
graphique des comportements des solutions des systémes bouclés z = Az + u(z)g(z)
et £ = Az + w(z)g(z), o u(z) et ui(z) sont respectivement les feedbacks obtenus
par PPNL appliqué a (6.1) et par PPL appliqué au linéarisé en 0 de (6.1) avec un
méme spectre. Du fait de la complexité des calculs en jeux et comme il n’existe
pas de méthode systématique pour déterminer les domaines d’attractions (régions de
stabilité asymptotique) pour un systéme non linéaire, on se propose de mener une

81
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exploration numérique en limitant ’étude au cas d’un spectre complexe conjugué
ati.

Cette étude conduit & de nombreuses observations concernant les divers plans de
phases obtenus et montre une trés bonne efficacité du PPNL par rapport au PPL de
point de vue stabilisation.

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, on s’intéresse 4 la stabilisation par PPNL du
cas particulier des systémes bilinéaires non homogénes plans:

r=Ar+u(Bz +b) (6.2)

Nous avons vu au chapitre 2- partie 1 que sous certaines conditions, la partie homo-
géne £ = Az + uBz est stabilisable par une commande homogéne (nous la notons
U (z)). D’autre part, on sait que la partie linéaire = Az + ub est stabilisable, sous
la condition du rang, par une commande linéaire u;(z). Peut-on raccorder les deux
commandes u; et u,, de maniére & ce que le feedback obtenu stabilise (6.2)? Le PPNL
permet de répondre & cette question. On verra en effet que le PPNL appliqué a (6.2)
donne une commande non linéaire dont I’approximation au voisinage de ’oo repré-
sente le feedback homogéne obtenu par PPNL appliqué a la partie homogéne de (6.2)
et dont I’approximation au voisinage de 0 est égale au feedback linéaire obtenu par
PPL appliqué au linéarisé en 0 de (6.2). Ensuite, nous donnerons une démonstration
(semi-numeérique) de la stabilisation globale du systéme (6.2).

Nous allons d’abord rappeler quelques définitions et un résultat classique de stabilité
que nous utiliserons dans cette partie.

6.1 Préliminaires
Soit le systéme non linéaire autonome suivant:

¢ = f(z) (6.3)

ouz € R", f: R® = R" assez réguliére avec f(0) = 0. Notons par z(, 7o) la solution
de (6.3) de condition initiale zo = z(0).

On appelle domaine d’attraction (ou région de stabilité asymptotique) de I’origine
Pensemble défini par D = {zo : tli)mz(t, ro) = 0}
lo o]

Un cycle limite est une trajectoire fermée isolée (les trajectoires voisines ne sont
pas fermées). Si toutes les trajectoires voisines s’approchent du cycle limite, alors
le cycle est dit stable ou attractif, sinon, il est dit instable ou dans certains cas
semi-stable.
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Rappelons [29] que dans le plan, si un domaine d’attraction D est borné alors sa
frontiére est soit un cycle limite soit une courbe fermée constituée de points critiques
et de séparatrices.

L’estimation des domaines d’attractions des systémes non linéaires est un probléme
important pour la théorie du controle et ses applications. En effet, un résultat de
stabilisation locale (tels ceux obtenus par linéarisation) sans estimation du domaine
d’attraction est de peu d’intérét pratique. Dans la littérature, il existe plusieurs mé-
thodes numériques pour approximer les bassins d’attractions (voir par exemple [29],
[25], [21]). En particulier, dans [29], pour estimer les domaines d’attractions d’un
systéme non linéaire de type (6.3), les auteurs utilisent la méthode connue des tra-
jectoires inverses qui consiste & intégrer le systéme opposé

& = - f(z) (6.4)

En prenant comme condition initiale un point dans le voisinage des points asympto-
tiquement stables et en considérant les trajectoires de (6.4), quatre cas peuvent alors
se présenter:

a - I’ensemble des trajectoires tend vers I’infini dans certaines directions: le domaine
d’attraction est non borné et tend vers ’infini dans ces directions.

b - les trajectoires viennent s’assembler le long des courbes tendant vers ’infini: des
morceaux de frontiéres de régions d’asymptotique stabilité seront reconnues.

c - une trajectoire tend vers un autre point singulier: la frontiére du bassin d’attraction
est constituée de séparatrices et de points singuliers.

d - les trajectoires s’enroulent autour d’une courbe fermée: le bassin d’attraction est
borné, sa frontiére est un cycle limite instable ou semi-stable.

Dans ce qui suit, nous utiliserons ce résultat dans 1’étude graphique des systémes dif-
férentiels de type (6.1) integrés par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4. Il convient
d’adopter les abréviations suivantes dans les commentaires des figures:

GAS: globalement asymptotiquement stable.

LAS: localement asymptotiquement stable.

Sp: spectre.

Les domaines d’attractions sont représentés en hachuré.

6.2 Comparaison du PPNL et du PPL

Dans ce paragraphe, on montre (graphiquement), en utilisant le résultat précédent,
qu’a spectre égal, le PPNL fournit soit un domaine d’attraction plus grand que celui
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du PPL soit des trajectoires bornées, contrairement au PPL. En terme d’automatique,
moyennant simplement le calcul d’un feedback d’expression plus compliquée que le
linéaire, il semble, sur de trés nombreux exemples (pas seulement ceux présentés ici),
qu’on améliore sensiblement la zone de stabilité pour un spectre raisonnable.

Considérons donc le systéme (6.1). Notons

=3 2) = (500)

Sous I’hypothése du rang
(CR) det[Ag(x),g(x)] #0 , VxeR?

on va appliquer le PPNL 4 la paire (A, g(x)) en plagant les péles sur le spectre
complexe a +1i, a € R™. On obtient alors

b(~a — d+2a)gi(x) = (1 + be + (a — a)*)ga(2)

det{Ag(z), g(z
Fa)=| (C1-be—(d- a)L)ggl((m)) i(c()l +d — 20)gs(z)

det[Ag(z), g()]

posons
u(z) = F(z)z (6.5)

D’ou, le systéme bouclé
t=(A+g(x)F(2))z = My(z) = (6.6)

ot la matrice M,(z) a, par construction, les valeurs propres o + i et o — s.
Maintenant, en appliquant le PPL a la paire (A,g(0)), toujours avec le méme
spectre o £ i, on obtient la matrice ligne constante

b(—a — d+ 2a)g1(0) — (1 4+ be + (a — @)?)g2(0)

o det] Ag(0), 9(0)]
(=1 = be = (d = 0))gi(0) + c(a + d — 20)gs(0)

det[Ag(0),9(0)]

et le feedback linéaire
u(z) = Fzr (6.7)

Remarquons que F'(0) = F, donc le linéarisé en 0 de (6.5) est en fait le feedback
(6.7). Considérons alors le systéme bouclé suivant

t= Az +wu(z)g(z)
= (A+g(e)F)= (6.8)
= Ny(z) z
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On vérifie que contrairement & M,(x), la matrice N,(z) a des valeurs propres diffé-
rentes de celles choisies au départ et non constantes.

Le but est donc de comparer graphiquement les comportements des solutions des
deux systémes (6.6) et (6.8).

1 6.2.1 Etude graphique de quelques exemples

Dans ce paragraphe nous proposons divers exemples numériques que nous étudierons
avec différents spectres de type a % i, @ € IR™. Pour chaque exemple, on présente

a) une comparaison de 1’allure globale des plans de phases obtenus par PPNL et PPL
avec le méme spectre et de I’allure des trajectoires au voisinage de 0,

b) des estimations graphiques des domaines d’attractions, autour de Porigine.

Exemple 6.1 (g bornée, fonction rationnelle)
1T
({1 3 R E R
]| +1

On peut montrer que ce systéme n’est pas globalement stabilisable par commande _
linéaire bien que g(z) soit borné.

En effet, soit w)(z) = Fz = fiz; + fozs, (fi, f2)7 € R2. Considérons la forme
quadratique définie positive

1
V(@) = 5l
la dérivée de V' le long des trajectoires du systéme bouclé & = Az + u(z)g(z) est
donnée par .
V =2T Az + w(z) 27 g(z)
d’ot .
V 2 9llz)l* + ¢(z)
ol v est une constante positive et ¢(z) = uj(z)zTg(z). Donc,

kl.’l,':lsl'z + kgl'%.’[% kliL‘liL'g + kz:l,‘%
ll=ll*+1 l]l* + 1

¢(z) =

est une fonction bornée, (on peut majorer chaque terme par une fonction homogéne
de degré 0). Il s’ensuit que

V (ki k)T € R’ 3R>0 tel que |z >R=>V >0.



86Chapitre 6. Application du PPNL aux systémes non linéaires (exploration numérique)

Le systéme considéré n’est donc pas stabilisable par feedback linéaire et donc par
PPL. Ce qui confirme 'allure des trajectoires tracées sur la figure (6.2).

x1

FIG. 6.1 - Portrait de phase obtenu par PPNL.
Sp=—0.1 + 1. Systéeme GAS.

FIG. 6.2 - Portrait de phase obtenu par PPL.
Sp=—0.1 & 1. Systéme LAS.

On constate que pour un gain négatif faible ( @ = —0.1), toutes les trajectoires
obtenues par PPNL (fig.6.1) convergent vers 0, le PPNL semble stabiliser globalement
asymptotiquement le systéme, alors que pour le méme spectre le PPL (fig.6.2) fournit
un domaine d’attraction borné, petit délimité par un cycle limite instable.
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Exemple 6.2 ( g(z) borné )

x1

F1G. 6.3 — Portrait de phase obtenu par PPNL.
Sp=—0.1 £ 1. Systéme LAS.

au voisinage de 0

F1G. 6.4 — Portrait de phase obtenu par PPL.
Sp=—0.1 +1. Systeme LAS.

87

La figure 6.3 montre 'existence d’'un domaine d’attraction borné délimité par un
cycle limite répulsif (domaine hachuré). En dehors du domaine d’attraction, toutes les
trajectoires viennent s’enrouler autour d’un deuxiéme cycle limite attractif (stable).
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Sur la figure 6.4 on constate que le domaine d’attraction est non borné mais de rayon
petit au voisinage de 0, de plus il existe des trajectoires qui divergent.

FIG. 6.5 - Portrait de phase obtenu par PPNL.
Sp=—0.5 +i. Systéeme GAS.

x1

F1G. 6.6 ~ Portrait de phase obtenu par PPL.
Sp=-0.5 & 1. Systéme LAS.

En diminuant la partie réelle du spectre, on constate sur la figure 6.5 que les cycles
limites disparaissent et le domaine d’attraction devient tout R2. Sur la figure 6.6,
on remarque un faible élargissement du domaine d’attraction au voisinage de 0 et
I'existence des trajectoires divergentes.
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Exemple 6.3 ( g(z) non borné )

1 -1 T] — COS Ty Sin T
A= = i
( 1 1 ) » 9(z) ( cosT; + T;sinz,

@ )%fi»h -
. 22529§? :2

FIG. 6.7 — Portrait de phase obtenu par PPNL.
Sp=—% £i. Systeme LAS.

1b x1

-5

"

-12.5?

FI1G. 6.8 — Portrait de phase obtenu par PPL.
Sp=~1 £ i. Systéeme LAS.

La figure 6.7 montre 'existence d’un domaine d’attraction borné (tracé a0). A P'ex-
térieur du domaine d’attraction, les trajectoires s’enroulent en spirales autour d’un
cycle limite stable (tracé al). Toutes les solutions sont bornées. La figure 6.8 met en
évidence un domaine d’attraction non borné délimité par des séparatrices et 1’exis-
tence de trajectoires divergentes.
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Suite de I’exemple 6.3. On diminue la partie réelle du spectre.

230 S 10 2 o *t

-10

-20

F1G. 6.9 — Portrait de phase obtenu par PPNL.
Sp=—2 % 1. Systéme GAS.

x1

FIG. 6.10 — Portrait de phase obtenu par PPL.
Sp=—2 % 1. Systéeme LAS.

Le PPNL (figure 6.9) semble stabiliser globalement le systéme pour @ = —2 (toutes
les trajectoires convergent vers 0) alors que le PPL (figure 6.10) donne, pour un méme
spectre, un domaine d’attraction non borné mais relativement petit aux alentours de
Porigine.

Conclusion

Il semble, dans tous les cas observés (une cinquantaine) que:
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i) le PPNL stabilise globalement asymptotiquement pour une valeur négative, bornée
(raisonnable) de la partie réelle du spectre (gain), contrairement au PPL.

ii) a spectre égal, le PPNL fournit:

- soit un bassin d’attraction plus grand que celui obtenu par PPL,

- soit une stabilité au sens de Lagrange (trajectoires bornées), alors que le PPL donne
toujours des trajectoires non bornées,

- soit stabilité asymptotique globale, alors que le PPL ne stabilise que localement.

Donc, on ne peut affirmer, qu’a spectre égal, le PPNL fournit un bassin d’attrac-
tion plus grand, mais que cette technique apporte une amélioration sensible du
point de vue de la stabilisation. L’intérét principal de ce travail (d’exploration
numérique) réside essentiellement dans la méthode développée PPNL et les résultats
pratiques observés.

Il nous semble illusoire d’espérer démontrer rigoureusement mathématiquement les
résultats observés numériquement. La littérature récente concernant les domaines
d’attractions (cf. [29],[21]) va dans le méme sens.

6.2.2 Elément de démonstration numérique de la stabilisation
globale par PPNL

Vu la complexité des systémes bouclés obtenus par PPNL, il apparait difficile de
donner une démonstration compléte des résultats observés précédemment dans le cas
général. Cependant, on peut présenter une idée de "démonstration semi-numérique"
de stabilisation globale par PPNL du systéme (6.1).

Nous allons donc montrer que sous certaines conditions, le systéme bouclé (6.6) est
globalement asymptotiquement stable. La demonstratlon se fait en plusieurs étapes.

a) Stabilité asymptotique locale:
D’apreés ce qui précéde, le linéarisé en 0 de (6.6) est donné par

= Az +u(z)g(0) = (A+9(0)F)z = M,z (6.9)
Notons que par construction, les matrices M,(z) et M, ont le méme spectre a + 1,
avec a < 0. Le systéme linéaire (6.9) est alors asymptotiquement stable, donc il
est bien connu (théorie de Layapunov) que (6.9) admet une fonction de Lyapunov

quadratique V(z) = 2TPz. La dérivée de V le long des trajectoires de (6.9) est
donnée par

V()=2T MTP+PM,)z<0  VYzeR?-{0}.
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Donc (Théoréme de 1°7* approximation), il existe une constante ¢; > 0 telle que
T (Mo(z)T P+ P My(z))2<0; Vre G= {z € R* | TPz < ¢o}.

De plus, ’ensemble G est contenu dans le domaine d’attraction du systéme (6.6).

Dans la suite, on note
T =— M,(z)z (6.10)

le systéme opposé de (6.6).

b) 1l existe une trajectoire de (6.10) tendant vers l’infini: (pour un choix
convenable de &)

Partant d’un point zo € G, on montre (numériquement) en intégrant le systéme
opposé (6.10) qu'’il existe une trajectoire tendant vers infini, pour antant que 'outil
informatique le permette (cf. [29]).

Donc la trajectoire T du systéme (6.6) issue de I’infini et passant par z, tend (asymp-
totiquement) vers 0, (cf. fig.6.11).

FiG. 6.11 -

c) Les trajectoires de (6.10) sont des spirales: (sous I’hypothése: Sp(Mu(z)) =
{a £}, Vz € R?)

Il suffit en fait de montrer que les trajectoires du systéme (6.6) tournent autour de
lorigine et ont un sens de rotation fixe.
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Dans le cas d’un systéme linéaire £ = M, z avec M, une matrice constante & spectre
a + 1, les trajectoires sont des spirales; on peut le montrer en calculant le sinus de
l'angle (z, Myz) qui est de signe constant.

On utilise la méme idée pour notre systéme & = M,(z)z (avec Sp(M,(z)) = {a +

i}, Vz € R?). Posons
a(z) o(z)
=36 49

avec a(z) + d(z) = 2a et a(z)d(z) - b(z)c(z) = o® + 1, (= b(z)c(z) # 0)
Calculons alors le sinus de 1'angle (z, M, (z) z). Pour tout z € R?\ {0}, on a

sin(z, My(z)z) = Tz ||Z\/llo,(:v)x|| det(M(z)z, z)
det(My(z)z,2) = —b(z)z} + (a(z) — d(2))z122 + c(2)2?
(a(2) + d(x))* — 4(a(z)d(z) - b(2)c(z)) ,
4b(z) 2
_ a(@) —d(z) 1 ,
= =b(z)(z; 26(7) T2) mxz
= —bz) (2 _a(m)—d(:c)x 2 1 72
= )| =y )

Comme par hypothése, b(x) # 0, sin(z, M,(z)z) # 0 ; V= € R?\ {0}. De plus,
puisque la fonction = — sin(z, My(z)z) est continue sur R? \ {0} qui est connexe,
sin(z, M,(z)z) a un signe constant sur R?\ {0}. Par conséquent, le champ de vecteurs
T — M,(z)z n’est jamais radial et a un sens de rotation fixe.

e) Conclusion:

Par hypothése le systéme bouclé (6.6) est au moins C!, donc d’aprés le théoréme
d’unicité de Cauchy (toute trajectoire de (6.10) issue de G est une spirale et ne peut
couper T'), toute trajectoire de (6.10) issue de G est également une spirale tendant
vers I'infini. Par conséquent, toutes les solutions de (6.6) tendent asymptotiquement
vers 0, i.e., le systéme bouclé (6.6) est globalement asymptotiquement stable.
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6.3 Cas des systémes bilinéaires non homogeénes

Dans ce paragraphe, nous considérons une classe de systémes bilinéaires non homo-
génes de type (6.2)

¢ = Az +u(Bz +b)

Comme nous I’avons mentionné dans 'introduction de ce chapitre, la partie linéaire
& = Az + ub de (6.2) est stabilisable, sous la condition du rang, par la commande
linéaire ui(z) et la partie homogeéne & = Az + uBz est stabilisable, sous certaines
hypotheéses, par la commande homogéne uc(z). Nous pouvons espérer stabiliser (6.2)
en "recollant" u; et uy,. Clest exactement ce que donne le PPNL appliqué a (6.2).

Nous nous intéressons particuliérement au cas

_[a —c (M 0 [ &
a=(e) o= 0) e e (h)

aveca > 0, ¢ # 0, \; et A, de signes opposés. En effectuant le changement de feedback

: A
u = Au, la matrice B s’écrit B = ( (1) 0)\ ) avec A = —f— > 0. Le systéme (6.2)
- 1

devient alors

zz(fz —ac)x+u(<é _‘&)H(Zé)) z € R (6.11)

On applique donc le PPNL au systéme (6.11) en placant les poles sur le spectre
complexe a & ¢, @ € R™. On obtient alors

2c(a — a)(z1 4+ b1) — (1 — & + (a — a)*)(=Azz + by) T
F(z) = c|| Bz + b||?
(=14 ¢ — (a— a)?)(z1 + b1) + 2¢(a — a)(=Az2 + bs)
cl| Bz + b||*

d’ot le feedback
) (2¢(a — a)z? + 2cA(a — a)zi + (1 + A)(¢* — (a — a)? = Dzizo+

“®) = B o

(=1 = (a— a)?)(baz1 — b1z2) — 2c(a — a)(brzy + bax2))
(6.12)
on a alors le systéme bouclé

i=(A+ (Bz+Dbd)F(z))z = Ma(z) T (6.13)
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ol la matrice M,(z) a, par construction, le spectre complexe o = 1.

e La condition du rang n’est pas réalisée au point w = —B~!p = (=by, %)T Au voi-
sinage de ce point, le feedback (6.12) explose (u(z) — oo quand z — w). Il suffit

d’effectuer le changement de variable y = z — w et de faire tendre y vers 0 pour voir
que u(y) tend vers I’co. '

Remarque 6.1 Bien que u(z) ezplose au voisinage de w, le champ x — u(z)(Bz+b)
est borné en ce voisinage. Par conséquent, de point de vue pratique, les résultats de
stabilité sont applicables sur R* \ V(w) (V(w): voisinage de w).

En effet, en faisant le changement de variables Yy = —w, on obtient la fonction
vectorielle ¢(y) = u(y) By dont la partie principale au voisinage de 0 est une fonction
homogeéne de degré 0, donc bornée. Par conséquent,le champ z — u(z)(Bz + b) est
borné au voisinage du point singulier w = —B~15,

Remarque 6.2 (Comportement de u(z) au voisinage de 0 et au voisinage
de ’c0). Le feedback (6.12) a les propriétés suivantes:

- au voisinage de 0, la partie principale est égale a ui(z) (feedback obtenu en appliquant
le PPL au linéarisé en 0 de (6.11))

- au voisinage de l'co, la partie principale est égale & uy(z) (feedback obtenu en
appliquant le PPNL & l’approzimation homogéne de (6.11), & = Az + uBz).

En effet, le PPL appliqué a la paire (A, b) avec le spectre a i donne le feedback
linéaire suivant

w(z) = (2 — 1 = (a ~ @)*)(bazs — biz;) — 2¢(a — a)(brzy + by)

NEE (6.14)

et le PPNL appliqué 2 la paire (A, Bz) avec le méme spectre o + i donne le feedback
homogéne suivant

(z) = 2¢(a — a)ai + (1 + ))( = (a — @)% — 1)z125 + 2¢)(a — a)a?
T e[ B[P

(6.15)

Donc, au voisinage de 1’0o le systéme bouclé (6.13) admet pour approximation ho-
mogeéne le systéme:
T = Az 4 u(z)Bz (6.16)

et au voisinage de 0, (6.13) admet pour approximation linéaire le systéme:

T = Az + w(z)b (6.17)
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6.3.1 Stabilisation sur R*\V (w)

Au paragraphe 6.2.2, nous avons donné une démonstration "semi-numérique" de la
stabilisation globale par PPNL des systémes de type (6.1). Dans ce paragraphe, nous
allons "affiner" cette démonstration pour le cas des systémes bilinéaires (6.11).

Considérons donc le systéme bouclé
t=Az+u(z)(Bz+b) = My(z) z (6.18)
ot u(z) est le feedback donné par la relation (6.12).

Le but est donc de montrer que pour un choix convenable de a < 0, le systéme
(6.18) est asymptotiquement stable sur R*\ V (w). Comme dans le paragraphe 6.2.2,
la démonstration se fait en plusieurs étapes.

a) Stabilisation locale:

D’aprés la remarque 6.2, le linéarisé en 0 de (6.18) est le systéme linéaire (6.17)
qui est asymptotiquement stable pour tout a < 0. Il existe alors une fonction de

Lyapunov quadratique V(z) = iscTQx, ( ot @ est une matrice symétrique, définie
positive) telle que la dérivée de V le long des trajectoires (non réduites a {0}) de (6.17)

est strictement négative. Par conséquent, d’aprés le théoréme de 1°"® approximation,
il existe r > 0 tel que

lz]| < r = (VV(z))T (Az +u(z)(Bz+b)) <0

Donc, pour toute condition initiale ||zo|| < r, les trajectoires de (6.18) rentrent dans
le domaine G = {z € R? / V(z) < A%}, ot Ay est la plus grande valeur propre

de Q.
¢ Estimation de r:

Les feedbacks (6.12) et (6.14) sont de la forme

_P@+A@® B
ue) = gBerer 0 U= pp

ou P; est un polynéme homogeéne de degré :. Posons

_ Pa@)I? = P2} Bal = Pr(e) BET =
() = ule) = ule) = Tl B + BT
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La dérivée de V le long des trajectoires du systéme (6.18) s’exprime alors
V() = 27 Q(Az + wd) + wzTQBz + unzTQ(Bz + b)

La fonction F(z) = 2T Q(Az + ub) est homogeéne de degré 2, définie négative. Donc
il existe m; = mgr% |F(z)| tel que
T€

F(z) < —my |jz|*
On peut toujours choisir ) tel que m; = 1. Posons

G(z) = w(z)zTQBz + unzTQ(Bz +b)
Pi(2)(z"QBz)  (Pa(@)lbll* ~ P\(z)||Bz|* — 2Pi(z) Bb" z)(2"Q(Bz +b)
cfl]l? cl|l[*|| Bz + b|?

Soit maintenant B(0, ”%u), la boule fermée de centre 0 et de rayon IJ%U = ”_—B{i’ﬂ. Pour

tout z € B(0, U%Ll , il existe m = min__ ||Bz + b||* et des constantes strictement
.‘L‘EB(O,‘"%‘“)
positives ky, k2, k3, k4 telles que

1G(2)] <

1 ka|lz || + Kallz]|* + ks|||l°
k 3
cubu?(‘”"”‘I+ —m

En posant K = max(mk; + k2, k3, k4), on obtient

el
G@) < K(1+ [l + =) =]
el ol
K(1+ 228+ 220
K|l

IA

IN

Il s’ensuit que
Vi) < —lel® + K'lle|® = ~ll«|(1 = K'||=])
Finalement,

. w 1
||:c||<m1n(L—“—

5 ,K,)=>V(:c) <0

Ainsi, r = min(”%’-u, %7)-
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b) Etude au voisinage de ’co:

D’aprés la remarque précédente, 'approximation homogéne du systéme bouclé
(6.18) au voisinage de 1’co est le systéme homogéne (6.16)

= Az + u(z)Bz

oll Uso() est la commande homogéne donnée par la relation (6.15).

Rappelons [22] que pour tout spectre a £ i, a < 0, le systéme (6.16) est globale-
ment asymptotiquement stable. Donc [51], le systéme (6.16) admet une fonction de
Lyapunov homogéne W et par conséquent, il existe R > 0, assez grand, tel que

lz|| > R = (VW(z))T (Az + u(z)(Bz +b) < 0 (6.19)
Donc [20], pour une constante Kr > 0, suffisamment grande, les tra,jectoire:e, du

systéme (6.18) rentrent dans le domaine G, = {x € R" / W(x) < KRr} et y restent.

e Construction de W et estimation de R:

Dans [22] il a été montré que pour tout spectre o £ i, a < 0, les trajectoires du
systéme (6.16) sont des spirales convergentes vers 0. De plus si z(t) est une solution
de (6.16), alors

z(t) = e*'y(t) (6.20)
ol y(¢) est solution du systéme bouclé
y=(A—a lL)y+ua(y)By (6.21)

avec

_ 2c(a—a)yi + (L + X)(® = (@ = @) — D)y1yz + 2cA(a — )y3
cl| Byl|?

u(y)

La commande #(y) est obtenue par PPNL appliquée a la paire ((A — al;), By) avec
un spectre fixé en +i. Les solutions de (6.21) sont donc des cycles (cf.[22]).
yp =rcosf

Maintenant, en coordonnées polaires . ,
Yy =rsind

le systéme (6.21) s’écrit

LA (0)(cos? § — Asin? §)
T (6.22)

§=c—(A+1)a(8) cosf sinf
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avec

2¢(a — a)(—cos? 0 + Asin?8) + (A + 1)(c* — (a — a)? — 1) cos fsin §
¢(cos? § + A2sin? 6)

u(f) =

Puisque les trajectoires de (6.21) sont des cycles, § est de signe constant et ne s’annule

pas sur R. On suppose alors que 8 > 0. Donc, la fonction 8 — —Té qui est m périodique
r

. . . . T .
en # est bien définie et continue sur R. Par conséquent, l'intégrale / _9d0 existe.
r

Posons .
W(r,0) =r* exp (—4/ Ldﬂ)
rd

La fonction W est homogéne de degré 4 et au moins de classe C'. Sa dérivée le long
des trajectoires du systéme (6.22) est donnée par

Wi(r.0) = (4% — 444 (—4 i.d()):
(r,8) = (4r°7 rre)exp /r0 0

Ainsi, W est une intégrale premiére pour le systéme (6.22).

Maintenant, on montre que W est en fait une fonction de Lyapunov pour le systéme
(6.16). En effet, d’aprés la relation 6.20, on a

B(t) = aey(t) + (1)

Donc pour tout a < 0, la dérivée de W le long des trajectoires de (6.16) est donnée
par

W(z(t) = € YW(y(t)). (cey(t) + e*y(t))
= (a VW(y(t))-y(t) + VW (y(t))-5(t)) e**
= ae®™VIW(y(t)).y(t)
= 4ae**W(y(t)) <0, Vi tq y(t)#0

Nous allons maintenant donner une estimation de R > 0 vérifiant la relation (6.19).

P.
Le feedback homogéne (6.15) est de la forme uoo(z) = C||§jﬁz

En posant u,(z) =
u(T) — Uco(z), ON Obtient apreés simplification

un(z) = Py(2)||Bz|]® - 2Py(z) Bb'z — Py(<)||b])”
T c||bl|*|| Bz + b||?
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ott P; est un polynéme homogéne de degré i. Maintenant, la dérivée de W le long des
trajectoires du systéme (6.18) s’exprime

W(z) = (VW (2))T(AZ + ttoo(2) B) + teo(z)(VW)Tb + u, (2)(VW)T(Bz + b)
ou la fonction F : z = (VW)T(Az + ue(z)Bz) est homogeéne de degré 4 et définie.
négative. Donc, il existe [ = ?élsrll |F(z)]| > 0 tel que
F(z) < =1 ||z]||* (6.23)
Notons par G(z) la fonction définie par
G(z) = uoo(z)VW(2)Tb+ u,(z)(VW)T(Bz +b)
: (61| Bz + bl Pa(a) VW ()b +

cl|l|?]| Bz||*]| Bz + b]®
|Bz|*(Py(2)|| Be||* - Pa(z)( Bb"z + [Bl|*)) VW (2)" (Bz +b))

Soit le domaine
D={zeR: |z|| >2|w| =2|| - B~}

Pour tout z € D, on a

|Bz + bl =Bz + B7b)| > min(1, A)[[|z]| - [lwl|

\Y

. T
min(1, V)|l ~ 121

m1n(21,/\) 2l

v

Il est clair aussi que
[|Bz||® > min(1, \*)]|z||*

Par ailleurs, on remarque qu’aprés simplification, le numérateur de G(x) s’écrit comme
somme de deux polynémes homogénes de degrés 6 et 7. Il existe donc deux constantes
strictement positives L; et L, telles que

IGEN < ol (min(T, 32) il

4
cl|b][*(min(1, A?))?

En posant L = max(Lj, L2), on obtient

G(2)] < L lll*(1+ izl (6.24)
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Les inégalités (6.23) et (6.24) entrainent

. [
W(z) < ~L ||ac||2(z|lx||2 =zl = 1)
On a alors

W(z) <0 s Jall(7llal - 1) > 1

L
Il suffit de prendre ||z|| > 7 + 1. Ainsi,

L
R = max (2wl 7 +1)

c) Existence d’une trajectoire partant d’un point de (i, qui rentre dans

GQ:

Pour un choix convenable de o < 0, on montre numériquement en intégrant le
systéme (6.18), qu’il existe une trajectoire 7 démarrant d’un point 7o € G qui
rentre dans le domaine Gy. Donc 7T tend asymptotiquement vers 0 (cf. Fig. 6.12).

nr

Fi1G. 6.12 -

d) Conclusion:

Le systéme bouclé (6.18) est au moins C* sur R?\ V(w), donc le théoréme de Cauchy-
Lipschitz s’applique. Maintenant, comme le champ défini par (6.18) est rentrant sur
0G4 et que toutes les solutions sont des spirales (paragraphe 6.2.2, c)) ne pouvant
couper T, donc elles doivent forcément rentrer dans Gy et tendre vers 0. Le systéme
(6.18) est donc asymptotiquement stable sur R? \ V(w).
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6.3.2 Etude d’un exemple

Dans ce paragraphe, nous proposons un exemple numérique. Dans un premier
temps, nous allons appliquer le résultat précédent (§ 6.3.1) & un systéme de la forme
(6.11). Ensuite, pour différents spectres de type a = 7, nous étudierons le comporte-
ment des solutions du systéme sur divers plans de phases obtenus lors d’une variation
continue du paramétre o« dans I’intervalle | — oo, 0].

Exemple 6.4 Considérons le systéme bilinéaire

)0 5)(B)) - (2) e

. . 2 .
La condition du rang (CR) n’est pas réalisée au point w = (1, 5) En appliquant le

PPNL au systéme (6.25) avec un spectre fixé & « + i, on obtient le feedback défini
sur R*\ V (w) par

_ (a=1)(2z} + 4(1 — a)z172 — 622 + 2(a — 2)z; + (3 + a)z,)
u(z) = (3 — )7 1 (322 2)° (6.26)

Posons a = —1. Le systéme bouclé s’écrit alors

7z1 + 29 — 142} — 22175 + 322 + 17222, — 212922 + 9z3
(z1 —1)?2 + (322 — 2)?

i'l =
(6.27)
2921 + 3z, + 1027 — 82x,2, ~ 2422 — 2? — 13222, — 572,22 + 2723
(z1 —1)2 + (32, — 2)2

Ty =

e Etude au voisinage de 0:

Considérons la fonction V(z) = 722 + 221z, + 22, qui est une fonction de Lyapunov
pour le linéarisé en 0 du systéme (6.27). La dérivée de V le long des trajectoires de
(6.27) est donnée par

: P(z)
V(@) = G0+ Gas—op
ol
P(z) = -8(5z} —3z25 + 23) + 16(1123 — 822z, — Tz 73+ 323) +

8(—5:6‘1l + 5023z, — 27:1)?.772 - 3:1:1a:“;’ - 9:1:;)
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Le calcul montre que

P(z) < -4zl +152)}2|]* + 372||z||°
—4|jz|*(1 - 38]lzll — 93li=(1")
et on vérifie que P(x) < 0 si ||z]| < 0.433. D’ot

llz|| < 0.433 = V(z) <0

<
<

Donc, pour toute condition initiale zo telle que l|lzo|| < 0.433, les trajectoires de (6.27)
rentrent dans le domaine Go = {z € R?: V() < 1.342}.

¢ Etude au voisinage de 1’co:

Fn effectuant les mémes constructions que celles du paragraphe 6.3.1 b), on
obtient

(22 + 22)* exp (12.7 arctan(275eomt) +4.128 arctan (%45 ))

%4 =
(2 (27.74¢% — 16.67 32 + 323)(2*07%0) (0.03622 — 0.6,z + 323)(2+(1-0-726)

Remarque: On observe que I’expression de W comme fonction de x n’est pas définie
en ¢; = 0; rappelons que W est définie comme fonction des coordonnées polaires

(r,0): .
W(r,0) = r* exp (—4/ %d()) = r'F(0)
r
Or le calcul de F(6) amene a faire le changement de variable v = tan@ et fournit

. T . .
’expression de F'(6) non définie en :1:5. (est donc en fait une expression locale de
T .
F(9), valable sur tout intervalle ne contenant pas :i:—2-. D’oti également une expression

locale de W (z) valable sur chaque demi plan z; >0 ou z; < 0.

La dérivée de W le long des trajectoires du systéme (6.27) est

(a? + o2)? exp (12.7 arctan (275551) + 4128 arctan(%Ee22))

Wiz) = (27.74z% — 16.6z122 + 322)(1+1473) (0.03623 — 0.67172 + 3x3)(3-1.473) %

Pya(z) + Pui(z) + Pro(z)
145465((z, — 1) + (372 — 2)?))(at + 6.48237; + 10.68z22% — 0.29z,23 + 0.002z3)

ot les Pi(x), i € {10,11,12}, sont des polynomes homogenes de degrés 4 vérifiant
Pu(z) < —1.81%10°|z||*®
Pu(z) < 1.658x10"|z|"

Po(z) < 6.671 x10°z||"°
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Donc,

Pio(z) + Pii(z) + Po(z) < —10%)2||*°(1.89}|z]|* — 16.58||z| — 6.67)
<0 si Jz| >9.546

d’on _
lz|| > 9.546 = W(z) <0

Maintenant, la fonction W étant homogéne de degré 4; le calcul montre que
1.51 ||lz|* < W(z) < 5201.3 ||=||*

Ainsi, on vérifie que toute trajectoire de (6.27) partant d’un point o, ||zo|| > 9.546,
rentre dans le domaine

Goo = {z € R? : W(z) < 1.254 x 10*}
et y reste.

En résumé:

G est un voisinage de 0 sur lequel V(z) < 0;

Cg.. = {z € R? : W(z) > 1.254 * 10*} est un voisinage de 1’0o sur lequel

W(z) < 0. -

Il reste donc & prouver "numériquement" I’existence d’une trajectoire reliant ces
deux parties de IR?, (cf. Fig. 6.12, pp. 101).

¢ Nous considérons maintenant le systéme bouclé (6.25)(6.26). Le but est d’étudier
le comportement des solutions sur différents types de plans de phases obtenus lors
d’une variation continue du parameétre a dans l'intervalle | — 0o, 0]. La "perturbation"
b (prépondérente au voisinage de 0 et négligeable au voisinage de ’oo) fait apparaitre
un phénoméne de bifurcation suivant le paramétre a.

Pour différentes valeurs de o < 0, les plans de phases du systéme (6.25)(6.26) sont
représentés par les figures suivantes: .



6.3. Cas des systémes bilinéaires non homogénes 105

Fi1G. 6.13 - Sp=—+1

F1G. 6.14 - Sp=—0.1 £+«

La figure 6.13 montre qu’au voisinage de 0 (graphe a) les trajectoires ont la méme
allure que celle du systéme linéaire, ce sont des ellipses. En s’éloignant de ’origine,
les solutions viennent s’enrouler en spirales autour d’un cycle limite. Ensuite, en
s’éloignant davantage de 0, on constate que les trajectoires deviennent des cycles

(graphe b).

Pour o = —0.1, la figure 6.14 met en évidence 'existence d’un domaine d’at-
traction borné délimité par un cycle limite instable (partie hachurée du graphe c). A
Pextérieur du domaine d’attraction, toutes les trajectoires viennent s’enrouler autour
d’un cycle limite stable C. Les solutions sont bornées.
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FIG. 6.15 - Sp=—0.25 £

Fi1G. 6.16 — Sp=—0.3 £

En diminuant encore la partie réelle du spectre, on constate:

- pour a = —0.25 (figure 6.15): élargissement du domaine d’attraction et rétrécis-
sement du cycle limite C. En dehors du domaine d’attraction, les trajectoires sont
bornées et s’enroulent autour de C.

- pour a = —0.3 (figure 6.16): disparition du cycle limite C, absorbé par le domaine
d’attraction qui devient tout R?\ V(w) - toutes les trajectoires convergent vers I’ori-
gine.

Résumeé: Cet exemple met en evidence le phénoméne de bifurcation en fonction du
parametre a (partie réelle du spectre): En faisant varier o (de 0 & —0.3), il apparait
un cycle limite attractif qui se rétréci continiment pour disparaitre totalement et le
domaine d’attraction devient tout R?\ V (w).
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6.3.3 Modification du feedback u(x)

Dans le cas du plan, pour contourner le probléme du point singulier w = —B~1p
en lequel le feedback u(z) explose, on peut éliminer les termes de premier degré au
dénominateur de u(z). On obtient ainsi un feedback dont le dénominateur ne
s’annule pas et qui est équivalent a u(z) aux voisinages de 0 et de 1’co. On
note 1i(x) le feedback ainsi modifié . Posons |

1 (2¢(a — @)z} + 2cA(a — @)z + (1 4+ A)(c? — (a — a)? — 1)zyz+
a(z) = 2 2
BN (2 21— (4 = a)?) sz - br2s) = 2e(a = a)(bras + br22))
(6.28)
on a alors le systéme bouclé
T = Az + i(z)(Bz + b) (6.29)

Le systéme (6.29) peut aussi s’écrire sous la forme
t=(A+(Bz+b)F(z)) z = My(2) =

ou

|Bz + b||?

O =FE) [Ba s o

Mais le spectre de la matrice Ma(x) n’est malheureusement pas le méme que celui
de M, (z) (il dépend de z), on ne peut donc affirmer que les trajectoires du systéme
bouclé (6.29) sont des spirales quand o < 0.

Remarque 6.3 Contrairement au feedback (6.16), i(z) est C* et borné sur R?,
(W(z) peut s’ écrire comme somme de deuz fonctions bornées).

Remarque 6.4 Le feedback i(z) a les propiétés suivantes:

- son linéarisé en 0 est le méme que celui du feedback obtenu par PPNL (6.16). Par
conséquent U(x) stabilise le systéme (6.3) au moins localement.

- au voisinage de l'co, sa partie principale est aussi la méme que celle de (6.16).
Done, Uapprozimation de i(z) au voisinage de I’co est égale au feedback homogéne
Uoo(T).

Reprenons maintenant le systéme (6.25) de ’exemple 6.4 et observons les portrzits
de phases du systéme bouclé (6.25) (6.28) obtenus en faisant varier a sur | — oo, 0].
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FIG. 6.17 - Sp=-ti

FIG. 6.18 - Sp=—0.08 £ 2

- Pour a = 0, le tracé a0 (Fig. 6.17) montre qu’au voisinage de 0, les trajectoires sont
des ellipses entourant ’origine. En s’éloignant de 0, on remarque Iexistence d’un cycle
limite attractif. Le tracé al met en évidence ’existence de plusieurs cycles limites

attractifs. Et en s’éloignant davantage de 0, les trajectoires deviennent apparemment
des cycles.

- Pour a = 0.08, le tracé b0 met en évidence 'existence d’un domaine d’attraction
borné et d’un cycle limite stable. A extérieur du bassin d’attraction, toutes les
trajectoires s’enroulent (en spirales) autour du cycle limite (tracés b0 et bl).
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FIG. 6.19 - Sp=—0.1 + i

- pour a = —0.1, les tracés c0 et cl (Fig. 6.19) montrent que toutes les trajec-
toires convergent vers 0 (disparition du cycle limite). Le systéme semble globalement
asymptotiquement stable.

On constate que: _

- le phénomeéne de bifurcation se produit pour une valeur de a comprise entre —0.08
et —0.1;

- les trajectoires sont plus réguliéres que celles obtenues par PPNL, cela vient du fait
que @(z) est défini sur tout R? (pas de points singuliers).

Le feedback modifié @%(z) semble améliorer le PPNL appliqué aux bilinéaires non
homogénes.

6.3.4 Conclusion

L’observation la plus importante est le phénoméne de bifurcation :

on observe, en fonction du spectre a + i, des plans de phases assez divers et plus
complexes que dans le cas des systémes bilinéaires homogénes: pour o négatif "faible",
il existe un cycle limite attractif et un bassin d’attraction petit alors que pour a négatif
"fort", le cycle limite disparait, absorbé par le domaine d’attraction et les trajectoires
convergent vers l’origine.

Compte tenu de la forme plus simple des systémes bilinéaires dans R? (par rapport
aux systémes plus généraux de type (6.1) ), il serait intéressant de:
- montrer 'existence du cycle limite,

- donner une estimation théorique du bassin d’attraction et la comparer avec I'esti-
mation numérique .
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