
HAL Id: tel-01775852
https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01775852

Submitted on 24 Apr 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Cohomologies et déformations de certaines algèbres de
Lie Z-graduées

Faouzi Ammar

To cite this version:
Faouzi Ammar. Cohomologies et déformations de certaines algèbres de Lie Z-graduées. Mathématiques
générales [math.GM]. Université Paul Verlaine - Metz, 1990. Français. �NNT : 1990METZ003S�. �tel-
01775852�

https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01775852
https://hal.archives-ouvertes.fr


 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

AVERTISSEMENT 
 
 

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de 
soutenance et mis à disposition de l'ensemble de la 
communauté universitaire élargie. 
 
Il est soumis à la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci 
implique une obligation de citation et de référencement lors de 
l’utilisation de ce document. 
 
D'autre part, toute contrefaçon, plagiat, reproduction  illicite 
encourt une poursuite pénale. 
 
Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr 
 
 
 
 
 

LIENS 
 
 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10 
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg_droi.php 
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm 



U}{IVERSITE DEMËfz,
U E R MATHEIT{ATIQUES
INrcRMATIQT,'E ET MECAI{IQITE

Devant la Commission dExamen : ,

Didier ARNAL - Professeur à I'Université de lvE:TZ
Pierre 

- 
,*.rornuo* ,*iur*rrrorir'oïrrr, "' d9 Liègecraud'clillilllillilllillillililillilllllilillililillillililil:Lv'n

o22 420352 0

COHOMOTOGIES ET DEFORMATIONS
DE CERTAINES ALGEBRES DE LIE

Z_ GRADUEES

THESE

Presentée par :

Faouzi AMMAR

Pour I'obtention du gnde de

DOCTEUR DB L'I.INTVERSITE DE METZ

en MATIIEMATIQUES

3 | JANV. ,o90

ffi
s/ng sofs



INTRODUCTION

CHAPITRE I :

TABIE DE },T.AÎIERF.S

CATCUT COHOMOIOGIQUE RETATIVE A UNE AIGEBRE DE

tIE SHIII SIMPIE 11

Introduction . I I

Cag drunc algèbre de Lie G ciu tlpe 4,, 3

1 -0

t - l

CHAPITRE II :

2-O

2_1

2-2

CHAPITRE III :

1-0

't-\

7-2

t-7

CHÀPITRE TV :

1-2

catcul ae uz(Gg, Go) et f (cu , Gu)

Cas otr G nrest pas du tfpe A, :

carcul ac u2(co , Go) 
"t 

f(cu , Gu)

CA],CUL COEOI'IOTOGIQUE REIÂTIVE A UNE ALGEBRE DE

KAC-MOODY

fntroduction .

_  ) ,
CaIcu I  dc  F(c^  n  \

u  t  "o /  '

^
Calcul  ae E'(co ,  qtr)

DSFORI4ATIONS D'ALGEBRES DE tIE Z GRADUEES ...

Définitione préIéninaires

Introduction .

Prenièrc défornation ..

S c c o n d e  d é f o r n a t i o a  . . . . r . . .

UNICITE DE LÀ DtrOnUATIoI{ DE G^ vms c .... .. .U

Oas drunc algèbrc de Llc scni-sinple . .

Oas druac algèbrc dc Lie tlc Kac-$oody

11

24

t4

t4

75

41

51

51

52

55

>9

67

ë7

72



DITRODUCTIO[

Adler-Kostant et SSiues ont étuttié des syetènes haniltoniens conplàtenent

intégrales en utilisant les gtructures de Poisson des représentations

coadjointes des algèbres ae l ie 
[r ] .

Dans leur travaur concernant les réseaux de Toda, Ia tléconposition d.rune

algèbre tle Lie G tle ttinension finie en somme d.irecte dfespdces vectoriels

de deur sous algèbres de Lie G+ et G- joue un rôIe essentiel d.ans Ia com-

plète intégrabilité des systènes haniltoniens étudiés.

Soit G une algèbre de Lie nunie drune graduation, G se d.éconpose en sornne \ - c

directe d.tespacesi.ùeetoclGle.G+ e| G-

Soit GO = G1 e G- sonne direete comme algèbrcs de Lie .

Nous allons dénontrer quril existe une suite de cléformation cle lralgèbre de

Lie G^ vers l ralgèbre de Lie G .
0

Nous aIlons rapperer tout drabord leurs principaur résurtats .

0-1 SYSÎE{E COMPLETEIvIEDIT INTEGRABIE ET EQUÀTIOil ISOSPECTRATE DE IltX !

Définitions et notations :

Soit l{ une variété différentiables ..';

Unc structure de Poisson sur ltl, est définie par Ia donnée drune application

bilinéaire antisSrnétrique ae c-(tt) x fl(u) aaas d-(u) notée :

. (f , g) -à {t , u} vérifiant tes cond.itions suivautes :
L J

"/f , s.+={' , {o.t ,+
b/ Irtcntité de Jacobi :



b/ Idcntité d.e Jacobi :

f- r '-11 {n , It , ,}J*{, , {n , 4}= o
ï ' t* ' ïJ-t L rr L L JJ
La variété M est appelée variété de poisson .

A toute fonction f g f(U), sur la variété de Poisson lr[, on peut associer son

chanp de vecteurs haniltonien Xf, iI est défini par la proprété suivante :

Pour toute fonction g e C-(u), on a X* g = -It , 
"1LJ

.Eæspfs :

a/ vn variété symplectique (tt ,JL) est une variété de Poisson :

pour tout coupre (r , s) ittérénent ae f(r,r), te crocrret {r , e}e"t donné per :

r - ' rLJ
f , 

"J 
=JL(xr , *r)

où X, et XU sont lcs chaups d.e vecteurs haniltoniens, de ha.miltoniens f et g

donnécs par :

df = i(xr1n ds = i(xr)&

U/ Soit G une algèbre cle Lie de dineneion finie ; G* son dual pour

tout coupre (r ,  c) d'éléments ae Cs(c*) 
"t 

tout c( € c* .

on pose ' 
{r 

, 
"}f"l 

= 4, [ar(<) , ae("(! >

Cela définit une structure d.e Poisson sur G*, d.ite etructure de Kiril lov-

Kostant-Sauriau .

Equstion isospectrale dc Igx :

Soit un ensenble d.c natriccE dc la forme :

- 2 -
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A-n-1

o . . . . .

o 1 1  â e , . . . . . .  a  s o n tI n

réels et  s inples

an- î  'o

des ent iers pos i t i f s ,  les valeurs propres de L sont

Lax consid.ère les équations différentielles de la forroe :

(tI t, = 
[r , r]

; o

o o

-â. â. o
l a

o

aaat

o

-an-2an-f

^t%.

o

ô

o

an-2aa-l

o

è

l 'équat io" ( t  )  gtécr i t  sous la fornc suivante

(z) 
% = 

"r(r2r.*, 
- 

"1r-r) r = 1, 2t

"o=ên=o

alors lcs coàfficients du

prenières du systène (Z)

0n va introd.uire quelques

Soit G une a1gèbre de Lie

' rl-1

pol;rnône caractéristiclue cte L sont des intégrales

notations utiles par la suitc

réelle dc dinension finie, G+ c

- 7 -
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souB a1gèbrcs telles que G = G+ + G- conmc espaces--cêctoij.èIu,ûais:nonrno&me

atgèbres de Lie

on désigne par G*, G** et G-* res d.uaux respectivement de G, G+ et G-

S-** , G* -J c+* désigne la projection canonique, transposée de Itinjection
GÎ^

t ion  canon ique i  :  G+ )C

Itespace G*est sonrle de deux sous egpaceg :

s* = c*r@c-t ,  c*r={Sac-  /<S,  }=o Vx a. lannurateur  de G+

Lâ restr ict ion ae 1I** à G-aest un isonorphisne de G-r"r ,"  G** ;  G+* est

i d e n t i f i é  à  c - t .

De même on peut idantifier G-* au sous espace vectorier G+r

on concidàre sur G+* la structure de poisson définic précédcrrcnt .

Puisque on peut identifiEr c+* 
".r"c 

c-l on a naintenant une structure de

Po isson 
" , r t  

G- I .

0n peut donc faire apparaltre d.eur structures d.e poisson distinctes sur G*

corresPendant à deur structurcs d'algèbres de Lie sur G ; La structure d.e

départ  et  cel le obtanue conme somnè directc dralgèbres de Lie G+ et G- I

Go = G*(E)c-

0n clésigae pêr 8 
"t 

S(c-t) 4"" sous algèbrcs dc C-(c*) définies respective+. ,

nent par :

l-
S=t ec"($*)/yor € c*, aalrlo.) = o1

Stc-5 =f.É(c*) /Yn€c-1"uîrÀ =01
oùr ad* désignc la rcpréscatation coadjointc dc G ttans Ena( c*)

$eat donc Ie ceatrc dc rral.gèbrc de Lic dc Poisson tro(c*) nuni dc ra etructure

-4 -



dc Kirillov- Kostant-Souriau .

f - l

{r , e k)l= -(.dlr(.() (.() , ae(o())
L J

0n rcnarquc que r e f(c+) est éIénent dc $ si ct seulemcnt si elLc cst cons-

tante sur chaquc orbite de rfaction coadjointe de G sur Gr définiê par :

^G l1 -* 1ui =tuuq/ e ecJotr G est re groupc de Lie de I'algèbrc d.e rie G

0n sc prace dans ras hypothèses indiquécs ci-d.essus

l/ nn désignant par i  ,  G-f-) G* l , injection canoniquc,

on a'pour tout couprc (r ,  - g) d'élénents dc $ et tout o( e G-r,
f - r
11 ";,Bo.jf=o

z/ pour toutc fonction f eS,re chanp dc vactcurs hamiltonien su" G-a

associé à f o j ,  vérif ie cn tout a. €G

G* rc dual de G s' identif ie à G grâce à le formc dc Kirr ing

on prcndra pour c+ 1'algèbrc des natriccs trianguraires eupérioureg et

G-, Italgèbres dcs natrices trianguraircs inféricures de trace [urre .

0n a alors c+* = G-let G-t = c*1 et drautre part lraction adjointe

d c G ;

pour

TIIEoRIIIE D'ApLER, K0STANT ET SyMEs , 
[,]

(*) x1p. = T[-r,"i. dr(<)*) = -T_r("{_ar(*)x)

Cette secondc

*= tro;{o.)  i

G* Ie dual de

(*) acvient à

erpression est I ranalogue de I ,équat ion d.c lax, en effet

0n note b = -1f ar(a)o<
G-

G s.'identifie à G graee à la fornc d.e Killing de G

= 
[" 

, o_l ou 
[, ] 

est rc crochet de G

-5-



sf idcntif ic à Iraction coad.jointe, donc 
"ro;(.*) 

= 
l-ot, T[__af(x)l  .
LG-J

Si on prend elors pour hamiLtonien E("t) = tt& ; dE(o<) =o1

{=F,1I (cjl
L G-J

on retrouvc ici une équalion d.u typc de Isr .

Un systèmc de cc type est te célèbrc réscau de Toda .

Soit un nonbrc fini dc nasses penctuellcs sê ttéplaçant librenent sur ltaxe

réel, sollmises à un potentiel cn exponentielle .

So ien t  
\ ,  k  =  1 ,  ,  n  les  pos i t ions  dcs  po in ts  e t  ynr  k  =  I  . . ,  n

lcs inpulsions .

cc systène est régi par re hanittonien g = *L ,3 . Ë "rk-rk+lk=l k='l

on convient que 
b 

= xn+1 = 0

Le systène Hamil tonien associé est donc :

.bE
xk= -  k=1 r . . . . r n

91

. $rr
T k = - -  K = 2 r . . . . . r n - l

*k

A=rt

J k  =  C  g  i  =  1 r  . . . . ,  t l

E. Fleschka a introduit Ie changenent de coordonnés

1 l _  \

- r â\rk-rk+l i
\ = È .  k = , |  . ,  D - l

- 6 -



b t = * I t  k = 1 , . . . . r n

ï = (\ - uo*' )a*

i t= t t - t  -ek

lc  systène d'équat ions di f férent iel les

' r - r
L  =  lP  ,  L  I

l _ J

bt al

1 .
L -

Lcs intégrales prenières sont obtcnucs à

que de L

peut s t écrire sous la forre dc Lar

partir des pol5rnornès caractéristi-

mouvenent

" ,=f
-'l r

I  lo
t l
t l

l l"'  lP= |
"o-* | | 

o.
. t l

bo I  lô. ' .o
_Jr -

n n
Àn(^) = det(Àr - t)  =Tl- (À- Àr) =t r .)P-k

k=î k=O

les coéff ic ients fr ,  ,  I*  sont alors constants

0e résultat a été obtenue pour la prenière fois par

0.5 PRESENTATION DE NOS PRII{CIPAUX RËULTAÎS :

d c

Lax

soit G unc algèbre de Lic seni sinple, on consid,ère gur G 1es deur

struetures introduites par Adler, Kostant et Synes .

si  G sc déconpose en sonme directc dréspaces vector icrs G =

G- sont dcux sous algèbrce do Lie on lui asgocie 0O = G* O G

d'algèbrce dc Llc, ce qui revicnt à snnurer res crochets dc

a v e c X € G + c t I e G -

G+ + G-, oùr G+ ct

sonne dirccte

t- -t

la  forne lX ,  I  I
LJ

-7 -



Noue allons d.énontrer quril eriste une gulte cle d,éfornations cle GU vers 1ralgè-

bre de Lic G seni-sinple ; Plus précieéncnt on peut déforuer GU suj.vant une

défo::nation fornelle à trordre 1 en une algèbre rte Lie réso1uble GUrfU est

une matri.ce(n-t )x(n-t)rsi n-1 .est le rang da cl .
)

Pour certains choir particuliers de U, on pcut ensuite défo::ner GU suivant une

défornation polynôntare fonocrle tte degré n-l sur ltargèbre de Lie G

Nous nontrons que d.ans Ie cas oir G cst lralgèbre de Kac-Moody

G=sr(2,n)gcE, t - f l
L)

i l eriste une suite dc ttéformation tle GU vers ltalgèbrc de Lie G- plus préci-

sénent : on peut défo:mer G, suivant unc tléfo::nation fo:mellc à lrord.re I en

une atgèbre de tie 
! 

(tltr J[Est une fanille de paranètres)

Pour certaincs valeurs du $on peut ensuite déforner GOsuivant une défornation

fornelle qui converge au sens faible (voir chapitre Jf)

Nous nontrons d.ans Ie chapitrefi{ que ees erenples sont des cas particuliers

drune si tuat ion générale .

Considérons une algèbre de Lie muni d.'rrne grad.uation E = (E 
L où la déeompo_

kcz

sition est telre 1"" 
feo 

, Ee] a %*n V k, p e 6

PosonsE+=gEu" tE- -e%

k>0 k<o

o n a a i n s i E = E _ + E O + E *

E+ et E- sont respectivenent des idéaux .

Considérons les algèbres de Lie dont les tables ttc nultiplication sont sché-

natisés par les tableaur gui-vaats :

- 8 -



D  B  C = E

Les algèbres D, B et C sont des structures d'a1gèbrea de Lie sur E, une zone

hachurés dans un tablcau représente les crochets cte Lie dans E, une zone

non hachuré représcnte les crochets nuls .

+, o et -  représcntent réspect ivement des élénents arbi traires dc E+, E^ et- o

E-

Lralgèbre de Lie D ntest autre que la sommc directe de E* + Eo et E_ .

11 n'y a pas de coudit ion à pr ior i  pour que I 'a lgèbre B soit  obtcnue par

une déformation formel le à l rordre 1 cte l talgèbre D .

0n rnettra par contre en évidence une condit ion nécessaire pour que I talgèbre

C:-soi t  obtenue par une t téfo:mation de tralgèbre B .

Ccci fournit Ie prenier erenple de défo:matioa fornellc convergente hors les

exemples biens connus issue de Ia géonétrie s5rmplectique et de la théorie

aes star produi ts I t l  .
L J

Le chapit"" ' Ïcont ient Lcs calculs cohomologiques nécéssaireÉ! au ca5 d'uns

algèbre de Lie seni einple de dincnt ion f in ie,  lc chapit ." ] t  cont ient les

calculs eohonologiques nécéssaires au cas dtune a1gèbrc de Kac-Mood.y affine

non to rdu"  â  =  s l (z  ,  R)  @c[  ,  r - t l  .
LJ

-9 -



Le chapit"" TIf contient le principal résultat qui consiste à prouver

l rex is tence d tune su i te

1r algèbre ile Lie G dans

z.

Lie

Lie

de

1e

déformations de 1'algèbre de

cas général  d 'une algàbre de

GO vers

graduée sur

Le chapitre E a pour but de montrer, en utiLisant Ie ca1cul cohomologi-

9ucr çlue pour Les deux exenples d.'une argàbre rte Lie seni-sinple de

dimension f in ie et de f  = sr(a ,  R) Oc [ t  ,  t - t ] ,  1a sui te d.e déforna-
L J

tions donnée au chapit"" Tll est wrique, autrenent dit ir nrexiste pas

d'autres t léfornat ions qui nous pernet de retrouver la structure de G à

part i r  de cel Ie de GO

-  10  -



CEAPITREI

1-O INTRODUCTION :

Dans tout co chapitre G désigne une algèbre de Lie semi simple

réelle d.e dinension finie n .

considérons une déconposition de G cn sonne directe d.'espaces vectoriels

G = N- + E + N+, où E est la sous algèbre de Cartan dc G et H + N+ une sous

algèbre de l iorel  notée K .

Soit G^ = N- (E (u + f+) oïr (D désigne la sonnê directe dralgèbres d,c Lie, ceo

qui revient à annuLor 1es crochets de N- avcc N+ et E .

0n construira une farnille dralgèbres résolubles GO indéxéc par une matrice

u qui va jouer un rôre internéctiaire d.ans les défornations .

Notre but dans ce chapitre est de carcur".  n2(co ,  to) 
" t  

f (cu ,  cu),  ra

connaissance d,e ces sspaces est essent iel le pour 1tétude d.es défornat ions

1 -0-1

Soit G une a1gèbre de Lic seni sinple réelle d^e dinension finie

et G = N+ + E + N- sa déconposition de Cartan associée à4, r:n systène de

racines, soiento(rr  o(,  Ies racines sinples ( t  = ain g),  toute racinc

srécrit donc sous la forne .( = t ni{i
i=1

les n. sont toutes positives ou toutes négativcs ; Lrcspace dcs racines est

un espace euclidicn nuni drun produit scalaire ( , )

Soit  A I 'enscnblc dcs racines poeit ivee et A- l rcnsenble des racines

-  1 1



négatives .

Soit Go, Ia sous algèbre engendrée ps Io.; din Goa = 1

N*=t-e- n-=I=r-o.
otgd 

o( 
o(€A

Le groupe de I{eyI est représenté par les réflexic 
r -l

rns 
I tJ 

t , ,  . . . . ,  t* ,

(* i  'p  ) (o[ ,F)
s" r i (F )  =  

P-  
tÇ , *Jq1  i  on  no te  2 , " . ,  

,o ,J  
= (o ( i I  P )

les racines peuvent être ordonnées ; Si À est le plus grande racine ;

I
À= F, nror,  a lor"  o,  I  O pour tout  1 < i ._( t  .

i=1

u n a  b a s e  d e  r a c i n e s l = F r ,  . . . . , { e s t  u n c  b a s e  d e  r r e s p a c e  d . e s  r a c i n e s

tct le que toute racine p s 'écr i t  p = Enro!,  Ies n, sont tous posit i fs ou

tous négatifs

Base de Chevallev :

0h construit une base de Chevalley à partir d.rune base des racines

F 1 l- 
1 *", n,r"I =tnt' 1 < i <n-tj ' t(q' o(eA r Lr' o(i €1

" / lYn, to]  = o s i  1(  i ,  jg in-r
LI  U

o/ 
l-to' , *o,l= (5 ,oi) xot 1 < i (n-1 ; o( c. iD
L ' I  J

./ lx-, x-J=Er- otr o< = L tr^-
L- 

-*J d(i i  
qi

d/ si o( ct 
F, 

gont des racines inclépendantes (ot I !F)

soit p - r4r , 
F 

* qa (fa o(-suite iaduite par p)

[*". '  "u]= 
o si  q = e

F" 
' 

"O:l= 1(r + t, x<+F sia+F est unc racinc

- 12 -



1-1 CAS OU c EST DU TYPE a' :

0n présente indépcndrnnrent ce cas perticulier traité à part dans

Ies travau: de Lcger ct lukg

Oli rnunit lralgèbre de Lia G tle la base suivante :

f - r

F' "-n d"U 
o1 est une racinc sinple positive vérif iant (f,or)= 2

o" " [".' "*] 
= 2xor 

[+. , x-J = -zx-e(r 
F", "-".-1= 

E..

Soient N+ la sous algèbre engendréc par X*

N- la s,ous algèbre engendrée par X_*

et H Ia sous algèbre engcndrée par EO

Soit  l ralgèbre t to Lic to = *-  @ (u + u+) ;  @ désiene Ia sornne directe dralgè-

bre de Lie ; GO est nunit d.u crochet suivant :

f*., *-i = o, F",' tJ = zx4 i [L, *-J = o
Ce qui revient à annuler dans l'algèbre de Lie G les crochets de N- et E

ainsi que ceur tte N+ ct N-

Prooosit ion I  :

) ,
f(GO , *O) rst de dinention I et engend.ré par le classe de coho-

norogie représentée par le cocyclc c(n*,  **)  = ux-oaotr u est un réel non

nul .

DélEqqstretion de la Dropositlon 1 :

Carculons z2\o,  Go) :

Soit C unc 2-cochalne de GO à valcur dans GO définie par :

c(xot,  x-J = .Xc+ bX_o+ cEo

- 15_



c(x-.t , 
"*) 

= dro.+ .x-q + fHo.

c(xo<, [o,) = gI4 * H_*+ iEoa

C est un 2 cocycle si et seulenent si 6C = O oir 6 est lropérateur cobord

6c(xor , xq , qn) = 
F,*.., 

*-o)f , rJ * pt"-o, ,o.) , "J*

F,t"r, L) , *-{ * r( Fo , x-f , Eo.) +

r( F_o., n{ , xo) + c( E* , r.r] , "*)
f . -t

[(*",, 
x-o.), LJ = -2d(o{

r
Lt(*_",, uJ , *"1 = 2rxe(
t-

Lt(*.,, "*) , 
x-"]= o

t( 
F" 

' L.] , x*) = 2do. + 2bï-o. + 2cno

'( 
F*' 

*o-l' Eo.) = o

t(  
E-*, 

to],  xo) = o

La condition de cocycle est d.onc équivalente à :

la("r,, 
x-.,.) = rxo(

I
lt("-"., 

Ho,) = ilo(* 
"x-o(

I
E(**, "o) 

= sxo(* M_ot+ iH*

on déduit que z2(co) est un espace de dinension 5

Calculons g2(c^) ,-

soit I une | - cochaine de Gg à vareur dans Gg aéfinic par 3

lît"..) 
= Arx".* Brx-q* cruor

I

l*,**, 
= A2xo.* B2r_or * c2not

l](t"l 
= Âr4or* Brr_q* crn.
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Un éléncnt dc B2(CO) est le bord drune I - cochaine ; 5T cléfinie par :

on a alors :

t-
f 51(xC , X-o) = -2CrXo1
I

f 
Ott"" , ,.) = zBlx_o.* 2cru* - zcrxq

I
[lt(*_o, \,) 

- -zl.zxq

f2{co) cst ators de dinension 5

aonc E2(co , Go) = 

"t 'o)r/".qro)"", 

de dinension r

rr est engendré par une cre,sse de cohonologie 
[c] 

="ntesentée par 1e cocycre

c défini par : 
l 't*-*' 

Eo) = ux-o 
u est un réer non nur

I
L =os inon

6r(xor , x-J = -rF,( , x-.] . 
[t" , t(*-d 

F *, r(L!

c . q . f . t l

0n notera GU ltalgèbre de Lie G nunit du crochet suivant :

t - 1

Lro, --J = o ; [_,,, *J = u*_o, 
F", *J - -r"o,

Proposit ion 2 :

t/ si I = ztain u2(co , Gu) = 2

g2(cu , Gu) est engendré par d.eur classes de cohonologt" 
[a,] "t [tr] 

repré-

sentée par les deux cocycles suivants :

t.; (*.,a , *=) = Eo( les autres terneic étant. nuls

Ce(X-o. , L) 
= X_o lcs autres te::nes étant nuls

LL/ eL tJ = -Z ain u2(co , Gu) = I

g2(cu , Gu) est engendré par trois crasses de cohonologie 
Fr] , 

fr] , 
Et

repréacntés par les cocycles suivaats :
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r
l 
tr,"O , I| = Ed les autres terneg étant nute

lrr,t= 
, 1) = x-o( les autres ternes étant nuls

[r{*"a 
, 'o,) = x-o( les autres termes étant nurs

i i i /  s i  u I  {r ,  -r}  ain u2(cu ,  Gu) = 1
LJ

g2(Gu , Gu) cst engenctré par une classe de cohonoroeie pr]

le cocycle Cr(X_o,, 
L) 

= X_*Ies sutres tenûes étant nuls .

représcntée par

Dénonstratiqn de la proposition 2 :

0n utilise les nênes notations que dans Ia dénonstration précédente

Soit C une 2-seshaine , C est un 2 - eocycle si et seulencnt si

6c(x"t , x_o(, E*) = o
ui

d 'o i r  a=-a  ,  f  =

0n rappetle que C(Xo. , X_0.) = aXo + bX_o, +cHo

Ua

T

e = o s i U l 2 e t s i u = 2 o n

2 le  cocyc le  s 'écr i t  a lo rs  :

' X+ = .Xo(+ bX_oa

Ua

t, 
Eo.) = ilo, + cx_*+ T Ea

2b
'  tJ = BX*+ h x q= il E<

est donc d.e dinension 6

2 le cocycle srécrit  alors :

peut prendre c arbitraire .

rJ#

x- c

ï._
o(

tu)

ï I =

(xô

(cu

u

(xu

(x_

(xô

(G,,

s l

* '

sl

Déterminons 22(e:
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I 
tr-,.' *-'.)

lctx-"r 
' q)

k,** , "o)
zzteu) est d

n21cu) est d

= do( * 5X;o( + cEO

= ax.  + ex * Ig"
o( -é( 4 o(

, b -= gx"(* M_o.- fr Ea

onc de dinension ?

étenniné par :

f ,StCx"., x, = ztzr,ë<* uUrx_or

I
lôt,*_"., %? = (2 + uFgxor - u5x_o.+ urrro.
I
[t(tn 

, t*) = z6rxol- (u * e)Frx_q- 2rtx<

si U = -2 i l in n2(cu) - l

si  u I -2 nin n2(co) = I

i I  y a trois cas à étudier :

i /  st tJ = 2,ain R2(cu , Go) = 2

g2(cU , Gu) rst engendré par les classes de cohomologt" 
[ar]

sentés par :

t,, (*" , *=) = Hd les autres ternes étant nuls .

Ce(X"a , ,o,) = X- 
oles autres terrnes étant nuls .

ti/ st tJ = -z,ar, u21cu , cu) = 5
) .g'(cu , tu) cst engendré par les classes de cohonologt" 

[ar],

représentés par :

Cl(X4, 
U 

= Eo(les autres ter:mes étant nuls,

a*ra , Ti) 
= r-o( les autres temeg étant nurs ,

al(t-oa , E4) = Xo( les autres termes étant nuls .

et 
[r] 

'"n'e-

E,l "' frJ

_17_



iiil si u l[z , -z]din (Gu , Gg) = 1
L)

n2(Gu , Gu) est engentlré par une classe de cohonologj.e 
fc] 

renrésentée par :

C(X_a , E*) = X_o( Ies autres termes étant nuls .

c . q . f . d .

1-2 CAS 0U c l{rEST PAS DU TÏPE A1 :

1-2-1 Carcul ae U2(Co , Co) 3

Proposit ion I  :

soient À Ia plus grande raôine, M^ t'éspace engendré par xret

K = N+ + E une sous algèbre de BoreL de G

H2(co ,  co) = Hon(E ,  Der N-)  oE2(K ,  *À) e s2(N- ,  N-)

avec Der N- lrespace des dérivations de N- dans N- qui est doruré par le

théorème de Kostant (Leger et Luks 7 )

Théorène de Kostant :

III (N- , N-) est engendré par les cocycles suivants :

L/ siqi est une racine sinple négative , ,*, est définie par

oo- (xoa) = oixr( avec o( = L- or<,
r i r -

ii/ Soit À ta plus grande racj-ne d,e G, ei o( est une racine sinple

négative, on ttéfinit D'o( par :

Da(X4) = Xo si  p =o1
? "or (_À)

- 0  s i n o n

( o ( , Ê  )
Sn est la réf lexion déf inie par 

L(p) 
= 

F 
-  2.-- ' -  s1

'  ( o ( ,  o (  )

- 1 8 -



El (tr- ' r-) Gst naturerrcnent une algèbre de Lie pour rc erochct d.cs dérivatioas

Calculons sa table .

["-' oJ = 
\ " ULI 

- oo,. " o"o,nJ

= (l1or - nrno)tr = o

o( = I- nre,
i

a'où, fî,- , D-l = o
rkï

Lrêspace des 'lérivations engeadré p"t 
\ 

est une algèbre abériénne isonor-

I  p h e à E

r ,J
Lko'o"J,*U, 

= (% - r)xq(_\) si"t=F
- ^

sr non
' 

où n* est la kème composante ae so.(_\)

I r-Id'oùr lDq ,  o; l= (1o _ r)0.<
LK J

:

carculons 
"2(co 

, ,o )

c- = n,* o I( oùr (D est ra sornne d.irectc connc argèbre de 'ie .0

Les deux sous argèbres de Lic K ct Go/l{- sont igonorphes, d.roir ra guite eracte

courtc df argèbre de Lie [- -+ 
% 

--à K aseociéc à rc suite spectrale de

Eochschild-serre 
[t ]n""" 

la cohonologie à coéfficientg dans ra représcatation

ailJotnte :

-Frg -D r-  -q,---  .  r  p+q, ,  =E ' (K,E( tY,%)  , - . (co ,*o)

) ,
E-(% ' % ) est déterniné par les troig teruee suivants de ra guitc spectrale,
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en fait cette suite spectrale tlégénère grace à Ia présence de sonme d.irecte :

O r Z  ^
E: ' -  =  uo( r ,  u2(n- ,  Go))  =  rnv*H21u- ,  cu)

2

c'est à dire les éléneuts de H2(N- ,  Go) invariants par l 'act ion de K

l r f  . ,  ,  2 r O  4  I
E = u l ( r  ,  u1(u-  ,  Go) )  e t  E  

' -  
=  g21ç  ,  g0( r -  ,  0o) )

2 -2

,  0 r 2
a/ Calculons E :

2

O,2  .
Lenne l :E  =E ' (N - rN - )

2

Dénonstletion du lenne 1 :

G6 est une sonnê directe de K-nodules pour la représentation adJointe,

on peut ators déconposer u2(n- ,  Go) = f (n-  ,  K)@r2(n- ,  N-)

O r 2  .
,, = Inv*E'(N- , Go) = ro.r*n2(N- , K) @ rnv*u2(N- , N-),

l ract ion de K sur N- est t r iv iale,  K agit  t r iv ialement sur Ia cohonologie

u2(r-  ,  N-) et  donc tnv*u2(t-  ,  N-) = g2(N- ,  N-)

d.fautre part  U2(f-  ,  K) = gon(nr(N-) ,  K),  I fact ion de N- sur K étant tr iv iale

,(U-) est la dcuxième groupe de homologie de N- à coèfficients triviaur .

Er(x-)  a été calculé par Kostant

Théorène de  Kostan t ( i )  :

soicùt o( et F deu.r racines sinples négativcs distinctes et o( + gp est

la prus petite racine daas (rap-euite incluite paro() ur(u-) est engendré par

tcs éIénents du tvnc IU . L*qp. E

K agit trivialcnent sur Ur(n-), on vérifie facilenent que Z(X) le ccntre de K

-20 -



est nur d'otr Inv* uon(Er(t{-) , x) = o

,  2 ro
b/ Caleulons E :

2

2 ro
E =f(r ,no(u-,co))
2

nals Eo(r- , to) - rnvn- (co) = rnvr- (r-) o rnv*- (K)

=RX_ ;OK

où RX-1ctésigne lrespace vectorier de dincnsion i cngcndré par x_2. avec

\ Ia plus grande racine .

2 ro
d 'o i r  E

2
= n2(r , Rï_;, @ K) = H2(K , K) e r2(r , BJr_J

Lenme 2 :

a .  2 .  .
n ' ( t )=E ' (E)=âH

Dénonsttetion du lcnnc 2 :

K/n* est isomorphe à E d'oùr Ia auite exacte

N + - ) K - ) E

0n associe à cette suite eracte la suite de Eochschild-Scrre pour la coho-

nologic à coèfficieuts triviaur .

P ' Q  p .  q .  P l q
E = E (E , s-(N*)) ---Èr- -(r)

2

nz(f) sst alétet:triné par les trolg tc:lnes de cette euitc :

_21



,o ' '  -  go(u, r t (o*) )
2

, t "  =  n1(n ,  g t ( t { * ) )
2

, t 'o=r t ( r , ro(o*))
2

ro(" , f(o*)) = rnv, (no(r*)) = o

g l (n  ,  t t ( t * ) )  =  0  d ,après  Ie  lenne 5

et u2(n ,  Ho(N*) )=s2(s) = â E

Lenne J :

2 i0
E = Eon( |n , *_X)
2

Dénonstratioa du lenne J :

2 ro
E =f,(x,r)ou?(x,*_x)
2

2 r  -  / .  -

E- (K ,  M_x)  =u- (K)€M_X

= Eon( Q u, , u-x) d'aPrès re lennc 2

g'(r  ,  K) = 0 dtaprès la proposit ion suivante :

Proposition Leeer et Luks r f+-]

Soit K une sous algèbre de Bore1 d.rune algèbre de Lie seni-

sinple sur un corps d.e earactéristique 0 .

Alors g1(x ,  K) = 0 et  u2(r  ,  K) = o .
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,  1 , 1
c/ Calculons E :

2

Lennc 4 :

Soit  Der N- l respace vector iel  des dérivat ions cte N- dans N-, alors

1 ' 1
E = Eom(E ,  Der N-)

2

Dénoagtration du lenme 4 :

par rréfinit io. E1 
'1 

= g1(r ,  ul (u- , Go) )
2

Conrne GO est la sonne directe de deur sous algèbres GO = N- (E K, on peut écrire

4 .

I I '  (N-  ,  Go)  =  E ' (N-  ,  N-  @ K)

= g1 (n- , N-) @ El (r{- , K)

0n notera par abus de notation El (W- , lf-) = Der (n-)

1 r 1
E '  e s t  l a  s o m m e  d e  E l ( K ,  D e r  N - )  e t  t i e  E l ( r  ,  n l ( r -  ,  x ) )

2

Ltact ion de K sur N- étant t r iv iale,  on a :

Hl (x  ,  s1  (N- ,  K ) )  =  u l ( r  ,  non(u l (n - )  ,  K ) )

11 est alors clair  que :

s1 (r ,  non(E*(t l -)  ,  r)  = Hon(sr(t t-)  ,  s1 (r ,  K))

na is  H l ( x ,  r )  =  0  d 'ap rèe  ra  p ropos i t i on  c i -d .essus ,  donc  u î ( r ,  H l (N -  ,  K ) )  =  o

1  ' 1
E est alors égalc à El(K , Der N-) = non(U., (K) , Der N-) car l faction de K
2

sur N- est triviale .

K
l{ais Er(r) = -_x = E car F , *] = i l+ donc u1(r , Dcr N-) = Eon(H , Der N-)'  

L*'*J r-

c . q .  f  .  d .
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(r*)'' =f* €Dert

or=[U€Der(N

L
on note Ia plus

1-2-2 Carout ac u2(eo , Gu) :

A. chaquc natr ice O = (Ui j ) i r i  = I  . . .  n- l  on associe unc

algèbre de Lie % q"i contient la sonme d.irccte dc tr+ (E N- connc

sous algèbre des connutateurs ct dont lrabéticnisé stidcntlfie à H

0n a donc une suite O -+ l{* e il- € CU € g ---? 0

et lfaetion dc E sur N* e N- est définie par :

f - r
lXo. ' Eo,- 

| 
= ("t , 

"!) 
Xo si o< est une racine sinplc positive

L' 
'iJ

lx .E l=u..x
L 

-*j ' 
",iJ 

:.J -f

On note :

xq(\) gi o( = P et or ea*

0 ei non

\t-xl 
8i o( = P et ot eA-

0 si non

r =Ç ora

,o) = ro"r(u1 (r*) e or) e rnvr(ut (r) s l' ) e r""st

,"rrnrl

,"-rt1

/ rytxp =

/ dxu) =

=

- )

grande racine

nzqcu ,

ou r =f ê Eon(u' (r+) o u,, (n-) , ,E\ /?(xq, , x-J = Eo( sic€A+ sinnrel

I  
!  '  

=osinon 
J

pour toutc natrice U tcl.l.c quc :

[Ur 
f<rk,s-qJ1-rt>;Ç u*or l(.r,X) ; urJ l(''*, D;
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ooj =(*n,qj - so.())) ; uri*urJ =(o<tr, );(o*n) +(o<o,u') =

L'n1l*r. ;(o<1,a) * urj - f uor.o, = o]

Dlimqnstration de la proposition 4 :

Ltalgèbre tle Lie GU est nunie d.e la base suivante :

r- -1

{L ,  ct  eAi  Eo. ,  o i  € i [ fa"ec ta table de crochets :
L '  - i  -  

: J

[O 
' toJ = 4iu , ai) xot si o( e À+

r -'r EJ kl

LL' 
t*J = 

È t, uri L "i  xea- t o = 
i= 

-oioi, n, est un entier

r - l

f* ,  
xpj  = o s i  o(ed et  PeA-

[t* 
' xf = xot*p si ot+P e'aet ot , P €a-

=0s inon

A Ia suite exacte courte O --à UbV- -i H ---+ O

on associe Ia suite spectraIe dc Hochschild-Serre pour la cohomologie

de ta représentation ad.jointe .

-P '9 -P , e, --+ P+q ,,, = E (H , E"(N*{E N- , cu) -- n^ 
^(cu 

, cu)

Pour calcuter u2(cu , Go) il faut dtabord déterniner les trois termes

^ )
t l ' -  = uo(g ,  H2(N* eN- ,  cu))

2

1 t l  .  .
E =  E1 (8 ,  E I ( l t *ON- ,  cu ) )
2

_25_



2 , Q  .
E'  =  nz(u ,  Ho( i l * (EN- ,  cu) )
2

. on va denontrer à la fin de ce paragraphe que eette suite spectrale

ttégénère .

,  2 , 0
a/ Calcul cle E .

2

2 r O
L e n n e 5 : E  - 0

2

démonstration du lenmc 5 :

2 r O
E  = R 2 ( u , H O ( N + @ N - , c u ) )

2

Eo(N* (E N- , Gu) est f'ensenble des éLéments de Gu qui sont invariante

par  l tac t ion  de  N+ Of r -  ,  c res t  Ie  cent re  de  N+ (DN- ,  so i t  1 respace

engendré par Xl et X_^ oir À est la plus gpande racine .

2 r o  ? ,  ,  ?
0 n  a  a l o r g  E  =  H - ( H ,  M ^ )  @  H - ( H ,  R X _ l )

2

Le lemne 5 ttécoule d.u lemne suivant :

Lenrne 6 :

Soit E une algèbre de Lie abéIienne, M un nodule de dinension

1 engendré par n, tel que E opère non trivalenent sur M alors

H * ( U ,  M )  =  0  p o u r  i  =  1 ,  2 ,  . . . ,  n  =  d i n  H

Démonstration du lemme 5 :

Soit C ua k-coeyète'd.e uk(g , u) aéfini par :

c (Eo ,  . . . ,  Ek - i )  =€ r (Eo ,  . . . ,  L_ t )  o ï r  ûes t  une  k  f o : : ne .
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6c(uo, . . .  ,  Hk_r ) =+ (-r ) i i  (ur) o (ue, .  . .  ,

Lest un éIénent de Et le d.ua1 de H de basc ÉO

H opère non trivialenent sur M aonc & f O, on

Osf écr i t  sous la forrne :

e(Eo,  . . .  ,  Ek_1  )  = a .
t l

Ei - r '  H i * r ,

=&, . . . ,  E

pêut poser

. . .  ,  E t )

.  € 1  
' o r o  a'k-1 '1 tk-l

* €, ^. . . .E,
tk-z '1 tk-z

n-1

;, = é.0

donc C est un bord de

-

" '  

" o - '  

c ' q ' f  ' d

Le

1

culs de E
2

Lenne 7 :

Hl (N+ e N-

H2(N* @ u-

Ienne suivant donne des résultats

, 1  O t Z
e t E

2

, *u) = Dt @ uon(u, (tt+) , n:r_;) @

, *u) = f (w* , N+) @ El(N-) €, D1

u2(u- , N-) o El (N+) E D2

préIiminaires aux cal-

D, o Eon(u, (w-) , *"^)

@ H2(r-) I  z(N+) o

o n2(r*) e z(t l -)  ow

Demonstration du lenmc 7 :

E â4 Q,t' /N+ 
o N-

a alorg la suitc eracte 0 -â N+ e il- __à CU € E _-_) O

tant que suite des coéfficientg :

on

cn

o (ir io_' ( n-l

sc=osio=qfu"r,

o ( ir io_, (n-1

,  1 r 1  O r 2
b/ Calcul  Ce E et E :

2 2
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Eo(N* (E N- , ,) 
6ô 

, Hi (N* (D N- , rrr+ o n-) 
j12 

El (N* @ N- , *u)

-l- E1 (N+ (E [-, E) 
51 

) E2(N* <E N- , N* @ r-) 
tt 

,

drofi les dcux suitcg exacteg courtes

o -+ tu 11 El (N* @ N- , cu) :-+ Ker S, --â o

Deterninons In I., :

H1 (N* (E N- , tr+ @ n-) = ul(n+ (E N- , H*) e H1 (N* cE N- , N-)

= El (N+ , N+) @ H1 (N-) 6 Eo(N+ , N+) o

sj (N- , N-) @ Eî (N+) 6 Ho(N- , N-)

f image par r, cle II1 (N* , N+) resp tie Hî (tt- , N-) est représentée par

Ies dérivations D,, resp D,

HO(N* , N*) = z(N+) = RJ(^ et u0(u- , N-) = z(tt-) = Rx_1 .

Les espaces t ion(Hr(N+) ,  RX-l)  et  uom(H,,(F) ,  *^) g,envoient de façon

évidente dans u2(u*  @ N- ' ,  au)

c l ro i r  In  I ,  =  D1 @ nor(Ur(W*)  ,  M_x)  qg D2 eUon(Ur(U-)  ,  *^)

Detenninons Ker 1 :

ul (n*  @ N- ,  h)  = Hon(Et  (N+)  ,  s)  @ non(u,  (n- )  ,  E)

car E est un nodule triviale sur N+ g N-

soient [tJ a uon(r, (n+) , E) unc classe.de cohonologie représentée par

f, : Hr (u*) --> E aéfinie par r(1. ) = 
F .r, 

\
ct 

[e] 
e uon(H., (r-) , H) une classe d.e cobornotogie représentée par

E2(N*(EN- ,  0u)  - !à f ( * *  oN- ,  s ) ,  
6 ,  

>  Er ( i l *@F,  u*o l l - )
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s : Hi (u-) -+ E aéfinle par g(x-^, ) = + bir E-o(i J rJ *j

s,, [t_] = (S;H,ô',, [r]) t"r q,r" Ei 1-{eu2(r+,r+) "t ri ttlrul (N*bsl(r-,n-)

5i ' r {x" . .  ,  t -p)  =- 
+" i ; (or ,  ,  F)r-ç,  aonc6.,  reul(n*)ooer(u-)

$i 'r est le produit teusorier d'un érénent de [1(tt+) 
"o"c 

un l-cocycle

de N- à valeur dans N- aonc ôj'[r] 
"" 

peut pas être nut dans

El (N*) €l Hl (il- , N-) de ta nêne faço" Sj'[e] ne peut être nut dans

"t 
1lr-) e Ht (N+ , N+)

donc Ker 5, = O

on ded.uit eue coker E,, = nl (u+ , N*) @ Hl (N+) € Dz @ non(ur(tt+) , n) e

D1 o H1 (r-)  o EÎ(N* ,  t t+)  e uon(Hr(r-)  ,  [ )

Deterninons Ker 6, :

" l ( * *  
<E N- ,  N*  o  N- )  =  u ] ( r *  (E  N- ,  u* )  e  s l (u*  (E  N- ,  N- )  avec

u ] (n*  (E  N- ,  N+)  =  u5(u+ ,  N+)  e  s î  (N- )  E  H2(N* ,  N* )  o  n2(u - )  o

E1 (N* ,  N*) @ Er(N-) e Ho(N+ ,  n*)

et E2(N+ o N-, E) = Eon(nr{r*) , u) @ uon(ur(r-) , g) e

Eon(H, (n*) e n' (u-) , H)

car H est un module triviat sur N+ O N-

soit ffl une classe de cohonologie représentée par g: Ur(n+) --+ n

ter que?(*or^*or) = + "fi
Ha

szkl = $;kl , s)k]l tur euc si [r] . nr(n* , N+)

s; f] e sz(r*) E Eî(N- , rr')
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srrt"o. , **, , ,-F) = -+ (** , p) "li X ^ on déduit que- P

6iVe" ' (** )  @Der(u-)

$i Y u"t Ie produit tensorieL d'un éténent de E2(N+) avec un 1 -cocycle

rte N- à valeurs d.ans N-, 4""" Srp] ne peut pas srannuler d,ans

E2(N* )  EE2(N-  ,  N - )

Ia rnêne concrusion sera obtenue pour une crasse d.e cohonologie [f] a

Uon(ttr(N-) ,  g) ea uti l isant I ' involution qui envoie N* 
".rr= 

N- <l,oir

uom(ur(w+) , u) o tton(ur(N-) , E) n,est pas inclus dans Ker S,

Reste à voir tes ctasses de cohomotogie dans IIon(E,, (n")@ u, (u-),u)

soit [c] renrésente par c : n,' (lu+) @ H1(tr-) --+ H

xo( ̂x_p --+ c(x".^x_U) =t{ur"

6r[.J = (s;[._-l , 5;[.] ) ter q,," 5j[.]. Hî (N*) a H2(N- , N-)

5;[ .^]  € E1 (N-)  e H2(N+ ,  N*)

Si c est définie par :

5, c(x..,*-p,*-s)= L io [rr,*-r] Ln , ,-p].1,
donc i l  cr iste r e c21u* , u*) tel que :

,fi c(xo. , *-p , 
"-6) 

= xo. 6 r(x-p , *-5) ; Si[c; est nut si et seule-

nent si la classe 
[t] u" cohomologie de F cst nutle aans u2(N* , N*)

d'aprés te calcul de H2(N+ , R+) fait par Leger et Luks lt}

6; t r ] f  
o saur 

" t  {p= o pour Fl t
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façonf r t t t fosauf

déf inie alors par;

t-
= 

) ,  
.  Hon(n, ,  (n*)  e

\

L

,t>]

Pour toute natrice Il telle que :

r
Ju*, 

O(dr s-,.i(-r)); Çur,.n,.
L "  d

de Ia nêne

Ker 6, est

Ke r$ r=Y

Denonstration du lenne B :

C(L,X-J

sinple

utilisant le lenne

I

@ s ' (E  ,  D2)  o

le lenne 6

, s (-\)>-I

s ia r  =
o(P 0 pour  . .  l t

r '  (u-) , E) te l  que

o( Tacine

=  
" * ]

Lerune I :

1  1 1  .
,, = ul (n , Dz) o E1 (E , uon(n, (u+) , ru(-\) {E

nl(g , uom(ri, (N-) , *,,.)

I("r ,  oj) '  uo, l ldy

1 '1
E = u1 (g , E1 (N+ @ N- , tu) est égare en
2

précédent à El (H , o, ) o Eî (E , non(tt, ,  (N+) , Rx_À) )

tt l  (n , non(u, (w-) , nx^))

O' est la somme directe de II nodules de dinension 1

Ltaction detE sur D., est non tr iviale, donc draprés

_ 1  ,  I
E ' ( H  ,  D t )  =  0  e t  E ' ( H  ,  D 2 )  =  0  s a u f  s i  U O ,  = ( * k

d'aprés te nêne lcmne u1(r ,  uon(u,,(r-) ,  RxÀ)) = O sauf si

ukj =

t ur,

ul  (s ,

-("k ,À;,et El(H , nom(u,, (r+) , i l_^)) = o sauf pour u tel que

or =(di , *J) on note À = + ot *l

uon(ur(r-) , *Â)) = 0 sauf pour U tel que : unj =<at , À>

-11



Propogition : (Leeer et Luks) [4]page fo2a

tnv, nZ(u* ,  N*) =' ,0 ;  tnv, u2(1q- ,  N-) = o

Lenne 9 :

o 1 2
,-r'- = rnv, E1 (n-) o D' (E rnv, Hl (N*) E D, @rnv' H2(N-) @ Rx\ e

tnv, u2(w+) e RX.À

pour eertaines valeurs de Ia natrice U quton va determiner .

Denonstration du lenrne 9 :

o 1 2
E - rnv" E2(N* , u+) @ rnvr(ul(u-) o D, 19 rnvr(u2(n-) oRxÀ)
2

@ rnvg H2(N- , N') o tnvr(ul (n*) e D2) @

rnv"(n2(u*) @*_x)

nais rnv" E2(N* , u*) = 0 et rnrr, g2(u- , N- ) =..0 d,aprés la proposi-

t ion précédente ( leger et Luks)

a/ Inv, tt1 (f-) O o., est ensendré par *_t t o* t"r elr"

n_ (x_^_  eD : )=oVk=1  n - t  i ,  j =1 . . . n -1*t '  - i  q,J'

(t-O 
" 

ti) = (uri +<ot , ,or(À) - o.j> ) t= * {,

pour j fixé X_^- @ Do. est invariant par E à condition que-n.J

uki =(dy cr, - 
\(r))

t
u/ rnv, Hl(N*) g D, est engendré nrr xo(i a o'_oi tel que

H-  ( x -  6 lD : - .  )  =  0  k=  I  . . .  n - t  i ,  J  =  I  . . .  n - l
-L -i -qJ

- !

H
\

-12 -



pour J f i ré X- 6D est invariant par E à cond. i t ionque
.i -qj

(op qi) * uoj - F uo, or = o 
", 

.*r(À) = Ë oro,

c/ tnu, gz(N-) e RXÀ est engcndré par ,_*r^ *_*, * r^

i ,  j  =  1  . . .  n - 1  t e l  q u e

E (x  ^X  ax )= -u . . -U t j * ( * t , I ;=odt' -t -a; - 
À rsl

t-o, ^ *-or OX^est invariant par lractj .on de H à condit ion que

uk i  *  o * j  = ( *o  ,  \ )  i ,  i  =  1  . . .  n - l

a/ inv, E2(N*) €lRx_>. est engendré par 
L, 

^ *o, 
"*_^

i, i  = t . . .  n-i  tel que t,^O(to, ^ 
Lj) E X_À = 0

to, ^ 
L, 

*X_^ est invariant par I 'action de H à condit ion que

(a! ,qr)  * (*o ,o j )=| " r - 'kr  " i  À= + .1 dI

Etudions les homoroorphisnes de bords

o , 2  o r 2  d ,  ?  1 1
- D  - E

722

0' r2 o,2 d"  i ro
D  - r  - Dû5t

7 J O  1  , 1
E 

'= 
O (dtaprés Ie lenne 6) :  E = 0 pour U véri f iant la condit ion (1 )

2  1 1  O r 2  0 r 2
pour la nêne raison E = 0, donc E = E

2 æ 2

Ia suitc epectrale tlégénère .

-r t-



CHÀPITRE E

INTRODUCTION :

Cc chapitre conti-ent le calcul cohonologique nécéseaire pour

l-e cas où G est une algèbre de lbc-Mootly .

0 n n o t e G = s I ( 2 r R )

c 
f t ,  

a-t ]  t 'a lgèbre t les porynônes de Laurent en t  et  t - l

t c 
[] norr"ôtes en t sans ternes constants

t-1 a 
[--t] 

porynônes en t-l gâ,ng te:mes constants

on note ô = c @ a 
F, 

t - t ]  l rargèbre de Lie de Kac-l loodv aff ine non

tordue .

G = N+ O E (D N- une décomposition de Cartan de G on lui associe Ia dé-

conposition suivante pour ô

ô = i* + H + fr- oU N+ et N- d.eur sous algèbres ttéfinies par :

fr* = 1cE t c [t] ) on* ; i- = (c o t-l r [r-l ) e n-

onnoteâ=g* f r -

ô est nunie de la base tléfinic par Feigin [S ] "oostruite 
à partir de la

base bien connue t le s1(2 ,  R) t

lf ol , l-o 'l , lô dl-]
{l l'l l'l lf
l lo -11 lo ol lr  o l l
5 1 u J u j J

[n ol l-r t;l [o rlsoient"rr=*L 
,C;e7+1 

=+Lo 
oJt"r,-r=L, ,J

-74 -



m ê Z, vérifient l-ci , 
";l 

= *ij ei+5 oir or; 
Ji 

-t , o, l
L -  o )  _ " {

f=  
( ; - i )  nod I

ct associe U ô,f 'algèbre de Lie ôo = i@i- obtenue conme sonme directe

ae i et ac i-, ce qui revient à annuler a"os ô les crochets entre les

éIéncnts ae fr+ et ceux tle E et ae fr- à chaque fanille de paranètres

r- -l
9= 1a-r i+r  ,  , -3 i -1  ,  a- i i€  Nl

l - t t r r  
- ) L -  |  - ) L  

)

0n associe une algèbre de Lie résoluble Gg eui contient la sonne directe

ae fr+ @ û- comme sous algèbre de comnutateurs et rlont 1'abélianisé

sr ident i f ie à H .  0n a la sui te exacte

o -9 f* e lr- ---+ Ga # E --t o

et ltaction de E sur lf* g f,f- est définie par :

r
| ] '  " -r i* i f  

= -"r i*1 '-7i*1 t  
h '  "-rr- l l  

= 
"-7i-1 "- tL-r

f. 
' '-rl = a-1i e-7i

Notre but dans ce chapitre est Ie calcul ae Ue(6 , q I et de

u2(ôo , âo)

t-1 CATCUL DE E2(co , Go) :

0n énonce tout tl'abord quelqueo résurtats utiles par ra suite

Théorène tle Fcisin-Fialorski r Itl

L'eepace des dérivations erternes ae i* à vareurs dans i+ noté

ncr(fr+) est représenté par ad., @ t c l'rl +L ' ,  d t

autrcnent ilit une d.érivatioo ac i+ à valcurs aaug i+ grécrit :

-15 -



Â
ade^+ tPq  oùP€c  f t lo  

d t  L r

Prooosition : (xuts [e ] I

Le kène groupe dthonologie à coéfficients triviaur no(i+) est

engendré par les cycles suivants :

" l  
r  ê4 r  . . .  ^ erk*1 ;  eZ r c5 r  ^ e7k_1

Proposit ion 5 :

s2(ôo , ôo) = Hon(H , oerrfr+) @ Eon(u'( i- ,  n*)) o

Eon(E , Der fr-) * u2(n- , i-)

Demonstration dc la proposition 5 :

A la suite exacte courte N+ + G^ -+ K on associe Ia suite0

spectrale de Hoschi ld-Serre fe]  no"r la représentat ion adjointe

P r Q  p . r  Q  ^  ^  P * 9 . ^  ^
E = H (K,  E (N- ,  ro) )  - - - -Èn-  - ( .0 ,  

r  J2

2 , ^
,1-(GO , GO) est déterminé par trois terrnes :

O r 2  ô  r  ô  ^  ^  1 r l  .  ^  r  ^  a
=d(K,  E ' (N- ,  Go)  ;  E  =Er(x ,  H ' (N- ,  %))2-z

2 r 0  .  .
et  E ' -  =  g21r?,  E2( i - ,  .o l

2

Cornme on a une sonne dirccte dtalgèbres de Lie, Ia suite spectrale

ctégénère au niveau du terne E, ;

Cctte proposition va résulter d.rune suite de Lcnmes prélininaires .

Ierune 10 :
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i /  E1(i ,  lD = nl(f i-,  ù

ii/ n2G. , fr) = Eon(B , Eî (i-, *))

Dernonstration du lenne 1 O :

i/ Regaraons Ia suite spectrale d.e Eoschild.-Serre associé

à ta suite eracte N- > i --+ U

0 t 1  4  - a  ^  ,  ^  .
E  =  r n v n  E ' ( N -  ,  N - )  =  H t ( N -  ,  N - )

l "

1 t 0  .  -  ^ - a .  . ,  ^
E =  E ' ( 8 ,  E ' (N* ,  i l * ) )  =  o  ca r  z ( i t )  =  9
I

0 r1  o ,2  o ,2
on a I'homornorphisne de bord E €U nais E = 0 d.onc

0 r 1  0 r 1  4 . -
E  - E  = H ' ( N - , N - )

1 0 0

i i /  ouservons 1a suite spectrale dc Eoschird-serre associé

à la suite eracte fr* --+ f --- ff

O r 2  .  ^ .  ^ .
on  a  E  =  I nvn  E ' (N* ,  N* )  =  0  ( vo i r  page  :  46  )

2 I l

2 ^- r v  , -  n  â ,  ^ .

E =  E ' ( 8 ,  Eu (N* ,  N* ) )  =  o  ca r  z (N+ )  =  9
2

- 1  t 1  r .  , r . ô ,  ^ ,  .  ^ .  . ,
E =H ' (8 ,  H ' (N t ,  N * ) )  =Eon (u ,  g l ( t { * , l t * ) )  ca rEeg tunmodu re
2

trivial 
"o" fr*

Rcgardons lcs hononorphisnes de bords

f  r l  , , 0  5 r O  1 r 1  r r r  .  ^  ^ .
E  - + E  ; E  = 0 d o n e E  - E  = E ' ( K r i l * )

2 2 2 2 æ
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Lelrne 11 :

i/ Et (r() = o

i i /  Hr(r)  = o

Denonstlation du lenne 1 I :

i /  Et(r)  =ft ;-= o car [*,  * ]  = (

iL/ K se déconpose de Ia façon suivante fr* -+ i --> t

E2(K) est donné par :

E2 (H ,  Eo (N+) )  =  o  ca r  Ho (n * )  =  o

H t  (H ,  H t  (N+) )  =  o  év iden t

Eo(H , E2(lr+)) = rnv, g2(N*)

H2(N+) est engcndré par c, ^ e4 i Ç2 a e5

% 
. ( " t  ^  

"4 )  
=  2 .1  ^  e4  i  eo  .Gz  ^  

"5 )  
=  ez  ^  e5

donc rnvr{ur{u+))  = o

c .  q  f  . . d

Lenne 1 2 :

u1 (i , i) = o*

oir D+est la sous algèbre de Der fr 
"orpo"ée 

d.es dérivations de la

forme t c[d ft

Dcnonstration du lennc I 2 :

El (i , â)"", obtenu à lraide cte la guite eracte longue dcs
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coéfficients associée à la suite cracte suivante :

^ . !  ^

N  - r T !

soi t  uo( i ,  H) -&à81( i  ,  f i *1 ,  r  rg l ( i  ,  f r1 -- l - ;ur( i ,  n)

lq
n2(î , fr*)

Jq
u'(i , rr*)

on a : ,  fo ,nî( f i * ,  i * )  r  )81( i ,  *)  t  >uî( i ,  n)

d. 'oir  la sui te exacte courte :

o->D-+El( i ,  i l  - -+KerE, ,  - )o

Le larune va résultsr de Ker 6' = e

uî (r , H) = Eon(u1 ti) , E) car H est un modure triviar 
",rt 

i. puisque

l - r  n  ^ .  ^
LK , E = N*, u,, (X) = H est engendré p.r cO

un éIéroen, F] de El(i , u) se définit par une fonction de E à var.eurs

dans E tclle que 3

Y("0 )  = . t  ;  s iYg rerS,  i l  er is te  une cochaine g € cr (K ,  f i * )  t " r

que qf= Ss où Sest  I 'opérateur  cobord .

_ssoit e(eo) =1(o, 
"r.*1 

* Bi 
"r i_r )

on e : 8f("0 , e7m+1) = -prr*r , l("0)] = r"1.*,

te("o,  e7m+1) = -s(  po,  " l r * f  I  *  
[ "0,  

e(" r r* r  
I  

*  
[ r r * , ,  " ( "0) ]

-B("rr*r) * e("Jr*r) - 
[rr*, 

,e("g)-l

= - 
[r*,, s("0)-] = - + aieJ(n+i+r ) * Br"r(n+i)
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Dans lrerpréssion de 6U(eO , e:rm+1) it nty a pas de ternes Gn elm+l

donc a = 0 dtotr p= O et donc fcr $' est id.entiqucnent nul .

c . q  f  . t l

Lcmne lJ :

2 r 0  ) - ^  a .
E = E'(K , K) = Eom(E , Der N*)
2

Denonstration du lenne 1 J :

2 r 0
,-r'- = E2(i , Ho(fr- , ro)) = H2(i , rnvff-(Go)) p"r ra nême

remtrque que précédenment, lfaction ae fr 
",." 

i est triviare et le

^  .  2 r O  ô  a  ^
centre ae i- eet nur : d,onc rnv*-(ôo) = i et E"'= g211i , i) qui

z.

est égale à Eon(H , Der N+)

' e . q  f  . d

Lenne 14 :

1 r 1  ^  -
E = sor(sr(fr-) ,  f) euon(H , uer(f i-))
2

Denonstration du lennc 14 :

-  1 r 1
on a E' ' '  = El  ( i  ,  s t  ( i -  ,  ro)  et  Hî(N- ,  âo) 

" .

s l (u-  ,  ôo) = Eî( f r -  ,  n-)  @E1(N- ,  i )

1 t 1  .  ^
d'o i r  E '  = El ( i ,  E1( f r - ,  u- ) )  Osl  ( i ,  u l  (n- ,  i l l

2

Ei ( i ,  EÎ ( i - ,  * ) )  = s l ( i ,  son( i - ) ,  Ê))

-40 -



= Hon {ur tn-)  ,  r t (û  ,  i ) )

= Eon {urtn-) , o) a,aprés le tenne 12

0n a aussi g1 (i , E1 (fr- , lr-) ) = uî (i , o", u-)

non(u, (K) , Der N-)

= Hom(E , oot fr-)

toujours à cause de lraction triviale de i s,r" u- et donc sur sa

cohonologie .

c . q  f  . d

Lenne 'l5 :

o r2  .  ^  ^
E  =E ' (N - ,N - )
2

Denonstretion du tenne 1 5 :

O r 2  ^  ^
E-'- = rnv* u2(fr- , ô0) = rnvi H2 (N- , lr-)O rrr"K u2(ll- , r)

2 ^

. > . ^  ^  a . â  ^  â
nais rnvf i  E'(N- ,  N-) = Ht(N- ,  N-) car i lact ion de K sur w- est

tr iv iale .

) , ^ ,  ^
Invf u'(N- , K) = 0

o r2  ô . ^  â
d ' o t rE  =E ' (N - ,  N - )

ẑ

c . q  f  . t l

2-2 CALCUL DE E2(cn , Gr.) :

Gra sc déconpose selon la suitc erecte courte

o--tfr*efr-->Grr#H--ào
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T

A cette sui te eracte courte on associe la sui te spectrale de

Hochschild-Sene pour Ia représentation adjointe

Le calcul ae n2(C,. , G,.) va se déd.uire des trois termes suivants :

0 , 2  ^  ^
E-'- = no(u ,  E2(N*o N- ,  ôn)

2

1 r 1  4  l  - ^ .  ^  .
E =  H ' (E  ,  H ' (N '@ N-  ,  Gn )
2

) ('l

r_'"  = H2(H, Eo(fr* o fr- ,  ôr,)
2

0n peut énoncer Ia proposition suivante :

bposition-É. :

-  ^ r  â

g'(cL , t^) = Eom(H , Der N* g Der N- ) O v

ra
oùv={c  €Hon(H l  (N* )  6 r i , tw- )  ,  n )  /  c (e r ,  

" - . t  
)  =  

" "0  i
L

c(er , "_r)=u" ]
J

r_1
et A = I ("u e^ , ad 

"^)lc 
oer fr* o Der fr-

L  V  V J

La proposit ion 6 va résulter de lemmes prél imj-naires

@LÉ.:

t/ u|(ll* e û- , ôr.') = D+ o D-

iil Ht(N+ @ fr- , ôo) = H2(i* , fr*) e H1 (N-) I o+ @

H2(N- , i-) e Hl (N*) 6 D- @

Eon(H ' (N* )@q( i - )  ,  H)

Denonstration du laune 16 :

0n a Ia suite exacte courte
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o-êfr* 'e.fr- ëGo#E----.-â0

et la suite exacte longue des coéfficients

H1(N*oN-,  E)  61 )H2(N*ofr - ,  r , , *er , r - )  !Hz(N*eg- ,  co)

482(N* @ fi- , 11) 
st 

> ,3(r* @ fi- , lr* e lr-)

dtoir  les deur sui tes exactes courtes :

rm r, -+ El(N* o fr- , ct -> Ker $,

eoker 5t + H2(N* @ N- , qn) - rer E,

t / t ^ t r=D++D-

(i) au renme va résulter de rer S' - o

H1 (N* el fr* ,  E) = Eon(H1 (N+) , H) @ rion(u' (n-) ,  H)

soit [g]""" classe de cohonologie ae non(ur(tt+) , H) représentée

par une applicatiotr ?: n,, (w+) ---> H cléfinie pr"9("i) = 
" i  "0

5, [9]= (q [r ] , t , ' f f l r  t " i  r""  6j [ r ]  eE1 (N-) @H1 (N* ,  N+) et

si [çJ €H2(i* , i*)

5; 9("i , "-j) 
= 

"i fo 
, "-f 

= a, ad. "o 
("-;)

5; Fl ne peut pas sfannurer dans E1 (u*) e nl (r- , N-)

De nêne si on considàre [V] """ 
classg d.e cohonologie de

uon(u, (tt-) , E) clonc rer f,,' - o

it/ Oa a la euite cracte courte

H 5o ) r t ( **  @ N-,  f r *  @ f i - )  
t t  

>  H1(N* e N-,  crL)  4
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0 ---) coker 5r # E2(N* (E tl- , Gst) ---# Ker 6,

coker6 ,  =u2( l r+ ,  N* )@Hî  (N- )  @D+@u2( l r -  ,  f r - )@81 (N+)@D-

Le lenne va résulter cte Ker 6, = Hom(Hi (lr*) g u' tru-) , E)

H2(N* e N- , H) = Eon(rr{lr*) , H) @ nor(ur(i-) , u) @

Hon(H, (lr*) o u, t lr-) , H)

soit [r] "ne 
classe de cohonorogie ae non(ur(fr+) , H) représentée

par Ie 2-cocycle f : H2(fr+) -+ H définie par f("i ô 
"j) 

= 
"i. j"o

Jr[4 = ( t ; {d,6;t t ] )  ter qo" ' l [ t ] .  r ' ( r*)  @Hi(N- ,  f i - )  " t

.5, fq e, r1(** , fr*)

b, r(e, , 
"j 

, 
"-r.) 

= 
"ij [o 

, 
"-o] 

= 
"ij 

ad eo e-o

ao"" Ji[r] ne peut pas s,annuter a"ns u2(i*)Enl(n- , fr-)

De mêne si  on considère 
fS] "ne 

classe de cohonologie de

ror (nr(u-)  ,  H) donc uor(nr( i+)  ,  s)  et  uom(nr( i - )  ,  H) ne sont

pas d.ans Ker 5, .

Reste à voir Hon(H, (u*) a u., (r, l- l  ,  H)

t ' . l
soit ICJ une classe de cohonotogie de Hon(H, (n*) g n,, ( lÙ-) ,  H)

représentée par  a -  € i  I  L ;  I  eO i ,  i  =  1,  Z

Le l-enne va résulter du lenme suivant :

Ïrenne 17 :

Frote"9l= L=1,2

Dcnonstration du lennc 1 7 :
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soi t  f  =  ( .  I  +  u  Ç)  @ 
"o ;  

i t  ex is t  e  I  êcz(r*en- ,  r *er - )

l-
déf in ie  p" "  

le (e , )  
=  o

I
{  

s("r) -  -" .1

I
b',"r)  

= Arer_t * Bi" i_2 pour t)r  1

lt = clg à condition que : 
fnr, 

= -AJ.*t = -AJr-l = a

{

f " * t -o ; tJ t - t=-B1t=-b

e . q  f  . d

Lenne 18 :

1 ' ' l
E =  u1(u ,  D* )  @Hi (H,  D- )  =  o

2

Denonstration du lenne 18 :

D+ et D- se déconpose en sonne directe d.e nod.ule sur H de

dinension 1 ,  H est abél ienrd'aprés Ie lenrne 6 du chapitre I

1 ' 1
E = 0 dtoir  Ie lernne .

2

Lenne 1 9 :

2 ro
E  =0

z

Denonstration du lennc l 9 :

Trivial car E est de dim l

Lenne 20 :

0 1 2
E est dc dinension 2 et engendré par les cocycles suivants :

2
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C(el ,  
"- t  

)  = 
""0 

et C(e2 ,  e-Z) = b"O

pour Jltet queF-, I o ; a-2 I o ; ^-t * 
"-:,j I "-.55*t ;L

"-1 * ^-tj-t I ,-l j i ^-z + a-1j I a-1i+z ;

^-2 * 
"-7i-z l-"-li i t-t * t-j I -i^-r-r^ ;

, -z+ 
"- i l  

- t r - r - r {

Demonstration du lernrne 20 :

0 r 2  ô  ^ .  a  À
E = rnv, t'(fr* @ N- , q,L)

2

D'aprés re tenne 16 H2(fr+O fr- , ô^) est égare à :

H2(fr* ,  f r * )  e  n l ( r t - )  @D+@ rt (* - ,  f i - )  @ Hl(N+) a D-@

Hom(u, (N*) 6 H., t t . l-) ,  H)

a/ rnvrn2(N* , fr*)

Les 2-cocycles a" fr+ à valeurs a"ns fr+ ont été déterninés par

Fialowski 
[u ]

q ^ \ iE er i - r  *  €t  ^  9O*1 E -e l j  *  t ,  ^€r i  
"  "7 i -2 

*

L2^E1 i *z@"-1 i  Pour  j )0

et pour tout m) o t ^ Éj @ i"j*r, * t-, ^ É; g i"j*J, i I t

oi (Êi)ra* est un systène de générateurs de (N*)*(de Ia base de

Feiein)

i  > o 
["r(1 ^ \i6 "rj-r 1 = -z(Él . 1l@ !;-1 )
I
fo(q 

^ 9i*, @ 3i1 = -z(8, ̂  eli*r @eli)
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i > o 
Fo(t, ^ trj6 "5;-z) 

= -+(êz ̂ EriE e1;-r )
I
I 
tofe,  ̂  t7i*z@ -eri) = -'4(Ez . €ti*zg -9i)

i  I  t  F, t '  ^  Éjgj" ;*1r)  = -Ér  ̂  Éj@i" j*r"
I
|  , .  -  s i  j=1a

pour tout r2o 
[s(Ez 

^ ej E j";a5r) = 2ç ^ €.j I i" j*1,

j l t

pour tout n) 0

i l t

pour tout n) 0

^ É; A j";*7r) =

^ ej 6 j";*1r) =

^ ej  I  j " ;*1o) =

.o(ê, ^ Éi 6 j"1*1r) =

( j *a)

(t, '  ̂q

( - t + j

(L, ^ É*

X

€ je ;*1r)

+ l n ) x

@ je;..1*)

7n) x

6 je ;a1)

si j=Jn+l

ln) x

( - z+ ;+

(É, ̂  tti

( - z+1+

Gt

ç

G,F,
( tz^ t r ;8 j " i *5r)

si  j=Jn-l

donc rnv, H2(N* , fr*) = o

a/ tnv, nt (u-) e D+ =

g1 (l{-) est engendré par e_, ,

H1 (N-) g D+ est engendré par

qui ne sont pas invariants par

dans la faraille tL .

e/ r,,v, El(lt*) E D- =

= & ^ = 0

i un ent ier posi t i f

sauf si a_' = a_2 = 0

0 sauf si a_,

t-z

"-r E ttt fu

._z @ tti +f

I r a c t i o n  d e  H

i"À*^. 
ilÉ{z .l
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Hi (N*) eÉrt engendré par er, ez

nl (lr*) € t- est ensendré par 
["., 

t *-t r-t *T

I 
i un entier pooitif

l_, 
r *-,r-t *T

"n(",, @ t-lt-t *T) = 
"i I .-t t" ft

"o(", E t-l*-t *T) = 
"1 

@ .-t.-t *T

a/ fnvrt'(*- , lf-) = 0 sauf pour certaines valeurs de la

fanille d.e paranètre I- .

E2(fi- , lr-) est engendré par les cocycles suivants :

É-1  ̂ t -3 jQc-1;+r  *Ê- r  ^L- l j - t  8 -e1 j  *E-z  ^L-1 j@e-1;+e +

L-z  ̂  t- l i -z8-E-f;  ,  po* j)  o

e t  pour  tout  m)0 t -_ t  ̂ €_ j8- r ._r_r ,  *L_z ^ê_ j@- je_;_16 ;

j l ' t

Détaillons les cliffércnts caa :

€-t ^ L-1JE e-33+i est iavariant par I 'action tte E si

" -1  
* ' -7 i=a- r j+ I  j>8

€._l ^ t_tj-1 E e-rj egt invariant par lfaction de E si

t -1  *^ - t i - t=a- r i  i>o

L-r. ^ €-li E d-tJ+z est invariant par lraction dc E si

" -z*^- t l=a-rJ+Z i>0

L_, ^ E-lj-Z O-c-lj cet invariant 1nr lraction tla H si
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s-z+^-1 j -z=-^- r j  : )o

[ .-1 ^ €-j I  - i"- j-r.  est invariant par l 'action de E si

t - 1  * t - j = - j a - ; - J m i l t  m)o

t-,  ^ t- i  A - i"- j-ro' est invariant par lraction de H si

, - Z * . _ j  =  - j a _ ; _ 1 n i  I  t  m)  o

Inv, Hom(E, (n*) @ El (t- ) , n) est engendré par tes cocycles suivants :

€,  ^€- , ,  e"o ,  t r^€._,geo

C -è,  ^€-2O"0 t  E ,  ^  €_rEeo

ç ç-1 ^ Ç-l 6 eO est invariant par I'action de H si -1 = a-1 dans .JL

€1 ^ L-ZE eO est invariant par lraction cle H si -1 = d-2 d.ans JL

t,  ^ Ê-,  E eO est invariant par l 'act ion cte H si  - l  = B-l

LZ ^ e-26 eO est invariant par I 'action de H si -2 = ^-z

c . q  f  t t

0n considère les honornorphismes de bord de la suite spectrale

0  1 2  o , 2  o r 2  0  1 2
E -E - - -+E - - - )E

o ( r 4  
1 2

,  0 r 2  2 r 1
d r z E  - - â E
- 2 2

t t ,  :  rnv ,  H2(N*Oi -  ,  ô r , )  +u2(n,  H l (N*oN-  ,  h )

Conne E est d.e dinension 1 et H2(E) = 0 on a d, = 0
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O,2  3 ,O
de mêne d. : E --J ts' 77

I N

,1'" = ul(n , uo(n+ofr- , gr) = o
1

car nous avons nontrer qn" uo(fr+ e fr- , Qa) = o
1 r1  7 ,0  1 r1  1 r1

demêneE  - -+E  =0d . ' o i rE  -E
22æ2

- - 2 , ^ t ^ -
donc E- (G. ,  ,  G- )  =  Eon(H ,  Der  N-O Der  N- )  g  V

JC Jt 
----

car la suite spectrale clégénère

0n a ainsi  catcuté nz(co ,  Go) et u2(cra, aJ qui d.onnent toutes

Les déformations possibles .
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CEAPITRE qT

3-O DEFIITTIOilS PBELEMINAIRES :

I[ous donnons ici les d.éfinitions nécéssaires pour la suite

""i" [S] 
pour ptus de détaits .

Défialtion 1 : Le crochet cte Richardson l{iJcnhuis

Soit (M , V) ttestpacc des applications nuttil inéaires d.ans un

.esp8ce vector iel  v,  pour s)t  on désigae par ut(v) l respace cleo appri-

c a t i o n s  ( a + t )  t i n é a i r e s  d e v a + l  c l a n s V o n a d o n c u ( v )  = 6  u " ( v )
a)-r

S iAqu" (v )  e t  B€Mb(v ) ,  onposeAyB =  e  s i .  a=-1  ,  s inon
a

( lyn) ( ro ,  . . . ,  ra+b)  =  
Lo, - r ; ib . r ( rn ,  

. . . ,  r i_ i ,  B(xr ,  . . . ,  t i *b)

t i * b * l '  " ' ,  r " + b )

0n ttéfinit ensuitc que A: r.r(v)2 u(v) par : -.

A À B = A y B * ( - t 1 a b + l  B y a

(U(V) , À) cst une algèbre de Lie graduée .

I{otons ensuite o1 lfopérateur dfantisymétrisation :

s i  A  ê M " ( v ) ,  a l o r s

(ot (d)( '0 ,  . . . ,  ' " )  = ( ; rX)àsisa(6)  r (xs1o1,  . . . ,  x \ . ; )

otr sie3(S) cst la signature d.e Ia pernutation de (a+t )-éténcnts S

0n poae alors l(v) =q(u(V)) et l8(v) =or(u8(v)) po* a21, eneuite on

.réflait 
[, ] 

: r(v)2 --+ r(v) par 
F , rn = %q(r as)

A eAa(V) ,  B  êab (V)
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Définition 2 :

soi t  A1(v)- rrespace des sér ies forncl leg enÀ à coéff ic ients
^

a

aans Ar (V) ( I 'espace des appl icat ions'bi l inéaires ant isyrnétr iques de

V x V d a n s V )

S o i t G = ( v .  f - r '
L 'J )  une algèbre de Lie .

0n appelle déformation fornelle de G une structure dtalgèbre de Lie sur

II\ définie par P\€ Al (v)X telle gue pO = 
L, ]

I ' i den t i té  de  Jacob i  s 'éc r i t  pour  P ; " :

} ' ["r ,r , ] l  
=sVreN

rsoi t  - fPo = 2 
# [ t '  

t r ] l  = ' ro(r ' '  . .  " '  Pt- t  )
i , i  >o

ainci  le bord de Po est wre quant i té qui sfexprine à rraide de

P 1 ,  " . ' ,  P k - l

Définiton f : Une déforuation vraie d'ord.re k

Unc i téfornat ion de G d. 'ordre k est un éténent p\€. l1(V)"

telle sue Po = f, l et -6pn = Jo V p <lr, L J À I

6P t * ,  =Jk *1  =o

k - i
ainci { = P., * L \tP.. est un crochet d.e Lie sur v ponr toutes res^ (,, 

i=i r

va leurg  de  X.

Renarquee :

a/ L'obstructlon à prolongcr à I'ordre k + 1 uac défornation à

rrordre k est une crasse dc eohoo 
- -l ?'rologic 
[_to*,1 

€. s'(c , c)
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7-1

&r part icul icr s i  U'(C ,  G) = O, toute d.éfornat ion à Lrordrc k dc G ee

prolonge en une cléforuation formelle dc G .

b/ si U2(C , G) = 0, alors G est rigide (12. est unc défornation

triviale) . En particulier toute algèbre tte tie seni-sirnple est rigitte

7 )

ainci E'(G , G) intcrvient conne obstruction et E (G , G) conne classi-

fication des déforrnations .

IIITRODUCTION :

Considérons une algèbre tle Lie nunie d'une graduation

t = 
P., \, oùr la déconposition est telle n"" 

ftt 
, tJ a %*,

Vt ,  t  ez

Posons  E+  = (E  EO e t  E_  =9 -^E t
k>0 k<0

d i r e c t e  E  =  E * O E O @ E _

Dc plue E* et E_ sont reepectivement des

Considérong les algèbres dc Lie dont les

gchénatieécs par les tableaul guivantg .

+ 0 +

0n a ainci une déconposition en somme

+

0

+

0

+

0

ideaur .

tablcs dc nultiplication sont

dcs etructureg dlffércatcs sur lrcspace E .

tableau rcpréecnte leg crochetg dc Lie d.ans

Lcs atgàbres D, B,

Une zone hachuréc

C sont

dans un
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Une zone non hachurée repréeente les crochets nuls .

Eafin, +, 0 et - représentent rcspectivcnent des éIéncnts arbitraires

de E*r EO et E_

L'algèbrc cle Lie D ntest autre iquc la sonoe d, i recte dralgèbres do Lie

d c  E *  +  E O  e t  E _ ;  L ' a l g è b r e E n ' e g t  a u t r e  q u e  E  e l I e  n ê n c .

I l  n 'est pas tout à fai t  éviclent que B soit  une structure d'algèbre de

Lie

Vérification de I'id.entité de Jacobi pour les triplets du t5pe :

( * ,  * ,  - )  o o  a l o r s  ( + ,  o ,  - )

Les espaces munis dc deux structures tlralgèbres de lie distinctes con-

sidérés par Adlcr-Kostant et S5rncs dane I'étude des systènes complète-

nent intégraUfesIt  ]  et  les résultats rappclés dans Ir introt luct lon)

sont tous du type considérés icl : on pout avoir des paircs de struc-

tures de type (c , g) et (C , D) reepectivement .

l[otons PD, PB et Pa lcs crochets de Lie réspectifs de D, B ct C

0n paesc de POà P, en rajoutant progréssivement deg crochcts rnanquant .

Ai-nsi, on passe de PO à P, cn rajoutant les crochcts de la forme

t - - r
l :_ , d" otr e_ €E_ , r €EO .

h d'autres tcrues PB = PD +EO otrlf' cet Ie 2-cochainc d.éfinic par :

Uo("* + r + 
"- , ei + r'! + c') = 

E- , tl - 
[": 

, 
{

on a dc nSnc P, = PB * Ù, oùr

Ur("*  +  r  +  e- ,  c i  +  r ' i  +  c ' )  =  
f " * ,  " : ]  

-  
[ " ] ,  

* ]
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0n se propose d!,cxaniner à quelles conditlons on pcut réaliser les

structures P, et Pa conne défornatioas infinitégineles, ou évcntuclle-

nent fornclles tle PO et P, réspectivemcnt .

on peut aisénent erprimer res conditione sous res quelrcs po + tEo est

une défornation forncllt à l 'oidiè I de Po (aùquer cas, c,est une défor:

nation de PO qui converge de faeon évidcnte, nrayant que dcur termee) .

ces conditions se résumeot u l-e- , l-r,, , Ejl = or ce qui s,avère satis-
L- L '  Y{

fait dans le cas particulier oir EO est abéIien .

l-2 PREMIiIRE pEFORUATIOT :

Soit une algèbre de Lie L = I + A + J oùr I, J et A sont des

sous argèbres de Lie tctres que 
[o,  

t ]  C I  et  
F,  I  

a t

I + A et J + A sont donc aussi deg sous a1gàbres de Lie .

0n déeignc par Lo la sonnc directe des sous argèbres da Lic r et J + a,

par PO son crochet d.e Lie et par trO : LO x tO ê LO Ia 2-cochaine

définie par :

tso( i  +a,  i r  + a, )  = 
[ i . ,  " t  

-  
f t ' ,  r ]  ( i , , i ,  €r  ;  a ,  a ,  €a)

otr f r'l cst lc crochet ttc Lie dans L .
L J

Proposition Z :

L/ on" 
fito 

* t' % . q] = q,Jo * 
l["0, "o]l 

= t

En part icul ier, PO *TO est unc stnrcture dfalgèbrc dc Lic sur L.

LL/ Pt = Po * tËo cst nne d.éformation forenellc de Po à

I rordrê I  .
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(i) et (ii) sont vérifiécs si et seurement si F , F , Àil - o .
L L ' J

sous cette cond.ition, Pt est donc une fanille à un paranètre d.e struc-

tures dralgèbre de lie sur l, .

Dénonstration de là proposition ? :

I1 est facile d.e nontrer que :

( - r

ab6o ( i t  +  a . '  *  J t ,  Lz*  *z  +  iz ,  L7*  ^7*  i7 )  =

-+Fo ,  to l  ( i1  + a '  +u. ,  ,  Lz*  ar+\ ,  ,  L ,  *  ar+t1)

( i i1 ,  i2 ,  i ,  e t )

^Z*  i2 ,  L r*  
"7*  i ' )  =

i 2 '  i ,  € I  ,  B l  ,  a ,  a r€ -A

i t  6r  
"o( r , '  

*  . i  *  j '  L2
0

F" 
al'"1 =+ ["0

1 '

fa

L
cycl , rJ f  { i , ,  * . i  * i '  L2*a2+J2,

L7* '1 *  j z )

Ia proposition en résultr irnnédiatenent

Avec Les notat ions de I ' introduct ion, on voi t ,  en appl icat ion de la

proposition' que P, est un crochet d.e Lie et lron constate que po+tuo

est uJxe fanille à 1 paranètre de crochet de Lie si et seulcnent si

f- F -,-1

Lu- '  f r '  U 
= o comrne énoncé'

Gontre_erenple_:

Lf hypothè"" l-l , fl C I est essentielle pour que L^ se d.éforne
L J O

0n considère la déconposition de lragara de el(n , R) = L

L^ = (A + J) (E f  ;  où@eet la sonre directe d,algèbre de LieU

A = E un sous algèbre de Cartan
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I  =  so(n)

J est I'algàbre tte Lie engcadrée par lcs Xo *)0

J = I{+ avec les notations du chapitre I

considérons une base comme dans le chapitre {r.. , 4.t , o( a o}

LJ
I=so(n) est engendrée par les {* - X_o( et on a :

l -g-  -  x  -  x  1= zxoa*x-o( fso(r r ) ,  l 'hypothèse n ' |est  d .onc pas vér i f iée
Lq 

' o( -"!

0n peut en fait nontrer dans ce cas Ia rigidité de LO .

Lenne2i , n?(r,.n ,Ln)=o

Dénonstrat ion du lenne 2l :

0n considère la sui te exacte courte so(n) + tO ê E+N+

à cette suite on associe Ia suite spectralc de Eoschild et Serre .

) ,g-(tO , LO) est déter:Einé par les trois terrnes suivants :

uo(u  +  l r+ ,  u2 (go(n ) ,  to ) )

u l (n  +  [ * ,  E l  ( so (n ) ,  to ) )

u2(u  +  i l+ ,  Eo( "o (n ) ,  to ) )

so(n) est une algèbre tlc Lie sinple donc draprès Ie théorène tte

lJhitehead [u.l tt (so(n) , to) et x2(so(n) , to) sont nuls donc

1  , 1  Q , 2
E  r .  =  E  =  0  .

2 2

Reste à volr Ie tcrnc i

u2(n + r+ i ' uo(so(n) , rô))

g@(so(n) ,  to)  = rnoso(n1 (so(o)  @ H + I r+)  = E + f ,+
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aonc  u2(E  *  i l * ,  no (so(n ) ,  Lo )y  =  u2(u  *  N* ,  u  +  r+ )

E + N+ est Ia sous argèbre de Borel  de sl(n ,  R) et d. 'après re théorène

de (Leger et Luks) 4

u 2 ( n + N + , H + N + ) = o

aonc u2(Lo ,  Lo) = o

c . q . f . d

Remarques :

t/ Cet exemple fait partie de ceux qui fournissent des systènes

complètencnt intégrables

ii/ Soit G aet une algèbre d.e Lie seni-sinple, G = N+ + iI + N-

sa déconposit ion de Cartan .  .  r

0n peut appliquer à G les conclusions de la proposition T : on pose

E  =  G ,  A  =  H ,  I  =  N - ,  J  =  N +  e t  
[ ,  ]  

1 e  c r o e h e t  t t e  G

H est abérien a'oùr 
[r , ta , n]] = o

0n considère le 2-cocycle t téf inie pêr :  6.( i+a ,  i+a')  = 
[ t , . ' ]  

- [ t ' , " ]

( i r i ' ê  I ra ra 'gA) ra lo rs  UO engendre  une dé forna t ion  fo rne l le  à  I 'o rd re  1  .

Excnple : Algèbre de Virassoro

l, est une algèbre de Lie de dinension infinie définie par :

L = ( E E r ;  E .  = R e i  a o " c f e . ,  ,  ê a  t '  ' \

Lez 

-  -1  - ' - -  
l - i  

'  - i l  =  \J  -  1 /  c i+ i

t t  =@Ei  ;  t r _ r  =@Er  ;  L ^  =  E

r><-ioo

L = Ll * tO * t_,, ; Lr * tO = tO (Fûs)
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0n peut écrire chaque éIénent e. conme une dérivation de ltalgèbre des

polynomes de Lauran* * F , t-1] en posant 
"i 

= ,ti 
d

L ) t d t

rr est ctair n"" 
fE1 

, rr] C %*r

0n peut appliquer b L les conclusions du paragraphe précédent

O n  p o s c  I  =  E ,  A  =  E O  ;  P O  =  
[ , ]  

l e  c r o c h e t  d e  L

on renarque que 
[o,  o- l  = o d ' "ù 

F,  F,  { ]  
= o

et le 2-cocycles déf inie par :

6^( i *a ,  i  +a ' )  =  l - i ,  " ; l  
-Ê"  

" l ( i ,  
i ' € , r ,  & ,  & ,eA)

o '  L  )  L  J

alors draprès 1a proposit ion TrPt = PU + t l f '  est une défornat ion

formcl le dc PO à lrordre I  .

)-1 sljCoxDl,' DtsF0RJ,{âtIIoI{ :

Les notat ions sont cel les de f  introduct ion .  on se propose

sous certaines hypothèses sur E, de nontrer qu' i I  er iste une déforma-

t ion de P, vers Pa .  Lorsque E n'est pas de dinension f in ie,  cette

défor'nation est fo::nelle non polynoniale . Cependant eLle converge

"faiblenent" en ce sens que pour tout couple l , y dans EiP^(x , I)

est un polynone en \ dont Ie degré ne dépend que des ctegrés d.es conpo-

santes honogènes dc r et de y

Soit une cochaine C sur E . Nous appellerons support dc C trensenble

)
S^ e Z' défini par :

(p ,  q )É t  €  
[ ' .Ep ,  

ï€ .Eq-  c (x ,v )=o ]
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Lenme 22 :

Soit  une suite 6k (k €$) ae cochaines sur E, s i  les support

d" 4- partitionn ent *, alors la suite fornelle t- f g, converge
Ë € N '  

K

faiblenent .

Dénonstration du lenne 22 :

C 'es t  év ident  .

Passons à présent à la définition de la défornation formelle de P, vers

p-c

0n pose C0 = PB et pour k ) O , on définit C* par .:

a '  r  r -  
" - l  

s .  ( l t l  ,  lv l )  ( * )u 1 \ r  r  J I i  =  
f  

r  _  _ k  a )  ( * /

Dans ( * ) ,  l= l  ,  l v l  t lés ignent  réspéc t ivemcnt  les  degrés  de  x ,  y  suppo-

sés honogèncs et 
[, ] 

est le croehet de Lie dans E .

5" .  ( l ' l  ,  l y l )  =  r  s i  ( l x l  ,  l y l )  €  
" r-k

= O s i n o n

)
oùr eU C- Z- est ltensenble

( ( r ,  - r )  +N(0,  -1) )  U( ( r ,  - r )  +r ( r  ,  o ) )

( ( - t  ,  k )  +  n( - t  ,  o ) )  U ( ( - t  ,  t )  +  r (o  ,  r ) )

que lton pcut visualiscr connodérnEnt sur Ie schéna :
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( - t , t )

( tc , - t )

t l

La

Si l fon observe que Ie support  eO t le

siàne quadrants fernés, on voit que

ck(k €N) est une part i tLon de 22 .

Théorène | :

Dénoastration du théoràne I :

CU est l 'union des prenier et t roi-

la fanille des supports de la suite

r
La série t^= 

à 
Àk Ct converge faibtenent et I'on I

=Pc

r
gérie t^ = 

à 
^k Ct est une défornation fornclle dc p,

Montrons que lron a
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e6co(r  s Y" '  =à.-  
[n ' ' i l  

( ' 'o  Y' ;z)  (*  *)

P  r  e ) g

pour tout k > O, où, best I 'opérateur d.e cobord de la représentat ion

atljointe de P, .

on peut se l in i ter à des éIénents xr yr z €E honogènes .

Leurs degrés respectifs sont notés a, b, c

La signature drun élénent sera +.r- ou 0 suivant son appartenance à

E+, E- ou Eo .

conpte tenu de la s5rnétrie entre E+ et E- et de lrantisSrnétrie d.es co-

chaines ; iI suffit de vérifier (* *) pour 1es (r , y , z) d.e signetu-

r e s ( +  t  o t o )  ;  ( 0 ,  0 ,  o )  ;  ( + ,  + ,  + )  ;  ( + ,  + ,  o )  ;  ( + ,  + ,  - )

( * , 0 , - )

au vr de la déf ini t ion (*) ,  i l  est innédiat que re nenbre de droi te de

(* *)  srannule pour les sigaatures (+ ,  *  ,  *)  et  (+ ,  *  ,  O) ;

rr est innédiat égarenent que re nenbre de gauche de (* *) s'annure pour

( * ,  * ,  + )  e t  ( * ,  * ,  o )  ;  p o u r  ( + ,  o ,  - ) . o n a  ( z $ c o ( t ,  y ,  z ) )  =  O

z( 6co(x , y , ") = 
Fr(x , r) , |  

* 
Fo(r , 

z) , !  .  
En( z , t) ,  

"]

= F'+{.[,'a ' { * [P,l ,r]= o
( ldent i té i te Jacobi)

Por:r  les signatures (+, o r  o) 
" t  

(  o,  0 r  d oo obt icnt ree d.cur men-

+ co(F, t ] ,  z)  + to(p,  1,  r )  + .*(  E, ' ] ,  y)

=cr( [ , "_ l  ,z +c*( fv,  A,r)+ [*(" , ' ) , " ]
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nerbres égaur à g

11 reste à vér i f ier (*  * ;  lorsque ta signature de (t  ,  y ,  z) est

( * r * r - )

Le celcul est long nais d.irect 0n trouve Ia valeur conmun suivante

pour les dcur menbres de (* *)

e <- k , a + b = k z 2 
E 

, [. , 4]
c = - k,  a * 6)zk, b>k z Z f t" ,  t l ,  

" ll- _r

c = -  k  ,  a  + a)k ,  a  àk ,  ,  
b  

,  4 ,  r ]

drotr le théorèrne

Ce théorène pertet de construire de nombreux eremples de défor:nations

fornelles .

]-4 QUETQÏIES EXEbIPLBS :

Les alsèbres de Kac-Mood.v :

0n sait, d'aprés V . Kac, associer canoniquenent une algèbre

de Lie GO à toute natr ice A eMn(C)

rappclons gue GO srécrit :

G A = i l * + E + l f -

oir H est une sous atgèbre de Cartan, abéIienne, et otr

N + = @ G  ;  I { - = @ G
a)0 { (0

Ltaction adJointe dc E sur GO est diagonatisable et il criste des raci-

nee sinples ct  ,  . . .  .  ,  { r  e gr tel les que tout poicls o( i le cette act ion

soit  de f"  fo"r .  | ,  n1x, oùr les ent lers nl  ,  . . . . ,  n l  sont tous posit i fs
i = 1  

4 4
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ou nuls ou bien tous négatifs non nuls .

E est l 'éspace propre t te poit ls e,  tandis que S(,  pour ql  O, désigne

lrespacc propte d.c poid.s o(; l{+ (reop N-) est Ia sonme d,es espaces de

poids posit i fs (resp aégat i fs) crest à ct i re dont lee coéff ic ients n.

ne sont pas négatifs (resp positifs)

Soient E,, r .. .. , Eo * systène linéairenent inrtépendant tte E et

d I r . . . . ' 4o  u  sys tène l iaéa i reneut  in t lépendant  de  Et ,  Ia  na t r i ce

o  =  ( " i j )  es t  dé f in ie  par  ( " i  ,  o j )= . r r (n r )  =  r i j  V i  ,  i  ( "

Lrargèbre Gn peut encore se réecrj . re sous la forne(E Er. ,  et  cera de
kgz rr

nombreuscs façons . Voici r:n excnple . Àppelons longucur de * = F or*,

Ie nonbre n,  + . . . . .  *  n,  = k ' (1.  on pose to = 
3. ,  _k 

c.

(Caa particulier % = E) . II est clair que fE, 
-r

-  
L* 'E i lc 'Ek+1'

0n peut donc appliquer à GO tes conclusions des paragraphes précédents .

d . fune par t ,  vu  Ia  p ropos i t ion  (? )  l fa lgèbre  u-O(U+ +  H)  se  dé forme

suivant une défornation clrord.re 1 : on prend A = E, I = N-, J = N*,

comme H est abéI ien, ta cond, i t i ""  
F, F, { ]  

= 0 est autonat iquenent

véri f ié

Cette d.éfornation dfordre 1 se fait verg 1ralgàbre p,

Drautre part P, se déforne fornerrenent sur Go grâce au théorène I

a/ Alsèbre de Lie tte diacntion finie :

Si CA cst dc dincnsion finie, par ercnplc, si. crest une algèbre
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1
I

de Lie seni-sinple, alors cette dernière défornation est en fait une

fanille à un paranètre polynonial de degré sup{- t , / \*l 
+

dtalgèbre rlc Lie sur Gn

Dans le cas d'r:ae argèbre dc Lie sinple, ce degré est re rang d.e

l r a l g è b r e .

b/ Alsèbre de Lie de d.inension infinie :

Si  GA est de dincnsion inf inie,  comne crest le cas d.fune algè-

bre de Kac-Moody affine ou hyperbolique par erenple alors on a une cléfor-

nation fo::nclle .

5=5 UNE CONDTTION DE NOI{ IEIVIAI,ITE :

Proposit ion g :

Dans les condit ions du paragraphe (f- f )  s i  l -n.  ,  E1 I  oou
L '  

- J

si  l -n-,  ,  EJ lO, alors C.,  n 'est pas un bord pour l ract ion adjointe
L - r  

- J  I

d 'e  B .  En par t i cu l ie r r  c1  n ' !es t  pas  un  te l  bord  lo rsque 
f t * ,  

t_ f  I  o

et lorsque E est engendré par E., + E:0 * E_l

Dénonstration de la proposition 8 :

supposons au contraire gue c1 = 6T pour x de dcgré r et y

de degré -k  ( f .  ) t )  on a z

F,4 =L [t{*l-., v]sL J  s>o-

f']t désigue le crochet de la structure B oùr T(r), désiene la conpo-

sante de dcgré a de T(r) . Uaie 
F, 4 est de rtegré t - k et

[ t r l - "  ,  r ]  est  ae dcgré -(r  *  r )  (  r  -  k puisquc a)o

Donc, 
"t ft, 

, tJ lg, alore C, n,est pas un bord .
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0n utilise ra mêne néthode pour établir gue c' nregt pas un bord si

f- -1

lE_,  ,  E* l  Éo
L '  J

Pour conclure, il suffit de constater que si E est engendré par

E-, '  @%OEr arors :

lr l, r_] = o, 
fr_', %] = o -----à 

fr*, rJ = o

lcgarqge_i

La classe d.e cohonofoeie l-C.l classifie Ia défornation infini-r*u
tésinare .  cette proposit ion nous fourni t  d.oac une condit ion de non

trivialité des défo::nations d.u type considéré d,ans ce chapitre

0n voit  facirenent que cette proposit ion s 'appl ique aux deur exenples

ci dessus .
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CHÂPITRE.|g

4-O IMRODUCTION ;

Dans Ie chapitre TlT- nous avons nontrer lteristance druae

suite tle défornations dans le cas d'une algèbre de Lie graituée qui

pernet drobtenir  la structure de lralgèbre t tc Lie G à part i r  de cel-

l e d e G o

Le calcul cohonologique fait au chapitre I pernet de classifier les

défornations .

Nous nontrons dans ce chapitre quc la seule suite de défornation qui

aous d.onne Ia structure ite G à partir de ccllc cte G, est celle j.atro-

rtuite dans le chapitre TJf pour lce cas particurier dc G argèbre de

Lie soni sinpre de dinension finie et re cae où G est lralgèbre de

Kac-Moody affine non torduê G = st(e , n) e C [t . t-Î-lL- . '  '  )

Ccs exenples font partie d.e ceur étuaiés par Âd1cr [j] a."" tcs oystè-

nas conplètenent intégrables

4-1 P'REMIERE DEFORIIÀTI0I{ :

Soit une algàbrc de Lie semi si.ple réclle dc d,incnsion finis

on a vu dane le chapitrcf qoc

tz (co,  ro)  =  Eon(u,  Der  N-)  o  s2( r ,  *h)  e  f ( r - ,  N- )

scul Ic tsrmc Eon(U , Dcr lt-) contient des cocycles intérégsantcs

pour lcs déforoations que noug chercbong .
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Soi t  !  une app l ica t ion  l inéa i re  de  H à  va leur  dans  Der  N-  e l le  es t

associé au 2-sssycLe suivant 6 :  i I  x I {-  ---ê N- déf ini  par :

6 (H-  )  = ' l -  o ' )  D .  es t  un  é l -ément  d .e  Der  N-  aLors
4 . '  L  l

1

6( i { .  . ; {  ;  =5. (x  )o ( .  ( r ( . '  1 ' O ( . '
l J , l

5 engendre  une cé- fc rmat ion  in f  in i tés ina le  cu i  sera  fo rmeL]e  à  I 'o r .o re

1  à  cond i t ion  que l -e  c rochet  c .e  R idscharson- l { i jenhu is  ce  6  par  i : i

C n  a  v u  à  l a  p a e e  ( t 9 )  f a  t a b . e  d e s  c r o c h e t s  d e  ) e r ( N - )

l--

l -o, lo.  l=o | tor ,o*. '1 
=o

L I  JJ  L -  u r

[o--, ,  ) ' .  
- i  

= rJ q'- oir n! est ]e iè*" 
"orposante 

de s. (.x.)
L*, ^;J ' *j ^' J',

On a  aLors  deux  ruyp€s  de  dé fo : ' rna t ions  su ivant  que 1e  cocyc le 'd  es t

I

^ é r i n i  i  n a r r i -  d e s  d é r i v a t i o n s  c u  t y p e  D * .  o u  d u  t y p e  0 , . x .
1 I

autrenent di t  on a deux cas :

i /  so i t  I  :  H  Der  N-  dé f in ie  par

n-1
=t, ,  r  t -  I
ô \ho (  ,  =  )  a r . i  D  ^  i  =  1  n - , l- ' i  . i-,r rJ -4.r

e t  I e  cocyc le  assoc ié  6  :  H  x  N -  - - J  N -  dé f i n i  Da r  :

ry! , It:lI (H- ,x- )=f  â. .D (x  )=ta. .x^ |'  *i '  ---d 
Ff 

-t i -*j" '-* ' - 
îr ' i j  

^s_;,(-ur) 
si o( - o(j

= 0 s i n o n

nêne  sc i t  nu I  Cn  re ra rc lue  oue  ,

:î T1 .
'Jo,ql j l1. ,r=- ,y) = (5- o5.-5. o5.)(v)=15.,5.1(r)

l _  * j  I  J  J  I '  L  1  J J '
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U .  = 4 .
r J  T J

i i /  Soit  E :  E Der N- déf inie par

n-1
î ( H o t . )  =  L  u i i  D - -  i  =  i  . . .  n - 1-i 

i=1 
rrJ -t

et  Ie 2-cocycle associé 6 :  E x N- -# N-

n-'l n-1
U(E-,  x  )  = f  u . .  D r . (*_J = E u i_ i  r j  x_o<*i -6 

Î=t 
IJ -*j' -* 

F 
r;

i  =  1  . . .  n - 1

oùr  o=!  o jo j

soit  u = (uiJ) l ,  i  = t  n-r  une natr ice à coéff ic ient réer le

dans les deux eas décrites précédemnent iI eriste une défornation

formel le  à  I 'o rd re  1  En fa i t  on  r  [ fU ,6 ' l l  =  O
IL JI

4-2 DEUXIET{E DEFORlrtAlrON :

Soit  GU l falgèbre de Lie résotuble qui cont ient la somme

directe n+ e U- comme sous algèbre des comnutateurs et ttont ltabé-

l ianisé s ' idcnt i f ie à H déf inie au chapitre I f

On a dénontrer au chapitr"Ique :

) .st(cu ,  ru) = rrror(Hl(u*) a D2) @ rnrr(nl(u*) o D') + rnv, ï

Galcul dr la d.éfomation polyaoniele :

SoitÀ+ ={* e L/ o1 est La gonme de p raeinea positi""+

A; = 
{* 

a à/ o, eet la sonmc de p racines négatr""*
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0n considère le cocycle C élénent de Inv, W défini par :

c(x .x  )=Ho(i a1' o(i

Ce cocycle peut être prolongé en La cochaine C. ttéfinie par :

C. (X- -  ,  X -  )  =H.  o ( ,€A l|  '  e( i  -c l i '  C i  
- '1  -1

c, ,  ( to,  ,  h)  
= I  ( r  *  r  )L,+F s iqeÀT ,  p€ d\Af  eter+p eA

= Q st non

et les trrnes obtenus en échangeantAf etAf 
""sp(A+ 

et À-)

avec p -  ro( ,  . . .  .  ,  P + qo(  ( faot -su i te  d.e rac ines indui te  p"r  p)

voir Ia base de Cfrevaffey f?]

0n définit ainsi une suite de cochaines (Cn) 1 ( p 
_(. n_1

p+k p+k
tn("o, x-o.) = 

E 
t*, gi o( = 

$ "r ; "(€a;

.n("o, tp)  = I  ( i  *1){"*F" io(eAi  
" t  ?eA-\  {= '4,

= 0 si. non

.n(*or,"p) = 1 (r  + r) [*p"ro.A; etp€A-\  l=,Oi

= O s i n o n

La suite (Cn) vér i f ie Ia propriété suivante :

rn("o , *p) = 
f*o , 

*p] s"o(fx,.f , lhl )
oùr e* € 22 1 < k ( n-t est I'ensenbl,e :

( ( t ,  - r )  +  N(0,  -1) )  U ( ( r ,  - r )  +  u( r ,  0 ) )U

( ( - r ,  r )  +  n( - r ,  o ) )  U ( ( - r ,  k )  +  r (0 ,  - r ) )
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où 
fxo(f "* ffOf 

aesisncnt réspectivement tes dcgrés d.e X et ï

on a vu au chapitr" T[f que eette suite de cochaine vérifie :

25.. (x, Y s ") = L frn, ri lJ (r, y, z)"k  
P 'e)o 

-

et  done (cn)  p = r  . . .  n-1 er lgendre une défornat ion à r 'ordre (n-r )

[ , ]^= [ Jo *Lrlci

on obtient ainsi ra structure de Ialgèbre de Lie G pour À = l

Schéma expllcatlve :

Cn est d.éf inie sur un couple (X,y)

avec X éléncnt de Ia pène pseudo

tliagonal et T ua élénent quclcon_

que en desgous de Ia phe pserrdo

diagonal, et la sitation s.1uétrique.

4-1 AUTRES pEFORIiIATIONS :

ènep pseud.o

diagonal

Les défornations engendrées par les couples de

rn5(n11N+) s or)

o n c o n s i d è r e X  € Do(.
]-

soit c(xoi , r_Fi) =

avce pi f iré

-Fi(-À)

:tu

xs

on vérifie aisainent que r.e croehet dc Richardson-Nijcnhuis de c par

lur nêne eet nul lft , r]l = o

donc c engendre unc défornation fornerre à rrordre r de Gu vcrs
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une algèbre réBolublc qui ttépend aussi de Ia natrice U .

Dc ta nêmc façon Inrrr(Hî(u-) e Dt ) ;

on consi.d.ère les cocycles X E Dt. pour o(. firé-qi o(j - 
J

Soit C(X_* , X*.) = Xs
ï ^j -c{j( 

)

on vérifie que [fc , clJ = o

donc c engendre une défornation fornelle à lrordre 1 de Gu vers

une algèbre résoluble qui ctépencl aussi de U

I'a seul-e d.éfornation qui donne Ia structure d.e G est celle donné

par re théorène du chapitre précédent et qui provient de terne

Inv, l{ .

4-4 CAS OU G EST UNE AT,GEBRE DE KAC-MOODT AFFINE NON TORDUE :

Dans le chapitre IL on a dénontré que le deuxiène groupe de

cohonologie dc GO à valeurs dans GO est :

) ,  ^ r -  - ) , ^  .  a

t ' (c ' ,  to )  =Hon(n,  Deru*)@u' (u- ,  N- )OHom(nr(n- )  ,  Dz)  A

uon(u, (r-) , D, )
r1oir D =l rnf *) fu / pG) e cttl I
L 

u r '  - ' J

Le deuxiène groupe dc cohonologie ae fr- à varcurs aane i-, n2(fi-, f-)

est déterniné par Fialowski énoncé au chapit"" T

Le terne uon(u, (u-) , oer(fr-) ) ne rlonne pas ttes défornations intérés-

santcs.

Lc terne Eon(U , Dcr fr-) 
""t 

fo::né dtapplications tinéaires ttc E à
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valeura dang Der fi- ; fi tel que 8a("n) = Di otr D, est aans per Ê-

on lui associc le 2-coeycle U, tel que 6r("0 , X) = Dr(X) rour

tout X € fr-

Le crochct cle Richardson de li par lui mêne est égale au crochet

de D. par tui mêrne en tant que dérivatio" [fo, , dr I = l-D. , DJ
lL '  

- I_ [J  
L r  ] -J

qui est nul  ;U, engendre alors unc défornat ion fornel le à I 'ordre 1 .

Table dc Der fr- :

on a l-o
L'.  

'  o;J = ( i  -  i )  Di+i

on a alors d.eur types de rtéfornations :

i/ Pour DO = .d 
I i_ 

cO
l r r

oo("0 ' s-Jm+1) = t-rt*l e-Jm+l

Oo("0 , e-1m-1) = a-Jr-1 e-rm-t

uo(%,e-1r)=o

To(% ,  " - r )  
-  -at  e- l

i i /  Pour D. = 1-(i+l ) g-

6i("0 , e-7m+1) = -r b-Jr-t e-l(n+i) + t

Ir(eo , e-7,.-1) = -t b-rr-t e-r(n+i) - t

6 r (eo  'e -3 ,o )=o

6r("0 ,  e-r)  = o

soltJL=f*t. ,  ,  a-t^-,t  ,  ^-t^-:rt . f l
J
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11 eriste dans chaque cas une défornation fornerle à rrordre 1

(GJt , Pr) oùr PB = PD + ÀU,

Dang Ia suite oa supposera que la défo:nation est associéc au

cocycle UO obtenu aans (i)

Défornat ion de Go:

On a vu à la proposition 5 que g2(co , *ra) est égalc à

Hon(E , o"' iT n"' ;-) e v
^ t  ^

La rtéfornation engendré par cles cocycles de Horn(E Der N-(EDer N-;t ,  
a

ne d.onne pas la structure de ô

Par contre v engendre une défonnation infinitéeinale qui peut être

prolonger à une défornation fornelle .

11 existe une suite de cochaines (cp)patn de prenier terne cl

t , 1 ( " 1  ,  
" _ 1  

)  = . " 0

^ f \ -t1 \e2 ,  e_Z) = b"O

Ct("r ,  e-7m+1) = -2"- j^* ,

t, (", , 
"-rr) 

= e-7m+z

tr( . r ,  e-rn-t  )  = -e-rn+Z

tr(" ,  ,  e-Jn+l)  = 
"-rr*1

at ("+ , a_Jm_,t) = 
"_r(._t )*t

t, ("+ , 
"_r^_1) 

= -e_r(n_t 
)
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ct ("t , "-rr) 
= -"-rr+l

La condit ion dc prolongenent est que :  a = 1, b = - l

^ . . r \  f  - l
soitÉ)n =frot' ' ttp ' "1p-j

La sulte (Cn)nc" vér i f ie la propriété suivante :

cp(x, r) =fx,Ù t"o(f xf , f rf l

e t r  es t  I ' ensenb l "  ( ( t ,  - k )  +  t t ( o ,  - 1  ) )U  ( ( t  ,  - t )  + r ( r  ,  O ) )U

( ( - t ,  t )  +  N( - r  ,  0 ) )U  ( ( - r  ,  k )  +  r ' r (o  ,  - r ) )

oùr lxl "t lr l aesignent respectivencnt res degrés de x et tte T

un éIénent tleA- est de dcgré pp

0n a vu au chapit." ]lt que cette suite de cochaines vérifie

zStn(x'ï ' ')=h 
[ftn'cfltx 'r 'z) Vt

i j 'Q>0

aonc (Cn)p 
eN engend.re une cléforuation fornelle convergente .
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