N

N

Cohomologies et déformations de certaines algebres de
Lie Z-graduées

Faouzi Ammar

» To cite this version:

Faouzi Ammar. Cohomologies et déformations de certaines algebres de Lie Z-graduées. Mathématiques
générales [math.GM]. Université Paul Verlaine - Metz, 1990. Francais. NNT: 1990METZ003S . tel-
01775852

HAL Id: tel-01775852
https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01775852

Submitted on 24 Apr 2018

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01775852
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE
DE LORRAINE

AVERTISSEMENT

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de
soutenance et mis a disposition de I'ensemble de Ila
communauté universitaire élargie.

Il est soumis a la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci
implique une obligation de citation et de réeférencement lors de
I'utilisation de ce document.

D'autre part, toute contrefacon, plagiat, reproduction illicite
encourt une poursuite penale.

Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr

LIENS

Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4

Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg droi.php
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm




UNIVERSITE DE METZ
UERMATHEMATIQUES
INFORMATIQUE ET MECANIQUE

. COHOMOLOGIES ET DEFORMATIONS
DE CERTAINES ALGEBRES DE LIE

Z — GRADUEES

THESE

Presentée par : |
Faouzi AMMAR

Pour l'obtention du grade de

DOCTEUR DE L'UNIVERSITE DE METZ
en MATHEMATIQUES

Devant la Commission d’Examen :

D1d1er ARNAL Professeur a lUmversnté de METZ

Pierre” BIBLIOTHEQUE UNIVERSITATRE oF vz OC LACEE WE—LIN;‘VEETO;S}M
Claudf b Lyon o —— :

LT T e peveerry

022 420352 0 ]

31 JANY, 30 | - |
Loc M%K | ,




TABLE DE MATIERES

INTRODUCTION ©.vvnneueenneecoosennnenonsoneneannconasannnn
CHAPITRE I : CALCUL COHOMOLOGIQUE RELATIVE A UNE ALGEBRE DE
LIE SEMI SIMPLE ..vievvenenennnennnnncnnoannns

1-0 Introduction s..viveereeereneceeneeencaneasanns

1-1 Cas d'une algdbre de Lie G du type A, :

Calcul de H2(GO, GO) et H2(G , GU) ......... “
1-2 Cas ou G n'est pas du type A1
2
Calcul de H (GO ,» Gg) et H2(GU B

CHAPITRE II : CALCUL COHOMOLOGIQUE RELATIVE A UNE ALGEBRE DE
KA CMO0DY ittt tiieieneneneneonnenococoaoannens
2=0 INtrodUCtion «veeeeereeeeeenosoonoeoenonscenss

2-1 Calcul de H2(GO S R

2-2 Calecul de H2(G

T )
CHAPITRE III : DEFORMATIONS D'ALGEBRES DE LIE Z GRADUEES ...

3-0 Définitions préléminaires ...........eeeeeon..

5=1 Introduction ...vveiveeneeecnnecceeansaenncess

3=3 Seconde Aéformation ....cveeeeeeeceonennennen.

CHAPITRE IV : UNICITE DE LA DEFORMATION DE Go VERS G

Cas d'une algébre de Lie semi-simple .........

Cas d'une algébre de Lie de Kac-Moody ........



ENTRODUCTION

Adler-Kostant et Symes ont étudié des systimes hamiltoniens complétement
intégrales en utilisant les structures de Poisson des représentations

coad jointes des algébres de Lie [1]

Dans leur travaux concernant les réseaux de Toda, la décomposition d'une
algébre de Lie G de dimension finie en somme directe d'espaces vectoriels
de deux sous algébres de Lie ¢t et G~ joue un rale essentiel dans la com-
pléte intégrabilité des systémes hamiltoniens étudiés.

Soit G une algtbre de Lie munie d'une graduation, G se décompose en somme . .
directe d'espaces:¥setoriels Gt et G~

Soit Go = ¢ @ G” somme directe comme algébres de Lie .

Nous allons démontrer qu'il existe une suite de déformation de 1'algtbre de
Lie GO vers l'algébre de Lie G .

Nous allons rappeler tout d'abord leurs principaux résultats .

0-1 SYSTEME COMPLETEMENT INTEGRABLE ET EQUATION ISOSPECTRALE DE IAX

Définitions et notations :
Soit M une variété différentiables -~
Une structure de Poisson sur M, est définie par la donnée d'une application
bilinéaire antisymétrique de C”(H) x C(M) dans (M) notée :
(r, g) —m> {f , }vérifiant les conditions suivantes

e e} fr g ok

b/ Identité de Jacobi :



b/ Identité de Jacobi :
Cfe g Bl b Ao
La variété M est appelée variété de Poisson .
A toute fonction f € C™(M), sur la variété de Poisson M, on peut associer son
champ de vecteurs hamiltonien Xf, il est défini par la proprété suivante :
Pour toute fonction g € C*(M), on a Xf‘gv = -{f , }
Exemples :

a/ Une variété symplectique (M ,5) est une variété de Poisson :
pour tout couple (f , g) d'élément de CGTM), le crochet df , g:}est donné par :
{f , }=Jl.(xf , xg)

ol Xf et Xg sont les champs de vecteurs hamiltoniens, de hamiltoniens f et g
données par :
af = i(xf).ﬂ- dg = i(xg)SL

b/ Soit G une algébre de Lie de dimension finie ; ¢* son dual pour

tout couple (f , g) d'éléments de quG*) et tout x €G° .

On pose : {f , }(0() = &, [df(q) ' dg("‘ﬂ>

Cela définit une structure de Poisson sur G*, dite structure de Kirillov-
Kostant-Sauriau .

Equation isospectrale de Lax :

Soit un ensemble de matrices de la forme :



o ay o o o] 0
a, ) as 0 o 0
0 a, o a o 0
L = N 3
a
n-1
O vuenn a .
n-1 °
b —
ol gy cennnn a, sont des entiers positifs, les valeurs propres de L sont

réels et simples .

Lax considere les équations différentielles de la forme :

(1) L =[P , L:l

— —
(o] (o] 3.1 az (o]
o) o o a2a3
-31 3.2 (o] - .
P =
* ° 8n-28p-4
) o) o
—an-zan-1 ° é
T po—

1'équation (1) s'écrit sous la forme suivante :

¢ 2 2
(2) &) = ak(ak.-H - ak_1) k=1,2, v.... , n=1

alors les codfficients du polyndme caractéristique de L sont des intégrales

premidres du systéme (2)

On va introduire quelques notations utiles par la suite .

Soit G une algébre de Lie réelle de dimension finie, ¢t et G~ deux de ses

-3 .



sous algébres telles que G = ¢t + ¢ comme espacesvectoriels mais non-vumme

algébres de Lie .

+*

On désigne par G*, G et G-* les duaux respectivement de G, ¢t et G

. G _— et* désigne la projection canonique, transposée de 1'injection

T
G

tion canonique i : ¢t —_——>C

+%*

*
l'espace G est somme de deux sous espaces :

¢ = c¢tteet; ot {§ €¢ /¢S5, D=0 Vxe c*} annulateur de G

-4 *
est un isomorphisme de G ™ sur et ; gt est

L& restriction de WT;* a G
G
identifié & G-'L.

De méme on peut identifier G-* au sous espace vectoriel G*
On conciddre sur G'° 1la structure de Poisson définie précédemment .
. . o +* -4 .

Puisque on peut identifier G avec G , on a maintenant une structure de

Poisson sur G-Jﬂ

On peut donc faire apparaltre deux structures de Poisson distinctes sur G

correspendant & deux structures d'algdbres de Lie sur G ; La structure de

départ et celle obtenue comme somme directe d'algébres de Lie G' et G~ 3
+ -

G. =G G

o o

rd 3 —l \ z 3 3 s
On désigne par f_fet s)(G ) les sous algebres de C”(G*) definies respectives: .

ment par :
8=<qr € cc*)/Vx € 6", ad;f(“) -0
(G ={fec‘°(c*) /N« €G_J:ad;f(q) = o}

ol ad” désigne la représentation coadjointe de G dans End(G")

&fest donc le centre de l'algdbre de Lie de Poisson C"(G*) muni de la structure



de Kirillov- Kostant-Souriau .
*
{f y & (xi}: —<.addf(q) (0() ’ dg(°()>
On remarque que f € C”(G*) est élément de 8 si et seulement si elle est cons-
tante sur chaque orbite de 1'action coadjointe de G sur G définie par :

OG

* h Y . \ 3
X ={}dg°</ g eG}ou G est le groupe de Lie de 1'algebre de Lie G

0-2 THEOREME D*ADLER, KOSTANT ET SYMES : [1]
On se place dans les hypothdses indiquées ci-dessus
) . -4 LI .
1/ En désignant par j : G —/> G 1l'injection canonique,
rd —L
on a,pour tout couple (f , g) d'éléments de B et tout x € ¢ ,
{E’ °©Jj, g0 J} =0
; . . -4
2/ pour toute fonction f € §,1le champ de vecteurs hamiltonien sur G
associé & f o j, vérifie en tout « €¢

(*) xge) =‘T|;_ _L(ad;‘(_;+ af (=)o) = -Tg_ J_(ad’;(_;-df(“)“)

Cette seconde expression est 1l'analogue de 1'équation de Lax, en effet

=X, .(%) ; On note b = -M ar(e)et
oJ G_

¢* le dual de Gs'identifie & G grace & la forme de Killing de G .

(*#) devient & = [e( , b] ol [,] est le crochet de G .

Détaillons le cas ok G = s1(n , R) :

¢" 1e dual de G s'identifie & G grice a4 la forme de Killing de G ;
On prendra pour ¢t 1l'algébre des matrices triangulaires supérieures et pour
G™, 1'algdbres des matrices triangulaires inférieures de trace nulie .,

G_.Le P +J..

On a alors G** = tG =G, et d'autre part l'action adjointe



s'identifie & 1'action coadjointe, donc Xfoj@x) =|}x,WT df@*{] .
-

Si on prend alors pour hamiltonien H(x) = %trog ; dH(x) =o(
%q = l} ’T\'_(«H
G
on retrouve ici une équation du type de Lax .
Un systéme de ce type est le célibre réseau de Toda .
Soit un nombre fini de masses penctuelles se déplagcant librement sur 1l'axe
réel, soumises & un potentiel en exponentielle .
Soient Y, k=1, ..... » n les positions des points et Yo k=1, ..., , N

les impulsions .

& 2 &l nexm,
Ce systéme est régi par le hamiltonien H = $3__ Yy +> e
k=1 k=1

on convient que Xy = X 4= 0

Le systéme Hamiltonien associé est donc :

RN :
xk =— k=1, ...., n

Y

Y
yk = - K = 2, ..... s, n-1

e
e = Y
: 1" BT
- e i1=1, «cvey n

Ye=¢
H. Flaschka a introduit le changement de coordonnés

Hx, -x, .. )
o K M K=1, ..., n-1

a =%



b, = + Ve k=1, ..., n

(b = byyqday

W

o
[}

k = %k-1 T

Le systéme d'équations différentielles peut s'écrire sous la forme de Lax

-]

— N -
1 a o Byverevenans -0
1 o . o :
L = . . P = . . .
° an-* o, . ¢ an-1
1 b 5 .0 0 )

Les intégrales premidres sont obtenues 2 prartir des polynomes caractéristi-
que de L

n n
n-k
B,(N) = det(rI - 1) ='n“k_1(>~- M) = Ek_o IN

‘ les coéfficients I1 y eeeee ’ Ilc sont alors constants de mouvement
Ce résultat a été obtenue pour la premiére fois par Lax

0-3 PRESENTATION DE NOS PRINCIPAUX RESULTATS :

Soit G une algdbre de Lie semi simple, on considére sur G les deux
structures introduites par Adler, Kostant et Symes .
Si G se décompose en somme directe d'éspaces vectoriels G = ¢t + 6™, ot G et
G~ sont deux sous algébres de Lie on lui associe Go = ¢t ® G somme directe

d'algébres de Lie, ce qui revient A annuler les crochets de la forme [X » Y]

avec X €¢T et Y € G~



Nous allons démontrer qu'il existe une suite de déformations de Go vers 1'alge-
bre de Lie G semi-simple ; Plus précisément on peut déformer G0 suivant une
déformation formelle & 1l'ordre 1 en une algdbre de Lie résoluble G ,[? est

une matrice(n-1)k(n-0,si n-1 -est le rang de d] .

Pour certains choix particuliers d; U, on peut eﬁsuite déformer GU suivant une
déformation polynémiale formelle de degré n-1 sur l'algébre de Lie G .

Nous montrons que dans le cas ol G est 1'algébre de Kac-Moody

G = s81(2 ,R)@CE, t'j

il existe une suite de déformation de GQ vers l'algeébre de Lie G, plus préci-
sément : on peut déformer GO suivant une déformation formelle & 1'ordre 1 en

une algdbre de Lie G, (ol N est une famille de paramétres) .

K14
Pour certaines valeurs du S,on peut ensuite déformer G.SL suivant une déformation
formelle qui converge au sens faible (voir chapitre JI)

Nous montrons dans 1le chapitre@] que ces exemples sont des cas particuliers

d'une situation générale .

Considérons une algdbre de Lie muni d'une graduation E = @ Ek ou la décompe- .
 '{ I/

sition est telle que [Ek , Ep] CEk+p Yk, pe?Z

Posons E+ =$Ek et B- =6Ek
k>0 k¢ o

onaains:.E=E_+EO+E+
E+ et E- sont respectivement des idéaux .
Considérons les algdbres de Lie dont les tables de multiplication sont sché-

matisés par les tableaux suivants :



+/y +//’
U
7

NN

N

(=)
(v~}
Q
]
e

Les algébres D, B et C sont des structures d'algébres de Lie sur E, une zone
hachurés dans un tableau représente les crochets de Lie dans E, une zone
non hachuré représente les crochets nuls .

+, 0 et - représentent réspectivement des éléments arbitraires de E+, Eo et
E- .

L'algébre de Lie D n'est autre que la somme directe de E+ + Eo et E_ .

I1 n'y a pas de condition & priori pour que l'algébre B soit obtenue par
une déformation formelle & 1'ordre 1 de l'algébre D .

On mettra par contre en évidence une condition nécessaire pour que l'algebre
Ccsoit obtenue par une déformation de 1'algébre B .

Ceci fournit le premier exemple de déformation formelle convergente hors les
exemples biens connus issus de la géométrie symplectique et de la théorie
des star produits [2] .

Le chapitre‘I contient les calculs cohomologiques nécéssaires au cas d'une
algébre de Lie semi simple de dimention finie, le chapitre]I contient les

calculs ecohomologiques nécéssaires au cas d'une algdbre de Kac-Moody affine

non tordue @ = s1(2 , R) @CE . t-1] .



Le chapitre ]I[ contient le principal résultat qui consiste & prouver
l'existence d'une suite de déformations de l'algébre de Lie GO vers
1l'algébre de Lie G dans le cas général d'une algébre de Lie graduée sur
z .

Le chapitre Va pour but de montrer, en utilisant le calcul cohomologi-
que, que pour les deux exemples d'une algdbre de Lie semi-simple de
dimension finie et de G = s1(2 , R) ®©C [} , t-f], la suite de déforma-
tions donnée au chapitre I[[ est unique, autrement dit il n'existe pas
d'autres déformations qui nous permet de retrouver la structure de G &

partir de celle de GO .

-10 -



CHAPITRET

1-0 INTRODUCTION :

Dans tout ce chapitre G désigne une algdbre de Lie semi simple
réelle de dimension finie n .
Considérons une décomposition de G en somme directe d'espaces vectoriels
G=N +H+ N+, ou H est la sous algébre de Cartan de G et H + N une sous
algébre de Borel notée K .
Soit GO =N @ (H + N*) ok @ désigne la somme directe d'algébres de Lie, ce
qui revient & annuler les crochets de N~ avec N et H .
On construira une famille d'algébres résolubles Gy indéxée par une matrice
U qui va jouer un réle intermédiaire dans les déformations .

Notre but dans ce chapitre est de calculer H2(GO ’ GO) et HZ(G GU), la

U ?

connaissance de ces espaces est essentielle pour 1'étude des déformations

1-0-1 Rappel sur les algébres de Lie semi-simples :

Soit G une algébre de Lie semi simple réelle de dimension finie
et G =N +H+ N sa décomposition de Cartan associée 34\, un systéme de
racines, soient °<1 y sesay 0(1 les racines simples (1 = dim H), toute racine

1

s'écrit donc sous la forme & = > ne.,
i=1

les n, sont toutes positives ou toutés négatives ; L'espace des racines est
un espace euclidien muni d'un produit scalaire ( ’ )

Soit A+ 1l'ensemble des racines positives et A 1'ensemble des racines

- 11 =



négatives .

Soit G“ la sous glgdbre engendrée par 1“; dim Gq =1

N+=L+-Gq N_=}__+G_

o
XEA €A
Le groupe de Weyl est représenté par les réflexions [7] S“ y evoeey Sq
1 1
(e, ,B) (x; »p)
Sq.(ﬁ) = - 2 '.r——c(i ;s on note 2 —mm————— =<qi, ©>

les racines peuvent &tre ordonnées ; Si A\ est la plus grande racine ;

1
A= % n;x; alors n; # 0 pour tout 1 (i Ql .

Une base de racines §={:>(1 s sevey ql} est une base de l'espace des racines
telle que toute racine Ps'écrit p= z-—niqi, les n; sont tous positifs ou
tous négatifs .

Bage de Chevalley :

Oh construit une base de Chevalley & partir d'une base des racines

§={°‘i’ 1 &ign-l},{(q, X€eA; Hqi,q]..eq;}tel que

a/ H“i’H“j =Osi141,j\(n-1
— pi

v/ H"‘i’x“ =l ) Ky 111 ke P
B g

c/ -X , X -=ZH ol X=2_H
X e «; i %

d/ Si x et F. sont des racines indépendantes (o # jp)

soit P = Ty creen ’ P + qot (la e~suite induite par P)

[X“,XP:]=osiq=o

[Xa( , XP]= +H(r +1) x"‘*’P sia+p est une racine

-12 -~



1-1 CAS OU G EST DU TYPB A1 :

On présente indépendamment ce cas particulier traité & part dans
les travaux de Leger et luks .

Off munit 1'algdbre de Lie G de la base suivante :

o <

on a Elq , Xq] = 2X°‘ 3 Ei"‘ ’ X_q]: -2X_°(; E{"*" X—-o:|= Hq

Soient N' 1a sous algébre engendrée par X

{} ’ X_q, H} ol o est une racine simple positive vérifiant (cl,O(> =2

N” la sous algdbre engendrée par X_ o

et H la sous algtbre engendrée par Ho
Soit 1'algdbre de Lie G0 =N ®(H + N+) ; @ désigne la somme directe d'alge-
bre de Lie ; GO est munit du crochet suivant :
[xq , x_q:|= 0 ; E{“ : x«:,= X 3 [Hq : x_q]= 0

Ce qui revient & annuler dans 1'algébre de Lie G les crochets de N~ et H

ainsi que ceux de Nt et N
Proposition 1 :

B2 (G

0 * GO) est de dimention 1 et engendré par la classe de coho-

mologie représentée par le cocycle C(Hq , X_q) = UX__ou U est un réel non

nul .

Démonstration de la proposition 1 :

2
Calculons 2 (GO ’ GO) :
Soit C une 2-cochaine de Gy & valeur dans Gy définie par :

C(Xo‘, X_R) = aX“+ bX_q+ ch

-13 -



c(x_“ , Ho‘) = dX+ eX_, + fH,

c(xd, Hd) = g% + BX__ + il

C est un 2 cocycle si et seulement si 8§C = 0ol § est 1'opérateur cobord
8C(Xy » X o By = [c(x“, x_“)l, .Hq] + [c(x_q, B) xo(:'+

E:(H"" x) X-{‘* O [ r X o] r B +

C(E(_‘X, Hga X))+ o [i_aq, xﬂ] » X g)
} (R » x_o() ’ Hc(] = -2k,
-
(X0 B xq] = 2rx
:c(xq VE) x_q]= 0
o Ja, » xq], X_)
o( E{“’ X-O(J' ;)
o E“"’ Hu], x)

La condition de cocycle est donc équivalente & :

2aX°‘ + 2bx_q+ 2cH°(

0

0

yo——

c(xq, X ) aXoe

~
]

dx°(+ eX_o(

C(Xg» H) = gXo+ hX__ + iH

=

3

on déduit que ZZ(GO) est un espace de dimension 6

Calculons B2 (Gol :

Soit T une 1 - cochaine de G; & valeur dans Gy définie par :

T(x“) = A X+ B1X_q+ CyHo

MX ) =
( _“) X+ ByX__ + CpH,

E(Hq) = AsX+ BoX_ + Ol

-14 -



Un élément de BZ(GO) est le bord d'une 1 - cochaine ; ST définie par :

Xy, X_) =-TE(°(, x_“]+ [xo(, T(x_q)] - Ec_q, T(:;,‘ﬂ

on a alors :
ST(X, , x_q) = ~2C Xy

§T(Xy s H) = 2By X_ + 2C,H, - 20X,

_6T(X_q, Hq) = -28X

BZ(GO) est alors de dimension 5

donc H2(G , Gn) = ZZ(G ) est de dimension 1
0 0 0 2
B°(6,)

I1 est engendré par une classe de cohomologie [CJ représentée par le cocycle

C défini par : [C(X , H) = UX
X - U est un réel non nul

0 si non
c.q.f.d
On notera GU 1l'algébre de Lie G munit du crochet suivant :

X =O° = H =—2
ERR AR R LAY S

Proposition 2 :

i/ si U = 2,dim E2(G,, , Gy) = 2
H2((; , GU) est engendré par deux classes de cohomologie [C1] et l—Czj repré-

sentée par les deux cocycles suivants .

c, (Xu( , X_“) = H_ les autres termes étant nuls
cz(x_d , Ho() = X__ 1les autres termes étant muls

- . . 2
it/ 8i U = =2 dim B°(G; , Gy) = 3
H2(GU » Gy) est engendré par trois classes de cohomologie [01] , [(.:2] , E:i'

représentés par les cocycles suivants :

-15 =



>
"
]

Hv‘ les autres termes étant nuls

CZ(X-,,( , Ho() = X_o( les autres termes étant nuls

C.(3 = é
3(X°( ’ Hd) X_°< les autres termes étant nuls

iii/ si U £ {2 , -} dim HZ(GU ) Gy) =1

H2(GU ’ GU) est engendré par une classe de cohomologie [:02] représentée par

ad

le cocycle cz(x_« , HQ‘) = X_o(les autres termes étant nuls .

Bémonstration de la proposition 2 :

On utilise les mémes notations que dans la démonstration précédente

. . 2
Déterminons Z (G'J , GU} :

Soit C une 2-cochaine , C est un 2 - cocycle si et seulement si

sc(xq, X_qr H ) =0

[~ ¢
Hi Ua
d'ol b=--3 ,f=2—

On rappelle que c(x ’ X_“) = aXd+ bX_“ +cH

c=o08iU ;é 2 et si U = 2 on peut prendre c arbitraire .

si U # 2 le cocycle s'écrit alors :

C(X o x_q; = aX_ + bX_

(= 4
Ua
c(x_“, B)=dX + eX_ +73 Hy
2b
(6.8 = gX X -
L_(‘ch ’ Hé()” & "fth"*"-cr”v.' Hao

Z2(GU) est donc de dimension 6

Si U = 2 le cocycle s'écrit alors :

- 16 -



X ) =ak + bX- + oH

d’
Us
C(X_“,I‘I_,()—dxd+ex_“+2 B,
2b
C(X, » By) = &X, +hX__ - £ Hy

Z2(GH) est donc de dimension 7

B2(GU) est déterminé par :

ET(X« X o) = 26X, + U%X_
5T(x_°( , Hq) = (2 + U)°(2X°( - UBX_ o+ UZ’ZH‘X
fT(X » B) = 28X - (U + 2)pX_o - 2% 6,

si U = -2d1mB((‘9=3

]
m

si U £ =2 dinm BZ(GU)

il y a trois cas & étudier :

i/ si U = 2,dim H( 6y) = 2

H2(GU , GU) est engendré par les classes de cohomologie [C{] et Ez] repré-

sentés par :

C1 (Xo( , X_q) = Hy les autres termes étant nuls .

C = 5 .
2(Xd ’ H‘*) X_ o‘les autres termes étant nuls

i1/ si U = -2,dim B(G; , G,) = 3
%

H GU ’ GU) est engendré par les classes de cohomologie [?1], [Cz] et [C{l

représentés par :
c, (X“, X_O() = ques autres termes étant nuls ,

Cg o ? ) = X_ les autres termes étant nuls

03(1_“ , H“) = X les autres termes étant nuls .

- 17 =



iii/ si U ;é{z , - }dim (e, , Gy) =1
H2(GU , GU) est engendré par une classe de cohomologie [C] représentée par :
C(X_“ R Hc‘) = X_o( les autres termes étant nuls .

c.q.f.d

CAS OU G N'EST PAS DU TYPE A1 :

1-2-1 Calcul de 32(c0 ) Gy

Proposition 3 :

Soient A la plus grande rat¢ine, RX, 1'éspace engendré par X\ et

A
K = N + H une sous algébre de Borel de G .
H2(G R 2 ) Y- —)

0+ Go = Hom(H , Der'N”) ®@H (K , RX,) ®@ H°(N" , N
avec Der N~ 1'espace des dérivations de N~ dans N~ qui est donné par le

théoréme de Kostant (Leger et Luks 3 )

Théoréme de Kostant

1(y— - £ :
H(N , N ) est engendre par les cocycles suivants :

i/ siqi est une racine simple négative ; Dq est définie par
i
Dai(xq) =n X, avec = %- o
ii/ Soit A 1la plus grande racine de G, 8i X est une racine simple

négative, on définit DYy par :
((xy)

D X =X si =
e WU

=0 si non

| (x,p)
Sy est la réflexion définie par 5. (p) = - 2-
(e, o)

o(

- 18 -



5 (N7, §7) est naturellement une algébre de Lie pour le crochet des dérivations

Calculons sa table .

D , D

= (mny - mym)Y <0

L'espace des dérivations engendré par D

Da(k 0 Dql(xd) - Dql 0 JJ«k(X,‘)

est une algdbre abéliénne isomor-

phe & H

D, .0 | (X) = (m - 1)x si o =

[“k R |
=0 8i non

ol m_ est la kéme composante de Sq(-x)

d'ou E)“k , D{,: (mk - 1)D;

Démonstration de la proposition 3 :

Calculons H2(G y G )
0 0

¢ =N ©K ol @ est la somme directe comme algébre de Lie .

0

Les deux sous algdbres de Lie K et GO/N- sont isomorphes, d'ou la suite exacte

courte d'algébre de Lie N~

>%

> K associée & 1a suite spectrale de

Hochschild-Serre [8 ] pour la cohomologie & coéfficients dans la représentation

adjointe :

P,q

p Q _ P
E =H'(K,H(N,Go)=ﬂ (
2

Gy » )

Hz((}0 ’ GO) est déterminé par les trois termes suivants de la suite spectrale,
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a/

en fait cette suite spectrale dégéndre grace & la présence de somme directe :

0,2

E. = HO(K , H2(N- , GO)) = IanHz(N- , Go)
2

7 7 2 ad . .
c'est & dire les éléments de H (N ’ Go) invariants par 1l'action de K .

1,1 2,0
B =E(K, BN ,6)) et =8k, N ,q))
2 2

0,2
Calculons E

Démonstration du lemme 1 :

Gp est une somme directe de K-modules pour la représentation adjointe,
2= HZ - 2/ -
on peut alors décomposer H (N~ , Gp) = H (N, K)@E(N", K7)

0,2
’ 2, - 2, = 2, = -
E2 = Inv B (N, G) = Inv B (N , X) @ Inv, B (N , N'),

l'action de K sur N~ est triviale, K agit trivialement sur lla cohomologie
H°(N™ , N) et donc IanH2(N- , N7) = HZ(N' , N7)

d'autre part H2(N_ , K) = Hom(Hz('N-) , K),1'action de N~ sur K étant triviale
H2(H-) est la deuxidme groupe de homologie de N & coéfficients triviaux .
H2(N-) a été calculé par Kostant

Théordme de Kostant (3) :

Soient « et P deux racines simples négatives distinctes et of + gp est
la plus petite racine dans (lap-suite induite par o) H2(N°) est engendré par

les éléments du type Xp - ‘xq+qp- O

K agit trivialement sur H2(N-), on vérifie facilement que Z(K) le centre de K

- 20 -



v/

est nul d'ol Invy Hom(HZ(N-) , K) =0

2,0
Calculons E
' 2

2,
E 0 = H2(K , lf(N‘ , Go))
2

- 1O(x- -
mais H(N" , Gy) = Invy- (G,) = Invy- (N7) @ Invy- (k)

RX_A ®K
ol RX_, désigne 1'espace vectoriel de dimension 1 engendré par X_, avec

A la plus grande racine .

2,0
d'O“.l B = H
2

2(x , BX ) ®K) = #(K , X) @ B2(K , RX_,)

Lemme 2 :

B (k) = B(H) = 4 &

Démonstration du lemme 2 :

K//N+ est isomorphe & H d'olu la suite exacte

Nt K —H

On associe & cette suite exacte la suite de Hochschild-Serre pour la coho-

mologie & co&fficients triviaux .

B - E(E, B (N)) =>Ep+q(x)

2

H2(K) est déterminé par les trois termes de cette suite :
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E =5, 5(x"))
2
E1’1 -5 (5, B())
2
20 52(8 , 2O(N))
2

i(m , B(x))

Tnvy (B2(8%)) = 0

g (5, H1(N+)) 0 d'aprds le lemme 6
et B°(8 , BO(N"))=E%(H) = § &

Lemme

2,0 |
E2 = Hom( 2 H , RX_,)

Démonstration du lemme 3 :

E2'0 = P(X , X) ® B2(X , RX

2 -

“(x , RX_,)

B5(K) ® RX_y

Hom ( > H , RX_,) d'aprés le lemme 2

B2 (K , K) = 0 d'aprés la proposition suivante :

Proposition Leger et Luks : [4]
Soit K une sous algébre de Borel d'une algébre de Lie semi-
simple sur un corps de caractéristique 0 .

Alors H'(K , K) = 0 et HX(K , K) = O .
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1,1
c/ Calculons E
2

Lemme 4 :

Soit Der N~ 1'espace vectoriel des dérivations de N~ dans N, alors

1,1
E = Hom(HE , Der ™)
2

Démonstration du lemme 4 :
1,1

Par définition E = H'(K , H'(N
2

» Gg) )

Comme G, est la somme directe de deux sous algébres GO = N @K, on peut écrire
H(N , 65) =8 (N , N @K)

BN, N)@H (N , K)

On notera par abus de notation H1(N- , N7) = Der (N7)

1,1 _
E ' est la somme de H' (K , Der N~) et de H'(K , H' (N~ , X))
2

L'action de K sur N étant triviale, on a :
1 2. 1 1 /-
B(k, B(N7, K)) =H' (K, Hm(H' (N7) , X))
I1 est alors clair que :

5 (x , Hom(H*(N-) , K) = Hom(H1(u') , B (X , K))

mais H1(K , X) = 0 d'aprds 1a proposition ci-dessus, donc H1(K , H‘(N , K)) =0

1,1 -
E est alors égale a H1(K , Der N7) = Hom(H1(K) , Der N') car 1'action de K
2

sur N est triviale .
K + 1 - -
MaisH1(K)=._=HcarE§ ,K]:N donc H (K , Der N) = Hom(H , Der N~)

EK , X]

c.q.f.d
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1-2-2 Calcul de H2(& y Gy) :

A chaque matrice U = (Uij)i,j =1 ... n~1 on associe une
algdbre de Lie G; qui contient la somme directe de N ® N~ comme

sous algdbre des commutateurs et dont 1'abélianisé s'identifie & H .

On a donc une suite 0 —> M eonN > G

U >H—>0

et 1'action de H sur N' @ N~ est définie par :

—
X“ ’ Ho(i:l = (o( ’ o&> X‘x 8i ox est une racine simple positive

e,

x  ,HE |[=vu..xX
Ty ] Ny
On note :

D, = |p,, €Der(N*) / B (%g)

i qu(x) six =@ eto&e‘S » Simple

0 si non

D, = | o € Der(¥") / D;‘(XF,)

2 X%(_)‘ sict = Bpetx €N, simple

0 si non

on note la plus grande racine A =§— n1°<l

Proposition 4 :

B2(¢ » &) = Invg(8' (V") @ D,) @ Tnvy(8' (¥) ® D) @ Invyy

)

. + .
o Ho(s:Le(EA simple

ou W = e Hon(H, (x") @, (87),.H) /P(x, . X

0 s8i non

pour toute matrice U telle que :

{Ukj 74<°<k,3_qj(->‘\>=g— Upyy A>3 Uy AL D



Uy =<0(k,qj - so(j(»)>; Ui *05 GRS T C AN +<°‘k'°‘j> =
Z'nkUkl {0 + Uyy - Z‘Ukl“l = 0}

L'algébre de Lie GU est munie de la base suivante :

X +*x€H3H , o € pravec la table de crochets :
%y i
. +
= S =
% Hoci:' = JE ni Ui' o 51 AED 5 o= “n.o o, n'j est un entier

J J=1 3
% 7]

X xél = xo‘ﬂ3 six+p eDet o, B EN

0 8i xe A et peA"

0 si non

Démonstration de la proposition 4 :

A la suite exacte courte 0 —> N'@N~ ~—> 'GU ——>» H—>0
on associe la suite spectrale de Hochschild-Serre pour la cohomologie

de la représentation adjointe .

B HP(H B eN , G ) ' Hp+q(c )
= ? @ N 1 ’ G
» g/ = U

Pour calculer H2(GU ’ GU) il faut d'abord déterminer les trois termes
0,2 :

B -85, (N er , q))

2

LEL 1t o e

E =H(H,H(N®N,GU))

2
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2,0
£ =8, P0ter , 6,))
2

on va demontrer & la fin de ce paragraphe que cette suite spectrale

dégénére .

2,0
Calcul de E

2

2,0
Lemme 5 : E =0

2

démonstration du lemme 5 :

2,0
B =r(, 0 erN , )
2

HO(N+ @N , GU) est 1'ensemble des éléments de Gy qui sont invariants
par l'action de Nt @ N= , c'est le centre de NV @ N7, soit 1l'espace
engendré par X)\ et X 5 ol A est la plus grande racine .

2,0

On a alors B = B-(H , RX.) @ H2(H , RX,)
\ A

Le lemme 5 découle du lemme suivant :
Lemme 6 :
Soit H une algébre de Lie abélienne, M un module de dimension
1 engendré par m, tel que H opdre non trivalement sur M alors
*
H(H, M) =Opour * =1, 2, ..., n=dim H

Démonstration du lemme 6 :

Soit C un k-cocy2le de Hk(H , M) défini par :

C(HO, ceey Hk-1) =Q'(H0, ceey Hk-1) ou ®est une k forme .
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v/

Sc(Hy, ...y B ) =:L (<) e (8;)e (8, ..., _,, Hyyqs +-e0o B)

xest un élément de H le dual de H de base EO =;<, ..., £

A4 v
H opére non trivialement sur M donc = ;é 0, on peut poser ™ = &

4]
©s'écrit sous la forme :
e(H H ) = E a. E- ad a
0” **°? k- - - i, ... i i, °*° i
0Ly v gy gt M k-1 ™1 k-1
§C = 0si O= EO. § . £ g

04 ... i \<n—1 i, ... o 4y 10

donc C est un bord de

T &, .. &;

0 i, TR SN \(n—1 1 k-2 1
1,1 0,2

Calcul de E et E
2 2

Le lemme suivant donne des résultats préliminaires aux cal-

1,1 0,2
culs de E et E

2 2
Lemme 7 :

B?(xten , Gy) =D, ® Hom(H, () , RX,) ® D, ® Hom(H,(N7) , RX,)

Py or, Gy)

20t , M er () e D @1 (N) ®z(N') @
BN, ¥7) @ ' () D, @ B(N") @ 2(N) @ W

Demonstration du lemme 7 :

Ho G
U/nt o 5~

on a alors la suite exacte 0 ——> N @ N~ > G > H > 0

en tant que suite des coéfficients :
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94 I
PN er , 5 —i'(Ner,rer) —>rWen , 6,)

—— I (dt N, 1) —1 > BNter , M oN) —>

J )
- 2 - - -
B2(N* @ N , G) — > eN , B —2>p (N eN , ¥ er)
d'ou les deux suites exactes courtes

0—> Im1, —> (W er , 6;) —> Ker §, —> 0
—> coker 51 ——)HZ(N+€BN' , GU) —> Ker 82 —> 0

Determinons Im I1

ey ,rMer) =t'(Werv ,x)eder , x)

BV, ) er' () e (v, e
(N, ) e 8 (8) 2%y , ¥)
1'image par I, de g’ (xt, &) resp de g’ (N” , N7) est représentée par

les dérivations D1 resp D,

B0, §Y) = 2(8) = BX_ et EO(NT , N7) = 2(N7) = RX , .

A

Les espaces Hom(H1 (N+) ’ RX_A) et Hom(IwI1 (H‘) ’ RX’\) s'envoient de fagon
. . 21t -

évidente dans H°(N" @ N™ -, GU)

A - + -
d'oh In I, = D, @ Hom(H,(N") , RX_,) & D, ® Hom(H, (N") , &X,)

Determinons Ker 1

BH(NeN, n) = Hon(H, (N') , H) @ Hom(H, (N°) , H)

car H est un module triviale sur N* @ N~

Soient [f] € Hom(H1 (N") , H) une classe de cohomologie représentée par
¢ : H (N') —> H définie par £(X_ ) = L a, . Hy

' 1 o J i

et [g] e Hom(H1 (N7) , H) une classe de cohomologie représentée par
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g : ~H1(N-) ———> H définie par g(x_ ) = 2;_ bij H°<-

o5 3
S, [£] = (5, [].8", [£]) tel que S, [Je B (8", N*) et 5, [fjer (W )er' (v, ¥7)

S, f(Xui : X‘p) = - ):_ a; 3<o¢5 + By Xy» dome 5, £ €' (N*) @ Der(N")

S;' f est le produit tensoriel d'un élément de H1(N+) avec un t-cocycle

de N~ i valeur dans N~ donc 5;' [f] ne peut pas &tre nul dans

g’ ") ® B (N » N7) de 1a méme facon S;' [g:l ne peut &tre nul dans

B (N) @ B'(8F , NY)

donc Ker §, = 0

On deduit que coker §, = By, Mer ) e D, ® Hom(E,(N*) , H) ®
D,@H (N)@® (N, N') @ Hom(H,(N") , H)

Determinons Ker 82 :

Pfer ,NeN) =N or ,)eB(N ®@§ , N) avec
BP0t er , 1) =220, ¥) e ' () @ E°(N* , §*) @ B2(N) @

o) e rP(v) @ EOF, W)

' (n
et B(N* @ ¥", H) = Hom(H,(N') , H) @ Hom(H(K") , E) &

Hon(E, (N*) @ B, (¥") , B)
car H est un module trivial sur Nt @ N~
Soit [‘P] une classe de cohomologie représentée par @ : H2(N+) —>» H

tel que ‘P(Xqi‘xqj) = % ali{j Hmk
- 6. B w0 e e, o)

s,[Fle #(x") @ 8" (v, ¥)
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8; ‘f(Xqi ’ qu ’ X-P) = —% <°(k » P al.:j X_Pon déduit que
§,'f € B(8*) ® Der(¥")

S;‘f est le produit temsoriel d'un €élément de H2(N+) avec un 1-cocycle
de N~ & valeurs dans N~, donc S;[‘P] ne peut pas s'annuler dans

B2(N*) @ (N , N7)

la méme conclusion sera obtenue pour une classe de cohomologie [‘f’] c
Hom(H2(N-) , H) en utilisant 1'involution qui envoie N' sur N~ d'ou
Hom(Hz(N+) , 1) ® Hom(Hz(N-) , H) n'est pas inclus dans Ker 82

Reste & voir les classes de cohomologie dans Hom(H1 (N+)® H1 (N-),H)
Soit [C] représente par C : H1(N+) ®H1 (") —>H

T
T c(xwx_ﬁ) =1:def,H,

5,c] = (65[c] + 65[c] ) tel que 8y[c] € ' (") @ HE(N" , W)
5,[c]er () @ B°(N* , &)

]
$2 C est définie par :

2

y X ) =  In
o0 X8 = Fca wp | ] zseb ‘?’]"‘

donc il existe F € CZ(N+ ’ N+) tel que :

6c(x .

52 C(X“ ) X_ﬁ . X'S) =X, ® 1“()(__‘5 , X-S) ; 82[0_] est nul si et seule-

ment si la classe [F] de cohomologie de F est nulle dans H2(NJr ’ N+)

d'aprés le calcul de H2( , §7) fait par Leger et Luks [3]

8; [c];é 0 sauf si a.‘s

o‘P=0pour P#’K
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" )
A
de la méme facon Sz[c] #0 sauf si a° =0 pour o« £ ¥

Ker 52 est définie alors par:

+ -
Ker 52 =W=|C E.Hom(H1(N ) @ H1(N ) , H) tel que C()&,X_“) = H°<
A racine simple

Lemme 8 :

1,1
B -H(E,D)en (8, Hon(L (), X )e
2

g (g, Hom(H, (N7) , RX,)

Pour toute matrice U telle que :
Ukj L S—o(j(-x)}; z1Uil“1 ALy 5 %) Ukj ALty )‘>}

Demonstration du lemme 8 :

1,1
E - g (2, H1(N+@ NT, GU) est égale en utilisant le lemme
2

précédent 2 H'(H , D) @ B'(H , Hom(H, (N*) , RX_,)) ®H'(H , D,) ®
B (m , Hom(H, (N7) , BX,))
D1 est la somme directe de H modules de dimension 1 .

L'action de'H sur D1 est non triviale, donc d'aprés le lemme 6

1 1 :
H(E,D)=0etH(H, D,) = 0 sauf si Uy = 0 5__ (=N

d'aprés le méme lemme g (2, Hom(H1(N-) , RXA)) = 0 sauf si
1 +
Uk,j = -(qk ,X)et H (H ’ Hom(H1 (N ) ’ RX_)‘)) = o0 sauf pour U tel que :

Ll Uil n, =<o<i ’ qj> on note A= %nl txl

1 - - . =
H (H, Hom(H1 (r7) , RX’\)) = 0 sauf pour U tel que : Uk;j ..(o(k ' A
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Proposition : (Leger et Luks) [-_4] page 1024

Invy g2(vt , §Y) =0 ; Invy BN, ¥) =0
Lemme
0,2 1, 1,4+ 2f =
E  =1InvgH (N )@D1 ® Invy H (W )®D261anH (N) ® RX_ ®
> b N
Inv, Ho(N') @ RX
H <A
pour certaines valeurs de la matrice U qu'on va determiner .
Demonstration du lemme 9 :
0,2 2/t + 1/ = 2 /=
E = Invg E°(N" , ¥') @ Invy(d (N7) @ D, @ Invy(H°(N ) ©RX)
5 A

2/ - +
® Invy H(N" , V) @ Inv (' (¥) ® D,) @
2oyt
Ian(H (¥ %) QRX-)\)
. 20t + H2 - - ' ¢ .
mais Invy H (NT , N7) =0 et Invy (N~ , N7 ) =.0 d'aprés la proposi-
tion précédente (Leger et Luks)

- F
a/ Ian H1 (N) ® D1 est engendré par X ® Da tel que

J

. _ i o .
H“k(x_qgnu) OVk=1...n1 i, j=1 ... n-1

i J

o (X, ® D;j> = (U, +<o SuJ,(A) “x>) K @ ,

pour j fixé X_ (%) Dct est invariant par H & condition que
i J

Ui =<y » &5 - so‘j()\»

7
b/ Inv H1(N+) ® D, est engendré par X, @ D tel que
H 2 O(i -cxj

1 4
H (X, ®D__)=0 k=1 ... n-1 i, 3 =1 ... n-

R %4 &
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]
pour j fixé X‘x ® D-u est invariant par H &4 condition que
i J

Lty oy + Uy - :1" Ugy ny = 0 sd de(A) = TT Dy Ay

¢/ Inv Hz(N") ® RX, est engendré par X 2 X @®X
H A 3 Ty

i, j=1 ... n-1 tel que

H“k(x‘“f x_o‘j ® XA) ==-TU, - Ukj +{x) s A> =0

X ~ X @ X est invariant par 1l'action de B & condition que
™ ey P

Uy +Uk,j =<rxk ,)\>i, j=1 ... n

a/ invy H2(N+) ® RX_, est engendré par J‘(x ~ X ®X

i %y

j -A

i, =1 ... n-1 telque H (X .X X . =0

. X @ X_)\ est invariant par l'action de H & condition que
i X3

% v ) + L%y ’dj>=%n1 w5t A= % %

Etudions les homomorphismes de bords

0,2 0,2 d2 2,1
E —E —E
3 2 2
032 0,2 d5 3,0
E ~—> E ——>E
o0 3 3
, 1,1
E = 0 (d'aprés le lemme 6) : E = 0 pour U vérifiant la condition (1)
2 2
2,1 0,2 0,2
pour la méme raison @ E = 0, donc E =B
2 o0 2

la suite spectrale dégénére .
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CHAPITRE JL

INTRODUCTION :

Ce chapitre contient le calcul cohomologique nécéssaire pour
le cas ou G est une algébre de Kac-Moody .
On note G = s1(2 , R)
1

C |:t ’ t_1] 1'algébre des polyndmes de Laurent en t et t~

t C I-_t] polynomes en t sans termes constants

t-1 c l:t-‘] polyn‘c')mes en t-1 sans termes constants

On note & =G@®C E; ’ t-1:| 1'algébre de Lie de Kac-Moody affine non
tordue .

¢ =Nt ®HO®N une décomposition de Cartan de G on lui associe la dé-

a~

composition suivante pour G .

[P}

=N + H + N ou N et N~ deux sous algibres définies par :

N -(c@®tC [t])eN+ N =(cet C [t“] ) @ N

~

On note K =H + N

G est munie de la base définie par Feigin [6] construite &4 partir de la

base bien connue de si(2 , R) ¢

1 ol : |0 11 - ]0 0
) ’
o0 - 0 0 1 0
0 o " 0 0
Y - 1 - .
soient ey =% o | €3 41 1 P oesn g
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3-1 CALCUL DE H2(G

m € 2, vérifient [ei , eﬂ = o5 €545 Ohogs =1, 0,1

(j-i) mod 3
@ associe & G.1l'algébre de Lie G0 = K@ N obtenue comme somme directe
de K et de N*, ce qui revient & annuler dans G les crochets entre les

éléments de N et ceux de H et de N 4 chaque famille de paramétres

St= {;—31” »Bziq 0 83 € “}

On associe une algdbre de Lie résoluble Gﬂ_ qui contient la somme directe
de Nt @ N~ comme sous algébre de commutateurs et dont 1'abélianisé
s'identifie 2 H . On a la suite exacte

+

0 —>N

N > 6y >HE—>0

et 1l'action de H sur ﬁ+ ® ﬁ- est définie par :

EO ’ e—3i+i] = 78354 ®3i4q I:eo ’ 9-31-1] = 83541 ®-3i
[30 ' 9-31] =835 3

Notre but dans ce chapitre est le calcul de Hz(% , (:0) et de
B2(G, , &) .

o » G) ¢

On énonce tout d'abord quelques résultats utiles par la suite

Théordme de Feigin-Fialowski : [5]

L'espace des dérivations externes de N' & valeurs dans N* noté

Der(N") est représenté par adyp @t C [t] ~d-
dt

autrement dit une dériw}ation de N' & valeurs dans N s'éerit :

- R



ad eo+th_ oh PEC Et]

dt

Proposition : (Kuks [6 ])
Le kM€ groupe d'homologie & coéfficients triviaux Hk(N+) est

engendré par les cycles suivants :

1 .e4.... A03k+1 H ezaesa... .e3k_1

Proposition 5 :

B2(G

0 60) = Hom(H , Derffﬁ"') (3] Hom(H1(ﬁ_ , D+)) @

Hom(H , Der N°) @ HS(N™ , N°)

Demonstration de la proposition 5 :

. + < o . .
A la suite exacte courte N > G0 > K on associe la suite

spectrale de Hoschild-Serre [8] pour la représentation adjointe

EP,q p(A q(A_ r'S )) P+q(4 ~
X =H K,HN,GO = H GO,Ga

HZ(G0 . GO) est déterminé par trois termes :

0’2 0, 2._ ~ 111 14; 1A_ a
E2 =B (k, B9(N",6) ; E =H(K,HN ,g)
2
2,0 ~ Y -~
et B =H(K, (N, G)
2

Comme on a une somme directe d'algébres de Lie, la suite spectrale
dégénére au niveau du terme E2 :

Cette proposition va résulter d'une suite de Lemmes préliminaires .

Lemme 10 :
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A

5, ©

i/ 58(E, W

ii/ H2(ﬁr, ﬁ) Hom(H , H'(ﬁ', ﬁ?)

Demonstration du lemme 10 :

i/ Regardons la suite spectrale de Hoschild-Serre associé

4 la suite exacte N~ > K > H

0’1 1 ~_ A_ 1 A- A

E  =InvgBE(N ,N)=H(@®N ,N)

1

1,0 1 0 A+ Ay -

E =H(E, BN, N")) =0 car 2(M) = 0

1 .

0,1 0,2 0,2
on a l'homomorphisme de bord E —> E mais E = 0 donec
1 1 1

0,1 0,1 R -

E =E =H({ ,)

1 00

ii/ Observons la suite spectrale de Hoschild-Serre associé
3 la suite exacte N' > K > H
0,2 R -
on a E = Ian H2(N+ ’ N+) = 0 (voir page : 46 )
2

2,0 a,

E =g8(E, BN, §*)) = 0 car z(*) = 0

2

1,1 1 1 A+ A+ 1 A+ A+
E =H(H,H(N,N))=Hom(H,H(N,N))carHestunmodule
2

trivial sur NV
Regardons les homomorphismes de bords

1’1 3,0 3,0 1'1 1’1 2A A+
E —>E ;B = 0 donc E =E* =H(,N")
2 2 2 2 co
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Lemme 11 :

]
o

i/ B, (K)

ii/ H,(X)

I
o

Demonstration du lemme 11

1/H1(K)=ﬁ=0car [k, =k

ii/ K se décompose de la facon suivante N' —> K —>H

H,(K) est donné par :

H2(H . HO(N+)) 0 car HO(N+) =0

H (H, H (8)) = 0 évident

+ “+
H(E, H,(N")) = Inv, H,(N)
H2(N+) est engendré par & & ; €y . &g

eo .(e1 N e4) = 2e1 ~ ey A .(e2 - e5) = e, 4 e

donec Ian(Hz(N+)) =0
c.q.f .- d
Lemme 12 :

g (x , k) = 0"

ol D¥est 1a sous algébre de Der N composée des dérivations de la

forme t C[t] %?

Demonstration du lemme 12 :

B'(K , R)est obtenu & 1'aide de la suite exacte longue des
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coéfficients associée & la suite exacte suivante :

+ > X > H

N

Soit EO(K , H) i‘eﬂ’(ﬁ , N) L5 8k, x) —L> 8 (% , B)

s
H(X , NY)

on a : HLH‘(&* L8 —Isw'(x, k) —L 58"k , B)

s

5K , §F)

d'ol la suite exacte courte :

0 ——>D >H1(ﬁ,ﬁ)—-axer81——)o

Le lemme va résulter de Ker 81 =0

H1 (K , H) = Hom(H1 (IE) , H) car H est un module trivial sur 12 puisque
E& , I‘{l = ﬁ+, H1(IE) = H est engendré par &

Un élément [‘P] de g (IE , H) se définit par une fonction de H & valeurs

dans H telle que :

¥(e

0) = ag ; 8i ' € Ker 81 il existe une cochaine g € C’(K ’ N+) tel

que 81‘€= Sg ol Sest 1'opérateur cobord .
Soit g(eo) =3 (Ai e + By

3i+1 €351 )

on a : S1P(°O

e3m+1) = -E3m+1 '?(eo)] = 803011
Selo » e50y) = -l fog 1+ o500 ) + [0+ sloggy )] + (o501 - e(e,)]
= —3(03m+1) + g'(°3m+1) - E}mﬂ ' g(eo)]

= -E3m+1 ’ g(eo)] =< ; Ai®3(mriv1) * Bi®3(pei)
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Dans 1'expréssion de Sg(eo ’ e3m+1) il n'y a pas de termes en €341

donc a = 0 d'o 'P= 0 et donc Ker 31 est identiquement nul .
c.q.f.4d

Lemme 13 :

2,0
E =8
2

2(K , K) = Hom(H , Der N+)

Demonstration du lemme 13 :

2)0 24 OA- 2:\
E =H(, B'(N", GO)) = H°(K , Invﬁ—(Go)) par la méme
2

remarque que précédemment, l'action de N~ sur K est triviale et le

2,0

centre de N~ est nul : donc Invﬁ-(Go) =KetE = H2(K , K) qui

2
est égale & Hom(H , Der N+)

¢e+q.f . d

Lemme 14 :

1, A -
E2 1 = Hom(H1 (x7) , ﬁ) ® Hom(H , Der(N7))

Demonstration du lemme 14 :

‘ - 1'1 1A 1.
On a E =H (K , H(N
2

1 A- N
, Go) et H (N™ , Go) et

B, ¢) =8, ) er [, )

1

1 ~ - -~ .Y -~ ~
d'ot B =H(K , BN, ¥) @B, 5" , §))

2

g (K, 8'(8" , X)) = B'(K , Hom(N") , K))
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Hom (H1(ﬁ-) ’ H1(ﬁ , 12))

Hom (H1(N-) , ﬁ) d'aprés le lemme 12

On a sussi H (K , H'(N", N°)) = H' (K, Der N°)
= Hom(H1(K) , Der N7)

Hom(H , Der N7)

toujours & cause de 1'action triviale de ﬁ sur ﬁ_ et donc sur sa
cohomologie .

c.q. f . d

Lemme 15 :

0,2
E =§H
2

2(N , §7)

Demonstration du lemme 15 :

Y

24\_ R 2 - A R 24\_
E =Iny B°(N , Gy) = Invg B° (N, N') @ Invg B°(N” , K)

mais Invﬁ H2(N- , N7) = H (N , N7) car 1'action de K sur N~ est

triviale .

Invy 52(N~ , K) = 0
d'ol E = H2(N' , N7)
2

2
2-2 CALCUL DE H (Gn_ , Gn) :

qn se décompose selon la suite exacte courte

0 ——> N @N > 6, > B >0
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A cette suite exacte courte on associe la suite spectrale de
Hochschild-Serre pour la représentation adjointe .

Le calcul de H2(G , GSt) va se déduire des trois termes suivants :

0,2 N
E = HO(H ’ H2(N+@ N‘. ’ Gn)
2

1,1 A PS a
E =H(@E, @ 0N, 6
2

2.0 .
E  =pg(H, @ QN , )
2

On peut énoncer la proposition suivante :

Proposition 6 :

H2(G , G.n.) = Hom(H , Der Nt @Der N )V
A

ou V ={C G.I-Iom(H1 (1‘\}+) ®H1 (1‘\;-) , H) / C(e1 , e_1) = ae;y ;

C(e2 , e_2) = beo}

et A:{(ad e, » ad eo)}C Der N' @ Der N~

La proposition 6 va résulter de lemmes préliminaires
Lemme 16 :

i/ B (N ern , 5;0 ' @D

i1/ BT @ N , G - B°(8* , ¥ er' (V) @' e

(-, V) e (N)ed @

Hom(H, ) @ H, (F) , B)

Demonstration du lemme 16 :

On a la suite exacte courte
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0 ——> K@ > Gy —->H >0
et la suite exacte longue des coéfficients

A

A ~ 'y I ~ A~ J
-9 30 teNn , NeN) —oE (N e, Gp) ——>

(N e§ , H) _& (it en , i eN) — et e N, Gp)

—23 (e N ,H) —2>0Nter , itex)
d'ol les deux suites exactes courtes :
In I, —> H‘(ﬁ*@ﬁ' , GJL) —>Ker 51
coker 51 —_— H2(ﬁ+ (<) N . GSL) ——> Ker 52

i/ In I, = D" + D~
(i) du lemme va résulter de Ker 81 =0
(v e@N , H) = Hom(H, (N*) , H) @ Hon(H, (N7) , K)
Soit [‘P]une classe de cohomologie de Hom(H1(N+) , H) représentée
par une application e H1(N+) ———> H définie par ‘(’(ei) = a; N

' " ' 1/ = 1,4+ +

5, ()= (5, [¢]. §;[F] te1 aue §,[F) € &' (x7) @B (N* , ¥") et
5! [Pler®( , ¥)
81 ?(ei ’ e_j) = a; Eeo , e_ﬂ = a; ad eo (e_j)
51' [‘f’J ne peut pas s'annuler dans g (N) @E (N, N7)

De méme si on considére [\P] une classe de cohomologie de

Hom(H1 (N") , H) donc Ker 81 =0

ii/ On a 1la suite exacte courte
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0 ——> coker 81 —_— H2(N+ oN , G_ﬂ_) —> Ker 52
coker §, = 1 (N , )@ ' (N) @ 0" @ B°(N , ") @ ' (") @ D™
Le lemme va résulter de Ker 82 = Hom(H1 (ﬁ+) ® H1 (1‘\}-) , H)
mé(x* @ N, H) = Hom(Hz(fJ*) , ) @ Hom(H2(fq') , H) @

Hon(H, (N*) ® H1(ﬁ') , H)
Soit [f] une classe de cohomologie de Hom(Hz(I“}+) , H) représentée
par le 2-cocycle f : H2(ﬁ+) ———> H définie par f(ei a ej) = a,.e
5,[6) = (5] 85[£]) te1 aue Sy[f] € #2(F) @ u' (N~ , ¥7) et

5, [£] € PO, 1)

S;Vf(ei ’ ej ’ e_k) = aij [eo ’ e_k] = aij ad eo e_x
donc Sé[fj ne peut pas s'annuler dans H2(I“i+)®H1 (ﬁ- , N7)

De méme si on considére [g] une classe de cohomologie de

Hom (H2(I‘\}-) , H) donc Hom(Hz(I\}+) , H) et Hom(Hz(ﬁ-) , H) ne sont
ras dans Ker 52 .
Reste & voir I-Iom(H1 (ﬁ+) ® i, (l‘}-) , H)

Soit [C] une classe de cohomologie de Hom(H1(N+) ® H1 (1\}_) , H)
représentée par C = £i® E-j ® eg 1rJd=1, 2

Le lemme va résulter du lemme suivant :

Lemme 17 :
[5;(£i®e0§|= 0 i=1,2

Demonstration du lemme 17 :
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Soit £ = (a & + b &) @ey; il existe g € c?(v'eN~ , Nen")

définie par g(e1) =

|
o

ﬂ g(e2) = -ae,

g(ei) =A.e + B.e._2 pour i)

81f = dg & condition que : A3m = -A3m+1 = _A3m-1 =a

B3m+1 03 B3m—1 —B3m = -b
c.gqg.f. d
Lemme 18 :
1 1 + 1 -
E =H(E,D)®H(H,D)=0

2
Demonstration du lemme 18 :

D' et D~ se décompose en somme directe de module sur H de

dimension 1, H est abélien,d'aprés le lemme 6 du chapitre I

1,1

E = 0 d'ol 1le lemme .
2
Lemme 19 :
2,0
E =0
2

Demonstration du lemme 19 :

Trivial car H est de dim 1
Lemme 20 :

0,2

E est de dimension 2 et engendré par les cocycles suivants :
2
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C(e1 , e_1) = ae,. et C(e2 ’ e_2) = be

0 0

Pour SLtel que {a_1 £0; a_ £0 a_y +a_s; £ 85349 3

B4t a3 # 835 5 8 * 8_34 # 8_3342

a_, + a_3j_2 ,«l-..a_BJ. ;oay + a_J. # -Ja_j_.).m 3

a_p+a_; # "ja-j-Bm}

Demonstration du lemme 20 :

E = Ian H2(N+ eN , G_n_)
2

D'aprés le lemme 16 H2(N+ @N , Gn) est égale i :

@, Med®) et e , Mot () e e
Hom(H, (5%) ® K, (87) , H)

a/ Invy, H2(N+ , &)
Les 2-cocycles de N' & valeurs dans N* ont été déterminés par

Fialowski [6]

g - ﬁjj ®esi y * & - EB:jHI ® -e5; + 82 . £3j ® s o+
&, - Eﬁ+2 ®e_5; pour j >0

et pour tout m > 0 €, . £J. ® jejyzy * g, . EJ.@ SLIVESS

ou (Ei)ieN est un systéme de générateurs de (N+)*(de la base de
Feigin)
I201eg(& ~ G5 0055 ) = <28 . & 0E5,)

& -~ &g Begy) = -2(6 L €

3541 ®£3J.)
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ido 30(82 R 533 ® e3j_2) = -4(452 R £3j ® e3'j_1)

>

*0(&2 ~ €352 © —05) = 4(E; - £, @)

—
J# e (£ - F_J. ® Jejiz,) = £ . € @ Jes,xy

si j=3m
pour tout m>O0 90(52 - E-j ® je,j+3m) = 2% - E,J. & jej+3m

JA oy (&~ &5 ® dey,5) = (24 5+ ) x

(¢, . &

1 35 @ je’,j+3m)

8i j=3m+l

pour tout m» 0

(& - €5 @ Jeyyzy) = (-2 + § + 3n) x

| (52 - 5—33- @ j°j+3m)
A :0(61 «ﬁ.j (%) jej+3m) =(j + 3m) x
pour tout m> O (E—1 ~ & 'jej+3m)

si j=3m-1

eo(c‘i2 . E.j ® jej+3m) = (-1 + j + 3m) x

i (€, . E_j ® jej+3m)
done Tnvy E°(N* , ¥*) = 0

b/ Invy B' (V) @ D" = O sauf sia =a_, =0

g (N7) est engendré par e 1r e »

g (N") @ D" est engendré par e ., £t 4
-1 dt . X .
i un entier positif

e 2.0t §g

qui ne sont pas invariants par l'action de H sauf si a, =a_,-= 0
dans la famille JSL.

e/ Invy m' (§) ®D =0
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B (§') est engendré par e s e,

-1,-id
LT
i un entier positif

g! (§*) @ D™ est engendré par e, ®t

-1,-iad
2@t t g
-1,-i4d -1« 4
e(e1®t t dt)—e1®t t 3
-“1,-id \y _ -1 d
eo(e2®t t dt)—e1®t t Fry

d/ Ian HZ(N- , N7) = 0 sauf pour certaines valeurs de la

famille de paramétre S,
2 ~ A- , .
H (N- , N7) est engendré par les cocycles suivants :

€4 » E—-3j ® e 3541 * E_1 - & 331 ® -esy * E‘-Z A E‘-B,j ® 3540 *

€2~ 83500835 | pour i> o

et pour tout m > 0 E__1 R E-,j @ -3€ 5 3y * &€, - E‘-j ® -Je_j 3y 3
j#
Détaillons les différents cas :
E_1 - £‘-—3j ® ®_3541 est invariant par l'action de H si
B4t 835 = 8 3441 i>A
&_1 A &_33_1 Q e_3; est invariant par l'action de H si
R = . j 0
8y +a_z54 =8 34 i>
&, - £’-3j ® e_3;,p st invariant par 1'action de H si
8, +8 35 =8 35,2 i»>o

. ks .
&_2 R &_3:]_2 ®-e_3; est invariant par 1l'action de H si

AR



8+ 8 35 o= -8z, i>o

. —u » » ' . .
&_1 - E’—j Q Je_j_3m est invariant par l'action de H si

a_, + a_j = -Ja_J_-),m JA1 m >0

_3 . . , . .
8_2 - E—j Q Je—j-}m est invariant par l'action de H si
a_, + a_j = -ja-j-Bm j# m> 0

Invy Hom(H1 (x") ® H, (N° ) , H) est engendré par les cocycles suivants :

& . €,0e 3 E . E, ®¢

£2®eo H £2. E_2®eo

-
>

d

61 ~1 ) % est invariant par l'action de H si -1 = a_y dans 5L
£1 - &_2 Q eo est invariant par l'action de H si -1 = a_, dans L
82 - 6_1 Q eo est invariant par l'action de H si -1 = a_,

é2 N 6_2 ® e, est invariant par 1'action de H 8i -2 = a_,

c.q.f . d

On considére les homomorphismes de bord de la suite spectrale

0,2 0,2 0,2 0,2
E = E — E —>E
[~ 4]
4 3 2
0,2 2,1
d, : E —> E
2 2

2‘ A- -~ 2 -~ A- -~
d, : Invy B(N" @ N, Gp) ——> B°(E , H (N @ N, G,)

Comme H est de dimension 1 et HZ(H) =0Oona d2 =0
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de méme d3 : E —> E

3'0 a A
E =m0, O er, Gy) = 0
3

car nous avons montrer que HO(N' @ ™, GJL) =0

1,1 3,0 1,1 1,1
de méme E ——3 E =0 d'ol E = E
2 2 o0 2

donc B2(G. , G ) = Hom(H , Der N* @ Der N°) @ V
11 13 A

car la suite spectrale dégénére .

2(G

On a ainsi calculé H2(G0 , Go) et H

les déformations possibles .
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CHAPITRE JC

3~0 DEFINITIONS PRELEMINAIRES :

Nous donnons ici les définitions nécéssaires pour la suite
voir [9] pour plus de détails .

Définition 1 : Le crochet de Richardson Nijenhuis

Soit (M , V) 1'espace des applications multilinéaires dans un
espace vectoriel V, pour a }1 on désigne par na(v) 1'espace des appli-

cations (& + 1) linéaires de V®*' dans V on a donc M(V) =@ M2 (v)
&>, -1
7

Si A eMB3(V) et BeMb(V), on pose AMB =0 si a=-1, si non

AB)xg, oo ) = (D Alx, e, 1, Bxg, ees 3,

)

Livb+1? *° Tap

On définit ensuite que ON: M(V)2 ——> M(V) par :
ADB=AMB+ (-1)3"* gy,

(M(V) , D) est une algtbre de Lie graduée .

Notons ensuite & 1'opérateur d'antisymétrisation :

si A eM®(V), alors
1

@)z, ..., x,) = ((EH)!)%sign(G) MEY s +-es XG,))

oi 8ign(T) est la signature de la permutation de (a+1)-éléments s

On pose alors A(V) =ax(M(V)) et A%(V) =«(M?(V)) pour a> 1, ensuite on

définit [[, ]] : A(_V)2 —> A(V) par [[A , B]] = (arbr1)! (A OB)

{a#1)1 (b+1)!

4 €1®(v), B eAb(V)



Définition 2 :

Soit A’ (V)X 1'espace des séries formelles en A & coéfficients
dans A17(V) (1'espace des applications bilinéaires antisymétriques de

V xVdans V) .

Soit G = (V , [,] ) une algébre de Lie .

On appelle déformation formelle de G une structure d'algébre de Lie sur

Ty définie par B, € 4’ (V) telle que Py = I'_, :l

1'identité de Jacobi s'écrit pour P% :

Z[Pi ,PJ.]]:OVkE.N

i+j = k
SOit-sp=2Lﬂ'_1>.,P.:H=J(P,....,P )
k ywgell| IE SR K\ k-1
i, >0

ainci le bord de Pk est une quantité qui s'exprime & 1'aide de

P1, ceees Py
Définiton ‘2 : Une déformation vraie d'ordre k

Une déformation de G d'ordre k est un élément R € A! (V)X

telle que P = [,J et -§P, = Jp VP Lk

8Pty = Ty =0

k .
ainci %\ = Po + 2 )]'Pi est un crochet de Lie sur V pour toutes les
i=1

valeurs de X .

Remarques :

a/ L'obstruction a prolonger & 1l'ordre k + 1 une déformation 2

1'ordre k est une classe de cohomologie I:Jk_'_1 €H3(.'G , G)
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31

En particulier si H3(G , G) = 0, toute déformation & l'ordre k de G se
prolonge en une déformation formelle de G .
b/ si H2(G » G) = 0, alors G est rigide (P, est une déformation
triviale) . En particulier toute algébre de Lie semi-simple est rigide
R, . . . 2 .
ainci H (G , G) intervient comme obstruction et H (¢ ’ G) comme classi-

fication des déformations .

INTRODUCTION :

Considérons une algébre de Lie munie d'une graduation

E=0& Ek' ol la décomposutlon est telle que [Ek ’ E;] < Ek+1
keZ

Yk, 1 €2

Posons E+ =@ Ek et E =@ Ek . On a ainci une décomposition‘en somme

k>0 T k(O
directe E = E+@ Eoe E_
De plus E+ et E_ sont respectivement des ideaux .
Considérons les algébres de Lie dont les tables de multiplication sont

schématisées par les tableaux suivants .

° ’////

/7,7,

C=E

Les algdbres D, B, C sont des structures différentes sur 1l'espace E .

Une zone hachurée dans un tableau représente les crochets de Lie dans E ;
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Une zone non hachurée représente les crochets nuls .
Enfin, +, O et - représentent respectivement des éléments arbitraires -

de E+, E, et E_

0
L'algébre de Lie D n'est autre .que la somme directe d'algdbres de Lie
de E+ + Eo et E_ ; L'algébre € n'est autre que E elle méme .

I1 n'est pas tout & fait évident que B soit une structure d'algébre de
Lie .

Vérification de 1'identité de Jacobi pour les triplets du type :

(+, +, =) ou alors (+, 0, -)

Les espéces munis de deux structures d'algébres de Lie distinctes con-
sidérés par Adler-Kostant et Symes dans 1'étude des systdmes compléte-
ment intégrables[t] et les résultats rappelés dans l'introduction)
sont tous du type considérés ici : on peut avoir des paires de struc-
tures de type (C ’ B) et (C ’ D) respectivement .

Notons PD’ PB et P, les crochets de Lie réspectifs de D, B et C .

On passe de PDh PC en rajoutant progréssivement des crochets manquant .

Ainsi, on passe de PD a PB en rajoutant les crochets de la forme
[o_ ’ -x_-]c ol e €E_, erO .
En d'autres termes PB = Py +’6D oiﬂS‘D est la 2-cochaine définie par :

Sple, +x+e ,ef+x +el)= -’x] E' 'x]

on a de méme Pc = Py + BB ou

UB(e++x+e_,e_;_+x'+01)=[°+’°l]'[°-;.'°-]

- 54 -



On se propose d'examiner & quelles conditions on peut réaliser les
structures PB et P, comme déformations infinitésimales, ou éventuelle-
ment formelles de Fp et Py réspectivement .

On peut aisément exprimer les conditions sous les quelles PD + %) est

une déformation formelle & 1l'ordre 1 de Pb (auquel cas, c'est une défor=

mation de PD qui converge de fagon évidente, n'ayant que deux termes) .
Ces conditions se résument 2 [E_ ’ [EQ ’ EO:H =0, ce qui s'avére satis-
fait dans le cas particulier ou Eo est abélien .

PREMIERE DEFORMATION :

Soit une algébre de Lie L =1 + A + J ol I, J et A sont des
sous algébres de Lie telles que [A ’ I]C I et [A , .ﬂ cJ
I +A et J + A sont donc aussi des sous algdbres de Lie .
On désigne par L0 la somme directe des sous algibres de Lie I et J + A,
par P, son crochet de Lie et par By ¢ Ly x L _—> L() la 2-cochaine
définie par :
‘60(1 +a,i' +a') ==E’. R a':l -[i' , a] (i,,i'€I ; a, a' €4)
ol [,] est le crochet de Lie dans L .

Proposition 7 :

if ona[[PeJrub ,P0+“50]]=26L030+ﬂ:30,‘60]=0

En particulier, P0 + ‘60 est une structure d'algtbre de Lie sur L .

ii/ Pt =P + t]fo est une déformation formelle de P. a

0 0

l'ordre 1 .
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(i) et (ii) sont vérifides si et seulement si E , [A , A]] =9.
sous cette condition, Pt est donc une famille & un paramdtre de struc-
tures d'algébre de Lie sur L .

Démonstration de la proposition 7

I1 est facile de montrer que :

%10‘60(11"’31"'31 v12+32+32v13+a3+j3)=

%IESO ’UO:H (1) +a) + ¥, 5 iy + 8y 4%, , 05+ a5 +¥g)
(i1' i2’ i3 €1, 8"|’ 8,5, 8'3 €A, 319 3'2’ 33 G-J)

enfaltSL 30(11 +a1 +j1 ’ 12+B.2+32,13+8.3+J3)=

13 +ag 3'3)
la proposition en résulte immédiatement
Avec les notations de 1l'introduction, on voit, en applicatibn de la

proposition, que PB est un crochet de Lie et 1'on constate que PD+t‘6D

est une famille & 1 paramétre de crochet de Lie si et seulement si

E?_ , EEO , E()]] = o comme énoncé .

Gontre exemple :

L'hypothése [A ’ I] C I est essentielle pour que L0 se déforme
On considére la décomposition de Iwasawa de sl(n , R) =1
L0 =(A+J)@®1 ; ou @ est la somme directe d'algébre de Lie

A = H un sous algébre de Cartan
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I = so(n)
J est 1'algdbre de Lie engendrée par les X °<>0

J = X' avec les notations du chapitre I

Considérons une base comme dans le chapitre {Xx , EL( s A GA}
I=so(n) est engendrée par les Xo( - X_q et on a :

[Hb‘ ’ X“ - X_o(] = ZX“ + X_c(¢so(n), 1'hypothése n'est donc pas vérifide .
On peut en fait montrer dans ce cas la rigidité de Lo .
%

Lemme21 : H™(L L)=o

0’ 0

Démonstration du lemme 21:

On considére la suite exacte courte so(n) —> L0 R H+NT

LY

a cette suite on associe la suite spectrale de Hoschild et Serre .

Hz(Lo , LO) est déterminé par les trois termes suivants :

HO(H + N, Hz(so(n) ’ LO))
(8 + 8, B (so(n) , L))
H2(H + Nt Ho(so(n) , LO))

so(n) est une algdbre de Lie simple donc d'aprds le théorime de

Whitehead [_8] H1(so(n) . LO) et Hz(so(n) , LO) sont nuls donc

1,1 0,2

Reste & voir le terme :

He(H + N* ; Ho(so(n) , Lo))

HQ(SO(D) ’ LO) = Inv ) (so(n) ®©H+ N+) =H+NK

SO(D
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donc H2(H + N, Ho(so(n) , LO)) = H2(H + N, 5+ N+)

H + Nt est 1a sous algtbre de Borel de sl(n , R) et d'aprés le théoréme
de (Leger et Luks) 4

%

H(E+ N ,HB+08) =9

2
donc H™(L L =
(0, o) =0

c.q.f.d

Remarques

—_ = o e i

i/ Cet exemple fait partie de ceux qui fournissent des systémes
complétement intégrables

ii/ Soit G est une algdbre de Lie semi-siupie, G=N +H+N
sa décomposition de Cartan . . t
On peut appliquer & G les conclusions de 1a proposition 7 : on pose
et [ , ] le crochet de G
H est abélien d'ob [ﬁ s, A]] =0
On considére le 2-cocycle définie par : “Go(i+a , i+a') = [i,a'J -[i',a]

(i,i'€1,a,a'@A),alors B, engendre une déformation formelle & 1'ordre 1

Exemple : Algébre de Virassoro

L est une algébre de Lie de dimension infinie définie par :

L= Ei : Ei = Rei avec [ei ’ ej] = (- 1) ei+j
ieZ

L, =®E; ;L,=@EF ;L =E
iyl ige!

I-'=L1-0-E0+L__1 :
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On peut écrire chaque élément e, comme une dérivation de 1'algdbre des

|
polynomes de Laurant REt , t-q en posant e, = ttt —
dt

I1 est clair que [Ek , E1:| C Eepy

On peut appliquer & L les conclusions du paragraphe précédent .

0 0

on remarque que [A ’ A] =g d'ou [I ’ EA ’ A:J] = 0

et le 2-cocycles définie par :

On poseI = E , A=E ; P =[,]1ecrochetdeL

Ko(i+a,i+a')=[i,aj -[i',a (i, i'e I, a, a'€ A)

alors d'aprés la proposition 7’Pt = PO + t\% est une déformation

formelle de P0 a 1l'ordre 1

3-3 SKCONDE DRFORMATION :

Les notations sont celles de l'introduction . on se propose
sous certaines hypothdses sur E, de montrer qu'il existe une déforma-
tion de PB vers P, . Lorsque E n'est pas de dimension finie, cette
déformation est formelle non polynomiale . Cependant elle converge
"faiblement” en ce sens que pour tout couple x , y dans E’uP)\(x ’ y)
est un polynome en A dont le degré ne dépend que des degrés des compo-
santes homogénes de x et de y .

Soit une cochaine C sur E . Nous appellerons support de C l'ensemble
SC € Z2 défini par :

(p .q)¢SC= x€E , y €B —> c(x .y)=o_]
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Lemme 22 :
Soit une suite Gk (k €N) de cochaines sur E, si les support
de Gk partitionnent 22, alors la suite formelle Z:_ )1\{ Gk converge
keN

faiblement .

Démonstration du lemme 22 :

C'est évident .

Passons & présent & la définition de la déformation formelle de P_ vers

B

Pe

On pose G, = Pp et pour k3 g, on définit Cy par % .

Ck(x ’ y) = [I ’ y] Sek(‘x‘ ’ \Y‘) (*)

Dans (*), izl , | ¥| désignent réspéctivement les degrés de x , y suppo-

sés homogtnes et [,] est le crochet de Lie dans E .

Sek(\x\ ’ \y‘) 1 si (\x\ , \y\)eek

0 si non

ol ekC‘_ 22 est 1l'ensemble
((kx, -k) +8(0, 1)) U((x , k) + §(1 , 0))

((-k , k) + §(=1 , 0)) VO ((=x , k) + N(0, 1))

que 1l'on peut visualiser commodément sur le schéma :
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(-k’k)

Si 1'on observe que le support eo de CO est 1'union des premier et troi-
siéme quadrants fermés, on voit que la famille des supports de la suite

Ck(k € N) est une partition de Z2

Théoréme 1 :

La série C)\= § )f: C, converge faiblement et 1'on a
keXN

La série C, = L )1‘ C, est une déformation formelle de Py .
A rexn &

Démopstration du théoréme 1 :

Montrons que l'on a
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2 &C ’ ’ = ¢ vC ] ’ il
5¢,(x, 5, 2) p+q=k[[p f v (e )
P,»,a>o

pour tout k > 0, ol Oest 1'opérateur de cobord de la représentation
adjointe de\PB i
on peut se limiter & des éléments x, y, z € E homogeénes .
Leurs degrés respectifs sont notés a, b, ¢

La signature d'un élément sera +,- ou O suivant son appartenance &
E+, E” ou Eo .
Compte tenu de la symétrie entre E' et E et de 1l'antisymétrie des co-
chaines ; il suffit de vérifier (* *) pour les (x s Y z) de signatu-
res (+, 0,0 :(0,0,0 3 (+,+,4) ;5 (+,+,0;(+,+,-)
(+,0,-)
Au vu de la définition (*), il est immédiat que le membre de droite de
(* *) s'annule pour les signatures (+ , + , +) et (+ , +, 0) ;

I1 est immédiat également que le membre de gauche de (* *) s'annule pour

(+,+,4) et (+,+,0) ;5 pour (+, 0, =) ona (28¢(x, 3, 2)) = 0
R R X I O CNC I
+ O y] D +0lF.d ., 0 +clle, .y
Cl[x, 7] 2 +ck([y,g,x)+Ek(z,x),y]

E-ap-a -4« a.-0

(identité de Jacobi)

2(8c(x , v, 2)

Pour les signatures (+ , ¢, o et (g, 0, O on obtient les deux mem-
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membres égaux & (o .

I1 reste & vérifier (* %) loi-sque la signature de (x , y , z) est
(+,+,-).

Le calcul est long mais direct . On trouve la valeur commun suivante

pour les deux membres de (* *)

(-k,a+b=k:2[z,[x.$j]
c=-k,a+byk,byk:?2 Ez,x],]
_k,a+b>k,a>k:2[[y,z],x:,

d'ol le théoréme .

(2 }]

Q
Il

Ce théordme permet de construire de nombreux exemples de déformations

formelles .

3-4 QUELQUES EXEMPLES :

Les algébres de Kac-Moody :

On sait, d'aprés V . Kac, associer canoniquement une algdbre
de Lie G, & toute matrice A EMn(C) .
rappelons que GA s'écrit :

+ -
GA=N +H+ N

ou H est une sous algébre de Cartan, abélienne, et ou

M =@c s N =@¢

o*>0 ® {0
L'action adjointe de H sur GA est diagonalisable et il existe des raci-

*
nes simples oy cones 0(1 € H telles que tout poids o de cette action

1
soit de la forme Z Do, ol les entiers Dy cevey Dy sont tous positifs
=1

- 63 -



ou nuls ou bien tous négatifs‘ non nuls .

H est 1'éspace propre de poids @, tandis que %(. pour O(;é Q, désigne
1'espace propre de poids o ; N (resp N") est la somme des espaces de
poids positifs (resp négatifs) c'est & dire dont les coéfficients n,
ne sont pas négatifs (resp positifs)

Soient H1 » +o--y H un systéme linéairement indépendant de H et

Oys +orrre uUn systéme linéairement indépendant de H*, la matrice

A= (aiJ.) est définie par (¥, , °‘j>=°‘j(Hi) =a;; Vi, ign

L'algébre G, peut encore se réecrire sous la forme @ E , et cela de
kgl

nombreuses fagons . Voici un exemple . Appelons longueur de o = 2 n.o,

le nombre n, + ..... +n = \x|. on pose E = 3\ N Gy

(Caa particulier E, = H) . I1 est clair que [Ek ’ El] B,y

On peut donc appliquer a GA les conclusions des paragraphes précédents .
d'une part, vu la proposition (7) l'aylgébre e (N+ + H) se déforme
suivant une déformation d'ordre 1 : onprend A =H, I =N, J = N+,
comme H est abélien, la condition [I ’ [A ’ AJ] = 0 est automatiquement
vérifié .

Cette déformation d'ordre 1 se fait vers l'algébre PB

D'autre part Py se déforme formellement sur Gy gréce au théordme 1

a/ Algdbre de Lie de dimention finie :

Si GA est de dimension finie, par exemple, si c'est une algébre
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de Lie semi-simple, alors cetfe dernidre déformation est en fait une
famille & un paramétre polynomial de degré sup{k >0 / Ek # O}
d'algdébre de Lie sur GA .
Dans le cas d'une algdbre de Lie simple, ce degré est le rang de
1'algébre .
b/ Algébre de Lie de dimension infinie :
Si GA est de dimension infinie, comme c'est le cas d'une algé-
bre de Kac-Moody affine ou hyperbolique par exemple alors on a une défor-

mation formelle .

3=5 UNE CONDITION DE NON TRIVIALITE :

Proposition g :

Dans les conditions du paragraphe (3-3) si [E1 ’ E_] ;é Oou
si E'J_1 ’ E+] £0 , alors C1 n'est pas un bord pour l'action adjointe
de B . En particulier, C,| n'est pas un tel bord lorsque [E+ ’ E_] £ 0

et lorsque E est engendré par E1 + Eq+ E_1

Démonstration de la propositiong :

Supposons au contraire que C1 = 8T . Pour x de degré 1 et y

de degré -k (k )1).0n a:

-] = )_ [T(x)-s  3g

s> 0
[, ]B désigne le crochet de la structure B ol T(x)a désigne la compo-
sante de degré a de T(x) . Mais [x , jJ est de degré 1 - k et
El‘(x)_s , ﬂ est de degré -(k + 1) {1 - k puisque 8>0 .

n'est pas un bord .

Done, si I:E1 ’ E_] ;éo , alors C1
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On utilise la méme méthode pour établir que C1 n'est pas un bord si

E:_1,E;|;éo.

Pour conclure, il suffit de constater que si E est engendré par

E_1 @ EO ® E1 alors :

[E1 ,E_]:O , [E_1 ,EO:'=0=} E:‘.+,E_]=0

‘La classe de cohomologie '_CJ classifie la déformation infini-
tésimale . Cette proposition nous fournit donc une condition de non
trivialité des déformations du type considéré dans ce chapitre .

On voit facilement que cette proposition s'applique aux deux exemples

ci dessus .
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CHAPITRE I

4-0 INTRODUCTION

Dans le chapitre JIL nous avons montrer 1'existance d'une
suite de déformations dans le cas d'une algébre de Lie graduée qui
permet d'obtenir la structure de l'algdbre de Lie G & partir de cel-
le de Gb
Le calcul cohomologique fait au chapitre L permet de classifier les
déformations .

Nous montrons dans ce chapitre que la seule suite de déformation qui
nous donne la structure de G & partir de celle de G _est celle intro-

0

duite dans le chapitre JIL pour les cas particulier de G algébre de

Lie semi simple de dimension finie et le cas ou G est l'algébre de
Kac-Moody affine non tordue G = s1(2 , R) @ C[t ’ t":l
Ces exemples font partie de ceux étudiés par Adler [_] dans les systé-

mes compldtement intégrables .

4-1 PREMIERE DEFORMATION :

Soit une algdbre de Lie semi simple réelle de dimension finie
on 8 vu dans le chapitre Ique
H2(Go , GO) = Hom(H , Der N™) ©® H2(K , R}A) ® (N~ , N7)

seul le terme Hom(H , Der N~) contient des cocycles intéréssantes

pour les déformations que nous cherchons .
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Soit ¥ une application linéaire de H & valeur dans Der N  elle est
associ€ au Z-cocycle suivant B : H x N~ ———> N~ défini par :

X<H“ ) = Di ol Ei est un élément de Der N alors

B engendre une défcormation infinitésimale qui sera formelle & 1'ordre
1 & condition que le crochet de Ridscharson-Nijerhuis de ¥ par lui

méme scit nul . Cn remarque gue

[s.slts, .5, o0 =6, 05,-5 0500 =[5, , 5]

1.

Cn 2 vu 2 la page (19) la table des crochets de Der(N_)

— — r t
30\ =0 D; , p‘—]
L i

D, , D =nd D ol m? est le i€ composante de S
O(i J&J 1

>\(O(‘j)

On a alors deux types de déformations suivant que le cocycle 6 est

1]
défini & partir des dérivations du type %x ou du type Qx

i i
autrement dit on a deux cas :

i/ S0it ¥ : B — > Der N~ d<finie par

— e 1]
K(Hq.)=.L a.. D i=1 ... n-t

et le cocycle associé ® : H x N~ ——> N~ défini par :

3( ) =2 o) n§

H ,X )= a,. D X = :

o Bl 3=1 1) Ty TR =1 J S A( 0( ) si o = X
= 0 si non
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U, . a. .
ij ~ "ij
ii/ Soit § : H —— Der N~ définie par
) -
¥(E ) = U..D i=1 ... n
% g My

et le 2-cocycle associé § : H x N~ —— N

n-1 n-1
$(E, ,Xx_)=) U. (x ) = U..n, X
T T B T SR~ e & i It
i=1 n-1

Soit U = (Uij) i, J=1 ... n-1 une matrice & coéfficient rée;le
dans les deux cas décrites précédemment il existe une déformation
formelle & 1'ordre 1 . En fait on a [[‘6 ' ?S]] =0

4-2 DEUXIEME DEFORMATION :

Soit GU l'algébre de Lie résoluble qui contient la somme
directe N* ® N~ comme sous algébre des commutateurs et dont 1'abé-
lianisé s'identifie & H définie au chapitre |-

On a démontrer au chapitre I_que :
B(Gy , Gy) = Invy(2' (V) 8 D) @ Invy (8 (¥*) ® D,) + Invy W
oW = € Hou(E, (F) ®H(N), B) /P(X, , X_) = E_sined siuple
. =% o
| = 0 8i non

Calcul de la déformation polynomiale :

SoitA; =¢X € D/ e est 1la somme de p racines positives}

A; ={o\ €0/ o est 1la somme de p racines négatives}



On considére le cocycle C élément de Ian W défini par :

Ce cocycle peut &tre prolongé en la cochaine C1 définie par :

+
C(X, » X ) =8 oE€AN]

aG % X5

C1 (Xo& ! Xﬁ)

+ . + - -
= (r+ 1))(",“_‘s 51°t€A1 » PE A\A1 etet+p €A
=0 si non
. + - + -
et les trmes obtenus en echangeantA1 et;A1 resp(&” et &7)
avec p = Ty sees p + qo (lacx -suite de racines induite par P)
voir la base de Chevalley [7]
On définit ainsi une suite de cochaines (Cp) 1 4 o] é n-~1

Cp(Xo( . X—oc) = Hq 81 & = o ;ueﬁp

i=k i i=k

Y
+ /- . + ~ -
Ko Xg) = T (B4 DX qsiwe &) et pES\ YA
= 0 si non
+ . - + P +
CplXeq » Xg) = 2 (x + 1)&+P six€ A etpED \ 0,8}
= 0 si non

La suite (Cp) vérifie la propriété suivante :

Cp(%y » Xp) = [xo‘ : xa 5ek(lx“l : lxpl)

ou e =1 Z2 1 < k Q n-1 est 1l'ensemble :

(e, k) +¥(0, -1))U ((x, k) + N(1 , 0))U

(-, %) + (-1, 0)) U ((-k , x) + N(0 , =1))
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ou ,Xo(, et ,Xﬁl désignent réspectivement les degrés de X et Y

On a vu au chapitre JI[ que cette suite de cochaine vérifie :

25Ck(x,y,z)=%ﬁﬂ:cp,cg.ﬂ(x,y,z)

P,q)0

et donc (Cp) p =1 ... n-1 engendre une déformation & 1'ordre (n-1)
on obtient ainsi la structure de 1l'algébre de Lie G pour A = 1

Schéma explicative :
Cp est définie sur un couple (X,Y)

avec X élément de la pome pseudo

diagonal et Y un élément quelcon- 7peme pseudo

. cme
que en dessous de la p pseudo diagonal

diagonal, et la sitation symétrique.

4-3 AUTRES DEFORMATIONS :

Les déformations engendrées par les couples de
1/t
Ian(H (N ) ® D2)

on considére Xq ® D:

i Pi

avec p i fixé

Soit C(X. , X )=2x
% " By S-,;i(-)\)

on vérifie aisaiment que le crochet de Richardson-Nijenhuis de C par
lui méme est nul [[C , C]] =0

donc C engendre une déformation formelle & 1l'ordre 1 de GU vers
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une algébre résoluble qui dépend aussi de la matrice U .
De la méme fagon Ian(H1(N-) ® D1) :

]
on considére les cocycles X ® D"< pour o(j fixé
i J

Soit C(X , X ) =X
=

on vérifie que [[c , c]] =0

donc C engendre une déformation formelle & l'ordre 1 de GU vers

une algébre résoluble qui dépend aussi de U .
La seule déformation qui donne la structure de G est celle donné
par le théoréme du chapitre précédent et qui provient de terme

Inv. W .

H

4-4 CAS OU G EST UNE ALGEBRE DE KAC-MOODY AFFINE NON TORDUE :

Dans le chapitre ITL on a démontré que le deuxidme groupe de
cohomologie de Go a4 valeurs dans G0 est :
HZ(GO , GO) = Hon(H , Der N*) @ HX(N™ , N°) @Hom(H1(ﬁ') » D) @
Hom(H, (N7) , D,)

ol D ={tp(t) &/ p(t) € c[t]}

Le deuxidme groupe de cohomologie de ﬁ- a4 valeurs dans ﬁ—, Hz(ﬁ-, I‘}")
est déterminé par Fialowski énoncé au chapitre _J[

Le terme Hom(H1 (ﬁ-) , Der(l‘}-)) ne donne pas des déformations intérés-
santes.

Le terme Hom(H , Der N~) est formé d'applications linéaires de H &
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valeurs dans Der fl— H fi tel que I-S-i(eo) = Di ol Di est dans Der ﬁ-
on lui associe le 2-cocycle Ki tel que Ui(eo , X) = Di(X) pour
tout X G.ﬁ_

Le crochet de Richz;rdson de Xi par lui méme est égale au crochet .
de Di par lui méme en tant que dérivation [[‘61 , ‘Ji:[l = E)i ’ D].;]
qui est nul ; ¥, engendre alors une déformation formelle & 1'ordre 1
Table de Der N

OnaE)i ’ DJJ = (J -i) Dl+J

on a alors deux types de déformations :

i D = .
1/ Pour o ad| - eO

S (e °-—3m+1> = 8 341 -3m+t

'60(6 ’ e-3m—1) = 8 3m-1 ®-3m-

-(i+1) d_
t at

ii/ Pour_Di =
15i(°0 » @ 3mer) =W Psp g € 3(nas) 4 g

Ki(eo , e_3m_1) =-mb_z, 4 € 3(m+i) - 1

i‘Yo ! e-}m) -

B.(e , e_1) =0

Soit 5L={a_3m+1 » Bz g 0 834 / me N}
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Il existe dans chaque cas une déformation formelle & 1'ordre 1
(G.ﬂ. ’ PB) ol Py = Pp +/\’6i
Dans la suite on supposera que la déformation est associée au

cocycle ¥, obtenu dans (i) .

Déformation de Gg :

On a vu & la proposition 5 que H2(G , qn) est égale &

Der N' @ Der N~

A Jov

Hom(H ,
D ﬁ+ er ﬁ_
La déformation engendré par des cocycles de Hom(H , —91——igl————-)

ne donne pas la structure de G
Par contre V engendre une déformation infinitésimale qui peut &tre
prolonger & une déformation formelle .

I1 existe une suite de cochaines (Cp)peN de premier terme C1
Ciley s e y) = ae,

be

C1(e2 ’ e_2) 0
C?(e2 ’ °-3m+1) = "2°-3m+3
c1(°2 ’ e-3m) = € _3m+2

C1(e3 ’ °-3m-1) = T 3m+2

Ciles » o zpey) = egpyy

c1(94 ’ °—3m—1) ®_3(m-1)+1

C1(°4 ' e 3pay) = ~€_3(m-1)



C1(e1 ’ e-3m) = " 3m41

La condition de prolongement est que : a =1 , b = -1

Soitbp ={e3p+1 » €35 e3p_1}

La suite (Cp)peﬂ verifie la propriété suivante :

e, 1) =[x, ] 5ek(|x| . )

®x est 1'ensemble ((k , -k) + N(O , ;1))U ((kx , =) + 81 , 0))V
((-k, X) + ¥(-1, 0))U ((-k , k) + N(0o , -1))

ou |X| et |Y| désignent respectivement les degrés de X et de Y

un élément deAp est de degré p

On a vu au chapitre I[[que cette suite de cochaines vérifie

2 8 ’ ’ = ’ 4 !
Ck(x Y, z) E‘%( [[cp cq]] (X,Y, 2z Yk
p,a>0

aonc (cp)p ex engendre une déformation formelle convergente .
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