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Bésumé

Notre travail est une contribution & I'étude du comportement asymptotique des milieux

hétérogénes ayant une structure géométrique périodique. Les outils essentiels utilises sont la
méthode d’homogénéisation et la méthode des perturbations singuli¢res. Le travail s'est fait en trois
parties:

La premiére partie est consacrée a rétude du transfert simultané de chaleur et de masse dans
un milieu poreux humide. On clarifie Finfluence des phénoménes d'évaporation-condensation sur ia
conductivité thermique apparente, et on étudie la dépendance du comporiement global du matériau
par rapport a l'ordre de grandeur relatif de deux petits parametres: la conductivité de la phase
gazeuse et la taille caractéristique des pores.

Dans la deuxiéme partie, on s'intérése a 'écoulement macroscopique de deux fluides non-
miscibles & travers un milieu poreux. Les "lois de Darcy généralisée” classiques sont réexaminées
d'un point de vue théorique en utilisant la méthode d'homogénéisation. Il est apparu qu'elles devraient
étre couplées, de fagon & prendre explicitement en compte les interactions aux interfaces fluide-
fluide.

Dans la troisiéme partie, on étudie I'écoulement asymptotique de deux fluides immiscibles &
travers des interstices de faibles épaisseurs entre deux solides. Par une méthode de perturbation, on
établit des équations limites qui généralisent la loi de Reynolds classique au cas diphasique, en lui
supperposant des termes de couplage traduisant les effets d'un fluide sur l'autre.
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[NTRODUCTION

Les phénoménes physiques dans les matériaux hétérogénes font intervenir souvent
deux échelles d'espaces différentes: I'une macroscopique, et l'autre microscopique.
Généralement seul le comportement macroscopique du matériaux intéresse le physicien. Le
probldme est alors de déterminer les coefficients macroscopique (intégrants les effets
microscopiques) qui caractérisent le comportement global d'un milieu hétérogéne a partir de
la connaissance des propriétés intrinséques de chacun de ses constituants, il s'agit donc de le
remplacer par un milieu homogéne équivalent. La méthode d'homogénéisation s'avére d'une
grande aide et d'utilité pour résoudre un tel probléme. Elle permet d'obtenir des résultats
concrets surtout lorsque le matériaux a une structure géométrique périodique, car dans ce cas
les caractéristiques physique globales sont déterminées explicitement a l'aide d'un calcul
microscopique dans une seule période.

La méthode consiste & étudier le comportement asymptotique d'un systémes
d'équations PE, qui gouverne le phénoméne physique dans le matériaux, lorsque le rapport €
entre I'échelle microscopique et I'échelle macroscopique tend vers zéro; ce rapport & n'est
rien d'autre que la taille de la période de la structure. Lorsque un (ou plusieurs) autre petit
paramétre intervient dans le modéle P®, des méthodes de perturbation combinées & la
précédente méthode, permettent d'étudier l'influence des ordres de grandeur relatifs de ces
divers petits paramétres sur le comportement asymptotique et global du matériaux.

Notre travail est une contribution & I'étude du comportement asymptotique des
milieux hétérogéne ayant une structure géométrique périodique. La taille de la période est
supposée trés petite comparée aux autres dimensions du matériaux. Ce travail s'est fait en
trois parties:



La premiére partie est consacré a I'étude du transfert simultané de chaleur et de
macroscopique du transffert. Grace a cette méthode, on distingue nettement la conductivité
thermique apparente et la conductivité thermique “vraie” introduite par la loi de Fourier et on
définit rigoureusement le facteur de résistance a la diffusion gaseuse. Cette analyse répond 2 la
contreverse classique née de I'apparente sous-estimation théorique de la densité de flux de
vapeur en milieu poreux. Lorsque la conductivité thermique de la phase gazeuse est, elle aussi,
petite, on est conduit a utiliser des méthodes de perturbation pour étudier l'influence de
l'ordre de grandeur relatif de ces deux petits para!nétres (la taille de la période et la
conductivité du gaz) sur le comportement global du mileu poreux.

Dans la deuxiéme partie on s'intéresse & I'écoulement macroscopique de deux
fluides non-miscibles & travers un milieu poreux. La "loi de Darcy généralisée” classique est
réexaminée d'un point de vue théorique en utilisant la méthode d’homogénéisation. Les
résultats obtenus montrent que la vitesse de filtration macroscopique de chaque fluide, dépend
non pas uniquement du seul gradient de pression et de forces exercés sur cette phase, mais
s'exprime comme une combinaison linéaire des forces et des gradients de pressions exercés
sur toutes les phases fluides et d'un autre terme qui traduit les effets moyens des tensions
interfaciales. Ainsi, il est apparu que les lois de Darcy généralisées devraient étre couplées,
de fagon a prendre explicitement en compte les interactions aux interfaces fluide-fluide.

Dans la troisiéme partie, on étudie I'écoulement asymptotique de deux fluides
immiscibles & travers des interstices de faibles épaisseurs entre deux solides. Les deux fluides
obeissent tous deux aux équations de Stokes. Sur les interfaces fluide-fluide, les efforts
capillaires sont pris en compte, et sur les entrées et sorties des fluides, on considére des
conditions mixtes: la vitesse est imposée sur une partie, et les forces surfaciques sont données
sur l'autre partie. Par une méthode de perturbation on établit des résultats de convergences,
et on montre que la vitesse et la pression asymptotiques peuvent étre déterminées par un
probiéme aux limites bidimensionnel. Ces équations limites généralisent ia loi de Reynolds
classique au cas diphasique en lui supperposant des termes de couplage qui représentent les
effets d'un fluide sur l'autre.
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INTRODUCTION 1

Dans un milieu poreux humide, constitué de diverses phases: liquide, gazeuse et
solide, la conductivité thermique apparente K peut étre déterminée, en I'absence
des phénomeénes d'évaporation-condensation, par la méthode mathématique

d’homogénéisation, [S] [33], ou la méthode physique de prise de moyenne et
fermeture [7]. elle se confond, dans ce cas, avec la conductivité A de la loi de

FOURIER écrite pour un miliecu homogéne équivalent au milieu poreux.

Quand les évaporations-condensations sont prises en compte, le transfert de
chaleur est couplé avec le transfert de masse, la détermination de la conductivité
apparente devient alors plus complexe. Des travaux de DE VRIES [14] et de PHILIP
'ct DE VRIES [31] ont montré que les phénoménes d'évaporation-condensation
acroissent la conductivité thermique apparente K, elle est liée & la conductivité
thermique A introduite par la loi de FOURIER par la relation:

ol A’dif est une conductivité d'origine diffusive et ¥ désigne le facteur de résistance
4 la diffusion. Dans cette relation ni la conductivité A, ni le facteur F ne sont
accessibles expérimentalement, seule la conductivité apparente K peut étre atteinte
[12],[28].

-

L'évalution du facteur F est un sujet contreversé et a donné naissance a une

abondante littérature essayant de réconcilier théorie et expérience. Une méthode

expérimentale classique, suggérée par PHILIP ET DE VRIES [31][ 28], suppose que le
transport enthalpique de la vapeur se retrouve uniquement dans le terme ldif F;

elle consiste 2 remplacer A par la conductivité thermique Ao mesurée 2 basse

température ( pas d'effets d'évaporation-condensation), la mesure de K permet
alors, grice 2 la relation (0-1) précédente, d'identifier 'F 2 un facteur Fy
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réexaminer les fondements théoriques de la relation (0-1).

De récents résultats de C. MOYNE, J-C. BATSALE et A. DEGIOVANI [28], obtenus
par la méthode de prise de moyenne, distinguent la conductivité Ao de la vraie

conductivité thermique A introduite par la loi de FOURIER, ils montrent que cette
derniére est sensible aux effets d'évaporation-condensation sous-estimés dans
l'analyse précédente de DE VRIES et que le facteur expérimental Fg ne peut étre
physiquement et correctement intérprété comme le vrai facteur F de résistance 2 la
diffusion. Comme la méthode de prise de moyenne est mathématiquement assez
approximative et en particulier ne fournit aucune estimation sur la précision des
résultats, ceci nous motive pour étudier le probléme par la méthode mathématique

d'homogénéisation.

Dans le premier paragraphe, on décrit le probléme de transfert simultané de

chaleur et de masse étudié -les équations vérifiées par la température T sont
couplées avec celles de la fraction massique de vapeur @- puis on établit, par la

méthode variationnelle, des résultats d'existence et d'unicité de la solution (T,03).

Dans le deuxi¢éme paragraphe, on suppose¢ que le matériau a unc structure

périodique et que la période de la structure a une taille trés petite, comparée aux

~

dimensions du milieu, elle est de l'ordre d'un paramétre € destiné a tendre vers zéro.

En utilisant la méthode des échelles multiples [5] [33], on établit les équations
macroscopiques du transfert et on définit de fagon précise la conductivité
apparente K, la conductivité de la loi de Fourier A, et le facteur F de résistance a la
diffusion. Les résultats obtenus par cette méthode formelle sont justifiés, dans le
troisiéme paragraphe, par des théorémes de convergences démontrés en utilisant
la méthode variationnelle (ou de l'énergie) de TARTAR (5] [35].

Les résultats de la méthode d’homogénéisation sont trés sensibles a l'existence
d'autres petits paramétres dans le modele étudié. Nous traitons dans le quatri¢me
paragraphe le cas d'un gaz de faible conduction. On est alors en présence de deux
petits paramétres: la taille € de la période et la conductivité intrinséque Ag de la
phase gazeuse. La méthode des perturbations singuli¢res combinée 2 la méthode
d'homogénéisation permet d'étudier l'influence de l'ordre de grandeur relatif de ces

deux petits paramétres sur le transfert macroscopique dans le milieu poreux.
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Une interprétation physique des résultats obtenus est donnée dans le
cinquidme paragraphe. Les résultats du deuxiéme et du troisiéme paragraphe,
obtenus par la méthode mathématique d'homogénéisation, sont comparés aux
résultats de C. MOYNE, J-C. BATSALE et A. DEGIOVANI (13] [28] obtenus par la

méthode de prise de moyenne. On confirme leur point de vue concernant la
définition de la conductivité apparente K, de la conductivité A de la loi de FOURIER et

du facteur F de résistance 3 la diffusion.
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e e s e Pt s bt e

EEI DUNICITE:
1-1) Description physique du prodiéme

On s'intéresse & un probiéme de transfert simuitané de chajeur et de masse dans un
milieu poreux humide. Le transfert de 1a chajeur est traduit par des équations aux dérivées

partielles vérifiées par la température T.Le transfert de la masse est traduit par des équations
vérifiées par 1a fraction massique de vapeur O: quantité d’eau qui s'évapore ou se condense

par unité de temps et de volume.

Soit O V'ouvert borné de R occupé par le milieu porewx. ce dernier est constitué par trois

phaces:

- liquide occupant
- solide occupant €

- geazeuse occupant fog

On désigne par &, les interfaces séparant Jeux constituants distincts Q_ et Qg oules
indicec «. et § représentent les phases g, ¢ ous.

(fig. l-l)'
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En régime permanent et en négligeant les mouvements convectifs de la phase gazeuse,
1'équation de lafraction massique @ de vapeur s'ecrit:

{1-1) -Divip, @ gradim)) = n* dans

ou pgy est la densité du gaz et 2 le coefficient de diffusion air-vapeur.

Sur t'interface ﬂd,'_. on considére qu'il v a équilibre thermodynamique liquide-vapeur et

on néglige les effets de la courture, on écrit alors la relation:

W= B5dT)

My D, designe 1o valeur saturante et T la température. on linéarise cette relation sous la

forme:

{1-2) O zw, tw T sur Ay

on w, et @, sont dez constantes { oy est strictement positive ).

Le bord exterieur Iy dugsz et linterface gaz-solide 3155 sont considéres comme

imperméables:
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ect negligé dans la phase gazeuse, la temperature T verifie alors 1'équation:

{1-4} - Div( A, grad(T)) = f dars Q,  (w=gls).

o

ou A_ désigne la conductivité thermique de la phase o et [ une source de chaleur.

Sur toutes leg interfaces. on suppose que la tempersture est continue { pas de résistance
thermique de contact). Sur les interfaces gaz-solide :!1? et liquide-solide A le flux de
chaleur est continu. par ¢conitre sur interface gaz-liquide zﬂéz il prezente une discontiniuité
Jue au traticfert de chaleur latenite cause par l'évaporation ou la condensation, 40U les
conditons suivatites:

{1-5} [Tk, =v sur Ao (o,ff =g 8,0
- AT .

{1-6} [ A 1.=0 sur A, (w=gh.
o aT , o

(1-7} [ A Ip = -py ah, . wr Ay

ou [yl désignelesaut { ¢,- ¢;) de ¢ & travers l'interface &5, n la normale oriefies
sur chaque ., de Q, vers Q, et Ah, lachsleur latente de vaporisation.

Sur le bord extérieur I' de Q) on impose unie température ©, quitte a faire une translation

o 1a suppose nulle:

1-8) - T = 0‘ swr T

Pour 1a validité de ces hypothéses simplificatrices, voir les références [12] et [28]
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1-2) Existence et unicité de la solution:

Remarquons que ia phase gazeuse, qui occupe Q', peut se décomposer en deux parties

disjointes: 1a partie qui & un contact avec fe liquide { 2umide ), occupant un sous- ensemble
de Q noté: Qg”, et la partie qui n'a de contact quavec le solide ( séhe ), occupant le

compiémentaire Qt,}fk“t> de Q‘:) dans Oy noté Q:‘).

s‘z§'> . Gar hugide . Qg": fas sec
{fig. 1-2)

Dans la partie sevhe Q(g‘), 1a fraction massique de vapeur & Vveérifie un probiéme de
Neumann homogene et indépendantde T:

- Divi pg D gred (@) =nh' dans Q(g')
W, AO®) = AWy 1O
(l‘g) p’ an - sur Qg ) - & ) g

Ainsi G est déterminée par (1-9) & une constante prés dans chaque composante connexe
fé‘)‘ de Q(“) si et seulement si la moyenne de h* sur chacune de ces composantes est nulle:

I n*x) & =0
of*
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vapaur sont couplées avec celles de 1a température par les conditions (1-2) et (1-7). Puisque 1a
fraction massique dans Q{‘" n'intervient pas dens le probléme thermique, on ne va

sintéresser, Jans la suite, A la fraction massique T que dans le gaz Aumide Q‘f‘.

Pour avoir une condition de Dirichiet homogéne sur linterface &, , a la place de la
condition (1-2), on introduit 1a nouvelle inconnue @ que nou: appelerons " 1a fraction

massique translatée™:

w=0 - {w, +w, T) dans Qg":"

La nouvelle itnconnue (T.w ) vérifie alors le systéme suivant:

d JT o o
- -‘ii—l}{q H] = 1, dans &, (=g s}
[Tl =0 sur & (o = gds ).
oT . _
[ }l 5;1— e = 0 sur 'ﬂk et ;ﬂ$
AT O ﬂg
[la]§=-psﬁﬂrlvan an] sur 8,
T =0 sur T = 3(Q)
3 A’ . 0,
-< Y —| = - —_— ) @
o [pg.Zl ax,__] =h"-p 9D %, f dans QY
w = 0 sur Ay

aT
P —w,;n"" sur ﬂ(g etly
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L'étude de l'existence et de 1'unicité de (T.w) sera faite par la méthode variationnelle. On

commence par introduire les espaces fonctionnels ol seront recherchées les inconnues. On
pose:

o Q
r F Y - I ¢ P
{1-10} W= ge H‘x_Q‘é‘q; ¢ =0 sur aﬂg
\ 2.: J dr ¢+ I (V) dx
”" “’W Q,&g}lp ft'j;zr v

[ 515

v ool (bl + o)

Pour towt {uylet {v,y) de I'espace produit E on définit les formes suivantes:

-

{1-12)  alfuy){v.g)) = J WP VU Vv ax + J @n{Vu.Vy+ Py vv) dx + Jn?tp.?q- dx

Liiv,p)) = J wif vdx + J nhip+wgv)dx

Lt
Q Qg
olil'on nowe:
Ay dans Q\ng?
{1-11) n= pgD ah,
S <
Pg @
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Théoréme 1-1:

%’

. G o2
e fer Brpothéses. 1ot W sppartiennent & L(Q) |, les constantes A, , 1| & wy sou

s_p )
b i

& pn“b;emﬁ {1-1)- {1-8) e mer sous fa forme varisuonnelle SUVanE:
@=w + (wet wyT)
(1-13) 1(T,m) € E
al(Tw)lv,p)} = Lilve)) ¥ (vp) € E

i) Jesrerdme (1-13)  adme? une soturion (T,w) unigue

Jémonatraticot.

i} On multiplie l'équation { 1-1) par une fonction test ¢ € W et on intégre par parties. sur
Qg“, en utilisant la formule de Green:

L, -
P RTEVYy Az = J_l‘f g dx + J P, » do

] t.ff‘
ol

blo}
s - (% - -
mass (O] = A uAZUT, latrace de g est nulle sur &y etle flux p D 5 estoul sue

ﬂ{g U rs, le deuxieme terme du second membre est donce nul. En utilisant les notations (1-113}
et 1a fraction massique translatée w = T - { wo* w,T) cette relation devient:

{1-14) J Vo.Vy dx + [ml\?T Ve dx = [ h ¢ dx VY geW
Qgﬂ} Q'-I Q‘éﬂ)

On multiplie 1'équation {1-4) par une fonction test v appartenant & ¥ et on intégre par
parties sur {p , Q, puls Qg‘} et en tenant compte que la normale n est orientée sur chaque
interface &, de Q_ vers Q, (et,f =g Ls), laformule de Green donne:

off o B
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Ag ¥T.Vv dx J [ v dx - J Ae 5 an ¥ 0+

9.} {p ,ﬂ-# ‘ﬂb

| aT
vadx- JA vis -

lgan v do

Cu
]
n

. - o T
(1-13) | 2, ¥T.¥v J s 3 Ai,% v do
- T o

. . -
AVT.¥v dx = Jf dx + Jlga—vdﬁx* Jlga v do
Q’@J O(&J f i

g & Ay A

-

8

Les equations (1-1) et (1-4) combinées donnent:
-(24T +qa@ ) = f,+nh  dens QF

On multplie cette equation par une fonction v de ¥ et on intégre par parties:

](lTT+I’|VCﬁ)?V dx = (f, + nhlv dx+ [']‘8;3; N 3

L Q'.?

aT am]
dc
s Al

Le bord 3(g ":'} du gaz humide est la réunion de son interface avec le liquide 351 . de mon
interface avec le solide eﬂm et de 201 bord exterieur I“m‘ , la fonction-test v est nulle sur F'*E’

on
et, d'apres (1-3) et (1-7). le flux 7 In ostnul sur linterface aﬂég' et vaut le saut du flux de

hal Kla 1 A 2 A 0 11 face H,. la refati 2cédente devient
P 1~ —_— = _— —_— ) ' 3 y r
snslewr: 3 &£ 3 29 sur linterfsce e a relation precedefite devien

done:

{1-16} {[{cglg?T + NVE )V dx = QJ(I}(fq + nhlv dx+ J )1-—- v 4o +
g g 40

4T oT
+ J[AB P lga] v do
‘ﬂge
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aT .
Comme le saut [ ]l_g I,; est nul sur les interfaces fluide-solide & .. la somme des
i

relations {1-15) et (1-16) s'écrit:

- ( .
J AVT. Vv dx + J nwa.Vy dx = | (I, + nhlv dx
Q o of

Sion remplace @ par son expression : w + { wg* wT), en utilisant 1a définition {1-11) de

la doninée i, cette relation Jdevient:

(1-17) { pvVT.9v dx + [ nwyVw. Vv dx = J’(f‘Jc + nhlv dx
Q Q‘é"’f“ Q';’?‘

Pour obtetur i) du théoréme il suffit de multiplier (1-14) par n et {1-17) par w; et de
sommer leg relations obtenues.( on a multiplié (1-14} par net {1-17) par w, pour obtenir

une forme symeétrique).

ii) Pour montrer 1'existence et 1'unicité on va utiliser le lemme classique de Lax-Milgram (6]
Il est clair que notre espace E est de Hilbert, que L(,.) est une forme linésire sur E et que
a(,.) est bilinéaire sur ExE, il nous reste & montrer la continuité de L{,.} et de a(..) et 1a
coercivité de af.,.):

Pour tout ouvert § de Q, on noters dans la suite:

L L,o -|e “L?(s)'

[¢],0 17 2o
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continuité de L{ ..}

A 1'aide de l'inégalité de Cauchv-Schwarz, on établit facilement:

(1-18) IL(v,v} =M "(""“)”}:

on la constante M est donnée par:

M = 2 max [m;! f+nh3“3§” L]‘.Q . I h In;Q]

continuite de af )

en appliquant les inégalités de Cauchy-Schwarz dans I'expression de af. ,. ), il vient:

bty manfecfu], o 7], o lel;génlﬂhggw ¥l ool " l“Lpl'*‘L;ogﬂ)
T i

(X}

v

2 2
1;Q+ |'P l 1;931)]

N 2 2
<20l )

ot

{1-19) la((u,w},(v,q-}l'l 2204 "‘« u.y 3'”1.; ”{ vy )“E

ou !'on note:

Cy= max{wy sup (). 1. @)
2



-

; ; 41 ’.2
alluy(uyl) = J wip (Tu dx +2 | w7 VuVy dx + ,[n(‘?w'} dx
Q Qg" Q’f‘"

La coercivite { et méme la positivité) n'est pas evidente a priort 4 cause du terme rectangle
sur? 1»{' O introduit un parameétre & qu'on ajustera ultérieurement et on écrit a{({uyji{uy})

sous la. forme suivatte:

atfuy)luylil= J Tu) d\ + { {wgpt —6,"W‘u) d + .l:e‘)zwm"?u. Vydx + [ n(wﬂ dx
Q QF: Qf
3

h)

Sion choisit le parametre § tel que &< Wi, alors:

al{uyliuyl)= 1 5(vu) dx + I (wyp-5Y(7u) dx + J ] (Vy) d +
0 vl '”‘“
Q

+ ‘\Jmlp -6 Yu+ L. Yy ‘d:f
o oS

of

] 2 [ 2
(1-z0  alluyliuy)) = J (V‘u’l dx + J o (Vu) dx+ l ¢ (Vy) dx +
of? ol Q

. _ 5
+ [ [g Vus+ Uéﬂ ‘?w] dx

@
=

ou 1'on anoté:

2
(wyn)
E_=‘\’w1pg-8 et & = - RLUE
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In choix convenable du paratuétre est alors le suivant:

wil
o 08 < wd, (porexemple rfi=7S )

En effet, dahis ¢ ¢as:

- N - 2 -
. g -0 wiAg - G+ it >0

>|'.IJ1"8 0
= g7 - >
. ‘: 1'(01].18-6

et on peut alors deduire de 1a relationf1-20) que:

s

{1-21} at{uy){vy)) =C l u

2 2 ]
i ;Q+ IIF l 1;-{3&&

Iy
&

C=Min{ ¢.§. wymin{ Ag, A;))

Puisque u et de trace nulle sur le bord extérieur de & et que ¥ est de trace nulle sur
Vinterface gaz-liquide, 1a norme l ) L o est, d'aprés 1'inégalité de Poincaré, équivalente 4 la

florme “ . HHx (@ S Hi® (8 étant Q ou Qg’f’ ). L'inégalité (1-21) est don¢ équivalente a la

suivante:

a2 alwylew) z Clap v (uy) eE

On a done vérifié toutes les hypothéses du lemme de Lax- Milgram, le probtéme (1-173)
admet alors une solution unique {T,w) dansE. 0
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2/ HOMOGENEISATION PAR LA METHODE DES ECHELLES MULTIPLES:

Danz cette partie on suppose que le matériau poreux occupant Q a une structure
periodique. Soit ¢¥ la période de lastructure ou Y est un pave de R" fixé et ¢ un paramétre
positif trés petit par rapport aux dimensions de {2, qui représente le rapport entre 1'échelle
microscopique et 1'échelle macroscopique. Notre domaine peut donc éire recouvert par des
pavé:s translatés de ¢¥, (figure 2-1).

Le domaine & est indépendant de &, cependant les sous-ensembles Qg (=g b2} en
dépendent. Pour chaque ¢ fixé, on a une solution ( 1°, @) du protiéme (1-1) & (1-8), ou une
solution (T%.we) de (1-13). On s'intéresse alors au comportement de la température T et de la
fraction massique de vapeur translatée wf, lorsque la période ¢ tend vers zéro.

La méthode des échellez multiples, [5] et [33] permet détablir les équations
macroscopiques (équations vérifiées par les limites de T° et de w? ) d'une fagon formelle. Lez

résultats obtenus par cette méthode seront justifiés, dans le paragraphe 3, par la méthode
variationnetie de Tattar [5] [351] .

{Z-1) Notations:
#©
Y - _1_11]0 RA est la celtule de base
1:
Y, = imagedeQg par translations et homothéties Ly =g bs)
¢

A= interface (8Yy N IVp) de Yo avec Tp

'Y - pordextérieur (3¥)de Y

[T - pordextérieur (37, NTY) de Yy

o
Y‘é"? = ima&!gledeé‘é‘ftf>€ par translations et homothéties L
&
YS‘-’ = image de Q{:’E par translations et homothéties 8
&
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SR

. ORS

eY

-
o

ellule Je ba
{fig.2-1)

C

Un échantilon de 2

9
b

.’f

2

ts

Y




{2-2) Les propriétés phyriques du matériau sont ¢Y- periodiques:
s AT = AL :‘:—} o A est definte sur la cellule de base Y par:
iy = A, pour v e Yy (=gl
s prixd = pd e—, ol p est définie sur la cellule de base Y par:

pO7y = A (y) 4+ m,}-i':f (v) ou X’:? désigne 1a fonction carsctéristique de Y&

2-3) On suppose que les données £ et h sont aoscillations periodiques

o £Hx) = flx, ii )
« B -hx &)

» lesconstantes physiques: 1), w, etles Ay . sont strictement positives.

x les fonctions fet h étant dans L3(Q x Y) et Y-périodiquesen v.

Four faciliter 1'écriture. on va reecrire les équations initiales (1-1) a (1-8) sous une

forme différente { mais équivalente). Comme on l'a déja signalé. on ne s'intéressera & ia

fraction massique de vapeur transitée o que dans 1a composatite humide Q(? dugsaz.

L'utilisatin de p = A + n w, X¥ et de 1a fraction messique transiatée o = & -{wg + w,T)

2
danis les équations (1-1) & {1-8) donne les nouvelles équations suivantes:

3 e AT} 0 Mg
- — —_— - Y(ﬂ’" 3 = fa
axi l [ ax1 J - (1 + )‘s £ 2 ) foz d&tl.; Q“ (DL Qt-.. )
[t°d, =0 sur #, (of = gls).
£ gﬁ £ (;’f
ﬂ:]‘la an as-o Suréﬂ!se! (ﬂr¥
aT® dn®
£ L1 _ _ o £ {ﬂli
[ e n Ig =-n on sur g et A
T® =0 sur T =3(Q)
{2-4)
- Aw e _ 1 't
At = h Ag danz Qs
dwt aT
W C miaz sur 39.{,?5 etTg
wé - o= 0 sur &Sl;

o XFF vaur 1 dans OFF et 0 silleurs (fonction caractéristique de af*).
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2-1) Développement asymptotique et équations locales:

On cherche T° et w® sous ia forme d'un développement asymptotique dont les termes
dépendent de deux varisbles x € Q ety € Y. La premiere variable x, dite “macroscopique”,
mesure lez varistions de (T°. w®) dans larécion de O qui nous intéresse, la deuxiéme variable
v. dite "microscopique” mesure les variations de (T°, w¢) au sein d'une période.

{2-5] TS =uyfr.v) +eu(x . v)+e2 (X, ¥)+ U (X, ¥)+. .
wE=wlx ¥y +ew{xy)+e2w, (xy)+efw, (X ¥)+. .
X
Y =5

ol les wilxy ) etles wi(y ) sont des fonctions réguliéres et Y- périodiques en v ( la période
est 1; - cité de Y - dans chaque direction v; )

Avent de reporter (2-5) dans les equations (2-4 i1 faut signaler que pour une fonction
¥ definie sur Q par wi(x) = p{x.>) ou ¢ estdefinie sur QXY ona:

Wy [ L2, %9 lox,
g Tl dwg Ay ) e

. 3 , 0
L'opérateur A’ =" (p° P }devientdone e2A_; * e1Ay * A, ol
J a
(2-5) Ay =-5 ()
> 2% oy Pow
a a d a3
Ay = o ( axi’l ox ( ovi
d d
Ao :-axi (j-l axi}

a .2
i2-7) Ay = - . ({ E)
3 a
Byx =" 0vi ( oxj
2 8
A -axi : ox;
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On reporte {2-5) dans les équations (2-4) en tenant compte des transformations (2-6) et N
{z-7) des opérateurs A° et A°. Aprésidentification des termes en puissances du parameétre ¢,
of1 obtient les équations locales { en la variable microscopique y) vérifiées par les termes
etle: w; du développement ssymptotique (2-5): dans ces équations la variable macroscopique

¥ £21 conSidéré comme Ut Parametrs

(2-82 A s g =10 dans chaque Yo,
(z-a) Ay, * A u, =0 dans chaque Yy,
- ] W, | -'{a'-\' .
10 | A w *Agu tAu = ll * X‘g‘) fa dens chaque Yo,
g
(2'11} A_z ‘J'ﬂﬁ + A"luiﬂ. + A(. 1.11 = U ‘V‘ ‘ 2 1
(2-12) | Ay W, =0 dans Y’
(2-13) | By W, * 2Awm Wo =0 dans Y3
(2-14) | Ay Wo* ZAyx W, * Ay W, =h- A—‘f dens Y
g
(2-15) f!'."r ij+ 2ﬁ3rx Wjﬂ"' Ay Wy = 0 iz 1

De maniére ansiogue on reporte le développement (2-5) dans les conditions aux
interfaces des équations (2-4), o0 n désigne cette fois 1a normale aux interfaces .st‘lqﬁ séparatit

les Yo des Ypavec la méme convention d'orientation:

la normele n est orientée sur chaque interface &, de Yo vers Y.
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Apres identification en puissances de ¢ on obtient:

Pour la température T¢

sur Ay et AT

&
fu; 1 = 0
. du, v,
(2-16} I[_uani]l = -7 E 1
Sur dp e .ﬂ‘;’
[yl = 0
{2-17) [ p%l;—': n, 1 = 0
[y rf’*— +al- o0
Sur [Y
(2-18) les u; sont Y-périodiques

Pour 1a fraction massique de vapeur translatée w®

Sur &l‘gﬁ’:
(2-19} ! ";ir: f; = -w,z% 11
| [[.;‘—aal;iﬂ\w;%}ni]i = w,k%;{:— ai)n}
Sur asl-é,
{2-20) w; = 0
sur Y

{2-21) les w; sont Y-périodiques

¥iz 0

¥ijz 0

¥iz 0

¥iz 0

¥iz 0

Viz 0
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2-2) Etudes des équations locales:

Les équations vérifiées par les termes (u,wj) du développement asympiotique sont
toutes du méme type: on va étudier d'abord une équation générale puis appliquer le résultat
aux équations locales en (uywj).

2-2-1/ Etude d'une équation générale:

01 introduit les espaces fonctonnels suivants:

Vy = {v € Hit‘,'f ) ¥ Y-périodique ]

222y | Wy = {.p e H’{'i"':g’),- ¢ = 0 sur ﬂg et Y-périodique}

E‘f = Y'Yx W'(-Y

La notion y est Y-periodique signifie que la fonction y prend des valeurs égales en deux
poifits opposes sur les faces de ¥ [5] [30] . Munis respectivement des produits scalaires (et des
normes sssociées) usuets sur H (Y3, H‘(Y':S'} et HY(Y ':g"} x H'(Y) ces espaces sont de Hilbert.

Sotefnt:

F et H deux fonctions de L3(Q x 1)

8 et i; deur fonctions de HYD x Y) Y-périodique en la varisble v

On définit pour tout (Bt} et (v.p) del'espace Ey les deux formes suiventes:



I 21 METHODE DEZ ISHELLES MULTIPLES

(2-24) | a{(Br)iv.g)) = Jw,pve.vxrdw J ol V8. Vg+VETY) dy + YJ NV Vg dy
Y Y& (>
-4 g
Llivg)) = L) + Lydy) + !f..r{v? + 'I\_w(q-)
o
Liv) = J w,(F + nEXY) v oy
Y
3 ml
Lw(.p) = Jrl H+ —F| pdy +
@ \ P
F
L v) [ %, % | 9%
LA Jm‘ P oy, oy el oy
Y
u ‘o8 3 | Oy
L . fe) = — 2 |
S l fl lE’X: 3% ] oy, 7
8y
Y‘g
Soit le probléme en (g, £) suivant:
( 26—)) F
a,, ( oy, T T dons chaque Y,
Lol = 0 sur Ay, (o f=ghs)
) n . *
h‘"a?i +5x_,-}nin = 0 sur Hp et 5&(;
W 2 A
[u(a?i +aTi:'ni]] = nl'g';: +§,§')nl sur Jﬂget ‘Gﬂgf‘
8 est ¥- périodique
{2-25)
L _§_
((33,1 x, ) = H dans Y(;'f’
£ = 0 “ sur éﬂ#
x _§_ _ T 1)
( v, ) n; = -, (Wi tax sur 5&;
£ est Y- périodique
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proposition 2-1:

Sowr fes Brpothéses (2-23), le probleme (2-25) s& met sous ls forme VRLISUontels
SUIVRIE:
{6) e Ey et ¥ {v.p) e Ey
{2-26)

a(le ) (v.yp)) = Li{v.p))

Lo probléme admet Une Solfuton unigue & une constente (foncuon g la variable X
seulement) pree sf ot senlement sf 18 condiion 06 CompsoIfIE Cf-JESSONS 887 SRUSTRIE.

[ ( £+ qHXE )y) gy =0
Y |

Démonstration:

Cette propozition se démontre comme le téoréme 1-1. Pour simplifier 1'écriture. on
notera danz la suite :

% % PR -1
i b Gyt ® D‘-(3Yi+axi

i) on multiplie la premiére équation de {2-25) par une fonction test v de ¥’y eton intégre par

parties {formule de Green) sur chaque Yo (ov=gls):

v .
[ Py a_"_'dv = [ F vay+t J' Pivn do (o= gls)
Yo: i Yd aYot

ou n reprégente la niormale extérieure a chaque Y, .

Grace auy conditions de périodicité, les intégrales sur les faces de Y s'annulent: en
sonvenant que lanormale n estorientée sur chaque aﬂaﬁ de Y, vers Yg eten exploitant les

sonditons sur les interfaces, la somme Jes relations précédentes (sur o = g.bs)est:

ov
{2-27) J P; E;:GV: J Fvady+ J Pivn; do+ J Pivn do
Y t Y £$ AL
&
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Mais. en utilisant les conditions sur les interfaces ,ﬂg et cﬂg:' puis 1a formule de Green et

lapériodicité de Py, Qietde v, una

Pivng do =— J n Gvn de=- I n v n; do
@ 4 @& &>
=- 'a&vd?“ a&, -3v dv
" o Moy ov
£y &
YI‘S Y 2
J o0 ov
= Hvdy — T 4
o J Vovoov,
g ¥®

La relation (2-27) devient alors:

-

(2-28) J p3 _dY ] Qi d? = J F VdY + J N Hv dY=_1' Lv(V}
Y Y(gl‘ Wy

On multiplie 1a sixiéme équation de (2-25) par une fonction test ¢ de Wy eton intégre

par parties sur Y‘:gf" :

- a '
{2-29) | 0 éi dy = J H ¢ dy + J 0; ¢ nj de
¥ 7 A

Ty % e
YS

Comme precédement, en: utilisatit les conditions sur ﬂ.gf et sur &ﬂg et la periodicité on &:

w w
J’%iq)ni do = -}l—ipilpnido= J ';"'Piqlnido
c'ﬂ" . g g
(3] &>
¥ aﬂgg Y&
= ( - & api q] I - .- & P a? dY'
N ] i ? pe OV
, Y(:’ Yﬂ‘)
W, w, b-p
= — F ¢dy ~ - P T4
"yl e '4‘ J.:l.';» e % ’
YS YS
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2 ©, 39 ' o

(2-30) 0 3, v+ L PG, 4 = H ¢ dy+ o Fe dy
| S & ol
¥ E\H Y , b .

1
= = L)
. i d

Il zuffit adors de multiplier (2-28) par w, et (2-30) par 1) &t de faire la somme pour obtenir

le protiéme variationne! (2-26) Jde la proposition 2-1.

ii) Pour l'existence et I'unicité de la solution de (2-26) on utilize le lemme de Lax-Milgram. La
linéarité de L{. } et Ia bilinéarité de al .. ) sont évidentes. leur continuité s'obtient aisément.

comme Jans 1e paragraphe précédent, grace aux inegadités Je Cauchy Schwarz:

continute de L{ M

L_({v,w)l < VZ max LI || s

M - mex | oy | Fanbx® | 13 m!

”L{Y} " ni{H+ ”— F) Xkﬁz

-~

~ ¢ a 13& | ¢
- max o, [” " ch] ey I [533+ ;—ijx‘-' N“'“’

continuité de a¢ . )

e ten.o|sc]@p | | ool

= 2 max{ wy st‘}p(u),n,mm)
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Pour démontrer s coercivité de af. .. ), on procéde de maniére analogue & 1a démonstration
du téoréme 1-1. 11 suffit de remplacer dans les relations (1-19) & (1-21), Q (resp. V) par Y

{resp. ¥yl et Q':f (resp. W) par Ygﬂ‘ (resp. Wy ). pour monitrer qu'il existe une constante C
tzlle que:

&

. :3.({v,upl{v,¢}}facl [ (Vv)ay + [ {‘?q»fds-'
¥ -f(g

: A Ag
Cy =m1Mian 1 ﬁL,l ;== mind A AS}J
: ol + Ay

Puisque ¢=03sur aﬂ-#, I'inégalité de Poincaré Jonne

P . .2
<& qui nn'est pas valable cette fois pour l {(Vv) dx .
b {

3ol

- . y

(2-31) al{v.plivgp)) =¢C ' (Fv)dy + J

}qﬁ' dy + Ji} (Vy) dy

& &
T Y g Y g /
Azt a{{v.gl{v.g}) = 0 sietseulementsi:
o= 0 & P (x.v) =0 done v estcongstanite (par rapport 4 la variable v)
Fi

D'apréz siternative de Fredholm, 12 probléme (2-26) admer donc une solution si et

Li{co)) = [ o(F + nH}{(g:‘)(*;') dy =0 veeR
Y
J'on 1a condition de compatibilité Jde 1a proposition: de plug £ est déterminés d'une maniere
unique et 8 & une constante ( par rapport ala variable v) prés. O
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2-2 -2 équations en {ug, Wp):

corollaire 2-1:

Le premier terme Uy . Wo) Ju dveloppemert (2-5) vrifle:

(2-32) wxvi=ux) e wxy)=0

Jémonstration:

D'apres (2-8),{2-12) et (2-16) & (2-21) e couple {ug. wy? verifie les équations suivantes:

2 [ e ]

_3—';){{ b AY; =0 dans chaque Y,
u: to ]]aﬁ =0 sur “ﬂal’.’- (mrﬁ =g,£,s)
] "
Ly ay; ™ 1 =0 sur & et ﬂ-#
3L‘0_ ﬁ . &
I[“ aYi 1 I = -7 a'?"i 1 aur cﬁvg et cﬂ'§
Uy Y- périodique
(2-33)
- Wy )
= (o]
YRV, 0 dans Y .
vy = 0 ' sur Sy
3Wg auo .
oM T ey sue 18

wy Y- périodique
Ce probléme est analogue 8 (2-25) 'avef: :
Azup, t=wy F=H=0et £=8 =0 doncL{{vy))=0.
Le probléme variationnel associé s'écrit alors d'spres la proposition 2-1:
al(ug W), {7, §)) = O | ¥ (vq) & By

En prenant (v, ¢)= (ug . wy) ona daprés (2-31):

g .
7, =0 {i=123)et wo=0. 0
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2-2-3 __équations en (uy.wy):

Grace au fait que ug ne Jdépend que de x on va pouvoir exprimer (uU;,w;) a l'aide de
fotictions verifiant des probléemes simples sur 1a ¢ellule Y. On introduit la moyenne d'une
fonction v sur la celiule de base ¥

-

M (v)(x) = meq('a' J’r’ v(x.y) 4y

corollaire 2-2:

w; est unique. uy estdéterminé a une constante pres, et s'écrivent:

@) ugley) - g’f;m W) + My )

dn :
vy = -y iv
0x;
outes {(X'y') ( j = 1.0 ) sont les solutions uniques de :
(2-35) (Xyh eBy  avec ,[f Wy)dy =0
av

e d
al(Xyhive) )= - meu pon - Jn 5,71 dy V¥ (v.y) € Ey
7 @
Y L

démonstration:
D'aprés les relations (2-9), (2-13) et (2-16) & (2-21) et cmopte-tenu que Uy ne dépend que de
la variable x, leg équations en {uy wy) s'éorivent:

3 Bux u
(p {( = >v, * o ]: 0 dans chaque Y,
1
, [y Lg = 0 sur B, (o,f=gls)
ny _1_1__ )
[u( axi)ni]l = 0 sur oy, et éﬂ#
3“1 LB Y @
ﬂ:j.l( axi}rxi]] = -0 gy, M sur Ay et Ay
{2-36)
2 w1
- (]
VRV, =0 | dans Y¢
wy = D sur ‘sﬂg
oy, M = -0 {5y, *a; Ly sur ,ﬂ:
u; etw; sont Y- périodiques.




L'existence 4'une solution {uy %) est assurée par la proposition 2-1 puisque ¢'est le méme )

probléme que (2-25) avec:
(0, £} = (u,wy) . (8,E)= (u,0) ., FzH=o0,
et la condition de compatitilite est satisfaite.

De méme, les problémes (2-35) admettent des sotutions (X’ y')on est toujours dans le cadre

de 1a propositon 2-1 ; de plus, puisquon impose aux *® d'avnir une moyenne nulle. les
solutions X, comme les y, sont uniques.

Le probléme variationnel vérifié par (uy,w,) est:

) altewive)) o v v q | du Oy & Y (o) < E
(&-37) allupwy)ivg)) = - ]wm o 7T WAy oy V.97 € By
"f Yf::’

- _:E': L [ ( - a_v d - alp d.
=T Jw‘pa‘i’i LA ™
4 (5
Linterpretation du protléme variationne! ( 2-35) vérifié par les(; x 4.’) estla suivants:

0
-g(}l v, (X + Vl}] 0 dans chaque Y,
[LXDg =0 sur Bp (&.f=gls)
I ]-l —(}9 Y]) 14 l = 0 sur % £1 d(;)
[ —(x’ )n; ] L Ayer 4L
Ry ¥y 1 =M gy, M sur Sget A
{2-38) .
22
- {4
way, 0 dans Y(g
v =0 : sur &ﬁ&
2y
ay; MiT Ty a',r (X +v)ni sur "ﬂg

¥ et qrj sont Y - périodiques et [ y) dv =0
Y
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. , du
En comparant (2-37). avec (2-35), aprés multiplication par < . et sommation sur l'indice §,
X

u . .
ou (2-36) avec (2-38), il est ¢clair que (u; wy) verifie le méme probléeme que 3% (X", 1a seule
0%

différence est que ¥ est de movenne nulle, d'ols (2-34).

corollaire 2-3:

Wy EF7 Brerming Fune 1seon U Up & Ui COLISIRNIE SANIUVE pres. St 81 SeUIEmEet 5i-
,{, . \
o é | A ] !
{2~39) Eﬂ}:i” ' n l %9, (y) + -Sii) dy + 1 ]ag vy} dy axl (x}
3 ) £
l_ \_ Y T
= [ (t «n b X8lyay
Y
démonstration:

On pose pour simplifier 1'écriture:

? ouy U 2 {9Wy
g 2 (4% .
240, P ax; (F{m Yoy ]’ ¢ axi{axi]

D'aprés les relations (2-10), (2-13), (2-15) & (2-20) e couple {u,,w,) vérifie:

3 A Uy P 1 TR ’
T, [”(a';.r tox, ] =1+ T AL:? Jf +P dans chaque Y,
Z'U-z au1 *
[ }1( i —Iiml = 0 sur ‘ﬁk et Jﬂ(as)
Uy 31.11 AT, Wy @&
[Ma‘i& ‘!nl]i = n(‘gﬂm)m sur Aﬂget ‘ﬂ#
{2-41)
(VW Wi ) Wy .
A L S ()
a*;'i{a'r'i Yo J mhog e dans T
3 = 0 sur sﬂg
wz wi . [ 3\11 ; '
up et w, sont Y - périodiques
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On est dans le cadre de 1a proposition 2-1 aves :

s w
(6, £) = (i wa), (B.E)=(upwyh F=(1+ %—xﬁ Ji,+P e H= h-f‘f‘ﬂ:}.

€ g

La condition nécessaire et suffisante pour l'existenice de (u,,w») est alors:

”P x«\] f+ P+ q?f“’ﬁ [h -2 Q] }(x,v)dv =0
A Ag

[T —
"

[P V.
s ~

cest adire:

(2-42) [ (f + P + rj{hsQ !"‘fm}\x vidy = 0
Y

Maiz d'aprés les notations {2-40) et expression (2-34) de { uy. Wy ). ceci sécrit:

o[ () 2 [au o]
B L T 17 AR T T P vl Rl

1

&>
Y ¢
= J (f + n 0 X8y dy
Y
puizque:
o2l ma o] 9_{ o S‘EB}
Taq Mg a7 w P W T i) oy
. - a_{a_u a_‘vj}
R ™ R PR

En permutant le signe dérivation par rapport aux x; et le signe intégration sur Y et Y(g’ et

puisque u ne dépend que de x on ala relation (2-32) du corollaire 2-3. 0
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2-3) Comportement macroscopique et conductivités homogénéisées:

La refation {2-39) est analogue & une équation de la chaleur en régime stationnaire
écrite dans un matériau homogéne occupant le domaine Q et de conductivités thermiques Kﬁ-

donneées par :

R (X iy 1
(-43) K= l‘i'_l l B [5;;; (v} + 61;] dy + 1 J ﬁ (y) 97 |
:f &

orles (X)y" sont les solutions uniques de (2-35).

La température " homogénéizée " étant u et lasource de chaleur est donihée par:

(z-44)  rixd= —— JY [x + h}i‘ﬁf](x,v}.dgr = .-,%Y(r + 7 hX<§_>]

La conditon naturelle que doit satisfaire u sur le bord extérieur de 0 est la méme que

celle vérifiée par T

Gréce & des propriétés des K;; quion établira, on ve démontrer que le probleme

homogeneisé (2-39) vérifié par u, auquel on ajoute la condition u = 0 sur le bord, sdmet une
solution unique.
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Téoréme 2-1:

Jous fes Bypothenes(2-2) ot & ¢

1) ler comductiveiss spoarentes K., . donnée par (2-43). sécrivent sous ls 1orme
L o 1

3 : J ; .‘

1 — (i N s : dv
K - l( -[ J'-a,}_.m (::{' + Y] ] avm (-& + Yi)d} 1 +
¥ /

( 2 [, ¥ 2 [ ¥ l
+ —I-—J ’ w41 a,.‘,m‘_-ﬂ * ¥t —] S [T"l t ¥t -UJ_L..dY

Wy '3‘.-"m ),
Eptus: 3807 Kjpxx 2 ¥ixi* vxeR"

) Le probleme homogEneLse:

a a
. | J- axi [E.u au {x’b) = r {x) | dans Q)
{2-45) i
I u

R Ssur 00

admer une solution uaigue dans Hc.i *.’.Q)ﬂH2 Q).

Démonstratios :

i) On va d'abord reécrire les Ky, sous une autre forme. on utilisant le probléme variationnel

L Tl 4

2-35) vérifié par les (X 7.

Les conductivités K;; s'écrivent en utilisant la définition de ju dans leur expression (2-4%):

K. = Ai ( + ) dv + i K‘ + ¥i L] d
RARSTR P ir O 3y LA L
Y Y(&?‘

(rappel: p(y) =A(y) +7 w,X(g’ v} )
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D'apres 1'expression (2-23) de la forme bilinéaire al. .. } et la définition (2-2} de jt. on

peut mettre (2-35) sous la forme:

{Z-46) {}ij,vj) e Ey , J Wy dy =0 et v (v.p) e Ey
Y
3o . dv a [ v"‘] 2
= (i ) — —_— i . =
[ lavm (X * ?1'] O¥m e J @ OV l?[ tHY Wy a_V;(v * '#) I =0
¥ %

i

On prend dans (2-46) v égaled X ety égale & Y et on somme le premier membre de
Wy

1a relstion obtenue { qui est nul ) avec le second de la précédente. on obtient:

.0 a3 :
{z- ’.._l_ f}{] — (% : ldv
(2-47) ST l laYm Wy Ve (X + yiday | +
. Y )
—l—l ® af?{+Y*£]—a—_lxl+v+ l]le
* Y| ] M 0¥ ! @y O¥m !
T
L 2

Cette expression montre que les Kij sont bien symétriques, de plus. elle permet! sussi

d'affirmer la coercivité, en effet;
o . R h o, . .
Soit  x={x)=; un vecteurde R, l'expression précédente montre que:

- -

171 K 2% = J AVE ) ay + J wn (Vg dy
Y FiEe

i
ol 'P£=xj('?£-‘+3rj) 1 y = xj[?ilj+ Yj+:—]
1/

Donc, puisque les Ay et w,n sont positives,

Kil :':ix]- =0
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Supposons quil existe x de E"tet que K;; xx;= 0. Puisque les constantes A,wget 1) sont

positives, 1'écriture précédente implique que VX et Vy sont nuls dans Y et dans Y':g'
respectivement, ¢'est a dire:

¥ =tk dan: ¥
= cle

-=
I}

dans chaque composante connexe de Y(g’

mais, puisque & et ¥ (donc aussi x; ¥ et xiy' ) sont Y-périodiques, c¢eci implique que :
¥ i iV

¥ = cte - x,%i

est Y-périodique (enlavariabley 1)
I )
%y = Cl& - xpy

est Y-périodique

ce qui estimposgiblesaufzi x; = 0 pour toutindice j=1.n, d'olr:

n¥
Kijxix]'-"u VXER

I1 est <lair que U'spplication x —— Kij Xjx; est continue elle atteint donc ss borne
inférieure sur tout compadt Jde E" eten particulier sur la spheére unite { xe R" s lx)= 1}

D'apres 1'inégalité précédente, cette application est une forme quadratique sur R". satorne
inférieure est dJonc nécessairement strictement positive :

3 x*/ |x*|=let ¥Vxe R™

X X .
-1 inf

—i - ¥ _
K“ 'x| lx! Z le= 1(K“ xixi) = K“ xixi =¢=>0

d'ou la coércivité des Ki‘- :

(2-48) j ¥>0 telle que Kixx 2 ¥xx, Vxe R".

ii) Le probléme homogénéisé (2-45) est un probléme Je Dirichlet homogéne; signalons que
d'aprés les hypotheéses faites sur les fonctions 1 et h, lafonction f est de carré intégrable
sur Q. Le probleme variationnel associé & (2-45) est alors:
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. . . du ov {
(2-45} ue Hé(ﬁ} ]' K, =5 dx = J r vdx ¥ ve Hy(t
(8

D'apreés la coercivité des Ki,- (2-48), le lemme de Lax-Milgram permet d'affirmer 'existence

et I'unizité de la solution u. De plus u est dans H {Q) d'apres des résultats de régularité

classiques des solutionis du protléme de Dirichlet [6][25]. O
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3/ METHODE DE L"ENERGIE ET CORRECTEURS:

Lotjectif de cette partie est lajustification des résultats obtenus dans le pararagraphie
precedent car les calculs n'ont £tés jusqu'a maintenant que formels. Ceci se fera en trois

etapes:

1- établir der estimations & priori qui, grace & des résultas de compacité, vont nous
: . . - *
permettre U'extraction 4'une sous-suite de (T°,@¢) convergeant vers un (T .w*) dans un sens

qu'on précisera.

2- identifier la limite (T .w*) par la méthode variationnelle de Tartar {51351 plus
precisement, démontrer que l1a limite T est identique & la temperature homogénéisée u

obtenue psr la méthode des échelles multiples (solution du probléme (2-45)) et que la limite
de w* ezt nulle .

3- améliorer la convergence en corrigeatt 1a suite {T° w®) par des correcteurs (raisonables)

quon calculera .

Rappelons d'abord les espaces fonctionnels de travail :

v = HIQ)
i 1
W={IQEH(Q(:¥);¢ = 0 sur .ﬂ;]
E = v xws
¥y= {v e H(Y) v Y-périodique ]
Wy= {@ e H*(Y':g’ Y p =0 sur ‘ﬂg . Y-périodique ]
EY = W‘YXW‘Y
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3-1) Estimation a priori:
On commence par démontrer le lemme suivant dont le but est d'évaluer 1a constante C; de
'inégalité de Poincare dans :

¥l < cc [oelzm, sow pew

Cette inégalité a lien puisque ¢ (= W° ) aune trace nulle sur l'interface gaz-liquide cﬂ.‘l; .

Lemme 3-1:

Four toute foncton § de W on & Linéesalite suvante :

(-1} ” P “I.z{ﬂ.:?g}i: Ce ”le ”12{9‘?}

ou £ &8 Le Cotnsiante (niependante de ¢

démonstration:

-

On définit pour toute fonction ¢ € W™ lafonction § définie sur Y(g:’ par :
{3-2) P5lv) = plev+ol) t vy € Y(&) & x=¢y+oL e Q(sﬂf nc;‘)

ol of désigne l'origine dela k¥ ceffule Cf translatée de Y. Puisque ¢ € W' il est clair

Jue:

- A i i . N
(3-3) $y. € {(p € H{Y(g‘), ¢ = 0 sur 351& J .
L'inégalité de Poincaré donne alors :
I (¥ ay  =¢ J (ogiy dv

& @
44 b

ou la constante C ne dépend que de la géometrie de Y@;.
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Si on fait dans cette inégalité le changement de variable: x = ¢y + o5, elle devient:

I e (Y dx <€ J e2® (g¢)? dx  (nestladimension:=3) )
e, % nc

La somme de ces inégalités de K = | au nombre N° de cellules Cj recouvrant ¢, donne

l'inégalité cherchée:

) k:}r': k=l-IE
R L L)
®T ol “t o

A l'aide dulemine précédent on va pouvoir démontrer les estimations suivantes

Proposition 3-1:

Le sotution (1°0°%) du probisme(2-4) verifie les insgalites -

Dy}

(3-4) i) "UJ H s
S :‘

£ &7 “?r* | =
L% ' IIL{n‘E’}

0|y =0

o C desions une colsiante postiive (niependanie de ¢

Démoanstration:

Le couple (T°w®) estsolution du probléme variationnel (1-13) :

(3-5) | (") €E
a*((1°u)(v.y)) = L{(v,9)) ¥ (vyr € EF
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Maiz on a d4éj8 démontreé dens le premier paragraphe (1-18)et (1-21) que :
6) L@ s Mot

. . . 2 2
(T 0 ) (T ') 2 ¢ I(YFTE) dx + I (Vo) dx
Q of*

ou M et ¢; sont des constantes strictement positives et indépendantes de ¢ .

La fonction T est de trace nulle sur le bord de Q, on peut don< appliquer linégalité de
Poincaré et la constante qui v intervient ne dépend que de 2. La fonction of est de trace nulle
lititerface gas-liquide et on peut utiliser le lemme 3-1 avec ¢ = w’. De la relation {3-6) on
peut déduire slors qu' il existe une constante C,, indépendante de ¢, telle que:

at((T*w), (T w’)) 20, ” (T0%) ﬂg

En prenant (v.¢) = (I*.0°) comme fonction-test dansi(3-5), compte-tenu de {6, on en déduit

Vexistence d'une constante C telle que :
(3-7) ”{Timi)ugg £ € (constante indépendante de ¢ )

Cette estimation avec le lemme 3-1 achéve donc la démonstration de la proposition puisque

£ £ £
oo flafe]|. s o
= |7 “H,,{n:- T jgs

. VUJE

o Jleps e .
u‘:zm,;gﬁ} S "(T g )”Eg 2 C

£ £
m" :,ﬂtc“‘?m 2 e = L2
’ LS LS

Ce<i acheve done la démonstration de la proposition. O
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Dasis 1a suite on désignera par sps le prolongement par 2éro de toute fonction -pi définie

dans un sous enzemble 8 de Q & O toutentier .

Propozition 3-2:

& peur exiratre une sous-sutte de {10°)  encore notee (1°.0°) relle que -

i) TP T dans HUQ) fuitie er LAQ) forr
. aT¢ . .
Wao —— O dans LQ) st
X4
8f ——— @ dans LAQ) fuible
— —— PT darmr L) fuitse
i 1

i) fes limstes Elr &t P; Sont lises par fs refation

o ov
(3-8) [ @f + nP) 5 - dx = J rvdx ¥ ve HyQ)
1
.JQ Q
5t r{x)= n,,l | J' (f + 7 h}{(g’){x,v}dv = Muylf + 1 hX(E")
Y
Démonstration::

i} Rappelons d'abord que ji° est bornée indépendemment de ¢ par Max{w M+ig, Ae . Ag)
Les convergences faibles sont une conséquense directe de la proposition3-1 et du résultat
classique de compacité dans un espace de Banach réflexif [6] ( ici HY(Q) et LH(Q)) La
convergence forte de la sous-suite T% dans L7($2) est une conséquence du théoréme de Rellich-
Kondrachov (6] ( o - compacité de L injection % H'(Q) dansLiQ) potir Q borné) .

ii) Cette partie se démontre par passage & la limite dans le probléme variationnel {3-5)
verifié par (I w). Posons :

T duw®
£ e o1 _ e 0
G = K 3% : Pi = Ay
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Avec ces notations le probléme (3-5) s'écrit:

bt
aV [ 5:]; o, av ~, 3‘6
- £ = Qv 4 ¢ L ! 3w £ L =
(3-9) J w0 % dx + w,n \Q, a P; % dx + n P axi dx
Q Q Q
= le(fi+nﬁ‘)vdx+ Jnﬁiwdx
Q Q
pour towt (v,9) de B En prenant la fonction § identiquement nulle, il vient:

) [ ¢z ey OV ¢z ~
{3-107 | g + 7 P‘;) . dx = J‘ "+ ht) v & Y v ef:H;{Q)
1
Q
2

-

En utilizatit 1) il est alors ¢lair que :

ney OV - gy OF
Bl o &= J'*Qi +pf) 5

o
Q

Pour le second membre, qui fait intervenir les fonctions f* et h® définies par:

*(x) = f{x..i:c-} et Hi{x) = h(x,z') X?ﬁf}

on sait que:
(311} | My () dans LQ) feible
"ﬁe

My(hXE)  dens L(Q) faible

puisque les fonctions h et £ sont Y-périodiques.{ voir [33]). Donc:

(3-12) l (ffem B) v ax < — J Myt + 7 hX(?) v dx
v 9

v

Le passage & lalimite dans la relation (3-10) achéve donc la démonstration de 1a proposition. O

14



L 31 HETHODE DE L'EMERGIE ET CORRECTEURS I 44

On sait maintenant que T° converge {quitte & extraire une sous-suite} vers une
fonction T, mais peut on déterminer cette limite?, ¢'est 'objectif de 1a partie suivante:

3-2) Identification des limites:

On va démontrer que la limite de T° est exactement la température homogénéisée u,
solution unique de 1'équation (2-45) établie par la méthode des échelles multiples.

Théoreme 3-1:

la temperature T8 convergs dans H (Q) fatble. lorsque © tend Vers S6ro. vers !usigue
Solutiots U Ju problege homagensiss (2- 45) GhiEny par ta mEhode der echelles multiples.

(3-13) T 4 u dais H(Q) paitie
2 [ ou ( = (x) datis
EARES ”'“‘ 2
u = 1] SR 0%
Démonstration:

Comparons 1'équation (3-8) vérifiée par les limites Qf et Pf dans 1a proposition 3-2 et la

formulation faible du probléme homogeéniésé (2-45) vérifié par u:

du ov
(3-14) J Ky 5 o a):, & = J r v ¥ ve HyQ)

Q A Q

D'aprés 1'unicité de 1a solution de (2-45) (ou de (3-14)), pour conclure que la limite T*
obteriue par la méthode de l'énergie est égale & la limite u donnée formellement par la
méethode des échelles multiples, il nous suffit donc de démontrer que :

osd

(3-15) | Qf + nPj = K;; o
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On va démontrer la relation (3-15) en wtilisant ia méthode variationnetle de Tartar (5] [35]
Elle consiste & prendre, dans le probléme variationnel vérifié par (T°w®), des fonctions-tests

particuliéres construites grace aux (Xj,vj) données par (2-35) ou (2-38). Posons:

o0

-
x. + ¢X=
! 8

(3-16) }
L ¥

£

()

awi{f’)

Le changement de variable y= ¥ danstes équations (2-38) veérifiées par les {'?ilj,w’.}f montre
&

que les nouvelles fonctions (X°,y*) vérifient les équations suivantes :

2 oo .
=l =0 s chaque
3, 1 P ,' L dans chaque Q
L% T = 0 sur &5 (o,p=gls)
- ﬁ £ (®)e
I a, n; 1 =0 sur Sy, et éﬂ?
ofE m}"s . ¢
£ 9 SR S £ &
i %, il = -y >, M sur :ﬁg et .ﬂg
(3-17}
2, oy )
L S S - « OFE
axX; - Ay =0 dans Qs
g £
]‘{ =1 sur cﬂé:
m{"‘s 2% (%
M = -0y o B sur .ﬂg

Comme ce qui a é1€ fsit pour obtenir le probléme varistionnel (1-13) vérifié par (T5.0%). on
obtient par des intégrations par pariies :

{3-18) JEVEYa v | g VyEEY dx =0 ¥ ver
9 OEE
g
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L4

J VY Ty A 4y
i3
2 ]

{3-19) TXEVy dx =0

(B
%

Il est facile de veérifier - directement de la définition (1-16)

periodicité des ) - quetona:
4

¢y
. a";’? . l a . N ..l\
B '32%1 _— \ﬁ'idir e 5? “"j + 1):
t i }
(3-20) ¥ — 0
T W
!‘: o
—— i —_—
Y JLVY[ Vs

ou l'on désigne par { 7 I 1opérateur de prolotigement par z6ro.

Jans

v gews

el tensnt compte de ia

L% fort

danis L3S faible

dans  LAQ) fort

dans LG faible

Soit 8 € ${Q). on choisit d'sbord comme fonctions-test v égale 48 T° dans (3-18) et

{v.p) ézale & (8 X°.0) dans (3-9), on obtient:

[ £ a_lxi £ aB.‘ ;.'vi ax_s NE
[Qi %; B+ Qi xE BxiJ dx + Jr] [Pi a—x1 g+ Pi e
Q o)

et

20
J[Qigeuﬁr‘x‘ 5;] &+

0

ie_‘-
axiJ dx =

J ( f§+thX(§:£] e &
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Si on soustrait 1s deuxiéme relation de 1a premiére il vient:

-

' 138 . 128
2 . 2 :‘3}{- ad iy S a___ll'r L
P £ £ pé S0 . £ ye
3-21) J! {Qi ¥ oo T ax; o, Xt J’q [Px X¥ -1  px, &t

) o
Q )

-,

*

~e 3 T W J :
+ ]'r, [Pf T EJB dx = [fﬁqhi}{(f e ax

oF ' £
g

On prend maintenant comme fonctions-test {v.¢) égale {0, oy®) dans (3-9) et g égale & 8 '

dans {(3-19). on obtient :

-

[ (e o, 30 (et a7 28
e ¥ R B al ¥ e &l .
J tpi X; B+ y Py axJ ax + oy J laxi 2%, B+ y w, 2%, & °
o ' @
% Q?
£ ¢
= J hy' 4x
o
aﬁ.g

- "NE awe aws aB‘ axi o . al.é ae
l Pigg 8+ 0 5 o 3ty oo Pi 8+ w 3o oapldx=0

O g-}:;'f

ot soustrait la premiére relation de 1a deurieme

'3 £ £
. o aT ay YN 28
{3-223 { I(Pi + oy 3_Ki )‘Fi - (—Bxi + wy _Bt’:i )U.li E dx +
._'qg:e )
528
- £ £ .
o 2y Al o [ :
+ 1y } [bxi w, - Fi ]de = hiy%e dx
s ol
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On multiplie (3-22) par et (3-21) par wy puis on fait la soustraction :

. €20 [N 2y o8
{3-23) ( wi[[g; FAR N &T dx + quikpi D S L_ dx +

= [(fﬂr,h‘){fgﬂ e & o+ I h* Y% dx
o
Q ax

D'apres la proposition 3-2 i) et les convergences (3-11) et (3-20), on a, dans chaque terme
de cette relation, le produit de deux facteurs convergents, l'un fortement et l'autre

faiblement. On peut donc passer & la limite dans {3-23). ce qui donne en tenant compte de
définition (2-43) de la fonction r et l'expression (2-44) des conductivites K,

. . ), B P2 J |
(3-24) J (Qi + 7 Pi) % 3%, dx J K T ax; & = re xdx
Q Q Q

On prend dans 1'équation (3-6), vérifiée par Q¥ et P*, 1a fonction-test v égale a8 %, 0U X
désigne 1a ™ coordonnée, et on en Jdéduit que :

- . @ -
J (Qf+ n PP ay & = Jrome- [ @ onen oo
Q Q Q

Sion remplace' le premier menmbre de la relation {3-24) par son expression précédente, il
vient: ' '
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30
- * - * * - 9 b
J Ky T, &= J(Q,- s P e&  Yeed@

Q Q
nn

v 8 e D(Q)

[}
[ s}

. * .
[K.- L A
| A S T ] L

i
3y

>

ce qui donmne L'égalité (3-15) rechercheée:

aT*

n¥ 4 M p¥ - Kii P dans th.Q)
i

1.1 ]

Ot en déduit donic que les fonctions T¥ et u sont identiques. De plus, puisque toutes les sous-
. 2 a L. . < -
suites convergentes de T ont s méme limite u. toute 1a suite T converge vers la temperature
homogenéizéeu. O

3-3) Les correcteurs :

La proposition 3-2 ne donne que des résultat: de convergence faible; ceci est dii & ce qui se
passe au voisinage du bord I' de Q. Nous allons woir que; comme dans les cas

d’homogénéisation, si on corrige T au voisinage du bord par des fonctions bien choisies, on
peut donner une bonne approximation de T¢ au sens de Hy(0) fort. Plus précisement soit m#

une fonsotion régularisante telle que :

mé & S0
mfx) = 0 sidlx.Thz¢
m#(x) = 1 sidlx.T)z 2
{3-25) 0 < mi(x)=l sie=xdlxr) < 2¢
om?* .
z E = C ¥ i=l.n

o1 4(x.T) est ladistance du point x au bord T de 2, et  est une constante indépendante de ¢.
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On vérifie aisement que -

(3-26) mf ——F—1 dans LY(Q) fort

E —

Théoréeme3-2 :

Soft Jer fonenions o g1 € de H&{f )y  FEfinter par

s s . o g X, B
{3-27) 8¢ {xi=¢ me(x) XS —x)
"
JL]

T 1 } 1
Ex) = ¢ mi(x) V(&) — &)

& dxy
o 8 &iors
i1 ”ei cacen S Lt &2 lré <Lt
L350 I !!LQ(Q}
IR s l K
iy % - et U darzs HoplQ2) fort er
Il H ﬂ
fvf o 3 . —— A
“ w £ “W’* £ —a 0 v
démonstration :

. - . L du ..
i) Comme u est dans HA(D), d'aprés le théoréme 2-1, alors ) est dans HYQ). En wutilisant
"
j

l'injection continue de HXC) dans LYQ) [6] { 1a dimension est inférieure ou égale & 3) et les

propriétéz (3-25)dewt ona:

(3-28) 8¢ e Hy(Q) et

. du . d
I “L’m)i o] % ”L*(n) < cc v |L‘(n) “a_: "L’(Q)

ol ¥ {x}=){j{§} .

{ % est définie sur la cellule de base Y et prolongeée par Y-périodicité a tout ]Rn).
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. | éu .
La quantite " F "L"(Q) est une constante independante de ¢, on ve. montrer quil en est
j

de méme pour " i "L‘(n) :

J[ (%00 dx
O x

14,
] M
Py
S,
=
iy
M\L’Q
o S
Cu
=

k=M .4
& Y J (Xky)) gy
k=1 Y

2N | ey
Y

: mes(Q} _
7 o N¥ estlenombre de cellules Cf  recouvrant Q, il est de t'ordre de °—(Y) .doul'on
£'mes
deduit que :
o=y l f‘i!: _ (meS(Q:’ ]% ]
(-29) l‘ x HL*(-:.{F | "mes(1), " % ”L*{’f}

L'inégsalite (3-28) entraine donc i) de la proposition. Pour les mémes raisons que les

précédenteson a:

30 Tew':{gcHQEF); ¢ =0 s &)

, N o
” 3 “Lz(n) s ¢ E(ﬂ::sg))‘ " v "L‘(Y‘?} ”:I_tt "L‘(n)

ii) On note X et Z° tes couples de l'espace produit EX = HJ(Q) X W' définis par-

X = (TP
{3-31} Z¢ = (u+es )
 RE =X - F
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Pour démontrer ii) de la proposition il suffit de démontrer que a%E’, K¥) tend vers zéro
avec 2, en effet on a déja montre (3-6) que .

33 |r-s-u ||H3{_Q} s ||Re[lpe = cVar®Re, RY

[”,4 < ” R* ||E < CoJatRE RY

o -

En utilizant 1a symétrie de 1a forme bilinéaire a%{ , .) ona:

(3-33) as(R®, R¥) = as(¥* - 2¢ X*-Z°)
=af(yE X -2Z )+ as( 28 7F)

=LA X5 -27%)+ a8 28 2%)
Explicitons l'expression de L{ ) -

L -22°) = ] oy (fenh XN TE-2(uBe) ) ax + Jnn* (we-28 JXE* ax
Q g2

d'aprés les relations (3-11), (3-13), (3-4) et les résultatsi) ona:

P { Ju Ju
(3-3¢) LNX*-22°) e J w,JV‘vYLImh}{y{E)u dx = - J wiky 3 3 O
: O 1 1
Q
Des relations {3-33) et {3-34) on déduit alors que :
£ pt feg . ou 3u
{335) af(RERY) — 0 & a«{Z’ ) —— sk, > 3%
1 5%

Q
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On va démontrer la convergence indiquée pour a5(Z%, 7°). Pour ce faire, on décompose
a#(Z%, ') en une somme de trois termes et on caloule 1a limite de chacun d'eux -

asZ: 2% = o' + 2noyJf + nM°

I - ,[ pe (V{ue8) ax
Q
G-y o= J[u’- V8L VE dx
Ql*

M- | o
Q(f?

a limite de I¢

3

On écrit 4'abord soue 1a forme suivante :

Iy
ae° .
— = gi + £
an £ &E
L3 S - a}:»] X -31.1 -
l:g.';x.l = mi{x) -3x¢i'z:" &-j-\x,l

( om: au IS

nE g = & W=, . g X : PR B 4 u o,
aeix:l i‘lazut} x (C}a_){j“x)+ mé) A l_e}axcaxj +31 0

En wtilisant les propriétés de la fonction mt, de %' et de u il est facile de vérifier que 6§ tend

. 2. 4 . .
vers zéro avec ¢ dans L(Q) fort donc I¥a la méme limite que :

du Y (du
[ v [m e

_ 2:?JunElu+zmiﬁauélu+
- 3%, Ox, %, 9% Ay

b

2w o o

%y a—x; 0%y x; &

(me)*

Q
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2 e (2 e Ve e fny e me 2N B2
j[ ”[a w - e b | & ] B LS” i ) %y oy ax +
O Q
. o oge (TR, L TEEXE ) dudu
4 0 Oxp Oxp 0% 8%
(@]

En utitisant les convergences {3-26) et {3-20) on a done

p ( ax" axt aw du du
+ o l./Y J.l —
; ay, avg aar,, 0% 0%;

9,

s limite de J*:

On procéde de maniere analogue alaprécédente

o . g
T = %t T
3%, et T

oW x
P& = m‘-(x}a—(—) {x}

Xp & 0K
2
. oms i X.0 u

g E-x' = il 5 LI LK
Mg} £ -a—;;\x} 1 (e)a—,l‘_xh x) ¥ {c"‘axgaxj {x)

Notonis que cette fois ’;ZE, XE et ‘ﬂé sont définis dans Qf? seulement, on les prolonge alors

Bl S s
par zéro dans le domaine Q tout entier, soient £, ¥; et My leur prolongements respectifs.
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’

Y (5 I3 3
Pour les mémes raisons que les précédentes 71 tend ver zéro avec ¢, |° a donc la méme

limzite que:

e
Ju

P

; 1 al oy 2
e v Hm ¥} [_ X {el' — —dx +
O M Tiay; “T€) oy ox;

aw‘ a¥ afx*] o ou

| . 3“ a'v‘g axi 0

a limite de M®:

M= | (3§ + Mo (yi+ midx

Comme ce qui &té fait précédement, on montre fasilement que M® a la méme limite que:

Jj

dx

£ N
g 22
am

+oman mae A2 340t
21 G 20 J8Ualt.

TR (3V 3V ) du du
(3-4i) 113:1_’0 M = J u i«s[l v avi Ayg J ax, ax1 dx

Y.
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Les relations (3-36) & (3-40) impliquent donc que:

ou ou

Di] axj a " dx

ou les .'f” 1t lez conductivités homogénéizées données par Lexpression{Z-43), ¢'est & dire:

i
Ry = Mglul 8+ o) v xy"ﬂ
oA T Gy 1T Gy e

et les Di,- sont Jonnés par la relation suivante

’ Lo o avi v gyt gl Ay
Dy = My [uaulag ﬂﬂ}] nwrﬂ‘bv[xff[ S ax “

L v, 3% avi OV aYg 3v, m—a !
+ 1y Vind X & aw* chd ]!
‘ ‘“"l 7 o on)

Mads remarquons que l'expression de Dij est exactement 1'équation veristionnelle vérifiée
par 1e couple (X ¥7) avec les fonctions test {v.¢) égales & (X ¥, donc Dj; est nul pour towt
indice (i.j). Le deuxiéme terme du second membre de (3-40) est donc nul, d'aprés 1'équivalence
{3-35) on a donc démontré que af{R%, R¥) tend vers zéro, ceci achéve la démonstration du
théoreme, grace aux inégalités (3-32). O
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4/ CAS D'UN GAZ DE FAIBLE CONDUCTION:

Dans ce parsgraphe on suppose que le gaz occupant {1y 8 une conductivité thermique lg
trég faible, on l1a notera { pour ne pas la confondre avec les autres conductivités. On
s'intéresse au comportement limite de la température T et de l1a fraction massique de vapeur @
{ou de lafraction massique translatée w = @ - ( wp*w,T) ), lorsque { vers zéro. Dans le cas
4un matérian périodique, de périnde ¢ Y trés petite par rapport aux dimensions de Q. on esten
présence de deux petits parametres: la conductivité { du gaz et la période ¢ de la structure.

L'étude du comportement limite sera faite par 1a méthode des perturbations singulieres
{lorsque ¢ tend vers zéro ), combinée & la méthode Jhomogénéisation { ¢ tend vers zéro). Ce

probieme peut étre abordé en deux étapes:

«+ étudier le comportement limite lorsque { tend vers zéro de 1a solution ut du probleme
homogénéisé (2-45), ce qui correspond &: limite {limite T3).
:.;.El £l

« étudier le comportement limite lorsque  tend vers zéro de la solution (T;®;) du
probleéme initial (1-13) . 18 période ¢ étant fixe, puis homogénéizer le probléme limite
obtenu, ce qui correspond A limite { limite T).

£l ;—;0

Lez réaultats de ces deus taper seront comparés ensuite.

4-1) Comportement de 1a solution homogénéisée lorsque { tend vers zéro:

La température homogénéisée u dépend de § par 'intermédiaire des conductivités I’E e

dernierez sont exprimées par (Z-43) en fonction des solutions uniques (¥y’) de (2-35).qui
dépendent de {, on commence alors par étudier le comgportement limite des {iﬁ’g,w";}_. on en

. . . .. ' .
deduira ensuite les limites des Kfi puiz celle de ut

4-1-1) Comportement des (X%, ¢/%):

Commetigons? par redorire 1o probléeme (2-35) wérifié par les {?f,’g,ur";) sous une forme Qui
met en évidence le petit parametre {. On rappelle que p(y) intervenant dans (2-35) vaut Aly)
dans V¥, . £ 41wy dens Y(g" et { dans Y{;:‘.
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EY - "'AY X WY
Vy = {v e H'Y): v Y-périodique }
Wy = {q; € H’{Y‘CE‘) ; 9=0 sur &13' ; Y-périodiquej

Posons pour tout (Xydet (v.p) de Ey :

Al (Lydlvgd) = J wh VEVvdy + Iq Vink + ¢).Vioyw + ¢idy
Y:UT: Yw;;}
's
1) | ol = | o VETvay
YS
| + ] 3‘.’ a .
Lylfv.gd) == J 0,4 - dy - J Ny -‘E {wyvw + ) 4y
Y T Yf?
Li((v.g)) - 2
RANA & = @y ay; dy
Ty

Le probieme (2-35) vérifie par les {'}ng,qrj’;} {i=1..n)s'écrit alors sous la forme suivante

{4-2) iy & By awvec ,[ng{v)dy =0
¥

A% () (v.9)) = LB((v.)) ¥ (v.9) € Ey
01:1: '

Ay ve) ) = Al (v + La((Ky)ive)

L%((v.9)) = Li{(v.¢)) +ZLi((v.g))
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Comme danis JL. Lions [24] on cherchers, dans une premiere etape, les (X"',qrﬂ} souE la
forme 4'un développement ssvmptotique formel, puis, dans une deuxiéme étape, on étudiera
ss convergence.

Développement aSSyIpiotiqus:;

On cherche tes (0% 4™) sous 1a forme suivante:
+ o
” LA 4 kool 1,
w0 - D o
k= -1

Les équations verifiées par les termes ﬂ,’: ,w,") sont obtenues en reportant (4-3) dans (4-2) et

en identifiant les termes en puissances de C:

i 1 ( i
O v € By JYX;('.«M? =0 Ykz-1

gt ¥ (vy) = By ona

ao((X’;,,ufi_i},(if,w}) =0
(4-4) a0 ) e ¢ aal ) (wg)) = Liltvg)
Al ) + (g (g = Littvg)
: ali(XLw‘i),(v,lp)} + ao((?{,’;ﬂ.qr,jm),(v,lp}) =0 Yk =1

Etude desz équations {4-4) et convercence de (4-3)

Pour étudier l'exsistence et l'unicité des {'X,l: ,w;} on introduit 1'espace suivant:

(4-5) EY =Ey ﬂ[(v,rp) 7 apliv.g).(v.p)) = O et [ viy) dy =0 ]

Y
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' ietés  si et gspace quion rassemble Jans le

lemme 4-1 ¢i-dessous, ol l'on désigne par * Y-translaté d'un sous ensemtble B de Y “ le
transiaté de 8 d'un nomtre entier relatif de fois le ¢Oté § de T dans chaque direction v;:

Lemme 4-1:
i . . . i i T
i) By errus ecpace de Hiltert pour la norme induste per By (norme H(Y)xH (Y‘:;f) ).

i) (v.g) spparvents E".{ 5f &1 SERlEmELT S

-V EST LUSE CONSIRnte Jans chAJUE COBPOSENTE CORBEYS de la réunion des Y-translates
de T UYp.

-
4

- WY 4§ &7 UnE CONSIENE Jatis CHAJUE COLPOSaNIIE COntENs J s réuion des ¥
&

transiaés & ¥ .

iii) sapplication (v.g) — Nay{(v.g)(v.9)) &7 une norme dans E'ff egusvalents & 18

norme faduire par celle de By

i1 d'apres 18 définition(4-17 de 1a forme bilinésire a5l ., . )

Agliv.p)(v.g)) = Jwr’- (Vv dv + Jn (Vi + 9 dav

/ , : : \
£ C L [ (Vv) dy + J (Vg dy + J 2Vv.Vy dy
YngYgUY(E & @

/
et | le® 217 ol ¥ beeo

<ol

.

ou C=max (wAp, wAs, o, ). Done:
. o
apllvgllvpd < C "w_,'p}"EY

I1 est alors clair que 1e sous-espace Ec,', est de Hilbert .
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ii) rappelons que wy, A &t 1) sont positives, cette azsertion est alors  évidente en utilisamt
'expression précédente de ao{{v.9).(v.¢)) et le fait que v est continue & travers l'interface
Hp. sans oublier 1a Y-périodicité de vetde y .

iii) Puisque ¢ est de trace nulle sur ﬂ@ etlafonction: v est de moyenne nulle sur Y:
. 2 . . ' 2 2
!!'l’sf..-p)uzy est équivalenite & [” Vv “l_'“’(Y';i +” Vy " L’(Yg:’)]

Il suffit done de montrer que a,{{v.¢).{v.p)) est équivalente & cette derniére norme.

Soit (v.y) dans EY. alors. d'aprés i), Vv =0 dans L(T,UTy) et Vy = - 0, Vv dans 1[.2(‘1"55-’),

don<s:
’I 7 2 2 o 2 ) 2
A . e

Donc, en wtilizent la définition (4-1) de a;f.. ) et sachant que Y= Y'5§> UT;.ona

¥ {v.y) e Ej

2 l 2
) v’ | o0 ”mfgﬁ

T, |
(iT ap) 8, (90 3 || 99|y, + || 70 ||;(Y(& O

(4-6) -I—B.J.{'sf_.tp}'..{v..lp}) = { (FvY dy < ” Vv
0,

Proposition 4-1:

Les termes By ) sont &ermines June maiere unigue par(i-4) et on & Hesumation 3
L ELrrEUr SUfVatite:
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L4 CAS DU GAZ DE TAIBLE CONDUCTION

Démonstration:

o Zvistetice et uricite des termes (%, ,):
- La premiére équation de {(4-4) avec (v.y¢) = (1’.,;4!‘).,) entraine que les (X r-"*")-t)

appartiennent a Eg. La deuxieme équation de (4-4) et le lemme 4-1 ii) donnent

arl(ilyl ) (vg)) =0 ¥ (vegre EY

En prenant {v.g) = {'?i!.,,qf"_i) et puisque yai{. .. } estune norme dans Ey ona:
LAY ri 1 * L
{4-7; (A vy =007,

- La deuxieme et latroisiéme équation de {4-4) dJonnent:

-

(48) | (Qw)) Eyet | Xdy =0
'1?

Liitv.e)) ¥ {v.y) e Ey
Li{(v.p)) v (v.g) e Ej

ag! {?Fé,wg.),{v,np})
ay{ (0.0 ).(v.))

En appliquant {'siternative de Fredholm & la premiére équation dans Ey ona:

{(4-9) 1a solution (xé,wé) de (4-8) existe si et seulement si: (Lf,((v,:p)) =0 ¥(v.g) e Ec} ),

de plus elle est déterminée & un élément de E?[ pres .
Or cette condition de compatibilité est satisfaite d'apres le lemme 4-1. Gréce & la derniére
équation dans Ec-'f on va montrer que (Xé,%];} est unique.

Soient { f; Yet (X, ¥) deux solutions de (4-8), leur différence doit dong appartenir &
I'espace EY . en plus elles doivent vérifier pour tout {v.¢) de EY :

Li{{v.g))
Li((v.))

ay{( Z; 1(v.))
2, (X, §).(v.9)
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En prenant (v.g; égale & (&- ﬁ{;} - ¥). ladifférence de ces deux relations donne:

al(R-Ky- - y-9) =0 e(d-Hy-§ <K

Mziz J'apres iii) dulemme -1, ceci implique que:

RTINS S

La

solution {X&_.xpg,} du probtisme (4-3) est dons unique.

- L'existence et I'unicité des solutions ('Kf{,qrf{) des sutres équations de (4-4) se démontre par

récurrence, de facon analogue & la précédente.

& Forimasrion Je fereour:

Posons:
k=m
@6 - O ¢f ol
K= -1
11y | B @8 - o ol vl
A R N

aSE (v )= £ gl g i)+

E=m
T- Rt I )y o1 3 £ ) i 3

+ e &l i (egd) + 2ol ) (med)| ¢
K= -1

™2 a0l el ) ¥ (v.p)  Ey

+ g
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Ainsi &'aprés les équations (4-2) et (4-4) on & pour tout couple (v.¢) de Ey -

a (X ) (v ) ) = Lo (w.))

a8 .(v)) = Liltwgd) + CLiGwg) + &7 a0kl v (v

. m+2 ) j
- L"':{{v,.sp)l' + ail{(:t;ﬂ ,w,lﬂ),(‘:',@):'

Ave: un couple de fonctions-tests (v.p) égal a z° . la différence de ces deux relations et donne:

CRVANNNECE O 3 YR e W (e LUNR 2O I

L'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée dans l'expression {(4-1) de ali{?{;ﬂ,wiﬂ} L Z%

entraine que :

. a0 vl 1 g w1" Vit }”L’(Yg} “ z ”zY

Maiz. comme Jans les estimations (2-31), on peut établir que 'orsque le paramétre  est assez
petit on 'inégalité:

. laC((v,¢)_.(v,xp))!2‘31‘; " .9 ”52‘!

donic

(4-13) €y

- 112 e mt?
2, s B s ol

#[g,

Ot en déduit alors 1'estimation: de 1'erreur voulue :

@13 | EyT -6 [IEY = ||+ ‘Zm;l (Koo 'thnﬂ}"}:,l

B UM



4-1-2) Limites des conductivités homogénéisées I;

Rappelons l'expression (2-43) des K'; en mettant en évidence le paramétre ¢ :

X ¢ 2 3 3 'j§ VK
w10 [r] = (2 g(# v )oem | S[F w o

Yall¥e v
2
'R
+ ¢ _[Etl’g +YJ dy
1178

D'apres l'estimation de U'erreur datis la proposition 4-1 les (“f"’, £} convergent dans Ey

vers les solutions uniques {?if;,w'é} de (4-8). il est slors clair que les conductivités K%—
R .. . . o ] P .

convergent suesi vers une limite Kj.. On va estimer l'erreur |K;i - Kj; | et établir quelques

propriété: des conductivités limites Kfj :

Proposition 4-2:

- . P i

TN : 11} ; r
€ 9 _ it 8 é_ _n.l’_l a_ } Yo .
COEE A R AR L J TR El ¥

i1} Lar comnduciivies Hatites Kfi 5 ECLIVENT SOUS 18 1o me SVmEIrtgue e COeICive:

(+-16) K = ‘.i,—! J A -g?— (}.}, + v,-] g (&; * yi} dv} +

/ e
YUt .
oy { L2 P wla (4 _ l.;i, l
N e e AR K
o Jom | I
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Démonstration:

. f P ; j 2 J
‘) lYl(KE‘Kf’): ] lﬁ(%ﬁ-ﬁ]dy+§ JE[XE +Y; dy+
T.U¥p Yg

+ Ty J ["Ug 7'{0 + ( v - To)}
z(L» :
1‘*8

4o

HIEE AR e {'xg,\pg)"EY e [LW |

- 15

Ainsi, puisque ” vk “ 5 est borné indépendemment de £ et d'aprés la proposition 4-1.

19 Tg!

7] x5 -

.“'9

.. , . o .. . .
ii) O va maintenant reécrire les Ky; sous une forme symeétrique et coercitive , comme ¢e qui
a été fait pour les hf} {2-47).

Lez équations (4-2) vérifiées par (X(’,,qré) g'éerivent:

¥ (v} e Ey
9 (yi ov O i, o, ¥o[2 ] =
J}‘ ¥, (% ' V’]av R [n ¥V [% MR w_]avm(""‘” ¢)ay=0
YUYy T

(4-17}
ety (vy) e Eﬂl :

d ov
J 3¥en (}{0 Y’] oY =0
YE

aves (?Lg,wj.) € Ey et J ’Xédy =0
Y



L 4 cac DR GAZ DE TAIBLE CONDUCTION I 67

i

iy

On prend dens la premiére équation de (4-17) le couple (v.¢) égal & ﬁ g . Klj ). on
somme le premier membre, qui est nul, avec 1'expression (4-15) des Kfi . On vérifie alors
facilement que les K;- s'écrivent sous la forme (4-16). La symétrie des Kf est alors évidente,
leur coercivité se démontre en utilisant 1a périodicité des (X&,\yc’.) et en procédant comme on 1'a
fait pour celle des ng {voir (2-47) & (2-48)). 0

1

Enfin, on donne la formulation forte (au moins formellement) du protiéme variationnel
(4-16) vérifié par les fonctions (Ié,wé}, qui s'obtient, comme dans les ¢as classiques, en

prenant des fonctions-tests particuliéres:

) 3?{3
‘3}‘;[ [T A ] =0 danschaque‘Yu {e,=g.ts)
[ xc]; ]loqg =0 sur #ep (0,f=gls)
I[l:?i(?f{jnvj]ni]k:D sur &,
,Isgz,—.[?{g + Yj]ﬂiL =0 suraﬂ*

(4-18) Ap :?1(?{(’, + Yi]nilt = 7| 2%,;[’1‘3 + Wy (xf; + ¥ )]nilg sur«ﬂé;

2 ;Mo
- 3 @
a.54,%( 7, ) =0 dans Y{
i
Mo N ] _ ®
2 n; = -5y (?{0 +y, nll@ sur ‘ﬂ*
Wn’) =0 sur .91#

xf; et wcj, sont Y-périodiques ; J Xé dy =0
Y
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4-1-3) Comportement Limite de u’:

Théoreme 4-1:

LB I8 pErature Aomopensisse ut con rerge dansH,(Q) fort lorsgue  tend vers0. vers Jq
sotution untque W Ju prodléme de Dirichler sufvant:

3 (., O
R PO L )
- P [Ki,. a::] = Mylt + n bXD) daws 0
(4-19) i :
E sur oQ

&1 012 & [ ESULBNUGE FE f Bryvis SU VaLle:

o - gy, <c2

Dégonstration:

On note, comme dans (2-45), r lamoyenne sur Y de afonction £+ n hX®

rix)= T J (r+nq hX(E’ JxyMy = My(f + qhx(f)

Yl

D'aprés les propriétés des K'ij'j le probléme (4-19) admet bien une solution unique u°, de
plus puisque la fonction r est dans LQ(Q) . west dans H:,(Q}ﬂHz(Q}.

(L 1

Commensons par montrer que u’est bornée indépendemment de { dans Ho(Q). On note

que l'inégalité {(2-48) ne montre pas que les KEI- sont uniformément elliptiques en £ . la
constante ¥ qui Y intervient peut dépendre de ¢ ; pour montrer qu'elles sont uniformément

elliptiques, on les écrit sous la forme suivante:

(4-20) K= 1K + 1K) + OM],

ou les Mf,- . d'apres la proposition 4-2, sont bornées indépendemment de .
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Donc, puisque ¢ ME,- tend vers zéroavec ,ona

1 g
Ku X;%; + (’.",qu!11 Xy 20

On conclut donc que, lorsque £ est assez petit, on a:

e L 1 o 3
(4-22) I“xxxl z3 K“xix1 p-- 58xixi vxe R

Montrons maintenant que la température homogéneéisée uw converge vers la solution: u® du

probléme (4-19). D'aprés (2-49) elle verifie :

ut H:.(Q} et Yve HOI{Q)
{4-23)

En prenant végale a uet en utilisant (4-22) , 1'inégalité de Cauchy-Schwarz et celle de
Poincare entrainent que:

a3
ol “5"12-13(9) < J Ky 3% a:, & s|r ”L’(Q) o l;una(cz)' do
Q

(4-24) I u‘"Hm) <C
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1

On peut alors extraire une sous-suite de ut qui converge faiblement dans Hy(Q). On va voir

que toute la suite converge et quon al'estimation de I'erreur annoncée. La formulation faible
associée au probléme (4-19) vérifié par u° est:

(4-25) W e HiQ) et Yve Had
J K ou” 2 4 J rvd
i s = 49X = X
5§y O o
-2

Les équations (4-23) et (4-25) entrainent que:

4
o (0B o g 0. g goy MOV
O Q

En prenant lafonction-test v égale & (u° - u®) on en déduit gréce a (4-21) et l'inégalité de
Poincaré que:
_ 2 nd ?
CS”ug-u""Hé(Y) < M |5, -3 | § J Egj(u‘ - u°) &
0
d'ou:
2
Cs "“‘g - U"HH;W-; < Mex &) -xj] | 'Jc”Hg,(Y) |- “0"}13(?)

11

La proposition 4-2 et {'estimation (4-24) achévent don¢ la démonstration:

@z |uf- “OHHA(Y) <ct o,
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4-2) Comportement de la solution initiale lorsque { tend vers zéro:

La température T etla fraction massique transiatée @® sont solutions uniques du
probléme (1-13) qui s'écrit aussi, en utilisant la définition(1-11) de p , sous la forme suivante:

(T°w®) e E = HolQ) % {-p 5 HI(Q(?) ;¢ =0 sur ﬂg ]

aY( 1 0t ).(v.9)) = L{(v.9)) vV (vg) e E
ou:
af{(uX).(v.9) ) = agliuX).(v.)) + Lay{uX)ive)) ¥ {{(v.p)uX)eE xE
{4-273) ao((U,X),(V,lp)) = J wA VuVv dx + [ N Viwu + X).Vioy + ¢ldx
QzUCp Qfg

A {uX)(v.y)) = J w, VuVvdx
{2

L{{v.9))= J w, v dx + J hiw,v +¢)dx
Q o®

Estimations & priori:

0On va donner une majoration de " (T5ut) "r. en fonction du petit paramétre £ en utilisant
les inégalités (1-18) et {1-21) vérifiées par a%., . ) et L{ . } qui sont déja établies dans le
premier paragraphe:

|L((v.w))| < M" (v,wp)"E
i |2 @] o |

ou seule la constante Cq(¢) dépend de {, plus précisément :
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M = 2 max l..uu " fenhx§ ” Lo’ "h ” Loy ]

C1(§) = Min{ B(C), 8(5), w, min{ Ap, Ag ))

0 g
86 ==
. ¢
':.:. = —_—_—
A nzwm*fl

En prenant {v.¢) = { T 0’ ) dans la premiere équation de (4-23) et en utilisant les inégalités
précedentes on obtient:

vy < a’%

Lorsque ¢ est trés petit ($<< 1), la constante Cy() = Min{ (&), §()) vaut B{&)si w, est
superieur ouegal a1, sinon elle vaut 6(¢). Dans les deux cas elle est de l'ordre de ¢ :

(4-24) [y s 2 e XS N 0L | .00 ":

ou la constante C ne dépend nide { ni de ¢.

Développement ssymptotique:

On cherche { T°w® ) sous la forme -
(4250 (Twf) =g NI w )+ (Tow )+ LT, w )+ BT, w) + LT, %, ) +. ..

ou les termes( Lw, ) sont des éléments "réguliers“de E .
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Pour simplifier I'écriture on notera dans a suite :

ut=(1%0t)
¥ =(v.¢) pour les fonctions-tests de E .

Pour obtenir les équations vérifiées par les termes w =( T.w; ) on reporte (4-25) dans les
equations{4-23) et on identifie les termes en puissance de { :

aglu_y) =0 vyeE
(4-26) | ajf{u_y)+aglu,y)=Liy)
agluy) + aglu;,,y) =0 ¥iz0

Etude des équations (4-26) et convergence de {(4-25):

On introduit d'abord l'espace Eo, défini ci-dessous, qui va nous permettre d'étudier les
équations (4-26):

(20  Ep={y < E ;agtyy) = 0 |

dont quelques propriétés sont rassemblées dans le lemme suivant:

Lemme 4-2:

i} le couple y = (V.¢) apparticnt & Eq si et seulement sf -
¢ lalonction ¥ &5t consianie Jans chaque composante connexe & 5_23 U ﬁg
¢ lafonclion WiV +§ &5t constante dans chaque composente connexe d %)
iii)
 Le sous-espace By est de Hitbery et 1 gpplication § —s ‘\Ja 1(v.y) est une norme dansEy
sgusvalente & celle indutte par E.




preuve

i) D'aprés I'expression (4-23) de ay(.,.). pour y=(v,p)on =

ao':'{‘,‘l‘k Jwtl (Vv)zdx + Il‘l (V(Lu‘v + *))zdx
QUG Q‘f

et 1'assertion i) est alors évidente.
ii) Remarquons, grace & I'inégalité de Cauchy-Schwarz. que agly,y) < " ¥ u:‘ . il est slors

clair que Ep est un sous espace fermé de E pour la norme induite, il est donc de Hilbert.

Montrons que y — a,{y,y) est une norme sur Eg:

[ (VvPax + J (Vgrax
A o®

ool

J (Vv¥dx + j (Pv)F +(VpPax + J (Vviax
QU2 Q(g) Q(?

Si ¢ = (v.p) appartient & Eq alors d'aprés i} Vv est nul dans QUQp et V¢ = -0,Vv dans
Q‘:g' done:

"(v,np) ”132 = J (1400 2X VY)Y dx + J (Vv)ax
o ot

d'oui les inégalités suivantes:

atvg) v so [ || = (tsod) aling) ).

Ce qui aheve la preuve dulemme 4-2. O
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Théoréme 4-2:

Les termes w=(T,w; ) sont dermines dune Meyon unique par les équations (4-26) &t on aL
1 BSUmETion 3 1 errets Suveante:

E Nt |

la constante C et (ndependanie de 61 9 ¢.

Démonstration:
-Dererminstion deu_=(T_, v )

En prenant dans la premiére équation de (4-26) y= u_, et Jans la deuxiéme une fonction-test

quelconque § € Eyon déduit que :

{4-28) u, EEO .
afluyl=L{y)} vy ek .

Gréce au lemme 4-2, 1'existence et 1'unicité de la solution u_, de {4-28) est une conséquence

du lemme de Lax-Milgram.

- fetermination d vy=(1,.%, ):
La Jeuxieme équation de {4-26) et 1a troisiéme prise avec des fonctions-tests appartenant a E,

montrent que u, vérifie

(¢-29) | a,(u,.y)=Li{y)-aju y) ¥y €E.
ail{u,.y )=0 vy K.
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L'alternative de Fredholm appliquée & la premiére équation de (4-29) permet d'affirmer qu'il
existe une solution u, unique a un élement de E, pres; en effet:

a¥y.y)=0 & y €k
et 1a condition de compatibilité est satisfaite d'apreés (4-28):

Liy ) -ag(u,y) vyeE
On va maintenant utiliser la deuxiéme équation de {4-29) pour montrer 1'unicité de v, Soient
T et Ui deux solutions de (4-29), elle doivent verifier:
U-ug eEpet Vy ek

ayhy.y )=0
al(ﬁo.w ):U .

On fait 1a différence de ces deux derniéres relations et on prend y= U~ Up :
a1 -Up. Vg -0 =0

Mais, puisque d'apres ii) du lemme 4-2, ’J ai{ . . . ) estune norme sur E; ceci implique
que les fonctions 1y et 0y sont identiques .

-Determination des vy =(T,w;) jz Lt

Les termes u, verifient les équations suivantes :

(4-30) | ajlu.y)=Lly)-ailu_,y) VyeE.
ay(u,y)=0 veek.

D'une maniére analogue a la détermination de u,, on montre, par récurrence, |'existence et
1'unicité de chaque terme u -
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- Louma1Ge G L erreur:

0n pose:

iz m
-8 - D Oy

i= -1
A .A ey .rl
6 - (6. 8) - &+ 7 u,
= (5.5 - -8

En remplagantas(- - - ) et B par leur expressions on a pour tout y de E :
H (Y Aolu, . y)+ z & [al':uj ¥+ aglyy, V)] +§m 230, ¥)
i= -1

D'apres les équations (4-23) et (4-26) :
a%(u®, y) = Liy)
a6 y) =L+ T aylu, y)

Donc, en prensant le couple de fonctions-tests y égal a 7% 1a différence de ces deux relations
donne:

a¥ (2%, 2%) = - g_:“ ayfu_,.y) = Iw, VT, Vvdx.
(%
( rappel: U =T ¥y ) BY ¥ =(v.y})

L'estimation {(4-24) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans l'expression{4-23) de a;{. .
impliquent alors que:

(4-31) C‘ZHZQIE sa(Z. )¢ Cog™ | VTnﬂ"ﬁ(Qs) 4"

d'ou :
" z* " § c\ Y- cﬂlﬂ YUy “ " v"rfl‘“" 2(Qg)

Ce qui acheve 1a démonstration du théoréme.0
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4-3) Comportement de T%, et I§ lorsque ¢tend vers zéro:

Dans cette partie on sjoute une hypothése suplémentaire portant sur la géométrie du
matériau occupant 'ensemble Q. On suppose que

(4-32) Toutes les composantes connexes de {3, UGS, ontune intersection avec le bord de Q:

Exemples de géométries verifiant (4-32)

(fig 4-1)

Exemples de géométries ne vérifiant pas (4-32):

(rig 4-2)
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L'hypothése {4-32) a pour but de simplifier 'écriture de {'ensemble Eg défini par (4-27) et
qui intervient dans les équations vérifiées par les couples uf, =(T , ,w’)) et ug =(T§ ,w{). Sous

cette hypothése il devient :
(433 Eg=|lvg) e E.v=0dans O, UGG et ¢ = -wy dans QFF

En effet, si le couple (v.¢) € Eg, alors:

» la fonction v eHJ{(2), si de plus elle est constante dans chaque composante connexe de

'ﬁ‘: Us’—éz . qui a un contact avec 3{(2), elle est y alors forcément nulle, puisque elle 1'est
sur le bord a(2).

s la fonctiony EH‘(Q'::"‘) et est nulle sur Jﬂ;, donc si w,v + ¢ est constante dans chaque
composanite connexe de Q(:'G . puisque v et ¢ ont des traces identiquement nulles sur

; , cette constante est forcément nulle.

4-3-1 Comportement de TS, :

Sous I'hypothése (4-32) 1'équation (4-28) vérifiée par le couple uf, =('l'f1 ,vf,) s'écrit:

T5e HYQ); 15 =0 dens 5, UG et:

(4-34) J VIS Vvdr = J fv dx V v e HyQ)
€ £
QS QS

v, =-0,T,  dens QF
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ou sous la formulation forte suivante :

g SE I SE
TS, =0 dans 0, U,
(4-35) | -AI =f dans €
T3 =0 sur 3(0))
v, =-w, 15 dans Q¥

D'aprés les relations précédentes et puisque, par définition, Q(::‘ et Q{;f forment une
partition de QZ . 1a restriction de TS, & Q‘f {resp. & Q{f) est dans HQ(Q(?) (resp. dans

HO‘{Q{;‘?)). Done, si on désigne par W, le prolongement par zéro de W, dans Q\Q(:’E, 1a
derniiére égalité de (4-35) implique que:

~ -
wi,z-w,T5 dans HYQ).

Le comportement du couple '{T_1 v _,) forsque ¢ tend vers 2éro est donné par la proposition

suivante:

Propogition 4-3:

Le coupte (15, w b)) verirve les indealités -

5 ||Lzm}sc»:"’ N £ "mz_msw

| qfxllfm}“cz : "vw””mm}

demonstration:

En prenant la fonction test v= 'l‘f1 dans (4-34) on 8, grace al'inégalité de Cawchy-Schwarz:

2
” i, "f{m % "f"{“{n} ” I ”Lz(n}
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Mais, comme dans le lemme 3-2. puisque T, est de trace nulle sur a(Q:}, on & l'inégslité Je

Poincareé suivante:

" T‘E‘ "Lz{nﬁ Ce " vai "l[,z{n}

dotic:

2 3
" VT'E‘ "f{n} % ”f“f{n}':8 ” ¥I, ”uf{n}

Les deux premieres estimations de la propozition, sont donc démontrées. Les deux derniéres

Eavd
estimations sont alors trivisles puisque w5 =-w,15. O

Remarque 4-1:
ST le gay &5t sous forme Je bulles strictement incluses dans le domaine Q ( legarnk

aucun contect avec le bord exterieur 3(Q) - O C Q (Neured-3) ). slors fe couple (w,17)

Deut Eire JEterming & ! side de fonrctions Verinant un probléme dans la cellule de base Y. Dans
e car ! éguation (4-35) veriiee par 17, dans Q§ consiste en M égustions, ou ot designe par

M® fe nombre g COBLOSEIIES COLTBEYES F Q; :

F_ﬁ]‘fl = f dans Q:E
T =0 sur 3(5’2‘:)

115 =0 dans & U} (fe1.. M)
v, =-0, T, 4ans QfF




1.82

Sans restreindre la généralité. on suppose que Yg esT consurtue de deur composantes
connexes (ou g ! une des dewr ), 1une dumidk " Y‘f o1 autre Séche” Y‘:? Sion note 8% 1a

Sotution unique Jp prodlénie Suwvent.
y I ; €
-AB*(y) = fley + Op)  dans Y
g5 - 0 sur 3(Yg)
g =0 dens Y, UYe

0u 0f designe 1origins de le ¥Ame cellule C; transiatee de cX, alors:

x - 0}

T¥ (x)= 2 8% ) xeQNCy

- Nt
vi 00 - 28 ) xeane

Dé plus. s1 le fonction § (donnse ) &st une constante Jdans chajue Q(:* et Q‘;*. &lors la
solution g% e depend ni Ju parsmétre ¢ nf de lindice X; st elle est seulement tY -periodigue
( f{cy + 03) = £(cy) ). alors 8% depend de ¢ maispasde k. D

'.7' U ?l l I '.Ys‘)

(fig 4-3)
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Sous 'hypothése (4-32) 1'équation (4-28) vérifiée par le couple u;, =(T} ,w) s'écrit:

(4-36)

(1, %) eE* et :

o (vyre E°

fw, AT, Vv dx + J Ve + v Vieyw + ¢)dx =
S0 s
Q UGy &5

= l w, v dx + J nhiley + ¢) dx - J w, VTS Vv dx
T £
Q Qg QS |

* Vve H;(Q;)

[VTZVVG)::O.

£
Qg_

ou sous la formulation forte suivante :

{(4-37)

— A AT: = dans O (& =4,3)
- AT =0 dans Q)
[T dg=0 sur By (o,p=gls)
215 .
M| aTf .
*mls © an sur - g
TS A5, A T, .
A safe - arL *“EL *m’la_n_L sur Ay
T, =0 sur 3{(Q)
-Av; =1’ dans Q%*
£ £ (4
v, =0 sur flg et ¢

(3
sur 8 p

2V, AT
bAC I
n ‘MIL
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Estimations a priori:
On remplace 1'hypothése (4-32) par la suivante qui est plus forte et n'est utile que pour la

démonstration du lemme 5-3 :

{4-38) la composante gazeuse n'a saucun contact avec le bord de Q : ﬁ: cQ . (fig 4-3)

Pour obtenir des estimations & priori on commence par démontrer les lemmes suivants :

Lemme 4-3:

Sous I Ryrothése(4-38) if eviste un opérateur de prolongement P e LLVCHAQD, ov -

Y IveH‘(QiUQE),‘ v = 0 sur B(QiUQé)ﬂan)l, el gue -

” vPv "Lz(ﬂ}i C " Vv "I.Q(QEUQD Vve ¥°

déemonstration:

En considérant le gaz QE comme des trous dans Q, ce lemme a été démontré par
DCIORANESCU et J. SAINT JEAN PAULIN [9].

Lemme $-4:

Sous ! hypothiese (4-38) onr 8 1 inEgalite sSuvatite

Y ve H;(Q(::f); " ¥ "Lﬁ{Q(g)E}:EE (E% " vv"l_z(ﬁ(?)." e% "v "Lz(ﬂét}]

démonstration:

On suit 1a démonstration d'un lemme analogue de C.CONCA dans [10} (lemme 4.1).0n se
ramene
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& la cellule de base comme dans 1a dé tration de la osition 4- il it que

l'application:

| . 2 ]%
439 p— [" Ve “f(vg@ e "L’(ﬂx@ )

est une norme sur Hy(YJ) équivalente & la norme usuelle. Par le changement de variables
x-05
{usuel): v = =% on obtient 'inégalité recherchée aprés sommation sur I'indice k.

b

Lemme 4-5:
Sows ! Bypothese{4-38) fa mfw’:bnu; =(‘l’f, ,vi) VLI 165 (1E60BITES SUIVaIIes -

-
g

T fagesc 9% gy

c
iiy || 5 ”I_ﬁfagfﬁ o5 "L"’(Q§UQ§)

. - IWE+ min) "I_,E(ng)s‘ c [s% ” V(‘S-'f, + wl'l';} "f(Q‘,f")* " VTf, ”l_e(Q:UQE)]

démonstration:

i) Soit F°T, e prolongement du lemme 4-3 de 1a restriction de T, AQEUQ; ; la restriction de
(T - PTy ) & Qg est alors dans H(Q}) . on peut donc 1a prendre comme fonction test dans la

deuxiéme équation de (4-36), d'oui 1'on Jéduit:

J (V15 dx = I VT, V(PTE) dx .
€ £

9y 9

Grace al'inégalité de Cauchy-Schwarz et aulemme 4-3on a:

g{ jmg)?d”- v "1_’(95) | vtiP*rﬁ)le(ng}sc "v’g"f(gg)" VI, "f(QiUQi)
-3

2 2
dou: | o "f{czg)“z o "f(niUQE).
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2
En ajoutant “V‘If, 12(Q§UQ§.) aux deuxr membres de cette inégalité on achéve la

Jdémonstration de i).

ii} Pour démontrer cette inégalité on se rameéne a la cellule de base Y, en utilisant les fonctions:
TX(y) = T8 (oy + 0} ) définies sur Y. Les TX* sont alors dans 'espace HY(Y) et grice & l1a

continuité de latraceon a:

J(?};‘)? doy <C J(ﬂ“)ﬁ dy + J (U, T day|.
¥

3(Yg) Y

. e _ x - 0§

Ot fait daas cette inegalité le changement de variable y = et on somme Jde k=1 au
&
nombre N¢ de cellules C} recouvrantQ:

k=N* , k=N* ‘ R ,
gy I‘(T.f)dcrx sCe™ ¥ J (1, Yax + ¢ J(?,Jj} dx

k=t AQNCE) k=t Cx C, ),

dou:

. ' 2 2 2
- it (15 oyt 9% Boxy) <€ 15

Avec le résultat i) on achéve 1a preuve de ii).

¢ J (1¢ Ydog < € || VT ”i*(g‘uni)'
Aty ?

iii} On prend v= v, + w,I; dans le lemme 4-4, en se souvenant que v, est de trace nulle sur

l'interface :ﬂ; ona:

[+ i fagemse (765 + @) Jixgmey oet "Tf'"fwﬂéu)]

en utilisant ii) on a le résultat voulu. O
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Proposition 4-4:
Sous | hyporhese(4-38) la solutionuy, =T W) verifie les inégalités sufvantes :

D% fgepse
id) ”“’Ellﬁfz‘-}*)ﬁﬁ er || 7 "f{Qg’*)“:C

démonstration:

i Puisque la restriction de T & s‘z; est dans H,;(Q;), la deuxiéme equation de {(4-36) implique
Jue:
J V1, VT, dx=0

£
QS
Compte-tenu de 1'égalite précédente, en prenant (T; . w:) comme fonction test (v.¢) dons la

premiére équation du probléme variationnel (¢-36).ona:

J w, A(VTE dx + J nViw,I + v dx = J w, T, dx+ J n hiw,T; + ;) &

QU Qdf o ot

Sachant que les constantes w, Aq et 1) sont strictement positives, L'inégalité de Cauchy-

Scwearz donne alors:

775 "i“(cziuné)* | we) ||2f(n‘§*ﬁ (I gy + 1¥% » o Ilfiﬁ‘ﬁ"))

max( "’t"f"ﬁn} ; “"h"L’(Q))
min{w, Ag; WA ; T )

avec C =




L'application des résultats i) et iii) du lemme 4-5 entraine que:
2
<
RN
£ 1 £
st (" To lL"(QiUQEJ ook || 9w + w‘r'i’)“l.’(Qf’E))

<C (” I If(o.guggp * "7("3 + "’J:)"

li vt "12{ Qi) * [vtwi+w15)

f{n‘?)]

: N 2 2
<o (197 P + 174 ot iz

On en déduit, d'une part, que :
.
(Rgs "f{qugg) €t
donc . 4’ aprési) dulemme 4-5:

|76 iin;f_oﬁ e Jlvr; "f(némﬁ)*‘ ¢

et d'autre part :

|7t + w38 "i*{n%*ﬁ ¢
mais:

[y ol gy <70 o) e
done

| o le(Q(g;g) sC+ o) vis ”Lz(Q(gx) scec| gty <€

0

Enfin, puisque v, sppartient & I'espace W™, d'aprés le lemme 3-1ona:
£ . £
""o "LZ(Q(;':E) £C'¢ " Vv, "12(9(;,;5) £C ¢

Ce qui schéve la démonstration de la proposition. O
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—Remarque 4-2
Gtr pE MOnINEr. pOUL L0US 65 termes u§ =(T€j ,wi,-) (jz1) dudsreloppement (4-25), des
EXUMANIOS anslogues & celles stablies pour (Tf, ,wf,) dars la proposition 4. Flus precisement:

Sous  hypothése(4-38) les sotutiors U =(T; w;) ({2 1) des Squations (4-30) verifient

Jer s stnnsy

£
J

T

o
i) &0
N e

ii) " Wii”f(g‘ggx}‘{* Ce et ” v “1_2(9%'2)5 ¢

£ ef¥er les egqustions (4-30) verifices par les terme W sont anslogues & velle
vErfié par le couple (1;,.%,). Elles s scrfvent(sous ! hypothése(4-32) -

Tzl (1 ) eEfet:

o7 (vp)e E

J w, AVT; Vv dx + J nViw I + w))Vioy + ¢) dx =
QLU Q¥

= J w, {*v dx + J n b,y + ¢) dx - J w, VT Vv dx
TE £
Q Qg Q
e Vve H;(Q?

J ‘C’Tii-‘?v &=0.
Q€

g

Far récurrence. en utilisant les esumations obrenves pour( 15, .%,), on montre aisément le

resultat voulu en procedent J une (agons analogue & la dmonstration Je la proposittond-4. 0
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Passage & 1a limite:
On note:

« X() fonetion caractéristique de t'ensemble &

. ;f le prolongement par zéro de y8.Q2.

[ oA, S x=0 (e =43)
s o) =q o, si xeQd
U s xeQ¥

£ £ e
P ¥T, dans Q\Q
(4-44) | = Q° =1 ° {*}f = o VT, X(\0%F)
0 dans Qg

« Pf = ?wﬁ = le prolongement par zéro de Vvﬁ, dans Q'\Q‘:sbﬁ

Théoréme $-3:

Sous § hypothése(4-38), Iz sotutionT;, duprodléme(4-36) ou(4-31) converge fadlement
dars HYQ) vers 1 unigue solutionu® de (4-19):

)
- a—[ ge 28 (x)] =r(x) damr Q

ox, 1 9,
W = 0 sur I
our
o r{x) =|;—| J (f + N hl‘g’](x,v)dv
Y
)
o _ _1 2 [ oy 2l Yo
gy (R0 R [ifen -4




L. Al CAZ D'UN GAZ PR YAIBLE CONDUCTION : L9

Jémonstration:

D'aprés la premiére équation de (4-36). en prenant un couple de fonctions-test (v.0), la
solution (T} w5 vérifie pour tout v appartenant 8 H(Q) la relation suivante ol 1'on utilise les

notations (4-44):

-

] .
(4-45) J Q" Vv dx + J P Vvdx = J {f + qh%?) vdx - J w, VI Vv dx
Q Q2 Q Q

£

Puisque i est bornée. d'aprés la proposition 4-4 les fonctions Q° et P° sont bornées dans

2, . N . . . .
L Q). done. quitte & extraire des sous-suites, il existe Q¥ et P* tels que:

Qf 0* dans LAQ) faible

PP P* dans LQ) faibie

De plus on sait, par la relation (3-11), que (f* + hé)((?) converge faiblement vers sa
moyenne sur Y dans L)

——t

( + hXE) J €+ nnxPayay

Y

r(x)=

Enfin, d'apres la proposition 4-3 :

VIi — 40  dans LAQ).

On peut donc passer a la limite dans 1'équation (4-45), ce qui donne:

(4-46) J(Q;‘ + WP 5o = Jrvdx ¥ ve Ho(Q)
1
Q
Q
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Il nous reste maintenant 1'identification de la limite (Q* + nP*). ¢’est 'objectif de ce qui

suit. Posons:

% = x+ ax:',(f)

{4-47;

_ i X
¥olx) eyl
&

ou les {?&lf, ,yi} sont les solutions uniques du probléeme (4-16) ou (4-18). Un changement de

variables ¥ = X gans tes équations {4-18), donne les équations suivantes, vérifiées par les
&

fonstions (X5 y5) -
€
2 Qhg |
’aTi[}lz x; J =0 dans QZ {e=gls)
L%y =0 sur #og (x,f=gls)
2k,
[ye 3o Je= 0 sur Ay
% s
)\ga—n-L =0 sur&lw
. W% e g .
{4-48) .)\;g y =N [ﬁ v L sur &,
£
3 , o
A dans QFF
W, Ay
n ° - m!EL sur fsﬂ(g
¥, =0 sur .2‘1;,'

Comme ¢e qui a et€ fait pour obtenir le probléme variationnel {1-13)en (T°w®) on obtient
par des intégrations par parties




ZWO(EE T
LN " ,zg

(4-50) I VYo Ty dx o+ I 0 VX, 7y dx =0 Vv pe W
s e
] QS

Suit 8 € D{Q) en prenant le couple de fonctions-tests (v.¢) égal & {B}if,ﬂ} danis la
premiére équation de (4-36) vérifide par (T, ,¥.), puis. la fonction v égale 4 8 T, dan: la

relation (4-49), on obtient:

(QE + 7 ps)ﬁ;{i Bdr + J Xé [‘Q‘ + T P‘S]"?'El dx =

-

194

- [( S PR R

O %

-
K

]f (Q‘_vix;é + M E?Tz.v'\{ri] Bdx+ [rﬁ, (vx@ + q'ﬁri}.ve =0

Q Q {Q{;‘F

En se rappelant que le gradient de Tf1 est nul en dehors de Q; , La différence de ces deux

relationis s'écrit:

(4-51) [ n lpﬁﬁ?‘xf, - 'ﬁ’rz.ﬂrﬁ] Bdx +

+

J M [QE +7 PE]."?'B dx - J T, [V”.{f, + nﬁﬁ].?ﬁ dx =
Q Q\Q{;‘F

J(f* X 0 & - | v
O . Q
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On prend maintenant le couple (v.¢) égal & (0.8 vf,) dans la premiére équation du
probléme (4-36) vérifié per (T, w5), puis, lafo.ction ¢ égaled B ¥, dans la relation (4-50). On

obtient:

[PE + mlm)_%gadxi- j ;z tps + mIVTf,]VB dx = Jhi X?VEB dx
Q Q

O —,

et

J [ﬁl‘z + ml?){;].p* Bdx+ J ;f, [‘\%vg + Vi ].?B dx = 0.
Q Q

La différence de ces deux relations donne:

(4-52) J wy {"'.?Tf,.'i?xifﬁ - Pe.'*?%;] Bdx + J Ve (Pe + m,VTf,).?B dx +
Q

2

Q
- J?fi(%i'f 0 VY ].Ved:': = Jh‘ X 50 dx
%]

Compte-tenu des notations (4-44) et{4-52), si on multiplie 1a relation {4-51) par w; et (4-52)
par 1), alors leur addition donne:

(4-53) J wl[%é +1 P' - T, [q‘ + 0 p‘]]-vﬂ X+
j q P + wﬁ"l‘) (pi + w1VK§]].VB dx =
o ¥

= J m,{f + nh X‘:’?‘] % 8 dx + J nh° X§F yo B ax - J wy VT, V(8% dx
o @ Q
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oul'on a noté:

£ £ g
Bo Vi dans OQ\Q )
N qi - _}0 {*}ig - jlf, vxﬁ )‘:(Q\Q{:}E)
I} danz 0y

o
« p= Vy§ = le protongement par zéro de Vv, dans Q%

On peut maintenant passer & la limite dans la relation {(4-53). puisque dans chagque terme ofi
a le produit de deux facteurs 'un convergeant faiblement et l'autre fortement:

¢ le deuxiéme terme du premier membre tend vers 2éro avec ¢ puisque :

e lagysee e [P o, - e 017 lzy<

h2yste @ ” P+ VX "Le{Q) = " Tyl 0, V5 "sz.Q)s C

Ear s

W,

[

® les deux derniers termes du second membre tendent vers zéro avec ¢ puisque :

v fpgysee et [V |2, <0

A "L*(m ste et ||n° X ||L2(ms c
& le premier terme du premier membre tend vers:

Jw;(xj [Q* + M P*] - T: Ki?] g;B; dx
Q

puisque:



Xg —— Xj dans LYQ) fort

QF — QF dans LQ) faible
« P —— p* dans L3Q) faidle
« T — 1) dans L) fort

[ToUTe| (.2 [y ] 2
£ . 3 [y :
. q; T ‘M'YSUYg \,l 27, [‘}{o + ¥ dans L(Q) faidble
. lYa‘. s 2 ; Y]
- P T M’Y@ av |0tV + 0 dans L(Q) faible

G+np; —— K dans L%Q) faible

8 le premier terme du second membre tend vers

11
r {x) =¢ﬂ‘by[l + 7| th )= 57l '{Y[f +nh 1(? {x. ¥}y

Ainsi le passsge & la limite dans la relation (4-53) entraine que:

{ a8 o8
(4-54 JLQf + 7 pf] X; de - J Kii To a—xidx = J r8xdx
Q Q @

Mais rappelons nous que Q%+ nP¥ vérifie 1'équation (4-46:

J(Qf+npf) gz—'_dx = jrvdx v ve HYQ)
Q 1 @



A4 CAZ PTUN GAZ DI YAIBLE CONDUCTION 197

a8
{4-55) J!’ {U: + 7 Pf] X —axi dx + J [Qf + 1 Pf) 8ij Bdx = I r8x dx
' Q Q
0

Si on retranche {(4-55) de (4-54) on obtient :

et ceci est vrai pour tout 8 e DIQ), dol:

] %
) Y ¥ _ 9 ol O e _alo_
{4-56) Q™+nP" = Jx; (Kgi T, )— Kii 9x;

Lalimite T; vérifie dons le méme probléme que celui vérifié par u? .
aT; ov
JKF’- % o & G jrvdx ¥ ve HiQ)

et d'aprés I'unicité de la solution de ce probléme, T, et ud sont identiques, de plus, toute la suite

T; converge vers u?. O

4-3/ Résumé et comparaison des limites:

Les divers passages & la limite dans les équations vérifiées par la température Tel;’ lorsque

1a taille ¢ de 1a période de la structure du matériau et 1a conductivité thermique { de la phase

gazeuse tendent vers zéro, peuvent étre représentés par le schéma suivant:
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sg —ei 3 t fixe ’ N c
T- ¢ 8 e=0 u
stixé | {—0 dans HOI(Q) t—o
£ .
Ty e~ 0 Yo

Lez convergences en ¢ sont faibles, cependant, les convergence en ¢ sont fortes et l'erreur
est de l'ordre de {. Rappelons qu'on a été contraint a faire 1'hypothése (4-38)" le gaz est sous
forme de bulles strictement incluses dans Q™ uniquement pour établir des estimations pour la
fonction T; afin de pouvoir justifier sa convergence vers U,

La fonction 8° (resp. ¢78°) est bornée dans L(Q) (resp. dans L(Q)) indépendemment du
parametre ¢ et de la conductivité thermique { de la phase gaseuse. Elle n'est rien d'autre que le
premier terme ¢2 Tf, du développement assyptotique {(4-25). D'aprés la remarque 4-1, elle peut

étre déterminée de 1a fagon suivante:

L af
B5(x)= 8% % ) x€ ONCE

N 3 . . . . . 3
ot Cy, est 1a kiéme ceflule translatée de £Y, d'origine of . k étant un multi-entier de Z et 85 est

la solution unique de:
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Les limites ¢ tend vers 0 ) et ( { tens verd 0 ) ne commutent donc pas. Le résultat dépend de

2
Ex
l'ordre de grandeur du rapport — .

g
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57 INTERPRETATION PHYSIQUE DES RESULTATS ET CONCLUSION:

Le probleme qui nous préoccupe ici est de mettre en évidence comment les phénoménes
JEVsporations-condensalions au Niveau Microscopique modifient la conductivitd thermigue
A gui apparast dans Is lof de FOURIER écrite pour le milieu homogéne équivalent au milieu
poreux. Dans I'expression (2-43) des conductivités thermiques apparentes K;j on va distinguer
les différentes conductivités et facteurs intervennant dans le transfert macroscopique de 1a
chaleur qui est gouverné par 1'équation (2-45).

Les conductivité homogénéisées Ky; définies par (2-43)peuvent se décomposer comme

Suit:
5-1) Kij= )lii"')*dif F“
ou:
c 1 2 j
(J_H} ?\1,=m- J'?lrﬁ(X-*' Y’)dY
1
Y
(5-3) Foelo | 20+ v+ Lodgy
IR i by
T
T
{(5-4) Adif = jw,= p ’ D Ahyw,=p ’ & Ah, a‘;;ﬂ*-, {voir les notations (1-2) et (1-11).

Rappelons que les (Xi,‘Fj) sont les solutions uniques des problémes aux limites locaux
{2-36). Les constantes p,, D et Ah, désignent respectivement la densité massique du gaz, le

coefficient de diffision air-vapeur et la chaleur latente de vaporisation. La fonction Dgat
désigne la valeur saturante de la fraction massique de vapeur @ et le symbole |[Y|désigne le

volume Je 1a celiule de base Y.
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Par des intégration par parties et en tenant compte des conditions aux limites et aux
interfaces vérifides les couples (X1 ¥) les constante Aii et Fii peuvent s'écrire aussi:

(A, - Ap) Ay - A) Ay - A,) ;
-8 ¥ j Tg el |y £ i g,
A 7] ] ¥n, do+ 7] J ¥ n; do+ 7] ¥n do+
ﬂg& "ﬂ’ss
17, | ¥y | |7, )
A T et T M
{3 [ [ :
IYé ! 1 l j 1 i, ¥
Fy ¥ 8 N7 | ¥ n, dﬁ+'YI (% + “—1) n; do
A, {®
& A

et on retrouve les résultats de C. Moyne, ].C. Batssle et A. Degiovanni [28] obtenus en utilisant
la méthode physique de prize de movenne et fermeture.

La conductivité A introduite dans 1a décomposition (5-1) de la conductivité apparente K
désigne {[131[28]) 1a conductivité thermique " rrafe” au sens ou ¢'est celle qui apparait dans
la fof de Fourter écrite pour le milieu homogéne équivalent au milieu poreux. La conductivité
Agif représente une conductivité thermique d'origine diffusive et le facteur F s'interpréte
comme étant le facteur de résistance a la diffusion. Les expressions (5-2), (5-3) et les
probiémes locaux (2-36) vérifiés par les couples (¥ ¥ permettent d'identifier d'un point de
vue théorique la conductivité ‘Yrafe " A et le facteur F. Toutefois, dans la décomposition (5-1),
ni la conductivité A ni le facteur F ne sont accessibles expérimentalement, seule la

conductivité apparente K peut étre atteinte ([12]. [26]).

L'impossitilité d'atteindre expérimentalement la conductivité thermique “vraie” A &
conduit De Vries {[12] {13] [14] [28]) & confondre A avec la conductivité A du mitieu poreux
n'échangeant que par conduction et qui elle peut étre mesurée & basse température (pas effet
d'évaporations-condensations) car elle se confond avec la conductivité appsrente IE du milieu.
En décomposant 1a conductivité apparente K sous 1a forme:

o
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© o
1a mesure des Kij permet alors de déterminer le facteur Fii‘ Les valeurs observées pour F jj sont

anormalement élevées pour un facteur de résistance a la diffusion et ont donné lieu a une
abandante littérature tentant d'éxpliquer c¢e phénomeéne. Les définitions (5-2) et (5-3)
montrent que le facteur obtenu expérimentalement ne peut étre physiquement correctement
interprété comme étatit le facteur de résistance ala diffusion ({131 [28]).

On va maintenant comparer la conductivité thermique A de ia loi de Fourier, définie
=]
par {5-2), avec la conductivité A du milieu poreux n'échangeant que par conduction et mettre
]
en évidence l'influence des évaporations-condensations. La conductivité A se confond avec la

[}
conductivité thermique apparente K et sa détermination est classique ([51 [33]). elle s'écrit:

° Jd o
(5-6)  Ky=dy= o J A g ey dy

[
ou la fonction ¥ est 1a solution unique du protléme au limites suivent:

p; o,
-5;[.1 ;7 % +Yj)] = 0 dans chaque Y,
(5-7) [ ¥ Is =0 sur #, (ef=gls)
I[lai,?,i(?ij *vini 1 = 0 sur Hp (2 f=gls)

J Xy dy=0 et ¥ est Y-périodique.
T

La normale n étent oriontée sur chaque interface A, de Q vers Qg .

(-]
Pour pouvuir comparer 1a conductivité A a A, il est alors commode de décomposer les
fonctions ¥ intervennant dans 1a définition de A sous la forme suivante:
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(5-8) K= % g0

Les fonctions W' vérifient alors le systéme suivant:

3 am ]
-—jA— |=0 dans chaque Y
A ay; q *
[ I, =0 sur Ay (@p=gls)
an’ ™)
[lw—ini]!:U : sur &, et ﬂg
— . D ey —— i LI 2% B | , @&
I[,I.wi n; §= My, 1™ sy (7 + ¥+ y; )Ln, sur zﬂ* et aﬂ#
{5-9}
2 ..
2y ,
- { 3]
avav, - ] dans Y‘g_
y o= 0 sur Ay
ik 3 iyl g &
av; fnj = - W, é?im +T0 + Y,-)L nj sur éﬂg
10 et qij sont Y - périodiques et J ni(v) dy = 0.
Y

La conductivité "vraie” A s'écrit alors:

o 1 an’
Y

1

ce qui met en évidence l'influence des évaporations-condensations sur la conductivité
thermique de 1a 10i de Fourier. Le vrai facteur de résistance ala diffusion Fii se distingue alors

o
du facteur expérimental Ej; déterminé par (5-5) de:
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o

o 1 an’
Y

L'analyse précédente répond donc a la contreverse classique consernant 'interprétation du
]
facteur expérimental F et la détermination du vrai facteur F de résistance & 1a diffusion.



DEUXIEME PARTIE

PERMEABILITES RELATIVES
DE DEUX
FLUIBDES NON-MISCIBLES
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INTRODUCTION II

L'écoulement d'un fluide monophasique 2 travers un milieu poreux est
décrit par la loi de Darcy. Cette loi a été établie initialement de fagon empirique par
Darcy [11], cependant elle peut étre justifiée de fagon théorique soit par des méthodes
Physiques ( Marle [27], Gray et O'Neil [21], Whitaker [37] ) soit par des méthodes
mathématiques ( Sanchez-Palencia [33], Levy [23], Allaire [1] ). Des résutats récents
de Allaire [1] montrent que I'écoulement macroscopique est décrit, selon I'ordre de
grandeur de la porosité, soit par une loi de Darcy, soit par des équations de Brinkman
soit par des équations de Stokes.

Dans le cas polyphasique, la loi (établie de fagon empirique) qui décrit
'écoulement macroscopique est la "loi de Darcy généralisée” (Wyckoff et Botset
[39] ). Cette loi consiste & écrire une loi de Darcy pour chaque phase en introduisant
une notion de perméabilités relatives 2 chacune des phases. Mais cette "loi de
Darcy généralisée” n'a, dans le cas général, aucune justification théorique. Ceci a
suscité de nombreux travaux tant théorique ( Whitaker ([38], Auriault et Sanchez-
Palencia [2], Lipton et Avellaneda [26] ) qu'expérimentaux (Dias et Payatakes [15],
Kalaydjian [22] ). Sous des hypotheses simplificatrices sur la géométrie ou sur les
propriétés physiques des fluides €tudiés, toutes ces études confirment que la vitesse de
filtration de chaque fluide dépend non pas du seul gradient de pression exercé sur
cette phase ( comme le prétend la "loi de Darcy généralisée” ) mais s'exprime comme

une combinaison linéaire des gradients de pression exercés sur toutes les phases.

Dans notre travail, on s'intéresse 2 1'écoulement macroscopique, 2 travers
un milieux poreux, de deux fluides non-miscibles et obeissant tous deux aux
équations de Stokes. Les deux fluides sont soumis aux forces de gravité et aux
forces capillaires dues aux effets des tensions interfaciales. On considére une

structure géométrique périodique et on utilise la méthode d'homogénéisation.
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un poin S ique, i i i i

I'écoulement macroscopique revient 2 passer 3 la limite dans les équations de Stokes,
écrites pour chaque fluide, lorsque le rapport € entre I'échelle microscopique et

I'échelle macroscopique tend vers zéro; ce rapport € m'est rien d'autre que la taille de
la période de la structure. L'étude du cas polyphasique (comme le notre) présente des
difficultés supplémentaires 2 celles rencontrées dans le cas monophasique, elles sont
dues d'une part 2 la discontinuité des caractéristiques physiques et d'autre part aux
conditions aux limites imposées sur les interfaces fluide-fluide; en effet, sur chaque
interface séparant deux fluides, les effets des tensions interfaciales font apparaitre un

saut du tenseur des contraintes normales proportionnel 2 la courbure moyenne H® de
cette interface et qui est de l'ordre de e L.

Un probléme analogue au notre a &té étudié par Lipton et Avellaneda [26] en
prenant des approximations des conditions sur les interfaces fluide-fluide. Ces
approximations ne sont valables que dans le cas de géométries ol la courbure H® pcﬁt
se metire sous la forme: HE=ae'+G?% , avec a une constante et Gt une fonction de

lordre de l'unité. Puisque la pression n'est déterminée qu'a une constante additive
prés, ils se débarassent du terme génant a g-! par un changement de pression dans I'un

des fluides.

Dans notre travail, on considére une géométric plus générale. Comme dans le
cas monophasique, on utilise des operateurs de restriction de Tartar ([34] et [1], annexe
D) pour construire de bons prolongements de la pression. Puis, en utilisant des
fonctions-test particuli¢res, on passe a la limite dans le probléme variationnel associé
aux équations de Stokes. Les équations limites obtenues montrent que la vitesse de
filtration macroscopique de chaque fluide s'éxprime comme une combinaison linéaire
du gradient de pression exercé sur ce fluide, du gradient de pression exercé sur

l'autre fluide et d'un terme qui représente les effets moyens des tensions interfaciales.
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1/ POSITION DU PROBLEME ET RESULTATS D'EXISTENCE ET D'UNICITE:

1-1) Description physique et notations:

Soit 2, un ouvert borné et régulier de R’ occupé par un milieu poreux a structure
périodique. La période de la structure est un paveé de R® noté ¢Y, o Y représente 1a cellule de

3
base: Y = H1] 0., &l et le paramétre ¢ est un réel strictement positif représentant le rapport
1:

entre 1'échelle microscopique et 1'échelle macroscopique.

Le milieu poreux est constitué d'un solide rigide, d'un fluide mouillant {¢) et d'un autre
fluide (g} non-mouillant. Ces divers constituants occupent des ouverts de Q notés

respectivement Q5. ¢ 2; et Qeg. Les deux fluides sont incompressibles et non-miscibles, ils sont
séparés par les interfaces {&QEHBQE) notées fg. La réunion QgUce Uslg . notée Qf . est

séparée du solide Qf par des interfaces notées aﬂ;, et elle est supposée connexe.

Chaque composante Q; du milieu poreux peut étre recouverte par des translatés eY’;
d'un ouvert cY, de 1a période ¢Y (voir figurel.1}:

3
Y= ‘I;II]D.-&[ =Y3UY{L’£‘[3 ; Y30Y1=g
(1-1)
Yf=YgUYgU5ﬂgg : an Yg=ﬂ

Si on définit, pour tout multi-entier k =(k;, ko, k;) de Z°, te k-translaté Gk d'un sous-
ensemble 8de Y par:

0k_= ky+0= {Yk = (yirkady. varkol, va+kals) F ¥ € @]

alore les composantes QZ sont définies par:
a2y oi=lell na edi=(cLI 45)ne. (ested
xeZ’ xeZ
On suppose que les interfaces &9.;,, sont suffisament réguliéres (donc aussi les #.;) et les

ouverts Y, ont des frontiéres localemment lipschitziennes et sont situés d'un seul ¢Hté de leur
bords.
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Un échantilon de
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{fig. 3-1)
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La vitesse U° et la pression P des fluides (g) et (¢) dépendent, bien sir, de la géométrie du
milieu poreux, donc de la taille ¢ de la période de la structure. On s'intéresse & leur
comportements I'orsque la taille ¢ est trés petite, comparée aux dimensions globales du milieu

{ie: ¢ tend vers zéro).

On note pour chaque fluide (a) ;=g 8-

U™ :1a vitesse .

P** :1a pression.

Jo : le coefficient de viscosité.{constante strictement positive)
F** : 1e vecteur des forces de la pesanteur.

H® :1acourbure movenne de l'interface éﬂfgg .

« o L[ 305 AUf ,
D§(U%) = > U * o : les composantes du tenseur des vitesses de
i i
déformation.

Tj{USP) = 21, D3;(U%) - P & - les composantes du tenseur des contraintes, od
8j; désigne le symbole de Kronecker.

La vitesse U et la pression P® vérifient les équations de Stokes ci-dessous dans lesquelles

on prend en compte les effets de la pression capillaire dis aux tensions interfaciales
fluide(g)- fluide(t).

(1-4)

3

- a_x, Tfj(Us,Pi) =Fj dans Qg (s=g.8)
AV(U9) =0 dans Q; (x=gt)
[U'lg-=0 sur Hy
[Tij(Ui,Pf}nj I 20 H'n; sur g
U*=0 sur 304

ou I'on adopte la convention de sommation sur les indices latins répétés. Le symbole [¢lgp

désigne le saut de la quantité ¢ & travers l'interface .sﬂig, la constante o est la tension
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interfaces ﬂ&et vers l'extérieur de Qi sur les entrées-sorties ani des deux fluides.

1-2) Résultats d'existence et d'unicité:

Les résultats de ¢e paragraphe ne nécessitent aucune hypothése de périodicité sur la
géométrie du milieu .

L'étude de l'existence et de 1'unicité de la solution (U°P*) sera faite par la méthode
variatiotinelle.

Cadre fonctionnel:

¥ = Hion = (HxoH Y
YE(div0) = [v e HiQi): diviv)=0 ]

L3 ={qe L3@f): J q dx=0 ]
QOf

& =V x L)

L'espace ¥ et son sous-espace ¥ (div,0) sont munis de la norme:
1
2

ol | | S

Of

. 2 ¢ 2 29 .
L'espace L“(Qf) et son sous-espace Lo{Qf) sont munis de la norme:

1
2
b | e

Qf
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On définit pour tout couple (uv) de ¥"X ¥ et toute fonction q de Lg(Qf) les formes

suivantes:

attuv)= J 2 Dyj{uw)Dyj{v) dx

o

(1-6} biv.q)=- J q div{v) dx

Of

vy = J}.“.v dx + J 26 H va dr
Qf fgp

010 |'on a supposeé que :

[ F e LAoh

H e L(slg )

p¥ vaut i, dans chaque QF (a= g 8

{1-6}

~ les constantes y; et ¢ sont strictement positives.

La vitesse U* va étre recherchée dans 1'espace ¥ et la pression P* dans Lz{Qi), mais,

comime dans les cas classiques, la pression n'est déterminée qu'a une constante additive preés,
pour fixex cette constante on va la rechercher dans le sous espace L;‘;(Qf) {(ie de movenne
nulle).

Théoréme 1.1

Si(U* P°) est une sotution du prodtéme (1-4), avec P de moyenne nulle sur QF. alors
sous les hypothéses(1-6), (U P°) verifie los gustions variationnelles suivantes:

U e v [P e LI

(1-7) UL Y) + bV P = (5(v) ¥ v eV"
pHUtq) = 0 ¥ q ¢ Laoh

Le prodisme (1-7) admet une sotution (U PY) unigue dans V(div.0)x Lg{Qi} )
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Démonstration:

On multiplie la premiére équation de (1-4) par la i®™e composante v; d'une fonction v

. . ) 0
de ¥* et on somme sur 1'indice i de 1 a 3. Puisque, T?,-(U‘,P‘) et sa divergence > (T3 PH),
j

qui est égale & - F; , sont supposés dans 1'espace Lz(Qi), 1a trace: Tgi(Us.Pi}ni est définie
comme un élément de H ¥3Q%). On peut done utiliser 1a formule d'intégration par parties de

Greef:
L (T ) vi k= | TR D ax - <THW Y 0y, v >
'axl_ itV . vi d&x = ijtu. ax,' X - it Ping, v aQ:(
Qf Qg
Y L. s . H% £ H-% £
00 {250t désigne les crochets de dualité entre H*(fg) et H *(Ag ) et 1a normale n est

orientée al'extérieur de Q. D'ou:

ovi

o o€ D
J TR 32
Of Qg

dx = J E? v; dx + (T?j(Ui,Pe)nj LV ” 8{22 (e=g8

Puisque v est nulle sur le bord extérieur de Qf, le terme (T?i(Ue) nj, v 30 &
o
réduit & (T?j(Ui) n;,v; > 31;!. Si on convient que la normale a ﬂ& est dérigée de Qg vers

CJp, alors le saut I[Ti,-(Ue,Pi) n; ]gg est défini pour tout vde ¥ par:

AT Py D, % > gy, = <THO P07, % > g~ <TG P 0,700 g

D'aprés la quatriéme relation de (1-4), i vaut 20 H' n; . Puisque H® est supposée dans
Lz(‘ﬂfg ), lasomme des refations précédentes (pour « = g.8) s'écrit:
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v

[ Tij(Ui,Pe} b: dr = [ Fi v di+ J 26 H vin; dr
i

Y 0f Ay

En utilisant l'expression (1-2) de Ti(U°P°) en fonction de la vitesse U° et de 1a
pression P* il vient:

[2;1‘ Dij(Ue)%dx- J P¢ div(v) dx = Jf.vdx+ IZO’HY.ndI‘
i

£
O Qf Qf

Mais, puisque Dj; est symétrique, Di,'(Ui} —a::f estégale & Dij(Ui)Dij(V) .ol
i

{1-9) J 2p° Dyj{U*)Dy;(v) dx - J' P diviv) dx = j Fv dx+ J 26 Hv.nd
Of o of g

Cette relation n'est rien d'autre que la premiére équation de (1-7), la deuxiéme étant
évidenite puisque U est & divergence nulle.

Pour étudier I'existence et 1'unicité de la solution (USP%) de (1-7). on va utiliser le
lemme 1-1 suivent, dont une démonstration est donnée dans la référence [20}
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Sotert X &1 Ml deurx espaces de Bilbert de normes respecuves " . "x &l " ) " -

Soferrr al.. ) e2 b{. . ) Jeur formes bilineaires et continues. repectivement de X X X dansR
st de X x M dans R. slors le prodiéme:

Four § erg dewr formes linésires et continues. respecuvement surX et M. données.
rouver (U, P} e/ que:

J (0, P} € X x M
{1-10} a{lU, v} + biv, P) = f(v) VveX
l bU. @ = g(q) vqeM

admet une solfution (UP) unigue datis {v eX: blv.q)=0V¥qeM ]x M, st tes conditions
SRIVRLIES SO117 SRUSTRIES:

(1-11) )3In>0 relegue a(v.v)an”v"i Vve[veX; b{v.q)=0 VqGMI]

(1-12) )3 P>0 rellegue inf sup blv_q) P
qem vex | v I 1a b

En prenant dans ce lemme les espaces X = ¥, M = Lg(Qi), et les formes £ = {* et g

nulle, alors le probleme (1-10) est e méme que (1-7). Pour affirmer 1'existence et 1'unicité du
couple (U° F%), il nous suffit donc de vérifier que:

« laforme linéaire sur V"% v +— (%(v) est continue .
« laforme bilinéaire sur ¥ x ¥ (uv) +— a'(u v)est continue .
« 1a forme bilinéaire sur ¥* x Lg{Qﬁ): (u,q) +—— b¥(u.q)est continue .

+ les conditions {1-11) et {1-12) sont satisfaites .

Grice & 1'inégalité de Cauchy-Schwarz et la continuité de 1'application trace sur éﬂfgg

on aaisément la continuité de la forme linéaire (%

e ol (2 gy ¢ 1 hrgag)lvle vver

ou Cf est une constante (qui dépend du parametre ¢).



De méme, par 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on établit:

(1-19) | (uv)| =2 max(yy pu) “ u "f.g " v "v‘ V(v er xr*

EXCRY) | < ” q "Lz(Qf) " \4 "1,.5 V¥ (v.q) € ¥ x Lo

d'ol 1a continuité des formes bilinéaires @*(..) et H°(..) sur ¥* x ¥ et sur ¥* x Lg(Qi)

repectivement.

La condition {1-11) est une conséquence de 1'inégalité de Korn et de celle de Poincaré
[18] On peut vérifier facilement que:

(1-15) Iae(v,v)l z % min{pg pg ) " v”ii Yvev'

2
{(en dimension N, la constante ; est remplacée par NZ'TZ )

La condition (1-12) est une conséquence directe du lemme 1-2 ¢i-dessous, dont une
démonstration est donnée dans [20, Th. 3.7}

Lemme 1-2:

i exsiste ute constante C > 0 wlle que:

1 I . 2
(1-16) vs;gi W ng diviv)dx |2 C "q lL,Qi ¥ q € Lo(Qy)

Les conditions du lemme 1-1 sont donc satisfsites, le probleme (1-7) admet alors une
solution (0% P*) unique. O



Remarqueﬁ 1-1:

O sursst pu utiliser la formulation varietionnelle suivente. qui elimine dans uae
premisre stape 1inconnue Pt

U € ¥idive
(1-17)
a ity = L) ¥ v € ¥ {div0)

O demontre ¢ sbord | sxistence et 1 unicité de la solution U° de (1-17), puis. & 1 afde du
lemme £-3 ci-dessour (théoréme de DFRHAM ([361.16] ). on étadiit L existence de la pressiot
P* werifiant s premicre relation 61 la quartriéme relation de (1-4).

Lemme 1-3:

Soit B un ouvert borné connexe d R*, de bord 30 ¢! par morcesur et 3. vne forme

o . 1, g . .
IERINE COLTULE S (Hg(@} l,. BIOrS L85 FEUX LLOPOSIUONS SOt GFJUIVRIELIES:

vEW=0 ¥ ye {ye Hi® diviy) 0}

¢30el)®) / Vye (Ha®) Lip- J Q div(y) dx= J vQ.¢ dx
il a

15 fornction () e51 UfJuUe 8 UnE Cosiante s34 Uve pres.

Datis 2oWE C& Ot prend

d ool 3
Livy=< -a—xj(ZuDij(Us):'- Fi.w >Q§-20<H, vuu)ggfg ¥ v ¢ (Ho(0f))

oul ... >Qf destene 1es crochets de Fuslite entre Hé(Qi) &t HB’(Q?) et<... > ',gfg . les crochets

1 -1
de dualité entre H(Ag) et H *(HAg).0
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Comme Jans la premiére partie, on va établir les équations macroscopiques en utilisant
d'abord la méthode formelle des échelles multiples, puis par la méthode variationnelle de
Tartar [5][35] on justifiera les résuitats obtenus dans le prochain paragraphe.

2-1) Développements asymptotiques et équations locales:

2-1-2 Développements asymptotiques

On cherchera la solution (U° P*) de (1-4) sous la forme du développement asymptotique
suivant:

[ U = U%x.y) + ¢ UMxy) + 2 UX(xy) + -

Pi(x)

(2-1) ; SPHaY) + o PUxy) + Puy) + ¢ Pay) +

4
o~
I
LY

ou les termes (IVPY) sont des fonctions réguliéres définies sur Q X Y et Y-périodiques en 1a
variable v, i.e: lapériode est § - cité de Y - dans chaque direction v;.

Avant de reporter (2-1) dans les équations (1-4), précisons comment les opérateurs
différentiels, utilisés dens ces équations, se transforment quand on les applique aux termes
(Uj,l:'j}"[m:,l£ ). c'est & dire & des fonctions du type ¢¢ définie sur Q) par:

pe(x) = v(x,f Y. 00U ¢ estdéfiniesur Q X Y.
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Les régles de dérivations de la composée de fonctions donnent:

(2-2) . %xf(x) - [ ‘1:91 N o0 ](x,ii).

dy; _ L s : Yy X
o divigt)= xi = [e divy + dlvx]('f"(x-e ).
o 9 : ¥
ou: divylyp) = et divy(y) = :
R LA
o Dyl = (L ol + n’f,—m](x?

. d¢; J9 X 1{ 0pi 09
ou: D“('P)' [ aY; + _i'J et D“(?)- E[ 5_ g:-

¥ b4 X X
. ﬁtwf)(x) [ oby; c"[ ODsj , 9Dy ] R a"ii](v)(x,ﬁ).
o 0% 0¥ i °

Précisons aussi comment les donneées dépendent du parametre ¢:

Dépendance des données du parameétre ¢;

+ Le coefficient de viscosité p° :

On suppose que chaque fluide {¢) a un coefficient de viscosité po constant. La fonction
j° est alors constante par morceaux et est ¢Y-périodique ( la période est ¢fj dans chaque
direction x;):

P = ()
ou p est définie sur la cellule de base Y par:
(2-3)
B = Cte dans Yg
wy) =
pg =Cte dans Y,

et prolongée & r® par Y-périodicité.
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+ Latension superficieile ¢ de ,ﬂfg :

(2-4) laconstante o estsupposée indépendante dec.

«les forces de 1a pesanteur F*

S5i les messe volumiques p, des fluides (a) (x = g.) sont supposées de l'ordre de
1'unité, alors, gréce a la structure périodique du matériau, les forces de 1a pesanteur Ff sont ¢ Y-

périodiques. Elle peuvent donc étre définies par la relation:
(2-5) F-e¥)

ou F est une fonction définie sur la cellule de base Y et prolongée a R’ par Y-périodicité. Si

chaque fluide {«) est homogéne, la fonction F peut étre considéré comme constante dans
chaque ¥ _.

Nous allons considérer un ¢as plus général. On prend des forces volumiques F° qui
s'écrivent sous la forme (2-6) ci-dessous. Nous signalerons en remarque comment les résultats
se modifient en prenant F sous la forme (2-5).

Fo-SPa D lrta Here e

{2-6) ol les fonctions F) sont définies dans L3(Q x Y. Y-périodiques en la variable ¥ et
bornées indépendement de ¢ et de j & partir d'un indice J. La fonction F2 est
supposée telle que:

Fp)siy e,

Fxy)=
Fg'(x) siy € Yg

+ La courbure movenne H® de l'interface .ﬁfg:

Soit § une représentation paramétrique de la surface cﬁgg . C'est une application
(supposée réguliére) d'un ouvert 8 de R? dans R® et dont I'image K6) est Ay,



Ay ={er; V=§(t),t€8}

La courbure moyenne H de Sy est définie par [ |

a4by + abs - Z 93bs3
= 7,
2(ay 8 - (ag))

Oﬁ:
13 ¢ (% o ¥}
a:(t)-l at, l t) bu{t)-( o 3 2 )(t)
&2(1)-| o, () bty =( By g Jwo
(%4 (% 4
as(t)'( ot A, Jo bm)'( oy Aty o, o

Les symboles | : | {...)et{.,...)désignent, respectivement, la norme, le produit

scalaire et le produit mixte euclidiens dans R®.
Linterface g est définie per { voir (1-2)):

sﬂgg = [xk e x¥=¢ J) + elksdy, koo, kalg). te B et keZs}

En chaque point x* de Jﬂfa la définition de la courbure moyenne H® est la méme que
celle de fa courbure H de fgy o0 I'on remplace Kt} per ¢ Xt) + e(kyby. k2b. ksls). Les 8 sont
alors remplacés par ¢2s; et les b; par ¢°b;. Ainsi, si on prolonge H par Y-périodicité (ie: la
période est le i€ ¢bté & de Y dans chaque direction v;), la courbure H' est lie & H par 1
relation:

-7 B )= 285
[ 4 g

( xedly e IkeZ% v=§- ~(kyly, ko, Katy)e g
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2-1-3 Equations locales

On reporte les développements (2-1) & (2-7) dans les équations (1-4). On obtient alors
un développement asymptotique du probléme initial. L'identification des termes en puissances
de ¢ implique alors que les fonctions (U'P)) doivent vérifier les équations locales ci-dessous
qui ont lieu dans la cellule de base Y, 1a variable macroscopique x est considéré comme un
parametre.

op2 .
=0 (i=1,2,3) dans Y, (e =g.8)
ovi
28 | [Plg-0 sur Sy
P2 est Y-périodique.

a -t P2

-2 Py D,,{U )+ oF = B'f-a— dans chaque Y, (e =g.8)
a di ox;

divy (U ) =0 dans chaque Y, (« = g.£)

29 | [U'lg-0 sur By

I2p ng(Uo) - P'l&j ]gz nj= 20Hn; sur S

v’ =0 sur Hgp

U%et P sont Y-périodiques.

op~* d
-2pa 5o ay, (0}ju") + Diju™y) + ;-r‘ ol s -p};(0") dans Yo (e=g.t)
dxv,.(U )+ divx(U ) =0 dans Y, (e=g.0)
210) | [0'L,=0 sur S
[Ep(D)i'j{Ulh D)itj(Uo)) - Poﬁij ]gg n;=0 sur Sy
ul=o sur Sy,

U'etP° sont Y-périodiques.
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k-1

Pour les termes (Uk,P ) {k = 2) on obtient:

(o F ok X ketyy, Ly PFE Dy g
2 Yo o (Dij(U*) + D3;(0* 1) + o N bx,-D”(U )dans Y,
div,(Uk) + divx(Uk_l} =0 dans Y,
-11) | [U¥ ], =0 sur dlg
L2p(Dij0%) + D) - Pl g ny=0 sur g
Uk = D sur ﬂﬂfg
u¥ et P*! sont Y-périodiques.

2-1-4 Etude des équations Jocales

Puisque Y est supposé connexe, 1'équation (2-8) montre que la fonction P est
constante par rapport ala variable y:

(2-12) P3x,y)=Px)

Pour 1'étude de l'existence et de l'unicité des équations (2-9),(2-10) et (2-11), on
considere un probléme modéle du méme type que les équations précédentes:

- 2 po Aylwy) + % =M; dens chaque Yy (0 =g.8)

divy(w) =G dans chaque Y, (e =g.8)
@13) | [vlg-=0 sur Sy

IZH(DL’(W) - Qij by nj=¥n; sur Hgp

v =0 sur g

wet] sont Y-périodiques.

Les fonctions M, G et ¥ sont des données dans des espaces convenables.
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On introduit les espaces fonctionnels suivants:
¥y = [ve Hiw( LJ Ylf) s v=0sur LI ‘ﬂjfs et vest Y-périodiqw]
k2 172

(2-14)

Lg(Yf) = lq € Liw( L Ylf) / qest Y-périodique et J q dx=0]
k€2
Yy
Ey = Vyx L3(Y¢) . (voir les notations {1-1) et (1-2) pour YI; et 39-’;, )

Pour des détails sur la notion de périodicité et les propriétés des espaces du type *AY'
¥y (div.0) ou L3(Y;) . voir la référence [30]

L'espace ¥'y peut étre identifié aI'ensemble des fonctions de Hl(Yf) ayant des traces
nulles sur #y; et qui prennent des valeurs égales sur deux faces opposées de Y. Muni de la
norme " . " ” définie ci-dessous, il est de Hifbert.

Y

I e P O Y

- +
2 { oy; i
¥ Yi oyi

Cette norme est équivalente a la norme usuelle induite par (H1{Y f ))3 sur ¥ -

L'espace Lg('x'f) peut étre identifié & I'espace des fonctions q de carré sommable et de
movenne nulle sur Yy, et qui vérifient la périodicité "faible™

{Vyq,vi >y ‘" -£q, divy(v) >Yi Vyvel¥y .

Muni de janorme ” . |L v usuelle, il est de Hilbert.

2
loffy | @o
Yt
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{n suppose que:

me L2 ( le_iJZQY‘f‘ ) Y-périodique
x

(2-15) 1 gel? ( Ll Yk); Y-périodique et Gdy=0
loc 1
keZ ¥

werl (L #5). v-périodique
x¢Z'

-

et on définit pour tout couple (u,¥) de ¥'y X ¥y et pour toute fonction qde Lz(Yf) :

ayluv) = JY 2p D‘fj(U:‘D}i’j(V) dy
. £

{2-16) by(v.q) = J - q divy(v) dy
Yt

gy(a) = I- qG 4y
Yt

Ly(¥) = J Mv dy + J Y vn

Y ,ﬂa

Lemme 2-1:

Sous les hypothsses(2-15), st (w.Q) est une solution forte de (2-13) alors elle verifie le)
Drobleme variationnel:

~

ve ¥y Q¢ Lz(Yf)

@17 ] ayww) + bylvl) = Ly(y) Vv evy
L bylwa) = gyl@) vV q € L3(Yy)

Le prodteme (2-17) admet une solution untgue (vQ) dans (‘V‘Y}’ R3X Lg(Yg).




Démonstration:

Précisons d'abord que, comme dans les équations de Stokes classiques, 1a pression @
n'est déterminée qu'ad une constante additive prés, sa recherche dans 1'espace Lﬁm) revient
alors a fixer cette constante. Pour établir la formulation faible {2-17), on procéde de maniére
analogue a la construction, dans la démonstration du théoréme 1-1, de 1a relation (1-9). La
seule différence principale est que: dans la relation (1-9) les termes intégraux sur 0§
s'annulent car les fonctions-test v ont une trace nulle sur aQ§ pat contre pour la relation
(2.17) les termes intégrales sur 3Ys s'annulent pour deux raisons:

- la condition " v =0 sur H¢," vérifiée par les fonctions-tests de V- Y-

- les conditions de périodicité pour les intégrales sur 3Y¢(] 3Y.

Le probléme (2-17) est analogue au probléme (1-10) du lemme 1-1 si on pose:

(X =¥y et ML

1 aC. d=ay( . deth{, )=5hyl.)

L L) = GO et g() = gy()

Pour prouver l'existance et I'unicité de la solution {w.Q), il nous suffit donc de vérifier que:

+laforme linéaire {y()estcontinue sur V- Y-

+ la forme linéaire gy(.) est continue sur Lg{Yf).

+ laforme bilinéaire @y(. ..) est continue sur W‘Y)z.

+ laforme bilinéaire by{...)est continue sur ¥yX Lacey.

+ les conditions (1-11) et (1-12) du lemme 1-1 sont satisfaites .
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Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, les quatre premiéres conditions sont évidentes

{pour la premiére on utilise aussi la continuité de l'application trace). Il ne reste donc que la B
vérification des conditions (1-11) et (1-12)

« lacoercivité de ay(., .} (ie (1-11)):

On vérifie aisément que, puisque les I, sont positives, Gy(. . ) est coercive:

2
ay(v v) Z min(yg pip ) " v "VY Vvety

« la condition de 'inf-sup (i.e (1-12}):

Puisque Y, est borné, connexe, et sa frontiére est localement lipschitzienne, d'apres
RTEMAM ( [36] Chap. [, lemme 2.4), pour toute fonction q, donnée dans Lﬁm), il existe une
fonction y, appartennant a Héﬁ ¢) telle que:

div(wq) =-q dans Y¢
" ¥q "H;('ff) <€ " 1 lLY

(C est une constante qui ne dépend que de la géométrie de Y¢ )

Donc, puisque Hé{Y ¢) estinetus dans ¥ y €t que leur normes sont équivalentes, on a:

sup | L J-qdivy(v}dvz L J-qdiv,(v)d?=hlﬁ‘l
ve¥y I~ ﬂV‘ Y¢ qu uf' Yi ! " ¥q ““’
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d'ou la propriété recherchée:

(2-18) 33>0 telleque: inf sup biv @) > ﬁg% o

qel2rp very 17 lak

D'apres (2-6) et(2-12) les fonctions ff et VxP? ne dépendent que de la variables x,
elles sont don¢ dans ]L‘foc (kle_,f Y’f‘ ) La courture H de g est supposée dans wa( klz.,z’ ﬂg;).

Les equations (2-9) vérifient alors les hypothése (2-15) du lemme 2-1, on a donc le résultat
suivant:

Corollaire 2-1:

Les termes U et P! sont détermings de maniére unigue par ;

U e¥y P elslYy) et Vee¥y Vyeldyy:

J 2]1 Dm(U )Dm(q) dy - J P divy(y) dy= JEg p dy+ IF; ¢ dy +
Yt Yg (]

JZcﬁq.ndr

g

I ¥ divy(U°) dy=0
h§i

Sous certaines hypothéses, on peut appliquer le lemme 2-1 pour étudier 1'existence et

I'unicité des autres équations. Mais, puisqu'on aura besoin uniquement des équations de v’

pour établir 1'équation macroscopique, on se contentera du coroliaire ci-dessus.



Puisque, d'aprés (2-12) et I'hypotheése (2-6), le terme P™ et les fonctions FZ ne

dépendent pas de la variable y, la fonction U° donnée par (2-9) peut s'écrire sous la forme
suivante:

ap~*

oy ) P
@19y 0y)= [(r‘:)ktx) o (x)] v’;(v)+[(rg’ ) - o (x)] Vi) + Wiy,

ou, pour chaque couple (e, k) donné (o =g betk=123), (I‘f )k désigne 1a Kiéme composante de
la fonction F~ .

Les fonctions Vi et ¥ peuvent étre choisies comme les solutions uniques des

problémes aux limites suivants:

pour chaque (e, k) fixé, le couple (Vk, qk) est la solution de (?x )
X X o

k
-2 a—D‘{j(Vﬁ) + a1 = 8qp Bix dans chaque Y $=2.1)
ov; ovi
divy (Vz) =0 dans chaque Y (B=g.8)
(2-20)
[vk Ig =0 sur Sy
2 D}'i(vﬁ) - q: 8y ]gg ny=0 sur A
vk =g
o - sur Jﬂ‘ls
Vk k ..
« 81 q, sont Y-periodiques.

Les symboles iy et 8, désignent les symboles de Kronecker . Le symbole 8, est introduit de
telle sorte que si ¢ = g, le second membre de la premiére équation vaut §;x dans Yg et zéro
dans Yp.etl'inversesia=1¢.
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Le couple (V. r) est déterminé par:

0 ¥ or
-2pp—Di{W)+ — =10 dans ch Yo (B=g)
P 3v; ij s aque Y (B=g
divy(¥W) =0 dans chaque Yg (f=g.t)
(2-21)

[vlg-0 sur A

f2p Dl;j(W) - r6;; ]ge nj= 2o Hn; sur Sgp

'ﬁf = 0 sur d»fs

Wetr sont Y-périodiques.

Les problemes (2-20) et {2-21) sont du méme type que le probléme (2-13), ils rentrent
donc¢ dans le cadre du lemme 2-1. Les solutions (Vi . qfr) et (V.r) existent, les fonctions Vz etv

sont uniques et les pressions qt et r sont déterminées & des constantes preés.

Pour obtenir la relation (2-19), il suffit de multiplier les équations de chaque probléme

-2
(?ﬁ) par [(l‘f )k(X) - g:k— (x)} de sommer sur e =gl etk =1, 2 3 puis additionner le

résultat au probléme (2-21) vérifié par ¥. on remarquera en fin de compte que le deuxiéme
membre de (2-19) vérifie le méme probléme que celui vérifiée par U, et grace a 1'unicité de la
solution, 1'égalité (2-19) s’en déduit .

En utilisant la deuxiéme relation de (2-10). on va établir une équation
{macroscopique) vérifiée par la pression P2 dans Q.

On note My (p)(x) lamoyenne sur Yy de toute fonction ¢ définie sur X Y:

(2-22) My (p)(x) =ﬁ JY!(x,v) dy
b1
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Théoréme 2-1:

Si Yy est connexe. alors sous 1 Bypothese .

@23 2 e {ye L) divipe @) | (a-e)

&t La pression P2 verifie ! equation macroscopique sutivante:

’-3 (P2 @ a(r’,f),- g a(F2).
i lKil a%; ] =N T Kij dx; dans Q
(2-24) 1 |
_OP
L Ky bxi (Kq (f )nx JVLYW_i) n; surdQ

o les permeahitites K j &1 Ky sont des constantes doL1ELs PO

e i | Gy e

Yt
-yt €
Kii'Kii +Kij

bl Les Kyj s Bcrivernt sous 1a forme SFmEUIqUe 1 coercive:

Yt

el Le prodléme (2-24) adme? une sofution P2 unique Jans l espace quotient H l(Q)f R-

d!La movenne de Ia vitesse v’ est donnee par:

-2
@21 MyU = K';'j[(r'f),- gpj](x} . K [(Eg’, % ](x)+,1v1,,1(v1

Démonstration:

a) D'aprés 1es équations (2-10), divy(U’) + dive(U%) est nul, une intégration sur ¥¢
donne alors:

J dwx(Uo) dy-= I vl ndr
f an
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Mais, puisque U! est nulle sur l'interface Ay, et est Y-périodique, le second membre de cette

égalité est nul:

j divg(U%) dy =0
Ys

La permutation du signe intégraie et divy donne alors:

(2-28)  divg (My(U®)) =0

La condition naturelle que doit satisfaire la moyenne J'LY(UO) sur le bord de Q, voir

[23] est que sa composante normale est nulle:

(2-29) mY(U") n=0 surdQ.

Cette condition aux limites est a priori formelle comme la convergence du
développement asymptotique (2-1) du départ, mais elle va étre justifiée ultérieurement
{parsgraphe 3/)

Si on remplace dans 1'équation (2-28) et dans la condition au bord (2-29) 1a fonction U°
par son expression (2-19), on obtient 1'équation macroscopique (i.e en la variable x) vérifiée
par la pression P2.

2 ( ﬂ]_ p AEg); PR

o (Ko ) " Kii ot Kii o, ¢ @Va(My(W)) dens ©
2-30)

P2 L ¢
Kij o M * (x5 (6¢); + K, (F2))ni + My(W)) 1y surd
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Mais. puisque la fonction ¥ ne dépend que de ia variable v, le terme divy( m-f(v)) est

nul. L'équation (2-24) est donc établie.

b) Pour établir la forme (2-26) des permeéabilités K, on va utiliser les formulations
variationnelles associées aux probiémes (ipi) donnés par(2-20). Ces prodbiémes sont du méme
type que (2-13), donc, daprés la relation (2-17) du lemme 2-1, les formulations faibles
associées sont:

pour chaque (e, ) (e =g.tetj=123):

vl efY;qieLg(Y;) et YV gev¥y VveL:‘;{Yf):

L= 4

21 Dana(V ) Dal) 4 - J a}, divyle) dy = J ¥ 97
Y

(2-31) Y; Ys o

J y divy(v)) dy = 0
\ ¢

Sion note ¥ = 'Jé + V’; etqi= qé + qé alors la somme des relations ci-dessus (sur e« =g, ¢ ) montre
que 1e couple (V).q') vérifie:

Vioevy ;g elj¥) et Vyge¥y Vyelyy):

(2-32) 1 I

2t Dyn(V D) 4 - Iq" divyle) dy = I ¥ 4
¢ Y¢ Yt

J ¥y divy(V) dy - 0
W £

En prenant comme fonction-tests ¢ = v! dans (2-32) on &
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8

J 2) Do (¥ )Dpen(¥") dy = J v, dy
Yi b {

Mais, d'apres la définition (2-25) des K‘:j etde Kij' le second membre de cette égalité
estégal & Y IK“. d'ou la relation (2-26):

¥ [K; = J 2) D (V' IDgin(V') dy
b{i

La symétrie des Ki,- est alors évidente, leur coercivité se démontre par la méthode
¢lassique qui consiste & prouver que l'application x ——s Kij X;x; estune forme quadratique

définie positive sur R>
Soit x=(x)%, un vecteurde R®.
L'expression (2-26) des Kj; montre que:

Y1 K xx; = f 2 Deun(x¥ D (x,¥) dy.
¥t

Pour tout x de R® on note %x la combinaison ijj des fonction v Puisque les
constantes p  (e=g ) sont positives on a:

min(
Yi

Supossons maintenant quil existe ¢ € R® tel que K;; &b = O
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-

Puisque J D&(Xg}Dém(k) dy est exactement la norme élevée au carre de X; dans
Y1

I'espace ¥y, 'inégalite (2-33) implique donc que la fonction Xg est nulle, et par conséquent,

si on note qg la combinaison linéaire §qi des pressions gl. d'aprés (2-32)on a:

- J g divyly) dy= §; J 9; 4y Vee¥y
Y1 Yi

Or. on peut trouver dans ¥y une fonction ¢ telle que: divy(g)=0 et J ¢; 4y = E,j.
Yt

La relation précédente implique alors que le vecteur £ est forcément nul.

On a démontré donc que l'application X —— Kii x;x; est une forme quadratique

définie positive, la coercivité des Kij s'efisuit.

¢) Les équations (2-24) forment un prodbleme classique de Neumann non
homogéne. L'hypothése (2-23) faite sur les fonctions l‘f { qui est suffisante mais pas

nécessaire) permet d'écrire (2-24) sous la forme faible suivante:

(2-34) witev(va( P2e HH Q) et ¥ v e H'(Q): LN QL Ky MOP 2 ax)

ov ov
'ax—idx}I = J M; bx_1 dx + J Ging vdar, M; = Kf',-(ff)j + Kig,-(f':)i et G;= MY(Vj) ),
Q




Ce probléme admet une solution unique, & une constante additive pres, puisque les Ki’- sont

coercives et la condition de compatibilité est satisfaite: J n; dr=0.
oQ

d) Enfin, la relation (2-27) entre U° et ia pression P2 s'obtient en appliquant
l'opérateur moyenne M (), défini par (2-22), dlarelation (2-19). O

Remarque 2-1:

g peur remplacer. dans les relations (2-24) er (2-27). la movenne de ls fonction
W par ue terme Juil et e Evidence la courdure H de ! intertace cﬂgg .fn et on &

(2-35) Y| My(W;) - Jz cHV.ndr

Four demontrer cette relation. on utlise les formulstions veristionnetles verifies per s
fonctions Vi e W. Dapres le lemme -1, la fonction W veridie:

2 2
WeVy irelolf) et Voe¥y Vyelfp:

J 2| n.‘;nw)nlmw) dy - J r divy(y) dy = J 20 H ¢ ndr
(2-38) 9 ¢ k£ Ay

J ¥ divy(¥W) dy = 0
. ¥e

En prensnt comme fonclions-tests $ =V dans (2-32) 7 g = vk dans (2-36) on &:
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g . i (
24 Dyon(V)De(W) dy= | W; dy
Yy £

24 Do WD (V) dy = J 26 HV. ndr

Y Ag
Jou larelstion (2-35).

St la courdure moyenne B &5t constanie alors 18 moyense JVLY(W,' Y est mille en
EITE? FRLIS OF CRS

Y| My(¥j)=20H gL V.ondr- J divy (V) dy=0.0

Qg

Remarque 2-2:

31 on s interesse & 1a movenne g U0 sur chague fluide (o) Separeément en Iniegrant
la relstion (2-19), sur Yy puts sur Yg . on & les (oroules SUIVaIes.:

w0 - (6 - 327 o (62 - 3
1
2-37)

| My (O5¥0) - [(fs) - E] R [{f?)i - a—P:]

~

ou. J”'LY (:p)(x)=% J p(2y) dy (e =g out) e
Y

o

£l = My (V) ;K% - g ()
(2-38)

K - My (v 5 B oty ()
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£1 on peut ausst 6tablir des relations analogues &(2-35) qui mertent en évidence la courbure
He L intertace By

(2-39) IYIMYa(V,-F JZGHVi.ndr {e=g¢8)
g

Les JIVers wenseurs  Jes pErmesbililes [niroduls 0 sont ligs per les relsuons
SUVELIES:

K =kt + g®
(2-40) -, ¥

Ln prensnt dans (2-31) Lindice o égal & b of Is fonction-test ¢ seale & v;.. puts

lindior o 6981 & g o1 la fonctlion-1est § égale & Vp . o obtent:

|

2 Da(V0ha¥p oy = | (7]} oy = vk
Y

f ¢

J 21t Do (VHDn(Vp) dy = I(Vi), ay = IV|kE
Yt Yg

Lo tensour K 5t dorzc [ Uranspose & K.

gt b

in prenant dans (2-31) la fonction-test ¢ égale V:_. lindice o est Axe (goul). on

obtren? -
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J 20 DR (VIDTA(VL) dy J(vi_)i dy =[Y|E]
Yt Yo

{ or pe somme pas surlindice ¢ )

Les marices Km ot X sont donc SYREULJUES. en procedant Jde meantére anslogue & ls
FEmAnSIration Je 16 COErCIVIiE des permeabilites Kii-- i est factle de voir g elles sont Frintes

DGSIUVES

(2-42) k%ot k% sonr SFmEIrsgues et Je1intes posiives.

Elles sotr? Jotac trnversthles.

De 1a relation (2-37) o peur slors deduire une deuriéme orme Jdes relauons qut lien?
168 MOVRLLES Jl’!fya (U°) qugradient de la pression P2

Mg (0°-¥) = [€® - kB2 k) (7 - vp2) + [ K&(K“)"]m?g(u"-w}
{2-43)
Py (0-9) - [k% - g2y ] (e~ vp) + [ eHxP) |y 00w

ou Lo 3 noté (K ) 1a matrice inverse de K*°.

Cette forme se distingue de celle obwnue par WHITAKER [38] en uitisant I méthods
physigue de prise de movenne £t de [ermeture. par Ia présence des moyennes Je la fonction
V. qur representent eat 1ot les efYels microscopiques de la pression cspilleire . ou d ls
courbure de !interface fluide (g)-tturde (8). sur le comportement macroscopigue Ju miliey
poreur. 1
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Remarque 2-3:

St on prend dans le second membre de la premiére équation d (1-4) des forces T
de g forme (2-5), alors les fonction Y sont nulles et les relstions (2-24) et (2-27)

FEVIEBENT

L K;; E =0 dans Q
I | Y 0% B g
{2-44) N .
A '] j
Kiani=Wl 20 HV. ndr surdQ
)
\ Ay

0 op~* i
{2-45) U (xy)= - K(X} Py} + ¥iy).
1

( tes fonctions V' et W sinss gue les Kij sont les mémes que celles Ju théoréme 2-1 ).

Dans ce cas les forces Y2 pinterviennst ni daps 1 Bguation Bacroscopigue Juf
Frermine P ps dans [ expression du premier terme U° de la vitesse. D)
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37 MEYHODE VARIATIONNELLE ET RESULTATS DE CONVERGENCES:

L'objectif de ce paragraphe est la justification des résultats formels obtenus par la
methode des échelle multiples.

La vitesse U et la pression P¢ sont définies uniquement dans le domaine Qi occupe par
tes finides. Ce domaine dépend du parameétre ¢. Avant de faire tendre ¢ vers zéro, la premiére

préoccupation sera donc la construction de prolongements de la vitesse et de la pression au
domaine ) tout entier qui est indépendant de ¢. Ces prolongements doivent vérifier des

estimations compatibles qui permettront le passage a la limite dans les équations vérifiées par
la vitesse U et 1a pression P°.

La vitesse U° peut étre prolongée par zéro en dehors du fluide s'ei grace aux conditions

homogénes qu'elle vérifie sur les interfaces solide-fluide et sur les entrées et sorties du fluide.
Par contre, pour prolonger la pression on aura recours a des opérateurs de restriction Jdu
domaine Q & sa partie fluide Qi. Cette methode a été initialement développée par L. Tartar [34]

lorsque ¥, est strictement in<lus dans 1a cellule de base Y. mais elle a eté généralisée récement

par G. Allaire dans [1]

On commencera d'abord par démontrer quelques lemmes utiles pour ¢e paragraphe,
of1 conistruira ensuite des prolongements de la vitesse et de la pression et on donnera des
estimations a priori vérifiées per ces derniers. Enfin, en utilisant des fonctions-test
sppropriées, on établira les équations limites qui seront comparées aux résultats de la méthode
Jes échelles multiples.

3-1) Lemmes préliminaires:

Pour toute fonction v, définie sur Qi, on note:

v le prolongement de v par zéro en dehors de Qi.

G-I 1 . 13 fonction définie sur ¥ par: ¥ () = Tiey + 0¥9)

ot 0K désigne lorigine de la ki¥™ celtule CX* translatée de cY (figure 3-1).
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3
Les cellules C¥¢ sont de 1a forme: ¢ _LI_'I1 ligti. Gy + &L leur origine est 0% ¢(igly. inty, ists) 00

(iy. i2. i3) et un multi-entier de Z> et £, &, et &, sont les cHtés de la cellule de base Y.

2
2
Cellule de base Y.
Cki
Dki
ek,
e,
cui Cli
eY
Cettules CK€ transiatées de ¢Y.
{figure 3-1)

Invetrsement, pour toute fonction ¢, définie sur 1'ouvert Y; de 1a cellule de base Y, on
note :
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( § : la prolongée par zéro de ¢ & Y\Yj
(3-2) ¢ : la prolongée de la fonction § par Y-périodicité & R°.

9 1a fonction définie sur R® par: §*(x) = $(§).

Alors si 1'on N® fe nombre de cellules cke recouvrant 1'ouvert Q, c'est a dire le plus petit

entier naturel I tel que:

Ii
QC kl:l1 cke (fig. 34)

of: ale:

Lemme 3-1:

1) Four towte foncion ¥ #L’ (0. fes fonctions v sopt dens L(Y) etona:
2 N 2
T " : IL
Vi o=
" ”o,sz§ & 2 8 A e
k=1

1 1 .
S5 v est dans HolQ}) ators v*¢ st dans B (Y), nulle dans X, ef verifie:

av

dx, "os’f ¢ z I|6v, "oY

ii) lnversement. pour towie 1oaclion § del,z("!f), la fonction § mm.rlz(Q) etonsa.:
[# 0= ¢ el

Sty estdans Vo={y e H'(Y,)/ y=0 sursy, et Y-périodique | &lors¢® ast dans H'(Q) &
\ Y=Y ¥ 2 . ¢
verifie:

“ x; “osz - " ovi ILY

o1 C est une constsnte (ndependste Je ¢.

démonstration:
i) 5i v e L7(Q}). il est clair que e [v e Liyy y = 0 dans Y\Yq ] et par le

changement de variable x= ¢y + 0¥ on a:



2 e . 2 2
J v &= ’ v dx= } & (v¥¢) ax = } & (vE¢)" ax

11 suffit alors de sommer ces égalité de k=1 au nombre N* de cellules C** recouvrant Q
pour obtenir la premiére egalité du lemme.

1 . o~
Maintenantsive Hn(Qi) alors son prolongement par 2éro v en dehors de Q§ est dans

1
H (FE%) et est nul dans la partie solide Qg donc nul dancs tous les eY-translatés de ¢Y,. D'aprés la
définition (3-1) des v*¢ on a alors:

N (qer‘('f)f ¥ =0 dens Y\Y; }

avke v
(V)= ¢ — (oy + 0K
¢ {y) 3 ey )

et par le changement de variable x=cv + k¢ i1 vient:

av il S T Lol avke
— &= € dx
| laxi axt G 0

La somme de ces égalités de k=1 a N® achéve donc¢ la démonstration de i).

ii) Soit g & L (¥y). Il est clair, d'aprés la définition (3-2) que

2 M
9te [vsn,fu )/ v- o-dans(U c"‘)xn‘]

et par le changement de variable x= ¢y + gke ona:

o 2 ~ 2
¢ dx= p° dx = j £ 9 dx= Jc”-p dx
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En sommant ces égalités de k=1 aN° il vient:

{3-3) " ¥ “:.Q =N " ¥ lngt

Le nombre N de celiules C¥f recouvrant O est égal au rapport des mesures { de

Lebeszus notéez: mes() ) de (kU ckt ) et de la cellule ¢Y. De simples considérations

géometriques montrent que:
N
mes{ U ¢ v0)sCs. (fig. 3-4)

ag L est la surface de 1a plus petite sphére qui contient le domaine Q. Donc:
W

ke f s Y
E_nnas(kl=J1 cke) ) mes(kl_:JlC ) mes(kl;JIC \ Q) + mes(Q) ) C ¢ + mes(Q)

mes(eY) & mes(Y) &* mes(Y) T ¢® mes(Y)

Ainsi lorsque est assez petiton a:

1 + mes(Q))

(3-4) N® <
' & mes(Y)

et en remplagant dans {'égalité (3-3) il vient:
e I 1 + mes(Q)
€
“ ¢ "oQ * Tmes(¥) " "0 A
Enfin, la derniére inégalité du lemme 3-1 s'obtient de fagon analogue en utilisant 1'égalité:

2% .
o B e‘a“(-) 0
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Lemme 3-2:

1 :
Toute fonction v de Hy(Qf) verifle:

""lL,Qﬁ s Ce || ov IL,Q;'

C
<& o,
& ,sef

l J He v.n dx
£

o H' designe la courbure movenne de 1 interface ai‘ge &1 C une consiante independatite de ¢.

Démotistration:

1
Pour toute fonction v € Ho(QF), les fonctions v*¢, définies sur la cellule de base Y par
la relation (3-1). sont dans [ € H'(v), y =0 dans Y\Yy J . En particulier, elles ont des traces

nulles sur interface #ly, L'inégalité de Poincaré donne slors:

2 2
[y, < clwealCy,

ou la constante C ne dépend que de 1a géométrie de Y ( donc indépendante de k et de ¢) et le
. : \ . g3
symbole ¥y{.) désigne le gradient par repport 4 la variable y [F]I
ij=1

En reportant cette inégalité dans la premiére relation du lemme 3-1 if vient:

I+

et la deuxieme relation dulemme 3-1 implique alors que:

2 N
o= 3 % ":,Yf
k=1

2 2
IVl gz cllmeo o

. ‘. . . a3
ou Vy(.) désigne le gradient par rapport & 1a variable x : [3] .
i ji=1




I 3¢ MITHODE VARIATIONNZLLE ETRESULTATS DE CONVERGENCE IL 42

_____ Lapremiére égalité du lemme 3-2 est alors démontrée. Pour démontrer la deuxiéme, on

procéde de maniére analogue, ie: on utilise ies fonctions v pour se remener a la cellule de

base Y:
€ “E £ €
Hvod= Y H v.n d(dy)
2é kst & ke

En utilisant la définition (2-7) de la courbure H', cest & dire : Hix)= ¢! H(:i}, o H est

1a prolongée par Y-périodicité de la courbure moyenne de l'interface .ﬁgg (= aYg 107y ) . te
changetnent de veriable x = ¢y + 0% dans chaque terme du second membre de l'égalite

précédente donne alors:

15,

{3-5) I H v.n dx =c?¢?

=
[1]
[

]' H Vki.n). d(cﬂfgﬂ)
L)

Puisque les fonctions v*° sont dens hr ¢ H'Y(Y)/ ¥ = 0 dans Y\Vg } 'inégalite de

Cauchy-Schwarz, 1'inégalité de Poincare et la continuité de I'application trace impliquent que:

<o [l g [,

| J H v¥n, ddg)
e

etlaconstante Cy ne dépendnide c nide k.
En reportant cette inégalité dans (3-5)on a:

| [Hiv.nu

€
ot

¥
ciclil g, 5 ImotolLy,

Mais en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, la deuxiéme égalite du lemme 3-1 et
l'estimation (3-4) du nombre N' it vient:
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-

%
| [vnaleail g W [ SRy, |
‘ﬂsgz gk k=1 ’
- 2
<l g, | 3oLy,
k=1
< et [ ]| g, |79 |
1+ mes{Q)
aveclas= Ly W

Ceci achéve donc la démonstration du lemme 3-2. O

On va maitenant énnoncer un lemme crucial; il s'sgit de la construction des
opérateurs Je restriction qui vont permettre le prolongement de la pression Pf en dehors du
Jomaine Qﬁ occupé par les deux fluides. Ces opérateurs ont été introduits par L. Tartar {34 ] mais
ils n'étaient opérants que dans le cas ol Y, est strictement inclus dans la cellule de base Y,
donc en particulier le solide Q§ ne peut étre connexe, ¢e qui n'est pas en général

physiquement réaliste. Le lemme suivant est une généralisation des résultats de L. Tartar & des
structures géométriques plus générales ol le solide QO peut étre connexe ou non. Cependant,

si ¥, aun intersection avec Y et 5i le domaine Q n'est pas un nombre entier de cellules CK¢
translatées de ¢Y, alors les résultas de convergence obtenus pour le prolongement de la

2 2
pression ne sont valable que dans Liec){Q) aulieude L (Q).

Précisons et rappelons d'abord les hypothéses (2-1) faites sur la géomeétrie de Yy:

+ a) Yq est connexe et de frontiére dYy localement lipschitzienne et est situé d'un
seul ¢Oté de son bord.

(3-6) + b) les interfaces &, se prolongent par Y-périodicité en des surfaces réguliéres
(G de R®.

+ ¢)la réunion des Y-translatés de ¥; est connexe.
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%

- - - -

(2} géometries autorisées dans le femme 3-3 mais non autorisées dans le lemme de Tartar.

{figure 3-2)
%
%
{1) géométries ne vérifiant {2) géométries ne vérifiant
pss I'hypothése a) pas I'hypothese b)

{(3) géométries ne vérifiant pas '’hypothése ¢)

{figure 3-3)
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On introduit maintenant les notations suivantes (fig. 3-4):

+ OF =la plus grande réunion des transiatées CX¢ de 1a cellule ¢Y contenue dans Q.

{37) | « QF*F=00\QF.
o QF=0IN0T . O =0fNOtT.

l oQ
A

N
\

-

{figure 3-4)

Lemme 3-3:

Sous tes hypotheses (3-6), il existe un opérateur e restriction R lnezire &
coniny ef gue:

i) R € AHHQ),Hy (@8 .

1, . ~
ii) o7 v € Hyl™) ators RV ) = v dans O
iii) & div(v}= 0 darzs QOF slors div(R'v) =0 danns QO

iv) .{1 exisie une constante C ndgpendanie & ¢ 1elle que:
[ o < e(2 17 lhge + I 9% foge ) vveBaa

o 7 devione le prolongemen? par S6T0 £ Jekors de Q§° )

Démonstration: { voir G. Allaire {1]).
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1, 1
Remarquons que 1'opérateur de restriction R est dans L(Ho(F ), Ho(05)) au tiew

y 1 )
de LHa() Hy(Q5)). La construction de l'opérateur R se fait sur chaque cellule CX€ en se
ramenant a la cellule de base Y par homothétie :T et Y-transiations, il est alors dificile de

1 1
construire un opérateur de restriction dans L(Hy(Q), Ho(Qf)) vérifiant les propriétés ii), iii)

et surtout iv) du lemme 3-3, car les imsges par homothétie ! et Y-transiations des
€

intersections C¥¢ (1 Q** sont des parties de Y dont les tailles sont veriables et incontrolables

(figure 3-5).
\aQ
| |

\
- 1
/c c

.«

cefiule de base Y cellule de base Y

.

{figure 3-5)

Pour ne pas alourdir 1'exposé des résultats, on supposera dorénavant que le domaine Q
est un nombre entier de cellules C¥* translatées de €Y. Dans ce cas QF coincide avec Q, Qf
coincide avec Qf et QF¥ est vide. Mais tous les resultats peuvent étre généralisés au cas ou Q
n'est pas un nombdre entier Jde cellules Ck‘, il suffit de remplacer dans ¢e qui suit les
convergences du prolongement de la pression dens Lz(Q) par des convergences dans

2
L{10c){Q?). Faisons alors 'hypothése suivante:

N
(3-8) Q=Q"=kgic"f ; N'e N*
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3-2) Prolongements et estimations a priori:

3-2-1) Prolongement de 1a vitesse et estimations:

Grice &1a condition de Dirichliet homogéne que vérifie 1a vitesse U° sur te bord bﬁi de

Q§ . le prolongement e U° par zéro en dehors de Q§ est dans l'espace:
¥'{div0) = [v € Hé(Q); div(v)=0 }

En utilisant les lemmes précédents on va établir les estimations suivantes ou C désigne,
comme dans toute la suite, diverses constantes indépendantes de ¢.

Proposition 3-1

Sois fer hypothéses (3-6) o1 sé:
[ g = e

&alors le prolongement T g L viresse verdie -

o 8] <

g seet o2

Demonstration:

On va utiliser les équations variationnelles (1-7) vériflées par la vitesse U et la
preszion P:.

Uev = Hiop=HH): Pelia)
(3-9) l 2p° Dy(UIDy(w) dx- J P div(v) dx= [ Fvdx+ J'ZU H vo dr
o Q 0 Ay
[ q dv(U*) dx=0. ¥ (v.q) € V% Lg(Qf).
~
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Of Of Ay

Puisque 1a constante ¢ est supposée indépendante de ¢, 1'inégalité (1-15), I'inégalite de
Cauchy-Schwarz et le lemme 3-2 impliquent alors que:

< IR £
R P O W N L

Donc at ”F IL s<Ce2ona:
L3

[0 g [0 g = 5

Et 'apreés le lemme 3-2:

|o° "o_,Q= |v* "o,o; s cef| vo* "o,Qi <t

Ce qui achéve la démonstration de la proposition. O

3-2-1) Prolongement de 1a pression et estimations:

L'opérateur de restriction R’ du lemme 33 va nous permettre de construire un

prolongement de la pression P* qui vérifie les estimations de la proposition suivante:
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Proposition 3-2

Sous les hypothéses (3-6), (3-8) etst:
| "o,Qi < Ce?

&lors [l existe ur prolongement Qe Je g pression pf Bt que:

o Qeli et [Q‘ ax=0.

0f

Démonstration:

Soit S° une distribution qui vérifie:

1
¢Sk, Vg =" [ P div(RY) & V¥ veHy(Q)
O
1 1
D'aprés le lemme 33 et 'hypothése (3-8) R’ € L{Hy(2). Ho(Q})), il est alors clair que S°

- _ 1 -
est dans H 1(Q). Le symbole ¢ ., >a désigne les crochets de dualité entre Hg(®) et H Y®)

pour tout ouvert 8 de 0.

On commence par établir des estimations vérifiées par S°, puis on costruira, grace a S', fe
£ . { S s
prolongement § de la pression P . D'apres (3-9) on a:

¢S5 v

- J FRY dx + J?.o B R'van dr- sz‘ DT D Ry) dx
0 Ay 0f

Q
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Donc, d'apres l'inégalité (1-14), le lemme 3-2 et I'inégalité Je Cauchy-Schwarz, on a:

<c{ 70 gy +e IE gy + )17 g

af
l( 5>, V}Q

D'apreés la proposition 3-1 " v IL of < €&t done si " F "‘J of < C¢2 I'inégalité
» f > f

précédente implique que:

l<s*,v>Q s cet || v IL’Q:;

En utilisant I'inégalité iv) du lemme 3-3 que vérifie R, it vient:

(3-10) <gf,.v>Q|s Ct_l(% " v ILQ . " Vv |L'Q] | vve Hple)

On ve maintenant montrer que la distribution S° est le gradient d'une fonction de (%))

et qu'elle coincide avec le gradient de la pression P’ dans Qi.
1
Soit v € Ho(Q) telle que div{v)=0.D'aprés le lemme 3-3 diviR~) =0 eton a alors:

¢S, Vo7 - J P° Av(Ry) dx=0 v v e Hy(Q) telle que div(v)=0.
Of

I existe donc {[36]) une fonction Q° € L3) telle que S° soit le gradient de Q°. cette

fonction n'est déterminée qu'd une constante additive prés et on peut alors la choisir de
movenne nulle sur Qi :
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(3-11) I L) 7 s'= 9 et Ia‘ dx = 0. (0 el ).

Of

1 ~r .
Soit maintenant une fonction v queliconque de Ho(CQf) . Son prolongement ¥ par zéro

1 . ot ~o . .
a 0 est dans Hy(Q). D'apres le lemme 3-3, 1a restriction RAv)de v & Of coincide avec v.

Donc d'aprés 1a définition de S et la relation (3-11):

{Si,,*;)Q = <:?Q€,¢;>Q =- J P* div(v) dx=- J'lf div{v) dx VveHé(Qf}
4 Of
d'ou:
J @° - P°) div(v) dx=0 v v ¢ Holo).

4

Mais O et P* sont dans Lﬁ(ﬁf} (i.e. de moyenne nulles sur $% ), et d'aprés R. Temam ([36] lemme
1

. chagp. 1), l'opérateur “div" est surjectif de Hqo(Qf) dans Lﬁ{Qi), on peut don¢ choisir dans la

relation précédente la fonction v telle que: diviv) = (0" - P*) ce qui implique que :

£ £

(3-12) Q-P dans LI}

En utilisant 1'inégalité de Poincare dans (3-10), la distribution 5§ . donc ?ﬂi, verifie,
lorsque ¢ est assez petit:

< Ce?

o],

On va meintenant montrer que la norme de §° dans L3(Q) veérifie une inégalite

analogue ala précédente. D'aprés R. Temam ([36] lemme 6.1 , chap. 1), il existe une constante
C' qui ne dé pend que de Q ( donc idépendante de ¢) telle que:

lallg=c v "H"(O} ¥ q €L7(Q) telte que Vqe H '(Q) et J q dx=0.
’ ‘ 0



H. 3¢ METHODE VARIATIONHELLE ET RESULTATS DX CONVERGENCE 433

.

777777 . =& i [

&insi, sil'on note . = dx alors

insi, st e: 0 =) J Q
Q

313) } @-0F asc v, sc ot

H Q)
Q
Mais:

J (of )2 dx - mes(Q) (ﬁe)z
Q Q “

| W
-
e )

()
]
o]
"
e’
[+
(=}
™~
it

-

= (1-a) J (QE)Z dx + a [ (st dx - mes{Q)} (f!e)2
Q Q

ou a est un parametre arbitraire.

D'apres (3-11), lafonction Qs est de movenne nulle sur f, done:

n , ) 2 ; 2
mes(@) (3°)'- me;(Q)( j ¢ a) - mesl(Q)( J :f )
3 Qs

mes{Q;) J 2 mes{QF) J €12
< dy = dx
mes{) (Q Vo mes{Se} (Q )
0 Q

mes{Q5)
mes(Q)

. L 37 —£12
Sion choisit a= .alors0<a<1, & J(Q) dx - mes(Q) (§°) 20 eton pewt
Q

alors déduire de l'inégalité (3-13) que :

Ce qui acheve la démonstration de 1a proposition. O
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Remarque 3-1:

Les calouls precedesiis mopirent Juon peut énnoncer le lemme 8.1 de (1361 Chap.t)
Sous la forge sufvente:

I existe une constante U gui ne & pend gue de Q telle Jue:

"q ILQS C ” vq "H"' . v qeLiQ) relle que Vae H Q) o I q dx=0.
. (€2) o

SVeC (W2 Sors-ensemble Je Q) J mesure nopn npulle. [

3-3) Passage & la limite:

Grace aux estimations établies dans les propositions précédentes, on peut extraire une
sous-suite du couple (T £20°) qui converge pour la topologie faible de L3 x LXQ). on va
démontrer que pour 1a sous-suite extraite de azl'f on a des convergences fortes dans LQ(Q).
Ensuite, & 1'aide des solutions V' et W des problémes locaux (2-20) et (2-21), on va identifier les
limites de ces sous-suites convergentes et on en déduira que toute la suite {0 °¢%0°) converge.

Enfin, les résultas de convergence obtenus seront comparés a ceux du deuxiéme paragraphe
qui sont obtenus d'une fagon formelle par la méthode des échelles multiples.

Précisons d'abord que les forces volumiques F¥ vérifient, d'aprés leur expression (2-6),
les hypothéses des propositions 3-1 et 3-2 et la convergence suivante:

IYgl o I¥el _
(3-14) P F— -ﬁ,ﬁ- Eg + w7 o dansL(Q) feible.

Cette convergence s'obtient grace & la périodicité des I‘;z et le lemme classique

consernant les fonctions périodiques ([331 Chap. 7, lemme ).
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— Théoreme 3-1
Sous les hypothéses (1-6), (2-3), (3-6). (3-8) o1 (3-14). on pewr extraire une sous-sutte

de U°. encore notee U° . tette gue

A . fard 3 2 .

(3-15) U ———7 darrs L (Q) faidle
, [ div (U) = 0 datzs Q

e Un=0 sur 0Q

Lo mEéme o112 peU EXIRINE U SOUS-SUTE 0 lf_. aolee Q‘ welle gue:

{3-16) 2 ———— P danns 13Q) rort

&t J P dx=0.
9]
démonstration:

D'apreés les estimmations de la proposition 3-1, l'existence d'une sous-suite de N qui
converge vers une fonction U est évidente. On va montrer que cette limite U est a divergence
nulle dans { et que sa composante normale U. n est nulle sur le bord 4. On introduit I'espace:

o) = v € L) diviw) e L2(@)

munit du produit scalaire usuel:

{V, W) div J vw dx + J div{v) diviw) dx; pour v.we Fo(div)
Q Q

i ~ 1
Puisque la suite U  est dons Ho(Q) elle est dans F{div), de plus elle est a divergence
nulle, donc:

I

< ﬁle,v);dh = J v & ¥ v € HH{div).
Q



IL 32 METHODE YARIATIONNELLE ET RESULTATS DE CONVERGENCE IO 36

Doni<, 1a sous-suite N converge aussi dans H{div) faiblement vers U et la limite U est

alors & divergence nulle. De plus, on sait {[ 20] Théoreme 22) que I'application trace:

Yo  V——— (V)=vn

. _1 ~
est linéaire et continue de  F(div) dans H 2(3Q). La convergence faible de U~ vers U dans
F0(div) implique done celle de 3, (T°) vers §,(U) dans H *(3Q). Mais puisque T est nulle

sur 9Q, les traces ¥, ( ) et 34(0) sont nulles aussi , ce qui achéve la démonstration de (3-15).

D'apres la proposition 3-2, les suites c’QE et ez’?lf sont bornées respectivement dans
Lz{Q) et dans H'l(Q). on peut donc en extraire des sous-suites telles que :

2ff —— P dans L(Q) faible
(317)

L :2vgf —— VP dans H Q) faible

On va montrer que ces convergences ont lieu respectivement Jans LQ(Q) fort et
dans B Q) fort. Pour montrer que 290° converge vers VP dans HQ) fort, il suffit de
verifier que:

@V ¥y, ——— (TP ¥,
(3-18} i )
V gt € Hé(Q} telle que ¢ —— y dans H;{Q) faible.

. , - 1
oGle symbole ¢ .,. > désigne les crochets de dualité entre H 1 (Q) et Hy ().

Q

i
Prenons alors une suite y* qui converge faiblement vers une fonction y dans Hy(Q).
on a

+

(3-19) @90 ¥, - (TP, ls |<ezvq‘, ¥ WG | ¢ [<PVE - VR, |-
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D apres la deuxieme convergence de (3-17), le deuxxeme terme du second membre de cette

ns {3-10)-et (3-11)

co20nf g
|\evu,w‘ ¥>q

sl + <l v velg)

Mais " Yyt - "Tf‘\plL o est borné indépendement de ¢ et, d'apres la compacité de

Vinjection de HYNQ) dans L2(02) | 1a suite ¢ converge vers y fortement dans L2(Q). Le second
membre de 'inégalité précédente tend alors vers zéro avec ¢, donc celui de l'inégalité (3-19)

aussi. La propriété (3-18) est alors vérifiée, d'ou:

(3-20) 290" ——— ¥P  dans H Q) fort.

Maintenant on peut montrer que ¢2° converge fortement vers P dans (93] D'apres
R.Temam ([36] Chap.1, Lemme 6.1), il exite une constante C qui ne dépend que de Q telle que:

Jod-plge o f - p) o v wel )
Qf

D'aprés (3-20) et 1a premiére convergence de (3-17) le second membre de cette
inégalité tend vers 2éro avec ¢, donc:

(3-21) czl'f ——— P dans LQ) fort.

Pour achever la démonstration du théoréme, il reste a montrer que la limite P est de
movenne nulle sur Q. D'aprés 1a proposition 3-2 on a:

(3-22) [ Q" dx = J X§ 2" dx=0
Of Q

ol X§ désigne la fonction caractéristique de Of
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Mais si 1'on note X¢ La prolongée & R® par Y-périodicité de la fonction caractéristique
de Yj, alors: X5 (x) = Xf{i). La fonction Xi converge donc faiblement dans L3(Q) vers 1a
£

¥4l : ,
moyenne -I-Yil de X5 sur Y. Le passage & la limite dans (3-22) donne alors le résultat voulu, i e:

[P dx=0. O

9]

ETS

On va maintenant établir les relations qui lient les deux limites U et P, puis, on va
essavyer de les identifier comme solutions de problémes aux limites.

Théoréme 3-2:

Sous les Biporhéses qu théoréme 5-1. les Hmites U et P sont liges par :

(3-23) U= KH(E7 - 9P) + KN ES- 9P )+ ﬁ I{wv) dy
f

ou les X7 (= g.b) sont les tenseurs der permeabilites K‘fj FEfinies par

K5 1 J (v )ity dy (e=g.t)

Y¢

&t les fonctions Vi et W sont les sofutions uaigues des problémes locsux (2-20) et (2-21).

La limite P et determinee de fapon wilgue par le probléme suy limites:

-~

dans Q

~2
o (o ) e ) org)
4 oy 1 3x;

axy | 0x;

op §'es 4 n;
o) | g MT (k5 () + &y (EQ)dni + Lv,{y) dy  sur o0
| {
J Pdx-0
L0
t

o K==K'+ KE
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Démonstration:
¥k x . P
—— Enutitivant tes sotutions (V q ) et {¥.r) des problemes (2-20) et {2-21), on définit tes
. ke ke ke ke £ £
nouveaux couples de fonctions (¥, .q, ). (V .q et (W r°)par:

-~

V) vﬁ(fci) i - q:(f-) (o = g.0)

(3-25) 1 ¥ vg e vy i q- qp e qp (k=123)

L

Vix) = W& rix) = r(D),
€ A

. s per k k, . .
Les équations (2-20), verifiées par les (V_q,). impliquent alors que les nouvelles

ke kel ;
fonctions (V, ,q:) vérifient, pour chaque couple (e, k) donné (e =gletk=123):

ks
2 oq
-2pp et a—ij(Vf} +e—— = Bupbik dans chaque Q,i; Bp=g.t
Xj ax;
dive(¥E) =0 dans chaque Qp (= 2.8
[vk]l, -0 sur Sl
@ gE
[2¢pt ij("ti) - q:i bi ]gu ;=0 . sur ﬂ;—;
vk - g ' sur S

ou les 8;y et 6,4 désignent les symboles de Kronecker (ik=123etep=gb).

k .
Les couples (V i,qki) vérifient alors:

ke

-2 pg a—Dfi(Vke) +& L = 8ix dans chaque Q; B=e¢b
x%; 0%
divx(vki) =0 dans chaque Qf3 =gt
ks £
(3-26) | [V Du=0 sur Ag
X
[z pEDEi(¥ ) - €% 855 Dg =0 sur Ag
Vki =0 sur eﬂ;g
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De méme, les équations (2-21) vérifiées par (w.r) impliquent que le nouveau couple
(WEr®) vérifie:

2 a k4 £ at's £
-2¢° P T D{W ) 4e5—= 0 dsns chaque Qp (B=g.0
0x; 0%
divg(WE) =0 dans chaque Qp (B=g.8)
(327 | [¥ ]g=0 sur g
[2epf D’i‘i(ﬁ") - ¥ §jj ]glz nj=20cH n; sur afg
W =0 sur ﬁia

{ rappel: Hi(x)=¢"! H(E'}, ou H est 1a prolongée par Y-périodicite de la courbure moyenne
¢

de l'interface f g = Y4 10Yg ).

Maintenant, si on note:

{3-26) 2=Uf-w et XF=ePf-rt,

alorz, en utilisant le probléme initial (1-4) vérifié par la vitesse U° et la pression P°, les
nouvelle fonctions Z° et X° vérifient:

a £
-Zpgel ED’:;(Z‘} +t -a% = ¢°F% dans chaque Qg (F=2.0)
1 i
divg(Z%) = dans chaque Qf; B=2t
€
(3-29) [ zi ]]E.E =0 sur ﬂgt
2¢ ].lE D’fj{a’*) -x Sij ]Igﬂ n;=0 sur éﬂ;’g
7t =0 sur Sz

Soit maintenant ¢ € D{(Q). on multiplie la premiére équation de (3-29) par la iéme
k . . . el
composante de pv : puis on l'intégre par parties sur chaque Q; {f = g.8). Comme ce qui a été

fait pour obtenir la formulation variationnelle (1-7) du probléeme initial (1-4), la somme des
relations obtennues, sur 1'indice i de 1 & 3 et sur l'indice p = g.¢, donne en tenant compte des

condition: sux interfeces:
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(3-30) J 2 ¢y DLEOD V) dx = J e X Vo ax + J 9 2 FEV &

o o Of

De méme, en multipliant 1a premiére équation de (3-26) par QZE, des intégrations par

parties donnent:
k 3
(3-31) ]'2 2 4 Dyy(v ID3ji9Z) dx = J ¢ X V9.2 dx+ J p Z; &x
I 0 %

On va maintenant combiner les relations (3-30) et (3-31) et essayer d'obtenir une
relation dans laquelle on peut passer a la limite, mais qui permet aussi d'obtenir une relation
non trivisle entre les limites des prolongement de la vitesse Us et celui de la pression P
Remargquons d'abtord que:

. S x e (09 . 0%
2Djj(9Z)=2¢D5;(Z) + [O_Xi Z; + 3:_:; Zi:

"
et une formule analogue pour D’fi(-pv 9.

Si on soustrait la relation (3-31) de 1a relation {3-30). il vient alors:

A € a £ d k' k " 0
J e D3;(2) [a—: v . a—:vf] dx - J &yt DLV ) lgz—i Z+ g;%zf] dx =

for Qf

~

- Je(vak‘-q’“z‘).v.pdm J (2p. 95 - 2 ) g &
)] Of

On écrit maintenant ces integrales sur le domeaine fixe Q en utilisant le prolongement Q° de l1a
pression P¥, donné par 1a proposition 3-2, et les prolongement par zéro en dehors de Qf de



I 3¢ METHODE me ETRISULTATS PE CONVIRGENCE IL 62

e e O e e s e A L S N R N S M R LAl

toutes les autres fonctions intervenant dans la relation précédente. de fagon précise, si 'on
note:

T=c0Q-71° (voir {3-28))
e opérateur de prolongement par zéro,

alors 1a relation précédente s'écrit:

o (2 gk, o % g, 2

(3-32) Jc § D’,‘,(z‘)[ ? g g’_vf‘]dx— Ic o Dy )[ y ‘+a: Z]dx=
] 1

o

Q

- Jc(fiﬁki-a’ki?)ﬁ?¢dx+ J, (e2p 5. Ve &
2 Q

Mais remarquons que les fonctions V :fke v et '3 comctdent respectivement avec
les fonctions ‘E’ &ki vetr qui sont définies par (3-2). Il existe donc. d'aprés le lemme 3-1,

une constante C indépendante de ¢ telle que:

| ¥ IL,Q'-" ¢ v IL,Y, " ax1 "o,Q : " ILY
) " ~ks v

6 | | Lgsclvly, S A P
5l c a5, et ¥ qsclel,y,

2 k
Puisque les normes dans IL (Y¢) des fonctions V', qk, ¥, r et Jde leurs gradients sont
indépendantes du paramétre ¢, on peut passer a la limite dans la relation (3-32) grice aux

convergences (3-15) et (3-16) annoncées dans le théoreme 3-1.

D'apres les estimations précédentes et celles de la proposition 3-1, le premier membre
de I'égalité (3-32) tend verts zéro avec ¢, donc:
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(3-34) eV I vga s | @F ¥ - Thelx — i

Examinons maintenant la convergence de chacune des fonctions interfenant dans
cette relation:

D'apreés la convergence (3-16) du théoréme 3-1 et l'estimation de (3-33) concernant la

. .—'E.-'E
fonction + on a:

{3-35) eXi= czqi-c?s — P dans 12{5’2) fort.

£t —0

D'apres les notations (3-25), si 1'on désigne par X; la prolongee par Y-périodicité de la
foniction: caractéristique de Yy alors:

ks

T )= Ve XS (@=g9.
I

0= v & x5 - [v§ & . v (5] X5
£ £ € ¢ t

¥ =-v® x®
e 14

Grace a la périodicité de ces fonctions on a don¢:

f?lf — JVLY(V:) dans L(Q) faibte. (e = gl

33 ] ¥ - Jl'!q(vk) dans L(Q) faible.

~wE

N

—— My(V) dans L(Q) faibte.

olil'on anoté: Me(y)(x)= I;’—I J y(x.y) dy (pour toute fonction y définie sur @ X Y).
¥s



&  T0-¥ U- My(¥)  dens L(Q) faible.

s . - . - y . €
Enfin, d'aprés 'expression {2-6) des forces volumiques ', on a:

2E P @t POV O XD -

et
-2 k

- Nk y
2EY Me(E2¥)  dans LYQ) faible.
mais:

réz(x) iy €Yy

Fix.y)=

Frx) sivey,
donc: JVLY{E ¥ Xy) =g M/Y(V Xg)+Ey JVLYWk Xp). D'ou 18 convergence suivante:

; \ Egy - k., - k .
(3-38)  PEY s F My X+ E My(V Xp)  dans LY(Q) feible.

£ —0
En utilisant {3-33) a (3-38), le passege a la limite dans la relation (3-32) donne alors:

d .
(3-39) J X,y % dx = J (mt, (E2); + mly (F2); - Uy + My(Wy)) ¢ &x

0 Q

oul'on anoté :

(3740) | K,y = MylVy) = IYLI Ivf{v) dy
¥¢

My My VE X e oo JY Vity) dy (x=gt)
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La relation {3-32) étant vraie pour toute fonction ¢ € (), on en déduit que:

X E oP _
(3-41) U;- My (V)= Mg (EP); + Mf',- (), “Kij gy G 2'Q)

Cherchons maintenant les relations qui lient les constantes M‘;‘i aux permeésabilités K; 1-
cpe s i i . .
et Kii définies par le théoréme 3-2. En prenant ¥ et V_ comme fonctions-test respectivement

dans les problémes variationnels (2-31) et (2-32)on &

20 DoV (V) dy = Iv: dy = IY|M5;
Yg Ya

.

Yi Y

En comparant les premiers membre de ces relations, il est clair que:

c:i - ji { 1:] =123eta= g't, }

Et puisque les K;; sont symétriques d'aprés (2-25) et (2-26), 1a relation (3-41) peut s'écrire

aussi sous la forme:

oP

k z, ]

}

Ce qui n'est rien d'autre que la relation (3-23) du théoréme 3-2.

Montrons maintenant que la limite P vérifie les équations (3-24) ennoncées par le
théoréme 3-2. D'aprés le théoréme 3-1, la limite P est de moyenne nulle sur Q et la limite U

vérifie:

div(U)=0 dats
O0n=0 sur 00
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I1 suffit alors de remplacer dans ces équations 1a limite U par son expression {3-41)
pour obtenir le probléme aux limites {3-23) que vérifie la limite P.

D'aprés la coercivité des constentes Kii qui e été établie dans la relation (2-6) du

théoreme 2-1, les équations (3-23) forment un probléme de Neumann classique. La limite P est
alors déterminée de maniére unique ainsi que la limite U gréce & la relation (3-22). Par

conséquent, on peut affirmer dans le théoréme 3-1 que c'est toute la suite (T ¢%Q%) qui

converge vers (UP) et non pas uniquement une sous-suite extraite. On rappelle que U
désigne le prolongement de fa vitesse U° par zéro en dehors du domaine OQf occupé par fes deux

fluides (2) et (€, et §° est prolongement de la pression P* défini par la proposition 3-2 . 0

En comparant les équations (2-24) (2-27) obtenues par la méthode des échelles multiples
avec les équations (3-23) et les relations (3-22) obtenues par 1a méthode variationnelle, on a:

-

PZ:-p danis L2(QV/R

My’ = U dans L2(Q)

Rappelons que U° et P2 sont les premiers termes du développement asymptotique (2-1)
sous 1a forme duquel & été recherchée 1a solution (U¢ P%):

Ui(x) = UYxy) + ¢ UNXY) + 2 Uxy) + -

1

P = SPAxy) + § PHay) + POxy) + o PHay) + 0y

n
L]
o] |4

La méthode varistionnelle et La méthode des échelles multiples donnent alors les

mémes coefficients homogénéisés, c'est a dire, les perméabilités Kfl . Kf’l et K
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INTRODUCTION Iil L1

INTRODUCTION III

L'écoulement d'un fluide monophasique 2 travers un interstice entre
deux solides est souvent décrit par la loi de Reynolds. Ceue loi a été érablie
initialement par Reynolds en 1886 [32] d'une fagon empirique. L'application de cette
loi est vouée 2 l'échec dans certaines situations physiques (Fatino, Fene et Godet [17],
Bayada et Chambat [4]) mais dans d'autres situations, elle péut étre justifiée de fagon
rigoureuse par des méthodes mathématiques. Elle s'obtient comme limite des
équations de Stokes lorsque I'épaisseur de I'interstice tend vers zéro (
Bayada et Chambat [3], Cimatti [8], Dridi [14]).

On considére ici un cas plus général ol l'interstice entre les deux solides
peut étre occupée par deux fluides non-miscibles. On suppose que les deux
fluides obeissent tous deux aux équations de Stokes et qu'ils adhérent aux deux solides.
Sur linterface fluide-fluide on tient compte des efforts capillaires dis aux tensions
interfaciales. Sur les entrées-sorties des deux fluides, on considere des conditions
mixtes: la vitesse est imposée sur une partic du bord, et les contraintes normalesrkom
imposées sur l'autre partie. L'interstice occupé par les deux fluides est d'une faible
épaisseur comparée aux autres dimensions du domaine, et on s'intéresse au
comportement asymptotique de I'écoulement lorsque cette épaisseur tend vers

zéro.

En s'inspirant des méthodes de [3), on établit des résultats de convergences
pour la vitesse et la pressions des deux fluides. Les équations limites obtenues
superposent A la loi de Reynolds classique des termes de couplage qui
représentent les effets d'un fluide sur l'autre.
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1/ DESCRIPTION DU PROBLEME:

On considére un interstice Q? entre Jeux solides occupé par deux fluides (g} et {{).
L'interstice est d'une faible épaisseur comparée aux autres dimensions. Elle est de 1'ordre d'un
parametre § destiné & tendre vers zéro. On s'intéresse alors au comportement asymptotique de
'écoulement de ces deux fluides.

Pour que tous les calculs soit menés & leur termes, on va considérer une géométrie
particuliére, ¢ependant, beaucoups de résultats restent velables dans des géomeétries plus
générales.

Soit I une surface connexe du plan (x;x,) de R’ (fig 1-1). On définit sur T deux

fonction: ¥ et S telles que:

o ¥5 I — R
(1-1)

D £ Px;x) £ S(xl,iz} pp. dans Z

: 5 &
Les fluides (g) et () occupent respectivement les ouverts Qg et 0, définis par:

5 -
Qp ={(x1,x2,xa) tels que: x=(xpxple I et 0<x;3< ﬁ‘l’(x')]
{1-2) .
Qg ={(X112,X3} tels que: x=(xyxx)e Z et § P(X') < X3 < S(x')}

ou § est un parametre réel strictement positif. (figures: 1-2, 1-3 et 1-4).

W (i)

{figure 1-1)
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51’/\/\/:_\/— JQ

—~— T ~—
e — —~ ,-\_, ﬂa ’\——’—-\. S~

~/ —~

—— /\_,,\_/

—~—

) //l////////////////z///////////////////l

(figure 1-2)

{figure 1-3)

(m

{figure 1-4)
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La surface I peut étre partagée en trois parties disjointes. I, Zg et E% . en dessus

desquelles on a respectivement, uniquement le fluide (£), uniquement le fluide (g) et une
superposition des deux fluides (£) et (g):

T=3,U Uz
{1-3) Zy= {(x,,xz,ﬂ}; {X1.X2)€ T et WixyX,)= S(xl,xg)}

Zg = [{X1,X2,0) ; (Xg.x2)e Tet P(xyXp)=0< S(Xi_.XQ)}

zﬁ' = {{xl,xg,u} ;{(Xpxp)eTet D P(ayxs) < S(xl,xQ}}

La frontiere de La surface I peut se décomposer en deux parties. un bord Xs qui

génere une intérface latérale fluides-solide ou une face latérale sur laquelle la vitesse est une

donnée nulle, et un bord 3,— qui génere les entrées et sorties des fluides ( figure 1-4) ):

{1-4) 0z=34=3,U1;
La réunion des deux fluides {g) et {£) occupe l'ouvert Qg défini par:

& ) b 5
+ Q= U Qg Uy,
. o ab . , . .
ou ﬂgg est l'interface séparant les deux fluides {(g)et (8), ie:

S .
By = { K1 x2%3): (x1.X)e Tet xg =8 ¥x1.%)) |

b & =8
oaﬂt =6ﬂ13UT

L i . . 3 . )
ol Hy, désigne les interfaces fluides-solides et I’ les entrées et sorties des deux
fluides:

. 5

{1-5) r-= {(Il,xz,xs) ; (Xy.Xp)e 3t et 0<x3<8 S(x1,12)}

=5 = =& =5

Bz = TV Z, UTg

&
Z,= {(x,,xz,xs); (x;.x2)e T et x3=8 S(x,,xz)]

b
I', = {(Xg,X;_),Xs} ; (Xy.x0)€ 38 et J<x3<$ S(xl,xz)}

5 ) . . . .
les surfaces 2, Zp et I', représentent les interfaces des fluides avec le solide.

respectivement, inférieures, supérieures et latérales (fig. 1-4).
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. 3 . . p
Les frontiéres de chaque ouvert Q_ occupé par le fluide («). (a= g.8), sont définies par:

M= ToUdy, (e=gd)

§ LI , - , .
les surfaces T, et . désignent respectivement les entrées-sorties du fluide (e)

et seg interfaces avec le solide:

& -
Ty {(xt,xz,xs); (xyx2)ed; et D<x3<B ‘}’(xbxz)_}

6 .
Tg= {(xi_.xg,xs) D (xx2) €3y et WX Xp) <Xz B S(xpxz)}

o -5 =, =% )

(1-6) 'ﬂts: Il Zp U Ty

-2 \ . .

240 = {':X 1.X2X3): {xl,x;,)e Eg et X3:=6 ‘Y{XL.Xg) =b S(Xl,XQ}}

b \
rsl’l= [(xhx}xg); (x1.x5)€ 33 et 0<Xx3<8 ‘I’(X[,X:)}

& = . =h b -
Hge= ZgU Zog UTgg .

= {'{Xl,xz.xsi; (x1.x2)e T et X3=585(Xy.x2)> & P{Xy.X5) }

5
Teg- [(xx,x@xa) D (xpxpde ¥, et BP(xXp) <X3<b Sfxilz}}

Comme dans la partie II précédente, les deux fluides sont supposés incompressibles et
non-miscibles. Le fluide (&) est mouillant et le fluide (g) est non-mouillant. La vitesse Petia

pression P® vérifient le meme probléme (1-4) du premier paragraphe Je la partie Il mais, sur
les entrées et sorties I des fluides, on va étudier parallélement un autre type de conditions

aux limites. De fagon précise, on suppose que les deux fluides satisfont aux équations de Stokes
dans chaque Q: et qu'ils adhérent au solide, qui lui, est supposé rigide et immobile. Sur les

interfaces &1& séparant les deux fluides, la vitesse est continue par contre les contraintes

normales présentent une discontinuité due aux tensions interfaciales. Sur une partie des
entrées-sorties des fluides on impose une vitesse i nulle, ce qui revient a considérer cette
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8 -
partie du bord comme une interface fluide-solide {contenue dans #Asz ). sur 'autre partie r’on

suppose que les efforts surfaciques (2 ps Di,'(US nj- P n;) sont donnés:

3
Dans chaque Q, (e =g.t):

oy &g by, OB
Lj.'.o( axj D”(U) a 1 E1

divin® =0

b
Sur les interfaces Ay Muidelg) -fluidel?) :
87, -
[u ng =0
(1-7) 2 p® Dy (U®m; - PPy B =0,

. : . . . . . &
Sur les interfaces fluide-solide et une partie des entrées-sorties, notées &g,

wt-n
Sur une autre partie I'" des entrées-sorties des fluides :

2 4® Dy (U - P oy = 6

Dans les équations (1-7) les notationsz sont les méme que celle de 1a partie 11 (1-3) ou
l'on remplace le parameétre ¢ par le nouvesu parametre § qui traduit 1a dépendance des donnees
et de la solution par rapport & 1'épaisseur du fluide. La seule nouvelle donnée est 1a fonction G
elie n'est connue qu'a une constante additive prés, mais, quitte & faire un changement de
pression PS, on la suppose connue et on cherchera une pression de moyenne nulle sur Q%:

(1-9) _ J P® dx-=0

Avant d'étudier le oomportemem de la vitesse U et de la pressmn P lorsque
“I'épaisseur” § tend vers zéro, on va vérifier que ce probiéme admet une solution. L'étude de
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l'existence et 'unicité de la solution de ce probléme est analogue & celle de la partie II. On va
d'abord écrire ces équation (1-7) sous 1a forme variationnelle de Brezzi.

1-2} Existence et unicité de 1a solution:

On introduit les espaces fonctionnels:

(1-9) U = [veH' @) voosuwr s, | - @D = (H'hHP

Lg{fzi) = [q € Lz(Q;’); I q dx=0 }
o

munis respectivement des normes usuelles suivantes:

/ ;

\ o

f 3
l'qlo_,Qg: k ﬂJ;§q2 dx

ou l'on adopte, comme dans tout ce qui précéde et dans toute la suite, la convention de
sommation sur les indices répétés et non soulignés.

Sur les données on fait les hypothéses suivantes:

e L¥oh.

H® ¢ L5y,

(1-10) 6* e L3,

Les viscosités p, sont des constantes strictement positives.
La tension ¢ est constante.
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Les appartenances de G° et de la courbure H® respectivementa H'i(l"a) eta H'i(ﬂgg}

sont suffisantes pour la valididé des résultats qui suiveront, mais on les suppose
respectivement L2(l‘s) et dans Lz(ﬂgg} pour simplifier 1'écriture, de plus, ces hypothéses sont
largement satisfaites physiquement.

On définit meintenant pour tout couple (u.v) de %X et toute fonction q de L3(G})

fes formes suivantes:

Auv) = I Zps Dyj{u)Dyj(v) &x

of

{1-11) bs(v,q}= - J q divi{v) d&x
of

-~

8w = st.'-rdx+ JZGHsv.ndr+ JG"mdr

oY, Ay r*

et on déemontre le:

Théoreme 1.1

Sous les hypotheses(1-10), fe prodteme(1-1) , avec la condition (1-8) sur la pression.
DEUL S€ mETUe SOUS 18 TDrme Varisuonnelle sutvanie:

e .Pe Lg(Q?}

U-12) ) Bt + bvPH) = 3w) Vv e?d
| t'wtq) = 0 ¥ g eloap

Le probleme (1-12) adme? une solution (Us,Ps ) unigue avec:

(1-13) Use[veﬂs;div(vho et Jv.ndr=0]
rt
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Démonstration:

La formulation faible (1-12) s'obtient de maniére analogue a celle du théoréme 1-1 de
ia partie II, 1a seule différence est la présence d'un terme supplémentaire dans I'expression de
i forme linéaire {2, & savoir I'intégrale sur la face latérale r®de 6 va.

Pour 1'étude de 1'existence et de 1'unicité de la solution de (1-12), on utilise encore le
lemme 1-1 de la partie I, ¢'est & dire on vérifie que les propriétées suivantes sont satisfaites:

+ la forme linéaire (.6(.) est continue sur ?56

« 1a forme bilineaire a°(_,.) est continue sur % x %° et est coercive sur-

[ve‘?f; diviv)=0 et Jv.n dr =U}

r&

+ 1a forme bilinéaire H°( .) est continue sur %> X Lﬁ(Q?) et veérifie la

condition de 'inf-sup:

by,
I >0 telle que: inf  sup v {VI :L z
qeLaiod) velt® 1,9¢ ' 0,0

La premiére propriété est une coséquence de 1'inégalité de Cauchy-Schwartz et de 1a
continuité des traces. La continuité de la forme bilinéaire @°(. ..) est évidente grace a
l'inégalité de Cauchy-Schwartz et celle de Poincaré, et sa coercivité est une conséquence de
I'inégalité de Korn. Quant a la forme bilinéaire b¥(_.). sa continuité est immédiate aussi, et on

va voir qu'elle vérifie la condition de 1'inf-sup: d'spres le lemme 1-2 de la partie I, il existe
une constante C strictement positive telle que:

5
B0 D 401 vqelsoh
' s |v| l":ﬁf
veHy Q) 104

Mais, puisque Hé(ﬁ%}c % cette inégalité reste valable si on y remplace Hé(ﬁ?) par
l'espace U

3 5
b%v q) > sup b’(v q)

2, .6

> zt|q|° 5 ¥ q € Lg{Qf)
v v (2

e |Vl veH (oD | '19’2 %
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En divisant les deux membres de cette inégalité par | q |o 95 eten passantalinfsur q € Lo(Of)

| on obtient 1a condition de 1'inf-sup voulue puisque la constante C ne dépend pas de q.

Les hypothéses du lemme 1-1 de 1a partie 1I sont donc satisfaites, e probléme (1-12)
admet alors une solution unique (US.PS) avec Us de divergence nulle, et par conséquent sa
composante normale U°. nestde moyenne nulle sur la face latérale l"8 en effet:

- J diV(UE’} dx = JUa.n dr + JUE'.n dr= JUs.n dr =0

of A, ré r*

Ce qui achéve la démonstration.O

Pour étudier le comportement asymptotique Jde la solution (US,PS), lorsque & tend vers
zéro, on va d'abord faire des changements de variables pour se ramenesr a un domaine fixe,
<'est a dire indépendant du parameétre §.

2/ CHANGEMENT DE VARIABLE ET D' INCONNUES:

Pour chaque § R on définit sur R® I'application B suivante:

{2-1) 3% R° R®

X
(x1.%2.%3) HE (x4, X.X3) =(¥1.¥2.2) = (X1 X2

Les imeges Q, = HO(QE) des ouverts QF . (¢= g.f). sont alors indépendant du
parsmétre 5:

Qp ={(V1,Yz,z)eR3 ! v=(yLy2) € Z et D<2< ‘P(Y)]

(2-2) 1 Q% =[(71.Y2,2)ER3 ! vlyLya) e Z et Wyl <2< S(V}}

e ={(Y1.Y22)ER3 ! yyrLy2) e Z et D0 <2< S(Y)}
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Dans la suite on notera (1'image de (¢ par 1'application % de tout sous- ensemble

B de Q¢ (ie: on conserve les mémes notations pour les images en ottant 1'indice §, par
exemple:

I (Hog) = B (0. B bs) IBC=T. 3)25(1“:)= T, etc.. (fig.2-1).

Qs
¢ $
5y ’—\/‘W\J\/—MAM-
~N /’\/\. ~ - s —_— —/-—‘——" -
A~ ~ T e o ,.szt —~—— - ~— —_— ’—f—,
0 - — — -~ — —_— — - i I j—y
l]/l/lf/llIIIIII/THIIHIIITI/HI/I/”//uuur”,”,,,,,,,,,,”,rm b3

KZ,}
v A
— ’\/ -~
— — T~ o~ ~ N . /..\/ _—~—— T
—_— T N— —_— <2 e _ NN —— —
T — —_— N
—_— —~ o~ T~ —
T - T T—— N

b
//////////////77//////////7/////77/7/////77///////

{figure 2-1)
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Dans toute ia suite, on notera (x4.X,.X;) les coordonnées d'un point de Q? et (vy.¥2.2)

celles d'un point dans Q4. Maintenant, pour toute fonction v définie sur Qf}, on définit sur
l'ouvert fixe Q¢ une nouvelle fonction ¥ par:

VL V2.2) = V(X1 X2.X3)
(Z-3)
-1
{X1.%2.%3) = {yy.¥2.82) = (396 Y (¥1.¥22)

Et on a les regles de calcul suivatites:

Lemme 2-1:
Pour toute forrction v € H' \Qf} ona:

' VLQ&= \J Ialxﬁf

* 1oy loﬂf "‘rl Lof pour =123 etj=12.

Rl g2k e

* J v 4 = & J ¥a 4)
ré r

ou 1 et la normale extéricure & la face latérate TO de Q% ern Iz normale

extérieure & la foce latérate T = $B(T%) d O

Démonstration:

D'aprés 1a définition (2-3) de la fonction v, le changement de varisble

X~
{¥1.¥2.2)=(x 1,!2,?0) donne:

J, vVix) dx=§ J Piva) &
Q}' Qf
d'ou la premiére égalité du lemme. Pour la Jeuxiéme et la troisieme égalité, on utilise le

méme changement de variable et les relations:



~

3% x) = 9x;

@9 | o ®TF 5 02 pour i=1.23.

. X3
\¥1.¥2.2 »=(x 1,X2,'5")

{y.2) pour j= 1.2 et i=1,23

pour obtenir:
32 WA
[ﬁ {x){x) dx= 5 o {v.z) & {i=1.2 et i=1.2.3)
kax,- 3xi
Q‘;’ Q4

et:

LA P 1| (%)
J [61:3] (x){x) dx= 5 J [az] {vz) d&x  (i=1.2.3).

Q? Qf

Pour 1a dérniére égalité. remarquons que sur la face latérale ré {resp.T ) de Q?
{resp. {¢). la troisiéme composante 15 {resp 1) de la normale n (rep. n1) est nulle. Et les deux
premiéres composantes n, et n, (resp. i, et fi,) sont indépendantes de la variable x; (resp.
2), elles sont identiques aux composantes de la normale n{?ff) au bord Xf de 1a surface Z (fig.

2-2); donc:
55(x)
{2-5) J'v.n arty = J J vix'x). n{d) dx; 4(4;)
re 3, 0
Siy)
- J J $y2). n(d,) &z 4%
5 0

=8 [ ¥4 4
T

Ce qui acheve la démonstration du lemme. O

(x ={xy.x2) )

{ y=(yL¥2))
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{figure 2-2)

Lemme 2-2:

. 1,3
Four oute foncron v € H (Qf) on & -

=$ I Hs (%161 + \A'zﬁz) d(eﬁg) + I Hs {;’363 d(«ﬂq)
Ay g Ay
. J 6% vo &r® = ¢ [ 6* %4 A
ré | T

ou Ss(v,z) = GE’(Y, §2z).

Démonstration: :
: R ] 5 L
Lanormale n & lasurface Sg- [(11.12,13) ; (xyx2)e T et x3=8 P(xyx2) } orientée de

& L] . . e . .
Qg vers Q,. s'exprime en fonction des derivees partielles de ¥ comme suit:
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i
axy 2 2
(2-6) n- _12-—2 s 4 ol (V)= [g—:—] + [gxi]
N1+ 8t ved | B o t 2
1

Puisque la fonction ¥ est supposée réguliére, la projection de la surface ﬂgg sur le
plan (x1,0.%,), ou sur la surface I, est univoque (voir la remarque 2-1), don¢:

2 i
J B v d(sg) = - JH"(x-) T vl swx)) % ax' + JHS(x') v3(x 5%(x) dr'
5 i=1 1 T

Ay

01:1: X'= {x l,x;_;:'.

t~3

x a
3i on fait le changement de variables (Y1,Y2,2)=(I1,X2,f3} =35 (x4.35,x3) dans le second

membre de cette égalité, alors en utilisant la définition (2-3) de 1a fonction v, il vient:

i 2
(2-7} J B v d(sdgy) = - J H(y) 3 iywy) o gy J B(y) (7. %(y)) dy.

i=t i

Sy b 2
Mais 1'image Je l'interface ﬂ;; par l'application 5 est.

A= 3 Ag) = {11722): YelyrvIe Tet z=¥(y))

et 1a normale 1 & cette interface, orientée de Qg a Q s'écrit alors:

ad
ov1 2 2
'\/1 "W}"*':'z " 1 Y2
1
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_ Latelation {2-7)s'écritdonc:

2 .
J B v d(sly) = 8 H(y) 2 ¥ b; A g + J H ¥ fiy d(Ayg).
5 i=1
g g o

4’00 la premiére assertion du lemme.

La Jeuxiéme assertion se démontre comme 1'égalité (2-5). ie:

85{x")
J 6° vn ar® - J J 63x'x) vix'x). n(¥,) dxs 4(3,) (x" =(x1.x2})
r 3 0
S(y)
=§ J J éi‘(?,z) Hy.z) n{¥) &z a(¥))
3 0
=5 J 6> %4 ar). O
T

Remarque 2-1:

Le lemme -2 peut étre Fmoniré dans le cas dune géoméirie plus gencrale de
3 .
Linterfoce By en BULsanT un perametrage de o forme:

Ag= {@urx RGO L) tiytel cR?)

{figure 2-3)
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Maintenant on va utiliser le changement de vriables et de fonctions {2-3) dans fe
protiéme variationnel (1-12) pour obtenir les équations que doivent vérifier les nouvelles
inconnues U% et P°. Commengons par voir comment le changement de variables (2-3)
transforme les opérateur ij( Jetdivy(.) intervenants dans (1-12):

x 1 [an

ovj
5 = axi](x} et divy(v)=

0%

Si t'on veut exprimer Df,'(v) en fonction des dérivées partielles de ¥ par rapport aux
nouvelles variables (y.2). il faut alors considérer, d'aprés les relations (2-4), les trois c¢as
suivants:

ag' aA' A
.o 8)ij=1,2 Di(v)= [a i a—vl](vzhnf,-(v)
¥i Yi
, 1 3%, OV
(2‘9} b)l = 1,2 st(V) D31{ } 2[ az’. + i](Y,Z}
V-
¢)i=j=3 D3y(v) = 1—3(;»3}
: o9 g 0% ]
. drr«fxl[v}-[a,’?1 + ¥ ‘55 {y.z)
. X
0U: {¥1,¥2.2) = (xi,xa,?s} = I (x1x2%5).

Le changement de variables et de fonctions (2-3) dans l'expression (1-11) de 1a
forme bilinéaire @° donne alors:

{2-10) at(u, v)- s @09+ @09 + 5 AL
avec:
2 a6 o5 db, oF
HG6.%) - e W WA S e}
a(uv)= “[,:z,azaz*zazaz dydz

] =1 L 02 oy E oz
Qf
aGH= | § 2 [31.11 O, o 0% oy avs] dydz
ij=1 an 371 aYl aYl aYl a?j_

Qf



De méme, en utilisant les nouvelles fonctions g et ¥, 1a forme bilinéaire ¥ s'éerit -

(2-11) bYvq)= BH G +8HEYD
avedc:
- . O
b (V,q)= -q F dez
2
2 a,\
P | -4 2 2L gy
q i=1 th Y
Qf

Enfin, en utilisant le lemme 2-2, 1a forme bilinéaire e'_f’ s'écrit:
(2-12) = s H + 8 G

avec:

13 = J F° % dydz+ Ja: T H ¥, 8, ddy
Qf Agm

1 2
L§($)= JZG ;—Hs sziﬁid(ﬂgl+ J %—68\?.;1 4a{T"
i=1

‘ﬂ'ﬂ r

On va voir maintenant que la nouvelle vitesse Us et la nouvelle pression Psdérinies
par:

ﬁs(vl.vzz) = US(YLYQ.SZ) 5
(2-13) ) (y1.72.2) € Qf et {71.¥2.82) = (X1.X2.X3) € Q4.
PS(Yl,Vz.Z) = Ps(Yl.Yz,GZ)

vérifient un probléme variationnel qui a lieu dans des espaces indépendant du parameétre 5.
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5i 'on note:

(2-14) U = [‘ie H'(Q); ¥=0sur dg, }

Lg(Qf) =[<'i ELz(Qt}; j g dydz=0 }
Q4

alors oh a le:

Lemme 2-3:

Les nouvelles fonctions O° et P° gefinies par (2-13) veriflent:

(2-15)  + 0e¢U er J *h dar) =0 PPe LiQp
T

{2-16) VY e¥
a0+ TP + 8 @O0 + BOEFY) + 5 BUEEY) = 5 LH) + 8F D)

2-17) e ¥qc€ Lg(Qf):
H(G° Q) + 8 HHUE ) =0.

Démonstration:

I est clair que l'application (*): v —— ¥ = vo($)™" est bijective de H'()
(resp. LAG%)) dens HY(Qy) (resp L2(Q0).

Et il est facile de vérifier aussi qu'on al'équivalence:

v=0sur db; e ¥=0sur ﬂig=%(£§g)

De plus, puisque pour toute fonction q de Lz(Q?}: J q dx =% J q dyd ona
Qﬁ' Q4

qe Lo e= § e Laoy.
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On adonc lassertion (2-15) du Lemme 2-3. les sutres assertxons s'obtiennent grace aux
proprietés precedente., de l'application: v —— ¥ = vof 39‘5') et en utilisant les relations (2-

10) & {(2-13) dans 1e probléme (1-12) vérifié par le couple (U P ).D

On va maintenant étudier le comportement ssymptotique des nouvelles fonctions Us’ et
Pt lorsque e parameétre § tend vers zéro. On commenge par établir des estimations a priori qui
nous permettront de passer & la limite danis les équations (2-16) et (2-17).

3/ ESTIMATIONS A PRIORI:

. . 5 .
O0n va d'abord preéciser comment la courbure moyenne H® de l'interface ‘ﬂg{f depend du

parametre §. Rappelons que:
3
Ay = [(X1,X2,X3); (x1x2)e Zet x3=8 ‘P(xl,xg)] .

1a courbure movenne H® sécrit slors:

(1) =5 )
2(1 + 82L) 2

avec:
2
ox% ax2

Fwowy Fw(ow) | ovov v
axf [ang axg (8x1 0xy dxo 0x,0x,

2 (¥} (owY
o 5] (5

J=
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On fait maintenant '’hypothése suivante, qui est satisfaite si la fonction ¥ est
réguliére, par exemple si ¥ et ses dérivées partielles premiéres et secondes sont dans L(Z):

{3-2) | H® |=cs pp. ouC estune constante indépendante de §.

Sur les données F° et G° on fait les hypothéses suivantes:

f"{v) dans Qp ie:si 0 <z < ¥(y)

(3-3) F¥y) dans Qg ie: si ¥ly) < z < S(y).
. avec: F* e LXI), (o= g0
{3-4} | 63(1?,2) I=] G'S("i,ﬁz)l <C§ pp. oulestune constante indépendante deé.

Et on notera dans toute la suite:

av; 1.2 , 5
¢ Vv= g 125 pour les fonctions v définies sur Qf
jAeL2, |

pour les fonctions ¥ définies sur Q4.

«C.C,Cy. ... désignent des constantes diverses indépendantes du parameétre §.

En réalité les fonctions F* («= 2.8) sont souvent indépendantes de la variable y aussi,

elles sont égales a pué, 0U p, est la densité massique du fluide {(a) et E I'intensité de la



pesanteur. Mais 1'hypothése (3-3). ie: leur indépendance de la variable z. suffira pour la

demonstration des resuitats voulus.

Lemme 3-1:

VEr{IiE:

i) ‘[E.vdxl_tﬁlaz o,
O

r-
e oM

he)

y 5 5 ' o

i) I JH v d(Ag) 5(:8[ 5 l Vy¥ |°er +

sy
J Yyn A
s

iii}! 5 5c52|v{‘rL
JQ‘

o g coastante C &5t independants & §.

Sous les hypothéses (4-2), (4-3) er (4-4). alors wuwe foncon v Jde lespace U

Démonstration:

Soit v une fonction de 1'espace %°.

i} L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne:

3-5) | [ B o] (Bl gt It
o

X
Mais, le changement de variables (y;.y.2)= (x,,xz,?s) montre que:

L% 1oy

et d'aprés 'hypothése (3-3):

P \/| 2 E,Q, | e E,Qg

est une constante indépendante du parametre §.




3i I'on reporte ces derniéres egalités dans (3-5), il vient alors:

{3-6) IJ Fs.vdxlst‘\fg IVLQ§.

0}

. 3
Mais toute fonction v de %® s'annule sur l'interface #s,; et on peut alors appliquer

I'inégalite de Poincare, de plus la constante qui ¥ est intervient est de 1'ordre de I'épaisseur

& 2
de QE . on peut la prendre égale & % 8 sup (5{x")). Done:
x'eX

l"lo_,s'z?f‘ta lgz_vlo,s::?

L% ingeatité (16} dev .
et d'apres le lemme 2-1: Iax3 L Q {I o L .L'inégalité {3-6) devient alors:

Py a|scs| |
% b2,

3
Qf

ad

ii} D'aprés le lemme 2-2:

J' H8 A ¢} d(ﬂgﬂ = § J Hs (%1?11*'%262) d(oﬂg) + J H8 ‘?'363 d(«ﬂg@)
o, A Ay

Et d'aprés hypothése (3-2) | in | £C 8, donc ta continuité de 1a trace implique que:

(3-7) | JH3 va & fg) |$c52 |v% L’Q N J]i‘rsl fi; d(Ag). (B2 0)
£
Ay Ag

les constantes C et C' sont indépendantes de §.
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Mais toute fonction ¥ de % est nulle sur Uinterface &y, et puisque fa troisiéme

- ~ 5 8
composante f1; de lanormale n alaface latéraleI' de Q¢ est nulle, on &

J | *?'3' fis d( ) = J | ‘?3' ny 4{9%).
Ay 5

£

Et on sait que, (Necas [29] p. 313).si ¥ € Hl{Qf) alors sa veleur absolue | ¥| est encore dans

H'(@ et | %?Lnf %v— .o, Donc:
[ | %] fis atag) =- ' %zil dydz.
Ay Qg
=t a|;3| L,Qf | a_zillo,gf

2 b0y * °|gzilo,nf

En reportant dans (3-7) . lorsque§ << 1, on &

on sy [soaf s |57
IJH v d{HAg) sca[s Vy¥ a,*
&

Ag

o)

iii} D'apres le lemme 2-2:
J 6° v AT = I 6 %4 am
rt r

Donc, en utilisant 1"hypothése (3-4) on &

| J 6® %4 d(r)|~s €18 J ¥4 | &) < [:28|V€'L'Q
r T ‘
d'ou:
l J06 vn %)
FS

<C8 IvGL . o
Q0
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On va maintenant utiliser les équations (1-12) et les lemmes precédents pour établir
des estimations verifiées par la vitesse et la pression "modifiées” % et P qui sont définies

par les relations (2-13).

Théoréme 3-1:

Sous les hypothesss du lemme ¥1. les fonclions 0* or P® aeninies par (2-13)
verdfient:
(3-8) 0% <
3 l lO,Qf
~8
ou L ;
< C 8
5 he,
{3-9)
< C { =
Iav, o, SCO (=12
. -"‘5,
{3-10) P <C
I L,Qg
[ Py
H (Of}
(3-11) . )
<C {i =12)
aYl "ﬂ (Qf)
Démonstration:

Sion prend v= UE' comme fonction-test dans 1a premiére équation du probléme

variationnel (1-12) vérifié par le couple W P*)ona

(3-12) [2;1*" DU (%) = st.ua dx + [ 20 B 0°n + [Gf' 0°n

of of gy Tt



On sait.([18]). qu'il existe une costante C’ qui ne dépend que de 1a dimension ({ici n=3)

telle que:

(3-13)

of

. 2
[ 2i® DUty 2C lvu" L of

En minorant pe’ par Min{j; g ). qui est strictement positif, T'égalité (3-12} implique que:

+

[ B vn d{‘ﬂ;’)

&

Ay

J 6% va AT

r&

Donc d'apres le lemme 2-1et le lemme 3-1:

Ainisi lorsque b est assez petit. on &

2 b
- ~3, 10U
t..) 14) 3 l VYU L,Qf". g '_az
puisque:

2 | oy 2 o8
# v, -0 (k=
< & I vy0°

sflv,ﬁs

-
ca[ 8 I vyU L’Qi»f

—_— +C8 | VU .
dz 0, LA 'Xo3

E’Qi < C's[s | 7,0 L’Qf . Qgi L,QJ

[ X1 5

2 aﬁ5
00, | 22

L)

o
b0, " ¥ I%L,Q,

aut L
+8|—
b;-lf R ) :Qg

En appliquant l'inégatité de Cauwchy-Schwarz au second membre de (3-14) on obtient:

AL 1
GIVU E + 7
b ¥l

aut

~h 2
Er)

< C'a[s‘*lvﬁ*lz R
E,Q‘ 4 ReS
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On en déduit que:

5 Iv,ﬁ" E

+
£

d'nu les estimations (3-9):
ag
~ au
v U‘L < 8 et l——lo < C8
. L4 ;Qf az le
Puisque T° est de trace nulle sur l'interface HAse. l'inégalité de Poincaré donne:

Az
-5 . aUL e o2
7UL = " |— T R I
K 2 % b,

et I'estimation (3-8) est alors démontrée puisque la constante de Poincaré C" ne dépend que
de 1a géométrie de Q4, donc indépendante de §.

Pour établir les estimations (3-10) et (3-11) vérifiées par la pression P°, on wtilise
encore le probléme variationnel {1-12):

J Pdiviv) = J 2p° DU IDy(v) + J Fv dx + JZG H vn + J 6® va
; ; of £y

L9 Qf
3
et ceci pour toute fonction vde ¥ = [v € Hl(Qg'); v=0sur i, } )

Si on msjore ps par Max{yg jip ) et on utilise le lemme 3-1, alors, lorsque § est assez

petit, on obtient:

(3-15) | J P°div(v) Isc |w8 LQ§[3| Vyv I::z, + %—I ‘;2—:’ [:sz .
of

%) o)

+C$[8|‘?‘;L +
¥ ,Q_f



cematmaeos rerita ot ape sioaten et ser seee eese e meenerte nen:

Mais d'apres le lemme 2-1:

3 [ ‘~5E 1 3‘36[‘: 2
|70 | g5 (3 | 948 ,Q,”o"|¥ Q

Donc, d'aprés les estimations (3-9):

(3-16) I vut IO s < 085
L

et la relation (3-15) devient alors:

~ 1
wp |
az bQ

gcslvf}LQ (lorsque § < 1)
P

2
6 H e 2 »
{(3-17) l J P div({v) |~‘_~L8[8 | Vyv L'Qi +
of

Prenons maintenant une fonction-test v dont la troisieme composatite v est nulle. Le
) X3 .
changement de variables {yy.¥2.2) = (X1.x,. 3 dans le premier membre de (3-17). compte tenu

de (2-9), donne:

(3-18) ' |sJ [%Y"—I:,ﬁ] dydzl scslvw?LQf
Qf

Cette inégalité est valable pour toute fonction vie U= {v € Hl(Qf),' v=0 sur Ase ] aysnt la
troisiéme composante v; nulle puisque: v e ¥0e= ¥ €% et v; =0 & ¥; = 0. Elle implique
alors, puisque H(I)(Qg) c %, que:

2 apb . ~ A ol
T _ <C Vv e Ho(Qy) .
l i=1 owi ovi’ QH i‘IQ )| IVIH;(Qi) v..; HO( o
d'ou:
(3-19) QP_ <C (i=1,2)

dvi QY
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Prenons maintenant dans (3-17) une fonction-test v telle que vy = v; = 0. Le

3

cha:igéﬁent de variables (yy.v,.2) = (x 1,12,%3:), compte tenu de (2-9), donne:

l P ﬁ<1 dz| {cslvi} L
az ¥ - 3 .th

Qf

J'ou l'on déduit que:

3F _
" = HH—i(Qi) =C8§

Cette inegslité et (3-19) achévent donc la démonstration de 1'estimation (3-11).

Enfin, puisque P° estde movenne nulle sur Q. d'aprés {[36] Proposition 1.2, Chap. I,
il existe une constante C', qui ne dépend que de la géometrie de £), telle que:

|7 Io,fz: sc | v HH"(Q,-} <C.

Ce qui achéve la démonstration du théoreme. O

Gréce aux estimations du théoréme précédent, on va maintenant pouvoir extraire des
sous-suites de §20°et de Psqui convergent pour la topologie faible de Lz(Qf}. On va d'abord

introduire un nouvel espace:

d
(3-20) Uy = {l}' € Lz(Qx'); a—: € Lz(Qf) ]

Si @ est une une surface réguliére de Q. alors on peut définir sur cet espace [17]

I'spplication “trace” suivante, qui est linéaire est continue:

(321 T; . U, H (@)

g —— gpcos(nz)
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On définit maintenant le saut [y cos(n.z) kg & travers l'interface %y d'une fonction
¢ de %y comme suit:

(D (¥ /

(3-22) [pcostnz)ly =TS, (¢) - T, (9)
v Jo =T g (9 - Tg o

ou Tﬁg’:('pﬁ v{“) cos(nz) ., (a= g.8). la normale fi est orientée de Qg vers Qp et 9{"‘) désigne

{o}z

Ay

en remplagant Q¢ par Q, dans la définition (3-20) de U, et @ par linterface g dans l1a
definition (3-21)de T

la restriction de la fonction g a Q. Ceci sous entend quion définit les applications traces T

4
Q .

Théoréme 3-2:

S¥ fex hypothéses du lemme 3-1 sont saustaties &lors:

i) guitre & exiraire une sous-suste. ff eviste U* € U, telle JuE:

1 pf £ 2 )
3? u 5 50 U danns () mible
(3-23) ~ ] |
1 4u Ll . '
ST oz 8 —0 3z dans L (Qf)m.!‘ff
: LI . _
(3-24) 5 3v: s —0o U dans L(Qy) farble
¥i
U¥cos(@z) =0 dans H 3 s
(3-25) . | s
[U*cos(n,z)]gg =0 dans H n(ﬂﬂ)

it} de méme quitte & extraire une sous-sute. i existe P* € Lo{Qy) tetle que:

p° S = p* darzs 1.2( Q) It dle
{3-26) * )
L dans H'(Qy)

dz
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=]
s

:
z

Démonstration:

i) L'existence d'une fonction U* € ¥, et d'une sous-suite de 0% vérifiant (3-23) et (3-24)

et une conséquence immeédiate des estimations (3-8) et (3-9) du théoreme 3-1, et des résultats
classiques d'analyse fonctionnelle.

Les convergences (3-8) impliquent que la sous-suite de §72 ﬁs convergent faiblement
vers la fonction U™ dans l'espace %, muni du produit scalsire classique:

dg dab
Q% o

Puisque 1'application “trace” T;{ définie par {3-21) est linéaire et est continue de %,
2

-1 ~ - '
dans H () 1a convergence précédente implique que la trace 8'2U6cos(n,z) converge
-] .
vers U¥cos(fi.z) dans H *( fg;). Donc, puisque U° est de trace nulle sur l'interface fy,, 1a trace
U¥*cosifiz) de U* est nulle aussi:

. 1 A8 A . ¥ ~oy -3
{3-27) g{Ucos(n,z) =5 U'cos(nz)=0  dansH (fys).

De méme 1'application "saut”: p —— [ cos(n.z)lgp définie par (3-22) et linéaire et est
-1 ~
continue de %, dans H ’(ﬂgg), donc la convergence de §720% vers U* dans U, . implique
e 7S Y -~ -3
celle du saut [5720° cos(fi2) by de 8728° vers te saut [U*cos(B.2)lgy de U” dons H *( ). Bt

puisque le saut & travers l'interface ﬂgg de T° est nul, if est de méme pour le saut de U*:

(3-26) LE§ costinly 5= [Des@ilg=0  donsH Xalg).

3 0
5 —

i) L'existence d'un fonction P* € L:( Q4) et d'une sous-suite de P® vérifiant fes CONVErgences

(3-26) est une conséquence immédiate des estimations (3-10) et (3-11) du théoreme 3-1. O
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On va maintenant utiliser ie théoréme précédent pour pesser & la limite dans les
équations variationnelles (2-16) et (2-17) vérifiées par le couple (UI’,PE'} et pouvoir identifier
les deux limites U* et P* ensuite.

4/ IDENTIFICATION DES LIMITES.

On va d'abord établir les relstions qui lient les deux limites, puis on essayera
d'idenitifier chacune d'elles.

4-1) Relations entre les deux limites U* et P*.

D'aprés les relations (2-16) et (2-17) du lemme 2-3, le couple (0° P} vérifie:

[ (5% e U x Ly et ¥ (5.4 e WxLEQy) -

@1 o 5@ a0 508 GHTE 6N BUGEY) - 5 Ll B

Lo BTG + 8 BYTD) = 0.
Les formes @', b* et {} sont définies par (2-10), (2-11) et (2-12).

On va voir quen choisissant des fonctions-test ¥ particuliéres, le passage a la limite
dans I'équation (4-1), lorsque § tend vers zéro, donne le:

Théoréme 4-1:

SI les hypothéses Ju lemme 7-1 sont satistaites. alors les limites U* et P* sont tiges par-

: 2 -2 2
£ oas oy A n " N
(4-2) ﬁEan‘l‘i_ EP*aﬂ= Efi i, YYEYU telte que ¥; = 0.
j=1 0z Oz i=t 0¥ i=1 =
04 Q4 Q

£l

{4-3) U3 =0 darns O,
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=]
w
(1%

‘Démonstration:

Soit ¥ € U telle que ¥;=0.

D'apres les expressions (2-10) des formes bilinéaires a' . ona:

-

2 Aa
. a7t 9 - ] Z ;"-a—:‘ dydz
97
2 _~8 A
AL a ~ oU; Jv;
a0t %) - 2 2 D v
* g =1 O¥i oz o
Qf
oo [ 3[R
' L1\ OV ¥, 9 oW
3

Donc, d'aprés les convergences (3-23) et (3-24) du théoréme 3-2, lorsque § tend vers zéro:

l 1,55 A bﬁf a’%
———— a — — jom
5N —— Jp?l e
Qf
{4-4) . ;-Go{ﬁs,’?) _ 3 0
. G‘(ﬁs,i}) _ s 0

D'aprés les expressions {2-11) des formes bilinéaires b* on a (pour les ¥ € % telles que ¥;=0):
. bo({;,lgs) =0

bt |32 i
i=1 OVi
Qo
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La convergence (3-26) implique alors:

(4-5) «DHEPY =0
2 XA
by — |- 2 Ty
i=t 0¥
Qf

D'aprés les expressions (2-12) des formes linésires {3, on a:

N HGE Jf. 3 dydz

ou l'on a utilisé aussi 1'hypothese {3-3). ie: Fo=F est indépendante du parameétre §

Les hypothéses (2-2) et (2-4) impliquent alors que:

(4-6) s 3 ——— | E. ¥ dyaz
Qf
e —— 0

=

Maintenant si on prend é ¥ comme fonction-test { avec ¥ € % telles que 33 =0} dans la

premiére équation de {(4-1) vérifiée par le couple (@ ,P®), alors te passage 3 la limite, lorsque §

tend vers zéro et compte-tenu de (4-4), (4-5) et (4-6), donne la relation {4-2) annoncée par le
théoréme.

Pour démontrer 1'assertion (4-3), on va utiliser la deuxiéme équation de {(4-1):

PUUE Q)+ s bR =0 VG eLiq)
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Soit B une fonction quelleconque de Lz(Qf). La fonction q définie par:

1
mes{Qy)

q=0- M) ; MUB)= Jedydz

Qf

est Jans Lg(ﬁf), on peut donc la prendre comme fonction-test dans 1'équation précédente. ce

qui doninie:
47y bUU%0) + 5 bUTL.B) = MUB) (HUTC 1)+ 5 HYT1)) ¥ 8 ¢ L3Oy

D'aprés les expressions (2-11) des formes bilinésires b* et les convergences (3-23) et

{3-24) du théoréme 3-2, on a:

i Fi
1—,b°»:u‘9)- [1— — 8 dydz ——— J % 9 dydz
2 5 d2 0z

Q4 Q
1 i v ol
o FOUTREY: | -5 2 ThBaye —— 0
i=1 Vi
Q4

Donc le passage & la limite dans (4-7), (apres la division par 8%}, donne:

3 nE
(4-8) J ag: B dydz= MB) [ a;’: dvdz ¥ 8el¥Qp.

Q¢ Qt

Calcullons maintenatnt le second membre de cette égalité:

0% Ay
Y dydz =- U5 cos{n,z) d(3Q4)=0
Qt 90¢
puisque cos(n.z) est nul sur la partie latérale T de 0. (fig.3-1), et d'apres le théoréme 3-2 1a

trece U% cos(n.z) est nulle sur l'interface &y, ( B—S-)t =B UT ).
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A —— NNy

La relation {4-8) s'écrit donc:

ﬁ*
Ja 2 8 dydz=0 ¥ 8¢ L2(Qy).

oz
Qf
PR aﬁg . S A .
On en déduit alors que E est nulle dans Qy, et, puisque U3 cos(n,z) est nulle sur l'interface

Hy. . 1a fonction U3 est nécessairement nulle dans Q. Ce qui schéve la démonstration du

théoréme. O

|Ua'_ o
1
|
-5'2_‘» |
|
)
1

tu5=0

TTTTITIT T T T T T[T JITIrTIT777 A

(figure 4-1)

On va définir maintenant la moyenne JW,{y). par rapport & la variable z, d'une
fonction ¢ définie sur Q4 par:

s{y)

{4-9) Mgyl = §-(lﬁ { p(v.2) dz
0

Comme dans [3] par un choix sstucieux des fonctions-test ¥ dans la relation (4-2), on va
établir des relations entre la movenne ML (U¥) de U¥, tes forces F, et les gradients de la limite

P*. Montrons d'abord le lemme suivant:
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Lemme 4-1:

Sous les hypothéses du Théoréme 4-1. Four 1oute Ioficlion v elle que:

e VEYU et¥;=0

{4-10) %% ) )
. —3_2 £st constante par repport & & dans cheque Q (a=g l) (i=1.2)
2
ot &:
wy) Sy}
(4-11) gy L0 J Uf dz dy+ | pg ah"} [ uf & dy -
ot oz
T 0 #y)
5{y) wy) sy}
= - p*aa[v,¢ dy [ vidzdv- 2y Ji‘ridzay+
Yi .
z 0 z z ¥y)

i a;fi I UF costhiz) dldg)
Ag

ot tintegrale sur ! interfive By 5t & Voir comme le prodult de Juslité entre un element ¥

H *(Ag). Uicos(ti2), et ua stément de H(Ag), L i ‘aa_"’i.]|gg ,
2

Démonstration:

En tenant compte que latrace Uf cos(fi,z) est nulle sur t'interface Az etest continue &
travers Slgp d'aprés le théoréme 3-2, et puisque cos(fiz) est nul sur la face latérale, la
régularité (4-10) des fonctions ¥ permet d'intégrer par parties (sur chaque Q, & cause de la
discontinuité de ﬁ ) le premier terme du premier membre de 1'égalité (4-2) comme suit:

¥ a8 < ;
(4-12) i gi ? dydz= - M % Ul dydz + av, j P Uf cosinz) d(fgp
z Oz

Qt Qf "g&

ol I'on convient, comme dans tout ¢e qui précéde, que 1a normale n est orientée sur ‘ﬂu de Qg
vers Q.
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En appliquant le théoréme de Fubini et sachant que:

[a;; {y) dans Q, ie:si 0 <2z < ¥y)
. az‘;i (y.2)=1 (d'sprés (4-10}))
[a;:; (v} dans Qg ie:si W(y) < z < S(y).
. FXy) dens Q ie:si 0 <2z < ¥y
+F(y2)= {daprés (3-30)
FXy) dans Qg ie:si ¥(y) <z < S{y).
pg dans Qp ie:si 0 <z < ¥y
¢ jlyz)=

pg dans Qg ie:si W(y) <z « S(y).

o P¥(y.2)=P*(y) dans Q¢ ie:indépendante de la variable 2. (d'aprés le théoreme 3-2)

siy) Syv)
a:‘;i dz = a o o~ -
G =— | v dz |, {(car vi{yS(y))=0).
dv; dy;
0 ]
on a:
wy) s(y)
"~ ﬁ[ ¥ 326 ¥ ﬁ *
. [ o U; dvde = -. m?; Ui &z dy+ pgsz% 'Uidz dy
O 3 0 T ¥y}
. 5(y)
e PP - | pt iJvidz dy
) aY‘_, aYl
o z 0
. Wy) 5{y)
o | Fi ¥ dyez= | B Js’}idzdw ¥ J-?idzdy
Q¢ P> b Wy)

Remerquons meintenant que la relation {4-2) est vraie pour chacun des indicei=1ou2 (ie: on

feut otter }"_, ) puisquon peut ¥ prendre v1 =0 ou v2 0. Compte-tenu de (4-12), il suffit alors de

i=1

reporter les égalités précédentes dans (4-2) pour obtenir 1'assertion {(4-11) du lemme. O
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On va maintensnt construire explicitement les fonctions-test v qui permettront

d'obtenir, a partir de (4-11), une relation entre la moyenne Mg (U*)de U, tesforces F” et te
gradient de P* Et on va démontrer le:

Théoreme 4-2:

3% ler Bypothéses du lemme 3-1 sont satistaites. alors la moyenne Mg (U *Y o5t 16 & 18
limste P¥ ot aur forces F par

s
[ 3 2 . $
1) sMauH- |oFe - | . L _S¥E-W) [r;_ap]
-9 .1 _ss-wlw [rg ] ap*]
1
| 12pg € P (S - ¥+ pg¥ Vi

Ces soatites ont lieu dans H\(Z) pour i=1,2.

Démonstration:

Remarquons d'abord que si on se restreint aux parties Zyet Zg de I en dessus desquelles
il n'ya qu'un seut fluide, ie: {W = 0} ou {S = ‘I-’} (fig. 4-2 et 4-3), alors on retrouve la forme

classique des équations de Reynolds. En effet:

~ » Endessusde {y € Z.%(y) = S(y) } on a uniquement le fluide (&) et (4-13) s'éerit:

; 2 ap*
(4-14) wH - I [fg - —]
Malls 2pl’ W

+ En dessus de {y € Z.¥(y) = 0 } on a uniquement le fluide (g) et (4-13) s'écrit:

s? [z aP*]
4-1 MuH== > - =
(4-15) M (U;) 12 i o



&
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- . '
./////////;/f///////v 'f/////(////////////7

{figure 4-2)

3

‘°/7///

{figure 4-3)

On retrouve alors es résultats de [14] qui obtient des refations identiques & (4-14) et (4-
15) par passage a 1a limite, lorsque 1'epaisseur tend vers zéro, dans le ¢as de 1a présence d'un
seul fluide obéissant aux équations de Stokes.

Démontrons maintenant la relation (4-13) annoncée par le théoréme. Pour faire
apparsitre SJ“I,;(U*) dans la relation (4-11) du lemme 4-1, il suffit de choisir la fonction-test ¥

telle que p;[a?v ] soit égale & Ke [azv ]

et pour éliminer le terme génant dans cette relation,

qui et {'intégrale sur linterface #Ag il faut que cette fonction-test soit telle. que le saut
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4[;1‘1? ‘lgg ‘est nul. On va donc chercher une fonction ¥ qui vérifie les hypothéses (4-10) du

lemme 4-1 et ayant les propriétés précédentes; de fagon plus précise:

o VeU= [ﬁe H'(Qy): G=0sur Ay, } et ¥3=0

azv (v} si 0 <z < Wiy)
oy o S ()
o —2(y2)= o avec ].lg( 2] llg[ ]
oz [ V‘] {y) st w(y) <z < S{y). oz az’
oz

rav,]; =0 sur fg:ie: pg[a"t] (v¥(¥))= ug[a;‘ {y, ¥(y)).

Rappelons que l'interface g, est définie comme ¢i dessous, voir les notations {1-3) a

{1-5) et la definition (2-1) de 'application 36'8 :

-3 (H- TUS,UT,
2= {(71v22): (uv2)e I et 2= S(y.y2) |
T, = {(Yx,Yz,E); (vi.v2)ed, et O<z< 5(713’2)}

5 .
- T///IZ//// LT[

{figure 4-4)




Une fonction ¥ qui vérifie toutes les conditions précédentes est la suivante:

(4-16) Q?’p‘-? et €72=¢’3=0.

~

2 2
B ¥ G ﬁ]ﬂ si 0<z< ¥y

£
= pg 2| 2
vl [ Bg ¥ + pp (S - ¥)

R
pg T2+ p (57 - #D)
].lg‘l"*f}lg(s"l"}

¢8=N(3_s)[z+s— }El si wly) < 2 < S(y).

Y

+BeW(Z)= ILB cHY{Z): a=0sur 3, } ; ne dépend que de la variable v.

En effet, puisque les fonctions S et ¥ sont supposées réguliéres, les restrictions de va
R 1 A . - .
Q2 (a=g, {) sont dens dans H (2, ); de plus, ¥est continue & travers 1'interface Hgp separant Oy
de Qg quiestégaled {(yz); ye I et 2= ¥(y) ). <ar:

Fown - By tete ST E - o)
P W + pp (S - )

elle appartient donc & Hl(Qf); cette fonction ¥ est nulle sur 1'interface fy,. elle est alors dans
'espace %:

=0 sur T car ¢t (y0) =0
sur I, car ¢¥y.S(Y)) = 0 by ¥ =0sur Sy, .
sur T, car 8=0 sur ¥,

4> > <>
1}

0
0

Pour leg autres conditions on a:

d¢° dgd Pg ¥ - pp S+ w)F
——(V.¥(y)) = pg (7. ¥(y)) = By)
’Hlaz‘f Yy l-'-gan ¥ }lgh}lg'l"*'}lg{s"i’) ¥y
S o
—— s —— =2 8
" az* Pgaz* Febe

En prenant la fonction v définie par {(4-16) comme fonction-test dans la relation (4-11) du
lemme 4-1, avec l'indice i =1, on aalors:
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¢ y)
(4-17) j 2 pg pe J U] & Bdy-
b 1]
wy) S(r)
P*ijqea dY-JP*L[QSde+
) 07y 07,
. Wy S{y)
| B | gtedy- | B Tz 4
1 ¥ ¥ 1 P Y.
Jy_ 0 b "ﬂ?)

On calculle maintenant l'intégrale de -p‘ de 2=0 & 2= ¥(y), puis l'intégrale de ¢¢ de
z=¥(ylaz=5{y):

¥

3 2
b4 b Sv (S-%
[wgd“‘“%'s—*s ey L
]lg(S-'T')'*].lg‘F

[Zr]

43 2
J,gd“_pg[(s-w Ll _SG-vlw }B_

6 2 Po (S - F) + pg¥
¥

En reportant ces égalités dans la relation (4-17) il wient:

Sy}

}2;1“1; Jdez Bdy=
T 0

r

([ 3 2
= pr o B _Ss¥E6E-w |g
& L 6 2 o (S - F) + pg¥ e

[ 3 2
P*i {S-v) Pg SS-¥) ¥ 8|4
ok 6 2 (s-w) v Y

ey’ M Ss¥5-w)
+[}1¢fl[6 + 3 ]1!(5-‘!")+]15?de+
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plE-w’ Mg _SE-wlw
< pt(s-‘?}+pg‘l'

8 dy.

Puisque cette relation est vraie pour toute fonction 8 de #W'(Z), donc ¥ 8 € H)(Z), on en

déduit la relation (4-13) pour I'indice i =1: et il est clair qu'en reprenant les calculs précédents
avec une fonction-test ¥ telle que ¥, = ¢ et ¥; = ¥; = 0. la fonction ¢ étant la méme que celle

definie en (4-16), on obtient la relation {4-13) pour lindice i = 2. Ce qui achéve la
Jdémonstration du théoréme. O

On va maintenant construire 1'équation que doit vérifier la movenne My (U”) de U*,

on en déduira ensuite celle que doit vérifier 1a limite P* gréce & 1a relation (4-13). et enfin,
apres avoir démontré quelleques régularités supplémentaires pour P’ on déterminerales deux
limites U~ et P,

4-2)1dentification des limites:

On va utiliser la condition dincompressibilité des deux fluides (div(U®) =0) pour
construire une équation, qui a lieu dans la surface 2, que doit vérifier la moyenne M,{U") de

falimite U”. Introduisons d'abord l'espace suivant:

2 3,
{(4-18) H{div.2)= [-p e L), divy(p)=3 g?" e L*3) et $;=0 ]

i=1 V¥i

qu'on muni du produit scalaire classique:

4-19) <y, 9>H(div,z) = J $.8 dy + J divy(p) divy(p) dy- V¢, 8¢ H({div.Z)

Z X



_ lemme 4-2:

Sous les hipotheses du  Theoreme I &lors. Juitte & CXTUAINE uUne SOUS-SULIE.
S S
U werddie:

3 S

(4-20) Lt e 5 sMuuh- JU* & dans H{div.3) mitle.
5
0

0
et 1s moyenne M (UY) verifte Ia condition icompressibilité suivasie:

{4-21) divy (SM(U*)) = 5 éi—(sm,mfbo dans L3(Z).
i=1 07§

Démonstration:

D'aprés la deuxiéme equation de (4-1), 0% vérifie:

PO H+s b =0  ¥3eliap

Comme pour la relation (4-7) si on prend dans cette équation la fonction-test q telle que:

q=8-M(B) ; MUB)= L J B dydz avec 8 ¢ H'(2).(8 indépendante de z)
, mes{Qf)
Qf
alors il vient:
(4-22)  BUIC.8)+5HYTC.8) = MUBY (BT, 1)+8HYTE1)) v 8 eHY(D)

On va maintenant feire apparaitre dans cette relation la moyenne J’L(ﬁs) de ﬁs, puis
on va essayer de passer & 1a limite. En utilisant les expressions (2-11) des formes bilinéaires b
dn a:
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2 , S{r}As
*b*(fr‘,aﬁ[fl ZP‘-’idzadv
=1 0 i=1 0vi
Q z
Sy)
5
- J Bzamju,dz dy.
T

(car 0° =0 sur Ay . donc en particulier en z=S(y)).

i=1 an_ i=1
Qf e 97

+ BYTR)- J 2 3U, J 20 U, n; 4(3Q)=0

{car 0= 0sur Ay, . cos(n.z) = 0 sur 1a face latérale I et J 0. 5 &) =0 d'apres (2-15))

-1

5
o BAGCE) - Jf’—% B dydz Iawse) dydz

Qf Qf

J 03 costnz) 8 d(30y) = 0.
0Qg
(car U° = 0 sur Ay et cos(n z) = 0 sur 1a face latérale T )

Ces relations sont valables ¥ 8 € H'(Z) (avec 8 indépendante de z), et la relation {4-22)

3'écrit alors:
Sy} :
2 9
JBE—-JU?GZ dy = v 8 cHY(T)
i=1 aYI
: i)
d'on:
s
2 5
(4-23) 2 = J tdaz-0 dans H'\(Z)
i=1 OVi )
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“Mais d'aprés le théoréme 3-2:

L v

§2 dy; & —o0 v

 dans (Ql(Qg))s

et puisque l'application:
S

SMy: p ——— J ¢ d&2
G
est linéaire et est continue de Lz(Qf) dans L(Z), alors d'apres le théoréme 3-2:

s 5

J lotee — Jdez dans 9'(Z)

8.‘-
i ]
et
s S
*
{4-24) 2 l—ﬁi‘ 2 —— aU‘dz dens D'{Z)
av; §2 ayi
]

Le pessage & 1a limite dans la relation{4-23) divisée par 52, donne alors:

S
2

{4-25) 2 J Ufd&-=0 dans D'(3)
i=1 OVi )

i=

(s

On ve meaintenant vérifier que ces convergences ont lieu non pas uniquement dans
D'(Z) mais dans 'espace H{div.Z) défini par (4-18). II est clair que les débits SML(U®) et

SM(U*) sont dans L*(Z) puisque U® et U¥sont dans L2(Qy). Les égalités (4-23) et (4-25)
montrent que ces débits sont dans H{div.Z), de plus:

| soa0®|

- ISJ‘Q,(US)L’f <uv,,|[sa‘r'1,{tx*))l»’z

H{div.2

- [smatty, 5 <c |o*], o (evctesmpis
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D'aprés l'estimation (3-8) du théoréme 3-2 on a slors:

Le débit -%SJVQ{US'} est donc borné dans H(div.Z), et par conséquent la convergence
5

(4-24) reste valable dans H{div,.Z) faible. Ce qui achéve 1a démonstration. O

On voit maintenant que si 1'on remplace dans 1'équation (4-21) le débit SMy(U*} par son

expression (4-13), on obtient une équation vérifié par 1a limite P*. On va associer a cette
équation les conditions aux limites que doit satisfaire P” sur le bord 3%, puis on wérifiera

qu'elle détermine P’ de fagon unique.

Rappelons d'abord que le bord ¥ de la surface I a été décomposé en deux parties (1-4), une
frontiére 38 qui génére l'intérface latérale fluides-solide (et les entrées-sorties sur lesquelles

. ) R . .. . .
of1 impose une vitesse Us nulle) ie T, et une frontiére Xf qui génere les entrées-sorties des

3
fluides sur lesquelles on impose les contraintes normales GS, iel .

{figure 4-5)



(e[, _s¥s-w }
| 120, 4 g S - F) v ¥
e |- 1 _sG-9'w ]
(4-26) ) i 12pg 4 g (S - F) + pg¥
X=X+ %
| M- XEEt o+ XEFR

Théoreme 4-3:
Sous les hypothéses Ju Théoreme 4-1. et i la fonction S verile

{(4-27) 3veR] relleque SzV ppdans T

alors te limite P est determinge dune meniére unique dens HY(Z) par:

3 L[Xa_li]= SOM oy
=1 O¥i ovi) i=1 Vi
(4-28) { < ¥ :
zxgp—fh:zminl Sur 38
=1  OVi i=i
L
*
(4-29) -aa:—=0 et ISP* dy=0:
z

Les fonctions X ot M sont dfinies per les relations(4-25).
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Démonstration:

Signalons d'abord que 1'hypothese {4-27) n'autorise pas les contacts perfaits entre les
faces, inférieure et supérieure, du solide du type de la figure 4-6 (i) ¢i dessous, & moins
d'approcher ce type de géométries par celles de la figure 4-6 (ii).

/P%

LI S Sy

7 Ui
52, / / =2 £ Solide

7////////5<.u=\g Z /////// /
{i) (ii)
géométrie non Autorisée géométrie Autorisée
par I'hypothése (4-27) par I'hypothése (4-27)
{figure 4-6)

On a déja démontré dans le théoréme 3-2 (3-26) que la limite P¥ est indépendante de 1a
variable z. Pour obtenir la premiére relation de (4-28) dans H '(Z), il suffit de remplacer dans
I'équation (4-21) 1e 4ébit SMy(U*) par son expression (4-13). On va voir que la limite P¥ est
dans H'(Z) et qu'on peut alors donner un sens aux conditions aux limites sur les bords 3 etd
de Z. Montrons d'abord que 1'hyothese {4-26) implique 1a propriété de coercivité suivente pour
lafonction X:

{4-30) Ine Rf telleque A zn ppdans 2

En effet, d'aprés les notations (4-26):

x-xtexto |2 ,6-%" 1 _SvE-w
120, 12 ¢ g S-¥) 4 ¥
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v v
Puisque les viscosités ji, sont strictement positives et 0 £ ¥ £ S, qui est une hypothese
géomérrique de départ (1-1), alors:

3

v v
dans {yeZ. ¥(y)> > 1 X2 —
¢ {Y 14 2 } 96“2
3
. Vv 4
edansiveZ: ¥iy)s -t Xz —
{ 2 ] 6 ¢
3
Lafonction X vérifie alors 1a propriété (4¢-30), eni prenant par exemple = ————.

Montrons maintenant que P* € H(Z). D'aprés la relation (4-13)on &:

*
(4-32) x%‘;__ = M; - SM(U®) dens H(E)
1

Puisque les fonctions F* et F* sont supposées dans L%Z) et les fonctions S et ¥ sont
dans LT(Z), il est facile de vérifier, compte-tenu de 1'hypothése (4-27), que 1a fonction M est
dons L*(Z). D'aprés le lemme 4-2 SMy(U*) est dans L%(Z). 1a relation précédente implique

¥
donc que les dérivées X ®_ {i= 1.2) sont dans L%(T). On en déduit gréce & la propriété (4-30)

1

*
que les %—l;— sont dans L%(Z) et par conséquent P* est dans H'(Z).

i

On va maintenant montrer que P* wérifie sur Xs et '&'t les conditions aux limites
annoncées par le théoréme. Commencons par la condition sur §,:

D'aprés (2-15) 1a fonction U° est nulle sur 1a frontiére r,= [(y,z); yed, et0<z<S(y) } donc:

(433) 81_265.3(1*,) 8 d(r,)= smdﬁl—2 %) . n@,) 8403,) =0 v8eL'3,)

Ty 3
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D'aprés [20]1'application “trace™ Ty, :

To: HB@ivI) ——— HX3,)  (H{iv.5)est défini per (4-18))

$ ————— 2 pn(d,)i=pn(d,)
: i=1

st lineaire et est continue. La convergence (4-20) du lemme 4-2 implique alors, compte-tenu
de {(4-33), que:

SMo(U%) .0(3,) =0 dens H %(3,).

sJV.L,(;;US) a@,) ——3
Si on remplace SM,{U*) par son expression (4-32), sachant que P* est dans H'(Z), on
gbtient la condition au bord 38 recherchée:

X ¥yP* n(3,) - M.o@,) dens HX¥,)

Pour obtenir la condition que doit vérifier P* sur fe bord 31 on va utiliser la relation
{4-2} du théoréme 4-1 en exploitant I'information supplémentaire: (P~ € H(Z)). quon vient de
démontrer. En prenant dans la relation (4-2) des fonctions-test appartenant 8 D{ Q.), e=¢
puis « = £, on obtient:

* *
(4-34) -uaazU‘ 3 _ % i=1,2) dans L*(Q,) (=g t)
3’ oY
Cette égalité s'obtient d'abord dans les £D'(Q,). mais puisque les F; et fes aai sont
¥i

indépendantes de Ia variable z et appartiennent a LXE), elles appartiennent aussi aux espaces
LHQ.) (a=g, t) car les fonction S et ¥ sont bornées, et par conséquent cette égalité reste

valable aussi dans les LX(Q,) (e = g, ¢). Les restrictions des %ZU— aux Q. sont alors dans les

espaces Uz définis i dessous:

¥
@m  Tewg= (ger¥y el ] @een
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Comme dans les définitions (3-20) & (3-22), on peut maintenant donner ufl sens aux
dU A OU

traces . n, de az—sur des parties @ des bords dQ, comme éléments de H 3(2). On peut

alors intégrer par parties la relation (4-2) comme ¢i dessous:

* - *

A~ U A~
- pp—L vy dyde+ | - pg —L Vi dydz =
a2’ a2’
Q Qg
- [r:' o ] %, dydz+ [rf - @—] %, dydz +
dvi o¥;
Qp Q

+ [}l—n?']gcvtd'q.ﬂw*'J p Vinid{r):
Ay r

Yve¥= {'9,6 H'(Qy): §=Osuréﬂg} (i=1.2)
En tenant compte de la relation (4-34), on déduit alors de la précédente que:

ﬁaln:,lggvid(&ﬂgh PP % B dM) =0 VY¥e¥ (G=12)

A r

En prenant dans cette relation des fonctions-test ¥ ayent un support sans intersection
avec I puis des fonctions v ayant un support sans intersection avec Jﬂg on obtient:

(4-36) m a“

sur Hgp

(4-37) P*=0 sur T.

Mais puisque P* est indépendante de la variable zet :

= {(Yl.Yz,Z) : (ViV2)E xf et0<z< S(Yp?z)]
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la relation (4-37) implique alors que:

(4-38) P*=0 sur 3.

Le probléme aux limites (4-28) que doit vérifier P* est alors démontré. La deuxiéme
relation de (4-29) est une conséquence immédiate de 1'appartenance (3-26) de P* & Lﬁ(Qg) (ie:
de moyenne nulle sur Q¢) et de son indépendance par rapport a la variable z. En effet:

Les équations (4-28) forment un probléme aux limites classique [25] et 1a propriété de
coercivité (4-30) permet d'affirmer 1'existence et {'unicité de la sotution P* lorsque 1a mesure
superficielle mes(d, ) de J; est non nulle. Lorsque mes(3) est nulle, ces équations déterminent

P* & une constante additive preés puisque dans ce cas la condition de compatibilité suivante est
satisfaite:

J a_M_l dy= [Mi n; 4(3%)= I M; n; d(XS)
ovi

z oz 3

Mais dans ce ¢as aussi on & 1'unicité de 1a solution grice a la deuxiéme condition de {4-29) car
4'aprés 'hypothése (4-27) J’ S dyeststrictement positive. Ce qui achéve 1a démonstration du
z

théoréme. O

Remarque 4-1:

Reppelons que. comme dans 165 CB&s CIASSIJues. 18 pression P o st déterminee par les
é@;rmnm.s' {(2-7) qu 8 une constante M:Mr-v Pres. o1 pour fixer cette constante on & cherché P°
{resp. P A & movenne nulle sur Q? {resp. Q¢.l Leci veut dire que st Hon nimpose pas cette

Jerniére contrainte. alors I limite Pt d?ﬁse.fr &lle susst JEIErmIinee 8 Une COnSIBNE 83HUve

prés. car dans ce cas. la condition: (P*=0 surd) dansles équations (4-25) est & remplacer par:
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(P*= une constante sur ¥;). Donc dens les deur cas: mes(¥, )= 0 ou mes(¥,) > 0, Junicire de

P* annoncee par le théoréme prévedent st une conséquence de 1 hypothése de dpart: P® @

movenns nutle sur Qf qurf donne ls deuxiéme condition de (#-22) O

Les convergences (3-26) du théoreme 3-2 n'étajient velables que pour des sous-suite
extraites de ﬁ . mais on vient de démontrer que toutes ¢es SOUS-suites convergent vers l'unique
solution P” de (4-28) et (4-29), on peut alors affirmer maintenant que ¢'est toute la suite P qui
vérifie ces convergences. On va voir qu'il est de méme pour ﬁz', c¢'est a dire que ¥ em
déérminée de fagon unique et par conséquent ¢'est towte la suite lin qui veérifie les

convergences (3-24) et (3-25) du théoréme 3-2 et non pas uniquement Une sous-suite exiraite.

Théoreme 4-4:

Sows les hypotheses Ju Théoréme 4-3 la lmite U* esr Frerminse dune mantére
WIHGUE pEL:
Ufe dans O ie: si 0 <z < ¥y
(4-39) Ui = (i=1.2)
U dans Qg de:si ¥(y) <z < S(y).

R
n
=]

{4-40) U: dans 0

(4'41) Ui S — - i - —
].lg‘!""}lg(s-‘l’}_ oyi |

\r
2 2 [W Sz pp ¥ (S - ¥) " oP*]

+%[ (s - ¥)° ff’ 3P*‘

Bg ¥+ pp S - ¥)L i

(4-42) ul?- L—z-[ Sy Mg ¥FE-W) ][ i ]
2pg Jg ¥+ g (S - F)

{S - z) y? [ ]
2 vepS-vYL W
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Démonstration:

*
Puisque les fonctions ff et % {i=1 2ete=g ¢)sont indépendantes de 1a variadble z,

i
'égalité {4-34) implique que, pour y fixé, I'application z —— Uf(‘rz) est un polyndme Uf“
de degreé deux en z dans chaque Q, (e = g, ). Gréce aux conditions aux limites et aux interfaces

que doit vérifier Uf . on va pouvuir déterminer les coefficients de ces deux polynomes.

D'aprés les relations (4-34). (4-36) et (3-25) les fonctions U; ™ doivent vérifier:

*2 *

-Ngz_[_l_i_=ff-.a_?_ pouryeX et 0<z< ¥(y)
2? d;
Fuit ap*

-pg—i- - - & pourve X et ¥(y)<z<S(y)
3z Yooy

(4-43) U (v wiy)) = U (v w(y))

2. %L az *g

Ui (7.%(y))

2 322

FU;
- pp—2- (7. ¥(y)) =
. Hg

Uity -0
U (ySsiy)=0

Les dewx premieres équations impliquent que chaque Uf “ est de 1a forme:

*
Uf“ {yv.2)= ];—1 [E({{?) - -Z—l:;-(v)] 2+ Af(y) z + B?{Y}. (i=1,2eta=g¢)
o b

oules Af et les BT sont des fonctions de la variable y uniquement. En reportant ces expressions

dans les conditions aux interfaces { z = ¥(y)) et dans les conditions aux limites (z= 0) et
(z= 5(v)} de (4-43) on détermine les coefficients A] et B] et on obtient les expressions (4-41) et

(4-42) des U;™ . Enfin, on sait d'aprés le théoréme 4-1 que la troisiéme composante U3 de U*est

nulle. O
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~ Remarque 4-2:

Fu iptéorent 160alité(4-8)d2=08 2=V puisde 2=¥ & 2= 5 & e sommant /&5

révuliars obtenus. on retrouve la relation (4-13) guis lie le debit S Mg(U*) aur forces T ot su

gradient de P* . Mals on: ne peut commencer par etablir Is relation (4-39) avant {(4-13) pulsgue

pour ! ohtenir on & wtilisé la régularité H ! Q) de P* qur a 616 démontrée grévce & (4-13).

Ju peut §InEresser susst sUY relstions Jui lent les debils de chagque Mude” aux
orees Y et au gradient & P*. Ces retations DEUTEnL SUe ODIEnVES COMMBE OF JUl & E16 1urt
pour gtablir (§-13), cest & dire en choisissant astucisusement les onclons-est v dans ls

relation (4-11) Julemme 4-1 . mais elles s obltennent Macilement en (ntégrant 1 69slité (4-39) &

2=0&2=VY pulsdez="F &2=5. Jtz pbutes:l:

k 4
3 c -
{4-44) } U dz= — |1+ 7 ¢ : *) [rf
A 12pe pp S - F) + pg¥
2 2
AP e-w [ff ]
41 p(5-9)+ pg¥
s
3
(4-45) Jdez= o, g |
S 12p4 Jp (5 - ¥) + pg¥|
[ v s-w? ]
4 e S-¥)+ ]J.g‘i’J

ap*]
—_—l+
ovi

]
ovi

op¥]
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57 RESUME ET CONCLUSION:

Rappelons que les résultats de convergences des paragraphes précédents ont été
établit non pas pour le vrai couple vitesse-pression (US,P8), solution du probleme (1-7), mais
pour le couple {ﬁ‘sﬁs), défini par (2-13). Mais on va voir que cette étude peut nous renseigner
sur le comportement asymptotique de la “vraie” vitesse Ulet de la "vraie” pression P Résumons

d’abord les résultats essentiels obtenus.
5-1) résumé:
Grace al'application:

R — L R®

X
{11,){2,13) _— 395 (Xx,xz,xs) =(Y1,Yz,2) = (Xx,xz,ga‘)

on s'est ramené & un domaine ¢ = HE 'IQ%) indépendant du parametre § et sous les hypothéses

des théorémes précédents on a démontré les résultats de convergences suivants:

{5-1) Pour la pression PPona

. Pl )y . p* dans Li(Qy) faible.

8 — 0

Lalimite P* est détetrminée d'une maniére unique par:

-

,
2 .
) leé?_]= SM s
i=1 Jvj dvi) i=1 Oy
2 % 2
EX?—ni=2Mini sur 33
i=1 Vi i=1
*
J p =0 Rytia XI
ap*
— =10 darzs %
oz
Js PP dv=0
. Z
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Les fonctions X, X X® et M sont données par

I B AN | i Sl &)
120 % P (S- W)+ pg¥
L. l6-w 1 _sE-vw
(5-2) ) 12p 4 (S - ¥+ pg¥
X=X+ %

M= XPE X

(5-3) Pour la vitesse vl

. —U‘-‘U of 387" -
Lalimite U” est donnée par:

edansy (iesi 0<z<Wiy)) (i=12):

'_ \r £
Uf=2_‘¥-z+ b ¥ S - ¥) EE . %7
2ytp pg ¥+ pp S - WL dvi |
_[ s-w? [ o ¥
Zlygw+eppS-w)  Ovil

e dans Qg (le:si ¥(y)<z<S(y)) (i=12):

ot 52 [z-‘!'+ pg ¥ S -¥) ][ aP*]+
2 pg ¥ + pp (S - ) Vi
(S -2) £ . 92:]
'z [Hg?*]l;(S’?)][t ovi
. Us=0  dans Q.

S — dans L%(C) faible.
§2
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{5-4) Pour 1a movenne de la vitesse U° du fluide (), dans la direction de X3, on a le
résultat suivent:
5¥ ¥ ¥
L | 1y =11 L L | g? 2
= Ezjsd}(g ‘*’J 82Udz — w-[U,dz dans L) .
0 0 0
avec:
¥
' I S-%) [ #]
%Jdez='¥ [1+ st gl
A 121 yp (5 - W)+ ¥l 2yi |
cLl v 6-w? [ 2]
59 e pugw|l i)
(5-5) Pour 1a moyenne de la vitesse U du fluide {g). dans la direction de x3 on a le
résultat suivant:
8(S-w) {S-¥) {5-¥)
1 I b 1 ) Jt S i ¥ 2
— —_— d | —_— = a : ]
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2 i ]
_I_J'U'fdz=£§‘_'¥).1+ 3y ¥ ff*_aL+
&) ! 12ug P (S - ¥) + pe¥ || 3vi |
1| s-wyvr (e op¥]
+ - " rl - —
) oS-y vl 0¥i |
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(5-6) Pour la moyetine de la vitesse U des deux fluides (1) et {g). dans 1a direction de x5,

on a le résultat suivant:
35 3 s
| Lygta,-L| L Lyt 2
ES— ?U dxs = S 82 U dz T >0 S [ Ul dz dans L (ch)
() 0 0
aves
S

12pp 4 pp (S - ¥} + pg¥ 0Yi

Jes-®' 1 _sis-w'y [r-‘ i 3P*]
g ; 1
12pg T (S - ¥+ ¥

. 3 2 *
Jufdz : ['*' s L ST S-9) ][rf - ai-]+

ovi

5-2) Conclusion:
Les résultats (5-1) permettent de justifier I'approximation:

po=pbo( 9 )t = pt

et puisque la limite P * est indépendante de 1a variable z on a:

70 P° z pr. S - p*

De plus, en multipliant les équations qui déterminent P* par 8. on peut faire apparaitre les
vraies épaisseurs: 5% du fluide (1), (85 - §¥) du fluide (g) et §S de 1'ensemble des deux fluides (¥)

et {g); de facon plus précise, on peut remplacer dans ces équations les fonctions X. Xt et M
respectivement par les fonctions XS, X“ Xss et Hs définies ¢i dessous:
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. [@EF 1 85 6wy s - 8w)
12p, 4 pp (85 - OW) + pbY

XE . [(ss o 1 65 (65 - ow) 8% ]

+

(5-8) * 121 t py (5S - OW) + pSY

B8, y8e
TR T I P 3

3
"

De méme, leg résultats (5-2) montrent 1'approximation:

(5-9) 0% 2 Ut gt

et on voit apparaitre danis l'expression Jde §2U% 38 1a vraie variable X3 = 8z et les vraie

épaisseurs 5, 8(S - ¥) et §S.

Pour les vitesses moyennes on obtient des resultats analogues aux précédents:

(5-10) 1 J A "R R S J Ui &
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{¥ =0 ou¥=S)on retrouve une forme des équations de Reynolds classiques:

]

2 ) . 2
2 —‘3—[(6333 93—] - 2 2sPE) demr 3
st 0xg i) =t 0xg
2
Z—n,-ZF,n, sur 3,
(5_11) < =1 Bx,
P* =0 sur ¥
ap* 5
-aX3 =0 v rrAy Qf
(p® = p*

85
5-12)
2 ¥
1 J vt dxaéﬁi(ﬁ - .al.]
65 12p J
0

Dans le cas diphasique comme le notre (i.e: l'interstice st’ est occupe par deux fluides
non miscibles {£) et {g)), Les résultats de cette partie III montrent que les équations qui
régissent 1'écoulement asymptotique, superposent aux lois de Reynolds classiques, écrites pour
chaque fluide, des termes de couplage fluide-fluide. Les movennes de la vitesse sur 1'épaisseur
de chaque fluide dépendent non pas uniquement des forces volumiques et des gradients de
pression exercés sur ce fluide, mais d'une combinaison linéaire des forces et des gradients de
pression exercés sur les deux phases. On remarque alors une analogie entre ces "équations de
Reynolds généralisées” et les "équations de Darcy généralisées” obtenues par la méthode
d'homogénéisation dsns 1a partie [ précédente.

Enfin, Remarquons que ni la courbure movenne Hni 1a donnée 6 (vérifiant (3-4))
n'interviennent dans les équations limites qui déterminent U* et P*. On obtiendrait donc fes
mémes résultats si 1'on aveit négligé au départ les forces capillaires et les efforts surfaciques
devant les forces volumiques P
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Résumeé

Notre travail est une contribution & I'étude du comportement asymptotique des mi
hétérogénes ayant une structure géométrique périodique. Les outils essentiels utilisés so
méthode d'homogénéisation et la méthode des perturbations singulieres. Le travail s'est fait en trois
parties:

La premiére partie est consacrée a I'étude du transfert simultané de chaleur et de masse dans
un milieu poreux humide. On clarifie linfluence des phénoménes d'évaporation-condensation sur la
conductivité thermique apparente, et on étudie la dépendance du comportement global du matériau
par rapport & l'ordre de grandeur relatif de deux petits parametres: la conductivité de la phase
gazeuse et la taille caractéristique des pores.

Dans la deuxiéme partie, on s'intérése & récoulement macroscopique de deux fluides non-
miscibles & travers un milieu poreux. Les *lois de Darcy généralisée” classiques sont réexaminées
d'un point de vue théorique en utilisant la méthode d’homogénéisation. 1l est apparu qu"elles devraient
étre couplées, de fagon & prendre explicitement en compte les interactions aux interfaces fluide-
fluide.

Dans la troisieme partie, on étudie I'écoulement asymptotique de deux fluides immiscibles &
travers des interstices de faibles épaisseurs entre deux solides. Par une méthode de perturbation, on
établit des équations limites qui généralisent la loi de Reynolds classique au cas diphasique, en lui
supperposant des termes de couplage traduisant les effets d'un fluide sur l'autre.





