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Résumé

Notre travail est une contribution à l'étude du comportement asymptotique des milieux

hétérogènes ayant une structure géomérrique périodique. Les outils essentiels utilisés sont la

méthode d,homogénéisation et la méthode des porturbations singulières. Le travail s'est fait en trois

parties:

La première partie est consacrée à fétrde du transfert simultané de chaleur et de masse dans

un milieu poreux humkje. On clarifie l'influencs des phénomènes d'évaporation-condensation sur la

oonductivité thermique apparente, et on étudie la dépendancê du comPortement global du matériau

par rapport à I'ordre de grandeur relatif de deux petits paramètres: la conductivité de la phase

gazeuse et la taille caractéristhue des pores'

Dans la deuxième partie, on s'intéràse à l'écoulement macroscopique de deux fluides non-

miscibles à travers un milieu poreux. Les 'lois de Darcy généralis6e' classiques sont réexaminées

d,un point de vue théorique en utilisant h méthode dlromogénéisation. ll est apparu qu'elles devraienl

être couplées, de façon à prendre explicitement en compte les interactions aux interfaces fluide-

lluicte.

Dans ta troisiàme partie, on étudie t'éooulement asymptotique de deux fluides immiscibles à

tra\rors des Interstices de faibles épaisseurs entre deux solirles. Par une méthode de perturbation, on

établit des équations limites qui généralisent la loi de Reynolds classique au cas diphasique, en lui

supperposant des termes de æuplage traduisant les effets d'un fluide sur l'autre.
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Les phénomènes physirlues dans les matériaux hélérogènes fonl lntervenir souvent

deux échelles d'espaces différentes: I'une macroscopique, et I'autre microscopique.

Généralement seul le comportement macroscopique du matériaux intéresse le physicien. Le

problème est alors de déterminer les coefficients macroscopique (intègrants les effets

miooscopQues) qui caractérisent le comportement global d'un milieu hétérogène à partir de

la connalssarpe des propriétés intrinsèques de chacun de ses constituants, il s'agit donc de le

remplacer par un milieu homogène équivalent. La méthode dhomogénéisation s'avère d'une

grande alde et d'utilité pour résoudre un tel problème. Elle permet d'obtenir des résultats

concrets surtout lorsque le matériaux a une structure géométrQue périodique, atllr dans ce cas

les caractéristiques physique globales sont déterminées explicitement à I'aide d'un calcul

miaosco$que dans une seule période.

La méthode consiste à étudier le comportement asymptotique d'un systèmes

d'équations Pe, qui gouverne le phénomène physique dans le matériaux, lorsque le rapport e

entre l'échelle microscopique et l'échelle macroscopique tend vers zéro; ce rapport e n'est

rien d'autre que la taille de la pérMe de la structure. Lorsque un (ou plusieurs) autre petit

paramètre intervient dans le modèle Pe, des méthodes de perturbation combinées à la

précédente méthode, permettent d'étudier l'influence des ordres de grandeur relatifs de ces

divers petits paramètres sur le comportement asymptotQue et global du matériaux.

Notre travail est une contribution à l'étude du comportement asymptotique des

milieux hétérogène ayant une structure géométrique périodique. La taille de la période est

supposée très petite oomparée aux autres dlmensions du matériaux. Ce travail s'est fait en

trois parties:



La première partle est consacré à l'étude du transfert simultané de chaleur et de

lon
macroscopique du transffert. Grâce à cette méthode, on distingue nettement la conductivité
thermQue apparente et la conductivité thermique lraie' introduite par la loi de Fourier st on
définit riloureusement le facteur de résistance à la diffusbn gaseuse. Cette analyse répond à la
contreverse classique née de I'apparente sous-estimation théorique de la densité de flux de
vapeur en milieu poreux. Lorsque la oonductivité thermique de la phase gazeuse est, elle aussi,
petite, on est conduit à utiliser des méthodes de perturbation pour étudier I'influence de
l'ordre de grandeur relatif de ces deux petits paramètres (la taille de la période et la
conductivité du gaz) sur le comportement global du miÉu poreux.

Dans la deuxlème panie on s'intéresse à l'écoulement macroscopique de deux
fluides non-miscibles à travers un milieu poreux. Lâ "loi de Darcy généralisée' classique est
réexaminée d'un point de vue thêorique en utilisant la méthode d'homogénéisation. Les
résultats obtenus montrent que la vltesse de filtration macroscoplque de chaque fluide, dépend
non pas unQuement du seul gradient de pression et de forces exercés sur cette phase, mais
s'exprime oomme une combinaièon linéaire des forces et des grdients de pressions exercés
sur toules les phases flukles et d'un autre terme qui lraduit les etfets moyens des tensions
interfaciales. Ainsi, il est apparu que les lois de Darcy généralisées devralent être couplées,
de façon à prendre explicitement en compte les Interactions aux interfaces fluide-fluide.

Dans la troisième partie, on étudie l'écoulement esymptotique de deux fluides
immiscibles à travers des interstices de faibles épaisseurs entre deur solides. Les deux fluides
o6eissent tous deux aux équations de Stokes. Sur tes interfaces fluide-fluide, les efforts
capillaires sont pris en compte, et sur les entrées et sorties des fluides, on considère des
conditions mixles: la vitesse est imposée sur une partie, et les forces surfaciques sont données
sur l'autre partie. Par une méthode de perturbatlon on établit des résultats de convergences,
et on montr€ que la vitesse et la pression asymptotlques peuvent être déterminées par un
problème aux limites bidimensionnel. Ces équations limites généralisent la loi de Reynolds
classQue au cas diphasklue en lui supperyosant des termos de couflage qui représontent les
effets d'un fluide sur l'autre.
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r 1

I  NTRODUCTI ON I:

Dans un milieu poreux humide, constitué de diverses phases: liquide, gazeuse et
solide, la conductivité thermique apparente K peut être déterminée, en I'absence

des phénomènes d'évaporation-condensation, par la méthode mathématique
d'homogénëisat ion,  [5 ]  [33] ,  ou la  méthode phys ique de pr ise de moyenne et
lermeture l7l.  el le se confond, dans ce cas, avec la conductivité À Oe la loi de

FOURIER écrite pour un milieu homogène équivalent au milieu poreux.

Quand les évaporations-condensations sont prises en compte, le transfert de
chaleur est couplé avec le transfert de masse, la détermination de la conductivité
apparente devient alors plus complexe. Des travaux de DE VRIES [4] et de PHILIP
et DE VRIES [3 1] ont montré que les phénomènes d'évaporation-condensarion
acroissent la conductivité thermique apparente K , elle est liée à la conducrivité
therrrique ?u introduite par ta loi de FOURIER par la relation:

(0 -  1 ) K = )u + Io11F

où l.OO est une conductivité d'origine diffusive etF désigne le facteur de résistance

à la diffusion. Dans cette relation ni la conductivité L, ni le facteur F ne sonr

accessibles expérimentalement, seule la conductivité apparente K peut être atteinte

I r2 l ,128 l .

L'évalution du facteur F est un sujet contreversé et a donné naissance à une

abondante littérature essayant de réconcilier théorie et expérience. Une méthode
expérimentale classique, suggérée par PHILIP ET DE VRIES t3111 281, suppose que le
transPort enthalpique de la vapeur se retrouve uniquement dans le terme X,61gF;

elle consiste à remplacer I par la conductivité thermique Io mesurée à basse

température ( pas d'effets d'évaporation-condensation), la mesure de K p e rm e t
alors, grâce à la relation (0-1) précédente, d' identif ier '  F à un facteur F g



réexaminer les fondements théoriques de la relation (0-1)'

De récenrs résultats de c. MoYNE, J-C. BATSALE et A. DEGIOVANI [28]' obtenus

par la méthode de prise de moyenne, distinguent la conductivité ?u g de la vraie

conductivité thermique l, introduite par la loi de FOURIER' ils montrent que cette

dernière est sensible aux effets d'évaporation-condensation sous-estimés dans

l,analyse précédente de DE VRIES et que le facteur expérimental Fs ne peut être

physiquement et correctement intérprété comme le vrai facteur F de résistance à la

diffusion. comme la méthode de prise de moyenne est mathématiquement assez

approximative et en particulier ne fournit aucune estimation sur la préôision des

résultats, ceci nous motive pour étudier le problème par la méthode mathématique

d 'homogéné isa t i on .

Dans le premier paragraphe, on décrit le problème de transfert simultané de

chaleur et de masse étudié -les équations vérifiées par la température T sont

couplées avec celles de la fraction massique de vapeur GI - puis on établit' par la

méthode variationnelle, des résultats d'existence et d'unicité de la solution (T'6)'

Dans le deuxième paragraphe, on suppose que le matériau a une structure

périodique et que ta période de la structure a une taille très petite, comparée aux

dimensions du milieu, elle est de I'ordre d'un paramètre t destiné à tendre vers zéro'

En utilisant la méthode des échelles multiples t5I [3 3 ], on établit les équations

macroscopiques du transfert et on définit  de façon précise la conductivité

apparente K, la conductivité de la loi de Fourier ?r,, et le facteur F de résistance à la

diffusion. Les résultats obtenus par cette méthode formelle sont justifiés, dans le

troisième paragraphe, par des théorèmes de convergences démontrés en utilisant

la méthode variationnelle (ou de l'énergie) de TARTAR t51 t351 '

Les résultats de la méthode d'homogénéisation sont très sensibles à l'existence

d'autres petits paramètres dans le modèle étudié. Nous traitons dans le quatrième

paragraphe le cas d'un gaz de faible conduction. On est alors en présence de deux

petits paramètres: la taille e de la période et la conductivité intrinsèque I'g de la

phase gazeuse. La méthode des perturbations singulières combinée à la méthode

d'homogénéisation permet d'étudier I'influence de I'ordre de grandeur relatif de ces

deux petits paramètres sur le transfert macroscopique dans le milieu poreux'



Une interprétation physique des résultats obtenus est donnée dans le

cinquième paragraphe. Les résultats du deuxième et du troisième paragraphe,

obtenus par la méthode mathématique d'homogénéisation, sont comparés aux

Ésuttats de C. MOYNE, J-C. BATSALE er A. DEGIOVANI t13l I28l obtenus par la

méthode de prise de moyenne. On confirme leur point de vue concernant la

déIinition de la conductivité apparente K, de la conductivité I de la loi de FoURIER et

du facteur F de résistance à la diffusion.
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En rÉgrme pefnranenl et en néghËeafil les nouræneflts cûnYecttlk de la pfrase gazeuse,

l'Èquatiorr de latlaction massique ûl de vaÊeuf, s'écrit:

i1-1) -uiv(pr-ÉÙ gra,i!{fi}) = fi* dans nÉ

où Fg est la derrsrte du gaz et Ë le cæffrcienr de dit't\sron arr-vapeur.

5r.r f inrerrtace st*. on ffnsidère qu'il y a Èquilibre thernod'ynanique liquide-rnpeuf, eÎ

on néglige les effets de la *ourbuf,e, on ècrit elûrs la relatisn:

m = firjT)

':ù tl:;; dÉsigne le.vËler:r sË.turûrrlÉ et Ï lÊ tempÉratrrÊ. ûrr lirrÉsrise +ette relÉtron sr'trq la

I-orme:

i 1 -3 )  t  =u . l o+u . r rT

Le br-rr,l Êxterier$ fÉ du gai et l'interl'acÉ fae-surli.C* d* s'tt'rt ctrlrriiJerÉs canrne

irrç'ernÉables:

i t - . t )  -F*S#= i- l sur SÛS et ft

sur JÛ#

ori ùie el rtrl sr:nl,cer: qrttlslËfllÊ3.i ot' *st slriclelnÊfil FilstliïÊ ).
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elt negligé dans laphaæ ga:er,t.qe. latempèratr-re T rærifie alors l'Équa.tion:

it-{l - triv( I. gr*liT} ) = Io .larrs flo (os = gf.s ).

ou À.o -designe la..:onductivitÈ thernrque de la phase ft el ft, une sorJf,ce de chaleur.

:Îrlr tflrte;r les interl=ac,È;i. rrr ;rupFose qr,re la tempÈretr:re est continrre ( pa.q de resrslarrce
therrrrqr:e de contactJ. Srx les interl'ùres gæ-solide dç et liqùde-solide .*J+r t* flu:t de
*ireleur ert mrrtirru. pÉr' rnnu'Ë srx l'rntert'ace ga:-liqur'Ce .46 il prÉserire une discorrtitrrlte

Jne au tranr'ltsrt 'Je chaleur laterrte carxÉ par l'É'raporatirln su la condensatiorr. d'uu les
,::trtldi tr'lfrs stlt'fflÎl !Ês :

it-1i [TÏ*r] = u sr.r d*r 1oc,B =g,*,$).

srl' .lil*, (,1 = g,fl.it-Éi [ ** Io, = ù

(t-?) f Lfr ln - - ps$ on- # srr dn

otr [çno1t désigne le saut i S*- çB) de ç â travers f interthce dog, n la normale orierrtee

sr:r chaqræ gt"n ft Qo vers t)F et Ahu lachaleurlatentedernalorisation.

Sur le bard extèriew'f de i? on inpose urre teroperature û, quitte ù thire une translalron

Llfr 1A .::l4JFrlSe nr$le :

T: û srlr Ii l - r l

Por-r la vgliditê de ces hypothêses sinplificatrices. wir les références [1e I et [âË l.
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(t-e)

=h*

=0

dans a8

sur ô(of) = .4lt u rf$

,{.t O, nt, o et scrrleoent si lamoyenne de hr nr chacwre è ccs cooposanles g't nulle:

lx;o'* =o

Dans la parue sÈche Of. fa fracÙon oassiqræ de vqeur 6 vÉrifie uo groblèhe de

lleuoann homogàne et roiËpendaat de 1:

- ['iv{ pr 0 erat (o))

Pr 9#

Aimt o est détermlnée gar (t-9) à une coastaûte près &as cbaqr: cÛDgosante cÛaoexe
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\r'1pÊrlf s0111 tc,uFlêBr: trEç cÊllBs ile la tenpérailf,e par tes condidons (l-2) et (1-?). Puisque la.
fractron massique dans nf;, n'inteffiient pas dans le problème thermique. rn ne \ra
::'inleresser. defls la srÉte. à la fraction nassiqr.æ 6 {t:e dans le eaz ùwi,fu tt!>.

For;r amir urre +r,rr,litrr-'rfl dÊ Dirichlet fiùrûgÈrlÊ sr.r I'interface .*l*, à la place de la

,:ondilion {t-e}, on introduit la ncur,elle inconnue ,rr qr.|e nous appelerons " le. fra.ctinn

ruâssrquÈ T f an..'laÎee " :

La nornrelle rnconnuÈ iT,tu i verit'ie alort le slÆtèsre surrant:

rù = fi - iirr.. + ,r,1 T) dans f{i

ii i. JTI- uo L^" u*J = t"

IT Io1*  =û

dans t-io ier = g,t s i.

sr.r do,1 {rx,p = g.t.s }.

[*#no,=û

rrfiç
T=

--pssahu[#..,,#]

0

dans i)$t

sur ù*

sur .4g
ql.e
ôn

{rJ =

,ltr:

ôu

sur dg er d*

str.44

sur F = ô(A)

fofu* #J = n.-oF'il'
0

- (or et f*
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L'étudÈ de l'existençe et de l'uricité e (T.nr) sera farte par la nèlhode vanatiorrnelle. 0n

i:ûInlrerrçe g,ar irrtrcr<luire les Ëspaces fonctionnels où seront re+herchées les irrcEnn'JÊs. 0n

POse:

ï' = Hitr:i

'  i  
-  i tvvlrdr:il " ll; = J_ o'd* 

rl

w- [*EHl in l t i i '  $ =o sur *ol

t r  r t r  i  .  i  ,
ll + ll* = 

frr,*'o,' 
+ 1u{vri'} ox

"É '-d 

I

E = r x$*' ; llin+r ll, = lli"lË . ll*ll,i" J'

Plrr-lr tout {u.T} et (v,,f } Oe I'espa+e produit E orr dÉfirrit le.q furme;: suivarrtes:

i i-13) a(iuqri.iuçii = i *rr,ç,*.vvdx + llurq(nu.oç+?VV'i)'cx + J.-11n* Vç' ' ' lx
rJ rrf' nltt

t t{v,ui} = I*,f vitx + 
ht 

iç'tulvidx
f) frl

ilù 1',ln nC,te:

i l- l tr i

| Â- dans r}\(}[t]
F = 

[ir*qa,1 dens 4c)

q  =  p*Sahu

h- rr
Pgs

i l -11 )
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Ihéorèue l-t:

.Sarc/e.-.:lcJ.F+tr?i..,rr.s: fe/ fi âFg.wtienn€nld Ll(A) , !€-,1 tr:tg#zfilar Ào, rl e.f ft1 $?.4

t'il.11..ç ûn a .'

L,\ Ie prb!èc { I - I F { I -Ë } sre.æ'e. r ssw h fbrae rÊrtâtioûûelle sui rwz te:

[ *= *  +  i û ro+ r$ rT ]
t , -( l - l :J i  j (T.ru) e E

L a{{T,a'i.{v,'f')} = t'({v,r$}} r' (Y,9) Ë E

ii i /s.c1.sti.e.e il- l3] alæe;t rJrË.,ra/t;tlâ!r {T,i'r) t*tr,3t*r.,

dÈlior-r:tre.ti*n.

ri tlnÉrrltipliEl'éqr-Etiss, t 1-l) paf wre tbnctiorr test s e tf" et on intègre p8f PsfÎles. srrf,

fllri. en ulilisEnt la formule de Ëreen:
E

I
i'.n
"B

îr r'{, dï = 
fr * ,,. . ,fi,,*# * *

nars â(fif)i = d#u.d$ur*.larar:e de ç est nulle sur .d'O et le tfux p*S # est nul sur

.dt$ u f* le derxiàmË terrûE du seçond menbre est donc nul. En utilisafll les notations (l-l 1i

et la. fracti,:rr ûassiquE lffifislrtée 0J = G - ( o:s* irrlTi cette relatiorr d,evient:

CIrr rrultiplie l'diqr.ration i1-{) p8r wre fonction test v t9partenant à l^ et on intÉgre par'

parries sur Qg , fl, puis nf;) et en teûsnt cotupte qrre la normale n est onentée sur *traqræ

interface d"r æ Qo vers Q6 (ct,l3 = g,ts),laformule de Freen donne:

J *,o, o*
{ *çdx

f_
d5r,ou'u*

V ge i l rdx=i r - r i ) d x +
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i l -11)

Jr*orol' srx = Jr' o* 
I 
À-# v4o + 

I 
^r**"*

fts rle 'fl* 
.à"

-l'r.*yry.r,:*= Jruo* tÀ"fiva., f Lfiuoo
QE t?, ,,d* 

t_

i,3*o'ou 
o* = .l' u * . I;-# vdu + 

I;-fi 
voo

Les équations (l-1) et {1-{} csmbinées donnent:

- (À*ÂT+qao)  =  fo+qh  dansr f [ t )

tJri mtrltrphe cette E{uat1ûrr psf wre t'cÉrcuûrr rr de r. et ûn rntÈgre paf prftres:

Le bord air--lcÏ du gae hr.rcqide est la rÉuninn de son interface aræc le liquide d.*g. d€ son

interface arrcc Ie solide .fl$ er de son bord exterieur ft$ , la thn*tiun-rest v e$r ntrlle srs I{$

et..l'après (1-31 er tl-?i. le ftur q # est nul srlr l'interfac* .dfg er 'iraut le saur du flrx de
.IT ôT àT

r-:f16lgr-s; - [ lô" n# = Â, 
* 

Â* 
fr 

sur f interfa*e .d.* ta relation précÉdente dernietrt

denr-':

| .  f -  ôT ônl
,*J*r t t+qvn)vvdx 

= 
J.- l t .+qhivd:r+ |  t*â;* tônJ 

yds
tlf' nft atd5*; 

\ --/

\# v do+{r-r6i 
d*Ot 

+ qvffi ) vv ox = 
n[Jr 

.

^,#J " "

qhiv dx+ 
|

s[$

I['#
$ù.sE



i (r
J ;r.vT.vt' o* . J _qvt.Fv dx = J _{t* * qh}v dx
r; aft nft

Sionre,mplace ft p8f sonexpression: $ + ( to,:,*(,rr11.en utilisantladéfinition (1-lllde

le.d*nnÉe F. +ette relation,levient:

rlorggge le saut [ ^# ito, est rrul sr:r les inte.rf'ar;es flui,,Je-solide .rûor. la sotrrue der:

relatians {t-11} et t1-16} s'écrit:

Fûuf, obretrrr r) du théorène rl suftït de rultiFlier tl-l+) par I et t1-1?) pÊr $1 et de

srrrÉer les relations obtenues.( on a multipliÊ (I-l{} par q ei {1-t?} Êar {rtr pour obtetrir

rrtre forne syrrètriqw).

ii) Pur.y lrlfrntrer l'exlstence et l'unicité on \ra utiliser le lemne clasuque de Lax-lililgran [61.

Il est clair que nouÉ Ëspace E est de Hilbert. qræ L(.,.) est urrË forne linÉaire sur E et qr.lt

a(.,.) e* bilinéaire srlr ExE, il nor.s reste à aontrer la continuiré de L{.,.} et & a{...} et la

coert-'irrilé de ai.,.).

Paru tout ouvert S de Q, on noteradans lasuite:

| * [,0 = ll* llr'ror

l* l,.o = ll on lL't*r

(1 -1?)
I

.,
T J

pVT.Fv dx +

f,n'''* 
nodx= l*f"+ rfi)v dx
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continuitÉ de L(.,. 1

oir la. constente IrI Êst dLrnnèe FÊr:

r- 13

ir-rF) lit ". nr I s r'r llf',+)ll,

M =.Jt** [*,1 r*qh]:lt] l* n ; I n |o,n]

.:,,lri1itrui1.é de €1{ . }

err ÊF'Fliqrjilt les rnÉgalilÉs de Llauchy-$çfiçiarz dsris l'expression de ai. ,. ). il vient

latru.q,r,rrrvril= c,[l'l,,ii l'1,Ë* l*l,,nFol*L;n[$+ lvl,,n[nl'l,,n. l"l,"lnl,,ntro)

i ? t1 [l,,li,n. l* li,nf,]' [l' li,n. | * l],ntr*,)'

{t-rei la((u,r,}.tv.+ril s a c, llt "v }ll, llt "+ lll,

Ët = nzuri $1 sup tt*).q . *rtt )
n

+r1 i  I '

où l'on notd:



Ê ^ - - - * ; . ; r É , l a  a l  \ .

ai{u.Ei.iuuii = I *ru, {vu]t dx+2 .[-*,n ru.rry dx + Into,r,it or:
sr r:gt 

- 
a[ê

La coer+irdle {. Et mÉme la. positirritei n'est 1,ar ér.rdenlÊ a Fr'rt'rl à came du terne re+taflgle
sru' ,;t[ti 0n irrtroduit ufl pgrarnÈtre ii qu'ofl aiusters ultérieureuerrt Êt on Écrit a.t(u'Ei.(u.y ii

sLr[Lc lg. forme sui'onrrte:

| z f? | |2
a1(iu'rp).iu.r1)i= J Aitui dx * .l iwrp.-6iivu) dx * J-.eu1r1ru.Vq,dx + -|.-.q(vii'i *r

ir rl at') nft

5i on ':horsrt le peranÉtre 6 tel que U * ror.F* alors:

i  ,  [ '  r  [ '  
'  ? \

aiiuq,i.i*1,))= J ,5iç,rl'ax . .J (,rrru-,5)i?u)t,J,, * I lt' "%l 
(ç,1,it.J,, *

r-r {rrniti dgl 
'r'rFÉluJ

. [inGo*#*v*l'*--É
J*f 

' -'|' rJ*'P-E l
tc

{t-fl} a.ii*.ry}.iu,$}i = j utou}tr* * I -*,.u tvt)tdr* i-( (o*)to* *I ' . 
citti n(n[ti 

-' 
naf

1' I lrJr 1l \?+ I l ivtr*f  vqlox
J \ \ }

Éllf)

uù l.on enc,tê:

2

t=1æ er E = q-  
(orr t ' l )
trrrFCE



I-Itr çhr-rix ir:aflvefiâble du pÊfÊniÈtre est alors le suiwrrl:

.  o{ô { ûi1À* (parexerople 6=$ f

En etTei., dËfls +Ê t:ûr:.

.  i u r l t g - i i =  t a1 , {g . -u  +u r !1  >n

* t t * -Ë= 
>o

*t .lt* 
- o

r { = to1Ï1

et on FÊut alors déduire de la. relationf l-36) qrre:

Fuisque u Ë$t de tra+e nulle srx le bord extérierx de fl et qw V Êsl dÊ trace nulle sur

t'inrerf'ace gar-liqui,fle. la. norne I l, n est. d'après l'inégatitÉ de Poincaré. équirnarenre à la

nrrrmÊ ll llnr,o, slr Hr{s} { B Étarrt Q ou alei }. L'inÉgslitÊ (l-el) est don* Équirmiente à la

sui'oante:

f t -:??i â{(u.qr}.itr.E1i } C lltttvfl[i V iu,V) e E

ûrr a dc'n* vÉrifiÉ tc'ules les hïpc'thÈser: du lemne
ed!,let alors trne solution turiqræ iT,$i dsfls E. D

{1-31i ai{ury}.iury}} i: r [l"li,n.l* li,r,lo]
Ë = Mini  { .6.  r r r lmin{ Ie. Is} i

de L$r- Milgram. le Trr-rt'lÈût* (l-l-j)
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Z/ EOUOtrEtrEISÀTIOtr PAR LÀ UETtrOXII I}ES ECEELLES XIILTIPLES:

Dsns ,:;etle pÈrlie on suFFr;rB qr-n le aatÈriar-l pûrer$i oÊcuPsfll a a unË slfll,;tuf,Ë

p*nodiqrre. Soir cT la.periode de tastrutrrre où Y est r.rr pave de IRo fixé et c uû pararaÈtre

Fc'sitif tres petit pûf rapport aux dinensions de i?. qtri reprèsentÊ le rapport enlre l'échetl*

ni+rs.qcopi.IuÊ e1 1'È.:he11e rneçmscr,Fiqr.re. Notre domaine FEul 'donc être recor*,ter! FËr dÊr:

FarÉr: translatÉ.q de eY. (figure Z-l ).

Le ,lnmaine ti est irr.lÉpen-dnrrt de s. +eperrdarrt les sotu-ensenrbles f,l$ io{=g.û.r:} etr

dépendent. Four chaqræ e fixé. ûn a ufle sslutisn { T". mt) du problÈne it-l} â {1-t}. oit rlf,rÊ

solution iTs.or€i ôË t1-13). 0n s'intéresse slors ûu colnFortËrnÊrrt de la lempératuf,e TÊ et de la

fra.*ti'lrr ma-rsiqrre de vaperrr trsnslatÉe ttrt,lûrsqt]E lapÉriode e tend rærs zÉro.

La &Érhode des É*frelles $r{tiFlËr:. t]1 eÎ I331. pero}Êt d'Établir les équatiatrs

tn$rrûscspiques (équatiuns yÉrifiÉes par ler: linites de Te et de trrr ) d'r.me façorr thrmelle. Lei:

rÉsultats obtenus pÊr cËtle nÉthode seront iustifiÉs. dane le paragraphe 3. Far la sÈthode

variadnnnelle de Tartsr tll I-'J1 I

i?-l i H'rtaTiLr$t:

fi

f l  tn.  q1
t=1

est ls. +ellule de base

T$= image de Q& par translations et honothÉties 1$=g. ts )t
G

dotr = interface {at" 1 ôYB } <le T$ avec TB

;T = bord ÊxlÉrieur iôT) oe Y

fT = bord extérieur (ôToe n I'Y) de T,*

Yft = inage d* a'jF par translations et I
t

T
ê

y$'É

honothéties

homothétres= inage de n!# pff trsrr.l'lttions et



[ 1 ?

WT,=,,"
Utr È';hantilon.Je f)

r-lLl
I I o5+ 1i"."; jilngr f.---=V

l=^'{l ,d

tlellule de b,rie Y

[-l "'*) l]Fl ut'>
I  l l i '  [ - : i . . ï ,1  iÈ- '

(fie. 2-1)

,ry'{ils
-l
l -  - - l

I?=y) u,
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i3-3) Les propriétés Fhïsiqr-res du matËriau sont tT- pèrtnrltqr-les;

. À'ixi = f,( l ) où Â est dÈtTrue sw lacellrre de base T par:

I ir,r) = .to, pÊl.11 y Ë Yo {o+=g,ts}
r . - .  . ] : .

r p'ixi = Fi ;; ou Jr est dqifinie sur ta cellule de ba.te I par:

;r i1i = .1. {7i + q u, Hr'[" {t'} où Xi$ dÉ::igne la forr+tisrr cffactéristique de Tt-i

i3-3) 0n $uppr-rse qræ les'rlcrnrrÉes f et h sont àoscille.ti,ltrr: t'Éric"li{ues :

.  t* ix)=r{x.} i  1

. hË(xi = rrt* 

-| 

., i "r 
fonctisns f et h Étarrt dens LÎ(n x Y) et li'-pÉriodiques eri y.

. les sûfrsiatllrs pliysrqr.ns: rl , ûr et les Ào. . sonl stficteûlenl posltllt€s.

Fotrr f*.r.'diler l'É.:riltuÊ, c,n 1rË. ree*flre les Équatians rrritiales {1-1} à (1-Ëi solttl r.utË

t"orme dit'ttÉrente i mais équivatentei. Ëomne on I'a dÉjà signafÉ on ne s'intéressera É. la

fraction nrssiqræ de vapeur trarrsltÉe s-r* que dans la co&Fosûfite hunide n[F Ou gez.

L'ulilisË.Îin de F= L +q ar,H{i et de lafra.+tion oassiqr.ntranslatées1r€ = 5s -iûr6 * ûir1i

,Jsri:' les Éqr,ntrons i1-1] à {l-8) dor.ne les nour,elles éqrrations sui-narrtes:

foltt F*. j = il + 
ffxcrf )r- dans eo {o+=s.rs }

IT*noÊ =û

(3-{)

[],i#no,=o t* dfu er .d'$f

IFâ#n# =-r# surdiet.d$'
Te =fr srrr I = ô(f))

- Àrrir = he 
ilf 

darrs nri*

ôoi AT"
-  - , . r  J

ôn 
- *ràn

6É=t

srrr .dlu {æ,p = g.ts }.

suf, .d$' et r[

sur dL

':ù X[# vaw I <lans o[eFet D aillerrs (ranctisn caractéristigræ de nfn t.
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Z-f ) Éveloppeûeût asynlllotique et équations locsles:

tltr cherche 1É et to€ sous la forne d'rrû développenent sÏEptotiqræ dont les ternes
,lÉpen,Jent de derx variables x e ft et T € Y. La première variable x, dite 'macroscopiqr:æ".

ËiË;rure lee nnris.til'ïns de (Te. nr€) dans la ré,gion de n qui nous intéresse. la derxième variable

y. dite "nicroscopiqr.re'tnesure les variatrsns de {Te. toi} ausetn d'rxre période.

i3 -1 )  TÉ =uo(x .T )  + f ,u r {x .T }+ r :a  ue(x .y )+eor& ix .y }+ .  . . . . . .

û lE = w.. , {x.T'  }  + û vr(r .T )  +er w. (x.T }  +eavr(x.y }+ .  . . . . . .
:(

y= ;

Lru lÉs urix.y ) et les w;{x.y } sont des tbnctrons réguliÈres et Y- pÉriodiqr.res en y i la pério,Je

est li - côtÈ de T - dans chaqw direction yi )

Àrrant de reporter iâ-l) dans les équatrnns {e-{i il faut signaler lïrle Fouf rffre lbncuûn

rgi dÉfinie ::r-11 Q par Ei(x) = Ui*.}) oû ç efl délïniË srrr ft xT on a:

L'opÉrareur A€ =-#,Ut 
fr 

iderrierrtdonc e+A-z * e-rA-r + Ao où:

A-.r =-#rrfor
A-1 =-#,u#i # rrfri
Ao =-# tr'frr

I , j -bJ

De la mÈme faËûn, I'o1r$rs1çur Lapla..:ien -Âs <Jevierrt t* ô-ri + e-l Ë 41.:c * Ax où:

Ho'= []#.#]*i,

Àï = #,#,
À1rr:= #,#,
ax =-#, #t

t r : - d /
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0n reporte i?-3) <larrs les Éqr.ntions {Z-{) Ên terrafll ffInFtË des transfor!ûË.titrrs i?-r.,i et

iJ-?) de.c LrpÉraleru':: AÊ et Ât. ÀFrès iqJentifi*ariori des lernes eri Fuisssn+es du paralrèÎre r'.

or obtient les Éqrntions localer: { err la variable rricroscopiquÊ y} vÉrifiees par les lerftes là

er lei *i du déræloppement æïrtrptotiqr:e {3-1}: dans ces êquations lavariabte nacrosçoFt'{ue

ir Eri rurflsldÉrÉ +lr.ilm* l:rr pafanÈlre :

{3-â}

Id -YJ

{l-lrl j

(Ë-1 r i

(3-13)

(r-13)

{e-1{i

{z-11}

A-c u., * A-rur + Aonr = ft . F H(iilf" darrschaqueï,1,
| .Â * * /

A -a t \ . r *A - ru i r t +Aou i  = [  V i ]  I

A-r r&, = [

A- tu r  *  A - r l h  = f l

Ày $ro = [ t

darrs chaque Yo.

dans chaqrÆ Y,:r.

dsns Tft

dans Tft

dsrrs fltt

v j> I

AyWr  +  ZA1zWo =  [

Ây !l's* ZÀyr, W1 + A1 \r\'s = fr- îtÀÉ

4'y ttrr,2 * 2 Ay,, wFt * Âx $ = Q

De oanière analogue on reporte le dérclcppement {3-1} durs les condition; ar-D:
interfaces des éqrntions (2-{). oùn ddsigne cette fois la noroale aux interfaces d*n sépararrt

les To, des ÏB awc lanêne conrrcntion d'orientation:

lanormale n esr orientée sur chaque ûrrerface .s*o e Ta rærs Tgi.



Aprês identification en ['uissances de e on obtienl:

Purx' la teorr,Érature T8 :

- -À -rtfl'i
Sur .rf.# el .9rË'

(Ë-1Éi

Srrr .d,e El

i l -1?]

5r:r d# ..

i3-eû]

Sur fÏ

i3-i1)

lqn = fl
- ù'.t" - ôvo
l l r *n iJ l  =-16 r r i

n-[*.H]",r = r[e#.H]", ïir o

vi r  0

v ia0

v  j l 0

fa'Ëi ,

[q I  =  f l
- rlr.r,:
l LF * t - r ' J l  =  l l

- . Èt-\*, itu -IuiË.i l ]n;] = s

Çrr+' l-Y
Èr lÈ  I  .

{?-18} les q strlt Y-péri,-rdiqtes

Fr,rlf, la. ft'action næsigræ de rra.çeur trefirlatée ûl€ :

5r,r S$:' ,

i3 -19]
ôvo ôuû

fr 
r" - -ûi1On r^t

[t#. ffi*,T - -{r1 {H. Ht,', v i> o

Tr i  = f l

les vi sCInt T-pÉriodiqrus

v ià0
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2-2) Etudes des équatioas locales:

Ler: Èquatir-rns vÉrifiÉes pËr lËs terÉes iui.vli du dérælrrppÊûeût asyarptc,tiqr.re sùnl

trrutÊs .Ju mënre tlrFe.: fir rm Ètudier ,J'a.bcrr,l r:ne Étuati,rn gÉnÉrale puis appliquer le rÉr:ulÎst

aw Équatiorrs lo+ales en {q.w;}.

3-3-1/ Etude d'rure É,Juation sènÉrËle:

tln rrrtroduit lei espaces tbnctronrrels surrarrts:

fy = 
[v = HtiT), o r-périodique I

i3-33]

Er = f'1x 14''y

La natron ry est lr-pdrio.lique signifie que la foncticrn rg prend des rmleurs egates en der-u:

points opposés sur les t'aces de l[ tl i t]û I . Munrs rerpe.:tlvetent des produits scalarres iet des

nûrÉes sssocrées) rrsuels sur Ht(Ti, HtiY'.$i er Utffr.[,li x HtiT] ces espaces sûnt dÊ Hilbert.

Seient:

t1fï = 
[* 

= U'tfr[ï; q, = 0 sur .rûn et Y-périodiq*:l

t et H ,Jer*i fon+tions de t2(n x Y)

â er t rlerr:r fsncric,ns de nl(n x Y) Y-périodique en la wriatle y

0n définit pouf, tout (8.t) et (v.,p) de l'espace E1 les derx formes suivanter:



J':?-;:41

{z-31}

i 
"i"i

a(iB.l).(r'.+))

L(iv.ç)) = L"{v} * Lr(u) * i"{v} * i*{4,1

= 
{ 

'*r8.rv dy . 
,f*.,*,vB 

vp+v{vv } oy - 
J* 

rlvt vç dy

l d l +

.tf fr*

L'Il-l:

L"ivi  = Ia. ' , (F*qïIHt i i  vor
Y

Lyiry) f'fr.9rl
/ * t  

l ts  J

i-'[u #. #
ï

i'i#.#l.ÉrI)
' d

i *tçt =
ôrl

tn ov

5oi1 le problèrre en (Ë, {} survant,

à  ,  . H  A ô ,-â 'ù iu(Ë.nr))  = F

6 e^n"f = [J
-  . à È  à 8 .
I r i t *  *Ë) t t tn  = o

dans chaqræ Yo

sur d.*r, (*,F = g,$,s)

sur .d6 et .d$

oans Y$

sr.u d.ç

frtft .Ë,r,,, = -q{* .Ë,n' s,.* .rf l .ner .4$
g est T- pÉriodigr.æ

-futtfr.frri = H
[  =0

, } f  à t ,  , àg  àÉ(fr.fr)"t - -ro1 (ôy,.*inr sursû$l

I est Y- périodiqr,re



L d,*'1

Droposilion z-l:

.$r*' les rï.r'por.&esrs G-Z3L le p:vileæe Q-211 rv Bet swrs tâ lbrse T{irl,rlr.ir.rr.r:'.
.rurl€rtlâ.'

[ {a.f} = Ev er T tngi e Ey
I  

r - , r r

i3-3Éi I
I a(iu'qi.(ï+ti = Li(v.ç))

f.E çru*tlt'Èe a,faet une .roiutian uni,Tin à tme €ûrt,îtâtilF |fùnction ,h la tariahlc
æu!e.se.nt..lpnr-..r îi €t sr;tilÊûeftt si la,nn,litiort 'fu ffitÊp*istilil€ cr-'lrsustrc æt ,râl!.{ât".Ê.

(

J ( t + qHHrf; )ir') ay =o

DÉnon;rtration:

Ëette progosilion se démontre çotnÉe le tiioràme 1-1. Por.r simplifier l'écriture. on

nùtÊfB .l.qrtr: la lrt$te :

r) on multiplie lapremière éqr.ration de {Z-?Ii Far une fonction tesl v de lfy et on intègre psr

psrtles iforuule de Ëreen) sur cfrÊque Tor ( or = g,ù,s):

I a" l '- (
_l 11 f oy = .l F voy+ J r1v n1 dr {or"= g.[.s)
Yo' uït Yo AY*

où n reprÉserrte la rrorrrale extÉrierxe à.;ha{tre To .

lirâ.:e a.u"rr conditions de périodicitÉ. les'intégrales srrr les faces de Y s'annrrleril; erl
.:onï,Enarit qtæ lanormale n est orientée sr,n chaqtæ .4*o dt Yo vers Y6 et en exploitant les

+onditcni: sur les interfa*es. la sonne 'Ces relations Frécédentes {sur or. = g.ts) est:

-  . i ra  ù€ ,At  ô t  lP i= . t r iô* .Ao l  e t  0 i= t *+ôx i l

f ut 
or= I-, u o,. J ,,o r,, ds + J -PiY ni ds(z-?,i l, tr u,n î fl* .,flsi)



I- 3t urntotlx Dts Dc.ilttrtg Hrllrrtts t- aJ

Mais. en utrlisant tes condiliofls sur les rnterfaces .Snet .d$l fuis la formrrle de Êreen et

la 1'Ériodi+itÉ dÊ Pi. Qi et de v. rrn â:

r i l '
I  P , " t r ,  do=-  J  t t  Qvn i  do=-  J  qQivn i  ds

É# Lid$i .d# u .d,$t rr9

I .}Qi | ùQ' àr'=- 
. |  

nu"vdv-  
, |  

nu"u"  dY

Y{t vt[.]

I  t  ô8,ùv= Jrrrrnrouot J 
nAu" dY

' É Vill- 8

Larelation t?-271 derrient glors:

0n rultiptie lasixiène èquation de {?-31} psr une fonction test ç ôe l{fr et ûn intègre
par parties sr.r Yf' ,

iàof f
{Z-Zr }  

|  
A i *  ov  =  J . - .HSdy*  J  A igû ido

'rrl.t vr1 trr'!-i '4gl

[omne prÉcÉdemeilt, en r]tllisant les conditiorrs sur .4$ er sw .1il4 et la 3'ériodicité on a:

I,gTnido = 
i i lPiçnido= I 

Sr,enido
d$' 

= Ë; # {.1ï- f-*,,#uu-
v'f Ytfl

= 
Iilrsoy- I 

5r,#on
Yt$

Ly(v)
-.{r
*ot= JFvdy.  Jr tHvdy=!oTi i yrl, ,rrlQ i

J'r{}

f :.,

J p, 
Ë0"-iz-es)

Yt$
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La. relatiofl (e-29) qjevient alorr.:

Il srrtfit aiorrr de ûiirltiF,liÊl' il-l$i Fsr ur et ie-ltt) !,al rl È1 de farte la sorrrre pcrrx' abletitr

le prnhlÈme variati*nnel i3-3É] .Je la proposititfl Z-1.

iij Pour I'existence et l'unicite de lasnlution de (e-?6) on utilisÊ Ie lernme de La,t-Milgran. La.

tinèarité de L{. } et la tiilinÉaritÉ de a.i .. ) sont élidentes, ler-r continuitÉ s'obtient aisÉment.

cÊrrûe dsns le FffÊÈralrhe prÉ*É':lent. grâce aru inégalitÉ.c de [au*hy Schçqre:

*ontinrxrÈ de Li. ):

. llttv.çill = #nzurird.ûi ll t"+i l[,

M=rrrxl,',, llF+qnxtg llrU , ll n t H - I r) xY llr.,r,l

ii-.lr-li
iàq
I Qr r-- d'Y +

r'Ï
i \',#ou =
v{:'

fn*ou.
Y,'T'

= T 1""{ç)

(ll.

[ t *  
o tI

vfi)' t

tr=na,,[il,-, 1u #. # -.d ttr.r*; il' [#. * j ..r li,.-,r,1

contrnuité de ai., .):

' futta.ç1.q".+))l= c ll te.rr ll, ll t'.vr ll,
[ = ? nax( *t tH (1r).q . CIrrl )



Pr-rur dénontrer lacoercirrite de a{... }, on prncède de naniÈre analogr,n à.la dÉnlrn.ctra.lign
du rÉr-rrème l-1. Il srrfÏit de remplacer dans les relation.q {l-19} à. (t-at}. Q (resp }"1 prr Y

{resp. f'y} et nf;F {resg.1S"'} par r[t] lresp. il"r i. pour ruûrrtrer qu'il existe uûe corrstante c

tEllÉ qrle:

, la{i'*.+}.tv.çitl u r, I I- to.,l=0, . -{".,o*iurl'  
LÏ Ttl; '  )

c, =ilrrci,r[ I ;;fu;' +; min{ Àe Â,}J

Puisqræ 0 = Û sur .Én. t'inÉaelitÉ'Je Foi:r+srÉ 'Jfrtrfle :

fr fr l
I tv,+i'o* r rr I I {vç}'cy* I +' cy r

ï'[l I r{_j rtl' J

rr:E {F}i n'Ëst Fai valable +Êtte fr'is pÊur i {Orritd*
ï

d'uii:

i.rnsl a{inçi.{r',çi} = û sr et serrlenent sr:

ô'.:
'i' = tl el - tx,i'; = 11 don..r v efl cû$s1É$te (par raFFrrrt à la rrarieble y)'  c ï i '

F',:çrÈs 1'8lterriÊ.1i1'Ê 1le Fre,llr,:lrr. le problÈne (e-3É) adnet donc rrne sr'lution si et

serderaent si:

f
Li(* .u l i= J*(r*r | t tXrf){r ' )  dy=[r  veeF,

Y

d'or,r la fi'flditiûil 'ie *ampa.tibilitÉ <le la proposition: de plus t est ,rléterminée d'ure manière

rrriiqrre et È à une constÊrrte ( par rapport à la variable y ) près. D

i?-3tl a(inqi.(n,pi l  r c
I

ï
tvv)?y * [  * ' 0 ,  +

Tï J*(vg)" oy



__._1._EF.

?-? -3 ésuations en {uûrvo,}:

corollaire 2-t:

Eept:ereier tÈrfrE (u,r . va),fis,l?r'Yloppeaem (Z-'i) vÈriîIt.

i3-33) u* {x.v} = u(x} ât vn ix.Yi = g

dÉ&ûrr::trûtion:

D'après {3-S}.{3-1?} er {3-lÉ'} à {Z-el } le couple tur.wo} vérifie les équations sui:mnles:

ô  f  , à110 , I- 
àE [. .t- t on l J 

= ll darrs chaque Yo

I t+ noB = û srrr d*n (*,F =g.ts]

[uff in, I : o stu.dsetd'!: '

[uHo, I = -rr Htr s*r'.duet.d.S
uo T - pÉriodique

{?-Ï}
à' I|,',- - ç r

ôÏià}i

sb=û

oans T{.t

sr.u .d*
ûvo AuCI

E*, 
- -ûrrË 

"t 
sur ril$

vs T - périodiqræ

te problÈne est analogue à. {Z-Z'-'} a$Ê4 :

8=r ro ,E  =wo .  f  =H =û  e t  t=  ô  =0  doncL( (v .ç ) )  =  Ù .

Le problÈme variationnel assn+ré s'É+rit alors d'après la proposition 2-l:

a((uo.voi.iv.g)) = û ï {nç} e Ey

En prenant ( v. T) = (u0 .v0) on a d'aç'ràs (2-31):

âtlr

Ë=Û 
( i=12.3t ret  vo=0'  u



3-3-3 équations en {u1.w1}:

Êrà.:'e au fait que u0 ne dÉpend que de x oû vB pouvrrr exprimer (ur,wr) à t'arde de

flrn+tiûns vÉrifierr.t des problènes sinples sur la cellrrle T. 0n inËoduil la uoyenne d'r-me

tûrctlûn v srx le celiule de bæe T:

J'tr(vxx) = 5;fu I, v(x.y) fir,

démonstration:
D'açrès les relations (3-9). (?-13) et (2-16) â(?-21) et cmopre-lenu que uù ne dÉpend que de

la rrariable x. ler Équati+ns en (ur.wr) s'É+rircnt:

A f .  àur 11 . \-t*l.u t ày, . tî 11= Û
Iu r lap =  D

-  ,ôur  u  .Ilt*.fr).'n = o
r ,ûul u i .,, àvt
[F tân*4t r t i  1  =  - ' r l  

ây ,  n i

aSv t  -  r r
ùTiôï'i 

- \'

F 1  = Ù

dens chaqrrÊ Yo

H *, - -,$, (H.ftt", s*r .*,$t
u1 Êt v1 sont Y - périodiques.

corollaire Z-Z:

{2-31} (T.tryr} = Et

Er1 Êst rrrique. ù1 Êst déterniné à une constante pràs. et s'écri:ænt:

(u-3{} ur(x.y} = 
fi(x} 

t['(,r') + Jvlry (urXx)

wrix.ï) = *ixlryj{ri
"^1

où les (]tlryi ) ( i = t.. n ) sont les solutiorrs rrniques de :

I
aYec 

d 
r"ttri ov = û

ai(?,trpi).iv.fli= 
Io,-fr* -|: fr*' v(uç)eEy
r fqt

sur sÛ*n (*,F = g,S.si

sur de r, .d.'{J

sur' &* et É$.t

durs T$

sur d'#

{e-36i



L'eristence d'une solution iur.wr] est assr.rée par la proposilion 2-1 puisque c'est le même

problÈroe qr.re (3-ZJ) ave*:

(e , { }=(u1,w1}  tâ ,Ê}={u .o}  ,  F=H= o.

et la *,lrrdlttûr iJe coopatrbilitÉ est satisfattÊ.

[,e rrÊme. les problèmes (3-35] adnertent des solutions (?(iqttXon est touior.rs dans le ca,Cre

de la. prrpositon ?-l : de ph.rs, puisqu'on imposË aux iij rJ'avnir une tnoïenrre nrrlle. les

solutions ïfl. comme tes rpt. sont uniqræs.

Le problÈme \rËnatrûnnel vÉrifiÉ par {ur,çr} est:

ti-.lî i ai{ur.vr).{v.{,}) = - V (v.ç) e Ey

= -

L'inierl,rets.tic'n dr-l pr*t iÈr're .,iarialiann*l i 3-.1ji verifiÉ par les(T.14'i) er:t la suiventr

i âu âv i ôu drtr

J** uo an ov j:. r" ôn oY
T f.T-'

. i t

#o,I j-,*#0,. h#,,]
î frï

{3-3Ë)

-*;t-#,o.r,)j = o
6xlnoe = o
I u;ï (?tt*yr) n, I = o

Iu#(T]*yi ini  n = -r l

a2 {,i
- n

àYiûYi 
- v

vj  =o

aï't à
o* "t 

- - rl+r 
* 

tXt *Tihri

Xt et yi sont T - périodiques

dans chaquÊ To,

slrr d"B (o,F = g,ts)

srff dÊ et .d.$

slrr .d.n et .fl$)

oans Y$

sur &*

sur d0$)

xi(y) oy = o

ùvr
tT. $i

f
I

e t l
ï



ôu
En t:rmparaflt tË-3?i. ave+ iZ-35i. après Éultiplication par = et sonrration str I'indice i.' dxi

ou {3-}Éi awc (Ë-3Ë}. il est clair que {ur.vr} vÉrifie le mêne problène q* g tÏltft). la serrle- ox'i

dit.t'Érence est quÊ ilest de tuolpnne nrrlle. d'où {Z-3+i.

r-l-.i É{uatiun :

corollaire 2-3:

.lÉmr-rrrr:tra.lintr:

0rr pose

{z-{0}

Ii'aFrÈs

potu srnplitler 1'é+nture :

p= L[-,H. Ë tJ ,o= ù[*,J
les relations t3-lU), (Z-ll), tl-13) à {Z-Zt} le couple iu2.v1} vÉrifie:

fufr,** - fr ù = {r * ITt'f i to * p danschaqw Yo
I r.rr ]|aË = 0

. .âlJz àul , aUp{rn +; i)nrn :  o

sttr r4"n {or.,p = g.tle }

srJr d?* et .d$

tË-+r )
frtffi .fftn,I = -q(ffi-Ë,", s1rf, .d.net .d.g'

-htffi.frJ =r-ir+Q dansrtg
F 2 = t sur' .dd

{ffi.fr,", =-cr1(H.H,n, s*rd$t

lr2 Ê1v2 sont lf - périodiqr.res

W3s.rY,*'i'e.rufffig,fïerfrfb.;:*.'O#.rïçri,r-,U2d.ni.lOAff.ei.*rr.e â,âlilil,t ç,fÈ.r:..,tiêfSeUleA€nîS!:

, i.iutL
\ l

d', l #o,f =
)l

.l it + q rr .t'$li:r.-r'),ry
Y

I [aurl* 6,iJ dr + rt 
Joo, 

,u,
TT

i  i r r , i . .
I f' I rsj (r)

Y

-i-i19i



l .  ù4

0n est ,lef,rs le r:adlrÉ <te la prog,-rsiliûn e-l Êl'er-: :

is , { }=(ut ,u ' r } ,  {s.Ê)={ur.vr i .  F=( l*TIXcl l  ) r ;*P ei  H= h -  l t .+Às'-É ÂÉ

La cCInditiot: né*essaire et sufiisanlÊ pour l'eristerr*e qle (r.re,wz) est alers:

p = ht-,fr#.# 4 h{- t#.-,] fr}
(= ht #HÏ

I t [' . î *,li r. P + qHig i' i, . oJ i,*.r,., = o
ï

c'est È. dire:

I
{Z-+Z} J (t - F + r1(ir+Ç1iÏr'!tiix.y}or = ù

T

Meis d'al'rÈr: le"'n'lta.tirrrs {Z-{0J et l'expression i3-3{} de i ur.wri. ceci s'Èmit:

I al raxj " la"i. I a Ia" àT,i1.
l - - {
J .. ,xi tulr".uuj a*Jot.t '  J-*r iô-i  r, , ,  Ioi '=
Y Yg.}

= i i, . q r^ xrg)(x.yi dy
T

puisque:

En permutant le signe dérivation pf,f rapport rtrx xl et le signe inrégration sur Y er YS er

puisqr.n u ne déperrd qrre de x on a la relation (2-39) du corollaire 2-3. El



3-3 l Ëomporleneût rtracroscopique et coaduclivités homogénéisées :

La relation t3-39i est analogr.E à usle éqr,ntion de la chaleur Gn rÉgime fiationnÊire
É+rite dans rur malériatr honogène occupsrrt le dos.aine fl et de condrrctivitÉs lhermiqrles Hr.,

donnÉes par :

ou les {I.,t.qt} sont les snlutinns urrigræs de (Z-31i.

LLr. ïerÊF,Èrature " horosgÉnÈir:Èe " Étant u et la sc'uf,çe de d,hsletJf, efi dùnilÉe pûf :

iË-*:-,r K,i=Ë { lr [ffi,u,- u,,j ,ry+ rr j# tvror ]
l"v Y(f J

i r-++] rix]=ù lr i t . q r,f:$t]ir.yi41,=rt'f."ft' . q hXtI]

Lacon'Citiiri natr:relle qr.re doit satisfaire u sur le bord extérier,u de fl est la nême qrre

celle vÉrifiée par T":

u=0 sur  f  =ô t l

Êrâ::e â des propriétés des Kil qu'Bn. Établirs" on va. ilénontrer que le problème

honogènÉisê (z-]9) verifiÉ, pÊf u. auqr.rel on aioute la condition u = 0 sur le bord. adeet uûB

s'llution uniqrn.



.L..1l..tr..EIt..F..p.I..PF..ç..1ç.tt-x_I1I|F.-q..UU.U[l..-xF L._t1

Téorène 2-l:

.fir*r.les.rt.t'p'o/.&esu;r' (3-3 ) .+n s .

i) I' atrrobu*t+te! {fp.ârF*tÉ:r' Er, . .dnr.r:ar pra.' (e-13}, sàriwnt .rrut la
-el'E:'e.irriri.lr en ! e.t i :

. Ir à à \*" =tr | I 
iô1'- (r'i * t' ) ôï-- (iit * tt)or I' - r  , l t  j

, i i. ô f.,r yrl u fr. + yi + É]rJ. IiT 
i 

j*-* iïm-l'rJ * Yj * il ôl'- In * vi ' n"l"'j

aEp,/r.,u. I t' -' r.r / K,, xrx., r f lxiz V x e E*.

ii i ir pna.lr'e.æe rtoairyeriannr-

I a i-- àu., ' ' |
r.- .F i .J 

- 
t- lx" * 

{x)J = r (x} 'dan-c É1
!,i-rf J i

I
I

[ *  =  f f  _ c i l r à i ?

.alæet une sslutian un/.1æ,*ns Ul {n } nHl{n).

FÉmotrsffatic'ti:

i j 0n va d'abr-rrd reÉ+rire les K' sorLq uûe autre forme. rrn utilisant le problèae vsriatitrflflEl

te-33) rærifiÉ par' les (.ï,!,q").

Les conductivitÉs Kr, s'écrirrcnt en utilisant la défirrition de ;r dans leur expression (Z-{3}:

lrl*ii = 
I^#(x'* r,) oy* .[...*,n #[-* vi* *J.t'T 'it'

irappel: F (y) =Â (y) +q rrr'XS (v) )



D'après l'expression {3-?3} de la forme bilinéaire ai. .. } el la dËfinition (Z-3} de p. on

peut tuettre t3-35) sous latbrse:

ii-tËi i i i lg i )  E Ey t ï l ty idy =t  et  v(nç)eEy
Y

f *$( i l *o i  
ô*-  f  ô f  ' ,  ' r i i  l

| 0ïm, *uo* | ** u*Lt'* Yj* *Id#"* ç) ov= s
ïrï

(i-4?i ri, i =fi 
[it*{rJ* 

y, )*(tr* y,,r', ' i .

' | [ -* #j* * .,ri * #J * [*'. ..,, . $Jr"f. 
Tn I i(ï 

- I! - CI"' ôYn' L'u 
- tt ' *u'"tf

0rr pretrd dans {3-{6} v Égale à 1(i er ç, égsle à. É et on soÊte le prenier meubre de
tû1

la rela.tiun otrtenr.æ ( qui ect nul ) aræc le second de la prÉcÉderrle. on obtient:

Ëette expression montre qr.n les Kil sont bien s1métriques, de plw. elle peroet art.csi

d'sJÏirner la coer+ivitÈ. en efllet:

Snit * ={ *i}11t1 un rrËcteur oe no. l'expressinn prÉcédentË nontrÊ que:

lYl K,, x,x, = J ,.,or. )t ,cy - 
Jur,r* {r4,}3 ,ty

T ^É

,r ir [=*,ixi*y,] Êr v=*,[r, l 'o,.tJ

Danc. puis'qrp les Ào. et ûriï sont pasitiræs.

Ittt xtx, r t



.._I..,..il..tr.Illr.g_D.I..D-r..s._l_.F..lHll-!..8..u3!-r..Ttr_!..IiÎ..... I. 3f,

Supposorrs qu'il existe x de IHn tel que Ki1 x;xi =

positives, l'Écriture prÉcédente inpliqne qr.re Vl

fesper:Ul,EtEnt, c'est à drre:

0. Puisque les constantes À, trllÊl 11 -esn1

et Vïr sont ûuls dans T el darrs T{.1

It. = L:!s.

{  = g t e

darrr: T

dans *haqr.æ cottrpossnte connexe oe Y[]

meis. puisqr.r* '/r't et ql {dorrc arxsi x1?[l et xiyr } ssnt T-pÉrirrdiques. ceci inpliqne qr-æ :

xi f i = f,!9 - :(i?(t est Y-pÉrindi'1,re {enlavgriat'ley !)

x' Y1 = gle - *ivj est Y-PÉriodique

rlÊ {ui Êsl itFossitrle sat-rf si xj = 0 potrr lsuÎ indice j = 1...n. d'ou:

K i i x i x l >o  Vx=Rt t *

I1 est clair qr:e l'application x <+ K', xix, esl continrÆ. elle atteinl donc sa. bnrne

irrt'Éneure sur trlut çûnpar:t lJe H1 et en particrrlier sr.u la sphÈre urrrtÉ i x=lF'," ; l:rl= li.

D'après f iriégaiité prÉcÉdente. ËEtte aÊFliærion est une forse qrradratiqm sur Eo . sa borne

infêrier.ne est donc nÉcessairenrent stricterent positiræ :

I  x#  I  l x * f= le t  v  x  =  Ro*

X: X;
K,i l;Ij.fl I fii_j,(Ki, 

xg;, - Kii xfxf = tr =6

d'c'ù la coércivitÉ des [i, :

(2-{B) I  t ">  0 telle que Kil xrx, t tr,x, VxeEn

ii) Le problèse hûnogénéisÉ (Z-{5} est uû problème de Dirichlet bonogène; signalons {ue
d'après les hlpothèses thites sur les fonctions f et h. la tbnction r e$ de carrÉ intégrable
sw fi. Le problèroe variationnel assocré à (2-{5i esl rlors:



.L..*{..g.I$9..$..Lr.ç..F._c.!$}.tF.{..}1_rt$gtEiq.. I,._l?.

(
= Jr vdx

nI K,i
n

ôu ôv
ar E'*u = Hj{r,:i v v e r{tnlie-*Ëi

D'aÊrèsla*oer*iritÉ,Jes Eii {Z-{8}, le lesme de La:r-Milgrafi Ferrtret,4l'alÏirner l'existence

eÎ t'uni+itÉ de la -solution u. De plrrr u esl .lans Hzin) d'après des rÉsultats de régrderitÉ

{:lssslques des sulutrcns du problènie de Dinchlet t6l tel I . tr



3/ TETTODI Df, L'Ef,f,[Glf, EÏ COf,[.f,[1EUT.S:

L'obje,:tif de cette partie est la justificatiori des rÉsrrltats obtenræ darrs le pararagraptie

prÈ.;édent car les calculs n'ûnt ÉtÉs iwqu'à. naintenant qrre formels. Ceci se fera err trris

Ètaper:

1- étabtir des estimations à priori qui. gràce à des résultas de compacité. r'ont nor-r

Éerûienre I'extraction <J'r:ne strts-suile de {TE.uF} conyergeant vÊrs tur (T*,ûi*) dans wr sen.q

gu'c'n prÉ+isera.

3- identifier ls linite (T*.CI*) par la nÉthode variarionnelle de Tmt-ur t3llSi l. ptus

prÉcisement. démontrcr qlre la linite T* est idenriqr.re à la tempÉrûture honogénÉisée u
obtenr.n par la rrÊthcde <!es Échelles nultiples (solurion du problÈme (2-{3}} e1 que la lisiite
de ('-r* efl nulle .

3- anÉliorer la conrærgencË eri ,iorrigerfit !s. srlte tTt,trJ€i Far des correcteurs iraisarrablesi
ql}'rlrr cal+rIera.

Raf'Êelons d'abord les espa*es fonctionnels de travail :

r" = H:ini

Ur'= [ ç = U'i4r1' I = o sur "4i J
E = lf xllr'*

*'ï = t" = H'iïi; v Y-pÉriodique ]

Wy= {n 
= HTft$ }; I = 0 ilf, A* , v-perioaqrÆ }

Ey =  fyx i {y



ll* ll,'*,f] 5 û* lltn lio'*ffi Por,' + = ffi*

f,ette inégalile a.lierr prxs4n qr { e St'*€ } ar.me trace nulle sur l'inrerface gaz-liquidr ;fl} .

Lenme 3-l:

Fwrtautefnnaion S ,tr W't ana ttaégalitesuttante:

i.l-ri ll* l[t-ff,= c * llv,l lln',o.ff,

où t e,rt ufiE €tfi.îtafit€ in,lFgvntrnfe dp e.

dÉæsnstratinn:

trr définit prur toure fancriorr ç e ï*é lafsncrirn $[ oerinie sur TS prr :

(3-z) f i l (y)=q{ey+o[]  [r= Tt]  {==* x=etr*ol= al tntf ,J

où o[ dÉsigne I'origine de la ktu cellule C[ translatée de clt. Puisqrre { = *|r il est clair

{rJE:

{l-3} fffl= [ç = n'{r$}; { = û sur .dn ]

._I."..3.L.tr'Iltt-o..P.I..I_r..I:nfi Ess.r.T_ç9881çIr._TsI............ r. 39

3-ll E*ioatioa a priori:

fin css.nencË par iÉnsntrer le leune suivrnt dont le but est d'évaluer laconstante [* de

l'inégafité de FoirrcarÉ dans :

L'inégatitÉ de Poincaré donne alors :

I tiÈlr' ov É c I ro$ll' o-"
fr.i' frg

oùlaconstante I ne dépen,C qr-æ de lagéometne de f(f;.



T. 3, r'TflÉ'DT DI IÏEDçtr IIC0I{TTCTITJDS I,..{!-

5i on fait dans cetle inégalitÉ le changement de wriable: ï = rT + o|. elle devient:

l . ^ [
j r-" (g)a ox = c j *t-" tvglz ox (nestladimension:i=3 i i

n'fFn * #jtncl

L.q. ::oûlme 'Je cee irreg*!.itÉl ,1* k = I au ngÉbre 1{Ë de cellrrles C[ recouwafrt !-1, dnrrne

l'inÉgalité cherchée:

À l'ai.te du leaure prÉcé.Jent ofl va pouvoir dérruntrer les estinations suiïarrtes :

DÉncristration:

Le corrpte {Te.ate} est solution du problème variationnel (l-13} :

{Te.r,rêi e Et

a€((Te.ure),(v,{)) = tt{(v,v)) b' {v.çi e E€

Proposilioa 3-l:

!,a îalutttp {Te,oe},frs pwi''lèraei2-{} r.rrl-r/re tes inryalitis .

{r-{} i} lfu- lL',og+f c' ei

iil llr- ll*3-, i Ë
oti t tiFsigne ufiÊ,itû.riât1/aganTrnr in,lâpun,funlet* t

ii*iir.*ff,= T=, -J-l*'c:: 
<r rr T,-*lrlon,'dx=c 02llo*llu,*.r, o

i3-1)



Mais orr ailÉjà.iËuonrÉ dans le preoier pmagraphe {1-16} er {I-Zt} qræ :

i:r-6) Lti(tt.r,r*l)

a' t iï',r,r€ ), {T',i,r' i i

I r1 rift J

atr M et cl srlnt des constantes striçtement posidæs et indËpendantes de e .

La. forrctisn TË est de trace rrtrlle sur le bsrd 'de Q. orr peur don+ rppliqrær f iûégalitÉ ,le

Fr:iflcsfÉ et la. cffirstsf,rte qui y irrterrient ne dÉg,e.tid ,{r.re de fl. La f'on*tiorr or est de tra+e nrrlle

l'interf'ace gæ-liguide Bi 'l!i peuî utiliser le leÉûie .j-i avec { = trt€. De la relatisn (3-6) oû
peut dÉdrxre alors qu'il existe urre cCInslarrte [2. indépendarrte de e. telle que:

En prenant {nç} = {TÊ.ui€i çûrfrnre tbn+tion-test qjarrsij-3}, *onpte-terrudE tTÊ,'t,orr en dÉ.Cr.ut

l'eïisten*e d'une':snslarrtË C telle qr.re :

aÉ{{TË.,:,r'},{T'.ru'}i = r., ll tr-.*'r flji,

i-J-?i lftr',*'illr, a- i: { +onstsrrtË indépendanre de r }

Ëette estisation aræc le lenûe 3-t achÈve dorr+ ls. dÉmsnstretiorr de la proposition puisque

. llt- ll*i*, = lltr'.*'illr, s Ë

. llo*'lln=*,y, s lltr',,rrllr- i r

. ll*' l[,*go, = r' llnd llnt_.y] . c *

tle.;r achÈve drlrrc la dÉnuanstration de la proposition. tr



Dans la stlte sn désignera par

dans un scus ÊrrgetuUte d Oe O à

i'' te protaûgeËent par zèra de taute fonctiorr g' dÉfirrie

ft tout errtier .

fn peute.rtratre i.lr?€Tsr#-,riËr.f,dr {T€,trli} efiffiranotèe {Tr,olÉ} lell€ ,îrÊ:

i i  T€

, àTt
F- ôrt

+c
(û'

rôLli. I
|  - l

| ô:rtJ

itJ les li,ætres Qf er Yl ænt liéæ pæ ta relailtn.'

1*' ,Èns Hlifti .ÈrôJe e.. L2iilj ,tr,.

qi ,ÈË-r Lr(fii {Eiâte

tr d*rir Lt{rri tfutte

Fï ,rËÊJ: Lr(fi) fat'fiie

it-8i
I

| (q:-

j-r

r  {x }=

* qPf)#* = v ve HknlIr
sl

Y Ô I

I
I

ffi
l r  I

(

J (t . q r,.{[i)ix.ï]dy = /rft'(r * I r,Xt'5)

Dérronsuation:

i] Rappelons d'abord qrre Jrt est bornée indépendenfirent de c par Mzuc(ur;t1 + À4, Àg . Às).

Les +onrærgencËs faibles sont une consâlrrense directe de la proposition3-t et du résultat
rilassi,{r.tÊ de cnnpaciré darrs rrrr ESpâcÊ de Benach reflexif to I ( ici HtOl er Lt(n)}. te

+E'nïÊrËerr+e forte de lasorx-suite TÉ Oafis L"ii:) est wre consÉqr.rnce du thÉorèue de Rellirdr-

Kondrachor t6l ( ia ; æapæite,tulùn!ætian* HÏni ,tfrÉ?.cla(a) lwwa âoffii) .

ii) Cette partie se dénonre pff prssûge à. la linite dans te problème variationnel {3-1)
vÉritTé par (T€.tuË). Posons :

}1€

tt' a*iQi =
- ôtrtt

DI - 
âxi



.{ræc ces notations le problèae t3-5} s'écrit:

r3-e) I.,,oi # dx+ f .,,,n [-' *.îi #jn-. I,. îi #* =
l l nC

(  À . -  f  - .
= Ju1 (f '*qi ' )"d** Jr,  i 'ço*

nt?

Four 101t1 trrq').le E' . Eo Freûsfit lafonction q, i<kntiqr.renent nulle, il vienr:

i  ,  .  N t \  àv  
(

i ; t - tcr i  i i i t ;  * t r  P i l *  dx= j  { i ' .n i ' )  oo* vvef=H;{e)
l ' r . L g x i

iQ

Err utiirsant ii ii est alc're clair qrte :

f ' ,, ôv ( , . '1"

j  iui . 's i i) u* dx-==F 
.J 

iqï. rrri) *o*
f J Ç

Porr le second nembre. qui fait intervenir les fon+tions fn et h€ iÉfinies par:

r'€ix) = rtx.|) er i'i*) = t (*.1) xgh.i)

olt sf,lÎ{t-tÊ:

{3-l I } r* + JqT (f) dans L'(rti tbible

fic - .rrLr(hittli dûns L'?in) faible

puisqrre les fonctic,ns h et f sont ï-périodiques.i rmir 1331 ). Donc:

I  - .  f
fi-LzJ J (f'* r, i') .' o* *-::t6---+ J .fhtt * q hxg) vax

i-i fi

Le parsage àlalisite dans larelation (3-10) achèræ -lonc ladémonstration de laproposition. tr



On sait maintenant que T€ conrËrgÊ (quille à extraire wle solt.q-suite) ærs r,me

fun+tion T*. uais Feut on dÉlerminer ûette li$ite?. c'est 1'objectif de la gartie suivarrte:

3-2) Ideatificatioa des liûites:

0rr ua déliilrrfer qr.re la lisite de t' est exacteûBût le tengérature honogÉrréisÉe u.

solution unigr.n de t'équation {?-{1i établie par tanétho<}e &s échelles multiples.

DÉmûnstratiorr:

Comparcrns l'équaticn {3-8) rcrifiee par les lis,ites ai er fi dans la proposirion 3-Z et la

formrrlation faible duproblène honogÉniésÉ {2-{1i vÉnfié par u:

D'aprèe l'unir.'itÉ de la solutiorr de (?-{3) (ou de (3-I{}}. Foltf, fi}oclurc que la linire T*
otiterrue par la méthode de l'énergie est égafe à la linite u doaofu fornellemerrt par la
méthode des échelles eultiples. il nous suffit &nc de déu.ontrer qræ :

I a., a' I'( ]- l {)  
.J*, ,  Ëuro- 

= 
, |rv<lx 

vveslts: i
nn

Ihéoreoe 3-l:

.Iaieæp,eiuti*nT€ tralx?r-ï"f, a*s HlnI *ttta. !or,n7w t tes,,f rr:r:rs*;lr.lrrnr.fla:r,
miutian v ,fupwt'lèazthoaryenéisÈ {Z-{5} ot'tenu1rerlaeÈthûfu,b:'à:hetlesaulr4tes.

(3-13) T€ T;;-L u cer.' Hln) tuihte

|  ô/  âu it  - - t ' '  - ( x i l  =  r ( x )  ' d z r . cQ
1 ô*t L 

'-ti ô*t '^'J \^'
I
L  n = û r ' i l rè f t

Ai-qri=*r, #
(3-15)



0n rna (Émsntrer la relation (3-15) en utilissflt la méthodÊ nariationnelle de Tarrar t5l t31t.
Elle consiste à. prendre. dans le problèue variatiurrnel vÉrifié par {1€.or€}, dee forrcrioris-teslq

i.r- lÉ,)
i n'i-r =

1
I

I v*ir:) =
L

i l -1?l

:rTi lY*
[y'ff ir.;n =-r-1 frni nrr-4ietd'$t

a , au' ' ,-u*r i  
u \ /  = o

v '  =D

dans chaque fil

sur d..$ (æ,p = Ë.s.si

srrf, 4 rt di"h

dans nft

sur d.i

parti+tiliÈres r.rlnstruites grâce aur (IiV,) données par {Z-35} ou (?-38). Fosons:

x, * el{Ji\

.v'{l}

Le changement de ïrffrablÊ ï= L dans les équa.rinns (z-Sïlvenfiées par les {?r;iv}. rlonrre
t:

rqr.e les nouïelles fonctions (flt,VÊi vÉrifierrt les êquatiorrs suirË$tes :

- ,t -rra 
*1

d  I  s 0 r T ' i-a-tt F' il\ j = Û

[ ] i J ]nF  =  0
r':t €

[it'frr'; ] = o

a,+' a?f
Ë"t 

- -{,rr 
Ë", sur d'g

i r '
i3-1,9 i  J  t *v ïs .v ' , 'ox + J11 Vry{ .Tvdx =f l  Vve.r

1t orJF' - É

f,c'&me +e qui e. ÉtÉ fgrt paur obterrir le problène ïsriatirrrnel {t-13} verilTé psr iTË.tu€). on

ùbtient pm'des intÉgratiorrs par punies :



I. 3l HHïrlDE Dr t'mlDçtr trc'lDrtflrrJrs l. 4É

rt(3-19) J vq*.vE .ox 4 ir.1t j v.tl vg, a:r = L'l V r;,€11^€
ntIF r.it{F
t t É  t t É

rn'lE À.4 i ., tl . ^,i' 
-l

F'Ë ,f'l.tlrr u* ar., -*rj rtsirs L"ii:i reibte

I1 est f'acile de vÉrifier - dire*teruenî de la dÉfinitirrn {l-lÉ,i en tËtiant ccrlulitÊ de in
. . . i  i

pÉriodrcitÉ des ilttVl] - que l'on a:

,rJ xi dane Lt{n) fort

{3-?E}

ou l'sn dÈiigne par i i i 1'rpÉrater*'de prolongeûlent par zÉro.

Soit a e fi{fr}. on choisil d'a.bard coû.me fon+tions-tfft v égale à. a f{ dans {3-1Êi el

{v.g} égale à {8 fE"û} darrs (3-9}. ûri ûbtierrt:

dans L=tg:i rort

dans t"i*) feible

I[-; ffi*.qi r'Ëj*. J'[u' H'.Ë'1 r#j *=
fr r?

= I I r'.rr,'xgrJ *" o*
fJ

I[-t ffi e * rr'ï€* #J o" . J 'H [f t. r'$J o- =s
n #lr

81 :



Si on sorxtrait lÊ.deuxièûe relation de lapremière il vient:

f"+-i,"l l

[r'.a,'xgr J t" o*

tn p.rend mairrterrsrit Ë,lr!:ue forrctiilns-test {uç} egde {û. e',y€} dans (3-9) et ç égale à I o€

dans tl-l9). nn obtient :

aBl
a*J O* =

-* HJ# dx +

r
I
I=J
i?

lui HË*ru€*#J ,ix+q I[#ui '
"_ï,

Ët t *

1
'lg dx
]

i f^.- arl'* - .+r- aËl I f.r'* ]ï'* n -., àT'
j tti ær B * tt" Fi o-Jdx +'rr 

J LA à:t u * v' il
ftrf* arf*

I
= j ht,t'o dx

nitFt t E

f

l
ftE=

(H. *,H h-

al'
â*i

i[,ui .*,*)v,-
,rfiF
t t É

i far' a'v'
1{rJl j Lrq *,

nfiF"c

f

Itr
)
,([F'r l

ôtl''

I
- t' r  

L,:F

arlr'''
âxi

Jq
rl([F' - É

àTt â'àT
àTl

f ( rrÉirrf,
j lri r: 

- !'Ë T' #;Juo u-.
rf

.hlur if
nGFt t c

e1

. allÉ âBl -* r'r' Ç ;r.Jdx =ni
I

tilt

,rfl s0ustrail la prenière relatisn de la.Jer*riène

\.]-ài l
aB
ayo  dx+

Ê'; ln,r- = h*vfu <!x



ûn mulliplie (T??l par n er {.}21) par ur purs oa fait lasoustraction :

r ' '*,-rErÊdf.1lu' t f*r-, ' .û' l 'sr..{i-at) j *lni x' - r,* T' *]A o- . Jn*{..Ëi r' - t' ;L JrË * 
+

i: n

f ( r , € ' v ' l. i n i'tr; . * S )fr' - (H . *' H ) *'Jfro* =
n

rr
= J 

(r€*rlr,rxr.fF) x'g o* * J r,''[*a +,r
nn

rr-?q) J fni * n FI) *, fro*- I *,i r* Ë dx = I ", 1o*
nf i f2

D'après la. propositiotS-2 i) et les convergences {3-11} et i}-20}. on a darrs chaqr.re teruÊ

de cette relation, le produil de derr.r factetrs conïergents. l'un fortement et I'autre

faitleuent. Bn peut &nc Aur:ser à la liuite dafls {3-23}. ce qui donne Êfr tÊrrârrt compte de
dÉfinition (3-{3} de la fon*tion r et l'expressicrn (3-1il des condr.rctirités Eii :

Si crn renplace le premier mennbre de la rclation {}2{} par sûn expression précédente. il

vient:

tn prend dans l'équation (F6). verifiée par Q* et P*.lafonction-test v egale àe xi. où x1
dÉsigne laiàrne coordsnnée, et on en iËduit gue :

I (ni*nrfi x;fr0- = JrBxidx- Jtni*qpï) e6'ox
çrnn



I- 3t HlIïflDI D'r rxmD6lt ETcoDatcTtrfBs I. 49

(qï  +I*'i '*Ë
çJ

(  .ç*

J f*" Ë (qï . n'ï)J

dx= I
a

rr Fï) s o* v e eoiii)

o:.1

o dx =tl I  o Êû(a)

ce qui donne l'ÉgalrtÉ i3-lii recherchée:

[tn en rjéduir donc ril.le ies fsnctinns T* et u srnt identiqræs. De plrrs, puisqr.re toues les sorrc-

srdtes coirrËrgentes ,le T€ ont la mêlae limite u, toute la sute T€ con:ærge v€rs la rempÈratr:re

houogÉriÉisÉe u. tr

3-3) Les correcteuf,r :

La proposition 3-? ne danne qræ <!es résultats de +onrærgen+e faitrle; ceci est dû à ce qui se

Fasse au voisinage du bord f de n. Norrs allons vnir {uÊ; coûme dans les cas

d'honogérréisati'rn. si on corige T€ au wisirrage du bord par des fonctions bien choisies. on
peuî 'lcrrrrer u,re bonne approxiraatiilrrJe TÉ au sens de ${fl} fort. Plrrs précisement soit nt

r,rne fon+tion rÉgr-rlarisante telle que :

fi-r:J

nÊ E Sir{fJ}

nr{:r} = 0

mi{x} = I

0  s  r rs i x l s l

la*r l
e l - l  <  C
lox i l

si d(x. ri g e

s i  d {x . r i  r  ?e

s i  r<  d ix . r )  s  ? r

V  i=1 . . .n

n l  + n p t1 l  ' l ' 1
aT+

Y - -  -
"rt ôxi darrs Lttnj

où rJ(x. r,t est la.distanc.e du poinr x au bord r de i]. et C est une constûnte indÉgendsnte de c.



l-tn rdrifie aisément qtn :

n-76i rÉE € +T+ I dans Lt(ri) fort

(3-?8]

,rù ruit {xi = il{L} .
I'

{ ïiest définie sr.r lacellule de base Y et grolongée par Y-pério<licité àtout En).

dÉnsnstration:

i) f,srÊne u est darrs Hai*). .l'aprÈ:: le thÉorème 3-1, .tor, I est dans Hr(a). En util.isant
dïj

l'injectrorr continr.p Oe Htlti dans L+{iti t6i t ta diuensiorr est inférierre ou égale à 3} et les

gropriÉtÉt {3-?5) de n€ on a:

B€ E III{n} el

ll " llrt* = 'll r fr llrt* i ec ll F'llr.rn,llfr l[t"

fhéorèrne3-Z :

,1s*? .Ie.s.È.r:tririrr'.r tt el E{ & Ifl{fr) drt?brF..rger :

i'J-??i BÉ ir:i = c mÉi::i'lltli 9t*te dïi

t,{x} = r: o€(xi wit} ff t-l
I

ana alsrs:

. i l l _ " l l l l . l lii ll t* llirti,ri { Ë r Êt ll Ë. lllrçni < Ë e

iii 1Ë - ÊÊ --::;f+ u ,fer?s Hi(n-) tlr:t et

ii ,,.,t - r. ii rl
li 

* ' lliç* r -_r 0



............. -I,._l.L

Laqrmntitê llfr lLt-, est r:me ctlnstanre inelépendante de c. orr .lE ftrnuer qu'il en est

,te mêue r''* ll rrt l[.tnr '

i {rri*ii*o* { Ji i [xtpl-o-
f i  f t ? r  

Ë1 ,  
t )

k=!F ( ,
= t3 

*E, 
j (xtrl) 'oY

(
= ea N' ,l (rtyi)*ov

T

' cù H€ est le nonbre de *elluler [f reçouîrant É], il est de l'ordre de 
Effi 

. d'où l'on

dÉrJuit qræ :

{r-eei ll r', llrt*r= f#,,.,,rJl ilr'l[trr

L'inÉgalitè (3-28) entraine donc i) de la proposition. Ponr les mênes raisons qr,n les

pré+Édentes Dn 6.:

t3-3ûi  l 'etÛ"€=[neU'tn$r] ;  I  =0 sur dt ]

ll r-lirt*, s 'r[ffi-J* ll*'lLtrËrllfrl[t-,

ii) Ori note Ïi et Z€ les couples de l'erpar.'e lrroduil fÉ = Rô(fl) x firÉ définis par:

I X* = (TÉ,ûlti
I

l3 -3 t1 1Z '  ={s+6t , [ t ]
LR '=N2-2.
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Pour dénnntrer ii) de la prol'nsilinrr il sufÏit de démontrer qrË a€{P.t. B€} tend rers zéro

Ê.!rE'î î, en etTet on adeja ÈûntrÈ i3-Ë,T ,{rre :

$-3:ài ll r'- r, - u llnô.,r, = ll *' l|,. s c !aern,, R€)

ll *' - E' llr" i ll *' l[. = r.fisrr', n'i

En utilisânt la s-'.rmÉtrie de le forme hilinéaire a8( ., . ) on a,

(-1-33i atiEE, F.Éi = a€(l€ - Z€.It -Z€ )

= â€(H€, Nt - ?, Z€ ) + a.i ZE.Zt I

= L*( ï '  -?ZtJ + a.€i 3€.. 3* )

Expiicilr:ns I'expressinn de L{.i :

Lriïr --è,2'- j= 
I *,(r€+r1h€x[eFXt'-e(u*g,i)*tx . J nnt (o*-et')xffox

d'après les relations {3-t t }, t3-11). (i-+} et les résrltats i) otr a. :

(î-3{) LÉ(ï' -zZE) €=T+- J *,y"f*i1.ûXy$)ud*= t*,f,; * * r*
t? 1 

^ rr dxi d*i

Des relations {3-l.I} et {3-3{i sn dédrrit alors qr.n :

I
fi

àu àu
at t\ dx*tKij



tln vr démontrer la conrærgence indirguée pour a€{Z€. F}. porrr ce faire. orr dÉ+crmpose

aÉtz€, ZËi Érr urrts sffri&e de ûsis ter$es et on calrrrle la.linite de chacur d'eurc :

aÉiEr ,ZÉ)  = o1IÉ *  er lur l t  *  qM'

\ J - JE  J

IË = j Ut lvirt+Ëi j,radx

{?

f = 
I ,' Ftrr+eri.Fi€ d::
nlt

M,= j tvq,r'r*
ntt

r lim.ite de I€ :

ânË
0rr É+ril d'abord 3 sotæ laforne suiïafrle :

#rg

P: = ( i* f i j
drg 

rb t

{i {x} = rr,{x} Stli 3t*t

ôi{x} =, io.,*'i*i 1, tllSïrt+ n€{xi x, ilr.o"." t*il
I 

o*e e oxi e dltgd:ci 
)

En utilisant lp.s FrûÊriétÉs <te la fonction mÊ. de ?[i et de u il est facile de vÉrifier que fifi ten,C

,rers zÉro a.rE/.: Ê dans Ltit?i fort. dc'nc IE a lanÉne liuire qæ :

= I'{frfr. ' *'Ë##. (*','ffi #Ë #],-
fi

I'{# .,']lft . {F ]o*=
iJ



iu'f*.filf* *61r,'= ij  f . '^e j l " . 'e ]  J.
fJ tf

ôu
A:tj ;

à:#tE

ô*e

- . 4
i l  --|.'

I
I
)
n

-dx
r.1

ô'lrtt

- --6

âu
à., .
u/.1

âu iirr
- O X
d:tiCt:t1

En utilisant les cffIrrtfgen*Ês {5-3É} et {3-?0} on a. dcn* :

r limite de It ,

0rr procè'Je de marriÈre anoJogue à la prÉcÉ.JÊtlte :

ffi = ï!* n[
x[(x] = m€{x}#+ #o,

f  ànr .lTitxi =rlr*-**i 'vi alt'\*h n€{x} v'*fu t-l]

l{otons quÊ cettË fois [€. tÉ *t nÉ sont *ifinis dans OS serrleoent. on lec prolonge alors

par aéro dans le donsine Q tout entier. soient i', i; *t î'1 lerx prolougerents respettif::.

E3__"rÉ)lin
t - + û

I f ôLr 1l ôu ô'.rr€= .| *'r-lut n'i * Ë lj Ëfr'r* *
a

f I rvi ôf, ô,,T \l. 
,l*l.u{èvi 

.u*d;',l
!-)



Four les nêmes raisons gr:e les prÉcédente, fi''Ë tend wr zéro avec e, ft " 
*rr* la nême

ii,e.l,te qtre:

. {Ël*

ùri etr *lÉctut dr-'rrt gr.n:

r liqite de Mr :

( .... . rt .- .- ,.u - rt ..M' = 1 {iri * nfli {Xi- nfiiax
h

f-.oærse +e qrx ete fart prÉ+È'leuent. Dn rnenlre fa.+ilement qræ lrli a. lamÈme liæ,ite qr.re:

i r, rô*
i  , 1 4 ,  l F
J l""e
g]

Ira
fJ

ii o*

t? : : . . '  F+'  , iÉ, i : : i t

""[#*'Ël
i
t

+ l
I
I

I
= l

I
.i
il

ôu ôu
- - 4 l l +
dËi axi

: : \
AY' â1t' | ôu ôrr

.  t - -
- 'J.l

ôye ù+e I àx1 ôx;
.T

lL3* o I'
f!-?q)

ôv'
.,lrr,.. i j

| ,,,, favi aï" ., ,l âu ôu
J "ttlô* ày, ̂tËJ q;*; o*
i:

MÉ=ii:È+t-r) lim
i  . + O



Lei: rela.tions i3-?6) à {3-{0i inpiiqr:errt donc que:

i l-+ni a€i3É.8{i ff [,,,rHr; ##*. Jot##o*
nn

où les l,li; ;cl:i 1e; ,:oriduiti-.'itÈ: licriicgÊr'réicÉes dorinÉe; p.ur 1'e::pression{!-{-';i, c'est à dire;

Iiii =rt*,fri u,, . #]* rr #*rt.l

et les Dil sont donrrÉs par la rela.tion suipante :

Mais renarquons qrre I'expression de Di1 est exactetnent l'équation rmriationnelle vÉrifiÈe

par le couple (?tlVt) ave+ les fonctions tesr (v.ç) égales à (?[i.Yi). donc Dl1 esr nul pour lout

irrdice (i.i). fe derr:cième terûre du second rreobre de {3-{Ct) est dotr* nul, d'aprÈs l'Équrvalen*e

i3-35) on a donc dÉnontré qrre at{R€, Rr} tend rers zÉro. ceci achèræ la dénonsuation du

thÉorène. grâce ar*:r inégalites t3-33). tr

t
Fij = 'fUi.ilwr ' I

I
I

f
+ 11 .r\lJir

(

d?t' àTl
ôye ôre

,av'l l
'u*,li

ôl|f'

àYi

ôT..'
arj

o, ttô' ç  l -'  
[o

t:

'Ë

+ il.n*,.r'r",r[-'* [# .#,ffi. #fr11.



{/ CAS D'IIT ËAZ DE EAIBTI TOTDUCTIOX:

Dans ce paragraç,he on suppcse qrJe le gar occrrpant flga une condr:ctivitÉ thero.iqtre Àg

très faible, ûn la notera { f.our ne pas la conforrdre a1Ëc tes autres ctrrdrxtivitÉs. Ûrr

s'irrlÉresse au cûrrrporteûent linite de la teropérature 1 et de la fraction nassique de rmper.r t

iou de la fraction massique transtatée o = 0I - ( too* CIrT) ). lorsqræ { "ot 
zÉro. Dans le cas

d'un natÈriarrpério<liqrJÊ. de période rY tràs petile pff rapport arnt dimensions de Q. on efl en

grÉsence de der,rx tletits garanàres: la *srrductiïité ( du gaz et la période c de la stril{ture.

L'étude du +onç.orteûre$t lirsite sera faite par la néthûde 'iles pertr:rbations singulières
{lorsqr.:e { ten'l lers zéro }. crrnbinÉe à la séthode dltorrogÉrréisatisrr { e tend vers zÉrui. Êe

probtème peut Ëtre abordé en derrx étapes:

+ étrlCier le comporrenent limite lorsqræ { tend rærs zéro de la solutior, .rrË du prablàme

hcriogÈnÉisÉ (3-{1}. +e q'ri correspnnd à: lrgairle { finite Ti}.

r Étudier le +amportetuent linite lorsqræ i- tend vErI: zérc de la solution {T|.nii Ou

prc,trlÈme initial i!-13) . la. pÉriorle e étsnt flxe. puis houogÉnÉicer le problÈme linite

shteili. +e qui trûrrÉrFûrid à: hraiiie t fiæ.çe Ti)

L*: rÉ::nltalr de +e:: ,3er-ui ÉtaFe:: seront r:sûri)grÉs ensuilÊ.

{-l } Comporteûeût de la rolutioa honogéaéirée lorrque Itead vurs zéro:

Le tenç,Ére.tr:re homogÉrrÉisÉe u dÉperrd de ( par f interuédiaire des cnnductirnitÉr Ef., . c*s

dÊnuerei: sLrtlt ÊxprlnÊes par' (Z-{:{} en t-'crn+tiorr des solutions rrniques fXt.qtt} Oe {Z-35}.qui

.lÈperr,lent de {, ofi cortrrrrÊn,';e alors par étudier le conportenent lim.ile æs {'.tË.ry'çi. on err

dÉ,lr:rra errsuite les lirùites des K!; puis cel!,e de u( .

t-l-l) Conporterert oes (fç,çig),

tl,rnoeriç011;: pÊr reÉ.+rire le problÈrne (?-3i) vÉrifiÉ Far lei: (Ïtç.V'{) sûrÆ une lbrrue qui

ûÈI srr Élrderrce le petit paranràFe {.0n rappelle que p(y) intervenffrt darrs (e-$i '"raut ÀiT}
,.larrs T\T4. { *tt ur1 dens r['\ et { dans Y/'[].



.-r*i-.-o=4.-Pj!8..ç..âA.PJ-!âS-[L.çÊUIIçru!.S..-.-.....
t E o
À -  J S

Les (')ti(,TriÇ) serit dans l'esFare Er denr 1a défi$itie$ est den$Èie par (Z-Zl) et quÊ I'err

rappelle:

Ey = f1 x tfly

ïry = 
[r, = FIt(Y]; v Y-periaoique I

$ry = [*=H'{ïr$i ;  f  =0srrr dg;ï-eÉrioeiquel

f q Vitu,rt + rg).Viur1v + ,fld:'
Y',lt

I n*,, fr ,o,,o + ry) dv
i..g

Four tout ilt.ryl et iv.,p) de E1 :

I
ao{(Ttrf}.ir'.*,} = 

,_ J.__*É 
V?t'VvdT

f'Uït

ar{{?(.r+},(v.ç,}i = j *, rr Fv dy
YÉ

Lji{v.ç}i = - l' *,, *0,
J 

' a}'j
Ysl.lïg

rittv.ç)i =- 
I*#.t
T*

{{-1}

Le groblÈme {Z-31} :ærifié par les {Xlç.VË} { j = t.. n} s'écrit alors sous la forme suivante:

uri11tl.ryË).(v.ç)i=Lfr({v.ç}) v (v.ç) e Ey

açt{X.y}.iv. '$} ) = ao((l("W}. (v.f }} + ç a r ( if.V }.(v.çi }

LË(tv.9)) = Li((v.ç)) +(Li((v.p))

i+-Zl 1'1.iÇ.*il1 E Ey a\rec f r"n,* =o

OU:



Com,nre dans.f.L. Lions [24]or^ cfrerchera" dans rxre preroière étape, tes {TJË.yt{i sur.s la

ttrrs.Ê -d\-rn dÉræloFpernent E-rliÊF,1ûti{rre foro.el. puirr, dans une derxiÈme étape. on titrrdiera.

ss *orlÎ,€fgence.

DÉl=lr,ppem err t gs'':mt tiltiquË :

ûri +fiÊr+hÊ 1*.* illË.SiË) sor.æ laforne srarrante:

+ c ' 3

i+-3) 6$l-*it1 = I {* txi .vli
h = - 1

Les Équations vérifiÈes par les tÊr$Ês tt(i.Vll sont ûbtenues Bn reFortsnt {{-3} <larrs i{-3i et

en identifiilll lÊs ÎÉrrnes en puissarrces de {:

. . . . i  i .  f
{T i . ry ; i  €Er ,  j ï ; { t }O ' , '= ( }  Vk} - t

T

{i-{)

Êî f iv.'1) E EI ,lrfl a.:

ao((T.t-"r$I-r).(r,.,p)) = o

ar((T1"qr1r),{v.ç}} * aui{ïi.,t,i}.(v.,ll} = LÀ{{v,ç}}

ar(ilti.v,l).(v.qli*a,r((?tl.vl).(v.ç)) = Ll(tv.+))

ar{(?tlv}.(v.ç}}*ao({4,"vi,,}.(v.ç}} = o vk } I

EtwCe rles équs.tions {i-{,t et can',ergen+e de (,1-?}

Pour étudier l'exsistence el l'unicrtri des t'Xi,Vli ûrr introduit I'espæe suimril:

({-5} ET =Ernfto.çf / aoitv.+].tv.ç]] = ùet f "tvf oy= o J)
T



I. 60

Monunns d'abord quelqrres propriétÉs simples de cet esga.ce qu'orr rassenble dans Ie

lemme {-1 ci-dessor:s, où l'on désigne par " T-uanslaté d'urr sol.E ense!ûble E de Y " le

translarÉ Oe S.:'un nouT;re entier relatif de fois le côtÈ t ft T dans chaqne direction yi:

Lemme {-l:

ii Eî â-crsrr êr[â:s rf'ffr.{çriorraur !a**rg,.eln,ùsiteg*rïy (*r;rweHtï}xHt{fr'$} i.

ii) ir'.r+i â['çu*ttent à EQy si et æuleaenr il;

- rr ftitff.i.s r-ûftti€$if .f,*r:s *tejtr,r ffiûi[\'|,'âÊte tûÊ'l'€]:ê ,È la tÈûfiiofi .drs T-uarielatès

$ f ,  ï e t _ l ï t . .

- stï + ç e.rT t;tt€,:'d,firtaÊte .dgtscùerii,lç ctgfûs'lryi€ €ûlîÆc;tF,Èlatvutzion.drc T

transiatÉs * T'tj

Lrt's iap,phiaaæz (uçi + \ffi ësi r,ili€ tirirfiz€.irru' Eoy àTtstwletztt'.i

n arg e ln'fli tepar':n-rtJ,e,È Ey

ÊfËtiiE:

ri ,l'açrfu la..JÉfirritisnit-l i rte la.lorne bilinÉarre ari . . . ):

où tl = mar (u1Àg, 0r1Às, orq , I ). Donc,

ao((v.ç).(v.,r)) { c llrtr.+{li,

Il est slors clair que le sor.s-espace E| est de Hilbert .

a.x{i.l. ç}.{v-9}} = 
J *t (V',r}2 d-.r * 

J-r 
(vtn.,,r, * s})2 dv

r,uYc itt

{ r i I tv,,l' or' . |. (vç]2 ov * f-ro' o* ol
t v,u{euYt> dE fu J

-,[il" llitu,. ll * llnt"gl . z ll'lh**,ll * lhtrp J



I .  Êt

iii rappelufls gllË tur, À et 11 sorrt FûsitilÆ!. .rette Ëssertiûfi est Ëlors éviderrte en utilisant
l'expression prÉcÉdente de ao({v.+}.(v,ç}} et le fait quÊ v est cûntinue à ua.vers l'interface
.*6 sr.s oublier laT-périodicité de vet de { .

iii) Fuisqrre S est de trace nnlle sur d,g et lafûn+tiorr T ESt de noyrnne aulle sur T:

!li'.ui![, eiléquiv'rerireà lilo" lll*r, .ll n* lll*rpj

Il sr-rfiit donc de Êc,ntrer {rre ati{';.{'}.{v.ç}} est é,qrriwlente àcette dernière nrrne.

Soit t'r.ç) derrs Eoy. alurs. d'ag'rcs ii).Vv= tl darrs [.t(T"UTfi et Vrp = - û]rFl' Aans [.3(T[ï,

done:

li n" llltr, . ll v'r lll*.r,*l = 
{rv.'t' 

o, . J *,î,nv)r ov

lc'nr. en uîr.lisô*t tË. définitiorr {{-1} Oe at{ . .} *t sar-'fianr {r.n Y*= YË UYT . ofl E:

+ ll v" lll.,r,. ll v+ llltrgl{{-6}

v {nç) = Ei

àu',,.,.*,.{r, 
,1i} = 

J 
(vr,'}2 ov

TÉ

1l * q) ar(iv.ç).{v.+}) r li o" lllTvl * llvç lll",rgl o

t ion {-1:

Ie+- te-raa-r fÏi .Vii sr,itrr ,l*teraiifiÈs tl'txix aatatèty urtigtæ 1.q'rt4-4) et an a lE+tiaatlan
JFrreârsfirr,?zrrlr:

llit"ir *r, i {* rxi .*irll".. { Lr {-*'
k=o 

taÏ

s;T 3r:fif c'f'lt'.r'f$fl.r# rr.uËpur;,f.*rrle ,* { .
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Démonstration:

I. 6?

Ç Àrz;'terrce et utticite,fu:: t€rÆeî tXi,Vil,

- La p,reniÈre éqlutien de {4-{i aræc (','.rp} = {Xi"y'lr} entraine qrre les {Xt-",1,)-r}

E$Fartiennent à Ef . La.der.uièoe éqrntion de {{4i et le leoûe i-l ii} &naent :

arti'd"vi,).iv.+)) =ff v (v.9)= Eî

En prerrant iuç) = {h!"q,t-r} et prx}:quË \6tt-J Êsl une nor&Ê darrs E"y on a:

{r-i}

- Le derrciàÉe el latrsisièse Équntion de {1-{i,Jr-.'nnerrt:

{i-8} t,li.v,lt e E1 et

aci{ïi.vi,}.iv.+}}
ari(td.ui).(v.vli

En appliguarrt I'alternatiræ de Eredtroln âlapremière équation dans Ey on a:

({-9} lasolution tXi,tfàl de ({-8) existe si et serrlenent si: iÇ(tv.çl} = 0 V(v.g} = Eoy ),

de plr.rs elle est dÉterninée à un élènent de Eû, pràs .

0r cette condition de compatibilité esr satisfaite d'après le lerrne {-1. Êrâce à la derriière
éqrntion dans fr * vaûontrer qtæ (T;.Vl) est u$ique.

Soienr ( f .i I rt ( Î. Û) deux srlutions & ({-s}. lew différence doir <louc apprrenir à

t'espace Ei . * plus elles dsiyent vÉrifier pour tout (nç) <b EI '

ar(i'f .fr i.tv.vt) = Li{iv.v}}
ar(( i. û).(v.r)) = Li((v.r))

I

J xiov =o
T

= riitv.e))
= Ll((v.v))

?- {uç} e E1

V (v.çl e Ei
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Err prenant iv.çi égale à {f - f;. i - $ i. r* diff'èrence & ces derx relations ùnne:

ariqf-r. i-ûi. t f- i . i -ûi i  = n et {f-t .Û-+i =EI

l,;I'di: d'aFt'Ès iii) dulesrre {-1. ce+i irrplique ![uE:

{r-rt i  f=?t. i l=û

La. solutiorr (T,|.S*lf ,lr.r!,rabtès.e ({-S} esl dnrr+ r,rriqqe

- L'exrflenr;e et l'ufliçitÉ des solutisns ('lti.Vit des autres êquations de ({-{} se ,cÉqosrre pÊr

rÉcuruence. de façorr sflslûËue à la prÉ*Éderrte.

+ -flrit $.ç'lr ,sJl'ir J F.ffe..*y.'

Pûsr-rng:

i i-1 I )

f t = m

aÇ = {u!. elt = I E- txl .rsl}
f t = - 1

Êq = tÊil. Ë5i = BË * {*" {?rl*r.vl,,)
zç = tz!. zll = 11ir.*81 - ffË

a.ËiF tn,pl i = {-t aoiitt'-r.,yt-ri.tv.ç}} +

f t = t t r
E- ' r \

È i*'Iu,cr*i .,sl].(uç]] * aoiirf,, .vl*,l.rn+l]J -
uT-, ,.

* E**' a.r({T,.,1-r.q'l,t}.(v.q}i v (v.ç) e E1
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Àinsi d'aprÈs les Éq'.:ations {{-?) et ({-{} on a porrr rour couple (uç} de Ey :

alç1xiÇ.*i11.(v.ç) ) = LË((v.ç))

aç(Ëç.(o'.u,)) = Lfi{v.ç})+iLl{(-e{i}*{**t ar{(Xl,r.yl,r}.(v.çi)
= LiË{{v.s)} * {**t ar{('rtl*r,yl-r}.{v.ç)}

Àt€* tut *ouple dË t''En+Tilrns-lests iv,'+) éâat à Zl. ta dit'fijren*e de ces der*c relatrûfrs Êt iistne:

{{-le} aq gÇ .zr! = - ç-*' a.r((?(,I,r.yl,r) , zç}

L'inÊgolirÉ de Cauchy-S+hrrre apptiquee dans t'expression {{-t} de ari(nl-r,V,l-r}, Zçj

entrainÊ que :

. a,((rJ*r.ur,l_r) . z(i { *,ll vcxl_, }llrtrs: llr* l[,

L{Êrr:. trûfûtte .lans les estirrations iZ-31}. on peut Établr qr-n I'orsque le paranètre { est essea

$Étil crri l'inegalitÉ :

. laç(tnçt.(v.+))l= Ê,{ ll t"+l lli
donc

({-r3) r,E ll rt ill,ç aç{ zi. zç } r r, (." ll rt lL

0u en déduit elors I'estigatior.r de l'erreur.voulue :

i{-ui ll txtç.yrl - et llr, = llrt * (-" nl..vlJllr,

- [3. il rui'.-LJLJ E"' E



t-l-U ) Limites der conductiYités homogénéiréer f[,

Rappelons l'erpression (2-{3} æs Kf, en tettant en évidence le p'araoète ( :

fu [o'

[ '
)

TeLfYt

(
+( 

. l
iÉ

{-11}l(
I
I
I

I

rr-- lr.Ç r0 I € n' i î l * i j  - ^ i i l  €  u

T1rr. i
r ' o - -  ' ' ï  | I^ i i  

lY l  ) '
YeLlTt

[r*.rf o". Ëï ]rg [* *,. *j "

r{-r{} lv | *Ti =

rg'

."J0,

D'aprài l'estiaratisn de l'erertr dals la prûFûsition {-1 les tfF.ryÉi conlærgÊnt darrs Ey

rærs les solutions uniqr:es tf".,yli dË {+-Ëi. il est alors clair qr.re les conduclil4tÉs flt

r-:LrturErgenr e.lÀcsi rËrs rrne linite ff,. Or,'m. estisrer l'effeur l*1, 
- *i I et Étaf;Ur qæl'il:es

prop,riÉtÉs,Jes eon.Cu+iir,'itÉs lioites Kf., :

fu [ t* . o, Jdï+ rrû], 
I t [t- 

* Yi . f] ,,r.

tion t-Z:

ti'i lesl:rï?rlru#Fïtdr tiaitet Kft sirrrrr'r*nt,w*qlalbrees.r,:areirzgar et,:ætt:il;

*-ro) rii = T+r{ ,"kktu.r,J k[*.r,] .,-] +

l ,_  f.ffi{ j k[*.,,.+Jk[*.,,.fi 4
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Démoflstration:

..__.._.._t__6_

. \  r ,  r  \
rË-?tij oy*Ë ,|fup- *yJoy*

TÉ

rnr I h [o' 
- ?d . ; 

( yir - rir] o'
Y(li' É

i)lrlrrf, -ri,i= itfu[
T'UTt

d' ' t i t :

Ir i l*1, - rïi l* c'llrr$,niei - c'xi.vl,rl[, . * l'ffi| ll vxir ll.t.,i* . lt*l]

Airsi . Fuisqr.re f l VT ir llrty+ est borrrÉ indépendernûent de { er d'ag'rÈs le g,ropæition i-l:

ir | | *i, - x|i I u c i

ii) [n ïR $arrrterrant reÉcrire les lif, sous ute furme synÉtri,{re et *oerciti'rt . cËûÉe ce qui

a ÉtÉ fsrt lrorx' les ff, { z-+f i

Ler É{,*s.tions ({-Ê) r.erifiées par tXi.+rif s'É*rirrnt:

ql {'r,pi e E1

( ô (.;  )àv I
l1u*lfi 

* vi1mdï* l.r h*[*. n,. O.,Jh*[,,'"* çJor=o
Y'Ulr Tï

et v (v.g) e Ei ,
f  â  ( ^ , i  ) à Y i  ^

J Mt.*. ', ')*to', =o
TE

u** tx,l,và) e Ey et .l' * ru = o

({- l?}
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sontue le prenier oembre. qui est nul, anec l'expression ({-11} * fli . 0n vfifie alors

facilererlt,{w les Kf., s'écrivent sor.E lafsree ({-16}. LasyrÉtri* d* Kii est alors évi&nte.

lerr coercivitÉ se dÉmonrre en ililistrrt lapÉfirtdicité <les fXi.Wil er ea procÉdml filsrae on l'a

feit parx celle des rf, (wir (e-{?} à (z-{8)}. D

Enfin. on &nne lafsrûrrlation forte (au moins formelleaent) du problèoe rnriationnel
({-16} verifiÉ par les fonctions tXj.rfil. gui s'obtieal. con&e dans les cas classiqrjps. en

prenant des fonctions-tests partrcnlières:

-#[ - dans chaque lo (c,= g,0.s),#,] =r

({-18}

da3 (e,F = g,ts)

d?,

dÉF

[ tn*=o sl t r
^ f  \

[^ ùL?d. viJo'fo= o sur

rrï[r* . ,, J,,'[ =o srr

Às #[ri - ,, J*,1, = '' #hl * *, (ï] . ,, lJ', I
vûl' d

&g
&{t,

*d#

-ftt#',=o

#t", = -û)lrhtu. u,J",|*
vi =o

dsns

suf

suf

fri *, Vâ sont T-1Ériodiqræs;Io* =o
T



théorene {-l:

F É gi i-r ri s 1 r :-r.ti +it .

0n rrote. come dans (Z-15), r lamoyeune sw T de lafoncdon f + n hXql:, B

r fr (x) = 
FT Jr rt . rt hXS )t*.y16r = .fllr,(r * q rrx($)

D'après les propriétés <les Klt le problène (4-19) adnet bien une solution r.rniqræ uo, de

plrrs puisqrre lafonction r est dans L3(n) . uoesr oans HlColng2(n).

Comnençons Faf, $rntrer q* uçesr bornée independenmenr & E drûs Hltnl. 0n note
qr.re l'inégslilé (Z-{S) ne nontre pal que les ff, sura uniforûÉûent etliptiqres en { . la
conslânte T qui y intervient peul dÉpendre de { ; pour tnoûtfer qu'elles sûtrt lrlif'ofmÉment

elliptiqrres. on les Écrit sous laforme suiænte:

({-.zoi KIi = iKlt **Kii . (Mlt

.La teapéiartæ haæryiaets*#,rç oaanrrg,e AzasHl{nl furt IomTæ | tend nrrst. nrrs
srJ$ir+rr wigæ uo drp.naôl.Éaee,h tttriuhtet sulrwc t ;

[- a 
[-l H 

= ;r,h,(r + ï hxg]
i{-tei J 

u*'

Lt t  =  t

'd*æs Q

Jrrr dfJ

et an a I bstiaation ,h l'æteæsuitantte:

l l  r  n l l

l l" '-"Tln#v: {cE

oùles Uf,. O aOres lapropositionl-L.soat bornées in&pen&nment de {.



$-ZL i  Kf i  x rx i )6x ix ,  Vxe&3

Donc. puisqæ { mf1 teno rærs #ro awc Ç , orr a:

I rl,x,x, + { ui, x,x, } o

ûn corrclut dorrc que,lorsqr.æ Ç est assez petit, ûn e

t+-z:àJ l l f ,xrx ,  a fKf ,x ,x '  Tf$x,xr  VxeE3.

hiltrrtrons ËaifiteûËût que latenpÉratrxe horoogÉnÉisÉe uÇ Çûnverge rrcrs la solutiorr uo du

problème ({-19}. D'après {Z-i9i elle vÉritTe :

({-æ}

En prenent v égale à u{et en utilisæt ({-ee} , I'inégalitÉ de Canchy-Schvlarz et celle de

Poincaré eîtrainent qrn:

.'ll"llisn, u

uçul{nl  er  vv=Hl in}

[ ,ôutôr,  I
j  *ï ,ô*rô*,0* = 

lrvdx
Çr

f , àul ôu(

.| -1, ffi * * * ll 'llrtor ll{lqn,; d'où:
a

(q-zqt ll"llntor { c
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0a peut alors extraire une sous-sûte de uçqrl cûorerge faiblement ,Oans Hltn). 0n va nuir

que toute lt suile converge et qu'on al?stiqation & I'err€w annoncée. La formulatisn faible
essociÉe auproblème ({-19} ytrfié pæ uo est '

t+-z1i

Les équations ({-?3} et ({-?5} entrainenr que:

En prenanl laf'onctiûn-test v égale à {uç - uo} on en déduit grâce à ({-21} et l'inÉgalité de
PoincmÉ qr.æ:

c.6ll#-,"|[in, *

d'où:

uo=Hl(a i  e t  vvegl t r r i

|' --" ôuo av f
J*1, a,oE* = 

lrvdx.n

{+-?1} j-1, ftt"'-,,{)fr*= i(r!, -ri, }#fro-
QA

fi-l*l--1, I I I #fu(uç - uo) ox
n

c',s ll,s - "lllar, * y,i !*lj -*i, I ll"tllrgY, ll* - *lln#Yr

Laproposition {-Z et l'estination {{-24} achÈrænr donc la<ftiuonsrratioa:

t+--tzi llr! u'lln*r,+c{ tr.



I .  ?1

t-2) Comporteûeût de ta rolutioa iaitidc lorrqua ( tead rrrr réro:

La tenpérature Tg et la fraction mæiqræ uanslatee o( sûtrt sotr.ûions uniqræs du
problèoe {1-13) qui s'écrit aussi, en utilisrril ladÉfinidûn(l-l1} <h p. flms laforme suiwnre:

{rç.crç} e E = Hi(o} t [u = HT4I ; s -- 0 sur dn ]

aT{ rç.oç i.(v.ç}} = L((v.ç}) v (v.9) e E

i{-æ}

Estimations a uriori:

0n va donner une naioration de ll t rç.*r ) ll, r" fonctisn du perir pæamètre ç en uitisanr

les inégalirés (l-t8) et (t-?1) vÉrifiées par aç{.. .) et L( . } qui sonr,hjà établies dans le
prcnier paf,agrs$he:

lr.ttv.çl)l = H ll t".il ll,
pç(<v.çl.tv.T)) | ) crq) llt".+i lll

oùseule laconstæte Cr(d) dépend de {. ptus précisénent :

où :
aç({uH}.{t'.S} ) = ao(tu?[).(v.t]] + Ear((uX].{v"ç}) v ({nç}.{u.f})e E xE

ao((u.r)'(v.9)) = 
-kl 

vu vv dx + J n n,*,,r + ï)-v{arrv + ç}dx

f
ar((u.r),(v.T)) = 

l_-, 
nr vv dx

( (
L({rg)}= J orr Îv ox * 

J nt*," +ç}dx
a hg"
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f  , ,  . - . r  r  '  \M=€narc[urr llt.notf ll*i, , lln llrt_r ,|
cr(() = Mint F({}, S(ç), rrr, min( Àa.I" })

o.t
6(E) =Ë

{Fi(}=Tffi

En prenant {v.S) = i t{.r.tÇ ) dans laprenière équation de h-23) et en utilisant les inégÊtitÉs

prÉcédentes on obtient:

ll trË.*r,l[=#

Lorsqw { est ffès perir ({<< I},laconstanre [1({} = Min( F{{}, 6({)} rnut p({} si u, esl

supérieur ou égel à l, sinsn elle reaut 6{i}. Dans les dew cas elle est de l'ordre de { '

({-a{} ll t rË.*ç,11, = 
I 

er aç{t rç.toç }.( rË.urt }) z c t ll t".+i l[ .

la+onstante C ne dÉgend ni de E ni de e.

DÉ velocoement asrrnçtotiqrÆ :

ûn cherche ( 1ç,{,rç } sorx laforne :

(4-æ) ( I { . ruç }={- t (T-. .w-,  }  + (To.vo }*  { t (Tuvr}+{?(Trw.}+(3(T"v"}+. . .

oùles ternes{ lrv; } sont des élÉoents "réguliers- de E .

1 . 7 2
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yorË sil[.Êlule.r l'ecrlture on ootefa <lans la suile :

trÇ=( tl*Ç )
r1=( I tv t )  V  i r - l
V =(rt$) por.r les fonctions-tests de E .

Pour otrtenir les Équations vÉrifiÉes par les ternes \ =( Tiv, ) on reporte (#31) dans les
Équations({-?3) et on identifie les ternes en puissmce & { ;

s.o(u-r.y) = 0 V ye E
{{-3É) ar(u-r.V) * ao{rlo.y} = L(y}

ar t \v )+aa{q 'uy}=o v  i ro

Etr:de des équatioûs ({-26} et convereence de ({-eI):

trr introduit d'abord l'espace &, iÉfini ci-dessous, qul Ë nous pÊruettre d'étrdier les

Équations (1-?6't

f  - -  ^ i  ,  * l(+Z7I E6=[ry e E ; ao{V.V} = t J

dont quelques propnètés sont resseûblées dans le leoue suirncrt:

Icooe {-2:

il le,nupla y = (nç) âp116altt:€tztàFa si etseuleaentsi ;

c la lùnaion v æt tfrt?stæts ./atts ,îùal3t:c æafwlate tffiaexe th fis U RE

+ la !ùttttton o1v +ç æ1,æIl.stant€.M.r €hâîtË.frtlwtmte,nnerc,* A(l] )

iii )

re.wt*æplax h a* ,h lfittÊîr et |qppli,na:atz v + affi æt w?e nars€ dzzsEs

à rplle iarluite tw E.
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Dfeure

i) D'apres l'expression {a-Z3} & ao(.,.}, potr y =(v,ç) on a'

1,..?.{

et I'sssertic'n i) est slors éqdente.

ii) R.emarqrxlns. grâce à f ineeûlité de Cauchy-Schvrrz. qæ ag(V,V) s lly ll, . il est alors

clsrr qr.æ Es est utl sous espace fermÉ de E gour la norme induite. il est &nc de Hilbert.

Hontrûns quÊ v - \m fft wre nffïtre sur Es:

â6iry,ry)= I *r* tVvi2ax - I q iV(rurv * ç))zdx
orlmr o(f

. [ (v,s):ox
ry

Fo** [ to"F *(vçfox. [ {vvfox
at\ it,lt

llt*-.,ri llr' = { tvr,}'o*
a

I (vv
Q'Ufig

Si y = (v.t) aplartrerrt à Eo alsrs .d'après i) Vv est nul dans QeU Qg et Vf = -orVv fuis

rS$' aonc,

llt"+l tlj = I.-,,-*lttvvlr dx +
f$1"

d'où les inègalitÉs srrvafltÊs:

f to,,ru*
()lt

ar((v.+).(uç) ) s nr1 llt".+l llj = tr.*r2) a,((t'.s).(v.ç) )

Ëe qui ahèrc lapreuve dulenne {-2. tr
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théorène {-2:

Læ teraes q =( Tivt I sunt ,làterainæ ,ltne lWn tnigæ pw Iæ égntiatzs (4-Z6t et an

I Estiaauon ,* I Errcw twtwte.-

ll* ,Ë, ,' 
,+ l[ * c {**'llo*.,11,

/a rrarisfænfe I e* indàpen,lante dr { er.dr e.

Dénonstration:

-fÈærainatitn dr u-r={ T-r,v-, )

En prenant dans laprenière Équation de {{-2Ë} y= u-r et dans la dernrièmÊ uûe fsnction-test

qtnlconqtæ T Ê Eo on déduit qln :

t{-38} u-, eEs

ar(u-r 'V1=L{ry }  VV e Eo .

Grâce au leuue {-?, l'existence et l'unicité de la solution u-r & {{-28} Ëst une conséqrrence

du les.se de La:c-ftIilgrao.

-fiÈtæminatiott # t o={ lo.vo }:

Laderxième équation de ({-26} et la troisième prise a:æc &s fonctions-tests oppartenanr à Es
rontrent gue uEvÉrifie :

ao(r lo"V1=L(y)  -a1(u- rv )  VV e E.(+æ)
ar(uo.y ) = 0 Yy eS-
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L'alternetive de Eredtrolm agpliqtÉe àlapremière éqntioa & (+æ) pertet d'affirner qu'il
erisæ rrne solutron 14 rmiqræ àua éleûeûlde 4 près; en effet:

%(V.V)=0 H Y ef r

et taccrnditisn de cûrpstibilitÉ est satisfaite d'aprÈs {{-Æ):

L (v ) -a r (u - r r [ ]  vyEEo

0n msaintensnl utitiser laderxièse équation æ {{-?9} pour eoûlrer l'uoicité e qn Soient

tro et no derx solutioas de WæLelle doiræat vÉrifier:

ih-tto e E6 et Vy e Eo

ar(ito.{ } = t}
ar ( t t .q )= t l .

0n tbit ladiffÉrence de ces derrc dernières relations et on grmd y = fo - tio '

a r ( i ro -uo . ih - t& i=0

Mais. puisqrc d'aprÈs ii) du lenne {-2. est wre nûrne slrf E& ceci impuqræ

qr.re les fonctions Ûo et uo sûnt i&ntiqlÆs .

-IÉterainauan dtrq={Ti,vi} ir 1:

Les termes qverifient les équations suinantes :

({-30} ao(r1.v)= L(y) - ar(uroy) vry e E.
a1iq.y)=0 VyeEs.

D'r.rue marriÈre analogr.re àladéternination de uo, on tuorrtre. pæ rÉcumencÊ. l'existence et

l'r.rnicité de chaqr.æ terue rT

I. 7û
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-tîtlfrâft$r tÊteftEltr'

Bn pose:

({-31 )

d'où:

i =m

er=te!.u!i= I(tq
i  =  - l

c ( ll zt l[ r *t zç. zç ] + c' *, Ç** ll ot.rllr,,nd ll rt l[

Itrt ll, = lld - ,Ë {' t- (-" o,.*, lL - I q*' ll vr-,,|[îna
F - t

ôç= tô|"ôl l  = BË* {*"r. , ,
E(= tz! .2[ l  = ,rÇ-â(

En renplaçerrr a.Çi. , . ) er Ëç psr leur expressions on a pour rour ry de E :

i =n r

urqfir.ry) = {-' ao(,r-r. ïr) * E E"t [u,rt . v] * ao(ui, . vù . {-* ar(*-., y}
i  =  - t

D'aprÈs les Éqrrations ({-?3} et {4-?6} :

a[(tt l.y] = L(y]

aç{F, y} = L(rg} * {*" a1(uo,,1 . rf'} .

Donc. en prensnt le couple de fonctionc-tests V égal à g(, t* différence de ces @luc relations

ftnne:

aE( zÇ.2Ç) = - E-* ar(un,r.v) = J *, Vrr*r.Vvdx .
QÉ

( rappet' urrr={To,rr,v,o*r} et V=(v.Tr})

L'estinratron ({-Z{} et l'inégalité de Car.rchy-Schçerz fuis l'expression(+23} de ar{. . .}

impliqwrrt alors qræ:

Ce qui achèrrc laiÉnonstration duthéorème.El
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t-3) Colport?lcBt dG l-1 Gt Ë lorrqw Gtcad r=rr léro:

Dans cene gar$e oo coue rne bTPOthêSc srrgléoenldre gonanl 'llf la géonérie Ûu

Balériâuoccuganl l'essenble Q.0n suppose {tæ :

(i-32) lor.næ les coogæsnles cûtureres de n: LQ oat uae iotersecÙoa avtc le Dord è Q:

W,l,ul3 IE[l r*

Erernples de géooétries ffifimt (+T)

(fig {-l)

Erenples de géooéaies ne rtrifiant pæ ({-?):

t
x
11

(figr-2)



L'hypothese (*-38) apour but de sinplifier l'écritr.rre & l'ensemble Es defini psr (th.Z?) et

qui intervient ftns les éqnations vririfiées par les couples u-t, =(f-', ,v-'r) et u6 =(fâ ,w8i. Sorx

cette h1ryothèse il ftrrient :

{ { -31}  Uo={t r r .ç ieE;v=0oansf l iUfr i  e t  T=- tû1v darrs { t l

En effet. si le +ouple (v.ç) e &. alors:

r lafonction v eHf(n), si de plus elle est constsnte daus chaqne coapossnte connexe de

fr: Ufri. qui aun contact aræc ô{$), elle est y alors forcÉnent nnlle. puisqr* elle l'est

sur le n'ord ô(ri).

r la foncti$r+ eH{nf;F) et est nrrlle sur .d.t. donc si orv + S est constsnte dflris chaque

cûtuposûnte cûnnexÊ de {rF , puisque v et S ont des traces identiqueoent nulles sur

.d.t . cene cûnstadrte est forcénent nulle.

+-J-l Cooportemeût de 1-€, :

Sous l'hypothèse {{-32} l'équation ({-28} vÉrifiee par le csuple u-1 =(fjr,vlr) s'écrit:

({-3{}

r-€re Hf(n) ; T-*r = o dans n: Uni Er:

J vr-', vu o* = J ,' o* v v e HË(nl)
al a:

v-t, =-0r1-" æns nff



[.11..ç..*s..*:

ou sous la formulation forte suirnarrte :

T-i = o ærs fii Uf,fi

({-35} -ÂT-Ér = f æns n!

T-€r =[ slrô{n!)

"{ 
=-wr1-', dons n$r

D'agrÉs les relations prÊ+Édentes et puisqræ. par dËfinitiofl. OgF et AÏF fornenr une

Fartition oe ei!. la restriction de Î-sr à {1tF {rop à otjr} esr eans Hi(nfr; (resp. dans

Hj{n<;r1}. uon*. si on dÉsignË par #-', rr prolongemenr psr zéro rte v-t, oans nrnfF. ra
.lenrière égalitÉ de t{-33} inptique qrre:

#J; = - rorT-', dans Hi(ni .

Le +oraporte&eî.t du couple fÏjr. ;"--r) lorsqr.æ r terrd rers eéro est doûné par la proposition

suirmrrte:

démonstration:

En prenant la fonction lest v = T-', dans ({-3{) on s" grâce à I'irrÉgelité de Car.rchy-Schçarz:

ll n'_,, ilI.,* * ll'l[t_, llt, l[r*

Proposition t-3:

Ie æuple (T-tr . #-'r) nr,r'rrle /es rb{'e/rTes .

llt-'. l[t*{f,s2

ll i-',llr',n, * c"
ll tt-', lln'.n, * t*

ll oi-t ll6'qn, . c*
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Poincarai suilraflle:

[,Isrs. conne dsns le lennre 3-3. prlsqr.re Tj, est de uace nulle sr:r ô( , on, a f inegalite .Je

ll'-l
dgfl.;:

llrl*,* c e ll vr--, llnt*

ll o'-l lli ,,, * ll 'll,-*, c * ll vr-', llot*

Ler: deu.x preariÈres estimations de la prcrpffsition. sont donc dÉmontrées. Les derx dernières

estimatic'ns sont alors trivieles puisqr.n #--, = - or, t-', . O

P,enarque t-l:

sÏ/egar€sIJaar tbrae,*ôn//e.s stricteaentra,r/uflec..funtle..fusatne Q ( /egarnit

âtirm rrrJ?f€r/ânn: le tor,lexterleur ô(fl) ' f,r'c O Ulgutr'+-3) ). a/ars le æuple tw-t.tlr)

put Èttt,l?teraineà I ai,È,8 tùnttiont rÈn{Iant w pttûlèae,hrzs Ia ,pllule,Cr ,r,înr Y . IEa.ç
rlFr.râr l'rywtiæ{{-3]} writlæ1;ar f-s, '*zrs nf aara.erireeaMt à{tÆliût?s. au t'ott,Èstsrneger

Mt le noæhte,* æargwanles .tufinerasdp Al :

-ÀT_t,

T_t,

T-Er

= f

= [

dans lll'

srr ôirr!'l

oans fri Un[

dans nt*

( k=1 . . .M€ )

v-t

=0

=- ur, Tl
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,Sans tstnn,ùe Ia gàaæzlite. oû sl{:y4w gtJPïi & æasttftE ë &rs tffiIwtllæ

t",n*sr's (ou.* Iûta*c,*ur).. tÙtc ?rtrii.b'. ft ,Uerno !*ùc-'4l Si otz aore f' n

pluian wi,îtË ,ùs pnbtèue ssltaar

-a8t ' (y)  =f(ev+ o[)
gt*  -o

dt=o

dans Yg

slr ô(Tg)

dans Tr U Yt

ari 0f .*sg;n:!'ong:ine4'16' grànre ,*!Iule Cl,, uustatce'* eT, alats"

T-€,(r)= 12 8r'(f , re fiff,l

vf,tx)= - c2orot'(+ I recfffff
C O

Deptus.sila[oacuaaî (tbr?næl esr ute ûûstânte,tus càaîæ { tt AlE. 
"too 

t"

,ptution d' o" Êfçtz,lni ,ltttptzsètn t ni ,*tIa,li,æ t; si clle æt seulezent cl -luh'ati'IlÊ

( r(cy+ 0f) = f(cï) ). alæsBr',r;naac'k t a'aisgw'È r' E

'rl')
(fie {-3)

..?, u T3 ,rP
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Sous l'hypothèse (4-33) t'équation ({-?E) yËrifiee par le corrple d =(fâ,wf} s'écrit:

(rf ,vf) e Et et :

rV (v . ç )e  f '

i (
I ,r', À.Vri Vv qtx . J qV(*'rrf * wf).V(tu,v * ç) dx =

nittni n'f*

ur, f€v dx + J ,r rrt(*rr, * ç) ox -

,rgt

Iot;vv*tx=o
fr:

(

J urrVT-€..Vv dx
t.iÊoo4

=J
r-I

r  VveHi(r : i )

tusous latbrmrrlation forte suivante :

{{-3Ëi

({-T?}

-À{ÈÂTl=f
-Arf  =o

Ir f IoB=o

[r #ne,= o
, tÏi | _ ,t-', I
"e anF àt h
, ù1; | àT-€, I^t; ' ,h = an h
4 :{J

-Âvf = 1r
vl=o
av; arlt
f r-  =-traob

avi t all r.q*le *tF, '*h

<hnsOj (c={s }

dans al

sur .lt[; (u.,8=g.ts]

"o dL

nr .flL

srr .d.i

str ô(A)

dans nf;r
sur .di r, r$F

sur .d$
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Estiuations a oriori:

1 8 4

0n renplace l'hypothèse ({-34} par la suivante qui est plr.s forte et n'e$ utile qæ pow la
(Énonstration duleu,qe 5-3 :

({-3s} laconposente gazeuse n'a aucur} çontact aræc le bord ft Q : fir€ c A . (fig. {-3}

Porx obterur des estinatioo,s àpriûri on comÉence par (Énontrer les lennes suivnnts :

Lemme t-3:

.senr/i?l3rarâc.hnt{-3s} itefisr.etn apÈratew,Èppilotzg'asetzt 9E e É:(.lFfii(n}}, ou;
f  - - -  .  ! ,  . . -  . : - - i  . l

1,F= [veHl(niUn[); v= 0 srff ô(a:Uai)nô(o]l ,b!.tte;

ll ve'" llr"rnl* c ll v" lLlolunË) Vve lF

denonstration:

En considÉrant le gsE nA con$e &s trous dsns fl, ce lenne a été dÉnoaué par

D.CIûRAHESIU et J. SAIHT SAN PAULIII l9l.

démonsration:

0n suit ladéuonsuatisn d'uû lenme analogue de E. C0NCA ens [l0l (leome {.1}.0n se

rarrÉne

Lenne {-{:

ft tss l h 1çwtù è,æ (t-38 ) on a I I'aeg:ali tÈ .vt tatz te :

Vve Hi(nfF); ll" lLtntx,+ c [*l ll '" ll,.rn$f ,à ll" llrr*i,,)
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à la cellrrle de bes€ comne dans la iËmonstration de la proposition {-3 et an utilise le fait qrr-

l'application:

{+-3ei $ - lil o* 11.1ru,* y. ll * llr1,*r- J+

Êsl uf,rË norue sur Hi(f[[ï équvatente à la norse wr.plle. Par le changenent de variables

x-of
(usræl):y= r, on obtient f inegalité recherchÉe aprh sammation sr.rr l'icdice k.

I

Leume t-5:

-S'rir / ib.r.p,arrtine i{--S } la,n! utionui = (f i,*i) t€bille les inàgali têbrarlrz?ter .'

ir llri lLiârnr{ c ll vri ll."rr::unÉr
c,.

il llri llr,*,i,* S ll rrl llrtntuni)
iiir llwi + to,Tf l[.=rngx1+ t [-t ll vt'i * {ûJ: i llrtogrl lloqll,.rn;*;,J

dénonstration:

i) Soit 9*rf te prolongenent dulenne {-3 dË larestriction <b T[ aoiUni ; la resrricrion de

{ri - 9'ri ) à n[ e$ alors ærs Hi(n!) . ur peut &nc !a prendre coûae fonctron test dsns ta

derr:riÈtoe équation de (1-36). d'oùl'on dÉduir:

t f
J tvrf)'a* = J w; vtr-rf) ox .
ni ni

6râce àl'inégalitÉ de Cauchy-S*hrara et aulemme {-3 on a:

J .tot;p' * u ll mi ll.1nâr ll vF'r;ll.1nir * r ll vt llrtnir ll *: llrn;unËrai
d'où: llw;ill'*p*f llvtiill.rn;unÉl



f,n aioutant ll*: lll',o[Uo[) mx &w uenbres æ cette inéearité oû æhè,æ la

démonstratios de i).

d'où:

t f f i

iil Pour <Ëuontrer cette int$alité on se r**ène àlacellrrte æ bsse T, en uilimt les foactioas:

îf'trt = tf (cy * ti ) définies sur T. res îft sont alors dane l'espace H{Y) et grâce à la

conùnuilé de la uace on a :

[^.  f  r  ̂  ^ (  à.-  \

Jiri ')2 oorrcl Jtîf 'f o,. Jtvrîf-l 'orl
ô(YÉ)  lY  Y )

0n fait dans cette inègalrté le changeoent de rnariable , = 
* - Oi 

et on sûIIIte & k=l au
t

nonbre l{€ de cellules C[ recounranl (l :

r,-o in J rro*)roo* +cr-* Er ( I,r;)2dx * e2 I tv.r;r*l
k=r a(ninc[) k=r \ ci ci ]

- I.!rt ).do* ç , [ il* ili.,*r - llvri il]*J *, ila llor,n,
â(a:)

Aræc le rèsultat i) on achèræ lapreuve de ii).

f  , ,  , ,2
e J -(ri )'oo* { Ë llvtl lLln;r;{?i)

a(ni)

iii) ûn prend v = vl + urrll, Sans le lemue tFt, en s€ sourcûErrt qrË vâ efi æ trace nulle sur

l'intert'ace dt on a,

llvf * o,ïf lLlogrl+ c [-t ll vtwi + ur'r!,) ll..,nf-f *,rt llt; llr.rsÉ-]J

en utilisant ii) on ale râçrrltat voulu. E
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Prooosition {-{:

futlr l'hpyrrrthêse(+-3t) lasrllwiotzul =(fl ,vgo] vËrilIe les iaq:alit*ruitarztæ ;

i) ll4 ll*.n,+ u
iir ll*; l[1ngi,+ c* e, ll o*; l[1ngi1t c

iËmcnstration:

rl Prlsqrn la restnction de tI, a n! est dans l{linl}, la derr,tièoe dqr.ration de (4-36} inptique

{[ue:

r
J w-', vri dx = o
nlê

Êoupte-tenu de l'égalite prÉcÈdentË. en prensnt ifi ,vii cûrrrme fonction resr (v,î) dans la

preniÈre Équatron duproblème vsriationnel ({-36}, ofl 8:

( i l r
J u,À(Vri l3o*. J_.1Otur,Tf + vf)2ox= J*,f  r f  ox. J_trh(orr i* vf iox

oiunf ngt n açF
a

Sa*hant qr.re les constarites oo À* et q sont stricteltrent positiræs. L'inegafitÉ de Cauchy-

Scwz donne alors:

lloq ill.rn:u+r- llvt';+o,Tf ) illng*,+ c [llri lht,n, . ll*; + o,,Tf l[.rng*J

'",( 'Jlt l[.tnl ; 'rlln llr.nl)aæc C=
min(o, Le; tùie ; q )



L'applicatiûrr des rÉsnltats i) et iii) dulenne {-3 entralne que:

lior: tlrlm:u+, . ll vroi + to,Tf r illrngl*
+ c [llvrl ll.tn;unÉ1 *ul ll rt*i * {'$ I llr,ng*J
u t [ll ot: ll.lnlunÉ] . ll v(vf + ',ri I ll.",ng-,J

{ r.F lil or; ll.lrn;unÉi . ll v(vf + 'ri r il1.*t-J+

Dn eri dÉduit. d'une part, i[r,E :

llo': ill,rn;unir * '

.ûonc . d'aprês i) du lerne {-5:

lltl ihçrur' llot ll,rntrnÉ){ c

et d'autre psft :

ll vt*; * ur,ïi ) lliqnari+ c

msis'

ll o*; llrlngtl- *'ll vri ll'1ngt; + fl vt"; * urrl ) ll.lnax;s c

donc

ll n*; llrtagxl + c. 'Jl vrl ll'tn,lh) { c - t' llt: lhlrnr * t"

Enfin. pui,eqræ vf appartient àl'espace I{r'. d'agrès le lerrme 3-l oa a:

ll'l llt"rng*) { c'' ll v*i lLlogr; s c c

Ce qui æhè'ræ la(Énoastration & lapropæitistr. E

L æ
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trtr pvut.æoatæt. çew tot^s les tetæe.ç u! =tf! ,v!) ( i r t ) ,fii ,llwloppuaear ({-?5}. ,rr

erttæatisns attalqnæ à ,xllet itat'liet lwur t fi.v] ,lans Ia pttywntioaH. Eltss prâ,risimetzt;

tut^ts I hgothe,æ{{-3Ë} les sslutissæ ut =if! ,vji i i à I } 'Ès àTmaans {+30i ryriflen

lesesttîÊati''nî:

'r ilrl llnlqni* t
iil ll s{llr'*nrfx,+ c c 

" ll v*; llrtngrl* c

En eflÈi. les àTtntions t{-30i rériîIrdes plar læ tæBa r+ .F?af atzalq:tæs à ,ælle

vebitle p.sr le ,nuple (fi,vi). Elftet s'à:rilrnl(sranr.f Ityçvttzèæ(4-ft) :

vi r l : ( r !  ,v j )eE€ er :

rV  (v .ç )e  EÉ
( (

J u, fVri'Vvdx - J qV(ul,T! * v!).V(trrv * ç) dx =

oiuni 

= [ *, ,-:i . Ir1 h€(u,v + ç) dx lrr,v'f, vv ox
a a$r al

r  Vv€H; i f r : )

f

J ç4 Vvdx = o.
Ql

Fæ ràrurttante en utiliwzt Iæ ætiaatiotzs ohtenrÊr Fvwt ti.vi). aû Baûttv aifuent le

rÈwltat wulu en prccè,fut| dlne t@ns æaIryæ à Ia tËiaoasttation .h la ptulwsitiotz{-{. tr
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Pasrase à la lisite:

ûn note:

{{-{{}

. X(B) fonetion eera-ctéristiqre de I'ensenbte 8.

' i t* prolongement par zéro de f à{?.

I f* si xeit] ( u' = ts]

' pftx) = 
J ïur si xe{F
L tt sr xee?!)É

. Q, = I t 
ntl dans rr\aËhl :

Io o*- *Ëi. l=utv4x(n\aTF]

' P' = Oî; = le prolorrge&ent pÊr eéro de Vvf dans 0\4tF

Ibéorène {-3:

tutslhlyothêsa{{-F}. laælutiatztto dupnbtfue({-36} ou(*3?1 caatwga!àbleaent

,ler:r Hl(n) ærr.llrratgue s,lutianvo da ({-19}:

rfr*t:s Q

sur ôA

I ; [*.,, .*J ,'
Y(f

J^ fu [ 'e. n,J*. Ëï
ïe[Ift

(x)

x.YldY'gJ,

-1, H o,j
=0

Itt +qh
Y

l'-ô (
1 ô*'|.
L ,ro

oti:

r r (x )=ù

.KI=ù



D'ag,rÈr: la preniÈre équatiori de ({-36}. en prflrsflt tm couple de foactions-test (v.Ui. la

solutior.r (fi.vi) vÉrifie poir tûut vappsrtenstlt àHâ(ft) larelation suivute oùl'oa utilise tes

ûElationc ({-{{}:

( f
({ -{3} JQ'.Ft 'o** J qP' .Vnc*=

(ïn

Fuisqr.re fi, est bornÉe. d'après lapruposition {-{ les fonctions Qt et P€ ssnt bornées dans

ft(n). &n+.,{rrine àexraire des sous-suites, it existe Q* er P* tels qrn'

ç€ - Q* darrs [.t(nj faible

p€ -, p* dans U'(n) faibte

De plrx on sair, pm la relation (3-lli. que {ft + h€XfFt converge faiblement T€rs sa

rrroïeflnÊ sr.r T dans L"(n):

(f€+h€x$r)- 't*)= 
fr Jr,t. q n*ï{x.y}d}'

Errfin. d'agrès laprcpositisn {-3 :

VT-'r.+o dans [.t(n].

ûn peut donc pesser àlalimite &ns l'éqr.ration ({-{5), ce qui &nne:

t (
I U - qhrlF) vdx - J o,Vrl Vv ax
) Ë
AA:

(
({-{6} 

f 
toi . qPi} *:* = I^r vdx vve

a-$

Itltol
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Il nor.s reste nÊinlensrrr l'idenùficatisn & la linite (Q* * tlP*), c'est l'obiectif'<h ce qui

suit. Pusûns:

où les tfl .Vlf s-ont tÊs solutiûns uniqr.res du probtème {{-16} ou ({-lB}. Un changement &

variables y = I darrs les égrrations {{-1S} ftnne les éqrntions suiwntes, vÉrifiées par les
e

fon*tions ifi.Vi) ,

dans Al 1o. = g.ts)

{+-{ô}

dans aGF

sur df,gf

sur db

f,onme ce qui aèté fait porrr obtenir le problème variatisûnel (l-13) en (I€,o€). oû obrient
pu des intégrations par prties :

I 
{txt = ri - '4(}

l. vlt*r - 'vit|

sllr dfo (n,B = gts)

sur .4L

r*d;

sur.4i

. f . aiil ' l-nrlu; 
dJ = o

[ {na = o

uul #l* = o
aTi, rÀ'* h = 0

. aI; I favl ari lratan 
lr 

= tl L* 
. *, tn JlÉ

_ a , avl,, _ ft
àq 'a4/  -  u

àv: a4, t
àn 

- - t ta t rh

Y: =o



Sur I = Siii); Êri prËûarrt le couple de fon+tians-tests {nç} égal à {B?Égi darrs Ia.

prenière Équation de ({-3É'} vÉrifiÉe p'ar {fl ,vf}, puir. la fon'gtiûri v égale à I T| darrs la

relaticrtr i*-{9i. or obtient:

({-58}

i+-Ï )

ni*-(ir

I oa,; nç o* +
tlt$F

nGF- t E

| *1vï{ rç ox = rJ
nt*

v çeT9"€

I" ["* . nf,riln'dx =
n\aïF

dx - J W,vterq*
a

f i \

IqL+'*qP'JvEax=
t^

t l

( r  1  f
= 

.J [rÊ * qrr'ilf*J ri B dx - J vrl,vtaitiox
Q4

[+'v.f . ,r I tt loo . nflniloB dx = o
rr\fiTF

En se rappelarrt que le gradierrt Oe T1, est nul en dehors d* Ql, La différence de ces derx

relatiorrs s'Écrit:

I f . ^.-l
J 'r [r,t v4 - vtivf iJ Ëdx +
f)

[ . \+ ,| 
'q 

[t' * q r*J.ve ox -
a

( r  \

,| [r' 
. nrr'xfrJ xi o

n

f r \

j lo' * q n'i v'rt! Ê'rx +
(?

e1
r
I
I
J
ii

vr;fril t,!x+
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0n prerrd naintenant le couple (v,ç) eeEI à (0,8 v|) Oans la prem.ière éqr:ation du
pr'oblème t{-36} verifié par (ffv[i, puis. la fo.ction S egale à B Vl dans la relation i{-jû}. 0û

obtierrt;

I [r'. *,nqJfr*f aox. lft [o- . *,wfjvao* = I o'*F çf aax
nf i f i

J [Ëi: . ,,oq]p* B dx. J nt [;-; * *,v?Ë J nr r* = o

La diffÉrenr;e de ces derrx relatisrrs donrre:

f i l r î({-5a} 
I 

., lortçî; - o'or{j Bdx + 
lnt 

(R' * *,w;Jnro* -
()

f f^-. 1 r- 
.| ç; |.n*; + torv4 J ve c,* = Jnn, xff vi B ox
fi

t{-':ri i -,[ut [c-' n o-j - q [o' . n o']J o'dx+
a

. I n [f; [e' * ursvtil - +; [o* . *,v4JJ vB dx =
fi

= 
l*,[r* 

* nn'xgt] S e ox. Jnn'x$Fvie<rx- l_r,w1,v(BïJiox
f l nQ

Conpte-tenu des notations (4-{4} et({-52), si on mnltiptie ta relatioa (+51) pff trr1 er ({-52)
par q, alors lertr ad,lition ùnne:
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ûu longnGle :

'Q'= 
{ ît 

** 
i: :Ë*} 

=pâvxix(orngrl

' F'= f,Vl = le prnlongeÉerrt Êf,r zÉra de Vw! dans ntofr

0n peut Bainteoaût pssser àlalinite dans la relation {{-53}. Fuisque dans chaque terte ori

ale produit de derr:r fa*terxs I'ur conrærgearrt faibleuerrt et l'autfe fortenent:

I le derrciàme lerae du prerrier nrembre tend'irers zéro aræc e puisqæ :

. il fl llr,rnl*, , et lln** orvrl ll.,rnl = ll fr*lt *,vi: ll."rnr* t

. ll ;ti lL.,r,i* r * er ilr'. *,vxi ll..,n, = ll frn:. *rrv4 llr_tnru,

r les del$( derniers terflr€s dusecoud neubre teûdent rærs zéro aYec t puisqæ :

. ll or:, ll.1r,i* r* er llvtex;i ll."rnl ut

. ll fl: llr"tnl { c e er lln' *S llrlnl* t

I le prsrrier teroe du prenier oenbre tend wrs:

Phs(Iue:

I',[-, [0. . n o.J - ri KiiJ * u-
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. ?Ê ....-.+ xi tuis Lt(o) forr

' q€ - Q* dans [.^{ni faible

' PÉ - P* ,Jans ft(n) faible

. T: + Ti dans tt(n) fort

' ql - î#*."uu*[^ fu [-; . n JJ durs L'(o) raibre

. ql* rt pl - rli dans t'(a) faible

| le Frtoier lerne dusecsnd nesbre tend rærs

r {x} =r,rr[t.,r bxg ]= T+i irtt. q h rtir,.v]dy

Âinsi le passage àlalioite dans larelation ({-33) enraine que:

{{-1{i Ilol .noiJ *,#o* f Kli ïiË"= lrBxldxJ\ '
na()

Maie rappelons r.tor.rs q* Q** rlP* vÉrifie l'éqrration ({-{6}:

I*t*qPf) ** = 
lrvdx 

vveHËtol
fi
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( (  -  - \  AB r r  \  f
{t-51i i lçl .npij *1 fro*. l lql .npïJ &iaax = 1 rBx; dx

J '  "^L  a .  a
iJ

5i sn retranche i{-11} de {{-54) on obtient :

J -1, r; fro*=
fJ

et ceci est îrai porrf, tout I e ${n). o'nù:

r+-56i Ç** qp. = fo (*1, ,; )= *i #

( r  \

J lqi . q riJ oax
a

Lalinite f i wrifie donc le qême protlÈme qræ +el''ti wrifié par u0 :

J -r,
ôT;ôv.  I
* * or = J r vdx v ve Hâ{ni

fi

et d'après I'uûicité.le lasolution de ce problène. ff et u0 sont identiqr.res, de plus, totle la suite

rf crnverge rlers uo. E

{-3l I'ésuoé et coaparairoa des linites:

Les divers psssges àlaliuite durs les éqrntioas ærifiées pæ la tempérarure T4. lorrq*

la taille c de la période de la stnrctr.rr du natÉriau et la condrætiYité thermique { e la Phase

gazeuse tendent rærs zÉro. peuvenl êue representes par le schémasuinant:
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I rirÉ
e-| 0

e tixé ['+o oans Hi(n) (+o

e-+ 0

Les con'rergences en f, sonl fadbles, cepen,Cant. les conrærgence en { snnt fortes et l'erreur
est de l'ordre de {. Rappeloas qu'or a étÉ contraint à faire lhypothèse ({-F)" le gaz esr sr}us
lbrse & bt{les suictenerrt inclrrses daûs A' wriqænent pow établir des estimations porr la
fonction ff afin de por,nmir jrætifier saconvergence rers lh.

Lafonctisn Bt (resp. evË€) est bornée oans L2{oi (resp. drris [.e{n}) inoependem,ment du
garamètre s et de lacondtmtiyilé therniqw q de laphær gaseuse. Elle n'est rien d'autrË qr.re le
preoier terrse e-2 Tj, dudérælopperent ass.ryptotiqr.n {+æ}. D'agrès la reoarqr:e {-1. elle peut

ëtre déterminée <le lafaçon suiv:arr1e:

to-f r' rrÇ

tJ"T;

g'{xi= d'( 
t -:oi 

} xe nffii
t

oùcf est 1sgiànÊ cellule ranslatée de eY. d'origine o[ . t érant usr Dulti-eîtier & Z3 et 8k' esr
Iasolution r:oique de:



___.*__t_*

sur ô{Ygi

ffirs Ys lIYe

LesliË.ites tetendverst )et t{tens ver,J0 )necû$,tutent&nc pa-e. Le résulÎal 4lé;,err,l .Je

l'ordre de grander,r du rapÊûrt :
\
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5/ IXTf,PPPf,TATIOT PETSIOtrf, DËi TESTLÎATS EI COXCIUSIOX:

Le problème qui nor.s prÉoccupe ici est de nettrc en évidence .xmmant!æphénoaèaes
dftaporaûon*,na,fusations au niræau nicræcopiqtn ao,llfIæt Ia.wz.lwtiuitè tlzetzigtæ
À gæ ry'pmtt,/anc la toi 'h ttïEEf êcrite por.r ls miliss honogène équirnlent au oilieu

Foreux. Dans I'exgression (243t des conducti\rités thÊrmiqræs appsfientes Kii on îa distingær
les diffÉrerrtes filnduftirtités Êt facteurs interrænnant dans te uarrsfert tnaffoscûpigue de la
+hsleur qui est gourærné par l'r*qlntios {Z-{5).

Les condr.rcUvitÉ homogénéisies Kl; (Éfinies Fsr (?43)peuvenr se dÉcoogoser cdlrrrtne
suit:

t_1-l )

où:

ti-e)

(3-3)

{}-{)

) <ty

!w ' lov
ûtl

Kii= À1; + À6i1 Fi;

f
À,i=#,|r#(il*y

Y

f
F,i=# 

,|#(7J+ 
y,+

Yg

hu = lu;r= Pr 9Ârruurr= pÉ I ahr 
Y 

(wir les notations (l-Z)et (l-ll).

Rappelons qræ les fi1ï4 sont les solutions wrigræs &s problèmes aux liaites locarerr
tZ-36). Les csnstan,o p* S et Âh" dÉsignent respectirËDent la deasité nassiqr.n dr.l gaz, le
cæfficient de diffision air-vapeur et la chaleur lateûte de vaporisatioa. La fonction os€1
désigne la mlerx satr.lrante de la fraction massi,gr.æ de vapeur n et le symbole ly l#signe le
wlurre de lacellule de base if .



Lï_rF_Et*_f-r.+fou_lt_ç

Par des integraton gar parties et eû tentrrl conple des csndilions au( lim.ites et

interfa+es vÉrifiées les couplee ffilv') les crnstsrite À,, et Fil peurænt s'écrire atssi:

, . .= tÀg - Àel
' l  

l y l

+ rl-Ll
t  l v l

1 t .  I

if,_
lY l

f o", oo. ffi Jo,,, o".t\inl" Jxi,,, oo.
.És, dÉ, .4
,*.Ht*.HtJu,,

6ij *

et on retrou:æ les résnltats & [. Moyne. J.[.Batsale et A. hgionærni [ffi]obtenns en utilisant

lanÉtho,Ce phpiqræ de prise de na1ænne et ferEeturÊ.

Lacondrrctinrté linroduite dans ladÉconposiuon i5-1i de ta conductidté apparente E

'Jésigne il13lte8l) la conductivité thers.iqræ " trraie ' au sens où c'est celle qui apparail dans

la r'sr ,feF,?wier Écrite porrr le nilieuhooogène équivalent au nilieu por€ux. La conductinité
1411 reprÉsente urre condrrctivitÉ therniqræ d'origine difftxiræ et le fæteur E s'interprète

cfirrme éturt le facteur de résistance à la difftrsion. Les expressioas (5-2). (}3) et les

problèoes locarr'1 {Z-fr) rærifiés p,ar les couples {fl$} per$ettent d'identifier d'un point de
vr.æ theoriqr.p lacoadmtivité Tlrarb' À et le facteur f. loutefsis, dafis la <bcotæsition (5-1).

ni la condr:ctivité À ni le facterx E ne sost accessibles expérioentaleseût, seule la

csndr.rcti.i-ité apparente Ë peut ëre atteinte i[13], IU$li.

L'inpossibililÉ d'atteindre expérisentales.enl la ænductirité thermiqræ "waie" L a.

csnduit De Vries ttlzl tl3t 11{[ IZED à confoadre À avec la conducûyité i du nilieu poreu]:

n'échurgeant que par conductioa et qui elle pent être nesurÉe à basse températtre {pas effet

d'éqorations-condensations) car elle se coafond atec laconfirctivité rpp€rÊtrte K du milieu.

En décompæurt laconductivité æpæente K sow laforne:

n i f t.f *,",.o.tr I,r'. Ë,
sÉr dH

I
L

Tfl'Fij =

o û
(}5) Kii = lii * À.r"Fij



lamesr-re * Kii p,eïttet alors ë dÉterminer le facteur Ër,. f", ralenrs obser# po* Ë,; *o,

anornslenent élevÉes por;u'uû facteur de résistmce à la diJTtsioa et ont dûûriÉ lieu à nue
abandante littÉrature tentarrt d'Éxpliqrær ce phéaouène. Les drÉfiaitisns (J-2) Êr 5-31
flLo$trent que le fa.tteur otrtenuexpÉrimentalene:rt ne pelrt êtrc phfi$rmeîl ({lffecteltenl

irrterprétÉ crûtrbr Étrit Le facteur de résistance àle difÏ\:sion (t131 I?ËD.

t}i va marntenant corllparer la condr.rctivité tbernique À de ta loi & Eourier, definie

par (1e), aLEc la condr.rctivité Ï o,r m.uieu porelrx n'échangeaût qræ par conductioo et &ettrÊ

en évidence f inflrrence des évaporations-condensarions. Lacsn<luctiviré Ï se confsnd awc la

csnductiyité thermique Epptrenr" ft u, sa(Éternination est classique (lli I330. elle s'écrit:

uù lafonction ff est lasolution urrique duproblène auliu.ires suivant:

o-6) Ë,i= Ï,i = 
T+î I r * 

(ii * yi) ov
T

(Ï?)

-rftt- tï ,i;.r,iJ= û
[ frI*u: û

I t#( i i*r i ]ni  loo = o

f
| fftvf dy = o u, ii o, Y-Eâriodiqæ.
)
T

fus chqr Yo

srJr do* (*,F = E.ts)

sur .d'o6 (u,B = g,f,s)

Lanornale n étant orisntée sw chaqrre interface 44 e Qo vers ft6 .

Pour pourcir cooparer la condrrctiyité Â à À, il est alors commode & dÉcomposer les

fonctioas ?(iinterrtennant daru ladÉfiûitiûû de À sorx laforme suivrarrte:



Li..sl1Et*tr-+Fgs-rJ.tr-s.-lPg

{5-8}  T j=#*ni

Les fonctions ltl vÉrifient alors le systène suivarrt:

+['HJ='
I ni n*u =û

à[r
[^i lnin=o sur dÈ etd.$)

àIti aui 1 .
I t * ni I = -n 

ffi"t- rF",ù (nt* ff - vi )[ni sur flg et d$.I

at uri
ffi=o oanssf)

Vt :o  s l t rÉ#

avi $ ,*i
,* "t 

= - ûr ,* tf .n' * Yi)[ ot sw .4$t

r
rti et y'i sont T - périodiqr,res et I nttv) dy = 0.

J
T

furs chaqtn -t 
o.

sur .fla1 (eg = g.ts)

i1-e j

LaconductiyitÉ "rrare" À s'écrit alors:

o{}r,r} À,i= I,i. # I t Hrr.
T

ce qtri tnet en érridence lTnflrrence <bs érosrations-con&nsatiûns sur la condrxtittité
theruique & lalsi de folrier.l.e vrai factew de rÉsistance àladiffusi* Fii se distingræ alors

dufacter.r expérioeatd ïij déterniaé par (5-5) &:



I.-I{..Ml-srBf-r.auer.ru:{s.*glrq.nft rllèn.çgrçJ.!H.0.Ë_

L5-r1i F,i-Ë,,=-f^#*-rt 
Ào'rlr I J

T

rtE!

L'anal'/:e preaÊdente repûnd 6nc àlacratrerærse ctassiqræ consenxaût f iaterprÉtation du
facteur expérinentalI et la(Éterninatiurr duwai facteur F de rÉsistæce àladifÏræion.
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I  NTRODUCTI ON IIÆ

L'écoulement d'un f luide monophasique à travers un mil ieu poreux est

décrit par la loi de Darcy. Cette loi a étê établie initialement de façon empirique par

Darcy [ll], cependant elle peut être justifiée de façon théorique soit par des méthodes

Physiques ( Marle Ï271, Gray et O'Neil l2ll, whitaker I37l ) soit par des méthodes

mathématiques ( Sanchez-Palencia [33], Levy 1231, Allaire tll ). Des résutats récents

de Allaire Ill montrent que l'écoulement macroscopique est décrit, selon I'ordre de

grandeur de la porosité, soit par une loi de Darcy, soit par des équations de Brinkman

soit par des équations de Stokes.

Dans le  cas polyphasique,  la  to i  (é tabl ie  de façon empir ique)  qui  décr i t

l'écoulement macroscopique est la "loi de Darcy généralisée" (wyckoff et Botset

t39l ). Cette loi consiste à écrire une loi de Darcy pour chaque phase en introduisant

une notion de perméabil i tés relatives à chacune des phases. Mais cette " loi de

Darcy généralisée" n'a, dans le cas général, aucune justification théorique. Ceci a

suscité de nombreux travaux tant théorique ( Whitaker [38], Auriault et Sanchez-

palencia IZl, Lipton er Avellaneda I26J ) qu'expérimentaux (Dias et Payatakes [15],

Kalaydjian tZZl ). Sous des hypothèses simplificatrices sur la géométrie ou sur les

propriétés physiques des fluides étudiés, toutes ces études confirment que la vitesse de

filtration de chaque fluide dépend non pas du seul gradient de pression exercé sur

cette phase ( comme le prétend la "loi de Darcy généralisée" ) mais s'exprime comme

une combinaison linéaire des gradients de pression exercés sur toutes les phases.

Dans notre travail ,  on s' intéresse à l técoulement macroscopique, à travers

un mil ieux poreux, de deux f luides non-miscibles et obeissant tous deux aux

équations de Stokes. Les deux fluides sont soumis aux forces de gravité et aux

forces capillaires dues aux effets des tensions interfaciales. On considère une

structure géométrique périodique et on uti l ise la méthode d'homogénéisation.



l'écoulement macroscopique revient à passer à la limite dans les équations de Stokes'

écrites pour chaque fluide, lorsque le rapport t entre l'échelle microscopique et

l'échelle macroscopique tend vers zêtoi ce rapport e n'est rien d'autre que la taille de

la période de la structure. L'étude du cas polyphasique (comme le notre) présente des

difficultés supplémentaires à celles rencontrées dans le cas monophasique' clles sont

dues d,une part à ta discontinuité des caractéristiques physiques et d'autrc part aux

conditions aux limites imposées sur les interfaces fluide-fluide; en effet, sur chaque

interface séparant deux fluides, les effets des tensions interfaciales font apparaitre un

saut du tenseur des contraintes normales proportionnel à la courbure moyenne He de

cette interface et qui est de I'ordre de e-1.

Un problème analogue au norre a été étudié par Lipton et Avellaneda 126l en

prenant des approximations des condit ions sur les interfaces f luide-f luide. Ces

approximations ne sont valables que dans le cas de géométries où la courbure H€ peut

se mettre sOus la fOrne: H€=aC+GÊ , avec a une constante et Geune fonction de

l,ordre de I'unité. Puisque la pression n'est déterminée qu'à une constante additive

près, ils se débarassent du tenne génant a e-l par un changement de pression dans I'un

des fluides.

Dans notre travail, on considère une géométrie plus générale' Comme dans le

cas monophasique, on utilise des operateurs de restriction de Tartar ([34] et [1]' annexe

D) pour construire de bons prolongements de la pression' Puis, en utilisant des

fonctions-test particulières, on passe à la limite dans le problème variationnel associé

aux équations de Stokes. Les équations limites obtenues montrent que la vitesse de

filtration macroscopique de chaque fluide s'éxprime comme une combinaison linéaire

du gradient de pression exercé sur ce fluide, du gradient de pression exercé sur

I'autre fluide et d'un terme qui représente les effets moyens des tensions interfaciales.
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l-l) Dercriptioa phyrique et totatioss:

Soit Ç, un ou1Ërt bornÉ s1 1églrlier æ B,$, occupé gtr un milieu poreu{ à strtxtr.re

périodique. Lapériode de lastnrctufie est rJrr pane de B3 aoté eT, où T reprÉseate la cetlrrle &
3

base: T = fl lO . tol et le paraûètre e est wr rÉel strictenent positif représentant le raF.Fûrt
t= l

entre t'échelle microscopique et l'échelle ma+roscnpigtre.

Le rrilieu poreux e$ constitrÉ d'r.m soli& rigide, d'rrr fluide mouillant (t) et d'nn autre

tlrl4e ig) non-oouillant. tes dirærs constituants occupent &s owf,Erts & fl ootés

respeeri.ræment Q!. fifl et A!. Les der.s fluides sûnt incûûgressibles et non-miscibles. ils sont

séparés par tes interfaces taninanil notées .4lc. La réunisn aiud U.d@. ûotée o! . est

separee dusolide nl par &s interfaces norées di, et elle esl srrppæee csûnere.

Ehaqrre cornposante nl Ou m,ilieu poreux peû être recourtrte par &s transtatés eT]

<J'un ouært cYo de la pÉriode cY (voir figrrrel.l ):

3
y = -[I,l0, t[ = yeUTrLl.dJ, ; yrl'l yr= fl

{1 -1  }
Tr = YgUTeUftr . Tsft Tg= g

si on #finit' porrr lout euld-eûtier k =(kr, ke. ks) æ d, le k-ræslaté d d'uo sot'ts-

easemble Û0e T par,

8t= ky + S = 
[f 

= trr** th.vz*kzh, ïs+ksts) / y € S]

alore les cottrposantes rll sont dÉfinies Ptr:

(l-2) al = (' 
lJo. 

tl)n n et die = ('*u* '*[)n o ' (c= s' r' s t)

0n suppose qrre les interfæes .lÛlp sonr suffisuent regulières (&nc aussi les .d.*) et le"

ouvErts To onl des frsatières localenoe-nt ligschilzierues et soût sin$ d'un serrl côté de leur

bor&.
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Un échmtilon de Q
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Cellule de base Y
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(fig. 2-l )
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Ua écbmtilso de Q

Cellule de base T

(fig. 3-t )
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La vitesse UÊ et la pressisû P€ &s fluiæs G) et (C) <lepenænr. bien flir. æ la géométrie <lu
silieu poreux. donc & la taille c de la période de la strircture. 0n s'intéresse à leur
coEporterDents l'ûrsquÊ lataille s e$ très petite, comparee ars dioensioas globales du milieu

{.i.e: e tend rærs zéro}.

Bn note por.r chaqr.re fluide {oai; tr = g.f,:

(1-3)

Uo€ : lavitesse .

Po€ : lapression.

;ro : le coefficient de viscositê.iconstante strictenent positirrc)

fo€ : le yectew des forces de la pesanter:r.

H{ : la courbure lnopnne de l'interface .d[g.
t f rrrî€ àûî' Ir t ï , fn€ )= l  l " tu i i \u /=?  

t  A_ i  
*ËJ  '  lescoupos i l l tes  du tenseurdesv i tesses&

dÉforsation.

Tij(Ut-p') = ZF* Dii(U*) - Po* S11 : les conposanres du rensew fu coatraintes, où

&; désigne le slrmbole de Kronecker.

Lavitesse [I€ et lapression P€ vÉrifient les équatisns & Stokes ci-fuons fus lesqrteltes
on prend en cotpte les efÏets de la pressioa capillaire dtts aux teasions interfaciales
fiuide{eF fluide(0}.

- 
ft 

rîiru*,P') = tî dans rri qn = g.o)

div{gr1=g dansd 10,=gt}

(1-{} sllf

slr

UÉ =0 sr:r ônJ

[u'*n*r= g

[Tij(u'J']nj llgs= 2o H€ ni

.db

.flfo

où I'on arfupte la convention & ssnmation sur les indices latias repétes. Le synboh tçtrgr

désigne le saut & la qr:antité g à travers l'interface .dfo la cæstante o est la tension
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srryerficielle de llaterface .4Ler rr est la normale unitaire. orientée & Qi ters fii sur les

interfaces d*trt rærs l'ertérieur de nir* les entrées-sorties Afri æs deuc fluides.

t-2) Lénrltatr d'eriiletce et d'uoicité:

Les résultats de ce paragrapbe ne aécessilent auctrne htryothese de Périodicité sr.r la

géomÉtrie duuilieu.

L'étl;de d,e l'existetrce et de l'nni+ité de la salution (tl€.p€) sera faite par la méùrode

rmiationnelle.

Cadre fonctionnel:

(1-1)

l"* =[tËirrr]=(Hâtnil)t

frtav.o) = [v e fitlEnii, oiv(vi = û J

q ox=o ]

6' =tr'x L3(aï)

L'espace f' et $ln srlus-espace ft{av,o) ssnt munis & lanorne:

ll" lh'=

râtnil = [n. t2iai); 
J

L'espace L2{gil} et son s1}us-espac* fâtaii sont nr.mis de lanorne:

{ r l+
ll'lL= [. 1," ",l
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, .
ûn dÉfinit pour tout couple (uv) de lrtx l,^* et toule fonction q de d(Ai) les fc'rnes

suivarrles:

aÊ{uv} = 
J 

2F* Dij{u}ui;{v} ax

(1-6)

où l'on a sr.ryposé que :

ai

b*{uq}=- 
Jroiv(v)ox
aï

t'(r,i = 
f 

r'.r, c* . 
f 

ao n' .'rr'

fri de'

\ r  -B/

La vitesse [Ir v'a être recherchée ,iturs I'espace f€et la pression F€ &ns f2(Al], oais,

coftrne dara les cas classiques, la pression a'est déteru,iaee qu'à rrre coûstante additiæ près.
pour fixex cette conslarrte on m la rechercher daas [e sous espace fËt()il {i.e de ûoFrure

nulle).

fhéorèue l-l

.g'(u€.P€) esf rmeælwioa,lupwûlfue (1-{}. arw P€dr ûoïEnûe aulle sw Ql..
æw les h yvrrr thësrrs( 1 -6 ), (U€,P€ ) yériîIe les àgætians twiatiatzae!!æ s'lu' vw tes;

{

I ut e r' ; P* € rËCnïl
I

tl-?) I ariur.rr) + b€{v.p€) = t€iv} V v efr
I

L b*{ur.q)=o vqcdtoi l

LepwÊ,nÈae il-?I a,laet uaeælutian (U'Jr) wigtæ,Èar ft(div.0)x Étnil .
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Démoristration:

0n multiplie lapremière équation de (1-{} par la ièuæ coÊposflrte vi d'r.me fonction v

de lr{ et otr surae sln f iadice i & I à 3. Puisq*. Tîl(rf,P€} et sa diærgen* 
* 

(Tîi(utl*} },
t

qui est Égale à - Fi . sont supposés tus l'espace tz(nl). la trace: Tiifftl*)tt; est déflnie

cûrrae rrn élÉnrent de H-i(ôAl). On perrr dûric utiliser la forurle d'intégratiûtr psf, parties de

Green:

f "T,,o'.r-) ffi dx - {rii(tl*r'} ni,vi }àrt

aù { .. }ani désigrre tes co+hers de dualirÉ entre ff Ètg&) ,, H-*t.ffg ) er ta nornale rr est

orientée àl'extérierx de Ol. D'où:

[ , _ _ (

.| "i,,u'"'l ffi 
o* = 

.|.ti "r 
<lx + (Ti;(u'.P*)ni, oi )açri

o: fr;

(oe = g..0)

Puisqr.E v est nulle sur le bord extÉrier.r de oi. te terme (Tii{rfl îi , vi tuno ot

réduit â (Tit(u€) ni, vi )dlr. si on convient $Æ la noroale à db est dérigée de Qg rËrs

fb alsrs le saut [Tij(ut"p') ût h est défini porrr mut vde f€ par:

([Tii{u'f'} ni Iæ, oi }"4ls = <Tf;tu'l') rrj, 
"i 

>dh- <r$ffr'l r1, vi >dâr.

D'après laqrntrième relation æ (l-{), il vaut 2 o f ai . Puisque ff est snpposée dans

f?t.Cfol.lasomme des rclations prÉcéëntes (por.r c = g,C) s'écrir:

r-

) #,(rii(u''P')) oi d* =

a; n;
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r r

J u,rr.t'"'l ffi o* =

En utilisant I'expression (l-?) de Tii(tI€.P€) en foncilon de la vitesse tt€ et <k la

pression Pr il rrient'

J 
ru' Dij{u') 

ff" I 
p€ div{v} dx = 

f.ro*. [,r 
rH v a dr

âi oi aï d&

ù[ais. puisq nii est syuÉtriqræ. Dii(U*l 
ffi 

*t égale à Dii(ïl']Ui;(v), d'où:

I
t .

{l-e} ) ,y' Dii{U'}Dij{v} ox -
r(f
J r- div{v) dx = 

J r.r'a** J-, o H v. a ff
ci oi d&

Ëette relation n'est rien d'autre que ta première équation de (l-?), la dewiàne étant
Èvtderrte puisqr.æ U€ est àdirærgence nulle.

Por.rr étr.rdier l'existence et l'rmicité de la solution {Us.P€} (h (l-?}. oû va utiliser le

lemne l-1 suivent. dont uoe démonstration est dounée dans larcference l20l:

oi

t l
J 

E iv iox+ 
)no 

H€v ln idr

n[ dit

$i



u_ ll l0strrF]r Dv]roDrlr{t lTnlSrlx,ÎÀl-s ]'txEl3rvffi rrD1lttlCtr: t r .11

stiear H er M .dner ê$[u'ltar,* Ëiltw:t ,È aarae,r ttuzr,rflrr a.ll ll" * ll ll*
.fnenr at., .) et b(. . .J ,fuur lbtwes hilinÈairctet æntintÊ.c. tt[âîtivvaeatd? X x X dzz.cE

âf ,ip HxM .dtrs E..alorsJepættème.

Ibt:r f etg ,d'rtât{ùræerlineairesetæntiats..te.tpwtiteaærsurX âtM.. tfuûtîEt.
ttrarunÊr. (U, P) tel gtæ.'

I tu.plexxM
I

i l - t r l i  {  a iu .v i+b i r , ' .F}= f (v }  VveX
I

Lntu.qt =o(q) vqe M

atuetuneæiuttan tU.F] arargae cor'"[oe X; b(v.{}=0 Vq e M }* *. si Iæ,:ta,,îittons

sut t'ian ter .rsn t sattslài tes :

(r-11) i )3q>0 ret!â,r tÆ a(v.q)=nl l" i lX vve [ve X; b(v,<r)=0 Vq€M ]

(1-1?) ii)3 F>o tellesw 
,rfi;y_ [##Ç=F

En prenant dans ce lenme les espaces X = |rt. M = tË(nl). tt to foroes f = [t et S

nrrlle. alors le problène (l-10) est le nêne que (1-?). Por.n effirser l'existence et l'noicité du

couple {U€.FÊ). il nous suffit donc ôe vÉrifier qr:e:

o laforne linésire sur lf', y{-+ tt(v) est cûntinue .

+ laforne bilinéaire sur l.€ xf€: (uv)

c laforme bilinéaire sur 1rÉ x É(nll, (uq) -+-'-'+ b€{u.q} est continrre .

+ les conditisns (1-11) et {1-12) srnt satisfaites .

Êrâce à f inégalité de Carrchy-schrarz et la continuité de l'çplication ræe sur .dgg

on aaisés,ent lacontinuité de laforoe linéaire {.r:

rr-rr lr'r.',rl s fll r llrr*r * r ll r'l[..*tr)ll"ll", vver€

où f est wre csnstaûte (qui dépeûd duparamètre s).



De nêrne. par l'inégalitÉ de Car.rchy-Sehçarz. on établit:

(r-r{) la'(u.v)l se'"*tps.},r) ll.llr. ll"lh. v (u.v} e f€xft

lb'{a.v} l= ll n llr,rnïr ll " ll", v (v.q) e r€ x râtnir

d'où la corrtinuitÉ des forues bilinÉaires a'{...} et b'(.,.} sur f' x lr' er sur f€ x ffrtnÎl

repectirænent.

La corrdition {t-l I } est r.roe conséqr.ence & t'inégâIité de Korn et & celle & Psincaré

Ilt].0n gerrt vÉrifier facileuent {ue:

{r-r1) ta'{.r,..r,}lz i*,u*.*}ll"ll*, vve'F€

{en dimension N.lacfirstanle I o, r*rotacée par rt 
t

La conditisn (l-12) est rure conséqrmce directe du lenne l-2 ci-dessous, dqût uûe
iÉraonstratiûfl €st donnÉe dans [20, Th.3.?l:

Lems,e l-2:

Les conditions du lemme l-l sont donc satisfeites, le problème (l-?) ednet alors une

srlution (u€,P€) uniqrre. tr

Il existe rft?â cttzstæzte t,> t telle gæ:

oH, [+ 
I o **' .-] =' il n l[^-,iV q e Lâ(or)(1- r6)
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I v etr ioiv.o)

I u' e r"È{,cir.o}
(1-1?) 1

I at{u'.n) = t(v}

Bentrque l-l:

On al;"air pu utiliser la lhrsulation twtatioanelle suilaata ,1ui ëliane ,ba.r une

prcaièrc itape ! Inænn tp Pt :

tn tlÈsoa t;r* d htwnl ! Errrstenue er I ùaiei te,* la æt utiçn U€,e ( t - t Z l. p uir. a t'ai,fu ,fir

!esse.f-.Î crliir$plre lrhærÈse ,* ûE EËliN (t36 Lt6 | )1.. on etatlit I Existet,:e ,h ta prcssion

Pe r€riftant laryæa!ète ttlati$r et la gmtrièae wlation dr i1-{).

Lemme l-3:

Ilans aottt tat on ptvnrf.

S(v)= ,  - tT,tpDi i(u '))-  Fi ,v i  >al-2o(H, vlni)4!  V ve (ni tnÎ t)u

aù(...)nrtbisae!æ'rzu*zets,*,ùratitéanrrtHl(ailerHot(oi) et{...>dl, !æcrethets

.fz? 8 uÊouîr;rttsrni..ænâere,# En. ,f tvr:r_àB et |roi. alafiy;âtuxetg- we

! i n Èat æ,.rn? trrr.*r.' .rr"lr ( f f l t U ]ti. alors les,* ur gu\wi tioa,r sun t aga trrlea tes ;

+ s(,1)=0 v I e {ve nitOl}",oivt,yl=o}

+3Qet2(0) /  v + e (nlqgl)* s, t+l= [  Q div(T] dx= [  *n *'oa

Ia fbn,*it:tz Q en tn i gw â tme æns tan te a,fili ti re FrÈs.

l - - - l
È,fiÆtitéaraa Ha(.dfo) etl/^ t(.d!s). o
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2/ IETEODI DES DCEf,LLES IULIIPLES:

Conme dans lapreoière ptrtie, ori vBêlablir les equadûns aacroscopiqræs sn ûilisant
d'absrd la uéthode foroelle &s échelles multiples. puis par la uéthode mriatioanelle &
Tartar tlll35t on jwtfierales résuttars obtenus dans le prochain pæraphe.

2-l ) Développeneatr sslnptoriques et équations locales:

2- l-2 f,Èveloçoeuents asruptotiqrEs

0n chercheralasolulion (Ug.FE) de (l-{} sow laforne du(Ëveloppernent æïûptoûque
suiwnt:

où les ternes (Utf') sûnt des fonctions regulières ëfinies srrr Q x Y et Y-pÉrio<tiqræs en la
varisble y, i.e: lapénode e$ q - côté de T - dans chaqræ direction yi.

Avant de reporter (2-l) dans les équations (l-{). préciscas costmetrt tes o1Érateurs
différentiels. utilisés dans ces éqmtions. se raasforment qnæd on les æpliflE aux terflres
(UiPtXx.l), c'esr àdire àdes fonctions dutrJpe çt æfinie sw Q pæ:

I 
u't*l = Uo{x.y} + e UTx.y} + ee UIx.y} + ..-...

l r - r

(z-l) I 
n'txl = {na(x.v) - } P-{x.v) + Po(r.y} + e Pt(x.ï} + ""

I

L ï=l

S€(x) = ç(x.f ). où g est définie sr.rr Q xT.
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Les rèsleq de dérivatiorr$ dê lacoutosÉe de fonctions donnenl:

--E_.!.I

(e-zl . Èrr*r = [iff.. *]*.i,
,lo! r \

o diviç€)= 
ffi 

= |.'i divy + div*J(+](x.L; .

où: divxt9) = 
* 

et divy{ç} = 
H

. #(s€xx)=[-- #. "-' [ # . # ] . $Jr*,(x.Ey

+ Di;tç€) (x)= [] oî,,n, . oi,tel)t*.ll

où: nîi(q)= iI H. *J o oî;t+,= i[ *. *]

Pnicisons aussr cûruruent les donnees iÉpendent dupranèÎre e:

X!éoendance des données duoaf,aoètre e;

r Le coefficient de viscosité;r€ :

0n supgose qrre chaque fluide (or.) àuû coefficient de yiscosité Fs cûnstsnt. Lafonction

;r' est alors constante par tuorceaux et est eï-periodique ( la perio& est efi dans chaqr.re

direction xi):

F'(x) = F( l)
où p est ëfinie sur lacellule & base T par:

I Fe = ctt dans Tg

,t(y) = I
I n = gte dans Ts

et proloogee à R3 pu T-péf,iodicité.

(2-3)
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(?-5)

t r t 6

r Lateûsion superficielle o,k d& ,

(Z-{) laconstÊnte o eslsræposée in<lépen<lantedee.

eles forces de lapesanteur E{

Si les tuasse nolrroiques po des fluides {u.) {" = g,t} ssût su0posÉÊs de l'ordre &

l'r.rritÉ, alurs, grâce àlastrtælrrre périodique du natÉnau les forces è lapesanteur E€ s-ont cT-
periodiqæs. Elle peurænt donc être ëfioies par larelation:

r€(x) = E( l)

où E est rxre fonction dÉfiaie sur la cellule de base Y et prolongée à Rt p* I-pffo,ûiciré. Si
chaqw fluide (c) est hotcgène, la fonction f peut êue considérÉ corone cotrstante &ns
chaque lo.

Hous allûns ctnsidérer un cæ plus géaérel. ûn prmd &s forces wluoiqræs É qui
s'Écnnerrt sous la forne (2-6) ci-dessous. Horrs signaleroûs en ratraf,que cotnûent les résultats
se modifient en preûant f€ sors laforme (A-5).

tz-6)

rsix) = |r-'i*. Ii * !r*t*. Il. ro(x.l) + - . .

oùles fsnctions Eisont définies Oans t2(Ct x T). Y-periodiques en la rmriable y er
bornÉes independe&ent & s er de i à partir d'un indice J. La fonction Ea est

supposÉie telle que:

I rftxl si y € tg
t+(x.y1= J

[rf{x} si y e Yg

+ Lacourbure utoyËnne H€ de llnterface .d,b:

Soit f une représenlation pæamÉtriqræ de la surface dÉr C'esr lne application
(supposee régulière) d'un ourerr S de R2 Oms Es er &at f'ioage flS) esr 4S.
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d€s =[r*t ,  v=f l t ] . te oJ

Lacourbr.ne tûytnne H de .d'É?e$ dÉfinie gar [ [

a1b1  +azb r -2aebs

ûu:

a,(t)=l# In u,

",{r}=l# l'u,

Les slmboles

scalarre et te produrt tixte er.rclidtens dsns 83.

L'interface .d[g esr définie par ( wir {l-2)) :

l l =
z(a1 a2 - (uuf )*'

br{t)=( #,#,$lu,
b,a{r}=(#,#,Sn,

as(î)=(ff ff)t'r bs(t)=(#,#,ffi1u,

l. t . . ) et ( .. .. . ) (Ésignent. respecti\Etent. lanoroe. le produit

dfo = [ru . ft; rt 
= e fit)+ e(krtr.kztr. kst3]. t e S et ke4sj

Ea chaqræ polnt xt æ .d.[t.ladéfirution & lacowbrrre uo1ænne H€ est la mêue qræ

celle de lacorrrbrre II & dÉ où l'on reoplace ft) par c ft) + e(krtr. tz&. ksh). Les q sont

alors remplacés par e2q et les bi par ebt. Ainsi. si on prolonge H par T-Érioôicilé (i.e: la

pé6roe est le ie côté q e Y dans chaqr.æ direction ïi), la conrbrrre Ht est liée à H par la

relation:

(z-?t f (x) = ln (L)
t 0

( x e .4fo ffi 1rcdt v= | 
-*rq.kzh.tstc)e d.')
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3-l-3 Equations locales

Otr repofie les dévelopFenents (2-1) à (2-?) &ns tes éqrntions (t-{}. 0n obtient alors
un (Érætoppeteût asyuptotiqrre duproblème iûidal. L'identificatioa h termes en puissances
& e impliqr.æ alors que les fonctions (UtJl 6iwnt vÉrifier les âluatioas locales ci-dessor.s

fln ffil lieu &ns la cellde de base Y, la varialle macroscopigræ r efi cûnsiæré conme uo
paranêtre.

t2-8)

(3-e)

à F a

6, 
= 0 (i=t2.3) Oans To (c = g.0)

[rol*= g sw d'g

Pa est Y-perio<lique.

-?p-fool;tutr . 
H 

= tf-# danschaqr'reïo (a.=st)

oivr(Uo) = [J dans chaqæ Y" (* = g.t)

Iuon*=o
[ep olituo] - P-t6s; Xee.oi = z o H ni sur .d,,g

srrr.d1p

sw.d6Uo =0

If et F-t sonl l-Ériodiques.

-zJro 
fo tol,tu')*oîi(uo)). H=r-i'- #.r.fouî;tu') &as ïo(c=s.r)

oivr(ul)*divx(uo) =g dans lo {oa = g,t}

Iutç=o srr.{g

flslr(olitut) * p]i(uo]) - toùi h.rj = o
Ut  =0

Ul et Po sont T-périodiqræs.

sur.{gE

sw 4s

{3-10}



ld
ôxi

ôPt-1
ôyi

ôFfto

{2-1 I }

srx.d"gB

sur .st

- ? t ofo tol;tu*)' ol;{ufr-!} } * ll= t  i . * 
*ol;(ut-r)æns

avr{Uft} * ôiv*(u*-l} = (J &ns To

Iukn*=o sur.dg

fiat{nlitut} * DTi(û*-r}) - rt-ts1; 1s n; = û
Uft =o

ut( et Pft-l sont Y-périodiqr.res.

l-l-{ [trtde &s équations loçEle-c

Puisqæ Y1 est srrpposé fi]nnexe, l'équation (2-E) montre qræ la fonctisn P+ est

constsrrle pfrf rapport àlavuriable y:

(3-13) P+(x.y) = P+{x}

Pour l'étude & l'eristence et de l'r.nicité es eqrnrions (2-9),(2-10) et (2-ll). on
considère un problème modèle dunêne q?e qæ les équations précédentes:

- 2lro Ay(vi) + æ
ôyi

- ldi

Q.I3T

divy(w) = G

lv lo=o

lzp(nlitvl - Gii Xg oi = Yli
v  =0

vet Q sont Y-1Ériodiques.

dans chaqræ Yo (c = g,t')

dans chaqw Yo (or = gt)

sur.d6

sur .drgg

flrr 4"

Iæs fonctioos H, Ë et Ysurt des données dus des espaces conveaables.
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0n introduit les espaces fonctionnels suivants:

(e-l{)

r., = [" € Hl* r_Hrtt, / v= 0 t* 1J ̂  .d.f" et vesr y-1Ériocicræ]

fy(drv.û) = & n [v ; avy(v]=o ]

r3trrl =[ae rî*(*lavl) , nest y-pÉriodiqræet 
Ir: 

*=t]

6r = &xfîtyrl . (wir lesnotations (t-tlet (l-Z)æ*YI et.4f, )

Pour des 0etails srr la notion de pcriodicité et les propriétes h esprc du $pe lty,
'!rr(div.0) on ljtfr). wir laréférence [3û1.

L'espace lfy peut èÛe identifié àl?nsenble des fsnctions Oe Hl{T1} ayant des traces
nulles sw 4, et qui prennent &s valeurs ryales sr.r &urc faces opposéËs de Y. ltuni & la
nonue ll ll", 

(Efinie ci-dessous. it est de Hitberr.

l l"lL= lr,Dîi(vlDîi(v) dv' Dîi("1=;[ #. # ]

Cette nûrne est équimlente àlanorme rrsrælle induire n* (Ht{f, }}3 sur lfl, .

L'espace fitytl peut être identifié à l'espace des fonctions q de ctrre sommable et de

tno]tenne nulle sur Y1. et qui vÉrifient lapériodicité "faible":

{Vy<I, tt' }Tt = -({, divy(v} }y, V v e Trt .

Hrmi & la nornr ll l[,, usrælle. il est & Eilbert.

,, ,r? f
llq llo,y= J n' *-Tr
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te-15)

lil€ LToc (rH,tT), Y-periodique

re rf*,_!J,t*); Y-æriodiquÊ er

ve rfo" ( U- dËr), Y-periodique

oyiuv)= 
t,tu 

DIi(ulDIi(v) ov

hr(v.q) = Ir; 
q divy(v) dy

oy(q)= ,|r; 
q G dy

t1(v) = Jry " or . 
[- ""

In*=o-Yr

er on définit por.r rout couplÊ (u.v) de frxf, et pour toutÊ fûnction q & Lz(yt) ,

f?-r  Ê\

Lemoe 2-l:

futtsfiæhyVwthè:æs(2-15). .ri (v.Q) e* tnesstution tùrle,* Q-t3.I alottelle t€ilfle
ptt hlèa e rarialian nel :

Iepnhlfue (2-I?) a,lmet tmeætwioa urrigtæ (v.Q) ,izas (f1/p3)x fâtfr1.
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DÉmonstration:

Précisoas d'abord que. comte dans tes éqmtions & Stokes classiqnes. la pression Q
nEsl (Éterninée qu'à une cûtrstËrite additive prÈs. sa recherche dæs l'espace fâ(1rl reviert

alors àfixer cene cûnstdrte. Pour établir ta fsrûulation faible (2-171. oa procède de muière
anatogtæ à la constnrction. dans la (Énonstration du thémèse l-1, de la retation (l-9). La
seule différence principale est {ue: daûs la relation (l-9} les teflnes integrarx sur ônl
s'annulent car les fonctions-test v ont rne trace ûlrl,le sur ôfil, psr cotrtre pour la relation

{?,.1?t les lermes iatégrales sr.u ôY1s'wrnrrlent porrr &tx raisons:

- lacsnditiûo " y= 0 srrdre" vérifirÉe psr les fsnctions-tests & fr.

- les crnditions de périodicité por.r les intégrales srrr ôyrfi àT.

Le problème (2-l?) est trralogue augroblène (l-10) dulemme l-l si on pose:

= 4(...)

Four prouver l'existance et l'uricité & lasolution {v,Q}, il nous sufiit &nc de vÉrifier qr.e:

+ latbrne linéaire l1(.) est continue sur ïrr.

[ *=* ,  er  M=t i (y t ]
I

]a t . . . )=dy( . . )erb( . )
L f(.) = tr(.) er g(.) = gï(.)

+ laforue linéaire gr{.} est cûntiûue ilr Ij(Vr}.

r laforue bilinÉaire or(...) est eonrinue sw {lry}z.

o laforme bilinéaire ht...) est continræ sr.r lfyx fËtft1.

o les conditisns (l-l t ) et (l-12) du lenme l-l sont satisfaites .
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6ÉrÊ àl'inégalité de Cauchy-Schwrz.les quatre prenières conditions sûnl éttidentes

(psw taprenière on utilise arssi la continuité & l'application trace). I1 ne reste donc que la

vÉrification des cûnditions (l-l I ) et (l-12)

o lacoercivité de at(., .) (i.e {l-11)}:

0n ærifie aisement qræ. puisqræ les po sûnt PositivËs,4y(.. .) est clercirË:

ar(v.vlzmin(ps.;rst l l"É, vvef,

o la condition de l'inf-sup (i.e (l-12)):

Puisqr.re Tl est borné, fi]nnere. et sa frontiÈre est localement lipschiEienne, d'aprÈs

R.TEMÀM ( IFI Chæ. I,leuoe 2.{}. pors toute fonction q. donnée O*tt Lâ(yt}. il existe une

fsnction Vq aÊpsrtennsrit à IIitYrl telle qw:

(

l<hv(yn)=-q  &nsY1
l

L ll *. llutr,r =' ll n l[,,
(C est une constarrte qui ne dépend que & lagéoméuie de Ï1 )

Donc. puisque Ultytl esr inelus dans fy et qræ leur nsrnes sont équirnleutes, ûn a:

q q(ï,q) dî)

"'J,[u+u [; 
'oiv'(v) 

"]=
(-, l,.
l[ *n h 

",

HË"- 
ll 'n ll"

.J-,$r-=Ëilnrh,,- 
ll *o ll""n,, 

-
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d'où la propriété,ot rr*fr"*,

(2-1s) 3F'0 rel leqræ: iar sup #";9- =F=Ë. B
q€LÉ(Tr lv€ l . r  IY l r lqb  

'  L

D'après (?-6) et(Z-l?) les foactions ff et Y*Po ne (Épendeat qlæ de la mriables r.

etles sont donc dans tî., (oHYf ). r***bnre H 6s .fuest srrppærie ens Ll* ( ,** d{r).

Les équattons (2-9) vÉrifient alors les hpothèse (2-15) du lemme 2-1. on a doac le rÉsultat
zuiqanl:

Corollaire 2-l:

Sow certaines hypothèses. oa peut appliquer le lenme 2-l por:r étudier l'eristence et
l'unicité des autres éqrntioûs. tilais, puisqu'oû aura besoin uaiqræment des équations & U0
pow établir l'équation ûracroscqpique, on se firrrtenteraducorollaire ci-dessus.

læ tetpæ U0 et P'r ættt,lilretpnéi,Èuætiéterrrli$Efw.-

uÛefy;p- te Lâi r r )  r r  Vçef ,  Vvet j (yr ) ,

J ru ufr.,uo)ulo(ç) oy- [ r-' oir,r{ç) oy= [rf * ur. Irf.ç o, *'y, 'T, 

"*- ",

f v oivy(uo) dy=6

. *  [zo f lç .ndr
4.



..L.?l.ul-!!çD-r.à!$...!ç-[!.Lr-!s-..u.gtErrç. r . .23

Puisqw. d'après Q-ln et lblryothèse (?-6). le terte P+ et les fonctions tf, ne

dépendent pas de la nariable y. la fonctiûn U0 &nnee pr (2-9) pern s'écrire sors la forse

zuivante:

ou pors chaqw couple {os, k} donné ç* = g.tet k=1.?,3}.(f*o h désigne 16 kième conpæante de

la fonction fo+ .

Iæs fonctions V[ et V peuvtnt être choisies coû,te les solrrtions rmiqlæs des

problèmes atr,:r limites suivants :

porx chaqræ (*. k) fixé,le couple t$1. qlf est lasûlutiûn de (Pl):

Q-n)

-zyçfof;tvfl . 
#= 6*B6i*

oivr(vf) = fl

lv[ I*r=o

[zrr uliffXl - qÏ 6,i 16.n; = û

vl =o

v! et q: sont Y-périodiqræs.

dans chaqr.æ Yp ($ = g.t)

dons chaque T6 (B = g.t)

sur.d,u

sw.d,g

sur &g

Les syuboles 6i1et Ea1(Ësignent les rynboles de Krôoecker . Le sfnùole 64 est introduit de

telle softe que si c = & le second membre de la preniere equadon YËut 6i1 fuis Yg et zÉro

dans Tg, et f iûïerse si c = t.

[tt;t**r # t-rJvttrr. [,tt )1t,) - # -rv[rr) + v(y)(z-l9i uo(x.y1=



Le couple (V, r) est dÉterniné par:

t r2û

(?-zt)

-?vsfouTitwl . fr= o
divy(W) = [J

IvI**=o

dans chqæ T6 $ = gt)

dans chaqr.re T6 (g = g,t)

sur.d*

TI  =0

V et r sont T-périodiques

sur .d1gg

sur.d1"

Les prot'lèses i3-20) et {Z-21) sont duoêee qrye qrre le problèoe (2-t3i. ils renrreat
donc dans le cadre dulemme Z-1. Les solutisns tVI. ql) et (Vr) exisrenr,les fsncriûns Vl er V
sont uniques et les pressions ql rt t sont .dÉtefltrinées à<hs constantes près.

Pow obtenir larelation{Z-l9ï.il sufiit de nultiplier les équations è chaqræ pr"obtème

(gltlar 
[(r,*[t*l 

- 
# 

-r. de sommer sr.r r = g.t er k = r. z. 3. puis a<tditionner re

rÉsultat au problÈme Q-21) rærifiÉ par V; on remarquera en fin de cflûpte qræ le &uxième
menbre de (Z-19) vÉrifie le qêne problène que celui yÉrifiee pa" tlo. et grâoe àl'rrdciré de la
solution.l'egalirÉ {2-19) s'en dÉduit .

En utilisant la derxième relation de (2-10). on ya érablir me éqrntion
(macroscopiqr.re) vÉrifiée par lapression p+dar-rs n.

0n note Jul"g(çXx) lamorlenne str Tl de tonte fonction ç definie sur e xy:

[ap olitvl - r&i lde.ni = 2 o tI ni

tz-zz'! .fl[tvXx) = fi lr+t-.vl or
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théorème 2-l:

tr.â?

Si Y1 est,nnûer? alors sf/tls lhWvthèse .

(?-zli rf e {ve L'(o}rdiv(ry)e L'tal} q*=g.t)

a..I âaplt;ssion P4 yÈrifie I êrTmtion ûâtffivtpigle suivwte:

f, i* æ.]] - ,g a(rË)r ^ ,s ô(rÉ)i
| *, L*t' t-, J 

= Kit ô*, . rli Jii-
Q-21) 1

L*,, # r,, = (*,t, {rf), . d {rf);)ni + rnl(w1} n;

dans fi

sr.rrôQ

eù,!es pvrraiat ili a& f !, el K' sanr .das .tûn etaÊ Er,fu*næs 1w:

(?-a1) *îi= ù I 
(vl)i(y) av 10,=g.o)'Yt

r,,=r;t, *rf,

h.,l les Klj s Firi r,r.rr t snts la lùræe sywèæi,Vn e t wwi tY :

(2-zË'') *,i = 
ù Irr'u oLtvtlo,t{vi} ov; vj = v[ * v[

c.J le prctlèae (}-Z+'t almet uae plution Pa tmigw,fuzs I etla;e gtmtient Ht(n)/ç .

,1,1Ia aawzae ,È la viræs:- lJo æt ,haaèe 1w;

(z-z?t nr(ultr*) = *iti[tr;f, FJ t,]* Kfi[(r**), - #Jo,+rïa(wi)

Déuonstration:

a) D'a*rÈs les équations (2-10). avr(Ul) + divx(uo) est nrrl. rroe intégraton sur 11

donne alsrs:

( (

J oiv*1uo; 6y= J ul. n o-Yr 
?rt
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!ilais. puisqr.p Ul est nulle sur l'interface .d6 et est T-periodiqr.æ, le secoad memDre de cette

egalité est nul:

(

I oi"*(uo) dY = o-T,

Lapermutation dusigne intégrala et diva &nne alors:

t3-3S) <tivx (J4a(Uo)1 = O

La condilisn natr,relle qræ &it satisfaire la noTrnne Jytr(UÛ) sw le bord de Q, vuir

[23], est qræ sË.csttrposante normale est nrrlle:

{3-3e} #Lrfuo).n=0 sr.rôft.

Cette csoditiûn aux linites est a pnori fornelle cûmae la csnærgence du
dé:ætoppement s]'tptotiqrre (?-1) du &part, mais elle va être i6ifiee ultérieurement

iparagraphe 3/)

Si on reuplace dans l'équauon (2-28) et daris laconditiûn aubord (2-æ) lafonction U0
psr $tn expression (2-19), en obtient l'eguation roælrscllpique (i.e en ta ruiable r) verifiee
parlapression P-2:

f*[*,, 
du-J=*i

L*,, #* = (rf, (

a(rÉ)i
ôxi

rf); *

. *f, P + av*(J4"(v)) dÊûs a
tz-30)

. Kfj (rf);)"i + Jrla(v;l n; suril)
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Hais. puisque lafonction V ae dÉpend que & tanriable y.le lenûe Ava(J4"g(V)) est

nrrl. L'éqrntion (2-2{} e$ tuic établie.

b) Four établir la forne (Z-ffil&s perméabilités Kii. oû ra uiliser les fsrnulations

variatonnelles associées arx problèmes (pl) ænnes par(2-2û). Ces prnblènes sont du nÊme

r1Tle que (Z-13). donc. d'agrès la relation (2-1?) du lenqe 2-1. les formulations faibles

associées sont:

por.n chaqr:e (", i) {" = g,t et j =1.2.31:

vl  €fy,ql€r i t r t t  er  Vf  e

I ru nI*rvlloL(p] <rv t qi di
'Tr 'Y!

(

I y <tivy{vl) oy = o'Yr

vi € fr , qi e Éttrl et

[ ,ud-,tvtld"(+) <rv -
-T1

(

I y divy(vt) dy = o
' Y l

V ç ef, V y e t3(rr) '

Jrï' "*,ç) ûY = Irl *

l r r  Vve É(vr) '

(
vy(9) dy = J çi ot

-Yo

Si on note vi= v[* V[ et qi = ql* ql do"t lasorme &s relations ci-dessus (sr.n a. = g. t ) rnontre

qr.n le couple (vi.qi) vÉrifie:

i2-31)

Q-æJ

Ea prenant <rrnne fonction-tess ? = Yi furs (2-32) oa c



I"r"oLtvtlù(vi) cY = IrI *

Lfais. d'après la(Éfiniuon (?-?f.1* fÏi et & Krr le second oernbrc de cene €atité
æt egal a [f Fti.d'oùlarelation (2-26]:

ulKii = lr,t, uLtvjlù(vi) ov

La synétrie des Ki; esl alors éviènte,lerrr cærci'tdté se (Ëmontre pæ la méth@
classiqr.re qui ænsiste àprourær qrJe l'application x -l4 Kij x'xi efi wre forne qudratiqw

definie pæ'itiræ sur 83,

sûit x =( q)131 un eËcteur de n3.

L'expression {?,-?6) des Kii rnontre que:

lïl Kl; qxi = I zp olo,tr,vtlnlo(rrvt) ov.
ï1

For.r tout x & 8,3, on note X* la combinaison xiVi fu fonctisn vi. Pnisqr.e les
cûastaûtes po (e=g,t) s:ont pæ'itives on a:

(z-iil Ki; x1x; = ry I ùu*nL(fr) oy>o-Yr

Supossous nainrenÊnr qu'il existe i e Rt lel que Kii t$i = 0.
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Fuisque D,fu1ff.Ë)D;*(t) ov est exacteflIent la norae élevft au du ?qæ

l'espace t y. l'inegalite (2-33) impliqr.re &nc qræ la fonction Iç est arrlle. et par consÉqrænt.

ti .|ul'r' Vçel ry

I *, o, =E,

si on note {ç la coubinaison linéaire l;ti æs pressions qi. d'après (2-32) oû a:

I,f divv{çi dv=

0r. on peu trouver dans ï y une fonction { telle qr.re: divy(ç} = 0 et

Larelation précÉdente impliqrre alors que le ræcter.r { e* forcÉment nrrl.

tln a déaontré donc qrre l'apglication x -r+ K,, rixi est uoe forne quadrattqtn

itsfinie p6rti\re. la cærcirnitÉ des Kil s'ensuit.

ci Les éqr.rarions (Z-Z|I fornent un problème classique <b l{euoann non

honogène. Lïrypothese (2-4) faite sur les fonctions Ef ( qui ffi srITisante mais pas

nécessairei peruet d'écrire {?'Zq) sous laforne faible suiwrrte:

..\i( A. . Ks; \f(')P-2.4x; )

. d(rf); er o1 = .lÏlr(v1) ))

\b\lc\(\a( P-2e Hl(n) et V v e Ht(n)'

rf

J o, ft *- .| n, ", vdn..ui = Kl,(rË)j
aô$

(2-3{)

*Lo*r =
oxi
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Ce problème admet tne solution unigue, à rrne cdltrstatrte additiye pres, puisqræ les Ki; sont

coerci\Ës et lacoadition & coupatibitité est satisfaite: [ 
", 

df= 0 .
J '
ôa

d) Enfin. la relation Q-nt Entre U0 a la pressioa P-2 sbbtient en çpliqrraût
l'opératew ruoïænnË J{"f {.}, defini par (Z-Ë}. àlarelation {Z-19). tr

P.eoarque 2-l:

fu 'le.ut n*arp.rae. ,htzs les ttlatioa.r (z-'t+J et (Z-??1.. Ia rc,oyenne ,fu la tbneuott
Vpar un tæae gw aet €fi iti.Ènce Ia ætrt wt H,* t InteflÈÊ fo . n elIÈt on a.-

{?-33} lYlJu\(w; ) = oHVl .ndr

F1aur tËaatzttaî çÊtt€ tetaaoa. æt utilise fies lbtzulatiotzs tariau:onnelles ruizr?içhr par læ
i

tlwtûon.c Vi el Tf. F{anas letease.l-t lafba*ionY v€riîIe:

V g e f, V

Jr, oiurt+) dv =

v c LËtYr) '

I*
dsr

IÂ

v€ l l ^y ; r€Lâ(Tr )  er

[ ,uuLtvloLtç] ov --Y1

(

I Y <livy(v) dy = g
-Yr

II g. n <lt
{z-36)

Ett ptenætt æaae !ùndian*tests f = V ,l*ns (3-3?) â/ ç = V* ,trns (?-fr! aa a:
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2P Di*( )Diur(S) dY= wi dY
Y1

Iâ

I I .33

zt nLtwlnL(vi) ov = oH l l l . nû

,l'ou Ia telatian (2-35 ).

Si Ia.æwtruta frsIÊnnê I{ est ,frû.îterte a!6,t-'s Ia EIolEt?n€ JYlt(Vi } est nulle' en

ellÈr ,larzs,:t tæ.

lv lJ{r,{vi ' )=?on Iu'  ndr= I  oivr{vi)dr=o.8
.d* ag

Lemarque Z-2:

Si oû slnteté,rsa à la a'oyr,anedp U0 sllz.,:hayle fiui,h (*| ælwrcla,enl. en tntéirant

ta telation Q-l9L .n r Tg pas slrr Yg .. an a les lbra ulet sui vana tæ :

Q-Tl), f*",*l-vi) 
= rlf [tr;t, FJ . Kl [t'rt, FJ

L*r*,oî-vi) = rlf [tr6t, FJ . Éii [t';t, #]

Xr) = I
FÏ

J(n

-((v

t
l

, )

ç(x.y) dy t*=gtû t)  er. '

rlh; vl ; S = rrh*({v[)i)

â)',ry ' *Tf = rTh*((v[]i]
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Êt t* lvur awsi ètablir ,bs tetatians analqtæs à (Z-Ti gw aeaem ea ëui,hn,æ la ,æurfrtrc
H,ÈIInrerlæ dg*

(2-3e) lïlJ4.tror(v, ) =

Ie,r,lltYts tens?Ilrs r/as 1;atwætiliteb tûrtarte$ id ænt IEs lwr !æ telailans
suil,EÛtes.'

Ir =Kr *C
(a-{o} 

J *t = 6E ,* 6É8
L rg=Ks* KE

fuprenanrd*rz.r'{?-31} Itr?,tr'ra 0c €grâ/ à. l, et lafbttctton-/rsr S æalea Vi..llas

! Inrt,n * ryal È g et la lbttalap-re,rt p ryale à VrX.. on ahtient.-

[ 
" 

t tl n dr qo,= g.t].

Ir,tu d*cv[lùtvlr ov = frtrlt, o,

lr,tu nt evÀrofi"ivll ov = Irlrt' dv = Fr dl

= FIKI

le tæsert KE esr,tnr cte tratzspaÉ.d, KÉt,

{z-11} *,*l = *Ë

En ptenanrdÈrar t?-31) latbndtbtz-rarr S ryaleà v'r.. tnan s, Ert lIrë (gou[).. aa
ahtieat:



[ 'u-Yr nÏ"cvbufu(vl) ov = J to;t, + = rrtEii

( sp nÊsvt&?gtas.*,rlïni'*e q. )

K4.. il ær fàr:ite.:b tuir g'eIIæ ææ iàfintes
Ies rggatriæs KB *, fS *or ,funt spêtngæs. æ pm:àhnt ,h aætiète azalqtæ à la
,fu stz sttatr'eû .ir./a caartz' ti tÈ rH lutw iabi Ii le;s

pan?rres.'

Q-+zt KE et fs *or ,rwàtrigæset tHjïaiægwitiw.

Elte;r stni ,funt iatersttle,r.

[clatelarion(?-T?] on çe;ur alors,frffift tme,hwiàae [ùtwe,hs telatiotzs gui lient

!e.s aoyynnes JTIT*(U0) au gralien t,* la ptwsion P-2 ;

tettelbtze æ,ù'stiagw ,b ,plle oûaÊûI;E Iw VHIÎÀEXR, lfrl ea uiliwt ta aithaÈ

phyvigt;e ,h prise ,:le aopaae et ,h tètzetwe" lw Ia prÈætzæ ,B stovtnaæ ,* la lÙa*atz

V.. ,fis t4.nfutæt ast tàit let efI:èts aictzorry,igrÆ ,b la [væiaû ,ryillaite .. au ,b Ia

,;otrhtæ .h I intætàÊ tIûi,h {gl-nûi - (0).. srr la ,palvtlctttr ra,a:twræpigæ ût anlieu

panean'. B

(a-{3)
Jlttrtd-v) = [ræ - KB(Ks8)-t*ct](rf -

Jut 
*(u'-v) 

= lro - rst(ræ]-trEl(rf-

KE(rÉÉrt 1n"*to**l

rd{rært l.,nt"rtuu*l

wo). I

wo)* [

aùt'on anarà (Ko"f t lasatri,ærhrer:æ,ca Koo.
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9emarçre 2-3:

Si oa ptendthtzs te ,æ:uf,.itz,,l peabrc # Ia pteaièw eyætion dr (l-{}drs {ùtws lr
.h ta !ùtae (2-5). atats les lbû€tt'otz tlz ætzt nulles et !æ telatiaas (Z-Z+t et (Z-nt

,*tieanent:

(2-44, 
I

dans fl

*,i #r,, 
= fr IÂ"H vi. n dr sr.nàrr

{z-{1} u0{x.y} = - 5ç*y vi(y} * w{y}.
oxj

(. lesfan*ions Vi er V altrsi gætesKil samf/es aÈaes,7tæcetlesfuthfue,?-ll.

IEas ,æ ,nt les fbtt;es lE û'inttrFtænet ni ,Ms làTmtiatz ûâ.ftwrfrFi.Itle Wi
tHtæaine P-2 ai ,læzs I Etpresrrbtt ,fit ptwtæ teme d ,* fa rz?acna. Et
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L'obiecuf & ce paragraphe Êst la iustification des résultats formels obtenlrq par la

lrlerhodË des Échelle ûultiPles.

Layiresse U€ et lapr"ession F€ sont (Ëfinies r.miqr.nnent dsûs le donaiae s)! oc+uçd par

les fluides. Ëe domaine dÉpend du pmamÉtre c. Avant de faire tendre e Ers zéro. la pre.nière

prÉrr+cupation sera donc la corrstflrctiDn de prolongeûeûts de la rritesse et æ la pression au

dorrrarne t-i tcrut entier qut est rndépendent de e. Ces prolongenenu &ivetrt vÉrifier des

esrrnattons compatlbles qur peraettront le pæsage àlaliurte dans les é<luauons venfiees par

la nitesse II€ et la pression P€.

La. vitesse $t peut êffe prolongÈÊ par séro en dehors du flmde frl grâce aut conditi'lns

honogÉnes qu'elle vÉrifie sw les tntËrl-aces solide-fluide et suf, les entrées et sorties du fluide.

Far contre, pour pr.olonger la pression Bn alrra recours à des opertteuf,s æ restri{:tion du

dosarne 11â sapârtle flulde n!. Cene mithode aété initialenent tËveloplÉe par L. lartar [H]

lorsque T, est strlctenent inçlus dans lacellule ft base Y. mais elle aiitè géneralisée rÉcement

par Ë. Allarre dans [l I.

fln *oonen.:era,J'abord par dÉûrlntrer quelques lenmes utiles p'lur ce FaragraFhe.

ûn cûûstfura ensûte des prolongenents de la vitesse et æ la gresuon et ûn donnera &s

estioations a priori vÉnrlées Êtr ces dermers. Enfin, en utilismt des fonctions-test

agpropnees. on ètablirales équations timites gui seroat c-omparées arx rÉ$rltaæ de la oéthode

.tes échelles f,rrltiples.

3-l ) Leqner prélininairer:

Pour toute fonction v, definie sr.r Ql, 0rI trotË:

i , le prolongeoeat æ v paf, zéro en dehors de Ai.

*t' la fsnctiûn definie sur Y par: *t (y) = i(c'l * dt)

où d€ iËsigne l'origine de la kièmÊ ceflule ct€ translatêe de eT (figure 3-1i.

( ï l )
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3
Les cellutes ct' sont & la forne' r ,II, I titi. (ti * I )ti L ler.u origiae e$ d€= e(jrtr, ietz. ish) oli

!3l

{ir. ia. is} H uû ûulti-entier de É ettr.â et [s sonl les côtes (h lacellrrle de base Y.

[ellule de bsse Y.

Cellules Cfr€ ranslatèes & eT.

(fieurÊ 3-l)

01

TIOTB :

lnversenerrt. pollr toute fonction ç, définie srrr l'ouræfl Y1 & la cellnle <h base y. on
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l * .
l ï@irÈ' i f f i+&.
l *

(3-i) 1 fr , la prolongée de la fonction i p"t T-tÉriodicilé à 83.

| ff', la. fonction derinie sur Rs par' $'{x) = $(}}
L

Alors sr l'on tI€ le nonbre de cellules Ct'recouvraût l'ouvert Q. c'est àdire le phæ Fetit

entier rûlurel I€ tel qrre:

F
r? c *u, 

[k€ {rrg.'}a}

ùfr a le:

Lemme 3-l:

i) fïn"rrsilre tbnvtlalrrr ar[.2(nl]..lestbnrllionsrf'stnt,læs[,2(v) etûÊa;

ll"[,ni = 
" Ë il#'ll,,u,

,v e#,lans nitni) aro*" #t asra*ns H1(y L nulle,hæT, et r,Érrl?e.'

l; ôrr "r !|€ " ârf',,t
ll;q l[,n;= ' 

-I ll6lh,Y,

li) Intvræsent. Ivrurtoutelbtrv-tt:,:itr+ *r[.!(yr), la{btzcaon $t est,ms[,t(O) etonâ;

ll û' l[,n = c ll E l[,r,

si ç esr,tarrs:ç = 
[t e Hl{tr}r v = 0 sur{a et ï-périodiq*j t*t$t esr alasEil{rt)

w;riîIe:

il#1,,,=:ll#[,u
où C æt we ,pnstazte ia,*:7utz,fuzte,h t.

'JÉmongtration:

i) si v - tt{oi). il est clair qræ l€.[v e [.2(r)l y = 0 dans l\ï1 I et p* t,

changeoenl de vtriable t= ty* d'* 
",



i o' *= I î' o*= i r, (f,)r ox= [,. t*.)' a*
n! fick' Ë*' 

'Y 

",
tl suffit alors de E)ûIflIer ces Égalité & k=l au nombre Ht de ce[uler Ctt rccognralrt e

pour obtemr lapremièrc ègalite dulemne.

Maintenant si v e Uitnil alors son prolongenent par zdro î en &hors d* fi; est dsns

ltt{F.3} er est nul dans la partie sotide 11! donc nul dans tow les eY-translatés de cys. D'après la
definilion (3-l) es #t on aalrrs:

. rf'. [V c Uttr]/ y = o dans Y\ït ]

- #ivi=e#or*d')
et psr le changerrent de variable ï= ry + dE iI vient:

*,[nhî'.= I-l**J'-= I,'[#J'o*= I,; t#l'-
Lasonroe de ces egalités de k=l àil€ achène ônc la<Émonstraùm de i).

ii) Soit g = [.2{f1). tl est clarr. d'qrÊs tadéfinition (j-Z} qræ

ô'. [o. r'{;[ ck* ] r v= 0 dans t,lT *, ]rn; ]

et par le changemerrt de rnriable x= 8y + ûtt on a '

iô"a,= Iô"0*= |.,'fi'd*= [**'o*
e'nco' Ëu, 

't 'r,
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{î-}} ll tr [,n - e3 H€ ll n l[,r,

En sonnant ces égalitès de k=l àN'il vient:

Le nonbre NÉ de cellrles CsÈ recouwant Q est égal au ragFsft des mesuf,es i de
lf

Lebe::gr.e ncrrÉes: mes{.} ) oe (*U, Ct" ) et de la cellrrle eT. De sinples considÉrations

géometriqr.ns û,ontrent que :

lr
^rr( U Êftç \ i:) s c r. (rig. 3-a1

k=1

r
où Ë est lasurfa*e de laÊtm petite sphràre {ui contie:rt le dotaine Q. Dsnc:

{3

!,f lF lr
nes(.U. ct') *urt.U.Et*) sus(.U,ct* \ a) + nes(a) c e + oes(fil--r  t - l  k: l  k=l

!if '=---L = -
mes(cYi i3 Àes{Y} 13 mes(T) ej nes(.Y}

Àirrsi lorsque est sssez tÉtrt on a:

t + nes(e)(3- i )  NËs: -
e" nes(y)

et eû resrplaçant dans t'égalilé (3-3) il'vtent:

il0.[,n=*#ilnl[,r,
Enfin. tadernièr-e inegalitÉ duleone 3-l s'obtient <te l4oa aaalogræ en utilismt l'Égalité:

ddr' -l -

# ttl= r-t 3(1). E
v4 uYi c



Lenme T-2:

hutelbaatoa r dt Ëitn!) rrizrra.'

ll ' l[p; s c'e llv"l[c;

I I H€vn o*ls ! ilo"t|-,n;
dâ*

or H'tiÉi$'rre la ,;ria.:hut:r- ratyenne ,È J Intetlàæ &foa t tne ,:oastante ia.l*1w,fute ,fu t.

Désorgration:

Forrr toute foncuon v = gitOit,les fonctions #'. iÉfinies srr ta cellule & base T par

la relatisn (3-t ). sont dans [V e Utttv]/ q = tl dans Y\ïr J . En particulier, elles ont &s races

nulles srrr f irrterfaçe 4, L'inégalitÈ qie Foincaré donne alors:

où la conslfltte C ne <Ëpend que & la géométrie de Y ( ænc radÉpenfuite de k et & e) et le

srobole vy{.) æsigne te gradienr ptr rÊppon àta rnriabt" r ,[F#,

En reportant cÊtte inegalité dans lapremière relation dulemme ïl il vient:

et ladeuxiène relatiun dulenne 3-1 iuplique alors qræ:

ll" lli,n;s c rz ll v.t'r fi1,n.

il#' l[,o, s c ll vrt#,] l|].r,

il" ill,n;s Ë o' g I vrt#-l l[,r,

où v*{.) rrÉsigne le gradienr pnr rapport àra variab" - ,[*J,t=,
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La prenière égalité du lenne FZ est alors (Énonriie. Pour dénontrer la derr*iÈnq. on

procède de nanière analogue, i.e: mr utilise les fonctiont #' p"* sË fûulêfrËr à ta cellrrle de

base Y:

fl [*Ë

In'.,.r,0*= Ë t) .  Ër  )
sù;s s*;t

l '  {l
{.1-5) | n' t'.tt dx = c3 c-r E I

-d;t 
*=1 '.d*'

I I H€ v n * | = c,, llo l|,,*u -{ || vrt,]'t llo,r,
di'

H'v.n d(rf lh)

En utilisant la dËfinition (2-?) de la courbr.re Ht. c est à dire : H€ix) = *-t n(1). où H est
t

la prolongÉe par Y-pério,rlicité de la courbwe Éo1'enne de l'interface .dge (= ôIIg flôTg ) , te

r:hangenent de rnriable x = ey * d' &rs chaque tÊrte du secsnd neubre de I'egalite

prÉcÉdente donne slors:

H fÉ.n, o(.Sgc)

Fuisqr,re tes fonctions rI'ssnr dsns ly e Utttv)/ y = 0 dans Y\Yr 
.}. 

l'inégalite de

Car.r*hy-Schvare. t'inégalité de Foincare 
"t 

t**rrrinuité de l'agplication uace impliqræn1{ue;

| | H r*' n" (t(.d.És) I = ,, lln lL,*u ll vrt#') l[.r,
b#

et laconstmte 01ûe æpend ni de e ni de k.

f,n rep'srlant cette inegslité dans (ï5) sn a:

Hais en unilisant l'inedité de Carrchy-Schmrz, la deurième qalité du lemme 3-1 et

l'estisatioa (3-{) dunoqbre Nt il vient:



I I H'vn * l= c,cllnlL,**f f Ë. tt',,*') l[,r,
É;  

'  éL  
[ r= r

a ce e-l llo l[,e* [ 
, 
_i" tlvrr..f-r [,r,

l*
l*

{ Ëa e-r llt lL,** llv.{"} ll,,n,
I + nes{fl}

afæcLe= L-r -- - ' - - - '  -À  
nes(T)

Êeci achèrre donc la dénonstration du lerarrre 3-2,. t

tln va maitenarit énnoncer un lemme crucial; il s'agit de la construôuon des
r-rFÉratetx'rr .Je resffi*ti,-rn qui vont pËrflettre le prolongement de la pression Pt en dehors du
Clrltsine tfl o,:+upÉ par les deux fluides. [es o1Érateurs ont été inuoduits par L. Tartar [34 ]nais

ils n'étaient opÉrantr qræ dans le cas où T, est strictenertt inclw dans la cellnte & base T.

donc en particulier le solide A! ne peut être cûrurexe. ce qur n'est pas en général

phlniquenent réaliste. Le lenne suivant est ulre généralisation ës rÉsnltats de L.lartar à &s
Btructufies gÉométiques plus gÉnérales oùle solide ni p"* être connexe ou non. Cependant,

si T* ar.m intersectisn aïiec àl et si le dsmaine g-I n'est ÊûÉ wr nombre entier æ cetlutes Ek€
rranslatées ft eY, alsrs les résultas de crnwrgence obteûus pour le proloagemenr & la

pression ne sont vatable qræ dans X.t2rorl(A) au lieu +e [,2(O).

PÉcisons Ë1râppelons d'absrd les hlryotheses (2-1) faites srrr lagèonétrie de T1:

r a) Y1e$ fi)nne:(e et de fronûêre ôT1 localement lipschigienne et e$ situÉ d'un

seul cttÉ de son bord.

+ bl les interfaces dæ * prolongent par T-periodicité en ës surfaces régr.rlières

(d) oe n3.

o c) larÉunion des T-translatés de Tl est Çrnnexe.

i3-6)



ili gæmètrle autorisrie dans le lenne de Ïartar et dâûs le leooe 13 suvrant.

(Z) Séolnétrtes autûnsÉes dans le lenne ï3 mas non atûorisies &ns le lenne & lartar.

(figure 3-2)

(t) eéonêries ne rÉnfiant

pas t'hypothèse a)

(2) geooétries ne vÉrifiant

pas lhypothèse b)

(3) eeooétries ne rÉrifiant pas I'lrypothesa c)

, t

(figre ï3)
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0n introdût &aintenant les notations suitrantes (fig.3-4):

(3-?)

OÊ- = laplus grande réunion des translatées Ct€ & la cellule eY contenræ dans Q.

Qr* _ Q\fiÉ-.

rll = fli na€- ; ei* = e; fie** .

{figure }{}

o

+

o

Leoue 3-3:

fu*r les hyT,g.rthÈses (3-6). tI existe wz opêratew ,* testricaon frj tnÈatt:*a
æntinu te! gtæ:

r) fl.* e s.(utitn*l.nrirnitt .

ii) .n v € XI;(g:i) alan ;r**tqîl = v ,trns fif-

iii) .ri div(v) = O,furrs {tË- alarcdiv{Riv) = 0,ftrÀr A;-

iv) rJe.r'rste ufte ffiÊr,taûtâ t itr,lætr.fupte,* t telle,Ttr.;

l l vtn"rl[,nl=r[i ll ' l[o.-. ll oul[n*J rve sl(n*]

rr *,S:-i'g'rrr.. te pmlorryeæen t 1w sfu en dr..àars,*r Af - .

DÉuonstation: ( wir Ê. Allaire [l l].
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Remsf,qræts que t'opératerff de rËstriction Sf est drns 9(ffita*l.nitni$ au fieu

ce *..ig,ltnt.Ultnitt. La con$ruction de l'opérareur f,,'se fait sw chaqne cellute ck' etr se

rarrrËnant à la cellnle de bæe Y par honothétie 1 et Y-ranstatiso.s. it est alorr dificile de
e

cûnsruire rm opérater.r de resriction <hns S.(Hltnl.njtoil) wrinæt les propriétés ii). iii)

et suf,tout iv) du leusre 3-3. cr lee inryes ptr fronothétie I et Y-çurslations des
e

intersectious ck' fi Q€* s-ont des parties æ Y drfrt les tailles sonl vafiables et inconucrlasles

(figurÊ 3-5).

cellule de base T cellule & base Y

tfigwe 3-5)

Fotu ne pas alourdir l'erposé des rÉsnltats, on flrpposera&rÉnavant qræ le domaine Q

est rur nombre entier de cellrrles Ct€ translatées de eY. Dans ce cas Qt- cûiûci& avec A. ni

coincrde aræc r?f et Q€* e$ \nde. Mais tous les rÉsrrttats Êeu\retrt être générEfisÉs au cæ où Q

n'est prs un nombre e'ntier de cellrrles Cf€. il suffit de rcmplacer dans ce qui suit les

conr?rgences du grolongeoeût de la gression dans L'(O) pu des cûtlyrrgeûces dans
7

[.q-16y(n ]. Eaisons alors l'h1ryothèse suirnante :

IF
e = flF = 

r!, 
tt, ; N€e N+(3-8i
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3-2) Protoûgeûeûts et estiratioûs a priori:

3-Z-ll Proloageoeat de la vitese ct ettitûtioar:

ÊrËceàla.con<lition&DirichlethomogênegræverifielayilesseU€ sur le Dord miæ

nl. re prolûngeËent Û'€,iË U€ par zéro en &hors æ nf esr <hns l'espæ:

1"{div.o) = [v e llltnl, oiv(v) =o I

En utilisant les lennes prece<lents on vaétablir les estinations suivantes oùC <lesigne,
{rtnae,ilans toute lasuile. dirærses con$afites indépendantes de 0.

Proporitioa 3-l

fuxc leshtprrâesras (3-6) arsr.'

l lt ' l[,ni < ce-2

alors le prclotry:eaent i',* tulrtet:lF r,yirille ;

' llf-l|o,n = t

. il#[,n É c c-r (i = 1.2.]]

Dénsnstration:

fln va utiliser les équatiuns variationnelles (1-?) wriflées pâr la vitesse U€ et la

preseron P',

i3-e)

u€ e ir'É = ulirrt) = (gâtçî))* r p'= rÏ(nii

i 
tu- Dii(u')Dii{'} ox - 

| 
n' div(v} dx = 

f 
r'.o o* * 

f 
to t- v-n dr

r1Ï .dbf2i

f

I  q  d iv(U' )  dx=û.
J
QÏ

()i

v (v q) e lr'x t-âtoïl
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I 
tu' Dii(u')uij(u') cx =

J 
t-.o' t* .

ni
I* r'
4'

u€rr dr

aï

Puisqr* la csnstEnte o est su$posée rn<Épendurte de e, l'iaégafité (l-15). l'inégalrte de

Cauchy-5+h$are et le lenue FZ impliqwnt alors que:

llnu'[,,r;= r[-ll 
"l[,n; 

. iJilnu'lL,n;

Donc sr !lt' l[,ni i f, e-2 ftr a:

ll tti'' l[,n = ll ou' l[,n; s c *'

Et.l'açrÈs le lenue 3-3:

ll û'' l|,.n = llu' l[,n; = c c ll w' l["ni = t

tle qui achè'ræ ladémonstration de laproposition. E

3-Z-l ) Prolongerent de la presrioa et estirctioar:

L'o1Ératenr de resuiction Sf du leone 13 vra aous t)ernenre de constrnre

prolongenent de lapression Pt qû vÉrifie les estinations de taproposrtion suinante:



II- rr utfloDt vAlrâr}f,Ertrr rf nlslnlrûs Dt coxvllctf,cr t rs

Proporitios,TZ

tuur lesàgrarÈeines (!6). (TBI etsi.

llt'lL,n; . ce-2

alûrs i! exi.rte un pmlatzg:eaætt Q€ ,h lapttasstbn Pt rel gw;

'  Q'eL2(ç)et  
fR'or=0.

ni
' llo' l[,n s c *-'

' ll oo' llr.an, s c r-2

lÉusnstratiûn:

Soit St r,rne distribution qui vÉrifie:

{s€.v;n=- fr toivt f i , 'v)ax 
vveul(nl

nï

D'après le tenme 13 et l'hypothèse {3€) fr€ e 9(Ultnl.dtnill. il est alors clair qræ S€

est dans H-l(n). Le syubote { . . }0 <Ésigne les crochers de dustird entre dt0l et H-l{8)

pour tout ourert 8oe n.

0n coorrence psr établir des estiÉatioas vÉrifiées par S€, puis ûn costruira, grâc€ à S€, le
prolongement q€ de lapression P€. D'ryrès (F9) on *

{s'.o}e= 
f 

r '.f;, 'vox* 
I*nRËv.ndr-

()i dL
I'u' 

Dii(II')Dii( f,'*v) ax
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Iurrc.'J'aprÈs I'inégalitÉ (l-l{),le lemme 3-2 et f inégalité de Cauchy:Sçh$ata gr!at

lrt'."i,rl= r[ll vu' l[,oi .,ll ,' l[ni . tJllvtæ'"rt["nl

D'aç,rÈs la prrrpasition i-t ll nt ' l[,nl s f, r'-r. donc si Il t- l[,nl t c e-2. lùrÉgalitÉ

pre+e&nte impliqrre qæ :

lr,'."rn

En utilisant l'inegafité iv) dulenne 3-3 (nre vÉrifie f;,V. rf vient:

(3-r0) l,r'.,rn ls c--'If ll " l[,n . ll "" [o J v v e Hl{n}

ûn vranarntenânt tnontrer qtn ta distriburion S' est le gradient d'r:oe tbnction Or ft(n)

et qrr'elle coincide arec le gredient & lapressisn P€ <hns Al.

Soit v e nltOl telle qræ div(v) = 0. D'a$rÈs le lenne ï3 div{f,,'v) = 0 er on aalors:

Il existe &nc (t36D une rbnction q' e [2tQ] telle græ st soit le grudient de Q'. cette

foncrion n'est dÉterninée Erà usre cûnflante additirË pres et oa Dcu alors la choisir &
&or/eûne nrrlle sr:r Qi :

s c e-r ll vtnir l[,n,

. f
(s€.v;.-r= - | r' oiv(fi,Év) dx=0 v". Ul(o)retteque div(v)=0.

J
ai



{3-l I } 3 qt e rt(o) / s'= vQ€ er f e'*=o ( Q' e rSroil t
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d'où:

tilais 0É et P! sont oærs r]{nli {i.e. de ûoïËnne aulles s,rr f}Ï ). et d'apres R. Teesû ([36[ lemne

Soit maintentrlt wre fonction vqrætlconqræ de gltoil . Son protongerneût î par æro
I

à Q est oans Hi{n). D'ag,res le lemme 3-3. la resriction ;rç^ttil de i à Af coincide aæç v.

hnc d'après ladéfinition & 5 et larelation (Fl1):

is*,i ln = {vQ*,i>a 
f 

r 'arrCr'} dr= 
Iq'av(v} 

dx vve gitnît

rri ni

I tq- - pÊ) oiv(v) dx=û vveuitnil.
)
ai

. chaF. l). l'otÉrareur 'div- est surjectrr oe [Il(oil o"ttr rltnil. on peut donc choisir ffirs la

relation prÉcédenre lafonction vtelle qw: div(v) = (Qt - P*) ce qm imptique quÊ :

(i-t?) Q* = F oans r.itnÏ1.

En uutisant I'inégalité de PoincarÉ dans (3-lt). la distribuuon 5' . &rrc Vq€. vÉrifie.

lorsçre e e$ assez petit:

ll oq' llr-,,{?) o t *

ûn v:a oarntenant tuontrer qr.n la nùrÊe de qt dans f2(n) rÉrifie rrne rnégatité

analogr:e àlaprécédente. D'E0res R. Tenan {[36[ lenoe 6.1 . chsD. l). il eriste uûe cûnctarite
C'qui ne dÉ pend que <te Q { donc iûÉændante de e) telle qræ:

â r f
Y q € L'{$} teue gue Vqe H-'(o} a J e a* = o.

n
lln I[,r, = c' ll on h-,rnr



ainsi. si l'on nûtÊ : Q - = 
o,fuT J O- o* alors:

a

I ,O - Q')' o* = c llnq- lli*rn,s E e-'(3-13)

Mais:

[ . .  - - ' t  f .

.| 
,o- - E*)t d* = 

.| to') '  o*-mes(e)(8')t
f i a \

= {r-a} [ (o']t o* * a I to'f dx -mes{et (E')=
'r= '-

oùaest rxr paramètre arbitraire.

D'agrès (3-11 ). la fsncttsn q€ est de ûIoltnne nutle sw l-)i. donc:

. 1  t  i  l '  -  \ 2  t  i  l '  \ 2
nes({1}(E' i==t;h( Jt 'a*i 

=oelh( 
. |q'dxJ

f.. ol

= # | to't' o* ='o(,?i) f to't' *
nla

nes{nl} ( . -."
Sionchoisi t  

"= ##.alorsû<a< 
l  .  a 

J 
tq') t  dx -mes(e) (n') t  z0 eronpeul

nestsrl 
r_)

alors de<luire de t'inegslité (3-13) qtE :

( ^ r '

J(n')'axsfr Ê-1
r-)

Ce qr.n achèræ ladéuonscation de lapropærtion. El
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Lenarque 3-l:

Ieslælçttlspndrddmrs eonttatrt ,îu'ot pre;u! ênaoa,ær le tesme ri.l ,fu (t36I' 4àSÉ'./ )

!! exi;;re un€ æÊstâttte t' gw' ne 'ft 1un,l gtæ,* Q telle gæ:

lln l|*,n' c' ll on l[,,r,, vqe L2(n) refiegur vqe H-r(n) o I ndx=t
fls

apnr: ifo urz ffius-anÊûtle'F- Çl ,hae.çwnoa nulte.t

Ï3) Parsage à la lio.ite:

Gràce au:c estimatiûûs ètablies furs les propositions précÊ&ntes, ûn pËut ertradre une

sous-suire du couple {ff'.ezQt} qui conwrge pour la rûpologie faible e Lâ{s1} x L2(n}. ûn va

dÈnonÛer qlJÊ porJr la snr.s-suite extraite de *2Q' on a(hs fiInvergenc?s fortes Oans L2(n).

Ensuite, à t'aide des solutions Vl er V des problènes locatrx Q-?fl et (2-21). sn a:a identifier tes

tinites de ces sous-suites convergentes et on en iËduiraque toute la suite (Ût.efo') cûrryÊrge.

Enfin. les rÉsnltaç de conrærgence obtenus seronl conpares à cerx <lu <hurième pæagraphe
qui sont obtenw d'une façon fornelle par lamétho& des échelles eultigtes.

PrÉcisons d'abord qræ les forces vulrniqræs tÊ vÉrifient. d'après lerr expression (2-6),

les hypothÈses des proposiriofls 3-l et 3-2 et la conrærgence suivanre:

(3-t{) e2 r' ' H r;t . l3 ,;t dans L2(e) raiblelr l  's '  
lYl

Cette c-onrnrgeûce s'oblient grâce à la periodicité æs E;2 êt le leûûe classiqræ

conseflrant les fonctions pdri,odiqæs ([33[ Ctrap. ?,lenoe ].
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dÉnonstration:

D'après les estinations de la proposition 3-1. I'existence d'rxre sor.rs-zuite de Û' qur

conïErge ïErs une fsnction Û est é*ri&nte. ûn ïanoûtrer qæ cene lirnils Û est à dirærgence
nulle.Jans g') et que sacoËFossnte nornale [I. n est nulle sr-rr le bord d?. ûn introduit l'espace:

$f(orv] = 
[v e [.2(o]; div(v] e rttot ]

nwril duprodût scalaire uçuel:

{ r.*}u," = 
f 

r.* o* * 
f 

*"tol div(v) dx; pour v.v € $f(avi

nn

Puisque lasuire ff'"rt oars Hi{C} elle esr ours Sf(Av}, de phx elle esr à divergence

nulle. donc:

(

(û".")ei, = 
J 

f ' .vox vve$ftdiv).
fi

tuus leshtvqthèses (t-6i. €-3). (F6), (3-8j et tll{).. oû pvut extîaite une sr,r:s-sui.

,cP Û'. enffita tzot* iE . teile gæ

i3-15i Û" - -=;f II ûns rlol rÈibte.

[ ,ùv iU] = 0 .c*ras Q
at  

lu . r r=o . rarôe

IE aêse on çrr;ul extr:aite une æw:ruite,Cr qt.. ûotie Qr .. telle gæ:

i3-1Éi rtQ* -.=û'+ P ,tu2.r Lt(n) rarr

r
f ,J  I  P dx=0.

J
fJ
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knc.lasous-suite fl* coarærge aussi &rs Jf(Ov) laibleoent vers II et la lisite U efl

atars âdirærgÊnce nulle. De plus. on sait (tælÎhfurèoe 2.2) que l'agplication uace:

[r,:y---+ [o(v]=v.n

esl linilaire et cûntintæ de Sf{Av} Oans H-i(ag:). La converEeûce faible de Û' rers U fuis

ffÊioiv) ispli+.æ donc celle de ïo(ff€) ners !o(U) dans H-l(an). Mais puisq,æ ff' est nrrlË

sur ôfJ, les traces ;o{il*} et 3o(II} sont nulles aussi . ce qui achèæ la <Ëmonstration de {3-15}.

D'après la proposition Ï2. les suires e2qt et r2vQt sont bornées respectivement dsns

r2{n} et &ns EI-l(n}. ûn peut donc en extraire des sorrs-suites telles qræ :

f  ^ {

| *oQ* P dans L2(e) faiute
(3-l?) 1

L *tvQt vp cans H-r(a) faible

ùrr ,.râ nonrer que +es conwrgencÊs ûnt lieu respectiîËqrent Oans t2(n) fsrt et

cans [I-l(n] fort. Pour msntrer ![rE ezvQt conærge vers vP mrs H-l(n] fort, il suffit ôe

vÉrifier qr.re:

f <*tW*. yrln (vP. yln
(3-18) 

i y v* c nltcl te'e qæ {', - y dans nltnr raible.

oùle syubole { .. . }n désigne les crochers de duslite enrre H-r(n) rr nltnl.

Prenons alors une suite yt qui converge faiblement vers une fonction y &ns ffitnl.

on a:

(3-te) l<r'nq'.y,)e- {vp.*rn l= lr*'nq'.vÉ- vtn l. l<*'W'-w.v>n I



D'après la deuxiène con\rergence de (3-1?). le deuxième lerûIe du second membre de cene
inegaûité tetrd vers {}tê) et {ert I i

0n a:

l<*'oq'.vt- vln l= t ( llr'- rl[,n . ' ll Yy'- ovl|op)

t l  t l
U*s lJ VVt - VVlh,n est bornÉ indépen&nent de c et, d'ærès la compacitÉ de

I'urjection de Hltil) dalis Ll{fi} . la surte 1'€ +ouv=rge vers ry fortenent darrs L2(n}, Le se+orrd
membre de l'inégalité grÈcèdente tend alsrs vers zérc aræc e. donc celui de l'iûegalilÉ (3-19)

aussi. Lapropriété (Fls) est alors drifiée. d'où:

{3-3il) rzTq' + VP dans [I-l(fl] fort.

Meintensnt on peut nûntrer que ezQ* coo\rerge fortenent rers P Oaûs L2(O). D'après

R. Temanr {[itËI. Chap.l. Lenne É.1], il extte une <r]nstrnte C qui ne depend qæ æ Q telle que:

ll "o' 
- r llo,ns c ( 

f t-'o' - p) ox. ll*'w,- vp lh-ïa))
r?i

D'apres (3-æ) et la prenière conrærgence æ (Ï1?) le second rnenbre & cette
inégalité tend vers zéro awc e, &nc:

(3-21) et' - P oarrs L2(n) fort.

Porrr achever la dÉnonsuation du thriorÈme. il reste à monrer qræ la linile P est de
tuo]renne nulle str Q. D'après laproposrtion F2 0n a:

$-z2l dx= e2q' dr = oI*'
a

I no'
ni

où Xl désigne la fonction caractéristiqrre de Oi.
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Hais si l'sû aote X1 IagrolongÉe à E3 pæ T-Ériodicité de lafonctioa caf,actéristiqw

de Y1. alors: XI {x} - Xf(}}. La fonction Xl conærge dsnc fsiblenent æns L2(n} wrs la

lT'l
aopnne 

I,f I 
deXl nrY.Iæpassaeeàlalinitedau B-æ')&nnealorslerÉsultatrcului.e:

0n rn naintenant établir les relations qur lient les dew limites [I et P, puis. on va

essayer de les identifier corutue solutions de problèmes aux lio,ites.

(

J 
P dx=o. o

t Ê

Théorèoe 3-2:

-finrr /er^È,r.7v'râisres oT"r tàærÈae -T1.. les limlreî U er P ffiûr liÈ,r [Êr :

{}zi} u=trt(rf -vr}*rtrf-vri.# f or"lo,
ï1

aù Iæ H" {* = g.S ) svfit ler ler.*n"rs dae pewéabtlitis rcir ,*ttntæær.

*îi= Ë I",,u*)r(v) dv qu..=g.s)

i
etletlatzctiotzt Vi ar W ssntlesæluttotzsr*ztgnt,hspwt'Iémælo,:anar(?-fr1 et (2-?l|.

La liaite P et,Ëterainée,* lhpa tni{æ Iw le prchlèmeaw liaitæ:

*;[*,,#J =-ïP.*f,*3
*,, Ë,., 

= (*,t, trf), . xf, (r[)1)r,r . fi

Jno*=o
a

t}z{)

ou. '  K=Kl* KÉ.

[ *tr"1 o,
ïr

dans fl

sur ôo
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DÉmonstration:

l*r*) = oïql , qï'(*) = nl,i, ç* = so)

,fu, = v[, * v[, , qk* = ol* * nl, (k =12.j]

W€(xi = V{1) ; r€{x) = r(1).
e t

divx{v*€) = g

lv f t 'ç=o

[e c p'oli(vt') - d* ùi tsoi = o
v*'=o

dæs chagr.re ni ($ = g.t)

dæs chryæ oi (F = e.t)

t*.f,!

"rr 
d!

*di,

Ën util itfts

noulreaux corrpres de fonctions (v:t.qÏ'). (çt'.qft') et (v€.r€) par:

(3.e5) 

|

Les équations {?-20}. vÉrifiÉes par les OI.dl. impliqrænt slors que tes aourælles

fonctir-rns tVÏt.qÏti vÉrifient. pour chaqræ couple {c. k) ftnné 1a = g.Cet k=12.3):

-ztto*'*;oî,,uf'l **# = 6ons1 danschaqr.reni{$=e,t)

,liv*qv|€) =n &nschaqr.leoi$=e,t)

I v[' n** = o "* .ois
[t e p* nf;nt]'l - q:'gri nse.rrl = û s* .dfo
vÏ '=o surdi"

où les ôi1g el6*6 désignent tes synbotes de Kronecker (i,k = 12,3 et a,B = g,t).

Les cor.rptes (vkt.qt'*) vrénfient alors:

-zvç*fooîrrv*') **# = o*

i3-æ)
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h mêne. tes équations (2-21) verifiées pr (vr) impliqr.ænt $Ë le aouteau couple
(w€.r€) vÉrifie:

i:l-e?)

- z p6 r' *;oî,,r*) 
* s { = *'rï

div*{3É} = fl

Iztn*r=o
[z e pE DTi{E*} - *t 6ii nEs.nl = o

Z€ =0

hs chaqne cd tp = g,tl

danschaqræOi $=e.t)

'*.dfr
t* dgr

sw di,

dæs chaqræ ni $ = g"t)

tuis chaqræ oi {F = g,f}

s* d;E

t* dÉE

sur die

Soit raintenarrt T € Sin). on nultiglie la prenière éqrntion de (1æ) pæ ta iàæ

c'lr.prlsante de {rlt€ puis on l'intègre par parties sr:r chaqw Q; (F = g,t). Coome ce qui a été

fart porrr obtenir la fornrrlation variationnelle (l-?) du problème initial (1-{}. la scnme des
relat ionsobteînræs.sur l ' indicei&làSetswl ' indiceF=g,0,donneentenanlcsmptedes

couditions ar;x iaterfaces :

- 2 rt 1rr, fouî;tv'l *, fi = o
diva($Éi = Q

IT[ ' I *g=o

[2 e pË Dfi(Ils] - rE 6ii lge.ni = 2 s e HE ni

$€  =0

{ rappet: H'{xi = r-t nil}, où H est la prolongée par Y-1,énodi+itd de la corrbrrre mor;enne
e

de f interfa** d*e = ôYS flôYg ):

{3-2e}

Hainteaanl. si ûn note:

{}zËi ZÉ = ûs - v€ et ï€ = ÊP€ - rr,

alrlri. en utilisant le groblère initiËl {1-{} rærifiÉ Fer la nitesse U€ et la. pressian P', les

nourælle t'onctions Z€ et N€ vÉrifient:
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t3-30) Inur'.vt'd*
ni

I 
t u lr' uîi(z')uî;{çvt') o, = 

I "' 
vç vn€ ù *

ci oi

De nÈrne. en nullipliant la. prenière équation {k (}26} par çZ'. des inrégrations par

parties donnent:

i3-3r) l, r '  p* uîi iqr')Dîj isz*) o*= [* n*' vp.E€ ax- [* 4 ox
JJ)
ni ni ai

0n va taintenant csnbiner les relation.q i3-30) et (ï31) et essaïer d'obterrir ure

relation daris laqr.ælle orr peut pssser à la lioite. uais qui perÉet aussr d'obte:rir t:rte relation

non triviale entre les linites des prolongement de la vitessç Ut et celui & la pression P*.

F-euarquons d'abord que :

zDîi(+z')=zsDîi{z'}. l'+ rî . * ril
[d*i 

, flxi ')

et rme formule analogræ po,rr nli(gvk').

Si on sor.strait larelation (3-31) de larelation {3-li. il vient alors:

I,'u'Dîi{z'} [*'î' . #'ï'J . J,'u'nîi(vh'] [*it;
oi ni

= lr(r 'v** 
-q*'z' ).vço*. I (eat'.v" - z' )r

oi oi

.#e:J o*=

0n éc1t nainteaant ces lntégrales sur le &oeiqe tire Q ea ntilisæt te prolotgement q' de la

pression Pt. &nné pr la proposition }l2. et les grolongeûeot pæ zero en dehors æ ni æ
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toutes les auÈes fonctions interrænaût durs la relatisn précédente. de faæn précise, si l'on
trolÊ:

f ^
l f  =cd- i '  { ro i r {3-æ))
T
læL = opératew de prolongenert par zÉro,

alors la relation précédente s'écrit:

ii-,?) 
J 
u u- nîi(i'r [r* ol' . # uî') * - 

I 
*' u, nîitî't'r [r* u; . # tt] * 

=

= J- ( i' flt' - ït€ i' ).vç o* * I ( ezr*. ff"r* - ff ) ç ox.

lreis rÊmsrquons qr.æ les fonctions flft', Q'tt, ît rt ît*ioci&nr resgectivrmeot aîec
tes fonctiorr, fi*'. ôot. Çt rt i' qrri sont défiaies par (Ïz). Il existe &nc. d'ær€s le lemme 3.l.
une çonstanle I iûdependante de e telle qæ:

il#[s,=1il#[,,

, lt#Ln=3il#[,,
et ll r' l|,o = ' ll, lh,r,

il î'" l[,n = t ll oo lL,r, :

(3-33) ll i" lh"n = ' ll'l[,r,

ll t.' l[*r = , lln* l[,r,

Puisqne les aormes oans [,2{ïr} æs foncûrns lt, qo, v, r et de ler.ns grsdients s:ont
independantes du praoètre t, ofl peut passer à la limite dans Ia rclatioa (F3e) grâce arr:c

fiInyergences (Fl5) et (ï16) annûncées dans le theorèroe 3-1.

' 
D aFrès les estisarions précÉdenres er celles & la proposition 3-1, le prenier nenbre

.fu t'égatité {3-]Ël teûd ærts zéro arec e. donc:



{3-3i}

{3-3É}

l f l
f  - ) 0

Exaûirrrlns naiatensflt la crrnriergerrce de chacwte &s fonctioas interfenarrt dss.s

cette relatron:

D'après la conrærgence (3-1É) du thÉorère 3-1 et l'estitation <le (3-33i crlrrcerlrarrt la

fonction iÏ* sn a,

{}3l i  * i '= rtq'-r i t  Ë_ P dans n 
t{r?) 

rort.

D'opres les notations {}e5}. si l'on dÉsigne par Xt laprolongée par T-periodicité de la

fon+tion csractéristique de Y1 alors:

Grâce à la périodi+ilÉ de ces fonctions on a donc:

û']'t*t = v| xrrll {a = s.t).

flk'i*) = oo,l, xrË) = 
[ui,] 

. oi,i,) xr{})

ff'(*) = u(1) xr(l1
se

Lt(n) faibte.

tr'(n) faible.

t

Jyl,rtv;l dans
It

Ju?,rtv-l dans

JrLr(v) dansli
1r = g.C)

Lt(n) faibte.

r
I V(x.V) 0f (pow torrre fonction y tÉfinie sur Q xY)
'Tr

où l'on a noté: Jllry(yXx) = 
fi
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D'aprè.s te theorèue 3-l et les crnnergencÊs prÉcédentes ona:

(5'3?) i* = fl'- ff* -=;; u - Jvh{w} turs Lt(n} raibte.

Enfin. d'aprÈs I'expressiorr {Z-Ë} des forces voh.roiquee f€. on a:

*2 E* flkt (x) = e2 r*t5 v*(5 artl =

et

,t f' flk' ;; JFl1in{ t-'vt} dsrrs L2{fl} faible.

Ëa*: 
( -t

r-r i* .y l=l  
r*(x) sive Y*

I r;ttxl ei y € Yg

donc: ,JvWtE-t v* xg) - r[?,n*rvk xg) + r12 .lutttv* xr).D'oùraconvtrgence suiwnre:

ii-3ai *o t' flkt - ;t r;2Jul,r(v" Xg) + r;2 J4{r(vt Xc} oans Lt(o} faiure.

En urilisanr {3-33} à {3-3Si.le pæsage àtatimite dffis tarelariso (}3e} ftnne alsrs:

f  ôo f ,
n-3e) 

. | -*,u#o*= . |  (ufu tr j l i *ML {rf)1 -ur*"rr ty{w1})çox
An

uù l'sn a noté :

r,u=JrLy(oTl = ù Ir,uT,", o,

uio= J{ry(vT x-r= fi I _oT,o, 
.u (c = s,r}

{F{0}
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(?{t } u, - Jq"r{vfl = *,t, { rfl,. u[ (rf], - *r, # dæs o'(o)

therchsns maintenaat les relations qrl lierrt les cûnst&ntes tUi, arrr perodabilitÉs Kl,

et Kr,,Jéfinies pr le theorÈn e Tl.En prenant V! et Vl csûne fsnctisns-test respectivenent

dans les problèoes mriationnels (2-31) et (2-321sn a:

Io,'u

Iu,'u

ol*rvlpL(vt) oy= [ oi u, = rîruîi,To '

nË"rv'lufutvll oy= [ tv]t, oy = lvrKii'Y l

En comparant les premters membre de ces relations. il est clair qtæ:

ul; = Kji ( r'i = 1'2'' t1* = g's )'

Et puisqræ les K,., sont synétrigr:es d'agrès (2-25) et (2-?6). la relation (3-{l} peut s'écrire

aussi sor.rs laforne:

(F41) ui - ruh(vfl = *1, ( rf),. rf, trft, - *,,# daûs A'(Q).

Êe qui n'est rien d'autre qræ tarelation (3-23) duthésrèneTZ.

Hontrons ûaiûtenaût qæ la linrte P vÉrifie les étlratioas (};24)' mnmcées gr le

théorèue TU. D'æres le théorème Tl.la liuite P est de tnoFtrne anlle str Q et la linite U

rærifie:

t div (u) = o .tura
{
I U. n = 0 stlrilI



Il suffit alors de rfltrplæer dus ces équations la linite II par son erpression (3-{l}
pour obterrr le problèûe aux lis.ites (}l23l. que rÉrifie latinire p.

D'ryres la coercrvité des cûtrstafltês fii ff a été étaOlie dæs la retation (2-6) ùt

thfurÈme 3-I.les équations (}IZJI fornent r.ro problèue de lfeuonqn ctassiqræ.I^alimite p est
alors (Hterninée & sanière uniqr.re ainsi qne la limite U grâ{Ê à la rçtarion (3-ZZ}. par

conséqrænt, on peut afTirner daris le théorèue 3-1 que c'est toute la suite (fl'.ezQ*) qrr

(ûnYÊrge ners (Uf) et ûon pas uniqræûent une sous-suite extraite. 0n rappelle qtre Û'*
(Ésigne le prolongeoent de lavilesse U'p6 zÉro en dehsrs du&oaine fitoccupe pæ les derlr
fluides (e) et (0). et Q€ est prolongeflent de lapression PE ûÉfini par taproposition 3..Z . El

En conparaûr les équations tZ-A{} (Z-?71obrennes par la méthode des echeltes multiples
awc les Équations (3-t3l er les relarions (3-ZZ) obreîues pæ laméthode vrriationnelle. sn a:

I t*=t

1 ,",o') = u
dans

furs

t3(gtliE

L2(o)

R.appelons qr.n Uoet Pa sûnt les premiers termÊs du G*cloppcoËnt ùilruptotiqne (Z-t)
sors laforme drrqræl àÉté recherchée lasolutiûn (U€f,€),

UË{x} = Uû(x.y} + e Ut{x,T} + eÊ UÊ(x.y} + ......

P€ (x )  = {po (x . y )  *  !  P - t x . y }+  po {x . y }  +ep t ( x , î )  + . . . . ;  } ' =  I

La méthde variationnelle et La néthode des échelles multiples donnent alors
mëoes c'oefficients hooogeneisés. c'esr à dirc. res peroéasilirés rif; , d et r,,.
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I  NTRODUCTI ON III

L'écoulement  d 'un f lu ide monophasique à t ravers un in ters t ice entre

deux solides est souvent décrit  par la loi de Reynolds. Cette loi a étê établie

initialement par Reynolds en 1886 l32l d'une façon empirique. L'application de cette

loi est vouée à l'échec dans certaines situations physiques (Fatino, Fene et Godet [17]'

Bayada et Chambat t4l) mais dans d'autres situations, elle pêut être justifiée de façon

rigoureuse par des méthodes mathématiques. Elle s'obtient comme l imite des

équat ions de Stokes lorsque l 'épaisseur  de I ' in ters t ice tend Yers zéro (

Bayada et Chambat [3], Cimatti [8]' Dridi [14]).

On considère ici un cas plus général où I ' interstice entre les deux solides

peut être occupée par deux f luides non'miscibles. On suppose que les deux

fluides obeissent tous deux aux équations de Stokes et qu'ils adhèrent aux deux solides.

Sur I'interface fluide-fluide on tient compte des efforts capillaires dûs aux tensions

interfaciales. Sur les entrées-sort ies des deux f luides, on considère des condit ions

mixtes: la vitesse est imposée sur une partie du bord, et les contraintes normale$ont

imposées sur I'autre partie. L'interstice occupé par les deux fluides est d'une faible

épaisseur comparée aux autres dimensions du domaine, et on s' intéresse au

comportement asymptotique de lrécoulement lorsque cette épaisseur tend vers

zéro.

En s,inspirant des méthodes de [3], on établit des résultats de convergences

pour la vitesse et la pressions des deux fluides. Les équations limites obtenues

superposent à la loi de Reynolds classique des termes de couplage qui

représentent les effets d'un fluide sur I'autre.
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0n +onsidère rÆr inrerstice nl unr* .Jerr:r sotifts occuÉ par derx flûdes €) et {0}.

L'interstice est d'uûre faible epaisseur compæée aux autres dineasions. Elle est & l'ordre d'rxr

paramètre t &stiné àtendre vers zérc. 0n s'intéresse alors au conpûrtenarrt aslûptotiqr,æ &

l'écoulenent æ ces deu"r fluides.

Por:r que torrs les calculs soit menés à leur ternes. on E csnsidÉrer nne géométrie

parti*ulrère" cependant. beaucoups <h rÉsrrltats festent TËlables dans &s gÉonétriesplrrr

gÉnérales.

Soit X urresr.rt'ace connexe du plur {xr:e) de E* (fig l-l}. ûn définit sr:r'E oer*r

fonction.î 1feÎ5 telles qæ:

(
lv .s,  E +E*

(1-1, 1
L 0 s s(xr.xei s S(x1.x2) p.p. dans E

Les fluides (e) er (t) occupent respecriræftent les ouverffi n[*r nf dÉfinis par:

r6 . -
I 

nï =[CI1.x2Js) tels que: s'={x1s2}e X et 0 < xr 1 ôY(x'}}

{t-2} 1
I n! =[t*1J2.xs] tels que: y'=(1s.x2]e X et ô v(x') < x3 < S(x']]

ou 6 est un paramètre réel strictenerrt positif. (figrtres: L-?.l-3 et l-{).

(i)

(figurÊ l-1)

(ri)
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(figr:re l-2)

ifigure l-3)

r - - '

(figwe l-{i
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La surface X perx êtrc partagée en trûis parties disiointe.". X[. & et X[ . en des.srrc

desqr.relles on a respectivenerrt. wuqrpnent le fluide (t), nnrquenent le fluide (g) et rrrre

superposrtron des der,rs fludes (t) et (gi:

{ l -3}

;= t u a u r[

Xg= [ 
(xr.x3,0); {xr.xr)e X et YUcrJz} = S{xr.xa} }

&= [{*r.*r.0) ; (xr.xr}e xet Ytxr,xz)= n< s(xr.xr)J

EÊ= [ixr,xr.0i; ix1.xs]e Iet 0<Y(xr.xr] <S(x1.x3i]

La frontière de La strface t per;n se décomposer en derx parties. usr bord l, {ui

génère uoe rntérface latérale flur&s-solide ouune face latérale sur laquelle la vitesse est une

donnèe nulle. et rxr bord T, UrH gÉnere les entrées et sorties des fluides ( figwe l-{} }:

(1-*)  ôx=T=lrUT1

Ls. rÊunion *les deux ftui<Jes {g) et iS} oc+upe l'ourært nl aérini par'

. nf =afu n!u.*il
où.d& esr f interfsce séparant les &r.u fluides {g} et (t}, i.e'

.dil = [(x1.x2.x3]; (xr.xz]e x et x3 = t s(xr.:cz]J

.ànl=Fl,uit
où .dl" &isigne les interttaces r'luides-solides et f6 les entrées et sûrties des &ur

fluides:

Â :
1o= [ {x1.xrJe) ; (xr,xe)e I, et 0 < xs < û s(xr-xa} }

die=xux;ur,
rf = 

[tx1:2Js]; 
(rr.xz]e E et rs = t S(xr,xe]]

1 , ,
rl = 

[(rr.xe.xs]; 
(x1:2]e l, et 0 . ts < t S(rs.r2)J

les strfæs Z. 4 et f! représenteat tes iûterfffis des fluides avec le solide.

reÊpectirËrenÎ, iafé,rieures, urpérienrrs et latérales (fig. l-{}.

0-5)
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Les frontiÈres de chaqræ ouvËn nj o+cupe par le flrride {oc). (*= g.t), sont dÉfinies par:

ôlr: = F: U d:, 1*= g.t)

Â  - Â
les surfaces fl et .d.1" désignent respectivesent les entrÉes-sûrlies du fluide (ar.)

el ses interfaces aræc le solide:

fl= [(xr.xr,:tr]; (xrxr] Ê Tr el 0<xs q6v{xrJr}}

r!= [txr.*..x3); tx1.xr] e T, et ô yixr;e] < x3 < o S(xr.xa]]

t1-b) .*L= +u rf,u

t:r= [ix1.x.-.x3i;
rf*= f {x1.x 2.ry};

- l  - r  - 'ù

.dL= %u roe U rrg

f . .

$g= l '(x1.x2.x3i; {xr,xr)e E et

,l*= [trr.*eJs]; 
(x1.x2ie ï" er

(x1,x2ie E, et xr = ô Y{xr.:c2} = ô 5(x1,r2}}

(x1.x2ie l, et 0 < rs < û w(x1,x2) ]

t*

xt = ô S(xr,xe) t ô v(x1.r2) ]

6 v{rr^xa) < x3 < A S{xr.xz} }

Eouue .Jars la partie II précÉdente, les &rx fluides sont supposés incompressibles et
non-niscibles. Le fluide (t) est nouillant et te fluide k) est non-nouillant. La vitesse ûE et la

pression Pâ vr+rifietrt le nêne probtèue (14) du preoier paragrryhe de ta partie I[ mais, sur
les enuées et sorties f6 des fluides. on vB étudier parallèlement uB aulre type e conditions

aut litites. De façûû précise. on supgrse que les deux fluides satisfoat alu équaUsns de Stokes
t

darrs chaque Oj et gu'ils adhèrent au solide, qui lui, est sr.pposé rigide et immobile. Sw les

interfaces .d.fo *p**t les deuJ( fluides, la rrilesse est continue Dsr contre les contraintes

normales prèsentent uoe discrntinuitÈ dr:e arr:c tensions interfaciales. Sur une partie des

entrées-sorties des fluidÈs or impose une vitesse tg nulle. ce qui revient à csûsidÉrËr cette
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paflie du bord cûone une interface fluide-soti& {contenue ær, dl, }. sr.rr l'autre pætie fË on

suppose qr:e tes efforts surtttciqæs (Z ps oi1(u6)ti - Pt nl) sont &nnés:

Dans chaqræ 111 to = g.t):

-ztto|.nitturl. 
# 

=rf

-livfl]ù) = ff.

Sur les interfaces .C[, nt iorie] -nuiæ{t} :

[u$I* = o

[â pù n11{uâ}n, - PË ni I*e= o.t l -?)

Sur les interfaces flrlde-solide et uûe pætie des entnies-sorties, norÉes .dfr'

U6 = [J.

5r.r une autre partie f6 des ef,trÉes-sorties des fluides :

? 1,6 oii{u6}rrj - Pâ ni = Ë& .

Dans les Équations (l-?) les notalions sont les nêne qrre celle <le la panie II (1-3) ou

l'on renplace le paranètre e par le noulEauparafiÈtre ô qû raduit tadÉ{rend&ce des &nnées

et de tasolution par rapport àl'éparsserrr dufluide. Lasenle nourelle &nnée est la fsnction G6,

elle n'est conrrræ qu'à rrre cûnstaûte dditine prèr, oais" quitte à faire un changenent de
pression P6, on lasuppose connræ er on cherchetaune pression & nor/enne nulle sur nf ,

Avwrt d'étndier le csoportenent de la yrtesse û6 et de la pression P6 lorsqw

I'épaisseur" t tend wrs zÉro. or t? ærifier que ce problème ffiet r.roe solrrnion. L'etude de

(r-e) I.P6 dx = o
ai
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l'existence et t'rtnicité de la solution de ce prnblèoe est malogrre à cclle & la pætie II. tln ça

d'abord é*ire ces équatios (l-?) sous laforue variationnelle de Êrwi.

f -U ) Eristeûce ct uûicité de la rolutioa:

0n introrluit les especes foncrionnels:

{1-e}

ûunls fespectiïreÉent des nortlles usuelles suinantes:

îil6 = [r, e Utttof], .r= o r* .df, J , uttnft = (ttt(nl))'

rfrtnit =[n*rr{n!}, lf n o*=o
ai

lu 1,,n1=

In h,q =

{ . \+
I lHffi-l
tni l

{ r li
t l'n' o-J

où ['on adopte. contne dans tout ce qui grdcède et dans toute la suite, la convention &

sonnation sur les indices réÉtés et nofl sonlignés.

Sur les données on fait les hypothèses suirmntes:

16 e t2(nl).

nâ e t?{.dl*}.
g6 e Lt(rE).

Les rriscosites F" s-ont'des c{}nstantes flricterDent positives.

La tension r est cûnstarite.

{ l - lû}
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Les agpartenaûrcÊs & Ê6 er & lacourbure H6 resçæctiræoent à U-l{rt} et a H-i(.dhi

sont suffisantes pour la vsfididÉ &s râsrrttats qur suireront. oars oû les suppose
resxectiræurrrr Lt(rE) et dans LotOfo;, pour srnplifier l'éctitrrre. de plr.s. ces h1ryothÉses sorlt

largement satisfaites phïsi$ement.

tln d,efinit uaintenant pûuf, tout fi)upte (u.vi ,JE UEfrf et toute fsnction q dË Lâtfili

les forues suinantes:

a6iuv) = 

Ijrt 

Diiiu)Dii{v} dx

b6(v.q1= - 
J, 

ot*t *{ l - l  1  }

et on &inûrtfe l€:

[s{v}= jrso a* - 
i.* 

nt v.n dr- 
I-nt 

vn dr

ni .dh rb

théorèae l-l

frnsr Iæ ù ypothèæsi I - I û l. Ie pnhlÉae( I -? ) . ar.ler: la,pa.il tion ( 1 € ) .rur /a

!Ê1r'l ,5Ê @ettt? SÛ.|.S la lÙtme tWiatiAtZnelle suwtte:

I ur e u6 ; PE e rltoll
I

(l-12) 
] 

ottut..rl * bs(vf6) = ts(o) .v v e#

L b6(u6.q) = o v q erfrtcrll

Ie prublfue {l-tZ) âtuet rce sulurion tu6-Él tnigæ avæ;

(1- t3 l  u t .  [ "  r î ] ,d iv(v)=o et  f  o .o o"  =o]
I
t'
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Démonstration:

Le.fornulation faible (l-12) s'obtient de mmière analogræ à cetle du théorème l-l &

lapartie Il,lasenle différeace est laprésetrce d'r.m lerûe supplérentaire fus l'exprcssion è
laforme linéaire {.6. àsavoir l'integrale sur laface tatérale t' C" O[ trr.

Pour l'étude de l'existence et de t'rraicité de la sohÉion de (l-12), on utilise encore le

lemne t-l de la pertie II. c'est à dire on vÉrifie qræ les progriétées suilantes sonl satisfsites:

+ latbrme tinêaire {6(.} est continue ** tf .

o laforne bilinéarre d6{...} est coûtlnuÊ sur tlt x%6 ere$ coercir? sur:

[oef ts ;  d iv{v}=o e l or =o ]

tinuE

Io,,
J.
rù

est cotrla forne bilinéaire b6(.

condition de f inf-sup:

3 tl r 0 telle qræ:

. ) sur tr-â x Étafl et vÉrifie la

inf nrF ffi;=,qelftnll vetf

La première propriété est rrrre cosÉ<luence de t'inégafité & Carrchy-SchrtrE er de la
csntinuité des races. La continuitè de la forme bilinrÉaire d6i. ,.) est évidente grâoe à

l'irrégalité de Cauchy-Schçnrte et celle de PoincæÉ, et sa cærcivité e$ rxre coaséqr.nnce &
t'iflegalité de Eorn. Qr.rant àlaforme bilinéaire b6(. ..). sa continuitë est inoédiate ar,ssi. et ur

na tnir qu'elle vÉnfie la condition de f inf-sr.rp: d'qrÈs le lenne l-2 de la pætie II, il eriste

une constaûte C stricteoent positive telle qrre:

suP
h6fç at

lffi=clq[pl v q e râtnll
veHltrrf I

Mais. puisq"e [IitEilic tl6. cette ineealité restË lrslable si sn 7 reuplace nitnll p*

sup

l'espace ?CE,

,'.i-+ffi=
"enltnFl

+ffi:ctqh*rr v q e Lâtnlt
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En divisant les &rx nembres & cette i"q"t," efilnlf

on obtient t**t Oit te C ne (Ëpend pas de q

Les hypothÈses du leune 1-l æ la partie II sont donc satisfailes. le problème (1-1?)

adnet alors une solution uniqræ Cf.p6l ** d de dirærgence nrrlle. et par conséqr:ent sa
cûtupûsante noroale Uô. n est & moïenne nrrlle sur laface tatérale t', * effet:

III . 1Û

r  
r i r , {u t }d*= [ut .oor*  [u6.r ror= [ut . r ,dr=0

, |  
'  

) .  ) ,  ) ,
nÏ .di* ro ro

Ëe, qur achèræ la*inonstration.El

Por.s étudier le comportenent asîuptotiqræ de la solution (Uô,p6), lorsqrre û tend wrs

airo, sû va d'absrd faire &s churgeu.ents è variables pouf, se raûenesr a un donarne fixe.

c'est àdire indÉpendant duparaûère ô.

2/ CEÀXÊEIDIT DE YATIAELE [T D'IXCOT.IUES:

Por.rr chaque ô -Ri on <Éfinrt srrr R3l'agplication l# sunænte:

tZ-t) SÉ' R3 --- E3

(x1.x2.x3) -r SÉ(x1.x2.xr) =(yr.yr,z) = (x1-x2.I1p

= ïÊtnll æs ounerrs 4 , (*= g.t). sont ators in(Épendant duLes rnages Q*

parmètre ô:

I 
or =[tvr.yz.z]e8,3 / F(yr.yr] e x et 0 < z < w(r)]

I
l n* =[(rr.re:)e8.3 /'tr(ïr.ï2] € x et Y(y] < z < s(r)]

I
Io1 =[ (vr .yzp]e lR3/  y=(yr .yz]ex et  0<z.s(v]J

(z-zl
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Dars lasuite on notera 0t'imqe e F pu l'agplicausn f# de tolrt sow- errsenble
- - t

trOe g?i (i.e: on conseræ les mêmes notations pour les inages en ottdrt l'indice ô. par

eremple:

g$C.d.hl=.dnor (c.B=g.0.s); $S(16)= r, fFtrf l= ra j erc... (fig.z-l).

A;c

*t

z:

6v

0

*j

I

s

,--_ ,-

j Éû'

^./- -
____

n7

nll,
v

rTrt lnI I |  | | | /  |  |  / |  u I  I  |  / I /  |  t /  |  |  t /  /  |  I  t  l t t t | |  r I I I  Ur
z

(figure 2-t)



l'orfi/efl fixe ftl rrre ûouvelle fonction Êpar,

.tr:-ai.fl [âIHT.SIJL-P..E-TâII4F--U$-F-I-P.:ffi.I$ILs-.... t r .É

Dans toule lasuite. on notera (xr:a.xs) les cær&an-ées d'r:n point e Ol et (yr.Ta,z)

celles d'un point dans Q1. Maintenant, pour toute fonction y suf ai, on ia tur

(3-3)
û{yr"yr,z) = v(xr,t}xs)

(xr.xe,:rs) = (yr.y2.tu) = (SÉ)-l(y t.yz.z)

Et orr ales rÈgles de calcul suiwrrtes:

DÈnonstration:

D'apres la (Éfinition (?-3) æ la fonction

(vr.va: F (x r.xr.trt ) donne :

( f

J_ftxt dx= ô J ftr.z) ox
rr} Q1

d'où la prenière égslité du leurne. Pour la &wiène et

nêne cbangenent & variable et les relations:

ç. le changenent & vuiable

Lenne 2-l:

Fwurtoutr {ùnctioa ve Uttinf} ûfiâ;

"l,,n!= S lÇ 1,,n,

H |o,r*= {t l* [,n, rnlètîi=1-3.3 et i= 13

. ito o(16) = r [ +; otrr
J. )
ror

où n et la aatæale extæiewe à la laæ latetale t' au Q\ etfr, la

extdrieweàIalàr- laterale f = :tF(t')dr Qr.

la roisième égafité. on utilise le
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(e-{)

ts t*t = I <r.rl Porlr i= t.2 er i=r,2.3
dxi oxi

* o, = l $ tv.rl pur i=rr.3

IIT . T3

8t:

I lp,| 
{xxx} dx = ô 

I [u**]""" 
o- $= tzet i=r'?'3]

ni flt

ôS(x')

{3-1) [ v.n orrs] = t t v{x'.x}. niÏl) ox* o{ilr} ( x'=(xr.xr} }

i' i,à
sty)

=g I t Ê(y:). n(T1) dz d(ïr) ( y=(yr.ya))
t l
i ,h

,- ilrr,ya,e)=ix1,x2.f1

pour oblenir:

Pour lo. dernière égalité. remarquons que $r la face latérale f6 (resp. f I O" Ol

tresp. Qr). ta trcisiÈne cûnpcsarite ns iresÊâs) de la norsale n (rep. â) est nulle. Et les deu:r
premières cûrnpossntes tr1Êt nz {resp. âr et âa} sont indÉpendantes de la rËrirble x3 (resp.

z). elles sont identiques aux cornÊtnarrtes de lansrûae n(11) aubord Ït æ ta swface E (fig.

2-2); donc:

l[*J'(x]tx] 
cx= ] I[PJ'n'"- 

(r=tr'3]
nÎ Q1

=n f +nocrt
I
i

Ce qui achèræ ladémonstration dulemne. tr



Ào

ïL'

Y? n(k)

{fiettre ?-Z}

Lenne ?-2:

Jbnrror#e tbnrrltsn 
" 

e Utttr-lf ) oû a;

. 
I 
E6 v-o ot.d$; = o

ià
. 

lËtv:rorsl=t J
rbr

ô6(y:)=661y.ôz).

J-rf (+,â, * Çzôr) didd! + J-f çrâ. a(

ôt ç-â orn

Itémoostration:

tanormale n àlasr:rface OL= lttrteJs): kr.xe)e X et rs = t Y(rrJr)]. orientee Oe

n!*r, nf. s'exgrine en fonction des derilËes partielles de tPcomrne suit:

/-

n (n)
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(2-6) n = t

I * ô2 (w)l

(3-?i

2 l * ( t

E n'(r'.u-v(x')) f ax'+ | ttotx') vs(x'.ôv(x')) ox'
i=l 

ur'i ,=

[ , Ë ]

.[#J'où,(vy)2= 
[#J'

Puisqr.p la. fonctiofl Y est supposée regr,rlière. la grcjection & la sr.rface .dfo sur le
plan (x1.0.xe). ousur lasurface X, est r.rnivoqrre {wir laressrque 2-l), &ac:

( .

I notx')
J
i,

I nt .,r, otnfirt = - u
.d&

où: r'= txr,xr).

5i on fait le changeuenr ,ûe vrariables (yr.yr.zF(xr.xr.E6 ) =S#(xr.xa;s) dans le second

menbre de cette ègatitÉ. alors en utilisanr ladéfinition (A-3i de lafonction ï. il vienr:

É +,ty.*tr)) ffi or,.I
I notrl
J
E

I n' u.n ot.o[4 = - o
-e

Hais l'image de l'interf** É[, par t'applicariûn #É esr,

4#=SËt.dÊr) = 
[{vr.rr"} ;,r{yr.yz)e x et a = v{y}}

et la normale ii à cette interface. orientée de ng à nF s'éc-rit alors:

f
I uotr) Çs(y.v{y)} dy.
l
x

où,(v,y)a= t#J. [#J'
(z-Êi à= -Fr- t 

u.r.l
{, *(or*)' L- pJ
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[-n relnfinn {Z-?} s'Éc.rit donc:

J 
n' "-o otd[rt = r 

I 
ftyl É *, âi o(ds] . 

fitt 
i. â* d(4#).

.d"t d'"
d'r-rù la preoière assertisn du lemne.

Ladetuième assertion se démontre conrue l'ÉgalitÉ (2-1), i.e:

I 
o6 v.n otrst =

ir

Renarque 2-l:

Le leaaa ê-t plaut êtte ù,taontrÈ ûas Ie as dlne gioaitrie plw genitzle
t

I iarælà;e Éfitæ utiliwt un 7wæÈtæe,* Ia tbtwe:

dl, = 1 tr r.xe.rs F{fi tt i.ft (t}.uft (t}) ; t={tr.ta ie t cR: }

,,,:,,

= $

Ds{x'}

l" l' ç6(x'.:r) v(x',xl
t t
i, 

-o
s(yi

t |' ôsry") i{y:}
i, 

'o

ô lôtÇiatr l  D
J
r

n(T1) dx3 d(T1) {x'=(xr,xe})

n(T1) dz d{lr)

(figur€ 2-3)
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Hainte-nurt ûn ra utiliser le chmgeoeat de sriabtes et de fmctions {2-3} fus le
pr.oblÉme vuiationnel (t-1â) gour ob1eflir les egrntioas que fti?Eût vÉrifier les nourelles
inconnues ûs tt F. Contençons par roir cflrrtne:nt le chægeûent de rnriaû,les (?-3)
translbrne tes opÉrarew Dii(.) er div*(.) intervenants dsûs (l-l2):

5i l'sn veut expriner DIi(v) en fosction des deriwes panielles <b û par rspporr aux
naurælles ruriables {y,z), il faut alors consi(Érer, d'apnès les relations (2-{}, les trois cas
suitwrts:

q?-e)

c) i=i=3 Distv)=*$trrf

.d ivx{v}=[* .  
* .  ** ] r r r

où: {ïr.tr.z) = {x1.x2.Ep = SÉ(xr,xe.:cs}.

Le changenent ë wriables er de fonctions (2-3) dans l'expression (t-lt) <b la
forne bilineaire aE donne alors:

{z-10} ar(u.v)= $ a-'tû.i}*ao(û.Ç)+uar(û.û}

ATËC:

F

F

o-tn +r = 
f
Q1

aîû.Çr = J '
Q1

a'(û.Ç) = f t
O1

J*"Ê [
àÊ

E,

.tl
i l d'
J

! +

,ôfu
ùz

ôûi

E

ô+i
ôyi

dtt6

E

dtJi

E

+

+

+

ôÇi
ùz

ôÇs
Ai'i

dYi

ôï I

ôû

i fu ,

dtli
-i=

.ôe

lol, l i
t --a
lôvi

, 2

E
. i=l

it
É,1
2

E
i.i=

E
i=l

F'J *"

dydz

àq
q
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De nène, en utilisaût les rourælles fonctions { et Ç. laforme biliaéaire b5 s'écrit :

(?-11) b6(v.q)= botÇ.ô)+tb1{û.û}

ùvËc:

Enfin. en utilisanl le letûe 2-Z,laforte bilinéaire [6 s écrit:

(z-tz) [6{v} = ô {.Ë(ç} * o2 tf;(Ç)

avec:

0n va wir maintenarrt que la nouælle rritesse Û6 et ta nourelle pression Ê8Otfittitt

Û6(yr.yr:) = t'qy1.y2.rz)

ÊE(yr.yr:) = P6(yr,yz.ûz)

(yr.yr.z) € Qr et 1yr,y2.ôz) = (rr-xr-x.) e Ql.

f
bo(+.ûl= 

,| 
ô$0""

i)1

I  o-.^
btû.{r= 

.| 
- { E ffiele'

Q1

r'l '
r f t f r= . | I t  udyde+ . |* inËÇ.â.ot.o*p

or dst

iz {
{.3(+}= 

| 
* } rf E Çi âi o{.d*r. .|_ # ô* + -â ocr}

fuf

i2-,3) 
{

vÉrifient rlr problène Êriationnel qur alieudans des especss rndepeaeat duptsûèÎre t.
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Si l'on note:

(e-r{} ?,1 =

râtot

[+.e uttnr]; Ê= o r* d,r" l

) =[û e Lr(or]; I t dydr=o ]
$1

alurs on ale:

ltémonstratioa:

Il est clair qræ l'application {i), v -} û = vo($É}-t ert bijectiræ æ UltOll

iresp. roti:fil dms [It(fir] {resp.Lr(çti}.

Et il est facile de vÉrifier arssi qu'on al'équinalÊtrce:

v= o suf, dl, e+ û= o sur drf = #tgfrl

h plus. puisque porrr roure fonction q de t2tof)' 
J r 

dx = ô 
J t 

dyda. on a:

-l cr
qe dtoltt-+ { e LËtnrl.

Leome 2-3:

Iesaourr;llælbttetiottt Û6 rr fr$ *Eniolun (z-lJI t*illæt.-

{â-n} .û6e l tet Iû6td(r]=û; f f*6tn, l
l
r

{2-16}  +VÇet l :

$ a-Îûs.+i * ao{ûô.i1 *ra'(ris.+} *bo(S,fr} * rntÇiÊl=ô rÉ(+i*or tftfi}

( l - l?)  .T{ed{nr} '

bo(Û6.ô) * r b'tÛô.{} = o .
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Ëeuee+'pli+atiss est arsrs ugre b,iiectisn de t'esgsce tl6 {resp.Lâ(ol}} dgas % (resp.l;(t:tD.

Et d'aprÈs le leune 3-1 et larelation (1-13) duthéorèue 1-1:

Ittâotrt=I Iot*o(t')=o
)  "J
r i t

0n adonc l'açsertion (e-l3i duLenne 3-3.les autres assertions s'obtiennent grâce atu

propriÈtés précédentes <h I'application: ï + Ç = vo{$F)-t. *t en rrtilisanr les relations (?-

l0) à (e-13) dans le problÈne i1-1e) wrifiÉ par le couple iuEJE).u

Bn vranarntenant étrrdier le conpo'rteflreût asrpptotiqrre des nourælles fonctions ÛË et

Ë6 torrq* le paramètre û tend ærs zÉro.0n commençe par étanUr des estimatisns a priori qui

ficrrs* pefrtrettf0nt de passer à la.lisite darri les Équations {a-16} et {?-1?}.

3/ ESTITAIIOTS A PT.IOP.I:

0n rmd'abord préciser cotnrnent lacourbrrre tno1Ênrûe Hs de l'interface .dfçOepenO Ou

paramère 6. Ragpelons qræ:

4 = 
[(x1.x2.x3); 

(xr.:ce]e X et x3 = o v(xr.xr]],

lacorrrbrre ûùlelrne Ht s'écrit slors:

(ïr) H6=ôffi
8vË4:

fY fv
I =AY= . - r  : -

a{ ôxï

r=*i[#J'. #[r-J''' ù2Y

æ;

ôv ôw
t[ E-'

L= (v,v)2= [#J'. [r+J'
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ûn fait maintenant lhypothèse suivante. qui est satisfaite si la fonction Y est

régulière. par exenple si Yet ses ërivÉes partielles pre,mières et secondes sont dâns L'(X):

(3-3) Ittt ls c o F F. oùc efl une c{rrsttrrte indÉpen<hnte <b 6.

Sw les données fô et Ê6 on fait les hypothàses suivantes:

{3-3}

f.

Et on notera dans loute lasuite:

o vv= [ÙLÏ=t*'*
I ôx;fi=r"e,r

+ vvÇ-[+];::'-

Iorç\
+ vi= l-^ |

T..#]="

Ëtn=) = p61y.ûe1 =
dans Qg i.e: si 0 < z < v{y}.

dans Qg i.e: si v(y) < z < S(y).

{ 
Érrt

L rqyr

1or= g.tiavEc: Eo e Ll{E}.

i3-+l lôrcvp) l= lcs(y.er)l g c t p.p. oùC est une constante inûipendsnte de 6.

por.n les fonctisns v,iléfinies sur n[

porrr les fonctions Ç Oéfinies sur Qt.

+ f,. C'. Cr. ... désignent des cûrrstmtes dirmses iûdependdrtes dupararète t.

En rfulité les fonctions f" 1og= g.t) sûnt sourent in(Ëpenfuites & lavwiable larssi.

elles sont égales à p*Ë. où po est la &nsité nassiqr.re du fluide (a) et Ë t'intensitÉ de la
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Fesanteur. !*lais I'trrppothèse $-3},, i.e: leur in#lpendance de la variable a, suffira pour la

iËsronstratien ffi résrrltats vonlus.

Lenne 3-l:

lËo.sûstration:

Soit v r:ne fonction de l'espace ?l8.

i) L'inéeôlité & Car:chy-fthvarz dsûne:

(3-5) lf 'oxls l"|,,nt lo[,nt

Mais. te changenerrt de \Ëriables (1.ye.z) = (rr"r.3) ruotltre {uE:

lt '[pl =# lÊ [o,.

et d'agrès l'hypothese (3-3):

li[o,=m

,Sour let lzypwtte,res (+-?). (+-3) er ({-{}.. alars roue tbnctiotz Y ,* I?slw:e ctti

twitle:

' , | |. E6v dx l=co l#|,,n,' J_  |

{1i

t l,f vn ot.d[g) l=ruf o I vr+ lo,r,, * | # |,,,,, J

, i i i I [,;t 
o', otr6t lsr# loOL,n,

ir
aù Ia tvnstafite t e* in,Ê1unÊtnre 'dF t.

esl wre constaû1e in<Épenfurte dugaranète t.
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Si l'ûn neporte ces èrnières égalires Oans (ï3), il vient alors:

{3-6} l[*'*l=r{6 lo[,nl
hf

ii) D'après le lenne 2-2:

Mais toute fonclion vde 1lC6 s'annrrle sur llnterrace .df* el on pÊrn alors appliqwr

l'rnégalité de Pûrrrcsré, de plus la constante qui y est intervieat est de I'ordre de l'éparssew
Â ,'/i

''JÈ a;. on peut laprendre Égate à Ë ô sup (S{x'i}. Donc:
x 'eX

l"|,,nlscô l#L,nl

et d'aprÈs te ternme z-t: | ffi |o,q= # | * L,n,. r'rnc*atiré (3-6] dedenr atsrs:

l f  .  r  I
i3-?i I ,| 

* vn d{.ÉÊd lsco' lvÊ [o,.c'o
,q-

les constantes C et C'ssnt in#pendantes de t.

I I."" ax ls" l*;,n,
fri

.#t 
vn o('d&) = ô 

[- 

(Ê1â1*û2â2] ot'dsl . 

l* 
ç.â. dt'dss)

Et d'après lhlryothèse (3-2) lfft l= C 6. donc tacontinuirè & tatræ iopliqne que:

I 
O, âo orudr. (fisro)
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Mais tsute fonction û Oe 1ld est ntrlle srr l'interface dte. et puisqw la uoisiène

I t o.l i,* oid*r) =
d$

Et on sait qr*, (Hecas tæt p.313). si Ç e Hr(cr) alors sa r:aleur absolrp |Ç | est encore dans

Hl{s:i} -' | +inl[,n,= | *|o,n, Dsnc:

ftal nsd(ôrls)=- I#*"
ôt:g ns

"l!l#[,n*=,

En reprrlÊnt darrs t3-?),lorsqr.æ û q< l, on â:

IIntâ*o{âng)
àt1Ê.

ôl$.l t
E-b,n1
ôÇr
& lo,n1

,f' 
vn ar.d,[e] l=r,[ ' | *o [,n, *

iii) D'apres le leune 2-2:

f ,-l . ' f ^
| ,, ir.n d(f6) = ô I ôt
J. )
ror

Donc. ern utilisant I'hypothese (Ï{} sn a:

*[,",J

i-â otn

ll *sôotnl=','J tûô
rr

l  otrl s ceûlnûLo,

tr

d'où:

I J 
* vn a(rs)lsct' In+[,n,
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0n vanaintenant utitiser tes éqr.rations (t-t?) et les leones précédeûts pour établir

des estimations vÉrifiées per la vitesse et la pression 'modifiÉes" Û6 et Ê6 qui sont (Ëfinies

par les relations (Z-13).

Dénonstration:

Si on prend v = Uâ cnnme fonction-test dans ta prcuière équatioa <tu problême

rranadonnel (1-12) îËrifié par le corryle (u6f6). on a,

Ihéorème 3-l:

fuus Iæ hyVulthèæs du leaae -11..!æ lbncrioas ii6 
"r 

fr6 t*;ttoio 1o, (2-13)

t€rillent:

(3-Ë) lûtL,n,scû2

#[,n, sE#

l 1,n, É c û
(Fei

L (i = l3)

(3-1rli lËr[,n,=c

I tt+il1 iln.,,n,,

t il#h.,,*,,
sct

t3- l l )

= Ë (i = 1.2)

(?-13)
Itrt 

D,i(us]Dij{rrôi = 
[tsus 

d*. 
|,?a 

Hs us-a . 
|.Êr 

us',

hnr4i.,



ttn ssit.([l8l]. qu'il existe rme costarrte C'qui ne dÉpend que æ la dinension (ici n=J)

telle qrre:

l .  ,  i  r .  |  , 1 2
(3-13) | ap8 uii{ut}D,i(ut) =c'lout [nfI

nl

En minorant ;rô t* Min{}rg.Fgi. qui est strictement positil t'egatite (3-12}impliqr.re gr.n

vur [o, = ll,*'o-1. l{r'vn d(db] l.l 
ln'"'otr'rl

Donc d'après le lenue Z-let le lenne 3-1:

rlvrû*|o.'=,. il#[,,r, = ,u[,lort* [,,r,* l#[,n,]*co, lorû'[,n,

Àrnsr.lorsqr.æ t est ffsea pettt, on s.:

*-r{} olvrû'[,n,* il#[,r,, = ,'r[, loru'[,n,* t#lrJ

purs{u€:

= f lorût [,n,-* l#[o,
" l  

^ r l  raût t= r lvvt brrr*t.l ar h,o,

En +ptiquant l'inÉgalitÉ de Carxhy-schrarz ausecond n.embre de (ït{) on obtient:

r loû' [,,r, = *[l ort' [o,. | # ["

alvrûs [,n,* ]l$[,,,, = ,',[* | nrû' [.n,. | # |l"J*
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0n en dÉduit que:

B, .n

rlv,ûs[o,. l*1[o, = c.ô+
,l'où les esdnaùoas (Ï9):

Inrtr [,n,= c'ô er l#[", s c'ôr.

Puisqur ÛE ot de trace nrrlle suf, f interfac e &e,l'inegalitÉ & PoincarÉ dsnne:

I- . '^=r"l{11 
^rr"c'6rlotu" hrr, r dz F,srr

et l'estination {}8} est alûrs dÉmontrée puisqr.re la constærte de Poincaré C" ne <hpead $Ë
de lagéomÉtrie de fil. ftnc indépendante & 6.

Fbur établir les estimatisns (3-10) et (Flt) rærifiées par la pression Ë6. oo r.rrilise
encore le problène variationnel il-l?):

Jn%r'*"r 
= 

J?1,6 
Dri(us)Dri(vl . [Év dr . 

I,o 
t' v.,, + 

[n, ",',,lkfu.dbÉ

et ceci pour toute fonction væ 3P = 
[r, e Ut{of }, v= û sw dl" J

Si on najor, ;16 p"" Max{}rg,Fr } et on utilise le leone }1, alors, lorsque t est assez

petil. on obtienl:

r i  iu-- , - - \  l - .  l - , ,6 1 ( t  ^12 l lôî f  l+{3-r5i llr'*"tul lsc lou'[ollrl nr;[o,-rtæ hnJ +
ht

.rr[rlor;Lo,.lg[,-J
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l{ais d'après le lemme Z-1:

lou,[d=[, lorû. [,n,. tl#["J*

Donc, d'après les estinatrons (3-9):

(3-rb) lout[ols cur5

et larelation t3-15) devient alors:

(Fr?) I I r'o,-n"l lscr[,' I ori [,n,. | #[,"J*
âl

=cofoî[ ,n,  ( torsqrreo<t]

Prenons rualntensrrt ture t-ûtction-test v ônt la troisrème cfiIrpossntÊ v3 BSt nulle. Le

changenent de rranables tyr.ïa.e) = (x1.x2.f) dans le prenier nenbre de (Fl?). cotFte tenu

ale t2-9). donne:

(FlB) I'Jo'[*. P*] *" | =,,loi[o,
Qr

ceneinegalitéefirmlabtepourrornefonction iæ1rl= ["eHlto1); i=0sur.dn, Jaywrtla

trrisiène coûlposf,rte ù nulle puisqæ: v eXls+- û e? et ys = 0 t-t Êr = 0. Elle inpliqr,æ

alors. puisqræ Uitorl c%l.qr;,

l É r H.*ur-,rn 1l s c li ld,*, v ç: Hâ(or)
d'où:

(3-19)  lapsr  t t
l i l  lr*tql=t $=r'21
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Prenons naintenant dans (3-1?) une fonctiur-test Y telle {ue vr = o, = t. Le

changement de \rarlables (ïr.ya:) = (x1:2,fi, cûtupte tenude (2-9), &nne:

[,n,

d'où l'on déduil que:

i lùËt [  - .  scô.ll ,h fintter] = '' " '

Ëette rnegalrtÉ et (3-19) achèwnt donc la<Ëuonstrauon & l'estisatiûn (3-11).

t I* *0"*l=ctlvâ,
Q1

Enfin. puisqr.re Ë6 rrt de no1ænne nulle sur Q1. d'aprÈs ([3É1 Proposition 12. Chap. I).

il exrste uûe constarrte tJ'. qui ne dÈperrd qr.re de iagéoméuie de {i* telle qw:

| Ê'lo,r,, = c' il oÊt [n-tn.] = *

Ce qur arhèræ la*inonsuatien du thèorèoe. El

Ëràce arx estinations du thÉorène précÉdent" on va naintenant pouwir extraire des

sors-suites Oe O-2Û6et Oe Ê6qui conyergent pour la topolqie faible æ t2(Or). tln rna d'abord

inlrodwre un nouræl espace:

{3-ao} ?r= [ç r L2{{:i): $ * rttnrl J

Si S est rxre uûe srrrface r€gdiere .b frt, alorr on peut <léfinir sur cet espace [1?l

l'application -lrace'suivante, qui est tinéaire est contintæ:

(:.zl) T;, lt, - tt-Ètei
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0n ilefinit naintenant le saut [ç cos(âz]fu àtravers l'interface .d6A'une fonction

$ &'3ls c'omme suit:

t3-z?t [çcos(â,2]X" =t$;{vl - rffirl

ou ffftt) = ç{o) cos(â-z}. 1*= g0}.lanornale â est orientée de fig y€rs Qç et ç{o} iÉ*igrr*

larestiction & lafsnctiûa T à Qo.Ceci sors eatend qu'ûn (Éfrnit les appUcatiors traces T{j"sÉ[
en remplaçurt fl1 par Qo dans la iÉfinition (FZ0i & ?h et S pæ f inteface d*r Ans ta

dÉfinition (3-21) * T;

fhéorèue 3-2:

Si le,r ùypothesw 'lu lesæe -ll suat.wtrsfài#s alorî:

l) guitte à erttwtt ifraz ffiunsratq. i! exste U* e ?l" blle,1rlc..-

f +tr s=,0-lot
t3-23) L ôûr

L# ù '  Ë- i 'o

U* ùrzs tr 
3(nrlraale

# ,czer r,"{or}rarare

(3-z{} 1 aÛ6 - .
f  ô , ,  6 - -+û  t '

I u*cos(â.e] = g
I
[ [u*cos{â:}fu = s

c*ar L2{o ù ttitte

c*ras H-ltdr")

*rer H-lt4s)
(3-23)

Li|,* æeae.. gwtte à exr"atttane.rprp.nslê i! exlrtep* e Ij(Or I telle gæ.-

( ^ '

l  f i ' f f i  p*
t3-e6) 

I g =rr
.1.Ùz

aerer tjtnrltaue

ceas H-'(nr)



i) L'existence d'une fûnctiûn ttr* e?lret d'rlrle sorrs-suite e ff vlri,fiant Gfil et (T?1)

er wre consÉqrrnce inmédiate des estimations (?8) et (3-9) du théorÈue 3-1, et des résultats

clæiqræs d'analpe fûnctiûnnelle.

Les convergeûces (3-S) inpliqueût qne la sous-suite de ô-2 fl cûtrï?rgeûÎ faiblenent
rrers lafOnctiuû U# dans l'espace ?". ar.mi duproduit scalaire classiqw:

i +.Ë>?â = f -'. I#
tlr Q1

ô8
ùz

Puisqtæ l'application "tracc' tL, defiaie ptr {}21} efl tinéaire Ert est continue & ?t"

dons tt-lt.&"1. la conærgance prÉaédente impliqrre qr.rc la uîûc€ ô-2Ûôcss(â.2) cfiIËt.gÊ

wrs Ulcos(â.2) dans tt-itd1rl. Donc, puisqr.n ût ot de eace nrrlle sw l'inlerface.dta,la uase

u*æs(â.a) de ut est nulle aussi:

(3-3?) ÛEcos(â,z) -;; u*cosiâ.z)= o oans H-ii.4r").

De nâme l'ryplicatron "saut': f + [ç cos(âr][ç <Éfinie W (TnI et linéare et est

continr.n &il"Oans H-i({gE), donc la cûnrergence de 6-2Ûs ters U* <hns ?1" . impliqræ

ceue du saor [t-2û6 css(â.e)I$ de ô-2Ûs rers le saut fu*css(â:]I$ de û* ocrs tt-it.dd. rt

puisqræ le saut àravers l'interfa*e 4gr A* û6 *tt nrrl. il est de mêne porr le saut & II*:

(Ï28) [ ff cos(â,2]X6s ffi [u*cos(ô^z]h = 0 d6ns H-t{.dg)'

ii) L'exisrence d'un foncrion p* e L|(Or) a d'une ssw-ruite de Ê6 vÉrifiær les convergences

(T%lest wre csnséqrroce ionédiate des estiuatrons (?t0) et (ll I ) dtl théorène 11. B

I

ô2

I

ô2
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0n rra maintenarit utiliser te theonàue precedent poltr pûsser à la limire dafls les
éqrntions rnnationnelles (2-16) er (u-l?) vririfiéÊs ptr te corryle tff,Ê6f et gowæir i&ntifier
les deru linites U* et F* ensuite.

T/ IDEXTIIICÀTIOX Df,S LIIITES.

0n ve. d'abor<l état'tir les reladons qui lient les deux linites, puis ûn essaTrera
d'iderrtifier chacune d'elles.

t-l) Lelatioar eatre ler &ur limitec Ut et P*.

D'après les relations (2-16) et (?-t?) dulemne Z-?,.lecougle dt.Ê61vÉrifie:

I tÛÊ.Ësi e ?t x rltnrl er v {û.{} e ?xl3(or) ,
I
I

i{-l} I 'Èa-'{ût,Ê}*co(ûs.Ë}*ca'(ûE.ïi*tro(s.Ë6)*ra'ti$ôt=o lj(û}+ôr {.f{+)
I
L . bo(û6.û) * r btûs,ô) = o.

Les formes ct. btet {.i sont dèfinies per (Z-10). (Z-il} et (Z-tZ}.

0n rlla rruir qu'en choisissurt des fsncti$rs-test Ê particntières, le gassage à la timite

dans l'équation {{-l),lorsque ô tend vers zÉru. donne le:

Théorèue t-l:

Si les hWwthæes ,lu læae -V! ffit?t îati.ilÈiræ. alatr !æ liaitæ Uref P*.ma t Iifu pw.-

f ? f ? f 2

(+-z) ll;+qf+= lEp*g= lEÊ,+,. vÇe ?teile,l,.,eËs=n
J i=t oz æ J i=r d}'i J i=r
ltt t')r ft1

Êt:

({-3) Ul = O ,tutt t4.



Soit Ç € ?lelle {1re û3=fl.

D'après les expressions (3-10) des formes bilinéaires ai, on a:

Q1

Io,É,t#*.#*J .,*
{11

.b,(û.Ë6)= I Ê'É***
Q1

.a-rûs.Çl= 
JoÉ** 

dydz
Q1

.ao{ûs.i}= f oÉs$**,

' ,rtÛ6.û) =

Donc. d'après les cunnergences $-Z3ret {3-2{) duthéorène 3-2. lorsqr.æ t tead ners zÉro:

. bo(û.Ë6) = o

{{-{}

D'après les exprcssions tZ-ll) des foroes bilinéairts bi. on a (porr tes Ç e ?l teltes qæ ûs = Ù):



.-tr:.#.P!.F-IÇà!!4..I-D..I$-[BI.IEF... -tr-*g

La conrærgence (3-26) implique alors:

t{-5) . bo(Ç$6) = o

D'agrês les expressrons {Z-12} des fornes linéarres {.i, on a'

k 
# t' 'ï'ii ô' d(dE)+

où l'on autilisé anssi lÏrypoùèse (T3'l.i.e, iE = Ê ot inëpendante du pæamètre ô.

Les hypothèses (2-2) et (Z-{} iopliqr.rent alors que:

({-6}

Itaintenantsiûnprend f û*mufonction-test (arec ieltrellesEæ Ê3= g) &ns la

prenière éçntion e ({-l) verifiee par le cor.ple tÛ6.Ê61. alors le passage à la linite. lorsqæ t
tefld rÊrs zÉro et cûrnpre-reîu de ({-{). ({-5) et ({-6}. donne la relation ({-2} annoncée par le
thÉorème.

Por.r démonrer l'assertion (+3), on rnutiliser laderrxièoe equation & ({-l}:

v ô e rËtotl

I  t -^
| - Ê. E ILa"o
J i=r dYl
Q1

t
' titû)= J i. û oyos

û1

. tf(Êi =
( ^

I tô' j+,â,otrl
J i=t

r

bo(û6.ô)*ob'(Û6.ô)=o
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a

Soit B urie forctisn qælleconqæ de L"(nt). Lafonction â Oefinie par,

â= B- Jn(B) ; JïL(B)=+ [ t uro,
mes(Qr) )

fJ1

est dans Litnrl. on peut dsnc la prendre çarnae fonction-tesr dans t'éqrntion précédente. ce

qrl donne:

({-?} bo(Û6.9}*ub'(Û6.8}= JÏL{B} (bo(Û6.r}*ob'(ûE.r} } v g € Lz(or}

D'après les expressions t2-11) des fornes bilinéaires bt et les c{ilrrÊrgences (}23} et

i3-?{} duthèorème 3-3. on a:

. I botûs.e) =
6'

' ,Lb'rû6.e)= I +É#Bdrd.e .
"J

Q1

I l#'d'dz"--+ I #Bdvds
nr Q1

I aû. I aûr({-s} 
. |+:Ëdydz=rr l(Ë) . | -** 

vBeL2(or}.

{2r flt

Donc le psssaËÊ àlalioite dafls i{-?}, (après ladinision par O2}. dûnne:

Calcullûns earntensût le secrld neobre de cette égalitri:

(  * -  {IAUâ.
| +dy'dz =- | ûl cæ(û"2) d(ôfi1)=s
Jùz )
fJ1 ôOt

puisqræ cæ(â:) est nul sur la partie tatérale f de ælr. (fig.Ft). et d'après le théorème 3-3 la

ttor ûf cæ(â.c) cst nullc srrr l'iaterface &". (ùq .A* U i l.
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I I e L2{nr}.

0n en deduil alors qræ 
#l 

,* nulle dans Q1. et, puisqæ Ûi costâ:) est nuue srr f interface

4". la fsnction Ûi *rt nécesseirenent nulle dans Q1. Ce qui achèræ la <Ënonstration du

thésrêne. tr

Larelatisn {{-8} s'écrit &nc:

(fig,ure {-t}

0n va définir naintensnt la froyeûne .rÏlz{ç}. par raDport à la variable z. d'uae

fonction ç definie sur Ql par:

(.t-9] lrt,{çXy} = 
#

. Csf,ne dans [3] gar un chsix astucieux fts fonctioûs-test i Oans la relarion ({-3}. on va

étanur des relarioûs entre lauo,prrne Julr{u*} de Ut, les forces Ê, et tes gradients de la linite

P*. Uonuons d'abord le lenme suimt:

IY8ûvde=o
fi1

s(r)
r
J +tv.z) oz
0
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Lemue t-l:

I I I .37

[ .+.tr etSr=s
{{-to) I ôç,

| 
. 

Ë 
æt ffitrrtâÊtê Fæ ræIwt't à s ,turlt thagn Q, (c=gt) (i=1,2)

tn â:

|' -,^ Tr', r _^^ 
rlrt

i i-rli j-# Juïa,or. l** luio,ov=
E 

'o ', ôz- 
dyl

=- I,.#î; - dv Irr lî,,,, Ir,É Ï;.,,, +
E 

-'^-'o 'x 'û 
x *y)

.faar/esr?.rlnarrlesas du ftææae t'1.. tWr toute !Ùn*ion i telte gæ;

ou llnteg:rale np llntætàæ A,g est à rutr ,ææae le panw-t ,h ,fimlite enttv ùÊ êIèbent
-it{d. 

ufccs(â.2) . et urt éIdaenr.*r uif .O*4. [ Ê *h

r ..
- 

| 
[ û # nesui cos(fi.2] d(ftd

.d"

En tenant fi]npre qrre lauace Uï cos(fi.z) e$ nulle sur l'interface dtret e$ conlinræ à

travers .d.$ d'Eprèt 1" 6éorëme ?-l2. el guisqtn cos(â:) est tul sr.u la face latérele, la

rc$Xaf,iré ({-t0} &s fsnctions Ç permet d'integrer gæ parties (sur chqrre Qo à cause & la

discontinuité Oe ff ) le prenier terue dupremier nenbre de l'egafité ({-2) csnme suit:

Ip ui cos{â"z} d(4d

oùt'on csnvient, coûae dans tout ce qui prece&. qr.æ la noroale â est orientée snr 4t0* n*

I({-,2} Jty*0,*= - It #,,dy&*
Q1 Q1

Iû+
(n

rcrs Qg.
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(d'après fi-10))

(<l'aprÈs i3-3))

i . e :s i  0<z<v(y ) .

i .e :s i  Y (y )<z<S(y ) .

i.e: indépen&nte de lavariable z. (d'apres le theorrèse Ï?)

dz . (car fi(ys(y)) = o).

thàrrÈme de Eubini et sachant qræ:

[t*+r] 
ours cr, i.e: si o < z < v(y].

,r) ='{ 
\ '

L[.#|,t, 
dans Qs i-e: si v(v) < z < s(î).

| *rl dans Q, i.e: si o < z < viy).
) -

L tt r, dans QE i.e: si v(y) < z < S(y).

v{r}
(r

= l*# Juiæ
: 0

r 
tlr)

I r.9l ç,* <ry
I 

svif =

r{y}

_f t
d .lo,**. ,| tfox

En appligmnt le

àç, .
o --* ty

fu-

* Êiy.r) =

Ip* dans Qg
. fitr.z) = I

t Pe darrs Qg

. pltl,-.a) = F*(y) darrs e1

sty) siyl
. .  

[ ^. l&(b-ô' JaTï  vd i -ôt rJ" '

00

on a:

|. 
s{r}

dy+ J.# J;tù 
dï

x
It 4uï0,*
Q1

(

J *. frot" =
Q1

rt
,| 
U, o, dïdz= 

I
Q1 x

sty)
r
|  

Êro.ot
rty)

R.emarqtnns talntentrlt que larelation {{-?} est waie pour chacuo des indice i = I ouZ (i.e: on
2

Feut otter E ) puisqu'on peu y prendre ûr = û ou Ç2 = 0. Conpte-tenu de fi-12). il suffit alors &
i=1

rÊportcr les egatitcs prÉcédentas drrs ({-2} porr obtenir l'æscrtisn {{-tl} dulenme. El
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Ûn va oainteïrtrrÎ conslfuire explicitemernl les fonctions-te$ + qnr pernetEûnt
- 

dbblénii.@refdiroffiIaruoTeane7E$1æ utlæ-srcÊsf er te

gradient de Pt. Et on rmdéûontrer le;

Drinronstratron:

Renarquons d'abord <IlJe si on se restreint arx ptrtiÊs Xtet Egde X en desslls desquelles

it n'ya qu'urr senl flui&. i.e, [v = 0 ] ou [S = Y] tfig. 1-2 et {-3}, alors otr neu'otnË la forme

classiqr,re &s équatisos de R.eynolds. f,n efïet:

r En dessr.s æ [y e X.w(y) = S(y] ] on arrniqrEû,etrt te fluide (t) et (+13) s'écrit:

({-r{} ;u"tuîl =*[tl #J

o En &ssrs æ [y € X.Y(y) = 0 ] * a uniqrrment le flûde G] et (+13) s'écrit:

.n/r"ruir=Ë[" #]

Théorème {-2:

Si les È:plrottzeses ,ât leaae -?-! soat ætistàitæ, alstt la aopnae Jfh(U+'I æt tie a

fihs i te F * eg srrr' tï.ntrs E"prær.'

s

({-r3) s.rur,ruir= lot 
* = 

[Ë 
. I ffiftl0

. l ts-v i '  l  s(s-v)2v
r  l -

L t tp*  {  Fe(s-Y)*FsY

ôp*l- l +

tuiJ

ôP*l- 
ay,JI'r

€ts ryalires ottt lieu,funs tt-tf t Frrrtll. i = 1,2.
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oa

æ

9-
:szîZ)

b

I

I

I

I

I

t .

I
I
I
I
I
I

15?, -

2?

tfierre +3)

0n rerouræ alors les rÉsultats e lltl qui obtient &s relations identiqræs à (+l{) et ({-
l]) par passûge à la limite, lorsqr.æ l'epaisseur tend rers zÉro, durs le cas de la prrâsence d'un
seul fluide otÉissant arx é<lmtions de Stokes.

DÉnontrons naintenant la relatioa ({-13} annoacÉe pr le thesrèûr. Por.n faire
apparaire SJltl.$ï) dans Iarelation (+ll) dulemne {-1. il suffir de choisir la fsncrion+est Ç

telle qr.E 
"t#]-it 

égale a * 
[#JÉ; 

et pour ériminer te terne génant durs cette relation.

qui Est l'intugrafe nlr l'intsrflcc d,g U fbrx que ccttc fsnction-tcst sit telle.qr.æ le saut
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-^à+
# 

est nur, ûn @ fqn@ tes bruqlbq{qq E-10} du

lemme i-l et aliant les pr-opriétés pr#dentes; de façan plus prÉcise:

''û e ?d = [t e Hrtrfl]; û= û srr .4r, ] ,, is = 0

It&]lrr " o<z*viv] I
' #(v:\- 

J La'=', 
*{v} < z < s{v} l-*- *[{oc'=-[P-Ï,- 

L[#-]t" " 
v{Y}<z<s{v}1 \ -',

' n Ë *ns, 
= 0 sr* 'd$: t', u,[*]inv(v)] = *[iîl,v.v(v])

F-appelons qr.re l'interface "ft, est iËfinie c{xttne ci dessor.s, noir les notations i1-3i à

(i-i) et ladetïnrtian iZ-t ) de l'application Sd,

4, =yftFl,l= ILt r"u r-
lo= [(rr,vr.z); {yr.yr)e r er z= s{yr.yr}}

r* = 
[(vr.vr.g]; 

(yr.ya]t Ta et 0<z < s{vr.ve}}

(figrrre +"{}



llne tbnctron Ç qtn vÉrifie toutes les conditions précÉ&ntes est lasunaûte:

( i - lË )  * *1=ç  e t  S2=Ç.=9 .

+ B e T$"ixl= [* Ë III{E]; 0=0sur f, J,nedépendquÊdelanariable y.

En etÏet. puisqtæ les tbncuons S et tP sûrrt supposées régrXrères, les restricuons de + à

['n prenant la fonctiûn Ç Oéfinie gar ({-16} cÊmrne foncrion-test dans la relarion ({-il} du
lesne 4-1. arec l'indice i = l, on aalors:

Ito ta= g, C) sonr dans &ns [11(no); de ptræ. Ëest cûûtinue àuarærs l'interface .d,,gseparant f]
ft Qs. qui est Ègale à [(nz]; ï€ x er z = v(r]]. car:

çt(y.v(y))= çÉ(ï.v{ï11= 
lts Pe s Y (5 - vJ 

I (y}.
FSy+Fg iS-y )

elle appartient dsnc à [It{Or); cette fonction i est nnlle sr.r l'interfac€.d6. elle est alors fus
l'espace ft:

t=0 surX cargg{y.O}=0 I
Ê = u sw Io car g{r5(ï}) = 0 l.--- û =ûslr dts.
+=0 sur I ,  carE=0 sur l rJ

Pour les aures condition-q on a:

. r, $tr.y(y))=ru$tv.viy))= Fs,rr Fe Ë 
- pt 

ll 
. 
Yarvr

àtol ô2ûÉ'  FsË = Fs;i = ?FgFsË.
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({-l?} ? Fg FE ui or 8dy=

ûncalcrrlle&arntenarrt f intégrale de fe &z=0 âz=Y(y). guls f intégrale & TÉ &

e = v{T} às = StT):

Y

J-',,=-*[* +

r 1t' t 
str)

=- 
1,.;f 

,'* dv 
l'.#Jlsdzdv 

*
' {'} I' Tt
I rî ln'*oo- I rr l***oo
! d'ov-lrIJ-

.f

=I
x

ry
t

sv'ts-vl l ,
th {S - s) * ttevj

5
f r

ln-"=-FBl+'*t

, sty)
lr
Itu*u, luio'Bdy=

" t g

En reportant ces égahtés dans larelatiou (4-1?) il rnent:

s(s-v)av ,r .
pe (s - v) * FgYJ
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t,.1.*[+.f ffiBdv
Puisqræ cette relation esr vraie pour roue fonction Ê de tf (X), dooc V g e nl(:), oû en

dÉduit larelation ({-13) pour I indice i =l; et il est clair qu'en r€preamt les calculs prÉcédenrs
alËc une tbncuon-test Ç te[e quÊ Çz = ç et Ç, = Ç* = 0. la fsoction ç étant la même græ celle

définie en ({-16}. on obtient la r.elation t{-13) pour l'indice i = 2. f.e qui æhèræ la
dÉnonstration duthéorème. tr

ûn va maintenaût consuuire lËquation qr.æ &it vÉrifier la moyenne JTlr{U*) de U*,

on en deduira ensuite celle qr.re ,fuit verifier la limite P* grâce à la relatisn (+13), et eûfin.

ærÈs avuir tÉnontré qr.relleqrres rÉgularités supplémeataires porJr P*, on iËters.inerales der.rx
limites 1I* et P*.

t-Zlldeatificatioa des liËitÊr:

0n va utilissr la condition d'inconpressibilité des derx flui&s (dv(d) =0) porr
construire une éçntion, qul alieufus lasurface X, qr,e doit yÉrifier la noyenne JL(U*) Oe

lalimite II*. Introduisoas d'abord l'espace suitant:

({-ts) H(div.x) = [, * [,2i1]; ovr(ç] =É 
H 

e r.2{l) et ç3 = o J

{u'on nuni du produit scalsire classiqæ:

({-1e} (r.s}rr(diy.x) = 
f 

te ot. 
I 

divy(ç} avy{ç} dï' Yr.8eH(dir,x}
xx
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fuut !æ .à,r.pwalener rzT"r ffzfue -TI. aloæ. gwtte à eruate lft?e lal;ruslfrte.

f t
i{-uifi | }ÛE or -=Ë sJul4(u*}= | u* * .*zzs H(div.El ràihle.

Jo' t0

et la atytnneJrL(U * 
) :r,€rille la csndltio* ,f Inæaprc5sihilite r,l.lrvwtte:

i{-Zr } divy(s.r}'lo{rr*}i = Et +(srnl*tuî} = o c*ns [.?(l].
iïôvi

Déuûnstratirn:

D'apres laderxiêne équation de (4-l). Û[ oÉ"irit,

oIûÊ.ûi * nb'iÛË.û)=n v{ e tËtort

Conne pour larelatir,rr ({-?} si on prend dans cene équation lafonction-test d tefle qr.n:

ff=B-JrL(B); JYL(B)=;;fo; aïËc I e Hl(r).{B independante de z}
Jaoo"
Q1

alors il vient:

rq-æI bo(ûE.a) * r b'(Û6.8)= Jru(B) ( bo(û6.r)+o b'(ff.r) ) v I e Ht(r)

0n rna naintenant faire appmaitre dans cette relation la noFane .rutûEl +e Û6. puis

ûn vaessayer de passer àlalimite. En utilisurt les erPrcssrons (2-11) des forues bilinéaires bi

dn E:
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( z.nr ( z ?1"r
. b'(ff.E)= | E +li B dydz= = | E | +lidz I dy

J i=r dTi J i-r J oVi
nrxo

r a.î'
= | I E + | ff" dv

I 
i=r dYi J

L

(car ff = 0 sr.rtr .&" . donc en panicrrlier en æS(y)).

(  z .^ r  (  z
* n'(ûË.1)= | : 5dyde= | : t l  ûi d{ôrir)=o

J i=l u?r 
J i=t

Q1 ô{?r

(

{carûE=ûsur.d1r.cos(â.2}=ûsurlafacelatéralelet J Ût â otr l=0d'après(Z-15}}
r

. bo(ûs.B) = 
I* 

I dvdz= 
I# 

dydz
Q1 Q1

r
= | ûl cos(â"2) B d(&)r) = o.

)
ôfi1

(car ff = [J sur 4e et cos(ôz] = 0 sutr lafæ latérale I ]

Ces relations sont rmlables V I e Ht{r} (a'ræc I in#penftate de z}, et la relation #-Z2l

s'écrit alors:

| : i'i'l- .
.|tF'#lufo'dY=n 

v'eH'(r)
, -E  

o

d'où:

2 . (

$-zi ' t  E+lÛlor=o oansH-r(r)
i=l tVi J
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lleb C'e9+è+1e+bà*èæe$3 :

f atr --, S dans (s'ror)).
ô 2  ô y i  6 + 0  d y i

et puisque l'qplication: 
s

s.Iï la: {+ f n*
d

est linéaire et est csntinr.re de LÎ(gfr) oans L2{l). alors d'apres le thÉsrèn e3-2,

ss
( (
l t t

I * rii * I ui o' dans &'{x}
lE d0

Êt:

({-â{i *|.fu]a,+ IH" 
dsrrss'{r}ovi 

J t.
o0

Le pæsage àlalinite fuis larelation({-23) divisÊe p* C, doaoe alors:

2 - f t

(+25) E+luTa=o dmss'{E)
i=r dY'i J 

'

0

0n va naintenant vÉrifier qræ ces crn\ærgences ont lieu non pas uniqrrment dens
A'(X) mais dans l'ægæe H(<tiv.X) defini par (f18). I1 est clair qræ læ drÉbits SJulr(U6) et

s.Il4z(u*) sont dans Lz(r) puisqræ d er Ursoar turs [.2(or). l;s égalires (+aj] er (#25)

monreût qæ ces #bits sont dæs Ë(div,X). de plrs:

I sn'tut' 1",*rr, - Itu%,ut)[,,. la'r$'x{'(u*})[,t

(arecC=sng(s)).
E

= lrro,.dlL,, =r ld|op,
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D'après l'estination (F8) duthéorème 3-2 on aalors:

m.#

fl sn"tut, [u,o,or, s c ô2

Le <tébir *t"nt*tut) esr &nc boraé <Hrs H(div.E). et gar conseqrrnt la cûn\Ërgeace
ô'

(4-Zi) reste valable tus EI(div.X) faible. Ce qui æhève ladémoasuttion. El

0n mit oainrenant qne si l'on remplace dans t'équatioa (+2lr le ëbit SJI/tr(U*) par sln

expræsion ({-13), on obtient rrae éguatisn yÉrifié par la limite P*. ûn va Êssocier à cene
équation les conditions au( linites qrre doit satisfaire F* sur le bord ôX, puis on vÉrifiera

gu'elle iÉtermine P* de façon uniqræ.

RaÊpelsns d'abord qræ le bord I de lasr.rface E aétÉ #conæse en derrr prties (t-{}. uoe
frontière Ï, {ui génère l'intérfsce latérale fluides-soli& (et les enrées-sorties snr lesqrælles

on irrpose une vitesse Us sutle) i.e f!. et une frontière T1 Cui génère les enuées-sorties des

fluides sr.r lesquelles on impose les conrraintes nornales Ê6, i.e f8.

(figtre+'5)
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$eur sisplificr l'ésriture, on ïB,iutroduire les rotatiûns sui\Ëntes:

I

({-2É}

IhéorÈue {-3:

[* '  * I
Lttp, 4

fts 
- Yr' +

L taPe

x8=

xÉ=

Xt  *XÉ

X?r? *  XÉEÉ

fuæ les hyyothêæs.fii ûhàffÈae t'1.. et si Ia lotzctton S tèiifie

(4-2?I 3 rr e ET EIle.Iæ S > u p.p ,faas E

alsrs la liat te P* æt'rlfitæzin*,1 Vne aanièrc tnigæ,Ms H t( f )par.'

É #t"#J=É*
2 _ 2

E * Sni = E Hi nr
i=l oyi i=l

P*=o

.fus X

({-28}
.r&r Tg

nr Tt

çæl ôP*=0 e t
h,

I
I  s P* dy=o;
)
x

Iestbtzctiaas X ar !{ ,ptzt tâîIniægwlæætatioas(+bl.



IIL 4 DtnUrcâmf,DtS lll{m.S rr s{r

f,Émonstration:

Signalons d'abord qtre lbypothèse $-nl n'auorise pas les coûtacts porfeits entre les
faces" iafêrier.rre et supérienre, du solide du type de la figrre ffi (i) ci dessoræ, a moins
d'approcher ce rype <h géométries par celles <k lafigure {-6 (ii).

â

(////[

s27

( i)

geomérie non Aurorisée
par lhypothèse (4-Z7l

(ii )

gfonétrie Aurorisée
par I'hypothèse (+27'l

(figure {-6}

0n a<hiàdeosntré ftns le théorème TZ (}læI que la linite p* esr indÊpffrdûûte de la
mriable e. Porrr obtenir laprenière relatioa e ({-æ) èns H-1X). it srrffit de remplacer durs
l'éqrntion (+21) le ëbit SJylz(U*) paf sûtr expression ({-13). ûr va rcir qræ la tirnire p* est
oans Hl(l) et qu'ûn peu alors donner uû sens arlx conditions als linites sur les bûrô T, et l,
ft E. Moatrons d'abord que thpthèse {ff,-26't imptiqræ lapropriÉté de coercivité suimrle psur
lafonction X:

t { -æ) 3qeBT teue$E Xrt l p.p dans X

En effet. d'après les notarions ({-?6):

s o l i J e -

x=*r**s =f*t+(s-y)3+!- s2w(s-v) I
ltzru tfu1 I t\(s - v] * ruyl
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tasurfrrce Èput êrrsoecorpoaæ en deuc rorffirseftbles t- +] *{'r s i I
Puisqræ les viscosites lro sont strictereûl positines et 0 5 v s S , qui est rme hypothèse

géomérique de ëpart (l-l). alsrs:

+ dans fv - r; vtvl' Ë )'

+ dans {v. r, vtvt s } }'

xr u'
96trc

xz ut
96ltg

LafonctignXærifiea1orslapropriété(#30).anprenan1pæexetP1eq=#

Montrons tndntenant qræ P* e Httt). D'ærÊs larelatioa ({-13} oa a:

t{-3e}

Puisque les fonctions EP et EÉ sont nryposees daris [.2(E] et les fonctions S et v soat

dans L*(X). il est facile de vÉrifier. cornpte-tenu & lÏrypothèse $-n). que la fonctisn M est

ans [.2{l}. D'après le lenne rl-Z s.fÏt"(u*) est d€ns t "(f), la rælation précé&nte iopliqne

donc gr.æ les derivrée, X 4 {i= l2} sont dans L2(Z). 0n en &duir grâce à la prspriété ({-F}
àïi

qræ les 4 *rr, æ* Lz(l) er par coaseqtÆnt P* esl'ms Ht{l}.- 
àvi

0n va oaintenant rontrer qæ Pt vÉrifie sur T, et Tt les csnditiûns au:r linites

annonc.ées par le théoràme. Cseseûcûos par lacondition sur lr:

D'asres (z-15) tafonction Ûs 
"rt 

nulle sur lafrsûtière I"= [(rrl; y É lr et0 < z < S(y]]; <nnc,

X 4 = Mi - sJùlu(û*) ms H-'(tl
ôvi

(+33)
f ,ær,r+ t'r
T8

| *, r rn",
rs

I d(fr) = .  n(T") I  o(I")  = o v8€L2(1")
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D'agrès [æ ll'æplication'trace' 11 :

Tn: H(<}iv.X) -) g-l( T") ( II(<tiv.X) esr defiûi par (+lE))
2

f  E çn(T") i=gn{ l r }

est lirréaire et est conunue. La coovergence ({-20; 6u lsmme {-2 ioplique alors, cûtrrpte-tenu
de {{-3i). que:

s"tl tLtËÛt).n(rr) 6 + 0- s. lul*(u*).n(Tr) =0 ærs H-i{T").

Si on renptace SJt{a(u*) par ssû erpression (t-Jï}. sachant qr.re P* esr &ûs Ht(t}, m

obtient lacondition au bord l" recherchée:

X vyPi. n{Ir} = !il. a{Ie} æns tt-i{ Tr}

Porrr obtenir la cffidition que doit vÉrifier P* sur le bord lt m ua rtiliser la relatisn

it-Z) du thÉorêne *-l en exploitanr l'rnfornarion supplénearairc: (p*e Hl(l)). qu'on vient de

dénontrer. En prenant darrs la relation ({-?} es fuactioas-test appartetrdrt à S( Qo}. a = g
puis os = t. on obtient:

({-3{} -F"ry=rî-g ( i=l.a) dff islâ(sè11'=st)
Ùz' O.li

Cene egalité s'obtient d'abord dans les g'(A*). mais puisqræ les fi et les S *rn
ôTi

in(Épendanres de lavariasle z et apDartiennent à L2(X), elles qpartienaernt aussi aw espaces
Lt(Oo) {a.=g. t} w les fonction S et Ysanr bsrnées, er ptr coûsâqrrnt cene €alité reste

nalable aussi ftns les Lr(Qo) (e = B. t). Les rËstrictons û 
Atl

tt 
Ë 

aw çL sÛnt Elûrs dans les

espaces ?f, Aerinis ci dessors:

({-35) 
#.i l ï= [*eLz{eo}; f; *r ' to-l } q*=st)
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Conne dsrs tes (Ëfinitions {.T?0t. â çnL sn peul naintarant donner uû sens aux
J

traces *- â. oe o:u sur des pæties S 6 bûrds àfto conne élénents & H l(S). 0n peut
ùz -ùz

alors intégrer Êar parties larelatisn ({-2} comme ci &ssotls:

| trul^ | rul
J 

- r" #t 
oroa. 

J 
- tsËÇi ovo'=

r+ Qg

= I ['t F,,] +, +",. f ['r #J i ava,*
f4 fr*

I nO $4, ]& +i o,*. 
I 

p* +i fr, otr] -o vîe ?r (i=r^a)

fuver

({-36) f l$arlo=o sur

En prenarrt daûs cette relation des fonctions-test i a'lrËtrt ltrr suDpcn ssts intersection

aræc f puis des fonctions Ë ayant un supprlrt ssrs intersectisû aæc .dg oa obtient:

vÇeti= [A.Hltr i i ] ;  f  =0srurd" J ( i=t i )

En tenarit crrrrpte de larelation ({-3{), on deduit alors ft lagrecÉ&rrte gtæ:

(4-Tù F* = 0 sur I.

Mais puisque P* est iodepen&nte de tavariable z et :

r ' [(vr.ve zl: (vtfùe I, et 0 < z < s(rr.rz]]
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la relatistr (4-Tl'l ioplique alors que :

P i=0(+38) * Ïr '

Le problèue aux tiu,ires (+æ) que doit vÉrifier P* est alors démoare. La derxième
relation æ ({-æ} est r,ure conséqrænce inrnédiate <b l'appartenance (}iæt& P* a dtnrl (i.e:

& moÏenne aulle sr.n Qt) et de soû inëpenduce ptr rappon àlaruiable z. Ea effet:

dzdY = P* ty

Les équatioas ({-æ} forment r.ro problèms aus limites classiqræ [25] et la propriété &
cærcivitÉ fi-30) perïDet d'alTirmer l'exisrence et l'uaicité è la sotrxion P* lorsqræ la meflrre
sr.rperficielte nes(T1) oe Ït est non nulle. Lorsqræ nes{Ï1) est nulle, ces égrntioas déteroineat

P* àuue cotrstffite a&itive prÊx puisqræ dus ce c6 la coaditioa de coapatibilité suivante est
satisfaite:

n=jP.dYe=jlt.
Qtz

I",
ïs

dr= I",
axx

I,
E

ôMi
ôYi

ai d(àX) = ni d(I")

Itais &ns'ce cas ar.ssi on a I'uoicité de la solrlioa grâce à la dersiène conditisn de (t-?9) m

,J'apres l'bypothèse $-nt J t Ot* strictenent posilive. Ce qui æhèæ la &monstradon drr
E

théorème. O

Lenarque {-l:

EqglaIæzs çrr'. qrûûe ,fu2s !æ car c/acn',3rræ. ta prcæiaa f d æ ,hteffilhæ 1w tes

à,îtÆtiotts 17-7"t,îu2àuueænstæzteallitirrprÉr. etlmr{IxæÊtte æRstaÊteaû acÈerur}a C

t\wp.frï.,t,* solvûûe aullerrrr Ol ùæp.Qt.,t.tæi ,rlaut ûtE,7tæ si tba nlalvæplâr Ëfrr

,#triètg æattzinta alaæ Ia lisite p*CrÊtarr elle atlcri ,#tfuia* à tme æû,rtæzte allltitv

pri;u, w,futr'Ë 'taf. la,pnrlitioa.' (P*= 0 mrÏl ) ,*ltts læ t4pntiaas H=nû,t æt à teaplaær 1w;
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(pt= r&re,rar:sfante mr d1). IAnc,fu-c les dran car.' oes(t"F 0 ou nes(Ï") r 0, IlÆiciti,*

P* aaaonc* Êor Ie thùnfue r;rfayelfiat est Lue ,na,Âlwa,æ ,h lhWotùèæ .h ,hprt. C at

ûolvanenullesur Ç21.. gui,funne la ,*luxièlrle,rra..lItioa,h H-.tg,,. D

Les conrærgences (3-e6) du théorème FZ n'étaienl valaSles qræ pour æs sous-suile

extraites de Ês. nais on vient de dÉnonrrer que rûures ces sorrç-suiles ænyËrgenl îErs l'r.miqr:e

solution P* de (+æ) et ({-Zg). on peu alors afrirmer maintenarrt que c'efl loue la suite Ê[ qt*i

vÉrifie ces con1ËfgençÊs. 0n va vuir gu'il efl de mêse Fouf Ûô. c'esr à dire qræ U* est

,Jeterminee <h façsn uniçre el pÊr coasèquent c'efl loute la flrile ff q,ti vÉrifie les

{fiuËrgences (3-?{) et (}21) duthésrèmeT?et noû pæ r.xriquement ufle sous-suile exlrÊi1e.

théorème t-{:

h-ist oî = { 

ul darrs $' i'e: si E < z < w(v)'

L Uï* dans frs i.e: si v(y) < z < S(y).

({-{0) UI = O dans Qr

,fuw les hypothèses rfu lÈærÉae 4--1. Ia liaire U* erl ,lËteraince +lkae aatz

ïui,ItEpat:

(i=13)

iùs:

({-{1) ul'= uf* - , . l'* * (s=-- *) .l[r!
21rs I Fs 'r * Fe (s - vUL -

-r[ (s-vl ' l [Pz lps * + Fg (S - ylJL '

(r-iz't uîÉ=ft][,-*. J[tf - FJ.

àP*l
àr" J
ôP*l
ùy.J

*is:zlt '  * lf*-a-.]' T |.u* * . Fr (s - v]JL' 5r,J



f,Émonsuation:

Puisqrre les fonctions fi et Ë ,, = l.|er* = g t) sûrrt indépeûdaûtes <b ta ræria$le s.. Ay,

l'egalité (.{-3{} iopligue que. pour y fixé. I'application z -Uf(Vz} Gst rur polynôrne Uf"
de degrt deux en z dans chaglre Qo (* = g I,I. Grfoe arx ctaditions arg linltes el aur iûterfffis
qræ doit vÉrifier Uï. * vapouvuir dÉterminer les æfficierts de ces denr polmôres.

D'aprês les relations ({-3{}. (+%)et (}25) les fonctisns Ui" dsiyËnt vÉrifier:

-urdTfl={-g
ù' oïi

*#='r-#
powy€ X er  0<z<v{y)

PourTeX et  V{Y}<z<S(Y}

(+{3} ufq (v.v(v)) = uls (y.v(y))

- *#,y.v(y)) = l,* # 
(y.v(y))

ufe{y.o) = o

uïÉ(ys(y)) = o

Les derrx prenrères équatioas rmpliquent qrre chque Uï" ot de laforme:

uf" {ï.s1=

où les ei et tes Ei sonr des fonctions de la rrariûble y rxriqræne:rt. En repûrtûtrt ces exgressions

dans les conditions aw interfaces ( z = v(y)) et dsns les conditirns alu linites (z = 0] er

(z = S(y)) de (+{3} ou détermine les coefficients Ai et Bi et on obtient les erpressioas (#{1) et

(+$L\des IIf" . Enfin. on sait d'ærès le théorène {-l que la troisième cd}ttrposarrtÊ IIT de U*est

nulle. tr

F"] 
z2 * lf(r) z * nitr) (i= r.zr1o, = g. t)*['t'''
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Ea iat$rant l'&!alile(4-].9-),*z=t à z=Y puis,h z= Y i z = S cf en fiûIÆafrt ler

r.reicrerle.#aâ terzrrr.. an tatwure la telatistz ({-13) gui lie te drhr? S d0<afi*I aIE {mÊî Eo ar eu

gratf,'ent,*' P* . Nanort ûe!reut,ntt&âtztwîpr etaûtir Ia telatioa (+T, arrlurl.t(1-13)pul'llrtte

prrw t 'oitenir oÊ a utilisé Ia t*ulæitê tt I tO1) ,tu P* gi a eiè ,fuodtt* etfu à ({- 13 } .

ta 7leut s'intèttsw at:rs/ atx ttlattaas çui lieat 'Ies ,lhhits ,* cùa7w llui,fu" âu.t

{ùt:es Eo et au gr,nlient ,fu Fx . îes ttlatian,r pvuwâr ête ohteatæs ttuBû€ ,æ gui q età lhtt

aaur itât',ti;. {1-13}, c'est à ,llte en cùolsissartl artrwieræaeût !æ {baclon*Bt + ,læzs la

rctation {q.-tl! ,lu læae 4-t .. sa? ellæ s bhtieanetzt {àcilmæt Êû iat&ræt I æalité (1-39} ,*

z= t  àz=Y pu is , *  z=Yâ z=5 . tno t t iæt ;

Y

s

i4-{.i}

Y
f .

luîar= *t lr*
{ 

tzPe L

3ps(s-Y) àP*l
ôyiJ

aF*l
ôyiJ

lre. (S - v) * FÉY

(+{5)

r f  v?(s-v)2 I-{L@ t'l rJ
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5/ f.EliUIE ET TOtrCLUSIOX:

Rappelons gue les résultats de conwrgeûces des parqrapbes précÉ&aæ ûût été

étattit non pas pow le wai couple vitesse-pression tU",ptl, solution du problème (l-?). nais

por:r le couple tff$61, #fini par (z-13). Hais sr m voir que cefie étude peu aous lenseigner

;'ur le cûtûFûrternenl asrluptûtique de la'waie" vitesse U6et de la "waie'pression F6- Résrrsons

d'abord les résultats esse:ntiels obterrus.

5-l) résuoé:

Ërâ*e àl'application:

$f,, E3 _* E3

ix1,x2,x3) SÉ(xr:rx s') =(vt,Tz.z) = (r1:2,f;

ûû s'est raoené àurr domaine il1=fff içrti in#pendsnt du parroÈre 6 et $]us les hypothèses

des thésrÈtes prÉcÉdeflts on adénsnuÉ les résrrltats de conrærgences suiwsrts:

(5-l ) Por.r lapressron PÉ on a,

. Ë6= F6o(sF )-t -- p* oans lj{or} faitte.6  - + 0

Lalinite P+ est déterninée d'une nær.ière uniqræ par:

É afxa'.1 =Éq
i=r fu t ôyiJ i=r ôTi
3 - t

ExôP'n i=EMini
i=t ÔTi i=l

P*=0

àPt. -  =11
dz

f
lsp*dy=o
)
E

,lartr I

\t
d e

ïr

J'llF

.f?ir

,lans $1
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Les fonctiorrs X. Xe, #et u sont données pr

. / ,e = [*t  .  I  svt(s-vl  I
Llztr* 

t lts (S - Y) * PgYJ

xÉ= fts-vlt  * !  s(s-v)2v I
L ttp* { }re (5 - v) * FgYJ

f ,=  XE *XÉ

- t{  = XgrB * XÉrÉ

{5-z}

$-3) Pour lavitesse UE:

. I ÛÊ=!uso[ 'J[i-t -ffiu* dans [,,(Qt) faiute
fô'

Lalinrte U* est donnée pËf :

o <Jans $r, (i.e si 0 < z < v(y)); $= L,Zi :

sî=g[v -,  * Y+' v (s - E) l [ 'e àP*l
"- t fr*[ '  "-av.I tg(s-vtf i  -  -atJ

. s. I rs - Y]'1 l[É - ôt.]' t l,rÉ y-pe (s - yUL - AnJ

r dans Qg (i.e: si v(y) < z < S(Y)); (i = 12) :

uî=ffl,-*.#['r- **J.
.ryt#*-Jtd #l

o Uf=O dans  Q1 .
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(5-{) Por.r la ûopnne de la vitesse d ou fluide (t). dffis la direction & x3. on a le

rÈsultat suivaût:

tl-3) Pour la ttïBnne de la vitesse tÉ du flûde (gt. dffis la directiofl de xs o$ a le

résultat suirmnt:

EYrY

fir
# j Ë**'=+,| Ëu'" siô- #Joi"

ûro

v
i . ,È Jur"= Ë f'.

'i[ffi['r#J

aæs !.z{nr}.

aæ+:

3 pr. (s - v) I l--* ap*l
a ts - vr -*l;-'i 

- 
ôrrj.

6(s-v) (s

t ' l
+ l !u8dx"==1,Io(s-Yl 

J 6r 
- ---e 

ts-v) J
U Y

-v)

!û6 .r=
ô ,  E  + 0

(s-v)
f

#Juio'
rf

oans [.2(nr].

arfec:
(s-'s)
I

13$Juio'-
Y

(s-Y)2f,. ,*** lf*lz.És L Fe (s - 's} * psyll-'

. l f  ts-YlY' l fre* L rr* (s - y) * irgyll-'

aP*l
ryil

ôP*l
aytl
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l.3-il Pour@Utæræ*nrii{fes flIer€Fæsladrecrion (F rs.

sn ale rÈsultat suiqarrl:

6 5 S

t l '
# i Ëu' *'=l ,|

t û

s

lû'a,- l Irî"6t  ô -+o  
o

oans n 
2(fir).

i3.''.rÉ+

i
luia'
)
0

= [*' * r ss'ts-vt l fre - qe]] .= 
Lt4'r'r@1" àhJ'

.[#.1ffi['r #J

5-2) Coaclusion:

Les résrrltats (Fl ) Pernerrent de it:stifier l'approxinalisn:

Ê6= pËo(sÉ )-t : p*

et puisque talimite P* est indÉpendante de lanariable z on 8-:

(1?) Pt = P*o$É = P*

De plr.rs, en multipliurt les éEntions qui dÉterminent P* pæ t3, on Detr faire æDtraitre les

waies épaisseurs: ôYdufluiæ (t). (ôs - trr) ounuide €l et ts ê l'enseoble des &rx nuiæs (0)

et (g); de façoa plus pnÉcise, fir prut renplær dæs cts equaûsns les fonctioas X. t' XSet H

resgectiwnent par les foactions X6. t'1t'dtt H6 derirues ci dessots:
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*u-ftovt '+r
L taPt I

xÉ= fcm - oYl'
L tzl*

xê= xâs +x6e.

L]es (ru)z (ôs - 6v
pe (ûS - tv) + FgôY

{t-8}
.  I  rs(rs-rv)rrv I- r

{ Fe (tS - û'r) . FCvJ

ME = XËeÉ *X6crÉ

Be mÊs.e.les rÉsrrltats {5-Z} sonrent l'approxination:

i5-s) uE = ô? u+oSÉ

et ûn wlt sflpaf,srtr* dsris l'expressian ûe û2U*o$F la waie wriable x3 = 6z et les waie

épaissertrs 6Y. ô(S - v) et ôS.

Potrr les rntesses ûorænnes ûn obtient &s rÉsrrltats analogr:es arx prÉcéènæ:

{j-r0}

ô1$' rg

f f
#lu6dx3=u'+Juïo'

00

É(s-v) (s-v)
i f

tT+FI.|u'dxsïû', '! 'Juio'
l f v

ôss
f(

+l+u6dx3=t'l luio'où 
J  ô .  rJ
00
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iffii !'isreæSæS}}*+*-rpé f€f {ts-seul fluide.

(v= t ouy= S) sn retrou\Ë rxle forue des Éguations de Reynol& classiqæs:

' 2

E
i=1 #[0" *l

{ ' ,=Ér,
dxi i=l

2

EStusl*ri]
i=t OIi

,fu2,ç t

sr.r ï,

.lt.lr It

2

E
i=1

ni
t1-11)

F*=0

ôP._ = Q ,fârer Ol

P6=F*

{3-13}
6S

f
1 l
65J

0

ur dx. = (ffii' fr qd
'  

lZp  t '  dx i , l

Dans le cas <Lphasique cûûrlte le notre (i.e: l'interstic€ A? esr occr4É pr derx fluides

non mrscibtes it) et tg)), Les rÉsrrttats de cette ptrtie III montrent que les équations qui

rÉgissent l'â:ouleoent asynptotique, superposent ar.u lois de Eeprolds classiqnes, écrites pour

chaqrre nûde, des teraes & couptqe fluide-flui&. Les noptrnes & lavitesse sur l'épaissew

<h chaqræ fluide &pendent non p8s uniqrremeat des forces wluoiqæs et æs gradients de

pression exercés sur (€ nuide, mais d'uoe combinaison lisfuie des forces et des gradients &

gression erercÉs sur les derx pbases. tln renarqræ alors wre aoalogie eatre ces -équâtioas de

ReTnolds genér€fisées" et les 'éqrntions de Darcy geaérafisees" obtenræs par la métho&

d'homogenéisation dans la prtie tI préoédente.

Enfin. Remarqr.nns que ni ta courbure rnolttroe t'ui la do,nnée O6 (verifiant (H))

n'interyiennent durs les âçntioos linites qui d?t"rninent U* et P*. tla obtieadrait donc les

nênes résr:ltats si l'oa avait negligé au depan les forces cagillaires et les efforts surfaciqtres

dÈvant les forces rcluoiEæs É
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Résumé

Notre travail est une contribution à l'étude du comPortement asymptotique des mi

hétérogènes ayant une struclure géométrique périodique' Les outils essentiels ulilisés so

méthode d,homogénéisation et la méthode des perturbations singulières. Le travail s'est lait en trois

par l ies:

La première partie est consacrée à r'étude du translert simullané de chaleur et de masse dans

un mirieu poreux humide. on clarifie rinfluence des phénomènes d'évaporation-oondensation sur la

conductivité thermique apparente, er on érudie ra dépendance du comportement global du matériau

par rapport à r,ordre de grandeur reratif de deux petits paramètres: ra conductiviré de la phase

gazeuse et la taille caractéristique des pores'

Dans la deuxième partie, on s,intérèse à l'écoulement macrosoopique de deux fluides non-

miscibles à travers un milieu poreux. Lss 'lois de Darcy généralisée' classiques sonl réeraminées

d,un point de vue théor.que en utilisanr la méthode d'homogénéisation. ll est apparu qu'elles devraient

êrre couptées, de façon à prendre expricirement en compte res interactions aux interfaces fluide-

f lu ide.
Dans la troisième Parrie, on étudie l'Ôooulement asymptotique de deux fluides imrniscibles à

travers des interstkæs de faibres épaisseurs entre deux sorirres. Par une méthode de perturbation, on

établit des équations limires qui généralisent la loi de Reynolds classirque au cas diphasique, en lui

supperposanl des lermes de couptage traduisant les etfets d'un fluide sur l'autre'
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