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1.1 Généralités sur les composites

Les composites s'imposent dans tous les secteurs ou les proagres
technologiques neécessitent de combiner des proprieteés (mecaniques,
thermiques,diéléctrigues,......) que ne posséde individuellement
aucun materiau .

Les fibres sont en géneéral des composes de matériaux dont les
_liaisons-intératnmiques sont Tfortes et stables.On cite:
—1'oxyde d'aluminium
-le carbufe dg_silicium
—-1'oxyde de ;;Iicium
gui sont caracteérisés par leurs légeéreté,rigidité et leurs durete.
Toutefois , ce type de matériaux casse facilement et c 'est pour
cette raison d 'ailleurs que leurs utilisation comme materiau de
structure est treés limitee.
Pour remédier & ce probleme ., ces fibres sont integrees dans une
matrice faite d'un autre matériau ; cette matrice lie entre elles
les fibres et assure la solidite de 1 'ensemble.
La résistance mécanique et la rigiditeée d'un composite deépendent
avant tout du matériau du renfort , mais la matrice apporte ses
propres gualites .
Trois catégories de matériaux composites sont & distinguer selon

la nature de la matrice:



-Les matrices organigues (température d'utilisation limiteéee a

(200 <+ 30P °C) formées & partir de resines organiques thermopla-

stiques ou thermodurcissables.

—~les matrices vitro-céramiques et céramiques employées dans des
applications a hautés tempeérature.

-les matrices métalliques ,a base principalement d ‘alliage de
magnesium , d'aluminium ou de titane , sont utilisées a moyennes
températures:

-jusqu’'a 399 °; pour l'aluminium et le magneésium
4 .
~jusqu'a S590@ > 60Q°C pour le titane

Dans ce travail on s'intéeresse surtout aux composites a matrice
métalligue.Les renforts utilises dans ce genre de composites sont
de trois types : [11]

-des filaments continus de gros diametre (100 a 200 pm)

—des fibres multibrins de diamestre (7 a 28 um)

-des whiskers (diameéetre mois d'un pm — longueur quelques

centaines de um)

Une description plus deétaille de ces renforts a eté donnée par
Rocher [21 .
La mise en oeuvre des renforts fibreux au sein d' une matrice
metallique se fait grossiérement de deux manieres:

-dans le premier cas ,une preforme est realiseée a partir des

fibres puis imprégnee 4 1'aide de l‘'alliage liquide.

—dans le second cas .le renfort fibreux est d'abord inpregne
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par le métal liquide et le demi produit ainsi obtenu est

utilise ensuite pour realiser , par compression a chaud .des

formes massives.
Dans les deux cas , divers paramétres influencent le comportement
des matériaux composites :

- la fraction volumique

- la morhhologie

- l'orientation et la nature
desi:ombosants (fibres et matrice).
C 'est pour cela ique les speécialistes de la conception peuvent
choisir avec une certaine liberté ,a la fois la composition et la
structure intern? des matériaux.
Cependant , pour répondre a un cahier de charge bien deéefini » 11
est nécessaire de connaitre 1 'influence de chaque parametre
définissant le matériau sur son comportement .Ceci n'est toutefoics
possible que sur des bases theoriques solides qui permettent de
prévoir l'effet dé chaque variable sur les performances du produl:
Comme les materiaux composites sont examinés en tant gue
matériaux hétérogénes , on pourra alor; considére que les progre:
qui ont eu lieu dans ce domaine sont 4 la base du deéveloppement
des méthodes utilisées pour étudier le comportement des composite:
Ainsi gridce a 1'étude de 1'"hétérogeéeneiteé elémentaire” faite par

Eshelby [3] ,et au-dela des modeles simples de Voigt [4],Reuss (s

et Hill [&6] ,se sont développeées des méthodes statistiques syste-



matigues gui font intervenir l'ensemble des fonctions de corre-
lations des constantes elastigues des constituants (Kroner [73]).
Des methodes intermédiaires ont été développées par. (Kroner (8],
Berveiller et Zaoui [7]).Ces méthodes fournissent des resultats
éxacts dans le cas des milieux parfaitement désovrdonnés (kroner
{73) 3 elles sont constitueées par les modeles autocoheérents.
Dans la premiére partie de ce travail , on utilisera le modele
autocoheérent 4 un site pour deéterminer les propriétes thermo-
clastiques effectives d'gn matériau composite a4 matrice metalique.
2 '

Ces proprietes sont

- les modules élastiques

-les coefficients de dilatation thermigue

-les tenseurs de localisation des contraintes (déformafions)

meécaniques et thermiques;
Certains travaux expérimentaux portant sur les matériaux
composites ([1@31,[11]1) ont pour objectif, la mesure des vitesses
de propagation des ondeé ultrasonores , afin d'en deéduire les
contraintes internes .Ceci n'est cependant possible gue si les
constantes €lastiques du troisiéme ordre du matériau etudie sont
connues.
Dans la deuxieéme partie,nous proposons donc une méthode de calcul

de ces coefficients , méthode qui consiste & adapter le modéle

self-consistent au cas de l'elasticite non lingaire .
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1I.1 Introduction

Les matériaux composites utilisés comme eléments de structure
dans les domaines de haute technologie ( les industries

aero-—

spatiales,automobile ,.. ) sont soumis dans de nombreux cas & des

spllicitations thermiques ( turboreacteur (19¥P°) ,statoreacteurs
a combustion supersonique (1738°%)

, cone de missile.....).

Les constituants de ces composites ne se dilatent pas de la méme
maniere (tableau ;I.l).

Cette difference dans les coefficients de dilatation thermique,
engendre des contraintes thermiques qui peuvent conduire a4 une
plastification ou une rupture tntale;Ceci justifie la necessite de
déterminer le comportement thérmoélastique des composites a partir
des caracteéristiques des fibres et de la matrice.

Une critique des theories prévoyant le compor tement thermoélastiqu
des composites a fibrés unidirectionnelies a ete faite ps
C.C.Chamis et al [1]);dans son travail il = brievement rappele les
différentes méthbdes utilisees pour gtudier les composites a fibre
unidirectionnelles , et a compare les résultats obtenus par ¢
méthodes aux résultats expeérimentaux.

Oon peuf alors considerer que le probleme des composites 4 fibres
longues comme partiellement résolu.

Cependant .1 'étude des composites 34 Tfibres courtes pose de

nombreuses . difficulteés liees a4 la diversite des parametres
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Matériaux Coefficients de dilatation
thermique
o oK
Cellulose naturelle 5
(bois,coton,paplier) 7.19
-phenalique
: )
plyster HT 35.1@
Kermel 4 -5
; 2w.1a@
Nomex
. -4
Acryligue 28.1a@

é 1 - 1 —
Dérives ce?lu1051ques S¢. 10 &
(nayonne,viscose)

-6
Teflon 360.10
. -4
Aciers 19.10
Alliages -6
c3.
d'Aluminium 10
Cu1Yres et Eﬁ.lﬂ—b
alliages
Alliages Nickel 13'10—6
Cobalt
Alliages t1?an? 8.10 -6
Tartale , Niobium

Tableau II.1

Coefficients de dilatation thermiques de
guelques matériaux.




caractérisant ces matériaux—-(forme,orientation,repartition,....
Celles ci ne proviemnment pas de la formulation du probléme thermo-
tlastique ,mais plutét des méthodes de calculs utilisees pour
deéeterminer le comportement de ces matériaux.
Ainsi les composites & renforts sphériques ont ete éetudies par
Kerner [21 , Levin [3] , Scharpery (43 et Budiansky [5].
En utilisant une approche variationnelle ,Rosen et Hashin [é] ont
adapte le modéle de Levin (concernant les compositesbé deux cons-—-
"—tituants ) au cas d 'un composite anisotrope.

,
Laws[7] a déterminé le comportement thermoélastique des composites
anisotropes en se basant sur 1l'approximation autocohérente de Hill
[2413.
Pour les composites & fibres courtes unidirectionnelles Nomura et
Chou [B] se sont basés sur la méthode du tenseur de Green pour
trouver 1'expression des modules thermoélastigues efféctifs sous
forme de développement en seéeries.
Le travail actuel porte sur l'amélioration des méthodes et outils
de calculs permettant une meilleure prédiction du comportement
effectif des matériaux composites.
Dn introduira tout d'abord la loi de comportement thermomecanique
locale et les tenseurs localisation mécaniques et thermiques
reliant la déformation totale locale & la température ( supposee
uniforme) et 4 la déformation macroscopigue imposees.

Par 1 ‘'intermédiaire des relations de moyenne usuelles , on en

déduit le comportement global a partir du procédé d 'homogenei-—
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sation classigue.

Pans le cas des milieux microhetérogeénes et macrohomogenes , les

tenseurs localisations sont établis & partir d'urne eéguation inte—

grale obtenue en introduisant un milieu homogéne Tictif dans les

egquations de champ et de comportement . L'équation integrale est

resolue par une approrximation autocohérente.

I11.2 Position du probleme

Le but de ce chapifre est de déterminer les propriétes thermo-
€elastique des ma;ériaux composites .considérés comme materiaux
macrohomogénes et microheterogenes.

Soit un milieu infini de volume ( V ) ( fig(ll.;) )  macro-
homogeéne et microheétérogene initialement non contraint(sans cont-
raintes internes thermiques ou plastiques).Ce milieu subit une
variation de température ( © ) et est en equilibre sous 1'action
d'une contrainte T ou d'une deformation Et(macroscopique) s imposee
sur la frontiere,il est nécessaire d'établir la relation entre I,

E et © et de prédire les phénoménes de localisation des

contraintes.



Figure (11.1): représentation du volume (V)

11.3 Loi de comportement locale

En thermoélasticite lineaire , interviennment deux phénomenes
caracteéristiques coexistants dans le matériau:
—-1‘un de nature élastique
—1'autre de nature thermique

La déformation totale ( € ) dans ce cas, est la superposition de

deux composantes:
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- E i g - -~
- = : deformation dae au phénoméne elastique
th . . th
- £ : deformation thermique (8, =« © }{i,ji=1,2,3}
1) 1) ! o
ou
aij est le tenseur de dilatation thermigque
et
© : variation de tempeérature
e
donc: £, . = € . + € Fh
, ij 113 i}

Dans ce chapitre on tiendra compte des hypothéses suivantes:
1-1la tempérafure du milieu etudié est uniforme (domaine
thermostatiqse ou thérmoélastosfatique {7l
2-rnous negligeons les phenomenes d'inertie
3-nous nous pLanns dans le cadre d'un comportement lineaire
contrainte-déformation
4—1'état de déformation du solide,évolue dans le domaine pre-
plastique (pas de plasticite)
5—-les coefficients d'élasti;ité {du second ordre) ©. ikl sont
indépendants de la température absolue .
les hypoteses (2,3,4,5) forment ce qu'on appelle les hypoteses
de petites peérturbations (H.P.P).Dans ces conditions seule la
relatioﬁ déhDuhamel—Néwmann .,qui traduit la rigidite ¢lastigue
du matériau suffit pour deécrire son compor tement local.
La loi locale de conservation de l'énergie et 1 'ineégalite de

Clausius-Duhem permettent d'exprimer la contrainte sous la

forme.




g . =4d / Q£ ) ,
ij P ij (WS
ou @ est l'énergie libre volumique de Helmoltz.

Dans le cadre des (H.P.P) les valeurs ( € _ ) et (@) sont petites

11}

(et nulles a4 1'etat de reference ».

Ainsi le développement de | 'énergie libre volumique

voisinage de ( € . =@ ) et ( @ = @ ) en série des (E_j
i

11

( en négligeant les termes d'ordre supérieur a 2@ !

= + 1/8 e c -3 e ® +
p=2, ©ijkl Cij Kl Bij "ij

’

( ¢,) au

) et (@)

(I1.2)

Ou 2  est l1'énergie libre volumique a l'etat de reférence.

Nous en déduisons d'apres (I11.1) la loi de compoartement thermo-

eélastique reliant "la contrainte (o) 4 la déformation totale (£ )

et & la temperature @ :

= e - 4., ®
T35 T Sijk1 "kl Bij

ﬁij étant les cqefficients dé contrainte§ thermiques.
Un raisonnement analogue utilisant 1'énergie libre de
conduit 4 la loi de comportement :

£ = o c]

+
i3 Tijkl Tkl ij

®ijkl

IDL3)

Gibbs [91],

sont les composantes du tenseur de complaisances et

X, . les composantes du tenseur de dilatation thermiques.

1)

La relation (II1.3) s'écrit donc d'une facon équivalente en intro-

duisant les coefficients de dilatation thermique (

. Yy

ij
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g, = C_ . { € - ©) )
ij ikl k1~ %k1 (Il.4s.

Cette forme de loi de comportement est valable en tout point r du
milieu .On s'en servira pour deéterminer le comportement elastigue

global des milieux thermoélastiques infinis microhéterogenes et

macrohomogenes.

I1.4 Propriéetes thermoelastigues effectives

En un point r du milieu , la loi de comportement local s'ecrit

spus la forme: e

T (r) = c (r) = (r) - 8 (r) o (11.59
i3 ikl k1 Bij

ou par dualité en introduisant le tenseur de complaisances locale

-~

s(r) 3

€ (r) =s._ . _{r) (r) + . {r) © (11.6).
4 i1 Tkt i H-e

Le comportement thermoélastique global du milieu microheterogene

ef macrohomogéne reliant les contraintes Z,la déformation E et la

température © s'ecrit sous la forme:

eff eff
=t - 0 3 (11.7)
Eij k1 S Bkl T %y ’

ou de facon éguivalente :

eff eff
= [ -3 @ (11.8)
Eis 1ik1 Bk T Py '
eff eff .
= 8§ z + () (I11.9)
Bi; 13kl “k1 % .
T Tf ff . .
?,f . [?, . a_?ff ﬁ?_ sont les propriétes effectives
ijkl ijkl i i
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du milieu homogéne équivalent ( M.H.E ).Celui ci est defini comme
e¢tant le milieu homogene dént le comportement est le méme gque le
compor tement macroscopique du matériau microhetérogene considere.
Les coefficients effectifs définis précéedement vérifient les
relations :

~1

Tf ff fT f
[ il 1 = 5% et R il (11.19).

Puisque le milieu vérifie les hypothéses de Hill ( i.e pas de
forces volumiques ,le milieu subit de faibles déformations,taille
de l'hétérogénéit? est petite par rapport a la taille du milieuw),
on peut alors définir le volume (V) global du milieu en tant que
volume representatif (au sens statistigque) et on lui associe la
valeur moyvenne vaiﬁmique notee ¢~ . ) .

Les contraintes et les deéformations Z et E sont alors reliés aux

grandeurs locales correspondantes par les relations de moyennes

usuelles de Hill-Mandel :

.. = 1/v J o.. {(r) aVv = ( o, (r) ) (I1.11)
1) 1) 13}
et
E.. = 1/V } L (r) dv = ( €__ (r) ) (I1.1l2)
i) i : i

Afin de deécrire le comportement global & partir de la micro-
structure du matériau ,deux relations de localisation reliant les
grandeurs locales aux guantites macroscopiques correspondantes

sont introduites (Laws [7]):



o.. «r)=B_. (r) X + ) €
ij ijkl k1 by r1 e (11,13

£__ {r)= A, . (r)
i

E + " »
1) ikl kl i (rr e 7 CII.14)

Les tenseurs a A ,B et b ne sont pas indépendants du fait des
relations (11I.9) , (Il.6) ,(I1.5) et (1l.B).

En passant aux valeurs movyennes , il est evident que:

A = 1 ., a =@
B = 1 , B =0

ou I désigne le tenseur unite d'ordre 4.

En portant (II.B%-dans (11.137,0n obtient:

Uij(r) = Bijkl(r) [ ci:;n E on " ﬂiiff ] ] + bij (r) © (I1.15)
et & partir de (1£¥5)
Eij(r) = Ci;il (r) Eklmn(r) [§:;q E bq

—c;§k1<r) [ B, .. ﬁz:f— b (r) — ®,,¢r ] @ v

En comparant cette relation avec (Il.14),0on a donc les relations

suivantes :

- ¥ |
Aty =ct (B ey =77 (11.177
ijkl ijmn mnpg pakl
a.. (r)=-c - [B () 85T - b (- _(r) ] (aram
ij ijmn mnpq pg mn mn

La détermination du comportement thermoélastigue macroscopique s
eff eff eff ) .
raméne alors au calcul de [ et @ (ou ) ,a& partir de

cir) , fA(r) { ou & {r) ),des tenseurs localisation A et a et des

relations de moyenne (II.11) et (I1.12).
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On a & partir de (11.5) et (1Il.14)

ir) = N S b A (1) (r) o - 5 -
o 0T cxakir [ K 1mbT Ernn + akl\r) @ ] dij(r) Q (11.19)

soit & partir de (I1.11)

.. = (c. . fr) A (r)y ) E + (c,  (r) (r)— ( ) © .
i ; lelr kir) o clelr akl r) ﬂij\r)) © (Il.ev

par comparaison avec (II1.8) on obtient:

(=TT - I ERGE (11.21)
ijmn ki kimn b
reff
3 = - | (r)—¢3 ‘ .
‘13 leir) a kir) ‘ij(r) ) (I11.22)
-~ 1 T
la formulation duale permettera de determiner Se et ue .

A partir de (II.6) et (II.13) on a:

£ (r) = B (r})Z +b (r)®]+ o (11.23)
i; 7 T S5l » [ B An B kb (r ] ALY 3

soit & partir de (Il.la)

(r> B (r) Z + (s, . {r)Y b (r) +a_ _(r) ) © (Il.2%)

E
ij 1JP1 klmn mn ijkl k1l ij

par comparaison avec (I1.9) , on obtient:

eff )
= ( (r) (11.25)
S5 3mn S k'™ Brimm
eff
= b )+ &,  (r) (I11.26)
%5 ; Si5ki™) P od” ij
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on pourra remarquer gqu'il serait faux d'écrire que la deformation

macroscopique thermique est la moyenne des deéformations microsco-

piques :

soit E.. # x, . {r) o)
1 1)

par contre d'aprés (I11.26)

Eth = ( s (r) b (r) + & (r) )y @ (11.27)
ij ijkl k1 i e
le terme Sijk&r) bkl(r) ‘ traduit les intéractions thermo-—

¢lastiques entre leg constituants du milieu.

ff
On obtient une autre formulation plus intéressante de ﬁe { ou

ff
ae ) & partir des relations analogues & celles de Levin £31.{Pour

les détails concernant cette méthode se référer & 1'annexe (A1) .

Reprenons les relations (A1.8) et (A1.9)

eff

qij = Bkligr) akl(r)
eff

Ry = Ak Bt

ces expressions et les relations (I1I.21) et (I1.23) montrent gue

les coefficients effectifs ne dépendent que des proprietés locales
et des tenseurs de localisation mécaniques A et B.

Dans notre cas , les proprietes locales sont invariables en

fonction de la température . 11 en est de mEme des tenseurs

effectifs.

Les tenseurs localisations ( & ou B ) et les tenseurs effectifs
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peuvent €tre alors déduits en considerant simplement le probléme
isotherme.Cependant pour deéterminer les tenseurs de localisation
de contraintes et déformation thermiques,il faut tenir compte de
la température.

Connaissant le comportement local , défini par 1les tenseurs c
(ou s) et # {ou «#€),il ne reste qu'a définir les tenseurs locali-
sations A et a pour en déduire les modules effectifs.

Plusieurs méthodes sont possibles ( [1©1 , (111 , [121 ) . Blle

constituent _néanmoins toutes une approrximation de 1l'équation

.
intégrale qui sera présentée dans le paragraphe suivant.

11.5 Teﬁseurs de logalisaticn des deformations

On deéterminera les tenseurs localisation de déformation
mécaniques (A) et thermigues (a),a partir de 1l'égquation inteégrale
qu'on résoudra ensuite en utilisant 1'approximation autocoheérente
4 un site.

11.5.1 Equation integrale

La démarche générale consiste & considérer le milieu héterogene
comme un milieu continu & microstructure devant satisfaire :
~les équations d'équilibre (en absence des forces volumiques)

T. . Ar) = @ (11.28)
1 J

Js
—-les relations de comportement

= ) € (r) - .t @ (11.29)
cij(r) cijkl(r K1 t3 ij
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—les relations cinématigues

€ {r) = 1/2 (u , (r) +u . (r) ) C1I1.38) .,
ij 1,9 J.i

En tenant compte de (11.38)et de la symétrie de(c) [ c. . .=c =
\ ijkl ikl

c.. ] l'équation (11.29) devient:
ijlk

} ry - B, (r) @ (11.31).

= C (r u {
ij ijkl kyl i

Les relations (11.31) et (11.2B) nous permettent d'ecrire:

(r) (r) - 1 (r) ¢ =g (
[ €k ‘T uk,1 r ‘ij r) @ ] 3 @ (11.32).

En introduisant un milieu homogéne ( sans microstructure ) de

coefficients thermoeélastigues Czjkl et @3° . tel gue:
’
C (r)y = ¢° + § c (r
ijkl ijkl ijkl
19 I td (I11.33)
. . (r) = f° . + &8 . ()
ij i) - i
1 'éguation (I1.32) s'ecrit alors:
c? u {(r) + sc {(r) u ) — { 2 + & 83 )y @ = @
ijkl Yk, 13 ikl k47 B3 5T 1.;
(I11.34;)
ou
2 (r) + ) (r) u (r) — &8, ) © .= 9
ikl k.15 " [ o™ Y, ¢m Bi§r I, ;
avec A%=co%x® et f=cu

Consideérons la partie entre crochets comme etant des forces

fictives (fi(r) ) tel que :

= (r) — ) )0 . (I11.395)
fi(r) [ 6cijk1(r) uk!1 r ﬂigr ] ;

.

La résolution de (I1.34) est obtenue en utilisant la technigue du

tenseur de Green ([ ka(r—r') ] d'un mileu infini (de constantes
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élastiques c? ) . Ce tenseur traduit le déplacement dans la
direction ( k ) en un point r du milieu , gquand une force
unitaire fi = Sim § (r - r') est appliquée en un peoint r' dans
la directionm . 61m gtant 1le symbole de Kronecker et &{r-r')

l1a distribution de Dirac .

G km est defini par :@

o G -r') + & ) -r') = .
cijkl km,lsr r im {(r—1r') @ (11.36)
Pour un milieu infini de volume (V) 1la solution de (I1.34)
s'eécrit:

’
u (r) = u® + J G (r=r') f_(r') dv' (11.37)
m m Vv mi : i

En tenant compte de (II.33) ,on a:

= ° + (r—r' Y {r') (r')=4¢& 'Ye dv'(11.38)
u (r) ue Jsmi r-r )[ €587 uk,1 r ﬂigr ]’-.

En intégrant par parties :

= u® - - ! (r')+¢$ "1el dv'(11.39)
u (r) ue jsmi’jsr r )[ Sc i§E1’ Mt ﬂigr ]

La déformation totale s'obtient en tenant compte de:

dG  (r—r') 46  (r-r')
. . = m = - mi = -6 . . (11.48)
mi, 3 dx’ dx misd
J J

donc finalement:

=g0 - ') £ {(r') =& (r'ye Jagv'(11.41)
€ mér) :mn+jrmnkl(r r )[ sc kiEj i K1 ]
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avec

£° st la déformation du milieu homogéne soumis au mE€me chargement

que le milieu hétérogene et

rmmi‘i—r ) = 1/2 [ Gmkfmr ) + Gnk:%r ) ] (I1.41)°

L'éguation inteégrale (Il.4l)inclue celle de Dedrichs et <Zeller

{111 pour un milieu elastique hétérugéﬁe L g(r)@ =@ 3J.
Elle est aussi en accord avec les résultats ¢tablis par Berveiller
et Zaoui [163 .Sa solution permet de calculer les tenseurs loca-

lisation A et a_.Lg complexite d'une telle‘équatioﬁ nécessite le
recours a des simplificatioés oq approximafions conduisant a tout
un ensemble de modeles ( [131 , [143 , [131 ) .Parmi ceux ci nous
deéeveloppons l'apﬁfoche autocohérente qui a 1l'avantage d'Etre

relativement performante et générale ,tout en ne nécessitant qgue

des moyens de calculs limites. »

11.5.2 Approximation autocohérente (a un site)

Cetté approximation e;t développée dans le cas des milieux
granulaires . Elle a éte appliquéee aux polycristaux par
Hershey [15]1 et Kroner [161 .Elle consiste a faire un choix parti-
culier du tenseur C° et f° et remplace les interactions entre une
hétérogeneiteé particuliere (1'inclusion) et le milieu reel envi-
ronnant par celles entre une inclusion et.le milieu homogeéne &qui-

ff eff .
valent (qui a les proprietes CE et @ ) considére comme
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matrice 4 comportement anisotrope.

Cette methode a eété elargie au cas de plusisurs sites par Fassi
fehri et al. C17] . Pqur des comportements @lastoplastiques , en
transformations finies ,la méthode autoconhérente a &té proposee
par Lipinski et Berveiller [181.0n se limitera dans ce chapitre at
cas de la thermoeélasticite lingaire et a4 l'approrximation auto-
cohérente a8 un site.On tiendra compte de cette approximation (C¢

= [Eff et o= ﬁEff ) pour rescocudre 1'équation (II1.41) et avoir

ainsi une expression significative des tenseurs A et a.

Reprenons l'équaﬁjnn (11.41)

= r) = &° +kmnkl(r—r')[ Sc K55 i (r') —6@ (r')o ] gy
Pour resoudre ce%te égquation intégrale (dans le cas d'un milieu
granulaire) ,nous faisons appel a une approximation qui consiste
4 prendre 1la deformation (totale) dans chague inclusion comme
etant la moyenne volumique de € (r) (dans 1'inclusion) .

On négligera 1l'héteérogeéneiteée dans l'inclusion ,qui apparait dans

certains cas [1%1].

Le champ de déformation en un point (r) du matériau prend alors

la forme suivante:

N

£ (r) = El £ Y (r) {I11.42)
J =

i 1

N &tant le ﬁombre total des grains du milieu granulaire.
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De méme ,o (r) , dc(r) et §3(r) s'ecrivent sous la forme:

N
1 I
{ =
o (r) Igl [ § {r
N 1 I
6c(r)=1§1 éc Y (r) (IT1.43)
N
- I I
:5‘(3(r)=1_2._.1 R Y (r)
avec
0 sir &V
) I
Y {ir) =
1 si r E V
'3 I
1 I Tf
et Sc” = ¢ - C° . sal=al-g®

En introduisant (I1.42) et (11.43) dans (11.41),nous obtenons

N

1 I 1 1 |
£ (r)= £ + £ | Ar-r") Ky £ -8 ) ' ' .44 )
L JvleE r [ lms mn akl ] Y (r')dV'(IIl.a4)

1) i3 I=1

or r (r-r*) YI(r') dav' = r (r—r') dV'
v VI
I
v représente le volume de 1'inclusion ou du grain I.

Donc :

I

N
1
€ = g9 + -r') ) € -
157 157 &1 [TaskITT [ *k1ms mn

1
av' (I1.45)
i I Sﬁklo] M

VI

Em utilisant la relation suivante traduisant la moyenne volumique

de =(r) dans l'inclusion :
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€ .= Y /7 ¥V £ y
i3 Iij(r) d LIl.a6)

on obtient:

1 N 1 : J J
£ = €9+ L SWARY; r.o. (r=r*) [sc £ dv'
ij ij J=1 ~VI ~VJ ijkl kimmn mn ]
N T ) ] (11.47)
-z 17V r. (r- r')[(é‘t3 )y © Jav!
o Job 7 ijkl k1 ]
En posant :
1J I
T = 1/V J I J 3 F{r—-r')ydv'
v V)
1'équation (11.47% se transforme en:
N
I 1J J J J
e, = €% + T T, [ Sc £ - &R 0] (11.48)
i3 13 50y ijkl klmn mn kl

1 1
En supposant que C et B sont connus , le systéme d'équations
(11.48),pour un milieu granulaire est un systeme d'équations avec
. .. . I
un rnombre infini d'inconnues € .
11 est possible d'approximer les solutions de ce systeme en
considérant 1'interaction de chaque grain (ou inclusion) avec
ses premiers voisins et en remplacant le reste du milieu par le
(M.H.E) dont le comportement est identique au comportement global
macroscopique du milieu granulaire. Ce comportement est formule
ff eff

par les modules @lastiques effectifs [E et ‘ i .

Une approximation raisonable est celle ou on néglige dans (1I1.48)

la contribution des termes @
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I 3 3 b
17 v J I J i r —r) [s : 7 - alav’
V, v 13ki™ T [ kimn Zmn ~$f1219Y

n Mz

J 1

pour des grains ( o4 inclusions ) (J) différentes de (1),puisque
1J . 3
T est composé de deux termes ,1'un proportionnel a (1 /7 R ) et

l'autre & (1 / R) ( R etant la distance entre les inclusions I

et J ).

Cependant , pour tenir compte de l1'interaction entre 1'inclusion

princibale (1) et les inclusions voisines (J),il faut considerer

1'approximation a N sites qul ne sera pas développée ici [17]

On se limite ici ,é_l‘approximation autocohérente & un site ,dans
’

laguelle toutes les inclusions ( J ) difféerentes de ( I ) sont

remplacées par le (M.H.E).

~~

Dans ce cas 1'éguation intégrale (11.48) se transforme en:

I 11 I I I
= = £ + € - ) 1] (11.49)
i 5 * T Boamn® on Rr1? ] !
avec :
TII= 1/v I j 1 j 1 r{r—r')dgav’ (11.49)"°
v v
ff f
Par définition pour le choix C° = [e et A°= BE , E9 est égale

I I
4 la déformation totale macroscopique , et les tenseurs A et a

pour le grain od 1'inclusion (I) s'écrivent :(en comparant(IIl.a?)

4 (1I.14))

A = [ 1 -7 § c ] (11.5@)

(11.51)




-35~-

Si (f ) est la fraction volumigue des grains (ou des inclusions)
(1>, A et B les tenseurs localisation de déformation et de
contraintes relatifs a chaque constituant ( I ) ,les relations

(11.21),¢11.25) ,(A1.B) et (A1.%) deviennent:

N
eff 11 I
© = % f .
i)mn i=1 Cijkl A k1lmn (11.52)
N
eff 1 1 1 .
g%’ =z f
i jmn 151 Sijk1 2 kimn (11.33)
off g Log ! I _ )
i3 1217 kl1ij * Kl (11.9%)
N
eff I 1 I
=TT = rf 3 ’
g E, &, AL (11.55)

II.b Tenseur de localisation de contraintes

fuand on chauffe ,ou lorsqu'on charge extérieurement un matériau

microhétérogeéne,on cree des contraintes locales { thermique oOu

mecanigue ),pouv#nt entrainer la plastification et parfois la

rupture du matériau.

11 est donc intéressant de cormnaitre les tenseurs de concentration
de contraintes thermiques et mécaniques,dans la mesure ou ceux ci

nous permettent de déduire a partir des chargements appligues aux

matériaux ,les contraintes locales ou microscopigues.

I
Les tenseurs de concentration de contraintes mécanigues {( B ) et
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thermiques ( b~ ) dans chague grain (ou inclusion) peuvent é&tre

deéduits des formules (11.17) et (I1.18) qu'on rappelle ici:

-1 eff
A = (ry B (r)
ijkl c ijmn r mnpg r pqkl
-1 i
a . =-c .. i) [B (r) g5 T - b _(ri- @ (r) ]
ij ijmn mnpg BqQ mn mn
Pour un milieu granulaire la déformation totale dans le grain (1
s'écrit (brievement):
I 1
< = A E + a o (11.96)
de méme la contrainte dans le grain (1) s'éxprime sous la forme:
I . I
T = B z + b &) II1.57)
Or la deéformation et la contrainte dans l'inclusion s'ecrivent:
1 .
€ =17 V L £ (r) dvVv
JV
(11.58)
) I
o =1 /7 V I a (r) dv
JVv
D'autre part en un point r du milieu granulaire:
€ (r)y = A (r) E + a (r) o
{11.59)
o (r) =B (r) Z + b (r) ©
En introduisant (11.59) dans (I11.58) on obtient:
I I , I
£ =1/ V Alr) dv E + 1 /7 V al(r) dv o
I I
v v .
et (11.69:
I , I I
o =1/ V B{r) dV E + 11 /7 V bi(r) dv ©
VI VI
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En comparant (II1.68) & (11.36) et (I11.57) on a:
I , I
A =17 V A (r) dv et aI =17V ! a (r) dv
J vI vI
et
[ I
B =1/ V B (r) dV et bI =1/ V ! b (r) dVv
J vI vl
Et d'aprés (I11.17),(I1.61):
1 - f
Al =1/v e N o av
VI
Donc :
,
1 : I -1 1 eff
a = [ C ] B (o

et le tenseur congéntratiun de contraintes mécanique B

ou encore en tenant compte de (11.51):

ff I 11
b 1 =¢? [ A Ioo e st ia ]

(I1.619

(I1.62)

(11.63)

(11.64)

s'écrit:

{11.63)

(11.66)

(11.67)

(11.68)

On remarque que les tenseurs de concentration de contraintes et

de deformations , dependent tous directement et indirectement
] < s X . I1 .

(par le biais du tenseur d'interaction T ) des proprietes
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thermoélastiques effectives.

11 est donc necessaire de donner une expression explicite de TII
pour pouvoir ainsi determiner les caractéristigues thermo-
¢élastiques globales du matériau et les tenseurs de localisation
des contraintes et des déformations.

Cependant la présence du tenseur de Green (G) dans 1l'expression

II . x .
de T rend le calcul complexe dans le cas d'un milieu anisotrope.
Les solutions proposées sont surtout numeériques . Alnsi pour
l1'inclusion ellipsoidale Kneer(2@J]a propose une meéthode numerique
| S . < : .

de calcul de T ~,gui consiste a utiliser la transformée de Fourier

du tenseur de Green (G) et a4 intégrer dans l'espace de ki{canjuge

de r ) . Ceci a é@é repris par Mura [211,Laws [22] et Ghahremani

(23] et Fassi—-Fehri [17].Les détails du calcul de TII ne serant

pas repris ici mais seront par contre rappelés dans 1'annexe(A2).

i1.7 Conclusion

Dans ce chapitre , on a donnée les expressions générales des
propriétés thermoélastiques effectives d'un matériau héetérogene.
Par la suite,on proposéra une méthode de résolution de 1'éqguation

(I1.52) qui se transforme en tenant compte de (I1.359) en:

N .
-1
A e T8 B L cf- 57T, 3

La resolution de cette equation nous permett ra de déterminer les
. . eff .
les constantes élastiques effectifs L et ensuite les

coefficients de dilatation thermiques QETT.
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CHAPITRE -111-

METHODES DE CALCUL DES PROPRIETES THERMOELASTIQUES

EFFECTIVES DES MATERIAUX COMPOSITES
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111.2 Déscription du composite
III.3 Méthode de calcul analytiqgue (cas d'un composite isotrope

3 renforts spheérigues)

) eff eff
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] eft eff
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111.4 Methode numérique (cas général)
a)Test de convergence

I111.5 Confrontation des deux methodes (cas d'un matériau isotrope
4 renforts sphérigues)
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II1.1 Introduction

Ce chapitre sera consacre essentielement au calcul des caracteri-
stiques thermoélastiques des materiaux composites . On etudiersa
d'abord 1le composite a renforts spheriques (isotrope) et on
abordera ensuite un cas plus général .

1I1.2 Déscription du composite

Le composite peut Etre décrit & partir d'un matériau hetérogene
constitue d'une matrice et de renforts.

Selon la nature d& ses renforfs ; c'est a dire léurs proprietes
thermoelastiques, il peut Etre considére comme un matéeriau biphase
{ex: Al-Sic) , tr%Phasé (2D-5ic-Sic/AS7G0O) 3o e s o v e sas

-~

La matrice est en géneéral un polycristal monophase dont les
. M - ‘ .
proprieteés C et « peuvent étire eventuel lement anisotrope
si le monocristal est anisotrope et lorsgu'une texture cristallo-
graphique existe £11 .
Les propriétes thermoélastiques des renforts sont décrites par
1 I
les tenseurs C et . Ces renforts sont représentes par
1'intermédiaire d'inclusions ¢&llipsoidales de révolution , de
parametres de forme (c) et (a) .Cette représentation est i'une de
plus générales puisqu'en faisant varier a et c on peut avoir des
renforts spherigues (a=c) ,fibres longues { c treés supérieur a a

et des inclusions sous forme de plaquettes -(c tres petit par

rapport a al.
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Les axes principaux des renforts sont orienteées par rapport & un

repere fixe par 3 anglesSd'kEuler.

Selon leurs formes et leurs orientations , les renforts sont
regroupés dans différentes classes ,ce qui permet de tenir compte
d'une texture d'orientation des inclusions liée au procede d'elabo-

ration ou de transformation.

I11.3 Méthode de calcul analytique (cas d'un composite isotrope

3 renforts spheériques)

Dans ce cas , les proprietes thermoélastiques des constituants

se reduisent aux ébnstantes rassemblees dans le tableau (III.1).

Matrice Renforts
ORI i 1 1
coefficients de ™ e H X SR
Lame
Coefficients de M 1
& >’

dilatation thermigues

Tableau (II11.1): Proprietes thermoe¢lastiques des

constituants isotropes du composite

Le matériau contient des inclusions ,caractérisées par les con-

I I I
stantes isotrope élastiques C et thermiques « (ou #&° )

tel que:



. . = d..¢ + { & & + & L1
ijkl N oSi3% TH ik 951 7% a1 % 5k’ (Il1l.17
et
I I |
x . = « . (111.2)
1) 1]

les constantes de la matrice supposee isotrope s'ecrivent aussi

de la meme maniere:

M = AM §. .6 - ( & $ + & § ) (1I11.3)
i3kl i3%1 T ik “j1 il ° jk -
et
il il
L. = s .. (III.4)
i iJ
4 ) eff eff eft |
Nous nous proposons de chercher les solutions [ DN « H 2
eff s ; .
et o du milieu homogéne éguivalent telles que:
eff eFF ef f
= XN &, & _ + (&, & +& & ) {1I1.5)
ijkl ij "kl H ik © 51 i1 ° ik
et
Ff ff
«c = a4, (111.6)
id 1)

. eff . eff
on pourra remarquer qu 'on peut determiner « 4 partir de s

puisqu'on a:

eff eft eff

3 = L (I111.7
By ijkl T k1

et donc en tenant compte de (II1.3) :

eff eff eff eff

B, . = (3 A + 2 n ) & (111.8)

ij ij

. . eff
ou en introduisant une constante :

eff eff

(111.9)
Bij 33

1}
“
Oy



avec

T
a e - (13 )Fff eff eff

de plus le milieu est soumis a une contrainte Zi_ a 1'infini

creant une déeformation uniforme Ei'

Les tenseurs de concentration de déformations , peuvent ¢€tre

deéeduits analytiguement & partir de la solution d'Eshelby (213

D'apreés le résultat établi par Eshelby [2] ,on a:

I p
€ = E + 8 £ -
i 15 7 Cigkl okl (1it.i@
od
1 "

% £ est la déformation plastique fictive_de 1'inclusion inhom—
cgene qui conduit aux mémes contraintes et déformations
totales que celles de l'inclusion heétérogéne .

* S est le tenseur d'Eshelby .
ijkl
Pour une sphere (c'est le cas ici ) on a : =
P —BE. +1/3 (A-BE & . (I11I.11)
il iJ kke 1)
avec:
f
5 = ¢ ok I-k=T,
B eff I eft eft
[ ( K - K ) p - K ]
et | (I11.12)
I eff
B = { H - R )
B eft 1 eft eff
[ ¢nr - B ) g - p ]

ou le module de compressibilite K est donnée par :




K =1/3 (3 +2p)

p et g sont données par (dans le cas d 'une‘inclusion £
p =1/3 (1+v)/(1—-v)

g = 2/15 (4-0Ov)/{1l-v)

on peut alors écrire pour une inclusion (I)sphérigue et

inhomogene:

1
E‘{ =M "E . +1/3 ( N I - MI y E s .. (II1l
i ij ki i3]

, \

I
M et N gtant deéfinis par:

par conseéquent le tenseur localisation de déformation reliant |
~ 1 :

déformation totale dans 1 ' inclusion ( € ) a4 la déformatid
i

macroscopique s'exprime en fonction de M et N de 1la maniéﬂ

'
|

suivante: i

1 I I 1 i
= (M I + (N - M Yy /3 & Y ) (111.17
ikl ijkl k1 © ij I
ou le tenseur identite ('Iijkl ) est défini par:
= B + )
Lijr = 178 85,85 Y 95 95
eff eff
a)Expression de A et p
. : eff . . .
Pour pouvoir décrire le tenseur L jl1 suffit de déterminer
Aeff eff

et pn .




D'apres (IT1I.1) :

xeff - [eff et efi eff (111.18)
1122 H 1212 .

de (1I.52) nous déduisons:

eff M I I ™M I

C = C + f (C -
A \o1o — C 1 2mn ) A I, (III.19)
et puisque les seules composantes lamnnon nuls sont ClElE et
t écri :
CIEEI on peut alors écrire
eff M ! I M .
= + T ( - .
[1212 CIEIE ClElE C 1212 A 1212 (111.20)
. 1 1 M I
4
+ -
T Ciee1 " F 81 ' P ar1e
donc:
ff M I 1 I I

- 1212 2lig

on a alors d'aprés (II1.17) =

1 1 I
1212- Por1e 1
et
eff
M =1/8 H (111.22)
eff eff I eff
H - (u - p) P

ort obtient &4 partir de (II1I1.21) et (11I.22) 1'expression suivante:

eff eff M
] 1 I M A /R
=1+ f (p -n ) (111.23)
M eff eff I eff
H K R - K ) q

En utilisant le méme procédé qu'auparavant on trouve 1l'expression

}Fff

de suivante:



et eftf
I M 1 4
S= 1+ £l Z M e st K
ff
Ke _ Keff_ KI ) peff
(1I1.24)
eff
1 IM
-2/3 £ &p H
eff eff I eff
H - p - R ) q
IM 1 M IM I
o & N l= XA et S p = p - R )

les relations (II1.23) et (IIl.24) sont des é¢quations de second

ff M

ff I
degré en HE et 2E ( pour v =0.2 et v =@.2 )

. Leurs reso-

eff
lution permet de calculer pour une fraction volumique de

renforts donnée et ensuite pour un composite dont les proprietes
,

des constituants sont:

. tri
matrice _~= 3.6 GPa L rice _ 5 o
i ib
fibres =360 GPa Vf1 res —g.o
ff eff
on regroupe les différentes valeurs de ( p © ) et de | ) en

I
fonction de la fraction volumique des renforts (f ) dans 1€

tableau (I111.2).



b)Expression de ﬁe

£ uw ="Tepa PN
B 1.5 1
B.1 1.86 1.249
o.2 2.495 1.63
9.3 3.97 2.37
B.4 6.24 4.15
.9 14.96 ?.99
g.6 35.87 23.87
3.7 b2.86 41.97
9.8 ?1.47 6B .94
8.9 129.61 80.39
1 . 150 19
’
tableau III.2 : variation de uEff et )\Eff

ff
et de

en
1

fonction de la fraction volumigue f

des renforts sphériques du carbone.

etf
o

Reprenons 1'equation (I1.59):

eff

R

iid

I=1

I I

f A

kl

1
ijkl

Elle se transforme dans notre cas {(i.e inclusions spheériques a

comportement isotrope

eff

B,

i)

3

M
kl

+ f

I
(
ﬁkl

I

A
ikl

et en tenant compte de (I11.17) on a:

B

eff

i

M
B, .
1)

+ f

1

1 M
( ﬁkl - ﬂkl

1
Y (M

I

ijkl

dans une matrice isotrope

)

en:

)
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ou de Tacon eguivalente d'apres (111.9):

3., = H] + f N ( @ - B ) s (I11.285)
ij i
donc
eff M I I I M
3 = f + f N « 6 - ) (I11.267
et les 8 veérifiant les relation suivantes:
I I I
B = (3 A + 2 R )
™ M | N
€3 = (3A + 2 n r ) q”
ff ff ff T
T (3T L2 kT ) & F
etf ff Tf T
donc o peut €tre deéduit de f ® ’ X? et p € a4 partir de 1
relation: -
ff
eff ﬂe - 27
X = (111.27)
eff ff
3 A + 2 p €
Tt Tf
En utilisant les valeurs de p ® et Ae rassemblees dans le
|
ff T
Le tableau (Il1?» on regroupe les valeurs de @ € et « = pour

I v
differentes valeurs de ( f.) correspondant au méme composite que
celui decrit préceédement et dont les coefficients de dilatation

thermique des constituants sont:

matrice -1
&

-6
=3 x 10 °C

& -1

«TITe a5 x 18 ° °C




£l «TT 197" og7! 8®T107°  tePa.oCly

2 _ S 3¢

©.1 4.19 3@.56

P.2 3.23 31.69

9.3 3.36 33.69

P.4 1.54 38.52

0.5 9.71 54.33

B.6 .64 92.34

0.7 B.56 i41.45

0.8 .53 193.48

0.7 ©.51 246.51

1 . ?.50 300
’

tableau 111.3 : variation de o Effet 3 et en

- fonction de la fraction volumique (fl)

des renforts spheériques du carbone
Les résultats analytiques ainsi obtenus seront compareés par la
suite aux reésultats numériques obtenus par la méthode qu'on

exposera par la suite.

I11.4 HMéthode numérique (cas geneéral)

Contrairement 4 la méthode analytique exposeée précedement ,celle
ci est valable dans le cas le plUs général du composite:

—forme des inclusions ellipsoidale

-orientation des fibres quelcongue

—-comportement local anisotrope
On peut éventuellement tenir compte de la texture cristallo-

graphique .
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On deéterminera d'abord les coefficients élastiques effectifs a

partir de 1'équation (I11.52) gu'on ecrira d'une manieére plt

detaillee :

_ -1

eff 11, _eff I eff
lerrr.es)

L
1jkl

I I
T c .. 1 - T (L ) (€ - L
ijmn mnkl mnpg pakl pak

M=

I=1

ensuite, connaissant ces ﬁrnpriétés on en déduit « ert (ou @ ETf)
A partir des relations (I1.54) et (I11.353)

on pourra remarguer que la relation (I11.28), est une &quation
) L. eff. . _ .

implicite en ¢ ( ) ;3 puisque ce tenseur fTigure dans les deux
membres de 1'égalité.Pour résoudre cette eéquation , on utilise la
methode d'iteration , Qqui consiste en general a partir d'une

solution approchée pour aboutir ensuite 4 la solution reéelle .

Dans notre cas on_prendra comme solution approcheée la solution

' 1
de Voigt ( A =1 ) s
| Yels 13kl ijkl
N
1
S L (111.29)

ff
- Aprés on calcul le [? tel que:

N -1
F 3 1 f
EIETf =z’ CI[ -t e e o )] (111.30)
1=1
- puis :
F N©ooroa 11 _eff I eff 1°°
c 87T 5t [ 1 -7 a®hy e -t )] (111.31)
2. 1 1
I=1
f erf eff ]
-ensui te [?f e P ¢ jusqu'a ce que @
3 n—1 n
ceff , =ff (I111.32)

n—1 n




. N
eff 11 11
[ C [ I -7 ha®TT (g b peff )]
1=1

-1
N1 o (111.33)

chaque calcul constitue ce qu'on appelle une iteration.Pour veri-

. , . eff eff
fier 1'égalite [n—i ¥t o i on calcul aprés chaque iteration

les F (n, n=-1 ) :

et f eff % eff eff %
C L. ¢tmd. L,  §n) )= ( [ (p=] . -
[ ikl igki SRV figﬂll’ > ]
F (n ,n-1) =
ef eff /e
¢ L T ) .
i3kT [13£T’ !
(I111.34)
On compare F & une valeur (El) qu'on impose. S5i (F < 51) on
r _
arréte le calcul et on retient le dernier [ETT calculé.S5inon on
n

continue le calcul jusgqu'a ce que le test (F % El)soit verifié.

eff

o est ensuite Calculeée directement & partir de la relation:
eff W 1 I - eff 1
% = Z f B ( [ J

Les donneées necessaires a la résolution numerique se présente de

lé maniére suivante ( l1'indice 1 désigne les inclusions ou la

matrice)l:

- B 1a forme donnee par' - l'orientation donnee par
; les trois demi axes les trois angles d'Euler
parametres de l'ellipsoide FI BI TI
i I I I i '
geometrigues a . bY, o«
tenseur d'ordre 4 tenseur d'ordre 2
paramétres des constantes des coefficients
physiques eélastiques de dilatation «
CI thermique
parametre c
de precision i




Approximation de Voigt
calcul de

f I
[e f - C

iterzg

jter=iter+1

célcul du tenseur
d'inmnteraction

I ff
Tt
- - l1eer
,
calcul du tenseur
de localisation
.f.‘
alertt (57T,
iter

calcul de

eff 1
= C
iter+1

|
i
-

Test de convergence

F(iter iter-1) ge1

—NON

algorithme N °

o

Calcul des coefficients
thermiques

BEff= pI([Eff)cl aI

ff ff - ff
ae - ([e ) 1 ae

1 : deétermination des pro
thermoélastiques du

A matrice meétallique

prigtes
mateériau

effective

composit




al)Test de convergence

Pour nous assurer de la méthode itérative utilisée pour 1a

résolution numérique de 1'équation (IIl.a28) . On verifie la-
eff . -
convergence de ( [ }) en representant la variation de 1la
eff . < -
composante ( [1313 ) en Tonction du nombre d'itérations dans le
cas du composite ( Al — SiC ) pour une fraction volumique de Sic
iC ‘
¢ £ 9% 2 gles) (fig III1.1).
Avec:
E‘:'1 = 7 9PP MPa v Al = 9.3
SicC - 81
- = 70 908 MPa Vit a7
pour ges inclusions de (5iC) wunidirectionnelles de forme
€@llipsoidale de rapport de forme ( c/a = 7 .

~

On remargue gu'entre la 1% et 3° itération il ¥y 'a eu une forte

T
deéecroissance de [T313 . Mais au dela de 1la 40 itération
. . .. . L . eff
cette variation diminue.Et a partir de 1la 7° itération [1313

garde pratiquement la méme valeur.Donc elle converge bien apreés
un certain nombre d'iteration vers une valeur qui peut &tre
considérée comme étant sa valeur reelle.

On peut facilement verifier qu'il en est de méme des autres

composantes.
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m
& £200
.
m
] .
m
- 4300
Y
o
(8]

4600

4300

nombre d'iterations

fig (I11.1):évolution de la composante [l_ ;Tgn fonction

“ du nombre d'itératians. -

I111.5 Confrontation des deux methodes (cas d'un matériau isotrope

4 renforts sphérigues!?

On fait le calcul numeérique pour le meme mateériau gue celui pris
dans le calcul analytique.

Les figures (III.E,III.B,III.Q,III.b) représentent respectivement
la variation des modules effectifs du composite suivants:

s . eff
module de cisaillement g

eff
- coefficient de lame )\

etTf

coefficient de dilatation thermique o

ff

e
coefficient de contraintes thermigue B
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Sont reportés sur ces figures les reésultats obtenus par la methode

analytique précedente et les resultats numériques obtenus par 1la

methode d'iteration.

On remarque que dans tous les cas les courbes corrégspondant aux

résultats numériques sont confondues avec celles obtenues a
partir des calculs analytiques.Les calculs numériques sont donc
véerifieés dans le cas des composites isotropes & renforts
sphériques par la méthode analytique developpée ici &4 partir de

la solution d'Eshelby [2] de l'inclusion heétérogene.
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150
140 }
130 | # - reésultats numerigues
120 | o - resultats analyvtiques

10.T1
100

[ GPa 1
13

0 10 20 30 é0 S0 - GO 70 80 90 10
f %

fig (I1I1.2): évolution du module de cisaillement

- e BTT - : - .
effectit n en fonction de la fraction

' 1
volumique (T ) des Tibres.

300

S0 * — résultats numeériques

8o o — résultats analytigues

07

60

40 F

22T ePa 3

330t

20 r

100

fig (I11.3): évolution du coefficient de lame )\Eff en

fonction de la fraction volumigue (fI )ydes

fibres.
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eff

* - résultats numeriques
o - résultats analytiques

x
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fig
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figure(Ill.S):évolution du coefficient effectif ﬁETf

(I11.4)s:eéevolution

I
fraction volumique (f

du coefficient de

- . et
thermique effectif «

- 80 90

dilatation
5 )
en fonction de la

Jdes Tibres.

100

* - résultats numérigues
o - resultats analytiques

en fonction de la fraction

1
(f Jdes Tibres.

90

volumique

100
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IV.l - Introduction

Le but de ce chapitre est de valider dans un premier temps , le
modéle évoqué precédement (self-consistent a4 un site) dans des
cas autres que les composites isotropes & renforts spheériques.
Ceci sera fait en comparant des résultats obtenus par ce modele,
pour differents types de matériaux avec des résultats experi-
mentaux .Ensuite , pour un matériau bien defini » ON &tudiersa
lﬂinflueﬁce'de certains parametres ( forme , l'orientation et la
fraction volumigue des fibres ) sur le comportement global du
materiau.
Les caractéristque; thermoélastiques,sont determines expeérimenta-—
lement par plusieurs méthodes regroupées dans deux grandes cate-
gories:
1?2 - meéthodes déstructives classigues basées sur des essais
statiques ou dynamiques.
2° - methodes non déstructives (rayons X , ultrasons).
On s'interesse surtout é la méthode d'ultrasons,puisque dans notre
cas,la quasi-totalité des résultats expérimentaux utiliseés a ete

obtenue a 1'aide de_cette methode.

cette methode est donnée par Johnson [113.



IV.2 - Confrontation & l'expérimentation:

IV.2.1 cas d'un polycristal d'ﬁlumiﬁium

a-déscription du matériau :

Le matériau (polycristal monophase) traite ici ,correspond a un
cas etudieé expérimentalement par Jhonson et al [11.
Dans ce cas ,les propriétés des monocristaux ont été deduites des

mesures ultrasonores effectuées par Thomas [2] et sont reportees

dans le tableau (}V.l).

C . coefficients elastiques du second

ordre ( 10 2 GPa)

C,, 1.8675 + ©.0005

C 3.604 + ©.008
12 x 9.0

C p.2836 + ©.000
" e + .90

Tableau IV.1l :constantes élastiques du second ordre de l'Al
4 BS5°C d'apres Thomas (2]. '

Le materiau est laminé et présente ainsi une certaine anisotropie
due a la texture cristallographique. Les figures de pdle corres-—

pondantes d'aprés Johnson et al (11 sont les suivantes:
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fig 1IV.l : figures de poeles (2 2 2} du polycristal d'Al

- RD,TD et ND : repreésentent les axes principaux d'orthotropie.

Sur chagque figure sont reportées , trois figures de psle corres-

podant a des mesures faites pour trois orientations differentes

de 1'échantillon.



b—-Choix des paramétres de modelisation:

Pour le calcul self-consistent ,il est nécessaire de choisir le
nombre de grains deécrivant 1l'édifice polycristallin.Un choix
convenable est celui quil correspondrai & un temps de calcul
minimum sans perte d'infnrmation’statistique.Différents tests ant
permis de limiter & 10@ le nombre de grains. Ceux ci possedent
tous la méme forme (sphérigque).

Une orientation cristallographique correspondant & des figures
debpSIEé similaire? a4 (IV.1) et (IV.2) précédentes,a éte determi-

née en utilisant le modéle autocohérent & un site adapte a 1l'ela-

stoplasticite [31.

fig ¢ IV.1 )':figure de pdles {222} du polycristal d'Al
calculeée [3] pour le laminage.




fig (IV.2)':figure de psles (209> du polycristal d'Al
calcueée [3] pour le laminage.

c-Comparaison des résultats du modeéle aux résultats:

eXxperimentaux :

Le choix des parametres de modélisation étant fait ,on calcul les

coefficients effectifs du polycristal d'Al & partir du modele

autocoheérent 4 un site en utilisant 1'équation (1II1.28).

Les résultats du modele correspondent bien aux mesures expéri-

mentales fig (IV.3).
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fig (IV.3) : modules élastigues du second ordre obtenus

par différentes methodes.

Sur cette figure sont reportees d'une part :les constantes elas-

tigues du second ordre du monocristal d'Al [%],les mesures experi-
mentales faites par Jhonson (Ultrasonores (+],Rayons X (proprietes
du monocristal données par Thomas [2], [x1),Rayons X ( proprietes }

du monocristal données par Sarma et Reddy (B81.,L#]) et d'autre part

les résultats du modele(o).

Pour toutes les composantes du tenseur des coefficients elastiques

représentées sur la figure (Iv.3) , on observe des predictions

relativement satisfaisantes.puisque les résultats obtenus par les

differentes méthodes expérimentales coincident ou presque avec

les resultats du modele.




Bien aque la faible anisotropie de 1'Al est un facteur qui est
Tavorable pour la comparaison des résultats theéoriques et ewxperi-
mentaux .ce cas a eté traité car il sera repris par la suite pour

les constantes élastiques du troisieme ordre.

Iv.2.2 Cas des composites biphasés

On s'intéresse surtout aux composites 4 matrice d' Aluminium
qui preésente d'intéressantes caracteristiques
—faible densite
-bonne résistance vis a4 vis de corrosion
,
—aptitude au durcissement structural
—conductivite thermique et £lectrigue eélevee
-mise en oeuvre -aisée ,due au bas point de fusion et a
1'aptitude & la déformation plastique
-prix modéreé.
Toutefois , son emploi pour certaines applications peut gtre limi-
te par
- sa faible.rigidité (module dFyoung 79 GPa )
-sa faiEle tenue a4 la fatigue
—une chute treés brutale de ses caractéristiques mécaniques des
EEb°C.
Pour ces raisons , 1'Al est une matrice de choix pour recevoir

des renforts mécaniquement performants (module d'Young 4pP GPar.

Deux types de composites de ce genre ont éteé etudies:
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—le composite consitue d'une matrice d 'Al et des renforts de
carbure de silicium (SiC) gu'on notera (Al1-5iC».

—et un autre constitue egalement d'une matrice d'Al et des

renforts d'alumine (Al _O } ! : -
2Ug gu'on notera ( Al ﬁlaDa).

1°) Cas du composite (Al-5iC)

a-Déscription du matériau et choix des pramétres de modeélisation

Le matériau composite & matrice metallique envisage , correspond
a4 un cas étudié expeérimentalement par Schneider et al £ 9 J.
La matrice est un’élliage d'Aal (8@P91) , dont la composition est

reporteée dans le tableau (111.2)

constituants de l'alliage

Alliage Si Fe Cu Mg Zr Li Al
(8971)

g.02 B.01 1.90 9.80 w.11 2.72 reste

Tableau IV.2 : composition chimiqgue de ltalliage d'aluminium

(8@91)
Cette matrice contient des fractions volumiques variables de SiC.
Dans ce cas les propriétés de la matrice et des renforts ont ate
également deéduites par des mesures d'ultrasons effectuees par

Schneider et al [4] et sont rassemblées dans ie Tableau (III.3)
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Module d'Young (GPa) rapport de Poisson

matrice
d'aluminium
renforts de
Sic

77.0 @.3

439 @.3

Tableau IV.3 :propriétés élastiques de la matrice d'Al et
des renforts de Sic d'aprés les reésultats de
Schneider et al [41.
Le matériau est extrudeé et preésente ainsi une légeére anisotropie
due & l'orientation morphologique des renforts.
D'apreés les indicatgons fournies par Schneider , les renforts de
SiC ont une forme légérement allongée dans la direction de llewmtru-
sion et leur reépartition spatiale n'est pas aléatoire mais est
constituéde par un allignement de particules.Cet effet ne peut pas

€tre pris en compte dans un modeéle autocohérent a8 un site.

Pour le calcul numérique , les renforts ont été considérés tous

de la méme forme ( ellipsoide de rapport de forme c/a = 5 ) et
orientées dans la méme direction (direction de 1'extrusion).

b-Comparaison des résultats du modele aun reésultats

expeérimentaux

Pour le cas é&tudié le module d 'Young (E) n'est pas le mEme dans

toutes les directions.L'expression de son inverse dans la direct-

ion 1> de composantes ( 1 s 1

1 ,13) dans le repére macroscopique

=

est donnée en fonction des complaisances (s) par la formule

suivante [S5]1:



T T I e N e T T
2 11313 ;5 *F l1312 16 * laq Sga * E 122132 23"t la—l 3 Tad’
R e 113 s g MENSS 1513 55, 21, MEN
21,15 12 36 " lz 12 Sas * Blila 12 545 " Elllg 13545’1? 255{
21‘:'; 1, 1, 5., +1?l 1Ea See (IV. 1)

Ceci nous a permis de déduire les valeurs du module d'Young dans

la direction transverse (perpendiculaire 4 la direction de 1'ext-

rusion) (figure 1IV.4).
170

L -~ -
- w S
o o (<]
by T T

MODULE D'YOUNG [GPal

0
o
Q.

70

0 S 10 % SiC i5 . 20,

fig(IV.4) :Comparaison des valeurs du module d'Young

25

transversal calcule (0) avec les mesures
expérimentales ( B de Schneider et al.[4)
et les'féshltdféuﬁédﬁits‘des‘hodéleé_aé

Voigt (a) et Reuss(d).



_73_

Sur cette figure sont reportés a la fois les mesures erXperimen-—
tales (M ,les résultats du modele (0) et les courbes obtenues par
1= modéle de Voigt (a) et le modele de Reuss (d).

Pour des faibles fractions volumiques (fI) de SiC , le module
d'Young (E),croit treés lentement avec fI et les valeurs calculees
par les‘différentes approches sont pratiquement les mEmes.
Ceci s'explique assez facilement puisque dans ce conditions , le
le matériau est presqﬁe homogeéne et le module d'Young est peu
différent de celui'de la matrice.

Cependant au-dela de S% de SiC, E croit relativement vite et la
différence entre les valeurs calculées par les différentes méthodes
est treés grande.L“g;olution des modules effectifs (ou leurs inverse.
est gouvernée par des relations linéaires en fIdans le cas de
Voigt (Reuss).Cette eévolution est modifiée par les tenseurs
concentration de contraintes (ou deformation) dans le cas du
modéle autocoheérent.

On pourra aussi remarquer que le calcul fait & partir du modele
autocohérent 4 1 site non isotrope {( c/a= 5 ) correspond bien aux
mesures expeérimentales. Leé preédictions sont donc relativement

satisfaisantes.

2°)Cas du composite ( Al — Al EU 3) :

a-Déscription du matériau et choix des pramétres de modeélisation

Etudié également par Schneider et al [6]1 ,le matériau composite
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envisageé ici,est formé d'une matrice d'Al et des renforts d'Al DQ
Les micrographies optiques de ce composite sont représentees sur
la figure (I11.5) .Elles montrent que la répartition des renforts

d'QlEO3 n'est pas aléatoire dans 1l'espace,mais plutst dans le plan

(1,2).

On pourra faire les constatations suivantes:
i-1es renforts ont une forme ellipsoidale de rapport de forme
variable (en général > 7).
2-dans le plan (1,2),les fibres sont orientées d'une maniére

’
alédatoire.

3-dans le plan (1,3)et(3,2),en plus des renforts elliptiques
on voit apparaltre des formes spheériques , gqui correspondr-
aient & la projection des fibres ellipsoidales dans les
plans (1,2) et (3,2).
Les propriétés thermoélastiques de la matrice d'Al et des fibres

d'Al1_0_ sont reportées dans le tableau (IV.4)

e 3
Module d'Young Rapport de|Coefficient de
(GPa) poisson dilatation _
thermique (°C )

—-é

matrice » 75 ?.33 24,18

d'aluminium
renforts . -5
d'AlaCl3 399 @.24 S5.10

Tableau (IV.4):propriétés thermoélastiques de la matrice

d'Al et des renforts d'AlaD3 d'apres

Schneider et al.[&].
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fig(IV.9): Micrographies d'un échantillon du composite

Ql—ﬁlaUB étudie.



b ) Comparaison des résultats du modéle aux reésultats

erxpérimentaux 1

La modeélisation d'un tel matériau est assez difficile.Trois classes
de mateériaux ont été étudides:
j°—~les fibres ont la mEme orientation (paralléle & l'axe 1) et la
méme forme (c/a=1#).
po_les fibres ont la méme forme (c/a=1@),mais leur reépatition est

aleatoire dans 1'espace
3°-1les fibres sont féparties aléatoirement dans le plan (1,2) et

’

elles ont la méme forme.
Le tableau (IV.S) regroupe les différentes valeurs des modules
d'Young calcules paur les trois classes de matériaux et les
valeurs expérimentales , obtenues par mesures d'ultrasons.
En ce qui concerne les résultats expeérimentaux

. les modules

d'Young sont donés sous la forme E i (i, j=1,3).L'indice (i)

correspond i la directinn'de propagation de 1l'onde mesuree.et (Jj)
4 sa direction de polarisation.
Pour les résultats numériques ,le calcul du module d'Young ¢ Ei)

dans les différentes directions (i) a eteé fait & partir de la

relation (IV.1).
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Fraction volumique d‘Alaos
(FI)
Module d'Young 11% 244 3%
Eln g9.2 194.2 197.9
X E 89.4 .3 .
x 13 192 101.6
n
n -
+ c :
n g E 92.2 195.6 107.9
T € 21
- ved
3 L
no< .
4 o E 88.9 193.2 192.7
x X 23
v
= .0 . .
Eay qu BB.¢ 190.0 193.7
n E, 125.0 147.9 165.0
]
8]
-]
0 -
E, = E 88.0 169 .2 .
v 5 3 7 1199
G
voud
5 E 6.0 123.0 137.0
E
o]
aE
- 3 E, 5.0 118.9 132.9
- (-]
" u
-
. E 92.0 112.9 123.9
n
;a:i .
ol = . . .
n E, E, 6.0 123.9 137.0
- u :
™ E, 2.0 C112.9 123.0

Tableau (IV.5) : évolution du module d'Young (E) en fonction de

' 1
la fraction volumique (f ) de I'QIEDB.
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des fractions volumigques ( 11% ,24% et 3D%)

. 1es

résultats sont représentés respectivement sur les figures (IV.o6),

(IVv.7) et

(IV.8).5ur ces Tigures on voit apparaitre les resultats

expérimentaux [*#],les resultats numeriques (l%cas {ol,2%cas [+]1 ,

3%cas [x1).

150
¥ - RESULTATS EXPERIMENTAUX
o - RESULTATS NUMERIGUES (1° cas)
+ - RESULTATS NUMERIQUES (2°cas)
125 ]
- x - RESULTATS NUMERIQUES (3*cas)
L]
& 4
c
[
g
= 100
o + 4 X
o e + X
»* d *
w * * *
2
5
o]
o
=
75
50 L. 1 1 ' 1 1 A . 1 1 L 1
Oy €1a € faa Ey," By € =€, €2 By Eyme g,

Résul tats

expérimentaux

2%cas . 3 cos

Résultats numérigﬁes

figure (IV.6) : modules d'Young du composite Al- Alaoa

(fI

11 A



(GPa)

MODULE D'YOUNG en

—-79~

150
(o]
125 | N «
+.
+ X
[s]
»*
% *x *
100 | »*
® -~ RESULTATS EXPERIMENTAUX
o -~ RESULTATS NUMERIGUES (1 cas)
+ - RESULTATS NUMERIQUES (2 cas)
75 F
x - RESULTATS NUMERIQUES (3 cas)
»
50 1 3 " 1 1 1 1 N . 1 N X L
£z €13 €2 23 E5," E5 E Ey €2 = E S F €2 €y & = €,
“ VA J N 4 “
Réﬁ.ﬁ'l tats 1%cas 2%cas J* cas
expérimentaux Résultats numériques

figure (IV.7) : modules d'Young du composite Hl—FHEDa

'.fl = 24 %)
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MODULE D°YOUNG en

_Bg_

175
(o]
150
1
+ X
+
125 +
+ X
(a]
* *
% % * - RESULTATS EXPERIMENTAUX
100 *
o - RESULTATS NUMERIQUES (1 cas)
+ - RESULTATS NUMERIQUES (2 cas)
x ~ RESULTATS NUMERIQUES (3 cas)
75 .
1 4
50 , , . , . X \ . . . .
Ei2 Eya €21 B3 Ey- €5 F £, 6 "8, 5 £z €3 £, = £,
AN — A J \ ~ 7
-~ . Résultats 1°cas 2°%can J* cas
expérimentaux Résul tats numériques

figure (IV.8) : modules d'young du polycristal Hl—f-udaj

\fl = 3@ K
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Les reésultats expérimentaux , ainsi que les résultats theoriques
respectent bien la loi d'évolution du module d'Young en fonction
de la fraction volumique observée preceédement pour 1'Al-Eic.Selon

cette loi le module d'Young augmente avec la fraction volumique

d ‘Al _0O_.
e 1 Vg

L'écart entre les modules d'Young dans les différentes directions
est relativement faible pour les petites fractions volumiques T
d'AlED3 .Cependant au—-deld de 11% cette difference augmente ayec
(fI ) et devient significative.Ceci s'explique assez facilement,
I3 ’

puisque pour les reésultats expérimentaux (fI =% 30%) la frac-
tion ‘vulumique inclue aussi la proportion de la porosite dans le
composite. -7

On remarque que les résultats numériques obtenus pour la classe 3

sont les plus proches des valeurs éxperimentales mais, légérement

supérieur. On choisit alors cette classe de mateéeriaux (3) pour

ff
calculer les coefficients de dilatation thermique ( « € ) a
partir de la relation (11.54).
’ . . eff . .
L'évolution des coefficients (« ) en fonction de la fraction
volumique des renforts d'Al_O gest représentée sur la figure

g2 3
(IV.9).
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figure (IV.?):évolution du coefficient de dilatation -~

thermique de (Al - ﬁlaﬂa) en fonction

de la Traction volumigque des fibres.
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En ce qui concerne 1les résultats numériques A et B gui repreé-

sentent respectivement,la cnmposante(qllou x EE) et la composante

X og 10T retrouve 1'anisotropie observée pour les modules
d'Young (tableau IY.5,3%cas).

Si on les compare aux reésultats expérimentaux (C) , on remarque
que 1l'écart est relativement faible { 5% - 18 % ) .
On peut alors considerer que le modeéle utilisé reproduit bien 1le

compor tement thermigue réel du matériau étudie.

IV.2.3-Conclusion :

P
Bien qu'on observe un écart plus au moins important entre les
reésultats expérimentaux et numériques,pour les +trois types de
materiaux traifés 5;écédement s ONn peut considérer gue ces resu-

ltats sont en trés bon accord avec 1'ensemble des observations
expeérimentales.

Cette difference entre les résultats obtenus,par 1les diverses
méthodes utilisées pour 1'évaluation des caractéristiques thermo-

£2lastigues linéaires des matériaux heterogenes , peut 8tre essen-—

tiellement due a deux choses:

1°-1le modéle autocoheérent &4 un site , ne tient pas compte de la
répartition spatiale des particules et donc des interactions E
discretes entre elles.

2%-1les informations sur les échantillons utilisées dans les essais
expérimentaux , ne sont pas toujours suffisantes pour modéliser le

matériau.
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Une modelisation partaite n'est donc possible gu'avec une descri-
ption adéguate du materiau.

IV.3 - Influence des parametres de modélisation sur le

compor tement thermoélastique des composites

Le materiau choisi pour cette étude,est un composite forme
d'une matrice d'aluminium et de renforts de carbures de silicium.

Les proprietés. thermoélastiques sont donnees dans le tableau

(IV.5) £71.
,
Module d'Young Rapport de Coefficient de
- 2 . poisson dilatation
(dah/mm - ) thermique (°C )
-5
matrice 7 D00 8.3 £1.109
d'aluminium
-6
Sic 79 P30 B.27 4,10

Tableau (IV.35):propriéetés thermoélastiques de la matrice
d'Al et des renforts de Sic d'apreés Jarry

£71.

Deux classes de matériaux composites (Al1-5iC) ont eté etudiees.

On les représente de la maniére suivante sur la figure (IV.18):
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premiére classe seconde classe

(a) (b?

figure (IV.1®):représentation des ¢chantillons du composite
(A1-SiC) étudies.
(a):composite & fibres alignees
(b):composite & fibres reparties

aleéatoirement dans 1'espace.

I1V.3.1—- composite premiére classe: (fig (IV.1@),(a))

a)Deéscription

11 s'agit d'un composite biphasé,contenant des fibres paralleéles

ayant toutes le mEme comportement thermoelastique représente pour



. I
chaque * fibre ( I ),par 1les constantes élastiques ( C ) et les
coefficients de dilatation thermique ( aI ) .
De plus , ces fibres ont toutes la mEme forme ellipsoidale de

paramétre de forme a,b,c ( figure IV.11).

figure (IV.11): représentation d'une fibre de Sic.
|
Les propriétés thermoélastiques dépendent de la fraction volumique‘
des renforts (fI) et du rapport de forme (c/a).
On discutera 1'influence de chaque parametre (c/a et fI) sur le ‘
compnftement thermoélastique effectif de ce composite et sur les
tenseurs localisation de contraintes thermiques et mécaniques. ‘

eff ,
On rappelle que,les coefficients thermoélastiques effectifs (L[ ‘

et aEff) sTelient les contraintes (Z)aux deformations (E) macro-

scopiques par la relation :



eff eff
T =1 ( -
ij ijkl Bl k1

@ )
et que les tenseurs localisation de contraintes mecaniques (BI)

. 1 .
et thermigues ( b ) relatifs & chaque fibre (I) ,interviennent

dans les relations de localisation de la maniere suivante:

1 1 1
= B z + b 2
Tij ikl Tkl ij ?
ou
1 . .
o : contrainte locale (dans la fibre I)

b)Evolution des caractéristiques thermoélastiques effectives

Les figures (IV.1§J . (IVLLIZ) , (IV.14 et (IV.15) repreésentent

eff eff_ eff
ti t 1'évoluti d t L ’
respectivemen volution es composantes 3333 'q33 ’E1111
ff
et mlf des propriétés thermoélastiques effectives du composite

en Tfonction de ‘ia fraction volumique (fI) des renforts pour
les différents rapports de forme c/a (1,7,21,14@) .

Dans cette représentation 1'axe allongé (c) est paralleéle a 1l'axe
3 du repére dans lequel sont décrites les proprietés mécaniques.

ff eff _eff eff

e
. i i d " t
Comme attendu , la variation de € « ™ a3 'Ti111 e qll

3333 avec

(f I) et le rapport de forme c/a est forte , mais la sensibilte a
c/a s'affaiblit lorsque c/a > 19 F

On pourra aussi remarquer ,Jue pour une fraction volumique donnee,
la difference observeée (entre les coefficients effectifs calculeées
pour des spheres et des ellipsoides ) est plus accentuée pour les

composantes [;;23 et aB:ff. Ceci s'explique assez facilement .

puisque les fibres sont toutes paralléles a 1'axe 3.

Les observations précédentes sont etroitement liées au phénomene

de localisation de contraintes .
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figure(IV.12):évolution de la composante [3333 avec la
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fraction volumique T des renforts .Cas des

renforts paralléles.
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figure (IV.13):évolution de la composante megg du tensesur
des coefficients de dilatation thermigue
avec la fraction volumique fI'. Cas des

renforts paralléles.
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Figure (IV.14):évolution de la composante [1111 avec la
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Figure (IV.1S):évolution de 1a composante mETf du tenseur

11

de dilatation thermique avec la fraction

I
volumique f . Cas des renforts paralleles.
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Sur les Tfigs (IV.1&6) et (IV.17) on represente respectivement

1'évolution de la composantes B du tenseur localisation des

3333

contraintes mécanique et de la composante bSBdu tenseur locali-
sation de contraintes thermique dans les fibres,en fonction de la

I
fraction volumique ¥ et des différents rapports de formes c/a.

Dans les deux cas (fig (IV.16) et fig (IV.17)),0n observe une
tres forte concentration de contrainte dependant notamment de
de la forme des renforts , particuliérement lorsque la fraction
volumigue de ceux—ci est inférieure & 20 % . Ceci est du & la
r : .
1
diminution de 1'hétérogeénéité du milieu quand augmente.,
Dans la matrice,les tenseurs localisation ont évidement une evo-

lution inverse .

0

B
3333

f %
i .
Figure(IV.16):évolution avec f de la composante 83333
du tenseur localisation des contraintes

{mécanique) dans les renforts paralleles de

de forme (a,b,c?.
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Figure(IV.17):évolution avec f1 de la composante b

33
du tenseur localisation des contraintes
(thermique)dans les renforts paralleles de

forme (a,b,c).
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I1V.3.2 -~ Composite seconde clasee: (fig(IV.16),(b))

a) Déscription

11 s'agit cette fois-ci d'un composite dont les proprieétes thermo-
élastiques des constituants sont également données par le tableau
(IV.5) .Cependant,les renforts ne sont pas paralleles comme dans
le cas précédent mais orientes de maniére differente.

Les fibres sont représentées par des inclusions {ellipsoides) de
parametres (a,b,c).L'ensemble de ces fibres est discrétise en 190

,
inclusions de m&me rapport de forme c/a mais dont l'orientation est

aléatoire.

b)Evolution des .caractéristiques thermoelastigues effectives

On devrait s'attendre dans ce cas ,a ce que l'anisotropie apparus=
dans le cas préceédent & cause de l1'orientation des fibres dispa-
raisse . C'est ce qui a été observe sur les figure (IV.18) et

(IV.19).

T I
La fig(IVv.18) représente 1'évolution de [ gagsen fonction de f

pour differents rapports de forme c/a et 1la fig (IV.19) decrit
. eff sy sqs

1'évolution de qBB . Dans les deux cas , la sensibilite a 1la

fraction volumigue est forte et le comportement effectif est

quasisotrope mais légerement different du composite & renforts

spheériques.

Dans ce cas egalement,les tenseurs localisation thermomécaniques

ont &teé calculés pour les renforts mais leur représentation est

difficile puisqu'ils dépendent de la classe de fibres envisagee.
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IV.4 — Conclusion

pD*apres les résultats obtenus dans ce chapitre ,on peut conclure
gue le modele self consistent a un site est asse=x perfurmant pour
determiner le compor tement thermogélastigue ‘linéaire des compo-—
sites en tenant compte de la fraction volumique ,de 1a forme et
de l'orientation des renforts.te modéle nous 3 aussi permis de
determiner les concentrations de contraintes dans les fibres et
leur evolution en fonction de la fraction volumique et de la
forme.
,

Jusqu'sa present on a restreint notre gravail au domaine thermo-—
alastique lingaire.Par la su;te on abordera 1e domaine @lastique

non lineéaire pougfﬂéterminer les constantes elastiques effectives

&lastiques de troisieme ordre.
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CHAPITRE — V -

MODELISATION DU COMPORTEMENT ELASTIQUE

NON LINEAIRE DES MATERIAUX COMPOSITES

Introduction
Loi de comportement elastique non linéaire locale

Propriétés ¢ldstiques effectives non lineaires

4 Equation intégrale

Approximation autocoherente (4 un site)

6 Calcul numérique des modules élastiques non linegaires des

matériaux composites
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V.1l Introduction

Dans 1les chapitres precedents , on a détermine les Proprietes
effectives des composites en se basant sur une loi de comportemen
thermoélastique lineéaire.

Les constantes ¢lastiques effectives determinees ainsi,ne varient
pas avec les conditions extérieures (contraintes appliquees , va-
riation de température,...) et repésentent ce gu'on appelle les
constantes élastiques effectives du deuxiéme ordre . Cependant,
pour plusieurs matériaux et sous certaines conditions , ces
constantes é¢lastifues varient . Parmi ces conditions on cite:

—la variation de la température figure (V.1)

(18.6GPal
a o =~

5

w
T

~

MODULES ELASTIRUES EN

>

|

|

|
Loy by oy d
"
I

i

}

|

;

|

i

0 100 200 305 400 560 Et6— 00
T [°K ]

figure(V.1): variation des constantes élastiques du Zinc

en fonction de la tempeérature T ([1].
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—1a variation des contraintes'appliquees figure (V.2?
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figure (V.2): effet de la pression sur les constantes
¢lastiques de : Al,Cu,CuZn,KCl,NaCl £el
N defini par: V / v°=(1+an>3/2

V :volume sous pession et V, :Volume initial

C': constantes élastiques s0US pression

C :constantes élastiques initiales.
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La loi de comportement élastique linéaire ,ne permet pas de tenir
compte de ces phénomeénes .Il1 est donc nécessaire d'utiliser des
lois de comportements adaptées a chaque situation.

Dans notre travail , on s'intéresse a la variation des constantes
@lastiques avec les contraintes appliquees .

Une déscription adéquate de ce phénomeéne est donnée par la loi de
comportement élastique non linéaire,ou en plus des constantes élas-—
tiques du deuxiéme ordre ,interviennent celles du troisieme ordre.
OQutre 1'intérft scientifique , la détermination des constantes
eélastiques du troiwiéme ordre est nécessaire dans les technigues
utilisant 1'Acoustoélasticite .Celle ci est utilisée notamment
pour la détermination des contraintes internes et residuelles.
Pour les matériaugihomogénes » l'Acoustoélasticité est courament
utilisée et donne des resultats relativement satisfaisants[31,043
Cependant , dans 1le cas des mateériaux héteéerocgenes (polycristaux,
composites,...) l'utilisation de cette méthode est assez compli-
quée et nécessite un grand nombre de mesures pour déterminer les
caracteristiques élastigues.

L'objectif de notre travail est non pas de remplacer les methodes
de mesures expérimentales par une méthode théorigue , mais plutsot
d'accompagner le travail de l'expérimentateur en lui fournissant
une méthode de calcul numérique lui permettant de determiner le
comportement élastique non linéaire (constantes du deuxieme et

troisiéeme ordre) des matériaux héteérogeénes a partir des caracte-
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ristiques mecaniques des composants de ce materiau.

Dans un premier ftemps ,on introduira la notion de l'@élasticite
non lineaire et on précisera la loi de compor tement locale qui
sera utilisé¢e ensuite pour deéterminer le comportement effectif
global des materiaux hetérogeénes a partir du modele autocoheérent
4 un site.

Pour valider le modele utilisee,on compare ensuite les résultats
numeér iques (Self-consistent 4 1 site) aux résultats experimentaux
obtenus par les mesures ultrasonores de Johnson [11] et Schneider

Li2l.

V.2 Loi de comportement @lastique non lineaire locale

~

Les constituants des matériaux composites utilises dans les dom-
aines de haute technologie ,ont en genéral un comportement.éla—
stique non lineaire décrit d'une part,par les constantes éelasti-
ques du deuxiéme ordre et d'autre part,par les constantes elasti-
gues du troisieme ordre.Cependant,ces consfantes different d'un
matériau a4 un autre. Il est donc intéressant de determiner une
loi de comportement élastique mon lineaire effective décrivant
le comportement global du composite.

Pour cela ,introduisons d'abord la loi de comportement élastique
non lineaire locale ,qui est 1'équation de base pour cette classe
de problémes.

La loi de Hooke généralisee (¢lastique lineaire) gu'on rappelle

ici , traduit une relation lineaire entre les composantes du
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tenseur des contraintes { aij) et celui des déformations | £ ).,
13
Elle s'écrit :

T = € )
15 Cijkl Kl - V. D

Les constantes ( Cijkl } sont appelées constantes elastiques du

second ordre.Elles permettent d'eéxprimer l'énergie de déformation
elastique ( @ ) sous forme guadratique en (€).

=1/2 =€ £ (V.2

d i3513k1 K1 V.2
Cependant cette loi ne permet pas d'expliquer le comportement

elastique non lineaire manifeste par certains matériaux ( £33

(21 ,r61).

Dans ce contexe Lazarus (2] , en utilisant 1la technique de

chargements dynamiques " a constaté que les modules 2lastiques

~

des matériaux cubiques tels que ; KCl «NaCl ,CuZn , Cu et 1'Al1

varient linéairement avec la pression .
Des mesures similaires ont &té faites par Daniels [6&6] sur le

Cu,Ag et 1'Au.

Les resultats sont reportés dans le tableau (V.1).Dans ce tableau'

\
sont regroupées les valeurs expérimentales correspondant a la

variation des constantes élastiques :

) , 1/2 (e, - ) et c

1/3 ( ¢ + 2 11 c12 44

11 12

désignées par M en fonction de la pression p a température

constante © .
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matériau module ( M (d In M/d Plg ref
xlaa baF
KC1 1 + -
/3 (r_'11 =] clE) 2.61 [21
1/2 (cll— CLE) 3.1@
. -3. 7%
44
NaCl /3 +i 2.¢
a 1 (c11 ECIE) 2.46 (213
17 - ) .
172 (cll Clal 2.93
c. . B.21
44
CuZn 1/3(c11+2c12) W.38 £el
_ ) 3.
172 (cll ClE J.4
> c . .32
G
, . . 3.1
Cu 1/3 (cll ECLE) .28 =N
1/ ( - ) D.
.ﬁE ‘Cll ClE D.ch
3.1
c Gh ¥ 1
. + . 3.4
Cu 1/3 (Cll EclE) ¢ 1 (&1
1/2 (cll— CLE) d.23
¥.31
Cuy
+i .6 61l
Ag 1/3 (Cll ECIE) 7] L
- ) J .G
i/2 (c11 clE) d.42
.00
“uq
i .39 L&l
Au 1/3 (c11+8cla)
’ - j 3.30
172 (c11 CLE)
c .42
44

tableau (V.1l):

variation des constante

en fonction de la pression.

s élastiques
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La formulation générale décrivant le phénoméne précédent a &te

faite par Murnaghan [7] et Birch ([81].

Hearmaon [9] a éxpliqué le comportement &€lastique non lingaire

de la maniere suivante:

les composantes (¢ Uij) du tenseur de contraintes sont donneges

par des fonctions polynomiales des composantes ( €. ) du tenseur
1]

des déformations élastiques.
Une meilleure approximation quev(V.l) est obtenue en introduisant
dans le second membre de (V.2),les termes de degrés supérieurs.

Si on se limite au troisieme ordre ,l1'énergie de déformation
R
elastique s'ecrit alors:
P= 1/

176 (V.3

< C e +. = [ = £
i ijkl kil ij ijklmn k1 mn

Les (Cijklmn) snntwles composantes d'un tenseur du sixiéme ordre

contenant 729 composantes parmi lesquelles 346 sont indépendantes
pour un matériau triclinique L[71].
Birch [83 a présente 1la contribution des termes de troisiéme

ordre de 1l'énergie de deformation sous la forme :

pP_ = Z C

T T T (V.4)
3 paqr p g r

P ,q et r prennent des valeurs de I & & avec la condition
p £ g fr ,la convention de sommation n'est pas appliquée.

Les relations entre les {(1v) et les (£) s'écrivent:

€
1 11
(V.3)

= = £ = £
s T %23 "sT f1z3 7 T Cie

Pour les matériaux cubiques,les seuls coefficients indépendants
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(V.6)
€55 * S1e6 * Si@3 ' Cuse

S5i le matériau est isotrope , 1 'expression geneérale de ces
coefficients est donnee en rotation tensorielle en fonction des

trois constantes de Murnaghan (l,m,n} telles que [1o1]:

c = (1) &, .&§ & + {(m) |&. ¢ +
ijklrs ij k1l rs ] " [ i} Skr 615 sks Jlr) M

s (6. &, + &, &. ) + +
°k1'%ir s jr %is I O T UL TP )+

{ S ' ' +8 S + § + +
m g, 58" %s )+ 808 e $ig Fir

§ (6 & +6. & )+ & (8 & _+ 8 (V.7
il jr ks is  kr ik ir 1s is 61r )] V.7

On pourra remarquer qu'on a les égalites suivantes:

1 m v.8)

=C 12233 =Ciie3e3 ' | Ce3isie

Les autres coefficients sont des combinaisons lingaires de 1l,m et

n.

Finalement,la loi de compor tement eélastique non lineaire s'obtient
en deérivant le potentiel glastique ¢ par rapport a la déformation

€

g..= d 2/ d £,
id 1)
donc d'aprés la relation (v.3)

= + c e ) = (V.9
o5 € sk ijkimn  mn k1

qui repreésente la loi de comportement @lastique nNON lineaire

locale ,supposee valable en tout point r du milieu étudie.
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V.3 Propriétes élastiques effectives non lineaires

On se propose de déterminer le comportement elastique macroscopi-
que non linéaire d'un milieu microhétérogene et macrohomogene

dont les caractéristiques locales (constantes élastiques ,forme ,
taille et fraction volumique des constifuants) sont connues.
Le comportement @lastique non linéaire d'un tel milieu étant defin:
par les coefficients effectifs elastigues du deuxieme ordre
2(eff) | .- . _3left?
C ) et du troisieme ordre ( [ € ),.la reésolution du
probléme ennonce preécedement consisterait donc a déterminer ces
,
coefficients.
Considérons un volume (V) soumis & un chargement meécanique defini
par le tenseur dqfcontraintes macroscopiques (Z) ou ( déformation
[+] 9
E) et le taux de contraintes correspondant I ou (déformation E..
On suppose que la transformation du milieu est purement elastique.

En un point r du volume (V) la relation (V.9) de la loi de com—

portement non lingaire peut €tre ecrite en notation matricielle:

:
g. (r) = CC?_(r) + C?_ (r) € (r)l £ () (V.1@.a)
i i) ijk k J
ou par dualite :
= 3
€ (r) =[5, (r) +S5__ (r) olr)l o (r) (V.19.b)
i ij ijk k 3

ou
e _3 2 _3 . C .
- C ,C et 5,5 représentent respectivement , les rigidites et‘

| |
les complaisances du deuxiéme et troisiéme ordre. ?
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ogl(r) , £ (r) A

g, o (r)

figure (V.3): repreésentation des modules sécants

[ CS(Ed) ,Ss( T, ] et tangents

[ CT(EQ ,ST(o;)' -] .
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8i on introduit les modules sécants suivants (figure (V,3)):

S 2 3

C. .(e(r))= [C_ (r) + £
ij T ij T Cijk(r) k(r) i ] (V.11.a)
s 2 3

S (o(r))= S, (r) +5 _ _ (r) {(r) . .
i3 ij ik r Uk r 3 (V.11.b)

les relations (V.1€.a) et (V.1@0.b) précedentes s'écrivent

=

o . (r) =C,. ( €(r) )y € _(r) (V.12.a)
1 1) J
£ (r) =5°. ( a(r) ) a. (F) _ (V.12.b)
1 1] 3

La formulation en vitesse des équations (V.12.a) et (V.12.b) est

la suivante:

o 2 4 3 [ T
o, (r) = [C, (r) +2 C,_ (1} € (r)] € (r) (V.13.a)
i ij ijk k J
ou :
° 2 . 3 o '
£ (r) = [B 4r) +2 S, . (r) o (r)l o (r) (V.13.b)
i id ijk k J

ce qui permet d'introduire les modules tangents elastiques

(fig(Vv.3)) :

CT_(E(r)) et ST_(v(r))
1) 1)

tel gue T

CT,(E(r))= [C?,(r) +EC?, (r) £ (r) 1 (V.14.a)
i3 ij ijk k

ST.(c(r))= [S?.(r) +ES?. (r) o (r) 1 (V.14.b)
ij i) ijk k

donc:

Q T ]

og.{r) =C__ ( &(r) ) € _(r) (V.15.a)
1 1) J

o T ]

£ (r) =85_ . ( olr) ) £_ (1) (V.15.b)
i ij 3 .

Les propriétés effectives du milieu sont definies par:
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s(eff)
=z = )
i i3 (B) E, | V.16.a)
et
steff)
E. = & {(Z) T
i ij ; (V.1&6.b)
s{eff) 2{eff) 3leff)
L.. = .. + €L, - E (V.17.a)
1) 1) ijk k
a)

Séfeff) 5ft_’(.eff) . S?feff)z
i} id ijk k

(V.17.b)

csont les modules sécants effectifs du milieu homogene équivalent

défini dans la premiére partie de ce chapitre.

2leff) 2(eff)

[ij et Sij ’ ¢tant réspectivement les composantes des ten-—

seurs de rigidité et de complaisance effectives du deurxieme

ordre .
3(eff 3(eff
[ize )et Sige ? les méme composantes du troisieme ordre.
. . s{eff) .
On pourra remarquer qu'il suffit de calculer [ pour avoir

la totalite des propriétés effectives élastiques.
Pour un milieu vérifiant 1les hypothéses de Hill ¢ &.11.4 )
les deformations (E) et les contraintes (I) sont reliees aux gra-

ndeurs locales correspondantes par les relations de moyenne usus-—

lles:
.= a {(r) (vV.18.a)
i 1
E. = =_ (r) (V.18.b)
i i

les relations de localisation reliant les grandeurs locales
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aux quantités macroscopiques s'ecrivent sous la forme suivante:

og.{r) =B, (r) X

i ij j (V. 19.a)

€ _(r)

]
o
=
m

(V. 192.b)

Les tenseurs de localisation de déeformation A (r) et de contrai-
ntes B(r) dependent éventuellement de Z et de E et sont lies par
la relation qui sera démontrée par la suite.

En portant (V.16.a) dans (V.1%.a) on a3

s{etf)
e (r) =B Ar) [ ° £ V.23)
i ij Jb ke

et & partir de (V.12.a) on peut ecrire:

S -1 s(eff)
T = \ :
i(r) [ cij ] Bjk [kl E . (V.21

-~

par identification avec (V.19.b) on a:

=] -1 s{eff)
A, (r) = c B L (V.22
i) r [ il ] 1k ki V.e2)
. ] _ . s{eff)
Le calcul des modules sécants €lastiques effectifs [ sera

effectué a partir du tenseur localisation A et des relations de
moyenne (V.18.a) et (V.18.b).
On a & partir de (V.1@.a) et (V.1%.b):

2 3
= + C ) E A ) (V.23)
Ui(r) [ C ij(r) ijér A kir) . ] jn(r En

soit & partir de (V.l1l8.a)

3
. = C?,(r) a (r) £ + C..A (r)YA_(r) E_E (V.24)
i i) in n ijk Kkl Jn 1 n
par comparaison avec {(V.1l6.a) on a:
3 .
(ST B A+ A tm A (r) B (V.ED)
in 1 in ijk kl in 1
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et en tenant compte de (V.17.a3)

2({eff) 2
=% = CSr) A, (r) (V.26)
in 1) an :
3{eff) 3
= C (r) A (r)y A, ( : (V.
iln ik i k1 T in r (V.e27)
i . sieff? . .
Les modules effectifs sécants 5 sont determinés de maniere

analogue .
,
On a & partir de (V.10.b) et (V.1%.a):

2 3

£ (r) = 8 (r) + 85 __ (r) B ir) z B. (ry £ (v.e8)

i il - ijk k 1 in n
soit & partir de (V.18.b) :

e 3 )

E. = S {r)2> B (r) z +S.. B (r)B, (ry T X (V.29)

i i) in n ijk ki jn 1 n
par comparaison avec (V.16.b) on a:

(eff) 2 3
g='¢ = 5 S(r)B.(r) +S5.0 (r) B __(r) B, (r) I_ (V.30
in i in le‘ k1l in 1

et en tenant compte de (V.17.b)

g2¢eff) _ iy B (M (V.31)
in 1) Jn

g2eff) _ g3 1y B (r)B. (M) (v.32)
inl ijk kl Jn

Les modules effectifs déterminés ainsi , peuvent &tre calcules

2 2 3 3
connaissant les propriétés elastiques locales C (ou S ),C (ou 5
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et les tenseurs localisation de deformation A.
Par ailleurs, la demarche utilisee pour ce calcul , peut &tre
generalisee a des constantes elastiques d'ordre plus 2leve
Supposons que la loi de comportement local en un point r est

défini par l'expression suivante :

2 3 . 44
a.  (r) = C . {r) + C, (r) & «(r) + ©C. . £ (r) &8 «(r) +,...
1] ijkl ijklmn mn ijkilmnpg mn Pg
n o o
ceast C £ (r) £ (r),..=€ (r} Ekir)

ijklmnpg..rs mn pq TS

n
. sont les conmposantes des tenseurs d'ordre (2n).
ijklmn..pqg

Les modules seécants locaux s'écrivent alors

=1 2 3 4
e r) = C. (r) + C, (r}) & (r) + C_, € (r) & ir) +..,
ijki [ leE 1JkEmn mnr ijklmnpqg mnr pq "
n . o
eraat O £ (r) € (r)...= (r
“i1jklmnpqg..rs mn pq rs

en tenant compte des relations de localisation (V.19.b) et de

moyenne (V.18.a) , on peut ecrire la contrainte macroscopigue sous

la forme:

] 3 |
z = C..(r) A + C_ . {r) A (r) A (r) E +
ij [ i5k1’ kifbd ijkimn~ klpg = mhis rs |
\
\
4
(r) A, ( E + iaaaaa
+Cigiimntu Ak Eé Amnr; tuva) E rs vw
\
n |
+C A ) Alr)eaeve R Ir) E ...E E
ijklmntu...yz kigq " mnrs yzgg rs gh pQ

par comparaison avec (V.16.a) on a:
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Siett) cS (r) A (r) + 2 A AL E
.. = . LA
13pqg ijkl kipq jjklmn  klpg m;rs rs *
&4
+C [
Cijiimntu QkﬁEé ﬁmnég) Atuﬁa) E rs va *

o |
ijklmntu...yz

et les coefficients ¢lastiques effectifs d'ordre n :

e
n{eft) n

N = C.. A (r) B(r)ecseses f {
ijpg..gh ijklmntu...vyz kigq " mNrs Qyzgg)

Une formulation duale permet d 'exprimer les complaisances effectl

spous la forme:

s{eff) =] :
S = S (r) B {r) + ST {r) B (r) B ( p> +
ijpa [ ijkE kigq ijkEmn kqu mags Lrs
+Sq(r B (r) B (r) B_(r) z z +
ijk{mntu k&pq mnrs tuvw rs VW Teetts
+5" B (r) B(r) B () E z
ijkimntu...yz kipq mors yng rs " gh
(eff)

n
et les coefficients @lastiques effectifs d'ordre n (5

nieff) 5" B (r) B(r) B _(r)
ijpg-.gh ijklmntu...yz k&pq T anrsT yng
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Les modules effectifs ainsi determines , peuvent €tre calcules

: X . 2 2 3 3
connaissant les propriétés élastiques locales € (pu 8§ ),C (ou 8§
n n
C {ou S8 ) et les tenseurs localisation de déformation A.
Une forme explicite de A sera déduite par la suite , & partir de
l1'éguation intégrale qui sera reésolue en utilisant le modeéle auto-

cohérent & un site.On se limitera &4 1l'ordre 3.

V.4 Egquation intégrale

En chague point r du milieu hétérogeéne consideére doivent Etre
vérifiedes:les équations d'équilibre , les relations cinématiques
et les relations® de comportement (V.12.a) . Ceci nous permet

d'écrire pour un niveau de déformation donneé:

5 -~ .
c € - (r)
[ ijkl( ) uk!1 T

I
i

(V.33)
s+

On introduit un milieu homogéne de modules eélastiques sécants

=)
£L.e £9) tel :

i3kl ¢ el que

S s s
c ) = [So (€9)  + SC (r) (V.34)
i3k T T bkl PGkl

avec £°

déformation totale du milieu homogeéne fictif soumis au
méme chargement que le milieu heéteérogeéne.

L'équation (V.33) se transforme en:

}=3 =3 |

° €0 ) + sC (£,r) £ =@ {(V.35)

i3kl (T Mg 1 [ 15kl kl] J. |
s

Si on considére la partie entre crochets comme étant des forces

fictives T _(r) ,la résolution de cette équation s'obtient en uti-
i
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lisant le tenseur de Green G (r-r') d'un milieu infini de mo-
dules élastiques seécants [S° (e9°).,

La solution de (V.35) pour un milieu de volume (V) s'eécrit sous

la forme:

S

£ ! £ ' Yo
1jki i7') (r') ] i dy' (V.36)

u (r) = u® + G . (r-t") [ &C
m m v mi kl

L'intégration par partie et les conditions aux limites nous

donment finalement 1l'expression de la déformation élastique en un

point r du milieu (V) qui s'gcrit en fonction du tenseur [,

defini au chapitre II'[(II.Ql)'] et de la deéformation £° du
,

milieu homogeéne soumis au méme chargement que le milieu hetea-—

rogéne ,de la maniére suivante:

m

(r) = &9 +! ir—r') f §C s ge,r') = _(r') 1 dV! (V.37)
mn mn mnk kli) ij

avec ' dépendant de €° par l'intermediaire de [s ? (€%)
et sc® =c%we) - T0 (&%),
La solution de cette équation par 1'approximation autocoheérente a

un site nous permet de calculer le tenseur localisation de

deformation A .

V.S Approximatibn autocoheérente (& un site)

Cette approximation consite 4 faire un choix particulier du
tenseur [5°(E°) et remplacer les interactions entre une hetéro-
géneité particuliere (1'inclusion) et le milieu reéel environnant

par celles entre une inclusion et le milieu homogene ‘gquivalent



-118-
de modules elastiques secants | [S‘EfT) ).

Les hypotheéses de moyenne sur les proprietés locales dans chaque

inclusion nous permettent d'écrire:

N
SC7(r) = E &C YT (V.38)

L'equation intégrale se met alors sous la forme:

N s I ) SO
-~ ( —_ ¢ ) Y [ 1 { LY .
121 rijkl r—r L écklmn . 1l oV /.39

et la deformation dans une‘inclusinn I peut s'écrit :

] .
B S e 73 (V.4p)
i) ij _ klmn mn

J=1
avec

N : le nombre total des inclusions du milieu

ISRV J Ij ST trort) av
| vidv

Dans 1'approximation autocohérente a un site ,toutes les inclu-
sions (J) différentes de 1 sont remplacés par le (M.H.E),l1'equa-

tion (V.4®) se trasforme donc en:
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I 11 s(I) _1I

e . = €2 + T . c £
ij id ijkl kKlmn mn .
Par définition pour [S°(E°) = [5 teff) ' £ = E « ON peut

écrire donc « la relation précédente sous la forme:

I Il s({I) _1I

. = E + T [ &C £ .
ij ij ikl klmn —mn o (V.al)

Par comparaison avec (V.12.b) le tenseur localisation de deforma—

tion dans l1'inclusion I s'écrit :

-1

I 1 :
A= [1 -7 Tsc®id)} ] (V.42)
. ’.
Ou
(1) F
SCS - Cs(I) _ [s(eTf)

L'égquation (V.23) ?’écrit alors pour un milieu granulaire:

)
[?;Eff?= ¥ I[CE(I)AI(ES(Effb+C3(I)AI([5(Eff )A%([

s(eff))E
1 ij in ijk ki in

™M=

I

La résplution de cette équation nous permet de déterminer les mo-

s(eff)
e

dules elastiques effectifs sécants [ t en meéme temps

)
les coefficients [B(Eff d'’

un matériau granulaire microheétérogene
et macrohomogeéne.

V.6 Calcul numérique des modules élastiques non lindaires des

matériaux composites [131]

Le matériau composite est décrit au (& 111.2) ,mais cette fois ci
les proprietés elastiques des constituants du composite sont
données par les constantes du deuxigme et du troisiéme ordre

(CE(I) et CB(I)) ]
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La relation (V.43),4 partir de laquelle sont déeterminés les modu-
les élastiques sécants non lingaires,est une equation implicite

s(eff)
en L .

Pour résoudre cette équation on procéde de la maniére suivante :
pour une deéeformation totale (macroscopique) nulle ( E,. =9 ) ,on
fait un premier calcul des modules sécants élastiques ,qul se

réduisent dans ce ctas aux coefficients élastiques effectifs du

deuxiéme ordre , on peut donc écrire:

h s (eff) 2ieff)
pour E, = & L ) =000
ensuite ,pour unefdéformation totale ( E = E, * AE ) , on calcule

par la méthode itérative les modules seécants effectifs ,en utili-

s(eff)
sant comme solutiqp approchée de deépart les [ De (E)=[f

etf)
(E
calculée avec ED .

3(eff) . . . . .
€ est ensuite calculeé directement & partir de la relation :

[?;:ff) _ C?jil) ﬁil  steff), A;k([s(eff))

Pour calculer les modules secants effectifs correspondants &
un niveau i de déformation , on prend comme solution approchee
de depart ,les modules sécants effectifs calculés pour le niveau

i-1 .
L'algorithme (N°2) correspond au calcul numerique des modules
sécants effectifs pour plusieurs niveaux de déformations.

Les donnees nécessaires & cette résolution sont reporteées dans ie

tableau (V.a).




E =8
i
cS(?E§3 - CE(eff)
I
E. =E _+AE
i+l i
ff(Eff)= [s(?E:;

—4 P
(eff) 2(1) 3(1) 1 (etf) I (eff
='€ =[c +C Al (2% e ] A IR
P p—1 i+1 p—1
,
Test de convergence
— NON =
0 F ( P ' p-1) < El
oUl
[s(eff)= [s(eff)
P
_____ 1 (eff)
[B(Eff) _ CB (1) QI ( [s(eff)) A ([s e ;
-0 i E <
Ul 51 i+d Emax
NON
FIN

algorithme N°2: détermination des propriétés effectives
¢lastiques non lineaires des matériaux
composites.
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Parametres forme donnee par orientation donnee
les trois demi axes les trois angles d'Eyjer
géométriques de l'ellipsoide I I I
Y » T
I I I
a , b s C
tenseur d'ordre 4 tenseur d'ordre &
Parameétres des constantes des constantes
elastiques du : elastiques du
Physiques
deuxieéme ordre troisieme ordre
» I(2) I¢3)
c c
Parametres - déTomation de depart
precision E
min

déformation maximale

utiles € E
1 max

increment de déformation
AE

Fonction test F

Tableé&MKV.a) ! donnees nécessaires a la resolution de

1'équation (V.43),
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paraison des resultats pumer iques et expérimentaux

v.7 Com

Peu de mesures expérimentales reliant les propriétés @lastigues
non linéaires des constituants 3 celles du milieu heterogene
t dans 1la 1ittérature .D'apres Johnson,seules ses resultats

existen
pour

et ceux de gchneider ont ete publiés.Nous jes utilisons ici

calculs aux experiences.

comparer les

Deux types de materiaux seront traites ici:
les polycristaux d'Al (etudies par Jpanson L1t

- les composites-'ﬁl—ﬁla 03 (etudies par schneider L2l

v.7.1 Cas g'un polycristal d'Aluminium

a ete decrit au

Le materiau etudie ici ,est le meme que celui qul
(& v.2.1? - ces constantes @lastiques du deuxieme ordre sont
celles quil sont donneées dans le tableau (IV.1) gu'on rappelle

jciz:
iy C o cbefficients,élastiques'&u second
: ordre ¢ 19 e GPa)
.
Cll 1.9675 ?.0095
Cc ?.604 + o.0908
i2 -
e -
C. %.2834 * D .094
A -
Tableau 1V.1;constantes @lastiques du second ordre de 1'Al

a 25°cC.
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les constantes @lastiques du troisiéme ordre du monocristal d'Al

sont données dans le tableau (V.3) suivant :

Cc constantes &lastiques du
troisiéme Drdre(lﬂE GPa)

C111 -18.76

c 112 -3.15

CIEB @.36

C1qq -@.32

Clbé -3.49
Cose - | r-5.30

Tableau V.3 : constantes élastiques du troisiéme ordre du
monocristal d'AL & 25°C d'aprés Thomas [413

Pour vérifier notre calcul , on représente 1l'évolution des consta-
ntes élastiques effectives du troisieme ordre.

Les figures (V.3),(V.4) et (V.S5) représententent respectivement
la variation des constantes 2lastiques effectives du troisieme

(eff) (eff) (eff) X
ordre c111 e L 112 et [123 avec la déformation.

Comme attendu,les constantes élastiques effectives du troisieme

ordre sont indépendantes de la déformation.



.I@E GPa

teff)

[111
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0
-5 |-
,

_10 u

¥— % %* % % %
-15 ‘ .

0 5 i 1.5 2 2.5

-1
E.l@ %

f
figure V.3 : évolution de LI;T v
deformation

en fonction de la
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0 .
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figure V.4 t: évolution de LllE en fonction de la
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figure V.5 : évolution de [123 en fonction de 1a

déformation
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Sur la figure (V.&) sont reportees 3 la fois : les constantes
@lastiques du troisiéme ordre du polycristal d'Al , obtenues par:
- les mesures expérimentales faites par Jhonson £111
1 - [0] (mesures ultrasonores)
2 — [+] et [x] (mesures par rayons X , obtenues en utilisant
les propriétés du monocristal determinees respectivement
par Sarma et Reddy [3] et Thomas [41).

— les résultats du modele [*1]

-100 $§3 " 3
% * '
. R * ’ %
-300 } L rx *fx QIQQE
Oxgé [a) &
o
- -500
o
o
5] _ % - CALCUL SELF CONSISTENT
- -700 e : o - MESURES ULTRASONORES (JHONSON)
+ — MESURES RAYONS X (THOMAS)
_ x - MESURES RAYONS X {SARMA & REDDY)
~ ¢ ~-900F
- E
Yoo
T
w"”"'iioo-
m -
w
-4300 t +
R
.0**
~-1500 X
X
x 0 §
—1700 Illll|lIlIIlIlIlIILI
bR T B T - M . W - M M e !
o R'E ¥ 8 - o8z % %8 38 o5 85 B BE %
—Nm":NN|ﬂﬂmm—cm—N"NmNﬂ
S48 8 2w wa o o@m w8 o2 FA R o mI W
0 0 U gV U v L uvw ovuw TR 0T bw W O U o

figure (V.4):constantes élastiques du troisieme ordre
du polycristal de 1'Al .
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On pourra remarger gue pour toutes les composantes representees

sur la figure (V.6),les reésultats expeéerimentaux et les resultats
du modele ne sont pas treés eloignés .Les predictions du modele sont

donc relativement satisfaisantes.

V.7.2 Cas du composite ﬁl—ﬁleoa

Le matériau étudieé ici est décrit dans le § IvV.2.2 , ses cons-—

tantes e@lastigques sont regroupées dans le tableau (V.4) suivant:

E(GPa) v 1({GPa) m{GPa) n{GPa)
Al 75 -~ | @.33  |-300 490 400
ALO0, | 399 3.24 200 650 -192%

Tableau V.4 : caractéristigues élastiques de la

_matrice d'Al et des renforts d' AIEDB
d'aprés Schneider [123.
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D'aprés les résultats obtenus en élasticite linéaire , ce mateé-
riau est anisotrope (les modules d'Young variemt en fonction de
la direction ).Cependant, les résultats experimentaux nous ont

éte fournis sous la forme suivante:

1., m,., et n_. (i et j=14a3)
1) 1) 1)

qui représentent les trois constantes de Murnaghan ,cbtenues par
les mesures des variations des vitesses de propagation des ondes

ultrasonores.Les indices (ij) correspondent & des mesures faites

pour des ondes propagées dans la direction i et polarisées dans la

direction Jj.
,
Le calcul self consistent nous permet d'obtenir les constantes

élastiques effectives du troisieme ordre sous forme de tenseur de

729 composantes ,qﬁi se reduisent dans le cas d'un matériau iso-

. eff__eff eff_ _eff

trope aux trois constantes de Murnaghan 1 = [123 s m = Equ
eff . . .

et n= [456.Un premier calcul a eté fait , en considérant que les

renforts d'AlEDa sont spheriques.

Les résultats obtenus sont reportés sur les figures (V.7) , (V.8)

et (V.9) .Ces figures représentent réspectivement la variation de
IEff . mEff et nEff en fonction de la fraction volumique d'AlEDB.
Sur la figure (V.7) sont reporteées :
1- les mesures expeérimentales
1 1 ) Ix1]
112 Col, 113 £+1 et « 31 ' 30 X

29— les résultats numériques du modeéle [*]
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Sur la figure (V.B) sont reporteées :
l1- les mesures expérimentales

m et

£
i2 m13 Q1 . M et m {+1

32 31

2- les résultats numériques du modeéle [*]

Sur la figure (V.9) sont reportees :
1- les mesures eXxpeéerimentales

n Lol

+
12 r Mg H1

n31 et nBE £X13

2—- les résultats numeriques du modele [*]

En ce qui concerne les résultats obtenus par le modele self-

consistent ,on peut faire les constatations suivantes:

- la constante élastique effective du troisiéme ordre mEff dimi-

-~

nue mois vite (aQéc la fraction volumique de 1'A1_0_ ) que nEff

2 3

I
cependant cette variation pour 11% < F € 39 4 est faible et

ne dépasse pas 114 pour les deux composantes.

—la composante IEff, croit légerement avec la fraction volumique,
cette variation ne dépasse_pas 1% pour ( 11i% < fI< 38% ).

En ce qui concerne les résultats expeérimentaun ,le sens de vari-

ation des constantes ligf . m??f et nigf depend des directions

de propagation et de polarisation des ondes ultrasonores.

On pourra aussi remarquer que les valeurs des constantes eélasti-
ques du troisiéme ordre obtenues par notre mndéie sont en qge-

néral inférieures aux valeurs obtenues par les mesures experime—

ntales .
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Figure V.9 : eévolution de nE en fonction de la fraction

volumique f
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On étudiera par la suite ,1'influence du rapport de forme cs/a des

renforts d'tﬁnl‘,___)D:3 sur quelques composantes des tenseurs elastiques

du troisieme ordre du composite (AI—QIEDB).

Le calcul self-consistent a ete fait pour des fibres unidirecti-

onnelles de rapports de forme c/a

Les reésultats sont représentes sur les figures ( V.19 )

(V.11) et (V.12).

-200

=225 |

-300

T i
Figure V.18 : variation de [TEB ( 1E pour c/a =1 ) en

fonction de la fraction volumique de I'AIEDB

pour différentes valeurs de c/a.
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-410
~
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o
]
[}
w g "430F
- 3
[i T
[
-450
-470 . A . . . . . . . .
10 12 P14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
_171 Y
. . . eff eff
Figure V.11 : variation de_l’.1qq ' m pour crsa=l) en
Tonction de la fraction volumique de l'FxlED3
pour différentes valeurs de cr/a.
-400
* - c/a =1
o - c/a = 190
+ c/a =
‘n /a =
o -425 | X €
]
d
0
W3 -aso b
[
~475 |
-500 L . . R . . N . . R
10 12 14 16 ‘18 20 7 22 24 26 28 30 32
TR
. . eff eff
Figure V.12 : variation de [456 (n pour c/a=1) en
fonction de la fraction volumigue de I'QIED3

pour différentes valeurs de cra.
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Ces figures repreésentent respectivement la variation des compo-

eff eff eff s oo
santes [ ’ C . pour les differentes valeurs de csa

123 ' “146®% lase
(en fonction de la fraction volumique de 1'91203).
gur chacune des figures sont reporteées les résultats du modele
pour les rapports de forme suivants:

c/a =110%#1 , c/a =18 Lol , c/a = 20 [+] ,c/a = 1@@ [x]

On peut Taire les remarqres suivantes:

: eff eff L. 1
1 - les composantes [1qq et [456 diminuent quand f augmente ,
tandis que EEff augmente
d 123 U .
' 1
2 - la sensibilte & f diminue guand c/a augmente.
3 - les valeurs des trois composantes obtenues dans le cas du

composite a . fenforts spheriques sont les plus faibles. Ceci
explique 1la difference entre les resultats experimentaux et
numeér igues observeés sur les figures (V.7),(V.B) et (V..

V.8 Conclusion

Le comportemént élastique'non lindaire des mateériaux microheté-
rogenes et macrohomogeénes a ete déterming en utilisant le modele
autocoherent a un site.Ceci nous a permis d'evaluer leurs consta-—
ntes élastigues du troisieme ordre en tenant compte de la micro-—
structure du mateériau.une premiere application a ete faite sur un
polycristal d'Aluminium laminé.Ceci a donne des resultats rela-
tivement satisfaisants par rapport a l'expérimentation.

La deuxieme application a &te faite sur un composite Aal-A1_0 .

2 3
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Les ‘résultas obtenus par le modéle (pour c/a=1) sont du meéeme
ordre de grandeur que les reésultats experimentaux , mais
légerement inférieurs.Cette difference est essentiellement due
au fait gue le matériau etudie expeérimentalement n'est pas tout
a fait isotrope mais ,présente plutst une anisotropie due & la
forme des renforts{ Ceci a eté confirmé par 1'@tude de 1'inf-
luence du rapport de forme sur les constantes elastigque effec-
tives du troisiéme ordre) et & leur répartition spatiale.

Par ailleurs ,on sait que les constantes eélastiques du troisieme

ordre sont connued avec peu de précision { de 1l'ordre de 38 %

t1131 .
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CHAPITRE — VI -

CONCLUSION GENERALE




Dans ce travail,on a proposeé un cadre general permettant de
déterminer les propriétés thermoeélastiques linéaires ou non line-
aires (elastique) des matériaux microhétérogénes et macrohomogenes
a4 partir

- des propriétés des constituants

- de la microstructure du mateériau.
La démarche générale utilise les meéthodes modernes d'homogéneisatic
et de localisation introduisant un milieu homogéne de referernce.
En considérant le,matériau comme etant un milieu continu a micro-
structure , on aboutit en plus des relations de moyennes usuelles
a une équation intégrale qui décrit les intéractions entre les
constituants euxfhémes et celle ;ntre les constituants et charge-
ment extérieur . La solution exacte de cette équation integrale
permettrait de prendre en compte toute la microstructure du mateée-—
riau .Cependant , ;ette csolution exacte est difficile & atteindre
car elle necessiterai la connaissance de tout le milieu .
Pour reésoudre 1'équation intégrale nous avons donc utilise et
développeé 1'approximation autocohérente &4 un site , qui d'apres
Kroner est exacte dans le cas des milieux parfaitement deéesor-
donnes.,
L'outil ainsi développée permet ,avec des moyens de calculs relati-

vement limités , d'obtenir , de maniere gqualitative mais également
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guantitative (dans beaucoup de cas) une bonne evaluation des pro-
priéetés thermomecanigues des materiaux composites.

Cette évaluation peut étre utilisée 3 la fois par les specialistes
du calcul de structures pour dimensionner les pieéces meécaniques et
par les architectes des nouveaux matériaux.Ceux ci.en utilisant le
calculs deéveloppés , peuvent & priori,determiner 1'influence des
parametres microstructuraux usuels sur le comportement global.

Si le cadre de la thermoélasticité lingaire était deéja plus ou
moins connu , le ﬁrésent travail constitue cependant une genera-
lisation dans la mesure oua il permet de deécrire n'importe guelle
anisotropie macroscopique.Le cpuplage thermomecanique developpé

-~

ici ,pourrait 8tre étendu & d'autres type de problemes ( retrait

du beton) .

Le deéveloppement de la meéethode génerale au cas de l'élasticite |
non lineaire est 4 notre connaissance la premiere approche dans}
ce domaine .Outre l'interét purement scientifigque ,cette approche‘
constitue un outil indispensable au deéveloppement des techniques
de contrdle non déstructif gue constitue 1l'application de 1'acou-
stoélasticite a la détermination des contraintes internes et
residuelles.

Pour des matériaux & é@élasticite non linéaire (composite a matrice

organique) pour lesquels la non linearite peut etre importante ,

les calculs préceédents permettent une meilleur approche du com-
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portement effectif macroscopigue.
Certes la methodologie proposée peut encore g8tre perfectionnee
{emploi d'un schéma & sites multiples) mais yles calculs et prog-
rammes developpees cnnstituent un outil qui p?ut d'ores et deja
rendre des services en bureau d'étude et dans la conception des

nouveaux materiaux.
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ANNEXE - A1 -

RELATIONS DE LEVIN
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Nous considérons deux chargements thermomecaniques du  meme

mateériau:

-pour un premier chargement ,on impose © = ( @ ) = 9 et Z=(Z ) # ¥

E .
—-pour le second ,on a @= (@ ) # P et =(Z )=29

les deux chargement veérifient les relations suivantes:

premier chargement deuxieme chargement
1 1 2 =
@ =9 =9 ,5=23% o =6 #9 ,L=1 =0
i 1 =
o =8B E (AlL.d) o = b 9
1 i 4 2
e =g o0 =5 BZ ! = =5 b @ + aw
1 1 c 1
| E = 58 = | ET = 7T g E

' 1 2
I = J g . {r) €_ (r) d¥ v (Al. D)
A4 1] 1)

qul devient par l'intermediaire des relations

o.. =0 . {équilibre des moments)
ij ji
et
2 2 2 ey s
€., = 1/2 (u, ., + wu ., .} (compatibilite)
1) 143 Jal
ou \.1,1 . le gradient de déplacement total
L)
j U?(T) u? (r) dav (Al.2)
v i3 1,3

par intégration par parties ,on a:

y ] . P
I = I { [ a,{ (r) u? (r) ] — c,% (r) u, (r) »dv (A1.3)
1 v i) i s 1} 43 i

] i a 1
4 partir des relations d'équilibre en volume \Uij 5 (r)y = @ ) et

?
.. .. 1 A
les conditions aux limites o, . n. = 4. . n. (n,. étant 1la normale
1) J 1) J J

4 la surface extérieure) on a:
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I = f c}(r) E?_(r) dy = E_% E?_ v (Al.4)
1 % iy i) i3 i)
ou E?_ = 1/v J E?_ (r) gV
ij v i}

un résultat analogue peut 8tre obtenu pour 1l'integrale

2 1
I_ = g,, (r) &_ _(r) dV {(Al1.5)
2 v ij ij
. . 2
mais puisque ¥ = @ ,on a : IE = @

En utilisant (I11.13) , (Il.14) dans (II1.32) et (I1.33)
l'expression

. { .6)
Iv bij(r) sigEi Bklmn r) dv (Al.6

s'annule. s

L'inteégrale I, reéecrite a partir de ( Al1.3) et de (Al.6) donne @

1
I = 21 OE I B (r) s (r) b (r) + o, (1) dayv (Al.7)
1 kl ijk1 ijmn mn i ] ’
Et puisque le tenseur |{ SijPl ) est symétrique par rapport aux

paires (ij) et(kl) , on a & partir de (A1.7),(Al.6)et (Al1.4)

eff
= B ) (r) (A1.8)
%K1 iki™? %557

et d'apreés (I11.1@),(II1.17) et (A1.8) on a:

T = a4 r) A (r) (A1.9)

ij ' k1l ijkl
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ANNEXE - A2 -

Détermination de TI I
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Reprenons 1'éguation (I1.36):

co (r=r') + & r') =@
Dik1 Ckm,150 " im® 77T

elle montre qu'il ya une relation entre le tenseur de Green G et
les modules elastiques du milieu homogéne equivalent c? .

Par la suite , on utilisera 1la transformée de fourier de G et on

->

—2 :
integrera dans l'espace des k { conjugue de r ) , pour avoir

une forme maléable de TII.

Cas géneral

pe

Le transformee de Fourier de G sera définie par: . T

-3 =
~ -3 - ik . -3
6 (k) = G (e BT 4r (AZ. 1)

et sa trasformee de Fourier inverse i

& (r) =17 8n° B (k) e dk (AZ.2)
km km

-2 -2
Dans un repére (R) quelconque les vecteurs k et r peuvent Stre

représentés en fonction de leurs composantes respectives

C k, 4 k. 4 k. ) et (x4, %, 5, %) .

1 2 3 1 2 3
. . -2 =2 . i
Le produit scalaire k . T s'écrit donc en fonction de ces
composantes sous la forme:
-2 =
2 . = + + k (p2.3)
k T k1 xl ,kE xE Pa x3

(A2.2) se transforme en tenat compte de (A2.3) en :
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-3 =2
-2 3t~ -2 -i k. T ->
G { ) =1 g -ik
km. 1 T / 8w Gkék) { 1P1) e dk (A2.4)
et
-3 =2
-> 3 voo=2 -1k .oT -2
) = / -k
km,lg 1 Bn - PlkJ Gkék) e dk SAE.S)

de plus la transformeée de Fourier de la fonction de Dirac est

donnée par:

S (k) = e s(rydr =1 (A2.6)
et la transformeée .inverse :

=2 3 -i k. -
s (ky=1/8w | e’ T (AZ.7)

En tenant compte de (A2.5) et (A2.7) ,1'équation (11.36) rappelée

précédement prend la forme:

-3 =>

=32
> 3l -ik .r} =3

Co  1/8 mo|-k. k. B e KTy K+ s.1/8 v |e dk’ =@  (p2.8)
ijkl 1 j km im
ce qui permet d'écrire :
~ >
(k") k.k. =& (A2.9)

ce G .
1jkl km 13 im
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or
H = -1/2 L B (r-r") SR 11
kKimji kmh 15 E nEi™) T T tiomg (A2.18)
avec
11 . .
K1m; = Ika,lj(r—r )y drt dr (A2. 11
vy
et d'aprés (A2.5) on a:
11 3 ik ) —>
= —ik (r-r') = -3 =3
. 1/8n° k k.G : " odr 2.12)
1 m ok kB (k) e dk” drt dr (A2.12)

1 I
v v V=2
'y
1 4

Cas 04 l'inclusion I est sphérique

Dans le repére lea'origine O (centre de 1l'inlusion spheérique ) ,
ayant pour axes les trois diametres orthogonaux de la sphere (1)

les composantes du vecteur E>, s'ecrivent en fonction ses cosinus
directeurs { Xj) j=1,3 2t de son module Kk de la maniere

suivante:

v j=1,2,3 k., = k X, (A2.13Y

avec

X1= sin © cos # XE = sin © sin @ , X3 =cos © (A2.14)

-2
k , © , # coordonnees sphériques de k , et tel que :
k = | g | =L@ ,+21, 900, 1, el @ ,2n 1

alors (A2.9) s'eécritv :

e ™ e .
° = & (A2.1D)
Cijkl x1 xj tk Bik) im
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en posant

ce° X.X.=M
ijkl 1 3 ik

alors (A2.15) devient :
2 ~~
M { k G )»y =6
ik lem im

ou encore
e >~ -1
k G = (M )

lkkm km

Puisque le tenseur M ne dépend gque de la direction de E)
- 34 - dire des angles fixant cette direction ,le tenseur
lui meéme dépend whigquement de ces angles ©

et ¢ .

-2
et comme l'@lément de volume dk s'eécrit :

-3 =]
= k sin © do dp dk
B 11 .
les composantes du tenseur t s'écrivent sous
integrale suivante :
it .n. E.n. +m i u
..} -—
II 3 2 -ik . -
= 1/8 7 lsine do|Xx X . (k= & )de kEakle ™ T o’
klmj 13 km I
7 1] ] v v
. . -7
Si suivant k

on choisit 1'axe x3
l'inclusion 1 (supposée de rayon a ) on a:

=> =2

I Iel k™« 47%= an/k> [sintak)-ak cos(ak)]
Y
de plus
- =2 r -2 =2
- . ] " -1 K .r'
I = g e * dr'

(A2.16)

(A2.17)

(A2.18)

« Cc'est

E "o
(k. G
km

(A2.19)

(A2.28)

et l'origine D au centre de

(p2.21)

(Az2.22)
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on a alors:

o =3 ] +®
tII 2/n |sino delXx X (kE 5 d (51 k e
L= ne -ak
Kim3j 1% km Pl{sin ka—ak cos ak) dk (A2.23)
? @ @ k'

P
L'intégrale portant sur |k | est convergente au vaoisinage de @
et de 1'® ,un calcul par la méthode des integrales trigonometri-

ques ou la méthode des résidus nous permet d'écrire:

+®
) N= 4 . o g
(sin ak — ak cos ak ) dk/k = w/b6 a (A2 .24)
a ’
et alors:
11 3 o L 27 o ~ N .
= a /3 sin @ do XX, {(k G )dg {A2.23)
klmj 1) km
@ 1
. e ™ X
ou (k ka) est obtenue & partir de (A2.18).
) 11 . . .
finalement T pour une inclusion sphérique est :
11 3 |7 em 2~ 2~ ,
T = a /6 sin © do (XX k 6 + X X k 6 ydg (A2.26)
kimj 1) km k J im
@ 12
Cas ou l'inclusion I est ellipsoidale
L'ellipsoide I est définie par ses trois demi-axes a1 ’ b1 ' c1

(a1 le plus grand).Le passage de 1'inclusion sphérique de rayon aui

a4 1 se fait par le changement de variable suivant:
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1 1 "1
-2 E} X al
r X > h =
2 2 5 " e
L
I X I X = !
R L 3 R L "3 T e %3
et (AS.27)
=~ k = . =
1 Ky *)
—> —5 b
k 4 1 > R | 94 = 2
2 KE a k 2
Sl
I k } I K = o
R L "3, R L "3 a3

ou RI est le repere principal d'inertie de l'ellipsoide I.
Le changement de’yariable précéedent est donc tel que:

.7 =KL R (AZ.28)
par ailleurs,on peut representer le changement effectué par les

formules de passage suivantes

1 1 17
i= . . "s'.= K { R = b fal -E )
v i=1,2,3 i iit & avec Elt) 7] al/ L @ {A2.29
17 @ a / c
1 1
1 1] 7]
v j=i,2,3 ®x.= Q. K avec (2. )= 1] b / a 1] (A2.39)
J is s ls 1 1
7/ "] c. / a
1 i
en ce gui concerne les eléments de volumes on a:
b | aE
c )
- ] - - i —=> ;
d r‘} = ___1_71__ d R:> et d k> = — d K (A2.31)
= b, c
e 11
¢ - R de ¥
En notant VI le volume de VI transformeé et vk 1 ‘espace de 3

11
transformé , 1l'expression {(Ap2.112) du tenseur tklmj dans le cas




-152-

d'une inclusion ellipsoidale s'ecrit:

1T
kimj
P _> > =>
3 M =2 —iK (R= R b c - -3 -
1/87w & thQijH Gkék e i 71 dR dR' dk (A2
t] t 2
vI-vI Vi s,

™ =2
ka(K ) étant défini cette fois ci par les relations qu'on deduit

de (11.36) et (A2.27) :

~ -2
ce c] (K K 28 = ¢ (A2 .33
ijkl —km 21451850 im .33
et en posant
Kt = K Xt ou K et le module de R! et Xt les cosinus directeurs
tels que :
X 1 = sin @ cos P
X_ = si © sin
o sin @
X_ = cos ©
3
al i [ C¢ X X 1 =M (A2.34)
ors =i ikl Z1e®se M M ki
et & partir de (A2.33) :
kK26 (K =m ' (A2.35)
km km

on déduit de (RA2.32) :

. I1
t =
klmj
3 5y _ik”(R*- R O,
1/87w K Gk(K) i i X'Q, e 1 1 dR dR' dK
% " ) ymdﬂﬁﬂguar 5

t t
VI VI \ E>

V: est la sphere de rayon a1 dont le centre est celui de
. =2 =2, =2
l'ellipsoide I ; on peut donc pour integrer sur R , R et |k |

utiliser le résultat obtenu pour une inclusion sphérique (A2.25)

et obtenir :
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11 2 ™ '
= b 3 in © do K- G X
kimjo 21 %1 %1/ sin km  tZiety ;97 (RE.36)

11 :
La composante T . est obtenue , en posant la partie symetrique de

-

tII tel que:
11 II I
= +

= 1/2 [ ¢ P A2 .37)
klmj klmj 1kmj 4 rm g ¢ 3 :





