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P r é s i d e n t :

l " l . A . Z A O U I  r P r o f e s s e l u r  r U n i v e r s i  t é  d e  P A R I S - N O R D
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F ' f  . t 4 , E E R V E I L L E R r P r o f e s s e u r  r U n i v e r s i  t é  d e  4 E T Z
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N' inv ol6s

lry %l+
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AVANT_PROPOS

r é a l i s é  a u  l a b o r a t o i r e  d e  p h y s i q u e  e t
d e  I ' U n i v e r s i t é  d e  \ E T Z  (  U . A .  C N R S

J e  t i e n s  à  e x p r i m e r
f e s s e u r  M .  B E R V E I L L E R ,  q u i
r n e  f i t  b é n é f i c i e r  d e  s e s
d e  c e  t r a v a i  I .

t o u t e  r n a  g r a t i t u d e  à  M o n s i e u r  I e  P r o -
d u r a n t  t o u t e  l a  d u r é e  d e  c e  t r a v a i  I ,
c o m p é t e n c e s r e n  a s s u r a n t  1 a  d i r e c t i o n

,

J e  d é s i r e  e x p r i r n e r  r n a  c o r d i a l e  r e c o n n a i s s a n c e  e t  s y m p a t h i e
à  M o n s i e u r  P . L I P I N S K I T M a î t r e  d e  c o n f é r e n c e s  à  I ' E c o I e  N a t i o n a l e
d ' r n g é n i e u r s  d e  M E T Z r p o u r  s e  p a r t i c i p a t i o n  à  c e  j u r y . s e s  c o m p é -
t e n c e s  S c i e n t i f i q u e è  e t  s a  c o n s t a n t e  d i s p o n i b i l i t é  f u r e n t  p o u r
m o i  d ' u n e  a i d e  p r é c i e u s e .

Q u e  M o n s i e u r  A . Z A O U I  r P r o f e s s e u r  à  l ' U n i v e r s i t é  d e  P A R I S -
N O R D ,  t r o u v e  i c i  I  ' e x p r e s s i o n  d e  m e s  r e r n e r c i m e n t s  p o u r  a v o i r
a c c e p t é  d e  p r é s i d e r  c e  t r a v a i l ,  a i n s i  q u e  M e s s i e u r s  A L L I A G A ,
S C H N E T D E R T z A R E M B o v I T C H  e t  H o s r E N  p o u r  I e u r  p a r t i c i p a t i o n  a u  j u r y .

E n f i n r j e  n e  s a u r a i s  o u b l i e r  d a n s  c e s  r e m e r c i r n e n t s  t o u s  m e s
c o I I é g u e s  e t  c a m a r a d e s  d u  L a b o r a t o i r e  d e  P h y s i q u e  e t  M é c a n i q u e
d e s  M a t é r i a u x  e u i r à  d i v e r s  t i t r e s r m ' o n t  p e r m i s  d e  m e n e r  à  b i e n
c e t t e  é t u d e  d a n s  u n e  b o n n e  a r n b i a n c e .
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INTRODUCTION
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I  .  1  G è n é r a I  i  t É s  s u r  I e s  c o r n p o s i  t e =

L e s  c o r n p o s i t e s  s ' i m p o s e n t  d a n s  t o u s  I e s  s e c t e u r s  o u  I e s  p r o o r e s

t e c h n o l o g i q u e s  n é c e s s i t e n t  d e  c o m b i n e r  d e s  p r o t r r i é t É s  ( r n é c a n i q u e s .

t h e r m i q u e s , d i É I É c t r i q u e s r , . . . . ,  )  q u e  n e  p o = s É d e  i n d i v i d u e l l e m e n t

auc L l r l  ma t  ér  i  au

L e s  f i b r e s  s o n t  e n  g É n é r a l  d e s  c o m F o s e s  d e  r n a t é r i a u x  d o n t  l e s

I i a i s o n s  i n t É r a t o r g i q u e s  s o n t

- I  ' o x y d e  d ' a l u m i n i u r n

f o r t e s  e t  s t a b l e s . E n  c i t e :

- 1 e  c a r b u r e  d e  s i l i c i u m

- 1 ' o x v d e  d e  s i l i c i u r n

q u i  s o n t  c e r a c t é r i s é s  p a r  l e u r s  1 é g é r e t é r r i q i d i t é  e t  l e u r s  d u r e t é .

T o u t e f o i s  r  c €  t y p e  d e  m a t É r i a u x  c a s s e  f a c i l e r n e n t  e t  c  ' e s t  p o u r

c e t t e  r a i s o n  d  ' a i  I  l e u r s  q u e  l e u r s  u t i  l  i s a t i o n  c o r n r n e  m a t Ê r  i a u  d e

s t r u c t u r e  e s t  t r É s  l i m i t É e .

p o u r  r e r n É d i e r  à  c e  p r o b l è m e . .  c e s  f i b r e s  s o n t  i n t é g r é e s  d a n s  u n e

m a t r i c e  f a i t e

I e s  f i b r e s  e t

L a  r é s i s t a n c e

avant  tou t  du

d ' u n  a u t r e  m a t É r i a u  :  c e t t e  r n a t r i c e  I i e  e n t r e  e l l e s

p r o p r e s  q u a l i t é s

T r o i s  c a t É g o r i e s  d e  m a t É r i a u x  c o m p o s i t e s  = o n t  à  d i s t i n q u e r  = e l o n

I a  n a t u r e  d e  l a  m a t r i c e l

a s s u r e  l a  s o l i d i t é  d e  I  ' e n E e m b l e .

m é c a n i q u e  e t  I a  r i g i d i t É  d ' u n  c o r n p o s i t e  d É p e n d e n t

m a t é r i a u  d u  r e n f o r t  ,  r n a i s  I a  m a t r i c e  a p p o r t e  s e s

' - :
. ' ! t

'r*i
;.:f:i
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- L e s  m a t r i c e s  o r ç e n i q u e s  ( t e m p É r a t u r e  d ' u t i l i s a t i o n  l i m i t É e  à

\ ? a ë  +  ? f l f r  o c )  f o r m é e s  à  p a r t i r  d e  r ê s i n e s  o r g a n i g u e s  t h e r m o p l a -

= t i q u e s  o u  t h e r m o d u r c i s = a b l e s '

- 1 e s  m a t r i c e s  v i t r o - c é r a m i q u e s  e t  c é r a m i q u e s  e m p l o y è e s  d a n s  d e s

a p p l i c a t i o n s  à  h a u t e s  t e m p é r a t u r e '

- I e s  r n a t r i c e s  m é t a l l i q u e s  r à  b a s e  p r i n c i p a l e m e n t  d  ' a l l i a g e  d e

r n a g n É s i u m  ,  d , a l u m i n i u m  o u  d e  t i t a n e  .  s o n t  u t i  I  i g É e s  à  m o y e n n e g

t e m p é r a t u F e s :

-  j u s q u ' à  3 l f r f r  o Ç  P o u r  I ' a l u r n i n i u m  e t  l e  m a g n é s i u m
,

- i u s q u ' à  5 O 0  ?  b Q t E o E  P o u r  I e  t i t a n e

D a n s c e t r a v a i l o n s , i n t É r e s s e g u r t o u t e u x c o f n p o s i t e s à m a t r i c e

m é t a l I i q u e . L e E r e l f o r t s u t i I i E É s d a n s c e g e n r e d e c o m p o Ë i t e s = o n t

d e  t r o i s  t v P e s  :  t l l

- d e s f i l a m e n t s c o n t i n u s d e g r o g d i a m è t r e ( t a f l à e o a } l r n )

- d e s  f i b r e s  m u l t i b r i n s  d e  d i a m È t r e  \ 7  à  e k r  H m )

- d e s w h i g k e r g ( d i a m è t r e m o i s d ' u n p m - l o n g u e u r q u e l q u e s

c e n t a i n e s  d e  H m )

U n e d e g c r i p t i o n p l u s d É t a i l I É d e c e s r e n T o r t s a é t é d o n n é e p a r

R o c h e r  E a l

L a m i s e e n t r e u v r e d e g r e n f o r t g f i b r e u x a u s e i n d ' u n e m a t r i c e

m é t a I I i q u e  s e  f a i t  g r o s s i è r e m e n t  d e  d e u x  m a n i e r e s :

- d a n s  I e  p r e m i e r  c a s  t u n E r  p r ê f o r m e  e s t  r É a l i s é e  à  p a r t i r  d e s

f i b r e s  p u i s  i m p r È g n É e  à  I ' a i d e  d e  1 ' a l l i a g e  l i q u i d e '

- d a n s  I e  g e c o n d  c a s  . l e  r e n f o r t  f i b r e u x  e s t  d ' a b o r d  i n p r É g n é
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p â r  I e  m É t a I  I  i q u i d - e  e t  I e  d e m i  p r o d u i .  t  a i n = r  o b t e n u  e s r

u t  i  I  i s É  e n s u i  t e  p o u r  r e a l  i s e r  r  p â r  c o r n p r e s s i o n  à  c h a u d  .  d e s

f o r m e s  m a s s i v e s .

D a n s  l e s  d e u x  c a s  .  d i v e r s  p a r a m é t r e s

d e s  m a t É r  i  a u x  c o r n p o s  i  t e s  ;

I a  f r a c t i o n  v o l u m i q u e

1 a  m o r p h o l o g i e

I ' o r i e n t a t i o n  e t  I a  n a t u r e

d e s  c o m p o s a l t s  ( f i b r e s  e t  m a t r i c e ) .

C  ' e s t  p o u r  c e l a  
t  q , - r "  l e s  e p e c  i a l  i s t e s

c h o  i s i r  e v e c  u n e  c e r t a i n e  I  i b e r t É  .  à  I a

s t r u c t u r e  i n t e r n e  d e s  m a t É r i a u x .

i n f l u e n c e n t  1 e  c o m p o r t e r n e n t

d e  l a  c o n c e p t i o n  t r e u v e n t

f o i s  1 a  c o . n c t o s i t i e n  e t  I a

C e p e n d a n t  ,  p o u r  r é p o n d r e  à  u n  c a h i e r  d e  c h a r g e  b i e n  d é f i n i  '  i l

e s t  n é c e s s a i r e  d e  c o n n à i t r e  I  ' i n f l u e n c e  d e  c h a q u e  p a r a r n e t r e

d é f  i n i s s a n t  1 e  m a t É r i a u  s u r  s o n  c o r n p o r t e r n e n t  .  C e c  i  n ' e s t  t o u t e f  o  i  s

p o s s i b l e  q u e  5 , u r  d e s  b a s e s  t h é o r i q u e s  E o l i d e s  q u i  p e r m e t t e n t  d e

p r É v o i r  I , e f f e t  d e  c h a q u e  v a r i a b l e  s u r  l e s  p e r f o r m a n c e s  d u  p r o d u i r

E o r n m e  l e s  m a t é r i a u x  c t r f n p o s i t e s  s o n t  e x a r n i n É E  E r n  t a n t  g u e

m a t É r i a u x  h é t É r o g ê n e s  r  g f ,  p o u r r â  - f o . =  c o n s , i d é r e  q u e  l e s  p r o g r e =

q u i  o n t  e u  l i e u  d a n s  c e  d o m a i n e  s o n t  à  I a  b a s e  d u  d É v e l o p p e m e n t

de= méthodes u t  i  I  i  sÉes  pour  é tud  i  e r  1e  cornpor  tement  des  cornpos  i  te :

A i n s i  g r â c e  à  l ' é t u d e  d e  I " ' h é t É r o ç É n e î t é  é I É m e n t a i r e "  f a i t e  p a r

E s h e l b y  t 3 l  , e t  a u - d e l à  d e s  m o d è l e s  s i m p l e s  d e  V o i g t  [ 4 ]  ' R e u s s  E =

e t  H i l l  t 6 l  , s e  s o n t  d É v e l o p p é e s  d e s  m é t h o d e s  s t a t i s t i q u e s  E y s t É -
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m à t i q u e s  g u i  f o n t  i n t e r v e n i r  1 ' e n s e m b l e  d e s  f o n c t i o n s  d e  c o r r e -

I a t i o n s  d e s  c o n s t a n t e s  É l a s t i q u e s  d e s  c o n s t i t u a n t s  ( K r Ë n e r  t 7 l ) .

D e s  m ê t h o d e s  i n t e r m É d i a i r e s  o n t  É t È  d É v e l o p p é e s  p a r  ( K r Ë n e r  I E l ] .

B e r v e i l l e r  e t  Z a o u i  t 9 l ) . E e s  m é t h o d e s  f o u r n i s s e n t  d e s  r È s u l t a t s

é x a c t s  d a n s  I e  c a E i  d e s  m i l i e u x  p a r f a i t e m e n t  d e s o r d o n n é s  ( H r Ë n e r

t 7 l )  I  e ] I e s  s o n t  c o n s t i t u é e s  p e r  I e s  m o d è l e s  a u t o c o h é r e n t s '

D a n s  l a  p r e m i è r e  p a r t i e  d e  c e  t r a v a i l  r  o f ,  u t i l i s e r a  l e  m o d è l e

a u t o c s h é r e n t  à  u n  s i t e  F o u r  d É t e r m i n e r  l e s  P r o p r i É t É s  t h É r m o -

É I a s t i q u e s  e f f e c t i v e s  d ' u n  m a t é r i a u  c o m p o s i t e  à  m a t r i c e  m é t a I i q u e .

,'
E e s  p r o p r i É t É s  E o n t  !

l e s  r n o d u l e s  É l a s t i g u e s

- l e s  c o e f f i c i É h t s  d e  d i l a t a t i o n  t h e r m i q u e

- I e s  t e n ç e u r s  d e  I o c a l i s a t i o n  d e s  c o n t r a i n t e s

m É c a n i q u e s  e t  t h e r m i g u e s .

C e r t a i n s  t r a v a u x  e x p É r i m e n t a u x  p o r t a n t  Ë u r

(  d É f  o r r n a t  i o n s  I

I e s  m a t e r i a u x

t r o r n p o s i t e s  ( E L A J  r  t l  1 l  )  o n t  p o u r  o b i e c t i f ,  I a  m e s u r e  d e s  v i t e s s e s

d e  p r o p a g a t i o n  d e s  o n d e s  u l t r a s o n o r e s  ,  a f i n  d ' e n  d É d u i r e  l e s

c o n t r a i n t e s  i n t e r n e s  . C e c i  n ' e s t  c e p e n d a n t  p o s s i b l e  q u e  E i  l e s

c o n s t a n t e s  é l a s t i g u e s  d u  t r o i s i è m e  o r d r e  d u  m a t È r i a u  é t u d i É  s o n t

c o n n u e s .

D a n s  1 a  d e u x i è m e  p a r t i e r n o u =  P r o p o s o n s  d o n c  u n e  r n é t h o d e  d e  c a l c u l

d e  c e s  c o e f f i c i e n t s  ,  m é t h o d e  q u i  c o n s i E t e  à  a d a p t e r  I e  m o d è l e

s e l f - c o n s i E t e n t  a u  c a s  d e  I ' É l a s t i c i t É  n o n  l i n é a i r e
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I . e  B i b I  i o g r a P h i e

E 1 l  R . N a s l a i n . I n t r o d u c t i o n  e u  m a t é r i a u x  s o m p o s i t e s  v o I ' ?  :

m a t r i c e =  r n é t a I  I  i q u e =  e t  c É r a m i q u e s  (  R  .  N a s l a i n  , E d  )

c h a p  1 3  r P P  ? I 3 - e 6 ?  . t r h l R S - I l ' I C . E O R D E A U X  '  1 9 8 5 '

E e l  J . P . R O C H E R . " E l a b o r a t i o n  e t  c e r a c t É r i s a t i o n  d e  m a t É r i a u x

c o r n p o s i  t e s  a  r n a t r  i c e  d ' a I  I  i a g e  1 É ç e r  o b t e n u s  s e l o n  u n e

t e c h n i q u e  p r o c h e  d e  l a  f o n d e r i e  "  ,  T h é s e  d  ' É t a t

(  BORDEALIX ) '

E g l  E s h e I b y . J . b ,  t ? a I  ' ; E i a s t i c  i n c l u s i o n s  a n d  i n h o m o q e n e i t i e s "
,

p r o g r e s s i n E o l i d l ' l e c h a n i c s e . e d i t e t b y l . N . S n e d d o n a n d

R . H i l t  . N o r t h  H o l l a n d r A m s t e r d a m r P P  9 B - 1 4 f r '

E 4 ]  V o i g t  | . | . , 1 8 8 9 t , ' U b e r  d i e  b e = i e h u n g  z u r i s c h e n  d e n  b e i d e n

e l a s t i z i t â t s ' k o n s t a n t e n  i s o t r o p e r  k Ë r p e r  "  , l ' J i e d  . A n n  t

V o l  . 3 8 '  1 8 8 9 , P P . 5 7 3 - 5 8 7 '

t 5 l  R e u s E  A .  , t g e q  ,  "  B e r e c h n u n g  d e r  f l i e s s g r e n z e  v o n

m i s c h k r i s t a l l e n  a u f  g r u n d  d e r  p l a s t i z i t â t s b e d i n g u n g  f Ù r

e i n k r i s t a l  l  "  r Z - a n g . P l a t h . l t l e c h '  .  1 9 e 9 r v o I ' 9 r P P ' 4 9 - 5 8 '

t 6 l  H i l l  R . ,  1 9 6 5 ' J . M e c h ' p h Y s . ' s o l i d s  1 3 ' 8 9

8 7 1  K r o n e r  E . r 1 9 g O . " E r a d e d  a n d  p e r f e c t  d i s o r d e r  i n  r a n d o m  m e d i a

e I  a s t  i c  i  t y , , ,  J .  o f  E n g n g  .  M e c h  .  D i v i  s i o n ,  v o  I '  E l ' 1 5 '  t g g g t  p p '  B B 9 - 9 1  4

t B ] K r Ë n e r E . ' l g s E , 3 E e r e c h n u n g d e r e l a g t i s h e n k o n g t a n t e n d e s

v i e l k r i s t a l l e s  a u s  d e n  k o n s t a n t e n  d e s  e i n k r i s t a l l s " ' z ' P h y s '

Vo 1  .  157 '  l '  958  ,PP .5 t4 -51  B '

E 9 l  B e r v e i  I  I e r  M .  ' Z a o u i  A '  ,  1  9 8 f r t  " M É t h o d e s  s e l f - c o n s i s t a n t e s  e n

m é c a n i q u e  d e s  g o l i d e s  h É t É r o g è n e s ' .  , 1 5 o  c o l l o q u e  d u  g r o u p e

f r a n ç a i s  d e  r h É o I o g i e  ' c o m p o r t e m e n t  R h é o l o g i q u e  e t  s t r u c t u r e

des rnatÈr i  aux ,  tqBE r PP '  17â-t99

E l o l  s c h n e i d e r  E .  ,  L e e  D .  ,  R a z v i  s .  ,  s a l a m a  K '  ,  L 9 B 7  
" ' N o n

d e s t r u c t i v e  c h a r a c t e r  i z a t i o n  o f  m e t a l  r n a t r  i x  c o r n P o s i  t e 5 "  '
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p o c . o f  t h e  1 6  t h e s y m p o s i u r n  o n  n o n  d e s t r u c t i v e  E v a l u t i o n ,

S a n  Ê n t o n i o . U S A .

E  1 1 1  S c h n e i d e r  E .  , 1 ? 8 E l  , E o r n m u n i c a t i o n  p e r s o n n e l  l e .
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C H A P I T R E  - I I -

I.IODELISATION DU trOFIPtrRTEIIENT THERI'IEELASTIAUE LINEAIRE

DES ]'IATERIAUX COI'IPOSITES

I  I . 1  I n t r o d u c t i o n

I I . e  P o s i t i o n  d u  P r o l è m e

I  I  . 3  L o  i  d e  . o t p o i t = r n e n t  l o c a  l e

I  1 . 4  P r o p r i É t É s  t h e r m o É I a s t i q u e s  e f f e c t i v e s

I I . 5  T e n s e u r s  d e  I o c a l i s a t i o n  d e s  d É f o r m a t i o n E

I  I  . 5 .  I  E q u a t  i o n  i n t é g r a I e

I I . 5 ' e A p p r o x i m a t i o n a u t o c o h É r e n t e ( à u n s i t e )

I l . 6  T e n s e u r  d e  l o c a l i s a t i o n  d e  c o n t r a i n t e s

I L 7  E o n c l u s i o n

I  I . g  E i b I  i o g r a P h i e
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I I . 1  I n t r e d u c t i o n

L e s  m a t é r i a u x  c o m p o s i t e s  u t i l i s É s  c o m r n e  é I É m e n t E  d e  s t r u c t u r e

d a n s  I e s  d o r n a i n e s  d e  h a u t e  t e c h n o l o g i e  (  I e s  i n d u s t r i e s  a e r o -

s p a t i a l e E . a u t o m s b i l e  , , ,  i  s o n t  s o u m i s  d a n E  d e  n o m b r e u x  c a s  à  d e s

= o I  I  i c i t a t i o n s  t h e r m i g u e s  (  t u r b o r e a c t e u r  ( l f r D i l o  '  ' s t a t o r É a c t e u r s

à  c o r n b u s t i o n  s u p e F g o n i q u e  (  1 7 5 f l o  )  ,  c Ë n e  d e  m i s s i I e . . . . .  ) .

L e s  c o n s t i t u a n t s  d e  c e s  c o f n p o s i t e s  n e  s e  d i l a t e n t  p a s  d e  l a  m ê m e

,

m a n i è r e  ( t a b l e a u  I I ' 1 )

c e t t e  d i f f É r e n c e  d a n s  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  d i l a t a t i o n  t h e r m i Q U P r

e n g e n d r e  d e s  c o n f i a i n t e E  t h e r m i q u e s  q u i  p e u v e n t  c o n d u i r e  a  u n e

p l a s t i f i c a t i o n o u u n e r u p t u r e t o t a l e . E e c i j u s t i f i e l a n È c e s s i t é d e

d é t e r m i n e r l e c o r n p o r t e m e n t t h e r m o É I a s t i q u e d e s c o m p o s i t e s â p a r t i r

d e s  c a r a c t É r i s t i q u e s  d e s  f i b r e s  e t  d e  l a  m a t r i c e '

U n e c r i t i q u e d e s t h é o r i e s p r é v o y a n t l e c o t o p o r t e r n e n t t h e r m o é I a s t i q u

d e g c o m p o s i t e g à f i b r e s u n i d i r e c t i o n n e l l e s e É t É f a i t e p Ë

E . Ë . t r h a m i s e t a l E l 3 ; d a n s S o n t r a v a i l i l a b r i è v e r n e n t r a P p e l é I e s

d i f f é r e n t e s m é t h o d e s u t i l i s é e g P o u r é t u d i e r } e s c o m p o s i t e g a f i b r e

u n i d i r e c t i o n n e r l e s  ,  e t  a  c o m p a r é  l e s  r é s u l t a t E  o b t e n u =  p e r  t

r n e t h o d e s  a u x  r É s u l t a t s  e x p É r i m e n t a u x '

o n p e u t a l o r s c o n s i d É r e r g u e l e p r o b l È m e d e = c o m p o s i t e s à f i b r e s

l o n g u e s  c o m m e  p a r t i e l l e m e n t  r é s o l u '

C e o e n d a n t  ,  I  ' É t u d e  d e s  c o r n p o s i  t e s

n o m b r e u s e s  d i f f i c u l t É g  I  i É e E  à  1 a

à  f i b r e s  c s u r t e =  P o = i e  d e

d i v e r E i t É  d e s  P a r a m é t r e =

. . , . . r i l ' + f # æ
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T a b l e a u  I  I . 1

C o e f f i c i e n t s  d e  d i l a t a t i o n  t h e r m i g u e s  d e

q u e l q u e s  m a t é r i a u x .

ri,
l i'dÈ

. ià1
iilr.

. ! t .

l v l a t é r i a u x C o e f f i c i e n t s  d e  d i  l a t a t i o n
t h e r m  i  q u e

f t  o H  - 1

C e l  I u l o s e  n a t u r e l  l e
( b o i s r c o t o n , F a p i e r )

- p h é n o  1  i  q u e
7  . l f r  

- 6

p l y s t e r  H T
_ A

35 .  1 fJ

K e r m e l  I

N o m e z
?ît 1 C t

- 6

A c r y  I  i  q u e
_ A

?8 .  t a

D É r  i v é s  c e I  l u l o s i q u e s
( n a y o n n e , v i s c o s e )

_ A

5A .  t f r

T é f  I  o n
6

3fr .  t f r

A c  i  e r E
6

ta t f r

A l  I  i a g e s
d ' A l u m i n i u m

_ A

?3 .  t a

C u i v r e s  e t
a l  I  i  a g e s

_ A

?a.  ta

A I  l  i e q e s  N i c k e I
C o b a l  t

L3 . rg  
6

A t l i a g e s  t i t a n e
T a r t a l e  ,  N i o b i u r n

- 6
e.  tç )
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c â r e c t É r  i s a n t  c e s  m a t É r  i " a u x -  t  f  o r m e . o r i e n t e t  i o n  r r e p ê r t  i  t i o n r  .  .  .  .  , f

E e I l e s  c i  n e  p F o v i e n n e n t  p e s  d e  l a  f o r m u l a ù i o n  d u  p r o b l É m e  t h e r m o -

é l a s t i q u e  . m è i s  p l u t è t  d e E  m é t h o d e s  d e  c à I t r u I s  u t i l i s e e s  p o u r

d é t e r m i n e i  l e  c o m p o r t e m e n t  d e  c e s  m a t é r i a u x .

A i n s i  I e s  c o r n p o s i t e s  à  r e n f o r t s  s p h é r i q u e s  o n t  é t É  e t u d i e s  p a r

l 4 e r n e r  t e l  ,  L e v i n  t 3 l  .  S c h a r p e r y  t 4 l  e t  E u d i a n s k y  t 5 l  '

E n  u t i l i s a n t  u n e  a p p r o c h e  v a r i a t i o n n e l l e  , R o s e n  e t  H a s h i n  E ê l  o n t

a d a p t é  I e  m o d É l e  d e  L e v i n  ( c o n c e r n a n t  l e s  c o m t r o s i t e s  à  d e u x  c t r n s -

- t i t u a n t s  )  a u  c a s  d  ' u n  c o m p o s i t e  a n i ç o t r o p e .

,'
L a w s t T l  a  d É t e r m i n é  l e  c o r n p o r t e m e n t  t h e r m o e l a s t i q u e  d e s  c o m p o s i t e s

a n i s o t r o p e s  e n  s e  b a s a n t  s u r  I ' a p p r o x i m a t i o n  a u t o c o h é r e n t e  d e  H i I I

t e4 l .

P o u r  l e s  c o r n p o s i t e s  à  f  i b r e s  t r o u r t e s  u n i d i r e c t i o n n e l  I e s  N o r n u r a  e t

C h o u  t B l  s e  s o n t  b a s é s  s u r  I a  m é t h o d e  d u  t e n s e u r  d e  G r e e n  P o u r

t r o u v e r  I ' e x p r e s s i o n  d e s  r n o d u l e s  t h e r m o É l a g t i q u e =  e f f e c t i f s  s o u s

f o r m e  d e  d É v e l o p p e m e n t  e n  s é r i e s '

L e  t r a v a i l  a c t u e l  p o r t e  s u r  I ' a m É I i o r a t i o n  d e s  m é t h o d e s  e t  o u t i l s

d e  c a l c u l s  p e r m e t t a n t  u n e  m e i l l e u r e  p r È d i c t i o n  d u  c o r n P o r t e m e n t

e f f e c t i f  d e s  m a t é r i a u x  c o m p o s i t e s .

O n  i n t r o d u i r a  t o u t  d ' a b o r d  I a  I o i  d e  c o m p o r t e m e n t  t h e r m o m é c a n i g u e

l o c a l e  e t  I e s  t e n s e u r s  l o c a l i s a t i o n  m É c a n i q u e s  e t  t h e r m i q u e r = ;

r e l i a n t  I a  d é f o r m a t i o n  t o t a l e  I o c a I e  à  I a  t e m p é r a t u r e  (  s u p p o s É e

u n i f o r m e )  e t  à  t a  d é f o r m a t i o n  m e c r o s s o P i q u e  i m p o s É e s '

P a r  I  ' i n t e r m é d i a i r e  d e s  r e l a t i o n s  d e  m o y e n n e  u s u e l l e s  r  o n  e n

d é d u i t  I e  c o m p o r t e m e n t  g l o b a l  à  p a r t i r  d u  p r o c é d é  d  ' h o m o g e n É i -
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s a t i o n  c l a s s i q u e .

D a n s  l e  c a s  d e s  m i  I  i e u x  m i c r o h É t É r o q È n e s e t  m a c r o h o m o g e n e s  .  I e s

t e n s e u r s  I o c a l i s a t i o n s  s o n t  É t a b l i s  à  p a r t i r  d ' u n e  e q u a t i o n  i n t e -

g r a l e  o b t e n u e  e n  i n t r o d u i s a n t  u n  r n i l i e u  h o m o q e n e  f i c t i f  d a n s  I e s

É q u a t i o n s  d e  c h a r n p  e t  d e  t r o r n p o r t e m e n t  .  L ' È q u a t i o n  i n t e q r a l e  e s t

r È s o l u e  p a r  u n e  a p p r o r { i m a t i o n  a u t o c o h É r e n t e .

I  L e  P o s i t i o n  d u  É r o b l e r n e

L e  b u t  d e  c e  c h a p i t r e  e s t  d e  d É t e r r n i n e r  l e s p r o t r r i É t é s  t h e r m o -

é l a s t i q u e  d e s  m a t é r i a u x  c o m p o s i t e s  . t r o n s i d é r é s  c o r n m e  m a t ë r i a u x

m a c r o h o m o g É n e s  e t  m i c r o h é t É r o g è n e s .

S o i t  u n  m i l i e u  i n f i n i d e v o l u m e  (  V  )  (  f i g ( 1 1 . 1 )  )  m a c r o -

h o m o g È n e  e t  m i c r o h é t É r o g è n e  i n i t i a l e m e n t  n o n  c o n t r a i n t ( s a n E  c c n t -

r a i n t e s  i n t e r n e s  t h e r m i q u e s  o u  p l a s t i q u e s )  ' t r e  m i l i e u  s u b i t  u n e

v a r i a t i o n  d e  t e r n p È r a t u r e  (  t i ,  )  e t  e s t  e n  É q u i l i b r e  s o u s  I ' a c t i o n

d , u n e  c o n t r a i n t e  E  o u  d ' u n e  d é f o r m a t i o n  E ( m a c r o s c o p i q u e )  ' i m P o s ë e

5 u r  l a  f r o n t i è r e r i l  e s t  n É c e s s a i r e  d ' é t a b l i r  1 a  r e l a t i o n  e n t r e  E '

E e t o e t d e p r é d i r e l e s p h é n o r n è n e s d e l o c a l i s a t i o n d e s

c o n t r a i n t e = .

fiï
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f i g u r e  (  I  I . 1  )  :  r e t r r É s e n t a t i o n  d u  v o l u m e  ( V )

I I . 3 L o i  d e  c o m p o r t e m e n t  I o c a l e

E n  t h e r m o é I a s t i c i t È  I i n É a i r e  '  i n t e r v i e n n e n t

c a r a c t É r i s t i q u e s  c o E r x i s t a n t s  d a n s  l e  m a t é r i a u :

- I ' u n  d e  n a t u r e  é I a s t i q u e

- l  ' a u t r e  d e  n a t u r e  t h e r r n i q u e

L a  d é f o r m a t i o n  t o t a l e  (  €

d e u x  c o m p o s a n t e s :

deux  phËnornenes

I  d a n s  c e  t r e s ,  E S t l a  s u p e r P o s i t i o n  d e
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F

Ë  :  d É f o r m a t i o n  d u e  a u  p h Ê n o m ë n e  e l a = t i q u e

t hE  :  d ê f o r r n a t i o n  t h e r m i q u e  i . : l  =  ç ( .  . É  )  (  i . ; = I , a , 3 )
1 J  I J

q .  e s t  l e  t e n s e u r  d e  d i l a t a t i o n  t h e r m i q u e
r J

e t

F J  :  v e r  i  a t  i o n  d e  t e r n p e r a t u r e

donc ;  € .  =  .  1 .  +  .  : l
r J  r J  r J

D a n s  c E r  c h a p i t r e  o n  t i e n d r a  c o m p t e  d e s  h y p o t h é s e s  s u i v a n t e s :

t - I a  t e m p É r a t u r e  d u  m i  I  i e u  è t u d i É  e s t  u n i f  o r m e  ( d o r n a i n e

,'
t h e r m o s t a t i q u e  o u  t h é r m o é I a s t o s t a t i q u e  t 9 l  t

2 - n o u s  n e g l i g e o n s  l e s  p h e n o m è n e s  d ' i n e r t i e

B - n o u s  n o u s  p t a i o n s  d a n s  1 e  c a d r e  d ' u n  c o r n p o r t e m e n t  l i n É a i r e

c o n t r â  i  n t e - d é f o r r n a t  i  o n

4 - l ' É t a t  d e  d é f o r m a t i o n  d u  s o l i d e r é v o l u e  d a n s  l e  d o m a i n e  p r e -

p l a s t i q u e  ( P a s  d e  P l a s t i c i t é )

5 - I e s  c o e f f i c i e n t s  d ' é l a = t i c i t é  ( d u  s e c o n d  o r d r e )  E . . , - . ,  E o n t
l J H I

i n d É p e n d a n t s  d e  l a  t e m p é r a t u r e  a b s o l u e

l e s  h y p o t È s e s  l ? r 3 r 4 r 5 )  f o r m e n t  c e  q u ' o n  a p p e l l e  I e s  h y P o t e s e s

d e  p e t i t e s  p é r t u r b a t i o n s  ( H . P . P ) . D a n s  c e s  c o n d i t i o n s  g e u l e  I a

r e l a t i o n  d e ' ' D u h a m e l - N e w m a n n  r Q u i  t r a d u i t  1 a  r i g i d i t É  É I a s t i q u e

d u  m a t É r i a u  s u f f  i t  P o u r  d é c r i r e  s o n  c o m p o r t e r n e n t  I o c a l  '

L a  l o i  l o c a l e  d e  c o n e e r v a t i o n  d e  I ' é n e r g i e  e t  I  ' i n é g a l i t é  d e

E l a u s i u s - D u h e m  p e r m e t t e n t  d ' e x p r i m e r  1 a  c o n t r a i n t e  s o u s  I a

f o r m e .



o t J  P  e = - t  l ' é n e r g i e  l i b r e  v o l u m i q u e  d e  H e l m o l t z .

D a n s  I e  c a d r e  d e s  ( H . P . P i  l e s  v a l e u r s  (  . i j  )  e t  ( e )  = o n t  p e t i t e s

( e t  n u l l e s  à  I ' É t a t  d e  r é f É r e n c e  ) .

-e  1 -

û .  =  A  p  /  è  E .
I J  T J

A i n s i  l e  d é v e l o P P e m e n t  d e

v o i E i n a g e  d e  (  E  
i i = f r  

)  e t

(  e n  n é g l i g e a n t  I e s  t e r m e s

P  =  P o  +  L l e  t i j t * t  É i j

,'
0 ù  9 o  e s t  l ' É n e r g i e  l i b r e

N o u s  e n  d é d u i s o n E  d ' a P r È s

I  ' É n e r g i e  l i b r e  v o l u m i q u e  (  I  ,  e u

(  Q  =  t  )  e n  s e r i e  d e s  ( * i j  )  e t  t  e  i

d ' o r d r e s u p e r i e u r à e  I

E  -  J 3 . .  E . .  t )  +  ( I I ' e )
H I  1 J  l J

v o l u m i q u e  à  l ' é t a t  d e  r É f É r e n c e .

I  o  i  d e  c o r n p o r  t e m e n t  t h e r m o -

à  I a  d é f  o r r n a t i o n  t o t a l e  (  E  )

r I I . l l

r I LS )

É l a s t i q u e  r e I i a n t " I a  c o n t r a i n t e  ( o )

e t  à  I a  t e m P É r a t u r e  Ç l  :

o i i  =  t i i k l

t I I . l )  l a

k 1
-  f 3 "  t ?

1 J

ç r O
1 J

6 . . é t a n t l e s c o e f f i c i e n t s d e c o n t r a i n t e s t h e r m i q u e s .
I J

U n  r a i 5 o n n e t n e n t  a n a l o g u e  u t i  I  i s a n t  I  ' é n e r g i e  l  i b r e  d e  E i b b s  t 9 l  t

c o n d u i  t  à  I a  I o  i  d e  c o r n P o r t e r n e n t  :

t i i  =  = i i l * l  t k l  *

o ù

q- i i k I

g _

1 J

= o n t  l e s  c o r n p o s a n t e s  d u  t e n s e u r  d e  c o f n P l a i s a n c e s  e t

I e s c o r n p o s a n t e s d u t e n s e u r d e d i l a t a t i o n t h e r m i q u e s .

4
à
:,

L a  r e l a t i o n  ( I I . 3 )  s ' é c r i t  d o n c  d ' u n e  f a ç o n  é q u i v a l e n t e  e n  i n t r o -

d u i s a n t  I e s  c o e f f i c i e n t s  d e  d i l a t a t i o n  t h e r m i q u e  (  o i i  )  :

.  " , '  .  -  ' : 'a.  i -a';. 
rro.;r:;;.,-
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=  t i  j t * t (  
t ' h r l  o k l  g ) ( I I . + r

E e t t e  f o r m e  d e  I o i d e  c o m p o r t e m e n t  e s t  v a l a b l e  e n  t o u t  p o i n t  r  d u

m i l i e u  . E n  s , e n  E e r v i r a  p o u r  d É t e r m i n e r  l e  c o m p o r t e m e n t  é I a s t i q u e

g I o b a I  d e s  m i l i e u x  t h e r m o é I a s t i q u e s  i n f i n i s

macrohorno gÈnes .

m i c r o h é t Ë r o g Ë n e s  e t

I  I  . 4  P r o p r i É t é s  t h e r m o é l a s t i q u e s  e f f e c t i v e s

E n  u n  p o i n t  r  d u  r n i  I  i e u  ,  I a  l o i  d e  c o f n p o r t e r n e n t  l o c a l  s ' ê c r i  t

t r .
1 J

s o u s  I a  f o r m e :

t  ( r )  =  c
r J

o u  p à r  d u a l i t É

s ( r )  :

,

( r )  e  ( r )
i j k l  k I

e n  i n t r o d u i s a n t

i  j ( r )  
=  = i  j t  l ( t )  

t k I , t )  +  c x i  j ( t )  
È

L e  c o m p o r t e m e n t  t h e r m o é I a g t i q u e  g l o b a l

1 3 . .  ( r )  O  ( I I ' 5 )
1 J

1 e  t e n E e u r  d e  c o r n P l a i s a n c e s  l o c a l e

( I I . ô ) .

d u  m i l i e u  m i c r o h é t é r o q È n e

e t  m a c r o h o m o - o è n e  r e l  i a n t  I e s  c o n t r a i n t e s

t e m p é r a t u r e  O  s ' ê c r i t  s o u s  I a  f o r m e :

t- i j  - i i k r  t  E  
k l  

-  a { ' i  e  }

o u  d e  f a ç o n  è q u i v a l e n t e

-  e f f
E i i  = '  

t i n t  
= * t

a f f
ô :  . '  s o n t  l e s

1 J

E .  I a  d É f o r m a t i o n  E  e t  I a .

( I I . 7 i

( I I , B )

i I L 9 )Ei j  =  = ; : l t  E t t

o=, '  *
1 J

ef f
c[. | ',

r J

-ef f
= i j k l  t . -e f  

f
- i i k l

e f f
r  q i j  I

#[
${

p r o p r i é t É s  e f f e c t i v e s
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d u  m i  I  i e u  h o r n o g é n e  é q q t V a l e n t  (  M . H . E  )  . C e I u i  c i  e s t  d é f  i n i  c o r n m e

é t a n t  l e  m i  I  i e u  h o m o q È n e  d o n t  l e  c o m p o r t e m e n t  e s t  l e  m E r n e  q u e  I e

c o r n p o r t e m e n t  m a c r o s c o p i q u e  d u  r n a t é r i a u  m i c r o h e t é r o g È n e  c o n s i d é r É .

L e E  c o e f f i c i e n t s  e f f e c t i f s  d É f i n i s  p r É c É d e m e n t  v é r i f i e n t  I e =

r e l a t i o n s

I  r=t t  ]

- I

P u i s q u e  1 e  m i l i e u  v é r i f i e  l e s  h v P o t h é s e s  d e

f o r c e s  v o l u m i q u e s  , I e  m i l i e u  s u b i t  d e  f a i b l e s

d e  1  ' h é t É r o g é n é i  t r é  e s t  p e t  i  t e  P e r  r a p p o r t  à  l a

o n  p e u t  a l o r s  d é f i n i r  1 e  v o l u r n e  ( V )  - c l o b a I  d u

-e f f
b e t - e f f  - e f f

J S  = L e f f ( I I . l g , ) ,

H i I t  (  i . e

d É f o r m a t  i o n = ,

t a i  1 l e  d u  m i

r n i l i e u  e n  t a n t

p a s  d e

t a i  I  I e

i e u ) .

q u e

v o l u m e  r e p r é s e n t a t i f  ( a u  s e n s  s t a t i s t i q u e )  e t  o n  l u i  a s s o c i e

v a l e u r  m o y e n n e  v o  l u r n i q u e  n o t É e  (  i

L e s  c o n t r a i n t e s  e t  l e s  d é f o r m a t i o n s  E  e t  E  s o n t  a l o r s  r e l i È s  a u x

g r a n d e u r s  I o c a l e s  c o r r e s p o n d a n t e s  p e r  I e s  r e l a t i o n s  d e  r n o y e n n e s

u s u e l  l e s  d e  H i  I  l - l ' l a n d e l  :

l a

x

e t

I'
=  l i V  I  c r - .  ( r )  d V

J  ' J
( r )

( r )  d V  =  ( ( r ) ( I I . l e )

r i r e  l e  c o r n p o r t e m e n t  g l o b a l  à  p a r t i r  d e  l a  m i t r F c -

m a t É r i a u , d e u x  r e l a t i o n s  d e  l o e a l i s a t i o n  r e l i a n t  I e s

c o r r e s P o n d a n t e s

c r .
1 J

I I I . I I )
r J

E.  .  =  t /V
1 J

A f i n  d e

s t r u c t u r e  d u

i ji jJ
déc

g r a n d e u r s  l o c a l e s  a u x  q u a n t  i  t É s  r n a c r o s c o p  i q u e s

s o n t  i n t r o d u i t e s  ( L a u l s  E 7 l  ) :



-e4-

r -  ( r ) =  8 . . .  ( r )  t . .  +  b  ( r )  q ,  1 I I . l 3 )
r J  r J t { I  H I  l J

E .  ( r ) =  4 . . , , ( r )  E . ,  +  â . ,  ( r )  t - : ,  ( I I . I + )
i J  1 J H I  R I  l J

L e s  t e n s e u r s  a . A  r E  e t  b  n e  s o n t  p e s  i n d é n e n d a n t s  d u  f a i t  d e s

r e l a t i o n s  ( I I . 9 )  '  ( I I . é )  . ( I I ' 5 )  e t  ( I I . B ) .

E n  p a s s a n t  e u x  v a l e u r E  r n o y e n n e s  r  i  I  e s t  é v i d e n t  q u e :

o ù  I  d é s i q n e  l e  t e n s e u r  u n i t e  d ' o r d r e  c + '

E n  p o r t a n t  ( I I . g ) r . d a n s  ( I I - l 3 i . o n  o b t i e n t :

o,, j , ' ,  = r i jnr( ' )  t  r i Ï l "  t ,nn q )  
]  

*  b i j  ( r i  o  ( I i ' 1 5 )

-T-

-E-

or j t * ,  ( r )  =

a .  ( r )  =  -
1 J

c ( r )  r  13 ( r )

r e l a t i ons  de

a = f r t

T = f i

-  e f f
t 3 .

1 J

e t  à  pa r t i r  de  t ' f  i . s l

e. . ( r )  =  .  . : ,  ( r )  8 , . , - - ( r )  , :T-  E
i j '  i i k l  k l r n n  m n p q  P q

- . ; : k r ( ' )  
[  B r . r r ' , { ' ,  u ; : t -  bo , ( r )  -  13nr t r )  ]  e

E n  c o r n p a r a n t  c e t t e  r e l a t i o n  a v e c  ( I I . 1 4 ) . o n  a  d o n c  I e E

s u i v a n t e s :

B ( r )  r= f l  .
rnnpq pqk I

l - e  ( r ) t l * f f  - u  ( r ) -
L tnnpq Pq rnn

i I L 1 6 )

r e l a t i o n s

m a c F o s c o t r r q u e  s

)  , à  p a r t i r  d e

A e t a e t d e s

( I I . I ' 7 ,

l 3__ ( r )  I  t t I . lB )
fnn r

- l

c : -  ( r )
r  J m n

- l
c -  ( r )

l  J m n

ri'.

L a d é t e r m i n a t i o n d u c o m p o r t e m e n t t h e r m o é l a s t i q u e

e f f  _ e f r - .  e f f
r a m è n e  a l o r s  e u  c a l c u l  d e  I  e t  f 3  l o u  ç t

(  o u  q  ( r )  ) r d e s  t e n s e u r s  l o c a l i s a t i o n

r n o y e l n n e  ( I I . l ' 1 )  e t  ( I I . l e ) '
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û n  a  â  p a r t i r  d e  ( i 1 . 5 )  e t  t I I . l + )

s . . i r )  =  c . . .  i r )  [  g  ( r r  E  +  a , , i r )  ( - ,  I  f 3 . . ( r )  O  ( I I . 1 9 )
r J  l J l 1  I  L  l { l f n n  f n r r  H I  r  1 J

s o i t  à  p a r t i r  d e  ( I I . 1 1 i

E.= f f iE+ tO( I i .eF)- i j  
i j k f  k l m n  r n n  i i k l  k l  l J

p e r  t r o r n p e F a i s o n  a v e c  ( I I ' E )  o n  o b t i e n t :

r a  f o r r n u l a t i o n  o u a l e  t r e r m e t t e r a  d e  d É t e r m i n e r  = e f f  e t  o e f f

A  p a r t i r  d e  ( I I . 6 )  e t  ( I I . 1 3 )  o n  a :

E .  ( r ) =  s - . . . ( r )  [ e , . ! r ) E  _ + b , _ , ( r ) , : ,  l + q . - ( r ) o  ( I I . ê 3 )
i j  i j k l  L  k l r n n  r n n  l ( l  r  l J

s o i t  à  p a r t i r  d e  (  I  I .  I a )

E . -  =  s - . . $ r )  8 . .  ( r )  E  +  ( s . . , _ , ( r )  b , - , { r )  +  c . . ( r }  )  ç t  ( I I . ? + i- i i  
i i k l  k l m n  m n  l J t ( l  l l r  1 J

t r a r  c o m p e r a i s o n  a v e c  ( I I . ? )  '  o n  o b t i e n t :

-e f  f
L -  =

l  J f nn
c . . .  i r )  A  i r )

I J H I  K ] M N

l'ef f
f J .  =  -

1 J
r l

r J k I  H t  l J

=t : ; :  =  s  r j r r ( ' )  Enr 'Â ' '

e f f

" ; ; '  
=  = i i * l t )  b  

k l t l  
+  o t - - ( r )

i  I L a l  )

( I I .ee )

( I I . e5 )

( I Le6 )
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o n  p o u r r a  r e m a r g u e r  q u ' i l  s e r a i t  f a u x  d ' é c r i r e  q u e  1 a  d É f o r m a t i o n

m a c r o s c o p i q u e  t h e r r n i q u e  e s t  l a  m o y e n n e  d e s  d é f o r r n a t i o n s  m i c r o s c o -

p  i g u e s

s o i t

E:I
I J

E: l  #
1 J

s . . ( r )
1 J

o

p a r  c o n t r e  d '  a P r é s  (  I  I  .  e 6  )

t  = i  j t  t ( t )  
bn r ( r )  + E ( .

1 J
( r )  )  ç ) ( l r  . ?7 ,

o u

en

1e  t e rme  = i jH l t ,  bn r ( r ) t r a d u i t  l e s  i n t É r a c t i e n s  t h e r r n o -

é I a s t i q u e s  e n t r e  I e p  c o n s t i t u a n t s  d u  m i l i e u '

o n  o b t i e n t  u n e  a u t r e  f o r r n u l a t i o n  p l u s  i n t é r e s s a n t e  d "  f 3 = f f

* = f f  ,  à  p a r t i r  d e =  
1 - e l a t i o n s  

a n a l o g u e s  à  c e l l e s  d e  L e v i n  t 3 l .  { P a u r

l e s  d é t a i I s  c o n c e r n a n t  c e t t e  m É t h o d e  s e  r É f é r e r  à  I ' â n n e x e  ( 4 1 ) ) '

R e p r e n o n s  l e s  r e l a t i o n s  ( A i ' A )  e t  ( 4 1 ' 9 )

e f f
q . .

1 J "nr r t t 'okr ( t )

fSnr ( r )

. l s e t l e s r e l a t i o n g ( I I . e l ) e t ( I I . e 5 ) n o n t r e n t q u e
c e s  e x F r e s s l O l

I e s  c o e f f i c i e n t s  e f f e c t i f s  n e  d é p e n d e n t  q u e  d e s  P r o P r i é t É s  I s c a l e s

Ai ; [T 'e f f
1 3 =

1 J

e t  d e s  t e n s e u r s  d e  l o c a l i s a t i o n  r n é c a n i q u e s  A  e t  B '

D a n s n o t r e c a s , } e s P r o p r i É t É s l o c a l e s g o n t i n v a r i a b l e g

f o n c t i o n  d e

e f f e c t  i f s .

Les  tenseurs

l a ternpérature '  I  l en es t  de  mEme des  tenseurs

, ' 4
. +

. t

l o c a l i s a t i o n E  (  A  o u  B  )  e t  l e s  t e n s e u r s  e f f e c t i f s
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p e u v e n t  E t r e  a l s r s  d É d u i t s  e n  c o n s i d é r a n t  s i r n p l e r n e n t  I e  p r o b l È m e

i s o t h e r r n e , C e p e n d a n t  p o u r  d É t e r r n i n e r  l e s  t e n s e u r s  d e  l o c a l  i s a t i o n

d e  c o n t r a i n t e s  e t  d é f o r m a t i o n  t h e r m i q u e s , i l  f a u t  t e n i r  c o m F t e  d e

1 a  t e m p É r a t u r e .

C o n n a i s s a n t  l e  c o m p o r t e m e n t  l o c a l  ,  d É f i n i  p a r  l e s  t e n s e u r =  c

( o u  s )  e t  6  ( o u  * ) r i I  n e  r e s t e  q u ' a  d é f i n i r  l e s  t e n s e u r s  l o c a l i -

s a t i o n s  A  e t  a  p o u r  e n  d É d u i r e  l e s  r n o d u l e s  e f f e c t i f s .

P l u s i e u r s  m é t h o d e s  s o n t  p o s s i b l e s  (  t 1 0 l  r  t 1 1 l  !  t l e l  )  r  e l l e

c o n s t  i  t u e n t  .  n É e n m o . i  n s  t o u t e s  u n e  a p F r o x  i i n a t  i o n  d e  I  ' É q u a t  i o n

,
i n t É g r a I e  q u i  s e r a  p r é s e n t É e  d a n E  1 e  p a r a g r a p h e  s u i v a n t .

I  L S  T e n s e u r s  d e  l o c a l  i s a t i o n  d e s  d É f s r r n a t i o n s

O n  d É t e r m i n e r e  l e s  t e n s e u r s  I o c a l i s a t i o n  d e  d é f o r m a t i o n

r n É c a n i q u e s  ( A )  e t  t h e r r n i q u e s  (  a )  , à  p a r t i r  d e  I ' É q u a t i o n  i n t É g r a l e

q u ' o n  r e s s u d r a  e n s u i t e  e n  u t i l i s a n t  1 ' a p p r o x i m a t i o n  a u t o c o h é r e n t e

à  u n  s i t e ,

I I . 5 .  I  E q u a t i o n  i n t é 9 r a l e

L a  d é r n a r c h e  g é n é r a I e  c o n s i s t e  à  c o n s i d É r e r  I e  m i l i e u  h é t é r o g è n e

t r o f n m e  u n  r n i  l  i e u  c o n t i n u  à  m i c r o s t r u c t u r e  d e v a n t  s a t i s f a i r e  :

- I e s  é q u a t i o n s  d ' é q u i t i b r e  ( e n  a b s e n c e  d e s  f o r c e s  v o l u r n i q u e s )

s .  . ( r )  -  f l
l J r J

- 1 e s  r e l a t i o n s  d e  c o r n P o r t e r n e n t

( I I .EB )

t r . . ( r )  =  . i  j * t ( t )  
e * r ( r )  -  f 3  -  - ( r )  Q (  I Le9 )
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- I e s  r e l a t i o n s  c i n e r n a t i q u e s

E . . ( r )  =  l / ?  (  u  ( r )  +  u  . ( r )  l  ( I l . - ? t i r ) .
l J  l r J  J r r

E n  t e n a n t  c o m p t e  d e  ( I I . 3 0 ) e t  d e  l a  s y r n é t r i e  d e ( c )  t  t r .  - , . = c .  - =
r J t { r  J 1 l , ; l

t i ' j t k  =  t j i k l l  I ' é q u a t i o n  ( I I ' e 9 i  d e v i e n t :

s . . ( r )  =  c . . , . ( r )  u ,  . ( r )  -  1 3 . . { r )  t : t  ( I I . 3 l ) .
r J  I J H I  H r f  l J

L e s  r e l a t i o n s  ( I L 3 1 )  e t  ( I I . e B )  n o u s  p e r m e t t e n t  d ' é c r i r e :

t  . i j k t ( r ,  rnn r , . ,  -  {3 . . ( r )  O  ]  , i  
=  k r ( I I . 3 P ) .

E n  i n t r o d u i s a n t  u n  r n i l i e u  h o r n o o è n e  (  s a n s  m i c r o s t r u c t u r e  )  d e

c o e f f i c i e n t s  t h e r m o é I a s t i q u e g  c ? . ,  e t  1 3 :  -  t e l  s u e :
, '  I J I { I  I J

c _ . .  J r )  =  c 9 - .  -  +  d  c .  - .  - ( r )
i i k r  i i k l  i i k l  ( r i . 3 3 )

r J . . ( r )  =  B o .  +  d  1 3  . ( r )
l J  l J  

. - . ,  
1 J

I  ' équa t i on  (  I I . 3e )  s ' ec r i t  a l o r s :

cg . . -  u .  ( r )  +  l -S . . . . . t r l  u .  ! r )  (  l 3Y .  +  5  f 3 . ( r i )  ( i l  e )
i j k l  k . l j  L  i j k i  k r l  l i  i i  r , J

( I I . 3 + i

ou

c3 . . -  u .  ( r )  +  l -Sc . . , . i r )  u . , ( r )  -  58 . ( r )  O  I  .  =  o
r J k I  k . l J  L  r J l ( l  H r l  l J  r  I  J

a v e c  f 3 o = c o c r s  e t  i 3 = c q

E o n s i d é r e n s  l a  p a r t i e  e n t r e  c r o c h e t s  c o m t n e  É t a n t  d e E  f o r c e s

f i c t i v e s  ( f .  ( r )  )  t e I  q u e  :
1

f  .  ( r )  =  [ -  s . .  . .  .  ( r )  u ,  ,  ( r )  68 ,  ( r )o  I  :
i  L  i j k f  k ' l  l J  r r  J

L a  r É s o l u t i o n  d e  ( I I . 3 4 )  e s t  o b t e n u e  e n  u t i l i s a n t  l a  t e c h n i q u e  d u

t e n g e u r  d e  G r e e n  t  6 n * a r - r ' )  I  d ' u n  r n i l e u  i n f  i n i  ( d e  c o n E t a n t e s

( I I . 3 5 )

;rd
:fi
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é l a s t i q u e s  c o  )  .  C e  t e n s e u r  t r a d u i t  l e  d é p t a c e m e n t  d a n s  l a

d i r e c t i o n  (  k  )  e n  u n  p o i n t  r  d u  m i l i e u  I  q u a n d  u n e  f o r c e

u n i t a i r e  f -  =  6 .  S  ( r  -  r ' )  e s t  a p p l i q u É e  e n  u n  p o i n t  r ' d a n s
1 l fn

I a  d i r e c t i o n  r n  .  
" r , , ,  

é t a n t  l e  s y m b o l e  d e  H r o n e c k e r  e t  6 ( r - r ' )

I a  d i s t r i b u t i s n  d e  D i r a c

G  e s t  d é f i n i  F a r  :
P : M

s o  l u t  i o n  d e

dv '

-56 .  ( r ' )Q  l  ,dVI J  r  r J

r o  G .  . ( r - r ' )  +  S . -  6  ( r - r ' )  =- i i k l  - k m , I j  
i m

P o u r  u n  m i l i e u  i n f i n i  d e  v o l u m e  ( V )  l a

s ' é c r  i  t  :

,.I
u  ( r )  =  u o  +  I  G  . ( r - r ' )  f - ( r ' )

m  f n  J v  
f n I  I

E n  t e n a n t  c o r n p t e  d e  (  I I . 3 5 )  r o n  a :

t'
u  ( r )  =  uo  * lE - . ( r - r ' l l - 6c i j [ I ' )  t n r r , t ' ,

f n  m  
J v t t  

L

( I L 3 6 )

( I I . 3 4 )

( I L 3 7 )

' ( I L 3 8 )

E n  i n t É g r a n t  P a r  P a r t i e s  :

fn l m 1
= = - 6

d x .
J

( r L+ f l )
m i  r  i

l '_
e ( r r=F-o  * l t r r , r , * r ( r - r ' l f  6c  k f f j )  

t i j  ( r ' )  - t6n r ( r ' )o  
]dv ' ( I r ' 41 )f$n *t J vt

l'
u ( r )  =  uo  - lA - ,  , { r - r ' )  l -  6c  

iS t i )  
t k r t ( r ' )+66 .  ( r ' )o ]  dV ' ( I I .39 )

f n  m  J v m r r J '  
r -

L a  d é f o r m a t i o n  t o t a l e  s ' o b t i e n t  e n  t e n a n t  c o m p t e  d e :

d G  ( r - r '  )  d G  -  ( r - r '  )

t:
mip j  o * j

d o n c  f  i n a l e r n e n t :



avec

F - o  e s t  1 a  d É f o r r n a t i o n  d u
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. S a  s o l u t i o n  P e r m e t

" 
.  LF cornp t;x t_te o '

i m p l  i f  i c a t i o n s  o u t

r n o d è l e s  (  t 1 3 l  .  t

s o u m i s  a u  r n € m e  c h a r g e r n e n t

D e d r i c h s  e t

( r ) Q  =  f r  l ,

( I I . 4 1 ) '

Z e I  I e r

d e  c a l c u l e r  I e g  t e n s e u r s  l c ' c a -

u n e  t e l t e  é q u a t i o n  n é c e s s i t e  I e

a p p r o x i r n a t  i o n s  c o n d u i s a n t  à  t o u t

1 4 1  ,  t 1 5 l  )  . P a r m i  c e u x  c i  n o u g

q u e  1 e  m i l i e u h é t É r o g è n e

= t le t

r n i  I  i e u  h o m o g è n e

e t

I ' r r , [5-r '  ) cr* l r l r ' )  +  c .Lf I ; t ' )

L ' É q u a t i o n  i n t é g r a I e  (  I I . 4 1  )  i n c l u e  c e I I e  d e

t  I  1  I  F B u r  u n  m i  I  i e u  É l  a s t  i q u e  h É t É r e g è n e  t  f i

E l I e  e s t  a u s s i

e t  Z a o u i  t  1 6 1

l i s a t i o n  A  e t

e n  a c c e r d  a v e t r  l e s  r é s u l t a t s  é t a b I i s  F à r  B e i l r e i 1 l e r

re t rourg  à  des  5

u n  e n s e r n b l e  d e

d é v e l o p p o n s  I ' a p i r o c h e  a u t o c o h é r e n t e  q u i  a  1 ' a v a n t a g e  d ' € t r e

r e l a t i v e m e n t  p e r f o r m a n t e  e t  g é n é r a l e  , t o u t  e n  n e  n é c e s s i t a n t  q L l e

d e s  m o y e n s  d e  c a l c u l s  l i m i t é s

I  L 5 . P  A p p r o x i m a t i o n  a u t o c o h é r e n t e  ( à  u n  s i t e )

E e t t e a P P r o x i m a t i o n e E t d é v e l o p p é e d a n s l e c a s d e s m i l i e u x

g r a n u l a i r e s  ,  E l  l e  e  é t É  a P P l  i q u é e e  a u x  p o l y c r i s t a u x  P a r

H e r s h e y  E 1 5 l  e t  K r Ë n e r  t 1 6 l  . E l l e  c o n s i s t e  a  f a i r e  u n  c h o i x  p a r t i -

c u l i e r  d u  t e n s e u r  E o  e t  f 3 o  e t  r e m P l a c e  l e s  i n t e r a c t i o n s  e n t r e  u n e

h é t É r o g è n e i t É  p a r t i c u l i è r e  ( I ' i n c l u s i o n )  e t  I e  m i l i e u  r É e 1  e n v i -

r o n n a n t  p a r  c e l l e s  e n t r e  u n e  i n c l u g i o n  e t  l e  m i l i e u  h o r n o g è n e  É q u i -

eff.  eff

v a l e n t  (  q u i  a  l e s  p r o p r  i é t É s  c = '  
'  

e t  f 3  )  c o n s i d é r é  c o r n m e

4;t:L.

. r  ; .
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co rnp t r r t emen t  an i  =o t rope .

C e t t e  m é t h o c i e  a  é t é  É I a r q i e  a u  t r a s  d e  p l u s i e u r s  s i t e s  p a r

f e h r i  e t  a I .  t I T l  .  P o u r  d e s  c o r n p o r t e m e n t s  É I a s t o p l a s t i q u e s

F a s s  i

r E f ,

t I L4e )

t r a n s f o r m a t i o n =  f i n i e s  , 1 a  m È t h o d e  a u t o c o h É r e n t e  e  É t É  p r o o o s É e

p a r  L i p i n s k i  e t  E e r v e i l l e r  t l E l . O n  s e  l i m i t e r a  d a n s  c e  c h a p i t r e  e u

c e s  d e  l a  t h e r m o É l a s t i c i t É  l i n é a i r e  e t  à  I ' a p p r o x i m a t i o n  a u t o -

c o h é r e n t e  à  u n  s i t e . O n  t i e n d r a  c o r n p t e  d e  c e t t e  à p p r o x i r n a t i o n  ( E a

e f f  ^ e f f=  t - '  
'  

e t  1 3 o =  f J  )  p o u r  r e s o u d r e  I ' É q u a t i o n  (  I  I . 4 1  )  e t  a v o i r

a i n s i  u n e  e , { p r e s s i o n  s i ç n i f i c a t i v e  d e s  t e n s e u r s  A  e t  e .

R e p r e n o n s  I ' É q u a t i o n  (  i I  4 l  )

É t a n t  I a  m o y e n n e  v o l u m i q u e  d e  Ê  ( r )  ( d a n s  l ' i n c l u s i o n )  .

O n  n é g l i g e r a  I ' h é t É r o g é n e i t É  d a n s  I ' i n c l u s i o n  r e u i  a p p e r a i t  d a n s

c e r t a i n s  c à s  t 1 9 1 .

L e  c h a m p  d e  d é f o r m a t i o n  e n  u n  p o i n t  ( r )  d u  m a t é r i a u  p r e n d  a l o r s

I a  f o r m e  s u i v a n t e :

l'
e  ( r )  =  Eo  + l r  - ( r - r ' ) l - 6c . ( r : i )  E .  ( r ' )  - 613 . J r ' ) r )  I  OV '

m n  f n n  l . . m n k l  L  H I 1 J  l J  l { l  J

P o u r  r É s o u d r e . * i t =  é q u a t i o n  i n t É q r a l e  ( d a n s  l e  c a s  d ' u n  m i l i e u

g r e n u l a i r e )  , n o u s  f a i s o n s  a p p e l  à  u n e  e p p r o x i m a t i o n  q u i  c o n s i s t e

à  p r e n d r e  1 a  d é f o r m e t i o n  (  t o t a l e )  d a n s  c h a q u e  i n c  l u s i o n  c o r n r n p

N

i j ( t )  
= rEr r l .  y  I ( r )

1 J

N  é t a n t  l e  n o r n b r e  t o t a l  d e s  - o r a i n s  d u  n i  I  i e u  q r e n u l a i r e .



D e  m ê m e  . s  ( r )

N

t r  ( r )  = rE ,
* - I

N

6 c ( r ) = - X .
I = I

6 f 3 ( r ) =
N

rEr
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, 6 c ( r )  e t  6 t 3 ( r )  s ' È c r i v e n t  s o u s  l a  f o r m e :

I .  I .
î  Y  { r )

- I  I
d c  Y  ( r )  ( I i . i + 3 )

d f S I  Y  
I  

, . 1

evec

y  I i r )  =

V I

Donc

€ -  - ( r )  =  E ?  - +
l J  r J

En  u t i  I  i san t

de  E ( r )  dans

s i  r  d  U ,

s i  r  =  u I
, [ î

. 4 4  )

[ ';I

e t  d . I  =  . t  -

..,
E n  i n t r o d u i s a n t  ( I I

Nf
e. . ( r )= El ,  + ,E,  Ir J  1 J  r - r  

J

l'
I  f  ( r - r ' )
I

lu

r e p r É s e n t e  1 e

Nf
rEr l t t

lut

l a  r e l a t

l ' i n c l u

ae f f d  rB I  =  f i r  Êe f f

e t  ( I I . 4 3 )  d a n s

T I
r - r  '  )  [ -  sc '  F -
I  L  k l r n n  m n

( I I . 4 1 )  r n o u s  o b t e n o n E  :

-  so l re ]  YI ( r '  )dv '  ( I i .44)

YI ( r ' )  dv ' ( r - r ' )  d V '

vo  I  ume o u  d u  g r a i n  I .d e  I ' i n c l o n

J";
us i

j [ I- ' ' )  [  r. ir,fr :" - eol,o] dv'

i o n  s u i v a n t e  t r a d u i s a n t  I a  m o y e n n e

s i o n  i

( i I . 4 5 )

v o  l u r n i g u e

,t,
.arf

"j
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1 J

o n  o b t  i e n t :

N
T

F : '  =  E o  +  l ,
i i  i i  

J = I

N
E

J = l

E n  p o s a n t  :

I T  T
T- -=  |  / \ t

I  ' équa t  i on  (  I  I

L I V I

I l  V I

T / V  
I

d VI.;. . ( r )r J
c . I I . +6 )

t  J  
lov 'mn)

( I I . + ' 7 )

]  ou'

I", J
J", J

ut

ut

. ,  j n r ( r - r ' )  [ t . ï r r , . ,

tr ; [ I-  ' ' )L(t,rf ,  )  o

t
Jut

.+zri

I'
I  f ( r - r '  ) d V '
lur

s e  t r a n s f o r t n e  e n :

En supposant  que c

( I I . 4 8 ) r P o u r  u n  r n i l

u n  n o m b r e  i n f i n i  d '

( I I . 4 A )

T Ït  
e t  1 3 ' s o n t  t r o n n u s  ,  I e  = y s t È m e  d ' é q u a t i o n s

i e u  g r a n u l a i r e  e s t  u n  s y s t è m e  d ' é q u a t i o n s  a v e c

I
inconnues €  .

I I  e g t  p t r s s i b l e  d ' a p p r o x i m e r  I e s  = o l u t i o n s  d e  c e  s v s t È r n e  e n

c o n E i i d É r a n t  f  i n t e r a c t i o n  d e  c h a q u e  g r a i n  ( o u  i n c l u s i o n )  a v e c

s E l s  p r e f n i e r s  v o i s i n g  e t  e n  r e m P l a ç a n t  I e  r e s t e  d u  r n i  I  i e u  p a r  l e

i l , 1 . H . E )  d o n t  I e  c o m p o r t e m e n t  e s t  i d e n t i q u e  a u  c o f n p o r t e m e n t  g l o b a l

f n a c r o s c o p i q u e  d u  m i  I  i e u  g r a n u l a i r e .  E e  t r o f n P o r t e m e n t  e E t  f  o r m u l é

e f f  - e f f
p e r  l e s  m o d u l e s  É l a s t i q u e s  e f f e c t i f s  t - "  e t  6

u n e  a p p r o x i m a t i o n  r a i s o n a b l e  e s t  c e l I e  o ù  o n  n É g l i g e  d a n s  ( I I ' 4 8 )

I a  c o n t r i b u t i o n  d e s  t e r m e s  !

t
I

E -

i j "îj 
-rÏ, ' i ln, I t'ir,n,-, 'i.- enI re]



I",N
E r /  u t

-34 -

| '  - - r  J
lu r  r r jn { r - r ' )  L6 . r r * r ,  r * ' , -*u; ] r ,? lov '

J

P o u F

t t t

1

d e s  g r a i n s  (  o ù  i n c l u s i o n s  )  ( J )  d i f f É r e n t e s  d e

e s t c o r n p o s É  d e  d e u x  t e r m e s  ,  I  '  u n  P r o p o r  t  i  o n n e  I  à

q

à  ( 1  /  R " )  (  R  É t a n t  l a  d i s t a n c e  e n t r e  l e s

( I ) r p u i s q u e

( 1  /  R 3 )  e t

i n c l u s i o n s  II  ' a u t r e

e t  J  ) .

E e p e n d a n t  ,  P o u r  t e n i r  c s m P t e  d e  I ' i n t e r a c t i o n  e n t r e  I ' i n c l u s i o n

p r  i n c i p a l e  (  I  )  e t  1 e =  i n c l u E i o n s  v o i s i n e s  ( J )  r  i  1  f a u t  t r o n E i d é r e r

I ' a p p r o x i m a t i o n  à  N  s i t e s  q u i  n e  s P r a  p a s  d é v e l o p p É e  i c i  c 1 7 J

O n  s e  l i m i t e  i c i  ' à
I

l a q u e l l e  t o u t e s  l e s

r e m p l a c É e s  P a r

Dans  t re  cag  I I t r a n = f  o r r $ e  e n :( I I . 4 8 )  s e

solro l

1 ' a p p r o x i m a t i o n  a u t o c o h é r e n t e  à  u n  s i t e  , d a n =

i n c l u s i o n s  (  J  )  d i f f É r e n t e s  d e  (  I  )  s e n t

l e  ( P l , H . E ) .

é q u a t i o n  i n t É g r a I e

_ I I  - ^  I  _ I
t i  j t  t L t t k l r r ' , ' -  r n n

I
E = Ê -

i j  i i

avec  :

ef f
f3

( I I . 4 ? )

( I L 4 9 ) '

e s t  É g a I e

A I  e t  
" t

( I I , s f l )

Tr I=  l / v  
I I", J",l - ( r - r ' ) d V '

-  Tr t  s  . t

ef f  -e f f
P a r  d É f  i n i t i o n  p o u r  I e  c h o i x  C o  =  t - '  

'  
e t  f 3 o =  f 3 - '  ,  E o

à l a d É f o r m a t i o n t o t a l e r n a c r o t c o p i q u e , É t } e s t e n s e u r s

p o u r  l e  g r a i n  o ù  I ' i n c l u s i o n

à ( I r .14 ) )

( I )  s ' É c r i v e n t  :  ( e n  c o m p a r e n t ( I I ' 4 9 )

A I

I
a =AIr I I t

- 1

l

6I l

il

( I r .51 )



s i  ( f  t ,  
es t  l a

I
( I ) ,  A  

-  
e t  B

c o n t r a i n t e s  r e I

( i r . e l ) r ( I I . e 5 )

-35-

f r a c t i o n  v o l u m i q u e  d e s  q r a i n s

ï̂  
l e s  t e n s e u r s  l o c a l i s a t i o n

a t i f s  à  c h a g u e  c o n s t i t u a n t

r  ( A l  . B )  e t  ( 4 1 . 9 )  d e v i e n n e n t :

( o u  d e E  i n c l u = i o n s )

d e  d é f o r m a t i o n  e t  d e

(  I  )  . 1 e s  r e l a t i o n s

( I I . 5e )

{ I I . 5 3 )

i I I . 5 + )

( i r . 55 )

I  I . 6  T e n s e u r  d e  I o c a l i s a t i o n d e  c o n t r a i n t e s

Q u a n d o n c h a u f f e r o U l o r s q u . o n c h a r g e e x t É r i e u r e r n e n t u n m a t É r i a u

m i c r o h é t é r o g è n e , o n c r é e d e s c o n t r a i n t e g } o c a l e s ( t h e r m i q u e o ù

r n é c a n i q u e  )  r p o u v a n t  e n t r a i n e r  I a  p l a s t i f  i c a t i o n  e t  p a r f o i s  I a

r u p t u r e  d u  m a t É r i a u '

I l e g t d o n c i n t É r e s = a n t d e c o n n a i t r e l e s t e n s e u r g d e c o n c e n t r a t i o n

d e  c o n t r a i n t e s  t h e r m i q u e s  e t  m é c a n i q u e s . d a n E  l a  m e s u r e  o u  t r e u x  c i

n o u g p e r m e t t e n t d e d é d u i r e à p a r t i r d e s c h a r g e m e n t s a p p l i q u é s â u x

m a t é r i a u x  , I e s  c o n t r a i n t e s  l o c a l e s  o u  m i c r o s c o p i q u e s '
r

L e s t e n g e u r = d e c o n c e n t r a t i o n d e c o n t r a i n t e s m É c a n i q u e s ( 8 . ) e t

e f f
t - .

r  Jmn

- e f f
t f .

r  J m n

e f f
o ( .  .

1 J

e f f
13 . .

1 J

N
=rErr I ^ I

" i j k t
A i,'.-,

N T

rEr r-

FI

rZv'

N

rEr

t l rn l  Btnr ' r ,

r I  tn l r j  o tn,

f ,rl, ol,n,



36-

t h e r m i q u e s  (  b I  )  d a n s  c h a q u e  - e r a i n  ( o u  i n c l u t s i o n )  p e u v e n t  É t r e

d é d u i t s  d e s  f o r m u l e s  ( I L 1 7 )  e t  ( I I . I 8 )  q u ' o n  r a p n e l l e  i c i :

A.  . .  ( r  )  =  . - l  .  ( r  )  B- - - -  ( r  )  t : l : ," i  
i k  I  

'  
i  i m n  m n p g  P q k  I

a ( r )  =  - . - l  .  ( r )  [  e - - - - ( r )  t3 : l f  -  b - -  ( r ) -  r l  ( r )  I
i  j  i  imn L mnpq Pq rnn rnn J

P o u r  u n  r n i l i e u  g r a n u l a i r e  l a  d É f o r m a t i o n  t o t a l e  d a n s  I e  g r a i n  ( I r

s ' É c r i t  ( b r i È v e m e n t ) :

.  
I  =  A  

t  
,  +  a  

t  

"  
( I I . s 6 )

d e  m 6 r n e  I a  c o n t r a i n t e  d a n s  I e  g r a i n  (  I  )  s ' e x p r i m e  s a u s  I a  f  o r r n e :

r I  =  B r  {  +  b t  r i

l,t'

r I i , 5 7 )

O r  I a  d é f o r m a t i c n  e t  1 a  c o n t r a i n t e  d a n s  I ' i n c l u s i o n  s ' Ë c r i v e n t :

( i L 5 E )

D ' a u t r e  p a r t  e n  u n  p o i n t  r  d u  m i l i e u  g r a n u l a i r e :

e  ( r )  =  A  ( r )  E  +  a  ( r l  o
r i I . 59 )

( r  ( r )  =  E '  ( r )  x  +  b  ( r )  o

En

E

e t

ç,

( I I . 6 t Z t

.  
I  = L i  V" ' i  |  -  i -

, l "  I  
'  t r )  dv

ûI  =  l r  v I  I

. | "  I  
û  i r )  dv

i n t r o d u i s a n t  (  I I  ' 5 9 )  d a n s  (  I I  - 5 9 )  o n  o b t i e n t :

f  - f
I = L I v I 

I
l v rA( r )dv  

E+t /  v t . |  
v ra( r )dvo

I  = L t  v t l  
urr , ' )  

dv E + L /  v t  
Ivr  

b(r)  dv e



E n  c o m p a r a n t

f l I =  l t  V

e t

B 
I - I / v

E t  d ' a P r é s

-37-

( I I . 5É r )  e t  ( 1 i . 57 ,  on  e :

d v  e t  
" t  

=  L  i  V  
I

d V  e t  b I  = t /  V I

( r )  d V ( I I , è I )

( r )  d V ( I I . 6e )

( I 1 . 6 3 )

( I I . 6 4 )

I
B s ' É c r  i  t  :

.l"t
l,:

( I I . é e l i  à

' 
Iou,,',

'I"u,,',
((  r  I  .  17  )  . I I . 6 1 ) :

A 
I = r / v 

I

Donc :

AI= t  t r I

- l
c

ut

e f i
( r )  E  ( r )  C - "  d V

s- I

e t  I e  t e n s e u r  c o n c É n t r a t i o n

" e f f

d e  c o n t r a i n t e s  r n É c a n i g u e

BI

Iu f i t  I

( I I . 6 1 i :

Bt r re f

e t

, e f f  
]  

- I

I I- b  1 3

( I L ô 5 )

( I I . 5 6 )

( I r .È7)

E

D e  m ' E r n e  d ' a P r é s

e

e t

( I I . 1 8 )

t  
]  

- r

, t
r I l

- ^ + E - A - q

o u  e n c o r e  e n  t e n a n t  c o m P t e  d e  ( I I ' 5 1 ) :

bI=ct IA

e f f _  t r I . . * I

On re tnarque que

d e  d é f o r m a t i o n s

( p a r  I e  b i a i s  d u

l e s  t e n s e u r s  d e  c o n c e n t r a t i o n

,  d é p e n d e n t  t o u s  d i r e c t e m e n t

I 1
t e n s e u r  d ' i n t e r a c t i o n  T

i I I . è B )

d e  c o n t r a i n t e s  e t

e t  i n d i r e c t e m e n t

)  d e s  P r o P r i é t é s



- 3 8 -

t h e r m o É I  a E t  i q u e s  e f f e c t  i v e g '

I  I  e s t  d o n c  n e t r e s s Ë r i r e  d e  d o n n e r

p o u r  p o u v o i r  a i n s i  d è t e r m i n e r

é I a = t i q u e s  g l o b a l e s  d u  m a t é r i a u

u n e  e x t r r e s s i o n  e x P I  i c i t e
r L

d e T

l e s  c a F a c t è r  i s t i g u e s  t h e r r n o -

e t  I e s  t e n s e u r s  d e  I o c a l i s a t i o n

d e s  c o n t r a i n t e s  e t  d e s  d É f o r m a t i o n s '

C e p e n d a n t  I a  p r é s e n c e  d u  t e n s e u r  d e  G r e e n  ( E )  d a n s  I ' e x p r e s s i o n

Ï T
d e  T "  r e n d  I e  c a l c u l  t r o r n p l e x e  d a n s  l e  c a E  d ' u n  m i  l  i e u  a n i E o t r o p e '

L e s  E o  l u t  i o n s  p r o t r o s è e s  s o n t  s u r t o u t  n u m è r  i  q u e s  '  t f  i  n =  i  p o u r

I ' i n c l u s i o n  e I  I  i p s o i d a l e  H n e e r t E E t l a  p r o F o s e  u n e  m È t h o d e  n L r m É r i q u e

d e  c a l c u l  d e  T I I r q r i  c o n s i s t e  à  u t i l i g e r  l a  t r a n E f o r m É e  d e  F s u r i e r

d u  t e n s e u r  d e  G r e e n  ( G )  e t  à  i n t Ë g r e r  d a n s  I ' e s p a c e  d e  k ( c o n i u q e

d e  r  )  .  C e c i  a  é t É  r e p r  i s  P e r  l " l u r a  t e l  l  r L a w s  t e e l  e t  G h a h r e m a n i

:  T T

t e 3 l  e t  F a s s i - F e h r i  t 1 7 l . L e s  d é t a i I s  d u  c a l c u l  d e  T ^ '  n e  s e r o n t

p a s  r e p r i s  i c i  m a i s  s e r o n t  p e r  c o n t r e  r a p p e l é s  d a n s  1 ' a n n e x e ( A e ) '

I I  . 7  C o n c l u s i o n

D a n E  c e  c h a p i t r e  I  o t r  a  d o n n é e  l e s  e x p r e s s i o n s  g É n É r a l e s  d e s

p r o p r i É t É s  t h e r r n o é l a s t i q u e s  e f f e c t i v e s  d ' u n  m a t É r i e u  h ê t é r o g È n e '

P a r  I a  E u i t e r o n  P r o p o s d r a  u n e  m é t h o d e  d e  r é s o l u t i o n  d e  1 ' É q u a t i o n

( I I ' 5 e )  q u i  s e  t r a n E f o r m e  e n  t e n a n t  c o r n p t e  d e  ( I I . 5 0 )  e n :

N
e f f  T  I  - I I  ,  ^ I  ' e f f  '  - r  - I

f = "  =  E  f ^  c -  C  I  T  (  U  -  L  )  l

I = l

L a  r é s o l u t i o n  d e  c e t t e  e q u a t i o n  n o u s  p e r m e t t ' r a  d e  d é t e r m i n e r  I e s

I e s  c o n s t a n t e s  é I a s t i q u e s  e f f e c t i f s  , e f f  e t  e n s u i t e  l e s

eff
c o e f f i c i e n t s  d e  d i l a t a t i o n  t h e r m i q u e s  a



-39-

I  I , B  B I B L B E R A P H I E

t  I  I  C . C . C h a m i s . G ' P . S e n d e c l ' ; v r  " c r i t i q u e  o n  t e o r i e s  p r e d i c t i n q

t h e r m o e l a s t i c  p r o p e r t i e s  o f  f i b r o u s  c o f n P o s i t e s  " ,

J . E o m p o s i t e s  l v l a t e r i a l s . v o l  E . N o  3 . J u l v  l ? 6 S ' p 3 3 ? '

t e l  E . H . K e r n e r  ' p r o c  - P h y s . S o s  ' 6 9 8 ' E l t D E (  1 9 5 6 )

E 3 l  V . F l , L e v i n . t ' l e k h . T v e r d ' t e l a  1 . B g  ( 1 9 6 7 )

t 4 l  R . A . S h a r p e r y ' J . C o r n p ' F l a t ' P ' 3 8 f l  (  1 9 6 8 )

t 5 l  B . B u d i a n s k y , J . E o m p , F l a t '  e ' 3 9 n  (  1 9 6 9 )

t 6 l E . ! . l . R o s e n a n d H a s h i n . I N T . J . E n g n g S c i . 8 . l 5 7 ( I 9 7 f l ' , )

t 7 J  N , L a w s , J . l ' l e c h . P h y s ' 5 o I  i d s  e l ' ? (  1 9 7 3 )

t g l S . N o m u r a a n d T ' t ^ l . C h o u r J ' C o r n p ' l " l a t ' L + , t e o ( 1 9 B f r )

t 9 ] 1 ' | . B u i g s o n , ' ' T u r l e g l o i g c o n s t i t u v e E d e s m a t é r i a u x

t h e r m o é  I  a s t  i  q u e s  h é t é r o q è n e s "  ,  T h è s e  '  1 9 8 4  .  I ' I E T Z

t 1 9 l  E ' H r â n e r  l s o c o I l o q u e  d u  Ë ' F ' R  ( 1 9 S 1 )

t  1  1  ]  P ' H . D e d r i c h s , : - R . E e 1  I e r , P h y s ' s t a t . s o I  .  ( b  ) 5 5 - E l 3 t  (  1 9 7 3 }

f  l e l  T s u - W a i  t r h o u -  a n d  S e i  i c h i  N o r n u r a . p r o c e e d i n g s  o f  t h e  t h i r d

i n t e r n a t i o n a l  c o n f é r e n c e o f  c o r n p o s i t e  m a t e r i a l s  ,  P a r i s  t

A u g u s t  r I g S f i .

t  1 3 1  Z . H a s h i n  e t  S . g t r i c k m a n n  , J . P l e c h  P h y s ' 5 o I i d s .

E 1 4 l  l * l , E e r v e i I I e r  . A . Z a o u i " P l ê t h o d e s  s e l f  c o n s i s t a n t e s  e n  m è c a n i q u e

d e s  s o l i d e s  h É t é r o g è n e s  " ,  1 5 D  c o l l o q u e  d u  E '  F  R ' P a r i s

p p 1 7 5 - 1 9 ? ,  (  I 9 1 f l r

t  l 5 l  A ' V . H e r s h e y  J . A p p I ' F l e c h . e l  t e 3 6 (  1 9 5 4 )

E  1 6 1  E ' K r ô n e r  Z ' P r ' y = . 1 5 1 '  5 f l 4 (  f  ç à e l

t 1 7 ] o . F a s s i ' F e h r i . ' L e p r o b I è m e d e l a p a i r e d ' i n c l u s i o n =

p l a s t i q u e s e t h É t é r o g è n e s d a n s u n e m a t r i c e a n i s o t r o p e -

a p p l i c a t i o n à 1 ' É t u d e d u c o f n P o r t e m e n t d e s m a t É r i a u x

c o m P o s i t e s e t d e l a P l a s t i c i t é . . . T h è s e d e d o c t o r a t d . É t a t

( FIETZ ) '

t l E l  L i p i n s k i  P .  r E e r v e i I I e r  t ' | .  r " E l a s t o p l a s t i c i t y  o f  m i c r o i n -

h o m o g e n e o u s  m e t a l s  a t  I a r q e  s t r a i n s  ' i n t ' J ' p l a s t i c i t y  t

V o l  . 5 ' P P '  I 4 9 - t 7 ? r t 9 8 9 '

E 1 9 ] H . B o u a o u i n e , t h è s e d . E t a t , U n i v e r s i t É d e F l e t z ( 1 9 8 8 }



-40-

C e g f  G . K n e e r  . P h s . s t a t . E o l  . 9 (  1 9 6 5 )

E e l  l  T . l ' l u r a r P h Y s . S t a t  ' S o I .  t ' I 5 .  (  t 9 7 3 i

t P e l  N . L a w s  . J . E l a s t i c i t Y  , \ t 9 7 7 )

t e S l  F . E h a r h r e r n a n i  . l * l e c h . R e s . C o r n m u n . 4  r B 9 - 9 1 ' '  (  1 9 7 7  i

t e 4 l  R ' H i 1 1  .  J . M e c h . P h y s ' S o l i d s  , 1 3 ,  E 9  '  (  1 9 6 5 )  '

.:
?

,l{



-+  1 -

C H A P I T R E  _ I I 1 -

I'IETHODES DE trALCUL DES PRBPRIETES THERFIOELASTIEUES

EFFECTIVES DES I'IATERIAUX trOI{POSITES

I  I  I . 1  I n t r o d u c t i o n r '

I  I  I  . e  D é s c r i P t i o n  d u  c o r n P o s i t e

I I I . B  I ' l É t h o d e  d e  c a l c u l  a n a l v t i q u e  ( c a s  d ' u n  c o r n p o s i t e  i s o t r o p e

à  r e n f o r t s  s P h è r i q u e s )

.  e f f  e f f
a ) E x P r e s s i o n  d e  À  e t  H

ef f  e f f
b  ) E x P r e s s i o n  d e  f t -  e t  o (

I I I . 4  l v l É t h o c l e  n u m é r i q u e  ( c a s  q è n É r a l )

a ) T e s t  d e  c o n v e r g e n c e

I I I . 5  C o n f r o n t a t i o n  d e s  d e u x  m É t h o d e s  ( c a s  d ' u n  m a t é r i a u  i s o t r o t r e

à  r e n f s r t s  s P h É r i q u e s )

I I I . 6  B i b l i o g r a P h i e
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I I I . l  l n t r o d u t c t r o n

t l e  c h a p i t r e  s e r e  c o n s e c r ë  e s s e n t i e l e r n e n t  a u  c a l c u l  d e s  c a F a c t È r  i -

s t i q u e s  t h e r m o É I a s t i q u e s  d e s  m a t e r i a u x  c o r n p o s i t e s  '  o n  È t u d i e r a

d , a b o r d l e c o m p o s i t e à r e n f o r t s s p h É r i q u e s i i E o t r o p e } e t o n

a b o r d e r a  e n s u i t e  u n  c e s  p l u s  g é n è r a l  '

I  I  I  .  e  D É s c r  i P t i o n  d u  c o r n P o s i  t e

L e  c o m p o s i t e  p e u t  E t r e  d È c r i t  à  p a r t i r  d ' u n  m a t È r i a u  h é t É r o g e n e

c o n s t i t u é  d ' u n e  m a t r i c e  e t  d e  r e n f o r t s '

S e l o n  I a  n a t u r e  d i  s e s  r e n f o r t s  i  c ' e E t  à  d i r e  l e u r s  p r o P r i ê t e s
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p a r a m à t r e s d e f o r m e ( c ) e t ( a ) . C e t t e r e p r é s e n t a t i o n e s t l . u n e d e
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L e s  a x e s  p r i n c i p a u x  d e s  r e n f o r t s  s o n t  o r i e n t e s  p e r  r a p p o r t  ê  u n
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d ' u n e  t e x t u r e  d ' o r i e n t a t i o n  d e s  i n c l u s i o n s  l i É e  a u  p r o c É d É  d ' e I a b o -

r a t  i o n  o u  d e  t r a n s f  o r r n a t i o n .

I  I  L 3  F l é t h o d e  d e  c a l c u l  a n a l y t i q u e  ( c a s  d ' u n  c o m p o s i t e  i s o t r o p e

à  r e n f o r t s  s P h é r i q u e s )

D a n s  c e  c a s  ,  I e s  p r o p r i É t É s  t h e r m o É l a s t i q u e s  d e s  c o n s t i t u a n t s

s e  r ê d u i E e n t  e u x  J o n s t a n t e E  r a s s e m b l é e s  d a n s  l e  t a b l e a u  ( I I I ' l ) '

F la t r  i  ce Renf  o r  t  s

X  r l r * r , r lc o e f f i c i e n t s  d e

Lamê

C o e f f i c i e n t s  d e

d i  I a t a t i o n  t h e r m i q u e s

l"l qq

T a b l e a u ( I I l . 1 ) : P r o p r i é t É s t h e r m o É l a s t i g u e s d e s

c o n s t i t u a n t s  i s o t r o p e s  d u  c o m p o s i t e

L e  m a t é r i a u  c o n t i e n t  d e s  i n c l u s i o n s  , c a r a c t É r i E è e s  P â r  l e s  c o n -

s t a n t e E  i s o t r o p e  É I a s t  i q u e s  c  
I  

= t  t h e r m i q , , = =  o I  (  o u  t 3 : ' I  )

t e l  q u e :
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j  d t * t  *  F -  (  6 r n  6  
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e f f  e f f
ç x .  =  o (  6 . .  ( I I L o )

r J  I J

o n  p o u r r e  r e f n a r g u e r  q u  ' o n  p e u t  d é t e r m i n e r  o  
e f f  

à  p a r t i r  d e , ' e f f

p u i s q u ' o n  a :

u::' = ';:1, "=ll

( I I 1 . e )

I e s  c o n s t a n t e s  d e  1 a  m a t r i c e  s u p p o s É e  i s o t r o p e  s ' é c r i v e n t  a u s s i

de  Ia  rnÈrne rnan i  Ère  :

( I I I , 7 , l
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-  e f f  
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= f f  
d . .  ( r r I .E )

Ê , .  =  (  3  ^  +  C  t t  ,  q  
r JI J

o u  e n  i n t r o d u i s a n t  u n e  c o n s t a n t e  f 3 = t t  t

uit t  = r lerr  t i

E

( I I I . 9 )
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e f f ( 3 x=ff

e f f
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e f f
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L e s  t e n s e u r s  d e  c o n c e n t r a t i o n  d e  d É f o r m a t i o n s  r  p e u v e n t  E t r e

d é d u i t s  a n a l Y t i q u e m e n t  à  P a r t i r

D ' a p r É s  l e  r É s u l t e t  É t a b l i  P e r

d e  I a  s o l u t i o n  d ' E s h e l b y  t e l

I -
E -  .  =  t s
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K  =  l / 3  (  3  +  ?  F  )
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= l / 3  ( 1 + v ) / ( 1 - . r )

=  ? / 1 3  ( 4 - E v ) / ( l - v )
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D ' a p r É =  ( I I I . 1 )  l

1e f  f  -e f  ft \  :  t r rae

d e  ( I L 5 e )  n o u s  d É d u i s o n s :

.  e f f  - e f f
e l  F  =  t l e t e ( I I I . 1 8 )

( I I I . 1 9 )
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ËHAPITRE - IV_

CSI'IPARAISON DES RESULTATS NUHERIOUES ET
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I  o  )  E a s  d u  c o r n p o s i t e  ( 4 1 - S i c  )

a - D É s c r i p t i o n  d u  m a t É r i a u  e t  c h o i x  d e s  p r a m è t r e s  d e

m o d É l i s a t i o n

b - E o m p a r a i s o n  d e s  r É s u l t a t s  d u  m s d è l e  e u x  r é s u l t a t s

e x p è r  i m e n t a u x

P o ) C a g  d u  c o m p o s i t e  ( A l - A t e B g )

a - D é s c r i p t i o n  d u  m a t é r i a u  e t  c h o i x  d e s  p r a m ê t r e É  d e

m o d É I i s a t i o n

b - t r o m p a r a i s o n  d e s  r é s u l t a t s  d u  m o d È l e  a u x  r É s u l t a t s

e x p é r  i m e n t a u x

I V . e . 3  -  E o n l u s i o n

I V , 3  I n f l u e n c e  d e E  p a r a m ê t r e s  d e  m o d É l  i = a t i o n  s u r  I e

compor  t  ement  thermoé I  as t  i  que  des  cornpos  i  tes

I V . 3 . 1  -  c o m p o s i t e  p r e m i è r e  c l a s s e

a - D é s c r i p t i o n

b - E v o l u t i o n  d e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  t h e r n o é l a s t i q u e s

e f f e c t  i v e s
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I V , 3 ' E  -  C o m P o s i t e  s e c o n { e  c l a s s e

a - D É s c r  i P t  i o n

b - E v o l u t i o n  d e s  c a r a c t e r i s t i q u r e s  t h e r m o É l a E t  i Q u e =

e f f e c t  i v e s

I V . 4  -  C o n c l u s i o n

I V . 5  -  E i b l i o q r a P h i e
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I V .  t  I n t r o d u c t i o n

L e  b u t  d e  c e  c h a p i t r e  e s t  d e  v a l i d e r  d a n s  u n  p r e m i e r  t e m p s .  I e

r n o d è I e  é v o q u É  p r e c É d e m e n t  ( s e I f - c o n s i s t e n t  à  u n  s i t e )  d a n s  d e s

c à s  a u t r e s  q u e  l e s  c o r n p o s i t e s  i s o t r o p e s  à  r e n f o r t s  E p h é r : i q u e s .

C e c i  s e r a  f a i t  e n  c o m p e r a n t  d e s  r é s u l t a t s  o b t e n u s  p a r  c e  m o d è I e .

p o u r  d i f f É r e n t s  t y p e s  d e  m a t é r i a u x  e v e c  d e s  r É s u l t a t s  e x p e r i -

m e n t a u x  . E n s u i t e  t  p o u t -  u n  m a t É r i a u  b i e n  d É f i n i  r  o n  e t u d i e r a

l ' i n f l u e n c e ' d e  c e r t a i n s  p a r a m È t r e s  (  f o r r n e  ,  I ' o r i e n t a t i o n  e t  I a

f r a c t i o n  v o l u r n i q u e  d e s  f i b r e s  )  s u r  l e  c o r n p o r t e m e n t  q l o b a l  d u

m a t É r  i  e u  .

L e s  t r â r â t r t É r i s t q u e s

l e r n e n t  p e r  p l u s i e u r s

g o r i e s :

t h e r m o É l a s t i q u e s . s o n t  d é t e r m i n é s  e x p É r i m e n t a -

m è t h o d e s  r e g r o u F è e s  d a n s  d e u x  g r a n d e s  c a t e -

1 o  m é t h o d e s  d É s t r u c t i v e s  c l a s s i q u e s  b a s É e s  s u r  d e s  e E s a i s

s t a t  i q u e s  o u  d y n a r n i q u e s .

? o  m é t h o d e s  n o n  d É s t r u c t i v e s  ( r a y o n s

O n  s ' i n t e r e s s e  s u r t s u t  à  l a  m é t h o d e  d ' u l

X  ,  u l t r a s o n s ) .

t r a s o n s .  p u i s g u e  d a n s  n o t r e

u t i l i s É s  a  ê t êc a s ,  l a  q u a s i - t o t a l i t É  d e s  r É s u l t a t s  e x p É r i m e n t a u x

o b t e n u e  à  1 ' a i d e  d e  c e t t e  m e t h o d e .

c e t t e  m é t h o d e  e s t  d o n n É e  p a r  J o h n s o n  t  1  L
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I V . e  -  C o n f r o n t a t i o n  à  I ' e x p É r i m e n t a t i o n :

I V . e .  1  c a s  d ' u n  p o  l y c r  i s t a l  d ' A l u r n i n i u m

a - d ë s c r i p t i E n  d u  m a t Ë r i a u  :

L e  r n ê t é r i a u  ( p o l y c r i s t a l  r n o n o p h a s è )  t r a i t É  i c i  t c o r r e s p o n d  a  u n

c a s  e t u d i é  e x p é r  i r n e n t a l e m e n t  p à r  J h o n s o n  e t  a l  t  I  I  .

D a n s  c e  c e s  ,  I e s  p r o p r i É t e s  d e s  r n o n o c r i s t a u x  o n t  é t É  d ê d u i t e s  d e s

m e 5 , u r e s  u l t r e E , o n o r e s  e f f e c t u È e s  P a r  T h o m a s  t e l  e t  s o n t  r e p o r t Ê e s

d a n s  I e  t a b l e a u  (  I . V .  L  .
,

E c o e f f i c i e n t E

o r d r e  (  I f l

é l a s t i q u e s  d u  s e c o n d

-  
G P a )

C
I I

t . f l 675  +  f r . nÛn5

t r= f l .6 t r4  :  f r . f r f le

t+u o.  eB34 I f r . 884

T a b l e a u  I V , 1  : c o n s t a n t e s  É l a s t i q u e s  d u  s e c o n d  o r d r e  d e  l ' A I

à  e S o E  d ' a p r É s  T h o r n a s  t P l .

L e  m a t é r i a u  e s t  l a m i n É  e t  p r é s e n t e  a i n s i  u n e  c e r t a i n e  e n i s o t r o p i e

d u e  à  1 a  t e x t u r e  c r i E t a l l o g r a p h i q u e .  L e s  f i g u r e s  d e  p t i l e  c o r r e s -

p o n d a n t e s d , a p r É = J o h n s o n e t a l E l ] s o n t l e s s u i v e n t e s :
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f i s  IV .1 :  f i g u r e s  d e  p Ë I e s ( e  e  Z )  d u  p o l v c r i = t a l  d ' A l

f  i s  I V . ë  :  f  i g u r e s  d e  p ô l e s  t P  n  v 7 !  d u  p o l v c r - i E t a l  d ' f + l

-  R D r T D  e t  N D  :  r e p r É s e n t e n t  1 e =  e x e s  p r i n c i p a u x  d ' o r t h o t r o p i e .

S u r  c h a q u e  f i g u r e  s o n t  r e p o r t é e s  .  t r o i s  f i g u r e s  d e  p Ë I e  c o r r e s -

p o d a n t  à  d e s  m e s u r e s  f a i t e g  p o u r  t r o i s  o r i e n t a t i o n s  d i f f é r e n t e s

d e  l ' É c h a n t i I l o n ,
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b - C h o i x  d e s  p a r a m è t r e s  d e  m o d É l i s a t i o n :

P o u r  I e  c a l c u l  s e l f - c o n s i s t e n t  , i I  e s t  n é c e s = a i r e  d e  c h o i s i r  I e

n o r n b r e  d e  q r a i n s  d é c r i v a n t  1 ' é d i f  i c e  p o l y c r i s t e l l i n . U n  c h o i x

c o n . z e n a b l e  e s t  c e l u i  q u i  c s r r e s p o n d r a i  à  u n  t e r n p =  d e  c a l c u l

m i n i m u m  s a n s  p e r t e  d ' i n f e r m a t i o n  s t a t i s t i q u e . D i f f É r e n t s  t e s t s  s n t

p e r r n i s  d e  I  i m i  t e r  à  | f r f r  I e  n o r n b r e  
.  
d e  g r a i n s .  E e u x  c  i  p o s s É d e n t

t o u s  1 a  r n ê r n e  f o r r n e  ( s p h é r i q u e ) '

U n e  o r i e n t a t i o n  c r i s t a l l o g r a p h i q u e  c t r r r e s F o n d a n t  à  d e s  f i g u r e s

d e  p Ê l e s  s i r n i  l a i r e s  à  {  I V , 1 )  e t  (  I V . e )  p r é c É d e n t e s r a  É t É  d É t e r m i -
)

n é e  e n  u t i l i s a n t  I e  m o d è I e  a u t o c s h É r e n t  à  u n  s i t e  a d a p t É  à  1 ' é l a -

s t o p l a s t i c i t é  t 3 l  '

f i q  (  I V . 1  ) ' s f i g u r e  d e  P ê l e s  { e e P }

c a l c u l é e  t 3 l  P o u r  I e
d u  p o l y c r  i s t a l  d ' A l

I a m i n a g e  '

,*.,,,;:1,
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RD

f i g  ( I V . e ) ' : f i g u r e  d e  p ê l e s  < e 0 f r )  d u  p o l y c r i s t a l  d ' A t
c a l c u é e  E S l  p o u r  I e  l a r n i n a g e .

c - C o m p a r a i s o n  d e s  r é s u l t a t s  d u  m o d è 1 e  a u x  r é s u l t a t s :

e x p é r i m e n t a u x  :

L e  c h o i x  d e s  p a r a r n è t r e s  d e  m o d é l  i = a t i o n  é t a n t  f a i t  , o n  c a l c u l  l e s

c o e f f i c i e n t s  e f f e c t i f s  d u  p o l y c r i s t a l  d ' A I  à  p a r t i r  d u  m o d è l e

a u t o c s h é r e n t  à  u n  s i t e  e n  u t i l i s a n t  1 ' É q u a t i o n  t  I I I . e B ) .

L e =  r É s u l t a t s  d u  m o d è 1 e  c o r r e s p o n d e n t  b i e n  a u x  r n e s u r e s  e x p é r i -

m e n t a l e s  f i g  ( I V . 3 ) ,

." 'a: '.
.  . . . . . . . :

-' 
'.t:'.f".-t:.n

';.?.:'',.'i. '
: . : . '  . .  :
. . : ; r ' , j l - . '  . '
':.t .: i. . .

T
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100

0 iu . .

o r d r e  o b t P n u sf i q  ( I V . 3 )  :  m o d u l e s  É l a s t i q u e s  d u  s e c o n d

t r a F  d i f f é r e n t e s  m Ë t h o d e s '

S u r  c e t t e  f i g u r e  s o n t  r e p o r t É e s  d ' u n e  p a r t  : 1 e g  c o n s t a n t e s  é l a s -

t i q u e s  d u  s e c o n d  o r d r e  d u  m o n o c r i s t a l  d ' A t  t ' * l  '  I e s  m e s u r e s  e x p e r i -

r n e n t a l e s  f a i t e s  p e r  J h o n s o n  r U l t r e s o n o r p s  [ + ] r R a y o n s  X  ( p r o p F i É t e s

d u  m o n o c r i s t a l  d o n n É e s  p e r  T h o r n a s  t e l ,  t x J ) r R a y o n s  X  (  p r o F r i ë t e s

d u  m o n o c r i s t a l  d o n n é e s  p e r  S a r m a  e t  R e d d v  t B l . E # l )  e t  d ' a u t r e  p a r t

I e s  r é s u l t a t s  d u  m o d È I e ( o )

P o u r  t o u t e s  I e s  c o m p o s a n È e s  d u  t e n g e u r  d e s  c o e f f i c i e n t s  È l a s t i q u e s

r e p r é s e n t É e s  s u r  I a  f i g u r e  ( I V . 3 )  I  o n  o b s e r v e  d e s  p r É d i c t i o n s

r e l a t i v e m e n t  s a t i s f a i s a n t e g . p u i = q u e  l e s  r É s u l t a t s  o b t e n u s  p a r  I e s

d i f f é r e n t e s  m é t h o d e s  e x p é r i m e n t a l e s  c o i n c i d e n t  o u  P r e s q u e  a v e c

les  rÉsu l  ta ts  -d t - r .  É todÈle .

125
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B i e n  q u e  I a  f a i b l e  a n i E o t r o p i e  d e  l ' A l  e s t  u n  f a c t e u r  q u i  e s t

f a v o r a b l e  p o u r  I a  c o m p a r a i s o n  d e s  r É s u l t a t s  t h É o r i q u e s  e t  e x p e r i -

r n e n t a u x  r t r p  c a s  a  È t É  t r a i t É  c a r  i  I  s e F a  r e t r r i s  p a r  l a  s u i t e  p o u r

l e s  c o n s t a n t e s  é l a s t i q u e s  d u  t r o i s i e r n e  o r d r e .

I V . e , P  E a s  d e s  c o m p o s i t e s  b i p h a s é s

O n  s '  i n t É r e s s e  s u r t o u t  a u x  c o m p o s i  t e s  à  r n a t r  i c e  d  '  A l u r n i n r u r n

q u i  p r É s e n t e  d '  i n t É r e s s a n t e s  c a r a c t e r i s t i q u e s  :

- f a i b l e  d e n s i t é

- b o n n e  r é s i s t a n c e  v i s  à  v i s  d e  c o r r o s i o n

,'
- e p t i t u d e  a u  d u r c i s s e m e n t  s t r u c t u r a l

- c o n d u c t i v i t É  t h e r r n i g u e  e t  É l e c t r i g u e  é 1 e ' r Ê e

- m i s e  e n  o e u v r e ' a i s É e  , d u e  a u  b a s  p o i n t  d e  f u s i o n  e t  à

I ' a p t i t u d e  à  I a  d é f o r m a t i o n  p l a s t i q u e

- p r i x  m o d É r é .

T o u t e f o i s  ,  s o n  e m p l o i  p o u r  c e r t a i n e s  e p P l i c a t i s n s  p e u t  Ê t r e  l i m i -

t È  p a r  :

-  s a  f a i b l e  r i q i d i t É  ( m o d u l e  d ' y o u n g  ? E  G P a  )

- s a  f a i b l e  t e n u e  à  I a  f a t i g u e

- u n e  c h u t e  t r é s  b r u t a l e  d e  E e s  c a F à c t É r i s t i q u e s  m È c a n i q u e s  d Ê s

e u b o E .

P o u r  c e s  r a i s o n s  ,  I ' 4 1  e s t  u n e  m a t r i c e  d e  c h o i x  p o u r  r e c e v o i r

d e s  r e n f o r t s  r n É c a n i q u e r n e n t  p e r f o r m a n t s  ( m o d u l e  d ' Y o u n g  4 v f r  Ê P a i  '

D e u x  t y p e s  d e  c o m p o E i t e s  d e  c e  g e n r e  o n t  é t É  É t u d i é s :
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- l e  c o m p o s i t e  t r o n s i t u É  d ' u n e  m a t r i c e  d  ' È 1  e t  d e E

c a r b u r e  d e  s i  1  i c i u m  ( S i E )  q u ' o n  n B t e r a  ( A I - S i C ,  .

r e n l 0 r t 5  d e

- e t  u n  a u t r e  c o n s t i t u É  É g a l e m e n t  d ' u n e  m a t r i c e  d ' A l  e t  d e s

r e n f o r t s  d  , a l u m i n e  (  A l  
a t r g  

)  - q u ' o n  n o t e r a  (  F I I  A l e f , i 3  )  .

l o )  C a s  d u  c o m p o s i t e  ( 4 1 - S i E )

a - D é s c r i p t i o n  d u  m a t é r i a u  e t  c h o i x  d e s  p r a r n è t r e s  d e  m o d É l i s a t r o n

L e  m a t é r i a u  c o m p o s i t e  à  m a t r i c e  m è t a l l i q u e  e n v i = a g e  t  c o r r e s p g n c l

à  u n  c a s  é t u d i é  e x p É r i m e n t a l e m e n t  p a r  S c h n e i d e r  e t  a l  t  i +  l  '

L a  m a t r i c e  e s t  u n  
t a l l i a g e

r e p o F t É e  d a n s  l e  t a b l e a u

d ' A l  ( B v l 9 1 )  ,  d o n t  I a  t r o r n t r o s i t i o n  e s t

( I I I . E )

c o n s t i t u a n t s  d e  I ' a l l i a g e

H II'lg: f I F e Cu L f L i
A I  I  i a g e
( g o 9 l  )

E.ee f r .a l t .9a b .En f r .  L t ? . 7 D  r e s t e

T a b l e a u  I V . e  :  c o m P o E i t i o n

( gçr91 )

c h i m i g u e  d e  I  ' a l  I  i a g e  d ' a l u m i n i u m

t r e t t e  m a t r i c e  c o n t i e n t  d e s  f r a c t i o n s  v o l u m i q u e s  v a r i a b l e s  d e  s i c '

D a n s  c e  c e s  l e s  P r o P r i é t é s  d e

Éga I  e rnent  dÉdu i  tes  Par  des

S c h n e i d e r  e t  a l  E 4 l  e t  s o n t

1 a  m a t r i c e  e t  d e s  r e n f o r t s  o n t  È t É

m e s u r e s  d ' u l t r a s o n s  e f f e c t u e e E  p a r

r a s s e r n b l é e s  d a n s  I e  T a b l e a u  ( I I I ' 3 )
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l " lodu 1e d '  Young ( GPa ) r a p p o r t  d e  P o i s s o n

m a t r  i c e
d ' a l u m i n i u r n

7 7 . 3 o.3

r e n 1 0 r f 5  c t E r

S i c
t+3fr f r ,3

T a b  l e a u  I V . 3  :  p r o p r  i é t é s  É I  a s t  i q u e =  d e  I a  r n a t r  i c e  d  , A I  e t

d e s  r e n f o r t s  d e  S i c  d ' a p r É s  l e s  r é s u l t a t s  d e

S c h n e i d e r  e t  a I  C 4 l .

L e  m a t é r i a u  e s t  e x t r u d É  e t  p r é s e n t e  a i n s i  u n e  1 É g è r e  a n i s o t r o p i e

d u e  à  l ' o r i e n t a t i o n  m o r p h o l o g i q u e  d e s  r e n f o r t s .

,,
D ' a p r É s  l e s  i n d i c a t i o n s  f o u r n i e s  F a r  S c h n e i d e r  ,  I e s  r e n f o r t s  d e

S i C  o n t  u n e  f o r m e  1 É g è r e m e n t  a I l o n g é e  d a n s  l a  d i r e c t i o n  d e  1 ' e x t r u -

s i o n  e t  l e u r  r é p a r t - i t i o n  s p a t i a l e  n ' e s t  F a s  a l é a t o i r e  r n e i s  e s t

c o n s t i t u é e  p a r  u n  a l l i g n e m e n t  d e  p a r t i c u l e s . C e t  e f f e t  n e  p e u t  p a s

F t r e  p r i s  e n  c o r n p t e  d a n =  u n  r n o d è l e  a u t o c o h é r e n t  à  u n  s i t e .

P o u r  l e  c a l c u l  n u m é r i q u e  ,  I e s  r e n f o r t s  o n t  é t É  c o n s i d É r É s  t o u s

d e  l a  m F m e  f o r m e  (  e l l i p s o i d e  d e  r a p F o r t  d e  f o r m e  c / a  =  5  )

o r i e n t é e s  d a n s  1 a  m € m e  d i r e c t i o n  ( d i r e c t i o n  d e  I ' e x t r u s i o n l .

b - C o m p a r a i s s n  d e s  r É s u l t a t s  d u  m o d è 1 e  a u x  r É s u l t a t s

expÉr  i r nen taux

P o u r  I e  c a s  É t u d i É  l e  m o d u l e  d  ' Y o u n g  ( E )  n ' e s t  p â s  I e  r n E r n e  d a n s

t o u t e s  1 e s  d i r e c t i s n s . L ' e x p r e s s i o n  d e  s o n  i n v e r s e  d a n s  l a  d i r e c t -

e t

i o n  î >  d e  c o m p o s a n t e s  (

e s t  d o n n é e  e n  f o n c t i o n

s u i v a n t e  t 5 l :

r t = ,  d a n s  l e  r e p è r e  m a c r o s c o P l q u e

c o n p l a i s a n c e s  ( s )  p a r  I a  f o r m u l e

t ! '  ' l e

des
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+  e l l l e  I
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s . -  +  c
I Ë

4
l q +' ?  ' e?

É+

? b  
+  t g  5

, r - t r==r= + E r r - r= r= =r**

e r==rr-  =e3*z , -=,  3 =e**

s 
+ e t=t i  =3+ +?1,  t l  =+s +

=4s * =trt!  ,==u"*tT t l===*
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e
3

? ?
I g  = 8 6  * I  

I  
t e  = 6 Ë

C e c i  n o u s  a  p e r m i s  d e  d é d u i r e  l e s  v a l e u r g

I a  d i r e c t i o n  t r a n s v e r s e  ( p e r p e n d i c u l a i r e

( I V . t )

d u  r n o d u l e  d ' Y o u n g  d a n =

à  I a  d i r e c t i o n  d e  l ' e x t -

r u g i o n ) ( f i g u r e  I V . 4 )  '
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o 5 to . / ,  s iE, 15 20. 2s

f i g ( I V . 4 ) : C o m p a r a i s o n d e s v a l e u r s d u r n o d u l e d ' Y o u n g

t r a n s v e r s a l c a l c u l é ( o ) â v E l c l e s f n e s u r e s

e x p é r i m e n t a l e s  (

e t  l  es  rÉs-u  1  ta t=

I  )  d e  S c h n e i d e r  e t  a l .  t 4 l

c iédù i ts  des  inodèIes  de

V o i g t  ( a )  e t  R e u s s ( d ) .
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S u r  c e t t e  f i g u r e  s o n t  r e p e r t É s  à  l a  f o i s  l e s  r n e l s u r E s  e x p É r i r n e n -

t a l e s  ( F ) ,  l e s  r é s u l t a t s  d u  m o d è t e  ( O )  e t  l e s  c o u r b e s  o b t e n u e s  p a r

l e  r n o d è I e  d e  V o i g t  ( a )  e t  I e  m o d è l e  d e  R e u s s  ( d ) .

P o u r  d e s  f a i b l e s  f r a c t i o n s  v o l u m i q u e s  t t I  I  d e  S i C  ,  l e  m o d u l e

d , Y o u n g  ( E ) r c r o i t  t r É s  l e n t e m e n t  a v e c  f I  e t  I e s  v a l e u r s  c a I c u I É e s

p a r  l e s  d i f f é r e n t e s  a p P r o c h e s  s o n t  p r a t i q u e m e n t  l e s  m ê m e s .

C e c i  s ' e x p l  i q u e  a s s e z  f  a c i  l e r n e n t  p u i s q u e  d a n s  c e  c o n d i t i o n s  r  1 e

l e  m a t É r i a u  e s t  p r e s q u e  h o m o g È n e  e t  I e  m o d u t e  d ' Y o u n g  e s t  p e u

d i f f é r e n t  d e  c e l u i r d e  1 a  m a t r i c e .

C e p e n d a n t  a u - d e l à  d e  5 %  d e  S i C ,  E  c r o i t  r e l a t i v e m e n t  v i t e  e t  l a

d i f f É r e n c e  e n t r e  l e s  v a l e u r s  c a I c u I é e s  p a r  l e s  d i f f É r e n t e s  r n é t h o d e s

, .  
t '

e s t  t r É s  g r a n d e . L ' É v o l u t i o n  d e s  m o d u l e s  e f f e c t i f s  ( o u  l e u r s  i n ' r e r s e ,

e s t  g o u v e r n é e  p a r  d e s  r e l a t i o n s  t i n é e i r e s  e n  f l d - r , =  I e  c a s  d e

V o i g t  ( R e u s s ) , E e t t e  É v o l u t i o n  e s t  m o d i f i é e  P a r  I e s  t e n s e u r s

c s n c e n t r a t i o n  d e  c o n t r a i n t e =  ( o u  d e f o r m a t i o n )  d a n s

m o d È l e  a u t o c o h É r e n t .

l e  c a s  d u

O n  p o u r r ê  a u s s i  r e m a r q u e r  q u e  l e  c a l c u l  f a i t  à  p a r t i r  d u  r n o d è I e

a u t o c o h É r e n t  à  1  s i t e  n o n  i s e t r o p e  (  c / a =  5  )  c o r r e s p o n d  b i e n  a u x

m e s u r e s  e x p É r i m e n t a l e s .  L e s  p r é d i c t i o n s  s s n t  d o n c  r e l a t i v e m e n t

s a t i s f a i = a n t e s .

{l
1

? o  ) C a s  d u  c o r n p o s i t e  (  A t  -  A t
EB a) !

a - D É s c r  i p t  i o n d u  m a t é r i a u  e t  c h o i x  d e s  p r a m è t r e s  d e  m o d É l i s a t i o n

E t u d i É  é g a l e m e n t  P a r S c h n e i d e r  e t  a l  t 6 l  , 1 e  m a t é r i a u  c o m p o s i t e
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e n v i s a g É  i c i  ,  e s t  f o r m é  d ' u n e  m a t r  i c e  d ' A l  e t  d e s  r e n f o r t s  d ' A I  - E r ,

L e s  m i c r o g r a p h i e s  o p t i g u e s  d e  c e  c o r n p o s i t e  s o n t  r e p r é s e n t é e s  s u r

1 a  f i g u r e  ( I I I . 5 )  . E l l e s  m s n t r e n t  q u e  l a  r é p a r t i t i o n  d e s  r e n f o r t s

d , A l e O 3  n ' e s t  p a s  a I é a t o i r e  d a n =  I ' e s p a c e r r n a i s  p l u t ê t  d a n s  l e  F l a n

(  l  t e ) ,

O n  p o u F r a  f a i r e  l e s  c o n s t a t a t i o n s  = u i v a n t e s :

1 - l e s  r e n f s r t s  o n t  u n e  f o r m e  e l l i p s o ï d a l e  d e  r a P P o r t  d e  f o r r n e

v a r i a b l e  ( e n  g é n é r a l  >  7 r .

? - d a n =  l e  p l a n  (  1  r e )  '  I e s  f i b r e s

Ç'
a l é a t s i r e '

3 - d a n s  I e  p l a n  ( 1 t 3 ) e t ( 3 r P ) , e n  P l u s d e s  r e n f o r È s  e l  1  i p t  i q u e s

i q u e s  r  g u i  c o r r e s P o n d r -o n  v o i t  a p p a r a l - t r e  d e s  f o r r n e s  s p h É r

a i e n t  à  1 a  p r o i e c t i o n  d e s  f i b r e s e 1  I  i p s o ï d a l e s  d a n s  I e =

p l a n s  ( 1 r ê )  e t  ( 3 t e ) .

L e =  p r o p r i é t É s  t h e r r n o é l a s t i q u e s  d e  1 a  r n a t r i c e  d ' 4 1  e t  d e s  f  i b r e s

d ' A I e O g  s o n t  r e p o r t É e s  d a n s  I e  t a b l e a u  ( I V ' 4 )

l ' l o d u l e  d ' Y o u n g
( G P a )

R a p p o r t  d e
p o  i s s o n

C o e f f i s i e n t
d i  I a t a t i o n
t h e r m i q u e

d e

- 1
( o E

m a t r  i c e
d ' a l u m i n i u m

75 p .33
-â

2 4  . 1 , f l

r e n f o r t E
d ' A 1 e O 3 39e a.e4

- A

s . t f r  
-

s o n t  o r  i e n t é e s  d ' u n e  r n a n i è r e

Tab leau  (  IV .4 )  :P rop r i é tÊs  t he rmoé Ias t i ques  de

d 'A l  e t  des  ren fo r t s  d 'A le0g

Schne ide r  e t  a l  '  EÉ1 .

l a  r n a t r  i c e

d ' a p r É s

.

$
ï
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f  i q (  I V , 5 ) :  l ' l i c r o g r a p h i e s  d ' u n  É c h a n t i  l l o n  d u  c o m p o s i t e

A l - A f - O . -  é t u d i e .
é . 5
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b  )  C o m p a r a i g o n  d e s  r É s u l t a t s  d u  m o d è 1 e  e u x  r É s u l t a t s

e x p É r  i r n e n t a u x  :

L a  m o d É l i s a t i o n  d ' u n  t e l  n a t é r i a u  e s t  a s s e z  d i f f i c i l e . T r o i s  c l a s s e s

d e  m a t é r i a u x  o n t  É t É  é t u d i é e s :

1 o - I e s  f i b r e s  o n t  l a  m F m e  o r i e n t a t i o n  ( p a r a l l É l e  à  I ' a x e  l )  e t  I a

m € r n e  f o r r n e  ( c , / a = 1 6 )  .

p o - l e s  f i b r e s  o n t  1 a  r n F m e  f o r r n e  ( s / a = 1 F )  r r n a i s  l e u r  r É p a t i t i o n  e s t

a I É a t o i r e  d a n s  I ' e s P a c e

3 o - I e s  f  i b r e s  s o n t  r É p a r t i e s  a l É a t s i r e r n e n t  d a n s  l e  p l a n  (  l  t P )  e t

,'

e l l e s  o n t  I a  m € m e  f o r m e .

L e  t a b l e a u  (  I V . 5 )  r e q r o u p e  l e s  d i f f É r e n t e s  v a l e u r s  d e s  r n o d u l e s

d , y o u n g  s a l c u l é s  p 6 u r  l e s  t r o i s  c l a s s e s  d e  m a t é r i a u x  e t  I e ç

v a l e u r =  e x p É r i m e n t a l e E  ,  o b t e n u e =  p a r  t n e s u r e E  d ' u I t r a = c n = '

E n  c e  q u i  c o n t r e r n e  l e s  r É s u l t a t s  e x p é r i m e n t a u x  ,  l e s  r n o d u l e s

d ' Y o u n g  s o n t  d o n é s  s o u s  I a  f s r m e  E  
i j  

( i r j = l r g ) ' L ' i n d i c e  (  i  )

c o r r e s p o n d  à  1 a  d i r e c t i o n  d e  p r o p a g a t i o n  d e  I ' o n d e  m e s u r é e . e t  ( i )

à  s a  d i r e c t i o n  d e  P o l a r i s a t i o n '

P s u r  l e s  r É s u l t a t E  n u r n É r i q u e s  , I e  c a l c u l  d u  m o d u l e  d ' Y o u n g  (  E  '  )

d a n s  l e s  d i f f é r e n t e s  d i r e c t i o n s  (  i  )  e  É t é  f a i t  à  p a r t i r  d e  I a

r e l a t i o n  (  I V . 1 )  .

+*
iV
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F r a c t i o n  v o l u m i q u e  d ' A l . e O g
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- U
o
m

F = F- 1  - ? 9 6 . A 1e3.  E 137 .7J

Eg 9 ? . @ I t ? . f r 1e3.  o

T a b l e a u  ( I V . 5 )  :  É v o l u t i o n  d u  m o d u l e  d ' Y o u n g  ( E )  e n  f o n c t i o n  d e

1 a  f  r a c t i o n  v o  I u m i q u e  t r l  I  d e  I  ' F i t = g g .
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p o u r  c h a c u n e  d e s  f  r a c t i o n s  v o l u m i q u e s  (  1 1 7 ;  . ? 4 7 1  e t  ] f r y , J  .  I e s

r e 5 u l t a t s  s o n t  r e p r é s e n t ê s  r e s p e c t i v e m e n t  s u r  I e s  f i g u r e s  ( I V . ô ) .

( I V . Z )  e t  ( I V . E l ) . S u r  c e s  f i g u r e s  o n  v o i t  a p P e r a i t r e  1 e s  r É s u l t a t s

e x p É r i m e n t a u x  [ * ] , I e s  r é s u l t a t s  n u r n é r i q u e s  (  I ' o c a s  I o ]  ' P o c a s  t + l  t

3 o c a s  t x l  i .

x  -  BESULTATS EXPERIMENTAUX

o -  RESULTATS NUMERIOUES (1 '  cas)

+  -  BESUT TATS NUFTERIOUES (2 'cas)

x  -  R E S U L T A T S  N U M E R I G U E S  ( 3 ' c a s )

o

x ' xx *xo

+ + x
+ X

f f i . . .  €ar -Ega

|E

0,

(9

3 1oo
o

o
UJ
J
f
o
o
t

150

1 2 5

75

50

R ê s u t  È â t s

e x p ê r i n e n t à u x R é s u l t a t s  n u m é r i - q u e s

l . c a t e .  c . a 3 t  c a t

f  i g u r e  (  I V . 6 )  :  r n o d u l e s  d ' Y o u n 9  d u  c o m p o s i t e  A I -  A I  
e o =

( f  I  =  1 1  % t
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'  t t a  t t 3  t a t  t a 3  É 3 r ' € : e  E t  t 3  t a ' € 3 t ,  € e  t F

n é t û l  t è t s  l ' c à t  e ' G . 6  J .  G r t

e x ; r ê r i m e n t a u x  R ê s u l  t a t s  n u m é r i q u e s

r i g u r e  i  I V . 7 )  :  , n o d u l e s  d ' Y o u n g  c t u  c o m p o s i t e  n I - È I  - . o
c

1
r . f  -  =  ? 4  n )

|o
o-
I
c
q,

cl

3 roo
o
I
o

tr,
J
f,

o-
t a

50

o

+ X
+

+ X

* x *x
*

x - FESULTATS EXPEHIMENTAUX

o - RESULTATS NUMERI0UES (1 cas)

+ - RESULTATS NUMERIOUES (? casl

x - FESULTÀTS I.IUMERIoUES (3 cas)
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X - RESULTATS EXPERIMENTAUX

o -  RESULTATS NUMERIOUES (1  cas)

+  -  RESULTATS NUMEBIOUES (2  CAS)

x  -  RESULTATS TIUMEFIOUES (3  cas)

T r a  É r 3  c a ,  ' r t  E r r ' É a a  t ,  E 3  t è  '  E  3  
t t  E z  t 3  t l  '  E a

t  n ê s u l  t à t 3  t . c . .  a . c . 5  : r .  c . t

expêr  imentaux  Résu I  ta  ts  numér  i  ques

f i g u r e  ( I V , E )  :  m o d u l e s  d ' Y o u n g  d u  p o l y c r i s t a l  H l - H l  E -

T
t f  

-  =  3 0  Y , ' )

150

1
(L

I

c 1
0,

c|
z
tr
o

1
UJ
J
f,
oo
E

t a

50
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L e s  r é s u l t a t s  e x p é r i m e n t a u x  .  a i n s i  q u e  I e s  r é s u l t a t s  t h é o r i q u e s

r e s p e c t e n t  b  i e n  1 a  1 o  i  d  '  É v o  l u t  i s n  d u  r n o d u l e  d  ' Y o u n g  e n  f  o n c t  i o n

d e  1 a  f r a c t i o n  v o l u m i q u e  o b s e r v É e  p r e c é d e r n e n t  F o u r  I ' 4 1 - S i c . S e l o n

c e t t e  I o i  l e  m o d u l e  d ' Y o u n g  a u g m e n t e  è v e t r  l a  f r a c t i o n  v o l u r n i q u e

d e  I  ' A l  ^ O - .
É 5

L ' É c a r t  e n t r e  l e s  r n o d u l e s  d ' Y o u n g  d a n s  I e s  d i f f é r e n t e s  d i r e c t i o n s

e s t  r e l a t i v e m e n t  f a i b l e  p o u r  l e s  p e t i t e s  f r a c t i o n s  v o l u m i q u e s  f  
I

d ' 4 1 _ O _  . C e p e n d a n t  a u - d e I à  d e  1 1 %  c e t t e  d i f f É r e n c e  a u g m e n t e  a v e t r
Ë J

T
( f '  )  e t  d e v i e n t  s i g n i f i c a t i v e . C e c i  s ' e x p l i q u e  a s s e z  f a c i l e r n e n t t

,
I

p u i s q u e  p o u r  l e s  r É = u l t a t s  e x p É r i m e n t a u x  ( f -  =  1 A Y , t  1 a  f r a c -

t i o n  v o l u m i q u e  i n c l u e  a u s s i  l a  p r o p o r t i o n  d e  I a  P o r c e i t é  d a n s  l e

c o m p o s  i  t e  .

O n  r e r n a r q u e  q u e  l e s  r É s u l t a t s  n u r m É r i q u e s  o b t e n u s  p o u r  l a  c l a s s e  3

s o n t  l e s  p  l u s  p r o c h e s  d e s  v a l e u r s  é x p e r  i m e n t a l e s  r n a i s  r  l É g è r e r n e n t

s u p É r i e u r ,  B n  c h o i s i t  a l o r s  c e t t e  c l a s s e  d e  m a t É r i a u x  ( 3 )  P o u l -

c a l c u l e r  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  d i l a t a t i o n  t h e r m i q u e  (  q  e f f ,  
à

p a r t i r  d e  l a  r e l a t i o n  ( I I . 5 4 )  '

L , É ' / o l u t i e n  d e s  c o e f f  i c i e n t s  ( o , = f f  )  e n  f o n c t i o n  d e  I a  f r a c t i s n

v o l u m i q u e  d e s  r e n f o r t s  d ' A I o O o  e s t  r e p r É s e n t ê e  = u r  1 a  f i g u r e
Ë J

(  rv .9)  .
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E n  c e  q u i  c o n c e r n e  1 e s  r É s u l t a t s  n u m é r i q u e s  A

s e n t e n t  r e s p e c t i v e r n e n t  r  l a  c o m p o s a n t e ( o l  
l o r  

o  
e e  

)

o  
9 3  r  o r - l  r e t r o u v e  I  '  a n i s o t r o p  i e  o b s e r v é e  p o u r

d ' Y o u n q  (  t a b l e a u  I V . S r 3 o c a s )  ,

e t B

e t I

q u i  r e p r é -

a  c o m p o s a n t e

l e s  m o d u l e s

S i  o n  l e s  c o r n p e r e  a u x  r é s u l t a t s  e x p É r i m e n t a u x  ( C )  r  o r t  r e r n à r q u e

q u e  I  ' é c a r t  e s È  r e l a t i v e m e n t  f a i b l e  t ,  5 %  -  1 9 ,  T ,  )  ,

O n  p e u t  a l o r s  c o n s i d É r e r  q u e  I e  r n o d è l e  u t  i  l  i s É  r e p r o d u i  t  b  i e n  ] e

c t r r n p o r t e r n e n t  t h e r m i q u e  r É e l  d u  m a t É r i a u  É t u d i É ,

I V . e , 3 - C o n c l u s i o n  !

,'

E i e n  q u ' o n  o b s e r v e  u n  é c a r t  p l u s  a u  m o i n s  i m p o r t a n t  e n t r e  l e s

r è s u l t a t s  e x p é r i r n e n t a u x  e t  n u r n É r i q u e s r p o u r  I e s  t r o i s  t y p e s  d e
1 -

m a t É r i a u x  t r a i t É s  i r É c É d e r n e n t  r  o f l  p e u t  c t r n s i d é r e r  q u p  c e s  r é s u -

I t a t s  s o n t  e n  t r É s  h o n  a c c o r d  a v e c  I ' e n s e m b l e  d e s  o b s e r v a t i o n s

e x p É r i r n e n t a l e s .

C e t t e  d i f f É r e n c e  e n t r e  l e s  r É s u l t a t s  o b t e n u s r p a r  l e s  d i v e r s e s

r n É t h o d e s  u t i l i = é e s  p o u r  1 ' É v a l u a t i o n  d e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  t h e r m o -

é l a s t i q u e s  l i n É a i r e s  d e s  m a t é r i a u x  h é t é r o g è n e s  ,  p e u t  E t r e  e s s e n -

t i e l l e m e n t  d u e  à  d e u x  c h o s e s :

I o - I e  m o d è l e  a u t o c o h É r e n t  à  u n  = i t e  r  r r e  t i e n t  p Ë s  c o m p t e  d e  I a

r é p a r t i t i o n  s p a t i a l e  d e s  p a r t i c u l e s  e t  d o n c  d e s  i n t e r a c t i o n s

d i s c r È t e s  e n t r e  e l I e s .

P o - l e s  i n f o r m a t i o n s  s u r  l e E  é c h a n t i l l o n s  u t i l i s é e s  d a n s  l e s  e s s a i g

e x p é r i n e n t a u x  r  r r  s s n t  p e s  t o r i o . . =  s u f f i s a n t e s  p o u r  m o d É l i s e r  I e

m a t É r  i  a u ,

I
tg
tl

F

i

ll

I
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u n e  m o d È l i s a t i o n  p a r f a i t e  n ' e s t  d o n c  F o s s i b l e  q u , e v p t r  u n e  É Ê = c r r -

p t i o n  a d É q u a t e  d u  r n a t e r i a u .

I V - 3  I n f  l u e n c e  d e s  p a r a r n e t r e s  d e  m o d é l  i s a t i o n  E u r  I e

c o r n p o r t e m e n t  t h e r r n o É I a s t i q u e  d e s  c o m p o s i t e s

L e  m a t É r i a u  c h o i s i  p o u r  c e t t e  é t u d e . e s t  u n  c o r n p o s i t e  î o r r n e

d ' u n e  m a t r i c e  d ' a l u r n i n i u r n  e t  d e  r e n f o r t s  d e  c a r b u r e s  d e  s i l i c i u m .

L e s  P r o F r i é t e s .  t h e r m o é l a s t i g u e s  s o n t  d o n n È e s  d a n s  1 e  t a b l e a r - r

(  I V . 5 t  t 7 7 .

T a b l e a u  (  I V . 5 ) : p r o p r i É t É s  t h e r m o é l a s t i q u e s  d e  I a  m a t r i c e

d ' A l  e t  d e s  r e n f o r t s  d e  S i c  d ' a p r É s  J a r r y

t 7 l .

D e u x  c l a s s e s  d e  m a t É r i a u x  c o r n t r o s i t e s  ( 4 1 - S i C )  o n t  é t É  é t u d i É e s .

O n  l e s  r e p r é s e n t e  d e  I a  m a n i È r e  s u i v a n t e  s u r  l a  f i g u r e  ( I V . t 0 r :

t ' l o d . g l e  d ' Y o u n g
..' ?

( d a N / m m -  )

R a p p o r t  d e
p o  i  s s o n

E o e f f i c i e n t  d e
d i l a t a t i o n

t h e r m i q u e  t  o f , , - I  )

m a t r  i c e
d ' a l u r n i n i u r n

7 Dfrfr f r . 3
- o

e1 ta

S i c 7A y7v7k1 f r .e7
- A

4 .  t f r
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s e c o n d e  c l a s s e

( b )

: r e p r É s e n t a t i o n  d e s  é c h a n t i l l o n s  d u

( 4 1 - S i C )  É t u d i É s .

( a ) : c o m P o s i t e  à  f i b r e s  a l i g n É e s

( b ) : c o r n p o s i t e  à  f i b r e s  r e p e r t i e s

a 1 É a t o i r e m e n t  d a n s  I ' e s P a c e '

( a )

f i g u r e  (  I V . 1 f l ) c e m p o s  i  t e

I V . 3 . l . c o m p o s i t e p r e r n i è r e c l a s s e : ( f i g ( I V . 1 0 ) ' ( a ) )

a  )  D É s c r  i p t  i o n

I 1  s ' a g i t  d ' u n

a y a n t  t o u t e s  l e

c o m p o s i t e  b i p h a s é r c o n t e n a n t  d e s  f i b r e s  P a r a l l é l e s

m € m e c o m p o r t e m e n t t h e r m o É l a E t i q u e r e p r é s e n t é p o u r
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t r h e g u e  f i b r e  (

c o e f f i c i e n t s  d e

O n  r a p p e l

e t  o = f f )

D e  p l u s  r  c e s  f  i b r e s  o n t  t o u t e s  I a  m F r n e  f o r r n e  e l  t  i p s o ï d a l e  d e

p a r a r n è t r e  d e  f o r r n e  a r b r c  (  f i g u r e  I V . l 1 ) .

f  i g u r e  ( , l V . l  I  )  :  r e p r é s e n t a t i o n  d ' u n e  f  i b r e  d e  S i c

L e s  p r o p r i É t é s  t h e r m o é l a s t i q u e s  d é p e n d e n t  d e  1 a  f r a c t i o n ' r o l u r n i q u e

d e s  r e n f o r t s  t f  
I  

I  e t  d u  r a p p o r t  d e  f o r m e  ( c / a , )  .

O n  d i s c u t e r a  f  i n f l u e n c e  d e  c h a q u e  p a r a m è t r e  ( c / a  e t  t I  I  s u r  l e

c o r n p o r t e m e n t  t h e r m o é l a s t i q u e  e f f e c t i f  d e  c e  c o r n p o s ; i t e  e t  s u r  l e s

t e n s e u r s  I o c a l i s a t i o n  d e  c o n t r a i n t e s  t h e r m i q u e s  e t

I  ) , p a r  l e s  c o n s t a n t e s

d i l a t a t i o n  t h e r r n i q u e  (  q

1 e  q u e ,  I e s  c o e f f i c i e n t s  t h e r m o é l a s t i q u e s

é I a s t i q u e s  (  C I  )  e t  l e s

)

r n É c a n i g u e s .

e f f e c t i f s  (  t = f f

, r e l  i e n t  l e s  c o n t r a i n t e s  ( E )  a u x  d é f o r m a t i o n s  ( E )  r n a c r o -

E c o p i q u e s  p a r  I a  r e l a t i o n  !

fi
I
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e È  t h e r m i q u e s  (  b I  )  r e l a t i f s  à  c h a q u e  f i b r e  (  I  )

c o n t r a i n t e s  m É c a n i q u e s  t g I  I

,  i n t e r v i e n n e n t

s u  i  v a n t e  :

8 . .
I J

e t  q u e  l e s

d a n s  l e s

I( r . .
1 J

o ù

e f f ( E
i j k l

t e n = e u r s

e f f
k l  

o k l  e  )

l o c a I  i s a t i o n  d e

r e l a t i o n s  d e  l o c a l i s a t i o n  d e  1 a  m a n i è r e

= E1.. .  E. .  *b.1 € '
I J } 4  I  H I  ] J

t r  
I  

,  c o n t r a i n t e  I o c a l e  (  d a n s  1 a  f  i b r e  I  )

b ) E v o l u t i o n  d e s  c a r e c t É r i s t i g u e s  t h e r m o É I a s t i q u e s  e f f e c t i v e s

L e s  f i g u r e s  ( I V . I ç )  ,  ( I V . 1 3 )  I  ( I V . 1 4  ) e t  ( I V . 1 5 )  r e p r É s e n t e n t

respec t i vement  t ,Évoru t ion  des  cornposan tes  t= ; : :  ro= l t l r r i i Ï

e t  o , r f f f o = =  p r o p r i é t É s  t h e r m o é l a s t i q u e s  e f f e c t i v e s  d u  c o m p o s i t e

d e  i ;  f r a c t i o n  v o r u m i q u e  t t I  I  d e s  r e n f o r t s  p o u r

l e s  d i f f É r e n t s  r a p p o r t s  d e  f o r r n e  c / a  (  1 r 7 t e 1 '  1 f r i l l  '

D a n s  c e t t e  r e p r é s e n t a t i o n  I ' a x e  a l t o n g É  ( c )  e s t  p a r e l I È l e  à  I ' a x e

3  d u  r e p è r e  d a n s  l e q u e l  s o n t

C o m m e  a t t e n d u  ,  l a  v a r i a t i o n

T
( f  ' l  

e t  I e  r a p p o r t  d e  f o r m e

d É c r i t e s  1 e s  p r o p r i é t é s  m é c a n i q u e s '

e f f  e f f  - e f f  e f f
d e  t = = = =  r o (  g 3  r t l l l l  = t  * 1 1  a v e t r

c l a  e = t  f o r t e  ,  r n a i s  I a  s e n s i b i l t É  à

c l a  s ' a f f a i b l i t  l o r s q u e  c / a  >  t f i

o n  p o u r r a  a u s s i  r e m a r q u e r  r Q u e  p o u r  u n e  f r a c t i o n  v o l u m i q u e  d o n n é e t

1 a  d i f f É r e n c e  o b s e r v é e  ( e n t r e  l e s  c o e f f i c i e n t s  e f f e c t i f s  c a l c u l É s

p o u r  d e s  s p h é r e s  e t  d e s  e l l i p s o i d e s  )  e s t  p l u s  a c c e n t u É e  p o u F  l e s

c o m p o s a n t e s  , ; : : =  e t  * = E t t '  c e c i  s ' e x p r  i q u e  a s s e z  f a c i l e r n e n t  t

p u i s q u e  l e s  f i b r e s  s o n t  t o u t e s  p a r e l  l É l e s  à  I ' a x e  3 '

L e s  o b s e r v a t i o n =  p r É c é d e n t e s  g o n t  e t r o i t e m e n t  I i é e s  a u  p h É n o r n è n e

d e  l o c a l i g a t i o n  d e  c o n t r a i n t e s
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S u r  l e s  f i q s  (  I V .  1 Ë  )  e t  (  I V .  1 7  i  o n  r e p r e s e n t e r e S D e c r  r v e m e n ç

l , é v o l u t i o n  d e  l a  c o m p o s a n t e s  
" = = = =  

O t  t e n s e u r  I o c a l i E a t i o n  d e s

c o n t r a i n t e s  m é c a n i q u e  e t  d e  l a  c o r n p o e e n t e  b g g d t  t e n s e u r  I o c a I i -

s a t i o n  d e  c o n t r a i n t e s  t h e r m i q u e  d a n s  l e s  f i b r e s . e n  f o n c t i o n  d e  I a

T

f r a c t i o n  v s l u m i g u e  f  
^  

e t  d e s  d i f f é r e n t s  r a p p o r t s  d e  f o r r n e s  c t  e -

D a n s  l e s  d e u x  c a s  ( f  i g  (  I V . 1 6 )  e t  f  i ç  (  I V '  1 7 )  i  ' o n

t r é s  f o r t e  c o n c e n t r a t i o n  d e  c o n t r a i n t e  c i È p e n d a n i

o b s e r v e  u n e

n o t a r n m e n t  d e

d e  l a  f o r m e  d e s  r e n f s r t s  r  P e r t i c u l

v o l u m i q u e  d e  c e u x - F i  e s t  i n f É r i e u r e
,

d i m i n u t i o n  d e  I ' h é t È r o g é n É i t É  d u  m i

D a n s

i e r e r n e n t  l o r s q u e  1 a  f r a c t r o n

à ? f r n . C e c i e s t d u â I a

ï
I i e u  q u a n d  f -  a u g m e n t e .

1 a  r n a t r i c e . I e E  t e n s e u r =  l o c a l  i E , a t i o n  o n t  e v i d e m e n t  u n e  P v o -

I u t i o n  i n v e r s e

: 0

s

7

D

E

I
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I

0
o ?o  10  60  B0 !Û3- I

t '
I

F i g u r e ( I V ' 1 6 i : É v o l u t i o n  à v e c  f '  d e  I a  c o m p o s a n t e  t r = = =

d u  t e n s e u r  l o c a I  i s a t i o n  d e s  c o n t r a i n t e s

{ m é c a n i q u e )  d a n s  l e s  r e n f o r t s  p e r a l l È l e s  d e

d e  f o r r o e  ( a t b ' c ) '
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1 . 8

1 . 6

t . 1

1 . 2

{

. 6

. 1

I
f -  , / ,

F i g u r e (  I V . 1 7 ) : é v o l u t i o n  e v e c  f  
I  

d e  l a  c o r n p o s a n t e  o g =

d u  t e n s e u r  l o c a l i s a t i o n  d e s  c o n t r a i n t e s

( t h e r m i q u e ) d a n s  l e s  r e n f o r t s  p e r a l l È I e s  d e

f o r r n e  ( a r b , c ) .

a b c

A-1 1100
B -1  121
c-1  17
D -1  1  1
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I V . 3 , e  -  E o r n p o = i t e  s e c s n d e  c l a s e e :  ( f  i g ( I V '  1 O )  r  ( b )  )

a )  D É s c r i p t i o n :

I l  s ' a g i t  c e t t e

é I a s t i q u e s  d e s

f o  i s - c  i  d ' u n  c o f n p o s i  t e  d o n t  l e s  p r o p r  i É t é s  t h e r r n o -

c o n s t i t u a n t s  s o n t  É g a l e m e n t  d o n n é e s  p a r I e  t a b l e a u .

c t rmme dans( I V . 5 ) . t r e p e n d a n t r l e s  r e n f o r t s  n e  s o n t  p a s  p a r a l l É l e s

I e  c a g  p r é c é d e n t  r n a i s  o r i e n t é s  d e  m a n i è r e  d i f f É r e n t e .

L e s  f i b r e s  s s n t  r e p r é s e n t é e s  p a r  d e s  i n c l u = i o n s  ( e l I i p s o î d e = )  d e

p a r a r n è t r e s  ( a r b r c )

i  nc l  us i  ons de rnêrne

a I é a t o  i r e .

' e n s e m b l e  d e  c e s  f i b r e s  e s t  d i s c r É t i = é  e n  l Q n

r a p F o r t  d e  f o r r n e  c / a  m a i s d o n t  I  ' o r  i e n t a t  i o n  e s t

b  )  E v o  l u t i o n  d e s  . - ç ' à r a c t é r  i s t i q u e s t h e r m o é l a s t i q u e s  e f f e c t i v e s

. L

,'

O n  d e v r a i t  s ' a t t e n d r e  d a n s  c e  c a s  r à

d a n s  I e  c a s  p r É c é d e n t  à  c a u s e  d e  I ' o r

r a i s s e  .  C ' e s t  c e  q u i  a  É t É  o b = e r v É

c e  g u e  l ' a n i s o t r o P i e  a P P a r u E

i e n t a t i o n  d e g  f i b r e s  d i s P a -

E u r  I e s  f i g u r e  (  I V '  1 B )  e t

(  I V . 1 9 ) ,

L a  f i g ( I V . 1 8 )  r e p r É s e n t e  l ' É v o l u t i o n  d e  t  
3 l l = = "  

f o n c t i o n  d e  f r

P o u r d i f f É r e n t s r a p p o r t s d e f o r r n e c / a e t l a f i g ( I V . 1 9 ) d é c r i t

I , É v o l u t i o n  d =  
" " g T  

.  D a n s  l e s  d e u x  c a s  ,  I a  s e n s i b i l i t É  à  I a

f r a c t i o n  v o l u m i q u e  e s t  f o r t e  e t  l e  c o m p o r t e m e n t  e f f e c t i f  e s t

g u a s i s o t r o p e m a i s l É g è r e m e n t d i f f É r e n t d u c o m p o s i t e à r e n f o r t s

s p h Ê r  i q u e s ,

D a n s  c E r  c Ë 5  é g a l e m e n t r l e s  t e n s e u r s  l o e a l i s a t i o n  t h e r m o m é c a n i q u e s

o n t é t é c a l c u l é s P o u r l e s r e n f o r t s r n a i s l e u r r e p r é s e n t a t i o n e s t

d i f f i c i l e  p u i s q u ' i 1 s  d é p e n d e n t  d e  l a  c l a s s e  d e  f i b r e s  e n v i s a g é e '

.:ù
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I V . +  -  C o n c l u s r o n

D ' a P r Ê s  I e s  r é s u l t a t s  o b t e n u s

g u e  1 e  m o d è I e  E e I f  c o n s i E t e n t

d É t e r m i n e r  I e  c o m P o r t e m e n t

d a n s  c e  c h a P i t r e  ' o n  P e u t  t r o n c l u r e

â  u n  s i t e  e s t  e s t E l z  p e r f o r m a n t  p o u r

t h e r m o É l a s t i q u e  
l  i n É a i r e  d e s  c o r n p o -

s  i  t e s  € r n  t É n a n t  c o r n p t e  d e  I  a  f  r a c t  i o n  v o  l u m i q u e  '  d e  I

d e  I , o r i e n t a t i o n  d e s  r e n f o r t s . E e  n o d è l e  n o u s  a  a u s s i

a  f o r m e  e t

P e r m i s  d e

f i b r e s  e t

d É t É r m i n e r  l e s  c o n c e n t r a t i o n s d e  c o n t r a i n t e s  d a n s  I e g

é v o l u t i o n  e n  f o n c t i o n d e  l a  f r a c t i o n  v o l u m i q u e  e t  d e  I a

' '  '  '  - !  - - + F É  t r a v a i  I  a u  d o m a i n e  t h e r m o -

a  p r É s e n t  o n  a  r e s t r e i n t  n o t r e  t r a v a i  I

I  eur

f o r m e .

J u s q u '

é I a E t

non I

i q u e  I i n É a i r e ' F a r  I a  5 u

i  néa i  re  Pour . - ' rCéter rn i  
ner

i t e  o n  a b o r d e r a  l e  d o m a i n e  É I a s t i q u e

I e s  c o n g t a n t e s  é l a s t i q u e s  e f f e c t i v e s

É l a s t i q u e s  d E t r o i g i è r n e  o r d r e '
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I V . 5  B I B L l O G R A P H I E

t l l  J o h n s o n  ,  Ë . C  a n d  S p r i n ç e r  ,  W . E  , A  c o m p a r i s o n  o f  m e a s u r e d  a n d

p r e d i c t e d  s e c o n d - a n d  t h i r d - o r d e r  e l a s t i c  c o n s t a n t s  o f  a

t e x t u r e d  a g g r e g a t e .  I n t .  J . S o I  i d s  s t r u c t u r e s  . V o 1  . e 5 . N o 6 r p p  . c ; ç 1 9 -

6 1 9 t 1 9 8 9 .

t e l  T h o r n a s r J , F .  r J r . T h i r d - o r d e s  e l a s t i c  c o n s t a n t s  o f  a l u m i n u r n . P h y s .

R e v .  1 7 5  r  9 5 5 - 9 6 e .

t 3 l  C o r v a s c e  F .  , K r i e r  J .  , L i p i n s k i  P .  , B e r v e i  l  l e r  l * 1 ,  r  " A n i s o t r o p i e  d u r

c o m p o r t e r n e n t  é I a s t o p l a s t i q u e  i n d u i t e  e n  g r a n d e s  d e f o r m a l i o n =

p l a s t i q u e s "  r E 3 o c o l l o q u e  d u  G . F . R h e o l o g i e . B o r d e a u x , o c t  8 8 .

[ ' 4 l  S c h n e i d e r  E .  r L e e  D . . R a z v i  S .  .  S a I a m a  F . .  -  "  F l o n  d e s t r u c t i v e

c h a r a c t e r i z a t d o n  o f  m e t a l - m a t r i x - c o m p o s i t e s " ,  P r o c  o f  t h e  1 6 t h

E y r n p o s i u r n  o n  n o n  d e s t r u c t i v e  e v a l u a t i o n r S a n  A n t o n i o , U S A .  1 ? 8 7 .

t 5 l  J . F . N y e r t r a d u c t i o n  d e  l a  p r e r n i è r e  é d i t i o n  (  1 9 5 7 )  d e  I ' o u v r a g e

p u b l  i É  e n  l q r r g u e  a n g l e i s e  s o u s  1 e  t i t r e :  " P h y s i c a I  p r o p e r t i e s

o f  c r y s t a l s " p e r  t h e  c l a r e n d o n  p r e s s . o x f o r d .

E 6 l  S c h n e i d e r  E .  r l 9 E g r c o m m u n i c a t i o n  p e r s o n n e l l e .

8 7 7  J a r r y  P h .  ,  l 9 S T  r c o m m u n i c a t i o n  p e r s o n n e l  1 e .

t E l l  V . P , N  S a r m a  a n d  P . J . R e d d y  ,  L 9 7 ?  . " t h i r d  o r d e r  e l a s t i c

c o n s t a n t s  o f  a l u m i n i u m "  r P h y s ' s t a t , S o l  '  ( a )  1 t 0 . 5 ê 3
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CHAPITRE - V -

HtrDELISATION DU COT4PCIRTEFIENT ELASTIAUE

NON LINEAIRE DES FIATERIAUX COI'IPOSITES

V . 1  I n t r o d u c t i o n

V . ?  L o i  d e  c o f n p o r t e m e n t  É I a s t i q u e  n o n  l i n é a i r e  I o c a l e

v . 3  P r o p r i É t é s  É I â s t i q u e s  e f f e c t i v e s  n o n  I i n e a i r e s

V . 4  E q u a t i o n  i n t É ç r a I e

V . 5  A p p r o x i m a t i o n  a u t o c o h é r e n t e  ( à  u n  s i t e )

V , 6  C a l ' c u I  n u r n é r i q u e  d e s  m s d u l e s  é I a s t i q u e s  n s n  l  i n É a i r e s  d e E

m a t é r i a u x  c o m p o s i t e s

v . 7  C o m p a r a i s o n  d e g  r é s u l t a t s  n u r n é r i q u e s  e t  e x p é r i m e n t a u x

V . 7 . 1  t r a s  d ' u n  p o l y c r i s t a l  d ' A l u m i n i u r n

V . ?  . P  C a s  d ' u n  t r o r n F o s i  t e  Ê 1 - A l  
e O g

V . B  C o n c l u s i o n
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V .  1  I n t r o d u c t  i o n

D a n s  1 e =  c h a p i t r e s  p r É c È d e n t s  r  o ' l  à  d e t e r r n i n e  l e s p r Ë r p r  r e t ë s

c o r n p o r  t e m e n
e f f e c t i v e s  d e s  c o m p o s i t e s  e n  s e  b a s a n t  s u r  u n e  l o i  d e

t h e r m o É l a s t i q u e  I  i n é a i r e .

L e s  c o n s t a n t e s  é I a s t i q u e s  e f f e c t i v e s  d É t e r m i n ê e s  a i n s i , n e  v a r i e n t

p à s  a v e c  l e s  c o n d i t i o n s  e x t é r i e u r e s  ( c o n t r a i n t e s  e p p l i q u e e s  r  v ê _

r i a t i o n  d e  t e m p é r a t u r e .  .  ,  .  )  e t  r e p é s e n t e n t  c e  q u , o n  a p p e t  I e  r e s

c o n s t a n t e s  É I a s t i - q u e s  e f f e c t i v e s  d u  d e u x i è m e  o r d r e  .  f , e p e n d a n t .

p o u r  p l u s i e u r s  r n a t e r i a u x  e t  s o u s  c e r t a i n e s  c o n d i t i o n s  r  c p s

c o n s t a n t e s  É I a s t  i q u e s  v a r  i e n t  ,  P a r r n i  .  c e s  c o n d  i  t  t o n s  o n  c  i  t e :

- l a  v a r i a t i o n  d e  l a  t e r n p é r a t u r e  f i g u r e  ( V . l )

v a r i a t i o n  d e s  c o n s t a n t e s  É I a s t

e n  f o n c t i o n  d e  l a  t e m p é r a t u r e

i q u e s  d u  Z r n c

T  t 1 l .
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f i g u r e ( V . 1  )  :
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o C',r, litt
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3 / ?
f l  d é f i n i  P a r :  V  i  V o = ( l + e n )

V : v o l u m e  É o u s  p e s s i o n  e t  V o  : V o l u r n e  i n i t i a l
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L a  1 o  i  d e  c o m p o r t e r n e n t  é l a s t  i q u e  I  i n é a i r e  ,  n e  p e r r n e t  p e s  d e  t e n i r

c o m p t e  d e  c e s  p h É n o m è n e s  . I t  e s t  d o n c  n É c e s s a i r e  d ' u t i l i s e r  d e s

I o i s  d e  c o m p o r t e m e n t s  a d a p t É e s  a  c h a q u e  s i t u a t i o n .

D a n s  n o t r e  t r a v a i l  .  E n  s ' i n t é r e s s e  à  I a  v a r i a t i o n  d e s  c o n s t a n t e s

É l a s t i q u e s  a v p c  l e s  c o n t r a i n t e s  a P p l i q u é e s

U n e  d É s c r i p t i o n  a d É q u a t e  d e  c e  p h é n o m è n e  e s t  d o n n É e  p a r  l a  l n i  d e

t r o r n p o r t e r n e n t  É l a s t i q u e  n o n  I  i n É a i r e , o ù  e n  p l u s  d e s  c o n s t a n t e s  É l a s -

t i q u e s  d u  d e u x i è r n e  o r d r e  , i n t e r v i e n n e n t  c e l l e s  d u  t r o i s i è m e  o r d r e ,

O u t r e  I ' i n t É r E t  s c i e n t i f i q u e  ,  I a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  c o n s t a n t e s

é l a s t i q u e s  d u  t r o i g i è m e  o r d r e  e s t  n É c e s s a i r e  d a n s  l e E  t e c h n i q u e =

u t i l i s a n t  I ' A c o u s t o É l a s t i c i t é  . C e 1 1 e  c i es t  u t  i  I  i  sÉe no  ta rnrnent

p o u r  l a  d é t e r m i n a t i g n  d e s  c o n t r a i n t e s  i n t e r n e s  e t  r é s i d u e l l e s .

P o u r  I e E  m a t É r i a u x  h o r n o g è n e s  .  l ' A c o u s t o é l a s t i c i t é  e s t  c c u r a m e n t

u t i  I  i s é e  e t  d o n n e  d e s  r É s u l t a t s  r e l a t i v e m e n t  s a t i s f a i s a n t s t S l .  t 4 l

E e p e n d a n t  ,  d a n s  1 e  c a s  d e s  m a t é r i a u x  h é t É r o g è n e s  ( p o l y c r i s t a u x .

c o 6 p o s i t e s ,  .  .  .  )  I ' u t i  I  i s a t i o n  d e  s e t t e  m é t h o d e  e s t  a s s e z  c o m p l  i -

q u É e  e t  n é c e s s i t e  u n  g r a n d  n o m b r e  d e  m e s u r e s  p o u r  d É t e r m i n e r  l e s

c a r a c t e r  i s t  i q u e s  é l  a s t  i q u e s '

L ' o b j e c t i f  d e  n o t r e  t r a v a i l  e s t  n o n  p e s  d e  r e m p l a c e r  l e s  m é t h o d e s

d e  r n e s u r e s  e x p é r i m e n t s l e s  p a r  u n e  m É t h o d e  t h É o r i q u e  r  f f i à i s  P l u t Ë t

d , a c c o m p à g n e r  l e  t r a v a i l  d e  I ' e x p É r i m e n t a t e u r  e n  I u i  f o u r n i s s a n t

u n e  m é t h o d e  d e  c a l c u l  n u m é r i q u e  l u i  p e r m e t t a n t  d e  d É t e r m i n e r  1 e

c o m p o r t e m e n t  é I a s t i q u e  n o n  l i n é a i r e  ( c o n s t a n t e s  d u  d e u x i è m e  e t

t r o i s i è m e  o r d r e )  d e s  m a t É r i a u x  h É t é r o g è n e s  à  p a r t i r  d e s  c a r a c t É -

(v
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r  i s t  i q u e s  r n É c a n i q u e s  c i e s  c o m p o s a n t s  d e

D a n s  u n  p r e r n i  e r  t e m p s  r  t r r  i  n t r o d u  i r a

n o n  l i n é a i r e  e t  o n  P r È c i s e r a  I a  l o i

t r e  m à t ë r i e u .

l a  n o t i o n  d e  1 ' è l a s t i c i t e

de compor  te rnent  I  oca  I  e  qu  i

q

à

s e r a  u t i l i s É e  e n s u i t e  P o u r  d é t e r r n i n e r  I e  c o m p o r t e m e n t  e f f e c t i f

I o b a l  d e s  m a t é r i a u x  h É t é r o g è n e s  à  p a r t i r  d u  m o d è l e  a u t o c o h É r e n t

u n  s i t e '

P o u r  v a l i d e r  I e  r n o d è l e  u t i l i s é e t o n  c t r m P a r e  e n s u i t e  l e s  r É s u l t a t E

n u r n é r  i q u e s  ( S e I f  - c o n s i s t e n t  à  I '  s i  t e  ) e u x  r é s u l t a t s  e x P É r i m e n t a u x

d e  J o h n s o n  t 1 1 l  e t  S c h n e i d e r
o b t e n u s  P a r  l e s

E  1 e l .

m e s u r e s  u l  t r a g o n o r e s

,'

V . P  L o i  d e  c o r n p o r t e r n e n t  É l a g t i q u e  n o n  l i n é a i r e  l o c a I e

L e s  c o n s t i t u a n t s  d e s  r n a t è r i a u x  c o m p o s i t e s  u t i l i s è s  d a n s  l e s  d o m -

a i n e s  d e  h a u t e  t e c h n o l o g i e  r o n t  e n  g é n é r a l  u n  c o t n p o r t e m e n t  É l a -

s t i q u e  n o n  l i n È a i r e  d É c r i t  d . u n e  p a r t , p a r  l e g  c o n s t a n t e s  É l a s t i -

q u e s  d u  d e u x i è m e  o r d r e  e t  d ' a u t r e  p a r t r p a r  l e s  c o n s t a n t e s  é I a s t i -

q u e s  d u  t r o i s i è r n e  o r d r e . E e p e n d a n t . c e s  c o n s t a n t e s  d i f f è r e n t  d ' u n

m a t é r i a u  à  u n  a u t r e ,  I l  e s t  d o n c  i n t É r e s s a n t  d e  d é t e r m i n É r  u n e

l o i d e c o m p o r t e m e n t É l a g t i q u e n o n } i n É a i r e e f f e c t i v e d É c r i v a n t

1 e  c o r n p o r t e r n e n t  g l o b a l  d u  c o m p o s i t e '

P o u r  c e l a  , i n t r o d u i s o n s  d ' a b o r d  I a  l o i  d e  c o m p o r t e r n e n t  é l a s t i q u e

l ' é q u a t i o n  d e  b a s e  P o u r  c e t t e  c l a s g e

( É l a s t i q u e  l i n è a i r e )  q u ' o n  r a p p e l l e

I  i n É a i r e  e n t r e  I e s  c o r n p o s a n t e s  d u

n o n  l i n é a i r e  l o c a l e  r Q u i  e s t

d e  p r o b l È m e s .

L a  l o i  d e  H o o k e  g é n é r a l i P É e

i c i ,  t r a d u i t  u n e  r e l a t i o n



t e n s e u r  d e s  c o n t r a i n t e s

E l l e  s ' é c r i t  :

- ta4 -

(  ù .  .  )  e t  c e l u i  d e s  d é f  o r r n a t  i o n s  i  e  )I J  i j '

s -  = c  E  ( v . I ii j  i j k r  k t

L e s  c o n s t a n t e s  a  . r j n ,  )  s o n t  à p p e I É e s  c o n E t a n t e s  ë r a s t i q u e s  d u

s e c o n d  o r d r e - E I I e s  p e r r n e t t e n t  d ' Ê x p r i m e r  1 ' é n e r g i e  d e  d É f o r m a t i o n

É I a s t i q u e  (  I  )  s o u s  f o r m e  g u a d r a t i q u e  e n  ( E ) .

E e p e n d a n t

É l a E t i q u e

t e l  ,  t 6 l  )  ,

D a n s  c e

9 = t i ?  € .  . c .  . .  Ê -
i j  i j k l  k l

c e t t e  l o i  n e  p e r m e t  p a s  d

n o n  l i n e a i r e  m a n i f e s t e  p a r

,

c o n t e x e  L a z a r u s  t e l  r  p r t

( V . E )

' e x p l  i q u e r  1 e  t r o m p o r t e r n e n t

c e r t a i n s  m a t é r i a u x  (  t S l  ,

. D a n s  c e  t a b l e a u

u t i l i s a n t l a  t e c h n i q u e  d e

"  c h a r g e r n e n t s  d y n a m i q u e s , ,  à

d e s  m a t É r i a u x  c u b i q u e s  t e l s

c o n s t a t e  q u e  l e s  r n o d u l e s  É I a s t i o u e s

q u e  ;  l r . C I  . N a C l  , C u Z n  ,  E ; u  e t  I  ' A l

v a r i e n t  I i n È a i r e m e n t  a v e c  I a  p r e s s i o n

D e s  r n e s u r e s  s i m i  l a i r e s  o n t  é t é  f a i t e s  p à r  D a n i e l s  E é l  s u r  I e

C u r A g  e t  1 ' A u .

L e s  r é s u l t a t s  s o n t  r e p o r t É s  d a n s  l e  t a b l e a u  ( V . l )

s o n t  r e g r o u p é e s  l e s  v a l e u r s  e x p É r i m e n t a l e s  c o r r e s p o n d a n t  à  l a

v a r i a t i o n  d e s  c o n s t a n t e s  é l a s t i q u e s  !

e tL/3  ,  . r ,

d É s i g n É e s

c o n s t a n t e

*  P  . l e  )  r  t / ?  a . l l

par lvl en f onc t i  on

o

p  e  t e m p É r a t u r e

-  t l a  )

d e  l a

c
4 4

p r e s s  i  o  n

i,'i
#



- tgs-

m e t é r  i  a u modu le  (  l ' l l ( a  l n  l ' l / â  F )e
- -  - l

x I t â -  b a r -

r e f

K C 1 t / 3  ( . I t *P  . l e ,

l i? .  r . r r -  . te ,

É
+É+

e .  b l

3 .  f  É l

-a l . '74

te l

NaC I l / 3  ( t t t *E . l p ,

l l e  ( c ,  ,  -  c ,  - /
I I  I E

t r .
4 q

e.  +6

C .  D J

û.eL

t a l

f l . 38

f r . +

d .3e

Ee7
ÉuZn I z '3 (c I l *Ê . Ie )

l l e  a . r r - . fÈ

, ' t r
+ +

p ,  eE l

u1 .?4

9 1 . I 1

t e l
Cu l 1 3  ( t r , . + ? c , . - )

I  I  I E

l / ?  ( c . . -  c , - )
t  I l  I E

,.' 
c

+É+

çr.4t 
I 

'" '
ta.es 

I
rd .3 l  I

Eu t /3  ( . t I *P . le ,

l l e  a . I r - . te '

c .
4.+

È.6

f l  . 4e

È . S t t l

Eê ]
Ag t / 3  ( t l  

t *P .  tE ,

L /?  ( . r l -  t t e '

.}+

f r . 39

tl.3u7

û .4e5

té l
Au L /3  (  t ,  , *8 .  Ie '

t te  , . l r -  r Ie )

c .
+Él

v a r i a t i o n  d e s  c o n g t a n t e s  È l a s t l q u e s

e n  f o n c t i o n  d e  l a  P r e s s i o n '
t a b l e a u  ( V . l ' ) :



L a  f o r m u l a t i o n

- t g 6 _

g É n É r a l e  d é c r i v a n t  l e  p h É n o m è n e  p r É c É d e n t  a  É t É

f  a i t e  p a r  l T u r n a g h a n  C 7 I  e t  B i r c h  C B l .

H e a r r n o n  t 9 l  a  É x p l  i q u é  l e  t r o r n p o r t e m e n t  é 1 a = t i q u e  n o n  I  i n é a i r e

d e  l a  m a n i è r e  s u i v a n t e :

l e s  c o r n p o s a n t e s  (  r i j )  d u  t e n s e u r

p a r  d e g  f o n c t i o n s  p ê l y n o m i a l e s  d e s

d e s  d é f o r m a t i o n s  é I a s t i q u e s .

U n e  r n e i  l  l e u r e  a p p r o x i m a t i o n  q u e  ( V ,

d a n s  l e  s e c o n d  r n e m b r e  d e  ( V . e ) . l e s

d e  c o n t r a i n t e s  s o n t  d o n n É e s

c o m p o s a n t e s  (  E .  )  d r - r  È e n s e u r
1 J

i  n t r o d u  i  s a n t

s u p é r  i  e u r s  .

d É f o r m a t  i  o n

1  )  e s t  o b t e n u e  e n

t e r r n e s  d e  d e g r É s

S i  o n  s e  l i m i t e  a u  t r o i s i È m e
,'

É l a s t i q u e  s ' É c r i t  a l o r s :

o r d r e  !  I
' é n e r g i e  d e

y ) -  7 / ?  t i j t i j k r ' - n r *  t ' "  t i j t i j k l m n E k r E m n

L e s  ( c - . ,  ,  )  s o n t '  l e s  c o m p o s a n t e E  d ' u n  t e n s e u r  d u
I J K I M N

c o n t e n a n t  7 ? 9  t r o r n p o E a n t e s  p a r r n i  l e s q u e l  l e s  5 6  s o n t

p o u r  u n  m a t é r i a u  t r i c l i n i q u e  t 9 l .

B i r c h  t B l  e  p r é s e n t é  l a  c c n t r i h u t i o n  d e s  t e r m e s

o r d r e  d e  1 ' É n e r g i e  d e  d é f o r m a t i o n  s o u s  I a  f o r m e  :

(  v . 31

s i x i éme  s rd re

i  n d é p e n d a n t e s

d e  t r o i s i è r n e

p ^  =  E  c  r  r  r  ( V . 4 )
r  P q r  F q r

p  r  e  e t  r  p r e n n e n t  d e s  v a l e u r s  d e  I  à  6  a v e c  l a  c o n d i t i o n

p  !  q  !  r  , I a  c o n v e n t i o n  d e  s o m m a t i o n  n ' e s t  p e s  a p p l i q u é e .

L e s  r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  ( r )  e t  l e s  ( E )  s ' É c r i v e n t :

1 = E
e?? t  

" g=  
' gg

( v .5 )

i  n d é p e n d a n t s

1 = E' 1  - 1 1  t

1 = €' 4  -e3  '

Pour  les  matÉr iaux

t E =  ' 1 g  t  
" 6 =  

t l P

c u b i q u e s ,  I e s  s e u l s  c o e f f i c i e n t s

ï{



c i  j r . : r rg=  t l )  [  t t i t n r t r=  ]  
*  (m)  

f " r ; t tn t  
6 t=  *  

"n=

tn l (d r r  t j=  *  t j r  t r=  )  +  5 r= ' t rn  t i ,  +

rn )  fd .n  t ' t r ,  d r=* t r , -  t  j=  )  +  6  j r t t r , .  5n=

, r ,  , r r , -6n=*6 j=  6k r r *  t rn , t r r  t r=  *  t r=

- ta7-

de  ( t r  )  son t :
pq r

. l l . t  ,  . I l e  t  t r l . t g  '  t l + *

( v .ô i

t l s = ' t l 6 è t t I E 3 t t 4 5 è

s i  l e  m a t É r i a u  e s t  i s o t r o p e  ,  I  ' e x p r e s s i o n  g é n é r a l e  d e  c e s

c o e f f i c i e n t g e s t d o n n é e e n n o t a t i o n t e n s o r i e l l e e n f o n c t i o n d e s

t r o  i s  c o n s t a n t e s  d e  P | u r n a g h a n  (  1  ,  m ,  n  )  t e l  l e s  q u e  E  1 1 D ]  :

E n  p o u r r a  r e r n à r g u e r  q u ' o n  e  I e s  é 9 a 1 i t É s  E u i v a n t e s :

l = t  
1 r e e g 3  

r  f f i = c  
l l e 3 e g  

r  f , = E e 3 t 3 l e  i v ' B )

L e s a u t r e g c o e f f i c i e n t s s o n t d e s c o m b i n a i s o n s l i n é a i r e s d e l . m e t

n .

F i n a l e m e n t , I a l o i d e c o m p o r t e m e n t é l a E t i q u e n o n l i n é a i r e S . o b t i e n t

e n d É r i v a n t l e p o t e n t i e l é I a s t i q u e P P e r r a p p o r t à I a d é f o r m a t i o n

€ :

o . . = à  P /  à  o - , ,_  
i  j  l J

d o n c  d ' a P r É s  I a  r e l a t i o n  ( V ' 3 )

o i j =  { c  
i j k r +  

c  
i j k l m n E  m n )  

=  
k r  

( v ' 9 )

q u i r e p r é s e n t e l a l o i d e c o r n p o r t e r n e n t É I a s t i q u e n o n l i n É a i r e

l o c a l e  . s u p p o s é e  v e l a b l e  e n  t o u t  p o i n t  r  d u  m i l i e u  É t u d i é '

) +
I r

d . ,  l l *
J K  1 I  J

6 .  6 .  )  +
t 5  K r

) l  ( v .7 )
1 r  J

6



- taa-

V . 3  P r o p r i é t e s  É l a s t i q u e s  e f f e c t i v e s  n o n  I i n e a i r e s

O n  = e  p r o p o s e  d e  d É t e r r n i n e r  I e  c o r n p o r t e m e n t  é I a s t i q u e  r n a t r r o s t r o p t -

q u e  n o n  I  i n é a i r e  d ' u n  m i  I  i e u  m i c r o h é t È r o ç è n e  e t  m a c r o h o r n o q e n e  t

d s n t  l e s  c a r a c t Ê r i s t i q u e s  l o c a l e s  ( c o n s t a n t e s  É I a s t i q u e = . f o r m e  r

t a i l l e  e t  f r a c t i o n  v o l u r n i q u e  d e s  c o n s t i t u a n t s )  s o n t  c o n n u e s .

L e  c o m p o r t e r n e n t  é I a s t i q u e  n o n  I  i n é a i r e  d ' u n  t e l  m i  I  i e u  ë t a n t  d e f  i n ,

p r o b l è m e  e n n o n c É

c o e f f i c i e n t s .

p r Ê c É d e m e n t  c o n s i s t e r a i t  d o n c  à  d e t e r m i n e r  c e s

E o n E i d é r o n s  u n  v o l u m e  ( V )  s o u m i s  à  u n  c h a r q e m e n t  r n È c a n i q u e  d e f i n i

p e r  l e s  c o e f f i c i e n t s  e f f e c t i f s  È l a s t i q u e s

ê ( e f f i  - 3 ( e f f  i
(  t -  )  e t  d u  t r o i s i È r n e  o r d r e  (  I

d u  d e u x i è m e  o r d r e

)  .  I  a  r É s o  l u t  i o n  d u

r n e c r o s t r o p i q u e s  ( E )  o u  (  d è f o r m a t i o n

O g

t r o r r e s p s n d a n t  E  o u  ( d É f o r m a t i o n  E r .

p a r  I e  t e n s e u r  d e - ' c o n t r a i n t e s

E )  e t  l e  t a u x  d e  c o n t r a i n t e s

o u  p à r  d u a l i t É  !

Bn suppose que l a  t r a n s f o r m a t i o n  d u  m i l i e u  e s t  p u r e m e n t  É I a E t i q u e .

E n  u n  p o i n t r  d u  v o l u m e  ( V )  I a  r e l a t i o n  ( V . 9 )  d e  I a  I o i  d e  c o m -

p o r t e m e n t  n o n  l i n é a i r e  p e u t  E t r e  É c r i t e  e n  n o t a t i o n  m a t r i c i e l l e :

r i  i r )  =  cc?. t r I  *  
"T j * ( t )

.  ( r )  = rs l . r r l  *  = i jk( r )

€ k ( r ) l  e . ( r )

a [ r )3  u

( V . l F . a )

( v . 10 .b )( r )
J

OLr

2 ? p ?
-  C É r E r  e t  S t r S o  r e p r é s e n t e n t  r e s p e c t i v e m e n t  ,  1 e s  r i g i d i t É s

I e s c o m p l a i s a n c e s d u d e u x i è m e e t t r o i s i è r n e o r d r e .

e t



- ta9-

s ( r )

s  ( r )

f  i qu re  (V .3 ) : r e p r é s e n t a t i o n  d e s  m ô d u l e s

; cs<er l  , se to r ' )  ]  " *

; cT t . . , l  , sT {o . )  ]

s é c a n t E

t a n q e n t s

e  ( r )



- t  1 f r -

S i  on  i n t r edu i t  l es  r nodu les  sécan ts  su i van t s  ( f  i au re  (V .3 )  ) :

cT. ta( r ) )=
r J

sT. ts ( r )  )=
1 J

s .  ( r )
1

= .  ( r )
1

ccl  . t r r
1 J

cs?.trr
1 J

c: .  (  € ( r )
1 J

s : .  (  o ( r )
1 J

+c? . ,  ( r l  E ,  ( r )  l
I J H  H

+s3  ( r )  t r  ( r )  l
i j k  k

( V . 1 1 . a )

( v . 1 1 . b )

I e s  r e l a t i o n s  ( V . 1 t r , a )  e t  ( V , l S r , b  )  p r É c É d e n t e s  s ' é c r i v e n t  :

f o r m u l a t i o n E n  v i t e s s e  d e s

( V , 1 ? . a )

( v .1e .b )

É q u a t i o n s  ( V . 1 P , a )  e t ( V , 1 e . b )  e s t

e . ( r )
J

( r .  ( r )
J

L a

l a  s u i v a n t e :

o
c r .  ( r )  =

1

o u :

( r )  =

c e  q u i  p e r m e t

( f  i q ( V . 3 )  )  :

t e l  g u e  :

cl  . (s( r )  )=
1 J

ST.(cr ( r ) )=
I J

d o n c :

? o
+e  5 ' 1  . .  ( r )  s .  ( r ) l  s . ( r )

l J K  H  J

,'
7

i C : . ( r )
1 J

7 1 .
tS : - { r )

1 J

+a c? - ,
l J H

( r ) en t r ) 3  e . ( r ) ( V . 1 3 , a )

( V , 1 4 , a )

( v , 1 4 , b  )

( V ,  1 5 .  a  )

( v . 1 5 . b )

o
E ( v . 13 .b  )

d '  i n t r c d u i r e  I e s  m o d u l e s t a n g e n t s  É l a s t  i q u e s

cl  . r€(r ) )  e t
1 J

sl  .  t r ( r )  )
1 J

rc ï .ç r t
I J

cs?. t r l
r J

+ac?. .  ( r )
l  J K

+es?. .  ( r )
l J K

en( r )  3

rn ( r )  J

I
l

d é f  i n i

o
t r .

1

o
Ê - .

I

( r )  =  c I  .  t  E( r )
1 J

( r )  = s l  .  t  s( r )
1 J

o
l E

o
) E

- ( r )
J

.  ( r )
J

L e s  p r o p r i é t é s  e f f e c t i v e s d u  m i l i e u  s o n t e s  P a r :



- 1 1 1 -

1

r :1 " t t  '
1 J

- s ( e f f )  _
D -  -

1 J

, ? ( e f f )
r J

= ? ( e f f )
1 J

,Tli"'=n

=? lTtt ' t .
l J I {  H

( V . . 1 6 , a )

( v , 1 Ë . b  )

( V . 1 7 , a )

( v . 17 .h )

cI l=rr)  rer  E.
l J  J

sl l " r r )  t r l  
" j

e t

o ù

AL
s o n t  l e s  m o d u l e s  s é c a n t E  e f f e c t i f E  d u  m i l i e u  h o r n o q È n e  é q u i v a l e n t

d é f i n i  d a n s  I a  p r e m i È r e  p a r t i e  d e  c e  c h a p i t r e '

? ( e f f )  - P ( e f f )  . ,  !  r - -  - - - - r - -  A ^ e  | a a -
b )  , i : = " '  e t  S ;  j = ' r 1  

'  
É t a n t  r É s t r e c t i v e r n e n t  l e s  c o r n p o = a n t e s  d e s  t e n -

s e u r s  d e  r i g i d i t É  e t  d e  c o r n p l a i s a n c e  e f f e c t i v e s  d u  d e u x i È m e

a rd re

,T , .= t t  
t  
= *  s?  |= f  

f  '  
, ==  mp- rne  co rnpo=en tes  du  t ro  i  s iÈme o rd re  ,

l J  l J

o n  p o u r r a  r e m e r q u e r  q u ' i I  s u f f  i t  d e  c a l c u l e r  , s ( e f f  
'  

o o , r l .  a v o i r

1 a  t o t a l i t É  d e s  p r o p r i É t é s  e f f e c t i v e s  é I a s t i q u e s .

P o u r  u n  f n i  I  i e u  v É r i f  i a n t  l e s  h y P o t h é s e s  d e  H i  1 I  (  6  '  I  I  ' 4  1

l e s  d É f o r m a t i o n s  ( E )  e t  l e s  c s n t r a i n t e s  ( E )  s o n t  r e l i é e s  a u x  q r a -

n d e u r s  l o c a l e s  c o r r e s p o n d a n t e s  p a r  I e s  r e l a t i o n s  d e  m o y e n n e  u s u e -

I l e s :

L - -
1

É =
f

û  l r )
1

æ
1

( V , l B , a )

( v . l E l . b )

l e s  r e l a t i o n s  d e l o c a 1  i s a t i o n  r e I  i a n t I e s  q r a n d e u r s  l o c a l e s



1  1e -

eux  quen t i tÈs  màc roEcop iques  s 'Éc r i ven t  sous

s . t r )  =  8 . . ( r )  E .
1  l J  J

e  .  ( r )  =  A .  . ( r )  E .
1  l J  J

I a f o r m e  s u i v a n t e :

L e s  t e n s e u r s  d e  l o c a l  i s a t  i o n  d e  d É f  o r r n a t i o n  A ( r i  e t  d e  c a n t r a i -

n t e s  E ( r l  d É p e n d e n t  É v e n t u e l l e m e n t  d e  E  e t  d e  E  e t  s o n t  l i é s  P a r

l a  r e l a t i o n  q u i  s e r a  d É m o n t r É e  p à r  l a  s u i t e .

E n  p o r t a n t  ( V . 1 6 . a )  d a n s  ( V . 1 9 . a )  o n  a !

t V . I 9 , a )

( v . I 9 .b )

r r,r. Zp-l )

( v .e l )

(v .Ee)

(v .e3)

( v .e4)

b.

E k

o n  p e u t  e c r i r e :

. s ( e f f )  -t k r  t r '  
I

p a r  i d e n t i f  i c a t i o n  a v e c  ( V . I 9 . b )  o n  e :

s - ( r )  =
I

e t  à  p a r

E .  ( r )  =
1

4 . . ( r )  =
1 J

L e  c a l c u I

( r )  =

so i t

a r -
1

s ( e f f )( r )  t . ,
J K .

,
d e  ( V , 1 ê . a )

. r l  ] - t  r ju,

8 . .
I J

t i r

t

( V . 1 9 . b ) :

A k l ' )  E

p a r t i r

Ic

I tri I  
- t  

" ,  n t ; :=" '

d e s  m o d u l e s  s É c a n t s  É I a s t i g u e s  e f f e c t i f s  , s t e f f '  = = t "

e f f e c t u É  à  p a r t i r  d u  t e n s e u r  l o c a l i s a t i o n  A  e t  d e s  r e l a t i o n s  d e

r n o y e n n e  ( V . 1 B . a )  e t  ( V . 1 g . b ) -

O n e à d e  ( V . l l â . a )  e t

1.,', *r J
c I  . l ' r

1 J H r l A .
J n

( r )  E( f .
l

à  p a r t i r  d e  ( V . L B , a )

P a r  c o m p a r e l S o n  a v e t r ( V . l 6 . a )  o n  a !

7
c l  . ( r )  A  . ( r )

t  J  J N

S T € I T T '  T
I - ' - " '  =  t r .  . ( r )  A .  ( r )  +

i n  I J  J n

"Trnor . r ( t '  
o j r . , ( r )  E, '  E '

- 3

c : . .  ( r l  4 . . ( r )  A , -  ( r )
i j k  l { }  J n

E
n

."

(v .e5)



1  1 3 -

e t  e n  t e n a n t  c o r n p t e  d e  ( V , 1 7 . a )

, P ( e f f )  _
1 n

Cl  . t r l  A .  ( r )
I  J  J N

- 3 ( e f f . )
l =-  

i  l n

?
t r .1 .  ( r )  A . . ( r )  A .  ( r )

r J K  K I  J N

L e s  r n o d u l e s  e f f e c t i f s  s É c a n t E  = s ( e f f )  s o n t  d é t e r m i n É s  d e  r n a n i Ë r e

a n a  I  o g u e
,'

D n  a  à  p a r t i r  d e  ( V . 1 0 . b )  e t  ( V . 1 9 . a ) :

(v ,e6)

(  v , 47  )

i v .eB)

E.  E
I N

(v .e9)

e .  ( r )  =
1

s o i t  à  p

s ( e f f )
J .

1 n

e t  e n  t e n a n t

- ? ( e f f )  _
D .

1 n

- 3 ( e f f )  _
1 n r

Les  rnodu les

c o n n a i s s a n t

I t  1t ' ,  + s
L  

l J

a r t i r  d e  ( V .

?.n. ' ,  
"  k l ' )  E,  

]  " r r , . ' ,

1 8 . b )  :

tr
1

F a

-
=  5 l  . t r i  B  . ( r )

l J  J n

r  c o r î p a r a i s o n  a v e c

=Trn"k1(')

o n  a 3

E+
n

tv . l 6 . b )

B .
J n

i r )

-
5 - l t r l  E .  ( r )  +

l J  J N

c o r n p t e  d e  ( V . 1 7 . b )

s l - ( r )  B .  ( r )
l J  J N

s?.n<r l  
"k ra t ,  

t j r r ( r )

e f f e c t i f s  d é t e r m i n é s  a i n s i

l e s  p r o p r i É t é E  É I a s t i q u e s

?
=r ln  ( r )  Bnr ( r )  

" j r ,  
( r )  E t  (v ,30)

,  peuvent  'ê t re

I o c a l e s  t r ? ( o , ,  S e

r  v ,3 l  )

(  v ,3e )

c a l c u l È s

)  r t r 3 ( o u  s 3 i

. ,  ; - . - - t * i : - - . â .' : : : _ :  
- . _ : & . r - . ; i

-- ?- -..:=r.:g-. ::=+;::'



1  1 4 ;

e t  l e E  t e n s e u r s  l o c a l i s a t i o n  d e  d É f o r m a t i o n  t t ,

P a r  a i l l e u r s .  1 a  d É r n a r c h e  u t i l i s e e  p o u r  t r e  c a I c u I  .  p e u t  F t r e

gÈnéra  I  i  sée

S u p p o s o n s

d É f i n i  p e r

a  d e s  c o n s t a n t e s  Ê l a s t i q u e s  d ' o r d r e  p l u s  È l e v É

g u e  l a  l o i  d e  c o r n p o r t e r n e n t  I o c a I

I ' e x p r e s s i o n  s u i v a n t e  :

e n  u n  p o i n t  r H 5  L .

tTi[I '* t ï ,  I IÀ"=
4

t r . . ,  e  ( r )
r J K t r n n p q  f n n

. . . .+  c : . . .
l J H I m n P q . . r s

n
t r .  . ,  ,  s o n t  l e s  t r o n m p o E à n t e s  d e s  t e n s e u r - s  d ' o r d r e

I  J  H  I  f n n .  ,  p c l

L e s  m s d u l e s  s É c a n t s  l o c a u x  s ' é c r i v e n t  a l o r s  :
I

tTi l t '  *  tT' l IÀ"= ,nÂ" + tTrormnpq

r . . ( r ,
r J

E . .  =
1 J

=t
pc

( r )
fnn

E  ( r
fDn

+

) F -

€ (
P q

I
l F _

Jk

( E n )

r )  + ,

t r )
I

i r t . , . e  ( r )
r 9

t î in l ' '  = [

* t l sk lmntu  
. . . y2

A( r )
fnnrS

A ( r )  E  . . . F
vzgh  rE -  

-  - - gh

s  ( r i  E  t r )  + . . .
m n  P q

I( r )  I
j

( V , 1 9 . b )  e t  d e

n a c r o g c o p i q u e  s e u F

p q

' . . *  Ç? . . ,  ' .  ( r )  €  ( r ) . . .E' l J H r m n p q . . r s  r n n  P q  r s

e n  t e n a n t  c o m t r t e  d e s  r e l a t i o n s  d e  l o c a l i s a t i o n

r n o y e n n e  t V .  J . B . a )  r  o f ,  p e u t  É c r i r e  l a  c o n t r a i n t e

I a  f o r r n e :

r.-.._-
L 

tr i  [ I '  on lFi t r - i [ lÀ,- ,o [ IÈo A

AnlËÀA ( r )  A ,  ( r )  E
t nn rs  Euvw | -5

( r )  E  +
m n r S  r 5

a+

*tr t t[1",t,., E

l . . l

I

I

or, 1t4
] =

.çi;

par  t romperâ ison àvÊ1t r ( V . l è . a )  o n  à :



- 1 1 5 -

s (e f f
t .

1  J P q

-
t îs[ l )  Ar lËÈ

4*t l : t l 'nt, ,  onl 'oà o ( r )  E
tuvw rs

t 3  ( r )  A  i r : )  A  ( r )- i i k lmn  k IPq  rnn rg r 5

( r )  A
fnnrs

+

I
E . . .E  I

r s  qnJ* t l ; k tmntu  .  -  -Yz
A  ( r )  A ( r )

k I pq rnrrrs
A ( r )

y z 9 n

e t  I e s  c o e f f i s i e n t s é l a s t i g u e s  e f f e c t i f s  d ' o r d r e  n  :

d u a l e  P e r m e t d  '  e x P r  i r n e r  I e s c o r n p  l  a i  s a n c e s  e f  f  e c t  i '
U n e  f o r m u l a t i o n

E o u s  I a  f o r m e :

s: , .= f f  
)

l  J P q

f -

L 
ti i[t)Br-iFÀ =T ,,! lÀ"t [IÈoB ( r )  E

f nn rs  15

"t.rlt* ' 
E r= 

E,r*

-qr' - i i k l m n t u - - - Y z EnlËê B(r )ù , iËË ' '  t "=é[ '

B ( r )
mnrS

+

I
E'=" 'Esn 

l

e t  I e s  c o e f f i c i e n t s  É I a s t i q u e s  e f f e c t i f s  d ' o r d r e  n  ( s n  
( e f f i  

' '

n ( e f f )
-  

i  j p q .  . 9 h
- n  B  ( r )  B ( r ) '
"  i  i k lmn tu  . .  .Yz  

- k l bq  -  "  '  
mn rs

n ( e f f )
- i  j p c .  . 9 h

,'  
t i i k rmnru . . .y2  

Ap lFÀ A(r  ) ' i iËË '  '  o r tùF '

E ( r )
y z 9 h



L e s  m o d u l e s

c o n n a  i  s s a n t

cn  (ou  sn  )

Une f  o r rne

I  ' É q u a t i o n

c o h é r e n t  à

- 1 1 6 -

e f f e c t i f s  a i n s i  d É t e r m i n é s  I  F e u v e n t  E t r e  c a l c u l É s

7 ? 3 t
l e s  p r o p r i é t é s  É l a s t i q u e s  l o c a l e s  E - ( o u  S -  )  r E - ( o u  S * )

e t  l e s  t e n s e u r s  l o c a l i s a t i o n  d e  d É f o r m a t i o n  A ,

e x p l i c i t e  d e  A  s e r a  d É d u i t e  p a r  I a  s u i t e .  à  p a r t i r  d e

i n t é g r a l e  q u i  s e r a  r é s o l u e  e n  u t i  l  i s a n t  1 e  r n o d è I e  a u t o -

u n  s i t e , O n  s e  l i m i t e r a  à  I ' o r d r e  3 .

V . 4  E q u a t i o n  i n t É g r a l e

p o i n t  r  d u  m i l i e u  h É È é r o g è n e  c o n s i d É r É d o  i v e n t  E t r eE n  c h a q u e

v é r i f i É e s :

e t  l e s

l e s  É q u a t i o n s  d

r e l a t i o n s t  d e

d ' é c r i r e  p o u r  u n  n i v e a u

' é q u i l i b r e ,  l e s  r e l a t i o n s  c i n É r n a t i q u e s

c o m p o r t e r n e n t  ( V . 1 P . a )  ,  E e c i  n o u s  p e r m e t

d e  d É f o r m a t i o n  d o n n e :

E

t r : _ .  _  ( e , r ) . ' u .
1 J H I  K I

O n  i n t r o d u i t  u n  r n i  l  i e u

q

, , i n t  (  E o  )  t e l  q u e !

t i rn, (r  )  = ' i ;n{ =" '  +

, , t r ]  
, j

- t f i (  v , 33  )

h o m o g È n e  d e  r n o d u l e s é l a s t i q u e s  s É c a n t s

" t i ;k l  
( ' ) (  v .34  )

f i c t i f  s o u m i s  a ue v e c  € o  :  d é f o r m a t i o n  t o t a l e  d u  m i l i e u  h o m o g è n e

rnÊme chargernent que

L ' É q u a t i o n  ( V . 3 3 )  s e

1e  m i l i eu  hÉ té rogène .

t rans fo r rne  en :

fÊ1
I  cc l . . . (E r r )  e . - l  =Q

l - - i sk t  k r j , j' i3nr (€o) "r,15)
(  v , 35  )

des  fo rce=s i  o n  c o n s i d è r e  1 a  p a r t i e  e n t r e  c r o c h e t s  c o f n f n e  é t a n t
q.

l.r f i c t i v e s  f . ( r )  , l a  r é s o l u t i o n  d e  c e t t e  É q u a t i o n  g ' o b t i e n t  e n  u t i -
I



- t t 7 -

I i s a n t  I e  t e n s e u r  d e  G r e e n  G  ( r - r ' )  d ' u n  m i l i e u  i n f i n i  d e  m o -

d u l e s  é l a s t i q u e s  s é c a n t s  t = o  ( E o ) .

L a  s o l u t i o n  d e  ( V . 3 5 )  p o u r  u n  r n i l i e u r  d e  v o l u m e  ( V )  s ' É c r i t  s o t l s

1 a  f o r m e :

u  ( r )  =  u o
fn fn

+1"Gr i ( r - r ' l  I  sc?SpfEr r ' )  Ek I ( r ' )  
]  . ; ,  

d t / '  ( v .36)

L '  i n t É q r a t i o n  F a r  p a r t i e  e t  I e s  c o n d i t i s n s  a u x  I  i m i t e s  n o u s

d o n n e n t  f  i n a l e r n e n t  I  ' e x p r e s s i o n  d e  1 a d é f o r m a t i o n  É l a s t i q u e  e n  L I r l

e n  f o n c t i o n  d u  t e n s e u r  f  rp o i n t  r  d u  m i l i e u  ( V )  g u i  g ' É c r i t

d É f i n i  a u  c h a p i t r e  I I  E ( I I . 4 1 ) ' l  e t

,'

m i t i e u  h o m o g è n e  s o u m i s  a u  r n F m e  c h a r g e m e n t  q u e  I e

r o g è n e  , d e  I a s u  i  v a n t e  :

d e  I a  d é f o r m a t i o n  E o  d u

m i  I  i e u  h ê t É -

( r )  =  E o

rnan i  Ère

r ..1'
I

+ l  f

J u' mnk{ r - t '
)  t  6 t r  ( e  , r ' )

H I I J
s .  - ( r

1 J

' )  I  dv '  ( v , 37 )
rnn

a v e t r  l ' d é p e n d a n t  d e  E o  P a r  f  i n t e r r n é d i a i r e  d e

e t  5 C  
5  =  C s ( e )  C 5 o  ( E o ) .

t s  r  ( € o

L a  s o l u t i o n  d e  c e t t e  é q u a t i o n  p a r  I ' a p p r o x i r n a t i o n  a u t o c o h é r e n t e  à

u n  s i t e  n o u s  p e r m e t  d e  c a l c u l e r  I e  t e n s e u r  l o c a l i s a t i o n  d e

d É f o r m a t i o n  A

V . 5  A p p r o x  i r n a t  i o n  a u t o c o h é r e n t e  (  à  u n  s i  t e  )

t r e t t e  ê P P r o x i m a t i o n  c o n s i t e  à

t e n s e u r  E s o ç a o 1  e t  r e m P l a c e r  l e s

g È n e i t É  p a r t i c u l i è r e  (  I '  i n c l u s i o n )

p a r  c e l l e s  e n t r e  u n e  i n c l u E i o n  e t

f a i r e  u n  c h o i x  P a r t i c u l i e r  d u

i n t e r a c t i o n s  e n t r e  u n e  h É t É r o -

e t  l e  r n i  I  i e u  r é e 1  e n v i r o n n a n t

1 e  m i  l  i e u  h o r n o g è n e  É q u i v a l e n t

. - i i - -1 "



- 1 1 8 -

d e  m o d u l e s  É I a s t i g u e s  s È c a n t s  (  t s ( e f f t  ) .

L e s  h y p o t h È s e s  d e  m o y e n n e  - - u r  l e s  p r o p r i È t É s  l o c a l e s  d a n s  c h a q u e

i n c l u s i o n  n o u s  p e r m e t t e n t  d ' É c r i r e :

F l r
e  ( r )  =  E  E -  Y I ( t i

I = l

N

6 c 5 ( r )  = ;  , r s ( I )  Y l t r l  t v ' J B )

I = L

N I T
c r  ( r )  =  |  c r '  Y ' ( r i

I = l  
, '

L ' É q u a t i o n  i n t é g r a l e  s e  m e t  a l o r s  s o t l s  l a  f o r r n e :

e . . ( r )  =  F :o .  
I  E ' t I i  . 1 -  r  dv '  ( v . zq i

i i '  i i  
*  

tE f  J t r51a1(r - r '1  
t  * t ; i ; "  mn

e t  l a  d É f o r m a t i o n  d a n s  u n e  i n c l u s i o n  I  p e u t  s ' È c r i t  :

N

= I  =  €o  +  ;  T I J  t  6 t r= l J )  *  J  
I  ( v . c+ rz ) )

H l m n  f n ni i  i i  
J = I

i'

e t

r IJ = t  i  v I  t  t  -  r  ( r - r ' )  dv '
lu l lvr

evEtc

N  :  l e  n o r n b r e  t o t a l  d e s  i n c  l u s i o n E  d u  m i  I  i e u

D a n s  l ' a p p r o x i m a t i o n  a u t o c o h é r e n t e  à  u n  s i t e  , t o u t e s  l e g  i n c l u -

s i o n s  ( J )  d i f f é r e n t e s  d e  I  s o n t  r e m p l a c é s  p a r  I e  ( l ' l . H ' E )  '  I ' e q u a -

t i o n  ( V . 4 0 )  s e  t r a s f o r n e  d o n c  e n !

6s



- 1 1 9 -

, -  I  =  ç - o  +  T I I  t  6 c = ( I )  E I  l
i j  i i  i i k f  k l m n  m n

p a r  d é f i n i t i o n  p o u r  g s o l a o l  =  t s  
( e f f )  

,  E o  =  E  r  o f i  p e u t

é c r i r e  d o n c  ,  1 a  r e l a t i o n  p r é c é d e n t e  s o u s  l a  f o r m e :

' .1 =E. *r l l , .  rdc::11 "- '--r (v'+r)
i j  i i  

' i i t i l  
k l m n  m n

p a r  c o r n p a r a i s o n  a v e c  ( V . 1 ? , b  )  1 e  t e n E e u r  l o c a I  i s a t i o n  d e  d É f o r r n a -

t i o n  d a n s  f  i n c l u s i o n  I  s ' é c r i t  :

- 1

AI= [ r  r I lec=[É]  I  
(v .4e)

O r-r

6 C = ( I )  =  a s ( I )  _  , s ( e f f )

L ' é q u a t i o n  ( V . e 5 )  = r  É c r i t  a l o r s  p o u F  u n  r n i  I  i e u  g r a n u l a i r e :

N
, : :=tt '= r  r  t rr?1t 'o1:rs(err)- t l : l '^ l {r=t=tt ' ,ol l t=("rr)  re, I  (v '

i n  
I = 1  

l J  J n

L a  r É s o l u t i o n  d e  c e t t e  É q u a t i o n  n o u s  p e r m e t  d e  d É t e r m i n e r  l e s  m o -

d u l e s  é I a s t i q u e s  e f f e c t i f s  s É c a n t s ,  
s ( e f f ) = *  

e n  r n € r n e  t e m p s

l e s  c o e f f  i c i e n t s  , 3 ( e f f  
' O ' . r r l  

m a t É r i a u  g r a n u l a i r e  m i c r o h é t é r o q è n e

e t  m a c r o h o m o g è n e .

V . 6  t r a l c u I  n u m é r i q u e  d e s  m o d u l e s  É l a s t i q u e s  n o n  l i n é a i r e s  d e s

r n a t É r i a u x  c o m P o s i t e s  E t 3 l

L e  m a t é r i a u  c o m p o s i t e  e s t  d é c r i t  a u  ( 6  I I I . e )  , r n a i s  c e t t e  f s i s  c i

I e s  p r o p r i É t É s  É l a s t i q u e s  d e s  c o n s t i t u a n t s  d u  c o f n P o s i t e  s o n t

d o n n É e s  p e r  l e s  c o n s t a n t e s  d u  d e u x i è r n e  e t  d u  t r o i s i è m e  o r d r e

(ce( I )  r t  c3( r )  )



-t?a-

L a  r e l a t i o n  { V , 4 3 ) . à  p a r t i r  d e  l a q u e l l e  E o n t  d È t e r m i n é s  l e s  m o d u -

I e s  É I a s t  i q u e s  s è c a n t s  n o n  I  i n É a i r e s .  e s t  u n e  e q u a t  i o n  i m p  I  i c  i  t e

s ( e f f )
e n t

P o u r  r é s o u d r e  c e t t e  é q u a t i o n  o n  p r o c ê d e  d e  1 a  r n a n i Ë r e  s u i v a n t e  :

p o u r  u n e  d É f o r m a t i o n  t o t a l e  ( r n a c r o s c o p i q u e )  n u l I e  (  E o  =  n  )  , o n

f a i t  u n  p r e r n i e r  c a l c u l  d e s  r n o d u l e s  s é c a n t s  è I a s t i q u e s  r e u i  s e

r É d u i s e n t  d a n s  c e  Ë â s  a u x  c o e f f i c i e n t s  é I a s t i q u e s  e f f e c t i f s  d u

d e u x i è m e  o r d r e .  o n  p e u t  d o n c  Ë c r i r e :

p o u r  E o  =  f r  t :  
t = f f ) , e o l  =  , ê ( e f f )

e n = u i t e  r F o u r  u n e t b É f o r r n a t i o n  t o t a l e  (  E  =  E o  +  A E  )  |  o n  c a l r u l e

p à r  I a  m é t h o d e  i t é r a t i v e  l e s  m o d u l e s  s É c a n t s  e f f e c t i f =  ' e n  u t i l i -

s a n t  c o r n r n e  s o l u t i r m  a p p r o c h é e  d e  d È p a r t  1 e s  , = : = t t t e i = c T  
i E f f  

t = " ,

c a l c u l È e  a v e c  E o

3 ( e f f )  
= = t  e n s u i t e  c a l c u l É  d i r e c t e m e n t  à  p a r t i r  d e  l a  r e l a t i o n

''Tl:"'
P o u r  c a l c u l e r  I e s m o d u l e s  s é c a n t s

e f f )  - l  . - s ( e f f ) .t  , r . .  ( t  )
J H

e f f e s t  i f s  c o r r e s p o n d a n t s

_  _3  ( I )
-  u . . .

1 J K
ol,  (  ts(

à

u n  n i v e a u  i  d e  d é f o r m a t i o n  t o n  p r e n d  c o r n r n e  s o l u t i o n  a p p r o c h e e

e f f e c t i f s  c a l c u l É s  P o u r  l e  n i v e a ud e  d é p a r t  r  l e s  m o d u l e s  s É c a n t s

i - 1

L ' a l g o r i t h m e  ( N o e )  c o r r e s p o n d  a u  c a l c u l  n u m ê r i q u e  d e s  m o d u l e g

s É c a n t s  e f f e c t i f s  p o u r  p l u s i e u r s  n i v e a u x  d e  d é f o r m a t i o n s '

L e E  d o n n É e s  n é c e s s a i r e s  à  s e t t e  r É s o l u t i o n  s o n t  r e p o r t é e s  d a n s  l e

t a b l e a u  ( V . e ) .

.";r,l#rirl*' ,o
:.. -;^ :i_;':'-- _:'+i1"
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s ( e f f )
p

t , * r ]

AsE de convergence

F  (  P  ,  P - I )  {  t l

, s t e f f )

3 ( e f f )

i + l  m e x

F I N

d é t e r m i n a t i o n  d e s  p r o p r i É t É s  e f f e c t i v e s

é I a s t i q u e s  n o n  I i n é a i r e s  d e s  m a t É r i a u x

c o r n p o É i  t e s .

a l g o r i t h m e  N o P :
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p a r à m è t r e s

g e o r n É t r  i  q u e s

for rne  donnée par

l e s  t r o i s  d e m i  à x e s

d e  l , e l l i p s o T d e

o r i e n t a t i o n  d o n n e e

l e s  t r o i s  a n g l e s  d , E u l e r

i i r
r r B l T

p a r a m è t r e s

p h y s  i  q u e s

t e n s e u r  d ' o r d r e  4

d e s  c o n s t a n t e s

e l à s t i q u e s  d u

deux i  e rne  ordre

, '  I  (e )
c

t e n s e u r  d , o r d r e  6

d e s  c o n s t a n t e s

É l a s t i q u e s  d u

t r o i s i è m e  o r d r e

I  ( 3 )
c

p a r à m ê t r e s

u t i  l e s

p r É c i s i o n

d e f  o r n a  t  i  o n  d e  d é p a r  t

E
.  rn i n

dé fo rma t i on  max ima le

E
màx

lnc re rnen t  de  dé fo rma t i on

ôE

Fonc t i on  t es t  F

l à D l e à u  ( V . p )  I d o n n é e s  n e c e s à â i r e s  à  l a

I  ' é q u a t i o n  ( V . 4 9 )  .

r é s o l u t i o n  d e
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V . ?  Ë o m P a r a i E o n d e =  r È E u I  t a t s  n u r n É r  i q u e s  e t e x P e r  l m e n t a u l {

" = "  
d e  - - r e s  e x p É r i m e n t a l e s  

r e l i a n t  l e s  P r o p r i è t ê s  
È I a s t i q u e E

n o n l i n é a l r e E d e s c o n s t i t u a n t s à c e l l e s d u m i l i e u h Ë t É r o q e n e - a e  r Ê B l l l  t a t1 o n  r  l n e a  r  I  E r  
- o '  t  I  É q  9 e €  r g s u l  t a t =

e x i s t e n t  d a n E  l a  t i t t é r a t u r e  ' D ' a p r é s  J o h n s s n ' s e u l e s  
:

e t  c e L r x  d e  S c h n e i d e r  o n t  é t é  p u b l i é s ' N o u s  l e g  u t i l i s o n s  i c i  P o u r

c o m p a r e r  I e s  c a l c u l s  a u x  e x p È r i e n c e s '

D e u x  t y p e s  d e  m a t è r i a u x  s e r o n t  t r a i t É s  i c i :

l e s  p o l y c r i = t a u x  d ' 4 1  ( É t u d i É s  P a r  J o h n E o n  E l I l  l

I e =  c o m p o E i t e s  
' n t - n f a  O g  ( É t u d i é s  p a r  É c h n e i d e r  t f e l )

V . ? . 1  C a s d , u n  p o l y c r i g t a l d ' A l u r n i n i u r n

L e  m a t é r i a u

( 6  I V . e . 1 )

c e l  l e E  q u i

i c i :

é t u d i é  i c i  ' e s t

Ses  conEtantes

sont  données

Ie  rnême que

e l a s t i q u e s  d u d e u x  i è m e

d a n s  I e  t a b l e a u  ( I V ' 1 )  q u

c e l u i  q u i  a  è t ë  d È c r i t  a u

o r d r e  s o n t

, o n  r a P P e I l e

du second o r d r e d e I A I

T a b l e a u  I V ' 1  I  c o n E t a n t e s  é l a s t  i q u e s

à esoc '

* * t t i c  i e n t s  É l a s t i q u e s
D

o r d r e ( 1 0 " G P a )

I . f i c7 l c  +  f l ' f r f rAs

a.ba4  :0 ' f ,aa

o .ee34  :  E '084
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L e s  c o n s t a n t e s  É l a s t i q u e s  d u  t r c i = i È m e  o r d r e  d u  m o n o c r i s t a l  d ' A I

s o n t  d o n n É e s  d a n s  l e  t a b l e a u  ( V . 3 )  s u i v a n t  :

c c o n s t a n t e s  é I a s t i q u e s  d u
7

t r o i s i è m e  o r d r e (  l k f -  G P a )

t '  
t ,

- | f l . 7 6

t r  
l 1e

-3 .  1s

" ,  = =
f l . 3 6

t ,  uo
- f r . 3?

cra" -3 .4f r

to=" , - f l . s f l

T a b l e a u  V . 3  :  c o n s t a n t e s  É I a s t i q u e s  d u  t r o i s i è r n e  o r d r e  d u

r n o n o c r i s t a l  d ' A L  à  e S o t r  d ' a p r É s  T h o m a s  t 4 l

p o u r  v é r i f i e r  n o t r e  c a l c u l  ,  o n  r e p r É s e n t e  I ' é v o l u t i o n  d e s  c o n s t a -

n t e s  É I a s t i q u e s  e f f e c t i v e s  d u  t r o i s i è m e  o r d r e ,

L e s  f  i g u r e s  ( V . 3 ) ,  ( V . 4 )  e t  ( V . 5 )  r e p r é s e n t e n t e n t  r e s F e c t i ' r e r n e n t

l a  v a r i a t i o n  d e s  c s n s t a n t e s  é l a s t i q u e s  e f f e c t i v e s  d u  t r o i s i È m e

( e f f )  - ( e f f )  - ( e f f )  - . . - -  r -
o r d r e  t  

i ; i  
'  

' r ' ; ; ; '  e t  t  
i ; ; '  

'  
a v e c  l a  d É f o r r n a t i s n '

C o m r n e  a t t e n d u . l e s  c o n s t a n t e s  é l a s t i q u e s  e f f e c t i v e s  d u  t r o i s i È r n e

o r d r e  s o n t  i n d É p e n d a n t e s  d e  1 a  d é f o r m a t i o n '

hr r
iJi
;ilii

I
t

,x
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É l a s t i q u e s  d u  t r o i s i È m e  o r d r e  d u  p o l y c r i s t a l  d ' É I

l e s  r n e E u r e s  e x p é r i m e n t a l e s  f a i t e s  p a r  J h o n s o n

1  -  t o l  ( r n e s u r e s  u l t r a s o n o r e s )

t ? ? -

S u r  l a  f i g u r e  ( V . 6 )  s o n t  r e p e r t É e = à  l a  f o i s  : l e s  c o n s t a n t e s

,  o b t e n u e s  p a r :

t t l l

X  r  o b t e n u e s  e n  u t i l i s a n t

d É t e r m i n é e s  r e s p e c t  i v e m e n t

IJ

du

u . u u l J ( ) u l J

t r o i s i È m e  o r d r e

I

I
I
I

.d
IL
(9

t s E
q- Fl

0l l4

m 'r{
IJ

p à r  S a r r n a  e t  R e d d y  t 3 l  e t  T h o m a s  t 4 l  )  '

1 e s  r É s u t t a t s  d u  m o d è I e  t * l
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f i g u r e  ( V . 6 )

e  t + l  e t  E x l  ( m e s u r e s  P a r  r a y o n E

l e s  p r o p r  i É t é s  d u  r n o n o c r  i ç t a I

: c o n g t a n t e s  É l a g t i q u e s

d u  p o l y c r i s t a l  d e  l ' A I
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O n  p o u r r a  r e r n a r q e r  q u e  p o u r  t o u t e s  I e s  c o m p o s a n t e s  r e p r È s e n t e e s

s u r  I a  f i g u r e  ( V . 6 ) ,  I e s  r é s u l t a t s  e x p ê r i m e n t a u x  e t  I e s  r è s u l t a t =

d u  m o d È l e  n e  s o n t  p a s  t r È s  é l o i g n É s  . L e s  p r È d i c t i o n s  d u  r n o d È I e  s o n i

d o n c  r e l a t i v e m e n t  s a t i s f a i s a n t e s .

V . 7 . ê  C a s  d u  c o r n p o s i  t e  A 1 - A I  - O -

L e  m a t é r i a u  É t u d i é  i c i  e s t  d é c r i t  d a n s  I e  {  I V . e . e  r  s e s  c o n s -

t a n t e s  É I a E t i q u e s  s o n t  r e g r o u p É e E  d a n s  l e  t a b l e a u  ( V . + )  s u i v a n t :

T a b l e a u  V . 4  :  t r e r e c t é r i s t i q u e s  É l a s t i q u e s  d e  l a

. m a t r i c e  d ' A l  e t  d e s  r e n f o r t s  d r  A l e t =

d ' a p r é s  S c h n e i d e r  E  l e l ,

E ( G P a ) I  ( G P a ) r n ( G P a ) n ( G P a )

A I 75 a.33 -3fi8t -+Efl -+ûa

Ateos 39fr n.e4 EEF -65fr - t@e f r



D ' a p r É s  l e s  r É s u l t a t s  o b t e n u s  e n  É l a s t i c i t É I  i n É a i r e  r  c E  m a t É -

r  i a u  e s t  a n i s o t r o p e  (  l e s  r n o d u l e s  d ' Y o u n g  v a r i e n t  e n  f  o n c t  i o n d e

o n t1 a  d i r e c t i o n  ) . C e p e n d a n t .  l e s  r É s u l t a t s  e x p É r i m e n t a u x  n s u E

é t é  f o u r n i s  s o u s  I a  f o r m e  s u i v a n t e :

l i j

q u i  r e p r É s e n t e n t

les  mesures  des

u l  t r a s o n o l - E S .  L e s

,  r T r - .  e t  n .  ( i  e t  j  =  I  à  3 ).  
I J  I J

I e s  t r o i s  c e n s t a n t e s  d e  I ' l u r n a g h a n  t c b t e n u e s  P a r

v a r i a t i o n s  d e s  v i t e s s e s  d e  p r o p a q a t i o n  d e s  o n d e s

i n d i c e s  ( i i )  c o F r e = p o n d e n t  à  d e s  m e s u r e s  f a i t e s

p o u r  d e s  o n d e s  p r o p a g é e s  d a n s  l a  d i r e c t i o n  i  e t  p o l a r i s É e =  d a n s  I a

d i r e c t i o n  i .  
, .

L e  c a l c u l  s e l f  c t r n s i s t e n t  n o u s  p e r r n e t  d ' o b t e n i r  l e s  c o n s t a n t e s

é l a s t i q u e s  e f f e c t i v e s  d u  t r o i s i è m e  o r d r e  s o u s  f o r m e  d e  t e n s e u r  d e

7 " 9  c o r n p o s a n t e s  r q t r i  s e  r É d u i s e n t  d a n s  I e  c a s

t r o p e  a u , (  t r o i s  c o n s t a n t e s  d e  l ' l u r n a g h a n  I * f f =

e f f
e t  n =  C I - ]  ' U n  p r e m i e r  c a l s u l  a  É t É  f a i t  r  t f ,

q:]6

r e n f o r t =  d ' 4 1 - O ^  s s n t  s p h é r i q u e s .

L e s  r É s u l t a t s  o b t e n u s  s o n t  r e p o r t É =  s u l -  l e s  f  i g u r e s  q V  ' 7 1  ,  ( V ' B )

e t  ( V . 9 )  , E e s  f i g u r e s  r e p r É = e n t e n t  r É s p e c t i v e m e n t  1 a  v a F i a t i c n  d e

, e f f  ,  r = t f  e t  , r e f f  e n  f o n c t i o n  d e  l a  f r a c t i o n  v o l u r n i q u e  d ' A l  
e o g '

S u r  } a  f  i g u r e  ( V . 7  )  s o n t  r e F o r t é e s  :

1 -  I e s  m e s u r e s  e x P é r i r n e n t a l e s

t t e  E o 3 ,  t r g  E + l  e t  , t " t  r  I  
3 e  

)  t x l

e -  l e s  r é s u l t a t s  n u m é r i q u e s  d u  m o d è l e  E * l

d ' u n  m a t É r i a u  i s o -

- e f f  e f f  - e f f
t t e g  t  r n  =  t l 4 +

c o n s i d é r a n t  q u e  I e s
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S u r  I a  f i q u r e  ( V . B )  s o n t  r e p o r t é e s  !

1 -  I e s  r n e = u r e s  e x p é r  i r n e n t a l e s

t l e  e t  t l g  t 0 l  ' t 3 e  * t  t g 1  t + l

e -  l e s  r É s u l  t a t s  n u r n É r  i q u e s  d u  m o d è l e  t * l

S u r  1 a  f i g u r e  ( V , 9 )  = o n t  r e p o r t É e s

1 -  l e s  r n e s u r e s  e x p É r  i m e n t a l e s

r t e  EOI  ,  t l '  t + l

? -  I es  rÉsu l t a t s  numÉr iques

t  . g l  e t  . g e  t X l

d u  m o d è I e  t * l

E n  t r e  q u i c o n c e 1 . n e  l e s  r é s u l  t a t s  o b t e n u s  p a r, l e  m o d è l e  E e I f -

c o n s i s t e n t  r o n  p e u t  f a i r e  l e s  c o n s t a t a t i o n s  s u i v a n t e s :

1 a  c o n s t a n t e  É l a s t i q u e  e f f e c t i v e  d u  t r o i s i è m e  o r d r e  r e f f  d i m i -
î.

n u e  r n o i s  v i t e  t a J e c  I a  f r a c t i o n  v o l u r n i q u e  d e  I ' A t e 0 g  )  q u e  . * f f  ,

c e p e n d a n t  c e t t e  v a r i a t i o n  p o u r  I t %  (  f I  <  3 f r ' / ,  e s t  f e i b l e  e t

n e  d é p a s s e  p a s  t l %  p o u r  l e s  d e u x  c o m p c l s a n t e s .

- l a  c o r n p o s a n t e  r e f f ,  c r o i t  I É g È r e m e n t  e v e c  I a  f r a c t i c n  v c l u m i q u e ,

ï
c e t t e  v a r i a t i o n  n e  d é p a s s e  p a s  L %  p o u r  (  1 1 %  <  f  

-  t  3 Q ' / ,  )  '

E n  c e  q u i  c o n c e r n e  l e s  r é s u l t a t s  e x p é r i m e n t a u x  , l e  s e n s  d e  v a r i -

a t i o n  d e s  c o n s t a n t e s  t : l f  ,  r l l f  = t  
" I l t  

d é p e n d  d e s  d i r e c t i o n s
l J  I J  l J

d e  p r o p a g a t i o n  e t  d e  p o l a r i s a t i o n  d e s  o n d e s  u l t r a s o n o r E s .

O n  p o u r r a  a u s s i  r e m a r q u e r  q u e  l e s  v a l e u r s  d e s  c o n s t a n t e s  É I a s t i -

g u E s  d u  t r o i s i è m e  o r d r e  o b t e n u e s  p a r  n o t r e  m o d è l e  s o n t  e n  q É -

n é r a I  i n f É r i e u r e s  a u x  v a l e u r s  o b t e n u e s  p a r  I e s  m e s u r e = i  e x p É r i m e -

? .  I
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É n  É t u d i e r a  P a r  l a  s u i t e  .  f  i n f l u e n c e  d u  r a p P o r t  d e  f o r r n e  c l a  d e s

r e n f o r t s  d ' A l p o 3  s u r  q u e l g u e s  c o m p o s a n t e s  d e s  t e n s e u r s  É I a s t l q u e s

d u  t r o i s i É r n e  o r d r e  d u  c o m p o s i t e  ( A t - A I g D g l '

L e  c a I c u I  s e l f - c o n s i s t e n t  e  É t É  f a i t  p o u r  d e s  f i b r e s  u n i d i r e c t i -

o n n e l  l e s  d e  r a P P o r t s  d e  f o r m e  c / a

L e s  r É s u l t a t s  s o n t  r e p r é s e n t É s  s u r  l e s  f i g u r e s  (  v . t o  )  .

( V . 1 1 )  e t  ( V ' l e ) .

-200

-225

n
6
(L
(5
LJ

. -250

\- tTl
I F r u
Iu rl

TJ
-215

-300

c i a  =  I

V a  
=  t f l
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p o u r  d i f f É r e n t e s  v a l e u r s  d e  c / a '



n
o
IL
(9
u

ri- {. 
-430

rF .T
llt :

LJ

n

fl -Azs
o
IJ

r- .{l

! $ -aso

-4 10

-450

-470

-400

-500

- 1 3 4 -

r f  c / a  =  1

o t r / a= tn
+  c i a  =  ? 9 )

x  -  c l e  =  t f l E

to t2 '14 t5 18 20 22 24 26 28 30 32

- 1  r i
_1 tl

F iqu re  V . r l  :  ve r i a t i on  d= - t : l - :  .  r = f f i o t r r  c / a= t i  en
I É+1+

T o n c t i o n  d e  l a  f r a c t i o n  v o l u m i q u e  d e  I ' J r l _ U _
C J

p o u r  d i f f É r e n t e s  v a l e u r s  d e  c / e .

. *  -  c / a  =  I

o  -  c i a  =  t f r

c l a = e F '
cte = Lf l f l

t0 t2 t4 16 t8 20 ?2 21 26 28 30 32
r

f 
t 

L

F igu re  v . l e  !  va r i a t i on  de  t " : l  t r ,  " f f  pou r  c / a= l  r  en3+36

f o n c t i o n  d e  l a  f r a c t i o n  v o l u m i q u e  d e  I ' A I - O -
c . . J

p o u r  d i f f é r e n t e s  v a l e u r s  d e  c u  a .

-475



- 1  3 5 -

c e s  f i g u r e s  r e p r é s e n t e n t  r e = F P t r t i v e m e n t  l a  v a r i a t i o n  c i e s  t r o m F o -

e f f  - e f f  - e f r
s a n t e s  t i ; ;  ,  , i u u " t  t ; ; ;  p o u r  l e E  d i f f e r e n t e s  v a l e u r E  d e  c r a

( e n  f o n c t i o n  d e  1 a  f r a c t i o n  v o l u m i q u e  d e  l ' A l e t 3 ) '

S u r c h a c u n e d e s f i g u r e s s o n t r e p o r t e e s l e s r É s u l t a t s d u m o d È l e

p o u r  l e s  r a p p o r t s  d e  f o r m e  s u i v a n t s :

c l a  =  1  t ' l + l  r  c / a  =  l f r  t o l  ,  c / a  =  ? O  t + l  ' E / e  =  l n 0  [ x ]

O n  p e u t  f a i r e  l e s  r e r n a r q r e s  s u i v a n t e s :

e f f  e f f  1

I  -  l e s  c o m p o s a n t e s  t i ; ;  e t  ' ; ;  d i m i n u e n t  q u a n d  f  
-  

a u s r n e n t e  r

t a n d i s  q u e  , : : :  a u s r n e n t e '
t=r! 

î
e  l a  s e n s i b i l t É  à  f '  d i m i n u e  q u a n d  c / e  â u g m e n t e '

3 - ] e s v a l e u r s d e g t r o i s t r o f n P o s à r r t e s o b t e n u e s d a n s l e c a s d u

c o m p o s i t e à ' 1 . e n f o r t s s p h é r i q u e s s o n t l e s P l u s f a i b l e E . E e c i

e x p l i q u e ] a d i f f é r e n c e e n t r e l e s r È s u l t a t s e x P e r i m e n t a u x e t

n u m É r i q u e s o b s e r v é s s u r l e s f i g u r e s t V . , T ) ' ( V . B ) e t ( V . 9 ) .

V . 8  E o n c l u s i o n

L e c o m p o r t e m e n t é l a g t i q u e n o n l i n É a i r e d e s r n a t É r i a u x m i c r o h É t É -

r o g è n e s e t r n a c r o h o r n o g È n e s a é t É d É t e r m i n É e n u t i } i = a n t l e m o d è l e

a u t o c o h É r e n t  à  u n  s i t e . c e c i  n o u s  a  p e r m i s  d ' È v a l u e r  l e u r s  c o n E t a -

n t e s É I a s t i q u e s d u t r o i s i È m e o r d r e e n t e n a n t c o m p t e d e l a r n i c r o -

s t r u c t u r e  d u  m a t é r i a u , u n e  p r e m i è r e  a p p l i c a t i o n  a  É t É  f a i t e  s u r  u n

p o l y c r i s t a l d . A l u m i n i u r n l a m i n é ' E e c i a d o n n É d e s r e E i u l t a t s r e l a -

t i v e m e n t  E a t i s f a i s a n t s  p a r  r a p p o r t  à  I ' e x p É r i m e n t a t i o n '

L a d e u x i È m e a p P t i c a t i o n a é t É f a i t e s u r u n c o f n F o s i t e A l - A l e t 3
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L e s  r É s u l t a s  o b t e n u s  p a r  I e  m o d É l e  ( t r o u r  t r / è = J .  )  s s n t  d u  m e m e

o r d r e  d e  g r a n d e u r  q u e  l e s  r È E u l  t a t s

1 É q è r e m e n t  i n f è r i e u r s . E e t t e  d i f f e r e n c e

e x F ë r i r n e n t a u x  ,  i n a i s

e s t  e = s e n t i e l l e r n e n t  d u e

a u  f a i t  q u e  l e  r n a t É r i a u  É t u d i é  e x p È r i m e n t a l e m e n t  n ' e s t  F a s  t n u t

a  f a i t  i s o t r o p e  m a i s  , p r é s e n t e  p l u t Ë t  u n e  a n i s o t r o p i e  d u e  à  l a

f o r r n e  d e s  r e n f o r t s (  C e c i  a  È t é  c o n f  i r r n É  p a r  I  ' é t u d e  d e  I  '  i n f  -

I u e n c e  d u  r e p p o r t  d e  f o r m e  s u r  l e s  c s n s t a n t e s  É l a s t i q u e  e f f e c -

t i v e s  d u  t r o i E i è m e  o r d r e )  e t  à  l e u r  r é p a r t i t i o n  s p a t i a l e '

p a r  a i  I  l e u F s  r o r  s a i t  q u e  l e s  c o n s t a n t e s  É l a s t i q u e s  d u  t r o i s i Ê r n e

o r d r e  s o n t  c o n n u e € '  a v e c  P e u  d e  p r é c i s i o n  (  d e  1 ' o r d r e  d e  3 l Z '  ' A

r 11 l  ) .

Â{
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V . 9  E i b l i o g r a P h i e

t l l  H . B , H u n t i n g t o n ,  R e n s s e l a e r  P o l y t e c h n i c  I n s t i t u t e . T r o y ' N e w

Y o r k  p  " T h e  E l a s t i c  c o n s t a n t s  o f  c r y s t a l s "  r p S ê 1 4 '

t  e  I  L a z a r u s  .  D  .  1 9 4 9 a  ,  P h y s  .  R e v  r  7 6  r  5 4 5  '

t 3 l  v . P . N  S a r m a  a n d  P . J . R e d d y  ,  ! 9 7 ? , "  t h i r d  o r d e r  E l a s t i c

c o n s t a n t s  o f  a l u m i n i u m . ' , P h y s . s t a t . S o I  .  ( a )  I f l ' 5 è 3

E 4 l  J . F . T h o m a s  . . J R . ,  l g 6 B r P h y s i c a l  F l e v i e w ,  l ' 7 5 ' 3 '

t S l P . t J . E r i d g m a n  ,  "  p h s i C s  o f  h i g h  P r e s s u r e  "  .  Ë  . B e l  a n d  s o n s  '

L o n d o n .  l ? 4 ô .  '

t 6 l h l . B . D a n i e I s ,  P h . D . d i s s e r t a t i o n  r c e s e  I n s t i t u t e  o f  T e c h n o l o g y t

C l e v e l a n d , o h i o  . L 9 à 7

C 7 3 F . D . H u r n a q h a n ,  " f i n i t e  d e f o r m a t i o n s  o f  e n  e l a = , t i c  s o l i d " , H i l e y

N e w  y o r k .  (  1 9 5 1  )

t B l F ,  E i r c h ,  P h Y .  r ç v .  7  1 , E f r g  \  1 9 4 7  )

t g l R . F , S . H e a r m o n r  " t h e  e l a s t i c  c o n s t a n t s  o f  a n i s o t r o p i c  m a t e r i a l s "

p h y s i c s  = e c t i o n  ,  f o r e s t  p r o d u c t s  r e s e a c h  L a b o r a t o r y  r  P r i n c e s

r i s b o r o u g h r J a n u a r Y  ? 7  p l 9 5 6 r P  3 4 3

t l o l  R .  E l  G u e r i o u m a  e t  a l ,  r P 3 è m e  G , F , R  d e  b o r d e a u x r  l 0 r p p . 3 -

1 O , 1 g B E

t 1 1 l  J o h n E o n . G . E  a n d  s p r i n g e r r H . C , A  c o m p a r a i s o n  o f  r n e a s u r e d  a n d

p r e d i c t e d  s e c o d  a n d  t h i r d -  o r d e r  e l a s t i c  c o n s t e n t s  o f  a

t e x t u r e d  a g g r e g a t e .  I n t .  J . s o I  i d s  s t r u t r t u r e s r v o l  . e 5 . N o 6 r P P ' 6 r l q

- 6 1 9 r  1 9 8 9 .

t l e l  E . S c h n e i d e r  c o m m u n i c a t i o n  P e r s o n n e l l e

t 1 3 l  K . A h a o u a r i  r P .  l i p i n s k i  r l { . B e r v e i l l e r  e t  E ' s c h n e i d e r ,  " Ë o m p o r -

t e r n e n t  É l a s t i q u e  n o n  l  i n É a i r e  d e s  c o f n p o s i t e s  à  m a t r i c e  m É t a -

I I i q u e . , , 9 è r n e c o n g r É s d e m é c a n i q u e ( l " l E T Z 1 9 a 9 ) .

.. ... -., ; :'y'*-: :*-'4ii/At
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D a n s  t r F  t r a v a i l . o n  â  p r o p o s È  u n  c a d r e  g e n É r a I  p e r m e t t a n t  d e

d È t e r m i n e r  I e s  p r o p r i é t é s  t h e r m o é l a s t i q u e s  I i n è a i r e s  o u  n o n  ] i n É -

a i r e s  ( ê I a s ' t i q u e )  d e s  m a t é r i a u x  m i c r o h ê t é r o q è n e s  e t  r n a c r o h o r n o q e n e s

à  p a r t i r

-  d e s  p r o p r i é t É s  d e s  c o n E t i t u a n t s

-  d e  I a  m i c r o s t r u c t u r e  d u  m a t é r i a u '

L a  d é r n a r c h e  ç é n É r a I e  u t i l i s e  1 e s  r n é t h o d e s  m o d e r n e s  d ' h o m o g É n e i s a t i c

e t  d e  I o c a l i s a t i o n  i n t r o d u i g a n t  u n  m i l i e u  h o m o ç ê n e  d e  r e f É r e n c e .

E n  c o n s i d É r a n t  l e l m a t é r

s t r u c t u r e  r  t r r  a b o u t i t

i a u  c o m m e  É t a n t  u n  r n i  I  i e u  c o n t  i n u  à  m i c r e -

e n  p l u s  d e s  r e l a t i o n s  d e  f n o y e n n e s  u s u e l  l e s

à  u n e  é q u a t i o n  i n t é g r a l e  q u i  d é c r i t  I e E  i n t É r a c t i o n s  e n t r e  I e s

c o n s t i t u a n t s  e u x  m E m e s  e t  c e I I e  e n t r e  I e s  c o n s t i t u a n t s  e t  c h a r g e -

m e n t  e x t É r i e u r  .  L a  = o l u t i o n  e x a c t e  d e  c e t t e  é q u a t i o n  i n t É g r a l e

p e r m e t t r a i t  d e  p r e n d r e  e n  c o m p t e  t o u t e  I a  m i c r o = t r u c t u r e  d u  m a t É -

r i a u  . E e p e n d a n t  ,  c e t t e  s o l u t i o n  e x a c t e  e s t  d i f f i c i l e  à  a t t e i n d r e

c â r  e l I e  n e c e s s i t e r a i  1 a  c o n n à i s s a n s e  d e  t o u t  I e  m i l i e u

P o u r  r é = o u d r e l ' é q u a t i o n i n t é g r a l e  n o u E  e v o n =  d o n c  u t i l i s É  e t

a u t o c o h é r e n t e  à  u n  s i t e  r  q u i  d ' a p r Ê s
d É v e l o p P é  I '  a P P r o x i m a t i o n

F . r Ë n e r  e s t  e x a c t e  d a n s  I e c e s  d e s  m i  I  i e u x  p a r f  a i  t e r n e n t  d É s o r -

d o n n ê s .

L ' o u t i l  a i n s i  d é v e l o P P é  P e r m e t

v e m e n t  l i m i t É s  ,  d ' o b t e n i r  ,  d e

r a v e t r  d e s  m o y e n s  d e  c a l c u l s  r e l a t i -

m a n i è r e  q u a l  i t a t i v e  r n a i s  é g a l e m e n t
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t r u à n t i t a t i v e  t d a n s  b e a u c o u p  d e  c a E )  u n e  b o n n e  e v a l u a t i o n  d e s  p r o -

p r i È t È s  t h e r r n o r n È c a n i q u e s  d e s  r n a t e r  i a u x  c o r n P o s i  t e s .

t r e t t e  é v a l u a t i o n  p e u t  É t r e  u t i l i E è e  à  l a  f o i s  P e r  l e s  s p e c i a l i s t e s

d u  c a l c u l  d e  s t r u c t u r e s  p o u r  d i r n e n s i o n n e r  I e s  p  i e c e s  r n e c e n i q u e s  e t

p a r  l e s  a r c h i t e c t e s  d e s  n o u v e l e u x  m a t É r i a u x . Ë e u x  c i

c a l c u l s  d é v e l o p o é s  r  p e u v e n t  à  p r  i o r  i  .  d É t e r r n i  n e r  I

. e n  u t i l i s a n t  l e

' i n f  I u e n c e  c i  e s

p a r a m È t r e s  r n i c r o s t r u c t u r a u x  u s u e l s  s u r  l e  c o m p o r t e m e n t  g l o b a l  '

S i  l e  c a d r e  d e  l a  t h e r m o É I a s t i c i t é  I  i n é a i r e  é t a i t  d é i a  p l u s  o u

r n o i n s  c o n n u  ,  1 e  p r é s e n t  t r a v a i l  c o n s t i t u e  c e t r e n d a n t  u n e  q e n É r a -

I  i s a t i o n  d a n s  l a  r n e s u r e  o ù  i  I  t r e r r n e t  d e  d e c r i r e  n ' i r n p o r t e  q u e l  I e

a n i s o t r o p i e  m a c r o ? c o p i q u e . L e  c o u p l a q e  t h e r m o m e c a n i q u e  d ë v e l o o p é

i c i  , p o u r r a i t  e t . =  É t e n d u  à  d ' a u t r e s  t y p e  d e  p r o b l È m e s  (  r e t r a i t

d u  b é t o n )  .

L e  d é v e l o p p e r n e n t  d e  l a  m é t h o d e  g é n é r a l e  a u  c a s  d e  I  ' é l  a s t  i c  i  t é

n s n  I i n É a i r e  e s t  à  n o t r e  c o n n e i s s a n c e  I a  p r e m i è r e  a p p r o c h e  d a n s

c e  d o m a i n e  . O u t r e  I ' i n t e r F t  p u r e r n e n t  s c i e n t i f i q u e  , c e t t e  a p p r o c h e

c o n s t i t u e  u n  o u t i l  i n d i s p e n s a b l e  a u  d È v e l o p p e m e n t  d e =  t e c h n i q u e s

d e  c o n t r Ë l e  n o n  d é s t r u c t i f  g u e  c o n s t i t u e  I ' a p p l i c a t i o n  d e  1 ' a c o u -

s t o é I a s t i c i t É  à

r é s i d u e l l e s .

1 a  d é t e r m i n a t i o n d e s  c o n t r a i n t e s  i n t e r n e s  e t

P o u r  d e s  m a t é r i a u x  à  é I a s t i c i t é  n o n  I i n é a i r e  ( c o m p o s i t e  à  m a t r i c e

o r g a n i q u e )  p o u r  I e s q u e l s  I a  n o n  l i n É a r i t É  p e u t  E t r e  i m p o r t a n t e  t

l e s  c a l c u l s  p r é c É d e n t s  p e r m e t t e n t  u n e  m e i  I  l e u r  a p p r o c h e  d u  t r o m -

i É

id
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p o r  t e r n e n t  e f  f  e c  t  i  f  m a c r o E c o p  i  q u e  .

E e r t e s  l a  m é t h o d o l o g i e  p r o p o s É e  p e u t  e n c o r E  E t r e  p e r f e c t i o n n e e

( e m p l o i  d ' u n  s c h é m a  à  s i t e s  m u l t i p l e s )  m a

rarn tnes  déve loppées cons t  i  tuen t  un  ou t  i  I

r e n d r e  d e s  s e r v i c e s  e n  b u r e a u  d ' é t u d e  e t

n o u v e a u x  m a t É r  i a u x .

i s  , I e s  c a l c u l s  e t  F r o g -

c u i  p e u t  d ' o r e s  e t  d è i a

d a n s  I a  c o n c e p t i o n  d e s
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d e u x  c h a r g e r n e n t s t h e r m o r n e c a n i q u e s  d u  m É r n eN o u g  c o n s i d È r o n s

r n a t è r  i  a u :

- p o u r  u n  P r e m i e r  c h a r g e r n e n t

-pou r  I e  second  ro f ,  a  l i ) =  (€ t

l e s  d e u x  c h a r g e r n e n t  v É r i f i e n t

p r e m i e r  c h a r g e m e n t

t
E

r  o f i  r f n P o s e

?- )  *  ra  e t  E

1 i l  =  (  o l )  =  9 )  e t  E = ( x I )  #  È - i

=  t l  
Ë i  =  f i

I e s  r e l a t i o n s  ç u i v a n t e s ;

deux  i  è rne  chargernent

t , e#û rE=Ec= f rË , E =

s ' I
B E

E 1

= f l

I
E

I

I
= t l

I-=  
f |

L
=

c |=

E
tr = ! t l

- I
l : =

o : = 5

ÉT

l  eE deux  Prob I  Èrnes  en  è tud  i  an t

' t ?

. ( r l  e - . ( r )  d V
] . J  ] J

t  A L , A  )

( é q u i l i b r e  d e s  m o m e n t s )

e
+ u )

J r 1

de dÉp I  acernent

Ê . = E D

- e  e f f
t s = o (

€, + q( (:,

ae

I ' i n t é g r a l en o u S

q u i  d e v i e n t  P a r I '  i n t e r m é d i a i r e  d e =  r e l a t i o n s

cornb i  nons

I r = J" "

i n t ég ra t i on  Pa r

n - I
I  t  |  , r . .  ( r )

t  v  L  l J

( 4 1 ,  i  )

rA l ,U  )

ç r  =  c 1 , .
l J  J I

e t

=?.
i j  l r J

o u  u .  I e  g r a d i e n t
1 r J

( c o m p a t i b i l i t È )

t o t a l

[  '1t 'r
J V  1 J

P
u l  ( r )  dv

l r J

p a r t i e s  r o r  a :p a r

1 -t r

à  p a r t  i r  d e s  r e l a t  i o n s  d ' É q u i  I  i b r e  e n

I
I e s  c o n d i t i o n s  a u x  I i m i t e s  t i i  t i  =

à  l a  = u r f a c e  e x t É r i e u r e )  o n  a !

/
( r )  u i  ( r )  )  dv  ( 41 ' 3 )

t i  1

1
v o l u m e  i c ] .  ( r )  =  f f  )  e t

l J r J

1
E t  -  n .  ( n .  é t a n t  I a  n o r m a l e

l J  J  J

I( r -
1 J
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t l ? - r Pr  ,  
=  

J , ,  " ;5 r1  
e l  . t r )  dV = t rs  = l i  v  (41.4)

P T P
où  E l .  =  t l y  I  e l -  ( r )  dV

l J  ' . , v  l J

u n  r É s u l t a t  a n a l o g u e  p e u t  ê t r e  o b t e n u  P o u l -  I  ' i n t É g r a I e

I ' F lre  =  
l "  " i j  

( r1  e l . ( r )  dv  (41.s)

m a i s  p u i s q u e  E ?  =  F  r o r  a ,  I e  =  E t

E n  u t i l i s a n t  ( I L 1 3 )  ,  ( I I . 1 + )  d a n s  ( I I . 3 e )  e t  ( I I . 3 3 )

I  ' e x p r e s s i o n

r
I  u . . t r l  s . ( r )  8 . ,  ( r )  dv  ( 41 .6 )

t r v  l J  r J H l '  K r f n l - l

s ' a n n u l e .  ç '

L ' i n t É g r a l e  I t  r É e c r i t e  à  p a r t i r  d e  (  4 1 . 3 )  e t  d e  ( 4 1 ' 6 )  d o n n e :

t P F -
I  =  E : -  o -  |  e .  . - ,  ( r )  [  s .  . - ( r )  b - - ( r )  +  q .  , ( r )  I  a v  ( 4 1 ' 7 )-  

1  
- k l  J  i j R I  L  t J r n n  m n  r J  r

E t  p u i s q u e  I e  t e n s e u r  (  s i j k l  )  e s t  s y m É t r i q u e  p e r  r a p p o r t  a u x

p a i r e s  ( i i )  e t ( k I )  r  o r  a  à  p a r t i r  d e  ( 4 1 . 7 ) r ( 4 1 . Ë ) e t  ( 4 1 . 4 )

e f f

" ; i  
=  

" r :Hl ' '  
or j t ' '

e t  d ' a p r é s  ( I I . 1 f r l r ( I I . 1 7 )  e t  ( 4 1 . 8 )  o n  a :

u=l :  =  f3  k r ( ' )  A i i * r ( t )

( A 1 , 8 )

( 4 1 . 9 )
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R e p r e n o n s  l ' É q u a t i o n  ( I I ' 3 ê )  :

n o  Ê  - - ( r - r ' )  + d -  6  ( r - r ' )  = P l
" i j k l  - k m , l i . '  - i m

e 1 1 e  m o n t r e  q u ' i 1  y a  u n e  r e l a t i o n  e n t r e  l e  t e n s e u r  d e  G r e e n  E  e t

l e s  r n o d u l e s  É l a s t i q u e s  d u  m i  I  i e u  h o r n o g è n e  é q u i v a l e n t  c o

p a r  l a  s u i t e  r  o f ,  u t i l i s e r a  I a  t r a n s f o r m É e  d e  f o u r i e r  d e  G  e t  o r l

- >  - 7
i n t e g r e r a  d a n s  I ' e s p a c e  d e s  k -  (  c o n i u g u é  d e  r  ,  I  P o u r  a v o i r

u n e  f o r r n e  r n a l É a b l e  d e  T I I  .

C a s  g é n é r a l

Le

G .
14m

e t

un

,'
e é  d e  F o u r

l'
l -
I  c .  ( r
I  * t '

J'
r rnÉe de  Fo

= I  /  Bn3

f o

t r a n s f o

. ->
( k )

s a  t r a s

- )
( r )

fn

i e r  d e

t ,  
= t

rfil

u r  i e r

I

I
I
I
J

d [ ]  (Ae .P )

G  E e r a  d é f i n i e  p a r

- )
11  .  r  , - )

E T

i n v e r s e  i

- )
t u  - )  - i  k  .  r
G  ( k ) P

H M

{Ae .1 )

Dans  un  repÈre  (R)  que lconque  les  vec t= , r .=  f )  = t  i )  peuven t  F t re

rep résen tÉs  en  fonc t i on  de  Ieu rs  composan tes  FEEpe t r t i ves

(  k t ,  ke ,  kg  )  e t ,  * 1 ,  *e ,  
" g  

)  .

Le  p rodu i t  s ca la i r e  [ > .  ; ]  s ' éc r i t  donc  en  f onc t i on  de  cgs

co rnposan tes  sous  Ia  fo r rne :

k ' .  r  =  k ,  
" 1  

*  ke  *e  *  kg  *g

(Ae .e )  se  t rans fo r rne  en  tena t  compte  de  (4e .3 )  en  :

H
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- )
G k r . r (  r  )

e t

- )
G .  . (  r ' )

H M I I J

-.-t
- i  k  r  - )

e d k= L  / ( - i k I )

t u _ )

6 .  ( k )  e
Hfn

".=j;- ';r (  A P . 4  )

'"=j-* ' n
- 1

- i  k ' , r

d e  p l u s  I a  t r a n s f o r r n é e  d e  F o u r i e r

d o n n é e  p e r :

i  k ' ' ,  ; )

d k ( 4e ,5 )

f s n c t i o n  d e D i r a c  e s t

(Ae ,6 )

( à ?  . 7  )

(  I  I . 3 6 )  r a p p e l é e

d e l a

d
- :

(  k ' )  =

e t  Ia  t rans formÉe . - i ' f i ve rse  !

f=
.|

- . )  -7
6 ( r ) d r I

I

t zB  n3

- )  ->
- i  k  r

IE d r

E n  t e n a n t  c o m P t e  d e

p r é c é d e r n e n t  P r e n d  1 a

(  A A . 5  )  e t  ( A e . 7  )  ,  I  ' é q u a t  i o n

f o r r n e :

tT ;n t1 ' /B  n "=l=l-q  - i  l . ; '  ,  r O  
Ë > *  C  -  ï l A

r k j G k r =  i m

d ' É c r i r e  :

k rk  j  
=  

" rn ,

- )  - >

= - t n '  
, r . o f )  = f l  (Ae .B )

c e  q u i  p e r m e t

t î ;n ,  Ën ' t f>  I
(  Ae ,9  )



o r :

T T
T - -  =  - 1  / ?  t  E

P :  I f N J

avec

(  r - r '  )
k rn .  I  j

E r , l [ i  t  '

- 1 4 8 -

)  d  r ' r  d  r

= t i l r r r j  (Êe. le-rr

I
I

. I I
1 , .  -

K I M J

e t  d ' a p r é s

.  i I
- k  

I m  j

( r - r '
k m r I J

o n  a :

X 
1=  

E in  t )  cos  I

k  r  Q  r  Pcoo rdonnées

lq= l k ' l € t lA r *

a l o r s  ( 4e .9 )  s ' éc r i t

" i i r . t  
x t  * j  ( ke  

r y

, *e=s inç t s i n9

sphér iques  o=  
- t  )  

|

o  J  ,  É  E  I  A  r T r  ]

Ëin '  =  t r t

,  X g  = c o s  O

e t  t e l  q u e  :

,  P  ' -  E  A ,ên  l

i A e . I i i

d ; ' ' '  tAa . t e )

( ê P . I 3 )

(Ae , t 4 )

i'
lE

vIJvI

(  Ae .5  i

l'Il'
,| ,,.| ",.| I':]

, '

3 i r r . .É ' . rur i  * - tË ' t r - r ' )aË> d ; f

C a s  O ù  I ' i n c l u g i o n  I  e E t  s P h é r i q u e

D a n s  r e  r e p È r e  R 1 ' â ' o r i g i n e  t r  ( c e n t r e  d e  I ' i n l u s i o n  s p h É r i q u e  )  '

a y a n t  p o u r  a x e s  l e s  t r o i s  d i a r n è t r e s  o r t h o g o n a u x  d e  I a  s p h e r e  i  1  )

I e s  c o m p o s a n t e s  d u  v = c t = r . r r  i t  ,  s ' ê c r i v e n t  e n  f  o n c t i o n  5 e s  c o s i n u t s

d i r e c t e u r E  ,  t j ,  
i = l r g  

e t  d e  s o n  m o d u l e  k  d e  l a  m a n i è r e

s u  i  v a n t e  :

Y  j = l  r P r 3 o j  =  n  ^ j

evec

(Aa . l 5 )
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e n  P o s e n t

C Y  . .  -  X . X  - =  f ' l- i j k l  ' I  j  i k

a l o r s  ( 4 e . 1 5 )  d e v i e n t  :

?
1 4 ( k - G . ) = 6

i k  k m  I m

o u  e n c o r e

P  - ,  - I
k -  6 .  =  (  l ' 1 , -  i

km KIn

p u i s q u e  I e  t e n g e u r  p l  n e  d é p e n d  g u e  d e  I a  d i r e c t i o n  d e  I /

à - d i r e d e s a n g l e s f i x a n t c e t t e d i r e c t i o n . , I e t e n s e u r

I u i  m E m e  d ê p e n d  u l h i q u e m e n t  d e  c e s  a n g l e s  O  e f  ' ] '

e t  c o r n r n e  I ' é I é m e n t  d e  v o l u m e  d E t  s ' É c r i t  3

- )e
d k '  =  k -  s i n  o  - d 9  d F  d k

I I
I e s  c o m p o s a n t e s  d u  t e n s e u r  t  

-  -  
s ' é c r i v e n t  s o u s

i n t É g r a I e  s u i v a n t e  !

r A e . l 6 )

{Ae .17 )

( f 1 e . l E )

.  c t e s t

7
( k -  G  t

k m

(Ae . I 9 )

I a  f o rme

"" "l=;""'"1;x 
(ke Ën'''4;t'-l;;"' i'o;'l;;"- ' )

' r '  
d rI I

l =-  
k l m j

e t l

0 n a

S i  o n  c h o i s i t  l ' a x e  * g

I '  i n c l u s i o n  I  ( s u P P o s é e

P  - >

I  - " t  
k '  '  r  oF)= +n l t<3

Jv'

d e  p l u s

_ ,
s u i v a n t  k

d e  r a y o n  a  )

{Ae .? f r1

' o r i g i n e  O  a u  c e n t r e

(Ae .e1)

d e

t s i n ( a k ) - a k  c o s ( a k )  J

*r  I ' . ; r  d ; r  = [  " - t  
Et - i 'o ' ,

J
(Ae.ea)



-r=a-

o n  a  a l o r s :

D

p
s i n  k a - a k  c o s  a k  ) - d k  ( A e . e 3 )

+
k

L '  i n t é g r a

e t  d e  1 ' o

q u e s  o u  I  a

| .*-
I  t= i
I
J O

e t  a l o r s :

i ê  au tu+  =  n lÈ  a (AE .e4 )

(AE .a5 )

n  a k  a k  c o s  a k
,,

*li,"r= "3ra J]=t,i '. 
o" 

I=r"-r-, 
(ke Ën,n,or

o ù  ( k -  G k m )  e s t  o b t e n u e  à  p a r t i r  d e  ( A e ' 1 8 ) '

f  i n a l e r n e n t  T I  
I  

p o u r  u n e  i n c l u s i o n  s p h é r i q u e  e s t

, l l ,r= .3,, 
J]=tn 

o do 
I: ,*,* i  

ka Ë k; xn*in= Ë,* ,dp (Ae'26)

E a s  o r - r  I  '  i n c  I u s i o n  I  e s t  e I  I  i p s o ï d a l e

L 'e I  I  i p so lde

, - ,  I e  p l us

à  I  se  f a i t

I  e E t

grand )

p e r  I e

d é f i n i e  p a r

. L e  p a s s a g e

changement

s e s  t r o i s  d e m i - e x e s  
" l  

r  b l  r  . l

d e  I ' i n c l u s i o n  s P h É r i q u e  d e  r a Y o n  a

d e  v a r i a b l e  s u i v a n t :

*'1, ̂i= ?,nl=;""."[x.(kÈ Ën,",.{,

_ :
l e  p o r t a n t  s u r  l k  I  e s t  c o n v e r q e n t e  e u  v o i s i n a g e  d e  ' v - )

r u t r  s a l c u I  p a r  I a  m é t h o d e  d e s  i n t É g r a l e s  t r i g o n o r n é t r i -

m È t h o d e  d e s  r é s i d u s  n o u s  p e r m e t  d ' é c r i r e :
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- ' )
t-

_ It-(

"r

x
2

* g

ot

k -
c.

k _
J

o t  t l

T
à

* t

- t
R .

X,

X .
c.

x_
.J

I

" I
T--x  e

I- r
-  x -

t r  é

* l

o,

1

(Ae .e7  i

t A E . P B }

e t

- , }
t':

Rt

* ,

*a

K-
3

l'; -É.

k _
,j

R

R I

o u  R t  e s t  I e  r e p È r e  p r i n c i p a l  d ' i n e r t i e

L e  c h a n ç e m e n t  d e  v . a r i a b l e  p r é c É d e n t  e s t

- ?  - )  - P  - 7
k '  r  =  K .  R

V  i = 1 . ? r 3  l , l r =  t D i t H t  e v e c  t . i [ .  
* ) =

V  j = l  r E r 3  *  j =  Q i = K s  a v e c  ( ! 1 j s ) =

e n  c e  q u i  c o n t r e r n e  l e s  é I é m e n t s  d e  y o l u m e s

d e  I  ' e I  I  i p s o ï d e  I .

d o n c  t e l  q u e :

F a r  a i l l e u r s r o n  p e u t  r e p r e s e n t e r  I e  c h a n g e m e n t  e f f e c t u É  p a r  I e E

f o r r n u l e s  d e  P a s s e g e  s u i v a n t e s  !

l , o=. =",
t rJ

[ '

i l,or.=*,
t  r l  - rJ[ ;

Lû

k't

. ,â  o t
n
fr

" 1 t

--:|
d r = d R É>e t d k =

fl

o,i ",

o n  a :

?
a t

- c l

or  t r
(  Ae .3 l  )

1

t
E n  n o t a n t  V ,

t r a n s f o r m É  ,  ]

t  : P a c e  d e  I t
l e  v o l u m e  d e  V ,  t r a n s f o r m é  e t  V ;  l ' e :

' exp ress ion  (Ae .1 Ie )  du  tenseur  t i i r ,  dans  Ie  ces
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d ' u n e  i n c l u s i o n  e l l i p s o ï d a I e  s ' e c r i t :

. I I* k I r j =

I  t  l '  - i [> r n; '-
r  /8"3 |  |  lEr r* .É j r .kr .  Ën u- l  e

Jr;J" ;Ju+ nt  
JF I '  Km

Ë n * t E i l  é t a n t  d é f i n i  c e t t e  f o i s  c i  p e r

d e  ( I I . 3 6 )  e t  l A ? . 2 7 1  :

.a  _ .2

t r o  
i  j k t  6 k m  i l . i ' ) K r É r * t  

r É  j ,  
=  d i r n

e t  e n  p o s a n t

" *  
=  ] (  * ,  o ù  K  e É t  r e  m o d u t e  o e  

- n ]  
e t

t e l s  q u e  !

R ' '  )
tr c -.!

I  I d R
-

a
I

- )
d l . ;  (  Az ,

l e s  r e i  a t  i  o n s  q u ' o n  d e d u  i  t

i  A e . 3 3  )

.  I e s  c o s i n u s  d  i r e c t e u t r s
L

*  
,  

=  = r : j  cos  p

Xe  =  s i n  { â  s i n  i

X==cosO

aro rs  s i  ,  t i j k l  i p r tÉ j r  X t  t r ,  =  Hk i  (Ae '34 )

e t  à  pa r t i r  de  (Aê .33 )  :

He ;  t x -> t= r ' r  . 1  (Ae .3F )
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u t i l i s e r  I e  r é s u l t a t  o b t e n u  p o u r  u n e  i n c l u s i o n  s p h é r i g u e  ( A a ' e S )
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La  cornposante
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